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INTRODUÇÃO

Um dos problemas central.s da teoria dos números é
o da solubili.dade de equações di.ofantinas. E uma das técni.
cas elementares mais utilizadas no ataque de questões diofan
ti.nas, pela sua simplici.dade e efi.cicia, é a de procurar se
].rações módu].o p. Consideremos, por exemplo, a equação

ya = Xa . x - l

onde procuramos encontrar soluções inteiras. Se pensarmos
nessa equação módulo 3, é claro que o lado esquerdo só pode
ser O ou l (mod 3), enquanto o lado direi.to é -l (mod 3)
e portanto essa equação não possui soluções inteiras.

Ao estudar as soluções de uma congruenci.a

f(x:, x:, , xn) = O (mod p)

é natural consi.deram soluções também nas extensões finitas
Fnm de F.. Buscando condensar toda a informação diofantina,
Artin, [1], i.ntroduzi.u em 19,24 a função zela de uma varieda
de algébrica X sobre um corpo fi.ni.to F

Z(X/F.; t) = exp ( E N. E--)
' m2.l "' m

m

onde Nm é o número de soluções de X com coordenadas em F.m.
De fato, Artin uti.li.zava a li.nguagem de corpos de funções al
gébri.cas de uma variável e defi.niu a função Beta por ando
gla com a função zela de um corpo de números aJ-gébricos. E
fol também Artin que formulou a tíhípótese de Riemann'' para a
função Beta: os zeros de Z(X/F.; q's) estão todos na r'eta
Re(s) = 1/2. (Fizemos a mudança de variável t = q's)

.03.



Fol somente em 1931 que F.K.Schmídt, [7], mostrou
que o teorema de Riemann-Roch podia ser usado para provar
que a função zela de uma curva X/F. de género g é uma função
rabi.anal de t = q'', da forma:

( (s) P(q's)

(l-q's) (l-ql-s)

onde P(t) = zgl (l-ait) é um polinâmi.o de grau 2g com coef.}
cientes em Z e tal que a aplicação a -- q/a é uma pern'lotação
do conjunto das raízes de P(t). Em termos da variável comple
xa s, i.sso quer dizer que P(q'') satisfaz uma equação fundo
nal sob a troca s + 1 - s.

A ''hipótese de Riemann'' ern termos dos a: fica

l q.l : qi/2

abaixo
Tomando o logaritmo em ambos os lados da igual-dade

'.!: ~«T' :
iâgí (x-'l.t)

obtemos:

~. : : . .« - .}: ..«

que é premi.samente o número de soluções da curva X na exten
são F.m/F.

Assumi-ndo a ''hipótese de Riemann'' ja.l
obtemos ímedi.atamente da expressão acima:

ql/2
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IN. - l q"l.S 2g q"/2

E Hase, [5], observou que a desigualdade acima imp]ica, por
sua vez a ''hipótese de Ríemann''

Ou sela, no caso de curvas algébricas, a ''hi.pótese
de Riemann'' é equivaJ-ente a uma desigual-dade puramente dio
cantina.

O primei.ro caso em que a ''hipótese de Riemann'' foi.
verá.facada foi. provado por Gauss, [4], para a curva
y: = x' - 1. Arte.n estabeleceu alguns outros casos parti.cola
res, e em 1933 passe provou o resultado para uma curva elíp
tida arbi.traria.

Foi somente em 1940 que Wei.1, [8], provou a ''hipó
tese de Ri.emana'' para curvas de género arbitrário

Num arte.go bem conhecido de Wei.l, de 1949, ele
conjecturou o que deveria ser verdades.ro para vara.edades de
di.mens8o maior. Seja X uma variedade.prometi-va não si.ngular
de dimensão n sobre F. . Então :

(1) Z(X/Fn; t) é uma função rabi-onal- de t

(2) Z(X/F.; t) = '(t) P,(t)... P2n-l(t)
Po(t) P,(t) . . . P2n(t)

onde

b:
Pj.(t) = xl (l-aj.jt), com qi/2

(A Última i.gualdade é a iihipótese de Ri.emana'' nesse
to)

contex
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(3) Sob a aplicação a + qn/a os a:: são levados

bíjeti.vamente nos a2n-í,j

(4) No caso de X ser a iiredução módulo pi' de uma

vai'i.edade projetiva ngo singular X em característi.ca zero,
então b.i é o i.-ésimo número de Betti. de X.

Essas sgo as famosas ''conjec't;uraé de Weil't, que
í'oram o impulso bâsi.co da Geometria Algébri.ca por mais de 20
anos. A hi.stóri.a das tentati.vas que se fi.zelam para provar
essas ''conjecturasíi é extremamente i.nteressante, pol''ém nos
[evari.a ].oRBe demais. O lei.tor i.nteressado pode consultar o
arte.go de Katz, [6], para uma boa l.'esenha. Di.remos somente
que o análogo da ''hipótese de Ri.emann'' para dimensão arbitra
ria í'oi provado por Designe, [3], em 1973, e a prova é ex
traordinariamente di.fácil. Mesmo a prova dada por Wei]. no ca.
se de curvas de género arbitrári.o é di.fíci.l, e é considerada
uma de suas maiores reali.zações.

Porém em 1973 Bomba.eri(baseado em trabalhos de
Stepanov) deu uma demonstração da ''hi.pótese de Ri.emann'' para
curvas que é iielementarii, no senti.do de que se uti.liça somem
te do teorema de Riemann-Rock.

A idéia de Stepanov é si.mples: dada uma curva pro
meti.va não si.ngular G de gênero g sobre F., pl.'ocupa-se uma
função rabi.anal f defi.lida em C, não nula, 'que tem um zero
de ordem .à m em cada um dos pontos F.-racional.s de C, exceto
possivelmente num conjunto fi.xo de m. pontos racionais de C.
Decorre então que

m(N .-mo) .S#(zeros de f) # (polos de f)

e portanto
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Ni .S mo + +(polo! de f)
m

Asse.m, se construirmos f com poucos polos teremos
uma boa ].imitação para N:

A presente di.ssertação objetiva precisamente apõe
sentar a prova da ''hipótese de Ri.emann'' para ;curvas sega.n
do a versão de Bambú.eri-Stepanovl [2]. Embora o artigo de
Bomba.eri tenha somente 3,5 fo].has e fi.zéssemos o esforço pa
ra dar uma apresentação autoconti.da, i.sso n8o foi possívelde
vldo à natureza complexa do problema e aos muitos pré-requi
silos que ele exi.ge. Minimi.zamos a utilização de álgebra co
mutativa, procurando sempre que possível o enfoque geométri
co, e na parte concernente a geometri.a algébri.ca, nos li.mi.ta
mos à defina.ç8o cl-ássica de vara.edade algébri.ca, cuja teori.a
está concentrada bati.comente no mu].].stellensatz. Não pude
mos, porém, evitar o uso de alguns resultados básicos da teo
ria das valorizações acerca de extensões de valorizações que
não demonstramos no texto, mas que são encontrávei.s em qual
quer l i.vro de números algébricos.

Procuramos dar uma i.ndependência relativa aos capa
tu].os para facilitar a leitura daqueles que não necessitarem
de muitos requisitos básicos.
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CAPITtll.© l

PREI,:lBÍIHARES AI.GEBRICOS

Neste capítulo vamos enunci.a.r os pri.ncipai.s resul
fados da teoria dos corpos finitos e das valorizações, prin
cipa].mente para que a exposi.ção que se segue fique o mais au
tocontida possível. Como os resul.Lados e teor'elas são na sua
maior parte elementares e podem ser encontrados em qualquer
texto i.ntrodutóri.o de á]gebra (por exemp].o: S. gang, Alce
bra), não os demonstraremos aqui

$l -- Golfos finitos

Se F é um corpo finito de q e].ementos, então é cla
ro que F tem caracterÍsti.ca p > O, e portanto pode ser con
si.gerado uma extensão de Z., o corpo dos inteiros módulo p.
Assim podemos pensar em F como um Z.-espaço vetorial e por'
tanto q = p'' para algum i.nteiro n > 1. Ou seja, se F é um
corpo finito com q elementos então q é uma potênci.a de certo
primo p. Consideremos agora o problema inverso, a saber: da
do q = p'', para um primo p e um inteiro n .à 1, achar um co.=
po fmi.to que tenha exatamente q elementos.

PROPOSIÇÃO 1. Se n é um i.ntei.ro .Z l e p um primor existe um
corpo finito com p'' elementos, univocamente determinado como
subcorpo de um fecho algébri.co Z.. Além di.sso esse corpo é
o corpo de decotnposição do polinõmio xP:' -- x sobre Z. e seus
elementos são as raízes desse pol i.nâmi.o.

Em geral, denotaremos pol.' F. um corpo finito com
q elementos. Se m e n são i.fitei.ros > 1 então decorre da prg
posição l a
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PROPOSIÇÃO 2
m)

A inclusão F nc F mq q aqui.vale à njm (n di.vi.de

Se k é um corpo fmi.to com q elementos o grupo mul
ti.plicativo k* de k é comutativo e tem ordem (q-l). Além di.s
se, é bem conheci.da a segui.nte proposi.ção:

PROPOSICÃ0 3. O grupo multlpli-bati.vo.k+-de k é cícli.co de
ordem q-l

Seja F. um corpo fi-Rito com q = p elementos e con
si.detemos a aplícaçgo $:F. + F. dada por x + xP. Então $ é
um âUtOHJOFfi.smo de F., e é chamado automorfi.smo de Frobenius
de Fn/Fn' Note-se que $ deixa F. fixo, isto é, @(x) = x para
todo x de Fn' Da teoria de Galois decorrem as duas propos.L
çe5es abri-xo:

PROPOSIÇÃO 4. O grupo dos automorfismos de W' é cíclico de
ordem n, gerado pelo automorfi.smo de Frebenius de F./F.,

xPX

PROPOSICÃ0 5. Seja k um corpo finito com q elementos e K/k
é uma extensão fi.feita de grau m. Então K/k é uma extensão de
Ga].ois cujo grupo de Galois é cíclico gerado peJ-o automorfi.s
mo de Frobeni.us de K/k, x + xq

É úti.l considerar a segui.nte caractere.zaçao explí
ci.ta do fecho algébri.co Fn de um corpo fmi.to F. com q elS
mentos. Consi.detemos a torre de coi'pos

c qm! C Fq(m+l)!c ... c H

H = U Fqn! . É i.medi.ata a:

Fq ' '.: ' Fq-.' '

.10



PROPOSIÇÃO 6. Se F. é um corpo finito com q elementos então

F = U F n!
q n>1 q

e porta.nto a extensão 'P:l/rq é de Galois

É i.nteressante observar que se legal(F'./F.) então
a(F'.ml) = F.ml , ou seja, a restri.ção de a à F.m pertence à
Gal(F.m!/F.). Essa simples observação será usada no $3 do
Cap. ll e no Cap. IV

Valor'izaç6es disco'elas

DEFINIÇÃO. Seja K um corpo. Uma apli-cação v defi.ni.da no con
junto K'': dos elementos não nulos de K e tomando valores em Z
diz-se uma valori.zação di.screta de K se:

(a) v(a.b) = v(a) + v(b)

(b) v é sobrejetora

(c) v(a+b) .à mi.n { v(a) , v(b)}

É cómodo defi.ni.r v(O) = +m e considerar v extendi
da a K. Vamos reuni.r num lema as consequências i.mediadas da
defina.ção:

LEMA 1. Seja v uma valorização di.screta de um corpo K e
sejam Av : {aGK:v(a) .à O} e Mv ; {aeK:v(a) > O} . Então

( a) v(1 ) O ; v(a'l) .v(a)

(b) v(-1 ) O ; v(-a) = v(a)

(c) Se v(a) # v(b) então a + b # O e

.1 1



v(a+b) = mi.n {v(a) , v(b) }

(d) Av ê um doma.nio de i.leais princi.pais de K cujo
corpo de fiações é K

(e) Mv é o único i.dea]. pri-mo de Av

O anel Av é chama,':io o anel da valorização discreta
v e o i.deal Mv é chamado o i.deal maxi.mal da valori.zação v. O
corpo Av/i'ív e chamado de corpo de restos da valorização di.Ê
creia v. Em geral, um anel comutati.vo com unidade A é chamado
de anel de valori.zação discreta se exi.sti.r um corpo K e uma
valorização discreta v de K tal que A = A.,. O segui.nte lema
é uma útil caracterização dos anéis de valor'ízação di.screta
(para uma prova ver Serre, Corpo Locaux)

LEMA 2. Seja A um anel comutati.vo. Para que A seja um anel de
valori.zação di.screta é necessário e sua.ci.ente que A seja um

anel local noetheri.ano e que seu i.dea] maxi.ma]. seja gera.do
por um elemento não ni.lpotente

O próximo lema nos dará uma importante propriedade
dos anui.s de valori.zação di.sanefa, que será utili.zada adiar
te

LEMA 3. Seja K um corpo e v uma valorização di.screta de K
Então A., é um subanel maxi.mal de K

Vamos agora enunci.ar os teoremas mai.s i.mportantes se
bre extensões de va].orizações, que serão uti.lizados nos capa
nulos 111 e IV. Como nesses capítulos estaremos interessados
uni.lamente em corpos de funções algébricas de uma vara.ável,
vemos desde já nos si.Luar nesse contexto.

.1 2.



DEFINICÃO. Se.ja k um corpo arbitrári.o. Um corpo de funções
algébricas de uma variável sobre k é um corpo K contendo k e
verá.fi.cando a conde.ção: K contém um elemento x transcendente
sobre k e K/k(x) é uma extensão fmi.ta. O fecho algébrico de
k em K, k' , é chamado corpo de constantes de K, e é claro que
K é um corpo de í'unções algébri.cas de uma vara.ável sobre ki

DFFINICÃO. Seja K um corpo de funções algébri.cas de uma varia
vel com corpo de constantes k. Uma extensão de K é um corpo
de funções algébricas de uma variável L, com corpo de cona
dantes l tal que L D K e l n K = k

L
K:. '"].

k

Seja então L/l uma extensão de K/k e w uma valori
cação discreta de L trivi.al soba'e 1. Se w(x) = O para todo
x6K w di.z-se tri.vi.al sobre K. Se esse n8o for o caso, a ima
gem w(K)c Z é um subgrupo de Z da forma eZ para certo i.fitei.ro
post.ti.vo e = el/K(w). É claro que v = 8--1l:Í'ÇV é uma valori.ZB
çao discreta de K trivial sobre k. L/K

O i.fitei.ro e = e. ,,,(w) é chamado índi.ce de ramifi.ca
LJ/ A\. -

ção de w soba.'e K, e a valorização w é di.ta uma extensão da
valori.zaçgo v

E fáci.l ver que A..,n K = A
asse.m existe uma injeção canâni.ca:

V e M n K
w' Mv l e

Kv : Av/Mv + Aw/Mw = Lw

e vale o seguinte lema:

.13



LEMA 4 Sela L/l uma extensão de K/k Então sgo equi-valentes

(a) [[:k] < m

(b) [L:K] < m

(c) [Lw:Kv] < «

Par'a uma prova ver Deuri.ng, Lectures on the Theory
of Algebraic Functions of One Varíable, pg 93. O inteiro
[Lw:Kv] = dl/K(w) é chamado o grau de w sobre K

PROPOSICÃO 1. Seja K/k um corpo de funções algébricas sobre
o corpo de constantes k, e v uma valori.zação discreta de K,
trivial sobre k. Então [Kv:k] < - . (Ver Deuring, Idem pg 15).

Se L/l é uma extensão de K/k, é fáci.l ver que
conde.ções abas.xo são equi.valentes:

as

(a') l/k é algébrica

(bl) L/K é algébri.ca

(c') Lw/Kw é algébri.ca

Assim, se L/l extende K/k, diremos que se trata
de uma extensão algébrica se for verá.ficado um dos três
itens acima, e di.remos que é uma extensão fi.ni.ta se se verá.fi
car um dos i.tens do lema 4

E importante observar que se L/l é uma extensão al
gébri.ca de K/k, então não exi.ste nenhuma valorização di.screta
w de L que seja trivi.al sobre K. Pois se w fosse trivial em
K, seja ael, e seja f(x)eL]x] o poli.nâmi.o irredutível de a
sobre K

.14



f(a) = an + a.an-l + ... + an = O

Então

O = w(an) : w(an + a.an-l + ... an.la)

GKa i

Se w(a) > O, pelo item (c) do lema l deste paragrá
fo, então

, n n-l
w(.'' + a..'''' + + an.la) min {w(.n), , w (a)}=w(« )

donde obtemos uma contradi.ção

TEOREMA ].. Seja L/l uma extensão qualquer de k/k
uma valorização discreta de 1<, trivial sobre k, o
todas as possível.s extensões de v à valori.zações
de L, tri.vi.ai.s sobre ]., é finito e positivo. (Ver
Idem, pg 96)

Se v é

número de
di.sci'elas
Deuri.ng,

No teorema 2 abaixo vamos consi.gerar o caso impor
t ante de extensões de Galois .

TEOREMA 2. Seja L/l uma extensão de Galois de K/k e v uma
valorização discreta de K , tri.vi.al sobre k. Seja w uma ex
tensão de v à L. Então qualquer extensão de v à L estará no
conjunto {wop:peGal(L/K)}

Para uma prova desse teorema no caso de extensões
L/K finitas ver Deuri.ng, Idem, pg 101. Para o caso geral ver
O. Endler, Valuati.on Theory, pg 109.

TEOREbTA 3. Seja L/l uma extensão fi.nata de K/k. Seja v
valor.'i.zaç8o di.screta de K trivi.al em k, e sejam w.,
todas as extensões de v a L. Então

[L:K] = Í}.l dl/K(wl) el/K(wí)

h

uma

wh

.15



Se, além di.sso a extensão for de Galos.s, então

dl/K(wt) : ... = dl/K(wh) - d e el/K(wi) : ... = el/K(wh)
= e e portanto

[ L:K ]

Para uma demonstração ver lyanaga,
Numbers, pg 138.

Theory of

O lema seguinte é extremamente i.mpol.'tarte para o
que se segue:

LEMA 5. Se L/l é urna extensa.o algébri.ca separável de K/k e
tal que L = KI então toda valori.zação di-scr'eta w de L, tri.
vi.al sobre 1, tem índice de ramifi.cação e. /.(w) = 1, sobre
K. (Ver Deuri-ng, pg. 113)

Assim a restri.ç8o w/k será urna valori.zação di.scre
ta de K tri.vi.al sobre k

16



CAPITEL:t.© ll

]Ej$TW©DUÇAO À GE©D{ETltlA AIJ;ÊBltlCA

91 -- Val-i.idades af'ims

A geometria algébri.ca clássi.ca tr'ata do estudo geo
métri.co do conjunto das soluções de equações polinomi.ai.s se
bre o corpo dos números complexos. Em geral, porém, estamos
interessados nas soluções de equações poli.nomiai.s com coefi
ci.entes num cor'po arbitrário k, eventualmente de caracteres
ti.ca p > O. Isso nos leva a introduzi.r o conceito de K/k -
vara.edade, que analisaremos a segui.r. No que se segue k e
um corpo ar'bitrãri.o, K/k uma extensão de corpos com K alce
bricamente fechado.

Indicam''amos por Ai't,- o conjunto das n-uplas de
mantos de K, o n-espaço aí'i.m sobre K

e].e

Seja J um subconjunto arbitrário do ane] de po].i-

nâmi.os k]X., X:, ..., Xn]. Definimos:

(1 ) VK(J) = {(a., f(a.,...,an) = O VfeJ}

Da defi.ni.çao acima decorre que se A e B são subcon
juntos de k]Xi, X:, ..., Xn] com AcB então VK(A)a VK(B). Se
J é um subconjunto não vaza.o de k]Xil X:, ..., X ] denotamos
por' <J> o ideal gei'ado por J e por Rad(<J>) o rabi.cal do
ideal <J>

É fáci.l ver que valem as igualdades

VK(J) = VK(<J>) VK ( Rad ( <J > ) )

.l7.



vasta azsso passaremos a consi.deram

., X., ..., Xn] em vez de subconjunto!

J: e J* s8o i.deai.s de klX:, X., ..., )
al gerado pelo conjunto {ab:aeJ. , be.

VK(J:J: ) U VK(J: )

na famí].i.a de i.leais de klX:, X,, ...,

v.(<u J. >) = n v,,(J )

,; ,:.,; «.::.:. ..; *.:.::::, .« '.
)s VK(J) como os fechados de AnK' para
leais de k]X:, X:, ..., Xn].

!--se que .élnK e 0 são fechados e que, p
de uma famí]ia qual.quer de fechados é
a união de doi.s fechados é um fechad

fetivamente definida uma topologi.a em

agia de Zari.ski de JLnK'

. K/k-val.'iedade afi.m é um subconjunto
pologia de Zari.ski..

S c AnK um subconjunto arbi.Erário.
m k]X., X:, ..-, Xn] por:

= {fekrx.. x.,.....x 1 : rfp) : n v

Em vista disso passaremos a consi.deram somente

ideais de ktX., X., ...l X.] em vez de subconjuntos arbi.trá
ri.os.

SeJ: eJ: são i.deais de k]X:, X., ..., x.], J.J,
designa o ideal gerado pelo conjunto {ab:aeJ. , beJ:}. É cla
ro que:

(2) VK(J-J:) VK(J: ) U VK(J: )

e se {Ja} é uma famíli.a de i.deai.s de kEX., X,,
t8o: X.] e=

(3) VK(«U J.'') n vK(J.)a

Vamos agora defi.nir uma topología em Jln,, tomando

os subconjuntos VK(J) como os fechados de AnK' para J pe.=
correndo os i.leais de k]X:, X:,..., x.]

Note-se que A.''K e 0 sgo fechados e que, por (3),
a intersecção de uma famíli.a qualquer de fechados é um fecha
do, e por (2), a união de doi.s fechados é um fechado, de mo

do que temos efeti.vamente defi.ninfa uma topologia em .An,,, cha
mania a k-topologia de Zari.ski. de .ILn,,

DEFINIÇÃO. Uma K/k-vara.idade afim é um subconjunto
de A''K na k-topologi.a de Zariski.

fechado

Seja S c A''K um subconjunto arbitrári.o.
o ideal de S em k]X., X:, ..., X.] por

Defina.mos

(4) lk(s) {fektX., Xz, ,Xn] f(P) = o, vpes}
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onde P representa uma n-mpla (a., an)CS

ÉI claro que se kc k. c K e Sc AnK' então

(5) lk.(S) D lk(S)

(6) lk. (s) n klx: , x,, lk(s)

Se S. e S, sgo sunconjuntos não vazios de AiiK e=
t8o lk(s,tis,) = lk(si)nl-k(s:); se S.cS: então
lk(Si)3lk(Sz). SeJ éumi.dea] dektXI, X-,..., Xn] e
S cA''. temos :

VK(lk(S) ) D S

(7)
lk(VK(J) ) D J

Apli.bando it,. à pri.mei.ra expressão de (7) obtemos
lk(VK(lk(S)))c lk(S). Como lk(S) é um i.deal, a segunda eZ
pressão de (7) nos dá: lk(VK(lk(S))) olk(S), donde temos:

(8) lk(vK ( ]-k( s) ) )

Analogamente obtemos

(9) VK ( lk( VK ( J ) ) )

Observe-se que se Xc Ai'v é um fechado na k-topolg
gia de A''K então, por (9), VK(lk(X)) = X

Vi.mos que li.,.(VK(J)) oJ. Além di.sso,
lk(VK(J))o Rad(J). No caso particular em que k

claro que
K temos
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lk(VK(J)) Rad(J) Esse é o conteúdo do célebre

NULLSTELLENSATZ (Hi.lbert). Seja K um corpo algebricamente
fechado e J um ideal de K[Xi, X,, ... X ]. Se f é um poli.ng
mi.o de K[Xi) Xa, ... l Xn] que se anu].a em todos os pontos de
VK(J) então feRad(J)

Para uma demonstraçã.o bastante curta desse teorema
ver a nota de Artin-Tape, [1], ''A note on fi.ni.te ri.ng
extensa.onsií. No caso em que kg: K temos a versão:

EB919êJ.ÇÃO 1. Seja J um i.deal de k]X., X,, ..., X.], K/k uma
extensão de corpos com K algebri.cadente fechado. Então
It..(Vv.(J) ) = Ra(i(J)

PROVA. Vamos denotar por J (8)K o ideal de K[X.) X,,..., X ]
gerado porJ, i-sto é, o ideal extendido. E claro que
VK(J @)K) = VK(J). Do nullstellensatz temos: IK(vK(J 6)K))
Rad(J (8) K)

Donde segue

IK(VK(J (8) K) ) n klX. ,Xz , ,Xn]

Rad(J (8) K)n klX:,X,, ,Xn]

e por (6),

ik(vK(J (8) K) ) lk(VK(J))

Rad(J (8) K) n klx: ,x: , ,Xn]
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Resta provar que a contração do radi.cal da exten
são do ideal J é o próprio Rad(J). Isso é um resultado si.m
p].es de álgebra comutati.va que pode ser visto, por exemplo,
em [ 2], pg IO.

9êêljRVAÇKO 1. Se K é um corpo algebr'i.carnente fechado, depor
re imedi.atamente do nullstellensatz a existência de uma cor
respondência bi.unívoca entre os fechados de .An., e os i.deai.s
z'adicais (i.sto é, os ideais que s8o i.quais aos seus radi.
cai.s), dada por S + IK.(S) e J -- VK(J)

9Eê111i.\RAÇÃO 2. Vi.mos anteriormente que se X for um fechado

'A-'K' então o seu fecho Y na k-topologi.a de Zari-ski. é VK(it.,.(Y»
pois se V é um fechado que contém Y, então ]..,(V) c ]..,(Y) -e
assim V = VK(IK(V)) a VK(lk(Y)), donde Vk(lk(Y)) é o menor rS
chado que contém Y
2ElJINIEÇÃO. Um espaço topológi.co X diz-se noetheri.ano se os
seus subconjuntos abertos Bati.sfazem a conde.ção de cadei.a
ascendente

DEFINICÃO. Um espaço topológico X é di.to i.rredutÍvel se sa
ti.sfi.zer uma das três condiçe5es equivalentes:

(a) X n8o é a união de doi.s fechados prórpi.os
X

de

(b) A i.ntersecção de dois abertos própri.os de X é
nao vazia.

(c) Todo aberto n8o vazio é denso

Observe-se que se X é um espaço topológi.co i.rredutí
ve]. e Ac X for um aberto não vaza.o, então A será um espaço
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topológico i.rr'edutível, na topologia induzida

Suponhamos que VC Anv. seja uma K/k--variedade afi.m.
É claro que a cada subconjunto fechado de V (na topologia in
duzi.da) corresponde um i.leal de k]X:, X,, ... X.] que contém
lk(V) pois os fechados de V na topologia induzida são os fe
chados de A''K contidos em V. Reco.procamente, a cada i.deal
de k]Xi, X2, ..., Xn] que contém lk(V) .coi'responde um subco2
junto fechado de V

E bem conheci.do que os i.deai.s de k]X: , X,, ..., X.]
que contém lk(V) estão em correspondência bi..jetora com os
ideal-s de k]Xi, X2, ..., Xn]/lk(V). No que se segue denotarS.
mos esse quoci.ente por k]V] . Esse anel é chamado de anell
de coordenadas afi-ns ou anel das funções polinomiais em V. Co
mo k]Xt, ..., Xn] é um anel. noetheríano, então k]V] será
noetheriano, e portanto toda cacei.a ascen(lente de i.deai.s de
k[Xi, ..., Xn] que contém lk(V) estaciona, ou seja, toda c.g
dei.a descendente de fechados de V é estacionária, e portanto
V é um espaço topológico noetheriano com a k-topologi.a de
Zariski induza.da.

PROPOSIÇÃO 2. A K/k--vara.edade afi.m V com a k-topologia i.nduzi
da é um espaço topológico i.rredutÍvel se e sÓ se ll,.(V) for urn
ideal pri.mo.

PROVA. Suponhamos que V seja irredutível e que f., f, sejam
dois polinâmi.os fora de lk(V). Seja Wi o conjunto dos pontos
de V onde f.i se anula, i. = 1, 2. Então W: é uma K/k-=vari.edade
de A''v. e também um fechado próprio de V. Como V é i.rredutí
vel, W: U \q:çV. Seja x um ponto de V-(W. tJ W:). Então
fi(x) # O, i. = 1, 2, e portanto f. . f, e lk(V), donde lk(V)
é um i.leal primo. Reciprocamente, se it..(V) for um ideal pr.}
mo, sejaV=V,uV:, ondeV.i é umfechadodeV, i=1, 2

.22.



Suponhamos que Vz # V. Provaremos que V.
portanto, V é i.rredutivel. Temos:

V e que,

]:k(V) = lk(V. u V,) lk(vi ) n lk(v:) D lk(y- ) lk(v,)

como lk(V) é primo e lk(V:) p lk(V) segue que lk(V) D lk(vi),
ou seja V = V. . C.Q.D.

PROPOSICÃ0 3. Num espaço topológi.co noetheri.ano X todo fecha
do não vazio F pode ser expresso como a uni.ão fi.ni.ta F : F:
U ... u Fn de fechados i.rredutÍvei.s de X. Se eli.minarmos as
redundâncias, i-sto é, se Fj P F.i para i. # j, então a decom
posição é Única.

PROVA. Seja F o conjunto dos fechados ngo vazios de X que não
podem ser expressos como uma r'eunigo fmi.ta de fechados i.rre
dutívei.s. Suponhamos que F seja não vaza.o. Como X é noetheri.ano

F possui um elemento mini.mal Y. Logo Y não pode ser i.rredutí
vel e po].'tanxuo Y = Y. U Y: onde Yj é um fechado propri-o
de Y, i. = 1, 2. Pela mi.nimalidade de Y, Y:@F', donde temos
uma contradição, e portanto F = ©

SeF= F. UF, U ... U Fnl comFií'echadoe érre
dutível e se F = Y. U ... U 'Sm com YI fechado e i.rredutíve].,
Yi # Yi nse i# jl como Y. c F: U ... u Fn : F,
y: = j.yl (Fin Yi) e como Y. é irredutível, Y. c Fi(1). RÊ
pedi.ndo o argumento para Fi(1), temos Fj.(1) c Yj para algum
índice j. Como por hipótese Y.ig: Y.i se i IÉ j, segue que
j = 1, ou seja, Y = Fj.(1)l donde m .S n. Invertendo o argume2
to resulta n .É m. C.Q.D.

COROLÁRIO 1. Toda K/k--vara.idade afi.m V pode ser escrita
como uma reunígo fi.Dita de K/k--variedades afi.ns i.rredutívei.s
Vj., com Vj. ;' V.l se i. # J.
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DEFINICÃO. Se X é um espaço topológi.co, defi.ni.mos a dimensão
de X (denotado dimX) como o supremo de todos os i.ntei.ros n
tais que existe uma cadei.a Fo c' Ft c ... c F. de fechados i.[
redutíveis e di.stintos de X. Defi.nimos a di.mensão de uma
K/k-variedade afi.m como a sua di.mensgo como espaço topológi.
co

OBSERVACÃO. Em vista do co!'olário 1, dim V = max di.m V, onde
as Vj s8o as componentes irredutível.s de V

l

DEFINICÃO. Num anel A, a altura de um i.deal pri.mo P é o su
premo de todos os inteiros n para os quais exi.ste uma cadei.a
Po c Pi c ... c Pn : P de ideal.s pri.mos dista.fetos. Defi.ne-se
a di.menção de Krull de A, decotada dama, como o supremo das
alturas de todos os i.leais primos de A.

PROPOSICA0 4. Se Y é uma K/k-vara.edade afim então a di.mensão
de Y é igual à di.menção de Krull de kIY]

PROVA. Já vi.mos que os fechados irredutíveis de Y correspon
dem a i.deai.s primos de k]Xi, X:, ... X.] que contém l.,(Y)
Estes por sua vez correspondem a ideal.s primos de kIY] e re
ci.procamente. Asse.m a dimensão de Y é o compra.mento da mai.s
longa cadeia de i.deai.s primos em kIY], que é sua dimensão
de Krul].. C.O.Dv e \v l/

Se Y é uma K/k-vara.edade afim irredutível a propo
siç8o 2 gai'ante que o anel de coordenadas afi.ns kIY] é um
domíni.o. O corpo de fiações de kIY], denotado k(Y), é chamado
o corpo das funções i'acionais em Y. Como kIY] é um domínio
fi.nitamente gerado como k-álgebra, um resu]tado de á].febra
comutati.va nos garante que a dimensão de Krull de kIY] (e
portanto a dimensão de Y) é igual ao grau de transcendênci.a
da extensão k(Y)/k (Matsumura, Commutative Algebra, cap 5,
$ 14).
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DEFINIÇÃO. Uma K/k-variedade afim irredutível de di.pensão
l é chamada curva afi.m.

Seja V uma K/k vara.edade afi.m irredutível e í' uma
função raci.oral em V (isto é, fek(V)). Se P é um ponto de V,
di.zemos que f está defina.da em P se para certos h, gek]V] ,
f = h/g e g(P) # O. Definimos OP(V) como o conjunto das
funções rabi.orai.s em V que estão definidas em P. E i.mediano
verá.fi.car que OP(V) é i.somarão ao localizado de k]V] em Pela
ção ao i.deal das funções polinomi.ais de k]V] que se anulam
em P. Asse.m OP(V) é um subanel de k(V) que contém k]V]. O
seu único ideal maxi.mal é Mp = {feop(v):f(p) = O}. Em parti.cy:
lar se k = K for algebri.lamente fechado, Op(V)/Mp : K.

$2 pari.idades projetivas

De modo análogo ao caso afim, começamos por defi.
nir o n-espaço pi'ojeti.vo sobre um corpo arbi.Erário k como o
conjunto das (n+l)-upl-as (a., a:, ..., a.) de elementos não
todos nulos de k sob a relação de equivalência dada poz'
(a., ai, ..., an) ~ (Xa.: Àai, ..., Àan) para todo xek,
x # O. Denotaremos por P':k o n-espaço prometi.vo sobre k. Um

elemento de pnk é chamado ponto. Se P é um ponto, uma (n+l)-
upla (ao, ai, ..., an) na classe de equivalênci.a P é chamada
um conjunto de coordenadas homogéneas para P. Observe-se que
embora não possamos falar na i--ésima coordenada de P, a:, po
demos falai' que ai = O ou que aj # O, e asse.m defina.mos o
conjuntoUi = {(xo, xi, ..., Xn)epnk:xj. # O}. Se Paul ,
P= (Xo, XI, ..., xn), podemos associ.ar à P a n-mpla
(xo/xi, xi/xi, ..., xn/Xi) com xj./xj. omitido. Note-se
que o quociente x.i/xj. i.ndepende da particular representação
de P. Temos então uma apli.cação +j. : Uj. + Ank que estabelece
uma correspondenci.a bi.jetora entre os pontos de Ui e os po2
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Alem disso pn.k
n

iyl ul.

Se fek]X., x., ..., X.] é um polinâmi.o, ngo pode.
mos utiliza-lo para defina.r uma função em P''.,, pela não unJ:
cidade das coordenadas homogêneas. Entretanto, se f for um
polinâmio homogêneo de grau d, i.sto é, se f(Àa.,...,Àa.) =
x'f(a.,...,a.), podemos di.zer que se f tem um zero ou não na
classede(a., a.,..., an). Se J éumconjuntode polinÊ
mi.os homogéneos de k]X., X.,..., X] e K/k uma extensão de
corpos, defi.nimos:

VK( J ) f(p) : o VfeJ}

Di.zemos que um ideal de k]Xo, Xi, ..., Xn] é homo
gêneo se for gerado por elementos homogêneos. Como no caso
afim, se J é como acima, va].e VK(J) = VK(<J>) e portanto paÊ
saltemos a considerar somente ideais homogéneos de
k[x., ..., x.]

Definimos a k-topologia de Zariski de pni., de modo

análogo ao caso afim, tomando os subconjuntos Vt,(J) como os
fechados, onde J percorre o conjunto dos ideais homogêneos

de k]Xol Xil ... Xn]. A verificação de que de fato temos uma
topo[ogi.a é aná].oga ao caso afim. Obti.da a topologia, as
noções de subconjunto irredutíve]. e de dimensão se apli.cam
naturalmente

DEFINICÃO. Uma K/k-variedade prometi.va é um subconjunto fe
chado de p''v., com a topologi.a induzida. A dimensão de uma
variedade projetiva é a sua di.menção como espaço topológico.

Se S é um subconjunto não vazio de Priv, defi.Rimos
lk(S) como o i.deal gerado pelo conjunto {fGk]Xo'Xi ,...,X ]
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homogéneo, : f(P) = O, VPOS}, e portanto é um ideal homogê
neo. Se l é um Ideal homogéneo, l é um ideal pri.mo se e só
se para dois quaisquer polínâmi.os homogéneos f e g, se
f.gel então ou fel ou gel. Com esse resultado, podemos repe
ti.r quase inteiramente a prova dada no caso afim e concluir
que V é uma K/k-variedade projetiva i.rredutível se e só se
lk(V) for um i.leal primo. Asse.m o anel khlVl= klXo,Xi, ... ,
Xnl/lk(V) é um domínio e é chamado anel, de .coordenadas homo

gêneas de V. O corpo de fiações de kh]V], denotado kh(V),
é chamado o corpo de funções homogêneas de V

Ao contrário do caso afim, os elementos de k.(V)
em geral não determinam funções em V. No que se segue vele
mos como const.r'ui.r de fato um corpo de funções em V

PROPOSICAO ]. Seja lc k]Xo, Xi, ..., X ]um i.deal homogê

neo. Se F = }1 Fj. é um elemento de 1, onde FI é um poli-nâmio
homogéneo de grau i, então tem-se que Fiel, i. = O,l,...,m.

PROVA. Basta provar que F.GI, poi.s então F - F.el e o resto
segue por i.nduçgo. Sejam .{f\'/} os geradores homogêneos
de l e seja dí. o grau de f\aJ.

Pondo F =

.,C, "j(.),

;.s:'. ,'.',

}l A(a) f(a) e decompondo cada

onde Aj(a) é homogéneo de grau j
A(a )

F :
m

temos

c.Q.DE donde F elm

Um elemento E de khtV] é dito homogêneo de
d se existir um polinâmi.o homogêneo g de grau d
klXo' Xi,..., Xn] calque!:g+lk(v).

grau
em
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Se f e g sgo elementos de khlVJhomogêneos e de me:
mo grau d, então f/g efetivamente define uma função em V
(se g Í O) pois

f(xx)
g(Àx)

xdf(x)
xdg(x)

. f(x)
g(x)

de modo que f(x)/g(x) i.ndepende da escolha de coordenada.s
homogéneas, e claz'amente i.ndepende da escolha dos represen
dantes f e g das classes f e g

O corpo de funções de V, denotado k(V), é defina
do como o subconjunto de kh(V) que consiste das funções 4,
par'a as qual.s existem f, gekh]V] elementos homogéneos de
mesmo grau, tai-s que $ = ?/g. Os elementos de k(V) s8o cha
magos de funções racionais em V

Seja PeV, zek(V). Dizemos que z está definida
em P se z = f/g para certos f, g homogêrleos de mesmo grau
e g(P) # O. Seja O.(V) o subconjunto de k(V) que consiste
das funções que estão defi.ni.das em P. Então O.(V) é um sub
anel de k(V) e é um anel local cujo único ideal maximal é
Mo: {z:z='f/! , g(P) #O , f(P) =0}

Seja V UtfiQ K/k-variedade afi.m, e ] o seu idea].
em k]Xi,..., X.](o caso prometo é i.nteiramente análogo)
Sejal=1(9KC K]xi, ..., X.] oidealgeradoporl. De
finimos V = VK(T) como a variedade correspondente a V obti.da
por extensão de escolares. Conjunta.sti.lamente, V = 7

No que se segue vamos explorar um pouco as r'ela
ções ente'e vara.edades afi.ns e variedades projetivas. Por si.m
pJ-ici.dade vamos supor que k = K é um corpo algebri.lamente fe
chamo. Os n-espaços afim e projetivo sobre K serão denotados
respecti.vamente A'' a P''
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Se Fe um polinâmi.o homogéneo de K[Xo, Xt,
Xn[s defi.nimos F+eK[Xil ...l Xn] pondo

F+ = F(l, X:, X:, ..., Xn). Reciprocamente para qualquer pg
línâmiofCK[Xi, X21...) Xn] de graud, pomos fofo +
f. + ... + fd onde fi é um polinâmi.o homogêneo de gra.u i,
e defi.ni.mos f+eK]xo, xi, ..., Xn] como

+ Xd-i Í. + ... + rd : xS f(X:/X.,...,Xn/X.)

e f é um poli.n6mi.o homogêneo de grau d.
#

Esses processos podem ser entendidos como uma des
homogenizaçao e homogenizaçao de polinâmios em relação à va
Fiável X. . E imediata a

PROPOSICÃ0 2. Se F, G são polinâmios homogêneos
K[Xo, Xi, ..., Xn] e f, g po].inâmios arbitrári.os
K[X,, ..., Xn] então:

de

de

( a) ( FG)*
#

F:.G* ; (fg) f g

(b) Se r é a maior potélncia de Xo que
F, então xr(F+)+ = F e (f )+' = f

divide

(c) (F+G)*=F*+G+ ; xli(r+g) =x:í*+x:g
onde t = r + s - grau (f+g),

r = grau (g),
s = grau (f).

Definimos anteriormente os subconjuntos U. de pn
como UI = {(x., x., ..., xn)epn : xi # O} . É claro que c2
da Paul. possui. um único conjunto de coordenadas homogêneas

da forma: P =(Xo,..., Xi-l' Xi+l' ..', Xn). As coorden.â
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das (X., ..., XI.l, Xí+l' ..., Xn) são chamadas coordena
das não-homogêneas para P em l.'elação à U] . Definindo
l)i. : A'' + Uí por I'i.(Xi, Xz, ..., Xn) =(XI, Xz,..., Xi.I'
l,Xi.+l' ..., Xn), IJl=+i', onde +Íéa aplicaçgojá
definida no início do $2, podemos considerar .A'' como sub
conjunto de P''. Pomos H. = P'' - Uo : {(Xo' ...l Xn):Xo = O}

e é usual di.zer que H. é o hiperplano no infini.to.

A coz'respondência(O, X:,..., X.)«(X:, ..., X.)
mostra que H. pode ser identifi.Gado com P''''

Seja V uma variedade afim em .An, l = IL,(V) o seu
idealemK[X:, X., ..., X.] . Seja]' o i.dea] em
K[X., X., ..., X.] geradope]os f', í'G]. Então ]' é um

i.deal homogêneo, e definimos V+ com Vv(1"). Reciprocamente,
seja V uma variedade projetiva em pn, ]: : lv(V) o seu
ideal homogéneo. Analogamente sejall# o ideal em
K[X., X,, ..., Xn] gerado pe]os f+, fG]. Definimos V+ cg
mo VK(1+) ' A''

PROPOSIÇÃO 3 Nas condições acima valem

(a) Se Vc An, q' . ( v ) v n u. e (V )*

(b) Se V c Wc An

Se V c W c pn

então V+ c' W+ c Pn

então V*c W* c An

(c) Se V é irreütÍvel em An, então V* será i.rre
dutível em P''

(d) Se V = \J V: é a deêomposi.ção de V em suas com
J. ' . ].-i -X. .

ponentes irredutível.s, em A'', então V'=U V:#
e a decomposição de V+ em suas componentes
irredutível.s, em pn
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Para provar (d), por (e), se Vj é irredutível, VJ'
scF;l irredutível e por (a), (b), se Vj. # vj então Vi* # Vj*',e isso orava {d). n n n

o que prova (c)

Para provar (e), suponhamos que W seja um fechad(
de pn.que contém $o(V). Se Fel(V/) então FUGI(V), don(ic
F = XT'(F*)* G l(V)* donde l(W)c l(V) , e poi'tanto V/ D V* ,
o que prova (e). Para provar (c), note-se que se V c .An ,
l = 1(V), então um polinâmi.o hornogêneo F pertencerá a l# se e
se se Fiel. Se l for primo, então e claro que l será primo,

(b) da proposição 2 prova que (Vq'),t = V. Isso prova (a). /
parte (b) é Óbvi.a.

nnn+-6m ü r \r \

PROVA. Se (x., x:, '', Xn)ev, suaimagempor q'. será
(l, x., ..., Xn)euo. Vamos mostrarque(l, x-, ..., xn) esta
em V* = VK(1+). Para tanto é sufici.ente verificar que s(
fel, então f*(l, x., ..., Xn) = O, o que é claro. A rec.j
procaéanáloga, oqueprovaque Po(V) =v#nuo . O item

(e) Se V c An, então V* é o menor fechado de pn quc(e) Se V c An, então V+ é o menor fechado de pn que
contém q'.(V)

PROVA. Se (x., x:, ..., Xn)eV, sua i.macem por +. será
(l, x., ..., xn)euo. Vamos mostrarque(l, x., ..., x.) está
em V+ = Vu.(1+). Para tanto é sufici-ente verificar que se
fel, então f*(l, x., ..., x.) = O, o que é claro. A reco
prosa é anal-oga, o que prova que +o(V) = v# n uo . O item
(b) da proposição 2 prova que (V]')+ = V. Isso prova (a). A
parte (b) é óbvia.

Para pr'oval (e), suponhamos que W seja um fechado
de p'' que contém +o(V). Se Fel(V/) então FUGI(V), donde

7\. . + . + # #

F=X.(F*) GI(V) dondel(W)c l(V)', eportanto V/OV
o que prova (e). Para provar (c), note-se que se V c An ,
l = 1(V), então um polinâmio hornogêneo F pertencerá a I' se e
sÕ se Fiel. Se l foi' primo, então e claro que I' será primo,
o que prova (c)

Para provar (d), por (e), se V: é irredutível, V."
será érre(íutíveJ- e por (a), (b), se Vi '/'V.i então Vi* # V.i*',
e .isso prova (d). C.Q.D.

Se V e um fechado de An, V"c pn é chamado o fecho
projetivo de V. Se feKh]V ] e um elemento homogéneo de grau
dp podemos defi.nir f+eK]v] assim: tomamos um polinomi.o homogg
neode graus, FGK[Xo, XI,..., X.] tal que f= F+lu(V') e
tomamos f+ = F+ + IK(V). É claro que a defina.ção independe
da parti.cHIar escolha de F

+

Definimos assim um isomarfi.smo natural a :K(V*)...K(V)
dado por ct(f/g) = f+/g+. a esta bem definido e e um marfis
mo de corpos e a é aobrejetor pois se ]-/heK(v), grau(1) = m,

grau(h) = n, então 1+, h GK[V't] e ..... ) e sua ima

gem e precisamente l/h.
h
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Se PeV , CRtaoc{ induz um ísomorfismo entre
OP(V+) e OP(V) (estamos aqui pensando em R como um ponto de
V* vi.a +. )

Ate agora defina.mos variedades afins e projetivas e
examinámos um pouco as relaçoes entre elas. Porem ai.nda nao
defi.nimos transformaçoes entre duas vara.edades quaisquer. No
que se segue coREi.nuaremos no mesmo contexto que antes, i.sto
e, k = K e um corpo aJ-gebricamente fechado.

!2111;E#JjgAO. Seja V uma variedade afi.m de Ai:. Uma função
f:V -F K e regular no ponto PeV se existir uma vizi.nhança
aberta U com P G Uc:-- V e po]inomios g, h G K[X.,...,X.] ta]
que h nao se anula em nenhum ponto de U e f = g/h em U. Di
zemos que f e regular em V se for regular em todo ponto de
V

2E!.jgJjgAO: Seja V uma vara-edade projetiva em pn. Uma função
f:V + K é regular no ponto PeV se exista.r uma vi.zi.nhança
aberta U com P G U Ç; V, e polinomios homogeneos de mesmo

grau, g, h6K[Xo'X.,...IXn] taisque hnao se anu]a em
U e f = g/h em U. Dizemos que f e regular em V se for regra
lar em todos os pontos de V

Como ficou claro até aqui., somente temos interes
se em vara.edades afins ou prometi.vas que sejam i.rreduti.vei.s
Pe modo que, para:1Çydo o clue seguira neste e nos demais capa
tufos, estampa supondo que, salvo menção contrária, toda
ygrledade afim ou prometi.va e irreduti.vel

21111gliÇÂg: Sejam X e Y duas vara.edades sobre K. (Podem ser
ambas afins, projetivas ou uma afim e outra projetiva). Um

morfismo $: X+Y e uma apli.cação contínua tal que pai'a todo
abei'to V c-- Y e para toda função regue.ar. f:V + K, a função
f oq) l$' '(V) + K é regular
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Temos em particular a noção de isomorfísmo de vara.g.
Jades q':X + Y, como um morri-smo que admite um mofírsmo
inverso ü:Y + X com +04) = ídx e 4)o+ : i.dY

Em vi.sta da definição aci-ma, e fácil ver que An
e U. sao i.somorfos como variedades.

$3 - Cuxwas mão Singulares

Ja vimos que se V e uma variedade, k(V)/k é uma
extensão finitamente gel'ada e a dimensão de V e igua]. ao
grau de transcendencia de k(V)/k. Seja K um corpo algebricg.
mente fechado, K Dk. Uma K/k-vara.edade (afi.m ou projetiva)
de di.menção l foi. chamada cul.va (aí'i.m ou projetiva). Se V
e uma curva sobre k, o seu corpo de funções K = k(V) é um

corpo de funçoes algebri-cas de uma variável sobre k pois, cg
mo V él curva, a extensão k(V)/k tem grau de transcendência ].
isto e, existe um elemento xek(V) transcendente sobre k
tal que k(V)/k(x) é algébrica. Como k(V)/k é finitamente gg.
Fada, k(V)/k(x) será portanto finita..

No que se segue, suporemos que k=K seja um corpo
algêbri-comente fechado, e em lugar de .Aj; e Pj; escreveremos
somente An e pn

PROPOSIÇÃO 1. Seja V.c .lln uma variedade afim sobre k e
o seu fecho prometi.vo em P''

VX

(a) di.m V = di.m V

(b) dim V O se e se se V for um ponto

(c) toda subvariedade propria de uma chuva afim
e um ponto.

33.



PROVA. (a) decorre do fato de que V e V' possuem corpos de
funções lsomorfos. Para provar' (b) , suponhamos que dim V = O.
Então k(V)/k e uma extensão algebrica, e como k e algebrica-
mente fechado, k(V) = k, donde k]V] = k, o que acarreta
lk(V) maximal, e assim V = {P} . A !.'ecíproca e clara.

Para provar (c), seja W uma subvariedade própria
de V, e seja R = k]V] , P o i-deal pri.mo de R correspondente
a \(. (i.sto é P e o kernel do epimorfismo' natural
n: k]V] -, k]W])

(c) estará provado se mostrarmos que R/p k

Consideremos a aplicação natural de k em R/P. Pro
valemos que ela e sobrejetor'a.

Suponhamos que existe x 6 R ta]. que x+P nao seja
imagem de nenhum elemento de k

Como W él propria, P # O, e portanto exi.ste
y G P, y # O. Como o grau de transcendenci.a de k(V) sobre k
e 1, y satisfaz um poli.nomio i.rredutivel com coeficientes em
k(x), F(x,y) = E aj.(x)yz = O. Então decorre que a.(x) # Oe

portanto a.(x) e P. Donde x + P G R/P satisfaz o polinomio
ao G k]x]

Mas como k e algebricamente fechado, x + P G k, ou
seja, a.aplicação dada é sobrejetora. c.Q.D.

Estamos nos preparando para provar o resultado mai.s
importante deste capa.tulo, o teorema 2

Vamos agora relembrar o contexto em que estamos:
k é um corpo algebricamente fechado, e se V é uma variedade
afim ou projetiva sobre k, V e sempre irredutível
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2E!.]jgljÇAO. Seja C uma crava arbi.trará.a e P G C. Dizemos que
P é não si-ngular se OP(C) for um anel- de valori.zação di.sons.
ta. A curva C é dita não singular se todos os seus pontos fo
rem nao singulares.

Em geral, se Y S. Ari e uma variedade afi.m e
f:,...,fm e k]XilX:, ..sXn] e um conjunto de geradores de
lk(Y), diz-se que Y e nao singular no ponto P G Y se o posto
damatriz ll(ar:/ax.i)(P)llé n-r onde r = di.mY. Y ÉI dita
não singular se for não si.ngular em todos os seus pontos.

Essa defi.feição e boa (pode-se mostrar que ela i.nde
pende do particu].ar conjunto de geradores escol.hi.do) , porém
tem a desvantagem de depender (aparentemente) da i.mersao de
Y num espaço afim. Entretanto, prova-se ([5] , pg.32) que
YénãosingularemPGYsee se se oanel local O.(Y) é
um ane]. local regular, ou seja, se dim Op(Y) = di.mk Mp/Mp
Em particular, se Y for' uma culpa afim, prova-se que O.(Y)
e um anel- ].oral regular se e se se for um anel de valori.za
ção di.screta ([2] , pg.94). Sendo então um conceito intrín
seco, extendemos a defi.ni.çao de nao-singularidade para
variedades projetivas, via a regularidade do anel local
Op(Y). Como estamos interessados em curvas, a definição da
da aci.ma é a mais adequada aos nossos proposi-tos.

9Eg111BlâÇ;êg. A aplicação (x.,...,Xn) l----» (O,x ,...,x.) dá

um i.somorfismo de vara.edades entre pn'l e H. : pn . U.c pn
Se uma vara.edade V em pn estiver contida em H. , V e isoforma
a uma vara.edade de P' '''

Asse.m, dada uma vara.idade prometi.va, existe um n
de modo que ela e isomorfa a uma subvariedade V de pn que
nao esta conta.da em nenhum hiperp].ano.

TEOREMA l Seja C uma curva prometi.va definida sobre k Se
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Ja L um corpo arbitrári.o contendo k(C) e A um anel de valori
cação discreta de L que contém k (A D k), com ideal maxi.mal
M. Suponhamos que A # k(C). Então exi.ste um ponto PeC
tal que A D OP(C) e M 3 Mp' onde Mp e o ideal maxi.mal de
op

PROVA. Em vista da observação anteri.or podemos supor que C
seja uma variedade em P'' com cn u$ # o, i= O, 1,..., n
Então em kh]C] : k]Xo, X.,..., Xn]/lk(C): k]xo' x.,''', n]
xl : Xj. + lk(C), cada xi # O. Observe que xi/x.iek(C). Sela

Ual[v(xi/x..i)}, onde v e a va]orização associada do anel.
A. Fazendo uma mudança de coordenadas se necessário, podemos

supor que N = v(x.Í/xo) para certo j. Então para todo
i,v(xi/x.) = v((xj/x.).(xi/xj)) = N - v(xj/xi) .à 0.

Seja C+ a curva afi.m correspondente a C n Un

Seja o:k]X.l...) Xn] -Fk]xi/xa, ..., xH/xo] a
aplicação natural que leva Xj + xj/x.. Ê claro que o é um
epi.mora.smo de anéis. Se feKero, f(xi/xo, ..., Xn/xo)elk(C),
donde, se r = grau(f), xo f(xi/xo' ..., xn/x.)elk(c), donde
f"elk(C), donde (f')+e]k(C)+ c ]lk(c+). Mas pela proposição
2, (b), segue que folk(C+). Ou seja, Hera c lk(C+). Mas
claramente lk(C+) c Kero, donde provámos que

k[q.] = k]x./xo, . . . , Xn/xo]

Como v(xj./xo) .à O, e A D k, segue das considera
çõesacimaqueAok[C+]. SejaJ=Mnk]C+]. Então J
é um ideal primo e portanto corresponde a uma subvari.edade
w ç c+

Se W = C*, então J = (O) e portanto todo elemen
to não nulo de klC+le inversivel em A. Nesse caso teríamos
k(C+) c A, ou seja, k(C) c A, contra a hi.potese. Logo, pela
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proposição l, (b), $3, W = {P} e se f/geOp(C+) = OP(C) ,
f,gek]C*] , g@J, assim v(f/g) = v(f) - v(g) , mas como

géM, v(g) = O, donde v(f/g) .à O, donde A D OP(C+) = OP(C) e

c].altamente M D Mp' c.Q.D.

COROLÁR]O 1. Sela C uma curva prometi.va não singular defí
nada sobre k. Então existe uma correspondência bijetora en
tre os pontos de C e os anui.s de valorização di.screta de
k(C) que contém k. Se pec, o coi'respondeste anel de valori.za
ç go di.screta é OP(C)

PROVA. Como a curva C é não singular, OP(C) é uró anel de
valori.cação di.screta. Suponhamos que OP(C) = OO(C) para ce=
tos pontos P, QOC. Como sempre existe um hiperplano H c pn
tal que P, QêH, posso considerar que C é afim, e nesse caso
Op(C):Íf/g : f, gGk]C]; g(P) # O} =k]C]M, ondek]C]M i.2
di.ca o ]oca].azado de k]C] em re]açao ao idea]. maxi.mal
M = {fek]C] : f(p) = O}. Analogamente On(C) = k]C].. , onde

N é o i.dual maxi.mal N = {gek]c] : g(Q) = O}. Assim, se
klC]M = k]C]NI temos: se ggM então g@N e vi.ce versa, ou
seja, M = N. Os i.leais M e N de klCJcorrespondem a ideal.s
maxi.maisMeNdek]X:, x:,..., X.], R=1.,({Q}) e
M=Ífek]X.,X,, ...,X.] : f(p)=O} = 1,,({P}). Mas en
tgo R = R, e, em gera] va].e: se V e W são fechados de .lln.,,
então V =Wse e só se lk(V)= lk(W).(lembrando que k é al
grbricamente fechado). Donde segue, por esse resultado que
P = Q. Agora, se A é um anel de valorização di.screta de k(C)
que contém k, pelo teorema l existe PeC tal que A D On(C)
Mas pela maxi.malídade dos anéi.s de valori.zação discreta (le
ma 3, $2, Cap. 1) segue que A = OP(C). c.Q.D.

Tendo provado esse corolári.o, vamos agora conslde
r'ar o caso em que C é uma curva projetíva defi.nada sobre um
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corpo finito Fn' Diremos C/F. é n8o si.ngular se a curva obti.
da pela extensão de escolares à F. o for

Já vimos que PL/P. e uma extensão de Galos.s.
Sela G = Gal(Fq/Fq). Se J é um Ideal homogéneo de
Fq[Xo, Xi, ..., Xn], consideremos a vara.edade Y = VF (J) c

PB . Então o grupo de Ga]oi.s G age natural.üerite em Y, e cada

uma das órbi.tas é finita, pelo comentário que se segue à
proposição 6 do $1 do Capítulo 1. Uma Órbita da ação de G em
Y é chamada de ponto fechado de Y

q

q

TEOREMA 2. Seja C uma curva prometi-va não singular defi.ni.da
sobre um corpo fmi.to F.. (Isto é, C é uma F./F.- vara.edade
projetiva de di.mansão 1). Então exi.ste uma correspondência
bi.jetora entre os pontos fechados de C e os anui.s de valori.
zação di.screta de Fa(C) que contém B., que a cada ponto fe
chado p de C associa o anel OP(C), onde Pep.

PROVA. Seja l o i.deal homogéneo de C e l = 1 (9F. c
C Pq]Xo, Xi, ..., Xn] a extensão de l (vi.de pag 28)
do C = VF (T), temos que, como conjuntos , C = e.

P6C = e, poi' defi.nação OP(C') é um anel de valori.zação di..g
creia de ?q(ê'). Seja V' = v'(Fn(C')/Fr.) o conjunto dos anéi-s
de valori.zaç8o di.screta de P.(ê) ' que contém F.
e V = V(Fq(C)/Fq) o conjunto dos anéi.s de valor'i.zação disco'Ê
tarte Pq(C) que contém q' Consideremos a ação de
G = Gal(Fq/Fq) em 'V defi.lida asse.m: se a6G, oP(a)eV,

OP(E') : Oa(P)(a)

q

Pon
Se
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Selar:V + V a aplicação natural dada por
R(op(E)) = oP(e) n Fa(C). Se pensarmos em V como o conjunto
das valorizações discretas de Fn(e) que se anulam sobre
Fn, R é simplesmente a restri.çao usual de funções, pois
como F..l/Fn é separável , pelo lema 5 da pag 16, ngo há ram.}
fícaç8o.

Pelo teorema l do $2 do Cap.-l';-.R é-uma aplicaç3.o
sobre.getora. Além disso, se a6G então OP(e) n Fa(C) =
Oa(Pt'' nFq(C) pois se feFq(c) está defina-da em P, f estará
defi.ni.da em a(P) e regi-procamente. Assim, se GVV denota o
conjunto das orbitas da açao de G em V, a apli.cação R induz
uma aplica,çao R:G\V + V que e sobrejetora. Mas R e Lambem

injetora poi.s, pelo teorema 2 do $2 do Cap. 1, se vCV e
vi e v, sao elementos de V que extendem v então existe a8G
tal que v: = v,o a . Ou seja, Ê e uma bijeção. O corotári.o
l deste $ nos garante que ha uma coi.'respondenci.a bijetora
0 entre os pontos de C = C e os e].ementos de V, dada por
q'(P) = Op(E')

Ja vimos que G age naturalmente em G = e e e fa
cil ver que @ comuta com essa ação, isto e

$( a(P) ) o .( p) (e') . .op(e)
e isso ímp].i.ca que 'p leva uma orbita da açao de G em C =C
numa orbe.ta da açao de G em V. Assim, se G\C denota o con
junto dos pontos fechados de C, $ i.nduz uma bijeçao o:G\C +
G\V, donde a composição:

0 R
G\'7 : V

e uma aplicação bijetora c.Q.O
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Se v é uma valorização discreta de um corpo
K, K :)k, trIvIal em k e A., e M., são respectivamente o
seu anel de valori.zaçao e o seu ideal maxi.mal, o corpo A.,/M.,
é dito corpo de restos de v (vede $2, Cap. 1) e a sua dimen
sao como k-espaço vetori.al é decotada d(v)

Em particular, no nosso caso, se p e um ponto fe
chado de C e lpl desi.gna o numero de elementos da orbe.ta p,
vamos mostrar que a correspondência que leva p na valori-z.g

ção vP de Fq(C), tri.vial sobre Fq' preserva o grau, i.sto
é, IPI = d(vD)

Seja então p um ponto fechado de C de tamnaho r ;
lpl = r, p=tP, Pq, ..., pqr'J'} onde P =(xo, xl,..., x.)

e F mpara certo m. É fao.l ver (e será efeti.varnente prova

do no gema ] do $1 do Capitu]o ]lV) que r/m, o que impli.ca
que r é o menor i.nteiro tal que p c= P; r' Asse.m OP(C) c
F.r(C), onde F.r(C) él o corpo de runçÕeg . da variedade
C extendi.da a F.r. E portanto temos um moz'fismo de corpos
Op(C)/Mp(C)--' Far dado peia ava].i.ação em P. Alem di.sso, essa
aplicação é Fnr-linear, e portanto é sobrejetora.

Asse.m di.mF Op(C)/Mp(C)
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CAPITtllD lll

O E®tJmG:t.JhmO ])© TE©ltEBIA DE .Roem

O teorema de Riemann--Rock e a fer'lamenta básica pa
ra a prova da rabi.onali.jade da função zeta, e a ori.finalida-
de de Stepanov e Bombieri. foi. sobretudo a utili.zaçao engenho
sa desse teorema, obtendo assim uma prova ''elementaFli da Hi
potese de Ri.emann para curvas. Trata-se de um teorema verda-
des.i'amente fundamental e justamente celebrado.

P

Nao faremos aqui uma prova desse teorema, pois pa
ra faze--lo de forma compreensiva necessitariamos de mais es
paço do que dispomos, e alem disso, se o teorema de Ri.emann-
Roch é essenci.al para o nosso trabalho, nao o e a sua demons
tr'ação.

No livro de Fu[ton, A].gebraic Curves , exi.ste uma
desmonstração que poderíamos chamar de ''clássica'' e que, en
tre outros inconvenientes, considera apenas corpos algebrica
mente fechadas e se utiliza de um modelo plano da curva pro
meti.va. Isso, além de tornar a prova deselegante e complica-
da, acarretar'i.a a necessidade de aumentar demasiadamente o
capitulo 11, tanto no concernente à geometria a].gébrica quan
to a algebra comutativa.

P

Ja a prova de Cheva].ley, no seu li.vro clássico de
funções a].gébricas, e relata.va.mente mai.s curta e tem a vasta
gem de considerar corpos arbi.trará.os. Sua Única desvantagem
e ser incompreensível; pelo menos sem um trabalho complemen-
tar que coloque a sua defi.ni.çao de diferencial. num contexto
adequado. Seguindo de perto Chevaley, Max Deuring (Lectures
on the theory of algebrai.c functions of one variable) repete
- com um pouco mais de detalhes - a prova de Cheva]].ey, po
rem com a mesma definição de diferencial.
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Numa outra direção exi.atem as provas de A.Weil .(Ba
síc Number Theory) e de Borel e Serre (Le théo-leme de Riemnn
-Roch, Bull.Soc.Math. de France 86(1958), pp.97-136) que,ape
sar de serem as mais curtas, se utilizam de uma maquinari.a
que nao poderíamos desenvolver aqui - como cohomologi.a de
fei.xes, teori.a da dualidade, etc..., de modo que será mais
conveniente aos nossos propositos, simplesmente enunciar,cla
ra e precisamente, o teorema de Riemann-Roch; o que faremos
a seguir

Vimos no capa.fulo ll que se C é uma curva prometi
va nao singular definida sobre um corpo fi.Rito F., então
existe uma correspondênci.a bi.jetoi'a entre os pontos fecha
dos de C e os anéis de valor'ização discreta de F.(C) que coD
tém Fa' e que se p e um ponto fechado, lpl e igual a dimeD
são sobre Fn do corpo de restos da valorização associada a
P

Seja D(C) o grupo abe].taro livre gerado pelo con
Junto dos pontos fechados de C. Asse.m um elemento A de D(C)
seda chamado de di.vi.sor de C, e será escri.to:

ã ".'
onde nn sao intei.ros quase sempre nulos, i.sto é nulos exceto
para um numero finito de pontos fechados. Definimos o grau
de um divisor A como deg(A) = E n.lpl, e e claro que:
deg: D(C) + Z e um homomorfismoF'de grupos. Dizemos que o di.
visor A = E npp e efetivo se np .à O para todo p. Escrevemos
A .à B, ondel'B = E mpp} se np > mp para todo p, ou seja se
A-B e efeti.vo. ''
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PBPl?Q$!Ç:AQ ! - Sela C uma curva projetiva não si.ngular defi
ni.da sobre F.. Se f 6 P.(C), f # O, exi.ste apenas um numero
fInIto de pontos fechados p, para os quais v.(f) # O, onde
Vn e a va].orizaçao associada a p.

P

Para a prova .dessa proposi.çao consultar, por exem

p].o, Deus'ing, op.cít., pg.24. Com essa proposição, se
f C Fn(C), f # O, podemos associar a.f o divisor

(f)

Um di.visor A 6 D(C) seda chamado divisor principal
se A = (f) para a].gum f G F.(C). É claro que o conjunto
Dp(C) dos divisores pr'i.ncipais e um subgrupo de D(C), e o
grupo quociente, D(C)/Dn(C) é chamado o grupo das classes de
di.vi.sobes de C.

Demonstra-se que deg((f)) = O (Deuring, pg 27) e
portanto a ap]icação deg:D(C) + Z fatori.za-se natura].mente à
deg: D(C)/Dp(C) + Z.

Se A E n.p e um divisor de C, defi.nimos o con
PJunto

L(A) =tf e F.(C) (f) + A é efeti.vo }

Assim f e I'q(C) esta em L(A) se vp(f) .à - np ou
E claro que L(A) é um F. - espaço vetorial, e
por l(A) a sua dimensão.

se
denotaremos

!B919EJ;SÃ0 2 - (a) se A, B 6 D(C) e Jt;Sn então L(A) c L(B) e
di.mF.(L(B)/L(A)) .S deg(B-A)

(b) L(O) = Fa, L(A) = O se deg (A) < O
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(c) L(A) tem dimensão fmi.ta para todo A, e se deg(A) .à O e2
tão l(A) .S (ieg(A) + l
(d) Se A - B = (f) então l(A) = 1(B)

Par'a a demonstração dessa proposi.çao
Chevalley, (op.ci.t. pg 14, e pg 21)

ver

Estamos abonam em condiçoes de enunciar o teorema
que e conheci.do como:

P

TEOREMA DE RIEMANN. Seja C uma curva proletiva nao si.ngular
sobre Fn' Existe uma constante g tal que l(A) >, deg(A) + 1 - g
para todos os di.vigores A. O menor g para a qual a desi.gual-
dade acima é verdadeira é chamado o género (gentis) de C, e
g é um i.nteiro não negUEi.vo. Alem di.sso exi.ste um intei.ro N
tal que para todos os divisores A de grau > N,

l(A) = deg(A) + 1 - g

Essa e a contribuição de Ri.emana ao chamado teore
ma de Riemann--Rock. Para prova ver ChevaJ-ley, pg 21-22

TEOREMA DE RIEMANN-ROCK. Seja C uma curva projetiva nao si=
guiar sobre um corpo finito F.. Então exi.ste um di.vi.sor K
( que depende se de C) ta]. que

l(A) deg(A) + 1 - g + l(K-A)

onde A e um divisor qualquer, g o género de C

9EEIBYAÇAO: pondo A = O e A = K na equação acima obtemos
l(K) = g e deg(K) = 2g - 2. Asse.m, se deg(A) > 2g - 2,
deg(K-A) = 2g - 2 - deg(A) < O donde l(K-A) = O, e asse.m,
se deg(A) > 2g - 2, 1(A) = deg(A) + 1 -- g
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PPP11By:8ÇÃO. Se C/F. é uma curva projetíva não singular sobre
Fn, f G F.(C), e p um ponto fechado de C, di.zemos que p e
um zero de f se v.(f) > O e que p é um poJ-o de f se vn(f) <0
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CAPITlLll,© IV

A DE Polia CllR\rAS S©BltE CORPOS Fll11T©S

St A Função ZELA de uma Variedade A].gebrica

Para mai.or' si.mpl i.cidade expositiva, neste capitulo
faremos a].gramas moda.fi.caçoes na notação e na terminou.ogia
ate aqui estabeleci.das. Se Fn e um corpo fmi.to com q elg
mentos, um ideal X c Fa [X.,... 9xhT] será chamado de vara.eda-
de afi.m, e um i.deal homogéneo de Fq [x.lx.,''.lxN] será cha
mado de vara.edade projetiva. Escrevemos X/F. para denotam.' in
distintamente uma vara.edade afim ou projetiva sobre F.. Se
X/]Fq e uma variedade afim e L/Fa uma extensão de corposl dg
fi.nimos:

(1 ) X(L) = {(x. ,x,,

í'(x ., ,xn) = O, V f G X }

e de modo análogo defi.ni.mos X(L) no caso projetivo. Dir'emos
que a vai'i.edade X/F. é i.rredutivel se X(L) o for, no sentido
usual. do capitulo ll

" O i.deal nu]o de F'q [X,sX,,...sXN] será denotado

' . IJ IJ, .:.:,!='::*==:=,:=,':.1 ::*::::: '*$;:;;:'z':'.«.:l ' :'l.
Se neum intei.ro > 1, X/Fn uma variedade sobre F. e L/F.uma
extensão finita de corpos, IX(L) l denotarâ a car'dinali.dade de

X(L). Se L = FQn temos claramente IANI : qnN e

lpNI :.. n . el emparticularseX/F eprojeti.van'' l \-4
9

IX(L)l .S
n(N+l)4 l

+n
q l

+ q
nN
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DEFINIÇÃO. Sela X/F. uma va'i.edade
rie formal na variável t:

sobre F
q Defina.mos a Pse

Z(X/Fq; t) : exp(n.àl IX(F'qn)l iin)

Essa expressão e chamada de função zeta da variedade X/F.
Se Q]]tJ] desi.gnar' o anel das series formais em t com coefi-
cientes raci.orais, é c].aro que Z(X/F.;t) G ] + t Q]]t]]. Se
X for a variedade A:" ,

Z(AN;t) = exp( E IAW( F.n) l
n>1 '

exp( ! qnN
n > l

e se X for pN teremos

z(Pm;t) = exp(n.àl IPN(Fqn)l T- ) = exp( E Jll-qn-t
.le )n '

exp( }l
n>l

} ni:o iNO e*p(..à:
(qzt)n

N
n

i:o
l

l-qzt

SE X/F. e uma variedade arbi.trará.a então Z(X/F.;t)
define uma função holomorfa na variável complexa t, para
ltl < q''". No caso afim isso decorre da (majoração)
IX(Fqn)l .S qnN e no projetivo, de IX(Pan)l .S l+qn+...+qnN

Se fizermos a mudnaça de variável t Sq e escoe
vermos
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c((X) ;s) = Z(X/F.;q's)

segue das considerações acima que ( (X;s) é uma séri.e de
Di.richlet convergente no semi-plano Re(s) > N.

Antes de continuar, l.'elembramos a observação ja
fei.ta, de que salvo menção contrari.a, as variedades consi.ge-
radas serão sempre i.rredutiveis. Se X/F. e uma variedade
prometi.va não si.ngular de di.mensao r definida sobre F., tg
mos as ''conjecturas de Weil ''

(1) Exi.atem 2r+l famillias de inteiros algébricos (ajj.)l.Sj.SBi
O.Si.S2r tais que, se para cada i, P:(t) = R' (l-a::t) então

lJ

Z(X/F.;t) = PI(t) P3(t)... P.. .(t)
Po(t) P2(t) . . . P2r.(t)

e além disso P.(t) e P2r(t) = 1-qrt.

Se pusermos x = .21r (-1)ZBii:o '

tx Z(X/ q;t)

(2) (Equação Funcional) então

(3) (Hipotese de Riemann). Para todo par de ilndi.ces j,i tem
se

jaj.jl - q1/2

(4) (Rabi.oralidade dos ''polinomios de Weili'). Cada um dos
polinÕmios Pi tem coefi.cientes i.nteiros raci.orais, de ter'mo
constante igual à l

Se X for uma cu].va projetíva nao singular defi.lida

48.



sobre Fn, temos, em parti.calar.

( 1 ' )

onde P(t) é um po].i.n8mio com coefici.entes intei.ros racionais
de grau 2g (g é o género da curva), coeficiente comi.nante
igual a qb e termo constante l

(21) (Equação Furei.oral) P(t) satisfaz a equação funci.onal

P(l/qt) q'g t'2g P(t)

(3t ) (Hipótese. de Riema.nn)
-1/2q

Os zeros de P(t) têm modelo

9ESERVAÇOES (1): Decorre de (2) acima que a função zeta para
curvas verá.fi.ca:

Z( X/Fq ; l/qt ) al-g tp'pg z(x/Fb;t)

(2) Se fizermos a mudança de vara.avel t = q's, podemos rees-
crever (3') acima, pondo que os zeros de z; (X;s) estão sobre
a neta

Re(s) = 7

Ao longo do tr'atalho veremos que enquanto (11) e (21) são
consequências quase di.Tetas do teorema de Ri.emana-Roch, a
Hipótese de Ri.emana para curvas, (3i), embora tambem depor
ra desse teorema, e bem mais dirigi.l de deduzir

No capitulo ll consi.devamos a açao natural de
Ga].(i'a/Fa) sobre X(I'a) e chamamos de ponto fechado a uma o=
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bata dessa açao. Vimos Lambem - pelas consideraçoes que se
seguem a proposição 6 do capitulo 1 - que todo ponto fecha
do possui. um numero fi.ni.to de elementos. Se p e um ponto
fechado de grau r, e fao.l ver que cada um dos elementos de
p esta em A} r ou P; r' conforme X seja afi.m ou prometi.va.
Assim, se q Bn(X) designar o número de pontos fechados de
X(Fa) de grau n, B.(X) é finito.

P

LEMA 1. Se X/F e uma vara.edade sobre F. então

IX(#'qn)l E r Br(X)
rjn

!39yA. Seja a G X(Fqn), a =(x:,x:,'..,xN) no ca.se afim, ou
a =(x.,x:,'..,xN) no caso projetivo, ta]. que sua

z r--l
{a,aq,aq ,...,aq '} tenha r elementos. No caso afim, temos
x.iq = xl' J = 192,...,N. Se todos os x: forem nulos, então
r=1 e ljn. Se osx: não forem todos nulos então existe um

xj # O cujo pera.odo (em Fan) é exatamente ql'-l, serão
a orbita (ie a não poderia ter ta.macho r, e assim x.i 6 F.r,

mas então xj e um gerador de Fqrl donde Fqr C Fqn e pela prg
post-çao 2 do capitulo 1, rjn.

r

11: ) \,/ \-{

o!'bi.ta.

No caso projetivo, xT
r'

x xJ, J o,]., ,N

Se um elemento não nu].o da classe a;

Ã-.
então (--J)q

e o resto é análagó.

Agora, decompondo X(Fqn) como reunião di.sjunta de suas Órb.}
tas e aplicando a definição de Bt.(X), obtemos:

r
) 9

X
--J . .l : o.l
xj.

X

N, donde ;J C Fqr

IX(Pqn)l :..}.. r Br(X)
' rgn '
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Mas acabamos de provar que se X(Fqn) possui uma or
tamanho r, então rjn. C.Q.D.

TEOREMA 1. Seja X/Fq uma variedade sobre Fq' Então

- . 7=;nÇz(X/Fq;t) = x l

onde o produto e tomado sobre todos os pontos

PROVA: Tomando a derivada logarítmica de Z(X/Fq;t) e aplicam
do o lema l obtemos:

Zi(X/F.;t) E ( E rB.(X))tn'l: E ( E lpl)tn'l
Z(X/Fq;t) n.àl rjn n.àl {p:lpjjn}

}l i lplt"lpl-x : E
n.àl p p

. [([-tlpl )-l ]' , . .. ./. .]p
p [(l-tlpl

[[og Z(X/F.; t ) ]

debi.ta

fechados de

l)

[].og
P (l-tlPI)

l
q''' ' "' p (l-tlPI)

z(x/
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como Z(X/Fq;O) 1, temos k = l

c.Q.n

Se X/Fq e uma variedade sobre Fq e L/Fq e uma ex
tensão de corpos, podemos pensar na variedade X (8) L/L obti.da
por extensão de escalares, como fizemos no capa.tolo ll.Relem
bramos que X (ã]) L e o i.dea] gerado por X em L[XI IX2'. .. IXm] ou
em L[X.,XI,...,XN]. É claro que, na nova notação,

(X (8) L) (X)

pal.'a uma extensão E/L

PROPOSIÇÃO 1. Seja d um intei.ro
finita sobre F.. Então:

> 1 e X/Fn uma variedade de

Z(X(9P'qd/p'qd;tó) : R z(x/pq;ç t)
{ ç: [d: l}

PROVA: Seja o um gerador do grupo das rai.zes d-esi.mas da
unidade e n um i.nteiro > 1. Então

.n (

{ c

n
! Ç )

.d::}
i
Ç

(o ç)n
n.

(

donde segue que

(on- 1) ( E (n) :0
Ç

Assim,sed 'Ín, On#leportanto }l (n:O
Ç
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Se djn, n
Ç l e i n.

Ç d Vamos aplicar essas observa

çoes a função

{].D":.:;;''.!: *'-.-'' «

exp( E E IX(P n) l ( Çt)n
Ç n>1 ' n

A proposição estará provada se mostrarmos que

n.àl IX(Fqnd)l i;-- = ( )ll lx(Fqn)l --=--

Mas

E E IX(Fqn)l-'=--= }1 IX(Fqn)lii--( E o
( n.àl n.àl

m.àl X(Fqmd)l
tmd.d

c.Q.D

.53



SZ A Função ZETA de Cultas .A.lgebri.cas

Neste paragl.'afo consideraremos sempre uma curva
projetiva nao singular C/F. definida sobre F.. O teorema l
nos permite escrever

Z( C/ Fq; t )
(z+t lpl+t 2 lpl+... )

E A.t'
n>O

onde Ao:l e An e o numero de vivi.Bofes efetivos de grau n,
para n .à l

Se En desi.gna o conjunto dos di.visores efetivos de
grau n e Sn e um conjunto de representantes das classes de
di.vi.sobes de grau n, temos

En : \--,/ { B: B e efetivo, B :A(mod Dp(C))}
'' AeS. '

ou seja,

En : U {A+(f) : A+(f) e efeti.vo'' A6Sn

AGSn
U {A+(f) f 6 L(A), f # O}
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Mas

lÍA+(f) : f 6 L(A); r#OJI l {(r) : f G L(A), r#oJI

e como (f) (g) se e séi se f=kg para algum k O Fn+, então

l {(r) : f. e L(A), f#o} l l {r: f e L(A), fj0} l

q-l

e

llr: f G L(A), r#oll
q-l

ql(A)-l
q-l

donde

l(A).l
q l

e podemos escrever a função zeta como

( q-l ) Z( C/F' ; t ) 21 t'
n>O

}l (ql(A)-i)
AGSn

Embora seja evidente, e bom observar que das con
si.deraçÕes aci.ma decorre a finitude do numero de classes de
di.visores de gr'au n, ISnl. E importante notar Lambem que
ISnl = constante, pal'a todo n .à 1, poi.s se A. e um di.visor
de grau no' a aplicação A+Dp(c) ' A+Ao+Dp(C) e uma bijeção
entre o conjunto das classes de di.visores de grau n e o con
junto das classes de di.visores de grau nono' No que segue,
IS.l = h, n > l
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Para obter mais informaçoes sobre h = ISnl , prec.l
samos estudar a i.macem do morfismo de grupos deg: D(C) + Z.
Se.ja dZ o subgrupo de Z que e a imagem do homomorfi.smo deg
Então se A. e um divisor cujo grau é d e A é um divã.sor arb.l
trário, deg(A) = m.deg(An) para algum m 6 Z, donde

d = m.d.c. {deg(A) : A e D(C) }

ou seja, d = m.d.ctlpl : p e ponto fechados . Vamos mostra.r
que d=1. Seja n um intei.ro .à O. Se d +' n então não existem
di.vi.sobes de grau n, e se djn, ja sabemos que IS.l = h e
a função zela fica:

(q-l) Z(C/Fq;t) : t'd :

n3.O AeSnd
E tndh

n>O

E t'd }l

n.àO AeSnd

h

l.td

Se K e o di.visor can8ni.co (cf. Cap.lll), já vimos que
deg(K) = 2g-2 e portanto d divide 2g-2 e a função zela pode
ser reescrita:

(q-l) z(c/F ;t) = (2gE2)/a nd E

n =0 AeSnd

n >(2g-2)/d
tnd }l qi(A)

AeSnd

h

l.td

Mas se A 6 Snd e deg(A) nd > 2g--2, sabemos que
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l(A) deg(A) + l--g = nd+l-g,

donde

(2g-2)/d

(q-l) Z(C/Fq;t) : } tnd E ql(A) +
n=O ACS .nd

+ E t'd
n>(2g-2)/d

h

l.td

ou seja

(' ) (q-l) Z(C/F'q;t) (2gli2)/Ó nd E

n=O AeSnd

. hq 'g (tq)2g'2+d h

' l-tdqd l-td

!E9E9êjÇAO 1: Seja p um ponto fechado de c/F de grau lpl
Se IÍlpl , podemos pensar em p <8) Fnl como um ponto fechado de

C(2) F'ql/Fql. Então ip(9 Fqll : lpl/l

PROVA: Sela r = lpl. Então p esta contido em C(F.r). O esta
bllizador de um elemento aep e o sugrupo G(i'./F.r')e portan
to r = IG(Íq/Fq)/G(Fq/Fqr)l, pela toeri.a elementar das aç8es
de grupos. Como llr, Fql c Fqr e o estabi.lizador de p (8) Fql e

G(Fq/Fqr). Logo IP e) Fqll : IG(I'q/ ql)/G(lq/P r)l =di.mF.IFqr
C Q D

A expressão (+) foi obtida para uma curvaprojeti.va
não síngu].ar C/F , onde d era o ger'adoi' da imagem do homomo=
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f[smo deg:D(c) + Z. Façamos agora uma extensão deesca].res pa
ra Fnd, considerando a curva C x F,..,d/F.d. Seja ã o geradorda
Imadem de D(C(8) F.d) em Z. Pela proposição 1, d = 1. A for
mula (+) aplicada à C (9 Fad da:

(qd.l) Z(C(D Fqd/F d;t) = 21 tnAeSnqdt(A)

. ii.qa(t-g) t2g-i qd(2g-l)

l-tqd

h
l h

e no ponto tu obtemos:

(qd.l) Z(C(9Pqd/Pqd;td) : E tnd A6S qd (A)+n

. ii.qa(l-g) td(2g-i) qd(2g-i)
l-tdqd

Assim Z(C (a F.d/F.d;ta) possui um polo simples em

Ja vimos que
Fias

z(c(DP'a/pq;ta): n z(c/pq;(t)
{( :( '=1}

e portanto, da expressão (+), e i.mediano que

Z(C/Fq; ( t) = Z(C/Eq ;t) e

Z(C ê9 Fqd/pqd ; ta ) [ Z( C/Fq ; t)] d

Como Z(C/Fq;t) tem um polo simples em t=1, Z(C(9 Fqd/Fqd;td)
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terá um polo simples em t=1 se e sõ se d=1. Assim podemos
reescrever a função zeta:

2g-2
E tn X ql(A) +

n=O ACSn
(q-l) Z(C/Fq;t)

+ h.qgt2g-l
l-qt l t

ou seja

Z(C/Fq;t) : (l-t) (l-qt)
P(t)

onde P(t) e um poli.nomio de grau 2g, e P(O) = 1. Vamos moâ
trai que o grau de P(t) é 2g. Para tanto vamos reescrever ex
plicitamente a expl'essao geral da função zela:

(q-l) z(c/rq;t) : bo+blt+...+b2g.2t2g'2 + b- qg t2g-i . h

onde

»: : «à;:'

PROPOSllÇA0 2. Para O .S í < 2g--2, bj. qg'l-Í b2:.2.j.

PROVA: Ja sabemos que se deg(A) i, então

deg(K-A) = 2g-2-1

Assim, se Si= {Alp...pAh} então {K-All...IK=Ah} e um
con.junto de representantes de classes de di.visores de grau

2g-2-Í, ISTO é, {K-A].l...pK-Ah} : S2g-2-Í' Assim, se
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bl = }1 ql(AJ), então b2g-2-1 : Jhi ql(K-Aj)

Mas pelo teorema de Riemann-Roch,

l(Aj ) í+l-g+l(K-AI ) , donde temos

b2g.2.í : jEi (AJ)-j.-t+g : qg'l'l' bi

c.Q.n

Se puser'mos t=O na expressão geral da função zeta,
Z(C/Fa;O) = 1 , segue

como

(q--l) Z(C/Fq;O) : bo-h, donde bo: q-l+h

e portanto b2g-2 : qg'l (h+q-l). Decorre dai que o termo i2
dependente de P(t) é l e o coefi.ci.ente de ordem 2g é:

q b2g-2 - hqg

q l
qg(h+q-l) - hq

q l qg

donde o grau de P(t) e 2g e o coeficiente dominante e qg

!BglggJiS=ig...2. (Equação Funcional.) Se c/F. e uma curva prol.g
tava não singular sobre Fn, então

Z( C/Fq ;-à) q I'g t 2'2g Z(C/Fa ;t)

PROVA: Substi.tuíndo t por l/qt na expressão geral da função
Beta obtemos:

60



c/rq;ijp : b. + iÜ +...i iÊ:;ã-t2g-p '

hqg . l ....&
q2g'l t2g'l (l-l/t) l-l/qt

. . bl . . b2g.2 qgh qth

'. ''' @ ''' ' ' ' ''' iza::7'?é:z ' ?z:l'"';:z:zii:B' ''' T;=3'

(q-l) z(

l-g t2'2g [bQqg'l t2g-2 + b qg'2 t28-3 +...+ ql'g b2g.]

ql-g t2-2g h qg t2g-l h ql-q t2-2g
(l-t) (l-qt)

q'g t2'2g(b2g.2 t2g'2 +. +bo) +h cg t2g

q I'g t 2'2g Z(C/Fq; t) .

q

+

l

c.Q.n

função zeta co

2g
i1l (l-aj.t)

'q''' ' (l-t) (l-qt)

s inversos dos zeros de P(t

Podemos e sc neve r a
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A equação funcional pal.'a Z(C/F ;t) Implica imediata
mente:

P(t) .g t2g

e portanto se l/ai e raiz,. aÍ/q também será rai.z de P(t)

COROLÁRIO 1. Valem as igualdades:
2g
R (1-«) ..

e ;' . : qg
(l-q) j.=1' i

PROVA: A pri.mei.ra i.gualdade expri.me simplesmente o fato de
que -h e o resíduo da função zela no polo t = 1. A segunda
igualdade segue do fato de que o coefi.ciente doma.nante de
P(t) é qb

Premi.samos mostrar que os a.i sao intei.ros algebr.}
cos. Ora, provámos que Z(C/F.;t) é uma função racional- em t
com coefici.entes inteiros. Sabemos que Z(C/F.;0) = 1 e - que
o desenvolvimento em série de potências Z(C/F.;t) = E A.tn
tem coefici.entes inteiros. ''''

Ha um teorema, deva.do a Fatos (Acta Math., 30, pp
364-400) que diz o seguinte: se F(t) é uma função rabi.onal
com coeficientes em Q, se F(O) = 1 e se o desenvolvimento em
série de Taylor de F(t) possui todos os coeficientes intel
ros, então os zeros e polos de F(t) são inversos de intei.ros
algébricos. Isso mostra que os al são i.nteir'os algébricos.

PROPOSIÇ4Q 4. Se C/F. e uma curva projetiva nao-si.ngular
bre Fq e c G> Fqn/Fqn denota a curva obtida pela extensão
escalares a F.n, então:

se
de
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2g
í1l (1-'?)
( l-t ) ( l-qnt )

zeta pode ser escrita como
2g

iRI (l-aj.t)
(l-t)(l-qt)

2g

; j.KI (l-aj.çt)
[t)

R (l-(t)(l-qçt)
(

q ' q ' '

a vimos que a função

Z( C/ F'q; t )

e alem disso,

z(c<8)Pqn/Pqn;tn) = {Rn:l}2

l-tn : R (l-(t), donde

tZ F

PROVA J

Mas

2g (l-aT tn)
i:l

(l-tn)(l-qntn)

c.Q.D.

2g
R (l-aj t)/(l-t) (l-qt) então

í:l '

2g

: ' '" - :!:':
de escalares a Fqnl e aplicando

k.àllC(F.nk)l ;-)

Z ( C (8) Fqn/ Fqn ; tn )

e segue a proposição.

COROLÁRIO 1. Se Z(C/F'q;t)

IC(Pqn)l :

PROVA. Fazendo uma extensão
a proposição 4 segue:

Íê? (t-ail t)
( l-t ) ( l-qnt )
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do,

gt(l-a1lt)(l+t+t2+. . .)(l+qnt+q2nt2+

l + (l+qn.

duas feri.es obtemos:

IC(Fqn)l : 1 + qn . ÍZg an

S3 - PR©I?A DA IIIPÓEE$E DE IIIEBgAIW! PARA CURVAS

O trabalho prelimi.nar ja foi. fei.to, e vamos
''hipótese de Riemann'' para curvas, isto é

1.:1 : ql/2

ou equívalentemente, os zeros de ((C;S) estão sobre a neta
Re(s) = é

Suponhamos por um isntante que essa ''hípotese'i se
Ja verdadeira, isto é, que laia = ql/2

i

igualando as

C Q D

agora
provar a que9
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como

IC(Pqn) .« - ?}. .? '.«.;
í:l '

llc(Pqn)l q" l.S .!' l.:l" : :. ."':
i:l '

No proxi.mo lema provaremos que qualquer desigualda
de do ti.po aci.ma e equivalente a ithi.potese de Ri.emana''.

LEMA 1. Suponhamos que exista um número A >0 tal que para
todo n > 1,

llC(F'qn)l

Então va].e a iihipotese de

PROVA: Por hipótese

Consideremos a í'unção:

2g 1 : 2g : (a.t)n : E ( 2g
i=1 1-a:t i=1 n=O ' n=O i.=l

A será.e aci.ma e majorada por A } qn/2 ltln, e est
converge para ltl < q'1/2. n=O

2g
Logo, os polos l/a.i da função .E ----J;-- devem estar for'a do
disco de raio q'1/2, isto e, l I'aÍt

2

Riem

ulti.maa

qn 1 < A qn/

a rl 'r"\ l l

2g n/2m
H B q

i:l

(aj.t)n

q'1/2 < jaíj-l , ouseja, laÍI < ql/2
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Mas como ]l jaÍI = qgí:l '

''-:«.. í;;l : -:r'
(ql/2)2g, segue necessariamente a

c.Q.n
Assim, para estabelecer'mos a validade da ''hipotese

de Ríemann'' e suficiente provarmos que l lc(F.n)l - 1 - qnl.S
A q''' ' para todo n .Z l e para certo A > O. Na realidade, nao
precisamos provar essa desigualdade para todo n .à l poi.s em
virtude da proposição 4 do $2, a ''hipotese de Ri.emana'' para
a curva C sobre F. é equivalente à íihipótese de Riemann'' p.g
ra a curva extendi.da C ê9 F.n soba.'e F.n. Assim, podemos supor
sem nenhuma perda de genera].idade que n = 1, q > (g+l)'
q = p' com a par. Ou seja, a constante A que encontraremos
nao depende do corpo de base

O pl.'oxi.mo teorema, cuja demonstração e devida à
Stepanov-Bombier, óã conta da ''metade'' da ''hi.pótese de
Riemann''. A outra ''metade'', que segue de um raciocínio de
cahomologia goloisi.ana, seguira adiante.

TEOREMA 1. Se C/F. é uma curva projetiva não singular soba'e
Fal de genero g, com q > (g+l)4, q : pa, a par então:

lc(pq)l .: 1 + q + (2g+l)qi/2

PROVA: Evidentemente podemos supor C(F.) # 0, pois caso

contrário IC(Pq)l : O. Seja então p e C(Fq). p é um ponto fE.
ceado de grau 1, isto é, um ponto fixo de C(1'.) pela ação
de Gal(i'./F.). Seguindo Bomba.eri, consideraremos a curva
C extendída ao fecho a]gebrico ]Fql i.ep c(8)I'q/S'q (ou, ê/i'q).

Seja Lm
ann dn T nnmn n-

:"' 'q

{f 6 f'(ê) : v.(f) .à

espaço vetoria].
'm} e lm a di.men
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T'mos rq
abaixo:

Lo c LI c r- T r-
' 'm ' e as pr'opríedades

(1) .à m + 1 -- g e, se m > 2g - 2,

então lm : m + 1 - g

(Isso é simplesmente o teorema da Ri.emana,
que enunciámos na pg.44)

(2) lm+l .S l + lm' (Do teorema de Riemann-Roch,

lm-pl- lin - l-t.l(K=(ml-l)p) - l(K-mp), e c2
mo L(K-(m+l)p) c- L(K-mp), então

lm+l - lm .S l)

(3) Se f(X) 6 Lm então f(Xq) G Lmq
(Isso si.mplesmente di.z que se f(X) tem em p
um polo de ordem .S m, então f(Xq) terá em
p um pelo de ordem .S mq)

(4) Existe uma base {fl!...pfr} de Lm tal que
vp(fl) < vp(fj.+l) para i. = 1,2,...,r--l,
pois temos a fi].traçao

(o) c pb lo c LI c c Lm e

portanto
m

0i:o Lj./Li.:

Mas decorre da propriedade (2) que
dim LÍ/Lj..l .S 1, o que impli.ca (4) pois p.2
ra cada i., quando for possa.vel, tomamos um
elemento de Li que não esteja em Li.l
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Sejam agora n,b inteiros não negativos
e sejam SIP.. . PSF elementos de Ln

Consideremos a função auxiliar.

F(X)
b

S11 (x) fl(xq) + + S:b(x) fn(xq)

(5 ) Se npo < q, temos que F(x) é i.dente.lamente
nulo se e sÓ se todos os S: forem identi.ca-
mente nulos.
De fato, suponhamos que F(x) seja identica-
mente nulo e que Sh(x) seja o primei.ro Sj.
nao identicamente nulo. Tomando v. em ambos
os ].ados da identidade

(x) fS (xq)hh

In '

SÊ+l(x) fh+l(xq)

sprb(x) fr.(xq)

obtemos,

pb vp(Sh) + q vp(fh) Z mi-n(pb vP(Sj.) +

+ q vP (fÍ)) .à - pon + q vp(fh+l)

e portanto

p' "pnP .z -pb n + q(vp(fh+l) vp(fh))

ou seja, por (4),

.'".nP
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donde segue que Sh se anula em pl e portanto
é uma função sem polos com pelo menos um ZÊ
ro, ou seja, vp(Sh) > O e vq(Sh) .Z O para
todo q # p.

Como E vn(Sh) = O, segue que Sh
P

(6 ) Se m,n > 2g-2ese (n+l-g)(m+l-g) >
p n + m + 1 - g então podemos escolher

os S: não todos i.denticamentê nu].os tal que
a função

fl(x) + fl.(x)

seja i.denticamente nula

De fato, essa função e regular fora de p
tem em p um po].o cuja ordem é .S p' n + m

e

Logo, por' (1), o con.junto dessas funções fo.=
ma um Ê.-espaço vetorial de di.menção .S p'' n+
+ m + 1 - g

Como cada S: varia num espaço de di.mensao
n + 1 - g e como, r = m + 1 - g (pois
m > 2g-2), e por hipótese (n+l-g)(m+l-g) >
p'' n + m + ] -- g a ap].icação canónica

L:b (81) Lm---+ L((pb n+m)p)

B'q

nao pode ser Injetor'a; o que prova (6)
(Observe que dím L. = dim Ll?b)
Assim, em vista de(5) e(6), obtemos que,
se m,n > 2g-2, np' < q,
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(n+l-g)(m+l-g) > npo + m + 1 - g, podemos
construir uma função auxiliar

F(X)
b

s11 (x) fl(xq) + fr(xq)

nao identicamente nula e tal que se
aeC(F'.) a#p, entãoF(a) =0(note que
aq : a)

Ou seja, F se anula em todos os pontos de
C(F.) exceto em p. Como pu < q, por constou
çao, vemos que F(x) p uma potenci.a pb.esima,
Isto é, F(x) = G(x)P' par,a certa G(x) G
e il(Õ) e assim cada zero de F(x) tem multa
plicidade pelo menos p'. Logo F(x) tem pelo
menos p'(IC(Fa)l - 1) zeros. Logo

(lc(Pa)l i) .S l # (zei'os de F)
b

P

l-E + (polos de F) 4
P

< 1 (pb n+mq)

pois F e rebolar fora de p e a ordem do po
lo em p nao pode exceder pbn+mq

P

Resumindo, ate agora vi.mos que se
m,n > 2g-2, np' < q e (n+l--g)(m+l-g) >
np'+m+l-g,
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IC(Pq)l .S 1 + n + mq' P

Tomando pb : ql/2, n:ql/2.Is m-:ql/2 +2g e
lembrando que, por hlpotese, q > (g+l)4

ql/2.l > (g+l)2.l : g2+2g > 2g--2

ql/2+2g > 2g--2

(n+l-g)(m+l-g) =(pb.g)(pb+2g+l-g)

, b ., b .. b b b b b 2
LP -g)].P +g+].) = P P +P g+P -gP -g -g

pbpb+pb.g-g2 > pbpb+g2+2g+l-g-g2

.b.b...l...:

Como (ql/2.l)ql/2 < q, npb < q.

Assim, todas as condiçoes estão verificadas
.n ,-\ ,-\ n +- n n +- A

(a)

(b)

(c)

(d)

lc(Pq)l .s l + (ql/2-i) + la!;;tgz2z

ou seja:

lc(rq)l .S 1 + qi/2-z + q+2gql/2

á 1 + q + (2g+l)ql'/2

c.Q.n
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Resta agora pl.'oval a outra iímetade'i da hípotese de
Rlemann, pois o argumento acima nao nos dâ uma lími.taçao ín
fedor para IC(Fn)l.

Porexemplo, se IC(Fnl')l = 1+qr-dr-a. e
al : q, a2 : IP então/aal a2 : q, IC(Fqr)l e sempre zero, mas
e falso que jaÍI = ql/2.'A ideia básica para pr'oval o que
falta, é fazer um r'acíoci.ni.o de contagem sobre uma fama.lia de
corpos conjugados, de uma extensão fixa de um corpo dado. A
parte abstrata do rabi.ocinio e o segui.nte lema de contagem do
numero de pontos fixos da ação de um grupo fi.nato num conjun
to dado.

P

Seja G um grupo fi.Rito, H um subgrupo de G, Nn(H)
o normali.zador de H em .G e a um elemento fixo de Nn(H). Seja
X um conjunto onde G age e x C X. A orbe.ta de x pela açao de
G seta denotava OG(x) e o conjunto das or'bi.tas da ação de G
em X será escri.to G \X

Como H e subgrupo de G, H age em X pela restri.çao da
açao de G, e como a C NG(H), a induz uma aplicação a
H\x + n\x dada poz' :.oU(x) = ON(ax). É imediato que 3 está
bem defina.da. Se g e G, Fi.x(g) denota o conjunto dos x GX
tais que gx = x e, como sempre, IFI.x(g)l denota a cardo.nalida
de de Fix(g).

PROPOSIÇÃO l Com as hipoteses e notaçoes acima vale

E l Fi.x(a h) l
h6H

lnl.IFix(;)l

!B9yÂ: Seja A = tU Fíx(ah) e a segui.nte relação de equivalê2
ciaemA: x'y geOH(x) =oH(y). É imediatoque se x6A,
OH(x)c A e OH(x) G Fix(;), donde segue que A/- = Fix(;). Que
r'emos computar E IFlx( h)l. Se x 6 A, x e contado in.l vezes

h6H "
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onde Hx é o estabí].ízadoi' de x em H, e por'tanto OH(x) 6 A/-
contribuí com IH:Hxl. IHxl vezes, pois os estabi.li.dadores de
elementos da mesma Órbita são conjugados.

Assim, cada elemento de A/ contado em
E Ifix(ah)l , lnl vezes, donde

hGH

IFix(;)l = IA/-l =--L- i IFI.x(ah)l
lnl hOH

c.Q.n

Retornando ao prob]ema origi.na]., seja k um corpo
fi.nato com q elementos, K/k um corpo de funçoes algebricasde
uma variave] sobre k e L/K uma extensão de Ga].ois finita. Po
demos consider'ar K como o corpo de funções racional.s de uma
curva C/k. Designamos por VI(K/k) o conjunto das valorizações
discretas de K que se anulam em k e cujo corpo de restos
tem grau l sobre k

Ja vi.mos no capitulo 111 que se C/k é uma curva pro
jetíva não si.nguJ-ar sobre k, que existe uma correspondência
bijetora entre os pontos fechados de grau l de C e os ele
mentor de VI(K/k)

Vamos agora provar o teorema 1, abaixo, que nos
permiti.ra completar a prova da ''hi.potese de Ri.emana''. A pro
va que fizemos foi baseada em notas de um seminário da Karl
C)tto Stõhr'

TEOREMA 2. Seja k um corpo fi.Rito com q elementos, K/k um

corpo de funções algébricas de uma variável e L/K uma exten
sao uma extensão de Galois finita. Alem disso suponhamos que
k seja algebi'icamente fechado em L. Então exi.saem [L:K] cor
pos de funções algebricas de uma varíálvel, L].../k,
t 6 Gal(L/K) veria.cardo: '
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(a)

(b)

Líd : L

Lt D K e [Lt:K] = [L:K]

(c) L+.Ê
brigo de k

L.iZ , onde Ê e um fecho a].ge

(d) ! ' IVI(Lt/k) l
tCG(L/K)

[L:K] .]Vi(K/k)]

PROVA. Seja m = [L:K] e k./k uma extensão de grau m
L n km : k, G(km/k) = G(Kkm/K) = G(Lkm/L), e

Como

L

como L n Kkm : K, então G(L/K) = G(Lkln/Kkm). Vimos no capzty.
lo l que G(km/k) é cíclico e gerado pelo automorfismo de
Frobenius S:a f--.» aq. Seja a o automorfismo i.nduzido por S
em G(Lk...i/L). Se t 6 G(L/K), seja T o automorfismo induza.do
por t em G(Lkm/Kkm). E claro que aT e um automorfi.smo de
Lkm sobre k e que ar = 'ra. Como o período de a e m e o T de

divã.de m se f for o período de a'r então f divide m. Mas
se x e km, (at)'(x) = S'(x) = x donde m divide f, e portanto
m = f, ou seja, a ordem de aT e pi'eci.samente m.

Sela Lt = {a 6 Lkm : (at)a = a} o corpo
pelo grupo ger'ado poi' aT . Pela toeria de Galois a

fj.xo
exten
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üao Lkm/Lt e de Galois finita com grupo de Galoís
ou sela ILkm: Ltl = m.

<aT> 9

Lê..

Lt

P
L' .x$.

:{.
k

Decorre daí que Lt/k e um corpo de í'unçoes algebri
cas de uma vara.àvel sobre k. Além disso, Ltkm : Lkm pois cg
mo Lt c LkHs Ltkmf) Lkm e alem disso:

Lt n km {a e km: (aT)a = a} {a e km: S(a) = a}

donde

[Lk.:Lt] e asse.m Ltkm

Note--se que LtE (Ltkm)E (Lkm)ii = LE.

Como L n Kkm = Kp temos da teoria de Galois que
G(Lkm/K) = G(L/K)X G(Kkm./K), e portanto podemos pensam' em

G(L/K) como subgrupo de G(Lk./K)

Vamos agora nos utilizar dos resultados acerca de
valorização para compararmos certos cardo.nai.s de conjuntos
de valorizações. Consideremos a seguinte situação:
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Ld«: - k«

onde ja vimos que G(km/k) G(Ltkm/Lt)

O grupo G(Lkm/K) age naturalmente em V(Lk./k.)
- o conjunto das valorizaçoes discretas de Lk trivial.s em
km' A ação é dada por V.v - vo!'''. Como G(Ltkm/Lt) e subgrB
po de G(Lkm/K), podemos pensar na ação desse subgrupo por
restrição da ação de G(Lkm/K).

Se v C V(Ltkm/km), depois do lema 5, $ 2, Cap. ll
podemos consi.deram a restrição usual. de funçoes para obter-

mos uma valorização vli.O V(Lt/k) ou seja, temos uma apli.ca-
ção: u

Rest: V(Ltkm/km) -----..> V(Lt/k)

dada pela restri.çao usual de funçoes. Pelo teorema 1, $ 2,
Cap. 1, r'est é uma aplicação sobrejetora.

\

Ja vimos tambem (teor.2, $2, Cap.l) que se
v 6 V(Lt/k), Rest'L(v) é uma ÓI'bica da ação de
Ht : G(Ltkm/Lt) em V(Lkm/km). Assim existe um correspondem

76



cla biJetora entre V(Lt/k) e as Órbitas nl;\v(Ltkm/km)

Vamos agora provar que ha uma cor'respondencia bíjS
topa entre VI(Lt/km) e Fíx(nt) onde Fix(nt) :ív e VI(Ltkm/km)

vop ' :: vp V p C H+...}.

Seja então v C V(Lt/k) e Lt(v) o seu corpo
restos (Lt(v) = Av/Mv). Seja d(v) a sua dimensão como
paço vetori.a].. Pela prop.l;' $2, Cap.l, d(v') é-finito.
w 6 .V(Ltkm/km) é uma extensão de v temos: o diagrama:

de
k-es

Se

,«. («o

J («)

&'

Se g = ION.(w)l, isto é, é o número de extensões
de v a Ltkm) pe]o teorema 3, $2, Cap.]l, sabemos que
e.f.g=m, donde d(v)f = d(w)fg, pois e= 1(Lema5, $2,
Cap.l), ou seja, d(v) = g d(w) .

Logo se w 6 Fix(H+.:), sua Órbita tem tamanho 1, don
v tem d(WI ) = 1.

Lt
de w

Lt

Reciprocamente, se v 6 V.(L+../k) e w extende v,
g d(w), donde g = 1 e d(w) = l

en
tao l
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Assim

Vi(Lt/k) = { wl, : w 6 Fix(Ht)}

Como H+.. <a't>, e claro que

l VI(Lt/k) l = IFíx(Ht) l l .F:ix( a T ) l

Pondo G = G(Lkm/K), H = G(L/K) e X = VI(Lkm/km), como at
ta para todo t e G(L/K), a e (NG(H) e pela proposi.ção l de.g

$te l

l E IVt(Lt/K)
[L:K] tGG(L/K)

-L- E IFI.x(at) l
lml tCH

IFix(; )l

onde 8 é a aplicação induza.da nas órbitas de G(L/K)
VI(Lkm/km)

em

Resta mostrar que IFI.x(;)l = IVI(K/k)l

VI(Lkm/km) VI(Lkm/km)
H H

e dada por OH(v)
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Como H = G(L/K) = G(Lkm/Kkm), temos na mesma situa
ção da pg. 77, ou seja,

l fj.x(;) l = IVI (K/k) l

Isso prova (d) ,

c.Q.n

Observe-se que se K = k(X) for o corpo de funções
racionais (isto e, K e o corpo de funçoes da variedade prg
Jetíva P; ) então o número de pontos fechados de grau 1, é
precisamente

q2-l
q-l

q+l,

e portanto

}[ [Vt(Lt/K) ] = [L:k(X)] (q+i)
t6G(L/k(X) )

E importante observar tambem que se C/F. e uma
curva projetiva não síngu].ar sobre F. e K = F.(C) e o corpo
de funções racionais em C, então é possível encontrar um
e].emento o transcendente sobre F. tal que a extensão K/F.(0)
seja separavel (cf.lyanaga, Theory of numbers, p.34). Asse.m,
podemos tomar uma extensão L/Fn(0) que seja de Ga].oís fmi.ta
e que contenha K, por exemplo L = K'''' , o fecho normal de K
sobre Fa(Q). O que não se pode garanti.r a priori e que F.
seja algebricamente fechado em L. Para contornar esse pro
blema, seja k' o fecho algebrico de rl em L.

Como L/Fn e uma extensão fínitamente gerada e
L D k' D Fn' ki/Fn será fínitamente gerada, e como e algebri
ca, decorre que k'/Fa e finita. Assim podemos fazer uma ex
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tesão de escalares C(8)ke/ki e provar a hípotese de Riemann
sobre ki.

TEOREMA 3. Se C/F. e uma curva projetiva não singular sobre
Fn, de gênerog, comq >(g+l)4, q:pa, apar, K=F.(C) o
corpo de funções racionais de C e L/K uma extensão de Galos.s
finita com F. algebrícamente fechado em L então existe A > O
tal que

1 1C(Fq)l 1 - ql á A ql/2

PROVA O teorema l deste parágrafo nos deu

lc(pq)l l q .S (2g+l) ql/2

Aplicando esse mesmo teorema a fama.l i.a de corpos de funçoes
algebri.cas de uma variável Lt/F obtemos:

IVi(Lt/rq)l .S (q+1) + (2gL+i) qx/2

onde gl e o genero da curva associ.ada a extensão L/Fn
si.m, se S G G(L/F'.( e) ) temos:

As

E [VI(Lt/Pq)] .s ([L:Fq(o)]
t6G(L/Fn ( o ) )

t#s

[) [(q+1) + (2gL+])ql/2]

e

[Vi(Ls/Pç) ] : [L:Fq(o) ] (q+i) t#s VI(Lt/F'q)l

Pondo [L:F.(e)] = n vem:
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IVi(LS/Pq) l Z n(q+l) (n-l) [(qii) + (2g, +]) q1/2]

Z (q+l) - (n-1) (2gt+l) ql/2

nde

E [VZ(LS/rq)] .à [L:K]t(q+]) -= (n-1)(2gl,+]) ql/2]
SeG(L/K)

e poi'tanto

IVt(K/rq)l .Z (q+l) - (n-1) (2gL+l) ql/2

tomando A = max {(2g+l),(n-1)(2g..+l)}

aQ rTI la /IT ] A

do

llc(B'q) ql á A ql/2

c.Q.0
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