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INTRODUGXKO

Um dos problemas centrais da teoria dos numeros é
o da solubilidade de equagdes diofantinas. E uma das técni
cas elementares mais utilizadas no ataque de questdes diofan
tinas, pela sua simplicidade e eficadcia, & a de procurar so

lugSes moédulo p. Consideremos, por exemplo, a equacgao
y =x" - x -1

onde procuramos encontrar solugdes inteiras. Se pensarmos
nessa equagdo médulo 3, é claro que o lado esquerdo sb6 pode
ser O ou 1 (mod 3), enquanto o lado direito é -1 (mod 3) ,

e portanto essa equagdo ndo possui solugdes inteiras.
Ao estudar as solugdes de uma congruéncia

F(X,, Xoy eeey xn) =0 (mod p)

é natural considerar solugdes também nas extensdes finitas
Fpm de Fp. Buscando condensar toda a informagZo diofantina,
Artin, [1], introduziu em 1924 a funcg3o zeta de uma varieda
de algébrica X sobre um corpo finito Fq
£
Z(X/F ; t) =exp (] N —)
a m>1 m

onde N_ é o namero de solugdes de X com coordenadas em Fém.

De fato, Artin utilizava a linguagem de corpos de fungdes al

gébricas de uma varidvel e definiu a fungdo zeta por analo

gia com a fungdo zeta de um corpo de nimeros algébricos. E

foi também Artin que formulou a "hipétese de Riemann" para a

fungdo zeta: os zeros de Z(X/Fd; q—s) estdo todos na reta
-S)

Re(s) = 1/2. (Fizemos a mudanga de variavel t = g



Foi somente em 1931 que F.K.Schmidt, [7], mostrou
que o teorema de Riemann-Roch podia ser usado para provar
que a fungao zeta de uma curva X/Fq de género g é uma fungio

racional de t = q~°, da forma:

P(q~%)

(1-q~S) (1-q178)

;(S) =

2 ’ ”~ . .
onde P(t) = . (1-a,t) é um polindmio de grau 2g com coefi
i=1 i =

cientes em Z e tal que a aplicagdo o + q/a é uma permutagéo
do conjunto das raizes de P(t). Em termos da variavel comple
Xa s, isso quer dizer que P(q—s) satisfaz uma equagio funcio

nal sob a troca s + 1 - s,

A "hipbétese de Riemann" em termos dos ay fica:

Tomando o logaritmo em ambos os lados da igualdade

abaixo:
2g
m 1 (l-a.t)
exp ( 2 Nm .t_:__) - i=1 i
m>1 m (1-t) (1-qt)
obtemos:
2g
N =1+ Q™ - I o, ™
i=1 ¢

que é precisamente o ntimero de solugdes da curva X na exten
sdo F m/F _.
q q

]
Ko

Assumindo a "hipbétese de Riemann" Iai

obtemos imediatamente da expressao acima:
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IN -1 -q"l < 2 g™ e

E Hase, [5], observou que a desigualdade acima implica, por

sua vez a "hipdtese de Riemann".

Ou seja, no caso de curvas algébricas, a "hipdtese

de Riemann" é equivalente a uma desigualdade puramente dio

fantina.

O primeiro caso em que a "hipdtese de Riemann'" foi
verificada foi provado por Gauss, [4], para a curva
y2 = x* - 1, Artin estabeleceu alguns outros casos particula

res, e em 1933 Hasse provou o resultado para uma curva elig

tica arbitréria.

Foi somente em 1940 que Weil, [8], provou a "hipé

tese de Riemann" para curvas de género arbitréario,

Num artigo bem conhecido de Weil, de 1949, ele
conjecturou o que deveria ser verdadeiro para variedades de
dimens&o maior. Seja X uma variedade projetiva n3o singular
de dimensdo n sobre Fa. Entao:

(1) Z(X/Fq; t) é uma fung3o racional de t.

P,(t) P,(t) ... P t)

2n—1(
Pq(t) P (t) ... Pzn(t)

onde

(2) Z(X/Fd; t)

_ i _ i/2
Pi(t) = . (1—aijt), com Iaij] = q

J

I 2o

(A Gltima igualdade é a "hipdétese de Riemann'" nesse contex
£6.) »



(3) Sob a aplicag3o o + qn/a 0s o5 sdo levados
bijetivamente nos °2n-i,j'

(4) No caso de X ser a "redugdo mddulo p" de uma
variedade projetiva n3o singular X em caracteristica Zero,
entdo b, é o i-ésimo nUmero de Betti de X.

Essas s8@o as famosas '"conjecturas de Weil", que
foram o impulso bésico da Geometria Algébrica por mais de 20
anos. A histéria das tentativas que se fizeram para provar
essas 'conjecturas" é extremamente interessante, porém nos
levaria longe demais. O leitor interessado pode consultar o
artigo de Katz, [6], para uma boa resenha. Diremos somente
que o andlogo da "hipdtese de Riemann" para dimens&o arbitri
ria foi provado por Deligne, [3], em 1973, e a prova & ex
traordinariamente dificil. Mesmo a prova dada por Weil no ca
So de curvas de género arbitridrio é dificil, e & considerada

uma de suas maiores realizagdes.

Porém em 1973 Bombieri (baseado em trabalhos de
Stepanov) deu uma demonstragdo da "hipbétese de Riemann" para
curvas que € "elementar", no sentido de que se utiliza somen

te do teorema de Riemann-Roch.

A idéia de Stepanov é simples: dada uma curva pro
~Jetiva ndo singular € de género g sobre Fq, procura-se uma
fungdo racional f definida em C, n3do nula, que tem um Zero
de ordem > m em cada um dos pontos Fq—racionais de C, exceto
possivelmente num conjunto fixo de m pontos racionais de C,

Decorre entdo que
m(N,-mo) <#(zeros de f) = #(polos de f)

e portanto



H#(polos de f)
m

+

Assim, se construirmos f com poucos polos teremos

uma boa limitagd@o para N,.

A presente dissertagdo objetiva precisamente apre
sentar a prova da "hipdtese de Riemann'" para curvas segun
do a versdo de Bambieri-Stepanov, [2]. Embora o artigo de
Bombieri tenha somente 3,5 folhas e fizéssemos o esforgo pa
ra dar uma apresentagdo autocontida, isso nZo foi possiveldg
vido a natureza complexa do problema e aos muitos pré—requi
sitos que ele exige. Minimizamos a utilizagZo de A4lgebra co
mutativa, procurando sempre que possivel o enfoque geométri
co, e na parte concernente a geometria algébrica, nos limita
mos a definig8o cléssica de variedade algébrica, cuja teoriea
estéd concentrada basicamente no mullstellensatz. N&o pude
mos, porém, evitar o uso de alguns resul tados bésicos da teo
ria das valorizagles acerca de extensBes de valorizagdes que
ndo demonstramos no texto, mas que s3o encontriveis em qual

quer livro de numeros algébricos.

Procuramos dar uma independéncia relativa aos capi
tulos para facilitar a leitura daqueles que n#o necessitarem

de muitos requisitos bésicos.



REFERENCIAS

[1]

[2]

[3]

(4]

[5]

(6]

[7]

(8]

E. Artin. Quadratische Ko6rper en Gebiete der hoheren

Kongruenzen I, II, in Collected Papers,
Springer-Verlag.

E. Bombieri. Counting points on curves over finite

fields. Séminaire Bourbaki 1972/1973 n¢@
430,

P. Deligne. La conjecture de Weil I, II, Publ. Math.

THES 43 (1974) 273-307.

C.F. Gauss. Werke. (a) vol I pp.445-449

(b) vol II pp.67-92,

H. Hasse. Uber dil Kongruenzetafunctionen, Sitz-ber.

d.Preuss. Akad. d. Wiss., 1934,

N. Katz. An overview of Deligne's proof of the Riemann

- Hypothesis for varieties over finite fields.
Proccedings of Symposia in Purle Math.vol.28,
1976.

F.K. Schmidt. Analytische Zahlentheorie in KGrpern

‘der Characteristik p. Math. Zeit.
33 (1931). 1 - 32.

A. Weil. Sur les courbes algébriques e les varietés

qui s'en déduisent. Hermann, Paris, 1948.

.08,



CAPITULO I
PRELIMINARES ALGEBRICOS

Neste capitulo vamos enunciar os principais resul
tados da teoria dos corpos finitos e das valorizagdes, prin
cipalmente para que a exposigZ@o que se segue fique o mais au
tocontida possivel. Como os resultados e teoremas sZo na sua
maior parte elementares e podem ser encontrados em qualquer
texto introdutdério de &algebra (por exemplo: S. Lang, Alge

bra), n3o os demonstraremos aqui.
§1 — Corpos finitos

Se F é um corpo finito de g elementos, entdo é cla
ro que F tem caracteristica p > 0, e portanto pode ser con
siderado uma extensZo de Zp, o corpo dos inteiros mbédulo p.
Assim podemos pensar em F como um Zp—espago vetorial e por
tanto g = pn para algum inteiro n > 1. Ou seja, se F & um
corpo finito com g elementos entdo q é uma poténcia de certo
primo p. Consideremos agora o problema inverso, a saber: da
do q = pn, para um primo p e um inteiro n > 1, achar um cor

po finito que tenha exatamente g elementos.

PROPOSIGAO 1. Se n é um inteiro > 1 e p um primo, existe um

g n . .
corpo finito com p elementos, univocamente determinado como
subcorpo de um fecho algébrico Zp. Além disso esse corpo é
0 corpo de decomposigdo do polindmio xP™ - x sobre Zp e seus

elementos sdo as raizes desse polindmio.

Em geral, denotaremos por Fq um corpo finito com
q elementos. Se m e n s&@o inteiros > 1 ent3o decorre da pro

posigdo 1 a



PROPOSIGCAO 2. A inclusio Fqnc qu equivale a n|lm (n divide

m).
Se k € um corpo finito com g elementos o grupo mul
tiplicativo k* de k é comutativo e tem ordem (g-1). Além dis

so, € bem conhecida a seguinte proposigdo:

PROPOSICEO 3. O grupo multiplicativo - k* de k é ciclico de

ordem qg-1.

Seja Fa um corpo finito com g = prl elementos e con
sideremos a aplicagéo ¢:Fq + Fq dada por x = xP. Entzo o é
um automorfismo de Fﬁ, e é chamado automorfismo de Frobenius
de Fﬁ/Fb. Note-se que ¢ deixa Fb fixo, isto é, ¢(x) = x para
todo x de Fp. Da teoria de Galois decorrem as duas proposi

¢Oes abaixo:

PROPOSIGAC 4. O grupo dos automorfismos de Fﬁ é ciclico de

ordem n, gerado pelo automorfismo de Frebenius de Fq/F s

p
x » xP,

PROPOSICAO 5. Seja k um corpo finito com q elementos e K/k

é uma extensBo finita de grau m. Entao K/k é uma extens3o de

Galois cujo grupo de Galois é ciclico gerado pelo automorfis
mo de Frobenius de K/k, x =+ xq,

E Gtil considerar a seguinte caracterizagso expli
cita do fecho algébrico FE de um corpo finito Fq com @ ele

mentos. Consideremos a torre de corpos

Fqc qu < qu,s 2 iea © qug c Fq(m+1)!c...cH

onde H = U Fn! . E imediata a:
n>1 e

.10.



PROPOSICAO 6. Se Fq € um corpo finito com g elementos entdo
F = U Fn!
a n>1

e portanto a extensio FZ/Fd é de Galois.

E interessante observar que se ceGal(%g/Fé) entao
o(Fﬁm!) = qu!, ou seja, a restrigdo de o a qu pertence a
Gal(de!/Fo). Essa simples observacgdo serid usada no §3 do
Cap. II e ﬁo Cap. IV.
§2 — Valorizagdes discretas
DEFINICAO. Seja K um corpo. Uma aplicagdo v definida no con
junto K* dos elementos nZo nulos de K e tomando valores em Z
diz-se uma valorizagdo discreta de K se:

(a) v(a.b) = v(a) + v(b)

(b) v é sobrejetora

(¢) v(a+b) > min {v(a), v(b)}

E cOmodo definir v(0) = +» e considerar v extendi
da a K. Vamos reunir num lema as consequéncias imediatas da

definigao:

LEMA 1. Seja v uma valorizagdo discreta de um corpo K e
sejam Av = {a6K:v(a) > 0} e Mv = {a€K:v(a) > 0} . Entdo

(a) v(1) = 0 ; v(a™t!) = —v(a)
(b) v(-1) = 0 ; v(-a) = v(a)

(c) Se v(a) # v(b) entao a + b £ 0 e

.11,



v(a+b) = min {v(a), v(b)}

(a) A, e um dominio de ideais principais de K cujo

corpo de fracdes é K.
(e) MV € o0 Unico ideal primo de A, .

0 anel AV é chamado o anel da valorizagdo discreta
v e o ideeal MV é chamado o ideal maximal da valorizacgfo v. O
corpo AV/MV e chamado de corpo de restos da valorizacgao dis
creta v. Em geral, um anel comutativo com unidade A é chamado
de anel de valorizagdo discreta se existir um corpo K e uma
valorizagdo discreta v de K tal que A = Av’ O seguinte lema
é¢ uma Gtil caracterizagZo dos anéis de valorizag3o discreta

(para uma prova ver Serre, Corps Locaux):

LEMA 2. Seja A um anel comutativo. Para que A seja um anel de
valorizagdo discreta é necessério e suficiente que A seja um
anel local noetheriano e que seu ideal maximal seja gerado

por um elemento ndo nilpotente.

0 préximo lema nos dari uma importante propriedade
dos anéis de valorizagdo discreta, que serd utilizada adian

te:

LEMA 3. Seja K um corpo e v uma valorizagido discreta de K.
Entdo A, € um subanel maximal de K.

Vamos agora enunciar os teoremas mais importantes so
bre extensdes de valorizagdes, que serfio utilizados nos capi
tulos III e IV. Como nesses capitulos estaremos interessados
unicamente em corpos de fungdes algébricas de uma variavel,

vemos desde j& nos situar nesse contexto.

.12.



DEFINIQAO. Seja k um corpo arbitrario. Um corpo de fungdes
algébricas de uma variavel sobre k é um corpo K contendo Xk e
verificando a condigZo: K contém um elemento x transcendente
sobre k e K/k(x) é uma extensZo finita. O fecho algébrico de
k em K, k', é chamado corpo de constantes de K, e é claro que

K é um corpo de fung6es'algébricas de uma variivel sobre k'.

DEFINICAO. Seja K um corpo de fungGeé algébricas de uma varii
vel com corpo de constantes k. Uma extensZo de K é um corpo
de fungdes algébricas de uma variédvel L, com corpo de cons
tantes 1 tal que L2 K e 1 N K = k.

N
N

K

Seja ent8o L/1 uma extens3o de K/k e w uma valori
zagdo discreta de L trivial sobre 1. Se w(x) = O para todo
X€K w diz-se trivial sobre K. Se esse n3o for o caso, a ima

gem w(K)c Z é um subgrupo de Z da forma eZ para certo inteiro

. 3 w ’ .
positivo e = eL/K(w). E claro que v = E£7ETW7 € uma valoriza

gdo discreta de K trivial sobre k.

0 inteiro e = eL/K(w) é chamado indice de ramifica
Gdo de w sobre K, e a valorizagdo w é dita uma extens3o da
-valorizagdo v.

E facil ver que A_ N K = A e M NK=M_ ,
W v W v
assim existe uma injegZo candnica:

K, = Av/Mv > Aw/Mw = Ly

e vale o seguinte lema:

.13.



LEMA 4. Seja L/1 uma extensao de K/k. EntZ3o s3o equivalentes:
(a) [1:k] < =
(b) [L:K] < =
(¢) [L:K, ] < =
Para uma prova ver Deuring, Lectures on the Theory
of Algebraic Functions of One Variable, pg 93. O inteiro

[LW:KV] = dL/K(w) e chamado o grau de w sobre K.

PROPOSIGAO 1. Seja K/k um corpo de fungdes algébricas sobre

0 corpo de constantes k, e v uma valorizagio discreta de K,
trivial sobre k. Entdo [Kv:k] < = , (Ver Deuring, Idem pg 15).

Se L/1 é uma extens3o de K/k, é féacil ver que as

condig¢des abaixo s8o equivalentes:
(a') 1/k é algébrica
(b') L/K é algébrica
(c') LW/Kw é algébrica

Assim, se L/1 extende K/Kk, diremos que se trata
de uma extensd@o algébrica se for verificado um dos trés
itens acima, e diremos que é uma extensZo finita se se verifi
car um dos itens do lema 4.

E importante observar que se L/1 é uma extensio al
gébrica de K/k, ent#o n3o existe nenhuma valorizagdo discreta
w de L que seja trivial sobre K. Pois se w fosse trivial em
K, seja a€L, e seja f(x)EL[x] o polindmio irredutivel de a
sobre K:

.14



fla) = o + a,an_l + oo +a_=0

Entao

n a n-1 + + a_ .a)
1 a o o o n_l

Il
=
—~
o)
+

0 = w(an)

Se w(a) > 0, pelo item (c) do lema 1 deste paragra

fo, entdo

wla™ + a,an-l + ee. + @ ja) = min (w(ea™), ooy wila)l=wa)

donde obtemos uma contradigdo.

TEOREMA 1. Seja L/1 uma extensZo qualquer de k/k. Se v é
uma valorizagdo discreta de K, trivial sobre k, o nGmero de
todas as possiveis extensBes de v & valorizagdes discretas
de L, triviais sobre 1, é finito e positivo. (Ver Deuring,
Idem, pg 96).

No teorema 2 abaixo vamos considerar o caso impor

tante de extensdes de Galois.

TEOREMA 2. Seja L/1 uma extensdo de Galois de K/k e v uma
valorizagZo discreta de K , trivial sobre k. Seja w uma ex
tensdo de v a L. Entdo qualquer extens3o de v & L estard no

conjunto {wop:p€Gal(L/K)}.

Para uma prova desse teorema no caso de extensdes
L/K finitas ver Deuring, Idem, pg 101. Para o caso geral ver

0. Endler, Valuation Theory, pg 109.

TEOREMA 3. Seja L/1 uma extensZo finita de K/k. Seja v  uma

valorizagdao discreta de K trivial em k, e sejam w;,..., Wh

todas as extensdes de v a L. Ent3o

h
- [L:K]) = iEI dp, k(W) ep g (wy)

«15.



Se, além disso a extensdo for de Galois, entdo
dL/K(w‘) = cee = dL/K(wh) =d e eL/K(Wx) = .. = eL/K(Wh)
= e e portanto
[L:K] =h de

Para uma demonstragfo ver Iyanaga, Theory of

Numbers, pg 138.

O lema seguinte é extremamente importante para o)

que se segue:

LEMA 5. Se L/1 é uma extensZo algébrica separivel de K/k e
tal que L = K1 entdo toda valorizagfio discreta w de L, tri

vial sobre 1, tem indice de ramificagio e (w) =1, sobre

L/K
K. (Ver Deuring, pg. 113).

Assim a restrigdo w/k seréd uma valorizagso discre
ta de K trivial sobre k.

.16.



CAPITULO II
INTRODUGEO A GEOMETRIA ALGEBRICA
&1 — Variedades afins

A geometria algébrica cléssica trata do estudo geo
métrico do conjunto das solugBes de equagBes polinomiais so
bre o corpo dos numeros complexos. Em geral, porém, estamos
interessados nas solugdes de equagdes polinomiais com coefi
cientes num corpo arbitrério k, eventualmente de caracteris
tica p > 0. Isso nos leva a introduzir o conceito de K/k -
variedade, que analisaremos a seguir. No que se segue k e
um corpo arbitrario, K/k uma extens3o de corpos com K alge
bricamente fechado.

Indicaremos por A" o conjunto das n-uplas de ele

K
mentos de K, o n-espago afim sobre K.

Seja J um subconjunto arbitrario do anel de poli

némios k[X,, X,, ..., X,]. Definimos:

f(a,,...,a_ ) =0 , ¥feJ)

(1) Ve(3) = t(a,,...,a EA" e

K

Da definigdo acima decorre que se A e B s3o subcon
juntos de k[X,, X,, ..., X,] com Ac B ent&o V (A)> VK(B). Se

J é um subconjunto n3o vazio de K[X,, X,, «oe, Xn] denotamos
por <J> o ideal gerado por J e por Rad(<J>) o radical do
ideal <J>.

E facil ver que valem as igualdades:

VK(J) = VK(<J>) = VK(Rad(<J>)).

.17,



Em vista disso passaremos a considerar somente

ideais de k[X,, X,, ..., Xn] em vez de subconjuntos arbitré
rios.

Se J, e J, sdo ideais de k[X,, X,, ..., Xn]’ N 9
designa o ideal gerado pelo conjunto {ab:a€J,, DbEJ,}. E cla
ro que:

(2) VK(JI.JZ) = VK(Jx) u VK(Jz)
e se {Ja} ¢ uma familia de ideais de k[X,, X,, ..., Xn] en
tao:
(3) V(U J>) =0 Ve(3)
a

Vamos agora definir uma topologia em APK tomando
os subconjuntos VK(J) como os fechados de AnK, para J per
correndo os ideais de k[X,, X,, ..., Xn]'

Note-se que APK e § sZo fechados e que, por (3),
a intersecgdo de uma familia qualquer de fechados é um fecha
do, e por (2), a uni3io de dois fechados & um fechado, de mo

do que temos efetivamente definida uma topologia em A" cha

K’

mada a k-topologia de Zariski de AnK.

DEFINICAO. Uma K/k-variedade afim & um subconjunto fechado
de APK na k-topologia de Zariski.

Seja SC:APK um subconjunto arbitrario. Definimos
o ideal de S em k([X,, X,, ..., Xn] por:
(4) Ik(S) = {f€k[X,, Xz,...,Xn] : £(P) = 0, ¥PES}

.18,



onde P representa uma n-upla (a,, & winly an)CS.

n

E claro que se kck, cK e Sc A K entdo:
(5) I (8) 21,(5)
(6) Ikl(S)r‘k[Xx, Xys ooes Xn] = Ik(S)

- . o . n
Se 5, e 5, s&d@o sunconjuntos nao vazios de A

en
K —
t8o Ik(slusz) = Ik(Sl) ﬂIk(Sz); se S,c S, entdo
Ik(Sl) DIk(SZ). Se J é um ideal de K[X,, X,, «.., Xn] e
n -
SchA K temos:
VK(Ik(S))D S
(7)
Ik(VK(J)) o J
Aplicando Ik a primeira express3o de (7) obtemos

Ik(VK(Ik(S)))C Ik(S). Como Ik(S) é um ideal, a segunda ex
pressd@o de (7) nos déa: Ik(VK(Ik(S))) DIk(S), donde temos:

(8) I, (Vp (1,(8))) = 1,(8S)
Analogamente obtemos
(9) Ve (1, (V (3))) = v (9)

z

Observe-se que se Xc A" & um fechado na k-topolo

K

gia de A", entzo, por (9), VK(Ik(X)) = X,

K

Vimos que Ik(VK(J)) >J. Além disso, ¢é claro que

K temos

Ik(VK(J))D Rad(J). No caso particular em que k

.19.



Ik(VK(J)) = Rad(J). Esse é o conteGdo do célebre:

NULLSTELLENSATZ (Hilbert). Seja K um corpo algebricamente
fechado e J um ideal de K[X,, X,, ... X ]. Se f & um polind

mio de K[X,, X,, ..., Xn] que se anula em todos os pontos de
VK(J) entdo fERad(J).

Para uma demonstragdo bastante curta desse teorema
ver a nota de Artin-Tate, [1], "A note on finite ring

extensions". No caso em que kg:K temos a vers3o:

PROPOSIGAO 1. Seja J um ideal de k[X,, X,, «.., Xn]’ K/k uma
extensdo de corpos com K algebricamente fechado. Entao
Ik(VK(J)) = Rad(J).

PROVA. Vamos denotar por J X K o ideal de K[X,, X,,..., Xn]
gerado por J, isto é, o ideal extendido. E claro que
VK(J®K) = VK(J). Do nullstellensatz temos: IK(VK(J-® K)) =
Rad(J ® K).

Donde segue:

Ig(Ve (T @ K)) 0 KX, X, 5en0,X ]

= Rad(J ® K)n K[X,,X, 5 005X ]
e por (6),

L (VI ®K) = I, (V(3) =

= Rad(J @ K) M K[X,,X,,.00,X ]
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Resta provar que a contragfo do radical da exten
s@o do ideal J é o prdéprio Rad(J). Isso é um resultado sim
ples de algebra comutativa que pode ser visto, por exemplo,

em [2], pg 10.

OBSERVAGAO 1. Se K é um corpo algebricamente fechado, decor

re imediatamente do nullstellensatz a exist@éncia de uma cor
K e 0s ideais
radicais (isto é, os ideais que sZo iguais aos seus radi

cais), dada por S + IK(S) e J = VK(J).

A ; v . n
respondéncia biunivoca entre os fechados de A

OBSERVAGAO 2. Vimos anteriormente que se X for um fechado

de A@K entdo VK(Ik(X)) = X. Se Y é um subconjunto qualquer de

Al’]

K ent&o o seu fecho Y na k-topologia de Zariski é VK(Ik(YD
pois se V é um fechado que contém Y, entdo Ik(V) & Ik(Y) e
assim V = VK(IK(V))-D VK(Ik(Y)), donde Vk(Ik(Y)) é o menor fe
chado que contém Y.

DEFINICAO. Um espago topoldgico X diz-se noetheriano se 0s
seus subconjuntos abertos satisfazem a condigZio de cadeia

ascendente.

DEFINICAO. Um espago topoldgico X é dito irredutivel se sa

tisfizer uma das tré&s condigdes equivalentes:

(a) X n8o é a unifio de dois fechados prérpios de
X °

(O}

(b) A intersecgsio de dois abertos proprios de X

nao vazia.

(c) Todo aberto n3o vazio & denso.

Observe-se que se X é um espago topoldgico irreduti

vel e Ac X for um aberto nZo vazio, ent3o A seri um espago
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topolbégico irredutivel, na topologia induzida.

Suponhamos que ve A" seja uma K/k-variedade afim.

E claro que a cada subconjuntoKfechado de V (na topologia in
duzida) corresponde um ideal de k[X,, X,, ... Xn] que contém
Ik(V) pois os fechados de V na topologia induzida s3o os fe
chados de AnK contidos em V. Reciprocamente, a cada ideal
de kK[X,, X,, ..., X ] que contém I, (V) corresponde um subcon

junto fechado de V.

E bem conhecido que os ideais de k[X,, X,, ..., X ]
que contém Ik(V) estdo em correspondéncia bijetora com 0s
ideais de k[X,, X,, ..., X ]/I, (V). No que se segue denotare
mos esse quociente por k[V]. Esse anel é chamado de anel

de coordenadas afins ou anel das fun¢gdes polinomiais em V. Co
mo K[X,, ..., X ] & um anel noetheriano, enté&o K[ V] sera
noetheriano, e portanto toda cadeia ascendente de ideais de
K[X,, «o0, Xn] que contém Ik(V) estaciona, ou seja, toda ca
deia descendente de fechados de V é estacionéria, e portanto
V é um espago topoldgico noetheriano com a k-topologia de

Zariski induzida.

PROPOSICAO 2. A K/k-variedade afim V com a k-topologia induzi

da é um espago topoldgico irredutivel se e sb se Ik(V) for um

ideal primo.

PROVA. Suponhamos que V seja irredutivel e que f,, f, sejam
dois polindmios fora de Ik(V). Seja wi o conjunto dos pontos
de V onde fi se anula, i =1, 2. Entao wi é uma K/k-<variedade
de ApK e também um fechado préprio de V. Como V é irreduti
vel, W, U WgV. Seja x um pohto de V-(W, U W,). Entéo
fi(x) #0, i =1, 2, e portanto f, . f, & Ik(V), donde Ik(V)
€ um ideal primo. Reciprocamente, se Ik(V) for um ideal pri

mo, seja V=V, u V,, onde A é um fechado de VvV, i =1, 2.
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Suponhamos que V, # V. Provaremos que V, =V e que,
portanto, V e irredutivel. Temos:

(V) = LV, U V,) = T(V,) 0 T(V,) 2 L,(V,) . I,(V,)

como Ik(V) é primo e Ik(Vz) 2 Ik(V) segue que Ik(V) D Ik(V,),
ou seja V =V, , C.Q.D.

PROPOSICAO 3. Num espago topoldgico noetheriano X todo fecha
do nZo vazio F pode ser expresso como a unifio finita F=F,
Uu ... u Fn de fechados irredutiveis de X. Se eliminarmos as
redundancias, isto &, se Fi P Fj para i # j, ent3o a decom
posigdo é Unica.

PROVA. Seja F o conjunto dos fechados ndo vazios de X gque nao
podem ser expressos como uma reunifio finita de fechados irre
dutiveis. Suponhamos que F seja ndo vazio. Como X é noetheriano
F possui um elemento minimal Y. Logo Y nZo pode ser irreduti
vel e pértanto Y=Y, U Y, onde Y. ¢ um fechado préprio
de Y, i =1, 2. Pela minimalidade de Y, YiEF, donde temos

uma contradigao, e portanto F = §.

Se F

dutivel e se F = Y, U ... U ﬁn com Yi fechado e irredutivel,

F, UF, U ... U Fn’ com Fi fechado e irre

Y, o) Yj L5€ i# 3, como Y, e F, U oo U Fn = F,
Y, = Y (Fin Y, ) e como Y, é irredutivel, Y, c Fi(l)' Re
petindo o argumento para Fi(l)’ temos Fi(l) c Yj para algum
indice j. Como por hipdtese Yi & Yﬁ se 1 # j, segue que
jJ=1, ou seja, Y = Fi(l)’ donde m < n. Invertendo o argumen
to resulta n < m. C.Q.D.
COROLARIO 1. Toda K/k-variedade afim V pode ser escrita

como uma reunifo finita de K/k-variedades afins irredutiveis

V.

i» com V, P VJ se i #£ j.
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DEFINICAO. Se X é& um espago topoldgico, definimos a dimensZo
de X (denotada dimX) como o supremo de todos os inteiros n
tais que existe uma cadeia Fobco Fiec ... c Fn de fechados ir
redutiveis e distintos de X. Definimos a dimensido de uma
K/k-variedade afim como a sua dimens3o como espago topolégi

Co.

OBSERVAGAO. Em vista do corolério 1, dim V = max dim Vi onde
i

as Vi sdo as componentes irredutiveis de V.

DEFINIGCAO. Num anel A, a altura de um ideal primo P é o su
premo de todos os inteiros n para os quais existe uma cadeia
P cP,c...c Pn = P de ideais primos distintos. Define-se
a dimensdo de Krull de A, denotada dimA, como o supremo das

alturas de todos os ideais primos de A.

PROPOSICAO 4. Se Y & uma K/k-variedade afim ent3o a dimens3o

de Y é igual a dimensZo de Krull de k[Y].

PROVA. J& vimos que os fechados irredutiveis de Y correspon
dem a ideais primos de k[X,, X,, ... Xn] que contém Ik(Y)'
Estes por sua vez correspondem a ideais primos de k[Y] e re
ciprocamente. Assim a dimens3o de Y é o comprimento da mais
longa cadeia de ideais primos em k[Y], que é sua dimensao
de Krull. C.Q.D.

Se Y é uma K/k-variedade afim irredutivel a propo

sigdo 2 garante que o anel de coordenadas afins k[Y] é um
dominio. O corpo de fragdes de k[Y], denotado k(Y), & chamado
0 corpo das fungBes racionais em Y. Como k[Y] é um . dominio
finitamente gerado como k-algebra, um resultado de algebra
comutativa nos garante que a dimensfo de Krull de k[Y] (e
portanto a dimens3o de Y) é igual ao grau de transcendéncia
da extensdo k(Y)/k (Matsumura, Commutative Algebra, cap 5,
§ 14).
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DEFINIGCXO. Uma K/k-variedade afim irredutivel de dimensdo

1 é chamada curva afim.

Seja V uma K/k variedade afim irredutivel e f uma
fung&@o racional em V (isto é, f€k(V)). Se P é um ponto de V,
dizemos que f estd definida em P se para certos h, gek[V] ,
f =h/g e g(P) # 0. Definimos OP(V) como o conjunto das
fungdes racionais em V que ¢stdo definidas em P. E imediato
verificar que OP(V) é isomarfo ao localizado de k[V] em rela
¢80 ao ideal das fungBes polinomiais de k[V] que se anulam
em P. Assim OP(V) € um subanel de k(V) que contém k[V]. 0]
seu Unico ideal maximal é Mp = {feOP(V):f(P) = 0}. Em particu
lar se k = K for algebricamente fechado, OP(V)/MP = K.

§2 — Variedades projetivas

De modo an&logo ao caso afim, comegamos por defi

nir o n-espago projetivo sobre um corpo arbitrério k como o

conjunto das (n+1)-uplas (ao, Ay eeny an) de elementos n3o
todos nulos de k sob a relagdo de equivaléncia dada por
(a,, a1, ..oy a ) v (Ra,, ray, ..., ra ) para ‘todo ek,
A # 0. Denotaremos por Pnk O n—-espago projetivo sobre k. Um

elemento de Pnk e chamado ponto. Se P & um ponto, uma (n+1)-
upla (a,, a,, +.., an) na classe de equivaléncia P é chamada
um conjunto de coordenadas homogéneas para P. Observe-se que

embora ndo possamos falar na i-ésima coordenada de P, a;, PO

demos falar que a; = 0 ou que ay # 0, e assim definimos o
. n

conjunto Ui = {(Xg, X1y eeey xn)eP R # ?}. Se PGUi R

P = (X5, X}, euu, xn), podemos associar a P a n-upla

(xo/xi, x,/xi, 5 xn/xi) com xi/xi omitido. Note-se

que o quociente xj/xi independe da particular representacgao
de P. Temos entdo uma aplicagio LI Ui + Ank que estabelece
uma correspondéncia bijetora entre os pontos de Ui € 0s pon
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n
tos de A", . Além disso P" = U, U, .

k k i

Se ka[Xo, Lis o350 Xn] é um polindmio, n3o pode

mos utilizé-lo para definir uma funcg3o em p" pela ndo uni

k’
cidade das coordenadas homogéneas. Entretanto, se f for um
polindémio homogéneo de grau d, isto é, se f(Aao,...,Aan) =
xdf(a ,...,an), podemos dizer que se f tem um zero ou ndo na
0

classe de (ao, a cess @pn). Se J €& um conjunto de polind

1?
mios homogéneos de k [Xo, Xss suny X 1e K/k uma extensdo de

corpos, definimos:

Ve (J) = (PepP" f(P) = O ¥reJ)

k
Dizemos que um ideal de k[X_,, X,, ..., Xn] ¢ homo
géneo se for gerado por elementos homogé&neos. Como no caso
-afim, se J é como acima, vale VK(J) = VK(<J>) e portanto pas
saremos a considerar somente ideais homogéneos de
R[X , weny X )0 |

Definimos a k-topologia de Zariski de PnK de modo
anadlogo ao caso afim, tomando os subconjuntos VK(J) como 0s
fechados, onde J percorre o conjunto dos ideais homogéneos
de k[X , Xi, ... Xn]. A verificagdo de que de fato temos uma
topologia é andloga ao caso afim. Obtida a topologia, as
nogdes de subconjunto irredutivel e de dimens3o se aplicam

naturalmente.

DEFINICAO. Uma K/k-variedade projetiva é um subconjunto fe
chado de PnK,

variedade projetiva é a sua dimensZ3o como espago topolégico.

com a topologia induzida. A dimensdo de uma

. . ~ . n o
Se S € um subconjunto ndo vazio de P definimos

K’
Ik(S) como o ideal gerado pelo conjunto {ka[Xo,X,,...,Xn] ,
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homogéneo, : f(P) = O, VPES}, e portanto é um ideal homogg
neo. Se I é um ideal homogéneo, I é um ideal primo se e s6
se para dois quaisquer polindmios homogéneos f e g, se
f.g€I entd@o ou f€I ou g€I. Com esse resultado, podemos repe
tir quase inteiramente a prova dada no caso afim e concluir
que V é uma K/k-variedade projetiva irredutivel se e sé se
Ik(v) for um ideal primo. Assim o anel kh[V]= KX, Xy, vee
Xn}/Ik(V) ¢ um dominio e é chamado anel de coordenadas homo
géneas de V. O corpo de fragles de kh[V], denotado kh(v),

€ chamado o corpo de fun¢gdes homogéneas de V.

Ao contrario do caso afim, os elementos de kh(V)
em geral ndo determinam fungdes em V. No que se segue vere

mos como construir de fato um corpo de fung¢des em V.

PROPOSICAO 1.m Seja Ic k([Xg, X, «u., Xn]um ideal homogé

neo. Se F = § Fi € um elemento de I, onde Fi é um polindmio
i=0

homogéneo de—grau i, entdo tem-se que FiGI, i=0,1,...,m,

PROVA. Basta provar que FmGI, pois entdo F - FmeI e o resto
(a)
{f

(a)

de I e seja da 0 grau de ' 7,

segue por indugdo. Sejam } os geradores homogéneos

Pondo F = A(a) f(u) e decompondo cada A(a),

b
a
A(a) = ) Aj( ), onde Aj(a) € homogéneo de grau j temos:
@ (o)
a o
Fm = ¥ Am-da f , donde FmGI. C.Q.D.
Um elemento g de kh[V] € dito homogéneo de grau
d se existir um polindmio homogé&neo g de grau d ° em

k[Xo, X1, «e., X ] tal que g =g + I (V).
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Se T e g s#o elementos de kh[V]homogéneos e de mes
mo grau d, entf@io f/g efetivamente define uma fungfo em v

(se g # 0) pois

£x) _ 2% (x) | £(x)
gx)  2%(x)  g(x)

de modo que f(x)/g(x) independe da escolha de coordenadas
homogéneas, e claramente independe da escolha dos represen

tantes f e g das classes T e g.

O corpo de fungdes de V, denotado k(V), é defini

do como o subconjunto de kh(V) que consiste das fungdes ¢
para as quais existem T, gekh[v] elementos homogéneos de
mesmo grau, tais que ¢ = f/g. Os elementos de k(V) s3o cha

mados de fung¢des racionais em V.

Seja PeV, z€k(V). Dizemos que z estéa definida
em P se z = T/g para certos T, g homogéneos de mesmo grau
e g(P) # 0. Seja OD(V) o subconjunto de k(V) que consiste
das fungdes que estdo definidas em P. Entéo Op(V) é um sub
anel de k(V) e é um anel local cujo Unico ideal maximal é
Mp:{z:z:’f/g , g(P) #0 , f(P) = 0}.

Seja V umna K/k-variedade afim, e I o seu ideal
em k[X,, ..., Xn] (o caso projeto é.inteiramente anédlogo).

Seja I =I®Kc K[X,, .., X 1 o ideal gerado por I. De
“finimos V = VK(T) como a variedade correspondente a V obtida

por extensdo de escalares. Conjuntisticamente, V = V.

No que se segue vamos explorar um pouco as rela
¢0es entre variedades afins e variedades projetivas. Por sim
plicidade vamos supor que k = K é um corpo algebricamente fe
chado. Os n-espagos afim e projetivo sobre K serio denotados
respectivamente A" a Pn.
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Se F & um polindmio homogéneo de K[X,, X,,
cees X001, definimos Fe€K[X,, «vuy X ] pondo
F, = F(1, X,, X,, ¢e0, Xn). Reciprocamente para qualquer po
linBmio f€K[X,, X,, «.., Xn] de grau d, pomos f =1 +
fi + o0 + fd onde fi é um polindmio homogéneo de grau i;
e definimos f*eK[Xo, Xy «vvy X ] como

S S AR A N S C Y, S S

*
e f & um polindmio homogéneo de grau d.

Esses processos podem ser entendidos como uma des
homogenizag@o e homogenizagdo de polindmios em relagZo a va
ridvel X, . E imediata a

PROPOSIGAO 2. Se F, G sZo polindmios homogéneos de
K[Xes X550 wouy Xn] e f, g polindmios arbitrarios de
K[X,, «.ay Xn] entdo:
* ¥* ¥
(b) Se r € a maior poténcia de X, que divide

- r * *
F, ent3o xo(F*) =Fe(f ), =f¢

(c) (F+G), = F, + G, Xf(f+g)* = XZf* + ng*
onde t = r + s - grau (f+g),
r = grau (g),
s = grau (f).

Definimos anteriormente os subconjuntos Ui de P"

como U, = {(x,s iy ovwy xn)GPn PoXy # 0} . E claro que ca
da PeUi possui um Gnico conjunto de coordenadas homogéneas

da forma: P = (Xgs eees X X

i-1°

i41? cco Xn). As coordena
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das (X,, «.., Xi—l’ Xi+1’ . w oy Xn) sdo chamadas coordena
das'nﬁo—homogéneas para P em relacgdo a Ui' Definindo
n
vi : A Ui por wi(x,, Koy wawy Xn) = (Xyy Xuy wsng Xi—l’
-1 ’ . ~ .’
1, Xi+1’ - Xn), vy o= 05 s onde 0, € a napllcagao ja
definida no inicio do §2, podemos considerar A  como sub
conjunto de P". Pomos H = p" - U, = {(Xo, “é 4y Xn):Xo = 0}
e é usual dizer que H_~ & o hiperplano no infinito.
A correspondéncia (0, X,, ..., Xn)+*(X,, ey Xn)
mostra que H°° pode ser identificado com Pn_l.

Seja V uma variedade afim em An, I = IK(V) O seu

ideal em K[X,, X,, ..., Xn] . Seja*I* o ide?l . em
K[Xo, Xiy eees Xn] gerado pelos f , fGI; Entao I & um
ideal homogéneo, e definimos V* com VK(I ). Reciprocamente,
seja V uma variedade projetiva em Pn, I = IK(V) (o) seu
ideal homogeneo. Analogamente seja I, o ideal em
K[X,, X,, ..., Xn] gerado pelos f,, f€I. Definimos V, co

mo V (I,) < A",

PROPOSIGCAO 3. Nas condigdes acima valem:

* *
(a) Se Ve A", Vo(V) =V nU, e (V), =V
n ~ * N n
(b) Se Vc Wwc A , entao V © W c P
Se Vo Wc P , entdo V,c W,c A"

(c) Se V é irredutivel em A"

dutivel em P".

#* ’
, entd3o V sera irre

(d) Se V=10 vy é a decomposigZo de V em suas com
1 * -
ponentes irredutiveis, em A", entfo V =U v,*

L4 1

e a decomposigio de V¥ em suas componentes

irredutiveis, em P".
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*
(e) Se Vo A", entdo V. é o menor fechado de P" que

contém b (V).
PROVA. Se (xl, Xis ones xn)ev, sua imagem por Yy seréa
(15 Xgs sass xn)er. Vamos mostrar que (1, x,, ..., Xn) estéa
em V¥ = VK(I*). Para tanto é suficiente verificar que se
feI, entdo £ (1, X,, ..., xn) = 0, o que & claro. A reci
proca € anadloga, o que prova que V (V) =V* N U, . O item
(b) da proposigdo 2 prova que (V*), = V. Isso prova (a). A

parte (b) é Obvia.

Para provar (e), suponhamos que W seja um fechado
de P" ‘que contém (V). Se FEI(W) entdo F,EI(V), donde
F = X:(F*)* 6 I(V) donde I(W)c I(V)', e portanto W 2V' ,
o que prova (e). Para provar (c), note-se que se Ve A" ,
I = I(V), entdo um polindmio homogéneo F pertenceri a I* se e
SO se F,€I. Se I for primo, entao e claro que I* sera primo,
o que prova (c).

Para provar (d), por (e), se Vi é irredutivel, Vi
-, ¥*
sera irredutivel e por (a), (b), se vy e Vj entdio V, ¢ V.

J
e isso prova (d). : C.Q.D.

Se V € um fechado de Ap, V*c: P" é chamado o fecho
projetivo de V. Se fGKh[V*] € um elemento homogéneo de grau
d, podemos definir f,EK[V] assim: tomamos um polinomio homogé
neo de grau d, FeK[X,, Xi, ..., X,] tal que f = F + IK(V*) e
tomamos f, = F, + I (V). E claro que a definigZo independe
da particular escolha de F.

Definimos assim um isomarfismo natural a:K(V*)+K(V)
dado por o(f/g) = f,/g8,. «a esta bem definido e é um marfis
mo de corpos e o é gobrejetor pois se 1/h€K(V), grau(l) = m,

- * * * n-m . *
grau(h) = n, entdo 1 h G6K[V e X 1 *
’ [v ] =~ 6 K(V") e sua

ima
h

gem & precisamente 1/h.
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Se PEV , entao « induz um isomorfismo entre
OP(V*) e OP(V) (estamos aqui pensando em R como um ponto de

V* via wo).

Ateé agora definimos variedades afins e projetivase
examinamos um pouco as relagoes entre elas. Porém ainda nao
definimos transformagoes entre duas variedades quaisquer. No
que se segue continuaremos no mesmo contexto que antes, isto

é, k = K € um corpo algebricamente fechado.

DEFINiQKO. Seja V uma variedade afim de A", Uma fungao
f:V + K é regular no ponto PEV se existir uma vizinhanga'
aberta U com P € US V e polinamios g, h 6 K[X,,...,Xn] tal
que h nao se anula em nenhum ponto de U e f = g/h em U. Di

zemos que f e regular em V se for regular em todo ponto de
Vl

DEFINICAO: Seja V uma variedade projetiva em P". Uma fungao
f:V + K e regular no ponto PEV se existir uma vizinhanga
aberta U com P € US V, e polinomios homogéneos de mesmo
grau, g, h 6 K [XO,XI,...,Xn] tais que h nao se anula em
Ue f = g/h em U, Dizemos que f e regular em V se for regu

lar em todos os pontos de V.

Como ficou claro ate aqui, somente temos interes
se em variedades afins ou projetivas que sejam irredutiveis.

De modo que, para tudo o que seguira neste e nos demais capi

tulos, estamos supondo que, salvo mengao contraria, toda

variedade afim ou projetiva € irredutivel.

DEFINIQKO: Sejam X e Y duas variedades sobre K. (Podem ser
ambas afins, projetivas ou uma afim e outra projetiva). Um
morfismo ¢: X+ Y e uma aplicagao continua tal que para todo
aberto V £ Y e para toda fungao regular f:V + K, a fungao
fo¢ |6 (V) + K é& regular.
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Temos em particular a nogao de isomorfismo de varie

dades ¢:X + Y, como um morfismo que admite um mofirsmo
inverso ¢:Y - X com Yo¢ = idx e ¢oV = idY .
Em vista da definigao acima, é facil ver que A"

e Ug sao isomorfos como variedades.
§3 - Curvas nao Singulares

Ja vimos que se V & uma variedade, k(V)/k e uma
extensao finitamente gerada e a dimensao de V é igual a0
grau de transcendencia de k(V)/k. Seja K um corpo algebrica
mente fechado, K ok. Uma K/k-variedade (afim ou projetiva)
de dimensao 1 foi chamada curva (afim ou projetiva). Se \Y
e uma curva sobre k, o seu corpo de fungoes K = k(V) e um
corpo de fungoes algébricas de uma variavel sobre k pois, co
mo V é curva, a extensao k(V)/k tem grau de transcendencia 1
isto é, existe um elemento x€k (V) transcendente sobre k
tal que k(V)/k(x) e algebrica. Como k(V)/k ¢ finitamente ge

rada, k(V)/k(x) sera portanto finita.

No que se segue, suporemos que k=K seja um corpo
_ . n
algébricamente fechado, e em lugar de AQ e P, escreveremos

k
somente A" e P".

PROPOSIGAO 1. Seja V.c A" uma variedade afim sobre k e V*

o seu fecho projetivo em P,

3*
(a) dim V = dim V
(b) dim V = O se e sO se V for um ponto.

(c) toda subvariedade prépria de uma cruva afim

e um ponto.
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PROVA. (a) decorre do fato de que V e V* possuem corpos de
fungoes isomorfos. Para provar (b), suponhamos que dim V = 0.
Entao k(V)/k & uma extensio algébrica, e como k é algebrica-
mente fechado, k(V) = k, donde k([V] = k, o que acarreta

Ik(V) maximal, e assim V = {P} . A reciproca e clara.

. Para provar (c), seja W uma subvariedade prépria
de V, e seja R = k[V] , P o ideal primo de R correspondente
a W. (isto é P é o kernel do epimorfismo’ natural
n: k[V] -+ k[W])

(c) estara provado se mostrarmos que R/P = k.

Consideremos a aplicagao natural de k em R/P. Pro

varemos que ela e sobrejetora.

Suponhamos que existe X € R tal que x+P nao seja

imagem de nenhum elemento de k.

Como W e prépria, P # O, e portanto existe
y 6 P, y # 0. Como o grau de transcendéncia de k(V) sobre k
e 1, y satisfaz um polinomio irredutivel com coeficientes em

k(x), F(x,y) = | ai(x)yi = 0. Entao decorre que a,(x) # O e
i

portanto a,(x) € P. Donde x + P 6 R/P satisfaz o polinomio
a, 6 k[x].

Mas como k € algebricamente fechado, x + P 6 k, ou
seja, a‘aplicagéo dada e sobrejetora, C.Q.D.

Estamos nos preparando para provar o resultado mais

importante deste capitulo, o teorema 2.
Vamos agora relembrar o contexto em que estamos:

k e um corpo algebricamente fechado, e se V &€ uma variedade

afim ou projetiva sobre k, V e sempre irredutivel.
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DEFINIGAO. Seja C uma cruva arbitraria e P € C. Dizemos que
P € nao singular se OP(C) for um anel de valorizagao discre
ta. A curva C e dita nao singular se todos os seus pontos fo

rem nao singulares.

Em geral, se Y C A" & uma variedade afim e
foeee,f € k[Xl,Xz,...,Xn] é um conjunto de geradores de
Ik(Y), diz-se que Y € nao singular no ponto P € Y se o posto
da matriz ll(afi/axj) (P)]] € n-r onde r = dim Y. Y & dita

nao singular se for nao singular em todos os seus pontos.

Essa definigao é boa (pode-se mostrar que ela inde
pende do particular conjunto de geradores escolhido), porém
tem a desvantagem de depender (aparentemente) da imersao de
Y num espago afim. Entretanto, prova-se ([5] , pg.32) que
Y € nao singular em P € Y se e s06 se o anel local Op(i) e
um anel local regular, ou seja, se dim OP(Y) ='dimk MP/MP'
Em particular, se Y for uma curva afim, prova-se que OP(Y)

e um anel local regular se e so se for um anel de valoriza

¢ao discreta ([2] , pg.94). Sendo entdao um conceito intrin
seco, extendemos a definigao de néo—singularidade para
variedades projetivas, via a regularidade do anel’ local

OP(Y). Como estamos interessados em curvas, a definigao da
da acima € a mais adequada aos nossos propésitos.

OBSERVAGAO. A aplicagao (xl,...,xn) — (0,x yeeesXy) da
"lemn, =P - U, c P,
Se uma variedade V em P" estiver contida em Hy, V € isoforma

a uma variedade de Pn—l.

um isomorfismo de variedades entre P

Assim, dada uma variedade projetiva, existe um n
”, ¥ 3 n
de modo que ela e isomorfa a uma subvariedade V de P que

nao esta contida em nenhum hiperplano.

TEOREMA 1. Seja € uma curva projetiva definida sobre k. Se
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ja L um corpo arbitrario contendo k(C) e A um anel de valori

zagao discreta de L que contem k (A > k), com ideal maximal

M. Suponhamos que A P k(C). Entao existe um ponto  PEC
tal que A > OP(C) e M > My, onde My € o ideal maximal de
OP.

PROVA. Em vista da observagdo anterior podemos supor que (&
seja uma variedade em p" com CN Ui £#0,i=0,1, ..., n
Entao em kh[C] = k[X,, X,y «.., Xn]/Ik(C) = k[x,, xl,...,xn]
x;, = X, + I (C), cada x, # 0. Observe que x./x.6k(C). Seja
i i k i~ N i"73
N = mag{v(xi/xj)}, onde v e a valorizagao associada do anel
1, ,
A. Fazendo uma mudanga de coordenadas se necessario, podemos
supor que N = v(xj/xo) para certo j. Entao para todo

i,v(x,/%,) = v((xj/xo)o(xi/xj)) =N - v(xj/xi) 2 0.
Seja €, a curva afim correspondente a C N U, -

7 Seja o:k[X , ..., X1 - K[X1/X0y, oo, xn/xo] a
aplicagao natural que leva Xi + xi/xo. E claro que ¢ é um
epimorfismo de anéis. Se f€Kere, f(x,/Xy, «.., xn/xo)elk(c),
donde, se r = grau(f), xg f(x:/xo, x wi g xn/xo)elk(c), donde
f*GIk(C), donde (f*)*GIk(C)*c: I,(Cy). Mas pela proposigao
2, (b), segue que feIk(C*). Ou seja, Kere C Ik(c*)‘ Mas
claramente Ik(c*) c Kero, donde provamos que

k[G] = klx,/xgs .., xn/xol.

Como v(xi/xo) >0, e A >k, segue das considera
¢8es acima que A 2 k[C,] . Seja J =M n k[c,] . Entao J
é um ideal primo e portanto corresponde a uma subvariedade
Wec Cg.

Se W = C,, entdo J = (0) e portanto todo elemen
to n3o nulo de k[C, ]é inversivel em A. Nesse caso teriamos

k(Cy) © A, ou seja, k(C) c A, contra a hipdtese. Logo, pela
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proposigdo 1, (b), §3, W = {P} e se f/geop(c*) = OP(C) ;

f,gek[C,] , g@J, assim v(f/g) = v(f) - v(g) , mas como
g¢M, v(g) = 0, donde v(f/g) > O, donde A > OP(C*) = OP(C) e
claramente M :>MP. C.Q.D.

COROLARIO 1. Seja C uma curva projetiva n3o singular defi

nida sobre k. Entdo existe uma correspondéncia bijetora en
tre os pontos de €C e os anéis de valorizagdo discreta de
k(C) que contém k. Se PEC, o correspondente anel de valoriza

2

g8o discreta é OP(C).

PROVA. Como a curva € é n3o singular, OP(C) é um anel de
valorizagdo discreta. Suponhamos que OP(C) = OQ(C) para cer

tos pontos P, Q6C. Como sempre existe um hiperplano H < ph
tal que P, QfH, posso considerar que C é afim, e nesse caso

OP(C) = {f/g : f, g6k[C]; g(P) # 0} = k[C] onde k[C], in

;
dica o localizado de k[C] em relagao ao ! ideal maximal
M = (fek[C] : f(P) = 0}. Analogamente OQ(C) = k[C]N , onde
N é o ideal maximal N = {g€k[g¢] : g(Q) = 0}. Assim, se
k[C]M = k[C]N, temos: se gfM entdo g@N e vice versa, ou

seja, M = N. Os ideais M e N de k[C]correspondem a ideais
maximais M e N de k[X,, X,, «.., X1, N = Ik({Q}) e
M = {fEK[X,, X,y eus, Xyl ¢ £(P) = 0} = I, ({P}). Mas en
tdo M = N, e, em geral vale: se V e W sdo fechados de Apk,
.ent3o V = W se e sb se Ik(V) = Ik(W). (lembrando que k é al
grbricamente fechado). Donde segue, por esse resultado que
P = Q. Agora, se A é um anel de valorizagio discreta de k(C)
que contém k, pelo teorema 1 existe PEC tal que A > OP(C) .
Mas pela maximalidade dos anéis de valorizagfo discreta (lg

ma 3, §2, Cap. I) segue que A = OP(C). C«Q.D.

Tendo provado esse coroléario, vamos agora conside

rar o caso em que C é uma curva projetiva definida sobre um
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corpo finito Fﬁ. Diremos C/Fq ndo singular se a curva obti

é
da pela extensido de escalares a Fq o for.

'

J& vimos que Fé/Fq e uma extens3o de Galois.

Seja G = Gal(ﬁh/Fa). Se J é um ideal homogéneo de

FA[XO, iy swen Xn]’ consideremos a variedade Y = Vﬁ (J) ¢
Tq

P% . Entdo o grupo de Galois G age naturalmerite em Y, e cada
a

uma das 6rbitas é finita, pelo comentirio que se segue a
proposigdo 6 do §1 do Capitulo I. Uma érbita da agfo de G em

Y é chamada de ponto fechado de Y.

TEOREMA 2. Seja C uma curva projetiva nZo singular definida
sobre um corpo finito Fﬁ. (Isto &, € é uma ?A/Fq— variedade
projetiva de dimensao 1). Entao existe uma correspondéncia
bijetora entre os pontos fechados de C e os anéis de valori
zagdo discreta de Fq(C) que contém EQ’ que a cada ponto fe
chado p de C associa o anel OP(C), onde P€p.

PROVA. Seja I o ideal homogéneo de Ce I = I ®’1‘rd c

c Eﬁ[xo, Kig »wacy X,] a extens@o de I (vide pag 28). Pon

do C = Vg (I), temos que, como conjuntos , C = C. Se
q

PEC = C, por definig3o OP(E) é um anel de valorizag3o dis

creta de ?Q(E). Seja V = V(?§(5)/§h) o conjunto dos anéis

de valorizag3io discreta de fh(é) que contém fé

e V = V(Fb(C)/Fq) 0 conjunto dos anéis de valorizag3o discre
ta de Fd(c) que contém Fa. Consideremos a ag3o de
G = Gal(fh/Fq) em V definida assim: se 06G, OP(E)CV,

o . OP(-C-) = OO(P)(E)'
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Seja R:V + V a aplicag3o natural dada por

R(OP(E» = OP(E)II Fq(C). Se pensarmos em V como o conjunto
das valorizagdes discretas de ?b(ﬁ) qQue se anulam sobre
Fq,
como 'F'q/Fq ¢ separével , pelo lema 5 da pag 16, ndo had rami

R é simplesmente a restrigdo usual de fungdes, pois
ficagdo.

Pelo teorema 1 do §2 do Cap. I, R é uma aplicagdo
sobrejetora. Além disso, se 9€G entZo OP(E)II Fd(c) =
00(P§C)HF§(C) pois se fqu(C) esté4 definida em P, f estaré
definida em o(P) e reciprocamente. Assim, se G\V denota (o}

conjunto das orbitas da agéo de G em V, a aplicagao R induz

uma aplicagao R:G\V + V que & sobrejetora. Mas R é tambeéem
injetora pois, pelo teorema 2 do §2 do Cap. I, se VvE€V e
v, e v, sao elementos de V que extendem v entdo existe o €G
tal que v, = v,o 0 . Ou seja, R € uma bijegao. 0 corolario
1 deste § nos garante que ha uma correspondéncia bijetora
¢ entre os pontos de € = C e os elementos de V, dada por

o(P) = oP(E).

— ’ ,

Ja vimos que G age naturalmente em C = C e & fa

cil ver que ¢ comuta com essa agao, isto e
¢(U(P)) = OU(P)(C) = 0o .OP(C) = 0 .9 (P)

e isso implica que ¢ leva uma oOrbita da agdo de G em C = C
numa orbita da agdo de G em V. Assim, se G\C denota o con
junto dos pontos fechados de C, ¢ induz uma bijegdo &:G\C ~
G\V, donde a composigao:

® _ R
G\ — G\V — v

é uma aplicagio bijetora. C.Q.D.
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Se v € uma valorizagao discreta de um corpo
K, K Dk, trivial em k e Av e Mv sao respectivamente e}
seu anel de valorizagao e o seu ideal maximal, o corpo AV/MV
e dito corpo de restos de v (vide §2, Cap. I) e a sua dimen

sao como k-espago vetorial é denotada d(v).

Em particular, no nosso caso, se p e um ponto fe
chado de Ce |p| designa o numero de elementos da orbita P,
vamos mostrar que a correspondéncia que leva p na valoriza
gao Vb de Fq(c), trivial sobre Fﬁ’ preserva o grau, isto

e, Ipl = d(vp)-

Seja entao p um ponto fechado de C de tamnaho r ;

lp] = r, p = P, P9, ..., qu—l} onde P = (X5, X1, «oey X)

eP; mpara certo m. E facil ver (e sera efetivamente prova
q

do no lema 1 do §1 do Capitulo IV) que r/m, o que implica

que r € o menor inteiro tal que p c P; - Assim OP(C) c

Fdr(c), onde FqP(C) € o corpo de fungSe% ‘ da variedade

C extendida a qu. E portanto temos um morfismo de corpos

OP(C)/MP(C)—* qu dado pela avaliagao em P. Além disso, essa
aplicagao e qu—linear, e portanto & sobrejetora.

Assim dim OP(C)/MP(C) = dim, F =r .

F
q Fq @
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CAPITULO IIT

0 ENUNCIADO DO TEOREMA DE RTEMANN-ROCH

O teorema de Riemann—-Roch é a ferramenta basica pa
ra a prova da racionalidade da fungéo zeta, e a originalida-
de de Stepanov e Bombieri foi sobretudo a utilizagao engenho
sa desse teorema, obtendo assim uma prova "elementar'" da Hi
pétese de Riemann para curvas. Trata-se de um teorema verda-

deiramente fundamental e justamente celebrado.

Nao faremos aqui uma prova desse teorema, pois pa
ra faze-lo de forma compreensiva necessitariamos de mais es
pago do que dispomos, e alem disso, se o teorema de Riemann-
Roch € essencial para o nosso trabalho, nao o e a sua demons

tragao.

No livro de Fulton, Algebraic Curves, existe uma
desmonstragéo que poderiamos chamar de "classica" e que, en
tre outros inconvenientes, considera apenas corpos algebrica
mente fechadas e se utiliza de um modelo plano da curva pro
jetiva. Isso, além de tornar a prova deselegante e complica-
da, acarretaria a necessidade de aumentar demasiadamente o)
capitulo I1I, tanto no concernente a geometria algébrica quan

to a algebra comutativa.

Ja a prova de Chevalley, no seu livro classico de
fungaes algébricas, é relativamente mais curta e tem a vanta
gem de considerar corpos arbitrarios. Sua Unica desvantagem
e ser incompreensivel; pelo menos sem um trabalho complemen-
tar que coloque a sua definigao de diferencial num contexto
adequado. Seguindo de perto Chevaley, Max Deuring (Lectures
on the theory of algebraic functions of one variable) repete
- com um pouco mais de detalhes - a prova de Chevalley, po
rém com a mesma definigao de diferencial.
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Numa outra diregao existem as provas de AJWeil_(Bg
sic Number Theory) e de Borel e Serre (Le théo-reme de Riemnn
—-Roch, Bull.Soc.Math. de France 86(1958), pp.97-136) que,ape
sar de serem as mais curtas, se utilizam de uma maquinaria
que nao poderiamos desenvolver aqui - como cohomologia de
feixes, teoria da dualidade, etc..., de modo que sera mais
conveniente aos nossos propésitos, simplesmente enunciar,cla
ra e precisamente, o teorema de Riemann-Roch; o que faremos

a seguir,

Vimos no capitulo ITI que se C € uma curva projeti
va nao singular definida sobre um corpo finito Fq, entao
existe uma correspondéncia bijetora entre os pontos fecha
dos de C e os anéis de valorizagao discreta de Fﬁ(c) que con
tém ¥y
sao sobre Fq do corpo de restos da valorizagao associada a

p.

€ que se p e um ponto fechado, |p] e igual a dimen

Seja D(C) o grupo abeliano livre gerado pelo con
junto dos pontos fechados de C. Assim um elemento A de D(C)

sera chamado de divisor de C, e sera escrito:

A = n_p

!
p P

onde np sao inteiros quase sempre nulos, isto € nulos exceto
para um numero finito de pontos fechados. Definimos o grau
de um divisor A como deg(A) = ] nplpl, e € claro que:
deg: D(C) + Z € um homomorfismopde grupos. Dizemos que o di

visor A = ] n_p e efetivo se n 2 0 para todo p. Escrevemos

p p

A > B, ondepB =] mpp, se np 2> mp para todo p, ou seja se
A-B e efetivo.



PROPOSIGCAO 1 - Seja € uma curva projetiva nao singular defi

nida sobre Fq. Se £ 6 F (c), £ # O, existe apenas um numero
finito de pontos fechados p, para os quais Vp (f) # 0, onde
vp e a valorizagao associada a p.

Para a prova dessa proposigéo consultar, por exem
plo, Deuring, op.cit., pg.24. Com essa proposigao, se

f e Fq(c), f # 0, podemos associar a.f o divisor:

(£f) = [ v _(f)p
p P

Um divisor A 6 D(C) sera chamado divisor principal
se A = (f) para algum f € Fd(c). E claro que o conjunto
Dp(c) dos divisores principais € um subgrupo de D(C), e o
grupo quociente,_D(C)/Dp(C) é chamado o grupo das classes de

divisores de C.

Demonstra-se que deg((f)) = O (Deuring, pg 27) e
portanto a aplicagéo deg:D(C) + Z fatoriza-se naturalmente a
deg: D(C)/DP(C) + Z.

Se A = ] npp e um divisor de C, definimos o con
junto: p

L(A) ={f € Fq(c) : (f) + A €& efetivo}

Assim £ € F (C) esta em L(A) se Vi (£) > - n, ou se f = 0.
E claro que L(A) € um Fq - espago vetorlal e denotaremos

por 1(A) a sua dimensao.

PROPOSIGAO 2 - (a) se A, B 6 D(C) e A<B entdo L(A) c¢ L(B) e
dimg (L(B)/L(A)) < deg(B-A)

q
(b) L(O) = Fq; L(A) = O se deg (A) <O
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(¢) L(A) tem dimensao finita para todo A, e se deg(A) > O egv
tao 1(A) < deg(A) + 1
(d) Se A - B = (f) entao 1(A) = 1(B)

Para a demonstragao dessa proposicao ver

Chevalley, (op.cit. pg 14, e pg 21).

Estamos agoram em condigoes de enunciar o teorema

que e conhecido como:

TEOREMA DE RIEMANN. Seja € uma curva projetiva nao singular

sobre Fq. Existe uma constante g tal que 1(A) > deg(A) + 1 - g
para todos os divisores A. O menor g para a qual a desigual-
dade acima € verdadeira € chamado o género (genus) de C, e
g € um inteiro nao negativo. Além disso existe um inteiro N

tal que para todos os divisores A de grau > N,
1(A) = deg(A) + 1 - g.

Essa e a contribuigao de Riemann ao chamado teore

ma de Riemann-Roch. Para prova ver Chevalley, pg 21-22.

TEOREMA DE RIEMANN-ROCH. Seja C uma curva projetiva nao sin

gular sobre um corpo finito Fq. Entao existe um divisor K

(que depende soO de €) tal que

1(A) = deg(A) + 1 - g + 1(K-A)
onde A € um divisor qualquer, g o genero de G.
OBSERVAGAO: pondo A = 0 e A = K na equagao acima obtemos
1(K) = g e deg(K) = 2g - 2. Assim, se deg(A) > 2g - 2,

deg(K-A) = 2g - 2 - deg(A) < O donde 1(K-A) = O, e assim,
se deg(A) > 2g - 2, 1(A) = deg(A) + 1 - g.
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OBSERVAGAO. Se C/Fq € uma curva projetiva nao singular sobre

-’

Fq, f 6 Fq(c), e p um ponto fechado de C, dizemos que p e
um zero de f se vp(f) > 0 e que p € um polo de f se vp(f) <0,



CAPITULO IV
A HIPéTESE DE RTEMANN PARA CURVAS SOBRE CORP0OS FINITOS
§1 - A Fungao ZETA de uma Variedade Algebrica

Para maior simplicidade expositiva, neste capitulo
faremos algumas modificagoes na notagao e na terminologia
ate aqui estabelecidas. Se Fq e um corpo finito com g ele

mentos, um ideal X C Fq [xl,...,xN] sera chamado de varieda-

de afim, e um ideal homogéneo de Fﬁ

mado de variedade projetiva. Escrevemos X/Fq para denotar in

[xo,xl,...,xN] sera cha

distintamente uma variedade afim ou projetiva sobre Fq. Se
X/Fd € uma variedade afim e L/Fq uma extensao de corpos, de
finimos:
(1) X(L) = {(x ,x x ) e AN .
= 1 ? z,o-n,n Ln
: f(xl,...,xn) =0, ¥feX}

e de modo analogo definimos X(L) no caso projetivo. Diremos
que a variedade X/Fd é irredutivel se X(L) o for, no sentido

usual do capitulo II.

0 ideal nulo de Fy [Xl,Xz,...,XN] sera denotado
AV e o ideal nulo de F [X,0X,5eeesXy] sera denotado PN, Com

a notagao introduzida Zcima, temos  AV(L) = Ag e PN(L) = Pg.
Se néum inteiro > 1, X/Fd uma variedade sobre Fq e L/Fquma
extensao finita de corpos, |X(L)| denotara a cardinalidade de
X(L). Se L = Fqn temos claramente IAEI = qu e

N n(N+1) '
IPLI =4 e ; 1 e, em particular se X/Fﬁ e projetiva 3
q" -
[X(L)| < gn(:+l) =L = 1 4 4.t g
q -1
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DEFINIQKO. Seja X/Fq uma variedade sobre Fq' Definimos a sé
rie formal na variavel t:

Z(X/F_; t) = exp( | |X(F.n)| En)
q n>1 a n

Essa éxpressao ¢ chamada de fungao zeta da variedade X/Fq.
Se Q[[t]] designar o anel das séries formais em t com coefi-
cientes racionais, & claro que Z(X/Fd;t) €1+ tQ[[t]]. se
X for a variedade AN,

n
z(aN;t) = exp( ] IAN(Fqn)I %—) =

n>1
n
nN ¢t
=exp( [ g =)= —%
n>1 1-q 't
e se X for PN teremos:
n n(N+1) n
- t
z(PV;t) = exp( | IPN(IFqn)I ;g—- ) = exp( § 2 - L =)
n>1 n>1 q -1
N i,\n N i,\n
t ]
= exp( | ! (—qn—)—— ) = 1 exp( ] (qnt) )
n>1 i=0 i=0 n>1
N
. !
i=0 1-qg°°t

SE X/Fﬁ € uma variedade arbitraria entao Z(X/Fd;t)

define uma fungao holomorfa na variavel complexa t, para
[t] < q_N. No caso afim isso decorre da (majoracgao)
IX(th)I < qu e no projetivo, de |X(F§n)| 2 1+qn+...+qu.

. - -s
Se fizermos a mudnaga de variavel t = q e escre-
vermos:
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t((X);s) = Z(X/Fq;q—s)

segue das consideragSes acima que z (X;s) e uma serie de

Dirichlet convergente no semi-plano Re(s) > N.

Antes de continuar, relembramos a observagao ja
feita, de que salvo mengao contréria, as variedades conside-
radas serao sempre irredutiveis. Se X/Fd € uma variedade
projetiva nao singular de dimensao r definida sobre Fq, te

mos as ''conjecturas de Weil':

(1) Existem 2r+l1 familias de inteiros algébricos (aji)lﬁjiBi

B.
0<Lif2r tais que, se para cada i, Pi(t) = I (1—ajit) entao
J=1
P,(t) P,(t) ... P (t)
Z(X/F5t) = 3 er-1
Po(t) Py(t) wuu Py (t)

' d = I‘
e alem disso Po(t) = 1-t e P2r(t) = 1-q t.

2r <
(2) (Equagao Funcional). Se pusermos x = [ (—1)1Bi entao:
i=0
Z(X/F_; —— ) = * qT*2 X 2(x/F ;t)
a’ Tt q’.

(3) (Hipotese de Riemann). Para todo par de indices j,i tem-

-Se

(4) (Racionalidade dos '"polinomios de Weil"). Cada um dos
polinomios Pi tem coeficientes inteiros racionais, de termo

constante igual al.

Se X for uma curva projetiva nao singular definida
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sobre Fd, temos, em particular

P(t)
(1-t) (1-qt)

(1) Z(X/Fh;t) =

onde P(t) e um polinomio com coeficientes inteiros racionais
de grau 2g (g e o género da curva), coeficiente dominante

igual a qg e termo constante 1.
(2') (Equagao Funcional). P(t) satisfaz a equagao funcional
P(1/qt) = q & t728 p(t)

(3') (Hipotese de Riemann). Os zeros de P(t) tém modulo
-1/2
q

OBSERVAGOES (1): Decorre de (2) acima que a fungao zeta para

curvas verifica:
Z(X/F31/qt) = o778 2728 Z(X/Fg;t)

(2) Se fizermos a mudanga de variavel t = q_s, podemos rees-

crever (3') acima, pondo que os zeros de ¢t (X;s) estao sobre

a reta
1
Re(s) = 5
Ao longo do trabalho veremos que enquanto (1') e (2') sao
consequéncias quase diretas do teorema de Riemann-Roch, a

Hipétese de Riemann para curvas, (3'), embora também decor

ra desse teorema, € bem mais dificil de deduzir.

No capitulo II consideramos a agao natural de
Gal(fa/Fé) sobre X(fﬁ) e chamamos de ponto fechado a uma 6r
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bita dessa agao. Vimos também - pelas consideragoes que se
seguem a proposigao 6 do capitulo I - que todo ponto fecha
do possui um numero finito de elementos. Se p e um ponto
fechado de grau r, e facil ver que cada um dos elementos de
p esta em A% r Ou P; g 2 conforme X seja afim ou projetiva.
Assim, se q Bn(X) degignar 0 numero de pontos fechados de

X(ﬁh) de grau n, B_(X) e finito.

LEMA 1. Se X/Fq € uma variedade sobre Fq entao

IX(IFqn)l I r B.(X)

r|n

PROVA. Seja a € X(Fqn), a= (X,,X,,+40.,X.) Nno caso afim, ou

N
a = (xo,xl,...,xN) no caso projetivo, tal que sua orbita
2 r-1 ' ; .
{a,aq,aq ’...’aq } tenha r elementos. No caso afim, temos
x_qr =Xx., g=1,2,...,N. Se todos os Xj forem nulos, entao
r=1 e 1l|n. Se 08 X4 nao forem todos nulos entio existe um
”, * ” ~
certo xj # O cujo periodo (em Fﬁn) e exatamente qP—l, serao
a orbita de a nao poderia ter tamanho r, e assim.x‘j G Fér,
~ ’ *
mas entao X4 € um gerador de qu, donde quc: Fqn e pela pro
posigao 2 do capitulo I, r|n.
r
No caso projetivo, x? = A X3, j=0,1,...,N.
Se xi € um elemento nao nulo da classe a,
- i;l qr xj xj
entao (x.) = ;; » J = 0,1,...,N, donde ;; € qu

. - i
€ o0 resto e analogd.
Agora, decompondo X(Fﬁn) como reuniao disjunta de suas 6rbi

tas e aplicando a definigao de Br(X), obtemos:

[X(F. n)| = J r B_(X).
a r<n ¥
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Mas acabamos de provar que se X(Fﬁn) possul uma orbita de

tamanho r, entao r|n. C.Q.D.

TEOREMA 1. Seja X/Fq uma variedade sobre F,. Entao

1

Z(X/F_;t) = T
4 p (1-t'PT)

onde o produto e tomado sobre todos os pontos fechados de
X(F.).
( q)

PROVA: Tomando a derivada logaritmica de Z(X/Fq;t) e aplican

do o lema 1 obtemos:

ZW(X/F_;t)
—3 - P (1 rB ™ e [ oD ™
Z(X/Fé;t) n>1 r|n n>1 {p:|pl|n}
_ mipl-1 _ Iplt!PI-2
= I 1 Iplt = ZIjETETT
n>1 p
lpl -1, ]
(-t ") ] ! log(l—tlpl)"l)
p [(1-t!Pl)=1 p
= [log Z(X/F ;t)]' = [log = 1 ]'
a p (1—t|p|)
donde

1

Z(X/F_;t) = k. T
= p (1-tIPT)
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como Z(X/Fq;O) = 1, temos k = 1.

Se X/Fd e uma variedade sobre Fﬁ e L/Fﬁ € uma

C.Q.D.

ex

tensao de corpos, podemos pensar na variedade X ® L/L obtida

por extensao de escalares, como fizemos no capitulo II.Relem

bramos que X @ L é o ideal gerado por X em L[Xl,Xz,...,X ] ou

em L[X ,Xl,...,XN] . E claro que, na nova notagao,
0
(X® L) (E) = X(E),
para.uma extensao E/L.

PROPOSIGKO 1. Seja d um inteiro > 1 e X/Fd uma variedade

finida sobre Fﬁ. Entao:

Z(X® F _d/F a;td) = I Z(X/F_ ;¢ t)
a’ q q
{zidj= 11}

PROVA: Seja 6 um gerador do grupo das raizes d-ésimas

unidade e n um inteiro > 1. Entao

n n n
(
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n n
Se d|n, ¢ =1e I o - d. Vamos aplicar essas observa-

goes a fungao:

n
1oexp( [ IX(Fn)| Le )™y .
{¢ cd=1} n>1

= exp( ] ] IX(Fan)I
¢ n2>1

A proposigao estara provada se mostrarmos que

tnd ntn
I IX(Fnd)| o— = 1 ] [X(Fn)|
n_>_1 z n_?_l
Mas
;ntn i tn n
I I IX(En)| = I IX(En)| = ([ ¢ )=
T n>1 n>1
md
= 1 IX(Fgma)] £—2
m>1 md

C.Q.D.
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§2 - A Fungao ZETA de Curvas Algebricas

Neéte parégrafo consideraremos sempre uma curva
projetiva nao singular C/Fd definida sobre Fq. O teorema 1

nos permite escrever

1 Ipl,.2Ipl
4 p 1-tIP! p
n
= Ant
n>0

onde AO=1 e An € o0 numero de divisores efetivos de grau n,

para n > 1.

Se En designa o conjunto dos divisores efetivos de
grau n e Sn € um conjunto de representantes das classes de

divisores de grau n, temos

E_ = k_j{ B: B € efetivo, B =A(mod D,(C))}

n
AES

ou seja,

E =U { A+(f) : A+(f) é efetivo } =

= (_4) {A+(f) : £ 6 L(A), £ # 0}
AGSn
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Mas

[{A+(f) : £ 6 L(A); f#0}]| = |{(f) : £ 6 L(A), ££0}]
e como (f) = (g) se e sO se f=kg para algum k € F2, entao
|{(f): £ e L(A), f£0}| _ l{f: £ € L(A), f#0}|
q-1

e

1(A)

|[{f: £ e L(A), f£0}| _ 4 =1
g-1 q-1
donde
1(A)
4= 1 g™
AGSn

e podemos escrever a fungao zeta como:

(q-1) Z(C/F ;t) = § ™ ] (qt®)qy.
n>0 A6S

Embora seja evidente, &€ bom observar que das con
sideragoes acima decorre a finitude do numero de classes de
divisores de grau n, ISnl. E importante notar também que
|S,,| = constante, para todo n > 1, pois se Ag € um divisor
de grau n_, a aplicagao A+Dp(c) . A+A0+Dp(C) é uma bijecgao
entre o conjunto das classes de divisores de grau n e o con
Junto das classes de divisores de grau n+n . No que segue,
Isnl =h, n> 1,
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Para obter mais informagSes sobre h = ISnI, preci
samos estudar a imagem do morfismo de grupos deg: D(C) ~+ Z.
Seja dZ o subgrupo de Z que e a imagem do homomorfismo deg.
Entao se Ao € um divisor cujo grau € d e A é um divisor arbi

trario, deg(A) = m.deg(Ao) para algum m € Z, donde
d = m.d.c.{deg(A) : A € D(C)}

ou seja, d = m.d.c{|p| : p e ponto fechadol! . Vamos mostrar
que d=1. Seja n um inteiro > 0. Se d * n entao nao existem
divisores de grau n, e se d|n, ja sabemos que |Sn| = h e

a fungao zeta fica:

(a-1) z(c/F ) = 1 &0 1 ot 1 M
‘ n>0 AS_ 4 n>0
_ tnd ) ql(A) - :d
n>0 AGSnd
Se K é o divisor candnico (c¢f. Cap.III), ja vimos que

deg(K) = 2g-2 e portanto d divide 2g-2 e a fungao zeta pode

ser reescrita:

(2g-2)/d
(a-1) Z(C/F ;t) = y gnd g LA
n =0 AES_4
+ ! gy g1A) hd
n>(2g-2)/d Aes 4 1-t

Mas se A € S 4 e deg(A) = nd > 2g-2, sabemos que
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1(A) = deg(A) + 1-g = hd+l-g,

donde
(2g—2)/d
d 1
(a-1) Z(C/Fit) = ] d oy gt
n=0 AGSnd
+ ) tnd qnd+1—g n - hd
n>(2g-2)/d =5
ou seja:
(2g-2)/d
d
(*) (a-1) Z(C/F_;t) = ) gdy gt
n=0 AGSnd
. hq 1-g (tq )2g—2+d _
1- tdqd l—td

PROPOSIGAO 1: Seja p um ponto fechado de C/F de grau |p]|.
Se 4|p|, podemos pensar em p @ Fql como um ponto fechado de
C®Fql/Fql. Entao lp@Fqu = |pl/1.

PROVA: Seja r = |p|. Entao p esta contido em C(qu) 0 esta

bilizador de um elemento aép € o sugrupo G(Fa/qu portan

to r = IG(FA/FQ)/G(F /F r)l, pela toeria elementar das agoes
de grupos. Como 1l|r, Fql c qu € o estabilizador de p ® F 1 e
G(Fq/l-‘qr). Logo |[p ® F 1| IG(F /F 1)/G(F /F r)| =dim

F 1
a q

_ Ipl
- '_l‘—' C.Q.D'

|
=+

A expressao (*) foi obtida para uma curva projetiva
nao singular C/Fq, onde d era o gerador da imagem do homomog
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fismo deg:D(C) + Z. Facgamos agora uma extensao de escalres pa
ra F d, considerando a curva C x F d/qu Seja d o gerador da
imadem de D(C ® F d) em Z. Pela proposigao 1, d = 1. A for
mula (* apllcada acQ® qu da:

d ' 2g-2 ,
(¢°-1) Z(C@ F . d/F d;t) = ] t° ] qde(A)
a aq n=0 A€S
. n
. h.qd(1-8) (28-1 jd(2g-1) s
1-tqd 1-h
e no ponto td obtemos:
. 2g-2
d
(a-1) z(c® Fa/Fast% = 1 "9 ] gI¢a) |
: n=0 AES
n
. ﬁ.qd(l—g) d(2g-1) qd(2g"1) _ 5
1- tdqd 1-t9
Assim Z(C ® F d/F d; 9 ) possui um polo simples em t=1, Mas
ja vimos que
Z(C® F a/F d;t %) = I Z(C/F.;zt)
q q d q
Az:iz =1}

e portanto, da expressao (*), e imediato que

Z(C/Fg; t t) = Z(C/Fgq;5t) e

z(c®qu/qu;td) = [z(c/F, ;¢)]¢

Como Z(C/Fq;t) tem um polo simples em t=1, Z(CQ® qu/qu;td)
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tera um polo simples em t=1 se e so se d=1. Assim podemos

reescrever a fungao zeta:

, 2g-2
(a-1) Z(C/F5t) = ] oy 1A,
n=0 A€Sn
4 h.qgtzg-1 __h
1-qt 1-t
ou seja:
Z(C/F_;t) = P(t)
4 (1-t) (1-qt)
onde P(t) € um polindmio de grau 2g, e P(0) = 1. Vamos mos

trar que o grau de P(t) e 2g. Para tanto vamos reescrever ex

plicitamente a expressao geral da fungao zeta:

B g ,2g=1
(a-1) Z(C/F_;t) = b+b te...+b, t°872 4 R A L - B
a g 1-qt 1=t
onde
1(A
by ] ot
AGS:.L
PROPOSICAO 2. Para O < i < 2g-2, bj qg‘l‘i = b .
- - 2g-2-1i
PROVA: Ja sabemos que se deg(A) = i, entao
deg(K-A) = 2g-2-i.
Assim, se 5; = {A;,...,A )} ent3o {K-Aj,...,K=A,} é um
conjunto de representantes de classes de divisores de grau
2g-2-i, isto e, {K—Al,...,K—Ah} = S2g—2—i‘ Assim, se
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ql(Aj) ql(K—Aj)

s entao b2g—2-i )

o
=

I
e~
Il &

1

Mas pelo teorema de Riemann-Roch,

1(AJ.) = i+1—g+l(K—Aj),donde temos,

h :
1(A,)-i-14+g g-1-1
b = L oaty = q b,
2g-2-1i 5=1 i
CnQoDo
Se pusermos t=0 na expressao geral da fungéo zeta, como

Z(C/Fd;o) = 1, segue
(g-1) Z(C/FA;O) = bo—h, donde b0= g-1+h

e portanto b2g—2 & qg—1 (h+q-1). Decorre dai que o termo in
dependente de P(t) € 1 e o coeficiente de ordem 2§g é:

qa by, _, - ho¥ q®(h+q-1) - hq®
g

(q-1) = (q-1) =a

donde o grau de P(t) é 2g e o coeficiente dominante e qg.

PROPOSIGCAO 3. (Equagao Funcional) Se C/Fq € uma curva proje
tiva nao singular sobre Fy entao

Ay l-g  2-2g .
Z(C/Fd’qt) =q t Z(C/Fd,t)

PROVA: Substituindo t por 1/qt na expressao geral da fungao
zeta obtemos:
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1 _ 1 — 2g=-2
, —_ha® 1 h
q2g-1 ¢2g-1  (1-1/t) 1-1/qt
b, by, s a®h qth
= B & =t Fosoh it +

o
Q

q2g—2 t2g—2 q2g—1 t2g—2(1_t)

_ 1-g ,2-2g g-1 ,2g-2 g-2 ,2g-3 l1-g
=q t [%oq t + blq t +...+ Q b2g-2 =

ql—g t2-—2g " qg t2g-—1 ” ql—q t2-—2g
- +

(1-t) (1-qt)
_ _ _ g ,2g-1
= q1 g y2-28 (b2 > t2g 2 +oeoot bo) o BSLE o ik
g 1-qt 1-t
= ql-8 228 Z(C/F ;t).
C.Q.D.

Podemos escrever a fungéo zeta como:

2g
187 (1-ajt)

(1-t) (1-qt)

Z(C/Fq;t) =

onde os oy sao os inversos dos zeros de P(t).
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A equagao funcional para Z(C/Fq;t) implica imediata

mente:

g .2g .1
P(t) = qg° t P(a€)

e portanto se l/ai e raiz,4ai/q também sera raiz de P(t).

COROLARIO 1. Valem as igualdades:

2g
i -
2 (1-o,) op .
h = - e I o =g
(1-q) i=1" i

PROVA: A primeira igualdade exprime simplesmente o fato de
que -h € o residuo da fungéo zeta no polo t = 1. A segunda
igualdade segue do fato de que o coeficiente dominante de

P(t) e q®.

Precisamos mostrar que os oy sao inteiros algebri

cos. Ora, provamos que Z(C/F_;t) € uma fungao racional em t

com coeficientes inteiros. Sgbemos que Z(C/Fq;o) =1e que
o desenvolvimento em série de poténcias Z(C/Fﬁ;t) = ] Antn
tem coeficientes inteiros. - B2l

Ha um teorema, devido a Fatou (Acta Math., 30, PP
364-400) que diz o seguinte: se F(t) e uma fungao racional
com coeficientes em Q, se F(0O) = 1 e se o desenvolvimento em
serie de Taylor de F(t) possui todos os coeficientes intei

ros, entao os zeros e polos de F(t) sao inversos de inteiros

algebricos. Isso mostra que os oy sao inteiros algébricos.

PROPOSIGAO 4. Se C/Fd € uma curva projetiva nao-singular so

bre F e (‘:®Fqn/Fq~
escalares a Fqn, entao:

n denota a curva obtida pela extensao de
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2g
I
Z(c@ Fn/Fn;t) - 1=1
(1-t) (1-q"¢)

(1—a?)

PROVA: Ja vimos que a fungao zeta pode ser escrita como:

2g
. I (1-a.t)
Z(C/Fit) = 1l 1
(1-t)(1-qt)
e além disso,
2g
)i I
¢ i=1 (1—aict)
Z(C(:)Fdn/Fqn;tn) = 1 2(C/F;tt) =
=1y n (1-zt)(l-gzt)
: 'S
Mas 1-t™ = I (1-zt), donde
[
2g
I (l-a t™)
i=1

z(¢ ® Fqn/Fqn;tn) =
(1-t") (1-q"t™)

e segue a proposigao. C.Q.D.
s 2g ~
COROLARIO 1. Se Z(C/Fﬁ;t) = il (1—ait)/(1—t)(1—qt) entao
i=1
2g
|IC(F.n)] =1 + g% - o
g i=1 *
PROVA. Fazendo uma extensao de escalares a Fqn, e aplicando
a proposigao 4 segue:
B8 (1-aD 1) K
= = exp( | IC(Fan)I ) =

(1-t) (1-q"t) k>1
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=1 + IC(Fdn)It + eee

Por outro lado,

2g

2
il

(1—a?t)(1+t+t2+...)(1+qnt+q2nt Fees) =

n g n
=1 + (149 - ] ai)t # see
i=1

igualando as duas séries obtemos:
2g h
IG(Fqn)l =14+q" - o
i=1
C.Q.D

§3 - PROVA DA HIPOTESE DE RIEMANN PARA CURVAS

O trabalho preliminar jé foi feito, e vamos agora
provar a "hipotese de Riemann" para curvas, isto &, que

ou equivalentemente, os zeros de ¢ (C;S) estao sobre a reta
. =1
Re(s) = 5

Suponhamos por um isntante que essa "hipétese" se

ja verdadeira, isto €&, que la; | = q1/2.
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como

2g
IC(Fn)| =1 +q° = a? temos
R i=1
2g
n n n/2
le(Fn)l -1 - q” |2 I lejl” =2gq /
i=1

No préximo lema provaremos que qualquer desigualda

de do tipo acima & equivalente a "hipétese de Riemann".

LEMA 1. Suponhamos que exista um namero A >0 tal que para
todo n>1,

2
[e(F )| -1 -q" | £ A S
Entao vale a "hipotese de Riemann'.
2g
PROVA: Por hipotese | Zari] | < A qn/2
i=1
Consideremos a fungao:
2g 2g = © 2g
n
I = ] DGt = ] (] D"
i=1 l-ait i=1 n=0 n=0 i=1
‘. . . . T n/2 n c .
A serie acima e majorada por A | q [t]", e esta ultima
converge para |t| < q—l/z. =0
2g
Logo, os polos 1/°'i da fungao [ devem estar fora do
_1/2 , i=1 1-'Clit
disco de raio q- , isto e,
=-1/2 -1 . 1/2
a2 < le; 177, ou seja, Jao;| 2 gq d
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2g v
Mas como 1 fa,| = q® = (q1/2)2g’ segue necessariamente a

i=1
igualdade Iai| = ql/2

C.Q.D.

Assim, para estabelecermos a validade da "hipétese
de Riemann" é suficiente provarmos que ||C(F.n)| - 1 - q"|<
A qn/2 para todo n > 1 e para certo A > O. Ng realidade, nao
precisamos provar essa desigualdade para todo n > 1 pois em
virtude da proposigao 4 do §2, a "hipétese de Riemann" para
a curva C sobre F_ e equivalente a "hipotese de Riemann" pa
ra a curva extendida C ® Fdn sobre Fdn. Assim, podemos4supor
sem nenhuma perda de generalidade que n = 1, g > (g+1) 5
q = pa com a par. Ou seja, a constante A que encontraremos

nao depende do corpo de base.

0 proximo teorema, cuja demonstragao e devida  a
Stepanov-Bombier, da conta da "metade" da "hipétese de
Riemann". A outra "metade", que segue de um raciocinio de

cahomologia goloisiana, seguira adiante.

TEOREMA 1. Se C/Fd € uma curva projetiva nao singular sobre

Fq» de género g, com q > (g+1)4, q = p°, a par entao:
|C(Fq)l 2 1+q+ (_2g+1)ql/2
- PROVA: Evidentemente podemos supor C(Fq) # @, pois caso
contrario lC(Fq)I = 0. Seja entao p € C(Fq).p é um ponto fe
chado de grau 1, isto é, um ponto fixo de C(?q) pela agao
de Gal(fﬁ/Fﬁ). Seguindo Bombieri, consideraremos a curva
C extendida ao fecho’algébrico F,, i.e, c@i‘q/?q (ou, (‘:/Fq).

Seja L, = {f 6 F(C) : vp(f) 2 -m} el a dimen

sao de L, como Fq - espago vetorial.
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Temos Fd = Lo<: L1 C ... © L _ «C cees € AaSs propriedades
abaixo: :
(1) 1 2m+1-g e, se m > 2g - 2,

entao lm =m+ 1 -g

(Isso € simplesmente o teorema da Riemann,

que enunciamos na pg.44).

(2) 1m+1 <1+ 1m' (Do teorema de Riemann-Roch,
1m+1 - lm =1 + 1(K-(m+1)p) - 1(K-mp), e co
mo L(K-(m+1)p) € L(K-mp), entao
lner = Im = 1).

(38) Se £(X) 6 L_ entdo £(x%) 6 Ling*
(Isso simplesmente diz que se f(X) tem em p
um polo de ordem < m, entao £(x9) tera em
p um pelo de ordem < mq).

(4) Existe uma base {f £f.} de L tal que

1,.'.,
vp(fi) < vp(fi+1) para i = 1,2,...,r-1,

pois temos a filtragao

(0T F

q 10<: L, ¢ «¢c ¢ L e

1 m

portanto

m
L a4 L. /L,
m 120 i’ 7i-1

ne

Mas decorre da propriedade (2) que

dim Li/Li-l <1, o que implica (4) pois pa
ra cada i, quando for possivel, tomamos um
elemento de L; que nao esteja em Li_q-



Sejam agora n,b inteiros nio negativos

e sejam Sl,...,S elementos de Ln’

r

Consideremos a fungao auxiliar:

b b
F(X) = Sg (x) fl(xq) + eee + Sﬁ (x) fn(xq)

(5) Se npb < q, temos que F(x) é identicamente
nulo se e so se todos os Si forem identica-
mente nulos. )

De fato, suponhamos que F(x) seja identica-
mente nulo e que Sh(x) seja o primeiro Si
nao identicamente nulo. Tomando vp em ambos
os lados da identidade:

b b

D dy _ _ &P a, _
Sh (x) fh(x ) = Sh+1(x) fh+1(x ) .
b
p q
- Sr (x) fr(x )
obtemos,
pb v_(S,) + v. (£, ) > min( 2 v_(S.) +
P h a p h’ = p p'Ti

I>h

+a v, (£5)) 2 - pbn +q vp(fh+1)
e portanto
b b
P vp(Sp) 2 -p7 n o+ alv(fy 4) - vi(f))
ou seja, por (4),

Pb Vp(Sh) > - pb n+q > O
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(6)

donde segue que Sh se anula em p, e portanto -
L4 ~
e uma fungao sem polos com pelo menos um ze

ro, ou seja, vp(Sh) > 0 e Vq(Sh) > 0 para

todo q # p.
Como g vp(Sh) = 0, segue que S, = O.

Se my,n > 2g-2e se (n+l-g)(m+l-g) >

pb n+m+ 1 - g entao podemos escolher
0os Si nao todos identicamente nulos tal que
a fungao

b

Spb(x) fl(X) * eee & Sg (x) fr(x)

1

seja identicamente nula.

De fato, essa fungdo é regular fora de p e

tem em p um polo cuja ordem e < pb n + m.

Logo, por (1), o conjunto dessas fungoes for

© ma um Wﬁ—espago vetorial de dimensao < pb n+

+m4+ 1 - g.

Como cada Si varia num espago de dimensao

n+1-gecomo, r=m+1-g¢g (pois
m > 2g-2), e por hipotese (n+l-g)(m+l-g) >
pb n+m+1-g a aplicagao canonica
pb b
Ly, ® L ,— L((p° n+m)p)
F
q

nao pode ser injetora; o que prova (6).
(Observe que dim L, = dim Lgb)
Assim, em vista de (5) e (6), obtemos que,

se m,n > 2g-2, npb < q,
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(n+1-g)(m+1-g) > npb +m+ 1 - g, podemos

construir uma fungao auxiliar

b b
F(X) = 87 (x) £,(x%) + o0+ 8D (o) £ (x%)

nao identicamente nula e tal que se

a 6 C(Fﬁ) a # p, entao F(a) = 0 (note que
a = a).

Ou seja, F se anula em todos os pontos de
C(Fﬁ) exceto em p. Como pb < g, por constru
¢80, vemos que F(x) é uma poténcia p°-ésima,
isto e, F(x) = G(x)P para certa G(x) €
€ Fﬁ(é) e assim cada ;gro de F(x) tem multi

plicidade pelo menos p . Logo F(x) tem pelo

menos pb(lC(Fq)l - 1) zeros. Logo

(le(r )| - 1) < 1 # (zeros de F) =
d b
p

& 15 # (polos de F) £

o

£ l—b (pb n+mq)
p

pois F € resular fora de p e a ordem do  po
lo em p nao pode exceder pbn+mq.

Resumindo, ate agora vimos que se

m,n > 2g-2, npb < qe (n+tl-g)(m+1-g) >
npb+m+1—g,
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entao

|C(F_)] <1 +n + a9
q pb

1/2_, 1/2

ql/2 , m=q +2g e

Tomando pb = , n=q

lembrando que, por hipotese, q > (g+1)4

(a) n = q1/2—1 > (g+1)2—1 = g2+2g‘> 2g-2

(b) m = q1/2+2g > 2g-2

(¢) (n+l-g)(m+l-g) = (pP-g)(pP+2gsl-g) =

b b bbb b b b 2
(p-g)(p +g+1) = p p +p g+p -gp -g -¢g

]

bb b 2 bb 2 2
PP +p -g-g > p D +g +2g+l-g-g =

b b b
P p +l+g = np +m+l-g

(d) Como (ql/z—l)ql/2 < q, npb < q.

Assim, todas as condigoes estao verificadas

e portanto

1/2
le(F.)| <1 + (q1/2_1) + (a +2g)a
9 172

q
ou seja:
C(F) 1 < 1 + a¥/21 + qi2ga/?

1/2

I

1 +qg+ (2g+1)q

C.Q.D.

071.



Resta agora provar a outra '"metade" da hipétese de
Riemann, pois o argumento acima nao nos da uma limitagao in

ferior para IC(F&)I.

Por exemplo, se lc(qu)l =1+ q° - d{ - ag e
@ =Qq, ay = 1, entao 0q 05 = q, |C(F_r)| e sempre zero, mas
; 1/2 . . 4
e falso que Iail =q . A ideia basica para provar o que

falta, € fazer um raciocinio de contagem sobre uma familia de
corpos conjugados, de uma extensao fixa de um corpo dado. A
parte abstrata do raciocinio é o seguinte lema de contagem do
numero de pontos fixos da agao de um grupo finito num conjun
to dado.

_ Seja G um grupo finito, H um subgrupo de G, NG(H)
O normalizador de H em G e o um elemento fixo de NG(H). Seja
X um conjunto onde G age e x € X. A orbita de x pela agao de
G sera denotada Og(x) e o conjunto das orbitas da agdo de G
em X sera escrito G\\X.

Como H e subgrupo de G, H age em X pela restrigao da

agao de G, e como ¢ € NG(H), o induz uma aplicagao o :
H\X » H\X dada por E;-OH(x) = 0y (ox). E imediato que 0 esta
bem definida. Se g € G, Fix(g) denota o conjunto dos X € X

tais que gx = x e, como sempre, |Fix(g)| denota a cardinalida
de de Fix(g).

PROPOSICAO 1. Com as hipoteses e notagoes acima vale:

! |Fix@h)| = [H|.|Fix(3)|
h6H
PROVA: Seja A = g) Fix(oh) e a seguinte relagdo de equivalén
c L4
cia em A: x~y se Oy(x) = OH(y). E imediato que se X 6 A,

OH(x)C A e 04(x) € Fix(5), donde segue que A/~ = Fix(5). Que

remos computar j |[Fix( h)|. Se x € A, x é contado lel vezes
h6H
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onde H_ é o estabilizador de x em H, e portanto Oy(x) € A/~

contribui com IH:HXI.IHXI vezes, pois os estabilizadores de
elementos da mesma Orbita sao conjugados.

Assim, cada elemento de A/~ é contado em

I |Ifix(oh)| , |H| vezes, donde
h6H

|Fix(5)| = |A/~] = == | |Fix(oh)]|
|H| heH

C.Q.Do

Retornando ao problema original, seja k um corpo
finito com q elementos, K/k um corpo de fungoes algébricasde
uma variavel sobre k e L/K uma extensdo de Galois finita. Po
demos considerar K como o corpo de fungoes racionais de uma
curva C/k. Designamos por Vl(K/k) o conjunto das valorizagoes
discretas de K que se anulam em k e cujo corpo de restos
tem gfau 1 sobre k.

' Ja vimos no capitulo IT que se C/k & uma curva pro
jetiva nao singular.sobre k, que existe uma correSpondéncia
bijetora entre os pontos fechados de grau 1 de C e os ele
mentos de Vl(K/k).

Vamos agora provar o teorema 1, abaixo, que nos
permitira completar a prova da "hipotese de Riemann". A pro
va que fizemos foi baseada em notas de um seminario da Karl
Otto Stohr.

TEOREMA 2. Seja k um corpo finito com q elementos, K/k um
corpo de fungoes algébricas de uma variavel e L/K uma exten
S20 uma extensio de Galois finita. Além disso suponhamos que
k seja algebricamente fechado em L. Entao existem [L:K] cor
pos de fungoes algébricas de uma variével, Lb/k’ -
t 6 Gal(L/K) verificando:
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(a) T = L -

id
(b) L, oK e [Lt:KJ = [L:K]
(c) Li.k = L.k , onde k & um fecho alge
brico de k
(a) I+ Ivy(Ly/k)] = [L:K] .|V, (K/k) |
teG(L/K)
PROVA. Seja m = [L:K] e km/k uma extensao de grau m. Como

L n km = k, G(km/k) & G(Kkm/K) (o G(Lkm/L), e

{%

/

como L N Kk =K, entdo G(L/K) = G(Lk_/Kk ). Vimos no capitu
lo I que G(km/k) & ciclico e gerado pelo automorfismo de
Frobenius S:a F—e a9, Seja o o automorfismo induzido por S
em G(Lkm/L). Se t € G(L/K), seja t o automorfismo induzido
por t em G(Lk /Kk_ ). E claro que ot & um automorfismo de
Lkm sobre k e que ot = 10, Como o periodo de o éme o T de

divide m se f for o periodo de ot entao f divide m. Mas
se x € km, (cr)f(x) = Sf(x) = x donde m divide f, e portanto
m = f, ou seja, a ordem de ot € precisamente m.

Seja Ly = {a & Lk, : (ot)a = a} o corpo fixo
pelo grupo gerado por ot . Pela toeria de Galois a exten
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sao Lkm/Lt e de Galois finita com grupo de Galois <ot>
ou seja lLkm: Lyl = m.

Decorre dai que L./k € um corpo de fungdes algébri
cas de uma variavel sobre k. Além disso, Lk = Lk pois co
mo Lt c Lk

m? Ltkmf1 Lkm e alem disso:

Ltn ko= {a € k: (ot)a = al = {a € kp: S(a) = a}l = k

donde

ILkm:Lt] =m e assim Lik = Lk_.

Note-se que L.k = (Ltkm)k = (Lkm)k = Lk.
Como L N Kkm = K, temos da teoria de Galois que

G(Lkm/K) ~ G(L/K)X G(Kkm/K), e portanto podemos pensar em
G(L/K) como subgrupo de G(Lkm/K).

Vamos agora nos utilizar dos resultados acerca de
valorizagao para compararmos certos cardinais de conjuntos

de valorizagoes. Consideremos a seguinte situagao:
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onde ja vimos que G(kp/k) = G(Lyky/Ly) -

0 grupo G(Lkm/K) age naturalmente em V(Lkm/km) -
- 0 conjunto das valorizacgoes discretas de Lk triviais em
kp. A agdo é dada por Y.v » vor™1, Como G(L k,/L.) & subgru
po de G(Lkm/K), podemos pensar na agao desse subgrupo por
restrigao da agao de G(Lk,/K).

Se v € V(Ltkm/km), depois do lema 5, § 2, Cap. I,
podemos considerar a restrigao usual de fungGes para obter-
mos uma valorizagao VILG V(Lt/k) ou seja, temos uma aplica-
‘cao: t

Rest: V(Likp/k ) —s V(L /k)

dada pela restrigao usual de fungoes. Pelo teorema 1, § 2,
Cap. I, rest e uma aplicagao sobrejetora.

Ja vimos também (teor.2, §2, Cap.I) que se

v 6 V(L./k), Rest™*(v) & uma orbita da agéo de
Hy = G(Likp/L,) em V(Lkp/kp). Assim existe um  correspondén
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cia bijetora entre V(Lt/k) e as orbitas Hf\y(Ltkm/km)'

Vamos agora provar que ha uma correspondéencia bije
tora entre Vl(Lt/km) e Fix(Ht) onde Fix(Ht) ={v € Vl(Ltkm/km):

: vop™l = v, ¥ p € H.}.

Seja entao v € V(L /k) e L (v) o seu corpo de
restos (Ly(v) = A /M ). Seja d(v) a sua dimensao como k-es
pago vetorial. Pela prop.l, §2, Cap.I, d(v) é finito. Se

w € V(Lk /k ) é uma extensao de v temos: o diagrama:

LK (w) |

1C/ d(wr)

m
Se g = |0y (w)|, isto €, € o numero de extensoes
de v a Likps Pelo teSrema 3, §2, Cap.I, sabemos que
e.f.g = m, donde d(v)f = d{w)fg, pois e = 1 (Lema 5, §2,

Cap.I), ou seja, d(v) = g d(w).

Logo se w 6 Fix(Ht), sua 6rbita tem tamanho 1, don
de w| = v tem d(w ) = 1.

L¢ Ly

Reciprocamente, se v € Vl(Lt/k) e w extende v, en
tao 1 = g d(w), donde g = 1 e d(w) = 1.
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Assim:

Vl(Lt/k) = {w L w6 Fix(Ht)}
t

Como H, = <ot>, €& claro que

IFix(Ht)l = |Eix(ot)]

|V, (L /K |

Pondo G = G(Lkm/K), H = G(L/K) e X = Vl(Lkm/km), como ot =
to para todo t € G(L/K), ¢ € (NG(H) e pela proposigao 1 des
te §,

1 I v/l = == [ |Fix(et)] =

[L:K] teG(L/K) |H| teH

= |Fix(a) |

onde 6 & a aplicagdo induzida nas oOrbitas de G(L/K) em

V, (Lkpy/kp) .

‘Resta mostrar que |Fix(g)| = IVl(K/k)I:

V, (Lkp/kp) V, (Lkp/kp)

Vv

o
H H

e dada por O (V) F— OH(voo—l)



Como H = G(L/K) = G(Lkm/Kkm), temos na mesma situa

¢ao da pg. 77, ou seja,

[fix(a)]| = |V, (K/k) |

Isso prova (d),
C.Q.D.

Observe-se que se K = k(X) for o corpo de fungoes

racionais (isto €, K € o corpo de fungoes da variedade pro

jetiva P; ) entdo o numero de pontos fechados de grau 1, e
precisamegte
2
q_-_ s q+1’
q-1 _

e portanto

- IV (L /K) | = [L:k(X)] (g+1)
teG(L/k(X))

E importante observar também que se C/Fﬁ e uma
curva projetiva nao singular sobre Fﬁ e K = Fq(C) e o corpo
de fungoes racionais em C, ent3o € possivel encontrar um

elemento 6 transcendente sobre Fﬁ tal que a extensao K/Fq(e)

seja separével (cf.Iyanaga, Theory of numbers, p.34). Assim,

podemos tomar uma extensao L/Fq(e) que seja de Galois finita
e que contenha K, por exemplo L = Knor’ o fecho normal de K

sobre Fd(e). 0 que nao se pode garantir a priori € que Fo

seja algebricamente fechado em L. Para contornar esse pro
blema, seja k' o fecho algéebrico de F, em L.

Como L/Fﬁ € uma extensao finitamente gerada e

L >k' o F, k'/Fﬁ sera finitamente gerada, e como € algébri

ca, decorre que k'/F_. é finita. Assim podemos fazer uma ex

q
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tesao de escalares C(:)k'/k' e provar a hipétese de Riemann

sobre k',

TEOREMA 3. Se C/Fd € uma curva projetiva nao singular sobre
Fh, de género g, com q > (g+1)%, q = p®, a par, K = Fﬁ(c) )
corpo de fungoes racionais de C e L/K uma extensao de Galois
finita com Fd algebricamente fechado em L entao existe A > O
tal que

. 2
lle(F)] -1 - al < Aq"/

PROVA: O teorema 1 deste paragrafo nos deu

IC(F)| -1 -a = (2g+1) qt/2

Aplicando esse mesmo teorema a familia de corpos de fungoes

algébricas de uma variavel Lt/Fﬁ obtemos:

- IVl(Lt/Fq)I 2 (g+1) + (2‘gL+1) q1/2

onde g; € o género da curva associada a extensao L/Fq. As
sim, se S € G(L/Fh(e)) temos:

I /Bl < (ILE(e)] - 1) [(a+1) + (2g+1)q /]
 t8G(L/F(0))
t#S
€
NV (Lg/F 1 = [L:F ()] (@v1) = 1 1V, (L /F )]

t#S

Pondo [L:Fq(e)] = n vem:
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|V1(LS/F§)I > n(q+l) - (n-1) [(q+1) + (2g; +1) q1/2]

2 (q+1) - (n-1) (2g.+1) %2

donde
! V) (Lg/F )| 2 [L:K][(q+1) - (n-1)(2g;+1) qat/?

SEG(L/K)

e portanto
IV, (R/E)T 2 (a+1) - (n-1) (2g;+1) q*/?
tomando A = max {(2g+1), (n—l)(2gL+1)}
segue que
eE)I -1 -al < A q/2
C.Q.D.
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