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Resumo

No presente trabalho apresenta-se uma exposição detalhada do Lema do Diamante
de G. Bergman, incluindo um problema sobre ortogonalidade de idempotentes cuja soma
é ainda idempotente, que motiva a introdução do principal conceito da dissertação, a
saber, a redução de um polinõmio. As técnicas de Bergman são utilizadas para forne-
cer uma demonstração alternativa do Teorema de Poincaré-BirkhofT-Watt e para efetuar
o cálculo de uma base para uma álgebra de dimensão finita. Finalmente, introduz-se
uma generalização natural dos conceitos envolvidos no Lema do Diamante para o caso
não comutativo. Essa generalização mostra-se suficiente para caracterizar a estrutura de
coprodutos de k-anéis especiais.

Abstract

In the present work, a detailed expansion of G. Bergman's Díamond Lemma is
presented, including a problem on orthogonality of idempotents whose sum is still idem-
potent. This motivates the introduction of the nlain concept of the dissertation, uiz., the
reduction of a polynomial. Bergman's techniques are used to give an alternative proof
of the Poincaré-Birklioff-Watt Theorem and to make calculations resulting on a bases for
a finite dimensional algebra. Finally, a natural generalization for the non-commutative
case of the concepts involved in The Diamond Lemma is given. This generalization turno
out to be sufbcient for a characterization of the structure of coproducts of specia] k-rings.

Resumo 

No presente trabalho apresenta-se uma exposição detalhada do Lema do Diamante 

de G. Bergman, incluindo um problema sobre ortogonalidade de idempotentes cuja soma 

é ainda idempotente, que motiva a introdução do principal conceito da dissertação, a 

saber, a redução de um polinômio. As técnicas de Bergman são utilizadas para forne

cer uma demonstração alternativa do Teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt e para efetuar 

o cálculo de uma base para uma álgebra de dimensão finita. Finalmente, introduz-se 

uma generalização natural dos conceitos envolvidos no Lema do Diamante para o caso 

não comutativo. Essa generalização mostra-se suficiente para caracterizar a estrutura de 

coprodutos de k-anéis especiais. 

Abstract 

ln the present work, a detailed expansion of G. Bergman's Diamond Lemma is 

presented, including a problem on orthogonality of idempotents whose sum is still idem

potent. This motivates the introduction of the main concept of the dissertation, viz., the 

reduction of a polynomial. Bergman 's techniques are used to give an alternative proof 

of the Poincaré-Birkhoff-Witt Theorem and to make calculations resulting on a basis for 

a finite dimensional algebra. Finally, a natural generalization for the non-commutative 

case of the concepts involved in The Diamond Lemma is given. This generalization turns 

out to be sufficient for a characterization of the structure of coproducts of special k-rings. 
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Introdução

A proposta desta dissertação é fazer uma apresentação detalhada de uma técnica

de abordagem de problemas em álgebra relacionados com a busca de formas normais em

algumas estruturas algébricas. Essa técnica, conhecida como o "Lema do Diamante",
foi introduzida no artigo jlSI com o formato de um resultado genérico sobre gratos. Em

1 978, G. M. Bergman adaptou os conceitos envolvidos para a linguagem de teoria de anéis

no artigo l31. Esse artigo constitui o foco central desta dissertação e todos os teoremas

apresentados aqui foram enunciados naquele trabalho.

Duas das aplicações do Lema do Diamante para teoria de anéis estão cuidadosamente

descritas no Capítulo 3: uma demonstração do conhecido Teorema de Poincaré-BirkhofT-

Witt e o cálculo de uma base para uma álgebra presentada por geradores e relações. Se-

guindo a ordem proposta por Bergman, uma generalização bastante natural do principal

teorema (Teorema 2.1) para k-anéis é introduzida no Capítulo 4. O Capítulo l ocupa-se

de introduzir um problema de formas normais para anéis que, por envolver explicitamente

as idéias centrais do Captítulo 2, motiva o estudo mais abrangente, auxilia o estabele-

cimento das hipóteses a serem verificadas e sugere maneiras de abordar dificuldades na

demonstração dos principais resultados deste capítulo.

O presente traballlo não pretende contribuir com resultados originais relacionados ao

assunto, mas, sim, estender-se demorada e profundamente sobre cada etapa da construção

de alguns trechos do artigo de Bergman. Apesar de estarem propostas, nesse artigo,

diversas formulações do Lema do Diamante aplicadas a situações em diferentes estruturas

algébricas, nesta dissertação optei por apresentar apenas aquelas mais relacionadas à teoria

de anéis, pretendendo, com isso, produzir un] texto coeso e suficientemente compreensível
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para os que estão iniciando seus estudos em teoria de anéis não comutativos.

Resta dizer que o Lema do Diamante, tal como enunciado no artigo l31, tem sido

utilizado com alguma frequência em trabalhos de algebristas das mais diversas áreas,
como demonstram os artigos de Anick l21 e Makar-Limanov j121 e os mais recentes j131,

ISI e lill.

No restante desta introdução, minha intenção será a de estabelecer algumas notações

e fixar a terminologia utilizadas no decorrer da dissertação.

Os símbolos ]N e Z denotarão o conjunto dos inteiros positivos {1,2, . . .} e o anel

dos números inteiros, respectivamente. A referência ao conjunto IN U {0} será feita por

intermédio do símbo]o ]No.

Um conjunto dotado de uma operação binária associativa é chamado um semÍgmpo.

Um semigrupo que contenha um elemento unidade recebe a designação de monóíde. Um

gmpo é um monóide no qual todos os elementos têm un] inverso. Dizemos que um grupo

é um grupo abelia7}0 se a operação no conjunto subjacente for comutativa.

Por um ane/, entendemos um conjunto .R dotado de duas operações binárias + e

(esta segunda mais comumente denotado por justaposição) de maneira que (R, +) seja

um grupo abeliano e que estejam relacionadas por

(. + b)c - + bc e «(Z,+ c)

quaisquer que sejam a,b,c C R. Dizemos que R é um anel assocÍatíuo se (R, ') for um

semigrupo e comtztatiuo se aó = ba, para todos a,b C R. Um anel associativo R será
dito um ane/ com n dado se existir um elemento em R, denotado por 1, tal que (R, ., l)

sqa um monóide. Nesta dissertação trabalharemos apenas com anéis associativos com
unidade. Esse fato será frequentemente relembrado no decorrer do texto.

Um subconjunto / de um anel R é dito um deaZ â esquerda (resp. ideal ã direita)
de R se / for um subgrupo de (R,+) e se R/ Ç / (resp. /R Ç /). Um ideal b /ateraJ

de R é um subconjunto de R que é ao mesmo tempo um ideal à esquerda e um ideal
à direita. Homomorfismos de anéis, sub-anéis e anéis quocientes são conceitos tomados

como conhecidos e não serão definidos.

Seja k um anel associativo com unidade. Um k-módu/o à esquerda é um grupo
abeliano .A4 (escrito aditivamente) sobre o qual está definida unia ação do anel k, k x .M ---'
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À/, que leva o par (r, z) no elemento ra, satisfazendo as seguintes leis para todo r, rí C k
e z, zi C JI/:

,(«- + «,) (,: + ,,)«
(,-,2). = ,- (,,,) 1" = '-

Um k-módu/o à direita é um grupo abeliano M sobre o qual está definida uma ação do

ane[ k, .M x k ----» ]]/, que ceva o par (aç, r) no elemento =r, satisfazendo as seguintes leis

para todo r, r{ C k e #, zi C M:

(,- + «,), + «,, «(,. + ,,) + -,
«(,-,,) ),, 'l

Um grupo abe]iano ]W que é ao mesmo tempo um k-módulo à esquerda e um k-
módulo à direita e satisfaz

r(ar') = (7''#)r',

para todo z C À/ e r,r' C k, é dito um k-bimódu/o. As definições de homomorfismos de
k-módulos (ou aplicações k-lineares) e de k-biinódulos, k-submódulos, sub-k-bimódulos e
k-módulos e k-bimódulos quocientes são as correntes.

Um k-módulo (à esquerda) /{tlre JW é um k-módulo para o qual existe uma base, isto é,

um subconjunto S de 714 tal que todo elemento de JW tenha a forma )l:,CS r,s, onde apenas

uma quantidade finita dos r, C k é diferente de zero e estão unicamente determinados. A

definição de k-bimódulo livre é análoga, exigindo-se apenas que os elementos de ]U sejam

unicamente escritos na forma )l:,CS r,sr;
Dada uma família de k-módulos (à esquerda) (.IW;)iC/, indexada por um conjunto /,

define-se a soma direta da família (.A/i), denotado por Oic/ À4i, como sendo o k-módulo (à

esquerda) .A/ cujos elementos são famílias (z{)ic/ quase nulas, com zi € JUf, e as operações
são definidas coordenada . coordenada, isto é, (zi) + (z;) = (zi + z:) e r(zi) = (rzi).

Existem injeções naturais de cada .A/í em À/ dadas por af : ]U{ ---., .IW, C-i(y) - (Zi),

onde zi = g/ e açj = 0 se .J # {. A soma direta G)í.A/í pode ainda ser caracterizada
pela seguinte propriedade universal: dado um k-módulo (à esquerda) N' e uma família
de homomorfismos de k-módulos, g{ : .ll/i ----l .N, existe um único homomorfismo de k-

módulos g : G)iÀ/i ---.} .V tal que ga{ = gi, para todo ie .r. Para maiores detalhes ver l8,

Sec. i.51. A soma direta de uma família de k-bimódulos tem definição análoga.
Mais um último conceito sobre módulos precisa ser definido. Seja k um anel associa-

tivo com unidade e sejam .IW um k-módulo à direita e .N um k-módulo à esquerda. Um par
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módulos g: ffii Mi -t N tal que gai = 9i, para todo i E /. Para maiores detalhes ver [8, 

Sec. I.5]. A soma direta de uma farru1ia de k-bimódulos tem definição análoga. 

Mais um último conceito sobre módulos precisa ser definido. Seja k um anel associa

tivo com unidade e sejam M um k-módulo à direita e Num k-módulo à esquerda. Um par 
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(P, ./'), onde P é um grupo abeliano e / : M x .V ----., P uma função que é bilínear (isto

é, /(z + ;«',y) = ./'(a,y) + /(z',y), p'r' t'dos z,z' C M e y C .N) ' k-ó"/-««da (ist' é

.f(zr, y) = /(z, rg/), para todos 3 C .M, y C .N e r C k) é dito um prodt o ba/anceado de .M

e .V. Um produto tensorÍa] de .A/ e .N é um produto ba]anceado (]M ê9k N, ®) que satisfaz

a seguinte propriedade: dado (Q,g) um produto balanceado de .A/ e .N, existe um único
homomorfismo de grupos / : .A/ l8 .N ----+ Q tal que /o® = g. Produtos sensoriais sempre

existem j10, pp. 127-1281 e são únicos a menos de isomorfismos. Além disso, tendo em

vista algumas de suas propriedades, pode-se generalizar a definição de produto sensorial

para uma quantidade finita qualquer de É-módulos. Produtos sensoriais de k-bimódulos

podem ser dotados de uma estrutura de A-bimódulo, segundo a definição descrita em j10,

PP. 133-136].
Dado um anel comutativo k, uma k-áZgebra é um anel ,4 dotado de uma ação de k,

(r, r) --, ra, sob a qual ,4 é também uln Ê-módulo que satisfaz

,(,-«,) = («-)«, = '-(-,),

quaisquer que sejam r C k e zl, z2 C ,4. Todo anel é uma Z.-álgebra com a ação dada por

nz =z+...+z(n parcelas), se n 2 1, 0z = 0 e nz = --((--n)aç), se n < 0. As definições

de k-subálgebras e homomorfismos de k-álgebras são as usuais. Um comentário deve ser

feito acerca da definição de ideal de uma k-álgebra. Naturalmente, um subconjunto / de

uma, k-álgebra .A é definido como sendo um ideal se / for uln ideal de .4 como anel e um
k-submódulo de ,4 como k-módulo. Nesse caso define-se da maneira usual a k-álgebra

quociente Á//. No entanto, como todos os nossos anéis têm um elemento unidade l,
um ideal de uma k-álgebra .4 olhada apenas como um anel é automaticamente um k-
submódulo de .4 olhada como k-módulo. Isso deve-se ao fato de termos ra = r(la)

(rl)a € /, para todo a C / e r C A.

Maiores detalhes sobre as definições acima e propriedades dos objetos definidos po-

dem ser encontrados, por exemplo, em li61.

Faremos agora alguns comentários sobre conjuntos em geral. Dado um conjunto X,

uma ordem parcÍa/ em X é um subconjunto $ de X x X que satisfaz as três seguintes

propriedades (por conveniência, ao invés de escrevermos (z, y) C$, escreveremos # $ y):

(PI) transitividade : se 3 $ 3/ e Z/ $ z, então " $ z
(P2) anel-simetria : se z $ y e y $ z, então z = 3/;

5

(P, f), onde P é um grupo abeliano e J : M x N --+ P uma função que é bilinear (isto 

é, f(x + x',y) = f(x,y) + J(x',y), para todos x,x' EM e y EN) e k-balanceada (isto é 

J(xr,y) = J(x, ry), para todos x EM, y EN e r E k) é dito um produto balanceado de M 

e N. Um produto tensoríal de Me N é um produto balanceado (M ®k N, ®) que satisfaz 

a seguinte propriedade: dado (Q,g) um produto balanceado de Me N, existe um único 

homomorfismo de grupos J : M ® N --+ Q tal que /o ® = g. Produtos tensoriais sempre 

existem (10, pp. 127-128] e são únicos a menos de isomorfismos. Além disso, tendo em 

vista algumas de suas propriedades, pode-se generalizar a definição de produto tensorial 

para uma quantidade finita qualquer de k-módulos. Produtos tensoriais de k-bimódulos 

podem ser dotados de uma estrutura de k-bimódulo, segundo a definição descrita em (1 O, 

pp. 133-136]. 

Dado um anel comutativo k, uma k-álgebra é um anel A dotado de uma ação de k, 

(r, x) 1-► rx, sob a qual A é também um k-módulo que satisfaz 

quaisquer que sejam r E k e x 1 , x 2 E A. Todo anel é uma ~ -álgebra com a ação dada por 

nx = x + ... + x (n parcelas), se n 2: 1, Ox = O e nx = -(( - n)x), se n < O. As definições 

de k-subálgebras e homomorfismos de k-álgebras são as usuais. Um comentário deve ser 

feito acerca da definição de ideal de uma k-álgebra. Naturalmente, um subconjunto I de 

uma k-álgebra A é definido como sendo um ideal se I for um ideal de A como anel e um 

k-submódulo de A como k-módulo. Nesse caso define-se da maneira usual a k-álgebra 

quociente A/1. No entanto, como todos os nossos anéis têm um elemento unidade 1, 

um ideal de uma k-álgebra A olhada apenas como um anel é automaticamente um k

submódulo de A olhada como k-módulo. Isso deve-se ao fato de termos ra = r(la) = 

(rl)a E I, para todo a E/ e r E k. 

Maiores detalhes sobre as definições acima e propriedades dos objetos definidos po

dem ser encontrados, por exemplo, em [16]. 

Faremos agora alguns comentários sobre conjuntos em geral. Dado um conjunto X, 

uma ordem parcial em X é um subconjunto < de X x X que satisfaz as três seguintes 

propriedades (por conveniência, ao invés de escrevermos (x, y) E~, escreveremos x ~ y): 

(PI) transitividade : se x ~ y e y ~ z, então x ~ z; 

(P2) anti-simetria : se x ~ y e y ~ x, então x = y; 
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(P3) reílexividade : # $ z, para todo z C X

Uma ordem Fareja/ estMta em X é um subconjunto < de X x X que satisfaz (nova-

mente escrevendo :« < g/ no lugar de (z, y) e<):
(EI) transitividade : se z < y e y < z, então < z;
(E2) anel-reflexividade : 3 / g (o que quer dizer que (z, z) g<), qualquer que seja = C X.

Prova-se que, dada uma ordem parcial estrita em X, se definirmos g $ y se z = y

ou z < y, então $ será uma ordem parcial em X. Reciprocamente, se $ é uma ordem

parcial em X, então z < y se e somente se z $ y e 3 # g define uma ordem parcial estrita
em.,X

Uma ordem lota/ em X é uma ordem parcial $ em X tal que se #,3/ € X, então

]ç $ y ou y $ z. Uma ordem total em X é dita uma boa ordem se todo subconjunto não
vazio y de X tiver um elemento mínimo, isto é, se existir y C y tal que y $ z, qualquer

que seja # C y. Nesta dissertação lançaremos mão de unia formulação do Axioma da

Escolha que diz que todo conjunto pode ser bem ordenado, isto é, dado um conjunto X,
existe uma boa ordem em ..X

(P3) reflexividade : x ~ x, para todo x E X . 

Uma ordem parcial estrita em X é um subconjunto < de X x X que satisfaz (nova

mente escrevendo x < y no lugar de (x,y) E<) : 

(El) transitividade : se x < y e y < z, então x < z; 

(E2) anti-reflexividade: x f:. x (o que quer dizer que (x,x) ~<), qualquer que seja x E X . 

Prova-se que, dada uma ordem parcial estrita em X, se definirmos x ~ y se x = y 

ou x < y, então < será uma ordem parcial em X. Reciprocamente, se ~ é uma ordem 

parcial em X, então x < y se e somente se x < y ex=/- y define uma ordem parcial estrita 

em X. 

Uma ordem total em X é uma ordem parcial ~ em X tal que se x, y E X, então 

x ~ y ou y ~ x. Uma ordem total em X é dita uma boa ordem se todo subconjunto não 

vazio Y de X tiver um elemento mínimo, isto é, se existir y E Y tal que y ~ x, qualquer 

que seja x E Y. Nesta dissertação lançaremos mão de uma formulação do Axioma da 

Escolha que diz que todo conjunto pode ser bem ordenado, isto é, dado um conjunto X, 

existe uma boa ordem em X. 
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CJapítulo l

Motivação

Neste capítulo vamos estudar um probletna que motivou a criação da linguagem e a

prova do principal teoren)a do capítulo seguinte. Tratando-se apenas de uma motivação,

a, linguagem usada não será precisa e a liberdade de utilizar alguns termos não definidos

será tomada. As imprecisões aqui presentes serão removidas no capítulo que se segue,

onde todos os conceitos serão definidos rigorosamente.

A proposta aqui é resolver o seguinte problema

American Mathematical Monthly ADVANCKD PROBLEM 5082 jll. Siga 1? um ane/ rassoci-

atíuo,) no qua/ se z+z = 0 ou :+#+# = 0 segue qKe z = 0. Suponha qz&e a, b, c e a+Z)+c

Esse problema aparece naturalmente como extensão do mesmo problema para dois

idempotentes cuja soma é também idempotente. Mais precisamente : Sda R um ane/

rassocÍatiuo,) no qual se 3 + z = 0 segtle que z = 0. SwponÀa q e a, b e a + Z) sejam

idempotentes em R. E verdade que ab = 0?

A resposta neste caso é afirmativa, pois(a+ Z,y = a+b::> a'+ab+ ba + b' = a+b +

«Z, = --Z,«. Por o«tro lado, «Z, = .b' = (aZ,)b = (--Z,')Z, = --Z,(«Z,) = --Z,(--Z,a) = Z''" = Z,a.

Logo ab + ab = 0 e, portanto, ab = 0. No entanto, o problema anterior, com três
idempotentes, tem resposta negativa. E objetivo deste primeiro capítulo apresentar uma

justificativa para essa afirmação.

Podemos abordar nosso problema investigando o anel R definido por geradores a, b, c
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Capítulo 1 

Motivação 

Neste capítulo vamos estudar um problema que motivou a criação da linguagem e a 

prova do principal teorema do capítulo seguinte. Tratando-se apenas de uma motivação, 

a linguagem usada não será precisa e a liberdade de utilizar alguns termos não definidos 

será tomada. As imprecisões aqui presentes serão removidas no capítulo que se segue, 

onde todos os conceitos serão definidos rigorosamente. 

A proposta aqui é resolver o seguinte problema : 

American Mathematical Monthly ADVANCED PROBLEM 5082 [l]. Seja Rum anel (associ

ativo) no qual se x+x = O ou x+x+x = O segue que x = O. Suponha que a, b, e e a+b+c 

sejam idempotentes em R. É verdade que ab = O? 

Esse problema aparece naturalmente como extensão do mesmo problema para dois 

idempotentes cuja soma é também idempotente. Mais precisamente : Seja R um anel 

(associativo) no qual se x + x = O segue que x = O. Suponha que a, b e a+ b sejam 

idempotentes em R. É verdade que ab = O? 

A resposta neste caso é afirmativa, pois (a+ b )2 = a+ b => a2 + ab + ba + b2 = a+ b => 

ab = -ba. Por outro lado, ab = ab2 = ( ab )b = (-ba )b = -b( ab) = -b( - ba) = b2a = ba. 

Logo ab + ab = O e, portanto, ab = O. No entanto, o problema anterior, com três 

idempotentes, tem resposta negativa. É objetivo deste primeiro capítulo apresentar uma 

justificativa para essa afirmação. 

Podemos abordar nosso problema investigando o anel R definido por geradores a, b, e 
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. ..]arÃPq

a2

C2

(« + Z, + c)'

(1 .1 )

(1.2)

(1.3)

a+b+c

O comportamento dos elementos de um quociente de um anel livre é, em geral, de

difícil controle - as classes de equivalência podem, a princípio, não ter uma descrição

canónica simples. Mas no caso do anel R definido acima, conseguiremos apresentar uma

forma canónica de representar seus elementos, isto é, apresentar um sistema de represen'

dantes para as classes de equivalência de R.
Desenvolvendo a quarta equação, obtemos

a + b + c =(a+ Z) + c)2 = a2 + b2 + c2+ ab + ba+ ac+ ca + bc+ cb

Portanto, na presença de(1.1),(1 .2) e(1.3), essa equação é equivalente a

ba = --ab -- Z)c -- cb -- ac -- ca, (1.4)

e pode ser substituída por (1 .4).
Para descrever a manipulação dos elementos de R em busca de uma forma canónica de

representa-los, algumas definições serão introduzidas. Um monõmio arbitrário 3 será dito

redutzheZ (segundo (1.1)--(1.4)) se contiver alguma das sequências de letras que aparecem

do lado esquerdo das identidades do sistema de equações (1.1)--(1.4). Neste caso, aplicar

uma redução (associada a uma dessas identidades) a z (ou dizer que # sofre uma redução)

significará substituir em # a sequência que aparece do lado esquerdo da identidade em

questão pela combinação linear de monâmios que aparece do lado direito. Por exemplo,

tomando a = Z,Z,a, ao aplicar a redução associada a (1.4) a a, obtemos z = b(--aZ) -- bc --

cZ' -- ac -- ca) = --bab -- b'c -- bcZ, -- bac -- bca. Um monâmio é dito {rredutú'e/ se não for

redutível. Expressões derivadas dessas terão sentido óbvio no contexto.

No caso do anel R, existem monõmios ambiÜtlos, isto é, sequências de letras que

podem sofrer dois tipos diferentes de redução. São os monâmios que contêm as sequências

aaa, bbb, ccc; baa, bba

8

e relações 

ª2 a (1.1) 

b2 b (1 .2) 

c2 e (1 .3) 

(a+b+c) 2 a+ b + e. 

O comportamento dos elementos de um quociente de um anel livre é, em geral, de 

difícil controle - as classes de equivalência podem, a princípio, não ter uma descrição 

canônica simples. Mas no caso do anel R definido acima, conseguiremos apresentar uma 

forma canônica de representar seus elementos, isto é, apresentar um sistema de represen

tantes para as classes de equivalência de R. 

Desenvolvendo a quarta equação, obtemos : 

a+ b +e= (a+ b + c) 2 = a2 + b2 + c2 + ab + ba + ac + ca + bc + cb. 

Portanto, na presença de (1.1 ), (1.2) e (1.3), essa equação é equivalente a 

ba = -ab - bc - cb - ac - ca, (1 .4) 

e pode ser substituída por (1.4). 

Para descrever a manipulação dos elementos de R em busca de uma forma canônica de 

representá-los, algumas definições serão introduzidas. Um monômio arbitrário x será dito 

redutível ( segundo ( 1.1 )-( 1.4)) se contiver alguma das seqüências de letras que aparecem 

do lado esquerdo das identidades _do sistema de equações (1.1)-(1.4). Neste caso, aplicar 

uma redução ( associada a uma dessas identidades) a x ( ou dizer que x sofre uma redução) 

significará substituir em x a seqüência que aparece do lado esquerdo da identidade em 

questão pela combinação linear de monômios que aparece do lado direito. Por exemplo, 

tomando x = bba, ao aplicar a redução associada a (1 .4) a x, obtemos x = b(-ab - bc -

cb - ac - ca) = -bab - b2c - bcb - bac - bca. Um monômio é dito irredutível se não for 

redutível. Expressões derivadas dessas terão sentido óbvio no contexto. 

No caso do anel R, existem monômios ambíguos, isto é, seqüências de letras que 

podem sofrer dois tipos diferentes de redução. São os monômios que contêm as seqüências 

aaa, bbb, ccc; baa, bba. 
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As três primeiras são reste/zíueis, ou seja, ambas as reduções fornecem a mesma pala-

vra, pois, por exemplo, (aa)a = aa = a e a(aa) = aa = a. Efetuando-se as duas reduções

na penúltima seqüência obtemos, por um lado,

Z,- -) «sendo (1.1)

e, por outro lado, usando (1.4),

b- (-«Z, - Z,c - .Z, - - - c.)«
--aba -- Z)ca -- cba -- aca -- caa

Realizando-se, agora, as reduções associadas a (1.4) em aba e cba e (1.1) ein caa, temos

--a(--ab -- bc -- cb -- ac -- ca) -- bca -- c(--ab -- bc -- cb -- ac -- ca) -- aca -- ca
b + abc + acZ) + ac -- Z)ca + caZ) + cZ)c + cb + cac.a

A última igualdade é obtida por intermédio de (1.1) e (1.3). Desta maneira, igualando-se

as duas formas possíveis para baa, obtemos a seguinte equação:

aZ) + abc + acb + ac Z)ca + cab + cZ)c + cb + cac

Por (1.4), isolando-se um termo arbitrário, temos

bca = abc+ acb + cab + cac + cbc + 2ab + 2ac + 2cb+ bc + ca. (1.5)

Através de um processo totalmente análogo, podemos obter uma equação derivada

das duas reduções possíveis de bba, que é a mesma obtida de Z)aa, uiz., (1.5).

Se adicionarmos (1.5) ao nosso conjunto de relações, baa e bba reduzem-se a uma

mesma expressão. Entretanto, ao adicionarmos ( 1 .5), criamos duas novas ambiguidades

boca e bcaa.

Comecemos por estudar boca. Por um lado, temos

bbc« c«

Por outro lado,

Z,(bc.)

Z,(aZ,c + acb + caó + cac + cbc + 2aZ' + 2cb + Z'c + ca), por 1 .5

baba + bacb + bcab + Z)cac + bebe + 2Z)aZ) + 2bcb + bZ)c + bca.

9

As três primeiras são resolúveis, ou seja, ambas as reduções fornecem a mesma pala

vra, pois, por exemplo, (aa)a = aa = a e a(aa) = aa = a. Efetuando-se as duas reduções 

na penúltima seqüência obtemos, por um lado, 

baa = b(aa) = ba, usando (1.1) 

e, por outro lado, usando (1.4), 

baa = (ba)a (-ab- bc - cb - ac - ca)a 

-aba - bea - eba - aea - eaa . 

Realizando-se, agora, as reduções associadas a (1.4) em aba e eba e (1.1) em eaa, temos 

baa -a( -ab - be - eb - ae - ea) - bca - e( -ab - bc - cb - ae - ea) - aca - ca 

ab + abc + aeb + ae - bea + cab + ebc + cb + cae. 

A última igualdade é obtida por intermédio de (1.1) e (1.3). Desta maneira, igualando-se 

as duas formas possíveis para baa, obtemos a seguinte equação: 

ba = ab + abe + aeb + ae - bea + eab + ebe + eb + eac. 

Por (1.4), isolando-se um termo arbitrário, temos 

bca = abe + aeb + cab + cac + cbc + 2ab + 2ae + 2eb + be + ca. (1.5) 

Através de um processo totalmente análogo, podemos obter uma equação derivada 

das duas reduções possíveis de bba, que é a mesma obtida de baa, viz., (1.5). 

Se adicionarmos (1.5) ao nosso conjunto de relações, baa e bba reduzem-se a uma 

mesma expressão. Entretanto, ao adicionarmos (1.5), criamos duas novas ambigüidades : 

bbea e beaa. 

Comecemos por estudar bbea. Por um lado, temos 

bbea = ( bb )ca = bca. 

Por outro lado, 

bbea b(bea) 

b(abe + acb + eab + eae + ebc + 2ab + 2cb + bc + ca), por 1.5 

babe+ bacb + beab + beac +bebe+ 2bab + 2beb + bbe + bea. 
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O lado direito da identidade acima é combinação linear de monâmios que ou admitem um

único tipo de redução associada a uma das identidades (1 .1)-(1.5) (que é o caso de babc,

bacb, bab, bac, Z)cab, bcac, bca e bbc) ou são irredutíveis, isto é, não contêm seqüências que

apareçam do lado esquerdo das identidades (1 .1)--(1 .5), neste caso, apenas bcb. Realizadas

as reduções associ.das a (1.4) em baba, bacb, baZ, e bac, (1.5) em Z'cab, bcac e bca, e (1.2)

em bbc, obtemos a equação

boca = abc + acb + cab + cac + cbc+ 2ab+ 2ac + 2cb + bc + ca,

que, por (1.5), é igual a bca. Logo, boca era apenas aparentemente uma alnbigüidade, uma

vez que realizadas as duas possíveis reduções en] boca, obtemos um mesmo elemento.
Uma análise semelhante de Z)caa fornece-nos o mesmo resultado. Ou seja, bcaa = Z)ca,

quaisquer que sejam as reduções associadas a (1.1)--(1.5) realizadas em Z'caa.

Como não há mais ambiguidades nos monõmios de R, não é necessário adicionarmos

novas relações ao nosso sistema.

Examinando as equações (1.1)-(1.5), notamos que se um monâmio z não contiver

nenhuma repetição sucessiva de uma mesma letra (que é o caso dos monõmios que apare'

cem no lado esquerdo das identidades (1.1 )-(1 .3)), nem ocorrências da letra b à esquerda

da letra a (o que acontece nos monõmios que aparecem no lado esquerdo de (1 .4) e (1 .5)),
então a será irredutível. Essas condições são tanll)ém necessárias para a descrição dos

monâmios irredutíveis. De fato, se um monõmio a é irredutível, então 3 não contém re-

petições sucessivas de uma mesma letra (senão feri' redutível por (1.1), (1.2) ou (1 3))

Se, por outro lado, z contém alguma ocorrência de b à esquerda de a, então podemos

garantir que # é redutível. Demonstraremos esse fato por indução sobre o comprimento

da subpalavra de z compreendida entre um b que ocorre à esquerda de um a em z. Su-
ponha que 2 = ybZal'V, onde y, Z e W são monõmios, que eventualmente possam ser
também o monâmio vazio. Dado um monõmio T, denotemos por cpt(T) o comprimento

de T, isto é, o números de letras que aparecem em T. Se cpt(Z) = 0, então 3 = ybaW, e

portanto a é redutível. Se cpt(Z) = 1, então, z = ybaaW ou z = yZ, aW ou # = ybcaW
e, novamente, a é redutível. Se cpí(Z) > 1, suponhamos, por hipótese de indução, que
todo monâmio y'Z,Z'aW' é redutível se cpt(Z') < cpt(Z) e provemos que z é redutível.

Como cpt(Z) ? 2, podemos escrever Z = ziz2Z', onde zl e z2 são letras (a, Z) ou c) e

CPt(Z') = cpt(Z) -- 2 < cpt(Z) (estou novamente admitindo que Z' possa s'r o monâmio
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O lado direito da identidade acima é combinação linear de monômios que ou admitem um 

único tipo de redução associada a uma das identidades (1.1)-(1.5) (que é o caso de babe, 

baeb, bab, bae, bcab, bcac, bea e bbe) ou são irredutíveis, isto é, não contêm seqüências que 

apareçam do lado esquerdo das identidades ( 1.1 )-( 1.5), neste caso, apenas beb. Realizadas 

as reduções associadas a (1.4) em babe, baeb, babe bae, (1.5) em beab, beae e bea, e (1.2) 

em bbe, obtemos a equação 

bbea = abc + aeb + eab + eae + ebe + 2ab + 2ae + 2eb + be + ea, 

que, por ( 1.5), é igual a bea. Logo, bbea era apenas aparentemente uma ambigüidade, uma 

vez que realizadas as duas possíveis reduções em bbca, obtemos um mesmo elemento. 

Uma análise semelhante de beaa fornece-nos o mesmo resultado. Ou seja, beaa = bca, 

quaisquer que sejam as reduções associadas a (1.1 )-(1.5) realizadas em beaa. 

Como não há mais arnbigüidades nos monômios de R, não é necessário adicionarmos 

novas relações ao nosso sistema. 

Examinando as equações (1.1 )-(1.5), notamos que se um monômio x não contiver 

nenhuma repetição sucessiva de uma mesma letra ( que é o caso dos monômios que apare

cem no lado esquerdo das identidades ( 1.1 )-( 1.3)), nem ocorrências da letra b à esquerda 

da letra a (o que acontece nos monômios que aparecem no lado esquerdo de (1.4) e (1.5)), 

então x será irredutível. Essas condições são também necessárias para a descrição dos 

monômios irredutíveis. De fato, se um monômio x é irredutível, então x não contém re

petições sucessivas de uma mesma letra (senão seria redutível por (1.1), (1.2) ou (1.3)). 

Se, por outro lado, x contém alguma ocorrência de b à esquerda de a, então podemos 

garantir que x é redutível. Demonstraremos esse fato por indução sobre o comprimento 

da subpalavra de x compreendida entre um b que ocorre à esquerda de um a em x. Su

ponha que x = YbZaW, onde Y, Z e W são monômios, que eventualmente possam ser 

também o monômio vazio. Dado um monômio T, denotemos por ept(T) o comprimento 

de T, isto é, o números de letras que aparecem em T. Se ept(Z) = O, então x = YbaW, e 

portanto x é redutível. Se cpt(Z) = 1, então, x = YbaaW ou x = YbbaW ou x = YbeaW 

e, novamente, x é redutível. Se ept(Z) > 1, suponhamos, por hipótese de indução, que 

todo monômio Y'bZ'aW' é redutível se ept(Z') < cpt(Z) e provemos que x é redutível. 

Como ept(Z) 2". 2, podemos escrever Z = z1z 2 Z', onde z1 e z2 são letras (a, b ou e) e 

cpt(Z') = ept(Z) - 2 < ept(Z) (estou novamente admitindo que Z' possa ser o monômio 
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vazio). Analisemos todas as possibilidades para zi e z2:

B se zl = a, então z = yZ)az2Z'aW, portanto redutível, por (1 .4),

B se zi = Z), então z = ybbz2Z'aW, portanto redutível, por (1.2),

e se zi = c e z2 = a, então z = ybcaZ'aW', portanto redutível, por (1.5),

= ó, então z = ybcbZ'aW, portanto redutível, por hipótese deZ2ee se zl = c

indução,

e se zi = c e z2 = c, então z = ybccZ'aW, portanto redutível, por (1.3).

Logo, os monâmios irredutíveis são exatamente aqueles nos quais não há repetição suces-
siva de uma mesma letra, e sequências com b à esquerda de a nunca ocorrem.

O processo de redução sempre termina, pois em (1.1)--(1.5) ocorre que o lado direito
da identidade é combinação linear(inteira) de termos(A) de comprimento menor que o do

lado esquerdo, ou (B) de mesmo comprimento que o do lado esquerdo que têm (i) menos

ocorrências de b à esquerda de a e (íi) número total de ocorrências de b (resp. a) menor

ou igual ao número total de ocorrências de b (resp. a) no termo do lado esquerdo.

Assim, aplicando-se as reduções (1 .1)-(1 .5) a um monâmio qualquer, o novo elemento

obtido terá as mesmas características (A) e (B) quando comparado ao monõmio original.

OBS.: (B)(ii) faz-se necessário para garantirmos que o passo seguinte de redução não

produzirá termos com maior ou igual número de ocorrências de b à esquerda de a. Por
exemplo, se em (1 .5) tivéssemos um termo aca, a redução de Z)coca teria um termo bcaca,

que tem o mesmo número de ocorrências de b à esquerda de a (a saber, 2) que bcbca.

Logo o processo de redução de uma palavra arbitrária sempre termina em uma com-

binação linear (inteira) de monõmios irredutíveis, e essa combinação linear é única, pois

não há ambiguidades no sistema de reduções.

Conclui-se que o conjunto de todos os monânüos irredutíveis forma uma base para
R como Zl-módulo. Assim, R é um Z-módulo livre e, portanto, é livre de torçãol em

particular, 2z # 0 e 3# # 0 se z ?é 0. Mas ab # 0, pois ab é um elemento irredutível e,
portanto, um elemento da base de R sobre Z.

Logo a resposta para o problema apresentado no início do capítulo é negativa.

No artigo j141, o autor apresenta uma solução alternativa para esse mesmo problema,

mas que, por não envolver as idéias presentes no Capítulo 2, não será descrita aqui.
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Capítulo 2

Sistemas de Redução

Neste capítulo, a fim de demonstrar uin teorema motivado pelo exemplo ilustrado

no capítulo anterior, introduziremos a notação a ser utilizada e uma série de definições

necessárias para a formalização das idéias centrais desta dissertação, que giram ein torno

do conceito de redução de polinõmios.

2.1 O Lema do Diamante

Seja k um anel associativo, comutativo e com unidade, e seja X um conjunto não
vazio arbitrário. Chamaremos os elementos de X de /eiras e as sequências ânitas de

elementos de X de paZauras ou monómÍos. Denotaremos por <X> o semigrupo livre com

unidade gerado por X (ou o monóide livre gerado por X), que é constituído pelas palavras

cujas letras estão ein X, isto é, <X> = {.Ai .. ...4. : .Aí C X, n € 1N}, munido de uma

operação binária associativa dada pela justaposição de palavras, sendo o elemento neutro

a palavra vazia. Seja, agora, k<X> a k-álgebra associativa livre gerada por X

k<x> E Àww : wc <x>1,
1. wc<.x > J

onde as famílias (Xw)wcCx> são quase nulas, isto é, existe apenas um número finito de
Àn, diferentes de zero. Dois elementos a e b de k<X> são iguais se os coeficientes dos

12

Capítulo 2 

Sistemas de Redução 

Neste capítulo, a fim de demonstrar um teorema motivado pelo exemplo ilustrado 

no capítulo anterior, introduziremos a notação a ser utilizada e uma série de definições 

necessárias para a formalização das idéias centrais desta dissertação, que giram em torno 

do conceito de redução de polinômios. 

2.1 O Lema do Diamante 

Seja k um anel associativo, comutativo e com unidade, e seja X um conjunto não 

vazio arbitrário. Chamaremos os elementos de X de letras e as seqüências finitas de 

elementos de X de palavras ou monômios. Denotaremos por (X) o semigrupo livre com 

unidade gerado por X (ou o monóide livre gerado por X), que é constituído pelas palavras 

cujas letras estão em X, isto é, (X) = { A 1 •.• An : A E X, n E IN}, munido de uma 

operação binária associativa dada pela justaposição de palavras, sendo o elemento neutro 

a palavra vazia. Seja, agora, k(X) a k-álgebra associativa livre gerada por X: 

k(X) = { I: .XwW: W E (X )}, 
WE(X) 

onde as fanu1ias (Àw )WE(X) são quase nulas, isto é, existe apenas um número finito de 

Àw diferentes de zero. Dois elementos a e b de k(X) são iguais se os coeficientes dos 

12 



monâmios correspondentes forem iguais, isto é, se a = }:wc<x> ÀwW e b = E:wC<x> PwW,
então a = Z, se e se:Dente se (Àw)wc(x> = (pw)wc(x>. O conjunto k<X> é um grup'
aditivo abeliano, definindo-se a soma componente a componente, e também um k-módulo
via

k x k<X> ----, k<X>

(P, >: À«W) ---' E (PÀw)W.
we<x>weex>

O k-módulo k<X> munido da aplicação bilinear

k<X> x k<X> ---, X;<X>

( E .XwW, E Pw,W) ---' E '7zZ,
we<x> w'e<x> ze<x>

onde 77z = }: Àwpw., é uma k-álgebra associativa que, como k-módulo, é livre de base
W l.'r J =Z

(X>. É comum denominar os elementos de k<X> de poZinómios nas variáveis X

OBS. l: Os elementos de X;<X> podem taml)ém ser denotados por somas finitas onde apa-

recem apenas aqueles termos com coeficientes não nu]os. isto é, dado a = ::wc(x> ÀwW C

k<X>, a família (Àw)wc<x> é quase nula. Suponl)a que llW C <X> : Àw # 0ll = n > 0.

(No caso em que n = 0, denota-se, trivialmente, a = 0.) Se enumerarmos os elementos
do conjunto acima, Wi , W2, . . . , W., podemos escrever a = :wc<x> ÀwW = )1:L:. Àw.Wi.

Para simplificar a notação, escrevendo-se Ài ao invés de Àw., tem-se a = )1:E:i kiwi. To-

maremos a liberdade de utilizar ambas as notações, pois há contextos onde uma é mais

conveniente que a outra e vice-versa.

OBS. 2: A A-álgebra associativa livre gerada por X, k<X>, é mais coinumente defi-

nida pela seguinte propriedade universal. Dado um anel k associativo, comutativo e com

unidade e um conjunto X, dizemos que uma k-álgebra associativa F' é uma k-áZgebra

associativa /jure gerada por X, ou sobre X, se existir uma função { : X ---.-} F', ta] que

qualquer função 0 : X ---, .B de X en] uma outra k-álgebra associativa .B possa ser
unicamente fatorada por i, isto é, dada 0 : X ---., B, existe um único homomorfismo (de

k-álgebras associativas) 0' : f' ---} Z? tal que o diagrama abaixo comuta.
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Pela propriedade universal de que goza, prova-se facilmente que, se existir, /' é única
a menos de isomorfismo. A k-álgebra associativa k<X> definida anteriormente verifica a

propriedade universal acima, como é fácil de se ver, e, portanto, é uma k-álgebra associ-

ativa livre gerada por X. Pela unicidade a menos de isomorfismo, dizemos que k<X> é a

k-álgebra associativa livre gerada por X. (Uma descrição mais detalhada de k<X> e suas

propriedades encontra-se em l7, pp. S9--621.)

Seja S um conjunto (não vazio) de pares da forma a = (Wa,/a), onde Wa C <X>
e /a € k<X>, ou seja, S é apenas um subconjunto de <X> x k<X>. Dados cr C S e .A,

B C <X>, seja r.4,B : k<X> ----} k<X> o endomorfismo de k-módulos definido sobre os

monâmios da base <X> por

O endomorfismo r.4.B, então, é a identidade sobre todos os monâmios de <X> com excessão

de ,4W..B, o qual é transformado en] Á/aB (ou reduzido a .4/a.B).

O conjunto S é chamado um sistema de redução e os operadores lineares r.4aB

k<X> ---, k<X> definidos acima são chamados reduções (associadas a S)- Dizemos que
uma redução r..4.B atum tríuialmente em um polinâmio a € k<X> se o coeficiente do
monâmio ,4W.B em a é zero, ou, em termos menos precisos, se a "não envolve" o monâmio

,4W..BI caso contrário, dizemos que r..4.B afia não tríuia/mc7zte em a. Um elemento

a C k<X> é dito !rredtítzhe/ (segundo S) se toda redução aduar trivialmente em a, isto é,
se a não envolver nenllum monõmio ,4W.B, com ,4, B € <X> e a € S. Fixado um sistema

de redução S, o conjunto formado por todos os elementos irredutíveis segundo S forma

um k-submódulo de Ê<X>, que é denotado por k<X>{,,. A prova desse fato é imediata e

não será feita aqui.

Neste capítulo, S será um sistema de redução arbitrário porém fixado e todos os
conceitos introduzidos serão relativos a S.

Indicaremos unia sequência finita de reduções por (ri, . . . , r«), ou equivalentemente

por(r{)L., e uma sequência infinita de reduções será indicada por(rl, r2,. . .), ou(r{)icn-
Em ambos os casos 7'i será uma abreviação para T',4i,.B.. Dado a C k<X>, uma sequência

finita de reduções(I'l,. . .,r.) é dita ./ina/ em « se r.. . . rl(a) € k<X>i,,
Em princípio, un] elemento a € k<X> pode sofrer a ação de reduções sucessivas

y
a'

,.,,.B(}''
se y # .4WaB
se y = .4W.l?
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indefinidamente de maneira a modifica-lo a cada passo. Esse elemento caracteriza-se pela

seguinte propriedade: existe uma seqiiência infinita de reduções (ri,r2, . . .) tal que rf
atum não trivialmente em ri.i . . . I'i(a), para todo à € F'í. A infinitude desse processo de

redução confere a a a característica de ser um elemento de difícil controle dentre todos os

elementos de k<X>. Isso motiva a definição seguinte. Um elemento a C k<X> é dito de

redução ./imita se, para toda sequência infinita de reduções (ri , r2, . . .), existir io € 1N, que

depende de a e da seqüência de reduções, tal que ri atue trivialmente em ri-i ... ri(a) para

todo { > {o. E claro que todo elemento irredutível é de redução finita. Segue da definição

que o conjunto dos elementos de redução finita em k<X> forma um k-submódulo de k<X>.

Um elemento a C k<X> que não é de redução finita tem a propriedade de, dada uma

sequência (ri)ícn, para cada n C ]N, existir i= i(n) > n tal que ri atue não trivialmente

em ri.i . . .ri(a). Podemos, então construir a subseqüência (ríJ)jCW de (ri)feN formada

apenas por aqueles riJ que atuam não trivialmente em rí,-l . . . ri(a). E, assim, temos que

existe uma sequência infinita de reduções, (rfj)jeN, tal que ri, agua não trivialmente em

ri,.. - . . ri: (a), para todo .j C ]N. Logo, podemos caracterizar a por esta propriedade, uma

vez que ela é obviamente equivalente à negação da afirmação de a ser de redução finita.

Proposição 2.1 Se a C k<X> é de redução ./inata, e7zíão ezíste uma seqüéncia./ínaJ em a.

Prova Suponhamos que não exista sequência final em a. Em particular, a não

é irredutível, senão, toda sequência finita de reduções seria final em a. Vamos definir
recursivamente uma sequência infinita de reduções. Como a não é irredutível, existe uma

redução rl que agua não trivialmente em a. Tendo definido a redução rn para n 2 1,

vamos definir r.+i. Sabemos que r. . . .ri(a) não é irredutível, pois senão (ri)LI seria

final em a. Logo, existe redução r que atum não trivialmente em I'« . - .rl(a). Tomamos

rn+l ' r. Dessa maneira, construímos uma seqüência infinita de reduções (ri)ieN tal que
ri agua não triviahnente em ri-l . . . ri(a) para todo ie 1N. Isso é uma contradição com a

hipótese de a ser de redução finita. Logo, existe pelo menos uma sequência final em a. U

Denominamos um elemento a € k<X> um elemento de redução tí71ica se a for de
redução finita e se dadas duas sequências finais arbitrárias em a, (ri)LI e (sj)=:i, segue

r. . . . ri(a) = s« . . . sl(a), ou seja, se a imagem de a por qualquer composição de reduções

de uma sequência anal em a for sempre a mesma. Esse valor comum será denotado por

rs(a).
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atua não trivialmente em ri-l · .. r 1 (a), para todo i E IN. A infinitude desse processo de 

redução confere a a a característica de ser um elemento de difícil controle dentre todos os 

elementos de k(X). Isso motiva a definição seguinte. Um elemento a E k(X) é dito de 

redução finita se, para toda seqüência infinita de reduções ( ri, r 2 , .•• ), existir i0 E IN, que 

depende de a e da seqüência de reduções, tal que ri atue trivialmente em ri- l ... r1 (a) para 

todo i > i 0 • É claro que todo elemento irredutível é de redução finita. Segue da definição 

que o conjunto dos elementos de redução finita em k(X) forma um k-submódulo de k(X). 

Um elemento a E k(X) que não é de redução finita tem a propriedade de, dada uma 

seqüência ( ri)iEN, para cada n E IN, existir i = i( n) > n tal que ri atue não trivialmente 

em ri-l ... r1 ( a). Podemos, então construir a subseqüência (riJjElN de (ri)iEN formada 

apenas por aqueles r i; que atuam não trivialmente em ri;-l .. . r 1(a). E, assim, temos que 

existe uma seqüência infinita de reduções, (ri;)jEN, tal que ri; atua não trivialmente em 

ri;-i . . , ri 1 (a), para todo j E IN. Logo, podemos caracterizar a por esta propriedade, uma 

vez que ela é obviamente equivalente à negação da afirmação de a ser de redução finita. 

Proposição 2.1 S e a E k(X ) é de redução finita, então existe uma seqüência final em a. 

Prova Suponhamos que não exista seqüência final em a. Em particular, a não 

é irredutível, senão, toda seqüência finita de reduções seria final em a. Vamos definir 

recursivamente uma seqüência infinita de reduções . Como a não é irredutível, existe uma 

redução r 1 que atua não trivialmente em a . Tendo definido a redução 1'n para n ~ 1, 

vamos definir rn+l · Sabemos que r11 ... r1 (a) não é irredutível, pois senão (1'i)?=t sena 

final em a. Logo, existe redução r que atua não trivialmente em r11 ••• r1(a). Tomamos 

r11+1 = r. Dessa maneira, construimos uma seqüência infinita de reduções (ri)iEN tal que 

ri atua não trivialmente em 1'i-t .. . r 1 (a) para todo i E IN. Isso é uma contradição com a 

hipótese de a ser de redução finita. Logo, existe pelo menos uma seqüência final em a. ■ 

Denominamos um elemento a E k(X) um elemento de redução única se a for de 

redução finita e se dadas duas seqüências finais arbitrárias em a, (ri)i~l e (sj)j=t, segue 

r11 ••• r1 (a) = s111 ••• s1(a), ou seja, se a imagem de a por qualquer composição de reduções 

de uma seqüência final em a for sempre a mesma. Esse valor comum será denotado por 

rs(a) . 

15 



Lema 2.1 Soam a C k<X> e (ri)E:i wma sequência ./ín ta qzla/quer de reduções. Z)e-
notemos por r a composição dessas reduções, isto é, r = r. . . .ri. Valem as sega ates

implicações:

(i) se a é de redução $nita, então r(.a) é de redução Frita;

rí0 .e « á de «d«ção á«{c«, e«tã. r(«) é de «d«çã' á«{c« e «('(«)) - 's(").

Prova (i) Seja (s{)icn uma sequência infinita qualquer de reduções. Considere a

sequência(t{)iCn dada por ti ' ri, para i' l,.. .,n e t«+j = sj, param C IN. Como a é de

redução finita, existe ko € ]N, que posso tomar maior que n, tal que tk atum trivialmente em

tA.i... tl(a) para todo k > ko, isto é, t.+j agua trivialmente em t«+j-i . .. t.+tt« ... tl(a)

para todo J > Ao--n, ou seja, sj agua trivialmente em sj-i . . . si(r(a)) para todo j > ko--n.

Portanto, r(a) é de redução finita. (ii) Pelo item anterior, r(a) é de redução finita.
Sda, agora, (si)E. «ma sequência final arbitrária em r(a). Então, Sm.. .SI(r(a)) -

s....sir....ri(a) C k<X>.,,, isto é,(,-,...,r«,':,...,s.) é fi«al "I ". Como « é d'
redução única, s. . . . si(r(a)) = rs(a). Logo, I'(a) é de redução única e vale a igualdade

,'.(,(«)) = ,s(«). H

Os dois lemas seguintes têm como finalidade lidar com passagens mais técnicas que

serão encontradas na demonstração do Teorema 2.1 que será enunciado mais adiante.

Lema 2.2 0 c07Üunto dos e/eme7ztos de redução líRIca de A<X> á um k-submóduZo e rs

cí uma ap/ilação k-/inear desse SKómód /o em k<X>i,,

Prova Sejam a, Z) € k<X> dois elementos de redução única e seja cr C k. Sabemos

que cra + b é de indução ânita. Seja (r{)Ea uma sequência final qualquer em cla + b.
Denotemos r = r. . . . r. . Pelo Lema 2.1 (ii), r(a) é de redução única e, portanto, existe uma

composição de reduções r' tal que r'r(a) = rs(a). Analogamente, existe uma composição

de reduções «« tal q«e ,,",',(Z,) = ,s(Z,). Como ,(a« + b) é i«ed«cível, temos ,(a« + b) =

,"r'r(a« + b) = a,",',(a) + ,",',(b) = a,s(«) + ,s(Z,). Porá-to a' + Z, é d' r'duçã' ú"im
e ,.(a« + b) = a,.(«) + ,.(Z,). n

O Lema 2.3 a ser enunciado abaixo é uma generalização do resultado apresentado no

item (ii) do Lema 2.1.
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Lema 2.1 Sejam a E k(X) e (ri)f=1 uma seqüência finita qualquer de reduções. De

notemos por r a composiçao dessas reduções, isto é, r = rn ... r1. Valem as seguintes 

implicações: 

(i} se a é de redução finita, então r( a) é de redução finita; 

(ii) se a é de redução única, então r(a) é de redução única e rs(r(a)) = rs(a). 

P rova (i) Seja (si)ieN uma seqüência infinita qualquer de reduções. Considere a 

seqüência (ti)ieN dada por ti = ri, parai= 1, ... , n e tn+i = s1, para j E IN. Como a é de 

redução finita, existe k0 E IN, que posso tomar maior que n, tal que tk atua trivialmente em 

tk- 1 ... t1(a) para todo k > ko, isto é, tn+i atua trivialmente em tn+i-1 ... tn+1tn ... t1(a) 

paratodoj > k0 -n,ouseja,s1 atuatrivialmenteems1_ 1 ... s 1 (r(a))paratodoj > k0 - n. 

Portanto, r(a) é de redução finita. (ii) Pelo item anterior, r(a) é de redução finita. 

Seja, agora, (si)?,; 1 uma seqüência final arbitrária em r(a). Então, Sm ... s1(r(a)) = 

Sm ... s1r11, .. r1(a) E k(X)irr' isto é, (r1, .. ,,r11,s1, .. ,,sm) é final em a. Como a é de 

redução única, sm ... s1(r(a)) = rs(a). Logo, r(a) é de redução única e vale a igualdade 

rs(r(a)) = rs(a). ■ 

Os dois lemas seguintes têm como finalidade lidar com passagens mais técnicas que 

serão encontradas na demonstração do Teorema 2.1 que será enunciado mais adiante. 

Lema 2.2 O conjunto dos elementos de redução única de k(X) é um k-submódulo e rs 

é uma aplicação k-linear desse submódulo em k(X) irr. 

Prova Sejam a, b E k(X) dois elementos de redução única e seja a E k. Sabemos 

que aa + b é de redução finita. Seja (ri)f=t uma seqüência final qualquer em aa + b. 

Denotemos r = rn ... r1 . Pelo Lema 2.l(ii), r(a) é de redução única e, portanto, existe uma 

composição de reduções r' tal que r'r(a) = rs(a). Analogamente, existe uma composição 

de reduções r" tal que r"r'r(b) = rs(b). Como r(aa + b) é irredutível, temos r(aa + b) = 

r"r'r(cra + b) = ar"r'r(a) + r"r'r(b) = ars(a) + rs(b). Portanto aa + b é de redução única 

e rs(aa + b) = ars(a) + rs(b). ■ 

O Lema 2.3 a ser enunciado abaixo é uma generalização do resultado apresentado no 

item (ii) do Lema 2.1. 
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Lema 2.3 Suponha g?ze a,b,c C k<X> sejam poJ múmias não nu/os tais gt&e, para todos
os monómios .A, B, C' ocom'ando com coe$cientes nã0 7 u/as em a, b, c, respecliuamente, o

produto ABC seja de redução única. (Em particular, isso implica que abc é de redução
ú«ic«.) Sd« , «"'," "mp«{ção q««/q«e, d. «d«çãe'. E«tã. .,(b)' é 'í' "d«çã. .í«!" e

,.(«(b)c) = «(«Z,c).

Prova Comecemos por estudar o caso em que a, b, c são monâmios .4, .B, (-; e r é uma

redução to.Z. Nesse caso, temos ,4ro.z(.B)O' = r.40.Za(.4BC'). Se Z' for um elemento

arbitrário de k<X>, b = E=:i PÍ.Bj, vale a igualdade .Aro.z(b)O - r.40.za('4Z'Cy), pois

,4,O.E(Z,)O = .A,O.E(E=- Pj.Bj) = E I Pj(Á'O.E(Bj)O') - E: PJ'.40,Ea(ÁBja) -

r.40.Za(.Aba). Seja, agora, (r{)L:. uma sequência qualquer de reduções, onde ri abre-
via to...z.. Considere a sequência (rÍ)::i dada por r; ' r.40...E.a. Então, se .4, .B, C' são
mo«â«ios q«aisquer, ,4r,.. . ,-(B)C' = ,;( 4,,--i. . . r-(-B)O') = r;rl,--(.4'p-2. ' ' '-(.B)a) -

,:(.AB0').
Denotando-se r = rp ' . ' r- e r' = rl, . . . rÍ , podemos concluir que se .4B(l; é de redução

única, então, pelo Lema 2.1(ii), .4r(.B)C' = r'(.ABC') é de redução única e, além disso,

«( .A ,(B)C ) ,s(,'(.'lBC')) (ÁBO). (2.1)

Nas hipótese do enunciado deste Lema, se indicarmos a = }:1:l Ài.Ai, b = >1:;:l PJBJ,

c = EE:. 77J;at, temos

-(ó)c = )1: .XíPjqk(Ái,(.Bj)ak).

Cromo, por hipótese, .4iBJOk é de redução única para todo { = 1,...,Z, J = 1,. .. ,m,
k = 1, . . . , n, pelo que foi visto acima, podemos afirmar que .4ir(Bj)Ck é de redução única.

Agora, pela primeira afirmação do Lema 2.2, temos que ar(b)c é também de redução única.

Vimos que o fato de .4íZ?jak ser de redução única implica também rs(.Air(BJ)ai) =

rs(.4f.Book), como mostra a equação (2.1 ). A segunda afirmação do Lema 2.2 permite-nos
escrever

{,.j,k

,s(-(Z,)c) = }: À{PJTk,s(.Ai,(Bj)ak),
{,.j,A

pois rs é k-linear. Logo,

,'s(a«(b)c) >l: À'Pjqk,s(Á.,(.Bj)0k)
i,.j,k
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Lema 2.3 Suponha que a, b, e E k(X ) sejam polinômios não nulos tais que, para todos 

os monômios A, B, C ocorrendo com coeficientes não nulos em a, b, e, respectivamente, o 

produto ABC seja de redução única. (Em particular, isso implica que abc é de redução 

única.) Seja r uma composição qualquer de reduções. Então ar( b )e é de redução única e 

rs(ar(b)c) = rs(abc). 

Prova Comecemos por estudar o caso em que a, b, e são monôrnios A, B, C e r é uma 

redução rnuE • Nesse caso, temos ArntTE(B)C = r AD<1Ec(ABC). Se b for um elemento 

arbitrário de k (X ) , b = Ef=1 µjBj, vale a igualdade ArvuE(b)C = rAD<1Ec(AbC ), pois 

ArvuE(b)C = Arn<1E(E;'!c1 µjBj) = I:f= 1 µj(Arn<1E(Bj)C) = I:f=1 µjrAD<1Ec(ABjC) = 

r AD<1Ec(AbC) . Seja, agora, (ri)f=1 uma seqüência qualquer de reduções, onde ri abre-

. e ·d .. A • ( ')P d d ' E - A B c -
via rn;u;E; · ons1 ere a sequencia ri i=l a a por ri= 1'AD;<1;E;C· ntao, se , , sao 

monômios quaisquer, Arp ... r 1 (B)C = r~(Arp-J .. . r1 (B)C) = r~r~_ 1 (Arp_ 2 •• • r 1 (B)C) = 

.. · = r~ ... r~ (ABC). 

Denotando-ser= rp ... r 1 e r' = r~ . . . r~, podemos concluir que se ABC é de redução 

única, então, pelo Lema 2.1 (ii), Ar(B)C = r'(ABC) é de redução única e, além disso, 

rs(Ar(B)C) = rs(r'(ABC)) = rs(ABC) . (2.1) 

Nas hipótese do enunciado deste Lema, se indicarmos a= I::!=l >.iAi, b = I:J!=1 µjBj, 

e= I:k=l 'T}kCk, temos 

ar(b)c = L Àiµj'T}k(Air(Bj}Ck) , 
i,j,k 

Como, por hipótese, AiBjCk é de redução única para todo i = 1, . . . , l, j = 1, ... , m, 

k = l, .. . , n, pelo que foi visto acima, podemos afirmar que Ar(Bj)Ck é de redução única. 

Agora, pela primeira afirmação do Lema 2.2, temos que ar( b)c é também de redução única. 

Vimos que o fato de AiBjCk ser de redução única implica também rs(Air(Bj)Ck) = 

rs(AiBjCk), como mostra a equação (2.1 ). A segunda afirmação do Lema 2.2 permite-nos 

escrever 

pois rs é k-linear. Logo, 

rs(ar(b)c) = L Àiµj'T}krs(Air(Bj}Ck), 

rs(ar(b)c) 

i,j,k 

L Àiµj'T}krs(Air(B1)Ck) 
i,j,k 
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: À{PJTk,s(Ài.BJCi)
í,.j,k

,.(.z,.).

Isso demonstra o lema

Como vimos no exemplo do capítulo anterior, um monâmio pode sofrer mais de uma

redução, ou seja, dado 4 C <X>, pode acontecer de existirem 1?, a, -D, .E C <X> e o, T € S

tais (lue rBaO e rO.E sejam distintas e atuem não trivialmente em .4. Na solução do

problema proposto no primeiro capítulo, denominamos esse fato de "ambiguidade". O
mesmo nome será utilizado neste novo contexto. Assim, dizer que .4 é uma ambiguidade

é dizer que ambos os monõmios W. e W. ocorrem em .4. Existem três possíveis posições

relativas de W. e W, em .4. Se W. e W, são disjuntos, posso supor, por exemplo, que

Wa é anterior a W. em ,4 e, então, ,4 = BWa.4'W,E (neste caso, temos C' = 4'W.E e

Z) = BW,.4'). Se W. e W, se interceptam, mas nenllum está contido no outro, supondo
Wa anterior ' W:,, então .4 = B.A'.B'C''.D, onde .A'.B' = Wa e B'C'' = W. (neste caso,

C' = C''.E e Z) = B.4'). Finalmente, se, por exemplo, W. está contido em W., temos

,4 = Z),4'W.B'.E, onde .4'W..B' = WT (e ainda, B = D4' e (-7 = B'E). Essa análise

motiva as definições seguintes.

Diremos que uma 5-upla (a,7-,.A,.B,O'), com o,r C S, .4,.B,(7 C <X> e .B ?é 1, tal

que W. = .AB e W, = .Ba é uma ambigdÍdade de super?osição de S. Neste caso, temos

ri.a(.A-BO') = /aC' e r.4,1(.4BC') = 4/., onde l denota o eleme«to neutro de <X>. Uma

ambiguidade de superposição (a, r, .4, B, O') será dita Teso/lide/ se existirem composições

de reduções r e r' tais q- r(/aC') = r'(.4/,).
Diremos que uma 5-upla (a,r,.4,B,C'), com a,r € S,a # e Á,B,a € <..Y>, tal

que W, = B e W, = .4BC' é uma amb gãidade de inclusão de S. Neste caso, temos
r.,l.a(.AZ?C') = .4/aC e 7'i,i(ÁBC') = ./). Uma ainbigüidade de inclusão (a,T,Á, .B,O')
será dita Teso/lide/ se existirem composições de reduções r e r' tais que r(.Á/aC') = r'(/.).

Não vamos fornecer uma definição rigorosa para as ambiguidades do tipo em que W.

e W, são disjuntos por motivos que se tornarão evidentes no decorrer do capítulo- Deste

ponto em diante, o termo ambígü dado vai sempre referir-se aos conceitos definidos acima

de modo preciso.
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i,j,k 

rs( abc). 

Isso demonstra o lema. ■ 

Como vimos no exemplo do capítulo anterior, um monômio pode sofrer mais de uma 

redução, ou seja, dado A E (X ), pode acontecer de existirem B, C, D, E E (X ) e cr, r E S 

tais que rBoC e 1'D-rE sejam distintas e atuem não trivialmente em A. Na solução do 

problema proposto no primeiro capítulo, denominamos esse fato de "ambigüidade". O 

mesmo nome será utilizado neste novo contexto. Assim, dizer que A é uma ambigüidade 

é dizer que ambos os monômios W 0 e W-r ocorrem em A. Existem três possíveis posições 

relativas de W0 e W-r em A. Se W0 e W-r são disjuntos, posso supor, por exemplo, que 

W0 é anterior a W-r em A e, então, A = BW0 A'W-rE (neste caso, temos C = A'W-rE e 

D = BW0 A'). Se W0 e W-r se interceptam, mas nenhum está contido no outro, supondo 

W 0 anterior a W-r, então A = BA' B'C' E, onde A' B' = W0 e B'C' = W-r (neste caso, 

C C' E e D = BA'). Finalmente, se, por exemplo, W 0 está contido em W-r, temos 

A DA'W0 B'E, onde A'W0 B' = W-r (e ainda, B = DA' e C = B'E). Essa análise 

motiva as definições seguintes. 

Diremos que uma 5-upla (cr,r,A,B,C), com cr,r E S, A,B,C E (X) e B-=/ l, tal 

que W0 = AB e W-r = BC é uma ambigüidade de superposição de S. Neste caso, temos 

r10c(ABC) = J0 C e rA-r1 (ABC) = Af-r, onde 1 denota o elemento neutro de (X ). Uma 

ambigüidade de super.posição ( o-, r, A, B, C) será dita resolúvel se existirem composições 

de reduções r e r' tais que r(f0 C) = r'(Af-r ). 

Diremos que uma 5-upla (a-, r, A, B, C), com cr, r E S, cr -=/ r e A, B, C E (X), tal 

que W 0 = B e W-r = ABC é uma ambigüidade de inclusão de S. Neste caso, temos 

1'Aoc(ABC) = AfoC e r1-r1(ABC) = Í-r· Uma ambigüidade de inclusão (cr, r, A, B, C) 

será dita resolúvel se existirem composições de reduções r e r' tais que r(AJ0 C) = r'(J-r), 

Não vamos fornecer uma definição rigorosa para as ambigüidades do tipo em que W0 

e W-r são disjuntos por motivos que se tornarão evidentes no decorrer do capítulo. Deste 

ponto em diante, o termo ambigüidade vai sempre refer ir-se aos conceitos definidos acima 

de modo preciso. 
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Uma ordem parda/ de semágmpo em <X> é uma ordem parcial $ em <X> com a

seguinte propriedade: se B,B' € <X> são tais que .B < .B', então ,4Ba < .4Z?'a, para
todos .4, (7 c <X>.

Seja, agora, S um sistema de redução fixado. O semigrupo <X> pode, em princípio,
ser ordenado de muitas maneiras distintas; no entanto, queremos trabalhar com ordens

parciais de semigrupo em <X> que estejam relacionadas com S.

Uma ordem parcial de semigrupo em <X>, $, e o sistema de redução S serão ditos

compatÚeis se, para todo a = (W., /a) C S, /a for zero ou uma combinação linear não
nula de monâmios < W..

Pode-se associar a S o ideal bilateral de k<X> gerado pelos elementos W. -- /a, onde

C, = (W.,/a) percorre o conjunto S. Esse ideal será denotado por /(S), ou, quando o

sistema de redução em questão estiver claro, simplesmente por /

Seja $ uma ordem parcial de semigrupo em <X>. Se $ e S são compatíveis e se ]V
é um elemento arbitrário de <X>, denotarelnos por /m o suam(5dulo de k<X> gerado por

todos os elementos .B(W. -- /a)(7, onde .B e C' são monâmios de <X> tais que BW.C < .A/

e a = (WI., /a) C S.

Fixada uma ordem parcial de semigrupo em <X>, $, de modo que $ e S soam

compatíveis, dizemos que uma ambiguidade de superposição (a, r, A, .B, O) é resoZtíue/

com respeáfo a $ se /aC' -- .4./, C /..4BO. Analogamente, dizemos que uma ambiguidade de

inclusão (a, T, .4, B, C') é resoZ.íue/ co«. respeito ' $ se .4/aO -- /' C /..4Ba

Seja $ uma ordem parcial de sellligrupo em <X> fixada, de modo que $ e S sejam

compatíveis. Vejamos como se comportam un] elemento a C k<X> e sua imagem por uma

composição de reduções em relação ao ideal / e aos submódulos /.4

Lema 2.4 Sejam a € k<X> um poZinómio arb fráráo e r = r« . - .rl wma composição

g-/q«e, d. «d«çã«. E«tã. « -- ,(«) C r

Prova Suponha que a = )1:.,!C(x) À.4'4. Demonstraremos inicialmente o resultado

quando r é uma redução fOgE. Temos

to,Zta) ,«..( }l: .x«.A)
.4€<X>

E *«,o.,(.A)

>l: À.4,4 + ÀDW.ED/a .E.
,4#0W.E
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Uma ordem parcial de semigrupo em (X ) é uma ordem parcial ~ em (X ) com a 

seguinte propriedade: se B, B' E (X ) são tais que B < B', então ABC < AB'C, para 

todos A, C E (X ). 

Seja, agora, S um sistema de redução fixado. O semigrupo (X ) pode, em princípio, 

ser ordenado de muitas maneiras distintas; no entanto, queremos trabalhar com ordens 

parciais de semigrupo em (X ) que estejam relacionadas com S . 

Uma ordem parcial de semigrupo em (X ), ~' e o sistema de redução S serão ditos 

compatíveis se, para todo O' = (Wu, f u) E S, f u for zero ou uma com binação linear não 

nula de monôm.ios < Wu . 

Pode-se associar a S o ideal bilateral de k(X) gerado pelos elementos Wu - fu, onde 

O'= (Wu,fu) percorre o conjunto S. Esse ideal será denotado por I(S), ou, quando o 

sistema de redução em questão estiver claro, simplesmente por I. 

Seja~ uma ordem parcial de semigrupo em (X ) . Se~ e S são compatíveis e se M 

é um elemento arbitrário de (X ), denotaremos por IM o submódulo de k(X) gerado por 

todos os elementos B(Wu - fu )C, onde B e C são monômios de (X) tais que BWuC < M 

e O'= (Wa,fu) E S . 

Fixada uma ordem parcial de semigrupo em (X), ~' de modo que ~ e S seJam 

compatíveis, dizemos que uma ambigüidade de superposição (O', r, A, B, C) é resolúvel 

com respeito a~ se fuC - Af-r E !ABC· Analogamente, dizemos que uma ambigüidade de 

inclusão (O', r, A, B, C) é resolúvel com respeito a~ se AfuC - f-r E !ABC· 

Seja ~ uma ordem parcial de semigrupo em (X ) fixada, de modo que ~ e S sejam 

compatíveis. Vejamos como se comportam um elemento a E k(X) e sua imagem por uma 

composição de reduções em relação ao ideal I e aos submódulos IA, 

Lema 2.4 Sejam a E k(X) um polinômio arbitrário e r = r 11 ••• r 1 uma composiçao 

qualquer de reduções. Então a - r( a) E /. 

Prova Suponha que a = I::AE (X) >.AA. Demonstraremos inicialmente o resultado 

quando r é uma redução rnuE• Temos 

rnuE(a) = rnuE( L >.AA) 
AE(X) 

L ÀArDuE(A) 
AE(X) 

L ÀAÀ + ÀDWaEDfuE, 
A;éDWaE 
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Assim,

" - ,O.Z(«) = Ào.zD(W. - /a).E

Logo, « - ,o.z(«) c /
Agora, se rl, . . . , r. é uma seqüência de reduções, pelo que foi feito acima, sabemos

que ri...ri(a) --ri+iri...ri(a) C /, para todo { = 1,...,n-- 1. Logo, a --r(a) -

"-'....,-(«)(«))+(,-(«)-,,,-(«))+'''+(,«--...,-(a)-'«'«--...,:(")) € r,

pois / é um ideal. H

Observe que, em vista do Lema 2.4 e do fato de que W. -- /a = W. -- ri.i(W.), para

todo a C S, pode-se afirmar que / nada mais é do que o ideal bilateral de k<X> gerado

pelos elementos da forma a -- r(a), onde a percorre k<X> e r percorre o conjunto de todas

as reduções determinadas por S.

Lema 2.5 Sejam to,E alma redução qua/quer, C' € <X> um monóm o arbitrário e a C

k<X> um e/eme7}to que é combinação Ji7}ear de monómíos < C'. Então ua/em;

ri) '. ,o.z(«) # 0, e«tã. ,o.z(') t«mbá«'' é co«.bi««ção /i««- de mo«óm{« < O;
Íi'9 " - ,o..(«) c /.

Prova Se a = }:..!c<x> À.4.A, temos

«D,,(«) }: À«Á + ÀDW.EO/a.E.
.4#0W.E

(i) Se Àow.z = 0, então to,E(a) = a e, portanto, é combinação linear de monõmios < O'.

Se /a - 0, rO.E(a) também é combinação linear de monâmios < O. Quando Àow.E # 0

e /a # 0, podemos escrever /a = )1:BC<X) PBZ?, com B < W. para todo B tal que pa # 0

e, assim,

Àow.,0( E P.B).E

Àow.. E P«(0.BE).
BeeX>

Como para pa # 0 temos .B < Wa, segue que .Z)BE < Z)W,.E se pa # 0. Mas, por

hipótese, Z)W..E < a. Daí segue o resultado. (ii) Pela demonstração do Lema 2.4, temos

que a -- rO.E(a) = ÀOW.zZ)(WI. -- /a)E. Logo, a -- rO.E(a) C /a

XDW.EDfaE
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Assim, 

Logo, a - rnuE(a) E / 

Agora, se r1 , ••• , rn é uma seqüência de reduções, pelo que foi feito acima, sabemos 

que r; ... r1(a) - ri+1r; ... r1(a) E/, para todo i = l, ... ,n - 1. Logo, a - r(a) = 

a - 1'n ... r1 (a) = ( a - r1 (a))+ ( r1 (a) - r2r1 (a))+· · · + (rn-I . . . r1 (a) - rnrn-1 ... r1 (a)) E /, 

pois I é um ideal. ■ 

Observe que, em vista do Lema 2.4 e do fato de que Wu - fu = Wu - r1u1 (Wu ), para 

todo a E S, pode-se afirmar que / nada mais é do que o ideal bilateral de k(X ) gerado 

pelos elementos da forma a - r( a), onde a percorre k(X) e r percorre o conjunto de todas 

as reduções determinadas por S. 

Lema 2.5 Sejam rnuE uma redução qualquer, C E (X ) um monômio arbitrário e a E 

k(X) um elemento que é combinação linear de monômios < C. Então valem: 

(i) se rnuE(a)-=/ O, então rnuE(a) também é combinação linear de monômios < C; 

(ii) a - rnuE(a) E /e. 

Prova Se a= LAE{X ) ÀAA, temos 

7'DuE(a) = L ÀAÀ + Ànw,,EDfuE. 
A;{:DW,,E 

(i) Se Ànw,,E = O, então rnuE(a) = a e, portanto, é combinação linear de monômios < C. 

Se fu = O, rnuE(a) também é combinação linear de monômios < C. Quando Ànw,,E-=/ O 

e fu-=/ O, podemos escrever fu = LBE{X) µBB, com B < Wu para todo B tal que µB-=/ O 

e, assim, 

Ànw,,ED( L µBB)E 
BE{X) 

Ànw,,E L µB(DBE). 
BE{X ) 

Como para µB -=/ O temos B < Wu, segue que DBE < DWuE se µB -=/ O. Mas, por 

hipótese, DWuE < C. Daí segue o resultado. (ii) Pela demonstração do Lema 2.4, temos 

que a - 7'DuE(a) = Ànw,,ED(Wu - fu)E. Logo, a - rnuE(a) E /e. ■ 
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Corolário 2.1 Se r = r....rl é uma composição qua/quer de reduções, C' c <X> e

« C k<X> «m elege«to g«. é co«.óÍ-çã. /i«e« de mo«ómi« < a, '«tão « -- ,(«) C 'ra

Prova Se r.(a) = 0, então a -- r(a) = a -- rl(a), que, pelo Lema 2.5(ii), pertence

. .ro. Se ,.(«) # 0 e ,(a) = 0, sej. ão o m-or á t.l q«e ,i. . .,-(") - 0, s' '(') # 0,
tome i. = n. Assim, para todo { < ío, temos rí . . .ri(a) # 0. Portanto, pelo Lema 2.5(i),

segue que ri . . . r:(a) é combinação linear de monâmios < C', para todo i< io. Pela parte

(ii) do mesmo lema, segue que r{...ri(a) -- ri+ir{ ... ri(a) C /a, para i' l,...,i. -- l.
Logo,«-,(«) ,:....,-(«)(.))+('-(«)-','-("))+'''+('i.--...,-(")-

n.'i.-] . . . r](a)) € /c, pois /a é um submódulo. H

O Corolário 2.1 tem uma aplicação imediata de grande utilidade na verificação da

resolubilidade de ainbigüidades com respeito a $.

Lema 2.6 Sejam $ uma ordem parcía/ de semigf"tipo em <X>, ía/ que $ e S sejam com-

palzbeis, C C <X> c a,b C k<X> po/ 7i(ímios que são combi7}açães /i7}eares de monómios
< Cr. Se r := rl . . .7'n e r/ := r; . . .r'. são con7zposiçães arbitrárias de reduções, temos a

seguinte equivalência:

« - z, c .ra <-> «(a) - ,'(Z,) C .rc

Em p«tic«Z«, « (a,,,.4,.B,O) é «m« ""''bigãÍd.de de «p'posição r«SP. {nc/«ã.),
.«tã. e/. é «s./Ú«./ "m «.peito « $ .' ' '.me«te .. ,(/aC') -- ,'(.A./.,) € /ABa r"',
,(,'l/aO') - ,'(./;) c .r.-Ba), .«'Ze , e ,' i«di"m "mp«{ções q-{.q«e, de «d«çõ".

Prova Em vista do Corolário 2.1 , sabemos que a -- r(a) C /a e que r'(Z,) -- Z' C /a

l.ogo(« - z,) -(«(') - ,'(ó)) c .ra. '

Vamos enunciar agora uma proposição que relaciona resolubilidade de ambiguidades

com resolubilidade com respeito a $.

Proposição 2.2 Z)ada uma ordem parcial de semigrupo $ em <X> ta/ que $ e S sejam

compatíveis, toda ambigiiidade resotlíuei de S é resolúvel com respeito a $.

Prova Seja (a,7',.A,.B,C') uma ambiguidade de superposição Suponhamos que

(a, r, .A, .B, O) seja resolúvel, então existem composições de reduções r e r' tais que r(Á O')--
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Corolário 2.1 Se r = rn ... r1 é uma composição qualquer de reduções, C E (X } e 

a E k(X} um elemento que é combinação linear de monômios < C, então a - r(a) E lc. 

Prova Se r1(a) = O, então a - r(a) = a - r1(a), que, pelo Lema 2.5(ii), pertence 

a Ic. Se r1 (a) =/:- O e r(a) = O, seja i0 o menor i tal que r; ... r 1 (a) = O, se r(a) =/:- O, 

tome i0 = n. Assim, para todo i < i0 , temos r; ... r 1 (a)=/:- O. Portanto, pelo Lema 2.5(i), 

segue que r; . . . r1 (a) é combinação linear de monômios < C, para todo i < i0 • Pela parte 

(ii) do mesmo lema, segue quer; .. . r 1(a) - r;+1r; ... r1(a) E Ic, parai = 1, ... , Ío - 1. 

Logo, a-r(a) = a-rio . ,. r1(a) = (a-r1(a))+(r1(a) - r2r1(a))+···+(r;0 - 1 .,. r1(a) -

r;0 r;0 -1 ... r1(a)) E Ic, pois Ic é um submódulo. ■ 

O Corolário 2.1 tem uma aplicação imediata de grande utilidade na verificação da 

resolubilidade de ambigüidades com respeito a ::;. 

Lema 2.6 Sejam :S uma ordem parcial de semigrupo em (X }, tal que :S e S sejam com

patíveis, C E (X} e a, b E k(X} polinômios que são combinações lineares de monômios 

< C . Se r = r1 ... r,. e r' = r~ ... r~ são composições arbitrárias de reduções, temos a 

seguinte equivalência: 

a - b E I c <===> r( a) - r' ( b) E /e. 

Em particular, se (e7, r, A, B, C) é uma ambigüidade de superposição (resp. inclusão), 

então ela é resolúvel com respeito a :S se e somente se r(JuC) - r'(AJ,,.) E !ABC (resp. 

r(AfuC) - r '(J,,.) E !ABC), onde r e r' indicam composições quaisquer de reduções . 

Prova Em vista do Corolário 2.1, sabemos que a - r(a) E Ice que r'(b) - b E Ic. 

Logo ( a - b) - ( r (a) - r' ( b)) E / c. ■ 

Vamos enunciar agora uma proposição que relaciona resolubilidade de ambigüidades 

com resolubilidade com respeito a::;. 

Proposição 2.2 Dada uma ordem parcial de semigrupo :S em (X } tal que :S e S sejam 

compatíveis, toda ambigüidade resolúvel de S é resolúvel com respeito a :S. 

Prova Seja ( O", r, A, B, C) uma ambigüidade de superposição. Suponhamos que 

( O", r, A , B, C) seja resolúvel, então existem composições de reduções r e r' tais que r(JuC)-
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r'(.4.&) = 0. Logo, r(/.C') -- r'(.A/.) C /.4Ba. Pelo L'ma 2.6, (a,r,'4,B,C') é r"olúvel
com respeito a $. A demonstração para ambiguidades de inclusão é análoga. H

Mais um lema trivial será enunciado com vistas a suprimir da demonstração do

Teorema 2.1 uma passagem muito recorrente e de característica mais técnica.

Lema 2.7 Soam $ uma ordem parola/ de semág po em <X>, ta/ que $ e S se.jam

compatz'fieis e .A ?lm m07}ómio qua/quer de <X>. Se a C k<X> é ta/ que a C /,4, então
La.A4 C .rt.4m, para lodo L e todo .A4 em <X>. H

Neste ponto faremos uma pausa no estudo das reduções de um polinâmio para intro-

duzir um resultado geral sobre conjuntos parcialmente ordenados que nos será útil mais
adiante.

Dado um conjunto Â' dotado de uma ordem parcial :3, dizemos que 3 tem condição

de cadeia descende7}te (c.c.d.) se, para toda cadeia descendente

:3 3 :3 2 :3 zil

com zi C .Y (i € ]N), existir n C ]N tal que z« = z«+j, pa'a todo .j C ]N. É bem

conhecido que essa condição é equivalente à existência de elemento minimal em qualquer

subconjunto não-vazio de X.
Se ,Y é um conjunto parcialmente ordenado por :3 cona c.c.d. (e, portanto, .Y tem ele-

mento minimal), podemos enunciar um pri7}czbÍo de indução em Â' inspirado no princípio

de indução finita do conjunto dos inteiros positivos.

Proposição 2.3 (Princípio de indução) Suponha que uma determinada propriedade

P seja satis.feita por todo elemento minimal de X e que, dado d C X não minimal, se P

é satisfeita por todo a C X tat que a -< d, elttão P é satisfeita por d. Nestas condições, P

é satisfeita T)or todo Q C X

Prova Seja y o subconjunto de X formado por aqueles elementos que não satisfazem

P. Suponha que y é não-vazio. Como :3 tem c.c.d., existe d elemento minimal de y.

Existe, também, pelo menos um elemento a C .Y tal que a < d, pois, caso contrário, d
seria minimal en] ,X' e, portanto, P seria satisfeita por d, ou seja, d « y, o que é absurdo.
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r'(Af-r) = O. Logo, r(JuC) - r'(Af-r) E !ABC· Pelo Lema 2.6, (O", T, A, B, C) é resolúvel 

com respeito a _::;. A demonstração para ambigüidades de inclusão é análoga. ■ 

Mais um lema trivial será enunciado com vistas a suprumr da demonstração do 

Teorema 2.1 uma passagem muito recorrente e de característica mais técnica. 

Lema 2. 7 Sejam ,::; uma ordem parcial de semigrupo em (X ), tal que _::; e S seJam 

compat{veis e A um monômio qualquer de (X ). Se a E k(X ) é tal que a E IA, então 

LaM E hAM, para todo L e todo M em (X ). ■ 

Neste ponto faremos uma pausa no estudo das reduções de um polinômio para intro

duzir um resultado geral sobre conjuntos parcialmente ordenados que nos será útil mais 

adiante. 

Dado um conjunto X dotado de uma ordem parcial :::5, dizemos que :::5 tem condição 

de cadeia descendente (e.e.d.) se, para toda cadeia descendente 

com Xi E X (i E IN), existir n E IN tal que Xn = Xn+i, para todo j E IN. É bem 

conhecido que essa condição é equivalente à existência de elemento minimal em qualquer 

subconjunto não-vazio de X. 

Se X é um conjunto parcialmente ordenado por :::5 com e.e.d. (e, portanto, X tem ele

mento minimal), podemos enunciar um princz'pio de indução em X inspirado no princípio 

de indução finita do conjunto dos inteiros positivos. 

Proposição 2.3 (Princípio de indução) Suponha que uma determinada propriedade 

P seja satisfeita por todo elemento minimal de X e que, dado d E X não minimal, se P 

é satisfeita por todo a E X tal que a -< d, então P é satisfeita por d. Nestas condições, P 

é satisfeita por todo a E X. 

Prova Seja Y o subconjunto de X formado por aqueles elementos que não satisfazem 

P. Suponha que Y é não-vazio. Como :::5 tem e.e.d., existe d elemento minimal de Y. 

Existe, também, pelo menos um elemento a E X tal que a -< d, pois, caso contrário, d 

seria minimal em X e, portanto, P seria satisfeita por d, ou seja, d ~ Y, o que é absurdo. 
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Além disso, se a € .t' é tal que a -.< d, então a gl y, pois d é minimal de y. Logo P é
satisfeita para todo a < d. Por hipótese P é satisfeita por d e, então, d não pode pertencer

a y, o que é uma contradição. Essa contradição decorre do fato de termos suposto que y

era não-vazio. Logo y é vazio e, assim, P é satisfeita por todo a € .Â'. H

Voltemos ao nosso estudo de reduções de polinâmios.

Sejam S um sistema de redução fixado e $ uma ordem parcial de semigrupo em <X>

com c.c.d. de modo que $ e S soam compatíveis. Nessas condições, <X> tem elemento

minimal. Afirmo que todo elemento minimal de <X> é de redução única. De fato, seja .4
um elemento minimal de <X>. Se ,4 for irredutível, ,4 é de redução única trivialmente;

senão, existe uma redução r que agua não trivialmente em .4. Como $ e S são compatíveis,

r(.4) é zero ou é uma combin'ção linear de monõmios < '4- Como Á é minimal em <X>,

r(.4) = 0. Nesse caso, .A é de redução única, uma vez que 0 é irredutível.
Fixado um sistema de redução S, o lema seguinte fornece-nos condições suficientes

para que todo elemento de k<X> seja de redução finita.

Lema 2.8 Se $ á uma ordem parcial de semig7'upo em <X> com c.c.d. ta/ gue $ e S

Prova Mostraremos inicialmente, por illdução, que todo elemento de <X) é de

redução finita. Já vimos que os elementos minimais de <X> são de redução única; em par'

ticular, são de redução finita. Seja 1) C <X> un] elemento não minimal. Suponhamos que

todo .4 € <X> tal que ,4 < Z.) seja de redução finita e mostremos que Z) é de redução finita.

Seja (ri)icw uma sequência infinita qualquer de reduções. É preciso encontrar io C IN tal

que r{ atue trivialmente em rÍ-l . . . rl(1)), para todo { > io. Se r{ agua trivialmente em

,{-l . . . ri (Z)), para todo í C ]N, então tomo io = 1 ; senão, existe .j C ]N tal que rj atum não

trivialmente em rj-i . . . ri(Z)). Se esse é o caso, tomamos .jo como o menor J com essa pro'

priedade. Como .jo é mímino, rj.-i . . . rl(D) = D. Se rj. . . . ri(Z)) - rj.(D) - 0, to"amos

ío =.jo; se«ão, ,,.,j.--...,-(Z)) = ,j.(1)) = EE:-ÀkOk, com Ok < Z)(k - l, ..,n), p'is

$ e S são compatíveis. Considere, agora, a seqüência (si)ícn dada por si ' rj.+i. Como,

por hipótese de indução, cada (-;k (k = 1,. . . ,n) é de redução finita, existem {(k) € ]N,

tais que, para cada k = 1, . . . ,n, a redução si agua trivialmente em sí-l . . . si(Ok), para

todo { > i(k). Seja i' = m-l{(k) : k = 1,. ..,n}. Oessa forma, s{ atum trivialmente
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Além disso, se a E X é tal que a -< d, então a (/. Y, pois d é minimal de Y. Logo P é 

satisfeita para todo a -< d. Por hipótese Pé satisfeita por d e, então, d não pode pertencer 

a Y, o que é uma contradição. Essa contradição decorre do fato de termos suposto que Y 

era não-vazio. Logo Y é vazio e, assim, Pé satisfeita por todo a E X. ■ 

Voltemos ao nosso estudo de reduções de polinômios. 

Sejam S um sistema de redução fixado e s; uma ordem parcial de semigrupo em (X ) 

com e.e.d . de modo que s; e S sejam compatíveis . Nessas condições, (X ) tem elemento 

minimal. Afirmo que todo elemento minimal de (X ) é de redução única. De fato, seja A 

um elemento minimal de (X ). Se A for irredutível, A é de redução única trivialmente; 

senão, existe uma redução r que atua não trivialmente em A. Como s; e S são compatíveis, 

r(A) é zero ou é uma combinação linear de monômios < A. Como A é minimal em (X ), 

r(A) = O. Nesse caso, A é de redução única, uma vez que O é irredutível. 

Fixado um sistema de redução S, o lema seguinte fornece-nos condições suficientes 

para que todo elemento de k(X) seja de redução finita. 

Lema 2.8 Se s; é uma ordem parcial de semigrupo em (X ) com e.e.d. tal que s; e S 

sejam compatíveis, então todo elemento de k(X) é de redução finita . 

Prova Mostraremos inicialmente, por indução, que todo elemento de (X ) é de 

redução finita. Já vimos que os elementos minimais de (X) são de redução única; em par

ticular, são de redução finita. Seja D E (X ) um elemento não minimal. Suponhamos que 

todo A E (X) tal que A < D seja de redução finita e mostremos que D é de redução finita. 

Seja (1'i)ie1N uma seqüência infinita qualquer de reduções. É preciso encontrar i0 E IN tal 

que ri atue trivialmente em ri-l ... r 1(D), para todo i > i0 . Se ri atua trivialmente em 

1'i-t ... r1 (D), para todo i E IN, então tomo i0 = 1; senão, existe j E 1N tal que 1'j atua não 

trivialmente em rj-t ... r 1 (D). Se esse é o caso, tomamos j 0 como o menor j com essa pro

priedade. Como Jo é mímino, 1'j0 _ 1 ... r1 ( D) = D. Se rio ... r 1 ( D) = 1'j0 ( D) = O, tomamos 

io = )oi senão, rio 1'jo-1 ... r1 ( D) = 1'jo (D) = Ek=1 >-.kck, com ck < D ( k = 1, ... , n ), pois 

s; e S são compatíveis. Considere, agora, a seqüência (si)iEN dada por Si= rio+i· Como, 

por hipótese de indução, cada Ck (k = 1, ... ,n) é de redução finita, existem i(k) E IN, 

tais que, para cada k = 1, ... , n, a redução Si atua trivialmente em Si-I ... s 1 (Ck), para 

todo i > i(k). Seja i' = max{i(k): k = 1, ... ,n}. Dessa forma, Si atua trivialmente 
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em si-i . . .sl(Ok), para todo á > {' e todo k = 1, . . . ,n, ou seja, rj.+{ agua trivialmente

em rj.+i-i . .'j.+l(ak), para todo { > á' e todo k = 1, . . . , n. Portanto, para todo i> i',

'j.+. 't«. tri«i.l:ne«te em E2:. Àk'j.+i-- . . - ,j.+-(O*) - 'i.+'-- . - .,i.+:(E2:- ÀkOk) -

'j.+i--. - . rj.+-(,j.(D)) = 'j.+i--...'j.+-'j. .. . ,-(O). Basta, p'rt-t', tomar io - .jo+i'
Mostramos que todo monõmio de <X> é de redução finita. Colmo o conjunto dos elemen-

tos de redução finita forma um k-submódulo de k<X> e k<X> é gerado por <X> como

k-módulo, segue que todos os elementos de k<X> são de redução finita. H

Agora já temos condições de enunciar e demonstrar o teorema central deste capítulo

Teorema 2.1 (Lema do Diamante) Sda S m s stema de redução para a Ê-áZgebra

associatiz;a /jure k<X> e $ uma ordem parcial de semígmpo em <X> com condição de
cadeia descendente, de modo que <- e S sejam compatíveis. Então as condições abaixo

são equipa/e7}tes.

(a) Todas as antbigiiidüdes de S são resolúveis.

(a') Todas as ambigiiidades de S são resolúveis com respeito a $.

rb) Todos os e/ementas de k<X> são de redução tíl áca Ísegwndo S,).

(c) Um sistema de representantes em kkX'i para os elemelttos da k-álgebra quociente

R = k<x>/.r, q- é dele,«.{-d« pe/o. ge«d.,«. X e «/«iões Wa = /a (a C S), 'Í 'l''Í'
pelo k-submódtlZo k<X>{,, de k<X> gerado pe/os monómios de <X> gue são {rredutzhe s

segundo S.

Quando valem essas condições, R pode ser ideTtti$cada com o k-módulo kl.X'li,, que,

por sua ucz, pode ser Disto como k-(í/febra com a nzu/Zip/ cação dada por a ' b = rs(ab).

Como os monõmios irredutíveis de k<X> formam uma base para k<X>i« como k-

módulo, quando vale alguma condição acima (e, portanto todas elas), as imagens dos
monõmios irredutíveis no k-módulo quociente k<X>// formam uma base para R como

k-módulo. Quando vale a condição (b) do teorema acima, se a C k<X> é um polinâmio

qualquer, costuma-se denominar o elemento rs(a) de /arma norma/ de a

Prova Provemos, primeiramente, que a condição (c) é equivalente a

(d) k<x> = k<x>.,, © .r.

De fato, por um lado, se a C k<X>, então a + / € k<X>//. Por (c), segue que existe um

único u C k<X>i,, tal que a + / = u + /. Portanto, a -- u € /. Logo a = u + (a - u) e a
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em Si-1 ... s1(Ck), para todo i > i' e todo k = l, ... , n, ou seja, r10 +i atua trivialmente 

em 7'j0 +i-I . . . r10 +1(Ck), para todo i > i' e todo k = l, .. . ,n. Portanto, para todo i > i', 

r10 +i atua trivialmente em Lk=i Àkrio+i-1 ... 1'j0+1 ( Ck) = r10 +i-1 . .. r10 +1 (Lk=I >.kCk) = 

1'j0 +i-1 ··•rj0+1(r10 (D)) = r10+i-1 ... r10+1r10 .,.r1(D). Basta, portanto, tomario =io+i'. 

Mostramos que todo monômio de (X ) é de redução finita. Como o conjunto dos elemen

tos de redução finita forma um k-submódulo de k(X ) e k(X ) é gerado por (X ) como 

k-módulo, segue que todos os elementos de k(X) são de redução finita. ■ 

Agora já temos condições de enunciar e demonstrar o teorema central deste capítulo. 

Teorema 2.1 (Lema do Diamante) Seja S um sistema de redução para a k -álgebra 

associativa livre k(X) e ::; uma ordem parcial de semigrupo em (X) com condição de 

cadeia descendente, de modo que ::; e S sejam compatíveis. Então as condições abaixo 

são equivalentes. 

( a) Todas as ambigüidades de S são resolúveis . 

(a') Todas as ambigüidades de S são resolúveis com respeito a ::; . 

(b) Todos os elementos de k(X ) são de redução única (segundo S). 

(c) Um sistema de representantes em k(X ) para os elementos da k-álgebra quociente 

R = k (X )/ 1, que é determinada pelos geradores X e relações Wu = f u ( O' E S), é dado 

pelo k-submódulo k(X) irr de k(X) gerado pelos monômios de (X ) que são irredutíveis 

segundo S. 

Quando valem essas condições, R pode ser identificada com o k-módulo k(X) irr que, 

por sua vez, pode ser visto como k-álgebra com a multiplicação dada por a · b = rs( ab). 

Como os monômios irredutíveis de k(X ) formam uma base para k(X)irr como k

módulo, quando vale alguma condição acima (e, portanto todas elas), as imagens dos 

monômios irredutíveis no k-módulo quociente k(X) / I formam uma base para R como 

k-módulo. Quando vale a condição (b) do teorema acima, se a E k(X) é um polinômio 

qualquer, costuma-se denominar o elemento rs(a) de forma normal de a. 

Prova Provemos, primeiramente, que a condição ( e) é equivalente a 

(e') k(X) = k(X)irr ffi I. 

De fato, por um lado, se a E k(X), então a+ I E k(X) / I. Por (e) , segue que existe um 

único u E k(X) irr tal que a+ I = u + 1. Portanto, a - u E l. Logo a = u + ( a - u) e a 
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decomposição é única, pois u é único. Por outro lado, se a + / C k<X>//, então, por (c'),

existe um único u C k<X>i,, tal que a -- u € /. Assim, a + / = u + /. Logo k<X>{,, é um

sistema de representantes para R-

A demonstração deste teorema seguirá o seguinte esquema:

la) ::> (a')

(a) +::: (b) + (d).

Pelo Lema 2.8, podemos afirmar que todos os elementos a C k<X> são de redução

finita. Assim, nas implicações (c') ::> (b) e (a') :> (b) será suficiente mostrarmos que

duas sequências finais em um elemento arbitrário a C k<X> fornecem um mesmo elemento

irredutível quando suas composições forem calculadas em a.

(b) + (c') : Por hipótese, o subinódulo dos elementos de redução única é igual a

k<X>. O operador linear rs : k<X> --, k<X> é uma projeção, pois, dado a C k<X>, rs(a) C

k<X>;,,. Portanto, -s(,s(«)) = «s(«), p'ra todo ' C k<X>, o« seja, (,s)' = 's. Tem's

que /m(rs) = k<X>Í,,, pois /m(rS) Ç k<X>.,,, por definição de rs, e k<X>i,, Ç /m(rs),
uma vez que, se u € k<X>.,,, então rs(u) = u. Além disso, ker(rS) = /. De fato, se
a C ker(rs), então rs(a) = 0 e, pelo Lema 2.4, se rl, . . . ,r. é uma sequência final em a,

" = a -- rs(a) = a -- r« . . .ri(a) C /. Logo, ker(rS) Ç /. Por outro lado, s' .A,.B C <X>

e a = (Wa,./;) € S, e«tão «(.4(Wa -- /.)B) = ,S(.AWaB) -- ,S(.4/.B). Pel' L'm'
2.3, temos rS(.ÁWa.B) = ,S(.4r-.l(W.).B) = ,S(Á/aB). Assim, "(.4(Wa -- /a).B) = 0 e,

portanto, / Ç ker(rs). Logo k<X> = A<X>í,, G) /.
(c') :> (b) : Seja a C k<X>. Mostremos que a é de redução ú«ica. Soam ri,. . .,'«

e si,...,s. duas sequências finais em a. Denotemos Z, = r« ...ri(a) C k<X>{,, e b' =

Sm ...SI(a) C X;<X>Í,,. Sabemos, pelo Lema 2.4, que a -- b € / e Zp' -- a € /. Assim,

b' -- Z, = (b' -- «) + (« -- b) c / e, como k<X>.,, é s«bmód«lo, b' -- Z, C k<X>.,,, ou seja,

b' -- b € k<x>i,, n / = {o}. Logo, Z) = Z)' e, portanto, a é de redução única

(a) + (a') : E a Proposição 2.2.

(b) :+ (a) : Seja (a,r, Á,B,C) uma an)bigüidade de superposição em S. Pelo Lema

2.1 (ou Lema 2.3), temos, por um lado, rS(.4BC') = rs(r-.C(ÁBC')) = rS(/aC') e, por ou'

tro lado, rs(.4BC') = rs(r..4,1(.4BC')) = rS( 4/,). Logo, existem composições de reduções

r e r' tais que r(/.C') = rs(.ABO') = r'(.4/,) e, portanto, a alnbigüidade é resolúvel. A
demonstração para o caso de ambiguidades de inclusão é análoga.

+
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decomposição é única, pois ué único. Por outro lado, se a+ I E k(X)/J, então, por (d), 

existe um único u E k(X)irr tal que a - u E J. Assim, a+ I = u + ]. Logo k(X)irr é um 

sistema de representantes para R. 

A demonstração deste teorema seguirá o seguinte esquema: 

(a) ⇒ (a') 

JJ, 

(a) ~ (b) ~ (e'). 

Pelo Lema 2.8, podemos afirmar que todos os elementos a E k(X) são de redução 

finita. Assim, nas implicações (e') ⇒ (b) e (a') ⇒ (b) será suficiente mostrarmos que 

duas seqüências finais em um elemento arbitrário a E k(X) fornecem um mesmo elemento 

irredutível quando suas composições forem calculadas em a. 

(b) ⇒ (e') : Por hipótese, o submódulo dos elementos de redução única é igual a 

k(X). O operador linear rs: k(X)-+ k(X) é uma projeção, pois, dado a E k(X), rs(a) E 

k(X)irr• Portanto, rs(rs(a)) = rs(a), para todo a E k(X), ou seja, (rs) 2 = rs. Temos 

que lm(rs) = k(X)irr' pois lm(rs) Ç k(X)irr' por definição ders, e k(X)irr Ç Im(rs), 

urna vez que, se u E k(X)irr' então rs(u) = u. Além disso, ker(rs) = / . De fato, se 

a E ker(rs), então rs(a) = O e, pelo Lema 2.4, se r1, ... , rn é uma seqüência final em a, 

a = à - rs(a) = a - rn . .. r1(a) E J. Logo, ker(rs) Ç /. Por outro lado, se A, BE (X) 

e a= (Wu,fu) E S, então rs(A(Wu - fu)B) = rs(AWuB) - rs(AfuB). Pelo Lema 

2.3, temos rs(AWuB) = rs(Ar1u1(Wu)B) = rs(AfuB). Assim, rs(A(Wu - fu)B) = O e, 

portanto, I Ç ker(rs). Logo k(X) = k(X)irr EB J. 

(e') ⇒ (b) : Seja a E k(X). Mostremos que a é de redução única. Sejam r1, ... ,rn 

e s1 , ••• ,sm duas seqüências finais em a. Denotemos b = r11 ••• r1 (a) E k(X)irr e b' = 

sm ... s1(a) E k(X)irr· Sabemos, pelo Lema 2.4, que a - b E / e b' - a E J. Assim, 

b' - b = (b' - a)+ (a - b) E J e, como k(X)irr é submódulo, b' - b E k(X)irr' ou seja, 

b' - b E k(X)irr n J = {O}. Logo, b = b' e, portanto, a é de redução única. 

(a) ⇒ (a') : É a Proposição 2.2. 

(b) ⇒ (a) : Seja (a, T, A, B, C) uma ambigüidade de superposição em S. Pelo Lema 

2.1 (ou Lema 2.3), temos, por um lado, rs(ABC) = rs(r1uc(ABC)) = rs(JuC) e, por ou

tro lado, rs(ABC) = rs(rAri(ABC)) = rs(AJT). Logo, existem composições de reduções 

r e r' tais que r(JuC) = rs(ABC) = r'(Afr) e, portanto, a ambigüidade é resolúvel. A 

demonstração para o caso de ambigüidades de inclusão é análoga. 
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(a') + (Z,) : É suficiente mostrar que os mono«i's Z) € <X> são de redução única,

pois os elementos de redução única formam um k-submódulo de A<X> (Lema 2.2) e os

monâmios de <X> geram k<X> como k-módulo. A demonstração será feita por indução

Já vimos que os monõmios minimais de <X> são de redução única. Seja, agora, D C <X>
um monõmio não minimal e assuma que todos os monâmios .4 C <X> tais que .A < 1)

sejam de redução única. Mostremos que Z) é de redução única. O domínio da aplicação
linear rS é o submódulo dos elementos de redução única e, assim, estamos supondo que o

submódulo gerado pelos monâmios < D está contido no domínio de rS, o que implica que

/n está contido no domínio de rs. Nessas condições, temos que ker(rs) a /o. De fato,

sejam Á,.B C <X> e o' = (Wa,/a) C S, tais que .4W.-B < D. Então 4W.B é de redução

única. Pelo Lema 2.3, .4/aB = .4r.,l(Wa)B é de redução única e rS(.4W..B) = rS(.A/aB).

Portanto, rS(.A(Wa -- /a).B) = 0, o que implica que ,4(Wa -- /a).B C ker(rS). Como esses

elementos geram /o, segue que /n Ç ke«(rs).
Suponhamos que Z) não é irredutível, pois se D for irredutível, D é de redução única

trivialmente. Sejam, agora ri,...,r« e si,. . . ,s,,, duas sequências finais en] Z). Sejam

io o menor { (i = 1, . . . ,n) tal que r{ atue não trivialmente em 7'i-- . . .rl(Z)) e jo o me-

nor .j (.j = 1, . . . ,m) tal que sj atue não trivialmente em sj-i . . .si(Z)). Temos, então,

'i.-l...rl(D) = D e sj.--....:(O) = O. Logo, ,« ...,-(O) = ,« ...ri.+ ,í.'i.--...rl(O)
= '« . . r{.+-(,i.(Z))). An'log'me«te, .« . . .. (O) = '« . . .sj.+-(sj.(Z))). V'jamos com'
se comportam ri.(Z)) e sj.(Z)). Se r{.(.D) = 0, então ri.(Z)) é de reduçã' única tri-
«ialme«te; senão, ,i.(D) = E:Z:.Ài;C'k, c.m Ok < D (k = 1,...,p), pois $ ' S são
compatíveis. Neste caso, temos que, para todo k = 1,...,p, Oi; é de redução única

por hipótese de indução. Portanto r{.(Z)) é um polinõmio de redução única. Fazendo

um raciocínio análogo, podemos concluir que s.Í.(1)) também é de redução única. Como

'...-,i.+-(,Í.(D)) = ,«...,-(O) C k<X>.,, e '«...sj.+-('j.(O)) = 'm. .'-(O)
C k<X>:,,, pois (ri)L:. e (sj)Z:- são anais em D, seg«e «(ri.(O)) = r. .rl(O) '

rs(sj.(Z))) = s« . . .si(.D). Sendo as sequências finais escolhidas arbitrárias, para mos-

trar que Z) é de red«ção única, é suficiente mostrar que rs(rl.w,(Z))) = rs(rt,,m(1))),
onde rl.U, e rz,,,W são reduções que amuam não trivialmente em Z).

Dividiremos a questão colocada acima em três casos de acordo com as posições relati-

vas de }ya e W, em Z). Vamos supor, sem perda de generalidade, que o comprimento de Z

é menor ou igual ao comprimento de Z,'. Em termos mais precisos, estamos supondo que
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(a') ⇒ (b) : É suficiente mostrar que os monômios D E (X) são de redução única, 

pois os elementos de redução única formam um k-submódulo de k(X) (Lema 2.2) e os 

monômios de (X) geram k(X) como k-módulo. A demonstração será feita por indução. 

Já vimos que os monômios minimais de (X) são de redução única. Seja, agora, D E (X) 

um monômio não minimal e assuma que todos os monômios A E (X) tais que A < D 

sejam de redução única. Mostremos que D é de redução única. O domínio da aplicação 

linear rs é o submódulo dos elementos de redução única e, assim, estamos supondo que o 

submódulo gerado pelos monômios < D está contido no domínio ders, o que implica que 

ln está contido no domínio ders. Nessas condições, temos que ker(rs) 2 ln. De fato, 

sejam A, B E (X) e <7 = (Wu, fu) E S, tais que AWuB < D. Então AWuB é de redução 

única. Pelo Lema 2.3, AfuB = Ar1u1 (Wu )B é de redução única e rs(AWuB) = rs(AfuB). 

Portanto, rs(A(Wu - fu)B) = O, o que implica que A(Wu - fu)B E ker(rs). Como esses 

elementos geram ln, segue que ln ç; ker(rs). 

Suponhamos que D não é irredutível, pois se D for irredutível, D é de redução única 

trivialmente. Sejam, agora r1 , . •• , rn e s1 , . •• , sm duas seqüências finais em D. Sejam 

i0 o menor i (i = 1, ... ,n) tal que ri atue não trivialmente em 1'i-l · . . r1(D) e j 0 o me

nor j (j = 1, ... , m) tal que Sj atue não trivialmente em Sj-t ... s1(D). Temos, então, 

1'i0 -1 .. , 7'1 (D) = D e Sj0 -1 ... S1 (D) = D. Logo, rn . .. 1'1 (D) = rn .. , 7'i0 +17'j0 1'i0 -1 .. , 7'] ( D) 

= rn ... ri0 +1(ri0 (D)). Analogamente, Sm ... s1(D) = sm ... Sj0 +1(sj0 (D)). Vejamos como 

se comportam ri0 (D) e Sj0 (D). Se ri0 (D) = O, então ri0 (D) é de redução única tri

vialmente; senão, 1'io(D) = I::=1>..kck, com ck < D (k = l, ... ,p), pois::::; e S são 

compatíveis. Neste caso, temos que, para todo k = l, ... , p, Ck é de redução única 

por hipótese de indução. Portanto 7'j0 ( D) é um polinômio de redução única. Fazendo 

um raciocínio análogo, podemos concluir que Sj0 
( D) também é de redução única. Como 

1'n, .. 1'i0 +1(ri0 (D)) = 1'71, .. r1(D) E k(X)irr e Sm ... Sj0+1(sj0 (D)) = Sm .. ,s1(D) 

E k(X)irr' pois (r'i)i=l e (s;)j=l são finais em D, segue rs(ri0 (D)) = rn ... r1(D) e 

rs(sj0 (D)) = sm ... s1(D). Sendo as seqüências finais escolhidas arbitrárias, para mos

trar que D é de redução única, é suficiente mostrar que rs(rLuM'(D)) = rs(ru-rM(D)), 

onde 1'LuM' e ru-rM são reduções que atuam não trivialmente em D. 

Dividiremos a questão colocada acima em três casos de acordo com as posições relati

vas de Wu e W-r em D. Vamos supor, sem perda de generalidade, que o comprimento de L 

é menor ou igual ao comprimento de L'. Em termos mais precisos, estamos supondo que 
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o número de letras que compõem L é menor ou igual ao número de letras que compõem
z,/

/o. caso; W. e W, interceptam-se, mas nenhum contém o outro. Isto quer dizer

que 1) = Z,,4Z?C'.A/, onde (a, r, .4, B, C') é uma ambiguidade de superposição de S e, neste

caso, tem-se ],' = L.4 e ]14' = C'.A/. Efetuando-se o cálculo

rl.M' ÇD) -- TL..MÇD) = Lf.CM -- LAJ,M i.Çj.C - Af..bM,

''mos ,L,«4,(.D) -- ,L,,M(D) C /L.4Bam = /o, pois, por («'), (a, ,, .4, Z?, O') é r's'lú-l com

respeito a $ e, assim, /aa -- .4./, C /.4BC, o que, pelo Lema 2.7, implica a afirmação.

Como /o Ç k«(,s), seg- que ,s(«.m,(Z)) -- «,,m(Z))) = 0.

2o. caso; W, está contido em W.. Neste caso temos .D = L.,4BO'.A'f', onde

(r,a,.A,27,a) é uma ambigüidade de inclusão de S, L' = Z.,4 e .A/ = C'.A/'. Temos,
a,SSI in ,

rl.M'ÇD) -- rL-,MÇD) = Lf.M' -- LAf,CM' = LÇf. -- Ai,C)M'

Por (a'), /a--.4/,a C /..4Ba. Logo, Z,(/a--.4./',C')M' € /L.4BaM. = /O. Como /o Ç ke,(rs),
s'gu' q- «(,t.m,(D) -- ,z,,,m(Z))) = 0.

3o. caso; W. e W, são disjuntos, isto é, -D = LWaNW.À/, Z,' = Z,W..V e ]W =

N'W,.M. E«tão, ,L.M,(D) = L/..VW.M e ,L.,M(D) = LWa.N./.,.M. Trate:nos, i«icíal-

mente, o caso em que /a # 0 e /T # 0. Como < e S são compatíveis, /a = },f:. ÀiOi, com

O{ < W,. Nas hipóteses do Lema 2.3, coloquemos a = L/a.M = )1:L;. À{Z,Ci/V, b = W, e

c = À/. Então Z,aiNWI,.A/ < 1,W..NW,M = Z) ({ = 1, . . . , n), pois $ é uma ordem parcial

de semigrupo em <X>. Por hipótese de indução, os monõmios LCí.NW,]W (á = 1, . . . ,n)

são de redução única. Nessas condições, o Lema 2.3 diz que Z,/a.N/,A/ - Z,/a.Nri,i(W.).A/
é de redução única e que rs(.L/a/V/,M) = rS(L/..Nri,i(W:,)À/) = rs(L./;N'W:.M) =

rs(rt.w,(D)). Se fizermos, agora, a = L,b = W. e c = N./.,.A/ no Lema 2.3, concluire-

mos, de modo a«álogo, que «(L/a.N./.,M) = «(Lrl,i(W.).N.ÊM) = «(1,Wa.N/.M) =

«(,t,,W(1))). L.go, «(rl,m,(1))) = «(rl,.m(Z))). E o resultado "tá p'"ad' "st'
caso. Suponhamos, agora, que /. = 0. Por um lado, rs(rl.m,(Z))) = 0. Por outro lado,

«(« ..«.(D)) = «(LWaN/,M). Se ./', = 0, e«tão «(«,.«.(D)) = 0 ' s' /, # 0, «s.m's
o raciocínio acima (e o Lema 2.3) para concluir que rS(rt,,m(Z))) = rS(LWa.N/,M) =
rS(L/aN'/,.A/) = 0. E, novamente, obtemos o resultado desejado.

Aqui cabe uma observação. Fica claro que, nas hipóteses do Teorema 2.1, aquele
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o número de letras que compõem L é menor ou igual ao número de letras que compõem 

L'. 

lo. caso: W" e W-r interceptam-se, mas nenhum contém o outro. Isto quer dizer 

que D= LA BCM, onde (O', r, A, B, C) é urna ambigüidade de superposição de Se, neste 

caso, tem-se L' = LA e M' = CM. Efetuando-se o cálculo 

ternos TL<TM'(D) - ru-rM(D) E hABCM = ln, pois, por (a'), (O', r, A, B, C) é resolúvel com 

respeito a :S e, assim, J"C - Af-r E J ABC, o que, pelo Lema 2. 7, implica a afirmação. 

Como ln Ç ker(rs), segue que rs(rL"M'(D) - ru-rM(D)) = O. 

2o. caso: W-r está contido em W" . Neste caso temos D = LABCM', onde 

(r,O',A,B,C) é uma ambigüidade de inclusão de S, L' = LA e M = CM'. Temos, 

assnn, 

TL<TM'(D) - ru-rM(D) = Lf"M' - LAJ-rCM' = L(f" - Af-rC )M'. 

Por (a'), J"-AfrC E !ABC· Logo, L(J"-Af-rC)M' E hABCM' = ln. Como ln Ç ker(rs), 

segue que rs(rL<TM'(D) - ru-rM(D)) = O. 

3o . caso: W" e W-r são disjuntos, isto é, D= LW"NW-rM, L' = LW"N e M' = 

NW-rM. Então, rL<Tw(D) = Lf"NW-rM e ru-rM(D) = LW"N f-rM. Tratemos, inicial

mente, o caso em que J" -:/ O e f-r -:/ O. Como < e S são compatíveis, J" = Li=l >.;C;, com 

C; < W". Nas hipóteses do Lema 2.3, coloquemos a= LJ"N = Li=l >.;LC;N, b = W-r e 

e= M. Então LCiNW-rM < LW"NW-rM = D (i = 1, ... , n), pois :Sé uma ordem parcial 

de semigrupo em (X). Por hipótese de indução, os monômios LC;NW-rM (i = 1, ... , n) 

são de redução única. Nessas condições, o Lema 2.3 diz que LJ"N f-rM = Lf"Nr1-r 1(W-r )M 

é de redução única e que rs(LJ"N f-rM) = rs(Lf"Nr1-r 1(W-r)M) = rs(LJ"NW-rM) = 

rs(rL<TM'(D)). Se fizermos, agora, a = L, b = W" e e= N f-rM no Lema 2.3, concluire

mos , ele modo análogo, que rs(LJ"N f-rM) = rs(Lr1"1 (W" )N f-rM) = rs(LW"N f-rM) = 

rs(ru-rM(D)). Logo, rs(rL<1M'(D)) = rs(ru-rM(D)). E o resultado está provado neste 

caso. Suponhamos, agora, que f" = O. Por um lado, rs(rL<TM'(D)) = O. Por outro lado, 

rs(ru-rM(D)) = rs(LW"N f-rM). Se f-r = O, então rs(ru-rM(D)) = O e se f-r -:/ O, usamos 

o raciocínio acima (e o Lema 2.3) para concluir que rs(ru-rM(D)) = rs(LW"Nf-rM) = 

rs(Lf"N f-rM) = O. E, novamente, obtemos o resultado desejado. 

Aqui cabe uma observação. Fica claro que, nas hipóteses do Teorema 2.1, aquele 
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tipo de ambiguidade causada pela ocorrência em uma palavra de dois monâmios distintos

e disjuntos é automaticamente reso]úve], o que pode notar-se pelo fato de não ter sido

necessária na demonstração deste caso outra hipótese senão aquelas sobre a ordem $.

Justifica-se, assim, a atitude tomada anteriormente de não incluir dentre as definições de

ambiguidade uma para a do tipo em questão.

Nas condições acima, o homomorfismo de k-módulos g : k<X> --+ k<X>i,,, dado

por y'(a) = rS(a), para todo a C k<X>, é sobrejetor. Sabemos também que ker(y') -
ker(rS) = /. Desta maneira, temos que k<X>// e k<X>{,, são isomorfos como k-módulos.

Como k<X>// tem uma estrutura de k-álgebra, podemos transporta-la a k<X>i- via o
isomorfismo V, : k<-.V>// --, k<X>{,,, definido por V'(a + /) = g(a), para todo a + / C

k<X>//. Basta, para isso, definir a ' b = 'P(d'''(a)d'''(b)), para todos a,b € k<X>i«
Com. «, b C k<X>.,,, temos d,(« + .r) = g(a) = «(«) = « e 'P(Z' + .r) = p(b) - ''(Z') - Z'.

Logo, Ú''(a) = a+/ e V,':(b) = b+/. Assim, A<X>i,, é uma k-álgebra com a multiplicação

« . z, + /)(z,+ /)) («z,+ .r)

Dados um sistema de redução S para a k-álgebra k<X> e $ uma ordem parcial de

semigrupo em <X> com c.c.d., tais que $ e S sejam compatíveis, associado a cada elemento

a € k<X>, podemos definir um grato orientado cujo conjunto de vértices é composto pelo
elemento a e por polinâmios ri. . . ri(a), onde (ri,. . . ,r.) é uma sequência final em a.

Dados dois vértices o,w, existe uma aresta de u para w se existir uma sequência anal

em a,(ri,...,r.), tal que ri ...ri(a) = D e ri+lri ...ri(a) = ri+i(t') = " 'Em princípio,

os vértices correspondentes aos elementos irredutíveis associados a cada sequência final

em a não precisam coincidir. Todavia, quando vale alguma das condições (a), (a'), (b), (c)

do Teorema 2.1, isto é, quando os elementos de k<X> são de redução única, todos esses

elementos irredutíveis coincidem com rS(a), a forma normal de a, fornecendo assim, ao

grato construído o aspecto de um diamante. Essa construção sugere o nome dado ao
Teorema 2.1 (Lema do Diamante).

O Teorema 2.1 tem um corolário imediato:

Corolário 2.2 Sela k<X> a á/febra associar ua /cure sobre X e $ uma ordem Fareja/ de

semigmpo em <X> com c07}dÍçáo de cadela desce7}de7}te. Se S é um sistema de redução

sem amóigdidades e ta/ que $ e S são compatz'fieis, e7}íão o c07Üunto de re/anões Wa -

/a (a C S) é {ndepe7 de7 tc. .IWaís precísamc71Ze, se Si Ç S2 são do s s stemas de redução
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tipo de ambigüidade causada pela ocorrência em uma palavra de dois monômios distintos 

e disjuntos é automaticamente resolúvel, o que pode notar-se pelo fato de não ter sido 

necessária na demonstração deste caso outra hipótese senão aquelas sobre a ordem :::; . 

Justifica-se, assim, a atitude tomada anteriormente de não incluir dentre as definições de 

ambigüidade uma para a do tipo em questão. 

Nas condições acima, o homomorfismo de k-módulos <p : k(X) -+ k (X )irr' dado 

por c.p(a) = rs(a), para todo a E k(X), é sobrejetor. Sabemos também que ker(c.p) = 

ker(rs) = I. Desta maneira, temos que k (X ) / I e k(X)irr são isomorfos como k-módulos. 

Como k(X) / I tem uma estrutura de k-álgebra, podemos transportá-la a k(X)irr via o 

isomorfismo 1/;: k(X)/1--+ k(X)irr' definido por '1/;(a + I) = c.p(a), para todo a+ I E 

k(X)//. Basta, para isso, definir a· b = 'l/;('l/;-1 (a)'l/;-1(b)), para todos a,b E k(XLrr· 

Como a, b E k(X)irr' temos '1/;(a + I) = c.p(a) = rs(a) = a e '1/;(b + I) = c.p(b) = rs(b) = b. 

Logo, 'l/; - 1(a) = a+I e 'l/;- 1(b) = b+I. Assim, k(X)irr é uma k-álgebra com a multiplicação 

a· b = '1/;((a + I)(b+ I)) = '1/;(ab+ I) = c.p(ab) = rs(ab). ■ 

Dados um sistema de redução S para a k-álgebra k(X) e :S uma ordem parcial de 

semigrupo em (X) com e.e.d., tais que :Se S sejam compatíveis, associado a cada elemento 

a E k(X), podemos definir um grafo orientado cujo conjunto de vértices é composto pelo 

elemento a e por polinômios ri,,,r1(a), onde (r1, .. ,,rn) é uma seqüência final em a. 

Dados dois vértices v, w, existe uma aresta de v para w se existir uma seqüência final 

em a, (r1, ... , rn), tal que ri ... r1(a) = v e 1'i+1ri ... r1(a) = ri+ 1 (v) = w. -Em princípio, 

os vértices correspondentes aos elementos irredutíveis associados a cada seqüência final 

em a não precisam coincidir. Todavia, quando vale alguma das condições (a), (a'), (b), (c) 

do Teorema 2.1, isto é, quando os elementos de k(X) são de redução única, todos esses 

elementos irredutíveis coincidem com rs(a), a forma normal de a, fornecendo assim, ao 

grafo construído o aspecto de um diamante. Essa construção sugere o nome dado ao 

Teorema 2.1 (Lema do Diamante). 

O Teorema 2.1 tem um corolário imediato: 

Corolário 2.2 Seja k(X) a álgebra associativa livre sobre X e :S uma ordem parcial de 

semigrupo em (X ) com condição de cadeia descendente. Se S é um sistema de redução 

sem ambigüidades e tal que :S e S são compatíveis, então o conjunto de relações Wu = 
fu (o- E S) é independente. Mais precisamente, se S1 Ç S2 são dois sistemas de redução 
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tais que $ e Si sao compatzuezs e < e S2 lambem o sao} se todas as ambiguidades sao
resoluuets segundo Si e S2, e se S2 contezn a/guzn o' [a/ que T/Ua e trredtitzt;e/ com. raspe:to

a Si, então a zncJKsao /i Ç= /2 e estria, ozlde /i e o tdea/ associado a Si e /2 o zdea/

CLssociado Q Sa.

Prova Sejam k<X>;,, e k<X>2 , os submódulos de k<X> formados pelos elemen-

tos irredutíveis segundo Si e S2 respectivamente. Pelo Teorema 2.1, temos k<X> =

k<X>i,,a)/i = k<X>{,,G)/2. Por definição, temos k<X>2, C k<X>{,, e /i C /2 e, por

hipótese, k<X>â, # k<X>1,,. Logo, /i # /a.

2.2 Observações

Esta seção será divida em três subseções que devem abranger questões qualitativas

acerca da existência dos objetos estudados na seção anterior.

2.2.1 Ambigüidades de inclusão

Nas aplicações que serão apresentadas no capítulo seguinte pode-se notar que não

há ambiguidades de inclusão. Isto se deve ao fato de que é sen)pre possível evita-las de
maneira a obter-se um novo sistema de redução que origina o mesmo anel quociente, mas

que não contém ambigiiidades de inclusão, desde que se saiba que todos os elementos de

k<X> sejam de redução única. Essa construção será descrita a seguir.

Seja S Ç <X> x k<X> um sistema de redução. Vamos construir um subconjunto S'
de S da seguinte maneira:

1. retiramos de S todo a tal que W. contenlla algum W,, para T C S, como subpalavra

proprial

2. sempre que existir mais do que um elemento ai,a2, . . . C S de modo que W..

W. = . . ., retiramos de S todos os ai em tal situação a menos de um deles escolhido
arbitrariamente.

Obtemos, assim, um novo sistema de redução S' para k<X> que, por construção,

não contém ambiguidades de inclusão. (Todas as que existiam em S foram retiradas nos

passos l e 2.)
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tais que ~ e S 1 são compat{veis e ~ e S2 também o são, se todas as ambigüidades são 

resolúveis segundo S 1 e S2, e se S2 contém algum a tal que Wu é irredut{vel com respeito 

a S1 , então a inclusão 11 Ç / 2 é estrita, onde 11 é o ideal associado a S 1 e / 2 o ideal 

associado a S2. 

Prova Sejam k(X)Jrr e k(X)frr os submódulos de k(X) formados pelos elemen

tos irredutíveis segundo S1 e S2 respectivamente. Pelo Teorema 2.1, temos k(X) = 

k(X)Jrr EB /1 = k(X)frr EB /2. Por definição, temos k(X)frr Ç k(X)Jrr e 11 Ç /z e, por 

hipótese, k(X)frr =/= k(X)Jrr· Logo, 11 =/= 12. ■ 

2.2 Observações 

Esta seção será divida em três subseções que devem abranger questões qualitativas 

acerca da existência dos objetos estudados na seção anterior. 

2.2.1 Ambigüidades de inclusão 

Nas aplicações que serão apresentadas no capítulo seguinte pode-se notar que não 

há ambigüidades de inclusão. Isto se deve ao fato de que é sempre possível evitá-las de 

maneira a obter-se um novo sistema de redução que origina o mesmo anel quociente, mas 

que não contém ambigüidades de inclusão, desde que se saiba que todos os elementos de 

k(X) sejam de redução única. Essa construção será descrita a seguir . 

Seja S Ç (X) x k(X) um sistema de redução. Vamos construir um subconjunto S' 

de S da seguinte maneira: 

1. retiramos de S todo a tal que Wu contenha algum Wr, parar E S, como subpalavra 

própria; 

2. sempre que existir mais do que um elemento o-1 , a 2 , ••• E S de modo que Wu 1 = 

Wo-2 = ... , retiramos de S todos os O"i em tal situação a menos de um deles escolhido 

arbitrariamente. 

Obtemos, assim, um novo sistema de redução S' para k(X) que, por construção, 

não contém ambigüidades de inclusão. (Todas as que existiam em S foram retiradas nos 

passos 1 e 2.) 
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A maneira como S/ foi construído permite-nos fazer uma observação preliminar. Se

tomarmos um elemento a C S, então podemos afirmar que existe a' C S' tal que W., é

subpalavra (própria ou não) de W.. Esse fato será demonstrado por indução em cpt(W.)-

Seja no = minÍcpt(Wa) : a C S} ? 0 e seja a € S tal que cpt(Wa) = "o. Neste caso não

existe r € S tal que W, seja subpalavra própria de W., pois, se existisse tal r, teríamos

CPt(W,) < CPt(Wa). Então, ou a € S' ou existe a' C S' tal que W., = Wa. Seja a C S tal
que cpt(W.) = n > no e suponha (lue, para todo T C S tal que no $ cpt(W.) < n, exista

r' C S/ tal que W,, seja subpalavra própria de W,. Se o C S' não há o que provar. Caso

contrário, temos dois casos a considerar. No primeiro, existe I' € S e .4, .B C <X>, com

,4 # l ou B # l tais que W. = ÁW..B, implicando cpt(W.) < cpt(W.) = n, portanto, por

hipótese de indução, existem I'' C S' e .4', 1?' C <X> tais que W. = .A'W,.B', o que implica

que W. = 4.A'W,,B'.B e, neste caso, W., é subpalavra própria de W.. No segundo, existe

cr' C S' tal que W. = W.,.

O sistema S/ goza de algumas propriedades que serão listadas abaixo em forma de

lemas. Seja a C k<X> um elemento arbitrário

Lema 2.9 a á redutzhe/ seguztdo S se e somem fe se a á redutzbe/ segu7}do S'

Prova A demonstração será feita somente para os monâmios de k<X>, uma vez

que o conjunto dos elementos irredutíveis segundo qualquer sistema de redução é um k-

subn)ódulo de k<X> e, além disso, os monâmios geram k<X> como k-módulo. Como S' Ç

S, uma das implicações acima é óbvia. Suponha, agora, que 4 é um monâmio redutível

segundo S. Como anteriormente, existem a,l) € <X> e o' C S tais que .4 = C'WaD'
Então existe a' C S/ tal que W.' seja subpalavra de W., isto é, existem C", Z)' € <X> tais

que W. = C"W.,Z)' e, neste caso, .4 = C'W.D = C'C'/W.,Z7Z), o que implica que .4 é
redutível segundo S'. H

Na demonstração do próximo ]enla, utilizaremos a notação k<X>i,,s para indicar
o submódulo dos elementos irredutíveis segundo S e k<X>í,,s, para o submódulo dos

elementos irredutíveis segundo S'. Pelo Lema 2.9, temos k<X>i,,s = k<X>i,,s,.

Lema 2.10 Se a é de redução tí7}ica segu7}do S, então a é dc redução tíl&Íca segundo S' e

««/e «.(«)

Prova Primeiramente mostremos que se a é de redução finita segundo S, então
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A maneira como S' foi construído permite-nos fazer uma observação preliminar. Se 

tomarmos um elemento cr E S, então podemos afirmar que existe cr' E S' tal que W,,., é 

subpalavra (própria ou não) de W,,.. Esse fato será demonstrado por indução em cpt(W,,.). 

Seja n0 = min{ cpt(W,,.) : cr E S} 2: O e seja cr E S tal que cpt(W,,.) = n0 . Neste caso não 

existe T E S tal que Wr seja subpalavra própria de W,,., pois, se existisse tal T, teríamos 

cpt(Wr) < cpt(W,,. ). Então, ou cr E S' ou existe cr' E S' tal que W,,., = W,,.. Seja cr E S tal 

que cpt(W,,.) = n > n0 e suponha que, para todo T E S tal que n0 :S cpt(Wr) < n, exista 

r' E S' tal que Wr, seja subpalavra própria de Wr. Se a- E S' não há o que provar. Caso 

contrário, temos dois casos a considerar. No primeiro, existe T E S e A, B E (X), com 

A-=/ l ou B f:: l tais que W,,. = AWrB, implicando cpt(Wr) < cpt(W,,.) = n, portanto, por 

hipótese de indução, existem r' E S' e A', B' E (X) tais que Wr = A'Wr,B', o que implica 

que W,,. = AA'Wr,B' B e, neste caso, Wr, é subpalavra própria de W,,.. No segundo, existe 

cr' E S' tal que W,,. = W,,.,. 

O sistema S' goza de algumas propriedades que serão listadas abaixo em forma de 

lemas. Seja a E k(X) um elemento arbitrário. 

Lema 2.9 a é redutível segundo S se e somente se a é redutz'vel segundo S'. 

Prova A demonstração será feita somente para os monôrnios de k(X), uma vez 

que o conjunto dos elementos irredutíveis segundo qualquer sistema de redução é um k

submódulo de k(X) e, além disso, os monôrnios geram k(X) como k-módulo. Como S' Ç 

S, uma das implicações acima é óbvia. Suponha, agora, que A é um monôrnio redutível 

segundo S. Como anteriormente, existem C, D E (X) e a- E S tais que A = CW,,.D. 

Então existe cr' E S' tal que W,,., seja subpalavra de W,,., isto é, existem C', D' E (X) tais 

que W,,. = C'W,,.,D' e, neste caso, A = CW,,.D = CC'W,,.,D' D, o que implica que A é 

redutível segundo S'. ■ 

Na demonstração do próximo lema, utilizaremos a notação k(X)irrS para indicar 

o submódulo dos elementos irredutíveis segundo S e k(X)irrS' para o submódulo dos 

elementos irredutíveis segundo S'. Pelo Lema 2.9, temos k(X)irrS = k(X)irrS'' 

Lema 2.10 Se a é de redução única segundo S, então a é de redução única segundo S' e 

vale rs,(a) = rs(a). 

Prova Primeiramente mostremos que se a é de redução finita segundo S, então 
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a é de redução finita segundo S'. De fato, seja (rl,r2,. ..) uma sequência infinita de
reduções em S/. Em particular, (ri,r2, . . .) é uma sequência infinita de reduções em S

(pois S' Ç S). Assim, existe io C IN tal que r{ agua trivialmente em ri-l . . .ri(a), para

todo á > {o. Logo a é de redução finita segundo S'. Seja agora (rl, . . . , r.) uma sequência

final em a segundo S'. Então r«...rl(a) C k<X>.,,s, = k<X>.,,s Assim, (ri,...,r«) é

anal em a segundo S e, portanto, r. . . . ri(a) = rs(a). Logo, a é de redução única segundo

S' e -le «.(«) = «(«). H

Tendo em vista o resultado dos Lema 2.10, podem-nos concluir que se todo elemento

de k<X> for de redução única segundo S, então todo elemento de k<X> será de redução

única segundo S' e, além disso, valerá rs, = rs.

Se indicarmos por /(S) o ideal de k<X> definido a partir de S, isto é, o ideal bilateral

de k<X> gerado pelas diferenças W. -- /a, com o' percorrendo o sistema de redução S, e

/(S') o correspondente ideal segundo S', podemos concluir, pelo Teorema 2.1 , que se todo

elemento de k<X> for de redução única segundo S, então k<X> = /(S) © k<X>i,,s como
k-módulos. Temos também que todo elemento de k<X> será de redução única segundo S'

e, assim, k<X> = /(S')© k<X>i,,s,. Pelo Lema 2.9, temos k<X>{,,s = k<X>i,,s,. Como

/(S') Ç .r($),segue.r(s) s'). Logos //(S)eR' <X>/.r(S')sã''
mesmo anel. O fato de termos rs = rs, permite-nos afirmar ainda que as formas normais

dos elementos de R e R', dadas pelos isormofismos entre esses k-módulos e k<X>i,,s

k<X>í,,s,, induzidos pelas aplicações rs e rs,, respectivamente, são as mesmas.
As considerações acima justificam a afirmação que diz que, quando todos os elemen-

tos de k<X> são de redução única, as ambigiiidades de inclusão são sempre evitáveis e,

portanto, não precisamos estuda-las em separado. É evidente que, em termos práticos,

pode ocorrer de não conseguirmos fazer a eliminação de todas as ambiguidades de in-

clusão. (Nos casos em que S é infinito, freqiientemente é impossível realizar um algoritmo

de eliminação de alllbigüidades de inclusão sobre o qual se tenha certeza da finitude.)

Assim a discussão acima em alguns casos só tem valor teórico.

2.2.2 Quando k é um corpo

A pergunta "Uma k-álgebra R gerada por um conjunto X sempre tem uma forma

normal do tipo apresentado no Teorema 2.1?" tem resposta afim)aviva no caso em que k
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a é de redução finita segundo S '. De fato, seJa (ri, r 2 , •.. ) uma seqüência infinita de 

reduções em S'. Em particular, (ri, r 2 , ••• ) é uma seqüência infinita de reduções em S 

(pois S' Ç S) . Assim, existe i0 E IN tal que ri atua trivialmente em ri-l .. . r1(a), para 

todo i > i 0 • Logo a é de redução finita segundo S' . Seja agora (r1 , ... , rn) uma seqüência 

final em a segundo S' . Então rn ... r1(a) E k(X)irrS' = k(X)irrs· Assim, (r1, .. ,,rn) é 

final em a segundo Se, portanto, rn ... r1(a) = rs(a). Logo, a é de redução única segundo 

S ' e vale rs,(a) = rs(a). ■ 

Tendo em vista o resultado dos Lema 2.1 0, podemos concluir que se todo elemento 

de k(X) for de redução única segundo S, então todo elemento de k(X) será de redução 

única segundo S' e, além disso, valerá rs, = rs. 

Se indicarmos por I(S) o ideal de k(X) definido a partir de S, isto é, o ideal bilateral 

de k(X) gerado pelas diferenças Wa - fa, com O' percorrendo o sistema de redução S, e 

I(S') o correspondente ideal segundo S', podemos concluir, pelo Teorema 2.1, que se todo 

elemento de k(X) for ele redução única segundo S, então k(X) = I(S) EB k(X)irrS como 

k-módulos. Temos também que todo elemento de k(X) será de redução única segundo S' 

e, assim, k(X) = I(S') EB k(X)irrS'' Pelo Lema 2.9, temos k(X)irrS = k(X)irrS'' Como 

I(S') Ç I(S), segue I(S) = I(S'). Logo R = k(X) / I(S) e R' = k(X) / I(S') são o 

mesmo anel. O fato de termos rs = rs, permite-nos afirmar ainda que as formas normais 

dos elementos de R e R', dadas pelos isormofismos entre esses k-módulos e k(X)irrS 

k(X)irrS'' induzidos pelas aplicações rs e rs,, respectivamente, são as mesmas. 

As considerações acima justificam a afirmação que diz que, quando todos os elemen

tos de k(X) são de redução única, as ambigüidades de inclusão são sempre evitáveis e, 

portanto, não precisamos estudá-las em separado. É evidente que, em termos práticos, 

pode ocorrer de não conseguirmos fazer a eliminação de todas as ambigüidades de in

clusão. (Nos casos em que Sé infinito, freqüentemente é impossível realizar um algoritmo 

de eliminação de ambigüidades de inclusão sobre o qual se tenha certeza da finitude.) 

Assim a discussão acima em alguns casos só tem valor teórico. 

2.2.2 Quando k é um corpo 

A pergunta "Uma k-álgebra R gerada por um conjunto X sempre tem uma forma 

normal do tipo apresentado no Teorema 2.1 ?" tem resposta afirmativa no caso em que k 
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e um corpo.
Começemos o estudo da situação descrita na seção anterior quando o anel k é um

corpo fazendo algumas considerações sobre a ordem parcial de semigrupo em <X>. Vamos

definir uma boa ordem de semigmpo em <X> como sendo uma boa ordem em <X> que

preserva a operação de semigrupo, isto é, uma ordem total $ en] <X> com condição de
cadeia descendente tal que se .B e Z?' são monõmios em <X> que satisfazem .B < .B', então

temos ,4BC' < .4B'O, para quaisquer ,4, O C <X>.

Dado um conjunto X, sempre existe uma boa ordem de semigrupo em <X>. Para
tanto basta tomarmos uma boa ordem em X e, para '4, J3 C <X> definimos: .A < .B se e

somente se cpt(.4) < cpt(.B) ou cpt( 4) = cpt(.B) e .4 precede B lexicograficamente. Essa

é trivialmente uma ordem total em <X> que respeita a operação de semigrupo. Além

disso, $ tem condição de cadeia descendente. Mostraremos esse fato provando que todo

subconjunto não vazio de <X> tem elemento minimal. Seja E Ç <X> um subconjunto

não vazio de <X> e seja n = minÍcpt(.4) : .4 C E}. Vamos definir ainda o subconjunto
E' de E dado por E' ' {,4 C E : cpZ(,4) = n}. Vamos denaonstrar por indução em n

que E' tem elemento minimal. Se n = 0, então E' = {il} e, portanto, l é minimal de
E'. Se n > 0, suponha, por hipótese de indução, que todo subconjunto de <X> formado

por palavras com comprimento igual a n -- l tenha (pelo menos) um elemento minimal.

Mostremos que E' tem um elemento minimal. Seja y Ç X o subconjunto de X dado

por y ' {sçl C X : ci . . .z. C E' e ai C X}. Como X é bem ordenado, existe elemento

minimal zo em y. Seja, agora, E" = {aç2...z. C <X> : scla2...z. € E' e zí C X}. Todas

as palavras de E" têm comprimento n -- 1, portanto, por hipótese de indução, existe
elemento minimal ,4o em E". Como $ é ordem parcial de semigrupo, =oÁo é minimal em

E/. Aârma-se, então, que um elemento minimal de E' é também um elemento minimal

de E, uma vez que todos os elementos que pertencem a E e não pertencem a E' têm

comprimento estritamente maior do que o do elemento minimal de E'

Seja R uma k-álgebra (k corpo) gerada por um conjunto X. Construímos o monóide

livre <X> gerado por X e dotamo-lo de uma boa ordem de semigrupo, denotado por $1;

por exemplo, aquela introduzida acima. Construímos em seguida a k-álgebra livre Ã<X>

gerada por X

Seja g : k<X> ---, R o homomorfismo (sobrejetor) de k-álgebras definido nos gerado-

res de k<X> por g(z) = z, para todo = C X. Como os elementos z € X geram R, temos
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é um corpo. 

Começemos o estudo da situação descrita na seção anterior quando o anel k é um 

corpo fazendo algumas considerações sobre a ordem parcial de semigrupo em (X ). Vamos 

definir uma boa ordem de semigrupo em (X) como sendo uma boa ordem em (X ) que 

preserva a operação de semigrupo, isto é, uma ordem total S em (X) com condição de 

cadeia descendente tal que se B e B' são monômios em (X) que satisfazem B < B', então 

temos ABC< AB'C, para quaisquer A, CE (X ). 

Dado um conjunto X, sempre existe uma boa ordem de semigrupo em (X ). Para 

tanto basta tomarmos uma boa ordem em X e, para A, BE (X ) definimos: A < B se e 

somente se cpt(A) < cpt(B) ou cpt(A) = cpt(B) e A precede B lexicograficamente. Essa 

é trivialmente uma ordem total em (X) que respeita a operação de semigrupo. Além 

disso, S tem condição de cadeia descendente. Mostraremos esse fato provando que todo 

subconjunto não vazio de (X ) tem elemento minimal. Seja E Ç (X) um subconjunto 

não vazio de (X ) e seja n = min{cpt(A): A E E} . Vamos definir ainda o subconjunto 

E ' de E dado por E' = {A E E : cpt(A) = n}. Vamos demonstrar por indução em n 

que E' tem elemento minimal. Se n = O, então E'= {1} e, portanto, 1 é minimal de 

E'. Se n > O, suponha, por hipótese de indução, que todo subconjunto de (X ) formado 

por palavras com comprimento igual a n - 1 tenha (pelo menos) um elemento minimal. 

Mostremos que E' tem um elemento minimal. Seja Y Ç X o subconjunto de X dado 

por Y = {x 1 E X : x1 ... Xn E E' e Xi E X}. Como X é bem ordenado, existe elemento 

minimal Xo em Y. Seja, agora, E"= {x2 • •• Xn E (X) : x 1x 2 ... Xn E E' e Xi E X}. Todas 

as palavras de E" têm comprimento n - l, portanto, por hipótese de indução, existe 

elemento minimal A0 em E". Como Sé ordem parcial de semigrupo, x 0 A0 é minimal em 

E'. Afirma-se, então, que um elemento minimal de E' é também um elemento minimal 

de E, uma vez que todos os elementos que pertencem a E e não pertencem a E' têm 

comprimento estritamente maior do que o do elemento minimal de E'. 

Seja R uma k-álgebra ( k corpo) gerada por um conjunto X. Construímos o monóide 

livre (X) gerado por X e dotamo-lo de uma boa ordem de semigrupo, denotada por S; 

por exemplo, aquela introduzida acima. Construímos em seguida a k-álgebra livre k(X) 

gerada por X. 

Seja <p: k(X) - R o homomorfismo (sobrejetor) de k-álgebras definido nos gerado

res de k(X) por <p(x) = x, para todo x E X. Como os elementos x E X geram R, temos 
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que R 3 k<X>/ker(p). Vamos de

a = E:..! À.4.4, então ã = }1:...l À..!.A.

Dado a C k<X>, se escrevermos a = E:..l À.4.4, defino o suporte de a por surf(a) -
{.4 € <X> : À...i # 0}. Como k<X> é livre, temos que surf(a) é um conjunto finito bem
definido para todo a € k<X>.

Par. c.da « C ke,(p) = {« C k<X> : ã = 0}, « # 0, escolho M(«) ' máxim'

do conjunto surf(a). Esse máximo existe e é único, pois s'lpp(a) é finito e a ordem

$ em <X> é total. Defino, agora, o par (Wa,./l) € <X> x k<X>, onde Wa = ]14(a) '

.Ü = .A/(a) -- Ài/(.)a. Construo, assim, um conjunto S = {a. : a C ker(g) e a # 0}, onde
a. = (Wa, /a).

Temos, então, um sistema de redução S para k<X> , uma ordem parcial de semigrupo

$ em <X> com condição de cadeia descendente e tal que $ e S sejam compatíveis (por
construção de S). Vejamos, agora, quais são os monâmios irredutíveis segundo S. Seja 6.

o conjunto dos monâmios .A € <X> cujas imagens a são combinações lineares de imagens

de monâmios B < .A. Denotemos por <X>i,, o conjunto complementar de A em <X>.

Afirmo que o conjunto <X>{,, é o conjunto dos monâmios irredutíveis de <X> segundo S.

De fato, seja .Á C <X> ta] que existam n C ]N, .Xí C k e Z?{ € <X> (á = 1,...,n) que

satisfaçam .Bí < 4 e ã = EL:. À.B;. Então g(.A -- Eí ÀíBí) = ] -- EiÀ.IB; = 0. Logo,

a = .4 -- E{ Ài.B{ € ker(p). Assim, W. = Á e, portanto, ,4 é redutível. Por outro lado, se

,4 é redutível, então existem .B, C C <X> e a C ker(p) tais que Á ' BWaC'. Então

-tar y,(«) = a Com essa notação temosab = ab e se

P(,'l- B/aC') 9(BWaC - B/aC')

P(B(W:. - /a)C')

9(.B)9(Wa - /a)9(O')

0,

pOiS 9(W. -- /a) = 9(À'i(.)a) = À-](.)ã = 0 Logo, 7 = aJ}.C', que é combinação linear de

imagens de monâmios < .BW.a = .4, pois, como $ e S são compatíveis, /a é combinação

linear de imagens de monõmios < W.. Denotamos por k<X>i,, o k-submódulo de k<X>

gerado por <X>i«.

Vamos definir o ideal / do mesmo modo como o definimos na seção anterior, isto

é, / é o ideal bilateral de k<X> gerado pelas diferenças W. -- /a, com os pares a. =

(Wa,/.) percorrendo o conjunto S. Afirma-se que / = ker(y'). De fato, / Ç ker(y'), pois
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que R ~ k(X)/ker(cp). Vamos denotar cp(a) = a. Com essa notação ternos ab = ab e se 

a= LA ÀAA, então a= LA ÀAA, 

Dado a E k(X ), se escrevermos a= LA ÀAA, defino o suporte de a por supp(a) = 

{A E (X ): ÀA =/- O}. Corno k(X) é livre, temos que supp(a) é um conjunto finito bem 

definido para todo a E k(X). 

Para cada a E ker(cp) = {a E k(X) : a = O}, a =/- O, escolho M(a) o máximo 

do conjunto supp(a). Esse máximo existe e é único, pois supp(a) é finito e a ordem 

:S em (X) é total. Defino, agora, o par (Wa, la) E (X ) x k(X), onde Wa = M(a) e 

la= M(a) - Xi)(a)ª· Construo, assim, um conjunto S ={<Ta: a E ker(cp) e a=/- O}, onde 

<Ta = (Wa, la), 

Ternos, então, um sistema de redução S para k(X), uma ordem parcial de semigrupo 

:S em (X) com condição de cadeia descendente e tal que :S e S sejam compatíveis (por 

construção de S). Vejamos, agora, quais são os monômios irredutíveis segundo S. Seja~ 

o conjunto dos monôrnios A E (X) cujas imagens A são combinações lineares de imagens 

de monôrnios B < A. Denotemos por (X )irr o conjunto complementar de ~ em (X) . 

Afirmo que o conjunto (X)irr é o conjunto dos rnonôrnios irredutíveis de (X) segundo S . 

De fato, seja A E (X) tal que existam n E IN, Ài E k e Bi E (X) (í = 1, . .. ,n) que 

satisfaçam Bi < A e A = Li=l ,\jBj. Então cp(A - Li ÀiBi) = A - Li ÀiBi = O. Logo, 

a= A - Li ÀiBi E ker( cp ). Assim, Wa = A e, portanto, A é redutível. Por outro lado, se 

A é redutível, então existem B, CE (X) e a E ker(cp) tais que A= BWaC. Então 

cp(A - BlaC) = cp(BWaC - BlaC) 

cp(B(Wa - la)C) 

cp(B)cp(Wa - la)cp(C) 

o, 

pois cp(Wa - fa) = cp(>.M\a)a) = ÀÃ1\a)ª = O. Logo, A= BlaC, que é combinação linear de 

imagens de monômios < BWaC = A, pois, como :Se S são compatíveis, la é combinação 

linear de imagens de monôrnios < Wa, Denotamos por k(X)irr o k-submódulo de k(X) 

gerado por (X)irr · 

Vamos definir o ideal J do mesmo modo como o definimos na seção anterior, isto 

é, I é o ideal bilateral de k(X) gerado pelas diferenças Wa - la, com os pares CJ'a = 
(Wa, la) percorrendo o conjunto S. Afirma-se que I = ker(cp). De fato, I Ç ker(cp), pois 
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P(Wa -- /.) = 0, para todo a. C S. E ker(ç') Ç /, pois se " C ker(p) e a # 0, então

« (d(Wa - /.).

Vejamos, agora, que todo elemento de k<X> é de redução única. Sabemos que todo

elemento de k<X> é de redução finita, pois <X> foi dotado de uma ordem parcial de
semigrupo, $, com c.c.d. e, por construção do sistema de redução S, tem-se que $ e

S são compatíveis (vide Lema 2.8). Assim sendo, sda a C k<X> um elemento qualquer

e (ri,. . . ,r«) e (si,. . . ,s«) duas sequências finais em a arbitrárias. Temos, então, Z' =

r« . . .ri(a) C k(X>i,, e Z,' = s« . . .si(a) C k<X>{,,. Pelo Lema 2.4, sabemos que b -- a C

/ = À;er(p) e que a -- Z,' C / = ker(g). Logo, c = b -- b' C ker(p). Suponhamos que c # 0.
Neste caso, teríamos um par (W., /.) em S, o que implicaria que c não seria irredutível.

isso contradiz o fato de b e b' serem irredutíveis e k<X>í,, um k-submódulo. Logo c = 0
e, portanto, a é de redução única.

Tendo em vista que todos os elementos de Ê<X> são de redução única, podemos

aplicar o Teorema 2.1 e concluir que os elementos de R = k<X>// têm uma forma normal.

De maneira análoga, se uma k-álgebra R é dada por geradores X e por relações

{gj = A.Í : .7 C J}, escolhemos uma boa ordem de semigrupo $ para <X> e para cada

relação g = À definimos um par (W, /), onde W é o monâmio máximo (segundo a ordem

$) do polinõmio g -- A e ./ = W-- À-'(g -- À), onde À indica o coeficiente de W no polinõmio

g -- A. Desta forma construímos parte do conjunto S. Para resolver as ambiguidades que

surgirem, basta transformar as equações que delas derivam em pares do sistema de redução

da mesma maneira. (Foi exatamente assim que procedemos no Capítulo l.)

Teremos um sistema de redução S tal que $ e S sejam compatíveis. Além disso,

todos os elementos de k<X> serão de redução única segundo S, pois S foi construído para

que isso ocorresse. Dessa forma, os elementos de R terão uma forma normal.

2.2.3 Ordem parcial de semigrupo

Nesta subseção encontraremos condições suficientes para, dado um sistema de redução

S, garantir a existência de uma ordem parcial de semigrupo S; em <X> com condição de

cadeia descendente tal que $ e S sejam compatíveis.

Faremos alguns comentários preliminares sobre relações em conjuntos, que têm a

finalidade de âxar algumas nomenclaturas e relembrar resultados básicos. Dado um con-
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cp(Wa - fa) = O, para todo u 0 E S. E ker(cp) Ç I, pois se a E ker(cp) e a-/:- O, então 

a = ÀM(a)(Wa - Ía)· 

Vejamos, agora, que todo elemento de k(X) é de redução única. Sabemos que todo 

elemento de k(X) é de redução finita, pois (X) foi dotado de uma ordem parcial de 

semigrupo, <, com e.e.d. e, por construção do sistema de redução S, tem-se que ~ e 

S são compatíveis (vide Lema 2.8). Assim sendo, seja a E k(X) um elemento qualquer 

e (r1 , ... , rn) e (s 1 , .•• , sm) duas seqüências finais em a arbitrárias. Temos, então, b = 

rn ... r1 (a) E k(X) irr e b' = Sm •.. S1 (a) E k(X) irr· Pelo Lema 2.4, sabemos que b - a E 

I = ker(cp) e que a - b' E J = ker(cp). Logo, e= b - b' E ker(cp). Suponhamos que e-/:- O. 

Neste caso, teríamos um par (Wc, fc) em S, o que implicaria que e não seria irredutível. 

Isso contradiz o fato de b e b' serem irredutíveis e k(X)irr um k-submódulo. Logo e= O 

e, portanto, a é de redução única. 

Tendo em vista que todos os elementos de k(X) sao de redução única, podemos 

aplicar o Teorema 2.1 e concluir que os elementos de R ~ k(X) / I têm uma forma normal. 

De maneira análoga, se uma k-álgebra R é dada por geradores X e por relações 

{gi = hj : j E J}, escolhemos uma boa ordem de semigrupo ~ para (X) e para cada 

relação g = h definimos um par (W, f), onde W é o monômio máximo (segundo a ordem 

~) do polinômio g-h e f = W-À- 1 (g-h), onde À indica o coeficiente de W no polinômio 

g - h. Desta forma construímos parte do conjunto S. Para resolver as ambigüidades que 

surgirem, basta transformar as equações que delas derivam em pares do sistema de redução 

da mesma maneira. (Foi exatamente assim que procedemos no Capítulo 1.) 

Teremos um sistema de redução S tal que ~ e S sejam compatíveis. Além disso, 

todos os elementos de k(X) serão de redução única segundo S, pois S foi construído para 

que isso ocorresse. Dessa forma, os elementos de R terão uma forma normal. 

2.2.3 Ordem parcial de semigrupo 

Nesta subseção encontraremos condições suficientes para, dado um sistema de redução 

S, garantir a existência de uma ordem parcial de semigrupo ~ em (X) com condição de 

cadeia descendente tal que ~ e S sejam compatíveis. 

Faremos alguns comentários preliminares sobre relações em conjuntos, que têm a 

finalidade de fixar algumas nomenclaturas e relembrar resultados básicos. Dado um con-
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junto y, um subconjunto R de y x y é chamando uma relação em y. Dizemos que
uma rel,çã. R é t«ns tiu. se (a, 3/), (y, z) € R implicar (z, z) C R Dada um' r'laço' R
qualquer em y, sempre é possível construir uma relação transitava que contenha, R e que

seja a "menor relação transitava" em y com essa propriedade. Isso é feito da seguinte
maneira. Consideremos Z/ o conjunto de todas as relações transitivas R' em y tais que
R Ç R'. O conjunto Z/ é não vazio, pois y x y é uma relação transitava em y. Seja

T(R) a intersecção de todos os elementos de Z/. A relação T(R) é transitava e contém R.

Comumente, denomina-se T(R) de .Peão trens tido de R.

Dizemos que uma sequência finita (zí,yi)L. em R é uma cadeia finita se y{ = zi+i,

ra i= 1, . . . , n -- 1. Neste caso, costuma-se escrever a cadeia da seguinte maneira:pa

(.-, «,),(,,, «,),. . . ,(',.-,,«.--),(««--, "«). (2.2)

Definimos o compMme7}to da cadeia (2.2) como sendo o número de pares que a compõem,

a saber, n -- 1. Define-se cadeia infinita de maneira análoga. No caso de cadeias infinitas,

não há definição análoga de comprimento.
Há uma maneira de caracterizar o fecho transitivo de uma relação através de seus

elementos. Dada uma relação R em y, constrói-se o subconjunto T de y x y que contém

todos os pares (z,y) para os quais exista uma cadeia finita do tipo (2.2) com zi - # e
z. = y. Afirma-se que T(R) = 7'. É fácil ver que T é uma relação transitava e que T

contém R trivialmente. Logo, T(R) Ç T. Por outro lado, demonstra-se com facilidade

que a relação T está contida em toda relação transitava que contenha R. Logo, 7 ç T(R).

Uma relação R em um conjunto y é dita a7}li-re.PezÍua se não contiver nenhum

elemento da diagonal do conjunto y x y, isto é, se não existir ]ç € y tal que (z,z) C R.

Dizemos que uma relação R tem c07}díção de cadeia se dada qualquer cadeia infinita

(,- , ',), («,, ',), , (,«, ««*-),

existir {. C ]N tal que (zi., 3í.+l) = (gi.+«, 3io+«+]), para todo n € 1N, o que é equivalente

a dizer que gi = #io, para todo i? áo. Ressalta-se que se R é uma relação anel-reflexiva,

dizer que R tem condição de cadeia é equivalente a dizer que R não contém cadeias
infinitas.

Um resultado de demonstração elementar sobre cadeias e que nos será bastante útil

no decorrer desta seção é aquele que afirma que uma relação qualquer tem condição de
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junto Y, um subconjunto R de Y X Y é chamando uma relação em Y. Dizemos que 

uma relação Ré transitiva se (x, y), (y, z ) E R implicar (x , z ) E R . Dada uma relação R 

qualquer em Y, sempre é possível construir uma relação transitiva que contenha R e que 

seja a "menor relação transitiva" em Y com essa propriedade. Isso é feito da seguinte 

maneua. Consideremos U o conjunto de todas as relações transitivas R' em Y tais que 

R Ç R'. O conjunto U é não vazio, pois Y x Y é uma relação transitiva em Y. Seja 

T(R) a intersecção de todos os elementos de U. A relação T(R) é transitiva e contém R. 

Comumente, denomina-se T(R) de fecho transitivo de R. 

Dizemos que uma seqüência finita (xi, Yi)f=1 em Ré uma cadeia finita se Yi = Xi+1, 

para i = 1, . . . , n - 1. Neste caso, costuma-se escrever a cadeia da seguinte maneira: 

(2.2) 

Definimos o comprimento da cadeia (2.2) como sendo o número de pares que a compõem, 

a saber, n - l. Define-se cadeia infinita de maneira análoga. No caso de cadeias infinitas, 

não há definição análoga de comprimento. 

Há uma maneira de caracterizar o fecho transitivo de uma relação através de seus 

elementos. Dada uma relação R em Y, constrói-se o subconjunto T de Y x Y que contém 

todos os pares (x, y) para os quais exista uma cadeia finita do tipo (2.2) com x 1 = x e 

Xn = y. Afirma-se que T(R) = T. É fácil ver que T é uma relação transitiva e que T 

contém R trivialmente. Logo, T(R) Ç T. Por outro lado, demonstra-se com facilidade 

que a relação Testá contida em toda relação transitiva que contenha R . Logo, T Ç T(R). 

Uma relação R em um conjunto Y é dita anti-reflexiva se não contiver nenhum 

elemento da diagonal do conjunto Y X Y, isto é, se não existir x E Y tal que (x,x) E R. 

Dizemos que uma relação R tem condição de cadeia se dada qualquer cadeia infinita 

existir io E 1N tal que (xi 0 ,Xi0 +1) = (xio+n,Xio+n+d, para todo n E IN, o que é equivalente 

a dizer que Xi = Xio, para todo i 2: i 0 . Ressalta-se que se R é uma relação anti-reflexiva, 

dizer que R tem condição de cadeia é equivalente a dizer que R não contém cadeias 

infinitas . 

Um resultado de demonstração elementar sobre cadeias e que nos será bastante útil 

no decorrer desta seção é aquele que afirma que uma relação qualquer tem condição de 
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cadeia se e somente se seu fecho transitivo tiver

Seja A um anel associativo, comutativo com unidade e que não contenha divisores

de zero. Seja S uin sistema de redução para a k-álgebra livre k<X> gerada por um
conjunto X dado. A álgebra k<X> é um k-módulo livre de base <X>. Consideremos os
funcionais lineares C'' : k<X> ----+ k, onde (: percorre <X>, que são definidos na base <X>

da seguinte maneira: C"(C') = 1 e C''(.B) = 0, para B # C'. Vamos definir uma relação R

no conjunto <X>. Um par (.D,a) C <X> x <X> será um elemento da relação R se existir

uma redução r que atue não trivialmente em D tal que O'(r(Z))) # 0, isto é, tal que C'

tenha coeficiente não nulo em r(Z)). Seja T(R) o fecho transitivo de R.

Lema 2.11 Se todo e/ementa de k<X> é de redução ./inata, então rO T(R) é anil-fePezitpa

. rí0 r(R) tem ««alça. d. «dei«.

Prova (á) Primeiramente mostremos que R é anel-reflexiva. Suponha, por absurdo

que exista um par (C,C') C R. Então existe redução r tal que a'(r(C')) # 0 Logo,
existem À C k, À # 0 e / € k<X>, cona C''(.f) = 0, tais que r(C') = ÀO + /. Assim, temos

r"(C') = À"a + (E:!J À')/, para todo ,' C ]N. Com' k não contém divisores de zero,

em particular não contém elementos nilpotentes não nulos; portanto À" # 0, qualquer

que seja n. Então C' não seria de redução finita. Suponha, agora, que exista um par

(O, C') c T(R), ou seja, que exista uma cadeia finita

(C'. , 0,),(a,, G), .. .,(0«--, 0.)(2-3)

em R tal que ai = C' = C.. A demonstração seguirá por indução no comprimento de

(2.3), ou seja, n -- 1. Se n = 2, teríamos (C',a) € R, o que já vimos não ser possível.

Suponha, por hipótese de indução, que não existam em R cadeias

(0-, D,),(0,, 0,), . . .,(D«.--, 0«),

com D: = Z). e m < n. Como para todo ã = 1,...,n -- 1, temos (Oj,Oí+l) € R,

existem reduções r. e elementos Ài C k,Ài # 0, /. c k<X>, com CÍ+i(./:) = 0, tais que

ri(Ci) = ÀfCi+i +/,. Sabemos, também que C'Í(./:) = 0, para todo í. Suponha que existam

i,.j, tais que (1(/.) # 0. Isso implica que (af,OJ) C R. Há dois casos a considerar. No

primeiro caso, se J > i+ 1, teríamos en] R a cadeia

(C'- , C,), .. . ,(Ci-2, C'i--),(Ci-i, Ci),(ai, q),(q, q+-), . .. ,(C«--, C.),
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cadeia se e somente se seu fecho transitivo tiver. 

Seja k um anel associativo, comutativo com unidade e que não contenha divisores 

de zero. Seja S um sistema de redução para a k-álgebra livre k(X ) gerada por um 

conjunto X dado. A álgebra k(X) é um k-módulo livre de base (X) . Consideremos os 

funcionais lineares C': k(X) --+ k, onde C percorre (X ), que são definidos na base (X) 

da seguinte maneira: C'(C) = 1 e C'(B) = O, para B =/- C. Vamos definir uma relação R 

no conjunto (X ). Um par (D, C) E (X ) x (X ) será um elemento da relação R se existir 

uma redução r que atue não trivialmente em D tal que C'(r(D)) =/- O, isto é, tal que C 

tenha coeficiente não nulo em r(D). Seja T(R) o fecho transitivo de R. 

Lema 2.11 Se todo elemento de k(X) é de redução finita1 então (i) T(R) é anti-reflexiva 

e (ii) T(R) tem condição de cadeia. 

Prova (i) Primeiramente mostremos que Ré anti-reflexiva. Suponha, por absurdo 

que exista um par (C, C) E R. Então existe redução r tal que C'(r(C)) =/- O. Logo, 

existem À E k, À =/- O e J E k(X), com C'(J) = O, tais quer( C) = >.C + J. Assim, temos 

rn( C) = >..nc + (I:i~d >..i)J, para todo n E IN. Como k não contém divisores de zero, 

em particular não contém elementos nilpotentes não nulos; portanto >..n =/- O, qualquer 

que seja n. Então C não seria de redução finita. Suponha, agora, que exista um par 

(C, C) E T(R), ou seja, que exista uma cadeia finita 

(2.3) 

em R tal que C1 = C = Cn. A demonstração seguirá por indução no comprimento de 

(2.3), ou seja, n - 1. Se n = 2, teríamos ( C, C) E R, o que já vimos não ser possível. 

Suponha, por hipótese de indução, que não existam em R cadeias 

com D1 = Dm e m < n. Como para todo i = 1, ... , n - 1, temos (Ci, Ci+i) E R, 

existem reduções ri e elementos Ài E k, Ài =/ O, Íi E k(X), com Cf+iUi) = O, tais que 

ri( Ci) = >..iCi+J + Íi, Sabemos, também que C[(Ji) = O, para todo i. Suponha que existam 

i,J, tais que CJ(Ji) =/- O. Isso implica que (Ci, Ci) E R. Há dois casos a considerar. No 

primeiro caso, se J > i + 1, teríamos em R a cadeia 
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que é uma cadeia de comprimento (n -- ]) -- (.j -- { -- 1) < n -- l e tal (lue Ci ' O« - C'

Absurdo. No segundo caso, se .j < á, teríamos em R a cadeia

(q, 0J+-),(0J+-, q+,), .. .,(0.--, 0i),(C., 0j),

que é uma cadeia de comprimento i --.j + 1 < n -- l (pois se i = n, então J > 2, e se .j = 1,

então { < n -- 1) e com o mesmo (L nas "extremidades". Absurdo. Conclui-se, então, que

CI(./:) = 0, para l $ i,j $ n. Portanto, pode-se mostrar que

(,«...,:)"(0-) . ...X-)"0« +g«,

onde os polinõmios g. são tais que (yÍ(g«) = 0, para todo { = 1, . . . ,n e todo m C I'í.

Como k não contém divisores de zero, (À« . . .ÀI)" # 0, e, portanto, C'i não seria de

redução finita.

(ii) Basta, como mencionamos anteriormente, mostrar que R tem condição de cadeia.

Como já sabemos que T(R) (e, portanto, R) é anta-reflexiva, é suficiente mostrarmos que
não existem cadeias infinitas em R. Suponhamos que exista uma cadeia infinita

(c'- , c,),(o,, o,), ...,(o«, c«+-),

em R. Então existiriam reduções rí ({ € ]N) tais que r{(Ci) = ÀfOi+t + ./}, onde À{ C

k, Ài # 0 e ./: € k<X>, com C!+.(./:) = 0. Vamos construir uma subcadeia infinita

((%. , q,),(q,, q,), . . .,(q., oj...),

da cadeia acima. Toma:nos .j. = 1. Seja .j2 o máximo do conjunto {.j € ]N : q(ri. (CÍ.)) :#

0}. Esse conjunto é não vazio, pois .ji + l pertence a ele, e é finito, pois rj.(C.J-) é
um polinâmio e, portanto, uma combinação linear de monõmios. Escolhido o índice .j«,

tomamos .j.+. como sendo o máximo do conjunto {.j C IN : C.{(rj.(Oj«)) # 0}. Ess'
máximo existe pois .j. + l pertence a esse conjunto, que é finito. Para cada n € 1N,

indiquemos por p« # 0 o coeficiente de aJ.+. em rj.(Oj«). Por construção da subcadeia,

temos que, para cada n C IN, existe g« C k<X>, com Oj(g«) = 0, para todo j ? .in tal que,

,j.(Q.) = p«q..... + g.

Nessas condições, telhas

'j. . .,j.(q.) = p:
n

P«(&... + }. P:
1=2

lgi + gi
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que é uma cadeia de comprimento (n - 1) - (j - i - 1) < n - 1 e tal que C1 = Cn = C. 

Absurdo. No segundo caso, se j < i, teríamos em R a cadeia 

que é uma cadeia de comprimento i - j + 1 < n - 1 (pois sei = n, então j > 2, e se j = 1, 

então i < n - l) e com o mesmo Cj nas "extremidades" . Absurdo. Conclui-se, então, que 

CJ(h) = O, para 1 ~ i,j ~ n. Portanto, pode-se mostrar que 

onde os polinômios 9m são tais que Cf (gm) = O, para todo i = 1, ... , n e todo m E IN. 

Como k não contém divisores de zero, (Àn ... À1 )m =J O, e, portanto, C1 não seria de 

redução finita. 

( ii) Basta, como mencionamos anteriormente, mostrar que R tem condição de cadeia. 

Como já sabemos que T(R) (e, portanto, R) é anti-reflexiva, é suficiente mostrarmos que 

não existem cadeias infinitas em R. Suponhamos que exista uma cadeia infinita 

em R. Então existiriam reduções ri (i E IN) tais que ri(Ci) = ÀiCi+I + Íi, onde Ài E 

k, Ài =J O e Íi E k(X), com CI+i (Ji) = O. Vamos construir uma subcadeia infinita 

da cadeia acima. T01namosj1 = 1. Sejaj2 o máximo do conjunto {j E IN: CJ(rj1(Cj1)) =/ 

O} . Esse conjunto é não vazio, pois j 1 + 1 pertence a ele, e é finito, pois rj1 ( Cj1) é 

um polinômio e, portanto, uma combinação linear de monômios. Escolhido o índice Jn, 

tomamos Jn+I como sendo o máximo do conjunto {j E IN : CJ(rin(CiJ) =J O}. Esse 

máximo existe pois j 11 + 1 pertence a esse conjunto, que é finito. Para cada n E IN, 

indiquemos por µ 11 =J O o coeficiente de Cin+i em rj
11
(CiJ· Por construção da subcadeia, 

temos que, para cada n E IN, existe 911 E k(X ), com CJ(g11 ) = O, para todo j 2: Jn tal que, 

Nessas condições, temos 
n 

1'jn ,,.1'j1(Cji) = µ1 ,, .µnCjn+J + Lµ1 ,,.µi- 19i +91, 
i=2 
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qua[quer que seja lz C ]N. Como k não contém divisores de zero, temos que o produto

pl . . . p. é diferente de zero para todo n. Assim, CJ. não seria de redução finita. Logo,
T(R) é anel-reflexa-. '

Podemos concluir que se k não contiver divisores de zero, S for um sistema de redução

para k<X> e todo elemento de k<X> for de redução finita, então existe uma ordem parcial

de semigrupo, $, em <X> com condição de cadeia descendente tal que S e $ sejam
compatíveis. Essa ordem é dada pelo lema abaixo.

Proposição 2.4 S am k m ane/ associaliuo, comwtatÍuo, com u7zidade e gue não conte'm

divisores de zero e S um sistema de redução para k(X'l. Se todo elemento de kÇX} .for de

,ed«ção .P«it«, .«tão « «/«çã. em <X> d«d« po, .4 $ B se (.B,.4) C T(R) '" A - B é

uma ordem pafcia! de semigmpo com condição de cadeia desceltdente. Além disso, $ e S

são compatz'ueÍs.

Prova E conseqüência imediata do Len)a 2.11 que $ é uma ordem parcial com

condição de cadeia descendente. Mostremos que $ respeita a estrutura de semigrupo de

<X>. Sejam l), .E elementos arbitrários de <X> e .4, B € <X> tais que .4 < .B, isto é, tais

que (.B, .A) € T(R). Então existe uma cadeia finita em R,

(a.,o,),(o,,o,), , (o«-- , c«),

tal que ai = B e O« = .4. Logo, para cada { = 1, . . . ,n, existem uma redução r.4ia.B. e

el.m.«t.s À. C k,Àí # 0 e ./} C k<X>, cona C;+.(/.) = 0, tais que ri(O{) = ÀfOi+i + /..

Portanto, t0.4.,.B.r(Doía) = Àil)Ci+i.E + D/.E e (DC;i+iEy(Z)/.E) # 0 Logo,

tDCIE,DCaE),(DCaE,Dose), ,(DC«-IE.DC«E)

é um. c.dela em R, o que implica que (Z)Z?E,l).'l.E) = (1)C'lE,Z)C7..E) C T(R) e,

portanto, Z).4E < Z)B.E. A compatibilidade entre $ e S segue da construção de R. H

Por outro lado, se k tem divisores de zero, ab = 0, por exemplo, então conseguimos

construir a k-álgebra livre gerada pelo conjunto {u,a,3/}, denotado por k<u,z,y> e o

sistema de redução S = {a,r}, onde a = (u#,auy) e T = (yu,bzu). Assim, qualquer

ordem parcial de semigrupo em <u, a, y> que seja compatível com S, isto é, tal que u3/ < u

e zu < yu, iria implicar uzu < uyu < uzu, o que é absurdo. Apesar disso, todos os
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qualquer que seja n E IN. Como k não contém divisores de zero, temos que o produto 

µ1 ... µn é diferente de zero para todo n. Assim, Cj1 
não seria de redução finita. Logo, 

T(R) é anti-reflexiva. ■ 

Podemos concluir que se k não contiver divisores de zero, S for um sistema de redução 

para k(X) e todo elemento de k(X) for de redução finita, então existe uma ordem parcial 

de semigrupo, ~' em (X) com condição de cadeia descendente tal que S e ~ sejam 

compatíveis. Essa ordem é dada pelo lema abaixo . 

Proposição 2.4 Sejam k um anel associativo} comutativo} com unidade e que não contém 

divisores de zero e S um sistema de redução para k(X ). Se todo elemento de k(X ) for de 

redução finita} então a relação em (X ) dada por A ~ B se (B, A) E T(R) ou A = B é 

uma ordem parcial de semigrupo com condição de cadeia descendente. Além disso} ~ e S 

são compati'veis. 

Prova É conseqüência. imediata do Lema 2.11 que ~ é uma ordem parcial com 

condição de cadeia descendente. Mostremos que ~ respeita a estrutura de semigrupo de 

(X) . Sejam D , E elementos arbitrários de (X) e A, BE (X) tais que A < B, isto é, tais 

que (B, A) E T(R). Então existe uma cadeia finita em R, 

tal que C1 = B e C11 = A. Logo, para cada i = 1, . .. , n, existem uma redução r A;u;B; e 

elementos Ài E k, >.i -:/ O e li E k(X ), com c:+i (Ji) = O, tais que ri( Ci) = ÀiCi+1 + Íi· 

Portanto, rnA;a;B;E(DCiE) = ÀiDCi+1E + DfiE e (DCi+1E)'(DfiE)-:/ O. Logo, 

é uma cadeia em R, o que implica que (DBE, DAE) = (DC1 E , DCnE) E T(R) e, 

portanto, DAE < DBE. A compatibilidade entre~ e S segue da construção de R. ■ 

Por outro lado, se k tem divisores de zero, ab = O, por exemplo, então conseguimos 

construir a k-álgebra livre gerada pelo conjunto { u, x, y}, denotada por k(u, x, y) e o 

sistema de redução S = { O', r }, onde O' = ( ux , auy) e r = (yu, bxu). Assim, qualquer 

ordem parcial de semigrupo em (u, x, y) que seja compatível com S, isto é, tal que uy < ux 

e xu < yu, iria implicar uxu < uyu < uxu, o que é absurdo. Apesar disso, todos os 
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elementos de k<u, z, y> são de redução finita segundo S. Esse fato será demonstrado em
seguida.

Seja .4 € <u, z, y> um monâmio arbitrário e suponhamos, por absurdo, que Á não seja

de redução finita, isto é, que exista uma seqüencia infinita de reduções (rí)iCN de modo

que ri atue não trivialmente em ri-l . . . ri(.A), para todo { € 1N. Vamos dividir o estudo
dessa situação em três casos.

/o. caso; Existem {,.j C Fq e .4{,.B{,.4j,.Bj € <u,a,y> tais que r{ = r.4..B. e rj =

r.4,,B,. Tomamos Z = mazÍ{,.j}. Então rl...rl(Á) - (ab)c'4', para algum c € ke
,'l' C <u,«,y>. Logo ,l...,-(.A) assim, ,l+- at«a tri«ial:ne«te em ,i...,-('4)-
Contradição.

2o. caso; Em (rí)icn temos apenas reduções que envolvem o elemento a € S,
isto é, r. - r...i..B. (.4i,Bi C <u,z,y>), para todo { € 1N. Vamos indicar por g''('4),
onde z C {u,z,y}, o grau de z em .4, isto é, o número de vezes que z aparece em .4.

Assim, se gr,(.4) = n, então pode-se afirmar que r.+l agua trivialmente em r. . . . rl('4),

pois vale, em geral, gr,(rí . . .ri(.4)) = gr.(rÍ-l . . .ri(.A)) -- 1, para todo {. Logo, como

g,,(,« . . .,-(.4)) = 0, ,« . . . ,-(.A) «ão e«-l- a letra « e, p''tanto, ,«+: t'm que 'tu'r
trivialmente em r,. . . . ri (.A). Contradição.

3o. caso; Em (ri)ícn temos apenas reduções que envolvem o elemento I' C S. Esse

caso é análogo ao anterior.

Provámos que todo monõmio de <X> é de redução finita. Então pode-se concluir que

todo elemento de k<X> é de redução finita. Mas, apesar disso, a ordem $ e o sistema de

redução S não são compatíveis, o que íoi devido ao fato de k conter divisores de zero.
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elementos de k(u, x, y) são de redução finita segundo S. Esse fato será demonstrado em 

seguida. 

Seja A E (u, x, y) um monôrnio arbitrário e suponhamos, por absurdo, que A não seja 

de redução finita, isto é, que exista uma seqüencia infinita de reduções (ri)iEN de modo 

que 7\ atue não trivialmente em ri-I ... r1(A), para todo i E IN. Vamos dividir o estudo 

dessa situação em três casos. 

lo. caso: Existem i, j E IN e Ai, Bi, Aj, Bj E (u, x, y) tais que ri = r A;uB; e ri = 

rArrBr Tomamos l = max{i,j}. Então r1 ... r1 (A) = (ab)cA', para algum e E k e 

A' E (u, x, y). Logo r, .. . r 1 (A) = O e, assim, r1+1 atua trivialmente em r, ... r1 (A). 

Contradição. 

2o. caso: Em (ri)iEN temos apenas reduções que envolvem o elemento u E S, 

isto é, ri = r A;uB; (Ai, Bi E (u, x, y) ), para todo i E IN. Vamos indicar por grz(A), 

onde z E {u,x,y}, o grau de z em A, isto é, o número de vezes que z aparece em A. 

Assim, se grx(A) = n, então pode-se afirmar que r 11+1 atua trivialmente em r11 ... r1 (A), 

pois vale, em geral, grx(ri ... r1(A)) = grx(ri-l ... r1(A)) - 1, para todo i. Logo, como 

grx(rn ... r1 (A)) = O, r,1 ••• r1 (A) não envolve a letra x e, portanto, r11+1 tem que atuar 

trivialmente em r 11 ••• r 1 (A). Contradição. 

3o. caso: Em (r'i)iEN temos apenas reduções que envolvem o elemento T E S. Esse 

caso é análogo ao anterior. 

Provamos que todo monôrnio de (X) é de redução finita. Então pode-se concluir que 

todo elemento de k(X) é de redução finita. Mas, apesar disso, a ordem :s:; e o sistema de 

redução S não são compatíveis, o que foi devido ao fato de k conter divisores de zero. 
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Capítulo 3

.A.plicações

Este capítulo será todo dedicado a apresentar algumas aplicações do Teorema 2.1

demonstrado no capítulo anterior. Cada uma das aplicações terá uma seção dedicada
exclusivamente a ela, entretanto alguma superposição entre as seções pode ocorrer. A

primeira seção apresenta uma demonstração do clássico Teorema de Poincaré-Birkhoff-
Witt baseada nas idéias introduzidas no capítulo anterior. A segunda seção apresenta

resultados de natureza mais prática que auxiliam o cálculo necessário para verificar re-

solubilidade de ambiguidades. No final dessa última seção encontra-se um exemplo de

aplicação dos resultados apresentados.

3.1 O Teorema de Poincaré-BirkhoH-Watt (PBW)
Começaremos por introduzir e fixar algumas definições e notações comuns ao estudo

de álgebras não-associativas.

Seja A um anel associativo, comutativo e cona unidade. Uma á/febra de Z,ie sobre k

r é uma álgebra (não-associativa) sobre k que satisfaz as seguintes condições, chamadas

condições de Lie:

(3.1)

(3.2)(«y); + (y;), + ('«)y = o
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Capítulo 3 

Aplicações 

Este capítulo será todo dedicado a apresentar algumas aplicações do Teorema 2.1 

demonstrado no capítulo anterior. Cada uma das aplicações terá uma seção dedicada 

exclusivamente a ela, entretanto alguma superposição entre as seções pode ocorrer. A 

primeira seção apresenta uma demonstração do clássico Teorema de Poincaré-Birkhoff

Witt baseada nas idéias introduzidas no capítulo anterior. A segunda seção apresenta 

resultados de natureza mais prática que auxiliam o cálculo necessário para verificar re

solubilidade de ambigüidades. No final dessa última seção encontra-se um exemplo de 

aplicação dos resultados apresentados. 

3.1 O Teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt {PBW) 

Começaremos por introduzir e fixar algumas definições e notações comuns ao estudo 

de álgebras não-associativas. 

Seja k um anel associativo, comutativo e com unidade. Uma álgebra de Lie sobre k 

[, é uma álgebra (não-associativa) sobre k que satisfaz as seguintes condições, chamadas 

condições de Lie: 

x 2 = O 

(xy)z + (y z)x + (zx)y = O 
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para todos z,3/,z elementos de .C. A identidade (3.2) é conhecida como identidade de
Ja,cobt.

Deste ponto em diante consideraremos o anel k fixado e diremos simplesmente áZgebra

de Lie quando quisermos nos referir a uma álgebra de Lie sobre k e (ÍZgebra para nos

referirmos a uma k-álgebra. Sub-álgebras de uma álgebra de Lie são definidas de maneira
natural.

Se r é uma álgebra de Lie e z, y € r, pela condição (3.1), temos

='y (3.3)

Quando a característica de ,C é diferente de 2, a identidade (3.3) é equivalente à condição

(3.1), podendo substituí-la na definição de álgebra de Lie.

Podemos construir uma álgebra de Lie a partir de uma álgebra associativa de uma

maneira simples. Seja Z/ uma álgebra associativa. Dados dois elementos arbitrários de Z/,

a;,y, definimos o produto de Z,{e ou comtltador de z e y por

l#, PI = zg -- yz

Verifica-se faciln)ente que 1 , 1 satisfaz as condições sobre o produto em uma álgebra e

satisfaz também as condições (3.1) e (3.2). A álgebra de Lie obtida de Z/ através da
substituição do produto original pelo produto de Lie é cllamada a áZgebra de Líe da

álgebra associativa Z/ e é denotado por Z/z,. Por causa desse tipo de construção é comum

denotarmos o produto em uma álgebra de Lie por l#, yl. Essa será a notação utilizada no

resto desta seção.

Seja ,C é uma álgebra de Lie arbitrária. Um par (Z/, i), onde Z/ é uma álgebra associ-
ativa e { : ,C ---+ Z/t um ]lomomorfismo de álgebras de Lie, ou seja, uma aplicação k-linear

que satisfaz i(ja, ól) = {(a){(b) --{(b)i(a), para todos a, b C r, é dito uma á/gebr« enfio/Dente

uzziuersa/ de ,C se, dados .4, uma álgebra associativa, e é? : .C ---+ .4t, um homomorfismo

de álgebras de Lie, existir um único homomorfismo de álgebras associativas 0' : Z/ ----} -4

tal que 0 = 0'i. Graficamente, essa condição é equivalente à comutatividade do seguinte
dias:rama
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para todos x, y , z elementos de J:,, A identidade (3.2) é conhecida como identidade de 

Jacobi. 

Deste ponto em diante consideraremos o anel k fixado e diremos simplesmente álgebra 

de Lie quando quisermos nos referir a uma álgebra de Lie sobre k e álgebra para nos 

referirmos a uma k-álgebra. Sub-álgebras de uma álgebra de Lie são definidas de maneira 

natural. 

Se J:, é uma álgebra de Lie ex, y E J:,, pela condição (3.1 ), temos 

xy = -yx. (3.3) 

Quando a característica de J:, é diferente de 2, a identidade (3.3) é equivalente à condição 

(3.1 ), podendo substituí-la na definição de álgebra de Lie. 

Podemos construir uma álgebra de Lie a partir de uma álgebra associativa de uma 

maneira simples. Seja U uma álgebra associativa. Dados dois elementos arbitrários de U, 

x, y, definimos o produto de Lie ou comutador de x e y por 

[x,y] = xy - yx. 

Verifica-se facilmente que [ , ] satisfaz as condições sobre o produto em uma álgebra e 

satisfaz também as condições (3.1) e (3.2). A álgebra de Lie obtida de U através da 

substituição do produto original pelo produto de Lie é chamada a álgebra de Lie da 

álgebra associativa U e é denotada por UL, Por causa desse tipo de construção é comum 

denotarmos o produto em uma álgebra de Lie por [x, y]. Essa será a notação utilizada no 

resto desta seção. 

Seja J:, é uma álgebra de Lie arbitrária. Um par (U, i), onde Ué uma álgebra associ

ativa e i : J:, ---+ UL um homomorfismo de á lgebras de Lie, ou seja, uma aplicação k-linear 

que satisfaz i([a, b]) = i(a)i(b)-i(b)i(a), para todos a, b E J:,, é dito uma álgebra envolvente 

universal de J:, se, dados A, uma álgebra associativa, e 0 : J:, ---+ AL, um homomorfismo 

de álgebras de Lie, existir um único homomorfismo de álgebras associativas 0' : U ---+ A 

tal que 0 = 0'i. Graficamente, essa condição é equivalente à comutatividade do seguinte 

diagrama. 
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Uma álgebra envolvente universal de uma álgebra de Lie tem muitas propriedades

(ver l9, pp. 151-lõ61), entre elas a seguinte. Dada uma álgebra de Lie .C, se existir uma

álgebra envolvente universal (Z/,{) de .C, então ela é única a menos de isomorfismo, isto

é, se (Z/',j) for outra álgebra envolvente universal de Z, existe um único isomorfismo

J/ : Z/ ---} Z/' tal que J = .j'{. Por esse motivo, costuma-se chamar uma álgebra envolvente

universal de .C de a álgebra envolvente universal de r.

Seja agora r uma álgebra de Lie sobre k que é livre como k-módulo com base X
Deste ponto em diante só trabalharemos com essa álgebra de Lie.

Seja k<X> a k-álgebra associativa livre gerada por Ã', tal como no capítulo anterior.

Podemos identificar .C com o k-submódulo de k<X> gerado por X e, assim, teremos o

produto de Lie operando sobre os elementos desse submódulo.
Seja / o ideal (bilateral) de k<X> gerado por todos os elementos da forma

«Z, - Z,« - la, Z,l,

onde a e b percorrem .C, e seja kl,CI = k<X>//. Se indicarmos por ã : Z '--} k<X>

a inclusão de ,C em k<X> e por r : k<X> ----, klCI a projeção canónica de k<X> em

kl,CI, então J = r{ : r -----, (k<X>//)t é um homomorfismo de álgebras de Lie e o par
(kl,CI,J) é a álgebra envolvente universal de ,C. De fato, dados .4 uma álgebra associativa
e 0 : ,C ---l .4L um homomorfismo de álgebras de Lie, pela propriedade universal de que

goza A<X>, a função Olx : X ---} .4, restrição de 0 a X, pode ser estendida de maneira
única a um homomorfisn)o de álgebras associativas 0' : k<X> ---+ .4, o que quer dizer que

o homomorfismo 0' satisfaz Olx = 0'ílx, onde ilx indica a restrição de i a X, ou seja, a

inclusão de X em k<X>. Como X gera .C, 0' também satisfaz 0 = 0'i. Assim, se a, b C .C,
então

o'(.z, - z,« - 1., z,l) o'(«)o'(ó) - o'(ó)o'(') - o'(l«, z,l)

0'í(«)0'í(b) - 0'{(Z,)0'i(«) - 0'{(ja, Z,l)

a(«)0(b) - 0(b)0(a) - a(l«, Z,l)

Logo, / Ç ker(0') e, portanto, a função 0" : kl,CI ----, .4 dada por 0"(/ + /) = a'(/)
é um homomorfisnlo de álgebras associativas que verifica a' = 0"r. Assim, a = 0'{
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Uma álgebra envolvente universal de uma álgebra de Lie tem muitas propriedades 

(ver [9, pp. 151- 156]), entre elas a seguinte. Dada uma álgebra de Lie 1:,, se existir uma 

álgebra envolvente universal (U, i) de J:,, então ela é única a menos de isomorfismo, isto 

é, se (U',j) for outra álgebra envolvente universal de 1:,, existe um único isomorfismo 

j' : U --t U' tal que j = j'i. Por esse motivo, costuma-se chamar uma álgebra envolvente 

universal de J:, de a álgebra envolvente universal de J:, . 

Seja agora J:, uma álgebra de Lie sobre k que é livre como k-módulo com base X. 

Deste ponto em diante só trabalharemos com essa álgebra de Lie. 

Seja k(X) a k-álgebra associativa livre gerada por X, tal como no capítulo anterior. 

Podemos identificar J:, com o k-submódulo de k(X) gerado por X e, assim, teremos o 

produto de Lie operando sobre os elementos desse submódulo. 

Seja I o ideal (bilateral) de k(X) gerado por todos os elementos da forma 

ab - ba - [a, b], 

onde a e b percorrem J:,, e seJa k[J:,] = k(X) / !. Se indicarmos por i : J:, - k(X) 

a inclusão de J:, em k(X) e por 7r : k(X) - k[J:,] a projeção canônica de k(X) em 

k[J:,], então j = 1ri : J:, --t (k(X)/ I)L é um homomorfismo de álgebras de Lie e o par 

(k[J:,],j) é a álgebra envolvente universal de J:,. De fato, dados A uma álgebra associativa 

e 0 : J:, - ÂL um homomorfismo de álgebras de Lie, pela propriedade universal de que 

goza k(X), a função 0lx : X --t A, restrição de 0 a X, pode ser estendida de maneira 

única a um homomorfismo de álgebras associativas 0' : k(X) - A, o que quer dizer que 

o homomorfismo 0' satisfaz 0lx = 0'ilx, onde ilx indica a restrição dei a X, ou seja, a 

inclusão de X em k(X). Como X gera J:,, 0' também satisfaz 0 = 0'i. Assim, se a, b E L, 

então 

O'(ab - ba - [a, b]) O'(a)O'(b) - 0'(b)0'(a) - O'([a, b]) 

0'i(a)0'i(b) - 0'i(b)O'i(a) - 0'i([a, b]) 

0(a)O(b) - 0(b)0(a) - 0([a, b]) 

o. 

Logo, I Ç ker(0') e, portanto, a função 0" : k[J:,] - A dada por 0"(! + I) = 0'(!) 

é um homomorfismo de álgebras associativas que verifica 0' = 0"1r. Assim, 0 = 0'i = 
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(0"n){ = 0"(rá) = 0"J. Acém disso, 0" é o único ]lomomorfismo de álgebras associativas

p : kl.CI ---} .4 que verifica 0 = pJ, pois klZI é gerada por .j(Z) como k-álgebra.

Dado a C ,C, denotaremos a' = a + /.

Seja :3 uma ordem total em X. Pela k-bilinearidade do produto de Lie 1 , 1 em .C
e do comutador sçy -- g/z, o ideal / pode ser gerado pelos elementos #y -- ya -- lz, yl com

z,y C X. Pela antisimetria de 1 , 1 e do comutador a;y -- yz, os elementos acima com

z < y geram todo o ideal.

E conveniente ressaltar que a álgebra de Lie .C com que estamos trabalhando nesta

seção é, por definição, livre como k-módulo. O estudo de objetos livres é bastante difícil e

questões sobre o caráter livre de objetos relacionados a um objeto livre dado, na maioria

dos casos mais genéricos, ainda não têm resposta. O Teorema PBW responde uma questão

dessa natureza em um caso específico.

Teorema 3.1 (PBW) ,4 á/febra tl,CI o/dada como k-módu/o tí /jure de base c07tsisti7 da

de lodos os produtos zryr... z' tais q?le z,y,. . . ,z € X con7z úç < 3/ -< '.. '< z e do e/eme7}to

1+/, onde léo e/emenlo cidade de k<X>.

Prova Seja S o sistema de reduções que consiste dos pares

.,, - (}n,;, A,,),
onde W.., = yz e /a,, = Zy -- la, yl, para todos z,y C X tais que z < 3/. Dessa maneira,
o ideal / definido acima é o ideal gerado pelas diferenças Wa -- /a, onde a percorre o

co«j-to S.
Vejamos quais são os elementos irredutíveis de k<X> segundo o sistema de redução S

deânido acima. Para tanto, basta verificarmos quais são os monâmios irredutíveis segundo

S. Primeiramente observamos que o monõmio l (ou seja, a palavra vazia) é trivialmente

irredutível. Além disso, todos os monâmios do tipo Zla2 - . 'Zn, com 3Í € X e z{ :3 zí+l,

para i- l, . . . ,n -- l são irredutíveis, pois os elementos de S só amuam em monâmios
yiy2 . . . y. onde há ao menos uma inversão do tipo yj+l yj. E fácil ver que esses são os
únicos monâmios irredutíveis segundo S.

Definimos o t'ndÍce de um monõmio aiz2 . . . z. C X, denotado por {nd(ziz2 . . . z«),

como o número de pares (i,.j) tais que { < J e zj < #{. Mais precisamente,

se ai:3 zj
se 24 < z{

ind(alz2
0

= }.cij, onde cij =
<J
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(0 111r)i = 011 (1ri) = 0"j. Além disso, 0" é o único homomorfismo de álgebras associativas 

c.p : k[.C] -+ A que verifica 0 = c.pj, pois k[.C] é gerada por j (.C) como k-álgebra. 

Dado a E .C, denotaremos a' = a + 1. 

Seja j uma ordem total em X. Pela k-bilinearidade do produto de Lie [ , ] em .C 

e do comutador xy - yx, o ideal 1 pode ser gerado pelos elementos xy - yx - [x, y] com 

x, y E X. Pela antisimetria de [ , ] e do comutador xy - yx, os elementos acima com 

x -< y geram todo o ideal. 

É conveniente ressaltar que a álgebra de Lie .C com que estamos trabalhando nesta 

seção é, por definição, livre como k-módulo. O estudo de objetos livres é bastante difícil e 

questões sobre o caráter livre de objetos relacionados a um objeto livre dado, na maioria 

dos casos mais genéricos, ainda não têm resposta. O Teorema PBW responde uma questão 

dessa natureza em um caso específico. 

Teorema 3.1 (PBW) A álgebra k[.C] olhada como k-módulo é livre de base consistindo 

de todos os produtos x'y' ... z' tais que x, y, ... , z E X com x ~ y ~ • • • ~ z e do elemento 

1 + 1, onde l é o elemento unidade de k(X). 

Prova Seja S o sistema de reduções que consiste dos pares 

onde Wª"'" = yx e fuv:r = xy - [x, y], para todos x, y E X tais que x -< y. Dessa maneira, 

o ideal I definido acima é o ideal gerado pelas diferenças Wu - fu, onde a- percorre o 

conjunto S. 

Vejamos quais são os elementos irredutíveis de k(X ) segundo o sistema de redução S 

definido acima. Para tanto, basta verificarmos quais são os monômios irredutíveis segundo 

S. Primeiramente observamos que o monômio 1 ( ou seja, a palavra vazia) é trivialmente 

irredutível. Além disso, todos os monômios do tipo x 1x 2 ... Xn, com Xi E X e Xi ~ Xi+ 1 , 

para i = 1, ... , n - l são irredutíveis, pois os elementos de S só atuam em monômios 

Y1Y2 ... Ym onde há ao menos uma inversão do tipo Yi+l -< y1. É fácil ver que esses são os 

únicos monômios irredutíveis segundo S. 

Definimos o índice de um monômio x 1x2 .. . Xn E X, denotado por ind(x1x2 ... Xn), 

como o número de pares (i,j) tais que i < j e x 1 -< x;. Mais precisamente, 

se x·-< x · 
1 - J 

se x 1 -< x; 
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Por exemplo, ind(ziz2 . ..z«) = 0 se zi :3 a2 5 . .. :3 z. e {nd(ziz2...z.) = !K1liU se

=,. -< z..i < ' ' - < #]. O compMmento de uin monâmio .A = zliç2 . . .a., onde ai € X,
é o número natural definido por cpt(.4) = n. Convencionámos que o comprimento da

palavra vazia l é zero, isto é, cpt(1) = 0. (A palavra vazia l será o único monõmio cujo
comprimento é zero.) Diremos que dois monõmios .4,.B C <X> são do mesmo tipo, se

4 :: ZIZ2 . . .Zn, com zí € X e B = #,(1)3,'(2)- ' 'Zr(n)) onde T é uma permutação dos

números 1,2, . . . ,n, ou mais resumidamente, r C S«. Quando 4 e B são do mesmo tipo

é imediato que cpt(.Á) = cpí(B).
Vamos introduzir uma ordem parcial $ no conjunto <X> dos monõmios da seguinte

maneira. Dados dois monâmios .4,.B C <X>, definimos .A < .B se cpt(.A) < cpt(.B) ou

se .4 e .B são do mesmo tipo e {nd(.A) < ind(.B). A ordem parcial em <X> com que
trabalharemos será dada por

.4 < B se e somente se ,4 < B ou ,4 B

Faremos a seguir algumas verificações que nos garantirão a inclusão dessa situação

como caso particular da situação no enunciado do Teorema 2.1

ÍÍ) $ é uma ordem rareia/ de semigrzzpo em <X>; A função cpZ : <X> ----} IN definida

acima goza da seguinte propriedade. Se P, .A/ C <X>, então cpt(P.]W) = CPt(P) + CPt(]V),

isto é, cpt é aditiua. Sejam Z) e .E dois monõmios arbitrários de <X>. Suponha que .4, .B C

IX> são mo«õ«üos tais q- .4 < .B. Se cp{(.A) < 'pt(B), -tã' 'Pt(D'âE) - 'Pt(O) +

CPt(.4) + CPt(.E) < CPt(O) + CPt(.B) + cpt(E) = cpt(OBE). P'rt"t', «este c''', O.'lE <

DB.E. Suponlla agora que Á = =ia2 .. .3.,B - z.(i)z'(a) ' ' 'a.(«) (r C S«) e ind(.A) <

{nd(B). E imediato que 1),4.E e DZ?.E são do mesmo tipo Neste ponto introduziremos

uma nova função de duas variáveis, /nd : <X> x <X> -----+ IN, que nos auxiliará a mostrar

que ind(Z).A.E) < {nd(Z).B.E), apesar desse fato parecer ól)vio à primeira vista. Dados
dois monâmios P = yiy2 . . .3/. e .A/ = zlz2 . . . z«- (yi,zj C X), definimos o úldice re/atiça

de P em relação a .IW por

'«'P.M) : E:'''. -'' ,'-, - l ' " ', l:'
E imediato verificar que, se P, P', .A4,.A/' C <X> são monõmios tais que P e P' são do
mesmo tipo e M e M' são do mesmo tipo, então /nd(P, M) = /7}d(P', M) = /nd(P, M') =

44

Por exemplo , ind(x1x2 ... Xn) = O se X1 :::5 X2 :; • • · :::5 Xn e ind(x1X2 ... Xn) = n{n2- t) se 

Xn -< Xn- 1 -< · · · -< X1 . O comprimento de um monômio A = X1 X2 ... Xn, onde Xi E X, 

é o número natural definido por cpt(A) = n. Convencionamos que o comprimento da 

palavra vazia 1 é zero, isto é, cpt(l) = O. (A palavra vazia 1 será o único monômio cujo 

comprimento é zero .) Diremos que dois monômios A, B E (X ) são do mesmo tipo, se 

A = x1x2 ... Xn, com Xi E X e B = X-r(t)X-r( 2) ... X-r(n), onde T é uma permutação dos 

números 1, 2, ... , n, ou mais resumidamente, T E Sn. Quando A e B são do mesmo tipo 

é imediato que cpt(A) = cpt(B). 

Vamos introduzir uma ordem parcial ~ no conjunto (X ) dos monômios da seguinte 

maneira. Dados dois monômios A, B E (X ), definimos A < B se cpt(A) < cpt(B) ou 

se A e B são do mesmo tipo e ind(A) < ind(B) . A ordem parcial em (X) com que 

trabalharemos será dada por 

A~ B se e somente se A< B ou A= B. 

Faremos a seguir algumas verificações que nos garantirão a inclusão dessa situação 

como caso particular da situação no enunciado do Teorema 2.1. 

(i) ~ é uma ordem parcial de semigrupo em (X): A função cpt : (X ) ---+ IN definida 

acima goza da seguinte propriedade. Se P,M E (X ), então cpt(PM) = cpt(P) + cpt(M), 

isto é, cpt é aditiva. Sejam D e E dois monômios arbitrários de (X). Suponha que A, BE 

(X) são monômios tais que A < B. Se cpt(A) < cpt(B), então cpt(DAE) = cpt(D) + 
cpt(A) + cpt(E) < cpt(D) + cpt(B) + cpt(E) = cpt(DBE). Portanto, neste caso, DAE < 

DBE. Suponha agora que A= X1X2,,,xn,B = X-r(t)X-r (2) ···X-r(n) (TE Sn) e ind(A) < 

ind(B). É imediato que DAE e DBE são do mesmo tipo. Neste ponto introduziremos 

uma nova função de duas variáveis, Ind: (X) x (X) ---+ IN, que nos auxiliará a mostrar 

que ind(DAE) < ind(DBE), apesar desse fato parecer óbvio à primeira vista. Dados 

dois monômios P = y1y2 ... y11 e M = z1z2 ... Zm (Yi, Zj E X), definimos o índice relativo 

de P em relação a M por 

{ 

O se y· -< z · 
lnd(P M) = ~ r,· · onde T/ .. = 1 

-
1 

, L...,; t,J, t,J 

i,j 1 se Zj -< Yi 

É imediato verificar que, se P, P', M, M' E (X) são monômios tais que P e P' são do 

mesmo tipo e Me M' são do mesmo tipo, então lnd(P, M) = lnd(P', M) = Ind(P, M') = 
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/nd(P', .A/'). De verificação um pouco mais trabalhosa, porém não mais complicada, é a
validade da seguinte fórmula:

i«d(P.M) Índ(P) + ánd(M) + /nd(P, M)

Tendo em mãos tais identidades, sobre o caso que estamos estudando, podemos afirmar

que /nd(.4, .E) = /nd(.B, .E) e que /nd(D, .4.E) = /nd(Z), BE). Assim,

Índ(0.A.E) Índ(D) + ind(.AE) + .rnd(D, Á.E)

ãnd(0) + ind(.A) + ind(.E) + /nd(.A, .D) + /«d(0, .AE)

< ind(0) + ind(.B) + {nd(.E) + .rnd(.B, .E) + /nd(D, B.E) nd(.0B.E),

e, portanto, D,4.E < 1)Z?E.

Íi0 $ e S são compatúeis; Sqa a,, € S un] elemento arbitrário. Por definição de S,
temos z < y e, usando as notações do capítulo anterior, W.,, = yz e /a., = zy -- laç,VI.

Como zy < y:« (pois ind(zy) = 0 e índ(yz) = 1) e lz,Z/l C ,C (portanto la,yl = Ei Àizi,

com Xi C k e z{ C ,C e, assim, cpí(zi) = 1 < 2 = cpt(yz), para todo i, donde conclui-se que

z{ < y# para todo {), temos que /a,, é combinação linear de monõmios < W.,,
fila $ tem condição de cadela descendente; Consequência imediata da definição da

ordem parcial $.

Em vista de r'i), ri0, ríi!) acima, já podemos aplicar o Teorema 2.1 à nossa situação-

O que faremos em seguida é estudar as ambiguidades de S (e concluir que todas elas são

resolúveis com respeito a $). Porém, antes disso, faremos uma observação que resultará

de muita ajuda nesse estudo.

Sejam a,b € ,C e C C <X> un] monõmio de comprimento maior do que 2 (ou seja,

cpt(O') > 2). Afirmo que aó -- ba -- la,bl C /c. De fato, sejam z,y C X dois elementos

(distintos) da base de ,C arbitrários. Se # -< z, então zy -- y# -- lz, vl = #y -- (yz -- IP, zl) =

W.,, -- /a,. C /a, pOiS CPt(W.,.) = 2 < cpZ(C'), o que implica W.,, < C'. Se, por outro

lado, « -< y, e«tão «g -- y« -- 1,, yl = --(y« -- (Zg/ -- IZ, XI)) = --(W..; -- /a.,) e, --m"t',
a;y -- y# -- lz,yl C /c. Pela bilinearidade de aZ) -- ba -- la, ól, como /a é um submódulo,

segue o resultado.

No caso em que estamos estudando não existem ambiguidades de inclusão, pois todos

os monâmios W., com o € S, têm o mesmo comprimento, a saber, cpt(W.) = 2. Veriflca-

se por inspeção nos elementos a de S que as ambiguidades de superposição que ocorrem
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lnd(P', M'). De verificação um pouco mais trabalhosa, porém não mais complicada, é a 

validade da seguinte fórmula: 

ind(PM) = ind(P) + ind(M) + lnd(P, M). 

Tendo em mãos tais identidades, sobre o caso que estamos estudando, podemos afirmar 

que Ind(A, E)= Ind(B, E) e que Ind(D, AE) = Ind(D, BE). Assim, 

ind(DAE) ind(D) + ind(AE) + Ind(D, AE) 

ind(D) + ind(A) + ind(E) + Ind(A, E)+ Ind(D, AE) 

< ind(D) + ind(B) + ind(E) + Ind(B, E)+ Ind(D, BE) = ind(DBE), 

e, portanto, DAE < DBE. 

(ii) ::; e S são compatíveis: Seja ayx E S um elemento arbitrário . Por definição de S, 

temos x --< y e, usando as notações do capítulo anterior, WªY"" = yx e Ía
11

_,, = xy - [x, y]. 

Como xy < yx (pois ind(xy) = O e ind(yx) = 1) e [x, y] E [, (portanto [x, y] = Li Àizi, 

com Ài E k e Zi E[, e, assim, cpt(zi) = l < 2 = cpt(yx), para todo i, donde conclui-se que 

Zi < yx para todo i), temos que fa
11

" é combinação linear de monônuos < Wª 11" . 

(iii) ::; tem condição de cadeia descendente: Conseqüência imediata da definição da 

ordem parcial ::; . 

Em vista de (i), (ii), (iii) acima, já podemos aplicar o Teorema 2.1 à nossa situação. 

O que faremos em seguida é estudar as ambigüidades de S ( e concluir que todas elas são 

resolúveis com respeito a ::;). Porém, antes disso, faremos uma observação que resultará 

de muita ajuda nesse estudo. 

Sejam a, b E [, e C E (X) um monônuo de comprimento maior do que 2 (ou seja, 

cpt(C) > 2). Afirmo que ab - ba - [a, b] E Ic. De fato, sejam x, y E X dois elementos 

(distintos) da base de[, arbitrários. Se y--< x, então xy-yx- [x , y] = xy-(yx-[y,x]) = 

Wª"u - Íaxy E Ic, pois cpt(Wa_,,J = 2 < cpt(C), o que implica Wª"II < C. Se, por outro 

lado, x --< y, então xy -yx - [x, y] = -(yx - (xy- [x, y])) = -(Wa
11

,. - fa
11
") e, novamente, 

xy - yx - [x, y] E / e- Pela bilinearidade ele ab - ba - [a, b], como I e é um submódulo, 

segue o resultado. 

No caso em que estamos estudando não existem ambigüidades de inclusão, pois todos 

os monônuos Wa, com a E S, têm o mesmo comprimento, a saber, cpt(Wa) = 2. Verifica

se por inspeção nos elementos a ele S que as ambigüidades de superposição que ocorrem 
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em S são precisamente as 5-uplas

a«, av,, z, y, z),

com z, y, z C X e # < g/ < z. Passemos a estuda-las.
Seja (a,,, a,,, z, y, z) uma ambiguidade de superposição em S. Para podermos afir-

mar sobre a resolubilidade de (a.,, a,,, z, y, z) com respeito à ordem $ , precisamos analisar

. eleme«to ,..,,,(,y3) -- ,-,,:(zyz) = (y- -- IV, ,lz) -- (-y -- 'l«, yl). T"d' 'm "ist'
o Lema 2.6 do capítulo anterior, vamos realizar mais algumas reduções nos elementos

yzz -- IZ/, zlz e zzy -- zlz, Z/l. Comecemos por yzz ' ly, zlz:

',.,,-(z/- - lv, ,l.) ',.,,:(v-) - lv, ,l«

v«; - yl«, ,l - ip, ,l,

Vamos realizar mais uma redução para obtermos um tendo zg/z

':.,,,(v«; - 3/l,, ,l Ip,;l«) '-..,,(v«,) - wl«, ;l - ip, ;l,

«v, - 1,, vl; - wl«, ,l - lv, ,l«

Procederemos de maneira análoga com zzy -- zlz, yl a fim de "reduzi-lo" a um elemento

que contenha um termo zg/z:

'-.,,,(-v - ,]', v]) '-.,,,(-v) - ,l«, pl

«,y - l«, ,lv - ,l,, vl

Apliquemos agora a redução

'-..- (,,3/ 1,, ,1v - ,l,, vl) '-,,-(,,w) - lz, ,lv - zl,, s/l

«g/, - «lv, ,l - l,, ,lv - ,l«, vl

Temos, assim,

':.,,,',,,,-(v- - lv, ,l,) - ,-,,-'-.,,,(;«v - ,l,, vl)
(.y, - 1,, VI, - PI,, ,l - ly,,lz) -(,y, - -l3/, ,l - l,, ,IV - ,l«,VI)
(,lv, ,l - lv, ,l,) -(vl., ,l - l,, ,l3/) -(,l«,vl - 1«, 3/l,).
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em S são precisamente as 5-uplas 

( e, zy ' e, yx ' Z' Y' X) ' 

com x, y, z E X ex -< y -< z . Passemos a estudá-las. 

Seja (c,zy,CTyx,z,y,x) uma ambigüidade de superposição em S. Para podermos afir

mar sobre a resolubilidade de ( CTzy, O"yx, z, y, x) com respeito à ordem :S, precisamos analisar 

o elemento r1azyx(zyx) - Tzay,. 1(zyx) = (yzx - [y , z]x) - (zxy - z [x, y]). Tendo em vista 

o Lema 2.6 do capítulo anterior, vamos realizar mais algumas reduções nos elementos 

yzx - [y, z ]x e zxy - z [x, y]. Comecemos por yzx - [y, z]x: 

ryau1(yzx) - [y, z ]x 

yxz - y[x, z] - [y, z ]x. 

Vamos realizar mais uma redução para obtermos um termo xyz . 

r1ayxz(yxz - y[x, z] - [y, z ]x) r1a
11
:rz(yxz) - y[x, z] - [y, z ]x 

- xyz - [x, y]z - y[x, z] - [y, z ]x. 

Procederemos de maneira análoga com zxy - z [x, y] a fim de "reduzí-lo" a um elemento 

que contenha um termo xyz: 

r1auy(zxy - z [x, y]) = r1az:ry(zxy) - z [x, y] 

xzy - [x, z]y - z [x, y]. 

Apliquemos agora a redução 

rxazyl (xzy - [x, z ]y - z [x, y]) 

Temos, assim, 

rxaz
11
1(xzy) - [x,z]y- z[x,y] 

xyz - x[y, z] - [x, z]y - z [x, y]. 

r1au:rz1'yaz;,:1 (yzx - [y, z]x) - 1'xazy1 r1az;,:y(zxy - z [x, y]) 

(xyz - [x, y]z - y[x, z] - [y, z ]x) - (xyz - x[y, z] - [x, z ]y - z [x, y]) 

(x[y, z] - [y, z ]x) - (y[x, z] - [x, z]y) - (z[x, y] - [x, y]z ). 
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Como cpt(,y«) 3 > 2, pela observação feita acima, temos

«lz/,,l - is/,,l«- l,,lv,;ll € .r,,,
Z/l«,,l - l«,,IV - ly,la,,ll C /;,,

zl,,vl - l,,z/l,- l,,lz,vll c .r,,,

Mas, pela anta-simetria de 1 , 1 e pela identidade de Jacobi,

1,, 13/,zll + IW,l,,,ll + l,,l.,Vll l«, ly,zll+ IV,l,,«ll+ lz,l.,Vll) 0

Logo,

(.ly, zl - IP, ,l,) -(VI', ,l - l«, ,IV) -(,l,, PI - 1,, VI,)
(.IP, ,l - IV, ,l. - l«, IV, zll) -(VI«, ,l - l«, ,l3/ - IV, l,, ,ll)
-(zl,,yl - l«,3/l. - l,,l«,Vll) € /,,,.

Portanto, pelo Lema 2.6, a ambigüidade (o,,, a,, z, g/, a) é resolúvel com respeito a

$. Logo, todas as alnbigüidades de S são resolúveis com respeito a $. Pela equivalência

(a') + (c) do Teorema 2.1, as imagens dos monâmios irredutíveis de k<X> segundo S
formam uma base para kl,CI. H

Existem várias outras demonstrações desse teorema. Uma de especial simplicidade e

clareza é a que aparece em l9, Sec V.21, também apresentada em l8, Sec 11.41.

3.2 Identidades

A aplicação do Teorema 2.1 a algumas situações mais particulares, que são jus-

tamente aquelas em que o Teorema se mostrará mais útil, revela que a verificação das

hipóteses acerca da condição de cadeia da ordem parcial de semigrupo e da compati-
bilidade dessa ordem com o sistema de redução são um tanto quanto elementares. No

entanto, para obtermos a informação sobre a existência de uma base formada por classes

de elementos irredutíveis é necessário, ainda, que se verifique a redutibilidade única de

todos os elementos de k<X> ou a resolubilidade de todas as ambiguidades do sistema de

redução. Essas verificações são sensivelmente mais trabalhosas e mais complexas que as

citadas anteriorn)ente. Para tanto, nesta seção, vamos introduzir alguns resultados que
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Como cpt(zyx) = 3 > 2, pela observação feita acima, temos 

x[y, z] - [y, z]x - [x, [y, zl] E f zyx 

y[x, z] - [x, z]y - [y, [x, z]] E fzyx 

z[x, y] - [x, y] z - [z, [x, y]] E f zyx• 

Mas, pela anti-simetria de [ , ] e pela identidade de Jacobi, 

Logo, 

- [x, [y , z]] + [y, [x, z)] + [z, [x, y)] = - ([x, [y , z]] + [y, [z, x]] + [z, [x, y]]) = O. 

(x[y, z] - [y, z]x) - (y[x,z]- [x ,z]y) - (z[x,y] - [x,y]z) 

(x[y, z] - [y , z]x - [x, [y, z]]) - (y[x, z] - [x, z]y - [y, [x, z]]) 

- (z[x, y] - [x, y] z - [z, [x, yl]) E f zyx• 

Portanto, pelo Lema 2.6, a ambigüidade (o-zy,O-yx,z, y,x) é resolúvel com respeito a 

~- Logo, todas as ambigüidades de S são resolúveis com respeito a ~ - Pela equivalência 

(a') ~ (e) do Teorema 2.1, as imagens dos monômios irredutíveis de k(X) segundo S 

formam uma base para k[.C]. ■ 

Existem várias outras demonstrações desse teorema. Uma de especial simplicidade e 

clareza é a que aparece em [9, Sec V.2], também apresentada em [8, Sec 11.4]. 

3.2 Identidades 

A aplicação do Teorema 2.1 a algumas situações mais particulares, que sao JUS

tamente aquelas em que o Teorema se mostrará mais útil, revela que a verificação das 

hipóteses acerca da condição de cadeia da ordem parcial de semigrupo e da compati

bilidade dessa ordem com o sistema de redução são um tanto quanto elementares. No 

entanto, para obtermos a informação sobre a existência de uma base formada por classes 

de elementos irredutíveis é necessário, ainda, que se verifique a redutibilidade única de 

todos os elementos de k(X) ou a resolubilidade de todas as ambigüidades do sistema de 

redução. Essas verificações são sensivelmente mais trabalhosas e mais complexas que as 

citadas anteriormente. Para tanto, nesta seção, vamos introduzir alguns resultados que 
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apresentam condições equivalentes às que afirmam sobre a resolubilidade de ambiguidades

com respeito à ordem introduzida, aproveitando-se de identidades sabidamente válidas em

k<X>, e que facilitam um pouco o trabalho de verificação dessas condições. No que segue,
k é um anel associativo, comutativo e com unidade

Lema 3.1 Sejam S tlm sistema de redução em uma áZgebra /lute k<X> e $ wma ordem

p«cáaZ de s.mig«.po .«. <X> de «.od. q« $ . S s.j«m c.mp«t'hei'. Sd« (a,',Á,B,a)
uma ambiguidade de superposição (resp. inclusão) de S e suponha que

/ + Jb + . . . + /. = o (3.4)

envolvam o monâmio ABC com coe$ciente diferente de 0, e, ainda, que esses coe$cientes

.d«m e/e«.e«t« i-.«ú,ei. de k. E«tã. . «mbigüÍd«d. (a,.'-, .4, .B,a) é ""/'Í"/ ""''
respeito a $ se e some7zte se

/l +. -+,...*.-(./})+...+,-.O(./})+...+/n C .rA-.

(Formulação análoga para o caso de uma ambigiiidade de inclusão.)

Prova Suponhamos que o coeficiente de .4BC' em /, seja À. Portanto o coeficiente de

,4.BC' em /j é --À, uma vez que somente nos termos .A e /J os coeficientes de .4.BC' são não

nulos. A demonstração será feita apenas para o caso de ambiguidades de superposição.

A demonstração para uma ambiguidade de inclusão é totalmente análoga.

Suponhamos que a ambiguidade (a, r, .A, B, C') seja resolúvel com respeito a $1. Então

/aC' -- .4/, C /..IBa, o que implica que r..a(./:) -- r.4.1(./}) = À(/.C' -- .4/,) C /.4Ba

Por outro lado, como vale (3.4), temos ./'l + . - + r,.l,l(./;) + - ' ' + r,,!,l(.6) + ' ' ' + /n

,,.*,:(/1 + ...+/«) . Logo ./'- + ''-+,«,-(.A) + ''' +'-.a(Ê) + '''+/n
(,-.a(/.) - ,.,*,-(./})) +(/l + ' ' '+ ,A,-(./}) + ' ' '+ '..,,-(./))+ ' ' ' + /n) C /.4Ba

Suponhamos, agora, que vale a fórmula (3.5). Por (3.4), temos ./i + ' - . + r.4,1(Á) +

+,Á,-(.Ü)+...+/n = ,A,-(/i +'' '+/«) = 0 C /.4Ba. Assim, '-,a(/.)--'.4.-(./:) -(J'- +
+,-.a(.A)+. ..+,«,-(/,)+. ..+/.)--(/ +' '+,Á,-(/.)+ '+'Á,-(/.)+' '+/.) c -FADA,

pois estamos supondo que vale (3.5). Logo, /.C -- ,4./, = À'' (rl.a(/.) -- I'.4.i (/.)) C /.4aa

Isso demonstra o lema. H

(3.5)

A seguir, serão enunciados e demonstrados três corolários do Lema 3.1 que têm como

exclusiva finalidade especializar esse lema para o caso da aplicação que será apresentada
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apresentam condições equivalentes às que afirmam sobre a resolubilidade de ambigüidades 

com respeito à ordem introduzida, aproveitando-se de identidades sabidamente válidas em 

k(X), e que facilitam um pouco o trabalho de verificação dessas condições. No que segue, 

k é um anel associativo, comutativo e com unidade. 

Lema 3.1 Sejam S um sistema de redução em uma álgebra livre k(X) e :S uma ordem 

parcial de semigrupo em (X ) de modo que '.S e S sejam compat{veis. Seja ( a, T, A, B, C) 

uma ambigüidade de superposição (resp. inclusão) de S e suponha que 

Íi + f2 + · · · + Ín = O (3.4) 

seja uma equação em k(X) tal que apenas dois termos dela , digamos Íi e Íi (comi < j }, 

envolvam o monômio ABC com coeficiente diferente de O, e, ainda, que esses coeficientes 

sejam elementos inversíveis de k. Então a ambigüidade (a, T, A, B, C) é resolúvel com 

respeito a '.S se e somente se 

(3.5) 

(Formulação análoga para o caso de uma ambigüidade de inclusão.) 

Prova Suponhamos que o coeficiente de ABC em f; seja>.. Portanto o coeficiente de 

ABC em Íi é ->., uma vez que somente nos termos f; e Íi os coeficientes de ABC são não 

nulos. A demonstração será feita apenas para o caso de ambigüidades de superposição. 

A demonstração para uma ambigüidade de inclusão é totalmente análoga. 

Suponhamos que a ambigüidade (a, T, A, B, C) seja resolúvel com respeito a:::;. Então 

fuC - Afr E !ABC, o que implica que r1ac(fi) - r Arl (fi) = >.(fuC - Afr) E !ABC· 

Por outro lado, como vale (3.4 ), temos !1 + · · · + r Arl (fi) + · · · + r Arl (fi) + · · · + Ín = 

1'Arl (!1 + · · · + f,i) = O E !ABC· Logo f1 + · · · + 7'Ar1 (fi) + · · · + r1uc(JJ + · · · + Ín 

(r1uc(Íi) -7'Ar1(Ji)) + (!1 + · · · + 1'Ar1(fi) + · · · + TAT1(Ji) + · · · + fn) E ]ABC· 

Suponhamos, agora, que vale a fórmula (3.5). Por (3.4), temos J1 + · · · + TAT1(fi) + 
· · · +rAT1(Ji)+· · · + Ín = TArl (!1 + · · ·+ fn) = O E !ABC· Assim, r1uc(fi)-r Arl(fi) = (!1 + 

· · ·+r1uc(fi)+· · ·+rAT1(fi)+· · ·+ fn)-(!1+· · ·+rArl(fi)+· · ·+rAT1(h)+· · ·+ fn) E !ABC, 

pois estamos supondo que vale (3.5). Logo, fuC - Afr = >.-1 (r1uc(fi) - r Ardfi)) E !ABC· 

Isso demonstra o lema. ■ 

A seguir, serão enunciados e demonstrados três corolários do Lema 3.1 que têm como 

exclusiva finalidade especializar esse lema para o caso da aplicação que será apresentada 
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no anal desta seção. A frase "Soam S um sistema de redução em uma álgebra livre k<X> e

$ uma ordem parcial de semigrupo em <X> de modo que $ e S sejam compatíveis." que
consta do enunciado do Lema 3.1 será tomada como hipótese para todos os corolários

subsequentes. Deve-se ressaltar ainda que o símbolo lz,yl significará, nesta seção, o
comutador de z e y, isto é, lz,Z/l = y -- yz, uma vez que não estamos mais tratando

de álgebras de Lie.

Corolário 3.1 Suponha que ezístam a,y, z C X tais que yaz < zyz e azy < zya e que o
sistema de redução S contenha os pares

azy\'yza

(y., zy - b),7

co«. «,b C k<X>. .F«tã. « «móÍgüid«de (a,,,,,y,«) é ""Z'í"/ "m «.peão « $ '' '

somente se

1«, «1 + 1V, l,, ,ll + lz, Z,l € .r,,,.

Prova Denotemos .fl = lz, ly,zll, /2 ' l3/, lz,zll, /3 ' lz, la,yll. Então, como toda

álgebra associativa satisfaz a identidade de Jacobi para o comutador, temos

(3.6)

/- + /2 + JL' ' 0

Verifica-se facilmente que os coeficientes de zyz en] ./i , /2, /3 são respectivamente 1 , 0, --1

Pelo Lema 3.1 , (a, a", z, y, r) é resolúvel com respeito a $ se e somente se

,-.,(./'-) + /2 + ,--(Jb) C /,,,. (3.7)

Resta, portanto, verificar que (3.7) -F:::+ (3.6). Vejamos, rl-(/i)+/2 +r-i(/3) - --(a'zy+

-)+/2+(,Z,+y-). Co:no «;y < ,y", temos z;3/--,y;+«« = -('y-(y;-')) - "(Wa
/a) € /,,,. A«alogame«te, como yz, < ,y:', ''mos --g/z,+zy,-- Z,, = --(y" -- (gy --b))' -

--(w,--/,) c .r,,,. Po'ta"to, (z,3/+"")--(y:''+Z'') = (z'y--"Z/,+««)+(--y''+«3/,--b,) C

Logo, -(z,y+ «z)+ /a+(,Z, + yZ,) C .r;,, <-:> {(-(z'3/+ "z)+ /2 +('Z'+ g"Z)} +

{(«,y +«') --(y«,+ b,)} c /,,,. M's {(--(z'y + -) + /2 +('b+ y"')}+ {(z'y+ "') --
(y,, + b,)} =(a« -- -) + /2 +(,Z, -- Z''). Assim,

'rv,

r-,,(/- ) + /2 + ,--(Jl;) € .r«, 1., «1 + 1v, 1;, ,11 + 1,, ól c .r,,,
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no final desta seção. A frase "Sejam S um sistema de redução em uma álgebra livre k(X) e 

~ uma ordem parcial de semigrupo em (X ) de modo que~ e S sejam compatíveis." que 

consta do enunciado do Lema 3.1 será tornada corno hipótese para todos os corolários 

subsequentes. Deve-se ressaltar ainda que o símbolo [x, y] significará, nesta seção, o 

comutador de x e y, isto é, [x, y] = xy - yx, uma vez que não estamos mais tratando 

de álgebras de Lie. 

Corolário 3.1 Suponha que existam x, y, z E X tais que yxz < zyx e xzy < zyx e que o 

sistema de redução S contenha os pares 

a- (zy, yz - a) 

r (yx, xy - b), 

com a,b E k(X). Então a ambigüidade (a-,r,z,y,x) é resolúvel com respeito a~ se e 

somente se 

[x , a]+ [y, [z, xl] + [z, b] E fzyx · (3.6) 

Prova Denotemos J1 = [x, [y, z]], h = [y, [z, x] ], h = [z, [x, y]]. Então, como toda 

álgebra associativa satisfaz a identidade ele Jacobi para o comutador, temos 

Verifica-se facilmente que os coeficientes de zyx em f 1, h, h são respectivamente 1, O, -1. 

Pelo Lema 3.1 , ( a-, r, z, y, x) é resolúvel com respeito a ~ se e somente se 

(3.7) 

Resta, portanto, verificar que (3.7) {=:} (3 .6). Vejamos, r1axU1) + Í2 +rzrl (h) = - (x zy + 

ax)+ h+(zb+yxz). Como xzy < zyx, ternos xzy-xyz+xa = x(zy-(yz-a)) = x(W0 -

J0) E fzyx• Analogamente, como yxz < zyx, temos -yxz+xyz-bz = - (yx-(xy-b))z = 

- (Wr- fr) E f zyx • Portanto, (x zy+xa )-(yxz+ bz) = (xzy-xyz+xa)+(-yxz+xyz-bz) E 

fzyx• 

Logo, - (x zy+ax)+f2+ (zb+yxz) E fzyx ~ {( - (x zy+ax)+f2+(zb+yxz)}+ 

{( xzy + xa) - (yxz + bz )} E fzyx• Mas {(-( xzy + ax) + h + (zb+ yxz)} + {(x zy + xa)

(yxz + bz)} = (xa - ax) + h + (zb - bz). Assim, 

1'1axU1) + h + 1'zr1 (h) E fzyx {=:} [x, a]+ [y, [z, xl] + [z, b] E fzyx 
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e o corolário está demonstrado

Lembremos que se R é uma k-álgebra associativa e se a; C R, a função ad z : .R ----.} R

definida por (ad #)(y) = lz, Z/l, para Z/ C R, é uma derivação em R, isto é, ad z é k-linear

e s.tisfaz («d «)(3/,) = (ad z)(y), + g/(«d «)(,). Ess' função é chamad' 'í'''í"ção {nt'««
deterá nada por z ou, mais simplemente, /unção a(junta determinada por z.

Corolário 3.2 Suponha que a caracten3tica do ane/ k se.ja um pr mo ílnparp r'isso será

denotado por car k :: p), isto é, k é uma Z.p'átgebra comutativa. Suponha, ainda, que

z,3/ C X são e/ementas tais gue zy < y rresp. yz < =g/,) e que o sistema de redtzção S
contenha os pares

a.ya;,zya

a',b),T

í«.P. (,y, y« + «))

com«,b C k<X>. E«tão « «mb gü d«de(a,,, ,a,,'-') r"'p.(',a,''-',«,y)J é "''ZÚ«e/
com respeito a $ se e somente se

(«d «y''(«) - («d Z,)(y) C .r,,, fre'p. .r,~). (3.8)

Prova A demonstração da versão deste corolário contida nos parênteses é análoga

à original e, portanto, será suprimida. Verifica-se que em uma álgebra associativa sobre
um anel R de característica p, p primo ímpar, vale a seguinte identidade:

(«a «y(b) «')(z,),

para todo a, b C R.(Ver l9, p. 186 (60)1.) Em particular, no nosso caso, vale

(«a «y(v) («d «')(y) = o

Denotaremos /i - (ad z)P(3/) e /2 = --(ad :«')(y). Como os coeficientes de yz' em /i e Jb

são, respectivamente, --l e 1, podemos aplicar o Lema 3.1 e concluir que (a,T,y,z,zP'l)
é resolúvel com respeito a $ se e somente se

'-.,,-- ((«a «y(v)) ,,,-((«d «')(y)) c .r,,- (3.9)

Novamente, é suficiente, portanto, mostrarmos a equivalência (3.8) (3.9)
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e o corolário está demonstrado. ■ 

Lembremos que se Ré uma k-álgebra associativa e se x E R, a função ad x : R --t R 

definida por (ad x)(y) = [x,y], para y E R, é uma derivação em R, isto é, ad x é k-linear 

e satisfaz (ad x)(yz) = (ad x)(y)z+ y(ad x)(z). Essa função é chamada derivação interna 

determinada por x ou, mais simplemente, função adjunta determinada por x . 

Corolário 3.2 Suponha que a característica do anel k seja um primo ímpar p (isso será 

denotado por car k = p), isto é, k é uma 'll..p -álgebra comutativa. Suponha, ainda, que 

x, y E X são elementos tais que xy < yx (resp. yx < xy) e que o sistema de redução S 

contenha os pares 

O' (yx,xy-a) (resp. (xy,yx+a)) 

T (xP, b), 

coma,b E k(X ). Então a ambigüidade (O',T,y,x,xP- 1) (resp . (r,O',xP- 1,x,y)) é resolúvel 

com respeito a :S se e somente se 

(3.8) 

Prova A demonstração da versão deste corolário contida nos parênteses é análoga 

à original e, portanto, será suprimida. Verifica-se que em uma álgebra associativa sobre 

um anel R de característica p, p primo ímpar, vale a seguinte identidade: 

para todo a, b E R .(Ver (9, p . 186 (60)]. ) Em particular, no nosso caso, vale 

(ad x)P(y) - (ad xP)(y) = O. 

Denotaremos J1 = (ad x)P(y) e fi = -(ad xP)(y). Como os coeficientes de yxP em f 1 e fi 

são, respectivamente, -1 e 1, podemos aplicar o Lema 3.1 e concluir que ( O', T, y, x, xP-1 ) 

é resolúvel com respeito a :S se e somente se 

(3.9) 

Novamente, é suficiente, portanto, mostrarmos a equivalência (3.8) {=::::} (3.9). 
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Primeiramente, como ,,,:((ad z')(y)) = ,«,.-(z'y -- y,') = "'y yb, temos

«,..:((«d «')(g/)) - («d z,)(y) c .r,,,,

p'is ',.:((«d «')(y)) - («d b)(y) y + Z, ("' - Z')y ' "'y < y«', "m' "'
que zy < yz e $ é ordem parcial de semigrupo.

Por outro lado, demonstra-se por indução finita que r:-«-((ad ")"(y))--(ad z)"':(a) €

/,,«, para todo n > 1. (Ver Apêndice no final deste capítulo.) Em particular, temos

--.,.--((«d «')(g/)) (ad «y''(') € .r,,-

Logo, podemos escrever

(«d «y''(') - (ad Z,)(y) {,-.,,-.((«d ,')(y)) - ,,.-((«d a')(y))}

- {,-.,,--((«a «')(y)) -(«a «y':(«)}

+ {,,,-((«d «')(y)) -(«d z')(y)}

e, portanto, tendo em vista as considerações anteriores, segue que

(«a «y''(«) («d z,)(y) € .r,,- '-.,,--((«a «y(z/)) - ,,,-((«a «')(v)) c .r,.-,

o que demonstra o corolário

Corolário 3.3 Sega # C X e n um afeito posifÍuo. Suponha q e o sistema de redução S

contenha um par do tipo

« - (,", «),

«m « C k<X>. ntã. tod« « «mb güíd«d« do tip. (a,a,z',""-',«'), p"" { < n, .ã.
resoZ?íueÍs com respeito a $ se e somente se

1., .1 c .r,«-.- (3.10)

Prova Toda álgebra associativa R satisfaz lz", zjl = 0, qualquer que seja z C Re

para todo m,.j C ]fq. Logo, em k<X> vale a equação #"+{ -- zi+" = laç", zil = 0, para todo
iC ]N. E evidente que não há distinção entre z"+í e #i+", mas as notações diferenciadas

serão mantidas por motivos de conveniência. Fixado ie ]N, denotaremos /i = #"+{ e

/2 ' z +"- Como os coeficientes de #"+f (= z'+") em /i e /2 são respectivamente l e --l,
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Primeiramente, como ryri ((ad xP )(y)) = ryri(xPy - yxP) = xPy - yb, temos 

pois ryri((ad xP)(y)) - (ad b)(y) = xPy - yb - by + yb = (xP - b)y e xPy < yxP, uma vez 

que xy < yx e s; é ordem parcial de semigrupo. 

Por outro lado, demonstra-se por indução finita q~e riuxn-1 ( ( ad x t(Y) )-( ad x t-1 (a) E 

1 yx", para todo n > l. (Ver Apêndice no final deste capítulo.) Em particular, temos 

Logo, podemos escrever 

(ad x)P-1(a) - (ad b)(y) {r1u xP-1 ((ad xP)(y))- ryri((ad xP)(y ))} 

- {r1uxP-1((ad xP)(y))- (ad x)P- 1 (a)} 

+ {ryr1((ad xP)(y))- (ad b)(y)} 

e, portanto, tendo em vista as considerações anteriores, segue que 

o que demonstra o corolário. ■ 

Corolário 3.3 Seja x E X e n um inteiro positivo. Suponha que o sistema de redução S 

contenha um par do tipo 

com a E k(X). Então todas as ambigüidades do tipo (o-, o-, xi, xn-i, xt parai < n, sao 

resolúveis com respeito a s; se e somente se 

(3.10) 

Prova Toda álgebra associativa R satisfaz [zm, zi ] = O, qualquer que seja z E R e 

para todo m,j E IN. Logo, em k(X) vale a equação xn+i - xi+n = [x", xi]= O, para todo 

i E IN. É evidente que não há distinção entre x 11+i e xi+", mas as notações diferenciadas 

serão mantidas por motivos de conveniência. Fixado i E IN, denotaremos j 1 = x 11+i e 

h = xi+n . Como os coeficientes de x11+i ( = xi+n) em f 1 eh são respectivamente 1 e -1, 
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podemos aplicar o Lema 3.1. Assim, uma ambiguidade (a,a,zí, z"-i, z{) é resolúvel com

respeito a -< se e somente se

,..,.(«"'') ,,...(«:'''") c .r,-*. (3.11)

Assim, resta-nos demonstrar a equivalência (3.10) -i-:+ (3.1 1). Vejamos, ri-.(:«"+í) - 'zzi

' ,,...(«'+") = «'«. Dess' m-eir,., temos ,.-.(z"+') -- a": - 0 C /,«.... e ,,'.-("''") -
zía = 0 C .r,.+i. Portanto, podemos escrever

[.,,'] az{ - z'a ,..,.(«"+') -- ,,...('''''")}
-- {,-,,.(«"'''') -- a,:}
+ {,,.,. (,''") - «;'},

{

o que implica

«,.'l € .r,«... ,.,,.(*"'''') -- «,...('''''") c /,-..'

ja, ]ç:l c /,«+. .+::::> ja, zl C /«+-,

para todo { C ]N, a demonstração do corolário estará terminada. De fato, a prova é feita

por indução em { C IN. Se la,zil C /,«+i, então azf+i -- zíaz € /,.+i+, e nazi -- zi+ia C

/,.+.+-. Portanto, ja,z'+ll + (zaa' -- z'aa) c /,-+'+-. Mas z'ziçi -- z'az = zja,a'''lz €

/,.+í+i , por hipótese de indução e pelo Lema 2.7. n

Se mostramos que

Utilizaremos, agora, o Teorema 2.1 e os corolários do Lema 3.1 para eíetuar o cálculo

de uma base para uma álgebra definida por geradores e relações. Essa álgebra aparece

em um artigo de Taft e Wilson j171, no qual os autores apresentam o primeiro exemplo de

uma álgebra de Hopf de dimensão finita sobre um corpo de característica p, p primor e que

tem algumas propriedades que eles buscavam. Essa álgebra será introduzida no exemplo
abaixo.

EXEMPLO: Seja k um corpo de característica p # 2 e seja R a k-álgebra presentada

por geradores z,y,z e relaçoes

lz, ,l = z'/2
yp --- y
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podemos aplicar o Lema 3.1. Assim, uma ambigüidade (a,a,xi,xn- i,xi ) é resolúvel com 

respeito a ~ se e somente se 

(3.11) 

Assim, resta-nos demonstrar a equivalência (3.1 O) {=} (3.11 ). Vejamos, r1uxi (xn+i) = axi 

e Txiu1(xi+n) = xia. Dessa maneira, temos r1ux;(xn+i) - axi = Ü E lxn+i e rX;O'i(xi+n) -

xia = O E Ixn+i. Portanto, podemos escrever 

o que implica 

axi - xia = {r1uxi(Xn+i) - Txiu1(xi+n)} 

- {riux;(xn+i) - axi} 

+ {rx;u1(xi+n) - xia}, 

[ª'x i] E lxn+,· ..,______._ r1 ,·(xn+i) - 1· · 1 (xi+n) E/ n+•· ..,..._...,... O'X X1 0' X ' 

Se mostramos que 

para todo i E IN, a demonstração do corolário estará terminada. De fato, a prova é feita 

por indução em i E IN. Se [a, xi] E lxn+i, então axi+I - xiax E lxn+i+1 e xaxi - xi+la E 

lxn+i+1. Portanto, [a, xi+1] + (xaxi - xiax) E lxn+i+1. Mas xaxi - xiax = x[a, xi-l]x E 

lxn+i+1, por hipótese de indução e pelo Lema 2.7. ■ 

Utilizaremos, agora, o Teorema 2.1 e os corolários do Lema 3.1 para efetuar o cálculo 

de uma base para uma álgebra definida por geradores e relações. Essa álgebra aparece 

em um artigo de Taft e Wilson [17], no qual os autores apresentam o primeiro exemplo de 

uma álgebra de Hopf de dimensão finita sobre um corpo de característica p, p primo, e que 

tem algumas propriedades que eles buscavam. Essa álgebra será introduzida no exemplo 

abaixo. 

EXEMPLO: Seja k um corpo de característica p -/= 2 e seja R a k-álgebra presentada 

por geradores x, y, z e relações 

[x, y] = x, [y, z] = -z, [x, z] = x2 /2, 

xP=O, yP=y, zP=O. 
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Afirma-se que R tem dimensão p3, como k-espaço vetorial, com base

{z"3/Pz''' : 0 $ cl, P, 'Y < P}

Faremos uma demonstração da afirmação acima. Comecemos por construir a k-

álgebra livre gerada poria,y, z}, que será denotado por k<z, y, z>, e um sistema de redução

S = {ai : l $ i$ 6}, onde os pares ai são definidos da seguinte maneira:

a- 0), a, y), a, ('',0)
a.=(y«,,y-«), a.=(,#,y'+,), a.=(-,a'-''/2).

O semigrupo <a, y, z> será dotado de uma ordem parcial $, que é definida como segue.

Dados .4, .B C <z,y, z>, defi«o 4 < -B se e some«te se cpt(.4) < cpt(B) - 'Pt(Á) - CPt(B)

e .4 precede B lexicograficamente em relação à seguinte ordem total definida em {z, 3/, zl:

Verifica-se facilmente que 5; é unia ordem parcial de semigrupo, que $ tem condição

de cadeia descendente e que $ e S são compatíveis. Os inonâmios irredutíveis segundo

S são justamente aqueles da base alegada, pois eles são obviamente irredutíveis e um
monõmio irredutível não pode conter subpalavras dos tipos 3/z, zg/, zz e nem potências de

z, y e z maiores do que p.
Neste ponto já temos verificadas todas as hipóteses do Teorema 2.1. Provaremos

em seguida que todas as ambiguidades de k<z, y,z> são resolúveis segundo S e, então,

poderemos concluir sobre a base de monõmios irredutíveis.

Primeiramente, pode-se notar que S não contém an)bigüidades de inclusão, pois não

existem ai e aj ({ ?4 .j), em S tais que W.. seja subpalavra de W., . As ambiguidades de

superposição de S, como é fácil de se verificar estudando dois a dois os pares de S, estão
listadas abaixo.

(í)(a-,a-,«',«p'',"')(«á)(a.,a-,,,z,,'-')
(i{)(a,,a,,g/',y'-:,y')(«ii)(a.,a,,,,y,y'-')
(iii)(a,,a;,,:,,p'',z')(«ii{)(a:,a-,y''',g/,,)
({«)(a.,a.,,,y,,)(i«)(a,,a.,zP':,',y)

(«)(a,,a-,y,,,,'-')(,)(a3,a.,'''',,,,)

As três primeiras ambiguidades na realidade são famílias de ambiguidades indexadas

por i. Por exemplo, para a família (á), para cada i < p, temos uma ambiguidade de
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Afirma-se que R tem dimensão p3 , como k-espaço vetorial, com base 

Faremos uma demonstração da afirmação acima. Comecemos por construir a k

álgebra livre gerada por { x, y, z }, que será denotada por k(x, y, z), e um sistema de redução 

S ={a;: 1 Si S 6}, onde os pares a; são definidos da seguinte maneira: 

0"4 = (yx, xy - x), o-5 = (zy, yz + z), o-6 = (zx, xz - x 2 /2). 

O semigrupo (x, y, z) será dotado de uma ordem parcial S, que é definida como segue. 

Dados A, BE (x, y, z), defino A< B se e somente se cpt(A) < cpt(B) ou cpt(A) = cpt(B) 

e A precede B lexicograficamen te em relação à seguinte ordem total definida em { x, y, z}: 

X< y < Z. 

Verifica-se facilmente que S é uma ordem parcial de semigrupo, que S tem condição 

ele cadeia descendente e que S e S são compatíveis. Os monômios irredutíveis segundo 

S são justamente aqueles da base alegada, pois eles são obviamente irredutíveis e um 

monômio irredutível não pode conter subpalavras dos tipos yx, zy, zx e nem potências de 

x, y e z maiores do que p. 

Neste ponto já temos verificadas todas as hipóteses do Teorema 2.1. Provaremos 

em seguida que todas as ambigüidades de k(x, y, z) são resolúveis segundo S e, então, 

poderemos concluir sobre a base de monômios irredutíveis. 

Primeiramente, pode-se notar que S não contém ambigüidades de inclusão, pois não 

existem a; e O"j (i-:/ j), em S tais que W"i seja subpalavra de W"i' As ambigüidades de 

superposição de S, como é fácil de se verificar estudando dois a dois os pares de S, estão 

listadas abaixo. 

(i) ( i p-i i) 0"1,0"1,X ,x ,X ( vi) ( p-1) 0"6, 0"1, z , X, X 

(ii) ( i p-i i) 
0-2,0-2,Y ,Y ,Y ( vii) ( p-1) 0-5, 0-2, z, Y, Y 

(iii) ( i p-i i) 0"3, 0"3, Z , Z , Z ( viii) ( p-1 ) 0-2,0-4,y ,y,x 

( iv) (0-5,0-4,z,y,x) ( ix) ( p-1 ) 0"3,0"5,Z ,z,y 

(v) ( p-1) 0"4,0"1,Y,X,X (x) ( p-1 ) 0"3, 0"6 1 Z , z, X 

As três primeiras ambigüidades na realidade são farru1ias de ambigüidades indexadas 

por i. Por exemplo, para a farru1ia (i), para cada i < p, temos uma ambigüidade de 
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superposição. Vamos utilizar a equivalência (a') +::+ (c) do Teorema 2.1 . Para afirmar
sobre a redutibilidade das ambiguidades com respeito a $, utilizaremos os corolários do

Lema 3. 1 .

As ambiguidades (i) são resolúveis com respeito a $, pois

lO, ,l : (Corolário 3.3).

As ambígüidades (ii) são resolúveis com respeito a $, pois

lv,vl = o c .r,,.- (Corolário 3.3).

As ambiguidades (iá{) são resolúveis com respeito a $, pois

10,,1 C .r,,..- (Corolário 3.3).

A ambigüidade (ãu) é resolúvel com respeito a $, pois

IZ,--,l+ ly,lz,all+lz,al = 2lz,al+ly,lz,Zll
2zz -- 2zz -- zz3/ + zzy + yzz -- yzz.

Logo,

lz,-,l+ ly,lz,,ll+ 1;,,1 2(- -(z,- "'/2)) -(- -(z'- ''/2))3/

+ p(- -('' - ''/2)) - i(v" -('v - '))'
- ;,(y" - ("y - '))-

Assim, como zz,zzy,yzz,yz',z3/z < zyz, temos la,--zl+ ly,lz,zll + lz,zl C /;,,(Co-
rolário 3.1).

A ambiguidade (ü) é resolúvel com respeito a $, pois

(«d «y''(z) -(«d 0)(y) /,,,(Corolário 3.2)

A ambiguidade (ui) é resolúvel com respeito a $, pois

(.d «)'''(,'/2) -(ad 0)(,) /-,(Cor'bário 3.2)

A ambiguidade (uiá) é resolúvel cona respeito a $, pois vale em geral

(ad y)"(,)+('d g/)"''(;) € .r:,-...' , (3.12)
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superpos1çao. Vamos utilizar a equivalência (a') {=> (e) do Teorema 2.1. Para afirmar 

sobre a redutibilidade das ambigüidades com respeito a ::;, utilizaremos os corolários do 

Lema 3.1. 

As ambigüidades (i) são resolúveis com respeito a::;, pois 

[O , x] =OE fxP+1 (Corolário 3.3). 

As ambigüidades (ii) são resolúveis com respeito a::;, pois 

[y, y] =OE fyP+1 (Corolário 3.3). 

As ambigüidades (iii) são resolúveis com respeito a::;, pois 

[O, z] = O E / zp+ 1 (Corolário 3.3). 

A ambigüidade ( iv) é resolúvel com respeito a ::; , pois 

Logo, 

[x, -z] + [y, [z, x)] + [z, x] 2 [ z, x] + [y, [ z, x]] 

2zx - 2xz - zxy + xzy + yzx - yxz. 

[x, -z] + [y, [z, x]] + [z, x] - 2(zx - (xz - x2 /2)) - (zx - (xz - x 2 /2))y 
1 + y(zx - (xz- x 2/ 2)) - 2(yx - (xy- x))x 

1 - 2x(yx - (xy - x)). 

Assim, como zx, zxy, yzx, yx2, xyx < zyx, temos [x, -z] + [y, [z, x]] + [z, x] E f z yx (Co

rolário 3.1 ). 

A ambigüidade (v) é resolúvel com respeito a::;, pois 

(ad x)P- 1(x) - (ad O)(y) =OE fyx P (Corolário 3.2) . 

A ambigüidade ( vi) é resolúvel com respeito a ::;, pois 

(ad x)P- 1(x 2 / 2) - (ad O)(z ) =OE fzxP (Corolário 3.2). 

A ambigüidade ( vii) é resolúvel com respeito a::;, pois vale em geral 

(3.12) 
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para todo n > 2. Esse fato pode ser demonstrado por indução finita em n. Denotemos

P«(3/,,) =(«d y)"(,) +(ad g/)"':(z) e m'seremos q- y'«(y,') C r;««':, p''' t'do " > 2-
De fato, p2(g/,z) = y'z -- 2yzy+ zy' + yz -- zy =(Zy --(yZ + z))g/ -- y(Zy --(3/z + z)).
Como zy2, yzy < zy3, temos (p2(y,z) C /,,3. Observe, agora, que

P«+:(y, ,) («d y)"''''(,) + ('d y)"(,)
y(«d y)"(z) -(«d y)"(,)y + g/(«d y)"''(,) -("d y)"':(')y
g{(ad y)"(,) +(«d y)"''(,)} - {(«d y)"(,)+('d y)"''(')}y,

ou seja, g«+i(y, z) = (ad y)(p«(Z/, z)), o que, em vista do Lema 2.7, dá conta do passo de

indução.

Tendo em mãos a fórmula (3.12), podemos demonstrar, também por indução finita,

que
(3.13)l(z(z yJ l.ZJ -F taa g;\.ZJ C íz/2n+]) \

para todo n C IN. O caso n = 1 já foi verificado acima. Suponha, agora, que a fórmula

(3.13) é válida para n ' t e mostremos sua validade para n ' t + 1. Temos

(«d yy«'"O(,) + (ad y)(,) {(«d 3/)''''''(,) +(«d y)''''(,)} - {(«d y)''''''(')

+(«d g/)''(,)}+ {(«d y)''(,) +(«d y)(')}.

Por(3.12), temos('d y)''''(,) +(«d y)'''F'(,) € .r,,,'.., e("d yy'+'(') +("d y)''(') C
/,,,.*, Ç /;,,.« , e, por hipótese de indução, temos (ad yy'(z)+(ad y)(z) C /;«''.-- ç .r,,,.+' .
Assim o resultado está demonstrado.

Se particularizarmos a fórmula (3.13) para " = (p -- 1)/2, obtemos (ad y)'''(z) +

(ad y)(z) C /,,, e, p''t-to,

(«d yy''(-z) - (ad g/)(,) -((.d y)'''(,) +(«d y)(,)) c r.,-,

o que, pelo Corolário 3.2, garante a resolubilidade da ambiguidade (oi{) com respeito a

A ambiguidade (uiá{) é resolúvel com respeito a $, pois prova'se de maneira análoga

ao que foi feito acima que vale, em geral, a fórmula

<

(ad y)'"(')+(ad y)(,) € ]',,«+-,, (3.14)
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para todo n > 2. Esse fato pode ser demonstrado por indução finita em n. Denotemos 

'Pa(y, z ) = (ad Yt( z ) + (ad yr-1 (z) e mostremos que 'Pa(y, z ) E lzyn+I, para todo n > 2. 

De fato, cp2(y, z ) = y2z - 2yzy + zy2 + yz - z y = (zy - (y z + z ))y - y(zy - (y z + z)). 

Como zy2,yzy < zy3, temos cp2(y, z ) E l z y3 · Observe, agora, que 

'Pn+l (y, Z) (ad vr+ 1(z) + (ad Yt( z ) 

y(ad Yt(z) - (ad Yt( z )y + y(ad y)11-1(z) - (ad y)11-1(z)y 

y{(ad vt(z ) + (ad y)11- 1 (z)} - {(ad yf(z) + (ad y)11-1(z)}y, 

ou seja, 'Pn+1(y,z) = (ad y)(cpn(y,z)), o que, em vista do Lema 2.7, dá conta do passo de 

indução. 

Tendo em mãos a fórmula (3.12), podemos demonstrar, também por indução finita, 

que 
(3.13) 

para todo n E IN. O caso n = l já foi verificado acima. Suponha, agora, que a fórmula 

(3.13) é válida para n = t e mostremos sua validade para n = t + l. Temos 

(ad y)2(t+l)( z ) + (ad y)(z) {(ad y)2t+2( z ) + (ad y)2t+1(z)} - {(ad y)2t+1(z) 

+ (ad y)2t(z)} + {(ad y)21(z) + (ad y)(z)}. 

Por (3 .12), temos (ad y) 2t+2(z) + (ad y) 21+1(z) E l z y2•+3 e (ad y)2t+ 1(z) + (ad y)2t(z) E 

lzy21+2 Ç lzy2<+3, e, por hipótese de indução, temos ( ad y )2t(z )+( ad y )( z ) E J zy21+1 Ç I zy2 <+3. 

Assim o resultado está demonstrado. 

Se particularizarmos a fórmula (3.13) para n = (p - 1)/2, obtemos (ad y)P-1(z) + 

(ad y)(z) E fzyP e, portanto, 

o que, pelo Corolário 3.2, garante a resolubilidade da ambigüidade ( vii) com respeito a 

:s; . 
A ambigüidade ( viii) é resolúvel com respeito a S, pois prova-se de maneira análoga 

ao que foi feito acima que vale, em geral, a fórmula 

(ad y) 211 (x) + (ad y)(x) E fy2n+1x, (3.14) 
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para todo n C IN. Novamente, especializando (3.14) para n - (p -- 1)/2, obtemos

(«d g/)'':(-«) -(«d y)(,)(«d y)'''(') +("d y)(")) c /,«,

e a resolubilidade da ambiguidade (uiíi) está verificada via o Corolário 3.2

A ambiguidade ({z) é resolúvel cona respeito a $, pois

(.d ,y''(,) -(ad 0)(:r) .r«,(C'r'bário 3.2).

O Corolário 3.2 afirma que a ambiguidade (z) será resolúvel com respeito a $ se

' somente se (ad z)'':(--;«'/2) -- («d 0)(a) C /«,, - seja, é s«fi'i"t' -ria"rm's qu'

(ad z)p':(a'/2) c /,p,. Ainda não consegui encontrar uma demonstração para esse fato,
mas creio que em pouco tempo devo obtê-la. A maior dificuldade deste caso em com-

paração com os nove anteriores deve-se ao fato de termos que efetuar cálculos de potências

de ad z em z2/2 e não mais em z ou g colho havia sido feito anteriormente. O fato de Taft
e Wilson terem obtido uma demonstração altenlativa de que esta álgebra tem dimensão

p3 leva-nos a crer que de fato (a) é resolúvel. No entanto, a demonstração daqueles dois
''."D. ..;. .á {P;t.- "n« int.err.lédin do l.ema do Diamante. o que a torna inadaptável aautores nã

esse caso.

Concluindo que a ambiguidade (sç) é resolúvel comi respeito a $ e, portanto, que

todas as ambiguidades de S são resolúveis com respeito a $1, pelo Teorema 2.1, podemos

afirmar que o conjunto das classes dos monâmios irredutíveis segundo S, {z'yPz'v + /
0 $ a,P,'y < p}, forma uma base para R ' k<X>// como k-espaço vetorial e, portanto,

a dimensão de R sobre k é p3

C)BSERVAÇAO: Se no enunciado do Lema 3.1 adicionarmos a hipótese de que todos os

monõmios < ,4BC' são de redução única, o que em geral será verdade em toda aplicação

útil desse lema, então a hipótese de que dois coeficientes ?É 0 de .4BC em (3.4) sejam

inversíveis de k pode ser enfraquecida, exigindo-se, então, apenas que esses coeficientes

não sejam divisores de zero em k.

De fato, suponha que todos os monõmios < .ABC' sejam de redução única. Então
temos

.r«- .,'(,sl«..,.),

onde .A/,4Ba denota o k-subnlódulo de k<X> gerado pelos monõmios < Á.BC'. Provemos o

resultado acima. Por hipótese, o domínio de rs contém J14.4aa. Denotemos g = rslWABC e
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para todo n E IN. Novamente, especializando (3.14) para n = (p - 1)/2, obtemos 

(ad y)P- 1(-x) - (ad y)(x) = -((ad y)P- 1 (x) + (ad y)(x)) E !yPx, 

e a resolubilidade da ambigüidade ( viii) está verificada via o Corolário 3.2 . 

A ambigüidade (ix) é resolúvel com respeito a :S , pois 

(ad z)P- 1 (z) - (ad O)(y) =OE l z Py (Corolário 3.2). 

O Corolário 3.2 afirma que a ambigüidade ( x) será resolúvel com respeito a :S se 

e somente se (ad z)P- 1(- x2/2)- (ad O)(x) E l z Px, ou seja, é suficiente verificarmos que 

(ad z)P- 1 (x 2 /2) E l z Px• Ainda não consegui encontrar uma demonstração para esse fato, 

mas creio que em pouco tempo devo obtê-la. A maior dificuldade deste caso em com

paração com os nove anteriores deve-se ao fato de termos que efetuar cálculos de potências 

de ad z em x2 /2 e não mais em x ou y como havia sido feito anteriormente. O fato de Taft 

e Wilson terem obtido uma demonstração alternativa de que esta álgebra tem dimensão 

p3 leva-nos a crer que de fato (x) é resolúvel. No entanto, a demonstração daqueles dois 

autores não é feita por intermédio do Lema do Diamante, o que a torna inadaptável a 

esse caso. 

Concluindo que a ambigüidade (x) é resolúvel com respeito a :S e, portanto, que 

todas as ambigüidades de S são resolúveis com respeito a :S, pelo Teorema 2.1, podemos 

afirmar que o conjunto das classes dos monômios irredutíveis segundo S, { xªy.O z'Y + I : 

O :S a,/3,, < p}, forma uma base para R = k (X ) / I como k-espaço vetorial e, portanto, 

a dimensão de R sobre k é p3 . 

OBSERVAÇÃO: Se no enunciado do Lema 3.1 adicionarmos a hipótese de que todos os 

monômios < ABC são de redução única, o que em geral será verdade em toda aplicação 

útil desse lema, então a hipótese de que dois coeficientes =J O de ABC em (3.4) sejam 

inversíveis de k pode ser enfraquecida, exigindo-se, então, apenas que esses coeficientes 

não sejam divisores de zero em k. 

De fato, suponha que todos os monômios < ABC sejam de redução única. Então 

temos 

!ABC= ker(rslM,48c ), 

onde MABC denota o k-submódulo de k(X) gerado pelos monôrnios < ABC. Provemos o 

resultado acima. Por hipótese, o domínio ders contém MAB C · Denotemos g = rs lM,rnc e 

56 



mostremos que /.4Ba = ker(g). Por um lado, se Z)(W. -- /a).E C /.4Ba, em particular, te-

mos DW..E < .4.BO' e, portanto, Z)W..E C .M.4BC;. Pelo Lema 2.1 , 1)/a.E = rO.z(1)W.E)
é de redução única e vale

«;(D/a E) = ,s(,o,E(DWa.E)) = ,s(OWaE)

Como rs(1)/a.E) = g(Z)/aE), pOiS Z)/a-E C .M.4aa pela compatibilidade de $ e S, e
,S(OWa.E) = g(OW..E), temos g(O(Wa - /a).E) = g(OWaE) - g(O/aE) - 0. L'gO,

/.4BO Ç ker(g). Por outro lado, se a C ker(g), então a C .M.,iBa, isto é, a é combinação

linear de monâmios < .4,BC', e rs(a) = 0. Se tomarmos (rl, . . . ,r«) uma seqüencia final

em a, temos, pelo Corolário 2.1,

' = « - ,.(.) = ' - ,« . . . , («) c .rA-

Logo, ke,(g) Ç /..-aa

Voltando agora para o nosso problema inicial, fazendo as mudanças propostas acima

no enunciado do Lema 3.1 e tomando a como coeficiente de .ABC' em /,, se vale (3.5),

podemos escre«r a(/aO -- .ABC') = «-.a(./:) -- Â ' --a(.4/. -- '4Ba) - 'A.-(/J) -- Ê.

Assim,(/i +...+,:.a(./:)+. - '+ ,..,,.-(/.)+' ' ' + /n) --(/- +' ' '+ /n) - '*(/aa -- '4Ba) --

a(.A.G -- ,'l.BC) = C-(/aa -- Á/,). Logo, como /.4Ba = ker(rslM.a.) e a expressão do lado

esquerdo da equação acima pertence a /,4BC, temos

a«(/aa - .4/,') C' - Á./;))

Como k<X> é um k-módulo livre, k<X> não tem torção, o que, sendo k um anel sem
divisores de zero, implica rs(/aC' -- .Á/,) = 0 e, portanto, /aO -- .4/, C ker(rslM«-) -

/,.IBC, o que significa que a ambiguidade (a,r, .4, .B,C) é resolúvel com respeito a $. A
afirmação recíproca do Lema 3.1 já prescidia do fato de a ser inversível.

Trabalhamos em toda esta seção com {de7 Zádades em k<X>. Pode, no entanto, haver

situações em que é necessário trabalhar-se com equações que se sabe serem válidas no

anel R (= k<X>//). Pode-se adaptar o Lema 3.1 para este caso também desde que se
possa garantir que a equação em questão deriva de uma fórmula restritiva em k<X> , como

impõe a expressão (3.15) abaixo.

Corolário 3.4 0 1,ema 3./ c07 t nua uá/ido se r'3.4,) é en/raquecido para

+ /n C /,4Ba/1+ (3.15)
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mostremos que ]ABC= ker(g). Por um lado, se D(W11 - fa)E E ]ABC, em particular, te

mos DW11 E < ABC e, portanto, DW11 E E MABC· Pelo Lema 2.1, DJ11 E = rDaE(DWaE) 

é de redução única e vale 

Como rs(DJ11 E) = g(DfaE), pois DJ11 E E MABC pela compatibilidade de :S e S, e 

rs(DW11 E) = g(DWaE), temos g(D(W11 - fa)E) = g(DW11 E) - g(DJ11 E) = O. Logo, 

]ABC Ç ker(g). Por outro lado, se a E ker(g), então a E MABC, isto é, a é combinação 

linear de monômios < ABC, e rs( a) = O. Se tomarmos ( r1, .. . , rn) uma seqüencia final 

em a, temos, pelo Corolário 2.1, 

a= a - rs(a) = a - rn ... r1(a) E ]ABC· 

Logo, ker(g) Ç 1 ABC. 

Voltando agora para o nosso problema inicial, fazendo as mudanças propostas acima 

no enunciado do Lema 3.1 e tomando a como coeficiente de ABC em Íi, se vale (3.5), 

podemos escrever a(JaC - ABC) = r1ac(Ji) - Íi e -a(AJ,,. - ABC) = rA,,-1(Íi) - Jj, 

Assim, (!1 + · · · + r1ac(Ji) + · · · + r MI (J;) + · · · + fn)- (!1 + · · · + fn) = et(faC -ABC)

a(AJ,,. - ABC)= a(JaC-AJ,,.). Logo, como ]ABC= ker(rslMABc) e a expressão do lado 

esquerdo da equação acima pertence a ]ABC, temos 

Como k(X) é um k-módulo livre, k (X) não tem torção, o que, sendo k um anel sem 

divisores de zero, implica rs(JaC - AJ,,.) = O e, portanto, faC - Af,,. E ker(rs lMABc) = 

]ABC, o que significa que a ambigüidade (a, T, A, B, C) é resolúvel com respeito a ::;. A 

afirmação recíproca do Lema 3.1 já prescidia do fato de a ser inversível. 

Trabalhamos em toda esta seção com identidades em k (X ) . Pode, no entanto, haver 

situações em que é necessário trabalhar-se com equações que se sabe serem válidas no 

anel R ( = k(X) / 1). Pode-se adaptar o Lema 3.1 para este caso também desde que se 

possa garantir que a equação em questão deriva de uma fórmula restritiva em k(X), como 

impõe a expressão (3.15) abaixo. 

Corolário 3.4 O Lema 3. 1 continua válido se (3.4) é enfraquecido para 

f1 + · · · + f n E J A BC· (3.15) 
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Prova Basta observar que /..4aa Ç J14.4Ba e, portanto, r...{,i(/1 + ' ' + ./.) = /1 +

+ /n C /.4Ba. O resto da prova é idêntico ao que foi feito na prova do Lema 3.1.
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Prova Basta observar que !ABC Ç MABC e, portanto , rAT1 (!1 + · · · + fn) = !1 + 

· · · + fn E !ABC· O resto da prova é idêntico ao que foi feito na prova do Lema 3.1. ■ 
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APENDICE

Neste apêndice, nas hipóteses do Corolário 3.2, mostraremos o seguinte

RESULTAM)0 2: rl,,«--((ad z)"(y)) -- (ad z)"''(a) C /,,«, para todo n >l

Para tanto será necessário mostrarmos primeiramente o

RESULTADO 1: z{(ad z)" -- (ad a)"''(a)} C /,,«+-, para todo n > 1.

Demonstrações
1: Vamos definir uma família de funções. Para cada n > 1, seja p«(z,y,a)

P«(.,y,«) = «{(«d «)" -(«d «)"''(«)}.

emos, então, mostrar que g,.(z, y, a) C /,,«+- , para todo n > 1.
Para n = 2, temos

P,(«,y,«) {(«d «)'(y) -('d «)(«)}

«{(,'y - 2«y« + g/«') -(,« - «,')}

«{-«(y« -(,y - «)) +(y« -(ay - '))«}

-«'(y« -('g/ - «)) + «(y« -(«y - «))«,

mas, como z'yaç < yz', temos --3'(yz -- (gy -- a)) C /,,, e, como =yz2 <

«(3/« - (,g/ - '))« c .r,p. Logo, 9,(«, y, «) C /,,,

Mostremos, agora, que

P«+-(,,y,«) «)(9«(',y,')).

seguinte maneirae

Q«.-

definida da

yz3, temos

(3.16)

De fato,

P,.+-(,,y,.) = «{(«d «)"''''(y) - («d «)"(«)}

59
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APENDICE 

Neste apêndice, nas hipóteses do Corolário 3.2, mostraremos o seguinte 

RESULTADO 2: r 1uxn-1((ad xt(y)) - (ad xt-1 (a) E Ivx", para todo n > 1. 

Para tanto será necessário mostrarmos primeiramente o 

RESULTADO 1: x{(ad x)n - (ad x)n- 1(a)} E Iyxn+1, para todo n > 1. 

Demonstrações 

1: Vamos definir uma farru1ia de funções. Para cada n > 1, seja cp11 (x, y, a) definida da 

seguinte maneira. 

cpn (X, Y, a) = X { ( ad X)" - ( ad X r-1 ( Cl)}. 

Queremos, então, mostrar que cp11 (x, y, a) E fyxn+1, para todo n > 1. 

Para n = 2, temos 

x{(ad x) 2(y) - (ad x)(a)} 

x{(x2y - 2xyx + yx2) - (xa - ax)} 

x{-x(yx - (xy - a))+ (yx - (xy - a))x} 

-x2(yx - (xy - a))+ x(yx - (xy - a))x, 

mas, como x2yx < yx3 , temos -x2(yx - (xy - a)) E Iyx3 e, como xyx2 < yx3 , temos 

x(yx - (xy- a))x E fyx3· Logo, <p2(x,y,a) E fyx3· 

Mostremos, agora, que 

(3.16) 

De fato, 

59 



«{,(ad ,)"(y) -(«d «)"(y)z} - '{,(«d ,)"''(a) -('d ")"''(')'}

«{,{(.d «)"(y) -(«d «)"''(')}} - {'{(«d «)"(y) -("d ")"''(")}l'
(«d «)(P«(,, y, «).

Tendo em vista a equação (3.16) e o Lema 2.7, segue o resultado desejado

2: Para n = 2, temos

,-,,((«d «)'(y)) («d «)(«) ,.,,(,' - 2«g« + y,') - «« + '"
z2g/ -- 2zyz+(açy -- a)z -- #a+ az

-«(3/« - («y - «)).

Como .y« < g/«', s'g" ,',,,((«d «y(V)) - («d «)(«) C .r,,,.
Suponhamos, agora, que o Resultado 2 seja válido para n ' Z e mostremos sua

validade para n - í + l.

«-,,.((.a «y''''(v)) «:.,.(«(ad «y(y) - («d «y(y)z)
«(ad «y(y) - ,:- ((ad «y(y)z)

«(.d «y(y) - {,--.--((ad ,y(Z/))}'

Logo,

,-,,.((«a ,y''':(v)) -('a «y(«)
,(ad «y(y) - {,--.--((ad «y(Z/)}« - «(«d ,y''(«) +(«d "y''(")'
«{(«a «y(v) -(«a «y''(')} - {,--.--((«a «y(p)) -("a "y(')}'.

Pelo Resultado l, :«{(ad :«y(y) -- (ad zy''(a)} C /,,.*,, e, por hipótese de indução,

':.,.--((«a«y(v))--(«a,y(«) € /,,., p''t"t', {,--.--((''Z =y(y))--(ad"y(a)}" c r,,..-.
E o Resultado 2 está provado.
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x{x(ad xt(Y) - (ad xt(y)x} - x {x(ad xt-1(a) - (ad xt-1(a)x} 

x{x{(ad xt(y) - (ad xr - 1 (a)}} - {x{(ad xt(y) - (ad xr-1 (a)} }x 

= (ad x)('Pn(x, y, a). 

Tendo em vista a equação (3.16) e o Lema 2.7, segue o resultado desejado. 

2: Para n = 2, temos 

r1ux((ad x) 2 (y)) - (ad x )(a) = r1ux(x 2 
- 2xyx + yx 2

) - xa + ax 

- x 2y-2xyx+(xy-a)x -xa+ax 

= -x(yx - (xy - a)). 

Como xyx < yx2
, segue 1'tux((ad x)2(y)) - (acl x)(a) E lyx2. 

Suponhamos, agora, que o Resultado 2 seja válido para n 

validade para n = t + 1. 

t e mostremos sua 

Logo, 

r1uxi( x (ad x )'(y) - (ad x) 1(y)x) 

x(ad x) 1(y) - r1uxi((ad x)'(y)x) 

x(ad x) 1(y)- {riuxi-1((ad x) 1(y))}x. 

r1uxi((ad x)1+1(y)) - (ad x)'(a) = 

x(ad x)'(y) - {riux•-1((ad x)t(y)}x - x(ad x)'-1(a) + (ad x) 1
-
1(a)x 

x{(ad x)t(y) - (ad x) 1
-

1 (a)} - {riuxi-1((ad x) 1(y)) - (ad x) 1(a)}x. 

Pelo Resultado 1, x{(ad x )1(y) - (ad x) 1
- 1 (a)} E Iyx1+1, e, por hipótese de indução, 

r1uxi-1((adx) 1(y))-(aclx)1(a) E lyxi, portanto, {r 1ux1-1((acl x )1(y))-(adx)i(a)}x E lyx1+1, 

E o Resultado 2 está provado. 
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Capítulo 4

.#-q H e +' .p .p e

Generalização para k-anéis

Neste capítulo faremos uma generalização bem natural dos resultados da primeira

seção do segundo capítulo, isto é, vamos generalizar o Lema do Diamante. Durante todo

este capítulo, k será apenas um anel associativo com unidade. A comutatividade de k

não mais será hipótese nas duas próximas seções. A primeira seção deste capítulo tratará

da generalização do Lema do Diamante propriamente dita; a segunda apresentará uma

aplicação dessa generalização.

4.1 Estrutura de bimódulos para k-anéis

Seja k um anel (não necessariamente comutativo) associativo com unidade. Um
k-ane/ é um par ordenado (R, én), onde R é uma anel associativo com unidade e éa
k ----..} R é um homomorfismo de anéis, levando o elemento unidade de k no elemento

unidade de R. Dados dois k-anéis (R,én) e (S,és), definimos um Àomomor$smo de k-

anáis g : (.R, Ón) ----, (S, Ós) como sendo um honlomorfismo de anéis g : R ----, S levando
o elemento unidade de R no elemento unidade de S e que faz comutar o diagrama abaixo.

g
R S
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Capítulo 4 

Generalização para k-anéis 

Neste capítulo faremos uma generalização bem natural dos resultados da primeira 

seção do segundo capítulo, isto é, vamos generalizar o Lema do Diamante. Durante todo 

este capítulo, k será apenas um anel associativo com unidade. A comutatividade de k 

não mais será hipótese nas duas próximas seções . A primeira seção deste capítulo tratará 

da generalização do Lema do Diamante propriamente dita; a segunda apresentará uma 

aplicação dessa generalização. 

4.1 Estrutura de bimódulos para k-anéis 

Seja k um anel (não necessariamente comutativo) associativo com unidade. Um 

k-anel é um par ordenado (R, <PR), onde R é uma anel associativo com unidade e <PR : 

k - R é um homomorfismo de anéis, levando o elemento unidade de k no elemento 

unidade de R. Dados dois k-anéis (R, <PR) e (S, </Js), definimos um homomorfismo de k

anéis g: (R, <PR) - (S, </Js) como sendo um homomorfismo de anéis g: R - S levando 

o elemento unidade de R no elemento unidade de Se que faz comutar o diagrama abaixo . 
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Existe uma formulação equivalente para a definição de k-anel. Dizemos, alterna-

tivamente, que um anel associativo com unidade R é um k-anel se R for também um
k-bimódulo e satisfizer as condições

,X(,y) =(À«)y,(«.à)y = z(Ày),(«y).X «(yÀ),

para todos .X C k e z, g/ C R.

Sejam X um conjunto e (.A4,),cx uma família arbitrária de k-bimódulos indexada
X" Fnrmemns n semizruno livre com unidade gerado por X, que será denotado porpor À

Para cada ,4 = zi . ..z. € <X> (aç{ € X), considere o produto tensorial (sobre k)

PA = M,. e)' ' e) .A/,.. O grupo abeliano PÁ é um k-bimódulo, definindo-se a ação de

escaleres À, p C k em um elen)ento gerador mi ® . . . e) m. (m{ C .A4,.) de Pa por

lx>

À(m- ®.. ®m«)p(.Xm-)® ' ®(m.p)

e estendendo-a linearmente. Essa ação está bem definida (ver j10, p. 135, Prop. 3.6j).

Assim, posso escrever todo elemento de PA na forma

E:mj;,®
l

lt
8) m:.,

onde m}. C /Wr, para todo i = 1,...,/ e .j = 1,. ..,n. Ressalva-se que essa forma não

é única. Com esta notação estamos denotando P] = k e P= = .4/,, para todo z C X

Observe que, a partir da definição de PÁ, podemos afirmar que PÁ (8) Pe = PAB.

Considere agora a soma direta externa da família (PA).4Cex>, isto é, o k-bimódulo

O.4c(x) PÀ (ou apenas Oex> PA). Os elementos de a)<x> PJ são famõias (a.4)..4c(x>, onde
a.4 C PA e o conjunto suRF((«).4clx>) = {.4 C <X> : a..l # 0}, chamad' suporte da famüia

(a.4).4c<X>, é finito. Por simplicidade, denotarem os elementos de a)<x> PÁ por (a.4) apenas,

deixando para indicar o conjunto percorrido pelos índices apenas quando for estritamente
necessário.

Lembremos que a estrutura de k-bimódulo de a){x> PÁ é dada por (a.4) + (b,4) -

(a..{ + b.4) e, se À,p C k, então À(a.4)p = (Àa.4p). Além diss', podemos dotar Oex> PÁ de

uma multiplicação, como em j16, pp. 121-122, Prop. 1.9.131, dada por

(.,4)e)(ba) = (ca), o«de cc = }: «,., ®Z'a.

62

Existe uma formulação equivalente para a definição de k-anel. Dizemos, alterna

tivamente, que um anel associativo com unidade R é um k-anel se R for também um 

k-bimódulo e satisfizer as condições 

À(xy) = (Àx)y, (xÀ)y = x(,\y), (xy)À = x(y,\), 

para todos À E k e x, y E R. 

Sejam X um conjunto e (Mx)xEX uma farm1ia arbitrária de k-bimódulos indexada 

por X . Formemos o semigrupo livre com unidade gerado por X, que será denotado por 

(X ). 

Para cada A = x1 .•• Xn E (X) (xi E X), considere o produto tensorial (sobre k) 

PA = Mx, ® · · · ® Mxn· O grupo abeliano PA é um k-bimódulo, definindo-se a ação de 

escalares À,µ E k em um elemento gerador m 1 0 . .. ® m 11 (mi E Mx;) de PA por 

e estendendo-a linearmente. Essa ação está bem definida (ver [10 , p. 135, Prop. 3.6)). 

Assim, posso escrever todo elemento de PA na forma 

I 

~mi ® · ·· ®mi 
L.-J XJ X n' 

i=l 

onde m~i E Mxi para todo i = 1, . .. , l e j = 1, ... , n. Ressalva-se que essa forma não 

é única. Com esta notação estamos denotando P1 = k e Px = Mx, para todo x E X. 

Observe que, a partir da definição de PA, podemos afirmar que PA ® PB = PAB· 

Considere agora a soma direta externa da farm1ia (PA)AE(X), isto é, o k-bimódulo 

EBAE(X) PA (ou apenas EB(x) PA)· Os elementos de EB(x) PA são famflias (aA)AE(X), onde 

ªA E PA e o conjunto supp((aA)AE(X)) = {A E (X ) : ªA-:/ O}, chamado suporte da farm1ia 

(aA)AE(X), é finito. Por simplicidade, denotarei os elementos de EB(x) PA por (aA) apenas, 

deixando para indicar o conjunto percorrido pelos índices apenas quando for estritamente 

necessário. 

Lembremos que a estrutura de k-bimódulo de EB(x) PA é dada por (aA) + (bA) = 

(aA + bA) e, se À,µ E k, então >.(aA)µ = (ÀaAµ). Além disso, podemos dotar EB(x) PA de 

uma multiplicação, como em [16, pp . 121-122, Prop. 1.9.13], dada por 

( a A ) ® ( b B) = ( cc), onde cc = L a A ® b B . 

AB=C 
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A notação a.,l®bB indica o elemento de PÀa deânido da seguinte maneira. Se a = }1:i m}. 6)

®mi:. CPA..®.M,. eZ,=Ejm:i®..-®m:; C Pn = M=;..®M,;,
então

®m!.®m::®

Afirma-se que (D<x> PA dotado da multiplicação ® é um anel associativo, cuja unidade

é o elemento (a...{), com ai = 1 C k e a,4 = 0 se .4 ?é 1. Podemos definir uma aplicação

p : k ----, a){x> Pa, dada por ç'(À) = (a.4), onde ai = À e a.4 = 0 se Á # 1. Verifica-

se facilmente que (p é um homomorfismo de anéis (é na realidade um monomorfismo de

anéis) e que g(1) = 1. Logo, (O<x> PA,p) é um k-anel. Observe que a estrutura de k-

bimódulo de (1)<x} PÁ pode ser dada por intermédio de sua estrutura de k-anel, definindo-se

À(.Á)P = g(À) ®(«) ® ç'(p), para .X,p C k e(«A) C k<M>.
Para cada B C <X>, podemos considerar o homomorfismo de k-bimódulos

«« ® b«

PB ---, 0<X> PÁ
Z, --, (a«),

onde aB = Zi e a...l = 0 se ,4 # .B. Como, para todo .B C <X>, o homomorfismo acima é

injetor, podemos considerar Pn como um sub-k-bimódulo de (1)<x> PA. Mais geralmente,
se y é um subconjunto não vazio de <X>, então pode-se considerar o k-bimódulo Q)BCV PB

como sub-k-bimódulo de a){x> PA, através do monomorfisino

G)r PB ----, (D<xlPÁ

(Z,B) ---, (aA),

onde aB = bB, para todo B C y e a.4 = 0 se Á #y
Definidas as operações no k-anel (Dex> PA, se (a.4) é um elemento arbitrário, podemos

escrever

(.«)
.4É,UPP((-.4))

Assim, G){x> PA é gerado, como k-bimódulo, pelo conjunto {a..4 C P,4 : ,4 C <X>}. Deste

ponto em diante, quando não houver possibilidade de dúvida, indicarem simplesmente

(a.4) = ::.4 aA, quando quiser dizer (a.4) = E..{C-PP(('-)) a'4' Esse abuso de notação tem a

vantagem de facilitar a leitura do texto. Mais ainda, quando a soma en] questão estiver
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A notação ªA ®bB indica o elemento de PAB definido da seguinte maneira. Se a = Li m~1 
0 

. . 

... 0 mi E PA = Mx1 ® ... '°' Mxn e b = "1· m 1
1 0 ... ® m1x, E PB = Mx, ® ... ® Mx 1 ) 

X n 'C:I ~ x 1 
P I p 

então 

Afirma-se que EB(x) PA dotado da multiplicação ® é um anel associativo, cuja unidade 

é o elemento (aA), com a1 = 1 E k e ªA = O se A -=/ l. Podemos definir uma aplicação 

cp : k --+ ffi(X) PA, dada por cp(À) = (aA), onde a1 = À e ªA = O se A -=/ l. Verifica

se facilmente que cp é um homomorfismo de anéis ( é na realidade um monomorfismo de 

anéis) e que cp(l) = 1. Logo, (EB(x)PA,cp) é um k-anel. Observe que a estrutura de k

bimódulo de EB(x) PA pode ser dada por intermédio de sua estrutura de k-anel, definindo-se 

À(aA)µ = cp(À) 0 (aA) ® cp(µ), para À,µ E k e (aA) E k(M). 

Para cada BE (X), podemos considerar o homomorfismo de k-bimódulos 

PB --+ EB(X) PA 

b 1-------+ ( a A ) , 

onde ªB = b e aA = O se A -=/ B. Como, para todo B E (X), o homomorfismo acima é 

injetor, podemos considerar PB como um sub-k-bimódulo de EB(x) PA, Mais geralmente; 

se Y é um subconjunto não vazio de (X), então pode-se considerar o k-bimódulo EBBeY PB 

como sub-k-bimódulo de EB(x) PA, através do monomorfismo 

ffiy PB --+ EB(x) PA 

(bB) t----t (aA), 

onde ªB = bB, para todo B E Y e ªA = O se A (/. Y. 

Definidas as operações no k-anel EB(x) PA, se (aA) é um elemento arbitrário, podemos 

escrever 

(aA) = I: ªA · 
AEaupp((aA)) 

Assim, EB(x) PA é gerado, como k-bimódulo , pelo conjunto { ªA E PA : A E (X)}. Deste 

ponto em diante, quando não houver possibilidade de dúvida, indicarei simplesmente 

(aA) = LA aA, quando quiser dizer (aA) = LAEsupp((aA)) ªA· Esse abuso de notação tem a 

vantagem de facilitar a leitura do texto. Mais ainda, quando a soma em questão estiver 
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sujeita a alguma restrição, por exemplo, se B C <X> e quisermos escrever

E
AC -pp((. ,, ) )

(Z.,4 )

escreveremos apenas E.4#a a.4. Dada uma família (a.4), cada um dos elementos a..4 C PÁ

tal que ,4 C supp((a.4)) é denominado a compone7,te Aomogê7}e« de (a.4) em PA.

O Ê-anel G){x>PÁ é chamado de k-anel te7}soría/ do k-bimódu]o .]]/ = (D,CX ]WT'

Define-se de maneira geral o k-anel sensorial de um k-bimódulo arbitrário .114 como sendo

o k--el T(.M) = Oic«-.(®' M), onde

®'m - P@. . .@:!

®' .A/ = .M e ®'A/ = k. Indicando-se por a : JW ----, T(]1/), a injeção natural de

®i M - .M en] T(.A4), o k-anel sensorial T(.A/) tem a seguinte propriedade universal.
Para todo k-anel R e todo homomorfismo de k-bimódulos é : .A/ ---+ R, existe um único
homomorfismo de k-anéis é : T(]W) ----, R que faz comutar o diagrama abaixo.

M ' ; r(M)

R

De fato, dados um k-anel R e um homomorfismo de A-bimódu]os é : ]W ----, R, para

cada n 2: 2, considere a aplicação é« : ]W x . . . x .A/ ---..p R dada por @«(zl, . . ,z.) -

'ê(31) . . . é(z«). As aplicações Ó« são n-lineares sobre k e, portanto, para cada n, existe

um único homomorfislno de grupos abelianos én : ê9".IW -----} R, que é também um
homomorfismo de A-bimódulos, tal que é« = Ón0, onde 0(31,. . .,Z.) = 31 ® ' ' . e) 3n'
Assim, para todo n ? 2, temos

é.(.- ® ®#.) é(.«)

Tomando di = Ó e Óo como sendo a identidade do anel k, como T(À/) é a soma direta

dos k-bimódu]os ê9" ]W, existe um único homomorfismo de k-bimódulos é : T( IW) --- S

tal que, para todo n 2: 0, én = éa., onde a« indica a injeção natura] de e)" ]14 em T(]W)
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sujeita a alguma restrição, por exemplo, se B E (X ) e quisermos escrever 

escreveremos apenas I:A;i:B ªA· Dada uma faITlllia (aA), cada um dos elementos ªA E PA 

tal que A E supp((aA)) é denominado a componente homogênea de (aA) em PA, 

O k-anel EB(x) PA é chamado de k-anel tensorial do k-bimódulo M = EBxeX Mx, 

Define-se de maneira geral o k-anel tensorial de um k-bimódulo arbitrário M como sendo 

o k-anel T(M) = EBie:No(®i M), onde 

® 1 M M e ®º M = k. Indicando-se por a : M ----+ T(M), a mJeçao natural de 

® 1 M - M em T(M), o k-anel tensorial T(M) tem a seguinte propriedade universal. 

Para todo k-anel R e todo homomorfismo de k-bimódulos <P: M --t R, existe um único 

homomorfismo de k-anéis efy: T(M) --t R que faz comutar o diagrama abaixo . 

M~T(M) 

~1~ 
R 

De fato, dados um k-anel R e um homomorfismo de k-bimódulos <P : M --t R, para 

cada n 2 2, considere a aplicação <Pn : M x . . . X M --t R dada por </J 11 ( X1, .. . , x 11 ) = 

</J(xt) .. . </J(x 11 ) . As aplicações <Pn são n-lineares sobre k e, portanto, para cada n, existe 

um único homomorfismo de grupos abelianos </Jn : ®11 M --t R, que é também um 

homomorfismo de k-bimódulos, tal que <Pn = <jJ11 0, onde 0(x 1 , ••• , x11 ) = x1 ® · · · ® x11 • 

Assim, para todo n 2 2, temos 

Tomando </J1 = cp e <Po como sendo a identidade do anel k, como T(M) é a soma direta 

dos k-bimódulos ®11 M, existe um único homomorfismo de k-bimódulos efy: T(M) --t S 

tal que, para todo n 2 O, </J 11 = efya11 , onde 0:'71 indica a injeção natural de @11 M em T(M) 
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(e, portanto, a. = a). É imediato verificar que é é um homomorfismo de k-anéis. Além
disso, temos Óa = éai = ÓI = é. A aplicação é é o único homomorfismo de k-anéis

V, : T(M) ----, S tal que Úa = é, pois T(À/) é gerado, como k-anel, por 'z(M) U l

Essa caracterização do k-anel sensorial de um k-bimódulo é análoga à de uma k-álgebra

tensorial, no caso comutativa (ver l8, 1.121); na realidade, o conceito de k-anel é uma

generalização do conceito de k-álgebra.

Neste capítulo denotaremos o k-anel sensorial a)<x> PÀ por k<.A/>. De agora em

diante, para simplificar a linguagem, diremos apenas "anel tensorial" no lugar de "k-anel
sensorial

Um sistema de redução para k<.A/> será um conjunto S de pares o = (W.,/.), onde

W. C <X> e /a : .f)W, ---'} k<.IW> é um homomorfismo de k-bimódulos.

Dados .A, .B C <X> e a C S, definimos a redução r..4aB : k<JW> ---"} k<.A/>, como sendo

o homomorfismo de k-bimódulos que atum nos somandos diremos de k<M> da seguinte

maneira: r.4.B(a) = a, para todo a C Pc com C' # ÁW.B e pa'a cada d € PÁW.B, defini-

mos r.4.B(d) = PÀ /a ® Pn(d), onde Pa e) /a G) Pn é o homolnorfismo de k-bimódulos

de domínio PAW.a = PA e)/)w. (8PB e contradomínio k<.A/> e que agua em geradores
a®c®b de PÀ®Pw.®Pn(a C PÁ, cC Pw,, Z, C Pn) da seguinte maneira:

PA®/a®PB(« ® C ® b) = « ® /a(C) ® Z'

Dizemos que uma redução rBW.c atum tripla/me7}te em um elemento (a.4) se aBW.a =

0 (e pare«t', raw.a((a.4)) = («)). Cas' "«traria, di"m's que «BW.a at«« «ão t,ruía/-

me«te em (.A). Neste c'se, s' ""-":nos ('A) = E,.* '«, ''"-'s:

,'B,a((«)) = }: «A + PB(8/a®PC(«W.O)
,4#BW,a

Considere o subconjunto de <X> formado pelos monâmios que contêm, para algum

a € S, W, como subpalavra. Vamos denotar por <X>i« o complementar desse subconjunto

ein <X>, isto é, os elementos de <X>i- são aqueles monõmios a para os quais não existem

.4,.B C <X> e a C S tais que a = ÁW..B. Na realidade, <X>í« é apenas o conjunto

de monõmios C para os quais todas as reduções r..i.B atuam trivialmente nos elementos

de Pc. Definimos o sub-k-bimódulo k<.IU>Í,, de k<.A/> por k<.A/>í,, = (D.4C<x}.,, Pi. Os

elementos de k<.A/>{,, serão denominados elementos {rredutzbels de k<À/> (segundo S),

pois novamente, não há redução que atue não trivialmente neles.
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(e, portanto, a 1 = a). É imediato verificar que 7/> é um homomorfismo de k-anéis. Além 

disso, temos efya = efya1 = </J1 = </J. A aplicação efy é o único homomorfismo de k-anéis 

'i/J : T(M) - S tal que 'fa = <P, pois T(M) é gerado, como k-anel, por a(M) U 1. 

Essa caracterização do k-anel tensorial de um k-bimódulo é análoga à de uma k-álgebra 

tensorial, no caso comutativo (ver [8, I.12]); na realidade, o conceito de k-anel é uma 

generalização do conceito de k-álgebra. 

Neste capítulo denotaremos o k-anel tensorial ffi(x) PA por k(M). De agora em 

diante, para simplificar a linguagem, diremos apenas "anel tensorial" no lugar de "k-anel 

tensorial". 

Um sistema de redução para k(M) será um conjunto S de pares O'= (W0 , la), onde 

Wa E (X) e la: Pw" - k(M) é um homomorfismo de k-bimódulos. 

Dados A, B E (X ) e O' E S, definimos a redução r AaB : k(M ) - k(M), como sendo 

o homomorfismo de k-bimódulos que atua nos somandos diretos de k(M) da seguinte 

maneira: rAaB(a) = a, para todo a E Pc com C =/- AWaB e para cada d E PAw"B, defini

mos r AaB(d) = PA ®la® PB(d), onde PA ®la® PB é o homomorfismo de k-bimódulos 

de domínio PAw"B = PA ® Pw" ® PB e contradomínio k(M) e que atua em geradores 

a 0 e@ b de PA ® Pw" ® PB (a E PA, e E Pw", b E PB) da seguinte maneira: 

Dizemos que uma redução rsw"c atua trivialmente em um elemento (aA) se aBw"c = 

O (e portanto, rBw"c((aA)) = (aA)). Caso contrário, dizemos que rBw.,c atua não trivial

mente em (aA)- Neste caso, se escrevermos (aA) = LA ªA, temos: 

1'Bac((aA)) = 1:::: ªA+ Ps®fa®Pc(asw.,c). 
A/BW.,C 

Considere o subconjunto de (X ) formado pelos monômios que contêm, para algum 

O' E S, Wa como subpalavra. Vamos denotar por (X)irr o complementar desse subconjunto 

em (X), isto é, os elementos de (X)irr são aqueles monômios C para os quais não existem 

A, B E (X) e O' E S tais que C = AWaB. Na realidade, (X)irr é apenas o conjunto 

de monômios C para os quais todas as reduções T°AaB atuam trivialmente nos elementos 

de Pc. Definimos o sub-k-bimódulo k(M)irr de k(M ) por k(M)irr = ffiAE(X)irr PA. Os 

elementos de k(M) irr serão denominados elementos irredutíveis de k(M) (segundo S), 

pois novamente, não há redução que atue não trivialmente neles. 
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Um elemento (a.4) C k<M> é dito de redução Pnita se, dada qualquer seqüência

infinita de reduções (ri){cn, existir io C ]N tal que ri atue trivialmente em ri-l . . . ri((a,4)),

para todo { > áo. Assim, como no Capítulo 2, o conjunto dos elementos de redução finita

de k<.A/> forma um sub-k-bimódulo.
Dado um elemento (a..i) C k<.M>, uma seqüência finita de reduções (ri, . . , r«) é dita

#-J em(«) se ,«. . . ,-((«)) C k<M>.,,
Enunciaremos uma sequência de resultados análogos aos enunciados no Capítulo 2,

que, tendo demonstrações identicas às daquele capítulo, conterão na sua prova apenas

a referência ao resultado do Capítulo 2 cuja demonstração é a mesma. E evidente que

algumas modificações na notação serão necessárias nessas demonstrações, por exemplo,

onde se lê k<X>, leia-se k<.A/>. Como essas modificações são óbvias, elas serão deixadas
por conta do leitor.

Proposição 4.1 Se (a..l) C k<M> é de redução #7tita, então existe uma seqde7icia .Pna/

em (a..4).

Prova Ver Proposição 2.1.

Um elemento (a.4) de redução finita será dito de redução tínáca se, dadas duas
seqüê.clãs fi«ais ,rbitrárias em(«.4),(,-,..., ,.) e('-,-.. , s.), ti-rm's '«. . . ri((".4)) -

'.. .. si((«)). Esse -lor comum será den'tad' po' "((«)).

Lema 4.1 S.g«m (a..4) C k<M> e (r{)L:. u«',a seqdéncia ./i«{ta qua/quer de reduções. Z)e-
7}0temos r = r. . . . ri . Ua/em as seguintes {mp/ícaçães;

ÍO .e ('A) é de «d«ção .P«it", .«tã. ,((«,.)) é d' "'Í"çã. ./i«{Í«;

rÍO se (aA) é d' «d«çáo .í«{", e«tã. ,((«)) é d' "'Z"çã. ú«ic« e «('((")))
«((a,., )) .

Prova Ver Lema 2.1 .

Lema 4.2 0 conju7ito dos e/ementos de redwçâo lírica dc k<.114> é m sub-k-óimódulo e

rs é um homomorfsmo de k-bimódulos desse sub-bimódulo em k\i\4\i

Prova Ver Lema 2.2

O próximo lenda é uma versão do Lema 2.3 que necessita de mais do que algumas
modificações óbvias e, portanto, será demonstrado. Unl resultado geral sobre o cálculo
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Um elemento ( aA) E k(M} é dito de redução finita se, dada qualquer sequencia 

infinita de reduções (r;);eN, existir i0 E IN tal quer; atue trivialmente em r;_ 1 ••• r 1((aA)), 

para todo i > i 0 . Assim, como no Capítulo 2, o conjunto dos elementos de redução finita 

de k(M} forma um sub-k-bimódulo. 

Dado um elemento (aA) E k(M}, uma seqüência finita de reduções (r1 , ... , r11 ) é dita 

final em ( aA) se rn ... r1 (( aA)) E k(M} irr' 

Enunciaremos uma seqüência de resultados análogos aos enunciados no Capítulo 2, 

que, tendo demonstrações identicas às daquele capítulo, conterão na sua prova apenas 

a referência ao resultado do Capítulo 2 cuja demonstração é a mesma. É evidente que 

algumas modificações na notação serão necessárias nessas demonstrações, por exemplo, 

onde se lê k(X}, leia-se k(M). Como essas modificações são óbvias, elas serão deixadas 

por conta do leitor. 

Proposição 4.1 Se (aA) E k(M} é de redução finita, então existe uma seqüencia final 

em (aA), 

Prova Ver Proposição 2.1. ■ 

Um elemento ( aA) de redução finita será dito de redução única se, dadas duas 

seqüências finais arbitrárias em (ªA), ( r1 , • •• , r11 ) e (si, . .. , sm), tivermos r11 ••• r1 ( ( aA)) = 

sm .. ,s1((aA)). Esse valor comum será denotado por rs((aA)). 

Lema 4.1 Sejam (aA) E k(M) e (r;)r= 1 uma seqüência finita qualquer de reduções. De

notemos r = r11 ••• r1. Valem as seguintes implicações: 

(i) se (aA) é de redução finita, então r((aA)) é de redução finita; 

(ii) se (aA) é de redução única, então r((aA)) é de redução única e rs(r((aA))) 

rs((aA)). 

Prova Ver Lema 2.1. ■ 

Lema 4.2 O conjunto dos elementos de redução única de k(M} é um sub-k-bimódulo e 

rs é um homomorfismo de k-bimódulos desse sub-bimódulo em k(M}irr· 

Prova Ver Lema 2.2. ■ 

O próximo lema é uma versão do Lema 2.3 que necessita de mais do que algumas 

modificações óbvias e, portanto, será demonstrado. Um resultado geral sobre o cálculo 

66 



de reduções será demonstrado anteriormente, pois ele auxilia a compreensão de algumas

passagens da demonstração do Lema 4.3 e de alguns outros resultados posteriores.

Sejam .A, .B, Z,, .M C <X> monõmios arbitrários e a um elemento qualquer de S. Então
1. , eon..;n+P {Árrnlljn 'v«Aflv ED ü\#e5uAA&vu xvA ExxuAWB

".,-,am(a ® Z, ® c) = « ® ,«.B(Z,) ® c,

quaisquer que sejam a € PL, b € PAW.a, c c .f)M. De fato, como b C Pala.a =

PÁ®Pw.®Pn,existemn C Neeleme«tosZ,f C PÁ, Z,I''' C Pw., Z,f C PB({ - 1,. .,«),
tais que

(4.1)

E
{:1

b- z,f ® z,!''' ® z,. ,

Assim,

"«.,«.(« ® (E óf e' z'!''' ® z,F) e' ')

'«,,«.(E « ® z'f ® z,}''' ® z,f ® .).

Como r1.4,Bm é um homomorfismo de k-bimódulos, temos

t

l

"«..m(« ® Z, ® c)

'«.««.(E « ® z'f ® z,y''' ® z,f' ® .) .,«..(" ® z'f e' z,!''' ® z,f ® .)-

Como,paracada{ = 1,...,n, temosa®bi C PLÇ8)P..4 = /)1.4 ebf®c C Pn6)Pw = Pom,

aplicando a definição da ação de uma redução, obtemos

'«,,«.(« ® b/ ® b!''' ® Z,f ® c) e' /a(Z'!''' ) e' Z'f ®'

lt

e, Portanto

'«.««. (E « ® Z,f ® Z,!''' ® Z,f ® c)
tt

t

E ® f ® /a(Z'l''') e' Z'f e''

« ® Q: Z,f ® /a(Z'l''' ) ® Z'f') ® '.

Basta, agora, notar que, por definição, EL. Z,f ® /.(br'') ® bi - r.4.B(b).

Lema 4.3 SEpaRA« que (a.4),(bB),(cc) C k<M> sej««. elege«tos nâo n«Jos tais gue,

pa,« t.d" " "mpo«.«t« Aomogé"". .,.,, b., ca de (a,-), (Z'B), ('a), "'7'"t{«m.«*', 'm

qualquer dos comandos P.4, Pn, Pc de kÇM}, o produto aA ®bB®cC seja de redução única.

Sd« , «m. "«.p«{ção q-/q«e, de «.í«çõe.. E«tão («) ® '((bB)) '8 ('a) é 'Í' "d"ç''
ú«!c« e «((.«) ® ,((b.)) ®(c.)) = ,;((«x) ®(Z,B) ®(ca)).
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de reduções será demonstrado anteriormente, pois ele auxilia a compreensão de algumas 

passagens da demonstração do Lema 4.3 e de alguns outros resultados posteriores. 

Sejam A, B, L, M E (X) monômios arbitrários e cr um elemento qualquer de S. Então 

va le a seguinte fórmula: 

( 4.1) 

quaisquer que seJam a E PL, b E PAwuB, e E PM, De fato, como b E PAWuB = 

PA ® Pw" ® PB, existem n E 1N e elementos bf E PA, bfcr E Pw", bf E PB (i = 1, ... , n), 

tais que 

i= I 

Assim, 

Como TLAaBM é um homomorfismo de k-birnódulos, temos 

TLAuBM(I: a 0 bf 0 br1" 0 bf 0 e)= Í::: 1'LAuBM(a 0 bf 0 br1" 0 bf 0 e). 
i i 

Como, para cada i = 1, .. . , n, temos a®bf E PL ® PA = PLA e bf ®e E PB ® PM = PBM, 

aplicando a definição da ação de uma redução, obtemos 

e, portanto, 

La 0 bf 0 fu(br1") ® bf 0 e 

a 0 (L bf 0 fu(br1") 0 bf) 0 e. 

Basta, agora, notar que, por definição, Ei~t bf 0 fu(br'") 0 bf = rAuB(b). 

Lema 4 .3 Suponha que (aA), (b8 ), (cc) E k(M) sejam elementos não nulos tais que, 

para todas as componentes homogêneas ªA, b8 , cc de (aA), (bB), (cc), respectivamente, em 

qualquer dos somandos PA, PB, Pc de k(M) , o produto ªA 0 bB 0 cc seja de redução única. 

Seja r uma composição qualquer de reduçõ'es. Então ( aA) 0 r( ( bB)) 0 ( cc) é de redução 

única e rs((aA) 0 r((bB)) 0 (cc)) = rs((aA) 0 (bB) 0 (cc)). 
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Prova Seja to,z uma redução qualquer e a,4, ba, co elementos arbitrários dos sub-

bimódulos PÀ , Pn, Pc , respectivamente. Mostremos que aB8)to.r(Z)B)®ca - r.40.za(a.4®

bB ®ca). De fato, se -B # Z)WaE, então rO.E(Z'B) - Z'a e, porá'-to, a,4 ®rO.z(ba) ®Ca -

a,4 ® ba e) CC. Neste caso, temos Á.Ba # ,4DW,.EC, o que implica que r.40aEa(a.4 e)

bB ® ca) = a.4 ® ba ® CC = a.4 e) rO,E(bB) e) ca Por outro lado, s' B - l)Wa.E, então
ba C .f)ow.Z, o que implica

« ® ,D.E(bB) ® C. = ,,,D,Ea(«« ® Z'B ® Ca),

por (4.1). Vejamos agora o caso ein que temos a.4 C PA, cc; C Pc e b = (bB) é uin elemento

arbitrário de k<J14>. Neste caso ainda vale que

"« ® ,D.E(b) ® CC = ,AO.Ea(« ® Z' 'D "),
pois podemos escrever (bB) = )1:a ba e, como to.E é um homomorfismo de k-bimódulos,
temos

« ® ,«,.(E: z,,) a' '.

«« ® (:: ,'«.,(z,«)) ® '.

}l: « ® «..(z',) e' "

Com., pelo que vimos acima, a.4 e) to,E(Z,B) e) ca = r.,lo,zc(a..4 ® Z'a ® ca), temos

"« ® ,D,E((Z,B)) ® C. ,'«O.-(« a' Z'B ® ")
'«o.-(}l: « ® Z', ® c.)

-«o.-(« ® (>: Z,«) '8 c.)

'..,o.za(«« ® (Z,B) '8 ca).

De maneira análoga ao que fizemos na demonstração do Lema 2.3 e tendo em vista o Lema

4.1(ii), se temos a.,! C PÁ, ba € PB e CC C Pc, podemos concluir que a..l ®r(Z'B) ®co é de

redução única, quando a.4 ® bB e) ca o for, e que rs(a,4 6) r(bB) ® ca) - rs(a,4 ® Z'a ® ca).

Dados agora (a,4), (Z,B), (CC) elementos arbitrários de k<M>, escrevendo-os como soma de

suas componentes honlogêneas, podemos repetir o final da demonstração do Lema 2.3. H

B

B

B

B

B

B

"« ® ,o.z((Z,,)) ® c.

Uma 5-upla (a, r,,4, .B,C'), onde o,r C S e .4, B, a c <X> é dita uma ambígãidade

'íe supe?osição (resp. az"bigüidade de inc/usão) se Wa - ÁB e W, = BC (resp. Wa ' B
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Prova Seja 1'DaE uma redução qualquer e ªA, bB, cc elementos arbitrários dos sub

bimódulos PA, PB, Pc, respectivamente. Mostremos que ªB®rDaE(bB)®cc = 1'ADaEc(a A0 

bB 0cc). De fato, se B =J DWaE, então 1"DaE(bB) = bs e, portanto, ªA ®rDaE(bs) 0cc = 

ªA 0 bs 0 cc. Neste caso, temos ABC =J ADWaEC, o que implica que 1'ADaEc(aA 0 

bB 0 cc) = ªA 0 bB 0 cc = ªA 0 rDaE(bB) ® cc. Por outro lado, se B = DWaE, então 

bB E PDWaE, o que implica 

por (4.1). Vejamos agora o caso em que temos ªA E PA, cc E Pc e b = (bB) é um elemento 

arbitrário de k(M). Neste caso ainda vale que 

pois podemos escrever (bB) = ~B b8 e, como rDaE é um homomorfismo de k-bimódulos, 

temos 

ªA® 1'DaE((bs)) ® cc ªA ® 1'DaE(L bB) 0 cc 
B 

ªA ® (L 1'DaE(bs)) ® cc 
B 

LªA ® 1"DaE(bs) 0 cc. 
B 

Como, pelo que vimos acima, ªA 0 rDaE(bs) 0 cc = 1'ADuEc(aA 0 ba ® cc), temos 

L1'ADaEc(aA 0 ba 0 cc) 
B 

1'ADuEC(LªA 0 bs 0 cc) 
B 

1'ADuEc(aA ® (L ba) 0 cc) 
B 

1'ADaEc(aA ® (bB) 0 cc). 

De maneira análoga ao que fizemos na demonstração do Lema 2.3 e tendo em vista o Lema 

4.l(ii), se temos ªA E PA, bB E PB e cc E Pc, podemos concluir que ªA ® r(ba) ® cc é de 

redução única, quando ªA 0 ba ® cc o for, e que rs(aA ® r(bB) 0 cc) = rs(aA ® bB ® cc) . 

Dados agora (aA), (ba), (cc) elementos arbitrários de k (M ) , escrevendo-os como soma de 

suas componentes homogêneas, podemos repetir o final da demonstração do Lema 2.3. ■ 

Uma 5-upla (Cí,T,A,B,C) , onde O',T E 5 e A,B,C E (X) é dita uma ambigüidade 

de superposição (resp . ambigüidade de inclusão) se Wu = AB e WT = BC (resp. Wu = B 
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e W, = .4BO'). Uma ambiguidade de superposição (resp de inclusão) (a, r, '4, .B, C;) será
dita Teso/lide/ se, para todo d C Pa c;, existirelll composições de reduções r e r' tais que

,(,-.a(d))(,...*,-(d))(resp. '(,«..(d)) .-('Z))).
Dada uma ordem parcial de semigrupo en] <.X>, $, dizemos que $ e S são compaZúeis

se ./;(Pw.) Ç ©.,l<W, Pa, para todo a - (Wa, /a) C S-

Como fizemos no Capítulo 2, vamos definir o ideal / de k<JW> como sendo o ideal

(bilateral) gerado pelo conjunto

{(«) - «.a((««)):(«A) C k<M>,B,a c <X>,a € S}.

Para elementos (a..!) e reduções rB,C tais que rB.C atum trivialmente em (a.4), temos

(a...!) -- rB.C((a..4)) = 0 e, portanto, essas diferenças não contribuem para o ideal /. Logo,

podemos considerar apenas as diferenças (a..4) -- rB.a((a,4)), para as quais rB.C agua não

trivialme«te em («A). Neste caso, se escoe-r:nos (aA) - EA ", t"'m's

(«.) ,«,.((««)) - E"« -',,.(E'«)

E «« -E,,..(««)

"'",' - ««..(«««..).

Logo, pode-se caracterizar / como o ideal gerado pelo conjunto {d -- rB.c(d) : B,a C
<X>, a € S, d € .f)nw.a}. Afirma-se, então, que / é o ideal gerado pelo conjunto

{e - /a(e) : a C S, e C Pw.}.

A demonstração desse fato é simples e não será feita aqui. Como k-bimódulo, .I' é gerado

pelo conjunto

AÁ

ÁÁ

{a®(e- /a(e))® Z, : .A,B C<X>,a C S,ee Pw.,« € PÁ, Z, C Pa}.

Se temos uma ordem parcial de semigrupo $ em <X> e um sistema de redução S tais

que $ e S sejam compatíveis, então, para cada a C <X>, definimos o sub-k-bimódulo /a

de k<JW> gerado por

{d- «.B(d) : .A, .B C <X>,a C S, .4WaB < O,dC PAW.B}.

Novamente, prova-se que /a é o sul)-k-bimódulo gerado pelos elementos a e) (e -- /a(e)) (8 b,

onde .A,.B € <X> e a C S são tais que ÁW.B < C e a,b,e percorrem .f)Á,.f)B,.f)w.,
resoectivamente
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e W-r = ABC). Uma ambigüidade de superposição (resp. de inclusão) (cr, r, A, B, C) será 

dita resolúvel se, para todo d E PABC, existirem composições de reduções r e r' tais que 

r(r1uc(d)) = r'(rA-r1(d)) (resp. r(rAuB(d)) = r'(r1 -r1(d))) . 

Dada uma ordem parcial de semigrupo em (X ), ~, dizemos que ~ e S são compatíveis 

se fu(Pwu) ç EBA<Wu PA, para todo (T = (Wu,fu) E s. 

Como fizemos no Capítulo 2, vamos definir o ideal I de k(M) como sendo o ideal 

(bilateral) gerado pelo conjunto 

Para elementos (aA) e reduções rBuC tais que rBuC atua trivialmente em (aA), temos 

(aA) - rBuc((aA)) = O e, portanto, essas diferenças não contribuem para o ideal/. Logo, 

podemos considerar apenas as diferenças (aA) - 1'Buc((aA)), para as quais rBuC atua não 

trivialmente em ( aA). Neste caso, se escrevermos ( aA) = I::A ªA, teremos 

L ªA - 7'Buc(L aA) 
A A 

LªA - LrBuc(aA) 
A A 

ªBWuC - 1'BuC( ªBWuC ). 

Logo, pode-se caracterizar J como o ideal gerado pelo conjunto { d - r BuC ( d) B, C E 

(X ), cr E S, d E PBw"c }. Afirma-se, então, que I é o ideal gerado pelo conjunto 

{e-fu(e):crE S,eEPw"}. 

A demonstração desse fato é simples e não será feita aqui. Como k-bimódulo, 1 é gerado 

pelo conjunto 

Se temos uma ordem parcial de semigrupo~ em (X ) e um sistema de redução S tais 

que ~ e S sejam compatíveis, então, para cada C E (X ), definimos o sub-k-bimódulo Ic 

de k(M) gerado por 

Novamente, prova-se que Ic é o sub-k-bimódulo gerado pelos elementos a®(e- fu(e))®b, 

onde A, B E (X) e cr E S são tais que A Wu B < C e a, b, e percorrem PA, PB, Pw", 

respectiv arnen te. 
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Dados um sistema de redução S e uma ordem parcial de semigrupo $ em <X>, tais

que $ e S sejam compatíveis, dizemos que uma ambiguidade de superposição (resp. de

incl«são) (a, r, .4, .B, a) é "''ZÚ«eZ «m «'peito « $ se ('-.c -- ,A,-)(FADA) ç J'ABa (r"p'
(,A.c -- ,-,-)(FADA) ç; .FADA).

Fixemos um sistema de redução S para k<JW> e uma ordem parcial de semigrupo

$ para <X> tais que É e S sejam compatíveis. Vamos continuar enunciando resultados
análogos aos do Capítulo 2.

Se temos r = r« . . . ri , uma composição arbitrária de reduções, então, vale que (a.4) --

r((a,4)) C /, onde (a,4) é um elemento qualquer de k<.M>. De fato, por definição de /,

temos(«.4) --,:((aA)) C / e ,i-- . . . ,-((',.)) --'i'i-.. .. ,:((«A)) C /, par' t'd' i- 2,...n.
Logo,(.A) -- ,((«.)) = 1(«)- ,-((a«))l + I'-(('«))- ','-(('«))1+' ' '+ 1,«--. .. ,-(('«)) -

r. . . . ri((a..{))] € /. Essa afirmação é análoga à do Lema 2.4.

Se (a.4) C ©,4<ZPA, para algum E € <X>, e«tão afirma-se q" rB'a(('z.4)) C
©..l<rPÀ, qualquer que seja a redução rB.a. Se BW.(: gl surf((a,4)), o resultado é
trivial. Senão, escrevemos (a..!) = E.4 a.4 e temos

,,..((.«)) + ,«,.(««w,.).
,4#BW.a

Como aBW.a C Paw.a = Pa (8 .f)w. (8 .f)o, existem n c F-í e af c Po, ar'' € .f)w,, af C

Pc (i = 1, . . . , n), tais que

«,«,. ® «:''' ® «r

Assim, rB.a(aBW.a) = Eiaf )/a(ar'')®af. Como, por hipótese, $ e S são compatíveis,

temos /a(ar'') C (Do<w.Po para todo á = 1,...,n, o que implica que
af /a(ar'') 6)af € PB®(©O<w. Po)®PO - ©O«W, PBOC:. Usando qu' $ é U"'
ordem parcial de semigrupo em <X>, para cada D < Wa temos BI)C < BW,C'. Mas

BW.C < E, pois (a,4) € ©,4<rPÀ. Logo, G)o<w. Proa está contido em ©.4<ZPA.
Portanto, ra.a(aaw.a) C O,4<r PA.

Sabemos que (a.4) -- ,B.a((«)) = 0, s' "BW.a = 0, o« = 'BW,a -- ,a.c("aw.a), "

aaw.a # 0. No primeiro caso, é evidente que (a.4) -- rB.a((a.4)) C /z. No segundo caso,

temos o mesmo resultado, pOiS BWaC' < E, por hipótese.

Vamos enunciar no lema abaixo os resultados provados acima.

lt
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Dados um sistema de redução Se uma ordem parcial de semigrupo ~ em (X ), tais 

que ~ e S sejam compatíveis, dizemos que uma ambigüidade de superposição (resp. de 

inclusão) (CJ',T,A,B,C) é resolúvel com respeito a~ se (r1,,.c-rA-ri)(PABc) Ç /ABC (resp. 

( r A11C - T1-r1 )( pABC) Ç /ABC). 

Fixemos um sistema de redução S para k(M) e uma ordem parcial de semigrupo 

~ para (X ) tais que ~ e S sejam compatíveis. Vamos continuar enunciando resultados 

análogos aos do Capítulo 2. 

Se temos r = rn .. . r 1 , uma composição arbitrária de reduções, então, vale que (aA)

r((aA)) E /, onde (aA) é um elemento qualquer de k(M). De fato, por definição de I, 

temos (aA)-r1((aA)) E J e ri-l ... r1((aA))-ri1'i-I ... r1((aA)) E J, para todo i = 2, ... n. 

Logo, (aA)-r((aA)) = [(aA) - r1((aA))]+[ri((aA))-r2r1((aA))]+· · ·+[rn-1 .. ,r1((aA))

rn . . ,r1((aA))] E J. Essa afirmação é análoga à do Lema 2.4. 

Se (aA) E EBA<E PA, para algum E E (X) , então afirma-se que rB,,.c((aA)) E 

EBA<E PA, qualquer que seja a redução 7"B 11c. Se BW,,.C (/. supp((aA)), o resultado é 

trivial. Senão, escrevemos (aA) = LA ªA e temos 

1'B11c((aA)) = I:: llA + 1'B11c(aBwuc). 
A:,(:BWuC 

Como ªBWuC E PBwuc = PB ® Pwu ® Pc, existem n E 1N e af E PB, ar'" E Pwu, af E 

Pc (i = 1, ... , n), tais que 

Assim, rB11c(aBwuc) = Liaf @f,,.(af")@af. Como, por hipótese,~ e S são compatíveis, 

temos J,,.(afu) E EBD<Wu Pn para todo i 1, ... , n, o que implica que 

af 0 f,,.(afu) 0 af E PB®(EBD<Wu Pn)®Pc EBD<Wu PBDC· Usando que~ é uma 

ordem parcial de semigrupo em (X), para cada D < W,,. temos BDC < BvV,,.C. Mas 

BW,,.C < E, pois (aA) E EBA<E PA, Logo, EBD<Wu PBDC está contido em EBA<E PA, 

Portanto, rB11c(aBwuc) E EBA<E PA. 

Sabemos que (aA) - rB 11c((aA)) = O, se ªBWuC = O, ou = ªBWuC - 1'B11c(aBwuc), se 

ªBWuC -/- O. No primeiro caso, é evidente que (aA) - rB11c((aA)) E h. No segundo caso, 

temos o mesmo resultado, pois BW,,.C < E, por hipótese. 

Vamos enunciar no lema abaixo os resultados provados acima. 
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Lema 4.4 Soam ra.a uma redução, .E € <X> e (a,4) € O..4<r PA. Então ua/em.'

rO ,B.a(('A)) C ) <E PÀ;
ri0 («A) - ,«,.((a«)) c .rz.

O lema acima é análogo ao Lema 2.5 do Capítulo 2 e, como aquele, tem um corolário
imediato.

Corolário 4.1 Se r = r....ri é uma composição qua/q?ler de reduções, .E C <X>

(«A) C G)A«z PA, .«tão («.4) -- '((«A)) € ]'z.

Os próximos dois resultados são análogos à Proposição 2.2 e ao Lema 2.7.

Proposição 4.2 Toda amb güidade resoZtíue/ de S é resoZáue/ com respeito a $

Prova Seja (o,r,.A,.B, (17) uma ambiguidade de superposição de S. Precisamos

mostrar (lue, dado a € PABc;, ri.a(a) -- r,4.i(a) C /,4ac. Por un] lado, como a C FADA =

Pw, (8Po, existem n € N e elementos ar'' C Pw., af € Pc, ({ - l, . . . ,n) tais que

« - E «}''. ® «f
lt

Temos, então,

,:..(«) «1''') ®«f

Por compatibilidade de $ e S, tem-se /a(ar'') C ©O<w, Po. Logo rl,a(a) pertence ao
sub-k-bimódulo (Do<w. .f)o (8 Po = (i)o<w. Poa. Como 1) < W., então l)C' < W.C' =

.4BC'. Portanto r..a(a) C Oo<.,lao Pn. Demonstra-se, analogamente, que r.4,.i(a) C

Oo<.4Ba Pn. Por hipótese, (a, r, .4, B, C') é resolúvel, portanto existem composições de

reduções, r e r', tais que r(rl.a(a)) = r'(r.4,1 (a)). Pelo Corolário 4.1 , temos que rl.a(d) --

7'(ri.a(d)) C /,4aa e que r'(r.4.i(d)) -- r.4.1(d) C /.4aa, o que demonstra a pr'p'sição par'

o caso de ambigiiidades de superposição. A demonstração no caso de ambiguidades de

inclusão é análoga.

:

Lema 4.5 S.#« D C <X>. Se («..4) C k<M> é t«/ gue (a.4) C 'l'o, 'ntã. ]®(".4)6)m C ]'z,OM,

para todos L,M C ÇX\ e todos l C PL,m C PM
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Lema 4.4 Sejam rBuC uma redução, E E (X ) e ( aA) E EBA<E PA. Então valem: 

(i) rBuc((aA)) E EBA<E PA, 

(ii) (aA) - rBuc((aA)) E JE, ■ 

O lema acima é análogo ao Lema 2.5 do Capítulo 2 e, como aquele, tem um corolário 

imediato. 

Corolário 4.1 Se r = rn ... r1 é uma composiçao qualquer de reduções, E E (X) e 

(aA) E EBA<E PA, então (aA) - r((aA) ) E ]e. ■ 

Os próximos dois resultados são análogos à Proposição 2.2 e ao Lema 2.7. 

Proposição 4.2 Toda ambigüidade resolúvel de S é resolúvel com respeito a :S. 

Prova Seja (O', r, A, B, C) uma ambigüidade de superposição de S. Precisamos 

mostrar que, dado a E PABC, r1,,.c(a) - rA-r1(a) E ]ABC· Por um lado, como a E PABC = 

Pw., ®Pc, existem n E IN e elementos ar'" E Pw.,, af E Pc, (i = 1, . . . ,n) tais que 

n 

a = L ar'" ® af . 
i=l 

Temos, então, 

Por compatibilidade de :Se S, tem-se J,,.(ar'") E EBD<W., Pn. Logo r1,,.c(a) pertence ao 

sub-k-bimódulo EBD<W., Pn ® Pc = EBD <W., Pnc, Como D < W,,., então DC < W,,.C = 

ABC. Portanto r1,,.c(a) E EBD<ABC Pn. Demonstra-se, analogamente, que rAr1(a) E 

EBD<ABC Pn. Por hipótese, ( O', r, A, B, C) é resolúvel, portanto existem composições de 

reduções, r e r', tais que r(r1uc(a)) = r'(rA-r1(a)). Pelo Corolário 4.1, temos que r1,,.c(d)

r(r1,,.c(d)) E ]ABC e que r'(rAr1(cl))- rArt(d) E ]ABC, o que demonstra a proposição para 

o caso de ambigüidades de superposição. A demonstração no caso de ambigüidades de 

inclusão é análoga. ■ 

Lema 4.5 Seja D E (X). Se (aA) E k(M) é tal que (aA) E ln, então l®(aA)®m E hnM, 

para todos L, M E (X) e todos l E PL, m E PM. 
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Prova Se (a.4) C /o, então existem n € 1N e para cada { = 1,...,n, aí C S,

B.,O. c <X> com B.Wa.Oi < O ({ = 1, . . . ,n) ' 'l'm"tos Z,. € Pn., q C Pa., d. € PW..

tais que
(aA) = }: Z,{ ® (di -- /a.(di)) ® ';-

lt

Assim,

/ ®(}: Z,. ®(d. - /a.(d.)) ® ':) ® m

:: / ® Z,; ® (d: - /a. (d:)) ® '' e' m

Como / ® bi C PLt8PB. = PZa. e c{ e) m C .f)a. {8.f)M = .f)CiM e, como, para cada á,

BiW..ai < Z) implica LB{W..ai.A/ < Z,l)A/, segue que l ® (a.A) 6) m C /low. H

t

t

/ ® («..-) ® m

O princípio de indução (Proposição 2.3) enunciado no Capítulo 2, sendo apenas um

resultado sobre conjuntos ordenados, continuará sendo válido no contexto deste capítulo-

Passaremos agora a estudar condições suficientes para garantir que un] elemento

(a..4) C k<M> seja de redução finita. Suponha que o conjunto <X> seja dotado de uma
ordem parcial de semigrupo, $, com condição de cadeia descendente e tal que $ e

S sejam compatíveis. Afirma-se que, neste caso, para todo monâmio minimal Z) em <X>,
todos os elementos de Pn são de redução única (em particular, de redução finita). De

fato, seja Z) um monâmio minimal em <X> e seja d € Po um elemento arbitrário. Se d
for irredutível, então d é necessariamente de redução única. Suponhamos que d não seja

irredutível, isto é, que exista redução ra.a que atue não trivialmente em d. Se este é o
caso, então temos D ' BWaO- Assim, d C .f)nw.a = Pa e) .f)W. e) .f)C e, portanto, posso

escrever d na forma

d - E af ® a!''' ® ©

onde af c pn, dr'' € F'w., dí C Pc. Dessa maneira, temos

,'«,.(d) ®/a(dl''')®'Zf

Como $ e S são compatíveis, /a (PW.) ç ©E<W. PZ, o que implica que af 8) /a(dn'') ® da

pertence a G)r<w. vaza, que, por sua vez está contido em (Dr<oPD = {0}. Logo,
rB.a(d) = 0 e, portanto, é de redução única.

O lema seguinte afirma que a c.c.d. sobre $, com $ e S compatíveis, é condição
suficiente para garantir a redutibilidade finita para todos os elementos de k<.A/>.

lt

t
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Prova Se (aA) E Iv, então existem n E IN e para cada i = 1, ... , n, Ui E S, 

Bi,Ci E (X) com B;Wu;Ci < D (i = l, ... ,n) e elementos bi E PB;, Ci E Pc;, di E Pw"i 

tais que 

Assim, 

n 

(aA) = L bi 0 (di - Íu;(di)) 0 Cj. 

i= l 

10 (L bi 0 (di - Íu;(di)) 0 Ci) 0 m 

L 10 bi 0 (di - Íu;(di)) 0 Cj 0 m. 

Como l 0 bi E PL ® PB; = PLB; e Ci 0 m E Pc; ® PM = Pc;M e, como, para cada i, 

BiWu;Ci < D implica LBiWu;CiM < LDM, segue que 10 (aA) 0 m E ÍLDM • ■ 

O princípio de indução (Proposição 2.3) enunciado no Capítulo 2, sendo apenas um 

resultado sobre conjuntos ordenados, continuará sendo válido no contexto deste capítulo. 

Passaremos agora a estudar condições suficientes para garantir que um elemento 

( aA) E k(M) seja de redução finita. Suponha que o conjunto (X) seja dotado de uma 

ordem parcial de semigrupo, :S, com condição de cadeia descendente e tal que :S e 

S sejam compatíveis. Afirma-se que, neste caso, para todo monômio minimal D em (X), 

todos os elementos de Pv são de redução única ( em particular, de redução finita). De 

fato, seja D um monômio minimal em (X) e seja d E Pv um elemento arbitrário . Se d 

for irredutível, então d é necessariamente de redução única. Suponhamos que d não seja 

irredutível, isto é, que exista redução 1'BuC que atue não trivialmente em d. Se este é o 

caso, então temos D = BWuC. Assim, d E PBwuc = PB ® Pw" ® Pc e, portanto, posso 

escrever d na forma 

i=l 

onde df E PB, df" E Pw" , df E Pc. Dessa maneira , temos 

Como :Se S são compatíveis, fu(Pw") Ç EBE<Wa PE, o que implica que df 0 fu(df") 0 df 

pertence a EBE<W" PBEC, que, por sua vez está contido em EBE<D PE = {O}. Logo, 

rBuc (d) = O e, portanto, é de redução única. 

O lema seguinte afirma que a e.e.d. sobre :S, com :S e S compatíveis, é condição 

suficiente para garantir a redutibilidade finita para todos os elementos de k(M). 
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Lema 4.6 Se $ é uma ordem parcial de semigr"tipo em <X> com c.c.d. taJ que $ e S

sejam compatilueis, então todo elemento de k\À4} é de redução Frita.

Prova Mostraremos por indução em <X> que, para cada Á € <X>, todos os ele-

mentos de P,4 são de redução finita. Sabe-se que para os elementos minimais de <X> o

resultado é verdadeiro. Seja, então, 1) C <X> não minimal e suponhamos que para todo

.4 < Z) os elementos de PJ sejam de redução finita. Tomemos d um elemento arbitrário

de Po. Seja (n)ícn uma sequência infinita de reduções. Precisamos encontrar áo C ]N tal

que n atue trivialmente em ri-l . . .ri(d), para todo { > {o. Se ri agua trivialmente em

,i-i . . .rl(d) para todo ie ]N, então basta tomar {o = 1. Senão, seja .jo o menor .j tal

que rj atue não trivialmente em rj-i . . . rl(d). Pela compatibilidade de É e S, temos que
rj.(d) = rj.rj.-i . . . rl(d) pertence a Oa<o Pc, ou sda, podemos escrever rj.(d) - Ea da,
com C' < Z). Considere, agora, a seqiiência infinita de reduções (s{){cw, dada por

s{ - rj.+i. Por hipótese, da é de redução finita, para todo a C surf(rjo(d)), logo, para

cada C C 'upp(rj.(d)), existe {(O) tal que s{ atum trivialme«te em si-l . . . sl(da) para todo

á > á(O'). Seja {' = n;«{i(O) : O C '"PP(,j.(d))}. Ente' te:nos q«e 'i atu' trivialm'nte
em si.i . . . sl(da) par' todo { > i' e todo (7 C s"pp(rj.(d)), ou seja, rj.+i agua trivialmente

em rj.+i-i . . - rj.+i(da), para todo i> i' ' todo C' c supp(rj.(d)). Portanto, rj.+í agua

trivialmente em Ea rj.+i-l . . - rj.+i(da), para todo i> i'. Mas Ec; rj.+i-i . . . rj.+i(da) -

rjo+i-l ...rjo+l(}l'c da) = T'i.+i-i ...rj.+i(rj.(d)) :: rjo+i-l ..-rj.+lrjo ' . .ri(d). Logo,

basta tomar io = .jo + {'. Provámos, então, que d é de redução finita e, assim, pode-
mos afirmar que todo elemento d em Po é de redução finita. Como 1) foi escolhido
arbitrariamente, temos que todo a C PÁ é de redução finita, qualquer que seja .4 C <X>.

Logo, todo elemento de k<.IW> é de redução finita, uma vez que os elementos a c PA geram

k<JI/> como k-bimódulo e o conjunto dos elementos de redução finita de k<.lb4> forma um

sub-k-bimódulo de k<À/>. u
Tendo enunciado todas as definições e resultados preliminares análogos aos do Capítu-

lo 2, já temos condição de enunciar e demonstrar um teorema cujo conteúdo é semelhante

ao do Teorema 2.1 .

Teorema 4.1 Sejam k um az e/ assocáatit;o com ul dado, k<lW> o .k-ane/ tensoria/ da

soma direta M de uma .família (.M,),ex de k-bimódutos, S um sistema de redução para

k<M>, / o {de./ d k<M> ge«d. pe/« ./em.«t« « -- /a(a), '"'í' a p'"o«. . co«i-t. S
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Lema 4 .6 Se S é uma ordem parcial de semigrupo em (X) com e.e.d. tal que S e S 

sejam compat{veis, então todo elemento de k(M ) é de redução finita. 

Prova Mostraremos por indução em (X ) que, para cada A E (X ), todos os ele

mentos de PA são de redução finita. Sabe-se que para os elementos minimais de (X ) o 

resultado é verdadeiro. Seja, então, D E (X ) não minimal e suponhamos que para todo 

A < D os elementos de PA sejam de redução finita. Tomemos d um elemento arbitrário 

de PD. Seja (ri)iEN uma seqüência infinita de reduções. Precisamos encontrar io E lN tal 

que ri atue trivialmente em ri- I ... r 1(d), para todo i > i0. Se ri atua trivialmente em 

ri-l . . . r 1 ( d) para todo i E IN, então basta tomar i 0 = 1. Senão, seja j 0 o menor j tal 

que ri atue não trivialmente em rj-l ... r 1 (d). Pela compatibilidade de Se S, temos que 

Tj0 (d) = rj0 rj0 -1 .. . r1(d) pertence a EBe<D Pe, ou seja, podemos escrever Tj0 (d) = :Z:::e de, 

com C < D. Considere, agora, a seqüência infinita de reduções ( si)iEIN, dada por 

Si= rio+i· Por hipótese, de é de redução finita, para todo CE supp(rj0 (d)), logo, para 

cada CE supp(rj0 (d)), existe i(C) tal que Si atua trivialmente em Si-l ... s 1(de) para todo 

i > i(C). Seja i' = max{i(C): CE supp(ri0 (d))}. Então temos que Si atua trivialmente 

em Si-l ... s 1 (de) para todo i > i' e todo CE supp(rj0 (d)), ou seja, rio+i atua trivialmente 

em rio+i-l •· · rio+1(de), para todo i > i' e todo CE supp(ri0 (d)). Portanto, rio+i atua 

trivialmente em Le 7'j0 +i-I .. . 7'10 +1 (de), para todo i > i'. Mas LC 7'j0 +i-1 ... 7'j0 +1 (de) = 

rio+i-1··•7'j0 +1(:Z:::edc) = Tj0 +i-l··•rj0 +1(rj0 (d)) = 7'j0 +i-1··•rj0 +1Tj0 • • • r1(d). Logo, 

basta tomar i0 = j0 + i'. Provamos, então, que d é de redução finita e, assim, pode

mos afirmar que todo elemento d em PD é de redução finita. Como D foi escolhido 

arbitrariamente, temos que todo a E PA é de redução finita, qualquer que seja A E (X). 

Logo, todo elemento de k(M) é de redução finita, uma vez que os elementos a E PA geram 

k(M) como k-bimódulo e o conjunto dos elementos de redução finita de k(M) forma um 

sub-k-bimódulo de k(M). ■ 

Tendo enunciado todas as definiç.ões e resultados preliminares análogos aos do Capítu

lo 2, já temos condição de enunciar e demonstrar um teorema cujo conteúdo é semelhante 

ao do Teorema 2. 1. 

Teorema 4.1 Sejam k um anel associativo com unidade, k(M ) o .k-anel tensorial da 

soma direta M de uma fami1ia (Mx)xeX de k-bimódulos, S um sistema de redução para 

k ( M), I o ideal de k ( M) gerado pelos elementos a - J,, (a), onde u percorre o conjunto S 
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e a C Pw,, e $ uma ordenzz parcial de semig7'upo em <X> canil c.c.d. fa/ que $ e S selan7z

compatíveis. Então as condições abaixo são equivalentes.

(a) Todas as ambigilidades de S são resolúveis.

(a') Toda as ambiguidades de S são resolúveis com resp'ito a $.

rb) Todos os e/eme7itos de k<.A'f> são de redução tízzÍca.

rc) k<.M>

Observe que a condição (c) é equivalente a dizer que o homomorfismo de k-bimódulos

P : k<M>Í,, ..--.} k<M>//, dado pela restrição a k<JI/>{,, da projeção canónica de k<.IW>

sobre k<.A/>//, é um isomorfismo.
Prova A demonstração das equivalências seguirá o mesmo esquema utilizado na

demonstração do Teorema 2.1 , isto é,

(a) + (a')

(.) +: (Z,) + (c).

afirmar que todos os elementos de k<JW> são de redução

+

podemosLema 4.6,Pelo

finita.

(b) + (c) : Estamos supondo que o domínio do homomorfismo de k-bimódulos rs é

k<M>. Como ,s(«((«,,))) = «((«)), p'r' t'd' ("A) C k<M>, ,s : k<M> ---, k<M> é

uma projeção. É imediato que /m(rs) = k<JV>i-. Além disso, temos que ker(rs) - /,

pois se, por "m lado, «s((a.4)) = 0, então, temos (a.4) - (a,4) -- "((a.4)) C /. Por outr'
lado, se a®(e -- /a(e))®bé um ele:mento gerador arbitrário d' /, rs(a®(e -- /a(e)) ® b) -

rS(a e) e ® b) -- ,S(a '8 /a(e) ® b) = 0, p'l' L'ma 4.3, um' v" que /a(e) - '-'l(e).
(c) ::> (b) : Análoga à demonstração de (c') +' (b) do Teorema 2.1.

(a) :> (a') : Proposição 4.2.

(Z,) + (a) : Seja (a,r,.4,.B,C') uma ambiguidade de superposição de S e seja

d C P,.IPC. Temos que mostrar que existem composições de reduções r e r', tais que

r(rl.a(d)) = r'(r..4,i(d)). Pelo Lema 4.1 (ou Lema 4.3), como 'í é de redução única por

hipótese, rs(rl.a(d)) = rs(d), isto é, dada uma s'qüência final (rl, - . . ,r.) em ri'a(d),
'emos r. . . . rl(,l.a(d)) = rs(d). Analog'me«te, se (si, . . ,s«) é "m' sequência fi"al 'm

,,4,1(d), e«tão s. . . ..l(r.4.i(d)) = «(d). L'go, (a,',A,.B,a) é r's'lúvel. A d'm-s-
tração para ambiguidades de inclusão é totalmente análoga.
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e a E Pwu, e :s; uma ordem parcial de semigrupo em (X ) com e.e.d. tal que :s; e S sejam 

compatíveis. Então as condições abaixo são equivalentes. 

( a) Todas as ambigüidades de S são resolúveis. 

(a') Todas as ambigüidades de S são resolúveis com respeito a :s;. 

(b) Todos os elementos de k(M) são de redução única. 

(e) k ( M) = k ( M) irr ffi J. 

Observe que a condição (e) é equivalente a dizer que o homomorfismo de k-bimódulos 

c.p : k(M)irr ---. k(M)/ I, dado pela restrição a k(M)irr da projeção canônica de k(M) 

sobre k(M) / I, é um isomorfismo. 

Prova A demonstração das equivalências seguirá o mesmo esquema utilizado na 

demonstração do Teorema 2.1, isto é, 

(a) ⇒ (a') 

.IJ. 

(a) ~ (b) ~ (e). 

Pelo Lema 4.6, podemos afirmar que todos os elementos de k(M) são de redução 

finita. 

(b) ⇒ (e) : Estamos supondo que o domínio do homomorfismo de k-bimódulos rs é 

k(M). Como rs(rs((aA))) = rs((aA)), para todo (aA) E k(M), rs : k(M) ---. k(M) é 

uma projeção. É imediato que lm(rs) = k(M)irr• Além disso, temos que ker(rs) = I, 

pois se, por um lado, rs((aA)) = O, então, temos (aA) = (aA) - rs((aA)) E J. Por outro 

lado, se a® (e - J0 (e)) ® b é um elemento gerador arbitrário de/, rs(a ® (e - f 0 (e)) ® b) = 

rs(a ®e® b) - rs(a ® J0 (e) ® b) = O, pelo Lema 4.3, uma vez que f 0 (e) = r1 0 1(e). 

(e) ⇒ (b) : Análoga à demonstração de (e') ⇒ (b) do Teorema 2.1. 

(a) ⇒ (a') : Proposição 4.2. 

(b) ⇒ (a) : Seja (o-, T, A, B, C) uma ambigüidade de superpos1çao de S e seJa 

d E PABC· Temos que mostrar que existem composições de reduções r e r', tais que 

r(r1 0 c(d)) = r'(rA-ri(d)). Pelo Lema 4.1 (ou Lema 4.3), como d é de redução única por 

hipótese, rs(r1oc(d)) = rs(d), isto é, dada urna seqüência final (r1, ... , rn) em r1oc(d), 

temos rn ... r1(r1 0 c(d)) = rs(d). Analogamente, se (s 1, ... ,s111 ) é uma seqüência final em 

1'A-r1(d), então Sm ... s1(rA-r1(d)) = rs(d). Logo, (o-,r,A,B,C) é resolúvel. A demons

tração para ambigüidades de inclusão é totalmente análoga. 

74 



(a') :+ (b) : Colho o conjunto dos elementos de redução única de k<M> é um sub-
k-bimódulo e os elementos a € PA, para todo 4 c <X>, formam um conjunto gerador

para A<JI/>, como k-bimódulo, provaremos, então, que dado .4 C <X>, cada a € PA é de

redução única. A prova será feita por indução em <X>.

Seja .D C <X>. Se Z) é minimal em <X>, então já temos que todo d C Po é de redução

única. Suponhamos, então, que D não seja minimal em <X> e, por hipótese de indução,

que todo c C /)c, para O' < D, seja de redução única. Isso implica que G),4<0 PA está
contido no domínio de rs. Mostremos inicialmente que /o está contido em ker(rs). Seja

a e) (e -- /a(e)) 6) b um gerador de /O, isto é, estamos tomando a C PA, e € Pw., b C PB,

para o' C S e .4, .B C <X> tais que .4WaB < 1). Como a ® e ® b C .f)Átn.B e .4WaB < Z),

temos que a ® e ® Z, é de redução única. Pelo Lema 4.3, a (8 /a(e) ® Z' - a ® rl.l (e) e) b é

de red«ção ú«ica e -le ,s(a ® e '8 Z') = «(a e) Á(e) ® Z'). L'go, /o Ç ke'(rs).
Seja d C .f)o um elemento arbitrário. Se d for irredutível, então d é de redução

única. Suponhamos, então, que d não seja irredutível. Sejam (r{)Li e (sj)=i duas

sequências finais em d. Tomemos {o como sendo o menor i tal que r{ atue não trivi

.Ime«te em ,:.- . . . ,- (d) e .jo o me«or j tal q- .j .t« «ão tri«i.Ime«te em ;j-- . . . .:('Z).
Como já fizemos outras vezes, a compatibilidade entre $ e S permite-nos afirmar que

ri.(d) C O,.l«o PJ e que sj.(d) € O.4<0 PÁ. Logo, ri.(d) e sj.(d) são de redução única
Assim, basta mosto.rmos que ,s(ri.(d)) = 's('j.(d)), p'is, -m' '« . . , (d) C k<M>i,,,

''mos que rs(,{.(d)) = ,« . . .,-(d) e a«al'ga«,e«te «(sj.(d)) - ;m . . . s-(d). F'it'' 'SS'S

considerações, como as seqüêncías finais em d tomadas são arbitrárias, basta verificarmos

que

«(rt.«.,(d)) = «(,t,,«.(d)),

onde rl,M, e rl,,M são reduções que amuam não trivialment

automaticamente supondo que Z) = LWaJI/ ' Z' W,À/

Como na demonstração de (a') + (b) do Teorema 2.1, iremos supor, sem pe'da de

generalidade, que cpt(L) $ cpt(L') e dividir a demonstração em três casos de acordo com

as posições relativas de W'; e W..

/o. caso; D = Z,,4.BC]W, onde L' = L.A, .A/' = C'.lb/, W. = ,4B e W. = BC', isto é,

(a, r, .A, B, a) é uma ambiguidade de superposição. Colmo d C Pt.,liam = Pt (8 PAac (8 Pt,

e em d Observe que estamosSSl
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(a') ⇒ (b) : Como o conjunto dos elementos de redução única de k(M) é um sub

k-bimódulo e os elementos a E PA, para todo A E (X), formam um conjunto gerador 

para k(M), corno k-bimódulo, provaremos, então, que dado A E (X), cada a E PA é de 

redução única. A prova será feita por indução em (X). 

Seja D E (X). Se D é minimal em (X), então já temos que todo d E Pn é de redução 

única. Suponhamos, então, que D não seja minimal em (X) e, por hipótese de indução, 

que todo e E Pc, para C < D, seja de redução única. Isso implica que ffiA<n PA está 

contido no domínio ders. Mostremos inicialmente que ln está contido em ker(rs). Seja 

a® (e - f<,(e)) 0 b uni gerador de ln, isto é, estamos tomando a E PA, e E Pwa, b E PB, 

para a E Se A, BE (X) tais que AWO'B < D. Como a® e® b E PAwaB e AWO'B < D, 

temos que a® e® b é de redução única. Pelo Lema 4.3, a ® JO'(e) ® b =a® r 10' 1 (e) ® b é 

de redução única e vale rs(a ®e® b) = rs(a ® JO'(e) ® b). Logo, ln Ç ker(rs). 

Seja d E Pn um elemento arbitrário. Se d for irredutível, então d é de redução 

única. Suponhamos, então, que d não seja irredutível. Sejam (ri)~ 1 e (si)J;, 1 duas 

seqüências finais em d. Tomemos i0 como sendo o menor i tal que ri atue não trivi

almente em ri-1 . .. r1 (d) e j 0 o menor j tal que Sj atue não trivialmente em Sj-l ... s1 (d). 

Como já fizemos outras vezes, a compatibilidade entre ::; e S permite-nos afirmar que 

ri0 (d) E ffiA<n PA e que Sj0 (d) E ffiA<n PA. Logo, ri0 (d) e Sj0 (d) são de redução única. 

Assim, basta mostrarmos que rs(ri0 (d)) = rs(sj0 (d)), pois, como rn ... r1(d) E k(M)irr' 

temos que rs(ri0 (d)) = rn ... r1(d) e analogamente rs(sj0
(cl)) = Sm .. . s1(cl). Feitas essas 

considerações, como as seqüências finais em d tomadas são arbitrárias, basta verificarmos 

que 

onde rLO'M' e ruTM são reduções que atuam não trivialmente em d. Observe que estamos 

automaticamente supondo que D= LWO'M' = L'WTM. 

Como na demonstração de (a') ::;, (b) do Teorema 2.1, iremos supor, sem perda de 

generalidade, que cpt( L) ::; cpt( L') e dividir a demonstração em três casos de acordo com 

as posições relativas de WO' e WT. 

lo. caso: D= LABCM, onde L' = LA, M' = CM, WO' = AB e WT = BC, isto é, 

(a, T, A, B, C) é uma ambigüidade de superposição. Como d E PLABCM = PL ® PABc@PL, 
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podemos escrever d na forma

d E f ®ar- ®al''

onde af' c pl, dfBC c FADA, dr c f'W. Assim, pela equação (4.1), temos

E af' ® ,...(af") e' al''

E a} ® ,«,.(af") e' al''

P.rtanto, ,..À,,(d) -- ,L,,M(d) = Ei af' ® (,-.o(d?Ba) -- '......-(af"')) ® dr. C'm', p''
hipótese, todas as ambiguidades de S são resolúveis segundo $, temos (ri.a--r.4,1)(Fada) ç

.r.4aa, em particular, r..a(dfaa) -- r.4,i(dfaa) C /.4Ba. Pelo Lema 4.5, para cada {, temos

af' ® (,-,.(af") - ,«.-(af")) ® 'il'' c .r«-«. = .ro. Logo «,M'('Í) - "'',«.(d) € /o.
Porá-to, como .ro Ç ke,(,s), temos ,s(,t.«.'(d)) = «('L,.«.(d)).

2o. caso; D = Z,,4BOJI/', onde Z' = ZA, .A/ = C'.A/', W. = ,4BC' e W. = .B, isto

é, (r, a, .4, .B, C') é uma ambigüidade de inclusão. Este caso é tratado de maneira análoga

ao primeiro.
go. caso.. Z) = Z,W..NW,M, onde Z,' = Z,W..N e .A/' = .NW,]14. Neste caso, como

d C .f)n = pZ e) .f)w, (8 .f)X (8 .f)w, e) PV, podemos escrever d na forma

l

l

«. .«. (d)

,«,M(d)

d - Eaf' ® ar''' ® al" ® al''' ® a, ,

onde af' € pt, dr'' € .f'w,, dw c /'x, dr'' C /'w,, dr c PU. Dessa maneira, temos

t

".«,w,«.(d) af' ® .Ê(dr''') e' al" ® d!''' ® 'ÍÍ''

Como $ e S são compatíveis, temos que, para cada á, o elemento df'e)./l.(df ' )e)di pertence

a (DW<W. PZWW e, portanto, para cada compo:'e:'te homogénea a de d} e) /a(dW') ® dX
em um sub-k-bimódulo PJ (lembrando que .4 C {Z,W.N : W < W.}), o produto a ®

dr'' ® dr pertence ao sub-k-bimódulo PAW,M. Mas, como .A < LWaJV, temos ,4W,.IW <

l,W.ATW,.A/ = D. Portanto, por hipótese de indução, a ® di ' ® ap é de redução única

e, pelo Lema 4.3, temos

«(d? ® /a(dr''') ® dÍ" ® al''' ® al") ,.(af' ® /a(dy''' ) ® d!'' ® ',,.(al''' ) ® "Í'')

,s(df' ® /.(d!''' ) ® af' ® /.(dr''' ) ® dr)
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podemos escrever d na forma 

d=" dL ,O, dABC ,O, dM 
~ t lOl t IO'i, 

t 

onde df E PL, dfBC E PABC, df'I E PM. Assim, pela equação (4.1), temos 

rLucM(d) = L df 0 r111c(dfBC) 0 df'1 

rLA-rM(d) í: df 0 1'Ari(dfBC) 0 df'1. 

Portanto, rL<TM'(d) - rurM(d) = Li df 0 (r111c(dfBC) - rAr1(dfBC)) 0 df'I. Como, por 

hipótese, todas as ambigüidades de S são resolúveis segundo :S, temos (r1 11c - rA-r1)(PABC) Ç 

!ABC, em particular, r 111c(dfBª)-rA-r1(dfBC) E !ABC· Pelo Lema 4.5, para cada i, temos 

df 0 (r111c(dfBC) - r Ar1 (dfBC)) 0 df'I E hABCM = ln. Logo rLuw(d) - rurM(d) E ln. 

Portanto, como ln Ç ker(rs), temos rs(rL<TM'(d)) = rs(rurM(d)) . 

2o. caso: D= LABCM', onde L' = LA, M = CM', W11 = ABC e Wr = B, isto 

é, ( T, a, A, B, C) é uma ambigüidade de inclusão. Este caso é tratado de maneira análoga 

ao primeiro. 

3o . caso: D= LW11 NWrM, onde L' = LW11 N e M' = NW7 M. Neste caso, como 

d E Pn = PL ® Pw,, ® PN ® Pwr ® PM, podemos escrever d na forma 

d = '°' d~ 0 dl:Va 0 dN 0 dl:Vr 0 d~ 
~ t 1 1 1 1 ) 

t 

onde df E PL, dr'" E Pw,,' d;' E PN' dr'T E Pwr' dr E PM . Dessa maneira, temos 

1'LuNWrM( d) = .L df 0 Íu (dr'") 0 d{" @ cfr,'r 0 dt1 • 
1 

Como :Se S são compatíveis, temos que, para cada i, o elemento df®J11 (dJ1'" )®d;' pertence 

a ffiw<W,, PLwN e, portanto, para cada componente homogênea a de df 0 fu(dr'") 0 d;' 

em um sub-k-bimódulo PA (lembrando que A E {LW N : W < W11 } ), o produto a 0 

dr,'r 0 df'I pertence ao sub-k-bimódulo PAWrM• Mas, como A< LW11 N, temos AWrM < 

LW11 NW7 M = D. Portanto, por hipótese de indução, a 0 cLr'r 0 df'I é de redução única 

e, pelo Lema 4.3, temos 

rs(df 0 fo(dr,'" ) 0 d{" 0 dJ4'r 0 dt1) = rs(df 0 fo(dr,'") 0 d{" 0 1"1r1(cLJ4'r ) 0 at1) 

rs(df 0 Íu(dr,'") 0 d{" 0 Ír(dr'r) 0 dt1). 
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.Portanto, temos

rs(rt.xw,m(d)) = rs(}: af' ® /a(dr'' ) ® 'Ír ® ./}(dr''' ) ® dr).
t

(4.2)

De maneira análoga,

"w,N,«.(d) ® ÓI''' ® al" ® /,(d!''') ® dÍ''

Usando o mesmo raciocínio acima para os elementos af', dr'' e ar ® /.(aw')

cluímos que

® ar, con

,s(,.w.«.,«.(d)) e' /a (d!''') ® 'Zr 'D /..(al''' ) ® 'ZI'')-

Em vista de (4.2) e (4.3), concluímos que

,;(,.,«.,(d)) ,'.(,«,,«.(d)),

t

(4.3)

o que termina a demonstração do teorema

Alguns comentários merecem ser feitos. Primeiramente, é importante notar que essa

é uma generalização bastante natural da situação do Capítulo 2, uma vez que as idéias
centrais não dizem respeito à estrutura interna dos objetos em questão e sim às relações

que existem entre eles. Prova disso é a grande facilidade encontrada na adaptação dos
enunciados e demonstrações do Capítulo 2 para este. Vale a pena ressaltar também que

esta é realmente uma generalização, pois, para obtermos o caso tratado no Capítulo 2,
basta tomannos k comutativo e .A/, = k, para todo z C X

Em segundo lugar, deve-se ressaltar que o Teorema 4.1 não afirma sobre a existência

de uma base formada por classes de elementos irredutíveis, como fazia o Teorema 2.1 , isto

é. ele não fornece formas normais para os elementos de k<.A/>//, mas apenas um resultado

sobre a estrutura de k<JW>//. No entanto, isso já é suficiente para algumas aplicações
relevantes como veremos na seção seguinte.

Um último comentário diz respeito justamente a uma situação particular na qual

o Teorema 4.1, de fato, afirma sobre a existência de uma base formada por classes de
elementos irredutíveis. Para tanto, lembremos que se Mi e .A42 são A-bimódulos que são
livres como k-módulos à direita, com bases Zi e Z2, respectivamente, então .A/i {8 .lb/2 é

um k-módulo à direita livre com base {zl z2 : zi C Zi, z2 c Z2} (ver, por exemplo, l41

P. 142, Th. 14.81). Temos, então, o seguinte corolário do Teorema 4.1.

77

Portanto, temos 

De maneira análoga, 

Usando o mesmo raciocínio acima para os elementos df, df" e a{" Q9 j 7 (afr) Q9 afl, con

cluímos que 

Em vista de ( 4.2) e ( 4 .3), concluímos que 

o que termina a demonstração do teorema. ■ 

Alguns comentários merecem ser feitos. Primeiramente, é importante notar que essa 

é uma generalização bastante natural da situação do Capítulo 2, uma vez que as idéias 

centrais não dizem respeito à estrutura interna dos objetos em questão e sim às relações 

que existem entre eles. Prova disso é a grande facilidade encontrada na adaptação dos 

enunciados e demonstrações do Capítulo 2 para este. Vale a pena ressaltar também que 

esta é realmente uma generalização, pois, para obtermos o caso tratado no Capítulo 2, 

basta tornarmos k comutativo e Mx = k, para todo x E X. 

Em segundo lugar, deve-se ressaltar que o Teorema 4.1 não afirma sobre a existência 

de uma base formada por classes de elementos irredutíveis, como fazia o Teorema 2.1, isto 

é, ele não fornece formas normais para os elementos de k(M) / I, mas apenas um resultado 

sobre a estrutura de k(M) / /. No entanto, isso já é suficiente para algumas aplicações 

relevantes como veremos na seção seguinte. 

Um último comentário diz respeito justamente a uma situação particular na qual 

o Teorema 4.1, de fato, afirma sobre a existência de uma base formada por classes de 

elementos irredutíveis. Para tanto, lembremos que se M1 e M2 são k-bimódulos que são 

livres como k-módulos à direita, com bases Z1 e Z2, respectivamente, então M1 ® M2 é 

um k-módulo à direita livre com base {z1 0 z2 : z1 E Z1 , z2 E Z2} (ver, por exemplo, [4, 

p. 142, Th. 14.8]) . Temos, então, o seguinte corolário do Teorema 4.1. 
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Corolário 4.2 SwponAa que temos todas as hipóteses do Teorema {./ para k<JI/>j S, <

e gue para cada =r C X, o k-bimódu/o .M, é ladre coma k-módulo à direita com base Z(a),

onde assumimos gue os Z(z) são dois a dois dÍÚu7}Íos. Então, se ua/e uma re portazzfo

tod« e/«2 d« ««diçõ« («), («'), (b) o« ('), klW>/.r é /{«e c.mo k-mód«J. â di«á'" '

*'m como b"e . c.«:j-to {8'®--.®n: n C No,,{ C Z(a{),z-.-.z. e<X>i«}, .«d'
Z=zf+/t

Prova Basta notar que, nas condições acima, o conjunto {zl . -®z. : n € 1No, zi C

Z(ai),zi . .. z. e<X>f«} forma uma base para k<.A4>{, . H

4.2 Aplicação: coprodutos de k-anéis

Seja k um anel associativo com unidade. Conhecemos esta seção por introduzir uma

caracterização mais categórica para o objeto k<.IW> . Usaremos aqui a definição alternativa,

porém equivalente, de k-anel citada no início da seção anterior, isto é, vamos dotar o anel
S de uma estrutura de k-bimódulo dada por:

qa = #s(q)a, a» «és(p),

para v7, p C k e a C k<JW>. Nessa definição, um homomorfismo de k-anéis g : B ----} S é
uma aplicação que é ao mesmo tempo um homomorfismo de k-bimódulos e um homomor-

fismo de anéis e que leva o elemento unidade de R no eles)ento unidade de S.

Dada uma família (A4,),CX de k-bimódulos, construímos, como na seção anterior o
k-anel tensorial da soma direta dos módulos M,, que é denotado por k<.A/>. Se indicarmos

por ir : À4, ----} k<À4> a injeção natural de /14, em k<.IW>, que é um homomorfismo de

b-bimódulos, podemos enunciar a seguinte propriedade universal para k< IW>. Seja R um

k-anel e, para cada z € X, seja g, : .A4, ----.} R um l)onlomorfismo de k-bimódulos. Então

existe um único hon)oinorfismo de k-anéis g : k<JW> ----+ R que satisfaz gí, = g,, para

todo 3 € X.

Vamos indicar por ]W a soma direta G),cx .4/, e por a a injeção natural de À/ em

T(.IW) = k<JI/>. Se, para cada z C X, denotarmos por J, a injeção natural de .A/, em
.IW, teremos ir ' a.j,. Como .l/ é a soma direta dos k-bimódulos J14,, existe um único
homomorfismo de k-bimódulos g : JW ----} R tal que S.j, = g,, para todo = c X. Como
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Corolário 4.2 Suponha que temos todas as hipóteses do Teorema 4.1 para k(M ) 1 S, ~ 

e que para cada x E X, o k-bimódulo Mx é livre como k-módulo à direita com base Z(x) 1 

onde assumimos que os Z(x) são dois a dois disjuntos. Então, se vale uma (e portanto 

todas elas) das condições (a), (a'), (b) ou (c) 1 k (M)/1 é livre como k-módulo à direita e 

tem como base o conjunto {z1 @ · · ·@ Zn : n E lNo, Zi E Z(xi), x1 ..• Xn E (X)irr}, onde 

Zj = Zj + I. 

Prova Basta notar que, nas condições acima, o conjunto { z1 @ · • ·@Zn : n E lNo, Zi E 

Z(xi), X1 ••• X 11 E (X )irr} forma uma base para k(M )irr· • 

4.2 Aplicação: coprodutos de k-anéis 

Seja k um anel associativo com unidade. Comecemos esta seção por introduzir uma 

caracterização mais categórica para o objeto k (M) . Usaremos aqui a definição alternativa, 

porém equivalente, de k-anel citada no início da seção anterior, isto é, vamos dotar o anel 

S de uma estrutura de k-bimódulo dada por: 

17ª = </>s(17)a, aµ= a</>s(µ), 

para 77, µ E k e a E k(M). Nessa definição, um homomorfismo de k-anéis g : R -> S é 

uma aplicação que é ao mesmo tempo um homomorfismo de k-bimódulos e um homomor

fismo de anéis e que leva o elemento unidade de R no elemento unidade de S. 

Dada uma familia (Mx)xeX de k-bimódulos, construímos, como na seção anterior o 

k-anel tensorial da soma direta dos módulos Mx, que é denotado por k(M). Se indicarmos 

por Íx : Mx -> k(M) a injeção natural de Mx em k(M), que é um homomorfismo de 

k-bimódulos, podemos enunciar a seguinte propriedade universal para k(M). Seja Rum 

k-anel e, para cada x E X, seja 9x: Mx-> Rum homomorfismo de k-bimódulos. Então 

existe um único homomorfismo de k-anéis ?f : k(M) -> R que satisfaz gix = 9x, para 

todo x E X. 

Vamos indicar por M a soma direta EBxeX Mx e por a a injeção natural de M em 

T(M) = k(M). Se, para cada x E X, denotarmos por jx a inj eção natural de Mx em 

M, teremos Íx = ajx, Como M é a soma direta dos k-bimódulos Mx, existe um único 

homomorfismo de k-bimódulos g : M -> R tal que 9Jx = 9x, para todo x E X . Como 
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k<JW> é o k-anel tensorial de M, existe um único homomorfismo de k-anéis g : k<.A/> ----> R

tal que gcv :: g, para cada z C X. Temos, então, para cada # C X,

g, = p.j,, = (ga)J, = g(a.j,) = gí,.

A aplicação g é o único homomorfismo de k-anéis @ : k<.A/> --.--} R tal que V,i, = g,, para

todo a C X, pois k<JW> é gerado como k-anel por l e pelos elementos i,(mr), com z C X

e m, percorrendo /14,.

Seja (RÀ)ÀCA uma família de k-anéis. Por um caproduÍo da família (RÀ) sobre k,
denotado por llt RÀ, entende-se um conjunto {R,.jÀ : À C A}, onde R é um k-anel e,

para cada À C A, JÀ : RÀ ----} R é um homomorfismo de k-anéis, tais que se S é um
k-anel e gÀ : RÀ ----> S, .X € A, são homomorfismos de k-anéis, então existe um único

homomorfismo de k-anéis g : R ----} S tal que S.jx = gÀ, para cada À C A. Em termos de

diagramas, essa condição é equivalente a dizer que todo diagrama

é comutativo. Prova-se que se {X,JX} e {a',.jÂ} são dois coprodutos de (RÀ) sobre k,
então existe um único isomorfismo 0 : R ----l R' tal que OJÀ = .73., para todo À € A. Em

vista disso, diremos simplesmente o coproduto de (RÀ). E importante ressaltar que, nas

categorias de k-anéis, coprodutos sempre existem (vede l6, p. 142, Th. 111.6.1)).

Dizemos que um k-anel (R, én) é ./íe/ se o homomorfismo én for injetor. Na definição

alternativa que estamos adorando, isto é equivalente a dizer que o conjunto Ánn(R) -

{l7 € k : l7R = {0l}, chamado attt/apor de R, é o conjunto {0}. Nessas condições,

podemos identificar o anel k com o subanel @R(k) e, assim, k será um sub-anel de R que,
olhado como k-bimódulo, é também um sub-k-bimódulo de R, ou, mais simplesmente, um

sub-k-ane/ de R.

Corolário 4.3 Sda (Rx)XCA uma /amzlÍa de k-a7téis ./iéís, dos quais k é um somando

direto como k-bimódu/o, isto é, existem k-bÍmódu/os JWÀ tais gue RÀ = k G) .IWÀ. Então o

coproduto R = 1.1t RÀ é isom07Jo, como k-bimáda/o, ã soma d Teta de todos os produtos
tensorials .MÀ. e)k 'e)k lIdA., onde 71 ? 0 e ÀI,. ..,À. € A, com dois Àí's sacessÍuos

diferentes. (Quando n = Q estamos referindo-nos ao somando k.)
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k(M) é o k-anel tensorial de M, existe um único homomorfismo de k-anéis g: k(M) ---t R 

tal que ga = g, para cada x E X. Temos, então, para cada x E X, 

A aplicação g é o único homomorfismo de k-anéis -ip : k(M) --+ R tal que VJÍx = 9x, para 

todo x E X, pois k(M) é gerado como k-anel por 1 e pelos elementos ix(mx), com x E X 

e mx percorrendo Mx, 

Seja (R>.);,.EA uma farru1ia de k-anéis. Por um coproduto da farru1ia (R>.) sobre k, 

denotado por Uk R>., entende-se um conjunto {R,j>. : À E A}, onde R é um k-anel e, 

para cada À E A, J>. : R>. --+ R é um homomorfismo de k-anéis, tais que se S é um 

k-anel e 9>. : R>. --+ S, À E A, são homomorfismos de k-anéis, então existe um único 

homomorfismo de k-anéis g: R--+ S tal que gj>. = 9>., para cada À E A. Em termos de 

diagramas, essa condição é equivalente a dizer que todo diagrama 

é comutativo. Prova-se que se {R,j>,} e {R',jU são dois coprodutos de (R>.) sobre k, 

então existe um único isomorfismo 0 : R --+ R' tal que 0j>. = jL para todo À E A. Em 

vista disso, diremos simplesmente o coproduto de (R>.)- É importante ressaltar que, nas 

categorias de k-anéis, coprodutos sempre existem (vide [6, p. 142, Th. Ill.6.1]) . 

Dizemos que um k-anel (R, <PR) é fiel se o homomorfismo <PR for injetor . Na definição 

alternativa que estamos adotando, isto é equivalente a dizer que o conjunto Ann(R) = 

{77 E k : 77R = {O}}, chamado anulador de R, é o conjunto {O} . Nessas condições, 

podemos identificar o anel k com o subanel <PR(k) e, assim, k será um sub-anel de R que, 

olhado como k-bimódulo, é também um sub-k-bimódulo de R, ou, mais simplesmente, um 

sub-k-anel de R. 

Corolário 4.3 Seja (R>.)>.EA uma famz1ia de k-anéis fiéis, dos quais k é um somando 

direto como k-bimódulo, isto é, existem k-bimódulos M>. tais que R>. = k EB M>., Então o 

coproduto R = Uk R>. é isomorfo, como k-bimódulo, à soma direta de todos os produtos 

tensoriais M >, 1 ® k · · · ® k M >,
0

, onde n 2: O e À 1 , . • . , À11 E A, com dois Ài 's sucessivos 

diferentes. (Quando n = O estamos referindo-nos ao somando k.) 
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Prova Sejam <A> o semigrupo livre com unidade gerado por A e k<.ll/> o k-anel
tensorial de .A4 = G)ÀCA .A/À, isto é, k<.ll/> = a)<A> PÁ, onde .A € <A>, e se '4 - Ài . . . À.,

PÀ = JVÀ: i8i; ' . . e)A; ]WÀ.. Seja S o sistema de redução para k<J14> formado pelos pares

aÀ = (À',mÀ), com .À C A, onde mÀ : A4x®x; À/, ----, RÀ = k©JWÀ é o homomorfismo

de k-bimódulos induzido pela multiplicação de RÀ, ou seja, se z,g/ C .A/À Ç RÀ, então

mx(z ® y) = sçy C RÀ. Nessas condições, se a e Z) são elementos arbitrários de RÀ, então

podemos escrever a = p + 3 e b = p' + z', com /z, p' € k e z, z' C MÀ. Logo,

P ® P' + P 6) sç' + a ® P' + z a) z'

PP' + pz' + ZP' + # ® z'

Note que foi utilizado o fato de haver isomorfismos entre k (8i; ]14À e ]WÀ e entre .MÀ e)k k

e .A/À que levam, respectivamente, p 6) # em p# e 3 e) p en] zp quaisquer que sejam p C k

e # C .A4À. Calculando, agora, a redução ri,.i em a ® b, obtemos

,-.- (« ® Ó) PP' + pz' + «P' + «.À(' ® "')

PP' + pa' + ZP' + az'

aZ).

Seja / o ideal de k<.114> gerado pelos elementos # 6) y -- mx(aç ® y) - a; 6) y - zy, com

À percorrendo o conjunto A e z, y C ]WÀ. Em vista da observação acima, podemos dizer

que / é o ideal de Ê<M> gerado pelos elementos da forma a ® b -- ri,.l (a a) Z)) - a ® b - ab,

com .X C A e a, b C RÀ.
Para cada À C A, seja iÀ : RÀ ----> k<À/> a inclusão do sub-k-bimódulo RÀ = k (D .A/À

em k<JI/> e seja a : k<.A/> ----} k<JW>// a projeção canónica. Afirma-se que {t<Jt/>//,.jx =

niX : À C A} é o coproduto l.li; RÀ. De fato, sejam S um k-anel e, para cada À, gÀ
RÀ --.-} S um homomorfismo de k-anéis. Se, para cada À, indicarmos por ixlW. a restrição

de iÀ a À/À, então {ÀIW. será a inclusão de ]14À em k<.A4> e, portanto, pela propriedade

universal de k<JW>, existirá um único homon)orfismo de k-anéis g : k<À/> ---} S tal

que, para cada À, temos pixlm. = PÀIM*, onde gXIM* : À/À -----} S é o homomorfismo

de k-bimódulos obtido por restrição de gÀ a .MÀ. Ou seja, giÀ e gÀ são honlomorfismos
de k-bimódu]os de RÀ = k G) ]WÀ em S que coincidem em MÀ e, além disso, temos que

giÀ(1) = g(1) = 1 = gÀ(1), pois gÀ e g são homoinorfismos de k-anéis. Portanto, devem
coincidir em todo o domínio, isto é, giÀ = gÀ. Ressalta-se que as aplicações {À, apesar
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Prova Sejam (A) o semigrupo livre com unidade gerado por A e k(M) o k-anel 

tensorial de M = ElhEA M>., isto é, k(M) = EB(A) PA, onde A E (A), e se A = À1 ... >-n, 

PA = M>. 1 ®k · · · ®k M>.n• Seja S o sistema de redução para k(M) formado pelos pares 

O'>. = (>.2
, m>.), com >. E A, onde m>. : M>. ®k M>. ----+ R>. = k EB M>. é o homomorfismo 

de k-bimódulos induzido pela multiplicação de R>., ou seja, se x, y E M>. Ç R>., então 

m>.(x 0 y) = xy E R>., Nessas condições, se a e b são elementos arbitrários de R>., então, 
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e x E M>,. Calculando, agora, a redução r 111 >. 1 em a 0 b, obtemos 

µµ' + µx' + xµ' + m>.(x © x') 

µµ' + µx' + xµ' + xx' 

ab. 

Seja 1 o ideal de k(M) gerado pelos elementos x 0 y - m>.(x @y) = x@y - xy, com 

.À percorrendo o conjunto A e x, y E M>,. Em vista da observação acima, podemos dizer 

que 1 é o ideal de k(M) gerado pelos elementos da forma a © b - r 111 >. 1 (a 0 b) = a 0 b- ab, 

com >. E A e a, b E R>., 

Para cada>. E A, seja i>. : R>. ----+ k(M) a inclusão do sub-k-bimódulo R>. = k EB M>. 

em k(M) e seja 7r : k(M) ----+ k(M) //a projeção canônica. Afirma-se que { k(M) / 1,j>. = 

11'Í>. : >. E A} é o coproduto Uk R>., De fato, sejam S um k-anel e, para cada >., 9>. : 

R>. ----+ S um homomorfismo de k-anéis. Se, para cada>., indicarmos por i>.IM>. a restrição 

de Í>. a M>., então i>.IM>. será a inclusão de M>. em k(M) e, portanto, pela propriedade 

universal de k(M), existirá um único homomorfismo de k-anéis 9 : k(M) ----+ S tal 

que, para cada>., temos 9i>.IM>. = 9>.IM>., onde 9>.IM>. : M>. ----+ Sé o homomorfismo 

de k-bimódulos obtido por restrição de 9>. a M>,. Ou seja, 9i>. e 9>. são homomorfismos 

de k-bimódulos de R>. = k EB M>. em S que coincidem em M>. e , além disso, temos que 

9i>.(l) = 9(l) = 1 = 9>.(l ), pois 9>. e 9 são homomorfismos de k-anéis. Portanto, devem 

coincidir em todo o domínio, isto é, 9i>. = 9>.• Ressalta-se que as aplicações i>., apesar 
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de serem homomorfismos de k-bimódulos, não são holnomorfismos de k-anéis, porém, as

aplicações nix : RÀ ---} k<.A/>// o são, uma vez que, fixado À C A e dados a,b C RÀ,
temos

«á*(«b) «(«z,)

(« ® z,) + .r,

p'is "®b-«z,c .r. Logo, «áX(aZ,)('+.r)®(z,+.r) ®"(z') - "iÀ(')®"iÀ(b)
Além disso, se a e b são elementos arbitrários de RÀ, para algum À € A, temos

g(a ® Z, - 'b) g(.)g(z,) - g(«z,)

giÀ(«)gi*(b) - gáÀ(«z,)

g,(«)g*(b) - g,(.z,)

0,

uma vez que gÀ é homomorfismo de k-anéis (em particular, de anéis) de RÀ em S. Logo,

/ Ç ker(g). Portanto existe um único homonlorfismo de k-anéis g : k<.A/>// ----, S tal
que ga = g. Assim, para cada À, temos

gx (gr){*

A situação acima está expressa na comutatividade do diagrama que segue

KÇM)ll

A aplicação g é o único homomorfismo de k-anéis (p : k<.rl/>// ----+ S que satisfaz

gÀ = p(riÀ), pois k<.A/>// é gerado, como k-anel por 1 + / e pelos elementos rix(ax),
com À C A e aÀ percorrendo RÀ, uma vez que k<À4> é gerado, con)o k-anel, por l e pelos
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de serem homomorfismos de k-bimódulos, não são homomorfismos de k-anéis, porém, as 

aplicações 1ri>. : R>. - k(M) / I o são, uma vez que, fixado À E A e dados a, b E R>., 

temos 

1ri>.(ab) 1r(ab) 

ab+ I 

(a@b)+I, 

pois a (8) b - ab E J. Logo, 1ri>.(ab) = (a+ I) (8) (b + I) = 1r(a) (8) 1r(b) = 1ri>.(a) (8) 1ri>.(b). 

Além disso, se a e b são elementos arbitrários de R>., para algum À E A, temos 

g(a@b-ab) g(a)g(b) - g(ab) 

gi>. ( a )gi>.( b) - gi>. ( ab) 

- 9>.(a)g>.(b) - 9>.(ab) 

o, 

uma vez que 9>. é homomorfismo de k-anéis (em particular, de anéis) de R>. em S. Logo, 

I Ç ker(g ). Portanto existe um único homomorfismo de k-anéis g : k(M) / I - S tal 

que g1r = g. Assim, para cada À, temos 

A situação acima está expressa na comutatividade do diagrama que segue. 

A aplicação g é o único homomorfismo de k-anéis <p : k(M) / I - S que satisfaz 

9>. = <p( 1ri>.), pois k(M) / I é gerado, como k-anel por 1 + I e pelos elementos 1ri>.( a>.), 

com À E A eª>. percorrendo R>., uma vez que k(M) é gerado, como k-anel, por 1 e pelos 
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elementos iÀ(mÀ) C .A/À Ç J?À, com À C A e mx percorrendo .A/À Logo, {k<.W>//,.ix
ráÀ : À C A} é de fato o coproduto da família (RÀ).

A relação < em <A>, definida por 4 < B se cpt(.A) < cpt(1?), para '4, .B € <A>, é uma

ordem parcial estrita de semigrupo em <A>. Além disso, a ordem parcial $ obtida de <,

definindo-se .4 $ B se ,4 < B ou .A = .B, é uma ordem parcial de semigrupo em <A> que

tem c.c.d. Como, para todo À, temos mÀ(PÀ,) Ç RÀ = k© .A/À Ç O,4<x, PA, a ordem $1

e o sistema de redução S são compatíveis.

Se .4 é um monâmio arbitrário de <A>, por definição dos operadores lineares mx, é

fácil ver que os elementos de .f)A são redutíveis se e somente se ,4 contém como subpa-

lavra um monâmio do tipo À2, para algum À C A. Assim, o sub-k-bimódulo k<M>i«
dos elementos irredutíveis de A<M> segundo S é a soma direta dos produtos sensoriais

]b/À. ê9k ' ' ' (8k .MÀ., nos quais não llá ocorrência de dois Ài's sucessivos iguais.

Por inspeção nos pares ax = (À2, mx) de S, conclui-se que as ambigiiidades do sistema

de redução são exatamente as 5-uplas (ax,ax, À,À,À); ou seja, para cada À C A, temos
uma ambiguidade do tipo acima e, além disso, essas são as únicas ambiguidades de S.

Agora, verificadas todas as hipótese do Teorema 4.1 , para obter o resultado desejado,

que é fornecido, neste caso, pela afirmação (c) do Teorema, devemos estudar, por exemplo,

a resolubilidade das ambiguidades do sistema de redução. Mostraremos, assim, que todas

as ambiguidades são resolúveis. Dado À C A, mostraremos que para cada a C PÀ,, existem

composições de reduções r e r' tais qu' r(r]«x(a)) = r'(rx..i(a)). Como 's r'duções sã'
aplicações k-lineares, basta mostrarmos o resultado para geradores de PÀ3, ou seja, sendo

PÀ, = lIdA ê9k .A/À ®k .A/À, é suficiente mostrarmos que existem (composições de) reduções

r e r' tais que r(ri.*x(a®y g) z)) = r'(rx..i(z® g/ e) z)), quaisquer que soam ",y,z C MÀ.
Temos, por um lado, ri.*À(z®y6)z) = ri.*l(z®y) )z = z/ ®z, a prin)eiraigualdade
tendo sido obtida por intermédio de (4.1). Como zy,z C RÀ, podemos aplicar a redução

ri.*i ao elemento #y 8) z. Assim obtemos

''-.*-(,-,**(« ® y ® ,)) = «-.*-(,y ® ') =('y)'.

Poroutro lado, temos rX.*i(z®ye)z) = z rl..l(y®z) = z®y". E, portanto,

,-,*-(«.*-(' ® y ® ,)) = ,,..-(, ® y')

Logo,

''..-(,-.*À(, ® g/ ® ,)) ,-.,-(,*.*-(, ® g/ ® ,)),
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elementos i>.(m>.) E M>. Ç R>., com ,\ E A e m>. percorrendo M>., Logo, { k(M) / I,j>. = 

1ri>.: ,\ E A} é de fato o coproduto da farru1ia (R>.), 

A relação< em (A), definida por A < B se cpt(A) < cpt(B), para A, BE (A), é uma 

ordem parcial estrita de semigrupo em (A). Além disso, a ordem parcial ::; obtida de <, 

definindo-se A :=; B se A < B ou A = B, é uma ordem parcial de semigrupo em (A) que 

tem e.e.d. Como, para todo ,\, temos m>.(P>.2) Ç R>. = k ffi M>. Ç ffiA<>.2 PA, a ordem ::; 

e o sistema de redução S são compatíveis. 

Se A é um monômio arbitrário de (A), por definição dos operadores lineares m>., é 

fácil ver que os elementos de PA são redutíveis se e somente se A contém como subpa

lavra um monômio do tipo ,\2 , para algum ,\ E A. Assim, o sub-k-bimódulo k(M)irr 

dos elementos irredutíveis de k(M) segundo S é a soma direta dos produtos tensoriais 

M>. 1 ®k · · · ®k M>.
11

, nos quais não há ocorrência de dois ,\;'s sucessivos iguais. 

Por inspeção nos pares CT>. = (,\ 2 , m>.) de S, conclui-se que as ambigüidades do sistema 

de redução são exatamente as 5-uplas (o->., CT>., ,\,À,,\); ou seja, para cada ,\ E A, temos 

uma ambigüidade do tipo acima e, além disso, essas são as únicas ambigüidades de S. 

Agora, verificadas todas as hipótese do Teorema 4.1, para obter o resultado desejado, 

que é fornecido, neste caso, pela afirmação ( e) do Teorema, devemos estudar, por exemplo, 

a resolubilidade das ambigüidades do sistema de redução. Mostraremos, assim, que todas 

as ambigüidades são resolúveis. Dado,\ E A, mostraremos que para cada a E P>.3, existem 

composições de reduções r e r' tais que r(r1a>->.(a)) = r'(r>.a>- 1(a)). Como as reduções são 

aplicações k-lineares, basta mostrarmos o resultado para geradores de P>.3, ou seja, sendo 

P>.3 = M>. ®k M>. ®k M>., é suficiente mostrarmos que existem ( composições de) reduções 

r e r' tais que r(r1a>->.(X 0 y 0 z)) =:== r'(r>.a>.l (x ® y 0 z)), quaisquer que sejam x, y, z EM>., 

Temos, por um lado, T'1a>->.(x 0 y 0 z) = r 1ª>- 1(x 0 y) 0 z = xy ® z, a primeira igualdade 

tendo sido obtida por intermédio de ( 4.1 ). Como xy, z E R>., podemos aplicar a redução 

1'1a>-1 ao elemento xy ® z . Assim obtemos 

Logo, 
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o que quer dizer que a ambiguidade (ax,ox,À,X,À) é resolúvel. Portanto, como o À
escolhido foi arbitrário, todas as ambiguidades de S são resolúveis e, pelo Teorema 4.1

(a) + (c), temos que A<.A4>// = lJA; RÀ e k<M>i- são isomorfos como k-bimódulos.
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o que quer dizer que a ambigüidade (O"A, O",\,>.,>.,>.) é resolúvel. Portanto, como o À 

escolhido foi arbitrário, todas as ambigüidades de S são resolúveis e, pelo Teorema 4.1 

(a)=} (e), temos que k(M) / 1 = Uk R,\ e k(M)irr são isomorfos como k-bimódulos. ■ 
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