L,.H \o

#
OL d nt
em Teori d Anéis

Vitor de Ol veira Ferr ira

DISSERTACA(?A,SPRESENTADA
INSTITUTO DE MATEMATICA E ESTATISTICA

A
UNIVERSIDADE DESAO PAULO

PARAOBTENCAO E?/I GRAUDEMESTRE
MATEMATICA

Area de C nc ntracdo: Algebra
Ori ntadorProf. Dr. Roberto Celso Fabricio Costa

urallt a elaboracdo dest trab lho, autor recebeuapoio $nanceiro do C Pq



O Lema do Diamante

em Teoria de Anéis

Este exemplar corresponde a redagao final da dissertacao
apresentada por Vitor de Oliveira Ferreira,
devidamente corrigida e aprovada pela comissao julgadora.

Sao Paulo, julho de 1995.

Banca examinadora:

Prof. Dr. Roberto Celso Fabricio Costa (orientador) IME-USP
Prof. Dr. Francisco César Polcino Milies IME-USP
Prof. Dr. Anténio José Engler IMECC-UNICAMP

-Sao Paulo, abril de 1995-



A minha querida Lu



Agradecimentos

Agradeco aos meus pais, Sonia e Eduardo, pelo incentivo dado desde meu ingresso no
mestrado até os momentos mais dificeis do desenvolvimento desta dissertacao.

Agradeco, também, aos meus colegas de programa, em especial a Lucia Satie Ikemoto
e Marcelo Dias Passos, por suas brilhantes sugestdes e por sua paciente disponibilidade
para me auxiliar sempre que os procurei.

Destaco entre as pessoas que me auxiliaram a dominar os computadores — essas
méquinas infernais — o Prof. Rodolfo Baeza, por suas excelentes aulas de IATEX, e
Leonardo José Borges, por ter me conduzido pelos labirintos da Internet e repartido seus
vastos conhecimentos de Unix comigo.

Aos professores responsaveis pelas disciplinas que cursei, presto especial homenagem
em nome do espirito de pesquisador que eles fizeram brotar em mim.

Por ter sempre acreditado em minha capacidade de concluir este trabalho e compar-
tilhado de meus mais dificeis dias durante esse periodo, e pelo doce carinho de todas as
horas, tenho prazer em agradecer a Luciana Pérez de Campos Pires.

Finalmente, desejo registrar meu enorme aprego pelo trabalho de orientagao do Prof.
(e amigo) Roberto Costa, que me tranquilizava nos momentos de nervosismo e inseguranga
e me desafiava, durante os inimeros seminarios que realizamos juntos, a avangar cada vez
mais profundamente no trabalho de investigagao do qual foi fruto esta dissertagao.

Vitor de Oliveira Ferreira



Resumo

No presente trabalho apresenta-se uma exposicao detalhada do Lema do Diamante
de G. Bergman, incluindo um problema sobre ortogonalidade de idempotentes cuja soma
é ainda idempotente, que motiva a introdugdo do principal conceito da dissertacgao, a
saber, a reducio de um polinémio. As técnicas de Bergman sao utilizadas para forne-
cer uma demonstracao alternativa do Teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt e para efetuar
o cdlculo de uma base para uma éalgebra de dimensio finita. Finalmente, introduz-se
uma generalizagio natural dos conceitos envolvidos no Lema do Diamante para o caso
nao comutativo. Essa generalizacio mostra-se suficiente para caracterizar a estrutura de
coprodutos de k-anéis especiais.

Abstract

In the present work, a detailed expansion of G. Bergman’s Diamond Lemma is
presented, including a problem on orthogonality of idempotents whose sum is still idem-
potent. This motivates the introduction of the main concept of the dissertation, viz., the
reduction of a polynomial. Bergman’s techniques are used to give an alternative proof
of the Poincaré-Birkhoff-Witt Theorem and to make calculations resulting on a basis for
a finite dimensional algebra. Finally, a natural generalization for the non-commutative
case of the concepts involved in The Diamond Lemma is given. This generalization turns
out to be sufficient for a characterization of the structure of coproducts of special k-rings.
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Introducao

A proposta desta dissertagio é fazer uma apresentagao detalhada de uma técnica
de abordagem de problemas em 4lgebra relacionados com a busca de formas normais em
algumas estruturas algébricas. Essa técnica, conhecida como o “Lema do Diamante”,
foi introduzida no artigo [15] com o formato de um resultado genérico sobre grafos. Em
1978, G. M. Bergman adaptou os conceitos envolvidos para a linguagem de teoria de anéis
no artigo [3]. Esse artigo constitui o foco central desta dissertacao e todos os teoremas
apresentados aqui foram enunciados naquele trabalho.

Duas das aplicacoes do Lema do Diamante para teoria de anéis estao cuidadosamente
descritas no Capitulo 3: uma demonstragiao do conhecido Teorema de Poincaré-Birkhoft-
Witt e o calculo de uma base para uma algebra presentada por geradores e relagoes. Se-
guindo a ordem proposta por Bergman, uma generalizagao bastante natural do principal
teorema (Teorema 2.1) para k-anéis é introduzida no Capitulo 4. O Capitulo 1 ocupa-se
de introduzir um problema de formas normais para anéis que, por envolver explicitamente
as idéias centrais do Captitulo 2, motiva o estudo mais abrangente, auxilia o estabele-
cimento das hipéteses a serem verificadas e sugere maneiras de abordar dificuldades na
demonstracao dos principais resultados deste capitulo.

O presente trabalho nio pretende contribuir com resultados originais relacionados ao
assunto, mas, sim, estender-se demorada e profundamente sobre cada etapa da construgao
de alguns trechos do artigo de Bergman. Apesar de estarem propostas, nesse artigo,
diversas formulacbes do Lema do Diamante aplicadas a situagoes em diferentes estruturas
algébricas, nesta dissertagao optei por apresentar apenas aquelas mais relacionadas a teoria

de anéis, pretendendo, com isso, produzir um texto coeso e suficientemente compreensivel



para os que estdo iniciando seus estudos em teoria de anéis nao comutativos.
Resta dizer que o Lema do Diamante, tal como enunciado no artigo (3], tem sido
utilizado com alguma freqiiéncia em trabalhos de algebristas das mais diversas areas,

como demonstram os artigos de Anick [2] e Makar-Limanov [12] e os mais recentes [13],

(5] e [11].

No restante desta introducio, minha intengio serd a de estabelecer algumas notagoes
e fixar a terminologia utilizadas no decorrer da dissertagao.

Os simbolos IN e Z denotario o conjunto dos inteiros positivos {1,2,...} e o anel
dos nimeros inteiros, respectivamente. A referéncia ao conjunto IN U {0} serd feita por
intermédio do simbolo INp.

Um conjunto dotado de uma operagao binéria associativa é chamado um semigrupo.
Um semigrupo que contenha um elemento unidade recebe a designagao de monoide. Um
grupo é um mondide no qual todos os elementos tém um inverso. Dizemos que um grupo
é um grupo abeliano se a operagao no conjunto subjacente for comutativa.

Por um anel, entendemos um conjunto R dotado de duas operagoes binarias + e -
(esta segunda mais comumente denotada por justaposi¢ao) de maneira que (R,+) seja

um grupo abeliano e que estejam relacionadas por
(a+b)c =ac+bc e a(b+c) = ab+ ac,

quaisquer que sejam a,b,c¢ € R. Dizemos que R é um anel associativo se (R,-) for um
semigrupo e comutativo se ab = ba, para todos a,b € R. Um anel associativo R sera
dito um anel com unidade se existir um elemento em R, denotado por 1, tal que (R,-,1)
seja um mondide. Nesta dissertagdo trabalharemos apenas com anéis associativos com
unidade. Esse fato serd freqiientemente relembrado no decorrer do texto.

Um subconjunto / de um anel R é dito um ideal ¢ esquerda (resp. ideal d direita)
de R se I for um subgrupo de (R,4) e se RI C I (resp. IR C I). Um ideal bilateral
de R é um subconjunto de R que é ao mesmo tempo um ideal a esquerda e um ideal
a direita. Homomorfismos de anéis, sub-anéis e anéis quocientes sao conceitos tomados
como conhecidos e nao serao definidos.

Seja k um anel associativo com unidade. Um k-mddulo a esquerda é um grupo

abeliano M (escrito aditivamente) sobre o qual estd definida uma agao do anel k, kxM —



M, que leva o par (r,z) no elemento rz, satisfazendo as seguintes leis para todo r,7; € k
ez,z; € M:
r(z; + x2) =rT1 41z, (1t r2)r =1z 412
(rire)z = r1(re) 1o = 3.
Um k-médulo ¢ direita é um grupo abeliano M sobre o qual estd definida uma acao do

anel k, M x k — M, que leva o par (z,7) no elemento zr, satisfazendo as seguintes leis

para todo r,r; € ke z,z; € M:

(214 zo)r = a7 + zor z(r1 + ro) = a7y + X7y
z(riry) = (zr1)r2 zl =z.

Um grupo abeliano M que é ao mesmo tempo um k-médulo & esquerda e um k-
médulo a direita e satisfaz

r(zr') = (rz)r',
para todo z € M e r,r’ € k, é dito um k-bimddulo. As definicées de homomorfismos de
k-médulos (ou aplicagdes k-lineares) e de k-bimddulos, k-submédulos, sub-k-bimdédulos e
k-médulos e k-bimddulos quocientes sao as correntes.

Um k-médulo (2 esquerda) livre M é um k-médulo para o qual existe uma base, isto €,
um subconjunto S de M tal que todo elemento de M tenha a forma Y ,cs 755, onde apenas
uma quantidade finita dos 7, € k é diferente de zero e estao unicamente determinados. A
defini¢io de k-bimédulo livre é andloga, exigindo-se apenas que os elementos de M sejam
unicamente escritos na forma Y ,cs5 7557,

Dada uma familia de k-médulos (3 esquerda) (M;)ier, indexada por um conjunto /,
define-se a soma direta da familia (M;), denotada por @;e; M;, como sendo o k-médulo (a
esquerda) M cujos elementos sao familias (z;)ie1 quase nulas, com z; € M;, e as operagcoes
sio definidas coordenada a coordenada, isto é, (z;) + (z1) = (zi + z}) e r(z;) = (rzi).
Existem injeces naturais de cada M; em M dadas por o; : M; — M, a;(y) = (),
onde z; = yez; = 0sej # i A soma direta ; M; pode ainda ser caracterizada
pela seguinte propriedade universal: dado um k-médulo (4 esquerda) N e uma familia
de homomorfismos de k-médulos, ¢; : M; — N, existe um tinico homomorfismo de k-
médulos ¢ : @; M; — N tal que ga; = gi, para todo : € [. Para maiores detalhes ver [8,
Sec. 1.5]. A soma direta de uma familia de k-bimédulos tem defini¢do analoga.

Mais um dltimo conceito sobre médulos precisa ser definido. Seja k um anel associa-

tivo com unidade e sejam M um k-médulo & direita e N um k-médulo a esquerda. Um par



(P, f), onde P é um grupo abeliano e f : M x N — P uma funcéo que é bilinear (isto
é, flz +z',y) = f(=,y)+ f(z',y), para todos z,2’ € M ey € N) e k-balanceada (isto é
f(zr,y) = f(z,ry), paratodos z € M,y € N er € k) é dito um produto balanceado de M
e N. Um produto tensorial de M e N é um produto balanceado (M ®j. N, ®) que satisfaz
a seguinte propriedade: dado (@, g) um produto balanceado de M e N, existe um unico
homomorfismo de grupos f : M @ N — @ tal que fo® = g. Produtos tensoriais sempre
existem [10, pp. 127-128] e sdo tnicos a menos de isomorfismos. Além disso, tendo em
vista algumas de suas propriedades, pode-se generalizar a definigio de produto tensorial
para uma quantidade finita qualquer de k-médulos. Produtos tensoriais de k-bimddulos
podem ser dotados de uma estrutura de k-bimédulo, segundo a definigao descrita em [10,
pp. 133-136).

Dado um anel comutativo k, uma k-dlgebra é um anel A dotado de uma agao de k,

(r,z) — rz, sob a qual A é também um k-médulo que satisfaz
r(z1z2) = (rz1)z2 = z1(rzs),

quaisquer que sejam r € k e 21,2, € A. Todo anel é uma Z-algebra com a agao dada por
nz =z+...+z (n parcelas), se n > 1, 0z = 0 e nz = —((—n)z), se n < 0. As definigoes
de k-subalgebras e homomorfismos de k-algebras sdo as usuais. Um comentdrio deve ser
feito acerca da definicio de ideal de uma k-algebra. Naturalmente, um subconjunto I de
uma k-4lgebra A é definido como sendo um ideal se I for um ideal de A como anel e um
k-submédulo de A como k-médulo. Nesse caso define-se da maneira usual a k-algebra
quociente A/I. No entanto, como todos os nossos anéis tém um elemento unidade 1,
um ideal de uma k-4lgebra A olhada apenas como um anel é automaticamente um k-
submédulo de A olhada como k-médulo. Isso deve-se ao fato de termos ra = r(la) =
(rl)a € I, paratodoa €l er € k.

Maiores detalhes sobre as defini¢cées acima e propriedades dos objetos definidos po-
dem ser encontrados, por exemplo, em [16].

Faremos agora alguns comentdrios sobre conjuntos em geral. Dado um conjunto X,
uma ordem parcial em X é um subconjunto < de X X X que satisfaz as trés seguintes
propriedades (por conveniéncia, ao invés de escrevermos (z,y) €<, escreveremos z < ¥):
(P1) transitividade : se z <y ey < z, entao z < z;

(P2) anti-simetria : se z <y ey < z, entao z = y;



(P3) reflexividade : = < z, para todo z € X.

Uma ordem parcial estrita em X é um subconjunto < de X x X que satisfaz (nova-
mente escrevendo z < y no lugar de (z,y) €<):
(E1) transitividade : se z <y ey < z, entao = < z
(E2) anti-reflexividade : @ £ z (o que quer dizer que (z,z) ¢<), qualquer que seja z € X.

Prova-se que, dada uma ordem parcial estrita em X, se definirmos z <y se z =y
ou z < y, entdo < serd uma ordem parcial em X. Reciprocamente, se < € uma ordem
parcial em X, entdo z < y se e somente se z < y e z # y define uma ordem parcial estrita
em X. _

Uma ordem total em X é uma ordem parcial < em X tal que se z,y € X, entao
z <youy < z. Umaordem total em X é dita uma boa ordem se todo subconjunto nao
vazio Y de X tiver um elemento minimo, isto é, se existir y € Y tal que y < z, qualquer
que seja ¢ € Y. Nesta dissertagao langaremos mao de uma formulagao do Axioma da

Escolha que diz que todo conjunto pode ser bem ordenado, isto é, dado um conjunto X,

existe uma boa ordem em X.



Capitulo 1

Motivagao

Neste capitulo vamos estudar um problema que motivou a criagao da linguagem e a
prova do principal teorema do capitulo seguinte. Tratando-se apenas de uma motivagao,
a linguagem usada nao serd precisa e a liberdade de utilizar alguns termos nao definidos
serd tomada. As imprecisdes aqui presentes serao removidas no capitulo que se segue,
onde todos os conceitos serdo definidos rigorosamente.

A proposta aqui é resolver o seguinte problema :

American Mathematical Monthly ADVANCED PROBLEM 5082 [1]. Seja R um anel (associ-
ativo) no qual se z+x =0 ouz+z+z = 0 segue quez = 0. Suponha que a, b, ¢ e a+b+c
sejam idempotentes em R. E verdade que ab= 07

Esse problema aparece naturalmente como extensdo do mesmo problema para dois
idempotentes cuja soma é também idempotente. Mais precisamente : Seja R um anel
(associativo) no qual se x + z = 0 segue que x = 0. Suponha que a, b e a + b sejam
idempotentes em R. E verdade que ab =07

A resposta neste caso ¢ afirmativa, pois (a+b)? = a+b= a’+ab+ba+b* =a+b=
ab = —ba. Por outro lado, ab = ab? = (ab)b = (—ba)b = —b(ab) = —b(—ba) = b*a = ba.
Logo ab + ab = 0 e, portanto, ab = 0. No entanto, o problema anterior, com treés
idempotentes, tem resposta negativa. E objetivo deste primeiro capitulo apresentar uma
justificativa para essa afirmagao.

Podemos abordar nosso problema investigando o anel R definido por geradores a, b, ¢



e relagoes

a® = a (1.1)
B o= b (1.2)
& = e (1.3)

(a+b+c)? = a+b+ec

O comportamento dos elementos de um quociente de um anel livre é, em geral, de
diffcil controle — as classes de equivaléncia podem, a principio, ndo ter uma descrigao
candnica simples. Mas no caso do anel R definido acima, conseguiremos apresentar uma
forma canonica de representar seus elementos, isto ¢, apresentar um sistema de represen-
tantes para as classes de equivaléncia de R.

Desenvolvendo a quarta equagao, obtemos :
a+b+tc=(a+b+c)=a*+b+c+ ab+ba+ac+ca+be+ch
Portanto, na presenca de (1.1), (1.2) e (1.3), essa equagao ¢ equivalente a
ba = —ab — be — ¢b — ac — ca, (1.4)

e pode ser substituida por (1.4).

Para descrever a manipulagao dos elementos de R em busca de uma forma canonica de
representa-los, algumas definigoes serao introduzidas. Um monomio arbitrario z sera dito
redutivel (segundo (1.1)-(1.4)) se contiver alguma das seqiiéncias de letras que aparecem
do lado esquerdo das identidades do sistema de equagoes (1.1)—(1.4). Neste caso, aplicar
uma reducio (associada a uma dessas identidades) a = (ou dizer que z sofre uma redugao)
significard substituir em z a seqiiéncia que aparece do lado esquerdo da identidade em
questdo pela combinagio linear de monémios que aparece do lado direito. Por exemplo,
tomando = bba, ao aplicar a redugio associada a (1.4) a z, obtemos z = b(—ab — bc —
cb — ac — ca) = —bab — b%c — beb — bac — bea. Um mondmio ¢ dito irredutivel se nao for
redutivel. Expressoes derivadas dessas terdo sentido ébvio no contexto.

No caso do anel R, existem mondmios ambiguos, isto é, seqiiéncias de letras que

podem sofrer dois tipos diferentes de redugao. Sdao os monomios que contém as sequéncias

aaa, bbb, ccc; baa, bba.



As trés primeiras sio resoliveis, ou seja, ambas as reducoes fornecem a mesma pala-
) b
vra, pois, por exemplo, (aa)a = aa = a e a(aa) = aa = a. Efetuando-se as duas redugoes

na pentltima seqiiéncia obtemos, por um lado,
baa = b(aa) = ba, usando (1.1)
e, por outro lado, usando (1.4),
baa = (ba)a = (—ab—bc— cb— ac— ca)a
= —aba — bca — cba — aca — caa.
Realizando-se, agora, as reducdes associadas a (1.4) em aba e cba e (1.1) em caa, temos
baa = —a(—ab—bc—cb— ac— ca)—bca — c(—ab— bc—cb—ac— ca) — aca — ca
= ab+ abe + acb + ac — bea + cab + cbe + cb + cac.

A dltima igualdade é obtida por intermédio de (1.1) e (1.3). Desta maneira, igualando-se

as duas formas possiveis para baa, obtemos a seguinte equagao:
ba = ab + abc + acb + ac — bea + cab+ cbe + cb + cac.
Por (1.4), isolando-se um termo arbitrario, temos
bea = abe + acb + cab + cac + cbe + 2ab + 2ac + 2¢b + be + ca. (1.5)

Através de um processo totalmente andlogo, podemos obter uma equagao derivada
das duas reducées possiveis de bba, que é a mesma obtida de baa, viz, (1.5).
Se adicionarmos (1.5) ao nosso conjunto de relagdes, baa e bba reduzem-se a uma

mesma expressio. Entretanto, ao adicionarmos (1.5), criamos duas novas ambigtidades :

bbca e beaa.

Comecemos por estudar bbca. Por um lado, temos
bbca = (bb)ca = bca.
Por outro lado,

bbca = b(bca)
= b(abc + acb + cab + cac + cbe + 2ab + 2¢b + be + ca), por 1.5
= babc + bacb + beab + beac + bebe + 2bab + 2beb + bbe + bea.



O lado direito da identidade acima é combinagéo linear de monémios que ou admitem um
Ginico tipo de redugao associada a uma das identidades (1.1)-(1.5) (que é o caso de babc,
bacb, bab, bac, beab, beac, bea e bbc) ou sao irredutiveis, isto ¢, nao contém seqiiéncias que
aparecam do lado esquerdo das identidades (1.1)-(1.5), neste caso, apenas bcb. Realizadas
as redugdes associadas a (1.4) em babe, bacb, bab e bac, (1.5) em beab, beac e bea, e (1.2)

em bbc, obtemos a equacao
bbeca = abe + ach + cab + cac + cbe + 2ab + 2ac + 2¢b + be + ca,

que, por (1.5), é igual a bca. Logo, bbca era apenas aparentemente uma ambigiliidade, uma
vez que realizadas as duas possiveis redugées em bbca, obtemos um mesmo elemento.

Uma anilise semelhante de beaa fornece-nos o mesmo resultado. Ou seja, beaa = bea,
quaisquer que sejam as redugdes associadas a (1.1)-(1.5) realizadas em bcaa.

Como nio hé mais ambigiiidades nos mondmios de R, nao é necessario adicionarmos
novas relagoes ao nosso sistema.

Examinando as equagdes (1.1)-(1.5), notamos que se um mondémio z ndo contiver
nenhuma repeticio sucessiva de uma mesma letra (que é o caso dos monomios que apare-
cem no lado esquerdo das identidades (1.1)~(1.3)), nem ocorréncias da letra b a esquerda
da letra a (o que acontece nos mondmios que aparecem no lado esquerdo de (1.4) e (1.5)),
entio z serd irredutivel. Essas condigdes sio também necessirias para a descrigdo dos
mondmios irredutiveis. De fato, se um monémio  é irredutivel, entdo z nido contém re-
peticdes sucessivas de uma mesma letra (sendo seria redutivel por (1.1), (1.2) ou (1.3)).
Se, por outro lado, = contém alguma ocorréncia de b a esquerda de a, entdo podemos
garantir que z é redutivel. Demonstraremos esse fato por indugdo sobre o comprimento
da subpalavra de = compreendida entre um b que ocorre a esquerda de um a em z. Su-
ponha que z = YbZaW, onde Y, Z e W sao monémios, que eventualmente possam ser
também o monémio vazio. Dado um monémio T', denotemos por cpt(T') o comprimento
de T, isto é, o niimeros de letras que aparecem em T'. Se cpt(Z) = 0, entao z = YbaW, e
portanto z é redutivel. Se cpt(Z) = 1, entdo, z = YbaaW ou z = YbbaW ou z = Y bcaW
e, novamente, = é redutivel. Se cpt(Z) > 1, suponhamos, por hipétese de indugao, que
todo mondmio Y'bZ'aW' é redutivel se cpt(Z') < cpt(Z) e provemos que z é redutivel.
Como cpt(Z) > 2, podemos escrever Z = z122Z’, onde z; e z; sdo letras (a, bouc) e

ept(Z') = cpt(Z) — 2 < cpt(Z) (estou novamente admitindo que Z' possa ser o monomio
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vazio). Analisemos todas as possibilidades para z; e 23

o se 2 = a, entio x = Ybaz,Z'aW, portanto redutivel, por (1.4),
e se z; = b, entdo z = YbbzyZ'aW, portanto redutivel, por (1.2),
o se 7 =ce z; = a, entdo = YbcaZ'aW, portanto redutivel, por (1.5),

osez = cez = b entio z = YbebZ'aW, portanto redutivel, por hip6tese de

inducao,
o sez =ce z = c, entdo z = YbecZ'aW, portanto redutivel, por (1.3).

Logo, os mondmios irredutiveis sao exatamente aqueles nos quais nao ha repetigao suces-
siva de uma mesma letra, e seqiiéncias com b a esquerda de a nunca ocorrem.

O processo de redugdo sempre termina, pois em (1.1)-(1.5) ocorre que o lado direito
da identidade é combinago linear (inteira) de termos (A) de comprimento menor que o do
lado esquerdo, ou (B) de mesmo comprimento que o do lado esquerdo que tém (i) menos
ocorréncias de b & esquerda de a e (ii) nimero total de ocorréncias de b (resp. a) menor
ou igual ao niimero total de ocorréncias de b (resp. a) no termo do lado esquerdo.

Assim, aplicando-se as redugdes (1.1)—(1.5) a um mondémio qualquer, o novo elemento
obtido terd as mesmas caracteristicas (A) e (B) quando comparado ao monémio original.
OBS.: (B)(ii) faz-se necessirio para garantirmos que o passo seguinte de redugdo nao
produzird termos com maior ou igual nimero de ocorréncias de b a esquerda de a. Por
exemplo, se em (1.5) tivéssemos um termo aca, a redugao de bebea teria um termo beaca,
que tem o mesmo nimero de ocorréncias de b & esquerda de a (a saber, 2) que bcbea.

Logo o processo de redugao de uma palavra arbitraria sempre termina em uma com-
binagdo linear (inteira) de monémios irredutiveis, e essa combinagao linear é unica, pois
nio hd ambigiidades no sistema de redugoes.

Conclui-se que o conjunto de todos os monémios irredutiveis forma uma base para
R como Z-médulo. Assim, R é um Z-médulo livre e, portanto, é livre de tor¢ao; em
particular, 2z # 0 e 3z # 0 se z # 0. Mas ab # 0, pois ab ¢ um elemento irredutivel e,
portanto, um elemento da base de R sobre Z.

Logo a resposta para o problema apresentado no inicio do capitulo é negativa.

No artigo [14], o autor apresenta uma solugao alternativa para esse mesmo problema,

mas que, por nao envolver as idéias presentes no Capitulo 2, nao serd descrita aqui.
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Capitulo 2

Sistemas de Reducao

Neste capitulo, a fim de demonstrar um teorema motivado pelo exemplo ilustrado
no capitulo anterior, introduziremos a notacdo a ser utilizada e uma série de definigoes
necessarias para a formalizagao das idéias centrais desta dissertagiao, que giram em torno

do conceito de redugao de polinémios.

2.1 O Lema do Diamante

Seja k um anel associativo, comutativo e com unidade, e seja X um conjunto nao
vazio arbitrario. Chamaremos os elementos de X de letras e as seqiiéncias finitas de
elementos de X de palavras ou monémios. Denotaremos por (X) o semigrupo livre com
unidade gerado por X (ou o monédide livre gerado por X), que é constituido pelas palavras
cujas letras estdo em X, isto &, (X) = {A1...An: A; € X, n € IN}, munido de uma
operagio binaria associativa dada pela justaposicao de palavras, sendo o elemento neutro

a palavra vazia. Seja, agora, k(X) a k-algebra associativa livre gerada por X:

k(X):{ ) /\WW:WE(X)},
We(X)

onde as familias (Aw)we(x) sao quase nulas, isto é, existe apenas um numero finito de

Aw diferentes de zero. Dois elementos a e b de k(X) sao iguais se os coeficientes dos
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mondmios correspondentes forem iguais, isto €, se a = Ywexy AwW e b = FCwe(x) pwW,
entio a = b se e somente se (Aw)wexy = (w)wex)- O conjunto k(X) é um grupo

aditivo abeliano, definindo-se a soma componente a componente, e também um k-modulo

via
k x k(X) — k{X)
(ny Do AwW) — 30 (nAw)W.
We(X) We(X)

O k-médulo k(X) munido da aplicagao bilinear

k(X) x k(X) — k(X)
(X wW, 3 wW') — 3 nzZ,
We(X) Wie(X) Ze(X)
onde 7z = Z Aw pwr, é uma k-algebra associativa que, como k-médulo, € livre de base

(X). B convlvuv;/n_dzenominar os elementos de k(X) de polinémios nas varidveis X.

OBS. 1: Os elementos de k(X ) podem também ser denotados por somas finitas onde apa-
recem apenas aqueles termos com coeficientes nao nulos. Isto €, dado a = Lwexy AwW €
k(X), a familia (Aw)we(x) € quase nula. Suponha que [{W € (X): Aw #0} =n>0.
(No caso em que n = 0, denota-se, trivialmente, a = 0.) Se enumerarmos os elementos
do conjunto acima, Wi, W, ..., W,, podemos escrever a = } we(x) AwW =S8 dw, Wi
Para simplificar a notagao, escrevendo-se \; ao invés de \w,, tem-se a = Y iy AiW;. To-
maremos a liberdade de utilizar ambas as notagdes, pois ha contextos onde uma € mais

conveniente que a outra e vice-versa.

OBS. 2: A k-dlgebra associativa livre gerada por X, k(X), é mais comumente defi-
nida pela seguinte propriedade universal. Dado um anel k associativo, comutativo e com
unidade e um conjunto X, dizemos que uma k-&lgebra associativa F' é uma k-dlgebra
associativa livre gerada por X, ou sobre X, se existir uma fungao ¢ : X — F, tal que
qualquer fungdo § : X — B de X em uma outra k-algebra associativa B possa ser
unicamente fatorada por %, isto é, dada 6 : X — B, existe um tdnico homomorfismo (de
k-4lgebras associativas) 0’ : F — B tal que o diagrama abaixo comuta.

i

X —==F

N

B
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Pela propriedade universal de que goza, prova-se facilmente que, se existir, F' € nica
a menos de isomorfismo. A k-algebra associativa k(X) definida anteriormente verifica a
propriedade universal acima, como ¢ facil de se ver, e, portanto, é uma k-4lgebra associ-
ativa livre gerada por X. Pela unicidade a menos de isomorfismo, dizemos que k(X) éa
k-4lgebra associativa livre gerada por X. (Uma descrigao mais detalhada de k(X) e suas

propriedades encontra-se em [7, pp. 59-62].)

Seja S um conjunto (néo vazio) de pares da forma o = (Ws, ), onde W, € (X)
e f, € k(X), ou seja, S é apenas um subconjunto de (X) X k(X). Dados 0 € S e A,
B € (X), seja r4oB : k(X) — k(X) o endomorfismo de k-médulos definido sobre os

monodmios da base (X) por

1% se V # AW, B

rasB(V) =
) Af,B seV = AW,B.

O endomorfismo 7 4,5, entdo, é a identidade sobre todos os monémios de (X) com excessao
de AW, B, o qual é transformado em Af, B (ou reduzido a Af,B).

O conjunto S é chamado um sistema de redugdo e os operadores lineares T40B :
k(X) — k(X) definidos acima sio chamados redugdes (associadas a S). Dizemos que
uma reducio T4,p atua trivielmente em um polindmio a € k(X) se o coeficiente do
mondmio AW, B em a é zero, ou, em termos menos precisos, se a “nao envolve” o mondmio
AW, B; caso contrario, dizemos que 74,5 atua ndo trivialmente em a. Um elemento
a € k(X) é dito irredutivel (segundo S) se toda redugao atuar trivialmente em a, isto é,
se a nio envolver nenhum mondémio AW, B, com A, B € (X) e o € S. Fixado um sistema
de redugio S, o conjunto formado por todos os elementos irredutiveis segundo .S forma
um k-submédulo de k(X), que é denotado por k(X), .. A prova desse fato é imediata e
nao sera feita aqui.

Neste capitulo, S serd um sistema de redugao arbitrdrio porém fixado e todos os
conceitos introduzidos serdo relativos a S.

Indicaremos uma seqiiéncia finita de redugdes por (r1,...,7,), ou equivalentemente
por (r;)%,, e uma seqiiéncia infinita de redugdes sera indicada por (r1,72,...), ou (7i)ien-
Em ambos os casos r; serd uma abreviacio para ra,,;5,- Dado a € k(X), uma seqiéncia
finita de redugoes (71, ...,m,) é dita final em a se r, ...71(a) € k(X),,.

Em principio, um elemento @ € k{X) pode sofrer a agao de reducdes sucessivas
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indefinidamente de maneira a modifici-lo a cada passo. Esse elemento caracteriza-se pela
seguinte propriedade: existe uma seqiiéncia infinita de reducoes (r1,72,...) tal que 7
atua nao trivialmente em r;_;...71(a), para todo z € IN. A infinitude desse processo de
reducio confere a a a caracteristica de ser um elemento de dificil controle dentre todos os
elementos de k(X). Isso motiva a definigio seguinte. Um elemento a € k(X) é dito de
redugdo finita se, para toda seqiiéncia infinita de redugoes (r1,72,...), existir 4o € IN, que
depende de a e da seqiiéncia de redugdes, tal que r; atue trivialmente em r;_; ...7r;(a) para
todo i > i. E claro que todo elemento irredutivel é de reducao finita. Segue da definicao
que o conjunto dos elementos de redugio finita em k(X) forma um k-submédulo de k(X).
Um elemento @ € k(X) que ndo é de redugao finita tem a propriedade de, dada uma
seqiiéncia (7;)ien, para cada n € IN, existir 2 = i(n) > n tal que r; atue néo trivialmente
em ri_y...r1(a). Podemos, entdo construir a subsequiéncia (rj;)jen de (ri)ien formada
apenas por aqueles r;; que atuam nao trivialmente em 7,1 ... r1(a). E, assim, temos que
existe uma seqiiéncia infinita de redugdes, (7;;);en, tal que ri; atua nao trivialmente em
ri;_y .- -Ti,(a), para todo j € IN. Logo, podemos caracterizar a por esta propriedade, uma

vez que ela é obviamente equivalente a negagao da afirmagao de a ser de redugao finita.
Proposigao 2.1 Sea € k(X) € de reducdo finita, entio eziste uma sequéncia final em a.

Prova Suponhamos que nio exista seqiiéncia final em a. Em particular, @ nao
é irredutivel, senio, toda seqiiéncia finita de redugdes seria final em a. Vamos definir
recursivamente uma seqiiéncia infinita de redugoes. Como a nao é irredutivel, existe uma
reducio r; que atua nao trivialmente em a. Tendo definido a redugao r, paran > 1,
vamos definir r,41. Sabemos que r,...71(a) nao é irredutivel, pois senao (r;)l; seria
final em a. Logo, existe reducdo r que atua nao trivialmente em 7, ...7r;(a). Tomamos
ms1 = 7. Dessa maneira, construimos uma seqiiéncia infinita de reducgdes (7;)ien tal que
r; atua nao trivialmente em r;_; ...71(a) para todo 7 € IN. Isso é uma contradicdo com a

hipétese de a ser de redugao finita. Logo, existe pelo menos uma seqliéncia final em a. W

Denominamos um elemento a € k(X) um elemento de redugdo tnica se a for de
redugio finita e se dadas duas seqiiéncias finais arbitrdrias em a, ()i, e (s;)1,, segue
Pm...71(@) = Sm ...s1(a), ou seja, se a imagem de a por qualquer composigao de redugoes

de uma seqiiéncia final em a for sempre a mesma. Esse valor comum sera denotado por

1‘5((1.).



Lema 2.1 Sejam a € k(X) e ()i, uma seqiéncia finita qualquer de redugées. De-
notemos por r a composicio dessas redugoes, isto €, v = r,...r1. Valem as sequintes
implicagoes:

(i) se a é de redugdo finita, entdo r(a) € de redugdo finita;

(ii) se a € de redugdo unica, entdo r(a) € de redugdo inica e rs(r(a)) = rs(a).

Prova (i) Seja (si)ien uma seqiiéncia infinita qualquer de redugdes. Considere a
seqiiéncia (t;)ien dada por ¢; =1y, parai =1,...,n e l,y; = s;, paraj € IN. Como a é de
redugio finita, existe ko € IN, que posso tomar maior que n, tal que ; atua trivialmente em
ti—1...t1(a) para todo k > ko, isto é, tnq; atua trivialmente em tnyj-1 ... tnyitn ... t1(a)
para todo j > ko—n, ou seja, s; atua trivialmente em s;_; ... s1(r(a)) para todo j > ko—n.
Portanto, 7(a) é de redugdo finita. (i) Pelo item anterior, 7(a) é de redugdo finita.
Seja, agora, (s;)™, uma seqiiéncia final arbitraria em r(a). Entao, Sm..-s1(r(a)) =
Sm...81Tn...T1(a) € k(X)

reducio tnica, Sp . ..s1(r(a)) = rs(a). Logo, r(a) é de redugao tnica e vale a igualdade

rs(r(a)) = rs(a). |

ist0 &, (T1,.++,TnyS1,-+.,Sm) € final em a. Como a é de

irr?

Os dois lemas seguintes tém como finalidade lidar com passagens mais técnicas que

serao encontradas na demonstracio do Teorema 2.1 que serd enunciado mais adiante.

Lema 2.2 O conjunto dos elementos de redugdo unica de k(X) € um k-submddulo e rs

¢ uma aplicagdo k-linear desse submddulo em k(X)

irr’

Prova Sejam a, b € k({X) dois elementos de redugao tnica e seja a € k. Sabemos
que aa + b é de redugao finita. Seja (r;)l; uma seqiiéncia final qualquer em aa + b.
Denotemos 7 = 7. ..7r1. Pelo Lema 2.1(ii), 7(a) é de redugao tnica e, portanto, existe uma
composi¢io de redugdes 7’ tal que r'r(a) = rs(a). Analogamente, existe uma composi¢ao
de redugdes " tal que rr'r(b) = rs(b). Como r(aa + b) é irredutivel, temos r(aa + b) =
r'r'r(aa+b) = ar’r'r(a) + r'r'r(b) = ars(a) + rs(b). Portanto aa + b é de redugao unica

e rs(aa + b) = arg(a) + rs(b). [ |

O Lema 2.3 a ser enunciado abaixo é uma generalizagao do resultado apresentado no

item (ii) do Lema 2.1.
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Lema 2.3 Suponha que a,b,c € k(X) sejam polinémios nio nulos tais que, para todos
0s monémios A, B,C ocorrendo com coeficientes ndo nulos em a,b, c, respectivamente, o
produto ABC seja de redugdo tinica. (Em particular, isso implica que abc € de redugdo

inica.) Sejar uma composicdo qualquer de redugies. Entdo ar(b)c € de redugdo tinica e

rs(ar(b)c) = rs(abe).

Prova Comecemos por estudar o caso em que a, b, ¢ sao monémios A, B,C er é uma
reducio rp,s. Nesse caso, temos Arp,e(B)C = rapogc(ABC). Se b for um elemento
arbitrario de k(X), b = Y7L, p; B;, vale a igualdade Arp,g(b)C = rapssc(AbC), pois
Arpep(b)C = Arpes(Yiq #iB;) = Sjeq #i(Arper(B;)C) = Tisy #irapenc(AB;C) =
rapoc(AbC). Seja, agora, (r;)f-; uma seqiiéncia qualquer de redugoes, onde 7; abre-
via rpg; 5. Considere a seqiiéncia (r})’-; dada por r! = rapr,c. Entéo, se 4, B, C sao
monbdmios quaisquer, Ar, ...71(B)C = rh(Arp_1...71(B)C) = ryry_1(Arpa. .. r(B)C) =
=11 (ABC).

Denotando-se r =7, ...7y er’ =17,...77, podemos concluir que se ABC é de redugao

finica, entdo, pelo Lema 2.1(ii), Ar(B)C = r'(ABC) é de redugao tnica e, além disso,
rs(Ar(B)C) = rs(r'(ABC)) = rs(ABC). (2.1)

Nas hipétese do enunciado deste Lema, se indicarmos a = Y NAL b=, 1 B;,

¢ = Y r=1 MCk, temos
ar(b)c = Z )\,'/Ljnk(A,"l‘(Bj)ck).

1,5,k
Como, por hipétese, A;B;Ck ¢ de redugio tnica para todo ¢ = 1,ciugly 7= Lyoouyitm,
k=1,...,n, pelo que foi visto acima, podemos afirmar que Air(B;)Ck é de redugao tnica.

Agora, pela primeira afirmagao do Lema 2.2, temos que ar(b)c é também de redugao unica.
Vimos que o fato de A;B;Cy ser de redugéo tinica implica também rs(Air(B;)Ck) =
rs(A;B;C}), como mostra a equagao (2.1). A segunda afirmagao do Lema 2.2 permite-nos

escrever

rs(ar(b)c) = Y Nipymirs(Air(B;)Cr),

L.,k

pois 7g € k-linear. Logo,

rs(ar(b)e) = Y Mipgmers(Air(B;)Ck)

t.lek.
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= > hipmers(AiB;Cy)
1,7,k
= rg(abec).

Isso demonstra o lema. |

Como vimos no exemplo do capitulo anterior, um monémio pode sofrer mais de uma
redugao, ou seja, dado A € (X)), pode acontecer de existirem B,C, D, E € (X)eo,TES
tais que rp,c € rpr-e sejam distintas e atuem nio trivialmente em A. Na solugao do
problema proposto no primeiro capitulo, denominamos esse fato de “ambigiiidade”. O
mesmo nome seré utilizado neste novo contexto. Assim, dizer que A é uma ambigiiidade
é dizer que ambos os mondmios W, e W, ocorrem em A. Existem trés possiveis posigoes
relativas de W, e W, em A. Se W, e W, sio disjuntos, posso supor, por exemplo, que
W, é anterior a W, em A e, entdo, A = BW, AW E (neste caso, temos C' = AW.E e
D = BW,A"). Se W, e W, se interceptam, mas nenhum esta contido no outro, supondo
W, anterior a W,, entio A = BA'B'C'E, onde A'B' = W, e B'C' = W; (neste caso,
C = C'E e D = BA"). Finalmente, se, por exemplo, W, esta contido em W.,, temos
A = DA'W,B'E, onde AW,B' = W, (e ainda, B = DA’ e C = B'E). Essa anilise
motiva as defini¢oes seguintes.

Diremos que uma 5-upla (0,7, A, B,C), com 0,7 € S, A,B,C € (X) e B # 1, tal
que W, = AB e W, = BC é uma ambigiidade de superposigio de S. Neste caso, temos
rec(ABC) = f,C e ran(ABC) = Af, onde 1 denota o elemento neutro de (X). Uma
ambigiiidade de superposicao (0,7, A, B,C) serd dita resohivel se existirem composigoes
de redugées r e ' tais que r(f,C) = r'(Afr).

Diremos que uma 5-upla (o,7, A, B,C), com 0,7 € S,0 # 7 e A,B,C € (X), tal
que W, = B e W, = ABC é uma ambigiidade de inclusio de S. Neste caso, temos
racc(ABC) = Af,C e 11:1(ABC) = f,. Uma ambigiidade de inclusao (o,7,A,B,C)
serd dita resohivel se existirem composicoes de redugdes r e 1’ tais que 7(Af,C) = r(fr).

Nio vamos fornecer uma definicio rigorosa para as ambigiiidades do tipo em que W,
e W, sao disjuntos por motivos que se tornarao evidentes no decorrer do capitulo. Deste

ponto em diante, o termo ambigiidade vai sempre referir-se aos conceitos definidos acima

de modo preciso.

18



Uma ordem parcial de semigrupo em (X) é uma ordem parcial < em (X) com a
seguinte propriedade: se B, B’ € (X) sdo tais que B < B’, entao ABC < AB'C, para
todos A4,C € (X).

Seja, agora, S um sistema de redugéo fixado. O semigrupo (X) pode, em principio,
ser ordenado de muitas maneiras distintas; no entanto, queremos trabalhar com ordens
parciais de semigrupo em (X) que estejam relacionadas com S.

Uma ordem parcial de semigrupo em (X), <, e o sistema de redugao S serdo ditos
compativeis se, para todo o = (W, f,) € S, f, for zero ou uma combinagao linear nao
nula de monoémios < W,.

Pode-se associar a S o ideal bilateral de k(X) gerado pelos elementos W, — f,, onde
o = (W,, f,) percorre o conjunto S. Esse ideal serd denotado por I(S), ou, quando o
sistema de redugdo em questio estiver claro, simplesmente por I.

Seja < uma ordem parcial de semigrupo em (X). Se < e 5 sao compativeis e se M
¢ um elemento arbitrario de (X), denotaremos por Iy o submédulo de k(X) gerado por
todos os elementos B(W, — f,)C, onde B e C sdo mondmios de (X) tais que BW,C <M
eo= (W, fs) €ES.

Fixada uma ordem parcial de semigrupo em (X), <, de modo que < e 5 sejam
compativeis, dizemos que uma ambigiidade de superposicio (0,7, A, B,C) é resohivel
com respeito a < se f,C — Af; € Ixpc. Analogamente, dizemos que uma ambigiidade de
inclusio (0,7, A, B,C) é resohivel com respeito a < se Af,C — fr € IaBc.

Seja < uma ordem parcial de semigrupo em (X) fixada, de modo que < e S sejam
compativeis. Vejamos como se comportam um elemento a € k(X) e sua imagem por uma

composicio de redugdes em relagio ao ideal / e aos submodulos 4.

Lema 2.4 Sejam a € k(X) um polinomio arbitrdrio e 1 = T,...T] UMa coOMpPoSI¢ao

qualquer de redugées. Entio a —r(a) € I.

Prova Suponha que a = Y 4¢(x)AaA. Demonstraremos inicialmente o resultado

quando r é uma redugio rp,g. Temos

rpoe(a) = tpee( Y AaA)
AE(X)

= Y, Aarpor(A)
A€(X)

= Z MA+ Apw,eDf. E.
A#DW,E
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Assim,
a —rpoe(a) = Apes D(W, — fo)E.

Logo, a — rpse(a) € 1

Agora, se 71, ..., é uma seqiiéncia de redugoes, pelo que foi feito acima, sabemos
que 7i...r1(a) — rigiri...m1(a) € I, para todo i = 1,...,n — 1. Logo, a — r(a) =
a—rn...11(a) = (a—r1(a)) +(r1(a) —reri(a)) +- - -+ (ra-n ... 71(@) = TaTno - .r1(a)) € 1,

|

pois I é um ideal.

Observe que, em vista do Lema 2.4 e do fato de que W, — fo = W, —1101(W,), para
todo o € S, pode-se afirmar que / nada mais é do que o ideal bilateral de k(X) gerado
pelos elementos da forma a — r(a), onde a percorre k(X) e r percorre o conjunto de todas

as reducoes determinadas por S.

Lema 2.5 Sejam rp,g uma redugdo qualquer, C € (X) wm mondmio arbitrdrio e a €
k(X) um elemento que € combinagdo linear de monomios < C. Entdio valem:

(i) se rpse(a) # 0, entdo rpoE(a) também é combinagdo linear de monémios < C;

(i1) a — rpee(a) € Ic.
Prova Se a =3 s¢(x)AaA, temos

rpop(a) = Y. AaA+dpw,eDfE.
A£DWoE

(i) Se Apw, e = 0, entao rpeg(a) = a e, portanto, é combinagao linear de monomios < C.
Se f, =0, 7p,g(a) também é combinagao linear de monomios < C. Quando A\pw,g # 0
e f, # 0, podemos escrever f, = Y pe(xy kBB, com B < W, para todo B tal que pp # 0
e, assim,

Aow.eDf. E = Mpw,eD( Y, usB)E
BeE(X)

= /\DW,,E Z ,LLB(DBE)
Be(X)

Como para pp # 0 temos B < W,, segue que DBE < DW,E se ugp # 0. Mas, por
hipétese, DW, E < C. Daf segue o resultado. (ii) Pela demonstragao do Lema 2.4, temos

que a — rDaE(a) = /\1_)w¢,ED(VV¢7 — fa)E. Logo, a — rDaE(a) € Ic. [ |
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Corolirio 2.1 Se r = 7p...7 ¢ uma composi¢io qualquer de redugées, C € (X) e

a € k(X) um elemento que é combinagao linear de monémios < C, entio a — r(a) € Ic.

Prova Se ri(a) = 0, entdo a — r(a) = a — r1(a), que, pelo Lema 2.5(i1), pertence
a Ic. Se ri(a) # 0 e r(a) = 0, seja ip o menor ¢ tal que ;.. .r1(a) = 0, se r(a) # 0,
tome ip = n. Assim, para todo i < 49, temos 7;...71(a) # 0. Portanto, pelo Lema 2.5(1),

segue que 7; ...71(a) é combinacdo linear de mondmios < C, para todo i < i9. Pela parte

(ii) do mesmo lema, segue que ;.. .r1(a) — riyari...m1(a) € Ig, para ¢ = 1,... 10 — 1.
Logo, a—r(a) = a—r1i,...m1(a) = (a — r1(a)) + (r1(a) — rora(a)) +- -+ + (Tig—1-.-71(a) —
TioTig—1---T1(@)) € Ig, pois I¢ é um submédulo. [ |

O Coroldrio 2.1 tem uma aplicacio imediata de grande utilidade na verificagdo da

resolubilidade de ambigliidades com respeito a <.

Lema 2.6 Sejam < uma ordem parcial de semigrupo em (X), tal que < e S sejam com-
pativeis, C € (X) e a,b € k(X) polinémios que sao combinagies lineares de monoémios
<C. Ser=r11...tn e’ =7,...7. sdo composigies arbitrdrias de reducoes, temos a
sequinte equivaléncia:

a—be lg < r(a)—1'(b) € Ic.
Em particular, se (0,7, A, B,C) € uma ambigiidade de superposigdo (resp. inclusdo),
entdo ela ¢é resohivel com respeito a < se e somente se v(f,C) — r'(Af;) € Iapc (resp.

r(Af,C) —1'(f:) € Iapc), onder e r' indicam composigoes quaisquer de redugoes.

Prova Em vista do Corolario 2.1, sabemos que a — r(a) € I¢ e que r'(b) — b € Ic.

Logo (a — b) — (r(a) — (D)) € Ic. |

Vamos enunciar agora uma proposi¢ao que relaciona resolubilidade de ambigiiidades

com resolubilidade com respeito a <.

Proposigao 2.2 Dada uma ordem parcial de semigrupo < em (X) tal que < e S sejam

compativeis, toda ambigiidade resohivel de S € resohivel com respeito a <.

Prova Seja (0,7, A,B,C) uma ambigiidade de superposi¢ao. Suponhamos que

(0,7, A, B,C) seja resoliivel, entao existem composicoes de redugdes 7 e ' tais que r( fo C)—-
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(Af,) = 0. Logo, r(f,C) —r'(Afs) € Iapc. Pelo Lema 2.6, (o,7,A, B,C) é resoltvel

com respeito a <. A demonstragao para ambigiiidades de inclusao é anéloga. [ |

Mais um lema trivial ser4 enunciado com vistas a suprimir da demonstragao do

Teorema 2.1 uma passagem muito recorrente e de caracteristica mais técnica.

Lema 2.7 Sejam < uma ordem parcial de semigrupo em (X), tal que < e S sejam
compativeis e A um monémio qualquer de (X). Sea € k(X) € tal que a € 14, entdo

LaM € Ipam, para todo L e todo M em (X). [ |

Neste ponto faremos uma pausa no estudo das redugbes de um polinémio para intro-
duzir um resultado geral sobre conjuntos parcialmente ordenados que nos sera util mais

adiante.

Dado um conjunto X dotado de uma ordem parcial =, dizemos que = tem condigdo

de cadeia descendente (c.c.d.) se, para toda cadeia descendente

"'j-’lfm'<"'f$3j$2'_<$1,

com z; € X (i € IN), existir n € IN tal que z, = Zn4j, para todo j € IN. E bem
conhecido que essa condigio é equivalente a existéncia de elemento minimal em qualquer
subconjunto nao-vazio de X’

Se X é um conjunto parcialmente ordenado por X com c.c.d. (e, portanto, X' tem ele-
mento minimal), podemos enunciar um principio de indugdo em X inspirado no principio

de inducao finita do conjunto dos inteiros positivos.

Proposigio 2.3 (Principio de inducdo) Suponha que uma determinada propriedade
P seja satisfeita por todo elemento minimal de X e que, dado d € X ndo minimal, se P

¢ satisfeita por todo a € X tal que a < d, entao P ¢ satisfeita por d. Nestas condigées, P

¢ satisfeita por todo a € X.

Prova Seja ) osubconjunto de A’ formado por aqueles elementos que nao satisfazem
P. Suponha que ) é nao-vazio. Como = tem c.c.d., existe d elemento minimal de }.
Existe, também, pelo menos um elemento a € X tal que a < d, pois, caso contrario, d

seria minimal em X e, portanto, P seria satisfeita por d, ou seja, d € ), o que é absurdo.
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Além disso, se @ € X é tal que a < d, entao a ¢ Y, pois d é minimal de ). Logo Peé
satisfeita para todo a < d. Por hipétese P é satisfeita por d e, entao, d nao pode pertencer
a ), o que é uma contradigao. Essa contradicao decorre do fato de termos suposto que Y

era nao-vazio. Logo Y é vazio e, assim, P é satisfeita por todo a € &' [ |

Voltemos ao nosso estudo de redugoes de polinémios.

Sejam S um sistema de redugao fixado e < uma ordem parcial de semigrupo em (X)
com c.c.d. de modo que < e S sejam compativeis. Nessas condigoes, (X) tem elemento
minimal. Afirmo que todo elemento minimal de (X) é de redugao tnica. De fato, seja A
um elemento minimal de (X). Se A for irredutivel, A € de redugao tnica trivialmente;
senao, existe uma redugao r que atua nao trivialmente em A. Como < e S sao compadtiveis,
r(A) é zero ou é uma combinagao linear de mondmios < A. Como A é minimal em (X),
r(A) = 0. Nesse caso, A é de redugao {inica, uma vez que 0 é irredutivel.

Fixado um sistema de reducdo S, o lema seguinte fornece-nos condigoes suficientes

para que todo elemento de k(X) seja de redugéo finita.

Lema 2.8 Se < ¢ uma ordem parcial de semigrupo em (X) com c.c.d. tal que < e S

sejam compativeis, entdo todo elemento de k(X) € de redugdo finita.

Prova Mostraremos inicialmente, por indugio, que todo elemento de (X) é de
reducio finita. J4 vimos que os elementos minimais de (X) sao de redugao unica; em par-
ticular, sdo de redugio finita. Seja D € (X) um elemento nao minimal. Suponhamos que
todo A € (X) tal que A < D seja de redugao finita e mostremos que D é de redugao finita.
Seja (7;)ien uma seqiiéncia infinita qualquer de redugoes. I£ preciso encontrar 7o € IN tal
que r; atue trivialmente em r;_; .. .71(D), para todo ¢ > 29. Se r; atua trivialmente em
ri1...71(D), para todo ¢ € IN, entdo tomo i = 1; senao, existe j € IN tal que r; atua nao
trivialmenteem r;_; ... 71(D). Se esse é o caso, tomamos jo COMO O MEeNOor j Com €ssa pro-
priedade. Como jo é mimino, rj,—1 ...7m1(D) = D. Serj, ...11(D) = rj(D) = 0, tomamos
i0 = jo; Sendo, T, 7jo—1 - - -T1(D) = 13 (D) = izt AkCh, com C < D (k=1,...,n), pois
< e S sao compativeis. Considere, agora, a seqiiéncia (8;)ien dada por s;i = 7j4i. Como,
por hipétese de indugéo, cada Cy (k= 1,... ,n) é de reducgao finita, existem i(k) € N,
tais que, para cada k = 1,...,n, a reducao s; atua trivialmente em s;_; ...s1(Ck), para

todo i > i(k). Seja ' = maz{i(k): k = 1,...,n}. Dessa forma, s; atua trivialmente
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em s;_1...51(Ck), para todo 7 > 7' e todo k=1,...,n, ou seja, Tjo4+i atua trivialmente
em 7j,4i-1 - - - Tjo+1(Ck), para todo ¢ > ¢’ e todo k =1,...,n. Portanto, para todo 7 > 7/,
rjo4i atua trivialmente em i AkTjo+i-1 i1 (Ck) = Tjoiot -+ Tio+1(Tk=1 MCr) =
Piotiot - - - Tio41(Tio (D)) = Tigpim1 « + - Tio#175jo - - .71(D). Basta, portanto, tomar i = jo+7".
Mostramos que todo mondmio de (X) é de redugao finita. Como o conjunto dos elemen-
tos de reduco finita forma um k-submédulo de k(X) e k(X) é gerado por (X) como

k-médulo, segue que todos os elementos de k(X) sdo de redugao finita. |

Agora j4 temos condigbes de enunciar e demonstrar o teorema central deste capitulo.

Teorema 2.1 (Lema do Diamante) Seja S um sistema de redugdo para a k-dlgebra
associativa livre k(X) e < uma ordem parcial de semigrupo em (X) com condigio de
cadeia descendente, de modo que < e S sejam compativeis. Entdo as condigoes abaizo
sao equivalentes.

(a) Todas as ambigiiidades de S sio resolivets.

(') Todas as ambigiiidades de S sdo resohiveis com respeito a <.

(b) Todos os elementos de k(X) sdo de redugdo inica (segundo S).

(¢c) Um sistema de representantes em k(X) para os elementos da k-dlgebra quociente
R = k(X)/I, que € determinada pelos geradores X e relagies W, = f, (0 € 5), € dado
pelo k-submddulo k(X)

de k(X) gerado pelos monomios de (X) que sdo irredutiveis

sequndo S.

Quando valem essas condigoes, R pode ser identificada com o k-mddulo k(X), . que,

por sua vez, pode ser visto como k-dlgebra com a multiplicagio dada por a - b= rg(ab).

Como os mondmios irredutiveis de k(X) formam uma base para k(X),,, como k-
médulo, quando vale alguma condigdo acima (e, portanto todas elas), as imagens dos
monémios irredutiveis no k-médulo quociente k(X)/I formam uma base para R como
k-médulo. Quando vale a condigao () do teorema acima, se a € k(X) é um polinémio

qualquer, costuma-se denominar o elemento rs(a) de forma normal de a.

Prova Provemos, primeiramente, que a condigao (¢) é equivalente a

() HX) = K(X),, @ 1.
De fato, por um lado, se a € k(X), entdo a+ I € k(X)/I. Por (c), segue que existe um
Gnico u € k(X), . tal que a+ I =u+ I. Portanto, a —u € I. Logoa=u+(a—u)ea

irr
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decomposicao ¢ tnica, pois u é Gnico. Por outro lado, se a + I € k(X)/I, entédo, por (¢'),

existe um tnico u € k(X),  tal que a —u € I. Assim, a+ [ = u+ I. Logo k(X),,, é um

sistema. de representantes para R.

A demonstracao deste teorema seguira o seguinte esquema:

(a) = (d)
Y
(@) <« (b)) & (<)

Pelo Lema 2.8, podemos afirmar que todos os elementos a € k{X) sdo de redugao
finita. Assim, nas implicagoes (¢’) = (b) e (a’) = (b) sera suficiente mostrarmos que
duas seqiiéncias finais em um elemento arbitrario a € k(X) fornecem um mesmo elemento
irredutfvei quando suas composigoes forem calculadas em a.

(b) = (¢) : Por hipétese, o submddulo dos elementos de redugdo tnica € igual a
k(X). O operador linear rs : k(X) — k(X) é uma projegio, pois, dado a € k({X), rs(a) €
k(X),.. Portanto, rs(rs(a)) = rs(a), para todo a € k(X), ou seja, (rs)? = rs. Temos
que Im(rs) = k(X),,,, pois Im(rs) C k(X),,,, por defini¢io de rs, e k(X),,, C Im(rs),
uma vez que, se u € k(X), , entdo rg(u) = u. Além disso, ker(rs) = I. De fato, se
a € ker(rs), entdo rs(a) = 0 e, pelo Lema 2.4, se ry,...,7, é uma seqiiéncia final em a,
@ =a—rg(a) =a—r,...r1(a) € I. Logo, ker(rs) C I. Por outro lado, se A, B € (X)
e o = (W, fs) €S, entio rs(A(W, — f,)B) = rs(AW,B) — rs(Af,B). Pelo Lema
2.3, temos rg(AW, B) = rs(Ari,1(W,)B) = rs(Af,B). Assim, rs(A(W, — fo)B) = 0 e,
portanto, I C ker(rs). Logo k(X) = k(X), D I.

(¢') = (b) : Seja a € k(X). Mostremos que a é de redugao nica. Sejam 71,...,7»
e S1,...,5m duas seqiiéncias finais em a. Denotemos b = r,...7r1(a) € k(X)) ebt =
Sm ... 51(a) € k(X),.,. Sabemos, pelo Lema 2.4, que a —b € [ e ' —a € I. Assim,
WV —b=(b'—a)+ (a—b) € I e como k(X),, ésubmddulo, ¥ — b€ k(X),,, ou seja,
v —be k(X)

(a) = (d) : E a Proposigio 2.2.

or N1 ={0}. Logo, b =1 e, portanto, a é de redugao tnica.

(b) = (a) : Seja (0,7, A, B,C) uma ambigiidade de superposi¢io em S. Pelo Lema
2.1 (ou Lema 2.3), temos, por um lado, rs(ABC) = rs(ri,c(ABC)) = rs(f-C) e, por ou-
tro lado, rs(ABC) = rs(ran (ABC)) = rs(Af;). Logo, existem composigdes de redugdes
r e ' tais que r(f,C) = rs(ABC) = r'(Af;) e, portanto, a ambigiiidade é resolivel. A

demonstracao para o caso de ambigliidades de inclusao é analoga.



(a') = (b) : E suficiente mostrar que os monémios D € (X) sdo de redugdo tnica,
pois os elementos de reducio tnica formam um k-submédulo de k(X) (Lema 2.2) e os
monémios de (X) geram k({X) como k-médulo. A demonstragao seréd feita por indugao.
J4 vimos que os mondmios minimais de (X) sido de redugdo tnica. Seja, agora, D € (X)
um mondmio nio minimal e assuma que todos os mondémios A € (X) tais que A < D
sejam de reducao tinica. Mostremos que D é de redugio tnica. O dominio da aplicagao
linear rg é o submédulo dos elementos de redugéo tinica e, assim, estamos supondo que o
submédulo gerado pelos monémios < D est4 contido no dominio de rs, o que implica que
Ip esté contido no dominio de rs. Nessas condigdes, temos que ker(rs) 2 Ip. De fato,
sejam A, B € (X) e 0 = (W,, f,) € S, tais que AW,B < D. Entdo AW, B ¢ de redugao
tinica. Pelo Lema 2.3, Af, B = Ary,1(W,)B é de redugao tnica e rs(AW, B) = rs(Af, B).
Portanto, rs(A(W, — f,)B) = 0, o que implica que A(W, — f;)B € ker(rs). Como esses
elementos geram Ip, segue que Ip C ker(rs).

Suponhamos que D néo é irredutivel, pois se D for irredutivel, D é de redugao unica

trivialmente. Sejam, agora Ti,...,Tn € S1,...,Sn duas seqiéncias finais em D. Sejam
io o menor i (2 = 1,...,n) tal que r; atue nao trivialmente em r;_; ... r1(D) e jo o me-
nor j (j = 1,...,m) tal que s; atue nao trivialmente em s;_;...s1(D). Temos, entao,

Pig—1-..T1(D) = D e sj—1...81(D) = D. Logo, T ...71(D) = Pn ... Tig41TigTio-1 - - - 11(D)
=7y ...Tig41(Ti(D)). Analogamente, s, ...51(D) = Sm...8j41(S;0(D)). Vejamos como
se comportam i, (D) e s;(D). Se ri,(D) = 0, entdo 7, (D) é de redugio unica tri-
vialmente; seno, ri,(D) = Yh_; MCk, com Cx < D (k = 1,...,p), pois < e 5 sao
compativeis. Neste caso, temos que, para todo k = 1,...,p, Ci é de redugdo unica
por hipétese de indugao. Portanto r;,(D) é um polindmio de redugio tnica. Fazendo
um raciocinio analogo, podemos concluir que s;,(D) também é de redugao tnica. Como
P Tigg1(Tig(D)) = Tn...m1(D) € k(X);, € Sm...Sjo41(85(D)) = m...51(D)
€ k(X),,, pois (ri); e (s;)/L, sdo finais em D, segue rs(ri,(D)) = Tn...T1(D) e
rs(sj(D)) = Sm...s1(D). Sendo as seqiiéncias finais escolhidas arbitrarias, para mos-
trar que D é de reducio tnica, é suficiente mostrar que rs(rronm(D)) = rs(rum(D)),
onde TLop € TLirm Sao redugdes que atuam nao trivialmente em D.

Dividiremos a questio colocada acima em trés casos de acordo com as posigoes relati-

vas de W, e W, em D. Vamos supor, sem perda de generalidade, que o comprimento de L

é menor ou igual ao comprimento de L’. Em termos mais precisos, estamos supondo que
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o nimero de letras que compéem L é menor ou igual ao nimero de letras que compoem
L.

1o. caso: W, e W, interceptam-se, mas nenhum contém o outro. Isto quer dizer
que D = LABCM, onde (o, 7, A, B,C) é uma ambigiiidade de superposigao de S e, neste
caso, tem-se L' = LA e M' = C M. Efetuando-se o calculo

riom(D) — rpea(D) = Lf,CM — LAfM = L({,C — Af.)M,

temos rroa (D) —rLirm(D) € Ipapom = Ip, pois, por (a'), (0,7, A, B,C) é resoliivel com
respeito a < e, assim, f,C — Af, € Iapc, o que, pelo Lema 2.7, implica a afirmacao.
Como Ip C ker(rs), segue que rs(rpom:(D) — rrrm(D)) = 0.

20. caso: W, esté contido em W,. Neste caso temos D = LABCM’, onde
(7,0,A,B,C) é uma ambigiidade de inclusdo de S, L' = LA e M = CM'. Temos,

assim,

riom(D) = rpem(D) = Lf,M' = LAf,CM' = L(f, — Af:C)M".

Por (a'), fo—Af.C € Iapc. Logo, L(fo—AfC)M' € I apcm» = Ip. Como Ip C ker(rs),
segue que rs(rrom (D) — rpem(D)) = 0.

%0. caso: W, e W, sio disjuntos, isto é, D = LW,NW, M, L' = LW,N e M' =
NW,M. Entio, rpopm(D) = LfzNW,M e rpiepm(D) = LW, N f; M. Tratemos, inicial-
mente, o caso em que f, # 0 e f, # 0. Como < e S sdo compativeis, f, = ¥i; AiCi, com
C; < W,. Nas hipéteses do Lema 2.3, coloquemos a = Lf, N = 3°7_, MLC;N, b=W, e
¢ = M. Entio LOONW,M < LW,NW,M = D (i =1,...,n), pois < é uma ordem parcial
de semigrupo em (X). Por hipétese de indugao, os mondmios LC;NW, M (i = 1,... ,n)
sao de redugao tinica. Nessas condigdes, o Lema 2.3 diz que Lf, N f M = L[, Nrin(W.)M
é de reducio tnica e que rs(Lfy NfrM) = rs(LfoNrin(W:)M) = rs(Lfs NW M) =
rs(rrom(D)). Se fizermos, agora, a = L,b = W, e c = Nf;M no Lema 2.3, concluire-
mos, de modo anélogo, que rs(Lf, N frM) = rs(Lrigi(Wy)N fM) = rs(LW,N f:M) =
rs(rpsm(D)). Logo, rs(rrem(D)) = rs(ru-m(D)). E o resultado esta provado neste
caso. Suponhamos, agora, que f, = 0. Por um lado, rs(rpem:(D)) = 0. Por outro lado,
rs(rpem(D)) = rs(LW,N f-M). Se f; =0, entao rs(rp-m(D)) = 0 e se fr # 0, usamos
o raciocinio acima (e o Lema 2.3) para concluir que rg(rpma(D)) = rs(LW,N ;M) =
rs(Lfs N f+M) = 0. E, novamente, obtemos o resultado desejado.

Aqui cabe uma observagio. Fica claro que, nas hipdteses do Teorema 2.1, aquele
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tipo de ambigiiidade causada pela ocorréncia em uma palavra de dois monomios distintos
e disjuntos é automaticamente resolivel, o que pode notar-se pelo fato de nao ter sido
necessaria na demonstracio deste caso outra hipdtese sendo aquelas sobre a ordem <.
Justifica-se, assim, a atitude tomada anteriormente de nao incluir dentre as definigoes de
ambigiiidade uma para a do tipo em questao.

Nas condigdes acima, o homomorfismo de k-médulos ¢ : k(X) — k(X); ., dado
por p(a) = rs(a), para todo a € k(X), é sobrejetor. Sabemos também que ker(y) =
ker(rs) = I. Desta maneira, temos que k(X)/I e k(X), . sdo isomorfos como k-mddulos.
Como k(X)/I tem uma estrutura de k-algebra, podemos transporta-la a k(X);., via o
isomorfismo v : k(X)/I — k(X),,,, definido por ¥(a + I) = ¢(a), para todo a + I €
k(X)/I. Basta, para isso, definir a - b = %(p~(a)y~'(b)), para todos a,b € k(X),,,.
Como a,b € k(X),.., temos (a+ I) = p(a) = rs(a) = ae p(b+ 1) = ¢(b) = rs(b) = b.
Logo, ¥~1(a) = a+1 etp~'(b) = b+1. Assim, k(X),,, é uma k-dlgebra com a multiplicagao
a-b=vp((a+ )b+ 1)) =p(ab+ I) = p(ab) = rs(ab). u

Dados um sistema de reduciao S para a k-algebra k(X) e < uma ordem parcial de
semigrupo em (X) com c.c.d., tais que < e S sejam compativelis, associado a cada elemento
a € k(X), podemos definir um grafo orientado cujo conjunto de vértices é composto pelo
elemento a e por polindmios r;...7r(a), onde (r1,...,7,) é uma seqiiéncia final em a.
Dados dois vértices v,w, existe uma aresta de v para w se existir uma seqiiéncia final
em a, (r1,...,7m), tal que r;...71(a) = v e rpari...71(a) = riga(v) = w. "Em principio,
os vértices correspondentes aos elementos irredutiveis associados a cada seqiiéncia final
em a nao precisam coincidir. Todavia, quando vale alguma das condigdes (a), (a'), (b), (c)
do Teorema 2.1, isto é, quando os elementos de k(X) sdo de redugio tnica, todos esses
elementos irredutiveis coincidem com rs(a), a forma normal de a, fornecendo assim, ao
grafo construido o aspecto de um diamante. Essa construgao sugere o nome dado ao
Teorema 2.1 (Lema do Diamante).

O Teorema 2.1 tem um corolario imediato:

Corolario 2.2 Seja k(X) a dlgebra associativa livre sobre X e < uma ordem parcial de
semigrupo em (X) com condi¢do de cadeia descendente. Se S € um sistema de redugdo
sem ambigiidades e tal que < e S sdo compativeis, entio o conjunto de relagoes W, =

fo (0 € S) € independente. Mais precisamente, se S; C Sz sdo dois sistemas de redugdo
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tais que < e Sy sdo compativeis e < e Sy também o sdo, se todas as ambigiidades sdo
resohiveis sequndo Sy e Sy, € se Sy contém algum o tal que W, € irredutivel com respeito
a 51, entdo a inclusio Iy C Ip € estrita, onde I € o ideal associado a Sy e Iy o ideal

associado a S;.

Prova Sejam k(X)! e k(X)? os submédulos de k(X) formados pelos elemen-

tos irredutiveis segundo S; e S; respectivamente. Pelo Teorema 2.1, temos k(X) =
E(X)! @I = k(X):, @ I Por definigio, temos k(X)) C k(X),, el CIe, por

hipétese, k(X)2  # k(X);,,. Logo, I # I. |

2.2 Observagoes

Esta secao serd divida em trés subsegdes que devem abranger questoes qualitativas

acerca da existéncia dos objetos estudados na segao anterior.

2.2.1 Ambigiiidades de inclusao

Nas aplicacbes que serdo apresentadas no capitulo seguinte pode-se notar que nao
h4 ambigiiidades de inclusdo. Isto se deve ao fato de que € sempre possivel evita-las de
maneira a obter-se um novo sistema de redugio que origina o mesmo anel quociente, mas
que nio contém ambigiidades de inclusao, desde que se saiba que todos os elementos de
k(X) sejam de redugao tnica. Essa construgao sera descrita a seguir.

Seja S C (X) x k(X) um sistema de redugio. Vamos construir um subconjunto S’

de S da seguinte maneira:

1. retiramos de S todo o tal que W, contenha algum W,, para 7 € S, como subpalavra

propria;
2. sempre que existir mais do que um elemento o1,09,... € S de modo que W,, =
W,, = ..., retiramos de S todos os o; em tal situagao a menos de um deles escolhido

arbitrariamente.

Obtemos, assim, um novo sistema de redugao S’ para k(X) que, por construgao,

nio contém ambigiiidades de inclusio. (Todas as que existiam em S foram retiradas nos

passos 1 e 2.)
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A maneira como S’ foi construido permite-nos fazer uma observagio preliminar. Se
tomarmos um elemento o € S, entio podemos afirmar que existe o’ € S’ tal que Wy é
subpalavra (prépria ou nao) de W,. Esse fato sera demonstrado por indugao em cpt(Wy).
Seja no = min{cpt(W,) : 0 € S} > 0 e seja o € S tal que cpt(W,) = no. Neste caso nao
existe 7 € S tal que W, seja subpalavra prépria de W,, pois, se existisse tal 7, teriamos
cpt(W,) < cpt(W,). Entdo, ou o € S ou existe o’ € ' tal que Wy = W,. Seja o € S tal
que cpt(W,) = n > ng e suponha que, para todo 7 € 5 tal que no < cpt(W,) < n, exista
' € S’ tal que W, seja subpalavra prépria de W,. Se o € S’ nao héd o que provar. Caso
contrério, temos dois casos a considerar. No primeiro, existe 7 € S e A, B € (X), com
A #1ou B # 1 tais que W, = AW, B, implicando cpt(W;) < cpt(W,) = n, portanto, por
hipétese de indugio, existem 7/ € S’ e A, B' € (X)) tais que W, = A'W..B', o que implica
que W, = AA'W,.B'B e, neste caso, W, é subpalavra prépria de W,. No segundo, existe
o' € S tal que W, = Wi

O sistema S’ goza de algumas propriedades que serao listadas abaixo em forma, de

lemas. Seja a € k(X) um elemento arbitrario.
Lema 2.9 a ¢ redutivel sequndo S se e somente se a ¢ redutivel segundo S'.

Prova A demonstracao sera feita somente para os mondémios de k(X), uma vez
que o conjunto dos elementos irredutiveis segundo qualquer sistema de redugao é um k-
submédulo de k(X) e, além disso, os mondmios geram k(X) como k-médulo. Como 5" C
S, uma das implicagdes acima é ébvia. Suponha, agora, que A ¢ um monoémio redutivel
segundo S. Como anteriormente, existem C,D € (X) e o € 5 tais que A= CW,D.
Entio existe o/ € S’ tal que W,/ seja subpalavra de W,, isto é, existem C’, D' € (X) tais
que W, = C'W, D' e, neste caso, A = CW,D = CC'WsD'D, o que implica que A é
redutivel segundo S’. u

Na demonstracio do préximo lema, utilizaremos a notagao k(X);, s para indicar
o submédulo dos elementos irredutiveis segundo S e k(X), o para o submodulo dos

elementos irredutiveis segundo S’. Pelo Lema 2.9, temos k(X),; ¢ = k(X);,5-

Lema 2.10 Se a € de reducdo inica segundo S, entio a € de redugdo unica seqgundo S’ e

vale rgi(a) = rg(a).

Prova Primeiramente mostremos que se a é de redugao finita segundo S, entao
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a é de reducao finita segundo S’. De fato, seja (r1,72,...) uma seqiiéncia infinita de
reducdes em S’. Em particular, (r1,72,...) é uma seqiiéncia infinita de redugées em 3
(pois S’ C S). Assim, existe 79 € IN tal que 7; atua trivialmente em 7i_; .. .71(a), para
todo 7 > 7o. Logo a é de reducao finita segundo S’. Seja agora (ry,...,r,) uma seqiéncia
final em a segundo S’. Entdo r,...71(a) € k(X),,, s = k(X),,, g Assim, (r1,...,ms) é
final em a segundo S e, portanto, 7, ...71(a) = rs(a). Logo, a é de redugio tnica segundo

S" e vale rgi(a) = rs(a). |

Tendo em vista o resultado dos Lema 2.10, podemos concluir que se todo elemento
de k(X) for de redugio tinica segundo S, entdo todo elemento de k(X) serd de redugao
tinica segundo S’ e, além disso, valera rs = rs.

Se indicarmos por I(S) o ideal de k(X) definido a partir de S, isto ¢, o ideal bilateral
de k(X) gerado pelas diferencas W, — f,, com o percorrendo o sistema de redugao S, e
1(S") o correspondente ideal segundo S’, podemos concluir, pelo Teorema 2.1, que se todo
elemento de k(X) for de redugéo tnica segundo S, entiao k(X) = I(S) @ k(X),,, s como
k-médulos. Temos também que todo elemento de k(X) serd de redugao tinica segundo .5’
e, assim, k(X) = I(S") @ k(X),,, 5. Pelo Lema 2.9, temos k(X), s = k(X),., . Como
1(S") C I(S), segue I(S) = I(S'). Logo R = k(X)/I(S) e R = k(X)/I(5') sdo o
mesmo anel. O fato de termos rg = rg permite-nos afirmar ainda que as formas normais
dos elementos de R e R’, dadas pelos isormofismos entre esses k-médulos e k(X); o =
k(X);,,s induzidos pelas aplicagdes rs e rs:, respectivamente, sao as mesmas.

As consideracdes acima justificam a afirmagao que diz que, quando todos os elemen-
tos de k(X) sio de redugio tnica, as ambigiidades de inclusio sio sempre evitaveis e,
portanto, nao precisamos estuda-las em separado. I evidente que, em termos préticos,
pode ocorrer de nao conseguirmos fazer a eliminagio de todas as ambigiidades de in-
clusio. (Nos casos em que S é infinito, freqlientemente é impossivel realizar um algoritmo
de eliminagio de ambigiiidades de inclusao sobre o qual se tenha certeza da finitude.)

Assim a discussio acima em alguns casos s6 tem valor tedrico.

2.2.2 Quando k£ é um corpo

A pergunta “Uma k-algebra R gerada por um conjunto X sempre tem uma forma

normal do tipo apresentado no Teorema 2.17” tem resposta afirmativa no caso em que k
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¢ um corpo.

Comegemos o estudo da situagdo descrita na segao anterior quando o anel k € um
corpo fazendo algumas considerages sobre a ordem parcial de semigrupo em (X). Vamos
definir uma boa ordem de semigrupo em (X) como sendo uma boa ordem em (X) que
preserva a operagao de semigrupo, isto é, uma ordem total < em (X) com condigao de
cadeia descendente tal que se B e B’ sio mondmios em (X) que satisfazem B < B', entao
temos ABC < AB'C, para quaisquer A,C € (X).

Dado um conjunto X, sempre existe uma boa ordem de semigrupo em (X). Para
tanto basta tomarmos uma boa ordem em X e, para A, B € (X) definimos: A < B se e
somente se cpt(A) < cpt(B) ou cpt(A) = cpt(B) e A precede B lexicograficamente. Essa
é trivialmente uma ordem total em (X) que respeita a operagio de semigrupo. Além
disso, < tem condigao de cadeia descendente. Mostraremos esse fato provando que todo
subconjunto nao vazio de (X) tem elemento minimal. Seja ¥ C (X) um subconjunto
nio vazio de (X) e seja n = min{cpt(A) : A € £}. Vamos definir ainda o subconjunto
¥ de ¥ dado por ¥’ = {A € ¥ : ¢pt(A) = n}. Vamos demonstrar por indugao em n
que ¥’ tem elemento minimal. Se n = 0, entao X' = {1} e, portanto, 1 € minimal de
Y. Se n > 0, suponha, por hiptese de indugio, que todo subconjunto de (X) formado
por palavras com comprimento igual a n — 1 tenha (pelo menos) um elemento minimal.
Mostremos que ¥’ tem um elemento minimal. Seja ¥ C X o subconjunto de X dado
porY = {z; € X : z;...2, € &' e z; € X}. Como X é bem ordenado, existe elemento
minimal zo em Y. Seja, agora, ¥/ = {z;...z, € (X) : ty22... 2, €Y ez € X}. Todas
as palavras de ©" tém comprimento n — 1, portanto, por hipétese de indugao, existe
elemento minimal Ag em ©”. Como < é ordem parcial de semigrupo, zoAo € minimal em
Y. Afirma-se, entio, que um elemento minimal de ¥’ é também um elemento minimal
de ¥, uma vez que todos os elementos que pertencem a Y e nao pertencem a Y’ tém
comprimento estritamente maior do que o do elemento minimal de %'.

Seja R uma k-algebra (k corpo) gerada por um conjunto X. Construimos o monoide
livre (X) gerado por X e dotamo-lo de uma boa ordem de semigrupo, denotada por <;
por exemplo, aquela introduzida acima. Construimos em seguida a k-dlgebra livre k(X)
gerada por X.

Seja ¢ : k(X) — R o homomorfismo (sobrejetor) de k-élgebras definido nos gerado-

res de k(X) por ¢(z) = z, para todo ¢ € X. Como os elementos z € X geram R, temos
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que R = k(X)/ker(p). Vamos denotar ¢(a) = @ Com essa notagao temos ab = @b e se
a =34 AA, entio @ = T4 MA.

Dado a € k(X), se escrevermos a = 4 AaA, defino o suporte de a por supp(a) =
{A € (X): )4 #0}. Como k(X) é livre, temos que supp(a) é um conjunto finito bem
definido para todo a € k(X).

Para cada a € ker(p) = {a € k(X) : @ = 0}, a # 0, escolho M(a) o maximo
do conjunto supp(a). Esse méximo existe e é 1nico, pois supp(a) é finito e a ordem
< em (X) é total. Defino, agora, o par (W, fa) € (X) x k(X), onde W, = M(a) e
fa=M(a)— )\]'Wl(a)a. Construo, assim, um conjunto S = {0, : a € ker(p) e a # 0}, onde
0o = (Wa, fa).

Temos, entio, um sistema de redugdo S para k(X), uma ordem parcial de semigrupo
< em (X) com condigao de cadeia descendente e tal que < e S sejam compativeis (por
construcio de S). Vejamos, agora, quais sao 0s monomios irredutiveis segundo S. Seja A
o conjunto dos mondémios A € (X) cujas imagens ‘A sao combinacoes lineares de imagens
de monémios B < A. Denotemos por (X)i;» 0 conjunto complementar de A em (X).
Afirmo que o conjunto (X )i é o conjunto dos monémios irredutiveis de (X) segundo 5.
De fato, seja A € (X) tal que existam n € IN, \; € ke B; € (X) (¢ = 1,...,n) que
satisfacam B; < A e A = Y, \;Bi. Entdo p(A — Y, \iB;) = A — 3 A\B; = 0. Logo,
a=A—5;\B; € ker(p). Assim, W, = A e, portanto, A é redutivel. Por outro lado, se
A é redutivel, entdo existem B,C € (X) e a € ker(yp) tais que A = BW,C. Entao

o(A— Bf,C) = @(BW,C - Bf.0)
= @(B(W.— 1,)C)
= LP(B)‘P(WG - fa)(P(C)
= 0,

pois (W, — fu) = (p()\;dl(a)a) = /\;,,](a)ﬁ = 0. Logo, A = Bf,C, que é combinagao linear de
imagens de mondémios < BW,C = A, pois, como < e S sao compativeis, f, € combinagao
linear de imagens de mondémios < W,. Denotamos por k(X); . o k-submédulo de k(X)
gerado por (X )ir,.

Vamos definir o ideal I do mesmo modo como o definimos na segao anterior, isto
é, I é o ideal bilateral de k(X) gerado pelas diferencas W, — fa, com os pares g, =

(W., fa) percorrendo o conjunto S. Afirma-se que I = ker(¢). De fato, I C ker(p), pois
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@(W, — f,) = 0, para todo g, € S. E ker(p) C I, pois se a € ker(p) e a # 0, entdo
@ = Am(a)(Wa — fa)-

Vejamos, agora, que todo elemento de k(X) é de redugao tinica. Sabemos que todo
elemento de k(X) é de redugéo finita, pois (X) foi dotado de uma ordem parcial de
semigrupo, <, com c.c.d. e, por construcao do sistema de redugao S, tem-se que < e
S sao compativeis (vide Lema 2.8). Assim sendo, seja a € k(X) um elemento qualquer
e (r1,...,mn) € (s1,...,8n) duas seqliéncias finais em a arbitrarias. Temos, entao, b=
n...m1(a) € k(X),, et = sp...51(a) € k(X)
I = ker(¢) e que a — b’ € I = ker(p). Logo, ¢ = b— ' € ker(p). Suponhamos que c # 0.

Pelo Lema 2.4, sabemos que b — a €

irr’

Neste caso. terfamos um par (W,, f.) em S, o que implicaria que ¢ nao seria irredutivel.
’ ) »y 0 (q P q

Isso contradiz o fato de b e b’ serem irredutiveis e k(X), um k-submédulo. Logo ¢ =0

T
e, portanto, a é de redugdo tunica.
Tendo em vista que todos os elementos de k(X) sio de redugédo unica, podemos

aplicar o Teorema 2.1 e concluir que os elementos de R = k(X)/I tém uma forma normal.

De maneira andloga, se uma k-algebra R é dada por geradores X e por relagoes
{g; = hj : j € J}, escolhemos uma boa ordem de semigrupo < para (X) e para cada
relagio ¢ = A definimos um par (W, f), onde W é o monémio maximo (segundo a ordem
<) do polinémio g—h e f = W—A"1(g—h), onde X indica o coeficiente de W no polinémio
g — h. Desta forma construimos parte do conjunto S. Para resolver as ambigiidades que
surgirem, basta transformar as equagdes que delas derivam em pares do sistema de redugao
da mesma maneira. (Foi exatamente assim que procedemos no Capitulo 1.)

Teremos um sistema de reducao S tal que < e S sejam compativeis. Além disso,
todos os elementos de k(X)) serdo de reducio tinica segundo S, pois S foi construido para

que isso ocorresse. Dessa forma, os elementos de R terdo uma forma normal.

2.2.3 Ordem parcial de semigrupo

Nesta subsecio encontraremos condigdes suficientes para, dado um sistema de redugao
S, garantir a existéncia de uma ordem parcial de semigrupo < em (X) com condigao de
cadeia descendente tal que < e S sejam compativeis.

Faremos alguns comentdrios preliminares sobre relagdes em conjuntos, que tém a

finalidade de fixar algumas nomenclaturas e relembrar resultados basicos. Dado um con-
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junto Y, um subconjunto R de Y x Y ¢é chamando uma relagio em Y. Dizemos que
uma relagio R é transitiva se (z,y), (y,2) € R implicar (z, z) € R. Dada uma relagdo R
qualquer em Y, sempre é possivel construir uma relagao transitiva que contenha R e que
seja a “menor relagio transitiva” em Y com essa propriedade. Isso é feito da seguinte
maneira. Consideremos U o conjunto de todas as relagdes transitivas R’ em Y tais que
R C R'. O conjunto U é nao vazio, pois Y x Y é uma relagao transitiva em Y. Seja
T(R) a interseccio de todos os elementos de ¢. A relagio T(R) é transitiva e contém R.
Comumente, denomina-se T'(R) de fecho transitivo de R.

Dizemos que uma seqiiéncia finita (z;,y:)i=; em R é uma cadeia finita se y; = Tit1,

parai=1,...,n — 1. Neste caso, costuma-se escrever a cadeia da seguinte maneira:
(xla :Ez), ($2a 1:3), s e (xn-—2; 12,,_1), (xn—la mn)- (22)

Definimos o comprimento da cadeia (2.2) como sendo o nimero de pares que a compoem,
a saber, n — 1. Define-se cadeia infinita de maneira andloga. No caso de cadeias infinitas,
nao ha defini¢do andloga de comprimento.

H4 uma maneira de caracterizar o fecho transitivo de uma relagao através de seus
elementos. Dada uma relagio R em Y, constréi-se o subconjunto 7" de ¥ X Y que contém
todos os pares (z,y) para os quais exista uma cadeia finita do tipo (2.2) com z; =z e
z, = y. Afirma-se que T(R) = T. I facil ver que T é uma relagio transitiva e que T
contém R trivialmente. Logo, T'(R) C T. Por outro lado, demonstra-se com facilidade
que a relagao T esté contida em toda relagdo transitiva que contenha R. Logo, T C T'(R).

Uma relagio R em um conjunto Y é dita anti-refleziva se nao contiver nenhum
elemento da diagonal do conjunto Y x Y, isto é, se nao existir € Y tal que (z,z) € R.

Dizemos que uma relagao R tem condigdo de cadeia se dada qualquer cadeia infinita

((E],CEQ), (1122,1123), ceey (mnaxn+1)3 oo

existir 7o € IN tal que (ziy, Tig+1) = (Zig4n, Tig+nt1), Para todo n € IN, o que é equivalente
a dizer que z; = z;,, para todo i > ig. Ressalta-se que se R é uma relacao anti-reflexiva,
dizer que R tem condigio de cadeia é equivalente a dizer que R nao contém cadeias
infinitas.

Um resultado de demonstracio elementar sobre cadeias e que nos sera bastante util

no decorrer desta secio é aquele que afirma que uma relagao qualquer tem condigao de
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cadeia se e somente se seu fecho transitivo tiver.

Seja k um anel associativo, comutativo com unidade e que nao contenha divisores
de zero. Seja S um sistema de redugio para a k-algebra livre k(X) gerada por um
conjunto X dado. A &lgebra k(X) é um k-médulo livre de base (X). Consideremos os
funcionais lineares C’ : k(X) — k, onde C percorre (X), que sao definidos na base (X)
da seguinte maneira: C'(C) =1 e C'(B) =0, para B # C. Vamos definir uma relagio R
no conjunto (X). Um par (D,C) € (X) x (X) serd um elemento da relagao R se existir
uma redugio r que atue nio trivialmente em D tal que C'(r(D)) # 0, isto €, tal que C

tenha coeficiente nao nulo em (D). Seja T'(R) o fecho transitivo de R.

Lema 2.11 Se todo elemento de k(X) é de redugdo finita, entio (i) T(R) € anti-refleziva
e (i) T(R) tem condigdo de cadeia.

Prova (i) Primeiramente mostremos que R é anti-reflexiva. Suponha, por absurdo
que exista um par (C,C) € R. Entdo existe redugao r tal que C'(r(C)) # 0. Logo,
existem X € k,A # 0 e f € k(X), com C'(f) = 0, tais que r(C) = AC + f. Assim, temos
r*(C) = AC + (T4 M)/, para todo n € IN. Como k nao contém divisores de zero,
em particular ndo contém elementos nilpotentes nao nulos; portanto A" # 0, qualquer
que seja n. Entdo C ndo seria de redugdo finita. Suponha, agora, que exista um par

(C,C) € T(R), ou seja, que exista uma cadeia finita
(ClaCZ))(C2703)7'"a(Cn—laOn) (23)

em R tal que C; = C = C,. A demonstragao seguird por indugao no comprimento de
(2.3), ou seja, n — 1. Se n = 2, terfamos (C,C) € R, o que j& vimos nao ser possivel.

Suponha, por hipétese de indugao, que nio existam em R cadeias
(DI)D2)a (DQ) DS)a seey (Dm—l, Dm),

com D; = D,, e m < n. Como para todo ¢ = 1,...,n — 1, temos (C;,Ciy1) € R,
existem redugdes r; e elementos \; € k, A\ # 0, fi € k(X), com C{,(f;) = 0, tais que
ri(Ci) = MiCiy1+ fi- Sabemos, também que C{(f;) = 0, para todo i. Suponha que existam
1,7, tais que C}(fi) # 0. Isso implica que (Cj,C;) € R. H4 dois casos a considerar. No

primeiro caso, se j > 1 + 1, terfamos em R a cadeia

(C1,Ca),. -, (Cizgy Ciz1), (Ciz1, Ci), (Ci, C5), (Cy Cign)y - o -5 (Cumty Chn),
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que é uma cadeia de comprimento (n — 1) — (j —7—1) <n—1 e tal que C1 = C.=C.

Absurdo. No segundo caso, se j < , terfamos em R a cadeia
(Cj,Cit1), (Cis1, Ciya)s - - - (Cim, i), (Ciy Cj),

que é uma cadeia de comprimentoz—j+1 <n-—1 (pois se ¢ = n, entao j > 2, ese j =1,
entdo 7 < n— 1) e com o mesmo C; nas “extremidades”. Absurdo. Conclui-se, entao, que

Ci(fi) =0, para l < 1,5 < n. Portanto, pode-se mostrar que
(T’n . .1‘1)"‘(01) = (/\n e /\1 )mcn +gm,

onde os polinémios g,, sio tais que C}(gm) = 0, para todo ¢z =1,...,n e todo m € IN.
Como k nio contém divisores de zero, (A, ...A\1)™ # 0, e, portanto, C; nao seria de

reducao finita.

(1) Basta, como mencionamos anteriormente, mostrar que R tem condigao de cadeia.
Como j4 sabemos que T(R) (e, portanto, R) é anti-reflexiva, € suficiente mostrarmos que

nio existemn cadeias infinitas em R. Suponhamos que exista uma cadeia infinita
(01)02)a (CQa C3)a iixy (Cn) Cn+1), e

em R. Entao existiriam reducdes r; (: € IN) tais que ri(C;) = AiCiy1 + fi, onde \; €
kA #0e f; € k(X), com C!,;(f;) = 0. Vamos construir uma subcadeia infinita

(le ) Cj?)’ (Cjz’ Cja)’ “esg (Cjn’ Cjn+l)’ s

da cadeia acima. Tomamos j; = 1. Seja j, 0 maximo do conjunto {5 € IN: Ci(r;, (Cy,)) #
0}. Esse conjunto é ndo vazio, pois j; + 1 pertence a ele, e ¢ finito, pois 7;,(Cj,) €
um polinémio e, portanto, uma combinagio linear de monomios. Escolhido o indice jn,
tomamos jn41 como sendo o méximo do conjunto {j € IN : Ci(r;,(Cj,)) # 0}. Esse
méximo existe pois j, + 1 pertence a esse conjunto, que ¢ finito. Para cada n € NN,
indiquemos por g, # 0 o coeficiente de Cj,,, em r;,(C;,). Por construgao da subcadeia,

temos que, para cada n € N, existe g, € k(X), com Cj(ga) = 0, para todo j > jn tal que,
750 (Cin) = #nClpr + gn-
Nessas condigoes, temos

rjn "'rjl(le) = :u] --',u'an"+1 +Z#1 "'ﬂi_lg" +gl’
1=2
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qualquer que seja n € IN. Como k nédo contém divisores de zero, temos que o produto
[1 ... lin é diferente de zero para todo n. Assim, C;, nao seria de redugao finita. Logo,
T'(R) é anti-reflexiva. ]

Podemos concluir que se k nio contiver divisores de zero, S for um sistema de redugao
para k(X) e todo elemento de k(X) for de redugao finita, entao existe uma ordem parcial
de semigrupo, <, em (X) com condigio de cadeia descendente tal que S e < sejam

compativeis. Essa ordem é dada pelo lema abaixo.

Proposigao 2.4 Sejam k um anel associativo, comutativo, com unidade e que nao contem
divisores de zero e S wm sistema de redugdo para k(X). Se todo elemento de k(X) for de
redugdo finita, entdo a relagio em (X) dada por A < B se (B,A) € T(R) ou A=B ¢
uma ordem parcial de semigrupo com condigdo de cadeia descendente. Além disso, < e S

sdo compativeis.

Prova I conseqiiéncia imediata do Lema 2.11 que < é uma ordem parcial com
condigio de cadeia descendente. Mostremos que < respeita a estrutura de semigrupo de
(X). Sejam D, E elementos arbitrarios de (X) e A, B € (X) tais que A < B, isto é, tais
que (B, A) € T(R). Entao existe uma cadeia finita em R,

(C1,C3),(C2,C3),s - - 5 (Cn-1,Ch),

tal que C; = B e C,, = A. Logo, para cada 7 = 1,...,n, existem uma redugao r4,4,B; €
elementos \; € k,\; # 0 e fi € k(X), com C{,,(f:) = 0, tais que ri(C;) = MiCipr + fi
Portanto, rpa;e;8,5(DCiE) = \iDCip1 E + Df;E e (DCiy1 E)'(D fi E) # 0. Logo,

(DC,E, DC3E), (DC,E, DCSE),...,(DCy1 E, DC,LE)

¢ uma cadeia em R, o que implica que (DBE,DAE) = (DC\E,DCLE) € T(R) e,
portanto, DAE < DBE. A compatibilidade entre < e S segue da construgao de R. W

Por outro lado, se k tem divisores de zero, ab = 0, por exemplo, entao conseguimos
construir a k-algebra livre gerada pelo conjunto {u,z,y}, denotada por k(u,z,y) e o
sistema de redugio S = {o,7}, onde 0 = (uz,auy) e 7 = (yu,bzu). Assim, qualquer
ordem parcial de semigrupo em (u, z,y) que seja compativel com S, isto é, tal que uy < uz

e zu < yu, iria implicar uzu < uyu < uzu, o que é absurdo. Apesar disso, todos os
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elementos de k(u,z,y) sio de redugao finita segundo 5. Esse fato sera demonstrado em
seguida.

Seja A € (u,z,y) um mondémio arbitrario e suponhamos, por absurdo, que A nao seja
de reducao finita, isto é, que exista uma seqiiencia infinita de redugodes (r;)ien de modo
que r; atue nao trivialmente em r;_; ... r1(A), para todo z € IN. Vamos dividir o estudo
dessa situagdo em trés casos.

lo. caso: Existem 7,7 € IN e A;, By, A;, B; € (u,z,y) tais que r; = Tp,0B; € Tj =
ra;rB;- Tomamos [ = maz{i,j}. Entdo r...r1(A) = (ab)cA’, para algum ¢ € ke
A" € (u,z,y). Logo ri...m1(A) = 0 e, assim, ry4; atua trivialmente em r...r1(A).
Contradigao.

20. caso: Em (r;)ien temos apenas redugoes que envolvem o elemento ¢ € S,
isto é, r; = Ta.en; (AiyBi € (u,z,y)), para todo ¢ € IN. Vamos indicar por gr.(A),
onde z € {u,z,y}, o grau de z em A, isto é, o niimero de vezes que z aparece em A.
Assim, se gr,(A) = n, entdo pode-se afirmar que rn41 atua trivialmente em 7, ...71(A),
pois vale, em geral, gro(ri...T1(A4)) = gre(ri-1...71(A)) — 1, para todo ¢. Logo, como
gre(rn...71(A)) = 0, 7, ...71(A) ndo envolve a letra z e, portanto, rni1 tem que atuar
trivialmente em 7, ...7;(A). Contradigao.

0. caso: Em (7;)ien temos apenas redugdes que envolvem o elemento 7 € S. Esse
caso é analogo ao anterior.

Provamos que todo mondmio de (X) é de redugao finita. Entao pode-se concluir que
todo elemento de k(X) ¢é de reducao finita. Mas, apesar disso, a ordem < e o sistema de

reducdo S nio sao compativeis, o que foi devido ao fato de k conter divisores de zero.
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Capitulo 3

Aplicacoes

Este capitulo serd todo dedicado a apresentar algumas aplicagdes do Teorema 2.1
demonstrado no capitulo anterior. Cada uma das aplicagdes terd uma segao dedicada
exclusivamente a ela, entretanto alguma superposigio entre as segoes pode ocorrer. A
primeira secio apresenta uma demonstragao do classico Teorema de Poincaré-Birkhoff-
Witt baseada nas idéias introduzidas no capitulo anterior. A segunda secao apresenta
resultados de natureza mais pratica que auxiliam o célculo necessario para verificar re-
solubilidade de ambigiiidades. No final dessa ultima se¢io encontra-se um exemplo de

aplicagao dos resultados apresentados.

3.1 O Teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt (PBW)

Comecaremos por introduzir e fixar algumas definigées e notagoes comuns ao estudo

de algebras nao-associativas.

Seja k um anel associativo, comutativo e com unidade. Uma dlgebra de Lie sobre k
L é uma algebra (nao-associativa) sobre k que satisfaz as seguintes condigoes, chamadas

condicdes de Lie:
r?=0 (3.1)

(zy)z + (yz)z + (z2)y = 0 (3.2)
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para todos z,y,z elementos de £. A identidade (3.2) é conhecida como identidade de
Jacobr.

Deste ponto em diante consideraremos o anel k fixado e diremos simplesmente dalgebra
de Lie quando quisermos nos referir a uma algebra de Lie sobre k e dlgebra para nos
referirmos a uma k-algebra. Sub-algebras de uma algebra de Lie sao definidas de maneira
natural.

Se £ é uma algebra de Lie e z,y € L, pela condigao (3.1), temos
Ty = —yz. (3.3)

Quando a caracteristica de £ ¢ diferente de 2, a identidade (3.3) é equivalente a condigao
(3.1), podendo substitui-la na definigao de dlgebra de Lie.

Podemos construir uma algebra de Lie a partir de uma algebra associativa de uma
maneira simples. Seja I/ uma lgebra associativa. Dados dois elementos arbitrarios de U,

z,vy, definimos o produto de Lie ou comutador de x e y por
[z,y] = zy — y=.

Verifica-se facilmente que [ , | satisfaz as condigdes sobre o produto em uma algebra e
satisfaz também as condigdes (3.1) e (3.2). A &lgebra de Lie obtida de U através da
substituicio do produto original pelo produto de Lie é chamada a dlgebra de Lie da
4lgebra associativa U e é denotada por Uy. Por causa desse tipo de construgao é comum
denotarmos o produto em uma algebra de Lie por [z,y]. Essa serd a notagao utilizada no
resto desta secao.

Seja £ é uma algebra de Lie arbitraria. Um par (i,7), onde U é uma élgebra associ-
ativa e i : £ — U, um homomorfismo de dlgebras de Lie, ou seja, uma aplicagio k-linear
que satisfaz i([a, b)) = i(a)i(b) —i(b)i(a), para todos a,b € L, é dito uma dlgebra envolvente
universal de L se, dados A, uma algebra associativa, e § : L — Ag, um homomorfismo
de 4lgebras de Lie, existir um Gnico homomorfismo de élgebras associativas 0’ : U — A

tal que 0 = 0'i. Graficamente, essa condigio é equivalente a comutatividade do seguinte

diagrama.
L ——U=U
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Uma algebra envolvente universal de uma algebra de Lie tem muitas propriedades
(ver [9, pp. 151-156]), entre elas a seguinte. Dada uma dlgebra de Lie £, se existir uma
4lgebra envolvente universal (U,7) de L, entao ela é tinica a menos de isomorfismo, isto
é, se (U',j) for outra algebra envolvente universal de L, existe um unico isomorfismo
§': U —> U’ tal que j = j'i. Por esse motivo, costuma-se chamar uma algebra envolvente

universal de £ de a algebra envolvente universal de L.

Seja agora £ uma algebra de Lié sobre k que é livre como k-médulo com base X.
Deste ponto em diante sé trabalharemos com essa algebra de Lie.

Seja k(X) a k-algebra associativa livre gerada por X, tal como no capitulo anterior.
Podemos identificar £ com o k-submédulo de k(X) gerado por X e, assim, teremos o
produto de Lie operando sobre os elementos desse submodulo.

Seja I o ideal (bilateral) de k(X) gerado por todos os elementos da forma
ab — ba — [a, ],

onde a e b percorrem L, e seja k[£] = k(X)/I. Se indicarmos por 7 : L — k(X)
a inclusio de £ em k(X) e por 7 : k(X) — k[L] a projecdo candnica de k(X) em
k[L], entdo j = i : L — (k(X)/I)L é um homomorfismo de dlgebras de Lie e o par
(k[£], 7) é a &lgebra envolvente universal de £. De fato, dados A uma algebra associativa
e 0: L —s A um homomorfismo de dlgebras de Lie, pela propriedade universal de que
goza k(X), a fungdo 0|x : X — A, restricao de 0 a X, pode ser estendida de maneira
{inica a um homomorfismo de 4lgebras associativas ¢’ : k(X) — A, o que quer dizer que
o homomorfismo ¢’ satisfaz 0|x = 0'i|x, onde ¢|x indica a restrigao de 7 a X, ou seja, a

inclusdo de X em k(X). Como X gera £, 0 também satisfaz 6 = 0'i. Assim, se a,b € L

entao
0'(ab — ba — [a,b]) = 0'(a)0'(b) — 0'(b)0'(a) — 0'([a, b))
= 0'i(a)02(d) — 0'i(b)0"i(a) — 0'i([a, b))
= 0(a)0(b) — 0(b)0(a) — 0([a, b])
= (L

Logo, I C ker(8') e, portanto, a fungio 0" : k[L] — A dada por 0"(f + 1) = 0'(f)

¢ um homomorfismo de &lgebras associativas que verifica 0/ = 0"7. Assim, 0 = 0"1 =
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(0"7)i = 0"(wi) = 0"j. Além disso, 0" é o tnico homomorfismo de algebras associativas
@ : k[£] — A que verifica § = ¢j, pois k[L] é gerada por j(L) como k-algebra.

Dado a € L, denotaremos a’ = a + 1.

Seja < uma ordem total em X. Pela k-bilinearidade do produto de Lie [, ] em L
e do comutador zy — yz, o ideal I pode ser gerado pelos elementos zy — yz — [z,y] com
z,y € X. Pela antisimetria de [ , ] e do comutador zy — yz, os elementos acima com
z < y geram todo o ideal.

E conveniente ressaltar que a algebra de Lie £ com que estamos trabalhando nesta
secao é, por definigao, livre como k-médulo. O estudo de objetos livres é bastante dificil e
questdes sobre o carater livre de objetos relacionados a um objeto livre dado, na maioria
dos casos mais genéricos, ainda nao tém resposta. O Teorema PBW responde uma questao

dessa natureza em um caso especifico.

Teorema 3.1 (PBW) A dlgebra k(L] olhada como k-médulo € livre de base consistindo
de todos os produtos z'y' ...z tais que z,y,...,2 € X comz Jy X -+ Xz e do elemento

141, onde 1 € o elemento unidade de k(X).

Prova Seja S o sistema de redugdes que consiste dos pares

Oyz = (Wayz’fay:)"

=yz e fo,, = Ty — [2,y], para todos z,y € X tais que z < y. Dessa maneira,

onde W, ,
o ideal I definido acima é o ideal gerado pelas diferencas W, — f,, onde o percorre o
conjunto S.

Vejamos quais sao os elementos irredutiveis de k(X ) segundo o sistema de redugao S
definido acima. Para tanto, basta verificarmos quais sao os monémios irredutiveis segundo
S. Primeiramente observamos que o monémio 1 (ou seja, a palavra vazia) ¢ trivialmente
irredutivel. Além disso, todos os monoémios do tipo z1z3...2Z,, com T; € X ez; X Tit,
parai = 1,...,n — 1 sao irredutiveis, pois os elementos de S s6 atuam em monomios
Y192 . . . Ym onde had ao menos uma inversao do tipo y;4+1 < ¥;- E facil ver que esses sao os
tinicos mondmios irredutiveis segundo S.

Definimos o indice de um monémio z,z ...z, € X, denotado por ind(z123...Zn),

como o niimero de pares (i, 7) tais que ¢ < j e x; < z;. Mais precisamente,

0 sex; X z;

‘ 2Z;

ind(z12q...2,) = Y €ij, onde €;; = '
s 1 sex; <z
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Por exemplo, ind(z1z3...2,) = 0sez; Xz X -+ Z 2y € ind(z122...2,) = 1(12_—11 se
Ty < Tpey < - < z1. O comprimento de um mondémio A = z122... Ty, onde z; € X,

é o nimero natural definido por ¢pt(A) = n. Convencionamos que o comprimento da
palavra vazia 1 é zero, isto é, ¢pt(1) = 0. (A palavra vazia 1 serd o tinico monomio cujo
comprimento é zero.) Diremos que dois monémios A, B € (X) sao do mesmo tipo, se
A= z12y...%,, com z; € X € B = Z,(1)Tr(2). -+ Tr(n), ONde T ¢ uma permutagao dos
ntimeros 1,2,...,n, ou mais resumidamente, 7 € S,. Quando A e B sao do mesmo tipo
é imediato que cpt(A) = cpt(B).

Vamos introduzir uma ordem parcial < no conjunto (X) dos monémios da seguinte
maneira. Dados dois monémios A, B € (X), definimos A < B se cpt(A) < cpt(B) ou
se A e B siao do mesmo tipo e ind(A) < ind(B). A ordem parcial em (X) com que

trabalharemos sera dada por

A < B seesomentese A< BouA=DB.

Faremos a seguir algumas verificagdes que nos garantirio a inclusao dessa situagao
como caso particular da situagao no enunciado do Teorema 2.1.
(i) < é uma ordem parcial de semigrupo em (X): A fungao cpt : (X) — IN definida
acima goza da seguinte propriedade. Se P, M € (X), entio cpt(PM) = cpt(P) + cpt(M),
isto é, cpt é aditiva. Sejam D e E dois monomios arbitrarios de (X). Suponha que A, B €
(X) sdo monémios tais que A < B. Se cpt(A) < cpi(B), entao cpt(DAE) = cpt(D) +
cpt(A) + cpt(E) < cpt(D) + cpt(B) + cpt(E) = cpt(DBE). Portanto, neste caso, DAE <
DBE. Suponha agora que A = z123... %0, B = T;1)T7(2) -+ Tr(n) (T € Su) € ind(A) <
ind(B). I imediato que DAE e DBE siao do mesmo tipo. Neste ponto introduziremos
uma nova funcao de duas varidveis, Ind : (X) x (X) — IN, que nos auxiliara a mostrar
que ind(DAE) < ind(DBE), apesar desse fato parecer ébvio & primeira vista. Dados
dois monémios P = y1y2...Yn € M = z122... 2m (¥i, 25 € X), definimos o indice relativo
de P em relagao a M por
Ind(P,M) = Zm'j, onde 7;; = 0 seyi=z .
i 1 sez; <y;
I imediato verificar que, se P, P’,M,M' € (X) sao mon6mios tais que P e P’ sao do

mesmo tipo e M e M’ sao do mesmo tipo, entdo Ind(P, M) = Ind(P',M) = Ind(P,M'") =
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Ind(P'. M"). De verificacio um pouco mais trabalhosa, porém nao mais complicada, é a
) y P )

validade da seguinte férmula:
ind(PM) = ind(P) + ind(M) + Ind(P, M).

Tendo em maos tais identidades, sobre o caso que estamos estudando, podemos afirmar

que Ind(A, E) = Ind(B, E) e que Ind(D,AE) = Ind(D, BE). Assim,

ind(DAE) = ind(D)+ ind(AE) + Ind(D, AE)
= ind(D) +ind(A) + ind(E) + Ind(A, E) + Ind(D, AE)
< ind(D) + ind(B) + ind(E) + Ind(B, E) + Ind(D, BE) = ind(DBE),

e, portanto, DAE < DBE.

(i) < e S sdo compativeis: Seja o, € S um elemento arbitrario. Por defini¢ao de S,
temos z < y e, usando as notagoes do capitulo anterior, W,,, = yz e fo,, = Ty — [z,y].
Como zy < yz (pois ind(zy) = 0 e ind(yz) = 1) e [z,y] € L (portanto [z,y] = 3; Aizi,
com )\; € k ez € L e, assim, cpt(z) = 1 < 2 = cpt(yz), para todo 7, donde conclui-se que
z; < yz para todo i), temos que f,,, é combinagio linear de monémios < Wo,..

(i) < tem condigio de cadeia descendente: Conseqiiéncia imediata da definigao da
ordem parcial <.

Em vista de (i), (ii), (i) acima, j4 podemos aplicar o Teorema 2.1 a nossa situagao.
O que faremos em seguida é estudar as ambigiiidades de S (e concluir que todas elas sao
resoliveis com respeito a <). Porém, antes disso, faremos uma observagao que resultard
de muita ajuda nesse estudo.

Sejam a,b € L e C € (X) um monémio de comprimento maior do que 2 (ou seja,
cpt(C) > 2). Afirmo que ab— ba — [a,b] € Ic. De fato, sejam z,y € X dois elementos
(distintos) da base de £ arbitrarios. Se y < z, entdo zy — yz — [z,y] = 2y — (yz — [y,2]) =
Wo., = fos, € Ic, pois cpt(Wo,,) = 2 < cpt(C), o que implica W,,, < C. Se, por outro
lado, z < y, entdo zy —yz — [z,y] = —(yz — (zy — [2,9])) = —(Wo,. — fo,.) €, novamente,
zy — yz — [z,y] € Io. Pela bilinearidade de ab — ba — [a, b], como I¢ é um submadulo,
segue o resultado.

No caso em que estamos estudando nio existem ambigiiidades de inclusdo, pois todos
os mondémios W,, com o € S, tém o mesmo comprimento, a saber, cpt(W,) = 2. Verifica-

se por inspe¢ao nos elementos o de S que as ambigiiidades de superposi¢ao que ocorrem
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em S sao precisamente as 5-uplas

(Uzyygyzv z’ y’ 1}'),

com z,y,z € X ex <y < z. Passemos a estuda-las.

Seja (02y, Oyzy 2, Y, *) uma ambigiidade de superposi¢ao em S. Para podermos afir-
mar sobre a resolubilidade de (0., 0yz, 2,3, ) com respeito & ordem <, precisamos analisar
o elemento 714,,2(2YT) — Tao,.1(2yz) = (yzz — [y, 2)z) — (22y — 2[z,y]). Tendo em vista
o Lema 2.6 do capitulo anterior, vamos realizar mais algumas redugdes nos elementos

yzz — [y, 2]z e zzy — z[z,y]. Comecemos por yzz — [y, z]z:

ryaul(yzx - [y,z]z) = Tyazzl(yzm) - [y,z]m

= yzz —ylz, 2] - [y, z]z.
Vamos realizar mais uma redugao para obtermos um termo zyz.

Tioyez(y22 — Y[z, 2] — [y, 2]z) = Tloy.z(y22) — Y[z, 2] — [y, 2]2

= azyz —[z,y)z — y[z,2] - [y, 2]e.

Procederemos de maneira analoga com zzy — z[z,y] a fim de “reduzi-lo” a um elemento

que contenha um termo zyz:

Mawy(22y = 2[2,0]) = Tio.y(22y) — 2[2, 9]

= zzy — [2,2]y — z[z,y].
Apliquemos agora a redugao

LT | (:z:zy - [:1:, z]y - z[:z:, y]) = Tza,yl(wz?/) - [:E, z]y - Z[.’II, y]

= azyz —zay, 2] - [z, 2]y — 2[=,y].
Temos, assim,

rlay,zrya,xl(yzw - [y, Z]l‘) - 7'$o,ylrlozzy(zmy - Z[.’II, y])
= (zyz — [z,y)z — y[z, 2] — [y, 2]z) — (zyz — z[y, 2] — [z, 2]y — z[z,y])

= ("B[y’z] - [y,z]:z:) - (y[x’z] - [x’z]y) - (Z[l‘,y] - [:I:,y]Z).
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Como cpt(zyz) = 3 > 2, pela observagéo feita acima, temos

‘T[yaz] - [y,z]:r, - [‘T’ [y,z]] € 12!/17
y[:L‘,Z] - ["B’Z]y - [ya [m)z]] = ]zyl‘

2z, ) — [2,9)2 — (2 [2,9]] € Laye-
Mas, pela anti-simetria de [ , | e pela identidade de Jacobi,
—[z, [y, 2] + [y, [z, 2]) + [2, [z, 9] = —([z, [y, 2]} + [, [2, @) + [, [, 9]]) = O
Logo,

(zly, 2] = [y, 2]2) — (ylz, 2] = [&, 2]y) — (2[z, 9] = [2,y]2)
= (zy, 2] = [y, )z = [z, [y, 2])) — ([, 2] = [=, 2]y — [y, [z, 2]])

- (Z[:L',y] - [:c,y]z - [z’ [$,y]]) € Izyz‘

Portanto, pelo Lema 2.6, a ambigiidade (0.4, 0yz, 2,y, ) € resolivel com respeito a
<. Logo, todas as ambigiiidades de S sdo resoliveis com respeito a <. Pela equivaléncia
(a') & (¢) do Teorema 2.1, as imagens dos monémios irredutiveis de k(X) segundo 5

formam uma base para k[L]. L

Existem vérias outras demonstracdes desse teorema. Uma de especial simplicidade e

clareza é a que aparece em [9, Sec V.2], também apresentada em [8, Sec 11.4].

3.2 Identidades

A aplicacio do Teorema 2.1 a algumas situagdes mais particulares, que sao jus-
tamente aquelas em que o Teorema se mostrard mais 1til, revela que a verificagao das
hipéteses acerca da condigao de cadeia da ordem parcial de semigrupo e da compati-
bilidade dessa ordem com o sistema de redugido sio um tanto quanto elementares. No
entanto, para obtermos a informagao sobre a existéncia de uma base formada por classes
de elementos irredutiveis é necessdrio, ainda, que se verifique a redutibilidade tunica de
todos os elementos de k(X) ou a resolubilidade de todas as ambigiiidades do sistema de
reducdo. Essas verificagdes sao sensivelmente mais trabalhosas e mais complexas que as

citadas anteriormente. Para tanto, nesta secao, vamos introduzir alguns resultados que
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apresentam condigdes equivalentes as que afirmam sobre a resolubilidade de ambigiiidades
com respeito & ordem introduzida, aproveitando-se de identidades sabidamente validas em
k(X), e que facilitam um pouco o trabalho de verificagao dessas condigoes. No que segue,

k é um anel associativo, comutativo e com unidade.

Lema 3.1 Sejam S um sistema de redugio em uma dlgebra livre k(X) e < uma ordem
parcial de semigrupo em (X) de modo que < e S sejam compativeis. Seja (o,7,A,B,C)

uma ambigiiidade de superposi¢do (resp. inclusio) de S e suponha que
fivfot o+ fa=0 (34)

seja uma equagdo em k(X) tal que apenas dois termos dela, digamos f[; e fi (comi < j),
envolvam o monémio ABC com coeficiente diferente de 0, e, ainda, que esses coeficientes
sejam elementos inversiveis de k. Entdo a ambigiidade (o, 7, A, B,C) € resohivel com

respeilo a < se e somente se
fit o+ ran(fi) + o+ ree(f5)+ -+ fa € Labe. (3.5)
(Formulagdo andloga para o caso de uma ambigiidade de inclusdo.)

Prova Suponhamos que o coeficiente de ABC em f; seja A. Portantoo coeficiente de
ABC em f; é —), uma vez que somente nos termos f; e f; os coeficientes de ABC sao nao
nulos. A demonstracio serd feita apenas para o caso de ambigiiidades de superposigao.
A demonstracio para uma ambigiidade de inclusao é totalmente andloga.

Suponhamos que a ambigiiidade (o, 7, A, B, C) seja resolivel com respeito a <. Entao
f,C — Af, € Iapc, o que implica que ri,c(fi) — ran(fi) = MfeC — Af:) € lapc.
Por outro lado, como vale (3.4), temos fit-Fran(f)+ - +ran(f)+ -+ fo=
ran(fi+ -+ f) =0 € Inpc. Logo fi + - +ran(fi) + -+ riec(fi) + -+ fa =
(rioc(fi) —=ran(f)) + (it +ran(fi) + - +ran(f;) +- -+ fa) € Lanc

Suponhamos, agora, que vale a férmula (3.5). Por (3.4), temos fi + -+ + ran(fi) +
ot ran(f)H A fu = ran(fi+e -+ fu) =0 € Lupo. Assim, rip0(fi) —ran(fi) = (fi+
coobrigo(fi) 4 o Hran(fi) 4 A f) = (it A ran(f) 4 +ran(fi)+ -+ fa) € Lasc,
pois estamos supondo que vale (3.5). Logo, foC—Af: = MY (rec(fi) —=ran (fi)) € laBc.

Isso demonstra o lema. |

A seguir, serdo enunciados e demonstrados trés coroldrios do Lema 3.1 que tém como

exclusiva finalidade especializar esse lema para o caso da aplicagao que serd apresentada
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no final desta segio. A frase “Sejam S um sistema de redugao em uma dlgebra livre k(X)e
< uma ordem parcial de semigrupo em (X) de modo que < e 5 sejam compativeis.” que
consta do enunciado do Lema 3.1 sera tomada como hipétese para todos os corolarios
subsequentes. Deve-se ressaltar ainda que o simbolo [z,y] significard, nesta segao, o

comutador de z e y, isto é, [z,y] = zy — yz, uma vez que nao estamos mais tratando

de algebras de Lie.

Corolério 3.1 Suponha que ezistam z,y,z € X tais que yrz < 2yT € T2y < ZYT € que 0

sistema de redugdo S contenha os pares

o = (zy,yz— a)
T = (yx,my—b),

com a,b € k(X). Entdo a ambigiidade (o, T,2,Y,z) € resohivel com respeito a < se €

somente se

[z,a] + [y, [z, z]] + (2, 0] € Lzyz- (3.6)

Prova Denotemos f; = [z,[y,2]], f2 = [¥,]2,2]], fs = [2,[z,y]]. Entao, como toda

&lgebra associativa satisfaz a identidade de Jacobi para o comutador, temos

fi+ fa+ fa=0.

Verifica-se facilmente que os coeficientes de zyx em fi, fa, f3 sdo respectivamente 1,0,-1.

Pelo Lema 3.1, (o, 7, 2,y,2) é resoliivel com respeito a < se e somente se
7'10::([1) + f2 + "’z‘rl(f.'}) € Izyz- (37)

Resta, portanto, verificar que (3.7) <= (3.6). Vejamos, r142(/1)+ /2 +7.01(f3) = —(zzy+
az)+ fo+ (2b+yzz). Como z2y < zyz, temos zzy —ryz+Ta = z(zy—(yz—a)) = z(Wo —
fs) € Lys. Analogamente, como yzz < zyz, temos —yzztzyz—bz = —(yz—(zy—"b))z =
—(W,—f,) € I,y. Portanto, (zzy+za)—(yzz+bz) = (z2y—zyztaza)+(—yrzt+ayz—bz) €
! f—

Logo, —(zzy + az) + f + (2b+ yaz) € Lys <= {(—(z2y + az)+ o + (zb+yzz)} +
{(zzy + za) — (yzz + bz)} € Ly Mas {(—(z2zy +az)+ f2 + (zb+yz2)} + {(zzy + za) —
(yzz 4 b2)} = (za — az) + fo + (20 — bz). Assim,

Proz(f1) + f2 4 721 (f3) € Lye <> [z,a] + [y, [2,2]] + [2,0] € Leye
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e o corolario esta demonstrado. |

Lembremos que se R é uma k-4lgebra associativaesez € R, a funcioadz: R — R
definida por (ad z)(y) = [z,y], para y € R, é uma derivagao em R, isto é, ad = € k-linear
e satisfaz (ad z)(yz) = (ad z)(y)z+y(ad z)(2). Essa fungao é chamada derivagao interna

determinada por z ou, mais simplemente, fun¢do adjunta determinada por x.

Corolirio 3.2 Suponha que a caracteristica do anel k seja um primo impar p (isso serd
denotado por car k = p), isto €, k € uma Z,-dlgebra comutaliva. Suponha, ainda, que
z,y € X sio elementos tais que zy < yz (resp. yr < zy) e que o sistema de redugdo S

contenha os pares

o = (yz,zy—a) (resp. (zy,yz +a))
r = (zP,b),

coma,b € k(X). Entio a ambigiidade (o, 7.y, z,zP"Y) (resp. (1,0,277", z,y)) é resohivel

com respeito a < se e somente se
(ad )P~ (a) — (ad b)(y) € Iyer (resp. Izry). (3.8)

Prova A demonstracio da versio deste coroldrio contida nos parénteses é analoga
A original e, portanto, serd suprimida. Verifica-se que em uma 4lgebra associativa sobre

um anel R de caracteristica p, p primo fmpar, vale a seguinte identidade:
(ad ay'(8) = (ad a?)(b),
para todo a,b € R.(Ver [9, p. 186 (60)].) Em particular, no nosso caso, vale
(ad 2)"(y) - (ad 2")(y) = 0.

Denotaremos f; = (ad z)?(y) e fo = —(ad z*)(y). Como os coeficientes de yz” em fie fa
sao, respectivamente, —1 e 1, podemos aplicar o Lema 3.1 e concluir que (o, 7,y,z,2"")

é resoltivel com respeito a < se e somente se
Frozren ((ad 2)°()) = ryri((ad 2)(y)) € Tyor. (3.9)

Novamente, é suficiente, portanto, mostrarmos a equivaléncia (3.8) <= (3.9).
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Primeiramente, como 7y,1((ad z?)(y)) = ryr1(zPy — ya?) = zPy — yb, temos

ryr1((ad zP)(y)) — (ad b)(y) € Ly,

pois r,r1((ad 2?)(y)) — (ad b)(y) = zPy — yb— by + yb = (2" - b)y e zPy < yzP, uma vez
que zy < yz e < é ordem parcial de semigrupo.
Por outro lado, demonstra-se por indugao finita que r1gpn-1((ad )" (y))—(ad z)""(a) €

Iyen, para todo n > 1. (Ver Apéndice no final deste capitulo.) Em particular, temos
rrosr-i((ad 27)(y)) — (ad )" (a) € Lyer.
Logo, podemos escrever

(ad 2)P"}(a) = (ad b)(y) = {rioar-1((ad 2”)(y)) = ryri((ad 2”)(¥))}
~ {P1gzr-1((ad 27)(y)) — (ad z)" 7 (a))
+ {ryr1((ad 27)(y)) — (ad b)(y)}

e, portanto, tendo em vista as consideragoes anteriores, segue que
(ad z)P~(a) — (ad b)(y) € Iyor < T1oor-1((ad 2)P(y)) — ryr1((ad z”)(y)) € ITyar,
o que demonstra o corolario. [ |

Coroléario 3.3 Seja z € X e n um inteiro positivo. Suponha que o sistema de redugdo S
contenha um par do tipo

o= (2", a),
com a € k(X). Entdo todas as ambigiidades do tipo (0,0, 2", z'), parai < n, sio

resohiveis com respeito a < se e somente se
[a,z] € Izna (3.10)

Prova Toda 4lgebra associativa R satisfaz [z, 2] = 0, qualquer que seja z € R e
para todo m,j € IN. Logo, em k(X) vale a equagao g™ — g = [z, 2'] = 0, para todo
i € IN. E evidente que nao hé distingao entre "+ e z*+", mas as notagdes diferenciadas
serdo mantidas por motivos de conveniéncia. Fixado : € IN, denotaremos f; = "t e

fo = z**™. Como os coeficientes de g™ (= z*") em f; e f, sdo respectivamente 1 e —1,
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podemos aplicar o Lema 3.1. Assim, uma ambigiidade (o, o,z', 2", z') é resohivel com

respeito a < se e somente se
T102i (") = Tgig1 (z77") € Lpnei. (3.11)

Assim, resta-nos demonstrar a equivaléncia (3.10) <= (3.11). Vejamos, T1ozi(2") = az’
e T4ip1(z"t") = z'a. Dessa maneira, temos P1ogi (™) — az' = 0 € Ipnii € Toig1 (zitm) —

z'a = 0 € I n+:. Portanto, podemos escrever

[a,2] = az' —zia = {ripei(@™) — roior(z)}
— {T10gi (2™) — az'}
+ {rgig1 (z*t") — zia},
o que implica

[a,:t:"] € Ipnti &= Tlazi(:cnﬁ) = 7‘1.'01(212”'") € I n4i.

Se mostramos que
[a,xi] € Ipnyi & [G,Jt] € Ipnt1,
para todo 7 € IN, a demonstragao do corolario estara terminada. De fato, a prova é feita
por indugido em 7 € IN. Se [a,z'] € I n+i, entdo azt! — ziaz € Intin € zaz' — z'tla €
Insisr. Portanto, [a,z+] + (zaz’ — z'az) € Iymtinr. Mas zaz’ — zlaz = z[a, 2" Yz €

I nt+i+1, por hipétese de indugao e pelo Lema 2.7. Il

Utilizaremos, agora, o Teorema 2.1 e os corolarios do Lema 3.1 para efetuar o calculo
de uma base para uma algebra definida por geradores e relagoes. Essa algebra aparece
em um artigo de Taft e Wilson [17], no qual os autores apresentam o primeiro exemplo de
uma 4lgebra de Hopf de dimenséo finita sobre um corpo de caracteristica p, p primo, e que

tem algumas propriedades que eles buscavam. Essa algebra serd introduzida no exemplo

abaixo.

EXEMPLO: Seja k um corpo de caracteristica p # 2 e seja R a k-algebra presentada

por geradores z,y, z e relagoes

[may] =T, [y,z] = =%, [m,z] = 3:2/23

2P =i0; y? =y, zP = 0.
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Afirma-se que R tem dimensdo p®, como k-espago vetorial, com base
{z°yP27 : 0 < o, B,7 < p}.

Faremos uma demonstracio da afirmagao acima. Comecemos por construir a k-
4lgebra livre gerada por {z,y, 2}, que serd denotada por k(z,y, z), e um sistema de reducgao

S = {o; : 1 <1 <6}, onde os pares 0; sao definidos da seguinte maneira:

o = (mp,O), 02 = (yp y) 03 = (zP,O)
oy = (yz,zy — ), o5 = (2y,yz+ z), o¢= (22,22 — #2 [2).

O semigrupo (z,y, z) serd dotado de uma ordem parcial <, que é definida como segue.
Dados A, B € (z,y, z), defino A < B se e somente se cpt(A) < cpt(B) ou cpt(A) = cpt(B)
e A precede B lexicograficamente em relagao a seguinte ordem total definida em {z,y, z}:
r<y<z.

Verifica-se facilmente que < é uma ordem parcial de semigrupo, que < tem condigao
de cadeia descendente e que < e S sao compativeis. Os monémios irredutiveis segundo
S sio justamente aqueles da base alegada, pois eles sao obviamente irredutiveis e um
mondmio irredutivel nio pode conter subpalavras dos tipos yz, zy, zz e nem poténcias de
z, y e z maiores do que p.

Neste ponto j& temos verificadas todas as hipéteses do Teorema 2.1. Provaremos
em seguida que todas as ambigiidades de k(z,y,z) sdo resoliveis segundo S e, entao,
poderemos concluir sobre a base de monémios irredutiveis.

Primeiramente, pode-se notar que S nao contém ambigiidades de inclusao, pois nao
existem o; e 0 (i # j), em S tais que W, seja subpalavra de W,,. As ambigtiidades de
superposigao de S, como é facil de se verificar estudando dois a dois os pares de 5, estao

listadas abaixo.

01,01,z',zP7, Ve Ty 01y 2y Ly TP
b b bl ) b ]

( ( )
(02,02,4%, 977, ") (vit) (05,02,2,9,y"7")
(i33) (03,03,2%, 2", 2%) (viii) (02,04,y7 ", Y, T)
(05,04, 2,9, %) (1z) (

( (

03,035,277, 2,Y)
04aal,y,xaxp_1) ((l:) )

(U) 0-3,0-6,217 I,Z,(L'

As trés primeiras ambigiiidades na realidade sao familias de ambigiiidades indexadas

por 7. Por exemplo, para a familia (i), para cada ¢ < p, temos uma ambigliidade de
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superposi¢do. Vamos utilizar a equivaléncia (a') <= (c) do Teorema 2.1. Para afirmar

sobre a redutibilidade das ambigiiidades com respeito a <, utilizaremos os corolarios do

Lema 3.1.

As ambigiiidades (i) sdao resoliveis com respeito a <, pois
[0,2] = 0 € Ip+:1 (Coroldrio 3.3).

As ambigiidades (ii) sdo resoliveis com respeito a <, pois
[y,y] = 0 € Ip+1 (Corolario 3.3).

As ambigtiidades (i7) sao resoldveis com respeito a <, pois
[0,2] =0 € L+ (Corolério 3.3).

A ambigiiidade (iv) é resolivel com respeito a <, pois

[:I:, —Z] + [ya [Z)x]] + [z,a:] 2[2, -T] + [y’ [zaz]]

= 2zx — 2xz — 22y + T2y + YyzT — YTZ2.

Logo,

[, —2) + [y, [z, 2]) + [z,2] = 2(2z — (z2— £2/2)) — (z2 — (zz — z2/2))y
= 4ylem— (o= /2)) - 5y — (ay — o))
=~ gelve— (s - o).

Assim, como zz, zzy,yzz,yz?, zyz < zyz, temos [z,—2] + [y, (2,2]] + [2,2] € Ly (Co-
roldrio 3.1).

A ambigiiidade (v) é resolivel com respeito a <, pois
(ad z)*"(z) — (ad 0)(y) = 0 € I m» (Coroldrio 3.2).
A ambigiiidade (vi) é resolivel com respeito a <, pois
(ad z)P~"(z?/2) — (ad 0)(z) = 0 € Lz» (Corolario 3.2).
A ambigiiidade (viz) é resolivel com respeito a <, pois vale em geral

(ad y)"(2) + (ad y)""'(2) € Lyr1, (3.12)
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para todo n > 2. Esse fato pode ser demonstrado por inducao finita em n. Denotemos
on(y,2) = (ad y)"(z) + (ad y)"~'(2) e mostremos que @n(y,2) € Lyn+1, para todo n > 2.
De fato, a(y,2) = y2z — 2yzy + 2% + yz — 2y = (zy — (yz + 2))y — y(zy — (yz + 2))-

Como zy?, yzy < zy>, temos @3(y, z) € I,,3. Observe, agora, que

Put1(y,2) = (ad y)""(2) + (ad y)"(2)
= y(ad y)"(2) — (ad y)"(2)y + y(ad y)" "' (z) — (ad y)" " (2)y
= y{(ad y)"(2) + (ad y)" ()} = {(ad ¥)"(2) + (ad y)" " ()}v,

ou seja, Ynt1(y,2) = (ad y)(¢a(y, 2)), 0 que, em vista do Lema 2.7, d4 conta do passo de
inducao.

Tendo em mios a férmula (3.12), podemos demonstrar, também por indugao finita,
que

(ad )?"(2) + (ad y)(2) € Lyomnr, (3.13)

para todo n € IN. O caso n =1 ja foi verificado acima. Suponha, agoré, que a férmula

(3.13) é vélida para n =t e mostremos sua validade para n =1 + 1. Temos

(ad )2 (2) + (ad y)(2) = {(ad y)**?(2) + (ad y)"*'(2)} = {(ad y)**'(2)
=+ (ad y)*(2)} + {(ad y)*(2) + (ad y)(2)}-

Por (3.12), temos (ad y)**%(z) + (ad y)**'(2) € Ly2s e (ad y)**+'(z) + (ad y)*(2) €
Lyosz C Lyaus, €, por hipétese de indugdo, temos (ad y)24(2)+(ad y)(2) € Lypsr C Lyoees.
Assim o resultado estd demonstrado.

Se particularizarmos a férmula (3.13) para n = (p — 1)/2, obtemos (ad y)P~'(z) +
(ad y)(z) € Ly» e, portanto,

(ad y)"~(—2) — (ad y)(2) = —((ad y)*7'(2) + (ad Y)(2)) € Ly,

o que, pelo Coroldrio 3.2, garante a resolubilidade da ambigiiidade (vii) com respeito a
<.

A ambigiliidade (viii) é resolivel com respeito a <, pois prova-se de maneira analoga

ao que foi feito acima que vale, em geral, a férmula

(ad y)*(z) + (ad y)(z) € Lantis, (3.14)



para todo n € IN. Novamente, especializando (3.14) para n = (p —1)/2, obtemos
(ad y)~}(—z) — (ad y)(z) = —((ad y)*~'(z) + (ad y)(2)) € Iypz

e a resolubilidade da ambigiiidade (viii) esta verificada via o Corolario 3.2.

A ambigiiidade (iz) é resolivel com respeito a <, pois
(ad z)P7(2) — (ad 0)(y) = 0 € I», (Corolario 3.2).

O Corolario 3.2 afirma que a ambigiidade (z) serd resolivel com respeito a < se
e somente se (ad z)P~'(—2?/2) — (ad 0)(z) € L»s, ou seja, ¢ suficiente verificarmos que
(ad z)P~1(2%/2) € I.»,. Ainda ndo consegui encontrar uma demonstragao para esse fato,
mas creio que em pouco tempo devo obté-la. A maior dificuldade deste caso em com-
paracao com os nove anteriores deve-se ao fato de termos que efetuar calculos de poténcias
de ad z em z2/2 e nio mais em « ou y como havia sido feito anteriormente. O fato de Taft
e Wilson terem obtido uma demonstragio alternativa de que esta algebra tem dimensao
p3 leva-nos a crer que de fato (z) é resolivel. No entanto, a demonstracao daqueles dois
autores nao é feita por intermédio do Lema do Diamante, o que a torna inadaptavel a
esse caso.

Concluindo que a ambigiiidade (z) é resolivel com respeito a < e, portanto, que
todas as ambigiiidades de S sdo resoliveis com respeito a <, pelo Teorema 2.1, podemos
afirmar que o conjunto das classes dos mon6mios irredutiveis segundo S, {zeyPr + 1 :
0 < o, f,7 < p}, forma uma base para R = k(X)/I como k-espago vetorial e, portanto,

a dimensio de R sobre k é p.

OBSERVACAO: Se no enunciado do Lema 3.1 adicionarmos a hipétese de que todos os
mondmios < ABC sio de redugio tnica, o que em geral sera verdade em toda aplicagao
Gtil desse lema, entdo a hipétese de que dois coeficientes # 0 de ABC em (3.4) sejam
inversiveis de k pode ser enfraquecida, exigindo-se, entao, apenas que esses coeficientes

nao sejam divisores de zero em k.

De fato, suponha que todos os mondmios < ABC' sejam de redugao tnica. Entao
temos
Iapc = ker(rs|Mape);
onde M pc denota o k-submédulo de k(X) gerado pelos monémios < ABC'. Provemos o

resultado acima. Por hipétese, o dominio de rs contém Mapc. Denotemos ¢ = 7's|M, pc ©
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mostremos que I4p¢ = ker(g). Por um lado, se D(W, — f-)E € I4pc, em particular, te-
mos DW, E < ABC e, portanto, DW,E € M4pc. Pelo Lema 2.1, Df,E =rpss(DW,E)

¢ de redugao tnica e vale
7'S(Df,,E) = 7‘5(7‘D0E(DW0E)) = Ts(DWaE).

Como rs(Df,E) = g(Df,E), pois Df,E € Mapc pela compatibilidade de < e 5, e
vs(DW, E) = g(DW, E), temos g(D(W, — [,)E) = g(DW, E) — g(Df, E) = 0. Logo,
Iasc C ker(g). Por outro lado, se a € ker(g), entdo a € M pc, isto é, a é combinagao
linear de monémios < ABC, e rs(a) = 0. Se tomarmos (r1,...,7,) uma seqiiencia final

em a, temos, pelo Corolério 2.1,
a=a—rs(a)=a—ry,...11(a) € lapc.

Logo, ker(g) C IaBc.

Voltando agora para o nosso problema inicial, fazendo as mudangas propostas acima
no enunciado do Lema 3.1 e tomando o como coeficiente de ABC em f;, se vale (3.5),
podemos escrever o f,C — ABC) = rec(fi) — fi e —a(Af: — ABC) = ran(f;) = f;-
Assim, (fi 4 +r10c(f)+- - Aran(f;)++ )= (fi+- -+ fa) = o(fC - ABC) =
a(Af, — ABC) = o f,C — Af;). Logo, como Iapc = ker(rs|m pe) € @ expressao do lado

esquerdo da equacao acima pertence a [4pc, temos

ars(f,C — Af:) =rs(a(fsC - Af;)) = 0.
Como k(X) é um k-médulo livre, k(X) ndo tem torgao, o que, sendo k um anel sem
divisores de zero, implica rg(f,C — Af;) = 0 e, portanto, f,C — Afr € ker(rs|Mape) =
Iipc, o que significa que a ambigiiidade (o, 7, A, B,C) ¢ resolivel com respeito a <. A

afirmacao reciproca do Lema 3.1 ja prescidia do fato de a ser inversivel.

Trabalhamos em toda esta secio com identidades em k(X ). Pode, no entanto, haver
situagbes em que é necessario trabalhar-se com equagoes que se sabe serem validas no
anel R (= k(X)/I). Pode-se adaptar o Lema 3.1 para este caso também desde que se
possa garantir que a equagao em questao deriva de uma férmula restritiva em k(X), como

impoe a expressao (3.15) abaixo.
Corolério 3.4 O Lema 3.1 continua vdlido se (3.4) € enfraquecido para

fi+- -+ fu € Iapc. (3.15)
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Prova Basta observar que Iagc C Mapc e, portanto, ra1(fi + -+ + fa) = fi +

oo+ fn € Inc. O resto da prova é idéntico ao que foi feito na prova do Lema 3.1. ®
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APENDICE

Neste apéndice, nas hipéteses do Coroldrio 3.2, mostraremos o seguinte
RESULTADO 2: 71,zn-1((ad 2)"(y)) — (ad 2)""(a) € Iyen, para todo n > 1.
Para tanto serd necessario mostrarmos primeiramente o

RESULTADO 1: z{(ad z)" — (ad z)""'(a)} € Iyzn+1, para todo n > 1.

Demonstracgoes

1: Vamos definir uma familia de fungdes. Para cada n > 1, seja ¢, (z,y,a) definida da

seguinte maneira.

on(2,9,0) = o{(ad 2)" — (ad 2)"(a)}

Queremos, entao, mostrar que ¢, (z,y,a) € lyzn+1, para todo n > 1.

Para n = 2, temos

pa(z,y,0) = a{(ad z)*(y) — (ad z)(a)}
= z{(zy — 2zyz + yz?) — (za — azx)}
= z{-z(yz — (zy — a)) + (yz — (sy — @)z}

= —2%(yz — (ay — a)) + (yz — (zy — @))a,

mas, como z’yz < yz°, temos —z%(yz — (zy — a)) € lys €, como zyz? < yz3, temos
z(yz — (zy — a))z € Iy Logo, pa(z,y,a) € Iyzs.

Mostremos, agora, que

‘Pn+1($> yaa') = (ad .”c)(cpn(x,y, a)) (316)
De fato,

ai(2,5,0) = of(ad 2)"(y) - (ad 2)"(a)}
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= a{z(ad z)"(y) — (ad 2)"(y)o} — o{z(ad 2)"7'(a) — (ad 2)"7(a)2}
= z{z{(ad 2)*(y) - (ad )" (a)}} = {z{(ad 2)"(y) = (ad 2)" " (a)}}2
= (ad z)(¢n(z,y,a).

Tendo em vista a equacao (3.16) e o Lema 2.7, segue o resultado desejado.

2: Paran = 2, temos

ries((ad 2)%(y)) — (ad z)(a) = rioe(c® — 2zyz + yz?) — za + ax

= 2% — 2zyz + (zy — a)z — Ta +ac
- —alyz - (s - o))
Como zyz < yz?, segue 11,.((ad z)(y)) — (ad z)(a) € Iyz2.

Suponhamos, agora, que o Resultado 2 seja vélido para n = t e mostremos sua

validade paran =t + 1.
rost((ad 2)F(y)) = rigms(a(ad 2)'(y) — (ad 2)(y)2)

= z(ad 2)'(y) — r10at((ad 2)'(y)2)
= z(ad 2)'(y) — {r1ez-1 ((ad ) (¥))}2.

Logo,

roet((ad 2)*(y)) — (ad z)'(a) =
= z(ad 2)'(y) — {r1ioe-1((ad z)"(y)}z — z(ad z)(a) + (ad z)" " (a)z
= z{(ad z)'(y) — (ad z)""" (@)} = {r1sz-1((ad 2)'(y)) — (ad z)'(a)}=.

Pelo Resultado 1, z{(ad z)'(y) — (ad z)*"'(a)} € I+, e, por hipétese de indugao,
rost-1((ad ) (y))— (ad 2)!(a) € Iym, portanto, {r1gze-1((ad z)'(y))—(ad z)(a)}z € Iygear.
E o Resultado 2 esta provado.
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Capitulo 4

Generalizacao para k-anéis

Neste capitulo faremos uma generalizagdo bem natural dos resultados da primeira
secao do segundo capitulo, isto é, vamos generalizar o Lema do Diamante. Durante todo
este capitulo, k serd apenas um anel associativo com unidade. A comutatividade de k
nio mais serd hipétese nas duas préximas secoes. A primeira segao deste capitulo tratard
da generalizagio do Lema do Diamante propriamente dita; a segunda apresentard uma

aplicagao dessa generalizacao.

4.1 Estrutura de bimédulos para k-anéis

Seja k um anel (ndo necessariamente comutativo) associativo com unidade. Um
k-anel é um par ordenado (R, ¢r), onde R é uma anel associativo com unidade e ¢p :
E —» R é um homomorfismo de anéis, levando o elemento unidade de k no elemento
unidade de R. Dados dois k-anéis (R, ¢r) e (S, ds), definimos um homomorfismo de k-
anéis g : (R, #r) — (S, ¢s) como sendo um homomorfismo de anéis g : R — S levando
o elemento unidade de R no elemento unidade de S e que faz comutar o diagrama abaixo.

9

R e

k
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Existe uma formulagdo equivalente para a defini¢io de k-anel. Dizemos, alterna-

tivamente, que um anel associativo com unidade R é um k-anel se R for também um

k-bimédulo e satisfizer as condigoes
May) = (Az)y, (zA)y =z(My), (sy)r = 2(yA),

para todos A € ke z,y € R.

Sejam X um conjunto e (M;)sex uma familia arbitraria de k-bimédulos indexada
por X. Formemos o semigrupo livre com unidade gerado por X, que sera denotado por
(X).

Para cada A = 2;...2, € (X) (z:; € X), considere o produto tensorial (sobre k)
Py =M, ® - ®M,,. O grupo abeliano P4 ¢ um k-bimédulo, definindo-se a agao de

escalares A\, 1 € k em um elemento gerador m; ® ... ® mn (m; € My;) de Py por
M @+ ® ma) = (Ama) 8 -+ ® ()

e estendendo-a linearmente. Essa acio estd bem definida (ver (10, p. 135, Prop. 3.6]).
Assim, posso escrever todo elemento de P4 na forma

ijm @...@m;n,

i=1
onde m;,. € M,, para todo ¢ = 1,.. .,lej=1,...,n. Ressalva-se que essa forma nao
é tinica. Com esta notacao estamos denotando P; = k e P, = M,, para todo z € X.
Observe que, a partir da definigdo de P4, podemos afirmar que Py ® Pg = Pup.

Considere agora a soma direta externa da familia (Pa)ae(xy, isto é, o k-bimddulo

D ae(xy Pa (ou apenas @x) P4). Os elementos de @ x) Pa sao familias (a4)ae(x), onde
a4 € P4 eo conjunto supp((aa)ac(x)) = {A € (X) : ax # 0}, chamado suporte da familia
(@a)ae(x), € finito. Por simplicidade, denotarei os elementos de €)xy Pa por (aa) apenas,
deixando para indicar o conjunto percorrido pelos indices apenas quando for estritamente

necessario.

Lembremos que a estrutura de k-bimédulo de @xy P4 ¢ dada por (aa) + (ba) =
(as+ba) e, se A\ € k, entdo A(aa)p = (Aaap). Além disso, podemos dotar @x) Pa de
uma multiplicagio, como em [16, pp. 121-122, Prop. 1.9.13], dada por

((I.A) ® (bB) = (Cc), onde ¢c = Z as ® bp.
AB=C
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A notacio a,®bp indica o elemento de P4p definido da seguinte maneira. Se a = }; m;l ®
e@mi €EPy =My @ Q@M e b= Z]-mii ®"'®mi;, € Pp=M; Q@ QMyy,
entao
ax ®bp = my, ® - @m, @mi, @ @m.
i

Afirma-se que @ xy Pa dotado da multiplicagido ® é um anel associativo, cuja unidade
é o elemento (as), coma; =1 € keay =0se A # 1. Podemos definir uma aplicagao
¢ : k — @x) Pa, dada por ©(\) = (as), onde a; = A e ag = 0 se A # 1. Verifica-
se facilmente que ¢ é um homomorfismo de anéis (é na realidade um monomorfismo de
anéis) e que (1) = 1. Logo, (B(x) Pa, ) € um k-anel. Observe que a estrutura de k-
bimédulo de @xy Pa pode ser dada por intermédio de sua estrutura de k-anel, definindo-se
Maa)u = ¢(\) ® (a4) ® @(p), para A\, u € k e (aq) € k(M).

Para cada B € (X), podemos considerar o homomorfismo de k-bimddulos

Pp — @Dx) Fa

b —  (aa),

onde ag = be ay = 0 se A # B. Como, para todo B € (X), o homomorfismo acima é
injetor, podemos considerar Pg como um sub-k-bimédulo de @ x)y Pa. Mais geralmente,
se Y é um subconjunto nao vazio de (X), entdo pode-se considerar o k-bimddulo @pey PB

como sub-k-bimédulo de @xy Pa, através do monomorfismo

@y P — Dx)Fa

(bg) +—  (aa),

onde ap = bp, para todo BeYeas=0se AZY.
Definidas as operagdes no k-anel @x) Pa, se (a4) € um elemento arbitrario, podemos

€escrever

(ag) = > aa

A€supp((aa))
Assim, @x) P4 é gerado, como k-bimédulo, pelo conjunto {a4 € P4 : A € (X)}. Deste
ponto em diante, quando nao houver possibilidade de divida, indicarei simplesmente
(a4) = Y4 aa, quando quiser dizer (aa) = S Aesupp((as)) TA- Esse abuso de notagao tem a

vantagem de facilitar a leitura do texto. Mais ainda, quando a soma em questao estiver
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sujeita a alguma restrigio, por exemplo, se B € (X') e quisermos escrever

z QA,

Aé€supp((aa))

A#B

escreveremos apenas Y 4zp ¢4. Dada uma familia (as), cada um dos elementos as € Py
tal que A € supp((aa)) é denominado a componente homogénea de (as) em Py.
O k-anel @x)Pa € chamado de k-anel tensorial do k-bimédulo M = @,ex M-

Define-se de maneira geral o k-anel tensorial de um k-bimédulo arbitrario M como sendo

o k-anel (M) = @ien,(®' M), onde

RQM=MQ...QM,

‘—\'F-d
Q'M = M e ®M = k. Indicando-se por a : M — T(M), a injecao natural de
®'M = M em T(M), o k-anel tensorial T'(M) tem a seguinte propriedade universal.
Para todo k-anel R e todo homomorfismo de k-bimddulos ¢ : M — R, existe um unico

homomorfismo de k-anéis ¢ : T(M) — R que faz comutar o diagrama abaixo.

M ——~ T(M)

N

R

De fato, dados um k-anel R e um homomorfismo de k-bimédulos ¢ : M — R, para
cada n > 2, considere a aplicagdo ¢, : M x ... X M — R dada por ¢n(z1,...,%n) =
¢(x1) ... P(zn). As aplicagdes ¢, sdo n-lineares sobre k e, portanto, para cada n, existe
um tnico homomorfismo de grupos abelianos %t @M — R, que é também um
homomorfismo de k-bimédulos, tal que ¢, = ¢,0, onde O(z1,...,z,) = 1 ® ++ ® Tn.

Assim, para todo n > 2, temos
(21 ® - @ zn) = P(z1) ... $(zn).

Tomando ¢; = ¢ e go como sendo a identidade do anel k, como T'(M) é a soma direta
dos k-bimédulos ®" M, existe um tnico homomorfismo de k-bimédulos ¢ : T(M) — S

tal que, para todo n > 0, ¢, = dan, onde a, indica a injegio natural de @™ M em T'(M)
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(e, portanto, g = a). E imediato verificar que ¢ é um homomorfismo de k-anéis. Além
disso, temos da = oy = ¢ = ¢. A aplicagao @ ¢é o tnico homomorfismo de k-anéis
p : T(M) — S tal que Yo = ¢, pois T(M) é gerado, como k-anel, por a(M) U 1.
Essa caracterizacio do k-anel tensorial de um k-bimédulo é analoga a de uma k-dlgebra
tensorial, no caso comutativo (ver [8, 1.12]); na realidade, o conceito de k-anel é uma
generalizagao do conceito de k-algebra.

Neste capitulo denotaremos o k-anel tensorial @x)Pa por k(M). De agora em
diante, para simplificar a linguagem, diremos apenas “anel tensorial” no lugar de “k-anel
tensorial”.

Um sistema de redugdo para k(M) serd um conjunto S de pares 0 = (Ws, fs), onde
W, € (X) e f, : Pw, — k(M) é um homomorfismo de k-bimédulos.

Dados A, B € (X) e o € S, definimos a redu¢do raqp : k(M) — k(M), como sendo
o homomorfismo de k-bimédulos que atua nos somandos diretos de k(M) da seguinte
maneira: r4,5(a) = a, para todo a € Pc com C # AW, B e para cada d € Paw, B, defini-
mos 74e8(d) = Pa ® f, ® Pp(d), onde PA® fo @ Pg é o homomorfismo de k-bimédulos
de domfnio Paw,8 = Pa® Pw, ® P e contradominio k(M) e que atua em geradores

a®c®bde PA® Pw, ® Pp (a € P4, c€ Pw,, bE Pg) da seguinte maneira:
Ps®f,@Pp(a®c®b) =a® fo(c)®d.

Dizemos que uma redugao rpw,c atua trivialmente em um elemento (a4) se apw,c =
0 (e portanto, raw,c((as)) = (a4)). Caso contrdrio, dizemos que r5w,c atua ndo trivial-
mente em (a4). Neste caso, se escrevermos (aa) = Y4 au, temos:

reoc((aa)) = Y. aas+ Pe®f:®Fc(apw,c).

A#£BW,C

Considere o subconjunto de (X) formado pelos monémios que contém, para algum
o € S, W, como subpalavra. Vamos denotar por (X);,» o complementar desse subconjunto
em (X), isto é, os elementos de (X),, sdo aqueles mondémios C para os quais nao existem
A, B € (X)eo € S tais que C = AW, B. Na realidade, (X)irr é apenas o conjunto
de monomios C para os quais todas as redugoes 74,5 atuam trivialmente nos elementos
de Pg. Definimos o sub-k-bimédulo k(M) de k(M) por k(M), = Dae(x)i Ps. Os
elementos de k(M)

pois novamente, nao ha redugio que atue nao trivialmente neles.

serio denominados elementos irredutiveis de k(M) (segundo S),

irr
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Um elemento (a4) € k(M) é dito de reducdo finita se, dada qualquer seqiiéncia
infinita de reducoes (7;)ien, existir 2o € IN tal que r; atue trivialmente em 7 .. .71((ax)),
para todo i > ig. Assim, como no Capitulo 2, o conjunto dos elementos de redugéo finita
de k(M) forma um sub-k-bimédulo.

Dado um elemento (a4) € k{M), uma seqiiéncia finita de redugoes (r1y...,mn) € dita
final em (ay) se ry...11((aq)) € (M),

Enunciaremos uma seqiiéncia de resultados andlogos aos enunciados no Capitulo 2,
que, tendo demonstragdes identicas as daquele capitulo, conterdo na sua prova apenas
a referéncia ao resultado do Capitulo 2 cuja demonstragio é a mesma. E evidente que
algumas modificagbes na notagao serao necessarias nessas demonstragoes, por exemplo,
onde se 18 k(X), leia-se k(M). Como essas modificagbes sao obvias, elas serao deixadas

por conta do leitor.
Proposicdo 4.1 Se (ax) € k(M) € de redugdo finila, entdo existe uma seqiencia final
em (ax).

Prova Ver Proposigao 2.1. [

Um elemento (ay) de reducdo finita serd dito de reduc¢do tnica se, dadas duas
seqiiéncias finais arbitrarias em (aa), (71, .. ,Tn) € (S1y...,5m), tivermos 7y, .. .11((aa)) =
Sm...51((aa)). Esse valor comum serd denotado por rs((aa))-

Lema 4.1 Sejam (an) € k(M) e (r;)l, uma seqiéncia finita qualquer de redugoes. De-
notemos v =Ty, ...r1. Valem as seguintes implicagoes:

(i) se (ax) € de redugdo finita, entdo r((aa)) € de redugdo finita,

(i) se (aa) ¢ de redugdo tnica, entdo r((as)) € de redugdo tinica e rs(r((aa))) =
rs((aa))-

Prova Ver Lema 2.1. |

Lema 4.2 O conjunto dos elementos de redugdo tinica de k(M) é um sub-k-bimddulo e

re é um homomorfismo de k-bimdédulos desse sub-bimddulo em k(M),,,.

Prova Ver Lema 2.2. |

O préximo lema é uma versao do Lema 2.3 que necessita de mais do que algumas

modificagdes 6bvias e, portanto, serd demonstrado. Um resultado geral sobre o calculo
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de reducdes serd demonstrado anteriormente, pois ele auxilia a compreensao de algumas
passagens da demonstragao do Lema 4.3 e de alguns outros resultados posteriores.

Sejam A, B, L, M € {X) mon6mios arbitrarios e ¢ um elemento qualquer de S. Entao

vale a seguinte formula:

rLacem(a ®b®c) = a®74,8(0) ® ¢, (4.1)

quaisquer que sejam a € Pp, b € Paw,B, ¢ € Py. De fato, como b € Paw,B
P4 ® Pw, ® Pp, existem n € IN e elementos bA € Py, bWe € Py,, b2 € Pp (i = 1,...,n),

tais que
b= bt @b @07,
=1
Assim,

rLacBM(a®b®c) = rracBm(a® (Z b @bl @ b7) ®c)
= rLacsm(D_a @; b @b @b ®c).
Como rL4sMm ¢ um homomorfismo de k-bimodulos, temos
TLAUBM(Z“ Q@b @ ®c) = Z"'LAUBM(G' @b @b @ ®c).

Como, para cadaz = 1,...,n, temos a®b € PLQ®Pa= Prae bP®c € Pp® Py = Pewm,

aplicando a defini¢ao da agdo de uma redugao, obtemos
roacsm(a @b @ @ @) =a@bl @ L) @b @c
e, portanto,
rLacem ()@ ® b @ bl é ee) = 3 a® Ve (0 )b c

a®(zbf®fa(b,w")®b?)®c.

Basta, agora, notar que, por definigao, i, b ® [ (b)Y ® b8 = 1 40B(D).

Lema 4.3 Suponha que (an),(bg),(cc) € k(M) sejam elementos ndao nulos tais que,
para todas as componentes homogéneas as,bg, cc de (a4),(bB), (cc), respectivamente, em
qualquer dos somandos Pa, Pp, Pc de k(M), o produto ay ®bp®cc seja de redugao unica.
Seja r uma composicdo qualquer de redugées. Entdo (as) ® r((bg)) ® (c¢) € de redugao

inica e rs((as) ® r((bp)) @ (cc)) = rs((as) ® (bp) @ (cc))-
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Prova Seja rp,r uma redugao qualquer e ag,bp,cc elementos arbitrarios dos sub-
bimédulos P, Ps, Pc, respectivamente. Mostremos que ap®rp.e(b)®cc = rapeEc(aa®
b ®cc). De fato, se B # DW, I, entao rpoe(bs) = bp e, portanto, a4 ®rpse(bs)®cc =
as ® bg ® cc. Neste caso, temos ABC # ADW,EC, o que implica que rapeec(aa ®
bpRcc) =a1®@bp®cc =aa® rpee(be) ® cc. Por outro lado, se B = DW, E, entao

bg € PpwoE, 0 que implica
as ® rpe(bB) ® cc = rapssc(as ® bp @ cc),

por (4.1). Vejamos agora o caso em que temos a4 € Pa,cc € Pz e b= (bg) é um elemento

arbitrario de k(M). Neste caso ainda vale que
a4 ® rper(b) ® cc =raporc(as ®b® co),

pois podemos escrever (bp) = Y.p bp €, cOmMo T'poE ¢ um homomorfismo de k-bimdédulos,

temos
as ®rpee((bp)) ®cc = as® TDaE(ZB: bp) ® cc
= as® (}B: rpee(bB)) ® cc
= zB:aA ® rpoE(b) ® cc.
Como, pelo que vimos acima, ag ® rpoE(bB) ® cc = rapocec(aa ® b ® cc), temos
ap ® rpor((bB)) ® cc = ; rapsgc(aa ® bp @ co)
= 'I‘ADaEC(% as ®bp ® cc)
= rapegc(as® (EB: bg) ® cc)

rapeec(aa ® (bB) ® cc).

De maneira andloga ao que fizemos na demonstragao do Lema 2.3 e tendo em vista o Lema
4.1(ii), se temos ay € Py, bp € Pg e cc € Pg, podemos concluir que ayg ®7r(bg) ®cc é de
reducio tinica, quando a4 ® bp ® cc o for, e que rs(as ®@r(bg) ® cc) = rs(as ® bp ® cc).
Dados agora (a4), (bg), (cc) elementos arbitrarios de k(M), escrevendo-os como soma de

suas componentes homogéneas, podemos repetir o final da demonstragao do Lema 2.3. W

Uma 5-upla (o,7,A, B,C), onde 0,7 € S e A, B,C € (X) é dita uma ambigiidade
de superposicdo (resp. ambigiiidade de inclusdo) se W, = ABe W, = BC (resp. W, = B
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e W, = ABC). Uma ambigiiidade de superposigao (resp. de inclusdo) (0,7, 4, B, C) sera
dita resohivel se, para todo d € Papc, existirem composicoes de redugodes 1 e 1’ tais que

r(r1oc(d)) = r'(ran(d)) (resp. 7(racn(d)) = r'(r171(d))).

Dada uma ordem parcial de semigrupo em (X), <, dizemos que < e S sao compaliveis

se fd(PWa) g @A(W‘7 PA) para todo o = (Vvaafa) € S

Como fizemos no Capitulo 2, vamos definir o ideal / de k(M) como sendo o ideal

(bilateral) gerado pelo conjunto
{(as) — rBoc((aa)) : (as) € k(M), B,C € (X),0 € 5}.

Para elementos (a4) e redugbes rp,c tais que rpsc atua trivialmente em (a4), temos
(a4) —rBoc((aa)) = 0 e, portanto, essas diferencas nao contribuem para o ideal I. Logo,
podemos considerar apenas as diferengas (as) — rBoc((an)), para as quais rgyc atua nao

trivialmente em (a4). Neste caso, se escrevermos (aa) = 34 a4, teremos
(aa) — reoc((aa)) = ZGA - TBaC(E as)
A A
= S aa—Y rpoc(aa)
A A
= apw,c — "Boc(aBW,C):

Logo, pode-se caracterizar I como o ideal gerado pelo conjunto {d — rg.c(d) : B,C €

(X),0 € S,d € Ppw,c}. Afirma-se, entao, que I é o ideal gerado pelo conjunto

{e— f.(e):0 € S,e € Pw,}.
A demonstracao desse fato é simples e nao serd feita aqui. Como k-bimédulo, I é gerado
pelo conjunto

(a®(e— f,(e)®b: A,B€(X),0 € S,e€ Pw,,a€ Pab€ Pp}.

Se temos uma ordem parcial de semigrupo < em (X) e um sistema de redugao S tais
que < e S sejam compativeis, entao, para cada C € (X), definimos o sub-k-bimédulo I¢

de k(M) gerado por
{(d—r405(d): A,BE (X),0 € S,AW,B < C,d € Paw,5}-

Novamente, prova-se que I¢ é o sub-k-bimédulo gerado pelos elementos a® (e — f,(e)) ®b,

onde A,B € (X) e 0 € § sao tais que AW,B < C e a,b,e percorrem P4, Pg, Pw,,

respectivamente.
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Dados um sistema de reducio S e uma ordem parcial de semigrupo < em (X), tais
que < e S sejam compativeis, dizemos que uma ambigiiidade de superposi¢ao (resp. de
inclusio) (o, 7, A, B, C) é resolivel com respeito a < se (r1o0 —7an)(PaBc) € IaBo (resp.
(raoc — r171)(PaBc) C lasc)-

Fixemos um sistema de reducdo S para k(M) e uma ordem parcial de semigrupo
< para (X) tais que < e S sejam compativeis. Vamos continuar enunciando resultados
analogos aos do Capitulo 2.

Se temos r = 7, . ..T1, Uma composicao arbitraria de redugdes, entdo, vale que (as)—
r((as)) € I, onde (as) é um elemento qualquer de k(M). De fato, por definigao de I,
temos (a4)—71((aa)) € I ericy...11((aa)) —ririza ... r1((aa)) € I, para todo ¢ = 2,...7.
Logo, (4) —((aa)) = [(ax) =1 (@a)]+ [1((an)) = rars (@) +lracr - ra((aa)) =
rn...71((aa))] € I. Essa afirmagio é andloga a do Lema 2.4.

Se (a4) € @acp Pa, para algum E € (X), entdo afirma-se que rpoc((aa)) €
P <k Pa, qualquer que seja a redugao 7Boc- Se BW,C ¢ supp((aa)), o resultado é
trivial. Sendo, escrevemos (a4) = 4 a4 € temos

reoc((aa)) = Y. @aa+7TBoc(aBW.C)-
A£BW,C

Como apw,c € Pew,c = P ® Pw, ® Pc, existem n € IN e a'B € Pg, a‘W" € Pw,, a,-C €
Pc (1 =1,...,n), tais que

n
B W, c
ABW,C =Zai Ra;° Qa; .

i=1

Assim, rBoc(aBw,c) = 2 aP ®fa(ayv”)®a,~c'. Como, por hipétese, < e S sao compativeis,
temos f,(al*) € @pew, Pp para todo z = 1l,...,n, o que implica que
a? ® f,(al") ® af € Pe @ (@p<w, Pp)® Fc = Dpew, Pgpc. Usando que < é uma
ordem parcial de semigrupo em (X), para cada D < W, temos BDC < BW,C. Mas
BW,C < E, pois (as) € @a<g Pa. Logo, @p<w, Pgpc esté contido em @acp Pa-
Portanto, rgsc(aBw,c) € @a<k Pa-

Sabemos que (a4) — rBoc((aa)) = 0, se apw,c =0, ou = apw,c — rBoc(aBw,c), se
apw,c # 0. No primeiro caso, é evidente que (aa) — rBoc((an)) € Ig. No segundo caso,
temos o mesmo resultado, pois BW,C < E, por hipétese.

Vamos enunciar no lema abaixo os resultados provados acima.
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Lema 4.4 Sejam rp,c uma redugio, E € (X) e (aa) € Dack Pa- Entao valem:
(i) rBoc((aa)) € @a<r Pa;
(ii) (a.A)—TBac(((lA))E Ig. [ |

O lema acima é analogo ao Lema 2.5 do Capitulo 2 e, como aquele, tem um corolario

imediato.
Corolério 4.1 Se r = r,...71 € uma composi¢do qualquer de redugoes, E € (X) e
(a4) € ®acp Pa, entdo (aa) —r((aa)) € Is. u

Os préximos dois resultados sao andlogos a Proposigao 2.2 e ao Lema 2.7.
Proposicao 4.2 Toda ambigiiidade resolivel de S ¢ resohivel com respeito a <.

Prova Seja (o,7,A,B,C) uma ambigiidade de superposigao de S. Precisamos
mostrar que, dado a € Pagc, Tec(a) — rar(a) € Ixpc. Por um lado, como a € Pipc =
Pw, ® Pc, existem n € IN e elementos a¥ € Py,, af € Po, (i =1,... ,n) tais que

azz:alw" ®a,~c.

1=1

Temos, entao,

roo(a) = 3 fo(a'") ® af’.

Por compatibilidade de < e S5, tem-se fa(a,w") € @®pew, Pp. Logo r10c(a) pertence ao
sub-k-bimédulo @p<w, Pp ® Poc = ®p<w, Ppc. Como D < W,, entio DC < W,C =
ABC. Portanto ri,c(a) € @pcapc Pp. Demonstra-se, analogamente, que r4r1(a) €
@®p<asc Pp. Por hipétese, (0,7, A, B, () é resoltivel, portanto existem composigoes de
reducoes, r e 1/, tais que r(ri0c(a)) = '(rar1(a)). Pelo Coroldrio 4.1, temos que Tec(d) —
r(ricc(d)) € IaBc e que r(rar1(d)) —ran(d) € labc, 0 que demonstra a proposigao para
o caso de ambigiiidades de superposi¢ao. A demonstragao no caso de ambigiidades de

inclusao é analoga. A

Lema 4.5 Seja D € (X). Se(aa) € k(M) € tal que (aa) € Ip, entio I®(aa)®m € ILpm,
para todos L, M € (X) e todosl € PL,m € Pn.
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Prova Se (a4y) € Ip, entio existem n € IN e para cada i = 1,...,n, 0; € 5,
B;, C; € (X)) com BiW,,Ci < D (i = 1,...,n) e elementos b; € Pp;, ¢ € Pc,, di € Pw,,
tais que

(an) =D bi ® (di — fo;(di)) ® ci.
i=1
Assim,
1@ (a))@m = 1@ (Db ® (di— fo,(di)) @ ci) ®m
= S I®b® (di— fo,(d)) ® ci @m.

Como [ ®b; € PLQ®Pp, = PLp;, e ci @ m € Fg, ® Py = Po;m e, como, para cada 1,
B;W,.C; < D implica LB;W,,CiM < LDM, segue que I ® (ax) ®m € ILpm. [ |

O principio de indugao (Proposicao 2.3) enunciado no Capitulo 2, sendo apenas um
resultado sobre conjuntos ordenados, continuara sendo valido no contexto deste capitulo.

Passaremos agora a estudar condigdes suficientes para garantir que um elemento
(aa) € k(M) seja de redugdo finita. Suponha que o conjunto (X) seja dotado de uma
ordem parcial de semigrupo, <, com condicdo de cadeia descendente e tal que < e
S sejam compativeis. Afirma-se que, neste caso, para todo mondmio minimal D em (X),
todos os elementos de Pp sio de redugio tnica (em particular, de redugao finita). De
fato, seja D um mondémio minimal em (X) e seja d € Pp um elemento arbitrario. Se d
for irredutivel, entdo d é necessariamente de redugao {inica. Suponhamos que d nao seja
irredutivel, isto é, que exista redugao rg,c que atue nio trivialmente em d. Se este é o
caso, entio temos D = BW,C. Assim, d € Ppw,c = P ® Pw, ® Pc e, portanto, posso

escrever d na forma !
d=Y d? ®d" ®df,

=1
onde d? € Pg, d,-w" € Pw,, d° € Pc. Dessa maneira, temos

raoc(d) = > dP & [o(d]"") ®d7.

Como < e S sio compativeis, fo(Pw,) € @r<w, PE, 0 que implica que dB® f,(d")@df
pertence a @p<w, PBEC, que, por sua vez estd contido em @g<«p P& = {0}. Logo,
reoc(d) = 0 e, portanto, é de reducao unica.

O lema seguinte afirma que a c.c.d. sobre <, com < e S compativeis, é condigao

suficiente para garantir a redutibilidade finita para todos os elementos de k(M).
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Lema 4.6 Se < ¢ uma ordem parcial de semigrupo em (X) com c.c.d. tal que < e S

sejam compativeis, entio todo elemento de k(M) é de redugdo finita.

Prova Mostraremos por indugio em (X) que, para cada A € (X), todos os ele-
mentos de P, sio de reducio finita. Sabe-se que para os elementos minimais de (X) o
resultado é verdadeiro. Seja, entdo, D € (X) ndo minimal e suponhamos que para todo
A < D os elementos de P4 sejam de redugao finita. Tomemos d um elemento arbitrario
de Pp. Seja (7i)ien uma seqiiéncia infinita de redugoes. Precisamos encontrar o € IN tal
que 7; atue trivialmente em 7y .. .71(d), para todo ¢ > 1. Se r; atua trivialmente em
ri—1...71(d) para todo 7 € IN, entdo basta tomar io = 1. Sendo, seja jo o menor j tal
que r; atue nio trivialmente em rj_y ...7r1(d). Pela compatibilidade de < e S, temos que
rjo(d) = TjoTj0—1 - - T1(d) pertence a Do<p Fo, ou seja, podemos escrever 7j,(d) = Y¢ dc,
com C < D. Considere, agora, a seqiiéncia infinita de redugoes (si)iew, dada por
si = rj,4i Por hipétese, dc é de redugio finita, para todo C € supp(r;,(d)), logo, para
cada C € supp(rj,(d)), existe i(C) tal que s; atua trivialmenteem s;—; .. .s1(d¢) para todo
i > i(C). Seja i' = maz{i(C): C € supp(rj,(d))}. Entdo temos que s; atua trivialmente
em s;_; ...s1(d¢) paratodo i > i’ e todo C € supp(rj,(d)), ou seja, rj,4i atua trivialmente
em Tjo4i1 - - - Tjo+1(dc), para todo ¢ > i’ e todo C € supp(r;,(d)). Portanto, rjo4i atua
trivialmente em Y ¢ Tjp4ic1 - - - Tjo+1(dc), para todo ¢ > . Mas 3 ¢ Tjo+i-1 o Tier1(de) =
Tiotio1 - Tio+1(Tc dc) = Tioti-1-- Tio41(Tio(d)) = Tigdim1.+ Tio41Tg0 - -+ r1(d). Logo,
basta tomar io = jo 4+ #’. Provamos, entdo, que d € de reducio finita e, assim, pode-
mos afirmar que todo elemento d em Pp é de redugdo finita. Como D foi escolhido
arbitrariamente, temos que todo a € P4 é de redugao finita, qualquer que seja A € (X).
Logo, todo elemento de k(M) é de reducio finita, uma vez que os elementos a € P, geram
k(M) como k-bimédulo e o conjunto dos elementos de reducao finita de k(M) forma um
sub-k-bimédulo de k(M). |

Tendo enunciado todas as definicdes e resultados preliminares analogos aos do Capitu-
lo 2, j& temos condicdo de enunciar e demonstrar um teorema cujo contetido é semelhante

ao do Teorema 2.1.

Teorema 4.1 Sejam k um anel associativo com unidade, k(M) o k-anel tensorial da
soma direta M de uma familia (My)zex de k-bimddulos, S um sistema de redugao para

k(M), I o ideal de k(M) gerado pelos elementos a — fs(a), onde o percorre o conjunto S
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e a € Py,, e < uma ordem parcial de semigrupo em (X) com c.c.d. tal que < e S sejam
compativeis. Entdo as condigbes abaizo sao equivalentes.

(a) Todas as ambigiiidades de S sdo resohiveis.

(@) Todas as ambigiidades de S sio resohiveis com respeito a <.

(b) Todos os elementos de k(M) sdo de redugdo unica.

(c) k(M) = k(M) DI

Observe que a condigdo (c) é equivalente a dizer que o homomorfismo de k-bimédulos
¢ k(M), — k(M)/I, dado pela restrigao a k(M),,, da projecao canénica de k(M)

sobre k(M) /I, é um isomorfismo.

irr

Prova A demonstracio das equivaléncias seguird o mesmo esquema utilizado na

demonstragio do Teorema 2.1, isto ¢é,

(a) = (a)
4
(a) <= (b)) « (o).

Pelo Lema 4.6, podemos afirmar que todos os elementos de k(M) sao de redugao
finita.

(b) = (c) : Estamos supondo que o dominio do homomorfismo de k-bimédulos s é
k(M). Como rs(rs((as))) = rs((aa)), para todo (ax) € k(M), rs : k(M) — k(M) é
uma projecio. I imediato que Im(rs) = k(M), . Além disso, temos que ker(rs) = I,
pois se, por um lado, rs((as)) = 0, entdo, temos (as) = (as) — rs((aq)) € 1. Por outro
lado, se a® (e — f,(e)) ® b é um elemento gerador arbitrario de I, 7s(a® (e — fo(€)) ®b) =
rs(a®e®b) —rs(a® f,(e) ®b) =0, pelo Lema 4.3, uma vez que f-(e) = ria1(e).

(c) = (b) : Anéloga & demonstragao de (c') = (b) do Teorema 2.1.

(a) = (a') : Proposicao 4.2.

(b) = (a) : Seja (o,7,4,B,C) uma ambigiiidade de superposicio de S e seja
d € Pspc. Temos que mostrar que existem composigoes de redugoes r e r', tais que
r(r10c(d)) = r'(ras(d)). Pelo Lema 4.1 (ou Lema 4.3), como d é de redugdo unica por
hipétese, rs(r1.c(d)) = rs(d), isto é, dada uma seqiiéncia final (r1,...,7a) em r1.0(d),
temos n . . .71(r10c(d)) = rs(d). Analogamente, se (s1,. .., sm) é uma seqiiéncia final em
rar1(d), entdo s ...s1(ran(d)) = rs(d). Logo, (o,7,A,B,C) é resolivel. A demons-

tracio para ambigiiidades de inclusao é totalmente analoga.
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(a’) = (b) : Como o conjunto dos elementos de redugéo tnica de k(M) é um sub-
k-bimédulo e os elementos a € P4, para todo A € (X), formam um conjunto gerador
para k(M), como k-bimédulo, provaremos, entao, que dado A € (X), cada a € P4 é de
reducio Unica. A prova sera feita por indugao em (X).

Seja D € (X). Se D é minimal em (X), entdo ja temos que todo d € Pp é de redugao
tinica. Suponhamos, entdo, que D néao seja minimal em (X) e, por hipétese de indugao,
que todo ¢ € P, para C < D, seja de redugao {inica. Isso implica que @ <p Pa estd
contido no dominio de rs. Mostremos inicialmente que Ip estd contido em ker(rs). Seja
a® (e — f,(e)) ® b um gerador de Ip, isto ¢, estamos tomando a € P4, e € Pw,,b € P,
para o € S e A, B € (X) tais que AW,B < D. Comoa®e®b€ Paw,B € AW,B < D,
temos que @ ® e ® b é de redugao tnica. Pelo Lema 4.3, a ® f,(e)®@b=a®r1,1(e)®bE
de reducio tnica e vale rs(a ® e ® b) = r5(a ® fo(e) ® b). Logo, Ip C ker(rs).

Seja d € Pp um elemento arbitrario. Se d for irredutivel, entao d é de redugao
inica. Suponhamos, entdo, que d nao seja irredutivel. Sejam (i), e (s;)7; duas
seqliéncias finais em d. Tomemos o como sendo o menor i tal que r; atue nao trivi-
almente em r;_; ...71(d) e jo 0 menor j tal que s; atue nio trivialmente em s;_1 ... s1(d).
Como j& fizemos outras vezes, a compatibilidade entre < e S permite-nos afirmar que
ri(d) € @acp Pa € que s;,(d) € @acp Pa- Logo, rio(d) e sj,(d) sao de redugao tnica.
Assim, basta mostrarmos que rs(ri,(d)) = rs(sj,(d)), pois, como 7y . ..r1(d) € (M),
temos que 75(ri,(d)) = 75 ...71(d) e analogamente r5(8j,(d)) = Sm ...51(d). Feitas essas
consideragdes, como as seqiiéncias finais em d tomadas sao arbitrarias, basta verificarmos

que

rs(rLom(d)) = rs(rrem(d)),
onde T op € TLirm sao redugdes que atuam nao trivialmente em d. Observe que estamos
automaticamente supondo que D = LW, M' = L'W; M.

Como na demonstracio de (a') = (b) do Teorema 2.1, iremos supor, sem perda de
generalidade, que cpt(L) < cpt(L') e dividir a demonstraciao em trés casos de acordo com
as posigoes relativas de W, e W..

fo. caso: D = LABCM,onde L' = LA, M'=CM, W, = AB e W, = BC, isto &,
(o,7,A,B,C)éuma ambigiiidade de superposigao. Como d € Poapem = PL ® Pagc ® PL,



podemos escrever d na forma

d=Y dl ®d!5° @d¥,
onde d& € Py, dABC € Pypc, dM € Pu. Assim, pela equagao (4.1), temos

rroom(d) = S d¥ @ rioc(dfP) @ dM

rearm(d) = Zd.-L®7‘An(df’Bc)®d?J-

Portanto, rream(d) — rom(d) = 2 d* @ (r10c(dAB°) — rar1(dAB)) ® dM. Como, por
hipétese, todas as ambigiiidades de S sao resoliveis segundo <, temos (r10c—Tam)(PaBc) €
Ligc, em particular, r1,0(dABC) — 7471 (dABC) € I4pc. Pelo Lema 4.5, para cada 1, temos
dl @ (r100(dABC) — ran (dABC)) ® dM € Ipapom = Ip- Logo rrem(d) — rrirm(d) € Ip.
Portanto, como Ip C ker(rs), temos rs(rrom(d)) = rs(roiem(d)).

9. caso: D = LABCM', onde L' = LA, M = CM', W, = ABC e W, = B, isto
é, (r,0,A,B,C) é uma ambigiiidade de inclusao. Este caso é tratado de maneira analoga

ao primeiro.

90. caso: D = LW,NW,M, onde L' = LW,N e M' = NW,M. Neste caso, como
de Pp = P,® Pw, ® Py ® Pw, ® Py, podemos escrever d na forma

d=Sded" ed @d" ed,
onde d¥ € Py, d!'* € Pw,, d € Pn, d¥" € Pw,, dM € Py. Dessa maneira, temos
rronwon(d) =S dF @ fo(d) @d @ d @ dl'.

Como < e S sio compativeis, temos que, para cada i, o elemento df’@fa(d,w")(@dfv pertence
a @wew, PLwn €, portanto, para cada componente homogénea a de d¥ ® fo(d¥) ® dN
em um sub-k-bimédulo P4 (lembrando que A € {LWN : W < W,}), o produto a ®
d¥" @ dM pertence ao sub-k-bimédulo Paw, m. Mas, como A < LW, N, temos AW, M <
LW,NW,M = D. Portanto, por hipdtese de indugao, a & d"" ® dM é de redugao tnica

e, pelo Lema 4.3, temos

rs(dt @ f,(d¥) @d¥ @d¥ @ dY) = rs(d® [(&")@d ® r1r1(dY7) ® aM)
= rs(dk @ f,(d") @ d¥ ® f-(d") @ dY).
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Portanto, temos
rs(ronw,m(d)) = TS(Z @ f,(d¥)®dl ® f(d¥) @ aM). (4.2)
De maneira analoga,
rLw,Nrm(d) = Zd{” ©d' ®d' @ f(d'")@d".

Usando o mesmo raciocinio acima para os elementos dF, dV e a¥ @ fr(al'") ® a}, con-

cluimos que
rs(rowenem(d)) =rs(3 df ® fo(d7) ® Y ® f-(d'") @ dl"). (4.3)
Em vista de (4.2) e (4.3), concluimos que

rs(rromi(d)) = rs(rr-m(d)),

o que termina a demonstragao do teorema. I

Alguns comentdrios merecem ser feitos. Primeiramente, ¢ importante notar que essa
é uma generalizacio bastante natural da situagao do Capitulo 2, uma vez que as idéias
centrais nao dizem respeito a estrutura interna dos objetos em questdo e sim as relagoes
que existem entre eles. Prova disso € a grande facilidade encontrada na adaptagao dos
enunciados e demonstragdes do Capitulo 2 para este. Vale a pena ressaltar também que
esta é realmente uma generalizagao, pois, para obtermos o caso tratado no Capitulo 2,
basta tomarmos k comutativo e M, = k, para todo z € X.

Em segundo lugar, deve-se ressaltar que o Teorema 4.1 nao afirma sobre a existéncia
de uma base formada por classes de elementos irredutiveis, como fazia o Teorema 2.1, isto
¢, ele nao fornece formas normais para os elementos de k(M)/I, mas apenas um resultado
sobre a estrutura de k(M)/I. No entanto, isso ja é suficiente para algumas aplicagoes
relevantes como veremos na se¢ao seguinte.

Um tltimo comentdrio diz respeito justamente a uma situagao particular na qual
o Teorema 4.1, de fato, afirma sobre a existéncia de uma base formada por classes de
elementos irredutiveis. Para tanto, lembremos que se M; e M sao k-bimédulos que sao
livres como k-médulos & direita, com bases Z; e Z,, respectivamente, entao M, ®M, é
um k-médulo & direita livre com base {z; ® z2 : 21 € 21,22 € Zy} (ver, por exemplo, 4,

p. 142, Th. 14.8]). Temos, entdo, o seguinte corolario do Teorema 4.1.
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Corolario 4.2 Suponha que temos todas as hipdteses do Teorema 4.1 para k(M), S, <
e que para cadaz € X, o k-bimddulo M, € livre como k-médulo a direita com base Z(z),
onde assumimos que os Z(z) sio dois a dois disjuntos. Entdo, se vale uma (e portanto
todas elas) das condigées (a), (a'), (b) ou (c), k(M)/I é livre como k-mdédulo a direita e
tem como base o conjunto {Z7 ® - @ 7z, : n € No,z € Z(2i); %1+ %n € (X)irr }, onde

&=zt 1.

Prova Basta notar que, nas condigoes acima, o conjunto {21®+ - ®zn:n € INo,zi €

Z(z;),21...2Tn € (X)ir, } forma uma base para k(M),,,. [ |

4.2 Aplicacao: coprodutos de k-anéis

Seja k um anel associativo com unidade. Comecemos esta se¢ao por introduzir uma
caracterizagio mais categdrica para o objeto k(M). Usaremos aqui a definigao alternativa,
porém equivalente, de k-anel citada no inicio da secio anterior, isto é, vamos dotar o anel

S de uma estrutura de k-bimédulo dada por:
na = ¢s(n)a, ap=aps(p),

para 7,0 € k e a € k(M). Nessa defini¢ao, um homomorfismo de k-anéis g : R — 5 é
uma aplicagiao que é ao mesmo tempo um homomorfismo de k-bimédulos e um homomor-
fismo de anéis e que leva o elemento unidade de R no elemento unidade de S.

Dada uma familia (M;)zex de k-bimédulos, construimos, como na se¢ao anterior o
k-anel tensorial da soma direta dos médulos My, que é denotado por k(M). Se indicarmos
por iz : My — k(M) a injegio natural de M, em k(M), que é um homomorfismo de
k-bimédulos, podemos enunciar a seguinte propriedade universal para k(M). Seja R um
k-anel e, para cada z € X, seja g, : My — R um homomorfismo de k-bimdédulos. Entéao
existe um tnico homomorfismo de k-anéis § : k(M) — R que satisfaz gi. = gz, para
todo z € X.

Vamos indicar por M a soma direta @,ex M. e por a a inje¢ao natural de M em
T(M) = k(M). Se, para cada z € X, denotarmos por j» a injegao natural de M, em
M, teremos i, = aj,. Como M é a soma direta dos k-bimédulos M., existe um tnico

homomorfismo de k-bimédulos g : M — R tal que gj. = gz, para todo = € X. Como
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k(M) é o k-anel tensorial de M, existe um unico homomorfismo de k-anéis g : k(M) — R

tal que ga = g, para cada x € X. Temos, entao, para cada z € X,

9o = 9ja = (FQ)Jz = g(ajz) = Gia-
A aplicagao g é o tinico homomorfismo de k-anéis ¥ : k(M) — R tal que i, = gz, para
todo z € X, pois k(M) é gerado como k-anel por 1 e pelos elementos iz(mz), com z € X
e m, percorrendo M.

Seja. (R»)rea uma familia de k-anéis. Por um coproduto da familia (R») sobre k,
denotado por ][ R», entende-se um conjunto {R,jx : A € A}, onde R é um k-anel e,
para cada A € A, jn : Ry — R éum homomorfismo de k-anéis, tais que se S é um
k-anel e gy : Ry — S, A € A, sdo homomorfismos de k-anéis, entdo existe um tunico

homomorfismo de k-anéis g : R — S tal que gj = g, para cada A € A. Em termos de

diagramas, essa condigao é equivalente a dizer que todo diagrama

S «—2—R

N}

Ry

¢ comutativo. Prova-se que se {R,jx} e {R',j4} sdo dois coprodutos de (R)) sobre k,
entio existe um tnico isomorfismo 0 : R — R’ tal que 05 = j}, para todo A€ A Em
vista disso, diremos simplesmente o coproduto de (Ry)- £ importante ressaltar que, nas
categorias de k-anéis, coprodutos sempre existem (vide (6, p. 142, Th. IIL6.1]).

Dizemos que um k-anel (R, ¢r) ¢ fiel se o homomorfismo ér for injetor. Na definigao
alternativa que estamos adotando, isto é equivalente a dizer que o conjunto Ann(R) =
{n € k: nR = {0}}, chamado anulador de R, é o conjunto {0}. Nessas condigoes,
podemos identificar o anel k com o subanel or(k) e, assim, k serd um sub-anel de R que,

olhado como k-bimédulo, é também um sub-k-bimédulo de R, ou, mais simplesmente, um

sub-k-anel de R.

Corolario 4.3 Seja (Ry)aea uma familia de k-anéis fiéis, dos quais k é um somando
direto como k-bimddulo, isto é, existem k-bimddulos M) tais que Ry = k@ My. Entao o
coproduto R = [[ Rx € isomorfo, como k-bimddulo, ¢ soma direta de todos os produtos
tensoriais My, ®y -+ Qi My,, onden > 0 e M,..., n € A, com dois \;’s sucessivos

diferentes. (Quando n =0 estamos referindo-nos ao somando k.)
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Prova Sejam (A) o semigrupo livre com unidade gerado por A e k(M) o k-anel
tensorial de M = @yep My, isto é, k(M) = D) Pa, onde A € (M), ese A= A...An,
Py = My, ®; - Qi My,. Seja S o sistema de redugao para k(M) formado pelos pares
oy = (\2,m)), com X € A, onde my : My ®;, My — Ry = k@ M) é o homomorfismo
de k-bimédulos induzido pela multiplicagio de Ry, ou seja, se =,y € My C R, entao
my(z ® y) = zy € Ry. Nessas condigoes, se a e b sio elementos arbitririos de Ry, entao,

podemos escrever a = p+z e b= p' + ', com p,p' € k e z, z' € M). Logo,

a®b = pu+pRz+z@p +z®
= pp +pz’+zp +z@a’.

Note que foi utilizado o fato de haver isomorfismos entre k®p My e My e entre My @y k
e My que levam, respectivamente, p ® = em pz e T @ p €m T quaisquer que sejam g € k

e € M,. Calculando, agora, a redugio ri,,1 em a ® b, obtemos

Toy1(a®b) = /L/L'+;L:I:'+:vu'+m,\(m®:v')
= pu' +pa’ + oy + 22’

= ab.

Seja I o ideal de k(M) gerado pelos elementos t ® y — my(z®y)=2Q®y — 2y, com
A percorrendo o conjunto A e z,y € My. Em vista da observacio acima, podemos dizer
que I é o ideal de k(M) gerado pelos elementos da forma a ® b—7T15,1(a®b) =a®b— ab,
com A €EAea,b€E R,y

Para cada A € A, seja 1y : Ry — k(M) a inclusao do sub-k-bimédulo Ry = k@ M)
em k(M) e seja m : k(M) — k(M)/I a projegao canonica. Afirma-se que {k(M)/I,jx =
mix : A € A} é o coproduto []; Rx. De fato, sejam S um k-anel e, para cada A, g :
Ry — S um homomorfismo de k-anéis. Se, para cada A, indicarmos por ix|m, a restrigao
de iy a M, entao iy, serd a inclusio de My em k(M) e, portanto, pela propriedade
universal de k(M), existird um tnico homomorfismo de k-anéis g : k(M) — S tal
que, para cada A, temos gix|m, = axlm,, onde galm, : My — S é o homomorfismo
de k-bimédulos obtido por restricio de gx a My. Ou seja, gix € gx sao homomorfismos
de k-bimédulos de Ry, = k@ My em S que coincidem em M, e, além disso, temos que
gir(1) = g(1) = 1 = g)(1), pois gx e g sao homomorfismos de k-anéis. Portanto, devem

coincidir em todo o dominio, isto é, giy = gx. Ressalta-se que as aplicagoes i), apesar
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de serem homomorfismos de k-bimédulos, nio sao homomorfismos de k-anéis, porém, as

aplicacdes iy : Ry — k(M)/I o sdo, uma vez que, fixado )\ € A e dados a,b € Ry,

temos

miz(ab) = w(ab)
= ab+1
= (a®b)+1

pois a @ b— ab € I. Logo, mix(ab) = (a+ 1)@ (b+ 1) = 7(a) @ 7(b) = mix(a) @ mix(d).

Além disso, se a e b sao elementos arbitrarios de R), para algum A € A, temos

gla®b—ab) = g(a)g(b)— g(ab)
= gir(a)gir(b) — gir(ad)
= ga(a)gr(b) — gx(ad)
= 0,

uma vez que g é homomorfismo de k-anéis (em particular, de anéis) de Ry em S. Logo,
I C ker(g). Portanto existe um tnico homomorfismo de k-anéis g : k(M)]I — S tal

que gm = g. Assim, para cada A, temos
gx = gix = (gm)ix = g(wix)-

A situacio acima estd expressa na comutatividade do diagrama que segue.

A aplicagio g é o tinico homomorfismo de k-anéis ¢ : k(M)/I — S que satisfaz
gr = (1)), pois k(M)/I é gerado, como k-anel por 1 + I e pelos elementos 7iy(ay),

com A € A e ay percorrendo Ry, uma vez que k(M) é gerado, como k-anel, por 1 e pelos
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elementos 15(my) € My C Ry, com A € A e m, percorrendo M. Logo, {k(M)/1,j55 =
miy: A € A} é de fato o coproduto da familia (R,).

A relagio < em (A), definida por A < B se cpt(A) < cpt(B), para A, B € (A), é uma
ordem parcial estrita de semigrupo em (A). Além disso, a ordem parcial < obtida de <,
definindo-se A < Bse A< B ou A = B, é uma ordem parcial de semigrupo em (A) que
tem c.c.d. Como, para todo A, temos my(Py2) € Ry = k@ My C Dacx P4, a ordem <
e o sistema de redugao .S sdo compativeis.

Se A é um mondmio arbitrario de (A), por defini¢io dos operadores lineares my, é
facil ver que os elementos de P4 sdo redutiveis se e somente se A contém como subpa-
lavra um mondmio do tipo A2, para algum A € A. Assim, o sub-k-bimédulo k(M),,.
dos elementos irredutiveis de k(M) segundo S é a soma direta dos produtos tensoriais
M), ®; - ®y My,, nos quais nao hé ocorréncia de dois \;’s sucessivos iguais.

Por inspecio nos pares o) = (A?,m,) de S, conclui-se que as ambigliidades do sistema
de reducio sio exatamente as 5-uplas (03,01, A, A, A); ou seja, para cada A € A, temos
uma ambigiidade do tipo acima e, além disso, essas sao as unicas ambigiidades de S.

Agora, verificadas todas as hipétese do Teorema 4.1, para obter o resultado desejado,
que é fornecido, neste caso, pela afirmagao (c) do Teorema, devemos estudar, por exemplo,
a resolubilidade das ambigiiidades do sistema de redugao. Mostraremos, assim, que todas
as ambigiiidades sdo resoliveis. Dado A € A, mostraremos que para cada a € Pys, existem
composigoes de redugdes r e r’ tais que r(r1o31(a)) = 1'(7a0y1(a)). Como as redugoes sao
aplicagbes k-lineares, basta mostrarmos o resultado para geradores de Py, ou seja, sendo
Py = My ®) My ®; My, é suficiente mostrarmos que existem (composigoes de) redugoes
rer tais que 7(ri,,\ (2 Q@Y ® 2)) = r'(racy1(2 ® Yy ® 2)), quaisquer que sejam z,y,z € M.
Temos, por um lado, 71, A(z2 Q@Y ® 2) =r10,1(zQY) Rz =2y ® 2, a primeira igualdade
tendo sido obtida por intermédio de (4.1). Como zy,z € Ry, podemos aplicar a redugao

10,1 @0 elemento zy ® z. Assim obtemos
T1031 (oA (T @ Y ® z)) = r10,1(2Y ® z) = (zy)=.

Por outro lado, temos ry,,1(z2 @y ® 2) = @ T'15,1 (¥ @ z) =z @ yz. E, portanto,
T1031(Taoy1 (2 @ Y ® z)) =T1on(z® yz) = z(yz).

Logo,
1031 (1030 (2 @ Y ® 2)) = T10,1(Ta001 (2 ® Y @ 2)),
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o que quer dizer que a ambigiidade (x, 02y Ay A, A) € resoliivel. Portanto, como o A
escolhido foi arbitrario, todas as ambigiiidades de S sdo resoliveis e, pelo Teorema, 4.1

(a) = (c), temos que k(M)/I =11 Rx e k(M),,, séo isomorfos como k-bimédulos. |
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