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RESUMO

Neste trabalho estudamos a equagao de Hamilton-Jacobi com uma condicao inicial
dada, no contexto das fungoes generalizadas de Colombeau. Estabelecemos um teorema
de existéncia de solugoes, utilizando uma técnica baseada no método classico das carac-
teristicas, e alguns resultados parciais sobre a unicidade. Esta térnica nos levou a obter,
no contexto das aplicacoes generalizadas, alguns resultados sobre a inversibilidade global

dessas aplicagoes e também sobre equagoes diferenciais ordinarias.

ABSTRACT

In this work we study the Hamilton-Jacobi equations with a given initial condition,
in the framework of Colombeau’s generalized functions. We have obtained a theorem on
existence of solutions and also some partial results on uniqueness. We use a technique which
has been based on the classical method of characteristics. This technique, in the framework
of generalized mappings, has led us to obtain some results on global invertibility of these

mappings and also on ordinary differential equations.
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Introducao

A equagao de Hamilton-Jacobi é uma equagao diferencial parcial de primeira ordem,
nao linear, ondz nao aparece a fungao incognita u. Esta equagdo aparece freqiientemente
na Mecancia Analitica.

O Professor J. F. Colombeau nos sugeriu o estudo, no contexto das fungoes generaliza-
das, da equacao de Hamilton-Jacobi com uma condigao inicial dada. No contexto classico
(isto é, que nao usa a Teoria de Colombeau) sabemos que: dados I um intervalo aberto
de R com 0 € I, Q e Y abertos de R*, H € C*(I x Q2 x Q5 R) e f € C=(Q; R)
existe um aberto W de I xQ com V ={z€ R" : (0,z) € W} #0 e existe uma fungio

u € C*(W; R) que € uma solugdo para a equagao de Hamilton-Jacobi

ou OJu du
(—9?+H(t,$1,...,$n,8—ml,...,'(m)——-O (1)

e satisfaz a condig¢do inicial
u |{0}xV =f IV . (2)

Neste trabalho procuramos obter, sob certas condi¢oes, um resultado analogo para o caso
generalizado, isto é, admitindo H e f fun¢oes generalizadas. O problema de determinar,
neste caso, o aberto W e a funcdo u foi denominado, no capitulo 2, problema HJ e u foi
chamada solugdo para o problema HJ.

Dentre os métodos classicos existentes procuramos adaptar o método das caracteris-
ticas. Este método consiste em transformar um problema de E.D.P. com uma condico
inicial dada em um problema de E.D.O. com uma certa condicao inicial. Os métodos mais
modernos, como por exemplo os que utilizam a nocao de solugao de viscosidade (introduzida
por M. G. Crandall e P. L. Lions em [8] e reformulada por M. G. Crandall, L. C. Evans
e P. L. Lions em [9]), foram deixados, propositadamente, para um estudo posterior, visto

que envolvem trabalho com desigualdades.



Para adaptar o método classico das caracteristicas definimos na segao 2.1, o conjunto
S, H, f,J,W) no qual os elementos (X, P) sao tais que a derivada em relagao
a primeira variavel das aplicagoes generalizadas X e P satisfazem um certo sistema de
E.D.O. envolvendo fungoes generalizadas (este sistema, no caso classico, é chamado sistema
Hamiltoniano) e a aplicacao generalizada Y, definida a partir de X, é uma aplicacao
generalizada inversivel. No capitulo 2 vimos que, se S(1,Q,Q, H, f,J,W) # 0, entdo eziste
vma fungao generalizada que € solugdo para o problema HJ. Portanto para dar exeinplos
de funcoes H e [ para as quais o problema HJ admite solugao basta procurar H e f
satisfazendo S(1,Q,Q, H, f,J,W) # 0. Isto nos levou a obter alguns resultados sobre
fiungoes generalizadas inversiveis e sobre E.D.O. no contexto das fungoes generalizadas.

Na secao 1.2 apresentamos uma condigao necessaria para que uma aplicagdo genera-
lizada seja inversivel e obtivemos alguns resultados que garantem, sob certas hipéteses, a
inversibilidade global de uma funcao generalizada. Estes resultados foram usados nas segoes
2.1 e3.3.

Nas segoes 3.1 e 3.2 apresentamos os resultados que otivemos sobre E.D.O. no contexto
das fungoes generalizadas. Os resultados utilizados neste trabalho estio em 3.2. A secao
3.1, apesar de nao ser usada aqui, nos parece interessante para um estudo introdutdrio de
E.D.O. no contexto das fungdes generalizadas.

Apds obter um teorema de existéncia de solugdes para o problema HJ nos preocupamos
com a unicidade de solugoes. Obtivemos respostas parciais a esta questao. Estes resultados
estao na secao 3.3.

Na segao 1.1 apresentamos alguns resultados, a maioria deles conhecidos, relacionados
com a teoria das funcoes generalizadas que nos serao utéis.

No final da segao 3.3 enunciamos algumas questdes que surgiram durante a elaboracao
deste trabalho e para as quais, até o momento, ndo temos resposta.

No apéndice apresentamos, conforme sugestao da Banca Examinadora, alguns resul-

tados para a equagao

i



du ou ou

—+ H(t, 21, ooy Tpy Uy — sy ——) =
(')t+ (8,2, N uawl Own) 0

com a condigao inicial
ulgoyxv = [ v,
para o caso generalizado.

Aqui trabalhamos com a dlgebra simplificada de Colombeau ‘que foi denotada por
G(?; R), sendo Q um aberto de R"). O teorema de existéncia de solucdes para o pro-
blema HJ, aqui apresentado, nos parece verdadeiro na teoria geral, mas como para fornecer
exemplos precisavamos inverter fungoes generalizadas preferimos nos restringir a teoria sim-
plicada. A adaptagao destes resultados para a teoria geral ficou para um estudo posterior.
Trabalhos sobre E.D.P. de primeira ordem no contexto da teoria das fungdes generalizadas
envolvendo a defini¢do de uma nova algebra, a dlgebra G(Q x X ; R), sendo £ um aberto
de R" e X' um subconjunto fechado de IR™, ou a definicio de derivada regularizada podem
ser encontrados em [6] e [7], respectivamente.

Neste trabalho a palavra "aberto” sempre significara aberto nao vazio.

Desejo agradecer ao Prof. Jorge Aragona pela dedicada orientagdo e ao Prof. J. F.

Colombeau pela sugestao do tema objeto desta tese.

Obrigada Senhor pela companhia.

Roseli Fernandez
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Capitulo 1

A Algebra das Funcoes

Generalizadas de Colombeau

Neste capitulo apresentamos alguns resultados relacionados com a algebra das funcoes
generalizadas. Para facilitar a leitura colocamos na segao 1.1 alguns resultados bdsicos da
teoria das fungdes generalizadas que nos serdo tteis. Na segdo 1.2 estabelecemos alguns
fatos sobre aplicacoes generalizadas inversiveis e fornecemos alguns exemplos que serio

utilizados no capitulo 2.

1.1  Definicoes e algumas propriedades béasicas

Além de fixar as notagdes, apresentamos algumas defini¢ées e resultados, a maioria
deles conhecidos, adaptados aos nossos propésitos. Destacamos os resultados relacionados
com composta de aplicagoes generalizadas e com o conceito de inverso multiplicativo. A
definigéo de aplicagao composta aqui apresentada foi baseada em [2] e a caracterizacio de
inversos multiplicativos que usamos pode ser encontrada em [14]. Omitimos a prova de

algumas proposicoes por estarem demonstradas em [1],[2],[5] ou [14].

1.1.1 Definicao. Seja Q um aberto de IR". Denotaremos por E[Q; R] o conjunto das
fungées f, definidas em 10,1] x Q e com valores em IR, tais que f(e,.) € C*2(; R), para



todo € €]0,1].

1.1.2 Notagao. Se ) € um aberto de R*, a € N™ ¢ f € E[Q; R), escreveremos 0° (¢, z)

~

(0°f)(e, z) =

no lugar de (Ba(f(e,.))(w), e denotaremos por 0°J a funcio definida em 10,1] x 2 por
0°f (e, z).

1.1.3 Definigao. Seja Q um aberto de R". Denotaremos por Ep[2; R] o conjunto das

fungées f, definidas em 10,1] x e com valores em R, tais que

(i) f € €1; R);
(ii) dados quaisquer K CC§l e a € IN", existem N € IN, ¢ >0 e 5 €]0,1] tais que

~

sup{ [0°f(e,z)| : ¢ € K} <ce™™, para todo € €]0,7] .

Um elemento de Ey[2; IR] é chamado fun¢do moderada em ) a valores em IR.
O conjunto Ex[$2; IR] munido das operacdes usuais de soma e produto de funcées e

produto de numero real por fungao é uma IR-algebra.

E facil verificar que se a € IN™ e f e &mlfy; ), entdo 9°f € Ep[Q; R).

1.1.4 Definigao. Seja 0 um aberto de R™. Denotaremos por N[Q0; R] o conjunto das

funcées f, definidas em ]0,1] x e com valores em R, tais que

() f e €l0; Ry

(ii) dados quaisquer K CC ), a € N™ ¢ g€ IN, existem ¢ >0 en €]0, 1] tais que

~

sup{ [0°f(e,z)| : ¢ € K} < ce?, para todo € €]0,7].

Um elemento de N[Q; IR] é chamado fungdo nula em § a valores em IR.
O conjunto M[2; IR] é um ideal da 4lgebra Ey[Q; R].
E facil verificar que se « € N" e f € N[Q; R), entio 0°f € N[Q2; R).

1.1.5 Definigao. Seja Q um aberto de IR*. Denotaremos por G(S; IR) a dlgebra quociente
de En[SY; R) por N(Q; R).



Um elemento de G(§2; IR) é chamado fun¢do generalizada em §) a valores em IR.

Se f € G(R; R) denotaremos por f um representante de f e por 0°f a classe de 9= f
em G(Q2; R), sendo a € IN™.

1.1.6 Definigao. Sejam Q um aberto de R™ e p € IN com p > 1. Denotaremos por
E[Q; RP) o conjunto das fungies vetoriais [ = (fl,...,fp), definidas em ]0,1] x Q e com

valores em RP, tais que f; € E[Y; R] para todo 1 <1 < p.

1.1.7 Definigao. Sejam Q um aberto de R™ e p € IN com p > 1. Denotaremos por
Em[Q; RP) o conjunto das fungées vetoriais f = (fl,...,fp), definidas em ]0,1] x Q e com
valores em IRP, tais que ﬁ € Em([Q; R] para todo 1 <1 < p.
Se f = (f1,.J,) € E[Q; IR?), é claro que sio equivalentes:
(a) f € Eml; RP);
(b) dados quaisquer K CC Qe a € IN", existem N € IV, ¢ > 0 e €]0,1] tais que
sup{ |0°fi(e,z)| : = € K} < ce™N, para todo ¢ €0, el <i<p.

Um elemento de Ex[§2; RP] é chamado aplica¢do moderada em ) a valores em IRP.
O conjunto Exp[€2; IRP] munido das operagdes usuais é um JR-espaco vetorial.

E facil verificar que Ep[Q; RP] = @, Em([Q; R;], sendo IR; = IR paratodo 1 <1 < p.

1.1.8 Definigao. Sejam ) um aberto de R* e p € IN*. Denotaremos por N[; R?] o

conjunto das fungées vetoriais f = (fl,...,fp), definidas em ]0,1] x Q e com valores em

R?, tais que f; € N[Q; R] para todo 1<i < .
Se f: (fl, ...,f;) € €[Q; R, é claro que sdo equivalentes:
(@) = (fi,- o) € N[2; RP);

(b) dados quaisquer K CCQ, a € IN" e g€ IN, existem ¢ >0 e 5 €]0, 1] tais que

sup{ |0°fi(e,z)| : = € K} <ce?, para todo € €]0,7[ e 1 <7< p.



Um elemento de V[Q; IRP] é chamado aplica¢io nula em ) a valores em IR,
E facil verificar que N[Q; RP) = @7_, N[Q; R;],sendo R; = IR para todo 1 < i < p.

O conjunto NM[Q; IR”] é um IR-subespago vetorial de Ex[Q); IR?).

1.1.9 Definicao. Sejam Q0 um aberto de R™ e p € IN com p > 1. Denotaremos por
G(§2; R”) o espago vetorial guociente de Ep[Q; RP] por N[Q; IRP].

Um elemento de G(§2; IR?) é chamado aplicagdo generalizada em Q) a valores em IR”.
E facil verificar que a aplicagao ¢ definida em G(Q; JR?) e com valores em @7, G(; RR;),

sendo IR; = IR para todo 1 < < p, dada por
o(f) = o((Jis- Jy) + N1Q; B?) = (i + N[Q; R), .., [, + N[ R)),

€ um isomorfismo entre espacos vetoriais . Sendo assim, identificaremos G(Q2; IR?) com

i=1G(9; R;) , sendo R; = IR para todo 1 < i < p e escreveremos, quando for con-
veniente, f ao invés de ¢(f), e assim um elemento f € G(Q; IR?) ser indicado por
f={(fiy.., fp), sendo f; € G(Q; R) para todo 1 < i < p, e um representante de f seréd

indicado por (fl, ...,ﬁ,), sendo f; um representante de fiem G(Q; IR) para todo 1 <1 < p.

Usaremos, principalmente no capitulo 2, a seguinte notacao:

1.1.10 Notagao. Se f € G(2; RP) € {s1,..., 8.} C IN* € tal que Zs; = p, escreveremos,
=1

quando for conveniente, f = (gi,...,g-) com g; € G(; R*) para todo 1 < i < r, ao invés
de f = (f1,-, fp) com f; €G(; R) e 1 <j<p.

1.1.11 Proposigao. Se §) € um aberto de R" , f € G(; RP) e g e h sdo representantes

de f, entdo li&l(ﬁ(e,z) —h(e,2)) =0, para todoz € Q.
Demonstragdo. Basta observar que o resultado é verdadeiro para G(Q2; R)(ver (1]). //
1.1.12 Proposicao. Sejam Q um aberto de R™ , V aberto de B™ com V C Q e f e

G(2; RP). Se fl e fz sao representantes de f , entdo as aplicagées definidas em 10,1] x V

por



h(e,z) = file,a) e hi(e,z) = file,z) — fale, ),

pertencem, respectivamente, a Eyq[V 5 RP] e a N[V ; RP).

Demonstragao. Basta observar que se K CC V, entao K cC Q. //

1.1.13 Proposicao. Sejam Q' um aberto de R™', t, € R com Q" = {z € R" : (t,,2) €
V}#0, W um aberto de R comW C Q" e g € G(V; RP). Se gy e §, sdo representantes

de g, entao as aplicagoes definidas em ]0,1] x W por

~ ~

l(&‘,:l:) :gl(eatoam) € 11(6,:12) =§1(6,t0,m)—§2(€,t0,$),
pertencem, respectivamente, a Ey[W 5 RP] e a N[W ; RP).

Demonstragao. Basta observar que, se K CC W, entéao {t,} x K cc . //

Com as duas proposi¢oes anteriores faz sentido a seguinte definicio:

1.1.14 Definigao. Sejam ¥ um aberto de R™', Q aberto de R" , V aberto de R™
comV CQ,t, € R com Q" = {2z € R* : ({,,2) € X} #0 e W aberto de R* com
WCQ, feg(Q; R) ege G(; RP). Sejam fy e h como em 1.1.12 ¢ G e | como
em 1.1.13. Denotaremos por f |y a classe de h em G(V; RP) e por g |y xw a classe de 1

em G(W; RP).
A proposigao abaixo sera usada no capitulo 2.

1.1.15 Proposigao. Sejam Q um aberto de IR™, I um intervalo aberto de R, t, € I e

g €G(I xQ; R). Denotando por (t,z) = (t,z1,...,z,) wm ponto genérico de I x Q) tem-se
que, se

(i) 9l{tyxa = 0 em G(Q; R);

(ii)% =0em G(I xQ; R),
entdo g =0 em G(I x Q; R).



Demonstragdo. Seja g um representante de g e tomemos K CC I X2, a = (o, a1,

ey Qp) €
IN**'eqge IN.
Provaremos que existe ¢ > 0 e n €]0, 1] tais que
|0°g(e,t,x)| < ce?, para todo € €]0,n[ e (t,z)€ K . (1)

Sejam L CC 2, a e b numeros reais tais que t, € [a,0) C [ e K C [a,b] x L.

Suponhamos, em primeiro lugar, ag # 0 e seja B = (ap — 1, 04, ...ay).

Como % =0em G(I x Q; IR) existem ¢; > 0 e n; €]0,1] tais que
5,99 g
sup{ |0 (E)(e,t,x_)l t(t,z) € K} <€, para todo € €]0,n;|
e portanto

|0°g(e,t,2) | < c1€?, para todo (e,t,z) €]0,m[xK ,

o que prova (1), no caso g # 0.
Suponhamos ag = 0. Como g |{;,)xo = 0 em G(Q; R) temos que para = (e, ..., an),
existem ¢; > 0 e 7, €0, 1] tais que
|0°G(e, to,z) | = | 0°G(e,toya) | < c26?, paratodoz € L e e€]0,maf. (2)

Como % =0em G(I x Q; IR), existem ¢3 > 0 e 3 €]0,72[ tais que

ag

| 0%( t)(s,t,a:)| < c3e?, para todo (t,z) € [a,b] X L e € €]0,n3[. (3)

Fixemos (1,%) € K C [a,b] X L. Entao, pelo Teorema do Valor Médio, temos que

TR = 96T + g 0"D)e 8T, (1)

para algum s entre ¢, e .
Sejam ¢ = ¢; + ¢c3(b — a) e n = n3. Entdo de (2), (3) e (4) concluimos que
|0°g(e,t,z) | < ce?, para todo (t,z) € K e €€]0,7],
o que prova (1), no caso ag = 0.

Portanto g =0 em G(I x Q; R). //

A seguir vamos lembrar a defini¢do de nimero generalizado.



1.1.16 Definigao. Seja p uma fungdo definida em )0,1] a valores em R. Dizemos que u

pertence a Ep(R) se, e somente se, existem N € IN, ¢ >0 e n €]0,1] tais que
lu(e)] <ce™™ | para todo € €10,7].

B claro que £y (IR) é uma IR-algebra.

Dizemos que pu pertence a N(IR) se, e somente se, dado qualquer q € IN ezistem ¢ > 0 e
n €]0,1] tais que

lu(e) | < ce?, para todo € €]0,n].
E claro que N'(IR) é um ideal de Ep(RR).

Denotaremos por IR a dlgebra quociente de Epr(IR) por N(IR).
Se s € N* ¢ z, = (z1,...,z,) € R dizemos que T, = (Z1,..,25) € (Em(R))* € um
representante de T, se, e somente se, ©; = T; + N(IR) paratodo 1 <i<s.

Um elemento de Ep(IR) é chamado elemento moderado.

Um elemento de NV (R) é chamado elemento nulo.

Um elemento de IR é chamado de nimero generalizado.

Um elemento de R’ € chamado vetor generalizado, sendo s € IN e s > 1.

1.1.17 Definicao. Sejam §) um aberto de R™ ¢ p € Q. Se f € G(; R) denotaremos
por f(p) a classe do elemento moderado p(e) = f(s,p) em R, sendo | um representante
qualquer de f. Se g = (g1,...,9s) € G(Q; R*) denotaremos por g(p) o vetor generalizado
(91(p); - 95(p) € .

1.1.18 Definicao. Sejam ) um aberto de IR™ e ' um aberto de RP. Denotaremos por
Gu(2; Q') o conjunto das aplicagdes generalizadas f € G(; RP) e tais que eziste um

representante [ de f satisfazendo:
(i) dado qualquer K CC U, existem K' CC V' e 1 €]0,1] tais que f(J0,7[xK) C K.

Convém observar que, se Q' = JR?, entdo a assercio (i) é equivalente a



(") dado qualquer K CC Q, existem M >0 e 5 €)0,1] tais que ||f(e,z)|| < M,
para todo (¢,z) €]0,n[x K,

e portanto G.({2; IR) é uma IR-algebra.

1.1.19 Proposigao Sejam Q um aberto de IR", ¥ um aberto de R” e f € G.(Q; Q).

Entao todo representante de f satisfaz 1.1.18.1 .

Demonstragio. Sejam [ = (fl, ...,J?p) um representante de f satisfazendo 1.1.18.i e
G = (31,3, € Em[Q; R?) com f—G € N[Q; RP).
Seja K CC Q.

Usando 1.1.18.i existem £/ CC 2’ e n €]0, 1] tais que

~

(Fe,2) : () €10,n[xK } € K", )
Sejam V' aberto de IR? tal que K’ C V C V CC ) e sejar a distancia de K’ a \ V.

Entao

K’ C Uyer' Bz (y) C Uyer'B:(y) CV C O,

e assim existem y,...,y, em K’ tais que

K' C Ui Bz (yi) C Ui Br(y:) cC Q. (2)

g
Usando que f — § € N[Q; IRP] existem n; €]0,7[ e ¢ > 0 tais que
Iﬁ-(e,a:) —Gi(e,z)| < ce, para todo (g,z) €]0,m[xK e 1<i<p. (3)

: . r v # ’
Seja 1, = min{n,, %} Entéao se ¢ €]0,7;[ e z € K temos, por (1) e (2), que existe
j €{1,2,...,s} tal que f(e,z) € Bt (y;) e assim, por (3), concluimos que

r

~ S ~ -~ T
Ig(e, 2) — yill <llg(e, z) — f(e,2)|| + || f(e, z) — ;|| < epe + T

-+
>3

ool 3

Portanto

{g(e,z) : (e,z) €]0,m[xK } C Ui Be(yi) cc Q' .//

No proximo resultado mostramos que G(., IR") é um pré-feixe completo de espacos

vetoriais sobre IR".



1.1.20 Proposicao. Sejam ) um aberto de IR™ que € reunido de uma familia ()ier de

abertos nao vazios de R™ e p € IN*. As sequintes asser¢ées sdo verdadeiras:

(I) se f e g sdo fungées de G(2; IR?) tais que f|q, = gla,, para todo i € I, entdo
f=g

(IT) se (fi)ier € uma familia tal que f; € G(Q%; RP) para todo i € I, e f; loing, =
[ilaing, para todo (1,7) € I x I com Q; N Q; # 0, entdo esiste f € G(Q; RP) com

fla; = fi, para todo 1 € I;

(III) se Q' € um aberto de R?, f € G(¥; RP) e (fi)ier € uma familia tal que f; €
Gu(Qi; Q) e fla; = fi, para todo i € I, entao f € G.(Q; Q).

Demonstragao. Com demonstragao andloga a encontrada em [2.3.2] de [2] temos que (I) e
(IT) sao verdadeiras. Provaremos (III).
Sejam K CC Q = Ui e f um representante de f. Provaremos que existem
K'cCc ¥ ene€]0,1] tais que
{fe,2) : (e,2) €)0,m[xK} C K'. (1)
Para i € [ e z € §); seja ri(z) > 0 tal que m C Q.

Como K ¢é um conjunto compacto de R* e K C U;es Ugeq, B, (z)(z), existem 1y, ..., 2,

em [ e z;,,...,z;, em §) tais que
K C szlBr,-).(z,-])(wiJ) e z; € ,para todo 1 <j<s.

Para 1 < j < s seja L; = Br.'J(l‘.’J)(‘rij) C ;. Entao K C Ui_L; e L; CC

iy

; ,para todo 1< j<s.

2
Fixemos j € {1,...,s}. Como L; CC ; , fIQl-J = fi; e fi; € G.(Q; ; Q') temos que
existem R; CC ' e n; €]0,1] tais que

{f(e,2) : (e,2) €]0,mi[xL;} C R cC Q.
Portanto Ui, R; CC V' e para 77 = min{n, ...,n,} temos que

{Je,2) iz € K e e€l0, 7} CU {fle,z) :z€L; ec €]0,7[} CU_,R; cC &,



e assim (1) é verdadeiro. //

Em [2] encontramos uma definigio de composta para aplicacoes generalizadas na teoria
geral. De modo andlogo obtemos uma defini¢ao para a algebra que estamos trabalhando.

Procurando facilitar a leitura iremos descrever os passos necessarios para obter 1.1.23.

1.1.21 Lema. Sejam ) um aberto de R", ) um aberto de R?, f € G.(Q;Q), g €
g(v; r°), f wm representante de [, g um representante de g, K = (K;)jen uma

sequéncia exaustiva de compactos para 1, isto €,
UienK;=Q, K;CKj;y; e K; CCQ, para todo j€ N
e seja (n;)jen uma seqiéncia em )0,1] satisfazendo :

(i) m > njs1, para todo j € IV;

(ii) {f(e,z) : (¢,2) €10,n;[xK;} cC Q' , paratodo j € IN.
Sejam j € N e lAzj a aplicagdo definida em 0, 1] x I;,j por

b

~

(6 :IJ) _ {@(5, (5"1")) ) S€ € E]O,nj[
” e, f(,2) | see€ 1]

Entao

(I)le € EM[I:’]-; IR®], para todo j € IN;

(IT) eaiste Of 75 € Em[Y; IR°) tal que ©
J€N.

kg I]O,l]xf\'o'; — hj € N[Kj; R°], para todo

(Convém observar que de 1.1.18.i garantimos a existéncia da seqiiéncia (1;) ;e satisfazendo

1.1.21.1 e 1.1.21.11.)

Demonstragao. O item (I) segue de [3.1.9.a] de [14]. A assergao (II) segue de 1.1.20.I
fazendo ©; = K; e f; a classe de h; em G(K;; ). //

10



1.1.22 Lema. Sejam §) um aberto de R", Q' um aberto de R?, [ € G.(R; '), g €

G(V; R®), f um representante de f e § um representante de g. Com as notagoes do lema

anterior, as sequintes afirmagées sio verdadeiras :

(I) se K = (Kj)jen € uma seqiéncia ezaustiva de compactos para ), fi € um repre-

sentante de f e g1 € um representante de g, entdo O, F C)

Ko € N[Q7 RS];
(IT) se K = (K;)jen ¢ H = (Hj)jen sio seqiéncias ezaustivas de compactos pura Q,

Ji um representante de [ e g1 um representante de g, entdo
Ox.75 = Onpm € NI B

(IIT) se £ = (Kj)jen € uma seqiéncia ezaustiva de compactos para Q) e existem
T €10,1] e fi um representante de f com £1]0,7[xQ) C ', entdo a aplicagdo
definida em ]0,1] x Q por
N i(e, file,z)) , see€lo,7]
l(e,a)=4{ . ,
g(gafl(%ax)) , S€E € [T’ 1]

pertence a Ey([Q; R°] e Op7s— le NQ; R?].

Demonstragdo. Como estamos usando as notagoes do lema anterior, existem (7;);en €

(77;)jen tais que 1 > n; > n;40 >0, 1> ;> M4 >0,

=

{f(e,2) : (e,7) €]0,m;[xK;} CC ', para todoj € IV,

{file,z) : (,) €10,7,[xK;} cC &, para todoj € IV,
e existem h; e lAJ aplicacdes moderadas definidas em ]0,1] x K ; por
- g(e, f(e,z , se € €]0,n;
hj(e’w):{A ) ol
(e, f(F,2)) , see€ ;1]

~ {51(6,}?1(6,33)) y S€ € E]Oaﬁj[
lj(&,:l:) = 7 )
§1(€,f1(22]-,$)) y S€ € € [ﬁﬁ 1]



e tais que ©

Kf’gl]m] 3 — h; EN’[I\J,R’] e ©
JEN. e

thgl l]o 1]x }\ l € N[I‘] ) R ] para todo

Sejam K CCQea € lN"/Provaremos que existem n €]0,1], ¢ > 0. eqg& N tais que
10°©75(e,2) = 0O 2 = (g, 2)|| < ce?, para todo (e,z) €]0,n[xK . (1)

K, 1,91
Seja j € IN tal que K C Kj.
Usando que (f— f;) |]0 el € N[I;’j ; IRP] e que g—gy € N[QV; IR*] temos, por [3.1.9.d]
J)xK,
de [14], que h; — ; € /V[I:'j ; IR°], e portanto

~

— k) +(l; - o)+ (hj -

G’CJAI’EI I]O,l]xKJ L)

K,]:E | 0,1 xl‘q - @Kl]\l 1.’9\1 IO;l Xl\q - ((_)K:"?\:q\l 0,1 xjg
J 7 ’

pertence a N[K;; IR?].
Como K CC I;'j e0po—0, o € N[K; ; IR®] é fécil verificar que (1) é verdadeira,
e assim concluimos (I).

Provaremos a seguir (II).

Como
@K }\,j(]\ - G GK:»}:; - @Kv.?h;l + @K:n?lral - OHI.?]!EI
e vale (I), basta verificar que ©, ~ Fisi—Ouns € NQ; R

Como estamos usando as notagoes do lema anterior existe (v;);en tal que 1 > vi >

vig1 >0 e

{file, ) : (e,2) €]0,vj[xH; } CC Q', para todo j € IN
e existe 3; aplicagao moderada definida em ]0, 1] x ﬁj por

( ) {51(6,]?1(6,23)) ,SGEE]O,VJ'[
S;lg,x) = -
§1(E, fl(EQL’x)) , S€ € € [Vj7 1]

tal que © -5 € N[HJ,B’] para todo j € INV.

M, I]g 1]x H
Sejam K CC Q e a € W" Provaremos que existem v €]0,1], ¢ > 0 9’6@%7 tais

que

||3°‘@,C,fh31(e,m) — 970, 7 - (¢,2)|| < e, para todo (e,z) €]0,v[xK. (2)
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Como K e H sao seqiiéncias exaustivas de compactos para 2, existe 3 € IV tal que

K C I&o'j ﬂﬁj. Tomando 7 = min{7;, v;} temos que [; = 5; em )0, 7 x (K; N H;), e portanto

em ]O,ﬁ[x(ho'j N I-}])

Usando a igualdade acima e que

— 1 EN[A],IR’]eO —§j€N[It°[j;lR’],

1
/C J1a I]g 1]x K H,f1,91 l]o|1]xﬁj

é facil verificar que (© € N[Iz’j N [-}j ; IR°] e portanto (2) é

cid ~ Ouic) bt s,
verdadeira, e assim obtemos (II).
Finalmente provaremos (III).
Usando [3.1.9.a] de [14] temos %ue le Eu[Q; R).
Sejam K CCNea¢€ W/Provaremos que existemn €]0,1], ¢ > 0 e~ /QJN tais que
09Oy 7:(e,2) — 8°l(e,z)| < ce? , para todo (e,z) €]0,n[xK . (3)
Seja 7 € IN tal que K C I%j.

Como © —hj € ./V[I;'j; R’) e hj—1| € N[I:’j; IR°] ([3.1.9.¢] de

k.19 |]0 1)xK; 10,1]xK;

[14]), € facil verificar que (3) é verdadeira, e assim concluimos (III). //

Usando o lema acima podemos introduzir a seguinte defini¢do, que é andloga a encon-

trada em [2].

1.1.23 Definicao. Sejam Q um aberto de R", Q' um aberto de R?, [ € G.(; V) e
g € G(¥'; R*). Denotamos por go f a classe da aplicagio moderada ©, 75 definida em
112111, em G(2; IR®), sendo K = (K;)jen uwma seqiéncia exaustiva de compactos para

Q, f um representante de f e § um representante de g.

A seguir apresentamos alguns resultados que envolvem a nogao de fungao composta e

que serao uteis neste trabalho.
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1.1.24 Proposigao. Sejam ) um aberto de IR™, ' um aberto de R”? ¢ a € IN™. Se V
€ um aberto de R com V CQ, f € G.(Q; Q) e g € G(V; R*), entdo

flveg(ViQ), (gof)lv=go(flv) e (3°f)lv=0(flv).

Demonstragdo. Usando a definicao de f |y e que f € G.(; Q') é fdcil verificar que f|y €
G.(V; Q). Provaremos que (go f)|v = go (f|v).
| Sejam K = (K;);en uma seqiiéncia exaustiva de compactos para V, f um representante
de f e g um representante de g.
Como flv € Gu(V; Q) e ¢ = f|]0,1]xV ¢ um representante de f |y, existe uma

sequéncia (7;)jen tal que 1 >n; >n;01 >0 e

{p(e,z) : (e,2) €]0,m;[xK; } CC &, para todo J€IN.

Para 7 € IV, seja /Azj a aplicagao definida em ]0,1] x K; por

R {5(6,55(6,56)) , se € €]0,n;]
hj(e,z) =

~

9(5,92(221,1:)) , S€ € € [773', 1]
esejal=go(f]|v).

Por 1.1.21.1T temos que B_,- ¢ um representante de l|}§ e de (go f) |Ko , para todo
J 7

J € N, e assim, por 1.1.20.1, concluimos que go (f |v) = = (go f)lv.
Finalmente, usando que fI]O,l]xV ¢ um representante de f |y, obtemos que 0°f) v =

*(flv). //

1.1.25 Proposigao. Sejam ¥ um aberto de R™', Q" aberto de RP, t, € R com §) =
{z€ R" : (to,2) €U} #0, V aberto de R* comV C Q, f € G.(V; Q"), g€ G(Q"; R?),
a=(ao,a1y...,0,) € N comay=0¢ef = (ai,...,a,). Entdo

(D) flayxv € Gu(V; Q);

(ID(g 0 f) lgtyxv = g0 (f lieyxv) em G(V; R®);

(D) litoyxv = 0°(f lyiyxv) em G(V; RRP).
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Demonstragao. Como f € G.(R)'; Q") e dado qualquer K CC V temos que {t,} xK cC @,
é facil verificar (I).

Para (II) tomemos K = (K;)jen uma seqiiéncia exaustiva de compactos para V e
K' = (K})jen uma seqiiéncia exaustiva de compactos para V.

Como ({t,} X I;)jen ¢ uma seqiiéncia de compactos em ' e (K?);en é uma seqiiéncia

exaustiva de compactos para ) existe uma seqiiéncia (v;);en de nimeros naturais tal que
o
/
Vi < Vj41 e {to} X [\/J C I(VJ :

Usando que f € G.(R'; Q") existe (7;)jen tal que 1 > n; > 94 >0 e

=

{/(e,y) : (e,y) €]0,m;[x K}, } cC Q"

e assim podemos definir em |0, 1] x K, a aplicagdo

~

/f;j(g,x): {§(€,f(5,~’5)) ,3956]0,771'[

~

g(e, f(%,2)) ,see€ [n;,1]
para todo 5 € IN.
Fixemos 5 € IV.

Seja s = (g o f)|)xv - Entdo por 1.1.21.II temos que ﬁj € um representante de

Seja Wj = {y € R" : (to,y) € K, }. Como {t,} x K; C K, temos que W # () e

K; C W;. Entéo h; |] o € um representante de s |Ig :

0,1]x{to} x K ; 3
Como V C {y € R" : (t,,y) € O} temos que S lloa)x{t}xv € um representante de

[ litoyxv-
Sejam r = f|3xv e [ = gor. Por 1.1.24 sabemos quel|Ko_. = (gor) I}? =go(r l}? ),

J J J

e como f | o € um representante de r |Ko temos, por 1.1.22.111, que EJ- |

10,1)% {to} XK, ! 10,1)x {t} X K,

€ um representante de l',é , para todo 7 € IN.
;

Portanto s Il\g =1|. para todo j € IV, e assim, por 1.1.20.1, concluimos que
J

o
I"J

(90 F)ltayxv =s=1=go(f |t)xv),

15



o que prova (II).

Finalmente tomemos a = (o, a1, ...,a,) € IN**! com ag =0, 8 = (ay,...,a,) € IN™
e f um representante de f.

Como fl]O,l]x{to}x" é um representante de f|(,1xv e 0 f(e,t0,.) = 6B(f(5,io,.))

temos que (9% f) |(i,3xv = 0°(f |t.}xv), € portanto (III) é verdadeira. //

1.1.26 Proposigao. Sejam ) wm aberto de R™ e Q' um aberto de R?. Se [ €
G.(2; ), g € GV; R°) e h € GV; R"), entao (g,h)o f = (go f,ho f), onde
o stmbolo (g,h) foi definido em 1.1.10.

Demonstragao. Seja K = (K;);en uma seqiiéncia exaustiva de compactos para .
Provaremos que ((g,h) o f) |h9 = (go f,hof) |Kq para todo j € IV, e assim, por
J J
1.1.20.1, teremos o resultado desejado.

Sejam §, I ¢ f representantes, respectivamente, de g, h e f .

Como f € G.(O; ) existe n; €]0,1] tal que

=

{f(e,z) : (e,2) €]0,m;[xK; } cc &,

e assim podemos definir 13 em ]0,1] x I:’j por

Fe.0) = {(a(s,f(e,m)), A(e,f(f,m))) see €0l
(G(e, (3, 2)), h(e, f(},2))) ,see € n;,1]
Usando 1.1.21.11 temos que /; é um representante de ((g o f) |]31,(h o f) |13, )= (go
fihof)le ede((g,h)of) g€ assim (go f,ho f) e =Ugh)of) e - 1f

1.1.27 Proposicao. Sejam Q um aberto de IR™, ¥ um aberto de RP*! com V = {z €
Rr : (0,z) eV} #0, f€G.(V), geG(Q; R*) e h=0 em G(Q; R), entio

(h, [) € G(Q; Q) e go(h,f)=(gliyxv)o f em G(Q; R*).

16



Demonstragio. Sejam [ e g representantes, respectivamente, de f e g, e tomemos para
representante de h a funcao h definida em ]0,1] x Q por ﬁ(s,x) = 0.

Seja £ CC Q. Como f € G.(R2; V) existem K’ CC V en €]0,1] tais que

~

{f(e,z) : (¢,2) €]0,n[xK} C K",

e assim
{(he,2), F(e,2)) : (e,2) €)0,m(xK } € {0} x K" cC Q'
Portanto (A, f) € G.(02; &).
Seja K = (Kj)jen uma seqiiéncia exaustiva de compactos para Q. Como (h, f) €

G.(2; V) existe (n;)jen tal que 1 > 15 > 1,41 >0 e
Mi)i 4 j

=~

{(h(e,2), f(e,2)) : (e,2) €]0,m[xK;} cC &,

e assim podemos definir em 0, 1] x 1\0,_7‘ a aplicacao

S {ﬁ(eﬁ(a,x), f(e,2)) = §(e,0, fle,@))  , see €10,

(%,2), [(%,2) = §(c,0, f(2,2)) ,seee ;1]

Q)

_—
m
>)

para todo 7 € IV.

Fixemos j € IN. Por 1.1.21.IT temos I; é um representante de (go(h,f)) |19 e de
\i
(9lopv o Dl
2
Portanto (g o (h, f)) I}f = (9ltoyxv o f) ll\o “para todo j € IN, e assim concluimos que
J J
go(h, f) = glyxv o f(1.1.20.1). //

1.1.28 Proposicao. Sejam Q um aberto de R", Q' um aberto de IRP e Q" um aberto de
k. Se f e G.(0; ), g€ Gu(¥;9") eh € GO'; R), entdo go f € G.(0; 0" e
ho(go f)=(hog)o f.

Demonstragao. Seja K = (Kj);en uma seqiiéncia exaustiva de compactos para ).
Provaremos que (g o f) |1§ € G.(; Q) para todo j € IN, e assim, por 1.1.20.11I,

J

teremos que go f € G.(2; Q).

17



Sejam (n;)jen € le,j € IN, comoem 1.1.21. Entao Ej € um representante de (go f) |19 .
Y

Fixemos 7 € IN.

Seja K CC K. Como f € G.(Q; ), existem k' CC ' e 7 €10, ;] tais que
{F(e,2) : (e,2) €]0,7[xK} C K'.

Como g € G.(V; "), existem K" CC Q" e n €]0,7] tais que
{9(e,y) : (e,y) €]0,n[xK'} C K".

Portanto

~

{hi(e,z) : (e,2) €]0,7[x K} = {G(e, f(e,z)) : (e,2) €]0,7[xK} C K" cC Q"

e assim (g o f) |A_9 € G.(Q; Q).
]
Provaremos a seguir que ho (go f) = (hog)o f.
Sejam h, ge f representantes, respectivamente, de h, g e f e seja (7;);en como em

1.1.21.

Dado j € IV, seja L; = {f(e,z) : (e,2) € 10,7;[xK;} CC &, e como g € G.(; Q")
existe 77; €]0,n;[ tal que

{d(e,y) : (e,9) €]0,7;[xL;} cc Q"

e assim podemos definir Z; em ]0,1] x I\o’j por

~ ~

> h(e,g(e, f(e,2))) ,sec€]0,7;]
[j(E,:L‘) =13 . B _ ;
h(e,g(3 (3, 2))) sec € [7;,1]
Usando 1.1.21.I1, 1.1.22.1IT e 1.1.24 temos que lAj, é um representante de h o (g o

f)|K°J =(h°(g°f))|lgj e de (hog)lfjofljgj :(hog)°f|lgj =((h°g)°f)|K°j,eaSSim
(ho(gof)) |13, =((h°g)°f)|K°J,Para todo j € IN.

Portanto, por 1.1.20.1, temos que (ho g)o f =ho(go f). //

Na secao 1.2 estabeleceremos certos fatos a respeito de aplicacdes generalizadas in-

versiveis e para tanto precisaremos de uma caracterizacio dos inversos multiplicativos de
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G(©2; R) encontrada em [14], sendo 2 um aberto de R". A definicio abaixo é um caso

particular da definicdo geral de inverso multiplicativo em um anel unitéario e comutativo.

1.1.29 Definigao. Seja ) um aberto de R". Dizemos que f € G(Q; R) tem inverso
multiplicativo em G(§2; IR) se, e somente se, existe g € G(; R) tal que fg = 1, isto €,
a fungio moderada h definida em 10,1] x Q2 por ?z(e,:c) = f(e,:v)f;(s,r) — 1(e, z) pertence
a N[Q; R], sendo f um representante de f, g um representante de g e T(a,x) =1, para

todo (e,z) €]0,1] x §.

Em [14] uma fungdo que satisfaz 1.1.29 é dita ser um elemento inversivel. Preferimos
dizer que a fungao tem inverso multiplicativo para nao confundir com a definicio dada em

1.2.1. A caracterizacdo que usaremos € a seguinte:

1.1.30 Proposigao. Sejam ) um aberto de R", f € G(Q; R) e I um representante de

f. Se f(]0,1] x ) C R*, entao as sequintes asser¢ées sdo equivalentes:

(a) f tem inverso multiplicativo em G(Q; R);

(b) se fi € um representante de f com ]?1(]0,1] x ) C R*, entdo —1— pertence a
1

(c) dado qualguer K CC Q, existem n €]0,1] e uma fungdo p definida em ]0,1] e
1 -

com valores em IR} tais que — € Ep(R) e p(e) < inf{|f(e,z)| : 2 € K} para todo
@

e €]0,7n[;

(d) se fi € um representante de f, entdo dado qualquer K CC ), ezistem n €]0,1]

e uma fungao p definida em ]0,1] e com valores em R, tais que 1 € Em(R) e
@
p(e) < inf{|fl(6,w)| :z € K}, para todoe €]0,7].

n , - . 1
Se f(]0,1] x Q) C R* e também vale a asser¢do (c) acima, entdo a classe de = em

G(2; R) € o inverso multiplicativo de f em G(Q; R).
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Demonstragao. Ver [14]. //

Neste trabalho usaremos frequentemente os seguintes corolarios:

1.1.31 Coroldrio. Sejam ) um aberto de R™ e f € G(Q; R). Se existem 7 €]0,1]
e um representante f de [ tal que f(]O,'r[XQ) C IR, entdo as seguintes asser¢oes sao

equivalentes:

(a) f tem inverso multiplicativo em G(§2; IR);

(b) dado qualquer K CC Q, existem n €]0,7[ e uma fungio p definida em ]0,1] e
com valores em IR tais que

! € Em(R) e p(e) <inf{|f(e,z)| : z € K}, para todoe €10,n[.
m

Demonstragdo. Basta observar que a fungio h definida em 10,1] x Q2 por

~

IAz(e,z) _ {ji(e,:c) ,se € €)0,7]
f(Z,z) ,see€|r1]

€ um representante de f e usar 1.1.30. //

1.1.32 Corolério. Sejam Q um aberto de R*, f € G(Q; R) e ]? um representante de f
tal que
(i) eziste T €]0,1] com f(]0,7[xQ) C R*;

(ii) dado qualquer K CC Q, ezistem a > 0 e 1 €]0,1] satisfazendo

~

|f(e,z)| > a, paratodo (e,z) €]0,n[xK .
Entio f tem inverso multiplicativo em G(Q; R).
Demonstragao. Seja K CC §) e tomemos a > 0 e n €]0, 1] como em (ii).

Seja p a fungao definida em ]0,1] por u(e) = a. Entéo

1 =
;ESM(B) e 0<p(e)=a<|f(e,z)|, para todo (g,z)€]0,n[xK.
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Portanto, por 1.1.31, concluimos que f tem inverso multiplicativo em G(2; R). //

A seguir apresentaremos dois resultados relacionados com o conceito de inverso mul-

tiplicativo, que nao estao em [14] mas que serao tteis neste trabalho.

1.1.33 Proposigdo. Sejam t, € R, r >0, I =Jt, —r,t,+ [, Q um aberto de R™ e
f € G(IxQ; R). Denotando por (t,x) = (t,z1,...,x,) um ponto genérico de I x §) tem-se
que, se existem um representante f de f, T €]0,1] e M > 0 satisfazendo

~

(i) rM < inf{|f(e,to,2)| & (e,2) €]0,7[xN};

() sup (12 e, ,2)] + (e,1,0) €0, x 1} < M,

entao,

~

(I) existe a >0 tal que |f(e,t,z)| > a, para todo (g,t,z) €]0,7[xI x Q ;

(I) f tem inverso multiplicativo em G(I x Q; R).

Demonstragao. A assergao (II) é uma conseqiiéncia de (I) e de 1.1.32. Provaremos (I).
Sejam p = inf{lf(e,to,m)| cx€Neec€)0,7[} e a=p— Mr.
Fixemos (t,z) € I x Q e € €]0,7[. Entao, usando o Teorema do Valor Médio, existe 7

entre ¢, e t tal que

A(e,t,:v) = f(e,to,x) + %(s,ﬂm)(t —t,) ,
e assim, usando (i) e (ii), temos que
R " af,
If(E,t,IE)I 2 If(eatoam)l - Ia(eat’m)l |t - tol 2 pP— Mr=a>0 )

o que prova (I). //

O resultado a seguir é conhecido para anéis comutativos e unitarios e o enunciaremos

no caso particular do anel G(§2; IR), sendo  um aberto de R".
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1.1.34 Proposigao. Sejam Q um aberto de IR™ e A = (fij)i1<ij<n uma matrizn x n com
coeficientes f;; pertencentes a G(§2; R). Se det A tem inverso multiplicativo em G(§2; R),

entao o sistema

Xifuu+Xofio+ ... +Xofin= 0
Xifa+Xofoet ... +Xofon= 0
lenl +)\,2fn‘2+ +annn = 9

admite somente a solugdo trivial, isto €, X; = 0, para todo 1 <1 <n.

Demonstragdo. Ver [13]. //

1.2 Funcoes generalizadas inversiveis

Nesta secao apresentaremos uma condigdo necessaria para que uma aplicagio genera-
lizada seja inversivel (1.2.12) e analisaremos, com vistas a aplicagao posterior na resolucio

das equagoes de Hamilton-Jacobi, o seguinte problema:

Problema: Sejam Q e Q' abertos de R™ e f € G.(Q; V) tal que existem um represen-

tante [ de f e T €10,1] satisfazendo:

~

(1) {f(e,z) : 2 € Q} =, para todo € €]0,7[;

~

(ii) a aplicagdo f(e,.) € uma aplicagdo inversivel com aplicagdo inversa g. € C=('; Q)

bl

para todo € €]0,7].
A aplicagdo generalizada f € uma aplica¢do generalizada inversivel ?

Para o caso particular em que f tem um representante da forma f(e,z) = h(e)p(z)
conseguimos uma resposta completa (1.2.4). Para o caso geral obtivemos respostas parciais
(1.2.9 € 1.2.15), mas que sao suficientes para o nosso propésito. O teorema apresentado em
1.2.15 nos parece de mais facil utilizacdo, pois as suas hipéteses ndo envolvem as derivadas

parciais das componentes do possivel representante de f~!.
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Alguns dos resultados aqui apresentados serdo utilizados no capitulo 2.

Se §) é um aberto de IR™, denotaremos por 1g a classe da aplicacio moderada 1g em

G(Q; R™), sendo 1q definida em 0,1] x Q e com valores em R" dada por 1g(e,z) = z.

1.2.1 Definicao. Sejam Q e ) abertos de R" e f € G.(Q; Q). Dizemos que f ¢ uma
aplicagdo generalizada inversivel (ou simplesmente uma aplica¢io inversivel) se, e somente

se, existe g € G.()'; Q) tal que fog=1g ego f = 1q.

Se f é uma aplicacao inversivel, entdo, por 1.1.28, existe uma tnica g como em 1.2.1.
Esta aplicagao g é chamada aplicagdo inversa de f e é denotada por f~!. Quando n = 1 di-

zemos que f é uma fungdo generalizada inversivel (ou simplesmente uma fun¢do inversivel).

1.2.2 Exemplo. Sejam Q e Q' abertos de R™, ¢ € C®°(Q; Q') uma aplica¢do inversivel
com aplicagdo inversa ¢ < C®(V; Q), f a aplicagio moderada definida em ]0,1] x Q por
f(e,:z) =(z) e f aclasse de [ em G(Q; R™). Entio f € Gu.(Q; ), f € uma aplicagdo
inversivel e f~' € a classe da aplicagdo § em G(V'; R"), sendo § definida em 10,1] x

por g(e,y) = ¥(y).

Para fornecer exemplos mais significativos de aplicacbes generalizadas inversiveis e
comegar a estudar o problema proposto no inicio dessa secio apresentamos o seguinte

resultado:

1.2.3 Proposigao. Sejam ) e Q' abertos de R" e f € G.(Q; Q) tal que existem um
representante f de f e T €10, 1] satisfazendo:

~

(i) {f(e,z) : 2 € Q} = Q, para todo ¢ €0, 7(;

~

(ii) f(e,.) € uma aplicagdo inversivel e a sua aplicagio inversa g. pertence aC=(Q; Q),

para todo € €10, 7.
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Seja g uma aplicagdo definida em ]0,1] x ¥ e com valores em Q) tal que g(e,.) = g. para

todo € €]0,7[. Se g € tal que

(iii) g € Em[Q'5 R™);

(iv) a classe de g em G(V'; R™) pertence a G.(Q'; Q),
entdo f € uma aplicag¢do inversivel e f~' € a classe de g em G(Q'; R™).
Demonstragao. Basta usar a defini¢ao de aplicagdo inversivel. //

Uma maneira simples de construir aplicagoes generalizadas é considerar a classe de
aplicagdes moderadas do tipo f(e, ) = h(e)p(z), sendo ¢ uma aplicagio C*® e h € Em(R)

(1.1.16). Estudando essas fungdes obtivemos a seguinte proposicao:

1.2.4 Proposigao. Sejam §2 um aberto de R™, ¢ € C®(Q; R") uma aplicagdo inversivel
com aplicagdo inversa p~' € C*(R™; ), h € Eu(R), f a aplicagio moderada definida
em ]0,1] x © por f(e,z) = h(e)p(z) e f a classe de f em G(Q2; R™). Sao equivalentes as

seguintes assergoes:

(a) f€G.(Q; R") e f € uma fungdo inversivel;

(b) exziste 7 €]0,1] tal que 0 < inf{|h(€)| : € €]0,7[} < sup{|h(e)| : € €]0,7[} < o0.

Demonstragdo. Suponhamos (a) verdadeira.
Sejam g = f~! € G.(IR™; Q), § um representante de g e z, € Q tal que lle(zo)]] > 0.
Como f € G.(; R") e g € G.(IR"; Q), dados {z,} e {p(z,)}, existem K’ CC R™,
K cCc Qert€]0,1] tais que

~

{fle,z0) : € €)0,7[} C K" e {g(e,(z,)) : € €]0,7[} C K. (1)

Da primeira inclusao de (1) temos que

~

. “f(eaxo)”
M= Tl S Towol

e assim para concluir (b) basta provar que, se p = inf{|k(¢)| : € €]0,7[}, entdo p > 0.

sup{|ly|| : y € K’} < oo , para todo € €]0,7],
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Suponhamos, por absurdo, p = 0. Entao existe uma seqiiéncia (e, )nen tal que
€n €]0, 7], para todo n € IV, e liTm |h(en)| = 0.
nyroo

Seja r =14 ||¢(z,)||. Como g € G.(IR"; §), existe n €0, 7| tal que

{9(e,y) : y€ B,(0) e e€]0,9[} CCQ,

e assim podemos definir a aplicagio moderada I em ]0,1] x B,(0) por

. { fle,(e,y)) s sec€lo,n|

~

l(e,y) = R :
f(e,3(3,y)) ,sec€ [n,1]
De 1.1.22.111 e 1.1.24 temos que [ é um representante de f o g|p,0) = (f 0 9)|B,(0) =

1 |B,(0), € assim usando 1.1.11 obtemos

~ ~

0 =lim(i(e, (zo) = Lan (e, (20)) ),

&€

e portanto

~

plzo) = lim f(e, 9(e, p(2,))) = limlh(e)p(g(e, p(20)))] (2)

Da segunda inclusao de (1) concluimos que {¢(g(en, ¢(z,))) : n € IN} é um subcon-

junto limitado de IR, e assim, usando (2) e que liTm |h(€,)] = 0 temos que
nroeo

0 # llo(zo)ll = lim[lla(e)e(3(e, e(zo))I] = Lim[ R (en)lll(G(en, (za))) ] = 0,
& qise & um absurdo,
Portanto (b)  verdadeira.
Provaremos agora que (b) implica (a).
Sejam 7 como em (b), p = inf{ |k(¢)| : € €]0,7[} e g =sup{|h(¢)| : € €]0,7[} .
Usando que

~

1/ (e, @)l = [R()le ()l < glle(z)l] , para todo (e,) €]0,7[xQ,

é facil verificar que f € G.(Q; R").

Seja g a aplicagdo definida em ]0,1] x IR™ por

. se € T
g(ejy):{so (h(e)) ,se € €]0,7]
0 (y) ,see € [r,1]
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~

e suponhamos § = (G1,..,9n) € @' = (Y1, ..., %n). E claro que gle,.) EC®(R"; Q) eéa
aplicagao inversa de f(s, .), para todo € €]0,7[, e assim 1.2.3.i e 1.2.3.ii sio verdadeiras.
Portanto para concluir (a) basta, por 1.2.3, provar que g satisfaz 1.2.3.iii e 1.2.3.iv. Antes
porém observemos que, se I' é a aplicagao definida em IR* x IR™ por I'(s,y) = %y, entao [’

¢ continua em IR* x IR" e dado L CC IR" temos que

{ﬁ ry€Lecel0,7[} CI([—¢,—p] x L)UT([p,q] x L) CC R". (3)

Sejam K' CC IR" e a € IN™. De (3) temos que

{a(e,y) : (e,9) €]0,7[x K"} C ™ (T([—q,—p] x K") UT([p,q] x K")) cC Q,

e assim g satisfaz 1.2.3.iv.

Para provar que g verifica 1.2.3.iii basta observar que

93,0 = 19 ) gy I < sl o)

que de (3) tem-se

{00y) + (9) €10, 1<K} € 0i(T (1=, =p] x K') UT(fp,q] x K')) CC B

e portanto existe ¢ > 0 tal que

|0°Gi(e,y)| < cc™® , para todo (e,y) €]0,7[xK' e 1 <i< n.//

Com o auxilio do resultado acima apresentamos a seguir algumas aplicacées generali-

zadas inversiveis e outras nao inversiveis.

1.2.5 Exemplo. Sejam p € IN*, Q um aberto de R", ¢ € C®(Q; R™) uma aplicagio
inversivel com inversa pertencente a C*°(R"; Q) e fl, fg, fg, e f; as aplicagées moderadas

definidas em ]0,1] x Q por

Fite.) = @) 5 falera) = sen(S)la) 5 fole,) = “2 Do)
Fuee) = { 2cos(eP)p(z) , see é 7"acz'or.zal |
3cos(eP)p(z) , se € é irracional
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Se f; € a classe de f; em G(2; R™), entdo f; € Gu(Q; R") para todo 1 < i < 4, as

aplicagées f e fo sdo ndo inversiveis e f3 e fy sdo aplicagées inversiveis.

Em 1.2.5 podemos, por exemplo, substituir ¢, no caso n = 1, pelas funcoes wlz) =
tg(z) se z €] — g,g[ ou p(z) = In(z) se = > 0, e no caso n = 2, pelas aplicacdes

e(z,y) = (z —y,z+y) se (z,y) € R? ou p(z,y) = (y,In(y —z)) se (z,y) € R* e y > z.

A seguir apresentamos outros exemplos de aplicagdes generalizadas inversiveis.

1.2.6 Exemplo. Sejam h uma fung¢io definida em ]0,1] com h(]0,1]) C [%,1] e f a
aplicagao moderada definida em ]0,1]%]0,1[x]0,1[ por f(e,m,y) = (2P yhe)). Ge f ¢
a classe de | em G(]0,1[x]0,1[; R?), entdo f € G.(]0,1[x]0,1[;]0,1[x]0,1[), f € uma
aplicagdo inversivel ¢ f~' € a classe da aplicagdo moderada G(e,z,y) = (:cmlﬁ,yrh) em
G(]0,1[x]0,1[; R?).

De fato, basta usar que % < h(e)<1el.2.3.

Observamos que a fungdo h pode ser substituida, por exemplo, pela funcio cosseno.
O préximo resultado também fornece exemplos de aplicagées generalizadas inversiveis.

1.2.7 Proposigao. Sejam h uma fung¢do definida em )0,1] e com valores em IR com

h(]0,1]) C]0,1] e % € Em(R), e [ a fungio definida em 10,1]x]0, 1] por

i~

fe,2) = h(e) — \/(h(€))? + (h(e) + 1)? — (h(e) + z)?.
Entao

(1) f € &ml]0,1[; R,

(IT) se f € a classe da fungio | em G(]0,1[; R), entio f € G.(J0,1[; ] —=1,0) e f €

uma fung¢do inversivel.

(Para todo € €]0,1] o grifico de f(e,.) esté contido na circunferéncia que passa pelos

pontos (1,0) e (0,—1) e tem centro no ponto (—h(e),A(e)).)
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Demonstragao. Notemos que
0 < (h(g))? < (h(€))* + (h(€) + 1)® — (h(e) + z)? < (h(e) + 1)?

para todo z €]0,1[ e € €]0,1].
Portanto f(e,.) € C*(]0,1[; R) e f(e,.)(]0,1]) C] - 1,0[, para todo € €]0,1].
Para obter (I) tomemos K <C]0,1[ e a € IN.

Se a = 0, entao

|0°f(6,x)| = |f(5,m)| <1=1¢"%, para todo € €10,1].

~

Se a > 0, temos que 0° f(e, z) é soma de produtos de elementos do conjunto

1

{wh(e))? + (h(e) +1)% — (h(e) + z)?

, he)+z, h(e), 1, —1}.

Como%GSM(R), O<h(e)+z<l+z e

1 1

' V(R(€)2 + (h(e) + 1)2 — (h(e) + z)? S ko)

é facil verificar que existem N € IN, ¢> 0 e 5 €]0,1] tais que

0°f(e,z)| < ™, para todo (e,z) €]0,p[xK .

Portanto (I) é verdadeiro.
Seja f a classe da fungao f em G(]0, 1[; R).
Provaremos a seguir que f € G.(]0,1[; ] — 1,0[).

Fixemos = €]0,1[ e seja [, a fungdo definida em [0,1] por

L(y) =y — v+ (y + 1)? - (y + 2)°.

Entao para todo y € [0,1] tem-se que

/ T —1y—1 z—y—1
v \/y2+(y+1)2—(y+a:)2 \/(m—y—1)2—2(12_m)

e assim [, é uma funcao estritamente crescente.
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Portanto

—V1 =22 =1,(0) < f(e,2) = L(h(e)) S L(1) =1 = /5 — (1 + 2)2,

para todo € €]0,1] e z €]0, 1.

Sejam h; e hy as fungdes definidas em ]0, 1[ por

hi(z) = —V1 — 22 e ha(z) =1—1/5—(1+z)2.

Entao, h; < f(e, .) < hy, para todo € €]0,1] e, para todo 1 <i < 2, temos que k; é uma
fungao continua em |0,1[ e A;(]0,1[) C] —1,0[.

Seja K CC]0,1[. Como hy e hy sdo fungdes continuas em ]0,1[ temos que hy(K) e
ha(K) séo compactos, respectivamente em hy(]0,1[) e em hy(]0,1[), e portanto compactos

em | —1,0[. Sejam c e d nimeros reais tais que h;(K) U hy(K) C [c,d] C] —1,0[. Entéo

~

¢ < hi(z) < fle,z) < hy(z) < d, para todo (e,2) €])0,1] x K.

Portanto
{f(e,2) : (e,2) €)0,1] x K} C [e,d] cC]—1,0],
e assim temos que f € G.(]0,1[; ] — 1,0]).
Provaremos, a seguir, que se verificam as hipdteses de 1.2.3.

Fixemos € €]0,1] e seja g. a fungao definida em | — 1,0 por

9:(y) = —h(e) +/(h(€))? + (h(e) + 1)? — (h(e) — y)?.

Entao g. € a fungao inversa de f(e,.) para todo ¢ €]0,1], e como g.(y) = — A(e,—y)
para todo (¢,y) €]0,1]x] —1,0[ é facil verificar que a fungio § definida em ]0, 1]x] —1,0]
por g(e,.) = g. pertence a Ey[] — 1,0[; IR] e a classe de § em G(] — 1,0[; IR) pertence a
G.(]-1,0(; ]0,1[).

Portanto por 1.2.3 concluimos que f é uma fungéo inversivel. //

Completamos o resultado acima exibindo funcées h verificando as hipéteses do mesmo.
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1.2.8 Exemplo. Seja p € IN*. Entio em 1.2.7 a fungdo h pode ser substituida, por

ezemplo, por uma das sequintes fun¢oes:
hi(e) =€ , ha(e) = cos(e?) e ha(e) = sen(eP).

1 ; , . .
De fato, basta verificar que = € Em(IR) para todo 1 <i <3, o que é imediato para h; e

he pois
1 1 1 1
= — < , tod €]10,1].
AL cos(1) * Para fodo € €]0,1]
6P+1 ) ) 1
Para hj é necessario observar que lsiJ{(r)llhg(e)' = 0, e assim existe  €]0,1] tal que |h3(5)| <

1
i1 Para todo € €]0,7].

Sejam (2 e ' abertos de R", [ € G.(Q2; ), f satisfazendo 1.2.3.i e 1.2.3.ii e § a
aplicagao definida em 1.2.3. Se § € Ey[Q'; R"] podemos chamar de g a classe da aplicacio
g em G(§V; R") e sabemos que, se g € G.(Q'; ), entdo f é uma aplicagio inversivel e
g = f1(1.2.3). Surge entdo a seguinte pergunta: Se g ¢ G.(§; ) serd que f pode ser

uma aplicagdo inversivel 7 A resposta é o seguinte resultado:

1.2.9 Teorema. Sejam Q0 e Q' abertos de R™ e f € G.(2; ) tal que existem um repre-

sentante [ de f e T €10, 1] satisfazendo:

~

(i) {f(e,2z) : z € Q} =, para todo € €]0,7(;

~

i) f(e, .) € uma aplicagdo inversivel e a sua aplica¢io inversa g. pertence a C (Y : Q
P ge P 5 ’

para todo € €10, 7(;

(iii) g definida em ]0,1] x Q' e com valores em R" dada por 9(e,.) = g. para todo
e €]0,7[ e g(e,.) = gz para todo € € [r,1], pertence a E[QV'; R"].

Se g € a classe de g em G(Q'; R™), entio sio equivalentes as seguintes afirmacgoes:

(a) f € uma aplicagdo inversivel;
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(b) g € G.('; Q);

() g€eG.(V;9Q), fog=1lg e gof=I1q.

Demonstragao. Provaremos, em primeiro lugar, que (a) implica (b).
Como f é uma aplicagéo inversivel, existe h € G.(Q'; Q) tal que hof = 1g e foh = 1g..
Usando que f € G.(2; @) e valem (i), (ii) e (iii), temos que g o f = 1q, e assini, com

o auxilio de 1.1.28, concluimos que

g=golg =go(foh)=(gof)oh=1goh =h.

Como g =h € G.(fV; Q) temos que a assergio (b) é verdadeira.
De 1.2.3 concluimos que (b) implica (c), e usando a definicio de aplicacio inversivel

temos que (c) implica (a) . //

Usando o Teorema acima obtemos o seguinte exemplo:

1.2.10 Exemplo. Seja f a fungdo definida em 10,1]x] — oL 2[ por f(e,z) = exp(etgz).

Entio f € Ey[] — R) e se f ¢ a classe de | em G(] — 7r[ R) tem-se que

52[

272
Feagu] - 5,5[, R}) e f ndo ¢ uma fungio inversivel.
; ~ T T
De fato, para verificar que f € Ep[] — 5 5[, IR] basta usar que, se K CC]— 5,5[ e
a>0 étal que {tgz : 2 € K} C [~a,a], entdo
{exp(etgz) : (e,2) €]0,1] x K} C [exp(—a),expa] CC R, (1)

e usar que, se n € IV, entao f(")(e:, ) é soma de produtos de elementos do conjunto
{exp(etgz)} U {tg”)z : s€ N}U{e' : j € IN}.

De (1) é claro que f € G,(] - g, g[, IR}). Para provar que f satisfaz 1.2.9.i e 1.2.9.ii basta,

~

observar que f(s, .) € uma funcdo estritamente crescente, lir;rl f(e, r)=o00 e lirr;r f(e,z) =

0, para todo € €]0,1]. Seja g a funcdo definida em |0, 1] x IR, por g(e,y) = arctg(1 y)
T

E claro que g(e,.) é a funcdo inversa de f(e,.) e g(e ,.) ECP(RY ;] — > 2[),

para todo
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e €]0,1]. Para verificar que § € Em[R} ; IR] basta usar que, se (¢,y) €]0,1] x R} e

n =0, entdo |g(e,y)| = |3, y)| < % e,se n € N* e p(z) = para todo = € IR,

14 22

entao ¢ é uma funcao limitada e §((e,y) é soma de produtos de elementos do conjunto
lny (s) 1 .
{(p(?)}U{ln y:sGW}U{;:]GﬁV}U{—l}.

Para concluir que f é uma fungdo nao inversivel basta observar que § nao satisfaz 1.2.9.b

para K' = {2}.

Sejam ) e ' abertos de R", f € G.(02; &), [ satisfazendo 1.2.3.i e 1.2.3.ii e g
a aplicacao definida em 1.2.3. Se g ¢ Ey[Q; R"] serd que f ¢ uma aplicagdo inver-
stvel 7 Para responder essa pergunta procuramos descobrir condicoes necessarias para
que uma aplicagao generalizada fosse uma aplicagio inversivel. Sabemos que uma condico
necessaria, mas nao suficiente, para que uma aplicagdo ¢ pertencentea C®(Q; ') seja uma
aplicagao inversivel ¢ que a aplicacao Jo definida por Jo(z) = det(dp,) nunca se anule,
e por conseguinte temos Jl—go € C=(Q; R). Para o caso de uma aplicagio generalizada
teremos uma condigao analoga. Afim de obter essa condigao precisaremos definir o jacobiano

de uma aplicag¢do generalizada, e para isso é necessario que observemos o seguinte:

Sejam () um aberto de R, f € G(Q; R"), f= (f:,,f,,) um representante de f e

Jf a funcdo definida em 10,1] x Q e com valores em IR, dada por

Jf(e,z) = det(d(f(e,.))s) = det(g—i(a,x))ls,-,jsn.

E claro que Jf € Em[Q; R]. Se g = (g1,...,gn) é outro representante de f, entio
(Jf— Jg)(e,z) = 2 €ods (€, )
0ESy

af; - 0g;

(€,2)

onde d,(e,z) = -
I:Il 024 (i) i1 0%4(;)

{1,...,n} e €, é 0 sinal da permutacio o.

(e,z), S, é o conjunto das permutacdes de

Do seguinte fato geral:
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Sejam A um anel unitdrio e comutativo, I um ideal de A e (ax)rer € (br)ren duas
familias de elementos de A indezadas por um conjunto finito nio vazio A. Se ay — by € |

para cada A € A, entdo H ay — H by eI,

AEA A€A
cuja prova ¢ trivial considerando o quociente A /I, tem-se que d, € N[Q; R], para todo
g € Sn, e assim Jf —JG € N[2; R]. Com essas consideragées tem sentido a seguinte

definigao:

1.2.11 Definicao. Sejam Q um aberto de R e f € G(Q; R"). Chama-se jacobiano de
f, e serd denotado por Jf, a classe de Jf em G(2; R), onde Jf ¢ como acima e f ¢

um representante qualquer de f.

Usando o conceito de inverso multiplicativo (1.1.29) apresentamos, em 1.2.12, uma

condicdo necessaria, mas nao suficiente, para que uma aplicagio generalizada seja inversivel.

1.2.12 Proposigao. Sejam §) e QY abertos de R™ e f € G.(Q; Q). Se f € uma aplicagio

inversivel, entdo J f tem inverso multiplicativo em G(Q; R) .

Demonstragdo. Seja g € G.(Q'; Q) tal que go f =1g e fog= lg.

Seja K = (K;)jen uma seqliéncia exaustiva de compactos para .

Provaremos que (Jgo f)J f | g = 1 |ng , para todo j € IV, e assim por 1.1.20.1 teremos
que (Jgo f)Jf =1, o que provard que J f tem inverso multiplicativo em g(Q; R).

Sejam § um representante de g e f um representante de f.

Como f satisfaz 1.1.18.i existe (n;)jen uma seqiiéncia em ]0,1] com 7; > 7,41, para

todo 7€ IN e

=

{f(e,z) : (e,2) €]0,m;[xK; } CC ', para todo j € IN.

Sejam j € IN, h; e I; as fungdes definidas em 10,1] x I;’j por

~

- {Jﬁ(e,f(e,a:)) 1865€]Oa771[

hj(e,z) =

~

J@(E,f(%l,ﬂ?)) y S€ € € [771',1] ’



~

. {a(e,f(e,:c)) ,se € €10,
3(e, f(3,2)) ssee€ [n,1]

Fixemos 7 € IN.

Usando 1.1.21.11 temos que 71]- ¢ um representante de (Jgof)| . e IAJ € um representante

K,
de (go f)] ..
Como go f = 1 temos que (J(go f)) Ilg, = J(1q) l}?, =1] £ e assim J{;—1 |]0'1]x1\9]
N[[&’j; B]

Portanto, em ]O,Wj[xlso'j, temos que Eij— 1= JZ} —1, e portanto concluimos que

(Jgof)Jf|Ig) =1|1?j' /]

1.2.13 Observagao. A reciproca de 1.2.12 € falsa.
De fato, basta verificar que, se f é a fungao definida em 1.2.10, entao J f tem inverso mul-
tiplicativo em G(] — g ; %[, IR). Para verificar que J f tem inverso multiplicativo tomemos
K CC]—%; %[, a e b nimeros reais tais que K C [a,b] C]—%; g[ e 1 afungao definida
em |0, 1] por

ple) = gmin{seczy cy€eK}>0.
Entéo % € Em(IR) e se n €]0,1] é tal que exp(etga) > % para todo € €]0,n[, temos que
1(e) < eexp(etga)min{sec’y : y € K} < eexp(etga)sec’z < eexp(etgr)sec’z = Jf(e,z),
para todo (e,z) €]0,7[x K, e como J f(]0,1]x] — g; g[) C IR} concluimos, por 1.1.31, que
J f tem inverso multiplicativo em G(] — g : g[, R).

No préximo exemplo usaremos 1.2.12 para garantir que uma certa fungéio generalizada

nao € inversivel.
1.2.14 Exemplo. Seja f a funcio definida em 10,1] x R por

fle,z) = /Ox eXP(——S2)a’s.

€
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Entio f € Eu[R; R)] e se, a = /000 exp(—t?) dt = 4 e f €aclasse de [ em G(R; R)
tem-se que f(J0,1) x R) =]—a,a[, f € G.(R; | —a,a]) e f ndo é uma fungdo inversivel.
De fato, para verificar que [ € EM[R' IR]) basta observar que

6$|—|/ exp(—)ds| = |\/_//\/_exp )dt[ga\/Egg, (1)
para todo (e,z) €]0, Z] x IR, que se n € IN*, entio f((e,z) é soma de produtos de

elementos do conjunto

{exp(— )}U{x —l}U{— j€ N}

2

e que 0 < exp(_: ) < 1, para todo (e,z) €]0,1] x R. De (1) é claro que f €
G.(R; ] —a,af). Como f(c,.) é uma funcio estritamente crescente, liTm f(e,m) = a\/e e
llim fle,z) = —av/E, temos que f(e,.)(IR) =] — a\/e,a /e[ para todo € €]0,1], e por-

2

tanto f(]0,1] x R) = Ueeton)) — ave,ave[=] — a,a[. De Jf(e,z) = exp( ) # 0 para
todo (e,z) €]0,1] x R e

N

E
m |

li ~ —lme ex = 00 ara todo N € IV,
i || = limleNen (D)l = o0, p

1 , , .
tem-se que +F nao satisfaz 1.1.3.ii para « =n =0 e K = {1}, e assim — ¢ Em|R; R).
Esse fato juntamente com 1.1.30 garante que J f nio tem inverso multiphcatlvo e portanto

f nao é uma func¢do inversivel (1.2.12).

O resultado abaixo, além de responder parcialmente a pergunta que foi feita apds

1.2.10, sera uma ferramenta importante no capitulo 2.

1.2.15 Teorema. Sejam Q e ¥ abertos de R™ ¢ f € G.(; Q) tal que ezistem um
representante f de f e T €10, 1] satisfazendo:

~

(i) {f(e,z) : 2 € Q} = Q' , para todo € €]0,7[;

~

(ii) f(e,.) € uma aplicagdo inversivel com aplicagdo inversa g., para todo e €10,7( ;
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(iii) dado qualqguer K' CC V', ezistem K CC Q e n€]0,7| tais que
{9:(y) : (6,y) €]0,n[xK"} C K ;

(iv) JF()0,7[xQ) C R*.

Seja g a aplicagdo definida em ]0,1] x Q' e com valores em § tal que G(e,.) = g. para todo

e €10,7[ e g(e,.) = az para todo € € [1,1]. Sdo equivalentes as seguintes afirmagées:

(a) Jf tem inverso multiplicativo em G(Q; R);
(b) g pertence a Ep[Q; R™);

(c) f € uma aplicagio inversivel e a sua aplicagdo inversa € a classe de § em

g(QI : R").

(Convém observar que a condigao 1.2.15.iv é equivalente a afirmar que g. € C*(Q'; Q),

para todo € €]0,7[.)

Demonstragao. Provaremos, em primeiro lugar, que (a) implica (b).

Sejam J?: J?(E,xl,fﬂz,---,xn) e §=0(&,Y1,Y2,---,Yn).

Suponhamos f = (fl,fg,...,fn) e 3=1(91,92,---,3n)-

Para e €0, 7] temos, por (iv) e pelo Teorema da Funcéo Inversa, que g. € C®(Q'; Q).
Portanto g(e,.) pertencea C®(€); ), para todo € €]0,1].

Sejam K' CC Q' e a € IN". Provaremos que existem N € IN, ¢ >0 e €]0,1] tais
que

sup{ |0°Gi(¢,y)| : y € K" e 1 <1 <n} <ce™M, para todo € €]0,n,], (1)

e assim teremos (b).

Para demonstrar (1) tomemos K CC 2 e  €]0,7[ como em (iii), isto é

{9(e,y) : (e,9) €]0,n[x K"} C K. (2)

Portanto para |a| =0 basta escolher N =0, g =ne c=sup{|z|:z € K}.
Suponhamos |a| > 1. Provaremos (1), neste caso, usando o Principio de Indugdo

Finita sobre |af.
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Para € €0, sabemos que f(e,d(e,.)) = 1ar, e assim dg(e,.) é a matriz inversa de
df(s, .)5(5'_) . Portanto para todo 1 <7,k <n temos que
0gx 1
ey y) =
Ys J (e, 9(e,y))
onde a;; é soma de produtos de elementos do conjunto
of;
{6
Ts

Usando que J f tem inverso multiplicativo em G(§2; IR), existem, por (iv) e por 1.1.31,

ajk (3)

(,9(e,9)) : 1 <7, s<n}u{l, —1}.

1
12 €]0,7[ e uma fungdo p definida em ]0, 1] e com valores em IR} tais que — € Epr(IR) e
I

~

0 < pu(e) <inf{|Jf(e,z)| : = € K}, para todo € €]0,7,] . (4)

1 ~ —
Como — € &y(IR) e fi € Em[QY; R, paratodo 1 <i<n,existem Ne IN,e>0 e
W
n3 €]0,n2[ tais que se € €]0, 93], entao
1 =
0<—<e™, 5
u(e) (5)
sup{|0"fi(e,z)| : 2 € K ,1<i<n ,y€N" e 7] < la] +1} <@ V. (6)

Portanto para todo ¢ €]0, n3[ temos, por (2), (4) e (5), que

1 1 =
sup{—=—— yeK'} < —<e™, 7)
7 f(e,3(e,y))l ule) (
e, de (2) e (6), que
sup{l0"fi(e,§(e,y)| s y € K’ ,1<i<n,y€N"ely|<|o| +1} <e V. (8)

Utilizando (3), (7) e (8) para |y| = 1, concluimos que (1) é verdadeira se |a| = 1.

Suponhamos |a| > 1 e seja v € IN™ com |v| = |af + 1.

Provaremos que (1) é verdadeira para v, admitindo, por hipétese de inducio, que a
afirmagao (1) é verdadeira com f no lugar de o, sendo S € N" e |B| < |v| -1 = |a.

Pela hipétese de indugao, existem Ny € IV, ¢; > 0 e 7y €]0, 73] tais que
sup{10%(e,9)| - y €K' 1 <i<n fe N el < o]} <cre™. )

Para k € {1,2,...,n} existem j € {1,2,...,n} e ¥ € IN" com |3| = |a| tais que

R - O
v _ 9%
9" gr(e,y) =0 By, (e,9),
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e assim, de (3), temos que

8" G(e,y) = 9( ajk) - (10)

Jf(e,3(e,y))

Desenvolvendo o segundo membro de (10) pela formula de Leibiniz, observando que
1

(Jf(e,a(e,y)

numero inteiro, p € IN* e b(e, y) é soma de produtos de elementos da reuniao dos conjuntos

v ) é uma soma de termos do tipo r(Jf(e,ﬁ(s,y)))"”b(e,y) , onde 7 é um
{107 fi(e,d(e,y))] : vy € N com |y] <|e|+1 e 1<i<n},
{8%Gi(e,y) : A€ N™ com A <la] e 1<i<n},

e usando (7), (8) e (9) para 1 <k < n prova-se que (1) é verdadeira para v.
Portanto (a) implica (b).
Usando (b), (i), (ii), (iii) e 1.2.9, obtemos (c).
De 1.2.12 concluimos que (c) implica (a).

Portanto (a), (b) e (c) sdo equivalentes. //

Analisando a prova de que 1.2.15.a implica 1.2.15.b obtivemos os seguintes lemas que

nos serao uteis.

1.2.16 Lema. Sejam Q e Q) abertos de IR™, U aberto de 2, V aberto de ¥ e f

)

f= (fl,...,fn), 7 ¢ g=(g1,.,gn) como em 1.2.15. Se

() g(10,r[xV) C U;

~

(i1) inf{|J f(e,2)| : (e,2) €]0,7[xU} > 0;

(iii) existe M > 0 tal que para todo o € N™ com |a| =1 tem-se que
|0° fi(e,z)| < M | para todo (e,z)€)0,7[xU e 1<i<n,
entdo existe M > 0 tal que para todo v € N* com |y|=1 tem-se que

107Gi(e,y)| < M, para todo (e,y)€)0,7[xV e 1<i<n.
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Demonstragdo. Basta usar a afirmacao (3) da prova de 1.2.15 e as afirmagoes (i), (ii) e (iii)

deste lema. //

1.2.17 Lema. Sejam ) e §, abertos de R™ e f = (fi,..., fa), f, T € G=(G1y-sGn)

como em 1.2.15. Se

(1) 0°fi € G.(2; R™) , paratodo o € N™ com |a|=1 e 1<i<n;

(ii) dado qualguer K CC Q tem-se inf{|J f(e,z)| : (c,2) €]0,7[xK} >0,
entio g € Epq[QY; R e, se g = (g1,...,9n) € a classe de § em G(Q'; R™) tem-se que
0"gi € G.(V; R), para todo y€ IN" com |y|=1¢ 1<i<n.
Demonstragdo. Usando 1.1.32 temos que 1.2.15.a é verdadeira e portanto g € Ey[Q; R"]
(1.2.15). Para concluir a prova dado qualquer K’ CC € basta usar as afirrnagoes (2) e (3)

da demonstragao de 1.2.15 e as assergdes (i) e (ii), deste lema, para o cempacto de  que

foi determinado em (2). //
Na proposigao abaixo utilizaremos 1.2.15 para provar que uma certa fungao generali-

zada é inversivel.

1.2.18 Proposicao. Sejam h uma fun¢do definida em )0,1] e com valores em R tal que

h(]0,1]) C [—;—, 1] € f a fungio definida em 10,1]%]0, 1[ por
fle,z) = sen(z"®)) + z.
Entao

(I) f e Em[10,1[; R);

(1) se f € a classe da fungio [ em G(]0,1[; R), entdo f € G.(]0,1[; ]0,sen(1) +1[)

e f € uma fungdo inversivel.
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Demonstragdo. A primeira asser¢ao ¢ de facil verificagao. Provaremos a seguir (II).
Seja f a classe da funcio f em G(]0,1[; R). Tomemos K CC]0,1[ e sejam a e b

numeros reais tais que K C [a,b] C]0,1[. Entao
0 < a-+sena < z+senz <z +sen(z"®)) <z +senl <b+senl <1+senl

para todo z € K e ¢ €]0,1].

Portanto

~

{f(e,z) : (e,z) €]0,1] x K} C [a+ sena,b+ senl] CC]0,1 + senl[,

e assim f € G.(]0,1[; ]0,1 + senl[).

h(e)
pl1-h(e)
(e,z) €]0,1]x]0, 1[. Portanto J f tem inverso multiplicativo em G(]0,1[; R)(1.1.32).

Notemos que Jf(e,z) = cos(z"() +1 > 1, e assim Jf(e,z) > 1 para todo

Fixemos ¢ €]0,1]. Como f(e,.) é uma funcdo estritamente crecente, liE’)l fle,z) =0
T
e ligl f(e,m) = 1 + senl, concluimos que f(e, .) admite fungdo inversa g. definida em
]0,1 + senl| e com valores em ]0,1].

Sejam [ e l5 as fungoes definidas em )0, 1[ por

li(z) = z + senz e ly(z) = z + seny/z .

~

Entdo [, e [, sdo fungdes estritamente crescentes em ]0,1[, {; < f(e,.) < [y, para todo
e €]0,1] e 11(]0,1[) = 15(]0,1[) =]0,1 + sen(1)].
Seja K’ CC]0,1 + senl| e tomemos ¢ e d numeros reais tais que K’ C [c,d] C

]0,1 + senl|. Entao, para todo ¢ €]0,1] temos que

{9:(v) : ye K'} C {x€]0,1[: fe,z) € K'}

~

C {z€]0,1[: ¢ < f(e,z) <d}

C 7] = o0,d]) N 13 ([c, 00 -

Sejam z; e x; pertencentes a ]0, 1 tais que [;(z;) = d e ly(z3) = ¢. Usando que [ e [,

sao fungbes estritamente crescentes temos que

F'(1=o0,d) Cl,z] e Iy ([e,00]) C [ea, 1,
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e como l; < l; e ¢ < d temos que z3 < z;.

Portanto
{ge(y) : (e,9) €]0,1] x K"} C [22,2,] CC]0, 1.

Usando 1.2.15 concluimos que f é uma funcao inversivel. //

Completamos o resultado acima exibindo funcées h verificando as hipdteses do mesmo.

1.2.19 Exemplo. Em 1.2.18 podemos substituir a fun¢do h, por ezemplo, pela fungdo

Ve+1

cosseno, ou pela fungdo hy(e) = 5 oU ainda pela fungdo

{ se;le , see €]0,7[

1 , see € [1,1]

hg(E) =

1
Seme 5 » para todo € €0, 7.

onde T €]0,1] € tal que

Quanto ao problema proposto no inicio desta se¢do, usando os teoremas 1.2.9 ¢ 1.2.15,

concluimos o seguinte:

Resposta: Se Q e ' sdo abertos de R, f € G.(Q; @), 7 €]0,1] e f € um representante
de f satisfazendo:

~

(i) {f(e,z) : 2 € Q} =, para todo € €]0,7(;

~

(ii) f(e,.) € uma aplicagdo inversivel com aplicagdo inversa g. € C®(V; N), para

todo € €]0,7[,

e se g € uma aplicagdo definida em ]0,1] x & por G(e,.) = g. para todo ¢ €)0,7[ e

g(e,.) = gz para todo € € [1,1], temos que

(I) se g € Ep[Y 5 R™] (1.2.9.i11), entdo f € uma aplicagdo inversivel se, e somente se,

g satisfaz 1.2.15.1ii;

(IT) se g satisfaz 1.2.15.iii, entdo f € uma aplicagdo inversivel se, e somente se, § €

Enl; RY).
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Nao temos resposta, até o momento, para o caso em que § ¢ Ep[QY; IR"] e nao satisfaz

1.2.15.1ii.

Uma maneira de resolver as equagdes de Hamilton-Jacobi, e que sera utilizado no
capitulo 2, é usar o método das caracteristicas. Quando usamos este método precisamos
determinar a aplicacao inversa de uma fungao Y € G.(I x§2; W) que tem um representante
da forma Y(e,t,z) = (i,§(e,t,z) + z), para todo (e,t,2) €]0,1] x I x Q, sendo I um
intervalo aberto de IR com 0 € I, § aberto de R® e W aberto de IR™*!. Por essa razao
passaremos a estudar esse tipo de fun¢bes. Antes porém apresentaremos um resultado que

nos sera util.

1.2.20 Proposigao. Sejamt, € R, r > 0, [ =]t, —r,t, + [, Q um aberto de R", Q'
um aberto de R™' e f € G.(I x 2; Q). Indicando por (t,z) = (t,21,...,2,) um ponto
genérico de I x §) tem-se que, se existem fz (fl,frz,...,an) um representante de f e

T €]0,1] satisfazendo:

(i) ezistem M >0 e n €]0,7( tais que, para todo @ = (g, ay,...,a,) € N com
lal=10u 0<ay<|a]=2¢e¢1<i<n+1 tem-se
rM < inf{|Jf(e,t,,2)| : (e,z) €]0,n[xN};
1

o f , M T ¢
sup {13 file, )| ¢ (e,1,2) €10,nlxT X A} < [
(i) {f(e,t,z) : (t,2) € I x N} =Q", paratodoe €]0,7(;

~

(iii) f(e,.) € uma aplicagio inversivel com aplicagio inversa g. , para todo € €0, 7(;

(iv) dado qualquer K' CC Q' ezistem K CC I xQ e n €]0,7( tais que

{9:(y) : y€ K' e e €]0,m[} CK;
entao

(1) inf{|Jf(e,t,2)| : (,t,2) €]0,n[xI x Q} > 0;

(IT) f € uma aplica¢ao inversivel;
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(IT1) a aplicagio moderada § = (Gi1,...,gnt+1) definida em ]0,1] x Q' por G(e,.) = g.
para todo € €]0,7[ e g(e,.) = gz paratodo € € [r,1], € um representante de f~'
e existe M > 0 tal que |0"Gi(e,y)| < M, para todo v € N™' com |y| =1,

(e,y) €]0,7[xQ e 1<i<n+1.

Demonstragao. Usando (i) e 1.1.33 obtemos (I) e que Jf tem inverso multiplicativo em

G(I x ©; IR), e portanto (II) e (III) sdao verdadeiras (1.2.15 e 1.2.16). //

A partir daqui utilizaremos a seguinte notagao:

1.2.21 Notagdo. Seja a > 0. Denotaremos por I, e por I,, os intervalos da reta

| —a,a] e [—a,a] respectivamente.
Utilizando 1.2.20 obtemos:

1.2.22 Proposigdo. Sejam I um intervalo aberto de R com 0 € I, 7 €]0,1] e § =
(G1y.--yGn) € Em[I x R™; R"]. Denotando por (t,z)= (t,z1,...,&,) um ponto genérico de
I x R™ tem-se que, se f € a classe, em G(I x IR™; R™'), da aplica¢io moderada definida
em |0,1] x I x R" por

~

f(€7t’m) = (t’§(€7t7m) + z)

e g satisfaz

(i) Gi(e,0,2) =0, paratodo (e,z) €]0,7[xR* e 1<i<n;

(ii) existe M >0 tal que

9 0% 0%g:
max{la(e,t,mﬂ ) |W(5,tam)|’ |

(e b)Y < M,
J

para todo (e,t,2) €]0,7[xI x R* e 1<1,j7<n,
entdo ezxiste a >0 com I, C I e tal que

(I) fliaxpn € Gu(Io x R™; I, x R™);
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(I1) f |1oxmn € uma aplicagdo inversivel;
(I11) inf{|J f(e,t,2)| : (&,t,2) €]0,7[x I, x R*} > 0;

(IV) f(e,.) |l.xrn € uma aplicagdo inversivel, para todo & €]0,1], a aplicagio mode-
rada T = (To, Ty, ....,Tn) definida em ]0,1) x I, x R™ por T(e,.) = (fle, ) laxnn) ™"

para todo ¢ €10,7[ e T(e,.) = (f(%, )lxrn)™! para todo € € [1,1] , € um repre-
sentante de (f |1.xprn)”" € existe M > 0 tal que |0°Tiie,t.y)| < M, para todo

(e,t,9) €]0,7[xI, x R*, a € N™' com |a|=1 e 0<i<n.

Demonstragdo. Sejam M como em (ii), a* >0 com I,» C I e a> 0 tal que

1 1 nt! }
"Mn' (n+1)(n+ )M (n+ 1) (n+ 1)m+27 0

a < min{a”

Notemos que, se € €]0,7[, 1 < 17,7 <n e (t,z) € I x IR", entao, usando o

Teorema do Valor Médio, existem ¢; e t, entre 0 e t tals que

~

R . 0y
Gi(e,t,z) — gi(e,0,2) = a—gt(e,tl,m)t;

0Gi 0gi 0%Gi
e t.z) — =L — 2
52; &b~ 3, (& 02) = G

e assim, usando (i) e (ii), temos que

(E,tg, :l))t )

|§,~(s,t,:c)| S Mltl; (1)
9

— <

e (6 62)| < M @)

Seja ¢ a funcido continua definida em I, x R" por ¢(t,z) = nM|t| + ||z||.
Provaremos, em primeiro lugar, a assercgao (I).
Seja K' CC I, x IR" e tomemos L CC I, e K CC IR™ tais que K’ C L x K. Entao,

por (1), se 7 =max{p(s,y) : (s,y) € L x K} temos
15(e,t,2) + 2l < llg(e,t, @)+ llell < Mt + el = (t,2) < 7,

para todo (e,t,z) €]0,7[xXL x K.
Portanto

~ —————

{f(e,t,z) : (t,z) e K' e € €]0,7[} C L x B.(0) CC I, x R",
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o que prova (I).

Para provarmos (II), (III) e (IV) utilizaremos 1.2.20.

~

Fixemos ¢ €]0,7[. Provaremos que f(e,.)|;,xrn é uma aplicagao bijetora, e assim
1.2.20.ii e 1.2.20.1ii estao satisfeitas.

Sejam (s,y) € o x R", d=||y||+nM|s| e 1 aaplicagao definida em By(0) C

IR™ por ¥(z)=1y —g(e,s,z). Entdo, usando (1), temos

()l < llyll + [1g(e, s, 2)|] < llyll + nM|s| = d,

para todo z € By(0), e assim
(Ba(0)) C Ba(0). (3)

Como % ¢é continua e vale (3) temos, pelo Teorema de Brouwer ([11]), que existe um

T € By(0) tal que ¥(Z) = T, e assim

~

f(a,s,f) = (s,§(e,s,f) + T) = (S,a(E,S,—f) + ¢(T)) = (S»y)-

Portanto f(e,.)|r,xrrn € uma fungao sobrejetora.
Provaremos, a seguir, que f(¢,.)|,xrn € uma funcao injetora.

Sejam (s,z) e (t,y) pertencentes a I, x IR™ e diferentes.

~ ~

Se s # t é claro que f(e,s,z) # f(e,t,y).
Suponhamos s =t e seja 7 € {1,...,n} tal que

0 <max{|z; —yi| : 1<i<n}=|z; —yl.

Entao, usando o Teorema do Valor Médio, existe z no segmento de extremidades z e y tal

que
n a"
A ~ g
gi(e,s,2) + 2 — Gie, 8,9) —yi = ) —alf (&;s,2)(zi — yi) + 2 — y;,
=1 1
e assim, por (2), temos

|§j(5’5’$) +; —§j(e,s,y) - yjl 2> |xj - yj' - 2M|3”$1 — 1
i=1
> |z; —y;| = nMalz; — y;|
> |z; —y;|(1 —=nMa) >0,
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donde concluimos que f(e, s, ) # e, 5,Y).
Portanto f(s, ) |1.xrn € uma fungao injetora.
Provaremos agora que as assercoes 1.2.20.1 e 1.2.20.iv sao verdadeiras.
Seja f;, para 0 < j < n, a fungao definida em ]0,1] x I, x IR" por

~ ~

file,s,z)=sse 5=0 e  file,s,z) =gj(e,s,z) +a; se j#0.

~

Notemos que [ = (fo, f1,-.., fx) € que, por (i),

|Jf(e,0,z)| =1, para todo (e,z) €]0,7[xR".

n+1

Sejam B = (Bo,B1,..-,0n) € N™' e p = max{

1 — a—
Como (n+1)(n +1)!p"*t' < — existe M >0 tal que (n+1)(n+1)p""' <M < -,
a a

, M}.

n

eassimse |3 =1o0u 0< By <|B| =2 temos, por (ii) e (2), que

)

n+1
, M} =p < (

0°Fi(e,5,2)| < max{l + Ma, M} < max{— CESICES)

)

para todo 0 < j <n e (g,s,2) €]0,7[xI, x IR", o que prova a segunda desigualdade de
1.2.20.1

Notemos também que
aM < 1=inf{|Jf(e,0,2)| : z € R" e € €]0,7[},

0 que prova a primeira desigualdade de 1.2.20.i.
Provaremos agora que vale 1.2.20.iv.
Sejam K’ CC I, x IR™ e tomemos L CC I, e K CC IR" taisque K' C L x K.
Fixemos ¢ €]0,7[ e seja h. a aplicagio inversa de f(e,.) | xrn. Entdo para todo
(s,y) € K’ temos que h.(s,y) = (s,z) onde f(e,s,z)= (s,g(e,s,2)+2) = (s,y), € assim,

usando (1), obtemos

Il

IN

||z + (e, s, )| + [19(e, s, )|

INA

lyll +nM]|s|

< sup{|lz]| : z € K} +nMa.
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Portanto, se r; =sup{||z|| : 2 € K} + nMa, temos que
{he(s,y) : (s,y) € K" e e €]0,7[} C L x B,,(0) cC I, x R".

Portanto 1.2.20.iv é verdadeira, e assim concluimos (II), (III) e (IV). //

Completamos o resultado acima exibindo uma funcio § que verifica as hipoteses do

111€S1mo.

1.2.23 Exemplo. Sejam h uma fungio definida em ]0,1] e com valores em R e Y e
¥ pertencentes a C*(IR; R) tais que ¥(0) =0 e h, ¢, ¥, o', P e " sio funcgoes
limitadas. Se b>0 e g = (Gi,...,Gn) € Em[Iy x R™; ™) € tal que g; € uma das fungées

~

li(e,t, @1,y 2n) = to(h(e) D z;);
=1

la(e,t, 1,0y 20) = Y(tp(h(e)z;)) , sendo 1< j <n,

para todo 1 <1< n, entdo g satisfaz as hipdteses de 1.2.22.
(Podemos, por exemplo, usar as fungdes ®;(z) = senz, ®y(z) = arctge para ¢ ou 1, e

a fungao ®3(z) = cosz para ¢.)

Em 1.2.22 as componentes da aplicacio § pertencem a Em[I x R™; R]. Se as compo-

nentes de g pertencem a Eyp[I X IR; IR obtemos:

1.2.24 Proposicao. Sejam I um intervalo aberto de R, 7€]0,1] e g € En[I x R; R],

para todo 1 <1 < n. Denotando por (t,y) um ponto genérico de I x R tem-se que, se
(i) existem | € C(I'; R) e (ai,...,a,) € R™ tais que
|9i(e,t,a:)| < U(t), para todo (e,t) €]0,7[x] e 1<i< n;
(ii) ezistem Iy € C(I; R) e I, € C(I; R) tais que I;7'(] —1,00[) £ 0 ¢

L(t) < %&(e,t,y) < Ia(t), para todo (e,t,y) €]0,7[xI xR e 1<i<n,
Y
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e se J € um intervalo aberto de R com J C I7'(]—1,00[) C I, f ¢ a aplicagio moderada

definida em ]0,1] x J x R" e com valores em IR™*' dada por

~

flestzn, o zn) = (4,16, t, 21) + 14y Gnle, b, @0) + 20)
e [ € a classe de | em G(J x R™; R""), entdo

(I) feg.(J x R"; Jx R™);
(II) f € uma aplicagdo inversivel;

(III) dado qualquer K' CC J x R™ tem-se

~

inf{Jf(e,s,z) : (s,z) € K' e € €]0,7[} > 0;

~

(IV) f(e,.) € wma aplicagio inversivel para todo € €]0,1], a aplicacio moderada

~

[ definida em )0,1] x J x B" por T(e,.) = (f(e,.))"" para todo ¢ €10,7[ e

~

T(e,.) = (f(3,-)7" para todo € € [r,1], € um representante de f~'.

Demonstragdo. Sejam , Iy, Iy e (ay,...,a,) como em (i) e (ii). Provaremos, em primeiro
lugar, que (I) é verdadeira.

Seja K' CC J x IR" e tomemos L CC J tal que K’ C L x IR".

Fixemos e €]0,7[ e 2 € {1,...,n}, e seja (s, 21, ...,2,) € K’. Entdo usando o Teorema

do Valor Médio, existe @; entre z; e a; tal que

9i

gi(e, 8, z:) + z; = Gi(e, s,a;) + aa—y(a,s,w_,-)(:ci —a;) + z;
e assim, por (i) e (ii), temos
19i(es s, 2:) + @] <Us)+ (1L ()] + lla(s) )i — @il + |ai]
Sejam z, = (ay,...,a,) e ¢ a aplicacio definida em I x R" por

e(t,y) = Ut) + (1L @] + 12Dy = 2ol + Iyl |
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que ¢ continua em / x IR", e seja r = sup{ep(t,y) : (t,y) € K'}. Entéo

n

1@i(ess,21) + @1, Gnlersizn) H@a)ll < D 0(Us) + (1)) + lla() )]z — ] + |ai] )

i=1
n

< Zgo(s,:rl,...,zn) <rn,
=1

para todo € €]0,7[ e (s,zi,...,2,) € K’, e assim

-~

{f(e,8,21,.s20) 1 € €]0,7[ e (s,21,...,2n) € K’} C L x Ben(0) CC J x R™,

o que prova (I).
Para provarmos (II) e (IV) utilizaremos 1.2.15 e para (II1) utilizaremos (ii).
Provaremos agora que f(e, .) € uma aplicagio bijetora para todo ¢ €10, 7[, e assim
1.2.15.1 e 1.2.15.1i estao satisfeitas.
Fixemos € €]0,7[ e seja (t,y1,...,yn) € J X R". Se j € {1,...,n} e r € R, entio, pelo

Teorema do Valor Médio, existe 7 entre 0 e 7 tal que

. . JG; 09; -
gile,t,r) +r = g;(e,t,0) + 6—?(6,15,?)7‘ +r=r(1+ a—g;(s,t,r)) + g,(e,t,0),

e assim usando (ii) temos que
gi(e,t,r) + 7 > r(1 + 11(t)) + g;(£,6,0) , se 7> 0;

gile,tyr) + 7 < r(1+1(2)) + g;(e,t,0) , se r <0,

e assim, observando que 1 + /;(¢) > 0, concluimos que

lim(§j(6,t,r) + 7') =co e lim (§j(5,t,r) + T) = —00,

rfoo ri—oo
e como a funcao 1; definida por ¥;(r) = g;(e,t,7) + r é continua, existe z; € IR com
¥i(e;) = yj-
Portanto (¢, zy,...,z,) € J x R" e

~

f(Eataxlv '~-1$'n) = (ta¢l(ml)a seey "/)n(xﬂ)) = (t7y1,"'7yn)a

~

provando que f(g,.) é uma aplicagio sobrejetora.
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Sejam (s, T1,...,Zs) € (t,y1,...,y¥n) pertencentes a J x IR" e diferentes.
Se s # t, entao f(e,s,xl, venBn) F f(e,t,yl, vrs D I
Suponhamos s = {. Entao existe j € {1,...,n} com z; # y; e podemos supor z; > Uy

Usando o Teorema do Valor Médio e (ii) temos que

a".
(0_3@,3,@) +1)(z; — ;)

2 (L(s)+1)(z, —y;) >0,

§j(5’3’$j) + T; — gj(sa'sayj) —Y;

para algum ; entre z; e y;, e assim f(e,s,:cl, sy i) f(s,s,yl, ooy Yn)-
Portanto f(e,.) é uma aplicacdo injetora.
Provaremos, a seguir, que valem 1.2.15.iv e 1.2.15.a.
Notemos que

n ~

P 0g;
Jf(5,3,$1, ey xn) = H(a—g(E,S,(L‘,‘) + 1)’
=1 4

~

%,
e como 8?; (6,8,2:) +1 > li(s) +1 > 0 para todo (e,s,z;) €]0,7[xJ x IR temos que

Jf(e,s,ml,...,a:n) >0 para todo (e,s,xy,...,x,) €]0,7[€ J x R™,

e assim 1.2.15.iv é verdadeira.

Tomemos K' CC J x IR" eseja L CC J tal que K’ C L x IR™. Entio

Jf(e,s,ml,...,x,,)zf:[(%%(s,s,m ]_—nI Li(s)+1)> (min{ly(¢) : te L} +1)" >0,
i=1 i=1
para todo € €]0,7[ e (s,zi,...,,) € K, e assim vale (III) e por 1.1.32 concluimos que a
assergao 1.2.15.a é verdadeira.

Portanto para concluir a prova basta provar que vale 1.2.15.iii.

Seja K' CC J x IR™ e tomemos L' CC J com K'C L' x IR".

Fixemose €0, 7[ e seja h. a aplicacdo inversa de f(e, .). Entao para (¢,yy,...,yn) € K’

temos h.(t,y1,...,yn) = (¢, 21,...,2,) onde

f(e’ t)zl’ """En) = (t,‘al(sit,ml) + ml, "'7§n(€’t’mn) + m") = (t’yl’ --'1yn),
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e assim, usando o Teorema do Valor Médio, para todo i € {1,...,n} existe @; entre z; e

a; tal que
. . g, . __
i =Y — g;(E,t,.’E,') =Y — gi(ss taai) - %(g’t*wf)(xf - ai)’
e portanto
ri(1+ g—z‘(e,t,m) = g~ Bl tya) + aa—zf(e,t,w.-)a,-.
Comio 1 -+ %(e,t,w,) > 1+ 1,(t) > 0 temos, por (i) e (ii), que
Y
1
A< ———(lyil + 1) + (L] + [la(D))as]) . 1
o < T (Wl + O+ (O] + o)) )

Sejam , = (ai,...,a,), b=max{||z|| : z € K'}, p=min{l +,,(s) : s€ L'} >0 e
q = max{l(s)+ (|li(s)| + |l2(s)])||zo]| : s € L'} . Entio se d = %(b—l—q) temos, por (1), que

{he(t,y1y -0 9n) = (,Y15-,9n) € K" € € €]0,7[} C L x B4(0) cc J x R",

e assim 1.2.15.111 é verdadeira.

Portento, por 1.2.15, obtemos (II) e (IV). //

Para completar o resultado acima apresentamos em 1.2.25 fun¢ées que podem ser

usadas para g;, sendo 1 << n.

1.2.25 Exemplo. Seja h uma fungdo definida em )0,1] e com valores em R e w e P
pertencentes a C*°(R; IR) tais que p(0) =(0) =0 e h, ¢’ e 9 sio funcées limitadas.
Entdo as fun¢ées moderadas definidas em ]0,1] x R x R por

~ 5 1
91(e,t,y) = t(h(e)y) e 9a(e:tsy) = to(=d(ey))
satisfazem 1.2.24.i para | =0 e ay = a; =0, e verificam 1.2.24.ii para |, = —l, = —M?|t|
para todo t € R, sendo M > 1 com h(]0,1]) U o'(R) Uy'(R) C [-M, M].
(As fungdes () = =, ®y(z) = senz, P3(x) = arctgr e Dy(z) = /I cos(t?) dt podem
0

ser usadas para ¢ ou 1 .)
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A seguir apresentamos um resultado para o caso em que ) = IR

1.2.26 Proposigao. Sejam I um intervalo aberto de R com 0 €[, | € G.(IR% 5 RY), [
um representante de | satisfazendo:

~

(i) {()0,1] x Ry) C IRy,
(i) I'(e,z) > 0, para todo (e,z) €]0,1] x Ry;

(iii) existe g € C(IR; ; R), fungao estritamente crescente e tal que

~

liiloqg(z) =0 e 0<l(e,z) <g(z), paratodo (e,z)€]0,1] x RY;
e seja h € C*(I x R, ; R) tal que

(iv) h(t,.) € uma fungio estritamente crescente, para todo t € I;
(v) li{(r)lh(t,:c) =0, paratodo t € I;

(vi) dado qualquer J CC I existe ¢ >0 tal que
h(t,z) < h(e,z), para todo (t,z)€ J x R;.

Se [ € a aplicagio moderada definida em 10,1] x I x R} por

~ ~

fle,t,z) = (t’h‘(t’l(eam)) +z)
e [ €aclasse de [ em G(I x R, ; IR?), entdo

(I) feG.(I xR ; IxRy);

~

(I) inf{J f(e,t,2) = (e,t,2) €]0,1] x I x R} } > 1;

(III) f € uma aplicagdo inversivel;

(IV) f(e,.) € uma aplicacio inversivel, para todo € €]0,1] e a aplicagio moderada

' definida em 10,1] x I x R por T(e,.) = (f(e,.))™", para todo € €]0,1], ¢ um

representante de f'.

(Convém observar que a hipétese (i) é usada somente para definir a aplicacio f )
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Demonstragdo. Notemos, em primeiro lugar, que usando (iii) temos

~

li{(r)xl(e,m) =0, para todo ¢ €]0,1] (1)

e de (ii) e do fato que g é uma fungéao estritamente crescente temos que

existem liml(e,z) e limg(z) , paratodo € €]0,1], (2)

ztoo ztoo

sendo esses limites finitos ou nao.

Denotando por (t,2) um ponto genérico de IR x IR} e usando (iv) e (v) temos que

?(t,x) >0, paratodo (t,z)€ xR}, (3)
T
h(t,z) >0, paratodo (t,z) €I x R;. (4)

Para (I) tomemos K’ CC IX IR} esejam L CC I e K CC IR, taisque K' C Lx K.
Como [ € G.(IR} ; IRY) existem K; CC IR} e n€]0,1] tais que lA(]O,n[xK) C K.

Seja @ > 0 tal que K C [a,00[. Entdo, usando (iii), (iv) e (4) temos que
0 <a<e<h(t,l(e,)+a <h(t,g(z)) +a,
para todo (g,t,2) €]0,n[xL x K, e assim se ¢ = max{h(t,g(z)) + 2 : (t,z) € L x K},

temos

~

J(10,n[xK") C L x [a,¢ CC R x R,

e assim (I) é verdadeira.
De (ii) e (3) temos que

Jf(e,t,z) = %(t,i(e,m))?(a,z) +12>1, para todo (e,t,z)€]0,1] x I x IR}

oz +

o que prova (II).
Provaremos a seguir, usando 1.2.15, as assercdes (II1) e (IV) .
Fixemos ¢ €]0,1].

~

Provaremos que f(e,.) é uma aplicacao bijetora.
Sejam (s,z) e (¢,y) pertencentesa I x IR;. Se s # 1 é claro que f(e,s,m) # f(s,t,y).
Suponhamos s = t, e portanto z # y.

Seja w a funcao definida em IR, por
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Entao, usando (ii) e (3), temos

W'(z) = Z—Z(s,i(e,z))i’(a,z) +1>0, para todo z >0,

e portanto w € uma fungao estritamente crescente, e como z # y temos que

~

f(e,5,2) = (s,w(2)) # (s,0(y)) = fle,s,9).

~

Portanto f(e,.) é uma aplicacao injetora.

Sejam (s,y) € [ x IR} e w como em (5). Entao, por (iv), (v), (1) e (2) temos

limw(z) =0 e limw(z) =,
zJ0 zToo

e como w € uma fungao estritamente crescente concluimos que w(R}) = R}, e assim
existe T > 0 tal que w(Z) = y.

Portanto

~ ~

f(e,s,7) = (s,h(s,l(e,T)) + T) = (5,w(7)) = (s,9),

e assim f(e, .) € uma aplicagao sobrejetora.

Portanto estao satisfeitas as assercoes 1.2.15.i e 1.2.15.ii.

Fixemos ¢ €0, 1] e seja g. a aplicagio inversa de f(e,.).

Para verificar 1.2.15.iii tomemos K’ CC I x IR} esejam L CC I e K CC IR}, tais que
K'cLxK.

Usando (vi) e o fato que K CC IR;, podemos tomar a; >0, by >0 e ¢; > 0 tais que
K C [a1,b1] e h(t,z) < h(c1,2) para todo (¢,x) € L x IR;. Entdo, por (iii), (iv) e (4),

temos

~

z < h(t,l(e,z)) + = < h(t, g(x)) + @ < her, g(2)) + 2, (6)

para todo (t,z) € L x R}.
Seja ¢ a fungdo definida em IR} por ¢(z) = h(cy,g(z))+ . Entdo, por (iii), (iv),

(v) e (2) temos que ¢ é uma fungao estritamente crescente,

imp(z) =0 e limp(z) = oo,
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e assim @(IR}) = R} .

Portanto, por (6), temos que

{9:(s,9) : (s,y) € K"}y C {(s,z) e Lx R} : f(s,s,:v) € K'}

C {(s,z) € L xR, : a1 < h(s,l(e,z))+2 < b}

C Lx (] - oovbl] n@—l( [al»ool))'

Como ¢(R}) = IR} e ¢ ¢é uma funcio estritamente crescente, existe d; > 0 tal que
(,0_1([01,00[) = [dl,OO[ (] d1 S (p(dl) = a < bl .
Portanto

{g:(s,9) & (s,y) € K"} C L x [dy,b)] CC I x R}

Como d; e b; nao dependem de ¢ €]0, 1] temos que

{9:(s,y) : (s,y) € K" e € €]0,1]} C L x [dy,by) CC I x IR},

o que prova 1.2.15.1i1.
De (II) e 1.1.32 temos que sao verdadeiras 1.2.15.iv e 1.2.15.a.
Portanto (III) e (IV) sao verdadeiras(1.2.15). //

Para completar o resultado acima apresentaremos, a seguir, algumas fun¢ées que sa-

tisfazem as hipdteses do mesmo.

1.2.27 Exemplo. Sejam p € IN*, h uma fungdo definida em ]0,1] com h(]0,1]) C [%,1]
e € C°(R;; RY) com '(R}) C R} e liﬂjlr,o(x) =0. Se ly, I, e I3 sdo as fungaoes
moderadas definidas em ]0,1] x IR por

~

li(e,2) = he)p(z) , ble,a) = p((h(e)a?) e Ixe,z) = 2@,

e l; €a classe de [; em G(IR; R), paratodo 1 <j <3, entio l; € G.(R,; R.) e I

satisfaz de 1.2.26.1 até 1.2.26.iii, para todo 1 < j < 3. As fungées definidas em R x R

por

hi(t,z) = In(zt* + 1) e ha(t,z) = tarctgz
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pertencem a C*(IR x IR} ; R) e satisfazem de 1.2.26.iv até 1.2.26.vi.

(Convém observar que l3(e,z) < g(z), sendo g(z) = vV se 0<z<1 e g(z)==z se

z > 1. As fungoes ®;(z) =z2",sendor € R, Py(z) =In(1+2) e B3(z) = / exp(—t?) dt
0

podem, por exemplo, ser usadas para ¢.)

Analisando a prova de 1.2.26 obtemos o seguinte resultado:

1.2.28 Proposicao. Sejam I um intervalo aberto de R com 0 € I, 1 < k<n, I, €

Gl 5 RY), L. um representante de l; e hy € C°(I x R ; R) tais que

(i) Iy satisfaz de 1.2.26.i até 1.2.26.iii (substituindo | por 1) ;

)

(ii) hy satisfaz de 1.2.26.iv até 1.2.26.vi (substituindo h por hy) .

Se f ¢ a aplicagao moderada definida em 0,1 x I x Ry por

flet, ey @a) = (tha(t,1(8,21)) + @1y ooy Ba(ty L€, Ta)) + 20)
e f €aclasse de f em G(I x Ry"; R™1), entdo

(D) f € Gl x Ry™; I x Ry™);

~

(I1) inf{J f(e, ¢, 21, .. za) + (68,2150, 20) €]0,1] x I x RE"} > 1

(III) f € wma aplicagdo inversivel;

~

(IV) f(e,.) € uma aplicagio inversivel para todo e €10,1] e a aplicagcio moderada
[ definida em 10,1] x I x R}™ por I'(e,.) = (f(&,.))_l para todo € €]0,1], € um
representante de f~'. //

A seguir apresentamos um resultado para o caso em que =10,1]-

1.2.29 Proposigao. Sejam [ um intervalo aberto de IR com 0 € I, | € G.(]0,1[;]0,1[),

[ um representante de | satisfazendo:

56



~

(i) ((]o,1]x]Jo, 1) cJo, 1;
(ii) lA’(e,x) > 0, para todo (e,x) €]0,1]x]0,1[;

(iii) ezistem @, e @, pertencentes a C([0,1]; R) tais que

©1(0) = p2(0) =0 5 @1(1) = @a(1) = 1;

~

0< p1(5) <T(e,2) < ale) <1, para todo (¢,2) £]0,1]x]0, 1],
e seja h € C*(]0,1[; R)NC([0,1]; R) tal que
(iv) R(0) =90 e h'(z) >0, para todo z €]0,1].

Se W={(t,y) €EIxR:0<y<1+t*h(1)}, [ € a aplicagio moderada definida em
10,1] x Ix]0,1[ por
fe,t,2) = (¢, £*h(lle, 2)) + 2)

e [ €a classe de f em G(1x]0,1[; R?), entdo

(I) f € G.(Ix]0,1[; W);

~

(IT) inf{J f(e,t,z) : (e,t,2) €]0,1] x Ix]0,1[} > 1;

(III) f € uma aplicagdo inversivel;

~

(IV) f(e,.) € uma aplicagio inversivel para todo € €]0,1] e a aplicagio moderada T
definida em )0,1] x W por T'(e,.) = (f(¢,.))™" para todo ¢ €10,1], € um represen-
tante de f~!.

(Convém observar que a hipétese (i) ¢ utilizada somente para definir a aplicagio f J)

Demonstragao. Notemos, em primeiro lugar, que, por (iii), temos

liH)llA(e,m) =0 e ligﬂA(s,:v) =1, para todo € €]0,1]. (1)

Provaremos a seguir (I).

Seja K" CC Ix]0,1[ e tomemos L CC I e K CC]0,1[ tais que K’ C L x K |

57



Como [ € G.(]0,1[; ]0,1[) existem K; cC]0,1[ e n €]0,1] tais que [(]0,7[xK) C

L, . Entao

~

{fle,t,z) : (e,t,2) €)0,n[x K"} C {(¢t,t*h(z) + ) : (t,z,2) € L x K x K, }. (2)

Seja 1 a funcao definida em [7x]0,1[x]0,1[ por
Y(t,z,2) = (t,t%h(z) + ).
Entao v € C(1x]0,1{x]0,1[; IR) e como, por (iv),
0 < t*h(z) + = < ?h(1) + = < t2h(1) + 1

temos que (7 x]0,1[x]0,1[) C W e portanto, de (2), temos que

~

{f(e,t,z) : (e,t,2) €]0,n[xK'} CY(L x K x K;) CC W,

e assim (I) é verdadeira.
De (i1) e (iv) concluimos que

~

Jf(e,t,z) = k' (I(e,2))l(e,2) +1 > 1 , para todo (e,t,2) €]0,1] x Ix]0,1[,

o que prova (II).

Provaremos a seguir, usando 1.2.15, as assergoes (III) e (IV) .

Fixemos € €]0,1].

Provaremos que f(s,.) ¢ uma aplicacao bijetora. Para isto, dado ¢t € I, seja [, a
fungao definida em 0, 1[ por

~

Li(z) = z + t*h(l(e, z)).

Entédo, por (ii), (iv) e (1), temos que [, é uma fungao estritamente crescente, li{g L(z)=0
e ligll,(a:) =1+ 1?h(1), e assim [,(]0,1[) =]0,1 + t2h(1)].
Sejam (s,z) e (t,y) pertencentes a Ix]0,1[. Se s # t é claro que f(e,s,:c) +*

f(&,t,y). Suponhamos s =1, e portanto z # y.

Como z # y e l; é uma fungao estritamente crescente temos que

f(eat,:v) = (t’t2h(i(5’$)) +z)= (¢, l(z)) # (t, l(y)) = f(e,t,y).
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Portanto f(e,.) é uma aplicacio injetora.
Seja (t,y) € W. Entao 0 < y < 1+ t*h(1), e portanto y € {,(]0,1[). Como [, ¢é

continua em |0, 1[, existe z €]0,1[ tal que /(z) =y, e assim

~

f(E,t,.’II) = (t,ll(z)) = (tay)’

~

ou seja f(e,.) é uma aplicagdo sobrejetora.
Portanto estao satisfeitas as asser¢oes 1.2.15.1 e 1.2.15.1i.
Fixemos € €]0,1] e seja g. a aplicagao inversa de f(e, -
Para verificar 1.2.15.iii tomemos K' CC W .
Como K’ CC W, existe uma seqiiéncia finita de compactos (L;)i<j<k , sendo L; =

[a;,b;] % [cj,d;], tal que K' C U;-‘:IL]' C W, e portanto temos que

{ge(s,9) : (s,y) € K'Y C Ui {ge(s,y) : (s,y) € L; }
c U {(s,z) € [aj,b;]x]0,1[: f(e,s,z) € L; }

~

C U {(s,2) € IX]0,1[: s € [aj,b;lec; <z + sh(l(e, ) < d;}.

Fixemos j € {1,...,k} e sejam ¢; e ¢, como em (iii) e w; e w; as funcdes definidas

em [x]0,1[ por

wit,z) = (L Ch(pi(2) +2) e walt,) = (1, Ph(pa(z)) + 7).

Entao, usando (iii) e (iv), temos que
0 < t?h(pi(z)) + & < t*h(1) + = < t*h(1) + 1, para todo z €]0,1[e1 < i< 2;

limw;(t,z) = (¢,0) e liglw,'(t,:c) = (t,1 +t?h(1)), para todo t€l e 1<i<?2

zl0 !

e portanto w;(Ix]0,1[) = wy(1%]0,1[) = W.
Seja A; = {(s,z) € Ix]0,1[: s € [aj,b;] e ¢; <z + s?h(l(e,z)) < d;}.
Como temos, por (iii) e (iv),

~

z + t*h(p1(z)) < = + t?h(l(e,z)) < z + t2h(p2(z)) , para todo (t,z) € Ix]0,1[,
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concluimos que
Aj Cwy'(lajyb] x [¢j,00[) Nwi ([aj, bj]x] — 00, d5]) C [a;,b;]x]0, 1[.
Sejam
M; = sup{z €]0,1[: existe s € R com (s,z) € w;'([a;,b;]x] —c0,d;])};
m; = inf{z €]0,1[: existe s € R com (s,z) € w;"'([a;,b;] X [2;,00[)}.

Entao M; <1 e m; > 0. Provaremos que M; < 1 e que m; > 0.

Suponhamos, por absurdo, M; = 1. Entao existe uma seqiiéncia (SnyZn)nen com
(8n,2n) € wi'([a;s,b;]x] — 00,d;]) e tal que rlllTIglox" = 1. Como s, € [aj,b;] para todo
n € IN, e [a;,b;] CC IR, existe uma subseqiliéncia (s,,)reny que converge para algum

3 E [aj,bj]. Entao
Tu + s h(pren)) S d; e fim(en, + 57, hgi(en,))) =1+ 5°R(1),

e portanto d; > 1+ s?h(1), o que é um absurdo, pois (s,d;) € W. De modo andlogo
prova-se que m; > 0.

Portanto
wy ' (laj; bs] X [e, 0o ) N ([aj, b5]%] = 00,d;]) C ([aj, bj] x [m;,1[) N ([aj,b;]x]0, M;]),
e assim (convencionando que [m;, M;] = {) se m; > M;) concluimos que A; C [aj,b;] x
[m;, Mj].

Portanto

{9:(s,2) : (s,y) € K'} C Ui, A; C US_ ([a;,b5] x [m;, M;]) cC Ix]0,1],

o que prova 1.2.15.iii.

De (II) e 1.1.32 temos que sido verdadeiras 1.2.15.iv e 1.2.15.a, e assim concluimos, por

1.2.15, (1) e (IV). //

Completamos o resultado acima apresentando funcées que satisfazem as hipdteses do

mesmao.
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1.2.30 Exemplo. Sejam p € IN* e u e X fungées definidas em ]0,1] e com valores em
1 . ~
R tais que p(]0,1]) U A(]0,1]) CJO,1], 3 € Em(R) e inf{u(e) : € €]0,1]} > 0. Se [

e Iy sdo as fungées moderadas definidas em 10,1]x]0,1[ por

~

hie,z) =29 e De,z) =14 Ae) — /(Me)? + (Ae) + 1) — (Me) + z)?

e l; aclasse de [; em G()0,1[; R), para todo 1 < j <2, entio I; € G.(]0,1[; ]0,1[) e
lAj satisfaz de 1.2.29.i até 1.2.29.iii, para todo 1 < j < 2. As fungées definidas em [0, 1]
por

hi(z) =sen(z?) , hy(z)=1In(l1+2?) e ha(z)=2?

pertencem a C*(]0,1[; R) x C([0,1]; R) e satisfazem 1.2.29.iv.

(Convém observar que a funcao I, — 1 foi estudada em 1.2.7.)
Analisando a prova de 1.2.29 obtemos o seguinte resultado.

1.2.31 Proposigao. Sejam [ um intervalo aberto de R com 0 € I, 1 <k <n, l; €
G.(10,1[510,1[), Iy um representante de ly € hy € C*(]0,1[; R)NC([0,1]; R) tais que
(i) I satisfaz de 1.2.29.i até 1.2.29.iii (substituindo | por I ¥
(ii) hx satisfaz 1.2.29.iv (substituindo h por hy).

Se W ={(t,y1,..,9n) € I x R* : 0 <y; <1+12h;(1), para todo 1 <j<n}, f éa

aplicagao moderada definida em )0,1] x Ix]0,1[™ por

~

fletyzry ) = (8,82h1 (Li(e,21)) + 1y oony 2hn(ln(e, 20)) + 20)
e [ €aclusse de [ em G(I1x]0,1[™; R™*1), entdo

(D) f € Gu(Ix]0,1["; W);

(1) inf{J f(e,t, 21, ... zn) : (&t 21,y 20) €]0,1] x Ix]0,1)7} > 1;

(IIT) f € uma aplicagao inversivel;
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(IV) f(s,.) ¢ uma aplicagdo inversivel para todo € €)0,1] e a aplicagio moderada T
definida em 0,1] x W por T'(¢,.) = (f(e,.))™! para todo € €10,1], € um represen-
tante de f~'. //
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Capitulo 2

Equacao de Hamilton-Jacobi :

Existéncia de solucoes

Para facilitar a escrita do problema que iremos estudar, e que sera chamado problema

HJ, convencionaremos que

(1) 7 denotard a fun¢ao moderada definida em ]0,1]x R x IR" por (e, t, 21, ..., z,) = t;

2) m denotara, por abuso de notagdo, ndao somente a classe de # em G(R"*': R
p ;

como também a classe de 7 [jo,;jxw em G(W; IR), sendo W um aberto qualquer de

1,
R

(3) 7;, para todo 1 < j < n, denotara a funcdo moderada definida em 0, 1] x IR x IR"

por #i(e sty %1, Zn) = 2,

(4) m; denotard, por abuso de notagéo, ndo somente a classe de 7; em G(R"t!; IR)

como também a classe de 7; [jo1jxw em G(W; RR), para todo 1 < j < n,sendo W

um aberto qualquer de R™*!.

Convencionaremos também que, se W é um aberto de R**!, u € G(W; R), (t;2) =
(t,21,...,,) denota um ponto genérico de IR x R", a = (ag,,...,a,) € IN"! com

laj =1 e 1 <j<n,entao
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du , .
— denotara a fungdo 0%u se ag=1;

ot

— denotard a funcdo 0% se «; = 1.
8:vj

O problema que estudamos e que, sob certas hipoteses, obtivemos em 2.1.2 uma solugao

é o seguinte:

Problema HJ: Dados quaisquer I intervalo aberto de IR com 0 € I, 2 e Q' abertos de
R, He GIxQxQ; R) e feG; R), determinar um aberto W de I x ) com
V={zeR": (0,z) e W} #0 e uma fungio u € G(W ; R) satisfazendo:

ou Ou
1 — \ 7« 0.
(1) (axl,...,axn) € G.(W; Q);
Ju OJu du
= — 7. .
(ii) 5 + Ho (m,myy.ny Tp, aml,...,axn) 0 em G(W; R),

(lll) u |{0}><V = fIV em g(\/; R)

Dizemos que v € G(W; IR) é uma solu¢ao para o problema HJ em G(W ; RR) se, e

somente se, u satisfaz (i), (ii) e (iii).

No caso classico, isto é, quando H e f sdao funcées de classe C*, a equagao (ii) é

chamada equagao de Hamilton-Jacobi e é escrita da seguinte forma:

ou Ou u
E + H(taml, ooy Ty 6_1:;’ = a—.’En) =0.

A equagao de Hamilton-Jacobi é uma equacao diferencial parcial de primeira ordem,
nao linear, onde nao aparece a funcdo incognita u. Esta equagido aparece freqiientemente
na Mecanica Analitica, como por exemplo o caso do oscilador harmoénico, cuja equagio de

Hamilton-Jacobi é:
1 Ou, kz? Ou
mas) T2 T

sendo k uma constante e z a abscissa da particula no instante t.
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O problema HJ, no caso cldssico, sempre tem uma solu¢io. Um método utilizado
para encontrar essa solugao é o método das caracteristicas([4]). Este método consiste em
transformar o problema HJ que é um problema de equagées diferenciais parciais em um
problema de equagoes diferenciais ordindrias. Em 2.1.2 procuramos adaptar o método das

caracteristicas para o caso em que H e f sao fungoes generalizadas.

2.1 Um teorema de existéncia de solugbées para a
equacgao de Hamilton-Jacobi

Com o objetivo de facilitar a leitura dos resultados que apresentaremos faremos mais
algumas notacoes e uma definicao.
Se I éum intervalo aberto de IR e § e ) sdo abertos de IR™, entio convencionaremos

b}

como no caso cldssico, o seguinte:

(1) se ¢ = (z1,...,2,) denota um ponto genérico de R, f € G(Q; R), f é um

representante de f e o = (ay,...,a,) € IN® com |a| = 1, entdo

d
B_f denotard a funcao 0°f se a;=1 e 1<j<n;
Z;
of , P .
o denotara a funcdo 0°f se aj=1 e 1< j<n;
Z;
: of  9of
denotara licagdo (=——,... :
V[ denotara a aplicacao (8311’ ’aa:n)’
v/ denotard a aplicagao (g_;i""’aa_i);

(2) se (t,z) = (t,21,...,2,) denota um ponto genérico de R x IR" e g = (g1y.-y9x) €
G(I x Q; IR¥), entio

b

991 aﬂ)
at '’ ot

2 denotard a aplicacdo (

ot
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(3) se (t,z,p) = (t,Z1,...; Tn, P1, ..., pn) denota um ponto genérico de R x R" x IR",

HegG(IxOxQ; R), H éum representante de H, v = (o, a1, ..., an, B1, ..., 0n) €

IN*™! com |y|=1 e 1< j<n,entio

8_H
ot

o
ot

on
8:17 J
o
833 j
8_H
op;
o
Ip;
on
Oz

o
oz

on
op
o
op

denotard a funcdo 9"H se ag = 1;

—

denotara a fungao 9"H

denotara a funcao 9"H

denotard a funcio O"H

denotara a funcao 9"H

denotara a funcao 9"H

denotara a aplicagao

denotara a aplicacao

denotara a aplicacao

denotara a aplicagao

se ag = 1;

se a; = 1;

se fj =1
H se B; =1;
oH o
0z’ 0z,
oH om,
oz,’ " Oz,
OH o
Op:1’ " Opn”’
on om
I B

Aqui também usaremos a notacao dada em 1.1.10 e 1.2.21.

2.1.1 Definicao. Sejam I um intervalo aberto de IR com 0 € I, Q e Q' abertos de R" ;

HeGIxOxQ; R)e feG(Q; R). Se J € um intervalo aberto de R com 0eJcClI,

W um aberto de R™*' com V = {z € R"

denotaremos por

:(0,2) e WY #0 e WCIxQ, entio

S(LO,Q H, f,J, W)
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o conjunto dos pares (X, P) para os quais sio verdadeiras as seguintes assergées:

() X€G(JxV;Q) ¢ PeEG(JxXV;Q);

(i1) (X, P) € uma solugao do sistema:

9% = 8—Ho(7r,X,P) em G(J xV; R")
0s op
aF = —8—Ho(7r,X,P) em G(JxV; R");
ds Oz

(1) (X, P) satisfaz as condigées:

X loyxv =1v em G(V; R"),
Plioyxv =V flv em G(V; R");

(iv) a fungio Y = (m,X) pertence a G.(J x V; W) e € uma aplicagdo inversivel.

O sistema dado em (ii) é chamado, na Teoria Classica, de sistema Hamiltoniano.

A solugao que encontramos para o problema HJ € o seguinte teorema:

2.1.2 Teorema. Sejam I um intervalo aberto de R com 0 € I, Q e ' abertos de
R',He GUxQAxQY;R) e feG(r; R) . Se J é um intervalo aberto de IR com
0eJCI, W um aberto de R**' com V={z€ R" : (0,2) e W} #0 e WCIxQ e
S,V H, f,J,W) #0, entao o problema HJI tem uma solugio em G(W ; R).

Demonstragao. Denotaremos por (s,r) = (s,r1,...,7,) um ponto genérico de J x V e por
(t,z,p) = (t,&1,...y Tny P1, ..., Pn) um ponto genérico de I x N x V.
Sejam X = (Xi,...,X,) e P=(P,,...,P,) tais que (X,P) € S(1,Q,Q, H, f,J, W),

f um representante de f, [ um representante da funcgdo generalizada
", 0H
—Ho (m,X,P)+ > (z—o(m X, P))P;,
7j=1 apJ
que pode ser definida por 2.1.1.i, U € Ey[J x V ; IR) definida por

A~ ~

U@&nwwg=ﬂamm¢@+/ﬂammwmwt
0
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e seja U a classe de U em G(J x V; IR). Entao temos que

ou n BH ) |
Bs =—Ho(mX,P) +Jz=; (?pj (m, X, P))P; ; (1)
L/ |{0}XV = f |V em g(‘,’ R) ) (2)

Como (X, P) € S(1,0,9, H, f,J,W) sabemos que

X€G(IxV;0) e PeEG.(JxV;Q), (3)
aaf - %—I;o(ﬂ,X,P) em G(J x V; R"); (4)
%—f —g—fo( T, X,P) em G(J xV; R"); (5)
Xloyxv =1v em G(V; R*); (6)
Pliyxv = flv em G(V; R"); (7)

Y =(m,X)€G.(J xV; W) eé uma aplicacio inversivel.

Seja u = U o Y~!. Provaremos que

ulyxv = flv em G(V; R); (8)
Ou Ou -

(8_2:1’,3_:12") Eg*(W’ Q)’ (9)

% Ho Ou 9%y _ 0 em GW: R 10
50 Ty Ty ey Ty =—— protl ’8 em G( )s (10)

e assim u sera uma solugdo para o problema HJ em G(W ; R).

Seja h = (ho,hy,y ..y hn) = Y1 € G(W; J x V). Entdo por 1.1.25.11 e 1.1.26, temos

que
(7T |{0}xv,7r1 |{0}xv, veey MTp |{o}xv) = (7r,7r1, ...,7rn) |{0}><V = (Y o h) |{0}xv
= (moh,X oh)|@yxv
e portanto = (ho I{O}xV’X o(h |{0}xv)) ,

ho |{0}xv =7 |{0}xv =0 em G(V; R);

(m1 [{o}xvs s T l{oyxv) = X 0 (h|{oyxv) em G(V; R"),
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e assim, por (6) e 1.1.27, temos que

(7T1 I{o}xv,---.ﬂ'n|{o}xv) = Xo(h|{o}xv)

= X o ((holoyxvshiloyxvs - bn [0} xv))

= Xo (03 hl |{0}XV1 ---shn I{O}XV)
= X I{G}xV o (hl |{0}xV1 .y |{0}xv)

= (21 l{o)xvy s An |{o)xv) -
Portanto, de (2), 1.1.25.11 e de 1.1.27, temos que

ulgxv = (UoY ™) |oyxv = (Uoh)|igyxv =Uo(h|yxv)
= Uo(hol{D}XVahl |{0}x7y---ahn|{0}xV)
= Uo(o’ﬂ'l I{O}xVa---aﬂ'n|{0}xV)

= Ulgxvoly =Uligxv =flv,
o que prova (8).

Como u=U oY ™! temos que U = uoY, e assim

ou " Ou an .
o o - t <:1<n.
r: ;(ij oY) oy, > Para odo 1<i<n

De (1), (4) e (11) concluimos que

oY)+Ho m, X, P +Z—0Y PaX

n ot ('3:1:] 7) 0Os

Provaremos a seguir que

ou
r;

2 - OX;
Z Ja , paratodo 1 <i<n.

1=1
Fixemos 1 € {1,2, ...,n}, e seja

n

em G(J xV; R).

9= 67‘, J 87‘,

1=1

Usando (1), (4) e (5), temos que
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(14)



dg 0 0*X; ™. 0P; 0X;
ds 0s0r; X_: Jasar, Z ds Or;

- a?«,( Ho(r X, JD)+JZ1 Z m, X, P))P;) — j:lpjaim(g—go(mX,P))Jr
+;§(TO ™, X, P))a);:

:ai(-H " X, P)) + .Laia— WAPP+EZZ WAP))aaiJr
—gpja%(g—z Z:j P))%ﬁ ;

e portanto % =0em G(J xV; R).
s

De (2), (6), (7) e 1.1.25.1II temos que

8 0X;
9|{0}xv = |{0}xV_ZP|{0}xV—|{0}xV
= ar, Z 7, (Xi loyxv)
_ o _a_flvz0
67‘,’ v 67”,' '

Como % =0em G(J xV; R) e glioyxv = 0 em G(V'; IR) concluimos, por 1.1.15,
s
que g =0 em G(J x V; R), e assim (14) é verdadeira.

De (12), (13) e (14) obtemos o seguinte sistema:

o . du 09X, Ou X,
[(Z7 oY)+ Ho(m X, P)l+ [(a_mloy)_Pl] g5 Tt g oY) -Rl5r= 0
au 6X1
[(Bzcloy) Pl]gl‘ Fnat [( Y)-— P](91 = 0
o P 0% Y P d

Usando que Y é uma aplicagdo inversivel temos, por 1.2.12, que JY tem inverso
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multiplicativoem G(J x V'; IR), e assim por 1.1.34 concluimos que o sistema acima admite

somente a solucao trivial, isto €,

g—?oy_ —Ho(m X,P);

Ju .
—oY =PF;, paratodo 1<j<n.
Oz;

Portanto, usando (3) e que Y™' € G.(W; J x V) temos, por 1.1.26 e 1.1.28, que

ou Ju

e —_) — -1 el
(6351""’8:::") Po¥™ e6(w: ),

o que prova (9). Notemos também que

Ou du du
- = _H 7 Y—l - _ s = -1
51 o(m,X,P)o H o (m, A’axl 0Y,.. ,axnoY)oY
Ou Ju
= —Ho(Y,—oY,....— oY -
0( ,81:1 0 b )awn o )OY
0 0
= _HO(W’WI’W’W"’G_Z""’a_:Z)’

o que prova (10).//

Como uma conseqiiéncia da demonstragao do resultado anterior temos o seguinte:

2.1.3 Proposigao. Sejam I, Q, ', H, f, J, V e W como em 2.1.2. Se (X,P) €
S(LQ,Y,H, f,J,W), Y =(n,X), P=(P,...,P,) e UeG(JxV; R) € tal que

U , ,
oo =—Ho (m, X, P Z 6})] (m, X, P))P; e Ulwgxv="Flv,

onde (t,z,p) = (t,21,...,Tn,P1,...,pn) denota um ponto genérico de I x Q x Q' , entdo

(I) u=UoY~" ¢ uma solugio para o problema HI em G(W ; R);

(IT) denotando por (t,z) = (t,z1,...,xn) um ponto genérico de W , tem-se que
du Ou

6_3:1,...,%) = POY—I. //
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Veremos na secdo 3.3 que, sob certas condigoes,

cardS(1,Q, Q' H, f,J,W) < 1.

Com o resultado anterior vimos que para obter uma solugiao para o problema HJ em
G(W; IR) é suficiente ter S(I,Q,Q, H, f,J,W) # (. Veremos a seguir que isto sempre

ocorre quando H e f sao fungoes C*. Aqui estamos usando a seguinte notacio:

Se (1 é um aberto de R", p e IN*, [ = (ly,...,1,) é tal que [; € C*(Q; R) para todo
1 << pe g éa funcio moderada definida em ]0,1] x Q por g(e,z) = [(z), entio ainda

denotaremos por [ a classe de g em G(Q2; IRP).

2.1.4 Proposicao. Sejam [ wm intervalo aberto de IR com 0 € I, Q e ) abertos de
R, He C®(IxQxQ; R) e feC®°N; R). Entio dado z, € Q existem V um
aberto de R™ com z, € V C Q, W um aberto de R™' com W C I x Q e de modo que
V={2€ R :(0,z) € W} #0 e existe um intervalo aberto J de R com 0 € J C I
tais que S(I,Q,V, H, f,J, W) # 0.

Demonstragdo. Denotaremos por (s,r) = (s,71,...,7,) um ponto genérico de IR™*! e por
(t,z,p) = (t,21,..., Tn, P1, ..., pn) um ponto genérico de R*"*!.

Seja z, € Q. Entao da teoria cldssica de equagdes diferenciais ordindrias, existem
a>0, V aberto de R" com z, € V] e uma aplicagdo (X, P), sendo X = (X, ey Xn) €
P =(P,...,P,), definida em I, x V; C I x  tal que

Xi e P; pertencema C®(I, x V;; IR), para todo 1 <i < n; (1)
X(IoxV)CcQ e P(l,xV)cCQ, (2)
0X 0H oP 0H,

E(S,r) - ‘6_p(8,X(S,T),P(S,T)) € E(sar) - —E(S,A(S,T),P(S,T)), (3)
X I{O}XVI =1 |V| € PI{O}le = Vf|vl‘ (4)

Seja Y = (m, X).
0X; :
Como det(dY{oz,)) = det(W(O,mo))lsi,an = 1 # 0, existem, pelo Teorema da
i

Funcao Inversa, um aberto W, de R com (0,z,) € Wy C I, x V; e um aberto W, de
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R™! com (0,z,) = Y(0,2,) € Wy C Y (I, x V) tal que Y |, é um difeomorfismo de
classe C*™ sobre W,.

Usando que (0,z,) € W, existem um intervalo aberto J de IR e um aberto V' de IR"
tais que (0,z,) € J x VC W, C I, x V.

Como Y |w, ¢ um difeomorfismo temos que Y (J x V) é um aberto de R™*!.

Seja W =Y(JxV)CJxX(JxV)cCI x . Notemos que,
se A={z€eR":(0,z) e W}, entaio A=V.

De fato, se z € A, entdo (0,2z) € W e assim existe (a,b) € J x V tal que (a, X(a,b)) =
Y(a,b) = (0,2), e portanto @« = 0 e X(0,b) = z, e assim de (4) concluimos que z =
X(0,b) =b €V, eportanto A C V. Se z € V temos, por (4), que Y (0,2) = (0, X(0,2)) =
(0,2) eassim (0,z) € Y(J x V) =W, e portanto V C A.

Usando (1), (2), (3), (4), que Y |;xv € uma aplicagio inversivel e que V = {z € R :
(0,2) € W} concluimos que (X |yxv, P |sxv) € S(I, LY, H, f,J,W). //

Para dar exemplos de fungoes H e f generalizadas para as quais
S(LQY,QY, H, f,J, W) +#0

(e portanto o problema HJ admite uma solugio), precisamos, em primeiro lugar, resolver o
sistema 2.1.1.ii com a condigao 2.1.1.iii e depois verificar se 2.1.1.iv estd satisfeita. Daremos
: H .
a seguir alguns exemplos onde g ¢ um vetor generalizado ou I = 0 (e portanto
T
{1 = IR™ ), pois neste caso o sistema 2.1.1.ii com a condicio 2.1.1.iii é mais facil de resolver,
e assim basta garantir que 2.1.1.iv é verdadeira. Veremos também que a solugdo encontrada

para o problema HJ possui, sob algumas condigdes, uma certa propriedade. Solucées para

o problema HJ com essa propriedade serao estudadas na secio 3.3.

2.1.5 Proposigao. Sejam I um intervalo aberto de R com 0 € [, f € G(R"; R) e

f=(f1y ey pin) € (Em(R))™ tais que

(i) vf € G.(R"; R");
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(ii) 4 € uma aplicagdo limitada, isto €, p; € uma fungdo limitada no sentido usual,

para todo 1 <1< n.
Denotando por v = (ry,...,m,) wm ponto genérico de R" e (t,p) = (t,p;. ceeyPn) um ponto

genérico de R™*!' tem-se que, se f € um representante de f, h € Ep[I x R™; R], M >0

e 7 €]0,1] sdo tais que

5 &
(iii) |—af—(€,r)| S M, paratodo (e,7)€]0,7[xR" e 1<i,5<n;
Or;or;
Oh 0%h 0%h
: — e — <M
() max{lgr(e ), [gzg(e )l (et} < M,

para todo (g,t,p) €]0,7[xI x R e 1<i,7<n,

ese H ¢ aclasse em G(I x R" x R"; IR) da fungio moderada H definida em 10,1] x I x
R" x IR"™ por

H(S,t,l‘j, vy Ty Ply "')pn) = h({':’tapla °"1Pn) o Z/,L,’(&):E,' )

=1
entdo existe a >0 com I, C I ¢ S(I,R*,R", H,f,1,,1, x R™) # 0, e em conseqiiéncia

eziste u € G(I, x R™; R) tal que
(I) w € uma solugdo para o problema HI em G(I, x R"; R).

Se (t,z) = (t,z1,...,z,) denota um ponto genérico de I, x R", entdo u também satisfaz

5= (g = 0 0 —
(II) existem © = (0y,...,0,) um representante de (8—u,,67u) e M >0 tais que
T i
8’\1‘ . .
j

Demonstragdo. Provaremos, em primeiro lugar, que S(I,R",R"H, f,I,,1, x R™) # 0
para algum a > 0, e com o auxilio de 2.1.3 obteremos (I).
Denotaremos por (t,z,p) = (t,21,...,Tn, P1,...,Pn) um ponto genérico de R?"*! e por

(s,7) = (8,71,--.,7a) ou por (t,p) = (t,p1,...,pn) um ponto genérico de R

Sejam X = (5(\1, ...,5(\") a aplicacao definida em ]0,1] x I x IR® por
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X@&J‘—T+/ aurvﬂeﬂ u(e)t) dt,

~

que por (i) e (ii) é moderada, e P = (P,...,P,) e § = (Gi, ..-,0n) as aplicagoes moderadas
definidas em ]0,1] x I x IR™ por

~

P(S’S’T) = Vf(E,T) - /1'(5)3

- s OH .
§(€,S,7’) = X(&,S,T) —-r= A E(eatara Vf(&r) - ,u(g)t) dt.
Notemos que

95; _ 0Oh s .
g(E,S,T) - %(s,s,vf(e,r) #(6)3)1

9% 92h " 9%h % )
W(e,s’r) ata (E')S’Vf(e T) (6) )_1___21 8p]6p1 (6787Vf(6’r)_lu'(€)3)l‘l'](6))
825 n 9% 0% f

arkas(s’s’r) 28 - (€,5,V f(e,7) — p(e)s) (e,7);

87‘};67"]'

para todo (g,s,7) €]0,1]x I x R* e 1 <1, k < n, e assim, usando (iii) e (iv), temos que

|?%WJNSM§ (1)
%;@erSM+nMﬂW@mi€€N”}; - ©
0%g; 2

|ark(9 (e,8,7)| < nM?*, (3)

para todo (g,s,7) €]0,7[XI x R* e 1 <1,k <n.

—

Sejam Y a aplicacio moderada definida em ]0,1] x I x R™ por Y = (1, X) eY a
classe de Y em G(I x R™; R™+).
Como gi(e,0,7) = 0, para todo (g,7) €]0,1] x B* e 1 <i<n, pu éuma funcao

limitada e valem (1), (2) e (3) temos, por 1.2.22, que existe a > 0 tal que T, C I,
Y l]aan < Q,.(Ia X Rn; Ia X Rn);
Y |r,xrn € uma aplicagao inversivel;

c = inf{|JY (e,s,7)| : (e,8,7) €]0,7[xI, x R"} > 0; (4)
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~

existe um representante T = (f‘o,f‘l, oy Tn) de (Y|xrn)™" tal que
[(e,.) = (Y(e,.) ll.xrn)~", para todo € €]0,7[; (5)
existe M, > 0 tal que,se 0 <7 < n, entdo
|0°Ti(e,t,z)| < M,, para todo (e,t,2) €]0,7[xI, x R* e a € N™*! com |a| =1. (6)
Sejam X a classede X e P a classe de P em G(I x R™; R"). Entao, por (i), (ii)
e (iv), temos que
X|1oxpn € P|ixrn pertencem a G.(I, x R™; R™),
e como (X |;,xrn, P |1,xrn) satisfaz 2.1.1.ii e 2.1.1.iii e
Y |taxpn = (7 |1oxrry X |1axrn) € Gu(le x R™; I, x IR™) é uma aplicago inversivel,
temos que
(X |taxrns Pl1xre) € S(I, IR", R", H, f, 1,1, x R"),

e assim, por 2.1.3, temos que u = U ¢ (Y |;,xrn)”" é uma solugéo para o problema HJ
0 0 :
em G(I, x R"; R) e (—u,...,—u) = Po (Y|ixrn)"', onde U é como em 2.1.3 e
0z, 0z,
(t,2) = (t,z1,...,z,) denota um ponto genérico de I, x IR™.
Portanto (I) é verdadeira.
Seja © = PoT, sendo I' como em (5). Entao v = (9y,...,0,) é um representante de
Ou Ju

(8—, ey 8_) Provaremos que ¥ satisfaz (II) e assim concluiremos a prova.
T Tn

Notemos que, se 1 <1i,7 < n, entdo

07; 0 -~ -~
a—wj(e, t,x) = a—x](P, o) (e, t,z)
_ 0P, 4 0T, " 9P oT
= E(a,I‘(s,t,a:))a—xj(s,t,:z:) +kz=; o (e,I‘(e,t,:c))a—mj(a,t,m),
e assim
d%; B T, " f | . T,
a_:l:j(e’t?m) - _ui(‘g)a—mj(eat7m) + g aTkaT,' (87F(5)tvx))a_xj(6at7$)a (7)

para todo (e,t,z) €]0,7[x1, x IR".
Usando (6), (7), (ii) e (iii) concluimos (II). //
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A seguir apresentamos algumas fungoes que satisfazem as hipSteses de 2.1.5.

2.1.6 Exemplo. Sejam b >0, 1 <j<n, v; e I; fungées definidas em 10,1] e com
valores em R e @;, 1; e ®; fungoes pertencentes a C*(IR; R) tais que Vi, Ui, @i, ¥;,
Yl e ®; sdo fungoes limitadas em IR. Entdo a fung¢do moderada f definida em )0,1] x IR™

por uma das fungées

~

L) = 3 [ ([ pitui(e)n) dy) db;

~

12(6, T3 00 T‘n) =

satisfaz 2.1.5.iii, a classe de [ em G(R™; R) satisfaz 2.1.5.i e a funcio moderada h
definida em ]0,1] x I, x R™ por

~

hestpayepn) = 2ot [ i(5(e)y) dy
i=1

ou por, se P! € uma fungdo liniitada para todo 1 < j <n,

~

Bty a) = LU+ )

ou por, se inf{|7;(e)| : € €]0,1]} >0 e ®; € L,(R), para todo 1 <j<n,

= z P; A .
bt eapn) = St [ ([ 05(55(e)y) dy )

J=1
satisfaz 2.1.5.iv (substituindo I por Iy).
(As fungdes gi(z) = 1, go(z) = arctge e gs(z) = cosz podem, por exemplo, ser usadas
para ; ou ;. A fungdo g4(z) = sen(z?) pode ser usada para ¢; e gs(z) = exp(—x?)
para ®;.)

OH

Quando 7 é um intervalo aberto de R com 0 € I e 7 0 em G(Ix R*x R™; R")
T

além de 2.1.5 obtivemos, para resolver o problema HJ, neste caso, a seguinte proposicao:

b
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2.1.7 Proposicao. Sejam I um intervalo aberto de R com 0 € I, (lAz;)]S,-Sn e (]?,-)15;5,1
sequéncias finitas de elementos de, respectivamente, Ey[I x R; R) e Ey|R; R), H a
fungio moderada definida em ]0,1] x I x R™ x IR™ por

—

H(é:ataxl’ vy Ty P1y "'spn) = Z};l’(evt)pl')’

H a classe de H em (I x R* x R*; R), fa fungdo moderada definida em ]0,1] x R"

por

~

n
f(€,7‘1,. T Z 6 7‘,

f a classe de f em G(R"; R) e 7 €]0,1]. Denotando por (t,y) um ponto genérico de

I x R tem-se que, se

(i) vf € Gu(R"; R");

(ii) ezistem o € C(I; R) e (ay,...,a,) € R™ tais que

h; af:

a_y(6 (6 a;))l < (t), paratodo (e,t) €]0,7[xI e 1<i<n;

(iii) ezistem a e b nimeros reais tais que
a < %ZTh( t gf’(e ))?:J; (6,9) < b, paratodo (,t,y) €]0,7[xIxR e 1 < i< n;
ese a eb sio como em (iii) e ¢ € a funcdo definida em R por P(s) = as, se s > 0
e P(s) = bs, se s < 0, entdo dado qualquer intervalo aberto J de R com 0 € J C
] —=1,00[) NI, tem-se que S(I,R",R",H, f,J,J x R") # 0, e em conseqiiéncia
eziste u € G(J x R™; R) tal que

(I) w € uma solugdo para o problema HI em G(J x R"; R).

Denotando por (t,z) = (t,z1,...,x,) um ponto genérico de J x R™ tem-se que u também

satisfaz
o*f  0%f 0%u
I ey e L(R"; R"), 1 x o ;
(IT) se (87*;‘” ’67‘;",) € G.(R"; R") , entdo B2:0z; € G.(J x R"; R), para todo
1<,9<n.
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Demonstragao. Provaremos, em primeiro lugar, que S(I, R", R*, H, f, J, J x R") #£0
e com o auxilio de 2.1.3 obteremos (I).
Denotaremos por (s,r) = (s,71,...,7,) um ponto genérico de R, r = (ry,....r,)

um ponto genérico de IR" e por (s,y) um ponto genérico de I x IR.
Sejam X = (X, .. LX) a aplicagéo definida em ]0,1] x I x IR™ por
a,s,r —r-I-/ (e,t,r, vf(e r))dt

que por (i) é moderada, P = (P,,..., P,) a aplicacio moderada definida em 10,1 x I x IR™

por
P(e,s,r) = v [(e,7)

e g; a fungao definida em ]0,1] x I x IR por
~ > Oh,; af;
gj(€>5,y):Xj(573’T)_ j_A 6y( ) an( ))

sendo 1 <7< n.

Sejam ¢, a e b como em (ii) e (iii).

Notemos que,

e, sal <1 [ 1205¢e,0, 2F

3, (©a)ldl < [ e, (1)
para todo (g,s) €]0,7[x] e 1<i<n,eque

95 [0k, | Of; 0%f:
—@(E,Say)_ o ayg (Eatvég(eay))a—yg(gay) dta (2)

para todo (e,s,y) €]0,7[xI xR e 1<:i<n.

Sejam @, ®; e ¥, as fungoes definidas em I e com valores em IR dadas por

D=1 [ ewdtl , B=pl e
Dy(s) =bs, se s€ [0,00[N] e By(s)=as, se s€]—o0,0[N].
Entao @, ®; e ®, € C(I; IR) e temos, por (2) e (iii), que

94
D,(s) < F‘Z—(s,s,y) < ®y(s) , para todo (g,s,y) €]0,7[xI xR e 1<i<n. (3)
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Como J C 9~!(]—1,00[) NI =®7'(] —1,00[) e valem (1) e (3) temos por 1.2.24
que,se ¥ éa aplicagdo moderada definida em )0, 1] x I x IR" por

—

}A’(e,s,rl, v Tn) = (8,01(6,8,71) + 715 e, Gn(E, 8, m0) +70) = (8, X (6,8, 71500y 70))

e Y éaclasse de Y em G(I x R™; R"*), entéo

Y|ixrn € Gu(J x R™; J x R™); (4)
Y |sxrn € uma aplicagao inversivel; (5)
se L CCJ e K CC IR, entdo inf{JY (e,s,7) : (e,s,7) €10,7[xJ x K} > 0; (6)

existe um representante I' = (f‘o, f‘l, ...,f‘n) de (Y |yxgrn)"" tal que
T(e,.) = (Y(e,.) lsxrn)"", para todo € €]0,7]. (7)
Sejam X a classe X e P a classe de P em G(I x IR"; IR"). Entao, por (i) é claro
que P |jxpn pertence a G.(J x R™; IR"). Provaremos a seguir que X € G.(I x IR"; IR").

Seja K' CC I x IR" e tomemos L um intervalo fechado de R e d > 0 tais que
0eLcCcl e K'CLxT;"

Usando o Teorema do Valor Médio, (ii) e (iii) temos que, se ¢ €]0,7[, entdo dados

(t,y) € L x Iy e 1 <i<n, existe w; entre a; e y tal que

oh; O, _ (ki Ofi &, 8f, Ofi .
lay (e,1, dy (e,9)| = lay (e, t, By (e,ai)) + dy? (&,2, By (g,wi)) Oy? (&,wi)(y — @)
< — a; .
I < o(t)+ Iy — aihmax{lal , o)
Oh;, . 0f;
ot G e ) < max{ip(s) + s € L} + (d+ famaxdlel, 141} (5

para todo (e,t,y) €]0,7[xLxI; e 1<i<n.
Seja ¢ = max{[t| : ¢t € L}[max{p(t) : t € L} + (d + ||(a1,...,as)||)max{|a|, |b]}].
Entao, por (8), temos que
9i(e,s,y)| < ¢, paratodo (e,s,y) €]0,7[xL xT; e 1<i<n. (9)

Usando que K’ C L x I;™ e (9) concluimos que

—

{X(e,8,71500ma) ¢ (&,8,71,.00y70) €]0,7[xK'} C Br(c+a4)(0) CC R™.
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Portanto X € G.(I x IR"; IR™), e assim X |jxrn € G.(J x IR"; IR™).
Como X |jxrn € P |jxrn pertencema G.(J x R™; R"), (X |sxrn, P |sxrn) satisfaz

2.1.1.1i e 2.1.1.1ii e valem (4) e (5) temos que
(X lsxrn, Ploxrn) € S(I, R*, R", H, f, J,J x R"),

e assim, por 2.1.3 temos que v = U o (Y |jxrn)™" é uma solugdo para o problema HJ

em G(J x B R) e (SL. . Ot

Oz’ Oz,

(t,z) = (t,1,...,2,) denota um ponto genérico de J x R".

) = Po (Y |sxrn)™', onde U é como em 2.1.3 e

Portanto (I) é verdadeira. Provaremos a seguir (II).

Seja 5= Pol', sendo I' como em (7). Entao v = (01,...,0,) é um representante de
( ou ou )
Oz,’ 0z,

Suponhamos Y = (%,)71,...,?,,) e sejam ®; e ®, definidas anteriormente (antes da

afirmagao (3)). Entao, usando (3), temos que

oY, oY

Ia_:(6)37rla---,rn)| =1 ; Ia_r;)(€737r1a"',rn)|:0;

ay; 0 _ Ok Of; .
Ia_s(gvs’rla"'arn)l = | Os (e,8,mi)| = |a_y(5’3) By (e,r))l;
aY;

09
la_T'j(s’S,rl,“.’rn)l < 1+ I%(Easari)l < 1 +rnax{|¢'1(s)|, IQZ(S)”)

para todo (e,s,71,...,m,) €]0,7[xJ x IR™ .
Portanto, usando que (8) é verdadeira para Lx1I;,sendo L CC J e d > 0, concluimos

que

0°Y; € G.(J x R"; R™"') , paratodo a € N"t! com |a|]=1 e 0<i<n. (10)

Notemos que,se 1 <i,j <n e (¢t,2) €]0,7[xJ x IR", entdo

6?); _ 0 - ~ _ 82/?. = 6f1
%j(eatax) - 6_112](R o I‘)(e,t,:v) - a—yg(a, I‘,-(e,t,m))a—zj(s,t,m). (11)

Usando (i), (6), (10), 1.2.17 e (11) obtemos (II). //

A seguir apresentamos algumas fungdes para as quais podemos aplicar o resultado

anterior.
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2.1.8 Exemplo. Sejam I um intervalo aberto de R com 0 € I, u, v e 0 fungées
definidas em ]0,1] e com valores em R e ¢, U e ® fungées pertencentes a C*°(IR; IR)
tais que p, v, v, , VU e ® sao fungoes limitadas. Entao as fungées moderadas definidas

em ]0,1] x R por

g(e,y):/Oy(/:mp(u(e)x)dx)dx e i(s,y)=u(e)/y(/0’\xp(m)dz)dA

0

podem ser usadas para f; em 2.1.7 ¢ a fungdo modercda definida em 10,1 x I x R por
A

he,tyy) = (@) [ ([ @(o(e)z) da) dx

ou por, se ] CC IR,

e t,y) =) [ ([ @(ite)a) dz) d

0

pode ser usada para hi em 2.1.7.

De fato, basta tomar a; =0, ¢ =0 e observar que existe M > 0 tal que

82k 9%g 9%l
maX{Ia—yz(s,t,y)I, |a—y3(€,y)|, la—yz(ﬁ,y)l} <M,

para todo (e,t,y) €]0,1] x I x IR.
(As fungées g(z) =1, go(x) = arctgz, gs(z) = exp(—2?) e gs4(z) = sen(z?) podem, por

exemplo, ser usadas para ¥, ¥ ou ®.)

0H

Utilizaremos 1.2.28 para apresentar, a seguir, um exemploem que ' = Ri" e — =0

Oz
em G(I x R" x IRY™; IR™).

2.1.9 Proposigao. Sejam I um intervalo aberto de R com 0 € I, 1 < k <n, I €
G.(IR 5 RY), I um representante de Iy, hy € Ce(Ix Ry ; R) e pr uma fungio definida
em ]0,1] e com valores em IR tais que

(i) Iy satisfaz de 1.2.26.i até 1.2.26.iii (substituindo [ por Ii );

(ii) hy satisfaz de 1.2.26.iv até 1.2.26.vi (substituindo h por hy);
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(iii) hx(0,.) =0

(iv) existem nimeros reais ar e by tais que pg(]0,1]) C [ax, bx) C R} .

Se H €a fungao moderada definida em 10,1] x I x R" x R3" por
— N rpe Oh
H(E,t,iE], <0y Ty P1,y "'apﬂ) = Z/ a_k(t,,u,k(6)y) dy)
k=171 t
H a classe da fungao H em G(I x R* x Ry"; R), f a fung¢ao moderada definida e
10,1] x R3™ por

Tk ~

Fle,r1, ) = 2/1 (e, y) dy
k=1
e [ a classe de f em G(R™; R). Entic S(I,R", R H,f,I,I x R}") # 0, ¢ em
consequéncia existe u € G(I x IRY™; R) tal que

(I) u € uma solugdo para o problema HI em G(I x R3"; IR).

Denotando por (t,z) = (t,zy,...,2a) um ponto genérico de IR x IR}™ tem-se que

0%u

8$j8x;

(IT) se I} € G.(IR%; R) para todo 1 < k < n, entdo € G.(I x R}"; R),

para todo 1 <i,7<mn.

Demonstragdo. Provaremos, em primeiro lugar, que S(I, IR", Ry H, f,I,IxIR™) #
0 e com o auxilio de 2.1.3 obteremos (I).
Fixemos 1 <k <n.
Usando que [, satisfaz 1.2.26.i e (iv) podemos definir a aplicagio Xj em 10,1] x I x
IR;™ por
Xi(6,8,71, 0y Tn) = T + hi(s, i (€)lk(e,71)) -

Seja Py a aplicagio moderada definida em ]0,1] x I x R:™ por
ﬁk(s,s,rl, vovy T} = Zk(e,rk) .

Usando que [y € G.(IR}; RY), hy € C*(I x IR} ; R) e (iv) é facil verificar que

X € Eu[I x R3™; R);
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se Xj é a classe de X, em G(I x Ry™; R), entao X; € Gu(I x IR5™; R);
se Py éa classe de P, em G(I x Ry™; IR), entao Pp € G.(I x IRY™; IRY);

se Uy éa fungdo moderada definida em ]0,1] x IR} por

~ ~

'(/)k(f:, y) = #k(E)lk(E’ y)

e se 1 € a classe de 1/:;,- em G(IR; ; IR), entao

¥e(10,1] x R}) C Ry e i € Gu(Ry; ). (1)
Sejam X = ()/\’\1,...,;\7,1) e P= (f’l,...,ISn), Y = (7?,5(\), X aclassede X e P a
classe de P em G(I x k7" ; IR™). Entao

XeG.(UIxR"; R") e PeG(IxRy"; R™). (2)
Usando (i) e (iv) concluimos, para todo 1 < k <n, que
Pile,y) 2 0 para todo (,y) €]0,1] x I ; (3)
existe gr € C(IR} ; IN) funcdo estritamente crescente e tal que

limgi(z) =0 e 0< pr(€)li(e,y) < bel(e,y) < brgi(y) , para todo (e,y) €]0,1] x Ry,

e assim se @} = brgr temos que

wr € C(IR} ; IR) e ¢ é uma fungao estritamente crescente; (4)
limpp(z) =0 e 0< Yi(e,y) < @r(y), para todo (e,y) €]0,1] x ;. (5)
Como

—

Y(e,8,m1y00smn) = (5, X (e, 5,71, ey T) ) = (s,hl(s,gzl(e,rl)) + 7y, ...,hn(s,zﬁn(a,rn)) + ),

para todo (g,s,71,...,7) €]0,1] x I x R5™, temos, por (1), (3), (4), (5), (ii) e 1.2.28, que

YeGu(I xRy I x IRLM; (6)
Y ¢é uma aplicacio inversivel; (7)
inf{JY (,s,71,...,r5) : (&,8,715.00,mn) €]0,1] x I x R} > 1 (8)
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existe um representante [= (f‘o, f‘l, ...,f‘n) de Y~! tal que

~

L(e,.) = (Y(e,.))"", para todo ¢ €]0,1]. 9)

Seja T' a classe de T' em G(I x IR3"; IR™"'). Entao, por (7), temos que I' € G.(I x
Ry T x IRLM).
Usando as definicées de X e P e (iii) é facil verificar que (X, P) satisfaz 2.1.1.ii e

2.1.1.1ii, e assim ut:lizando (2), (6) e (7) concluimos que
(X,P) € S(I, R, B;™ H, f,1,1 x "),

e assim, por 2.1.3, temos que

u="UoY™" éuma solugio para o problema HJ em G(I x R"; R) ;

Ju Oou ., §
(a_ml,,a—xn)—POY ’

onde U é como em 2.1.3 e (t,z) denota um ponto genérico de IR x IrRy", e portanto (I) é
verdadeira.

Provaremos a seguir (II).

- ~ = s sy ~ ~ ’ a a
Seja ¥ = Pol', sendo I' como em (9). Entdo % é um representante de (5—;1’ i BTU)

~

Suponhamos Y = ()70,)71, ..y Yn). Entao

oY, Y
Ia_:(€,S,T1,...,7’n)|=1 ; Ia_r;)(&',s,'f‘l,...,’f‘n)l:o;
aY; Ohi -

|55 (81l = |52 (s 9, )5

)% ~ _

hi
|6—”(6,s,r1,...,rn)| <1+ |aa_y(3,'(/){(€,7‘,'))/1i(g)':(€,r',)l;
para todo (g,s,71,...,7,) €]0,1] x I x Ry e 1<i,j<n.

Portanto, usando (1), (iv) e que I} € G.(IR; ; R) e hy € C(I x IR, ; R), para todo

1 <k < n, temos que
0% € G.(I x Ry"; IR) , para todo a € IN™*' com |a]=1 e 0<i< n, (10)

e assim, por (8), (10) e 1.2.17, concluimos que se T' = (Ty,...,[’,) = Y~!, entdo
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0T € Gu(I x RY"; R) , paratodo v € IN*™*! com |y|=1 e 0<i<n. (11)

Notemos que

(P oT)(e,t,2)| = li(e, f“,-(s,t,x))%(s,t, z), (12)

para todo (e,t,x) €]0,1] x I x R3™ e 1<i<n.

Usando (11), (12) e que ' € G.(I x R3™; I x R3") e I} € G.(R,; R), para todo

1 <1< n, obtemos (II). //

2.1.10 Observacao. As fungoes li e h; apresentadas em 1.2.27 satisfazem as hipdteses

de 2.1.9 (inclusive a hipotese da asserg¢do 2.1.9.11 .)

Para finalizar este capitulo utilizaremos 1.2.31 para apresentar um exemplo em que

0OH
Q' =]0,1[" e e 0 em G(I x R"x]0,1[™; R").
T
2.1.11 Proposicao. Sejam [ um intervalo aberto de R com 0 € [, 1 <k <n, I, €

G.(10,1(;10,1[), Ix wm representante de l; e hi € C*(]0,1[; R)NC([0,1]; R) tais que

(i) Iy satisfaz de 1.2.29.i até 1.2.29.iii (substituindo 1 por Iy )s

(ii) hy satisfaz 1.2.29.iv (substituindo h por hy).

Se W = {(t,y1,.¥n) € I x R* : 0 < yx < 1+4thy(1), para todo 1 < k < n},
V={yeR":(0,y) e W}, H €a funcio moderada definida em 0,1] x I x R™x]0,1["

por
. i Pk
H(e,t, 1,y ey Ty Pryeeey Pn) = QtZ[ hi(y) dy ,
k=1"2

H a classe da fun¢io H em G(I x R*x)0,1["; R), f a fun¢do moderada definida em
10,1]x]0,1[* por

n

f(earlv'--arn) — Z[rk ik(&,y) dy

k=1v2
e [ aclasse de [ em G(]0,1["; R). Entdo S(I,R™)0,1(",H,f,I,W)#0, ¢ em con-

sequencia existe u € G(W ; R) tal que
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(I) u € uma solu¢do para o probema HI em G(W ; R).

Denotando por (t,z) = (t,z1,...,x,) um ponto genérico de IR™' tem-se que
2

61121‘6:1,‘,'

(IT) se lj € G.(]0,1[; R) para todo 1 < k < n, entdo € G.(W; R), para

todo 1 <1,7<n.

Demonstragao. Provaremos, em primeiro lugar, que
S(I, R ]0,1(" H, f, I,W) # 0

e com o auxilio de 2.1.3 obteremos (I).
Fixemos 1 <k <n.
Usando que I; satisfaz 1.2.29.i podemos definir a aplicagdo X) em 10,1] x Ix]0,1["

por

—

Xk(€,8,T1yeeyTn) =Tk + thk(lAk(e,rk)).

Seja P a aplicacio moderada definida em ]0,1] x Ix]0,1[™ por
ﬁk(e, SyT1yeeey Tn) = lAk(e, Tk) .

Usando que I € G.(]0,1[;]0,1[) e hx € C*°(]0,1[; IR) é facil verificar que
Xi € Em[I%)0,1["; R];
se Xj éa classe de Xj em G(Ix])0,1["; R), entdo Xj € Gu(Ix]0,1["; R);
se Py éa classe de P, em G(Ix]0,1[™; R), entdo P € G.(Ix]0,1[";]0,1[);

Sejam X = (5\71,...,5&7,1), P = (f’l,...,ﬁn), Y = (7?,5(\), X aclassede X e P a
clase de P em G(Ix]0,1["; R™) e Y aclasse de ¥ em G(Ix]0,1[™; R™'). Entao

X €G.(Ix]0,1[*; R*) e PEe€ G.(1x]0,1[™;]0,1[™). (1)
Como

~ — ~ ~

Y(e,8,7r1,.0,m0) = (8, X (g, 8,71, s Ta)) = (8, thl(ll(e, 1)) + 11, ...,szhn(ln(e,rn)) +7)
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para todo (e,s,71,...,7,) €]0,1] x Ix]0,1[", temos, por (i), (ii) e 1.2.31, que

Y € G.(Ix]0,1[™; W); (2)
Y € uma aplicagao inversivel; (3)
inf{JY (€, 8,71,y 7n) : (€,8,71,.0, ) €]0,1] x Ix]0,1[*} > 1 (4)

~

existe um representante = (f‘o, f‘l, oy 'n) de Y71 tal que
[(e,.)=(Y(e,.)™", para todo £ €]0,1]. (5)

Seja I' aclassede ' em G(W; R™!). Entéo, por (3), temos que T' € G.(W; Ix]0,1[™).
Usando as definigoes de X e P ¢é facil verificar que (X, P) satisfaz 2.1.1.ii e 2.1.1.iii,

e assim utilizando (1), (2) e (3) concluimos que
(X’ P) E S(I’ Bn’ ]O’ 1[”’ H’ f’ ‘[7 W) b

e assim, por 2.1.3 temos que u = UoY ™" ¢é uma solugéo para o problems HJ em G(W ; IR)

ou ou

e (5—, ,a—) =PoY ™ onde U é como em 2.1.3 e (t,z) denota um ponto genérico
T Ty
de R™' | e portanto (I) é verdadeira.

Provaremos a seguir (II).
ou Ou

Seja © = Pol', sendo [' como em (5). Entao ¥ é um representante de (a_ml’ ,%)

Suponhamos Y = (%o, ¥, ...,)7”). Entao

dY, Y;
—8?0(6,8,7‘1,...,7‘,1” =1 : Ig—;(e,s,rl,,,_,rn” — O;
oY; ~
Ia—s(€,8,7'1,...,7"n)| = |23hk(lk(€,7‘k))|;
oY; _
|52 (s 85m1s s )| < 1t S|l m) )i(es i)

J

para todo (g,s,7y,...,7,) €]0,1] x Ix]0,1[* e 1<i,j<n.

Portanto, usando que I} € G.(]0,1[; R) e hy € C®(]0,1[; R) para todo 1 < k < n,

temos que

0°Y; € G.(Ix]0,1["; IR), para todo a € IN™"! com la|]=1 e 0<i<n, (6)
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e assim, por (4), (6) e 1.2.17, concluimos que
0T € G.(W; IR), para todo v € N™*! com |y|=1 e 0<i<n. (7)

Notemos ainda que

ov Jd - S~ A or';
(9_:1:,-(6’t’z) = 0m;(R ol)(e,t,z) = l(e, I‘,(E,t,x))a—zi(e,t,z) , (8)

para todo (e,t,z) €]0,1] x W.

Usando (7), (8), que I' € G.(W; Rx]0,1[") e que l! € G.(]0,1[; R), para todo
1 << n, obtemos (II). //

2.1.12 Observagao. As fungées l; e h apresentadas em 1.2.30 satisfazem as hipdteses

de 2.1.11.

Para apresentar exemplos de fungdes H e f, para as quais S(I,Q,Q H, f,J, W) # 0
(e portanto o problema HJ tem solugdo), sem a condicio P 0(ver 3.3.1) precisa-
%

mos saber um pouco mais sobre equagdes diferenciais ordinarias no contexto das funcoes

generalizadas. E isto que faremos no préximo capitulo.
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Capitulo 3

Equacao de Hamilton-Jacobi :

Unicidade de solucces

Em 2.1.2 construimos uma solugao para o problema HJ com o auxilio de uma aplicagao
generalizada cuja derivada na primeira variavel era uma solucao de um certo sistema de
equagoes diferenciais ordinarias que envolvia fung¢oes generalizadas. O estudo de funcoes
com essa propriedade estd na segao 3.2.

Em 3.3 obteremos, utilizando os resultados apresentados em 3.2, mais exemplos de
funcoes generalizadas H e f para as quais o problema HJ tem solucao e estabeleceremos
alguns resultados sobre a unicidade de solugoes.

Na secao 3.1 apresentaremos alguns resultados sobre a existéncia e unicidade de
solugdes para um sistema de equagdes diferenciais ordindrias no contexto das fun¢des gene-
ralizadas de Colombeau que, apesar de ndo ser usado neste trabalho, pensamos ter algum
interesse em um estudo introdutério de E.D.O. envolvendo fungoes generalizadas. Assim a
leitura da segao 3.1 nao é necessaria para a compreensio do restante do capitulo 3 e de sua

integracao com o capitulo 2.

Em todo o capitulo utilizaremos a notacdo apresentada em 3.1.8 e as definicdes 3.1.1

e 3.1.4.
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3.1 Equacgoes diferenciais ordinarias : existéncia e
unicidade de solugoes

Quando estudamos, no caso cldssico, um problema de E.D.O. com uma condigao inicial
dada comecamos analisando o seguinte problema: Dados Q um aberto de R™, I um
intervalo aberto de R, t, € I, z, € R" ¢ f € C(I x Q; R"), existem a > 0 e uma
aplicagio u € C(]t, —a,t,+ a[; R") satisfazendo [t, —a,t,+a] C I e

u'(t) = f(t,u(t)) e u(te) =z, 7 (1)
Em caso afirmativo a aplicagio u € unica ? Existe uma solugdo de (1) que € uma solugdo

mazimal (isto €, o dominio de defini¢io da solugao é mazimal) ?

Nesta secao analisaremos o problema acima admitindo f € G(I x Q; R") e z, um

vetor generalizado. Neste caso, as equagbes que aparecem em (1) serdo escritas na forma
u'=fo (l]to—a,to+a[au) e u(to) = 2, , (2)
sendo u € G,(Jt, —a,t,+a[; Q).

Para facilitar a escrita de (2) escreveremos 7. no lugar de 1; (definido antes de 1.2.1),

sendo J qualquer intervalo aberto de IR. Portanto (2) sera escrita na forma

u' = fo(m,u) e u(t,) = 2, .

Os principais resultados desta secao sao 3.1.9, 3.1.13 e 3.1.16.

3.1.1 Definicao. Seja 2 um aberto de IR® . Dizemos que
(i) f € EmQ; IR?] € uma aplica¢do limitada em QAse, e somente se, existem M > 0
en €]0,1] tais que ||f(e,z)|| < M , para todo (e,z) €]0,n[xQ;

(ii) f € Em[Q; RP] tem a propriedade (CLL) (crescimento logaritmico local ) em §
se, e somente se, dado qualquer K CC Q, existem N € N, ¢ >0 e n €]0,1] tais

que ||f(e,2)l| < In(ce™) , para todo (e,z) €]0,n[x K ;
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(iii) f € G(Q2; IR?) tem a propriedade (CLL) em Q se, e somente se, todo represen-
tante de f tem a propriedade (CLL) em f2.

Convém observar que fixados N € IV e ¢ > 0 existe 7 €]0,1[ tal que ce™ > 1, para

todo € €]0,7[ e portanto podemos escrever In(ce™") e ainda temos In(ce™™) > 0, para

todo € €]0,7].

Denotamos por &Ex{2; IRP] o subconjunto de Ex([; IRP] fornado pelas aplicacdes
limitadas em Q e por Ep,104[S2; RP] 0 subconjunto de Ex [ ; IRP] formado pelas aplicacoes

que tém a propriedade (CLL) em 2.
Na secao 3.3 utilizaremos a seguinte proposicao:

3.1.2 Proposigao. Seja 2 um aberto de R"™ . As sequintes asser¢ées sao verdadeiras:
(I) EmiogS2; IRP] € um R-espago vetorial;
(IT) EmplS2; RP) C Emiog[Q; RP);
(I11) se [ € Enriagl; RP) € § € Erp[Q; R, entdo f§ € Enriog; RP);

(IV) N[Q, Rp] C gMJog[Q; RP] .

Demonstragdo. Basta usar as propriedades da fungéo logaritmica e observar, para (II), que
se a >0, entdo a = In(e %expa) e, para (IV), que existe 1 €]0,1[ tal que € < —Ine para

todo € €]0,9[. //

De 3.1.2 obtemos:

3.1.3 Observacao. Sejam Q0 um aberto de R™ ¢ f € G(; RP). Entdo f tem a propri-

edade (CLL) em §Q se, e somente se, existe um representante de f que tem a propriedade

(CLL) em Q.

O subespago vetorial de G(2; IR?) formado pelas aplicagdes que tem a propriedade

(CLL) em § serd denotado por Gi,(2; IR?), generalizagao natural do que foi feito em [3].
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Definiremos, a seguir, quando que uma fungdo pertencente a Ep[Q2; RP) U Epr[l x
Q; RP)UEM[I x 2 x Q'; IRP] tem a propriedade (LLL) (localmente logaritmicamente lips-

chitziana).

3.1.4 Definigao. Sejam I um intervalo aberto de IR, Q um aberto de R™, §) um aberto
de R™ e fz (fl,...,ﬁ,) . Dizemos que

(1)f € En[Q; RP) tem a propriedade (LLL) em ) se, e somente se, dados quaisquer
Kccf eaeN", existem N€ IN, ¢>0 e n€l0,1] tais que

|file,z) = file,y)] < In(ce™)||z — yll;
laaﬁ'(e’x) - 8aﬁ(6)y)| S CE_NH‘T - y” )

para todo (e,z,y) €]0,n[xK x K e 1<i<p;

(ii) f € Em[I x Q; RP) tem a propriedade (LLL) em (1,92) se, e somente se, dados
quaisquer J CC I, K CCQ e a€ N, ezistem N € IN, ¢>0 e 5 €]0,1] tais

que
|file,t,) = files t,y)| < In(ee™)||z =yl ;
10°file, t,@) — 0° file, t,y)| < M|z -yl

para todo (g,t,z,y) €]0,p[xJ x K x K e 1<i<p;

(i) f € EmlI x Q@ x ' IRP] tem a propriedade (LLL) em (I,9Q,§Y) se, e somente se,
dados quaisquer J CC I, K CC ), K' CC Q' e a € N"*™*! | egistem N € IV,
c>0 e n€l0,1] tais que

|file,ts2,y) = filest,2,9)| < Infee™)]a — 2| ;

|0°filest,z,y) — 8% file,t, 2,9)| < ce ™Mz - 2],

para todo (e,t,z,z,y) €]0,p[XxJ X K x K x K' ¢ 1<i<p;

(iv) f € G(W; RP), sendo W = Q ou W =1xQ ou W =1xQxQ, tem
a propriedade (LLL) em Q ou em (I,Q) ou em (1,Q,Q') se, e somente se, todo
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representante de f tem a propriedade (LLL) em Q ou em (I,§) ou em (I,9,Q),

respectivamente.
Usando a definicao acima obtemos:

3.1.5 Proposigao. Sejam [ um intervalo aberto de R, ) um aberto de R™ ¢ Q' wmn
abertode R™ . Se W=Q e A=Q ou W=1IxQ e A=([,Q) ou W=1IxQxQ e
A= (1,0,9) tem-se, denotando por

gM,Lip,A [W ; BT ]

o subconjunto de Ey[W ; IRP] formado pelas aplicagées que tém a propriedade (LLL) em

A, que as sequintes asser¢oes sao verdadeiras:

(I) Em,Lip,alW ; RP] € um IR-espago vetorial;

(IT) se Q € um aberto convexo de R™, entio N[W ; RP] C En,Lipa[W ; RP].

Demonstragdo. A assercao (I) é imediata. Provaremos (II) admitindo W = Q (os outros
casos tém prova andloga).

Denotaremos por z = (zy,...,2,) um ponto genérico de IR" .

Sejam K CC Q,a € IN" e K, a envoltéria convexa de K .

Como f € N[W; RF] e K, CC Q) existem ¢ >0 e 7 €]0, 1] tais que

o f;
la(amf)(e,ar)l <ce, paratodo (¢,z) €]0,n[xK;, 1<i<p e 1<j<n. (1)
J

Fixemos ¢ €]0,7[ e 1 <7 < p. Entdo dados quaisquer z,y € K existe z no
segmento de extremidades z e y tal que

/\

QA (3 Z a
0°fi(e,z) — 0°file,y) = 3 am 2)(z; — i) -
_1:.1 .7

Portanto, por (1) e usando que K, é convexo, temos que

0% fi(e, z) — 3"‘ﬁ-(e,y)| < ncellz —y||, para todo (e,z,y) €]0,7[xK x K e 1 <1< p.
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Sejam N € IN com N > nc e 7, €]0,7[ tal que ¢ < —Ine para todo € €]0,7,].

Entao
10° fie, @) — 0° fi(e, y)| £ —nelnel|z —y|| < —Nlne|lz —y|| < In(™)||e—y|| < e™N||z—y]|,

para todo (g,z,y) €]0,m[xK x K e 1<1i<p.
Portanto f tem a propriedade (LLL) em A . //

Quando ) é um aberto convexo obtemos o seguinte resultado:

3.1.6 Proposicao. Sejam [ um intervalo aberto de R, 0 um aberto convezo de IRR™ e

¥ um aberto de R™ . Sdo verdadeiras as sequintes assercées:

(I) f € Em[Q; RP) tem a propriedade (LLL) em Q se, e somente se, dado qualquer
K ccQ, existem Ne N, ¢c>0 e n€]0,1] tais que
|fie, @) = file,y)| < In(ce™)||z = yl|;

para todo (g,z,y) €]0,n[xK x K e 1 <i<p;

(I) f € Em[I x Q; IR?) tem a propriedade (LLL) em (I,Q) se, e somente se, dados
quaisquer J CC I e K CCQ, existem N € N, ¢>0 e n€]0,1] tais que
|f,‘(€,t,:l,‘) - ﬁ(s,t,y)| < ln(CE_N)”:E —yll;

para todo (e,t,z,y) €]0,n[xJ x K x K e 1<i<p;

(I1) f € Em[I x O x Q'; R?) tem a propriedade (LLL) em (1,Q,9) se, e somente
se, dados quaisquer J CC I, K CCQ e K' CcC ', existem N € N, ¢ >0 e
n €10,1] tais que

|file,t,z,y) = filest,2,9)| < In(ee™)||lz — 2] ;

para todo (e,t,z,2z,y) €]0,n[XxJ x K x K x K' ¢ 1<i<p.

Demonstragdo. Andéloga a de 3.1.5, observando que, como f € Eu[W; RP], sendo W
como em 3.1.5, podemos substituir (1) por: existem N € IV, ¢ >0 e 1 €]0,1] tais que
la(a"‘ﬁ)
a(llj

(e,2)| < ce™ para todo (e,z) €]0,7[xK;,1<i<pel<j <n.//
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De 3.1.5.11 obtemos:

3.1.7 Observagao. Sejam [ um intervalo aberto de IR, ! um aberto de R™ ¢ Q' um
aberto de R™. Se W e A sao como em 3.1.5 e se §) € convezo, entao f € G(W ; IRP)
tem a propriedade (LLL) em A se, e somente se, existe um representante de [ que tem a

propriedade (LLL) em A.

3.1.8 Notagao. Sejam t, € R e a > 0. Denotaremos por I,(t,) e I.(t,) o0s in-

tervalos da reta dados, respectivamente, por |t, —a,t, +a| e [t,— a,t,+a]. Quando

to, = 0 faremos como em 1.2.21, isto €, escreveremos I, ¢ I, no lugar de 1,(0) e 1,(0),

respectivamente.

3.1.9 Teorema(Existéncia). Sejam Q um aberto de R", I um intervalo aberto de IR,

to€ Iex, € R tal que existe um representante T, de z, satisfazendo:
(i) existem K CC Q2 e T €]0,1] tais que Z,(]0,7[) C K.

Se f € G(I xQ; R*), entao existem a > 0 com I,(t,) C I e uma aplicagio u €
G(l.(t,); R™) tais que

(1) v € Gu(La(to) ; );

(D) u' = fo(m,u) em G(la(lo); R");

(I11) u(t,) = 0.

Demonstragdo. Seja f = (fl, ...,fn) um representante de f e sejam K CC Qe 7 €]0,1]
como em (i), e tomemos V um aberto de @ com K C V CV CC Q e a* > 0 tal que
Io+(to) C 1.
Usando que f € G,(I x Q; IR") existem M >0 e n €]0,7[ tais que
||f(6,t,y)|| <M, para todo € €]0,n[ e (t,y) € I-(t,) x V. (1)

Sejam b a distanciade K a Q\V e a >0 com a < min{a™, ik
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Fixemos € €]0,7[ e seja T" a fungao

T g € C(Ia(to)i Bb({io(s))) L — Tg € C([u(tO) ) Bn) )

onde T'g é a funcao definida por

~

(To)t) = 3le) + [ Fle,s,9(s))ds.

Notemos que, se t € I,(%,), entdao

790 = 2@ < | [ 1IF(ess, gDl ds] < Mlt —to] < Ma <,

e assim (T'g)(t) € By(z,(¢)) C V.

Portanto

T:C(La(to) ; Bo(Zo(€))) > C(La(to) 5 Bo(Zo(e))) -

Notemos também que, se

L = sup{|0°fi(e,s,2)| : (5,2) € La(lo) X Bo(Zo(€)), @ € N™' | |a| =1el <i<n},

entao, pela Desigualdade do Valor Médio, temos que

~ ~

||f(£,t,y)—f(€,t,z)||Sn2L||y—z||, (2)

para todo (t,y,2) € Iu(to) X By(Zo(€)) X By(Zo(€)).

Como vale (2) existe m € IV tal que 7™ é uma contragao([11]-pag 58), e assim como

C(1a(ts); By(Zo(€))) munido da distancia

d(h,g) = |lh — gll = sup{||r(t) — g(t)I| : t € L(t)},

¢ um espago métrico completo, temos que 7' tem um tinico ponto fixo que chamaremos de

Ue.

Portanto, dado € €]0,7[ existe u. € C(I,(¢,); Bs(Z,(€))) tal que
t .
welt) = 50(6)-{—/ Fle, s uc(s)) ds , para todo t € Li(t,),
ts

-~

e como f(¢,.) € C®(la(t,) x Q; IR") temos que u. € C*(L4(t,); IR™), para todo € €]0,7].
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Seja U a aplicagdo definida em ]0,1] x I,(¢,) e com valores em IR"™ dada por
ue(t) see €]0,n]
U(e,t) = .
uz(t) see€ [n,1]
Entao
4(]0,1] X La(to) ) C UeejoniBs(Zo(c)) CV CC @, (3)

e ainda, para todo ¢ €]0, 1], temos que “i(e,.) € C=(L,(t,); IR™),

t

u(e,t) =Zo(e)+ | fle,s,t(e,s))ds , para todo t € I,(t,), (4)
to

-~

u(e, t,) = To(e) e U(e,.) = f(e,.,1(e,.)). (5)
Provaremos, a seguir, que @ = (iy,...,Un) € Em[ La(t,); R™).
Sejam J CC I,(t,) e m € IN. Provaremos, usando o Principio de Indugio Finita

sobre m, que existem N € IN, ¢ > 0 e 77 €]0, [ tais que
|ﬁ,(-m)(6,t)| <ce™N ., paratodo (e,t) €]0,7[xJ e 1<i<n. (6)

Se m = 0, entdo por (1), (4) e (i), basta tomar N = 0,7 = n e c= Ma + sup{||z|| :
z € K}, sendo K como em (i).

Se m = 1, entdo por (1) e (5), basta escolher N =0, 7=7n e c= M.

Seja m > 2. Suponhamos (6) verdadeira com s no lugar de m, sendo s € IN e
s <m — 1. Provaremos que (6) vale para m.

Como f € Em[la(to) x Q; R e J x V CC L(t,) x 0, existem Ny € IV, ¢; > 0 e

m €0, n[ tais que, se 1 <7 < n, entdo
187 fi(e, 1, )| < c1e™™, para todo (e,8,9) €]0,m[xJ xV e y€ N com |y|<m—1,

e portanto, por (3), temos que,se 1 <i<n e y € IN™*' entdo

|07 file,t, (e, 1))] < e1e™™, para todo (&,) €]0,m[xJ e |y <m— 1. (7)
Usando a hipdtese de inducéo, existem Ny € IN, ¢; > 0 e 5, €]0,7[ tais que

Iﬁ,(-s)(s,t)| < ¢2¢™™2 | para todo (e, 1) €10,m[xJ, 1<i<n ese N coms<m-—1. (8)

Fixemos ¢ €]0,n;[ e sejam
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A= {0fi(e,t,i(e, 1) :teJ,1<i<n eye N com |y|]<m—1}

e
B:{ﬂgs)(e,t) cteJ,1<i<nese€ N coms<m-—1}.
De (5) temos que, se 1 < j < n, entao
" = (Jile, (e, )",
e assim ﬁgm)(e—:, t) é soma de produtos de elementos que estao em AU B, e portanto, usando

(7) e (8), existem N3 € IN e c3 > 0 tais que
|ﬁ;m)(5,t)| < c3e™™ para todo (e,t) €]0,3[xJ e 1 < j< n,

o que prova (6) para m.
Portanto @ € Ep[ L.(t,); R").
Seja u a classe de & em G(I,(t,); R").
Para obter (I) basta usar (3), e por (5) concluimos (II) e (III). //

3.1.10 Observagao. A condigdo 3.1.9.1 € necessdria.
De fato, se existe u € G.(I,(t,); ) com u(t,) = z,, entio existe um representante % de u
como em 1.1.18.i e existe h € (N(IR))" com (e, t,) = Z,(e) + h(e) para todo € €]0,1], e

assim, dados {t,} CC I.(t,) e ¢=1, existem K; CCQ, ¢>0 e n €]0,1] tais que

{a(e,to) = EE\O(E) + h(e) - € €]01 771[} C I(l; (1)
l|h(e)|| < ce , para todo e €]0,n]. (2)

Sejam V aberto de Q com K; CV CV CC Q e d a distancia de K; a \ V. Entéao

K, C Ugzexk, Bg(:l:) C UxeK,Bg(a:) C 0.

Como K; é um compacto existem yi,...,y, em K, tais que

Ky C Ui By(w) € Ui By(w) C Uz, By(w) C 9. 3)

: , s _ d .
Sejam K = Ui Ba(yi) CC Qen = mln{nl,a}. Entéao, por (1) e (3). dado ¢ €]0,7[
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existe j € {1,...,s} tal que Z,(¢) + h(e) € Bg(yj), e assim, usando (2), temos que

15o(e) = w3ll = l120(6) + Ae) — ;= hEI| < 12(e) + he) — sl + 1A} < § +es < &

Portanto {Z,(e) : € €]0,n[} C UleB%(y,-) =K cc.

Para obter um teorema de unicidade utilizaremos o Lema de Gronwall que afirma o

seguinte:
3.1.11 Lema(Lema de Gronwall). Sejam I = [a,b] um intervalo fechado de R, t, € I,
u€C(I; R) e a e B pertencentes a IR} tais que
u(t)] < |/tt (alu(s)| + B)ds| , para todo %€ [a,b].
Entao
lu(t)] < gmax{exp(a(b —1,)) — 1, exp(e(t, —a))— 1} , para todo t € [a,b].

Demonstragdo. Ver [12], pagina 39, escolhendo para v a funcdo v(t) = [ (elu(s)| + B)ds
e dividindo a prova em dois casos. No primeiro caso, ¢t > t,, fazer como [12], e no segundo

caso, t < 1,, substituir, em [12], exp(—at) por exp(at).//
Além do Lema de Gronwall utilizaremos o seguinte resultado:
3.1.12 Lema. Sejam () um aberto de R*, K CC Q e (Gi)ien+ € (lAz,-),-EN. sequeéncias

de elementos de Ep[Y; IR tais que, dados quaisquer 1 € IN* ¢ p € IN, existem ¢ > 0 e
n €]0,1] satisfazendo

|Gi(e, @) — hi(e,z)| < c£” , para todo (e,z) €]0,n[x K .

Entdo para todo A C IN* finito tem-se que, dado qualquer q € IN, existem ¢ > 0 e
7 €]0,1] satisfazendo

|H§,-(5,a:) — H ﬁ;(s,m)[ <’ , para todo (e,z) €]0,7[xK .
icA i€A
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Demonstragao. Seja A C IN*. Provaremos o resultado usando o Principio de Inducio
Finita sobre a card A.
Se cardA = 1, entao o resultado é imediato.
Suponhamos cardA = k e que o lema seja verdadeiro com B no lugar de A, sendo
B um subconjunto finito de IN* com cardB < k.
Notemos que se A = {iy,...,ix} C IN* e B = {1, ..., 14}, entdo
[16 — I1 ki = @ — ki) TT G + ha(T] G — T Ba)- (1)
JEA JEA JjEB JEB JjEB
Tomemos g € IN. Como g; € Ep[Y; IR] para todo j € IN* e Ey[Q; IR] é uma algebra
temos que [[ g; € Em[Q; R).

JjEB
Como || g; € Em[Y; R) e h;, € Em[Y; R] existem Ny € IN, ¢; > 0 e 1, €]0,1] tais
j )
JEB
que
[T 3i(e,2) <ce™ e |hi(e,a)| < ™, (2)
je3

para todo (¢,z) €]0,m[x K .
Usando a hipétese e a hipdtese de indugao temos que, dado p € IN com p > g+ Ny,

existem ¢; > 0 e 72 €]0,7[ tais que

|§i1 (6,.’1:) - 77'1'1 (E,.’L‘)' Se? e | H 77,_,'(6,22) - H §j(€vm)| < ¢, (3)
para todo (e,z) €]0,ne[x K.

Portanto tomando ¢ = 2¢y¢; e 7 = 1, temos, por (1), (2) e (3) que

T Gi(e,2) = T hile,2)l < [Ga(e,2) = Riy(es2)] TT 1G5(e2)] +

JEA JEA JEB
+|hi1(6>$)” H §j(51$) - H hj(gam)l
JEB JEB
< epePeie™™ e Ncye?

< 2¢cp(eMHe™M) < et

para todo (¢,z) €]0,7[x K. //

No préximo resultado apresentamos um teorema de unicidade de solucdes para um

101



sistema de E.D.O. no contexto das fungoes generalizadas.

3.1.13 Teorema(Unicidade). Sejam Q um aberto de R™, I um intervalo aberto de R,

to€1l, 2, €R", f€G(IXxQ; R") ¢ f um representante de f satisfazendo:
(i) [ tem a propriedade (LLL) em (I,9).

Se existem u e v pertencentes a G.(I; Q) tais que
(i) u' = fo(m,u) e u(t,) =z,
(iii) v’ = fo (7m.,v) € v(t,) = o,

entao u = v.

Demonstragio. Sejam (I;)jey uma seqliéncia exaustiva de compactos para / com {, €
Njen!; e I; intervalo para todo j € IV, & um representante de u e ¥ um representante
de v.
Fixemos j € IN. Provaremos que (0 — ) |1: & N[Ioj; IR"] , e assim u = v (1.1.20.1).
Como u € G.(I;Q), v € Gu(I; V) e I; CC I, existem K; CC Q e 75, €]0,1] tais

que
a(]0,m;[x ;) UB(]0,mi[x ;) C K;. (1)

Usando (i), (ii), (1) e 1.1.21.1L existem § = (§1,...,) € M[I;: R"] e h = (hy,...hy) €
(M (IR))" tais que

§(€,t) = 6'(5’ t) - f({f, taﬁ(sat)) - aI(é:’t) + f(e,t,ﬁ(s,t))

h(€) = 6(6a to) - 'a(G,to) 3
para todo t € fj e ¢€]0,n;.

Portanto para todo ¢ € I; e € €]0,7;[, tem-se que

(e,5,5(c,8)) — fle, s, (e, s)))ds + [ (e, s)ds

to

Bet) —e,t) = Be,to) — (e, bo) + tt(

~ t

(e,5,8(c,5)) — f(e,s,qe,s)))ds + | G(e,s)ds.

to

Il

o)+ [ ¢
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Seja J CC I;. Provaremos que,

se m € IN, entao dado g € IV existem ¢ > 0 e  €]0, 1] tais que
|7 (e, t) —a*(e,t)| < c?, paratodo t€J, e€]0,n[el<i<n. (2)
Provaremos (2) usando o Principio de Inducao Finita sobre m . Antes porém faremos
algumas consideragoes.
Sejam a e b numeros reais tais que J U {t,} C [a,b] CC Ioj
Como f = (fi,....fn) € Em[l x Q; IR"] e vale (i) podemos, para K; como em (1) e

m € IN, encontrar N € IN, ¢ > 0 e 7 €]0,7;[ tais que
lfi(e,t,y) - f,-(e,t,z)| < 1H(E€—N)”y - Z”v

10°fie,t,y) <ee™™ e |0°file,t,y) — 8% file,t, 2)| <ee M|y — 2|

para todo ¢ €]0,7[, (t,y,2) € [a,0] X K; x K; , 3 € IN"*! com || <m e 1<i<n.

Portanto, usando (1), temos que

|ﬁ(5’t$a(6vt)) - f,-(e,t,?)(e,t))l S ln(Ee_N)HiZ(e,t) - 6(5775)” ) (3)
10° fi(e, t (e, 1)) <ee™N |8 fi(e,t,0(e,1))| < TN (4)
10° fie, tyi(e, 1)) — 0P fi(e, b, 0(e, 1))| < N [a(e, t) — (e, 1) (5)

para todo € €]0,7[, t € [a,b], B € IN"*! com |[f|<m e 1<i<n.

Seja Ny € IN com N; > max{Nn(b—t,), Nn(t, —a)}.
Como h € (N(IR"))" e g € N[[oj; R"], dado g € IN, existem¢; > 0 e 7 €]0, 7[ tais
que

|h,(€)| S EIE(H'NI S E]Eq € laz(S) (S,t)l S ElEq-{-Nl S El€q 5 (6)

para todo € €]0,7 [, t € [a,b], s€IN com s<mel1<i<n.

nln(ee™N) + 1
In(ce—N)

Seja 7, €]0, 71| tal que 0 < < 2n, para todo € €]0,7,[. Provaremos,
a seguir, a afirmacao (2).

Suponhamos m = 0 e tomemos q € IV.
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Fixemos € €10, 7.

Como

~

B(E’t) - ﬂ(e,i) + fi ( (6 s U(‘S S)) - (5137‘&(5’3)) +§(6,S))d$ ) (7)

para todo t € [a,b], e valem (3) e (6), temos que

lo(e,t) = ale,t) — he)ll < | /'(nf(e,s,a(e,s))—f<e,s,a(s,s)>||+||§(e,s>||>ds|

IA

] Z |f E,S,’U € 5))"] (6 U(E’S))|+|§i(5»3)|)d3|

(nln(Ee_N)llf)(e,s) —u(e,s)|| + nc; et ) ds|

IN

< | [ (nlnee)l[o(e, 5) - le, 5) — hle)l| +
+nln(ee™N)||k(e)|| + nee?™ ™M) ds|
< | (nin(ee™)l[o(e, s) — ale, ) — bl +

+(nln(ee™N) + 1)ng etV ds|

para todo t € [a,b].
Portanto, pelo Lema de Gronwall (3.1.11), concluimos que, se S e d sao dados por
S = max{exp(nln(ee™V)(b—t,)) — 1, exp(nln(ce~N)(t, — a)) — 1} ;
d = max{c n(b=to) E"(t“_“)},
entao

[[o(e, t) — u(e,t) — h(e)|]| < (nln(ee=N) + 1)ng e+

nln(ce~N)
(nln(ce™N) 4 1)ge?t™ _ N
- In(ce—N) (=™ —1)
9+N1 _ _
< rinfe: ()ce 1)) E de~™M < 2nc,de?

para todo ¢ € [a, b], e assim, por (6),
|[o(e,t) — a(e, t)|| < ||h(e)]| + 2nT1de? < nEe? + 2ne,de? < (nEy + 2nc;d)e?

para todo t € [a,b].
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Como |9;(¢g,.) — ui(e,.)| < ||v(e,.) — u(e,.)|| temos que
(e, 1) — (e, t)| < (nT; + 2nT1d)e? , para todo (e,t) €]0,7[x[a,b] e 1<i<n,

o que prova (2) para m = 0.

Suponhamos m > 0 e (2) verdadeiro com s no lugar de m, sendo s € IN e s < m.
Provaremos que vale (2) para m.

Seja g€ IN.

Usando que @ e ¥ pertencem a Ep[]; IR"], existem ¢ > 0, 73 €]0,7[ € N, € IN com
N3 > max{N;, N} (onde, como vimos anteriormente, 7 e N sao tais que valem (4) e (5),

e Ny > max{Nn(b-—t,), Nn(t, — a)} ), satisfazendo

[T @PCE0<ee™ e I BP0 <ee™, (8)
(s.k)EAXA (s,k)EAXA

para todo A C {0,1,....,m — 1}, AC{l,...,n} e (e,t) € ]0,73[x][a,b].
Pela hipdtese de indugdo sabemos que (2) é verdadeiro para s € IN com s < m e

assim, por 3.1.12, concluimos que, dado 2N; + ¢, existem ¢; > 0 e 74 €]0, 73[ tais que

| I @t TI 8 t)| < ceate, 9)

(s,k)EAXA (s,k)EAXA
para todo A C {0,1,...,m —1}, AC{l,...,n} e (et) €]0,74[x [a,b].

Fixemos € €]0,74[ e i € {1,...,n}.

De (7) temos que
Bu(eyt) = Bulest) = ) + [ (e, 0(,0)) = Fileys, e, ) + Gie,) ) ds
e portanto, se
Wy(e,t) = f;(a,t,ﬁ(e,t)) e Wye,t) = ﬁ(s,t,ﬁ(e,t)),
entao
5™ (e, t) — @™ (e,1) = g™ (e, t) + B (e, t) — B V(e, 1), para todo t € [a,b].

Notemos que @™~ 1)(fs,t) - @gm_l)(s,t) =a+b, sendo
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a= 0 fi(e,t,5(e,t)) — O fi(e, t,d(e, 1)) , com 7 = (m — 1,0,...,0) € IN"*+!
e b soma de elementos do tipo
ABAA = aﬁﬁ‘(é',t, 6(€at)) H aI(:S)(Eai) - aﬁfi(ea t,ﬂ(s,t)) H ﬁt)(a,
(s,k)EAXA (s.k)EAXA
com S € N"*'  |fl<m, AC{l,....m—1} e AC{l,..,n}.
Usando que (11) pode ser escrita como bgaa + cgas , sendo
boas = [0°fi(e,1,0(e, 1) = O fi(e, ta(e, )] T (1)
(s,k)eAXA
e
coan = 0fi(e (e, t)l T o0, )— I @ 0)
(s,k)EAXA (s,k)EAX A
e que valem (5) e (9), temos que
jal < eeNlo(e, 1) —ale, V)]
< Z “NBi(e, t) — Ui(e, t)]
< _E ce~Neg2hrta
S TlE3E€q
e, por (4), (5), (8) e (9) temos que
lagaal < |bgaal + |epnal
< e N||o(e, t) — (e, t)||ce™™? + czee NNt

IN
i

IN

IN

para todo t € [a,b].

(nc2 3E€_N + EgE)€N2+q

(ncycsc + cs)e?

Portanto existe ¢4 > 0 tal que

@™ (e, 1) —

para todo (e,t) €]0,74[x[a,b].

m l)(e )] < e4e?,
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Como

~(m ~(m ~(m— ~(m— ~(m—1
50 (e, t) — 2™ (e, )] < 187 Ve, )] + 137" e, 1) — D5V (e, 1)

temos, por (6) e (12), que existe ¢s > 0 tal que
|1’5§m)(e,t) — @™ (e,1)] < ese?, para todo t € [a,b] e & €]0,74.
Portanto, como 1 < ¢ < n é arbitrario, temos que (2) é verdadeiro para m, e assim
(U; — ;) |I° € N[Ioj; IR] para todo 1 <37 <n, provando que (i — ) |1° eN[I;; RY. //
J J

Com 3.1.9 e 3.1.13 obtemos o seguinte teorema:

3.1.14 Teorema(Existéncia e Unicidade). Sejam Q um aberto de RR™, I um intervalo

aberto de R, t, € I, z, € R", f € G(I xQ; R"), %, um representante de z, e [ um
representante de [ satisfazendo:

(i) existe K CC Q e T €]0,1] tais que Z,(]0,7[) C K;

(ii) [ tema propriedade (LLL) em (I,82).

Se f € G.(IxQ; R"), entdo existe a >0 com I,(t,) C I tal que existe uma tinica fungdo
u € Gu(I.(t,); Q) satisfazendo

u'=fo(r,u) e ull)=2z,.//
A definicao abaixo é andloga a usual da teoria de E.D.O.

3.1.15 Definigao. Sejam 0 um aberto de R™, I um intervalo aberto de R, f € G(I x
Q; R"), V um intervalo aberto de R com V C I e u € G.(V; Q) uma solugio da
equagao

W = fo(m,w) . (1)
Dizemos que v € G.(J ; Q) € um prolongamento de u se, e somente se, v € uma solu¢do da

equagao acima e J € um intervalo aberto de R com V#J, VCJCI e vlp=u.
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Dizemos que u € uma solugio mazimal de (1) se, e somente se, u ndo admite um prolon-

gamento.
O proximo resultado garante, sob certas hipoteses, a existéncia de solugées maximais.

3.1.16 Teorema. Sejam §) um aberto de IR", I um intervalo aberto de R, t, € I,

z, € R, f € G(I xQ; R"), %, um representante de z, ¢ f um representante de f

satisfazendo:

(i) ezistem K CC Q e T €]0,1] tais que Z,(]0,7[) C K;

(ii) f tem a propriedade (LLL) em (I,€).
Se f€G.(IxQ; R"), entdo existe uma tnica solugio mazimal u de w' = f o (w,,w) tal

que u(t,) = z,.

Demonstragao. Por 3.1.9 existe V intervalo aberto de IR com t, € V, V C I e existe
u€ G (V; Q) com u' = fo(m,u) e u(t,) = z.

Seja J a reunidao de todos os intervalos abertos, J,, de IR, contendo t, e contidos em
I, para os quais existe u, € Gu(Jo; Q) com u), = fo(m,u.) e u.(t,) = z,. Portanto
podemos escrever J = UyepJy, para algum A. E claro que J é um intervalo aberto de R,
t,eJedJCI.

Usando 3.1.13 temos que
Uq |Jandy, = Up |Jang, » para todo (a,b) € A x A.

Usando 1.1.20, existe uma tnica u € G.(J; Q) tal que u|;, = u, para todo a € A.
Provaremos, em primeiro lugar, que u é¢ uma solugéo de v’ = fo(m.,w) e u(t,) = z,.
Seja g = f o (m.,u).

Como a € A e vale 1.1.24 temos

glie = (fo(m,u)) s, = fo(mli,uln)=fo(m|mu) =1, =(ul|s) =], ,
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e por 1.1.20.1 concluimos que f o (7., u) =g = u', e como u(t,) = u.(t,) = z,, para todo
a € A, temos que u é uma solugdo maximal.

Provaremos, a seguir, que existe uma unica solu¢do maximal.

Sejam V um intervalo aberto de IR com {, € V C [ e v € G.(J; §2) uma solugao
maximal de v’ = fo(m.,w) com v(¢,) = z,. De 3.1.13 temos que u|jnv = v |jav € como

u € v nao admitem prolongamentos temos que J =V | e portanto u =v. //

Faremos, a seguir, um breve comentario sobre E.D.O. de ordem n no contexto das

funcoes generalizadas de Colombeau.

Sejam ) um aberto de R"*, I um intervalo aberto de IR, t, € I, f EEMmIxQ; R, g

a aplicagdo moderada definida em ]0,1] x I x £ por

~

§(E,t,y17---,yn) = (y21 "',yn)f(eatayh'“)yn)) )

f a classe de f em G(Ix8; R)egaclasse de g em G(I x 2; R").
Consideremos os seguintes problemas:
(1) determinar u € G(I; IR) com (u,/,...,u™ V) € G.(I; N) e tal que

(w(to),t'(2o)y ooy uP™ V() =2, € R" € u™ = fo (mau,u,...,u» V) ;

(2) determinar v = (v, ...,v,) € G.(I; ) com v(t,) =z, € V' = go (m.,v).

Notemos que para resolver (1) basta resolver (2) e escolher u = vy, e que se u é uma
solugao de (1), entdo v = (u,/,...,u("1)) é uma solucio de (2). Com esta observacio e
3.1.9, 3.1.13, 3.1.14 e 3.1.16 obtemos resultados para E.D.O. de ordem n, no contexto das

fungoes generalizadas.

Para finalizar esta se¢do apresentamos a seguir exemplos de fungdes que satisfazem as

hipdteses do teorema de existéncia e unicidade.
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3.1.17 Exemplo. Sejam I um intervalo aberto de IR, ) um aberto convero de R" ,
© = (Q1y-ytpn) EC®(I X Q; R™), ¥ =(¥y,...,¥,) € C®°(R; R") ¢ ® =(9y,...,9,) €
C®(R; R") tais que ®; e todas as derivadas de ®; sdo funcées limitadas, para todo
1 <1 < n. Entdo a aplicagio [ de 3.1.14 pode ser substituida por uma das classes das

aplicagoes moderadas definidas em )0,1] x I x § por
§(e, t :E) = (\pl(e‘)ol(t’ ‘7;))’ A lIln(ecpn(t, :L‘))) )

h(ert,2) = (@1((D)ga(t,2)), o, Balln()in(1,2))
De fato, denotando por (t,z) = (t,zy,...,,) um ponto genérico de IR**! | basta usar 3.1.6 e
observar que, se p é a fungao definida em ]0,1] por p(e) = ¢ ou p(e) = ln(—i—) , 1 <i<n,
I'=U; ou ®; e [ é a fungao definida em ]0,1] X I x Q por (e, t,z) = I'(u(e)pi(t,z)),
entdo dados (e,t,z) e (&,t,y) pertencentes a ]0,1] x I X Q tem-se, usando o Teorema do

Valor Médio, que

Il(é‘,t,.’l)) - 1(6,t7y)| = |F(“(6)(Pi(tvz)) - F(/l(E)QD,‘(t, U))l
n a‘Pz

< ule) LT (w(e)ei(P) 75 ~(P)(w; = vi)
=1 J
onde P pertence ao segmento de extremidades (¢,z) e (¢,y).

(As fungoes seno e cosseno podem ser usadas, por exemplo, para @;.)

3.2 Equagoes diferenciais ordinarias : dependéncia
das solugoes relativamente a parametros

Quando estudamos E.D.O., no caso classico, apds obter teoremas de existéncia e uni-
cidade de solugoes locais para a equagao vetorial w'(t) = f(t,w(t)) com w(t,) = z,
passa-se a analisar o seguinte problema (que é conhecido como dependéncia continua das
solucoes relativamente a parametros) : Dados I um intervalo aberto de R, t, € I, 0 um
aberto de R", ¥ um aberto de R™, z, € R* e feC(IxQxQ; R"), existem a > 0

com I,(t,) C I, W um aberto de R™ e u € C(I,(t,) x W; R") satisfazendo:
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%(i,y) = f(tau(tay)vy) € u(t"’ ) = o ? (1)

Nesta segao analisaremos, em primeiro lugar, o problema acima generalizado, isto é,

admitindo f € G(I x 2 xQ'; R") e z, € IR™. Neste caso, as equagdes que aparecem em

(1) s@o escritas na forma

ou
i fo(myu,myy .y ) e Ul xw = To , (2)
sendo u € G.(l4(t,) x W5 Q). Asfungdes =, 7y, ..., 7,, foram definidas no inicio do capitulo

2. A seguir estudaremos (2) substituindo o vetor generalizado z, por uma fungio genera-

lizada.
Os principais resultados desta secdo estdao a partir de 3.2.12 . Além das notacbes an-

teriores, utilizaremos, para facilitar a escrita de alguns dos resultados, a seguinte defini¢éo:

3.2.1 Definigao. Sejam ) um aberto de IR", I um intervalo aberto de R, t, € I, a > 0

com Io(t,) C I, Q' um aberto de R™, W um aberto de Q' e 7 €]0,1]. Denotaremos por
E(toya,7,1,9,0 W)
o conjunto das ternas (:’fo,f,ﬁ) tais que

(i) Z, € uma aplicagdo definida em ]0,1] e com valores em IR";

(i) f € uma aplicagio definida em 10,1] x I x Q x Y e com valores em R";
(iii) & € uma aplicagdo definida em ]0,1] x I,(t,) x W e com valores em R™;
(iv)f(e,.) € Co(I xQxQ; R"), paratodo € €)0,7[;

(v) U(e,.) € C®(Iu(to) x W5 R™), para todo ¢ €]0,7(;

(vi) eziste K CC Q tal que @(]0,7[x1,(t,) x W) C K CC Q;

~

a . v
(vii) a—?(e,t,y) = f(e,t,u(e, t,y),y), para todo (e,t,y) €)0,7[x14(t,) x W;

(viii) t(e, to,.) = To(e), para todo € €]0,7].
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Usando a teoria classica de E.D.O. podemos observar o seguinte:

3.2.2 Observagao. A afirmagdo 3.2.1.v € uma conseqiiéncia de 3.2.1.iv, 3.2.1.vii € 3.2.1.viii.
De fato, fixemos ¢ €]0,7[ esejam y, = To(¢) € h = f(s, .). Entao a aplicagao v = (e, .)

¢ uma solugao da equagao vetorial

0
Zr0) = htw(ty)y)  com  wlte) =,

e sabemos, da teoria classica de E.D.O.[10], que a solucao do problema acima é C* quando

h € C* . Portanto u(e,.) € C®(L,(t,) x W; IR™).

Apesar da observagao acima, optamos por manter a assergao 3.2.1.v para facilitar a

escrita da prova de alguns dos resultados.

Notemos também que para resolver (2) (definido no inicio desta segao) basta determi-
nar ¥ com (Eo,f,ﬁ) € &E(toya,,1,2,9,W), sendo f um representante de f,etal que a

aplicagao % definida em 0, 1] x I,(t,) x W por
U I]O,r[x[a(to)xw =7 e U |[r,1]xla(ta)><W ¢ constante

pertenca a Ey(1a(t,) x W IR"]. De fato, se u € a classe de @& em G(I,(t,) x W ; R™),
entao 3.2.1.vi garante que u € G.(I,(t,) X W; Q) e com 3.2.1.vii e 3.2.1.viii concluimos
que u € uma solugao procurada. Veremos a seguir que, sob certas condigdes, o conjunto
E(to,a,7,1,Q,8, W) serd nao vazio. Para obter @ € Ep[ I,(1o) x W ; IR™] além da condigao
fe Em[I x Q x Q'; R"] iremos admitir que  tenha mais uma propriedade (3.2.4.iii) e
que W CC ' (3.2.4.).

3.2.3 Proposigao. Sejam Q) um aberto de R, I um intervalo aberto de R, t, € I,

um aberto de R™, W um aberto de Q', Z, uma aplicagio definida em 10,1] e com valores

em IR" e f uma aplicagio definida em ]0,1] x I x Q2 x Q' e com valores em IR satisfazendo:

(i) W cc v,
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(ii) ezistem Ky CC Q e 1 €]0,1] tais que Z,(]0,71[) C K;;
(i) f(e,.) € CY(I x Q x Q'; R"), para todo ¢ €]0,1];
(iv) dados quaisquer J CC I, K CCQ e K' CC ', existem n€]0,1] e M >0

tais que ||f(e,t,z,2)|| < M, para todo (e,t,z,2) €]0,p[xJ x K x K'.

Entio ezistem a > 0 com I,(t,) C I, 7 €]0,1] e wma aplicagdo @ definida em 10,1] x
I.(t,) x W tais que
(I) @ satisfaz de 3.2.1.vi até 3.2.1.viii;

(I1) se f(e,.) € C=(I x Q x ; R") para todo ¢ €0,7[, entio (., f,1) €
E(toya,, [,Q,Q W)

Demonstragdo. Sejam K, e 7, como em (ii), V' um abertode Qtalque Ky C V. C V CcC Q
e d > 0 adistancia de K; a Q\ V.
Seja a* > 0 tal que I,+(t,) C /. Entdo usando (iv) existem 7 €)0,71[ ¢ M > 0 tais

que

If(e,t,z,2)|| < M, para todo (e,t,z,2) €]0,7[x (o) x V x W. (1)

: . d
Seja @ >0 com a < min{—, a"}.

M

Fixemos ¢ €0, 7[ e seja T' a fungao
T: g€ C(L(to) x W; Ba(@,(€))) — Tg € C(I(t.) x W; R"),
onde T'g ¢ a aplicacio definida em I,(t,) x W por

(Tg)(t,9) = 2a(e) + | Fle,5,9(5,9),9) ds.

Usando (1) temos que

t .
T9)(t,) = 2ol < | [ 1F(es,9(5, ), )l ds] < Mt — 1] < Ma < d,

e assim (T'g)(t,y) € Ba(Z.(€)) C V, para todo (t,y) € I,(t,) x W.
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Portanto

T : C(1a(to) x W3 Ba(Zo(¢))) — C(a(to) x W5 Ba(Zo(c))).

Notemos também que, se L ¢é o nimero dado por

sup{|0° fi(e, s,2,y)| : (5,2,y) € Lo(to) xBa(Zo(€))x W, a € N™*™! |a| =1el <i < n},

que existe por (iii), entdo, pela Desigualdade do Valor Médio, temos que

~

1f(estyz,y) = Fe,t,2,9)I| < nLjz - 2|, (2)

para todo (t,z,y,2) € I(t,) X Ba(Zo(€)) x W x Ba(Z,(¢)).

Como vale (2) existe m € IN tal que T™ ¢é uma contragao (prova analoga a de

[11]-pagina 58), € como C(I,(t,) x W ; B4(Z,(e))) munido da distancia

d(g, h) = ||h — gl| = sup{[|h(t,y) — g(t,9)I| : (t,y) € La(to) x W},

¢ um espago métrico completo, temos que 7' tem um tnico ponto fixo que chamaremos de
Ue.

Portanto definindo a aplicacao @ em ]0,1] x I,(¢,) X W por
ue(t,y) see€]0,7]

(e, t,y) = {

uz(t,y) seee€ [r,1] ’
e observando que @( 0, 1] x Io(2,) X W) = Ueejo,11Ba(Zo(€)) C V CC Q, temos que 4 satisfaz
de 3.2.1.vi até 3.2.1.viii, o que prova (I).

A assercao (II) é uma conseqiiéncia de (I) e de 3.2.2 . //

3.2.4 Proposig@o. Sejam Q0 um aberto de IR™, I um intervalo aberto de R, t, € I,
a>0 com I,(t,) C I, ' um aberto de R™, W um aberto de ', 7 €]0,1] e (%, [, ) €
E(toya, 7, 1,0, Q', W) . Denotando por (t,z,y) = (t,T1, ..., Tn, Y1, -y Ym) um ponto genérico

de R x R™ x R™ tem-se que, se

(i) Wcc;
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(i) fe&m[I x QU xQ; RY;

(iii) % tem a propriedade (CLL) em I x Q2 x ¥, paratodo 1<1i,53<n,
zj

entdo dados quaisquer J CC Io(t,), K'CCW e Be N™! | ezistem ¢ >0, n€)0,7|

e N € N satisfazendo

10%0:(e, t,y)| < ce™ , para todo (e,t,y) €]0,n[xJ x K’ e 1<i<n.

Demonstrag¢ao. Denotaremos por (¢,z,y) = (¢,21,...,Zn, Y1,...,Ym) um ponto genérico de
IR x IR" x IR™ e por (t,y)= ({,y1,.-,Ym) um ponto genérico de IR x IR™.

Sejam J CC I,(t,) e K' CC W. Provaremos a proposi¢ao usando o Principio de
Inducdo Finita sobre |3|, sendo € IN™+1.

Tomemos K CC £ como em 3.2.1.vi . Entdo se f € N™*' e |B| = 0 basta, por
3.2.1.vi,fazer N=0, n=7 e c=sup{|ly|]| : v € K}.

Seja p € IN. Suponhamos a proposigao verdadeira para todo § € IN™*! com |3] < p.

Seja € N™! com |B|=p+1>0.

Usando (ii) e (iii) existem ¢ >0, n €]0,7[ e N € IN tais que

- of;
e syl <™ e |26 s2,0)| < Infee),
6:131'
para todo (g,s,2,y) €]0,n[xl,(t,) x K x W , a € N™™*! com |a|] < p+1 e

1<1e,7<n, eassim usando 3.2.1.vi temos que

of:, |

|a—£(6,s,u(€,s,y), y)| < ln(ce‘N) , para todo (g,s,y) €]0,n[x.(t,) x W; (1)
j

|8°‘ﬁ-(5,s,a(5, 5,9),y)| < ce™N , para todo (e,s,y) E]Oan[XIa(to) x W, 2)

para todo o € IN"*™+1 com |a|<p+1 e 1<i,j<n.

Para ¢ €]0,7[ sejam

A = {8"fk(€,s,ﬁ(e,s,y),y) 1 (8,y) € Lu(t)xW, a € N™*™ ! com|a| < p+le 1 < k < n}
e

B, = {1} U{0"Uk(e, s,y) : (s,y) € L(t,) x W, v € N™'com|y|<pel<k<n}.
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Suponhamos 3 = (Bo, fi,...,Bm) €, em primeiro lugar, fp = 0.
Seja g € {1,...,m} tal que B; # 0. Como u(e,.) € C®(L,(t,) x W; IR") temos que

d*u d0*u
m(&,.) = m(&,.) , para todo ¢ 6]0,77[,

e assim por 3.2.1.vii e 3.2.1.viii concluimos que

i " 9 N ot f
et = [[(E L sitconnZite s+ Lesicannie, ©

j Y; Y;

para todo (&,1,y) €]0,9[x[(t,) x W , 1<i<n e 1<j7<m.

Entdo derivando (3) sob o sinal de integragao temos

t
O0e ) = (G et ) = [ ((ers,n) + e s,0)) ds,

onde B = B—ej41,sendo e;4; 0 j+1-ésimo elemento da base canénica de R™+! Li(e,s,y)
é soma de produtos de elementos de A, U B, e

"0
(e = 3 e, (e, 000,000 5,9,

k=1

para todo (e&,t,y) €]0,n[xL(t,) x W, 1<i<n e 1<j<m.
Sejam a; e b; nimeros reais tais que J U {¢,} C [a1,b1] C IL.(t,) .

Usando (2) e a hipétese de indugao, existem ¢; > 0, N; € IN e n; €]0,7] tais que
Ill(e,s,y)| S cle—N] y para todo (a,s,y) E]O)nl[x [alabl] X I(I £
Portanto se € €]0,n,[ temos, por (1), que
pe Lo OF - JN
0%ti(e, t,y)| < |/ (cie +Z|6—(€,s,U(€,S,y),y)|la uk(e, s,y)|) ds|
to k=1 9Tk
t
< 1 (@e™ + (e 10%(e,5,9), 0 0nle, )] dsl,
e assim denotando por 9°% a n-upla (04, ...,8%4,) temos
n t
10%4(e, ZIB ui(e, t,y)] < I/t (nere™ + n’In(ee™V)||0%a(e, s, y)||) ds|,
e assim, pelo Lema de Gronwall (3.1.11), concluimos que, se

S = max{exp(n®In(ce ™) (b; —t,)) — 1, exp(n®In(ce™N)(t, — a1)) — 1},
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entdo para todo (e,t,y) €]0,m1[X[a1,b1] x K’ tem-se que

-N,

Ci1€

Sejam N € IN com N > max{N,, Nn?(b, —t,), Nn*(t, — a;)}

10%a(e, t,y)]] <

)

¢ = max{c;, ¢V (bi=te) cW(toma)} ey, €]0,7y[ tal que min{ee™" | nln(ce™N)} > 1,
para todo € €0, 7.

Entéo, por (4), tomando c¢; =¢* e N, = 2N temos, para todo 1 < i < n, que
10%0(e, )| < 1% (e, L,Y)I| < o™, para. todo (e, t,y) €10, ma{x[an,ba] x K,

o que prova o resultado nesse caso.
Finalmente suponhamos fy # 0. Entdo para (e,t,y) €]0,n[xL(t,) x W, temos,
fazendo B = (Bo — 1,1, ..., Bm) € usando 3.2.1.vii, que

. = 0U; = o N
|0%G(e, t,y)| = Iaﬁ(ﬁ)(e,t,y)l = |8°(fi(e, 1, (e, 1, ), 9))]
e assim |0°%U;(e,t,y)| é soma de produtos de elementos de A, U B..
Portanto usando (2) e a hipdtese de indugao concluimos que a proposicao é verdadeira

neste caso. //

Com a proposigdo acima e 3.2.3 apresentaremos em 3.2.5 um teorema de existéncia
de solugoes para a equagao (2) (definida no inicio desta segéo). Lembramos que a assercao
3.2.3.iv, quando f € Em[I x Qx5 IR"], é equivalente a f € G.(I x Q x Q'; R™), sendo
f aclasse de f em G(I x Q2 x Q; R").

3.2.5 Teorema(Existéncia). Sejam Q um aberto de R™, I um intervalo aberto de R,
to € I, Q' um aberto de R™, W um aberto de ', z, € R", f € G(I x Q x Q' R™),
T, um representante de z, e f = (fl,...,fn) um representante de f. Denotando por

(t,z,y) = (t, 2150, Ty Y1y .oy Ym) um ponto genérico de I x Q0 x Q' tem-se que, se
() Wccq;

(i) existem Ky CCQ e 7 €]0,1] tais que Z,()0,1[) C Ky,
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(i) feG.(IxQxQ; R");

(1v) gi tem a propriedade (CLL) em I x Q x Q' para todo 1 <1i,7 <n,
Z3

entao existem a > 0 com I,(t,) C I, uma aplicacio v € G(I,(l,) x W; R™) e um

representante u de u satisfazendo:

(I) existe 7 €]0,1] com (io,f,ﬁ) € &(toya,, 1,0, W),
(II) w € Gu(1a(t,) x W5 Q);
(I11) g—? = fo(mu,m,....,mn) em G(IL(t,) x W; R");

(IV) u | yxw = o .

Demonstragdo. Usando (i), (ii), (iii) e 3.2.3 existem @ > 0, 7 €]0,1] e uma aplicagio ?
definida em ]0,1] x I,(¢,) x W tais que (:’io,f,'ﬁ) € &(toya,7,1,0,Q,W).
Seja u a aplicacao definida em ]0,1] x I,(¢,) x W por
v(e,t,y) see€]0,7]
u(e,t,y) = .
{6(§,t,y) see € [7,1]
Usando (i), (iv) e 3.2.4 e observando que, dado L CC I,(t,) x W existem J CC I,(t,)
e K' CC W tais que L C J x K’, temos que @ € En| L,(t,) x W ; R").
Seja u a classe de 4 em G(Iu(t,) x W; IR"). Entao a afirmagio (I) é imediata e as
assergoes (II), (III) e (IV) decorrem do fato de que (Z,, f,9) € E(to,a,m,1,0,, W), isto

€, sao conseqiiéncias de 3.2.1.vi, 3.2.1.vii e 3.2.1.viii respectivamente. //

A aplicacdo U encontrada na prova de 3.2.5 foi construida utilizando uma. certa funcio
%, sendo que (o, f, V) € E(to,a,7, 1,0, , W) e UljorixL(te)xw = D . Portanto para que
u tenha certas propriedades basta que  as tenha. Por esta razio iremos ver, a seguir,
algumas propriedades dos elementos de £(t,,a,T,1,Q,Q, W), que nos serdo tteis neste

trabalho.
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3.2.6 Proposigao. Sejam p € IN, Q um aberto de R", I um intervalo aberto de IR,

to €I, a >0 com I(t,) C I, Q um aberto de R™, W um aberto de Q', 7 €]0,1] e
(Zo, [,0) € E(tgya,m, [,Q,V, W) . Se

(i) W cc 'y
(ii) dados quaisquer J CC I, Ky CCQ, K'CCQ e a€ N com |a| <p,
ezistem M >0 e n €]0,7[ satisfazendo
|6“ﬁ(e,t,m,y)| < M , para todo (e,t,z,y) €]0,n[xJ x K; x K’ e 1 <i<n,
entao
(I) dados quaisquer J, CC IL,(t,), K' CCW e B e N™' com |B| < p, existem
M >0 en €)0,7[ satisfazendo
|0° (e, t,y)| < M, para todo (e,t,y) €10,g[xJi x K" ¢ 1<i<n;

(IT) se (ii) € verdadeira para todo a = (@, @1y .oy Ongmy1) € N com g =0 ¢
la| =1, entao (1) € verdadeira para todo 3 = (Bo,P1,-yBm) € N™' com [y =0
¢ 18]=1.

Demonstragdo. A prova é andloga a prova de 3.2.4, substituindo In(ce™) e ce™ nas

afirmagoes, respectivamente, (1) e (2) da demonstragao de 3.2.4 por M (que existe pela

assercao (ii) desta proposicao). //

Se a desigualdade que aparece em 3.2.6.ii for verdadeira em J xQ x ', entdo obtemos

a seguinte proposicao :

3.2.7 Proposigao. Sejam p € IN, Q) um aberto de R", I um intervalo aberto de R,

lo€1,a>0 comI(t,) C 1, Q um aberto de R™, W um aberto de ', 7 €]0,1] e
(Zo, [, 10) € E(toya,7, 1,0, 0, W). Se

(i) dados quaisquer J CC I e o € IN™™+' com |a| < p, existem M > 0 e

n €10, 7( satisfazendo
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10° fi(e,t,z,y)| < M para todo (e,t,z,y) €]0,n[xI x QA x QY e 1<i<n,
entao

(I) dados quaisquer J; CC I,(t,) ¢ B € N™' com |B] <p. existem M >0 e
7 €]0, 7| satisfazendo

10%T(e,t,y)| < M, para todo (e,t,y) €l0,[xJy xW el1<i<n;
(IT) se (i) € verdadeira para todo a = (Qg, @1y .y Angms1) € N1 com ap =0 e
la| = 1, entdo (I) € verdadeira para todo B = (Bo,B1, ..., m) € N™ com [y =0
e 1Bl=1.

Demonstragdo. A prova ¢ analoga a de 3.2.4 substituindo In(ce™) e ¢~V nas afirmacdes,

respectivamente, (1) e (2) da demonstragao de 3.2.4 por M (que existe pela assercio (i)

desta proposi¢ao quando fazemos J = I,(,)). //

Com 3.2.5, 3.2.6 € 3.2.7 concluimos que:

3.2.8 Teorema. Sejam Q, I, t,, O , W, ao, [, 7o € f = (fl,,fn) satisfazendo
de 3.2.5.1 até 3.2.5.iv. Denotando por (t,z,y) = (8,1, ooy Tny Y1y oey Ym) um ponto genérico

de R™™+ ¢ por (t,y) = (t,y1,...,Ym) um ponto genérico de R™' tem-se que, existem

a>0 com I(t,) C I, uma aplicagio u € G(1a(t,) x W; R™) e um representante @ de
u tais que
(I) as assergies 3.2.5.1 até 3.2.5.1V sdo verdadeiras;

(II)se peE N e 9°f; € Gu(I X U xQ'; R) , para todo o € N™™+ com |a| <p e

1 <2< n, entdo

0Pu; € Gu(I,(ty) x W 4 R) , para todo 3 € N™' com |B|<p e 1<i<n;

(IIT) se p € IN e para quaisquer J CC I e a € N™™ com |a| < p tem-se que

0°f: € uma funcio limitada em J x Q x (ver 3.1.1.1), para todo 1 <i<n,
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entdo para quaisquer J; CC I,(t,) e B € IN™ com |B| < p tem-se que
0Pu; € uma fungdo limitada em J, x W | paratodo 1 <i<n;

(IV) se para todo 1 <1,k <n e 1<j<m, tem-se que
afi afl /
e —— pertencem a G.(I x Q2 x Q'; R) ,

8:ck ayj

entao

8u; . .

3 € G.(Lu(to) x W5 R) , paratodo 1 <i<n el1<j<m;
Y;

(V) se paratodo J CC I, 1<i,k<n e 1<j<m tem-se que
of;  of: .
—f e —f sao fungoes limitadas em J x 0 x V',
al‘k 6yj

ent@o para todo J; CC Io(t,), 1 <i<n e 1<j<m tem-se que
0u;

¢ uma funcdo limitada em J, x W . [/

Oy;

Sob certas condigbes, como veremos nos dois préximos resultados, podemos substituir

W em 3.2.8 por .

3.2.9 Teorema. Sejam ) um aberto de R™, I um intervalo aberto de R, t, € I,
um aberto de R™, z, € R, f € G(I x Q2 x V; R"), T, um representante de z, e
f= (fl,...,fn) um representante de f. Denotando por (t,z,y) = (¢, Z1,...;Tny Y1y e, Ym)

um ponto genérico de R"*™*! tem-se que, se

(i) ezistem K; CCQ e 7 €]0,1] tais que 7,(]0,m[) C K, ;

(ii) f € wma aplicagdo limitada em I x 2 x Q'

af;
(iii) % tem a propriedade (CLL) em I x Q x ', paratodo 1<i,5<n,
j

entao existem a >0 com I,(t,) C I e uma aplicagio u € G(I,(t,)xQ'; R") satisfazendo:

(I) existem 7 €]0,1] e U representante de u com (io,f,ﬁ) € &E(to,a,7,1,0,0,Q');

(I1) v € Gu(Ia(to) x ;5 Q);
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(111) % = fo(mu,my,...,mm) em G(I(t,) x Q'; R");

(I\/) u |{io}xﬂ' =T, €em Q(Q'. Rn)’.
(V) se pe N e para todo o € N™"+! com |a| < p tem-se que

fi€G.(Ix0xQ; R), paratodo 1 <1< n,

entao

OPu; € Gu(Ia(to) x Q'; R) , para todo B € N™!' com |B|<p e 1<i<n;
(VI) se pe IN e para todo o € N"*™1 com |a| < p tem-se que

(')"ﬁ ¢ uma fungao limitada em J x Q x ' | paratodo J CCI e 1 <i<n,
entdo para todo 3 € IN™*! com |B| < p tem-se que

OPu; € uma fungdo limitada em J, x ', para todo J, CC I(to) e 1 <i<n;

(VII) se para todo 1 <i,k<n e 1<j<m tem-se que

i ofi
gscfk e (9_35] pertencem a G.(I x 2 x Q'; R),
entdao
Bu,- ’ . .
a—Eg*(Ia(to)XQ i R) , paratodo 1 <i<n e1<j<m;
Y;
(VIII) se para todo J CC 1, 1<i,k<n el<j<m tem-se que
s e 9t sao fungoes limitadas em J x Q0 x Q' ,
6.’Ek (?yj
entao para todo J, CC I(t,), 1 <i<n e 1<j<m tem-se que
0u;

—— € uma fungdo limitada em J; x Q.

dy;

Demonstragio. Sejam Ky e 71 como em (i), V um aberto de Q com K, cV CcV CC Q,

d >0 adistanciade K; a Q\V e, por (ii), M >0 e 7 €]0, 7[ tais que
IIf(e,t,2,9)|| < M , para todo (e,t,z,y) €]0,7[xI x Q x Q.

—_— d
Sejam a* >0 com I,+(t,) C 1 e a >0 com a < min{M, a“}.
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Fixemos € €0, 7.

Para cada y € ' sejam 7, >0 com B, (y) C Q' e T; a aplicagao

Ty + 9 € C(La(to) X Br,(y); Ba(Zo(€))) — Tyg € C(La(to) x By, (y); Ba(@o(€))),

onde
t

(T9)(isw) = Bole) + [ Fles, 9(s,w), w)ds

to

Analisando as provas de 3.2.5 e 3.2.3 existe uma aplicagao que serd denotada por Uy,
tal que u,, € G(1a(to) X By, (y); R"), satisfaz de 3.2.5.11 até 3.2.5.1V(substituindo W por

B:,(y)) e ainda existe um representante 4,, de u,, que estd definido em ]0,1] x I,(1,) x

Br,(y), tr,(e,.)(La(to) X By, (y)) C Ba(Zo(€)) C V, @y,(€,.) é o tnico ponto fixo de g
para todo ¢ €]0,7[, e (:io,f, ur,) € E(toya,7, 1,0, B, (y)).

Notemos que, se € €]0,7[ e y,z € @' sdo tais que K = B, (y)NB,,(z) #0 e T¢ ¢

a aplicagao
T : g € C(La(to) x K ; Ba(Z,(€))) — Tg € C(I.(L,) x K ; Ba(z,(¢))),

onde
(T0)(t,w) = Gole) + [ Fles, (s, w), w)ds,

entao 7 tem um tnico ponto fixo (prova andloga a de [11])-pagina 58) e u,,(e,.) |7mx1\’

- . . .
e Ur,(e,.) I_Ia(to)xK sao pontos fixos de T, e assim

Ur, (€, ) IL,(t,,)xK = ur,(¢,.) |Ia(to)x}\’ -

Portanto podemos definir a aplicagdo @ em ]0,1] x I,(t,) x € satisfazendo

u=1u,, em ]0,7[xI,(t,) x B,,(y) , sendo y € ',

u ¢é constante em [r,1] x I,(%,) x €.

Usando que (%o, f,4,,) € E(to,a,7,1,Q, 8, B,,(y)) eque @,,(c,.)(Ta(t,) x By, (y)) C

Ba(Z.(e)) C V, para todo y € @' concluimos que @ satisfaz (I).
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Notemos que, dado qualquer K CC Q' existem y,...,ys € K tais que
q y q

K C U, By, (i) C UL, By, (vi) C &, (1)
e assim, é facil verificar que 4 € Ep[L,(t,) x Q5 R"].
Seja u a classe de @ em G(I4(t,) x '; IR™). Entao, por (I), temos que u satisfaz de
(IT) até (IV).
De (I) e 3.2.7 obtemos (VI) e (VIII). Para as asser¢des (V) e (VII) basta usar (1) e
3.2.6 para (Z,, f, Ur,,) € E(to,a,7, 1,0, B, (yi)), sendo 1 <i<n. [/

No préximo resultado além de substituir W por €', em 3.2.8, iremos trocar 0 por

R™ e assumir que z,=0.

3.2.10 Teorema. Sejam I um intervalo aberto de R, t, € I, Q' wm aberto de R™,
fFe€GU xR xQ;,R") e f= (fl,...,fn) um representante de f. Denotando por

(t,z,y) = (, %1500y Ty Y1, -0, Ym) wm ponto genérico de I x R x ' tem-se que, se

(i) existem M >0 e 7 €]0,1] tais que f(]0,7[xI x B.(0) x B.(y)) C Bum~(0), para
todo y € ' etodo r >0 com B.(y) C NV, sendo B.(0) e Bumr(0) bolas abertas
em IR" e B.(y) bola aberta em R™;

dJ:
(ii) (97f tem a propriedade (CLL) em I x R" X ', paratodo 1<i,j<n,
J

entao existem a > 0 com I,(t,) C I, uma aplicagio u € G(I,(t,) x Q'; R*) e um

representante U de u satisfazendo

(1) (Z,, f, 1) satisfaz 3.2.1.vii e 3.2.1.viii(substituindo W por ¥ e Q por R") para
algum 7 €]0,1], onde T,(¢) =0, para todo € €]0,1];
(II) u € g*([a(to) X QI; Rn);
Ou
(III)&- = fo(mu,m,...,mm) em G(L.(t,) x Q; R");
(IV)ulgoyxar =0 em G(@'; R");

(V) sdo verdadeiras as assergées 3.2.9.V e 3.2.9.VII (substituindo Q por R" ).
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Demonstragdo. Sejam M e T como em (i) e tomemos a* > 0 com I,-(t,) C I.
Fixemos y € Q' e seja r, > 0 com B, (y) C Q. Entdo fazendo K, = {0}, V =
B,,(0), W= B, (y), d=ry(distancia de K; a IR" \ V) e usando que, por (i),

||f(€,t,:1:,z)|| < Mr,, para todo (&,t,z,2) €]0,7[x(t,) x V x W,

P S ,
temos, analisando as provas de 3.2.5 e 3.2.3, que, se a < mm{ﬁ, a*},e€]0,7] e T; éa

aplicacgao

T; 1 g € C(1a(t,) x B"y(y); Bry(o)) — T;g € C(1a(t,) x Bry(y); Bry(o)) )
onde
(T59)(t,w) = [ Fle,s,9s,0),w)ds,

entao existe uma aplicagao que serd denotada por u,, tal que u,, € G(Io(t,) x By, (y); R"),

satisfaz de 3.2.5.IT até 3.2.5.1V (substituindo W por B, (y) e  por IR") e ainda existe um

representante u,, de u,, que esta definido em ]0,1] x Io(to) x By, (y), Uy, (e, .)(La(to) X

B.,(y)) C B, (0), t,,(e,.) éo tnico ponto fixo de T}, para todo ¢ €]0,7[ e (2o, f, Uy, ) €
E(toya,7, I, IR", Y, B, (y)).

Notemos que, se ¢ €]0,7[ e y,z € ' sdo tais que K = B, (y)N B,,(2) #0 e T° ¢é

a aplicagao, admitindo r, > r,,
T®:g€C(l.(t,) x K; B, (0))|—>ng€C(I( o) X K B, (0)),

onde
(Tg)(tw) = [ Fle,5,9(s,0),w)ds,

& - ~
entao 7" tem um tnico ponto fixo e 1y, (e, )xx € un(e) 7Gxk sd0 pontos

fixos de T, e assim
Ur, (€, ) |Ia(to)xK ur, (€, .) IIa(to)xK .
Portanto podemos definir a aplicagdo @ em ]0,1] x I,(%,) x €' por

u=1, em |0,7[xI(t,) X By, (y) ,sendo y € ,
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4 ¢ constante em [7,1] x I,(%,) x .

Usando que (:Eo,f,ﬁ,.y) € E(to,a, 7,1, IR", YV, B, (y)) para todo y € Q', concluimos
que u satisfaz (I) .

Notemos que se K CC ', entao existem y,...,y; € K tais que

K & Uf:]B,i—,ry‘-(yf) - U‘::lB"y.' (y*) - QI’ (1)

e assim € facil verificar que @ € En[1,(t,) x Q5 R .

De (I) concluimos que a classe de @ em G(I,(t,) x Q'; IR") satisfaz (III) e (IV).

Usando (1) e que ,,(]0,n[xIa(t,) % By, (y)) C B,,(0) para todo y € Q', concluimos
que u satisfaz (II).
Como (i?o,f, i) € E(toya,7,1,IR",QV, B, (y)) para todo y € Q' e vale (1) temos,

por 3.2.6 aplicado a (%o, f, u,,), que a assercao (V) é verdadeira. //

Se em 3.2.10 temos ' = IR™ , entdo podemos enfraquecer a hipétese 3.2.10.i e obtemos

o seguinte resultado :

3.2.11 Teorema. Sejam [ um intervalo aberto de R, t, € I, f € G(I x R™ x
R™:; R") e f = (ﬁ,...,fn) um representante de f. Denotando por B, (respectivamente
By ) a bola aberta de centro 0 e raio v em IR™ (respectivamente R") e por (i,z,y) =
(t4215 ey Tny Y1y, Ym) um ponto genérico de IR™™! tem-se que, se

(i) existem M >0 e 7 €]0,1] tais que f(]0,7[xI x B! x B,) C B, para todo

r>0;

. Of: . -

(ii) E tem a propriedade (CLL) em I x R" x R™, para todo 1 <i,j<n,

Zj

entdo existem a > 0 com I,(t,) C I, uma aplicagio u € G(I,(t,) x R™; R") e um

representante u de u tais que

(I) sdo verdadeiras as asser¢ées 3.2.10.1 até 3.2.10.V (substituindo Q' por B™ e Q
por IR™).

126



(11) eziste n; €]0,1] tal que @()0,m[xI.(to) X B,) C B., para todo r > 0;

(III) se existem M; >0 e 7 €]0,1] tais que paratodo 1 <i,k<n el1<j<m

tem-se que

gf'(]O TI[XI x IR™ x Rm) C [ MI,MI]
Tk

gf'(]o m[xI x B. x B,) C [-rMy,rM,], para todo r > 0,
Y;

entdo existem My > 0 e 7 €]0,1] tais que para todo1 <1 <n el <j<m
tem-se que
0u;

a—’(]O,Tl[xIa(to) X B.) C [=rMy,mM,], para todo > 0.
Y;

Demonstragao. Sejam M e T como em (i) e tomemos a* > 0 com ,+(t,) C I e fixemos
r > 0. Fazendo K, = {0}, V =B], W = B,, d=r(distancia de K, a IR"\ V) e usando
que, por (i),

I7 (e, t,2,2)|| < Mr, para todo (e,t,z,2) €]0,n[xIae(to) x V x W

.1 ,
temos, analisando as provas de 3.2.5 e 3.2.3, que, se a = mm{M, a*},e€l0,m[e T éa

aplicagao

Ty 1 g € C(L(t,) x By ; B) — Tyg € C(L.(t.) x B;; BY),
onde
t
(Trg)(t,w) = [ Fe,5,9(s,w),w)ds,
fo
entao existe uma aplicagido que serd denotada por u, tal que u, € G(1,(t,)x B, ; IR"), satis-
faz de 3.2.5.11 até 3.2.5.1V(substituindo W por B, e Q! por IR") e ainda existe um represen-
tante @, de u, que estd definido em ]0,1]x I,(2,) x B, , @, (¢,.)(1a(to) X B, ) C B, u,(e,.)
¢ o tnico ponto fixo de T, para todo € €]0,7[ e (Eo,f,ﬁr) € E(toya,m, 1, R", R™, B,).
Portanto podemos definir a aplicagdo @ em ]0,1] x I,(¢,) x IR™ por

u=1u, em |0,7[xI,(t,) x B,

u € constante em [7,1] x I,(¢,) x R™.
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Com prova anéloga & de 3.2.10 temos que u € Ep[14(t,) X IR™; IR™] e que a assergao
(I) é verdadeira, sendo u a classe de & em G(I,(t,) x IR™; IR").
Provaremos a seguir (II).

Como U [jo,r{x1a(to)xB, = Ur, para todo r > 0 temos que

u(]0, 7[x I4(to) x B,) C B., paratodo r>0. (1)

Fixemos 7 > 0. Como B, = Njen B,,1 e vale (1) temos que, se (t,y) € I,(t,) x B,
J

entao

= 1 :
[|a(e, t,v)|| _<_r+; , para todo j € IN e € €]0,7],

e assim (e,t,y) € B, paratodo € €)0,7[. Portanto temos que (II) é verdadeira.

Para terminar provaremos (III).
o*u; 0%
0toy; B Jy;0t

3.2.1.vii e 3.2.1.viii temos que

Usando que para todo 1 <7< n e 1 <35 < m, e as afirmacoes

a oy o ofi, .
Besty) = [ (00 52 e, 0,(er5,0),) g (e 5,) F goc(e s, les s,y ) ds  (2)

o k= 1 y] y]

para todo (g,t,y) €]0,7[x[(to) x R™, 1<i<n e 1<j<m.

Fixemos r > 0, [¢,d] C I,(t,) com t, € [¢,d] el <j<m.

Sejam M; e 7; como na hipétese de (III), 7 = min{r, 1} e g_u a n-upla
Y;

ou,  0u, -

—, ., =) . Entdo, usando (2) e (II), temos que

(g (2) ¢ (11, temos q
ou 8u,
—(& 1,2 < 6,t,z
Ieetall < Slgt

< |/ ZMII asz)|—|—M1r)ds|

to k=1

< |/ nM1|| (6,5, 2)Il + Mir) ds|

para todo (e,t,z) €]0,72[X[c,d] x B, , e assim, pelo Lema de Gronwall (3.1.11), concluimos
que, se ¢ = exp(anM;) — 1, entdo

~

du Mr
||a—yj(6,t,z)ll < _nl\141 max{exp(nM;(d — t,)) — 1, exp(nM;(t, — ¢)) — 1} < —¢

3
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para todo (e,t,2) €]0,72[x[c,d] x B, .

Como ¢ e d sao arbitrarios concluimos que (III) é verdadeira. //

Vamos, a partir daqui, procurar substituir o vetor generalizado z, que aparece em

3.2.5.1V por uma aplicacao generalizada.

3.2.12 Teorema(Existéncia). Sejarr Q0 um aberto de R*, I um intervalo aberto de IR,
to €1, 2 um aberto de R™, W um aberto de ', g € G(W; R"), g um representante
de g, feGUIxQxQ; R") e f= (ﬁ,...,fn) um representante de f . Denotando por
(t,z,y) = (L, &1y ey Ty Y1y -y Ym) UM ponto genérico de I x  x Q' tem-se que, se

() Wccq;

(ii) ezistem U um aberto de 0 e 7 €]0,1] tais que U CC N e g(J0,n[xW) C U;

(iii) g € G.(W; U);

(iv) feG(IxQxQ; RY),

of;

(v) Do tem a propriedade (CLL) em I xQ xQ', paratodo 1<1i,7<n,
Zj

entao existem a >0 com I,(t,) C I, 7 €]0,1], u € G(L.(t,) x W; R™) e um represen-

tante u de u satisfazendo:

(I) eziste V um aberto de 2 com V. CC Q e a(]0,7[xL(t,) x W) C V;
(11) %(E,t,y) = f(e,t,ﬁ(e,t,y),y), para todo (g,t,y) €]0,7[x(t,) x W;
(III) (e, to,.) = g(e,.) , para todo € €]0,7];

(IV) u € Gu(La(t,) x W5 Q);

(V) g—ltl = fo(mu,my,...,Tm) em G(I,(,) x W; R");

(VD) ulgyxw =g em G(W; R");

(VII) se p€ IN e para todo 1 <i<n tem-se que

0°fi € G(I x A x Q5 R), para todo o € N™*™*+!1 com |a| < p;
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g € G.(W; R) , para todo vy € N™ com |y| <p,
entao

0Pu; € G.(I.(to) x W3 R) , para todo € IN™*' com |B|<p e 1<i<n;
(VIII) se pe IN e para todo 1 <1 <n tem-se que

0°f; € uma fungdo limitada em JxQ x , paratodo J CC I e a€ IN#tm+

com |a| < p;

0"g; € uma fungdo limitada em W , paratodo v € N™ com |y|<p,
entio para todo J; CC I4(t,) € € N™! com |B| < p tem-se que

0Pu; € uma funcdo limitada em J; x W, para todo 1 <i<n;
(IX) se para todo 1 <1,k <n e 1 <j<m tem-se que

ofi  0fi pertencem a G.(I X QA x Q; R) ;

Gmk ¢ 8y]-
ag,-
entdo

Ou; ) )

a—uég*(fa(to)xT/V;R),pamtodolgzgn el <j<m;
Y;

(X) se paratodo 1 <i,k<n el<j<m tem-se que

of: 0fi sao fungoes limitadas em J X Q x ), para todo J CC I ;

oz € 0y;
99
dy;
entio para todo 1 <i1<n e 1< j7<m tem-se que

€ uma fungdo limitada em W,

o0u; .
a—u' ¢ uma fungdo limitada em J; x W, para todo J; CC I,(t,) .
Yj

Demonstragdo. Sejam U e 7; como em (ii), e tomemos U; e U, abertos de ) tais que
UcU,cU, CcU,cU,cCQ eseja 4d a distancia de U; a Q\ U,.

Como U; CC Q) existem z,...,z, € U, tais que

U, C 71 C U;:IBd(:II,') C U:=lBgd(:II,') cnN.
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Notemos que, se = € Bq(0), entdao z+2z € Q) para todo z € U; pois, se z € U; existe

i € {1,...,7} tal que z € By(z;), e assim
lz + 2z —ail| <zl + ||z — @il <d+d=2d,

provando que z + z € Byy(z;) C 2.

Portanto podemos definir a aplicacio moderada h = (?zl, e En) em )0, 1] x I x By(0) x
Uy x ' por

h(e,s,z,z,y) = f(g,s,a + z,Y).

Seja Z, a aplicacdo definida em |0, 1] por Z,(¢) = (0, ...,0) € R".

Denotaremos por (s,z,2,y) = (S, %1, ey Tny 21, ey Zny Y1, -+, Ym ) UM ponto genérico de
I x B4(0) x (Uy x ).

Vamos, a seguir, verificar que podemos aplicar 3.2.5 (com h, By(0), Uy xQ' e UxW
nolugarde f,Q,Q e W respectivamente).

Sejam J CC I, K CC By(0) e LCcC U, x§, e tomemos K, CCU, e K' CcC
tais que L C Ky x K'.

Usando que K + K, CC § e que valem (iv) e (v), existem M >0, ¢> 0, n €]0,1]

e N € IN tais que

- of; .
1fesmnl <M e (92 5,n,y)] < Infe™),
J

para todo (e,s,4,y) €]0,p[xJ X (K + Ky)x K" e 1 <1i,57<n,
e assim R
- Oh; _N
lh(e,s,z,z,y)Il< M e |5—=(e,5,2,2,y) < In(ce™),
617j

para todo (e,s,2,2,y) €]0,9[xJ x K X (K x K') e 1<i,j<n.

Portanto % satisfaz 3.2.5.iii e 3.2.5.iv.

Como 7, ¢ a aplicagdo nula é claro que vale 3.2.5.ii, e como W cC Q' e U cC U,
temos que U x W CC Uy x ¥, e portanto vale 3.2.5.1.

Portanto, por 3.2.5, existem a > 0 com I,(t,) C I, m €]0,1] e uma aplicacio
0 € Em[La(to) x U x W R"] tal que (Zo,h,9) € E(to, a,m3, I, B(0), Uy x QU x W) (ver

3.2.1) isto é, existe V; aberto de By(0) tal que
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5(]0, m[x L(to) x U x W) C V4 C V; CC By(0); (1)

?(e,s,z,y) = B(e,s,ﬁ(e,s,z,y),z,y), para todo (g,s,z2,y) €]0,2[x[a(t,) x U x W; (2)
s

O(e,to,.) = To(e) =0, para todo € €]0, 7. (3)

Seja 7 = min{r, 7, 2}. Por (ii) podemos definir a aplicagdo @ = (@, ...,u,) em

10,1] x I,(t,) x W por
) g(e,y) +0(e,1,9(e,y),y)  sec€]0,7]
(e,t,y) =9 _ . -
(21y)+ (2’ ag(iay),y) se € € [T’ 1]
Usando que g € Emq[W ; IR"], que ¥ € Ep[ 14(t,) x U X W; IR"] e que vale (iii) é facil
verificar que u € Em[ La(t,) x W; R").
Notemos que, se V =U +V; temosque V =U+V; C U+ By(0) C 2, e assim V é
um aberto de @ com V C U+ V; C U; + B4(0) C Q, e portanto, por (ii) e (1), temos que

(10, 7[x L(t,) x W) CcV cV ccQ,

e assim temos (I) e (IV), sendo u a classe de @ em G(I,(t,) x W; R").
Usando (2) e (3) temos, para todo ¢ €]0,7( e (t,y) € L(t,) x W, que

ou ov . > ap . -
S ELY) = Fo(eL3(6,y),y) = hle L i 1,3, v),v),3(6 1))

= f(e,t,0(e,t,9(e,9),y) + 3(e,v),9)

= f(53t7a(€atay)ay) )

Uestor) = gle,.) +0(e,t0,G(e, ), ) = (e, ) + 2o(e) = Gle, )

e portanto as afirmagdes (II) e (III) sdo verdadeiras.

De (IT) concluimos (V) e a asser¢ao (VI) é uma conseqiiéncia de (III).

Seja v aclasse de ¥ em G(Io(t,)xUxW ; IR"). Entao usando 3.2.8 (com h, B4(0),
Uy xQ,UxW,? e v no lugar de f, Q, Q, W, 4 e u respectivamente ) temos

informagdes sobre 0"v; , sendo p € IN™*™*! e 1 < i < n. Usando estas informacdes e
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que dados quaisquer (e,t,y) €]0,7[x[,(t,) x W, 1 <1< n e B € IN™! tem-se que

0Pu;(e,t,y) ésoma de produtos de elementos de A; U B, , sendo

Ay = {9"0i(e,1,5(e,y),y) + p € N™ com |u| <[]}

Bi={1}u{ JI 0%(e,y) : AxAC{yeN": | <IB]}x{l,..,n}},
(M7)EAXA

concluimos as outras assergoes. //

O Teorema acima forneceu, sob certas condigoes, uma solugdo para a equagio 3.2.12.V,
com a condi¢ao 3.2.12.VI, em G(I,(t,) x W; IR") sendo W CC . Iremos, a seguir,

procurar substituir W por Q. Estes resultados serao usados na préxima secéo.

3.2.13 Teorema. Sejam ) um aberto de R™, I um intervalo aberto de R, t, € I,
Q' um aberto de B™, g = (g1,...,9,) € G(; R"), [ € GIx QA xQ; R"), § um re-
presentante de g e f = (fl,...,fn) um representante de f. Denotando por (t,z,y) =

(3215 ey Tny Y1y e, Ym) um ponto genérico de I x Q x V' tem-se que, se
(i) ezistem U aberto de Q e €]0,1] tais que U CCQ e §(]0,n[xQ) C U;
(i) g € G(Y; U);
(iii) f € uma aplicagio limitada em I x Q x QV;

of; o
(iv) 8_f tem a propriedade (CLL) em I x Q x ', paratodo 1<1i,j<n,
o

entao existem a >0 com I,(t,) C 1, 7 €]0,1], u € G(L,(to) x 5 R™) e um represen-

tante u de u satisfazendo:

(I) eziste V' um aberto de Q@ com V CC Q2 e a(]0,7[xL(t,) x Q) C V;
ou ~

(IT) 0_1:(6’t’y) = f(e,t,d(e, t,y),y), para todo (e,t,y) €10, 7[x L.(t,) x Q' ;

(II) 4(e,to,.) = gle,.) , para todo € €]0,7;

(IV) u € Gu(LL(t,) x Q'; Q);
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(V) % = fo(mu,m,...,mm) em G(L(t,) x '; R™);
(VD) ulgroyxer = g em G(; R");
(VII) se p€ IN e para todo 1 <1 < n tem-se que
°fi € G.(I x A xQ'; R), para todo a € N™*™*! com |a| < p;
3g; € G.(Q; R) , para todo v € N™ com |y| < p,
entao
0Pu; € Gu(Lu(t,) x Q5 R) , para todo B € N™' com |B|<p e 1<i<n;

(VIII) se pe IN e para todo 1 <1 <n tem-se que

8°f; ¢ uma fungdo limitada em J x Q x ', para todo J CC I e a € IN"+m+!

com |a| <p ;

0'g; € uma fungdo limitada em ¥ |, para todo v € N™ com |y| <p,
entdo para todo J; CC I,(t,) e B € N™ com |B| < p tem-se que

9Pu; € uma fungdo limitada em J x V', paratodo 1 <i<n;

(IX) se para todo 1 <i,k<n e 1<j<m tem-se que

g_xf; e g;;; pertencem a G.(I X Q x Q'; R);
g
=— € g* Q'I) R J]
3y; ( )
entao
Ou,- ’ ; ‘
By, € Gu(La(to) x Q'; R) , paratodo 1 <i<n el1<j<m;
J
(X) separatodo 1 <i,k<n e l<j<m tem-se que
of;  of;
—f e —f sao fungoes limitadas em J x Q) x Q| para todo J CC I;
8:l:k ayj
9gi N
—— € uma fungdo limitada em ',
9y;

entdo para todo J CC I,(t,) tem-se que
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0u;

B0 € uma fungdo limitada em J x §)' |, paratodo 1 <1 <n el <j<m.
Y;

Demonstragdo. Basta repetir a prova de 3.2.12 (substituindo W por '), observar que

(iii) garante que f € G.(I x 2 x Q'; IR™), e usar 3.2.9 no lugar de 3.2.5 e de 3.2.8. //

Quando ) = IR™ podemos substituir 3.2.13.i e 3.2.13.ii por 3.2.14.i.

3.2.14 Teorema. Sejam [ wum intervalo aberto de R, t, € I, Q' um aberto de R™,
geGY; RY), feGUIxR"x; R"), § um representante de g ¢ f = (fl,...,fn) um
representante de f. Denotando por (t,z,y) = ({,Z1,y ..y TnyY1,y---yYm) um ponto genérico

de I x IR" x ) tem-se que, se

(1) g € g*(ﬂl, Rn);
(ii)f € uma aplicagdo limitada em I x IR™ x §V;

(iii)% tem a propriedade (CLL) em I x R™ x (', para todo 1 <1i,j<n,
24

entdo ezistem a >0 com I (t,) CI e u € G(Lo(t,) x5 R™) e um representante t de
u tais que, substituindo ) por IR™ (quando for o caso), as assergoes 3.2.13.11 até 3.2.13.X

sao verdadeiras.

Demonstragdo. Anéloga a de 3.2.12 observando que, neste caso, a aplicagdo h pode ser

definida em ]0,1] x I x R* X R™ x ', e usar 3.2.9 no lugar de 3.2.5 e de 3.2.8. //

Quando Q2= R" e ' = R™ obtemos o seguinte resultado:

3.2.15 Teorema. Sejam I um intervalo aberto de R, t, € I, g € G(R™; R"), f €
G(I x R* x R™; R"), § um representante de g e f = (ﬁ,...,fn) um representante
de f. Denotando por B, (respectivamente B! ) a bola aberta de centro 0 e raio r em
R™ (respectivamente R") e por (t,z,y) = (¢, &1y, Tny Y1y ..y Ym) um ponto genérico de

I x R* x IR™ tem-se que, se
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(i) g € G.(B™; B");

(i) ezistem M >0 e t €]0,1] tais que f()0,7[xI x Bl x B,) C Bjs, , para todo

r>0,
o] . o .
(m)am tem a propriedade (CLL) em I x IR™ x R™, para todo 1 <1,7<n,
i

entdo existem a >0 com I,(t,) C I e u € G(L.(t,) x R™; IR®) e um representante @

de u tais que

(I) substituindo Q0 por R™ (quando for o caso), as assergées 3.2.13.11 até 3.2.13.VII
e 3.2.13.1X sdo verdadeiras;

(IT) se existem T €]0,1] e M >0 tais que
g(]0,7[xB,) C Bl;, , paratodo r >0,
entdo existem M; >0 e 7 €]0,1] tais que
(0,71 [x1a(to) X By) C Blpy, , para todo v >0;
(III) se existem My >0 e 7, €]0,1] tais que paratodo 1 <i,k<n e1<j<m
tem-se que
Bf,- . 5
(]0,7’2[)([ x IR" x IR ) C [—-Mz,Mgl i

gﬂ(]o To[xI x B! x B,) C [-rMy,r M) , para todo 7 >0;
Y;

5g,

(]0 Tg[XRm) C [ MQ,MZ]
g(]O,Tg[xB ) C BrM , paratodo r >0,

entdo existem M3 > 0 e 75 €]0,1] tais que paratodo 1 <i<n e 1< 7<m
tem-se que

8 i
= (]0 T3(x14(to) X B,) C [=rMs,rMs), para todo r > M,.

Demonstragdo. Andloga a de 3.2.12 observando que, neste caso, a aplicacdo h estd definida

em ]0,1] x I x IR™ x (IR x IR™), substituindo 3.2.5 e 3.2.8 por 3.2.11 e usando que para
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todo 7 €]0,1] e r >0 tem-se que, se B! denota a bola aberta de centro 0 e raio r em

IR™*™ entao B! C Bl x B, e

R()0,7[xI x B x Bf) C [(]0,7[xI x (B + BI) x B;)
c f()0,7[xI x By, x B)

C J()0,7[xI x By, x By,) C By /[

Completamos os dois resultados anteriores com o seguinte exemplo:

3.2.16 Exemplo. Sejam I um intervalo aberto de R, Q' um aberto de R™, 1 <1< n,
Y €ECP(R; R), V; €eC®°(R; R), p; €C®(I x R* xQ'; R) e p; uma fungdo definida
em |0,1] e com valores em IR tais que p;, v;, V; e todas as derivadas de V; sdo fungoes
limitadas. Se [ = (fl,...,fn) € a aplicagio moderada definida em ]0,1] x I x R™ x ',

onde f; € uma das fungées

~ ~

ll(E,t,:L‘,y) = ¢‘i(#i(5)90i(t,$,y)) € lz(E,t,:E,y) = \I’i(ln(é)‘pi(tamay))a

para todo 1 <1 < n, entdo f satisfaz 3.2.14.1i e 3.2.14.iii..

Se Q=R", QO =R™, v; € uma fungao definida em ]0,1] e com valores em R limitada,
para todo 1 < i < n e (t,z,p) = (t,21,..,Tn,Y1,-.-,Ym) denota um ponto genérico de
R™™+1 | entio a aplicagio moderada, f = (fi,...,fn), definida em 10,1] x R* x IR™,
onde f,-, para todo 1 <1 < n, € uma das fungoes

~

ls(e,t, 1y ey Tny Y1y ey Ym) = lAl(e,t,a:,y)I/,-(e)x,-;

L85ty B ooy By Yity v g Ysia) = Tg(e,t,x,y)u;(s)x,-;

~

ls(e,t, Tty ooy Tny Y1y evey Ym ) = vil€)zi + pi(€)yi s

satisfaz 3.2.15.i1 e 3.2.15.iii.
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A seguir apresentamos um Teorema de Unicidade para solugoes da equagao 3.2.13.V

com a condi¢ao 3.2.13. VL.

3.2.17 Teorema (Unicidade). Sejam 2 um aberto de IR". I um intervalo aberto de IR,
tob € I, ¥ um aberto de R™, f € G(I x Q2 x Q'; R") e f um representante de f.
Denotando por (t,z,y) = (t,Z1,..e, Ty Y1, .-y Ym) um ponto genérico de I x Q x Q' tem-se

que, se

(i) f tem a propriedade (LLL) em (I,9,Y),;

(ii) ? tem a propriedade (CLL) em I x Q x ', para todo 1 <1i,5 <n,
Ty

e se existem u e v pertencentes a G.(I x '; Q) tais que

(l“) Z_z: = f 0 (7r,u,7r1, "'aﬂ.m) y

ov

(IV) E = f 0 (71',’0,771, ceny 7Tm) y
(V) ulgoyxar = v |y xr »

entdo u = v.

Demonstragao. Sejam (J;)jeny uma seqiiéncia exaustiva de compactos para I com t, €
NjenJ; e J; intervalo fechado para todo j € IV, (K})jex uma seqiiéncia exaustiva de
compactos para {2, U um representante de u € ¥ um representante de v.

Provaremos que (0 — ) |Jojxkq; = N[jj X I;J’.; IR"] , para todo j € IN, e assim v = v
(1.1.20.1).

Fixemos 7 € IV.

Comou € G.(IxQ; ), v € G(IxQ; ), J;CCI e K; CCQ existem K; CC Q
e n; €]0,1] tais que

a(]O,n]-[ij X I\’.;) U 5(]0,7]j[XJj X ]X’_;) Ch;ccq. (1)

Usando (iii), (iv), (v), (1) e 1.L2LII existem § = (G1...,Gn) € N[J; x K'; R"] e
h = (hy,..hn) € N[I%J' ; IR™] tais que
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. 0v ~ N U ~ ~
g(e,t,y) = 3—1:(6, t,y) — f(e,t,9(e, t,y),y) — 6_1:(5’ t,y) + fle, t,u(e, t,y),y)

~

h(e,y) = v(e, to, y) — Ule, toyy)
para todo (t,y) € JOJ' x Ki e €€]0,m
Portanto, para todo (t,y) € Joj X I:]’ e € €]0,n;[, temos que
({: - &)(e,t, y) = B(E, y) + ftto ( f(&,S, 6(Ea3ay)ay) - f(5,5,a(5,3,y),3/) + §(€.S, y) ) ds ) (2)

e assim se [ é a aplicacdo definida em |0, 1] x Joj X I%; por

l(E,t,y) = 6(6atay) - ﬂ(e,t, y) - Tz(e,y) )

temos que

~ ~

Ue,t,y) = fi, (f(e,s,0(e,5,9),y) — fle,s,Ule, s,9),9) + G(e,5,y) ) ds. (3)

Sejam J CC jj , K'CC K! e g € IN™*!. Provaremos que,

dado ¢ € IN existem ¢ > 0 e n €]0, 1] tais que
|0°0i(e, t,y) — 0Pti(e, t,y)| < ce? , para todo (e,t,y) €]0,n[xJ x K’ e 1<i<n. (4)
Provaremos (4) usando o Principio de Indugao Finita sobre |3]. Antes porém faremos
algumas consideragoes.
Seja q € IN e tomemos a e b numeros reais tais que J U {t,} C [a,b] CC Joj.
Como f = (f1, s f) € Em[IxOUXQ; IR"] e vale (i) e (ii) podemos encontrar N € IN ,

¢t >0 er €]0,n;] tais que

of; e A > -
ai(e,t,m,yﬂ Sln(ce N) ’ |f,~(£,t,:c,y)—f,—(s,t,z,y)|Sln(c& N)”z_z” )
J

0° file, t,z,y)| <ee™ e [0°fi(e,t,z,y) — 0°file, b, 2,y)| < e V|| — 2|,

para todo ¢ €]0,7[, (t,2,y,2) € [a,b] x K; x K' X K; , @ € IN"*™*! com |a| < 18] e
1<1,7< n.

Portanto, usando (1), temos que
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|%(5,t, a(€,t7y)ay)| < II’I(E{;‘_N) : I%(e,t,a(f,t’y)’y)l < 1D(_é€_N) ’ (5)
6(12_7' 8$j

|ff(€vtvﬁ(sa tay)’y) - fi(ﬁat,ﬁ(&t,y),yﬂ < 111(5&'_N)||ﬁ(€,t,y) - E(E,t, y)” ; (6)

laaﬁ(e,t,a(e,t,y),y)l SE&‘_N - Ia"ﬁ(e,t,ﬁ(s,t,y),y)l SEE—N (7)

102 8(e st ), ) — 0% Fies 1, 3(es by y)ow)] < 2 lale, 1) — (e, ), )

para todo ¢ €]0,7(, (t,y) € [a,6] x K', a € IN*"*™*! com |o| < |8l e 1 <1< n.
Usando que 4 e v pertencem a Ep[I x ' ; IR™] existem ¢; >0, 1, €]0,7[ e N; € IV
com N; > max{N, Nn?(b—t,), Nn%*(t, —a)} tais que

H |6’\ﬁj(6,t,y)| <ce™M e H |8’\6j(s,t,y)| <Ge™ (9)
(\i)EAXA (Mi)EAXA

para todo A x AC {0 e N™! : 10| <|B]} x {1,..,n} e (&t,9)€]0,7[x[a,b] x K'.
Como h € N[[%J'-; R e g € N[JOJ X I%J’-; IR"], dados g + 2N, e g+ N; existem

¢ >0 e 7 €]0,7[ tais que
max{|hi(e,y)|, [07hi(e, y)i} < &e™™M e |07Gi(e,t,y)| < TetM (10)

para todo ¢ €]0,mal, ¢ € [a,8), y € K, i € N™ com |l < |6], 7 € N™! com

Y[<|Blel1<i<n.

Seja 73 €]0, 75| tal que 0 < < 1, para todo ¢ €]0, 73[.

1
In(ce—N)
Iremos agora comecar a prova de (4).
Suponhamos |§| = 0 e fixemos ¢ €]0, 73].

Usando (3), (6), e (10) concluimos que, se (¢,y) € [a,b] x K’ entdo

~

et < | (175,506 5,8),0) = Feys, e, 5,0, 01+ 11e, 5, )l s

tn
<1/
to
t

= (nin(ze™)[[5(e, s, y) — (e, s,y)|| + nepe™™ ) ds|

o

(1fi(e, 5,0, 5,9),y) — file, 5,i(e, 5,9), )| + Gi(e, 5, v)]) dsf
1

i=

t

< | (nin@Ee=M)[li(e,t,)l| + nln(ee™)||h(e, y)|| + neae™™ ) ds|

< | (nln(Ee_N)Hl(e,t,y)H + n2eeettNi-N 4 pe,ettM ) ds|
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t
< 1 [/ (nln(ee) (e, )|+ n(Ean + E)e?™ ) ds].
to
Portanto, pelo Lema de Gronwall (3.1.11), concluimos que, se S e ¢, sao dados por
S = max{exp(nln(ce™)(b—t,)) — 1, exp(nln(ee™N)(t, — a)) — 1} ;
3 = max{c"(tt) gnlte—a)}

entao

(1 + nc)ce?tM
In(ce—N)

(1 4 ne)ce+M
In(ce—N)

(1 4 nc)ce+M
In(ee—N)

li(e, 1, )l <

(EgE—Nl —1 )

EsE-Nl S (1 + TlE)EzEgﬁq

e assim, usando (10), para todo (¢,y) € [a,b] X K’ temos que

(e, t) — (e, )| < |[B(e,yl] + e, t, y)]

< h(e,y)ll + (1 + ne)crese’
< nge”™™ 4 (1 4 ne)eyese’
< (nS + (1 + ne)eycs el .

Como [9;(e, .) — ti(e,.)| < ||0(e,.) — d(e, .)|| temos que (4) é verdadeiro para |3| = 0.
Suponhamos [3] >0 e B8 = (Bo, B1, - Brm)-
Denotaremos por (t,y) = (¢,y1, ..., ym) um ponto genérico de IR x R™ e por (¢,z,y) =
(t, 21,y Tny Y1, ---,Ym) um ponto genérico de IR x IR™ x IR™.
Usando a hipétese de indugao (isto é, (4) com (3 substituido por 7, sendo v € IN™*t!
e |v] <B]) e 3.1.12 temos que, dado 3N; + g existem ¢4 > 0 e 74 €]0, 15[ tais que
| II @uie,t,y)— I 09i(e,t,y)| < Mo (11)
(AJ)EAXA (AJ)EAXA

para todo Ax AC {0 € N™' : 0] <|B|} x {1,..,n} e (e,t,y)€]0,74[x [a,b] x K"

Fixemos i € {1,2,...,n} e € €]0,74[. Entdo usando (2) temos que

~ LIPS ~

ﬁi(s,t,y)—ﬁ;(e,t,y) = h,'(&‘,y)—i- (f,'(E,S,ﬁ(E,S, y)ay)_ff(fs5)ﬁ(€a3ay)ay)+§i(573, y) ) ds >

to
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e portanto, se

wi(e, t,y) = file,1,0(e,t,y),y) e wale,t,y) = file, 1, (e, 1, y),y)
temos, por (3), para todo (¢,y) € jj x K, que

t
Gﬁl,-(e:,t,y) = / aﬁ(u)l = Wy +F gi)(e’say) ds ) se ﬁO = 07 (12)
t

aﬁlf(e’t’ y) = aﬁ(wl —wz + 57:')(5,75,.9) , S€ ﬂO > 0 sendo —ﬂ— = (IBO - lvﬁla ---aﬁm) (13)
Portanto precisamos calcular 0*(w; — wz) , sendo u € N™*' com |u| < |A].

Seja p = (Koy Py s im) € IN™* com |u| < |B]. Entao

0*w (e, t,y) — 0*wy(e,t,y) = a + a2 + a3, sendo

~

O file,t,0(e,1,y),9) — O file, t, (e, 1,y),y) (14)
onde 5’ = (#0,017"-aam/-‘11-"a,u'm) € Wn+m+1 com aj; = 0 , para todo 1 S] S n;
" 9, _ " Ofi, - .
Z af €,t,’U €, y),y)aﬂvk(6)t1y) - Z a_i(satau(aatvy)7y)a#uk(€1t)y) (15)
k=1

e az ¢ soma de elementos do tipo

Wﬁ(e,t,ﬁ(e,t,y),y) H a/\ak(e’t>y) - (9"’f;(5,t,ﬁ(6,t,y),y) H a)‘ak(evt,y)’(ls)

(A k)EAXA (Mk)EAXA

com v € N™™H |y <|ul e Ax AC {a€ N™ . |&| < |u]} x {1,...,n}.

Usando que (15) pode ser escrita como b; + b, , sendo

s O BR ofi . - _
= — 1 —_—— I
by kX=:1( awk(e’ ,v(e,t,y) y) amk(e,t9u(5vt’y)’y) )a vk(s,t,y),
- & Of: _ _
by = B2, (e,t, (e, t, ), y)( 0" k(e, t,y) — OMin(e,t,y)),
k=1

e que (16) pode ser escrita como byas + cya4 , sendo

b’yAA = [mﬁ(e,t,ﬁ(e,t,y),y)—87ﬁ(6,t,ﬁ(€,t,y),y)] H 8’\13k(5,t,y)
(Mk)eAx A
e
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CyAA = mﬁ(eataa(sst?y)iy)[ H 3’\27k(5, t)y) - H a)‘ak(6>tay)]

(\k)EAXA (\K)EAXA
e que valem (5), (7), (8), (9) e (11), temos que
@ | < ve™N|[5(e, t,y) — (e, t,y)l| < nesce™NFNTT < gt
61| < neeN|o(e, t,y) — (e, t,y)|[ae ™ < nlegeee NN < g gzt
|By] < Xn: In(ee ™M) 10T (e, t, y) — *ur(e, t,y)|;
k=1
|baaal < eeN|[ae,t,y) — B(e, t,y)l[aae™™ < neggee VNN (17)
leyan| < egee™N3Nte < g geMNite, (18)

Como @3 ¢é soma de elementos do tipo byaa + cyaa € valem (17) e (18) existe ¢5 > 0

tal que |as| < ZseM1 e assim

|0"wi (e, 1,y) — 0w (e, t,y)|

IN

[@| + |@2| + |a@s]

IN

1| + [b1] + |@s| + [b2]
< negeet™ 4 %6 e et 4ot tN 4

+ > In(ee™)|0"Bk(e, t, y) — 0*Ur(e, t, y).
k=1

Se ¢ = max{n’c,scic, nesC, G} e ji = (f1,..., km) temos, denotando por 9! a n-upla

(014, ...,0"1,), que

|0 (w1 — wa)(e,t,y)| < 3Tee™™ + nln(ee™N)||0(e, t,yl| + S eV |0%hi(e, y)|

=1

e assim, por (10),
|0%(wr — wa)(e, 4, y)| < nln(ce™N)|[8"1(e, t, y)|| + (3¢s + neze)e™ (19)
para (e,t,y) €]0,74[%[a,b] x K'.

Suponhamos, em primeiro lugar, fo = 0. Entao usando (10), (12) e (19) (fazendo

i1 = ) temos

16°1(e, t,»)Il < 3 10°Li(e, t,y)]

=1
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< EI/ nln(ze™M)|10°U(e, t, y)|| + (386 + nZs2)e™™ + 8%5i(e, s,y) ) ds|
< |/ n2n(ce~M)||0%1(e, s, y)|| + n(e; + 3¢5 + nye)et* M ) ds|

e assim, pelo Lema de Gronwall (3.1.11), concluimos que, se S e ¢; sao dados por

S = max{exp(n®ln(ee™")(b —t,)) — 1, exp(n®In(ce™™)(t, — a)) =1} ;

_ —n2(bets)  —n2(tu—
¢7 = max{c" (b=to) gn*(te “)} ,

entao
Cy + 3¢ + nEye)ettM
Bl(c. 4 < (T2 + 3cs 2
el s FEREE
< (€ + 3g6 + 1) et M

< (€2 + 3C6 + ncye)crel.
Como, para 3 = (B, .eey Bm) , temos

10%1(e, t, y)|| + 1|0°R (e, )|

< (c2+ 3 + nese)ere? + 3 10%hi(e, v)
k=1

|aﬂ6,‘(€, t y) - 8ﬁaf(€’ L, y)'

IA

e vale (10) temos que (4) é verdadeiro para 3 com Sy = 0.
Finalmente suponhamos By # 0 e seja 8 = (Bo — 1,04, ..., 0m). Entio usando (13),

substituindo 1 por 3 na desigualdade apés a afirmacao (18), e usando (10) e (11) temos

que
|aﬁ(ﬁi - ﬁ,-)(e,t,y)| = laﬁli(€7t1y)| = laﬁ(wl —wy + gi)(e)tay”
< 18P (wy — wa)(e, L, y)| + 10%Gi(e, 1, )|
< 3G + Y In(ee™N)|0P 0k — @) (e, y)| +
k=1
+|6ﬂ§,~(e, t,y)l
< 3666q+Nl + Z&—NE4€3N1+Q + Eg€q+Nl
k=1
< (3¢ + ne4c + Ty)e?
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para todo (&,t,y) €]0, 74[x [a,b] X K, e assim concluimos que (2) é verdadeiro nesse caso.
Portanto, (4; — ;) |Jo 2 € N[J; x K;; R] , para todo 1 <7 < n, provando que
XK

(@—5)]. o €NJ;x K5 BY. //

Jy XK

Finalizamos esta se¢ao com os seguintes teoremas:

3.2.18 Teorema(Existéncia « Unicidade). Sejam Q um aberto de R™, I wum intervalo
aberto de R, t, € I, ¥ um aberto de R™, W um aberto de ', g € G(W; R"), § um
representante de g, f € G(I x QA x Q'; R") e f= (fl,fn) um representante de f .
Denotando por (t,z,y) = (t,T1y.cy TnyY1y-ery Ym) um ponto genérico de I x Q x V' tem-se

que, se
(i) Wcc o,
(ii) ezistem U aberto de Q e 7 €]0,1] tais que U CCQ e §(J0,n[xW)C U;
(i) g € Gu(W; U);
(iv) fEG.(IxQxQ; R);

(v) % tem a propriedade (CLL) em I x Q x ' | para todo 1 <i,7<n;
&

(vi) f tem a propriedade (LLL) em (I,Q,8),

entdo eziste a > 0 com I,(1,) C I e existe uma tnica fungdo u € G.(I,(t,) x W; Q)

satisfazendo

ou

a :fo(”rau»ﬂl)“')ﬂ-m) € ul{ta}xW =4g.
Demonstragdo. £ uma conseqiéncia de 3.2.12 juntamente com 3.2.17. //

~

3.2.19 Teorema. Se Q, I, t,, ', g, f, § e f sio como em 3.2.13(ou 3.2.14 ou 3.2.15)

e se [ tem a propriedade (LLL) em (I,9,8), entdo existe a > 0 com I,(t,) C I e existe
uma tnica fungdo u € G.(I,(t,) x Q'; Q) satisfazendo
Ou

E=f°(7f,u,7r1,---,7fm) e Ulpyx = 9.
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Demonstragao. Basta usar 3.2.17 e 3.2.13(ou 3.2.14 ou 3.2.15). //

Completamos o resultado acima com o seguinte exemplo:

3.2.20 Exemplo. Sejam I, ', (¥i)icicn, (Vilicicn (Pi)i<icn, (Bi)i<i<n, (Vi)i<i<n
e [ = (fl,...,fn) como em 3.2.16. Entdo [ satisfaz de 3.2.18.iv até 3.2.18.vi(substituindo
0 por R™).

(Basta usar 3.2.16 e observar que a prova de que [ satisfaz 3.2.18.vi é analoga a de 3.1.17.)

3.3 Equacao de Hamilton-Jacobi : unicidade de so-
lugoes

Aqui usaremos as notagdes e alguns fatos do capitulo 2, principalmente 2.1.3 que

recapitularemos a seguir.

Sejam Q0 e Q' abertos de R™, I e J intervalos abertos de R com 0 € J C I, W um
aberto de ™' com V ={z€ R" : (0,2) e W} #0 e W CIxQ, He GIxQxY; R)
e f € G5 R) tais que S(I, L0, H, f,J,W) #0. Se (t,2,p) = (t,T1,.es Ty P1, ., Pr)
denota um ponto genérico de I xQxQ', (t,z) = (t,z1,...,x,) denota um ponto genérico de

W, (X,P) e S(I,Q,Q, H,f,J,W), Y = (7,X), P=(P,,..,P,) e U€G(JxV;R) ¢

tal que
oU . : .
E:_HO (m, X, P Z o(vrA PP e Ulxv=1"[|v,
entao
u=UoY~! ¢uma solugio para o problema HI em G(W; R); (A)
ou Ou
Ly = /iR
Bz, ’an)oy P em G(JxV;R") (B)

Uma questao que surge naturalmente é:
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Se S(1,Q,Q,H, f,J,W) # 0, entdo existe uma tnica solu¢io para o problema HJI ?

Procurando obter alguma resposta para a questao acima chegamos aos resultados que
estao nesta secao a partir de 3.3.3. Em 3.3.1 apresentamos, com o auxilio 3.2.14, mais

exemplos de fungées H e f para as quais o problema HJ correspondente admite solugao.

3.3.1 Teorema. Sejam I wuin intervalo aberto de R com 0 € I, f € G(R"; R), H €

G xR*x R"; R), f um representante de [ e H um representante de H . Se

(i) vf € g.(R"; B*);

(ii) 8"]? € uma fungdo limitada em R™, para todo a € N™ com |a| =2;

(iii) OH € uma Jungdo limitada em I x R* x R™ , paratodo v = (Yo,71,..sY2n) €
N1 com 4% =0<|y[<2 ou 7, =0<vy%=1<|y|=2 paratodo 1 < j<n,

entdo existe a >0 com I, C I e S(I, R*, R", H, f,1,,I, x R") # 0, e em consegiiéncia
existe uw € G(I, x R™; R) tal que

(I) u € uma solugdo para o problema HI em G(I, x R"; R).

Se (t,z) = (t,21,...,z,) denota um ponto genérico de I, x IR, entdo u também satisfaz

_ I R 0 0 0%;
(IT) existe um representante ¥ = (9y,...,0,) de (a—u,,a—zi) tal que % ¢ uma
I Tn Z;
Jungao limitada em I, x R"™, para todo 1 <i,7 <n;
0%u n .
(I11) Er €G.(IsxR"; R), paratodo 1<i,j <n.
i0%;

Demonstragdo. Provaremos, em primeiro lugar, que existe a > 0 satisfazendo (ver 2.1.1)
S(I,R",R"H, f,I,,], x R*) £ 0,

e assim com o auxilio de 2.1.3, como vimos no inicio desta secéo, obteremos (I).
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Denotaremos por (s,z,p,7) = (S, Z1,..cs TnyP1y ey PnyT1,---,Tn) UM ponto genérico de
I x R*", por (s,r) = (s,71,...,7n) um ponto genérico de IR"*! e por r = (ry,...,r,,) um
ponto genérico de IR".

Sejam ¢ a aplicagao moderada definida em ]0,1] x [ x IR" x IR* x IR™ por

—_

- OH 0H
QQ(E,S,CU,P,T) - (%(5a3aw’p)v _E(Easa*rap)) )

¢ aclassede @ = (@1,...,P2,) em G(I x IR®**; R*™), g a aplicagao moderada definida em
]0,1] x IR por R R
g(e,r) = (r, g—fl(e,r), ...,—867{1(5,7"))
e g aclasse de g em G(IR"; IR*").
Sejam m, my, ...,m, como no inicio do capitulo 2 e consideremos, em G(I x IR"), o
sistema de incognitas X e P

oX 0P )
(aaa) =po(mX,P,m,...,mn)

com a condi¢ao
(X, P) |{0}XR" =4g.

Usando (ii) e (iii) existem M >0 e  €]0,1] tais que

~

|0°f(e,r)] < M, paratodo (g,r)€]0,p[xR" e |a]=2; (1)

|8“’il\(6,t,:c,p)| < M, para todo (e,t,z,p) €]0,n[xI x R* x IR" e v como em (iii). (2)
0p; 0¢;

—— sao limita-

dz;’ Op;
dasem I x (IR" x IR") x IR"* , paratodo 1<i<2n e 1<j<n.

De (i) temos que g € G.(IR"; IR*") e de (2) concluimos que @,

Portanto, por 3.1.2.1 e 3.2.14, existem a* > 0 com I, C I e uma aplicacdo (X, P) €
G(I,» x R™; R*™) tais que

(X, P) € Gu(I+ x B"; R?); (3)

existem X = (//\71,...,5571) representante de X, P = (131,...,13,1) representante de P e

7 €)0,7[ tais que
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s (e,s,1) o (6 s X\(e,s,r) P(e 8,7)); (4)
oP O0H, < . .

s (¢,s,7) = ——E(e,s,)&(s,s,r),P(s,s,r)), (5)
— " f of

Xeom=r e Pl0r)=(ghEn . ahen), ()

para todo (g,s,r) €]0,7[x I« x IR" e ainda, por (1) e 3.2.14, para todo b €]0,a*[ temos

que
9°X; e 0°P: sao limitadas em I, x R, (7)
para todo a = (g, ay,...,a,) € N com ap=0<|a|=1 e 1<i<n.

Usando (4) e (6) temos que
X(e, s,7) —r+/ QLX&JJ)PQJJDa,

para todo (e,s,7) €]0,7[x [+ x IR".
Sejam b> 0 com Iy C L., Y = (7r,5{\), Y aclasse de Y em G(I, x R"; R™') e

[ a aplicacio moderada definida em 10,1] x I, x IR™ por

Ra&ﬂ:[;%ﬁguX@Jw)mauﬂwt

Provaremos que [= (2\1, ...,lAn) satisfaz as hipoteses de 1.2.22(substituindo g por Z,)

Notemos que

%%&&r):%gkﬁpﬂg&r%ﬁgﬁwn;
g?@ﬁﬂq = ggz@ﬁgﬂgswxﬁ@ﬁwn+
Z;;Zgﬁaafkﬁwxﬁkﬁw»%gkﬁw%+
3 15, Ko Pless, ) G5,
B?Zlas(e 5,7) = jz:;aijg)i(a,s, A(e,s,r),]s(e,s,r))aa?: (e,8,7)+
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n 271 . . D.
+ Z %(E, s,X(e,s,7), Ple,s, r))g—f:(e, $,7),

1=1

ol 0%l dl;
O0s’ 0s?’ Ori0s
em [, x IR" , paratodo 1<1i,k <n, queéa afirmagao 1.2.22.ii.

e assim usando (2), (4), (5) e (7) concluimos que as fungoes sao limitadas

Como Z,‘(E,O,.) = 0 para todo € €]0,1] e 1 < ¢ < n, concluimos, por 1.2.22, que

existe a >0 com I, C I, e tal que se verificam as afirmacoes abaixo:

YllaxR" € g*(l,, X Bn; Ia X R"); (8)
Y |1.xrn € uma aplicagao inversivel; (9)
inf{|J}7(€,s,r)| : (e,8,7) €]0,7[x1I, x R™} > 0, para algum 7 €]0, 7[; (10)

existe um representante ' = (T, Ty, ...,T,) de (Y |1.xrn)"" tal que
T(e,.) = (Y(e,.) lLxrn)™", para todo € €]0,7] (11)
e para todo a € IN™™' com |a| =1 e 1<i<n tem-se que
9°T; é uma funcao limitada em I, x R™. (12)
Usando (3), (4), (5), (6), (8) e (9) concluimos que

(X,P)eS(I,R",R"H, f,I,,]I, x R"),

e assim, como vimos no inicio desta segao (afirmagoes (A) e (B)), temos que

u=Uo (Y |,xrr)"" ¢éuma solugdo para o problema HJ em G(I, x R"; R);

ou ou

PR _) = Vi -1
(awl""’axn) PO(YIIaXR ) )

e assim (I) é verdadeira.

Seja = Pol, sendo I' como em (11). Entdo v = (94, ...,0,) é um representante de
( Ou Ou )
Oz’ Oz,
Notemos que, se 1 <i,k <n e (e,t,z) €]0,1] x I, x IR, entdo

0v; d

EE:(E’L:E) = E(ROF)(E’t’x)

. Provaremos que 9 satisfaz (II).
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ob o ol or;
= g(E,F(E,t,m))a (e,1,2) +28r1 e, T(e,t, zr:))a (e,t,z),

Tk

e assim por (2), (5), (7) e (12) temos (II).

A assercao (III) é uma conseqliéncia imediata de (II). //
Apresentamos, a seguir, algumas funcdes que verificam as hipdteses de 3.3.1.

3.3.2 Exemplo. Sejam I um intervalo aberto de R com 0 € I, 1 < j<mn, p;, v; e
U fungées definidas em ]0,1] e com valores em R e ¢;, 1; e ®; fungbes pertencentes
a C*(R; R) tais que p;, vi, v, ¢;. ¥i, ¥ e ®; sao fungées limitadas. Se [ éa
aplicagao moderada definida em ]0,1] x R™ por

f(E’Tla' :Z/ / (10.7 :uJ ) )dy)ds

e H ¢ a aplicagdo moderada definida em 6,1] x I x R™ x IR™ por

—

H(e,t, @1y ey Tny Y1y ey Yn) = Zz/)J (vi(e)(t + z; + pj)),

ou por

—_

H(e,t, @1y ey Tny Y1y oy Yn) = Z (e)i((t + z; + p;)),

ou por, se I CC R, inf{|i(e)| : € €]0,1]} >0 e ®; e @’ pertencem a Li(R), para

todo 1 < j<n,
— Lid P; I "
H(e 1,21, @21y enpn) = 11 [ [7 03(55()(s +v) ds) dy,
J=1

entdo f, f]\, a classe de f em G(IR"; R) e a classe de H em G(I x R* x R*; R)
satisfazem as hipoteses de 3.3.1.
(Podemos, por exemplo, escolher para ¢; a fungao [;(z) = sen(z?), para ¥; a fungao

lo(z) = senz e para ®; a funcdo I3(z) = exp(—z?).)

A seguir apresentaremos as respostas que obtivemos para a questdo feita no inicio

desta segdo e com as quais completamos este trabalho.
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3.3.3 Teorema. Sejam Q e ) abertos de IR", I e J intervalos abertos de IR com
0eJCI, W um aberto de R**' com V ={z€ R" : (0,z) e W} #0 e WCIxQ,
HeG(IxQxQ;R) e fe€G(; R). Se existe um representante H de H tal que

277 277 Zﬁ
(i) Bijgpi ’ éﬁjgxi ¢ (7(21‘5}7:' tem a propriedade (CLL) em I x Q2 x €', para todo
1<7,75<n;
(i) 3_H e _8_H tém a propriedade (LLL) em (1,02 x '),
0z dp

entao
(I) cardS(1, Q0,9 H, f,J, W) < 1;

(II) existe no mdzimo uma solugdo, construida como em (A) (ver inicio desta se¢do),

para o problema HJ em G(W ; R).

Demonstragdao. De (I) e 2.1.3 obtemos (II). Provaremos (I).

Sejam ¢ a aplicagao moderada definida em ]0,1] x J x (2 x Q') x V por

. o0H OH
90(‘5’ t7 IB“’D,‘T‘) - (a_p(ea t7 Il?,p), _E(E, t,:c,p))

e ¢ aclassede p em G(J x Q2 x Q' x V; R?™).

Suponhamos cardS(/,Q, Y, H, f,J,W) > 0 e sejam (X, P) e (X, P) pertencentes a
S(,0,%, H, f,J,W). Entao, por 2.1.1, temos que (X,P) e ();’,13) pertencem a G.(J x
V' Q2 x Q') e sao solugoes da equagdo nas incédgnitas (X, P)

(%, aa_f) O e R T
com a condic¢ao
(X, P) loyxv = (v, 7 f |v).

Usando (i) e (ii) temos que @ tem a propriedade (LLL) em (J,Q x @, V) e 8@; tem
a propriedade (CLL) em J x (@ x ') x V' para todo v = (70,71, ..,73n) € IN***! com
Yo =7 =0<|y[=1 paratodo 2n+1 < j <3n e 1 <i < 2n, e assim, por 3.2.17,

concluimos que (X, P) = (X, P) e portanto cardS(I,Q, %, H, f, J, W)y=1.//
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3.3.4 Teorema. Sejam Q' um aberto de R™, [ e J intervalos abertos de R com 0 €
JCI, HeGIx R xQ;R), H um representante de H ¢ f € G(R*; R) tais
que S(I,IR*QV, H, f,J,J x R") # 0. Denotando por (t,z,p) = ({,T1,..c,Tr,P1seeey Pn) UM
ponto generico de I x IR™ x ) tem-se que, se

. oH

(1) o € uma aplicagdo limitada em [ x R™ x §';
p

6°H  0°H *H
(i1) azjapi ' 52500, e aijapi téem a propriedade (CLL) em I x R" x Q', para
todo 1<1,7<n;

(iii) il e oH tem a propriedade (LLL) em (I, R" x Q'),
Oz dp

se u € G(J x R"; R) € como em (A) e se existe uma fungio v € G(J x R"; R)

satisfazendo

(iv) v € uma solugao para o problema HI em G(J x R"; R);

)

(v) existem um representante v de v e T €]0,1] tais que

o o o
(a—m,...,a—%)(]O,T[xJ x R ) c y

onde (t,z) = (t,xy,...,x,) denota um ponto genérico de J x R" ;

(vi) 8%v € G.(J x R"; R), para todo a = (ag,ay,...,a,) € N™ com
ol =2,

Qo = 0 <
entao u=wv.

Demonstragao. Denotaremos por (t,2,p,7) = (£, @1,...; Ty P1y sy PryT15 -y Tn) UM ponto
genéricode R*"*'e por (¢,z,7) = (£, 21, ..., Tn, 715 .., Tn) OU (t,z,p) = (t, %1, oo, Ty P1y ooey Pr)

um ponto genérico de R*"+!

Sejam 7 e ¥ com em (v) e ¢ a aplicacdo definida em ]0,1] x J x R" x R™ por
- oo v
ole,t,z,r) = a—p(e,t,:c, a—;(e,t,m), ...,(,?—;(e,t,m)) se (e,t,z,7) €]0,7[xJ x R" x R"

@ € constante em [7,1] x J x R x R".
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Ov ﬁ)
0z, Oz,
pertence a G.(J x IR™; '), e portanto a aplicacdo ¢ € Ey[J x R" x IR™; R"] e, por (i),

Como v é uma solugao para o problema HJ em G(J x IR" ; IR) temos que (

temos que
@ ¢ limitada em J x IR" x IR™. (1)
Seja ¢ a classe de ¢ em G(J x IR* x IR™; IR™) que, por (1), pertence a G.(J x R™ x
R"; R").
Fixemos ¢ € J e consideremos em G(J x IR"; IR") a equacdo de incégnita X

X . oOH . Ov . Ov .
5e = ¥° (m, X, Ty ooy Tp) = go (W’A’a_:cl o (ﬂ,X),...,a—mn o (m, X)) (2)

com a condigao
X liyxrn = X |{yxrn - (3)

onde X é tal que (X,P) e S(I,R"Y,H,f,J,J x R").

Veremos, a seguir, que (2) com a condi¢io (3) admite uma solugio X, € G.(I,, (1) x
IR"; IR"), para algum a; > 0. Para isto usaremos 3.2.14 (com ¢, X |(;3xrs € R" no lugar
de f, ge ).

Como (X, P) € S(I,R",QY,H, f,J,J x IR") temos que X € G.(J x R"; R") e

portanto
X |tyxrn € Go(R"; R™), (4)
e como vale (1) basta, para verificar as hipéteses de 3.2.14, provar que
g—f; tem a propriedade (CLL) em J X R™ x IR", para todo 1 <i,j<n. (5)

Para 1 <i,j <n sejam L , i, e ®;,; funcdes moderadas definidas em 10,1] x
J x IR" x IR" tais que, em ]0,7[xJ x IR" X IR™ valem as seguintes igualdades:

5 9*H v oo
li' atv 3 = yhydy 5 &byl )y ooy 7/ N\E, L )
et z,r) Bpjapi(e 8:1:1(8 t,z) axn(e t,z))

~ 0’H o 0%
’l,b,,j(E,t,iL‘,T‘) - W(Eat)xv 6_:1:1(63tax)= seny a_l'n(e,t,x)) )
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0*v

axjaxi

(I)i,j(eatvl‘ar) = (6’t’$)'

Portanto , para todo 1 <i,7<n e (e,t,z,7) €]0,7[xJ x R" x IR" temos que
0p; LI

—(&,t,2,7) = z,z,-'j(a, t,z,7)+ Z binles s :v,r)ff)k,j(a, t,z,r). (6)

8:1:] k=1
. ) i 0v Jv oy
Sejam J, CC J, Ky CC IR" e Ky CC IR*. Como (87”87) € G.(J x R"; )

1 n
existem K' CC Q' e n €]0,7[ tais que
66 66 - 1 /

(a—ﬁ,,a—%)(]o,n[le X ]\1) C K'cc, (7)

e assim usando (6), (7), (ii), (vi) e 3.1.2 obtemos (5).

Portanto, por 3.2.14, existem a; > 0 com I,,(t) C J e X; € G.(I,(t) x R"; R")
que ¢ solugao de (2) e (3).

Como J x IR™ = Uyey I,,(t) x IR" existe, por 1.1.20.111, uma aplicagio X € G.(J x
IR"; IR") tal que

X |1, (yxRn = X,, paratodo t€J, (8)
e portanto

X ésolugao de (2) em G(J x R™; R"); (9)

X |(oyxrn = Xol(oyxrn = X (0} xrn = 1nn (10)

Seja U a aplicagao moderada definida em ]0,1] x J x R™ x ' x IR™ por

- oOH OH
\IJ(E,S,IB,p,'f‘) = (a_p(satam,p)a _a_m(e’tamvp))

e U aclassede U em G(J x R" x ' x R"; By,

Seja P = (6871) o (m, X), ,56} o (m,X)). Provaremos, a seguir, que (X, P) é uma
1 n
solugao, em G(J x IR™; IR?"), do sistema de incégnitas X e P

0X  oH . - -
'8—3-— FP—O(F,A,P) (11)
apP 0H _
Z - X, P
Os oz ° (m X5 (12)

com a condigao
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yI{O}xR" =1pn e ?I{O}xR" =v/, (13)

isto €, valem (13) e
X 9P _
. ds’ 0s’
Como X é solugao de (2) temos que (11) é verdadeira para (X,P).

o (m, X, P,y ). (14)

Notemos que

b 0 Ov -
as = %(E;O(W,A))
0% &, 0% - 0X;
© 9z;0t (7, A ;(8xj8w, ( ) 0s

e como v € uma solu¢ao para o problema HJ em G(J x IR™; IR) temos que

Jv Ov ov

a =—-Ho (7[',71'1,...,7'I'n, 6_321-,”', E)’ (15)
e portanto
aPp; O0H - Ov o ov -
E - _a(I)iO(W,A,a_xlO(Tr,X),”.,.aTnO(ﬂ-’)&))-l-
2 GH - Ov ~ Ov 0% N
_ o X 7 7
3G @ (1% g (X, g0 (m )50, ) +
"o 9% . 0X;
+jz::l(3xj6a:, &(7: X]) ds
OH ~ > 0H o = 0% ~

0(W’X’P)_Za_p-o(ﬂ’X’P)amﬁm' o(m, X)+
' j i0Z;

0%,
+E (9:1:1(9:1:, (m X)) 74

e como vale (2) para X temos que

dP; OH . .
9 _—5:r,-0(7r’A’P)’ para todol <:<n.
Usando 1.1.25 temos que
. ov » ov ~
Plioyxrr = (a—ml 0 (W,X),---,a—xn o (m, X)) l{oyxrn
v Ov ~
= (6m o (0, X |{0}an) axn 0 (0, X |{o3xrn)),
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e por (10) e 1.1.27 temos que

. b5 15}
Plioysms = (5%0(0,1Rn),---,—v0(0,1}2n))

0z,
92, Bz, oxR

e como v |qoyxrr = f temos que

PI{O}xR" = Vf

Portanto (X, P) é uma solugdo de (14) com a condicdo (13).

Como (X,P) e S(I,R",V,H, f,J,J x IR™) temos que (X, P) satisfaz (13) e (14) e
ov; oy,
dz; © Bp;
a propriedade (CLL) em J x (IR"* x ') x IR™ para todo 1 <i<2n e 1<j <n, temos

como, por (i) e (iii), ¥ tem a propriedade (LLL) em (J, R x &, R") e tém

por 3.2.17, que (X,P) = (X, P), e assim, usando (B) (definido no inicio desta secao),

concluimos que

ou Ou ~ ov v - ov o0v
(8_:1:1,,8_1,‘“) ©) (ﬂ',X) =P=P= ('871,,'67”') o (7I',X) (8—2:1!’6_3;”) O(

m, X),

e como (m,X) € G.(J x R*; J x IR*) é uma aplicagio inversivel (2.1.1.iv) temos que

Ou ou Ov Ov 0 n
(axl,...,amn) = (8:E1’m’8mn) em G(J x R"; R")

e assim, por (15), temos que

Ou Ou ou ov Jv ov

—=-H s Ty ey o ) = — y My ey iny 5 weesy 5 ) = 7 -

It 0 (71',7['], , T 8(1)1 awn) HO(’/T b m axl 8'17") ot
Ju Ov

Como =9 M G(JxR"; R) e

(u =) l{oyxan = u l{oyxrr — v [{o}xrn = [ — [ =0
temos, por 1.1.15, que u=9v em G(J x R"; IR). //

Completamos o resultado acima com os seguintes exemplos:
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3.3.5 Exemplo. Sejam b >0, f € Ey[R™; R] ¢ h € Ey[ly x R*; R] como em 2.1.6,
o= (f1, .oy i) como em 2.1.5, H a fun¢do moderada definida em 10,1] x I, x R™ x R"
por

n

ﬁ(E, iz, ooy Tny P1y "'7pn) = ﬁ(eatapla ---,pn) + Zﬂ{(&)m,‘

1=1
e H a classe de H em G(I, x R* x R™; R) . Entdo eziste a >0 tal que I, C I, e existe
uma unica fungio v € G(I, X R™; R) que satisfaz de 3.3.4.iv até 3.3.4.vi.
De fato, usando 3.1.6 e o Teorema do Valor Médio prova-se que vale 3.3.4.iii, e assim o

resultado segue de 2.1.5, 2.1.6 e 3.3.4.

3.3.6 Exemplo. Sejam 1 < j<n, u;, v; e ; fungées definidas em ]0,1] e com valores
em IR e ;, VU; e ®; fungies pertencentes a C*(IR; R) tais que p;, v;, 5, ¥;, ¥U; e
®; sdo funcées limitadas, inf{|7;(e)| : € €]0,1]} >0 e ®; € Li(R). Se f € a fungdo
moderada definida em )0,1] x R™ por

Fleri; o Z/ (/ i(vi(e)x) dz)dX,

H ¢ a fun¢io moderada definida em )0,1] x R x R* x R™ por
ety 1) = L)) [ ([ 8,556)e) do)
i=
e H ¢ a classe de H em G(R x R* x R™; R), entio existe a > 0 e ezxiste uma 1nica
fungdo v € G(I, x R™; R) que satisfaz 3.3.4.iv até 3.3.4.vi.
(Analoga a de 3.3.5 substituindo, em 3.3.5, 2.1.5 € 2.1.6 por 2.1.7 e 2.1.8 respectivamente.)

No préximo resultado iremos fazer ' = IR™ e substituiremos 3.3.4.i por 3.3.7.i .

3.3.7 Teorema. Sejam I e J intervalos abertos de R com 0 € J C 1, H € G(I x R" x
R"; R), H um representante de H e f € G(R"; R) tais que S(I, R*, R™, H, f,J, J x
R") # 0. Denotando por B, a bola aberta de centro 0 e raio r em R" e por (t,z,p) um

ponto genérico de I x R™ x R™ tem-se que, se
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(i) existem M >0 e 7 €]0,1] tais que %—H(]O,T[XI X B, x B,) C By, para todo
p

r>0;

i) ?H  0°H O H
e

! a.’ltjap,‘ ’8221'81:,' 8‘1)]'8}],'

todo 1 <1,7<ny

tém a propriedade (CLL) em I x R"™ x R", para

(iii) %—H e %H— tém a propriedade (LLL) em (I, R x R"),
& /2

ese u € G(Jx R"; R) € como em (A) e se existe uma fungio v € G(J x R™; R)

satisfazendo

(iv) v € uma solugdo para o problema HJ em G(J x R"; R);

(v) ezistem um representante v de v, M; >0 e 7 €]0,1] tais que para todo r > 0

e a= (ag,ay...,an) € N"! com apg =0 < |a| =1, tem-se que
0°9(10,1[xJ x B,) C By, ;

(vi) 0%v € G.(J x R"; R), para todo a = (ag,a1y...,0,) € N™ com ap = 0 <

|| = 2,

entdo u=wv.

Demonstragdo. Analoga a de 3.3.4 substituindo, em 3.3.4 , 3.2.14 por 3.2.15 e observando

que, por (i) e (v),

e o0H .
@(10,m2[xJ x B, x B) C %(]O, To[xJ x B, X B;m,)
OH
C g(]O,Tg[XJ X Bym, X Bng) C B,.MM2,

para todo r > 0, sendo M; = max{l, M} e 7, = min{r, 71}. //

Completamos o resultado acima com o seguinte exemplo:
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3.3.8 Exemplo. Sejam 1 < j <n, p; e v; fungées definidas em |0,1] e com valores em
R tais que 11;()0,1]) Uv;(]0,1)) ]0,1], H a aplicagio moderada definida em 0,1]x] —

5,00[xR" x R" por

—

H(s,t,a:l, ooy Tny P1y ""pﬂ) = Zﬂj(e)]’ﬁ,
=1

~

f a fungao moderada definida em )0,1] x IR* por
f(sarh "-a'r'n) = Z Vj(E)T? )

i=1
H a classe de H em G(]— 5, 0[xR*x R"; R) e f a classe de fem G(R"; R), entdo
existe uma tnica solugio para o problema HI em G(] — §,00[xR"; R) que satisfaz 3.3.7.v
e 3.3.7.vi.
De fato, basta observar que, por 2.1.3, podemos determinar uma solu¢ao para o problema

HJ em G(] — §,00[xR"; IR) que tem como representante a fungéo

R n, vi(e)a? + Atp;(e)(v;(e))?a?
v(eatawl""’x") :JZ=:1 (1+4/_tj(£)1/j(5)t)2 ’

e assim, por 3.3.7, ela é a unica solugado que satisfaz 3.3.7.v e 3.3.7.vi.)
Com o auxilio de 3.3.1 e 3.3.4 obtemos:

3.3.9 Teorema. Sejam I um intervalo aberto de R com 0 € I, f e G(R"; R), H €
GIxR'x R"; R), f um representante de [ e H um representante de H . Denotando
por (t,z,p) um ponto genérico de R*"*! tem-se que , se
(i) as assergoes 3.3.1.1 at€ 3.3.1.iii estdo satisfeitas;
OH  OH

(ii) 5. ¢ B tém a propriedade (LLL) em (I, R™ x R"),

entdo eziste a >0 com I, C I e existe uma tnica fungio u € G(I, x R™; R) tal que

(I) u € uma solugdo para o problema HI em G(I, x R™; R);
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(I1) 0°u € Gu(I, x R™; R), para todo a = (ag,y,...,an) € N™' com ap =0 <

laf=2.//

Completamos o resultado acima com o seguinte exemplo:

3.3.10 Exemplo. Sejam b >0 e H e f como em 3.3.2. Entdio ezxiste a > 0 tal que

I, C I e existe uma unica fungdo v € G(I, x R"; R) que satisfaz 3.3.2.1 e 3.3.9.1I.
(Basta usar 3.3.1 e 3.3.2 e observar que, por 3.1.6 e o Teorema do Valor Médio, a funcéo

H satisfaz 3.3.9.ii.)

Dos principais resultados apresentados neste trabalho resulta que o conjunto dos pares
(H, f) tais que o problema HJ correspondente tem solugao é significativo. De modo mais

preciso:
Sejam I um intervalo aberto de IR com 0 € I, Q e Q' abertos de IR" e
A

o subcontunto de G(I x  x Q'; R) x G(Q; IR) formado pelos elementos (H, f) tais que
existem J um intervalo aberto de IR com 0 € J C I, W um aberto de R**' com
V={2e€R : (0,z) e W}#0 e W C I xQ satisfazendo S(1,Q,0, H, f,J, W) # 0,
isto é, o problema HJ tem solucao.
Vimos em 2.1.4 que C=(I x 2 x Q'; R) x C*(Q; R) C A.
No caso particular que Q = V' = IR* introduzimos os seguintes conjuntos:
Ai={(H,f)eG(Ix R"x R"; R) x G(IR"; R) : H e f sao como em 2.1.5 };
A ={(H,f) e G(Ix R"x R"; R) x G(IR*; R) : H e f sdo como em 2.1.7 };
As ={(H,f) € G(I x R* x R*; R) x G(IR"; R) : H e f sdo como em 3.3.1 }.
Entdo A; e A3 sdo IR-subespagos vetoriais nao triviais de G(I x R™ x R"; IR) x
G(R"; IR) e Ay contém o IR-subespago vetorial de G(I x R™ x R"; IR) x G(IR"; IR) dado
pelos pares (H, f) tais que satisfazem 2.1.7 substituindo 2.1.7.ii por
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(ii’)g—];(e,O) = aa—l;(s,t,O) =0, para todo (g,t) €]0,7[x] el <1< n;

e 2.1.7.1ii por
(iii")eziste M > 0 tal que, para todo (e,t,y) €]0,7[xI x R e 1 <1 <n tem-se

0%h; 0 f;
max{|a—y2(5at,y)|, |a—yz(€,y)|} <M.

Vimos em 2.1.5, 2.1.7 e 3.3.1 que para 2 = @ = IR" temos A; U A, U A3 C A
(sendo W = IR") e apresentamos em 2.1.9 e 2.1.11 fungées H e f para as quais o par
(H,f) € A (para ¥ = IR} e Q' =]0,1[", respectivamente). Portanto o conjunto A nos

parece razoavelmente ”grande”.

Encerramos este trabalho fazendo as seguintes consideragoes:

Apresentamos no capitulo 2 um método para construir, sob certas hipéteses, uma
solugao para o problema HJ e vimos na segao 3.3 que, sob certas condigdes, existe uma tnica
solucao que satisfaz 3.3.4.vi. Surgem naturalmente as seguintes questdes que pretendemos

estudar no futuro:
(1) serd que a existéncia de solugdes para o problema HI em G(W ; R) implica
S(I, Q’ QI, H’ f’ J, W) # 0 ?;

(2) se u € uma solugdo como em 2.1.3 € f = (f1,...,[n) € G(; R) € tal que 0°f; €

G.(S2; R), para todo o € N™ com |a|=2 e 1 <i<n, serd que u satisfaz 3.3.4.vi ?;

(3) se u € uma solugdo para o problema HI e f € como em (2), serd que u satisfaz

3.3.4.vi?,

Até o momento ndo temos respostas para as questdes acima.
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Apéndice

Aqui utilizaremos as notagoes anteriores.
Com o auxilio dos resultados de 3.2 podemos estudar, conforme sugestio da Banca

Examinadora, um problerna mais geral que o problema HJ, isto é:

Problema A: Dados quaisquer I intervalo aberto de IR com 0 € I, I' um intervalo aberto
de R, Q e Q abertosde R*, He G(IXxQxI'xQ'; R) e f€G(Q; R), determinar um
aberto W de I xQ com V ={2€ R" : (0,z) € W} #0 e uma fungio u € G(W ; R)
satisfazendo:

a a ! !
() (1 s ) € GulW5 I x 2);

ou ou

.\ Ou
(ll) E + Ho (W,Wl,...,ﬂn,u,a—wl,...,a—xn

)=0 em G(W; R);

(iii) u|qyxv = flv em G(V; R).

Dizemos que u € G(W; IR) é uma solugao para o problema A em G(W ; R) se, e

somente se, u satisfaz (i), (ii) e (iii).

O problema HJ é um caso particular do problema A.

Neste apéndice apresentaremos alguns resultados um pouco mais gerais que os das
segoes 2.1 e 3.3 que foram obtidos através da andlise das provas desses e da utilizacdo
de 3.2. Por esta razdo para obter as provas dos resultados aqui expostos iremos somente

indicar as alteracoes que deverio ser feitas.
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A menos de mengao em contrario denotaremos por (¢,z,y,p) = (t,Z1, ..., Tn, Y, P1y -+, Pn)

um ponto genérico de R?"+2,

A.1 Definigao. Sejam I um intervalo aberto de R com 0 € I, I' um intervalo aberto de
R, ) e Q' abertosde R", H € G(IXQxI'xQ'; R)e f € G(Q; R). Se J € um intervalo
aberto de R com 0 € J C I, W um aberto de R"' com V ={z€ R™ : (0,2) e W} #0

e W CIxQ, entdo denotaremos por
SiI(LQ, I, Q H, f, J,W)
o conjunto das ternas (X, U, P) para as quais sdo verdadeiras as sequintes assergoes:
() XeG(UxV;Q), UeG(IJxV;I) ¢ PEG(IXV;Q);

(ii) (X, U, P) € uma solugdo do sistema:

0X 0H

- - = ' / n

s o o(m,X,U,P) em G(JxV; R")

oP  oH OH )
g——a—xO(W,X,U,P)—Pa—yo(ﬂ,X»U,P) em G(J xV; R")
ou

0s
sendo P = (Py,...,P,);

- = —HO(ﬂ,X,U,P)+Zg—50(W,X,U,P)Pj em G(J xV; R),
j:l J

(iii) (X, U, P) satisfaz as condigées:

Xloyxv =1y em G(V; R"),
Plioyxv = flv em G(V; R"),
Ulyxv = flv em G(V; R);

(iv) a fungdo Y = (m,X) pertence a Gu(J x V; W) e € uma aplicagio inversivel.

A.2 Observagao. Sejam I, I’,/{Z, Q, H, f, J e W como em A.1. Se ezxiste um

= oOH =
representante H de H tal que By = 0 ese y, €', H € a fungdo moderada definida
Yy
em ]0,1] x I x Q x Q' por

H\l(aa t, a:,p) = H(&‘,t, T, yo,p) )
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e H, ¢ a classe de H, em G(IxQxQ; R) tem-se que,

e (X,U,P) € &(1,0 IV, H,f,J,W), entio (X,P) € S, Hy,f,J,W) e U ¢

como em 2.1.3.

A solugao que encontramos para o problema A, que generaliza 2.1.2, é o seguinte

teorema:

A.3 Teorema. Sejam I um inlervalo aberto de IR com 0 € I, I' um intervalo aberto de
R, Q e Y abertosde R" , H € G(IXxQOXI'xQY; R) e f € G(Q; R). Se J € um intervalo
aberto de R com 0 € J C I, W um aberto de R**' com V ={z€ R" : (0,z) € W} #0

e WCIx ese
(i)Sl(I,Q,]’,Q,,H,f,J,W)#@;
. OH , o
(11)% tem a propriedade (CLL) em I x Q x I' x ',

entdo o problema A tem uma solugio em G(W; R).

Demonstragao. Denotaremos por (s,r) = (s,ry,...,7,) um ponto genérico de J x V' e por

(t,z,y,p) = (t, 1, Tny Yy P1y ..., Pn) um ponto genérico de I x Q x I' x Q.
Sejam X = (Xy,...,X,), U e P=(P,..., P,) tais que

(X,U,P) e &(L,, I H, f,J,W)

eseja u=UoY™ ! ondeY = (m X).

Com prova analoga a de 2.1.2 temos que

ulyxv = flv em G(V; R);

ou n 0X;
(5;°Y)+Ho(m,X,U,P) ga_x]"y P)as =],
0U 8u aX] .

a T—— <1<n.
87‘, 1(6xj°Y) Br: para todo 1 <1< n

Fixemos 1 € {1,...,n} e seja

g= 87‘, EPJ 3 em G(J xV; R).
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Usando A.l.ii e A.l.11i concluimos

dg OH ;
£=—ga—y°(7ﬂ)&,U,P) e gliyxv =0. (3)

Provaremos, a seguir, que ¢ =0 em G(J x V; IR).

Sejam (J;)jen uma seqiiéncia exaustiva de compactos para J com 0 € NjenJ; e J;
intervalo fechado para todo j € IV, (KJ'- )jeny uma seqiiéncia exaustiva de compactos para
Vv, 5(\, [7, PeH representantes, respectivamente, de X . U, P e H.

Fixemos 3 € IN.

Usando A.l.iexistem K CC Q, J'cCI’, K" CC ) e n; €]0,1] tais que

(X,U,P)(J0,n;(xJ; x KY) CK x J' x K" ccQx I' x (4)
e assim existe [ € gM[jj x IR x KO'J'-; IR)] tal que

I(e,s,t,7) = —taa—H(e, s,X(e,s,7),U(e,s,7), P(e,s,7))
Y

em ]O,nj[XJoj x IR x Iéj’

Usando (3), (4) e (ii) concluimos que g |.;ij§; = 0, para todo j € IV, e assim g = 0.

De fato, basta proceder como na prova de 3.2.17 (ndo podemos usar diretamente 3.2.17

porque nao sabemos se g € G.(J x V; IR)) observando que dados g € IN, [a,b] CC jj

com 0 € [a,b], K' CC I%J’ e a € IN"*? podemos, por (ii) e (4), encontrar N € IN, € > 0
e T €]0,n;[ tais que

|%(a,s,§(a,s,r),r)| <lIn(ee™™);

~

|0°l(e, s,d(e,s,7),7)| < e N;
10°U(e, 5,G(€, 8,7),7) — 8°1(e, 5,0,7)| < e N|4(e, s,7)|,
para todo (e,s,7) €]0,7[X[a,b] x K.

Como g =0 em G(J x V; R) temos que

ou & '
%:ZPj%—f,paratodolgiSn. (5)

i=1
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De (1), (2) e (5) obtemos o seguinte sistema:

ou aXl Ju a)(n _
[(5;°Y)+Ho(m X, U, P)]+ [(—oY) Pl—= 4.t [(axnoY)—Pn] 55 =
ou . X, 0Xn _
I(dm V)= Plg— .t [( )= hlg =0

Usando que Y é uma aplicagao inversivel temos, por 1.2.12, que JY tem inverso
multiplicativo em G(J x V'; IR), e assim por 1.1.34 concluimos que o sistema acima admite

somente a solugao trivial, isto €,

%OYZ—HO(W,X,(/,P),
6_qu P; todo 1 <3<
iy 5, para todo j<nm,
e portanto
Oou u 1 ,
(Gor5a) = PoY ™ €G.(W: ),
e
Oou 1 Ou ou 1
prile —Ho (m,X,U,P)oY _—Ho(7rXU,8$1 Y...,a—xnoY)oY
ou ou _
= —Ho(Y,U,a—mloY " Ban oY)oY™
Ou Ou

= —Ho(m .., Tn,u,

'BTI) ssey (9_3,1) //

Analisando a prova de A.3 obtemos o seguinte resultado:
A.4 Proposigéo. Sejam I, I', Q, ', H, f, J ¢ W como em A.3. Se (X,U,P) €
Si(L 1IN H, f,J,W) e Y =(m,X), entdo

(Du=UoY"! ¢ uma solugio para o problema A em G(W ; R);

(IT) denotando por (t,z) = (t,z1,...,T,) um ponto genérico de W, tem-se que

Ou ou

Ou ou, -1
(axl,...,axn) =FPa¥Y.
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Apresentamos a seguir os resultados que obtivemos quanto a unicidade de solugoes

para o problema A.

A.5 Teorema. Sejam 2 e Q' abertos de R™, I e J intervalos abertos de R com 0 €
J C I, I' um intervalo aberto de R, W um aberto de R**' com V ={z€ R" : (0,2) €
Wh#0 e WCIxQ, HeGUIxQAxI'xQ; R) e feG; R). Se existe um
representante H de H tal que

0’H  9*H 0°H ©H ©&*H 0°H
i te edad
(i) da;0p " Dusdn:’ Opidp’ Dasdy’ O e 0.0y ém a propriedade (CLL)

em I XxQxI'xQ, paratodo 1<i,7<n;

H 0H 0H

(ii)g—, %— e gﬁ tém a propriedade (CLL) em IxQxI'xQ' paratodo1 < j < n,
Z; Y D;
oy '

(iii) %—Z , %—I; e g—;{ tém a propriedade (LLL) em (I,Q x I' x Q');

(iv) H tem a propriedade (LLL) em (I,2 x I' x Q') ou — =0,
entdo cardS,(1,Q, IV, H, f,J,W) <1.

OH
Demonstragdo. Se — =0 temos, por A.2 e 3.3.3, que

dy
cardS,(1,Q, I, H, f,J,W) < S(I,Q,, Hy, f,J,W) < 1,

sendo H; como em A.2.

OH o
Se 3_y # 0, a prova ¢ andloga a de 3.3.3 tomando para @ = (1, ..., Pant1) & aplicagio

moderada definida em ]0,1] x J x (2 x I’ x Q') x V por

" & OH
((Pl, ...,cpn)(e,t,:c,y,p,r) = a_p(evt’z)yip),

. ~ OH OH
(90n+1,---,‘102n)(5,t,$,y,P, T) = _'a—x(e')tam)y’p) —pa_y(eatax,yap)a

—_

“ — " OH
902n+1(£)t1 :c,y,p,r) = —H(Ea t,:l?, y,P) + ija_p(satemay)p);
J

i=1
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e observando que se (X,U,P) e ()?, U, 15) pertencem a &(1,Q, 'Y, H, f,J,W), entao
(X,U,P) e (X, U, P) sao solucoes da equagio nas incégnitas (X, U, P)
0X oU oP N
—_— =) = P ey T
(as’as)as) QOO(W,X,U, 3y 1, ,7T)

com a condigao

(X,U,P)lioyxv = (v, flv, v fIv).//

A.6 Teorema. Sejam ) um aberto de R™, I e J intervalos abertos de R com0¢€ J C I,
HegGIxR'xRxQ; R), H um representante de H e f € G(R"; R) tais que
Si(I,R*R,QY,H,f,J,J x R*) # (. Sc

(1) %—H € uma aplicagdo limitada em I x R™ x R x Q' ;
P

(i) H satisfaz de A.5.i até A.5.iv (substituindo Q2 por R™ e I' por IR),

se (X,U,P)e &(I, R R,QY,H, f,J,J x R") e se eziste uma funcdo v € G(J x R™; R)

satisfazendo
(ii) v € uma solugdo para o problema A em G(J x R"*; R);

(iv) ezistem um representante  de v e T €)0,1] tais que

0% v o
(g o) (10, 7[xJ X BY) C

vevy a.’l,‘.,,

onde (t,z)= (t,21,...,2,) denota um ponto genérico de J x R";

(v) 0%v € Gu(J x R"; R), para todo o = (aq,a1,...,a,) € N™! com ap = 0 <
o =2,

entio v=UoY™! sendo Y = (m, X).
. H
Demonstragao. Se od = 0 basta usar A.2 e 3.3.4. Suponhamos o # 0. A prova é

dy dy
andloga a de 3.3.4 tomando para @ uma aplicacdo definida em ]0,1] x J x R® x IR™ tal

que em |0, 7[xJ x IR" x IR" tem-se

- OH - 0v 0v
P(e,t,z,r) = a—p(e,t,x,v(e,t,m),—az(e,t,x),...,a—%(e,t,a:)),
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substituindo (2) pela equagao de incognita X
X 5 H . 5 - 0 -
%2 =po(m X, M,y ) = (9_ o(mX,vo ('n',X),aa—::1 o (W,X),...,a—::n o(m X));
tomando para U= (U, ..., Us,+1) a aplicacdo moderada definida em )0, 1] x J x R™ x IR x

' x IR™ por

S OH
(‘Pl"-"wn)(evsax)y)par) = 6_p(€a3»$)y,p)’

- - H OH
(\Pn+la"-7w2n)(6787$,y)p’7‘) = —86—$(6,S,$,y,]?) —pa—y(easva:,yap)’

- = " 9H
\Ilzn.H(&,S, z,y,p, T) = _H(E, S, T, y7p) + Epj'a_p(ea S, T, y)p)
1=1 J
e observando que, se U = vo(m, X) entio (X, U, P) é uma solucio, em G(J x R™; R*"*!),
do sistema de incégnitas X , U e P

oX _ oH

5= a—po(fr,X,U,P)

OP  O0H , — — o Z0H YT P
E_—%O(ﬂ‘, ,U,P)—P%O(W,X,U,P)
au v w7
=g — - X

63 HO(’IT,X,U,P)‘*‘j___ZlapJO(Fa 7U7P)PJ’

com a condi¢ao

(X,U,P) lioyxv = (1rn, £,V 1) -//

A.7 Teorema. Sejam I e J intervalos abertos de R com0 € J C I, H € G(IxR*x Rx
R"; R), H um representante de H e f € G(IR™; R) tais que S;(I, R", R, R, H, f, J, J x

R") # 0. Denotando por B, a bola aberta de centro 0 e raio r em R™ tem-se que, se

(i) existem M >0 e 7 €]0,1] tais que %—H(]O,T[xl x B, x I, x B,) C By, para
p

todo r > 0;
(ii) H satisfaz de A.5.i até A.5.iv (substituindo Q e Q' por R™ ¢ I' por R),

se (X,U,P) € &i(I,R", R, R*,H, f,J,J x R") e se existe uma fun¢io v € G(J x R*; R)

salisfazendo
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(iii) v € uma solugdo para o problema A em G(J x R™; R);

(iv) existem um representante v de v, M; >0 e 7 €]0,1] tais que para todo v > 0

e a = (ao,a1y...;n) € N™! com ag =0 < |a| =1, tem-se que

(9, 8°9)(]0,m[xJ x B;) C Im, X Brm, ;

(iv) 0°v € G.(J x R™; R), para todo a = (ag,a1,...,0,) € N™*! com ap =0 <
la| =2,

entio v=UoY"!, sendo Y = (m,X).

Demonstragdo. Analoga a de 3.3.7 substituindo, em 3.3.7, 3.3.4 por A.6. //
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