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RESUMO

Neste trabalho estudamos a equação dc Hamilton-Jacobi com uma condição inicial

dada, no contexto das funções generalizadas de Colombeau. Estabelecemos um teorema

de existência de soluções, utilizando uma técnica baseada no métodrJ clássico das carac-

terísticas, e alguns resultados parciais sobre a unicidade. Esta técnica nos levou a obter,

no contexto das aplicações generalizadas, alguns resultados sobre a inversibilidade global

dessas aplicações e também sobre equações diferenciais ordinárias.

ABSTRACT

In this work we study the Hamilton-Jacobi equations with a given initial condition,

in the framework of Colombeau's generalized functions. We have obtained a theorem on

existence of so]utions and a]so some partiam results on uniqueness. We use a technique which

has been based on the classical method of characteristics. This technique, in the framework

of generalized mappings, has led us to obtain some results on global invertibility of these

mappings and also on ordinaiy di#erential equations.
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Introdução

A equação de Hamilton-Jacobi é uma equação diferencial parcial de primeira ordem,

não linear, onde não aparece a função incógnita u. Esta equação aparece freqüentemente

na Mecância Analítica.

O Professor J. F. Colombeau nos sugeriu o estudo, no contexto das funções generaliza-

das, da equação de Hamilton-Jacobi com uma condição inicial dada. No contexto clássico

(isto é, que não usa a Teoria de Colombeau) sabemos que: dados / umz inferoa/o aberto

d. a com o € .r, ç2 . Q' «b«t« d. n", H c c'(/ x Q x Q';a) . / c c"'(Q;a)
«{sZ. «. «ó«to W de J' x ç2 com }' = {, C n" : (0,,) C W} # 0 . «{.t. «.« /u«çã.

u C C"(}Vi #?) q e é uma se/ ção para a equação de #am{/!on-./acob{

âu .., Õu u

# + H«, «-, ..', '«, aZI, ''', ilã) - 0
e satLslaz a con,d'tçao in,lcla!

( 1 )

u llol*v = ./' lv (2)

Neste trabalho procuramos obter, sob certas condições, um resultado análogo para o caso

generalizado, isto é, admitindo .17 e / funções generalizadas. O problema de determinar,

neste caso, o aberto W e a função u foi denominado, no capítulo 2, problema HJ e u foi

chamada solução para o problema lIJ.

Dentre os métodos clássicos existentes procuramos adaptar o método das caracterís-

ticas. Este método consiste em transformar um problema de E.D.P. com uma condição

inicial dada em um problema de E.D.O. com uma certa condição inicial. Os métodos mais

modernos, como por exemplo os que utilizam a noção de solução de viscosidade (introduzida

por M. G. Crandall e P. L. Lions em l81 e reformulada por M. G. Crandall, L. C. Evans

e P. L. Lions em l91), foram deixados, propositadamente, para um estudo posterior, visto

que envolvem trabalho com desigualdades.
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Para adaptar o método clássico das características definimos na seção 2.1, o conjunto

.S(/,Q,Q',H,/,J,W) no qual os elementos (..K,P) são tais que a derivada em relação

à primeira variável das aplicações generalizadas X e P satisfazem um certo sistema de

E.D.O. envolvendo funções generalizadas (este sistema, no caso clássico, é chamado sistema

Hamiltoniano) e a aplicação generalizada y , definida a partir de X , é uma aplicação

generalizada inversível. No capítulo 2 vimos que, se S(/, Q, Q', H, /, J, Pr) # 0 , então ez{.$!e

tina /urzção venera/ízada que á se/ração pa7'a o proa/ema HJ. Portanto para dar exemplos

de funções H e / para as quais o problema llIJ admite solução basta procurar /7 e /

satisfazendo S(/,Q,Q',H,/,J,Wr) # Q. Isto nos levou a obter alguns resultados sobre

fimções generalizadas inversíveis e sobre E.D.O. no contexto das funções generalizadas

Na seção 1.2 apresentamos uma condição necessária para que uma aplicação genera-

[izada seja inversíve] e obtivemos alguns resu]tados que garantem, sob certas hipóteses, a

inversibilidade global de uma função generalizada. Estes resultados foram usados nas seções

2.1 e 3.3.

Nas seções 3.1 e 3.2 apresentamos os resultados que otivemos sobre E.D.O. no contexto

das funções generalizadas. Os resultados utilizados neste trabalho estão em 3.2. A seção

3.1, apesar de não ser usada aqui, nos parece interessante para um estudo introdutório de

E.D.O. no contexto das funções generalizadas.

Após obter um teorema de existência de soluções para o problema HJ nos preocupamos

com a unicidade de soluções. Obtivemos respostas parciais à esta questão. Estes resultados
pqt n nn epr;.. '2 2

u vb-uv !.r B v g

Na seção 1.1 apresentamos alguns resultados, a maioria deles conhecidos, relacionados

com a teoria das funções generalizadas que nos serão utéis.

No final da seção 3.3 enunciámos algumas questões que surgiram durante a elaboração

deste trabalho e para as quais, até o momento, não temos resposta.

No apêndice apresentamos, conforme sugestão da Banca Examinadora, alguns resul-

tados para a equação



$ -- "'', ,:, ..., .«, «,M
com a condição inicial

u lÍol*y = ./' lv ,

para o caso generalizado

Aqui trabalhamos com a álgebra simplificada de Colombeau 'que íoi denotado por

g(Q; m) , sendo Q um aberto de #?"). O teorema de existência de soluções para o pro-

blema HJ, aqui apresentado, nos parece verdadeiro na teoria geral, mas como para fornecer

exemplos precisávamos inverter funções generalizadas preferimos nos restringir à teoria sim-

plicada. A adaptação destes resultados para a teoria geral ficou para um estudo posterior.

Trabalhos sobre E.D.P. de primeira ordem no contexto da teoria das funções generalizadas

envolvendo a definição de uma nova álgebra, a álgebra Ç(Q x X ; #?) , sendo Q um aberto

de n' e X um subconjunto fechado de #?", ou a definição de derivada regularizada podem

ser encontrados em lõl e l71, respectivamente.

Neste trabalho a palavra "aberto" sempre significará aberto não vazior

Desejo agradecer ao Prof. Jorre Aragona pela dedicada orientação e ao Prof. J. F

Colombeau pela sugestão do tema objeto desta tese.

Obrigada. Senhor pela companhia

Roseli Ferr\aridez
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Capítulo l

A Algebra das F'unções
.P

G eneralizadas de Colombeau

Neste capítulo apresentamos alguns resultados relacionados com a álgebra das funções

generalizadas. Para facilitar a leitura colocamos na seção 1.1 alguns resultados básicos da

teoria das funções generalizadas que nos serão úteis. Na seção 1.2 estabelecemos alguns

fatos sobre aplicações generalizadas inversíveis e fornecemos alguns exemplos que serão

utilizados no capítulo 2.

1.1 Definições e algumas propriedades básicas

Além de fixar as notações, apresentamos algumas definições e resultados, a maioria

deles conhecidos, adaptados aos nossos propósitos. Destacamos os resultados relacionados

com composta de aplicações generalizadas e com o conceito de inverso multiplicativo. A

definição de aplicação composta aqui apresentada foi baseada em l21 e a caracterização de

inversos multiplicativos que usamos pode ser encontrada em j141. Omitimos a prova de

algumas proposições poi estarem demonstradas em j1l, l21, 151 ou j141.

1.1.1 Definição. Sda n um aóerfo de -m". Denotaremos por Clni .F?l o corÜunlo das

/u«çã« .Ê de#«{d« .m 10, il x Q . com -/o«s .«. a, t'Ís g«. .f(.,.) C C-(Q ; n) , P««

l



iodo c Cl0,11

1.1.2 Notação. Se Q é Hm aóerío de a", a C A'' e ./ C Cln ; al, escreve«mos a'/(c,a)
«o /«g«, d. (a'(./(c,.))(«), ' de«.l«em« p., a'.f « /u«ção de$«id« .m lO,il x Q po,

(a'.f)(. , , )

1.1.3 Definição. Sda Q m aberto de ;?". Z)enofaremos por CÀ/ln; .F?l o colÜunto das

/uniões /, deÓrzÍdas em 10, 11 x Q e com. oa/ares em n, cais gue

(i) ./' c 1 ; nl;

(ii) dados quaisquer /{ CC Gz e a C W", «{stem N C /V, c > 0 e ? Cl0, il tais qu.

s«P{ la'/(c,a) : = C /T} $ a'/'' , P«« f.do c Cl0,ql

Um elemento de eWIQ ; #?l é chamado /unção moderada em Q a valores em #?.

O conjunto eWIQ l ZZI munido das operações usuais de soma e produto de funções e

produto de número real por função é uma #?-álgebra.

É fácil verificar que se a C /V" e / € CHIA l Z?l, então Z?-/ C 8mlQ l #?l.

1.1.4 1)efinição. Sela n tzm abe7'to de #?". l)enotaremos por ./V'jn; .P?l o conjunto das

/uniões ./, de#n das em 10, 11 x Q e com ua/ares em a, tais gwe

(i) ./' c 1 ; al;

lii) dados quaisquer K CC Q, a C .N" e q C W , ea;istem c > 0 e 77 Cl0, il fa s gue

s«Pala'/(c,a)l: ' C /T} $ 'c', P«' tod. c Cl0,ql

Um elemento de ./v'ln ; #?l é chamado /ulzçâo nu/a em Q a valores em #?

O conjunto ./V'jn l nl é um ideal da álgebra &wlQ l nl.

E fácil verificar que se cl c /Vn e / C ./V'jn ; #?l, então õ'/ C .Vln l .F?l.

1.1.5 Definiçã'. Sd« Q «. 'óe,to de ©'. Oe«ot«em« p.,Ç(Q ; a) . áZg.b« q«ocde«te

de emlQ ; al p., JV'jn ; nl.

2
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Um elemento de g(Q ; n) é chamado /unção venera/ fada em Q a valores em a.

Se / C Ç(Q l a) denotaremos por / um representante de / e por a'/ a classe de a'/
em g(Q ; m), se«do a € /V"

1.1.6 Definição. Soam Q um aberto de .f?" e p C .fV com p > 1. Z)enofaremos por

Cln; npl . c.«j-t. d« /unçJ« «[o,i«{s / = (/1, ...,/p) , de#«{d« em 10, il x Q . «m

ua/ares em .F?P, Za s qzée /{ C Cln ; Z?l para todo 1 < { < p.

1.1.7 1)efinição. Soam Q um aberto de .F?" e p C Ar com p > 1. 1)erzolaremos por

emlQ; a''l . ««;j-t. d« /u«çõ« «eto,á«{s .f ...,.Õ), de#«{d« .m lO,il x Q . ««.
ua/ares em Z?P, ta s que /i C CwlQ ; .F?l para iodo 1 < i < p.

Se j ,/p) C fln ; Z?PI, é claro que são equivalentes

ja) / C C«.In ; npl;

jb) dados quaisquer K CC Q e cl € /V", existem .N C /V, c > 0 e 77 C 10, 11 tais que

suPllõ'.A(c,a)l : zC Ã'} $cc'w, paratodo c Cl0,?l e l$i$p

Um elemento de &wlQ ; Z?PI é chamado ap/ cação moderada em Q a valores em Z?p

O conjunto eWIQ ; Z?'l munido das operações usuais é um #?-espaço vetorial.

E fácil verificar que &wlQ l #?'l = (D:::t evlQ; Z&l, sendo #?i = ,P? para todo l $ i $ p

1.1.8 Definição. gelam Q am aberto de Z?" e p C -gV'. .Z,)enolaremos por .A/'ln; #?PI o

co«i-Zo d« /u«çõ« «t-á«{s .f = (.A,...,.ã), de$«id« .m lO,il x Q . «m «/o,« 'm

Z?P, tais que /. C .A/'ln l .i?l para todo l $ { $ p.

s. f .,/p) C Cln ; Z?PI, é claro que são equivalentes

(;) / (.Â, ...,.ã) c .vln ; n'l;

jb) dados quaisquer .lr CC Q , a C /V" e q C .W, existem c > 0 e 77 Cl0, ll tais que

suP{ lõ'./}(c,a) 1 : = C Ã } $ ccq , para todo c C lO,77re t$ i $ p.

3



Um elemento de ./v'ln l #?'l é chamado ap/ilação nu/a em ç2 a valores em .F?P

E fácil verificar que ./V'jO l ,F?pl = G)L;: ./V'jn l Ztl, sendo ZÜ = ,P? para todo l 5; í $ p

O conjunto ./V'jn ; .P?pl é um .F?-subespaço vetorial de &wlQ l npl.

1.1.9 Definição. Soam Q m aberto de .F?" e p C .fV com p > 1. Z)enotaremos por

g(Q ; n') o espaço oeíoria/ qxocáeníe de EmlQ ; PI por.A/'lQ ; npl.

Um elemento de Ç;(Q ; HP) é chamado ap/{cação venera/ fada em í2 a valores em ©P

E fácil verificar que a aplicação p definida em Ç(Q; Z?') e com valores em ©L:: g(Q; ni),

sendo .F?f = .F? para todo l $ i 5; p, dada por

P(./') P((/:, ...,/p) + .Vln ; n'l) (.Â + .vln ; nl, , /p + .Vln ; nl) ,

é um isomorfismo entre espaços vetoriais . Sendo assim, identificaremos Ç;(Q l Z?p) com

©L:: Ç(Q; Z?i) , sendo ai = n para todo l $ i $ p e escreveremos, quando for con-

veniente, / ao invés de p(/), e assim um elemento / C Ç(QI n') será indicado por

./ = (jl, ...,/p), sendo ./} € Ç7(Q ; n) para todo l 5; { $ p, e um representante de / será

indicado por(/i,...,/p), sendo ./} um representantede /. em Ç(Q; n) para todo l$ i $ p.

Usaremos, principalmente no capítulo 2, a seguinte notação:

1.1.10 Notação. Se / C Ç(Q; n'') ' {':,...,.,} C /V' é t«/ q«e l: =p, """"'m",
g«««do /o, con««{.«t., / = (g-, ...,g,) c.m gl C g(Q; .m'') P«« tod. l $ j $ ,, «o {-Ó

de/=(./-,...,/p) c.m./) C g(Q; n) e i$.j $p.

r

1.1.11 Proposição. Se Q á um aóerZo de n" , / C Ç(Q; nP) e Õ e Â são representantes

de /, '«tâ' ijW(ã(',,) -Â(',,)) p-' t.d., CQ

Demonstração. Basta observar que o resultado é verdadeiro para g(Q l a)(ver jll). //

1.1.12 Proposição. Sejam Q um aberto de Z?" , y aberto de .f?" com y C Q e ./ C

ç;(Q; E'). Se .ÍI e ./; .ão «p«se«t««l« de / , .«Zão a. .p/{c«çõ« de$«ád« .m 10, il x }''

4



À(',')-À(',,) ' À:(',,)-Â(.,.) Ê(.,,),

pertencem, respeczát;amenze, a CÀ/IX,/ ; .f?pl e a ./V'j\'' l .F?pl.

l)emonslração. Basta observar que se /{ CC y, então /í CC Q. //

1.1.13 Proposição. SdamQ' Hm aberto de a"+:, t.C n coma"= {zC n" :(t.,z) c

Q'} # 0, W um aberto de n" com H' C Q" e g C g(Q'; aP). Se ãi e ã, são «p«senlantes

de g, então as ap/ácações de$nidas em 10, 11 x W por

&.,,)=ã-(',t.,') ' à(',n)(',t.,,)-ã2(.,t.,«),
pertencem, respecfiz;amerzte, a é:ml V ; .f?pl e a ./V'jt+/ ; .f? l.

Z)emorzsfraçâo. Basta observar que, se J\' CC H'', então {t.} x Ã CC Q'. //

Com as duas proposições anteriores faz sentido a seguinte definição

1.1.14 Definição. Soam Q/ um aóerfo de .F?"+i , Q aberto de #?" , y aberto de Z?"

c.myCQ,t.Cnc.mQ" {,Cn":(t.,,)CQ'l#@ W Z,«todeE"com

H' C Q",/C Ç(Q; n'') egC g(Q'; Z?'). Sd«m/l e Â «mo .m 1.1.12 .Õ: . ic.m.
em 1.1.13. D'"ota"«.« po, / lv « c/as,. de Â 'm g(y; n') e po«g l{..}x}.« « c/«s. de ?

.m Ç(W ; nP).

A proposição abaixo será usada no capítulo 2

1.1.15 Proposição. Soam Q um aberto de .#Z", / um interna/o aberto de .F?, Z. C / e

g c g(.r x n; n). o'«.í-d. P« (t,.) ,-, ...,.«) «m po«fo g.«é,ico d. .r x Q *'".-'.
qKe} se

(i) g l{..}*n = 0 'm Ç

(ii)! .mgGrx

'«fão g .m Ç(.r x Q; a)

In ; n);

Í2 ; Ü),

5



l)emonstração. Seja ã um representante de g e tomemos Ã' CC / x Q, a = (ao, al , ..., o«) €

IN"tt e q ç: ]N.

Provaremos que existe c > 0 e ?7 C 10, 11 tais que

a'ã(c,t,«)l5;a' , p'r; t'do cCl0,,71 e(Z,a)C Ã' .(1)
Sejam Z, CC Q, a e b números reais tais que Z. C ja,bl C / e /\' C ja,bl x Z,.

Suponhamos, em primeiro lugar, oo # 0 e seja /3 = (ao -- 1, ai, ...cl.).

Como -a = 0 em Ç7(/ x Q ; Z?) existem ci > 0 e v7: C 10, 11 tais que

supllaP(ag)(c,t,a)l:(t,a) € K} $clcç , para todo c€10,qil,

e portanto

a'â(c,í,a) l $ cié:' , para todo(c,t,z) Cl0,,7ilx/{

o que prova (1), no caso ao # 0.

Suponhamos c-o = 0. Comog llt.}xn = 0 em g(Q ; a) temos que para P -(ai,...,a.)

existem c2 > 0 e z72 C 10, 11 tais que

a'ê(c,t.,a)l= lapa(c,t.,a)l Sc2cg , paratodozeZ e cCl0,?21.(2)

Como Õg = 0 em Ç(/ x Q ; Z?), existem c3 > 0 e 77; C 10, 77,l tais que

la'(ag)(c,t,a)l$';c', p'''todo(Z,z)c I',ól x 1, e ccl0,,731.

Fixemos (í,Z) C Ã' C la, ól x .L. Então, pelo Teorema do Valor Médio, temos que

a'ê(c,í,=) - â'ã(c, z., z)+ á(a'â)(c,',r)(í - t.) ,

para algum s entre t. e Í.

Soam c = c2 + c3(b -- a) e 77 = 773. Então de (2), (3) e (4) concluímos que

)

l

(3)

(4)

0'Õ(c,t, .) l $ a' , para todo (t,3) c /T e c cl0,?l,

o que prova (1), no caso ao = 0.

Portanto g = 0 em g(.r x n ; a). //

A seguir vamos lerr-brar a definição de número generalizado

6



1.1.16 Definição. Sda p uma /unção de#nÍda em 10, 11 a ua/ares em .P?. l)ízemos gue p

pertence a 8m(1?) se, e somente .e, e,isle«a N € /V, c > 0 e q Cl0, tl tais que

p(c)l $ a'''' , p-a todo c Cl0,,ZI

E claro que Cw(Z?) é uma m-álgebra.

Dizemos que F pertence a NÇíi] se, e semente se, dado qualquer q C P'l existem c > q e

z7 € 1O, ll país gue

P(') l $ a' , P.« f.do . Cl0, ,ZI

É claro que .V(E) é um ideal de em(Z?)

Denotüremos por ]R Q á]gebrü quociente de EMÇ]El] por NÇIR]

S. . € /V' . a. = (,-,...,*,) C ©' d{«mos q«. â. = (â:,...,ê,) C (ew(a))' ó «m

"p«..«t-le de ,. «, ' «"'."'' ", ,: = â: +.V(E) p«« t.do l $ i$'
Um elemento de em(Z?) é chamado e/e 2ertto moderado.

Um elemento de .A/'(n) é chamado e/emenío nu/o.

Um elemento de #? é chamado de rztímero venera/azado.

Um elemento de ®' é chamado uetor generalizado, sendo s C IV e s > 1.

1.1.17 Definição. Soam Q m aberto de n" e p C Q. Se / € Ç;(Q; Z?) denotaremos

por .f(p) a classe do elemento moderado p(.c) :; j(.e,p) em li, sendo j um representante

q««/q«« de /. S' g = (g:,...,g,) C ç(Q ; n') de«ot«emo. po, g(p) . «t., g.«e«/{«d.

(g: (P), ..., g,(P)) c '®'

1.1.18 Definição. Soam Q um aberto de #?" e Q' um aberto de .F?P. Denotaremos por

g*(ç2; Q') . co«J«nto da' «p/{c«çõe. g.«e«/í«d« / € Ç(Q; n') . t«{. q«. e,isto «m

representante f de f satisfazendo:

(i) d«d. g-/g«e, X CC Q, .«{stem /T' CC Q' . ? € 1O, ll t«í. q«. .f(lO, Tlx/T) C .K'

Convém observar que, se Q' RP , então a asserção (i) é e(luivalente a

7



\l / wwuv YuwkVU l JI \. \. ü&

p«a l.do (., ,) C lO,,7lx/T ,

e portanto Ç.(Q ; n) é uma n-álgebra

) e:i.sí em.S
J

1.1.19 Proposição Soam Q um aóerío de #?", ç2' um aberto de Z?' e ./ C Ç.(Qi Q')

Então iodo represezzfanZe de / sala.afaz 1.1.18.i

Demonstração. Sejam ./ = (.fl, ..., /p) um representante de / satisfazendo 1.1.18.i e

Õ ...,Õ,)C À/l ; nPlcom/-ÕC.VIQ; npl.

Sda/{ CC Q.

Usando 1.1.18.i existem I'l'' CC Q' e 77 C 10, 11 tais que

{/(c,'):(',,) Cl0,?lxÃ'} C Ã''.(1)
Sejam y aberto de Z?p tal que /T' C y C r CC Q' e sqa r a distância de /{' a ç2' \ y

Então

Ã'' C U,CK, Í(y) C U«cx',BÍ(g/) C 7 C Q',

e assim existem yi, ..., y, em /T' tais que

/T' C U;:-.Bí(y{) C U::-Bf(y{) CC Q'

Usando que / -- ã C ./V'jn ; .F?pl existem 77i C 10, 771 e c > 0 tais que

/,(e:,a)--êí(c,a)l Sa , paratodo(c,a)Cl0,?-lxÃ' e l $í$p.(3)

Seja 772 = minl77i, ã--}. Então se c C lO,7721 e a C ]í' temos, por (

J C {1,2, ...,s} tal que ./(c,a) € .BÍ(yj) e assim, por (3), concluímos q

lâ(c,') - yjll $ 11Õ(',') - j'(',')ll+ ll.f(',') - yjll < CP.+ ; $ ã+ ã - i
Portanto

(2)

) e (2), que existe

{ã(c,,) (',") Cl0,'7,lx/T} C U;:..B}(U) CC Ç2'.//

No próximo resultado mostramos que Ç(., #?') é um pré-feixe completo de espaços
vetoriais sobre #?"
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1.1.20 Proposição. Soam Q um aberto de Z?" que é reulzÍão de uma /amz#áa (Qi)fc/ de

aóerlos não z;azáos de .f?" e p C .W'. .4s sega ates asserções são verdadeiras;

(1) se ./ e g são /uniões de g(ç2; n') !aás qtze /lo. = gln., para todo { C /, então

(11) '' (./}){c/ á «m« /amai« t«/ q«. /. C Ç(Qf; n') p«a í.d. { C .r, . .A in...n,

/, in.-n, P«« t.d. (i,.j) € .r x / com Qi n Qj # 0, .«tã. ..,ist'' / € ç(Q ; n-) com

/ in. = /,, para todo i C .r;

(111) « Q' é «m «be,t. de a', / C Ç(Q ; n') ' (./})ic/ é «m« /amai. t«/ q«. ./; C
g.(Qi ; Q') ' / in. = /,, P-« t.do á c .r, .nfão / c g*(Q ; Q')

/

l)emorzstração. Com demonstração análoga à encontrada em l2.3.21 de l21 temos que (1) e

(11) são verdadeiras. Provaremos (111).

Sejam /T CC n = Uic)Qf e ./ um representante de .f. Provaremos que existem

.lr' CC Q' e ?7 C 10, 11 tais que

{.f(c,a) :(.,.) Cl0,?lxÃ'} C /T'

Para iC / e # C Qi seja rf(r) > 0 tal que B,.(,)(a) C n{.

Como Ã' é um conjunto compacto de n" e /T C Ufc/ U,CO. .B,.(,)(z), existem {i, ...,i

m / e ai. , ..-,z{, em n tais que

S

e

(1)

/T C U;:iB,.J(''j)(=ij) e zí, € Qij , para todo l $ .j $s

Para l 5; .j $ s sqa Z,j - B,.,('',)(ziJ) C Qi,. Então /T C U;::Zj e Z,j CC
Qi, ,para todo l $ .j $ s.

Fixemos.j C {l,...,s}. Como Z,j CC ni,,/Iní,
existem Ri CC Q' e 77j C 10, 11 tais que

e ./}, C g*(Qi, ; Q') temos que

{/(c,z):(c,a) Cl0,,7jlxZj } C Rj CC Q'

Portanto U;..Rj CC Q' e para q - minl77i, ..., 77,} temos que

{.f(c,') : 'C Ã ' 'Cl0,ql} C U;:.{.f(c,z): ,C Z.j e 'Clo,qllc U;::Rj CC Q',

9



e assim (1) é verdadeiro. //

Em l21 encontramos uma definição de composta para aplicações generalizadas na teoria

geral. De modo análogo obtemos uma definição para a álgebra que estamos trabalhando.

Procurando facilitar a leitura iremos descrever os passos necessários para obter 1.1.23.

1.1.21 Lema. Sdarn Q m aóerlo de a", Q' uz} aóerlo de mP, ./ € g.(Qi Q'), gC

g(Q'; a'), / «m «p«..«Z-Ze de ./, ã «m «p«'e«t-]e d. g, K (]q)jCP «m«

seqúénc a ezaustáua de compactos para Q, {sÍo é,

UjCWl<j Q,
0

l<i C l<i.t, e .rG CC Q, para todo J € .N

. .d" (,7j)jcX ««.« g êncía .m lO,il s«fÍsÍa, n.

(i) qj > ,7j+: , p«ra lodo .j C -N,

(ii) {/(c,z):(e,z) cl0,qjlxÃj } cc Q' , p«« l.do .j c H

Soam .j C .N e Aj a ap/{cação de$n da em 10, 11 x KJ por

Íã(',Ã',')) , "'clo,?jl
hjK,') 'tÕ(',.r(?,,)) , 'e'c l0j,il

.Então

Q

(1)Aj C C«.l.rq ; n'l, P«« t.do .j C W;

(n) «Ísl' Or,;l} c ewlQ; -n'l ta/ que Ox:,;lâl]..:lx;, j
.je N

n

0

c.VIK,;n'l, para. todo

(Convém observar que de 1.1.18.i garantimos a existência da sequência (77j)jcw satisfazendo

1.1.21.i e 1.1.21.ii.)

Z)emonstração. O item (1) segue de l3.1.9.al de lt41. A asserção (11) segue de 1.1.20.11

fazendo Q{ = Ã'i e /. a classe de Ai em g(Àí l n'). //
a
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1.1.22 Lema. Soam Q um aberto de a", Q' Hm aberto de nP, / C g.(ç2; Q'), g c
Ç(Q' \ lt' ), j um representante de J e a um representante de g. Com as notações do lema

anterior, as seguintes aSrmações são verdadeiras

(1) se K (6)j.X é «m« .eqdê«ci. .--í{« 'í' "mp"''" p«« Q, .Ã é «m «P«-

senfanle de / e Õi á um represerzlanle de g, então Ox:.;l; -- Ox:.j; ; c ./V'jO l a'l;
lii) 'e X: = (.rq)jCX e 'H = (.Er.)jcN .âo sequência. .«lida. de como..t" p.« Q,

f\ um representante de j e Õ\ um representante de g, então

0K,Í; - 0x./ ,;: C Ã'ln ; n'l ;

(111) se X: = (KJ)jcX é uma seqdêncía ezaastát;a de compactos para Q e ezÍstem

, Cl0,11 . .Â «m «p«..«t-í. d. / ««- .Ã(lO,,lxn) C Q', .«tã. . «P/á«Çã.

de#n da em 10, 11 x Q por

&.,,) - .lãk'/i(.,.)) , .. . clo,,'t
1. ã(c,/i(;, a)) , se c C Í,-, ill ã(c,./':(;,a)) , .. c C l.'-, il

pe7'tende a eMIr ; n'l e Ox:,;lÍ -- / C À/'ln ; n'l.

Z)emonstração. Como estamos usando as notações do lema anterior, existem (77j)jcX e

(%)jcW tais que l ã ?j > qj+1 > 0, 1 ? % > qj+. > 0,

{/(., .) (c,a) Cl0, 77jlx.IG } CC Q' , para todo.j C .W ,

{/i(c,a) :(c,z) €10,qjlx.lq} CC Q', para todo.j C A',

e existem Àj e JÍ aplicações moderadas definidas em 10, 11 x .líi por

r ã(',.f(',')) , «'clo,,zjl
"jt',', l.â(',.r(?,,)), «. c l,7j,il

''.,,, -ll:l:::l;=1,, se ' c 1%, tl
,se ' Clo,qll
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e tais que Or í': l, . .!
'i'' 'X:,/.g ll0,lIxA;

à ç: N. . C.,P.

Sejam /{ CC Q e a € A'rl/Provaremos que existem 77 C 10, 11 , c > 0,ç:#l:é::iPV tais que

õ'Or;l;(c,z) -- a'OK,;l,;.(c,z)ll 5; a', p;r; t'do(c,z) Cl0,?lxX .(1)
Seja .j C Ar tal que /\' C /G.

Usando que (/--/i) l].,,]xÉ, l/q ; #?'l e que ã--âi C .W'ln' l a'l temos, por l3.1.9.dl

de j141, que Aj -- Jj C NI.KÍ l #?'l, e portanto

0

n

0

n

- Ã, c .vi.( ; n'l
C.Â,gi l].,:l*Ã., € ./V'jK: ; .F?'l , para todo

0r,Â; ljo,:l*;, '::,;l,}. lJO.:j*/, - (0r,Â; l]o.:]*;, + (/j - QK,Â,;. ljo,.]*#,) + (Âj - /j)

pertence a .A/'l.rl'i l #?'l-

Como /{ CC /q e C)x:.;l; -- Ox:,Â,â. € ./V'jK:.; a'l é fácil verificar que (1) é verdadeira,

e assim co«cl«ímos (1).

Provaremos a seguir (11)

Como

0

Q

Ox:,;l} -- 0x,;l.â. - Ox:,;l; -- 0K,Â,;. + Ox:,Â,;. -- 0x,Â -

e vale (1), basta verificar que Ox:,Â.;. -- Ox,/ .;. € .W'lçt ; a'l.
Como estamos usando as notações do lema anterior existe (uJ)jCN tal que 1 ? uj >
> U eJ

{./i(C,z) :(c,a) Cl0,qlx/b } CC Q', para todo .j C ]V

e existe & aplicação moderada definida em 10, 11 x A por

Í ã:(', .Â(',')) , s. . Cl0,pll
ij(.,,) -l ' ' ' .

l ã-(',/:(?,,)) , se ' € 1u ,il

tal que Ox,Â ; llo.iJxH, C 'A/'llscZ?'l , para todo .j C .W

Sejam .K cc Q e a c AT'y''Provaremos que existem p c 10, 11 , c > 0'yRl;$:$j'@l-tais

n

que

la'OK,Â,â:(c,z) -- a'Ox,Â.;:(c,a)ll $ a' , par' todo(c,a) Cl0,FIXA (2)

12



Como X: e 'X são seqüências exaustivas de compactos para Q, existe .j C .fV tal que

Ã' C Ã'j n Hj. Tomando i7 = minlqj, pJ} temos que Zj = :j em lO,qlx(Ã'j n Hj), e portanto
0 Q n 0

Ox:./ .;. -- 0#,Â.â. = (Ox:,Â,â. - /j) + (:j - 0XÂ.;: )

0 0

em lO,qlx(KJ n xj).

Usando a igualda. que

Or.;l.;. llo,:l*#, - Zj C .VIX, ; a'l e

é fácil verificar que (Ox:.Â,â. -- OX,Â - ) l].,:lx(/jndj)
verdadeira, e assim obtemos (11).

Finalmente provaremos (111).

Usando l3.1.9.al de li41 temos .Sue l € eMIr ; #?'l'

Sejam Ã' CC Q e a e,.:©(7;#'lFrovaremos que existem 77 C 10, 11, c > 0 iEI':;ê;êlgp tais que

la'Ox:,;lâ(c,z) -- a'/(c,a)l $ a', p;r; todo(c,a) Cl0,'7lxÃ'.(3)
Seja j C .mr tal que .l( C .liíj.

Como Or,;l;l]..:]xÉ, ; n'l e Aj -- /l].,.]x;, C À/'l.Ki ; n'l (l3.1.9.cl de
j141), é fácil verificar que (3) é verdadeira, e assim concluímos (111). //

0 0

a

a

0
x.Â.;- llo.ilxHi

-q c.VIX,;n'l,
00

c .vl.rG n Hj ; n'l e portanto (2) é

Usando o lema acima podemos introduzir a seguinte definição, que é análoga à encon

irada em l21.

1.1.23 Definição. Soam Q um aóerZo de n", Q' um aóerío de Z?', / C ç.(QI Q') e

g C ÇI.ç\' \ R' ). Denotamos por g o .f Q classe da aplicação moderada C)K.Íli, definida em
1.1.21.11, .m g(Q; R'), ..«do X: = (Kj)jcX «m« segãê«c{. e-«tá« d' "mp"''" p"a

ç\, .f um representante de j e ê um representante de g.

A seguir apresentamos alguns resultados que envolvem a noção de função composta e

que serão úteis neste trabalho.
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1.1.24 Proposição. Soam Q am aóerfo de .F?" , Q' um aóerlo de .F?P e a C .gV" . Se y

ó «m «óe'f' de ,F?" «m y c Q , ./ € Ç.(Q ; Q') . g € g(Q' ; a'), .«lão

./' 1« C Ç.(}' ; Q') , (g o .f) l« g o(/lv) ' (a'/) lv = a'(/ lv)

Z)emonslração. Usando a definição de / lv e que / C Ç.(Q l ç2') é fácil verificar que / lv C

g.(l/; Q'). Pro-remos q«e(g o/) lv = go(/ IV).

Sejam XI = (Kj )jCN uma seqüência exaustiva de compactos para y, / um representante

de / e ã um representante de g.

Como ./'lV € Ç*(y; Q') e # = /1]..ilxV é um representante de /IV, existe uma

seqüência (77.f)jcÀ, tal que 1 2 77j > 77j+i > 0 e

{P(c,z) : (C,;l êlÕ;;i;Í;lÍIJ CC Q' , para todo .j C /V

Para .j € .fV, sqa Aj a aplicação definida em 10, 11 x KJ por

ij(.,«) ' (',')) ,"'clo,?jl
l ã(',#(?,,)) , se. C l0j, ll

e sd' / = g o (/ ly).

Por 1.1.21.11 temos que Aj é um representante de /l.S e de (g o ./') 1,: , para todo
''J rX.j

J C /V , e assim, por 1-1.20.1, concluímos que g o(/ IV) = / =(g o/) IV

Finalmente, usando que / ljo,il*v é um representante de / lv, obtemos que (a'/) lv =
Õ' Ç5 W). ll

1.1.25 Proposição. Sejam Q' um aóerZo de Z?"+i, Q// aberto de .f?P, t. C #? com Q

{, € R":(t.,;) C Q'} # g, }' «ó«f. d. n" «mV C Q,/C Ç*(Q'; Q"), gC g(Q"; ©'),

a a-,...,a.) C m"': comao = 0 'P=(a-,...,a.). .F«tão

(i) / 1{..}*« € ç;*(v ; n"),'

(11)(go.f)l{,.}*« =go(/l{..}*v) .m Ç(y; n');

(111)(a'.f) l{..}xv = aP(./' l{..}xV) em g(}' ; -m').

14



','crlõt'ííc'üluç"t'. x'uniu./ y küó ; üó J euduu qualquer .r\ (..c. v' temosque 'tto.txA cc sz',

é fácil verificar (1).

Para (11) tomemos r = (Ã'j)jcX uma sequência exaustiva de compactos para }'' e

X:' ' (/q)jCJV uma seqüência exaustiva de compactos para Q'

Como ({t.} x .IÇ)jcx é uma sequência de compactos em Q' e (/C)jCX é uma sequência

exaustiva de compactos para n' existe uma sequência (PJ)jeN de números naturais tal que

u < pl+: e {Z.} x K C /{:,

/ /1

Q

r

Usando que / C Ç.(Q' ; n") existe (77j)jcX tal que 1 ? qj > z7j+i > 0 e

{/(c,y):(c,y) Cl0,'7jlxÃ';, } CC Q",

e assim podemos definir em 10, 11 x /rl, a aplicação

Âj(.,.),.R',')),;''clo,,7jl
l Õ(c,/(?,z)) , se c C l0j,il

0

para todo .? € ZV

Fixemos .j C .W

Seja s = (g o ./') llt.}xv . Então por 1.1.21.11 temos que A.j é um representante de

(g o /)l,Z

Sda WJ = {y C n" : (t.,3/) C Ã'L}. Como {t.} x .rG C Ã':., temos que H') # 0 e

Ã'j c W,. Então Aj l].,ilxÍ!.}xK, é um representante de s IKi
Como y C {y C Z?" : (f.,y) C Q'} temos que .rijo,ilxlt.}xV é um representante de

/ llt.}n'

Sejam r=/llt.}xv e /=gor. Por 1.1.24 sabemosqueZI/, =(gor)l; -go(rl/j),

e como / ljo,ilxÍt.}xK, é um representante de I' IKj temos, por 1.1.22.111, que hj llo.ilxlt.}xK,
é um representante de / l ,3 , para todo .j C /V

Portanto s IÓ = / IÓ para todo .j C /V, e assim, por 1.1.20.1, concluímos queK} 'Kj

(g o /) l{..}*« l{,.}*«),

y
Q

0

J
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o que prova (11).

Finalmente tomemos a = (ao,ai, ..., a.) € Ar"+' com ao = 0 , P

e / um representante de ./'

Como ./' llo.llxlt.}xv é um representante de .f llt.}xv e a'.f(c,

temos que(a'/) lÍt.}xV = aa(/ llt.}*v), e portanto(111) é verdadeir;

(a:, ..., a.) C A'"

aa(.f(., {., .))

1.1.26 Proposição. Soam Q um aóerío de #?" e Q' um aberto de .F?P. Se / C

g.(Q; Q'), g C Ç(Q'; n') ' Ã C Ç(Q'; n'), 'filão(g,A)o/ =(go/,Ao/), ond.
..z'mbo/o (g,À) /oÍde#« . m l.l.lO.

l)emonslração. Seja X: = (By)jcx uma seqüência exaustiva de compactos para Q.

Provaremos que ((g,A) o .f) l.f = (g o /,h o ./)l,3 para todo .j C /V, e assim, por

1.1.20.1, teremos o resultado desejado.

Sejam ã, /& e ./ representantes, respectivamente, de g, à e /

Como/ C g*(Q; Q') existeqj Cl0,il tal que

J J

{/(c, ,) (c, a) C 10, qjlx/G } CC Q' ,

e assim podemos definir /j em 10, 11 x /Ti por

Usando 1.1.21.11 temos que /j é um representante de ((g o /) l,: , (A o ./) l.: ) = (g o

/, /' ' ./') l#, ' d'((g,À) o/) IX,, ' ;ssim(g o/, Ao/) l#, -((g,A) o/) l#,.//

/j (', ,)
(ã(',.f(',,)),Â(',.r(',a))), se . Cl0,,Zjl

(Õ(',.f(?,,)),Â(',.f(?,,))) , ;. . c loj,il

0

1.1.27 Proposição. Soam Q um aberto de #?", Q' um aóerlo de .F?P+i com V = {z C

EP:(0,') C Q'} # a,/ € ç.(Q; }''), gC ç(Q'; n') ' A= 0 .m g(Q; a), .«lã.

(A,/)Cç*(Q;Q') e go(À,/)=(glÍol*,)o/ em g(Q; n')
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Demonstração. Sejam / e ã representantes, respectivamente, de / e g, e tomemos para

representante de A a função 7; definida em 10, 11 x Q por À(c, z) = 0.

Seja /T CC Q. Como ./ C Ç.(Q ; y) existem K' CC y e v7 C 10, 11 tais que

{.f(c,,) (c, «) Cl0, ,ZlxÃ' } C Ã'
/

)

e assim

{(À(','),.f(',,)) :(',,) Cl0,,ZlxÃ'} Ct0} x Ã'' CC Q'

Porá-to (A, /) C g*(Q ; Q').

Seja K = (.IÇ)jcx uma sequência exaustiva de compactos para Q.

Ç.(Q ; Q') existe (?.Í)jcx tal que 1 ? qj > ?j+i > 0 e

Como (A, /) €

{(h(c,,),/(c,a)):(c,«) Cl0,qjlx/É } CC Q',

e assim podemos definir em 10, 11 x /q a aplicação

/j (., ,)
ã(',Â(',,),.f(',,)),o,.f(',,)) , se. Cl0,Ojl

Õ(',Â(%,,),.Ry,,)),0,.f(y,')), s.. € 1,7j,il

Q

para todo .j C Ar

Fixemosj C /V. Por 1.1.21.11 temos C é um representante de (go (A,/)) l,9 e de

(g llol*« o /) l,J

Portanto(go(A,.f)) l/, -(glÍolxy o/) 1/, para todo j C /V, e assim concluímos que

go(à,.f) lÍol*« o ./'(1.1.20.1).//

J

1.1.28 Proposição. Soam n um aberto de #?", Q' um aperto de Z?p e Q" um aberto de

n'. Se / C g.(Q; Q'), g C g.(Q'; Q") ' A C g(Q"; n'), '«Zão g o / C ç*(Q; Q") .

h . l.g . j)

Z)emonslraçâo. Seja XI = (.IÇ)jcw uma seqiiência exaustiva de compactos para Q.

Provaremos que (g o /) l2 C g.(QI Q") para todo .j C /V, e assim, por 1.1.20.111,

teremos que g o / C Ç7.(n ; Q").
J
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Sejam (77j)jCX e Àj, .j C .fV, como em 1.1.21. Então Âj é um representante de (go./') l.?

Fixemos .j C Ar

Seja Ã' CC /\j. Como / C Ç.(Q ; n'), existem Ã'' CC ç2' e q C lO,?jl tais que

J

0

{/(c, .) (., «) Cl0, qlxÃ' } C /r'

Como g € Ç;.(Q' ; n"), existem Ã'" CC Q" e 77 C lO,ql tais que

{ã(.,v) (c, y) Cl0, ,7lx/T' } C Ã'"

Portanto

{Aj(., ,) (',,) Cl0, ,ZlxX'} ,./(.,,)) (', ,) Cl0, ,7lxÃ'} C /T" CC S'Z
//

e assim (g o /) 1,: C Ç;*(Q; Q").

Pro«remos a seguir que A o(g o/) =(A o g) o .f.

Sejam A, ã e .f representantes, respectivamente, de /z, g e ./ e seja (77j)jcX como em
1 1 '/ 1

Dad' J C /V, sda L.Í = {./(c,z) : (c,z) C lO,qjlxÃ',} CC n', e como g C Ç.(Q' ; Q")

existe i7j € 1O, 77jl tal que

J

{â(',p):(',z/) Cl0,qjlxZ,;} CC Q",

e assim podemos definir /j em 10, 11 x Bíj por

Usando 1.1.21.11, 1.1.22.111 e 1.1.24 temos que Zj , é um representante de Â o (g o

y')IX, -(A'(go/))l,F, 'd'(A'p)l,; './'l; =(A'g)o/l;j -((A'g)o/)l.
(A '(g o/)) l;, -((A 'g) o/) l#, , p'r; t'do .j C .W.

Portanto, por 1.1.20.1, temos que(ho g) o .f = /z o(g o/).//

/j (. , «)
h(c,ã(c,/(c,z))), se ' Cl0,Ojl

i(',Õ(},.Ry-,«))), s. ' € 1%,il

0

Na seção 1.2 estabeleceremos certos fatos a respeito de aplicações generalizadas in-

versíveis e para tanto precisaremos de uma caracterização dos ínoersos mtl/Zip/ácatíuos de
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g(Q l n) encontrada em j141, sendo Q um aberto de .f?". A definição abaixo é um caso

particular da definição geral de inverso multiplicativo em um anel unitário e comutativo.

1.1.29 Definição. Sda Q um aóerlo de a". l)ázemos que / C Ç(Qi ©) tem {nuerso

«-u/lip/íc.!í« .m Ç(Q; n) 'e, ' s.m'nf' .e, '«ásZe g C g(Q; a) f./ q«. /g {sZ. é,

a /u«ção «.od.«d« À de#«{d« .m 10, 11 x Q p., Ã(c, ,) = .f(c, .)Õ(c, ,') - Í(c, ,) P.,f.«"

« yv'lç2 ; HI, .e«d. .f «m "p««t-te d. ./, Õ «m "p««t-fe d. g e Í(c, ,) = 1 , p«a

[.do (c,,) C 10, il x Q.

Em j141 uma função que satisfaz 1.1.29 é dita ser um elemento inversível. Preferimos

dizer que a função tem inverso multiplicativo para não confundir com a definição dada em

1.2.1. A caracterização que usaremos é a seguinte:

1.1.30 Proposição. Soam Q m aberto de n" , / C Ç(QI n) e / un. represerzlaníe de

./'. Se ./(lO, il x Q) C n', e«tâ. « seg«í«tes «'',çõ« .ão .g«{«/.«*'"

(a) / tem i««.«. m«/tàp/á«ti« .m g(Q ; n);

(b) '' .Â é «m "p«..«t-t. de ./ «m .Â(lO,ll x Q) c a', .«t'. -: P«*'"" '

8ml ; al;

(c) d«do q«./g«e, /T CC Q, .«á'tem ,7 Cl0,11 e «m« /u«çã. p de#«id« .«. lO,il e

«m «/o«s .m .R; f«{' g«e -! € e.(E) e p(c) $ i«fll.f(c,,)l : z C Ã'} pa« t.do

c C 10, 771,.

(d) '' /- é "m «p«se«t-fe de /, '«Zâo d«d. q««/q«., Ã CC Q, «i'tem ,7 c lO,il

. «m« /u«ção p de#«id' 'm 10, 11 e c.m -/«« 'm B; í«;' q«e ! € EM(z?) '

p(c) $ inftl/i(c,z)l : 3 c K} , p-a todos cl0,,71

S. .f(lO,il x ç2) C n' ' Z«móém «/e « «..,çâo (c) «im', '«tã. « ./«se d. -{ .m

g(Q ; m) á o {nuerso m&/lãp/icaíiuo de / em g(Q ; m).

l
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Demonstração. Ver j141. //

Neste trabalho usaremos frequentemente os seguintes corolários

1.1.31 Corolário. Sd«m ç2 um aóerío de n" e ./ C Ç(Q; n). Se «{slem .- cl0,11

' "m "p«..«t««í. ./ d. / í«/ q«. .f(lO,."lxQ) C n', e«fã. « seg«i«íes «..,çõ« .ã.
equivalentes:

(a) / f.m á««o m«/íip/{cat{« .m Ç(Q; E);

(b) d«do q««/q«e, /T CC Q, «{stem ? Cl0,rl . «m« /unção p de#nida .m lO,il .

com ua/ares em n; tais que

;eem(Z?) ' p(c)5;infll/(c,a) : ac Ã'} , p-a t.doccl0,ql

J)emonstzaçâo. Basta observar que a função A definida em 10, 11 x ç2 por

Í .f(',') , s''clo,,'-l
"t''',' l. .f({,,) ,;e.C l,,il1 /({,,) , se c c 1,, il

é um representante de ./ e usar 1.1.30. //

1.1.32 Co-ovário. Sd'm Q «. «b.,to d. a", / C Ç(Q ; n) . .f «m «p«.e«t-fe d. .f

Za/ q e

(i) «isto , Cl0, ll c.m ./(lO,,lxQ) c n*;

(ii) dado qua/quer Ã' CC ç2, ezísfem a > 0 e ? Cl0, il satis/acendo

/(c,,)l ? «, P«. tod.(c,,) Cl0,qlxÃ'

Então f tem {nuerso multip]icatiuo em Ç(çt ; ]fi).

l)emonstração. Sda /T CC Q e tomemos a > 0 e ? C 10, il como em (ii)

Seja p a função definida em 10, 11 por p(c) = a. Então

C C«.(n) e
P 0 < p(c) = a $ 1/(c,,) para todo (c,z) cl0, 77lxÃ'
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Portanto, por 1.1.31, concluímos que / tem inverso multiplicativo em Ç(Q ; m). //

A seguir apresentaremos dois resultados relacionados com o conceito de inverso mul

tiplicativo, que não estão em j141 mas que serão úteis neste trabalho.

1.1.33 Proposição. Sejam Z. C .f?, r' > 0, / =lt. -- r,t. + 7'l, Q z&m aóerlo de .F?" e

/ c g(.r xn; R). o'«ot««do PO,(t,,) =(Z,a-,...,.««)«. p.«lo ge«é,{co de .r xQ fe«.-s.

gue, se ezisfem um represelzíalzíe / de ./, r C 10, il e ,4/ > 0 ralis/acendo

(i) ,M < infll.f(c,Z.,a):(c,a) cl0,rlxnl;

(ii) suP{ l=g-(c,Z,')l:(c,t,,) Cl0,,'-lx/ x Cz} $ M,c,t,,)l

então,

(1) «{s!' a> 0 1a/ q«. l.f(c,Z,a)l > a, pa« todo(c,t,z) Cl0,,-lx/x Q

(11) / te« {«« m«/fàp/ác«t{« 'm g(.r x Q ; a).

l)emonstração. A asserção (11) é uma consequência de (1) e de 1.1.32. Provaremos (1)

Sdamp=infll/(c,í.,a)l : CQecCj0,7'l} e a=p--Mr

Fixemos (t, a) € / x Q e c C 10, rl. Então, usando o Teorema do Valor Médio, existe i

entre Z. e Z tal que

.f(', t, ') - /'(', t., ') + !{(', i, ')(z - t.)
e assim, usando (i) e (ii), temos que

l.f(',t,')l ? l/(',t.,')l - l:{(',í,')l lt-t.l ? p-w, « >.
o que prova (1). //

O resultado a seguir é conhecido para anéis comutativos e unitários e o enunciaremos

no caso particular do anel Ç(Q l n), sendo Q um aberto de #?"
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1.1.34 Proposição. Soam Q um aperto de .F?" e .4 = (./}j)i$i.j$« uma matriz n x n com

«e$.{e«t« /,j pe,I'«««Z« « Ç(Q ; a). Se det .A t.«- á«'«. m«/üp/ic.tí« .«- g(Q ; a),
então o sásfema

Xi./'ii + X2.fi2+ . . . +X./.. = 0

Xi/2i + X2 y:z2+ . . . +X./2« ' 0

+X../'i.

+x.Á.

XI/nl + X2/n2+ . . . +X./n- = 0

admite somente a se/ração trít;áa/, isto é, X{ = 0, para lodo l $ i$ n

Demonstração. Ver j131. //

1.2 F'unções generalizadas inversíveis

Nesta seção apresentaremos uma condição necessária para que uma aplicação genera-

lizada seja inversível (1.2.12) e analisaremos, com vistas a aplicação posterior na resolução

das equações de Hamilton-Jacobi, o seguinte problema:

Problema: Sda«- Q e Q' apertos de Z?' e / C g*(Q; Q') ta/ que ezáste«. um represen

cante ./ de ./' e 1- Cl0,11 saías/acendo;

(i) {/(c, a) : « C Ç2} Q', para todo c Cl0,7-l,

(ii) a ap/{cação .f(c, .) á wma ap/ilação nuersúe/ com ap/{caçâo nuersa g. C C-(Q' ; Q) ,

para todo c Cl0,rl

A aplicação generalizada .f é uma aplicação generalizada inuersíuel ?

Para o caso particular em que / tem um representante da forma .f(c,a) = A(c)g(a)

conseguimos uma resposta completa (1.2.4). Para o caso geral obtivemos respostas parciais

(1.2.9 e 1.2.15), mas que são suficientes para o nosso propósito. O teorema apresentado em

1.2.15 nos parece de mais fácil utilização, pois as suas hipóteses não envolvem as derivadas

parciais das componentes do possível representante de /'i
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Alguns dos resultados aqui apresentados serão utilizados no capítulo 2

Se Q é um aberto de .P?", denotaremos por in a classe da aplicação moderada lí2 em

Ç(Q ; Z?"), sendo Ín definida em 10, 11 x Q e com valores em n" dada por Ín(c,z) = #.

1.2.1 Definição. Soam Q e Q' aóeríos de n' e / C Ç.(Q; Q'). Z){zemos que ./ á uma

aplicação generalizada {nuersÍue! (.ou simplesmente uma aplicação inuersíueq se, e somente

se, ',{'t'gCÇ.(Q'; Q) f«/ q«. ./'og .go.f= in.

Se / é uma aplicação inversível, então, por 1.1.28, existe uma única g como em 1.2.1

Esta aplicação g é chamada ap/àcação inversa de / e é denotado por /'i. Quando n. = 1 di

zelos que / é uma /unção gerzera/içada nuersúe/ (ou simplesmente uma/unção ánuersúeZ)

1.2.2 Exemplo. Soam Q e Q' aóerfos de Z?", y C C-(Qi Q') uma ap/icaçâo nuersúe/

com ap/{cação nuersa @ C C'(ç2' ; Q) , / a ap/ cação made«da de$n da em 10, il x Q por

/(c,,) = g(,) ' / « c/«.. d. .f em Ç(Q; n"). .E«Zã. ./ C Ç.(Q ; Q'), / é «m. «p/{c«Çã.

;-«súe/ e /': é « c/«se d« «p/íc«ção ã em Ç(Q' ; a"), ««do ã deg«id« em 10, il x Q'

P., Õ(c, g) = V,(V).

Para fornecer exemplos mais significativos de aplicações generalizadas inversíveis e

começar a estudar o problema proposto no início dessa seção apresentamos o seguinte
resultado:

1.2.3 P-posição. Sd'm Q ' Q' «b«t« d' n" ' / € g*(Q; Q') t«/ q«. .*is*'"' "m

represenfanfe / de / e 1- Cl0, ll nazis/alemão;

(i) {/(',,) : « c ç2} p«a t.d. c Cl0,,-l,'

lii) /(c, .) é uma «p/ic«ção {n«úe/ e a .«« «p/{c«ção {n««« g. pe,tende a C'(Q' ; Q) ,

para todo c Cl0,rl
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Sd. Õ «ma 'p/{c«ção de#«{da 'm 10, il x Q' . co«. «/.«. em Q f«/ q«. ê(., .) = g. p.«

lodo c C 10, 7'l. Se Õ é ta/ que

(iii) Õ C Cm l0' ; m"l,'

(i«) « c/a«e de ã 'm Ç(Q' ; a") p«t.«c. a Ç.(ç2' ; Q),

então f é uma aplicação {nuersíüel e J't é a classe de a em. Ç(.Q' \ R")

l)emonslraçâo. Basta usar a definição de aplicação inversível. //

Uma maneira simples de construir aplicações generalizadas é considerar a classe de

aplicações moderadas do tipo /(c, #) = A(c)g(a), sendo p umaaplicação C- e /z C em(R)
(1.1.16). Estudando essas funções obtivemos a seguinte proposição:

1.2.4 Proposição. Soam Q um aberto de n", y C C-(Q l n") wma ap/ilação {nt;ersúe/

com «p/i«çã. i-e«« y-' C C'(n' ; Q), C M(E), .f « p/ic.çâo made«d« de$«ãd«

.m 10, il x Q po, .f(', ,) = A(c)g(,) ' / « c/«s. de .f .m g(Q ; n"). Sã. .q«{«/e«te. «

seguintes asserções:

(a) / C g*(Q ; n") . ./' é «.. /unçã. {n«e«úe/,

(b) existe.'- cl0,11 ta/qwe0 < infljâ(c)l : c €10,7'l} $ supllA(e:)l : ccl0, l} <

Z)emolzst7'açâo. Suponhamos(a) verdadeira.

Soam g = /': C g,(Z?" ; Q), ã um representante de g e a. C Q tal que llp(a.)ll > 0.

Como / C g.(Q; Z?") e g C Ç*(a" ; Q), dados {a.} e {g(z.)}, existem .K' CC a"

.lr CC Q e r C 10, 11 tais que

{/(',,.): 'Cl0,,-l} C /r e {ã(',y('.)): . Cl0,,-l} C Ã'

Da primeira inclusão de (1) temos que

/z(c)l - H'/' € ;ao)ll < i:;(1llH'suPlllyll : y c Ã''} < oo , para todo c Cl0,rl,
e assim para concluir (b) basta provar que, se p = infll/z(c)l : c C 10, 7'l }, então p > 0

)

(1)
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Suponhamos, por absurdo, p = 0. Então existe uma seqüência (c.)«cx tal que

c« C 10, 7'l, para todo n € .fV, e li.m IA(c.)l = 0.
nToo

Sda , = 1+ l p(z.)ll. Como g C Ç*(n" ; Q), existe q Cl0,rl tal q-

{Õ(c,y) y € .B,(0) e . C lO, ,ZI } CC n ,

e assim podemos definir a aplicação moderada / em 10, 11 x B,(0) por

Í .f(',Õ(',3/)) , s'' Cl0,,ZI

tLC,y; l..f(c,Õ(:,y)) ,seco in,tl /(c,ã({,y)) , se ' € 1,Z, il

De 1.1.22.111 e 1.1.24 temos que / é um representante de / o g IB,(o)

la- la,(o) , e assim usando 1.1.11 obtemos

(/ o g) IB,M

o - y#( /(', 'p('.) - i««(', ç'('.)) ) ,

e portanto

p('.) - ]l# ./'(', ã(', v'('.))) - yBIA(')ç'(ã(', v'('.)))l

Da segunda inclusão de (1) concluímos que {p(Õ(c«,g(z.))) : n C .W } é um

junto limitado de n', e assim, usando (2) e que ljlm IA(c«)l - 0 temos (lue

0 # llP('.)ll - tjHi llA(')p(Õ(', ç'(".)))ll 1- jiitmml IÀ('«)llly'(Õ('«,'p('.)))ll l :
o que é um absurdo.

Portanto (b) é verdadeira.

Provaremos agora que (b) implica (a).

Sejam r comoem(b),p=infljA(c)l : CCl0,7'l} e q=supllh(c)l : CCl0,
Usando que

(2)

subcon-

0 ,

,[}

/(c,a)ll = IA(c)lllp(a)ll $ qllg(a)ll, p;r; todo(c,a) Cl0,,lxQ,

é fácil verificar que / C g.(Q l n").

Seja ã a aplicação definida em 10, 11 x ,F?' por

'k,ü -l::ll#'. se c ç [r.]]
, se . cl0,,'l

l 9':(3/) , « c € 1,'-, ll
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' suponh.mos â =(ã:,...,ã.) e g': =(@-,...,V,.). É .laro que ã(c,.) C C"(Z?" ; Q) eé a

aplicação inversa de /(c,.), para todo c Cl0,l"l, e assim 1.2.3.i e 1.2.3.ii são verdadeiras.

Portanto para concluir (a) basta, por 1.2.3, provar que ã satisfaz 1.2.3.iii e 1.2.3.iv. Antes

porém observemos que, se I' é a aplicação definida em .P?' x n" por I'(s, y) = :y, então I'

é contínua em #?' x .P?" e dado Z, CC ,F?" temos que

{Ãlb : y C z, e ' clo,,-l} C r(l-ç,-pl x L)ur(b,çl x z) cc a"

Soam Ã' CC n" e a C .fV". De (3) temos que

(3)

{â(c, 3/) (',y) cl0,,lx/T'} c p':(r(l-ç, -pl x /T') u r(b, çl x /T')) cc Q,

e assim Õ satisfaz 1.2.3.iv.

Para provar que ã verifica 1.2.3.iii basta observar que

la'ã.(', y)l - la'V'.(Ãh)(ilD)i'il $ ;11íla''p.(iíb)i ,
que de (3) tem-se

{a''p.(iEj):(',v) €1o,'lxÃ''} c a'@.(r(l-ç, -pl x Ã'') u I'(b,ql x /r')) cc n"

e portanto existe c > 0 tal que

a'êi(c,y)l $ a'', p;ra todo(c,y) Cl0,rIxA'' e l $ í $ n.//

Com o auxílio do resultado acima apresentamos a seguir algumas aplicações generali

zadas inversíveis e outras não inversíveis.

1.2.5 Exemplo. Soam p C 7V', Q um aperto de R", g € C-(Q; n") Hma ap/ cação

inuersÍuel com {nuersa pertencente a C- (.ltn ; Q) e jt, fa, fa e j4 as aplicações moderadas

de#n das em 10, 11 x n por

.Ã(',') - ''p(') ; Ã(',') - ;'"(&)'p(') ; Ã(',') - !e:gap(');
r ecos(c')g(,) , se . é «cio«./

/4(C,z) = <
l 3cos(cp)9(=) , s. c é {««don«/
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Se /, é « c/ass' d' /, em Ç(Q; .F?"), e«tão ./} C Ç,(Q; Z?') p«« t.do l 5; i$ 4, «

aplicações f\ e J.z são não inuersÍueis e ja e f4 são aplicações inuersíueis.

Em 1.2.5 podemos, por exemplo, substituir p, no caso n = 1, pelas funções g(3)

tg(#) se # €1 -- ;,;1 ou p(3) - ]n(a) se " > 0, e no caso n = 2, pelas aplicações

p(a,3/) +y) se(',y)e n: o«g(,,y)(y,l«(y-«)) se(,,g)C n' e y>,.

A seguir apresentamos outros exemplos de aplicações generalizadas inversíveis.

1.2.6 Exemplo. Soam À uma /unção de$nida em 10,11 com À(lO,ll) C li,ll e .f a

p/á«ção «.od««d« de$«{d« .m lO,llxl0,11xl0,11 po, .f(c,.,3/) U,y"U). Se /é

« c/a«e de .f 'm Ç(lO,llxl0,11; m'), e«íão/ c Ç*(lO,llxl0,11; 10,11xl0,11), ./ á ««..

«p/{«çã. {-«.úe/ . /-' é « c/ass. d. «p/{caçã. mod««d« ã(',,,y) = (,'h,3/;h) .m
g(lO, llxl0, il ; n').

De fato, basta usar que 1; $ h(c) $ 1 e 1.2.3.

Observamos que a função /z pode ser substituíd pela função cossenoa} por exemplo >

O próximo resultado também fornece exemplos de aplicações generalizadas inversíveis

1.2.7 Proposição. Sejam /z ma /unção de$n da em 10,11 e com oa/ares em .F? com

Ã(lO,il)Cl0,il icem(a), '.f«/u«çã. d#« « ml0,11xl0,lira,

.f(',,) A(') - «(A('))' +(A(')+ i)' -(A(') + ,)'
Então

(i) / c í:«..llo, il ; l;

(11) ''/ é« c/«se d« /u«ção .f em Ço0, il; a), '«tão/ C ç.(lO,il; 1- i,01) e/ é

uma .função inuersíue!.

(Para todo c Cl0,11 o gráfico de /(c, .) está contido na circunferência que passa pelos

p"t's(1,0) e(0,--1) e tem ce«tro no p-t'(--A(c),A(c)).)
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Z)emonstração. Notemos que

0 < (A(c))' < (h(c))' + (A(c) + iy (A(c) + #)' < (A(c) + l):

para todo a Cl0,11 e c Cl0,11.

Portanto/(c,.) c C'(lO,il; R) e/(c,.)(lO,il) CI -- i,01, para t'do c Cl0, il

Para obter (1) tomemos /T CCl0, il e a C .W

Se a = 0, então

a'.f(.,,)1 ,,)1 $ 1 lc'o , para todo c cl0,11

Se a > 0, temos que a"/(c, a) é soma de produtos de elementos do conjunto

{ , A(c) +# , A(c) , l , -l}

Como ; C em(n), 0 < A(c)+n 5; l+' e

1/(A('))' + (A(') + ly - liil;l -} ;li < iilÕ '
é fácil verificar que existem Ar C /V, c > 0 e z7 C 10, 11 tais que

a'/(c,a)l $ a'/'' , par' tod.(c,a) Cl0,qlx/T

Portanto (1) é verdadeiro.

Sda/ a classe da função/ em Ç(lO,lj; n).

Provaremos a seguir que/ C Ç.(lO, lj; l -- 1,01).

Fixemos # Cl0, ll e sqa /, a função definida em 10, 11 por

/,(y) /v' + (v + i)' - (z/ + ,y

Então para todo y C 10, 11 tem-se que

a -- g -- l

rv' + (3/ + i)' - (v + «y

e assim /, é uma função estritamente crescente.

/;(y) - 1+ ;=:;!-- ::. . .
'(« - y - iy - 2(.' - ,) '
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Portanto

1 -- z2 /,(0) 5;/(c,=) = /,(A(c)) $ J,(1) l 'õ -(i+ .y,

para todo c Cl0,11 e z Cl0,11.

Sejam Ai e À2 as funções definidas em 10, 11 por

h-(,) (,)

Então, hi $ .f(c, .) $ /z2, para todo c C 10, 11 e, para todo l 5; i$ 2 , temos que Af é uma

f-ção contín«a, em 10, il e Ai(lO, il) CI -- i,01

Sda K CCl0, 11. Como Ai e A2 são funções contínuas em 10,11 temos que hi(/T) e

h2(Ã') são compactos, respectivamente em Ai( 10, 1 1) e em h2( 10, 11), e portanto compactos

em 1 -- 1,01. Sejam c e d números reais tais que Ai(/T) U À2(K) C lc,d CI -- 1, 01. Então

c $ À:(') S/(c,r) $ A,(,) $ d, par' t'do(c,a) cl0,11 x Ã'

Portanto

{/(',,):(',') Cl0,il x Ã'} C lc,d CCl- i,01,

e assim temos que/ C g*(jO, il; 1 -- i,01).

Provaremos, a seguir, que se verificam as hipóteses de 1.2.3.

Fixemos c C 10, 11 e sqa g. a função definida em 1 -- 1, 01 por

g.(y) -A(.) + '(À('))' + (À(.) + 1)' (A(.) - g/)'

Então g. é a função inversa de /(c,.) para todo c Cl0,11 , e como g.(g/) = --/(c,--y)

para todo (c, g/) C 10, 11 xl -- 1, 01 é fácil verificar que a função Õ definida em 10, 11 xl -- 1, 01

por ã(c, .) = g. pertence a emll -- l, Oj; nl e a classe de ã em Ç(l -- 1, 01 ; n) pertence a
g.(l - i, ol ; lo, il )

Portanto por 1.2.3 concluímos que / é uma função inversível. //

Completamos o resultado acima exibindo funções A verificando as hipóteses do mesmo
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1.2.8 Exemplo. Seja p € /V'. .Então em 1.2.7 a /unção /z pode ser subsfátuída, por

exemplo, por uma das seguintes junções:

b:(')=c' , h:(c) (c') e A,(c) .n(c').

De fato, basta verificar que )!- C CW(Z?) para todo l 5; { 5; 3 , o que é imediato para /zi e
/z2 pois

l l l$ 1 , para todo c€10,11

,P+l

Para A3 é necessário observar que liil? 1} 3(c) 1 = 0, e assim existe ? € 1O, ll tal que

;l;l:i. para todo c € 1O, 771.

l

ÃI(c)

Sejam Q e Q' abertos de n", / C Ç.(Q ; Q'), / satisfazendo 1.2.3.i e 1.2.3.ii e â a

aplicação definida em 1.2.3. Se ã C eUIQ' ; #?"l podemos chamar de g a classe da aplicação

Õ em Ç(Q' ; a') e sabemos que, se g C g.(Q' ; Q), então / é uma aplicação inversível .

g = /--'(1.2.3). Surge então a seguinte pergunta: Se g g Ç;.(Q'; Q) será gKe / pode ser

uma ap/ cação {noersz'ue/ ? A resposta é o seguinte resultado:

1.2.9 Teorema. Soam Q e Q' aóerlos de n" e / C Ç;,(Q ; Q') ía/ que ezásfem um repõe

seníante / de / e 'r Cl0, ll safes/acendo;

(i) {/(c,a) : z C Q} = Q', P«« f.do c Cl0, ,l;

(ii) /(c, .) é uma ap/ácação nuersúe/ e a sua ap/{caçâo {nt;farsa g. pertence a C'(Q' l n)

para todo c c 10, rl;

(iii) ã de$nida em 10, il x Q' e com t,a/ares em n" dada por ê(c,.) = g. para todo

c Cl0,,-l . ã(c,.) = g{ p«« t.d. c c l,', il , pe,t.«ce « emlQ'; a"l.

Se g á « c/«s. de Õ 'm Ç(Q' ; R"), '«tã. .ão eg«{«/.«*" " «g«{«f« a#,m«ç'"

l.a) j é uma aplicação inuersÍue1l
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(b) g c g,(Ç2' ; n);

(c)gCg.(Q';Q),/og=ln, . go/=ln

Z.)emofzsfração. Provaremos, em primeiro lugar, que (a) implica (b).

Como ./ é uma aplicação inversível, existe h C Ç.(Q' ; Q) tal que /zo.f = in e .foA - in,.

Usando que ./ C g.(Q; Q') e valem(i),(ii) e(iii), temos que g o/ = in, e assim, com

o auxílio de 1.1.28, concluímos que

g go 1., = go (/oA) o/) oh in oA = A

Como g = À € g.(Q' ; Q) temos que a asserção (b) é verdadeira.

De 1.2.3 concluímos que (b) implica (c), e usando a definição de aplicação inversível

temos que (c) implica (a) . //

Usando o Teorema acima obtemos o seguinte exemplo

1.2.10 Exemplo. Sda / a /unção de$n da em lO, ljxl -- :, ;l por /(c,a) = exp(ctgz).

E«Zã. .f C emll - ;, ;l; nl . « / á « ./«.. d. .f .«. g(l - ;, ;l; a) f'm-'' q«.

/ C g,(j - i,{i; n;) e / «ã. é «m« /u«çã. i««.«úe/.

De fato, para verificar que / € &wll -- ;, ;ll; .#?l basta usar que, se /r CCI -- 1;, ;1 e
a > 0 é tal que {tgz : z C /T} C l-a,al , então

{exp(ctga) : (c,z) C 10, 11 x /T } C jexp(--a),expal CC n; ,

e usar que, se n C /V, então /(")(c, a) é soma de produtos de elementos do conjunto

(1)

{exp(ctgz)} U {tgO)a : s C .W} U {cj : .j C Zy}

De (1) é claro que .f C Ç;.(l -- a , a 1 ; Z?i). Para provar que / satisfaz 1.2.9.i e 1.2.9.ii basta

observar que /(c, .) é um' funçã' estria'me«te cresce«te, lim /(c, a) - " e ,.t:l .f(c, a) -"i'l z+--'i

0 , para todo c Cl0, 11. Seja ã a função definida em 10, 11 x Z?; por ã(c,y) = arctg(!!y).

É claro que â(c, .) é a função inversa de /(c, ) e Õ(c, .) c C'(n; ; 1 -- ;, :11 ), para todo
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c Cl0,11. Para verificar que ã C VI ;; Z?l basta usar que, se (c,y) Cl0,11 x n; e

n = 0, então IÕ(c,3/)l - IÕP)(c,3/)l $ ã e, se n € -W' e g(3) - Í:l:-;i p'r' todo 3 € a

então g é uma função limitada e Õ(')(c, y) é soma de produtos de elementos do conjunto

{9(!ny)} U {lnUy: s C .m} U {é-: .j € W} U {-i}

Para concluir que / é uma função não inversível basta observar que Õ não satisfaz 1.2.9.b

para /T' = {2l}.

Sejam Q e Q' abertos de n", / C Ç,(Q; Q'), / satisfazendo 1.2.3.i e 1.2.3.ii e ã

a aplicação definida em 1.2.3. Se Õ é:mlQ't.f?"l será que / á uma ap/{cação inuer-

sz'üe/ ? Para responder essa pergunta procuramos descobrir condições necessárias para

que uma aplicação generalizada fosse uma aplicação inversível. Sabemos que uma condição

necessária, mas não suficiente, para que uma aplicação g pertencente a C-(Q l çy) seja uma

aplicação inversível é que a aplicação Jg definida por Jg(z) = det(dp,) nunca se anule

e por conseguinte temos 71; C C'(Q; .m) . Para o caso de uma aplicação generalizada
teremos uma condição análoga. Afim de obter essa condição precisaremos definir o jacoZPiano

de uma aplicação generalizada, e para isso é necessário que observemos o seguinte:

Sejam Q um aberto de n", .f C g(Q ; #?"), / = (/1, ...,/n) um representante de / e

.// a função definida em 10, 11 x ç2 e com valores em #?, dada por

J.f(c, a) = det(d(.f(c, .)),) = det(;&(c, a))-$i,jÉ.

E claro que J/ C é:mlQ ; al. Se ã = (Õi, ...,â.) é outro representante de /, então

J

(J.f- zã)(',,) }: ',a.(', ,) ,
aeS,l

onde d.(c,z) - l::i õ/i(c,a) -- !: aa (c,a) , S« é o conjunto das permutações de
{l, ..., n} e e:. é o sinal da permutação cr.

Do seguinte fato geral:
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Sd'm 4 «m a«'/ -ílá,{' e c.m«t«t{«, / «m {d«/ d. Á . (a*)À« . (b*)*« d-.
famtnias de elementos de A indexadas por um conjunto .Êxito não vazio A.. Se ax -- bx C l

para cada À € A, erzfão ll aÀ -- ll bÀ C /,
ÀeA ÀCA

cuja prova é trivial considerando o quociente .4 / / , tem-se que d. C ./V'jn l #?l , para todo

a C S., e assim J/ -- Jg C ./V'jQi #?l. Com essas considerações tem sentido a seguinte

definição:

1.2.11 Definição. Soam Q u«. aberto de n" e / C Ç(Q; a"). Coam«-se j«cobíano d

f , e será denotado por Jj, Q classe de Jf em ÇÇn \ R], onde Jf é como acima e f é

um representante qualquer de f

Usando o conceito de inverso mu/fípJÍcatioo (1.1.29) apresentamos, em 1.2.12, uma

condição necessária, mas não suficiente, para que uma aplicação generalizada seja inversível.

1.2.12 Proposição. Sd«. ç2 ' Q' «óe,t« de n" ' / C Ç.(Q; Q'). Se / é «ma «p/ác«çã.

inuersíuel, então Jj tem inuer80 multiplicativo em g(.ç} ; R'l

Z) m.n.tr«çâo. Sda gC Ç.(Q'; Q) tal q«e go/= lo e/og= in,.

Seja K = (/q)jcX uma sequência exaustiva de compactos para Q.

Provaremos que (Jgo/)J/ l = = 1 l .3 , para todo J C /V, e assim por 1.1.20.1 teremos

que (Jg o /)J.f = 1, o que provará que J/ tem inverso multiplicativo em Ç7(Q ; n).

Sejam g um representante de g e / um representante de ./

Como / satisfaz 1.1.18.i existe (77j)jcX uma sequência em 10, 11 com 77j > ?7j+i, para

todo .j C /V e

J J

{/(c,a) :(c,a) €10,qllx.Fq} CC Q' , p''' todo .j c W

Sejam .j C .rV, AJ e Zj as funções definidas em 10, 11 x Ã'j por

r Jã(',/(',')) , s'' Cl0,?jl
njLC,ZJ l.JÕ(c,.f(g-,a)) , seco In;.tl Jã(', /(?-,a)) , se ' C l0j, il
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ê(.,,) I'S(''/(.,')),s''Clo,Ojl
l ã(c,./(% ,,)) , se c c l0j,il

Fixamos .j € .fV.

Usando 1.1.21.11 temos que /zj é um representante de(Jgo.f) 1 ,: e /j é um representante

de (g o /) l .!

Comigo/ = 1. temos que(J(go.f)) IX, - J(in) 1 ;, - tl# ,e assim Jê--Íl].,:lx;, c
.vlK.; nl.

Portanto, em 10, z7jlx/fj , temos que hjJ/ -- 1 = JZJ -- 1, e portanto concluímos que

(Jg o /)J/ l ,3 = 1 l.9 . //

J

J

Q

J
l l Q

1.2.13 Observação. .4 reczbroca de 1.2.12 á/a/sa.

De fato, basta verificar que, se / é a função definida em 1.2.10, então J/ tem inverso mul-

tiplicativo em g( 1 -- ; il; .F?). Para verificar que J/ tem inverso multiplicativo tomemos

Ã' CC 1 -- ;1 ;1, a e b números reais tais que .lr C ja,bl CI -- n ; ;l e p a função definida

em 10, 11 por

p(c) = 5minÍsec'y : y C Ã'} > 0.

Então ; C ey(a) e se ?7 C 10, 11 é tal que exp(ctga) > ; para todo c Cl0,7ZI , temos queP -"- ' ' ' ' ' ' ' ~''2

p(c) $ cexp(ctga)minÍsec:g/ : y C Ã'} $ cexp(cega)sec'z 5; cexp(ctgz)sec'a; = J/(c, a)

para todo(c,a) Cl0,?lx/T, e como J/(lO, ljxl -- ;; ;ll) C n+ concluímos, por 1.1.31, que

J./ tem inverso multiplicativo em Ç( 1 -- T ; Çl; n).

)

No próximo exemplo usaremos 1 .2.12 para garantir que uma certa função generalizada
não é inversível.

1.2.14 Exemplo. Seja / a /unção de$nida em 10, 11 x #? por

.. /'r

/(c,z) = / exp(--=) d; .o c
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Z«!ã..fc ml ; je«, ' /I'«p(-t')az e/ é../«..d..f.mg(a;.R)
''m-.. ç«./(lO,il x n) =1 -«,al,/C Ç.(P; j-a,«l) e ./ «ã. é «m«/u«ção {n««ú./.

De fato, para verificar que / C eml,F? l ,P?l basta observar que

.r(',,)l = 1 /I' -.(:g)a;l = 1~/; /'/@ e*p(-t')dtl 5; .~# $ 1; , (1)0 C: Jo ''' Z

para todo (e:,a) Cl0,il x Z?, que se n C /V', então ./'(")(c,z) é soma de produtos de
elementos do conjunto

{exp(-f:-)} U {',-l} U {$: .j € w}

e que 0 < exp(--=--) $ 1, para todo (c,z) Cl0,11 x n. De (1) é claro (lue ./ C

Ç.(a; 1 -- " ,«1). C'm' .f(c, -) é "ma f-ção estritame«te cresce«te, 5U.f(c,') - «Ve e

,.L11:.,.f(c,a) - --av/E, temos que ./(c, .)(Z?) -l -- avi,av/EI p'r' todo c Cl0, ll , e por'

tanto /(lO, ll x n) = U.Clo,ijl -- ave,ay€1=1 -- a,al. De J/(c,a) = exp(:11-) :# 0 para

todo (c,a) Cl0, il x a e

liiii iij:jj;i:-ijl = lim jcWexp(c)l - oo , para todo .V C .w ,

tem-se que 17.Í não satisfaz 1.1.3.ii para a = n = 0 e Ã = {1}, e assim ljl.7 « eMIr?i Z?l.
Esse fato juntamente com 1.1.30 garante que J/ não tem inverso multiplicativo, e portanto

/ não é uma função inversível (1.2.12).

2

2

N

O resultado abaixo, além de responder parcialmente a pergunta que foi feita após

1.2.10, será uma ferramenta importante no capítulo 2.

1.2.15 Teorema. Soam Q e Q' abertos de n" e .f C Ç*(Q; Q') ta/ qae existem u«.

represerztanfe / de ./' e r Cl0, ll satisfazendo;

(i) {/(c,'): « C Q} = Q' , P«« todo c Cl0,,l;

(n) /(', .) á «m« ap/á«ção i««.«ú./ «m ap/{c«ção i«««« g., p«« í. . Cl0,,'l ;
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(iii) d"d. q«a/q«« K' CC ç2', ..íst.«. Ã' CC ç2 e q Cl0,,'l f.{s q«.
{g.(y) :(.,y) Cl0,?lxK''} C Ã','

(i«) ;.f(lO, ,lxQ) C a*

Sda õ « ap/ícaçâ. de#«{d« em 10, 11 x Q' . «m «/o«s .m Q t«/ q«. ã(c, .) = g. P-« Í.'Zo

c Cl0,,l . ã(c,.) = g{ p«« todo c C l,,il. Sâo eq«í«/e«le' « s'g«á«tes aj,mações.

(a) J/ le"'' "'""s. m"/É'p/.c«ti" 'm Ç;(S2 ; a),

(b) ã p.,t.«c. « C«.ln'; n"l;

(c) / é a.ma ap/ácaçâo {noersz'üe/ e a sua ap/ilação {noersa tí a c/asse de ã em

g(Q' ; n").

(Convém observar que a condição 1.2.15.iv é equivalente a afirmar que â. C C'(Q' ; Q) ,

para todo c Cl0,7'l.)

Z)emolzsfração. nrovaremos, em primeiro lugar, que (a) implica (b)

Soam/ =/(c,,-,'',-..,«.) e ã= g(c,g:,3/',...,y«).

Suponhamos/=(.f:,/2,--',/n) e ã=(â:,ã2,...,â.).
Para c C 10, 771 temos, por (iv) e pelo Teorema da Função Inversa, que g. C C-(Q' l Q)

Portanto Õ(c, .) pertence a C'(Q' ; Q) , para todo c Cl0, 11.

Sejam .K' CC Q' e a C ,nr". Provaremos que existem .N C .fV, c > 0 e 77i C 10, 11 tais
llP

sup{ la'ãl(c,g/)l : g € /T' e l $ / 5; n } $ cc'p'', para todo c cl0,77il,

e assim teremos (b).

Para demonstrar(1) tomemos Ã' CC Q e v7 €10,rl como em(iii), isto é

{ã(',v):(.,3/) Cl0,?lxÃ.''} C Ã'.

Portanto para lal = 0 basta escolher .N = 0 , 77i = 77 e c = suplllzll : a C K}

Suponhamos lal ? 1. Provaremos (1), neste caso, usando o Princípio de Indução

Finita sobre lal.

(1 )

(2)
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Para c C lO,7ZI sabemos que /(c,Õ(c, .)) = Ín,, e assim dã(c, .) é a matriz inversa de

d/(c, .);k,.) ' Portanto para todo l $ .j , k $ n temos que

aâi;, . l
à=(', v) - J.r(.,ã(., w))''*

onde ajt é soma de produtos de elementos do conjunto

{=!(',ã(',3/)): i$ {, ' $ "} uli, -i}.
Usando que J/ tem inverso multiplicativo em g(Q ; n), existem, por (iv) e por 1.1.31,

z72 € 1O, 771 e uma função p definida em 10, 11 e com valores em #?; tais que !- € Cw(Z?) e

0 <p(c) $infljJ/(c,z)l : z C /T},paratodo cCl0,7721.(4)

Como =Cé:U(a)e Áe WIQ;nl,paratodo l5;í5;n,existem NC.W,Z>0 e

l?3 € 1O, 1721 tais que se c C 10, 7731, então

0 < --:= < U-w

s«pala'/,(c,z)l: « € Ã' ,l${ $ n ,'y C .m" e l71 5; lal + 1} 5; a-J'''.

Portanto para todo c C 10,0;1 temos, por (2), (4) e (5), que

:"p{ IJ.r(.,ã(.,v))l : y c } $ i;ilã' $ e'''''
e, de (2) e (6), que

s«pala'.Ã(c,ã(c,y))l: y € Ã' ,l $ í $ n, 7 C .N" e l71 $ 1al + 1} 5; &-N

Utilizando (3), (7) e (8) para l71 = 1 , concluímos que (1) é verdadeira se lal = l

Suponhamos lal > 1 e sqa p € .6r" com lpl = lal + l.

Provaremos que (1) é verdadeira para i', admitindo, por hipótese de indução, que a

afirmação (1) é verdadeira com P no lugar de a , sendo /3 C /V" e IPI $ 1pl -- l = lal.

Pela hipótese de indução, existem /Vi C /V, ci > 0 e v74 C 10, 7731 tais que

s«pllaOãl(c,y)l : yC Ã'' ,l$/$ n ,PC -N' e IPI $ 1al} $ cic-w:

Para k C {1,2,...,n} existem .j CÍ1,2,...,n} e + C .m" com ljl = lal tais que

a"õ*(', y) - #g: (', v) ,

(3)

(5)

(6)

(7)

(8)

(9)
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e assim, de (3), temos que

a"â*(', w) - a'( i;.F?;:;?;i:l;b"'') '
Desenvolvendo o segundo membro de (lO) pela fórmula de Leibiniz, observando que

a'?(ljjlc ã c y)) é ""' s'ma de termos do tipo '(J/(c,ã(e,y)))''Z'(c,y) , ond' ' é «m
número inteiro, p C .fV' e b(c, 3/) é soma de produtos de elementos da reunião dos conjuntos

(10)

{la'/. (c , ã(c, y)) l lc ]v" com l71 $ 1al+i e l ${ $ n},

{a*âi(c,3/) : À C W" com IÀI $ 1al e l 5; i$ ,'},
e usando (7), (8) e (9) para l $ k $ n prova-se que (1) é verdadeira para b'

Portanto (a) implica (b).

Usando(b),(i),(ii),(iii) e 1.2.9, obtemos(c).

De 1.2.12 concluímos que (c) implica (a).

Porá-to (a), (b) e (c) são eq«ivalentes. //

Analisando a prova de que 1.2.15.a implica 1.2.15.b obtivemos os seguintes lemas que

nos serão úteis.

1.2.16 Lema. Soam Q e Q' apertos de #?", U aberto de n, y aberto de Q' e ./',
/ = (/1,...,/n), r e Õ= (ãi,...,Õ.) como e«Q 1.2.15. Se

(i) ã( lO,,lxV) C U ;

(ii) infljJ/(c,a) :(e:,z) Cl0,,"lxU} > 0,

liii) eaásfe M >0 Za/queparatodo aC.W' cam lal=i tem-se gue

la'/,(c,=)15;M, P«« f.do (c,a)Cl0,.'-lxU . l5;Í$n,

então existe M > q tat que para todo l ç: N" com l71 = 1 lem-se gue

a'ã{(c,g/)l5;lÃI, P.« fod. (c,y)Cl0,,lxl' l$i;n
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Z)emonstração. Basta usar a afirmação (3) da prova de 1.2.15 e as afirmações (i), (ii) e (iii)

deste lema. //

1.2.17 Lema. Soam ç2 e Q', abertos de n" e/=(.fl,...,/n),/, r e ã=(ãl,...,Õ«)
como em 1.2.15. Se

(i)a'/.Cg.(ç2;©"), p«atado aCW" com la =1 1$í$n;

(ii) d«d. q-/q«., Ã' CC Q lem-se infljJ/(c,z)l : (c,a) Cl0,rlxK} > 0,

então ã € é:m ln' ; #?'l e, se g (g1 ) g.) é « c/«.. d. Õ em Ç;(Q'; n") lem-.. q«.

a'g. c g.(Q' ; n) , para iodo 'C AT' com l,yj=1 e l5;í$n

Z)emonstração. Usando 1.1.32 temos que 1.2.15.a é verdadeira e portanto Õ € &wln' l #?"l

(1.2.15). Para concluir a prova dado qualquer /T' CC ç2' basta usar as afirrinações (2) e (3)

da demonstração de 1.2.15 e as asserções (i) e (ii), deste lema, para o compacto de ç2 que

íoi determinado em (2). //

Na proposição abaixo utilizaremos 1.2.15 para provar que uma certa função generali

zada éinversível.

1.2.18 Proposição. Soam A uma /unção de#n da em 10,11 e com z;a/ares em .f? ta/ gwe

À(lO,ll) C li,il . .f ./u«ção de$«{d« .m lO,llxl0,11 p«

.r(',') "H) +«

Então

(i) ./' c e«.1 1o, il ; al;

(11) 'e/ é« c/«.. d«/u«ção .r em Ç(lO,il; a), '«tão/e ç.(lO,ll; lO,se«(1)+11)
e J é uma .função {nuersíuel.
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Z)emonstração. A primeira asserção é de fácil verificação. Provaremos a seguir (11).

Seja / a classe da função / em Ç(jO, lj; a). Tomemos /T CCl0, ll e sejam « e b

números reais tais que /í C la, ól C 10, 11. Então

0 < a +sena $ #+ seno 5; =+ sen(z"(')) 5; 7 + sem $ b+ sem < 1+ sem ,

para todo z C /T e c Cl0,11

Portanto

{/(., ,) (.,,) Cl0,il x Ã'} C ja+ se«a,b+ se«ll CCl0,i+ se«ll,

e assim/ C Ç.(lO, lj; 10, 1 + senil).

Notemos que J/(c,a) - cos(a"('))l;i:iiD- + 1 > 1, e assim J./(c,n) > 1 para todo

(c,z) C lO, llxl0, il. Portanto J/ tem inverso multiplicativo em Ç(jO, il; m)(1.1.32).

Fixemos c C 10, il. Como ./(c, .) é uma função estritamente crecente, liD./(c,aç) = 0

e lim/(c,z) = 1 + sem , concluímos que /(c,.) admite função inversa g. definida em

lo, 1 + senil e com valores em to, il

Sejam /l e J2 as funções definidas em 10, 11 por

Z

Z

z:(«) /,(,)

Então /i e /2 são funções estritamente crescentes em lO, ll, /i $ /(c,.) 5; /2, para todo

.Cl0,1je /.(lO,ll) ll) l+sen(1)l.

Seja /T' ccl0,i + senil e tomemos c e d números reais tais que /T' C lc,d C

10, 1 + senil. Então, para todo c C 10, 11 temos que

{g.(y) : 3/c Ã"'} c {« clo,il: .f(.,,) c K''}

C {« C 10, il: . $ /(c,a) $ d}

c /;:(l - m,d) n/;:(lc,ml).

Sejam ai e a2 pertencentes a 10, 11 tais que /](ai) = d e /2(aç2) = c. Usando que /] e /2

são funções estritamente crescentes temos que

/;'(l - w,d) C lO,,: e Z;:(lc,ml) C l,,,tl,
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ecomoli5;/2ec5;dtemosque 2S: i.
Portanto

{g.(y) :(.,y) Cl0,il x /r} C 1«,,«:1 CCl0,il

Usando 1.2.15 conc]uímos que / é uma função inversíve]. //

Completamos o resultado acima exibindo funções A verificando as hipóteses do mesmo

1.2.19 Exemplo. Em 1.2.18 podemos suóstita r a /unção à/ por ezemp/o, pe/a /unção

cosseno, ou pela função htÇe) ainda pela função

",'.,-lT. se c € 1r.l

. se . cl0,,l

1. 1 , se c C lr, il

onde I' cl0, ll é ta/ que :iii!!i > { , para todo c Cl0,71.

Quanto ao problema proposto no início desta seção, usando os teoremas 1.2.9 e 1.2.15,

concluímos o seguinte:

Resposta: Se n e Q' são apertos de Z?", .f € Ç*(Q ; ç2'),l- C 10, il e / é um represa?ztante

de j satisfazendo:

(i) {/(c,a) : « C Q} Q', para todo c Cl0,rl;

(ii) /(c,.) é uma ap/ilação {nuersúe/ com ap/{cação {nuersa g. C C"(Q'; Q) , para
iodo c cl0,rl,

e ;' Õ á «m« «p/ic«çã. d$«ád. .m lO,il x Q' po, ã(',.) todo c Cl0,,l .

@(c, .) t.do c C 1,, il , temos g«.

(1) '' ã C &«ln' ; n"l (1.2.9.iii), .«fã. / é «m« ap/{«ção {«««ú./ '', ' ««e«Ze «,

Õ satis/az 1.2.15.iii,

(11) se Õ satis/az 1.2.15.iii, erztão / á wma ap/{cação noersúe/ se, e somente se, ãC

ewlQ' ; -F?"'l
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Não temos resposta, até o momento, para o caso em que ã ( é:mlQ' ; .P?"l e não satisfaz

1.2.15.iii.

Uma maneira de resolver as equações de Hamilton-Jacobi, e que será utilizado no

capítulo 2, é usar o método das características. Quando usamos este método precisamos

determinar a aplicação inversa de uma função y € g.(/ x Q ; Wr) que tem um representante

da forma y(c,t,z) =({,ã(c,í,=) + =), para todo(c,Z,z) Cl0,il x / x Q, sendo / um

intervalo aberto de .F? com 0 € / , Q aberto de Z?" e W aberto de Z?'+l. Por essa razão

passaremos a estudar esse tipo de funções. Antes porém apresentaremos um resultado que

nos será útil.

1.2.20 Proposição. Sejam t. C #?, r > 0, / =lZ. -- r,Z. + rl, Q um aberto de #?", Q'

«m «ó«t. d. a"+' . / C Ç.(/ x Q; n'). .í«dic«nd. po, (t,a) ,-,...,««) «m p.«to

genérico de l x Q tem-se que, se existem f = 1.Jt,JZ, ..ljn.+t) um representante de j e

r C 10, 11 satís/azendo=

(i) eaisZem M > 0 e ,7 Cl0,7'l tais qae, para todo a = (ao,ai,...,a.) C W"+: com

al = 1 ou 0 < ao 5; lal = 2 e l 5; i $ n + l tem-se

,M < infÍjJ/(c,t.,z)l:(c,z) Cl0,,7lxç2},

;«Pala'É(',t,')l:(',t,') Cl0,'7lx.r x n} $ iÍ;;-Tl:Í;-ij-iÜ ;
(ii) {/(',t,') :({,') C .r x Q} P««t.do.Cl0,,l;

(iii) /(c, .) é «m« «p/ic«çã. án«.«ú./ c.m ap/ác«çã. {«««a g. , p«« l.do c c lO,,l,

(iv) d«do q««/q«« /T' CC Q' , «{.tem /T CC / x ç2 e q: Cl0,,l t.{s q«.

{g.(y) : g/ C Ã"' e . C 10,0:1} C Ã'

então

(1) infljJ/(c,t,a)l:(e:,t,a) cl0,?lx/ x Q} > 0;

(11) .f é «ma ap/ilação ínuersúe/,'
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(111) a ap/{cação moderada ã = (ãl, ...,ã.+i) de$nida em 10, il x Q' por Õ(c,.) = g.

p««tod. cCl0,,l . ã(c,.)=g{ p««fod. cC l,,il , é«m«p«..«ta«t.de/''

e «ist. M > 0 t«/ q«. lõ'''ãi(c,3/)l $ M , p«« lodo 7 C A'"'F: c.m l71 =l

(C,y) Cl0, ,-lxQ' . l $ { $ n + l

Z)emonstração. Usando (i) e 1.1.33 obtemos (1) e que J.f tem inverso multiplicativo em

g(/ x Q; n), e portanto(11) e(111) são verdadeiras(1.2.15 e 1.2.16).//

A partir daqui utilizaremos a seguinte notação

1.2.21 Notação. Sega a > 0. Z)enofaremos por /. e por

1 -- a ,al e j--a ,al respecZÍoamerzZe.

os intervalos da Teta

Utilizando 1.2.20 obtemos

1.2.22 Proposição. Sejam / wm intert;a/o aberto de .F? com 0 C /, r Cl0,11 eg

(õ:, ...,õ.) c ewl.r x n" ; -m"l. o.«.í-do PO, (t,a) = (t,.-, ...,«.) «m p.«í. g.né,{« 'Z'

[ x ]R" tem-se que, se j é a classe, em g(.] x ]ft" \ R"n ), da aplicação moderada de$nida

em 10, 11 x / x n" por
/(c,t,,) = (t,ê(c,{, .) + «)

e b satisfaz

(i)â.(c,0,,)=0, P««tod.(c,.)€10,,"lxn" l ;n;

(ii) e=isZe M > 0 ta/ que

maxlj-ãi-(',t,')l, iq3(',t,')l, l::h(',t, ')l} $ M ,

P««t.do(c,t,,)Cl0,,-lx.rxn" . l$i,.j$n,

então ezÍste a > 0 com /. C / e ta/ que

(1) / l/.*R« € ç;.(.r. x a" ; .r. x n');
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(11) ./' l/.*a- é «m« «p/{c«Ção {«««Ú /;

(111) i«fllJ.f(c,í,,)l:(.,t,,) cl0,,lx.r. x n" } > 0;

(IV) .f(c, .) l/.*P« é «m« «p/{c.çã. {««e«ú./, p«« lod. c C 10, tl , . «p/ãc«çã. m.d.-

,«da f: = (f;o, í::, ...,í:«) d..#«íd« .m 10, il x .r. x n" PO, í(c, .) = (.f(c, .) l/.*R«)':

P-« Í.do . Cl0,,-l . Í:(',.) {,.)1,.*«-)'' p-« t.do . C l,-,il , é «m «p«-

sentante íe (/l/.*R.)'' e ezisle W > 0 !a/ que la'f:i(c,t,y)l $ M , pa" todo

(c,t,3/)clo,,'lx.r.xn", acA'"+: c.m lal=1 . O$i$n

Z)emo,zsíração. Soam M como em (ii), a' > 0 com /.. C / e a > 0 tal que

' Mn '(n+ l)(n + l)!M"+: '(n + l)!(n+ l)"-'"''

Notemosque,se E Cl0,7'l, l$ i,.j $ n e(t,z) € .rxn', então,

Teorema do Valor Médio, existem {i e {2 entre 0 e t tais que

Õi(c,t,z) -- â{(c,0,") - ÇÍ(c,t.,")t ;

gk, :, .) - glk, ', ,) - ggk,',, ,': ,
e assim, usando(i) e(ii), temos que

IÕi(e:,t,Z) 5; Wltl ;

g:(',t, ")l 5; wltl .
Seja p a função contínua definida em .r. x n' por 'p(t,z) = nMltl + llzl

Provaremos, em primeiro lugar, a asserção (1).

Seja /T' CC /. x #?" e tomemos Z CC /. e .lr CC #?" tais que /T' C Lx

p'r(1), se , = m-lg(',y):(',y) C L x .K} temos

a < minha'

usando o

(1)

(2)

/T. Então,

IÕ(c,Í,.)+«ll $ 11Õ(c,t,,) 1+ 11-11 $ nMltl+ 11«11 = 9(t,,) $ ,,

para todo(c,t,z) €10,rlxZ, x Ã'

Portanto

{ .f(., z , ,) (t,,) C Ã'' e ' Cl0,,l} C Z x B,(0) CC .r. x n",
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o que prova (1).

Para provarmos (11), (111) e (IV) utilizaremos 1.2.20.

Fixamos c Cl0,rl. Provaremos que /(c,.) l/.xR« é uma aplicação bijetora, e assim

1.2.20.ii e 1.2.20.iii estão satisfeitas.

Sejam (s,y)C /.xa", d= llyl +nMlsl e d, aaplicaçãodefinidaem Ba(0)C
n" p" 'É(z) = y -- @(c,s,3) . Então, us-do (1), temos

l@(.)ll $ 13/ll+ IÕ(c,.,a)ll$ 1 pl +nMI.l = d,

para todo iç C BÚ(0) , e assim

./,(B.(0)) C Ba(0) . (3)

Como V, é contínua e vale (3) temos, pelo Teorema de Brouwer (jlll), que existe um

= C .Bú(0) tal q« @(E) = 3, e assim

/(c,',z) =(',õ(',',z) + z) =(',ã(.,;,r) + Ú(T))

Portanto /(c, .) l/.*R« é uma função sobrejetora.

Provaremos, a seguir, que /(c, .) l/.xR« é uma função injetora.

Sejam (s,a) e (t, 3/) pertencentes a /. x n" e diferentes.

Se .:# t é cl.ro q-/(c, ., ,) #/(c,t, Z/).

Suponhamos s = t e seja .j C {l, ..., n} tal que

0 < maxll,{ - Z/:l : l $ i $ n } = 1,j - Z/jl

Então, usando o Teorema do Valor Médio, existe z no segmento de extremidades 3 e y tal

que

ã(', ', ') + 'j - âj(', ', 3/) - yj - ;ll g:(', ', ')('' -- 3/;) + -j -- s/j ,

e assim, por (2), temos

êj(c, ', ') + 'j - ã(c, ., 3/) -- yj ,j - pjl -E wl.ll,: - y:
{=1

zj -- 3/jl -- nlt4alzj -- 3/jl

aj - yjl(i - nMa) > 0
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donde concluímos que/(c, s, a) #/(c, s, 3/).

Portanto /(c, .) l/.*R« é uma função injetora.

Provaremos agora que as asserções 1.2.20.i e 1.2.20.iv são verdadeiras

Seja /; , para 0 $ j $ n , a função definida em 10, 11 x /. x .f?' por

/,(.,.,.) = . se j(.,.,,) =ã(.,.,3)+-j se J # 0

Notemos que ./ = (/o, /l , .,/n) e que, por (i),

J/(c,0,z)l = 1 , para todo(c,n) Cl0,."lxH"

Sd.m P (/3o,P:,...,#«) C /V"'t: e p= m-l!-JJ-, M}.

Como("+1)("+1)1p"+' < ! .xi;te Ã7> 0 tal que("+1)("+1)1p"+' < Ã7< !,
e assim se l/31 = 1 ou 0 < Po 5; l/31 = 2 temos, por (ii) e (2), que

aP.Õ(',',')l 5; m-ÍI + M« , M} < m-lZ-jf- , M}

para todo 0 $ .j 5; 7z e (c, s,z) C lO,7'lx/. x #?", o que prova a segunda desigualdade de

1.2.20.i

Notemos também que

aV< 1= infljJ/(c,0,a)l : # c n" e c cl0,rl},

o que prova a primeira desigualdade de 1.2.20.i

Provaremos agora que vale 1.2.20.iv.

Sejam /(' CC /. x #?" e tomemos Z CC /. e /r CC .P?" tais que /(' C Z, x /T

Fixemos c Cl0,a'-l e seja A, a aplicação inversa de /(c, .) li.*R- . Então para todo

(',y) C .K' temos q« À,(.,y) =(',a) o«de/(c,s,z) =(.,ê(c,.,a)+.) =(.,y), e assim

«sendo (1), obtemos

1«11 $ 11«+ã(c,;,«)ll+lÕ(c,.,,)ll

$ 1 g 1 + nMI.l

$ sup{ lzll : z C Ã.} + nMa
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Portanto, se ri = suplllzl : z € Ã} + nÀ/a , temos que

{A,(',y):(',3/) C /T' e ' Cl0,,-l} C Z, x B::ÍÜ CC /. x a"

Portanto 1.2.20.iv é verdadeira, e assim concluímos (11), (111) e (IV). //

Completamos o resultado acima exibindo uma função g que verifica as hipóteses do
iiiesmo.

1.2.23 Exemplo. Soam A #ma /unção de#nida em 10,11 e com z;a/ares em .F? e (p e

ü pertencentes Q C-(.]i,\ ]R] tais que $qüÜ = q e h, y, +, y' , +' e $" são funções

/i«.it.d«. Se Z' > 0 e ã = (ã-,...,â«) c eMI/Ó x Z?" ; m"l á t«/ q«. ê. é «.a d«/u«çõe.

/-(',t,,-,...,««)(')>1:,j);

/2(c,t,«-,...,««) = @(tP(A(c)aj)) , ..ndo l$ .j 5; n,

pa7.a lodo l $ i$ n , então Õ ralis/az as Àipófeses de 1.2.22.

(Podemos, por 'xemplo, usar as funções q'l(a) = sen , Q2(aç) = arctgz para ç' ou d, ,e
a função õ'3(a) = cosa para 'p .)

lJ

Em 1.2.22 as componentes da aplicação ã pertencem a CWI/ x Z?" ; #?l. Se as comp(»

mentes de Õ pertencem a eWI/ x .F?; #?l obtemos:

1.2.24 Proposição. Selara / um inZert;a/o aberto de .f?, T C 10, 11 e gí C CWI/ x #?; .F?l,

para todo \ $ i$ n . Denotando por (t,]J) um ponto genérico de ] x ]R tem-se que, se

(i) «{'Zem J C C(.r; n) . ('-,...,«.) C n" t«{' g«.

IÕi(c,t,«{)l $/(t) , para todo(c,t)cl0,rlx/ e l$i$n;

(ii) «{st'«. /: CC(/; n) ' /: CC(/; a) Z«ás q«. /Í:(l- l,wl)# 0 .

1-(t)S; aP(c,Z,y)5;/,(t), p'r; t'do(c,t,3/)cl0,'lx.rx a e l $1 i$",
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e 'eJ é«m{«fe««/. .b«rode a com J C /Í:(l--i,ml) C .r, .fá.«p/{«ção made«d«

de$rzãda em 10, 11 x J x Z?" e com t;a/ares em Z?"+i dada por

(., t, ,- ,/ ««) (!, ã: (c, t, :«:) + ,- , Õ«(c, t, ««) + ««)

e j é a classe de j em ÇÇJ X Rn \ R"'tx ), então

(1) / C Ç.(J x n" ; J x n");

(11) / é «m« ap/íc«ção {n«.«ú./,'

(111) d«d. q««/q«e, K' CC J x a" íem-s.

i«flJ/(c,s,a):(',a) € K' e c Cl0,,l} > 0;

(IV) /(c,.) á «m« «p/i«çã. i«««úe/ p-« t.d. . Cl0,il , « «p/jc«ção mod.«'Í"

Í; de#«id« .m lO,il x J x a" p., f(',.) (.f(',.))'' P«« todo . Cl0,,-l .

I'(',.) (/({,.))': p«« t.d. . C l.",tl , é «m «p«..«t.«í. de /-'

Z)emonstração. Sejam /, /i , /2 e (ai, ...,a.) como em (i) e (ii). Provaremos, em primeiro

lugar, que (1) é verdadeira.

Seja K' CC J x .P?" e tomemos L CC J tal que .lr' C Z, x .F?'

Fixemosc Cl0,rl e i C {l,...,n} , e seja(s,açi,...,z.) € K'. Então usando o Teor.ma

do Valor Médio, existe Oi entre içÍ e a{ tal que

õ.(',','')+ "' - õ.(',', '')+ g}(',',a)('' - «:) + «' ,

e assim, por (i) e (ii), temos

lê{(c,', '.) + «.l 5; /(') +(1/:(.)1+ 1/:(.)1)1«; «.l+ l«.l

Soam #. (ai, ...,a«) e g a aplicação definida em / x #?" por

p(z,p) /(t)+(l/-(t)l+ l/,(t)l)llg/ «.ll+ llvll,
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que é contínua em / x .P?" , e seja r = suply'(t, y) : (t,y) € Ã''} . Então

(â-(',',«-) +'-,...,â«(c,',,«)+«.)l $ }:(/(.)+(1/:(.)1 + 1/,(.)1)1,.-

$ }1: P(s,,:,...,«.) $ ,n

para todo c Cl0,7-l e(s,ai,...,z.) C /T', e assim

lt

n

)
l

«.l + l,:l )

{./'(c,.,,-, .., ««) c Cl0,,l e (.,,-, , :««) C /T'} C L x B,«(0) CC J x n" ,

o que prova (1).

Para provarmos (11) e (IV) utilizaremos 1.2.15 e para (111) utilizaremos (ii)

Provaremos agora que /(c, .) é uma aplicação bijetora para todo c € 1O,7-l

1.2.15.i e 1.2.15.ii estão satisfeitas.

Fixemos c Cl0,rje seja(t,gi,...,3/«) € Jx a". Se .j C {l,...,n} e r C n, então, pelo
Teorema do Valor Médio, existe f entre 0 e r tal que

ü(', t,') + ' - ã(',t,o) + ;?(',z, f)' + ' - '(i + g?(',t, f)) + ã(',t,o) ,

, e a,ssim

e assim usando (ii) temos que

ã(c,{,,)+, ?,(l +/:(t))+ã(c,t,0) , se , 2 0;

ãj(c,t,,)+, $ ,(1+/:(t))+ã(c,t,0) , se , <0,

e assim, observando que l + /:(t) > 0, concluímos que

IE(Õj(',z,')+') - m ' ,!=.,(ã(',z,')+') - -",
e como a função V'.f definida por 'Pj(r) = ã(c,t,r) + r é contínua, existe #j C n com

$it*i) - "i.

Porá«to (t, a:, ..., ««) C J x n' e

.f(c,t,ni,...,««) (t , d,:(3:) , @«('«)) = (f, g/:, ..., g/«) ,

provando que /(c, .) é uma aplicação sobrejetora
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Soam(s,zi, ..., i«) e(t, g/], ..., y«) pertencentes a J x .F?" e diferentes.

Se . # Z, e«tão .f(',',,:, ..., ..) # .f(c,t, y:, -.., g/«).

Suponhamos s = {. Então existe .j C {l, ...,n] com z.f # yj e podemos supor j > yj

Usando o Teorema do Valor h'tédio e (ii) temos que

($Í(', ;,0j) + l)('j - 3/j)

2 (/:(') + 1)(a. - yj) > 0,

ã(C, ', ..j)+ zj - êj(., s, y,) - g/j

para algum Oj entre aj e yj, e assim/(c,s,ai,..., iç«) #/(c,s, yi

Portanto /(c, .) é uma aplicação injetora.

Provaremos, a seguir, que valem 1.2.15.iv e 1.2.15.a.

Notemos que

y«).

}.rk,.,.:, ...,,.) - il(gÍk,;, ,o+ n ,
o gi(c,s,ai) + l? /i(s)+1> 0 para todo(c,s,zí) Cl0,.'-lxJ x n temos que

J/(c,',=:,-..,a«) >0 p.ra todo(c,s,a-,...,z«) Cl0,rlC J x m",

e com

e assim 1.2.15.iv é verdadeira.

Tomemos /t'' CC ./ x #?" e seja L CC J tal que /T' C Z, x #?" . Então

J.f(c,',':,...,««) - ll(ag'(',','') + 1) 2 11(/(') + 1) ?(mi"{/-(t): t c Z;l+ 1)" > 0,

para todo c Cl0,7-l e (s,ai, ...,#.) C /T', e assim vale (111) e por 1.1.32 concluímos que a
asserção 1.2.15.a é verdadeira.

Portanto para concluir a prova basta provar que vale 1.2.15.iii.

Seja .lr' CC ./ x Z?" e tomemos Z,' CC J com K/ C Z,/ x #?"

Fixemos c C lO,7-l e seja A. a aplicação inversa de/(c,.). Então para(t,g/i,...,y«) C Ã'

temos A.(t, g-, ..., g/«) =(t, a-,..., :««) o«de

./'(c,t,'-, ..., #.) =(t,Õ-(c,t,,:)+ '-,...,â«(c,t,'«) + '«) =(Z, y:, ..., 3/«) ,
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ç aõõliJ.il uõ'uiuu u .icurciiia, uu vó,iui .wleulo9 para t,ciclo z e t.i, ...9n.} existe w{ entre 3f e

al ta] que

". -õ.(',t,'') - v' -â'(',t,"') - g:(',t,oi)("' - «:),

e portanto

n

,o+g k,t,'N -g.k,t,«J+g;ü,t,oJ :

Como 1+ aâ(c,{,O:) ? l+ /i(t) > 0 temos, por(i) e(ii), que
]y '

1«.1 5; Í:Ít;ilÕ'( lz/'l + /(!)+(l/:(f)l+ l/,(t)l)I''l) .

Sd'm'.=(«-,...,.«), b=maxljl,ll: ,C /T'}, p=minll+/-(.): sC.L'} >0 e

q = maxi/(s)+(l/i(s)l+ ll2(s)l)llz.ll: . C L'} . Então se d= ;1(Z'+ç) temos, p'r(1), que

{A.(t,g/:,...,y«):(t,y:,...,g/«) € /{' e ' Cl0,,l} C Z, x IBl;(Ü CC J x a

(1)

e assim 1.2.15.iii é verdadeira.

Portanto, por 1 2.15, obtemos (11) e (IV). //

Para completar o resultado acima apresentamos em 1.2.25 funções que podem ser

usadas para gi, sendo l $ { 5; n .

1.2.25 Exemplo. Seja /z uma /unção de$n da em 10,11 e com ua/ares em .F? e g e @

p«tens'«t« « C'(a; n) tais q«. 9(0) = @(0) = 0 . /z, p' . V,' são /u«iões /{máfad".

Então as /urzções moderadas de#nidas em 10, 11 x .F? x m por

õ,(',t,v) ;'d'('v)),

safes/agem 1.2.24.i para / = 0 e ai :: a2 ;: 0, e z;erii/icem 1.2.24.ii para /i ;: --/2 ::: --.A/2lZI

p«« f.d. Z € n, se«do M 2 1 com A(lO,ll) U 9'(n) U @'(n) C l-W,WI

(As funçõ's q':(g) - a, q',(3) - s-'; , q',(3) = arctg« e O,(z) = /"cos(t')dt podem

ser usadas para 'p ou @.)

Õ- (c,t,y) A(c)y) e
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A seguir apresentamos um resultado para o caso em que Q :: .F?;

1.2.26 Proposição. Soam. / um iníerua/o aberto de ® com 0 € /, / C Ç*(m+ ; n+),

um representante de t sat,is.fazendo:

(i) J( 10, 11 x m;) C n;;
(ii)/'(c,,)?0 , P«'lodo(',«)€10,11 x a;;
(ni) '«i'íe g C C(n; ; #?), /u«ção «t,it m.n*' "«c.«te . f«/ g«.

hHg(Z)=0 . 0</(c,z)$g(a) , P««t'do (C,Z)Cl0,lixa;;

. .d" A c C'(.r x a; ; a) t'/ q«.

(i«) A(Z,.) é «m« /H«ção «l,áf«"..«'' '"s""'', p«« t.d. Z C /,-

(«) hnh({,.) , P«« tod. t € /r.LO

(vi) dado qua/qzzer J CC / ezásZe c > 0 1a/ que

h(Z,,)$h(c,,) , P««todo(Z,a)e J x n;

Se / á a ap/{cação moderada de$nÍda em 10, 11 x .r x n; por

/(c,t,z) = (Z, A(Í,/(c,,)) + ,)

e f é Q c]a,sse de j em ÇÇ] x ]R\. \ Ra ), então

(1) / c ç,(/ x m; ; .r x m;);

(11) infÍJ/(c,t,z) :(c,t,3) Cl0,il x / x n; } ã l

(111) / é uma ap/ícaçâo inuersz'oe/;

(IV) /(c,.) é ««.« ap/{c«ção n««úe/, p«« t. . c Cl0,il e « ap/{c«çã. «.ode«d«

Í: de$nida em lO,il x .r x B; po, f:(c,.) = (/(c,.))': , P«« lodo c Cl0,il , é wm

representante de f''L

)

(Clonvém observar que a hipótese (i) é usada somente para definir a aplicação / .)
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o. notemos, em primeiro lugar, que usando (]ii) temos

liB/(c,z) -0 , para todo c Cl0,11

e de (ii) e do fato que g é uma função estritamente crescente temos que

existem 11R/(c,a) e lqmmg(z) , paratodo cCl0,11,
sendo esses limites finitos ou não.

Denotando por (!,a) um ponto genérico de n x m; e usando (iv) e (v) temos que

g!(t,a)?o , paratodo(t,z)C /x z?;,(3)
h(t,z)?0, paratodo(t,aç) C/ x n;.(4)

Para (1) tomemos Ã' CC / x n; e soam Z CC / e Ã CC a; tais que /(' C L x Ã

Como / C Ç.(n; ; a;) existem Ã'l CC n; e ,7 C 10, il tais que /(lO,qlx/T) C /{i

Sda a > 0 tal que Ã C la,ool. Então, usando (iii), (iv) e (4) temos que

Z)emonstraçá

(1 )

(2)

0 < « $ « 5; A(Z, /(c, ,)) + « $ À(t,g(z)) + «,

p;:a t'd'(c,t,a) €10,?lxZ, x Ã', e assim se E = m«{A(t,g(z)) +

temos

« : (Í,,) C L x Ã'},

/(lO,?lxX'') C L x ja,el CC n x n;,
e assim (1) é verdadeira.

De (ii) e (3) temos que

//(c,t,a) - ã;(t,Z(c,a))?'(c,a)+ 1? 1, p'''; t'do(c,t,a) c

o que prova (11).

Provaremos a seguir, usando 1.2.15, as asserções (111) e (IV)

Fixemos c Cl0, 11.

Provaremos que /(c, .) é uma aplicação bijetora.

Soam(s,z) e({,y) pertencentes a / x n;. Se s # t é claro que

Suponhamos s = t, e portanto # :# y.

Seja w a função definida em .f?; por

10, 11 x / x n; ,

f(e, s, ') # j(e,t,y)
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«,(,) (.,/(c, ,)) + ,

Então, usando (ii) e (3), temos

(5)

.,/(e,'(;) z))/'(c,z) + 1 > 0 para todo z > 0 ,

e portanto u é uma função estritamente crescente, e como z # y temos que

.f(',',') =(',«,(,)):P(.,«,(y)) .f(.,.,z/) .

Portanto /(c, .) é uma aplicação injetora.

Soam(s,g/) C / x n; e «, como em(5). Então, por(iv),(v),(1) e(2) temos

hw «, (,) «, (; )
z.LO ' ' zl'.o '

e como w é uma função estritamente crescente concluímos que «,(n;) = n; , e assim

existe 1 > 0 tal que co(E) = y.
Portanto

00}

.f(',',z) I',3))+r) «,(z))(.,g/),

e assim /(c, .) é uma aplicação sobrejetora.

Portanto estão satisfeitas as asserções 1.2.15.i e 1.2.15.ii

Fixemos c C 10, 11 e seja g. a aplicação inversa de /(c, .).

Para verificar 1.2.15.iii tomemos /T' CC / x #?; e sejam L CC / e /\' CC #?+ t
Tt'r r'- T. v l(

Usando (vi) e o fato que /{' CC #?; podemos tomar al > 0 , bi > 0 e ci > 0 tais que

/T C lai,bil e A(t,z) $ à(cl,a) paratodo(t,z) C L x m;. Então, por(iii),(iv) e(4),
temos

ais que

, 5; h({,/(c,,)) + « $ À(t,g(.)) + « 5; A(c-,g(,))+ , ,(6)

para todo (Z,3) C L x H;
Seja g a função definida em ni por g(a) = Ã(ci,g(a)) + a . Então, por (iii), (iv),

(v) e (2) temos que p é uma função estritamente crescente,

liHP(') -o ' l;H 'p(,) - m ,
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e 'ssim p(n;)
Portanto, por (6), temos que

{g.(;,3/) : (',g)C/T'} C {(',«)eLxa; : .F(c,',.)C/r}
C {(',,)CZ xn;: a-$À(',&.,«))+«$b-}

c L x(l -'«,ó-jnp':(1.:,.«1)).

Como g(Z?;) = n; e g é uma função estritamente crescente, existe dt > 0 tal que

p':(ja:,ml) mje d-$g(d-) «:<b:
Portanto

{g,(;,3/):(',y) C /T'} C Z x la-,Ó:l CC / x n;
Como dl e bi não dependem de c € 1O, ll temos que

{g,(.,y) (;,y) C /T' e c Cl0,il} C Z, x la-,z,-l cc / x n;,
o que prova 1.2.15.iii.

De (11) e 1.1.32 temos que são verdadeiras 1.2.15.iv e 1.2.15.a

Portanto (111) e (IV) são verdadeiras(1.2.15). //

Para completar o resultado acima apresentaremos, a seguir, algumas funções que sa-

tisfazem as hipóteses do mesmo.

1.2.27 Exemplo. Soam p C .fV*, A tina/unção de$nida em 10, 11 com à(lO, ll ) C li, ll

. p C C'(E; ; E;) ""' ç''(n}) C a; e ijpp(«) ê . & .âo « /u«çõe'

moderadas de$nÍdas em 10, 11 x n; por

/:(., .) A(')p(,) , ê(', ,) (A(.),')) e &(c, z) = #"U,

' /j é« c/«s' de /j 'mg(n; ; n), p«« t.do l $.j $ 3, '«1ã' /j C ç*(Z?;; a;) . G
satis/az de 1.2.26.i afé 1.2.26.iii, para todo l $ .j $ 3 . 4s /uniões degradas em .F? x .l?;

por

h:(t,*)=ln(,t'+l) e A,(t,,)=t:arctg«
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pertencem a C'(Z? x n; ; m) e ralis/agem de 1.2.26.iv afé 1.2.26.vi.

(Convémobservar que /3(c,a) 5; g(z) , sendo g(3) = va se 0 < 3 $ 1 e g(,ç) = # se
r > 1. Asfunções 'DI(3) =z',sendo, € n, 'D2(3) = in(l+n) e 'D3(3) =/ exp(--í')dZ

podem, por exemplo, ser usadas para y .)
0

Analisando a prova de 1.2.26 obtemos o seguinte resultado

1.2.28 Proposição. Soam / xm nterua/o aóerío de .f? com 0 C /, l 5; À; $ n, /j; €

g.(Z?; ; a;), /k u«. representante de /k e Ak C C'(/ x n; ; n) ta s que

(i) /k salas/az de 1.2.26.i alá 1.2.26.iii(substíZu ndo / por /k) ;

(ii) Ak salas/az de 1.2.26.iv alá 1.2.26.vi(subsl t ndo /z por Àk)

Se / á a ap/ícação moderada de$ lida em 10, 1 x / x a;" por

/(c,Z,«:, , «.) = (Z.À:(t,/-(c, ,:)) + ,., A«(t, Z«(., ,«)) + «.)

e j é Q classe de :f em ÇÇI x lrtT' ', Wn't* ) , então

(1) ./' C g,(.r x m;" ; .r x a;") ;

(11) inflJ/(c,t,zi,...,z«):(c,t,z:, ..,««) Cl0,11 x / x Z?;'} 2 1;

(111) / á uma ap/ácação nuersüe/;

(IV) /(c,.) á «m« «p/{c«ção í«««úe/ p-« lodo c Cl0,11 . « p/ic«ção m.d««'í"

I' de$nida em lO,il x / x n;" por I'(e,.) = (/(c,.))'' pa« fado c Cl0,il , é Km

"p"s'nt.nte de f': . ll

A seguir apresentamos um resultado para o caso em que Q = lO, ll

1.2.29 Proposição. Soam / um ntert;a/o aberto de n com 0 c /, / c ÇZ.(lO,lj; lO,ll),
l um representante de l satisfazendo:
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(i) 1( 10, il xl0, il) Cl0, il ,'

(ii) /'(c,,) ?0, pa« f.d.(c,,) Cl0,11xl0,11;

liii) «{'i'm 'p- ' p, pe,le«««!« « C(lO,ll ; n) t.is q«.

P-(o) = P,(o) = o ; P-(1) 1)

0 $ Ç'-(«) $1c,,) $9,(,) $ 1 , P.« lod.(',,) :l0:11xl0,11

. .d« À c c'(lo,il; n)nc(lo,il; n) t«/ q«.

(i«)A(0)(')20, P««todo «Cl0,il

Se W = {(t,Z/) C / x n : 0 < g/ < 1 + t'Â(1) } , .f á « «p/{«çâo m.d««d« de#«{d« .m

10,11 x / xl0,11 P.,

9

.f(',t,,) (&',,))+.)
./ á « c/« d./ .m ç(.rxlo,ll; n'), .«tão

(1) .f C g.(/xl0, il ; W) ,'

(11) infÍJ/(c,í,z) :(c,t,a) cl0, il x /xl0,11} ? l

(111) ./ á «m« «p/{c«ção á««.«ú./,'

(IV) /(c, .) é ««':« 'p/ic«çâ. {n««úe/ p«« t.do c C 10, il «p/ãc«çâ. «.od«.d. F

de$«id« .m lO,il x W p« Í;(',.) (.r(',.))': P«« f.do . Cl0,il, á «m «p"""-

t,ante de j''

(Convém observar que a hipótese (i) é utilizada somente para definir a aplicação ./ .)

Z)emonslração. Notemos, em primeiro lugar, que, por (iii), temos

liH/(c,z)-0 e lim/(c,sç)= 1 , para todo CCl0,11.

Provaremos a seguir (1).

Seja /r' CC /xl0, ll e tomemos 1, CC / e /( CCl0, ll tais que /(' C Z, x /$.

(1)
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Como / € Ç;,(lO,il; lO,il) existem /{i CCl0,il e q cl0,il tais que i(lO,77lxÃ') C

/\'i . Então

{./'(c,{,,):(',Í,,) Cl0,OlxX''} C {(t,t'À(.) + ,):(Í,,,z) € Z, x Ã' x Ã'-

Seja @ a função definida em /xl0, 1jxj0, ll por

(2)

@(t,,, ,) (;) + ,)

Então @ € C(/xl0,11xl0, 11; m) e como, por(iv),

0 < f'A(z) + # 5; t'A(1) + ;« < t:A(1) + 1

temos que V'(/xl0, 11xl0, il) C W e portanto, de (2), temos que

{/(., t, «) (c,Z,,) C lO, ,7lx/T'} C @(L x /T x Ã':) CC n',

e assim (1) é verdadeira.

o. (n) e (i«) co«cl«amos q-

J.f(c,t,z) = Z'À'(Z(c,z))?'(c,a)+ 1? 1, par' todo(c,t,a) cl0,il x /xl0,11,

o que prova (11).

Provaremos a seguir, usando 1.2.15, as asserções (111) e (IV)

Fixemos c c lO, ll

Provaremos que ./'(c,.) é uma aplicação bijetora. Para isto, dado Z € /, seja /t

função definida em 10, 11 por

a

/.(') A(&.,,))

Então, por (ii), (iv) e (1), temos que /. é uma função estritamente crescente, liD/t(z)

' ypz.(') +t'A(1),''«im /.(lO,il) l+t'h(1)l
Soam (s,") e (Z,y) perten"ntes a .rxlo,ll. Se s # t é claro que .f(e,s,a) #

/(c,t,y) . Suponhamos s = { , e portanto # # g

Como # :# y e /f é uma função estritamente crescente temos que

.f(',t,,)(&',«))+,) /.(«))#(í,/.(v)) .,t,p)
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Portanto ./(c, .) é uma aplicação injetora.

Sda (t,y) C W. E«tão 0 < g/ < 1 + t'À(1), e portanto # C /.(lO,il). Como /, é

contínua em 10, il , existe z C 10, il tal blue /t(3) = g/ , e assim

./:(c, t, z) (t, /.(.))

ou seja /(e, .) é uma aplicação sobrejetora.

Portanto estão satisfeitas as asserções 1.2.15.i e 1.2.15.ii.

Fixemos c C 10, 11 e sda g. a aplicação inversa de .f(c, .)

Para verificar 1.2.15.iii tomemos /T' CC W

Como /T' CC W , existe uma seqüência finita de compactos (.Lj)i$j$k , sendo Lj

laj, ójl x lcj, aíl , tal que .l\'' C Uj:i Lj C W, e portanto temos que

{g.(',y):(',y)C /T'} C U!::Íg.(',y):(',y)C Z;j}

c uf::{(',,) c jaj,ójlxl0,11: .f(c,',,) € .[j}

C Uj:.{(',,) C /xl0,11: . C jaj,ójjecj $ :'+''A(Z(c,')) $ dj}

Fixemos .j C {l, ...,k} e sejam pi e p2 como em (iii) e ui e w2 as funções definidas

em /xl0, ll por

«,-(t,«)(t,t'A(g-(,))+') e «,,(t,,)(t,t'A(g,(,))+,)

Então, usando (iii) e (ív), temos que

0<t'/z(P{(z))+z5;t'À(1)+;«<t:A(1)+1 , p.ra t'do zelo,1je l 5;i$2;

liil"i(t,a)-(t,0) ' hm"i(t,z)-(t,l+t'À(1)), p'ra tod' te/ e l5;i$2,

e p'rtanto «,-(/xl0,11) = «,,(/xl0, il)

Sda .4j = {(s,.) € /xl0, il: . C

Como temos, por (iii) e (iv),

.aj,Z,jl e cj $ z + s'h(/(ó:, #)) < d; }

«+ t'h(V'-(«)) 5; «+ t'à(&c,,)) $ «+ t'A(p,(«)), p,ra t'do(Z,a) c .rxlo,ll,
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Áj C «;;:( jaj,ójl x lcj,ml) n «,Í'( I'j,6jlxl - «,, ajl) c l.j,ójlxlo, il

Sd.m

A4. = supÍ= Cl0,il: existe s c © com(s,3) C «,Í'(jaj,ójlxl -- .o,djl)} ;

mj = inflz cl0,il: existe s C n com(s,a) C «,;:( laj,Z,jl x lcj,.»l)}

Então A/J $ 1 e nzj ? 0. Provaremos que À/: < 1 e que mj > 0.

Suponhamos, por absurdo, .4/J = 1 . Então existe uma sequência (s«,iç«).cw com

(s«,a«) € ü'i':( la.Í,ójlxl -- oo,djl ) e tal que ljUa. = 1 . Como s« € jaj,bjl para todo

n C Ar, e jaj,ójl CC #?, existe uma subseqüência (s«.)kcx que converge para algum

s C laj,bjl . Então

"«* +':.A(p-('«.)) $ 'íj ' !itmm('«. + ':.A('p-('«.))) - l +':A(1),
e portanto dj ? 1 + s'/z(1) , o que é um absurdo, pois (s,dj) C }V. De modo

prova-se que mj > 0 .
Portanto

«.,;:( l«j, z'jl x lcj, .«l) n«,Í'( jaj, ójlxl - m, ajl) c( ]«j, ójl x jmj,il) n( jaj, ójlxl0, ]%l) ,

e assim (convencionando que jmj, À4J1 = 0 se mj > MJ ) concluímos que .4j (. laj,bjl x

jmj,A61

Portanto

{g,(.,,):(',y) € /{'} c Uj:..4j c Uf:.( jaj,bjl x jmj,.M,l) CC /xl0,11

o que prova 1.2.15.iii.

De (11) e 1.1.32 tem

1.2.1S, (m) e (IV). //

concluímos que

análogo

reT SSIos que são verdadeiras 1.2.15.iv e 1.2.15.a, e assim concluímos, por

Completamos o resultado acima apresentando funções que satisfazem as hipóteses do
mesmo.
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1.2.30 Exemplo. Sejam p € .?V' e p e À /Mações de#nÍdas em 10, 11 e com t;a/ares em

m l«{sque p(lO,ll)UÀ(lO,il)Cl0,il, C W(1?) ' inflp(c) : c€10,111>0. Se &

e /2 são as/uniões moderadas d(i/unidas em lO,ljxj0,11 por

/ (C,3) = «"© e /,(c, ,) '(.X(c)): + (À(c) + l): (À(c) + «y

. /j « c/«.. de /j 'm Ç(lO,il; n), p«« todo i$.j $2, e,,tã. /j C Ç.(lO,il; lO,il) .

lj salas/az de 1.2.29.i alé 1.2.29.iii, para todo l $ .j $ 2 . Ás /u zções de#rzídas em lO,ll

por

h:(,) , A,(,) ,') e À;(«)

pertencem a C'(lO, ll ; n) x C( 10, 11 ; Z?) e satÍs/alem 1.2.29.iv

(Convém observar que a função /2 -- 1- foi estudada em 1.2.7.)

Analisando a prova de 1.2.29 obtemos o seguinte resultado

1.2.31 Proposição. Sejam / m ínlerua/o aberto de .f? com 0 € /, 1 5; É $ n, Zi; C

ç.(lO,il; lO,il), Jk «m «p«se«f-l. de /* e ht C C"(lo,il; m) nc(lo,il;a) t«i. g«.

(i) ã '«tisna, d. 1.2.29.i «fé 1.2.29.iii(s«ósfít.{«d. Í' p« Ü ),

(n) Ak s«tis/a, 1.2.29.i« (s«6 tit«i«d. A p., hk).

S. W = {(t,3/i,...,y«) C/x n" : 0< /j <1+Z'Aj(1) , para todo i$.j $n},/ á«

ap/{cação moderada de$n da em 10, 11 x /xl0, 1j" por

.r(',t,,:, ...,««) t'A-(â(',':)) + «-,...,z'À.(t.(.,,.)) + «.)

./ á . c/a«' d'/ 'm Ç(J'xl0,11"; n"-'-'), .«tão

(1) / c g.(.rxlo, il' ; n') ,

(11) infÍJ./(c,t,a:,-..,««):(c,t,«:,...,,.) Cl0,il x /xl0,11"} ? l;

(111) / á uma ap/{caçâo nt;ersúe/;
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(IV) ./(', .) á «m« «p/á«çâo ;-.«úe/ p«« tod. . C 10, il e « «p/á«çã. m.de«d« Í;

de$«id. .m 10, il x H' p., I'(',.) = (/(c,.))': p.« t.do c Cl0,il , é «m «p«se«

tarte de f'* . ll
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Capítulo 2

Equação de Hamilton-Jacobi e
e

Existência de soluções

Para facilitar a escrita do problema que iremos estudar, e que será chamado problema

HJ, convencionaremos que

(1) # denotaráafunção moderada definida em 10, 11 xHxH' por f(c,t,ai, ..,#«)

(2) r denotará, por abuso de notação, não somente a classe de â em Ç(n"+: ; n)

como também a classe de í llo,ilxw em Ç;(W' ; n) , sendo W um aberto qualquer de

(3) fj , para todo l 5; .j $ n , denotará a função moderada definida em 10, 11 x a x n"
po' #j(c,t,zl, ...,#«) = zj ,

(4) nj denotará, por abuso de notação, não somente a classe de íj em Ç;(Z?"+: ; m)

como também a classe de fj llo,iJxw em Ç(W'; n) , para todo l $ .j $ n , sendo W

um aberto qualquer de .F?"+t

Convencionaremos também que, se W é um aberto de n"+: , u C g(W ; n) , (Z,3) =

(t,#l,...,#«) denota um ponto genérico de n x -#?", a = (ao,ai,...,a«) C .W'+' com

al = 1 e l 5; .j 5; n , então
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denotará a função 8'u se ao = 1;

denotará a função õ'u se aj l

O problema que estudamos e que, sob certas hipóteses, obtivemos em 2.1.2 uma solução

é o seguinte:

Problema liIJ: Dado.s qt&aisquer / {nZerua/o aberto de n com 0 C /, Q e Q' abertos de

n", # € g(/ x Q x Q'; n) . / C Ç(Q; n) , d.Ze,min«, ««. «perto n' d. .r x Q com

V={. C n":(0,;) C H''} # 0 . ««.a/u«çâo «C Ç;(W; n) s«tísla««d';

m (g:, ...,il:) c ç;.W' ; n0;

(Ü) # + H' (","-,..''""' âz ''
em çi( }' ; .#C) ;

(iii) « llol*., .f Ir .m Ç7(V ; n)

Dizemos que u C Ç(W; ©) é uma solução para o problema HJ em Ç(}V ; n) se, e

somente se, u satisfaz (i), (ii) e (iii).

No caso clássico, isto é, quando # e / são funções de classe C", a equação (ii) é

chamada equação de Hamilton-Jacobi e é escrita da seguinte forma:

$ -'- "0,,-, ...,,«' M'..., :) - '
A equação de Hamilton-Jacobi é uma equação diferencial parcial de primeira ordem,

não linear, onde não aparece a função incógnita u. Esta equação aparece frequentemente

na Mecânica Analítica, como por exemplo o caso do oscilador harmónico, cuja equação de

Hamilton-Jacobi é:

à.:,' *ç *$ - . ,
sendo k uma constante e z a abscissa da partícula no instante t
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O problema HJ, no caso clássico, sempre tem uma solução. Um método utilizado

para encontrar essa solução é o método das características(141). Este método consiste em

transformar o problema HJ que é um problema de equações diferenciais parciais em um

problema de equações diferenciais ordinárias. Em 2.1.2 procuramos adaptar o método das

características para o caso em que .f/ e / são funções generalizadas.

2.1 Um teorema de existência de soluções para a

equação de Hamilton-Jacobi

Com o objetivo de facilitar a leitura dos resultados que apresentaremos faremos mais

algumas notações e uma definição.

Se / é um intervalo aberto de .P? e Q e Q' são abertos de .FZ", então convencionaremos

como no caso clássico, o seguinte:

(1) se z = (zi,...,z«) denota um ponto genérico de n", / C
representante de / e a = (ai, ...,a.) C ]V" com lal = 1, então

a/
21.C denotaráafunção a'/ se aj=1 e l$.j$

-eÍ- denotaráafunção a'f se aj=1 e 1 < j<oa'j = H .r --'r'

V./' denotará a aplicação ( a/ , ..., â/ );

ç'.f denotará a aplicação ( a/ , ..-, a/ );

(2) se(t,z) =(t,31,...,;««) denota um ponto genérico de n x n"

g(/ x Q ; n*), e«tã.

g denotará a aplicação (agl , ..., agk );

g(Q ;n), / é «m

e g ,g*) c
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(3) se(t,z,p) =(t,ai,...,z«,pi,...,p«) denota um ponto genérico de n x m" x n",

H C Ç7(/xQxQ'; n), H éum representantede H, ' =(ao,ai,...,a.,Pi,...,/3«) €

A''"'F: com lyl=i e l 5;.j5;n,e«tão

:ll=- denotará a função õvH se ao = 1;

denotará a função õ'YH se ao = 1;

5-- denotará a função OV.17 se aj = ll

a# -
.i=- denotará a função õr#

=: denotará afunção õ"rX se Pj = 1;
apj ' ' '

gg. denotará afunção âv# se /3j = li
aH . . .. . .aH aH.

denotará a aplicação (ãzl ' ''', ã;-);

-ã-- Qenotara a aplicação

a# . . , .. . ,aH a#.
-ã-- Qenotara a aplicação tãi;-, .'') aPn )

:ã=- denotaráaaplicação

Aqui também usaremos a notação dada em 1.1.10 e 1.2.21

2.1.1 Definição. Sejam / m nterua/o aperto de .#? com 0 € /, Q e Q' apertos de #?",

# C ç;(.r x Ç2 xQ'; n) '/C g(Q; n). Se J é «m {«le«'/. «óe,fo d. a «m ocic .r,

H' «, «be'l. de l?"'' com y = {z C n" : (0,,) C W} # 0 e W C / x Q, .«f'.
denotaremos por

S(/, Q, Ç2', H, ./', J, W')
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o conjunto dos pares (X, P) para os quais são t;erdadeiras as seguintes asserções

(i) X C Ç.(} x y ; Q) e P C g.(J x }' ; Q') ;

In) (x, p) á «m« «/«ção d. ;às*'m"

ax
o («', X, P)

S
.m Ç(J x V ; n")

aP aH
;Í- o (r,X, P) em Ç(J x y ; n");

(ni) (x, p) s«tisfaz « c.«dÍç;"'

X llol*« 'm Ç(V ; n") ,
P llol*v = y/ lv m g(y ; a") ;

(i«) « /unção }'' («,X) pe,l.nc. « Ç.(J x }''; W) . á «m« «p/á«ção í«..«ú./

O sistema dado em (ii) é chamado, na Teoria Clássica, de sistema Hamiltoniano

A solução que encontramos para o problema HJ é o seguinte teorema

2.1.2 Teorema. Sejam / m intert;a/o aZ)efta de Z? com 0 C /, Q e Q' abertos de

m", H € ç(.r x Q x Q'; R) . / C Ç(Q; n) . Se J é «m {nt«/o «Z,.,!o d. n "m
o c i c .r, W «m .ó«t. d. n"+: «m y = {, C n' : (0,,) € W} # 0 . W C / x Q .

S(.r,Q,Q', H, /, J, H') # g , .«fã. . p«ó/em« ni lem «m« «/«çã. .m Ç;(W ; n).

Z)emorzstraçâo. Denotaremos por (s,r) = (s,ri, ..., r.) um ponto genérico de J x V e por

It,z,p) =(t,z:,.--,';«,p-,...,p«) um ponto genérico de / x Q x Q'

Soam X =(X:,...,X«) e P=(P-,...,Pn) tais q«(X,P) C S(.r,Q,Q',H,/,J,W),
.f um representante de / , J um representante da função generalizada

=L,aH
-# . («, x, p) + XQli ' («, x,H8 ,

que pode ser definida por 2.1.1.i, U C mlJ x }'' l #?l definida por

t/(c, s,ri, , ,.) = /(c, ,:, ,,«)+
3 .....

C, J(c,t,':, ,«) dt
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e seja U a classe de U em Ç7(J x y ; n). Então temos (lue

;l - -H . («, x,H + X(g: . («,x,H8 ;

il/ lÍ'l* , = / lv em Ç(y ; H)

Como (X, P) C .S(/, Q, Q', H, ./, J, T4/) sabemos que

X C Ç.(J x y; Q) e P C Ç;.(J x y; Q');

%:l- :;..(«,X,a .m gU*y;n");

=- .(«,X,H .m gU*b'';n");
X llol*« = 1« em Ç;(y; n");

P lloJ*« 1« em g(V ; n');

y = (r,X) C g*(J x y ; W) e é uma aplicação inversível

Seja u = U o y'i. Provaremos que

« lÍoJ*« = /1« em g(y ; n);

(g:,...,g:)c . ';Q0;

g -.-x.'","-,...,«.,n'...,gl:) - ' .« çw''; "D,
sim u será uma solução para o problema lIJ em g(W ; m).

Seja h =(Ao,Ai,...,A«) = y': C ç*(W ; J x y). Então por 1.1.25.11 e 1.1.26, temos

e as

(1 )

(2)

(3)

(4)

(5)

(6)

(7)

(8)

(9)

(10)

(n, n:, ..., rn,l llolxv = (r o h) llolxv

(«' o A, X o A) llo} *«

(Ao lloJ*«, x o (À llol*«))

ho ll'l*., = « llol*y = 0 em Ç;(}'; n);

("- lÍol*v,...,«« lloJ*v) = X o (Allol*v) em Ç(}''; m")

(« lloJ*v, r: , «« llo} *«){0lxy)0

)

)
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e assim, por (6) e 1.1.27, temos que

(«: llol*«, ..., «« lloJ*«) o (A lloJ*«)

o((Ao lloJ*«,À: llol*«,..., À. jloJ*«))

o (0, A: llol*«, ..., A« llol*«)

X lÍcJ*« o(h: llol*«, ..., A« lÍol*«)

(à: lÍol*", ..., A« llol*«) .

Portanto, de (2), 1.1.25.11 e de 1.1.27, temos que

(UoY'''')lÍol*,' oA)llol*« o(Allol*«)

U .(ho lÍol*«, A: lÍo},..«,..., À« llol*«)

U o(0, «'- llol*«, ..., «'« llol*«)

u lloJxv o lv = u lÍoJxv = / lv ,
o que prova (8).

Como u = U o y-i temos que U = u o y, e assim

g;l=ll:(au oy)aXj , paratodo l$i$n.

De(1),(4) e(11) co«cluímos que

($ . *'') -- " . («, x, a -- X(â . *''
Provaremos a seguir que

a - }l.pi1llb , para todo l 5; í $ n.
Fixemos à C {1,2, ..., n], e sqa

:-Epj1lã .m ÇU*y;n).
Usando (1), (4) e (5'1, temos que

u llol*v

(12)

(13)

(14)
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g
S

aPiaXi
õs ari

a
rf H . («, x,H + X(g;l . («, x,8)PD

o (r, X, P))
ax,

o («, X P))+

a
rf(-" . («,x, q) -'- E â(g . («,x, WP, -- X(g: +o la'

âr.

-E 'ÇZ(= . («, x, q) -- E(g . n,X,P

e portanto 0 em Ç(J x }' ; n)

De(2),(6),(7) e 1.1.25.111 temos que

g l {o} x }' gil ll'l*v ' llol*«

a/

a/

Como ã.; = 0 em Ç(J x y ; Z?) e gllolxV = 0 em g(\' ; n) con'luímos, p'' 1'1'15,
que g = 0 em g(J x \'' ; n), e assim (14) é verdadeira.

De(12),(13) e(14) obtemos o seguinte sistema

+x.(«,x,Rl+ [(g:.}'')-plj%) +...+ [(g:.}')

[(: . *'') +...+ [(g:.}'')

[(g: .}'') - p.]%: +...+ [(g:.}'')
Usando que y é uma aplicação inversível temos, por 1.2.12, que Jy tem inverso
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xi..tu.xul.l./Aluu,vl vv x'xAX ='\.u /\ y j nu./9 \- u'oo

somente a solução trivial, isto é,

n',
ã- ' y - -x . (", x', p) ;

, para todo l $ .j $ n .

Portanto, usand.o (3) e que y': C g.(W ; J x }') temos, por l

(g:, ..., :l:) - p . }"'' ' ç.(w ; no

o que prova (9). Notemos também que

$ - .(«,x,H.y-'- («,x,g!.v,...,g:.»'').*''':
.v,...,g: .}'').v''''

--H o (r, ni ,

o que prova (lO).//

Como uma conseqii

1.34 concluímos que o sistema acima admiteim por l

1.26 e 1.1.28, que

ência da demonstração do resultado anterior temos o seguintel S

2.1.3 Proposição. Soam /, n, Q', #, /, ./, y e W como em 2.1.2. Se (X,P) €

.S(/,Q,Q',H,/,J,m'), }''=(«',X), P=(P,...,Pn) . UCg(Jxy; n) át«/g«.

;l--x.(«,x,q+E(g:l.(«,x,p»p. ' ul{.}*«-/}«,

o«de(t,,,p) =(t,':,..-,"«,p:,-..,p«) de-f« «mp.«lo g.«é,{co de / x Q x ç2', .«f'.

(1) « U' }''': é «m« se/«ç'' p"" . p«ó/.«.« HJ .m g(W; a);

(11) d'«ot««d. PO,(t,,)(Z,':,...,«.) «m po«l. g.«é,{co d. W, t.m-.' q«.

(g:, ...,g:) - p . }''''. //
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Veremos na seção 3.3 que, sob certas condições,

caril.s(.r, Q, Q', H, /, i, I'T/) $ 1

Com o resultado anterior vimos que para obter uma solução para o problema HJ em

Ç;(H/; a) é suficiente ter S(/,Q,Q',H,/,J,H/) # g. Veremos a seguir que isto sempre

ocorre quando .l/ e ./ são funções C'. Aqui estamos usando a seguinte notação:

Se ç2 é um aberto de n" , p € AT' , J = (/i, ..., Z,) é tal que /f C C-(Q ; n) para todo

l $ { $ p e ã é a função moderada definida em 10, 11 x Q por ã(c,3) = /(z), então ainda

denotaremos por / a classe de Õ em Ç(Q ; nP).

2.1.4 Proposição. Sejam / urn nfert;a/a aperto de Z? com 0 € /, Q e Q' abertos de

m", Hcc"(.rxQxQ';m) e/eC"(Q;n). ntãod«d. #.CQ ezisfem V' um

aóerfo de .f?" com =. C y C Q, W zlm aberto de .F?"+i com W C / x n e de modo que

L' a":(0,,)eH'l#g .«isZ.««.á«l.««/o.óe,t. J d.&com 0CIC/
[«{s g«. .S(.r,Q,Q', #,./',J, H') # ©.

l)emorzstração. Denotaremos por (s,r) = (s,ri, ...,r.) um ponto genérico de n"+: e por

(t,z,p) =(t,ai,.-.,z«,p-,..-,p«) um ponto genérico de n'"+:

Seja a. C Q. Então da teoria clássica de equações diferenciais ordinárias, existem

a > 0, q aberto de n" com z. C Vi e uma aplicação (X, P) , sendo X = (XI, ...,X.) e

P = (PI,..., Pn) , definida em /. x VI C / x Q tal que

Xi e P. pertencemaC'(/.xVi; n),paratodo l$i$n; (1)

X(.r. x H) C n e P(.r. x V) C Q'; (2)

::10,d - 1l;0,x0,0,pO,a . %:10,0 - -%30,x0,0,pO,a; m
XjloJ*«. =1 ,'. e PjÍol*v =y/lv.. (4)

sd. }'' («',x).

Como det(dHo,,.)) - det(-ã;;-(0,z.))l$i.jÉ« = 1 # 0, existem, pelo Teorema da

Função Inversa, um aberto Wi de n"+: com (0,z.) C W] C /a X H e um aberto W2 de

/
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m"+: com (0,3.) = y(0,a.) C W2 C y(/. x Vi) tal que y lw. é um difeomorfismo de
classe C' sobre W2.

Usando que (0,z.) C IVi existem um intervalo aberto J de H e um aberto v de n"

tais que (0, a.) C J x b' C TVi C /. x U.

Como y lw. é um difeomorfismo temos que y(J x V) é um aberto de n"+:

Sda W = y(J x y) C J x X(J x y) C / x Q. Notemos que,

se ,4 {, c n" : (o, ,) c w'} , então Á y

Oe fato, se z C .'l , então (0,z) C W e assim existe (a,b) C J x }'' tal que (a,X(a,b))
y(a,b) = (0,z), e portanto a = 0 e X(0,Z,) = z, e assim de (4) concluímos que z

X(0,Z') = bC V, e p'rta"to .4 C y. Se ,C y temos, p'r(4), q- y(0,z) =(0,X(0,,))
lO,z) e assim (0,,) C }''(J x y) = W , e portanto y C ,4.

Usando (1), (2), (3), (4), que y IJxv é uma aplicação inversível e que y = {z C n"
(0,z) C W} co«cluímos q«e(X IJ:..V,P IJ*V) c .S(.r,Q,Q',H,/,J,H/).//

Para dar exemplos de funções .l/ e / generalizadas para as quais

.s(/, o, n', x, .f, J, w) # o

(e portanto o problema HJ admite uma solução), precisamos, em primeiro lugar, resolver o

sistema 2.1.1.ii com a condição 2.1.1.iii e depois verificar se 2.1.1.iv está satisfeita. Daremos

a seguir alguns exemplos onde %; é um vetor generalizado ou %! = 0(e portanto
Q = .P?" ), pois neste caso o sistema 2.1.1.ii com a condição 2.1.1.iii é mais fácil de resolver

e assim basta garantir que 2.1.1.iv é verdadeira. Veremos também que a solução encontrada

para o problema HJ possui, sob algumas condições, uma certa propriedade. Soluções para

o problema HJ com essa propriedade serão estudadas na seção 3.3

2.1.5 Proposição. Soam / um interna/o aóerlo de n com 0 c /, / C g(Z?" ; n) e
P =(P-,...,P«) C(ew(E))" t«{. q«.

li) v/ € ç.(E" ; n");

73



l.\\) p é uma aplicação limitada, isto é, pi é uma .função limitada no sentido usual,

para todo l $ { 5; n

D.«oÍ-d' po, , (,:,...,,.) «m po«Zo ge«é,{c. d. n" e (Z,p) = (f,p-,...,p«) «m po«t.

genérico de .f?"+i lem-se que, se / é um representante de /, Ã C élwl/ x Z?" l i?l , ]t/ > 0

e T Cl0,11 são país que

(in) lã:3&(',')lsw , P«"Íod. (',')clo,'Íx®" . ] 5;í,J$«;

0«) m«{lg:k,t,dl, l2l;llk,t,dl, ta:lLk,t,Hi} $ M,
P««tod.(c,Z,P)Cl0,."lx/x n" . l $1{,.j$n

. s. # á « c/"'' em Ç(.r x a" x n" ; a) d« /u«çã. «..d««d« # deg«:d« .«. 10, il x / x
Rn X Rn por

H(',t,«-, ...,"«,,:,...,P«) P:,...,P«) + }:P.(')'. ,

:ntão existe a'> Ç) com ]. C ] e SÇ].j]n,]Fin n,f,i.,l. x lt') + $, e em conseqiLênciü

e,{sle « C Ç;(/. x a" ; n) t«/ g«.

n

lt

(1) u é «ma se/wção p«« o p«ó/em. HJ 'm g(/. x n" ; a)

Se (t,') = (Z,,-,...,z.) de«ot' «m po"t. g.«é,{co de .r. x a", .«tã. « í«móém «Zis/a.

(11) '«istem D ...,8«) «m «p«s.«t««te d.

5;M, P««t.do (c,t,a)Cl0,."lx/.xn" ' l$i,.j$n

az. e A4 > 0 tais que

Z,)emonstraçâo. Provaremos, em primeiro lugar, que .S(/, n", Z?", H, /, /., /. x H") # 0

para algum a > 0 , e com o auxílio de 2.1.3 obteremos (1).

Denotaremos por(t,a,p) =(t,al, ...,3n,P:, ...,pn) um ponto genérico de Z?2'+i e por

(s,r) =(s,ri,...,r«) ou por(t,p) =(Z,pi,...,p«) um ponto genérico de n"+:

Soam X = (XI, ...,X,) a aplicação definida em 10, 11 x .r x n" por
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[ -ã- (e,t,r, y.f(e,r) - p(c)t) dt ,

que por(i) e(ii)é moderada, e P =(Pi,...,Pn) e ã =(ãi,...,Õ.) as aplicações moderadas

definidas em 10, 11 x / x ,F?" por

P(c, ., ,) v./'(., ,) - P(.).

e

ê(c, ., ,)

Notemos que

JI €1:@, * , ,, :zíb, Q P(.)t) dt

:lk, ., 0 - Zl:Lk, ., v.fk, 0-pH4-E ã:%;;k, ., \z.fk, 0-pW p

g;hk,.,0 - E: a:Lk,., v.fk,d ÕÍl:ÇK,0;

pa'apodo(c,s,r) Cl0,11 x/xR" e l$ i, k $ n,eassim,usando(iii)e(iv),temosque

',s,,)l $ MS (1 )

(2)

(3)

;g(',',')l $ M +"w'Íllp(')ll: ' clo,ill;

Zll:$;(', ', ')1 5; «w' ,

paratodo(c,s,r) Cl0,rlx/ x n" e l$i,k $ n.

Sejam y a aplicação moderada definida em 10, 11 x / x #?" por

classe de y em Ç(J x R' ; n"+').
Como ãi(c,0,r) = 0, para todo(c,r) Cl0,tl x R" e l$ á $

limitada e valem (1), (2) e (3) temos, por 1.2.22, que existe a > 0 tal

(#,x) e y a

n, p e uma

que /. C /,

função

y l/.*R« € ç.(.r. x n" ; /. x n") ;

y l/.*R« é uma aplicação inversívell

c = infljly(c, s, r) (c, s, ,) C lO, ,lx.r. x n' } > 0 ; (4)
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existe um representante Í = (Fo, Íi, ..., f.) de (y l/.xn«)'' tal que

f:(c,.) =(í'(c,.)l/.*a«)': , para t'do c cl0,,'l

existe ]t/i > 0 tal que, se 0 5; í 5; n , então

(5)

jõ'l'í(c,í,a')l$ Mi, par'todo(e,t,z)cl0,I'-lx/. xH" e aC /V"+' com lal=1.(6)

Sejam ..V a classe de R e P a classe. de .P em g(/ x Z?" ; n"). Então, por (i), (ii)

e (iv), temos (lue

XI/.*n« e PI/.*R« pertencemag.(/. x n"; R"),

e como(X l/.xn«,P l/.*R«) satisfaz 2.1.1.ii e 2.1.1.iii e

y l/.xR- = (r l/.*R«,X l/.xR«) c g.(/. x n" ; /. x n") é uma aplicação inversível,

temos que

(x l/.*R«,P l/.xa-) c .s(/, n", n", x,/, .r., /. x n") ,

e assim, por 2.1.3, temos que u = U c (y l/.*n«)'i é uma solução para o problema HJ

em g(/. x -m"; Z?) ' ( Õu ,..-, õu ) - P ' (yl/.xa«)'' , onde U é como em 2.1.3 e

(Z,z) = (t,zl, ...,z.) denota um ponto genérico de .r. x n"
Portanto (1) é verdadeira.

Seja 8 = P o f, s.ndo f como em (5). Então 8 = (8i,...,8«) é um representante de

( õu , .-- Õu ). Provaremos que 8 satisfaz (11) e assim concluiremos a prova

Notemos que, se l $ i,.j 5; n , então

=:(Ê ' f:)(', t, ')

gk, fk, :, .»g:k, :, ,) + E g:k, fk, *, ,»ilkk, ', .) ,
c,t,z

e assim

g:k, ', ,) - -p.ng:'k, t, ,) + E a=ik, í:k, t, ,»g>k, t, .) ,
para todo(c,t,z) Cl0,7'lX/a X n"

us-do(6),(7),(n) e(ni) co-l«amos(11).//

Í rA r{ \'j' x')'''//aaj /' (7)
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A seguir apresentamos algumas funções que satisfazem as hipóteses de 2.1.5

2.1.6 Exemplo. Soam b > 0, 1 5; .j $ n, z6 e DJ /uniões de$nÍdas em. 10,11 e com

ua[ores em ]R e \pj, 'Üi e Qi junções petterlcentes Q C" Ç]t, \ ]R] ta,is que vj , üi, \pi} 'Üi,

d'; e @j são/uniões /im fadas em . Então a/unção moderada ./ de#n da em 10, 11 x #?"

pot uma das junções

)dÀ;

i.(','-,...,,«) (.)J'' (J' vjl.u)du)dX\

satisfaz 2.1.5.iii, a c/asse de / em g(-R"; n) salas/az 2.1.5.i e a /unção moderada Ã

de$rzída em 10, 11 x /õ x a" por

h(e,t,pt,. .,p«)' }.t l.' @j(üjÇe)y)dy

'" por, se $'1 é K«~« função lin itad« P«« todo L $ :i $ «-

P«) @j(ü(')(t +Pj))

'"po,,se infljÜ(c)l: ccl0,1jl>0 . @jCLi(n), pa«todo l$.j5;n,

b(',t,P:,...,P«)

satisfaz 2.1.5.iv (SKóstÍfuindo / por /ó).

(As funções gl(3) = 1 , g2(#) = arctgz e g;(3) = cosa podem, por exemplo, ser .sedas

para y'j ou d'j . A função g4(#) = sen(aç') pode ser usada para gj e g;(a) = exp(--#')

para õ'j.)

n

lJ

J

n

) )
lt

lJ

h(., t, P:

©j(Ü(c)g/) dg/ ) d.à

Quando / é um intervalo aberto de n com 0 C .r e -ã= = 0 em Ç(/ x n" x n" ; n") ,
além de 2.1.5 obtivemos, para resolver o problema HJ, neste caso, a seguinte proposição:
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2.1.7 Proposição. Sda«z / um {nferua/o aberto de Z? com 0 € /, (i{)iSiS« e (/.)iSiS«

seqãêncÍas ./inatas de e/ementas de, respecl lamente, ewl/ x .F?; nl e é:wl.l?; Z?l , H a

/unção moderada de$nida em. 10, 11 x / X .F?" x a" por

P«) Ã.(',z,P.),

H . c/««. d. H .«. ç(.r x a" x n" ; a) , .f '/u«ção made«d« de$«ád« .m lO,il x ü"

por

n

lt

n

lt

c,Z,zi

/(', ,:, ..., ,«) - EÃ(', ,:) ,

./' « c/.s.e d. ./ .m Ç(a" ; n) ' , cl0,11. D.«oZ««do po, (t,g) ««. po«to ge«é,íc. 'Z'

l x IR tem-se que, se

(i) v/ c g.(E' ; a");

(ii) e,ist'm CC(/; a) e (.:,...,««) € n" í.{' q«.

i1l:(',t,::(',«'))l l;v'(z), p-« t'a. (',t)clo,'lx.r . isis«

(iii) ezáslem a e b nzímeros rea s ía s q e

' $ gl}(',z, ::(',Z/))gl#(',V) 5; Z', p-' tod.(',t,y) Cl0,'lx.r x a e iS { $ ";
e se a e b são como e«': (iii) e d, á a /unção de$nÍda em n por Ú(s) = as, se s > 0

. d,(s) bs, se . 5; 0, .«tão d«do g«a/q«e, inZ«/. .óe,to J d. n com 0 C Jc
d,''(l - l,ml) n /, lem-se q«. .s(.r,E",B",H,/,i,J x a") # 0, . .m c-«gdé«{«
.«{.t' u C g(J x n" ; n) t«/ q«.

(1) « é «m« s./«ç'' p"" . p«ó/e«.« HJ .m g(J x a" ; a).

Oe"t-d' po, (t,') = (t,a:, ...,,«) «m p.«t. ge«é,{co de J x n« fem-« q«. « t««bém
satisfaz

(li) " (i13,.--,g:) c ç*(z" ; a') , '«tã' ãi::b c ç*(J * a" ; E) , p«« t''.
l 5; i,.j $ n
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uemonslraçao. I'rovaremos, em primeiro lugar, que 8(/ , JH", .ÉK" , H, ./ , J, J x .FZ'

e com o auxílio de 2.1.3 obteremos (1).

Denotaremos por (s,r) = (s,rl,...,r«) um ponto genérico de n"+:, r = (ri,

um ponto genérico de n" e por (s,y) um ponto genérico de / x #?.

Sejam X = (XI, ...,X.) a aplicação definida em 10, 11 x / x n" por

IÍ(., s, ,) t , ,, q' j:(., ,» -t ,

que por (i) é moderada, .F = (PI, ..., Pn) a aplicação moderada definida em 10, 11 x/

por

)# g

,,.)

x #?"

P(c,., ,) = v/(c,,)

e âj a função definida em 10, 11 x / x #? por

êj(',;, v) - &(',',') - 'j - .Z' 1lb(',t, %:(',p)) 'ít ,

sendo l $ .7 $ n.

Sejam g, a e b como em (ii) e (iii).

Notemos que,

Õ:(.,.,..)l s; i.Z' 1%l.k,t,$:(.,..))1 tl ; l.Z'p0)at

paratodo(c,s)Cl0,rlx.r e l 5;i5;n,eque

ZI' ''Â .',',gk,wggü,ü ': ,
paratodo(e:,s,y)Cl0,rlx/xn e l$i$n

Sejam q) , @l e ®2 as funções definidas em l e com valores em #? dadas por

q'(') P(t)dz

q',(') to,mln.r e q'',(') . Cl-«,,Ojn.r

Então Q, Qi e õ2 C C(/; n) e temos, por(2) e(iii), que

©:(')$ ag(c,.,g)$@:(s) , p'r't'd'(c,',y)Cl0,'lx.rxn e l$Í$".

8

(1 )

(2)

'>- = V, 1/ e

(3)
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Como J C V'':(l -- l,ool)n/ = q'Í'(l -- l,.ol) e valem(1) e(3) temos por 1.2.24

que, se y é a aplicação moderada de6nida em 10, 11 x / x .F?' por

}'(c,', ,:,..., ,«) =(',õ:(c,', ,-) + ,-,...,ã.(c,', ,«)+ ,«) =(.,X'(c,., ,-,..., ,«))

e y é a cl;sse de y em Ç(/ x m" ; H"'F'), então

}'' IJ*p« C Ç.(J x n" ; J x n") ;

y IJxR« é uma aplicação inversívell

se L CC J e Ã' CC a", então inflly(c,s,r):(c,s,,) Cl0,.-lxJ x Ã'} > 0;

existe um representante f; = (fo,fii, ...,f«) de (y IJxR-)': tal qu

Í:(C,.) =(9'(C,.)IJ*B-)'', p'ra tOdO C €1O,TI.(7)

Sejam X a classe X e P a classe de P em Ç(/ x m" ; n"). Então, por (i) é claro

que P IJ*p« pertence a g.(J x n" l n"). Provaremos a seguir que X C g.r/ x W" l #?").

Seja ]\'' CC / x .l?" e tomemos Z um intervalo fechado de #? e d > 0 tais que

1] C L C l e l<' C L xla"

Usando o Teorema do Valor Médio, (ii) e (iii) temos que, se c Cl0,rl, então dados

(í,3/) C L x 7a e l 5; i$ n , existe coí entre a{ e y tal que

:k,:,:k,w - iZü,',:k,.u -'- ;>k,',:k,«üglfk,«JÜ - «Ji
Porta«t. $ 'P(Z)+ lv -- aíjmaxljal, IZ'l}

g}(',t,::(',z/))i $ m"ly'(') : ' C z'} +('í+ l":l)m"ll'l, lól} ,(8)
paratodo(c,Z,y) Cl0,rlxZ, xZ e l$ i$ n

Sd« ' - m-ljZ : t c Lljm«{g(t) : t c Z,} + (d+ ll(a:,...,««)ll)m-ll.l, IZ,lll.

Então, por (8), temos que

lâ{(c,s,y)l$c, paratodo (c,s,y)Cl0,rlxZ,xZ e l$i$n. (9)

Usando que /T' C Z, x /d " e (9) concluímos que

{X(',',,:, -..,,«):(',',,:,...,,.) C lO,.'-lx.K'} C 'ã=;i=;(Q' CC n"

e

(4)

(5)

(6)
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Portanto X C Ç.(/ x n' ; n") , e assim X IJ*R« C g.(J x a" ; n').
Como X IJ*P« e P IJ*n« pertencem a g.(J x n' ; Z?") , (X IJ*R«, P IJxn-) satisfaz

2.1.1.ii e 2.1.1.iii e valem(4) e(5) temos que

(x IJ,.R-,p IJ*n-) c .s(.r, n", n", #,/, i, i x n")

e assim, por 2.1.3 temos que u = t/ o (ylaxR-)'' é uma solução para o problema HJ

em Ç7(J x n"; a) e (ii:,...,.i;=-) = P o (yllxR-)': , o«de t,' é como em 2.1.3 e

(t,a) = (t,al, ...,z«) denota um ponto genérico de J x n"
Portanto (]) é verdadeira. Provaremos a seguir (11).

Sda 0 = P o I', sendo I' como em (7). Então 0 = (0i,...,8«) é um representante de

~Õz '''''0z ''

Suponhamos y = (yO,h,...,yn) e sejam q)i e @2 definidas anteriormente (antes da

afirmação (3)). Então, usando (3), temos que

,,.)}

i%ík, ;,Zü, ,a l ;

ig:(',',':,-..,,.)l $ 1+ lg:(',', '')l $ i+ m"lj@:(')l, IQ',(')l} ,

para todo(c,s,ri, ...,r.) Cl0,l-lxJ x n"

Portanto, usando que (8) é verdadeira para Z' x /a , sendo L CC J e d > 0 , concluímos

.C} s)rl,
S ,«)1

que

õ'XCç*(Jxn"; n"+:) , paratodo aC.#V"+: com lal=i e

Notemos que, se l 5;í,.j Sn e(c,t,a) Cl0,rlxJ x n', então

g:ü,:,,) - ãta . í)k,:,,) - 9k, f.k,:,,»g11k,:,,) .
Usa«do(i),(6),(10), 1.2.17 e(11) obtemos(11).//

(10)

(1 1)

A seguir apresentamos algumas funções para as quais podemos aplicar o resultado

anterior.
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2.1.8 Exemplo. Sejam / tzm {ntert;a/o aé)efta de .F? com 0 C .r, p, u e ü /uniões

de#«{d« em 10, il e co«. «/«« .«. n . @, q' . d' /u«iões p ,te«ce«t« « C-(Z?; n)

lai.s qve H , v , i, , + , Q e q' são funções limitadas. Então as f'unções moderadas de$nidas

em 10, il x m po,

/(., 3/) ( / Q(,) d« ) d.X
0 'JO

podem ser usadas para /i em 2.1.7 e a /unção znodercda dejnída em 10, 11 x / x .F? por

. f'y f}.

h(c,t,y)=V,(P(c)t)/(/ q'(Ü(c)z)d«)dÀ0 JO

Ày

õç:,ü- 1. çl '$t«çü )a )a*

o'u por, se l CC R ,

h(.,Í,y) ( / q'(D(c)«) d«) dÀ0 JO

À

pode ser fada para /zi em 2.1.7

De fato, basta tomar af = 0 , p = 0 e observar que existe .4/ > 0 tal que

m«{l93-k, t, ÜI, lgllk, dl, i;l:k, dl} 5; M ,

para todo (c,Z,y) Cl0, ll x / x m.

(As funções gl(z) = 1 , g,(a) = arctg:« , g3(z) = exp(--z') e g.(#) = se«(z') podem, por

exemplo, ser usadas para d', Q ou © .)

Utilizaremos 1 .2.28 para apresentar, a seguir, um exemplo em que Q' = .F?;" e g-- = 0

en. Ç(.r x n" x a;' ; n").

2.1.9 Proposição. Sejam / um {nleroa/o aberto de .f? com 0 C /, l $ h $ n, /k C

g*(Z?; ; n;) , /k um represerztanle de /k , Ak C C'(J x R; ; Z?) e pt wma/unção de$n da

em 10, 11 e com z;a/ares em .F? tais que

(i) Ü «tis/a, d. 1.2.26.i «té 1.2.26.ni(s«óstü.i«do 7' PO, ã );

(ii) Ak satis/az de 1.2.26.iv até 1.2.26.vi(suóstiluindo A por At );
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(iii) A*(0, .)

(i«) ''Ísfem «úme,«' ««is .* e Z,* tais q«. p.(lO,il ) C l«*,ó*l C a;

Se H é a /urzção moderada de#nida em 10, 11 x / x n" x a;" por

ãç',*,'',...,"«,--,...,p«) ' }sJ' Q:f-l.t,F-(e)U)dV,

H Q classe da função H em ÇÇ] x ]Ftn x iRT' \ tltà , f Q junção moderada definida ela

10, il x a;" P«
/'(c,rl,

B f Q classe de f em ÇÇ]:i'+n \ ]nà. Então sç],]tn,]RT',H,f.],] X ]R'+n) # $, e em

"«s.qdé«{. «{.te u C Ç(J' x n;" ; E) 1«/ q«.

(1) « é «m« «/«ç'' p'" o p«b/em« HJ .m Ç(.r x n;" ; a)

O.«ot««d. po, (t,') ...,..) «m po«t. ge«é,ic. d. n x n;" *'m-'' q«.

(11) s' Zl; C g.(a; ; E) p«a t'do l $ k $ n, .«tão ai:l;a C g.(.r x n;' ; n),
para todo l $ i ,.j $ n .

rk
ã(., v) avTn

k=l

l)emonstração. Provaremos, em primeiro lugar, que .S(/, .l?", #?;", #, /, /, / x al" ) #

0 e com o auxílio de 2.1.3 obteremos (1)

Fixemos 1 < k < n .

Usando que ZA satisfaz 1.2.26.i e (iv) podemos definir a aplicação ..)(k em 10, 11 x / x

.f?;" por

.Xk(c, s, ri, ..., r«,l = rk+ ht(s,pk(c)lk(c, rk)) .

Seja PA a aplicação moderada definida em 10, 11 x / x #?;" por

PA(',',,-, ...,,«) (.,,*) .

Usando que /i; C Ç.(n; ; m;) , Ak C C'(/ x a; ; n) e (iv) é fácil verifica« que

Xk C 1/ x n;"
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se .Xk é a classe de .Xk em g(/ x W;" ; H) , então Xk € Ç;.(/ x H;" ; a);

se PA é a classe de Pk em Ç;(/ x ni" ; Z?) , então PA C g.(/ x m;" ; a;);
se V,k é a função moderada definida em 10, 11 x #?; por

Ü*(c, g/) = Pk(c)lk(c, g)

e se d't é a classe de Úk em Ç(a; ; n) , então

@k(lO,ll xn;)Cm; e V,kCg*(n;; n;). (1)
Soam X =(X-,...,X«) e P =(P ,...,Pn), y =(â,X), X » classe de .X' e P a

classe de P em Ç(/ x a;" ; m"). Então

xcç.(]'xn;";n') e PCg.(/xn;";m;").
Usando (i) e (iv) concluímos, para todo l $ k $ n , que

@Í;(c,3/) ? 0 p«r. t,do(',g/) clo,ll x n;;
existe gk C C(n; ; n) função estritamente crescente e tal que

liHgk(.) = 0 ' 0 < p*(c)ã(c,y) $ Z'k/(c,y) $ Z'kgt(y) , p'r' todo (c,y) Cl0, il x n;,
e assim se p = bkgi; temos que

gk € C(n; ; n) e gk é «ma f-çã. estritame«te crescente;

liH9k(z) - 0 ' 0 < 'Ãk(c,y) $ y't(g/), par' t'd' (c,y) Cl0,11 x a;
Como

(3)

(4)

(5)

P(c,','-,..., ,«) =(', Í(c,', ,:,..., ,«)) =(s,h:(', Ó:(e, ,:)) + ,-,..., A.(;, 8.(c, ,«)) + ,«) ,

para todo(c,s,rl,...,r.) Cl0,il x / x m;" , temos, por(1),(3),(4),(5),(ii) e 1.2.28, que

y c ç,(.r x n;" ; .r x n;") ; (6)

y é uma aplicação inversível1 (7)

inflly(c,s,rl,...,r.) :(c,s,,i,...,r.) Cl0,11 x / x n;'} ? 1;(8)
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existe um representante I' = (1'o, I'i, ...,I'.) de y': tal que

Í:(c,.) = (f'(c,.))': , par' todo c Cl0,il.

Seja I' a classe de I' em Ç(/ x n;' ; ©"+:). Então

a;" ; / x m;") .
Usando as definições de X e P e (iii) é fácil verificar que (X,P) satisfaz 2.1.1.ii e

2.1.1.iii, e assim ut;lizando(2),(6) e(7) concluímos que

por (7), temos que

(9)

\ í T ~,

l.x.P) c 8çl.Rn ,m'+n ,n,f,t,l X R++n ),

e assim, por 2.1.3, temos que

u - U o y-: é uma solução para o problema HJ em Ç(/ x a;" l n)

(:, ...,â) - ' . *'''' ,
onde U é como em 2.1.3 e (t, z) denota um ponto genérico de a x n;", e portanto (1) é
verdadeira.

Provaremos a seguir (11).

S.âa 8 = P o F , sendo f como em (9). Então 8 é um representante de

Suponhamos Í' = (yO,h,...,yn). Então

1l:k,.,,:,...,,«)i - i; ig:k,.,,:,...,,«)i -o;

%:k,., ,:,..., ,«)1 - 1%ib, ã.k, ,MI ;

g:(',', ':, ...,,«)l $ i+ 1%}(','ã'(', ''))p'(')71(', '')1 ;
pa'a todo(e:,s,ri,...,r.) Cl0,11 x / x n;" e i${,.j $ 1z.

Portanto, usando (1), (iv) e que /l C Ç*(n; ; a) e ÀA € C'(/ x n; ; n) , para todo

l $ k $ n , temos que

a'Xcg,(/xai";n), paratodo arCAr"+: com laj=1 e 0$i5;n,

e assim, por (8), (10) e 1.2.17, concluímos que se I' = (1'o, ..., I'.) = y'' , então

(10)
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õ'l'ieÇ.(/ x ml'; Z?) , paratodo 'TC Ar"+' com lyl= 1 e

Notemos que

;:k,t,,)l - iZl;(Ê . Dk,t,,)l- êk, f.k,t,«»g:k,t,,) ,

para todo(c,í,aç) Cl0,11 x / x H;" e l 5;{ $ n.

(1 1)

Usando (11), (12) e que I' C Ç.(/ x a;' ; / x m;") e /l C g.(H; ; n) , para todo

l $ í 5; « , obt.mos (11). //

2.1.10 Observação. 4s/urzções /i e Aí apresentadas em 1.2.27 ralis/agem as hipóteses

de 2.1.9 (inc/usit;e a /zjpófese da asserção 2.1.9.11 . )

Para finalizar este capítulo utilizaremos 1.2.31 para apresentar um exemplo em que

Q' il" . 3=- .mÇ;(]'xn"xl0,11";n").

2.1.11 Proposição. Soam / um irzterua/o aberto de #? com 0 C /, l $ k 5; n., JA; c

ç.(lO,il;l0,il), /*«. «P«..«t-t /* . hk cC-(lo,il; n)nc(lo,il; n) f«{. q«

(i) ã '«tis/az d. 1.2.29.i 'fé 1.2.29.iii(«ó'tát.{«do Í' PO, Í* );

(ü) A* s«tÍs$a, 1.2.29.i« (s«ó'l t«{«do A po, Ak).

Se W = {(t,g/i,...,g/«) C / x n" : 0 < k < 1 +t'hk(1) , para todo l 5; A $ n},

L' a":(0,g) C W}, # é«/u«çã. mod.«d.de#«{d« em lO,llx.rxa"xl0,11"
por

n(c,t,al,...,=«,pt, ..,p«)' 2t }l.. 1. hK(y)dy,
k=1"7

H a '/«.e d« /u«çã. H .m g(/ x a"xl0,11" ; n), .r « /u«çâo mod.«da de$«íd« em

lO,llxl0,11" P.,

n

7t

k l
/(', ,:, ..., ,«) - E

. .f « c/«s. de/ e«. Ç(lO,il"; n) . .E«tã. .S(/,l?',lO,il",X,/,/,W) #O, . em ««-

sequência ezáste u C g(W l .fZ) ta/ que

.[' Ük,Ü a«
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(1) « á «m« se/«ção p«" . p«ó.m. ni .m g(W ; n)

O.«oZ-d. po, (t,3) ...,«.) «m po«í. g.«é,{co de n'-'-' tem-;e q«.

111) '' /l C ç;.(lo,il; a) p'« Z'do l $ k $ ", '"Íâ. a:lgiú € ç,(W; .R), p«a
iodo l $ i,.j $ n

-s, em primeiro lugar, que

.s(/, n",lo, il", a', ./, .r, u/) # g

teremos rl\m o auxilio (le z. J. .i5 0b

Fixemos 1 < k < n .

Usando que Zk satisfaz 1.2.29.i podemos defimr a ap 0 em lo, il x /xl0, il"

por

I''k 't 5 /&k\& \Õ9 r'A .J .J .

Seja Pk a aplicação moderada definida em 10, 11 x /xl0, 1j" por

a(.,., ,:, -..,,.) (.,,.)

Usando que /k C g.(jO, ll ; 10, 11) e At C C'(lO, lj; n) é fácil verificar que

2

Xk C 8ml.rxl0, il" ; al

se Xk é' classe de Xk em g(/xl0,11"; n), e«tão Xk C Ç.(/xl0,11"; n);

se PA é ' classe de P# em Ç(.rxl0,11"; n), e«tão Pk € Ç*(/xl0,11"; 10,il);

Sd:'m Í' = (R;,...,R.), .P = (Â,...,Pn), f' = (ã,Í'), X a cl;.s. de X' e P a

clase de P em g(/xl0,1j"; n") e y a class. de f em g(/xl0,1j"; Z?"+') . Então

XCÇ,(/xl0,11"; n') e PCÇ,(/xl0,11";10,11"). (1)

Como

X = (Xi,...,X.),

y(c, ', ,- , . .., ,«) (., X(c, ., ,- ,«)) (', ':h:(ã(', ,:))+ ,:, ..., .'A.([.(', ,.)) + ,«)
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para Lobo lc,$rl,-..,rnJ e=JU,iJ x /XJugll'', temos, por (1)} (11) e l.z.31, que

}'' C Ç.(.rxl0, il" ; W) ;

y é uma aplicação inversívell

i«fÍJy(c,',,:,...,,«):(c,',,-,-..,,«) cl0,il x /xl0, il"} ? l

existe um representante I' = (1'o, I't, ..., I'.) de y'' tal que

Í:(c,.) =(f'(c,.))'', p'r' todo c Cl0,il.(S)

Sda I' aclassede I' em g(H''; n"+') . Então, por(3), temosque I' c Ç,(H'; /xl0, 1j")

Usando as definições de X e P é fácil verificar que (X, P) satisfaz 2.1.1.ii e 2.1.1.iii,

e assim utilizando (1), (2) e (3) concluímos que

(2)

(3)

(4)

(x, p) c .s(.r, n",to, 11", #,.f, /, w') ,

e assim, por 2.1.3 temos que u. = Uoy-i é uma solução para o problema HJ em g(H/ l #?)

e( õu ,-.., au) - Poy'', onde U é como em 2.1.3e(t,z) denota um ponto genérico

de n"+' , e portanto (1) é verdadeira

Provaremos a seguir (11).

Sda 8 = .Pof: , s.ndo f como em (5). Então õ é um representante de (-e!-, ..., -g!-) .
' (7ZI (7#. '

Suponhamos y - (Xo,h,...,yn). Então

g:(',','-,...,,.)i - l ; l!:(',;,'-, ..,,.)l-o;

glP(', ',,:, ..., ,.)l 2.À.(ü(., ,*))S

.ax
là#(',',':, ...,,.)l i+ ':iÀi;(/*(','*))Ü(','*)i,

paratodo(c,s,ri,...,r.)Cl0,11 x /xl0,11" e l 5;{,.j$n.

Portanto, usando que /l; C Ç.(jO, lj; n) e /zk € C"(lO,lj; m) para todo 1 5; k $ n,

temos que

a'X C ç.(/xl0,1j" ; Z?) , para todo a c ZV"+' com la « , (6)
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assim, por (4)) lo) e l.Z.lr, concluímos que

a'l'fC Ç;,(H/; n), paratodo 'C Ar"+: com l7l= le O$Í$n.

Notemos ainda que

g:k,t,,) - ãSi(Ê . Dk,t,.) f.k,t,.ng:lk,t,«) ,
para todo (c,í,z) c 10, 11 x W

Usa«do(7),(8), q- F c ç.(w ; nxlo,ll")
l 5; { $ n , obtemos (11). //

e

(7)

(8)

e que /l C Ç7.(jO, lj; n) , para todo

2.1.12 Observação. .4s/urzções /i e ãi apresentadas em 1.2.30 sat ó/agem as hipóteses

de 2.1.11,

Para apresentar exemplos de funções n e ./, para as quais S(/,Q, Q', H,/, J, T'r) # 0

mos saber um pouco mais sobre equações diferenciais ordinárias no contexto das funções

generalizadas. E isto que faremos no próximo capítulo.
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Capítulo 3

Equação de liamilton-Jacobi +

e

Unicidade de soluções

Em 2.1.2 construímos uma solução para. o problema liIJ com o auxílio de uma aplicação

generalizada cuja derivada na primeira variável era uma solução de um certo sistema de

equações diferenciais ordinárias que envolvia funções generalizadas. O estudo de funções

com essa propriedade está na seção 3.2.

Em 3.3 obteremos, utilizando os resultados apresentados em 3.2, mais exemplos de

funções generalizadas # e / para as quais o problema HJ tem solução e estabeleceremos

alguns resultados sobre a unicidade de soluções.

Na seção 3.1 apresentaremos alguns resultados sobre a existência e unicidade de

soluções para um sistema de equações diferenciais ordinárias no contexto das funções gene

ralizadas de Colombeau que, apesar de não ser usado neste trabalho, pensamos ter algum

interesse em um estudo introdutório de E.D.O. envolvendo funções generalizadas. Assim a

leitura da seção 3.1 não é necessária para a compreensão do restante do capítulo 3 e de sua

integração com o capítulo 2.

Em todo o capítulo utilizaremos a notação apresentada em 3.1.8 e as definições 3.1.1

e 3.1.4
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3.1 Equações diferenciais ordinárias : existência e

unicidade de soluções

Quando estudamos, no caso clássico, um problema dc E.D.O. com uma condição inicial

dada começamos analisando o seguinte problema: Z)aços Q wm aberto de }?" , / um

infe«a/o aóerZo de n, t. C /, a. C a' ' / C C(/ x Q; n"), ezslem a > 0 e u«.a

«p/á«çã. « C C(it.- «,{.+«l; n") .«tás/a««d. 1{.-«,{.+«1 C / .

«'(Z) /(t,u(t)) e «(t.)

Em ca« aá,maí{« « 'p/á«çã. « á ú«ác« ? Existe «m« s./«ção d. (1) g«. é «m« «/«ção

ma:cimal (.isto é, o domínio de de$nição da solução é ma:cimaq ?

Nesta seção analisaremos o problema acima admitindo ./ C Ç(/ x Q ; .F?") e z. um

vedor generalizado. Neste caso, as equações que aparecem em (1) serão escritas na forma

«' (l]..-.,'.+.[,u) . «(t.)

do « c g*(IZ. - « , Z. + «l; n) .sen

e

Para facilitar a escrita de (2) escreveremos n* no lugar de l; (definido antes de 1.2.1),

sendo J qualquer intervalo aberto de #?. Portanto (2) será escrita na forma

«' (r.,u) . «(Z.)

Os principais resultados desta seção são 3.1.9, 3.1.13 e 3.1.16

3.1.1 Definição. Sda Q m aóerlo de #?" Dizemos que

(i) / C emlQ; .f?pl é ma ap/ cação / m fada em Q se, e somente se, ezástem .ü/ >0

.?Cl0,il t«Ís g«. ll.f(',,)ll $ M , P.«t.do (.,,) Cl0,,7lxQ;

(ii) / C emlQ; npl te«. a p«príedade (CLL) (cresci«lento /orar mica /oca/ ) em Q

se, e somente se, dado qua/qtzer -R' CC Q , existem Ar C .fV , c > 0 e 77 Cl0, ll íaás

g«e ll.f(',,)ll $ 1«(a'") , p«« lod.(',«) Cl0,qlxÃ';
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(ni) / c g(Q; n') tem « p«p,iedad. (CLL) em Q se, . ..m."le s., f.d' "p"s'"-

adie de / fem a propriedade (CLL) em Q.

Convém observar que fixados Ar € .fV e c > 0 existe q C 10, 11 tal que cc-À' > 1 , para

todo c clo,ql e portanto podemos escrever in(cc'W) e ainda temos in(cc'N) > 0 , para

todo c cjO,ql

Denotamos por eÀÍ,i,iQ l Z?PI o subconjunto de eWIQ l .l?pl fonnado pelas aplica.ções

limitadas em Q e por &w,Z.slQ l Z?PI o subconjunto de eWln l .P?pl formado pelas aplicações

que têm a propriedade (CLL) em Q

Na seção 3.3 utilizaremos a seguinte proposição

3.1.2 Proposição. Sega Q um aberto de .f?" . .4s seguintes asserções são verdadeiras

(1) C«.,..,in ; Z?'l á «m n-«p«ç. «to,á«/,

(]1) em,.IQ ; apl C 8M,..,IQ ; npl ;

(in) se / c Cw,l.,IQ; npl . õ C 8m.ólQ; n'l , .«lão /õ C u,l.,IQ; n'l;
(IV) .Vln ; n'l C em,z.,IQ ; n'l

Z)emonsfração. Basta usar as propriedades da função logarítmica e observar, para (11), que

se a > 0 , então a = in(c''expa) e, para (IV), que existe v7 Cl0, ll tal que c $ --1nc para

todo c €10,l71. //

De 3.1.2 obtemos

3.1.3 Observação. Soam Q wm aóerZo de n" e / C Ç(Q; nP) . Então / Zem a propri-

edade (CLL) em Q se, e somelzfe se, Caíste wm represenfarzte de / qlze fem a p70priedade

(CLL) m .

O subespaço vetorial de g(Q ; Z?p) formado pelas aplicações que tem a propriedade

ICLL) em Q será denotado por ÇI.g(Q ; mP) , generalização natural do que foi feito em l31.
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Definiremos, a seguir, quando que uma função pertencente a élmlQ; #?'l U Cml/ x

Q l .P?'l U eml/ x Q x Q' ; Z?PI tem a propriedade (LLL) (localmente logaritmicamente lips-

chitziana).

3.1.4 Definição. Sejam / um {lzíerua/o aberto de #?, Q um aóerZo de .F?" , Q' um aberto

de m' e f = tf\....,jP]. Dize«los qze

(i)./ C 8WIQ ; n'l lem « p«p,{.d«d. (LLL) em Q .e, . .om."*' '',
Ã' CC Q e a C .nr" , ezisfem Ar C W, c > 0 e 77 Cl0,11 tais qwe

.Ê(.,.) - .Â(., g/)l $ i«(a'''')ll« - vll ;

a'.Ã(.,,) - a'.Ã(c,y)l $ a''''ll« - pll ,

P««f.d.(c,z,y)Cl0,?lxÃ'x/T . l$j$P J

dados qüaisqaeT

(ii) / C eml.r x Q; n'l tem « p«p,íed«d. (LLL) .m (.r,n) s., e .ome«l. .., d«'í"
qaaisqwer J CC /, /T CIC Q e a C Ar"+t , e=ásíem Ar C .mr, c > 0 e 77 Cl0, ll tais

q e

.Â(',t,') - .Â(',t,p)l $ 1«(a'''')ll« pll;

la'/.(c,t,z) -- a'.A(c,t, 3/)) $ a'wlla -- vll ,

P««f.do (c,t,,,y)Cl0,,7lxlxÃ'xK' ' 1 ; $P;

(ni) / C eml.r x Q x Q' ; npl tem « p«p,ied«de (LLL) .m (.r, Q,Q') se, . «m.nte ..,
dados qu,aisqzer J CC ], K CC ç] , ]<' CC ç\' e a ç: ]lq"Ç"+\ , e:distem N ç: lq

c > 0 e 77 Cl0, ll tais que

l.Ã(',t,,, v) - .Ã(',t,,, y)l $ 1«(a'''')ll. - ,ll ;

a'.Ã(c,z,,,y) - a'.Â(c,t,,, y)l $ a''''llz - ,ll ,

P««t.d.(e:,Z,',z,g/)Cl0,qlxlxÃ'x/rx/{' l$j$P;

(i«) / € Ç(W'; a'), s'«do W' = Q o« W = .r x n o« W = / x Q x Q', *'m

" p«pr'd«de (LLL) em Q .« .m (/,Q) . m (/,Q,Q') se, . se«.."t' se, tod.

J
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"p«s.«tant' d' / tem « p,«p,íed'd' (LLL) em Q o« em (/,Q) o« .m (/,Q,Q'),
respect{ t;amenfe .

Usando a dehnição acima obtemos

3.1.5 Proposição. Soam / um nlerua/o aZ)er'lo de .f?, Q um aóerío de Z?" e Q' tl;n

«ó.,ío d. Z?" . S. W = ç2 e .4 = Q o« W = / x ç2 . .4 = (/,n) .« W = / x Q x Q' '

Á Q,Q') lem-«, d.«ot-'Z' p',

cm,Lip,Álw ; .p?pl

o subcolÜarzÍo de emlW l npl /ornado pe/as ap/ãcações que fêm a propriedade (LLL) em

'4 , que as seg?z lotes asserções sâo tierdadeiras;

(1) élm,Lfp.AJW l -mpl á um .F?-espaço uetor a/;

(11) s' Q é «m 'óe,lo c.-e« de E" , .«tão X'lW ; a'l c ew,LÍ,...llH' ; npl

Z)emorzstração. A asserção (1) é imediata. Provaremos (11) admitindo W =

casos têm prova análoga).

Denotaremos por z - (al, ...,3n) um ponto genérico de #?"

Sejam Ã CC Q ,a C /V" e /Ti a envoltória convexa de .K

Como / C .VIU'' l Z?pl e .lri CC Q existem c > 0 e z7 C 10, 11 tais que

el;lÉl}(c,")l 5; 'e , p'r'' t'do (c,z) €10,'7lx.Ki , l $ i $ p e l $.j 5;

Fixemos c Cl0,?71 e l $ i $ p. Então dados quaisquer a;, y C /r

segmento de extremidades z e g/ tal que

a'.Â(', ,) - a'.Â(', 3/) ,)(«j - g/j)H "'j
Portanto, por (1) e usando que /Ti é convexo, temos que

Q (os o«tros

«. (1)

existe z no

la'./} (c, ,) a'./}(c, y)l 5; «all« - 3/l para todo(c,a,g) Cl0,qlxÃ' x .K e l$ ã $p
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Sejam .N C .fV com Ar > nc e ?7i Cl0,771 tal que c $ --1nc para todo c Cl0,77il

Então

a'.Ã(c,,)-a'.Â(',g)l $ -«cl«ll--yll $ -a'i«ll,-PI 5; i«(.'''')ll«

paratodo (c,z,y)Cl0,77ilx/rxÃ' e l 5;i$p.
Portanto ./ tem a propriedade (LLL) em ,4 . //

Quando Q é um aberto convexo obtemos o seguinte resultado:

y $ c-'''ll---yll,

3.1.6 Proposição. Sejam / um ínlerua/o aberto de .F?, Q am aberto conuezo de .f?" e

ÇV u,m aberto de m- , São verdadeiras as seguintes asserções:

(1) / C C/«ln; n'l fem « p«p,{.d«d. (LLL) .m Q .e, . «m.«l. .., d.do g««/g«.;

/r CC n, existem Ar C /V , c > 0 e 77 Cl0, ll tais que

.Ã(',,) .Ã(.,y)l 5; i«(a'''')ll« -y

p««t.do(e,«,3/)Cl0,?lx/í'x/T . l$ã$P J

(n) / C fml/ x Q; n'l t.«. . p«p,{ed«d' (LLL) em (/,Q) .., . some«te .e, d«d«

quaisquer J CC / e Ã' CC Q, ezÍstem Ar C .fV, c > 0 e ?7 Cl0,11 tais que

.Ê(',t,') - .Â(.,t,v)l $ i«(a'''')ll- pll;

P««f.do(c,t,a,g)Cl0,,7lxlxX'x/r l$i$P;

(111) / C eml/ x Q x Q'; apl fem a propriedade (LLL) em (/,ç2,Q') se, e somente

se, dados quaisquer J CC 1, K CC ç'l e l<' CC çl' , existem N ç: lq , c > ç) e

,7 Cl0, ll tais que

.Ã(',t,., z/) - .Â(.,t,., 3/)l $ i«(a'''')ll, - ;ll ;
para iodo (c,Z.a.z.z/)C10.77rxlx /T x /T x/T' e l <í <o

Demonstração. Análoga à de 3.1.5, observando que, como / C eWJW ; Z?PI, sendo W

como em 3.1.5, podemos substituir (1) por: existem ]V € Ar , c > 0 e 77 C 10, 11 tais que

!Zlg;&)(e,a)l $ 'c'J" par' todo(c,a) Cl0,'7lxÃ'i , ISi Sp e i$j S; ".//
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De 3.1.5.11 obtemos

3.1.7 Observação. Sejam / um ánterua/o aberto de .f?, ç2 tzm aberto de .f?' e Q' lzm

aóerfo de a". Se W e .4 sâo como em 3.1.5 e se Q á conoezo, '«tâ. / € g(H'; np)

[em a propriedade (LLL) em .4 se, e somelz]e se, ezisZe zm represen]anÍe de ./ que tem a

p«p,{ed«d. (LLL) .m .A

3.1.8 Notação. Soam {. C m e a > 0. Denotaremos por .r.(t.) e .r.({.) os {n-

íerua/os da Tela dados, respecfit;amante, por it. -- a,t.+ al e 1{. -- a,t. +al . Quando

t. ««m. .m1.2.21, á.loé, «c«««mo. .r. . .r. «./«g«,de .r.(o) . /.(o) ,
respecíit;amenle.

3.1.9 Teorema(Existência). Soam Q um aberto de n", / um ánlerua/o aberto de n,

1,. C l e =o C'lÊr tal que existe lm representante â:. de =. satisfazendo:

(i) «{stem/T CCQ .,-Cl0,il t«{. q«. â.(lO,,l)c /T

Se / C g.(/ x Q; n"), então existem a > 0 com /.(t.) C / e Hma ap/ícação u C

ç(.r.(z.) ; n") f«{. q«.

(i) « c g.(.r.(t.) ; n);

(11) «' = / o (r...,«) .m Ç;(,r.(z.) ; n");

(111) «(t.)

Demolzst7'anão. Sda .f = (.fl, ...,/n) um representante de / e soam Ã' CC Q e T Cl0, 11

como em (i), e tomemos V um aberto de Q com X C V C 7 CC Q e a' > 0 tal que

.r..({.) c .r.

Usando que ./' C Ç,(/ x Q ; #?") existem À/ > 0 e ?7 Cl0,I'-l tais que

/(c,t,3/)ll$W, para todo cCl0,?l e(t,3/)C /.(Zo)x7

Soam b a distância de .lil' a Q \ }'' e a > 0 com a < mima' , .j;}

(1)
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C), T71 e seja T a função

7' : g C C(/.(t.) ; Bõ(â.(c))) ---> 7'g C C(.r.(t.) ; m")

onde 7'g é a função definida por

(rg)({ )

os que, se í C /.(í.), então

f

(7'g)(t)-ê.(c)l $ 1/ 11./'(c,s,p(s))lldsl $ Mjt-t.l 5; M« <b,

e assim (Tg)(t) € Bõ(â.(c)) C 7.

Portanto

Fixemos c € 1

Notem

I'. ít., ;, ,t. ds

r: c(/.(t.) ; Bb(â.(c))) ---} C(/.(t.) ; Bó(â.(e)))

Notemos também que, se

z la'/.(c,',«)l:(',,)c .r.(t.) x.Bb(â.(c)), aC-m"':, lal= lel$i$n},

então, pela Desigualdade do Valor Médio, temos que

/(c,t,y) -/(c,í,.)ll $ n'LI g/ - .ll ,

par' t'do (t,g/,,) C .r.(t.) x Bó(â.(c)) x .Bó(â.(c)).

Como vale (2) existe m C /V tal que T" é uma contrição(jllj-pag 58), e assim como

C(.r.(t.) ; Bó(ê.(e))) munido da distância

a(h,g) llA-pll IÀ(t)-p(z)ll: tc.r.(t.)},

é um espaço métrico completo, temos que T tem um único ponto fixo que chamaremos de

Porta.nr to, dado c C 10,?1 existe u. C C(7:(i;) ; -Bb :.(ó:))) tal que

u.(t) = â.(c)+//(c,s,u.(s))d' , para t'do t C .r.(Z.),

e como /(e:, .) C C'(.r.(Z.) x n ; n') temos que u. c C-(.r.({.) ; n") , p-ra todo c c lO,,71.

0
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Seja {2 a aplicação definida em 10, 11 x /.(t.) e com valores em n' dada por

Í «,(t) se . Cl0,01
ÍZ(c. f) = <

l «#(Z) se ' € 1,Z,il

Então

a(lO, il x .r.(t.) ) C U..to,,[B.(â.(c)) C 7 CC Q ,

e ainda, para todo c C 10, 11, temos que +i(c, .) € C'(/.(t.) ; n") ,

a(c,t) =â.(c)+//(c,.,a(c,s))ds , p;ra todo lc .r.(t.),

a(c,t.) = â.(c) e ã'(c,.) =/(c,.,ã(.,.)).

Pro-remos, a seg«ir, que {i =(íii,...,â«) € 8ml/.(t.) ; a"l.

Sejam J CC /.(t.) e m C /V. Provaremos, usando o Princípio de Indução Finita

sobre m, que existem N C /V, c > 0 e q C 10, 771 tais que

lã.")(c,t)l$a'W . paratodo(c,t)Cl0,qlxJ e 1 5;i$n.(6)

Se m = 0, então por (1), (4) e (i), basta tomar .N = 0, q = ? e c = Ma + supll zll

C Ã'}, sendo K como em (i).

Se m = 1, então por (1) e (5), basta escolher .N = 0 , q = ,7 e c = M

Seja m 2 2. Suponhamos (6) verdadeira com s no lugar de rn, sendo s C .fV e

s $ m -- 1. Provaremos que (6) vale para m.

Como / € eml.r.(t.) x Q; n"l e J x 7 cc .r.(t.) x Q, existem N'. € W, c: > 0 e

q: Cl0,?l tais que, se l 5; i$ n , então

Í

to

Z

(3)

(4)

(5)

a'.A(c,t,y)l 5; cic'N' , para t'do (c, t, y) € 1O, ,7ilxJ x 7 e 7 C .N"+l com l71 $ « -- 1 ,

e portanto, por (3), temos que, se l $ { $ n e 'r c /V"+: , então

a"'.A(c,Z,â(c,t))l $ c:c'x', p'r' todo(c,t) Cl0,TilxJ e l.yl $ m-- l.

Usando a hipótese de indução, existem .V2 C .fV, c2 > 0 e ?72 C lO,771 l tais que

a.')(c,t)l $ c2c'/'':, para todo (c,t) C lO,,72lxJ , l 5; i $ n e s C .W com s $ m-

Fixemos c € to, 7721 e sejam

(7)

(8)l
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,'l(c,t,a(c,t)):tCJ,l$ $n e7€/V"F:comj7l5;m-l}
e

B-1814(c,t): t C J, l ;i 5;n es C ,W coma Sm- l}

De (5) temos que, se l $ .j $ rz, então

ÜS") = (/,(c, .,â(c, .)))("'0 ,

e assim {iS")(c, t) é soma de produtos de elementos que estão em ,4 U B, e portanto, usando

(7) e (8), existem N3 € .W e c3 > 0 tais que

leis")(c,t)l 5; c3c'Jv' para todo(c,{) €10,q3lxJ e l$ .j 5; n ,

o que prova (6) para m.

Porá-to {i € ml/.(t.) ; n"l.

Sd, u a classe de ãi em Ç;(/.(t.) ; n").

Par; obter(1) basta «sar(3), e por(5) concluímos(11) .(111).//

3.1.10 Observação. .4 condição 3.1.9.i é necessária.

De fato, se existe u € Ç*(/.(t.) ; Q) com u(t.) = iç., então existe um representante â de u

como em 1.1.18.i e existe A € (.V(n))" com {i(c, t.) = â.(c) + h(c) para todo c c 10, 11, e

assim, dados {t.} CC /.(t.) e q = 1 , existem X'i CC n, c > 0 e 77i Cl0,11 tais que

{â(c,t.) = â.(c) + A(c) : c Cl0,?il} C Ã'i;(1)

IA(c)ll $ a , para todo c Cl0,77il. (2)

Sejam y aberto de Q com Ã'i C V C :r CC Q e d a distância de X'i a Q \ y. Então

Ã'- C U,.*'-Bg(') C U,.K.B#(,) C Q.

Como /{i é um compacto existem yi, ...,3/, em /TI tais que

Ã'- C U::-Bg(yi) C U;:-BÍ(g;) C U;:-.B#(y') C Q -

Soam Ã' - U;;iBÍ(gi) CC Q e '7 - mini'7i, }l=}. Então, por (1) e (3)

(3)

dado c cl0,771
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existe .j C {l, ...,s} tal que â.(c) + A(c) C Bg(3/j), e 'ssim, usando (2), temos que

lla.(c) - yj l= lla.(c)+ À(c) -- yj - À(c)ll $ 11â.(c)+ h(c) - Z/jll+ llA(c)ll < = + " 5; ;

Portanto {8.(c) : c Cl0,?l} C U::-B!(yi) = Ã' CC Q.

Para obter um teorema de unicidade utilizaremos o Lema de Gronwall que afirma o

seguinte:

3.1.11 Lema(Lema de Gronwall). Soam / = la,ól um ntert;a/o /ecAado de n, t. C /,

« C C(.r; n) ' a ' P pe,te«'«te. « n; í«;' q«.

u(Z)l $ 1.[ ('-1"(')1 + P) 'í' para todo t c la,ól

En,ta,o

«(t)l $ :m-lexp(a(Z' -- t.)) -- l , -p(a(t. -- a)) -- 1} , p'r' t'do í € 1a,bl

Z)emonstração. Ver j121, página 39, escolhendo para o a função o(Z) = Jt'. (alu(s)l + P) ds

e dividindo a prova em dois casos. No primeiro caso, Z ? t., fazer como j121, e no segundo

caso, t $ Z., substituir, em j121, exp(--at) por exp(a{).//

Além do Lema de Gronwall utilizaremos o seguinte resultado

3.1.12 Lema. Soam Q um aberto de n", .K CC Q e (âí)icx. e (ii){CK. seqdéncáas

de e/eventos de 8Wlç2; .P?l país gue, dados quaisquer iC .fV' e p C /V, ezÍstem c > 0 e

l7 € 1o, il safÍó/acendo

â.(c,') - A{(c,,)l $ a' , P-« todo(c,.) Cl0,qlxÃ'

Então 'para todo A C ]q' anito tem-se que, da,do qzü]qzet q C ]N, existem ê > Q e

? C 10, 11 safio!/acendo

11 ê (., .) - ll Â.(., ,)l $ &'
{eAÍeÁ

p-' todo (c,a) Cl0,qlxÃ'
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Finita sobre a card.4.

Se card,4 = 1, então o resultado é imediato.

Suponhamos cardo = h e que o lema sqa verdadeiro com B no lugar de Á , sendo

Z? um subconjunto finito de /V' com cardo < A.

Notemos que se Á = {ii, ...,ík} C AÍ' e B = {i2, ...,{i;l}, então

11 õj - ll ij = (õ.. - Â:. ) ll ã + À:. ( ll êj - ll ij).
/c.4 jcÁ jcB .jcB jca

Tomemos q C Ar. Como Õj C mlQ l .i?l para todo j C .fV' e eWIQ l .P?l é uma álgebra

temos que ll ã c emlQ ; Z?l.

Como ll gj C &wlQ ; #?l e /zi. € &wlQ ; #?l existem /Vi C .W, ci > 0 e qi C 10, il tais
.jc.o

Sda,'lZ)emonstração A'' Provaremos reslljta.d o tlsando Princípio de InduçãoCS 0 S S 0

(1)

que

llâj(.,,)l $c-.''''' e IÂ..(.,«)l $ c-c''''' ,

para todo (e:, a) c 10, qllxÃ'
Usando a hipótese e a hipótese de indução temos que, dado p C .Rr com p > q + .IVi,

existem c2 > 0 e 772 C lO,7Zil tais que

Õ:.(',a)-Âi.(',,)l $c,c' e 1 11 i.j(c,,)- llã(c,,)l $ c,c',
jes jem

para todo (c, a) C 10, 772lx Ã

Portanto tomando ê = 2ctc2 e q = ?72 temos, por (1), (2) e (3) que

(2)

(3)

H ü(',,)
.jc.A

11 Âj(.,.)
.jc.A

<

<

<

õ.:(c,') -- À{.(c,')l ll IÕj(c,,)l +
.jc.o

+lÂ:.(',,)ll ll ã(.,,) - ll Âj(.,,)
jeBjeB

C2CPCIC Ari + CIC-NIC2CP

2c.c,(c/"'+'c-/''- ) 5; &' ,

para todo (c,a) € 1O,i7lxÃ'. //

No próximo resultado apresentamos um teorema de unicidade de soluções para um
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sistema de E.D.O. no contexto das funções generalizadas

3.1.13 Teorema(Unicidade). Sdamz Q um aberto de a", / um interna/o aóerío de a

Lo ç: ] , =. çt':iiT , j C çç] X çt \ ]Rn ) e J Tm representante de j satisfazendo:

(i) / Z'm a p«p,ied«d' (LLL) .m (.r,Q)

S. .,ásf'"'' " ' " p«*e«««[es « Ç.(/ ; ç2) t«às q«.

(ii) «' «) . «(t.) = «.;

(iii) «' («.,«) . «(z.)

erzZI(zo u. = 'o

Z)emonsZ7'anão. Sejam (/j)jeN uma seqüência exaustiva de compactos para / com {. C

n.jcX/j e /j intervalo para todo .j € /V, ã um representante de u e 8 um representante

l.ixemos .j C .m' . Provaremos que (õ -- â) l f c .A/'l/j ; n"l , e assim u = u (1.1.20.1).

Como « C g.(/; Q), « C g.(/; n) e /, CC .r, existem .K, CC Q e ,7j Cl0,il tais

de U

Q

J

que

Ü(lO, '7jlx/,) U Õ(jO, qjlx /,) C K, .(1)

Usando(ii),(iii),(1) e 1.1.21.11 existemÕ =(Õi,...,Õ«) C .N'l/J ; .m"l e A =(Ai,...À«) €V'/ ) \'''/ 9 \. '

(./v'(Z?))" tais que

ê(',z) t) - .R',t,o(',t)) - ü'(.,t) +.f(.,t,a(.,z))
e

à(') ,t.) - â(.,t.) ,

para todo t c 4 e c cl0, 77jl.

Portanto para todo { C /j e c C lO,?Zjl, tem-se que

õ(',t) - ü(',z) - a(',t.) + /'(.f(',',õ(',;)) - .ã.,.,ü(.,.)))a. +

h(e)-F r(ÍÇ.,.,8(e,'»- Í(',s,ã(;.s»)ds-F l âl..,s)ds.

0

0

0

to0

Õ(c , .)d.
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Seja J CC /j . Provaremos que,

se m C /V, então dado q C Ar existem c > 0 e ?7 C 10, 11 tais que

0;"(c,t) {i;"(c,Z)l5;a', par'todo ZCJ, c€10,,71 e l$í5;n.(2)

Provaremos (2) usando o Princípio de Indução Finita sobre m . Antes porém faremos

lgumas considerações

Sejam a e b números reais tais que J U {t.} C

Como/ =(./'1,...,/n) C eWI/ x Q; a"l e vale(i) podemos, para Ã'j como em(1) e

m C /V, encontrar .N C /V , ê > 0 e T C lO,7Zjl tais que

0

a

1.,ól cc.ê

.Ã(',t,v) - .Â(',{,,)l $ i«(a'''')llv - ,ll ,

aP.Ã(',t,y)l $ &'''' e laP.Ã(c,t,3/) - ap.Ã(c,t,,)l $ n''''llp - ;l

palato(io CCl0,I'-l,(t,3/,z)Cla,Z,lxKJ x.rq ,PC /V"+: com l#l$m e l 5;i$n.
Portanto, usando (1), temos que

1./}(c, Z, â(',Z)) - .A(c,{, 8(c, t))l 5; l«(&'''')llâ(c,t) - 8(c,t)

aP.Ã(', t,a(c,t))l 5; &''''' , lap.Ã(c,t,8(., t))l $ &''''

(3)

(4)
e

lap.Â(c,t,ã(c,t)) - aP.Ã(c,t, 8(c,Z))l 5; &'p''llã(c,t) - 0(c,t)ll ,

paratodo c€10,7-l, ZC la,bl, PC ,W"+l com l/31 $ m e l$i$n.

Sda Ni € W com .V- > m«{.Nn(b - Z.) , Nn(t. - «)}.

Como à C (./V'(n"))" e ã C ./V'l/J ; n'l , dado q C W , existem E. > 0 e r. C lO,rl tais
que

a

(5)

A{(c)l $ê:c'+/": $ ê:c' e lêl4(c,t)l 5; Z:c'+l'''- $ê:. ,

para todo c Cl0,ri 1, t C ja,61 , s C /V com s 5; m e l $ i 5;n

Seja r2 Cl0,l-il tal que 0 < 7zln(êc'À ) + 1 < 2n , para todo c Cl0,r21. Provaremos

a seguir, a afirmação (2).

Suponhamos m = 0 e tomemos q C .W

(6)
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.r ixemos c C JU, r21.

Como

D(c,{) - ã(c,Í) À(')+ J.l,(.f(c,s,0(',')) - .f(c,.,â(c,')) +Õ(.,.))d.

para todo t C la,bl , e valem (3) e (6), temos (lue

o(',z) ü(',t)- A(')ll $ 1/ (11/(c,',õ(','))-./'(',',ü(c,'))ll+llã(.,.)11)a.

$ 1/ }:(1.Ã(',',o(',')) - .Ã(',',ü(','))l + lã.(.,.)1)dsl
'o {=l

$ 1/'(ni«(a'''')llo(c,') - ü(c,.)ll+ nê-.'-'-'''')d.

$ 1/'(nl«(a'''')llo(c,') - â(c,') - À(c)ll+

+nl«(a'~)llh(c)ll+ «ê:.'-'''''') a.l

$ 1/(«i«(a'''')llo(',')- a(',') - A(.)ll+
+(nl«(&'W) + l)ne-c''F-v- ) a.l

Í

0

0

0

f

0

l7)

para todo t C la,61.

Portanto, pelo Lema de Gronwa11 (3.1.11), concluímos que, se S e d são dados por

S {exp(nl«(&'''')(Z, - t.)) - 1, exp(nl«(&'''')(t. - «)) - ll;

d = maxle"(Ó t.) , ên(t.-')},

então

fÕk,0-Ük,0-Anil 5; QO«qllin(a3 S
$ (ãc'J"' -- l)

$ dc'w' $ 2nêidcç ,

para todo t € ja, ól, e assim, por (6),

0(., t) Ü(c,t)ll $ A(c)ll+ 2nê:ãc' $ "ê:c'+ 2nê-&' $(nê + 2nê:ã)c',

para todo t € 1a,bl
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Como lãJ.(., .) a:(., .)l $ 1õ(c,.) a(c, .)l temos que

8.(., Z) üf(c,t)l $(nê:+2nêld)c' , para todo(c,Z) Cl0,r2jxja,Z,l e l${ Sn,

o que prova (2) para m = 0.

Suponhamos m > 0 e (2) verdadeiro com s no lugar de m , sendo s C Ar e s < m

Provaremos que vale (2) para m.

Seja q C .fV.

Usando que â e 8 pertencem a eWI/ ; #?'l , existem e2 > 0 , r3 C lO,a'-l e ]V2 C Z\r com

N2 > maxlNi, N} (onde, como vimos anteriormente, r e ]V são tais que valem (4) e (5),

e .Ni > m«{Nn(b . t.) , JVn({. -- «)} ), satisfazendo

11 üto(.,z)l$e,'''''' e ll 1014(',t)l$e,.'''' ,
( s ,k)CA x .4 ( s ,k) CA x .4

paratodo AC {0,1,...,m-- 1}, ,4 C {l,...,n} e(c,t) C lO,rajxja,bl

Pela hipótese de indução sabemos que (2) é verdadeiro para s C /V com s < m e

ssim, por 3.1.12, concluímos que, dado 2Na + q, existem ê3 > 0 e r4 Cl0,r31 tais que

11 üto(.,z)- ll oÍO(.,t)l$e,'"':-'' ,
(s,k)CA xA (s,k)eA x .4

paratodo AC {0,1,...,m -- 1}, Á C {l,...,n} e(c,t) Cl0,r4lx la,bl.

Fixemosc Cl0,r41 e iC (l,...,n}.

De (7) temos que

a

(8)

(9)

8;(c,t) - âi(c,t)/(/,(c,',0(c,')) - ./}(c,s,ã(c,')) +Õi(c,'))d. ,
0

e portanto,se

ü: (c,t) = ./;(c,Z,8(c, t)) e Ü,(c, Z) = ./}(c, Z,â(c, t)) ,

então

8Í")(c,t) -- âl")(c,t) = 9Í"':)(c,t) + üÍ"':)(c, Z) -- úS"'')(c,t) , para todo t € 1a,bl

Notemos que üj"'O(e:,t) ú,"-:)(c,t) = a + 2; , sendo
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ã= a'/.(c,Z,8(c,Z)) - a"/,(c,t,â(c,t)) , com 7 =(«. - 1,0,...,0) € W"':

b soma de elementos do tipo

«p.« = aP.Ã(c,t,8(c,t)) ll 8l;4(c,t)- aa.Ã(c,Z,â(c,Z)) ll ãt0(c,t),
Is ,k) CA x .4 (s ,k)CA x .4

com PC.W"+', l/3j<m, ACll,...,m--l} e .,4Cll,...,n}

Usando que (11) pode ser escrita como óPA.4 + cPA.,l , sendo

bP«Á .Ã(c,t,8(c,t)) -aa.Ã(c,t,a(c,t))l ll 8Í4(c,Z)
(s,h)CAxÁ

cP.. (',t,a(',t))l ll 8Í4(.,t)- ll Üt0(.,t)l
( s .k)CA x .4 (s ,k)eA x .4

e que valem (5) e (9), temos que

e

e

(10)

(1 1 )

al $ &''''ll8(c,Z) -- â(., t)
n

$ >1:K-"lÕ.(c,t)- 8{(.,t)l
í=l

< 7zê3cc'A c2Ar2+q

< rz 3êcÇ

e, por(4),(5),(8) e(9) temos que

apA.,ll Z,P«l + lcP«

&-~ l l8(c, t) -- â(., t) l le,c''''' + E;&-'''c''»,-'-'

>l: &-'''l8í(c, t) -- â.(c, t)le,c''''' + e;a''''-'-'
{-1

(nê,E,&-''' + E,ê).''''''''

(nZ,e,ê + E;Z).' ,

para todo Z c la,bl.

Portanto existe ê4 > 0 tal que

úÍ"-o(',t) - úS"'o(., t)l $ e-.' ,

para todo (e,t) Cl0,r4jxja,Z'l

(12)
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Como

olw(., í ) ül®(.,1)l $ 1ãl"-o(.,f)l + lül"-o(.,t) - üS"'u(',t)l

temos, por (6) e (12), que existe ês > 0 ta] que

0.")(c,t) âl")(c,t)l$êscç , para todo ZC la,bl e ccl0,r41

Portanto, como 1 3 í $ n é arbitrário, temos que (2) é verdadeiro para m, e assim

(íii--8i)if c./V'l/;; Z?l paratodo l 5; i$n , provando que(íi--8)ip c.VI/j; m"l.//
0 0

J J

Com 3.1.9 e 3.1.13 obtemos o seguinte teorema

3.1.14 Teorema(Existência e Unicidade). Soam ç2 wm aZ,Crio de n", / m interz;a/o

aberto de m, t. C 1, =. C'Í? , f çi Ç(l x ç\ \ m"), â. um representante de =. e f um
representante de f satisfazendo:

(i) .«{st. Ã' CC Q . ,- Cl0, il t«{; q«. a.(lO,,'l) C Ã';

(ii) / t.m «p«p,i d. (LLL) .«. (.r,Q)

Se / C g*(/ x n ; n"), então e=íste a > 0 com /.(t.) C / ta/ que Caíste uma lírica /unção

« C g*(/.(t.) ; Q) «fisga««d'

«' - / . («*, «) . «Qà - «..ll

A definição abaixo é análoga à usual da teoria de E.D.O

3.1.15 Definição. Soam ç2 um aperto de n" , / um {nterua/o aóerfo de R, / C Ç(/ x

Q; n"), }' «m í«te«'/. «óe,lo d' a c.m V C .r . u C Ç.(}' ; Q) «m« «/«çâo da

egHaçao

«,' (r.,«,) . (1)

Z)ízemos que u C g*(J l n) é wm pro/ongamerzfo de u se, e somente se, o é wma se/ração da

equação acima e J étm nteroa/o aóertode.F? com V#J, yCIC/ e ult,=u
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Z)iremos que u é uma se/ração mazima/ de (1) se, e somente se, u leão admite um pro/on

lamento.

O próximo resultado garante, sob certas hipóteses, a existência de soluções maximais

3.1.16 Teorema. Sejam um aberto de #?", / um inferua/o aóerÍo de .fZ, t. C /,

=o C '.í?, f (i Ç(.] x ç] \ ]R"), â. um representante de =. e .f um representante de .f

satisfazendo:

(i) e,isZem Ã CC Q e ,- € 1O, il t«ís q«. 8.(lO,,-l) C Ã';

(ü)/ t.«. «p«p, d.(H,L) em (.r,Q)

Se/C g*(.r xn; n"), '«tã. ,i Z. «m« á«{c« s./«çâ. m-im«/u de '«'/.(«.,w) t«/

q«. «(t.)

Z)emonstração. Por 3.1.9 existe y intervalo aberto de #? com Z. C y, y C / e existe

« C Ç*(}' ; Q) com u' («,,«) . «(Z.)

Seja J a reunião de todos os intervalos abertos, J., de #?, contendo t. e contidos em

/, para os quais existe u. C g.(J.; ç2) com ul. = /o (n.,u.) e u.(t.) = z.. Portanto

podemos escrever J = U.GAJA, para. algum A . E claro que J é um intervalo aberto de #?,

l.C J e J C l

Usando 3.1.13 temos que

UajJ.RJõ uó IJ.nJ. , para todo (a, b) C A x A

Usando 1.1.20, existe uma única u C Ç;,(J ; Q) tal que u IJ. = u. para todo a C A.

Provaremos, em primeiro lugar, que u é uma solução de w' = /o (r.,w) e tz(t.) = n.

Sda g («*,u).
Como a C A e vale 1.1.24 temos

glJ. (/o(«.,u)) IJ. =/o(r. IJ.,« IJ.) =/o(r, IJ.,u.) = «1. =(« 1J.y = «' IJ. ,
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e por 1.1.20.1 concluímos que/ o(n,,u) = g = u' , e como u(t.) = u.({.) = =. , para todo

a € A, temos que u é uma solução maximal.

Provaremos, a seguir, que existe uma única solução maximal.

Sejam }'' um intervalo aberto de a com f. C y C / e u C Ç.(J ; Q) uma solução

maximal de w' = .fo (a.,to) com u(t.) = z. . De 3.1.13 temos que u IJnv = u IJnV e como

u e u não admlcem prolongamentos temos que J = V , e portanto u = u . //

Faremos, a seguir, um breve comentário sobre E.D.O. de ordem n no contexto das

funções generalizadas de Colombeau.

Sejam Q um aberto de Z?", / um intervalo aberto de m, t. C /, / C 8wl/ x Q ; .P?l, ã

a aplicação moderada definida em 10, 11 x / x Q por

Õ(c, t , 3/- , , y«) = (y,, , y«,/(.,t,y:, ...,g/«)) ,

/ a classe de / em g(/ x Q ; n) e g a classe de ã em Ç;(/ x n ; m")

Consideremos os seguintes problemas:

(1) determinar u € Ç(/ ; n) com (u,u', ..., .("-')) C Ç.(/ ; ç)) e tal que

(«(Z.),«'(Z.),...,«("-O(t.)) = ,. € m" e «(") (r,,u,«',...,.("-O) ;

(2) determinar u («-, ««) C g*(,r ; Q) com «(t.) ". e «' = g o («*,«)

Notemos que para resolver (1) basta resolver (2) e escolher u = ui, e que se u é uma

solução de (1), então u = (u,u', ...,.("-i)) é uma solução de (2). Com esta observação e

3.1.9, 3.1.13, 3.1.14 e 3.1.16 obtemos resultados para E.D.O. de ordem n, no contexto das

funções generalizadas.

Para finalizar esta seção apresentamos a seguir exemplos de funções que satisfazem as

hipóteses do teorema de existência e unicidade.
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3.1.17 Exemplo. Soam / am nlert;a/o aóerfo de .F?, Q um aóerlo conuezo de Z?" ,

P =(9i,...,P«) C C'(/ x Q; n"), q' =(q'i,...,©«) C C'(n; n") ' '} =(@-,...,q'.) C

C'].]fi\ m") tais que ®i e todas as derivadas de Qi são Junções limitadas, para todo

l $ i$ n . Eníâo a ap/ácação / de 3.1.14 pode ser subslãtuída por uma das c/esses das

ap/ícações moderadas de$nidas em 10, 11 x / x Q por

Õ(c,t,,) =(W:(.9-(t,a)), ..., q'.(CP«(t,'))) ;

Â(',t,") -(Q-(1"(:)y'-(t,')),..., ®.(in(;)p«(t, "))) .

De fato, denotando por(t,z) =(t,al,...,z«) um ponto genérico de n"+: , basta usar 3.1.6 e

observar (lue, se p é a função definida em 10, 11 por p(c) = c ou p(c) = in(t) , l $ { $ n,

F = @i ou Q: e / é a função deânida em 10, 11 x / x Q por /(c,t,z) = 1'(p(c)gi(t,n)),

então dados (c,í,z) e (c,t,3/) pertencentes a 10, 11 x / x Q tem-se, usando o Teorema do

Valor Médio, que

ll'(P(c)9{(t, ,)) - r(P(c)9{(t, y))

p(') E l i''(p(')P;('P)) ge('P)(,j
' ;=1' '' ' '' ' '' aaj

onde P pertence ao segmento de extremidades (Z,3) e (t, g)

(As funções seno e cosseno podem ser usadas, por exemplo, para Qi )

/(c, Z, ,) - /(c, t, g/)

yj)

3.2 Equações diferenciais ordinárias : dependência

das soluções relativamente a parâmetros

Quando estudamos E.D.O., no caso clássico, após obter teoremas de existência e uni-

cidade de soluções locais para a equação vetorial «,'(Z) = /(t,to(t)) com «,(t.) = #.

passa-se a analisar o seguinte problema (que é conhecido como dependência contínua das

soluções relativamente a parâmetros) : Dados / wm nterua/o aberto de n, t. € / , ç2 um

aZ,ertoden", Q' wmaóertodea", a.Cn" e/CC:(/xQxQ'; m"), ezisíem a>0

c.«. .r.(t.) c .r, W «m «ó.,to d. n" . « C C(.r.(t.) x T4' ; n") s«Zísla««d';
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'ãi(t,y)-/(t,u(t,y),y) ' u(t.,.)-z. ? (1)
Nesta seção analisaremos, em primeiro lugar, o problema acima generalizado, isto é

admitindo / C Ç(/ x Q x ç2' ; .P?") e z. C n" . Neste caso, as equações que aparecem em

(1) são escritas na forma

'ãi =/ '("',.',''':,...,"'m) ' "lÍ'.}xW, = a. , (2)

sendo u C g.(/.({.) x H/ ; Q) . As funções a, ni, ..., n-. foram definidas no início do capítulo

2. A seguir estudaremos (2) substituindo o vetor generalizado =. por uma função venera.
lizada.

Os

tenores, utilizaremos, para facilitar a escrita de alguns dos resultados, a seguinte definição:

principais resultados desta seção estão a partir de 3.2.12 Além das notações anl S S r

3.2.1 Definição. Selara ç2 um aóerfo de .f?", / am áízterua/o aberto de .F?, t. C .r, a > 0

com .r.(t.) c .r, Q' «m «be,lo de n", W «m «b.«t. de Q' . , C 10, il. De«.f«.m" po,

c(t., «, ,, .r, Q, Q', w)

. ««/-to 'Í« '.«« (â.,/,ã) t«{. q«.

(i) â. é «m. «p/{«çâ. de$«{d« e«. 10, il . «m «/.«. .m n",'

(n) / á «m« 'p/ác«ção de#nld« .m 10, 11 x .r x Q x Q' ' com «/-« .m n';
(iii) ã á «m« «p/{c«çâo de#«id« 'm 10, il x .r.(Z.) x W . com «/"« .m n';
(i«)/(c,.) € C"(.r x Ç2 x Q'; n"), P«« tod. . Cl0,,'l;

(«) ã(',.) C C'(.r.(t.) x W'; n"), P«. l.do . Cl0,,l;

(vi) ezísle /T CC Q ta/ que ü(lO,rlx/.(t.) x W) C /T CC Q;

(vii) :l:(c,t,Z/) =/(c,t,a(c,Z,y),3/), pa« iodo(c,t,3/) Cl0,rlx.r.(t.) x n','

(«in) â(c,t.,.) = â.(c), P«« t. . clo,,-l.
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Usando a teoria clássica de E.D.O. podemos observar o seguinte

3.2.2 Observação. 4 a$rmação 3.2.1.v (í uma conseq2Zéncía de 3.2.1.iv, 3.2.1.vii e 3.2.1.vivi

De fato, fixemos c Cl0,rl e sejam y. = 8.(c) e ã = /(c, .) . Então a aplicação u = {i(c,.)

é uma solução da equação vetorial

iã-(t,y)- À(t,w(Z,3/),y) com w({.,.)

e sabemos, da teoria clássica de E.D.O.j101, que a solução do problema acima é C' quando

h € C' . Porta«to ã(c,.) C C'(.r.(t.) x n' ; n').

Apesar da observação acima, optamos por manter a asserção 3.2.1.v para facilitar a

escrita da prova de alguns dos resultados.

Notemos também que para resolver (2) (definido no início desta seção) basta determi-

nar 8 com (â.,./,8) € e(Z.,a,7-, /,Q,Q', i'r) , sendo ./ um representante de / , e tal que a

aplicação ã definida em 10, 11 x /.({.) x IV por

ü llo,,[x/.(t.)xW ' íi e a ll,,lj*/.(t.)xw é constante

pertença a eml/.(t.) x W; Z?"l . De fato, se u é a classe de â em Ç(/.(Z.) x W ; n"),
então 3.2.1.vi garante que u € g,(/.(t.) x W l Q) e com 3.2.1.vii e 3.2.1.vivi concluímos

que u é uma solução procurada. Veremos a seguir que, sob certas condições, o conjunto

C(t., a, a', /, Q, Q', W) será não vazio. Para obter â C WI /.(Z.) x W ; m"l além da condição

.f C ewl/ x Q x Q' l n'l iremos admitir que ./' tenha mais uma propriedade (3.2.4.iii) e

que }V CC Q' (3.2.4.i).

3.2.3 Proposição. Soam Q Hm aberto de .FZ", / um nterua/o aberto de #?, Z. C /, Q'

um aperto de .fZm, H/ um aberto de ç2', zo n7za ap/{cação de/unida em 10, 11 e com z;a/ares

em #?" e ./ wma ap/ícação de/unida em 10, 11 x / x Q x ç2' e com oa/ares em .F?" safio/acendo;

(i) W cc n' ;
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(ii) ''i'f'«. A'- cc sz ' ,: clo,il t'í' q«. â.(lo,,-l) c /G;

(iii)./'(c,.)CC:(/ xQ xQ'; n"), P.« f.d. cCl0,11;

(i«) d«d«q««{.g««JCC /, Ã' CC Q . K'CCQ', ..í'Z.m OCl0,il . M >0

Í«{s q«. ll./'(c,t,«,z)l $ M, P«« l.do (c,t,.,,) €10,,7lxJ x Ã' x /T'

E«íã. «istem « > 0 com .r.(t.) c /, , clo, ll . «m« «p/{«ção íi deg«{d« .m lO,il x

,r.({.) x n' f«í. q«.

jl) â salas/az de 3.2.1.vi aZé 3.2.1.vivi;

(n) 'e .f(',.) c c~(.r x Q x Q'; a") P'« f.d. clo,,l, .«tão (a.,.f,ü) c
f(t., a, ,, .r, Q, Q', w)

Z)ernonstração. Soam /{i e ri como em (ii), V um aberto de Q tal que K: C y C 7 CC Q

e d > 0 a distância de /(i a Q \ V

Seja a* > 0 tal que /..(t.) C /. Então usando (iv) existem I' Cl0,ril e À/ > 0 tais

que

/(c,t,z,,)ll $ M, p.ra todo(c,t,a,z) €1o,,'lx.r::(i;) x7 x w.

Seja a > 0 com a < mini-L , a*}

Fixemos c C 10, rl e seja 7' a função

(1)

r : g c c(.r.(t.) x n' ; Ba(â.(c))) --+ rg € c(/.(t.) x w; n") ,

onde 7'g é a aplicação definida em 7;(i:) x W' por

(rg)(t,3/)(')+//(.,.,g(.,y),y)d.
t

0

Usando (1 ) temos que

(Tg)(t,g)-â.(c)ll $ 1/ 11./(c,.,g(;,y),y)lld.l $ alt -t.l $ Ma <d

e assim (Tg)(Z,y) C Ba(â.(c)) C 7, p;r' todo (t, 3/) C /.(t.j xW

Í

0
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Portanto

r C(.r.(t.) x W Ba(â.(c))) ---} C(.r.({.) x T't' ; Bú(â.(c)))

Notemos também que, se Z é o número dado por

suPlla'/.(c,.,,,y) (',z,y) C .r.(t.)xBJlã;(é))xW, a C A'«'"':, lal leIS i$ n},

que existe por (ni), então, pela Desigualdade do Valor Nlédio, temos que

l.f(', t, ,, y) - .f(., t, ;, V)ll $ n'Z,ll. - ,ll ,

p'r' todo (Z,a,3/,,) C /.(t.) x Ba(â.(c)) x W x Ba(â.(c))

Como vale (2) existe m € .6r tal que T" é uma contrição (prova análoga à de

jllj-página 58), e como C(/.(Z.) x W ; Ba(ê.(c))) munido da distância

(2)

d(g,h) IA -g s«P{ IA(t,y) - g(t,y)l (t, y) C .r.(t.) x W} ,

é um espaço métrico completo, temos que 7' tem um único ponto hxo que chamaremos de

tz€

Portanto definindo a aplicação âr em JO, IJ x /.(t.) x n' por

r «,(Z,y) se c cl0,,'l
â(.,t,y)

l «}(t,y) se c c l,', il

e observando que {i( 10, 11 x /.(Z.) x W) = u.clo,ilBI(ê;lãD C 7 CC Q, temos que ãi satisfaz

de 3.2.1.vi até 3.2.1.viii, o que prova (1).

A asserção (11) é uma consequência de (1) e de 3.2.2 . //

3.2.4 Proposição. Sejam Q um aberto de Z?", / um ínferua/o aóerlo de .f?, t. C /,

« > 0 «m .r.(t.) c /, Q' «m «6e,to d' Z?"' , W «m «be,Z. de Q', , cl0,il e (a.,.f,ü) C
C(t.,«,,",.r,Q,Q', H') . Oe«ot««d. p.,(Z,',g) . -,'«,"-, ...,y«) «m po«to ge«é,{«

de ]R x ]]tç x ]lT"' tem-se que, se

(i) n'cc Q/
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(Ü) / C e«.1 .r x Ç2 x Q' ; a"l ;

(iii) e& tem .p«p,áed«de(CLL) .m .r xQxQ', p««tod. l $í,.j$n
(7íc; ' - - '

.«Zã. dados q««i.q«., J CC /.({.) , Ã' CC H/ . # c A'"+' , «istem c > 0, q Cl0,,-l

e N C N satisfazendo

J

aPâ{(c, t, y)l $ a'p'' para todo (c,Z,3/)Cl0,77lxlxÃ'' e l${5;n

Z)emonstração. Denotaremos por (í,z,y) = (t,31, .--,#-,g/:, ...,y«) um ponto genérico de

m x n" x #?"' e por (t,y) = (t, 3/i, ...,y«) um ponto genérico de a x .FZ""

Soam J CC /.(Z.) c /\'' CC IV. Provaremos a proposição usando o
Indução Finita sobre l/31 , sendo /i C .ür"+i

Tomemos /{ CC Q como em 3.2.1.vi . Então se P C .ãr"+i e IPI = 0 basta, por

3.2.1.vi, fazer .N = 0 , v7 = r e c = sup( lyll : 3/ € ]r}.
Seja p € /V . Suponhamos a proposição verdadeira para todo /3 € Ar"+i com l/31 $ p

Seja P C .âr"+: com IP = p+ 1 > 0.

Usando (ii) e (iii) existem c > 0, v7 Cl0,l-l e ]V C .N tais que

la'.Ã(',',«,Z/)l $ a'''' . le&(',.,,,V)l $ 1«(a''''),

para todo (c,s,3,y) cl0,qlxã(iJ x /T x í7 , c* C /V"+"+: com lal $ p+ l e

l $ í ,.j $ n , e assim usando 3.2.1.vi temos que

il:(c,',íi(c,',g/),y)l $ in('c'/"), par' t'd'(c,',3/) € 1o,'7lx.r.(t.) x w;

a'.Ã(c,',íi(c,s,3/),g/)l 5; a'/''' , p'r' t'do (c,s,y) C lO,qlx/.(t.) x W,

paratodo aC .W"+m+l com lal 5;p+l e l$ i,.j $n

Para c C 10, 771 sejam

.4, = {a'/A(c,',ã(c,',y),y):(',y) c .r.(z.)xw, a C W"+m+: com lal $ pele l$ k 5; n}

B. Ula''ãih(c,',y) :(',3/) C .r.(Z.) X W, ' C A'm''":comi"yl $pe l$ k $ n}.

Principio de

e

(1 )

(2)
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Suponhamos P = (#o,/3i, ...,/3m) e, em primeiro lugar, Po = 0.

Sda .j C {], ...,m} ta] q- Pj # 0. Como â(c, .) € C'(.r.(t.) x T4

para todo c cl0,771,

e assim por 3.2.1.vii e 3.2.1.viii concluímos que

&ü,*,ü - .[(Eg11k,.,ük,.,o,ü;%k,;,d+ gÊk,.,ak,.,ü,ü)a. , m
paratodo (c,t,g)Cl0,,7lx/.(Z.)xH'' , l${5;n e l$.j$m.

Então derivando (3) sob o sinal de integração temos

aPü{(c,t,z/) = aO(;='(c,Z,y)) =/(/:(c,s,y)+ /2(c,s,3/))ds,

onde P = /3-- ej+i , sendo ej+i oj+l-ésimo elemento da base canónica de a"+' , /i(c, s, y)

é soma de produtos de elementos de .4. U B, e

1:(', ', v) - àl gi'(', ', a(', ;, v), 3/)õ'ü*(', ', z')

paratodo (c,t,y)clo,qlx/.(í.)xn', l$i$n e l$j5;m.

Soam ai e bi números reais tais que J U {t.} C lai,Z,il C /.(Z.)

Usando (2) e a hipótese de indução, existem ci > 0 , .Ni C ]V e 771 C 10, 771 ta

/i(e:,s,3/)l $ cic'/'''' , para t'do (c,s,g) cl0,q:lx lai,b:l x Ã'

Portanto se c Cl0,?:l temos, por(1), que

lapa.(',t,v)l $ 1.[(':'''''' + >1: 1gi(',',â(c,',v),v)lla'ü*(',',v)l) a'l

+ ni«(a'/")ll(aPâ:(c,s, 3/),..., d'â«(c, s, 3/))ll) d. l ,

e assim denotando por 0Pâ a n-upla (aPâi, ..., aPã.) temos

aPÜ(c,t,3/)ll 5; }l: laPâi(c,t,y)l $ 1/'(nc:c'W- + n:ln(a'/V) lapa(c,s,3/)ll) d.

e assim, pelo Lema de Gronwal1 (3.1.11), concluímos que, se

S exp(n'l«(a'")(Z,: - t.)) - 1, exp(n'l«(a'~)(Z. - «-)) - l}

/' ; m") temos que

to

is que

t=l

C C

aa(es(c,Z,y
ay, U

-Nclc
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então para todo (c,t,3/) C 10, ZZijxjai, bil x /r' tem-se que
n. c' N\

lapa(', t, y)l l $ ;;Íll:t;:Xjs .
Sejam Ne N com N>max{.Ni, /Vn'(Z,: --Z.), ]Vn'(t. ai)} ,

ê = maxlci , Cn'(bi-t.), C"'(t.-'i)} e 7?2 €10,77il tal que minlêc'N, nln(cc'/v)} > 1,

para todo c Cl0,7721

Então, por (4), tomando c2 = Z2 e N2 = 2N temos, para todo l $ { 5; n, que

(4)

aPâ{(c,t,3/)l $ 11aPü(c,t,y)ll 5; c2c-x' , par' todo(c,t,y) Cl0,?2lxl'i,b-l x /T',

o que prova o resultado nesse caso

Finalmente suponhamos 0o # 0 . Então para (c,{,y) Cl0,77lx/.(t.) x IV , temos,

fazendo/3 =(Po -- l,Pi, ..., P.) e usando 3.2.1.vii, que

laca(c, t, y)l - la'(b7')(c, t, y)l - la"(/.(c, t, â(c, t, 3/), y))

e assim laP{Z{(c,t,y)l é soma de produtos de elementos de .4. U B,.

Portanto usando (2) e a hipótese de indução concluímos que a proposição é verdad

«.sxe casa. ll

eira

Com a proposição acima e 3.2.3 apresentaremos em 3.2.5 um teorema de existência

de soluções para a equação (2) (definida no início desta seção). Lembramos que a asserção

3.2.3.iv, quando / C eWI/ x Q x Q' l #?"l , é equivalente a / € Ç*(/ x Q x Q' l #?") , sendo

./ a classe de / em Ç(/ x Q x Q' ; n").

3.2.5 Teorema(Existência). Soam. Q um aberto de H" , / um {nterua/o aZ)Crio de m,

1. c .r, Q' «m «be«í. de Z?"' , W «m «b«t. de Q' , ,. C i:" , / c g(.r x Q x n'; n"),
ilo um representante de =. e f ..,Jn) um representante de j. Denotando por

(t,',y) . -,"«,":,-..,g/«) «m po«í. g.«é,ic. de .r x n x Q' :'m-.e g«e, ..

(i) n' cc n' ;

(ii) '*i'tem Ã- CC Q . ,-: cl0,il t«{. q«. a.(lO,,:l) C Ã'-,
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(iii) ./ c ç.(.r x Q x Q' ; a") ;

(i") S: t'm « p«p,iedad. (CLL) '"' ]' x Q x Q', p.« todo l 5; {,.j $ n,

.ntão .«i.Z.m a > 0 com /.(t.) C /, «m« «p/íc.ção « C Ç(/.(t.) x H/; a") . «m

representante ü de u satisfazendo:

(1) «êste , Cl0,il «m(â.,/,a) C C(t.,a,.-,.r,Q,Q',!'l/);

(11) « C g.(.r.(Z.) x W ; Q),'

(lii) S:-/'('',",r-,...,««) 'm ç(r.(t.) x w; r");
(]V) « l{..}*w ' ". .

Z,)emons ração. Usando (i), (ii), (iii) e 3.2.3 existem a > 0, 1- C 10,11 e uma aplicação 0

definida em 10, 11 x /.(t.) x W tais que (â., /,8) C e(t., a, r, /, Q, ç2', 1'r).

Seja â a aplicação definida em 10, 11 x /.(t.) x W por

Í 0(',Z,g) se . Cl0,,l
'ul e:. Z. t/ ) := <

l o({,z,v) ;. ' c l,,il

Usando (i), (iv) e 3.2.4 e observando (lue, dado L CC /.(t.) x W existem J CC /.(t.)
e /r' CC W/ tais que Z, C J x /{', temos que â c &wl/.(Z.) x W ; n"l.

Sda " a classe de ã em g(/.(t.) x W; n"). Então a afirmação (1) é imediata e as

ass«ções(11),(111) e(IV) decorrem do fato de que(ê.,/,0) C f(t.,a,7-, /,Q,Q', H/) , isto

é, são consequências de 3.2.1.vi, 3.2.1.vii e 3.2.1.vivi respectivamente. //

A aplicação ã encontrada na prova de 3.2.5 foi construída utilizando uma certa função

8, sendo que (â.,.f,õ) C e(t.,a,l-,/,Q,Q', W) e íillo,,[x/.(t.)xw ' 0 . Portanto para que

â tenha certas propriedades basta que 8 as tenha. Por esta razão iremos ver, a seguir,

algumas propriedades dos elementos de f(Z.,a,r, /,Q,Q', H/), que nos serão úteis neste

trabalho.
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3.2.6 Proposição. Sejam p € -nr, Q zzm aóerfo de .f?" , / um {ntert;a/o aberto de .f?,

Z.e/, «>0 com .r.({.)c.r, Q'Km«b«lod.n", »'«m ,l.d.Q', FEIO,11 .

(â.,/,ãi) c f(í.,«,,,/,Q,Q', n') . s.

(i) W' CC Q' ,'

lii) d«do' q««á.q«e, J CC .r, Ã': CC Q, Ã'' CC Q' . a C /V"''"m+- ... lal $ P,
erísíem M > 0 f v7 Cl0,rl satís/acendo

Õ'./:(c,{,«,3/) 5; M ,P««todo(c,{,z,g/)Cl0,,7lxlx Ã'- xÃ'' . l 5;{ Sn,

(1) d«d« q««{sq«« i- cc .r.(t.), /T' CC W' . # C .Wm+: ... l#l 5; P, «{s''".

M > 0 e q Cl0,rl saZÍs/acendo

aPâ{(c,t,y)l$ M:, paratodo (c,t,y)Cl0,qlxli xÃ'' e 1 ; Sn;

(11) '' (ii) é ««d«d':" p«,.« íod. . a-, ---,a«+«+-) C .W"'"'': "m a.

lal = 1 , .«tã. (ír71M'd«deá« p«« íod. # = (Po,/3:, ...,P«) C /V"+: com P. =0
. IPI

l)emonstraçâo. A prova é análoga à prova de 3.2.4, substituindo in(cc'/V) e cc'N nas

afirmações, respectivamente, (1) e (2) da demonstração de 3.2.4 por M (que existe pela

asserção(ii) desta proposição).//

Se a desigualdade que aparece em 3.2.6.ii for verdadeira em J x Q x Q' , então obtemos

a seguinte proposição

3.2.7 Proposição. Selara p C /V, Q &m aperto de .f?", / wm {nterua/o aperto de ,f?,

t. c .r, . > 0 com /.(Z.) c .r, Q' «m «be,to de .f?"', W' «. «óe,to de Q', ,- Cl0,il .

(â.,/,ã) C f(t.,a,r, /,Q,Q', W). S.

i) dados

q clo,.'-l

qwaásquer J CC / e cr C .fV"+"+l com lal S; p, ezásfem JV > 0 e
satisfazendo
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la'./}(c,t,«,y)l$ M P««todo(c,t,z,y)Cl0,,7lxlxQxQ' . l$i$n,

li) d«d« q«.á.q«., i- cc .r.(z.) . p € .N"+' com IPI $ p, .«í.íem @ > 0 .

q C 10, rl safes/acendo

aaâf(c,t,g/)l5;'Ã7', P«« lodo(c,t,y)Cl0,qlxJ- x W l ;jSn;

(11) s' (i) é«, ' :"P««l. . a=(ao,a:,.-.,'-«.-«+-) C W"''""+: com a.=0 .

lal .«tão (1) á «,d«de{« p«« t.do P (/3o,#:,...,0«) C ]V"+' com P.

. IPI

Z)emorzstração. A prova é análoga à de 3.2.4 substituindo in(cc'/v) e cc'/'' nas afirmações,

respectivamente, (1) e (2) da demonstração de 3.2.4 por M (que existe pela asserção (i)

desta proposição quando fazemos J = /.(2.) ). //

Com 3.2.5, 3.2.6 e 3.2.7 concluímos que

3.2.8 Teorema. Soam Q, /, t., Q' , W, a., /, â. e / = (/1,...,/n) saZÍs/acendo

d. 3.2.5.i «íé3.2.5.i«. Oe«.í-d. po,(t,,,y) ..,"«,":,...,y«)«. p.«to ge«á,{co

de a"''"': . po, (t,3/) (t,y-,...,g.) «m po«Z. g.«é,íc. de a"-'"' !.m-'' q«e, «{stem

« > 0 «m /.(t.) C /, «m« «p/á«çã. u C ç(/.(t.) x W; m") . «m «p«..«l-t. íi d.

u tais que

(1) as asserções 3.2.5.1 até 3.2.5.IV são t;erdadeáras,'

(11) '' PC /V ' a'/. C g*(.rXQXQ'; n), P«« t. . aC .W"+m+' com lal $p .

l $ { $ n , então

âPu eg*(.r.(t.)XW;E),P««f.dO #C.Wm'F' «m lpl$P l$ $n;

(111) 'e p C .W e p«« q««ísq«e, J CC / e a C .W"+"+: «m lal $ p íem-.e q©.

a'/, é «m«/«nção /á«.{Z«d« em J x Q x Q' (ue, 3.1.1.i), p«« tod. l $ i$ n,
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então para qzzazsqtzer Ji CC ,ra(to) e # C .fV"''' com l#l $ p tem

âP if é uma /unção /amizade em Ji x H/ , para todo l $ { Sn

(IV) se pa« lodo l 5; í, A- 5; « e i$j $ m, tem-se que

Õ-- ' ;4- pe,fe«c.m . g.(/ x Q x Q'; n) ,
enfio

ãil C g.(.r.(t.) x U' ; n) , p«« t'do l $ í $ " ' 1 $ j $ m;

(V) s' pa« iodo J CC .r, l $ i, k $ n e l 5; .j $ m fem-se gue

igÊ- e gf sã./uniões /{mÍlada. .m .J x Q x ç2',

então pa« todo ii cc .r.(t.), l $ i; n e l $.j 5; m fe«.-se qwe

g% é uma /unção /ím fada em Ji x W . //

}

Sob certas condições, como veremos nos dois próximos resultados, podemos substituir

W em 3.2.8 por Q'

3.2.9 Teorema. Sejam Q m a6erfo de #?" , / um ilzterua/o aóerío de ,fZ, t. C /, Q'

«. «óe,to de .f?"' , .. c ®", / c g(.r x Q x Q'; ©"), 8. «m «p««t-te de ,. .

j' ' (j-'''-,.f.) um representante de j. Denotando por (t, ,y) = (t,=1,..-, n,y-,..-,IJm)

um porzto gené7'ico de .F?"+"+t fem-se que, se

(i) '«{stem /T- CC Q . ,-: Cl0,il Z.{s q«. a.(lO,,:l) C /T:

(ii) / á uma ap/ácaçâo /{m fada em / x Q x Q';

(iii)ãt t'«''«p«p,i '(CLL) 'm ] xQxç2', p««t.. l i,j5;«,

.«tão «á.tem « > 0 com /.(t.) C ,r ' «m« «p/á«çã. « C Ç(/.(t.) xç2' ; n") s«tis/a««do;

(1) «{síem .- Cl0,il . â «p«..«t««t. d. u «m (a.,.f,ü) C e(t.,a,.-,/,Q,Q',ç2')

(11) u c g.(.r.(t.) x Q' ; Q),
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(111) $(«,","-,...,««) 'm g(/.(t.) xQ'; n");
jiV) u l{..}*n' ,. m Ç;(Q'; a");

(V) '' pCA' 'p««lodo aC A'"+"'': c.m lal$p í

a'/,CÇ.(/xQxQ';n),P««l.d. l$ Sn
então

aPu.cç,(.r.(t.)xQ';n),P««tod. PC.W"+' «m IPl$p l$ ;n

(VI) .. p C /V e p«« [od. a C N"+"''+: com lal $ p !e«.-.. q«.

a'f; alma.junção limitada em JxQxçt' , paratodo JCCle \ $i$ n

então para iodo P C Ar"+' com l/31 $ p fem-se gue

aPâf é «m«/unção /mít«d« em J: x Q', p«« fod. Ji CC .r.(t.) e 1 ; $ n;

IVi!) 3e para /odo l $ i, k ; n e l 5; J $ «z tem-se qa.

ã= ' gf p"*'-.m « Ç.('rxQ *Q'; E),

àÍ C ç*(r.(t.) x Q'; n), p«« í'd. l$ { $ n e i$j $ m,'

(Vlll) s' para todo i cc .r, l 5; i, k 5; n e l $ .j $ m te«.-s. qu

ig& e ;i- são/uniões /{mÍt«das em J x Q x Q',
enfãoparalodo JI cc .r.(t.), l ;iSn e l 5;.j$«-

gli tí ma/unção /imitada em Ji x Q'

Z)e«zonsfração. Sejam /Ti e l-i como em (i), y um aberto de Q com Xi C V C 7 CC Q,

d > 0 a distância de /I'i a Q \ V e, por (ii), .A4 > 0 e T Cl0,r:l tais que

1/(c,{,:«,Z/)ll 5; M , para todo(c,t,z,y) cl0,.'-lx/ x Q x Q'

Sd'm '' > 0 c'm J'..(z.) c r ' a > 0 com . < mi«{lD- , a'}

:m-se que

e

lem-se que
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Fixemos c € 10, 7'l.

Para cada y C Q' sejam r, > 0 com B,,(y) C Q' e 7; a aplicação

q : g C C(.r.(t.) X B,,(g/) ; B.(â.('))) ---} Tycg € C(171;(iJ X IBI.;ÍÜ; 'Bl;($:(;») ,

onde
t

0

)

(qg)(i,.«)(')+//(.,;,p(.,:«),:«)a. .

Analisando as provas de 3.2.5 e 3.2.3 existe uma aplicação que será denotado por Ur,

tal que u,, C Ç(/.(t.) x B,.(y) ; n") , satisfaz de 3.2.5.11 até 3.2.5.IV(substituindo W por

B,,(3/) ) e ainda existe um representante {i,, de u,, que está definido em 10, 11 x /. (tj x

B,,(y) , â,,(c, .)( r.(t.) x B,,(y)) c BJ(ã;(;» c 7, â,,(c,.) é o ú«ico po"t' fixo de Tg'

p''a tod' c Cl0,.'-l, e(â.,/,â,.) € é'(t.,«,r, /,Q,Q',B,,(y))
Notemos que, se c Cl0,rl e g/,z C Q' são tais que .ll' = .1?,$(y) n B,,(z) # 0 e T' é

a aplicação

r' : g c c(/.(t.) x Ã' ; .Ba(â;lÉI))) ---> T'g c c(i=Íi5 x Ã ; .B. â.(e))) ,

onde

(7''g)(t,.«)(')+//(.,.,g(.,.«),«,)d. ,

então 7'' tem um único ponto fixo (prova análoga à de jllj-página 58) e â,,(c, .) Iti;ãxK

e â,,(c,.) l7;ÍDxK são pontos fixos de T' , e assim

t

0

«,,(c, .) l7;ÍQ*. = u,,(c, .) l7;Ía*.

Portanto podemos definir a aplicação â em 10, 11 x /.({.) x Q' satisfazendo

em lO,l-lx/.(Z.) x l?,,(y) , sendo y C Q'

e

a é co«sta«te em 1,, il x .r.(t.) xQ

Us«d' que(â.,/,{i,.) C e(Z.,a,''-,/,Q,Q',.B,,(y)) e que â,,(c,.)(/.(Zo) x l?,P(y)) C

Ba(â.(c)) C V' , para todo y C Q' concluímos que â satisfaz (1).
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s que, dado qualquer .K' CC Q' existem 3/i, ...,y, € /\' tais que

Ã' C U::- B},..(yf) C U;::.B,,. (3/i) C Q' ,

sim, é fácil verificar que ã C ml/.(Z.) x Q' ; n"l

Seja u a classe de â em g(/.(Z.) x Q' ; n") . Então, por (1), temos que u satisfaz de

(11) ,té (lv).

D.(1) e 3.2.7 'btemos(VI) e(Vlll). Para as asserções(V) e(Vll) b;sta «sar(1) e

3.2.6 para(â.,/,â,,.) C e(t.,a,.'-,/,Q,Q',Z?,,.(yi)), sendo l 5; { $ n.//

Notemo

e as

(1 )

No próximo resultado além de substituir W por Q' , em 3.2.8, iremos trocar Q por

,F?" e assumir que #. = 0 .

3.2.10 Teorema. Soam / um {nterz;a/o aZ)ergo de #Z, t. C /, Q' um aberto de .F?",

J C ÇÇI x R" x ÇV\ R") e f = tf\,...,f«) um representante de f. Denotando por

(t,',3/) .- ,"«,"-, ...,y«) «m po«t. g.«é,áco de / x n" x Q' *'m-s. g«e, .e

(i) e,{'tem M > 0 e , Cl0, ll t«{s q«. .f(lo,,lx.r x ãl:(õ} x B;l.Ü) c B;;t.õ}, p'"
lodo y € Q' e todo r > 0 com .B,(g) C Q' , sendo .B,(0) e .BM,(0) óo/as apertas

em ][t' e B.(U) bola aberta em ]Et";

(ii) g# tem ' p«p,{ed.de (CLL) em / x n' x Q', p«« íod. l $ i,.j $n,

.«fão e'i't'm ' > o "m .r.(t.) c /, «.« .p/{c«çâo « € ç7(.r.(t.) x Q'; n") . «m
representante íi de u satisfazendo

J

(1) (â.,/,ã) satisfaz 3.2.1.vii e 3.2.1.vivi(subsí caindo W por Q' e Q por Z?") para

«/g«m ,- Cl0,il, .«d. â.(') P«« t.d. . Cl0,il;

(11) u C g,(.r.(t.) x Q' ; n");

(in);: - .f'(",",":,...,««) 'm g(.r.(t.) x Q'; E");
(IV)ul{..};..n, = 0 'm Ç(Q'; n");

(V) são t;erdadeiras as asserções 3.2.9.V e 3.2.9.Vll (Substituindo Q por -R" ).
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Olmo«t«ção. Soam M e , como em (i) e tomemos a' > 0 com /..(t.) C /

Fixemos y C Q' e seja r, > 0 com Z?,,(y) C Q'. Então fazendo /Ti = {0}, v

B,,(0) , W = B,,(y) , d = r,(distância de /Ti a n" \ y) e usando que, por (i),

para todo(c,t,z,z) €10,'rlx/.(Z.) x V x W,

temos, analisando as provas de 3.2.õ e 3.2.3, que, se a < mina)b , a' }, c C to,7-l e Z, é a
aplicação

./'(., t, z, ,)

Tv' : g C C(.r.(t.) x B,,(3/) ; .B,,(0)) --'} Tvcg C C(.r.(Z.) x B,,(y) ; B,,(Õ)) ,

onde

(T;g)(t,«,) f(.,s,g(.,,«),-«)d' ,

então existe uma aplicação que será denotado por u,, tal que u,, € g(/.(Z.) x B,,(y) ; n') ,

satisfaz de 3.2.5.11 até 3.2.5.IV(substituindo W por B,,(y) e Q por Z?") e ainda existe um

'ep"sentante â,, de u,, que está definido em 10,11 x /.(t.) x B,,(g/), {i,,(c,.)(/.(Z;) x

B,,(3/)) C 1?,.(0) , ã,,(c, .) é o ú«ico ponto fixo de Zl; , para todo c € 1O,rl e (â.,.r, a,,) C

C(t., a, .'-, .r, n", Q', B,, (3/))

Notemos que, se c Cl0,rl e y,z C Q' são tais que Ã' = B,,(3/) n B,,(;) :# ü e T' é

a aplicação, admitindo r, > r,

Í

0

)

r' : g c c(.r.(t.) x /T ; B,,(o)) ---} r'g c c(.r.(t.) x À' ; B;;lõl) ,

onde
Í

tT'g)(t,w) = 1. .f(c,s,g(.,w),.«)'i' .

então T' tem um único ponto fixo e ã2,

fixos de T' , e assim

/. (ta) xK e «,,(c, ) l7=ÍQ*. são pontos

«,,(c, -) l7;ÍQ*K = u,,(c, .) ll;Ía*/.

Portanto podemos definir a aplicação â em 10, 11 x /.(Z.) x Q' por

em lO,l"lx/.(Z.) x Z?,,(y) , sendo g C Q',
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e

â é consta«te em l,'-, ll x .r.(t.) xQ

Usando que (â.,/,â,,) C C(t.,a,r,/,a",Q', B,,(y)) para todo y C Q', concluímos

que â satisfaz (1)

Notemos que se /\' CC Q' , então existem 3/i, ...,y, C J{ tais que

Ã' C U;:iBà,,.(3/i) C U;:iB,,. (yi) C Q' ,

e assim é fácil verificar que 2 C ml/.(t.) x Q' ; n"l.
De (1) concluímos q«e ' classe de {i em Ç;(/.({.) x Q' ; n") satisfaz (111) e (IV).
Usando (1) e que ã,,(lO,qlx/.(Z.) x Z?,,(g/)) C B,,(Õ) para todo 3/ € Q' , concluímo

que u satisfaz (11).

Como (â.,.f,â,,) C e(t.,«,r,/,Z?",Q',-B,,(g/)) par. todo y C

por 3.2.6 aplicado a(ê.,./,{i,,) , que a asserção(V) é verdadeira.//

S

e vale ( 1) temos,

(1 )

Se em 3.2.10 temos Q' = ,F?" , então podemos enfraquecer a hipótese 3.2.10.i e obtemos

o seguinte resultado

3.2.11 Teorema. Sdan} / am {nlert;a/o aZ,arfa de n, t. C /, / C Ç(/ x a" x
R" \ ]Et') e j' .,fn] Hm representante de f. Denotando por B, Çtespectiuamente

B;) « ó./« 'óe,Z« d. c.«f« 0 . «{o , 'm a" («sp«f{«m.«Z. n") . p., (Z,.,y)
(t,'l,.- ,"«,y:,...,g/«) «m P.nt. g.«éric. d. H"+m+l tem-.. q«e, s.

(i) «á'f'm M > 0 . , Cl0,il ta s q«. ./(lO,,lx.r x Bi x B;) C iBi; , P«« to'Í.
r > 0,

aj:
(ii) $1t t'm «p«p,{ed«de(CLL) 'm / x a" xn", p««todo i${,j$",

.«tâ. e-i't'«'' « > o «m .r.(t.) c /, ««.« «p/íc«çâo « c g(.r.(t.) x z?"'; R')
representante íi de u leis qztc

e

(1) são uerdadeáras as asserções 3.2.10.1 até 3.2.10.V (substiftzindo Q' por .f?" e Q

por n" ).
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(n) «i.te ?- Cl0, il 1«/ q«. ã(lo,,7-lx.r.(t.) x B:) C B: , pa« todo , > 0;

(111) se ezástem À/i > 0 e l-i Cl0,11 tais que para todo l $ {, h 5; n e l $.j 5;m

fem-se gue

igi-(io, '-lx.r x a" x n") c l-w:; w:l ,

gi(io, '-lx.r x a x a) c l-'w-,,w-l , p«« tod. , > o,

então ezÍstem À/2 > 0 e r2 Cl0,11 ta s que para todo 1 < { < n e l < .j < m

Lem-se que

=--=(lO,rilxJ.(t.) x B,) C l--r.442,ra421 , para lodo r .> 0

O.m.«t«çã.. Soam M e , como em (i) e tomemos «* > 0 com /..(t.) c .r e 6xemos

r > 0. Fazendo Ã'i = {0} , V = .BÍ , W = 1?, , d = r(distância de Xi a m" \ y) e usando

que, por (i),

/(c,t,a,z)ll $ Mr, para todo(c,Z,a,z) Cl0,?lx.i;:(i;) x7 x 'W

temos, analisando as provas de 3.2.5 e 3.2.3, que, se a = mina): , a' }, c C lO,rl e T.' é a
aplicação

T : g c C(Í;(iJ x 'B;; Pi') --} Tp c C('il:Í.iJ' x 'B;; 'B:) ,

(CP)(t,.«) .,g(s,«,),««)d' ,

então existe uma aplicação que será denotado por u, tal que u, C Ç;(/.(t.) x .B, ; n") , satis-

faz de 3.2.5.11 até 3.2.5.IV(substituindo W por -B, e n por ZZ") e ainda existe um represen-

tante â, de u, que está definido em 10, il x i;li:) x'BI. , a,(c, .)(/.(to) x'B;) C 'B:, 8,(C, .)

é o único ponto fixo de T.c , para todo c C lO,rl e (â.,/,a,) € e(Z.,a,r, /, Z?", Z?", .B,)

Portanto podemos definir a aplicação â em 10, 11 x /.(t.) x #?" por

â lo,,lx.r.(t.) x B,

â é co«sta«te em l,,il x .r.(t.) x m"

t

0
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Com prova análoga à de 3.2.10 temos que ã C ml/.(t.) x .F?" l #?"l e que a asserção

jl) é verdadeira, sendo u a classe de â em Ç;(/.(t.) x #?"' ; n").
Provaremos a seguir (11).

Como íillo,,[*/.(t.)xB, ' u, , para todo r > 0 temos que

â(lO,rlx/.(t.) x B.) C B:, parar'do « > 0.(1)

Fix.mos r > 0 . Como B, = njcw B,++ e vale (1) temos que, se (t,3/) C .r.(t.) x a. ,
então

vertia.deitar

llâ(c,t,y)ll$r+T , paratodo.je .6r e ccl0,rl,
e assim íi(c,t,y) C -B; , para todo c Cl0,l"l . Portanto temos que (11) é

Para terminar provaremos(111).

Usando que illll:' - ill;:i para todo l $ i$ n e l $ .j $ m , e as afirmações
3.2.1.vii e 3.2.1.vivi temos que

.r (E gâk,.,ük,.,ü,üS;.k,.,o + gâk,.,ük,.,ü,wa. , m
pa''todo (c,Z,g/)Cl0,,lx.r.(t.)xn" , l$i$n e l$.j$m.

Fixemos r>0, lc,d C /.(t.) com Z. C lc,d e l$.j Sm.
Sejam .A/i e ri como na hipótese de (111), r2 = minl7', ri} e -g! a n-upla

' ayj '

(a"l, --.,ig;). Então, usando(2) e(11), temos que

t,y

xtâ'., *,41

[l(X M. } ::'k, ., 41 + W:o a.l
-i=-(c, ., ,)ll + w:,) a.l

para todo(c,t,z) Cl0,r2lxlc,4 xR. , e assim, pelo Lemade Gronwa11(3.1.11), concluímos

que, se Z = exp(an.A/l) -- 1 , então

:;jm-{«p("W-(a- t.)) - l, -p("W-(t. - ')) - i} $ :z

.,t,,)ll

É

(c,í, ,)ll $
gj
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para todo(c,t,z) Cl0,r2lxlc,d x Bl:.

Como c e d são arbitrários concluímos que (111) é verdadeira. //

Vamos, a partir daqui, procurar substituir o vedor generalizado z. que aparece em

3.2.5.IV por uma aplicação generalizada.

3.2.12 Teorema(Existência). Sdanz Q um aóerlo de n" , / um {nterua/o aberto de m,

t. c .r, Q' «m «ó«to d. n" , W «m «b.,l. de Q', g C Ç;(W; m") , Õ «« «p«.e«í««t.

de g, j C ÇI.i x ç\ x ç\' \ R") e J= (fl,.--,.f.) um representante de j. Denotando por

(t,,,y) =(t,,-,...,"«,":,...,y«) «m po«to g.«á,áco d. / x Q x Q' *'m-'' q«e, s.

(i) W cc ç2' ;

(ii) «{stem U «m «óe,fo de ç2 ' ,'- Cl0,il Z«{. q«. FCC Q e Õ(to,,--lxn') c u,

(iii) g c g*(w ; u) ,'

(iv) / c g.(.r x Q x Q' ; n") ;

(«) gi I'm " p«p,í.a«a. (c

.«tã. .«{;tem « > 0 «m /.(t.) c .r, ,- clo, il , u c ç;(.r.(t.) x W; n") . «m «p«''"-

Lente ü de u satisfazendo:

LL) / x Q x Q' para todo l <ir) ) J

(1) e,êste V ««. «be,lo d' Q com 7 CC Q . â(lO,,lx-r.(t.) x W) C }';

(ii) 9(.,t,v) - /(',t,a(',z,v),v), p-' t'a.(',t,g) clo,,"lx.r.(t.) x w,

(111) â(c,t.,.) ,.) , P««f.do .Cl0,,l

(lv) « c g*(.r.(t.) x H' ; Q),

(V) 1l -/'(",",":,...,«.) 'm g(r.(t.) x H'; E"),'

(VI) « l{..}*w = g 'm g(W ; n') ;

(Vll) se p C Ar e para todo l $ í $ n fem-se gue

Õ'./; C g.(.r X Q X Q'; n) , P'« IODO a C /y"+m+: C.«- lal $P,'
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d' gi ç:

então

auí C Ç.(.r.(t.) x W; ©) , para todo p € Arm+: Com l# $ p e l

(Vlll)se pe 7\r eparaíodo l $ Sn fem-seque

a'ji duma,funçãolimitadaem JxçlxQI . parütodo JCCI e

co«". la $ P;

arâi é uma/unção /m fada em W , para lodo ' C .#V" com ly

então para todo Ji CC /.(t.) e P € -W"+: com IP $ p tem-se que

aPíii é uma/unção /imitada em JI x W , para lodo l $ $ n;

(IX) se par« todo l$ i, k $ n e i$j $ m tem-se qae

ã-- e a/i pe,le«'m « Ç.(J' x Q x Q'; J?)

ge- c g.(w' ; a)

então

g Cg*(r.(t.)xW;a),p««t'do l$i$" ' 1$j$m;
(X) separatodo l$i,k Sn e i$j$ m te«.-se que

gB- e gi são/uniões /miradas em J x Q x n', para iodo Jc

ge- é tina/unção /imÍlada em W,

então para lodo l $ { $ n e l $ .j $ m tem-se que

g% é «m«/u«çã. /imiZ«d« e«. J: x W , p«« l.a. J- cc .r.(t.)

Demonstração. Soam Z./ e ri como em (ii), e tomemos t/l e Ua abertos

U C Ui C t/i C U2 C U2 CC Q e sqa 4d a distância de ZI/i a Q \ t/2.

Como í,A' CC Q existem zi, ...,z, C Ui tais que

U: C U: C U::.B.('{) C U:::B«(,i) C n.

g.(w' E) para todo) J

J

$ j 5; n ,'

a C ]y"+m+l

c /

de Q tais que
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Notemos que, se z C BÚ(0) , então #+z C Q para todo z € UI pois, se z C ül existe

C {l,...,r} tal que z C Bd(g{) , e assim

lz+z--zill5; #l +lz--zill<d+d=2d,

provando que z + z C B2d(#f) C Q

Portanto podemos definir a aplicação moderada /z = (/ti, ..., h.) em 10, 11 x / x B.f(0) x

t/i x Q' por

Z

À(c, ., ,, z, y) + ,, y)

Seja â. a aplicação definida em 10, 11 por â.(c) = (0, ..., 0) C E"

Denotaremos por(s,a,z,y) =(s,31,...,"«,':,..,'«,y-, ..,y«) «

/ x B.(0) x (U: x Q').

Vamos, a seguir, verificar que podemos aplicar 3.2.5 (com /z , BÚ(0) , t/i x Q' e U x TV

no lugar de .f, (2 , Q' e W respectivamente).

Soam JCC /, Ã'CC B.(0) e LCC U: xQ',etomemos Ã', CCU. . Ã''CcQ'
tais que L C .ll'2 x /r'

Usando que /T + Ã'2 CC Q e que valem (iv) e (v), existem M > 0 , c > 0, ?7 Cl0, 11

N C /V tais que

.f(',',p,y)ll $ M e ;'n(.,.,p,V)l $1«(a''''),

paratodo(c,s,p,y) Cl0,77lx./x(/T+/T2) x /T' e l$i,.j5;n,
e assim

m ponto genérico de

e

llÂ(',',',,,v)ll $ M ' ig:(',',",;,3/)t $ i«("'''')
par'todo(c,s,z,z,g)Cl0,,7lxlx /T x(X, x/T') e l 5;{,.j$n.

Portanto A satisfaz 3.2.5.iii e 3.2.5.iv.

Como êo é a aplicação nula é claro que vale 3.2.5.ii, e como W CC n' e U CC Ui

temos que t/ x W CC t/l x Q' , e portanto vale 3.2.5.i.

Portanto, por 3.2.5, existem a > 0 com /.(Z.) C /, r2 Cl0,11 e uma aplicação

8 C é:wl.r.(t.) x U x W; n"l tal q- (â.,Â,õ) c e(z.,«,,2, .r, .Bú(o),c/- x Q', Z./ x W) («r
3.2.1) isto é, existe Vi aberto de .BÚ(0) tal que

)
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8(lO,r2lx.r.(t.) x U x W) C U C R' CC Bú(0);

g!(c,s,z,Z/) - Â(c,s,í;(c,s,z,y),z,y), p'ra todo(c,s,z,g/) cl0,r2lx/.(t.) x U

D(c,t.,.) = â.(c) = 0 , para todo c Cl0,r21.

Seja T = mintri , 77 , r2}. Por (ii) podemos definir a aplicação

10, 11 x /.(t.) x W por

(1 )

x H/; (2)

(3)

{i«) em(â:,

. ÍÕ(',y)+0(c,t,g(',y),y) se' cl0,,-l
ü(c, Z, y) = <

IÕ({,W)+0({,t,g({,y),y) se'C l,,il

Usando que ã € é:mjW l n'l , que 8 € &wl /.(t.) x U x }4'' l #?"l e que vale

verificar que ü C é:ml /.(t.) x W ; a"l
Notemosque,se y =U+H temosque }'' = t/+Vi C U+.Ba(0) C Q,e

um abertodeQ com }''C t/+VI C t/i+Ba(0) C Q,eportanto, por(ii) e(1),

(iii) é fácil

assim y é

temos que

â(lO, ,lx,r.(t.) x W) C }' C 7 CC n,

e assim temos (1) e (IV), se«do u a classe de â em g(/.(Z.) x W ; n")
Usando (2) e (3) temos, para todo c Cl0, 7-l e (t,3/) € /.(t.) x W , que

g:(c, z,Õ(c, z/), v) - i(c, t, 8(c,t,Õ(c, z/), 3/),g(c, v), v)

./'(c, t, 0(c, t,ã(c, y), y) + g(c, y), y)

.f(c, t, a(., t, g/) , y) ;

a(', t., .) Õ(c, .) + 8(C, t., ê(c, .), .) Õ(c, .) + â.(c) = g(c, .) ,

e portanto as afirmações (11) e (111) são verdadeiras.

De (11) concluímos (V) e a asserção (VI) é uma consequência de (111).

Sda u aclassede 8 em g(/.(t.)xUxW ; Z?") . Então usando 3.2.8 ( com Â, Ba(0),

Ui x Q', U x W, 8 e u no lugar de /, Q, Q', W, {i e u respectivamente) temos

informações sobre anui , sendo p C /V"+"+i e l $ i $ n. Usando estas informações e
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que dados quaisquer (c,t,y) Cl0,rlx/.(t.) x W , l $ { 5; n e P C A'"+l tem-se que

aPâf(c,t,3/) é soma de produtos de elementos de ,4i U Bi , sendo

Á: {a"o.(.,t,â(.,p),z/) p C /v"+"+' com lpl $ 1#l }

{llU{ ll 0'ê:(c,y):Ax 4Cl7€A'": l7 $1#llxll,...,nl},
(x,j)CA

concluímos as outras ass

e

O Teorema acima forneceu, sob certas condições, uma solução para a equação 3.2.12.V,

com a condição 3.2.12.VI, em Ç7(/.(t.) x }VI n") sendo :W: CC n' . Iremos, a seguir,

procurar substituir W por n' - Estes resultados serão usados na próxima seção.

3.2.13 Teorema. Sejam Q zlm aberto de .F?", / um inlert;a/o aóerlo de .F?, Z. C /,

Q' ««.«ó«foder", g...,g.)C Ç(Q'; n"), ./ eg(.rxQxQ'; n"), Õ «m«-

presentante de g e j = (..ft,..-,.f.) um representante de J. Denotando por (t,=,y) ::

(t,,-, .-.,',.,":, ...,y«) «. p.«to g.«é,áco d. / x n x Q' ''m-'' q«e, ..

(i) «í't'«', U «óe,to de Q e ,- Cl0,il f«{s q«. FCC Q . ã(lO,,--lxn') C U;

(ii) g C ç.(Q' ; U) ;

(iii) / á uma ap/ácação /inalada em / x Q x Q';

(i«) gÊ- f.m « p«p,í.d«de (CLL) .m / x Q x Q'az{ ' ' - '

.«tã. .«á.tem ' > 0 «m .r.(t.) c /, , clo,il , u C ç(.r.(t.) x Q'; n") . «m «p«''"

t,ante ã de u satis.fazendo:

para todo l <i .7 :: nr
j )

(1) e«i't' y «m .be,lo de Q c.m 7 CC Q . â(lO,."lx.r.(t.) x Q') C V;

(11) $(',t,y) - j'(',t,ii(',Z,V),y), p"" t'd.(',Z,y) Cl0,'lx.r.(t.) x Q';
(nl) â(c,t., .) = Õ(c, .) , P«« todo c clo,.-l,'

(IV) « € g.(.r.(t.) x Q' ; Q);
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(V) : -/'(",","-,...,««) 'm Ç(r-(t.) xQ'; E"),

(VI) « l{..}*n, = g .m Ç(Q'; ©');

(Vll) se PC .PV eparaíodo l$i$n tem-se que

a'/. € ç.(.r X Q X Q'; n) , P«« tOdO a € 7V"+m+- ... lal 5; P;

a'gi C Ç.(Q'; n) , pa« t.d. 'r € ]V" com lyl 5; p,

então

aP«í c ç*(.r.(z.) x Q'; m) , P.« z. . P C .W"+: com l/31 $ p e l

(Vlll) sc. p € .fV e para todo l .$ i $ n Zem-se gue

õ'ji é lma flLnção limitada em J x Q x ÇY' , para todo J CC l e

«m lal 5; p ;

a'rÕf é umü/unção /imitada em Q' , para todo 'r € .nr" com I'yl

.«tã. p«« lodo J: CC .r.(Z.) . P C .W"'F: com IP $ p tem-s. q«.

Píi{ duma/unção /mátada em JxQ', para todo l$ i$n;

(IX) se para todo l $ { , k 5; n e l $ J $ m tem-se qae

ã-- e Õ/ pe,t.«em « g.('r x Q * Q'; E);

CI C Ar"+m+l

aP.
c ç*(Q'; m

g lc ,(r.(t.)xn';E),p-«t'do l$ÍS" ' l$.j$m;
(X) s. p«a todo l${, k $ n . l$.j $ m Zem-.e g«e

ig:& e gi- são /uniões /imitadas em J x Q x n', para lodo

ggl é uma/unção /imitada em n',

e«íâ. p«« t.d. J CC .r.({.) tem-s. q«.

J CC l;

134



!! duma/unção/{mÍladaem JxQ',parafodo l$i$n e l$.j$m

Demonsfraçâo. Basta repetir a prova de 3.2.12 (substituindo H/ por ç2'), observar que

(iii) garante que ./ C Ç.(/ x Q x Q' ; #?") , e usar 3.2.9 no lugar de 3.2.5 e de 3.2.8. //

Quando Q .F?" podemos substituir 3.2.13.i e 3.2.13.ii por 3.2.14.i

3.2.14 '1'eorema. Sejam / m ntert;a/o aberto de .f?, t. C /, Q' wm aberto de #?",

gc g(Q'; n"),/c g(.rx n" x Q'; a"), Õ Hm «p«..«!ante d' g ./=(/1,...,/n) «m
"p«s.«t-t. d./. D.-t-do po,(t,«,y) =(t,«-,...,*«,"-, ..,y«) «m po«to g.«é,ic.

de i x ]Etn X ç\' tem-se que, se

(i) g c Ç*(n' ; n');

(n)/ á «m« «p/{«ção / m t.d. em .r x n" x Q';

(ni);f t'"'' " p«p,{.a«a. (CLL) 'm ] x n" x Q', p«« l.d. l $ i,.j $ ",
.«tã. .«{.t.m ' > 0 «m .r.(z.) c / ' u € g(/.(t.) x Q'; a") . «m «p«s.«t-t. ãi d.

u tais que, SKbst íu zdo Q por .F?" (quando /or o caso), as asserções 3.2.13.11 alé 3.2.13.X
sao uetãa.deitas.

Z)emonstração. Análoga à de 3.2.12 observando que, neste caso, a aplicação /z pode ser

definida em 10, 11 x / x .FZ" x #?" x Q' , e usar 3.2.9 no lugar de 3.2.5 e de 3.2.8. //

Quando Q = n" e Q' = n" obtemos o seguinte resultado

3.2.15 Teorema. Soam / um inle7'ua/o aZ,ergo de n, t. C /, g C Ç;(Z?" ; n"), ./ c

gç[ X ]FT' X ]FT'' \ Rn), B um representante de g e f = (fX.....jn] um representante

de J. Denotando por B, (respectivamente BI. ) a bola aberta de centro 0 e raio r em

a" («sp«ti-m'«te a") e po, (t,.,3/) a-,...,'«,":,...,3/«) «m p.«to ge«á,{co 'í'

[ X ]]tn X ]R" tem-se que, se
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(i) g c g,(Z?"' ; a"),'

(ii) .«istem M > 0 e , Cl0,il tais q«. /(lO,,lx/ x B: x B:) C Bi;: , p«« f.'ío

r > 0 ,-

''m " p«p,i.d«d. (CI.L) .m / x a" x #" , p«« lodo l $ {,.j 5; n,

e«íã. .,á.t.m « > 0 com .r.(t.) c / . « c g(/.(t.) x a" ; n") . «m «p«.e«t-t. ã

de u tais que

(1) suóst tuíndo Q por a" (quando /or o caso), as asserções 3.2.13.11

e 3.2.13.IX são verdadeiras;

(11) .. «{.!.«. , Cl0,il . M > 0 t«{s qw.

Õ(lO,,lx'Bl:) C B=' , P«« tod. , >0

então eaásZem .A/i > 0 e ri Cl0,11 tais gae

ã(lo,,-lx.r.(z.) xBI.) c B:M., P«« todo , > o;

(111) se erisfem .A/2 > 0 e r2 Cl0,11 tais que para iodo l 5; {, A 5;n

tem-se que

g:.(lo,r2lx.r x a" x a") c l-w:, w,l ;

gt(lO,r2lx.r x 'B: x 'B;) c l-'W:,,W,l , p«« todo , > 0;

g:(lo,r2lxn") c l-w,,w,l;
Õ(lO,rajxlB;) C 'B=, , p«« t.d. , > 0,

então ezástem M3 > 0 e r3 Cl0,11 tais que para iodo l $ í $ n

tem-se que

g;(lO,r3lx/.(t.) x 'B;) c l-'W3,'W'l , p«« todo , > M2

J

por Rn afé 3.2.13.Vll

e l $ .j $ m

e l $ .j $ m

l)emorzstração. Análoga à de 3.2.12 observando que, neste caso, a aplicação h está definida

em 10, 11 x / x Z?" x (Z?" x #?") , substituindo 3.2.5 e 3.2.8 por 3.2.11 e usando que para
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todo r Cl0, íl e r > 0 tem-se que, se l?;' denota a bola aberta de centro 0 e raio r em

m"+m, então Z?Í' C BÍ x Z?, e

h(lO,,'lx/x B; x B;') C .f(lO,."lx/x(BÍ+BÍ) x B,)

C /( lO, ,lx/ x B;, x B,)

C/(lO,.'-lx-r x B;, x B,,) C B;,m.//

Completamos os dois resultados anteriores com o seguinte exemplo

3.2.16 Exemplo. Sejam / um {nlert;a/a aóerfo de #?, Q' um aóerÍo de Z?", l 5; i$ n,

Üí C C'(n; m), ©í C C'(n; n) , pí € C'(/ x n" x Q'; Z?) e pf uma/unção de$nÍda

em 10,11 e com ua/ares em #? ta s que p{ , Úi, í e todas as deríoadas de ©i são/uniões

/ má!«d«. S. / ...,/n) é . «p/á«ção mod.«d« deá«{d« .m lO,il x / x n" x Q',

or\de fi é uma das junções

ã(',t,',v) (p:(')p.(t,«,3/)) ' Õ(',t,,,v) :)ç'.(t,«,v)),

para iodo l $ { $ n, então / salas/az 3.2.14.ii e 3.2.14.iii,.

Se Q :: .fZ" , Q' :: #?" , pí é ma/unção de$nida em 10, 11 e com t;a/ares em #? /imitada,

p-«t.d. l n .(t,«,p) . ,"«,":,-..,y.) d.«ol."mpo"tog.«é,{« 'Z'

m"-'-"+:, .«tâ. «p/á.«çã. m.d««d«, .f (.Â,...,.Ã), de$«{d« .m lO,il x n" x ©'"

onde Ji , para todo \ < i< n , é uma. das funções

J

/;(., z, .. , ) Zn, 3/: , y«) (',t,.,y)«.(.)«. ;

Z.(',t,,-,.. ,"«,":,...,y.)(.,t,.,y)«.(.),.;

1;(',t,«:,. ,"«,":, ..,g/«)(.),:+P:(.)y.

saías/az 3.2.15.ii e 3.2.15.iii.
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A seguir apresentamos um Teorema de Unicidade para soluções da equação 3.2.13.V

n;,;. q 9 1Q xrivvAAI L& vvll\AlbL&v vBÁ#nxqJR v xa

3.2.17 Teorema (Unicidade). Soam Q t m aberto de n". / wm iníert;a/o aberto de a,

t. C 1, Q' um aberto de R' , J € Ç(l x çt x ç\' \ R") e .f um representante de j
0.«oÍ.«do PO, (t,«,g/) ..-,"«,"-, ..,g/«) «« PO«to g.«á,{co d. / x Q x Q' ''".-'.
qu,e, se

(i) / íem . p,«p,{.d«de (LLL) .«. (.r,Q,Q'),,

(ü) gi- t'm "p«p,{ed«d.(CLL) 'm ] x Q xQ', p«« t.a. l $í,j$",

. « e«{'t.m " ' " p«*.-.«tes « Ç.(.r x Q' ; Q) í«{; q«.

(ni) $ - / ' (",",":, ...,««) ;

(i") : - / ' (",","-, ..., ««) ;

(«) « ll:.}*., ..}*.' ,

então u = u

Z,)emonsZração. Sejam (Jj)jcW uma sequência exaustiva de compactos para / com t. C

njcXJj e JJ intervalo fechado para todo .j C .6r , (/q).fcÀ uma seqiiência exaustiva de

compactos para Q' , â um representante de u e 0 um representante de u

Provaremos que (8 -- â) 1 ! .:. C ./V'j4 x /rl l a"l , para todo .j C .fV, e
' Jf x K!

(1.1.20.1).

Fixemos .j C Ar

C.mo u C Ç.(.r x Q' ; Q) , « C g.(.r x Q' ; Q), 4 CC / e .fÇ CC ç2' existem /q CC Q

e v7j C 10, 11 tais que

a(lO,qjlx4 x .rC) U 8(lO,qjlx4 x .rC) C Ã'j CC Q.

Usando(iii),(iv),(v),(1) e 1.1.21.11 existem Õ =(Õi,...,ê«)

h = (AI, ...A«) C ./V'l/q ; n"l tais que

a0

asSlln 'u == 'o

0

(1 )

C .V14 x q ; a"l e
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õ(.,t,y) c,t,y) /(c, t, 0(., t, y), y) (c, t , 3/)+ /(c, t, â(c, t, g), y)

h(c,y) g/) - â(c, Í., g/) ,

paratodo({,y)€4x/{l e c€10,qjl.

Portanto, para todo (t,y) C 4 x /C e c C lO,?jl, temos que

(F - a)(',t,3/) + ./il,( .f(',',8(c,',3/),3/) - .f(e,.,a(',',g),y)+ã(c.',3/))d.,(2)

e assim se / é a aplicação definida em 10, 11 x JJ x .rq por

00

0Q

0Q

({,y) € 4 x «

/(., t, y) Õ(. , t , 3/) ü(., t, g/) - h(., y) ,

temos que

z(',t,3/),',õ(',',v),v) - .F(',.,ü(',',3/),p) +õ(.,.,g/))a. (3)

Sejam J CC Jj , .7\'' CC /rJ/ e P C /V"+i. Provaremos que

dado q C .6r existem c > 0 e 77 Cl0, ll tais que

ap0{(c,t,3/)--aPâi(c,t,g)l $ a', paratodo(e:,t,y) Cl0,,7lxZ x K' e l${ $,'.(4)

Provaremos (4) usando o Princípio de Indução Finita sobre IPI. Antes porém faremos

algumas considerações.

Seja q C ]V e tomemos a e b números reais tais que ./ U {t.} C la,bl CC JJ.

Como/ =(/1,...,/n) C eml/xQxQ' ; @"l e vale(i) e(ii) podemos encontrar N C .m ,
ê > 0 e 1- C 10, 77jl tais que

0Q

a.Â
c, Z, a) y $ in(&'/") l.Â(',z,,,v) .Ê(c, t, ,, 3/)l $ i«(&'''')ll« ,11

a'.Â(c,t,,,y)l $ &'''' e la'.Ã(c,t,,,y) - a'.Â(c,t,,,y)l $ &''''ll, - ,ll

paratodo CCl0,7'l,(t,z,g,z) C la,blxKj x /T'xKJ ,a C .Ür"+m+' com lal $ 1/31 e
l 5; Í ,.j $ n .

Portanto, usando (1), temos que
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ig:-(', t,ü(',t,3/), 3/)l 5; I"(ê''''') ; tgi-(',z,o(',t,v),v)i 5; i"(z''~),
/,(c, t, â(',t,y),y) - ./}(c, Z,0(c, t, y), g/)l 5; l«(&'''') lâ(c, Í,y) - 8(., t, V)ll

a'.Ã(c,t,â(c,t,g/),y)l $ &''''' ; la'.Ã(c,{,õ(c,t,y),y)l $ & '"

la'/.(c,t,ã(é:,t, g/), g/) - a'./:(c,Z, 8(c,t, g/), y)l $ a'p''llÜ(c,t, 3/) - 0(c,Z, y)

para todo c Cl0,7-l,(t,3/) C la,Z'l x /T', aC .N"+"+: com lal 5;/31 e l$i$n.

Usando que â e õ pertencem a Cml/ x Q' ; ,í?'l existem êi > 0 , rl C 10, rl e Ari C /V

om ]Vi > maxlN , .Nn'(Z, -- t.) , Nn'(t. -- a)} tais que

ll la'ãij(c,t,y)l$ê-c''''' e ll la*8j(c,t,3/)l$e-c''''', (9)
(À ,j)eA x .4 (À ,j )CA x .4

paratodo AxÁcl0c.W"+: : 10 $ 1Pllx {l,...,n} e(c,t,y)c lO,rilxla,blx/r'

e Õ C .A/'lJJ x /Ç ; #?"l , dados q + 2Ni e q + .Ni existem

C

n

(5)

l6)

(7)

(8)

0

Como Ã € X'l.rÇ ; n"l
ê2 > 0 e r2 € 1O, ri l tais que

maxljÀf(c,y)l, laÊÂi(c,y)i} $1 ê2c'+'W' . la*Õi(c,t,y)l $ ê2cq+W. , (lO)

para todo c Cl0,r21, t C la,bl, y C /T', P C /V" com lpl $ 1/31, 7 C -©r"+i com

'rl $ 1PI e l $ $ n

Seja r3 €10,r21 tal que 0 < in ze:-/v) < 1, para todo c C lO,r31

Iremos agora começar a prova de (4).

Suponhamos l/3 = 0 e fixemos c C 10, r31.

Usa«do (3), (6), e (lO) concluímos que, s. (t,y) C la,Z,l x /T' , entã«

/(',t,V)ll $ 1 / (11/(',',0(',',V),V) - .7'(',',ã(',s,y),3/)ll+ ll&(.,.,V)ll)a.

Í ' }:(l.Ã(', s, 8(',', y), 3/) - .Â(',.,a(.,., y), y)l+ lã;(.,., y)l) a.lt'o ;--l

5; l/(nl«(&'''')ll0(c,',y) -- Ü(',',V)ll + nê,c'+'''-)d.l

$ 1/(nl«(&'''')ll/(',Z,3/)ll+ nln(&'''')llÂ(c,y)ll+ «ê,c'+'''-) d;

5; l/( «l«(&'''')ll/(c, t, Z/)ll+ n'E,&'+"''--'''+ nê,c'-''''':) d.

Z

0

.:

=

0

<
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$ 1 /'("l"(ê''''')llJ(c,t,y)ll+ "(Z,e"+ E:)é:''F''':)'Í'l

Portanto, pelo Lema de Gronwal1 (3.1.11), concluímos que, se S e ê2 são dados por

S = maxÍexp(nln(& /''')(b- í.)) -- 1, exp(nln(êc'/''')({. - a)) - l} ;

ê3 = maxÍê"(Ó '.) , ê"(í.-')},

então

1/(',{,V)ll $ (!:1::!3l;j--s

$ (L'llÍ:lQ;r--«,.-~--o

5; (!:1111!?;J--e,.-'''' $ (1 + «z)z,e,''

e assim, usando (lO), para todo (t,y) C la,bl x K' temos que

lo(',t) - ü(.,t)ll $ 11Â(c,z/ll+ ll/(c,t,y)ll

IA(c, 3/)ll + (l + «ê)ã,ê;c'

nE,.'-'-"''' + (l + nê)ê,ê;.'

( nê, + (l + nê)ê,Z, )c'

Como lã){(c, .) -- â{(e, .)l $ 110(c, .) -- â(c, .)ll temos que (4) é verdadeiro para IPI

Suponhamos IP > 0 e /3 = (/3o,Pi, ...,P«).

Denotaremos por(t,y) =(t,yi,...,g/«) um ponto genérico de Hx .F?"' e por(t,z,y) =

It,a], ...,n«,3/-, ...,y«) um ponto genérico de Z? x n" x #?"

Usando a hipótese de indução (isto é, (4) com P substituído por ' , sendo 'r C /V"+i

e l"rl < IPI ) e 3.1.12 temos que, dado 3/VI + q existem e. > 0 e r4 Cl0,r31 tais que

11 a*aj(c,Z,g)- ll a'8j(c,t,y)l 5;ê.c'/'-+,
(À,j)CA x .4 (À,j)CA x Á

paratodo AxÁcl0€.mr"+: : 10 < PjlxÍI,...,n} e(c,t,3/)cl0,r4lxla,Z'lx.K'

Fixemos í C {1,2, ...,n} e c Cl0,ral. Então usando (2) temos que

8{(c,t,y)--âí(c,t,y) = Àf(c,g/)+ /( ./;(c,s,8(c,s,y),g/)--.Ã(c,s,a(c,s,y),g/)+ã{(c,s,3/))ds ,

f

0

(1 1)
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e portanto, se

.«-(c,í,y) t,0(c,t,y),y) e '«,(c,t,3/)=.Ã(c,t,â(c,t,y),3/)

temos, por(3), paratodo(Z,y) C 4 x ./q, que

aP/f(c,t,y)=/ aP(.«: -.«2+â{)(c,s,g)ds , se Po= 0;(12)

aPl{(c,t,3/)=aP(«,: -.«2+êi)(c,t,y), se 0o > 0 sendo ?=(Po- i,P:,...,P«).(i3)

Portanto precisamos calcular a"(tol -- to2) , sendo p € Ar"+: com lpl $ 1/3

Seja p = (po,p:,...,p.) C W"+: com lpl $ 1PI. Entã.

õpwi(c,t,Z/) -- a"to2(c,{,y) = ãi +ã2 +a3, sendo

a.(',z,o(',t,3/),v) - M.Ã(',t,Ü(',t,v),p),(i4)

onde Õ'=(/zo,ai,...,a«,p-,...,p«) C ]V"+"+: com aj = 0 , para todo l$.j Sn;

-, - E glk,t,ok,z,v),üa"o*ü,t,y) - E g:.ü,t,ak,t,ü,üa'ü*k,t,ü oq

e ã3 é soma de elementos do tipo

».Ã(',t,o(',t,z/),y) ll a*8.(',t,z/)- õ'''.Â(',t,ü(',z,v),v) ll a*a.(.,z,3/),(i6)
(À ,k)eA x .4 (À ,k)CA x .4

com '7 C /V"+"+:, lyl $ 1pl e A x .A C {â C .W"+: : lõ < lpl } x {l,...,n}

Usando que (15) pode ser escrita como ii + Z;2 , sendo

;- - E( gik,z,õk,t,Ü,0 - glk,t,üü,t,Ü,ü )a"8*k,t, d

ã, = : ig(c,t,â(c,t,z/),v)(a"0k(c,t,p) - a"âk(c,t,y))
k=1 va'k

e que (16) pode ser escrita como bvA.,l + qA.,i , sendo

b,« (c,t,8(c,t,y),y)- a''.Ã(c,t,a(c,t,y),y)l ll a*8k(c,Z,Z/)
(À ,k)eA x ..4

0

Í

0

)

e
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...,«(',t,ü(',t,z/),3/)l ll a'8.(.,t,v)
(À,k)eAx..4

' q«e «lem(5),(7),(8),(9) e(11), temos que

11 a*â*(.,t,y)l
(À,k)CAx..4

a:l$ a-v lO(c, t,3/) - â(c,t,3/)ll $ nê-&-A'+"'''-+' $ nê.&"''--''';

Zi:l ; n -'''llÕ(c,t,3/) -- â(c,t,y)llê-c''''- 5; ,''E,ê:ê.-"+;"-+'-~- $ n'E.E:ê."'--t' ;

Z;,l 5; >1: in(es'r'')lõ"8k(c, Z, y) - a"âk(c, !, y)l ;

b,« l 5; & '''llâ(c, Í, y) - 0(c, t, g/)lle:.''''' $ ne,ê.ê.-"+"'-+.-'»-

cvA.4 1 < ê4êc-/V+3Ni+q < ê4êcNi+q

k l

) (17)

(18)

Como ã3 é soma de elementos do tipo Z),.rA.4 + cvA.,l e valem (17) e (18) existe ês > 0

tal que laSI $ êõcJv'+ç e assim

a'-«:(c,t,3/) - a'.«,(c,t,y)l $ 1a:l + la,l + la;l

$ 1ail + lbil + la;l + lz,,

< n 4êcq+Ni + n2Z4ZIZCq+JVi + ê5cq+Ni +

+ }: l«(&'''')la"0*(c, {, 3/) - a"ãk(c, t, y)l.
k:l

(pl , ..., p.) temos, denotando por ÕP/ a n-upla

lJ

Se cõ := maxln2ê4êiZ, nele , c5l'

(a"/:, ..., â"/.), q-

a"(«,: -- «,,)(c, t, y)l $ 3êõc''t/"' + nl«(a'J")lla"/(c, Z, 3/ll + >ll: &-J"laAÂi(c, y)

e assim, por (lO),

a"(.«: - :«,)(c, t, y)l 5; «i«(U'''')lla"/(c,Í, y)l

para(c,t,y) cl0,r4jxja,Z'l x Ã''

Suponhamos, em primeiro lugar, Po

p = P) tem.:

l8p/(c,t,v)ll $ :1 ph(c,t,y)l
72

lt

+ (3ê. + «ê,z).'" )l (19)

Então usando(lO),(12) e(19)(fazendo
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5; }: l/'(nl«(&'~)llaP/(c,t,y)ll+(3Z.+ nê,ê)c''tx' + aPãi(c,',y)) d. l
;--l " to

5; l/(n'ln(&'P'')l ae/(c,s,y)ll+ n(ê, + 3@ + nê2ê)c'+/''')ds

Lema de Gronwal1 (3.1.11), concluímos que, se S e ê7 são dados por

S exp(n'l«(&'~)(Z, - t.)) - 1, exp(n'ln(a'J''')(t. - «)) - l}

ê7 :: rnax]ên (b-to) ên2(ta-a)]. ,

n

f

to

e assim, pelo

então

lap/(c,t,3/)ll $ s

$ (E2 + 3ê6 + ne2ê)ê7c'+W- -w-

$ (ê2 + 3ê6 + nê2Z)ê7c'

Como, pa'' P - (/3:, ...,P«) , temos

apõe(c,t,y) - apâi(c,t,y) $ 11a'/(c,t,y)ll+ llaõÂ(c,v)ll

$(Z,+ 3ê.+ nZ,ê)ê7c'+ >: lapÂk(c,g)l
k:l

e vale (lO) temos que (4) é verdadeiro para /3 com /3o = 0.

Finalmente suponhamos /3o # 0 e sda P = (/3o -- l,Pt,...,P.). Então usando (13),

substituindo p por /3 na desigualdade após a afirmação (18), e usando (lO) e (11) temos

que

ap(õ. - ü.)(., í, y)l aP/f(c,t, y) = lap(.«: -- .«2 + â{)(c,t,z/)l

lap(«,i -- :«2)(c, t, 3/) + IÕPâi(c, t, 3/)

3êõc'+Jv' + }l: in(&'JV)lap(8k -- íik)(c, t, 3/)l +
k:l

+lapõi(c, t, y)

3Z6cg+Ni + }- êc-Xê4c3W'+ç + Z2cç+Ni
k:l

(3Z. + nZ,Z + Z,)C'

n

<

<

<

<
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para todo (c, t, y) € 1O, r4lx la, ól x Ã'' , e assim concluímos que (2) é verdadeiro nesse caso.

Portanto, ({2f -- 8{)IJ,x;: € 1'4 x .IC ; .F?l , para todo l $ i$ n, provando que

(ü o)l. .
JixK'.

.[.'ina]izamos esta seçao com os seguintes teoremas:

Q0

c .v14 x « ; n"l . //

3.2.18 Teorema(Existência e Unicidade). Soam Q ?lm aóerlo de a" , / ?lm {nterua/o

«ó.,t« d. n, t. C /, Q' ««. «ó«l. d. n" , W «m «óe,[. de Q', g C Ç(W; n"), Õ «m
representante de g, f ç: ÇÇI x ç\ x ç\' \ R" ) e j -- Çj-''..,j-à Km representante de f

O.-f««d. po,(t,,,g/) =(t,«:,. -,"«,":,...,3/«) «m p.«t. g.«á,áco d. / x Q x Q' ''m-''

q'ue} se

(i) W CC Q' ;

(n) e«{sZem U «b«to d. Q . ,': Cl0,il t«ás q«. Fcc ç2 . õ(to,,:lxn') c u;

(iii) g c Ç.(u'' ; u);

(iv) / c ç.(.r x Q x Q' ; n");

(") gÉ t'm"p«p,i.d«de(CLL) 'm /xQxQ', p««t.a. l i,.j$«;
(vi) / t'm « p«p,ied«d. (H.L) .m (/,Q,Q'),

.«tã. e"i'Z' " > 0 com .r.(t.) c .r ' «i't. «.« ú«{ca /u«ção « c ç*(.r.(z.) x w; Q)
s.tisj«zendo

ã(",","-,...,««) ' "l{..}*«'-p

Demonstração. E uma consequência de 3.2.12 juntamente com 3.2.17. //

e

3.2.19 Teorema. Se Q, /, t., Q' , g, .f, Õ e / sâo como em 3.2.13(ou 3.2.14 ou 3.2.15)

. ;. / fem « p«p,i «de (LLL) em (/,Q,Q') , e«tão e«ist' « > 0 c.m 71:1.i3 C / . .,{s''
«m« únic« /u«çã. « C Ç.(.r.(t.) x Q' ; Q) s«tís/az.«d.

= - / . («, «, «-, ..., ««) e u llt.}xn' ' g
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Z)emonstração. Basta usar 3.2.17 e 3.2.13(ou 3.2.14 ou 3.2.15). //

Completamos o resultado acima com o seguinte exemplo

3.2.20 Exemplo. Soam /, Q',(d'i)i$i$« ,(@f)iSiS. ,(g{)i$í$«,(P{)i$i$«,(Pi)i$Í$«

. / ...,/n) c.mo e«. 3.2.16. E«tão .f ..tísla, d. 3.2.18.i« «Zé3.2.18.«i(s« táf«i«'Í.

Q por a").

(Basta usar 3.2.16 e observar que a prova de que / satisfaz 3.2.18.vi é análoga à de 3.1.17.)

3.3 Equação de Hamilton-Jacobí : unicidade de se.

luções

Aqui usaremos as notações e alguns fatos do capítulo 2, principalmente 2.1.3 que

recapitularemos a seguir.

Soam Q e n' abertos de .f?" , / e J intert;a/os abertos de ,f? com 0 C J C /, W um

«ó.,t. de â"'F: c.m }' = {z c -R" :(0,z) € W} #O ' W C /xn, H C ç;(/xQxQ';a)
e/ C g(ç2;B) ías que .S(/,Q,Q',H,/,J,W) # g. Se(t,n,p) =(t,zi,.-.,a«,p:,-..,p.)

d.«o'" ""', p',"fo ge«é,íco d. /xQxn',(Z,a) =(t,,-,...,««) de«.t« «m po"l. g.«á,ác. d.

w,(x,p)c s(.r,Q,Q',H',/,J,w'), }''(«',X), P=(P,...,Pn) . UCg(Jxl';E) é

t,a,t q'ue

g--x.(«,x,a+E(g:.(«,x,mp, ' ul{.}*«-/l«,
enZ:ao

u = t/ o y-i é uma se/ração para o proa/ema HJ em Ç(H''; .l?);

(õu ...,:l:).}''-P m ÇU* }'';B").

(A)

(B)

Uma questão que surge naturalmente é
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Se .S(/, Q, Q', H,/, J, }V) # 0 , então ezÍsfe uma lírica se/ração para o proa/ema HJ ?

Procurando obter alguma resposta para a questão acima chegamos aos resultados que

estão nesta seção a partir de 3.3.3. Em 3.3.1 apresentamos, com o auxílio 3.2.14, mais

exemplos de funções H e / para as quais o problema HJ correspondente admite solução.

3.3.1 Teorema. Soam / un} ántert;a/o aóerlo de n co«z 0 C /, .f C Ç(a" ; n) , H C

gç[ x R" x R" \ ]R], j vm representante de f e H um representante de H . Se

(i) V/ c ç.(a" ; n") ;

(ii) â'/ é Hma /urzção /imitada em .r?" , para iodo a C .n'" com lal = 2;

(iii) a'# é «m«/u«ção /imil«da '«- / x n" x n" , p«« iodo 'y ('yo,'y-, ...,'y,.) C

.fV2"+' com 'o=0< 1'rl$2 OH 7j =0<"yo=1<j7l=2 paratodo l$.j5;n,

er\tão existe a-> Q com ]a C. ] e St],]in ,tR".H,f,].,]. x ]Ftn ) #$, e em conseqiLência.

e«{'t' u € g(/. x a" ; n) t«/ q«.

(1) « é «m« se/«ç'' p«" o p,«ó/em« nJ '«. g(.r. x n" ; n)

S. (t,3) a:,...,««) de«.t« «m po"ío g né, « de /. x n" , .«tão « t«mbém s«Zís$a,

un «;.'. «m «,«..«'««*. 8 - P:,...,0«) a. (g:,...,g:) * / ««. a'' ' ""«
fur\ção limitada em ]. x ]FT' , para todo L $: i,:i $: n;

(111) ã;l:lb cç*(/. x n"; a), p««t.do l$i,.j $"
2

Z)emonstração. Provaremos, em primeiro lugar, que existe a > 0 satisfazendo (ver 2.1.1)

8çl. Rn , Rn , H, j, 1., 1. X Rn ) # $ ,

e assim com o auxílio de 2.1.3, como vimos no início desta seção, obteremos (1)
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Denotaremos por(s,a,p,r) =(s,31,..-,z«,p:, ...,p«,':,...,r.) um ponto genérico de

/ x n'" , por (s,r) = (s,ri, ...,r«) um ponto genérico de n"+: e por I' - (ri, ...,r.) um

ponto genérico de .F?"

Sejam (p a aplicação moderada definida em lO 11 x / x n" x n" x a nr por

,aH, . aH
g(',',",p,,) -(%i'(',',",p), -i}(',',',p)) ,

g a classe de P = (ei, ...,e2«) em Ç(/ x R;" ; n;") , â a aplicação moderada definida em

10,11 x #?" por

õk,o - ü, ãí-k,o, ..., :l:K,a
e g . classe de ã em Ç(.m" ; a'")

Sejam a , ai , ...,n. como no início do capítulo 2 e consideremos, em g(/ x n"), o

sistema de incógnitas X e P

(%:l, =) - « . («, .x', p, «., ..., «.)

com a condição

(X, P) llol*«« ' g

Usando (ii) e (iii) existem .A/ > 0 e 77 Cl0, ll tais que

a'/(c,r)l 5;M, paratodo (c,,)Cl0,,lixa" e lal =2; (1)

la'H(c,t,a,p)l $ M, paratodo(c,t,a,p) Cl0,,7lx/ x n' x n" e ,y comoem(iii).(2)

De (i) temos que g C Ç...(Z?" ; n'") e de (2) concluímos que 'ê , ã;- , illi! são limita-
dasem /x(Z?"xa")xn", paratodo l${5;2n e l$j5;n

Portanto, por 3.1.2.11 e 3.2.14, existem a' > 0 com /a' C / e uma aplicação (X, P) C

Ç;(/.. x n" ; a'") tais que

(X, P) C Ç*(.r.. x H" ; n'") ; (3)

(PI,...,Pn) representante de P e:x,...,Âexistem X representante de X ,

r Cl0,771 tais que
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%Ç-(', ', R'(', ', '), P(', ', ')) ;
- %;l(', ', R'(', ', '), P(', ', ')) ;

(4)

(5)

(6).f(. , o, ,) P(c, 0, ,)

para todo(c,s,r) Cl0,7'lx/.. x a" e ainda, por(1) e 3.2.14, para todo belo,a'l temos

que

a'P, são limitadas em /ó x ,f?" ,

paratodo a=(ao,ai,...,a.)e/V"+: com ao=0<lal=i e l$i$n.

Usando (4) e (6) temos que

a'x. (7)

;aH.
4, $i(',z,x(',t,'), p(',t,')) at

para todo(c,s,r) Cl0,rlx/.. x a"

Soam b > 0 com 7i C /.. , y = (r,X) , y a classe de y em Ç(/b x n" ; n"t:) e

/ a aplicação moderada definida em 10, 11 x /ó x #?" por

!(c,s,r) = 1 --=:(c,t,X(e,t,r),P(e,t,r»dt .o ÕP

Provaremos que Z = (/], ...,Zn) satisfaz as hipóteses de 1.2.22(substituindo ãÍ por Z. ).

Notemos que

aH,
x(', ', '), P(', ', ')) ;

a'#,
áÚh(', ',x(', ', '), p(', ', ')) +

+ E Jlá;k, ., x'k, ., o, .pk, ., ag:ü, ;,o +

+ E :lÉ:k, ., í'k, ., o, .pk, ., agl:k, ., o ;

E :lÉak, ., x'k, ., o, .pk, ., a%:ü, ., o +

g:(', ', ')

ãg;i(', ', ')

149



+ E :l;ik, ., x'k, ., o, pk, ., ag8K, ., o,

em /ó x .F?" , para todo l $ á, k $ n , que é a afirmação 1.2.22.ii.

Como /i(c,0,.) = 0 para todo c Cl0, ll e l S; { $ n, concluímos, por l

existe a > 0 com /. C /ó e tal que se verihcam as; afirmações abaixo:

}'' l/.*R« € Ç*(.r. x n" ; .r. x a") ;

y l/.xR« é uma aplicação inversível;

infljly(c,s,7')l :(c,s,r) Cl0,i7lx/. x m"} > 0 , para algum }7 cl0,rl;

existe um representante Í: = (Í:o, Í:i, ...,Í.) de (y l/.*R.)': tal que

Í:(c,.) = (f'(c, .) l/.xn-)': , para todo c clo,ql

eparatodo fiCAr"+i com jaj=1 e l $i$n tem-seque

a'l'i é uma função limitada em /. x ,F?"

limitadas

2.22, que

l8)

l9)

lio)

(11)

(12)

Usando(3),(4),(5),(6),(8) e(9) concluímos q-

l.X,p) C Sçl,Rn,RB,H. f,l.,l. X mn).

e assim, como vimos no início desta seção (afirmações (A) e (B)), temos que

u = C/ o (y l/.*n«)'' é uma solução para o problema HJ em g(/. x n" ; a);

(g:,..., :l:) - p . o'' i,.*««)': ]
e assim (1) é verdadeira.

Sda 6 = Po I' , sendo I' como em (11). Então 8 = (81, ...,8.) é um representante de

( õu , ..., 8u ) . Provaremos que 0 satisfaz (11).

Notemos que, se l 5; í ,k $ n e (c, t,a) Cl0, il x .r. x n", então

g:ü,t,,) - ã;(.Ê.õk,t,,)
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1l:k, fk, t, .» g:k, z, .) + E g:. k, fk, t, ,ng:-k, t, ,) ,

e assim por(2),(5),(7) e(12) temos(11).

A asserção(111) é uma conseqüência imediata de(11).//

Apresentamos, a seguir, algumas funções que verificam as hipóteses de 3.3.1

3.3.2 Exemplo. gelam / um interna/o aberto de .f? com 0 € /, 1 5; j $ n, pj, uj e

l,'j /uniões de/iradas em 10, 11 e com ua/ares enr} .F? e gj , @j e ®j /uniões pertencentes

ü C'tn\Rà tais q«.e Fi, t.,j, t', -pi, i,'], $'1 e Qi são funções limitadas. Se f é Q

ap/ cação moderada deÉn da em 10, 11 x n" por

f(e,,t,...,,«)='}.: 1.' ( 1. gj( j(e)U)dy)ds

e H é a ap/icaçâo moderada de#rz dü em 10, 11 x / x n" x n" por

N(c,z,«-,..., '«, ":,-.., w.) = }1: V,j(«j(c)(z + .j + pj)) ,

r S

n

lJ

, z«, y- , -.., y«)

'" p.,, .. / CC n, infljú(c)l : c Cl0,1j} > 0 . @j . @; pe,Ze«em « L:(a), p'«
fado l $ .j $ n,

/

enl,ão j, H , a classe de j em ÇÇ]tn \IR] e Q classe de }l em gç] X Rn X Rn ., ]R]

satÍs/agem as hipóteses de 3.3.1.

(Podemos, por exemplo, escolher para y'j a função /i(z) = sen(a'), para @j a função

l2(a) = seno e para ©j a função /3(a) = exp(--=').)

#(', t, '- , ..., "«, ,- , ..., P«) /"( @j(Ü(c)(s + g/)) d.) dg/ ,
Z

lJ

n

}: p (c)@j((t + ,j + Pj

A seguir apresentaremos as respostas que obtivemos para a questão feita no início

desta seção e com as quais completamos este trabalho.
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3.3.3 Teorema. Sejam Q e Q' apertos de .F?", / e J {nferua/os aóerZos de .r? com

ocic.r, w «m«óe,íod'©"+- comy{,Cn':(0,,)eW }#g . WC/xQ,
H c ç;(.r x Q x Q'; a) . / C Ç;(Q ; n) . Se .«á.le «m «p«.e«t-Ze # de H f«/ g«'

õaH õaH õtH
(i) ã;;ãã ' ã:;ã-- . ãi$-- !;m "p«p, KLL) m /xQ*Q', p««í.''
l $ Í,.j $ n;

.g! t;m « p«p,í.a« (LLL) .m Gr,n * !Z'),

então

li) caril.S(/, Q, Q', H, ./, J, W) $ 1 ;

(11) ',{sZe «. má,ím' «.« .o/«çã', con.t«ü' "mo .m (A) («, {«üá. d«Z. s.çâ.),

para o proa/ema HJ em Ç;(Wr l .F?)

Z,)emonstração. De (1) e 2.1.3 obtemos (11). Provaremos (1).

Sejam P a aplicação moderada definida em 10, 11 x J x (Q x n') x y por

#k,{, ,,p, d - (q;ik, t, ,,d, -%;k,t,.,M
e g a classe de @ em Ç(J x Q x Q' x y ; n'")

Suponhamos cardo(/,Q,Q', H,/,J, W) > 0 e soam (X,P) e (.X,F') pertencentes a

S(/,Q,Q', //,.f,J, W) . Então, por 2.1.1, temos que (X, P) e (.t, .P) pertencem a g*(J x

}' ; Q x n') e são soluções da equação nas incógnitas (X,IP)

(%;l, ;;) - p . («,X,'P,"-, ..,««)

com a condição

(X,P) lÍol*v (i«,V/l«)

Usando (i) e (ii) temos que P tem a propriedade (LLL) em (J,Q x Q', y) e alP{ tem

a propriedade (CLL) em J x (Q x Q') x V para todo 'r = ('yo,'h, ...,'y3«) C /V;"+i com

'yo = 7j = 0 < 1'rl = 1 para todo 2n + l $ .j $ 3n e l $ i $ 2n, e assim, por 3.2.17,

concluímos que(X,P) =(T, P) e portanto cardo(/,Q,Q',H,/,J,W) = 1.//
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o.u.'t JLCUiCI.lia. oü./ülr/z, üz; u7/1 üuc7'üa a.c .zrlp J .l c; i zr&zleTU(lias (zoeTzlos (ze .zrt c077z U (l=

J C [, H ç: ÇÇ] x ]Ftn x ç\'\jR], H um representante de H e f gç]tn \D:i] tais

ç«..S(/,a",Q',H,/,J,J xa") #O. O'«.l«nd. P.,(t,Z,P) «:,. .,"«,,-, ..,p«) «m

ponto geTlériCO de [ x ]R" x ÇV tem-se qu,e, se

(i) %i- é «m« «p/ilação /{miZa a m .r x n" x Q','

õ:H a'H â2H
(n) ã;;ãã 'ã:l;ãi ' ai;ãi í'm « p«p,{.a«a. (CLL) '"' / x n" x n', p""
iodo l $ i,j $ n;

:E- té"z a propriedade (LLL) em (/,E" x Q')
o'P '

s. « C ç(Jx a";n) ácom. em(A) ' s' ',{.l. «m«/unção « C g(Jx©";n)
satisfazendo

/

J

(i«) « é «m« «/«çã' p"" . p«ó/em« H.T e'« g(J x n" ; Z?);

(v) ezisiem um representante 0 de u e r Clí),ll ta s que

(2lZ',..-, 2lÚ)(lo,'lxJ x a") c n'

.«d. ({,,) .-, ...,«.) de«of« «m p."fo g.«é,{co de J x ©';

(«i) a'« C g.(J x n" ; n), P'« t.d. a = (ao,a-,...,a«) € /V"+' com ao

al= 2,

)

0 <

eníâo u = D

Z,)emonstração. Denotaremos por (t,z,p,7') = (t,gçl, .-.,a«,P:,.--,p«,':, ...,7'.) um ponto

genéricode a;"+:ep'r(t,z,r) =(t,31,.-.,#-,rl,...,r«) ou(t,z,p) =(t,ai,...,a«,P:,...,P.)
um ponto genérico de Z?2"+i

Sejam T e 0 com em (v) e P a aplicação definida em 10, 11 x J x n" x n" por

P(',t,',,) - %;(',t,', g:(',z,'),...,:l:(',z,')) s'(',t,',,) clo,'lxJ x n" x n"
# é constante em l7', ll x J x n' x n"
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Como t, é umasolução para o problema HJ em Ç(Jxn" ; z?) temos que(2;=-, ---, i;li:)

pertence a g*(J x a' ; Q') , e portanto a aplicação P C emlJ x n" x n" ; m"l e, por (i),

temos que

P é limitada em J x n" x n" . (1)

Sda ç' a classe de P em Ç(J x m" x H" ; a") que, por (1), pertence a Ç;.(J x a" x

]P ', ]P)

Fixemos Z C J e consideremos em Ç(J x n" l n") a equação de incógnita ..t

1l: - p. («, .{,«:,..., ««) - g$. . («, ..t, g: . («, Â'),..., :: . («, .©)
om a condiçãoC

(2)

X lltlxR« = X lltlxR«

onde X é tal que(X,P) C .S(.r,H',Q',H,/,J, J x n").
Veremos, a seguir, que (2) com a condição (3) admite uma solução -Ít C Ç.(/..(t) x

.F?" l n') , para algum at > 0 . Para isto usaremos 3.2.14 (com p , X l{,}*n« e n" no lugar

de /, g e Q').

Como (X,P) C 8(.r,n",Q',H,/,J,J x n") temos q- X € g*(J x R"; n") e
portanto

(3)

X l{.}*R« C Ç,(n" ; n') ,

e como vale (1) basta, para verificar as hipóteses de 3.2.14, provar que

g!! tem a propriedade (CLL) em J x #?" x Z?" , para todo l $ i,.j $ n. (5)

Para l $ { ,.j $ n sejam J{,j , @i,j e Qi,.Í funções moderadas definidas em 10,11 x
J x .P?" x .F?" tais que, em 10, rlxJ x .F?" x #?" valem as seguintes igualdades:

Â..k, *, ,,o - :li;k, ', ,, nk, ', .),

õ.,.k,', .,o - gl;;k,',,, nk,', ,), .

(4)

lc,t,,
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ã;:..k,t, .,o - ã;lLk, t, ,)

Portanto , para todo l 5; i,.j $ n e(c,t,z,r) Cl0,rlxJ x H" x n" temos que

g:(', t, ', ,) - 'B',j(', {, ', ,) + E 71,*(', t, ',,)ã;*,j(', t, ", ,) .(6)

Sd.m J. CC J , Ã'. CC a' . A', CC n" . C.m. (j:-,...,:l:) C g-(J * n" ; Q')
existem /T' CC Q' e v7 Cl0,rl tais que

ql:-,...,il:)(]o, [*J: * Ã'J c /''' cc n', m
e assim usando(6),(7),(ii),(vi) e 3.1.2 obtemos(5).

Portanto, por 3.2.14, existem at > 0 com /..(t) C J e Xt C Ç*(/..(t) x n" ; ©")

que é solução de (2) e (3).

Como J x n" = UtcJ /..(t) x n" existe, por 1.1.20.111, uma aplicação .Í € Ç;.(J x

m" ; #?") tal que

X l/..(t)xR" Xt , para todo í C J, (8)

e portanto

X é solução de (2) em g(J x n" ; n") ; (9)

(10)X lloJ*R,. = Xo llolxR- = X jÍoJxan :: la«

Seja Q a aplicação moderada definida em 10, 11 x J x .P?" x Q' x

$k, ., .,p, o - Ol;k, t, «,d, -%;k, t, ,,w
e ü a classe de q' em Ç(J x n" x Q' x n" ; n'").

Sda P - ( õu ' (r,i),-.., Õu o (",i)) Pr-cremos, a seguir,

solução, em g(J x n" ; n'") , do sistema de incógnitas X' e P

%j- («,x,'p)

:i:- o («', X, P) ,az ' '

.F?" por

q«e (X, P) e uma

(1 1)

(12)

com a condição
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XlÍol*n- = la« e F lloJ*n« - \7'./ ,

isto é, valem (13) e

(13)

ax aP
) («', x, P, «: ) 7T'ni)s' Õs (14)

Como X é solução de (2) temos que (11) é verdadeira para (X, P)

Notemos que

Os o («, Xt)s'' õac

J
o («', X))

e como u é uma solução para o problema HJ em g(J x Z?" l n) temos que

-" . '", "-, ..., ««, M' ...,:) , (15)

e portanto

S

1«,x)+

-= . («, .í, jb -E :
. («,x)) aXi

o («',X) +

aXj,x)0
S

e como vale (2) para X temos (lue

âs
aH . .

-àã ' («, x, p) para todo l $ i $ n

Usando 1.1.25 temos que

P llolxR« (g:. . («, .©,..., g= . («, .ü) l{.}*««

(g:. . o, .t i{.},.««), ..., il: . p, -í l{.}*««» ,
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e por (lO) e 1.1.27 temos que

P llo} xR" (g: . o, i«« ), ..., := . w, i««»

(g:-, ..., ;l:) i*.,*«" ,

e como o llolxn« = / temos que

P llolxn« = V/

Portanto(X, P) é uma solução de(14) com a condição(13).

Como(X,P) c 8(.r,n",Q',H,/,J,.J x m') temos que(X,P) satisfaz(13) e(14) e

como, por (ii) e (iii), $ tem a propriedade (LLL) em (J, n" x Q',Z?") e a©' e aq ' têm

a propriedade (CLL) em J x (Z?" x Q') x n" para todo l 5; i 5; 2n e l $ .j 5; n, temos,

por 3.2.17, que (X,P) = (X,P) , e assim, usando (B) (definido no início desta seção),

concluímos que

ul:-, ..., il:) . («, x) - p - , - ql:-, ..., g:) . («, .ü - ql:
e como (r, X) € g*(J x n" ; J x n") é uma aplicação inversível (2

(g:,..., ;l!) - (g:-,..., g:) .m gH * H" ; n")

1.1.iv) temos que

e assim, por (15), temos (lue

$- '",":,...,«.,n'...,Z)- .(«,«:,...,«.,n.

C.m. $-:. .m ÇP*"?"; "D .

(u - «) llol*R« = « llol*a- - « llol*R- = .f - ./' = o

az.

temos, por 1.1.15, que u = o em g(J x n"; Z?).//

Completamos o resultado acima, com os seguintes exemplos
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3.3.5 Exemplo. Selara b > 0, .f C &wl.#?" ; itl e ã C CWI/Ó x .f?" ; .f?l como em 2.1.6,

p = (pl, ...)p.) como em 2.1.5, .fJ' a /unção moderada de.Peida em 10,11 x /b x ,l?" x Z?'

]

iii, e a,ssiin o

#(',t,,:,...,',.,,:,...,P.) t,P:,-..,P.) + :P:('),:

e H a classe de ]i em Ç(.]b X jtn X ]trl \ ]RI) . Então e=tste a '> Q ta! que la C lb e existe

uma lírica /unção u C Ç(/. x .f?" l Z?) gue safes/az de 3.3.4.iv até 3.3.4.vi.

De fato, usando 3.1.6 e o Teorema do Valor Médio prova-se que vale 3.3.4

resultado segue de 2.1.5, 2.1.6 e 3.3.4

3.3.6 Exemplo. Soam l $ .j $ n, pj , ul e Dj /uniões de$nidas em 10, 11 e com ua/ares

e«. n e V,j, Wj e q'j /unçõ« pertencentes a C'(a; R) tais que pj , «y, Ü, V'j, Wj e

®j são /unçõ« /i«.it.d«, infljÜ(c)l : c Cl0,1j} > 0 . @j C Li(n) . Se / é «/Maçã.

moderada de#n da em 10, 11 x 7?" por

í*."~,...,«-- tJ.: ç=i'o

H é a /unção moderada de$rzida em 10, 11 x #? x .FZ" x Z?" por

'ã(e,*,':,.. ,'«,-:,...,p«)' }..+j(pi(c)t) r' ( C' Qi( j(c),)dz )dX
;--l v v v u

. .H é a c/ass. de # 'm Ç(-m x a" x n" ; n) , .ntâo ezÍst. a > 0 e ezisZe «ma única

/unção u C Ç(/. x Z?" l a) que satis/az 3.3.4.iv até 3.3.4.vi.

(Análoga à de 3.3.5 substituindo, em 3.3.5, 2.1.5 e 2.1.6 por 2.1.7 e 2.1.8 respectivamente.)

.['Qi(«i(c) )d )dX

No próximo resultado iremos fazer ç2' = Z?" e substituiremos 3.3.4.i por 3.3.7.i

3.3.7 Teorema. Soam / e ./ {ntert;a/os apertos de Z? com 0 C J C /, H C g(/ x a" x
ltn . IR], H zm representante de H e f C gçiP \ R] tais que SÇ],]EP,ltn ,H,f,J.J X

n") # 0 . O'«oZ««do po, .B, . bo/« «ó.,t« de ce«t« 0 e «í. , em n" e po, (t,.,p) «m

ponto genérico de ] x ]t' x ]lP tem-se que, se
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(i) "Í't'm M > 0 . , cl0,il t q«e gÍ.(lo,'lx.r x IBl: x B;) C Bi;;, p«« to'í'

(ii) ã;l;&: , i;l;Õ;
iodo l $ i ,.j $ n;

<l# t;m ' p«p,i.d«d. (LLL) .m (.r, H" x n")ar'

. se « C g(Jx n";n) écomo em(A) ' s. e«{'te «m«/u«çâo « c g(ix n";n)
satisfazendo

fém « p«p,ied«d. (CLL) .m .r x n" x n" , p«"

(iv) u á u«.a se/ração para o proa/e«.a HJ em Ç(J x Z?" ; n);

(v) ezástem um representante 8 de t;, À/i > 0 e ri Cl0,11 tas q e para todo r >0

. a = (ao,a-,...,a.) € .W"'t: com ao = 0 < lal «.-.' q«.

a'Õ( lO, ,'i lxJ x 'B:) C 'a;=1';

(vi) õ'o C Ç.(J x n" ; n) , P«« tod. a = (ao,a:,-..,a.) € /V"+: com a. = 0 <

al= 2,

enfio u = u

Z)emonstraçâo. Análoga à de 3.3.4 substituindo, em 3.3.4 , 3.2.14 por 3.2.15 e observando

que, por (i) e (v),

#(lO,blxJ x B; x 'Bl:) c gr.(lo,r2lxJ x IB; x 'P;ã')
aH,

C ==-( 10, r2lxJ x IB;Ú x IB;Ü) C IB;;=',

para todo r > 0 , sendo À/2 = maxll , Mil} e r2 = minar , 'ri} . //

Completamos o resultado acima com o seguinte exemplo
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3.3.8 Exemplo. Sejam l $ .j $1 n, pj e pJ /uniões de$nidas em 10, 11 e com t;a/ares em

R t.:' q«e pj(jO, il ) U «j(lO, il ) Cl0, il , H « «p/á«çã. «.od.«d. de$«{da .m lO, llxl -

!,.olxn' x a" por

, "«,,:,...,p«) Epj(')pj,
n

.f a/unção moderada de#nida em 10, 11 x n" por

.f(', ,-, ..., ,«) - E «j('),j ,

H « c/«,. .íe # .m Ç(l -- à,mlxn" x n" ; n) ' .f « c/«se de .f em Ç(Z?" ; n) , e«tã.

existe uma lírica se/ ção para o proa/ema HJ em Ç7(l -- : , oolx.F?" l Z?) qtle saías/az 3.3.7.v

e 3.3.7.vi

De fato, basta observar que, por 2.1.3, podemos determinar uma solução para o problema

HJ em g(l -- à, oolx.F?" l n) que tem como representante a função

''., *, '-, ..., ,., . $ "''1T :l:l=ilii'''} ,
e assim, por 3.3.7, ela é a única solução que satisfaz 3.3.7.v e 3.3.7.vi.)

lJ

Com o auxílio de 3.3.1 e 3.3.4 obtemos

3.3.9 Teorema. Soam / um interna/o aberto de n com 0 € /, / C Ç(E" ; n) , H €

gi..] x ]]t' x R" \ ]Et], f um representante de j' e H um representante de H . Denotando

p« (t,,,p) «m p.«fo g.«é,{« d. n'"+: te«.-.e q«. , s.

(i) as asserções 3.3.1.i afé 3.3.1.iii estão satÍs/Citas;

:iP têm a propriedade (LLL) em (/, .F?"' x ,F?")
]P '

.«tão «êste ' > 0 c.m /. c .r ' «{.t. «m' .í«{« /u«Çâo « C Ç(/a X a"; n) ta/ q«.

J

(1) « 'í «m« s./«ção pa« o p«b/em« HJ 'm g(.r. x n" ; a);
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(11) â'u € g.(.r. x n" ; a), pa« todo a = (ao,a-,...,a.) C /V"t' «m a. = 0<

al = 2. //

Completamos o resultado acima com o seguinte exemplo

3.3.10 Exemp]o. Sejam. b > 0 e .]] e / como em 3.3.2. .Então ezáste a > 0 ta/ qzte

/. C / e ezÍste uma tíll ca /unção u € g(/. x .fZ" l n) que satÍs/az 3.3.9.1 e 3.3.9.11.

(Basta usar 3.3.1 e 3.3.2 e observar que, por 3.1.6 e o Teorema do Valor Médio, a função

H satisfaz 3.3.9.ii.)

Dos principais resultados apresentados neste trabalho resulta que o conjunto dos pares

(H, /) tais que o problema HJ correspondente tem solução é significativo. De modo mais

preciso:

Sejam / um intervalo aberto de .P? com 0 C /, Q e Q' abertos de .l?" e

Á

o subcontunto de Ç(/ x n x n' ; n) x Ç(Q ; n) formado pelos elementos (a,/) tais que

existem J um intervalo aberto de Z? com 0 C J C /, Wr um aberto de .F?"+i com

y = {, € Z?" : (0,z) C W} :# ü e W C / x Q satisfazendo -S(/,Q,Q', H,/,J,W) # 0,

isto é, o problema HJ tem solução

Vimos em 2.1.4 que C"(/ x Q x Q' ; Z?) x C"(Q; n) C .4.

No caso particular que Q = Q' = ,P?" introduzimos os seguintes conjuntos:

.4i = {(n,/) C ç(/ x n" x ZZ" ; a) x ç(a" ; n) : # e / são como em 2.1.5 };

.42 = {(#,/) C ç(/ x #?" x .F?" ; n) x g(#?" ; n) : # e / são como em 2.1.7 };

.43 = {(#,/) C ç(/ x .F?" x ZZ" ; n) x ç(Z?" ; n) : n e / são como em 3.3.1 }

Então Ji e .43 são n-subespaços vetoriais não triviais de Ç;(/ x .F?" x n" ; n) x

Ç(Z?" ; Z?) e .42 contém o n-subespaço vetorial de g(/ x #?" x .l?" ; Z?) x ç(a" ; m) dado

pelos pares (H, /) tais que satisfazem 2.1.7 substituindo 2.1.7.ii por
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(ü')!}(',o) - g:(',t,o) - o, p'" t.a.(',t) clo,'lx.r . is i $ ";
2.1.7.iii por

(iii')ezisZe M > 0 ta/ gue, para iodo (c,t,3/) Cl0,l-lx/ x H e l $ i$ n

m-lj:)k,t,dl, l:)k, Ol} $ M

Éem-se

Vimos em 2.1.5, 2.1.7 e 3.3.1 que para Q = Q' = Z?" temos .4i U .42 U .43 C .4

(sendo }V = .P?") e apresentamos em 2.1.9 e 2.1.11 funções H e / para as quais o par

(#,/) € .4 (para Q' - n;" e Q' =10,1j" , respectivamente). Portanto o conjunto .4 nos

parece razoavelmente "grande"

Enterramos este trabalho fazendo as seguintes considerações

Apresentamos no capítulo 2 um método para construir, sob certas hipóteses, uma

solução para o problema HJ e vimos na seção 3.3 que, sob certas condições, existe uma única

solução que satisfaz 3.3.4.vi. Surgem naturalmente as seguintes questões que pretendemos

estudar no futuro:

(1) será que a ezÍstêízcÍa de se/rações para o proa/ema HJ em Ç(W ; .l?) {mp/{ca

-s(.r, Q, Q', #, /, J, H'') # g ?;

(2) se u é «ma se/ração «m. em 2.1.3 e ./' = (./1,...,/n) C Ç(Q; n) é ta/ q«. a'./} C
g.(n;l?), para todo a € .N" com lal = 2 e l $ { $ n, será qwe u satis/az3.3.4.vi?;

(3) se u é uma se/uçâo para o proa/ema HJ e / é como em (2), será gue u satís/az

3.3.4.vi?

Até o momento não temos respostas para as questões acima
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Apêndice

Aqui utilizaremos as notações anteriores.

Com o auxílio dos resultados de 3.2 podemos estudar, conforme sugestão da Banca

Examinadora, um problema. mais geral que o problema HJ, isto é:

Problema A: l)aços qtla squer / {nterua/o aberto de n com 0 € /, /' um inZeroa/o aperto

d. a, Q . Q' «ó«t« de n", H C Ç;(-r xQx /'xQ'; a) '/C g(Q; n), d.te,min« «m
«óe,Zo Wd. /xQ c.m y {,Cn":(0,,)Cm'l#0 '«m«/u«çã.uCÇ(W ;a)
satisfazendo:

m («,g:,...,g:)e *M';.r'*oo;

m $+N'.(«,«-,...,"«,"' Õu,...,g:)-0 .mg(W; E);

(ni) « ltol*« / lv .m g(}' ; a)

Dizemos que u C g(W'; Z?) é uma solução para o problema A em Ç(l,r l n) se, e

somente se, u satisfaz(i),(ii) e(iii).

O problema HJ é um caso particular do problema A.

Neste apêndice apresentaremos alguns resultados um pouco mais gerais que os das

seções 2.1 e 3.3 que foram obtidos através da análise das provas desses e da utilização

de 3.2. Por esta razão para obter as provas dos resultados aqui expostos iremos somente

indicar as alterações que deverão ser feitas.
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A menos de menção em contrário denotaremos por(t, z, y,p) =(t, zi, .--, #«, g/, pi,...,p«)

um ponto generico de Z?2"+2

A.l Definição. Soam / um {nlert;a/o aberto de .f? com 0 C /, /' wm nterua/o aberto de

n, n e Q' abertos de n" , H C Ç(/xQx/'xQ'; a) e / € Ç;(Q; n). Se J éum nteru«/o

«óe,f. de a «m 0 c i c .r, W «m .óe,fo de n"'': com }' = {, C n" : (0,.) c W } # 0

e H/ C / x Q, eníâo derzotaremos por

.S- (/, Q, .r', Q', H, /, J, W)

o conjunto das ternas (X, U, P) para as quais são uerdüdeiras as seguintes asserções

(i)XCÇ.(Jxy;Q) , UCÇ,.(Jx\''; .r') . P C g.(} x y ; n') ;

(ü) (-X, U, /') é uma se/ração do sistema;

aX aH
$; (",X,t/,P) 'm g(axV; E")
ÕP aH , .... . aH
%; - -bi-.(",X,U,P)-Pb:'(",X,U,P) 'm Ç;(J x }'; n')

g--#.(«,X,U,a+Egg.(«,X,t',apj 'm gU*y;E),
se«d. P = (P], ...,Pn);

(iii) (X, t/, P) «fisga, « co«diçõe.

X llol*v = lv .m g(y; n"),
P lÍoJ*v = V.fly .m Ç(V; n"),
U llol*« = / lv .m g(y; n);

(iv) a/u«Ção y («,X) p«te«' « g.(a x }' ; H'') e é «m« «p/{«çâo {««súe/.

A.2 Observação. Soam /, /', Q, Q', /7, .f, J e W como em A.l. Se ezíste um

representante H de H ta! que a = 0 e se y. € 1' , Ht é Q .função moderada de$nida

em 10, 11 x / x n x Q' por

#: (',t,',P) t,«,y.,P) ,
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. #. é . c/« de #: .m g(.r x Q x Q'; E) lem-« q«,

s. (X,U,P) C .S:(.r,Q,.r',Q',#,/,J,W), .«tã. (X,P) C .S(]',Q,Q',H-,/,J,W') . U é

como em 2.1.3.

A solução que encontramos para o problema A, que generaliza 2.1.2, é o seguinte

teorema:

A.3 Teorema. Sejam / um {ríel't;a/o aberto de .f? com 0 C /, /' um ínteroa/o aberto de

m, n e Q' «ó',tos d. n", #e Ç(.rxnx/'xQ'; n) ./C g(Q; n). S. J é«m int.«./'

«be,l. d. a c.m 0 C i c .r, W «m «óe,to de .P?"+: «m y = {; C a" : (0,,) C W} #O

e W' C / x Q e se

(i) -S-(/, Q, /', Q', H,/, J, W) # 0 ;

(n)e! te«. « p«p,{'d«de (CLL) em .r x Q x .r' x Q',
ay

erzfão o proa/ema A Zem uma se/ração em Ç(Ty; .f?).

Z)emonstraçâo. Denotaremos por (s,r) = (s,rl, ...,7'n) um ponto genérico de J x y e por

(Z,a,g,p) =(t,ai,.-.,a«,y,p:,...,p«) um ponto genérico de / x Q x .r' x Q'

SdamX =(Xi,...,X«), U e P=(PI,...,Pn) tais que

(X, U, P) € -S: (/, Q, .r', Q', H, /, J, W')

e sd- « = t/ o }'-' , o«de y = (r, X).
Com prova análoga à de 2.1.2 temos que

« llol*« = / 1« em Ç;(y; m);

($ . *') -* ''' . («, x, t', a -- E(g: . *'' - 'H%: - '.
g:l = }1:( âu o y)aXj , para todo l $ { $ n.

.,n} e seja

«-=-E/';1lã .m ÇU*\' ;n).

(1 )

(2)

Fixemos { C {l,
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usan(to ./=i.i.ii e /\.l.lli concluímos

õg--,g.(«,x,",a ' «l*.,*.-o.
Provaremos, a seguir, que g = 0 em Ç(J x y ; n).

Sejam (JJ)jcx uma seqüência exaustiva de compactos para J com 0 € njCwlj e JJ

intervalo fechado para todo .j C Ar , (.fÇ)jcW uma sequência exaustiva de compactos para

V , X, U , P e .17 representantes, respectivamente, de X . t/ , P e H

Fixemos .j C /V.

Usando A.l.i existem .lr CC Q , J' CC /' , /r" CC Q' e 77j Cl0, ll tais qu

(x,u,p)(lo,qjlxi, x /ç) c Ã x i' x Ã'" cc Q x .r' x Q',
.-. o o

e assim existe / C eUIJ] x #t x .rq ; .#?l tal que

Í(', s,t, ,) - -t:;'(', ', Í'(', ', '), Ü(', ', '), P(', ', '))

e

(3)

(4)

em lO, 0jlx4 x a x K.{

Usando (3), (4) e (ii) concluímos que g lj x;! - 0, para todo .j C W, e assim g = 0
De fato, basta proceder como na prova de 3.2.17 (não podemos usar diretamente 3.2.17

porque não sabemos se g C g,(J x }'' l n) ) observando que dados q C .N , la,bl CC .4

com 0 C la,Z)l , X' CC /Ç e a C .ür"+' podemos, por (ii) e (4), encontrar N C /V, E > 0

e r Cl0, 77jl tais que

ig(', ',g(',','), ')l $ 1"(E''") ;

Zt., s,g(', ', ,), ,) - &., ., 0, ,)l $ i«(a'''')lâ(., ., ,)

a'/(c, .,ã(e,.,,),,)1 $ &'''' ;

la-&., .,ê(',',,),,) - a'7(.,., o,,)l $ &'"lê(.,.,,)l ,

para todo(c,s,r) Cl0,rjxja,bl x /r'

Como g = 0 em g(J x L'; n) temos

ã; ' }l. pi:iL- , para todo l $ { $ n.

Q0

Q

que

(5)
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De(1),(2) e(5) obtemos o seguinte sistema:

[($.}'')+ X.(«,X,U,H]+ [(g:.}'')- Pl]q: +...+ [(g:.}'')- Pn]%)'

[(g:.}'') - p-]:: +...+ [(g:.}'')

l(g:.}'';-Pt : +...+ [ql:.}'')-Pn]:>:: 0
Usando que y é uma aplicação inversível temos, por 1.2.12, que ./y tem inverso

multiplicativo em g(J x y ; Z?), e assim por 1.1.34 concluímos que o sistema acima admite

somente a solução trivial, isto é,

-H o (n', X, t/, P) ;

para todo 1 5; .j $ n ,

e portanto

e

-#' . («, x, u, p') ' }''': - -H' . («, x, u, gt . v.

-x . w, u, g: . r, ..., ;l: . }''') . }''''
-# . '", "-, ..., "., «, n'..., il:) .//

Analisando a prova de A.3 obtemos o seguinte resultado:

o }'') o }''':
'é?#.

A.4 Proposição. Soam /, /', Q, Q', H, /, J e W como em A.3. Se (X,U,P) C

.$(.r,Q,/',Q',.#,/,J,H/) e y = (r,X), então

(1) u U o }'''': é «m. ../«çâo p«« o p«ó/.m« A .«'. g(W ; n);

(11) de-t-do p., (t,,) ,:, ...,-.) «m po«t. ge«é,{co d. H', ''m-.. g«e

- Poy'i

Q/ /'
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Apresentamos a seguir os resultados que obtivemos quanto à unicidade de soluções

para o problema A.

A.5 Teorema. Soam Q e Q' aóeríos de .f?", / e J ánferua/os abertos de .f? com 0 C

i c .r, .r' «m {«t«/o .ó«to de n, W «m «b«t. de f?"+: c.m y = {; € n" : (0,,) C

n'} # o . w c / x n, H c g(.r x Q x /' x Q'; n) . .f € g(Q; a) . Se e«{.te u«-

representante H de H tüt que

p'ü a-R a'H a'H a'Ê a-ü
m ã:$a ' ã;;ã; ' @;ãã ' ã;;@ , -ã?- ' zlhâ Z;m « ,«p,i.a«ó. KL
em / x Q x /' xQ', para lodo l 5;{,J $n;

(ii)!g- , 1lg . ga t;"'' "p«p,i.a«d. (CLL) .m .íxQx.['*Q' p«« t.a. ] $ .j $«
i)=i' au ' õpi

[ém a propriedade (LLL) em (/, Q x .r' x Q');

(i«) H te«. « p«p,ied«d. (LLL) .m (/, Q x /' x Q')

ente. card S:(/, Q, /', n', H, /, J, H'') $ 1

Z)emonstração. Se a'f/ = 0 temos, por A.2 e 3.3.3, que

c.rd.S:(.r,Q, .r', Q', H,/, i, w) $ .s(.r,Q, Q', #:,/, i, w) $ 1 ,

sendo Xi como em A.2.

Se a# # 0, a prova é análoga à de 3.3.3 tomando para P ' (gl, ...,y2n+l) a aplicação

moderada definida em 10, 11 x J x (Q x /' x Q') x V por

(P-,..-,P«)(c,t,a, 3/,p, ,) - g;(c,t,a, z/,p),

('ê«+-, ...,P,«)(c,t, z, 3/,P, ,) - --%;(e, t, a, 3/,P) -- P%;l(c, t, a, y,P),

P,«---k,t,,, v,p, 0 - -#k, t, ,, v,d + E:p.g:k,t,,,v,d;
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e observando que se(X,U,P) e(X,C/,P) pertencem a -$(/,Q,/',Q',H,/,J,W), então

(X, U, P) e (.Í, Ü, .P) são soluções da equação nas incógnitas (X,r, P)

(íl#, 1lg, efl) - 9 .(«,x,a',p, ":,..., ««)Õs' õs' õs

(X,r,'P) llol*v =(lv, ./' IV, V/ lv) .//

A.6 Teorema. S )efta de ]]T, ] e J internatos abertos de ]R com ç) ç: J C l,

um representante de .f/ e / C Ç;(.l?" ; Z?) tais qae

S\i..i,liü',m,,Çt'.H,f,J,J x W' ) + %. Sc

(i) eg- é uma ap/ácação /imitada em .r x .l?" x 1? x Q';

(ii) H «fisga, d. A.5.i «tá A.5.i« (s«bstif«{nd. Q po, n" e .r' p., n),

se ÇX,U,Pb e S\Ç],]r' ,]R,ç]' .n,f,i,J x ]lt' l e se existe vma função u ç: Ç(..J x lt' \ IKà

satisjazend o

Q'

H C Ç(/ x a" x n x Q' ;al

(ni) « é «m« se/«ç'' p"« o p«ó/em« A 'm g(J x a" ; Z?) ;

(iv) ezástem um representante 8 de t; e 1- Cl0,11 tais que

(g:, ..., 2l:)ao, ,[*J * p") ' o' ,

«de(t,.) =(Z,,:,...,«.) de-t. «m p.«to g.«é,i« de J x n';
(«) a'« C g*(J x a" ; n), P«« lo'Í. a

lal = 2,

.«tão « = U o }''-: , ««d. }'' = («',.X)

Z)emonstração. Se all = 0 basta usar A.2 e 3.3.4. Suponhamos e=g # 0. A prova é
ay ' dy '

análoga à de 3.3.4 tomando para g uma aplicação definida em 10, 11 x J x .FZ' x #?" tal
que em 10, 7'lxJ x Z?" x #?" tem-se

#(', t, ',,) - 1l;(',t, ',o(',t, '), á:-(',t, '), ..., }l;(', t, '));

(ao,a:, ...,a.) C A'"''' "m '-.
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substituindo (2) pela equação de incógnita X

%:l - p . («,.t,«:,..., ««) - :; . («, .Í,« . («,.8, g: . («, .©,..., :: . («, .Ü);
tomando para Q - (QI, ..., Q2«+i) a aplicação moderada definida em 10, 11 x J x m" x #? x

Q' x Z?" por

(Q- , ..., q'«)(c, ., ,, y, P, ,) (.,.,,,y,P),

.c, s, 3 , 3/) P.(Q«+l, ..., @2«)(c, s, z, y,p, r) (c,.,«,y,PP

Ü,«-.:k,.,,,«,,, 0 - -#k, .,,, «,d+ Ep.g:k,.,.,«,d
e observando que, se t/ = uo (n, X) então (X, t/, P) é uma solução, em g(J x n' ; Z?'"+'),

do sistema de incógnitas X , U e P

%:1- %;.(«,x,F,'n

::l (", x, r, 'p) - 'p;;' ' (", x, p, 'p)

gl- - -# . («, x,r,H + E g: . («,x,p,'8'B;
com a condição

(X, U, P) lloJ*« Ç\ «« , f,'yf) .ll

A.7Teorema. Soam / e J nterz;a/osaóertos deZ?com0€ J C /, H C g(/xn"xnx
R" \ ]R] , H um representante de H e j C ÇÇ]tn \ ]R] tais que 8\ÇI,IP,li,.m" ,H,f,J,Jx
m") # g . D'«.t-do p« .B, « b./« «b«t« d. ce«t« 0 . «{o , em a" t'm-'' g«e, ..

(i) existem À4 > 0 e r Cl0,il ta s q e
lodo J' > 0;

(lo,,"lx.r x B. x 1, x B.) C B,m, para

(ii) H safio/az de A.5.i até A.5.iv (SHóst tuÍndo n e ÇV por Rn e I' por Wà,

se ÇX,U.P) C SxÇ].]tn.R,R".H,f,J,Jx ]EÜ') e se existe umafunção u ç: ÇÇJxR" ', IRb

satisfazendo
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(]li) u e uma solução para o problema A em Çíl.J x .Ft" ; .FÍ);

(iv) existem um representante 8 de , Mi > 0 e ri Cl0,il tais

. . =(ao,a:,...,a.) € /V"'t: «m ao = 0 < lal = 1, t'm-s' q«.

(0, a'8)(lO,,-:lxJ x .B;) C Í;i;l x B;Ú;

(i«) a'« C Ç*(J x n" ; m) , p«« todo a = (ao,a-,...,a«) C W

lal= 2,

.«tã. « U o y-: , s.«d. }''

l)emonstração. Análoga à de 3.3.7 substituindo, em 3.3.7, 3.3.4 por A.6. //

que para todo

n+l com

= o <

0 <
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