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Abstract

This work intends to expose some results about Katétov Spaces. For
that, we need to familiarize with certains objects. They are: the H-closed
Spaces, minimal Hausdorff Spaces, Stone Space and extremally disconnected
spaces, the Katétov extension, the Fomin extension, as well as the Iliadis
Absolute. Besides to define them, we expose some useful results for this first
understanding of the Katétov Spaces. We present equivalences and some
sufficient conditions for a space to be a member of such class.

Resumo

Este trabalho se propoe a apresentar alguns resultados sobre os espagos
de Katétov. Para tanto, precisamos nos familiarizar com certos objetos. Sao
eles: os espagos H-fechados, H-minimais, de Stone e extremamente desco-
nexos; e ainda as extensoes de Katétov e Fomin, bem como o Absoluto de
Iliadis. Além de defini-los, expomos alguns resultados iteis para este pri-
meiro entendimento dos espagos de Katétov. Apresentamos equivaléncias e
algumas condigoes suficientes para um espaco estar em tal classe.
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Introducao

Este trabalho é conseqiiéncia de uma série de semindrios apresentados durante todo
o ano de 1995. Tais exposig¢oes tinham como objetivos o estudo e o entendimento dos
resultados do artigo de Jack R. Porter e Johannes Vermeer, “Spaces with Coaser Minimal
Hausdorff Topologies”,[PV85], sobre os Espagos de Katétov. Mas que propriedades
tem uma topologia de Hausdorff minimal? Ao buscarmos a resposta a esta pergunta,
depardvamos invariavelmente com os Espagos H-fechados. O “H” ¢ abreviacdo de
Hausdorff. Ainda na investigagdo, conhecemos o Absoluto de Iliadis. Todos estes ob-
jetos eram sempre citados e suas propriedades amplamente usadas. Tivemos, entdo, que

nos familiarizar com estes conceitos.

Os espagos H-minimais sdo os espacos de Hausdorff que ndo admitem subtopolo-
gia propria de Hausdorff. A classe destes espagos estd “contida” na dos H-fechados e
mostramos que é exatamente a “sub-classe”’ dos H-fechados semi-regulares. Os espacos
H-fechados formam uma classe “maior” que a dos compactos de Hausdorff: sio espacos de
Hausdorff que satisfazem a propriedade de ser fechado em qualquer espaco de Hausdorff
que os contenha como subespago. Perdem dos compactos pela regularidade. Dedicamos
o capitulo 2 a exposi¢ao dos principais resultados sobre estas duas classes que nos serdao
uteis. Entre eles construimos a Extensao de Katétov e, ainda, apresentamos os objetos:
funcao f-continua, O-fecho e f-fechados. A #-continuidade nos dara uma hereditariedade
“funcional”: a imagem de um H-fechado por uma fungéo #-continua também é H-fechado.
Um claro paralelo com: a imagem continua de compacto é compacto. A continuidade é
enfraquecida a f-continuidade e pode ser “recuperada” com a regularidade do espaco de
chegada da fungao. O 6-fecho de um conjunto é maior que seu fecho e igual a ele quando

temos, novamente, a regularidade. A extensao de Katétov é construtivel para todo espaco
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de Hausdorff. J4 um espago tem extensao compacta se, e sé se, é de Tychonoff. Na tltima
secao apresentamos duas maneiras de “criar’ novas extensoes, a estrita e a simples, a

partir de uma dada, que mantém a propriedade de ser H-fechado.

O uso de filtros e ultrafiltros, em reticulados e em élgebras booleanas, vai ser intenso
e no capitulo 1 colocamos estes conceitos e resultados basicos. O Espago de Stone é apre-
sentado para que possamos chegar ao Absoluto de Iliados de um espago. Na iltima secio

convencionamos alguns objetos ligados as extensoes de espagos e de fungoes continuas.

Antes de chegar ao Absoluto de Iliadis, no capitulo 3, colocamos a maioria dos fatos
sobre espagos extremamente desconexos e fungoes perfeitas e irredutiveis que precisa-
mos. O absoluto de um espago de Hausdorff X, serd um par (EX,7), constituido de um
espago de Hausdorfl EX, extremamente desconexo e zero-dimensional, e de uma funcao
m: EX — X, que é f-continua, perfeita, irredutivel e sobrejetora. Esta fungao do absoluto
tem muitas propriedades que estao no longo teorema 3.3. Na segdo seguinte a da cons-
trugao, mostramos que o par é unico a menos de um homeomorfismo que comuta com as
aplicagao dos pares. Logo em seguida chegamos a outra extensao H-fechada, a Extensao
de Fomin, que serd como chamaremos a extensdo estrita da extensdo de Katétov. Algu-
mas propriedades suas sao trabalhadas e colocamos talvez a mais importante: 0X \ X é

homeomorfo a FEX \ EX, para qualquer espago de Hausdorff X.

O dltimo capitulo finalmente apresenta os espagos de Katétov. Logo colocamos
condicoes equivalentes ao fato se ser Katétov e as usamos até o fim do trabalho. Um
coroldrio nos motiva a estudar a cardinalidade do resto da extensdo de Fomin e chega-
mos que toda extensao H-fechada de um espago X induz uma partigdo em compactos de
oX \ X. A reciproca também é verdadeira, ou seja, toda particio em compactos do resto
oX \ X, ¢é induzida por uma extensdo H-fechada de X. A secdo 4 é toda dedicada a um
resultado obtido por Alan Dow e Jack R. Porter: os espagos de Katétov “sao” os restos de
extensoes H-fechadas de espagos discretos. Os espagos metrizaveis sdo também estudados

e chegamos que os completamente metrizaveis sdo espagos de Katétov.
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Capitulo 1
Background Topoldgico

Neste primeiro capitulo vamos colocar a maioria dos conceitos usados ao longo do
trabalho. Quase todos eles sao conhecidos e, mesmo assim, estardo aqui para que possamos

fixar terminologia e notagao.

1.1 Algumas Convencoes

Freqiientemente abreviaremos um espago topoldgico (X, 7), por X. Assim, quando
X for um espago topoldgico, 7(X) serd o conjunto dos abertos de X. Abusaremos muito
da linguagem, referindo-se a X ora como espaco, ora como o suporte de um espaco. E,
como acabamos de ver, espago estard sendo sempre espago topoldgico.

Para dois espagos X e Y, C(X,Y) é o conjunto das fungdes continuas de X em Y.
Ainda, C(X) = C(X,R) e C*(X) = {f € C(X) : f é limitada}. E, quando f for uma
funcdo qualquer de X em Y, ndo necessariamente continua, f~'(z) denotard o conjunto
I0)

Dado um conjunto A, qualquer, P(A) é o conjunto das partes de A.

Para um espago X chamaremos:
e B(X) é o conjunto dos abertos-fechados de X;

e Z(X) é o conjunto dos subconjuntos funcionalmente fechados de X, os “zero-sets”

de X, ou seja, A € Z(X), se A= f~1(0), para alguma func¢ao f € C(X);

e R(X) € o conjunto dos fechados-regulares de X. Relembrando, F' é fechado-regular



O—X'X
de X,se F=F ;

e RO(X) c)é o conjunto dos abertos-regulares de X'. Entao A € 7(X) é aberto-regular,
se, A =Z&.

E facil ver que A C X é aberto-regular se, e s6 se, X \ 4 € R(X).

Os conceitos que envolvem fungoes cardinais terdo a conotagdo usual que pode ser
encontrada tanto em [JUH80] como em [ENG89]. Ou seja, para uma espago X: ¢(X) é
a celularidade de X, d(X) a densidade, L(X) o grau de Lindelof, w(X) o peso e x(X) o
carater. Faremos uma ressalva: quando falarmos em o-compacto , significara que o espaco
é unidao enumeravel de compactos; enquanto X serd dito A-compacto quando todo reco-
brimento aberto de X admitir um subrecobrimento de cardinalidade estritamente menor
que A, para A cardinal.

Um subespago A serd G5 em X quando for intersec¢ao enumeravel de abertos de X.

E para A, cardinal, B serd (G, quando for intersecgao de A abertos.

1.2 TUm pouco de Reticulados e Filtros

Para uma ordem parcial < em um conjunto A, as nogoes de supremo, infimo, méximo,
minimo, limitantes superior e inferior serao as usuais. Para S C A, VS é o supremo de
S,e NS ,oinfimo. Se S = {s;:1 € I} C A, poderemos escrever V s; no lugar de V/{s; :
i € I} (analogamente para o infimo). Quando existirem \/ A e /\zi}, chamaremos (4, <)
de limitado. Diremos que (A4, <) é um semi-reticulado superior se existir o supremo
de {z,y}, para quaisquer z,y € A (V{z,y} serd denotado por z Vy ). Analogamente,
falaremos de semi-reticulados inferiores e x A y serd o infimo de {z,y}. (A, <) serd
um reticulado se for semi-reticulado superior e inferior. Teremos que (4, <) é um semi-
reticulado superior completo se existir o supremo de qualquer subconjunto nao-vazio
de A. Por analogia, (4, <) serd dito um semi-reticulado inferior completo. E claro
quando (A, <) serd dito um reticulado completo.

Quando (A, <) é um reticulado, é comum tratar V e A como operagoes em A que sdo

comutativas, associativas e que ainda satisfazem: para quaisquer a,b € A,

ea<bsaVb=bsaAb=a,



eag=aVa=aAla,e,
eaA(aVb)=a=aV(aAb).

Assim, freqiientemente, falaremos também em reticulado nos referindo a (A, Vv, A), onde V
e A sdo operagoes com as propriedades citadas. Quando (4, V, A) for reticulado limitado,
chamaremos o maximo de A de 1, e o minimo de 0. Temos, assim, a propriedade: a =
aVO0=aA1l,0=aA0,el =aVl, para qualquer a € A. E, novamente, também nos
referiremos a (4, V, A, 0,1) como reticulado limitado, onde (4, V, A) é reticulado, e, 0 e 1

tém a propriedade colocada na frase anterior.

Exemplo 1.1 (1) Dado um conjunto B, temos que (P(B), C) é um conjunto parcialmente
ordenado. Ainda, se ) # C C P(B), VC = UC ¢ NC = NC. Logo (P(B),C) é um
reticulado completo;

(2) Dado um espago X, temos que B(X), Z(X),7(X),R(X) e RO(X) sdo todos

reticulados limitados por inclusao:

e O mdzimo de todos eles € X e o minimo € o vazio;

e ANB=ANBeAVB=AUB, para A,B € B(X)U Z(X)UT(X) (¢ fdcil ver
que [7H(0)Ug™H(0) = (f9)7(0) e /71(0) N g™ (0) = (f* + ¢%)*(0), para quaisquer
fr9 € C(X));

X

e ANB=ANB eAVB=AUB, para A, B € R(X);

’OX—
e ANB=ANB eAVB=A" UB, para A, B € RO(X).

Ainda, RO(X),R(X) e 7(X) sdo completos:

ox

oXx P
e Dado 0 # S C RO(X), temos que \V S “US e NS = N ?X,
Ses

X X

o Para@#TQ’R(X),VTzTUT?Z)"( BATZﬁ)ﬁr )
€

e Se0#QCT(X),VQ=UQeAQ=N0.

Quando R for um reticulado limitado, falaremos que F C R é um filtro em R (ou
R-filtro), se,

e F for ndo-vazioe 0 ¢ F;



e a Ab € F, sempre que a,b € F; e,
e cec F,semprequec€ R,a€ Fea<c.

Chamaremos um filtro U4, em R, de ultrafiltro em R (ou R-ultrafiltro), se U for
maximal por inclusao, ou seja, se nao existir um R-filtro que o contenha propriamente.
Dados a € R e B C A, diremos que a encontra B, se a A b # 0, para qualquer b € B.

Resultado conhecido por todos que trabalharam, alguma vez na vida, com filtros é a

proposicao seguinte:

Proposicao 1.1 Para um reticulado R limitado, temos:
(1) Todo R-filtro estd contido em algum R-ultrafiltro,

(2) U é um R-ultrafiltro se, e somente se, todo elemento de R que encontrad pertence

al. Il

Chamaremos um reticulado (A, V,A) de distributivo, se, para quaisquer a,b,c €
A,aV(bAc) = (aVb)A(aVe), e, aN(bVe) = (aAb)V(aAc). (A,V,A,0,1), um reticulado
limitado, serda dito complementado, se, para todo a € A, existir algum b € A, tal que
aVb=1eaAb=0. Nao estamos falando nenhuma novidade, e é fato conhecidissimo que,
se (A, V, A, 0,1) for distributivo e complementado, cada a terd somente um tnico elemento,
que chamaremos a’, nas condigoes citadas. A partir dai, chegamos a defini¢do de dlgebra
booleana: (4,V,A,0,1) é dlgebra booleana se for reticulado limitado, complementado e
distributivo.

Diremos que um R-filtro F serd primo, se a € F ou b € F, sempre que a,b € R e
a Vb € F. Facilmente temos que, quando R for um reticulado limitado distributivo, todo

R-ultrafiltro serd primo.

Exemplo 1.2 Temos que R(X),RO(X) e B(X) sao todas dlgebras booleanas (com as
operagdes jd vistas):

o Para A€ R(X), A =X\A,

e Para A€ RO(X),A' =X \ZX, e,

e Para A € B(X),A' =X\ A.

Proposicao 1.2 Para B, uma dlgebra booleana, e, U, um filtro em B, sao equivalentes:



(1) U é um ultrafiltro,
(2) U é um filtro primo,
(8) para qualquer a € B, a € Y ouad € U. I

Para um espago X e um reticulado R = (A4, V,A,0,1), tal que A C P(X), chama-

I : . =X
remos, para um R-filtro F, de aderéncia de F a interseccdo () F~, e a denotaremos
FeF

por adx(F). Diremos que F converge (em X) para z, se € F, sempre que z €Q e
2 € A. Sendo assim z serd um limite de F. Denotaremos o conjunto dos limites de F
por cx(F). Quando adx (F) # 0, diremos que o filtro F é fixo. Caso contrario, F sera
livre.

Muitas vezes abusaremos da linguagem referindo-se a um “filtro em D”, onde D é
um conjunto, abreviando “filtro em P(D)”. Ainda diremos “filtro de abertos de X", para
X um espago, no lugar de “filtro em 7(X)”. Alids, quando for claro, deixaremos de dizer
em qual reticulado um filtro se “suporta”.

Logo na préxima segao falaremos em “morfismos” entre reticulados ou dlgebras bo-

oleanas: usaremos a nogao natural.

1.3 O Teorema da Representacao de Stone

Aqui mostraremos uma ferramenta que cria um espago topolégico compacto e zero-

dimensional a partir de uma &lgebra booleana.

Definicao 1.1 Seja B uma dlgebra booleana. Definimos S(B) = {U : U é um ultrafiltro
em B}, e, para cada a € B, A(a) = {U € S(B) : a € U}.

Proposicao 1.3 Para uma dlgebra booleana B e a,b € B, valem:
(1) A1) = 5(B),
(2) AMa) =0 < a=0,
(3) AMaV b) = Xa) U A(b),
(4) Ma Ab) = AMa) N A(b),
(5) Ma') = S(B) \ Xa),
(6) Para B' C B, nao-vazio, temos () A(a) ={U € S(B): B' CU}.

e€B’'



Demonstracao O item (1) é trivial, jd que os elementos de S(B) sdo filtros e 1 é o
maximo de B. O item (5) é conseqiiéncia imediata de (3) e (4). (4) é trivial, j4 que
estamos trabalhando com filtros. (3) é conseqiiéncia imediata da proposigao 1.2. (6) é
trivial pela definigao dos objetos em uso.

(2) Sempre temos 0 ¢ F, para qualquer filtro F em B. Agora supondo a # 0, cons-
truimos o filtro G = {b € B : a < b} em B. Como existe U € S(B) que contém G, pela
proposigao 1.1, temos que A(a) # 0. [ ]

Podemos definir em S(B) uma topologia com base {A(a) : a € B}. Assim S(B)
equipado com esta topologia é chamado de Espago de Stone de B. Observamos que
{Ma):a € B} CB(S(B)), e que, a aplicagdo a € B +— A(a) é injetora.

Lembramos que um espaco é zero-dimensional se tiver uma base constituida de

abertos-fechados.

Teorema 1.1 (Teorema da Representacao de Stone) Para B uma dlgebra booleana
temos:

(1) S(B) ¢ um espago de Hausdorff compacto e zero-dimensional,

(2) {A(a) : a € B} = B(S(B)),

(3) a aplicagdo a € B — Aa) é um isomorfismo “booleano” de B sobre B(S(B)).

Demonstracao (1) Claramente S(B) é zero-dimensional.

Dados U,V € S(B), distintos, temos que existem u € U e u € V tais que u Av = 0,
pela proposi¢ao 1.1. Assim separamos U e V por A(u) e A(v), respectivamente.

Seja F um filtro de fechados de S(B). Queremos mostrar que N F # (. Podemos
construir o filtro G = {a € B : A(a) € F} em B, ji que F éfiltroe {\(a) : a € B} também
é base de fechados de S(B). Seja U € S(B) que contém G. Suponha F' € F e temos que
F = N A(a), para algum A C B. Assim A C G, visto que A(a) é fechado para qualquer
aé/g.eiogoAQQQUeL{G N AMa)=F. Daid e N F.

(2) Falta-nos mostrar uma Ec/;ntim?mcia. Seja 2 um aberto-fechado de S(B) e seja
A C B tal que Q@ = U A(a). Como 2 é fechado e S(B) é compacto, {2 é compacto, e
existe A’ C A, finito, (tlzirque QC U Aa). Logo © = A\(V 4’), lembrando que \/ A’ existe

acA'
pois que A’ é finito.



(3) O item anterior nos deu a sobrejetividade. A proposi¢ao 1.3 completa a demons-

tragao que a citada aplicagao é isomorfismo de algebra booleana. |

Proposicao 1.4 Seja B uma dlgebra booleana. Para ) # T C S(B), definimos F(T) =

{a€ B:T C Ma)}. Entdo F(T) é um filtro em B, e, T = N Aa) = {U € S(B) :
a€F(T)

F(T) € U}.

Demonstracao Claramente é filtro em B. Vejamos as igualdades.

Seja h € TP e a € F(T). Dado b € U, temos que 0 ZAb)NT C Ab) N Aa) =
A(bAa), ou seja, aAb # 0. Como a encontra U que é ultrafiltroem B, a € U e U € \(a).
Agora suponha i/ € [ A(a) \TS(B). Assim, existe b € U tal que TN A(b) = 0. Logo

a€F(T)
T CSB)\ADb) =) eV € F(T). Mas U € (V') eV € U, e chegamos a um absurdo.
A tltima igualdade é conseqiiéncia do item (6) da proposi¢ao 1.3. |

1.4 Extensoes de Espacos

Ao longo do trabalho usaremos muitos resultados acerca das extensoes de um espaco
dado. Alguns deles até triviais mas faz-se necessédrio enuncid-los para que possamos con-
vencionar notagdao. O que veremos aqui estd melhor discutido e mais completamente
enunciado no capitulo 4 de [PW87].

Diremos que Y é uma extensao de X se X é subespaco denso de Y. Neste caso,
chamaremos Y \ X de resto de X em Y.

Resultado conhecido e freqiiente exercicio de provas de topologia é a proposicao se-

guinte:

Proposicao 1.5 SejamY uma eztensdo de X, Z um espago de Hausdorff e f € C(X, Z).

Entao f tem no mazimo uma extensao continua de 'Y em Z. |

Nao fugindo a regra, queremos trabalhar com as extensoes de um espaco mas sem
nos preocuparmos com o fato que temos uma classe e nao um conjunto. Sem contar que
queremos identificar as que sao homemomorfas por fungoes continuas que estendam as

“inclusoes”.

Proposicao 1.6 SeY ¢ uma extensio de Hausdorff de X, entdo Y| < 22",



Demonstracao Para cada p € Y, definimos OP = {UNX : U € 7(Y) e p € U}
(mostraremos em outro instante que O? é um filtro de abertos de X). Sep,q €Y ep # ¢
temos que existem U,,U; € 7(Y), tais que p € Uy, ¢ € Up e Uy NU; = 0. Se OP = 09,
existe Ve7(Y)talquege VeVNX=UNX. Assim ¢ € VNU,, e, como X é denso
emY,VNUNX #0. Mas VNU,NX =U,NU,NX eUyNU, =0. Logo OF # O9.
Assim, p € Y — OP € P(P(X)) é uma aplicagio injetora. [ |

Definigao 1.2 (1) Duas extensies ) e Yy de X serdo ditas equivalentes se existe um
homeomorfismo h : Yy — Y, tal que h(z) = =z, para todo z € X. O fato de Y; ser
equivalente a Yy serd denotado por Yy =x Y.

(2) Dado X wum espago, seja E(X) a classe das extensoes de Hausdorff de X tal
que dois elementos distintos de £(X) ndo sao equivalentes e qualquer extensio de X ¢é
equivalente a algum membro de £(X). SeY € uma extensio de X eY =x Z, onde Z €

E(X), wdentificaremos Y e Z, e escreveremos Y € E(X) para denotar esta identificacao.
¢

Sempre identificaremos as extensoes de um espago dado considerando-as iguais. Dai

chegamos ao coroldrio seguinte, resultado imediato da proposicao 1.6.

Corolario Para um espago X, £(X) é um “conjunto”. [ |

Definicao 1.3 Para um espago X eY,Z € £(X) definimos que Y sera maior proje-
tivamente que Z, e escreveremos Z <Y (ouY > Z), se existe uma fung¢ao continua
f:Y = 7 tal que f|x = idx.

Esta relacdo define uma ordem em &£(X).
Proposicao 1.7 Para um espaco X, (E(X), <) € um semi-reticulado superior completo.

Demonstragcao Primeiramente >, da maneira como foi definida, é claramente reflexiva
e transitiva. Suponha Y > Z e Z > Y, onde Y, Z € £(X). Entdo existem f € C(Y,Z) e
g €C(Z,Y) tais que f|x = g|x =idx. Assim foge C(Z,Z),e (fog)|x =1idz|x. Logo,
pela proposicao 1.5, fog=1idzeY =x Z.

Para mostrarmos que é semi-reticulado superior completo, basta vermos que dado
0 # S C E(X), ndo-vazio, ml‘[s é o supremo de S, onde e : X — ]S (lembrando que

[1S= I T) é a funcao continua definida por e(z) = (z)res (ndo nos ateremos com o0s
TeS



detalhes deste fato ja que estdo feitos em muitos livros e estes ndo serem os principais

objetos de estudo deste trabalho). =

Definicao 1.4 Seja ) # Q C £(X) para wm espago X. Um eztensdo Y € £(X) é um
maximo projetivo em (ou de) Q, seY € Q eY > Z para qualquer Z € Q (note que
Y>VQ, ejdqueY € Q, seque que VQ > Y, entio Y =x V Q).

Corolario Para um espago X', o mdximo projetivo de £(X) é X. [ |

Definicao 1.5 (1) Seja P uma classe de espagos fechada por homeomorfismos, i.e., se
X €P eX € homeomorfo aY, entdo Y € P. Estas classes sao chamadas de repletas.
(2) Para um espago X, seja Ep(X) ={Y € £(X):Y € P} . O conjunto Ep(X) ¢

chamado de conjunto das P-extensoes de X.

Chamaremos uma classe P de hereditariamente fechada ou hereditaria nos
fechados se A € P, sempre que A for fechado de X ¢ X € P. E diremos que P é
hereditariamente produtiva ou hereditaria por produtos se [[ A € P toda vez que

A C P e A for conjunto.

Proposicao 1.8 Sejam X um espago e P uma classe repleta hereditariamente fechada e
produtiva. Se Ep(X) # 0 entdo Ep(X) € um semi-reticulado superior completo de £(X);

em particular, Ep(X) tem um mdzimo projetivo.

Demonstracao Dado § # S C &Ep(X) temos que Z = VS existe em £(X). Assim
Z > Y para todo Y € S, e nos basta mostrar que Z € £p(X). Pela demonstracao da

—IIs
proposigdo 1.7, temos que Z =x e[X] onde e : X — [[S é mesma definida naquela

proposicao. Ja que P é hereditariamente produtiva temos que [[S € £p(X). E, por P ser

p—
hereditariamente fechada, e[X] € £p(X). Assim Z € Ep(X). =

Esta proposicao (muito interessante) logo nos motiva a perguntar se as condigoes
sao necessarias. O fato da classe P ser repleta é essencial visto que estamos identificando
as extensoes equivalentes. Quanto ao fato de ser hereditariamente fechada, este ndo sera
essencial. Usaremos para contra-exemplo a classe dos espagos H-fechados que estudare-

mos mais a frente.



Agora apresentaremos dois resultados que dao condigoes necessarias e suficientes para

que possamos estender uma funcao continua.

Proposigao 1.9 Seja Y € £(X) para um espago X, e sejam Z um espago reqular e uma
fungao f € C(X, Z). Sao equivalentes:

(1) eziste uma funcao F € C(Y, Z) que estende f,

(2) para todoy € Y, o filtro F, = {A C Z : f[U] C A, para algum U € OV} converge
(lembrando que OY = {WNX:ye Wer(Y)}) m

Nao queremos nos aprofundar em discussoes aqui - nao € o objetivo deste trabalho -
mas, vale observar que, a regularidade de Z nao pode ser omitida.

Logo mais estaremos falando nas extensdes compactas de um espago, sendo assim,
enunciamos um resultado também referente a extensoes de fun¢oes continuas, com alguns

objetos compactos.

Proposicao 1.10 Para um espago X,Y € £(X), Z um espago compacto e de Hausdorff,
e f € C(X,Z). Entio f tem uma extensio F' € C(Y,Z) se, e somente se, f"l[B]Y N
f ‘1[C]Y =), para quaisquer B e C fechados em Z e disjuntos. [

Passemos agora a discutir as compactificagoes de um espacgo, que serd como cha-
maremos as extensoes compactas (de Hausdorff). Denotaremos a classe dos espagos com-
pactos por K, e, para X um espago, chamaremos £x(X) de £(X). Lembremos que K(X) é
ndo-vazio se, e somente se, X é de Tychonoff (ou completamente regular), ou seja, quando
Z(X) for base para os fechados de X. E fato conhecido que um subespago fechado de uma
compacto sempre serd compacto. E ainda, pelo famoso teorema de Tychonoff, o produto
topoldgico de espagos compactos é compacto. Sendo assim, K € repleta e hereditariamente
fechada e produtiva, e, pela proposicao 1.8, para um espago de Tychonoft X, K(X) tem

um maximo produtivo.

Definicao 1.6 Para um espaco de Tychonoff X, denotamos o mdzimo projetivo de IC(X)

por BX e o chamamos de compactificado de Stone-Cech de X.

Temos varias demonstragoes do fato: se X é de Tychonoff, entao K(X') # (. Nas mais
comuns, sempre explicitamos X e sempre obtemos algumas propriedades desse espaco.

O teorema seguinte mostra que, de fato, essas propriedades definem o compactificado
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de Stone-Cech. Novamente omitiremos sua demonstracdo que é comum nos livros de

topologia, por exemplo, em [ENG89], segdo 3.6.

Teorema 1.2 O compactificado de Stone-Cech BX de um espaco de Tychonoff X ¢é unico

(a menos da identificacdo feita na definicdo 1.2), por entre as compactificacées de X, com

respeito a cada uma das propriedades abaizo:

(1) BX é o mdzimo projetivo de K(X),

(2) toda fungao f € C(X,K), para K um espago compacto, tem wma extensdo
continua F € C(fX, K),

(3) 7 nEr = ZiN Zgﬂx, para quaisquer Zy,Z, € Z(X),
(4) todo ponto de fX € o limite de um tinico Z(X)-ultrafiltro. [ |

Coroléario Se B € B(X), para um espago de Tychonoff X, entio B ¢ B(BX). [

11



Capitulo 2

Espacos H-fechados e H-minimais

E fato conhecido que todo subespago compacto de um espago de Hausdorff serd sempre
um subconjunto fechado deste. A reciproca nao é verdadeira. Aos espacos que tiverem
esta propriedade daremos o nome de H-fechados. Curiosamente (serd mesmo?) algumas
equivaléncias com esta propriedade se assemelham em muito as caracterizagdes para um
espaco compacto.

Embora nem todo espago possa ser imerso densamente em um espaco compacto
(somente os de Tychonoff), veremos que qualquer espaco terd extensao H-fechada. De
certa maneira, os espagos compactos estdo para os de Tychonoff, assim como os H-fechados

estdo para os de Hausdorff.

2.1 Relembrando os Compactos

Nao é nenhuma novidade a definigdo de espago compacto. Também serdo as usuais
as nogoes de recobrimento, subrecobrimento e “familia com a p.i.f.” (propriedade da
intersecgao finita). As proposigoes abaixo s6 estdo aqui para refrescar a meméria e para

que possamos ver um claro paralelo entre a compacidade e o fato de ser H-fechado.

Proposicao 2.1 Para um espago X, ndo necessariamente de Hausdorff, sio equivalentes:
(1) X é compacto,
(2) toda familia de fechados com a p.i.f. tem intersec¢io ndo-vazia,
(3) todo filtro em X tem aderéncia nao-vazia,

(4) todo ultrafiltro em X converge. [ |
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Proposigao 2.2 Se X ¢ compacto, Y € espaco , e f € C(X,Y) ¢é sobrejetora, entio Y ¢

compacto. m

Como jd citamos a compacidade é hereditamente fechada ¢ produtiva.

2.2 Os H-fechados e a Extensao de Katétov

Definicao 2.1 Um espago X, de Hausdorff, é H-fechado se X ¢ fechado em todo espaco

de Hausdorff que contenha X como um subespaco.

Aqui estao propriedades que se assemelham as dos compactos.

Teorema 2.1 Para um espago X, de Hausdorff, sdo equivalentes:

(1) X €é H-fechado,

(2) para todo recobrimento aberto de X, eziste uma subfamilia finita cuja unido é
densa em X,

(8) todo filtro de abertos de X tem aderéncia ndao-vazia,

(4) todo wultrafiltro de abertos de X converge.

Demonstracao
(1) = (3) Seja F um filtro em 7(X) com aderéncia vazia. Definimos Y = X U {occ}, onde

oo ¢ X, com seguinte topologia: 0 CY é aberto se, e s6 se,
e ONX € 7(X),
e 00 € Q= NF CQnN X, para alguma subfamilia finita nao-vazia F' de F.

Como F é filtro, X é subespago denso de Y e X € 7(Y). Assim, para chegarmos a
uma contradigao, basta vermos que Y é de Hausdorff, ja que X é H-fechado.

Sejam z,y € Y,z # y. Sex,y € X podemos separa-los por abertos de Y, visto que X
é de Hausdorff e 7(X) C 7(Y’). Supondo = = oo temos que existe F' € F tal que y ¢ e

assim separamos z e y com os abertos disjuntos de Y, FU{co} e X\fx, respectivamente.

(3) = (4) Dado um U ultrafiltro em 7(X), adx(U) = cx(U), pela proposicio 1.1. Por
hipdtese, adx (U) # 0 e U converge.

13



(4) = (2) Seja D um recobrimento aberto de X tal que nenhuma subfamilia finita sua

seja densa em X. Definimos o filtro F em 7(X) por:
QeFs X\ U’D’X C QQ, para alguma subfamilia finita D’ de D.

Pela proposicao 1.1, existe U ultrafiltro em 7(X) que contém F. Seja z € cx(U).
Como D é recobrimento de X existe D € D tal que z € D. Assim D € U. Como
X\ D" € F temos que D, X\ D" € U. Logo § = D\D" = Dn (X \D*) e U, o que

que é um absurdo.

(2) = (1) Seja Y um espaco de Hausdorff que contenha X como subespaco e suponha
que exista y € X \ X. Para cada = € X temos que existe D, € 7(Y) tal que z € D, e
y ¢ D_my. Assim {D; N X : 2 € X} é um recobrimento por abertos de X e, por hipétese,
existe X' C X, finito, tal que

X=UD,nx' = U D,nx ' nvc uD.
zeX' TzeX'’ TzeX'

==Y —Y e —Y

Logoy € X\ U D, , e, por conseqiiéncia, X \ U D, # 0, chegando a uma con-
zeX’ zeX'

tradicao com a continéncia exposta acima. |

Corolario Um espago X, de Hausdorff, é compacto se, e somente se, é H-fechado e
regular.

Demonstracao (=) Imediato da definigdo de H-fechado.

(«<=) Seja D um recobrimento aberto de X. Para cada z em X existe D, em D ao qual
pertence. Como X é regular existe V;, vizinhanca aberta de z, tal que Vvk C D,. Assim

{Vz : x € X} é recobrimento aberto de X e, pelo item (2) da proposicio 2.1, existe X’,
X

subconjunto finito de X, tal que X = U V;,
zeX'’

Logo, X = U —XZX C U D,=U{D,:z € X'}, e D admite subrecobrimento finito
e X’ TeX'
para X. [ |

Nos espagos H-fechados nao temos a hereditariedade nos fechados. Temos a heredi-
==X
tariedade nos fechados-regulares. Lembramos que F' C X é fechado-regular, se F =F

Assim os fechados-regulares sao os fechos dos abertos de X.

Proposigao 2.3 Se X' é H-fechado e U € 7(X), entdo T* ¢ H-fechado.
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Demonstracao Usaremos o item (3) do teorema 2.1.

Seja F um filtro de abertos de U . Se Q € 7(X) e QNT" £ 0, QN U & aberto
nao-vazio de X'. Assim fica bem definido o filtro D = {W € 7(X) : QNU C W, para
algum © € 7(X) tal que QNT" € F} de abertos de X

Por hipoétese existe z € adyx (D). Como U € D, = € [0 Vejamos que z € adzx (F).
Suponha A € Fez € B € T(UX). Sendo assim existem Q, W € 7(X) tais que A = olalig
e B=WnU" . LogoQNU € Dexz € TNTU NW. Portanto WNQNU # 0,
ANB=QnWnT* £0ezec A . b

Lembremos que um espago X ¢é dito de Urysohn, se, para quaisquer z,y € X,
existem Uy, Uy € 7(X), tais que z € Uy, y € U, e TN =0.

Para cada espago X', chamamos o espago topoldgico com o mesmo suporte de X e a
topologia gerada pelos abertos-regulares de semi-regularizagao de X. Denotaremos este
espaco por X;. E fato conhecido que X serd de Hausdorff se, e s6 se, X, o for. Diremos
que X serd semi-regular, se X; = X. Com simplissima dlgebra de conjuntos provamos
que X, é sempre semi-regular, RO(X) = RO(Xj;), e T* = UX’, para qualquer U aberto
de X.

Depois do Corolario seguinte colocaremos um exemplo de um espaco que serd H-

fechado e nao-compacto, e, ainda, semi-regular e nao-regular.

Corolario Um espago X, de Hausdorff, é compacto se, e somente se, é H-fechado,
semi-regular e de Urysohn.

Demonstragao Claramente temos uma das implicagoes. Para chegarmos a equivaléncia,
usaremos o primeiro coroldrio do teorema 2.1: vejamos que X é regular, ou seja, mostre-
mos que todo ponto de X tem sistema fundamental de vizinhancas fechadas.

Suponha z € U € 7(X). Dada a semi-regularidade, existe V € RO(X), ou seja,
um aberto-regular de X, tal que x € V C U. Assim F' = X \ V é fechado-regular. Para
cada y € F existem A,, B, € 7(X) tais que z € A,, y € B, e A_yX ﬂFyX = (), pois X é
de Urysohn. Assim {B, N F :y € F'} é recobrimento aberto de F' que é H-fechado pela

proposicao anterior. Entao existe C' C F', finito, tal que



Logo z € W € 7(X) e W CVCU,onde W= A.. [ |
zeC

Exemplo 2.1 Seja X o subespaco ]0,1] x [—1,1] de IR*. Escolhamos p™ e p~ dois pontos
quaisquer que nao estejam em X, e consideremos Y = X U {p*,p~}. Definamos uma

topologia em Y : U CY € aberto em Y se

e UNX € 7(X),

e sept €U, entao existe r > 0 tal que |0,7[x]0,1] C U, e,

e sep” € U, entao existe s > 0 tal que |0, s[x[-1,0[C U.

Vejamos que Y € H-fechado. Dado C um recobrimento aberto deY, temos que existem

Ut eU~ emC tais quep™ € Ut ep™ € U™. Assim existe r > 0 tal que ]0,7[x]0,1] Cc U+
e |0,7[x[-1,0[Cc U~. Como [r,1] x [—1,1] € compacto, existe C' C C, finito, tal que
[r,1] x [-1,1] CUC". Assim Y =T+ uT=" U (UC).

E fdcil ver que p* nem p~ tém sistema fundamental de vizinhancas fechadas. Logo

Y nao € compacto. Mas, ainda assim, Y é semi-reqular.

Definicao 2.2 Sejam X eY espacos, f uma fung¢iao de X em Y,exy € X.

(1) f € f-continua em x, se para cada vizinhanca aberta V de f(z), existe uma
vizinhanca aberta U de xqo tal que f[UX] C v

(2) [ é 6-continua em X se f é 0-continua em todo ponto de X .

(8) O conjunto das fungoes 0-continuas de X emY é denotado por 0C(X,Y).

(4) f é B-homeomorfismo se [ ¢ bijecao e ambas f e [~ sdo O-continuas.

Junto com as funcoes #-continuas sempre aparece a nogao de 6-fecho:

Definicao 2.3 Dados um espago X e U C X, chamaremos de 0-fecho de U, e o deno-
taremos por ﬁxo, o conjunto {x € X : Vnu # 0, para qualquer V, vizinhanca aberta
de x}. Diremos, ainda, que U ¢ 6-fechado, se T =U.

Conhecemos bem a equivaléncia para funcoes de X em Y (X e Y espagos),
feCX,)Y) e f[UX] - f[U]Y, para qualquer U C X.

Vejamos um resultado #-andlogo:
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Proposicao 2.4 Para os espacos X eY, e f: X = Y, f é 0-continua se, e somente se,
" —_Y i
FI0*°1 < 70T, para qualquer U C X.

Demonstragao Suponha, primeiramente, f € 0C(X,Y) e U C X. Dados z € 7Y e
V e 7(Y), tais f(z) € V, temos que existe W € 7(X), tal que z € W e f[WX] cv.
Como W NU # 0 temos que 0 # flUIN f[ﬂ_/X] C f[U] NV Assim f(z) € T[F]YG.
Agora suponhamos existir x € X tal que f ndo é f-continua em z. Entao existe
Q e 7(Y) tal que f(z) € Qe f[P'] ¢ @, ou ainda, P* N (X\ f‘l[@)’,]) # 0,
para qualquer P € 7(X), vizinhanca de z. Sendo assim, z € X\f‘l[@Y]Ao. Logo
f(a) € JIX\ Q] . Mas f() € Q € r(Y), e dai, O N JIX\ f[0"]) 0, o que &

um absurdo. ]

Vejamos algumas f-propriedades importantes:

Proposicao 2.5 Para um espago X, valem:
(1) Se A,BeP(X), AUB " =AUB,
(2) SeU e 7(X), T =T",
(3) Para AC X, AC AX c ™ C Zxo,
(4) Para A C X, A% ¢ um fechado de X,
(5) Se D ¢ denso em X e A C D, entio AP =g ND,
(6) X € regular se, e sd se, T = UX, para qualquer U C X,
(7) X € de Hausdorff se, e sd se, {IL‘—}X0 = {z}, para qualquer z € X.

Demonstragao As demonstragoes de (1), (2), (3) e (4) sdo triviais a partir da definicio.

(5) Sejazx € AP ¢ suponhaz € U € 7(X). Entaoz € UND € 7(D) eUND NA £
0. ComoUnD  =UND NDCTU",ze A°ND. Agora suponha z € DN A ¢
z €V € 7(D). Entdo V =U N D, para algum U € 7(X), e, dai, T nA # 0. J4 que D
édensoem X, T =TND =V eV NnA=V"NDNA=7"NA=T"nA. Logo
zeA”.

(6) Suponha X regular e U C X. Dados z € T* ¢ W uma vizinhanga aberta de
z, existe V € 7(X) tal que z € V C vX C W, ja que z tem sistema fundamental de
vizinhancas fechadas. Dai V> NU £0e WNU # 0. Assimz € U.

Agora suponha U = T°, para qualquer U C X. Dados z € Q € 7(X), temos que
¢ X\Q =X\ Q=X \ Q. Assim existe O € 7(X) tal que z € O ebxﬂ(,\'\ﬂ) =1

17



Sendo assim todo ponto de X tem sistema fundamental de vizinhancas fechadas.

(7) Suponha X de Hausdorfl. Dados y # z, temos que existem Uy, U, € 7(X), tais
quez U,y el eUNUp=0. Assimy ¢ U, =0, ey ¢ {_:z}xo. A volta é trivial
pela definigao de 6-fecho. [ |

Dado um filtro 7, em X, podemos falar em #-aderéncia de F, que é a interseccao
adl(F) = N F*

FeF
muito parecida com a do item (3) da proposigao 2.1:

Podemos, entdo, conseguir uma propriedade para os H-fechados

Proposicao 2.6 Para um espago X, de Hausdorff, sao equivalentes:
(1) X €é H-fechado, e,

(2) todo filtro em X tem 6-aderéncia nao-vazia.

Demonstracao (=) Seja 7 um filtro em X. Consideremos 7' = F N 7(X) e temos
um filtro de abertos de X. Por hipdtese, existe = € adyx(F'). Suponha que exista F € F
tal que z ¢ FX*. Entdo existe U, vizinhanga aberta de z, tal que UX NF = (. Assim
F C X\ﬁx eX\UX € F. Sendo assim X\UX €eFlexeX \UXA. Mas z € U € 7(X)
e U\UX # 0, o que é um absurdo.

(<) Seja G um filtro de abertos de X'. Consideremos G' = {A C X : U C A, para algum
U € G} que serd um filtro em X. Sendo assim G C G". Logo 0 # ad% (G') C ad%(G). Pelo

item (2) da proposigao 2.5, temos que adx(G) = ad%(G), e, assim, G é fixo. [ |

Proposicao 2.7 Se X, Y e Z sao espagos e f : X =Y eqg:Y — Z. Entdo:

(1) Se f € 0-continua em o € X e g é 6-continua em f(zy), entdo go f é 6-continua
em Ty,

(2) C(X,Y) C6C(X, V),

(3) SeY € regular, entao C(X,Y) =0C(X,Y),

(4) Se AC X, e febC(X,Y), entdo f|la € 0C(A,Y),

(5) Se D é denso emY, f € 0C(X,Y), e f[X] C D, entdo f € 6C(X, D),

(6) Se f € 0C(X,Y) é sobreje¢ao e X é H-fechado, entdo Y ¢é H-fechado,

(7) A identidade idy : Xy — X € um 0-homeomorfismo,

(8) X € H-fechado se, e sd se, X é H-fechado.

Demonstracao (1) e (4) sao imediatos da definic@o de #-continuidade. (2) é conseqiiéncia

imediata de que f é funcao continua de X em Y se, e s6 se, f[ZX] C f[A]Y, para qualquer
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ACX.

(3) Basta lembrarmos que todo ponto de Y tem sistema fundamental de vizinhancas
fechadas.

(5) Seja U C X. Temos que f[UX”] & myﬂ N D. Pelo item (5) da proposicao 2.5,
ng = WU—]YO N D. Assim f € C(X, D).

(6) Seja F um filtro em Y. Definimos G = {U C X : f~![F] C U, para algum
F € F} e temos um filtro em X. Pela proposigdo 2.6, a f-aderéncia de G é nao-vazia.
Seja z € ad%(G). Dado F € F temos que f~![F] € G e, dai, z € fT[F]Xo. Como f é
f-continua, f(z) € -f[_fTF]]YO —=F", pela proposicio 2.4.

(7) Claramente idx : X — X é continua, e portanto f-continua, pois 7(X,) C 7(X).
Vejamos que sua inversa (()ela. préprial) é f-continua. Sejam z € X, U uma vizinhanca
aberta em X de z, e V :U&. Assimz eV e 1(Xs)eV

(8) Imediato dos dois dltimos itens. ]

Definicao 2.4 Seja H a classe de todas os espagos H-fechados. Para um espago X,
chamaremos E4(X) de H(X).

Como ja observamos no paragrafo anterior a proposi¢ao 2.3 ndo temos que a classe
7H é hereditariamente fechada. Mas ainda assim ela é hereditariamente produtiva.
Proposicao 2.8 Sejam {X, : a € A} uma familia de espagos nio-vazios. Entio [] X,

a€A
¢ H-fechado se, e somente se, X, € H-fechado para todo a € A.

Demonstracao Chamemos ][ X, de Y e seja p, a projegdo de Y em X, para a € A.
(=) Como p, é continua e sgle)?ejetora, temos que X, é H-fechado sempre que Y é H-
fechado, para todo a € A, pelo item (6) da proposigao 2.7.

(«=) Usaremos o teorema 2.1. Seja U um ultrafiltro em 7(Y). Para cada a € A defi-
nimos U, = {Q € 7(X,) : p;'[Y € U} que é ultrafiltro em 7(X,). Por hipétese, existe
Zo € cx,(Uy). Sejaz = (x,)qea € vejamos que U converge para . Suponha W um “aberto
basico” que seja vizinhanca de z. Entao W = ﬂ’PZ '[po[W]] para algum A’ subconjunto
finito de A. Entdo p,[W] € U,, para qualquer ;Eé A. Sendo assim W € U, visto que A’ é
finito. |

19



Como H ¢é uma classe que nao é hereditariamente fechada ndo podemos aplicar a
proposi¢ao 1.8. E como foi dito, H serd um contra-exemplo para este resultado. Para
um espago de Hausdorff X, mostraremos que sempre H(X) # 0 e ainda explicitaremos o
maximo projetivo de H(X') por construgao. Este serd chamado de extensao de Katétov
de X e denotado por kX. Usaremos o mesmo método usado por Katétov.

Definimos kX = X U {U : U é 7(X)-ultrafiltro livre}. E facilmente verificado que
T(X)U{Uu{U}:Ueld e kX \ X} é uma base de abertos para uma topologia em kX .
Agora nos referiremos a kX tanto como conjunto quanto espago topolégico munido com

a referida topologia.

Teorema 2.2 Seja X um espaco de Hausdorff. Entao:

(1) kX é uma extensio H-fechada de X e X é aberto em kX,

(2) SeY € H(X), entdo existe wma unica fungao continua f : kX — Y tal que
flx =idx, te., kKX > Y,

(3) kX =V H(X), ou seja, kX é o mdzimo projetivo de H(X).

Demonstragao (1) Claramente temos que kX ¢ extensio de X e que X € 7(kX).
Vejamos que esta extensao é de Hausdorff e H-fechada.

Dados dois elementos de X podemos separa-los por abertos de X e, portanto, de kX
Sejam z € X eld € kX \ X. Como U é ultrafiltro livre, temos que existe U € U tal
que z ¢ T*. Assim X \T" e U U {U} sdo abertos disjuntos de kX que separam z e U.
Agora suponha U,V € kX \ X, distintos. Como sdo ultrafiltros, existem Ue U e V €V,
disjuntos. Logo U U {U},V U{V} € 7(kX), sdo disjuntos e separam U e V.

Suponha F um ultrafiltro de abertos de kX. Como X é denso em kX, X encontra
F, e, como é aberto em kX, X € F. Logo um aberto {2 de kX pertence a F se, e sé se,
QNX e F. Sejag={QNX:Q € F} eg éultrafiltro de abertos de X. Observamos
que G C F. Se z € cx(G), temos que F converge para z. Caso G seja livre temos que
G € kX \ X e F converge para G.

(2) Queremos estender a fungdo idx a kX continuamente. Para cada U € kX \ X,
definimos U’ = {W € 7(Y): WN X € U}. E facil ver que &’ & ultrafiltro de abertos de
Y e assim converge para um tnico ponto em Y. Definimos f(U) como sendo este ponto.
E flx = idx.

Claramente f é continua em qualquer z € X. Agorasejalf € kX \ X e Q € 7(Y),
vizinhanga de f(U). Dado que U’ converge para f(U) temos que 2 € U' e portanto
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2NX € Y. Sendo assim (2N X)U{U} é vizinhanga aberta de U e f[(QNX)U{U}] C Q.
Pela proposigao 1.5 temos que f é unica.

(3) Imediato dos dois itens anteriores. [}

Vejamos mais algumas propriedades da extensao de Katétov.

Proposicao 2.9 Para um espago X temos:
(1) kX \ X é um subespaco fechado e discreto de kX,
(2) Se U C X € aberto, entao TY =T U {UerX\X:UeUu},
(8) Se U,V C X sao abertos disjuntos de X , entdo (U”X OVKX) \ X =0,
(4) Se U e V' sao abertos de X tais que T nV* = 0,entio T 07 = 0; em

particular, se U € aberto-fechado de X, entao T ¢ aberto em kX

Demonstragao (1) Pelo teorema 2.2, kX \ X ¢é fechado. Dado U € kX \ X, seja
Q=XU{U}. Assim Qe 7(kX), {U} =QN (kX \ X) e kX \ X é subespaco discreto de
kX. ‘

(2) Basta vermos que T \X ={U e kX\X :Ue€U}. DadoU € kX \ X,
temos que U € U se, e s6 se, U encontra Y. Assim, se V € U € T \ X, temos que
VNnU=(Vu{U}nNU#0,jdque VU{U} € 7(kX). Ese U e U, temos UNK # 0
para qualquer (2 vizinhanga aberta de U/, devido a definigdo de 7(kX).

(3) Pelo item anterior, se U € T N7 \ X, tem-se U,V eld. MasUNV =0 e
0¢u.

(4) Imediato dos dois itens anteriores. [ ]

2.3 Espacos H-minimais

Trataremos aqui de uma classe de espagos, sub-classe dos H-fechados, que est4 inti-

mamente ligada aos espagos de Katétov, outro objeto de estudo deste trabalho.

Definicao 2.5 Um espa¢o de Hausdorff X é H-minimal se nao existe subtopologia de

7(X) propria e de Hausdorff.

Como ja dito, os H-minimais serao também H-fechados. Terd algumas outras propri-

edades que serao equivalentes a esta condigao.
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Teorema 2.3 Para um espag¢o X, de Hausdor[f, sdao equivalentes:
(1) X é H-minimal,
(2) SeY ¢ de Hausdorffe f : X — 'Y € continua e bijetora, entdo f é homeomorfismo,
(3) X é H-fechado e semi-regular,
(4) Se F é um filtro em 7(X) tal que adx (F) € unitdrio, entao F converge.

Demonstragao Provaremos (1) = (3) = (2) = (1) e (1) & (4).
(1) = (3) Temos que 7(X;) é subtopologia de Hausdorff de 7(X'), assim, pela definicao,
X = X,. Agora suponha F um filtro de abertos de X' com aderéncia vazia. Fixemos

zo € X e consideremos a subtopologia de 7(X):
TP =FU{U € 7(X):20¢ U}

Vejamos que 7% # 7(X) e que (X,7*) é de Hausdorff.

Como zy ¢ adx(F) temos que existem U € 7(X) e F € F tais que 25 € U e
FNU=0. Assim U € 7(X) \ 7*.

Agora suponha z,y € X, distintos. Caso z,y € X \ {zp} temos que existem
U, Uy € 7(X) tais que z € U,y € Uy e g ¢ Uy UU,. Assim U;,U, € 7*. Supondo,
sem perda de generalidade, y = =z, temos que existe Fy € F e Uy € 7(X) tais que
zo € Up e UyN Fy = (. Também z ¢ adx(F) e existem U; € 7(X) e Fy € F tais
que z € Uy e Uy N Fy = 0. Como X é de Hausdorff, achamos V,, Vi € 7(X) tais que
g€V CUpzeViCUeVpNVy =0. Assimzo € WU (FyNF)€eFexzeV; €.

(3) = (2) Dado F' € R(X) temos que F' é H-fechado, pela proposigao 2.3. Assim f[F] é
subespaco H-fechado de Y, pelos itens (2) e (6) da proposi¢do 2.7, e, por isso, é fechado
de Y. Entdo as imagens dos fechados-regulares de X sao fechados em Y. Como X é
semi-regular, temos que, se F" é fechado de X, entdo F' = D, para algum D C R(X).
Logo, por f ser injetora, f[F'] = FQDf[F] e é fechado de Y.

(2) = (1) Suponha 7" C 7(X) tal que o espago X' = (X,7’) seja de Hausdorfl. Temos

que idx : X — X' é continua e bijetora. Assim idy é homeomorfismo, por hipdtese, e
X = X'. Logo X é H-minimal.
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(1) = (4) Seja F um filtro de abertos de X tal que ady(F) = {z}, para algum z € X.
Consideremos 7' = {U € 7(X) : 2 ¢ U} UF e vejamos que (X, 7') é de Hausdorfl. Dados
a,b € X\ {z}, distintos, temos que existem Uy, U, € 7(X) tais a € Uy,b € Uy, z ¢ U, U,
e UyNUy = 0. Assim Uy,U, € 7'. Casoy € X e z # y, temos que existem U € T(X)
eFe Ftasqueye UeUNF =0, jid quey ¢ adx(F). Como X é de Hausdorfl
temos que existem U;,U, € 7(X) tais que z € U,y € U C U e Uy NU, = 0. Logo
UpethzelUUF € FelUyN (U, UF)=0. Sendo assim 7" = 7(X). Sex € V € 7(X)

temos que V € 7' e V € F, ou seja, F converge para z.

(4) = (1) Seja 7' C 7(X) tal que (X, 7') seja de Hausdorff. Para cada z € X consideremos

Fe={U € 7(X): 2 €V CU, para algum V € 7'}. Temos que F, é filtro de abertos

de X com adx(F;) = {z}, ji que (X,7') é de Hausdorfl. Por hipdtese, F, converge para

z. Entdao dado U € 7(X) temos que para cada z € U existe V, € 7' tal que z € V, C U.

Logo U = LEJU Vz e, assim, U € 7. Logo 7(X) = 7' ¢ X é H-minimal. [ |
x

Corolério direto do teorema anterior associado ao corolario da proposicao 2.3 é o

resultado seguinte:

Corolario Um espago de Hausdorff é compacto se, e somente se, é H-minimal e de

Urysohn. [ |

Ainda conseguimos um resultado deste teorema, conseqiiéncia do item (8) da pro-

posicao 2.7:
Corolario Um espago X é H-fechado se, e somente se, X; é H-minimal. I

2.4 Extensoes Estritas e Simples

Logo estaremos falando da extensdo de Fomin de um espacgo. Ela serd uma extensao
dita “estrita”. Daremos, entdo, um espago aqui para falarmos deste tipo de extensdo e

aproveitaremos o embalo para falarmos também das “simples”.
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Definigao 2.6 (1) DadosY € £(X), para um espago X, ep € Y, denotaremos o conjunto
{UNX :U € 7(Y) ep € U} por O (ouOY,, quando houver ambigiiidade quanto a extensao
de X' com a qual estivermos trabalhando). Notemos que, se x € X, temos que O é o
filtro das vizinhangas abertas de x em X,

(2) Se U € 7(X), seja oU = {p € Y : U € O} (quando houver ambigiidade,

notaremos por oyU ).

Lembrando da proposicao 1.6, vejamos, finalmente, que OP ¢ filtro de abertos de X:
Lema 2.1 Para Y € £(X), X um espago, OP é 7(X)-filtro para qualquer p € Y.

Demonstracao Como X ¢ denso temos que () ¢ OP. Ainda X € OP e OP é fechada por
intersec¢ao finita. Agora suponha UN X C V € 7(X), para U vizinhanca aberta de p.
Consideremos D = {W € 7(Y) : WNX C V}. Assim T =UD e 7(Y), TNnX =V e
UCT. Assim V € O”. [ |

Definiremos uma subtopologia de Y, ou seja, uma nova topologia sobre o mesmo

suporte de ¥ contida em 7(}"). Vejamos para isso a proposicao seguinte:

Proposigao 2.10 Se Y € £(X), U e V sao abertos de X, entdo:

(1) o X =Y e o(0) =0,

(2) (U)NX =1,

(3) oUNoV =o(UNV),

(4) oU=U{Wer(Y): WnX CU},

(5) {oT : T € 7(X)} é uma base de abertos para uma topologia de Hausdorff # em
Y que estd contida em 7(Y),

(6) (Y,7#) é uma extensio de X, e,

(7)oU=Y\X\U .

Demonstracao Facilmente temos os itens (1),(2),(3), e (4) pelas definigoes dos objetos
em questao e usando sempre que OP é um 7(X)-filtro.
(5) Pelo item (3) temos que o conjunto citado é base para uma topologia sobre o
suporte de Y. Pelo item (4) temos que 7# C 7(Y). Vejamos que (Y, 7#) é de HausdorfT.
Dados p, ¢ € Y, distintos temos que existem V;, V, € 7(Y), disjuntos, tais que p € V;
e g € V5. Sendo assim, U; = V;N X € 7(X), para ¢ = 1,2. Pelo item (4), V; C o(U;), para
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¢ =1,2. Ainda, por (3), o(U;) No(U,) = 0. E assim, o(U,) e o(U,) sdo os abertos em 7#
que procuramos.

(6) Claramente X ¢ subespaco de (V,7#). Como oU = 0 se, e s6 se, U = (), para
U e 7(X). Temos que X" é denso em (Y, 7#).

(7) Como (Y \m)) nNX =X\ (WY NX)=X \WA = U, pelo item
(4), Y \X\U' C oU. Ainda, oUN(X\U) = (UNX)\U = U\U = 0. Logo
X\U CY\oU,e, dai, U CY\X\U . [

Observando melhor o item (4) da proposi¢ao anterior, o que estamos fazendo é es-
colhendo, em 7(Y’), somente os “maiores abertos” tais que interceptados com X dio um

aberto de X.

Definigao 2.7 O espago (Y,7#) descrito no procedimento anterior é denotado por Y#.
Assim 7# = 7(Y#). Nés diremos que Y ¢ uma extensdo estrita de X, se Y = V# (i.c.,

(V) =7(Y#)).
Vejamos uma condigao suficiente para uma extensio ser estrita.

Propomgao 2.11 Se]a Y € £(X), para um espaco X. Entdo:
(1) UﬂX = o(Uﬂ X ), para todo U € 7(Y),
(2) T(Ys) CT(Y#), e

(3) SeY é semi-regular, entdo Y € uma extensio estrita.

Demonstracao Claramente (2) e (3) sao conseqiiéncia de (1).
ox

(1) Dado U € 7(Y), sejam W UﬂX eV =UNX". Entio

WNXCUNX NX=UnX",e
WnXcv,

e, pelo item (4) da proposicao 2.10, W C oV.
Ainda,

VCUnXx cUnXx, e
7Y cUnx..



Logo oV C oV =V cTUNX", por X ser denso em Yie oV CW. Bl

Com este “processo”, construimos uma topologia menos fina e ainda mantemos uma

extensao. Agora veremos outra mameira de obter mais uma extensao.

Proposicao 2.12 Seja YV € £(X), para um espago X. Seja B={UU{p}:U € O ¢
p€ Y}. Entao:

(1) B é uma base de abertos para uma topologia 7+ em'Y que contém 7(Y),

(2) (Y,7%) é uma eztensdo de X, e,

(8) Y\ X € um subespacgo fechado e discreto de (Y, 7).

Demonstracao (1) Temos que Y = U XU {y} logo Y € 7F. E facilmente temos que B
é fechado por intersecgoes finitas. Senéiyassim, B é base para uma topologia em Y. Dado
e 7(Y), temos que = U (2N X) U {s} e assim Q € 7. Logo 7(Y) C 7.

(2) Como 7% contém s'rE?Y), X é subespaco de (Y,7%). Como O é 7(X)-filtro, X é
ainda denso.

(3) Como X = X U {s}, para s € X, temos que X € 7. Dadoy € YV \ X,

XU{y}ert. Dai (XU{y})N(Y\X)={y}eY \X ésubespaco fechado e discreto.m

Definicao 2.8 O espago (Y,7%) descrito no procedimento da proposicdo é denotado por

Y*. Diremos que Y € extensao simples de Y seY =Y.
Embora nao pareca, ji lidamos com uma extensao simples: a extensido de Katétov.
Lema 2.2 Dado um espago de Hausdorff X, temos que, para U € kX \ X, O¥%, =

Demonstracao Lembremos que 4 € kX \ X é um 7(X)-ultrafiltro livre. Basta-nos
mostrar que U C OY,.

Seja U € U. Entdo U U {U} é aberto de kX e vizinhanga de U e, assim, U =
Uu{U})nX eOY,. ]

Proposicao 2.13 Para X, de Hausdorff, kX € extensio simples.

Demonstracao Seja € 7((kX)*). Para cada p € O\ X, existe U, € OY, tal que
Up U {p} C Q. Sendo assim

Q=@QnX)u U U,u{p})

PEQ\X
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e ) € 7(kX), pelo lema anterior. ™

Vejamos agora algumas relagoes entre Y#, Y+ e outras extensdes de X que se “su-

portam” em Y.

Proposigao 2.14 Seja Y € £(X) para um espago X. Entio:

(1) O%, = O} = O} para qualquer p € Y,

(2) Seja Z € E(X) tal que Z e Y tenham mesmo suporte. Entdo 7(Y#) C 7(Z) C
7(Y™*) se, e somente se, Of = O} para qualquer p € Y. Nesta caso, 7(Z#) = 7(V#) e
T(ZY)=7(Y"), e

(3) T(Y 1) = 7((YH)') e r(Y#) = 7(Y#)#), ou seja, Y ¢ extensio simples e Y#

€ estrita.

Demonstracdo (1) Como 7(Y#) C 7(Y) C 7(Y*) temos, facilmente, que Oy C
O}y C OV.. Vejamos que O, C O},. Seja W € 7(V) para p € W. Pelo item
(4) da proposicao 2.10, W C o(W NY'), assim, pelo item (2) desta mesma proposicio,
WNX=oWnX)nX.Comop € o(WnNX) temos que WNX € O,.

(2) Supondo 7(Y#) C 7(Z) C 7(Y'*) temos 0%, C 0% C O%,, e, pelo item anterior,
0% = OY%, para qualquer p € Y.

Seja U € 7(X). Temos

oyU={peY:UeOV}={peZ:UeO}=o0zU.

Assim, T7(Y#) = 7(Z#) C 7(Y).

Seja By = {UU{p} : p € Y eU € OV} que é base dos abertos de Yt e seja
Bz, definida analogamente, base dos abertos de Z*. J4 que O}, = O}, é imediato que
Bz = By. Assim 7(Y*) = 7(Z%). Logo 7(Z) C (V).

E valem as igualdades, por conseqiiéncia.

(3) Dado U € 7(X), temos

oyU={peY:UecO}}={peY#:UeOV,}=oysU.

Logo 7((Y#)#) = 7(Y#).

Analogamente, ao item (2):

By+ ={UU{p}:peYteUcOV,} ={UU{p}:peYelUcO}}=By.
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Sendo assim, 7(Y#) = 7((Y#)#). &

Dados dois filtros F e G, em um reticulado R, dizemos que F encontra G, se todo

elemento de F encontra G, ou seja, se a A b # 0, para quaisquer a € F e b € G.

Proposigao 2.15 Seja Y € £(X) para um espago X. As afirmagdes sequintes sio equi-
valentes:

(1) Y é H-fechado,

(2) todo filtro de abertos de X encontra OP para algum p € Y, e,

(8) todo wultrafiltro em 7(X) contém O para algum p € Y.

Demonstragao (1) = (2) Seja F um filtro de abertos de X. Consideremos G = {U ¢
7(Y) : UNX € F} e G é filtro de abertos de Y. Como Y é H-fechado temos que
existe p € ady(G). Vejamos que O encontra F. Dados U € 7(Y), vizinhanca de p,
eV € F, temos que oV € G ja que oVNX =V € F. Assim p € V' NU. Logo
oV NU # 0. Como X édenso em Y, oV NUNX # 0, ou seja, (UNX)NV # 0. Entao

UNX encontra F, para qualquer U, vizinhanca aberta de p em Y, ou seja, OP encontra F.

(2) = (3) Seja U um ultrafiltro de abertos de X. Por hipétese, OP encontra U, para algum

p € Y. Pela proposicdo 1.1 (todo elemento que encontra um ultrafiltro pertence a ele),
or CUu.

(3) = (1) Seja U um ultrafiltro de abertos de Y. Facilmente temos que V = {UNX : U €
U} é ultrafiltro de abertos de X'. Por hipétese, existe p € Y tal que O? C V. Vejamos que
p € cy(U). Dado V € 7(Y), vizinhanca de p, temos que VN X € OP. Assim VN X €V
e V encontra Y. Logo U converge para. p. [ |
Coroldrio Para X um espago e Y € £(X). Séo equivalentes:

(1) Y é H-fechado,

(2) YT é H-fechado, e,

(3) Y# é H-fechado. |
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Notas

Quase todas as demonstragoes expostas aqui podem ser encontradas em [PW87] e,
em sua maioria, sao de “dominio ptblico”. Os resultados enunciados aparecem em virios
artigos que tratam de H-fechados. Em algumas delas o que fizemos foi “enxugar’ os
fatos, simplificando argumentos e adequando-os as nossas necessidades. A demonstracao
escolhida para o teorema 2.1, por exemplo, foi a de “formato ciclico”, pois ilustra alguns
argumentos para a construcao de extensoes, filtros e ultrafiltros, que sao utilizados varias
vezes neste trabalho. Isso acontece também ao teorema 2.3. Algumas proposigées surgiram
de coleta de comentdrios na literatura e da vontade de tragar mais paralelos entre os

compactos e os H-fechados, como, por exemplo as proposi¢oes 2.4 e 2.5.
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Capitulo 3

O Absoluto de Iliadis

Quando chegarmos, de fato, aos espagos de Katétov, precisaremos de espacos que se
“projetem” em X por fungoes f-continuas e com muitas propriedades. Os espagos também
deverao ser “bons”. Ai aparece o absoluto de Iliadis.

O Absoluto de Tliadis de um espago de Hausdorff X, que denotaremos (EX, 7), sera
um espago de Hausdorff EX zero-dimensional e extremamente desconexo, e uma funcao
m : EX — X, 6-continua, sobrejetora, irredutivel e perfeita. Como j4 feito no primeiro
capitulo, temos uma maneira de construir espagos zero-dimensionais (e compactos) a partir
de dlgebras booleanas. Usando esta segdo chegaremos facilmente a um espaco extrema-
mente desconexo e a 7 de maneira natural. Ainda mostraremos que o par (EX,7) é dnico

a menos de homeomorfismo que satisfaz a “comutatividade” de um certo diagrama.

3.1 Espacos Extremamente Desconexos

Vejamos um pouco sobre espagos extremamente desconexos.

Definicao 3.1 Um espago X € dito extremamente desconexo se o fecho de todo aberto

de X é também aberto.

Os espagos discretos sao o exemplo de extremamente desconexo talvez mais simples

que podemos lembrar.

Teorema 3.1 Para um espago X', as afirmagoes sequintes sao equivalentes:

(1) X € extremamente desconezo,
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(2) todo denso de X é extremamente desconezo,

(3) todo aberto de X ¢ eztremamente desconero,

(4) seU eV sao abertos de X, entso UNV " =T NnV",
(5) se U eV sao abertos disjuntos de X', entdo T N7 = 0,
(6) B(X) =R(X) =RO(X).

Demonstragao Provemos (1) = (2) = (3) = (1) = (4) = (5) = (6) = (1). Clara-
mente (3) = (1) e (4) = (5) valem.

(1) = (2) Sejam D um denso em X, e U € 7(D). Temos que existe V € 7(X) tal que
U=VNnD. Como D édenso em X, temos que V" =V D =0T". Assim V" € 7(X)
e, como U~ =D OUX, 7" e 7(D).

(2) = (3) Seja V € 7(X). Entao S = VU(X\\'_/X) ¢ aberto denso de X. Dado W € 7(V),
W é aberto em X, jd que V € 7(X). Assim W € 7(5), e W’ € 7(S), ja que S é extre-
mamente desconexo por hipdtese. Como W =v OWS, A= 7(V).

(1) = (4) Basta mostrarmos que U NV CTAV" . Sejaz € QNT NV~ para
Q € 7(X). Como X é extremamente desconexo, V. € 7(X). Assim, pela definigiao de
fecho, UNV> NQ #£0, e UNVNQ #0. Portantoz e TNV,

(5) = (6) Ja temos B(X) C RO(X). Seja, U e RO(X). Ass1m U eX\U sao abertos
disjuntos de X. Logo 7" n X\U = (. Como U U X\U = X, temos que
T* -X\X\U . Mas como U € RO(X), X\U —X\U = X \ U. Portanto,
T* =UeU € B(X).

Ainda, R(X) ={X\U:U e ROX)} ={X\U:U € B(X)} = B(X).

(6) = (1) Se U € 7(X), temos que U € R(X) e, assim, serd aberto, por hipétese. W

Corolario Um espaco de Hausdorff X é extremamente desconexo se, e somente se,
kX também é.
Demonstracao A volta é imediato pelo fato de X ser denso em kX. Para provarmos a

ida usaremos a equivaléncia (5) do teorema anterior. Dados U e V dois abertos disjuntos
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de kX, temos que U' = UNX e V' = V N X sio dois abertos disjuntos de X'. Como
supomos X extremamente desconexo, T* N7 = 0. Pelo item (4) da proposigao 2.9

temos que U7 N V™ = (. Dai, j& que X é denso, "X N7 = ¢. m

Coroldrio Um espaco de Tychonoff X é extremamente desconexo se, e sé se, fX o
é.

Demonstracao Novamente a volta ¢ resultado imediato do item (2) do teorema. Agora
seja U um aberto de X e consideremos U' = UNX. Como X é extremamente desco-
nexo temos que U7 € B(X). Pelo corolario do teorema 1.2, temos que ﬁm € B(BX).

Assim,

il

| == —EE BX ..
o X cT* =T nx T,

BX

T~ e 1(8X). =

Logo v =07 =T

Agora vejamos quando um espago de Stone é extremamente desconexo. Este resultado

é importantissimo para a construcdo do espago ao qual queremos chegar.

Teorema 3.2 Seja B uma dlgebra booleana. As seguintes condigdes sdo equivalentes:
(1) B é completa (como reticulado), e,

(2) S(B) é extremamente desconezo.

Demonstracao (1) = (2) Dado U € 7(S(B)), existe B’ C B, nao-vazio, tal que U =

U A(b). Como B é completa temos que existe ¢ = \/ B'. Vejamos que T = A(c). Para

beB’
cada b € B', temos que b < ¢, logo A(b) C A(c). Dai, U C X(c) e 7% ¢ )\(c)S(B) = A(c).

Sejam U € A(c) e d € B tais que U € A(d). Entdo U € A(c) N A(d) = A(c A d). Como
dAc=dAN(VB')=V{dAb:be B},

e d Ac # 0, temos que existe b € B’ tal que d A b # 0, e, portanto, A(d) N A(b) # 0 e
UeT?,

(2) = (1) Lembremos que B ¢é isomorfa a B(S(B)), como &dlgebra booleana, pelo
teorema 1.1. Como B(S(B)) = RO(S(B)), visto que S(B) é extremamente desconexo,

temos que B é completa, ja que RO(T') é sempre completa para qualquer espaco 7. M
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3.2 Um pouquinho sobre funcoes perfeitas

Vamos colocar aqui alguns resulados referentes a fungoes perfeitas que usaremos ainda

neste capitulo.

Definicao 3.2 (1) Quando X for um espago, e Y um conjunto, diremos que [ : X — Y
¢ compacta se [~!(y) for compacto para qualquer y € Y;

(2) Se' Y também for espago, diremos que f é perfeita se [ for compacta e fechada
(imagem de fechado € fechado).

Vejamos algumas propriedades.

Proposigao 3.1 Sejam X eV, espagos, e f : X — Y wma fungao perfeita.
(1) Se K € um subespago compacto de'Y', entdo f~'[K] é um compacto de X, e,

(2) Se L é um subespago de Lindelof de Y, entdo [~'[L] também é de Lindelof. W

Proposicao 3.2 (1) A composigio de fungées perfeitas é perfeita.

(2) A imagem continua e perfeita de um espaco regular é reqular. [ |

Proposicao 3.3 Seja f : X — Y wma funcdo perfeita. Entdo, para qualquer A C Y,
temos que f|p : B — A ¢é perfeita, onde B = f~![A]. [ |

3.3 Um pouco sobre funcgoes irredutiveis
Falemos agora das irredutiveis.

Definicao 3.3 Dados X, um espago e Y, um conjunto, f : X = Y serd dita irredutivel
se f[A] #Y sempre que A for fechado proprio de X.

Precisaremos das seguintes propriedades destas funcoes.

Proposicao 3.4 Dados dois espagos X eY, e f: X = Y perfeita e sobrejetora, sempre

existe um fechado C tal que f[C] =Y e f|c é um sobrejecao perfeita e irredutivel de C

emY. |

Proposigao 3.5 Se f : X — Y ¢ fechada, irredutivel, sobrejetora e 0-continua, temos

que a funcio A € R(X) — f[A] € R(Y) é um isomorfismo de dlgebra booleana. i
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3.4 O Absoluto de Iliadis

Finalmente chegamos a segao principal deste capitulo.

Definicao 3.4 Seja X um espago. O espago de Gleason de X € o0 espaco de Stone da
dlgebra booleana R(X), e é denotado por 60X .

Desta forma os elementos de 6.X sao os ultrafiltros em R(X). Pelo teorema 1.1,
60X é compacto e zero-dimensional. Pelo teorema 3.2, #X é extremamente desconexo. Ja

estamos bem proximo do Absoluto de Iliadis.

Definigao 3.5 Dado um espago de Hausdorff X, o espago {U € X : NU # 0}, equipado
com a topologia induzida por 6.X, é chamado de Absoluto de Iliadis do espaco X e ¢

denotado por EX.

Queremos ainda uma funcao 7 : EX — X. A defini¢do desta vai ficar clara a partir

do proximo lema.

Lema 3.1 Para um espago X, de Hausdorff, e € 0X,

nul < 1.

Demonstracao Suponha z,y € NU, com z # y. Como X é de Hausdorff, temos que
existem Ue V, abertos disjuntos de X, tais que z € U e y € V. Sendo assim T” encontra
U, e, por U ser ultrafiltro em R(X), 7 e u. Analogamente, VX € U. Sendo assim,
TAV e Mas T AV =TV e ¢ U o

Entdo, para cada U € EX, definiremos 7(U) como o ponto que estd na aderéncia de

U. Agora vejamos que o par (EX, ) caracteriza completamente o absoluto do espaco X.

Teorema 3.3 Seja X um espaco, e para cada x € X, denotaremos F, = {A € R(X) :
z E?{} Entao:

(1) EX € um subespago denso de 6X e 6X =gx PEX,

(2) EX é extremamente desconezo e zero-dimensional, ainda, B(EX) = R(EX) =
{MA)NEX : Ae R(X)},

(8) Fy € um filtro em R(X). Dado U € X, temos que U € EX en(U) = z, se, e
somente se, F, C U. Portanto, 7~ (z) = AQ}' MA)={U€bX : F, CU}, e, m é uma

fungao sobrejetora e compacta,
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(4) Se A € R(X), entao n[EX N A(A)] = A. Logo 7 é 8-continua,

(5) Se F' € um fechado ndo-vazio de EX definimos F(F) = {A € R(X): F C A(A)}.
Entao F(F) € um filtro em R(X) e nw[F] = N F(F). Portanto m é uma func¢do fechada e
rredutivel,

(6) Se A € R(X), entao m~'(z) C M(A) se, e s6 se, x E(i/)i'. Curiosamente, para F,
um fechado de EX, F(F) = F; se, e s¢ se, F = n~!(z),

(7) Para C C X, n7YC] € fechado, se, e s6 se, C é 6-fechado.

Demonstragao (1) Sejam A um fechado-regular de X e z €A. Entio 4 € Fz. Como
todo filtro tem ultrafiltro que o contém, existe & € X que contém F, e, pelo item (3)
deste mesmo teorema, U € EX. Assim EX N A(A) # 0.

Seja f € C(EX, ), para um espago compacto e de Hausdorff K. Quero estendé-la
a 0X. Usemos a proposicao 1.10. Sejam B e C dois fechados disjuntos de K. Como
K é normal existem U;,U, € 7(K), disjuntos, tais que B C U; e C C U,. Assim
f7HOW, [7HUs] € T(EX) e existem Vi,V € 7(6X) tais que f~'[U;] = V; N EX, para
i =1,2. Como EX é denso em §X temos que V; e V, sdo disjuntos. Assim, por X ser

extremamente desconexo,

B N7 e c O] n G =VinEX "R EXY =
W% =vian” =0.
Logo f tem extensdo continua a X e, pelo teorema 1.2, BEX =gx 0X.

(2) Pelo teorema 3.1, EX é extremamente desconexo. Claramente é zero-dimensional.

Ja temos que {A(A)NEX : A € R(X)} C B(EX). Agora seja T € B(EX). Como
0X =px BEX, temos que T € B(6X) (coroldrio do teorema 1.2). Pelo teorema 1.1,
T = A(A), para algum A € R(X). Assim, T =T"* =T"* N EX = \(A) N EX.

(3) Facilmente tem-se que F, é filtro em R(X), lembrando que AO/J\(Bch nE para
quaisquer A, B € R(X).

Suponha U € EX, com nNu = {z}. Dado A € F,, temos que z cA NU, para
qualquer U € Y. Como U = %}'A, temos que An %}% 0, e assim, AANU # 0, VU € U, ou
seja, A encontra U. Logo A € U. Agora se_la_ U € X que contenha F,. Dados U € U e
Qe 7(X), vizinhan(f;a de z, temos que = Gﬁé\’ e dai 0 € Fe. Logo U ALY # (). Como
QAU = 6’5\ N B’ , tem-se () #ﬁa N OUXQ o n ?]\", e dai, QN oﬁ# (. Conclui-se que
T € BU;X = U. Portanto, = € NU, e, pelo lema 3.1, N\U = {z}.
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Sendo assim, 7"'(z) = [ A(A), e a outra igualdade vale pelo item (6) da proposicéo
L3 AEF:

7 serd compacta pois a imagem inversa de um ponto de X serd sempre um fechado
de X e, portanto, um compacto. Ainda teremos a sobreje¢io devido a todo filtro ter um
ultrafiltro que o contém.

(4) Seja U € A(A) N EX. Temos que 7(U) € NU e, como A € U, m(U) € A. Agora
suponha z € A. Dado B € F, temos que z € 0/)1()\0 oé, jd que A € R(X). Assim
A n %7& 0 e, portanto, AA B # 0. Seja V = {C € R(X) : AAB C C, para algum
B € F,} eV éfiltro em R(X) que contém {A} U F,. Como existe U € §X que contém V,
temos que U € EX e w(U) = z, pelo item anterior. Ainda, A € U e dai, U € A\(A) N EX.

Vejamos que 7 é f-continua. Seja Y € EX e suponha z = n(U) € U € 7(X). Temos

ox

que z €U . Pelo item anterior, U € U. Assim U € EXOA(UX) e W[EXH)\(UX)] =T".

(5) Claramente FF = EX N [ A(A) e F(F) é filtro em R(X). Portanto, pelo item
AEF(F)

anterior, 7[F] C N A =NF(F).
AEF(F)

Agora seja ¢ € NF(F). Dados A € F(F) e B € F,, temos z €BNA , € assim,
%‘ N ig;ﬁ 0,e, BAA # (. Consideremos, entdao, ¥V = {C € R(X): AAB C C, para algum
A€ F(F)e B e F,}. Véfiltro em R(X) e estd contindo em algum U € §X. Ainda
F(F)UF, CV. Peloitem (3), U € EX en(U) =z. Como F(F) CU,Ue N IA),
assim U € F'. A

Claramente 7 é fechada. Agora seja F' um fechado de EX tal que n[F] = X. Assim
X = NF(F), donde conclui-se que F(F) = {X}. Assim FF = AM(X)N EX = EX.
Portanto, 7 é irredutivel.

(6) Suponha 7=1(z) C A(A) ez Q‘iz}l( Entao z € mx = A’ e, pelo item (4), existe
U e MA')N EX, tal que 7(U) = z. Dai, U € A(A)NA(A") = M(AAA) = 0. Agora
suponha z cAelde m~!(z). Pelo item (3), A€ F, CU elU € \(A).

Supondo F = 7~ !(z) e A € R(X). Temos,

AcF(F)e FCAMA) e l(@) CANA)srcis AcF,.
Agora suponha F(F') = F,. Entdo, pelo item (3),
F=EXN N MA)=EXn N MA) =xYz).

AEF(F) AEF,;
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(7) Suponhamos 7~ ![C] um fechado de EX, e z € C"°\ C. Entio Y z)N7r~C] =
0, e 7~'(x) é compacto. Sendo assim, existem A,B € R(X), tais que, 77 '(z) C

AMA),77C] € AN(B) e AANB = (. Sendo assim, C CBex eoﬁ, pelo item anterior.
PRl Y

Como = € EX‘], temos que ) # 0/3 NnC C CKAH oé Assim, cili N oé;é 0,e ANB # 0.
Logo C' é #-fechado.

Agora suponha C' um conjunto f-fechado. Seja U € WT[C]EX. Quero mostrar que
z=mU) € C= C**. Seja U uma vizinhanga aberta de z. Entdo z 65& e, dai,
Ue )\(UX) N EX. Temos, entdo, que )\(UX) NEX N7~ '[C] # 0. Entao, pelo item (4)

deste mesmo teorema, T nc # 0. o

Proposicao 3.6 Para um espago X, de Hausdorff, temos que EX ¢é compacto se, e

somente se, X é H-fechado.

Demonstracao Se EX é compacto, é H-fechado e X" o serd também por 7 ser #-continua.

Agora suponhamos X H-fechado e mostremos que X = EX. Seja U € §X. Consi-
deremos G = {U € 7(X) T e U} e temos que G é um filtro de abertos de .X'. Usando
que {Oﬁ U € U} C G, prova-se que adx(G) = NU. Sendo assim U é fixo pois X é
H-fechado. [ |

Observagao 3.1 Vale dizer que, usando wma completa analogia da demonstracio que
BEX =gx 0X, temos 0X =1 BT, para qualqguer T' denso em 8X. Podemos até enunciar
melhor isto: um compacto extremamente desconezo K é equivalente ao compactificado de

Stone-Cech de T, para qualquer T' denso em K.

Inspirados no paralelismo entre os H-fechados e os compactos, ficamos instigados a
investigar uma relacao entre os H-fechados e o Axioma de Martin, j4 que este axi-
oma tem equivaléncia com condigoes sobre os compactos. Nao nos interessa, aqui, ter
conhecimento completo sobre o enunciado deste axioma (que pode ser encontrado em, por

exemplo, [KUNB80]), mas esta equivaléncia.

Teorema 3.4 Para qualquer cardinal infinito k, k < 2¥, sdo equivalentes:
(1) MA(k), e,
(2) Se X' é um espago de Hausdorff compacto e ¢(X) = w, X nao é uniao de k raros

fechados. u
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Ja que o absoluto de um espago H-fechado, é compacto, podemos facilmente demons-

trar o teorema a seguir.

Teorema 3.5 ([DJP75),3.7) Para qualquer cardinal infinito k, k < 2%, sdo equivalen-
tes:
(1) MA(k), e,

(2) Se X ¢é um espago H-fechado e ¢(X) = w, X nao é unido de  raros 6-fechados.

Demonstracao A implicagao (2) = (1) é muito simples ja que todo compacto é H-
fechado e, pela regularidade, que todo fechado é 6-fechado.

(1) = (2) Suponha, por absurdo, que X é H-fechado e X = | A4,, onde cada A4, é

n<w
ox

f-fechado e raro. Sendo assim, A,= (). Para cada n < w, seja B, = m'[4,]. Pelo item
(7) do teorema 3.3, B, é fechado, para qualquer n < w. Temos que EX = |J B, e é
compacto. i

Seja V € 7(EX), contido em B,,. Assim, 7[EX \B,] C n[EX\V]e X\7[EX \V] C
X\7[EX\B,] = A,. Como A, tem interior vazio e 7 é fechada, temos que 7f[EX\V] = X
e, por ser irredutivel, V = (). Logo B, tem interior vazio, ou seja, é fechado raro.

Agora vejamos que ¢(EX) = w. Seja C uma familia de abertos nio-vazios de EX
celular. Claramente D = {X \ 7[EX \ C] : C € C} é celular constituida de abertos
ndo-vazios de X. Ainda, |C| = |D| < ¢(X) = w. Assim, ¢(EX) = w, e chegamos a um

absurdo. |

Independentemente da celularidade do espago podemos enunciar:

Proposigao 3.7 ([DJP75],3.6) Um espago H-fechado nao é unido enumerdvel de 6-
fechados raros.
Demonstracao Seja X um espago H-fechado e suponha, por absurdo, que X = U A,,
onde cada A, é 6-fechado de interior vazio. i
Seja 71 € X \ A;. Como A, é f-fechado, temos que existe U; € 7(X), tais que
rn €U e _UTX NA; = 0. Como /\\—Ag/\ = X, temos que U; \ Ay # 0 e, assim, existe
U, C U,, nao-vazio, tal que _U;X N A, = 0. Continuando assim, ou seja, usando inducio
em n, temos que existe uma sequéncia de abertos de X, nao-vazios, tais que U, D U,4,

e mx N A, = 0, para todo n < w. Podemos entao construir F = {V € 7(X) : U, C V,
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para algum n < w} que é filtro de abertos de X' que contém {U, : n < w}. Como X

¢ H-fechado, seja = € adx(F). E chegamos a um absurdo, ji que z € A,, para algum

n < w. [ |

3.5 A Unicidade do Absoluto

Até agora apresentamos um par (EX,7), associado a cada espago X. Veremos que
este par é inico a menos de um homeomorfismo que comuta com as fung¢des que projetam

os espacos extremamente desconexos e zero-dimensionais em X .

Teorema 3.6 Dado um espago X, suponha'Y um espago de Hausdorff zero-dimensional e
extremamente desconezo, ep : Y — X, uma sobrejecao perfeita, irredutivel e 0-continua.
Entao existe h : EX — Y, homeomorfismo, tal que po h = 7, ou seja, que torna o

diagrama da figura 3.1 comutativo.

Y

D

E/,?X

Figura 3.1: Sobre a unicidade do Absoluto

Demonstragao Ji que Y é extremamente desconexo, lembremos que R(Y) = B(Y).
Sendo assim, A A B = AN B, para quaisquer A, B € R(Y). Pela proposigao 3.5 temos
que a aplicagao B € B(Y) — p[B] € R(X) é um isomorfismo de dlgebra booleana. Sendo
assim os fechados-regulares de Y e X sdo praticamentes “os mesmos”. Construiremos o
homeomorfismo entre EX e Y de maneira natural.

Seja U € EX e definames U’ = {B € B(Y) : p[B] € U}. Ja que U ¢ ultrafiltro em
R(X), U € 8Y. Como Y é de Hausdorfl, | NU'| < 1, pelo lema 3.1. Vejamos que NU' é
unitdrio. Dado B € U’, temos que z = w(U) € p[B], sendo assim BNp~'(z) # @. Fica
entdo bem definida a familia {BNp~!(z) : B € U'} de fechados de p~'(z), com a p.i.f.
Como p~!(z) é compacto temos que NU' N p~'(z) # 0. Definimos h(U) como o ponto na

aderéncia de U’. Portanto j4 fica claro que po h = 7.
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Se y € Y, definimos U,, = {p[B] : B € B(Y) e y € B}. Facilmente temos que U, ¢é
R(X)-ultrafiltro, NU, = {p(v)}, e a aplicagdo y € Y — U, € EX é a inversa de h.

Vejamos que h é continua. Sejald € EX e suponha h(U) € B € B(Y) (lembrando que
Y é zero-dimensional). Entao B encontra U’ e B € U'. Assim, p[B] € U, e U € \(p[B]).
Com uma pequena &lgebra de conjuntos mostramos que h[A(p[B]) N EX] = B, usando a
inversa de h, citada no paragrafo anterior.

Agora seja F' um fechado de EX. Entao F' = N A(A4;) N EX, para alguma familia
{Ai}ier € R(X). Para cada ¢ € I, temos que exizg’ée B; € R(Y) tal que p[B;] = A;.
Facilmente temos que h[F| = QI B;. [ |

Depois que discutimos esta “unicidade” podemos achar mais facilmente os absolutos

de alguns espagos.

Proposicao 3.8 ([PW87],6.9(a)) Seja T um subespago denso de um espago de Haus-
dorff X. Entdo o par (S,7|s), onde S = n~'[T], é o absoluto de T.

Demonstracdo Mostremos primeiro que S é denso em EX. Dado U € 7(EX) \ {0},
temos que FF = EX \ U é um fechado préprio de EX e, por 7 ser irredutivel e fechada,
7[F] é um fechado préprio de X. Logo T'\ n[F] # 0. Como 7~ '[T\n[F]]C SNnU e é
sobrejetora, SN U é ndo-vazio. Sendo assim .S é denso em EX. Pelo item (2) do teorema
3.1, S é extremamente desconexo e zero-dimensional.

Claramente 7|s é sobrejetora e compacta.

Dado F, um fechado de S, F = SNF"". Tém-se logo n[F] C TN x[F"] e, de
fato, vale a igualdade. Set € T'N W[fEX] e ()N F = 0. temos, pela compacidade
de 771(t), que existe A € R(X) tal que 77 '(t) C M(A) N EX C EX \FEX. Pelo item
(6) do teorema 3.1, ¢ €A. Como F*¥ C EX N A(A"), pelo item (4) do mesmo teorema,
ﬂ[fEX] C A'. Dai, t €A NA =4 ﬂmx, assim, A \A # 0, o que é um absurdo.
Sendo assim, 7|s[F] é um fechado de T'. Se F' é um fechado de S tal que n[F| = T', temos
T C w[fEX], e,

==X

X =T  ca[FX] =aF).

Portanto, w[—}*:EX] = X e F™ = EX, j4 que 7 é irredutivel. Dai, F=F =F NS = §S.

Concluimos que 7|g é também irredutivel.
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Vejamos agora que é f-continua usando a proposigao 2.4 e o item (5) da proposi¢ao
2.5. Dado U C S,

EXg

[T = 2T 0 S| C [T ) nT 0] ' nT =7[0]".

Dado um espaco X', de Tychonoff, temos que a aplicagao de absoluto, 7 : EX — X,
é continua. Considerando-se iy a imersao de X em BX, e usando o item (2) do teorema

1.2, temos que 7y o7 tem extensao continua - inica, que chamaremos fr, definida em 6.X .

™ iX

EX. X BX
1 EX ‘ /
BEX = X

Figura 3.2: Como X e SEX “conversam”

Ficamos tentados a comparar X e fEX.

Proposicao 3.9 Para um espago X, de Tychonoff, valem:
(1) Br[A(A)) = A, para A € R(X),
(2) B € uma sobrejecdo perfeita e irredutivel,
(8) pr~'[X] = EX,
(4) B BX\ X] = BEX \ EX, e,
(5) (BEX, ) € o absoluto de [X.

Demonstracao (1) Seja A € R(X). Lembrando que A\(4) € B(0X), EX é denso em

0X, e Bm é continua, temos

€MNA ] = prNA) N EX ] C BrMA) N EX] . = 7MA) NEX] =
_ o

AT,

pr(A(A)] = |

pelo item (4) do teorema 3.3.
Supondo A”* ¢ Br[A(A)], temos que existe u € A\ fr[A(A)]. Assim fr~!(u) N
AMA) =0, e, pr(u) C A(A"). Dai,
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7 (u) =P (u)N EX CAA)NEX,

ox ow
e u €A, pelo item (6) do teorema 3.3. Mas A= X \A,eue A

(2) Do item anterior, temos logo que 7 é sobrejetora e perfeita. Vejamos que é
também irredutivel.

Seja F' um fechado de §X tal que fn[F] = fX. Entao F = [ A(A), para alguma
AeF

familia F C R(X). Do item anterior temos que X = () A°% . Dai temos que, para
AeF
A e F;
X=XnBXcxnA™*=2"= 4,
e concluimos que F = {X}. Logo F = \(X) = 60X, e Br ¢ irredutivel.

(3) Claramente temos EX C fn~'[X]. Sejam U € fn ' X]\ EX et = Br(U).
Como t € X, 7~ '(z) é um compacto contido em EX (item (3) do teorema 3.3). Assim
U ¢ 7 (z), e, pela definicdo dos abertos de 80X, existe U € U tal que A(U) N7~ (z) = 0.
Assim,

7 z) COX \ NU) = \U"),

X

e dai, = E(}”:X\UX: X\U € 7(X). Logo existe V € 7(8X), tal que X \U =
V NX. Como fBr é continua, U € Pr~'[V] € 7(AX). Como EX é denso em 60X,
Br=HVINXU)NEX # 0. Mas,
Br(fr VINAMU)NEX]|CVNnaMU)NEX]|=VNU,
o que é um absurdo.
(4) E conseqiiéncia direta dos dois itens anteriores.

(5) Este item vale por lembrarmos que SEX é zero-dimensional e extremamente des-

conexo. m

O item (5) pode ser melhorado lembrando-se da proposigao 3.6: o absoluto de um

H-fechado é compacto.

Proposicao 3.10 Sejam X wum espaco de Hausdorff e hX € H(X). Entao EhX =gy
BEX.

Demonstracao Chamemos 7, x a aplicagao do absoluto de h.X'. Da proposicao 3.8 temos
que EX é um subespago denso de EhX e que m,x|gx € aplicagao do absoluto de X. Como

EhX é compacto é equivalente a fEX, pela observagao 3.1. [ |

42



3.6 A Extensao de Fomin

A Extensao de Fomin de um espago X (de Hausdorfl) nada mais ¢ que (kX)#, e
a denotaremos por o X'. Pelo tltimo coroldrio da ultima secao do capitulo anterior temos
que 0 X é H-fechado. Sendo assim para um espaco .\, temos duas extensoes H-fechadas
bem definidas: uma simples, a de Katétov, e outra estrita, a de Fomin. Lembremos que
{oxxU : U é aberto de X'} é base para os abertos de o.\'. Pelos lema 2.2 e proposigao
2.14, 0%, = O%, = U, para qualquer Y € kX \ X = o X \ X.

O objetivo principal desta secao é estudar o resto 0 X \ X', para um espaco X. Vejamos

algumas propriedades da extensao de Fomin.

Proposicao 3.11 Seja X um espago e suponha Y € {oX,kX}. Para U, aberto de X,
valem:

(1) T "\ X =0oU\ X,

)T =T uol,

(3) a identidade id.x € um 0-homeomorfismo de kX em 0X, e,

(4) (Y \X)\oU = o(X \U")\ X.

Demonstracao (1) Do item (2) da proposigao 2.9, temos T = {UerX\X:UeU}.

Assim,
U\X ={U e kX\X:UeO%}={UerX\X:UecU}=TU"\X,

pelo lema 2.2.

Vejamos agora para Y = o X. Como T - UY, basta mostrarmos que T’ \ X C
oU\ X. Dados Ve U € U \ X, U € oV. Assim oV NU =V NU # 0. Ou seja, U
encontra . DaiU e U elUd € oU \ X.

(2) Imediato do item anterior.

(3) A identidade idxx : kX — oX é claramente continua. Agora suponha i a
identidade de 0 X em kX. Dados p € X e V € 7(kX), vizinhanca de p, temos que
V Co(VNX)er(oX). Assim, por kX e 0.X serem extensoes de X,

PVAX) |=oVNX) =oVNX)NX  =VAX"> =V Ax™ =7

b

usando também os dois itens anteriores. Logo ¢ é #-continua.
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(4) J4 temos que (oU N o(X \UX)) = (. Assim so falta mostrar que ¥ \ X =
(oUUo(X \UX)) \ X. Seja U um filtro em 7(X) livre tal que U ¢ U. Entao existe V € U
tal que UNV = 0. Dai, VC X\T" e X\T" € U. Logo U € o(X \T*)\ X. m

kX e oX relacionam-se de védrias maneiras mas ha diferengas: oX \ X é zero-
dimensional mas nao-necessariamente discreto e, ainda, X pode nao ser aberto de oX".

Um dos resultados mais forte ao qual queremos chegar é o teorema abaixo:

Teorema 3.7 Para X, um espaco de Hausdorff, valem:
(1) o X \ X é homeomorfo a BEX \ EX, e,
(2) para A CoX \ X, A é compacto se, e somente se, A é fechado.

Demonstragao (1) Lembrando que fEX =gx 0.X, consideraremos SEX\EX = {U : U
é R(X)-ultrafiltro livre} = §.X \ EX. Vamos construir o homeomorfismo.

Dado U € 6X \ EX, definimos h() = {U € 7(X) : 7" e U}. Como U ¢ filtro

ox  ox X
em R(X), 0 ¢ h(U) e Ue h(U), para qualquer U € U. Lembrando que lex N \_/:X =
mx, para quaisquer Vy, Va € 7(X), temos que h(U) é fechado por intersecgoes finitas.
Mostramos também que se um aberto V' encontra h(U), V¥ encontra U , logo estd em U,
e, dai, V estard em h(U). Facilmente mostramos que NU = adx(h(U)), assim, h(U) €
oX\X. Entdo h: 0X \ EX — 0X \ X estd bem definida.

Para mostrarmos que h é bijetora construiremos sua inversa. Definamos, para g(V) =
{VX :V eV}, paraV € 0X \ X. Usando os mesmos argumentos do pardgrafo anterior,
mostra-se que g(V) € 6X. Ainda, Ng(V) = adx(V), e, g(V) € BEX \ EX. Assim g estd
bem definida.

Para vermos que g é a inversa de h, basta-nos observar que
V Ch(g(V)), e, U C g(h(U)),

para quaisquer V € o X \ X el € fEX \ EX. De fato, temos as igualdades ja que todos
os objetos sao ultrafiltros.

A continuidade da fungbes é conseqiiéncia de
o h[A(A)\ EX]C o(A)\ X, para 4 € R(X),

o glo(U)\ X] C AT")\ EX, para U € 7(X), e,
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e valem as igualdades nos itens anteriores.

Dado U € MA)\ EX temos A € U ¢, portanto, A€ h(U) e h(U) € o(A) \ X. Caso
Y €oU)\ X temse U € g(V) e g(V) € AU )\ EX.

(2) Dado A compacto temos que A é fechado de o X.

Suponhamos A um fechado de o X e vejamos que g[A] = h™![A] é um fechado de X .

Dado p € EX temos que 7(p) € X CoX \A € 7(0X) e exioste U € 7(X) tal que
7(p) € oU C 0 X \ A. Como U = oU N X, temos que 7(p) € U QUXX e pelo item (6) do
teorema 3.3, p € )\(UX). Dado V € (0X \ EX)\ h7'[4], h(V) ¢ A e existe V € 7(X)
tal que h(V) € oV C o X \ A. Assim V € h(V), e V" eV, pelas definigoes de h e de
g=nh"t. Logo V€ /\(VX). Entdo para qualquer g € X \ h™'[A], existe W € 7(X), tal
que q € )\(WX) e h(q) € oW C 0 X \ A. Assim

AC (X \X)\ oW = o(X \TW")\ X,
pelo item (4) da proposicao 3.11. Logo

YA C glo(X \ F)\ X] = AX\F )\ EX = AF") \ EX C A(F"), e,
g € MF) = 0X \ \(F') C 6X \ h™'[4],

onde F =W . Assim 6X \ h~'[A] é aberto. L

Notas

Muito dos resultados aqui enunciados sao uma reuniao de colocagoes feitas nos artigos
lidos. Os da se¢do sobre os espagos extremamente desconexos sao achados em [PW87]. A
construgao e unicidade do Absoluto de Iliadis também é encontrada neste livro, bem como
sobre a Extensdo de Fomin. A demonstracao do teorema 3.3 basea-se muito na achada em
[PW87] mas traz nosso “tempero” no que se refere aos filtros. O teorema 3.5 estd também
enunciado neste livro como exercicio. Ja a proposi¢do 3.7 tem a demonstragao baseada
no lema 5.4 do artigo [VERS85], cujo enunciado trata sobre racionais. A proposigao 3.9
traz mais resultados acerca do Absoluto de um compactificado de Stone-Cech dos que os
comumente achados. E as demonstragoes sobre a Extensao de Fomin sao modificagoes das

encontradas em [PW87].
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Capitulo 4
Os Espacos de Katétov

Chegamos, finalmente, aos Espacos de Katétov! Queremos apresentar alguns dos

resultados acerca desses espacos. Vejamos logo a definigao:

Definicao 4.1 Um espago X, de Hausdorff, é dito um Espago de Katétov, se tiver

uma subtopologia H-minimal.

Pelo segundo corolario do teorema 2.3, a definigao é equivalente a ter alguma subtopo-
logia H-fechada. Este fato justifica nosso primeiro resultado que “gera” uma subtopologia

H-minimal e que serd usado muitas vezes a partir de agora.

Teorema 4.1 ([PV85],1.1;[VW81]) Sejam Y um espago compacto de Hausdorff, X um
conjunto, e f : Y — X uma sobrejecao compacta e irredutivel. Eziste uma topologia de

Hausdorff em X, 7, tal que f : Y — (X, 7) é 0-continua e perfeita, e (X,7) é H-minimal.

Demonstragao Seja 7 a topologia cujos fechados sejam gerados por { f[A4] : A é fechado
de Y}. Imediatamente temos que f : Y — (X, 7) é perfeita.

Vejamos que (X, 7) é de Hausdorff. Dados z e y dois elementos distintos de X. Temos
que f~!(z) e f~!(y) sdo dois compactos disjuntos. Assim existem U,V € 7(Y), disjuntos,
tais que f~'(z) CU e f~!(y) C V. Como [ é sobrejecao X \ f[Y \U] e X\ f[V\ V] sdo
abertos em 7, disjuntos, que separam z e y.

Agora suponhamos y € Y e f(y) € X \ f[A], para algum A, fechado em Y. Entao
f7(y) é um compacto que nao encontra A. Como Y é normal, existem U,V € 7(Y),
disjuntos, tais que f~'(y) C U e A C V. Mostremos que f[UY] - m/\ Sejam
t €U e B um fechado de Y, tais que f(t) € X\ f[B]. Como T'nv = 0, temos que
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t € Y\(AUB). Logo AUB é um fechado préprio de Y, e, por f ser irredutivel, f[AU B] é
um fechado proprio de X. Assim (X'\ f[A])N(X'\ f[B]) # 0. Sendo assim, f é f-continua.

Pelo item (6) da proposicao 2.7, temos que (XX, 7) é H-fechado. Vejamos que (X, )
é semi-regular e teremos completado que (X, 7) é H-minimal.

Sejam A um fechado de Y e z € X'\ f[A]. Assim f~!(z) N A = () e novamente
separamos f~'(z) e A por abertos disjuntos U e V| respectivamente. Temos que A C F,
onde F' = W) € R(Y). Assim f[A] C f[F] e f[F] € R(X), pela proposicio 3.5.
Como F' C Y \ U, temos que z € X \ f[F] € RO(X). ™

O préximo resultado dd condicoes equivalentes ao fato de um espago ser de Katétov.

Teorema 4.2 ([PV85],1.1) Para um espaco X, de Hausdorff, sdo equivalentes:

(1) X € de Katétov,

(2) X € a imagem perfeita de um espago compacto,

(8) X € a imagem perfeita de um espag¢o H-fechado, e,

(4) Eziste um espaco H-fechado Y e uma sobrejecao fechada f :' Y — X tal que
f~Yz) é O-fechado para todo z € X.

Demonstragao Claramente (2) = (3) = (4). Vejamos as outras implicacoes:

(1) = (2) Seja 7" C 7(X), tal que X’ = (X, 7') seja H-fechado. Temos que EX’ é com-
pacto, pela proposicao 3.6. Dado que 7x/ : EX' — X' e idx : X’ — X sdo sobrejecoes
perfeitas temos que X ¢ imagem perfeita do compacto EX’, pelo item (1) da proposigao
3.2.

(4) = (1) Sejam Y e f nas condicoes da hipdtese. Como ja argumentado aqui, EY ¢é
compacto. Pelo item (7) do teorema 3.3, my'[f~!(z)] é compacto para qualquer z € X,
e, assim, fomy : Y — X é sobrejecao perfeita. Pela proposicao 3.4, existe um fechado
D C EY, fechado, tal que (f o7y )|p é sobrejegdo perfeita e irredutivel. Como D é com-
pacto, e existe uma topologia 7 sobre X tal que (X,7) é H-minimal, pelo teorema 4.1.

Como (f omy)|p é perfeita, 7 C 7(X), e X é de Katétov. [ |

Corolario A imagem perfeita de um espago de Katétov é um espago de Katétov.
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Demonstragao Imediato do teorema anterior e da proposigao 3.2. [ |
Corolario Se um espago X tem uma extensiao H-fechada hX e um fechado discreto A
tais que |hX \ X| < |A|, entao X é de Katétov.

Demonstracao Seja f: hX \ X — A uma funcao injetora. Definamos g : hX — X por
g(z) =z para z € X e glpx\x = f. Como |g7}(z)| < 2, para todo = € X, g é compacta.
Dado F, fechado de h.X, temos que g[F| = (FFNX)U f[B\ X], e, como todo subconjunto
de A é fechado, g[F] é fechado. Assim chegamos as hipéGteses do item (3) do teorema 4.2. W

Este ultimo coroldrio toca em um ponto muito interessante sobre as extensoes H-
fechadas: o tamanho, alids, a cardinalidade, do resto de uma extensao H-fechada de um

espaco. Abriremos uma se¢do aqui para enunciar um resultado que lida com este ponto.

4.1 Particoes em compactos de o X \ X

Mostraremos aqui que toda extensao H-fechada de um espago X induz uma parti¢ao
em compactos de 0 X \ X; e, ainda, que toda partigdo é induzida por alguma extensio
H-fechada.

Lembremos que 0.X e kX tém o mesmo suporte, kX \ X é fechado discreto e c X'\ X
é zero-dimensional. Dado Y € (X)) temos que existe f : kX — Y, continua, que estende
idx. Assim podemos considerar f~!(p) como subconjunto de 0 X \ X, para todop € Y\ X.
Definamos P(Y) = {f~'(p) : pe Y \ X }.

Teorema 4.3 ([PW87],7.4(a)) Usando os objetos definidos acima, temos:

(1) P(Y) € uma particio em compactos de 0 X \ X, e,

(2) Se P' é uma particao em compactos de X \ X, eziste Y € H(X), mdzima (no
sentido dado na definicio 1.8), tal que P(Y') = P'.

Demonstragao (1) Pelo item (2) do teorema 3.7, basta-nos mostrar que A = f~!(p) é

fechado de 0 X, para todop € Y\ X.
Seja ¢ € 0 X \ A. Temos que f(gq) # p e assim existem U;,U; € 7(Y), disjuntos,

que separam f(q) e p, respectivamente. Como f é continua, V; = f~[U;] € 7(kX), para
Ok X OxX

1=1,2. Ainda, g€ V;, AC Vo, e ViNVy = (. Assim Vlnx QVQKX: 0, e, pelo item (1) da

Ok X OrX_ ox

proposigao 2.11, ¢ eV CoX \Ae = o(Vin XX) € 7(0X). Logo o X \A € 7(0X).
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(2) Dada P', uma partigdo em compactos de 0. X \ X, temos que P'U{{z}:z € X} ¢é
uma particao de KX que induz um relagao de equivaléncia R. Consideremos Y (P’) o espago
quociente kX/Re f: kX — Y(P'), a fungdo quociente induzida. J& que f~[f[4]] = A4,
para qualquer A C X, temos que f[X] é aberto em Y(P') e f|lx : X — Y(P') é uma
imersdo. Facilmente temos que f[X'] é denso em Y (P’).

Vejamos que Y (P’) é espaco de Hausdorff. Sejam p,q € Y(P'), distintos. Temos que
[~ (p) e f~'(q) sdo compactos disjuntos, e existem U,V € 7(kX), disjuntos, que separam
f~Y(p) e f~!(q), respectivamente. Vale observar que um subespaco compacto de oX é
também compacto de kX, pois para um W € 7(kX), temos W C o(W N X), pelo item (4)
da proposicao 2.10. Mostremos que U’ = [~ (p)U(UNX) € 7(kX) e que f~[f[U]] = U".
Imediatamente temos U'N X = UNX. Sejald € f~}(p)\ X. Dado W € U temos que
U e W, pelo item (2) da proposicao 2.9. Assim UNXNW = UNW # (. Ou seja, UNX
encontra U e pertence a Y. Agora vejamos que f~'[f[U']] = U'. Dado t € f~[f[U"]],
temos que f(t) = f(u), para algum v € U'. Se u € f~!(p), temos que f(t) = f(u) = p,
et e fT(p). Cassoue UNX,te f(t)= f(u) = {u}, et = u. Analagomente temos
V= f"Yq)u (VNX)er(kX)eque [Tf[V']] = V'. Assim p e q sdo separados pelos
abertos disjuntos f[U'] e f[V'], respectivamente, de Y (P').

Ja que Y (P') é a imagem continua do espago H-fechado kX, temos que Y (P') é
H-fechado. Observamos que f “fixa”os pontos de X, assim P’ = P(Y(P")).

Agora seja Z € H(X) tal que P(Z) = P'. Considere g : kX — Z a funcao continua
que fixa os pontos de X. Definamos h : Y (P') — Z por h({z}) = z, paraz € X, e
h(p) =t,parap€ P'et € Z\ X, tal que p = g~!(¢). Facilmente temos que ho f =g e
que h é continua. Assim Y(P') > Z. [

Daremos, agora, outra caracterizagao para os compactos de 0. X \ X.

Proposicao 4.1 ([PW87),7.4(c)) Seja A C o X \ X. Sio equivalentes:
(1) A é compacto, e,
(2) NA € um 7(X)-filtro livve e A={UU € c X \ X :NA CU}.

Demonstracao (1) = (2) Claramente, N A é 7(X)-filtro. Vejamos, porém, que é livre.
Suponha z € adx(NA). Para cada p € A, existe U, € p, tal que z ¢ —(EX, jd que p é

ultrafiltro livre. Sendo assim,
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Como A é compacto, existe A’ C A, finito, tal que A C o(V), onde V = |J U,. Ainda
, - pEA’
temosz e W =X \V'\. Mas V € N4, e z deveria pertencer a V" . Logo adx (N A) = 0.

Consideremos S = {U € o X\ X : N A CU}. Facilmente tem-se que A C S. Suponha
Ue (e X\X)\ A, e existem U,V € 7(0X), disjuntos, tais que ACU elf € V. Como,

ACT X\ X =TnxX \X =oUnX)\X,

UNX e NA. Analogamente, temos U € oV NX)\ X eV NX €Y. Sendo UNX ¢ U,
NAZ U, e,U & S.

(2) = (1) Vejamos que A é fechado em o X.

Dado z € X, existe U € N A, tal que z ¢ UX, ja que N A é filtro livre. Assim A € oU
ex e o(X\UX), que sao abertos disjuntos. Dado U € (0X \ X) \ A4, existe V € N A\ U,
e, ainda, W € U, tal que VN W = (. Logo A C oV, U € oW, e oV NoW = 0. [ |

4.2 Extensoes H-fechadas com resto enumeravel

Pelo segundo coroldrio do teorema 4.2, e, usando os fatos colocados na se¢éo anterior,
uma condicdo suficiente para um espago ser de Katétov é ter um subconjunto fechado
dicreto infinito e ter uma extensao H-fechada com resto enumerdvel. Para um espaco
de Hausdorff, ter um fechado discreto infinito é equivalente a nao ser enumeravelmente
compacto ([ENG89],3.10.3).

Ja que 0. X'\ X é homeomorfo a BEX \ EX, devemos procurar condigdes para SEX \
EX ter uma particdo enumerdvel em compactos. Como SEX \ EX é zero-dimensional a

proxima proposicao nos sera muito util.

Proposicao 4.2 ([PV85],3.1) Um espaco zero-dimensional Y tem particdo enumerdvel

em compactos se, e somente se, Y é a uniado enumerdvel de compactos Gy.

Demonstragao Se Y tem uma particao naquelas condigoes, claramente é unido enu-
meravel de compactos Gj.
Suponha ¥ = |J A, onde cada A, é compacto e Gs5. Podemos supor ainda que

n<w

A, C Apq, para todo n < w.
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Seja A um compacto tal que A = [\ Uy, com cada U, € 7(V). Fixemos n < w, e

n<w
temos que para cada a € A, existe C, € B(Y'), tal que a € C, C U,. Como A é compacto,
existe C, € B(Y), tal que A C C,, C U,. Assim A = (| C,. Sendo assim para cada

n<w

n<w, A, = () By, onde cada By, € B(Y). Posso, ainda, supor B, C B} e B} =Y.
m<w
Definimos D]} = Any1 N (B, \ Blr,,), para cada n,m € w. Temos, logo, que Dyt é
sempre compacto. Como

U DFt = Apr \ 4y,

m<w

P={A}U{Dp:nmew}\ {0} é de fato, uma particio em compactos de Y. |

Esta proposi¢do nos aponta um caminho muito interessante: EX deve um Gy de
BEX, ou seja, EX deve ser Cech-completo. Pelo teorema 3.9.1 em [ENG89], um espago
ser G5 de seu compactificado de Stone-Cech, é equivalente a ser G; de qualquer outra
compactificagao.

Antes das préximas proposi¢oes vejamos um novo conceito.

Definicao 4.2 (1) Para um espago X, de Tychonoff, damos o nome de residuo de X,
e o denotamos por R(X), ao conjunto X ﬂmﬂx, e,

(2) Diremos que X ¢ nunca localmente compacto(nowhere locally compact),
se R(X) = X.

Brinquemos um pouco com o residuo para ver o que ele de fato nos diz.

Proposicao 4.3 Para um espago X, de Tychonoff, sao vilidas:
(1) X \ R(X) = {z € X : z tem vizinhanca em X compacta},
(2) R(X)=X ﬂmy, para qualquer Y € K(X),
(3) 7[R(EX)] = R(X),
(4) R(EX) é um fechado de 7 '[R(X)], e,

(5) X € nunca localmente compacto se, e sé se, X \ X € denso em BX.

Demonstragao (1) Seja z € X \ R(X). Entdo existe V € 7(8X) tal que z € V e
V € X. Como z tem sistema fundamental de vizinhancas fechadas, existe U € 7(8X) ,
tal que z € U C i C V. Assim 7% ¢ compacto contidoem X. Dai,z e UNX =U
e, como e CVCX,
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" =7 nx =7~

Logo U é vizinhanca compacta de z.

Agora sejam z € V € 7(X) tais que X6 compacto. Assim V> é um fechado de
BX. Seja U € 7(fX), tal que V =U N X. Sendo assim,

zeUCT™ =7 <7 =V Cx,

e, e ¢ X\ X .

(2) Sejam YV € K(X) e f: X — Y, continua, extensdo de idy. Temos facilmente
que f é sobrejetora, fT'[X] =X e [TV \ X] = 8X \ X.

Dados z € R(X) e U € 7(Y'), vizinhanga de z, temos que z € f~![U] € 7(8X). Dai,
FHUI\ X #0. Logo U\ X # 0.

Agora seja z € X ﬂmy \ R(X). Pelo item anterior, existe V € 7(X), tal que
zeVeV & compacto. Como Y é extensao de X', existe W € 7(V), tal que WNX = V.
Analogamente ao item anterior, temos que w C X, e chegamos a um absurdo.

(3) Como B é continua e extensdo de ix o m temos

n[R(EX)] = fr[EX NBEX \BX"" ] C pr[EX] 0 pr{BEX \EX "] C
XNBrfEX\EX] =XNBX\X = = R(X).

Seja. z € R(X) \ n[R(EX)]. Entao 7~!(z) N R(EX) = 0, ou ainda,
Y z)NBEX \EX " =0

Como BEX é zero-dimensional e lembrando os abertos-fechados de 6.X, temos que A €
R(X) tal que

7 z) CAA) e BEX\EX " CAA),

jé que m~1(z) é compacto. Assim z 60,)4(, pelo item (6) do teorema 3.3. Seja Q € 7(8X),
tal que 0,51(: N X. Como z € R(X), temos que QN X \ X # 0 e, pelo item (2) da
proposicao 3.9, BEX \ EX N fr~'[Q] # 0. Dado que BEX \ EX C A(A"), Br~ Q] NA(A4")

é um aberto nao-vazio de fE X, e, assim,

EX N Br=1[Q) N A(A") # 0.
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Ja que 7[EX N Br Q) NAA)) = ANQ=ANXNQ=ANTA, e A =X\A,

chegamos que (:c)l( \4 # 0, ou seja, um absurdo.

(4) Como R(EX) e n'[R(X)] sao fechados de EX, pois 7 é continua, temos que
R(EX) = EXNF, e Y[R(EX)] = EX N F,, para F, e F, fechados de BEX. Assim
R(EX) = n~'[R(X)] N Fy e é um fechado de 7~ ![R(X)].

X = sBX . . ,
(5) Como R(X)'g C BX\ X', temos facilmente que X serd nunca localmente

=X 5
compacto se, e somente se, fX \ X o = BX. [

Proposicao 4.4 ([PV85],3.2) Se ¢cX € K(X), para um espago X Cech-completo, tal
que R(X) € de Lindeldf, e cX ¢ zero-dimensional, entdo cX \ X tem uma particdo enu-

meravel em compactos.

Demonstragao Ja que cX\ X éo-compacto, cX\X = nL(Jw A,, onde cada A, é compacto.
Seja Y = T\XCX.

Fixemos n < w. Para cada p € R(X), existe U, € B(Y) tal que p € U, C Y \ 4,, ja
que cX é zero-dimensional. Assim

R(X)C U U,
PER(X)

e, por ser de Lindeldf, existe F' C R(X), enumeravel, tal que R(X) C U U, = U,. Logo
B, =Y \ U, é fechado de Y, e, portanto, compacto. rer

Claramente, A,, C B,. Vejamos que B,, C ¢X \ X. Suponha que exista z € B, N X.
Como B, CY temos que z € R(X) C Uy, o que é um absurdo.

Assim, U B, =cX \ X, e, ainda B, = pQF[(cX\X) N(Y'\U)l, e, cada, (cX \ X)N

n<w
(Y\U,) € 7(cX \ X). Pela proposicdo anterior, concluimos a demonstracao.

Chequemos mais algumas condigoes suficientes para um espago ser de Katétov.
Corolario ([PV85],3.3) Seja X um espago.

(1) Se X ndo é enumeravelmente compacto, EX ¢é Cech-completo, e R(EX) é de
Lindelof, entao X tem uma extensao H-fechado com resto enumeravel e é de Katétov.

(2) Se X é de Tychonoff e Cech—completb e R(X) é de Lindelof, entdo X tem extensio
H-fechada com resto enumeravel.
Demonstragdo (1) BEX é zero-dimensional, EX é Cech-completo e R(EX) ¢ de Lin-

deldf, logo, pela proposi¢ao anterior, SEX \ EX tem particdo enumerdvel em compactos.
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Como ¢ X \ X é homeomorfo a SEX \ EX (item (1) do teorema 3.11), X tem extensdo
H-fechada com resto enumeravel, do teorema 4.3. Como estamos supondo X" nao enu-
meravelmente compacto, X tem um subespaco fechado discreto que é infinito. Usando o
segundo corolario do teorema 4.2, X é de Katétov.

(2) Usando a proposicao 3.1, item (2), temos que R(EX) é um fechado no espaco de
Lindelof 7~ '[R(X')], logo também é de Lindelof. Da proposigao 3.9, item (3), temos que
R(EX) é Cech-completo. Chegamos a algumas das condicdes do item anterior e temos

que X tem extensao H-fechada com resto enumeravel. [ |

Proposigao 4.5 ([PV85],3.4) Seja X um espago que satisfaga:
(1) X ¢ regular, de Lindeldf e Cech-completo, ou
(2) X ¢é paracompacto, Cech-completo e R(X) é de Lindeldy.

Entao X ¢é de Katétov e tem uma extensao H-fechada com resto enumerdvel.

Demonstracao Valendo (1) ou (2) temos que X é normal e de Tychonoff. Caso valha
(1), R(X) é de Lindeldf, ja que é fechado em X'. Assim, valendo (1) ou (2), X é um espago
de Tychonoff e Cech-completo, e R(X) é de Lindeldf. Pelo item (2) do corolario anterior,
X tem extensao H-fechada com resto enumerdvel.

Se X nao é enumeravelmente compacto temos que é de Katétov. Caso seja enume-
ravelemente compacto e de Lindelof, é compacto. Se for enumeravelmente compacto e

paracompacto, também serd compacto. ]
No préximo teorema precisaremos checar que um espaco é de Lindel6f. Uma maneira
de verificar isto é calcular seu grau de Lindelof.

Lema 4.1 Seja X um subespago de um espago A-compacto Z, tal que existe uma familia
de fechados de Z, {Fa}a<x, com a sequinte propriedade: para cada z € X ez € Z\ X,

eriste a < Kk tal que
t€F, e z¢F,,

onde A\ e Kk sao cardinais.

Entdo L(X) < k<1 -\
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Demonstracao Seja {V;}s;es uma familia de abertos de Z que recobre X. Assim,

XCV,ondeV=UYV,SejamZ=[k|*={JCk:|J|<A}eF={NF,:JeTe
agJ

SES

N Fy CV}. Assim, | F| < k<.
aeJ

Vejamos que X C [JF. Fixemos z € X. Paracaday € Z\V, seja a, < k tal que
x€F, ey¢F,, Dai

Z\VC U Z\F,,,
yeZ\V

e, por ser A-compacto, existe T C Z\ 'V, tal que |[T| < Xe Z\V C U Z\ F,,. Logo

yET
ze N F, €F.
yeT
Por outro lado, se F' € F, existe Sp C S, tal que |Sp| < A e
FC N Vs
SESE
ja que F' é A-compacto.
Seja R = |U Sr e claramente temos que X C |J V.
FeF SER
Assim concluimos que L(X) < <+ A, [

Observacao 4.1 Observando a demonstra¢do vemos que podemos melhorar mais a es-
timativa do grau de Lindelof de X. Se p é um cardinal tal que todo F, € p-compacto,

pode-se dizer que
L(X) < k< p

Proposicao 4.6 Seja { X4 }a<r uma familia de espacos de Tychonoff tais que cada X, €

unido de k compactos, para k e X cardinais infinitos. Entao L( [ Xa) < X k.
a<\

Demonstragao Para cada o < A, Xo = U Aj, onde A3 é um compacto.

B<k
Consideremos Y = [] Xoe Z = [] X4 Paracadaa < Ae B <k, seja Fpp =
a< a<
[1 W, onde W,, = BX,, para v # a, e, Wy = Aj.

<A
Assim, {F, g}a<rp<x ¢ uma familia de fechados nas condigoes do lema anterior. Dai

LY)<(A- k)Y -w= A k.
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Proposigao 4.7 ([PV85],3.5) A interseccao enumerdvel de subespagos o-compactos em

um espacgo reqular de Hausdorff é de Lindeldf.

Demonstracao Sejam X um espaco de Hausdorff regular, B, subespago o-compacto
para cada n < w, e A = ) B,. Pela proposicao anterior, Y = [[ B, é de Lindelof. A
funcao e : A — Y, onde e??; ¢ a seqliéncia constante igual a z, énljwma. imersao. Como X
é de Hausdorff, A = {seqiiéncias constantes de Y’} é um fechado. Claramente A = e[A].

Assim e[A] é de Lindeldf. B

Vamos chegar ao, talvez melhor, teorema desta segao - uma condigao equivalente para

um espago de Tychonoff ter extensao H-fechada com resto enumerdvel.

Teorema 4.4 ([PV85],3.6) Para um espago X, de Tychonoff, sdo equivalentes:
(1) X ¢ de Lindelof e Cech-completo,
(2) BX \ X é uma unigo enumerdvel de compactos G5 em BX, e,

(8) BEX \ EX pode ser particionado em enumerdveis compactos que sio Gs em
BEX.

Demonstracao (1) = (2) Suponhamos X = [\ Q,, onde cada §2,, € 7(8X). Fixemos

n<w

n < w. Para cada z € X, existe fy : 6X — [0, 1], continua, tal que z € f7[(0,1]] C Q,.

Assim

X c U f7'(0,1],
zeX

e, por ser de Lindelof, X C U f-'[(0,1]], para algum A C X, enumerdvel. Como Z(X) é
T€EA
fechado por intersecgoes enumerdveis, (| f;'(0) = g;*(0), para alguma g, : BX — [0, 1],
TEA

continua. Logo
X< N g0,
n<w

Assim, SX \ X = U g;'(0), e, cada g;;*(0) é compacto e Gs.

n<w

(2) = (3) Basta lembrarmos que SEX \ EX = fr![X \ X], para fr discutida no

paragrafo anterior a proposicao 3.9.
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(3) = (1) Suponhamos {A,}n<, uma particio de SEX \ EX, onde cada A4, é compacto
e G5. Assim BEX \ A, é o-compacto para cada n < w. Pela proposicio anterior,
EX = N (BEX \ A,) é de Lindelof. Como X = n[EX], e 7 é continua, temos que X é
de Lindﬁgf.

Ainda, fX \ X = Br[BEX \ EX]| = U pBn[A,]. Como cada fr[4,] é compacto, X
é Cech-completo. - [ |

Proposicao 4.8 ([PV85],3.7) Seja X um espago de Tychonoff nunca localmente com-
pacto. Se X tem uma extensao H-fechada com resto enumerdvel, entdéo X tem um su-

bespaco denso que é de Lindeld.

Demonstracao Como 7[R(EX)] = R(X) (item (3) da proposigao 4.3) e 7 é irredutivel,
temos que X ¢ nunca localmente compacto se, e s6 se, EX o for. Supondo que X tenha
extensao H-fechada com resto enumeravel, SEX \ EX tem parti¢io enumerdvel em com-
pactos. Assim, basta mostrarmos que EX tem um denso de Lindelof e sua imagem serd
0 que estamos procurando em X.

Como X tem extensao H-fechada com resto enumeravel, BEX \ EX tem uma, particao
enumerdvel em compactos, pela proposicdo 4.3. Seja, entdo, {An}n<, uma familia de
compactos tais que SEX \ EX = | A,. Fixemos n < w. Para cada m < w, temos que
A, C BEX \ A, e, por fEX seTrKr(:ormal, existe U, € 7(BEX), tal que 4, C U,, C
U_mﬂ BX C BEX \ An,. Lembrando que BEX é extremamente desconexo (teorema 3.3),
temos que B, = () U_mﬂEX é compacto e SEX \ B, é aberto e o-compacto. Ainda, temos
que B, \ EX = Zzw

Seja V um aberto de SEX contido em B,. Como EX é nunca localmente denso,

BEX\EX édenso em SEX, pela proposi¢ao 4.3, item (5), e, assim, TEX _ Y \ Ex X

Portanto,

V CVEX CBNEX T CAPEX C A, CBEX \ EX.

CBEX

Logo V = 0, jd que SEX \ EX= (. Sendo assim, SEX \ B, ¢ denso em SEX, e pelo
teorema de Baire ([ENG89],3.9.3), D = ) BEX \ B, é denso em BEX, pois EX é
- n<w
Cech-completo. Pela proposicao 4.7, D é de Lindelof. Ainda,

n<w n<w

e serd denso em E X. o
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4.3 Comparando X, X; e FX

Nesta secao queremos investigar que relagoes existem entre as subtopologias de um
espago X, da sua semi-regularizagao X'y, e do seu absoluto FX .
Caso X tenha subtopologia compacta temos que X também terd. Vejamos que vale

a reciproca:

Proposicao 4.9 ([PV85],2.1) Uma subtopologia regular de X é uma subtopologia de
Xs.

Demonstragao Seja 7 uma subtopologia de X tal que X' = (X, 7) seja espago regular.
Dado V € 7 e p € V, temos que existe U € 7 tal que p € U C le CV. ComorT é

subtopologia temos que T C T~ . Pelo mesmo motivo, temos
Ox’ —_—— —_—!
peUCT cT cTX cv.
Ou seja, RO(X) é base dos abertos de X'. Assim 7 C 7(Xj). [ |

Corolario Um espaco X tem uma subtopologia compacta se, e somente se, X também

tem uma. u

Temos facilmente que, se X é de Katétov, X também o serd. Para provarmos que a

reciproca nao é valida precisaremos dos resultados a seguir.

Proposigao 4.10 ([PV85],2.3) Seja hX € H(X), para um espago X, tal que hX \ X
€ fechado e discreto. Entao X x hX € de Katétov.
Demonstracao Fixemos p € X. Definamos f : hX x hX — X x hX, por

(z,y) sex e X
(p,z) sexz e hX\X l
Dado F' um fechado de hX x hX temos que F'N X x hX é fechado de X x hX. Como

flz,y) =

qualquer subconjunto de um discreto fechado é um fechado, temos que
fIFl=f[FNX x hX]U f[FN (AX\X) x hX] = (FNX x hX)U f[FN (hX \ X) x hX]

é um fechado de X x hX. Caso z # p ou y € X, temos que f~'(z,y) = {(z,9)}, que é
f-fechado. Caso y € hX \ X, temos que [~'(p,y) = {(p,y)} U {y} x hX, que é unido de
dois #-fechados, e, portanto, é f-fechado. Pelo item (4) do teorema 4.2, temos que X x h.X

é de Katétov. [}
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Proposicao 4.11 Um espago de Katétov nio € unido enumerdvel de compactos que sdo

raros.

Demonstragao Suponha, por absurdo, que X é um espago de Katétoveque X = |J A
n<w

ny
oy

onde cada A, é compacto e raro de X, ou seja, A,= 0.

Seja 7 uma subtopologia tal que X’ = (X,7) é um espago H-fechado. Temos que

, } OXI Oox

cada A,, como subespaco de X', serd também compacto, e, como A,CA,, A, serd raro
de X’. Assim X' é uniao enumeravel de 0-fechados raros, e chegamos a uma contradicao
com a proposicao 3.7. |

Corolério O espago dos racionais &) nao é de Katétov. [

Vejamos agora um espaco que é de Katétov cuja semi-regularizacdo nao é de Katétov.

Exemplo 4.1 Seja IR* a compactificacio de Alezandroff de IR. Temos, também, que
IR* € K(Q). Seja h) a extensao simples (R*)t e h@) € H(D). Ainda, hQ\ @ € fechado e
discreto, pela proposigao 2.12, item (8). Pela proposi¢io 4.10, X = @ x hl) € de Katétov.
Como (h))s = R*, X; = (@ x h@)); = Qs X (hQ)s = Q x R*. E X, nado é de Katétov,

pela proposicao anterior, pois
Xs= U {q} x R*.
reER

Observacao 4.2 ([PV85],2.5) O espago descrito no ezemplo anterior é contra-ezemplo
para varios dos resultados que jd expomos alé aqui:

(1) A “regularidade” da subtopologia ndo pode ser substituida pela “semi-reqularidade”
na proposi¢ao 4.9. X tem uma subtopologia 7, tal que X' = (X,7) é H-minimal. Sendo

assim, X' é semi-regular e T ¢ 7(X5).

(2) Temos que X = U {r} x h@Q), ou seja, X ¢ unido enumerdvel de “nowhere denses”
reR

H-fechados e 6 fechados Ainda, X €é de Urysohn. Nao podemos enfraquecer a proposi¢ao

anterior, colocando “H-fechados e 0-fechados” no lugar de compactos, mesmo quando o

espaco for de Urysohn.
(8) Jd que a identidade idyx : Xy — X ¢€ bijetora, 0-continua, perfeita e irredutivel, ndo

podemos substituir “imagem” por “imagem inversa”, mo primeiro coroldrio do teorema

4.2.
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Proposigao 4.12 Para um espaco X, se EX € de Katétov, X também o serd. [l

Vemos que, novamente, o espaco .\, definido no exemplo anterior, é contra-exemplo
para uma proposicao. Como EX = E X, temos que EX; nao é de Katétov.

Ainda, podemos enunciar um resultado bem simples mas 1til.

Proposicao 4.13 ([PV85],2.7) Se X é um espaco que ¢ localmente compacto exceto por

no mdzrimo um ponto, X tem uma subtopologia compacta.

Demonstragao Seja p € X, tal que todo ponto z # p tem sistema fundamental de
vizinhancas compactas.

Definimos 7 C 7(X), por: U € 7, se, e s6 se,
p€ U= X \U é compacto.

Facilmente temos que (X, 7) é compacto. o

4.4 Katétov e extensoes de discretos

Em [DP82], Alan Dow e Jack R. Porter mostram um interessante fato sobre os espagos
H-fechados infinitos: sdao homeomorfos ao resto de alguma extensdo H-fechada de um
espago discreto infinito . Em [VERS85], Johannes Vermeer completa esta curiosa carac-
terizacdo desmonstrando que o resto de uma extensao H-fechada de um espaco discreto

infinito é um espaco de Katétov. Vamos, aqui, expor estes belissimos resultados.

Em toda esta se¢ao consideraremos sempre a topologia discreta sobre um cardinal,

e, a priori, os cardinais sempre serao infinitos.
Suponhamos que {F;};e; seja uma particdo de Gk \ k em fechados. Vamos definir
uma topologia sobre Y = k U {F; : 1 € I}, por: U € 7(Y) se,e s se,
FeU=FC Uﬂ/@ﬂﬁ, para todo 7 € I.

Ou seja, o conjunto 7(k) U {V U {F;} : para algum i € [ e V C k tais que F; C VB"'}
¢ uma base para os abertos de Y. Facilmente temos que Y é extensao de k. A proxima

proposicao ja caminha na proposta descrita acima:
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Teorema 4.5 ([DP82],1.1) Seja {F;}ic; uma familia de fechados de Bk \ k. O espago
Y, acima descrito, é de Hausdorff se, e s6 se, 0s Fi’s sao dois a dois disjuntos. Ainda,

Y é H-fechado se, e so se, {Fi}ic; € uma particao de fk \ k.

Demonstracao Vejamos a primeira equivaléncia.

Suponha {F;};c; uma familia com elementos 2 a 2 disjuntos. Como 7(x) C 7(Y),
separar dois elementos distintos de x por abertos de Y nao é problema. Agora sejam
t €Y ei€l, tais que z # F;. Caso x € k, temos que = ¢ F;, e existe U € 7(Bk) tal
que = ¢ U™ e F; C U. Sendo assim (UNk)U{F;} é vizinhanca de F; em Y, e também
{z} € 7(Y). Se z = Fj, para j € I\ {i}, temos que existem U,V € 7(Bk), tais que
F,CU, F; CV,e, T N7V = 0. Assim (UnNk)U{F},(VNk)U{F;} sao abertos
de Y que separam F; e F;. Agora sejam ¢,j € I, distintos. Se Y ¢ de Hausdorff, existem

UV e 7(Y), disjuntos, tais que F; € U e F; € V. Assim F; CUN e F,€vn "

Do item (3) do teorema 1.2, temos que U N NV AR =TnVAr: =0 E, assim,
F,NF; = 0.

Agora suponhamos que {F;};c; é particao de Bk \ k. Seja C um recobrimento aberto
de Y. Para cada a < k, seja Cy € C, tal que o € C,. Para cada i € I, seja C; € C, tal
que F; C C; N K", Assim,

Br= U(Cank)UUCNK".
a<k i€l

K

Pelo coroldrio do teorema 1.2, C’,-r‘mﬂ € B(fk), para qualquer i € I. Como Sk é

compacto, existem A C ke J C I, finitos, tais que fx = U (Co,Nk) U U C; AR".

agA i€eJ
Temos, entao, que
k=(U CoU U C;) Nk,
aEA i€J
e, portanto,
—Y ¥ f —Y —Y
Y=R'=(UC,UuUC)nk =(U C,UUC;) = UCy UUC; .
acA ieJ a€A i€J a€cA i€J

Consideremos Y H-fechado e mostremos que { F;};¢c; é uma partigdo de Bk \ x. Seja
p € Bk \ k. Lembrando do lema 2.1, temos que F = {U € 7(Y) : U Nk € Of,. } é um
7(Y)-filtro, e, por Y ser H-fechado, tem aderéncia nao-vazia. Seja z € ady(F). Caso
T € K, temos que existe V € 7(fk), tal que p € V ez ¢ V. Sendo assim, VNk € F e
z ¢ m”, pois {z} € 7(Y"). Logo z = F;, para algum 7 € I. Suponhamos, por absurdo,
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que p ¢ F;. Logo existem W,T € 7(fk), disjuntos, tais que p € W e F; C T. Como
T C T = Th fcﬁ'{, temos que (7' N k) U {F;} é uma vizinhanga de aberta em Y de F;.
Como W Nk € F, temos que F; € TN K Logo WNkNT # (, um absurdo. [ ]

Um pouco mais podemos falar sobre o espago Y: sobre seu carater.

Proposigao 4.14 ([DP82],1.2) Usando os mesmos objetos do teorema anterior e nas
mesmas condigoes, suponha que A é o menor cardinal tal que cada F; possa ser escrito
com a intersecg¢do de \ abertos-fechados de fr. Entao x(Y) = A.

Demonstracao Seja i € I. Entao, cada F; = [\ W,, onde cada W, € B(fx). Sendo
a<

assim, W, = W,y N FE podemos dizer que F; = () A(,ﬁ", com cada A, C k. Estamos
a<\
tentados a dizer que

{{F;}uU :U 2NA, onde A é uma subfamilia finita de {4, : @ < A\}}

¢ um sistema fundamental de vizinhangas abertas de F; em Y. De fato, se F; C Vﬁ", para

algum V C k, temos que
BR\V™ C U (B \A™),
a<k

e, como é compacto, achamos uma subfamilia finita, A, de { A : @ < A}, tal que mﬂﬂ -
V" Logo x(Y) < A.

Caso V seja um sistema fundamental de vizinhangas abertas de F; em Y, temos fa-
cilmente que F; = Vrgvmﬁ"'. Sendo assim, x(Y) = A. |

Vejamos uma condicéo suficiente para que Sk \ k tenha particac em fechados.

Proposicao 4.15 ([DP82],1.4) Seja X um compacto que pode ser particionado em k
fechados nao-vazios que sao G. Entdao Bk \ k pode ser particionado em k fechados néo-

vazios e G de (k.

Demonstracao Seja {4, : a < k} uma particdo de X tal que cada A, é fechado G,. Fi-
Xemos z, um ponto de X,, para cada a < k. Definimos g : K X w = X, por g(a,n) = z,,
para @ < Kk e n < w. Como k = |k X w|, temos que existe uma funcao f : k — X, tal

que |f7![A4]] = w. Como f é continua temos que existe Bf € C(fk, X) que estende f
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(item (2) do teorema 1.2). Para cada a < k, consideremos Z, = Bf7'[A,] \ k. Vejamos
que Z, é nao-vazio. Se [f![Aa] estivesse contido em k, teriamos que seria finito, ja
que o0s unitarios dos pontos de x sdo abertos em Bk e f7'[As] é um compacto. Logo
BfAs) ¢ k. Como cada A, é fechado e G e Bf é continua temos que {Z,}a<x € uma

particao nas condigoes que queremos. |

A existéncia de um compacto nas condigoes da proposigao acima é garantida por esta

seguinte:

Proposicao 4.16 ([DP82],1.3) Seja X um espaco de Hausdorff com cardter \. Entdo

EX pode ser particionado em compactos Gy.

Demonstragao Vejamos que {7 '(z) : z € X} é uma particio no jeito que que-
remos. Dado z € X, seja V, um sistema fundamental de vizinhagas abertas tal que

V.| < A. Vejamos que 77 (z) = N )\(\_/X) N EX. Usando o item (6) do teorema 3.3,
VeV:

~Hz) C ﬂ AV*)YNEX. Agora seja t € ﬂ MV )ﬂEX\’/T_l(ilI). Como X ¢ de
Hausdorff, temos que existem V € Vy; e U € T(X) disjuntos, tais que z € V e n(t) € U.
Mas, pelo item (4) do mesmo teorema 3.3, 7(t) € V ’, logo VNU # 0, um absurdo. MW

Se X é H-fechado e tem carater \, {7~!(z) : z € X} é uma particdo em fechados G
do compacto EX.

Antes de chegar onde queremos precisaremos deste pequeno lema:

Lema 4.2 ([DP82],0.1) SejaY € H(X), para um espaco X, e suponha que existam Z,
um espaco, e uma bijecdo continua g : Z — Y \ X. Entdo ezxiste T € H(X), tal que T\ X

¢ homeomorfo a Z.

Demonstragao Pelo coroldrio da proposicao 2.15, temos que a extensdo simples Y+ é

H-fechada. Consideremos 7*, definido por: U € 7" se, e s6 se,
Uer(Yt) e g YU\ X]er(2).

Seja T' = (Y, 7*). Claramente, 7(Y) C 7(T") C 7(Y™*), e, por isso, T' € H(X), ou seja,
T é extensao H-fechada de X. Alids, X € 7(T"). Observamos que qualquer subconjunto

de Y+ que contenha X é um aberto de Y*. Sendo assim, g[W] = (g[W]U X) \ X, e
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g[W]uU X € 7(T), para qualquer W € 7(Z). Logo g: Z — T\ X ¢ um homeomorfismo e
T\ X é homeomorfo a Z. ]

Usando todos estes resultados enunciados até agora, vejamos o talvez melhor e mais

interessante teorema desta segao.

Teorema 4.6 ([DP82],1.7;[VERS85],5.1) Para um espago X', infinito, sao equivalen-
tes:
(1) X ¢é de Katétov, e,

(2) X é homeomorfo a hk \ K, para algum cardinal infinito e algum hk € H (k).

Demonstracao (1) = (2) Seja 7 C 7(X), tal que X’ = (X, 7) é H-fechado. Seja, ainda,
k = | X'|. Consideremos X' = {zo : @ < k}. Assim, {77}(z,) : @ < £} é uma partigao em
k fechados nao-vazios do compacto EX'. Usando a discussao feita (e também os objetos
usados) na proposigao 4.15, temos que {Z,}qo<x € uma particaio em fechados nao-vazios
de Bk \ k, onde Z, = (mo Bf) " (zq) \ £ , para cada a < k. Assim, pela proposigao 4.5,
Y = kU{Z, : @ < k} é extensdo H-fechada de k. Sejam T' = fx\ k e g = 7 o (Bf)|r,

Figura 4.1:

ja mostrados na figura 4.1. E facil ver que Zy = ¢~ (z4) e, assim, g é sobrejetora. Pela
continuidade de Bf, por Bk \ k ser fechado de Bk e por 7 ser uma funcao fechada temos
que g sera também fechada.

Fica naturalmente definida uma fungao bijetora ¢ de X’ em Y'\ s, por p(z) = g~ !(z).
Infelizmente nao podemos garantir a continuidade desta fun¢do e como queremos usar o
lema 4.2, mas ainda mantendo uma extensao H-fechada, vamos verificar que ¢ de X’

em Y# é continua. Pelo coroldrio da proposicio 2.15, temos que Y# € H(k). Vamos
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analizar quem é oyU \ k, para U C k. Suponhamos Z, € oyU \ k. Pela definicdo de
oyU (definigao 2.6), temos que U = W Nk, para W € 7(Y) e Z, € W. Sendo assim,
Zo CWNR™ =T, Por outro lado, se Z, estd contido em U"~, U U {Z4} é vizinhanca
aberta em Y de Z,. Concluimos que oyU \ k = {Z,: Z, C Uﬁ"}.

Seja U C k. Consideremos A = 7" \k e A € B(T). Vejamos que ¢~ oy U \ k] =
X'\ g[T \ A]. Claramente X'\ g[T'\ A] C ¢~ '[oyU \ k). Ainda, se g~'(t) € oyU, temos
g7'(t) C A, logo

T\ACT\ g '(t),e,
glT\ Al C g[T\ g7'(t)] = X'\ {t},

e, t € X'\ g[T\ A]. Como g é fechada, ¢ : X’ — Y# \ k é continua.
Considerando idy : X — X' a identidade, temos que @ oidx é bijecao continua. Pelo

lema 4.2, k tem extensao H-fechada hk tal que o resto hk \ k é homeomorfo a X

(2) = (1) Suponha X homeomorfo a hk \ &, para x, cardinal infinito, e hx € H(x). Seja
m : Ehk — hk a aplicagao do absoluto de hk. Pelo proposi¢ao 3.8 podemos considerar
Ex = m~ k] e 7|px a aplicagdo do absoluto de k. Mas k é extremamente desconexo, ji
que é discreto, e Ex = k. Assim podemos considerar 7|, = id,.. Ainda, por & ser discreto,
k é um aberto de Fhk. Logo n[Ehk \ k] = hx \ k. Consideremos X = hk \ k e temos
que 7 : Ehk \ k — X é uma sobrejecao perfeita. Pela proposicao 3.4, temos que existe
C um compacto em Ehk, tal que 7|¢c : C — X é sobrejetora, perfeita e irredutivel. Pelo
teorema 4.1, temos que existe 7, uma topologia sobre X, tal que X’ = (X, 7) é H-minimal
e|c: C — X' é f-continua. Dado A € R(X'), temos, pela proposicao 3.5, que A = 7[F],
para algum F' € R(C). Como 7 : C — X é fechada, A é fechado de X. Assim como X' é
semi-regular, 7 C 7(X). Logo X é de Katétov. |

Observagao 4.3 Neste teorema definimos ¢ de X' em Y# \ k que ¢ bijetora e continua.

p— ] —_V#
L ¢ f-continua, provando que (p[AA ] == oYBY \ &, para qualquer A C X'

Vejamos que o~
e B= (mo f)'A] = [~Yr![A]. Sejaz € ¥ e suponha g~(z) € oyU, para algum
U C k. Assim, g7 '(z) C C, onde C = [0 \ k. Dat, T\C C T\ g *z) eg[T\C] C
g[T\ g7 (z)] = X'\ {z}. Assim, z € X'\ g[T\C] € 7(X') e A\ g[T'\C] # 0. Seja
ue€ A\ g[T\ C]. Temos que
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() C g™'[A] = (r 0 B)[A]\ & C BF AL = BF A AR =
AT

e, portanto, g~'(u) € oyB. Como ¢~'[X'\ g[T\ C]] C C C T, temos que g~'(u) €
oyB NoyC e, assim, g~ () € WY#. Agora, dado g7 '(t) € mY# \ K, suponhamos
t € U € 7(X'"). Analogamente ao visto logo acima, g~'(t) C VP onde V = [ U]
Logo oyB NoyV # (. Como k é denso em Y# BNV =oyBNkNoyV # 0 e, assim,
UNA#0.

Portanto, dadost € X' e W € 7(X'), vizinhanga de t, g7 '(t) € oy}, onde Q =

[ r~W]]. Como (p[WXI] = 0yQY# \ k, @ inversa de ¢ € 0-continua.

Vermeer em [VERS85], acrescenta um resultado andlogo para espago com subtopologia

compacta.

Teorema 4.7 ([VERS85],5.2) Para um espago X, infinito, sao equivalentes:
(1) X tem subtopologia compacta, e,
(2) X é homeomorfo a hk \ k, para algum cardinal infinito e algum hk € H(k) que

€ de Urysohn.

Demonstragao (2) = (1) Sejam &, um cardinal infinito, e hx, uma extensdo H-fechada
e de Urysohn, tal que X = hk \ k. Pelo primeiro corolario do teorema 2.3, temos que
Wk = (hk)s é compacto. E facil ver que k € 7(h'k), e, assim, h'k \ k é compacto. Logo

idx : X = Wk \ k é uma bijegao continua e X admite uma subtopologia compacta.

(1) = (2) Seja 7 C 7(X), tal que X’ = (X,7) é compacto. Andlogo ao teorema
4.6, seja k = |X'| e consideremos X' = {z, : @ < k}. Novamente usamos a discussao
e os objetos definidos na proposigao 4.15, temos que Bk \ k tem particdo {Z, : @ < k},
onde Z, = B '(z4) \ £ é um fechado nao-vazio para cada o < k. Pela proposigio 4.5,
Y = kU{Zy: @ < k} com a topologia definida no pardgrafo anterior a mesma é extensao
H-fechada de x. Conseguimos, ainda, a figura 4.2, similar a 4.1. Usando dos mesmos
argumentos provamos que ¢ : X' — Y#\ k, definida por ¢(z) = g~'(z) é continua.
Vejamos que, por X' ser compacto, Y# & de Urysohn. Dados =,y € X', distintos, temos

que existem A, B € 7(X'), taisquez € A,y € B, e X nBY =0. Logo,

K

g7 (x) € g7'(A] = B/ [\ & CBF A" = B TAIN K" = AT,
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B\k=T
Figura 4.2:

e, 7 (y) C f—l[B]ﬂ'c. Dai, oyU e oyV s@o abertos de Y# vizinhangas de ¢~ '(z) e

g7 (y), respectivamente, onde U = [7![4] e V = f~![B]. Como Y# ¢ extensio de

—_—vy# —v# —Y# —Y# . —Y# —VY# .,
K, temos que o0 NoyV' =T NV . Ainda, U NV Nk = B, ja que
—

—y# i —y# ; , . -
UY Nk=U =Ue V' Nk=V"=V. Pela mesmas contas feitas na, observagao 4.3,

—  _V# v/
temos que oyU \ k= go[A)‘ ]. Sendo assim,

T oV \ k= oA N [BY] = o[ nBX ] = 0.

Logo Y# é de Urysohn.
Usando o lema 4.2 acrescido com a hipdtese que a extensao H-fechada é espaco de
Urysohn conseguimos do mesmo jeito uma extensao H-fechada e de Urysohn cujo resto é

homeomorfo a X. =

4.5 Métricos versus Katétov

Nesta secao vamos ver o que temos a dizer sobre os espagos métricos. Jd mostra-
mos que um espago regular, de Lindelof e Cech-completo é sempre de Katétov. Como
um espago metrizavel é Cech-completo se, e somente se, for completamente metrizavel
(teorema [ENG89),4.3.26), estaremos com nossa atencao particularmente voltada para os

métricos completos.
As nocoes de familias localmente finita, discreta, o-localmente finita e o-discreta serao

as usuais. Como em [ENG89], refinamento serd sempre um recobrimento. Ainda estaremos

seguindo [ENG89] quando falarmos em ordem, ord, de uma familia de subconjuntos de
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um espaco e quando estivermos falando em dimensdo de Brouwer-Cech, Ind, de um
espago normal; e, em dimensao de Cech-Lebesgue, dim, de um espaco de Tychonoff.
Um espago de Tychonoff X serd dito fortemente zero-dimensional, se X for zero-
dimensional, ou equivalentemente, se para quaisquer A e B, fechados disjuntos de X,
existir C € B(X), tal que A C C C X\ B. I fato conhecido que para um espago normal
X, IndX = IndBX ([ENG89],7.1.15), e, assim, um espago ser fortemente zero-dimensional
é equivalente a ter dimensio de Brouwer-Cech nula.

Vamos enunciar alguns grandes teoremas que sao fatos bem conhecidos e estao todos

demonstrados em [ENG89] e em outros livros que trabalham com Teoria da Dimensao.

Teorema 4.8 ([ENG89],7.2.4; Teorema de Dowker) Para um espaco normal X e
um natural n, as sequintes afirmagoes sao equivalentes:

(1) O espagco X satisfaz dimX < n, e,

(2) Todo recobrimento aberto localmente finito do espago X tem wm refinamento

aberto de ordem < n. [ |
Vamos citar agora alguns teoremas mais ligados aos metrizaveis.

Teorema 4.9 ([ENG89],7.3.2; Teorema de Katétov-Morita) Para um espaco me-
trizdvel X temos dimX = IndX. n

Teorema 4.10 ([ENG89],4.4.1; Teorema de Stone) Todo recobrimento aberto de um

espago metrizdvel tem um refinamento que € localmente finito e o-discreto. [ ]
Corolario Todo metrizével tem uma base o-discreta. [}
Corolario Todo espago metrizdvel é paracompacto. Il

Para um cardinal infinito x, chamaremos de B(k) o espago [ D,, onde D, é o
n<w
espago discreto x, para todo n < w. Ou seja, o suporte de B(k) é “x. Este espago é
chamado de espago de Baire de peso k. Claramente
w5 onde k =min{n : z, # y,}

p((.’ltn)n, (yn)n) = , .
0 caso contrario.

¢ uma métrica em B(k) e estaremos sempre pensando nela. Facilmente provamos que

uma seqiiéncia de pontos de B(k), (z})n, (2)n, (3)n, . .., converge para um ponto (z,),,
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se, e somente se, para cada ¢ < w, existe k(i) < w, tal que :r{ = z;, para todo j > k(7).
Facilmente mostramos que B(x) é completamente metrizavel. Introduzimos este espago

aqui para que possamos enunciar os proximos resultados. Vejamos primeiramente que

IndB(k) = 0.
Proposicao 4.17 O espaco B(k) € fortemente zero-dimensional.

Demonstragao Para cada n < w, consideremos B,, o conjunto dos abertos-elementares da
forma [[ Vi, tais que V;, é unitdrio, param < neV,, = k, param > n. Facilmente temos
que B:ng B(B(k)) tem ordem nula, é um recobrimento localmente finito, e §(V) < n—+1-
(lembrando da distancia p definida acima), para todo V € B,. Facilmente temos que
B = |J B, é uma base para os abertos de B(k).

%Z;')a F' um fechado de B(k) contido em um aberto Q. Para cada n < w, seja €2, =
U{B€B,:BCQeBNF #0}. Como B, é localmente finito temos que §2, € B(B(k)).

Como B é base temos que ' C U C Q, onde U = U Q,. Vejamos que U € B(B(k)),

n<w
77B(%)

supondo por absurdo, que exista z € U \ U. Para cada n < w, temos que z ¢

U Qy, e, assim, existe 7 € IR , tal que 0 < 7 < m e B(z,r) C B(k) \ 0 Q. Assim
k=0

B(z, r)ﬂ U Qk#(?)eex1stek>n+1 tal que B(z,r) Ny, # 0. Sendo assim, existe
BeBktalqueBCQ BNF #0eBnNB(z,r)#0. Sejamy, € BNF ez e BNB(z,r).

Logo

p(x,yn) < p(2,2) + p(2,4a) <7 +8(B) < 25

Costruimos assim uma seqiiéncia (y,), de elementos de F' tal que nl_lglo Yo = T. Assim
T € 7w e, por ser fechado, = € F', o que é um absurdo. [
Coroldrio Qualquer subespaco de B(k) é metrizavel e fortemente zero-dimensional.

Demonstragao Seja Y um subespago de B(k). Claramente Y é metrizavel. Conside-
rando B e B, da proposigdo anterior temos que B’ = {BNY : B € B} é base para os
abertosde Y, e B, = {BNY : B € B,}, para cada n < w, é familia de abertos-fechados de
Y com ordem nula e localmente finita e tem elementos com didmetro estritamente menor

que —. Usando do mesmo raciocinio chegamos que IndY” = 0. [ |

Ainda precisaremos do lema a seguir.
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Lema 4.3 Seja X um espago com uma métrica d e suponha ainda IndX = 0. Entdo X
tem uma seqiéncia de recobrimentos {Vp}n<w em abertos-fechados 2 a 2 disjuntos, tais

que, para qualquer n < w, Vy41 refina V, e 6(V) < #, para qualquer V € V,.

Demonstracao Consideremos By = {B(z,1/4) : € X'} e temos que By é um recobri-
mento aberto de X. Pelo segundo coroldrio do teorema 4.10, temos que B, tem refinamento
aberto Uy que é localmente finito. Pelo teorema de Dowker (teorema 4.8) temos que U
admite um refinamento aberto V, tal que ord(Vy) = 0. Sendo assim os elemntos de V, sdo
2 a 2 disjuntos e serdao todos abertos-fechados. Como Vy refina By temos que §(V) < 1
para qualquer V € V.

Construamos os outros refinamentos por indugao em n. Suponha construido refi-

namento V,. Para cada z € X, existem V, € V, e rg, tais que 0 < 7, < e

1
4(n+1)
B(z,r;) C V,. Assim, seguindo a mesma linha de raciocinio do pardgrafo acima, temos
que existe V, |, refinamento em abertos-fechados 2 a 2 disjuntos. Por construcao, temos

que §(V) < 5, para todo V € V4. [}

Teorema 4.11 ([ENG89],7.3.15) Todo espago metrizdvel fortemente zero-dimensional

de peso k (infinito) pode ser imerso em B(k).

Demonstracao Seja d uma métrica no espago X de peso k. Pelo lema 4.3, existe uma
seqiiéncia de recobrimentos em abertos nao-vazios 2 a 2 disjuntos de X, {V,}n<w, tais que
para quaisquer n < w eV € V,, §(V) < n#ﬂ Facilmente temos que V = nL<Jw VY, é uma
base para os abertos de X.

Como d(X) = w(X) e V, € celular temos que |V,| < k, para cada n < w. Considere-

mos, entdo, V, = {V'}a<jv,|, Para cada n < w. Definamos e: X — B(x), por
e(r) = (n)n<w, onde z € V7 , para cada n < w.

Vejamos que e é a imersao que procuramos.
Suponha {W,, },<, uma seqiiéncia de abertos de &, taisque ] = {n <w : W, #k} é
finito. Temos facilmente que e }[ [T W,]= N( U V). Ou seja, a imagem inversa dos
n<w nel aeW,
“abertos-elementares” de B(m) sdo abertos em X, e, por isso, e é continua.
Suponha z,y € X, tais que e(z) = (an)n = e(y). Dado n < w, temos que z,y € V" .
Logo d(z,y) < =, para qualquer n < w. Assim, d(z,y) = 0, e, z = y. Concluimos daqui

que e é injetora.
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Como V ¢ base de X, vejamos que e[V] é aberto de e[X], para qualquer V € V. Dado
n <wea<k,temos que e[V} = [] UnnelX], onde U, = {a} e U, = k, para m # n.
Assim, e é imersao. e [l
Corolario Qualquer subespago de um espaco metrizavel e fortemente zero-dimensional

serd também metrizavel e fortemente zero-dimensional. [

Pelo corolario da proposicao 4.17, temos que vale a reciproca. Também vale a
reciproca do proximo resultado, ja que um fechado de um completamente metrizavel é

também completamente metrizavel.

Proposicao 4.18 ([ENG89],7.3.H; Stone (1962)) Todo espago completamente metri-

zavel fortemente zero-dimensional e de peso Kk é homeomorfo a um subespago fechado de

B(k).

Demonstracao Seja X metrizavel tal que w(X) = k e IndX = 0. Usando 0os mesmos
objetos j& definidos no teorema anterior temos que X é homeomorfo ao subespaco e[X] de
B(k). Falta-nos mostrar que e[X] é fechado de B(k).

Seja (am)m uma seqiiéncia de elementos de X tais que dim e(am) = (om)n € B(k).
Para cada i < w, existe k(¢) < w tal que (e(an)); = a4, para todo m > k(z). Sendo assim,
para m,l > k(i), temos (e(am)); = a; = (e(a));, e, pela definigio de e, am,a; € V[, e,
plam,ar) < T+1_1 Logo (am)m € de Cauchy em X, e, converge para um elemento a € X.

Como e é continua, e(a) = z. Portanto e[X] é fechado. rl

No “embalo” destas imersoes vejamos que a propriedade de ser fortemente zero-

dimensional é também hereditaria por produtos enumeraveis.

Proposicao 4.19 Seja {Xp}n<w uma familia de espagos fortemente zero-dimensionais.

Entao [ X, € fortemente zero-dimensional.
n<w

Demonstracao Para cada n < w, seja e, uma imersao de X,, em B(k,), onde x, =
w(Xy). Seja k = sup{k, : n < w} e podemos considerar e, : X, — B(k), que ainda
serd imersao. Sendo assim E : [[ X, — “B(k) definida por E((z,),) = (ex(z))n é uma

n<w
imersd@o. Como w - w = w, temos que “B(k) = “(“k) é homeomorfo a B(k) = “k. |



Para o préoximo teorema precisaremos da nogao de seqiiéncia inversa. Os conceitos
que colocaremos sao uma sintese do que pode ser encontrado nas segoes 2.5 de [ENG89]
e 2.14 de [HY61]. Uma seqiiéncia inversa é uma familia {X,, f,}n<w, onde para cada
n < w, X, é um espago e [, € C(X,41,X,), ou seja, uma f, é uma funcao continua
de X,41 em X,. Podemos, entdao, representar um seqiiéncia inversa na forma de um

diagrama:
EUND WLl SN L SN NI LN )

Seja S = {X,, fa}n<w uma seqiiéncia inversa. Uma linha ou caminho de S, é uma
seqiiéncia (z,), € I X, tal que z,, = f,(z,41) para todon < w. O subespago constituido
por todas as linha;dee S é chamado de limite de S e sera denotado por lim S, por X,
ou, ainda, por liLn{Xn,fn}Kw.

Quando todos os espagos de uma seqiiéncia inversa S sao de Hausdorff, temos que
li‘EnS é um fechado de [[ X,. E, se, além de serem de Hausdorff, forem compactos, o

n<w
limite de S sera um compacto.

No toerema 4.11 usamos a familia dos recobrimentos “criada” no lema 4.3 mas nao
usamos que um recobrimento refinava o outro. Este fato vai ser importantissimo agora!
Queremos achar uma subtopologia compacta para um espago X completamente metrizavel
e fortemente zero-dimensional. A partir do lema 4.3, definiremos uma seqiiéncia inversa
com espagos discretos e mostraremos que X é homeomorfo ao limite desta seqiiéncia.
Acharemos uma subtopologia compacta para o espago produto que ainda matenha “o su-

bespaco X” como fechado e assim X terd uma subtopologia compacta.

Seja X um espago com uma métrica d, tal que IndX = 0. Pelo lema 4.3, temos que
existe uma familia {V, }n<., de recobrimentos em abertos-fechados nao-vazios tal que, para
cada n < w, ord(V,) = 0, Vyqy refina V, e 6(V) < #1, para todo V € V,. Modificando
a demonstracao do teorema 4.11, seja k, = |V,|, para cada natural n. Consideramos
e: X — EI Kn, definida da mesma maneira no teorema citado. Temos que e é imersao,
e, sedé gorur)lp]eta, e[X] é fechado de nl;[w Kn. Definimos, naturalmente, para cada n < w,

frnt Kng1 = Kn, por

a < Kpp1 — @/, onde o' < K, € unico tal que VJ‘“ cVa.
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Observemos que f, € sempre continua, ja que K,y € discreto. Ainda f,, é sobrejetora,
por cada V), ser recobrimento com elementos nao-vazios.

Para cadan <w ez € X, se e(z) = (an)n, temos que

zeVIlcve

Qnt1 = (an41)?

assim, a, = fn(an41). Logo e[X] C liln S,onde S = {Kn, fn}n<w- Vejamos que mﬂ -
liln S. Ja temos que J)T]H o C liln S. Seja W = nI(]w 1,, tal que Q, € 7(k,), para todo
natural n e tal que I = {n : Q, # k,} € finito, vizinhanca de um ponto (a,), € lim S.
Suponha I # @ e j = maz I. Seja z € Vajj e e(z) = (Bn)n. Facilmente mostramos que
a; = B, para todo 1 < j. Assim e(z) € W. Se d for completa temos que X é homeomorfo
a liin S.

Para chegar ao teorema seguinte precisaremos ainda da proposigao a seguir.

Proposicao 4.20 Seja f : A — B uma funcgao sobrejetora. Se B admite uma topolo-
gia compacta de Hausdorff, A admite uma, também compacta de Hausdorff, tal que f é

continua.

Demonstragao Seja o uma topologia sobre B tal que (Y,0) é um espago de Hausdorff
compacto.
Para cada b € B, fixemos p® € f~'(b). Seja P = {p® : b € B}.
Seja 7 C P(A), definida por: Q € 7 se, e s6 se,
Vp € P(p €N = fTHU]\V CQ, para algum U € o, vizinhanca de f(p), e algum V C
F7HS @), finito ).

Facilmente temos que 7 é topologia sobre A e claramente f : (A,7) — (B,o) é
continua. Ainda, {a} € 7, para qualquer a ¢ P.
Vejamos que (A, 7) é de Hausdorff. Sejam z,y € A, distintos. Podemos estudar trés

Casos:
1. Se f(a) = f(b) ea € P, X \ {b} € 7 é vizinhanca de a, e {b} € T,
2. Se f(a)=f(b)ea,be A\ P, {a},{b} €7, e,

3. Se f(a) # f(b), existem U,V € o, disjuntos tais que f(a) € U e f(b) € V, e,
[7HU), f7Y[V] € 7, sdo disjuntos.
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Vejamos agora que (A,7) é compacto. Seja C um recobrimento aberto de A. Para
cada b € B, existe Cy, € C, tal que p® € C}. Pela definigao de 7, existem U, € o, vizinhanca
de b, e Ay C f~1(b), finito, tais que f~'[Us] \ Ap C Cb. Sendo assim, B C |J U,, e existe

bEB
B' C B, finito, tal que B C | U,. Temos que | A; é finito e existe C' C C, finito,
beB’ beEB'
tal que U A, C UC'. Vejamos que C* = {C} : b € B’} UC' recobre A. Dado a € A,

beB!
temos que f(a) € Uy, para algum b € B'. Caso a ¢ A, temos que a € [~HUy]\ Ay C C. B

Como k¢ admite uma subtopologia compacta de Hausdorff, aplicamos indugao em n
e temos que cada k, admite uma subtopologia compacta de Hausdorff, 7;, que mantém
N " , . i _ i
a continuidade de cada f,. Seja k; = (kn,7,) e consideremos agora f, : kI, — K.
—| |5 . . . .
Temos [] kI, compacto, e e[/\]H "= llln{f(.;” fn}n que éfechado de J] kl. Assim, sed é
n<w n<w

completa, e[X] admite uma subtopologia compacta. Provamos, entdo, com esta discussio

o préoximo teorema.

Teorema 4.12 ([KUL76]) Todo espaco completamente metrizdvel e fortemente zero-

dimensional admite uma subtopologia compacta. |

Nossa intencdo é mostrar que todo espaco completamente metrizavel é de Katétov.
Nosso esforgo, até agora, serviu-nos para mostrar as hereditariedades para espagos for-
temente zero-dimensionais. Para mostrarmos que um completamente metrizavel é de
Katétov, teremos que achar um compacto e uma sobrejecao perfeita do compacto no
metrizavel (teorema 4.2). Para isso vamos precisar ainda mostrar que os métricos sao

imersiveis nos espagos chamados de Ourigos.

Para uma cardinal «, infinito, chamaremos de J(k), ourigo de x espinhos (hed-
gehog of spininess ), o espago de suporte {co}U]0, 1] X k, com a topologia gerada por

7(]0,1] x k) U{{oo}UQ x k: 2 € 7(]0,1])}. Podemos definir uma métrica p em J(x) por

lz—y| sea=g
r+y sea#F[f
o((z, ), 00) =

Q((.’II,O.’), (y)ﬂ)) =

que é completa. Assim, J(k) é completamente metrizdvel.

Podemos entdo enunciar a préxima proposicao.
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Proposicao 4.21 ([ENG89],4.4.9) Todo espago metrizdvel de peso k pode ser imerso

no produto cartesiano de w ourigos de K espinhos, ou seja, “J(K).

Demonstracao Seja X um espago metrizdvel tal que w(X) = k.

Pelo primeiro corolédrio do teorema 4.10, temos que A" admite uma base B = |J B,,
onde cada cada B, é uma familia discreta. Como w(X) = &, podemos supor que |IT§<|w§ K.
Assim, |B,| = £, < k, e, suporemos B, = {U% }a<x,, para cada n < w.

Como X ¢é metrizdvel temos que, para cada n < w e cada a < k,, existe fI €
C(X, [0, 1]), tal que U2 = (2)7(0, 1)

, ) —% =X )
Como cada B, é localmente finita, temos que UB,,” = U B}‘. Assim, quando um
BeB,

—X 3 =X -
ponto z € UB,,", = pertencerd a um B~ , para um unico B € B,.

Definimos entao f, : X — J(k) por

(f™(z),c) sez € UL, para algum a < K,

Inlz) = 0 sez ¢ UB,

e f, estard bem definida ja que B, ¢é discreta. Observemos que se z € O(U}) = U_gx \ Uz,
para algum o < k,, temos que f¥(z) = 0. Estudando se z estd ou nao em —E;X provamos
facilmente que f, é continua.

Fica bem definida a fung¢ao continua e : X — “J(k), e(z) = (fn(z))n. Usando que B

é base vemos que e é injetora e para cada n < w, e a < kK, temos
U] = 11 QN elX),
m<w

onde 2, = (0,1] x {a} e Qn = J(k), para qualquer m # n. [

Observacao 4.4 Em [ENG89], encontramos o ezercicio 4.4.B, que afirma: todo comple-

tamente metrizdvel é homeomorfo a um fechado de um ourigo.

Como ndo temos ainda um espago completamente metrizavel e fortemente zero-
dimensional, vamos usar no mesmo tipo da mesmo raciocinio de “construgdo” de J(k)
para conseguirmos um. '

Seja C o conjunto de Cantor constituido pelo reais de [0, 1], que tém extensao triddica
sem ocorréncias de 1. E conhecido existe uma funcdo ¢ continua e sobrejetora de C' em

[0, 1] tal que ¢~'(0) = {0}. Claramente ¢ é perfeita e C' é zero-dimensional. Como C é
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compacto temos que C sera fortemente zero-dimensional. Consideremos C* = C'\ {0} e
construamos o espago C(x) = {co}U C* x Kk, com a topologia induzida por J(k). Também
C(k) seré fortemente zero-dimensional. Fica bem definida uma fungéo ® : C(k) — J(k),
por ®(c0) = oo e P(z, ) = (¢(x), ), que também serd sobrejetora, perfeita e continua.

Podemos agora ver o proximo teorema.

Teorema 4.13 ([PV85],4.3) Todo espago metrizdvel X ¢ a imagem continua, perfeita
e irredutivel de um metrizdvel fortemente zero-dimensional Y tal que w(X) =w(Y). EX

é completo se, e sé se, Y o for.

Demonstracao Pela proposigdo anterior, X ¢ imersivel em J(k), para k = d(X) =
w(X). Consideraremos X C “J(k). J& que produto de funcdes perfeitas é perfeita, temos
que [[® : “C(x) — “J(k), dada por [ ®((zn)n) = (®(xn))n, é continua, sobrejetora e
perfeita. Seja Z = ([[®)~'[X] e consideremos H = [[ ®|;. Assim, H : Z — X é continua,
sobrejetora e perfeita, pela proposicao 3.3. Fazendo uso da proposicao 3.4, seja Y um
fechado de Z tal que H|y : Y — X é sobrejetora, continua, perfeita e irredutivel. Como

Hly é continua, temos que d(Y) < d(X). Ainda, d(X) < d(Y), j& que H|y é fechada,

irredutivel e sobrejetora. Como C(k) é fortemente zero-dimensional, “C(k) é, também

fortemente zero-dimensional. Assim, Y é metrizavel e fortemente zero-dimensional.
Claramente EX = EY. Como X é completamente metrizavel se, e s6 se, X é Cech-

completo, que é equivalente a EX ser Cech-completo, temos que X é completamente

metrizdvel se, e somente se, Y o for. [ |
Podemos, finalmente, “aumentar” a classe dos espagos de Katétov.

Teorema 4.14 ([PV85],4.4) Todo espago completamente metrizdvel é de Katétov.

Demonstragao Seja X um espago completamente metrizavel. Pelo teorema anterior,
existem Y, completamente metrizavel e fortemente zero-dimensional, e f : X — Y, so-
brejetora, continua, perfeita e irredutivel. Como Y é de Katétov, pois tem subtopologia
compacta (teorema 4.12), temos que X é imagem perfeita de um compacto e é de Katétov,

pelo teorema 4.2. [ |

Para as préximas proposicoes precisaremos ainda do resultado a seguir.
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Proposicao 4.22 ([PV85],4.5) Se D ¢ um espago discreto, entao “D tem uma com-

pactificacdo cujo resto tem cardinalidade |D)|. =

Diremos que dois espagos X e } sao co-absolutos, ou que X é co-absoluto a Y, se
EX =FEY.

Proposigao 4.23 ([PV85],4.6) (1) Todo espago completamente metrizdvel e fortemente
zero-dimensional X tem uma compactificagao cujo resto tem cardinalidade < d(X), e,
(2) Um espaco co-absoluto a wm completamente metrizdvel X tem wma extensao

H-fechada cujo resto tem cardinalidade < d(X).

Demonstragao (1) Pela observacao 4.4, X é um “fechado” de “D, onde D ¢é um discreto
de cardinalidade d(.X'). Pela proposicao anterior, “D =Y tem extensao compacta Z, tal

que |Z\ Y| = d(X). Seja F =X ¢ temos que FNY =X" = X. Logo
F\XCZ\V
e, [F\ X| < |Z\ X| = d(X). Ainda,
X' =X’NF=F,

ou seja, F' é compactificagao de X.

(2) Seja X um espago completamente metrizavel. Pelo teorema 4.13, temos que X
é a imagem perfeita de Y completamente metrizdvel e fortemente zero-dimensional, com
d(X) = d(Y). Em particular, EX = EY. Logo Y tem compactificacio com resto de
cardinalidade < d(Y) = d(X), pelo item anterior. Assim SEY \ EY = BEX \ EX tem
particdo P em compactos tal que |P| < d(X'), pelo teorema 4.3. Assim, se algum espago
Z tem mesmo absoluto que X, BEZ \ EZ tem particdo em no méaximo d(X) compactos.
Novamente usamos o teorema 4.3, Z tem extensao H-fechada cujo resto tem cardinalidade
no méximo d(X). ]

Ainda podemos enunciar:

Proposicao 4.24 ([PV85],4.7) SeY ¢ co-absoluto a um completamente metrizivel X
tal que cf(d(X)) > w, entdo Y é um espagco de Katétov.

Demonétragéo Ja que EX = EY, basta mostrarmos que EX ¢é de Katétov, pelo

primeiro corolario do teorema 4.2. Pelo item (b) da proposicao anterior, temos que EX
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tem compactificacdo como resto de cardinalidade no maximo d(.X'). Pelo segundo coroldrio
do mesmo teorema 4.2, basta acharmos um subespago discreto e fechado de EX com
cardinalidade d{(X). Como X é metrizavel de peso w(X) = d(X), temos que X tem base
o-discreta B = | B, com |B| = d(X) e cada familia B, discreta. J& que cf(d(X)) > w,
temos que |Bn|n;w d(X), para algum n < w (propriedade de cofinalidade). Para cada
A € B, escolhamos z4 € A. Assim T = {z4 : A € B,} é um fechado discreto de X e
|T| = d(X). J& que 7 : EX — X é continua, temos que EX tem subespago discreto e
fechado de cardinalidade d(X). &

4.6 Resultados Adicionais

Vamos colocar aqui mais dois resultados interessantes.

Teorema 4.15 ([PV85],5.1) Seja A um retrato de um espago de Tychonoff X tal que
X \ A € localmente compacto, e A tenha uma subtopologia compacta. Entio X tem uma

subtopologia compacta.

Demonstragao Seja f: X — A, uma retracdo. Lembremos que A é um fechado, ja que
todo retrato é fechado. Seja 7, uma subtopologia de A tal que A" = (A, 7) é compacto. J&
que f : X — A’ é continua, tem extensdo continua Bf : BX — A’. Definamos g : BX — X

por

o(p) = p para p € (X \ A)
Bf(p) parape BX\(X\A)

e, 9lx = idx, jd que fls = ida.
Vejamos que B = X \ A € 7(fX). Como B € 7(X), temos que B = W N X,
para algum W € 7(6X). Seja z € B. Como B é localmente compacto, temos que existe

Qer(fX), talqueze QNBellN B ¢ compacto. Sendo assim,

e & o5 . BX
ceQnwcanw =aawnx" =QnBX canB° =0nB"CB.

Logo, X \ B = (X \ X)U A é compacto e g é compacta, ja que

=1 {p} SepeB
g7 (p) = ~ ) :
(Bf)"Hp) N (BX\ B) parape A
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Seja 0 = {U € P(X): g7'[U) € 7(6X)} e temos que g : BX — (X,0) ¢ continua e,
assim, (X, o) é compacto. Dado F fechado de (X, o), temos que g~'[F] é fechado de X,
e, dai, g7'[F] N X é fechado de X. Como F' = ¢g~![F] N X, temos que F' é fechado de X.
Dai, o C 7(X).

Vejamos que (X, o) é espaco de Hausdorff. Seja p,q € X, distintos. Se p,q € B,
temos que existem U,V € 7(fX), disjuntos e contidos em B, tais que p € U e q € V.
Facilmente temos que U,V € 0, jd que g7 (U] =U e g '[V]=V. Casop € Be q € A,
temos que existe U € 7(X), tal que pe U C [ C B, [ compacto e q ¢ T*. Como
g Ul =Ue g‘l[ﬁx] — T 6 compacto, segue que U ¢ X \T" sdo abertos em (X, o).
Suponhamos, agora, que p,q € A. Entao existem U,V € 7, disjuntos, que separam p e
g, respectivamente. Sejam Up = (Bf)'[UIN X e Vo = (Bf)7'[V] N X que sdo abertos de
BX. Ja que g~t[Uo) = (Bf) U] e g7 [Vo] = (Bf)~'[V], temos que Uy, Vp € o. |

Pela proposigao 4.3, uma “maneira” de procurar uma subtopologia compacta para um

espaco de Tychonoff é saber se R(X) é retrato de X e se R(.X) tem subtopologia compacta.

Lembremos da nocao usual de espago disperso: X sera dito disperso (scattered),
se todo subespaco nao-vazio tem ponto algum ponto isolado. Desde ja temos que, se X
é H-fechado e enumeravel, X tem algum ponto isolado, ji que X = U {z}, e usando a

zeX
proposigao 3.7.

Teorema 4.16 ([PV85],5.2) Um espaco de Katétov enumerdvel é disperso.

Demonstracao Seja Y um espago enumerdvel e de Katétov. Entao existe um bijecao
continua f : Y — X, onde X é H-minimal. Se A C Y e f[A] tem ponto isolado, A também
tera. Entao é suficiente mostrarmos que X é disperso.

Mostraremos, indutivamente que existe uma familia { Ay }a<., de compactos de EX

e uma familia { X, }a<w, de subconjuntos de X', ambas decrescentes, tais que
1. 7y : A, = X, é uma sobrejegao irredutivel e perfeita, onde 7, = 7|4,
2. Xo\ Xaq1 € 0 subconjunto dos pontos isolados de X,

3. Xo\ Xoy1 #0se Xo#0, e,
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4. X, = ) Xa, para a limite.

p<a

Seja Xg =X e Ag = EX.

Suponha construidos até 3 e construamos para o = 34 1. Temos que 75 é sobrejecao
irredutivel e perfeita. Pelo teorema 4.1, X'y admite uma subtopologia 7' tal que X} =
(Xp,7") ¢ H-minimal e 75 : As — X} é f-continua. Seja Dy o conjunto dos pontos isolados
de Xp. Se Xp # 0 temos que Dy # 0, pela discussdo feita anteriormente. Definimos
Xo=Xp\ Dg e Bo = 7 Xqa). Como X, é O-fechado, B, ¢é fechado e compacto. Ainda
7|p, : Ba — X, € perfeita e sobrejetora. Pela proposicio 3.4, existe A, C B, tal que
7|4, 6 irredutivel, perfeita e irredutivel. Chamamos 7|o = 7|4,.

Caso « seja limite. Temos que w[ | Ag] = N Xp, pelas propriedades de 7. Assim,
p<a B<a

seja Xy = ﬂQa Xp e A, contido em ﬁQa Ag tal que 7|4, : Ay = X, seja perjeita, irredutivel
e sobrejetora.

Como X é enumeravel, e {Dy}qa<w, tem ordem nula, ou seja, seus elementos sao 2 a
2 disjuntos, X, = () para algum a.

Dado A C X, podemos definir 7 = min{a : A ¢ X,}. Temos que v nao pode ser
limite e como Xo = X, y=4d+1. Sejat € A\ X,. Como A C Xj, temos que ¢ é isolado

de X;. Assim A tem ponto isolado. [

Notas

A demonstragdo do terema 4.1 é baseada na feita por Hans Vermeer e Evert Wattel.
Jack Porter e Johannes Vermeer acrescetaram a condicao que a topologia gerada era, além
de H-fechada, semi-regular. A proposi¢ao 4.3 é uma reunido de fatos citados por Porter e
Vermeer. O lema 4.1 e a proposi¢ao 4.6 sao enunciados modificados (generalizados) dos
exercicios 3.8.F e 3.8.G em [ENG89], cujos originais s6 tratavam de enumerabilidade. A
segdo que trata dos métricos tem suas demonstracoes baseadas em [ENG89]. A demons-
tracao do teorema 4.12 é na verdade uma grande simplicac¢ao da feita por W. Kulpa em seu
artigo [KUL76]. Neste trabalho de simplificagao surgiu a proposigao 4.20 que generaliza

uma construgao de W. Kulpa.
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