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Abstract
This work intendo to expose some results about l<atétov Spaces. For

that, we need to familiarize with certains objects. They are: the H-closed
Spaces, minimal HausdorH Spaces, Stone Space and extremally disconnected
spaces, the l<atétov extension, the Fomin extension, as well as the lliadis
Absolute. Besides to define them, we expose some useful results for this first
understanding of the Katétov Spaces. We present equivalences and some
suHcient conditions for a space to be a member of such class.

Resumo
Este trabalho se propõe a apresentar alguns resultados sobre os espaços

de Katétov. Para tanto, precisamos nos familiarizar com certos objetos. São
eles: os espaços H-fechados, H-minimais, de Stone e extremamente desco-
nexos; e ainda as extensões de ]<atétov e Fomin, bem como o Absoluto de
lliadis. Além de defina-los, expomos alguns resultados úteis para este pri-
meiro entendimento dos espaços de Katétov. Apresentamos equivalências e
algumas condições suficientes pala um espaço estar em tal classe.
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Introdução

Este trabalho é conseqüência de uma série de seminários apresentados duiantc todo

o ano de 1995. Tais exposições tinham como objetivos o estudo e o entendimento dos

resultados do artigo de Jack R. Portes e Johannes Veimeer, "Spaces with Coaser Minimal

Hausdorfí Topologies",IPV851, sobre os Espaços de l<latétov. h/las que propriedades

tem uma topologia de HausdorH' minimal? Ao buscarmos a resposta a esta pergunta,

deparávamos invariavelmente com os Espaços H-fechados. O "H" é abreviação de

HausdorH. Ainda na investigação, conhecemos o Absoluto de lliadis. Todos estes ob-
jetos eram sempre citados e suas propriedades amplamente usadas. Tivemos, então, que
nos familiarizar com estes conceitos.

Os espaços H-minimais são os espaços de Hausdorfr que não admitem subtopolo-
gia própria de Hausdorff. A classe destes espaços está "contida" na dos H-fechados e

mostramos que é exatamente a "sub-classe"' dos H-fechados semi-regulares. Os espaços

H-fechados formam uma classe "maior" que a dos compactos de Hausdorff: são espaços de

HausdorH que satisfazem a propriedade de ser fechado em qualquer espaço de Hausdorff

que os contenha como subespaço Perdem dos compactos pela regularidade. Dedicamos

o capítulo 2 à exposição dos principais resultados sobre estas duas classes que nos serão

úteis. Entre eles construímos a Extensão de Katétov e, ainda, apresentamos os ob.fetos:

função 0-contínua, 0-fecho e 0-fechados. A 0-continuidade nos dará uma hereditariedade

"funcional" : a imagem de um H-fechado por uma função 0-contínua também é H-fechado.

Um claro paralelo com: a imagem contínua de compacto é compacto. A continuidade é

enfraquecida a 0-continuidade e pode ser "recuperada" com a regularidade do espaço de

chegada da função. 0 0-fecho de um conjunto é maior que seu fecho e igual a ele quando

temos, novamente, a regularidade. A extensão de Katétov é construtível para todo espaço
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de HausdorfF. Já um espaço tem extensão compacta se, e só se, é de TychonofT. Na última

seção apresentamos duas maneiras de "criar" novas extensões, a estrita e a simples, a
partir de uma dada, que mantêm a propriedade de ser H-fechado.

O uso de filtros e ultrafiltros, em reticulados e em álgebras booleanas, vai ser intenso

e no capítulo l colocamos estes conceitos e resultados básicos. O Espaço de Stone é apre-

sentado pala que possamos chegar ao Absoluto de lliados de um espaço. Na última seção
convencionámos alguns objetos ligados às extensões de espaços e de funções contínuas.

Antes de chegam ao Absoluto de lliadis, no capítulo 3, colocamos a maioria dos fatos

sobre espaços extremamente desconexos e funções perfeitas e irredutíveis que precisa-

mos. O absoluto de um espaço de Hausdorff X, será um pai (EX,n), constituído de um

espaço de HausdorH EX, extremamente desconexo e zero-dimensional, e de uma função

r : .BX -+ X, que é 0-contínua, perfeita, irredutível e sobrejetoia. Esta função do absoluto

tem muitas propriedades que estão no longo teorema 3.3. Na seção seguinte a da cons-

trução, mostramos que o pai é único a menos de um homeomorfismo que comuta com as

aplicação dos pares. Logo em seguida chegamos a outra extensão H-fechada, a Extensão

de Fomin, que será como chamaremos a extensão estrita da extensão de Katétov. Algu-

mas propriedades suas são trabalhadas e colocamos talvez a mais importante: o-X \ X é

homeomorfo a P.EX \ .EX, p.ara qualquer espaço de HausdorfT X

O último capítulo finalmente apresenta os espaços de Katétov. Logo colocamos
condições equivalentes ao fato se ser Katétov e as usamos até o fim do trabalho. Um

corolário nos motiva a estudar a cardinalidade do resto da extensão de Fomin e chega-
mos que toda extensão H-fechada de um espaço X induz uma partição em compactos de

o-X \ X. A recíproca também é verdadeira, ou seja, toda partição em compactos do resto

aX \ X, é induzida por uma extensão H-fechada de X. A seção 4 é toda dedicada a um

resultado obtido poi Alan Dow e pack R. Portes: os espaços de Katétov "são" os restos de

extensões H-fechadas de espaços discretos. Os espaços metrizáveis são também estudados

e chegamos que os completamente metrizáveis são espaços de Katétov.
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C:apítulo l

Background Topológico

Neste primeiro capítulo vamos colocar a maioria dos conceitos usados ao longo do

trabalho. Quase todos eles são conhecidos e, mesmo assim, estarão aqui para que possamos

fixar terminologia e notação.

1.1 Algumas Convençoes

Freqüentemente abreviaremos um espaço topológico (X, 1-), por X. Assim, quando

X for um espaço topológico, 7-(X) será o conjunto dos abertos de X. Abusaremos muito

da linguagem, referindo-se a X ora como espaço, ora como o suporte de um espaço. E

como acabamos de ver, espaço estará sendo sempre espaço topológico.

Para dois espaços X e y, C(X, y) é o conjunto das funções contínuas de X em y

Ainda, C(X) = C(X,m) e C*(X) = {/ € C(X) : / é limitadas. E, quando / foi uma

função qualquer de X em y, não necessariamente contínua, .f-l(g) denotará o conjunto
/''lqzFI

Dado um conjunto .A, qualquer, P(.Á) é o conjunto das partes de .4

Para um espaço -X chamaremos:

. 23(X) é o conjunto dos abertos-fechados de X;

. Z(X) é o conjunto dos subcon.juntos funcionalmente fechados de X, os "zuo-sets"

de X, ou seja, .4 c .Z(X), se .4 = ./'':(0), pala alguma função / C C(X);

. 7Z(X) é o conjunto dos fechados-regulares de X. Relembrando, F é fechado-regular
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de X, se F= l

. 7ZO(X) é o con.junto dos abertos-regulares de X

se, .4 =,4''
o.X

Então d € r(X) é aberto-regulam,

E fácil ver que .4 Ç X é aberto-regular se, e só se, X \ .4 C 7Z(X).
Os conceitos que envolvem funções cardinais terão a conotação usual que pode ser

encontrada tanto em IJUn80l como em IENG891. Ou se.la, pala uma espaço X: c(X) é
a celularidade de X, d(X) a densidade, L(X) o grau de Lindelõf, w(X) o peso e X(X) o

caráter. Faremos uma ressalva: quando falarmos em a-compacto , significará que o espaço

é união enumerável de compactosl enquanto X será dito À-compacto quando todo reco-
brimento aberto de X admitir um subiecobrimento de cardinalidade estritamente menor

que À, pala À cardinal.
Um subespaço .4 sela Gõ em X quando for intersecção enumerável de abertos de X

E para À, cardinal, B sela GÀ quando foi intersecção de .X abertos.

1.2 Um pouco de Reticulados e Filtros

Para uma ordem parcial $ em um conjunto .4, as noções de supremo, ínfimo, máximo,

mínimo, limitantes superior e inferior serão as usuais. Para S Ç .Á, V S é o supremo de

S, e /\ S , o ínhmo. Se S = {si : á € /} Ç .4, poderemos escrever V s{ no lugar de Vts{

é c /} (analogamente para o ínfimo). Quando existirem V.Á e /\.Á, chamaremos (.4, $)
de limitado. Diremos que (.Á, $) é um semi-reticulado superior se existir o supremo

de {z,Z/}, para quaisquer z,3/ C .4 (Vtz,3/} será denotado por z V y ). Analogamente,

falaremos de semi-reticulados inferiores e z A g/ será o ínfimo de {z, Z/}. (.4, $) será

um reticulado se for semi-reticulado superior e inferior. Teremos que (Á, 5;) é um semi-

reticulado superior completo se existir o supremo de qualquer subconjunto não-vazio

de .Á. Por analogia, (.4, $) será dito um semi-reticulado inferior completo. É claro

quando (.4, 5;) seta dito um reticulado completo.

Quando (.Á, $) é um reticulado, é comum tratar V e A como operações em .Á que são

comutativas, associativas e que ainda satisfazem: para quaisquer a, b c .A,

t€

8 a < b aVb= b +:> aAb= a,
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B a = aVa :: a /\ a, e,

. «A (. Vb) = « aV («A b)

Assim, freqüentemente, falaremos também em reticulado nos referindo a (..'l, V, A), onde V

e A são operações com as propriedades citadas. Quando (.4, V, A) foi reticulado limitado,

chamaremos o máximo de .4 de 1, e o mínimo de 0. Temos, assim, a. propriedade: a =
aVO = a/\ 1,0 = a/\O, e 1= aVI, para qualquer a C .4. E, novamente, também nos

referiremos a (.Á, V, A, 0, 1) como reticulado limitado, onde (.4, V, A) é reticulado, e, 0 e l

têm a propriedade colocada na frase anterior.

Exemplo 1.1 r-íJ Da'Zo um co@unto B, temos que (P'(.B), Ç) é um co@unto parca.z/mente

.,den«d.. .4{nd«, .e 0 # C' Ç 7'(.B), VC' UC . AC' nC'. Z.go (P'(B),c
reticulado completo;

Í2) D«do ««. "p«ço X, tem« q«e Zi(X),.Z(X),,(X),R(X) e RO(X) .ão tod"

reticulados limitados 7)or inclusão:

O marina de todos eles é X e o mínimo é o vazio;

. .'! A B = .4 n B e H V B = d U B, p«« .4, B c 23(X) u .Z(X) u ,(X) ré .M.{Z «,
q«e .f-:(0) Ug':(0) ':(o) '/':(o) ng':(o) =(/' + g:)':(0), p«. q-ísq«e,
f. g c cçx));

YOX OX''. ..4AB=,4n.8 ..'!vB B,p««.4,BeR(x),'

.'! A B = .4 n B e ,4 V B =lÃ" U B*, p«« .4, B € RO(X).
OX

.,4índ., RO(X), R(X) . .'-(X) .â. c.mp/elos;

. Oado 0 # S Ç O(X), temos que V.S =ÜB" e /\.S

. P««O#'rçn(X), V'r- U 7 e,Vr-Í:Í+ ,
oX

. Se0# Q Ç ',(X), VQ AQ nQ

oX OX

S€8

Quando R foi um reticulado limitado, falaremos que / C R é um filtro em R (ou

R-filtro), se,

e /' for não-vazio e 0 çl /'l
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e a /\ b C .F, sempre que a, b € /'1 e,

8 c C .F, sempre que c € R, a C .F e a $ c

Chamaremos um filtro Z/, em R, de ultrafiltro em R (ou R-ultrafiltro), se Z/ for
maximal por inclusão, ou seja, se não existir um R-filtro que o contenha propriamente.

Dados a C /? e B Ç Á, diremos que a encontra B, se a /\ b # 0, para qualquer b C .B.
Resultado conhecido por todos que trabalharam, alguma vez na vida, com filtros é a

proposição seguinte:

Proposição 1.1 Para um reticulado R Zámítado, lemos;

(1) Todo R-$1tro está contido em algum R-ultra$\tro,

(2) U é um R-ultra$ttro se, e somente se, todo elemento de R que encontra t4 pertence

Chamaremos um reticulado (.A, V, A) de distributivo, se, para quaisquer a,b,c C

.4,«V(Z,Ac) =(aVZ,)A(aVc), e, aA(Z,Vc) =(aAZ,)V(aAc).(..4,V,A,0, 1), um reticulado

limitado, será dito complementado, se, para todo a € .4, existir algum b € .Á, tal que

aVb = 1 e aAb = 0. Não estamos falando nenhuma novidade, e é fato conhecidíssimo que,

se (.A, V, A, 0, 1) for distributivo e complementado, cada a terá somente um único elemento,

que chamaremos a', nas condições citadas. A partir daí, chegamos a definição de álgebra

booleana: (.4, v, A, 0, 1) é álgebia booleana se for reticulado limitado, complementado e
distributivo.

Diremos que um R-filtro / será primo, se a C / ou b € .F, sempre que a, b C R e

a V b c .F. Facilmente temos que, quando R for um reticulado limitado distributivo, todo

R-ultrafiltro será primo

Exemplo 1.2 Temos que R(X),RO(X) e 23(X) sâo todas áZgebras booZeanas roam as

operações já vistas):

. P«« .A € 'R(X), .Á'

. P«« .Á C RO(X),.Á' VÃ*, e,

. P«« .4 c 23(X), ..'!'

Proposição 1.2 Para B, uma áZgebra Z)ooleana, e, Z/, um ./iZtro em B, são equipa/entes
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(1) t4 é «m utt«$1t«,
(2) U é um $1t« pomo,

(3) T)ara, ql alquer a. C B, a. € 1.4 ou al ç: t4

Para um espaço X e um ieticulado R = ( 4,V,A,0, 1), tal que ..4 Ç P'(X), chama-

remos, para um R-filtro .F', de aderência de / a intersecção n Fx, e a denotaremos

por adx(/). Diremos que .F converge (em X) para z, se Q C F, sempre que z e'Õ e

Q C .4. Sendo assim z será um limite de /'. Denotaremos o conjunto dos limites de .F

por cx(/). Quando adx(.F) # 0, diremos que o filtro / é âxo. Caso contrário, / será
livre

Muitas vezes abusaremos da linguagem referindo-se a um "filtro em Z)", onde Z) é

um conjunto, abreviando "filtro em P(Z))". Ainda diremos "filtro de abertos de X", pala

X um espaço, no lugar de "filtro em 'r(X)". Aliás, quando for claro, deixaremos de dizei'
em qual reticulado um filtro se "suporta"

Logo na próxima seção falaremos em "morfismos" entre reticulados ou álgebias bo-
oleanas: usaremos a noção natural.

F€r

1.3 O Teorema da Representação de Stone

Aqui mostraremos uma ferramenta que cria um espaço topológico compacto e zero
dimensional a partir de uma álgebra booleana.

Definição 1.1 Sda B u«.a áZgebra booZeana. Z)e$nimos S(B) = {Z,/ : U é um uZtraá/tro

em B}, e, p«« c«d« « € B, À(«) = {U C S(.B) : a c a}.

Proposição 1.3 Para uma áZgebra booZeana .B e a, b C .B, fazem;

r.r) À(1)
(29 À(a) = 0 + a = 0,
r3) .X(. V Z,) U À(Ó),

rg) À(. A z,) n À(z,),

r5) À(.') \ .X(a),

r6) P«« .B' Ç .B, nâo-«zÍo, tem« n ,x(«) = {u € s(.B) : .B' ç z/}
ae.B/
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Demonstração O item (1) é trivial, já que os elementos de S(B) são Hltros e l éo

máximo de B. O item (5) é conseqüência imediata de (3) e (4). (4) é trivial, já que

estamos trabalhando com filtros. (3) é conseqüência imediata da proposição 1.2. (6) é

trivial pela definição dos ob.fetos em uso.

(2) Sempre temos 0 # /, para qualquer filtro .F em B. Agora supondo a. # 0, cons-

truímos o filtro Ç; = { C B : a 5; ó} em .B. Como existe Z/ C S(.B) que contém Ç, pela

proposição 1.1, temos que À(a) # Ü. n

Podemos definir ein S(B) uma topologia com base {À(a) : a c B}. Assim S(B)
equipado com esta topologia é chamado de Espaço de Stone de B. Observamos que

{À(a) : a € .B} Ç 23(S(.B)), e que, a aplicação a € B -> À(a) é injetora.

Lembramos que um espaço é zero-dimensional se tiver uma base constituída de
abertos-fechados.

Teorema ]-.l (Teorema da Representação de Stone) Para .B uma áZgebra Z,ooZeana

temos:

(í) S(B) é um espaço de Hausdor# compacto e zero-dãmensional,

rp9 {,x(.) : « c .a}
r3) a apJ cação a € B -> À(a) é um {sornor$smo "booZeano" de 23 sobre Zi(S(.B)).

Demonstração (1) Claramente S(.B) é zero-dimensional.

Dados Z/, y C S(.B), distintos, temos que existem u € U e u € P tais que u A u = 0

pela proposição 1.1. Assim separamos Z/ e P por X(u) e À(u), respectivamente.

Seja /' um filtro de fechados de S(B). Queremos mostrar que nf :# 0. Podemos

construir o filtro Ç = {a C .B : À(a) € /} em .B, já que / é filtro e {À(a) : a € .B} também

é base de fechados de S(B). Seja a C S(.B) que contém Ç. Suponha F € / e temos que

F = ÍI .X(a), para algum .4 Ç .B. Assim .A Ç Ç;, visto que À(a) é fechado pala qualquer

ac.A. Logo..4 Ç Ç;Ça eU c n À(a) = F'. DaíUc n.F.

(2) Falta-nos mostrar uma continência. Seja Q um aberto-fechado de S(.B) e seja

.4 Ç .B tal que Q = U À(a). Como Q é fechado e S(B) é compacto, Q é compacto, e

existe .4' Ç .4, finito, ta] que Q Ç U À(a). Logo Q = À(V .A'), lembrando (lue V .Á' existe

pois que .Á' é finito.

ae,4

aC.,4

ae,4/
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(3) O item anterior nos deu a. sobrejetividade. A proposição 1.3 completa a demons

oração que a citada aplicação é isomorfismo de álgebra booleana. l

Proposição 1.4 Sda 1? uma áZgebra booZeana. Para ü # 7' Ç S(B), deánÍmos /'(T)

{aC .B :TÇ .à(a)}. Então /(T) éu«../iZtro e"z .B, e,7 ( ' - n .x(a)
aeJ''(r )

.F(T)Ç U}

Demonstração Claramente é filtro em B. Vejamos as igualdades.

Seja Z/ C T'''' e a € /(T). Dado Z, C Z/, temos que 0 :# À(b) n 7' ç À(b) n À(a) =

À(Z,A a), ou seja, a A b # 0. Como « e«contra a que é ultrafiltro em B, a € Z,í e Z/ € .X(a).

Agora suponha Z/ C n. À(a) \7s(B). Assim, existe b c a tal que 7' n À(b) = 0. Logo

T Ç S(B) \ À(b) = À(b') e b' C .F(7'). lulas Z/ C À(b') e b' C Z/, e chegamos a «m abs«rdo.

A última igualdade é conseqüência do item (6) da proposição 1.3. n

a€

1.4 Extensões de Espaços

Ao longo do trabalho usaremos muitos resultados acerca das extensões de um espaço

dado. Alguns deles até triviais mas faz-se necessário enuncia-los para que possamos con-

vencionar notação. O que veremos aqui está melhor discutido e mais completamente

enunciado no capítulo 4 de IPW871.

Diremos que y é uma extensão de X se X é subespaço denso de }'. Neste caso,

chamaremos y \ X de resto de X em y

Resultado conhecido e freqüente exercício de provas de topologia é a proposição se-

guinte:

Proposição 1.5 .pejam y urna eztensâo de X, Z um espaço de #ausdor# e / c C(X, Z)

.Então / tem rio máãmo uma extensão confíizua de y em Z. l

Não fugindo à regra, queremos trabalhar com as extensões de um espaço mas sem
nos preocuparmos com o fato que temos uma classe e não um conjunto. Sem contar que

queremos identificar as que são homemomorfas por funções contínuas que estendam as
"inclusões"

Proposição 1.6 Se y é uma erlensão de /7ausd07l#' de X, então IVI $ 221xl

7



Demonstração Para. cada p C y, definimos O' = {u n x : u C T(y) e p € P}
(mostraremos em outro instante que OP é um filtro de abertos de X). Se p, q € }' e p # q

temos que existem Ui, U2 C r(}'), tais que p C Ui, q C U2 e Ut n Ue = 0. Se OP = OÇ,

existe V € r(}') tal que q € }'' e y n .x = ut n x. Assim q € y n u2, e, como X é denso
em y, y n Ue n x # 0. N'las y n Ue n x = ul n u2 n X e Ui n Ue = 0. Logo OP # OÇ
Assim, p c y -> OP c 'P(7)(X)) é uma aplicação injetora. n

Definição 1.2 r.ÍJ Z)uas extensões }'l e Y2 de X serão ditas equivalentes se ezãste um

h.meomo$.«.o h : y --} y2 *"Z q"' h(z) = z, p«« tod. z C X. O /ato d. }'l ",
equ ualeníe a y2 será denotado por yi =x y2

(2) Dado X um espaço, seja e(X) a classe das extensões de HcLusdorf de X tat

q«e dois elemento' di.tinto' de f(X) «âo ;.ão eq«{«J.n'" . q«Zq«e, e«t.«.ão de X é
.q«{«Je«t. « «Jg«m memZ,« de e(X). Se y é «m. e«íe«.âo de X e }'" =x Z, ond. Z C

f(X), identá.ficaremos y e Z, e escreueremos }' c f(X) p«a denotar esta ádenfWcaçâo.

Sempre identificaremos as extensões de um espaço dado considerando-as iguais. Daí

chegamos ao corolário seguinte, resultado imediato da proposição 1.6.

Corolário Para um espaço X, e(X) é um "conjunto"

Definição 1.3 Para um espaço X e Y, Z € .g(X) de$nimos que y será maior proje-
tivamente que Z, e escreueremos Z $ y rou y 2 Z,), se alista uma /unção contáhua

/ : y --} Z fa/ que /lx = {dx

Esta relação define uma ordem em f(X)

Proposição 1.7 Para um espaço X, (f(X), $) é um semÍ-retácuZado superior compZefo

Demonstração Primeiramente 2, da maneira como foi definida, é claramente ieftexiva

e transitava. Suponha y ? Z e Z ? y, onde Y, Z € e(X). Então existem .f € C(y, Z) e

g C C(Z,y) tais que/lx = glx = {d.x. Assim/ogC C(Z, Z), e(/og)lx = {dzlx. Logo

pela proposição 1.5, / o g = {dz e y =x Z.

Para mostrarmos que é semi-reticulado superior completo, basta vermos que dado

0 # S Ç e(X), não-vazio, e]X]'' é o supremo de S, onde e : X --> ]1 S (lembrando que

[l S = H 7') é a função contínua definida por e(z) = (a;)rcs (não nos ateremos com os

S

T€S
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deta[hes deste fato já que estão feitos em muitos livros e estes não serem os principais
objetos de estudo deste trabalho). B

Definição 1.4 Sdz 0 # C? Ç f(X) para um espaço X. Um ezZensâo y C e(X) é um
máximo projetivo em rou deJ Q, se y € Q e y ? Z para qzzaZquer Z € Q rnofe que

y 2: V C?, e jú que y c C?, segue que V Q 2 }', então }' =À V QJ

Corolário Pala um espaço X, o máximo projetivo de e(X) éX

Definição 1.5 r.í) Seja P uma classe de espaços /fachada por homeomor$smos, à.e., se
X € '7> e X é /zorneomol:/o a y, então y C P'. Estas classes sâo chamadas de repletas

rPJ P.« um esp«ço X, .d« eP(X) = {y € e(X) : }' C 'P} O co«:junt. é:?(X) é

chamado de c07Üunto das 7)-extensões de X

Chamaremos uma classe P de hereditariamente fechada ou hereditária nos

fechados se .4 C P, sempre que 4 foi fechado de X e X C P. E diremos que P é
hereditariamente produtiva ou hereditária por produtos se H .4 C P' toda vez que

.4 Ç 7' e .4 for conjunto.

Proposição 1.8 Sejam X um espaço e P tina classe repleta heredátaráarneníe /fachada e

p«dutà«. Se fP(X) # ü então e?(X) é «m «mã-«üc«J.do «peão, como/eto d. f(X);
em p«d{.«Z«, e,(X) te« «m má«ámo p,meti«.

Demonstração Dado 0 # S Ç 8?(X) temos que Z = VS existe em e(X). Assim
Z ? y para todo y € S, e nos basta mostrar que Z € e?(X). Pela demonstração da

proposição 1.7, temos que Z =x ejXJ'' onde e : X --> HS é mesma definida naquela

proposição. Já que P é hereditariamente produtiva temos que ]l S C 8?(X). E, por 'P ser

hereditariamente fechada, ejXJ'' c 8P(X). Assim Z € eP(X).

S

S

Esta proposição (muito interessante) logo nos motiva a perguntar se as condições

são necessárias. O fato da classe 7' ser repleta é essencial visto que estamos identificando

as extensões equivalentes. Quanto ao fato de ser heieditaiiamente fechada, este não será

essencial. Usaremos para contra-exemplo a classe dos espaços H-fechados que estudare-
mos mais a frente.
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Agora apresentaremos dois resultados que dão condições necessárias e suficientes para

que possamos estender uma função contínua.

Proposição 1.9 S©a y € f(X) para um espaço X, e soam Z um espaço regular e lama

junção J (i C(X, Z). São equivalentes:

(1) existe uma .função F c C(Y, Z) que estende J,

ÍP) para todo 3/ C y, o ./í/tro /p = { 4 Ç Z : /IPI Ç .4, para aZgurn U C Ov} conuerye

rZemó«nd. q«e O" = {W n .X : g c W c ,(}'")}J. H

Não queremos nos aprofundar em discussões aqui - não é o objetivo deste trabalho -

mas, vale obseivat que, a regularidade de Z não pode ser omitida.

Logo mais estaremos falando nas extensões compactas de um espaço, sendo assim,

enunciámos um resultado também referente a extensões de funções contínuas, com alguns

objetos compactos.

Proposição 1.10 Para um espaço X, y c f(X), Z urn espaço compacto e de Hausd07#,

e / € C(X,Z). Então / fem «m« e«t.n.ã. F' c C(y,Z) «, . «m.nte «, /-:lBI' n
/-tlC'l' = 0, para quaisquer B e C /ecAados em Z e dÍsjuntos. n

Passemos agora a discutir as compactificações de um espaço, que será como cha-

maremos as extensões compactas (de Hausdorff). Denotaremos a classe dos espaços com-

pactos por XI, e, para X um espaço, chamaremos 8x:(X) de K(X). Lembremos (lue XI(X) é

não-vazio se, e somente se, X é de Tychonofr (ou completamente regular), ou seja, quando

.Z(X) for base para os fechados de X. E fato conhecido que um subespaço fechado de uma

compacto sempre será compacto. E ainda, pelo famoso teorema de TychonofT, o produto

topológico de espaços compactos é compacto. Sendo assim, X: é repleta e hereditariamente

fechada e produtiva, e, pela proposição 1.8, para um espaço de Tychonoff X, K(X) tem
um máximo produtivo.

Definição 1.6 Para um espaço de Tyc/zono#X, denotamos o marina pro.jetàuo de X:(X)
por #X e o chamamos de compactificado de Stone-Cech de X

Temos várias demonstrações do fato: se X é de TychonoH, então X:(X) :# 0. Nas mais

comuns, sempre explicitamos #-X e sempre obtemos algumas propriedades desse espaço.

O teorema seguinte mostra. que, de fato, essas propriedades dehnem o compactificado
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de Stone-Cech. Novamente omitiremos sua demonstração que é comum nos livros de
topologia, por exemplo, em IENG891, seção 3.6.

Teorema 1.2 0 compacflHcado de Stone-(7ech PX de um espaço de 7yc/zono#X é tínãco

(a menos dü ideTtti$cação feita na de$nição 1.2), por entre as com'pacti$cações de X , com

respeito a cada lema das propriedades abaixo:

(1) 6X é o «á«imo proàetiuo de KÇX),
(2) tod« Ju«'ção J ç: CÇX.K), p«. K um esp«ço como"t., tem u«« e«te,«;ão

confÚ- F C C(PX, /T),

r39 .Z7* n 121;P* q-{.q«e, Z. , Z, € .Z(X),
(4) todo poTtto de jiX é o limite de llm único Z(.X)-ultra$1tro

Corolário Se B c Zi(X), pala um espaço de TychonofT X, então BPX c B(PX)
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Capítulo 2

Espaços H-fechados e H-minimais

E fato conhecido que todo subespaço compacto de um espaço de HausdorfT será sempre

um subcon.junto fechado deste. A recíproca não é verdadeira. Aos espaços que tiverem

esta propriedade daremos o nome de H-fechados. Curiosamente (será mesmo?) algumas

equivalências com esta propriedade se assemelham em muito às caracterizações para um
espaço compacto.

Embora nem todo espaço possa sei imerso densamente em um espaço compacto
(somente os de TychonofT), veremos que qualquer espaço terá extensão H-fechada. De

certa maneira, os espaços compactos estão para os de Tychonofr, assim como os H-fechados

estão para os de Hausdorff.

2.1 Relembrando os Compactos

Não é nenhuma novidade a definição de espaço compacto. Também serão as usuais

as noções de iecobrimento, subrecobrimento e "família com a p.i f." (propriedade da
intersecção finita). As proposições abaixo só estão aqui para refrescam a memória e pala
que possamos ver um clamo paralelo entre a compacidade e o fato de ser H-fechado.

Proposição 2.1 Para um espaço X, não necessahamerzte de #ausdorl#l, são equit;agentes

(!) X é como«to,
(2) tod« J.miai« de fech.dos ""'. « p.i.J. te« int«s"çã. «.ão-«zi«
(3) todo $\tro em X tem adere'«cia «ão-u-,zia,

(4) todo ultra$ttro em X covtuerge.
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Proposição 2.2 $e X é compacto, }' é espaço , e / C C(X,}') é sobrejetora, então y é
compacto. n

Como já citamos a compacidade é hereditamente fechada e produtiva

2.2 Os H-fechados e a Extensão de Katétov

Definição 2.1 Um espaço X, de Hausdorl#, é H-fechado se X é/achado em todo espaço

de Hausdor$ que contenha X colho um subespaço.

Aqui estão propriedades que se assemelham às dos compactos

Teorema 2.1 Para um espaço X, de ]7ausd07:#, sâo aguada/entes.

(1) X é H-fech'do,

(2) para todo recobrimento aberto de X, existe UMn subfamtaia $nàta cu:la união é

densa em X,

(3) todo $!tro de abertos de X tem aderência não-vazia,

(4) todo ultra$ttro de abertos de X converge.

Demonstração

j1) ::> (3) Seja / um filtro em r(X) com aderência vazia. Definimos y = X U {oo}, onde

oo # X, com seguinte tipologia: O Ç y é aberto se, e só se,

. 0 n X c .'-(X),

8 oo € Q ::> n .F' ç Q n x, pala alguma subfamília ânita não-vazia .F' de .F'

Como / é filtro, X é subespaço denso de y e X C r(y). Assim, para chegarmos a
uma contradição, basta vermos que y é de HausdorH', já que X é H-fechado.

Sejam z, y C y, z # #. Se #, y C X podemos separa-los por abertos de y, visto que X

é de HausdorfT e r(X) C 7-(y). Supondo # = oo temos que existe F c / tal que Z/ çl Fx e

assim separamos z e y com os abertos disjuntos de y, FU {oo} e XVP" , respectivamente.

(3) + (4) Dado um Z/ ultrafiltlo em 7-(X), adx(Z/) = cx(Z/), pela proposição 1.1. Poi

hipótese, adx(Z/) # 0 e Z/ converge.
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(4) :::> (2) Seja D um recoblimento aberto de X tal que nenhuma subfamília hnita sua

seja densa em X. Definimos o filtro / em T(X) por:

Q C .F + À' \ U 7P' Ç Q, pala alguma subfamília finita 'Zy de Z)

Pela proposição 1.1, existe Z/ ultrafiltro em r(X) que contém .F. Seja # c cx(Z/).
Como D é recobiimento de X existe 1) € 'Z) tal que a; € Z). Assim Z) C Z,/. Corno

X VDx € .F temos que Z), X VnÀ € Z/. Logo ü = Z) VDx - 1) n (x VDx) C U, o que

que é um absurdo.

(2) :> (1) Seja y um espaço de HausdorfT que contenha X como subespaço e suponha.

que exista 3/ c X' \ X. Para cada z C X temos que existe Z), C 7-(y) tal que z C Z), e
Z/ « Z),' . Assim {D. n x : z C X} é um recobrimento por abertos de X e, pot hipótese,
existe X' C X, finito, tal que

x= u n.nx' = u o,nx nrç u Z);'
zeX/aCXfaCXI

Logo g C À'' \ U Z),' , e, pot conseqüência, X \ U Z),.:' # 0, chegando a uma con-zeX/ zeX/
tradição com a continência exposta acima. H

Corolário Um espaço X, de HausdorfT, é compacto se, e somente se, é H-fechado e
regular.

Demonstração (+) Imediato da definição de H-fechado.

(+:::) Seja 1) um recobrimento aberto de X. Para cada z em X existe Z). em D ao qual z

pertence. Como X é regulam' existe yz, vizinhança aberta de aç, tal que V=" Ç /),. Assim

{ya : iç c X} é iecobrimento aberto de X e, pelo item (2) da proposição 2.1, existe X'
subconjunto finito de X, tal que X = U yn

Logo, X = U y=" Ç U Z), = U{Z), : 3 € X'}, e 1) admite subrecobrimento finitoaCX/ aCX/
para, X. H

.x

Nos espaços H-fechados não temos a hereditariedade nos fechados. Temos a heiedi

variedade nos fechados-regulares. Lembramos que F Ç X é fechado-regular, se F =F
Assim os fechados-regulares são os fechos dos abertos de X.

Proposição 2.3 Se X é H-/ecAado e U c a-(X), então Fx é .f/-/achado.
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Demonstração Usaremos o item (3) do teorema 2.1.

Seja / um filtro de abertos de Fx. Se Q c T(X) e Q n t7x :# 0, ç2 n u é aberto
não-vazio de X. Assim fica bem definido o filtro D = {W c 7-(X) : Q n u ç T'T/, para
algum Q C 'r(X) tal que (2 n U" C .F} de abertos de X

Por hipótese existe z c adx(Z)). Como U c 1), z c D" . Víamos que z € a(Gx(.F).
Suponha .4 € /' e -v c B c r(77'' ). Sendo assim existem {2, W c r(X) tais que .A = (2nFÀ'

e .B = w nu". Logo QnU c Z) e z € Qnü" nw. Portanto w n(2nu # 0,

..4 n B - (2 n w n77" # ü e z C Ã' .H

Lembremos que um espaço X é dito de Urysohn, se, para quaisquer z,3/ C À

existem Ut,Ue cr(X), taisquezct/i,yeu2 'ul nUe" =0.
Para cada espaço X} chamamos o espaço topológico com o mesmo suporte de X e a

topologia gerada pelos abertos-regulares de gemi-regularização de X. Denotaremos este

espaço por X,. E fato conhecido que X será de Hausdorff se, e só se, X, o for. Diremos

que X será semi-regular, se X, = X. Com simplíssima álgebra de conjuntos provámos

que X, é sempre gemi-regular, 7ZO(X) = 7Z(9(X,), e t7x = Dx' para qualquer U aberto

Depois do Corolário seguinte colocaiemos um exemplo de um espaço que será H-
fechado e não-compacto, e, ainda, semi-regular e não-regular

deX

Corolário Um espaço X, de HausdorfT, é compacto se, e somente se, é H-fechado,

semi-regular e de Urysohn.

Demonstração Claramente temos uma das implicações. Para chegarmos a equivalência,

usaremos o primeiro corolário do teorema 2.1: ve.Íamos que X é regular, ou se.ia, mostre-

mos que todo ponto de X tem sistema fundamental de vizinhanças fechadas.

Suponha z c t/ € 7-(X). Dada a semi-regularidade, existe V' € RO(X), ou seja,

um aberto-regular de X, tal que z C V Ç U. Assim F = X \ V é fechado-regulam. Para

cada y € F existem ..'!,, B, C I'-(X) tais que a C .Á,, y C .B, e .Á.' n B;' = 0, pois x é
de Urysohn. Assim {B, n F : g C F} é recobrimento aberto de F que é H-fechado pela

proposição anterior. Então existe C' Ç F, finito, tal que

F = u .a,n p ç u n,"
zCCzeC



Logo r C W C r(X) e W" Ç v Ç t/, onde W n Á
z€C

111xemplo 2.1 Seja X o subespaço 10, 11 x j--l, ll de Z?2. EscoZÀamosp+ e p' dois ponto.s

gua squer que rzão estejam em X, e consideremos }' = X U {p+,p-}. Z)e$namos uma

fopoZogÍa em y; U Ç }' é aóerlo em }' se

. u n x € ,(À'),

B se p+ C U, então Casta r > 0 taZ que 10, 7'lxl0, ll C U, e,

8 se p' c U, então existe s > 0 taZ que 10, sjxl--l,Ojc U

Vejamos que \' é H-fechado. Dado C um recobrimento aberto de Y, temos que existem.

U+ e U' em C tais que p+ C U+ e 7)' C t/-. .4ssím Caíste r > 0 ta/ que lO,rlxl0, ll C U+

e lO,rjxj--l,OIC Z./'. Como lr,ll x j--l,ll é compacto, eãste C' Ç C, ./inato, faJ gue

lr, ll x 1--1, 11 Ç UC'. .4ss{. }' - D:Í'' uD:" U (UC').
E fácil uer que pt nem p têm sistema fundamental de vizinhanças .fechadas. Logo

y não é compacto. .A/as, aÍrzda assim, y é gemi-regular.

Definição 2.2 Sejam X e y espaços, / tina /unção de X em y,e ao € X

r]) / é 0-contínua em «o 'e p«« c'd« «í,{«h«ç« .bed« }' d. /(.o), e«{.te «m«

üz nÀar ça aberta U de zo taJ que /lr"l Ç 7'
r21 ./ é 0-contínua em X se / é 0-confáhua em todo ponto de X

r3) O c07zjunío das /uniões 0-contíguas de X em y é denotado por 0C(X,y).
éV.,i ./ é 0-homeomorfismo se ./ é bÜeçâo e ambas .f e ./''i sâo 0-cona duas.

Junto com as funções 0-contínuas sempre aparece a noção de 0-fecho

Definição 2.3 Z)aços um espaço X e U Ç X, càamarernos de 0-fecho de U, e o deno-

faremos por U' , o c07Üunto .[z € X : l/'Ã í) Z-/ # 0, para qualquer 'l'r, ulzinAança abe7'ta

de z}. Z)iremos, ainda, que U é 0-fechado, se Í7"' = U

Conhecemos bem a equivalência pala funções de X em y (X e y espaços),

./ C C(X,y) + /IU"l Ç /IUI' , pala qualquer U Ç X

Vejamos um resultado 0-análogo
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Proposição 2.4 Para os espaços X e y, e ./' : X --} }', / é 0-contígua se, e somente se,

/IU'xel Ç /[Ull', para qua/quer t7 Ç X

Demonstração Suponha, primeiramente, ./' € 0C(.X,}') e U Ç .X'. Dados z € 77xe e

}'' C a'-(y), tais /(z) c v, temos que existe W c r(.;t), ta] que # c TV e /IWxl Ç 7''
Como W'x n u # ú) temos que 0 :# /]u] n /]T7x] ç /]u] n7l'. Assim /(z) c /]U]''Ó

Agora suponhamos existir z C X tal que ./ não é 0-contínua em z. Então existe

Q C r(y) tal que .f(z) c Q e /IF*l Z Q", o-i ainda, P n (x \ /':l©rl) :# 0,
para qualquer P C r(X), vizinhança de a. Sendo assim, z € X\./-ilQ}'l'' . Logo

/(z) c/[X \./- íahi''. Mas/(z) C Q C r(y), e daí, Qr n/]x v-t]Qv]]:# 0, o que é

um absurdo.

Víamos algumas 0-plopiiedades importantes

Proposição 2.5 Para um espaço X, ualernr

r-í) Se .,4, .B c P(X), 7DBx' . 7x' u B"',
rPJ Se U € r(X), n*"

6?) Para .,4 Ç X, ..4 Ç 7x Ç Zx' Ç lãx',
(4) Para A Ç X,'lixo é um fechado de X,

r5) Se D é denso em X e .Á Ç .D, então 7oo - 'Xx' n z),
(6) X é regular se, e só se, T*' = Dx r., qualq«-er U Ç X,

rV9 X é de Hausd07:#' se, e só se, {zl'l' :: {aç}, para qualquer z € X

Demonstração As demonstrações de (1), (2), (3) e (4) são triviais a partir da definição.

(5) Seja a; € ]"' e suponha z c U c .-(X). Então z c un.o € 7-(O) e T?TD"n.,4 #
0. Como Z./ n z)o - u íl Dx n z) ç ux', z c ,4x' n D. Agora suponha z € z) n ,4xP e

z € V € r(Z)). Então V' = u n z), para algum U C r(X), e, daí, F" n .4 # 0. Já que D
é denso em X, Ux = {1/ n Bx . yx e yP n .4 - vx n z) n ,4 = :rx n .4 = 77x n .4. Logo

(6) Suponha X regular e U Ç X. Dados z C 27xo e W uma vizinhança aberta de
z, existe V C 7-(X) tal que z c V' Ç y'' Ç H'', já que a; tem sistema fundamental de

vizinhanças fechadas. Daí 7" n t/ # 0 e W n U :# 0. Assim z € U"

Agora suponha F'' = 717 , para qualquer U Ç X. Dados z C Q C r(X), temos que

z g .X\Q - ;k \ Qx -X\ç2x'. Assim existe O c 7-(X) tal que z c Oeaxn(x\Q) = 0.

C]'o.HZ
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Sendo assim todo ponto de X tem sistema fundamental de vizinhanças fechadas.

(7) Suponha X de Hausdorff. Dados 3/ # a, temos que existem UI, U2 C 'r(X), tais

quem € t/i,3/e U2 et/iílU2 -0 Assim Z/« UI x =Ulx' ey« {zlx'. A voltaétrivial
pela definição de 0-fecho. H

Dado um filtro /, em X, podemos falar em 0-aderência de .F, que é a intersecção

adÇ(/) = n 7"' . Podemos, então, conseguir uma propriedade pala os H-fechados

muito parecida com a do item (3) da proposição 2.1:
€

Proposição 2.6 Para um espaço X, de Hausdor:#, sâo equáua/entes;

(1) X é H-fechado, e,

(2) todo $1tro em X tem 0-aderência vtão-vazia.

Demonstração (:+) Seja / um filtro em X. Consideremos /' = .F n r(X) e temos

um filtro de abertos de X. Pot hipótese, existe z C ad.x(F'). Suponha que exista F C .F

tal que z # Fx'. Então existe t/, vizinhança aberta de z, tal que 77x n F - 0. Assim

F' Ç X\nx e X\Dx C /. Se«do assim X\t7x c .F' e z c X \#*' . Mas # € U c T(X)

e U \ U" :# 0, o que é um absurdo.

(4:::) Sda Ç um filtro de abertos de X. Consideremos Ç' = {.4 Ç X : U Ç .4, para algum

U € g} que será um filtro em X. Sendo assim Ç Ç Ç'. Logo 0 # adÇ(ç') Ç adÇ(ç;). Pelo
item (2) da proposição 2.5, temos que adx(g) = adÇ(ç), e, assim, Ç é 6xo.

Proposição 2.7 Se X, y e Z sâo espaços e ./ : X --> y e g : y -..> Z. .Então;

(1) Se ! é Q-comi'ínuü em =o C X e g é 0-contínua em, fk=nõ, então g:' f é 0-contínua
e77Z Z0}

(@ c(x, }'') ç oc(x, }''),
r3) .9e }' é «g«J«, ente. C(X, }'') = 0C(X, }'),

6yJ Se .4 Ç X, e ./' C 0C(X, }'), .ntão .fl... € 0C(.Á,}'),
r5) Se O é de«'o 'm }', ./ € 0C(X,}'), e ./'jXI Ç 1), então / € 0C(X, D),

(6) Se j € 0C(X,Y) é sobreljeçõ,o e X é H-fecha,do, então Y é H-fechado,

(7) A identidade idx : X. --:} X é um 0-homeomor$smo,

(8) X é H-fechado se, e só se, X; é H-fechado.

Demonstração(1) e(4) são imediatos da definição de 0-continuidade.(2) é conseqüência

imediata de que .f é função contínua de X em }' se, e só se, /l,4"l Ç /l.ÁI' , para qualquer
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.4cX
(3) Basta lembrarmos que todo ponto de y tem sistema fundamental de vizinhanças

fechadas

(5) Seja U Ç X. Temos que /]t7x'] ç /[U]''o n z). Pelo item (5) da proposição 2.5

.Figo' . .7Íq'b n o. Assim / C 0C(X, O).

(6) Seja F um filtro em }'. Definimos g = {U Ç X : ./-:lPI Ç U, para algum

F' € .F} e temos um filtro em X. Pela proposição 2.6, a 0-aderência de Ç é não-vazia.

Seja z c adg. (Ç). Dado F € / temos que /-t].P] C ç e, daí, z c /-qP]''. Como / é

0-contínua, /(z) C .fl.f- [Fllvo - Fxo , pela proposição 2.4.

(7) Claramente dx : X --} X, é contínua, e portanto 0-contínua, pois r(X,) Ç r(X).
Vejamos que sua. inversa (ela próprias) é 0-contínua. Sejam # € X, H uma vizinhança

aberta em X de z, e y =77x. Assim z c V c r(X.) e 7'x' - Fx . Dx

(8) Imediato dos dois últimos itens.

ox

Definição 2.4 Seja 7í a classe de todas os espaços #-/ecAados. Para um espaço X,
.A"m".«.« eX(X) de %(X).

Como já observamos no parágrafo anterior à proposição 2.3 não temos que a classe

7{ é hereditariamente fechada. Mas ainda assim ela é hereditariamente produtiva.

Proposição 2.8 Sejam {Xa : a € .4} uma /amua a de espaços não-vazios.
é H-fechado se, e somente se, X. é H-fechado para todo Q e A.

Então n X.

Demonstração Chamemos n X. de y e sda Pa a projeção de y em X. para a C .4.
(::>) Como p. é contínua e sobrejetora, temos que X. é H-fechado sempre que y é H-
fechado, para todo a € .4, pelo item (6) da proposição 2.7.

(+::) Usaremos o teorema 2.1. Sda Z/ um ultrafiltro em r(y). Para cada a c .4 de6-
nimos Z/. = {Q € 7-(X.) : p;:lOI C Z/} que é ultrafiltio em 7-(X.). Poi hipótese, existe

Z. € CX.(aa). Seja # = (Z.)ac.,l e vejamos que Z/ converge para z. Suponha W um "aberto

básico" que sda vizinhança de z. Então w :: n P=ib.IWrll pata algum .4' subconjunto

finito de ..4. Então p.IWI € U., para qualquer a € .A. Sendo assim W' C U, visto que .4' é
finito.H

aC,4

ae,4
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Como 'H é uma classe que não é hereditariamente fechada não podemos aplicar a
proposição 1.8. E como foi dito, 'H será um contra-exemplo para este resultado. Para
um espaço de Hausdorff X, mostraremos que sempre %(X) # 0 e ainda explicitaremos o

máximo projetivo de %(X) por construção. Este será chamado de extensão de Katétov
de X e denotado por KX Usaremos o mesmo método usado por Katétov.

Definimos KX = X U {Z,{ : Z/ é 7-(X)-ultrafiltro livrei. E facilmente verificado que

r(X) U {U U { } : U C Z/ C KX \ X} é uma base de abertos para uma topologia em KX

Agora nos referiremos a KX tanto como conjunto quanto espaço topológico munido com

a referida topologia.

Teorem.a 2.2 Seja X um espaço de /7ausdozl#. Então.

(1) KX é tina e=tensõ,o H-fechada. de X e X é abeto em K,X,

rPJ Se y C 'H(X), então ezíste uma líRIca /unção confz'nua / : KX --> y taZ que

.flx = ídx, á. c., KX ? y,
(3) KX , ou sej', «,X é o «á«imo p«meti«o de 'KÇX).

Demonstração (1) Claramente temos que KX é extensão de X e que X C r(KX).
Vejamos que esta extensão é de HausdorH e H-fechada.

Dados dois elementos de X podemos separa-los por abertos de X e, portanto, de KX

Sejam z € X e Z/ C KX \ X. Como a é ultrafiltro livre, temos que existe U € Z/ tal

que z # 717'' . Assim X \ t7' e U U {Z,{} são abertos disjuntos de KX que separam z e Z/.

Agora suponha Z/, P c KX \ X, distintos. Como são ultrafiltros, existem U € Z/ e V C P,

disjuntos. Logo U U {Z/}, y U {P} c r(KX), são disjuntos e separam Z/ e P

Suponha /' um ultrafiltro de abertos de KX. Como X é denso em KX, X encontra

.F, e, como é aberto em KX, X € .F. Logo um aberto Q de KX pertence a / se, e só se,
Q n x c /. Seja g = {o n x : Q c /'}, e g é ultrafiltro de abertos de X. Observamos

que Ç C .F. Se z C cx(Ç), temos que .F converge para = Caso ç seja livre temos que

g € KX \ X e .F converge para Ç

(2) Queremos estender a função ádx a KX continuamente. Para cada Z/ C KX \ X,
definimos Z/' = {W € r(y) : w n x c z/}. É fácil ver que Z/' é ultiafiltro de abertos de

y e assim converge pala um único ponto em y. Definimos /(Z/) como sendo este ponto

E /lx = {dx'

Claramente / é contínua em qualquer z € X. Apoia seja Z/ C KX \ X e Q C 7-(y),

vizinhança de /(Z/). Dado que Z/' converge para- /(Z/) temos que Q € Z,/' e portanto
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Qnx c U. Sendo assim(ç2nX)ulZ7} é vizinhança aberta de 24 e/l(QnX)uÍZ/}l ç Q

Pela proposição 1.5 temos que ./ é única.

(3) Imediato dos dois itens anteriores.

Ve.lamas mais algumas propriedades da. extensão de ]<atétov

Proposição 2.9 Para um espaço X temos;

(1) .,X \X é '«m subespaço fech.,do e discreto de KX,

r29 .S'e U Ç X á coberto, então 717"x - t7x U {Z/ C KX \ X : t/ c Z,/},
6?) S. U, }' Ç X .â. .Z,e,to. dÍ©-to. de X , e«tã. (D"* n7';') \ x = @,
ry) .9e U e V são abertos de X ta s qtóe 717x n ?'x - ü,então B"x n :r"x

padicutar, se U é aberto-fechado de X, então D'x é aberto em KX
0, em

Demonstração (1) Pelo teorema 2.2, KX \ X é fechado. Dado Z/ C lçX \ X, seja

Q = XU {Z/}. Assim Q C 'r(KX), {a} = Qn(Kx \X) e KX \X é subespaço discreto de

(2) Basta vermos que D"x \ X = {Z/ C KX \ X : U c a}. Dado Z/ c KX \ X,
temos que U € Z/ se, e só se, Z./ encontra Z/. Assim, se V' € Z/ C U'l'"x \ X, temos que
ynu =(v u {z/}) nu # 0, já que V U {U} € a'-(KX). E se U € a, temos unQ # 0

para qualquer Q vizinhança aberta de Z/, devido à definição de r(KX).

(3) Pelo item anterior, se Z/ € F"x nP"x \ X, tem-se U, V € Z/. Mas Z./ n y = 0 e

(4) Imediato dos dois itens anteriores.

2.3 Espaços H-minimais

Trataremos aqui de uma classe de espaços, sub-classe dos H-fechados, que está inti

mamente ligada aos espaços de Katétov, outro objeto de estudo deste trabalho.

Definição 2.5 Um espaço de #ausd07l# X é H-m.animal se não existe subfopoZogáa de

r(.X) própHa e de Hausdor#.

Como já dito, os H-minimais serão também H-fechados. Terá algumas outras propri

edades que serão equivalentes a esta condição.
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Teorem.a z.3 rara um espaço ..X , de /7aund07:#, sào equzua/enfesi

(1) x é n-minam.l,

(2) Se y' é de Hausdorâ e j : X --} Y é contínua e bijetora, então j é hovneomor$slno,

(3) X é H-fechado e gemi-regular,

(4) Se F é um .Retro em T(X) tat que adx (F) é unitário, então f converge

Demonstração Provaremos(:1)::>(3)::>(2)::>(1) e(1) +(4).
(1) ::> (3) Temos que 7-(X,) é subtopologia de HausdorfT de 7-(X), assim, pela definição,

X = X.. Agora suponha / um filtro de abertos de X com aderência vazia. Fixemos

zo c X e consideremos a subtopologia de 7-(X):

,* {U € ,-(X) : «o # U}

Víamos que 1-* # 7-(X) e que (X,T*) é de Hausdorff.

Como zo « adx(/) temos que existem t/ C 'r(X) e F C F tais que #. C U e
F n U = g. Assim U C r(X) \ l-*

Agora suponha aç,3/ C X, distintos. Caso a;,g/ C X \ {zo} temos que existem

Ui,U2 C 'r(X) tais que z € Ui,Z/ C U2 ' a;o çl Ut U U2. Assim Ui,tX2 € 'r*- Supondo,

sem perda de generalidade, y = zo, temos que existe Eo € f e Uo € 7-(X) tais que

zo C Uo e Uo n Eo = 0. Também z # adx(/) e existem Ui € ,-(X) e Fi C / tais
que z C Ui e Ui n FI = 0. Como X é de HausdorfT, achamos Uo,% € 7-(X) tais que
a;o € Uo Ç Uo, aç C Vi Ç Ui e Vo n % = 0. Assim zo C Vo u (Eo n Fi) € / e # C VI € 1-*

(3) ::> (2) Dado F € 'R(X) temos que F é H-fechado, pela proposição 2.3. Assim /IPI é
subespaço H-fechado de y, pelos itens (2) e (6) da proposição 2.7, e, por isso, é fechado

de y. Então as imagens dos fechados-regulares de X são fechados em y. Como X é

semi-regular, temos que, se -F' é fechado de X, então F' = R P, para algum D Ç 'R(X).

Logo, por / ser injetora, /IP'l = n /IPI e é fechado de y

(2) ::> (1) Suponha l-' Ç r(X) tal que o espaço X' - (X,I'-') seja de HausdorfT. Temos

que ádx : X -+ X' é contínua. e bijetoia. Assim {dx é homeomorfismo, por hipótese, e

X = X'. Logo X é H-minimal.
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(1) :+ (4) Seja .F um filtro de abertos de X tal que adx(/) = {z}, para algum z C X.

Consideremos a'-' = {t/ C r(X) : aç g U} U F e ve.lamas que (X, l-') é de Hausdorff. Dados

a, b € X \ {z}, distintos, temos que existem t/t, Ue € 'r(X) tais a C Ut, b € tX2, g g t/l UCr2

e Ut n Ue - 0. Assim t/t,U2 c r Caso y € X e z # 3/, temos que existem C/ C 7-(X)

e F C /' tais que y C U e t/ n F = 0, já que 3/ g adx(/). Como X é de HausdorfT

temos que existem Ui,t/2 € 'r(X) tais que z C Ui,y C Ua ç U ' ui n u2 = a. Logo

U2 c '', " C U: U F € /' e Ue n (u: u F') = 0. Se«do assim .-' = ,-(X). Se a C }' C ,-(X)
temos que }'' C l-' e y C /', ou seja, / converge para z.

(4) ::> (1) Seja l-' Ç r(X) ta} que (X, l-') sda de Hausdorff. Pala cada sç c X consideremos

F= = {U c r(X) : a C y Ç U, para algum V C r'}. Temos que F= é filtro de abertos

de X com adx(Fa) = {aç}, já que (X,'r') é de Hausdorff. Por hipótese, F= converge para

z. Então dado U C 7-(X) temos que para cada z € U existe yz C 7-' t.al que z € ya Ç U
Logo U = U y= e, assim, Z./ C a'-'. Logo r(X) = 1-' e X é H-minimal. U

aeU'

Corolário direto do teorema anterior associado ao corolário da proposição 2.3 é o
resultado seguinte:

Corolário Um espaço de Hausdorff é compacto se, e somente se, é H-minimal e de
Urysohn. u

Ainda conseguimos um resultado deste teorema, conseqüência do item (8) da pro.
posição 2.7:

Corolário Um espaço X é H-fechado se, e somente se, X, é H-minimal

2.4 Extensões Estritas e Simples

Logo estaremos falando da extensão de Fomin de um espaço. Ela sela uma extensão
dita "estrita". Daremos, então, um espaço aqui para falarmos deste tipo de extensão e
aproveitaremos o embalo para falarmos também das "simples"
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Deânição 2.6 r/J Z)aços y € é'(X), para um espaço X, ep C }', denotaremos o co@unto

{UnX : U C l-(}') ep C U} por OP rou OÇ, quando /zouuer amb güãdade quando a extensão

de X com a qual estivermos trabalhando). Notemos que, se z C X, temos que O' é o
Atiro das uizãnhavtças abertas de = em X,

rPJ Se t/ C 'r(X), sda oU = {p C }'' : U C OP} aquando Àouuer amb gü Jade,
notaremos T)or ovU).

Lembrando da proposição 1.6, ve.Íamos, hnalmente, que OP é filtro de abertos de X

Lema 2.1 P'zra y C e(X), X um espaço, O' é a'-(.X)-./ÍZtro para qualquer p C }

Demonstração Como X é denso temos que ç) g OP. Ainda X € OP e OP é fechada por

intersecção finita. Agora suponha t/ n x ç v c 7-(X), para U vizinhança aberta:de p.

Consideremos D = {W C ,-(}') : w n x ç y}. Assim T = UP C r(}'),7'n x = y e
rr C '7' A ceira T/ C r)71

Definiremos uma subtopologia de }', ou sqa, uma nova topologia sobre o mesmo

suporte de }' contida em 7-(y). Ve.íamos para isso a proposição seguinte:

Proposição 2.10 Se y € (X), U e V sâo aZ)fados de X, então;

r/) oX = y e o(0) = 0,

Í21 (.u) n x = u,

(3) ou n oy = o(u n I'),
r%) oU c ,-(y) : w n x ç u},

(5) {o7' : 7' C 7-(X)} é uma base de abertos pata uma fopoZogÍa de Hausd07:# r# em
}'' q«e e.fá co«fãd« em ,-(y),

r6) (y, ',#) é «ma e«Ée«.ão d. X, e,

r79 oU

Demonstração Facilmente temos os itens (1),(2),(3), e (4) pelas definições dos objetos

em questão e usando sempre que OP é um r(X)-filtro.
(5) Pelo item (3) temos que o conjunto citado é base para uma topologia sobre o

suporte de }'. Pelo item (4) temos que a'-# Ç l-(}'). Vejamos que (y, a'-#) é de HausdorfT.

Dados p, q C }', distintos temos que existem VI, V2 C r(y), disjuntos, tais que p € Vt

e q € V2. Sendo assim, Ui = B n x C r(X), para { - 1, 2. Pelo item (4), U Ç o(Ui), para
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á = 1, 2. Ainda, por (3), o(UI) n o(u2) = 0. E assim, o(UI) e o(U2) são os abertos em l-#
que procuramos.

(6) Claramente X é subespaço de (y,I'-#). Como ot/ = 0 se, e só se, U - 0, para
U C 7-(X). Temos que X é denso em (y, 'r#).

(7) Como (y \ .Pf \ U'') n x = x \ (X \ Ur n x) = x \ x \ U'': = U, pelo item

(4), y\X\U' Ç oU. Ainda, oU n(x\u) =(DUNA)\u = u\u = o. Logo
X\U' Ç y\oU, e, daí, oU Ç y\.X\U' . H

Observando melhor o item (4) da proposição anterior, o que estamos fazendo é es-

colhendo, em r(y), somente os "maiores abertos" tais que interceptados com X dão um
aberto de X

Definição 2.7 0 espaço (X7-#) descóto no procedimento anterior é denotado por y#

.4ssÍm l-# = 1-(}'#). avós diremos que }' é uma extensão estrita de X, se y = y# 0.e.,
r(y) = .'-(}'#)).

Vejamos uma condição suficiente para uma extensão ser estrita

Proposição 2.11 Sela y C e(X), para um espaço X. Elntão
ol'' o X

r/) D"n'F" .(D"n'T*), P«« tod. U C ,(}'''),
re9 .'-(ys) ç .-(}''#), e,

r3) .9e y é gemi-regular, então y é uma ezferzsâo esfófa

Demonstração Claramente (2) e (3) são conseqüência de (1).o'y OX
(1) Dado U € r(y), soam W =D"FTX}' . y -riTTx. Então

W nX ç Unx' nX = Unx", e,
}v n x ç y,

e, pelo item (4) da proposição 2.10, W Ç oV
Ainda.

l,'' ç n"n'X'* ç F'n'X'*, ..
7l' c u n .X}'
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Logo oV' Ç ãr' V' ç t/ n x' , por X ser denso em yl e, oy ç W

Com este "processo" , construímos uma topologia menos fina e ainda mantemos uma

extensão. Apoia veremos outra mameira de obter mais uma extensão.

Proposição 2.12 Seja y € f(X), para um espaço X. S a 23 = {U U {p} : t/ C OP e

P C y}. Então;

r]) 23 é «m« b«e de «Z,fados p«« "m« topolog{. ,-'' em }' q« ««fém ,-(y)
rPJ (y, ,-'') é «m« e«t.n.âo de X, e,

Í3) y \ X é «m '«be'p«ço /ecA«d. e dà.c«to d' (y, .'-'').

Demonstração (1) Temos que y = U.X U {Z/} logo y C 1-+. E facilmente temos que 23

é fechado por intersecções finitas. Sendo assim, 23 é base para uma topologia em }'. Dado

Q C 7-(y), temos que Q = U.(O n X) u {s} e assim Q C 1-+. Logo 7-(y) ç l-+

(2) Como ,'-'l contém r(y), X é subespaço de (y, r+). Como OP é r(X)-filtro, X é
ainda denso.

(3) Como X = X U {s}, para s C X, temos que X € r+. Dado y C y \ X,
X U {3/} c 1-+. Daí (X U {Z/}) n (y \ x) = {Z/} e y \ X é subespaço fechado e discreto.H

y

S

Definição 2.8 0 espaço (y, r+) descrito no procedimento da proposição á denotado por

y+. Z)iremos qz&e y é extensão simples de y se y = y+

Embora não pareça, já lidamos com uma extensão simples: a extensão de Katétov

Lema 2.2 Z)ado um espaço de Xa sd07g'X, temos que, para Z/ C KX \ X, OJÍx :: Z/

Demonstração Lembremos que Z/ € KX \ X é um r(X)-ultraâltro livre. Basta-nos

mostrar que Z/ Ç OKx

Seja U C Z/. Então U U {Z/} é aberto de KX e vizinhança de Z/ e, assim, U

(u u {z/}) n x c o!;..

Proposição 2.13 Para X, de }7ausd07:#, KX é eafensão sÍmp/es

Demonstração Sda Q c r((lçX)+). Para cada p € Q \ X, existe UP

UP U {p} Ç Q. Sendo assim

tal que

Q X)U U (UpU {P})
pCÍ2\X
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e Q C 7-(KX), pelo lema anterior

Vejamos agora algumas relações entre y#, }'"+ e outras extensões de X que se "su
portam" em y

Proposição 2.14 Sda }' € e(X) para urn espaço X. Então.

r]) OÇ# = OÇ = O{.... para qualquer p € y,

r21 Sda Z C f(X) t'Z que Z e y tema«m mesmo supor.. .Então ,-(}'#) ç ,-(Z) ç
r(y+) se, e somente se, OÊ = OÇ, para qualquer p € y. N'esta caso, I'-(Z#) = 7-(y#) e
,-(Z'') ,-(y''), e,

6?) 7-(y+) = 7-((y+)+) e 7-(y#) = 7-((y#)#), Oll sda, y+ é ezÉensâo sámpZes e y#
é esfmta

De"ionstração (1) Como '-(y#) Ç r(}') Ç ,-(y+) temos, facilmente, que OÇ:* Ç

OÇ Ç OÇ+. Vejamos que OÇ+ Ç OÇ#. Se.ja W C 7-(y) pala p € }1.'. Pelo item

(4) da proposição 2.10, W ç o(W' n y), assim, pelo item (2) desta mesma proposição,

wnx = o(w nx) nx.Como p C o(w nx) temos que wn x c oÇ*.
(2) Supondo 'r(}''#) Ç r(Z) Ç r(}'+) temos OÇ:$ Ç O; Ç OÇ., e, pelo item anterior,

OÇ :: O%, para qualquer p € y

Seja U C .-(X). Temos

orU = {P C y : U € OpV} {P € Z : U C O%} = ozU

Assim, T(}'#) = r(Z#) Ç ,-(y).
Seja Zir = {U u {p} : p €1 y e U c OP} que é base dos abertos de y+ e se.ja

Bz, definida analogamente, base dos abertos de Z+. Já que OÇ = Oz, é imediato que
Bz = 23r. Assim ,-(y+) = r(Z+). Logo ,-(Z) Ç .'-(y+).

E valem as igualdades, por conseqüência.

(3) Dado U C r(X), temos

orU = {P C y : U € OpV} = {P € y# : U C 0Ç*} = oV#U

Logo ,-((}''#)#)

Analogamente, ao item (2):

{U U {p} : p C y+ e t/ C OÇ-.} = {U U {p} : p C y e U C OPv}

27



Sendo assim, 7-(y#) ,(( }''' #)# )

Dados dois filtros .F e Ç, em um reticulado R, dizemos que / encontra Ç, se todo

elemento de .7 encontra g, ou seja, se a A b # 0, pala quaisquer a C .F e b C Ç.

x xul.xuol\au ú..x'.i uçlu i ç: o'l./\ .l pu/u ü7/z, cõpuçu .r1 . /1.5 C&/&7'7/&C&COeS Se(7?ZZ7'2,[e.$ .Star) f:?r7?Z2

z;alenfes.

(1) Y é H-fecha'lo,

(2) todo $1tro de abetos de X encontra OP para algum p C Y, e,

(3) todo ultra$1tro em T(.X) contém OP para algum p C Y

/

Demonstração (1) ::> (2) Seja / um filtro de abertos de X. Consideremos Ç7 = {Z./ €

7-(y) : U n x c /} e Ç é filtro de abertos de y. Como y é H-fechado temos que
existe p € adr(Ç). Vejamos que OP encontra /. Dados U C r(y), vizinhança de p,

e y c .F, temos que oy € ç já que ov n x = v c .F. Assim p C oyr n t/. Logo

oy n u # 0. Como X é denso em y, ol,' n u n x # 0, ou seja, (t/ n x) n }' # 0. Então
UnX encontra /, para qualquer U, vizinhança aberta de p em y, ou seja, OP encontra .F.

(2) ::> (3) Seja Z/ um ultrafiltro de abertos de X. Por hipótese, OP encontra Z/, para algum

p € y. Pela proposição l.l (todo elemento que encontra um ultrafiltro pertence a ele),
OP c'i.J

(3) + (1) Seja Z/ um ultrafiltro de abertos de y. Facilmente temos que P = {t/nx : u c
Z/} é ultrafiltro de abertos de X. Por hipótese, existe p C y tal que OP Ç P. Vejamos que

p € cr(Z/). Dado y C r(y), vizinhança de p, temos que y n x c OP. Assim y n x € p
e y encontra U. Logo Z/ converge para p. H

Corolário Para X um espaço e y € e(X). São equivalentes:

(1) y é H-fechado,

(2) y+ é H-fechado, e,

(3) y# é H-fechado.
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Notas

Quase todas as demonstrações expostas aqui podem ser encontradas em IPW871 e,

em sua maioria, são de "domínio público". Os resultados enunciados aparecem em vários

artigos que tratam de H-fechados. Em algumas delas o que fizemos foi "enxugam" os
fatos, simplificando argumentos e adequando-os às nossas necessidades. A demonstração

escolhida para o teorema 2.1, poi exemplo, foi a de "formato cíclico", pois ilustra alguns
argumentos para a construção de extensões, filtros e ultrafiltros, que são utilizados várias

vezes neste trabalho. Isso acontece também ao teorema 2.3. Algumas proposições surgiram

de colete de comentários na literatura e da vontade de traçar mais paralelos entre os

compactos e os H-fechados, como, por exemplo as proposições 2.4 e 2.5.
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Capítulo 3

O Absoluto de lliadis

Quando chegarmos, de fato, aos espaços de I':atétov, precisaremos de espaços que se

"projetem" em X por funções 0-contínuas e com muit.as propriedades. Os espaços também

deverão sei "bons". AÍ aparece o absoluto de lliadis.

O Abso[uto de [[iadis de um espaço (]e Hausdorff X, que denotalemos (.EX, n-), será

um espaço de HausdorH .EX zero-dimensional e extremamente desconexo, e uma função

r : .FX --> X, 0-contínua, sobre.jetora, irredutível e perfeita. Como já feito no primeiro

capítulo, temos uma maneira de construir espaços zero-dimensionais (e compactos) a partir

de álgebras booleanas. Usando esta seção chegaremos facilmente a um espaço extrema-

mente desconexo e a a- de maneira natural. Ainda mostraremos que o par (EX, r) é único

a menos de homeomorfismo que satisfaz a "comutatividade" de um certo diagrama.

3.1 Espaços Extremamente Desconexos

Ve.íamos um pouco sobre espaços extremamente desconexos

Definição 3.1 Urn espaço X é digo extremamente desconexo se o /echo de todo aberto

de X é também a,bodo.

Os espaços discretos são o exemplo de extremamente desconexo talvez mais simples

que podemos lembrar.

Teorema 3.1 Para um espaço X, as a/armações seg7zÍntes são eq?z oaZentes

(1) X é extremamente desconexo,
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(2) todo denso de X é extremamente desconexo,

(3) todo at)edo de X é e=trevnamente desconexo,

ry) se U e V sâo abertos de X, então 77'f1'7x - 77x n7x
r5) se U e 1/ são abertos disj?lníos de X, então FÀ nVx = 0,

r6) 23(.;\')

Demonstração Pro"mos(1) +(2) +(3)::>(1)::+(4)::>(5) +(6):+(1)
mente(3)::>(1) e(4)::>(5) valem

Clara

(1) ::> (2) Sejam D um denso em X, e U C 7-(D). Temos que existe }'' C 7-(X) tal que

U = y n 1). Como Z) é denso em X, temos que 7x = i7FTDx - Fx. Assim 7x C r(X)
',comoU' = D n u",u'c,(o).

(2):+(3) Seja y C r(X). Então S = yU(X\7x) é aberto denso de X. Dado W € r(y),
W é aberto em X, já que y € 7-(X). Assim W C 7-(S), e :i7s C r(S), já que S é extre-

mamente desconexo por hipótese. Como Wv = y n:çP:s, W\'' c 7-(y).

(1) + (4) Basta mostrarmos que Fx n 7x ç 77FT'rx. Seja z € Q nTx n7x para

Q C r(X). Como X é extremamente desconexo, Fx € r(X). Assim, pela definição de
fecho, un7 no:#0, e unv no#0. Portantos €717nyx

(5) ::> (6) Já temos B(X) Ç 'RO(X). Seja U C 'RO(X). Assim U e X \Fx são abertos

disjuntos de X. Logo, 717x n x\717x'' - 0. Como 27x U X \Dx' = X, temos que

Fx -X\X\nx'. Mas como U € 'RO(X), X\Fx = X\nx- X\U. Portanto,
U" = U e U € 23(X).

Ainda, 7Z(X) = {X \ U: U c RO(X)} = {X \U: U c B(X)} = 23(X)

(6) ::> (1) Se U C r(X), temos que Fx € 7Z(X) e, assim, será aberto, por hipótese

Corolário Um espaço de Hausdorf] X é extremamente desconexo se, e somente se,
nX também é.

Demonstração A volta é imediato pelo fato de X ser denso em KX. Para provarmos a

ida usaremos a equivalência (5) do teorema anterior. Dados U e y dois abertos disjlmtos
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de KX, temos que t/' = u n X e y' = V n X são dois abertos dis.juntos de X. Como

supomos X extremamente desconexo, U''' n y/" = 0. Pelo item (4) da proposição 2.9
temos que 7,7i"x n :i»"x = 0. Daí, já que X é denso, 27~x n :F"x = 0

Corolário Unl espaço de Tychonofr X é extremamente desconexo se, e só se, #X o

Demonstração Novamente a volta é resultado imediato do item (2) do teorema. Agora
seja U um aberto de #X e consideremos U' = u n x. Como X é extremamente desco-

I' i) l//\

nexo temos que 71P" c 23(X). Pelo corolário do teorema 1.2, temos que D7x'"' € !3(PX)
Assim,

e

UPX C'$XPX .:DÍ'x F..XDX C.-0nx

l,ogo FP''' -F" #TP C,-(#X).

Agora vejamos quando um espaço de Stone é extremamente desconexo. Este resultado

é importantíssimo para a construção do espaço ao qual queremos chegar.

Teorema 3.2 Sela Z? uma áZgebra booZeana. .4s seguintes condições sâo equíuaZentes

(.t) B é completa (como reticulado), e,

reJ s(.B) é extremamente desconexo.

Demonstração (1) + (2) Dado U C r(S(.B)), existe .B' Ç B, não-vazio, tal que U=
. À(b). Como B é completa temos que existe c = V.B'. Vejamos que Fs(B) - À(c). Para

cada ó C .B', telhas que b $ c, logo À(b) Ç À(c). Daí, U Ç À(c) e Ts(a) Ç À(c)s(B) - .X(c).
Soam U € À(') e d c B tais q«e U € À(d). Então U c À(c) n À(d) = .x(c A d). Como

b

dAc d A (V B') z, c n'},

e d A c # 0, temos que existe b € B' tal que d A Z, # 0, e, portanto, À(d) n À(ó) :# 0 e
} l r- TT' \H }

(2) + (1) Lembremos que B é isomorfa a 23(S(.B)), como álgebra booleana, pelo

teorema 1.1. Como 23(S(B)) = RO(S(.B)), «isto que S(.B) é extremamente pesco«xo,

temos que B é completa, já que R0(7') é sempre completa para qualquer espaço 7'. n
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3.2 Um pouquinho sobre funções perfeitas

Vamos colocar aqui alguns iesulados referentes a funções perfeitas que usaremos ainda
neste capítulo.

Definição 3.2 r.rJ Quando X /ar um espaço, e y um conjunto, daremos que / : X --} }/

é compacta se ./':(y) ./br compacto para qua/quer y € y,

(2) Se Y também jor es'paço, diremos que J é Deite\ta se j Íor compacta e fechada

(i«agem d. Jech«do é jech«do).

Vejamos algumas propriedades

Proposição 3.1 -S'falam X e y, espaços, e ./' : X --} y uma /unção per/Cita.

r.í) .9e Ã' é um suZ)espaço compacto de y, então /-tl/rl é zzm compacto de X, e,

(IÊO Se L é um szzbespaço de Z;indeZÕ/ de }', então ./ llZ,l tamZ)ém é de finde/óy.

Proposição 3.2 r-íJ .A composição de /uniões per/Batas é per/Cita.

(2) A imagem contínua e perfeita de um espaço regular é regular.

Proposição 3.3 Seja / : X --} y uma /unção per/eÍfa. Então, para guaZquer .4 Ç y,

lemos que /la : -B --> .4 é pec/Cita, onde B = /'tl..41. n

3.3 Um pouco sobre funções irredutíveis

Falemos agora das irredutíveis

Definição 3.3 Z)aços X, urn espaço e y, um colou zto, / : X --> y será d ta irredutível
se /l.AI :# y sempre que .Á /or /ecÀado própho de X

Precisaremos das seguintes propriedades destas funções

Proposição 3.4 Z)aços dois espaços X e y, e / : X --> y per/e ta e sobre#efora, semp7'e

existe um /achado C' ta/ que /l(;l = y e ./lc é um sobrdeçâo per/Cata e {n"edutüeZ de C

Proposição 3.5 Se / : X --} y é /ec/fada, ãm'edufz'ueZ, sobreyefora e 0-confÍhua, temos

g«e . /u«ção .4 C R(X) -} /l.'1l C 7Z(}') é «m {«m.$.mo de áZg.b« b«J",'" H
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3.4 O Absoluto de lliadis

Finalmente chegamos a seção principal deste capítulo

Definição 3.4 Sela X ?zrn espaço. O espaço de Gleason de X é o espaço de Síone da

áZgeb« bo.Je-« R(X), e é de«ot.do po, 0X

Desta forma os elementos de é?X são os ultraflltros em 7Z(X). Pelo teorema l.l,
0X é compacto e zero-dimensionar. Pelo teorema 3.2, 0X é extremamente desconexo. Já.

estamos bem próximo do Absoluto de lliadis.

Definição 3.5 Z)ado um espaço de #ausd07:#X, o espaço (a C 0X : OZ/ :# 0}, equipado

com a fopoZogia induzida por 0X, é cÀarnado de Absoluto de lliadis do espaço X e á

den,atado por EX

Queremos ainda uma função a- : Z?X --> X. A definição desta vai ficar data a partia

do próximo lema.

Lema 3.1 Para um espaço X, de Hausd071/7', e a c ox, l nz/l $ 1

Demonstração Suponha áç,y C RZ/, com z # Z/. Como X é de Hausdorff, temos que

existem Ue y, abertos disjuntor de X, tais que z C U e g/ C V. Sendo assim 717x encontra

U, e, por Z/ ser ultrafiltro em 'R(X), U" € Z/. Analogamente, 7' C Z/. Sendo assim,

Ux /\ Vx € Z/. Mm Px A yx - il/ fl yx e 0 # Z/. n

Então, para cada Z/ c .EX, deflniremos n-(Z/) como o ponto que está na aderência de

Z/. Agora vejamos que o pat (EX, n) caracteriza completamente o absoluto do espaço X.

Teorema 3.3 Sda X um espaço, e para cada z c X, denotaremos F= = {.4 C R(X)
z e..4 ).. Então:

(1) EX é um subesl)aço denso de 0X e 0X =EX j3EX,

(2) EX é extremamente desconexo e zero-dimensionar, ainda, B(EX) = 'R,ÇEX) =

{À(Á) n EX : ..'! c R(x)},
(3) J. é um $ttro em R(X). Dado tX C 0X, temos que U C EX e xÇU) = ac, se, e

somente«, F=ÇU. Pod«t.,K-:(z)= n À(.Á)=lZ/COX:F=ÇU}, e,x é«m«.,'lera
t'u'nego sobreletora e com'Dacta

0
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ryJ Se .'! C R(X), e«tão «l.EX n .à(.4)l = .4. Log. «- é o-co«tú'-,

r5) Se F é «', /e'À'do nâ.-«;io de EX de$ni«.o; /(F) = {d c R(X) : F' ç À(.A)}.
nfã. /(F') é «m .#Zf« em 'R(X) e «lr'l . Pod«to «- é «m. /unção /e'À'd' .

irredutível,

r6) Se .,4 C R(X), então «-':(z) Ç ,à(.A) se, e só se, g C'3. Curtos«mente, par« F,
«m ./ê.À'd. de EX, /'(F') = F= .e, . .ó .e, F = «- '(z),

r79 Para C Ç X, a--:lC'l é/ecAado, se, e só se, (7 é 0-/ecAado.

Demonstração (1) Sejam ,4 um fechado-regular de X e a; C'2. Então .Á C Fz. Como

todo filtro tem ultrafiltro que o contém, existe Z/ C é?X que contém Fz e, pelo item (3)
deste mesmo teorema, Z/ € .EX. Assim .Z?X n À(.4) # 0.

Se.la / € C(EX, /T), pala um espaço compacto e de Hausdorff /T. Quero estendê-la.

a 0X. Usemos a proposição 1.10. Sejam B e C dois fechados disjuntos de /T. Como

/r é normal existem Ui,U2 € r(/T), disjuntos, tais que B Ç U: e C Ç U2. Assim

/-:luta,./'':lU21 € 'r(EX) e existem VI,V2 C r(0X) tais que ./''lU,1 = % n .EX, para
i:: 1,2. Como EX é denso em 0X temos que 1/1 e Ve são disjuntor. Assim, por 0X sei

extremamente desconexo,

.7:'Í@'" n .7::Ía'* ç 7::ÍtQ'* n .7:::Ítq'* - V;aZy* n V;a"ZP;' -
V;"* n V7" - V;FÍE"' - 0.

Logo / tem extensão contínua a 0X e, pelo teorema 1.2, #EX =EX 0X

(2) Pelo teorema 3.1, .EX é extremamente desconexo. Claramente é zero-dimensional.

Já temos que {À(.Á) n .EX : .4 € R(x)} Ç B(.EX). Agora seja T c B(EX). Como

0X =zx P.EX, temos que 7"" C Zi(0X) (corolário do teorema 1.2). Pelo teorema l.l,
7:ox - À(.Á), pala, algum ..4 C 'R(X). Assim, T = 7ax . 7õx n .EX - À(.Á) n EX

(3) Facilmente tem-se que F= é filtro em R(X), lembrando que .4 A B='X n 'B para

quaisquer .4, B C 'R(X).
Suponha a C .EX, com RZ/ = {g}. Dado ..4 C fa, temos que z C..4 nU, para

qualquer O cZ/. Como U= U , temos que .4 n t/#O, eassim,.4AU#0,VU cZ/, ou

sda, .A encontra a. Logo ,4 € Z/. Agora seja Z# C 0X que contenha F=. Dados U C Z,r e

Q C 7-(X), vizinhança de z, temos que z CQx e daí Qx C F=. Logo t/ A Ox :# 0. Como

Qx A U - Qx n u , tem-se ü :#Í} n uç Qxn u, e daí, Qn 7}:# 0. Conclui-se que

z C Ü =U. Portanto,zc RZ/,e, pelolema3.1,OU=.(z}

OX

Xox 0

0v
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Sendo assim, n':(z) - . n À(Á), e a outra igualdade vale pelo item (6) da proposição
1.3

a- será compacta pois a imagem inversa de um ponto de X será sempre um fechado

de 0X e, portanto, um compacto. Ainda teremos a sobre.jeção devido a todo filtro ter um

ultraflltro que o contém.

(4) Seja Z/ c À(.4) n .EX. Temos que q-(a) c nü e, como ..'l C a, a(U) c .Á. Agora
OX'' OX

suponha sç C .4. Dado B C F, temos que # c .,4 n B, já que .4 c 'R(X). Assim
oX oX
.,4 n .g# 0 e, portanto, .4 A B # 0. Sda P = {C € R(X) : .4 A B Ç O, para algum

B C /=} e P é filtro em 7Z(X) que contém {.4} U .F,. Como existe Z/ C 0X que contém 'P,

temos que Z/ C EX e a-(Z/) = z, pelo item anterior. Ainda, .4 C a e daí, Z/ € À(.A) n EX

Víamos que a é 0-contínua. Sda Z/ € Z?X e suponha z = a(Z/) C U € 7-(X). Temos

cDx. Pelo item anterior, Fx € Z,/. Assim Z/ c ExnÀ(Dx) e n-jExnÀ(Fx)l = Fx

(5) Claramente F' = EX n n À(.4) e /'(F) é filtro em R(X). Portanto, pelo item
,'le/'(F')

«tenor, «lpl ç n .'i
.'! eJ''(F)

oX oX''
Agora sda z C n/(F'). Dados .4 C .F(F) e B C F=, temos g c.Ê n,4 , e assim,

.õ n .4# 0, e, BA.4 # 0. Consideremos, então, P = {0 € R(X) : .ÁA.B Ç C', para algum

.4 C /'(F) e -B c Fa}. 'P é filtro em 7Z(X) e está contando em algum Z,/ € 0X. Ainda

f(F')UF= Ç P. Pelo item (3), U € .EX e «-(U) = z. Como /'(F) ÇU, U c ÍI À(.Á),
Ae.F(F')

assim Z/ € F.

Claramente a é fechada. Agora seja F um fechado de .EX tal que n-lFI = X. Assim

X = R/(P), donde conclui-se que /(F) = {X}. Assim F = À(x) n EX = EX
Portanto, a- é iiiedutível.

(6) Suponha a':(z) Ç À(.Á) e z #.,4 . Então # C X \ d" = .Á' e, pelo item (4), existe

z/ c À(.4') n .EX, tal que «(Z/) = z. Daí, U C À(.4) n À(.4') = À(.A A .4') = 0. Agora
suponha a; e'2 e Z/ C n--:(aç). Pelo item (3), Á C Fa Ç U e Z/ € À(.Á).

Supondo F = «-':(aç) e .4 C 7Z(X). Temos,

OX

0 n

Q

..'! € F(F) + F' Ç .à(.4) + q-':(aÇ) Ç À(.4) + Z e'1+ .A C Fa

Agora suponha f(F) Fz. Então, pelo item (3),

F
.'!eJ''(F')

EX n n À(.4)
.AeF=

«-:(«)
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(7) Suponhamos n':lC'l um fechado de .EX, e z € rx' \C'. Então n'l(z) nn-':jc'l -
0, e n':(z) é compacto. Sendo assim, existem .,4,B € 7Z(X), tais que, «--:(z) ç
À(.4),a-':l(;l Ç À(B) e .4 A B = 0. Sendo assim, C Ç'B e z e", pelo item anterior.

Comozct17 ",temosque0# .4 ncç .4 n B. Assim,'làn'B#0,e.4AB:#0.
Logo C é 0-fechado.

Agora suponha C' um conjunto 0-fechado. Seja Z/ C a--:lC'l''' . Quedo mostrei que

z = a-(Z/) C C = a''. Seja U uma. vizinhança aberta de z. Então z C77x e, daí,
u c À(t7À') n EX. Temos, então, que À(nx) n .EX n a'ilCI :# 0. Então, pelo item (4)
deste mesmo teorema, U" n (; # 0. n

ox

Proposição 3.6 Para um espaço X, dc HausdorlF, temos que EX é compacto se, e

somente se, X é H-fechado.

Demonstração Se EX é compacto, é FT-fechado e X o será também por a- ser 0-contínua.

Agora suponhamos X H-fechado e mostremos que 0X = .EX. Seja Z/ C 0X. Consi-

deremos Ç = {U c 7-(X) : F" € a} e temos que Ç é um filtro de abertos de X. Usando

que {t7: Z-/ C U} Ç g, prova-se que adx(g) = RZ/. Sendo assim Z/ é fixo pois X é
H-fechado.H

0

Observação 3.1 Ma/e dizer que, usando uma completa analogia da demonstração que

j3EX 0X, temos 0X Í3T, para qualq'uerT denso em 0X. Podemos ül,é enun.dar

melhor isto: um compacto extremamente desconexo K é equivalente CLO comi)acti$cado de

Stone-Cech de T, para qualquer T denso em K

Inspirados no paralelismo entre os H-fechados e os compactos, focamos instigados a

investigar uma relação entre os H-fechados e o Axioma de Martín, já que este axi-

oma tem equivalência com condições sobre os compactos. Não nos interessa, aqui, ter

conhecimento completo sobre o enunciado deste axioma (que pode ser encontrado em, por

exemplo, IKUN801), mas esta equivalência.

Teorema 3.4 Para qua/quer cardinaJ 7zándfo K, K < 2", sâo equíziaZentes.

rJJ M.4(«), e,

(2) Se X é um espaço de Hausdor# compacto e c(.X) = w, X não é união de K raros
fechados
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Já que o absoluto de um espaço H-fechado, é compacto, podemos facilmente demons.

tear o teorema a seguir.

Teorema 3.5 (IDJP751,3.7) Para qualquer cardà7zaJ ánánito H, H < 2", são equíualerz.

r.r) M..'l(K), e,

(2) Se X é um espaço H-fechado ' cÇX) = -«, X «»ão é u,«ião de K «ros 0-fecha.los

Demonstração A implicação (2) ::> (1) é muito simples já que todo compacto é H-
fechado e, pela regularidade, que todo fechado é 0-fechado.

(1) ::> (2) Suponha, por absurdo, que X é H-fechado e X = U ..'l., onde cada .4,. é

0-fechado e raio. Sendo assim, .A«= 0. Pata cada n < u, seja .B. = a'il.4.l. Pelo item

(7) do teorema 3.3, B« é fechado, para qualquer n < o. Temos que EX = U .B. e é

compacto.

Seja }' c 7-(EX), contido em .B«. Assim, a-jEX \n«l Ç rjEX\l'l e X \a-l.EX \VI ç
X\n-l.EX\.B.l = .A«. Como .Á,. tem interior vazio e a- é fechada, temos que a-l.EX\VI = X
e, por ser irredutível, y = 0. Logo B. tem interior vazio, ou seja, é fechado raio.

Agora vejamos que c(.EX) = o. Sda C uma família de abertos não-vazios de EX

ce[u[ar. Claramente ]) = {X \ rl.EX \ (]l : C' C C} é ce]u]ar constituída de abertos

não-vazios de X. Ainda, ICI = IZ)l $ c(X) = w. Assim, c(EX) = co, e chegamos a um
absurdo

ox

Independentemente da celularidade do espaço podemos enunciar

Proposição 3.7 (IDJPZ5],3.6) t/m espaço #-/achado nâo é un âo enumeráueJ de 0
fechados raros.

Demonstração Seja X um espaço H-fechado e suponha, poi absurdo, que X = U .4.,
onde cada .4.. é 0-fechado de interior vazio.

Seja rl C X \ dl. Como .4i é 0-fechado, temos que existe t/i C r(X), tais que
ri € t/t e Z]/] f] .4i = 0. C'orno .X \ .4a" = .X, temos que ZI/t \ .42 7é: 0 e, assim, existe

U2 Ç Z-/t, não-vazio, tal que U2" n .Á2 ' 0. Continuando assim, ou seja, usando indução

em n, temos que existe uma seqüência de abertos de X, não-vazios, tais que Un 2 Un+l

e Un" n .,4. = 0, pat'a todo n < w. Podemos então construir .F = {y C r(X) : Un Ç V,
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para algum n. < w} que é filti'o de abertos de X que contém {Un : n < w}. Como X
é H-fechado, seja a C adx(/). E chegamos a um absurdo, já que ]ç C ..'!., pala algum
r 1, \ L4/. H

y

h P

z.t .,..x'z

3.5 A Unicidade do Absoluto

Até agora apresentamos um pal (.EX,r), associado a cada espaço X. Veremos que

este par é único a menos de um homeomorfismo que comuta com as funções que pro.metam

os espaços extremamente desconexos e zelo-dimensionais em X

Teorema 3.6 1)ado um espaço X, suponha y um espaço de Hausd07:#zero-dÍmensãonaZ e

extremamente desconexo, e T) : I' --} X, alma sobrejeção perfeita, imedutíuel e 0-covttínua.

Então existe h l EX --} I', homeomor$smo, tal que po h = 'n, ou seja, que tor'rta o

diagrama da $gura 3.1 camutütiuo.

Figura 3.1 Sobre a unicidade do Absoluto

Demonstração Já que y é extremamente desconexo, lembremos que 7Z(y) = 23(y).

Sendo assim, .4 /\ -B = .4 n B, para quaisquer .4, .B C 7Z(y). Pela proposição 3.5 temos

que a aplicação B € 23(}') -} pl.BI € 7Z(X) é um isomorfismo de álgebra booleana. Sendo

assim os fechados-regulares de y e X são piaticamentes "os mesmos". Construiremos o
homeomorfismo entre .EX e y de maneira natural.

Seja Z/ € .EX e definimos Z/' = {B € 23(y) : pl.al € Z,{}. Já (lue Z/ é ultrafiltro em

'R(X), U' € 0y. Como y é de Hausdorfr, l nz/'l $ 1, pelo lema. 3.1. Vejamos que nu' é
unitário. Dado B € Z/', temos que z = a-(Z/) € pl.al, sendo assim B np':(aç) # 0. Fica

então bem definida a família {B n p':(z) : .B C Z/'} de fechados de p':(z), com a p.i.f.

Como p :(z) é compacto temos que RZ/' n p':(z) # 0. DeHnimos h(Z/) como o ponto na

aderência de Z/'. Portanto já hca claro que p o h. = a-.
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Se y € y, definimos Uv = {plBI : B € 23(y) e y c B}. Facilmente temos que Z4, é

7Z(X)-ultrafiltro, nav = {P(3/)}, e a aplicação 3/ c y -> UP C EX é a inversa de h.

Vejamos que h é contínua. Seja Z/ C EX e suponha h(Z/) € B € 23(y) (lembrando que

y é zero.-dimensionar). Então B encontra a' e .B € Z/'. Assim, pl.BI c Z/, e Z/ c À(plBI).

Clom uma pequena álgebra de con.juntos mostramos que hlÀ(pl.al) n .Exl = B, usando a

inversa de h, citada no parágrafo anterior.

Agora seja F um fechado de EX. Então F = n À(.4{) n EX, para alguma família
{'4ilic/ Ç 'R(X). Para cada ie /, temos que existe B{ C 7Z(y) tal que plBíl = '4{.
Facilmente temos que hlPI = n Bi. H

{€/

Depois que discutimos esta. "unicidade" podemos achar mais facilmente os absolutos

de alguns espaços.

Proposição 3.8 (]PW87],6.9(a)) Sda T um subespaço denso de um espaço de Naus
dor#X. ntâ. o p« (S,«-ls), onde S «-:ll''l, é . «Z,..Z«to d. 7'

Demonstração Mostremos primeiro que S é denso em .EX. Dado t/ c 7-(EX) \ {0},

temos que F = EX \ P é um fechado próprio de .EX e, por a ser irredutível e fechada,

nlPI é um fechado próprio de X. Logo 7' \a-lr'l :# 0. Como a il7' \ n-lPll ç S n U e n é
sobrejetora, s n u é não-vazio. Sendo assim S é denso ern .EX. Pelo item (2) do teorema

3.1, S é extremamente desconexo e zero-dimensional

Claramente u-ls é sobre.jetora e compacta.

Dado F, um fechado de S, F = s n Fzx. Têm-se logo alPI ç 7' n xlFExl e, de
fato, vale a igualdade. Se t c 7' n a-lFzxl e T-l(t) nFzx = 0. temos, pela compacidade

de a':(t), que existe .4 C R(X) tal que «- l(t) ç À(.A) n .EX ç EX VFzx Pelo item

(6) do teorema 3.1, t C.4. Como F'" ç EX n À(.A'), pelo item (4) do mesmo teorema,

rlFzxl Ç .4/. Daí, t C'.4 n.A' =.4 n.X \ .4x, assim, .4 \.A # 0, o que é um absurdo.

Sendo assim, n-lslr'l é um fechado de 7'. Se F é um fechado de S tal que a-lPI = 7', temos
r nJJ/X lT Ç níF'''l,e,

0

X - 7x Ç « F''*l' - «-l'F"l.

Portanto, a-lFExl . X e FEX = EX, já que n- é irredutível. Daí, F = Fs - Fzçx nS = S.

Concluímos que zls é também inedutível.
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Vejamos agora que é 0-contínua usando a proposição 2.4 e o item (5) da proposição

2.5. Dado U Ç S,

r[Z7s'] - a-]Fzx' n s] ç «-177zx'] n T ç z]U]'x' n 7' - x]u]zo

Dado um espaço X, de Tychonofr, temos que a aplicação de absoluto, a : EX --> X,

é contínua. Considerando-se {.x a imersão de X em #X, e usando o item (2) do teorema

1.2, temos que áx ou tem extensão contínua - única, que chamaremos /3a, definida em 0X

EX .X---l!!.

ZEX

DZk';ox
?«

Figura 3.2 Como #X e P.nX "conversam"

Ficamos tentados a comparei #X e P.EX

Proposição 3.9 Para um espaço X, dc 7ychono.#, fazem

r/) Prl.X(.A)l .4 € R(X),
(2) l3v é uma sobre:jeção per.feita e irredutíuet,
r31 P«--:lxl
6%) #«--:jPX \ XI \ .EX, e,

(5) Ç(3EX, l3'K) é o absoluto de j3X

Demonstração (1) Seja ..4 € 7Z(X). Lembrando que À(.4) € 23(0X), .EX é denso em

aX, e /3a é contínua, temos

#«'l.x(.Á)l i.5K;D"'i 1* J - ü,* '*l Ç B;ÍX(lãJ'n'ElfTp;'' - ;ÍÍX(ãT7:Í'ER:ip -
ngx

pelo item (4) do teorema 3.3.

Supondo 7PÀ Z #n-lÀ(.4)l, temos que existe u € .4 \ #n-lÀ(.A)l. Assim Pn-':(u) n

À(.Á) = 0, e, P«-':(u) Ç À(.4'). Daí,
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«--:(u) (u) n .EX ç À(.4') n EX,

e u C.A', pelo item (6) do teorema 3.3. Mas ..4= X \ .4, e u C ..4

(2) Do item anterior, temos logo que Pa é sobre.jetora e perfeita. Ve.Íamos que é
também irredutível.

Seja F' um fechado de 0X tal que #n-lPI = #X. Então F = n À(..'1), pala alguma

família / Ç 7?(X). Do item anterior temos que PX = n 7PX. Daí temos que, para
Á€F

Á - a'A € /,

x = x n #x ç x n 7PX = Xx' - .4,

e concluímos que / = {X}. Logo F' = À(X) = 0X, e an- é irredutível.

(3) Claramente temos .EX Ç #«--:lXI. Sejam U C Ó«-':lXI \ Z:X e t = #«-(U).

Como t C X, a- :(aç) é um compacto contido em .EX (item (3) do teorema 3.3). Assim

Z# # n--:(z), e, pela dehnição dos abertos de 0X, existe U € U tal que À(t/) n a-':(z) = 0.

Assim,

a--:(a) Ç 0X \ À(U) = À(U')
oX '' \,

e daí, a; CU'=X\U''= X \ U C r(X). Logo existe V C a'-(#X), tal que X \U
}' n x. Como P«- é contínua, U C #«-:lT''l C .-(0X). Como .EX é de«se em 0X

P«-':ll''l n .à(u) n .EX # 0. Mas,

P«-lP«--:ll'l n À(u) n zxl ç v n rlÀ(u) n zxl
o que é um absurdo.

(4) E conseqüência direta dos dois itens anteriores.

(5) Este item vale por lembrarmos que P.EX é zero-dimensionar e extremamente des
conexo.

0

O item (5) pode ser melhorado lembrando-se da proposição 3.6: o absoluto de um
H-fechado é compacto.

Proposição 3.10 Sejam X urn espaço de Hausdor# e hX C 'H(X). Então .EhX

Demonstração Chamemos a-/.x a aplicação do absoluto de hX. Da proposição 3.8 temos

que EX é um subespaço denso de EhX e que n-ÜxlEX é aplicação do absoluto de X. Como

EhX é compacto é equivalente a pZX, pela observação 3.1
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3.6 A Extensão de Fomin

A Extensão de Fomin de um espaço X (de Hausdorfr) nada mais é que (KX)#, e

a, denotaremos por aX. Pelo último corolário da última seção do capítulo anterior temos

que o-X é H-fechado. Sendo assim para um espaço .X', ternos duas extensões H-fechadas

bem definidas: uma simples, a de l<atétov, e outra estrita, a de Fomin. Lembremos que
{o.xU : t/ é aberto de X} é base para os abertos de aX. Pelos lema 2.2 e proposição

2.14, OÍ$ :: Oux = Z/, pala qualquer Z/ c KX \ X = aX \ X

O ob.jetivo principal desta seção é estudar o resto o-X\X, para um espaço X. Ve.íamos

algumas propriedades da extensão de Fomin.

Proposição 3.11 Seja X um espaço e suponha y C {a.X', KX}. Para t/, aócrto de X,
uale7n.

(1) u' \x
reJ F'' - nÀ' u ou,

(3) a identidade id.x é uln 0-homeomor.cismo de KX em aX, e,

r%) (y \X) \oU \n'':) \X

Demonstração (1) Do item (2) da proposição 2.9, temos F'x = {Z/ C KX \X : U € Z/}

Assim,

oU\X KX\X:U'COjSl=lUeKX\X:UCal-'F'x\X,

pelo lema 2.2.

Vejamos agora para y - aX. Como U"x Ç UV, basta mostrarmos que Ur \ X Ç

oP \X. Dados y C Z/ C D' \ X, a C oy. Assim oy n u = v n u # 0. Ou seja, U

encontra U. Daí U C Z/ e Z/ € oU \ X

(2) Imediato do item anterior.

(3) A identidade ád.x : KX --> aX é claramente contínua. Apoia suponha á a

identidade de aX em KX. Dados p C aX e y € 7-(KX), vizinhança de p, temos que

y ç o(v n x) C r(aX). Assim, por nX e o-.X serem extensões de X

íl;(p"FÍFT''*l - ;(?"n'XT'': - i(Ü"rÍXT'nX'" - T'ã"T'': - 7"FR'" - 7"'* ,

usando também os dois itens anteriores. Logo { é 0-contínua
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(4) Já temos que (ou n o(x \ F")) = 0. Assim só falta mostrar que }' \ .X'

(oUUo(X \F" )) \ X. Sda Z/ um filtro em 7-(X) livre tal que U g Z/. Então existe }' c Z/

talqueU ny=ü. Daí, vÇX\t7x eX\Fx CU. LogoZ/co(X\rx)\X. n

KX e o-.X' relacionam-se de várias maneiras mas há diferenças: aX \ X é zelo
dimensionar mas não-necessariamente discreto e, ainda, X pode não ser aberto de aX

Um dos resultados mais forte ao qual queremos chegar é o teorema abaixo:

Teorema 3.7 Para X, um espaço de #ausd07:#l, valem.

(1) aX \X é homeomorlo ü Í3EX \ EX, e,

rP9 para .4 Ç o-X \ X, ,4 é compacto se, e somente se, .4 é ./'achado

Demonstração (1) Lembrando que pZ?X =ax é?X, consideraremos pZX\ZX = {Z/ :U

é 7Z(X)-ultrafiltro livre} = é?X \ EX. Vamos construir o homcomor6smo.

Dado Z/ c 0X \ EX, de6nimos h(Z/) = {Z-/ C r(X) : U'' C Z/}. Como Z# é 61tro
oX oX ''

em 'R(X), 0 çl h(Z/) e 8€ h(Z/), para qualquer U c Z/. Lembrando que :E'x n :i;x -
vt n v2 , pata quaisquer Vi , V2 c 'r(X), temos que h(Z/) é fechado por intersecções finitas.

Mostramos também que se um aberto V encontra h(Z/), V" encontra Z/, logo está em Z/,

e, daí, }'' estará ern h(Z/). Facilmente mostramos que Ra = adx(h(Z/)), assim, h(Z/) C

o-X \ X. Então h : 0X \ .EX --> aX \ X está bem definida.

Pala mostrarmos que h é bijetora construiremos sua inversa. Definimos, para g(y) =

.[V" : V € P}, para P C aX \ X. Usando os mesmos argumentos do parágrafo anterior,

mostra-se que g(P) € 0X. Ain(la, Rg(P) = adx(P), e, g(P) C #.EX \ EX. Assim g está
bem definida.

Para vermos que g é a inversa de h, basta-nos observar que

y Ç h(g(P)), e, U Ç g(h(U)),

para quaisquer P C aX \ X e Z/ € DEX \ EX. De fato, temos as igualdades já que todos

os objetos são ultrafiltros.

A continuidade da funções é conseqüência de

. hlÀ(.Á) \ ZXI Ç o(..4) \X, p.ra d c 7Z(X),

. glo(U) \ XI Ç À(U") \ E.X, pa-a U C '''(X), e,

0
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8 valem as igualdades nos itens anteriores.

Dado U c ,X(.4) \ EX temos .,4 c U e, portanto, ..4€ h(Z/) e h(a) € o(.Â) \ X. Caso

y c o(P) \ X tem-se ü" C g(P) . g(P) C À(U" ) \ EX

(2) Dado .4 compacto temos que .4 é fechado de aX

Suponhamos .4 um fechado de aX e vejamos que gl.AI = b'il.41 é um fechado de 0X

Dado p C EX temos que a-(p) C X Ç a-X \ ..'! C l-(aX) e existe U C 7-(X) tal que

r(p) € oU Ç aX \ .4. Como U = ou n x, temos que a(p) € U ÇU'' e pelo item (6) do

teorema 3.3, p C À(77x). Dado P € (0X \ EX) \ h':l.41, h(y) « .4 e existe y C r(X)
tal que h(P) c oy Ç aX \ 4. Assim }'' C h(P), e 7" c y, pelas definições de h e de
g = h':. Logo P € À(:i7x). Então pala qualquer q C 0X \ h':ldl, existe W C 7-(X), tal

que g € À(:i7" ) e h(g) C oW Ç aX \ .4. Assim

0 0

o.X

.'! Ç (aX \X) \oW \:©") \X,

T)el(') IT.PTT1 141 (1a. l)T'o1)oSI(:ii.o .). l l . IJt)Uo

h-:l.AI ç pl.(X\P) \XI) \EX(F') \EX Ç À(F''), e

g € À(r') \ À(p') ç ox \ h':l.ÁI,

onde F = :W'x. Assim 0X \ h'tl.ÁI é aberto.

Notas

Muito dos resultados aqui enunciados são uma reunião de colocações feitas nos artigos

lidos. Os da seção sobre os espaços extremamente desconexos são achados em IPW871. A

construção e unicidade do Absoluto de lliadis também é encontrada neste livro, bem como

sobre a Extensão de Fomin. A demonstração do teorema 3.3 bases-se muito na achada em

IPW871 mas traz nosso "tempero" no que se refere aos filtros. O teorema 3.5 está também

enunciado neste livro como exercício. Já a proposição 3.7 tem a demonstração baseada

no lema 5.4 do artigo IVER851, cujo enunciado trata sobre racionais. A proposição 3.9
traz mais resultados acerca do Absoluto de um compactiíicado de Stone-Cech dos que os

comumente achados. E as demonstrações sobre a Extensão de Fomin são modificações das

encontradas em IPW871.
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CJapítulo 4

Os Espaços de Katétov

Chegamos, finalmente, aos Espaços de l<atétovl Queremos apresentar alguns dos

resultados acerca desses espaços. Ve.íamos logo a definição:

Definição 4.1 Um, espaço X, de Hausdo?#, é d lo zlm Espaço de Katétov, se tàoer

uma subtopotogia H-minimal.

Pelo segundo corolário do teorema 2.3, a definição é equivalente a ter alguma subtopo-

logia H-fechada. Este fato justifica nosso primeiro resultado que "gera" uma subtopologia
H-minimal e que será usado muitas vezes a partir de agora.

Teorema 4.1 (]PV8S],l.l;jVW81]) Sdarn y um espaço compacto de Hausd07:#, X um

conjunto, e J : Y -+ X uma sobrejeção compacta. e irredutível. Ehste uma topotogia de

Hausdor.F em X, v, ta! que .f : Y -+ ÇX,v) é 0-contínua e perfeita, e (.X,l-) é H-minimal.

Demonstração Seja 1- a topologia cujos fechados sejam gerados por {/l.41 : .A é fechado

de y}. Imediatamente temos que ./ : y --> (X, 1-) é perfeita.

Víamos que (X, 1-) é de HausdorH'. Dados z e y dois elementos distintos de X. Temos

que /-:(z) e / :(y) são dois compactos disjuntor. Assim existem U, v c r(y), disjuntos,

tais que/':(z) Ç U e ./''(g/) Ç V. Como/ é sobrejeção X\.flV \ UI e XvIV\ VI são
abertos em a'-, disjuntos, que separam # e 3/.

Agora suponhamos g/ € y e /(Z/) C X \ ./'lÁI, pala algum .4, fechado em y. Então

/-:(g/) é um compacto que não encontra .4. Como y é normal, existem U, V C r(}'),

disjuntos, tais que /':(3/) Ç U e .Á Ç y. Mostremos (lue /IU'l Ç Xvl,4l". Se.jam

t € P' e B um fechado de }'', tais que /(t) C X \ ./IZ?l. Como u' n y = 0: temos que
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t € y\ (.4uB). Logo .4u.B é um fechado próprio de y, e, por ./ ser irredutível, .fl.4u.BI é
um fechado próprio de X. Assim(Xvl41)n(x\./l.BI) # 0. Sendo assim,/ é 0-contínua.

Pelo item (6) da proposição 2.7, temos que (X,7-) é H-fechado. Víamos que (X,7-)

é semi-regular e teremos completado que (X, 1-) é H-minimal.

Sejam .4 um fechado de }' e z C X \ /l.41. Assim ./':(z) n .4 = 0 e novamente

separamos /-i(z) e .4 por abertos disjuntos Z./ e V, respectivamente. Temos que .4 Ç F,

onde .F = }'\ ü' € R(y). Assim ./l.41 Ç ./IPI e ./IPI C R(X), pela proposição 3.5.

Como F Ç y \ U, temos que # € X \ ./IPI c 7Z(2(X). n

/

O próximo resultado dá condições equivalentes ao fato de um espaço ser de l<atétov

Teorema 4.2 (]PV85],1.1) Para um espaço X, de Hausd07:#, são equ uaZentes;

(1) X é de K.této«,
(2) X é Q imagem perfeüa d,e um espaço co"'"p"to,

(3) X é Q i«agem perfeita de «-m espaço n-ject-.,do, e,

(4) Existe um espaço H-fechado Y e uma sobrejeção fechada .f : Y --} X tal que

f-L i.pà é 0-fechado pa,rü todo = C X

Demonstração Claramente (2) + (3) ::> (4). Vejamos as outras implicações

(1) ::> (2) Seja l-' Ç a'-(X), tal que X' = (X,r') sda H-fechado. Temos que .EX' é com-

pacto, peia proposição 3.6. ])ado que ax, : .EX' --} X' e êdx : X' --} X são sobre.jeções

perfeitas temos que X é imagem perfeita do compacto .EX', pelo item (1) da proposição
3.2

(4) :> (1) Suam y e / nas condições da hipótese. Como já argumentado aqui, E}' é

compacto. Pelo item (7) do teorema 3.3, a-çtl.f-i(z)l é compacto pata qualquer z C X,

e, assim, / o n-}, : .Ey --> X é sobrejeção perfeita. Pela proposição 3.4, existe um fechado

Z) Ç .Ey, fechado, tal que (/ o ry)jO é sobrejeção perfeita e irredutível. Como D é com-

pacto, e existe uma topologia r sobre X tal que (X,7-) é H-minimal, pelo teorema 4.1.

Como (/ o a-},)lo é perfeita, r Ç 'r(X), e X é de Katétov. H

Corolário A imagem perfeita de um espaço de Katétov é um espaço de l<atétov
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Demonstração imediato do teorema anterior e da proposição 3.2. H

Corolário Se um espaço X tem uma extensão H-fechada hX e um fechado discreto .4

tais que IÀX \ XI $ 1.41, então X é de Katêtov.

Demonstração Seja .f : hX \ X --> .4 uma função injetoia. Definimos g : hX --> X poi

g(z) = # para z C X e glhx\.x = /. Como Ig':(z)l 5; 2, para todo z € X, g é compacta.

Dado F, fechado de hX, temos que glPI =(Fn x)u/in \XI, e, como todo subcon.junto

de .4 é fechado, plPI é fechado. Assim chegamos às hipóteses do item (3) do teorema 4.2. H

Este último corolário toca. em um ponto muito interessante sobre as extensões H-
fechadas: o tamanho, aliás, a cardinalidade, do resto de uma extensão H-fechada de um

espaço. Abriremos uma seção aqui para enunciar um resultado que lida com este ponto.

4.1 Partições em compactos de oX \ X

Mostraremos aqui que toda extensão H-fechada de um espaço X induz uma partição

em compactos de aX \ X; e, ainda, que toda partição é induzida poi alguma extensão
H-fechada.

Lembremos que aX e KX têm o mesmo suporte, KX \X é fechado discreto e aX \X

é zero-dimensional. Dado y C 7Z(X) temos que existe .f : KX --> y, contínua, que estende

ádx. Assim podemos considerar /'t(p) como subconjunto de aX\X, para todo p € y\X
DeÊnamos P(y) = {/':(p) : p C y \ X}.

Teorema 4.3 (]PW87],7.4(a)) Usando os Duetos de$n dos acima, temos;

(1) P(Y) é alma partição em compactos de aX \ X, e,

reg Se P' é «m« p«diç'' 'm "«p«t« de aX \ X, .«{.te }' C %(X), «á«im« r"o

sentado dado na de$nição 1.3), ta! que P(Y)

Demonstração (1) Pelo item (2) do teorema 3.7, basta-nos mostrar que .Á = ./'':(p) é

fechado de aX, para todo p C y \ X

Seja q c o-X \ ,4. Temos que ./'(q) # p e assim existem Ut,U2 c r(y), dis.juntos,

que separam ./(q) e p, respectivamente. Como / é contínua, % = /-:lGI C 7-(KX), para
oKX oxX

á=1,2. Ainda,qcVI,.ÁÇV2,eVlnv2=0. AssimVi"xnv2 '0,e,peloitem(1)da
0x X 0 x.X 0 .X

proposição 2.11, q c:R'"xÇ aX \.,4 e :R''x= o(ÇTiTXx) C r(aX). Logo o-X \.4 C 7-(aX).
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(2) Dada P', uma partição em compactos de aX\X, temos que p'U {lz} : g C X} é

uma partição de nX que induz um relação de equivalência R. Consideremos y(P') o espaço

quociente KX/R e / : KX --> }'(P'), a função quociente induzida. Já que ./'il./l.4ll = Á,

para qualquer ,4 Ç X, temos que /IXI é aberto em y(P') e /IÀ : X --> }'(P') é uma

imersão. Facilmente temos que ./'lXI é denso em y(P').
Vejamos que y(P') é espaço de Hausdorff. Sejam p, q € y(P'), distintos. Temos que

/-:(p) e /':(q) são compactos disjuntos, e existem t/, V C 7-(1çX), disjuntos, que separam

.f-:(p) e ./':(g), respectivamente. Vale observar que um subespaço compacto de aX é

também compacto de KX, pois pata um W C a'-(KX), temos W ç o(Wnx), pelo item (4)

da proposição 2.10. Mostremos que t/' = /':(P) u(unx) C r(HX) e que ./':l/IU'll = U'

Imediatamente temos U' n X = t/ n x. Seja Z/ C ./':(p) \ X. Dado W C Z/ temos que

U C W"" , pelo item (2) da proposição 2.9. Assim unxnw = unw # ü. Ou seja, unx
encontra Z,/ e pertence a Z/. Ágata ve.íamos que ./'tl./IU/ll = t/'. Dado t c .f'il./IU/ll,
temos que .f(t) = /(u), pa-a algum t. C P'. Se 1. € ./':(p), temos que /(t) = ./(u) = p,

e t C /-:(p). Caso u € U n X, t c /(t) = /(u) = {u}, e t = u. Analagomente temos

v' = /-:(q) u (v n x) C r(KX) e que ./':l/IV'll = }'''. Assim p e q são separados pelos

abertos disjuntos /IU'l e /IV'l, respectivamente, de y(P').
Já que }'(P') é a imagem contínua do espaço H-fechado KX, temos que y(P') é

H-fechado. Observamos que / "fixa"os pontos de X, assim P' = P(y(P')).
Agora seja Z C %(X) tal que P(Z) = P'. Considere g : KX --> Z a função contínua

que fixa os pontos de X. Definimos h : y(P') --} Z por h({z}) = z, para a € X, e

h(p) = t, para p € P' e t C Z \ X, tal que p = g-:(t). Facilmente temos que h o / = g e

que h é contínua. Assim y(P') ? Z. n

l)cremos, agora, outra caracterização para os compactos de aX \ X

Proposição 4.1 (IPW871,7.4(c)) Sd' .A Ç aX \ X. São eq«á«J.«*"
r.í) .4 é compacto, e,

r21 n.4 é«m',(X)-#lt« ZÍ«e 'Á{U C aX\X:O.4 ÇZ/}.

Demonstração (1) ::> (2) Claramente, n.4 é l-(X)-filtro. Vejamos, porém, que é livre.

Suponha z C adx(0.4). Para cada p C .A, existe UP C p, tal que z g UP", já que p é
ulttafiltro livre. Sendo assim.
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.4 Ç U o(Up)
P€Á

Como .Á é compacto, existe .Á' Ç Á, anito, tal que ,4 Ç o(}''), onde y = U CTP Ainda
Pe,4'

temos z € W = X \ V" . Mas y c n.4, e z deveria pertencer a 7" . Logo adx(n .4) = o.

Consideremos S = {Z/ C aX\X : n.4 Ç Z#}. Facilmente tem-se que .4 Ç S. Suponha

U € (aX \ X) \ .4, e, existem U, y C r(aX), disjuntos, tais que ,4 Ç U e Z/ c \,'. Como

,4 Ç F'': \ X = ir'F;i"X'* \ X

u n x c R.4. Analogamente, temos Z/ € o(y n x) \ X e V n x c Z/. Sendo u n x g z,{,

n..'!z Z#,e,a g S.

(2) ::> (1) Víamos que .4 é fechado em aX.
Dado z c X, existe U c n ,4, tal que z 91 U" , .já que n ,4 é filtro livre. Assim .4 € oU

e z € o(X \ U" ), que são abertos disjuntos. Dado Z/ C (crX \ X) \ .4, existe y c n .,4 \ z/,

e,ainda,W CZ/,tanque ynw =0. Logo.4 Ç oy,Z/eoW, eoyRoW=0. n

4.2 Extensões li-fechadas com resto enumerável

Pelo segundo corolário do teorema 4.2, e, usando os fatos colocados na seção anterior,

uma condição suficiente para um espaço ser de Katétov é ter um subconjunto fechado

decreto infinito e ter uma extensão H-fechada com resto enumerável. Para um espaço
de Hausdorfr, tet um fechado discreto infinito é equivalente a não ser enumeravelmente

compacto (IENG891,3.10.3).

Já que o-X \ X é homeomorfo a pZX \ EX, devemos procurar condições pala /3EX \

EX ter uma partição enumerável em compactos. Como pZX \ .EX é zero-dimensionar a

próxima proposição nos será muito útil.

Proposição 4.2 (IPV851,3.1) ZI/m espaço zero-dãmensíonaJ y tem partição enumeráueZ

em compactos se, e somente se, y é a união enumeráueJ de compactos Gó.

Demonstração Se }' tem uma partição naquelas condições, claramente é união inu-

merável de compactos Gõ.

Suponha y = U 4«, onde cada .4. é compacto e Gõ. Podemos supor ainda que
.4. Ç .4«+t, para todo n < o.
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Seja ,4 um compacto tal que .4 = n Un, com cada Un C 'r(y). Fixemos n < w, e

temos que para cada a C .4, existe C:. C 23(y), tal que a € C;. Ç Un. Como .4 é compacto,

existe C« C 23(y), tal que ,4 Ç C:« Ç Un. Assim .4 = n c,. Sendo assim para cada

n < w, .4. = r] . BZ, onde cada B#, C 23(y). Posso, a-inda, supor BZ+i Ç B:: e .Br = }'

Definimos l):' = .A.+t n (B" \ .B"+l), para cada n,m C u. Temos, logo, que l);' é

sempre compacto. Como

U .Dnm =.A«+t\.A.,m<u

p = {,4t} U {Dnm : n m € w} \ {0} é, de fato, uma partição em compactos de }'

Esta proposição nos aponta um caminho muito interessante: EX deve um Gõ de

pZX, ou seja, EX deve ser Cech-completo. Pelo teorema 3.9.1 em IENG891, um espaço

ser Gõ de seu compactificado de Stone-Cech, é equivalente a ser Gõ de qualquer outra
compactificaç ão.

Antes das próximas proposições vejamos um novo conceito

Definição 4.2 r-íJ Para urn espaço X, de 7bchono#. damos o nome de resíduo de X,

. . de«of«mo. po, R(X), « co«J-t. x n PX \ X"" , e,

r21 Z)iremos que X á nunca localmente compacto(nowhere locally compact),
..R(X)

Brinquemos um pouco com o resíduo para ver o que ele de fato nos diz

Proposição 4.3 Pata um espaço X, de Tychono.#l, sâo uáZÍdas.

r]) X \ .R(X) = {z C X : iç tem uázinhança em X compactas

reJ a(x) = x n }' \ x , p«« q«zq«, y c K(x),
rs) «'la(.EX)l
é%) .R(.EX) é «m /e.h«d. de «-':la(X)l, e,
(5) X é n-c- loc«Imente como"*' '', e só se, l3X \X é denso e« 0X

Demonstração (1) Seja z C X \ R(X). Então existe }'' € 7-(#X) tal que z C 1/ e

V Ç X. Como z tem sistema fundamental de vizinhanças fechadas, existe U c 7-(PX) ,

tal que # C U Ç UPX Ç y. Assim UPX é compacto contido em X. Daí, z c u n x = u

e,como U'''' Ç y Ç X,
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t7x - 27PX n x . 7.7PX'

Logo U" é vizinhança compacta de z.

Agora sejam a c y € r(X) tais que :rx é compacto. Assim Vx
PX. Sda U C r(PX), tal que }' = U n x. Sendo assim,

z € U Ç Í7PX - 7PX' Ç TAPA' - Vx Ç X,

é um fechado de

ü. u q. Ç3X \ X'''
(2) Sejam y C X:(X) e / : #X -+ y, contínua, extensão de ád.x. Temos facilmente

que / é sobrejetoia, ./'ijXI = X e ./'-:lV \ XI = PX \ X

Dados z € R(X) e U C r(y), vizinhança de z, temos que # C /-:lUI C 7-(PX). Daí,
/':lUI \X # 0. Logo U\ X # 0.

Agora sda z c x n y \ x' \ R(X). Pelo item anterior, existe }' C 7-(X), tal (lue

z C y e y'' é compacto. Como y é extensão de X, existe W' C a'-(y), tal que w nx = y

Analogamente ao item anterior, temos que W' Ç X, e chegamos a um absurdo.

(3) Como Pa- é contínua e extensão de {x o «- temos

«lz(zx)l = P«-lzx n ?EI)ÍTIEXp"l ç #«-lEAl n pxlBET\'ERP'*l ç
x n #Klp.EX \ zxl"" - x n BTTFp'':

Seja z C R(X) \ «-l.n(ZX)l. E«tão r':(z) n R(EX) 0, ou ainda,

«-:(z) n Pzx \ .Ex"" = 0

Como pZX é zero-dimensional e lembrando os abertos-fechados de 0X, temos que .4 c
R(X) tal que

« :(z) Ç À(.4) e #EX \.EXP'* ç .X(.4'),

já que a'i(z) é compacto. Assim z e'X, pelo item (6) do teorema 3.3. Seja Q C r(/3X),
tal que .Ã= Q n x. Como z € R(X), temos que Q n PX \ X :# 0 e, pelo item (2) da

proposição 3.9, pzx\zx n#a-':jol # 0. Dado que #.EX \EX Ç À(.A'), Pn-':lQI nÀ(,4')
é um aberto não-vazio de #.EX, e, assim,

0

zx n #«- :lol n À(..4') :# ü
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Já que a-l.EX n px-ilQI n À(.4')l = 4' n Q = .4' n x n Q = .4'n 'X, e, .4' = X \.4x,
chegamos que .4 \.4 # 0, ou sela, um absurdo.

(4) Como R(.EX) e a-':lR(X)l são fechados de EX, pois a- é contínua, temos que
R(EX) = EX n FI e n--:lR(EX)l = EX n F2, pala Ft e F2 fechados de #EX. Assim

R(,EX) = «-':la(x)l n Ft e é um fechado de r :lX(X)l.
(5) Como R(X)PX Ç /7X \XPX, temos facilmente (lue X será nunca localment.

compacto se, e somente se, #X \ X''' = PX. H

P-oposição 4.4 (]PV8S],3.2) S. cX C X:(X), p«. u« "p«ço X peca-completo, í.J

q«e R(X) é de Lándel@ e cX é «-d{«..«.{on«J, e«tão cX \ X tem «m« p«üçâ' '--
meráuel em comi)actos.

Demonstração Já que cX\X é a-compacto, cX\X = U ,4., onde cada ,4. é compacto

Sda y = cX \ X

Fixemos n < w. Pala cada p c R(X), existe UP c B(y) tal que p c UP Ç y \ .4,., já

que cX é zero-dimensionar. Assim

c.X

R(X)Ç U Up:
PCR(X)

e, por ser de Lindelõf, existe F Ç R(X), enumerável, tal que R(X) Ç U UP = Un. Logo

.Bn = y \ Un é fechado de y, e, portanto, compacto.

Claramente, .,'!. Ç .B.. Vejamos que .B, Ç cX \ X. Suponha que exista z c .B. n x
Como B. Ç y temos que z € R(X) Ç Un, o que é um absurdo.

Assim, nyu .B« = cX \ X, e, ainda .B« - ,ÇI l(cx \ x) n (}'' \ Up)l, e, cada, (cX \ x) n
(y \ UP) C 7-(cX \ X). Pela proposição anterior, concluímos a demonstração.

P€

Chequemos mais algumas condições suficientes para um espaço ser de Katétov

Corolário (IPV851,3.3) Seja X um espaço.

(1) Se X não é enumeravelmente compacto, EX é Cech-completo, e R(EX) é de

Lindelõf, então X tem uma extensão H-fechado com resto enumerável e é de Katétov.

(2) Se X é de Tychonofr e éech-completo e -R(X) é de Lindelõf, então X tem extensão
H-fechada com resto enumelável.

Demonstração (1) /7EX é zero-dimensíonal, EX é Cech-completo e R(EX) é de Lin-
delõf, logo, pela. proposição anterior, pZ?X \ EX tem partição enumerável em compactos
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Como o-X \ .X é homeomorfo a pZX \ EX (item (1) do teorema 3.11), X t.em extensão

H-fechada com resto enumerável, do teorema 4.3. Como estamos supondo X não enu-

meravelmente compacto, X tem um subespaço fechado discreto que é infinito. Usando o

segundo corolário do teorema 4.2, X é de l<atétov.

(2) Usando a proposição 3.1, item (2), temos que R(EX) é um fechado no espaço de

Linde[õf n-'ilR(X)l, logo também é de Linde]õf. Da proposição 3.9, item (3), temos que

R(EX) é Cech-completo. Chegamos a algumas das condições do item anterior e temos
que X tem extensão H-fechada com resto enumerável. n

Proposição 4.5 (IPV851,3.4) Sd« X «m e'p'ço q«. .«tÍs/aç".

(1) X é regular, de LindelõJ e Cech-completo, ou

(2) X é paracompacto, Õech-completo e R(X) é de Lindelõj.
Então X é de Katétou e tetra uma e:ctcTtsão H-.fechada com resto e7tuvneráuel.

Demonstração Valendo (1) ou (2) temos que .X é normal e de Tychonoff. Caso valha

(1), .R(X) é de Lindelõf, já que é fechado em X. Assim, valendo (1) ou (2), X é um espaço

de TychonoH' e éech-completo, e R(X) é de Lindelõf. Pelo item (2) do corolário anterior,
X tem extensão H-fechada com resto enumerável.

Se X não é enumeravelmente compacto temos que é de Katétov. Caso seja enume-

ravelemente compacto e de Lindelõf, é compacto. Se for enumeravelmente compacto e

paracompacto, também será compacto. n

No próximo teorema precisaremos checar que um espaço é de Lindelõf. Uma maneira

de verificar isto é calcular seu grau de Lindelõf.

Lema 4.1 Sda X um subespaço de urn espaço À-compacto Z, {aZ que ea;êste urna /amplia

de /achados de Z, {.fÇ:.}a<K, com a seguinte propãedade; para cada z € X e z C Z \ X,

e=ãste cx < K tal que

zCFn e z#Fn,

onde .à e K são cardinais.

Então L(X) $ K'* .X
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Demonstração Se.ja {}/slseS uma família de abertos de Z que recobre X. Assim,

XÇy,ondey= UI,'l;. Se.jamZ=jKj<X=lJÇ : Jj<Àle.F=Ín Fa:rezeseS clCJ
n Fa Ç y}. Assim, l/'l $ 1ç<X

Vejamos que X Ç U.r. Fixamos z C X. Para cada 3/ € Z \ y, se.ia cvv < K tal que

Z € Pa. e y g Fa,. Daí

cveJ

Z\y Ç U Z\Fa..,
pczW

e, por ser À-compacto, existe 7' Ç Z \ V, tal que lrl < À e Z \ }'' Ç U Z\ .I'...
y€T

Z € Í) Fa. C f.
y€T
Por outro dado, se F c /', existe SP Ç S, ta] que ISPI < À e

Logo

r'ç n K,
self

já que P' é À-compacto.

SejaR= U SP e claramente temos que X Ç U ysFe.F' seR
Assim concluímos que Z,(X) $ K'x . À

Observação 4.1 0bseruando a demonstração Demos gue podemos melhorar mais a es-

timativa do grau de Lãndelõj de X. Se H é um cardinal tat que todo F. é »-comi)acto,

pode-se dizer que

L(X) $ K'* . P

Proposição 4.6 Sela {X«}.<À uma /amzaãa de espaços de TycÀono# tais que cada X. é

união de n compactos, para K e À cardlna s nánátos. Então L( ]] X.) $ À . K.

Demonstração Pala cada a < À, X. = .U ..4$, onde .4$ é um compacto.

Consideremos y = rl X. e Z = ll PX.. Para cada a < À e /3 < K, seja Fa,P =a<À a<À
rl T'rl, onde W,7 = PX,r, para 'y # a, e, Uã., :: .4H.

Assim, {Fa,P}.<À,P<. é uma família de fechados nas condições do lema anterior. Daí

H

7<

L(}') $ (À . H)'" . «,
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Proposição 4.7 (IPV851,3.5) .Á {nfe7'secção enumeráueJ de subespaços a-compactos em

um espaço regular de Hausdor$ é de Lindelõj.

Demonstração Se.Íam X um espaço de Hausdorf] regular, B. subespaço a-compacto

para cada n, < w, e ,4 = n 1?.. Pela proposição anterior, y = H B. é de Lindelóf. A
n<w naco

função e : .Á -"} }', onde e(z) é a seqüência constante igual a z, é uma. imersão. Como X

é de Hausdorfr, .A = {seqüências constantes de y} é um fechado. Claramente A = el.41.

Assim el.AI é de Lindelõf. H

Vamos chegam ao, talvez melhor, teorema desta seção - uma condição equivalente para

um espaço de Tychonoff tet extensão H-fechada com resto enumerável.

Teorema 4.4 (]PV85],3.6) Para um espaço X, de Tychono#. são equ valentes
(1) X é de Li«,de\õJ e Cech-completo,

(2) j3X \X é uma uüão e'«umeráuel de com'pactos GÕ em 6X, e,

(3) j3EX \ EX pode ser Fadiga,on,üào em enqmeráueis comi)a,elos q'ue são GÕ em

Demonstração (1) + (2) Suponhamos x = n Q., onde cada Q. € r(PX). Fixemos

n < o. Para cada a; € X, existe /z : #X --> 10, 11, contínua, tal que z € /=':1(0, 1jl Ç Q..
Assim

x ç U .Ç:l(o, ill,
aC.X

e, por ser de Lindelõf, X Ç U .Ç:l(0, 1jl, pala algum ,4 Ç X, enumerável. Como .Z(X) é

fechado por intersecções enumeráveis, n /z':(o) = gi':(0), para alguma g. : #X --> lO, ll,
contínua. Logo

z€

x ç n P;:l(o, íll.

Assim, PX \ X = U g;:(0), e, cada g;:(0) é compacto e Gõ

(2) ::> (3) Basta lembrarmos que #Z?X \ .BX = Pa :j#X \ XI, pala On discutida. no

parágrafo anterior a proposição 3.9.
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(3) + (1) Suponhamos {'4«}«<.,, uma partição de /7.EX \ EX, onde cada .4. é compacto

e Gõ. Assim PZ.X \ ..4« é a-compacto para cada n. < w. Pela proposição anterior,

EX = n (/7.EX \ ..'!«) é de Lindelõf. Como X = n-l.EXI, e a- é contínua, temos que X é
de Lindelõf.

Ainda, PX \ X = Pa-lPEX \ Z?XI = U Pa-l,4..l. Como cada #n-l.Á.l é compacto, X

é Cech-completo. n

Proposição 4.8 (IPV8SI,3.V) Sd« X «m «p«ço de Tacho«..F -nc. /oc«Jment. «m

pacto. Se X tem umü extensão H-fechada com resto enumeráuel, então X tem um s%.

Desfaço denso que é de Lindetõj.

Demonstração Como n-lR(EX)l = R(X) (item (3) da proposição 4.3) e n- é irredutível,

temos que X é nunca localmente compacto se, e só se, EX o for. Supondo que X tenha

extensão H-fechada com resto enumerável, P.EX \ EX tem partição enumerável em com-

pactos. Assim, basta mostrarmos que EX tem um denso de Lindelõf e sua imagem será.

o que estamos procurando em X.

Como X tem extensão H-fechada com resto enumerável, P.EX\ZX tem unia partição

inumerável em compactos, pela proposição 4.3. Seja, então, {.4.}«<« uma família de

compactos tais que P.EX \ EX = U .4f.. Fixamos n. < u. Para cada m < u, temos que

.4« Ç pZ?X \ .4., e, por #EX ser normal, existe Um C 7-(#.EX), tal que .4. Ç Um Ç

R=''" Ç P.EX \ .4«. Lembrando que /3EX é extremamente desconexo (teorema 3.3),

temos que B« :: n [,7m é compacto e pZX\.a. é aberto e a-compacto. Ainda, temos

que Bf. \ .EX ;: .4t..

Seja }'' um aberto de #.EX contido em .B«. Como EX é nunca localmente denso,

P.EX\,EX é denso cm pZX, pela proposição 4.3, item (5), e, assim, ?:Prx r-T'lÊITpEX

Portanto,

m<w

v' Ç 'Pp" Ç 'B='VEXp'* Ç ]=p'" Ç .Á. Ç pzx \ zx
oBEX

Logo V = 0, já que P.EX \ .EX= ü. Sendo assim, #.EX \ B. é denso em #-EX, e pelo

teorema de Baile (IENG891,3.9.3), D = n p.EX \ .B« é denso em P.EX, pois .EX é

Cech-completo. Pela proposição 4.7, Z) é de Lindelõf. Ainda,

o ç n #EX \ ..'i. ..'i«n<u n<o

e será denso em EX
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4.3 Comparando X, Xs e .EX
Nesta seção queremos investigar que relações existem entre as subtopologias de um

espaço X, da sua gemi-regularizaçã.o Xs, e do seu absoluto EÀ'

Caso Xs tenha. subtopologia compacta. temos que X também terá. Vejamos que vale
a recíproca:

Proposição (lpv8sl,2.i) subtopologia regular de X4.9 subtopologia deZ g

x.

Demonstração Se.ja r uma subtopologia de X tal que X' = (X, 1-) sda espaço regular.

Dado V C 'r e p C y, temos que existe Z./ C r tal que p C U Ç U' Ç }''. Como 1- é
subtopologia temos que U'' Ç U'' Pelo mesmo motivo, temos

P C U Ç77'*Ç F'* Ç 27x' Ç V

Ou sda, RO(X) é base dos abertos de X'. Assim 1- Ç a'-(X,).

Corolário Um espaço X tem uma subtopologia compacta se, e somente se, Xs também
tem uma. n

Temos facilmente que, se X, é de Katétov, X também o será. Para provarmos que a

recíproca não é válida precisaremos dos resultados a seguir

Proposição 4.10 (]PV85],2.3) Sda hX C H(X), para um espaço X, fa/ que hX \X
é fechado e di,screto. Então X x hX é de Katétou.

Demonstração Fixemos p C X. Definimos / : hX x hX --> X x hX, por

,, * l (z,y) sezeX
/(z, Z/)

l (p, z) se z C hX \X
Dado F um fechado de hX x hX temos que -F n x x hX é fechado de X x hX. Como

qualquer subconjunto de um discreto fechado é um fechado, temos que

/IPI =/1/' n x x hxl u .flP n(hx \ x) x hxl x hx) u/lr' n(hx \ x) x hxl

é um fechado de X x hX. Caso z # p ou y C X, temos que /-:(z,y) = {(z,3/)}, que é

0-fechado. Caso y c hX \ X, temos que ./':(p, 3/) = {(p, g)} U {Z/} x hX, que é união de

dois a-fechados, e, portanto, é 0-fechado. Pelo item (4) do teorema 4.2, temos que X x hX
é de Katétov. n
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Proposição 4.11 Um espaço de Katétou nâo é ?união enumeráueZ de compactos que são
raTOS.

Demonstração Suponha, por absurdo, que X é um espaço de ]<atétov e que X = U .4.,

onde cada ,4. é compacto e raio de X, ou seja, .4.= 0.

Seja r uma subtopologia tal que X' = (X,r) é um espaço H-fechado. Temos que

cada .4., como subespaço de X', sela também compacto, e, como .4.Ç..4., .Á. será taro

de X'. Assim X' é união enumerável de 0-fechados raios, e chegamos a uma contradição

com a proposição 3.7.

Clorolário O espaço dos nacionais © não é de l<atétov.

OÀ

0 / 0

Ve:íamos agora um espaço que é de Katétov cuja semi-regularização não é de Katétov

Exem.plo 4.1 Sdü .P?* a compacta/ilação de .4Zezandro.F de .F?. Temos, também, gue

m* € X:(©). Sda h© a extensão simples (n')+ e hQ C 'H(©). .4{nda, h©\d? é/ecÀado e

discreto, pela proposição 2.12, item (3). Pela proposição 4.íO, X = Q x hQ é de Katétou.

Como (h©). = n*, X. = (© x hQ). = ©, x (h©), = © x m*. E X. nâo é de Ã'«têt«,
pe/a proposzGao antem07", pois

X. = U {q} x .m*r€Q

Observação 4.2 (]PV85],2.5) O espaço descãto no ezemp/o anted07' é contra-ea;empZo

para Dados dos resultados que ijá expomos até aqui:

(1) A "regulaHdade" da subtopologia não pode ser substituída T)ela "gemi-regularidade

na proposição 4.9. X tem uma subtopologia 'r, tat que X' -- (.X,T) é H-minimal. Sendo
«.{m, X' é .emi-«g«l« e T « ,(X,)

r2) Temos que X = U {r} x h©, ou seja, X é união enumeráueZ de "nowAere densos"

H-fechados e 0-fechados. Ainda, X é de UT'ysohn. Não 'podemos ehjrüqsecer a. proposição

anterior, colocando "H-fechados e 0-.fechados" no lugar de compactos, mesvno quando o

espaço jor de UTUsohn.

(3) Já que a identidade {dx l Xs --} X é bijetora, 0-contínua, perfeita e im'edutíuel, vtão

podemos substituir "imagem" por "imagem inversa", no phmeiro coroláMo do teorema

4.P
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Proposição 4.12 Para um espaço X se EX é de Katétou, X também o ser(í

Vemos que, novamente, o espaço .X', definido no exemplo anterior, é contra-exemplo

pala uma proposição. Como .FX = EX., temos que .EX, não é de l<atétov.

Ainda, podemos enunciar um resultado bem simples mas útil

Proposição 4.13 (IPV8SI,2.7) Se X é um espaço que é localmente compacto ezcefo por

no máximo uln ponto, X tem uma subtopologãa compacta.

Demonstração Se.ia p c X, tal que todo ponto z # p tem sistema fundamental de
vizinhanças compactas-

Definimos r Ç a-(X), por: U C 'r, se, e só se,

p C t/ ::> X \ U é compacto

Facilmente temos que (X, 1-) é compacto

4.4 Katétov e extensões de discretos

Em IDP82), Alan Dow e Jack R. Poster mostram um interessante fato sobre os espaços

H-fechados infinitos: são homeomorfos ao resto de alguma extensão H-fechada de um

espaço discreto infinito . Em IVER851, Johannes Vermeei completa esta curiosa carac-

terização desmonstrando que o resto de uma extensão H-fechada de um espaço discreto

infinito é um espaço de Katétov. Vamos, aqui, expor estes belíssimos resultados.

Em toda esta seção consideraremos sempre a topologia discreta sobre um catdinal,

e, a priori, os cardinais sempre serão infinitos.

Suponhamos que {Elie/ seja uma partição de PK \ K em fechados. Vamos definir
uma topologia sobre y = K U {F. : { C /}, por: U C T(y) se,e só se,

/il, c u ::> .rq ç u n K'"', para todo á C /

Ou sda, o conjunto r(K) u {V u {8} : para algum { € / e V Ç K tais que F. Ç :iZP'}

é uma base para os abertos de }'. Facilmente temos que y é extensão de K. A próxima

proposição já caminha na proposta descrita acima:
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Teorema 4.5 (IDP821,l.l) Sda {Elie/ uma /amz2{a de /achados de PK \ K. O espaço

'l', acima descrito, é de Hausdorfse, e só se, os Fi's são dois a dois disjuntor. Ainda,
y é .FJ-/ec/lado se, e só se, { }ic/ é uma padàção de 0K \ H.

Demonstração Ve.Íamos a primeira equivalência.

Suponha {F.}Íe, uma família com elementos 2 a 2 disjuntor. Como r(K) Ç r(y),
separam dois elementos distintos de K por abertos de y não é problema. Agora sejam

a; € y e { C /, tais que z # a. Caso z C K, temos que z # E, e existe U € r(PK) tal

que # g1 27P" e a Ç U. Sendo assim (u n K) u {a} é vizinhança de F. em y, e também

{z} € 7-(y). Se z = 8, para .j € .r \ {ã}, temos que existem U,y C 7-(PK), tais que

F, Ç U, FJ Ç V, e, 77P" n 7P' = 0. Assim (U n K) u {a}, (}' n K) u {FJ} são abertos

de y que separam /% e .l$. Agora sejam {,.j C /, distintos. Se y é de Hausdorfr, existem

U, V c r(y), dis.juntos, tais que a € U e Fj € y. Assim F, Ç 77"FTiP" e FJ Ç :iZi:í-iP"
Do item (3) do teorema 1.2, temos que D'ríiP" n :r'fTiP" = u n r n KP" = 0. E, assim,

Hnp,=0.
Agora suponhamos que {.f%licr é partição de PK \ n. Seja C um recobrimento aberto

de y. Pala cada a < K, seja C. C C, tal que a C C.. Para cada { C /, seja Ci C C, tal

que .F: ç (;, n K''". Assim,

#.= u(c.nK)u u cine""
a<H {e/

Pelo corolário do teorema 1.2, C2ílKP" € Z$(PK), para qualquer { € /. Como PK é

compacto, existem .Á Ç K e J Ç /, finitos, tais que PK = u ((7. n K) u u O n içP"
clC.Á ' {eJ

Temos, então, que

« = ( U C.u U G) n«,
ae,4 {eJ

e, portanto,

}' c.u Ú o,)n«' c.[i Ú o.I'
clc.,4 {eJ ' aC.A {eJ ae.A {CJ

Consideremos y H-fechado e mostremos que {.fqlic/ é uma partição de PK \ K. Se.ja

p C PK \ /ç. Lembrando do lema 2.1, temos que / = {U C 7-(y) : U n K € O6.} é um

r(y)-filtro, e, por }' ser H-fechado, tem aderência não-vazia. Seja z € adr(/). Caso
z C K, temos que existe V c a'-(aH), tal que p c }'' e z çl V. Sendo assim, v n K c .F e

z # 7 õ k' , pois {z} c 'r(}'). Logo a; = FI., para algum { C .r. Suponhamos, por absurdo,
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que p g F.. Logo existem Wj7' C r(0K), disjuntos, tais (lue p € W e E Ç T. Como
T Ç 7P" - 17:?TiP", temos que (T n /ç) u {F.} é uma vizinhança de aberta em }' de a.

Como TVRKC .F, temos que FI. c 7'nn' . LogownKn7'#0, um absurdo. n

Um pouco mais podemos falar sobre o espaço P sobre seu caiáter

Proposição 4.14 (IDP821,1.2) Usando os masTRos objeíos do teorema anterior e nas

mesmas condições, suponha que À é o menor' cardína/ faZ que cada Fi possa ser escrito

com . {"'"«cçâo de À «bodo.-/ech«do' d. ÕK. Então X(}') = À

Demonstração Seja { € /. Então, cada F. = Í") W., onde cada I't/.. € 23(PK). Sendo

assim, W. = :i;P=i::ÍK '. E podemos dizer que .rq = ÍI ã. , com cada .4. Ç K. Estamos

tentados a dizer que

a<

{{.rq} U U : U 2 Í) .4, onde .4 é uma subfamília finita de {.4. : a < Àl}

é um sistema fundamental de vizinhanças abertas de .rG em }'. De fato, se .rq Ç VP", para

algum y Ç K, temos que

PK \V'p" Ç U (PK Vãp')

e, como é compacto, achamos uma subfamília finita, .4, de {.4. : c! < À}, tal que Í1 ,4P' Ç

7P". Logo x(y) $ .X.

Caso P seja um sistema fundamental de vizinhanças abertas de .rG em y, temos fa-

cilmente que F{ = n 7'6"iP". Sendo assim, X(y) =À

Vejamos uma condição suficiente para que PH \ H tenha partição em fechados

Proposição 4.15 (IDP82],1.4) Seja X um compacto que pode ser pUrÉ cáonado em K

fechadas não-vazios que são Gx. Então Í3K, \ K l)ode ser l)adicionado em tt fechados não-

uazios e Gx de l3K.

Demonstração Seja {.4. : a < } uma partição de X tal que cada .4. é fechado GÀ. Fi-

xemos z. um ponto de X., para cada a < n. Definimos g : K x u --> X, poi g(a, n) = z..,

para cv < K e n < w. Como K :: IK x wl, temos que existe uma função / : K --} X, tal

que l.r-tl.4.ll = w. Como / é contínua temos que existe /7/ C C(ÕK,X) que estende ./
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(item (2) do teorema 1.2). Para cada a < K, consideremos Z. = #/-:l.4.l \ H. Ve.lamas

que Z. é não-vazio. Se P./'tl.Á.l estivesse contido em K, teríamos que seria finito, já
que os unitários dos pontos de K são abertos em Plc e /7/-il.A.l é um compacto. Logo

P/-il,4.l e K. Como cada .A. é fechado e GÀ c #./ é contínua temos que {Z.},.<. é uma

partição nas condições que queremos. n

A existência de um compacto nas condições da proposição acima é garantida por esta

seguinte:

Proposição 4.16 (IDP821,1.3) Sela X um espaço de Hausdor# com caráte7' À. Zlntâo

EX pode ser padácionado em compactos Gx.

Demonstração Víamos que {a-'i(z) : z € X} é uma partição no jeito que que-

remos. Dado z C X, seja P, um sistema. fundamental de vizinhaças abertas tal que
IP,l $ À. Víamos que n-':(aç) = n À(17") n EX. Usando o item (6) do teorema 3.3,

«-:(aç) ç n À(7x)n.EX. Agorasda t c n .x(7x)nEx\«-'i(z). Como X é devcy, ' ' vcy,
HausdorfT, temos que existem V C y= e U C 7-(X), disjuntos, tais que z € y e n-(t) € U

Mas, pelo item (4) do mesmo teorema 3.3, a(t) € V" , logo y n u :# 0, um absurdo. H

C Z

Se X é H-fechado e tem caráter À, {n-'i(z) : z C X} é uma partição em fechados GÀ

do compacto EX
Antes de chegar onde queremos precisaremos deste pequeno lema:

Lema 4.2 (IDP82],O.l) Sda y C H(X), pczra um espaço X, e suponha que ez soam Z,

um espaço, e uma bÜeçâo conta'nua g : Z --> y \X. .Então ea;isto T € %(X), faZ que 7'\X
é homeamorlo Q Z.

Demonstração Pelo corolário da proposição 2.15, temos que a extensão simples y+ é

H-fechada. Consideremos 1-*, definido por: U € 'r' se, e só se,

U C l-(}''+) e g':lU \XI C 7-(Z)

Seja T = (y, ,-*). Claramente, r(}') Ç ,-(7') Ç ,-(}''+), e, por isso, 7' c H(X), ou sda,

T é extensão H-fechada de X. Aliás, X c 7-(T). Observamos que qualquer subconjunto

de y+ que contenha X é um aberto de y+. Sendo assim, plWI = (pjWI U X) \ X, e

63



gltVI U X C a'-(7'), para qualquer W C r(Z). Logo g : Z --> T \ X é um homeomorhsmo e

T \ X é homeomorfo a Z. a

Usando todos estes resultados enunciados até apoia, vejamos o talvez melhor e mais

interessante teorema desta seção.

Teorema 4.6 (IDP82],1.7;jVnR85],5.1) Para urn espaço X, {nánito, são equáuaZen

fes

(1) X é de Katétou, e,

(2) X é homeomo,Jo « hK \ K, p«« .lgum c"'iin« in$nito « e .tg«m h« C 'K(K).

Demonstração (1) :+ (2) Se.ja 'r Ç r(.X), tal que X' = (X,7-) é H-fechado. Seja, ainda,

K = IX'l. Consideremos X' = {sç. : a < H}. Assim, {a-'i(z.) : a < } é uma partição em

K fechados não-vazios do corrlpacto .EX'. Usando a discussão feita (e também os objetos

usados) na proposição 4.15, temos que {Z.}.<. é uma partição em fechados não-vazios

de PK \ K, onde Z« = (a- o P/)':(z.) \ K , pai'a cada a < K. Assim, pela proposição 4.5,

y = K u {Z. : a < H} é extensão H-fechada de K. Sejam 7' = aK \ K e g = a' o (#./')Ir,

T.
T

EX' XÍ

Figura 4.1

já mostrados na figura 4.1. É fácil ver que Z. = g':(aç.) e, assim, g é sobrejetora. Pela

continuidade de #/, poi PK \ K ser fechado de /3K e por a ser uma função fechada temos

que g será também fechada.

Fica naturalmente definida uma função bijetora p de X' em y\ K, por g(áç) = g':(z).
Infelizmente não podemos garantir a. continuidade desta função e como queremos llsai o

lema 4.2, mas ainda mantendo uma. extensão H-fechada, vamos verificar que p dc X'

em y# é contínua. Pelo corolário da proposição 2.15, temos que y# C H(K). X/amos
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finalizar quem é orU \ H, para U Ç n. Suponhamos Z. € orU \ H. Pela definição de

ovU (definição 2.6), temos que t/ = w n n, para W C 7-(y) e Z. C }T''. Sendo assim,

Z. Ç ,« . . nP" . Í7#". Por outro lado, se Z.. está contido em 717P", U U {Z.} é vizinhança

aberta em y de Z.. Concluímos que orU \ K = {Z. : Z. Ç 27P"}.

Seja U Ç n. Consideremos J = Z-/"" \ H e .4 c 23(T). Vejamos que g-:lo},U \ KI =

X'\pjZ'\.ÁI. Claramente X'\pl7'\.41 Ç p :lorU\ KI. Ainda, se g':(t) C oVO, temos

g-:(t) Ç .A, logo

7' \ ..'! Ç T \ g-:(t), e,

çlr \ ..'il ç gl7' \ g': (t)l

e, t C X' \ gj7' \ .41. Como g é fechada, p : X' --> y# \ K é contínua.

Considerando idx : X --> X' a identidade, temos que po {dx é bijeção contínua. Pelo

lema 4.2, K tem extensão H-fechada hK tal que o resto hK \ K é homeomorfo a X

(2) :> (1) Supon})a X homeomorfo a hK \ K, pala K, caidinal infinito, e hlç c X(K) Seja

n : EhK --> hK a aplicação do absoluto de hK. Pelo proposição 3.8 podemos considerar

EK = n-:lKI e rlz« a aplicação do absoluto de K. Mas H é extremamente desconexo, já

que é discreto, e EK = K. Assim podemos considerar a-l. = id.. Ainda, por n sei discreto,

K é um aberto de EhK. Logo a-l.EhK \ KI = hK \ K. Consideremos X = hK \ K e temos

que n- : .Ehfç \ lç --} X é uma sobrejeção perfeita. Pela proposição 3.4, temos que existe
C' um compacto em .EhK, tal que a-lc : C -+ X é sobrejetora, perfeita e irredutível. Pelo

teorema 4.1, temos que existe r, uma topologia sobre X, tal que X' = (X, r) é H-minimal

e rlc : C -+ X' é 0-contínua. Dado .4 c 'R(X'), temos, pela proposição 3.5, que ,4 = alPI,

para algum F C 7?,((7). Como r : C -+ X é fechada, .4 é fechado de X. Assim como X' é

gemi-regular, 1- Ç r(X). Logo X é de Katétov. n

Observação 4.3 .Neste teorema de$nímos p de X' em y# \ H que é bÜetora e contígua.

Vejamos que p't é 0-contígua, provando que plÃx'l Z;;;lB}' \ K, para qua/quer .,'! Ç X'

e .B = (n- o /)':l.AI = ./'-:1«--:1..4ll. Sda z C Ã" e suponha g':(z) c ovU, para aZg?m

UÇ.. .4«ám,g-:(z) ÇC, .n c=í7'"\K 0«6r\cç7'\g--(a) egjT\CIÇ
glT\g':(z)l = X'\lz}. .assim, z c X'\pj7'\CI c r(X') e .'l\Olr\Cl:# 0. Seja

u C .4 \ pl7' \ CI. Temos que

/
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g'' (u) Ç g': l..'il )': l.41 \ « Ç B7:'q;:TÍIÃi'p' - ?.7:'iÍ;:'íÍlãl"F:i'ip -
/-:l«--:l..4ll''''

e, pod«to, g-:(u) € o},B. C'omo O-:lX' \ plr \ C'll Ç C Ç FP', lemos que g-:(u) C

or.B n o.C e, «.ím, g-:(z) € 8;B*:''. .'igo«, d«do g-:(t) € ã;B''* \ K, «ponh"mo.
t c U c r(X'). dn«Zogamente «o Disto ioga acima, g':(t) Ç 7P", onde }' = /-tl« :lula

Logo or.BnovV' # 0. (como K é denso emy#, .Bnt' = orBnKnory:# 0 e, assim,

u n..4 # 0.
Po,t«t., d«do. t c X' e W c ,-(X'), «i,{nh-ç« d. t, g':(t) € o«Q, o«.Z. Q =

./'-:ln-:lwll. (Tomo pl:Wx'l - t;;l©r# \ K, « inversa de ç' é 0-confüua.

Vermeer em IVEK851, acrescenta um resultado análogo para espaço com subtopologia

compacta.

Teorema 4.7 (IVnR851,5.2) Para u?n espaço X, án$náto, sâo equiualenÉes.

(1) X tem subtopologia compacta, e,

(2) X é homeomorfo ü hK \ K, para algum cardina! in$nàto e algum hK C 'H,(K) que

é de Urysohn.

Demonstração (2) ::> (1) Sejam K, um caidinal infinito, e hK, uma extensão H-fechada

e de Urysohn, tal que X = hK \ K. Pelo primeiro corolário do teorema 2.3, temos que

h'K = (A/ç). é compacto. É fácil ver que H c r(h'K), e, assim, h'K \ K é compacto. Logo

idx : X --> h'K \ H é uma bijeção contínua e X admite uma subtopologia compacta.

(1) ::> (2) Seja ,- Ç r(X), tal que X' = (X,.'-) é compacto. Análogo ao teorema

4.6, seja K = IX'l e consideremos X' = {z. : cv < H}. Novamente usamos a discussão

e os objetos definidos na proposição 4.15, temos que PK \ K tem partição {Z. : a < pç},

onde Z. = a/-i(z.) \ K é um fechado não-vazio para cada a < K. Pela proposição 4.5,
y = K U {Z. : a < K} com a topologia definida no parágrafo anterior a mesma é extensão

H-fechada de n. Conseguimos, ainda, a ílgura 4.2, similar a 4.1. Usando dos mesmos

argumentos provámos que g : X' --> y# \ K, definida por p(z) = g':(z) é contínua.

Víamos que, por X' ser compacto, y# é de Urysohn. Dados #,3/ C X', distintos, temos

que existem .4,B C l-(X'), tais que z C .A, # C B, e .4" n 23" = 0. Logo,

g-:(z) ç p':l..'ll \ « Ç ?.7:íÍÃT'" - ?.F:'íÍlãín=p" - .r.TÍ4p",

/
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P«\«

Figura 4.2

e, g-:(3/) Ç .7-'iÍIBT'. Daí, ovU e ory são abertos de y# vizinhanças de g':(z) e
g':(y), respectivamente, onde U = ./':1.41 e l/ = /':lBI. Como y# é extensão de

K, temos blue ovu norvr - t/v# n7'l' . Ainda, U}' n7l' nK = 0, .iá que

ul'# n K . 7,7': . Z./ e 7v n K = :i7' - y. Pela mesmas contas feitas na observação 4.3,

temos que ovU}' \ fç - gl,4x 1. Sendo assim,

ã;F*:' n i;7'** \ . - pllã*'l n plB*'l - P17"' n P;''l = 0.

Logo y# é de Urysohn.

Usando o lema 4.2 acrescido com a hipótese que a extensão H-fechada é espaço de

Urysohn conseguimos do mesmo jeito uma extensão H-fechada e de Urysohn cujo resto é
homeomorfo a X. n

4.5 Métricos versus Katétov

Nesta seção vamos ver o que temos a dizer sobre os espaços métricos. Já mostra-

mos que um espaço regular, de Lindelõf e Cech-completo é sempre de l<atétov. Como

um espaço metrizável é Cech-completo se, e somente se, foi completamente metiizável

(teorema IENG891,4.3.26), estaremos com nossa atenção particularmente voltada para os

métricos completos.

As noções de famílias localmente finita, discreta, a-localmente finita e o--discreta serão

as usuais. Como em IENG89j, refinamento será sempre um recobrimento. Ainda estaremos

seguindo IENG891 quando falarmos em ordem, ord, de uma família de subconjuntos de
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um espaço e quando estivermos falando em dimensão de Brouwer-Cech, /nd, de um

espaço normal; e, em dimensão de Cech-Lebesgue, dám, de um espaço de TychonofT.

Um espaço de TychonofT X será dito fortemente zero-dimensional, se #X for zero-
dimensional, ou equivalentemente, se para quaisquer .A e B, fechados disjuntor de X,
existir C C Zi(X), tal que .4 Ç C Ç X \ B. É fato conhecido que para um espaço normal

X, /ndX = /naPA (IENG891,7.1.15), e, assim, um espaço ser fortemente zero-dimensional

é equivalente a ter dimensão de Brouwer-Cech nula.

Vamos enunciar alguns grandes teoremas que são fatos bem conhecidos e estão todos

demonstrados em IENG891 e em outros livros que trabalham com Teoria da Dimensão.

Teorema 4.8 (jnNG89],7.2.4; Teorema de Dowker) Para um espaço normal X e

um natural n, as seguintes a.Rvmações são equivalentes:

(1) O espaço X satisjo,z dimX $ «,, e,

(2) Todo vecobrimento aberto !ocalmente FvLãto do espaço X tem um re$namento

aZ)edo de ordem $ n. n

Vamos citei agora alguns teoremas mais ligados aos metrizáveis

Teorema 4.9 (]nNG89],7.3.2; Teorema de Katétov-Monta) Para um espaço me
tMzáueZ X temos dimX = /ndX. l

Teorema 4.10 (lnNG891,4.4.1; Teorema de Stone) Todo recobr mento aberto de um

espaço metNzáueZ tem um re$namento gue é localmente ./inato e a-discreto. n

Corolário Todo metrizável tem uma base a-discreta

Corolário Todo espaço metrizável é paracompacto.

Para um cardinal infinito K, chamaremos de .B(K) o espaço ]'l l)n, onde Z). é o

espaço discreto K, para todo n < u. Ou seja, o suporte de B(K) é "K. Este espaço é
chamado de espaço de Baile de peso K. Claramente

n<u

P((z«)«, (y«)«
onde h = mania : Zn # 3/n}

caso contrário.

é uma métrica em B(fç) e estaremos sempre pensando nela. Facilmente provámos que

uma seqüência de pontos de a(K),(zl:)«,(zã)«,(zâ)«, . . ., converge pala um ponto(z.).,
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se, e somente se, para cada { < u, existe A({) < w, tal que 1{ = zf, para todo .j ? k({).
Facilmente mostramos que B(K) é completamente metrizável. Introduzimos este espaço

aqui para que possamos enuncia.r os próximos resultados. Vejamos primeiramente que

/ndB(K)

Proposição 4.17 0 espaço B(K) é /odemente zero-dimensÍona/

Demonstração Para cada n, < o, consideremos 23. o conjunto dos abertos-elementares da

forma 1] yn., tais que Vn. é tmitário, param $ n e y« = #ç, param > n. Facilmente temos

que B. Ç B(.B(K)) tem ordem nula, é um recobrimento localmente finito, e õ(V) < ;;h
(lembrando da distância p definida acima), pala todo y C 23.. Facilmente temos que
B = U 23. é uma base para os abertos de B(K).

Seja F' um fechado de B(K) contido em um aberto Q. Pala cada n < o, seja Q. =

U{.a € B« : .B Ç Q e B n F' # 0}. Como B« é local«le«te 6«ito temos que Q« c 23(.B(K)).
Como 23 é base temos que F Ç U Ç Q, onde U = U Q«. Vejamos que U C 23(.B(K)),

supondo, por absurdo, que exista z € U''"' \ U. Para cada n < o, temos que z «

U.Qk, e, assim, existe r C n , tal que 0 < r < : e B(g,r) Ç B(K) \ .U.Qk. Assim
k=O '' ' h=O

B(3,r) n u Ok # 0 e existe k > n + 1, tal que .B(z,r) n Qk # 0. Sendo assim, existe

.B C Bk tal que .B Ç Q, BnF' # 0 e .Bn 23(aç,r) # 0. Sejam 3/. c .BnF' e z € Bn.B(z,r).
Logo

m<w

p(z, y«) $ p(z, z) + p(z, y«) < r + õ(.B) < =h

Costruímos assim uma seqüência (3/«)« de elementos de F ta] que .ijU.3/« = c. Assim
z € 1F (") e, por ser fechado, z € .F, o que é um absurdo. H

Corolário Qualquer subespaço de B(H) é metrizável e fortemente zero-dimensional.

Demonstração Seja y um subespaço de B(K). Claramente y é metrizável. Conside-
rando Zi e 23n da proposição anterior temos que B' = {B n y : .B c /3). é base pai'a os

abertos de y, e 23: = {.Bny : .B € 23.}, para cada m < u, é família de abertos-fechados de

y com ordem nula e localmente finita e tem elementos com diâmetro estritamente menti

que ;;h. Usando do mesmo raciocínio chegamos que /ndy = 0. n

Ainda precisaremos do lema a seguia
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l,ema 4.3 Seja X um espaço com uma métHca d e suponha a nda /ndX = 0. .Então X

[em uma seqüêncÍa de recobrimentos {'Pnln<. em abertos-/ecAados 2 a 2 disjuntor, tais

que, p«. q«/q«e, n < «,, yn--: 'e$«' yn e ã(y) < ih', p«« q«Jq«e, }'' c y«.

Demonstração Consideremos Bo = {B(z, 1/4) : z € X} e temos que Bo é um tecobri-

mento aberto de X. Pelo segundo corolário do teorema 4.10, temos que Bo tem refinamento

aberto Z#o que é localmente finito. Pelo teorema de Dowker (teorema 4.8) temos que Uo

admite um refinamento aberto yo tal que ord(Po) = 0. Sendo assim os elemntos de Po são

2 a 2 disjuntor e serão todos abertos-fechados. Como Po retina Bo temos que (i(V) < l
para qualquer V C yo.

Construamos os outros refinamentos por indução em n. Suponha construído refi-

namento P.. Para cada z c X, existem I'; c . e r., tais que 0 < r. < :i(;;!i:iJ e

B(g,r,) Ç V=. Assim, seguindo a mesma linha de raciocínio do parágrafo acima, temos

que existe y.+l, refinamento em abertos-fechados 2 a 2 dis.juntos. Poi construção, temos

que .5(V') < : , pai'a todo V' c yn+l. H

Teorema 4.11 (IENG891,7.3.15) Todo espaço metãzáueJ/ortemente zero-dimerzsionaZ

de peso lç (infinito) pode ser imerso em B(K).

Demonstração Seja d uma métrica no espaço X de peso K. Pelo lema 4.3, existe uma

seqüência de recobrimentos em abertos não-vazios 2 a 2 disjuntos de X, {P.}.<., tais que

para quaisquer n < u e V' C yn, õ(y) < =n'' Facilmente temos que 'P = U yn é uma

base para os abertos de X

Como d(X) = u(X) e 'P. é celular temos que lyn 5; K, para cada n < w. Considere-

mos, então, yn = {1,='Ja<lv.l, para cada n < o. Definimos e : X --> .B(K), pot'

.(.) (a.)«<«, onde z C }/ann' para cada n < w

Vejamos que e é a imersão que procuramos.

Suponha {W.}.<. uma seqüência de abertos de K, tais que / = {n < w : TV. # K} é

finito. Temos facilmente que e :l H W«l = n ( U l,='). Ou seja, a imagem inversa dosn<w nC/ aeW.
"abertos-elementares" de B(m) são abertos em X, e, por isso, e é contínua.

Suponha g, y € X, tais que e(z) = (cl.)« = e(y). Dado n < w, temos que z, Z/ C l/ann

Logo d(aç, 3/) < : , para qualquer n < w. Assim, d(z, 3/) = 0, e, z = g. Concluímos daqui

que e é injetora.
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Como P é base de X, ve.íamos que ejVI é aberto de ejXI, para qualquer V C 'P. Dado

n<wea<K,temosqueejl=nl = n ZI,7.nejXI,ondeUn =Íalell/.=K,param#n.
Assim, e é imersão. n

Corolário Qualquer subespaço de um espaço metrizável e fortemente zelo-dimensionar
será também metrizável e fortemente zero-dimensionar. n

Pelo corolário da. proposição 4.17, t.emos que vale a recíproca. Também vale a

recíproca do próximo resultado, já que um fechado de um completamente metrizável é
também completamente metrizável .

Proposição 4.18 (lnNG891,7.3.H; Stone (1962)) Todo espaço como/etamente rnetrÍ-

záuel fortevnente zero-dimensionüt e de peso K, é homeomorlo ü um subespo,ço fechado de

B(K)

Demonstração Seja X metrizável tal que w(X) = H e /ndX = 0. Usando os mesmos

objetos já dehnidos no teorema anterior temos que X é homeomorfo ao subespaço elXI de

B(K). Falta-nos mostrar que ejXI é fechado de B(K).

Seja (a«)« uma seqüência de elementos de X tais que ,JIUme(am) = (a.)« c B(fç).
Para cada { < co, existe k(á) < w tal (lue (e(a«)){ = ai, para todo m > k({). Sendo assim,

para m,Z > k({), temos (e(am))i = a{ = (e(al))i, e, pela definição de e, am,al C V=., e,

P(am,al) < : . Logo (a«)« é de Cauchy em X, e, converge para um elemento a eX
Como e é contínua, e(a) = z. Portanto ejXI é fechado. n

No "embalo" destas imersões vejamos que a propriedade de ser fortemente zero

dimensional é também hereditária por produtos enumeráveis.

Proposição 4.19 Sela {X«}.<. uma /amzaÍa de espaços /amamenta zero-dÍmensíonais.

Então n X. é /ortemente zero-dimensionar.

Demonstração Para cada n < w, seja e. uma imersão de X. em B(K«), onde H,.
u(X«). Seja K = suptK« : n < o} e podemos considerar e. : X« --> B(K), que ainda

será imersão. Sendo assim E : H X« --> "B(K) definida pot E((z.).) = (e.(z.)),. é uma

imersão. Como «; . w = w, temos que "B(/ç) = "("lç) é homeomorfo a B(K) = "K. n
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Para o próximo teorema precisaremos da noção de seqüência inversa. Os conceitos

que colocaremos são uma síntese do que pode ser encontrado nas seções 2.5 de IENG891

e 2.14 de IHY611. Uma seqüência inversa é uma família {X«, /n}.<«,, onde para cada

n < u, X. é um espaço e /n C C(X«+i,X«), ou sda, uma /n é uma função contínua
de X.+t em X.. Podemos, então, representar um seqüência inversa na forma de um

diagrama,:

.b x. í:q x..: {:y .. . -b x, -:b x. -% x.

Seja S = {X., /n},.<u uma seqüência inversa. Uma linha ou caminho de S, é uma
seqüência (z.). C n X. tal que z. = /n(Z«+l) para todo n < w. O subespaço constituído

por todas as linhas de S é chamado de limite de S e será denotado por liam S, poi X-,

ou, ainda, por li!!ntX,,, /n}.<','

Quando todos os espaços de uma seqüência inversa S são de Hausdorff, temos que

li.mS é um fechado de n X.. E, se, além de serem de Hausdorff, forem compactos, o

limite de S será um compacto.

No toerema 4.11 usamos a família dos recobrimentos "criada" no lema 4.3 mas não

usamos que um recobrimento refinava o outro. Este fato vai ser importantíssimo agoral

Queremos achar uma subtopologia compacta para um espaço X completamente metrizável

e fortemente zero-dimensional. A partir do lema 4.3, definiremos uma seqüência inversa

com espaços discretos e mostraremos que X é homeomorfo ao limite desta seqüência.

Acharemos uma subtopologia compacta para o espaço produto que ainda matenha "o su-

bespaço X" como fechado e assim X terá uma subtopologia compacta.

Seja X um espaço com uma métrica d, tal que /ndX = 0. Pelo lema 4.3, temos que

existe uma família {yn}«<« de recobrimentos em abertos-fechados não-vazios tal que, pai'a

cada n < w, ord(yn) = 0, yn+l retina yn e õ(V') < ;;h', pai'a todo y C yn. Modificando

a demonstração do teorema 4.11, seja K. = lynl, para cada natural n. Consideramos
e : X --} n K., definida da mesma maneira no teorema citado. Temos que e é imersão,

e, se d é completa, ejXI é fechado de H H«. Definimos, naturalmente, para cada n, < o,

/n : nn+l --> Kn, por

cv < K.+l }--} a', onde a' < H. é único tal que }=n+l Ç }=3
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Observemos que /n é sempre contínua, já que H.+l é discreto. Ainda /n é soba'ejetora,

por cada yn sel' recobrimento com elementos não-vazios.
Para cada n < w e z € X, se e(z) = (cl«)«, t.emos que

# c 'i':!=.1 ç I''Z(..--.)'

assim, cvn = /n(anal). Logo ejXI Ç li!!n S, onde S = {H«, /n}.<.. Ve:Íamos que ( [Xlll"" -

ljmS. Já temos que ( Xln"" Ç ljmS. Seja W = rl Q., tal que Q. C r(K«), para todo{-'- ' ' ' <"' n<w

natural n e tal que .r = {n : Q,: # n.} é finito, vizinhança de um ponto (cl.)« c l!!nS.
Suponha / # 0 e .j = maz /. Sda z C \'':, e e(z) = (P«)«. Facilmente mostramos que

cv{ = ©., para todo { $ .j. Assim e(z) € H'. Se d for completa temos que X é homeomorfo
alimS.

Para chegar ao teorema seguinte precisaremos ainda da proposição a seguir.

Proposição 4.20 Seja ./' : .4 --> B uma /unção sobrdetora. Se .B admite uma copo/a-

gia compacta de Hausdorg, A admite lIvRa, também compacta de Hausdor.F, tal que j é
contígua.

Demonstração Seja a uma tipologia sobre 23 tal

compacto.
Para cada b c .B, fixemos p' C ./'-:(b). Sda P :

Seja r Ç P(.4), definida por: (2 C r se, e só se,

W . PI, ' - :' /-:]"] \ " Ç -, p':; '-g«m " .
/-:(.f(P)), fi«ito

que (Y. a) é um espaço de HausdorH

{p' : Z, c .B}

o, vizinhança de /(p), e algum V Ç

e cl'game«te .f : (.A,.'-) --} (B,a) éFacilmente temos que a'' é topologia sobre .4

contínua. Ainda, {a} C r, para qualquer a « P
Vejamos que (.A,r) é de HausdorfT. Sejam z, 3/

casos:
C ..'l, distintos. Podemos estudar três

1. Se .f(«) ./(Z)) e a C P, X \ {b} C T é vizinhança de a, e {b} € 1-,

2. Se ./'(a) .f(b) e a,b C .4 \ P,{a}, {Z,} C ,-, e,

3. Se /(a) :# /(Z,), existem U,}' C a, disjuntor tais que /(a) € r,r e /(Z,) C V, e,

.f-tlul, /-ilvl c r, são dis.juntos.
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Vejamos agora que (.4,r) é compacto. Seja C um recobrimento aberto de .4. Para

cada b C .B, existe (.;ó C C, tal que pó C CÓ. Pela definição de 1-, existem UÕ € a, vizinhança

de b, e .Áó Ç /':(b), finito, tais que /'ilubl \ .4ü Ç Có. Sendo assim, B Ç U üõ, e existe

B' Ç B, anito, tal que B Ç U Ub. Temos que U .4Ó é finito e existe C' Ç C, finito,
be BI bC BJ

tal que U .4b Ç UC'. Vejamos que C* = {CÓ : b C .B'} U C' recobre .A. Dado a C .4,

temos que ./(a) € UÓ, para algum b C B'. Caso a g .4Õ, temos que a C /-iluõl\.Ab ç Có. n

b€B

bG Bf

Como Ho admite uma subtopologia compacta de Hausdorff, aplicamos indução em n

e temos que cada n. admite uma subtopologia compacta de HausdorfT, 'ri, que mantém

a continuidade de cada /«. Se.ia H;, = (K«,Tá) e consideremos agoi'a /n : KI.+t --> Kn'

Temos H KI. compacto, e ( IXjii'" . limlKI., /nln que é fechado de n K:. Assim, se dé
naco '' n<w

completa, ejXI admite uma subtopologia compacta. Provámos, então, com esta discussão

o próximo teorema.

Teorema 4.12 (IKUL761) Todo espaço cornpletamenfe mefrizáueJ e /odemente zero

dimensioítal admite uma subtopologia compacta.

Nossa intenção é mostrei que todo espaço completamente metrizável é de Katétov.

Nosso esforço, até agora, serviu-nos para mostrar as heieditariedades para espaços for-

temente zero-dimensionais. Para mostrarmos que um completamente metrizável é de

Katétov, teremos que achar um compacto e uma sobrejeção perfeita do compacto no

metrizável (teorema 4.2). Para isso vamos precisei ainda mostram que os métricos são

imersíveis nos espaços chamados de Ouriços.

Para uma cardinal K, infinito, chamaremos de J(K), ouriço de K espinhos (hed-

gehog of spininess K), o espaço de suporte {oolUl0, ll x /ç, com a topologia gelada por

r(lO, ll x K) UtioolUQ x K : Q € 7-(lO, 11)}. Podemos definir uma métrica p em J(K) pol

P((«,a),(g,P)) -Z/l se '«-#
l #+3/ se a#P

P(( , cv), oo) = z

que é completa. Assim, J(K) é completamente metrizável

Podemos então enunciei a próxima proposição.
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Proposição 4.21 (IENG89],4.4.9) Todo espaço mefrizáueZ de peso K pode ser imerso

«o p«d«to c«te;á-o de «, o«{ço. d. K e.ranho., o« .d', "J(K).

Demonstração Seja X um espaço metrizável tal que w(X) = n.

Pelo primeiro corolário do teorema 4.10, temos que X admite uma base 23 = U Zi«,

onde cada cada 6. é uma família discreta. Como w(X) = K, podemos supor que IZil $ H

Assim, IB. = H. $ K, e, suporemos B« = {t/#la<n«, para cada n. < w.

Como X é metrizável temos que, para cada n < w e cada a < H., existe .f= c
C(X, 10, 11), tal q«e U#(/=)':1(0, ill.

Como cada B. é localmente finita, temos que UB.'' = U B'' . Assim, quando umBeB.

ponto z C U B.' , z pertencerá a um B'' , para um único B € B.

Definimos então /n : X --> J(K) pol'

l (/#(z), a) se g C Ziq, pala algum cv < n.
/n,{a) :: S

1 «, se ' # UB«

e /n estará bem definida já que 23. é discreta. Observemos que se z C a(ZIC) = C/an'X \ Lr#,

para algum a < n«, temos que /#(sç) = 0. Estudando se z está ou não em 23.'' ptovamos

facilmente que /n é contínua.

Fica bem definida a função contínua e : X --} "J(K), e(z) = (/.(z))«. Usando que 23

é base vemos que e é injetora e para cada rz < u, e a < H«, temos

ejZ:GI = H Q« n ejXI,m<w

onde Q« = (0, ll x {a} e Q« = J(K), para qualquer m # n

Observação 4.4 Em {ENG89], encontramos o exercício 4.4.B, que ü$rma: todo comple-

tamente metMzáuel é homeomorlo a um lfechado de um ouriço.

Como não temos ainda um espaço completamente metrizável e fortemente zero-

dimensional, vamos usei no mesmo tipo da mesmo raciocínio de "construção" de J(K)

para conseguirmos um.

Seja C' o conjunto de Cantor constituído pelo leais de 10, 11, que têm extensão tiiádica

sem ocorrências de 1. E conhecido existe uma função @ contínua e sobre.jetoia de G em

10, 11 tal que @-t(0) = {0}. Clara.mente Ó é perfeita e C é zero-dimensional. Como C é

8
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compacto temos que C será fortemente zero-dimensionar. Consideremos O* = C' \ {0} e

construamos o espaço C(H) = {oo} U C' x K, com a topologia induzida. por J(K). Também

C(K) será fortemente zero-dimensional. Fica bem definida uma função q' : C(H) --> J(#ç),
por '}(oo) = oo e '}(z, a) = (Ó(z), a), que também sela sobre.jetora, perfeita e contínua.

Podemos agora ver o próximo teorema.

Teorema 4.13 (IPV851,4.3) Todo espaço metrázáüeJ X é a imagem contígua, per/Cita

e {«.dutüe/ de «m meÉ,{,á«J/.d.me«te «-dí«.e«'{««l y t«Z q«. o(X) = «,(y). EX
é comi)l,eto se, e só se, Y o jor.

Demonstração Pela proposição anterior, X é imersível em J(fç), para K - d(X)

u(X). Consideraremos X Ç "J(K). Já que produto de funções perfeitas é perfeita, temos

que H ® : "C(x) --> "J(K), dada por ]] '}((z«)«) = (@(z«))«, é contínua, sobrdetoia e

perfeita. Se.ja Z = (ll 'P)':jXI e consideremos H = ll 'blz. Assim, H : Z --> X é contínua,

sobrejetora e perfeita, pela proposição 3.3. Fazendo uso da proposição 3.4, seja y um

fechado de Z tal que HIV : y --} X é sobrejetora, contínua, perfeita e irredutível. Como

Hlr é contínua, temos que d(y) $ d(X). Ainda, d(X) $ d(}'), já que nlv é fechada,

irredutível e sobrdetora. Como C'(H) é fortemente zero-dimensional, "C'(K) é, também

fortemente zelo-dimensional. Assim, y é metrizável e fortemente zero-dimensional.

Claramente .EX = Ey. Como X é completamente metrizável se, e só se, X é Cech-

completo, que é equivalente a EX ser Cech-completo, temos que X é completamente

metrizável se, e somente se, y o for. U

Podemos, finalmente, "aument.ar" a classe dos espaços de l<atétov

Teorema 4.14 (]PV85],4.4) Todo espaço completamente metrázáuel é de Kafêtou

Demonstração Seja X um espaço completamente metrizável. Pelo teorema anterior,

existem y, completamente metrizável e fortemente zero-dimensional, e .f : X --> y, so-

brdetora, contínua, perfeita e irredutíve]. Como y é de ]<atétov, pois tem subtopologia

compacta (teorema 4.12), temos que X é imagem perfeita de um compacto e é de l<atétov,

pelo teorema 4.2. n

Pala as próximas proposições precisaiemos ainda do resultado a seguir
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Proposição 4.22 (IPV851,4.5) Se 1) é tlm espaço discreto, então "Z) tem uma com

pacto/ilação ctÜo resto tem cardànaJÍdade 1.01. H

Diremos que dois espaços X e }' são co-absolutos, ou que X é co-absoluto a }', se
EX-Ey

Proposição 4.23 (lpv8sl,4.0) r ) r. . e'p«ço complet«me«te «et,i,á«J e /o,tem.nte

,e«-dim.n;io-Z X tem «m« «mp«'f@«ção 'ulo «'to 'em c«dín Já.Z«de $ d(X), e,

(2) Um espaço co-absol«'to « um completamente metrizáuet X tem uma extensão

H-fechada cujo resto tem cardinatàdade $ d(.X).

Demonstração (1) Pela observação 4.4, X é um ''fechado" de ".Z,), onde Z) é um discreto

de cardinalidade d(X). Pela proposição anterior, "I) = y tem extensão compacta Z, tal

que IZ\VI = d(X). Seja F = X' e temos que Fny = x' = x. Logo
\/

F' \ X Ç Z \ }''

e, IP\XI $ 1Z \ XI = d(X). Ainda,

]:r - 7z n F - F,

ou seja, F é compactificação de X

(2) Seja X um espaço completamente metrizável. Pelo teorema 4.13, temos que X

é a imagem perfeita de y completamente metrizável e fortemente zero-dimensional, com

d(X) = d(y). Em particular, .EX = .Ey. Logo y tem compactificação com resto de

cardinalidade 5; d(y) = d(X), pelo item anterior. Assim /7.Ey \ Ey = pZX \ EX tem

partição P em compactos tal que IPI $ d(X), pelo teorema 4.3. Assim, se algum espaço

Z tem mesmo absoluto que X, #EZ \ EZ tem partição em no máximo d(X) compactos.

Novamente usamos o teorema 4.3, Z tem extensão H-fechada cujo resto tem cardinalidade

no máximo d(X). n

Ainda podemos enunciar:

Proposição 4.24 (]PV8S],4.7) Se y é co-absoluto a um completamente metrãzáueZ X

t.J q«e ./(d(X)) > «,, enÉã. }' é «m e'p«ço de Ã'"têto«.

Demonstração Já que .EX = E}', basta mostrarmos que EX é de Katétov, pelo

primeiro cotolátio do teorema 4.2. Pelo item (b) da proposição anterior, temos que .EX
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tem compactificação como resto de cardinalidade no máximo d(X). Pelo segundo corolário

do mesmo teorema 4.2, basta acharmos um subespaço discreto e fechado de .EX com

cardinalidade d(X). Como X é metrizável de peso o(X) = d(X), temos que X tem base

a-discreta 23 = U 23. com IZil = d(X) e cada família Z$« discreta. Já que c/(d(X)) > w,

temos que IB.l = d(X), pala algum n < w (propriedade de cofinalidade). Pala cada
.4 c B., escolhemos 1,.{ € Á. Assim 7' = {z.4 : ,4 C B«} é um fechado discreto de X e

lrl = d(X). Já que n- : EX --} X é contínua, temos que EX tem subespaço discreto e

fechado de cardinalidade d(X). H

4.6 Resultados Adicionais

Vamos colocar aqui mais dois resultados interessantes

Teorema 4.15 (]PV85],5.1) Seja .4 um retrato de um espaço de 7ycAono.ÜX taZ que

X \ .A é idealmente coma)acto, e .4 tenha uma subtopoZogÍa compacta. Então X tem uma

subtopologia compacta.

Demonstração Seja ./ : X --} .4, uma retração. Lembremos que .4 é um fechado, já que

todo retrato é fechado. Seja r, uma subtopologia de .4 tal que .Á' = (.4, a'-) é compacto. Já

que ./' : X --} .4' é contínua, tem extensão contínua #/ : #X --} .,4'. Definimos g : #X -+ X

por

, . l p parar € (X\.Á)
gLPJ - S

l #./(p) parar c pX\ (X\.'{)
e, glx = {dx, já que /l.A = ád.4.

Vejamos que B - X \ ..4 C 7-(PX). Como B € r(X), temos que -B = w n x,

para algum W C 7-(/3X). Se.ia z € B. Como .B é localmente compacto, temos que existe

ç) C 7-(PX), tal que z c Q n .B e Q n .B' é compacto. Sendo assim,

z c Q n w c iífí@#x . {TFíi;i7''fíXPX - {TFl"BPX ç {Tfl"Ba''' - {771"BB ç B

Logo, PX \ B = (#X \ X) U .4 é compacto e g é compacta, já que

{p} se p C -B

(#./')':(p) n (#X \ B) para p € 4
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Seja a = {U C 'P(X) ; g':lUI C ,-(#X)} e temos que g : PX --} (X,a) é contínua e,

assim, (X, a) é compacto. Dado F fechado de (X, a), temos que g'ilFI é fechado de PX,

e, daí, g'ilFI n x é fechado de X. Como F = g'ilFI n x, temos que F é fechado de X

Daí, a Ç r(X).
Vejamos que (X,a) é espaço de Hausdorff. Sda p,q c À', distintos. Se p,q C B,

temos que existem U, V C 7-(#X), dis.juntos e contidos em .B, tais que p C t/ e q € y

Facilmente temos que U, y C a, já que g-flUI = U e g'ilT''l = V. Caso p C B e g € .A,

temos que existe U C r(X), tal que p C U Ç U"' Ç Z?, t/' é compacto e q çl U'' . Como

g'ijUI = t/ e g':lrxl . Í7x é compacto, segue que t/ e X \717x são abertos em (X, a).

Suponhamos, agora, que p, q C .4. Então existem U,V C a'-, disjuntos, que separam p e

q, respectivamente. Sejam Uo = (P/)':lul n X e Vo = (#/)''lvl n x que são abertos de

PX. Já que g':lUol = (P/)':lUI e g':lUol = (P/)':lVI, temos que Uo, Uo C a. n

Pela proposição 4.3, uma "maneira" de procurar uma subtopologia compacta pala um

espaço de Tychonofr é saber se R(X) é retinto de X e se R(X) tem subtopologia compacta.

Lembremos da noção usual de espaço disperso: X sela dito disperso (scattered),

se todo subespaço não-vazio tem ponto algum ponto isolado. Desde já temos que, se X

é H-fechado e enumeiável, X tem algum ponto isolado, já que X = U {z}, e usando a
proposição 3.7.

Teorema 4.16 (]PV85],5.2) t/m espaço de Katêíou enumeráueZ é disperso

Demonstração Seja }' um espaço enumerável e de Katétov. Então existe um bijeção

contínua / : y --> X, onde X é H-minimal. Se ,4 Ç y e /l.41 tem ponto isolado, .4 também
terá. Então é suficiente mostiaimos que X é disperso.

Mostraremos, indutivamente que existe uma família {.A.}.<.: de compactos de EX

e uma família {X«}.<«. de subconjuntos de X, ambas decrescentes, tais que

1. n-. : ,4. --> X. é uma sobrejeção irredutível e perfeita, onde r. «1«.

2. X. \ X.+i é o subconjunto dos pontos isolados de X.

3. X. \ X«+t # 0 se X.. # 0, e,
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4. x. = n x., para a limite

Seja Xo = X e .4o = EX

Suponha construídos até Õ e construamos para a :: #+ 1. Temos que nP é sobre.jeção

irredutível e perfeita. Peão teorema 4.1, XP admite uma subtopo]ogia r' ta] que XÉr =

(XP, l-') é H-minimal e na : .ÁP --} Xb é 0-contínua. Seja l)P o conjunto dos pontos isolados

de XP. Se nvP # 0 temos que Z)P # 0, pela discussão feita anteriormente. Definimos

X.. = XP \ .DP e B.. = n tjX.l. Como X. é 0-fechado, .B. é fechado e compacto. Ainda

nlB. : B. --} X. é perfeita e sobrejetora. Pela proposição 3.4, existe .4. Ç B. tal que

nl.,4. é irredutível, perfeita e irredutível. Chamamos al. = a-l...l.

Caso cr sda limite. Temos que nl n .4PI :: n XP, pelas propriedades de n-. Assim,P<a P<a
seja X. = Í) XP e .4.* contido em n .AP tal que a-l,.l. : .Á. --} X. sda peÜeita, irredutível

P<a P<cr
e sobrejetora.

Como X é enumeiável, e {.D.}.<«. tem ordem nula, ou seja, seus elementos são 2 a

2 disjuntor, X. = 0 para algum cv.

Dado .Á Ç X, podemos definir ' = minÍcr : .4 Z X.}. Temos que ' não pode ser

limite e como Xo = X, 7 = (í + 1. Sda Z C .Á \ XI Como .4 Ç Xõ, temos que Z é isolado

de Xõ. Assim .4 tem ponto isolado. H

Notas

A demonstração do terema 4.1 é baseada na feita por Hans Vermeer e Evett Wattel.

Jack Porter e Johannes Vermeer actescetaram a condição que a topologia gerada era, além

de H-fechada, semi-regular. A proposição 4.3 é uma reunião de fatos citados por Portes e

Vermeer. O lema 4.1 e a proposição 4.6 são enunciados modificados (generalizados) dos

exercícios 3.8.F e 3.8.G em IENG891, cujos originais só tratavam de enumerabilidade. A

seção que trata dos métricos tem suas demonstrações baseadas em IENG891. A demons-

tração do teorema 4.12 é na verdade uma grande simplicação da feita por W. l<ulpa em seu

artigo IKUL761. Neste trabalho de simplificação surgiu a proposição 4.20 que generaliza

uma construção de W. ]<ulpa.
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