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RESUMO

O objetivo deste trabalho é dar um tratamento matemaético, via andlise nao “standard”,
para a conjectura de Edgeworth. Esta conjectura relaciona dois tipos de equilibrio
economico, o “core” e o equilibrio Walrasiano, com a seguinte afirmacao: o crescimento
do numero de agentes em uma economia de trocas faz com que o “core” descresga,

aproximando-se do equilibrio competitivo ou Walrasiano.

ABSTRACT

The purpose of this work is to give a mathematical treatment on Edgeworth’s conjecture
using nonstandard analysis. This conjecture relates two types of economical equilibrium,
the core and the Walrasian equilibrium. It says that as the number of traders in an
exchange economy increases, the core shrinks to the set of competitive equilibria or Walras

equilibria.
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Introducao

O objetivo deste trabalho é a fundamentagao matematica da conjectura de Edgeworth, que
relaciona dois tipos de equilibrios econémicos que chamaremos de equilibrio Walrasiano
(ou equilibrio competitivo), e “core” (ou nicleo econoémico). O equilibrio competitivo
se d4 quando obtemos um vetor de pregos e uma redistribuicdo dos bens da economia
que satisfaz a totalidade dos agentes eccnomicos; o segundo diz respeito ao conjunto das
redistribuigoes de bens que ndo podem ser melhoradas por qualquer outra redistriuicéo
de bens promovida por subconjuntos de agentes economicos objetivando maximizar suas
preferéncias. A conjectura de Edgeworth relaciona estes dois tipos de equilibrio com a

seguinte afirmacao:

“O crescimento do niimero de agentes numa economia realizando trocas de bens, buscando
maximizar suas preferéncias, faz com que o “core” decresga aproximando-se do equilibrio

Walrasiano.”

Neste trabalho serao apresentadas quatro maneiras diferentes de se abordar a conjec-

tura de Edgeworth:

a) O teorema cldssico de Aumann,
b) O teorema classico de Debreu-Scarf (teorema limite),

c¢) A abordagem de Brown and Robinson para a equivaléncia do “core” e o equilibrio

Walrasiano via andlise nao “standard”,



d) A abordagem de Brown anda Robinson para réplicas economicas relacionando o

“core” e o equilibrio Walrasiano via andlise nao “standard”.

No capitulo 1 sdo apresentados modelos matemadticos para economias de pura troca,
os resultados cldssicos que provam a existéncia do equilibrio Walrasiano e a conjectura de
Edgeworth.No capitulo 2 abordaremos a conjectura de Edgeworth e daremos a sua prova

utilizando como ferramenta matemadtica a andlise nao “standard”.



Capitulo 1

Economias de pura troca

Este capitulo esta dividido em trés segoes. A primeira trata da existéncia do equilibrio
competitivo, a segunda da relacao entre o equilibrio competitivo e o “core”, e a terceira
relaciona o “core” e o equilibrio walrasiano através de réplicas economicas. Iniciaremos as
secoes definindo um modelo para economia de trocas. Todas as definigoes e resultados ap-
resentados nas trés segoes serao, na medida do possivel, acompanhados de exemplos. Antes

de iniciarmos a se¢do 1 introduziremos alguma notagoes:
R = {x=[Fw: sBn) €ER" 225 20, 4= 1, .. y0}
n
=1 )
S o= {mz(wl,...,xn)ERizz.’vi:l}
i=1

Dado um conjunto A C R, P(A) indica o conjunto das partes de A. Dados =, y € R",

escreveremos:
a) = > y para indicarmos que z; > y;, para todoi=1,...,n,
b) z > 0 para indicarmos que x; > 0, para todoi =1,...,n.

1.1 Existéncia do Equilibrio Walrasiano

Economias de Pura Troca

Definicao 1.1 Uma economia de pura troca ou simplesmente uma economia de trocas €

um conjunto finito € = {e;,>=;); i = 1,...,k}, onde e; € R} e >=; ¢ uma relagao bindria
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sobre R". O conjunto R} serd denominado espago das “commodities”. Assim, economia
de trocas consiste na ezistencia de k individuos ou agentes, denominados “traders” ou
consumidores, possuidores de uma cesta de bens e uma preferéncia e que procuram realizar
trocas desses bens com o intuito de obterem a maior satisfagao possivel de consumo ou

TIqUEZa.

O elemento e; = (z%,...,2) € R’ representa a cesta de bens iniciais do consumi-
dor 7, onde z* > 0 e m} representando a quantidade do j-ésimo bem, que chamaremos
de “commodity”; isto por que estdo pressupostos além da quantidade, data e local da
disponibilidade do bem.

k

Desta forma, a quantidade dos bens disponiveis na economia ¢ dada pela Z e;.

=1

A preferéncia >=; do consumidor i, ¢ uma relagao bindria sobre R’ , tal que sel(:c, y) €=y
diremos que o consumidor 7 prefere a cesta x a cesta y e escreveremos i >; y, quando o
consumidor 7 for indiferente entre = e y escreveremos z ~; y. Reunimos as duas relagoes
para o agente i no simbolo >;.

Dizer que as preferéncias sao continuas , significa que >; é um subconjunto fechado
em R’ x RY.

No decorrer do capitulo, exigiremos certas propriedades sobre preferéncias, estas serao

apresentadas de forma sucinta objetivando os resultados que seguem; maiores detalhes

sobre tais propriedades poderdo ser encontradas no apéndice A.
Sistema de pregos e o “budget set”

Sistema de Pregos

Definicao 1.2 Um vetor de precos, p, € um elemento de R’, onde p = (p1,...,pn) € tal

que pj, j = 1,...,n, € prego de uma unidade do bem j, j =1,...,n. Assim, dada uma

n

cesta de “commodities” x € R, o prego da cesta © € dado por p.x = } 1. pi%;.



“Budget Set”

Definigao 1.3 O “Budget Set” do consumidor i, sequndo o sistema de pre¢os p, € o

conjunto
B(p,ei) = {z € R :p.x < pe;}.

Isto €, dado um sistema de pregos, p, o consumidor i pode consumir toda cesta de “com-
modities” cujo prego € menor ou igual ao prego dos bens que possui.Chamaremos de

riqueza do “trader” i, seqgundo o vetor de pregos p, i =1,...,k, ao numero p.e;.

Correspondéncia de Demanda

Definigao 1.4 Para cada consumidor i, com dotagoes iniciais e;, chamamos de corre-

spondéncia de demanda do consumidor i, a aplicagao
©w; Ri X Ri — ’P(RZ_)
(p,e:) = {z € B(p ei):Vy€P(p ez =y}

Assim, a correspondéncia de demanda ¢ uma correspondéncia (fun¢do multivoca, isto
¢, associa pontos a conjuntos) que associa , para cada consumidor 7, com dotagoes inciais

e; os elementos maximais em ((p, e;) segundo a preferéncia >;.
A correspondeéncia de demanda, ¢, goza das sequintes propriedades:
a) ¢ € homogenea de grau zero, isto é:
VA >0, o(Ap, Aei) = ¢(p, i), pois B(Ap, Aei) = B(p, e:).

Portanto podemos tomar p € ST~! = {p €ERY:YiL,pi= 1}.

Doravante admitiremos que ¢ : ST~! x R} — P(R%).



b) Se > é localmente nao saciada, (isto é, dado * € R} ec € R, ¢ > 0, 3y € R’} com

lz =yl < ey > ax}), entao p.p(p.e;) = p.e;, pois. Va € B(p, e;), tal que p.x < p.e,,

existe ’ = z com p.a’ < p.e;.

A propriedade b) nos diz que com preferéncias localmente nao saciadas, os “agentes”

consomem toda sua riqueza na busca de bens que maximizem suas preferéncias.

c) Se »= ¢ estritamente conveza, entdo |¢(p,e;)| < 1, onde |p(p,e;)| denota o nimero

de elementos de ¢(p, €;).

Observacgao: Dizemos que > ¢ estritamente convexa quando dadas cestas x, y com
x ~; y (le-se: o “agente” 7 ¢ indiferente a consumir a cesta v ouy), v #y. 0< A <1 =

x4+ (1= Ny > z).

Para provar a afirmagao ¢) acima, basta observar que se a2,y € p(p,e;) ez # y.x ~; y,
entdao para todo A, com 0 < A < 1 tem-se Az + (1 — A\)y > 2 e como p.(Ax + (1 — N)y)) <
p.e; = Az + (1 — Ny € v(p,e;); 0 que nos leva a uma contradigao, pois ¢ maximal em

o(p, e;) para .

EXEMPLO 1

Seja ¢ uma economia de trocas com dois bens e dois agentes com preferéncias local-
mente nao saciadas (vide apéndice A). Os bens do agente, i, i = 1,2, serd denotado por
ei = (e, €i2), onde e;; representa a quantidade do bem j, do agente 1.

Geometricamente, ¢ pode ser representada pela figura abaixo

0,

X

figura 1
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O eixo horizontal representa o bem 1 e o eixo vertical, o bem 2. O comprimento da
caixa é dado por e;; + eg; e sua altura é dada por ey + e, em que e;; € ey representam
a quantidade do bem 1 do consumidor 1 e 2, respectivamente, e €15 e ey a quantidade do
bem 2 do consumidor 1 e 2, respectivamente.

As quantidades do bem 1 e do bem 2 para o consumidor 1, sdo dadas considerando-se
como origem o ponto 0,.

As quantidades do bem 1 e do bem 2 para o consumidor 2, sao dadas considerando-se
como origem o ponto 0g.

O ponto e, no interior da caixa representa as cestas ej, eg, lidos considerando-se as
origens 01, 09, respectivamente.

Dado um vetor de pregos p = (p1,p2), 0 “budget set” do consumidor 1, por exemplo,
¢ dado pela regiao hachurada.

A imagem da correspondéncia de demanda do consumidor 1, com preferéncia local-
mente nao saciada, ¢(p, e1), estd contida no segmento com extremos z, xy, que represen-
tam respectivamente a quantidade maxima do bem 1 e do bem 2, caso o consumidor 1
opte por consumir apenas um dos bens disponiveis segundo o vetor de precos em vigor.O
seguimento com estremos xj, xy esta contido no hiperplano H, = {z € Ri pz = pe}.

Chamaremos a representacao acima para a economia ¢ de caiza de Edgeworth.

Fungao utilidade

Definicao 1.5 Uma fungao utilidade ¢ uma aplicagao, u, que a cada elemento x € R’}

associa um nwel de satisfagao u(z).

Isto é, v : R — R e cada curva de nivel da fungao u, caracteriza um nivel de
satisfacdo do consumidor, e para cada cesta x, y pertencentes a uma mesma curva de
nivel, diremos que o consumidor ¢é indiferente a consumir a cesta x ou y. ou seja, ambas

dao ao consumidor a mesma satisfacao.



EXEMPLO 2

Consideremos novamente a caixa de Edgeworth do exemplo 1, mas suponha agora que

as preferéncias dos agentes sejam convexas (vide apéndice A).

Cy

0,
figura 2

Seja u; uma funcao utilidade para o consumidor 1, a partir da origem 0;. Suponha que
as curvas ¢;, 1 = 1, 2,3, da representem algumas das curvas de nivel da fun¢ao utilidade
uy. Isto é, para cada z € ¢;, v (z) = ¢;.

Chamaremos as curvas de nivel de uma fungéo utilidade de curvas de indiferenca.

Definicao 1.6 Diremos que uma preferencia >=; e uma utilidade u; do consumidori estao
associadas ou que >; representa u; (e escrevemos =, ) ou que u; representa >; (e escreve-

mos uy,) caso para todo x,y € R ,x =; y & ui(z) > ui(y).

Teorema 1.1 Sejam X um conjunto contavel de sequnda ordem, >; rela¢ao bindria sobre
X representando a preferencia do consumidor i, suponha >; continua, entao existe uma

fungao utilidade continua, u,, representando =;.
Prova: Vide Continuity properties of paretian utility, Debreu,G.,L.LE.R., 5 sept. 1964.

Observacgao: Um conjunto X é dito contdvel de segunda ordem se existirem abertos A,,,
n € N, tais que para todo A C X existe / C N, com A = (J;¢; A;. Todo subconjunto
fechado de R™ é contavel de segunda ordem quando considerado com a topologia induzida

pela topologia usual.



Definicao 1.7 Chamamos de pontos factiveis ou trocas factiveis para ¢ ao conjunto
ko k _
FA={x € Rik,Z:l‘.z _<_ ZC,',.’EI, €; € Rg_
i=1 i=1

O FA € o conjunto das cestas cujas quantidades nao ultrapassam o total de bens disponi-

Vels Na economia.

Definigao 1.8 O par (z,p) € R"™ x ST71 é chamado equilibrio walrasiano (ou equilibrio

competitivo) para a economia € se:

a) z; € p(p,ei), 1=1,2,...,k;

b) Zle T = Zf*zle,v, isto €, a cesta x; mazimiza a preferéncia >; do consumidor

i=1,2,...,k, e a demanda € igual a oferta dos bens.

Teorema 1.2 (ezistencia do equilibrio walrasiano) Seja e uma economia de trocas com k
consumidores, tal que suas preferéncias sejam continuas, estritamente convezas e estrita-
mente crescentes (ou mondtonas); suponha também que e; > 0, parai=1,..., k. Entao

eziste o equilibrio walrasiano.

Prova: Vide Introdu¢ao a Economia Matemdtica, Aloisio P. Aradjo, p.73 (142 Coléquio

Brasileiro de Matemaética).

A demonstracao do teorema acima pode ser feita utilizando-se o teorema do ponto

fixo de Brouwer ou mais geralmente o teorema do ponto fixo de Kakutani.

EXEMPLO 3

Considere a caixa de Edgeworth do exemplo 1. Suponha agora que as preferéncias dos

consumidores sao continuas e convexas (vide apéndice A).




Suponha que as curvas tracejadas representem as curvas de indiferenca do consumidor
2, e as de tracado continuo a as curvas de indiferen¢a do consumidor 1.

Sejam py, pa, p3 trés vetores de pregos distintos para a economia descrita acima, cada
vetor de pregos determina um hiperplano H, = {z € R? : pa = pe}, i = 1,2, 3; tal que
considerando-se a origem 0j, 0s pontos que estao a esquerda de H, pertencem ao Budget
set. do consumidor 1 e os pontos que estao a direita de H,, pertencem ao budget set do
consumidor 2.

A imagem da func¢ao de demanda do consumidor 1 e 2 considerando-se suas respectivas
origens, esta contida no hiperplano H,, , i = 1,2,3.

O equilibrio walrasiano se dd4 em um ponto a € H,, , para algum / = 1,2,3. que
seja ponto de tangencia mutua de alguma curva de indiferen¢a do consumidor 1 ¢ 2
respectivamente. Os pontos f,g sao equilibrios warlrasiano para a cconomia de trocas
representada pela caixa.

O hiperplano H,, nao possui nenhum ponto que seja ponto de tangencia mutua as
curvas de indiferenca dos consumidores 1 e 2 portanto com o vetor de pre¢os p3 nao temos
um equilibrio walrasiano para a economia acima descrita.

De um modo geral, um ponto m pertencente a caixa serda um ponto de equilibrio se
a reta que liga as dotacoes iniciais, e, dos agentes le 2 respectivamente, ao ponto m ¢

tangente as curvas de indiferenca de ambos os consumidores, que passem por m.

EXEMPLO 4
Seja ¢ = {z,>;), + = 1,2}, onde z € Ri, =i 1 = 1,2, relacdo bindria em RZ‘L.
Suponha que a relagao de preferéncia >;, i = 1, 2, seja representada pela fungao utilidade
1—a;

Ui R2+ — R, dada por wu;(x;,29) = aT'ay ™, onde 0 < o; < 1 (a funcao utilidade u;,

i = 1,2, assim definida é chamada de funcao utilidade de Cobb-Douglas).
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A relagao de preferéncia representada por wu; é fortemente convexa (vide apéndice A),
sendo assim a correspondéncia de demanda do consumidor, 7, determina a cada vetor de
pregos p uma fungao, que chamaremos de fungao de demanda individual. Seja p = (p,, pa)
um sistema de pregos, com p; > 0, 1 = 1,2. Temos entao que funcio de demanda
individual, ¢;, do consumidor 7 serd dada por

(2, B0} o) = fest ea)

D1 P2

p(p,e(i)) =

Observagao: Obtemos a funcao ¢ da seguinte maneira: Dado um sistema de precos p,
sendo >; fortemente convexa (vide apéndice A), podemos encontrar o maximo da funcao
utilidade wu;, que representa a preferéncia >=;, restrita a superficie A/ = {z € R"i PPy =

pei} = g7 (pei), em que g : R2, — R, que a cada  associa g(z) = pa.

FFaremos isto aplicando o teorema dos multiplicadores de Lagrange a w; restrita a Af.
Temos entao:

w2y, Tg) = aliay .

Afim de facilitar os cdlculos, seja v;(z, z9) = Inu;(z), 29) = a;lnzy+(1—a;)Inze. Temos
que o gradiente de v;(z,, z9) é dado por Vu;(xy,2z9) = (%f’ %), e o gradiente de g é
dado por Vg(z1,22) = (p1,p2); e pelo teorema dos multiplicadores de Lagrange temos

que um ponto x € M ¢é ponto critico de v; restrita A/, e portanto um ponto critico de u;

restrita a A/, se existir A real tal que Vv;(x), xy) = AVg(x1, z9), isto é, se

Q;
1) —=Apie
T
1— o
2) d-a) = Apg, tal que
T9
3) px = pe;,

vem dai que a; = Apy2; e, de 2) e 3) temos (1 — ;) = Apaxe = Ape; — Apja; e, portanto,

1
A=—.
peq

11



Temos entao que substituindo A e 1) e 2) obtemos

a;pe; (1 — a;)pe;
e y=-—-—.
P1 P2

€T =

Chamaremos de fung¢ao de demanda total a fungao:
¢: S} — R dadapor ¢= Zap(p,e(i)).

Seja E(p) = ¢ — Y e(i) fungao excesso de demanda. Temos que a solugao do sistema

bir — e1(1) + e (2) big P

= , em que
bag byy — ea((1) + 2(2)) | | po 0 1

bkj = a,—ej(l) + (1 - O‘,‘)(Zj(Q)
é um vetor p* nao nulo que iguale a oferta total de bens a demanda total de bens.

1.2 O “Core” e o Equilibrio Walrasiano

Nesta se¢ao definiremos uma forma mais fraca de equilibrio para economias de trocas, que
chamaremos de “core”, e em seguida enunciaremos resultados que relacionam este tipo de
equilibrio ao equilibrio “Walrasiano”. Por fim, apresentaremos um exemplo de economia
de trocas onde, de forma geométrica, poderemos visualizar a relagdo existente entre os
dois tipos de equilibrio.

A definicao de “core” de uma economia, num contexto mais geral, ¢ dado como segue:
O “core” de uma economia consiste dc todos os estados da economia que nao podem ser
melhorados por qualquer coalizao de agentes economicos. Um estado para uma economia
de trocas é uma redistribuicao dos bens na economia de tal forma que a soma de todos os
bens redistribuidos seja igual a soma dos bens disponiveis, isto ¢, nao ha criacao de novos

bens e tao pouco destruicao dos bens ja existentes.
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Os principais resultados relacionando o “core” ao equilibrio “Walrasiano” serao dados
por dois teoremas, cada um deles procura dar, a sua maneira, sentido a conjectura de
Edgeworth, cujas demonstracoes serdo omitidas; indicaremos porém, onde tais demons-
tragoes podem ser encontradas.

Para o que segue, vamos refrasear a defini¢cdo de economia de trocas de forma mais

conveniente.

Definicao 1.9 Uma economia de trocas ¢ uma aplicagao ¢ definida em wm conjunto finito
A, que chamaremos conjunto dos agentes economicos, tomando valores em P x R, que
chamaremos conjunto das caracteristicas dos agentes.

O conjunto R, denota o espago das “commodities”.

O conjunto P denota o conjunto das relagoes de preferéncias sobre R', .

Assim para cada a € A, temos e(a) = (>4, €q), onde =, € a relagao de preferéncia do
agente a sobre R’+ e e, al-upla dos bens iniciais ou dotagoes iniciais do agente a. Desta

forma os bens disponiveis na economia ¢ € dado pelo Y ,c 4 €q-

Definicao 1.10 Uma troca para a economia € € uma aplicagao f : A — 1?’+ que associa

a cada agente a uma nova cesta de bens f(a) € R, tal que e fo < Saca €a, i5t0 €,
nao hd criagao de novos bens na economia. Chamaremos de alocagao ou um estado para

£ a toda fungao de troca tal que Y ,cq fa = YoacA €a-

Definigao 1.11 Chama-se coalizao a qualquer subconjunto de A. Dadas as alocagoes f

e g, diremos que a alocagao g domina a alocagao f via coalizao S se:
1) ga >a fa, para todoa € S;
1) Yacs 9a = 2acs €a-

Dada uma alocagao f, se existir g satisfazendo 1) e i) diremos que a alocagao f foi
melhorada via coalizao S. O conjunto das alocagaes ou estados para € que nao podem ser

melhoradas por qualquer coalizao sera chamado de “core” e denotado por ((g).

13



Abaixo, repetimos a defini¢ao de equilibrio Walrasiano.

Definicao 1.12 Uma troca f para uma economia ¢ ¢ chamada de alocagao Walrasiana

(ou equilibrio competitivo) se:

a) fo € mazimal para =, em Bqo(p) = {z € RY : p.x < p.c,}, para todo a € A;
/3) EaGA fa = ZaGA Ca-

O conjunto de todas as alocagoes Walrasianas sera denotado por W(e).
Proposicao 1.1 W(e) C {(¢) para toda economia €.
Prova: Vide Handbook of Matematical Economics, vol 2. pag. 836.

Teorema 1.3 O “core” de toda economia de trocas cujas preferencias dos agentes sao:

continuas, converas e monotonicas; ¢ nao vazio.
Prova: Imediata, pois se {(¢) = 0 = W(e) = 0, o que contradiz o teorema 1.2, se¢ao 1.

Otimo de Pareto

Definicao 1.13 Diremos que wma alocagao f € um otimo de Pareto se:

a) feFA;

b) Nao eziste nenhuma alocagao f' tal que f'(a) =, f(a), para todo f'(a) >, f(a) para

pelo menos um a.

Podemos interpretar a definicao acima do seguinte modo: uma alocacao f nao ¢ um
6timo de Pareto se for possivel melhorar a situagao de pelo menos um agente economico
sem prejuizo aos demais.

A seguir daremos alguns exemplos que ajudardao no esclarecimento da defini¢ao de

6timo de Pareto.
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EXEMPLO 5

Considere a economia de trocas dada no exemplo 1, se¢ao 1.

0,

0,
figura 4

Observando que o agente 1 melhora sua situacao se consumir cestas que estao acima da
curva c¢; e o agente 2 melhora sua situacao se consumir cestas que estao abaixo da curva ey,
temos que a alocacao f dada acima nao é um 6timo de Pareto pois se caminharmos sobre
curva c; no sentido anti-hordrio a situacao do agente 1 permanece inalterada, (pois toda
cesta sobre c¢; lhe proporciona a mesma satisfacdo de consumo); ja a situacao do agente
2 foi melhorada, pois tais cestas estao abaixo da cesta ¢ e portanto lhe proporcionam
maior satisfacao de consumo; de forma andloga, se caminharmos no sentido hordrio sobre
a curva cp, a situagao do agente 2 permanece inalterada e a situagao do agente 1 sera

melhorada.

EXEMPLO 6

Considere a economia de trocas dada no exemplo 1, segao 1.

0,

0,
figura 5

A alocao f neste exemplo é um 6timo de Pareto, pois se caminharmos sobre a curva
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¢1 no sentido anti-hordrio o consumidor 2 tera sua situacao piorada, pois este passara a
consumir cestas que estao acima da curva cg; de forma andloga. se caminharmos sobre a
curva co no sentido hordrio a situacao do agente 1 sera piorada. Temos entdao que para a
economia de trocas representada pela caixa de Edgeworth acima, os étimos de Pareto sao

os pontos de tangéncia mitua das curvas de indiferenca dos agentes 1 ¢ 2, respectivamente.

EXEMPLO 7
Considere, novamente, a economia de trocas dada no exemplo 1. sec¢ao 1.

0,

figura 6

Como vimos no exemplo 6, alocagoes dadas pelos pontos de tangéncia mitua das
curvas de indiferenca dos agentes 1 ¢ 2, sao os 6timos de Pareto. Lembramos que o ponto
e na caixa representa as dotagoes iniciais dos agentes 1 e 2 quando lido considerando-se
as origens 0; e 0y, respectivamente. Lembramos também que o consumidor 1 melhora
suas dotacoes iniciais se consumir as cestas que estao acima da curva ¢; ¢ o consumidor 2
melhora suas dotagoes iniciais se consumir as cestas que estao abaixo da curva c¢o; desta
forma as alocacoes que melhoram as utilidades dos consumidores 1 ¢ 2, simultancamente,
serao aquelas que estao na regiao hachurada, pois fora desta regiao havera perda de
utilidade para um dos dois agentes. Dado que a economia acima possui apenas dois
consumidores, temos que sao possiveis apenas dois modos de se formar uma coalizao, a
coalizao de um agente ou a coalizao de dois agentes.

Consideremos, primeiramente, a coalizao de dois agentes. Como visto acima, as

alocagoes que melhoram simultancamente a situacao dos dois agentes serao aquelas que
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se encontram na regiao hachurada; estas por sua vez, se nao forem alocagoes pertencentes

ao “core” serao bloqueadas pelas alocagoes do “core”.

Afirmamos que com preferéncias convexas toda aloca¢ao do “core” ¢ um étimo de

Pareto.

Prova: Seja Y uma alocagao no “core” da economia tal que ¥ nao é um 6timo de Pareto.
Sem perdas de generalidades, existe uma alocagao X tal que X9 =9 Yo ¢ X, > Y7, sendo
as preferéncias dos agentes convexas, existe 6 > 0 tal que para todo Z € Bs(X) temos
Zy =1 Y1; desta forma, podemos obter uma alocagao Z' € Bs(X) tal que Z] possua
decréscimos positivos de bens em relagdo a X ¢ Z) possua acréscimos positivos de bens
transferidos do agente 1 na troca de X por Z7.

Desta forma, Zy >9 X9 = Zj >9 Yy e, portanto, Z' melhora a alocacao Y, o que
contradiz o fato de Y estar no “core” da economia. Temos, entao, que toda alocagao no
“core” da economia é um 6timo de Pareto.

Consideremos agora a coalizao de um agente. Vamos supor, sem perdas de general-
idade, que a coalizao de um tnico agente seré representada pelo agente 1. A alocacio
para o agente 1 serd dada pelo ponto e da caixa, pois esta alocagio lhe garante o nivel de
satisfagao representado pela totalidade de seus bens. Observe que o ponto f melhora a
situagao do agente 2 sem provocar perda de utilidade para o agente 1, e f por sua vez nao
pode ser melhorada por nenhuma outra alocagao pois esta ¢ um 6timo de Pareto ¢ sua
melhoria implicaria uma coalizao de dois agentes ¢, como visto acima, nos levaria a uma
contradi¢do. Vem dai que f ¢ uma alocagao no “core” da economia. De forma andloga,
a alocagao h estard no “core” da economia, e neste caso, h bloquearia a coalizdo dada
pelo agente 2. Desta forma, as alocagoes que nao poderao ser melhoradas serdo aquelas
que pertencem a curva de extremos f, h, pois estas, como visto, melhoram a situacao

dos dois agentes simultaneamente e por serem alocagoes 6timos de Pareto nao podem ser
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melhoradas por nenhuma outra alocagao da regiao.

Para completar, seja p um sistema de precos, seja H,, o hiperplano gerado por p, como
visto na secao 1, a imagem da funcdo de demanda do consumidor 1 e 2 estd contida
em H), e portanto os agentes procurao consumir as cestas pertencentes a H,, pois estas
maximizam as preferéncias dos dois ager tes segundo o vetor de pre¢os p. Dentre as cestas
pertencentes a H,, a inica que nao pode ser melhora ¢ a h*, pois ¢ um 6timo de Pareto
e estd no “core” da economia ¢ mais, tal cesta constitui um equilibrio Walrasiano para a

economia segundo o sistema de pregos p.

Observacao: A curva que percorre a diagonal da caixa ¢ chamada de curva de expansao
e contém todas as alocagoes que sao un: 6timo de Pareto; observe também que nem todo

otimo de Pareto estd no “core”.

Vejamos a seguir um modo de se dar sentido a conjectura de Edgeworth devido a
Aumann. Antes de enunciarmos o teorema de Aumann, introduziremos um modelo para
a economia de trocas ao qual a influéncia de um unico agente na economia ¢é insignificante.
Para este modelo, mostraremos que c¢s conceitos de “core” ¢ equilibrio walrasiano sao
coincidentes, isto ¢, uma alocagao f, estd no “core” da cconomia sc, e somente se, f é

uma alocagao walrasiana.

Definigao 1.14 Uma economia de trocas nao atomica, €, € uma aplicagao mensurdvel
definida em um espago de medida nao atomica (A, B, i), com u(A) = 1, tomando valores

em P x R} tal que o vetor das dotagocs iniciais dado por [ proj,oed, € finito.

Observe que para cada a € A, tendo e(a) = (>,, ¢4), temos que a preferéncia do agente

a é dada por proj; o €(a) e sua dotagao inicial dada por proj, o e(a).

Definigao 1.15 Uma alocagao ou um estado para ¢ ¢ uma fungao integravel f : A — R
tal que [ fd, = [proj,oed,.
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O conceito de economia de trocas nao atomica, ¢ na realidade, um conceito puramente
abstrato. Sua interpretagao pode ser a mesma dada no inicio da se¢ao, pois qualquer
economia € : A — P x RY pode ser vista como uma aplicagao definida num espaco
de medida (A, B, i), tomando valores em P x R, onde B ¢ o conjunto de todos os
subconjuntos do conjunto finito A e a medida « é a medide. de contagem normalizada,
isto é, u(E) = {%, onde |E| ¢ o niumero de elementos de E e |A| o nimero de elementos
de A.

O nimero p(E) é interpretado como a fragao da totalidade dos agentes pertencentes
a coalizao E.

A c-algebra B, que chamaremos o-algebra das coalizoes, ¢ introduzido por motivos
técnicos. No caso de economias com um numero finito de participantes, nao hd nenhuma
restricao a possiveis coalizoes.

Num espago de medida nao atomica (A, B, i), o conjunto A dos agentes economicos ¢é
infinito e nao enumerdvel.O conjunto A sera chamado de “continuun de agentes”. E todo

conjunto S em B, serda chamado de coalizao.

Observacao: Dada uma alocagao f, f, = f(a) denota uma nova cesta de bens para o
agente. Dada uma coalizao E, e dada uma troca f, [ fd, representa a cesta média de

bens alocados para os agentes de E.

Definicao 1.16 Seja f uma aloca¢ao para . Uma alocagao g domina ou melhora f via

coalizao S € B, se:
a) g(a) »a f(a), Va € S;
b) u(S) >0 e [¢9d, = [sed,.

Evidentemente o conjunto de todas as alocacoes f que nao sao dominadas ou mel-
horadas por qualquer alocacgao g, via qualquer coalizao S € B ¢ chamado de “core” da

economia.
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Definicao 1.17 Uma alocagao f ¢ chamada de alocacao walrasiana se existir um vetor

de pregos p € RY tal que:

a) Para todo a € A, f, € mazimal para >, em B,(p) = {z € X|p.x < pe(a)};

b) [ fd, = [ed,, isto ¢, a demanda de bens pelos agentes ¢ totalmente suprida pelos

bens ofertados pela economia.

O seguinte resultado é devido a Aumann (1964) “Markets with a continuum of tra-

ders”, Econometrica 32:39-50.

Teorema 1.4 Sejac: (A, B, p) = Pumox R} wma economia nao atomica com Jed, >0,

entao W(e) = ((¢).
Prova: Vide Handbook of mathematice]l economics, vol. 2 , pag.843,844,845.

1.3 Réplicas de uma economia e teorema limite

Um outro modo de se dar sentido a conjectura de Edgworth é através da no¢ao de réplica

de uma economia e é devido a Debreu-Scarf.

Definigao 1.18 Seja ¢ uma economia de trocas possuindo m “traders”. Uma n-réplica
de ¢, denotada por €™, consiste de n-copias de ¢ com mn “traders”’, consistindo na
reprodugao de n-vezes as caracteristicas de cada “trader”, isto €, dado um “trader” j,
J = 1,...,m, ezistem n “traders” com as mesmas dotagoes iniciais do “trader” j e
mesma relagao de preferéncia. Cada alocagio em < define uma alocagcao em €™ por
replicagao, isto ¢, cada conjunto de n-‘“traders”, com uma mesma caracteristica, tem a
mesma “commodity” como sua duplicata em . Se X ¢ uma alocacao em =, entao X™

denota a replicagao da alocagdo em XM,
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Teorema 1.5 ( Teorema Limite (Debreu-Scarf )). Seja ¢ uma economia de trocas com m
“traders”. Se cada “agente” tem fungao utilidade fortemente monotonica (isto €, estrita-
mente crescente), fortemente conveza, e continua, e cada “trader” tem dotagoes iniciais
estritamente positivas, entao uma alocagao X € wma alocagao competitiva para < se, e

somente se, X™ estd no “core” de €™ para todo n > 1.

Prova: Vide “A Limit Theorem on the core of an Economy” (1963) International Eco-

nomic Review, 4, 235-246.
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Capitulo 2

Economias de trocas nao
“standard”

Neste capitulo procuraremos dar sentido a conjectura de Edgeworth usando como fer-
rameta matemédtica a analise nao “standard”. Definiremos um modelo para economia de
trocas que chamaremos de economia de trocas nao “standard”, redefiniremos os conceitos
de equilibrio competitivo ou “Walrasiano” e de “core” ou nicleo economico. Este capitulo
esta dividido em duas segoes; o primeiro trard como principal resultado a equivaléncia do
“core” e o equilibrio competitivo para economias de trocas nao “standard”, a segunda
secao trata de réplicas economicas ¢ uma versao nao “standard” para o teorema limite
de Debreu- Scarf. Para os nao iniciados em anadlise nao “standard” rccomendamos uma
leitura prévia do apéndice C, neste apéndice serdao encontrados os principais teoremas e
conceitos utilizados neste capitulo. Afim de nao desviar a atencao do leitor, os resultados
sobre convexidade, num contexto nao “standard” para economia de trocas nao standard,
estao dispostos no apéndice B.

Antes de definirmos um modelo para economia de trocas em um contexto ndo “stan-

dard” introduziremos as seguintes notagoes:

a) Vo €* R", a monada de z, p(z), é o conjunto de todos os pontos de *R™ cuja
distancia a z ¢é infinitesimal. Se y € p(x) escreveremos x =~ y (le-se x infinitamente

proximo de y).
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b) Vz €* R", = > y significa z; > y; para todo 1,
x > y significa z; > y, para todo i, e x; > y; para algum 1,
x > y significa z; > y; para todo 1,

> 7 §
x ~ y significa r > y ou x = y.

2.1 A equivaléncia entre o “core” e o equilibrio Wal-
rasiano

Definicao 2.1 Uma economia de trocas nao “standard”, ¢, € dada por um par de fungoes
internas *I, *P, definidas em um segmento inicial T C *N, isto ¢, T = {1,2,...,w}, tal
que |T| =w € *N\N, tomando valores em *Q, ¢ P(*Q, x *§2y,), respectivamente, onde n
¢ um natural standard. *Q, = {z € *R" : x; > 0,Vi} que chamaremos de ortante positivo

de *R™.

i) A funcao *I associa a cada consumidor ¢ € T, a sua dotacao inicial, ou cesta de

“commodities” inicial, *I(t) = z; € *Qj.

ii) I(t) é “standard” limitada, isto é, existe um vetor » € 2, C *Q, tal que I(t) < r,

Vt.

>
iii) é v I(t) % 0, isto é, a cesta média de “commodities” da economia é nao nula,

a média de nenhum bem ¢ infinitesimal e grande parte dos consumidores possuem

quantidades nao infinitesimais dos bens disponiveis para consumo.

Observagao: A operagao X que foi utilizada acima ¢ obtida por transferéncia, do seguinte

modo: Sejam Q, € Ppin(Qn), onde Prin(Q,) denota o conjunto das partes finitas de ,,.

Defina:

Z5’PFin(Qn) - Q"

23



1 k
{a1,...,an} =~ ;Zaj
j=1

aplicando o monomorfismo * obtemos: *T : *Ppin(2,) — *Q,, onde *T é extensao de X,

e tal que se {ay,...,ar} € Prin(Qn),

Continuaremos a utilizar o simbolo ¥ para indicar a operac¢ao *%, ficando claro que ¥ é

obtida como descrito acima.
iv) Relembramos que a relagao, @, onde Q@ = {(t. *P(t) =>¢) : t € T, »=,C *Q, x *Q,}
¢ interna.

Para todo t,

«) > ¢ irreflexiva, isto é, >, y = © # y;
B) Se x > y, entdo = >, y, isto é, >, é monotomica,

w > .
v) Para todo z,y € *Q,, z,y finitos, se 2 & (0, entdo para todo w ~ v+ y, z =~ y,

w >z
7') = 6 tal que se @ =~ y e x =, y existe & > 0, § “standard” tal que, para todo
z € B(z,6), a bola de centro z e raio §, tem-se z >, y.

Proposigao 2.1 Sao equivalentes:

i) Sex >y ez € p(x), entao z >, y;

it) =y étal que sex Fy, x> y=36>0,6 € R :Vz€ B(z,6) = z > y.
Prova: =) Suponha z % y, v =, y (Vz € pu(z)) = z >, y) afirmamos que >, localmente
nao saciada. Seja A = {6 € *R:Vz(|z —x| < 8) = z >, y}. E claro que m(0) C A, onde
m(0) representa a monada de 0 € *R.

Afirmamos que A ¢é interno, pois como
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a) *R, é interno;

b) a prorpriedade Vz(|z — 2| < 8) = z >, y, envolve um numero finito de fungoes

internas a saber:

b | | : *R®™ — *R, obtida pela transferéncia da norma usual em R". (Obs.:
usaremos também a notacao *p, quando conveniente, para indicar a extensao

da norma usual em R".)
b”) <, obtida por transferncia da ordem usual em R;
b”") >; por hipétese.

Logo A satisfaz as hipdteses do teorcma de Keisler e portanto interno. Portanto

pelo principio do esparramamento temos.
c) 3>0(8€R) Va(|lz—z| < 0) = z >, y.

Agora suponha >; localmente nao saciada, = % y, z >; y, afirmamos que (Vz €

p(z), z>=¢y).

Prova: Imediata.

Funges de trocas

Definicao 2.2 Chamaremos de trocas, ou fungao de trocas, as fungoes internasY, Z, .

ey

X T — *Q,, que associa a cada t uma nova cesta de “commodities” X (t).

Definigao 2.3 Chamaremos alocagao final, ou simplesmente alocagao, a fungao de troca

Y com as sequintes propriedades:

a) Y é “standard” limitada.

w
t=

b) ‘%i)’(t) ~ =3 0.
t=1

1
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v) A condigao w) e o teorema de Kiesler, implicam que para toda fungao interna

X,Y,....Z € *QF que o conjunto {t: X (t) =, Y (t)} € interno.

Coalizao

Definigao 2.4 Uma coalizao, S, ¢ qualquer subconjunto interno de T'. Deve-se entender
coalizao como um conjunto de consumidores que se unem, e de forma cooperativa tentarao

impor uma alocagao na economia que mazimize suas preferencias.

.~ . oo 2 . . S . , ,
Definicao 2.5 Diz-se que uma coalizao, S, € negligenciavel se ';l ~ 0, isto ¢, S € uma
coalizao negligenciavel se o nimero de elementos de S for pequeno perante todos os con-

sumidores da economia.
Alocagoes e coalizoes

Lema 2.1 Se S ¢é negligenciavel, entao pare toda alocagao X temos iZIES X(t) = 0.

Prova: Seja X uma alocagao, temos que existe b € *Q, “standard” tal que X (t) < b
para todo t em S; vem daique 0 < %Z,Es X(t) < 521.63’) = I%lb ~ 0.
Se S é negligenciavel, os ganhos obtidos pelos consumidores + € S, sao despreziveis

perante a economia.

Definigao 2.6 Diz-se que uma coalizao, S, € factivel para uma alocagao Y se:

1 1
—>TY () & =) 1),
W ies “ ies

Definigao 2.7 Diz-se que uma alocagao Y domina uma alocagao X via coalizao S, se:

a) S € factivel para a alocagao Y ;
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b) Ve S (Y(t) % X (1)) (Vz € p(Y (1) = 2z =, X(t).
(Obs.: sendo =, localmente nao saciada temos, pela proposigao | acima, que 36 > 0

(6 € R) (Vz€ B(Y(t),6) = z>; X(t).)
“Core”

Definigao 2.8 Chama-se “core” de . ((g), ao conjunto de todas as aloca¢oes X que nao
sao dominadas por qualquer alocagao Y wia coalizao S. O “core” ¢ portanto o conjunto

das alocagoes que bloqueiam ganhos por coalizao.

Sistema de pregos, e o budgel set

Definigao 2.9 Um vetor de pregos p, ¢ um vetor nao “standard” finito pertencente a *Q,,
tal que p > 0. Cada coordenada p; de p determina o prego de uma unidade do bem z;
de uma cesta de “commodities” x. O valor de uma cesta de “commodities”™ x é dado pelo

produto interno de p.x, o produto interno € obtido por extensao do produto interno usual
em "R,
Restricao or¢amentaria (Budget set)

Definigao 2.10 Para cada sistema de pre¢os p, o “budget set” do consumidor t ¢ o

conjunto
By(t) ={z € *"Q, :px < pI(t)}.

Diz-se que uma cesta de “commodities” y ¢ mazimal em By(t) se

y € Bp(t), Bx € Bp(t)(x % y)(Vz € p(x)) = 2z =, y.

Equilibrio competitivo ou equilibrio Walrasiano
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Definigao 2.11 O equilibrio competitivo ou Walrasiano, w(e), € um par (p. X) tal que p
¢ um vetor de pre¢os ¢ X wma alocagao, ¢ existe um subconjunto interno K C A = {t €

T : X(t) ¢ mazimal em B,(t)} tal que LLﬂ ~ 1.

O equilibrio walrasiano ¢ portanto um sistema de pregos e uma alocacao que maximiza

a preferéncia de quase todos os consumidores da economia.

Conjunto pleno de consumidores

Definigao 2.12 Seja ¢ uma economia, nao “standard”, de trocas onde o conjunto de con-
sumidores T € interno, e |T| = w inteiro positivo infinito. Um conjunto de consumidores

T » T
U ¢ dito pleno, se U ¢ interno e ]TI ~ (.
Seja X (t) uma alocagao no “core” de ¢ fixada. Considere os conjuntos

R(t) = U {T € el < g, (Vw € "9, (*p(.r,w) < %) . ‘\'(t)} .

qeN
Gi(t) = Fi(t) — I(t).
Sejam G(t) = Uren Gi(t), F(t) = Uren Fr(t), temos G(t) e F(t) S-abertos.
Prova: basta provar que Fy(t) é S-aberto.
Seja x € F(t), temos entdo que a € Fy(t) para algum k. Seja § real “standard” tal que

1

6 < 5, € considere a S-bola, S(z,6), temos para todo y € S(z,6), para todo w € *Q,, tal

que *p(y,w) < #, tem-se que

. . . I 1 1 ,
plz,w) < "pla,y) + "ply,w) < o + o = & = w > X(1)

e portanto a S-bola, S(z,8) C Fk(t) C F(t), logo o conjunto F(t) é S-aberto, e con-
seqiientemente G(t) aberto.

Seja A(U) o “S-convex hull” da uniao U,y G (#).

Lema 2.2 (Lema Principal) Eziste um conjunto pleno de consumidores, U, tal que 0 ¢

S — int(A(V)).
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Prova: Paracada z € *R™ seja G™!(z) = {t € T : x € G(t)}, temos entdo que G~ (z) =
Urew Gi'(z), em que Gi'(2) = {t € T : (Vw € "0, *plz + I(t).w) < N =, X(1) c

r+I(t) € *Q,}.

Prova: Suponha t € G~!(2), temos & € G(t) = x € Gi(t) = Fi(t) — I(1) para algum k €
N, ¢ portanto x + I(t) € *Q,, Vw € *Q,., *plw,x+1(1)) < %)-w = X(t) =1 € G;'(a).
Logo, |

G l(z)C U Gy
keN

Agora, suponha t € Ugen G3'(2), temos + € G '(z) para algum k € N, e portanto
(Vw € *Q,, "plw,z+ I(t)) < %)w = z(t) = a € G(1), logo

U Gi'le) € 67 w),

keN

0 que prova a afirmacao.

Segue de (v) que para todo k € N ¢ todo = € *Q,, G;'(z) ¢ interno, e portanto
G~ !(z) é interno.

Seja L o conjunto de todos os racionais “standard”, », € *R tal que para todo k € N,
G '(r) é negligenciavel. Seja ry,..., 7y, ... uma enumeracao desses racionais. Afirmamos
que para todo r; existe um v; € *N tal que G~ !(r;) C G (rs), onde G;"('r,-) ¢ interno e

negligenciavel.

Prova: Primeiramente, temos que para todo &, G} '(2) C G;JL](:L'), pois para todo t €
Grl(x) = o € Gy (t) D Gil,(t), pois basta observar que para todo a € Gty (1) tem-se
que(Yw € *Q,, *p(w,z + I(t)) < ,\LH < %)w = X(t) = v € G} (t) e portanto para todo
teGrl(z)=>te G’;_:l(a,)

Defina
w: N — "V,(R)
ko Gil(a),
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por abrangncia temos:

Agora, seja

. * . . . * l * . l

r = {A: € "N :Vj€ NG <k™(j)C "p(j +1)C "p(k) e —17e()l < G
com *p(k) C T,}

onde T' conjunto dos consumidores. Temos I conjunto interno e contém todos os naturais

“standard”, logo por esparramamento temos que existe A hiperfinito tal que *@(j) C

*o(k) para todo j € N e portanto Jv; € *N : G~'(r;) C G ().

Seja By = U, G (ri), k € N, com o mesmo argumento utilizado acima podemos
obter p € *N tal que By C B, para todo k € N, com B, negligencidvel.

Seja U = T — B,, temos U subconjunto pleno de T, isto é, ]T;po—l ~ 1. Agora, suponha
0 €S —int(A(U)). Entao existe z € *R", z ;Z 0 tal que —a € A(U). Pela definicao
de A(U), —z é combinagao convexa de k pontos pertencentes a Ul&('f.l.,...k G(t;), em que k
finito. Isto é, existem #;,...,#x € U (ndo necessariamente distintos), pontos z; € G(t;),
i = 1,...,k; nimeros reais “standards” f,..., 03, tais que Z,kzl i, = —a ;é 0, com
B; > 0.

De z; € G(t;) temos para algum q € N (Vw € *R™: *p(a; + I(t;),w) < %)'w = X (t;).
Sendo G(t;) aberto para todo i, e portanto existem pontos racionais “stantards” r; € G(;)
suficientemente préoximos de z; e existem nimeros racionais “standards” 4; suficientemente
proximos de f; para que se tenha Zle il ;2 OeXr vi=1

Seja —r = Zf:l 7vi7i € tome um consumidor arbitrario ¢ty € U. Visto que r ;z 0, temos
az + I(to) z X (to), para o racional positivo suficientemente grande. Portanto, pela

monotonicidade da relagao de preferéncia, assumida para todos os consumidores, temos

ar + I(tg) »=>, X(to); isto é, Vw € p(ar + I(tg)) tem-se w >, X(to).
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Seja ¥ = {(6 € "R) (Vw € *Q,"p(w,ar + I(tg)) < 6) = w >, X(tp)}. Temos
m(0) C ¥, W é interno e por esparramamento existe § > 0. & € R ¢ portanto existe b € N

tal que Ll <de (Vw e *Qp) (plw.ar+ I(tg)) < % < b)) = w =, N(tg): logo ar € G(tp).

Agora, fixe rg = ar, ag = o o = a+’1, para 7 = 1,... k. Temos entao a; > 0 para
todo 7 e
k k
1 Q
o= ag+ Y0 = =1
i=0 i=1 a+1 a+liH
Entretanto,

k k l k Qa Qa
a;r; = aorg + a;r; = ar —+ —_— N = r—r)=0
;} il 070 ; il a+1 i=lo+1’71 i (l+1( )

e para todo i, 7; € G(#;). Entao, t; € G~'(r;), ¢ como t, € U, segue que r, & L.
~1y,.
G| % 0.

w
Vamos mostrar agora que para um 6 “standard”™ positivo (suficientemente pequeno),

Portanto, para todo ¢, Im; € N :

. i — A
podemos encontrar subconjuntos disjuntos A; C Gm"('r,-) tal que ]:J ~ da,.

B
Sejam 6 = <u>, onde B =G, (r:); Ao = {t1y+++ «Hpwoal}s | B] = L.
w

A = {f’([éwao]+l)) ceey f([&wao]-%[ﬁwol])} yee ey

A = {f(25;(1[bwo.i]+])‘ i s ,f[l} ;
onde [fwa;] = max{n € N;n < dwa;}, j=0,... k- L

(Observe que Y 4=} [dwa;] < L, pois [fwa,] + L < éwaj + 1, e portanto 4 [bwa ;] + 1 <
3=0 j aTE Ik 7=0 j

6w(l —ax) + 1 e como éw(l — ay) + 1 < L (por constru¢io), temos 6(1 — a;) 4+ L < 1; e

portanto °(§(1 — ag) + 1) < 0(5) isto é, 6(1 — ay) < 6.)

Seja A = Uf:o A; e defina a seguinte funcao interna:

Y(t)=ri+I(t), te Ay e Y(t)=1(t), t €A
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E claro que Y (t) € *Qn, Vt € A, Vt € A,. Segue que r; € G(t), isto é, 4; C Gol(ry).

Portanto, r; + I(t) € Fp,,(t) C *Q,. Agora,

j 1k
“eA i=0 tEA, i=01€A,
1 & 1 k
= — - I
Wiz l.eA, “’ E)IEA
k
e lz —1— I(t ~6207,+ Zl )= 0+ — Z[
W izo ‘*’ teA, i=0 “iea Y ieA
()}
WieA

e portanto A é factivel para Y. Dado que Y (t) = I(t) para t ¢ A, temos que Y é uma
alocagao. Finalmente, A; C G,‘nll,(r,-), segue que r; + I(t) =>, X (t) para todo t € A;, isto
é, Y(t) =, X(t) para todo t € A. Logo, A é ndo negligencidvel, e portanto X nao esté

no “core”; contra hipédtese.

Teorema 2.1 See € uma economia de trocas nao “standard” satisfazendo as propriedades
listadas anteriormente, entao uma fungao de trocas X estda no “core” de ¢ se, e somente

se, existe um vetor de pregos p tal que o par (p, X) ¢é um equilibrio walrariano.

Prova: w(e) C {(g).

Seja (p, X) equilibrio walrasiano para ¢, isto é, existe um conjunto interno K, tal que
]%l ~ 1 e X(t) ¢ maximal em B,(t) para todo t € K. Se X(t) ¢ ((¢), entdo existe uma
alocagdo Y (t) e uma coalizdo nao negligenciavel S, tal que %,Zzes Y (1) ~ £ZLES I(t) e
paratodot € S, Y (t) =, X(t) e Y(t) % X(¢).

Seja M = S N K, temos

i) M interno ( teorema de Kiesler),

151

ii) |———|z :
w w
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Prova: temos 0 < [SU K| < T=w=|SUK|= IS+ K| = SN K| < w. dividindo-se

ambos os menbros da desigualdade por w, vem:

IS| K] M|
=+ -y
w w w
e sendo M| < |S|, temos
5 M I S M
o< SISt g
w w w w w

iii) para todo t € M, Y (t) », X ().
Prova: imediato pois A/ C §.
>
iv) Vt e M, p.Y(t) % p.I(1).

Prova: Suponha que p.Y (1) ~ pI(t) = Y(t) € By(t), YVt € M. Como Y domina X via
coalizao S, temos Vz € n(Y(t))(z =, X(t)), absurdo pois X () % Y (1) e X (1) maximal

em By(t).
>

Agora, de iv) temos que para todo t € R, p.(Y (1) - I(1)) % 0.
Sendo T' hiperfinito, M c T, A/ Interno, vem que existe
to € M(VE€ M, p.(Y (1) = I(1) > p.(Y (ty) — I(ty)).
2
Mas p.(Y (to) — I(t9)) % 0. Tome \ = %p.()”(fo) — I(ty)), temos entao que

PAY (1) = 1(1)) 2 p.(Y (1) ~ I(to) % A %0, para todo 1 € 1.

conseqéntemente, para todo ¢ € M,

|M] M, >

—ZP (Y(t) - 1(t ZP Y(to) — I(tg)) = P (Y(to) = I(tg)) > — A %0
teR ren WI
po= ¥ —L —Zp) aé Z—
teXI:? w = ter ¥
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o que contradiz o fato de S ser factivel para Y. Pois, sendo S factivel para a alocacao Y,

temos:
1
Lsvin=isvi+l © vorlsioel v -ty
W ies Woen “ e(S—M) “iem “’ 1E(S— M) “ies

Mas L2 ~ 1M
w w ?

1
- Z —— Z Y (t > oY)
W ies W oem b re(s M)

~ L Z[(f - — Z I(t
“wy (S—M) W ies “oen

e portanto p. ) iepr —, YO » p. YteM —(—‘). o que contradiz iv). Logo w(e) C ((¢).

Vamos mostrar agora que £(¢) C w(e).

Suponha X no “core” de ¢ e seja U conjunto pleno de consumidores como no lema
principal. Temos pelo lema principal que 0 ¢ S — int(A(U)): ¢ portanto pelo lema
da scparagdo existe um vetor “standard” p # 0 tal que para todo 2 € S — int(A(U)),
p.T 2 0. Portanto para todo y € G(t), p.y Z 0, onde S — int(G(t)) = G(t), isto porque o
S —int(A(U)) = “S-convex hull” de G(t). O que é equivalente a dizer que p.x 2 p.I(1),
pois dado y € G(t), temos y = = — I(t), onde =z € F(t), dado que p.y =~ 0 vem que
p.y = p.(z(I(t)) 20 = p.x e I(t). Agora, se x € F(t) com p.y e p.I(t), temos
p.(z = I(t)) 2 0, como z € F(t) vem que z — I(t) € G(t).

Suponha z € Q, C *Q,, isto é, z vetor “standard” com z > 0. Entao z + X (t) € F(t)
para todo t € T, pois temos que X (t) e z € *§2,, e por iv) e 4) vem que para todo
w2+ X(t), w>; X(t).

Definindo ©® = {(6 € *R) : (Vw € *Q,*p(w,a + X(t)) < é)w =, X(1)}, temos ©
interno e contém todos os infinitésimos e por esparramamento temos que existe § > 0
(6 € R) e portanto existe k € N tal que % <6,e(Vwe "Q, "plw,z+ X (1)) < % < O)w >y
X (t) e portanto z + X (t) € F(t).

Afirmamos que p > 0.
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Suponha que para algum 7, p;,0 € R, podemos escolher z € Q,, tal que p.(2 + X (t)) ;
p.1(t), pois basta tomar z = (0,...,0,2;,0...., 0), isto ¢, podemos tomar um vetor z
tal que a i-ésima coordenada é nao nula e estritamente positiva, e com todas as demais
coordenadas nulas, vem dai que para z; suficientemente grande temos p.(z+X (1)) a<é p.I(t),
o que contradiz o fato de z + X () € F'(1), portanto temos que ter p > (.

Afirmamos que para todo t € F(t), p.X () 2 p.I(t).

Suponha que para algum t € T', p.X (1) ; p.I(t). Seja ® = {z € *Q, :p.(a+ X(t)) <
p.I(t)}, temos ® interno e p(0) C & e por esparramamento existe = € §2,, C *Q, tal que
p.(z+ X (1)) ’»)<é p.I(t). Observe agora que por iv) ¢ ) temos =z + x(t) »=>, X (#) e portanto
para todo w =~ z + X (t), w >, X (t).

Definindo IT = {(6 € R); (Vw € *Q, *p(w,z + X (t)) < §)w =, X(#)}, temos II interno
e m(0) C Il por esparramamento existe § > 0 (6§ € R), e portanto existe b € N tal que
1 <6, (Ywe *Q*p(w, 2 + X(t) < Z~ < 0)w >; X (1) e portanto z + X (1) € F(t) o que
nos leva a uma contradigao. Logo para todo t € T', p.X (1) Z p.A(1).

Vamos mostrar agora que com excessao de no maximo para um conjunto negligencivel
de consumidores p. X (t) ~ p.I(1).

Se para algum conjunto S, S interno, tivermos p. X () ';é p.I(1), entao wi Yoesp-X (1) e
SiespI(t), pois, definindo ¢, = {g, € *R : p.X(t) > p.I(t) + &/}, temos ¢, interno e
m(0) C ¢,, pois para todo t € S, tem-se p. X () > p.I(t) =~ p.I(t)+¢; por esparramamento
existe ¢, > 0, ¢, € R, tal que p.X(t) > p.I(f) + &. Sendo S interno e finito, exite
0 < €4y = mingeg{es, e € R}.

Vem daique para todo t € S, p.X(t) > p.I(t) + &, logo

1 | 15|
“Y p X s = p ) + 2
WZP () >=3%"p (1) + e,

tes “es

e, portanto,

%Z[J.X(f) ;9 ._ITZP_]“).

tes “tes
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Mas, %E(e(T—s)p.X(t) 2 %Z,G(T_S)p.l(t), basta observar que tendo p.X (1) P p.I(t)

para todo t € T'. Vem dai que

1 1 1 > ] 1
— Y pX(t) = —> p.X()+— Z pX(t) % =) pI(t)+~ > pI(t)
@ seF W ies Y ie(T-5) “ies “te(T-5)

1

W ier

o que contradiz o fato de X ser uma alocagao.

Portanto p.X (t) &~ p.I(t) com excessdo de no méximo para um conjunto negligenciavel
de consumidores.

Para completar a prova vamos mostrar que X (7) ¢ maximal em /3,(1) para todo t, isto
é, p.x ;‘: p.I(t) para = € F(t).

Pois se supormos p.z = p.I(t) para @ € F(t), temos @ € f3,(t) ¢ para todo w =~ a
temos w >; X (t). Definindo p(w,z) < §)w >, X(t), pw < p.I(t)}, temos A interno,
e por esparramamento existe § > 0, 6 € R, e portanto existe k € N, tal que % < de
(Vw € *Qu*p(w,z) < 1 < 8)w >, X ()) e portanto = >, X () ndo maximal em S,(t).

Afirmamos que p ;Z 0.

Suponha que nao, isto é, suponha sem perdas de generalidades, que p; =~ 0. Observe
agora que o vetor p é “standard” nao nulo, e portanto alguma coordenada de p é nao

P : : >
infinitesimal, sem perda de generalidade, seja py & 0.

>
Mas £ZteT I%(t) % 0, onde I?(t) segunda coordenada de I(t); visto que % Yer I(1)

Qv RV

0. Sendo X uma alocagéo segue que =3",cp X (1)~ 23 1(t), vem dai que 1 37, X (1)
0 e portanto existe um conjunto nao negligencidvel de consumidores S, S interno, para o
qual X ?(t) a>é 0, onde X2(t) segunda coordenada de X (t) com t € S.

Agora, para todo consumidor #, segue de iv) e v) que X (¢) + (1,0,...,0) =>; X(¢).
Escolhendo arbitrariamente ¢ € S, podemos obter ¢ > 0, ¢ € R, suficientemente pe-
queno para termos X(t) + (1,—¢,0,...,0) >, X(t). Pois, basta definir ¢ = {¢ €

*R @ X(t) + (1,-¢,0,...,0) >, X(t)}, temos ¢ interno, m(0) C ¢ pois para todo
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w = X(t) + (1,-¢,0,...,0), onde ¢ € m(0) temos w ~ X(t) + (1,0,...,0) e por-

tanto w >; X(t) (observe que para todo ¢ € m(0), X(#) + (1,-=.0,.... 0) € *Q,, ja
>

que Xz(f.) # 0), temos entao por esparramamento que existe ¢ > 0, ¢ € R tal que

|X(t) + (1, —€,0,...,0) >, X(t), logo, X(t) + (1,—¢,0,..., 0) € F(1) ¢ temos
pI(t) R p[X(1) = (1,-.0,...,0)] = p.X(1) +p' — pPc % p.X (1),

isto ¢é, p.I(t) :,2 p.X(t), para todo t € S.

Sendo Igl # 0, isto contradiz o fato de p.X (t) = p.I(t), exceto para um conjunto nao
negligenciavel de consumidores. Logo p ;Z 0.

Agora suponha = € F(t) ¢ I(t) ;é 0; entao p.I(t) ; 0, pois p ; 0. Visto que p.x ;
p.I1(t), segue que p.x ;é 0 e portanto existe j tal que z; ; 0, sem perda de generalidade,
seja j = 1. Entao « — (¢,0,...,0) € F(t) para ¢ suficientemente pequeno. Pois, definindo
n={€ *R:z—(0,...,0) =, X(1), 2 — (,0,...,0) € *Q,}, temos 7 interno e
m(0) C 7, pois para todo € € m(0), temos @ — (¢,0,...,0) = z, v — (¢,0,...,0) € *Q,
e portanto = — (¢,0,l;dots,0) =, X(t) e por esparramamento existe ¢ > 0, ¢ € R tal que
z— (,0,...,0) € F(t). Entao, p.I(t) 2 p.lr = (£,0,...,0)] = pa — ple '7‘<é p.x, isto ¢,
p.I(t) ;é p.x. Se I(t) =~ 0, é claro que p.z ;é p.I(t).

Finalmente, suponha I(t) ~ 0 ¢ 2 ~ 0. Dado que & € F(t), temos I(t) € F(t).

Se o conjunto S de consumidores t para os quais I(t) € F(t), S for negligencidvel, entao

pode ser ignorado. Se por outro lado, S for nao negligenciavel, entao /(t) domina X (t)

via coalizdao S, contradizendo o fato de X estar no “core”. O que conclui a demonstracao.
; ¢

2.2 Réplicas de uma economia
(uma abordagem nao “standard”)

Nesta secao abordaremos réplicas economicas (vide capitulo 1, definigao 1.18), enunciare-

mos o teorema de Brown and Robinson que relaciona uma alocagao Walrasiana para uma
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economia de trocas ¢, com m “agentes”, com o “core” de suas réplicas.

Definigao 2.13 Seja H = {¢;}ics uma familia nao limitada de economias de trocas com
um numero “standard” de agentes economicos, isto ¢, para cada k € N, existe i € I tal

"

que |e|, o numero de “traders” da i-ésima economia, € maior que k.
Suponha que H satisfaca as seguintes propriedades:

a) A dotagao inicial, e;, t = 1,...,1, dos “agentes” de ¢; € H, i € I, é uniformemente
limitada superiomente, isto ¢, existe n € R tal que I(t) < n, para todo t = 1,...,1,

para toda economia ¢; € H.

b) A dotagao inicial e;, + = 1,...,7, do “agentes” de ¢; € H, i € I, é uniformente
limitada inferiormente acima do zcro, isto é, existe m € R, 0 < m < n, tal que
q

ey > m, para todo t = 1,...,7, para toda economia ¢; € H.
¢) A relagao de preferéncia de cada “agente” t em H é

¢') Irreflexiva (vide apéndice A);

¢”) Continua, isto ¢, para todo z, y € Q. os conjuntos {z € Q,, : z =, 2}, {z € Q,, :

y > z} sdo aberto em R";
¢”’) Fotemente mondtona, isto é, se z > y = a >, y.
d) A familia das relagdes de preferéncias de todos os “agentes” em H é equimonotonica

sobre §2,,, isto é, para todo 2 > 0 e para todo y > 0 existe § > 0 ¢ para todoi € I e

para todo t € ¢; temos que se 2 € B(z +y,6) e w € B(z,8) = z =, w.

Definicao 2.14 Dadas uma economia de trocas ¢ = {I(t), >t =1,....m} “standard”
ou nao “standard”, uma troca X (t) e um vetor de pregos p € *Q,. (Obs.: chamare-

mos de economia de trocas “standard” aquelas cujo nimero de “agentes” é um natural
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“standard”). Definimos os sequintes conjuntos para cada real “standard” positivo §:

DIX) = {1€c:pX(t)=pIt) = 6)

FP(X) = {te

[}

1 (3y € Qa)py < pI(t) A (Vw € By, 6)w = X(t)}

P — DPLy P
Podemos interpretar os conjuntos definidos acima como segue:

DE(X) é o conjunto dos “agentes” cuja compra da cesta X () ao preco p tem seu

budget set violado por um valor ¢;

FP(X) é o conjunto dos “agentes” em ¢ que podem adquirir uma “commodity” y,,
ao vetor de precos p, cujas quantidades sao finitas, sem violar o budget set dado por

p, e tal que toda “commodity” z € B(y,, 6) ¢é preferivel a X (t).

Teorema 2.2 Seja K = {&;, X;}ier ¢ H = {ei}ie;. Suponha H uma familia nao limitada

de economias de trocas satisfazendo as propriedades acima. Sejam X; uma familia de

alocagoes, onde X; € {(g;), e sejam X; uniformemente limitada por cima. Entao, para

todo 6 > 0, existe n € N tal que para toda economia ¢; € H, se
|GE]

de pregos p tal que ﬁ < 4.
Eq

gi| > n existe um vetor

Antes de provarmos o teorema 2.2 acima, faremos algumas observacoes e daremos mais
algumas definigoes.

As nogoes de “core” definidas para economias de trocas “standard” e nao “standard”
diferem na definicao da alocagao e bloqueios (vide defini¢ao 1.11, capitulo 1, e defini¢ao
2.8, capitulo 2). Mas o conceito de “core” para cconomias de trocas “standard” é também
significativo nas economias de trocas nao “standard”, o que serd demonstrado no que

segue.

“Q-core”
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Definigao 2.15 Chamaremos de “Q-core” (leremos quase “standard core”) o conceito de

“core standard” quando transferido para economias de trocas nao “standard”.

“Q-Blocks™

Definigao 2.16 Seja ¢ = {I(t), >t = 1,....w} economia de trocas nao “standard”
satisfazendo as propriedades listadas da definigao 2.1, capitulo 2. Seja ¢ = {Y € *QI .y
¢ uma troca e Y e Y (1) < Yep I(t)}. Se Z,Y € ¢, diremos que Z “()-blocks” Y wvia
coalizao S C T se, e somente se, Y s Z(1) = YesI(t) ¢ para todo t € S, Z(t) =, Y ().

SeY € ¢ eY énao “Q-blocked” por qualquer Z € ¢, diremos que Y esta no “Q)-core”.

Provaremos o teorema 2.2 acima, provando, primeiramente, o lema 2.3 que enunciare-
mos a seguir que afirma que trocas “standard” limitadas no “Q-core” de < estao no “core”

de ¢.

Lema 2.3 Se existe § # 0 tal que para todot € T ¢ para todo [(t) > 0. entao toda troca

“standard” limitada no “Q-core” de ¢ estd contida no “core” de <.

Prova: Seja X uma troca “standard” limitada no “Q-core” de ¢ ¢ nao no “core” de e.
Entao existe uma coalizao S, S interno, e uma alocacao Y tal que para todo t € S,
Y(t) => X(t) e

lZ:Y(f,) A —1—21(7‘) com 151 % 0.

@ tes W ies &
De fato, de £ 3,cs Y (1) &= L 37,5 I(t), temos:

(a) —ZY(t)g%Z[(t) ou (b })Zyupl‘zz(n.

tes “ 1es tes “ies

Caso (a)
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Se 135V (t) < LY esI(t), entdo e Y () < YiesI(t), pois basta multiplicar

ambos os lados da desigualdade por w. Temos entao que a troca

_[Y(@) ,teS
Z")‘{m) g s

¢ uma alocacao com ° (%ZLGS Z(f)) m 2 (% Z,esl(z‘)) e Z(t) »; X(t) parat em S, €

portanto Z “Q-blocks” X, o que contradiz o fato de X estar no “Q-core” de ¢.

Caso (b)

Se supormos que para algum j que 52,65 YI(t) > iz,es I(t) ¢ tendo por hipétese
que existe § > 0 tal que para todo j, I7(t) > 6, temos que u—ljz,eg I(t) > izces‘(‘ =
]%lé > 0 e portanto = 3,5 Y7(¢) > 0.

Defina para todo n € N o conjunto B, = {t € S : YI(t) > %} temos que para todo
n € N que B, interno e B, C B,;.

Suponha que para todon € N, ]%l ~ 0. Entao existe v € *N\N tal que ]%l ~ 0,
pois definindo I' = {k € "N : (Vj € *N), (k < j) = By C B;, 0 < L@ < 2}, temos
[ interno (vide teorema de Kiesler, apéndice C), N C I', ¢ por esparramamento (vide
apendice C), existe v € *N\N tal que 0 < JBT[ < 11—, = J%l ~ 0. Vem dai que:

_Zy] = Z)/] Z)J 'I_ZY]£|S|
w

“res ¥ teB, “ 1es\B, teS\ B, w

T | =

~ 0
~ U,

isto porque se temos t € S\B, = YI(t) < L‘;, pois Y ¢ “standard” limitada. O que
contradiz o fato de 1 = 2.tes Y7(t) > 0. Conseqiientemente, existe n € N tal que ]T"l > 0.
Seja a = |Bn|, ¥ = 2 Ties YI(t) = 2 S5 I7(t); e para todo t € By, § = v%. Observe

que pelas consideracoes feitas no inicio do caso b) 4 ¢é infinitesimal. Defina

ion _ JYI(t) =6 ,te€ By,
Z’(t) = {)fj(f) ,t € S\B,.

Para j # 1, j,i € S, seja Z'(t) = Y'(t), para todo t € S; finalmente seja Z(t) = I(t) para

todo t € T'\S.
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Agora, se I%l >0 = ‘é’ ¢ finito e portanto §, = “g”y ¢ infinitesimal. Temos entdo
que t € S, Z(t) = Y(t) e pela propriedade 7 presente na definicao 2.2, no inicio do
capitulo 2, temos que Z(t) >, X(t), Vt € S, pois Z(t) >, X(t), isto ¢, para todo
yeu(Z)=y>, X(t). Mas Z € ¢, pois

lZz]’(t) =T S Z(t) + ! Yo Z(t) = lZw'(f) -y = lZIj(t).

W ies “ 1B, “ 1eS\B, W rel “ ies
(Obs.: se existir mais de um j para o qual iztes Yi(t) > izleg I’(t), repita a con-
strugdo), o que contradiz o fato de X () estar no “Q-core” ¢ portanto para toda troca
limitada X no “Q-core” e, X estd no “core” de «.

A prova do teorema 2.2 segue imediatamente.

Suponha que o teorema é falso, entdo, para algum 6 > 0 ¢ para todo m € N, existe
(¢:,Xi) € K, tal que [¢;] > m, com X, tendo a propriedade de para todo vetor de precos

P(X : . N
D, E‘l‘H > 6. Aplicando o principio de transferéncia temos que para algum 6 € R, § > 0,

¢ para todo m € *N, existe (¢”,X) € *K, tal que |[¢”] > m, e X estd no “core” de £ se
" for uma economia “standard”, e X troca “standard” limitada no “Q-core” se &”, se ¢”

<

for economia nao “standard”. Em qualquer caso, X tem a propriedade de que para todo
q ) p que p
GR(X

vetor de pregos p, l—le(,%)' > 0.

Escolhendo m como um w € *N\N, existe (¢”, X) € *IU satisfazendo as propriedades

) P
acima. ¢” economias de trocas nao “standard” e X nio ¢ um equilibrio competitivo para
", pois para todo t € G§(X), temos que existe Y € §,, tal que pY (1) < pI(t) e para todo
w € S(Y,0), temos w >; X(t), e pelo teorema 2.1, X & {(¢), o que contradiz o lema 2.3,
) s » 0.4

pois tomamos X no “Q-core” da economia £”.

O teorema 2.2 afirma que alocagoes no “core” de uma economia nao “standard” sio

também alocagbes walrasianas ou competitivas que satisfazem a totalidade dos agentes

da economia.

A seguir enunciaremos e demonstraremos o teorema de Brown and Robinson, que
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apresenta uma alternativa de prova para o teorema limite de Debreu-Scarf.

Teorema 2.3 (Brown and Robinson) Seja ¢ uma economia de trocas. Se todo “trader”
tem suas preferencias representadas por uma fungao utilidade com as propriedades de
forte monotonicidade, irreflerividade, e continua, e todos os “trader” sao possuidores de
dotagoes iniciais estritamente positivas, entao uma alocagao X ¢ uma alocagdo competitiva
para €, ou seja, X € um equilibrio walrasiano para < se. e somente se, X") estd no “core”

de <) para todo r > 1.

Prova: Seja X ") uma alocagdo no “core” de £(™) para todo r > 1, temos entao que existe
n € Q, tal que X (¢) < n, para todo t € |¢(|. Aplicando o principio de transferéncia,
temos que existe X (?) troca “standard” limitada no “Q-core” de () para todo o € *N\N.

Sejaw € *N\N, temos que £“) satisfaz todas as hipéteses e resultados do teorema 2.1
e do lema que precede a demonstracao do teorema 2.2. Isto é, existe um vetor de pregos
p tal que (p, X)) ¢ um equilibrio competitivo para ¢*) (Obs.: o teorema 2.1, capitulo 2,
garante que o vetor de pregos p > 0 e “standard”).

Afirmamos que (p, X (V) é um equilibrio competitivo para e(!). Se nao, pelo menos um
“trader” t tem uma cesta de bens y em seu “budget set” tal que y >, X (#).

Vem dai que na w-ésima réplica existem pelo menos mw “trader” que preferem y a
X e sendo a preferéncia dos mw continua, existe § > 0 tal que para todo w € S(y,6)
w é preferido a X )| o que w é preferido a X “), o que contradiz o fato de (p, X)) ser

um equilibrio competitivo para ¢“). O que prova a afirmacio.
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Apéndice A

“Commodities” e relacoes de
preferéncias

“COMMODITY™”

Definigao A.1 Chamaremos de “commodity” a todo bem ou servigo ao qual especificamos
suas caracteristicas fisicas, local e data de sua produgao. Isto nos permitira distinguir os
bens nao so por suas caracteristicas fisicas, mas também pela data ¢ localizagdio em que

estarao disponiveis.

Exemplo 1: 1 ton. de soja produzida no Brasil serd considerado distinta de 1 ton. de
soja produzida nos E.U.A. mesmo que estejam disponiveis em uma mesma data. Da
mesma forma consideramos 1 ton. de soja produzida em regioes distintas de um pais
“commodities” distintas mesmo estando disponiveis em uma mesma data e em uma mesma

safra..

Sendo uma “commodity” um bem, podemos expressar suas quantidades por um nime-
ro. Assumiremos que tal quantidade pode ser infinitamente divisivel e assim representare-
mos as quantidades de uma “commodity” por nimeros reais. Assumiremos que o nimero
de “commodities” distintas disponiveis em uma economia é finito.Fazendo isto estaremos

mais préoximos das condigoes reais de mercado, bem com garantiremos a possibilidade
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técnica de exprimir tais “commodities” por um elemento em R", onde n é o nimero de
“commodities” disponiveis, o elemento = = (z1,...,2,) € R} serd chamado de cesta de
“commodities” com cada coordenada representando a quantidade de um determindado

bem. O conjunto R} serd denominado espago das “commodities”.

CONJUNTO CONSUMO E PREFERENCIAS

Definigao A.2 Um conjunto de consumo X ¢ um subconjunto nao vazio do espago das

“commodities”, fechado, convezo.

Seja A C N um conjunto com m elementos, um elemento a € A serd chamado de
consumidor ou “trader”, e a cada a € A associaremos um conjunto de consumo X, C R",
que chamaremos de conjunto de consumo do consumidor a. Queremos dizer com isto
que, ignorando algumas restrigoes, o consumidor pode consumir qualquer cesta de bens

pertencente a X,.

Definicao A.3 Uma relagao de preferéncia é definida por um par (X,>), onde X € um
conjunto de consumo e > € uma relagao binaria em X, tal que = € um aberto em X x X
e para todo (z,y) €> diremos que a cesta x € preferivel a cesta y, ou simplesmente que
x € preferivel a y, para representar tal fato usaremos a notagdo mais sugestiva x > y.
Introduziremos também a relagao =~. Assim, z = y significa que o agente € indiferente
entre as cestas z e y. Combinaremos > e =~ na relagao > que significara preferivel ou

indiferente. Ezigiremos que > seja um conjunto fechado de X x X.

Exigiremos as seguintes propriedade para >:

a) Irreflexividade: para todo par (z,z) tem-se (z,z) ¢>, e escreveremos z ¥ r e

leremos = nao € preferivel a x.
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b) Transitividade: para todo z,y,z € X,se x>y, y > z = = = z. Seja y o conjunto
de todos os conjuntos de consumo, o conjunto de todas as rela¢des de preferéncia

em X € x com as propriedades acima serd denotado por P.

Observagao Ao exigirmos que > seja transitiva e irreflexiva, estamos garantindo que >

¢ uma ordem parcial fraca em X isto é ,

EXEMPLO 2

Defina > relagéo bindria em X = R2, = {z € R%|z; > 0, i = 1,2}, por
z=(znz2) > y=(Yry2) ® a1 >y1ouz; =y e a3>y,
a) > é transitiva: para todo z,y,z € X tem-se quesex = y ey > z = z > z, pois

Caso 1) se 1 > y1, y1 > 21 = x1 > z; (pela transitividade da relacdo de ordem usual

em R)edal z > z;
Caso 2) sezy >y, y1 =21 = a1 > z; edal @ > 2;
Caso 3) sezy =y, za>ya ey > 21 = a1 > 2 edai 2 > z;
Casod) sex) =y, To>yaey) = 21, Yo > 29 = 29 > 29 ¢ dal z = z.
b) > é irreflexiva

Prova: Imediato.

¢) > é completa: pois para todo z,y em X com z # y, tem-se z > y ou y > z.

Prova: Imediata.

Temos assim que > ¢é completa e > ¢ um aberto em X x X e, portanto, > é uma

preferéncia em X.
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A relagao bindria acima ¢ chamada de ordem lexicogrdfica. Para toda relacdo de
preferéncia (X, >) em P, associaremos o conjunto
F = {(z,y) € R" X R"|z,y € X,z % y}.
Propriedades.

a) F é um conjunto fechado em R™ x R".

Prova: Basta observar que que F' é o complementar de > que é um aberto em X x X .

b) O conjunto {z € R"|3y,(z,y) € F} € x, conjunto de todos os conjuntos de con-

sSumao.

Prova: imediata.

ALGUMAS PROPRIEDADES
Uma relagao de preferéncia pode ser:
a) Localmente néo saciada.

Uma relagao de preferéncia (X, >) é dita localmente nao saciada se para todo z € X

e toda vizinhanca U de z existe y € X NU tal que y > z.

EXEMPLO 3
Seja X = R?, seja (X, >) relacdo de preferéncia dada pela ordem lexicografica dada
no exemplo 1. Temos que X é um aberto em R?, logo para todo = € X, existe § > 0 tal

que Bs(z) C X. Seja y = (y1,y2), tal que y; > z1, y; — 21 < & € yo = 29, temos entédo

quey >zel|z—y|= \/(3,1 —y1)2 + (zg — y2)? < V62 = § e portanto > localmente nio

saciada.

Denotaremos o conjunto de todas as relagoes de preferéncias localmente nao saciada

por Prns. Observe que P;ns C P.

b) Monétona.
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Uma relagao de preferéncia (X, >) ¢é dita monétona ou monotonica se para todo =,y €

X, com x # y, tem-se que se v < y = y = .

Denotaremos o conjunto de todas as relgoes de preferéncias monétonas por Pp,,. Ob-

serve que P, C P.
Para uma relagao de preferéncia em P, diremos que z é indiferente a y, caso x ¥ y e

y # x denotaremos tal fato por x &~ y. O par (X, ~) determina uma relac¢ao de indiferenca

com as seguintes propriedades:
a) Reflexiva: z =~ z, Vo € X
b) Transitiva: sez~xyey~z =z = z;
¢) Simétrica: se x &y = y ~ a.

Dados z,y € X, se temos y ¥ x, teraos entao duas possibilidades a considerar: a > y

ou z = y representaremos tal fato com a seguinte notagao x > y, onde lé-se que 2 é

preferivel ou indiferente a y.
O par (X, >) determina uma relagao bindria com as seguintes propriedades:

a) Reflexiva: ¢ = z, Vz € X
b) Transitiva: z =y, y = z = ¢ > z;

¢) Completa: Vz,y € X, tem-se x > y ou y > x (queremos dizer com isto que para

quaisquer duas cestas tomadas no conjunto de consumo, estas podem ser compara-

das).
Para a relagao de preferéncia > podemos ter ainda as seguintes propriedades:
a) Convexidade: Vz € X, o conjunte {2 € X|z = y} é convexo.

b) Fortemente convexa: Va,y€ X, com z =~ y, #y, VA€ [0, 1], tem-se Az + (1 — \)y >

Z.
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O conjunto de todas as preferéncias convexas (fortemente convexas) em P serd deno-

tado por Peo(Psco)-

FUNCCOES UTILIDADE

Quando possivel procuraremos a representagao de uma relagao de preferéncia por uma

funcao, tais fungoes sdo denominadas fungoes utilidade.

Definigao A.4 Seja (X,>) uma relagao de preferéncia. Uma fungdo utilidade para

(X,>) € uma fungao continua v : X — R, tal que v > y < u(x) > uly).

E imediato que dada uma func¢ao continua v : X — R podemos trivialmente relacionar
uma relacao de preferéncia >, a u por z >, y < u(z) > u(y).

E importante notar que nem toda relagao de preferéncia em X C R™ pode ser repre-
sentada por uma funcao utilidade; por exemplo: seja (R?, >) relagao de preferéncia dada
pela ordem lexicogrédfica (vide exemplol, preferéncias). Suponha que exista u: R2 — R
representando >. Sejam z = (r,1) e y = (r,0) € R2, temos = > y, pois da definicao de >
o fato de » =, 1 > 0 garante a preferéncia de x a y. Segue que sendo u funcao utilidade
para >, devemos ter u(z) > u(y). Sendo @ conjunto dos racionais denso em R, existe
racional, q,, tal que u(z) > ¢, > u(y).

!

Defina ¢ : R — @Q por ¢(r) = q,. Seja »’ > r, v’ real; analogamente temos z’ =
(r',1) = y" = (+',0) e assim, existe (') = ¢y, tal que u(z') > (') > u(y’). Segue dai
que sendo y' > z, pois 7' > r; teremos que u(z’) > (1) > u(y’) > u(z) > @(r) > u(y) =
@(r") > @(r) = ¢ crescente e portanto ¢ injetora, podemos concluir entdo que o conjunto
dos nimeros reais é enumeravel, o que nos leva a um absurdo.

Daremos a seguir as condigOes necessarias e suficientes para que exista uma funcao

utilidade que represente uma prefercncia.

Definigao A.5 Uma relagao bindria S sobre wm conjunto X é:
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a) Uma ordem fraca se, e somente se, S sobre X ¢é

a’) Assimétrica: se (x,y) € S = (y.a) € S, Yo,y € X

a”) Transitiva negativa: se (x,y) € S e (y,2) € S = (2,2)€ S, Var,y.z € X.
b) Uma ordem estrita se,e somente se, S sobre X ¢ :

b’) Uma ordem fraca;

b”) Fracamente coneza: se v # y = (x,y) € S ou (y,z) € S, isto €, todos os
elementos de X sao comparaveis sequndo a ordem imposta pela relagao binaria

S.
¢) Uma equivalencia se, ¢ somente sc, S sobre X ¢ :
¢’) Refleziva: (z,z) € S, Vo € X;
c”) Simétrica: (z,y) € S;

¢”’) Transitiva: se (v,y) € S e (y,2) € S = (x,2)€ S, Vo,y,z € X.
Teorema A.1 Seja > uma ordem fraca em X .

a) para todo x,y € X uma e somente uma das condi¢oes abaizo € satisfeita.

a’) x> y;

a’) y > x;

a”’) x ~y (le-se x ¢ indiferente a y).
b) = ¢ transitiva.
¢) = € uma relagao de equivaléncia em X .
dyr-z,yz=>z>-zeTxxY,z>y= 2> 2.
e) = € transitiva e conexa (conera: > y ouy > x - sendo ambas possiveis - para

todo x,y € X ).
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f) A relagao =" sobre X/ ~ (conjunto das classes de equivaléncia de X sob ~ ) definida

porb>="a &y > para algum x € a e y € b; ¢ uma ordem estrita.
Prova: Vide Utility Theory for Decision Making, Peter C. Fishburn, pag. 13.

Teorema A.2 Seja = uma ordem fraca em X e X/ = contdvel, entdo exisce wna fungao

utilidade u : X — R tal que y > = < u(y) > u(x), para todo z,y € X .
Prova: Vide Utility Theory for Decision Making, Peter C. Fishburn, pag. 14.

Definigao A.6 Seja S uma relagao bindria em X, entao Y C X ¢ S-ordem denso em X
se, e somente se, sempre que (z,y) € S e x,y sao elementos de X mas nao de Y, existe

um z € Y tal que (z,2) € S e (z,y) € S.

EXEMPLO 4
Para a relagao de ordem usual da reta real, R, o conjunto dos nimeros racioanis, Q,

¢ <-ordem denso em R.

Teorema A.3 Eziste uma fungao utilidade v : X — R tal que Vz,y € X,y » z &
u(y) > u(z). Se, e somente se, = ¢ uma ordem fraca em X e existe um subconjunto

contavel Y de X/ ~ onde Y € >'-ordem denso em X/ =~.

Prova: Vide Utility Theory for Decision Making, Peter C. Fishburn, pag. 27.

o1



Apéndice B

S-Convexidade: definicoes e lemas

S-bolas, S-convexidade

S-bola

Definicao B.1 Seja *p extensao na “standard” da métrica usual em R™. O conjunto
dos pontos S(x,6) em *R™ ¢ chamado de S-bola, se existe v € *R™ e um real standard
positivo, 8§, tal que:

S(x,6) = {y:o("p(z,y)) < 6}.

Chama-se S-Topologia, a topologia gerada pelas S-bolas.

Definigao B.2 O “S-convex hull”, de um conjunto A, ¢ o conjunto de todas as com-
binagoes lineares convezas finitas dos elementos de A. Isto ¢, o conjunto dos elementos
y = Yiagajzy, x5 € A, V) =1,...,n; e Yi—1aj =1, ondeaj € "R, Vj =1,..., n;

neN ea; >0.

Um conjunto A € dito S-convezo se “S- convex hull” de A estd contido em A.
Definicao B.3 Um conjunto D € dito “nearstandard” se para todo x € D, x ¢é finito.

Definigao B.4 O S-interior de wm conjunto A de *R", S-int(A) € a uniao de todas os

subconjuntos que sao abertos na S-topologia.



Lema B.1 Se A ¢ um subconjunto de *R™, e 0 ¢ S-int(A), entdo para todo = € S-int(A),
p(z) N p(0) =0

Prova: Suponha que exista = € S-int(A4) tal que p(x) Np(0) # 0. Tome y € u(x) N w(0),
temos y =1 ey = x + €9, E],.EQ € 1(0). Vem dai que *p(0,2) = *p(y — 1,y — €2) =~
0 € p(z). Como z € S-int(A), exite § > 0, 6 € R, tal que pu(z) C S(x,68) C A e portanto

0 € S-int(A), contra hipdtese.

Lema B.2 Se A € um subconjunto de *R", 0 ¢ S-int(A), entao 0 ¢ °(S — int(A)) =
{°z:2 €S —int(A),z finito}.

bl

Prova: Se 0 € °(S—int(A)), 3z € S—int(A) tal que 0 € p(z) e portanto p(0)Npu(z) # 0

o que contradiz o lema 1.

Os lemas 3 e 4 a seguir tem por objetivo mostrar que o S-interior de um S-convexo
em *R™ ¢ S-convexo. Para isto, vamos adaptar a prova de que o interior de um conjunto
convexo em R" € convexo. Primeiramente, vamos acrescentar mais algumas notacoes, e
conceitos envolvendo as S-bolas.

A S-bola fechada serd denotada por S(z,a).

A S-bola fechada de centro 0 e raio 1 serd denotada simplesmente por B. Desta forma
S(z,a) =z +aB.

O S-fecho de conjunto A é o complementar do S-interior do complemetar de A.

Observagao: Dado um conjunto 4, o S-fecho de A, S-cl(A4), e o S-interior de A, S-int(4),

podem ser expressos como segue:
>
a) S-cl(A) =N{A + aB :% 0};

>
b) S-int(A) ={z:3a % 0,2+ aB C A}.



Prova de b)

Suponha = € S-int(A), temos que existe A > 0, A real “standard” tal que a S(z.\) C
A, logo tomando 6 = %/\, temos a S(z,8) C S(z,A) C A. E sendo S(z.8) = = + 6B,
temos S-int(A) C {z > 3¢ ; 0,z+6B C A}.

>
{z:36%#0,2+6B C A} C S-int(A)
Prova: imediata.

Prova de a)

Suponha z € S-cl(4), temos x pertence ao S-interior de A, S-int(A), ou z pertence a S-
Fronteira de A, S-Fr(A). Sex € 2+6B, para todo § ;é 0, e portantoz € N{A+6B, 6 a>é 0},
de forma andloga se x € S-Fr(A), temos  + AB N A # 0, para todo A ; 0, e portanto
existe y € A e existe § ; 0 tal que x € y + 6B, logo S-cl(4) CN{A+ 6B :; 0}.

N{A+6B,6 ; 0} C S-cl(A), prova é imediata.

Lema B.3 Seja A um conjunto S-Convexo de *R". Seja v € S-int(A) ey € S-cl(A).

<

Entao (1 — X)x + Ay pertence ao S-int(A) para 0 < X # 1.

Prova: : (obs: basta provar A real “standard”, pois para todo # =~ )\, tem-se que
z=(1= Nz + A y=~(1-0)x+0y).

Seja A real “standard”, A € [0,1). Afirmamos que (1 — \)z + Ay + §B C A para algum
“standard” 6 > 0. Temos que para todo y € S —cl(A) = y € A+ 6B, Vs > 0. Assim,

para todo § > 0,
(1-=XNaz+Ay+6BC(1=Na+MNA+6B)+6B =(1-N)[a+86(1+N)(1 —/\)_‘B]+/\A.

pois para todo z tal que z € (A + 1)B, temos z = (A + 1)m, m € B, ¢ portanto = =

mA+m € X+ B = (A+1)B C AB + B, agorase z € AB+ B = 3Im,n € B, tal que
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z = Am +n, onde Am € AB, vem dai que

1 1
y = z = A n B
y T (/\+1)(m+n)€ '
pois
A 1 A 1
0,y) = *n0, + ) < *p(0,m
r(0) ”( e (A+1)")—(,\+1) pl0m) + 5y p(0m)
< A 1
o + =l=>A+1l)y=2z€e (AN+1)B

(A+1)  (A+1)
= (A+1)B+ B C(A+1)B,

logo, (A\+1)B+B = (A+1)B, o que prova a igualdade acima. Mas z+6(14+\)(1—-A\)"'B C
A para ¢ suficientemente pequeno. Entretanto, (1= N)a+Ay+AB C (1-MN)A+) A=A

para algum ¢ > 0.
Lema B.4 Se A ¢ um S-convezo “nearstandard” de *R", entao, S-int(A) é S-convezo.

<
Prova: : Tome y € S-int(A), pelo lema 3, temos para 0 < A % 1, para todo = € S-int(A),
temos: (1 — Az + Ay € S-int(A). Mas para A & 1, temos (1 — A)a + Ay &~ y e como

y € S-int(A), segue que S-int(A) S-convexo.

Lema B.5 Se A ¢ um conjunto S-convezo de *R", entao °A ¢ um conjunto convezo de

R™.

Prova: Sejam z,y € °A e o nimero real “standard”, tal que 0 < a < 1. Entdo existem
infinitesimais €y, €9, tais que = + €1, y + €9 € A. Mas A é S-convexo e portanto A >
a(zt+er)+(1-a)(y+e) =az+(1-a)y+ae;+ (1 —a)es e sendo 0 = asg; + (1 — a)ey.

Segue que az + (1 — a)y € °A, o que prova a afirmacéo.

Lema B.6 Lema da S-separagao Se A ¢ um conjunto “nearstandard” S-convezo de *R"™
e 0 ¢ S-ini(A), entao existe um vetor “standard” p # 0 tal que para todo y € S-int(A),

>
p.y #0.

(&2
(&2



Prova: Pelo lema 4, S-int(A) é convexo. Pelo lema 5, °(S-int(A)) é um convexo de *R".
Pelo lema 2, 0 ¢ °(S-int(A)). Portanto, existe p € R™ tal que p # 0 ¢ para todo z € *(S-
int(A)), pz > 0 (vide p.09, teorema 3.4, Functional analysis; Rudin, Walter. Second
Edition; McGraw-Hill, inc.), todo y € S—int(A) pode ser expresso como y = z + £ onde

>
x € °(S-int(A)) e e = 0. Assiin, para todo y € S-int{A), temos que p.y + p.c = p.y % 0.
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Apeéndice C

Elementos de analise nao
“standard”

Apresentamos aqui uma introduga as técnicas da Anélisc nao “standard”. Para evitar
entrar em técnicas de légica foi utilizado um enfoque mais categérico, e sio omitidas
as provas de que tais axiomatizagao ¢ consistente, omitiremos também as provas dos
teoremas, tais provas podem ser encotradas em trabalho publicado no 422 Semindrio
Brasileiro de Anélise, p.77 a 147. Com isto é possivel trazer este assunto a um piblico
nao familiarizado com o célculo de predicados. mas apenas maturidade matematica de

um aluno de mestrado em matemaética.

As ferramentas da Andlise nao “standard”

A expressao “Analise nao Standard” designa a formaliza¢ao que Abraham Robinson fez
na década de 1960 das idéias de Leibnitz acerca de fazer o célculo com os “infinitésimos”.
Leibnitz introduziu esses elementos infinitésimos (e também seus inversos, os elementos in-
finitamente grandes) como elementos ideais que deviam possuir as “mesmas propriedades”
de R. Mas surgia um problema na hora de eliminé-los, desprezando os ditos infinitésimos
de “ordem superior”. Por exemplo, quando se escrevia df (z) = f'(z)da, querendo dizer
que um incremento infinitesimal em x resultava em um incremento linear em f(z) da forma

f'(z)dz, desprezando-se os incrementos de ordem superior (ou seja, em (dz)?, (dz)3, etc.).
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Entao, a igualdade ficava descaracterizada, ficando apenas uma igualdade aproximada.
A solugao encontrada por A. Robinson foi trabalhar com uma extensao. "R, de R. con-
tendo tais elementos ideais, e substituindo a igualdade por uma relagao de equivaléncia
(a relagao “infinitamente préximo™).

Apresentamos a seguir o contexto em que ¢é feita a andlise nao-standard”.

Superestruturas

O universo em que faremos a andlise nao “standard” consiste em duas cole¢bes (ou
categorias) de conjuntos, chamadas de superestrutura, e que sao relacionadas por uma
aplicagao (ou funtor) satisfazendo algumas propriedades. Tais superestruturas serao de-
notadas por Vi (o mundo “standard”), contendo R, os reais standard e 15, (o mundo
nao standard), contendo um conjunto *R, conjunto dos reais nao “standard”. Denotando

ambas indistintamente por V, elas devem satisfazer as seguintes propriedades:
1) Se A,B € V,entdo A x B € V;
2) Se A€ VeBC A, entao B € V, e também o conjunto das partes de A, P(A) € V;
3) Se A, B € V, entao o conjunto das fungoes de A em B, Fun(A, B), estd em V.

A conexao entre essas categorias ¢ dada por uma aplicagao * : Vg — V,, (chamada
de monomorfismo) que leva conjuntos A a conjuntos *A, fun¢oes f : A — B a funcoes

*f:A— *B e satisfaz:
1) *(f(a)) = *f(*a), para todo a € A;

2) *dy = id,s (ie, * leva a fun¢do identidade de A a funcdo identidade de *A), e *
comuta com a composi¢ao, ou seja, *(go f) = *go *f (em outras palavras, * ¢ um

funtor);
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3) *(A1 x Ag) = "A; x *Ag, esep; : Ay x Ay — A, for a projecao sobre a i-ésima
coordenada, entao *p; : *A; x *A, — *A; serd também a projecao sobre a i-ésima

coordenada;

4) Sejam Ay,...,Apn, B€ V,m € N, denotemos A = Ay x -+ x A,,: dadas fivgi + A —.

B,i=1,...,n,sejam S(x) e *S(x) os seguintes sistemas de equacoes, desigualdades
e relagoes de pertinéncia, com z = (zy,...,zn,):
filz) = gi(z) ,1<i<y *fi(z) = *gi(z) ,1<i<j
S(a): { B #oila) g <i<] ‘S(@): | fi@) # teile) L <is
fi(z) € gi(z) ,1<i<p *filz) € *gi(z) ,1<i<p
filz) & gi(z) ,p<i<n “fi(z) & Tgi(z) ,p<i<nm

Entao, se *S(z) tiver solu¢do em *A entdao S(a) terd solugao em A
¢

(&3]
S

Suporemos também que *R seja uma extensao prépria de R, ou seja, o conjunto dos
) «

elementos *r (r € R) serd um subconjunto préprio de *R.

Vamos mostrar que essa aplicacao preserva as propricdades nas superestruturas, no
seguinte sentido: toda proposicao de Vi é verdadeira (no mundo “standard”) se, e somente
se, a proposicao obtida “estrelando-se” esses elementos for verdadeira no mundo nao “stan-
dard”. Em particular, *R terd as mesmas propriedades de R: entre outras coisas, serd
um corpo ordenado. Tais proposiges sao afirmages sobre combinacoes booleanas dos con-
juntos das soluges de sistemas Sy(z),...,Sk(z), © = (21,...,2,), obtidas quantificando-
se as varidveis zi,...,z,. Nao perdemos em generalidades supondo que as funces que
compem esses sistemas tm o mesmo dominio e mesmo contradominio, pois poderiamos
introduzir varidveis redundantes para transformarmos sistemas com dominios distintos
no caso acima. Para formarmos as proposiges, restringir-nos-emos as quantificacoes das

formas “exite z;” e “para todo z;”, e denotaremos uma quantificagio em z; por Q;x;.

Teorema C.1 (Principio de transferéncia) Com as convegée acima valem as seguintes

afirmagoes:



1) se B={a € Apmks1 X -+ X Ay : Q121, QuuokTrm—k (uma combinagao booleana
dos Sj(Z,a))}, entao "B = {a € *Ap_jy1 X - X "Am - Qi1 Qe kT (a

mesma combinagao booleana nos correspondentes *S;(%,a))};

2) uwma proposi¢ao da forma “Qizy -+ Qua,, (uma combinagdo booleana dos Si(Z.a))”
¢ verdadeira 20 mundo “standard” se, e somente se. a versao “estrelada”, “Qxy,

-y @mTm (@ mesma combinagao booleana dos correspondentes *S;(%.a))” for ver-

dadeira no mundo nao “standard”.

Lema C.1 Propriedades descritas por frases da forma “eziste y tal que Q(z,y)”, em que
Q(z,y) € uma combinagao booleana de sistemas de equages e desiqualdades. como acima,

também podem ser descritas por uma combinagao booleana de sistema S'(z).

Os reats nao “stantard”
Infinitésimos e elementos ilimitados

Como a extensao ¢ propria, *R nao ¢ arquimediano, ou seja, existem elementos § € *R
tais que 0 < [§] < 1/nm, para todo n € N, n > 0. Tais elementos (junto com o zero)
sao chamados de infinitésimos. Se m(0) denota o conjunto dos infinitésimos, podemos
definir uma relagao ~ em *R, dada por z &~ y, se x —y € m(0). Esta é claramente
uma relagdo de equivaléncia, que respeita as operacoes de soma e produto. F com esta
relacao que faremos os seguintes argumentos nao “standard”. Observe que o inverso de

um infinitésimo positivo nao nulo é maior que qualquer elemento de R.

Monadas e galdzias

Sejam. G(0) = {z € R : Jy € R/|z| < y}, o conjunto dos clementos limitados;
m(0) = {a € *R : Vn € N(|z| < 1/n)}, o conjunto dos infinitésimos (em relacio a
R); e os elementos de "R, = *R\G(0) serdo ditos ilimitados. Dado « € R definimos

a monada de a por m(a) = {z € *R : Vn € N(Jo —a| < 1/n}, e a galdxia de a por
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G(a) ={a € *R:3y € R| |z — a| < y}. E claro que m(a) = m(0) + a ¢ G(a) = G(0) +a.

A relagao “infinitamente prozimos”
Se z,y € "R, dizemos que = e y estdo infinitamente préximos, ou z ~ y, se z — y €

m(0).

Teorema C.2 Se x € G(0), entao eziste wm unico y € R tal que = ~ y.

A parte “standard”

[e]

Este teorema permite definir a fungao °: G(0) — R, sendo °z o tnico y € R tal que

x ~ y, esta é dita aplicacao parte “stantard”.

Os naturais nao “standard”
Lembremos que *N representa o conjunto {z € *R : *x, (¢) = 1}. Vamos mostrar
que *N ¢ uma extensao prépria de N. Este serd um primeiro exercicio na aplicacao do

principio de transferéncia.
Lema C.2 Ezistex € *N, tal que x ¢ N.

Prova: Sabemos que para todo z € R, existe y € N tal que z < y. Aplicando-se
o principio de transferéncia para a sentenga, e usando a representacao da relacio de
pertinéncia, descrita acima, obtemos que serd verdade em *R a seguinte afirmacdo: para
todo x € *R, existe y € *N, tal que z < y. Como *R possui elementos infinitamente

grandes, *N também possuird elementos infinitamente grandes.

Conjuntos internos e externos

Definicao C.1 Dizemos que um elemento A é interno se existe B € V(X)) tal que A € B.
Caso contrdario, diremos que A € externo. Em particular, todo conjunto da forma *B ¢
interno, pois vale B € P(B), entao vale *B € *P(B) (nas respectivas superestruturas).

Diremos que uma fungao € interna se o seu grdfico for um conjunto interno.
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Teorema C.3 (Keisler) Se Si(%),...,Sk(Z) sao sistemas cujas fungoes sio internas (e
portanto, seus dominios e contra dominios sao conjuntos internos), entio X = {a €

Amkpr X - X Ay 0 Q121 Qu—kTm—k (uma combinacao booleana dos S;(Z))} € um

conjunto interno.

Teorema C.4 (Principio de permanéncia) Seja ¢(y, vy, ... .- vy) uma formula descrevendo
uma propriedade (a partir de sistemas e quantificagoes), ¢ sejam ay, ..., a, elementos

internos. Entao:

1) se cada v € N (ouz € *R\*Ro, ¢ > 0) satisfaz é(z,ay,...,a,), entdo existe
k € *Noo (= *NN *Re) (ou respectivamente, k € *Ros € k > 0), tal que todo b < k

em *N (respectivamente em *R) satisfaz ¢(b, @)

2) secadax € "Ny (0ux € *Ro, e > 0) satisfaz p(a,ay,. ... a,), entio existe bk € N
(ou, respectivamente, k € R ¢ k > 0), tal que todo b > k em *N (respectivamente,

*R) satisfaz ¢(b, @).
3) se cada x € m(0), x > 0, satisfaz ¢p(z,ay,...,a,), entdo existe k € R, k > 0, tal

que para todo b € *R, 0 < b < k, b satisfaz ¢(b, a).

Teorema C.5 (Principio de esparramamento) Seja A um subconjunto interno de *R.

Entao:

1) se A contém todos os naturais “standard” entao A contém wm natural ndo “stan-

dard”.

2) se A contém todos os naturais ndo “standard” entao A contém algum natural “stan-

dard”.

3) se A contém todos os infinitésimos positivos, entao A contém wm nimero real “stan-

dard” positivo.
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Conjuntos hiperfinitos e alargamentos

Definicao C.2 Seja Pp(A) conjunto dos subconjuntos finitos de A € V(X). Dizemos

que B € V(*X) € hiperfinito se existe A € V(X), tal que B € *Pr(A).

Teorema C.6 Seja B € V(*X) hiperfinito. Entao existem j € *N e bijecdo interna

f:J — B, onde J € um intervalo interno {k € *N : k < j}.

Definicao C.3 V(*X) ¢ um alargamento de V(X ) se para todo A € V(X) existe B €

*Pr(A) tal que para todo a € A(*a € B).

Definigao C.4 Uma relagao binaria P € dita concorrente (ou entao finitamente satis-
fativel) em A C dom(P) se para todo subconjunto finito {z1,...,z,} de A, existe y €
codom(P) tal que (z;,y) € P, 1 < i < n. Dizemos que P € concorrente se o for em

dom(P).
Teorema C.7 Sao equivalentes:

1) V*(X) € um alargamento,

2) para toda relagao concorrente P € V (X)), existey € codom(P), tal que (*z,y) € *P,

para todo x € dom(P).

Saturag¢ao por abrangéncia

Definicao C.5 Seja k um cardinal infinito. Dizemos que o morfismo * : V(X) — V(Y)
¢ k-abrangente se para todos C,D € V(X) e fungio h : C — D, eziste g : *C — *D

interna, tal que, para todo a € C, h(a) = g(a).

Definicao C.6 Dizemos que V(Y') € k-saturada se para toda familia de conjuntos inter-
nos de V(Y), (Ai)ies, com |J| < w, cujas subfamilias finitas tem cada uma intersecao

nao vazia (ou seja, tem a pif-propriedade da interse¢ao finita), temos que N(A;)es # 0.
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Teorema C.8 Dado um cardinal reqular infinito , existe* X tal que V (*X) € k-saturado.

Relagao entre saturagao, abrangencia e alargamento

Teorema C.9 Considere a aplicagao * : V(X) — V(*X), com V(*X) r-saturado. Se-
jam C,D € V(*X), com D interno, os elementos de C' sao internos (embora C' nao seja
necessariamente interno), e |C| < k. Seja ¢ : C — D wma fungao qualquer. Entao,
eziste C interno, com C C C, e uma fungao interna[ﬁ . C — D estendendo ¢. Se

C={%a:a€ Cy}, Cye V(x), entao podemos tomar C = *Co.

Teorema C.10 Seja x> |V (X)]|, e suponha que V(*X) seja x-saturada. Entao, V (*X)

também ¢ um alargamento.
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