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RESUMO 

O objetivo deste trabalho é dar um tratamento matemático , via análise não "standard" , 

para a conjectura de Edgeworth. Esta conjectura relaciona dois tipos de equilíbrio 

econômico , o "core" e o equilíbrio vValrasiano, com a seguinte afirmação: o crescimento 

do número de agentes em uma economia de trocas faz com que o "core" descresça, 

aproximando-se do equilíbrio competitivo ou vValrasiano. 

ABSTRACT 

The purpose of this work is to give a mathematical treatment on Edgeworth's conjecture 

using nonstandard analysis . This conjecture relates two types of economical equilibrium , 

the core and the Walrasian equilibrium . It. says that. as the number of traders in an 

exchange economy increases, the core shrinks to the set of competitive equilibria or Walras 

equilibria. 
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Introdução

O objetivo deste trabalho é a fundamentação matemática da conjectura de Edgeworth, que

relaciona dois tipos de equilíbrios económicos que chamaremos de equilíbrio Walrasiano

(ou equilíbrio competitivo), e "core" (ou núcleo económico). O equilíbrio compet.itivo

se dá quando obtemos um vet.or de preços e uma redist.ribuição dos bens da economia

que satisfaz a totalidade dos agentes eccnõmicos; o segundo diz respeit.o ao conjunto das

redistribuições de bens que não podem ser melhoradas por qualquer out.ra redistriuição

de bens promovida por subconjunt,os de agentes económicos objetivando maximizar suas

preferências. A conjectura de Edgewort.h relaciona est.es dois tipos de equilíbrio com a

seguinte afirmação:

"0 crescimento do número de agentes numa economia realizando trocas de bens, buscando

maximizar suas preferências, faz com que o "core" decresça aproximando-se do equilíbrio

Walrasiano."

Neste trabalho serão apresentadas quatro maneiras diferentes de se ttbordar a conjec

tura de Edgeworth

a) O teorema clássico de Aumann,

b) O teorema clássico de Debreu-Scarf (teorema limite),

c) A abordagem de Brown and Robinson para a equivalência do "core" e o equilíbrio

Walrasiano via análise não "standard" ,

l

Introdução 

O objetivo deste trabalho é a fundamentação matemática da conjectura de Edgeworth, que 

relaciona dois tipos de equilíbrios econômicos que chamaremos de equi líbrio Walrasiano 

( ou equilíbrio competitivo), e "core" ( ou núcleo econômico). O equilíbrio competitivo 

se dá quando obtemos um vetor de preços e uma redistribuição dos bens da economia 

que satisfaz a totalidade dos agentes ecc,nômicos· o segundo diz respeito ao conjunto das 

redistribuições de bens que não podem ser melhoradas por qualquer outra redist.riuição 

de bens promovida por subconjuntos de agentes econômicos objetivando maximizar suas 

preferências . A conjectura de Edgeworth relaciona estes dois tipos de equilíbrio com a 

seguinte afirmação: 

"O crescimento do número de agentes numa economia realizando trocas de bens, buscando 

maximizar suas preferências, faz com que o "core" decresça aproximando-se do equilíbrio 

vValrasiano ." 

Neste trabalho serão apresentadas quatro maneiras diferentes de se abordar a conjec

tura de Edgeworth: 

a) O teorema clássico de Aumann, 

b) O teorema clássico de Debreu-Scarf ( teorema li mite), 

c) A abordagem de Brown and Robinson para a equivalência do "core"' e o equilíbrio 

Walrasiano via análise não "standard", 
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d) A abordagem de Brown anda Robinson para réplicas economicas relacionando o

"core'' e o equilíbrio Walrasiano via análise não "standard"

No capítulo l são apresentados modelos mat.erráticos para economias de pura troca,

os resultados clássicos que provam a existência do equilíbrio Walrasiano e a conjectura de

Edgeworth.No capítulo 2 abordaremos a conjectura de Edgeworth e daremos a sua prova

ut.ilizando como ferramenta matemática a análise não "standard"

d) A abordagem de Brown anda Robinson para réplicas economicas relacionando o 

"core" e o equilíbrio Walrasiano via análise não "standard" . 

No capítu lo 1 são apresentados modelos matemáticos para economias de pura troca, 

os resultados clássicos que provam a existência do equilíbrio Walrasiano e a conjectura de 

Edgeworth .No capítulo 2 abordaremos a conjectura de Edgeworth e daremos a sua prova 

utilizando como ferramenta matemática a análise não "standard" . 
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Capítulo l

Economias de pura troca

Este capítulo esta dividido em três seções. A primeira trata da existência do equilíbrio

compet.itivo, a segunda da relação ent.re o equilíbrio competitivo e o "core" , e a terceira

relaciona o "core" e o equilíbrio walrasiano at.ravés dc réplicas econõnlicas. Iniciaremos as

seções definindo um modelo para economia de trocas. Todas as definições e resultados ap-

resentados nas três seções serão, na medida do possível, acompanhados de exemplos.Antes

de iniciarmos a seção l introduziremos alguma notações:

R=. = {z=(zl,...,z.)Cn":zí?0, l:=

sí-' («-, . . . , ««) c al : :l:«:

Dado um conjunto .A C R]., P(.A) indica o conjunto das partes de Á. l)idos z, y C R"
pq rrFl\rprÉ) TTI r)q '

«.}1, )

n

lZ

z.) C R'

««) c al

a) z ? y para indicarmos que zi ? yi, para t.odo á 1,

b) # » 0 para indicarmos que ={ > 0, para todo í = l ,n

1.1 Existência do Equilíbrio Walrasiano

Ecoa,omi,as de Pura, Troca

Definição 1.1 Uma econom.ia de pura troca Oll símp/esmente tlm.a ecollom.{a de trocas á

«m "nlunto .Pnáto c = {e:, b{); á = 1, . . . , k}, onde .: € n=. ' b. é "m' "Z«ção bÍná,{«

3

Capítulo 1 

Economias de pura troca 

Este capítulo esta dividido em três seções. A primeira trata da existência do equilíbrio 

competitivo, a segunda da relação entre o equilíbrio competitivo e o "core", e a terceira 

relaciona o "core" e o equilíbrio walrasiano através de réplicas econômicas. Iniciaremos as 

seções definindo um modelo para economia de trocas. Todas as definições e resultados ap

resentados nas três seções serão , na medida do possível, acompanhados de exemplos.Antes 

de iniciarmos a seção 1 introduziremos alguma notações: 

n 

s~-l {x=(x1,,,,,x11)ER::I>i=l} 
i=l 

Dado um conjunto A e R:, P(A) indica o conjunto das partes de A. Dados x, y E R 11
, 

escreveremos: 

a) x 2". y para indicarmos que xi 2". Yi, para todo i = 1, ... , n, 

b) x » O para indicarmos que Xi > O, para todo i = 1, ... , n. 

1.1 Existência do Equilíbrio Walrasiano 

Economias de Pura Troca 

Definição 1.1 Uma economia de pura troca ou simplesmente uma economia de trocas é 

um conjunto finito E = { ei, '.'.:::i); i = 1, ... , k} , onde e; E R: e '.'.:::i é uma relação binária 

3 



sobre X:i. O conjunto R]. será denominado espaço das "commoditáes".Assim, economia

de trocas con,sãste na existência de k indivíduos ou agentes. denominados "traders'' oti.

consumidores, possuidores de uma cesta de bens e uma preferência e qti.e procuram realizar

trocas desses bens com o intuito de obterem a maior satis.faç(io possível de constam.o otl

rzgueza.

O e]emento ei = (z], . . . ,a;]:) € R]. representa a cesta de bens iniciais do consumi-

dor i, onde iç} ? 0 e zj representando a quantidade do .j-ésimo bem, que chamaremos

de "commodity"; isto por que est.ão pressupostos além da qualit.idade, data e local da

disponibilidade do bem.

Desta forma, a quantidade dos bens disponíveis na economia é dada pela >1. e{.

A preferência bi do consumidor {, é uma relação binária sobre R]., t.al que se (z, y) C l:{,

diremos que o consumidor i prefere a cesta z à cesta y e escreveremos =z: »i y, quando o

consumidor { for indiferente entre z e y escrevcrenlos z «'i g. Reunimos as duas relações

para o agente { no símbolo l:{.

Dizer que as preferências s

«: R]. x al

No decorrer do capítulo, exigiremos cera.as propriedades sobre preferências, estas serão

apresentadas de forma sucinta objetivando os result.ados que segueml maiores det.olhes

sobre tais propriedades poderão ser encontradas no apêndice A

k

lZ

ão contínuas , significa que b:{ é um subconjunt.o fechado

Sistema de preços e o "budget set"

Sistema de Preços

Definição 1.2 Um vetar de preços, p, é um elemento de Rl-, onde p = (pl, . . . ,p.) é taZ

que pj, .j = 1, . . . ,n, é preço de u.ma unidade do óem .j, .j = 1,. . . ,n,. .Assim, dada üma

cesta de "commodãties" z C R:., o preço da cesta = á dado por p.# = )ll:.:i piz:-

4

sobre R~. O conjunto R~ será denominado espaço das "commodities ". Assim, economia 

de trocas consiste na existência de k indivíduos ou agentes, denominados ''traders" ou. 

consumidores, possuidores de uma cesta de bens e uma preferência e qu.e procuram realizar 

trocas desses bens com o intuito de obterem a mafor satisfação possível de consumo O'll 

riqueza. 

O elemento ei = (xl, ... , x~) E R~ representa a cesta de bens iniciais do consumi

dor i, onde x1 2: O e x1 representando a quantidade do j-ésimo bem , que chamaremos 

de "commodity"; isto por que estão pressupostos além da quantidade. data e local da 

disponibilidade do bem. 
k 

Desta forma, a quantidade dos bens disponíveis na economia é dada pela L e1. 

i=l 

A preferência ti do consumidor i, é uma relação binária sobre R~, tal que se (x, y) Eti , 

diremos que o consumidor i prefere a cesta x à cesta y e escreveremos :r >-i y, quando o 

consumidor i for indiferente entre x e y escreveremos x ~1 y . Reunimos as duas relações 

para o agente i no símbolo ti. 

Dizer que as preferências são contínuas , significa que ti é um subconjunto fechado 

No decorrer do capítulo, exigiremos certas propriedades sobre preferências, estas serão 

apresentadas de forma sucinta objetivando os resultados que seguem; maiores detalhes 

sobre tais propriedades poderão ser encontradas no apêndice A. 

Sistema de preços e o "budget set" 

Sistema de Preços 

Definição 1. 2 Um vetor de preços, p , é ·um elemento de R~ , onde p = (p 1 , .. . , Pn) é tal 

que Pj, j = 1, ... , n, é preço de uma unidade do bem j, j = 1, . . . , n. Assim, dada uma 

cesta de "commodities" x E R~ , o preço da cesta x é dado por p.x = I:~=I PiXi· 
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Budget Set"

Definição 1.3 0 ".Budget Sei" do consamzdor i, seg?Indo o sistema dc preços p, é o

#(p, ei) {« € R= : p." $ p.e:}

Isto é, dado um sistema de preços, p, o cansam.odor i. pode consta.m r tod.a cesta de "com.-

m.oditàes" cujo preço é menor ou igual ao preço dos bens que possui.Chamaremos de

riqueza do "trader" {, segundo o uetor de preços p, { " 1, . . . . k, ao núm.ero p.ei

ConesT)ardência de Demct'n,da

Definição 1.4 Para cada consl/.m.odor i, com dotações ànicãaás e{, chamamos de com'e

spovldência de demanda do consumidor {, Q aplicação

P: : R] x a:i. --, 7'(B=.)

(p,e{) n { C#(p,e{):VZ/C#(p,e{)«l:g/}

Assim, a correspondência de demanda é uma correspondência (função multívoca, ist.o

é, associa pont.os a conjuntos) (lue associa , para cada consumidor i, com dotações inciais

ef os elementos maximais em #(p, e{) segundo a preferência bi

A con'espondência de demanda, p, goza das seguintes propriedades

a) p é homogénea de grau. zero, isto é

VÀ > 0, p(.Xp, Àe:) p(p, e.), pois /3(Àp, Àe:)

Portanto podemos tomar p € S+-i = {p C R+ : }l:lLi pí = 1}

Doravant,e admitiremos que g : S:'i x R: --, P'(X:i.).

5

"Budget Set" 

Definição 1. 3 O "Budget S et " do consv.m'idor ·i , segundo o sistema de preços p , e o 

conjunto 

Isto é, dado um sistema de preços, p, o consumidor i pode consumir toda cesta de ''com

modities" cujo preço é menor o·u ·igv.al ao preço dos bens que possui. Chamaremos de 

riqueza do "trader" i, segundo o vetor de preços p, ·i = l , .. . , k, ao número p,ei. 

Correspondência de Demanda 

Definição 1.4 Para cada consumidor i, com dotações iniciais ei, chamamos de corre

spondência de demanda do consumidor i, a aplicação 

Rn Rn 'Pi : + X + 

Assim, a correspondência de demanda é uma correspondência (função multívoca, isto 

é, associa pontos a conjuntos) que associa , para cada consumidor -i , com dotações inciais 

e1 os elementos maximais em /3(p , ei) segundo a preferência ti-

A correspondência de demanda, r.p, goza das seguintes propriedades: 

a) <p é homogênea de grau zero, isto é: 

Portanto podemos tomar p E s~- 1 = {P E R: : I:;~ 1 Pi = 1 } 

Doravante admitiremos que r.p : s~- 1 x R: ___, P(R:) . 
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b) Se b é localmente não saciada, (ist.o é, dado a C R]. e c C R, c > 0. 3y € R: com

r -- Z/ll < € e y 1: z}), ent.ão p.p(p. e{) = p.e{, pois: Vz C Õ(p,e.), t.al que p.:r < p.e,

exist.e z' E z com p.z' < p.e{

A propriedade b) nos diz que com preferências localment.e não saciadas, os "agent.es

collsomem t.oda sua riqueza na busca de bens que mt\ximizem suas preferências.

c) Se b é estritamente conucza, então ip(p.ei)l $ 1, onde ip(p,e{)l denota o número

de elementos de p(p, e{).

Observação: Dizemos que » é est.rit,itment.e convexa (quando dadas cestas z, # com

a; '»{ g/ (le-se: o "agent.e" í é indiferent.c a consumir a cest.a = ou y), a: # #. 0 < À < 1 :+

Xz + (l - À)y » z).

Para provar a afirmação c) acima, bast,a observar que sc z, y C 'p(p, ci) e : # #. # «'i #,

ent.ão para t.odo .X, com 0 < À < 1 t..m-se Àz + (l -- À)# >- z e como p.(,X= + (1 -- ,X)#)) 5;

p.e{ :> Àz + (l -- À)y C p(p,e{); o que nos leva a uma cona,radição, pois z é maximal em

p(p, e{) para b

EXEMPLO l

Seja c unia economia de t,rocas com dois bens e dois agent,es com preferências local-

ment.e não saciadas (vida apêndice A). Os l)ens do agent.e, á, i= 1, 2, será denot.ado poi

e{ = (eíi, ei2), onde eij represent.a a quantidade do bem .j, do agent.e í.

Geomet.ricalllente, c pode ser represent.ada pela fipiura abaixo

D
P

/

r/, ,/i/ .e/f f //

ãgura l
6

b) Se t é localmente não saciada, ( isto é, dado :r E R: e E E R, E > O, :ly E R: com 

ll x - YII < E e y t x} ), então p. (f) (p , e; )= p.e; , pois , Vx E f](p , e, ), t.a) que p.;i· < p.e ,. 

existe x ' t x com p .x' < p.e;. 

A propried a de b) nos diz que com preferências loca lmente não saciadas , os "agentes'' 

consomem toda sua riqueza na busca de bens que maximizem suas preferências. 

e) Se t é estritamente convexa, então l(f) (p , ei) 1 < 1, onde l(f) (p, ei )I denota o número 

de elementos de (f)(p, e;). 

Observação: Dizemos que t é estr itamente convexa quando dadas cestas x, y com 

x ~; y (!e-se: o "agente" i é indiferente a consumir a cest a x ou y), .T =/= y. O < À < 1 ⇒ 

À X + (1 - ,\)y >- x ). 

Para provar a afirmação e) acima, basta observar que se x, y E (f) (p, e, ) ex=/= y, :i: ~i y , 

e11t.ão para todo À , com O < À < 1 tem-se Àx + (1 - >.)y >- x e como p.(À.1: + (1 - >.)y)) ::; 

p.e, ⇒ Àx + (1 - >.)y E (f) (p , e, ); o que nos leva a uma contradição , pois x é maximal em 

EXEMPLO 1 

Seja E uma economia de trocas com dois bens e dois agentes com preferências local

mente não saciadas (vide apêndice A) . Os b ens do agente , i , i = 1, 2, será denotado por 

ei = (e,1,e;2), onde e,j representa a quantidad e do bem j, do agente i . 

Geometricamente, é pode ser representada pela figura abaixo 

figura 1 
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O eixo horizontal representa o bem l e o eixo vert.ical, o bem 2. O compriment.o da

caixa é dado por eii + e21 e sua altura é dada por e12 + e22, em que eii e e21 representam

a quant.idade do bem l do consumidor l e 2, respectivament.e, e e12 e e22 a quantidade do

l)cm 2 do consumidor l e 2, respectivamente.

As quantidades do bem l e do bem 2 para o consuinidoi 1, são dadas considerando-se

como origem o pont.o 0i.

As quantidades do bem

corno origem o pont,o 0U

O ponto e, no interior da caixa ieprescnt.a as cest.as ei, e2, lidos collsiderando-sc as

origens 0i, 02, respectivament,e.

Dado um vetor de preços p =

é dado pela região hachurada.

A imagem da correspondência dc delbanda do consumidor 1, com preferência local-

n[ent.e não saciada, p(p, ei), está co]it.ida ]]o segi]]ent.o com extremos z] , z2, que represen-

t,am respectivament,e a quant,idade máxima do bem l e do bem 2, caso o consumidor l

opt.e por consui)lir apenas um dos bens disponíveis segundo o vet.or (]e preços em vigor.O

scguiment,o com estremos =]. =2 est.á cona.ido iio hiperplano HP = {z € R: : p# :: pe}.

Chamaremos a representação acima para a economia c de caça de Ed.qemorlÀ

l c do bem 2 para o consumidor 2 são dadas considerando-ser r r r

(PI "budget. set." do consumidor l por exemploP2), o l n]) )

Foto Â n ai+i14 H n dp

Definição 1.5 C/ma /unção wtá/idade é ?lma aplicação, u-, que a cada elemento z c al

associa ü.m nz'ueZ de salas/anão il.(n).

lst.o é, u. : R]. --., R e cada curva de nível da função ?l., caract.eriza um nível de

sat.isfação do consumidor, e para cada cest,a #, y pcrt.encena,es a uma mesma curva de

nível, diremos que o consumidor é indiferent,e a consumir a ccst.a :t ou #. ou seja, ambas

dão ao consumidor a mesma satisfação.

7

O eixo horizontal representa o bem 1 e o eixo vertical , o bem 2. O comprimento da 

caixa é dado por e 11 + e21 e sua altura é dada por e 12 + e22, em que e 11 e e21 representam 

a quantidade do bem 1 do consumidor 1 e 2, respectivamente, e e12 e e22 a quantidade do 

bem 2 do consumidor 1 e 2, respectivamente. 

As quantidades do bem 1 e do bem 2 pa.r a o consumidor 1, são dadas considerando-se 

como origem o ponto 01 . 

As quantidades do bem 1 e do bem 2 para o consumidor 2, são dadas considerando-se 

corno origem o ponto 02. 

O ponto e, no interior da caixa representa as cestas e1, e2, lidos considerando-se as 

origens 0 1, 02 , respectivamente. 

Dado um vetor de preços p = (p 1 , P2), o "budget set" do consumidor 1, por exemplo, 

é dado pela região hachurada. 

A imagem da correspondência de demanda do consumidor 1, com preferência local

mente não saciada, c.p(p, ei), está contida no segmento com extremos x 1, x2, que represen

tam respectivamente a quantidade máxima do bem 1 e do bem 2 caso o consumidor 1 

opte por consumir apenas um dos bens disponíveis segundo o vetor de preços em vigor.O 

seguimento com estremas x 1, x2 está contido no hiperplano H P = { x E R~ : px = pe}. 

Chamaremos a representação acima para a economia é de caixa de Edg eworth. 

Função 'Utilidade 

Definição 1.5 Uma fu.nção utilidade e 11.ma aplicação, v. , que a cada elemento x E R: 

associa v.m nível de satisfação ·u.(x) . 

Isto é, v. : R~ --+ R e cada curva de nível da função -u., caracteriza um nivel de 

satisfação do consumidor, e para cada cesta x , y pertencentes a uma mesma curva de 

nível, diremos que o consumidor é indiferente a consumir a cesta :i: ou y . ou seja, ambas 

dão ao consumidor a mesma satisfação . 
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EXEN4PL02

Consideremos novament.e a caixa de Edgewort.l] do exemplo 1, das sitponha agora qu(

as preferências dos agentes sejam convexas (vede apêndice A)

hgura2

Seja 1/ ] uma função ut.ilidade pala o consumidor 1, t\ pari.ir dt\ origem 0i . Suponha que

as curvas cí, á = 1, 2, 3, da rcplescnt.eni algumas das curvas de nível da função ut.ilidadc

«.. lst.o é, para cada z C c{, l,l(z) = cf

Cllamcaremos as curvas de nível de uma função ut.ilidade de curvas de indiferença

])efinição 1.6 Z)tremas que uma pre/êrênc a E: c uma l/.íi/idade u.i do constam,odor í est(io

associadas otl. que » presente ll.i (e escrevemos b«:) ou. qu.e it.ã represel ta »i (e escveue-

mos uE.) caso para todo z,g € nl,z b{ y« "i(z) 2 «{(y)

Teorema 1.1 Sejam. X a.m, colou.nío con.íáue/ de sega/.nda. ordem, Eí rezam(io binária sobre

X representando a preferência do coTtsum.odor i.. sl!.pontua Ei cona'ínu.a. então e=ist.e tl.ma

fuv ção u.titidade contínua, li.i. representando Ei.

Prova: Vede C'ontánu.áty propertàes o/ p2retàarz i/.t Záty, Debreu,G.,l.E.R., 5 sept. 1964

Observação: Uni conjunto X é dit.o contável de segunda ordem se cxist.irem abert.os ,4.,

n c N, tais que para todo ,4 c X exist.e / Ç Ar, cona .4 = Uic/.A{. Todo subconjunto

fecl)ado de R" é contável de segunda ordem quando considerado com a t.apologia induzida

pela t.apologia usual.
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EXEMPLO 2 

Consideremos novamente a caixa de Edgewort.h do exemplo 1, mas suponha agora quC' 

as preferências dos agentes sejam convexas (vide apêndice A) . 

.----:------------------,02 

~e, 

figura 2 

Seja '11 1 uma função utilidade para o consumidor 1, a partir da origf~m O 1. Suponha que 

as curvas e;, i = 1, 2, 3, da representem algumas das curvas de nível da função utilidade 

11 1 . Isto é, para cada x E e;, ·11. 1(x ) = e;. 

Chamaremos as curvas de nivel de uma função utilidade de curvas de indiferença. 

Definição 1.6 Diremos que uma preferência e:::; e uma utilidade '11; do consumidor ·i. estão 

associadas ou que e=; representa 1,i (e escrevemos c=u) ou que 11.; representa C:::i (e escreve

mos u'c;) caso para todo x, y E R~ , x e=; y ~ 11.;( x ) ::: ·11.i (Y). 

Teorema 1. 1 Sejam X v.m conjunto contável de segunda ordem, e:::; relação binária sobre 

X representando a preferênC'ia do consumidor i. s·u.ponha e:::; contínua. então e1:iste uma. 

função ut-ilidade contínua, 11; . representando e=;. 

Prova: Vide Continuity properties of piretian utility, Debreu,G. ,I.E.R. , 5 sept. 1964 . 

Observação: Um conjunto X é dito contável de segunda ordem se existirem abertos An, 

n E N, tais que para todo A e X existe I Ç N, com A = U iE / A;. Todo subconjunto 

fechado de R 11 é contável de segunda ordem quando considerado com a topologia induzida 

pela topologia usual. 
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Definição 1.7 Chamamos de pontos /acta'ueás oa. trocas /acta'ueís para -' ao conjllrito

k k

E
{ := 1 { :: ]

quantidades nào ttltTapassant o tot.al de bens dispon{

E ('{,zr: <

das cestas cujasl0 f',4 é o conjunto

ue'ts na econ07n,za

Definição 1.8 0 par (z,p) C n=k x S:i-i á c/tomado eqK{Zzürio waZrasáano roH equãlüráo

competitivo) para a economia E se:

a) zí C 'p(p, e{), á = 1, 2, . . . , k;

E:::;i e{, isto é, a cesta zt rn.azimiza. a pre.gerência l:i do con.sum.idos

k, e a demanda é igual à alerta dos ben.sl 2?. )

Teorema 1.2 ('ezisÉêncàa do eqltáZíbrão waZras ar oJ Seja c ?zma. econom7la dc fracas com A

consumidores, t.at q«e stt.as preferências sejam. cona.ínuas. estria.am.ente covitelas e est.Fita

mente crescentes rou monótonas), suponha tam.bém, qu.c e+ » 0, para 1: = 1, . . . , A. .Eníóo

existe o equit'ébrio toalrasian,o.

Prova: Vede /ntrodução â Economia À/atemática, Aloísio P. Araújo, p.73 (14g Colóquio

Brasileiro de Mat.emática)

A demonstração do t.eorema acima pode ser kit.a utilizando-se o t.corema do ponto

fixo de Brouwer ou mais geralmcnt.e o t.eorema do post.o fixo de l<akut.ani.

EXEMPLO 3

Considere a caixa de Edgewort.ll do exemplo 1. Suponha agora que as preferências dos

consumidores são contínuas e convexas (vida apêndice A).

figura 3

Definição 1. 7 Chamamos de pontos factíve ·is O'U trocas factíveis para E ao con_junto 

O F A é o con_j'Unto das cestas c1~jas quant'idades não ·ultrapassam o lota.l de bens disponí

veis na economia. 

Definição 1.8 O par (x,p) E R~k x s~-l é chamado equilíbr'io walrasiano (ou equilíbrio 

competitivo) para a economia E se : 

a) xiE<p(p,e1), i= l ,2 , .. . ,k; 

b) =~=I xi = I::1=1 ei, isto é, a cesta xi ma:rim·tza a preferência '.'.:; do consumidor 

i = 1, 2, . .. , k , e a demanda é igual à oferta dos bens . 

Teorema 1. 2 ( existência do eqv.ilíbrio walrasiano) Seja E 11.mo. economia de trocas com k 

consumidores , tal que suas preferênc-ias sejam contínuas. estritamente convexas e estrda

mente crescentes ( ou monótonas); suponha também que ei » O, para i = l, ... , k. Então 

e:úste o equ-ilíbrio walrasiano. 

Prova: Vide Introdução à Economia Matemática, Aloísio P . Araújo, p .73 (14Q Colóquio 

Brasileiro de Matemática). 

A demonstração do teorema acima pode ser feita utilizando-se o teorema do ponto 

fixo de Brouwer ou mais geralmente o teorema do ponto fixo de Kakutani. 

EXEMPLO 3 

Considere a caixa de Edgeworth do exemplo 1. Suponha agora que as preferências dos 

consumidores são contínuas e convexas (vide apêndice A). 
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Suponha que as curvas t.racejadas represent.em as curvas de indiferença do consumidor

2, c as de traçado cona.ínuo a as curvas dc indiferença do consumidor l

Sejam pi,PU, p3 t.rês vet.ores de preços distintos para a economia descrit.a acima. cada

vct.or de preços determina um hiperplano .rTPi - {z C RÍ : pz = pe}, 1 = 1, 2, 3; t.al que

(,onsiderando-se a origem 0], os pollt.os quc est.ã( à esquerda de HP. pcrt,cncem ao Budget.

set. do consumidor l e os post.os que est.ão à direis.a dc HP. pera.encclli ao budget. set. do

consumidor 2.

A imagem da função de demanda do colisulilidor l

origens, est.á contida no hiperplano HP:, í = 1, 2, 3.

O equilíbrio wcalrasiano sc dá em um pont.o ]. C f/P., para alguiii / = 1.2,3. que

sejtt pont,o de tangência lllút.ua de a]gluma curva de in(diferença do consumidor ] e 2

respect.ivanlent.e. Os pont.os /, g são equilíbrios wallrasiano para a economia dc t.rocas

represent,ada pela caixa.

O hipei'play)o HPa não possui nenhum pont.o quc seja pont.o de t,aiigência rnút.ua às

cuivt\s de indiferença dos consumidores l e 2 por.aiit.o com o vet.or dc preços p3 não temos

uln equilíbrio walrasiano para a ecoliolnia acimtt dcscrit.a

De um modo geral, um ])oiit.o m peia.enceilt.e tl caixa será uni post.o de equilíbrio se

a let.a que liga as dotações iniciais, e, dos agent.es le 2 respectivaincnt.c. ao ponto zn ó

ttutgent.e às curvas de indiferença dc ambos os consumidores, que passem por n?

2 (:olls}(ieraildo.s( suas respect.ovas(

EXEÀIPL04

Seja c = {z,b:i), i= 1,2}, onde z C n3., b:{, i= 1,2, relação binária em RÍ

Suponha que a relação de preferência Ei, i= 1, 2, seja represelit.ada pela função ut.ilidadc

íl., : Ri --, R, dada por nl(=1,a2) = zl''z3''', onde 0 < af < 1 (a função utilidade i/{,

í = 1, 2, assim definida é chamada de função ut.ilidade de Cobb-Douglas).

10

Suponha que as curvas tracejadas representem as curvas de indiferença do consumidor 

2, e as de traçado contínuo a as curvas de indiferença do consumidor 1. 

Sejam p1, P2, p3 três vetores de preços distintos para a economia descrita acima. cada 

vetor de preços determina um hiperplano H p ; = { x E R! : px = pe} , i = 1. 2, 3; tal que 

considerando-se a origem 0 1, os pontos que estão à esquerda de Hp, pertencem ao Budgct 

set. do consumidor 1 e os pontos que estão à direita de H P, pertencem ao budget set. do 

consumidor 2. 

A imagem da função de demanda do consumidor 1 e 2 considcrando-s<! suas respectivas 

origens , está contida no hiperplano H P,, i. = 1, 2, 3. 

O equilíbrio walrasiano se dá em um ponto .1: E H P, , para algurn i = 1. 2, 3. que 

seja ponto de tangência mútua de alg;uma curva de indiferença do consumidor 1 e 2 

respectivamente . Os pontos J, g são equilíbrios warlrasiano para a economia de trocas 

representada pela caixa. 

O hiperplano H P~ não possui nenhum ponto que seja ponto de t.a11gência mú t.ua às 

curvas de indiferença dos consumidores 1 e 2 port.anto com o vetor de preços p3 não ternos 

um equilíbrio walrasiano para a economia acima descrita. 

De um modo geral, um ponto m pertencente a caixa será um ponto de equilíbrio se 

a reta que liga as dotações iniciais , e, dos agentes le 2 respectivamente. ao ponto m {, 

tangente às curvas de indiferença de ambos os consumidores , que passem por m. 

EXEMPLO 4 

Seja E = {x , '.".:í), i = 1, 2}, onde x E Ri, '.".:i, i = 1, 2, relação binária em Ri. 
Suponha que a relação de preferência'.".:;, i = 1, 2, seja representada pela função utilidade 

n; : R! - R, dada por n;(x1, x2) = xf'x~-ª\ onde O < o-; < 1 (a função utilidade ·u.; , 

i = l, 2, assim definida é chamada de função utilidade de Cobb-Douglas). 
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A relação de preferência represent.ada por il{ é fora.cment.e convexa (vide apêndice A),

sciido assim a correspondência de demanda do consuiliidor. i, det,crminil a cada vet.or de

preços p uma função, que chamaremos de função dc demanda individual. Seja p = (pl , p2)

uin sist.ema de preços, com p+ > 0, { :: 1,2. Temos ent.ão que função de demanda

individual, gi, do consumidor i será dada por

p(p, e(i))
a:p.e(i) (l -- aí)p.e(i)

P2
e(i) = (ei(ã), .2(1))

Observação: Obt.amos a função (p da seguint.c maneira: Dado uln sisa.cmtt de preços p,

sendo b{ fortemente convexa (vede apêlldice A), podemos encont.rar o máximo da função

ut.ilidade ll.í, que repiesent.a a pieferêncitt Ei, restrit.a à su])crfície A/ = {z c n3. : p, =

peia = g''(pei), em quc g : Ri+ -' R, que a cada .z; associa g/(z) = p:r

Faremos ist.o aplicando o t,eorema dos multiplicadores de Lagrangc a ll.f restrita a Jt/

lemos então:

?J{(a;l,Z2) = 3T:Z$i a:)

Afim de facilitam os cálculos, seja u{(z1,:«2) = in i..{(zl, z2) = a{ Inzl+(l --aí) Inz2. Temos

que o gradient.e de u{("i, "2) é dado por V"f("1,"2) - (e', . ), e o giadient.e de gé

dado por Vg(=i, r2) = (pi,p2); e pelo t.eorema dos nlult.aplicadores de Lagrange t.emos

que um pont,o z € A/ é pont.o crít.ico de uí rest.rit,a A/ , c port.ant.o um ponto crít.ico de l/

restrit,a a À/, se existir À real t.a! que Vu{(zl, =t2) = ÀVg(a:t, z2), isto é, se

(L:-gd = Àp2, tal (lue
Z2

3) PZ

vem daí que a = Afia;i e, de 2) e 3) temos (l -- of) = Àp2z2 = Àpef -- Àpi l e, portanto

pe

11

l

A relação de preferência representada por 111 é fortemente convexa (vide apêndice A), 

sendo assim a correspondência de demanda do consumidor, i. , determina a cada vetor de 

preços puma função, que chamaremos de função de demanda individual. Seja p = (p 1, p2) 

um sistema de preços, com Pi > O, i = l, 2. Temos ent.ão que função de demanda 

individual, <p;, do con . .mrr.idor i será dada par 

( ( ')) = ( o:ip ,e(i) (1 - a 1)p.e(i) ) <p p , e 1. , , 
Pi P2 

Observação: Obtemos a função <p da seguinte maneira: Dado um sistema de preços p, 

sendo ti fortemente convexa ( vide apêndice A), podemos encontrar o maximo da função 

utilidade ·11.i, que representa a preferência ti, restrita à superfície /li = {:r E Rt : P.1: = 

pei} = g- 1(pci ), em que g: Rt+ - R, que a cada :r: associa g(x) = p:i;, 

Faremos isto aplicando o teorema dos multiplicadores de Lagrange a u; restrita a M. 

Ternos então : 

Afim de facilitar os cálculos, seja v1(x 1 , x2) = ln ui(x 1, x2) = ai ln x 1 + (1- ai) ln xz. Temos 

q ue o gradiente de vi(x 1,x2 ) é dado por \7v1(::r 1,x 2 ) = (91. , ~) , e o gradiente de g é 
XJ X2 

dado por \7g(x 1,x2) = (p 1,p2) ; e pelo teorema dos multiplicadores ele Lagrange temos 

que um ponto x E M é pont.o crítico de Vi restrita /1,J, e portanto um ponto crítico de ui 

restrita a AI , se existir À real tal que v'vi(:r: 1• :r:2) = À v' g( :r1 , x2), isto é, se 

ai 
1) - = ÀPi e 

Xi 

3) px = pe;, 

vem daí que ai= >.p1x 1 e, de 2) e 3) temos (1 - a 1) = Àp2x2 = Àpei - Àp 1x1 e, portanto, 
1 

À=-. 
pe; 
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Temos então que subst.ituindo À e 1) e 2) obt.emos

aipei

Cllarnaremos de .funç(io de deni.a.nda. íoíaZ a função

@ : S= ---., R dada por d >: p(p, e(i) )

Seja E(p) = Ó -- E e(i) ./ün.ção ezces.se de demanda. Temos que a solução do sisa.ema

I'::'':'U-'-.:m 2'''''U-'-.,H)ll;ll- ISI, '"«-

bkj a:ej(1) + (1 - .Í)ej(2)

é lm] vet.or p# não nulo que iguale a of-art.a t.ot.al dc bens a demanda t.ot.iLI dc bens

1.2 O ''Core'' e o Equilíbrio Walrasiano

Nest,a seção definiremos uma /arma r71,c.Is ./Faca de equ.ilíbrío para economias de t.rocas, que

chamaremos de ''core" , e en] seguida enunciarelnos result.idos que rclacionaln est.e t.i!)o de

equilíbrio ao equilíbrio "Walrasiaiio". Por fim, apresentaremos um exemplo dc economia

dc trocas onde, de forma geomét.rica, poderemos visualizar a relação exist.ent.e entre os

dois tipos de equilíbrio.

A definição de "core'' de uma economia, num cona.ext.o nazis geral, é dado como segue

O "cole" de unha economia consist.c dc t.odos os cst.idos da economia que não podem se]

melhorados por qualquer coalizão de agent.es ecoiiõmicos. Um est.ado para uma economia

do t.rocas é uma redistribuição dos bens na economia de t.al forma quc t\ somil de t.idos os

bens redistribuídos seja igual a soma dos bens disponíveis, ist.o é, não há criação de novos

l)cns e tão pouco destruição dos bens já exist.entes.

12

Temos então que substituindo À e 1) e 2) obtemos 

o;pe; ( 1 - o'i)pe; 
X = e y = 

PI P2 

Chamaremos de função de demanda total a função: 

</J: s:----> R dada por e/>= LVJ(p,e(i)). 

Seja E(p) = </> - I: e(i) .fúnçâo excesso de demanda. Temos que a solução do sistema 

é um vetor P* não nulo que iguale a of,:)rta total de bens a demanda total de bens. 

1.2 O "Core" e o Equilíbrio Walrasiano 

Nesta seção definiremos uma forma nw.is .f1·aca de eqv.-iHbrio para economias de trocas, que 

chamaremos de "core" , e em seguida enunciaremos resultados que relacionam este tipo de 

equilíbrio ao equilíbrio "\i\falrasiano" . Por fim, apresentaremos um exemplo de economia 

de trocas onde, de forma geométrica, poderemos visualizar a relação existente entre os 

dois tipos de equilíbrio. 

A definição de "core" de uma economia, num contexto mais geral, é dado corno segue: 

O "core" de uma economia consiste de todos os estados da economia que não podem ser 

melhorados por qualquer coalizão de agentes econômicos. Um estado para uma economia 

de· trocas é uma redistribuição dos bens na economia de tal forma que a sorna de todos os 

bens redistribuídos seja igual a soma dos bens dispo11íveis , isto é, não há criação de 11ovos 

bens e tão pouco destruição dos bens já existentes. 
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Os principais resultados relacionando o "core" ao equilíbrio "Walrasiano" serão dados

por dois teoremas, cada um deles procura dar, à sua maneira, seno.ido à conject.ura de

Edgeworth, cujas demonstrações serão omit,idas; indicaremos porém, onde tais dernons

t.rações podem ser encontradas

Para o que segue, vamos refrasear a definição de economia de t.rocas de forma mais

conveniente

Definição ] .9 t/m.a econ077tEa de brocas (í r/-m.a apZícação c d(:/unida em. ?lm cona?lato ./itláto

A. que chamaremos conju.nto dos agentes ec071.0in.idos, total.and.o tlalolcs em P x Rt+. qu.c

ch.anlaretnos conjl{.nto das características dos agentes.

O conjunto Rt+ denota o espaço das "coma.odit.ies

O conjunto P denota o conjunto das relações de preferências sobre Ri+

Á":m p«« «d. « c ..4, demos .(a) = (»., e.), ond. ». á . «Z.ção de p«.fe,ênc{. 'í.

agente a sobre Rt+ e e. a l-'mpla dos bens iniciais ou dotações iniciais do agente a. Desta

forma os bevts dispoTtíueis na economia : é dado T)elo 'El:.ç:.\ e.

Definição 1.10 C/ma troca para a economia f á ?/.m.a aplicação / : .4 --, R:. que associa

a 'ada agente a tema moda cesta de Z,ens /(a) C RL, laJ que E...,t /« $ E.....l e., {sfo é

n(io há criação de nodos bens ll.a economia. Ch,am.aTC.tn.os de alocaça.o oil. tlm. estado -para.

€ u toda função de troca tül qtt.e 'El:.e,\ .fa :: 'E-uCA ea.

Definição 1.11 Chama-se coa/ zão a qu.alquer stl.bc07Ütlnfo de .4. Dadas as aZocações /

e g, diremos ql!.e a alocução g dom.ina a atocação J uia coalizão S se

1) g.. '». j., para todo Q C S

àã) E:..s g. = E..s e..

Dada uma alocução f, se existir g satisfazendo {) e i{) diremos qu.e a alocução f Jo-l.

m.elhorada ula coalàzão S. O conjll.nt.o das alocaçães Oll fst,aços para e qu.c Ttào podem. ser

m.elhoradas por qualqu.er coalizão será chamado de "core'' e de?\otado por CI.e).
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Os principais resultados relacionando o "core" ao equilíbrio "Walrasiano" serão dados 

por dois teoremas , cada um deles procura dar , à sua maneira, sentido à conjectura de 

Edgeworth, cujas demonstrações serão omitidas; indicaremos porém , onde tais demons

trações podem ser encontradas. 

Para o que segue, vamos refrasear a definição de economia de trocas de forma mair. 

conveniente. 

Definição 1.9 Uma economia de trocas é ·uma aplicação E definida em um conjunto fin-itu 

A. q'l/.c chamaremos conjunto dos agentes econom:icos, tom.ando valon :s cm P x R~. q11.(' 

chamaremos conjunto das características dos agentes . 

O conjunto R~ denota o espaço das ''com:modities ''. 

O conj11.nto P denota o confunto das relações de preferências sobre R~. 

Assim para cada a E A , temos é( a) = (>--a, ea), onde >-- a é a relação de preferência do 

agente a sobre R~ e ea a l-upla dos bens iniciais 011. dotações iniciais do agente a . Desta 

forma os bens disponíve-is na economia é é dado pelo LaEA Ca . 

Definição 1.10 Uma troca para a economia E é 11.m.a apl-icação f : A -+ R~ que associa 

a cada. agente a uma nova cesta de bens f (a) E R~, tal que La E A fu '.S LaEA ea , isto é, 

ná.o há criação de novos bens na economia. Chamaremos de alocação ou ·um. estado pam 

E a toda função de troca tal que LaEJ\ .fa = LaEA ea . 

Definição 1.11 Chama-se coalizão a qualquer subconjunto de A . Dadas as alocações f 

e g, diremos que a alocação g domina a alocação f via coalizão S se: 

i) 9a >--a Ía, para todo a E S; 

ii} LaES 9a = LaES Ca · 

Dada uma alocação J, se existir g satisfaz endo i} e 'ii) diremos q'l/.e a alocação f foi 

melhorada via coalizão S. O conjunto das alocaçàes ou estados para E que não podem. ser 

melhoradas por qu.alquer coal-izão será chamado de "core " e denotado por C(é) . 
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Abaixo, repetimos a dehniçao de equílibrio Walrasiano

Definição 1.12 C/ma troca ./ Faia {/.ma econorn.ia. -r (í cA.am

lou. c.q'uilíbrio competitivo) se:

.) ./. é m«àm«Z p«a ». .m /3.(p) = {z C R:. : p.:, $ p...}, p«« íod. « C d

ó) E...,l /. = E:....l '..

O c07Ütlnto de bodas as a/ocaçóes WaZrasianas ser

Proposição l.l )V(e) C é?(e) pa,ra toda econorn.{a e

Prova: Vida Handbook of IK'lat.emat.ical Ecoiioinics, vo1 2. pag. 836.

Teorema 1.3 0 "core" de foda r'con.om.ia dr fracas c?lja.s 7)re/erência«s do

con.t.ínuas, convexas e monotónicas; é Ttão vazio.

Prova: Imediata, pois se e(-r) = 0 :> )V(c) = 0, o quc cona.radio o t.eorenla 1.2, seção l.

Ot.imo de Pareço

Definição 1.13 Darem

cl) j c FA;

b) Não elist.e nenhuma alocaçào .f' t.al qu.e .f'(a) L. .fl.u), pa.ra t.odo .f'l.a) >.-. .fl.a) para

pelo in.anos tl.In a.

Podemos int.erpretar a definição acima do seguint.e naodo: unia alocação / não é um

ót.imo de Paret.o se for possível melhorar a sit.unção de pelo menos um agent

ein prejuízo aos demais.

A seguir daremos alguns exemplos que ajudarão iio esclarecimeilt.o da definição de

t;imo de Parei.o

ada de r, /n, ./l P /l fly-" W'rz/T-rl..sin.rl.r/

á d.«atado po, W(f)

agent.csS sao

U.'rn.Q QI,OCQ ÇQO f ót.i.m.n d.e Pa.rp.t,n s{os quc e ti,?i]./ J /,r e

e economico

S

0

Abaixo , repetimos a definição de equilíbrio Walrasiano. 

Definição 1.12 Uma troca J para ·uma economia. E 1: chamada. dP- a.locação Walrns·iana. 

( ou eq1t:ilíbrio compct-itivo) se: 

o.) f u é maximal para >- a cm f3a(P) = { x E R~ : p.:i: ::; p.e 0 }, parn todo a E A ; 

/3} LaEA Ía = LaEA Ca · 

O conjunto de todas as alocações Walrasianas será de·notado por W(t:) . 

Proposição 1.1 W(c) e C(E) para toda economia E. 

Prova: Vide! Handbook of !Vlatematical Econornics, vol 2. pag. 836. 

Teorema 1.3 O "core" dr. toda econom-ia. dr. trocas cujas prr)'erênr:i a.s dos agentes são: 

contínuas, convexas e monotônicas; e! n:io vazio. 

Prova: Imediata, pois se C(E) = (/J ⇒ W(t:) = 0, o que contradiz o teorema 1.2 , seção 1. 

Otimo de Pareto 

Definição 1.13 Diremos qv. e wna alocação f e u:m. ótimo de Pareto se: 

a) f E F A ; 

b) Não existe nenh'U.ma alocação J' tal que J'(a) ta J(a), para todo J'(a) >-a J(a) parn 

pelo menos 11.m a . 

Podemos interpretar a definição acima do seguinte modo: urna alocaç:ão f não é um 

ót.irno de Pareto se for passivei melhorar a situação de pelo menos um agente eco nômico 

sem prejuízo aos demais. 

A seguir daremos alguns exemplos que a judarão no esclarecimcnt.o da definição de 

ótimo de Paret.o. 
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EXEMPLO 5

Considere a economia de t.rocas dada no exemplo 1, seção l

figura 4

Observando que o agent.e l melhora sua sit.unção se consumir cest.as que est.ão acima da

curva ci e o agente 2 melhora sua sit.unção se consumir cest.as que est.ão al)aixo da curva c2,

t.amos que a alocução / dada acima não é uni ót,imo de Papel.o pois se caminhaimos sobre

curva c] no sentido anta-horário a situação do agent.e l permanece inalt.brada, (pois t.oda

cest.a sobre cl Ihe proporciona a mesma satisfação de consumo); já il sit.uação do agcnt.e

2 foi melhorada, pois t.ais cest,as est.ão abaixo da ccst.a c2 e porá.ant.o llle proporciol)anl

maior sat.isfação de consumo; de forma análoga, se canlinharlnos iio scnt.ido horário sobre

a curva c2, a situação do agente 2 permanece inalt.fiada e a sit.uação do agent.e l será

melhorada.

EXEh4PL06

Considere a economia de t.rocas dada no exemplo 1, seção l

A alocão ./ neste exemplo é um ótimo de Parei.o, pois se caminliaintos sobre a curva

15

EXEMPLO 5 

Considere a economia de t.rocas dada no exemplo 1, seção 1. 

,--------------------~ 02 

""'-

" \ 
\ 

0 1 
figura 4 

Observando que o agente 1 melhora sua situação se consumir cestas que estão acima da 

curva c1 e o agente 2 melhora sua situação se consumir cestas que estão abaixo da curva c2 , 

temos que a alocação f dada acima não é um ótimo de Pareto pois se caminharmos sobre 

curva c1 no sentido anti-horário a situação do agente 1 permanece inalterada, (pois toda 

cesta sobre c1 lhe proporciona a mesma satisfação de consumo) ; já a situação do agente 

2 foi melhorada, pois tais cestas estão abaixo d~t ccst.a , 2 e portanto lhe proporcionam 

maior satisfação de consumo; de forma análoga, se caminharmos no sentido horário sobre 

a curva c2, a situação do agente 2 permanece inalterada e a situação do agente 1 será 

melhorada. 

EXEMPLO 6 

Considere a economia de trocas dada no exemplo 1, seção 1. 

.---------,-----------~02 

--

figura S 

A alocão f neste exemplo é um ótimo de Pareto , pois se caminharmos sobre a curva 
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cl no sentido anta-horário o consumidor 2 terá sua sit,nação piorttda, pois cst.e passará a

consumir cest.as que estão acima da curva c2; dc forma ailálogí\. se caminharmos sobre é\

curva c2 no sentido horário a sit.uação do agent.e l será piorada\. Temos ent.ão que para a

economia de trocas represent.ada pela caixa de Edgewort.h acima, os ót.amos de Paret.o são

os pontos de tangência mút.ua das curvas de indiferença dos agent.es l e 2, respect,ivament.e

EXENIPL0 7

Considere, novament,e, a economia de t.rocas dítda ilo cxcnlplo 1. acção l

figura 6

Como vimos no exemplo 6, alocuções dadas l)elos pont.os de t.aiigêiicia mút.ut\ das

curvas de indiferença dos agent.es l e 2, são os ót.amos de Pareço. Lema)ramos que o pont,o

p iia caixa represent.a as dot.açõcs iniciais dos ageiit.es l e 2 quando li(lo considerando-sc

t\s origens 0i e 02, respect.ivainent.e. Lcmbranlos t.t\lilbéni quc o coiisuiiiidor l mclllora

su:\s dot.ações iniciais se coiistimir as cest.as que est.ão acima dê\ curva c] e o c:onsumidol 2

melhora\ suas dotações iniciais se consumir as cest.as (lue est.ão abaixo da curva c21 dest.a

forma as alocuções que melhoram as utilidades dos consumidores l e 2, siiilult.aiieanlcnt,e,

serão aquelas que estão na região hachuiada, pois fora dest.a região haverá perda de

ut.ilidade para un] dos dois agent.es. Dado que a econontia acima possui apenas dois

consumidores, t.emos que são possíveis apenas dois modos de se formar uma coalizão, a

coalizão de um agent.e ou a coalizão de dois ageiit.cs

Considcrenios, primeiranlent.e, a coalizão do dois t\gent.es. Como vist.o aciiita, as

alocuções quc nlelhoiam simula.aneament.e a sit.u&Lção dos dois agent.es serão aquelas quc
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c1 no sentido anti-horário o consumidor 2 terá sua situação piorada pois est.e passará a 

consumir cestas que estão acima da curva c2 ; de forma aná loga. se caminharmos sobre a 

curva c2 no sentido horário a situação do agente 1 será piorada. Temos então que para a 

economia de trocas representada pela caixa de Edgeworth acima, os ótimos de Paret.o são 

os pontos de tangência. mútua das curvas de indiferença dos ag,ent.es 1 e 2, respectivamente. 

EXEMPLO 7 

Considere, novamente, a economia de trocas dada 110 exemplo 1. seção 1. 

.----.---------------~º 2 

o, 
figura 6 

Como vimos no exemplo 6, a.locações dadas pelos pontos de t.a11gê11cia mútua das 

curvas de indiferença dos agentes 1 e 2, são os ótimos de Pareto. Lembramos que o ponto 

C' na caixa representa as dotações iniciais dos agentes 1 e 2 quando lido considerando-se 

as origens 0 1 e 02 , respect ivamente. Lembramos t.ambém que o c-onsu111iclor 1 melhora 

suas dot.ações iniciais se consumir as cestas que estão acima da curva r 1 e~ o consumidor 2 

melhora suas dotações iniciais se consumir as cestas que estão abaixo da curva c2 ; desta 

forma as alocações que melhoram as utilidades dos consumidores 1 e 2, sirnult.ancamcnte, 

serão aquelas que estão na região hachurada, pois fora desta região haverá perda de 

utilidade para um dos dois agentes. Dado que a economia acima possui apenas dois 

consumidores, temos que são passiveis apenas dois modos de se formar uma. coalizão , a. 

coalizão de um agente ou a coalizão de dois agentes. 

Consideremos, primeiramente, a coali zão de dois agentes. Corno \'isto ac11na, as 

alocações que melhoram simultaneamente a situação dos dois agentes serão aquela::; quC' 
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se encontram na região hachuradal est.as por sua vez, se não forem alocuções pera.encena.es

ao "core" serão bloqueadas pelas ítlocações do "(orc:

Afirmamos que com preferências convexas t.oda alocução do "core" é um ót.imo d(

Parei.o.

Prova: Seja y uma alocação ]io "core" da econolllia t.al que y não é um ót.imo de Pareço.

Sele perdas de generalidades, exist.e uma alocação .Y tal que Xe b:2 ya c Xi »i yt, sendo

as preferências dos agentes convexas, exist.e ó > 0 tal que pala todo Z c Bó(X) t.amos

Zi »i yil dest,a forma, podemos obt,er unia alocução Z' € Bó(X) t.al que Z{ possua

decréscimos positivos de bens cm relação a .Yi c Z; possua acréscimos posit.avos de bens

tiansfericlos do agent.e l na t.roca de XI por ZÍ.

Desta forma, Z; >-e X2 :> Z2 »2 y2 e, porá.ant,o, Z' melhora él alocução }/. o que

contradiz o fat.o de y estar iio "core" da ecoilontiít. Temos, ent.ão, quc t.oda alocução no

"core" da economia é um ótimo de Pareço

Consideremos agora a coalizão de um agent.e. Vamos supor, sem perdas de general-

idade, que a coalizão de um único agent,e será represent.ada pelo agent.e 1. A alocução

para o agente l será dada pelo pont.o e da caixa, pois est,a alocução Ihe garante o nível de

sat.isfação representado pela t.oralidade de seus bens. Observe que o pont.o / melhora a

sit.uação do agent.e 2 sem provocar perda de ut.ilidade para o agent.e 1, e ./ por sua vez não

pode ser melhorada por nenhuma out.ra alocução pois cst.a é un] ót.imo de Pareto e sua

melhoria implicaria uma coalizão de dois agcnt.es e, como visto acima, nos levaria a uma

c:ont.radição. Vem daí q\te / é uma alocução ]lo "core" da economia. De forma análoga,

a alocução b, estará no "core" da economia, e nest.e caso, b. bloqueada a coalizão dada

pelo agente 2. Desta forma, as alocações que não poderão ser melhoradas serão aquelas

que pertencem à curva de extremos .f, h, pois est.as, como visto, mellloram a situação

dos dois agentes simultaneament.e e por serem alocações ótimos de Parei,o não podem ser
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se encontram na região hachurada; estas por sua vez, se não forem alocações pertencentes 

ao "core" serão bloqueadas pelas alocações do "corC'''. 

Afirmamos que com preferências convexas toda alocação do "core'' e um ótimo dC' 

Pareto. 

Prova: Seja Y uma alocação no "core" da economia tal que Y não é um ótimo de Pareto. 

Sem perdas de generalidades, existe uma alo cação X tal que X 2 t2 Y2 e X 1 )>- 1 Y 1, sendo 

as preferências dos agentes convexas, existe ó > O tal que para todo Z E Br,(X) temos 

Z 1 )>- 1 Y1; desta forma, podemos obter uma alocação Z' E B,s(X) tal que Z{ possua 

decréscimos positivos de bens em relação a X I e Z~ possua acréscimos positivos de bens 

transferidos do agente 1 na troca de X 1 por z; . 
Desta forma, Z~ )>- 2 X2 ⇒ Z~ )>- 2 Y2 e, portanto , Z' melhora a alocação Y , o qur 

contradiz o fato de Y estar no "core" da economia. Temos, então , quC' toda alocação no 

"core" da economia é um ótimo de Pareto. 

Consideremos agora a coalizão de um agente. Vamos supor, sem perdas de general

idade, que a coalizão de um único agente será representada pelo agente 1. A alocação 

para o agente 1 será dada pelo ponto e da caixa, pois esta alocação lhe garante o nível de 

satisfação representado pela totalidade de seus bens. Observe que o ponto J melhora a 

situação do agente 2 sem provocar perda de utilidade para o agente 1, e f por sua vez não 

pode ser melhorada por nenhuma outra alocação pois esta é um ótimo de Pareto e sua 

melhoria implicaria uma coalizão de dois agentes e, como visto acima, nos levaria a uma 

contradição. Vem daí que f é uma alocação no "core" da economia. De forma análoga, 

a alocação h estará no "core" da economia, e neste caso, h bloquearia a coalizão dada 

pelo agente 2. Desta forma , as alocações que não poderão ser melhoradas serão aquelas 

que pertencem à curva de extremos J, h, pois estas, como visto , melhoram a situação 

dos dois agentes simultaneamente e por serem alocações ótimos de Pareto não podem ser 
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melhoradas por nenhuma outra alocação da região.

Para complet.ar, seja p unl sistema dc preços, seja H. o hiperplano gerado por p, como

visa.o na seção 1, a imagem da função de demanda do consumidor l e 2 está contida

en] /líP e portant.o os agent.es procurão consumir as cest.as pera.eiicent.es a HP, pois estas

maximizam as preferências dos dois agir.t,es segundo o vedor dc preços p. Dent.re as l;estas

pertencentes a .HP, a única que não pode ser melllora é a b+, pois é lira ótimo dc Parei.o

c está no ''core'' da economia e mais, t,al ccst.a const.it,ui urn equilíbrio Walrasiaiio para a

economia segundo o sisa.ema de preços p.

Observação: A curva que percorre a diagonal da caixa é cllamada de curva de expansão

e contém t.odes as alocações que são un] ót,imo de Paiet.o; observe t.ambém que nem t.odo

ót,imo de Parei.o está no "core"

Vejamos a seguir un-l modo de se dar seilt.ido à conject,ura de Edgewort.h devido a

Aumann. Ant.es dc enunciarmos o t.eorema de At]]nanii, int.rocluzircinos un] modelo para

a economia dc t,rocas ao qual a infiuêiicia de u]]] único agcnt.e ]la economia é insignificant.e

Para est.e modelo, most,rarcnios que cs conccit.os cle "c:ore" c cqtiilíbiio walrasiano são

coincident,es, isto é, uma alocação ./, est,á no "cole" da economia se, e sonlent.e se, / é

uma alocução walrasiana.

Definição 1.14 Uma economia de trocas não atómica, c, é u.ma aplicação m.ensu.ráue/

de$nida .m um espaço de m.did« não aÉomãca (Á, B, p), com #(.,'!) = 1, Éomand. -Zor«

em F' x al taJ que o uetor das dotará.?s iniciais dado por J' proj2 o cd. é./inato.

Observe que para cada a C ,4, tendo c(a) = (»«, e..), t.erros que a preferência do agent.e

a é dada por proji o c(a) e sua dot.ação inicial dada por proj2 o f(a)

Definição 1.15 Um.a a/ocas(io ot/- um. estado para c é ?i.ma ./ünçào infcgráueZ ./ : .4 --, R+

[aZ que f /'d., = r Droio o ed P

IR

melhoradas por nenhuma outra alocação da região. 

Para completar , seja p um sistema de preços , seja H P o hiperplano gerado por p , como 

visto na seção 1, a imagem da função de demanda do consumidor 1 e 2 está contida 

em Hp e portanto os agentes procurão consumir as cestas pertencentes a Hp , pois estas 

maximizam as preferências dos dois ager.t.es segundo o vetor de preços p. Dentr?. as t::estas 

pertencentes a H p, a única que não pode ser melhora é a IH , pois é um ótimo de Pareto 

e está no "core" da economia e mais , tal cesta constitui um equilíbrio vValrasiano para a 

economia segundo o sistema de preços p. 

Observação: A curva que percorre a diagonal da caixa é chamada de curYa de expansão 

e contém todas as alocações que são uir ótimo de Pareto; observe também que nem todo 

ótimo de Paret.o está no "core". 

Vejamos a seguir um modo de se dar sentido à conjectura de Edgewort.h devido a 

Aumann. Antes de enunciarmos o t.eorema de Aurna1111, introduziremos um modelo para. 

a economia de trocas ao qual a influência de um único agent.e na economia é insignificante. 

Para este modelo , mostraremos que cs conceitos de ''c:or0" e <!q11ilíbrio walrasiano são 

coincidentes, isto é, uma alocação J, está no "core" da economia se , e somente se , J é 

urna alocação walrasiana. 

Definição 1.14 Uma economia de trocas nao atômica, E, é u.ma aplicação m.ensu.rável 

definida em um. espaço de medida não atom.ica (A, B, µ). com µ.(A)= 1. tomando valores 

em. P x R: tal que o vetor das dotaçõ es inic-iais dado por J proh o Edµ é .finito. 

Observe que para cada a E A, tendo é(a) = (~a, ca), temos que a preferência do agente 

a é dada por proj 1 o é(a) e sua dotação inicial dada por proh o E(a). 

Definição 1.15 Uma alocação 011. um. estado para E é urna função ·integrável f : A -+ n: 
tal que J Jdµ = J proj 2 o Edµ. 
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O conceit.o de economia de t.rocas não at.õmica, é nt\ realidade, un] coiiceit.o puramente

abstrato. Sua interpretação pode ser a mesma dadít no início da seção, pois qualquer

economia c : .4 --, ? x R]. pode scr vista como uma aplicação definida num espaço

de medida (.4,.B,p), tomando valores em P x R:., onde .B é o conjunt.o de todos os

subconjuntos do conjunto finit.o ,4 e a medida [l é a medido. de cona.agem normalizada,

isto é, p(E) = lgl, onde IZI é o número de element,os de E e IÁI o ]iúmero de element.os

de ,4.

O número

à coêtlizão .E

A a-álgebrít B, que clial-nareinos a-álgcbrt\ das cot\lições, é int.rocluzi(lo por niot.avos

t.écnicos. No caso de economias com um número finit.o de pari.icipant.cs, não há nenlluma

restrição a possíveis coalizões.

Num espaço de medida não atómica (,4, B, p.), o conjunt.o Á dos agent.es económicos é

inhnito e não inumerável.O conjunt.o .A será chamado de "continuun de agent.es". E t,odo

conjunto S em B, será chamado de coalizão

At(E) é interpret,&\do como a fração cla t.ot.alidadc dos ítgclit.es pera.eilccnt.esl ) l, }r r r f r

Observação: Dada uma alocução /, .f. = /(a) deilot.a uma nova cest,a dc bens para o

agente. Dada uma coalizão E, e dada uma t.roca /, JE/dp represent,a i\ cest.a média de

bílis alocados para os agent,cs de E

Definição 1.16 Sela ./ ?lma aZocação para c. C/ma. aZocação g dom.{na OI/. m.eZAora / uia

coalizão S C B, se:

aJ g(«) ». /(.), V« C S;

b) p(S) > 0 e /sgd. = /s ed.

Evident.emente o conjunt.o de t.odes as alocações ./ que não são dominadas ou mel-

horadas por qualquer alocução g, via qualquer coalizão S € .B é chamado dc "core" da

ecoliomla
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O conceito de economia de trocas não atômica, é na realidade, um co11ceit.o puramente 

abstrato . Sua interpretação pode ser a mesma dada no início da sec,;ào, pois qualquer 

economia E : A - P x R: pode ser vista como uma aplicação definida num espaço 

de medida (A, B, µ), tomando valores em P x R:, onde B é o conjunto de todos os 

subconjuntos do conjunto finito A e a medida a é a medid2. de contagem normalizada, 

isto é, f.L(E) = }Pi, onde IEI é o número de elementos de E e IAI o número de elementos 

de A. 

O número /-L(E) é interpretado como a fração da totalidade dos agentes pertencentes 

à coalizão E. 

A rr-álgebra B , que chamaremos rr-álgebra das coali zões, é introduzido por motivos 

técnicos. No caso de economias com um número finito ele participantes, não há nenhuma 

restrição a possíveis coalizões. 

Num espaço de medida não atômica (A, B, µ.), o conj unto A dos agentes econômicos é 

infinito e não enumerável.O conj unto A será chamado de "continuun de agentes". E todo 

conj unto S em B, será chamado de coalizão. 

Observação: Dada uma alo cação J, la = f(a) denota uma nova cesta ele bens para o 

agente. Dada uma coalizão E, e dada uma troca f, fE f dtt representa a cesta média de 

bens alocados para os agentes de E . 

Definição 1.16 Seja f uma alocação para E. Uma alocação g dom.ina ou melhora f vw 

coalizâo S E B, se: 

a) g(a) >--a J(a), Va E S; 

b) µ(S) > O e fs gdtt = fs edw 

Evidentemente o conjunto de todas as alocações f que nao sao dominadas ou mel

horadas por qualquer alocação g, via qualquer coalizão S E B é chamado de "core" da 

economia. 
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Definição 1.17 C/ma aZocaç(io / é cAarnada de alocaç(io wa/rasáana se eztsfir um uetor

d.c preços p C R.. tal qu.e:

aJ Para lodo « C .4, /. é mazi7naZ para »« e«, /i.(/,) = {: € -X.Ip., $ p.e(a)}

b) J Jdp :: j edp, isto é . ü deritaTtda de beta.s pelos agc7ttes (; total-nl.elt.t.e su.peida pelos

bens alerta.dos pela ecoa.temia

O seguinte resultado é devido a Aumann (1964) "Nlarket.s with a continuum of t.ra

ders" , Economet.rica 32:39-50.

Teorema 1.4 S©a c : (Á, Zi, /t) ---, P'«,, x R= tim.a econom.ía não aíóm.ica com. J ed. » 0

.«Íóo W(.)

Prova: Vede Handl)ook of mat.lleinat.ict'l cconomics, vo1. 2 pag.843.844.845

1.3 Réplicas de uma economia e teorema limite

Um outro modo de se dar sent.ido à conject.ura de Edgwort.h é através da noção de réplica

de uma economia e é devido a Debreu Scarf.

Definição 1.18 Seja E l/.m.a economia. de fracas pois?êãn(/o ?n "traders". C/ma 77.-r(ípJáca

de e, den,atada por ct'), consiste de n.-cópias de E com ml} "traders". consistindo nn.

reprodução de ?l.-vezes as características de cada "tradcr", isto é. dado um. "trazer'' j

j = 1,. . .,m., ezãstem n "leaders" com. a.s mesmas dotações iniciais do "Írader" .j e

m.es'ma. relação de preJ'erencia. Cada ataca.çao e'ln s de.hn.e u.ma a.loc(tçao em. E(n\ poT'

T-eplicação, isto é, cada conjunto dc ?l.-"traders". com. u.nl.a rn.esmo característica. t.ewt. a

mesma "commoditg" como su.a dtt.pticata em. c. Sc X é it.ma. alocução cm :. ent(io X("}

denota a replàcação da aZocação em X(')
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Definição 1.1 7 Uma alocação J é chamada de alocação walrasiana se existir 11,m. vetor 

de preços p E n: tal que: 

a) Para. todo a E A , fu é m.a2:irnal para >-u em du (P) = {x E Xu!p .:r :S p.e(a )}: 

b) J f d11 = J cdµ , -isto é . a demanda de bens pelos agentes e; t.otalm ent.e sup1 ·-ida pelos 

bens ofertados pela cconom-ia . 

O seguinte result ado é devido a Aumann (1964) "Markets with a cont inuum of tra

ders", Econometrica 32: 39-50. 

Teorema 1.4 Seja é: (A, B, 1-1.) - Pma x n: ·u.ma economia não atõm:ica com. J cdµ » O. 

ent.ào W(c) = e(c). 

Prova: Vide Ha ndbook of rn a t.hematicc1 I cconomics, vol. 2 , pag.843 ,844 ,845. 

1.3 Réplicas de uma economia e teorema limite 

Um outro modo de se dar sentido à conjectura de Edgworth é através da noção de réplica 

de uma economia e é devido a Debreu-Scarf. 

Definição 1.18 Se.ia e uma economia de trocas possuindo m ''traders ". Uma n-répl-ica 

de E , denotada por c(n ), consiste de n-cópias de e com rn.n "traders ", cons-ist-indo na 

reprodução de n-vezes as características de cada "tradcr ··, -isto é. dado um "trader '' j , 

j = l, . . . , m., existem. n "traders" com. as mesmas dotações ·inicia-is do "trader'' J e 

mesma relação de preferênc-ia. Cada alocação cm E ele.fine uma alomçào em c(n) por 

replicação , -isto é, cada conjunto de n - "traders", com. uma m esma característ'ica, tem a 

'' d · '' d l ' S \'.r , [ · · V ( n) mesma com mo ·tty como sua 11.p 1.cata cm e . e . e uma a ocaçao em E, entao .•\ 

denota a replicação da alocação em X (n) . 
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Teorema 1.5 ( Teorema Limit.e (Debreu-Scarf )). Sda € uma ecorzomàa de brocas com m

traders". Se cada "agente" tem. .junção utilidade .cortem.ente m.onotõnicu (isto é, estrita-

m.ente crescente), .forcem.ente convexa, e contínua, e cada "trazer" tem. dotações iniciais

está-ttamente positivas, então u.H.a alocução X é alma alocução competitiva para € se, e

soineníle se, X(n) esta no "core" Je -r(n) para todo 77. > l

Prova: Vede "A Limit, Theorem oi] the core of all Economy" (1963) 1iit.ernational Eco

ilolnic Review, 4, 235-246.
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Teorema 1.5 ( Teorema Limite (Debreu-Scarf)) . Se_ja E uma economia de trocas com m 

"traders ''. Se cada "agente " tem função utilidade fort emente mono tônica (isto é, estrita

mente crescente), fortemente convexa, e contínua, e cada "trader" tem dotações iniciais 

estritamente positivas, então uma alocação X é uma alocação competitiva para E: se, e 

sumente se, x(n) está no "core" Je E:(n) para todo n ~ 1. 

Prova: Vide "A Limit. Theorem on t.he core of an Economy" ( 1963) lut.ernational Eco

nomic Review , 4, 235-246 . 
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Capítulo 2

Economias de trocas não
6'standard''

Nest,c capítulo procuraremos dai selim,ido a coiijec:t.ura dc Edgewort.ll usando como fer-

rainet.a matemática a análise não "st.andard" . Defiiiiremos um modelo l)ara economia de

t.rocas que c]lamaremos de economia dc [.tocas pião "st.aiidard" . re(]cfiiiircnios os conceit,os

de equilíbrio competitivo ou ''\Valrasiano" e de "core" ou núcleo ecoilõmico. Este capít,ulo

esta dividido em duas seções; o primeiro t.rara como principal result.ado a equivalência do

:core" e o equílibrio competir.ivo para economias dc t.rocas não "standard", a segunda

seção trata de réplicas ecoilõmicas e uma versão não "st.andard" pala o t.eorema limit,e

de Debreu- Sca]f. Para os não iniciados en] análise não "standard" rcconicndamos uma

leia.ura prévia do apêndice C, nest,e apêndice serão eiicont.ríLdos os principais t.eoremas e

conceitos utilizados nest.e capít.ulo. Afim de não desviar a at.encho do leia.or, os result.t\dos

sobre convexidade, num cona,ext.o não "st.andará" para economia de t.rocas não st.andard

estão dispostos no apêndice B.

Antes de definirmos um modelo para economia de t.rocas em um cont.exmo não "st,an-

dard" introduziremos as seguint.es not.ações:

a) V# c* R', a manada de z, p(#), é o conjunto de t.odes os pont.os de *R" cuja

dist.anciã a # é iníinit.esimal. Se y c /&(#) escreveienios = B y (le-se T infinitament.e

próximo de ).

Capítulo 2 

Economias de trocas 
"standard" 

nao 

Neste capítulo procuraremos dar sentido a conjectura de Edgewort.li mmndo como fer

rameta. matemática a análise não "stanci.ard''. Definiremos um modelo para economi a de 

trocas que chamaremos de economia de t.rocas não "standard", redefinin:mos os conceitos 

de equilíbrio competitivo ou "Vvalrasiano" e de "core" ou núcleo econômico. Este capítulo 

esta dividido em duas seções; o primeiro trará como principal resultado a equivalência do 

"core" e o equilibrio competitivo para economias de trocas não "standard", a segunda 

seção trata de réplicas econômicas e uma versão não "standard '' para o teorema limite 

de Debreu- Scarf. Para os não iniciados em análise não "s tandard'' recomendamos uma 

leitura prévia do apêndice C, neste apêndice serão encontrados os principais teoremas e 

conceitos utilizados neste capítulo. Afim de uão desviar a atencão do leitor , os result.ados 

sobre convexidade, num contexto não "standard" para economia de trocas não standard , 

estão dispostos no apêndice B. 

Antes de definirmos um modelo para economia de trocas em um contexto não "stan

dard" introduziremos as seguintes notações: 

a) 'ix E* Rn, a mônada de x, J.l(x), é o conjunto de todos os pontos de *Rn cuJa 

distância a x é infinitesimal. Se y E /l( x ) escreveremos :r ~ y (!e-se x infinitamente 

próximo de -y) . 
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b) Vz e' n", z 1? y significa { 2 3/i para todo i,

z > g significa zí ? 3/, para t.odo à, e zf > #. para algum ã,

z » y significa zf > y para todo ã,

z É # significa = ? # ou z B 3/.

2.1 A equivalência entre o ''core'' e o equilíbrio Wal
rasianoa

Definição 2.1 Uma economia de trocas n(io "standard", e, é dada por u.m par de /u7zçóes

ánÉernas '/, *P, de$nádas em. um segmento ánicãaJ T C '/V, isto é, 7' = {1. 2, . . . ,w}, taZ

qu. lrl = «, € 'N\JV, [om-do u«Zo«. .m *Q« . 7'(*ç2« x *Q.), «sp«tiu«mente, ond. «

á ?lm. natural standard. 'ç2« = {# C 'R" : zi ? 0,Ví} ql&c chamaremos de ortaníe po.sitàuo

de * R"

i) A função */ associa a cada consumidor f € 7', a sua dot.ação inicial, ou cest.t\ de

commodities" inicial, '/(t) = z{ € *Q..

ii) /(t) é "st.andard" limit.ada, isto é, existe um vetou l C ç2. C *Q. tal que /(t) 5; r,

iii) l Et-l /(t) # 0, ist.o é, a cesta média de "commodities" da economia é não nula,

a média de nenhum bem é infinit,esimal e grande pari.e dos consumidores possuem

quantidades não infinit.esimais dos bens disponíveis para consumo.

Observação: A operação E que foi utilizada acima é obt.leia por transferência, do seguint.c

modo: Sejam ç2. e 7'n.(Q.), onde PP{«(Q.) denota o conjunt.o das partes finitas de ç2.

Defina:

E : p'r:«(Q.) --, Q«
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b) Vx E* Rn, x ~ y significa x; ~ y; para todo i, 

x > !J significa x; ~ y; para todo i, e x ; > !J; para algum i , 

x » y significa x; > y1 para todo i , 

> . ' fi x ~ y s1g111 ca x ~ y ou x ~ y. 

2.1 A equivalência entre o "core" e o equilíbrio Wal-
. 

ras1ano 

Definição 2.1 Uma economia de trocas não "standard ", E, é dada por um par de funções 

-internas • I , • P , definidas em um segmento in-icial T C • N , isto é, T = { 1, 2, ... , w} , tal 

que ITI = w E * N\N , tomando valores em •nn e P(*On x "f2n), respect-ivarnente , onde n 

é um natural standard. •nn = { x E • Rn : x1 ~ O, Vi} q'lle chamaremos de orlante posdivo 

i) A função * I associa a cada consumidor t E T, a sua dotação inicial, ou cesta de 

"commodities" inicial , *J(t) = Xj E ·nn. 

ii) J(t) é "standard" limitada, isto é, existe um vetor 1· E f2n e •nn tal que J(t) :Sr, 

Vt . 

1·1·1·) ~l ~wt=l J(t) ~ O, , 'd d ' d " d ' L, ,,_, isto e, a cesta me ia e ' commo it.ies a economia e não nula, 

a média de nenhum bem é infinitesimal e grande parte dos consumidores possuem 

quantidades não infinitesimais dos bens disponíveis para consumo. 

Observação: A operação I: que foi utilizada acima é obtida por transferôncia, do seguinte 

modo: Sejam On e PFin(On), onde PFin(f2n) denota o conjunto das partes finitas de f2n. 

Defina: 
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{«:, . . . ,.«} -

aplicando o monomorfismo * obt.emos: 'E : *P/,,.(Q.) --, 'Q., onde 'E é ext.ensão de E

e t.al que se {ai , . . . , ak} € 7'r{«(Q«),

}Ê« -; 'Ê '',
)olo E Dará indicar }l ( )peração 'E fi ca.il(]n clara alce E éFI.(r r ({Jontiliuarenlos a utilizar o simi

obtida como descrit.o acima

iv) Relembramos que a relação, C?, onde Q = {<f. 'P(f) =»1> : f C T. »tÇ *ç2. x 'ç2.}

é interna

Para todo t.,

cv) »l é irrefiexiva, ist.o é, z »l !/ :+ = # yl

#) Se ]; ? g, ent.ão : »l. y, ist.o é, »r é lnoiiot.õnlica;

,y) Para t.odo z, y c *ç2., z, y fiiiit.os, sc z ã 0, ent.ão pa

'w }'- z;

'y') »r é t,a] quc sc .] H y e ]; »t # cxist.e .5 > 0, õ "st.t\iidard" t.tt] (lue, para t.odo

z € B(z,ó), a l)ola de centro z e raio ó, t.em-se z »l #

ra t.odo u, =

Proposição 2.1 São cqu.iua/ente.s

ÍJ Se:«»t / e cp(z), entãoz»ty,

íi) »t é taZ qu.e se z # g, z »t y :+ :ló > 0, ó C R . Vz C B(z,ó) ::> z »t g

Prova: ::>) Suponha z # y, z »t y ((Vz C p(z)) + z »t #) aflrmalnos quc »f localment.e

não saciada. Seja A = {ó c *R : Vz(lz -- =1 < ó) :+ 2 »i y}. E claro que m(0) Ç A, onde

?n(0) represent.a a manada de 0 € 'R

Afirmamos aue Z\ é interno. Dois comno
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1 k - ""'a 1_ L 1 
" j=l 

aplicando o monomorfismo * obtemos: *I:: *PFin(D.11 ) _. *D.11 , onde *I: é extensão de I: , 

e tal que se {a1, . . . ,ak} E PFin(D. 11 ), 

1 k 1 k 

k L aj = k • L * ªJ . 
j=l j=I 

Continuaremos a utilizar o símbolo I: para indicar a operação *I: , ficando claro que I: é 

obtida corno descrito acima. 

iv) Relembramos que a relação, Q, onde Q = { (t , * P(t) =>-- 1) : t E T , >--,_ç *D,11 x *D, 11 } 

é interna. 

Para todo t., 

a) >-- 1 é irreflexiva, isto é, x >--t ;,; ⇒ x-=/- y; 

/3) Se ::i; 2:: y , então :i: >-- ,. y , isto é, >--,. é mouotôrnica; 

1') Para todo x , y E *D, 11 , x, y finitos , se z ~ O então para todo w ~ :e+ y , z ~ y 

w >-- z; 

,.') >-- 1 é tal que se ;1: ~ y e ::i; >--,. !J existe ó > O, b "standard" tal que, para todo 

z E B( x, ó) , a bola de centro x e raio ó, tem-se z >--1. y. 

Proposição 2.1 São equ.ivalcntes: 

i) Sex>--tY ezEµ(x), entãoz>--ty; 

ii) >--t é tal q11.e se x ,;j:, y , x >--t y ⇒ :ló> O, ó E R : Vz E B(x,ó) ⇒ z >-- 1 !J. 

Prova: ⇒ ) Suponha x ~ y, :1 : >--,. y ((Vz E µ(x)) ⇒ z >-- 1 y) afirmamos que >-- 1 localmente 

não saciada. Seja 6. = { ó E * R : Vz(lz - x i < ó) ⇒ 2 >-- , !J}. É claro quem (O) Ç 6. , onde 

m(O) representa a mônada de O E * R . 

Afirmamos que 6. é interno, pois como 
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&) *n+ é interno;

b) a prorpriedade Vz(lz =1 < ó) + z »l y, envolve um número finit.o de funções

internas a saber:

b'l 1 1 : 'R" --, 'R, obtida peia transferência da norma usual ein n". (Obs.:

usaremos também a notação 'p, quando conveniente, para indicar a extensão

da norma usual em n".)

b") <, obt,ida por transferncia da ordem usual em R;

b"') »t por hipótese

Logo Â sat.isfaz as hipót.fases do t.eoicma de l<eisler e portant.o int.erno. Porá.cinto

pelo princípio do esparramamento temos.

c) 3Ó > 0 (Ó € R) Vz(lz zl < 0) + z »t y

Agora suponha »t localmente não saciada, z # y, z »t y, afirmamos que (Vz c

P(,), , ». g).

P I'ova: Imediata.

nq... P P Q H P +T"'' '. e
U \F UU Wb U Ç V\#W\J

Definição 2.2 Chamaremos de brocas, ou. ./l/.nção de trocízs, as /ürzções internas y, Z,

x : r --. 'ç2., q«. «.o.à. a c«d. f «m" n'« c«t« d. "commodití«" X(í).

Definição 2.3 Chamaremos alocução ./tRaZ, ou simplesmente aZocação, a /ltnção de broca

y com as seguintes propriedades.

a) Y é "standard" limitada

'J -!E*© ~ J-E'w.

25

a) * R+ é interno; 

b) a prorpriedade Vz(lz - xi < ó) ⇒ z >--t y, envolve um número finit.o de funções 

internas a saber: 

b' : 1 : *Rn -t *R, obtida pela transferência da norma usual em Rn. (Obs.: 

usaremos também a notação * p, quando conveniente, para indicar a extensão 

da norma usual em Rn.) 

b") <, o bt.ida por transferncia da ordem usual em R; 

b'") >--t por hipótese. 

Logo 6. satisfaz as hipóteses do teorema de Keisler e portanto interno. Portanto 

pelo princípio do esparramamento temos. 

c) :3c5 > O (8 E R) Vz(lz - x i < O) ⇒ z >--t y . 

Agora suponha >--t localmente não saciada, x ,;f, y, x >-- 1. y, afirmamos que (Vz E 

µ(x), z >--t y) . 

Prova: Imediata. 

Amçes de trocas 

Definição 2.2 Chamaremos de trocas, ou jú.nçâo de trocas, as fv.nçõcs internas Y, Z, .. . , 

X : T - *Qn, qu.e associa a cada t uma nova cesta de "commodit·ies '' X ( t). 

Definição 2.3 Chamaremos alocação final, ou simplesmente alocação, a Junção de troca 

Y com as seguintes propriedades: 

a) Y é "standard" limitada. 

l w l w 
b) -LY(t)~-Ll(t). 

W t=l W t=I 
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u) A condição iu) e o teorema de Kiesler, implicam. que para toda junção interna

X,}',....Z C 'ç2:, qz/e o conjtlnfo {f : X(f) »l y(f)} é inferno

Coatizão

Definição 2.4 Uma coa/iz(io. S, é qí/.alq?/.c7 sl/.ócor 7?l.n,/.o iníern.o dc T. Deve-se erztcnde7

coalizào como alm colÜznto de consta.màdores que se un.e?n., e de forma cooperativa tentarão

im.por lama atocaçao na econoTnia qu.e m.animize su.as prelerencias

Definição 2.5 Z){z-se qu.e lama coalàzão, S, é neglige7}ciáue/ se !9 = 0, àsfo é, S é u.ma

coalizão negligenciável se o nlímero de eleín.en,t,os de S Jor pequ-eno peTünt.e t.odes os cor.-

stl.minores dn, economia.

.4Zacações e coo.lazões

Lema 2.1 Se S é negZàgen.ciáueJ, ezttão pata. foda rlZoca.çào -X [crri.os i! E..s. X(í) = 0

Prova: Seja .X uma alocução, temos que exist,e /} C *(2,, "st.andard" t.al que X(t) $ b

para todo t em SI vem daíque 0 5; l E..s.V(t) $ à Eí.csb = Eló B 0.

Se S é negligenciável, os ganhos obt.idos pelos consumidores t C S, são desprezíveis

pcrant.e tl economiaorF r

oa,ttzao, S, ê Jacto'uel })ara 't{,ma alocução Y se:

! E: *m ~ !E 'u.

Definição 2.7 Díz-se qu.e um.a a/oração }' domizla tlm.a. a/oração X tida coaZzz(io S. se

D e finiçã o Diz-se qze 'üma c2.6

ü) S é faca.íue! para cl alocução Y
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v) A condição iv) e o teorema de Kiesler , impl-icam que para toda função interna 

X , Y , ... , Z E "D.;,'. que o cor~junto {t : X(t) >-- , Y(t)} é interno. 

Coalizão 

Definição 2.4 Uma coalizào , S , / qualquc'I· su.hconjunlo interno de T. Deve-se entender 

coal-izão com.o um con_junto de cons11.m ·idorcs que se unem, e de forma cooperatwa tentarão 

impor uma alocação na economia q'l/.e m.ax·imize suas preferências. 

Definição 2.5 Diz-se que uma coalizão , S , é negl-igenciável se 1: 1 ~ O, isto é, S é ·uma 

coalizão negligenciável se o número de elementos de S for pequeno perant.e todos os con

sumidores da economia . 

Alocações e coalizôes 

Lema 2.1 Se S é negligenciável, então para toda aloca.çâ.o X ternos~ LtES X(t) ~ O. 

Prova: Seja X uma alocação , temos que existe /J E *D. 11 "standard" tal que X (t) < b 

para todo tem S ; vem daíque O :S ~ Lt.ES X (t) :S ~ Lt.ES b = J.@h ~ O. 

Se S é negligenciável, os ganhos obtidos pelos consumidores t E S , sao desprezíveis 

perante a economia. 

Definição 2.6 D'iz-se q11.e uma coalizão, S, é fact ível para uma alocação Y se: 

Definição 2. 7 D-iz-se que uma alocação Y domina ·uma alocação X via coalizào S, se: 

a) S é factível para a alocação Y; 
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b) Vt C S(}'(f) # X(Í))(Vz C P(}''(f)):+ z »t X([).

(Obs.: seTtdo »t tocaEm.ent,e não saciada tem.os, pela l)roposiçào ] uc-im.a. qu.c ]f) > Q

ró € aJ 0'; c B(v(t),ó):+ * » x(f).)

Coral'

Definição 2.8 0Aama-se "core'' dc -c. r(f). ao con/t/.7}io dc /.o(2a.s as a/ocaçõcs -V qu.e nào

sào dominadas por qualquer alocaçã.o Y uia coam-izào S. O "core' é porá.an!,o o conliu.alto

du.s a.tocaçoes qu.c bloqu.eianl. ga.n.h.os T)OT coa.li.zã.o

Slstenl.ct de 'preços, e o bu.dget. set

Definição 2.9 t/m. velar de preços p, á um uetor não "sfarzdard" ./iniío /)erfencentc

t.al que p » 0. alada coordevta.da pi de }) deterín.{na o preço de u.m.a u.?-cidade do bem. =i

d.c u.ma. cesta de "commodities" =. O valor de ti.m.o. ccst.a de "com.rn.odit.ies" l é dado Feto

pTodut.o interno de p.=, o produto in.tem,o é obtido por extensão do plodli.to intcrTI.o u.dual

ew]. * R"

R.cst.Tição orçam,en.tár{.a. (Bltdget. sct.)

Definição 2.10 /'ara cada szsíem.a, de p7'egos p, o "ótí.dgeí seZ" do con.su.m dor f é o

cona'lento

oP\rJ ' t# e s&n :p.a' sp..r\rJ.t.

Diz-se q'u.e um.a cesta de "com.m.odities" y é lna=ãmal eln Bp(.t.) s

+

y C 23,(t), ,a« € 23,(f)(# # y)(Vz € 1'(«')) ::> ; ». g

Equ.{tíbrio competitivo ott equ.itíbrio Watrasiano
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b) Vt E S (Y(t) t X(t)) (Vz E {l(Y(t)) ⇒ z >-- 1 X(t). 

(Obs. : sendo >-- 1 localmente não saciada tem.os. pela 7Jroposição 1 acima. que :3b > O 

(ó E R) (ri z E B ( Y ( t), ó) ⇒ z >-- 1 X (t).) 

"Core" 

Definição 2.8 Chama-se "core'' de E. C(E). ao conjun/.o dr. todas as aloc:açôes X que nao 

são dom:inadas por qualquer alocaçâo Y via coalizào S. O ··core,. é 710-rtanto o conj11.nto 

rlas alocações qv.e bloq-ue-iarn ganhos por coalizào. 

S·isf.r,·m.a de preços, e o budgel. set 

Definição 2.9 Um vetor de preços p, é um vetor não "standard" .findo pertencente a •nn 
t.al que p » O. Cada coordenada Pi de 71 determina o preço de uma un:idade do bem x 1 

de uma cesta de "commodities '' x . O valor rle um.o. cesta de "com.rnodi/:ies .. . r é dado pelo 

produto ·interno de p.x, o produto interno é obtido por e:i:fensào do proclu.to interno ·usual 

R P- st:r-içâo orçam.P-ntária ( fludyd. sr.!) 

Definição 2 .10 Para cada sistem.rt de preços p, o "bv.dget set" do consumidor t e o 

conjunto 

D-iz-se que um.a cesta de "commodities " y é maximal em Bµ(t) se 

Equilíbrio compet-itivo ou eq-u.iHbr-io Walrasiano 
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Definição 2.11 0 equÍJíbrío compelltiuo o l WalrasÍano. w(c), é u.m. pa7 (p..V) faZ que p

á üm, vetar de preços e X t].m.a. a/ocas(io. e ez2sfe ]/.n]. .subconjunto -iníer?lo /\' C Á = {f c

r:x(f) ám-ímalemB,(/)} í'/q i9 l

O equilíbrio walrasiano é port.ant.o um sisa.unia de preços e uma alocaç:ão que maximiza

a preferência de quase t.odos os consumidores da economia

Clonaznto riem.o de cona'umidores

Definição 2.12 Sqa c ?tm,a cconorr?.{a. não "sf.anda.rd", de brocas 07tdc o c07zlt/.nto de con.-

sl/.màdores T á interno, e l7'l = w inteiro pos lado i7l#niÍo. t/m. conjun.ío de constam.odores

U é dito p/Crio, se t/ á interno e l7-.ul H 0

Seja .X(f) urna alocução no "core" dc c fixada. Colisidcre os conjuntos

'''*' - H{,' '.«: . ««, '"-«' *««(*,'«,'«,«1)«» *'*,} .
6'k(t) = Fk(t) - /(t)

Sejam G(t) = Ut.JV Gk(t), r'(t) = UÀ:.W F'b(t), temos G(t) . .F(t) S-abert.os.

Prova: basta provar que Fk(t) é S-aberto.

Seja z C F(t), temos ent.ão que z C Fk(t) para ttlgutli X:. Seja ó real "st.aiidard" t.al quc

ó < Ü, e considere a S-bola, S(z, ó), t.amos para t.odo # c S(z, ó), para t.odo w C 'Q. tal

que *p(g,w) < Ü, t.em-se que

'p(",'") s; *p(",v)+ 'p(y,w) < ãl + i- i::+ «, »- x(f)

e portant.o a S-bola, S(z,õ) C r't(t) C F(t), logo o conjunto F(t) é S-abert.o, e con-

seqüent.emente G(t) aberto.

Seja A(C/) o "S-convex hull" da união Ut.c/ G(t).

Lema 2.2 (Lema Principal) .Ezãste um c07Üunto pleno de consumidores. t/. ÉaZ ql/.e 0 #

S - int(A(U)).

Definição 2.11 O equilíbrio compet-itivo ou Walrasiano, w(E), é 11.m par (p, X) tal que p 

r, um vetor de preços e X v.ma. alocação, e e:riste um s11.br:on.7unt.o interno l\. e A = { t E 

T: X (t) é maximal cm Bp(t)} tal que~~ l. 

O equilíbrio walrasiano é portanto um sistema de prcc,;os e uma aloca<,:âo que maximiza 

a preferência de quase todos os consumidores da economia . 

Conjunto pleno de consv:midores 

Definição 2 .12 Seja E um.a economia, não "standard", de trocas onde o cor~junto de con

sumidores T é interno, e ITI = w inteiro posdivo infinito. Um conjun/.o dP consumidores 

U é d'ito pleno, se U é 'interno e 17':UI ~ O. 

Seja X (t) urna alocação no "core" de E fixada. Cousidere os conjuntos 

Fk(t) LJ { x E *Dn: lx l < q, (Vw E *Dn ( *p(x,w) < }) w >-1 X(t)} e 
qEN 

Gk(t) Fk(t) - I(t) . 

Sejam G(t) = UkEN Gk(t), F(t) = u kEN Fk(t), temos G(t) e F(t) S-abertos. 

Prova: basta provar que Fk(t) é S-aberto. 

Seja x E F(t), ternos então que x E Fk(t) para algum/..:. Seja ó real "standard" t.al que 

ó< A, e considere a S-bola, S(x,ó), temos para todo y E S(x,ó), para todo w E *D11 tal 

que * p(y, w) < }k, tem-se que 

* p (X' w) '.S * p (X, '!J) + * p ( y, w) < 2\ + ;I.: = t ⇒ 'Ui 'i- 1 X ( t) 

e portanto a 5-bola, S(x, ó) e Fk(t) e F(t), logo o conjunto F(t) é 5-aberto, e con

seqüentemente G(t) aberto. 

Seja ll(U) o "S-convex hull" da união UtEU G(t). 

Lema 2.2 (Lema Principal) Existe um conjunto pleno de consumidores. U. tal que O (/. 

S - int(ll(U)) . 
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Prova: Para cada :« € *R", seja G''(z) = {t C 7' : z C G(t)}, temos ent.ão que G-:(:«)

UA:.WGi'(z), em que (;'i:(:) = {t € T : (Vu.' c '(2,,'p(;z' + /(f). w) < {)w »l .V(f) f

- + /(t) c 'Q.}.

Prova: Suponha f C G '(z), t.cnlos z € G(f) :+ z € GA.(f) = r'A:(t) -- /(/) para algum A: C

/V,sport.ant.0 7+.r(f) C 'ç2.,(Vw C 'ç2«, 'p('«.-'+.r(f)) < i)«, ».X(f):+ / € GÍ'(z)
Logo,

G '(') ç U ci''(f).
k.eN

Agora, suponha t C Ux:.W Gii(z), t..mos / € (;i'](=) para algum A: C /V, c porá.ant.o

(V-« C *Q., *P(w,#+ .r(t)) < {)w ». z(t):+ :« C G(t), logo

U G'i'(-) ç c' '(',)
k€N

o que prova a afirmação.

Segue de (v) que para t.odo A: C AÍ c t.ciclo :i. c *(2.. Gi.](z) é iilt.cliio, e porá.ant.o

G '(#) é int.crio

Seja Z, o conjunto de todos os rttciollais "st.alidard" , v , l € 'R t.al quc parir t.odo 1(: € JV

GFi(?') é negligellciável. Seja ? i, . . . , '''«, . . . umtl enunlcrttção desses racionais. Afirmamos

que para t.od0 7{ exist.e um uf C 'JV t.al que G i(71) Ç G'l;,i(7'{), onde G;li(ri) é int.ermo e

licgliplenciável

Prova: Primeiranient.e, temos que para t,odo À:, GF](z) C Gi.ii(z), pois para todo f c

GF:(z) ::> :« C GÊ:(t) D adl(t), pois basta observar que pala t.odo z € Gdi(í) tem-se

que(Vu' C *Q., *p(w,= + /(f)) < it- < {)u/ »í .X. (t) ::> ;t C Gi'(t) e por.ant.o para t,odo

f c GF:(#) :+ t € Cd.(=).
Defina

P : N ---., *V.,:(R)

À' -* CF'(«),
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Prova: Para cada x E *Rn , seja c- 1(x) = {t E T : x E G(t)}, temos então que c- 1(x) = 

Uk EN Gj;" 1(x) , em que Gj;"1(:r) = {t E T : (V·w E *D11 *p(x + J(t), w) < f)w >-- 1 X(t) f' 

x +l(t)E *On}. 

Prova: Suponha t E c- 1(1.·), temos x E G(t) ⇒ x E Gk(t) = F,..(t) - J(t) para algum J..: E 

N, e portanto x + J(t) E •n,,, (Vw E *D1,, *p(w ,:r + J(t )) < f.)w >-- 1 X(t) ⇒ 1 E Gj;" 1(x ). 

Logo, 

c - 1(x) Ç u Gj; 1(1.). 
kEN 

Agora, suponha t E UkENGj;" 1(x), temos t E Gj;" 1(~i: ) para algum J..: EN, e portanto 

(Vw E *Dn, *p(w ,x+ J(t)) < t)w >-- 1 x(t) => x E G(t) , logo 

u G k I (X) Ç e- l ( :r ) , 
kEN 

o que prova a afirm ação. 

Segue de (v) que para todo J..: E N e todo :r E •n11 , Gj;" 1(:i;) é i11t.erno , e portanto 

c- 1(x ) é interno . 

Seja Lo conj unto de todos os racionais "s tandard '', r , 1· E • R tal que para todo J..: E N, 

Gj; 1 (r) é negligenciável. Seja r 1, . .. , r 111 , • • • uma enumernç·ão desses racionais. Afirmamos 

negligenciável. 

Prova: Primeiramente, temos que para todo J..:, Gj;" 1(x) e c-;;;J 1(x ) , pois para todo t E 

Gj; 1(x) => x E Gj_:' 1 (t) :J Gj;:-J 1(t), pois basta observar que para todo :i; E Gj;:-J 1(t) tem-se 

que(Vw E *Dn, *p (w ,x + J(t)) < k:l < f)w >- 1 X(t) => :r E G;_:- 1(t) e portanto para todo 

f E G k l (X) => t E G ;;: 1 (X). 

Defin a 

<p : N - *Vm (R) 
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por abrangncia t.emos

*P : *A' -..» 'V.,,(R)

À: -, Gí'(«)

Agora, seja

F = {kc 'N:v.jc '/v(J<x:'p(J)ç 'p(J+i)ç *p(x:) ' il''p(.j)t< 1-
co:» *P(A:) ç r, }

onde T conjunt.o dos consumidores. Tentos I' conjullt.o int.crno e colit.( iii t.odes os nat.uiê\is

:st.andard", logo por espan'alnamcnt.o t.elmos (luc exist.c Xr hipclfinit.o t.al que 'g(j) Ç

p(k) para t,odo .j € N e porá.ant.o ]u{ c 'N : G-:(rf) Ç Gã'(?i)

Seja Bx; = UL;:. Gã:(7Í), A: C N, com o meslllo argumento utilizado

obter p C 'Ar tal que .BÀ: C BP, para todo A C .N, corri l?P negligenciável.

Seja U = T -- .B,, temos U subconjunt,o pleno de T, isto é, !Z.=Ed H 1. Agora, suponha

0 € S -- int(A(U)). Então exist,e # C 'n', z # 0 tal que --= C A(U). Pela definição

de Â(C/), --z é combinação convexa de A pontos pert.enccnt.es a U...Í.ll..* G(i{), em que A
finit,o. lst.o é, exist.em t], . . . , /x. C U (não liecessariameiit.c dist.iiit.os), polir.os zi c G(t{),

á = 1, . . . ,k; números reais "stalldards" 01, . . . ,0X:, t.tais (lue )l:l.i 0,a;{ :: --a: # 0, coral

aj > o.
De "{ € G(ti) temos para "]gum q C ]V (V«« C 'R" : 'p("í + /(1{), w) < })u' ». X(t{).

Sendo G(t{) aberto para todo i, e porá,ant.o exist.em post,os racionais "st.ant.ards" rl C G(t{)

suficientemente próximos de =í e existem números racionais "st.andards'' 'y{ suficientemente

próximos de Pi para que se tenha )ll::;i 'irí # 0 e )l,k . 'i = 1.

Seja --r = )1:::;i 'Ír{ e tome um consumidor arbit.rário ío C C/. Vist.o que r # 0, t.emos

az + /(to) # X(to), para o racional posit.ivo suficient.cment.e grande. Porá.ant.o, pela

monos.onicidade da relação de preferênc:ia, assumida paro\ t.odor os coilsurnidores, t.anos

a« + .r(to) »».. X(to); isto é, Vw C H(a, + /(ío)) t.er«-s. .« ».. .X(fo)

+

acima podemosr

:»-
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por abrangncia temos: 

*,n ·. • " ' --, * \1 (R) '1' 1' 111 • 

Agora, seja 

r = {k E * N : \/j E • N(j < f..: *i.p(j) Ç *i.p(j + 1) Ç *i.p (k) e 

com *i.p (k) Ç T, } 

onde T conjunto dos consumidores. Temos r conjunto interno e co11t.<~m t.odos os naturais 

"standard", logo por esparramarnento temos que existe f..: hipcrfinit.o tal que *<p(j) Ç 

*i.p (k) para todo j EN e portanto :!vi E *N : c- 1 (ri) Ç G~}(',"i). 

Seja Bk = U7~1 G;;1 (ri) , /,: E N , com o mesmo argumento utilizado acima podemos 

obter p E • N tal que Bk e Bp, para todo k E N , com BP negligenciável. 

Seja U = T - Bp, temos U subconjunto pleno de T, isto é, \'f~Bel ::::;; 1. Agora, suponha 
» 

O E S - int(6.(U)) . Então existe x E * Rn, x ,;/:; O tal que -x E 6.(U). Pela definição 

de 6.(U), -x é combinação convexa de k: pontos pertencentes a U 'E" G(ti), em que k 
! E ( l , .... k 

finito. Isto é, existem t 1 , .•. , f1,- E U (não nccessariamc11te dist.i11t.os), pontos :z;i E G(ti), 
< 

i. = 1, . .. , k; números reais "standards" /J1 , ... , /31.,, tais que I:~"= 1 /3i:,:i = -1.: i:, O, com 

/Jj > o. 

De Xi E G(ti ) temos para algum q EN (\/w E *Rn: *p (xi + J(t. i),w ) < i)w >- 1 X(ti)

Sendo G(ti) aberto para todo i, e portanto existem pontos racionais "stantards" ri E G(tJ 

suficientemente próximos de x; e existem números racionais "standards'' 'li suficientemente 
« 

próximos de f3i para que se tenha I:~=l 'Yi7'i i:, O e I:;~1 "li = 1. 

» 
Seja -r = I:t=l ,iri e tome um consumidor arbitrário to E U. Visto que r ,;j:; O, temos 

» 
ax + !(to) i:, X(t 0 ), para o· racional positivo suficientcmente grande. Portanto, pela 

monotonicidade da relação de preferência , assumida para todos os consumidores, temos 

ar+ !(to) >->-to X(to); isto é, \/w E fl(ar + !(to)) tern-sP w >- 10 X(to). 
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Seja q' = {(ó C 'n) (V«, € 'ç2.'p(w,a, + .r(fo)) < ó) :+ «' », -V(ío)}. Tem«

771(0) C q/, @ é int.erno e por esparianialiieiit.o cxist.c ó > 0. ó € R p poli.ê\iit.o cxist.e X € Ar

t.al que { < óe(V-« € *Q,.)( 'p(w.OI +/(fo)) < { < ó) + ü' »l. .\'(/o): !ogo OI c G(to)

Agora, fixe rO := a7', aO :: ;;!Í. of " 'gJL, para 7 ;: 1. . . . , A'. Tci)los oiit.ão o. > 0 para

t.odo í o

:.' - '' *E -'' - ;L *nE,, - :
Entre t.an t,o ,

E "'''' - ".,. + E ..,': - i'=«,' -'- E ã":n..,': - i-h','
c para t.odo {, if C G(f,). Ent.ão, íí C G l(7i), c como /f C U, scgtto quc /f g l,

lc;;.' ( ,'. ) l
Post.ant.o, para todo i, ]zn.j c N : L--=----:.J # 0.

Valllos nlost,rar agora (luc para um ó "st.ali(Itu'(I" positivo (sua(iciit.clllciit.c })cqticno)

podemos encontrar subconjunt.os disjunt.os ,4{ C C'nl(?'f) t.al quc 1:1:1 B .b.i

;'';«. - lçl, .«-. " - "t',:,; '.- {*:,,'-»«,»,

i.[(ló«'aol+i), ' ' ', t(ló«'aol+lówoil) .l'4i

'4k - {t(E;:l.llõ«,.jl+]), . . ,f/,}
onde lówoll = maxlvl. C ]V; vl. < õoaj}, .j = 0, . . . , X. -- l

(Observe que >:f:=dlówajl < Z,, pois lówall + < ówciJ + 1:, e porá.ant.o >:::(llóuo.jl + l<
ó«,li --ak)+l ecomo ó«,(l ak)+l < L(porconst.iução), t.emosó(l ok)+à < je

p'rta"t,o'(ó(l ak)+l) < '(Ê), ist.oé, ó(l -- ok) < ó.)

Seja ,4 = UL::o .4{ e defina a seguinte função int.Cena

}'(t) = ,í + .r(t), i C .4. e }'' (f) /(f), f g .4
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Seja Ili= {( ó E *R) (\:/1..1 1 E •nn •p(w,ar +/(to)) < ó) ⇒ tL' 'r- 1 X(t.0)}. T emos 

111 (O) e \lJ , W é int.erno e por esparrnmament.o existe fi > O. I> E R e port.ant.o existe /; E N 

t.al que t < ó e (Vw E •nn) ( *p(w. ar+ I(to)) < t <ó) ⇒ w 'r- 10 X (lo): logo o-r E G(t 0 ). 

Agora, fix e ro = ar, ao= a-: 1 • o 1 =~.µarai= 1, ... , k. Temos ('Jlt.ào o;> O para 

todo i e 
k k 1 0 k 

Lªi = ºº + Lºi = -- + --I:,'j = 1. 
i=O i=l a· + 1 o + l i=l 

Entret.anto , 

k k l k o- 0 L 0-;1\ = aoro + L o·;r; = --o·r + L --1 ,·r; = --(r - r) = O 
i=O i=J o· +l i= 1 o+l o+l 

e para todo i , ·r -; E G(t1). Ent.ão , /.; E G- 1(·ri) , C' corno f; EU, scguC' qul' 1·, (/_ L. 

. . .- . r . !c;;,'.(r;)! 
Po1 tanto , paia todo 1. , :lm.; E /\ . ---- ;;6 O. 

uJ 

Vamos mostrar agora que para um I> '·s tandard '' positivo (suficiC'nt.(•mcutc pequeno), 

podemos encontrar subconjuntos disjuntos A.i e c;;/(rd tal que ~ ~ hn,. 

Sejam ó= (' ~
1), onde B = c;:;/(r;); Ao= {t1 , . . . ' t11>woa i} , IBI = L, 

011<le [ówo"j ] = rnax{n E N ;n < 6wo"j}, j =O, ... ,k - l. 

(Observe que I::}~ó[ówaj] < L , pois [6wa:j] + ¾ < ówuJ + t, e portanto z::::;·~J[6waj ] + 1 < 

6w(l - o-k) + 1 e como 6w(l - a:k:) + 1 < L (por const.rnção), ternos 6(1 - o,..)+ t < ~ e 

portanto º(ó(l - a:k:) + 1) < º(~), isto é, 6(1 - oi.-)< ó.) 

Seja A = U7.=o Ai e defina a seguinte função interna: 

Y(t) = r; + J(t) , t E A1 e Y(t) = /(t) , t (i A. 
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É claro que }'(t) € *ç2«, Vt c ..4, vt € ..'1í. Segue que ri c G(t), ist.o é, ..4{ c G;.l(ri).
Porá.ant,o, ,i + .r(t) C F'«:(t) C 'f2.. Agora,

l A- l J.'

" E E '''m -:E E {,': + 'm}
l A- l X-

=-E E ,': + -tE E /(t)'''=6Ê'i. '''=ãlct.

-! Et":i,': -- iX 'm H 'E..,'. -- ]- E'm ~ ' -- -! E'U
]- }: /(t) ,

e portant,o ,4 é factivel para y. Dado que y(t) = /(/.) para i g Á, t.enios que y é umca

alocução. Finalmente, .4í C G;.l(r{), segue que li + /(t) »»t .X(t) para t.odo f C .Aí, ist.o

é, y(t) »»t X(t) para todo t C .A. Logo, Á é não negligenciável, e post.í\nt.o X não está

iio "co].e" ; cona,ra ]lipót.ese

Teorema 2.1 Se c á uma eco?tomba de f70cas 7}ào "síüttdard" satãslaze ldo as propriedades

lisa.idas anteriormente, cnt,ão ti.m.a. Junção dc t.rocas X está no "core" de e: se, e som.ente

se, existe it.m vetar de preços p tal qti.e o par (.p.X ) (! llnt eql llüri.o walTadano

P:'ova: w(c) C r(c).

Seja (p, .V) equilíbrio walrasiano para c, ist.o é, existe um conjunt.o int.erno Ã , t.al que

1:1 H l e X(t) é maximal em B,(t) para t.odo t C /f. Se X(í) « r(c), ent.ão exist.e uma

alocação y(t) e uma coalizão não negligenciável S, t,al que à E..s }'(f) H à Et.s/(t) e

p"i'' 'odo í c S, y(t) ». X(t) . }'''(t) # -V(t).

Seja À/ = S n /( , temos

i) À/ interno ( teorema de l<iesler),
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É claro que Y(t) E •nn, \::/t E A, Vt E Ai. Segue que ri E G(t), isto é, Ai C G;;/(ri) , 

Portanto , 1\ + J(t) E Fm;(t) e •nn . Agora , 

e portanto A é factível para Y . Dado que Y(t) = J(t) para t. (/. A , temos que Y é uma 

alocação . Finalmente, Ai e G;;1
1(ri), segue que 7'.; + J(t) >->- 1 X(t) para todo t E Ai, isto 
' 

é, Y(t) >->-t X(t) para todo t E A. Logo, A é não negligenciável , e portanto X não está 

no ''core"; contra hipótese . 

Teorema 2.1 Se E: é 'u.ma economia de trocas não "standanl " sat·isfazendo as propriedades 

l-istadas anteriormente, então uma função dr. troca.s X estrí. no "core., de E se. e somente 

se, existe v.m vetor de preços p tal que o par (p, X) é 11,m eq'llih:brio walrnr-iano. 

Prova: w(é) e e(é). 

Seja (p, X) equilíbrio walrasiano para é, isto é, existe um conjunto interno J(, tal que 

~ ~ 1 e X(t) é maximal em Bp(t) para todo t E K. Se X(t) (/. e(E), então existe uma 

alocação Y(t) e uma coalizão não negligenciável S, tal que t Lt.ES Y(t) ~ t Lt.ES I(t) e 

para todo t E S, Y ( t) >- 1. X ( t) e Y (t,) '/; X ( t). 

Seja M = S n K, temos 

i) M interno ( teorema de Kiesler) , 

ii) IMI ~~-
w w 
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amos 0 $ 1S u /\'l $ 1rl = b' + IS u /\'l = ISI + l/\'l -- IS n .r\'
ambos os menbros da desigualdade por .i, vem:

H....!U

Prova t

djvidilido-s(

e sendo l.&/l $ 1SI, t.emos

0 $ H - l:y $ 1 - !Jtl B 0 : H~l:y

iiil para todo í C À/, }'(/) »l -y(f)

Prova: imecliat.o pois .A/ ç S

i«) Vt C A/, P.}''(f) # P..r(Í)

Prova: Suponha que p.y(f) é P./(/) :+ y(f) C Z?P(Í), Vf € À/. Como }, domina .X via

coalizão S, temos Vz C P(}'(f))(z »l X(t)), absurdo pois .X'(f) # }'(f) c -V(/) maximal
'-" B,(f)

Agora, de iv) temos que para t.odo f C R, P.(}'(/) -- /(/)) # 0

Sendo T hiperfinit.o, a/ C T, A/ int.er ni qttc cxist.c

Ío € Ã/(VÍ C A/, P.(}'(f) - /(f) ? P.(}'(fo) - /(fo))

h'las p (}'(fo) -- /(Ío)) # 0 To:ne À = 'P.(}'(/o) -- /(ío)), ten-os cnt.ão q.:.

P.(y(f) -- .r(t)) Z P.(}'(to) -- .r(fo) # À # 0, para todo t C .A/

conseqént.emente, para t.odo f C À./

= Ep(r(f) - /(t)) ? : Ep(}''(to) - /(ío)) - l:Clip.(}'"(fo) - /(fo)) ? y?À #o

: ,J:T- :!:«"'',;«:T
'2 '2

\rC

"h

Prova: temos OS IS U J<I S ITI = w ⇒ IS U l\'I = \S\ + \1'.'\ - \S n !(\ ~ v.J. dividindo-se' 
ambos os mcn bros da desig ua ldade por uJ, vem: 

\S\ \KI \MI -+---Sl w w w 

e sendo \M\ S \S\, temos 

iii ) para todo t E Aí , Y(t) >- 1 X(t). 

Prova: imedia t.o pois Ai Ç S. 

> 
iv) Vt E !II , p.Y (t) ~ p.J(t.) . 

Prova: Suponha que p.Y(t.) ;; p.I(t) ⇒ Y(t.) E flµ(t) , Vt E /II . Corno Y domina X via 
coalizão S, temos Vz E µ(Y(t))( z >- 1 X(t)), absurdo pois X(t) ~ Y(t) e X(t.) m aximal 
em Bp(t). 

> Agora, de iv ) temos que p n.ra t.odo t E R, p.(Y(t) - 1(1 )) ~ O. 

Sendo T hiperfinito , l\J e T , l\J interno , vem c.pw c~xist.c 

t.0 E AI(Vt E M , p.(Y(t.) - J(t) ~ p.(Y(t 0 ) - I(t 0 )) . 

> Mas p.(Y(to) - J(t,o)) ~ O. Tome/\= ½p.(Y(to) - J(tu)) , temos então q11c 

> > p.(Y(t) - I(t)) ~ p.(Y(t 0 ) - J(t0 ) ~À~ O, para todo t EM , 

conseqentemente, para todo t E J\,J, 

1 
- LP(Y(t) - I(t)) 
uJ /. ER 
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o que cona.radiz o fato de S sei factível para y. Pois, sendo S factível para a alocução y

[. o1110s :

!>1:r(t)=-!El:V'(t)+-! >: }''(Í)e-!E:/(f)+-! E /(/) !>ll:/(Í)
uiE3 u;E wtc(l;:A,/) ''/í';L utc(i-AÍ) ''/tcs

hl,s lg1 = 14{1

o H iE}''W E}''U-i E }''m" tCS ' tCM " tc(s-À/)

;''( "n E.r(t)-:,:;l-rm=o;
e portant,o p. E:.CA/ P p. EtcÀ./ !P. o que cona.radio ív). Logo w(c) ç r(c)

Vamos mostrar agora que r(c) Ç w(c).

Suponha X no "core" de € e seja U conjunt.o pleno clc consumiclorcs como ]io lcnla

principal. Temos pelo lema principal que 0 g S -- int;(A(U)): c post.ailt.o pelo lema

da separação existe um vet.ot "st.andard" p # 0 t,al que para t.odo z C S -- int.(A([/)),

p.= é 0. Portant.o para todo # C G(t), p.y é 0, onde S -- int,(G(t)) = G(f), isto porque o

S -- int.(A(U)) = "S-convex hull" de G(t). O que é equivalent.e a dizer que p.z ê p./(/.),

pois dado W € G(t), t,amos g/ = :r -- /(t), onde z € F(t), dado (lue p.y é 0, vem que

p. = p.(:«(.r(t)) à 0 :+ p.z à .r(t). Agora, s. « € F'(t) con, p.y à p..r(t), te«.os

p.(« - /(t)) é 0, como z C r'(f) «m q« « - .r(t) C G(t).

Suponha z C Q« C *Q., ist,o é, z vet.or "standard" com z ? 0. Ent.ão z + X(t) C F'(t)

para todo t C T, pois t.amos que .X(t) c z C 'Q«, e por iv) c ') vcm que para t.odo

w H , + X(t), «« ». X(t).

Definindo O = {(ó € *n) : (Vw C *ç2,, 'p(«,« + .V(f)) < ó)u, ». .V(t)}, t.emo- O

interno e cona.ém todos os infinit.ésimos e por esparramament.o t.amos que cxist.e ó > 0

(ó C R) e portanto existe A: € N t.al que { < ó, e (Vw C 'Q. 'p(w, z +-V(f)) < { < ó)w »t

X(t) e portanto , + X(t) € F'(t).

Afirmamos que p 2 0.

34

o que contradiz o fato de S ser factível para Y. Pois, sendo S factível para a alocação Y, 

t.crnos: 

1 1 1 o~ -I:Y(t)--I:Y(t)=- L Y(t.) 
W tES W lEM W tE(S-1\,f) 

~ ~ 
1 1 1 L Y(t) = - :z=1(t.) - - L I(t) ~ O; 

W tE(S-M) W tES W /.EM 

e portanto p. L-t.EM Y~t) ~ p. L-t.EM ~- o que contradiz iv). Logo w(c) Ç e(t:). 

Vamos mostrar agora que f(é) Ç w(t:). 

Suponha X no "core'' de t: e seja U conjunto ple110 ele consumidores corno no lema 

principal. Temos pelo lema principal que O (/. S - int.(.6.(U)): <' portanto pelo lema 

da separação existe um vetor "standard" p #- O tal que para todo x E S - int.(.6.(U)), 

p.x d;; O. Portanto para todo y E G(t.), p.y ~ O, onde S - int(G(t.)) = G(t), isto porque o 

S - int(.6.(U)) = "S-convex hull" de G(t). O que é equivalente a dizer que p.x ~ p.I(t), 

pois dado y E G(t), temos y = x - I(t), onde x E F(t), dado que p.y ~ O, vem que 

> > > 
p.y = p.(x(I(t)) ~ O ⇒ p.x ~ I(t) . Agora, se x E F(t) com p.y ~ p.I(t), temos 

> 
p.(x - I(t)) ~ O, como x E F(t) vem que x - J(t.) E G(t). 

Suponha z E Dn e *Dn, isto é, z vetor "standard" com z ~ O. Então z +X(t) E F(t) 

para todo t. E T, pois temos que X(t) e z E *Dn , e por iv) e 1 ) vem que para todo 

w ~ z + X(t), w >-t. X(t.). 

Definindo 0 = {(ó E *R): (Vw E *D71 *p(w,:i; + X(t)) < ó)w ~, X(t)}, ternos 8 

interno e contém todos os infinitésimos e por esparramamento temos que existe ó > O 

(ó E R) e portanto existe k EN tal que¼< ó, e (Vw E •nn *p(w , z +X(t)) < ¼ < ó)w ~ 1. 

X(t) e portanto z + X(t) E F(t). 

Afirmamos que p ~ O. 
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Suponha que para algum i, pf, 0 C R, podemos escolher z € Q. tal que p.(z + X(f)) #

p./(f), pois basta t.omar 2 = (0,. . .,0,zf.0,. . . ,0), ist.o é, podelllos t.omt\r um vet.or :

t.a] que a á-ésima coordenada é não nula c estiitament.c posit.iva, e com t.odes i\s demais

coordenadas nulas, vem daí que para z{ suficient.elllent.e grt\nde t.amos 7).(z+.V(f)) # p./(f),

o que c:ont.rê\diz o fat,o de z + .Y(f) € }'(i). l)ort.ant,o t.anos que t.er /) ? 0

Afirmamos que para t,odo / € F(t), p.X(f) é p./(/).

Suponha que para algum f C T, p..\'(f) # 7;./(i). Seja 'P = {z € *(2,, : 7;.(z + .V(i)) <

1)./(f)}, t.amos '} int.erno c p.(0) C (P e poi cspt\n uii \iiicnt.o exist.e -- € SZ,, C *ç2,, t.al que

p.(z+X(f)) # p..r(f). Observe agora que poi iv) e "y) t.enlos z+z(f) »»l -V(f) e porá.ant.o

pala t.odo «, B ; + X(t), «, ». X(t)

Definindo l] = {(ó C R); (Vw C *ç2« *p(w, z + .V(f)) < ó)tu »l -V(í)}, temos ]l int.c:rno

e zrl(0) C ]] pol esparramament.o exist.e ó > 0 (ó C R), e portant.o exist.e X C N tal (lue

{ < ó,(Vw C *Q.'p(w,z+ .X (í)) < { < ó)u, ». .V(f) c port,ant.o z+X(f) € F(f) o que

nos leva a uma cona.radição. Logo para t.odo / c T, /i..V(f) & p./(f)

Vai[[os n[ost.rar agora quc co]]] excessão dc ]io ináxi]iio l)tut\ un] co]t.lu]it.o iicgligenciavcl

dc consumidores p.X(f) = p./(í)

Se para algum conjunt.o S, S int.erno, t.ivcrmos p.-V (f) # p /(f), ent.ão ' E..s p..Y(/) ã

Et.sp./(t), pois, definindo ÓI = {fl C 'n : p.X(f) > 7]./(f) + fl}, t.amos Ü, illt.ermo c

771(0) C Ót, pois para todo / C S, t.em-se p..V(t) > p./(i) H p./(í)+cí poi espariamanlent.o

existe ct > 0, ct C R, tal que p.X(i) > p./(f) + f/. Sendo S interno e finit.o, exite

0 < ct. = mintcSlct, ct C R}

Vem daíque para todo í C S, p.X(t) > /]./(f) + cl., logo

-- }l:p.-K(f) > -! }:p .r(í) + !8-.,.'''E3 "'E3 '''

<

<

<

e, porá.anta,

-!EP.x(f) # !E,,..rO)
''' iE3 'p E3
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< 
Suponha que para algum i, f>i, O E R, podemos esc:olher z E Dn tal que p.( z + X (t)) ,;f, 

p. J(t) , pois basta tomar z = (O , .. . , O, :i;;, O ..... O) , isto é, podemos t.omar um vetor :: 

tal que a i-ésima coordenada é não nula e estritamente positiva, e com todas as demais 
< 

coordenadas nulas , vem daí que para x; suficientemente grande temos p.(z+ X (t)) 'I p.J(t), 

o (JlW cont.radiz o fato de z + X (t) E F(t) , port.n.nt.o temos que ter p 2 O. 

Afirmamos que para todo t E F(t ), p.X(t) ~ p.l(t). 
< 

Suponha que para algum t E T , p.X(t) 'I 71 .l(t) . Seja <J:> = {z E *D11 : 71.(:r + X(t)) < 

p.J(t)} , temos <J:> in terno e µ(O ) e <J:> e por esparrnrnai11en1.o ex iste:; E 0 11 e *0 11 tal que 
< 

p.( ::+X (t)) 'I p.J(t). Observe agora que por iv ) e,) ternos z + :c(t) >->-i .\'(t) e portanto 

para todo w ~ z + X(t), w >- , X(t). 

Definindo n = {(8 E R); (Vw E *D11 *p(w ,z + X (t)) < 8)w >- , X(t) }, temos n interno 

e m(O) e D por esparramamento existe /5 > O (8 E R), e portanto exist.c k E N tal que 

t < 8, (Vw E *D11 *p(w , z + X(t.)) < t < 8)w >- 1 X(t) e portanto z + X( t) E F(t.) o que 

nos leva a uma contradição. Logo para todo t E T , 11 .X(t ) ~ p.J(t) . 

Vamos mostrar agora que c:om excessão de 110 máxi1110 para urn co 1Lju1Ll.o negligenciável 

de consumidores p.X(t) ~ p. J(t) . 

> 
Se para algum conjunto S , S interno, tivermos p.X(t) 'I p.J(t), então ~ LtE.c,•p.X(t) ~ 

Lt.ES P-l(t), pois , definindo </J , = {E, E *R : p.X( t) > p.J(t) +E ,} , temos c/J , interno e 

rn(O) e </J ,., pois para todo f E S, tem-se p.X(t) > p. l( t) ~ p.J(t) +E, por esparramamento 

existe Et > O, E 1 E R, tal que p.X (t) > p. l (t) + E t . Sendo S interno e finito , exite 

Vem daíque para todo t E S, p.X(t) > p.l(t) + E 10 , logo 

1 l ISI 
- Lp.X (t) > - LP- l(t) + -E10 
w IES t.,' I ES w 

e, portanto , 

1 > l 
- LP,X (t) 'I - "Z,p. l(f ). 
W 1.ES W tES 
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Mas, à Et.(r-s)P X(t) 'ê à E:t.(l"-s)p./(f), bast,a observar (lue t.eiido p..X(t) à p./(í)

para t.odo t C T. Vem daí que

!E,.x«)+-! E p.x ) -!Ep..rw+J- E p./u)

=- >1: p..r(t),

o que contradiz o fato de X ser uma alocução.

Portanto p.X(t) H p./(t) com cxcessão de no máximo para um conjunt.o negligenciável

dc consumidores.

Para completar a prova vaDIo

é, p.:« # p./(t) para 3 C F'(t).

Pois se supormos p.r & p./(t) para a; C F(t), t.anos z € /g,(t) c pala t.odo w H :

'emos w »i X(t). Oefinindo p(w,z) «: ó)w »t x(t), P.w < P..r(t)}, t.eixos A interno,

e por esparramamento existe (5 > 0, ó C n, e portant.o exist,e k € N, t.al que i < ó e
(Vw c *Q« 'p(«,,n) < :1 < ó)w ». X(t)) e portanto « »». X(t) não «.aximal em P,(f)

Afirmamos que p # 0.

Suponha que não, isto é, suponlla sem perdas de generalidades, que pl H 0. Observe

agora que o vet,or p é "st.andard" não nulo, e port.ant.o alguma coordenada de p é não

infinit.esimal, sem perda de generalidade, seja p2 é 0

Mas à Et.r /2(t) # 0, onde /2(t) segunda coordenada de /(t); vist.o que â E..r /(t) #

0. SendoX umaalocação segue que àE..rX(t)aàElc7'/(t), vem daíqut' l E..rX2(t) à

0 e portanto existe um conjunto não negligenciável de consunüdores S, S interno, para o

qual X2(t) # 0, onde X2(t) segunda coordenada de X(t) com t C S.

Agora, para todo consumidor t, segue de iv) e 7) que X(t)+(1,0,. ..,0) »»t X(t)

Escolhendo arbitrariamente t C S, podemos obt.er c > 0, e c R, suficientemente pe-

queno para termos X(t) + (l,--c,0,...,0) »t X(t). Pois, basta definir p = {c €

'R : X(f) + (l,--c,0,...,0) »t X(t)}, t.emos p int.erno, m(0) C p pois para t.odo

s niost.rar qucS .X(f) é maxima] em /3,,(t) para t.odo [, ist.ol ( f (
>

»
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l
Ep.x(t)
tcT

Mas, t L-tE(T-S)P-X(t.) ~ t L-i.E(T-S)P·l(t), basta observar que tendo p.X(t.) ~ p.J(t.) 

para t.odo t E T . Vem daí que 

1 
- LP,X(t) 
W tET 

1 1 > 1 1 
- LP,X (t) + - L p.X(t) * - Lp,J(t) + - L p.J(t) 
W tES W tE(T-S) W tES W IE(T-S) 

1 
- I:p.1(t), 
W tET 

o que contradiz o fato de X ser urna alocação. 

Portanto p.X(t) ~ p.J(t) com excessão de no máximo para um conjunto negligenciável 

de consumidores. 

Para completar a prova vamos mostrar que X (t) é maximal em (311 (t.) para t.odo t, isto 
> 

é, p.x ,;fa p.J(t) para x E F(t). 

Pois se supormos p.x ;; p.J(t.) para x E F(t), temos x E (311 (t) e para todo w ~ :i: 

temos w >--i X(t). Definindo p(w,x) < ó)w >-- 1. X(t.), p.w < p.J(t)}, temos 6. interno, 

e por esparrarnamento existe ó > O, ó E R, e portanto existe k E N, tal que ¼, < ó e 

(Vw E •nn *p(w,x) < ¼, < ó)w >-- 1 X(t)) e portanto x >-->-- 1 X(t.) não maximal em /3p(t.). 
» 

Afirmamos que p ,;fa O. 

Suponha que não, isto é, suponha sem perdas de generalidades, que p 1 ~ O. Observe 

agora que o vetor p é "standard" não nulo, e portanto alguma coordenada de p é não 

infinitesimal, sem perda de generalidade, seja p2 ~ O. 
> > 

Mas t LtET I 2(t) ,;fa O, onde J2(t) segunda coordenada de J(t.); visto que~ L-tET J(t) ,;fa 

O. Sendo X uma alocação segue que tLtET X (t)~ tL-tET J(t), vem daí que~ LtET X 2 (t.) ~ 

O e portanto existe um conjunto não negligenciável de consumidores S, S interno, para o 
> 

qual X 2(t) ,;fa O, onde X 2 (t) segunda coordenada de X(t) com t E S. 

Agora, para todo consumidor t, segue de iv) e')') que X(t) + (1 , 0, . . . ,O) >-->--t X(t). 

Escolhendo arbitrariamente t E S, podemos obter E > O, E E R, suficientemente pe

queno para termos X (t) + ( 1, -E, O, .. . , O) >-- 1 X (t ). Pois , basta definir <p = { E E 

*R: X(t)+(l,-e:,0, ... ,0) >-- 1. X(t)}, temos v> interno, m(O) C v> pois para todo 
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«, = X(t) +(l,--c,0,...,0), onde f € n,(0) terno: w = X(t) +(1.0,...,0) e por-

t.anta t« »l X(t) (observe quc para t.odo c c ?n(0), .X(í) + (l,--s.0,. ..0) c 'Ç2., já

que X2(t) # 0), t,emos então por esparraiilameiit.o que exist.e f > 0, -r € R t.al que

.X(f) +(l, --c,0,...,0) »t .V(f), logo, .X(f)+(l, --s,0,...,0) C F'(/) c l.Cílios

P./(t) & P.l.X'(f) =(1, -f,0,...,0)j = P..Y(f)+P' - P:c # /, .\'(t),

isto é, p.-r(t) # p.X(t), para t,odo t € S

negligenciável de consumidores. Logo p # 0.

Agora suponha z € F(t) c .r(t) # 0; então p./(t) # 0, pois p # 0. Visa.o (lue F'.= #

p./(í), segue que p.z # 0 e port,ant.o exist.e j t.al que zj # 0, sem perda de generalidade

seja J = 1. Então z -- (c, 0, . . . , 0) € F'(f) para -r suficient.ement,e pequciio. Pois, definindo

,/ = {c C 'n : z --(c,0,...,0) ». .Y(f), z --(c,0,...,0) € 'ç2.}, t.calo: ,7 int.ermo e

m(0) C 77, pois para todo c C 7n(0), t.amos z --(f,0,...,0) a a, z --(c,0....,0) C *Q,,

e porá,ant.o z -- (c, 0, Z; dois, 0) »í -V(f) e por esparraillament,o cxist.c f > 0, s C R t.al (lue

,--(c,0,...,0) C F'(t). Então, p..r(í) p.lz --(c,0,...,0)l = p.. --P'.f # P.#, ist.o é,

P..r(t) # p.z. Se .r(t) H 0, é claro que p.z # p..r(t).

Finalmente, suponlla /(t) H 0 e z = 0. Dado (lue :« € F(t), t.erros /(f) € F(t).

Se o conjunto S de consumidores t pala os quais /(i) € r'(f), S foi negligenciável, então

pode ser ignorado. Se por out.ro lado, S for não negligenciável, ent,ão /(f) domina X(t)

via coalizão S, contradizendo o fat,o de .Y est.ar no "core'' . O que conclui a demonst.ração

('

<

»
l

> >. 5>

> >

<

< >

2.2 Réplicas de uma economia

(uma abordagem não "standard")

Nest.a seção abordaremos réplicas económicas (vede capít.ulo 1, definição 1.18), enunciare-

mos o teorema de Brown and Robinson que relaciona uma alocação Walrasiana para uma
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w = X(t) + (l ,-t:, 0, . .. , 0) , onde E E m(O) ternos w ~ X(t.) + (1.0 , . .. , 0) e por

tanto w >-- 1 X(t.) (observe que para todo t: E rn(O) , X(t.) + (l. -E. 0, ... . 0) E *Dn, já 
> 

que X 2 (t.) '/:, O) , temos então por esparrarn a ment.o que existe E > O, E E R tal que 

IX(t) + (1 , -t:,O, ... , O) >--t X(t), logo , X(t) + (1 , -E, Ü, .. . , O) E F(t) e Lemos 

< < 
p.!(t) ~ p.[X(t) = (1 , -E , Ü, . .. , O)] = p.X(t ) + p 1 - p2

E 'f, p . .'<(t) , 

< 
isto é, p.J(t) 'f, p.X (t ), para todo t E S. 

Sendo~ 'f, O, isto contradiz o fato de p.X(t) ~ p.J(t), exceto para um conjunto 11 ão 
» 

negligenciável de consumidores. Logo p 'f, O. 
> > » > 

Agora suponha x E F(t) e I(t) '/:, O; então p. J(t.) '/:, O, pois p 'f, O. Visto que p.x 'f, 
> > 

p. J(t) , segue que p. x '/:, O e portanto existe j tal que Xj 'f, O, sem perda de generalidade, 

seja j = 1. Então x - (t:, O, . .. , O) E F(t) para E suficicnt.ernente peq lw110 . Pois, definindo 

11 = {E E * R : x - (t:, O, . . . , O) >-- 1 X(t), :i: - (E, O, ... , O) E *On} , te imas 11 interno e 

m(O) C 17, pois para todo t: E m(O), temos x - (E , O, . .. , O) ~ :r, x - (e O, ... , O) E *Dn 

e portanto x - (t:, O, l; dots , O) >-- 1 X(t) e por esparrarnamento existe E > O, E E R tal que 

< < 
x - (.s, O, . . . , O) E F(t). Então, p.J(t) ~ p.[x - (t:, O, . .. , O)] = p. :r - p 1 .E '/:, p.x, isto é, 

< > 
p. J(t) '/:, p.x. Se J(t) ~ O, é claro que p.x 'f, p.I(t) . 

Finalmente, suponha J(t) ~ O ex~ O. Dado que x E F(t), temos J(t) E F(t) . 

Se o conjunto S de consumidores t para os quais J(t) E F(t), S for negligenciável, então 

pode ser ignorado. Se por outro lado , S for não negligenciável , então J(t ) domina X (t) 

via coalizão S, contradizendo o fato de X estar no "core'·. O que conclui a demonstração. 

2.2 Réplicas de uma economia 

(uma abordagem não "standard '') 

Nesta seção abordaremos réplicas econômicas ( vide capítulo 1, definição 1.18) , enunciare

mos o teorema de Brown anel Robinson que relaciona uma alocação vValrasiana para uma 
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economia de trocas .F, com m 'agent.es" con-l o "core" de suas réplicas

Definição 2.13 Seja // = {cflic/ um.a ./bmÍZia não lí7n.ligada de cconom.ias de trocas com

ti.m número "standard" de ageTttes económicos, isto e, para cada k € N . existe i. ç! l tal

r/ize lcl, o ntím.ero de "tradcrs " da i-ésiml.a ec0710mãa, é rn.alar q?le X:

Suponha que J7 satisfaça as seguint.cs pior)iiedê\des

a) A dot.ação inicial, el, f = 1, . . . ,i, dos "agent.es" de cf C H, { C /, é uniformement.e

limit.ada superionlcnt.e, ist.o é, cxist.c zl, C R tal (!ue /(f) $ 71, pEuêt t.odo / = 1. . . . , {,

pala toda econon)ia c{ C //

b) A dotação inicial et, í = 1,.. .,i, do "agentes" de c{ C /7, 1: C /, é uniforment.e

limit,ada inferiormcnt.c acima do zero, ist.o é, exist.e m C R, 0 < in < n., t.al que

et > m., para todo í = 1, . . . , i, para toda ecoiiolllia c+ C .f7

c) A relação de preferência dc cada "ageiit.e" í eni H é

c') Iriefiexiva (vede apêndice A);

c") Cona,ínua, ist.o é, para todo z, # € Q, os conjuilt.os {z C Q« : »í =}, {z c ç2.

y »l z} são abert.o em n";

Fot,cment,e monót.ona, ist.o é, se z » y ::+P t

d) A família das relações de preferências de t.odor os "agentes" em H é equ.àmonotónáca

sobre ç2., isto é, para t,odo n ? 0 c para t.odo y > 0 exist.e (5 > 0 e para t.odo iC / e

para todo t c cl t.emos que se z C B(z + y, ó) e u, C B(#, ó) ::> z », w

Definição 2.14 1)abas uma ecoa.om.ia de fracas -c = {/(t), »tlt = 1, . . . .n?} "standard"

o?1. 7}ào "standard", Hma troca X(t) e um, ueíol- de preços p C 'ç2.. rOZ)s.. cAamz.are-

m.os de economia de trocas "star,dará'' aqu.elas cu.jo Tt.li.m.ero df "agent.rs" é tlm. nat.ltral
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economia de trocas E , com m "agentes", com o "core" de suas réplicas . 

Definição 2.13 Seja H = {Ei}iEI v.ma família não lim-itada de economias de trocas com 

11:m número "standard" de agentes econôm.-icos, ·isto r!, parn cada k E N. ex·istc i E J tal 

que j[j, o número de ''traders ., da i-és-irna cconom'ia, é maior que k. 

Suponha que H satisfaça as seguintes prnprie<lades: 

a) A dotação inicial, e1, t = 1, . . . , i , dos "agentes'' dC' E.; E H , i E J, ó uniformemente 

limi t.ada su perioment.c, ist.o é, existe n E R tal que I (t) ::; 11, para t.odo t = 1. .. . , i, 

para toda economia E ; E H . 

b) A dotação inicial e1. , t. = 1 . . . ,i, do "agentes" de E; E H , i E J, é uniformente 

limitada inferiormente acima do zero , isto é, existe m E R , O < m < n , tal que 

e1. > m., para todo t. = 1, . . . , i, para toda economia Ei E H. 

e) A relação de preferência <le cada "agente" t. em H é 

e') Irreflexiva (vide apêndice A); 

c") Contínua, isto é, para todo x ,y E D. os conjuntos {z E S1n: ;; "r- 1 :e} , {z E S111 : 

y "r- , z} são aberto em Rn ; 

c'") Fotemente monótona, isto é, se x >> y ==> :r "r- 1. y. 

d) A família das relações de preferências de todos os "agentes" em H é equimonotônica 

sobre S111 , isto é, para todo x 2'. O e para todo y > O existe ó > O e para todo i E J e 

para todo t E E. 1 temos que se z E B(x + y, ó) e w E B(x, ó) ==> z "r- 1 w. 

Definição 2.14 Dadas uma economia de trocas E = {J(t.) , 'r-t;f = l , .... m} ''standard '' 

ou não ''standard ", uma troca X(t) e um vetor de preços p E •nn . (Obs.: chamare

m.os de economia de trocas ''standard '' aq'l/.elas cujo mí.m.ero d(' "agen fr,s •· é um natural 
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standard"). De$nimos os segltintes conjltntos para cada real "st.anda.rd" positilio 6

u 6 \./\ }

Fáp(X )

GÇ(X)

P
{/ € -' : Px (f) -- P.r (f) ? õ}

{t C s :(]y C Ç2«)PW $ P/(t) A(Vw C B(y,Ó)w »r -Y(t)}

OIÍU FÁp

Podemos int.erpret.ar os conjunt.os definidos acima como segue

OX(X) é o conjunto dos "agent.es" cuja compra da cest.a X(f) ao preço F' t.em seu

budget. set. violado por um valor õ;

.liT(X) é o conjunt,o dos "agent.es" e]]] -r quc po(leln t\dquirir uint\ "(ommodit.y" yl

ao vctor dc preços p, cujas quantidades são finit.as, scm violar o buclgct set. dé\do pol

p, e t.al que toda "comnlodit.y" z € B(#i, ó) é preferível a X(f).

Teorema 2.2 Sqa .l( :: {c{, .YÍ}.c/ e .f/ = {cilíc/. Su.ponha /7 .u.Mrz ./bm.{ZÍa n,ão /ím.linda

de economi,o,s de trocas satisfo,lendo a,s T)ropriedades acima. Sejctnt Xi vIRo, Jamtaia de

alocaçoes, onde Xi C €1.ci), e seljam Xi unãlorm.erTlente làm.irada por cima. Então, para

lodo ó > 0, ezÍsfe n. C Ar ta/ qz/.e para boda economia -r € .r7, se l.rÍI > 7i ezáste um vetar

de preços p taZ que !uÓI < ó.

Ant.es de provarmos o teorema 2.2 acima\, faremos algttrnas observações e daremos mais

algumas definições.

As noções de "core" definidas para economias de t.rocas "st.andard" e não "st.andard"

diferem na definição da alocação e bloqueios (vede definição 1.11, capít.silo 1, e definição

2.8, capítulo 2). lulas o conceito de "cole" para economias de trocas ''st.alldard" é t.ambém

significativo nas economias de trocas não "standard", o que será dcmonst.rodo no que

segue.

P

"(l?-core
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"standard"). Definimos os seguintes conjuntos para cada real '·standard" positivo ó: 

{t E E: pX(t) - pl(t) ~ ó} 

Ff(X) {t E E: (:ly E fln)PY s; pl(t) /\ (Vw E B(y , ó)w >- 1 X(t)} 

Podemos interpretar os conjuntos defin idos acima como segue: 

D~(X) é o conjunto dos "agentes" cuja compra da cesta X (t) ao preço p tem seu 

budget set violado por um valor 6; 

Ft(X) é o conjunto dos 'agentes" em E que po<lem adqu irir uma ''comrnodit.y" u,., 

ao vetor de preços p , cuj as quantidades são finitas, sem violar o lmdgct set. dado por 

p , e tal que toda "commodity" z E D(y1, ó) é preferível a X(t). 

Teorema 2.2 Se.ia J( = {E;, Xi}iEI e H = {Ei}iEI · S'll.ponha H ·uma família não l-imitada 

de economias de trocas satisfazendo as propriedades acima. S ejam X; ·uma família de 

alocações, onde X; E e(t:;), e sejam X; uniformemente limitada. por cima. Então, para 

todo ó > O, existe n E N tal que para toda economia E i E H, se IE i 1 > 11 e:riste itm vetor 

1cr1 
de preços p tal que I/I < ó. 

Antes de provarmos o teorema 2.2 acima, faremos algumas observações C' daremos mais 

algumas definições. 

As noções de "core" definidas para economias de trocas "standard" e nao "standard" 

diferem na definição da alocação e bloqueios ( vide definição 1.11 , capítulo 1, e definição 

2.8, capítulo 2). Mas o conceito de "core" para economias de trocas "standard" é também 

significativo nas economias de trocas não "standard'' , o que será demonstrado no que 

segue. 

"Q-core" 
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Definição 2.15 C'hamaremos de "Q-core" r'seremos q7tase "starzdard c07'e"J o conceito de

core standard." qlt.ando transferido para economias de trocas nào "st.avi.data

Q-Blocos

Definição 2.16 Seja f = {/(f).»í../ = 1, . .. .w} ecoa.om7.a. dr fraca.s 7i.ão ".s/.anda.rd

satis.fazendo as propriedades listadas da de$niçao 2.1. capttttlo 2. Seja @ := {Y C 'çl:l : 'b'

é ?/.ma troca e E..ry(t) $ E,c7 /(f)}. Sc Z,y € @, daremos ql/.e Z "Q-b/ocas" y uia

c«Zízão S Ç T s., . 'amante se, E..s Z(t) = E..s.r(f) ' p«« íod. í € S, Z(t) ». }' (f).

Se Y c Ó e Y é não "Q-blocked" por qttatqtt.e'r Z c d), girem.os qtt.e Y est,á no "Q-core

Provaremos o t.eorenia 2.2 acima, provando, prilneilament.c, o lenlt\ 2.3 blue enunciare

mos a seguir que afirma que t.rocas "st.alldard" limit.tidas iio ''Q-core" de f est.ão no "core

rl r) .c:-

Lema 2.3 Sc ez«isíe .5 / 0 faZ ql/.e pa.ra /.odo f C T c 7)a7a. iodo /'(/) ? 0. e7i,t(io iodo i70crz

staltdard." limitada no "Q-core" de e est.á. cona.{da llo "core" de E

Prova: Seja X uma t,roca "st.andard" limit.ada no "Q-core" de f c hão no "core" de f

Então exist.e uma coalizão S, S int.eito, e uma alocução y t.al quc para t.odo f C S,

}'(t) »». X(t) e

!E"w~-!E'w «:«H#'.

De fat.o, de à Eles }'"(t) H â E:íCS /(t), t,erros:

!ETWs;!E.rM - M !E /(t).
l€s

Caso (a)
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Definição 2 .15 Chamaremos de ''Q-core" (leremos quase ·'s tandard core ") o conceito de 

'·core standard '' quando transferido para economias de trocas não '·s tandard ''. 

'·Q-fllocks" 

Definição2.16 Seja E = {I(t). >- 1.t = 1 . ... . w} ecanorn:io. dP t.roco,s nao '·standard'' 

satisfazendo as propriedades listadas da definição 2. 1. capítulo 2. Se.7a <jJ = { Y E *D.~· : Y 

f. uma troca e Lt.ET Y(t) ~ Lt.ETJ(t)} . Se Z, Y E c/J , diremos qur. Z "(J-blocks " Y via 

coal'izão S Ç T se, e somente se, LtEsZ(t.) = Lt.Es l(t) e para todo t E S. Z(t:) >-t Y(t). 

Se Y E </J e Y é não "Q-blocked" por qualquer Z E </J , d-iremos qv.e Y está no "Q-core". 

Provaremos o teorema 2.2 acima, provando , primeiramente, o lema 2.3 que enunciare

mos a seguir que afirma que trocas "standard '' limitadas no "Q-corc" de E est.ão no "core" 

de E. 

Lema 2. 3 Se existe b j, O t.al que para todo t E T e 71a.rn lodo I i ( t) ~ O. então toda troca 

"stan ar . · irn:t a a no -core e E es .a. con .i a no "core e E . d d ., l. ·t d "Q '' d t ' t 'd ,. d 

Prova: Seja X uma troca "standard" limitada no "Q-core" de E e não no "core" de E. 

Então existe uma coalizão S , S interno , e uma alocação Y tal que para todo t E S, 

Y(t) >->-1 X(t) e 

1 1 
- LY(t) ~ - LJ(t) 
W tES W tES 

De fato, de ~ LtES Y(t) ~ ~ Lt.ES J(t) , temos: 

(a) 
1 1 
- LY(t) s; - L J( t) 
W tES W I.ES 

ou 

Caso ( a) 
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1s1 
com - ~ O. 

w 

(b) 
1 1 
- LY(t) > - LJ(t) . 
W tES u,' I ES 



oç ;Z..tcS l \i,J ;2..!CSJ\í,J} eiilau 2.,tcS l lt; :: 2..tCS.rlrJ) p

ambos os lados da desigualdade por u. Temos ent.ão quc a t,roca

''', -lLS3',t c S
,t e S

é «ma ,locação «m ' (àE.«z(t)) = ' (à E,«/(t)) e Z(t) ». .Y(/) p"' t ". S, .

post.cinto Z "Q-blocks" X , o quc cona.radiz o fat.o dc .Y cst.ar iio "Q-coro" de s

l hast.n mula, iplicarOls S

Caso (b)

Se supormos que para algum J que à }l:,.cs }'j(f) > 1 >1:fcs /j(f) c t.falido por hipótese

que exist.e ó > 0 tal quc para t,odo J, /-j(t) 2 ó, t.emos que à E:,.s/jlf) ? 2 Eícsõ

9ó > 0 e porá.anto : E,:s yj(f) > 0.

Defina para t.odo ??. c ]V o conjunt.o

n. C Ar que .B. interno e B« C .B.+i.

Suponha que para todo 11. C N, IEd B 0. Ent.ão exist.e u C 'Ar\N t.al que lgd = 0,

pois definindo I' = {k C *N : (V.j c *JV), (x- < .j) + Bt c B.j, o $ tala 5; '}, t.emos

I' int.erno (vede teorema dc Kiesler, a])êlldice Ci), N Ç I', c pol es!)arrainament.o (vede

ttpêndice C), existe z/ € */V\N t.al que 0 $ 111el $ 1 ::> 111d H 0. Vem daí que:

-!E''''w-! E ,''w+-! E *''w~-! E *'m:; H!~'
isto porque se temos t € S\B, :+ yj(í) < i, pois y é "standard" limitada. O que

contradiz o fat,o de à E.cs yj(t) > 0. Conseqüentement.e, existe 1? € N t.al que lgd > 0.

Seja a = 1.e.l, "y = Ê E:..s yj(t) -- à Eles .rj(t); e para t.odo t C B«, ól = 7:. Observe

que pelas considerações feitas no início do caso b) 'y é infinitesimal. Defina

r }''j(f) ó

''m -i ill
Para .j # í, .j, iü € S, seja Z'(f) = y:(f), para todo f C S; finalment.e seja Z(f) = /(t) para

t.odo í € T\S.

l
}'' '(f )SB. ./

para t-odo>C }, t.cnlos qu( (n

t.C B.
t c S\13«
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Se t LtES Y ( t) :::; ~ LtES I ( t) , então LtES Y (t) :::; Lt.ES I (t) , pois basta multi plicar 

ambos os lados da desigualdade por w. Temos então que a troca 

Z(t) = { Y(t) 
J(t) 

, t E S 

,trf_S 

é uma alocação com O (t Lt.ES Z(t)) = º (~ LtES J(t)) e Z(t) >- 1 X(t.) para tem S, e 

portanto Z "Q-blocks" X , o que contradiz o fato de X estar 110 "Q-corc;· de E. 

Caso (b) 

Se supormos que para algum j que t L tES YJ(t) > t L tES Ji (t) <' tendo por hipótese 

qrni existe ô> O tal que para todo j, Ji(t.) 2: 6, temos que tI:,Es / J(1) ~ tI::,.Esfi = 

l§b > O e portanto ~ Lt.ES Yi(t) > O. 

Defina para todo n EN o conjunto B 11 = {t. E S: Yi(t) ~ ¼}. temos que para todo 

n E N que Bn interno e Bn C Bn+1 · 

Suponha que para todo n E N, l~nl ~ O. Então existe v E • N\N tal que 11:;,I ~ O, 

pois definindo r = {k E *N : (Vj E *N), (k < j) ⇒ Bk e Bj, O::; L:;1 :::; f}, temos 

r interno ( vide teorema de Kiesler , apêndice C), N Ç r , e por esparramarnento ( vide 

apêndice C), existe v E • N\N tal que O :::; !~ ,! :::; ~ ⇒ ~ ~ O. Vem daí que: 

1 ~ . 1 ~ . 1 ~ - 1 ~ · ISI 1 
- L.., Y 3 (t.) = - L.., Y 1 (t ) + - L.., Y 1 (t) ~ - L.., Y 3 (t) :::; - - ~ O, 
W I.ES W I.E/3,, W I.ES\/3,, W I.ES\ B,, W V 

isto porque se temos t E S\Bv ⇒ Yi(t) < t, pois Y é "standard" limitada. O que 

contradiz o fato de~ LtES Y 1(t) > O. Conseqüentemente, existe 11 EN tal que l~nl > O. 

1 . 1 · 
Seja o-= IBnl, 1 =:; LtES Y 3(t) - :; Lt.ES JJ(t); e para todo t E Bn, b, = ')';· Observe 

que pelas considerações feitas no início do caso b) 1 é infinitesimal. Defina 

zi(t) = { YJ(t) - ô 
Y 3 (t) 

, t E B11 , 

, t E S\Bn· 

Para j-/- i, j , 'i E S , seja Z' (t) = Yi(t) , para todo t E S: finalmente seja Z(t) = J(t) para 

todo t E T \ S. 
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Agora, sc i::u > U :+ E é finito c port.ant.o óf = :7 é infinit.esimal. Temos ent.ão

quc f C S, Z(t) H y(f) e pela ])ropriedade I' picscnt.o iia definição 2.2, no início do

capít.ulo 2, t.emos que Zlt) »r .V(f), Vf c S, pois Z(f) »r .\'(f), ist.o é, para t.odo

y C p(Z) ::> y »í X(t). lulas Z € é, pois

!E''m-! E .;'m-.--! E ''u-Zx»''m E''m.
(Ob&.: se existir mais de um .j para o qual l E..syj(f) > ' Et.s/j(t), repita a con-

st.rução), o que contradiz o fat.o de X(t) est,ar no "Q-core" c port.ailt.o para t.oda t,roca

limitada X no ''Q-core" c, X est.á no "core" de c.

A prova do teorema 2.2 segue imcdiat.alnent,e

Suponha que o teorema é falso, ent.ão, parti algum ó > 0 e par t.odo lil C Ar, cxist.c

(cf, .VI) C /{, tal que leal > 7r]., colll X{ tendo a propriedade de para t-odo vet.or de preços

p, ! c. ? ó. Aplicando o princípio de transferência t.enlos que para algum ó C R, ó > 0,

e para todo ?r}. C 'N, existe (c", .X ) € '/{, tal que lc"l > ?n, e X est.á no "cole" de c" se

c" for uma economia "standard" , e X troca "st.andaid" linlit.ada no "Q-core" se c", se c"

for economia não "standard". Em qualquer caso, X t.em a propriedade de que para t.odo

vetar de preços p, c"l ? ó'

Escolhendo m. como um w € *N\JV, existe (c", .Y) C */\' satisfazeilclo as propriedades

acima. c" economias de t,rocas não "st,andard" e .V não é um equilíbrio conlpet.itivo para

f", pois para todo t c GÇ(X), t.amos que exist.e y C Q. t.a] que py(/) $ p/(f) e para t.odo

w C S(y, ó), temos w »f X(t), e pelo teorema 2.1, .V g e(f), o que cona.radiz o lema 2.3

pois t.amamos X no "Q-core" da economia c"

O teorema 2.2 afirma que alocações no "core" dc uma economia não "st.alidard" são

t.ambém alocações walrasianas ou competitivas que satisfazem a t.ot.alidade dos agentes

da economia

A seguir enunciaremos e demonstraremos o teorema de Brown and Robinson, que
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Agora, se IBnl > O ⇒ ':!!. é finito e portanto 151 = ':!!.-y é infinitesimal. Temos então w o a 

que t E S, Z (t) ~ Y ( t) e pela propriedade , ' prcscnt.c> 11a definição 2. 2, no início do 

capítulo 2, temos que Z(t) >- 1 X(t) , Vt E S, pois Z(t) », X(t), isto é, para todo 

y E µ(Z) ⇒ y >- 1 X(t) . l\fas Z E e/>, pois 

1, . 1, . 1 , . 1, . 1 . 
- L Zl(t.) = - L Zl(t) + - L Zl(t) = - L Yl(t) - 1 = - L J1(t.). 
W tES W I.EBn W tES\13., W tES uJ tES 

(Obs.: se existir mais de um j para o qual ~ LtES' yí(t) > t LLES JÍ(t) , repita a con

strução) , o que contradiz o fato de X(t) estar no "Q-corc" e portanto para toda troca 

limitada X no "Q-core" é, X está no "core" de é . 

A prova do teorema 2.2 segue imediatamente. 

Suponha que o teorema é falso , então, para algum b > O e parn todo 111 E N, existe 

(éi, Xi) E K , tal que IEil > m , com X 1 tendo a propriedade de para t.odo vetor de preços 

p, 10fõ(;ÍY)l 2: 15 . Aplicando o princípio de transferência temos que para algum ó E R, ó > O, 

e para todo m E * N, existe (E", X) E * K, tal que IE"I > m, e X está no "core" de €
11 se 

e" for uma economia "standard", e X troca "standard" limitada no "Q-core" se e", se e" 

for economia não "standard" . Em qualquer caso, X tem a propriedade de que para todo 

• IG~(X)I vet01 de preços p, 7?I 2: 15. 

Escolhendo m como um w E * N\N, existe (é", X) E * /\. satisfazendo as propriedades 

acima. e" economias de trocas não "standard' e X não é um equilíbrio competitivo para 

E
11

, pois para todo t E G~(X), temos que existe Y E On tal que pY(t) ~ pl(t) e para todo 

w E S(Y, ó), temos w >- 1. X(t.) , e pelo teorema 2.1, X(/. e(€), o que contradiz o lema 2.3, 

pois tomamos X no "Q-core" da economia E11
• 

O teorema 2.2 afirma que alocações no "core" de urna economia não "standard" são 

também alocações walrasianas ou competitivas que satisfazem a totalidade dos agentes 

da economia. 

A seguir enunciaremos e demonstraremos o teorema de Brown and Robinson , que 
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apresenta uma alternativa de prova para o teorema limit.c de Debreu-Scarf

Teorema 2.3 (Brown and R.obinson) Seja f urna economia de trocas. Se todo "trazer

t.ent suas preferências representadas por tun.a .fun,ção u.t.-ilidade com, as propriedades de

forte monotonicidade, ime.Heliuidüde, e contínua, e todos os "trazer" são possuidores de

dotações iniciais estritas.ente positivas, en.tão u.m.ü bloco çào X é ti.lll.a alocução compet.it.iua.

para E, Oll seja, X e u.m. eqll.{ltbrio walrastano pal'a E se. e sono.ente sc. X(T') está no "core

de e(') para iodo r ? l

Prova: Seja X(') uma alocução no "core" de c(') para t.odo r ? 1, t.finos então que exist,e

n. C Q. tal que X(')(t) $ 7?,, para t.odo f € 1c(')l. Aplicando o princípio de transferência,

t.emos que existe X(') troca "st.andard" limitada no "Q-core" de c(') pala t.odo a C *ArvV

Seja w € *JV\N, temos que c(") satisfaz todas as hipót.eses e result.idos do teorema 2.1

e do lema quc precede a demonst,ração do t.eorema 2.2. lst,o é, exist.e uii] vet.oi de preços

p tal que(p,X(")) é um equilíbrio compet.il.ivo para f(")(Obs.: o t.eorelna 2.1, capítulo 2,

garante que o vetor de preços p » 0 e "st.andard" ).

Afirmamos que (p, X(i)) é um equilíbrio cornpet.it.ivo para c(i). Se hão, pelo menos um

"trader" t tem uma cesta de bens y em seu ''budget. set.'' t,a] que y »t -X(t)

Vem daí que na w-ésima réplica exist.em pelo menos ?n.w "t.radar" que preferem g a

X("), e sendo a preferência dos mw cona.ínua, exist.e ó > 0 t.al que para todo w C S(y, ó)

w é preferido a X("), o que w é preferido a X("), o que cont.radiz o fat,o de (p, X(")) ser

um equilíbrio competitivo para c("). O que prova a afirmação.
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apresenta uma alternativa de prova para o teorema limite de Debreu-Scarf. 

Teorema 2.3 (Brown and Robinson) Seja E uma economia de trocas. Se todo ''trader " 

tem suas preferências representadas por uma função utilidade com as propriedades de 

forte monotonic·idade, irreflexividade, e cont'Ínua, e todos os "trader" são poswidores de 

dotações in·iciais estritamente pos'it-ivas, então um.a alocação X r. u.111.a alocar;ão compet.d-iva. 

para E, ou seja, X é u.m. equilíbrio walrasiano para E se. e som.ente se, X(,) está no "core '' 

de _s(r) para todo r ~ l . 

Prova: Seja x(r) uma alocação no "core" de E(r} para todo r ~ l, temos então que existe 

n E On tal que x(rl(t) :S n, para todo t E IE(r)I . Aplicando o princípio de transferência, 

temos que existe X (a} troca "standard" limitada no "Q-corc" de E(a) para todo a E • N\N. 

Seja w E * N\N, temos que E(w) satisfaz todas as hipóteses e resultados do teorema 2.1 

e do lema que precede a demonstração do teorema 2.2 . Isto é, existe urn vetor de preços 

p tal que (p, X (w)) é um equilíbrio competitivo para E(w) (Obs.: o teorema 2.1, capítulo 2, 

garante que o vetor de preços p » O e "standard"). 

Afirmamos que (p, x(l)) é um equilíbrio competitivo para E(I). Se não, pelo menos um 

"trader" t tem uma cesta de bens y em seu "budget set." tal que y >- 1 X ( t ). 

Vem daí que na w-ésima réplica existem pelo menos mw "trader" que preferem y a 

X (w), e sendo a preferência dos rn.w contínua, existe ti > O tal que para todo w E S (y, ti) 

w é preferido a X (w), o que w é preferido a X (w), o que contradiz o fato de (p, X (w)) ser 

um equilíbrio competitivo para E(w). O que prova a afirmação . 
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Apêndice A

'úCommodities'' e relações de
preferências

COh4MODITY"

Definição A.l Chamarem.os de "commodity" a todo Z)e77z Oll serviço ao qz/.a/ especl$camos

su.as características .físicas, local e data de sua produção. Isto nos peru,itir(í disting'uàr os

bens não só por suas característ.ices físicas, mas também, pela data e localiza.ção em. que

estarão disponíveis.

Exemplo 1: 1 ton. de soja produzida no Brasil será considerado dist.int.a de l ton. de

soja produzida nos E.U.A. mesmo que est,ejana dis})onívcis em uma mesma data. Da

]llesma forma collsideramos l t.on. de soja produzida em regiões distintas de um pais

"commodities" distintas mesmo est.ando disponíveis cm uma mesma data e em uma mesma

safra . .

Sendo uma "commodity" um bem, podemos expressar suas quantidades por um núme-

ro. Assumiremos que tal quantidade pode ser infinitamente divisível e assim representare-

mos as quantidades de uma "commodit.y" por números reais. Assumiremos que o número

de "commodities" distint.as disponíveis em uma economia é finit.o.Fazendo ist.o estaremos

mais próximos das condições reais de mercado, bem com garant.iremos a possibilidade
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Apêndice A 

"Commodities" e relações de 
preferências 

"COMMODITY" 

Definição A.1 Chamaremos de "comrnod-ity" a todo bem ou serviço ao qual especificamos 

su.as características físicas, local e data de sua produção. Isto nos permitirá distinguir os 

bens não só por suas caracter'Ísticas físicas , mas também pela data e localização em que 

estarão disponíveis . 

Exemplo 1: 1 ton. de soja produzida no Brasil será considerado distinta de 1 ton . de 

soja produzida nos E. U .A. mesmo que estejam disponíveis em uma mesma data. Da 

mesma forma consideramos 1 ton. de soja produzida em regiões distintas de um pais 

"commodities" distintas mesmo estando disponíveis em uma mesma data e em urna mesma 

safra .. 

Sendo uma "commodity" um bem, podemos expressar suas quantidades por um núme

ro. Assumiremos que tal quantidade pode ser infinitamente divisível e assim representare

mos as quantidades de uma "commodity" por números reais . Assumiremos que o número 

de "comrnodities" distintas disponíveis em uma economia é finito.Fazendo isto estaremos 

mais próximos das condições reais de mercado , bem com garantiremos a possibilidade 
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técnica de exprimir tais "commodities" poi um elemento em R+, onde n. é o número de

"commodities" disponíveis, o elemento # = (zi, . . . . z.) C R]. será chítmado de cesta de

"commodities" com cada coordenada represent,ando a quant.idade de um determindado

bem. O conjunto R]. será denominado espaço das "commodities"

CONJUNTO CONSUh40 E PREFERENCIAS

Definição A.2 Um c07Üunto de consumo X é um subconll&nto não vazio do espaço das

'com,modities" , fechado, conveio.

Seja .A C ]V um conjunto cona m. element.os, um elemento a C .,4 será chamado de

consumidor ou "trader" , e a cada a € .A associarcmos unl conjunt.o de consumo X. C R"

que cllamaremos de conjunt.o de consumo do consumidor a. Queremos dizer com isto

que, ignorando algumas restrições, o consumidor pode consumir qualquer cesta de bens

pertencente a X.

Definição A.3 C/ma relação de pre/erência é de$náda por ?lm par (X, »), onde X é u.m.

conjunto de consumo e » á uma relação óànár a em X, taZ que » é u.m aZ)edo em X x X

e para todo (=,y) C» diremos que a cesta = é preferíuet à cesta y, ou. simplesmente que

= é preferível a y, para representar tal fato tlsaremos a notação mais sugestiva = » y.

Introduziremos também a relação --. Assim, = çs y signã$ca que o agent.e é indiferente

eTttre as cestas = e y. Combinüremos » e H na relação t que siglti$cará pre.feríuel ou

ind#erente. Ezigiremos que » seja um conjlLnto fechado de X x X

Exigiremos as seguintes propriedade para »

a) IrreHexividade: para todo par (z,a;) tem-se (l,z) g», e escieveremos z >z z e

leremos # não á pre/erúeZ a iç.
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técnica de exprimir tais "commodities" por um elemento em R~, onde n é o número de 

"commodities'' disponíveis, o elemento x = ( x 1, .. . , Xn) E R~ será chamado de cesta de 

"commodities" com cada coordenada representando a quantidade de um determindado 

bem. O conjunto R~ será denominado espaço das "commodities". 

CONJUNTO CONSUMO E PREFERÊNCIAS 

Definição A.2 Um conjunto de consumo X é um subconjunto não vazio do espaço das 

"commodities", fechado, convexo . 

Seja A C N um conjunto com m elementos , um elemento a E A será chamado de 

consumidor ou "trader", e a cada a E A associaremos um conjunto de consumo Xª e Rn, 

que chamaremos de conjunto de consumo do consumidor a. Queremos dizer com isto 

que, ignorando algumas restrições, o consumidor pode consumir qualquer cesta de bens 

pertencente a X a• 

Definição A.3 Uma relação de preferência é definida por um par (X,>--) , onde X é um 

conjunto de consumo e >-- é uma relação binária em X , tal que >-- é um aberto em X x X 

e para todo ( x, y) E>-- diremos que a cesta x é preferível à cesta y, ou simplesmente que 

x é preferível a y, para representar tal fato -usaremos a notação mais sugestiva x >-- y. 

Introduziremos também a relação ~ . Assim, x ~ y significa que o agente é -indiferente 

entre as cestas x e y . Combinaremos >-- e ~ na relação t que significará preferível ou. 

indiferente. Exigiremos que t seja um conjunto fechado de X x X . 

Exigiremos as seguintes propriedade para >--: 

a) Irreflexividade: para todo par (x,x) tem-se (x,x) r/.>-- , e escreveremos x >f x e 

leremos x não é preferível a x. 

45 



b) TYansitividade: para t.odo :,3/, z € X, se z » Z/, y » z ::> z » z. Seja X o conjunto

de todos os conjunt,os de consumo, o conjunt.o de t.odas as relações de preferência

em X € X com as propriedades acima será denot.ado por P

Observação Ao exigirmos que » seja transitava e irreflcxiva, est.amos garantilldo que »

é uma ordem parcial fraca cm X, ist.o é ,

EXEMPLO 2

Defina » relação binária em X = ++ = {z c R2laçi > 0, í = 1, 2}, por

«=(z:,«2)»Z/(Z/:,y2)«,«: >Z/: '""l-"- e z2 :> y2

a) » é transitiva: para todo z, g/, z C X t.em-se que se :c » y e y » z ::> z » z, pois

Caso 1) se zi > Z/i, g/i > zi ::> zi > zl (pela t.ransit.ividade da relação de ordem usual

em R) e daí z » z;

Caso 2) se z[ > g/[, yi = zi :+ 3;] > zi e daí z » zl

Caso 3) se zi = yi, z2 > p2 c y] > z] :+ zl > zl e daí a » z;

Caso 4) se zi = yi, a2 > y2 e g/i = zi, y2 > z2 :> z2 > zu e daí

b) » é irrefiexiva

Prova: Imediato

c) » é completa: pois para t.odo =, y em X com z # y, tem-se z » y ou # » z

Prova: Imediata.

Temos assim que » é complet.a e » é um abert.o ein .V x X e, post.ant.o, »- é uma

preferência em X

46

b) Transitividade: para todo x, y, z E X, se x >- y, y >- z ⇒ x >- z . Seja x o conjunto 

de todos os conjuntos de consumo, o conjunto de todas as relações de preferência 

em X E x com as propriedades acima será denotado por P. 

Observação Ao exigirmos que >- seja transitiva e irreflexiv11, estamos garantindo que >

é uma ordem parcial fraca em X , isto é , 

EXEMPLO 2 

Defina>- relação binária em X = Rt+ = {x E R2 lxi > O, i = 1, 2}, por 

a) >- é transitiva: para todo x, y, z E X tem-se que se :e>- y e y >- z ⇒ x >- z , pois 

Caso 1) se x 1 > y 1, y 1 > z1 ⇒ x 1 > z1 (pela transitividade da relação de ordem usual 

em R) e daí x >- z ; 

Caso 2) se x 1 > Y1, Y1 = z1 ⇒ :i:1 > z1 e daí x >- z ; 

Caso 3) se x 1 = Y1, x2 > y2 e Y1 > z1 ⇒ xi > z1 e daí :r >- z ; 

Caso 4) se x 1 = y1 , x2 > Y2 e Y1 = z 1, Y2 > z2 ⇒ x2 > z2 e daí x >- z . 

b) >- é irreflexiva 

Prova: Imediato. 

e) >- é completa: pois para todo x, y em X com x =/- y, tem-se x >- y ou y >- x. 

Prova: Imediata. 

Temos assim que >- é completa e >- é um aberto em X x X e, portanto , >- é uma 

preferência em X . 
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A relação binária acima é chamada de ordem lexicográfica. Para t.oda relação de

preferência (X, ») em T', associaremos o conjunt.o

F {(,, y) € R" x n'l,,y C X,z / y}

Propriedades

a) F é um conjunto fechado em R" x n"

Prova: Basta observar que que F é o complementar de » que é um aberto em X xX

b) O conjunto {z c n"laz/, (#,3/) c r'} C X, conjunt.o de todos os conjuntos de con

sumo.

Prova: imediata

ALGUMASPROPRIEDADES

Uma relação de preferência pode ser:

a) Localmente não saciada.

Uma relação de preferência (X, ») é dita localmente não saciada se para todo z c X

e toda vizinhança U de z exist,e g/ c x n t/ tal que y » 3

EXEN[PL0 3

Seja X = R2, seja (X, ») relação de preferência dada pela ordem lexicográfica dada

no exemplo 1. Temos que X é um aberto em R2, logo para todo z C X , existe ó > 0 t.al

que BÓ(z) C X. Seja 3/ = (yi,y2), tal que yi > zi, 3/] -- zi < ó e y2 = =2, temos então

que y » 3 e 11= -- 3/ll = «(z' -- yl)' + (g2 -- Z/2)' < v''P = ó e portanto » localmente não

saciada.

Denotaremos o conjunto de t,odas as relações de preferências localmente não saciada

por P'/n,. Observe que Pi.. C P

b) Monótona
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A relação binária acima é chamada de ordem lexiéográfica. Para toda relação de 

preferência (X ,>- ) em P , associaremos o conjunto 

F := {(x,y) E Rn X Rnlx,y E X,x 'f y}. 

Propriedades. 

a) F é um conjunto fechado em Rn x R11
• 

Prova: Basta observar que que Fé o complementar de>- que é um aberto em X x X. 

b) O conjunto {x E Rnl:ly, (x, y) E F} E X, conjunto de todos os conjuntos de con-

sumo. 

Prova: imediata. 

ALGUMAS PROPRIEDADES 

Uma relação de preferência pode ser: 

a) Localmente não saciada. 

Uma relação de preferência (X,>--) é dita localmente não saciada se para todo x E X 

e toda vizinhança U de x existe y E X n U tal que y >- x. 

EXEMPLO 3 

Seja X = R 2 , seja (X ,>- ) relação de preferência dada pela ordem lexicográfica dada 

no exemplo 1. Temos que X é um aberto em R 2
, logo para todo x E X, existe ó > O tal 

que B0(x) C X. Seja y = (y1,y2), tal que Y1 > x1 , Y1 -xi< ó e Y2 = x2, temos então 

que y >- x e ll x - YII = J(x 1 - Y1) 2 + (x2 - Y2) 2 < v'ô2 = 8 e portanto >- localmente não 

saciada. 

Denotaremos o conjunto de todas as relações de preferências localmente não saciada 

por P1ns• Observe que Pins C P. 

b) Monótona. 
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.Y , com z # y, tcm-se quc se :t: < ly :+ y » z.

Denot.cremos o conjunto de t.odas as lelçõ

serve que P.. C P

Para uma relação de preferência em P, diremos (lue i é iildifereiit.e a y, caso 1 / // e

y >z z denotaremos tal fat.o por z H y. O par (.Y, =) det,erillina uma relação dc indiferença

com as seguintes propriedades:

onót,ona ou monos.única sc para todo z,y €r f

es de picferências monót.ocas por P". Ob

a) Reflexiva: z = #, Vz C X;

b) TYansitiva: se z a y e y = :::> z = z;

c) Simét.rica: se z H Z/ :+ y = 2

Dados #, y C .Y , se temos # >z z, t.el los cnt.ão duas possibilidades a considerar: z >- y

ou a; = y represcntaiemos t.al fat.o com a seguilit.e not.ação l E y, onde lê-se que : é

preferível ou ilidifercnt.e a y.

O par (X, 1:) determina uma relação binária com as seguint,es propriedades:

a) Reflexiva: z b: sç, Vz c X;

b) TYansitiva: :z; b 3/, y b z :+ z E: z;

c) Completa: Vz,y C X, t.em-se z 1: # ou y b z (queremos dizer com ist.o que para

quaisquer duas cestas t.olhadas no conjunt.o de collsumo, est,as podem ser compara

das)

Para a relação de preferência 1: podemos t.er ainda as seguint.cs propriedades

a) Convexidade: Vz C X, o conjunt.o {= C XI E: } é colivcxo

b) Fortemente convexa: Vz,yeX, com # = y, :«#y, V.XC 10, tl, t.em-se À#+(l -- À)y »

Z
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Uma relação de preferência (X ,>-) é dita monótona ou monotônica se para todo x, y E 

X , com x # y , tem-se que se :i: < y ⇒ y >- x . 

Denotaremos o conjunto de todas as relções de preferências monótonas por Pma· Ob

serve que Pma e P. 

Para uma relação de preferência em P, diremos que x é i11<lifcrc11t.e a y , caso :r 'f !J e 

y 'f x denotaremos tal fato por :1; ~ y. O par (X , ~) determina urna relação de indiferença 

com as seguintes propriedades: 

a) Reflexiva: x ~ x, \:/:e E X; 

b) Transitiva: se x ~ y e y ~ z ⇒ x ~ z ; 

e) Simétrica: se x ~ y ⇒ y ~ x. 

Dados x, y E X, se temos y 'f x, tcr.10s então duas possibilidades a considerar : x >- y 

ou x ~ y representaremos tal fat.o com a seguint.e notação :r t y , 011de lê-se que x é 

preferível ou indiferente a y. 

O par (X , t ) determina uma relação binária com as seguintes propriedades: 

a) Reflexiva: x t x, \:/x E X; 

b) Transitiva: x t y, y t z ⇒ x t z ; 

e) Completa: \:/x, y E X, tem-se x t y ou y t .,,; ( queremos dizer com isto que para 

quaisquer duas cestas tornadas no conjunto de consumo , estas podem ser compara

das) . 

Para a relação de preferência t podemos ter ainda as seguintes propriedades: 

a) Convexidade: \:/ z E X, o conjunto { x E X lx t y} é convexo . 

b) Fortemente convexa: \:/x , y E X, com x ~ y , x # y , VÀ E [O, 1] , tem-se Àx + (1 - >-)y >-

X. 
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O conjunto de todas as preferências convexas (fort.emente convexas) em ? será dono.

Lado por P'.(P,-).

FUNCCOESUTILIDADE

Quando possível procuraremos a representação de uma relação dc preferência por uma

função, tais funções são denominadas funções ut.ilidade

Definição A.4 Se/a (X, ») z/.ma re/anão de pre#rêrzcia. t/ma y tição ?ttíZádade para

(X, ») á &ma .função coníúzl a ?l. : -X --, R, íaZ ql/.e 1; » y « z..(z) > rí(W).

E imediato que dada uma função cont,ínua l/. : ,K --} .R podem

uma relação de preferência »« a ?'. por = »« Z/ «, ?l.(z) > ?/.(y).

E important.e notar que nem toda relação de preferência em X C R" pode ser repre-

sent.ada por uma função utilidades por exemplo: seja (R3., ») relação de preferência dada

pela ordem lexicográfica (vede exemplol, preferências). Suponha que exista ?l. : a3. --, R

representando ». Sejam z = (r, 1) c g = (1, 0) C a3., t.amos z » y, pois da definição de »

o fato de r = r, 1 > 0 garante a preferência de z a #. Segue que sendo 1/. função ut.ilidade

pala », devemos t.er r/.(z) > n.(3/). Sendo Q conjunt.o dos racionais denso ern R, exist.e

racional, q,, t.al que ?.(z) > q, > «(#)

Defina p : n --, C? por 'p(r) = q,. Seja r' > r, v'' real; analogamente t.emos #'

(r', 1) » y' = (r',0) e assim, exist.e p(r') = q,, t.al que «.(z') > p(,') > «(y'). Segue daí

que sendo y' » z, pois ,' > r; teremos que "(z') > p(r') > «(3/') > «(z) > p(,) > «(g) ::::>

p(r') > p(r) :+ p crescente e porá.cinto p injetora, podemos concluir ent,ão que o conjunto

dos números reais é enumerável, o que nos leva a um cabsurdo.

Daremos a seguir as condições necessárias e suficient.es par

utilidade que represente uma preferência.

os trivialment,e relacionarIV]

fl 1 1 ) r.ã nexist.aa qu( S uma

Definição A.5 Uma relação binária S sopre u.m conjunto X é
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O conjunto de todas as preferências convexas (fortemente convexas) em P será deno

tado por Pco(Psco) -

FUNCCOES UTILIDADE 

Quando possível procuraremos a representação de uma relação de preferência por uma 

função, tais funções são denominadas funções utilidade. 

Definição A .4 Seja (X,>-) uma relação de prcferênc·ia. Uma função 1dilidade para 

(X ,>-) é uma função contínua u : X _, R , tal q11.e :i; >- !/ {=} u( :c) > 11(u) . 

É imediato que dada uma função contínua u : X _, R podemos trivialmente relacionar 

uma relação de preferência >-u a 1.1. por x >-u y {=} 11.(x) > v.(y). 

É importante notar que nem toda relação de preferência em X e nn pode ser repre

sentada por uma função utilidade; por exemplo: seja (Ri ,>-) relação de preferência dada 

pela ordem lexicográfica (vide exemplol, preferências) . Suponha que exista 11. : Rt -, R 

representando>-. Sejam x = (r, 1) e y = (r, O) E Ri, temos x >- y, pois da definição de>

o fato der = r , 1 > O garante a preferência de :i; a y . Segue que sendo 11. função utilidade 

para>-, devemos ter u(x) > -u.(y). Sendo Q conjunt.o dos racionais denso em R , existe 

racional, q,., tal que 11.(x) > q,. > -u.(y ). 

Defina cp : R -, Q por cp(r) = q,.. Seja r' > r, r' real; analogamente ternos x' = 

(r', 1) >- y' = (r ' , O) e assim, existe cp(r') = q,., tal que 11.(x ' ) > cp(r') > 11(y'). Segue daí 

que sendo y' >- x, pois r' > r; teremos que 11.(x') > cp(r') > ·u.(y') > -u(x) > cp(r) > 1.1.(y) ⇒ 

cp(r') > cp(r) ⇒ cp crescente e portanto cp injetora, podemos concluir então que o conjunto 

dos números reais é enumerável, o que nos leva a um absurdo. 

Daremos a seguir as condições necessárias e suficientes para que exista uma função 

uti lidade que represente uma preferência. 

Definição A.5 Uma relação binária S sobre um conjunto X e: 
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«?

a")

Uma

ó"J

ordem. fraca se, e somente se, S sobre X é

,4ssámétrica. sc(a,W) C S +(y,z) « S. V:t,y € X

n-.ítí- ,''g«íãu . .e(z,3/) g' S e(y,;) çí S:>(«,;)

ordem. estrita se,e somente se, S sobre X é

Uma ordem fraca.;

Fracamente coneza. .se z # ?/ ::> (z,y) C S ou. (=y,#) c S. {sfo é, todos os

elent.eTltos de X são comparáveis seg'tl.n.do {l 07deln. im.post.a pela Tctação binária.

eqtt.iualência se, e som.ente sc. S

Re$.:«iua. (z,#) C S, Vz C X

Sàmáfráca.' (z, y) C S,'

n-;ií:". se(«,y) C S .(y,,) C S:>(«,;) c S, V«,g,. c X

g s Vz

S

sobre X ecJ Um.a

."J

."?

Teorema A.l Seja >- u.ma ordem /Faca em. X

a) porá todo =,y C X u.lna. e somem.te u.m.a das

«') « » y;

.") y '* «;

a"') 3 H 'y (lê-s

b) » é transàtiua.

c) a é uma re/anão de eqlzàuaZência em X

d) y >- =, ya z + z » = e= H y, z >- y:> z >- =.

e) >- é t«nsiti« e cone« (co,«««; " » U '-- y >-

todo =. y c X)

con.lições abano é satislfeita

é indiferente u y lz.
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a) Uma ordem. fraca se, e somente se. S sobre X é 

a ') Assimétrica: se (;i·, y) E S ⇒ (y. x ) r:f_ S . V:r,y E X: 

a") Transitiva negat'iva: se (x, y) (/_S e (y ,z ) (/_ S ⇒ (x,z ) (/_ S , Vx,y, z E X . 

b) Uma ordem. estrita se, e somente se, S sobre X e : 

b ') Uma ordem fraca; 

b") Fracam ente conexa: se x =/= y ⇒ (:i:, y) E S 011. (y, x ) E S , isto é, todos os 

elementos de X são comparáveis segundo n. ordem imposta. pela 'l'da.çâo binár·-ia 

S . 

c) Uma cq1l'ivalência se, e som.ente S (:. . S sobre X e : 

c') Refl exiva: (x, x ) E S . Vx E X ; 

c") Sim étrica: (x ,y) E S ; 

c'") Transitiva: se (x, y) E S e (y , z) E S ⇒ (x , z) E S, \/x, y, z E X . 

Teorema A . 1 Se.ia :>-- v.ma ordem fra ca em X . 

a) para todo x, y E X v.ma e somente uma das condições aba-ixo é satisfeita. 

a') X :>-- y ,' 

ª ") y :>-- :-c ; 

a'") x ~ y (lê-se x é indif erente a y). 

b) :>-- é transitiva. 

e) ~ é uma relação de equivalênC'ia em X . 

d) y :>-- x, y ~ z ⇒ z :>-- x e x ~ y , z :>-- y ⇒ z :>-- x. 

e) :>-- é transitiva e conexa ( conexa: x :>-- y 011. y :>-- x sendo ambas possíveis - para 

todo x, y E X) . 
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J) A relação b' sobre XI H (conjunto düs classes de eqbiualência de X sob a) de$ni(la

por b »' Q +:> y >" = para atgttm = C a e y € b; é Ilha ordem est.Fita.

Prova: Vede Utility Theory for Decisioil h'laking, Pet.er C. Fisllburn, pag. 13

Teorema A.2 Seja » u.ma o demo / ücrl. em. X e X/ H conÉáuel, então e:riste wma /unção

u.t Zádade il. : X ---» R fal qu.e » z l/(y) > ?/.(z), pízra lodo z,3/ cX

Prova: Vide Utility Theory for Decisioli Making, Pet.er C. Fishburn, pag. 14

Definição A.6 Seja S alma relação binária em X, então y Ç X á S-ordem denso em X

'e, e .o«''.nte se, s.mp« q«.e (z,3/) C S . «,3/ são elemento. de X «-.«., não d. y, .zás*c

".m ; C }' t«Z q«..(3, .) C S e(.,y) C S.

EXEMPL04

Para a relação de ordem usual da ret.a real, R, o conjunt.o dos números racioanis, Q,

é <-ordem denso em R

Teorema A.3 .Ezàste ?/.ma yblnção utEidade ?/. : X --, R taZ qlle Vz,y € X, 3/ >- z +:i'

?f.(y) > ?/.(z). Se, e somente se, b: á uma ordem. /Faca em X e eziste um subconlu.nto

contáuel, Y de Xj-- onde Y é'»- -ordem. denso e'm. XI H

Prova: Vede Utility Theory for Dccision Making, Pet.er C. Fishburn, pag. 27
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J) A relação ~' sobre X/ ~ ( con,junto das classes de equivalência de X sob -;::; ) defin-ida 

por b >-' a <=:> y >- x para algum x E a e y E b; r! uma ordem estrita. 

Prova : Vide Utility Theory for Decision :tvlaking, Pet.cr C. Fishburn , pag . 13 . 

Teorema A. 2 Seja >- 11.ma ordem fraca em X e X/ -;::; contável. então e:c-isce uma Junção 

11.tilidade u : X - R tal qv.e y >- x <=:> 11(y) > u(x), para todo x, y E X. 

Prova: Vide Utility Theory for Decision Making, Peter C. Fishburn, pag. 14. 

Definição A.6 Seja Suma relação binária em X , então Y Ç X é S-ordem denso em X 

se, e somente se, sempre que ( x, y) E S e x, y são elementos de X mas não de Y, e:i:istc 

um z E Y tal que ( x, z ) E S e ( z , y) E S. 

EXEMPLO 4 

Para a relação de ordem usual da reta real , R , o conjunto dos números racioanis, Q , 

é <-ordem denso em R . 

Teorema A .3 Existe 11.ma jú.nção ut·il·idade u : X - R tal q1te \:/x, y E X, y >- x <=:> 

11.(y) > v.(x). Se, e som.ente se, ~ é uma ordem. fraca em X e existe um subconjunto 

contável Y de X/ -;::; onde Y é ~ 1 -ordem denso cm X/-;::; . 

Prova: Vide Utility Theory for Decision Making , Peter C. Fishburn, pag. 27 . 
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-A-pêndice B

S-Convexidade: definições e lemas

S-bolas, S-convexidade

S-bola

Definição B.l Sda *p ea;pensão nã "standard" da móÉr-ica tzsu.al em. R'. O conjunto

dos 7)oitos S(=.õ'l em *R" é chamado de S-bola, se e=ist.e = C 'R' e ti.m. real standard

positivo, õ, tal que:

S(z,Ó) {y : o( *P(:«, #)) < Ó}.

Coam.a,-se S- Tipologia, a. topologiü gerada. pelas S-bol.as

Definição B.2 0 "S-conde ; À,uZZ", de ?/.m. caril?irzfo ,4, á o conju.nío de lojas as com.-

bãnaçães !ineares conuelas .fi?lilás dos elem.en{,os de A. Isto é, o con'lu.TI.t.o dos falem.e?lt.os

z/ = }:;-icljzj, zj C .A, V.j = 1,. . .,n., e >1:;.laj = 1, on.de a.í C 'n, V.j = 1,. . .,n.,-
n. C ]V e a{ 2 0.

U'rn conjunto A é dito S-confie:co se "S- con,ue= hall" de A está contido em A.

Definição B.3 Um conyténÍo D é dito "nearsíandard" se para lodo z c Z), = é.Prato

Definição B.4 0 S-Ínte7'àor de tl.m. con/unia .4 dc *n". S-ànt(.4) é a tl.n.ião de bodas os

subconjuntos que sào abertos na S-t.apologia,
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Apêndice B 

s-Convexidade: definições e lemas 

S-bolas, S-convexidade 

5-bola 

Definição B .1 Seja • p extensão nã "st.andard " da métr-ica usual em R". O conjunto 

dos pontos S ( x , ó) em • Rn é chamado de S-bola, se e1:iste x E • Rn e um real standard 

positivo, ó, tal que: 

S(:z;,ó) = {y: o( *p(x,y)) < ó}. 

Cham.a-se S-Topolog'ia, a topologia gerada. pelas S-bolas. 

Definição B .2 O "S-conve1: hull" , de um conjunto A , é o conjunto de todas as com.

binações lineares convexas finitas dos elem.entos de A. Isto é. o conjunto dos elem entos 

y = Lj1=1 a1xj, x1 E A , \:/j = 1, ... ,n ; e I:'}= 1 a-1 = 1, onde o·1 E *R , \:/j = 1, ... ,n; 

n EN e o·i 2': O. 

Um conjunto A é dito S-convexo se "S- convex hull '' de A está contido em A. 

Definição B .3 Um conjunto D é dito "nearstandard" se para todo x E D, x é finito. 

Definição B .4 O S-interior de 11.m. conjunto A de • R 11
, S-int.(A) é a união de todas os 

subconjuntos que são abertos na S-topologia. 
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Lema B.l Se .4 á t/m suZ,co@unto de 'R', e 0 « S-àní(.4), então para todo # € S-in((,4)

P(z) n l.(0)

Prova: Suponha que exista :« C S-int.(.4) t.al que H(z) n A'(0) # g Tome # C P(z) n /.(o),

tenros 3/ = ci e g/ = z + c2, c],c2 C p.(0). Vem daí que 'p(0,#) = 'p(3/ -- ct,Z/ -- c2) B

0 € A((z). Como z C S-int.(.4), exit.e ó > 0, .5 C R, tal que p(z) C S(z, ó) C .4 e portanto

0 € S-int(.4), contra hipótese.

Lema B.2 Se .A é um szlbconjunío de *R", 0 # S-inf(A), então 0 « '(S -- int.(.4))

{ '= : z € S int(A), z ./ínito}

Piava: Se 0 C '(S--int.(.4)), ]z c S-- int.(Á) t.al quc 0 € A.(#) e porá.ant.o /.(o)np(z) # o,

o que cona.radiz o lema l.

Os lemas 3 e 4 a seguir tcm poi objet.ivo mostrei que o S-int.erior de um S-convexo

em *R" é S-convexo. Para ist.o, vamos adaptar a prova de que o int.erior de um conjunt.o

convexo em R' é convexo. Primeiramente, vamos acrescent,ar mais algumas notações, e

conceitos envolvendo as S-bolas.

A S-bola fechada será denot.ada por lg(#, a).

A S-bola fechada de centro 0 e raio l será denot,ada simplesment.e por B. Desta forma

s(«, .)

O S-fecho de co n.junt.o .4 é o complement,ar do S-int,prior do complemet.ar de ,4.] C

Observação: Dado um conjunto .4, o S-fecho de Á, S-cll.4), e o S-illt.Criar de Á, S-int(.4)

podem ser expressos como segue:

,) S-cl(.4) + aB :# 0l;

b) S-int(.4)={ :aa#0,=+aBC.4}.

>-

>
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Lema B .1 Se A é um subcon,junto de • Rn, e O rf_ S-int(A). então para todo x E S- ·int(A), 

J-l (X) n fl ( Ü) = í/J 

Prova: Suponha que exista x E S-int(A) tal que p.(1·) n p(O) # í/J. Tome y E µ(x) n 1i(O) , 

temos y = E 1 e y = x + E2, E 1,E2 E p(O) . Vem daí que *p(O,x) = *p (y - E 1,y - E2) ~ 

O E 1i(x). Como x E S-int. (A), exit.e b > O, b E R, tal que 1-i(x) e S(x, b) e A e portanto 

O E S-int(A), contra hipótese. 

Lema B.2 Se A é 1tm subcon,junto de *Rn , O rf_ S--int(A). então O rf_ º(S - int(A)) 

{ ºx: x E S- int(A) , x finito}. 

Prova : Se O E º(S- int(A)), :lx E S- int(A) tal que O E p.(x) e portanto p.(O)nµ(x) # í/J , 

o que contradiz o lema 1. 

Os lemas 3 e 4 a seguir tem por objetivo mostrar que o S-interior de um S-convexo 

em • Rn é S-convexo . Para isto, vamos adaptar a prova de que o interior de um conjunto 

convexo em Rn é convexo. Primeiramente, vamos acrescentar mais algumas notações, e 

conceitos envolvendo as S-bolas. 

A S-bola fechada será denotada por S(x , a) . 

A S-bola fechada de centro O e raio 1 será denotada simplesmente por B. Desta forma 

S(x, a) = x + o:B. 

O S-fecho de conjunto A é o complementar do S-int.erior do complemet.ar de A. 

Observação: Dado um conjunto A, o S-fecho de A , S-cl(A.), e o S-int.crior de A, S-int.(A) , 

podem ser expressos como segue: 

> 
a) S-cl(A) = n{A + o:B :'f, O}; 

> 
b) S-int(A) = {x : :lC1 'f, O, x + o:B e A}. 
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Prova de b)

Suponha z € S-int.(.4), t.emos que exist.e À > 0, À real "st.alldard" t.al que a S(=z. À) c

Á, logo t,omando ó = {À, temos a lg(z,ó) c S(#,.X) C Á. E sendo lg(:«,ó) = - + ó.B,

'.emos S-int.(d) Ç {z > ]ó # 0, T + ÓB c .4}.
)

{, ]õ # 0, # + .5B C .4} Ç S-int.(.4)
>

Prova: imediata

Prova de a)

Suponha z C S-cl(.4), temos z pertence ao S-int.prior dc .4, S-int.(,4), ou r pertence a S-

Front.eira de Á, S-Fr(.4). Se z C z+óB, pala todo ó # 0, e portanto z c n{.4+óB,ó # o},

de forma análoga se z C S-Fr(,4), t.emos z + ÀB n ,4 # 0, para t.odo À # 0, c portant.o

exist.e y € ..'i e exist.e ó # 0 t.al que z C y + ÓB, logo S-cl(Á) ç n{.4 + ÓB :# o}

n{.4 + ÓB,ó # o} C S-cl(.4), prova é imediat.a.

> '>

)

> >

>

Lema B.3 Sda .4 l/m. conjun.to S-C'onuezo dc 'n". Se/a 2 C S-Irei(.4) e y C S-c/(,4)

Então (l - .X)z + Ày p«['nc. «o S-íní(,4) p«,a 0 $ À # ].
<

Prova (obs: base.a provar À real "st.andard" , pois para todo f? B À, t.ein-se que

, À)z + ,XZ/ H (1 - 0), + 0y)

Seja À real "standard", À c 10, 1). Afirmamos que (l -- X)z + Ày + ÓB C Á para algum

"standard" ó > 0. Temos que para t,odo y € S -- cl(.4) + y C ,4 + ÓB, VÓ > 0. Assim,

para todo ó > 0,

li À)« + Ày +óB c (i À)# + À(,4 + ÓB) + ÓB À)l« + ó(i + À)( l À)'' BI + À..4

pois para todo z ta! que z c (À + l)B, temos z = (À + l)ni, 71} € .B, e porá.ant.o : =

m..X + m, € À+B +(À+ ])B Ç .XB + B, agora se z C ÀB +B::> ]?n,n C B, tal que
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Prova de b) 

Suponha x E S-int(A), temos que existe À > O, À real "standard" tal que a S(x. À) e 
1 - -A, logo tomando ó= 2À, temos a S(x,ó) e S(x,À) e A. E sendo S(:r,ó) = :r + óB, 

> 
temos 5-int.(A) Ç {x > =ló 'f, O, :i; + óB e A}. 

> 
{x: =ló 'f, O, :r + óB e A} Ç S-inl.(A) 

Prova: imediata. 

Prova de a) 

Suponha x E S-cl(A), temos x pertence ao 5-int.erior de A, S-int.(A), ou :r pertence a S-
> > 

Fronteira de A, S-Fr(A). Se x E x+óB, p::tra todo ó 'f, O, e portanto x E n{ .4 +óB. ó 'f, O} , 
> 

de forma análoga se x E 5-Fr(A) , temos x + >.B n A -f= 0, para todo À 'f, O, e portanto 
> > 

existe y E A e existe ó 'f, O tal que :r E y + óB, logo S-cl(A) Ç n{A + óIJ :'f, O}. 
> 

n{A + óB , ó,/, O} e S-cl(A), prova é imediata. 

Lema B.3 Seja A 11.m. conj'unto S-Convexo de *R 11
• Seja :r E S-inf.(A) e y E S-cl(A). 

< 
Então ( 1 - À )x + Ày pertence ao S-int.( A) para O ::; ,\ 'f, 1. 

Prova: : ( obs: basta provar À real "standard", pois para todo fJ ~ ,\, tem-se que 

z = (1 - >.)x + >,y ~ (l - fJ):r: + fJy) . 

Seja À real "standard", >, E [O, 1). Afirmamos que (1 - >.)x + Ày + óB e A para algum 

"standard" ó > O. Temos que para todo y E S - cl(A) ⇒ y E A+ óB, \/ó > O. Assim , 

para todo ó > O, 

pois para todo z tal que z E (>, + l)B , temos z = (>. + l)rn m E B, e portanto ::. = 

m.À + m E >, + B ⇒ (>. + l)B Ç >.B + B, agora se z E ,\B + B ⇒ =lm , 11 E B, tal que 
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iii uai quc

1 1
ilí-;'D' - Íí:Í-Ü(À'" + ") c B,

C ÀB, ve

pois

*«'',«, - *«(.,ah«*ah«.) . üh'«.',«.,*ah'«'',«,
# (T:F'ã+Í.iÍ;-D(À+i)z/-;c(À+i)B

::> (À + l)B + B ç (.X + l)B

logo,(À+l)B+B =(À+l)B, oqueprovaaigualdade :\cima. Rias r+õ(l+À)(l--À)''B C

4 parir ó suficientement.e pequeno. Ent.ret.ant.o, (l -- À)# + À# + ÀB c (l À).4 + À,4 = .4

para algum ó > 0.

Lema B.4 $e Á é um S-conuezo "nearstandard" de *n", então, S-ãn((.4) é S-conuezo.

Prova: : Tome Z/ C S-int(.A), pelo lema 3, t.emos para 0 5; À # 1, para t.odo z C S-int(.A),

*.amos: (l -- À)z + .Xg/ C S-int.(.4). Mas para À H 1, t.amos (l -- ,X)# + Ày B y e como

y C S-int(.4), segue que S-int.(,4) S-convexo.

<

Lema B.5 Se .4 á um, corja.Tifo S-conuezo de *R". en,íão '.4 é lz.m. conjunto conuezo de

R"

Prova: Sejam z, y C '.4 e cr número real "st.andard", tal que 0 $ a- 5; 1. Então exist.em

infinitesimais ci,c2, tais que z + ci, y + c2 C ,4. Mas ,4 é S-convexo e portanto .4 3

a(=+ci)+(l -- a)(y+c2) = az+(l -- a)y+afi +(l -- a)c2 e sendo 0 H acl +(l -- a)c2.

Segue que az + (l -- a)g/ C ',4, o que prova a afirmação.

Lema B.6 Lema da S-separação Se .4 é wm. conjunto "nearstandard" S-conuezo de 'R'

e 0 g S-ánt(.4), então ezáste I'm uefor "sÉ-da,d" p # 0 ta/ q?... p«,« iodo g € S-ánt(Á),

P.y # o.
>

55

z = Àm + n, onde Àm E ÀB , vem daí que 

1 1 
y = ---z = ---(Àm + n) E B 

(>-+1) (>-+1) ' 

pois 

*p(O,y) · ( À 1) À * ( 1 , p O, (À+ l) m + (>- + lt S (>- + l) p O, m) + (>- + l) p(O, 11) 

À 1 
( ) + ( ) = 1 ⇒ (>. + l)y = z E (>. + l)B >.+l >.+1 

⇒ (À+ I)B + B Ç (>- + l)B, 

logo, (>-+ l)B + B = (>-+ l) B, o que prova a igualdade acima. Mas :r+ó( 1 + >-)(l->.)- 1 B e 

A para ó suficientemente pequeno . Entretanto, (1- /\)x + Ày + >.B e (1- >-)A+ >.A= A 

para algum ó > O. 

Lema B.4 Se A é um S-convexo "nearstandard" de *Rn , então, S-int(A) é S-convexo. 

< 
Prova: : Tome y E S-int(A), pelo lema 3, temos para O ~ À ~ 1, para todo x E S-int(A), 

temos: (1 - >.)x + Ày E S-int.(A). Mas para /\ ~ 1, temos (1 - >.) x + Ày ~ y e como 

y E S-int(A), segue que S-int(A) S-convexo. 

Lema B.5 Se A é um. conjv.nto S-convexo de • Rn, então O A é um. cor1:7ur1to convexo de 

Prova: Sejam x, y E º A e a número real "standard", tal que O ~ a ~ 1. Então existem 

infinitesimais E 1, E2, tais que x + E 1, y + E2 E A. Mas A é S-convexo e portanto A 3 

Segue que ax + (1- a)y E ºA, o que prova a afirmação . 

Lema B.6 Lema da S-separação Se A é um cor1:7unto "nearstandard" S-convexo de • Rn 

e O f/. S-int(A) , então existe um. vetor "standard " p i= O tal que para todo y E S-int(A) , 
> 

p.y~O. 
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Prova: Pelo lema 4, S-int.(.A) é convexo. Pelo lema 5, '(S-int.(.4)) é un] convexo de 'R"

Pelo lema 2, 0 g '(S-int.(.4)). Port,ant.o, exist,e p € R" t,al (luc p # 0 c pi\rtt t.odo z C '(S-

int.(.4)), p.# > 0 (vede p.59, t.eolema 3.4, Fulict.ioilal aiialysis; Rudiii, Walt,er. Sccond

Editionl h'lcGraw-Hill, inc.), t.odo y € S int.(.4) pode ser expresso colho y = = + -' onde

T C '(S-int( 4)) e c = 0. Assim, para t.odo # C S-int.(.4), t.enios que p.y + p.c + p.# # 0.
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Prova: Pelo lema 4, S-int.(A) é convexo. Pelo lema 5, º (S-int(A)) é um convexo de • Rn. 

Pelo lema 2, O (/. º(S- int.(A)). Portanto existe p E nn t.al que JJ =j; O<' para t.odo x E •{s

int.(A)), p.x > O (vide p.59 , t.eorema 3.4, Fuuct.ional aualysis; Rudi11, Walter. Second 

Edition; rvlcGraw-Hill, inc.), todo y E S-int.(A) pode ser expresso como y = :r + E on<le 

> 
x E º (S-int(A)) e E~ O. Assiln, para todo y E S-int.(A), ternos que p .y + p.E ⇒ p.y t O. 
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Apêndice C

Elementos de análise não
''standard99

Apresentamos aqui uma int.roduçã às técnicas da Análise não "standard" . Para evit.ar

entrai em técnicas de lógica foi utilizado um enfoque mais cat.egórico, e são omitidas

as provas de que tais axiomas.ização é consistente, omitiremos também as provas dos

t.eoremas, tais provas podem ser encot.Fadas em traballlo publicado no 42a Seminário

Brasileiro de Análise, p.77 a 147. Com ist.o é possível trazer est.e assunt.o a um público

não familiarizado com o cálculo de predicados. mas apenas lllat.uridadc niat,emática de

um aluno de mestrado em mat.emática.

As ferramentas da Análise não "staTtdard"

A expressão "Análise não Standard" designa a formalização que Abraham Robinsoli fez

na década de 1960 das idéias de Leibnitz acerca de fazer o cálculo com os "infinitésimos"

Leibnitz introduziu esses elementos infinitésimos (e também seus inversos, os element.os in-

finitamente grandes) como elementos ideais que deviam possuir as "mesmas propriedades"

de R. Mas surgia um problema na llora de eliniiná-los, desprezando os dit.os infinitésimos

de "ordem superior". Por exemplo, qualldo se escrevia d/(z) = /'(z)da, querendo dizer

que um incremento infinit.esimal em ] result.ava eiii un] increment.o linear em /(z) da forma

.f'(z)dz, desprezando-se os incrementou de ordem superior (ou seja, em (d=)', (dz)3, etc.).
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Apêndice C 

Elementos de análise não 
"standard" 

Apresentamos aqui uma introduçã às técnicas da Análise não "standard" . Para evitar 

entrar em técnicas de lógica foi utilizado um enfoque mais categórico, e são omitidas 

as provas de que tais axiomatização é consistente, omitiremos também as provas dos 

teoremas, tais provas podem ser encotradas em trabalho publicado no 422. Seminário 

Brasileiro de Análise , p .77 a 147. Com isto é possível trazer este assunto a um público 

não familiarizado com o cálculo ele predicados, mas apenas maturidade matemática de 

um aluno de mestrado em matemática. 

As ferramentas da Análise não "standard" 

A expressão "Análise não Standard" designa a formalização que Abraham Robinson fez 

na década de 1960 das idéias de Leibnitz acerca de fazer o cálculo com os "infinitésimos" . 

Leibnitz introduziu esses elementos infinitésimos ( e também seus inversos, os elementos in

finitamente grandes) como elementos ideais que deviam possuir as "mesmas propriedades" 

de R. Mas surgia um problema na hora de eliminá-los, desprezando os ditos infinitésimos 

de "ordem superior". Por exemplo, quando se escrevia df(x) = J'( x )d.T , querendo dizer 

que um incremento infinitesimal em x resultava em um incremento linear em J( x ) da forma 

J'(x)dx, desprezando-se os incrementas de ordem superior (ou seja, em (dx)2, (dx) 3 , etc.). 

57 



l.illtlau} a i6,uaiuauç ll\.,ava tlçD\..,aJ. clbl.c;.l lóautt) llt:alluti i:tpt;ii ullld. iê;ui'titittttc a,pi'uXiiiia,(.iU,

A solução encontrada por A. Robinson foi t.raballlar com uma ext.então. 'R, de R, con-

tendo tais elementos ideais, e subst.it.uindo a igualdade por uma iclação de equivalência

ja relação "infillit.amente próximo").

Apresentamos a seguir o context.o em que é kit.a a análise não-st.andard'

Superesfruturas

O universo em que faremos a análise não "st,alidard" consist.e em duas coleções (ou

categorias) de conjunt.os, chamadas de superest,rut.ura, e (lue são relacionadas por uma

aplicação (ou funtor) sat.isfazciido algumas propriedf\des. Tais supcrcst.futuras serão de-

not.idas por Vsl. (o mundo "st.anda\r(1"), cona.cêdo /?, os reais st.t\ndai'd c tG,, (o mundo

não st.andard), cont,endo um conjunt.o 'R, conjunt.o dos reais não "st.andard" . Denotando

ambas indistint.amante por y , elas dev'3na satisfazer as seguint.es propriedades:

1) Se .4, B C y, ent.ão ,4 x B € V;

2) Se .4 C y e B C .4, ent.ão B C V , e t.ambém o conjunt.o das pari.es de Á, P(.4) € t';

3) Se .A, B C L', então o conjunto das funções de .4 cm Z?, Fun(.4, B), est.á em V

A conexão ent.re essas cat.egorias é dada pol' unlíl aplicação # : Vsl -- LÇ.; (challlada

de monomorfismo) que leva conjunt.os .4 a conjunt.os '.4, funções ./ : .4 --, B a funç:ões

*/ : .4 --, 'B e sat,isfaz;

l) *(/(.)) */('a), para t.odo a C .4;

2) "d.,l = id*.4 (i.e, + leva a função identidade de .4 à função identidade de *.Á), e +

comuta com a composição, ou seja, '(g o /) = *g . *./' (em outras palavras, * é um

funtor) :
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Então, a igualdade ficava descaracterizada, ficando apenas uma igualdade aproximada. 

A solução encontrada por A. Robinson foi trabalhar com uma extensão. • R , de R. con

tendo tais elementos ideais, e substituindo a igualdade por uma relação de equivalência 

( a relação "infinitamente próximo") . 

Apresentamos a seguir o contexto em que é feita a análise não-standard''. 

Superestruturas 

O universo em que faremos a análise não "standard" consiste em duas coleções ( ou 

categorias) de conjuntos, chamadas d e superestrutura, e que são relacionadas por uma 

aplicação ( ou funtor) satisfazendo algumas propriedades. Tais superestruturas serão de

notadas por V51 ( o mundo ·'standard" ) , contendo R , os reais standard e V11 • ( o mundo 

não standard), contendo um conjunto * R , conjunt.o dos reais não "standard ''. Denotando 

ambas indistintamente por V , elas dev,~m satisfazer as seguintes propriedades: 

1) Se A , B E V , então A x B E V ; 

2) Se A E V e B e A, então B E V , e também o conjunto das partes de A, P(A) E V; 

3) Se A , BE V , então o conjunto das funções de A em B, Fun(A , B) , está em V . 

A conexão entre essas categorias é dada por umn aplicação * : V~ 1 - 'i/11 5 ( chamada 

de monomorfismo) que leva conjuntos A a co11junt.os *A , funções f : A -> B a funções 

* J : A -> * B e satisfaz : 

1) *(J(a)) = * J( *a), para todo a E A ; 

2) •idA = id•A (i .e, * leva a função identidade de A à função identidade de *A) , e * 

comuta com a composição , ou seja , * (g o J) = *g o * f (em outras palavras , * é um 

funtor); 
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3) '(.AI x .A2) = '.Ai x *.42, e se p{ : .4i x Á2 ---, .4i for a projeção sobre a {-ésima

coordenada, então *pf : ',4i x '.42 --, 'Áí sela t.ainbém a projeção sobre a ã-ésima

coordenada;

4) Sejam.4],...,.4«, B € y,m € ]V,denoteinos.4 = .4t x ..x.4«.;dadas/l,g.. : .4 --,

B, ã = 1, . . . , n, sejam S(=) e *S(z) os seguintes sisa,emas de equações, desigualdades

e relações de pertinência, com z = (zi, . . . , z«):

Í/i(z)=g{(z) ,i${5;.j Í */i(z)= *gi(#) ,i$i$.j

1./{(z)glgí(z) ,p<á$« 1. *.fí(z)g *gi(#) ,p<Í$«

Ent.ão, se *S(z) t.iver solução em *,4 ent.ão S(z) t,erá solução em .4;

s(«) il:l :l;ill :Í:ii:: '..«,
*.fi(n) # *gf(Z) , .j < { $ 1
'/{(z) C 'gí(z) , 1 < i $ P

5) Suporemos também que *R seja ullla ext.ensão própria de R, ou seja, o conjunto dos

elementos *r (r € R) será um subconjunt.o piópiio dc 'R.

Vamos mostrar que essa aplicação preserve\ as propriedades lias superestruturas, ]io

seguinte sentido: toda proposição de V.t é verdadeira (no mundo "standard" ) se, e somente

se, a proposição obtida "estrelando-se" esses elementos for verdadeira no mundo não "stan-

dard". Em particular, *R terá as mesmas propriedades de R: entre out.ras coisas, será

um corpo ordenado. Tais proposiçes são afirmaçes sobre combinações booleanas dos con-

juntos das soluçes de sistemas Si(z), . . . , Sk(z), z = (zi, . . . , a;.), obtidas quantificando-

se as variáveis zl, . . . ,z«. Não perdemos em generalidades supondo que as funçes que

compem esses sistemas tm o mesmo domínio e mesmo c:ont.radomínio, pois poderíamos

introduzir variáveis redundantes para t.ransformarnios sisa,einas com domínios distint.os

no caso acima. Para formarmos as proposiçes, restringir-nos-amos às quantificações das

formas "exite zi" e "para t.odo zi" , e denotaremos unia quant.ificação em ={ por C?iz{

Teorema C.l (Princípio de transferência) C'07n. as conueçõe acama valem as sega.ãnÉes

abrmaço es :
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3) • (A1 x A2) = • A1 x • A2, e se Pi : A 1 x A2 -> A; for a projeção sobre a i-ésima 

coordenada , então *pi : •A I x • A2 -> • Ai será também a projeção sobre a i-ésima 

coordenada; 

4) Sejam A 1 , ... , Am, B E V, m E N, deno temos A = A 1 x · · · x Arn ; dadas Íi, 91 : A -> 

B, i = 1, . . . , n , sejam S ( x) e • S ( x) os seguintes sistemas de equações, desigualdades 

e relações de pertinência, com x = (x 1 , .. . , xm ): 

{ f;(x} = g,(x} ,l::;i::;j { ' /; (X) = • 9i (X) , l::;i::;j 
S(x). Í i (x ) -=/= 9i (x) ,j<i::;l *S(x)· *f i (x ) -=/=*g; (x ) ,j< i::;1 

· fi(x) E 9i (x) ,l<i::;p · · *fi(x) E *gi(x) , l <i::;p 
Í i (x ) </. gi( x ) ,p<i::;n *fi( x ) </. *gi(x) ,p<i::;n 

Então, se *S(x) tiver solução em *A então S(x) terá solução em A; 

5) Suporemos também que • R seja uma ex tensão própria de R , ou seja, o conjunto dos 

elementos *r (r E R) será um subconjunto próprio de * R . 

Vamos mostrar que essa aplicaçao preserva as propriedades uas superestruturas, no 

seguinte sentido : toda proposição de Vst é verdadeira (no mundo "standard'') se, e somente 

se, a proposição obtida "estrelando-se" esses elementos for verdadeira no mundo não "stan

dard". Em particular , * R terá as mesmas propriedades de R: entre outras coisas, será 

um corpo ordenado. Tais proposiçes são afirmaçes sobre combinações booleanas dos con

juntos das soluçes de sistemas S1(x) , . .. , Sk(x), x = (x 1 , ... , xn), obtidas quantificando

se as variáveis x 1, ... , Xn, Não perdemos em generalidades supondo que as funçes que 

compem esses sistemas tm o mesmo domínio e mesmo contradomínio, pois poderiamos 

introduzir variáveis redundantes para transformarmos sistemas com domínios distintos 

no caso acima. Para formarmos as proposiçes, restringir-nos-emos às quantificações das 

formas "exite x/' e "para todo x;", e denotaremos uma quantificação cm x; por Qixi. 

Teorema C.1 (Princípio de transferência) Com as conveçoe acima valem as seguintes 

afirmações: 
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/J se .E3 :: {a C .Am k+l X ' ' ' X .4m .' (l?lZI. ' ' 'C?m-k3m-k rum.a com.b-ínaçao boo/Cana

dos Sj(Z,a))}, então 'B = {a € '.4«-k+] x ... x ','{.: .' C?] ] -..C?m-kZ«-k r"

m"m« comi'à,'"ção boo/e«n« n« c"'e.pond.nÉe. 'Sj(F, «))} ,

2) t ma proposição da joT«ma "Qt:ct ' ' ' Qm=«. (Um.Q como'inaçào booleana dos Sjl.ã:. a))"

é verdadeira '.'lo mu.ndo "standard" se, e som.ent.e se, Q versão "est.rolada". "Qt=t,

, Qn.=n: (a m.esm.a com.bin.açào booleaTla. dos correspon.den.tes * Sjl.:. a})" J'or uer

dadeãra no mu.ndo n,ão "standard"

Lema C.l Propriedades descritas porlrases da jorln.a. "existe U tal qtt.e QI.l. U'l", em. qu.e

Q(=, U'l é uma combinação booleaTta de sisa.amas de e(]tl.açes e design!.{ildades. como acima,

também podem ser descritas por tl.m.a combinação booteaTia de sistema S'l.l)

Os reais não "standard"

lll$nitésimos e elementos ilimitados

Como a extensão é própria, 'n não é arquimediano, ou seja, exist.cm element.os ó C 'n

tais que 0 < lól < 1/n., para todo ?l C ]V, 71. > 0. Tais element.os (junt.o com o zero)

são chamados de infinit.ésirnos. Sc 7r}.(0) denot.a o conjunt.o dos infinit.ósimos, podemos

definir uma relação = em 'n, dada pol z = #, se z -- y C 71 (0). Est.a é clarament,e

uma relação de equivalência, que respeit.a as operações de soma e produto. E cona esta

relação que faremos os seguintes argumentos não "st.andard" . Observe que' o inverso de

um infinitésimo positivo não nulo é maior que qualquer element.o de R.

Manadas e gatázias

Sejam G(0) = {a C R : ] C R/lzl < y}, o conjunto dos elcnient.os limitados;

«-,(0) = {z C *R : Vn, C X(1=1 < 1/?.)}, o conjunt.o dos inflnit.ésimos (eni relação a

R); e os elementos de 'R« = *R\G(0) serão dit.os ilimit.idos. Dado « C R definimos

a manada dc a por m(a) = {z C '.R : V?7 C ]V(l:r -- al < 1/77.}, e tl galáxia de a por
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1) se B = {a E Am-k+I X· ·· x Am: Q1x1,·· · Qm-kXm-J..- (um.a com.binação booleana 

dos Sj(x ,a ))}, então *B = {a E *Am-k+l X··· X *Am : Q1x1 · · ·Qm-kXm-J..- (a 

mesma com.binação booleana nos correspondentes• Sj(i, a))}; 

2) um.a proposição da forma "Q 1x 1 · · · Qmxm (uma combinação booleana dos Sj(x. a))" 

é verdade·ira '.'W mu.ndo "standard" se, e somente se. a versão ··estrelada ". ''Q I x 1 , 

... , Qmxm (a mesma combinação booleana dos correspondentes• SJ( x . a))" for ver

dadeira no mundo não "standard" . 

Lema C .1 Propriedades descritas por frases da forma. "existe y tal que Q ( x, y) ", em. que 

Q ( x, y) é uma combinação booleana de s·istemas de equaçes e desigualdades. como ac-ima, 

também podem ser descritas por um.a combinação booleana de sistema S'(x). 

Os reais não "stantard" 

Infinitésimos e elementos ilimitados 

Como a extensão é própria, • R não é arquirnediano, ou seja, ex istem elementos ó E • R 

tais que O < Jól < 1/n, para todo n E N, n > O. Tais elementos (junt.o com o zero) 

são chamados de infinitésimos. Se m(O) denota o conjunto dos infinit.c'·simos, podemos 

definir uma relação~ em *R , dada por .1; ~ y, se :r - y E m(O). Esta é claramente 

uma relação de equivalência, que respeita as operações de soma e produto. É com esta 

relação que faremos os seguintes argumentos não "standard". Observe que o inverso de 

um infinitésimo positivo não nulo é maior que qualquer elemento de R. 

M ônadas e galáxias 

Sejam. G(O) = {x E R : :ly E R/Jx l < y}, o conjunto dos elementos limitados; 

m(O) = {x E *R : 'í/n E N(Jxl < 1/n)} , o conjunto dos infini tésimos (em relação a 

R); e os elementos de * R 00 = • R\G(O) serão ditos ilimitados. Dado u E R definimos 

a mônada de a por m(a) = {x E *R: Vn E N(l:r - ai < 1/n} , e a galáxia de a por 
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G(') = {# € '.R : ]y C nl lz al < #}. É clamo que lr}(a) = ?n(0)+« e G(a) G(0) + «

.4 relação "á7z#nãÉameníe prózámoó

Se =,y € 'R, dizemos que z e y estão infiiiit.amena.e próximos, ou a H y, se z -- y c

m(0) .

Teorema C.2 Se z € G(0), então ezãste wm lírico y € R taZ qtle z a y

4 parte "standard"

Este teorema permit,e definir a função ' : G(0) --, R, sendo '# o único y C R tal que

z H y, esta é dita aplicação pari.e "st.ant.tird"

Os naturais n,ào "sl,a,ndard"

Lembremos que 'N represent.a o conjunt.o {z C 'n : *X.(#) = 1}. Vamos mostrar

que 'N é uma extensão própria de Ar. Est.e será um primeiro exercício na aplicação do

princípio de transferência.

Lema C.2 .Ezáste a; C */V, taJ que z g /V

Prova: Sabemos que para t.odo z € R, exist.e g/ C N t.al que z < #. Aplicando-se

o princípio de transferência para a seno.ença, e usando a represent.ação da relação de

pertinência, descrita acima, obtemos que será verdade cm 'R a seguinte afirmação: para

todo z c 'R, exist,e g/ C *.M, tal que z < 3/. Como 'R possui element.os infinitamente

grandes, 'N também possuirá element.os infiliit.amena.e grandes.

CloÜuntos internos e externos

DeHnição C.l Z)á«mos q«. «m .Zem'«fo .4 é ãn*""o s. e«á.t. B C }'(.X.) t«Z q«. .A c B.

Caso contrário, darem.os que A é esterno. Em. particti.tar, todo conju.n{.o da forma 'B é

interno, pois Date B C 'PI.B), então vale 'B C ''P(B) (nas respectiucts superestruturas)

Daremos que tema Junção é in,terna se o seu grá$co Jor zm. cona'lento interno.

61

G(a) = { x E * R : 3y E RI lx - ai < y}. É claro que m(a) = rn.(O) + a e G(a.) = G(O) + a. 

A relação "infinitamente próximos·· 

Se x, y E * R, dizemos que x e y estão infinitamente próximos, ou x ~ y, se x - y E 

m(O). 

Teorema C.2 Se x E G(O) , então ex'iste um único y E R tal que x ~ y. 

A parte "s tandard" 

Este teorema permite definir a função O 
: G(O) -► R, sendo ºx o único y E R tal que 

x ~ y, esta é dita aplicação parte "stantard". 

Os naturais não "standard" 

Lembremos que * N representa o conjunto { x E * R : * xJx) = 1} . Vamos mostrar 

que * N é uma extensão própria de N . Este será um primeiro exercício na aplicação do 

princípio de transferência. 

Lema C.2 Existe x E *N, tal que x (/. N. 

Prova: Sabemos que para todo x E R, existe y E N tal que x < y. Aplicando-se 

o princípio de transferência para a sentença, e usando a representação da relação de 

pertinência, descrita acima, obtemos que será verdade em * R a. seguinte a.firmação: para 

todo x E * R , existe y E * N , tal que x < y. Como * R possui elementos infinitamente 

grandes, * N também possuirá elementos infinitamente grandes. 

Conjuntos internos e externos 

Definição C.1 Dizemos que um elemento A é ·interno se existe BE V(X) tal que A E B. 

Caso contrário, diremos que A é externo. Em. particular, todo conjunto da forma * B é 

interno, pois vale BE P(B) , então vale *BE *P(B) (nas respectivas superestrnturas). 

Diremos que 1tma função é interna se o se11. gráfico for um conjunto interno . 
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Teorema C.3 (Keisler) Se SI(f), . . . , Sk(f) são sistemas ct4jas /unçõe.s são antenas re

portanto, seus domÍháos e contra domihios são conjun.tos infernos). eníào X = {a C

''lm-k+l X . . X .4. : QI«t ' . .Q«:-t-«-A r?'.m:« como'in«çà. Z,«l««.« dO' Sj(F))} é Hm

comungo interno

Teorema C.4 (Princípio de pcrmanêiicia) Seja @(#, zi , . . . , a.) u.lrl.a ./ólzli.?l/a descreue7ido

tina propriedade (a partir dc sistemas e qtLantãlicaçães), e sejam a\, . . . ,a: elementos

internos. Então

/) se c"'Z" « € /V r« z € 'R\*n., e = > 0) .«íÍsf« Ó(z,.-, .. ,«,.), então ezãst.

k. C ' N- (= 'N n * R.) (ou. respecti\iamer\te, h c ' R. e k. > q). tat. qKe todo b $ k

e'm * N (respectivamente em ' R) satisfaz 0Çb.Ü

2) se cadct= C 'N..(o'tL= C 'R.., e :t > 0) sat-is.laz @l.=,a\.... ,a,.), clttão existe k C N

(ou, respect-aliam.ente, k C R e k > Q), tal. qu.e todo b Z 1.. eln. 'N (respecti'lamente

' R) satisfa,z Ó(b, ã).

3) se cada z C ,n(0), « > 0, s«ÍZs/b, ó(z,«i, . . . ...), .'ní.io .«ísíe À: c R, A: > 0, t«Z

que para t.odo b c *R, 0 < b < k. , b satis.faz 01.t). ã)

Teorema C.5 (Princípio de esparramament,o) Sda .4 u.m. SKZ)conjl/.nfo interno de 'R

Então:

1) se A contém todos os naturais "standard" então A contém tlm, na.tlLral não "star

dará

2) se A contém todos os naturais não "standard" então A conté.m alga.m. natura! "otan

dará)

3) se A contém todos os n$nitésimos positivos, clttão A cona.éTn -u.-rn. n'ú.In.ero real "star.

dará" positivo.
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Teorema C.3 (Keisler) Se S 1 (x), . . . , Sk(i) são sistemas cujas funções são internas (e 

portanto , seus domínios e contra domínios sâo conjuntos -internos). então X = { a. E 

Am-k+ I x · · · x Am : Q1 x1 · · · Qm - k X m - k (11.ma. comlrinação booleana. dos Sj(x))} e um 

conjunto interno . 

Teorema C .4 (Princípio de permanência ) Seja </> (u, .1: 1, ... , .1:11 ) -uma fónnula descrevendo 

-u.ma propriedade ( a partir de sistemas e quantificaçõ es), e sejam a 1, . .. , ax elementos 

·internos. Então: 

1) se cada x EN (ou x E *R\ *R 00 , ex > O) sat-isfaz <J>( x, a1, . • . , a11 ), então existe 

k E * N 00 (= * N n * R00 ) ( ou respectivamente, k E * R00 e /,: > O), tal que todo ó S k 

em * N (respectivamente em * R) satisfaz </>(b, ã) 

2) secada x E *N00 (ou x E *R00 , e :r > O)satisfaz</> (:1:. u.1 ,- • ·• ª11) , entào existe k E N 

( ou, respect:ivam,entc, /,: E R e k > O) , tal que todo b 2 /,: cm * N (respectivamente, 

*R) sat'isfaz <jJ(b , ã). 

3) se cada x E m(O) , x > O, sat-isfaz <jJ( x ,a1 , . . . ,a11 ) , então cxiste k E R , k > O, tal 

que para todo h E * R , O < h < k , b satisfaz </J( h, ã ). 

Teorema C.5 (Princípio de esparramamento) Seja A um subconfu.nto interno de * R. 

Então: 

1) se A contém todos os natura·is "standard" então A contém um natural não '·stan

dard". 

2) se A contém todos os naturais não •·standard '' então A contém algum natural ·'stan

dard". 

3) se A contém todos os infin-itésimos posit-ivos , então A contém 11.rn. número real ··stan

dard " pos'itivo . 
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Conjuntos hiper$nitos e alargamentos

Definição C.2 Seja p'r(.4) conyunÉo dos suZ)conyl/Rios ./ini&os de .4 € V'(X). Z)àzemos

que .B € y( 'X) é Aiper$n to se ezãste .A C V (X), taZ que B C '7'r(Á).

Teorema C.6 Seja B C t'(*.V) Aiper$náto. Ent(io existem .j € 'JV e bÜeção {níerna

/ : J --+ B, onde J é um intervalo interno {X: C 'Ar : À: < J}

Definição C.3 t''( 'X) é a.«. a/aryamen,to de V(..V) se para todo Á C V'(.K) ezÍste B C

'7'p(.'1) [.J q«. P«« lodo « € ,'1( *« € B).

])efinição C.4 t/ma relação binária P é data coílcorTenfe r'ou. enÍào ./in.áfarnente satás-

/aíúeZ2 em .4 Ç dom(P) se para lodo subconjunto ./mito {zl, . . . ,z«} de .4, ezãste 3/ c

codom(P) taJ quc (ai,y) € P, 1 < ã $ 11.. Dãzemo.s qu.e P á concom'ente se o /or em

dom(P).

Teorema C.7 São equáuaZeníes

-r) V'*(X) é u«. «/«ry"m','*';

2) p«« toda reZ'ção Gongo«enf' P C V(.X), ':«íst.Z/ c codo«,(P), f«/ qt.. ( '«,y) C *P,

para todo :« € dom(P)

Sctturü ção 'por ctbran,gência,

Definiçã' C.5 Sela K u«. cardína/ àn$náto. .Dizemos que o mor$smo ' : }'(X) --, }'(y)

á «.-.b«,'gene. .e p«« todos C',O C }'(X) e /unçã. À : C' -..., O, .«l.fe g : *C' ---, 'D

án*"n«, t.Z que, p«. todo « C C', h(a) = g(.)

Definição C.6 Z){zemos que V(y) é K-saf?Irada se para toda /amz2ia de conjuntos {nter-

lzos de }'(y), <.4i>tcJ, com. IJI < n, cujas su.óytzm aias ./ínÍtas têm cada ?lma ínterseção

não vazia (otl seja, tem a pif-propriedade da ãnterseção finita), temos qti.e n(AiltcJ # $.
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Con_juntos hiperfinitos e alargamentos 

Definição C.2 Seja PF(A) conjunto dos subcon_junt.os finitos de A E \/(X ) . Dizemos 

que B E V (*X) é hiperfinito se existe A E V (X), tal que B E *'PF(A) . 

Teorema C.6 Seja B E V( *X) hiperfinito. Então existem j E * N e búeção interna 

f : J -+ B, onde J é um intervalo ·interno { k E * N : k S j}. 

Definição C.3 V(* X) é v.rn alargamento de V(X) se para todo A E V(X) existe B E 

*'PF(A) tal que para todo a E A( *a E B). 

Definição C .4 Um.a relação binária P é d-ita concorrente ( ou então finitamente sat·is

fatível) em A Ç dom(P) se para todo svbcori)unto finito {z1 , . .. , z11 } de A, existe y E 

codom(P) tal que (xi, y) E P, 1 < i S n. Dizem.os qv.e P é concorrente se o for em 

dom(P). 

Teorema C. 7 São equivalentes: 

1} V*(X) é um alargamento; 

2) para toda relação concorrente? E V(X), cxistcy E codom(P) , talrru e ( *x,y) E *P, 

para todo x E dom(P) . 

Saturação por abrangênc-ia 

Definição C.5 Seja"' um cardinal infinito. Dizemos que o morfismo * : V(X)-+ V(Y) 

é K.-abrangente se para todos C,D E V(X) e função h: C-+ D , existe g: *C-+ *D 

interna, tal que, para todo a E C, h.( a) = g (a) . 

Definição C. 6 Dizemos que V ( Y) é K.-saturada se para toda famílfo de conjuntos inter

nos de V(Y), (A i)tEJ , com IJI < K. c·ujas s1.1.bfamílias finitas têm cada uma ·interseção 

não vazia (ou seja, tem a pif-propriedade da interseção finita), temos que n(Ai)iu =/: 0. 
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Teorema C.8 Dado um cardína/ regular ánánito K., ezEsfe'X [al q?/.e \'('X) é K.-saturado

Relação eTttrc sat'tLração. abrangem,cia e alargamento

Teorema C.9 C'onsídere a aplicação ' : L'(X) --» y('.X), com }'('X) H-saturado. Se-

jam C', .D C V( *X), com D interno, os eZemenÉos de C' são {nlernos remóora C' não sela

necessariamente ánÍernoJ, e IC'l < K. Sela Ó : C' --, Z) l/.ma /unç(ío quaZqu.er. Então,

existe C {n,terno, com CI Ç C. e uma fu.nção interna Ó . C --, D estendendo Ó. Se

C' = { 'a : a C Co}, Co € V(#), então podem.os tom.ar C' = *ao

Teoren-a C.IO Sd« «. > lt'(X)l, . su.FORA« '/«e V'( *.Y) .ej- «-s-.*".,«d.. Então, V( *.X')

também é tl.m. alarga.mento.
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Teorema C.8 Dado um cardinal regular infinito"· cxiste*X tal que V(*X) é K.-satu.mdo. 

R elação entre saturação, abmngênc-ia e alarga·rnento 

Teorema C.9 Considere a aplicação •: V(X)-, V( *X) , com V(*X) h:-safo.rado. Se

jam C, D E V ( •X), com D interno, os elenientos de C são ·internos ( embora C não seja 

necessariamente interno) , e ICI < K.. Seja q; : C ---1 D 11.ma função qualquer. Então , 

ex-iste C ·interno, com. C ç C, e ·um.a fu.nção interna J : C - D estendendo q;. Se 

C = { *a : a E Co}, Co E V (x), então podem.os tom.ar C = *Co. 

Teorema C.10 Seja 1-í. > jV(X) I, e suponha que V( *X) se.ia 1-í.-saturnda .. Então, V( *X) 

também é um alargamento . 
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