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Resu1no 

É um resultado clássico de Iúonecker que toda extensão abeliana do corpo Q 
dos números racionais está contida num corpo de raízes da unidade. Assim, 
certos valores da função exponencial geram a extensão abel iana maximal de 
Q. Tal construção "explícita.'" também é possível para um corpo quadrático 
imaginário. Tem-se que usar os invariantes de classes ( "valores singulares,, 
da função modular j) e também valores de uma certa funçà.o relacionada 
com a função p de Weierstrass. O objetivo principal deste texto é achar, o 
que foi originalmente feito por H. Weber, geradores explícitos da extensão 
abeliana não ramificada maximal de um corpo quadrático imaginário /\., o 
assim chama.do corpo de classes de Hilbert absoluto. Será provado que tais 
geradores sào os invariantes de classes. 

Abstract 

It is a classical result of Kronecker that every abelian extension of the field 
Q of the rational numbers is contained in a field of roots of unity. So certain 
values of the exponential function generates the maximal abelian extension of 
Q. Such an "explicit" construction is also possible for an imaginary quaclratic 
field. One has to use the class invariants ("singular values" of the modular 
function j) anel also values of a certain function retateei to the vVeierstrass 
p-function . The main purpose of this text is to finei, what wa.s origina.ly clone 
by H. \tVeber, explicit generators of the maximal unramified abelia.n extension 
of a ima.ginary quadratic field !{, the so called absolute Hilbert class field. It 
will be proved that such generators are the class invariants. 

li 
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Introdução 

Um dos resultados mais fundamentais da teoria de extensões abelianas ele 
corpos é o seguir.te teorema: 

Teorema (Kronecker-Weber) . Se L/Q é 1tma ex/.ensâo abeliana finita do 
corpo dos racionais, então existe uma rai::: da 1midade ( tal que L C Q( (). 

Conseqüentemente, a extensão abeliana maximal ele Q, que denotaremos 
por Qª6

; !> dada por 

Qª6 = Q( { ( E C : çn1 = 1, para algum m E Z, m > 1}). 

Assim, este teorema nos dá geradores explícitos de Qª6 por valores de uma 
função analítica, a saber e2 ,,.iZ, calculada nos pontos ele torção ele ITf,../Z. Um 
resultado análogo, devido a H. Weber, é válido para um corpo quadrático 
imaginário [\·. Para podermos enunciá- lo , vamos introduzir alguns resultados 
da teoria ele curvas elípticas1

. 

Seja E uma curva elíptica, dada pelo quociente C/r, onde ré um reticu­
lado ele C. ( Observamos aqui que, como curva algébr ica tal curva elíptica 
pode ser dada por zeros de uma equação ela forma 

Como C/r é isomorfa a C/(,\f), podemos considerar que ré gerado por 1 e 
T. 

Um endomorfismo ele E pode ser identificado com um endomorfismo de 
seu recobrimento universal C que mantém r fixo. Desta forma, tal endo­
morfismo deve ser a multiplicação por um complexo ,\ tal que ,\ ,\ T E r. 

1Todos estes resutados serão devidamente enunciados e provados nos capítulos seguin­
tes. 

1 
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Portanto, o conjunto dos endomorfismos de E pode ser associado a !.-1111 sub­
anel A( E) dos complexos que obviamente contém Z. Se tal conjunto contém 
Z propriamente, então dizemos que E admit e muUiplicaçào complexa. 

Temos ainda. que. se E admite nrnltiplica.ção complexa, T pertence a um 
corpo quadrático imaginário Í\· , e A (E) C 01,·, onde 01,· denota o con_iunto 
dos inteiros algébricos de /\·. Na verdade A(E) é uma ordem de J,: (i .e., é 
um sub-anel de 0 1,- que contém Z e de posto 2 como Z-módulo). 

Se A(E) = 0 1,-, então ré um ideal fracionário de /\·, e reciprocamente, 
dado r um ideal fracionário de um corpo quadrático imaginário /\·. entào ' 

. E = C/r é uma curva elíptica: tal que A( E) = 01'·. Portanto, dl!as curvas E 
e E', tais que A(E) = A(E') = 01'· , são isomorfas se os ideais associados a 
elas são homotéticos, ou seja, estão na mesma classe de ideais. 

Dada. uma curva. elíptica. E definida. por 

y2 = 4:i:3 - g2 :r - g3 

definimos o seu invariante modular 
3 

]E := l 728~ (6. := g~ - 27g5). 

Duas curvas elípticas complexas são isomorfas se, e somente se, seus invarian­
tes modulares forem iguais. Desta. forma, j nos dá uma função das classes 
de ideais k1 , ... , kh de um corpo quadrático imaginário/\·; os números j(k;) 
são valores singulares da função modular j, são dois a dois distintos e são 
chamados de in.variant es de classes de !{. 

Se /\' = Q( ,.;=75) é um corpo quadrático imaginário e E é uma curva 
elíptica com A(E) = 0 1,- e invariante JE , o grupo dos automorfismos de E, 
que denotamos por Aut(E), é igual ao grupo das unidades de 01,·. Tal grupo 
é cíclico de ordem 2 (resp . 4, resp. 6) quando D -1 l, :3 (resp . D = l , resp. 
D = 3). Dado um reticulado r de C , definimos: 

T(u , f) := (-lt/2 p (tt , f) ef2gl el(f) , 

onde e é a ordem ele Aut(E), pé a função p de Weierstrass e 

g(2) := 2735 9293/ 6. 

g(3) := 2ª3'1gi/6. 

9(6) := 2936 g3/ 6.. 

Podemos agora. enunciar o resultado em questão: 

2 
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Teorema (Weber-Fueter). Sejam /\. um corpo quadrático imaginário e 
L/ /\. uma e:rte11 sào abelia11a finita de /\ . . Ainda mais . sejam (w1 ,w2 ) 11ma 

base de algum ideal r dt I\. e j( k) nm. invariant e de classes de h .. Então: 

1. se L/ I\. for nâo m111iftcada. cnlào L C /\'(j(k)) ; 

i. se L/ /\. for ramificada, en láo L C /\'(j(k) , r((aw 1 + bw2 )/n, í) , para 
certos a, b e n int.eiros, com n =f O. 

Conseqüentemente: 

Observação . Apesar cio nome, o teorema como enunciado acima é em parte 
devido a H. Hasse, já que , embora Weber e Fueter tenham achado geradores 
para tal extensão maximal , ambos usaram funções mai s complicadas que T 

para gerá-la. Hasse foi o primeiro a provar que T poderia dar tais geradores . 

Observamos que os pontos ( aw1 + bv.J2 ) /n são os pontos de torção da curva 
elíptica C/r. Desta forma temos um resultado bastante similar ao feito por 
Kronecker para o corpo Q. 

Urna outra maneira de obtermos /(ª6 é adicionarmos a I< as raízes da uni­
dade , os valores de j(z) para z E/{* , com Im(z) > O, e as raízes quadradas 
dos elementos do corpo assim obtido. 

O objetivo desta dissertação é provar o primeiro item deste teorema, ou 
seja, provar que /\. (j ( k)) , para qualquer k pertencente a.o grupo de classes de 
ideais C(J{) de !{ , é a extensão abeliana não ramifica.da maximal do corpo 
quadrático imaginário /\. ( chamamos tal extensão de o corpo de classes de 
Hilbert absoluto ele /{) . Os passos ela prova são essencialmente: 

1. Provar que os j(k;)'s são inteiros algébricos. 

2. Provar a congruência 

onde pé um ideal primo ele/\·, k é uma classe de ideal, N(p) é a norma 
de p, valendo para todos os ideais primos p de /\. com grau 1 em relação 
a Q (i.e. , com N(p) = p, p primo de Q) , a menos ele um número finito. 
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3. Provar. usando resultados da teoria de corpos de classes. que o gru­
po de classes de ideais C( /\.) de /\. é isomorfo ao grupo de Galois da 
maior extensão abeliana nào ramificada de /\. sobre /\.. Além di sso, 
se k E C(l\. ) e ak é o elemento do grupo de Galoi s associado a k pelo 
isomorfismo em questão entào 

4. Provar , também usando resultados da teoria ele corpos de classes, que 
/\'(j( k,-)) nào depende di' i e é o corpo de classes de Hilbert absoluto ele 
/\'. 

No capítulo 1, damos algumas idéias básicas de formas modulares , as 
quais servirào ele ferramentas na busca cio resulta.cio principal. Nesse capítu lo , 
seguimos basicamente [Ser73], capítu lo VII, definindo formas e funções mo­
dulares, as funções j e .6 e demonstramos o princípio da q-expansào. 

No capítulo 2, damos apenas algumas noções básicas da teoria ele curvas 
elípticas. corno parameLriza.çào (pela função pele vVeierstrass) , isomorfismos 
e suas relações com toros, seguindo basicamente [Lan86] e [Sil85]. 

Nos três capítulos seguintes, seguimos respectivamente, os capítulos III, 
IV e V de [BCH+66]. O capítulo 3, basicamente contém o passo 1 e o capítulo 
4 contém o passo 2. O capítulo 5 conclui o nosso objetivo, contendo os pas­
sos 3 e 4. Neste capítulo damos, inicialmente, as noções básicas ele corpos ele 
classes ( ela maneira clássica) e enunciamos diversos resultados desta teoria 
que são necessários para se obter o nosso objetivo final, sem nos preocupar­
mos com as provas dos mesmos. A última seção contém alguns cálculos cios 
invariantes de classes em casos simples. 

Vamos assumir que o leitor tenha conhecimentos básicos de álgebra abs­
trata., principalmente de teoria de Galois, e ele fun ções ele variáveis complexas; 
assumiremos também, conhecimentos não tão básicos de teor ia dos números , 
incluindo inteiros algébricos teoria de ideais , valorizações, ramificações , de­
composição de ideais primos, entre outros tópicos. (Uma possível referência 
seria [Gol71] , capítulos 2 a. 5.) Embora, em geral , sejam citadas referências 
para os resulta.elos usa.dos , supomos que haja. uma. certa familiaridade com o 
assunto , principalmente com suas definições. Ainda em teoria ele números , 
como já. menciona.mos, vamos usar resultados ela teoria ele corpos ele classes, 
para os quais não vamos supor tal fa.rniliariclade, i.e. , vamos dar as definições 
necessárias e enunciar todos os resultados que usaremos. (Os teoremas cita­
dos podem ser encontrados em [Has26]; outras referências têm tais resultados , 
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corno o próprio [Gol7l], mas como usa mos a teoria ele corpos de classes em 
sua forma clássica. [Has26] é mai s apropriado.) Também supomos conheci­
mentos básicos de superfícies de Riemann ( capítulos 1 e 2 de [ForSl ], por 
exemplo), mas, de uma. forma geral, sua falta nào chega a. comprometer a 
compreensão cio texto em si. 
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Capítulo 1 

Formas Modula.res 

1.1 O Grupo Modular 

1.1.1 Definições e Notações 
Durante todo este texto usaremos as seguintes definições e notações: 

Definição 1. 1. IH[ := {z E C: lm(z) > O} , i.e., IH[ representa o semi-
plano complexo superior. 

2. SL2 (IR) := { ( : ~ ) : a, b, e, cl E IR e ad - bc = 1} · 

3. IP' 1 :=CU {oo} , i.e., denotaremos por IP' 1 o plano complexo extendido, 
que pode ser identifica.do com a esfera de Riemann. 

4. SL2 (IR) age naturalmente em IP 1 da seguinte forma: dados .. E IP 1 e 

g = ( : ~ ) E SL2 (IR), então: 

g :; := 

a z + b 

e.:+ d 

a/e 

se z =J oo e ::; =J -d/ e, 

se ;; = oo e e =J O, 
oo se :; = oo e e = O ou se :; = -d/ e. 

Um cá.leu lo sim pies mostra. que: 
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lm(.::) 
lm(g.::) = 

2 . 

lc.:: + dl 
( 1. 1) 

Logo, IHI fica invariante por SL2 (IR.). Por ouLro lado. e'.· claro La111bé111 que a!:i 

( º º) (.ª b) matrizes e d e - e d agem ela mesma forma. Assim , podemos 

identificar estas duas matrizes, ou seja, considerar o grupo PSL2 (IR.) := 
SL2 (IR)/ {±1} quando quiser.nos apenas pensar em termos da ação do grupo 
SL2 (IR) em IHI. Na. verdade, pode-se provar que PSL2 (IR) = Aut(IHI), onde 
Aut(IHI) é o conjunto cios automorfismos de IHI. 

Definição 2. O grupo G := SL2 (Z) / { ± 1} é chamado ele grnpo modular. 

No entanto, para. não sobrecarregarmos a notação , vamos denotar pelos 

mesmos símbolos g = ( : ~ ) E SL2 (Z) e sua imagem em G. 

1.1.2 D0111ínio Funda1nental do Grupo Modular 
Definição 3. Definimos S, T E G como os e lementos ele G com represen­
tantes 

respectivamente. 

Assim, temos: 

S.::=-~, T.::=z+l 

e 

52 = 1. (ST) 3 = l. 

Definimos também: 

Definição 4. Seja D:= {z E C: -1/2 :S 1.:: 1 :S 1/2 e 1.:: 1 ~ l} (ver a figura 
1.1 a seguir). 

Nlostraremos que D é o que chamamos de domin.io fundamental ela ação 
de G em IHI, mais precisa.mente: 

Teorema 1. 1. Para lodo z E IHI, e:risfe g E G tal qu e g.:: E D. 

7 
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-1 -1/2 o 1/2 

Figura 1.1: O Domínio Fundamental D de G. 

"' Se:: ,:::' E D e z = ::: '(moei G) , entâo R e(z ) = ±lí2 e:.: = :::'± 1, ou 
lzl = 1 e ::: ' = -1/ z . 

3. Seja z E D e I (z ) := {g E G : gz = z} (i.e., o estabilizador ele z em 
G). Temos que I (z ) = {l}, e:rceto se: 

(a) z = i, e ent.ão 1 (z) = (S) (grupo ele ordem 2} ; 

(b) z = p = e
2

; • , e então 1 (z ) = (S'T) (grupo de ordem :J); 

{e) :; = -p = e'f, e enfâo I (z ) = (T S) (grupo ele ordem :J). 

Dos doi s primeiros itens do teorema acima decorre, imedia tamente, o se­
guinte corolário: 

Corolário 1. A projeção canônica de D em IHI/G é sobrej elora e s11a restri­
ção ao int erior de D é injetora . 

Temos a.inda o seguinte teorema: 

Teorema 2. O grupo G é gerado por S e T. 

Demonstraçáo dos teoremas 1 t 2. Seja G' o sub-grupo de G gerado por 5 
e T. Tomemos ::; E IHI. Vamos mostrar agora que ex iste g' E G' tal que 
g' z E D , o que será suficiente para provarmos o item 1, do teorema l. Se 
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g = (; ~) é um elemento de G'. temos que va.le a. equação (1.1). Como 

e, d E Z , é finito o número de pares ( e, d) ta.is que Jc z + dl é menor que um 
número qualquer fixado. Logo, existe g E G' tal que Im(g ::: ) é máximo. Seja. 
n um inteiro tal que Tn(g:::) tenha parte real entre -1 /2 e 1 /2. Assim. o 
elemento:::'= T"(g:::) estará em D se 1:;'I 2: 1. l\fas , Sº l::: 'I < 1 temos que 
lm ( -1/ z') é estritamente maior que Im( .:-') , o que é impossível por hipótese, 
já que Im(gz) = Im(z'). Logo g' = T 11 g leva este z E IHI em D. 

Prova.remos a.gora. os itens 2 e 3 do teorema. 1. Seja ::: E D e tomemos 

g = (: ~) E G ta.! que g: E D. Podemos supor que lm(g:::) 2 lm( z ), já 

que podemos trocar ::: e g por gz e g- 1
• Assim, devemos ter lcz + dl :S 1. Se 

e 2 2, isto é claramente impossível , restando-nos a.na.li sa.r os casos em que 
cE {0,1 ,-1}. 

Se e = O, temos que d = ± l e assim g é uma. translação por ±b. Como 
Re( z ) e Re(gz ) estào ambos entre -1/2 e 1/2, ternos que ou b = O, e então 
g é identidade, ou b = ±l e então R.e( z ) = =i=l/2 e Re(gz ) = ±1/2. 

Se e= 1, como I= + dl :S 1, temos qu~ d= O a. menos que z = p (resp. 
z = -p), caso no qual d E {O, l} (resp. d E {O , -1} ). Se d = O, ternos 
que lzl :S 1, e como z E D, vale que lzl = 1. Por outro lado. ad - bc = 1 
implica. que b = -l, e portanto g ::: = a - l/ z . Como vale lzl = 1, temos que 
Re( z) = - Re (-1/ .:- ), e logo Re(g.:: ) = a -Re( z ), e como já discutimos acima, 
devemos ter a= O, a menos que Re(z) = ±1/2 (e ass im ,:::= -p ou z = p), 
quando a também pode ser =i=l. Assim , se z rJ. {p , -p}, temos que gz = -l/z. 
No caso z = p, d= l implica que a - b = l e gp = a - 1/(1 + p) =a+ p, 
e então a E {O , 1}. De maneira análoga podemos discutir o caso em que 
z = -p. 

O caso em que e= -1 é análogo a.o caso e= 1, visto que podemos mudar 
os sinais de a , b, e e d sem alterar o elemento de G que esta nova matriz 
representa.. Desta. forma provamos os itens 2 e :3 do teorema 1. 

Resta agora apenas provar o teorema 2, i.e. que G = G'. Seja g E G. 
Tomemos .::0 no int erior de D (corno por exemplo z0 = 2i) e seja z = gz0 . 

Como já vimos a.cima, existe g' E G' tal que g' z E D. Temos que os pontos 
z0 e g':; = g'gz0 são equivalentes módulo G e z0 está. no interior de D. Logo, 
pelos itens 2 e 3 do teorema 1, prova.dos acima ternos que g'g = l , e então 
g E G', o que conclui a prova . O 
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1.2 Formas Modulares 

1.2.1 Definições 

Definição 5. Seja k E Z. Uma função .fé dita fraca.m ente modular ele peso 
21.: se/ for meromorf a em lHi C' verifica a. re laçào 1 

_ 21. (ªz + b) f ( :: ) = ( cz + d) .f I , 
FZ + ( ( 1.2) 

Uma equivalência desta definição é dada pela seguinte proposição: 

Proposição 1. S eja .f uma funçáo m eromo,ja em IHI. A Junçáo f é fraca­
ment e ·modular de peso 2k se. e somente se, ela satisfizer as dua s seguintes 
relações: 

f(:: + 1) = f(z) (1.3) 

e 

( 1.4) 

Demonstração. Suponha que .fé fracamente modular de peso 21.:. Substituin­
do Te S' na fórmula (1.2) , obtemos as equações (1.3) e (1.4) respectivamente. 
Reciprocamente, como G é gerado por Te S' e a fórmula ( 1.2) vale para estas 
duas, pode-se provar, indutiva.mente, que vale para todo g E G: 

se vale para. ( ; ~ ) , ternos: 

_ 2k (a(T::) + b) .f(T(::))=(c(T::)+d) f c(Tz)+d . 

ou seJa, 

_ 2k (a::+(b+a)) f(::+l)=(c :: +(c+cl)) J ( /); 
cz + e+ e 

mas, pela equação (1.3), f(::+ 1) = .f(::) , e conseqüentemente a fórmula (1.2) 

vale para a matriz ( ª ª + 6
1 

) = ( ª bl ) T . Analogamente, prova-se e c+c e e 

1 Alguns autores dizem de peso -2/, e outros de peso/,, ao invés de 21-: . 
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1 ( 
ª b ) -. C' 1 , . 1 d . que va e para e d !:, . ,onc u11110s, assim, que va. e para to a a ma.triz 

gerada por S e T . □ 

Suponha que a equaçà.o (1.3) seja verificada.. Podemos então expressar f 
em termos de q := t 2 r.i .:_ .-\ fu1H,:àu de lf que é igual a f(:.::). para q = e. 2";2, 
denotaremos daqui em diante ( como padrão de nota.çào) por .f; f meromorfa 
em lHI implica que J é meromorfa para O < l<tl < l. Se f se extende me­
romorficamente (resp. holomorficamente) à origem , dizemos , por abuso de 
linguagem , que.fé m eromorjn no infinito (resp. holom.orfa no infinito). Isto 
implica que / admite uma expansão de Laurent em alguma vizinhança de 
q = O da forma 

](q) = L anc/ ( 1.5) 
n=-N 

para algum N E N (resp. N = O) . 

Definição 6. Uma função fracamente modular é dita. m.odular se é meromor­
fa no infinito. Quando f é holomorfa no infinito definimos J ( oo) := ](O) e 
chamamos este valor de valor de f no infinito . 

Definição 7. U.ma fun çà.o modular holomorfa em lHI U { oo} é chamada. de 
J01~ma mod·ular; se tal função vale zero no infinito , é chamada. forma parabó­
lica. 

Assim , urna forma modular de peso 2/,; admite urna expansão em série da 
forma: 

OC• 

.f( z ) = L anc/ = L Clnf.2rrin: ( 1.6) 
n=O n=O 

que converge para. ICJI < 1 (i.e., para Im( z ) > O) e que satisfaz a identidade 
(1.4). Ainda. mais, será. uma forma parabólica se a0 = O. 

Exemplos 1. 1. Se .f e f' são formas modulares de pesos 2k e 2k', o 
produto .f .f' é uma forma. modular de peso 2/..: + 2k'. 

11 



����������� 	
�����
��������
����

������
�������������������������������������������

��


���������



��	������
 ��������������
!"�
#��$�	%��"���

������&'
(�)���*�����������&�(�)������+�,
 ������

-��
(
�.��/��0(1���21 
12���3�141���5%��	��!6�����4�+���	����7�,��
����$6$
7��
�
 �(����4��������%�
(,��� �(�
�)���
���
7���(,����(�
���
��

����6����
� ��,����'�62&��� �4	� ,�8

����6����
� ��,����%��������	����98

� �:
�,���4��+�5����;�
$

<�
�
-�<���
-�������
-�<���
�3=����>��������4��<�5�������!6$�
���$�!6

-�(�,���4���	�
��+���� �(?�(,�������
�,
 ����������@�� �(�
����(���
@
�4�+���	����7�,��
����A��4��
���$������4���B2�	������(�,����� �(?�(,�����
	���������(�����
3$�$3$���C�

@���$�,�
������!4
3$,23$���D�E�
A��
4$����4�	�
���6
$����@�B2�	���4������� 
����4���,
 �����

&
3$��$3$$�����<3$��F�<66$

 �4�5����;�
$G��=��-��,�����4�$��5,�4����4���	�
 ��.�����
7��4�+������
 ����4�(,����5��?�,�
��

"�?�4��������8����@�"H�
<�� ����?��
�
$32���C�A2�-��
4����(,.�$

2

�66� ���
���<��� � �68���38����
2I�

����(����J��(
����.�����"H��
<���4�A2������4���7����� 
�4�(,��
����; �K�$ �8=

,�45�4����4��5�������!6
G�$G���
	�
�������

 �(���(,������
(,�
������A��4��
���$����8�����2G�$����6�6��8�2�6�L��,�4��

��
(7�,�M7��� �4��(
�,

N

$����5
��886����%8�

H�%��!(�
86�� D�E����	��,�(,�� 
GK$G8�� @�O7�

��

2. Pode-se provar que a fu11çào 

•X , 

q II ( 1 - q"/4 = q - 24r/ + 2:32r/ - 1472</' + · · · 
n=I 

é uma forma parabólica de peso 12 ( [Ser,J], pg. 95 ). 

1.2.2 Funções Modulares e Funções de Reticulados 
Definição 8. Um rt liculadoCé um subgrupo r de um IR-espaço vetorial V, 
verificando urna das seguintes condições (equivalentes entre si): 

1. ré di sc reto e \"/r é compacto; 

2. ré discreto e gera o espaço V; 

3. existe uma IR-base {ei, . .. , e11 } ele V que é urna Z-base der, i. e., r = 
Ze1 EB Z1c2 EB · · · l:fl Zen. 

Denotaremos por '.R os conjuntos dos reticulados de C, considerando C 
um IR-espaço vetorial. Além disso, usaremos M para denotar o conjunto dos 
pares ordenados (w 1 ,w2 ) E (C' )2, tais que Im(w1/w2 ) > O. 

Assim , a um par (w1, w2 ) E M podemos associar um reticulado 

com base { w 1, w2 }. Desta forma , obtemos uma aplicaçào de M em '.R que é 
claramente sobrejetora. 

Seja g = (: ~) E SL2 (Z) e seja (w 1 ,w2 ) E J\f. Defimos então, 

que nos dá uma ação ele SL2 (Z) em i\l. Podemos ver facilmente que {w~, w;} 

b , , 1 · 1 r ( ) ( . ( ª b) , · , 1 · tam em e uma )ase e e w 1 , w2 pois e cl e mvers1ve como matriz 

com entradas inteiras). Além disso , se z = wifw2 , e:::'= w~/ú.:;. temos 

, a:::+ b 
~ - = 9 " ~ - e::: + d ~· 

Logo Irn( z') >O. e portanto (w~ ,w;) EM. 

12 
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Proposição 2. Dois elementos dt 1'I definem o mtsmo reticulado se. e so­
mente Sf. são congrur.ntf-" módulo SL2 (Z ). 

Demonst raçáo. Que a condição é sufic iente, vi111os aci11rn. Rec iprocamente, 
se (w 1 ,w2 ) e (w~.w~) são dois elementos ele J\I que definem o mesmo reticula-

cl . . ( c1 b ) fi . . . , . , 1 o, existe uma matnz g = e d com coe 1c1entes 111te1ros que e 111vers1ve 

( com a inversa também inteira) tal que 

Logo clet(g) = ±1. Com um simples cálculo pode-se ver que se det(g) < O, o 
sinal ele Im (w~f, .• :;) é oposto ao sinal de lm(w 1/w2 ). Como ambos devem ser 
positivos, clet(g) = 1, o que deixa provada a proposição. 

D 

Assim, podemos identificar '.R com e, quociente dê i\/ pela ação ele SL2 (Z). 
Podemos definir também uma ação ele <C· em '.R (resp. em M) por: 

com À E e· . O quociente M/C· é identificado com IHI via (w1,w2 ) i---+ z 
w1/w2 , e por esta identificação, a ação de SL2 (Z) em M e a açà.o de G 
SL2 (Z) /±1 em IHI são compatíveis. Assim: 

Proposição 3. A aplicaçâo (w 1,w2) 1---t wifw2 indu:: uma b·ijeçâo entre os 
__ ------con)'1mtos 'J?./C· e IHI. ( E assim , um elem ento de IHI/ G pode ser identifiacado 

/ com um reticulado definido a m enos de homotetia.) 
Y\ 

Observação. Associando o reticulado r ao toro C/r, temos que dois toros , 
associadas aos reticulados r e f' , são isomorfos . como superfícies de Riemann , 
se, e somente se, tais reticulados sã.o homotéticos ([For81], pg. 9). Isso nos dá 
uma descrição de IHI/G = '.R/C· como o conjunto de classes dt isomorfismo 
de toros. 

Consideremos agora uma função F : '.R --t C, e seja k E Z. Dizemos que 
F tem peso 2k se 

( 1. 7) 
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para todos í E ~ e todos À E <C· . 
Seja Fuma função de re ticulados como acima. Se ( ...... ·,.w2) E \!, vamos 

denotar por F(w 1.w2 ) o valor de F no reticulado r ( ...... •, . .....;2 ). Assim. a. fórmula 
( l. 7) pode ser escrita. como: 

( 1.8) 

Além disso, temos que Fé invariante pela ação de SL2 (Z) . 
Esta. fórmula (1.S) mostra.tjue o produto c.,.:JkF(w.,w2 ) depende a.penas de 

z = w1 /w'2, pois 

u-'ikF(w1,w2) = F (::, 1). 
Assim, existe uma. função J, definida em IHI, dada por 

J( z ) := F( z, 1), 

tal que 

( 1.9) 

Como F é invariante pe la. ação de SL2 ( Z ), temos que .f satisfaz a. identidade 
( 1.2). E , reciprocamente, se temos uma. f que satisfaz a identidade ( 1.2) , 
a fórmula. ( 1.9) clá.-nos uma função F definida em ~ com peso 2k. Assim, 
podemos associar funções modulares de peso 2k a funções de retí cula.dos de 
peso 2k. 

1.2.3 Séries de Eisenstein 

Lema 1. Seja r um reticulado em <C. As séries 

convergem para a- > 2, onde o símbolo L,1 indica que a somatória percorre 
todos elem enl.os de r e:rceto o :::ero2

. 

2 Ein geral vamos usar o símbolo I:' para indica r que a somatória está definida '·o ndt 
fa z sentido". 
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Demonslrnçào. Supon hamos que r = r (...,· 1• v.J2 ) . Temos que 

pois caso contrário r não ser ia um reticulado. Ass im. para. todo par (n 1, n 2 ) E 
Z 2

• va le: 

e, analogamente, 

ln1w1 +n-2w2I ~ 1112 1 llm (~: )I lwil. 

Seja, então m := ½ min { lw2 1 lrm ( :;;- ) 1 lwil llm ( ~~ ) I} , e portanto m > 
O. Assim , as duas eq uações acima resultam 

para todo par (n 1 , n2 ) E Z 2
. Por outro lado temos 4n pares tais que ln 11 + 

ln2I = n, para um n inteiro positivo fixado . Como 

onde :Z::::' indi ca, neste caso, a soma em todos os pares (n 1 ,n2 ) E Z 2
, exceto o 

(O , O) , temos 

Se a > 2, a última série à direita da des igualdade acima é convergente, e 
logo a primeira também o é. o que finaliza a prova. O 

1.5 
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Definição 9. Seja k um inteiro maior que l. Se r é um reticulado de '.R, 
definimos 

, ~, l 
G,..(r) := J ---:-

2
,_ 

"--1 ')' h -,Er 
(1.10) 

( que sabemos que converge absolutamente pelo lema l ). Esta é chamada série 
de Eisenstein de índice k (ou índice 2k segundo alguns autores) . 

Claramente temos que G'i,. ·tem peso 2k , e como vimos na sub-seção ante­
rior, podemos considerar Gk como fon~ào em 1'1, dada. por: 

(1.11) 

e corno função em !Hí, que pelas equações (i.9) e (1.11) , é ela.da por: 

/ 1 
G,..( z) := L 21.-· 

E '71 (mz + n) m,11 liJ 

(1.12) 

Proposição 4. S eja k um inteiro maior que 1. A série de Eisenstein Gk( z) 
é uma forma modular de peso 2k . Além disso, temos Gk( oo) = 2((2k ), onde 
( denota a função ::ela de Riemann. 

Observação. Lembramos que a. função ( é definida por: 

= 1 1 
((s) := ~ - = rr-L.t n 5 l 

n== I pEP } __ 

PS 

onde P representa o conjunto de todos os inteiros positivos primos. Além 
disso, temos que esta. função é holomorfa e não nula em { s E <C : Re( s) > 1} 
( [Ser73], pg. 69) . 

Demonstraçâo. Pelos argumentos anter iores, sabemos que G1.- satisfaz a fór­
mula (1.2) . Resta então mostrar que f é holomorfa em IHI U {oo}. Suponha­
mos, ini cialmente, que z está no domínio fundamental D. Assim: 
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1
2_ 2_ ;;;; +•) R ( -)+ 2 ,n~ n - rn ~"" -111-n .e .:. 11 • 

e se mn 2 O, temos: 

im..:- + n l2 ~ m2 - m.n + n2 = lmp - nl2 

ou, se m.n < O, temos: 

• 2 2 2 2 lm.:-+n l 2rii +mn+n = lm(-p) - n l . 

Pelo lema 1, as séries 

' 1 L 1 12k m,nEíl mp - n 

' 1 
e L 2k 

m,nE íl lm(-p) - nl 

sao convergentes. Isto mostra que a sene Gk converge normalment e ern 
D, i.e., uniformemente em seus compactos . Assim G\. é holomorfa em D 
([Ahl66], pg. 217). Mas, aplicando o mesmo resultado a Gk(g- 1 z ) , temos que 
G k é holomorfa em cada um dos g D, para g E G. Como pelo teorema 1 estes 
co11j untos cobrem IHI, temos que Ch é holomorfa em IHI. 

Resta ainda mostrar que é holomorfa no infinito e calcular seu valor neste 
ponto. Para isto, basta mostrar que Ch. tem limi te para Im( z) ➔ CX). Para 
isso, podemos supor que z permanece em D. Como temos a convergência 
uniforme em D , podemos comutar o limite com a somatória. Desta forma, os 
termos correspondentes a rn -/= O vão para zero e os outros vão para 1/n2

k. 

Assim: 
1 1 = 1 

1·1n1 G' ( ~) - ~ - - ? ' - - 1(,· (•)k) 1 k "' - L.., 2k - - L.., 2k - - - . lm( z ) ➔ cx. n n 
nE íl n= I 

D 

Exemplos 2. As sen es de Eisenstein de menores pesos são G2 e G3 , que 
têm pesos 4 e 6 respectivamente. É usual, devido à teori a de cu rvas elípticas 
( como veremos no capítulo 2 ) substituí-las por múltiplos, dados por: 

(1.13) 

1T 
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Assim , g2(x) = 120((4) e g3(x) = 280((6). usando os valores conhecidos 
da função (. ternos que: 

Portanto. definindo 

4 4 
í.]? ( CX)) = - ir . . - :3 (1.14) 

(1.1,5) 

temos que 6.( oo) = O, ou seja, 6. é uma forma pa.rabólica. de peso 12. Na 
verdade, podemos escrever, por um teorema devido a Jacobi , ~ da. seguinte 
forma: 

00 

" (" )1 2 TT 11 n)2,i u = ..,ir CJ ll ',. - q . 
n=I 

Este teorema. pode ser encontrado em [Ser73), pg. 95. 

1.3 O Espaço das Formas Modulares 

1.3.1 Zeros e Polos de lnna Função Modular 

(1.16) 

Definição 10. Sejam J uma. função meromorfa em lHI não identicamente 
nula, e pum ponto em IHI. O inteiro n tal que f(z)/(::: - pt é holomorfa e 
não nula. em p, é chama.cio ordem de .f em p e é cleno!a.clo por vµ(.f). Além 
disso, para p = oo, definimos vµ(.f) como a ordem de .f em q = O. 

Quando.fé uma função modular de peso 2k, a identidade (1.2) mostra 
que vp(J) = v9 (p)(f), para todo g E G. Em outras palavras , vp(.f) depende 
apenas da imagem de p em IHI/ G . 

Finalmente, denotamos por ep a ordem do estabilizador do ponto p em 
G. Assim, temos Ep = 2 (resp . eµ = 3) se p = i (moei G) (resp . p = p 
(mod G)) , nos outros casos, temos eP = 1. 

Teorema 3. Seja .f uma função modular de peso 2k, nâo iden licam en /e 1w­
la. Então: 
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Figura 1.2: Curvas o e {3. 

Observação. Podemos reescrever a fórmula acima da seguinte forma: 

( 1.17) 

(1.18) 

onde o símbolo I:. indica a soma em todos os elementos de IHI/G distintos 
das classes do i e do p. 

No entanto, para mostrarmos o teorema acima, usaremos o seguinte lema: 

Lema 2. Seja J uma função meromorfa em uma vizinhança de um ponto 
z0 E C, com z0 seu único possível polo nesta vizinhança. Sejam também o e 
{3 duas curvas tais que o(O) = {3(0) = z0 e lo(t) - zol = lfJ(t) - zol = t , para 
t E [O, t] (ver figura 1.2), com l > O. Se o ângulo entre {3 e o em z0 é 21r /m, 
então: 

lirn _1_ r:,(t) f'(z) dz = VzoU) 
t-to21ri}fJ(t) f(z) m ' 

onde a integral acima é calculada no arco de circunferência ( com orientação 
positiva) de centro em z0 e que vai de {J (t) a a(t). 
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Demonstração do lema ::!. Seja v~0 (.{) = '11. Assim , .f (:;) = (:; - ::0 t g(:; ), com 
g(::) holomorfa em ::0 e g( z0 )-/- O. Portanto: 

e logo. 
f'( z ) 

.f ( z) 

11 g'( Z) --+--. 
Z - Z Q g( Z ) 

Integrando, temos: 

_1 __ [ º (!) .f'( ::) dz = _1 __ r o (I) n dz + _1 __ r o (I) g'(z) dz 
2rii } /J (I) .f(::) 2rr1 } fJ (I) :; - zo 2rr1. } fJ (i) g( z ) 

= ~ [ º (1J - zo ~ cl:: + _1 __ f º (ll g'( z ) dz 
2rri } /3 (l)- zo z 2rr'l } {J (I) g( z ) (1.19) 
n = :---

2 
.(log(a(t) - z0 ) - log(,B(t) - ::0 )) 

íT'l 

1 
+ - .(log(g(o(t))) - log(g(,B(t))) ). 

2rri 

Como g( z0 ) -/- O e g é holomorfa em uma vizinhança de z0 , temos que: 

limlog(g( o (t))) = limlog(g(,B (t))) = log(g( z0 )) , 
l➔O 1➔0 

o que impli ca que levando a fórmul a (1.19) ao limite ele t tendendo a zero , 
temos: 

1 10(1) f'( z ) n 
lim-

2
. -f-dz = lirn-. (iarg(o-(t)- z0 )-iarg( f3 (t)- z0 )) 

1➔0 rri /3 (I) • (z ) 1➔ 02rrz 

n 2rr 11 

2rr rn m 

lembrando que log( z ) := log lzl + iarg( z ), onde arg(::) é a função argumento, 
que dá a medida cio ângu lo ele vértice na origem passando por z e 1 ( ver 
figura 1.3). O 

Vamos agora à prova cio teorema: 
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Figura 1.3: A função arg( z ). 

Demonstração do teorema 3. Como f é meromorfa., existe r > O tal que J 
não tem zeros ou polos para O < q < r, pois, caso contrário, teríamos uma 
seqüência de polos convergindo para a origem , o que implicaria num absurdo, 
já que por definição , os polos de uma função meromorfa são isolados. Assim, 
J não tem zeros ou polos para Im( z) > e2

1rr. Logo, a parte do domínio 
fundamental limitada por lm( z ) S e2 1rr, que denotaremos por Dr, é compacta, 
e portanto, temos apenas um número finito de zeros ou polos em Dr, e por 
conseguinte, em IHI/G . Portanto a somatória em questão faz sentido. 

Suponhamos inicialmente que f não tem zeros ou polos na fronteira de 
D, exceto, possivelmente, i, p e -p. Existe um caminho o , como está repre­
sentado na figura 1.4 , cujo interior contém todos os zeros e polos ele f não 
congruentes a i e a p. Pelo teorema dos resíduos, temos: 

1 1 f'( z ) • ~ f( ~) dz = L vp(f). 
~7fl, u ~ 

. pE IHr/G 

Por outro lado, 
1. A mudança ele variáveis q = ehi= leva o arco EA em um círculo w centracl9 
em q = O, com orientação negativa, não contendo nenhum zero ou polo ele f, 
exceto talvez o zero. Assim: 

_l__ ( 4 .f'( z ) d:: = _1 __ 1 j:( q) clq = - v= ( f) 
2m, }E .f( z ) 21ri w J(q) · 

2. A integra l de 2 ~; jgi no círculo que contém o arco B B' orientado nega­
tivamente , vale - vp(f). Quando o raio deste círculo tende a zero, o ângulo 
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F igura 1.4: Curva o·. 

---BpB' tende a 2rr /6 e assim, pelo lema 2, temos : 

1 1B' f'( z ) l 
~ -f() -t --6vp(J). 
~7r1, B Z 

Analogamente, quando os raios dos arcos CC' e DD' tendem a, zero, temos: 

l J c' f'(z) l 
~ f( "" ) -t-~v;(f) ~rri e _ ~ 

e 

3. T leva o arco AB no arco ED'. Como f(Tz) = f(:.:) , temos: 

l [ 8 f'( z ) l {E f'( z) 
2rri J.4 .f( z ) + 2rri }D, f( z ) = O. 

4. S' leva o arco B'C no arco DC'. Como f( S'z) = :.;2k.f(:.;) , temos : 

d(f( ~~'z)) = 2k d:: + cl(.f( z )) , 
.f(S z ) z f( z ) 
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e assim : 

- . --d:: + --d:: l (1c f'(:::) 1D f'( z ) ) 
2 ií / fj;º' / ( ::;) C ' f (::; ) 

\ 

_l ( . (.f'( :: ) _ (.f o S)'(:::)) d:: 
2rri Ja, f(:::) (.{ o S)(:::) 

1 lc -2k - --d:: 
2rr Í B' ::; 

-+ -2k (--2._) = ~ 
12 G 

quando o raio cios arcos B B' , CC' e D D' tendem a. zero . 
Das duas expressões que obtivemos para 2~; J

0 
~gi d::, e passando a.o li­

mite, conseguimos a fórmula (1.18). 
Suponhamos agora. que ternos um polo ou zero ele f , que indica.remos por 

À, em 

{ z E <C • Re(z) =-½e Im( z ) > ~}. 

Repetimos a. prova. anterior, com o contorno a modifica.do em urna vizinhança 
de À e de T >., como o ilustrado na figura 1.5, e observamos que o arco em 
volta de À é levado por T no arco em volta de T À com a orientação invertida 
( e, portanto , as integrais nestes arcos anulam-se). 

Se tal zero ou polo estiver em I= 1 = 1, procedemos ela mesma forma, mas 
usando S no lugar ele T; se houver mais ele um zero ou polo, basta repetir o 
procedimento para cada ponto. 

o 
Observaçâo . Uma prova mais simples é possível se definirmos uma estrutura 
analítica. complexa no compactificado de IHI/G, como em [BCJ-I+6G] , capítulo 
II. 

1.3.2 A Álgebra das Formas Modulares 

Definição 11. Se k é um inteiro, denotaremos por M2k ( resp. J\lfk) o C­
espaço vetorial elas formas modulares (resp . elas formas parabóli cas ) de peso 
2k. 
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Figura 1.5: Curva a . 

Por defin ição, Mfk é o núcleo cio homomorfismo de C-espaços vetorias, 
de M2k em C, definido por J i---+ J(oo). Assim, dim(M2k/Mfk) :::; 1. Ainda 
mais, para k 2'. 2, a sér ie de Eisenstein G'k é um elemento de M2k tal que 
G'k(oo) -=J O, como vemos na proposição 4. Assim : 

F inalmente recordamos que denotamos por 6 o elemento g.i - 27g5 de M?2 , 

onde 92 = 60G'2 e g3 = 140G'3. 

Teorema 4. 1. Temos M2k = {O} para k < O e I.: = l. 

2. Para k O, 2, 3, 4, 5. M21.. é um espaço vetorial de dim ensão 1, com 
bases l , G'2 , G3, G4 , G'5 . respectivament e, e, além disso . Mfk = {O}. 

3. A multiplicação por 6. defin e ·um isomorfismo entre M2k- J2 e Mfk. 

Demonstração . Seja J um elemento não nulo de f\/2k . Usando a fórmul a 
(1.18) para este caso, temos que o primeiro membro contém apenas termos 
maiores ou iguais a zero, pois f não tem polos, e logo . teremos k 2'. O. Deste 
modo, temos que se k < O, .f = O, e portanto , i\t/2k = {O}. Como 1/6 não 
pode ser esc rito na forma n + n ' / 2 + n" / 3, com n. 11

1
, n" 2: O, temos que 
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k # 1, e, como anteriormente. isto implica que M2 = {O}. Provamos então o 
prinieiro item. 

Vamos agora provar o f ercriro item: apliquemos agora a fórmula (1.18) 
para f = G1.-, com k = 2. Podemos escrever 2/6 na forma n + n'/2 + n"/3. 
com n , n', 11

11 2 O, somente se n, n' = O e 11
11 = l. Isto mostra que devemos 

ter vp (G2 ) = l. e para. p "t=. p (moei G). 11p(G2 ) = O. Usando o mesmo 
argument o p:1r:1 r,·,j • chega mos ú c01 1clus.'io qu e c,(G';.s ) = l. e j>ctrct u::, uul.ru::, 
pontos nào congruentes a i, vp ( G3 ) = O. Logo 6 não tem zero em i (pois 
g3 (i) = O e g2 (i) # O). e assim, não é ide nticamente nula. Como o peso de 6. 
é 12 e v00 (6) 2 1, como vimo~ anteriormente, temos novamente pela fórmula 
(1.18) que v00 (6) = 1 e vp(6) = O para p -=f oo. Em outras palavras , 6 
não se anula em IH! e tem um zero simples n.o infinito. Consideremos então 
cp : M 2 J.:-i 2 ~ MJJ.: a multiplicação por 6 , ou seja, cp(f) := J · !'::.. Tal função 
é claramente um homomorfismo de espaços vetoriais. Se f · 6 é nula em 
D, então fé necessariamente nula em D, pois ~ não se anula. Portanto, cp 
é injetora. Tomemos agora f E lVIfJ.:• Como 6 não se a.nula em IHI, então 
f / 6 é holomorfa em lHI. Mas como J E MJJ.:, temos v= (f) 2 1 e sabemos 
que v00 (6) = 1, e logo v00 (J / 6) = v= (.f) - 1 2 O, i.e ., J / 6 é holomorfa no 
infinito. Como f / 6 claramente tem peso 2k-12 = 2(k-6), f /!'::.E M 2J.:-i 2 , e 
cp(J / 6) = f , ou seja cp é sobrejetora e portanto um isomorfismo de C-espaços 
vetoriais. 

Para provarmos o segundo item , seja k ::; 5. Assim, temos que k - 6 < O, 
e logo, MJJ.: = {O} pelos itens já. provados . Logo dim( M2J.:) ::; 1. Como 
1, G2, G3 , G4 e G5 sã.o elementos não nulos de ivlo, J\L., M6 , M8 e 1\110 , 

respectivamente. temos que dim( M2 J.:) = 1, para k = O, 2, :3 , 4. 5. o que conclui 
a prova. 

Corolário 2. Te,nos: 

. {[k/6] d1m( 1\/21.-) = 
[k/6] + 1 

se k - 1 

se k "t=. 1 

(mod6) , k20 

(mod 6) , k 2 O ' 

o 

(1.20) 

onde [:r] denota a parl e inteira de x , i. e., o maior int eiro n tal que n ::; x. 

Demonstração. :-\ fórmula vale para O ::; k < 6, pelos itens 1 e 2 do teorema 
4. Além di sso, [/.:/6] e [k/6] + 1 aumentam em uma unidade quando trocamos 
k por k + 6, pelo item 3. Logo, a fórmula. vale para k 2 O. O 
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Corolário 3. O espaço \12k t em como base a fa.m {lia dt monômios da forma 
G~ cg, com a e .J int eiros positivos tais qut 2o + 3,3 = f..:. 

Demonstração . ~lastraremos inicialmente que tais monômios geram M 2k, O 
caso em que k s; :3. é uma conseqüência imediata dos itens 1 e 2 do teorema 4. 
Para k? 4, prova.remos por inclu ção sobre k. Sejam I e ó inteiros positivos 
com 21 -r:JJ = k (quf' é possível para todo k 2: 2) . A forma modular .(!= (/JG'3 
é não nula 110 infinito. Se f E M 2k, existe À E C tal que f - Àg é uma forma 
parabólica, e assim , é igual a !:::..h para h E f\lln-, 2 , pelo item 3 cio teorema 
anterior. Aplicando a hipótes~. ele indução para h, temos que 

2c+3d=k-6 

\ G'c Gd 11 cd 1 2 1 3 

2c+3d=k-6 

com 2c + 3d = k - 6 e À cd E C. Como 2(c + 3) + 3d = 2c + 3(cl + 2) = k, 
provamos que os monômios em questão geram M21,:. 

Resta mostrar que são linearmente independentes . Se não fossem, tería­
mos que ex istiriam À ab E C, não todos nulos , tais que: 

L ÀabG~G~ = O. 
2a+3b=k 

Mas , como b = (k - 2a)/3 , teríamos que 

e como G3 '=/=. O, 

[ (ª3)0/3] L Àab ;; = O. 
2a+3b=k 3 

Portanto (GVG5)113 seria constante (pois um polinômio tem somente um 
número finito de raízes ), i. e., existiria À E C tal que G~ = .ÃG'5. Mas isto é 
um absurdo, pois G2 se anula em p e G3 não. 

o 
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Observação. Seja. \/ = EB~o M 2k a álgebra graduada dada pela soma direta 
dos 1\h 's e seja ( : C[X, Y] ➔ J\l o homomorfismo que leva X em G2 e Y 
em G3 . O corolário :3 f' equivalente a dize r que l é um isomorfi smo. Assim , 
podemos identificar \/ com a álgebra polinomial C[G,. G3 ]. 

1.3.3 O Invariante Modular 

Definição 12. Seja j , chamada de invariante modular, a função dada por: 

J ·-.-

Proposição 5. 1. A fimçáo j é uma função modular de peso O. 

"' J é holomo·,ja em IH! e t.em um polo simples no infinito. 

3. j indu:: 11ma bijeçáo en tre IHI/G e C. 

(1.21) 

Demonstração. O primeiro item é conseqüência imediata do fato que g? e 6 
são ambas funções modulares de peso 12. 

O segundo item decorre de que 6 # O em IHI e tem um zero simples no 
infinito , enquanto g2 é não nula no infinito. 

Para provarmos o terceiro item , basta mostrarmos que se .À E C, a forma 
modular h := l 72Sg? - À6 tem um único zero módulo G. Aplicando a 
fórmula (1.18) para f = h e k = G, temos n + n'/2 + n"/3 = 1, com n, n' e 
n" inteiros não negat ivos , e as únicas possibilidades são: 

(n n',n") = (l , 0, 0) ou (0,2,0) ou (0 , 0,:3 ) 

e como h( CXJ) # O, temos que h tem um único zero em IHI/G. D 

Proposição 6. Seja .f uma funçâo m erom01ja em. IHI . As seguintes proprie­
dades sâo equivalentes: 

1. J é mna funçáo modular de peso O; 

!2. f é o quociente de duas f1mçõ es modulares de mesnw peso; 

3. J é uma funçâo racional de j. 
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Demonstração. Que 3 implica 2, e que 2 implica 1 é imediato. Assim, pre­
cisamos apenas mostrar que 1 implica 3. Seja, então, f função modular de 
peso O. Como para esta prova podemos multiplicar tal .f por um polinômio 
qualquer em j, podemos supor que.fé holomorfa em IHI, pois se z0 E IHI é polo 
de ordem ni de .f , então (j( .:- )- j( .·;o) t' J ( z ) é holomorfa em zo , e f só pode ter 
um número finito de polos módulo G, como vimos na demonstração do teo­
rema 3 .. :\lém di sso. como ~(:x,) = O, exisLe ll tal yue y := ~ nf t'.· holomorfa. 
no infinito. Logo, g é uma forma modular de peso 12n, e pelo corolário 3, po­
demos escrevê-la como combinação linear de monômios da forma G~Gg com 
2a + 3/3 = 6n. Por linearidad~, basta provarmos que G~ cg / 6 n é uma função 
racional de j. Mas a relação 2a + 3/3 = 6n implica que p := a/3 e q := /3 /2 
são inteiros , e assim , podemos escrever G~Gg/6n = G~PG;q/6P+q_ Con­
seqüentemente, reduzimos a prova a mostrar que Gg/ 6 e G5f 6 sã.o funções 
racionais de j. Mas, pelas equações (1.13) e (1.21), 

G3 
2 

6 
J 

1728 · 603 . 

Para a segunda, usando as equações (1.13) e (1.15), temos que 

e logo , 
G~ 
6 140; · 27 (j - l). 

o 
Observações. 1. Como já mencionamos acima, é possível definir de ma-

neira natural uma estrutura de variedade complexa analítica no com­
pactificado IHI/ G de IHI/ G. A proposição 5 nos diz então que j define 
uma bijeção entre IHI/ G e a esfera de Riemann IP 1

. Da mesma forma, 
a proposição 6 representa o fato bem conhecido que as únicas funções 
meromorfas na esfera são as funções· racionais. 

2. O coeficiente 1728 = 26 33 foi introduzido para que j tenha resíduo 1 
no infinito. Além disso, este fator garante que a expansão de j como 
série de potências em q = e2iriz tenha apenas coeficientes inteiros. Na 
verdade temos: 
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(1.22) 

com c11 E Z, conforme veremos na proposição 9. 

1.4 Expansões no Infinito 
• 

1.4.1 Os Níuneros de Bernoulli B1, 

Definição 13. Definimos os números de B ernoulli , denota.dos por BJ.:, da.dos 
pela série de potências: 

(1.23) 

Uma. tabela. de valores dos números de Bernoulli para k ele 1 a 14 pode 
ser encontrada. em [Ser73], pg. 91. Além disso, os BJ.: 's dão-nos os valores da 
função zeta de Riemann para inteiros positivos pares: 

Proposição 7. Se /..; é um inteiro maior que 1, temos: 

( 1.24) 

Demonstração. Colocando 2i::: no lugar de .r na. fórmula ( 1.23). obtemos: 

2i::: . 00 (2z)2k 
e2i:: - 1 + "lZ = 1 - L Bk (2/..:)! . 

k=I 
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Desenvolvendo o primeiro membro. temos: 

Portanto: 

( 1.25) 

Derivando, membro a membro, o logarítmo da fórmula bem conhecida 
([Ahl66], pg. 19:S ): 

sin(z) = z fI ( I - n~: 2 ), 

n=l \ 

obtemos para o primeiro membro 

e;: log(sin( z) ) = cot(z), 

e para o segundo 

Assim, multiplicando por ::: e igualando as equação anteriores temos 

mas como 
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obtemos 

(X , 00 _ 21.-

z co t ( :: ) = 1 - :2 L ~ 2~_ 21.-. 
L_,; n rr 

(1.21) 
n= l k=I 

Comparando as equaçóes (1.2,5) e (1.27). temos a eq uação (1.24). 
D 

1.4.2 Expansão e111 Série das Funções Gt.-
0 objetivo desta si--~çào é dar a expançào elas séries de Eisenstein Gi.- em 
relação él q = f

2"i=. Para isto, começRremos com o seguinte lema: 

Lema 3. Para k ~ 2, temos: 

L l } ( n ·)J.-Lcx, k-1 n = --- -.!.,7í '/ 77 q. 
(m+z)k (k-1)! 

mE Z n=l 

( 1.28) 

Demonstração. Podemos obter de ( 1.26) a fórmula 

1 
00 

( 1 l ) --+ --+ -= L z +m z-m' 
m=l 

( 1.29) 

(ou podemos simplesmente verificar em [Ahl66], pg. 187). 
Por outro lado: 

9 . ex, 

( ) 
, q + l , ~7íl . :--. . L n rr cot rrz = rrt-- = 1r1 - -- = 1rI - ~1r1 q . 

(J - 1 } - (J n=O 
(1.30) 

Comparando estas duas últimas equações, obtemos: 

1 = ( 1 1 ) 
00 

: + L _ + .,. = rr-i - 211 i L ct. _ .o +rn _ -rn 
m=I n=O 

(1.31) 

Derivando a eq uação ( 1.:31) sucess ivamente, temos a equação ( 1.28). 
D 
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Definição 14. Denotaremos por o-d n) a somat.ória: 

a-i.-(11) = I: ct. 
d ln 

isto é, a soma das k-ésimas potências dos divi sores positivos de n.. 

Com esta definição: 

Proposição 8. Para todo inteiro k 2: 2, temos: 

(1.32) 

Demonstraçâo . Temos: 

' 1 
Gk(z) = L (n z + m)2k 

m,nE Z 

-1 1 -1 1 

= L L (n z + m.)2k + L m2k 
n=-oo mE Z m=- oo 

00 1 00 1 

+ L m2k + L L (nz + m)2k 
m=I n=l mE Z 

= 2((2k) + 2 f L ( 1 2k 
n z + m) 

n=I mE Z 

Aplicando a fórmula (1.28), colocando n :: onde tínhamos ;; e 2k onde tínhamos 
k, obtemos: 

D 
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1.4.3 O Princípio da q-Expansão 

O objetivo <lesta sub-seção é provar o ·-Princípio da q-E.r.pansáo ··. que será 
freqüentemf'ntf' 11 sado nos capítulos sf'guintf's . Para tal. pr<'ri saremos da 
seguinte proposição: 

Proposição 9. Temos: 

00 

e j = q-1 + L Cnqn, (1.33) 
n=O 

com os a,. 's e e,, ·s int eiros . 

Demonstração. Sejam 
00 

U := L 0'3(n)qn 
n=l 

e 
00 

V:= L 0'5(n)qn. 
n=I 

Temos, aplicando a proposição 8 e lembrando que ((4) = 1r 4 /(2 • 32 • 5): 

( 
('J TI ) 92 = 60G2 = 60 2((4) + 2 ~;; U 

= (2rr) 4 

2
; 

3 
(1 + 240 U), 

e, analogamente, 

Assim: 

6 1 
g3 = 140G3 = (27r) 23 33 (1 - 504 V). 

6 = (21r) 12
-

1
- [(1 + 240 U)3 

- (1 - .504 V) 2
]. 26 33 

33 

( 1.34) 

( 1.35) 

(1.36) 
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Mas 

(1 + 240 Uf' - ( 1 - -504 \/)2 = l + 24 33 .s U + 28 :33 .52 
[ 

2 + 212 33 .52 U3 

- 1 + 24 :]2 7 V - 2li T1 72 , .. 2 
'/ 

= 2'' :]2 .j U + 2'' :3-J> 1 \ ~ 2s :33 .j 2 [ ;2 

- 2€ :r' 72 \/2 + 212 33 ;:;2 [,' 3 

( 1.37) 

Como [1 e\/ não têm termos li vres de q, 6 também não tem (refletindo-ó 
fato que ~( (X) )= O). O termo'cle 6 em q só pode vir de (24 :32 5 C +24 :337 \.') , 
e expandindo vemos que (2rr) 12 é tal coeficiente de q. Deste modo, podemos 
escrever 

. 12 l . 6 3 , 

[ = l 6 = (2rr ) 2633q 2 3 + ~anq , 

ou 

Os an ·s serão inteiros se (26 33 )la~ para todo n ~ l. l\!Ias, pela. fórmula 
(1.37), basta. que 22 :3 divida os coeficientes de (5U +7\/). Se convencionarmos 
que duas séries de potências são congruentes módulo n se seus coeficientes 
ele mesmo grau o forem, a afirmação anterior é eq uivalente a: 

Como -7 = 5 (moei 22 3), e3 (5,22:3) = 1, basta. provarmos que 

(1.38) 

Mas , se d E N e 2 divide d, temos que 4 divide (c/5 - c/3) . Se 2 não divide 
d, este pode ser escrito na forma. d = 2q + 1. Mas: 

c/5 
- d3 = (.S(2q) + 1) - (3(2q) + 1) = 4q = O (moei 4). 

Logo , sempre temos que 4 divide c/5 - c/3 . 

3 Usaremos a notação (n. m) para o máximo divisor comum dos inteiros II e m , como é 
usual. 

:34 
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Analogamente, :3 divide c/5 - d3 para qualquer d EN, e como (:3,4) = 1, 
temos que 12 divide c/5 - d3 para todo d E N; di sto resulta a fórmula ( 1.38 ). 
Assim. os a ; 's são inteiros . 

Agora, temos: 

(1 + 240 U)3 

Mas como o termo li vre de q de (1 +a 1q+a2c/+· · · ) é inversível em Z, a série 
ele potências em ques tão é inversível como série ele potências com coefici entes 
inteiros e seu primeiro termo é l. Assim: 

o que nos d á que os coeficientes ela expansão em q ele j estão em Z , e o 
coeficiente de q- 1 é 1. 

D 

Teorema 5 (Princípio da q-Expansão). Seja J = I:n >-N anqn ·uma fwi­
ção modular de peso zero , holomorfa em lf-Il e com um po7o de ordem N no 
infinito. Então J é um polinômio em j de grau N: 

com ª-N = bN. A inda mais, o sub-grupo (d e C) adit ivo A(!) gerado por 
{ ª -N, ª-N+i, . . . } coincide com o sub-grupo B(.f) gerado por { b0 •• . , bN} . 

Demonstração. Provaremos por indução em N. Se \ = O, J é uma forma 
modular, pois é holomorfa. em IHI U { oo } e de peso zero, i.e., .f E M0 . Pelo 
teorema 4, item 2, temos que J = a0 , onde o princípio é trivialmente verda­
deiro. Suponhamos que o teorema seja verdadeiro para todo inteiro menor 
que N. Assim , seja g := .f - ª- NJN, e logo, g tem um polo ele , no máximo, 
ordem ( N - l) no infinito. Então, pel a hipótese de inclução, temos: 

N- l 

g(z) = L bnjn, 
n=O 

o que implica que 
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t'v-1 

r( ) .. y 'b .,, . ::; = <LNf + L...,, 11) · ( 1.:39) 
n=O 

Resta-nos apenas mostrar que A(f) = B(f). 1\fas a fórmula ( 1.39) mostra 
que B(f) é o grupo gerado por B(g) e ª- N• Pela proposição 9, temos que os 
coeficientes de j são inteiros , e logo, A(f) é gerado por A (g) = B(g) e ª-N, 

o que nos dá a igualdade clese)ada. D 

36 



��������� 	

��
����
��������

	�� �������������������
��
���
������ �!"�� #���$�	���%�
��������������$�������

&'#()�� �
�� �

#)�*� � * 
#	���

��+������,�����-��
��
�����������������,�%���.��������+������/��%��+�����
��������$�����$��%��+���������
����
+�$������%���������0�����#
�������%������
� ����.�����%������������#����������
��%���������������������� �#��1�23�$���
	24����������������!

5$ #))�
��6�6	�7� ��)!� #	�	�

��%������
���������
�������������%��������8��
�������&�#!)�� ����9�3�:
:�
$������
�!"�%��#�*;���$��*)	�����������������!

1�6����� � �)�$
��
� :�
������� ��

<=

Capítulo 2 

Curvas Elípticas 

2.1 A Função p de Weirstrass 

Seja r := r(w1 ,w2 ) um reticul a do de C, e seja 

1 '( 1 1) p(z; r) := z2 + L (z - w)2 - w2 
wEf 

( 2.1) 

a função p de Weirstrass associada. Sabemos que esta funç ão é uma função 
elíptica, i. e., uma função meromorfa, duplamente periódica. (relat iva.mente a 
r) e que tem seus polos (todos de ordem doi s ) nos pontos de r ([Ahl66], pg. 
264). Ainda temos: 

(2.2) 

Vamos agora calcular o desenvolvimento de La.urent de p ( .:-; r) em O < 
lz l < r, onde r := min(lwil, lw2 1) - As igualdades: 

1 

(.:- - w)2 
(2.3) 

para lz l < r eu,) E r , e 
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resultam em 

1 
p(.:; f) = - 2 + 

se n é ímpar , 

Portanto , 

= L(n + l) :i-n 
n=O 

p(.:; f) = !2 + f (2k + l)G'k+i(f) z
2

\ 
,<. 

que é o desenvolvimento de Laurent procura.do. 
Logo 1

, 

e, derivando. 

1 Deixando o ret icul ado r subentendido. 

(2.4) 

(2. 5) 



����������������	
�	���
�	�

�
�
������
������������
������
����������������

������	����������������
�
�������������	
�	�	�����
����
���
�
�����������������
����������
����������� ����

�
�����!�� ��""�� �#$�%�""�&'(�)� #*�(�* ��+


�	
������������	
����,
��
����
������)��-����.���������
�	
.�	
�	���	������
���������,�,
�
���	
��������	��	
�,��
/�������,
�������
��'�0��%��0����1���
����

�
����!��!�+�2(��+�#'2��) ��+




3,��"�4��+��$�+����.�+

��������5����������	���� ���


6�7��!�6��%���� ""��*�&��8��)�""�2'(���%��""�#*'()#

�����
���	�,���������,�.�����
��.���!����3������9��
��#8#�0��.�
���'��!�'�
6�����	�����,�.���
/��
��������������������	
���
����������9������
�:�	���

���
��������;��
�3������9�������%����;������������3�������9��
���)�!�'.

�����3�������9��
��� �<�#����=����.���������9������
�:�	����3������9�.�

���	��	�.� ����	��	
��;>��&##.�����#)���?
�	��9�������!�'��������.�!�2'2��

��)�!�#*'().�	
��� 

����� *@�)�""���@�� �)� ���2�

��� 6����
	��%�����,
��������A�:�	����

?
9�������#B��	�;������%�	.��
CDC��������EC�C
��������������A.�F�.���,
�A������
����������
�����������
���;67����.��������������
�,
��G�
���#.�
�F�<�A��F��
�3���,��,
���H;��
��
����'I��
����
�A�

J���	����
%
�������
9
��������A��������������
�:�	���.�,
�/��,�������	�
F���

�	
�,�,���������
����
��;K��&2#.�����#B.�	���������
�:�	������
�
��
�
���
���,
��
��,�,������������L
����,��9���� 

*�	�)�*��""�CM

)$

Com isso. vamos tentar estabelecer uma equação algébrica relacionando ~:> e 
p '. Como p ' é impar e v é par. uma tentativa seria escrever (~J') 2 como um 
polinômio em q~J]. Como 

/ 2 4 24G':z ~ ' , . ' _ 2 (p) = ~ -~ - o0C,3 - 142G.1- + · · · . 
- -

este polinômio teria ele ser ele grau 3. Vamos, inicialmente, tentar tirar a 
singularidade e o termo constante ela expansão de (p') 2 em O < lzl < r. l\fas 
como 

e 

alguns cálculos mostram que 

é o resultado procurado, ou seja, c.p(z) é holomorfa em l=I < r, e cp (O) = O. 
Por outro lado, a expressão acima nos garante que cp é uma função elípti ca 
em relação a r e holomorfa para z (/. r. Como cp é holomorfa em z = O, 
ela é holomorfa. em z E r. Assim cp é uma função elíptica holomorfa, e 
portanto, constante ([For81], pg. 13). Desta forma cp = O. Como g2 = 60G2 

e 93 = 140G3, temos: 

(2.6) 

2.2 Parametrização de Curvas Elípticas 

Definição 15. llma rnrva eli'p lica complenL é um par (E, 0), onde E é uma 
curva algébrica plana em !P 2(C). não singular e de gênero l , e O E E. O é 
chamado ele ponto base ou origem ele E. 

Muita.s vezes nos refer imos a E como a curva el íptica, deixando o ponto 
O subentendido. Como vemos em [Lan86], pg. 15, tal curva e lípti ca sob re C 
sempre pode ser dada por uma cúbi ca da forma: 

·) 3 
y- = 4.r - .4:r - B 
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mais o ponto base [0:1:0] (o único ponto da curva na reta no infinito). Rec i­
procamente, a extensão a IP"2(C) ele uma curva dada pela equação acima. com 
.43 - 2, 8 2 -fc O (para que sPj a não s i11g1il a r) . sf'mprP será um a c11n·a elípti c;:1. 
Assim. sempre pensaremos em curvas e lípticas como curvas definidas pela 
Pyua.çao a.c 1111 a.. 

Portanto , como nos mostra a equação (2 .ü ) o pa r (p, p ') satisfaz a equação 
que define uma curva el íp tica (equação (2.7)). 

Se z = aw1 + /:x.;2 , com a, b E [O , l[ e z = -z (moei f) , então 2a, 2b E 
{0,1}, e logo z E {0,w1 / 2.wi/2, (w1 + w2 )/2}. Desta mane ira, se definir-• mos w 1 := w 1 /2 , w2 := w-i/2 e u 3 := (w1 + w2 )/2 , teremos que a fun ção 
[p (z)- p (w;)] ·i E {1 ,2,3}, possu i um polo duplo em z = O e um zero em 
::: = w;. Como w; = - w ; e p ' é ímpa r. ternos p'( w; ) = p '(-u .. ·;) = -v'( w;). 
e isto impli ca que p'(w;) = O. Assim , w; é zero duplo de [p (.: ) - p (w;)] . 
Como pé uma. função m eromorfa definida no toro C/r, que é uma supe rfície 
de Riemann compacta. então o número ele zeros e polos , contados com mu l­
tiplicidades , sã.o iguai s ( [ForSl], pg. 80). Desta forma w; é o único zero de 
[rJ( .;; )-&:J(w;)], e logo, p (w;) =f p(-wj) sei-=/- j. Como p ' tem um único poio de 
ordem 3 em <C/r e os w;'s sã.o doi s a doi s não congruentes módulo r, temos 
que os w; 's são os únicos zeros de p ' , pelo m esmo argumento acima. Assim, 
em <C[ &0( z )], temos: 

"l 
~ ( Z) f 4 ( p( Z) - p ( 'W i) )( p( Z) - p ( W2 ) )( p ( z ) - p ( 'W3 )) , 

e, como tal polinômio só tem raizes simples, seu discriminante deve ser não 
nulo , ou seja: 

Proposição 10. A fimçâo 

e/> : <C/r - {f} ---+ Er = { (x, y) E <C2 : y2 = 4:r3 - g2(f) .r - g3(f)} , 

dada por c/>(z + f) = (p (.:: r) , p '( .: ; f)) é bijetora . 

Dem onst.raçào. Seja.2 (a , b) E E. Como a fun ção (&"J(z ) - a) tem um polo 
duplo em .: = O, e la eleve ter pelo menos um zero (novamente, pelo mesmo 
argumento sobre superfícies de Riemann compactas), i.e .. ex iste .:0 tal que 
p(z0 ) = a. Logo (p '( z0 ))2 = b2

, poi s (p, p ' ) satisfaz a equação em questão, 

2 Novamente deixando o reticulado r implícito, afim ele não sobreca rrega rmos a notação. 
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e podemos supor que p '( .:0 ) = b. pois senão trocaríamos .:0 por -.:0 . Con­
seqüentemente q,(.:0 + 1) = (a. b) e portanto. Q é sobrejetora. 

Sejam agora .: 1 f' .:2 tais qur ó(.: i) = o( .::2 ). Logo ,1(.:i) = \1(.:2 ) e ~/(.:i) = 
p'(z2 ). Consideremos a função g(.:) := s:J(z) - p(zi). Se .: 1 = -.: 1 (mod r), 
temos que .: 1 E { w 1• w 2 , w3 } , e assim , .: 1 + r é o tínico zero de g. como vimos 
acima, que resulta em .:1 = .:2 (mod r). Se .: 1 ':/:. - .: 1 (n~od r) , ternos que 
z1 + r e -.: 1 + r são zeros distintos de g. Como g tem no má.ximo dois zeros 
módulo f e g(z2) = o, temos que ou Z2 - z , (mocl r) ou .:2 = -.:, (mocl r). 
Se valesse a segunda congruência, teríamos 

• 

que implicaria que v'(.: 1) = O, o que é um absurdo, poi s .:: 1 tem que ser zero 
simples. Logo .:2 = .: 1 (moe! r) , e assim, </> é injetora.. 

o 
Observação. Se acrescentarmos o ponto O+ r a C/r - {r} , e um ponto O à 
curva Er no infinito , teremos uma. bijeçào entre o toro C/r e a curva elíptica 
Er U { O} em IP2(C). 

2.3 Toros e Curvas Elípticas 

Consideremos agora um isomorfismo entre C/r e C/r' , como superfícies de 
Riemann, dado então pela multiplicação por um certo >. E C tal que r' = >.r 
([For81] pg. 9). As funções</>= (pr,p~) e '1/; = (pr,,p~,) associam tais toros 
às curvas elípticas: 

(2.8) 

onde E= Er, E'= Er ,, g2 = g2(r), 93 = g3(f), g~ = g2(f') e g; = g3(f'). 
Definimos 1· = 'lj; o>.0<1>- 1, ou seja, definimos 1 ele tal forma que o diagrama 

E ----t E' 
"/ 
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comute. Sabemos que a fu!lçào p satisafa z 

e que 

Por conseguinte, se (.r,y ) E E e.: + r = cp- 1(x,y) (i. e., .1: = p (.: ) e y = p '( .: )) , 
o isomorfismo entre os toros leva tal classe em À.: + >.r, e 'l/,1(>.z + >.r) = 
(p (À.:; >.r) , p '(>. .:::; >.r)) ; portanto, as equações acima nos dizem que 1 (:r, y) = 
p- 2 :r , >.-3 y ) que é um isomo{fismo de curvas a lgébricas. Logo, o isomorfi smo 
entre toros ind-u.::: um isomorfismo entre as curvas elípticas associadas. 

A recíproca. deste resultado também é válida., como vemos em [SilS:S], pg. 
161 , i. c . , se ternos duas curvas elípti cas. de finida s por reticulados r e r' , 
isomorfas , então tai s reticulados sã.o homotéticos . Isto nos dá o resul ta.cio 
enuncia.cio em [LanS6] pg. 17: 

Proposição 11. S e E e E' são duas curvas elípticas (sobre C) , definidas 
por reticulados r e [' , como na equação ( 2.S), isomo,Jas via 1 , então e:àste 
À E C tal q·ue f' = >.r, 

e 1 (x , y) = (>.- 2 x, >.-3 y), para todo par (x,y ) E E. 

Des ta forma. , se E é uma curva elíptica. definida. por uma equa.çà.o como 
(2.8) , entà.o a nào s ingularidade impli ca. que seu di scrim inante deve ser nào 
nulo , e logo, .6. # O. Assim podemos definir o número3 

g3 
. ·- 17')Q 2 

]E . - -o ,6., 

que, por analogia. ao capítulo anterior , chamaremos de invariant e m.oclular 
da curva elíptica E , e, pela proposição 11 , vemos claramente que se E' é 
isomorfa a E (no caso de curvas e lípticas que são da.das por reticulados) , 
então )E' = ]E- Na verdade vale a.inda ma.i s: 

Proposição 12. Sejam E e E' duas curvas eHpticas (dada s por relicu. laclos) 
definidas por equações como em (2.8). Então , tais c·uruas sáo isomorfas se, 
e somente se, ]E= ]E'· 

3 Introduzimos uma constante multiplicativa à defi nição natural. afim de manter a relação 
com o capít.ulo 1. 
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.Mas antes de prO\ armos tal proposição, provaremos o seguinte lema: 

Lema 4. S e :;, u E C sâo tais q11 e :; 2 = 1r3 , rnlâo uisle >. E <C tal qu e 
>.·' = w e ). l> = :; . 

Demonstraçâo do lema 4- Seja f, := :; 2 = w:3 . Tomemos uma raiz 12-ézima 
qualquer4 (f,) 1

/
12 de f,. Assim, (f,11 12

)
4 = (w , com ( uma raiz terceira da 

unidade e (f,11 12
)
6 =(':;,com (' E {-1 ,1 }. Se('= 1, seja(":= 1, e, se 

(' = -1, seja (" := i . Desta forma, em qualquer caso ('( (") 2 = 1. Definimos 
então>. := (( - '("f,'/ 12

) , que s.atisfaz a condição cio lema. D 

Demonstraçâo da propos-içào 12. Que a condição é necessária, vimos acima. 
Reciprocamente, suponhamos que JE = ]E'· Logo, 

Queremos achar>. E <C tal que (x,y) i--+ (>.2 :i:, >.3y) seja um isomorfismo entre 
E e E', ou seja, tal que (>. 2

:i: >. 3y) E E'. Se 92 = O, pela fórmula acima 9~ = O 
e 93 , 9;-=/- O pela não-singularidade de E e E'. Então tomamos>.:= (9;/ 93 )

116
. 

De maneira análoga, se 93 = O, tomamos>.= (9;/92 )
1!4

_ Se g2 ,93 -=/- O, como 

pelo lema 4, existe >. E C tal que 

e tal >. é o procurado. 

D 

Observaçâo. Na demonstração ela proposição acima, observamos que a re­
cíproca foi provada para duas curvas elípticas quaisquer (i .e., não só para 
aquelas que são dadas por reticulados). 

Teorema 6 (Uniformização Euclidiana). S ejam A B E C verificando 
A3 

- 27 B2 -=/- O. Entâo, e:úste um único reticulado f de <C tal que g2 ( f) = A 
e 93 (f) = B. 

4 Denotaremos, em geral, por ::; 1fn uma raiz n-ésima qualquer ele::;, 
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Demonstração. Dados .4 e 8 tais que .43 
- 27 8 2 # O, existe uma curva 

elíptica E tal que 

)E = A3 - 27 8 2 . 

De fato. se )E= 1, tomamos y·2 = 4.r3 
- .r; se )E= U, tornamos y2 = 4:r3 

- l; 
e se jE / O, 1 tomamos y2 = 4:r3 -9:r -g, com g = 27jE/(JE -1). Como a 
funçào modular j(z) é sobrejet.ora e existe .:0 E li-[ tal que j(z0 ) = )E· Este 
j(z0 ) está associado à classe de homotetia do reticulado f O := f(l , z0 ), i.e., 

·(-) _. _ g~(fo)3 g2(Àfo)3 

J --o - JE - 92(f0 )3 - 2193(fo)2 g2(Àfo)3 -2193(Àfo)2· 

Desta forma. se existir tal reticulado que procuramos , ele será ela forma .Xf 0 , 

pois, se não for, a curva elíptica associada a ré não isomorfa à curva elíptica 
associada a r 0 , o que implica que seus invariantes modulares são diferentes, 
e, portanto, g2(f) -1- A ou g3 (f) # B. 

Então a curva elíptica que é dada pela equação 

y2 = 4:r3 
- 92 ( r o ):r - g3 ( r o) 

é isomorfa à curva elíptica dada por 

y2 = 4:r3 
- A:r - B, 

pela observação que segue a proposição 12 e, pela demonstração de tal pro-­
posição, temos que existe À E C tal que A = ,X-4 g2(f0) = g2 (.Xf0) e B = 
.x-6g3(f 0) = g3 (Àf 0). Portanto, o reticulado r := .Xf0 é tal que g2(f) = A e 
93(f) = B. 

Se temos um outro reticulado f' tal que g2 (f') = 92 (f) = A e 93 ([') = 
g3 (f) = B, então r e f' estão associados a curvas elípticas isomorfas (pois os 
invariantes modulares coincidem), e logo eleve existir À E C tal que f' = .Xf. 
Mas isto implica, pelos pesos de 92 e g3 , que ,x-4 = 1 e .x-6 = 1, e então, 
À2 = 1. Portanto, À = l ou À = -1, mas, em qualquer caso, f = f', o que 
nos dá a unicidade ele r. O 

Por conseguinte , temos que toda curva elíptica pode ser dada por reticu­
lados , que nos permite concluir o seguinte corolário: 

Corolário 4. As proposições 11 e 12 valem para o caso geral. i. e., para 
quaisquer duas curvas eHpt-icas. 

Com ta.is resultados obtidos, doravante não faremos mais di st inção entre 
toros e curvas elípticas. 
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Capítulo 3 

Invariantes de Classes I 

3 .1 Preliminares 

Seja E uma curva elíptica dada pelo quociente C/f, onde r 
Como tai curva é iscmorfa. à curva associada ao reticuiado 

------- --

podemos então assumir quer é gerado por 1 e T, com Im(T) > O. 
Um endomorfismo ele E pode ser identificado a um endomorfismo ele seu 

recobrimento universal C, que fixa. o reticulado r , i.e, uma multiplicação por 
algum ,\ E C, tal que À , ÀT E r ([For81], pg. 39) . Pode-se ver facilmente 
que o conjunto dos ,\'s tais que ,\f C r , é um sub-anel ele C que contém 
Z, e que pode ser identificado com o grupo dos endomorfismos ele E, que 
denotaremos por End( E), de maneira natural. Os endomorfismos associados 
a números inte iros são chamados de endomorfismos triviais. Observamos que 
os endomorfismos não-triviais são sempre números complexos não reais : ele 
fato , se existir À E IR tal que ,\f C r, para f = f(w1, W2 ) , então ÀW1 E r; 
logo, existem inteiros a e b, tais que Àw1 = aw1 + bw2 e como {w 1 ,w2 } é uma 
base ele C como IR-espaço vetorial , temos que a = ,\ e b = O, e assim ,\ E Z. 

Denotaremos por A(E) o sub-anel de C associado aos endomorfismos de 
E. Se A -:f. Z dizemos que E admite multiplicação complexa. Em geral, uma 
curva. elíptica. não admite multiplicação complexa., como mostra a seguinte 
propos1çao: 

Proposição 13. Seja E uma C'llrva e//ptica definida pelo reticulado r = 
f(l , T) . Temos q-ue se E admite multiplicação complexa , então T pertence a 
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um corpo qu.adrrítico imaginário Í\ . . t . ainda mais .. -\(E) C 01,· . ondt Ch· 
denota o aml dos int eiros algi bricos de Í\ .. 

Du11011slrnçâo. Sej a À E .-\(E), não trivial. Assim, existem a.b , c,cl E Z, 
com b-/:- O. tais que: 

À = (/ + bT ÀT = c + c!T , 

o que implica que 

aT + bT2 = e + dT. 
' Assim T satisfaz uma. equação de segundo grau com coefici entes inte iros; como 

TE (C-IR) , como já observamos , temos que [Q( T): Q] = 2. Logo T pertence 
ao corpo qu a.dré1tico imag in ário Í\ . := Q( T ). 

Como À = a+ bT , temos que À E Í\., e logo satisfaz uma. equação da forma 

>. 2 + A>. + B = O 

com A, B E Q. Mas, 

( a + bT) 2 + A ( a + bT) + B = O 

implica que 

(a2 + bc + Aa + B) + T (ab + Ab + bd) = O. ( 3.1) 

Como 1 e T são linearmente independentes (sobre IR) seus coeficientes na 
equação (3.1) devem ser nulos. Portanto , como b #- O, A = -(a+ b) E Z e 
B = -(e?+ bc + A a) E Z . Assim , À E Ch·. 

o 
Vale, igua lmente, a seguinte proposição: 

Proposição 14. Seja E = C/r uma curua elíptica q-u e admit e multiplicação 
comple:rn, com r = f(w 1 , w2 ) . S eja então À E .4(E) , com N1,-;1o,_ (À) =À~= 

i>.1 2 = n. Então n E N, e st 

( 3.2) 

com a,b,c, d E Z , então lad-bcl = n. Ainda ma-is , se À f/. m.4.(E). para 
qualquer m E Z, m > 1, temos qu e (a , b, c, cl) = l . 
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Demonstração. :-\ área do paralelogramo definido pelos vetores Àw1 e Àw2 , 
2 que denotaremos por P(Àw1 • Àw2), é dada por IÀI P(w1 .w2). a qual, por outro 

lado. df'vP sPr igual a P(a ..,,·1 + b .. ,:1 . cw 1 + dw2 ). Esta árf'a. por sua vez. é igual 
a lad - bel P(w1,w2). Logo IÀl 2 = lad - bel EN. 

Se mia, b. e. d, Lemos: 

e logo, À/m E A(E) , i.e., À E mA(E), o que conclui a prova. o 
Definição 16. Uma ordnn ele um corpo quadrático imaginário/\. é um sub­
anel de 0 1\· que contém Z e de posto 2 como Z-módulo. 

Lema 5. Seja l\. -um corpo q·uadrátieo imaginário. Entâo todo Z-s·ub-mód11.lo 
de 01\·, livre e de posto 2, é -um ret-ic1tlado de C. Em particular ordens e ideais 
fracionário s de /\. são reticulados. 

Demosntração. Se M é tal sub-módulo e (w 1 , w2 ) é uma base de M, temos 
que (w1 , w2 ) é linearmente independente sobre Q, e portanto, uma Q-base de 
l\:. Por outro lado, /\. contém números reais e números complexos não reais . 
Desta forma (w1,w2 ) é linearmente independente sobre~- · 

O caso de ordens é imediato. Para o caso em que temos a um ideal 
fracionário de /\., basta observarmos que, como existe a E 0 1,· tal que a a 
é ideal de 01,· ([Gol71], pg. 14), 01d(a a) é finito ([Gol71], pg. 27) e 01,· é 
um Z-módulo livre de posto 2 ([Gol71), pg. 12) então a a é Z-módulo livre 
de posto 2 ([Ste79], pg. 32). Portanto, pelo que fizemos a.cima, a a é um 
reticulado e logo a também o é. D 

Proposição 15. Se E é um.a c1líva el{ptica que adimite multiplicação com­
plexa, então A( E) é um.a ordem. do corpo quadrático imaginário /\. ( dado 
pela proposiçâo 13). Reciprocament e, dada -uma ordem r de -um corpo q·ua­
drático imaginário /\., existe 1tma curva elíptica E tal q11 t A( E) é igual à 
ordem dada. 

Demonstração. Suponhamos que E admite multiplicação complexa. A pro­
posição 1:3 nos diz que Z e A(E) e 0 1\·• Temos que l E A(E) e existe 
À E A( E) não real. Logo, .4( E) contém { 1, À} , que é uma Q-base de /\ .. 
Além disso, A(E) é trivialmente um sub-anel e um Z sub-módulo de 01\· que 
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contém Z ; como 0 1,· é um Z-módu lo livre de posto 2 ([Gol 71 ] pg. 10), então 
A(E) também é livre de posto menor ou igua l a dois ([Ste79] pg. 31 ). !\!las 
como A(E) contém uma Q-base de /\·. então o posto cl<·, .-\( E) é-- maior ou 
igual a[ /\. : Q] = 2, e assim , A(E) é livre de posto 2. 

Para a recíproca. basta que tomemos a curva E = C/f (observe que 
podemos definir tal curva. pelo lema 5). Como 1 E r , tt:mo:- que >S C r 
implica que À E r. Por outro lado , se À E r, como r é uma anel , temos que 
Àf e r. Portanto, A(E) = r. 

D 

Ainda mais, temos: 

Proposição 16. Seja E = C/f 1tma curva eHptica q11 e admit e multípl-icaçào 
complexa tal que A( E) = O 1,·, para o corpo /\. correspondent e. Então r é 
um ideal fracionário de /\ . . R eciprocamente, qualq·uer ideal Jrac-ionário r de 
um corpo qitadrático imaginário l\· , é um reticulado que nos dá uma curva 
E= C/r tal que A(E) = 01,·. 

Demonstração. Seja TE 1',.' , tal quer= f(l, T). Sabemos que existem EN* 
tal que mT E (h· ([Gol71], pg. 10). Logo, mr e 01,· = A(E) . Temos 
claramente que mf é fechado para a soma. Tomemos então x E 01'· e my E 
mr. Como A(E) = 0 1,·, xy E r e x(my) E m.r. Desta forma, mf é um ideal 
de OK e r um ideal fracionário de K . 

Para recíproca, tomemos um ideal fracionário r de 1\·. Sabemos, pelo 
lema 5, que r é um reticulado. Assim, podemos definir a curva elíptica 
E= C/r. Sempre vale que A(E) e 0 1,- . Por outro lado, existem tal que 
mS é um ideal de 01,·, pois existe a E 0 1,· tal que ar é um ideal ele 01'·, e 
então, m := lal2 E z serve. Se z E 01,· , z. mr e rnr, o que implica que 
zr e r. Assim, OÍ\· e A (E). Portanto, 0 1,· = A(E). 

D 

Definição 17. Dado um corpo de números /( definimos I( 1\' ) como o grupo 
multiplicativo formado pelos ideais fracionários de 1\·. Definimos :J(!{) como 
o subgrupo de I( 1\· ) formado pelos ideais fracionários principais de 1{ . O 
quociente C(!{) := I(!\.)/:J(!\.) é chamdado grupo de classes de ·ideais de !{ . 

Fixemos agora um corpo quadrático imaginário [\·. Sejam então E e E' 
duas curvas elípt icas tais que A(E) = A(E') = 01,·. Assim , nossa análise 
no capítulo 2 mostra que ta.is curvas elíp ticas são isomorfas se, e somente se , 

4S 
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os ideais (reticulados) associados a elas sao hornotéticos. 1.e., pertencem à 
mesma classe de ideais. 

Para a curva definida pela equação 

2 4 3 y = :r - g2~r - g3, 

o invariante modular associado vale 

3 

j = l 728~. 

Como duas curvas elípt icas são isomorfas se e somente se seus invariantes 
modulares sã.o iguais , temos que j define uma fun ção em C(/\'), que é um 
conjunto finito ([Gol71], pg. 42) , cuja ordem denota remos por h1,-, ou sim­
plesmente por h quando não houver dúvida sobre o corpo em questão. De­
notaremos tais classes de ideais por ki, i E {l, ... , h}. Os númerosj(k;) são 
chamados invariantes de classes, e são, claramente, dois a dois distintos. 

Temos assim uma bijeção entre {j(ki) , ... ,j(kh)} e o conjunto das curvas 
elípticas E, módulo isomorfismos, tais que A(E) = Ch·. 

3.2 O Conjunto Hn 

Definição 18. Seja n um inteiro positivo. Denotaremos por H; o conjunto 
de todos os automorfismos de IH[ que podem ser representados na forma: 

az + b 
Jv/:zt-r d' ad-bc=n,a , b,c,dEZ, 

cz + (3.3) 

e por Hn o subconjunto de H~, consistindo dos 1'I que têm uma representação 
como em (:3.3) e ainda com (a, b, e, d)= l. 

Observações . l. Como observamos no capítulo 1, os automorfismos de IH[ 
são dados pelo conjunto PSL2 (IR), que é composto por matrizes que 
têm determinantes iguai s a 1, o que não acontece com as matrizes de Hn. 
No entanto, dado um elemento de Hn , existe uma matriz em PSL2 (IR) 
que é igual a tal elemento como função em IH[ (basta dividir as entradas 
da matriz que representa o elemento ele Hn por .jn). 

2. A proposição 14, juntamente com a prova cio teorema 8 enunciado mais 
adiante , justificam em parte, a definição do Hn. 
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Daqui em diante , quando dissermos 

estaremos nos referindo à transformação representada pela matriz em questão 
e vamos supor que tais matrizes já estão na representação especial mencio­
nada na definição acima. 

Proposição 17. Com a notaçào acima temos G H~ = H~ , ( H~ )- 1 

H;G = H~; e ainda GHn = 11n, (Hn) - 1 = Hn e HnG = Hn. 

Demonstraçào. Como podemos tomar os elementos de G e H~ como matri­
zes inteiras , o seu produto é uma matriz inteira; como o determinante de 
matrizes é uma função multiplicativa, temos claramente que GH~ C H~. Co­
mo a matriz identidade está em G, vale a outra. inclusão e, portanto, vale a 
igualdade. 

Seja agora !vi E H~ com uma representação dada por 

como em (3.3). Logo, 

que possui uma representação 

d/n 
-c/n 

( d -b). 
-e a 

-b/n 
a/n 

Assim , A1- 1 E H~. Analogamente, temos a outra inclusão, o que prova a 
igualdade. 

A terceira igualdade a ser provada segue das duas primeiras de maneira 
geral (e, portanto, a mesma prova valerá para Hn)- Sejam A E G e N EH~. 
Definimos N' := NA; precisamos mostrar que N' E H~. Temos N- 1 

A (N') - 1
• Como N E H~, N- 1 E (H~)- 1 = H~ e portanto A (N't 1 E 

GH; = H~; assim (J\'t 1 EH;= (H;)- 1
, i.e., N' EH~. 

Dada 

( 
a b) 
e d ' 
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uma representação de 1\-1 E Hn, temos que J\/- 1 E Hn, pois (a,b,c,d) = 
( d, -b, -e, a) . Desta forma , resta apenas mostrar que G H n = H n · Como 
a inclusão H,, C GHn é imediata. basta provarmos quf' GH,, C H,. . !\las 
G = (S', T), pelo teorema 2. É suficiente então mostrar que se M E Hn , então 
SJ\J, TM E Hn - Isto segue de GH,: = H~ e de (a , b, e, d) = (-e, -d, a, b) = 
( a+b, b-t-d, e., d) , onde a primeira igualdade é imediata e, para a segunda igual­
dade, tomemos pi( a+ e), (b+d), e, d; como Pie e Pl(a + e), pia e analogamente 
plb; por outro lado, se pia, b, e, d, claramente pi( a+ e), ( b + d), e, d. 

o 
Proposição 18. Um conjunto completo de representantes para as classes 
G !vl de H,:/G é obtida pelos mtfomorfismos que podem ser representados 
pelas matrizes 

( ~ ~ ) , a > O, d> O, d > b 2 O, ad = n. 

Além disso , [H~: G] = o-1(n) (conforme a definição 14)­

Demonstraçâo. Precisamos mostrar que dada 

existe N E G e 

como em (3 .4) tais que 

N(ª b)=(:r Y) 
O d z w ' 

ou, equivalentemente, que ex iste N E G tal que 

N(:i: y) (ª b)· 
:: w O d 

( 3.4) 

Lembrando novamente que G = (S', T), vamos tentar triangularizar a matriz 
dada. Como S' troca as linhas e muda o sinal de uma delas , da matriz que 
multiplicarmos a esquerda por 5', podemos supor l:r. l 2 lzl. Se::= O, não há 
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nada a fazer. Se ;; =/= O, pelo algoritmo da divisão , existem qi, r 1 E '1l, tais que 
:r = zq1 + r1 e O :S r1 < 1=1- Logo, 

e 

). 
Se r 1 = O, então já consegui111os. Caso contrário, novamente exsitem q2 , r 2 E 
'1l, tais que :: = (-r 1 )q2 + r 2 e O :S r 2 < r 1 . Assim, 

e podemos prosseguir com este processo. Como os r; 's são inteiros positivos e 
decrescentes , este processo termina, chegando finalmente a rk = O. Portanto, 
existe N E G tal que 

( 
a b') NM = O d . 

Observamos que este processo garante que a= (x, z ) ( é equivalente ao algo­
ritmo de Euclides), que a > O e ad = n (e logo, d> O). Se b' 2'. d, temos, 
novamente pelo algoritmo da divisão , que b' = qcl + b, com O :S b < d, e logo, 

com a, b, e e d como em (3.4). Se b' < O, existe q tal que b' + clq = b, com 
O :S b < d, e 

TqNM = ( ~ ~), 

com a, b, e e d como em (3.4). 
Vamos mostrar agora que tal representação é única: seja então 

como em (3.4) , tal que exista N' E G , com 

N'AI = ( 
a' b' ) 
O d' . 
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Temos então que a'j :i:, .:;, pois 

( 
.r .li ) = ( _y,) _ 1 ( a 

I 

b' ) , 
.:: w O d' 

com (N 'J- 1 E G , e G = (S', T). Mas, se (N 'J- 1 = S, ou (N ') - 1 = T , 
vemos claramente que a'j x, y, e, depois disso, basta usarmos indução. Como 
a= (x, z) , temos que a'ja, digamos a= a'q (e logo d'= dq). Assim, 

e N ' ( :r Y ) ( a' b' ) 
.:: w O d' 

impli cam que 

N ' N- 1 N1H = ( 
a' b') 
O d' ' 

com N' N- 1 E G , i.e., 

N' N- 1 = ( a' b' ) ( a b ) - t 
O d' O d 

_ ~ ( a'd ab' - a'b) 
- O d' E G . n a 

Entretanto, a matriz acima deve ter coeficientes inteiros (poi s o determinante 
é igual a 1). Porém a'd = ad/q = n/q , e logo o coeficiente na posição (1, 1) 
da matriz acima. é 1/q e deve ser inteiro. Desta forma, q = 1 (j á sabíamos 
que q era positivo), a = a' e d= d' . Temos agora que a(b' - b) E Z , com 
d> b,b' 2 O, e n ja(b' - b). Mas lb' - bl < d; como n = acl, ia(b' - b)I < n, e 
assim b = b' , ou seja 

( 
a b) ( a' b' ) 
O d - O d' . 

Provamos então que para toda M E H~ , existe uma única matriz 

como em (3.4) , tal que 
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o que prova a primeira parte da proposição. Para a segunda parte. observa­
mos que todo representante tem d como divisor de n. Fixado tal d, o a= n/d 
está bem determinado e podemos escolh er qualqtwr h E {O .. . .. d - 1}. o que' 
nos dá d possibilidades e mostra que 

[H;: G] =)d= o-1(n) . 
-'--' 
dln 

D 

Sabemos , em particular , que se /\1 E Hn, M pode ser representada por 
uma matriz como em (3.4) e, como vimos acima, (a, b, O, d) = (a, b, d) = l. 
Queremos agora achar '!j, (n) := [f/11 : G]. Vejamos inicialmente o caso em 
que n = p, pnmo. Para tal caso, as possib ilidades são 

com b E {O, ... ,p- 1}, o que nos dá (p + 1) possibilidades. 
Se n = pk com p primo, temos: d= 1 nos dá uma única possibilidade, a 

saber, 

( ~ ~); 
se d= n, temos n possibilidades, da forma 

com b E {O , ... , n - l}. Se d= pi , com 1 Si S (k -1) , o que nos dá todas 
as outras possibilidades para d, observamos que (a , b, d) = 1 se, e somente 
se, p não divide b, ou, equivalentemente, se (b, cl) = 1. Logo, se cl =pi , temos 
c.p(pi) possibilidades , onde c.p é a função c.p de Euler. Assim, neste caso, 

k-1 

[Hn : G] = 1 + L c.p(pi) + pk 

k-1 

= 1 + L (pi - pi-1) + pk 
i=l 

= 1 + ( pi,- 1 - 1 ) + pk 

= l + l-1
-
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Para o caso geral, dado d um divisor de 11. t.ernos a bem definido por 
a := n /d. Seja então e := (a, d) . Temos que achar os possíveis b's. i\fas 
(a. b. d)= 1 SE'. f' somente se. (b. f) = 1. Além disso . (b. f) = l se. e somente 
se, b = qe +r, com O :Sr< e, e (r , e)= 1. Como O :S b < d, as possibilidades 
para tais c/s são q E {O . . .. , ((d/ e) - l)}. Logo, o mimero de possibilidades 
para b é (d/ e)<.p(t) . Portanto 

~d 4• (n) = 6 -cp(e) , 
e 

dln 

com e:= (d , n/d). (3.5) 

Mas, tal função é multiplicativa. no sent ido usual em teoria dos números i.e., 
sen = n1n2, com (n1,n2) = 1, e11tào 4• (n 1n2) = 'lj.1(n 1)~J(n2), De fato, se djn., 
d= d1d2, com d;jni, e (d ,11 /cl) = e1e2 , com (ltni/c() = e,, para 'i E {1 ,2}. 
Desta forma1

: 

Como 7P é multiplicativa se n = p~· 1 
•• • p}1 é a decomposição de n em 

primos, temos: 

f 

7P ( n) = 1/! (P~ 1
) • • • V-'(P71

) = II (P7' + P7' -I) 

= D. [l· ( l+ ;,) l 
=nI1(1+i) · 

Pln 

i=l 

( 3.6) 

Conseqüentemente, obtivemos uma fórmula geral para f(n) = [f/11 : G]. 

Definição 19. Sejam r e r' reticulados de <C tais que f' e r (i.e, um sub­
reticulado de r ). Suponhamos que [r : f'] = n. f' é chamado primüivo se 
r /r' for um grupo cíclico de ordem n. 

1 Lembrando que a funçào t.p de Euler é multiplicativa. 
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Proposição 19. Seja r = r (w 1,w2 ) e seja['= í(u.-·;.w;) um s ub-reticulado 
com [f: f'] = n. Temos então qu e e.ris t em a. b, e, d E Z tais qu t: 

( u.-j ) ( a b ) ( ~1 ) . 
_,_,'l. e d _,_,2 

Então [' será primitivo de ordem n se, e somente se, 

Demonstração. Suponhamos inicialmente que r' é primitivo . Podemos su­
por que det J\/ > O (even t ualmente trocando a ordem ele u:; e w;). Temos 
que2 P(w; , w;) = det J\J · P (w 1, w2 ) . Por outro lado, temos que [r : f'] = 
P(w;,w;)/P(w1 ,w2 ) . Logo, detM = n, i.e., ME H~. 

Suponha.mos que r /r' = ((ow 1 + ,6w2 ) + r'). Portanto, para. quaisquer 
x,y E Z, existem E {O, ... ,n - 1} tal que 

ou seJa, 

Deste modo, devem existir u, v E Z que satisfazem o sistema: 

{ 
:r - mo- = a v, + e v 
y - m/3 = b tl + d v · 

Como tal sistema tem solução inteira, d1 := (a , e) e d2 := (b , d) devem satis­
fazer d1 l(x - mo-) e cl2 l(Y - m/3). Se pia , b, e, d, com p > 1 primo, temos que 
pld1,d2, e logo Pl(x - mo) e pl(y- m/3). Mas, lembramos que x e y foram 
tomados quai-squer , i.e., deve valer para todos x, y E Z, 

(mod p) 
(mod p) 

Se o - O (mod p) , entào x = O (moei p) , o que seria. um absurdo , pois x é 
qualquer. Analogamente /3 -;/=. O. Como pé primo as o e /3 são inversíveis em 

2 Lembrando que P (w1 , w:?) denota a área do paralelogramo definido por w1 e w~. 
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'lljp'll. Sejam ã. ;3 inteiros que representam as classes dos inversos de o e /3, 
respectivamente. Logo, 

:rn===y.1 (modp). 

que é absurdo (basta tomarmos :r = O (moei p) e !J = I (moei p)). Por 
conseguinte , não existe primo que divida ao mesmo tempo a, b, e e d, i.e. , 
(a , b, e, d)= l. Assim 1H E Hn. 

Reciprocamente , dada 

tomemos w1,w2 E C, com lm(w1/w2) > O, e definamos r ·- f( w1, w2) e 

f' := f(w~ w~),onde 

Novamente temos [r: f'] = P(w~ ,w~)/ P (w1 ,w2 ) = acl- bc = n. Resta-nos 
então mostrar que r /f' tem um elemento ele ordem n. Usando o Teorema 
do Divisor Elementar, como vemos em [Gol71] pg. 276 , existem bases ( r 1 , r 2 ) 

e (r{,r~) der e r' , respectivamente, tais quer{= a1r 1 e r~ = a2r2 , com 
a1,a2 E 'll, e com a 1la2. Assim, existem N1,N2 E SL2('ll), tais que: 

Portanto, 

o que implica que 

O ) /V_ 1 = ( a b ) . 
ª2 t e d 

Desta forma, como N1 , N2 E SL2 ('ll ), temos que (a, b, e, d) = 1 implica 
(a1 , a2) = 1, e como a1 la2 , então a 1 = 1 e a2 = n. Conseqüentemente, f' = 
f(r1 ,nr2) e a classe do elemento T2 tem ordem n, ou seja, f /r' = (r2 + r') . 

o 
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Desta forma, se r = f( 1., ). a apli cação definida por 

para AI E H". associa a r reticulados homotét icos a sub-reticulados primi­
tivos de índices n em r. Analogamente, se M E H~. associará a r sub­
reticulados de índi ce n em r . 

Se f' é sub-reticulado primitivo de ordem II de r , o fato de r e f' terem 
bases elas formas { , 1 , ,2} e { n,1 , , 2 }, respectivamente, implica que tomando 

Mo:= ( 
n O) 
O 1 ' 

teremos Hn = GM0 G , poi s dada uma J\I qualquer em Hn , ex istem N1 , J\ 2 E 
G tais que N2 M N11 = M0 , como vemos na clemonstraçào da proposiçào 
acima. (a outra inclusào é conseqüência da proposição 17) . Desta form a, a 
multiplicaçào à direita por G age transitivamente em H11 /G , i. e .. dadas GM 
e GM' duas classes de H11 /G , existe N E G tal que GM N = GM' . De fato , 
sabemos que ex istem N1 , N2 , N{, N~ E G tais que N1 M N2 = J\10 = N{ M' N~. 
Logo, se J\' = /\ 2 (N~)- 1

, então N 1 J\J N = N{M' , o que equivale a GM 1Y = 
GM'. Tal fato , em geral, nào vale para H~. 

3.3 As Equações Modulares 

Doravante ·1j,,(n ) será denotado simplesmente por N. Sejam M 1 , ••. , iv!N re­
presentantes elas classes de Hn/G dados por matrizes como em (3.4), com 
(a,b , cl) = 1. Definimos Js(z) = j(Ms( z )), para s E {l, . .. , N}. onde j é a 
função modular (como no capítulo 1) . 

Dada qualquer A E G , a associação Js(z ) i---+ Js(A(z)) é uma permutaçã.o 
dos j 1, .. , ,jN, pois , se supusermos que JW,.A = B J\1/ 1 e AfsA = B'A11, com 
B, B' E G , então MsA = B' s- 1 BM1 = B' s- 1 MrA , e, logo , Ms = B' s- 1 M,., 
o que implica que J\.1r e Ms estã.o na. mesma classe, pois B' s- 1 E G , e, desta 
forma, r = s. Portanto, funções simétricas em j 1 , .• • , JN são invariantes por 
z i---+ A(z ), para qualquer A E G. 

Teorema 7. 1. Fn ( t , j) := rr~=I (t-js( z )) é um pol-inômio em t e j = j(z) 
com coefici entes inteiros. 

2. Se n ruio é um quadrado. o coeficiente de maior grau em J de Fn(j , j) 
é ±1. 
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3. F 11 (t,j) como polinômio em C(j)[t] é irredutível. 

4- Fn(t,j) = F11 (j, t), para todo n > 1. 

Demonstraçào. Uma função simétrica elementar dos ]s 's, 

é invariante por G , como observamos acima, e claramente holomorfa em 
IHI. Verifiquemos agora o corpportamento de <7,, no infinito. Para tal , seja 
q = e21riz_ Como vemos em (l.22) e na proposição 9, podemos escrever j na 
forma 

onde A( q) é uma série de potências em q com coeficientes inteiros e A(O) = O. 
Se representarmos: 

M = ( Cls bs \ 
s O d ) ' ' ., , 

então, 
exp(21riMs(z)) = (!; qª•fd, 

onde (d, := exp((21ri)/ds), o que implica 

Js( z ) = j(Ms(z)) = (exp(21riJ\lf5 (z)))- 1 (l - A(exp(21riJ\15 (z)))) 

= (i,b,q-a ,/d , (l + A ((!;qa,/d,)). (3. 7) 

Assim, podemos ver que <71, pode ter apenas um polo no infinito, e con­
seqüentemente, pelo princípio da q-Expansão (sub-seção 1.4 .:3 , teorema -5 ), é 
um polinômio (sobre C) em j . Como os coeficientes de ]s estão em Z[(dJ C 
Z[(n] ((11 := exp((21ri)/n)) , os coeficientes de <7,, estão em Z[(11]. Seja então T 

um automorfismo de Gal(Q((11 )/Q). Logo T((11 ) = G, para algum r tal que 
( n, r) = 1, e podemos escrever 

r(íb• ) = r(ía,b,) = í ra ,b5 = írb, = íb, 
'>d , '>n '>n '>d , '>d 1 , 
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é corno em (:L -'I) , e está unicamente de terminada por ,\Is e ,. Portanto, 
também denotando por r o automorfismo elas séries ele potências com coefi­
cientes em Q((,,), que é induzido por T (i.e .. aplicando T coeficiente a coefi­
ciente), temos 

T(js) = r((1,6' )q-a,/d, (r(l) + A(,((!;)qa,/d, )) 

= (1,b1q-a1/d1 (1 + A((;;qªt/dt)) 

= Jt· 

Por conseguinte. T permuta as funções j 1 •••• , )i\' · e desta forma. ,(cr11 ) = cr,,, 
para todo T E Gal(Q((11 )/Q). Por outro lado, corno os coeficientes ele cr11 

estão em Z[(n] e são fixos por T, temos que ta.is coeficientes estão em Z. Pelo 
princípio ela q-expansão os coeficientes ele cr,, como polinômio em j também 
são inteiros. Assim, provamos o item 1. 

Para provarmos 2, suponhamos que n não é um quadrado, e logo as/ els -=/ 
1 para todo s E { 1, ... , N}. Desta maneira, o coeficiente do menor ex ponte de 
q, para j - ]s, será. (i,b,, se as/ ds > 1, e 1, se as/ els < l. Portanto, em ambos 
os casos será uma raiz ela unidade. Portanto o coeficiente do menor expoente 
de q em F,,(j , j) = fl~ 1 (J - Js) será um produto de raízes da unidade, e 
conseqüentemente uma raiz da unidade. Assim, o princípio da q-expansão 
nos diz que F,,(j , j) , corno polinômio em j , terá por coeficiente dominante 
tal raiz da unidade. Mas, como tal polinômio tem coeficientes inteiros, esse 
coeficiente dominante eleve ser ±1. 

Provemos agora o item 3: o corpo <C(j, j 1 , •.. ,jN) é o corpo ele raízes de 
F11(t,j) {como polinômio em <C(j)[t]). Se o polinômio F11 (t , j) fosse redutível , 
existiria um corpo ele raízes entre <C(j,j 1 , ... ,JN) e <C(j). Mas, dada A E 
G, a aplicação )s t-+ ]s o A é um <C(j)-automorfismo de <C(j, j 1 , ... , JN ), e 
tais isomorfismos agem transitivamente nos js's. Desta forma, a extensão 
<C(j, J1, ... , JN) /<C(j)) não possui nenhum corpo ele raízes intermediário não 
trivial, e logo, F11 (t,j) é irredutível. 

Resta apenas o item 4: como ::; t-+ nz e z t-+ z/n estão ambas em H,,, 
F,,(j(nz),j(z)) = O e F,,(j( z/n) , j( z)) = O para z E IHI. Substituindo :: por 
nz no segundo caso (observe que n::; E IHI) , obtemos F,,(j(z),j(nz)) = O. 
Segue que, como polinômios em <C(j)[t], F,,(t,j(z)) e F71 (j( z ), t) têm um zero 
comum, a saber t = j(nz ). Como Fn(t,j) é irredutível , pelo item :3. e o 
coeficiente ele maior grau em t é l , obtemos: 

I 
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com P(t,j) E Z[j, t], poi s os coeficientes ele F 11 (l.j) estão e1n Z [j] (como 
polinômio em/) e o fato do coeficiente de maior grau em i ser 1 (inversível) 
permite-nos fazer a divisão de polinômios no anel Z[j ]. Assim: 

F11(t , j) = P(j. f) FnU- t) = ?(j. /) P(t.j) Fn(l.j). 

que implica. em P(j , t) P(t,j) = 1. Com0 P(i,j) E Z[t,j], P(l,j) = P(j, t) = 
±1. Se P(t,j) = - 1, então F11 (i,j) = -F11 (j , t) e, conseqüentemente, 
F11 (j,j) = O. Desta forma, F11 (t,j) é divi sível por (t - j). o que é um 
absurdo, pois pelo item 3, F11 (t ,j ) é irredutível. Portanto. P(t ,j ) = l e 
Fn ( l, j) = Fn (j. l ) . 

D 

Definição 20. A equação F11 (l,j) = O é chamada equaçâo modular ele grau 
n. 

Para um dado j(z) , que é o invariante ele modular da curva elíptica dada 
por E= C/f(l , .::), as raízes de F11 (t,j) são os invariantes modulares das 
curvas Es , l S s s; N, que são associadas a E pelas aplicações J\/5 : f(l , z ) t-+ 
f(l, Ms(z)), onde Es := C/r(l, Ms(z)). Em outras palav ras, as raízes de 
F11 (t, j) são os invariantes das curvas definidas pelos reti culados primitivos 
de índice nem r. O item 4 do teorema 7 nos diz que E está entre as imagens 
dos Es (por estas mesmas aplicações) , i.e. , que ex iste r tal que E ~ (Es)r. 
Tal fato também pode ser visto geometricamente da seguinte forma: se f' 
é um sub-reticulado primitivo ele índice n em r , então nr é primitivo de 
índice n em f' , e curvas defin idas por r e nf' são isomorfas , ou seja, a curva 
C/r ~ C/(nf) esta entre as curvas dadas por reticulados primitivos de índice 
n de f' , que, por sua vez , é um ret iculado primitivo de índi ce 11 de r. 

3.4 Invariantes de Classes 

Teorema 8. Uma curva elíptica E tem multiplicaçâo comple.w se, e somente 
se, o invariant e modular j(E) satisfa z F11 (j(E) ,j(E)) = O pam algum n > 1. 

Demonstração. Sejam E= c;r, f = f (w1 , W2) eu.::= w,/w2, Então, j(E) = 
j(w). Suponhamos inicialmente que F11 (j(w) , j(w)) = O para algum n > l. 
Assim, existe s E {l , ... , N } tal que j(w) = j 5 (w). Logo. ex iste GJ\Is E 
Hn/G tal que j(GJ\15 (:.,.,1 )) = j(Ms(w )) = j(w). mas como j é uma bijeção 
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entre IHI/G e CC. existe .-1 E G tal que .-\.,,.: = ,\l5 w. Assim. existe 1\J ·­
.-1-1 Af5 E G1'!5 (conseqüentemente J\l E H 11 ). tal que M .. ,.: = w. 

Se ta.l J\l é da.da pela matriz 

então 

ou seJa.. 

(
a b), 
e d 

aw + b 
----w 
cw+d - ' 

aw1 + b.....,·2 

cw1 + dw2 
Isto implica. que existe ,,\ E C tal que: 

Se,,\ E Z, como (w1 ,w2 ) é base do reticulado r , então a= d=>. e b =e= O, 
o que é absurdo , pois esta ma.triz não pertence a H11 • Logo, ,,\ (/. Z e a curva 
E tem multiplicação complexa.. 

Reciprocamente , suponhamos que E tem multiplicação complexa. Já sa­
bemos que A( E) é uma ordem de um corpo quadrático imaginário /\' . Po­
demos achar ,,\ E A(E) tal que N1,'jQ(,,\) = l>-1 2 = n > 1 e ,,\ (/. rnA(E), para 
qualquerm. > 1 inteiro. De fato: seja A(E) = f(r1,r2 ) . Se hl2 S 1, seja 
t E N tal que 

1 + lr1I 
t > lr2I . 

Temos f(r1 + tr2 ,r2 ) = r(r1,r2) = A(E) e 

h + tr2l
2 2 (t ir2I - hl)2 > 1. 

Desta forma., podemos supor que lril2 > 1, e como A(E) C 01,·, temos que 
T1 E 01,·, e então, N1,'j1QJ( ri) = lr1 1

2 E N. Se, por outro la.do, r 1 E m.A( E) = 
mf( r 1 , r2 ), temos que existem a , b E Z. ta.is que r 1 = am.r1 + brnr2 , e logo, 
arn = 1 (poisam E Z) , o que leva. a. m = 1. Assim, toma.mos,,\:= r1 • 

Como>. E A(E) e,,\(/. mA(E) para qualquer m. > 1, a proposição 14 nos 
diz que 
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onde 11 := i>f. Logu. 

ac.,,• + b 

Cw + d 
aw1 + bw2 
w..J 1 + clw2 

e assim, ex istes E {l. .. .. :V} tal que j 5 (w) = j(GJ1/5 (w)) = j(u;), onde 

(3.8) 

D 

Teorema 9 . Os invariantes de classes j(k;), i E {l , . . . , h.}, de um corpo 
quadrático imaginário /\' são inteiros algébricos . 

Demonsl raçáo . Fixado um corpo quadrático imaginár io /\., consideremos os 
invariantes de classes j (k; ), i E {l , ... , h.}, de[\·, i. e ., os in var iantes j (E) das 
curvas elíptiras E ta.is que A(E) = 01,·. Seja À E 01,· tc1I yue n = N1,-;~(>.) 
seja um inte iro livre de quadrados ( e logo, À rf_ Z) maior que l. Tal À sempre 
existe pois: se X = Q( v-1) , tomamos À := 1 + ;=T, e se l\. = Q( v-m), 
com m > 1, li vre de quadrados, tomamos À:= Fm. 

Seja (w1 , w2 ) base ele um ideal em uma classe ele ideais k de [{ , e seja 
também 

>. ( :~ ) = M ( :~ ) = ( :i : ~:: ) , 
com a , b, e, d E Z. Como vimos anter iormente, ad - bc = n = N1,-;rrJ/ À) , e 
como n é livre de quadrados, ( a , b, e, d) = 1. De fato , se ex ist isse pia, b, e, d, 
então >./p E A(E) = 01,· e N1,pJ(À / p) = p-2J\. 1,·; 1Q (À) = p- 2

11 E Z, o que vai 
contra a hipótese que n é li vre de quadrados. Logo, 

az + b 
M:z1--r -- EHn. 

cz + d 

Como j(M(w)) = j(w) (como vemos na equação (3.8)), j( k) = j(w) sa­
t isfaz F11 (j(k) j( k)) = O. Pelo teorema 7, temos que F11 (j j) tem coeficientes 
inteiros e, como n é livre de quadrados, seu coeficiente dominante é ±1. 
Então, j(k) sat isfaz um polinômio mônico de coeficientes in te iros e, portanto, 
é um inteiro algéb ri co. 

D 
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Capítulo 4 

Invariantes de Classes II 

4.1 Introdução 

Neste capítulo vamos anali sar propriedades de certas fun ções obtidas com o 
di scriminante 2.. Seguiremos aqui uma convenção usua l em teori a algébrica 
dos números , na qual nã.o se faz distin ção explícita entre um ideal n em um 
corpo ele números 1\. e o ideal aOL gerado por ele em uma ex tensão finita L. 
Em parti cular , se a1 e n2 são ideais em [\·, e 1{2 , respecti va.mente , e se L é 
uma extensão finita de ambos os corpos 1{1 e 1\·2 , dizemos que n1 divide n2 

(resp. a1 e n2 sã.o primos entre si) se a1 OL divide n20L (resp. n1 OL e a20L 
são primos entre s i) . Na verdade temos: 

Proposição 20. S ejam a1 , a2 , l\·1 , l\'2 e L co m.o acima . St a1 O L divide 
C120L (resp. n10L e n20L são primos entre si) , ent.ào a10u divide a20u 
(resp. a10u e a20u s ão 1wimos entre si}, para qualqu er e:1:t.rnsào L' de l\·1 
e 1<2. 

Demonst.raçào. Seja 1\· = l\·1 k 2 o menor corpo que contém 1\·1 e 1\·2 . Sabe­
mos que C110L divide a20L se, e somente se, n20L C a10 L. Logo (n20L) n 
01\· e (a 10L) n 01\·· Como (a;OL) n 01\· = a;01\·, temos que a10 1\· di vide 
C1201\·• Mas L' é uma extensão ele l\·, e isto implica que (a;01\· )0u = a;Ou. 
Conseqüentemente n20u C a10u , i.e., a10u divide n20u . Quando n1 e n2 
forem primos entre si, a demonstração é análoga. 

o 
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4.2 As Funções cp 1'I 

Para a.nalisar ....l , se rá convcnienlc usarmos a formulação homogênea para 
funções modulares dada na sub-seção 1.2.2. Assim ....l pode SE'r ,·ista como 
uma função homogênea de grau -12 dada por: 

e temos 

( 
,1.,.:1) 

q := exp 2ír1- , 
u.,'2 

(4.1) 

(4.2) 

onde B( q) é uma. série de potências em q com coeficientes inteiros , satisfa­
;,;endo B(O) = O, de acordo com a proposição 9 e com a equação ( 1.33). 

Definição 21. Dada M E Hn, definimos 

(4.3) 

Desta forma , e/>"' depende apenas da classe G/\1 de H 11 /G. e. a partir das 
N = -ip(n) classes de Hn/G , obtemos N funções homogêneas de w1 e w2 de 
graus 1gua1s a zero: 

Tais funções sã.o regulares para. Im(w1/w2 ) > O e são permutadas entre si pela. 
composição com um elemento qua.lquer de G. 

Segue imedia.tamente de ( 4.2) que: 

(observe que como o coeficiente livre de q em (1 + B(q)) é 1. e, portanto, 
inversível em Z, entào tal série de potências é inversível como série com 
coeficientes inteiros) onde (d:= exp(2rri /d). e vemos por argumentos análogos 
a.os usados na prova do teorema 7, que 
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<P n ( l , j) : = II ( l - <Ps ( u.-'1. W2)) 
s=I 

é um polinômio em 1 ~ j ~om coeficientes inteiros. 

Lema 6. Se n = p é primo, então 

N 
' II 1 ( ) ( 1 )p- 1 12 C?s u.-' 1. u.:2 = - JJ . 

s= I 

( 4 .,5) 

Demonstração. Para JJ primo temos N = 1/.1(p) = p + l e as matrizes repre­
sentantes ele Hn podem ser dadas por: 

Portanto, 

cp5 (w1,w2)=(;c/ 1P-l(l+B((;c/1P))(l+B(q))- 1, (1 :Ss :Sp), (4.6) 

e/>,,+ 1 ( w 1 , W2 ) = p 12 qp- l ( 1 + B ( qP)) ( 1 + B ( q) )-1 . ( s = p + l ) , ( 4. 7) 

e a q-expansão de ft: 1 cf>s (w1 , w2 ) se jnicia com um termo constante igual a 
(-l)P- 1p12 . Como tal proclutóriaé uma fun ção modular de peso O e holomorfa 
em IHIU { oo} , já que 6 e b.. o f\15 são holomorfas e não nulas em IHI, e com zeros 
simples no infinito, pelo princípio ela q-expansào tem que ser um polinômio 
(em j) de grau G (portanto constante), e logo, tal função eleve ser constante 
e igual a (-1 )P- 1p12 . 

D 

4.3 Propriedades dos Valores Singulares das 

</>M's 
Fixaremos para esta seção um corpo quadrático imaginário /\ .. 
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Lema 7. Slja111 a E I(/\. ) e (o 1.a 2 ) uma base' de a tal (Jlll lm(o 1/a 2 ) > O. 
Entâo. para Ioda .'1 E fl ,, . 0\/(0 1.0 2 ) ( 11111 inl rim 11l_q(briro r. ,.:;p n = p ( 
primo , o idrnl principal (Cf>M(o 1.o2)) é um divisor dt (p 12

) . 

Demonslraçáo. Pela definição de <I>,.. temos: 

!\" 

<I> 11 (l , j(a)) = rr (/ - <Ps(o,,02)). 
s=I 

l\fas, pelo teorema. 9. j( a) é uín inteiro a lgébrico. e então. o primeiro membro 
da igualdade acima é um p,)linômio ( em l) mônico com coeficientes intei­
ros algébricos. Como <PM = <Ps, para algum .s E {l. .. . , N}, O,\/ é raiz de 
<I> 11 (t,j(a)) , e logo. é um inteiro algébrico ([Ste79] pg. 4,). A segunda parte 
deste lema é conseqüênc ia imediata do lema. 6 . 

o 
Seja a um ideal integral de /\·, i.e., um ideal de (h·. Entà.o, para. qualquer 

ideal , integral ou fracionário , b de /\., ab é um sub-grupo aditivo de b de 
índice igual a N(a) . De fatc, se b = b1 b21

, com b1 e b2 ideais integrais e 
primos entre si, temos que existe t E N"' tal que b~ = ( ç), pois a ordem do 
grupo de classes é finita. Logo (ç)b é um ideal integral. Assim: 

e entà.o: 

(lembrando que a norma de ideais N é multiplicativa). Por outro la.do temos 
que b / ( ab) é isomorfo a ( ( ç) b) / ( ( ç)ab) , pelo homomorfismo dado por a+ ab t-+ 

ça + (ç)ab (a E b). Logo [b: ab] = [( ç)b : (ç)ab] = .\(a). 
Assim, se ({31, {h) é uma base de b, e (a /3 1 + b{J2 • c,J1 + d/32 ). a b, e, d E Z, 

é uma base de ab (lembramos que ab é um sub-reticulado de b ). devemos ter 
lad - bel= N(a), pois , como ideais o índice é N(a). como observamos acima, 
e , como reticulados. tal índice é o quociente entre as áreas dos respectivos 
domínios fundamentais. Se temos que a não é divisível por nenhum inteiro 
maior que 1, por exemplo se a é primo , então ( a, b. e. d) = l. De fato , suponha 

1 Lembramos que, pela proposição 16 , t.al idea l é um reticulado de IC. 
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que pla.b,c.d. Temos que (p) = p1p1 com p1 e p2 ideais primos ele/\·, ou 
que (p) i- primo em /\. ([Gol,1] pg. ,4). :\o primeiro caso. sejam f 1 f' f 2 

tais que e i é o inteiro que aparece como expoente ele Pi na decomposição em 
primos de b (i = l. :2). C" assim. Pi aparece com expoente maior ou igual a 
E i em (.31) e (31 ). Além disso, como pla.b.c, d, temos p;ja.b.c.d, e logo, Pi 
aparece como fator de (a /3 1 + b/32 ) e de (ct31 - :- d13J com expoente maior ou 
igual a. (e,+ 1 ), i.e. , Pi aparece como fator de (a /3 1 + b(J2 • ct]1 + dt]2 ) = ab 
com expoente maior ou igual a ( ei + 1). Assim, necessariamente, Pi aparece 
na. decomposição em primos de a com expoente pelo menos 1. Para. o caso 

' que (p) é primo. podPmos proceder de mane ira análoga. 

Definição 22. Dada /\·2 uma extensão finita. de um corpo de nlÍmeros 1\·1 , e 
dados 1,13 e p ideais primos ele /\.2 e /\·1 respectivamente, tais que 1,13 divide p, 
definimos f(l,13/p) como o grau da extensão de corpos2 (01,·2 /l,13)/(01,·1 /p). 

Tal f(l,13/p) tem diversas propriedades notáveis , como por exemplo: se p 
é um ideal primo ele /\·1 que se decompõe em primos em /\·2 como 

g 

p = II l,l}~(<:)'.l;/p), (4.8) 
i=I 

entà.o 

g 

I: e(l,13;/p)f(l,13;/p) = [/\·2: 1\·ii, (4.9) 
i=I 

como vemos em [Gol71], pg. 73 . Além disso, se /\.2/ /\' 1 é galoisiana, temos que 
os e(l,13;/p) e os .f(l,13i/P) na fórmula (4.8) não dependem dei , i. e., existem 
inteiros positivos ep e fp tais que e(l,13;/p) = ep e .f(l,13;/p) = fp para todo 
i E { 1, ... , g}. e então , a fórmula ( 4.9) torna-se [/\·2 : /\'i] = epfpg ( [Gol71 ], 
pg. 84). 

Definição 23. Dizemos que um ideal prjmo p de/\. é de grmt um se .f(p/p) = 
1, onde pé o inteiro primo tal que (p) = p n Z . 

Deduz-se da definição do homomorfismo norma, que N1,-;1Q, (P) = (p)f(P/Pl_ 
Por outro lado. como vemos em [Gol71], pg. 79 , N1,'j ifJi (P) = !V(p)Z. Logo. 

'.!Lembramos que os ideais primos dos corpos de números são também maximais 
([Gol71], pg. 14) . 
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Lelllos que .\"(p) = pf( p/;•l. com 11 primo. Des ta forma. p tem grau 1. se . e só 
se. N (p) = µ. com fi primo. 

Temos que p é 11áo mmificado em Í\)Q se seu quadrado uào divide um 
inteiro primo. i.c .. se o {ndice de m111ificar;áo c(p/11) for igual a um. Sabemos 
que p é não ram ifi cado se, e somente se, p n 'll 11ào divide o discriminante 
dl\'fQ ([Gol71] , pg. Sl) . 

Portanto, se pé um ideal primo de Í\. de grau um e não ramificado, então 
p -/- p ( onde a barra denota a conjugação complexa) e (p) = pp. De fato , 
como l\'jQ_ é galoi siana, pois é de grau 2, temos que os elementos do grupo 
de Galois permuta os primos 'cle /\. sobre um dado 11 intPiro primo ([nol71] . 
pg. 83). Como o grau da extensão é 2, temos no máximo doi s primos sobre 
(p) = p n 'll. Já que p é de grau 1 temos que ou ex istem exatamente dois pri­
mos distintos sobre p ou ex iste apenas o quadrado de um primo. A segunda 
hipótese é descartada, já. que p é não ramifica.do. Logo, o outro primo sobre 
p é da.do pela. conjugação complexa. de p, pois este é o único elemento não 
trivial de Gal(/\'/Q). Assim: (p) = pp , com p-/- p. 

Teorema 10. Sejam ( a 1 , o-2 ) uma base de um ideal a de l\., p ideal primo 
de grau mn de l\. mio ramificado para l\'JQ_ e p = N(p). E.ris /e P E Hp 
(resp. P E Hp) tal que P(a 1 , a 2 ) (resp . P(o- 1,o2 )) é uma base de pa (resp. 
pa). Além disso, lemos: 

e se ME Hµ, com J\1 (/. GP GP, enlâo c/>M(a 1,o2) é uma unidade (i. e., é 
um inteiro algébrico com inverso também inteiro algébrico). 

D emonstraçáo . Seja l E N· tal que p1 é um ideal principal em /\·. Ass im , 
P1 = (ç) , com ç E 01,· e ç~ = N1,'f1Q(ç) = N(ç01,·) = N( p1) = N (pf = p1

• 

Se P(o 1, o 2 ) é base de ap , temos pela discussão anterior que det P = 
N(p) = p, e. como p é primo, ( a, b, e, d) = 1; então P E Hp. 

Além disso , podemos achar P = P1, P2 . . . , P1 E Hp de tal forma que Pi · 
Pi-! . . . Pi(o 1, o-2 ) é uma base de pia , para 1 :Si :S t. e com P1 • •• Pi(o1, 02) = 
(ço1 , ça2). Seja 

para 1 :S i :S l . Entào. 
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:Mas como (p) = pp, temos qtJ.e (p) 1 = p 1p1 = (ç)(() . e assim , 

t 

Il(A;) = (p)l21(o-12 = 0
12

_ 
i=l 

Como os .>.; 's sào inteiros algébricos , pelo lema T, o ideal{>.;) divide ((12 ) = 
p121 . Mas, pelo mesmo lema, (.>.;) também divide (p12 ) = p12p12. Assim, 
(>.;) é um divisor de p12. Como rr:=l(À;) = (() 12 = p12t, temos que{>.;)= 
pi 2

, para todo i E {l, .. . , l} , e, em particular, (<Pp (o 1 ,o2 )) = (>.i) = p12
. 

Analogamente, (c/>15 (0 1,02)) = p12 . Como p # p. temos que GP# GP. 
Além disso, 

N 

Il(<J>;(O'J ,0'2)) = (p12) = p12pl2 
i= l 

implica que (4>M (o 1,o-2)) = (h: se GM # GP e G \l # GP, i. e., <PM(o 1, o2) 
é uma unidade. O 

4.4 Uma Congruência Formal 

Sejam ç e 17 séries de potências em determinadas variáveis , com coeficientes 
inteiros algébricos , e seja a um ideal integral. Como é usual , escreveremos: 

ç = 17 (moei a) 

se todos os coeficientes ele ( ç - 17) estão em a. 
Consideremos as q séries ô-( q) e 17k( q), para 1 ::; k ::; (p+ 1 ), com p inteiro 

primo, e satisfazendo as seguintes propriedades: 

1. seus coefic ientes são inteiros algébricos de Q((p) (i. e., em Z((p)): Çp , 
Çp+1, 17P e 1]p+I têm coeficientes inteiros. Os ô- 's (resp. 77k 's), para 1::; 
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!.· S (11 - l ). são permutados pelos automorf-isrnos elo g rupo de Galois 
de Q((,,)/Q. e 

f,1c = f, ,. 171c = T/1 ( moei ( 1 - (µ)) . 

para l S 1.-. I S p . 

2. Tais séries representam funções holornorfas em IHl que sào permutadas 
entre si por G. 

Ternos que as d,>1,.'s, com n = p, sat isfazem tais cond ições, como vemos em 
(4.6) e (-1.7). O 111cs 111u ,·c-tll' pcmt us j1,-·s. pois : 

jJ.-(q) = Çkq-1/p (1 + A((,:(/IP)) 

Jµ+i{q) = q-p (1 + .4((/)), 

(4.10) 

(4.11) 

onde A tem coeficientes inteiros. Tais funções serão as únicas fun ções satis­
fazendo l e 2 que usaremos a.qui. Na verdade elas motivam tais definições e 
as usaremos para provar propriedades comuns às <Pk 's e j1,- 's . 

Deixando t e 'll como indeterminadas, definimos: 

G,(t,u,E,, , ry,) := ~ r(t -1:,k) D,(u-ry1)1. 
1# 

Lema 8. 1. G'µ(t,u,f,1.-,171) = Gp(t , -u,j) é 11m polinômio em t, ·1t e J com 
coeficientes inteiros. 

Demonstração. O primeiro item é provado exatamente tal como no item 1 
do teorema 7. 

Vamos agora ao segmulo item· vejamos como (p) se fatora em Q((p): 
temos que 

p-1 

xp- 1 + xp-2 + ... + x + 1 = Il(X - (;L 
i=I 

e logo, 
p-1 

p = no -(;). 
i=I 
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.\las ( 1 - ( i) = ( l - (p )( l + (p + • • • + (~- 1 
). o que implica que ( l - (~ ) 

pertence ao idea l (1-(µ)- para 1 :; i :; (p-1). Portanto. (1-(,, )" - 1 l(p) . 
Como [((Jl((µ ) : ((Jl] = (JJ - l ). temos que o maior expoente de um divi sor de 
(p) em ((Jl((p) (, (p - l ). C' logo. ( 1 - (p) é primo e (1 - (p)"'- 1 = (11). 

Temos que a mbos os lados ela congruência cio segundo item do teorema 
têm coeficier.tes inte iros: o lado esquerdo pelo prime iro item e pelo princípio 
da q-ex pansào, e o lado dire ito porque Çp+J e 17i; têm coeficientes inte iros 
pela hipótese 1. Desta form a, este fato e a decomposição ele (p) em ((Jl( (p) 
implicam que basta provar a congruênci a módulo (1 - (p)- Pela hipótese 1, 

' temos: 

Gp(t , u. , Çk , 171) =(t - ç,,+1 )(u - 1/p)P 

+ p(u - 1Jp+ 1 )(t - çp)(-u - 17Py- 1 (moei ( 1 - (p) ). 

Como (11 - 17p)P = itP - 17i (moei p) , temos o procurado. D 

4.5 Aplicações 

A equação modular de grau p é dada. por Fp(j,j) = O, onde Fµ(l,j) = 
Il~!! (t - jk) é um polinômio em t e j como coeficientes inte iros, como nos 
diz o teorema 7. A seguinte propriedade de Fp é um resultado cláss ico dev ido 
a H. Weber: 

Teorema 11. Fp(i , j) = (t - jP)(tP - j) (mod p) , para p prinw . 

Demonstraçáo . Pelas equações ( 4 .1 O) e ( 4 .11) e pelo "Pequeno Teorema de 
Fermat" , temos: 

]p+ i(q) = j(q)P (moei p) 

]p(q)P = j(q) (moei p). 

( 4. 12) 

(4.13) 
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lisanclo esse resultado e aplicando o lema 8 para l = 11 e Çk = 171,- = )k , com 
1 '.S k '.S (p + l ). i.e .. 

p+I 
= (p + 1) íl(t - jk) = (p + 1) Fp(t,j); 

k=l 

observando que 

conseguimos 
Fp(t,j) = (t - j 1,+1)(tP - j;) (moei p). 

Mas as congruências dadas pelas fórmulas (4.12) e (4.13) nos dão 

Assim, como série de potências em t e q, a diferença entre os dois lados 
da equação acima tem coeficientes em pZ. Pelo princípio da q-expansào, o 
mesmo é vereia.de para a tal diferença. como polinômio em t e j. 

o 
Teorema 12. Sejam. I< um corpo quadrático imaginário, p 1t111 ideal primo 
de I< de grau mn e não ramificado para I< /Q, e kp a classes de ideais que 
contém p. Então, para /.oda classe de ideais k de 1\· , tem.os: 

Demonstração. Seja u um ideal pertencente à classe k. Seja p o inteiro primo 
tal que N(p)" = pp = (p). Assim, a classe de ideais k; 1 contém o ideal p, e 
logo, basta mostrar que 

j(pu) = j(u)P (mod p). 

Seja (o1 ,o2 ) uma base ele u. Pelo teorema. 10, existem P,P E Hp tais que 
P(a 1,a2 ) é base ele pue ?(a1 , a 2 ) é base de pu. Sejam também c, d '.S (p+l) 
índices ta.is que P E GMc e P E GMd . Como p-/- p, e-/- d, e temos também 
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Aplicando o lema S pa.ra o caso l;.k = j1., 171 = 91. e t = jP , conseguimos 

G,,(JP(q). u, jk(q) . o1(q)) = (f(q) - )µ+ 1 (q))(u'' - o;(q)) (n10d p), 

que juntamente com as equações (4 .12) e (4 .13) , resulta em 

(como série de potências em u e q). Pelo princípio de q-expansão, temos: 

G' ( ·p ') - o 'p J , u, J = (mod p), 

onde, como no lema 8, GP é (!,'P como polinômio em j e u. 
Seja agora q0 := exp(:brioi/0 2 ) . Então, j(q0), jk(q0 ), c/>1(qo) são inteiros 

algébricos. Como Gµ(jP, u, j1.-, cpt) pode ser escrita. como polinômio em u e j 
com coeficientes em pZ , seu valor para q = q0 é um polinômio em u com 
c0eficientes inteiros algébricos divisíveis por p. Assim , 

Gµ(j(a)P,u,jk(a),c/>1(a 1 ,a2)) = O (mod p). 

Coloquemos agora u = <f>p(a 1,a2 ) = çhd(a 1,n2 ) . Portanto, pela equaçao 
acima e pela definição de Gp, temos: 

p+l 

(j( a)P - Jd(a)) II ( <Pd( 0'1, 0'2) - cpk( 0'1, a2 )) = O (mod p). 
k=I 
k# 

Como Pl(p), a equação acima nos dá: 

p+I 

(j(a)P-jd(a)) II(<Pd(a1,a2) - <Pk(a1,a2)) = O (mod p). 
k=I 
k# 

Pelo teorema 10 sabemos que <Pd( a 1 , a 2 ) = O (mod p ), e assim: 
p+l p+l 

II ( <Pd( ª1 , a2) - cpk( 0'1, a2)) ·- (-1 )P II cpl.-(01, a2) (mod P ). 
k=l 
k# 

k=I 
k# 

Além disso, pelo mesmo teorema, o ideal gerado pelo segundo membro da 
equação acima é o ideal p12 , que é primo com p. Logo, 

j(a)P - Jd(a) - O (mod p). 

Como Jd(a) = j(pa), temos o resultado procurado. 
o 
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Capítulo 5 

Corpos de Classes 

5.1 Introdução 

Como ficou provado no capítulo 4, os invariantes de classes j(k)'s de um 
corpo quadrático imaginário [\. satisfazem certas congruências formais. A 
seguir, daremos inicialmente uma visão geral ela teoria de corpos de classes 
em sua forma clássica e, usando tal teoria, mostraremos como deduzir de tais 
congruências propriedades ar itméticas dos invariantes de classes j(k)'s e da 
extensão I<(j(k))/ K . 

5.2 Grupos de Ideais 

Neste capítulo, salvo menção contrária, consideraremos [\.' um corpo de nú­
meros qualquer, não necessariamente um corpo quadrático imaginário. 

Inicialmente, precisamos definir h" -primos finitos e infinitos. Os [\.' -
primos finitos representam simplesmente os ideais primos de O 1,·, aos quais 
associamos um valor absoluto não-arquimediano da seguinte forma: dado 
a E X e um primo p finito de !{ , então !a!P := N(p)-vp (ol, onde vµ(a) é, 
por definição, o inteiro que aparece como expoente de p na decomposição 
em ideais primos do ideal principal (o:). Os !{ -primos infinitos são símbolos 
associados aos morfismos ele !{ em Q sobre Q, a partir cios quais definimos 
valores absolutos arquimedianos: se[!\.. : Q] = n, teremos n morfismos; tal n 
pode ser escrito como n = r 1 + 2r2 , com r 1 representando o número de morfis­
mos reais (i.e., com imagem em IR) e r 2 representando o número de morfismos 
complexos (i. e., com a imagem em C, mas não em IR) não conjugados; dado 
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A.

então um morfismo O" dentre estes r 1 + r 2 morfismos não conj-ugados, associa­
mos a ele um primo infinito Pa e defiuimos um valor absoluto (arquimediano) 
dado por !ala := IO"(a) !. 

Definição 24. Cm divisor melo corpo[\. é um produto formal de um número 
finito de /{-primos (finitos e infinitos): 

Dado tal divisor, denotarembs por m0 o produto dos primos finitos de m e 
por m00 o prnduto dos primos infini tos de m (e então, m = m0m00 ). 

Consideraremos aqu i sempre divisores m tais que m0 é um ideal integral 
de !( e m00 é um produto de /{-primos infinitos reais e distintos. Desta 
forma, para ç E I< , vamos então escrever: 

ç = 1 (moei m) 

se, e sómente se, vp/ç - 1) 2: ei e o-p/ç) > O, para todo Pj!m00 , onde Vp;(a) 
é a potência de p.- que aparece na fatoração do ideal a e O"p

1 
é o morfismo de 

I< no corpo dos reais IR correspondente ao ideal infinito pj, 
Dado um divisor m de !(, denotaremos por 'Lm(I<) o grupo multiplicativo 

de todos os ideais não nulos de [{ primos com m0 , e por Sm(I<) o sub-grupo 
de Im(K) dos ideais principais (ç) tais que ç = 1 (moei m). Como pode ser 
visto em [Gol71], pg. 42, 'Lm(I<)/Sm(I<) é finito. 

Definição 25. Um grupo qualquer H tal que Sm(I<) C H C Iro([{) é cha­
mado de um grupo de ideais de [{ definido módulo m. 

5.3 Densidade de um Conjunto de Ideais Pri­
mos 

Sejam P(I{) o conjunto de todos os ideais pnmos de ]{ e M C P(l{). 
Definimos então: 

µ(s; lvl) := I: NK;Q(P)-s. 
PEM 

Tal soma converge absolutamente para Re( s) > 1. De fato , seja n = [ /\. : (Q], 
e p E P(I{). Logo, p n Q = (p) , com p inteiro primo; podemos escrever 
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(p) = Pi 1 
• •• p/. supondo p1 = p, e também A1,-; :o,(P;) = p1•. de tal forma que 

I:f= 1 eJ ; = n . Ass im , no pior caso (relativamente à convergência) teríamos 
g = n e e;= f ; = 1, parai E {l , ... , g} . Como 1xs1 = xRe(s) , para X E Q+ 
(onde Q+ denota o conjunto cios racionai s não negat ivos), temos: 

pEM pEP ( /,·) 

= L N 1,-;<Q, (P)-Re(s) 
pEP(/,·) 

:::; L np-Re(~) 

pEP (<Ql ) 
p>O 

:::; n L k- Re(s) ' 

k=I 

que converge se Re( s) > 1. 

Definição 26. Se o limite 

ó(N/) := lim µ( s; lvl ? 
s-t 1 + µ ( S; P ( Í\ ) ) 

existir , chamaremos seu valor de densidade de Dirichlet de NI C P( l\' ). 

Lembramos da definição da fun ção zeta de Riemann para um corpo de 
números [\.: 

Temos : 

(1d s ) := II (1 - N1,-;1Ql (P)-s)-l • 
pEP(K) 

f.l( s; P(J\')) ~ log( (1d s)) ~ log (-
1
-) , 

s - 1 

onde o símbolo ~ indi ca que a diferença entre os dois lados de ~ é limitada 
em s = 1. De fato: usando que 

( 
1 ) 

00 

1 log -_ = ~ - zm 
1- -'- ~ m 

m=l 

temos 
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Mas, se [/\. : Q] = 11 , e tomando s = 1, 

o que justifica o primeiro~. O segundo é justificado pelo fato que (1\·(s) tem 
um polo simples em s = 1 ([Ser73], pg. 72). 

É claro então que 

o que implica 

~t(s; P(I<)) ~ log (-
1
-) , 

s - 1 

1
. p(s; P(I<)) 
1m ---- = 1. 

s➔ l+ log C~ 1 ) 

Desta forma poderíamos definir a densidade de Dirich let também por: 

ó(M) = lim p(s; M) . 
s➔ l+ log C~ 1 ) 
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Exemplo 3. Seja P'(l\.) o conjunto dos ideais primos de l\. com grau um , 
e seja P"(J\.) o seu complementar em P(I\'). Logo , para todo p E P"(h") , 
N1\-;Q(P) = pf 2 p2 onde pé o primo tal que p n '1l, = (p). Assim 

e logo o(P"(K)) = O e o(P'(I\')) = 1. Na verdade, de maneira mais geral, se 
M' = M n P'(I<) e M" = M n P"(I{) , temos o(M') = o(M) e o(M") = O. e 

Teorema 13 (Teorema da Progressão Aritmética). Seja H 1tm grupo 
de ideais definido módulo m e seja k uma classe de de Im(I\")/ H. Então 

c5(k n P(I()) = ó(k n P'(/<)) = ¼, 
onde h = [.Im(J<): H]. 

Observação. Tal teorema é uma generalização do teorema de Dirichlet, onde 
I< = Q. Uma prova detalhada deste teorema pode ser encontrada em [Ser73]. 

5.4 A Desigualdade h < n 

Seja L uma extensão galoisiana de grau n de I<. Um ideal primo p de I< 
decompõe-se completament e em L se p se escreve como um produto de n 
primos de L distintos, ou, equivalentemente, se p é não ramificado em L e 
p = NL/Jd~), para algum ideal primo ~ de L. De fato , temos que p = 
ITf=1 ~1 •.• ~ 9 , com os ~;'s distintos entre si, e com l,l3 = l,l3 1, por exemplo. 
Logo j 1 = !(~1/p) = 1, e como a extensão L/ I< é galoisiana (e portanto, 
normal), Íi = f(~i/P) = J1 = 1 para todo i E {1, ... ,g} ([Gol71], pg. 84) , e 
logo, g = n. 

Seja W o conjunto dos ideais primos p de I< que se decompõem comple­
tamente em L, e seja P 111 (L) o conjunto dos ideais primos~ de L de grau 
um (sobre Q, e portanto, sobre K) e tais que p = NL;I\·(~) é não rami­
ficado em L. Desta forma, a aplicação ~ 1--t p = NL/f..:(l,l3) é n a 1 entre 
P"'(L) e W' = W n P'(I{) , i.e., para cada elemento de W' existem exata­
mente n elementos de P 111

( L) que são levados nele por tal aplicação. Como 
NL;Q(~) = N1..:;Q(P), entã.o µ(s;P 111 (L)) = nµ(s;W'). No entanto, a dife­
rença entre P'(L) e P 111(L) é um conjunto finito, pois existem apenas finitos 
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OP

p E P(I\.. ) tais que pldL//\. e existem finito s ~ E P(L) tais que AL;d~) = p; 
desta forma o(P"'(L)) = o(P'(L)) = o(P(L)) = l. Por outro lado: 

it( s · P"'( L)) 
o(P"'(L)) = lim _,.. -·---

s-+1+ log C~,) 

. nµ(s; W') = hm 
s-tl+ log C~J 

= n o(W') = n o(vV). 

Logo o(W) = 1/n. 

Definição 27. Sejam um divisor de/\.·. Definimos o grupo 

Nm = Nm(L/ !{) := Sm(/{) NL/J{(Ir,,(L)). 

Como Ch E Im(L) e NL;K(OL) = 01,·, temos que Sm(I<) C Nm, e clara­
menteNm C In,(I<). Segue então que Nm é um grupo de ideais de I< definido 
módulo m. Usaremos como notação: 

Pela definição de W, Wm = W n Im(J<) está contido em NL;1,;(Im(L)). 
Portanto, Wm e Nm, e como Wm e P(J<), deduz-se que Wm e P(I<) n Nm. 
Como a diferença entre W e Wm é um conjunto finito, temos pelo teorema 
da progressão aritmética que: 

1.e., 

A desigualdade acima é chamada segunda desigualdade fundamental da teoria 
de corpos de classes1 e é valida para qualquer m e para qualquer extensão 
galoisiana finita L de /{. 

1 Observe que a primeira desigualdade fundamental ainda não foi mencionada. 

80 



��� ��������	
�����
��������
������

������	
����������������
����������������������������������� ���������!�����

����"� �#������� � ���#��� � ���������$����������� ����������	
��� ������%���&��%
����������#���'��������������

(��)�����"��*��� �������� �����������������*�!�� ����'�������&��+�����#����
,����������������%-�&��%�'�����������������'�������������������������"���
�!�������������.������'�������"� /������ 01%���������������


���2�����(��)3�4�"����� ������ � ���� ���������������������������� �56������

�������������������7���������8������9�:��������������+���

�

5��;�<+��=)>� �7

?��7���@+��������A� �������������B�C�D�������������� ��3��������������������
E�%%�����

F� ���� �����������������������������7�����
��)3���"���D��� ��##����� ��������
/��&����7�&�;��

�#��������	G���(���������"���� ����� ��� �������������������&��
������������
��'����������������,���/��&����H��
�����'�������'������������ ����	
���������
���B��
�+�I��J�+%-+%##� ��@�+���##� 
� +K����@�+���##� ������:+B#� &�:+B-#� &

5�-�&�5�/�� L�##�
I�3��������������� 9��� �M������/�����,������������7����������@���

 ����	
�� 5���������(-+���#� 
������
�7�
��-+L�#�� ���������� ��M&�EN�M�O����

H��
���������������������������
�������"�� ���:+7���@�+���##�&����P-��;�
������������ ����	
����������%�,���A+7��1��+���##��Q�R�I#�&�5��%��������������

���%��8�5���������3������8��%-��@������������������������� ������������ ��

���������� ��������� ��������������,�����&�5����P��&���
�

����������������� �	
�������� ���"����"�������������������	
�M

@������	
����)��(�3����)�3�6��)�3�4� ���������� ��������H���
��)��DD�)�)�
��������� �����,��� ���"��)����)�#�����$"��"�S�� ��������� �������

�#��01%��1�	
���(�3���������'��������)�����,�����"���'��9'����������D��+�E����#
�����&��+)�����#��@��'�������,�������T�&�U��+)�����#��
-+%������#� �������%��

�5

5 .5 A Definição de Corpo de Classes 

Definição 28. Uma extensão galoisiana finita L/ /\. de um corpo de números 
/\. é chamada. ele corpo de classes sobre X se com a notação acima. hm = n 
para algum divisor m de /\·. 

Se L/ /\. é um corpo ele classes , existe um único divisor f = f(L/ /\.) tal 
que a igualdade hm = n vale para algum divisor se, e somente se, m é um 
múltiplo de f. Tal divisor fé chamado condutor ele L/ /\'. 

Critério. S e L/ l\. i 1tm corpo de classes , c.i:islc u111 dieiso r m de /\. t um 
grupo de -ideais H de /\. definido módulo m la-is que 

0 H n P( /\') está contido em W a m enos de ·um conjun/.o de densidade 
nula. 

lieciprocament e, se e:'Cistem tais m e H , enlâo L/ l\. é ·um corpo de classes e 
hm = n , H = JVm. 

Demonstração. Se L/ I< é um corpo de classes, tomemos H = A''m param um 
divisor de /\. tal que hm = n. Então, 1 vale trivialmente . A condição 2 segue 
de Wm e (NL;K(Im(L)) n P(/\')) e (JVm n P(I\')) e de ó(W) = o(Wm) = 
l/n = 1/hm = 6(Nm n P(!<)). 

Vejamos agora a recíproca: suponhamos que tais m e H existam. Pela 
condição 1, temos Sm(/<) e Nm e H e Im(!<). Definimos a := [H : Nm]­
Entào, pelo teorema da progressão aritmética., o(H n P(/\.)) = a/hm, No 
entanto, a condição 2 nos diz que o( H n P(/\.)) '.S o(W) = 1/n. Desta forma, 
a/hm '.S l/n, ou seja, cm '.S hm, Pela segunda desiguald~de funela.menta.l da 
teoria. ele corpos ele classes, temos que a = l e hm = n. 

o 
Uma primeira aplicação deste critério é a seguinte proposição: 

Proposição 21. Sejam L 1/ h. , L2 / /{ corpos de classes. Enteio L := L 1 L 2 

(o menor corpo que contém L1 e L 2 } tamb ém é um corpo de classes. 

Demonstração. Sejam um divisor de L tal quem é divisível por fi = f(Li/ /\.) 
eh= f(L2/ /\·). Prova.remos quem e H = Nm(L 1 / l\·)nJ\ m(L2 / /\. ) satisfazem 
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as condições 1 e 2 cio critério acima para a extensão L/ l\·. De fato. como 
NL/L ,(Im(L)) C Im(L;) , parai= 1, 2. t.emos: 

para i = l. 2. Isto implica. que 

e então, a. condição 1 é satisfeita. 
Para a condição 2, basta observarmos: 

ó(J-I n P(/\.) - W) 

= 0(/1.."m(Li/ 1\·) n J\m(Ld 1\· ) n P(I\.) - W) 

= o((N m(L 1/ /\.) n P(J\.) - W) n (-'Vm(Li/ /\.) n P(J\.) - }'V)) 

~ ó((,A/m(L1//\.) n P(/\.) - W) U (Am(Li/ /\.) n P(/\. ) - W)) 

~ c5(/l/m( Li/ 1\·) n P( I<) - rV) + ó(1Vm( L2/ I\.) n P( /\.) - vV) 

=o+ o= o, 

o que é suficiente para provar tal condição. 

Usando o critério , segue ela demonstração acima, o seguinte corolário: 

o 

Corolário 5. Se L 1 / l\. e L2 / l\. são corpos de classes como na proposição 
21 , entâo para qualqu er d-ivisorm de L, m-últ.iplo de f1 e fa , lemos hm(Lj /{) = 
[L : I<], Nm(L/ I<) = Nm(Li/ J<) n N m(L2/ I<). Ainda mais , L 1 :) L2 se, e 
somente se, Nm(L1/ /\') C Nm(Li/ !{). 

Demonstraçâo. A primeira parte é conseqüência imediata. do critério. Para a 
segunda, basta. observar que Nm(L 1 ) C Nm(L2 ) é equivalente a JVm(L/ /\') = 
Nm(Li/ !() pela. primeira. parte , que também é equivalente a hm(L/ !{) 
hm(Li/ /\·), i.e ., [L : I<] = [L 1 : K], ou seja L = Li , ou Li :) L2 . □ 

5.6 Teoremas Fundamentais 

Vamos enunciar alguns teoremas fundamentais da teoria de corpos ele classes 
que usaremos em seguida. 
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Teorema 14. hna e.rlensâo finita L de 1\· é 11111 corpo de classes sobre I\. se . 
e s0 111f.nh se. L/ /\. e' 1111H1 c..rlcnsáo abt.lir111" (i.c. 1111w L.rlu1sâo galoi-<io11a , 
com o grupo d( Galois a.behano}. 

O passo essenc ial da prova de tal teorema é provar que n :::; hm para 
a!gum divisor m de /\ . . onde L/ [\' é uma. extensão dclica. Esta é chama.da de 
primeira desig11aldade f11ndam.ent.al da teori<l ele corpos ele classes. 

Teorema 15. Dado um. grnpo de ideais H de 1\· definido módulo m, e:i:is te 
um único corpo fh class t.s sobre L tal qu e [Im(I\.): JVm(L/1<)] = [L: 1\'] e 
H = ,\fm(L/ /\.). 

Teorema 16. ú'm ideal primo p de 1\. é ramificado em. um corpo de classes 
L sobre 1\· se . e som ent e se , p di vide o cond11tor t(L/ [\. ). 

Antes de enun ciarmos o próximo teorema., consideraremos a lgumas pre­
liminares. Seja L/ 1\· uma extensão galoisiana arbitrária ele grau n e com o 
grupo de Galois G := Gal(L/ [\.). Seja pum ideal primo ele r\· n;éio ra.mifica.clo 
em L , e 1,)3 um ideal primo de L que divide p. Temos então que ex iste um 
único elemento a E G tal que 

(5.2) 

Este elemento a é chamado subst.-ituição de Frobeni-tts ele 1,)3 para a extensão 
L/ I<, e é denotado por ª'13 · O grupo DrrJ gerado por tal elemento é chama.do 
grupo de decomposição do ideal primo l,p. Como vemos em [Gol71], pgs. 82 
a 84, tal grupo tem a seguinte propriedade: 

D,:ç. = { a E G : a(l,)3) = 1,)3}; 

além disso . como p é não ramificado em L , a ordem de D'+' é .f(l,)3/p) e 
Du('".fJ) = a Drw- 1

, para qualquer a E G. 
Vamos assumir agora que L/ ]\' é um corpo de classes (i. e., uma extensão 

abeliana) e 

p = 1,)11 · · .1,)39 

é a decomposição de p em primos de L e, como p é não ramificado, 1,)3; # l,)'Ji 
sei # j. Então, como o grupo de Galois de L/ 1\· age transitivamente sobre 
os primos sobre p. existe a E G tal que a(l,)3;) = l,)'Jj, para i # j, fixados. 
Logo D'+'J = Du('f-,l = aD,TJ;a- 1 = D'TJ, , i.e., ª'+', = a,:ç.J , pela unicidade da 
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substitu ição de Frobenius. Assim , podemos denotar 
ele Calais s irnplcs mcnt c por O"p. 

ta l e lemento do grupo 

Seja ent.ão m um divi so r de /\. tal que hm = "li. e seja a = fI=, PI' a 
decomposi ção em idea is primos em 1\· de a E Im( /\.). Pelo teorema lG . cada 
Pi é não ramificado e podemos definir o-p , como aci ma. Logo, podemos definir 

1 , • tamDem. ,. 

O"a := II a-;: . 
i=I 

Temos claramente que a 1--t O-á é um homomorfismo de Im(/\.) em G. 

Teoren1a 17. S F.ja L ·um co'l710 de classe.:; sobre /\. e m 1tm divisor de I\. 
tal que h.m = n. O homomorfismo a 1--t o- a indu:: um isomorfismo entre 
Im(/\')/N 'm(L/ I\' ) e G' , i.e .. tal homom.orfismo é sobrej etor e seu núcleo É 

Nm(L/ /\.) . 

Corolário 6. Vas m es mas condições elo teorema acima. ideais primos de I\. 
que pertrnccn• à m esma classe de Im (/\.) / ;V01 ( L / Í\. ) decompõ em-se da m esma 
forma em L. i.c . em 11m m esmo núm ero de fedores primos , com e:i:poenles 
iguais a 1 (pois Jâo nâo ramificados) e com os mesmos fp 's . Em particular, 
todo elem ento primo de Nm(L//\.) decompõe-se completament e em L . 

Demonstração . Se p e p' pertencem à mesma classe de Im(/\. )/Nm(L/ I<), 
então são levados pelo homomorfismo em questão no mesmo a E G. Sejam: 

as decomposições de p e p' em L. Como ambos são nà.o ramificados em 
L, temos que ~; =J. l.p j se i =J. j , e analogamente, l.p~ =J. ~j. Além disso, 
f = f(l.p;jp) (note que é independente de i ) é a ordem de o- , e então , .f = 
.f' = .f(l.p~/p'). Logo n = f g = .f'g' = .fg' , que implica que g = g' e temos a 
primeira parte. Para a. segunda, basta observarmos que 

e logo, como ó(Wm) =J. O, segue que Wm é não vazio e existe um ideal em 
Nm(L / /\') que se decompõe completa.mente; pela. primeira parte, todos os 
ideais de Nm(L/l\.) decompõem-se completamente. 

D 
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Observação . Este corolário dá-nos uma das mais impota.ntes propriedades 
cios corpos de classes . 

Finalmente. sej a /, uma extensão galoisiana de Í\. (não necessariamente 
um corpo de classes) , e a um elemento qualquer de G = Gal( L/ /\'). Deno­
tamos por Per o conjunto dos ideai s primos p de /\. não ramificados em L e 
tais que CJ = CJ,:p , para algum idea l primo llJ ele L que di vide p. Entào: 

Teorema 18. Se e é o número de elementos na classe de conjugados de CJ 

em G , então 
e 

o(Pa) = -. 
11 

Observação. Se L/ /\. é um corpo de classes, o teorema 18 pode ser facilmente 
deduzido do teorema 17 e cio teorema da progressão aritmética , pois nesse 
caso, o tal número de conjugados é 1, pois L/ [\. é abeliana e dado CJ E G, 
se k E Im(/\.)/Nm(L//\.) é a classe de ideais levada em CJ pelo isomorfismo 
do teorema 17 , então P0 é a interseção ele k com o conjunto dos primos não 
ramificados de L, que difere de todos os primos de L por um número finito 
de ideais primos ( os que dividem o discriminante de L/ l\'). Logo 

1 

n 

5.7 O Corpo de Classes de Hilbert Absoluto 
Denotemos por 1 o divisor unidade de h ·. Então, I 1 (/\.) = I(l\.) e Si(I<) = 
J(l(), lembrando que .J(A') denota o sub-grupo ele todos os ideais principais 
de l\·. Portanto, o quociente I 1(/\') /S1(!\.) é igual ao grupo ele classes de 
ideais de l\. , que denotamos por C(l\.) e supomos ter ordem h. 

Pelo teorema 1.5 , temos a existência ele um corpo ele classes L0 sobre l\. 
tal que: 

Desta forma , o condutor f(L0 /l\.) = 1 e, pelo teorema 16, L0 /l\. é uma ex­
tensão não ramificada. Se tomamos L outra extensão abeliana e finita não 
ramificada de /\., então L é um corpo de classes e novamente pelo teorema 
16, temos que t(L//\.) = 1. Logo, J\/1(L/l\. ) é um grupo ele ideais defini­
dos módulo l; portanto, S1 (/\') C 1V1(L/J\'), e como J(/\.) = S1(1\. ) = 

8.5 
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; \'1(L0 //\.) C Ni(L/I\.), L C L0 , pelo corolário .5 . Então L0 é a única ex­
tensão abeliana não ramincacla ma:xi111é1I ele !\. e é cl1é11nada de co1po de cla::-8 t~ 
de Hilbert absolut.o sobre /\ .. Pelo teorema 17. o grupo de Galois ele Lo/ h. é 
canonicamente isomorfo ao grupo ele classes ele ideais C( Í\.) ele Í\·. 

5.8 Conjugação dos Invariantes de Classes 
Vamos assumir novamente que K é um corpo quadrático imaginário e 

Os invariantes ele classes j(ki), parai E {l, .. . ,h} são então inteiros algébri­
cos dois a dois distintos. Seja L uma extensà.o galoi siana contendo tais j( k; )'s 
e denotemos por ç1 , . .• , Çs os elementos distintos em 

{a(j(k;)): a E G = Gal(L/ l\.) e i E {l , ... , h}}. 

Definimos então, 

17 := Il{Çu - Çb), 
a<b 

e denotemos por p · o conjunto de todos os ideais primos ele /\. de grau 1 que 
não ramificam em L e são primos com 17. Como os ideais primos que não 
ramificam em L e os ideais primos que não são primos com 17 formam um 
conjunto finito , então o(P·) = o(P'(/\')) = 1. Desta forma, para qualquer 
conjunto M e P(I\.) com c5(1vf) > O, o(NJ n P·) = o(M) > O, e então, a 
interseção de /\;/ com p · é não vazia ( e infinita). 

Seja p um ideal primo de p· e kp E C(/\.) a classe ele ideais que contém 
o ideal p. Seja p o inteiro primo tal que N1\-; iQ! (P) = p. Pelo teorema 12 do 
capítulo 4, sabemos que · 

para qualquer classe de ideais k. Por outro lado , se l+J é um ideal primo de L 
dividindo p e a 13 é a substituição de Frobenius de 1+J para L/ 1\·, então, pela 
equação (.5.2) , 

a<p(j(k)) = j(k)P (moei l+J), 
e segue que 
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No entanto. ambos os lados da congruência acima são elementos do conjunto 
{ç1 ..... ç5 } . e p e_', prilll o co111 ,, (e logo. l::J3 t.,rn1bé rn o é) illlpli ca então que 

Assim provamos a seguinte proposição: 

Proposição 22. Se p E p - e kp é a classe de ideais que co nt ém. p. enlâo para 
q'Ualq11 er k E C(/\' ) e qualquer 1-lJ ideal prim.o de L que divide p, a s ubstituição 
de Frobenius de 1-lJ tem a seguint e propriedade: 

Sejam agora k e k' duas classes ele ideai s quaisq uer de C(/\'). Pelo teorema 
da progressão aritmética (pg. 79), o(k(k')- 1 n P · ) = o(k(k')- 1 n P(/\.)) > O, 
i. e., a classe k(k') - 1 contém um ideal primo p em P *, e então, k' = kj;"" 1 k. 
Segue ela proposição 22 que os j(k) e j(k') sã.o conjugados em relação à 
extensão L/ 1\·. Por outro la.do, dado qualquer e7 E G, pelo teorema 18, 
o(Pa n T · ) = o(Pa) > o, e assiu1 ex iste p E p- tal que (7 = (7,:p para. a.igurn l+J 
ideal primo de L dividindo p. Novamente pela proposição 22. t.odo conjugado 
e7(j(k)) de um invariante de cl asses j(k) é um outro invariante de classes j(k'). 
Temos então: 

Teorema 19. Os invariantes de classes j(ki) , i = 1, .. . , h , de um corpo 
quadrático imaginário /\' formam um conjunto completo de conj-ugados sobre 
I<. 

5.9 A Extensão K(j(k))/ K 
A partir de agora, consideraremos L := /\'(j(k 1 ) , ... ,j(kh)) , que, pelo teore­
ma 19, é uma extensà.o galoisiana. 

Lema 9. Um ideal primo p E p · decompõ e-se completam ente em L se, e 
somente se, p E S1(/\.) = .:T(I<) . 

Demons fra çâo . Seja 1-lJ ideal primo de L que di vide p. Como L/ /\' é galoisiana 
e a ordem de e7<p é f = f(l-l}/p ), p decompõe-se completamente se, e somente 
se, e7-:p = 1. Como L = /\'(j (ki) , ... ,j(kh)), segue da proposição 22 que 
e7-:p = 1 se , e somente se, j(kj;"" 1k) = j(k), i. e., kp = 1, o que significa que 
p E J(/\'). 

o 
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Vamos agora verificar que as duas condições do critério dado na seção 
5.-3 são sati s feita s para m = l e // = 5 1(/\.) = J(/\. ) e para a cxlew;ào 
L/I\·. Seja 2l um ideal de L. Pelo teorema da prngressão aritmética. existe 
um ideal primo ,,P de L ele grau um (sobre Q. e portanto. também sobre 
/\' ) tal que 2l (o)l.p , poi s se k'l E C( /\') é classe que contém 2L então 
o(k'l n P'(L)) = o(k<J n P(/,)) > O, e assim existe um l.p E k':'I como o 
procurado . 

Ainda mais, como existem apenas finitos ideais primos de /\. que não são 
primos com 17 e sào ramificados , e apenas finitos primos ele L dividindo cada 
um destes primos de /\·. poci'emos assumir que NL;1,·(l.p) = p i- primo mm 
17 e não ramificado. Logo p E p - (pois l.p ter grau um implica que p tem 
grau um) e decompõe-se completamente em L, poi s L/ [\. é galoisiana. Pelo 
lema 9, p E S 1(1\. ). e portanto , i\L/f,·(2.l) = NL;1,·(o) p E S 1(/\·) , e então 
NL;1,·(Ii(L)) C S1(/\·) , i.e. , vale a concliçà.o 1 cio critério. Como 

também vale a condiçào 2 cio critério. 
Desta form a L / 1\· é um corpo de classes e 

Assim, pelos comentários da seçào 5. 7, L é o corpo de classes de Hilbert 
absoluto sobre I<, i .e. , a extensão abeliana não ramificada maximal de /\ .. 

Como agora sabemos que L/ l\
0 

é abeliana, para uma classe qualquer k E 
C(I<), a extensào /\'(j(k))/ /\. é normal. Por outro lado, dada outra classe 
k' , existe a- E G' tal que a-(j(k)) = j(k'). Temos entà.o que j(k') também é 
raiz do polinômio minimal de j(k) (sobre /{) , e como /\º(j(k))/ /\. é normal , 
j(k') E /\'(j(k)). Desta forma, /\'(j(k)) = L . Portanto, provamos o seguinte 
teorema: 

Teorema 20. S eja j(k) um invariante de classes q·ualq1ter de um corpo qua­
drático imaginário A.. Entâo /\. (j ( k)) é a e:i:t ensâo abeliana nâ o ramificada 
maximal de !{. 

Como mencionamos na seção 5. 7, temos um isomorfismo canônico entre 
C(I\') e G = Gal(L/ A·) . Seja então a-k o elemento de G associado à classe 
de ideais k por tal isomorfismo. Se p é um ideal primo de p· pertencente à 
classe k, então a-k = a-p pela definição de tal isomorfismo. Então. a proposição 
22 nos dá a seguinte fórmula explícita para o automorfismo a-k de L/ /\· : 
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( 5.:3) 

Seja a.gora Tum automorfismo de Q ( onde (Q é o corpo ele todos os números 
algébricos) sobre Q. Claramente T( L) é a ex tensão abeliana não ramificada 
maximal ele T(I\"). Como /\' é um co1 po quadrático imaginário, digamos /\. = 
Q( v-D) com D E N· livre ele quadrados , então T(X) = Q(±v-D) = /\·. 
Logo T(L) deve coincidir com L, pela unicidade do corpo de classes ele Hilbert. 
absoluto, e assim. L é uma extensão galoisiana ele Q. Sejam Ç := Gal( L/Q) 
e {! o elemento ele Ç que repre.senta. a. conjugação complexa. Desta forma 
{! é o único automorfismo não trivial ele /\· , i.e., Gal(/\)Q) = {l , g}. Pela 
teoria de Galois , temos {1 , g} = Ç/G.~ja a um ideal ele /\. na classe 
de ideais k. Então g(j(k)) = j(k) = j(a). Como a é um reticulado ele 
e, seja f (w1 , w2) = a, com W := W1 / w2 E IH!. Ass im , j( a) = j(w ). Mas 
êi = f(w1,w2 ) = f(w1,w2 ) = f(-w1,w2 ), com - w E IHI. Portanto j(êi) = 
j(-w). Como exp(2rri(-w)) = P-xp(27í-iw) e os coeficientes ela q-expansão 
ele j são inteiros, temos que j(ã) = j(a), ou seja, g(j(a)) = j(ã). Como 
aêi = NK;Q(a)0 1\· é um ideal principal, ã está. na classe k- 1

, e logo, 

g(j(k)) = j(k- 1 
). ( 5.4 ) 

Esta fórmul a, juntamente com {1,e} = Ç/G e o teorema 19 resultam no 
seguinte teorema.: 

Teorema 21. Os invariant es de classes j(ki) , i = 1, ... , h , de um corpo 
q1tadrático imaginário /\. formam 1lm conjunto completo de conjugados sobre 
Q . 

Dado a E G, pela proposição 22 e pelos comentá.rios que a seguem, e mais 
o fato que L é um corpo ele classes sobre /\.", sabemos que existe p E p - tal 
que a= ap , e então a(j(k)) = ap(j(k)) = j(k;1 k): assim a permuta os j(k)'s. 
Da mesma forma, como e(j(k)) = j(k- 1 ), {! também permuta os j(k)'s, e 
conseqüentemente o mesmo fazem todos os elementos de Ç. Desta forma, o 
polinômio J(X) := rt=l(X - j(k;)) é invariante pela ação de g resultando 
que tal polinômio é irredutível ( e claramente mônico) e com coeficientes ra­
ciona.is . i\ilas como os j(k) s sã.o inteiros algébricos , suas funções simétricas 
também o sã.o , e logo. os coeficientes ele tal polinômio estão em OL n Q = Z. 
Em suma, J E Z[X] é mônico e irred utíve l. 
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Outra conseqüência da fórmula (5.4 ) é a seguinte: seja a E G' qualquer. 
Temos que ex iste k E C( r\·) tal que a = ªk· e c11l.à(J . a- 1 = ak-' · C'olllo G 
é normal em Ç (poi s tem índice 2), gaQ_, também está em G. e segue das 
equações (-~.3) e (5.4) que 

para qualquer i11va.riante de classes j(k') . Logo, 

Uma conseqüência. da fórmula. a.cima. é que a. extensão L/<Q é abeliana se, 
e somente se todo T E Ç é tal que T

2 = 1. Além disso tal fórmula junta.mente 
com o fato que {l ,e} = Ç/G mostra que a est rutura do grupo de Galois Ç é 
completamente determina.da pela estrutura de C(I\') ~ G. 

5.10 Alguns Exemplos 

Vamos calcular o valor de j para alguns casos simples. Inicialmente, intro­
duzimos a q-expansào de j com coeficientes calculados até ordem 6: 

j( z ) = l/q + 744 + 196.884q + 21.493.760q2 

+ 864.299.970q3 + 20.245.856.256q4 

+ 333.202.640.600q5 + 4.252.023.300.096c/ + · · · (.5.5) 

Tal expressã.o pode ser calculada usando-se as equações (1.16) e (1.32) . Para 
lm( z ) ~ ~/2, ou seja , para ICJI S O, 04:333 ... , pode-se mostrar que o trunca­
mento acima (até q6

) é suficientemente preciso para o cálculo dos invariantes 
de classes em alguns casos simples ([Coh8.S], pg. 1.57 ). 

Vamos aplicar tal aproximação aos casos em que o número de classes h 
é igual a um. Em tais casos, como J(X) = [J7= 1(X - j(ki)) tem coeficien­
tes inteiros ( conseqüência já observada do teorema 21), temos que o único 
invariante ele classes que é dado por j(T) , onde2 0 1\· = [l , T], deve ser inteiro. 

Para aplicarmos a fórmula ( .5 .5) , observamos que um corpo quadrático 
imaginário /\' sempre pode ser escrito como Q( ..;=75) com D livre ele qua­
drados. Como vemos em [Gol71], pg. 12 , se -D= 1 (moei 4) , então 01\· = 

2 Denotaremos por [o 1.o2] o 2 -módulo livre gerado por o 1 e 02. 
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j(k) erro 

Q( /-:3) - :3 o o 
Q( ✓-1) -4 123 o 
(Q( ✓-,) - i- 3 10-11 -, - ,) 

Q( ✓-2) -8 203 10-13 

Q( v1-ll) -11 -323 10-1 8 

Q( ✓-19) -19 -96~l 10-30 

(Q( ✓-43) -43 -9603 10-30 

Q( ✓-67), -67 -52803 10-30 

(Q( ✓-163) -16:3 -640.:3203 10-:::0 

Ta.bela. 5.1: Exemplos ele Invariantes de Classes 

[l, (l+v-D)/2] e o discriminante de 1\.. é <la.elo por d1,'/ ff_ = -D; se -D= 2, 3 
(moei 4), então 01,· = [l, v-D] e cl1-:;Q = -4D. Portanto, temos que apli­

car a fórmula (5.5) para z = (1 + FYJ)/2 se/\.= Q( ✓--D) com -D= 1 
(mo<l 4), e para.:;= v-D nos demais casos. 

Sabe-se que existem exatamente nove corpos quadráticos imaginários tais 
que h. = 1 ([Coh85], pg. 183). Estes são dados pelos corpos/\. da ta.bela. 5.1, 
onde também colocamos o respectivo discriminante cl1,-;Q, o valor do único 
invariante de classes j(k) e a ordem elo erro feito pela. aproximação dada pela 
fórmula ( 5.-5 )3

, exceto nos dois primeiros casos que são imediatos da. definição 
de j (pois g2 (p) = O e g3 ('i) = O, como vimos na demonstração do teorema 4). 

Um próximo caso seria quando [{ é tal que o número ele classes é h = 2, 
por exemplo, para. /\. = (Q( v1='5) ( onde dl\'/Q = -20). Neste caso, para a 
classe k1 que contém 0 1,· , i.e., a unidade ele C(/\'). usando a aproximação 
(5.5) temos 

j(ki) = j( \1-5):::::; 1.264.538, 9094751405093202270474 . 

Vamos achar agora um ideal a tal que a (/_ k1 . Uma possível escolha é a = 
[2, 1 + v'=K]. De fato , um cálculo simples mostra que a é um ideal ele 01,:, e 
temos 

j(a) = j((l + ~)/2) 

:::::; -538,9094751209857665636183354. 

3 Observamos que os cálculos foram feitos com precisão de 30 casas decimais. 
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Entà.o , j(a) i- j(ki). e assim , a (/_ k1 • e portanto, j(a) = j(k2 ). Como 
(.\' - j(k 1 ))(.\' - j(k, )) tem cocficicnt c:; inteiro:; . j(k 1 )j(k2 ).j(k 1) + j(k2 ) E Z . 
Pelas nossas aproximações temos 

j(ki)j(k2 ) = -681.-172 .000 = -8803 e j(ki) + j(k2 ) = 1.264 .000. (5.6) 

Para obtermos os valores exatos. bd.sta resolvermos a equaçào 

Assim: 

e 

.\'
2 

- 1.264.000 X - 681.472.000 = O. 

j(k1) = 6:32.000 + 282.880V5 = (50 + 26V5) 3 

j(k2 ) = 632.000 - 282.880-/5 = (50 - 26-/5)3 , 

e o erro ele aproximaçà.o é da. ordem infer ior a 10-30 para a primeira e ele 
ordem 10-s para a segunda. 

De maneira análoga, para o caso l\- = (Q( /=6) (d 1\-;Q = -24), onde 
também h = 2 temos 

onde k1 é a classe de ideais que contém 01\· e k2 é a classe de ideais re­
manescente , à qual o ideal a = [2, -/=6] pertence. Neste caso os erros de 
aproximaçào são de ordens inferiores a 10-30 e igual a 10- 10

, respectivamente. 
Um outro caso em que h = 2 é [{ = Q( ;=15) (d1\-;Q = -15). Neste caso 

a= [2, (1 + /=TI)/2] E k2, 

j(k1) = -135V5((3 + V5)/2)(4 + -/5)3 

e 

com erros de aproximaçào de ordens 10-24 e 10-5 , respectivamente. 
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-- -----------

grupo modular 

domínio fundamental 
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reticulado de <C 

reticulado gerado por w 1 e w2 

conjunto dos .reticulados de <C 

série de Eisenstein ele índice k 

60G2 

140G3 

9J - 2795 

ordem da função f no ponto p 
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invariante modular ( 1728 gJ / Di.) 

números de Bernoulli 
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curva elíptica 
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