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Resumo

E um resultado cldssico de Kronecker que toda extensao abeliana do corpo Q
dos nimeros racionais estd contida num corpo de raizes da unidade. Assim,
certos valores da funcao exponencial geram a extensao abeliana maximal de
Q. Tal construgao “explicita™ também é possivel para um corpo quadratico
imaginario. Tem-se que usar os invariantes de classes (“valores singulares”
da fungao modular j) e também valores de uma certa funcio relacionada
com a fungao p de Weierstrass. O objetivo principal deste texto é achar, o
que foi originalmente feito por H. Weber, geradores explicitos da extensao
abeliana ndo ramificada maximal de um corpo quadratico imaginario A, o
assim chamado corpo de classes de Hilbert absoluto. Serd provado que tais
geradores sac os invariantes de classes.

Abstract

It is a classical result of Kronecker that every abelian extension of the field
Q of the rational numbers is contained in a field of roots of unity. So certain
values of the exponential function generates the maximal abelian extension of
Q. Such an “explicit” construction is also possible for an imaginary quadratic
field. One has to use the class invariants (“singular values” of the modular
function j) and also values of a certain function related to the Weierstrass
p-function. The main purpose of this text is to find, what was originaly done
by H. Weber, explicit generators of the maximal unramified abelian extension
of a imaginary quadratic field /', the so called absolute Hilbert class field. It
will be proved that such generators are the class invariants.
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Introducao

4
Um dos resultados mais fundamentais da teoria de extensdes abelianas de
corpos € o seguinte teorema:

Teorema (Kronecker-Weber). Se L/Q € uma exrtensio abeliana finita do
corpo dos racionais, entdo existe uma raiz da unidade ¢ tal que L C Q(¢).

Conseqiientemente, a extensao abeliana maximal de Q, que denotaremos
por Q2. é dada por

Q*=Q{¢e€C:¢" =1, paraalgum m € Z, m > 1}).

Assim, este teorema nos da geradores explicitos de Q2® por valores de uma
fungao analitica, a saber €™, calculada nos pontos de tor¢ao de R/Z. Um
resultado andlogo, devido a H. Weber, é vdlido para um corpo quadratico
imaginario A". Para podermos enuncii-lo, vamos introduzir alguns resultados
da teoria de curvas elipticas'.

Seja £ uma curva eliptica, dada pelo quociente C/T', onde ' é um reticu-
lado de C. (Observamos aqui que, como curva algébrica, tal curva eliptica
pode ser dada por zeros de uma equacao da forma

y2 =42’ - g2(I")x — g5(T).)

Como C/T é isomorfa a C/(AI'), podemos considerar que [' é gerado por | e
T.

Um endomorfismo de E pode ser identificado com um endomorfismo de
seu recobrimento universal C que mantém I fixo. Desta forma, tal endo-
morfismo deve ser a multiplicagao por um complexo A tal que \, A7 € I.

'Todos estes resutados serao devidamente enunciados e provados nos capitulos seguin-
tes.



Portanto, o conjunto dos endomorfismos de E pode ser associado a um sub-
anel A(E) dos complexos que obviamente contém Z. Se tal conjunto contém
Z propriamente, entao dizemos que E admite multiplicacdo complexa.

Temos ainda que. se £ admite multiplicagao complexa, 7 pertence a um
corpo quadratico imaginario i', e A(E) C Oy, onde O denota o conjunto
dos inteiros algébricos de A'. Na verdade A(E) é uma ordem de I (re.. é
um sub-anel de O que contém Z e de posto 2 como Z-médulo). _

Se A(E) = Ok, entao I' é um ideal fraciondrio de /', e reciprocamente,
dado I' um ideal fracionario de um corpo quadratico imaginario A’. entdo
E = C/T" é uma curva ellptlca tal que A(E) = Oy . Portanto, duas curvas E
e I, tais que A(E) = A(E') = Oy, sao isomorfas se os ideais associados a
elas sao homotéticos, ou seja, estao na mesma classe de ideais.

Dada uma curva eliptica £ definida por

2=42 - gur — g5

definimos o seu invariante modular
g
E = 172832 (A := g5 — 27g3).

Duas curvas elipticas complexas sao isomorfas se, e somente se, seus invarian-
tes modulares forem iguais. Desta forma, j nos da uma funcao das classes
de ideais k;y,...,k; de um corpo quadrdtico imaginario A’; os nimeros j(k;)
sao valores singulares da fungdo modular j, sao dois a dois distintos e sao
chamados de invariantes de classes de I\

Se k' = Q(v/=D) é um corpo quadratico imaginario e £ é uma curva
eliptica com A(E) = Ok e invariante jz, o grupo dos automorfismos de E,
que denotamos por Aut(E), é igual ao grupo das unidades de Q. Tal grupo
é ciclico de ordem 2 (resp. 4, resp. 6) quando D # 1,3 (resp. D = 1, resp.
D = 3). Dado um reticulado I' de C, definimos:

7(u, ) i= (=1)* p(u.T)"? gl)(T),

onde e é a ordem de Aut(E), p é a funcao p de Weierstrass e

g :=2"3%gy95/ A
g(3) = 2834g§/A
g9 =288, I,

Podemos agora enunciar o resultado em questao:
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Teorema (Weber-Fueter). Sejarn A° um corpo quadrdtico imagindrio e
L/K uma extensio abeliana finita de K. Ainda mais. sejam (wi,wy) uma
base de algum ideal T de K ¢ j(k) um invariante de classes de K. Entdo:

1. se L/K for nao ramificada, entao L C K(j(k));

2. se L/ for ramificada, entio L C K(j(k),((aw; + buwy)/n,T), para
certos a, b e n inteiros, com n # 0.

Conseqiientemente: .

K = K (j(k), {((aw; + bwy)/n,T) 1 a,bn € Z, n > 0}).

Observagdo. Apesar do nome, o teorema como enunciado acima é em parte
devido a H. Hasse, ja que, embora Weber e Fueter tenham achado geradores
para tal extensao maximal, ambos usaram fungdes mais complicadas que T
para gera-la. Hasse foi o primeiro a provar que 7 poderia dar tais geradores.

Observamos que os pontos (aw) +bw,)/n sio os pontos de torcao da curva
eliptica C/T'. Desta forma temos um resultado bastante similar ao feito por
Kronecker para o corpo Q.

Uma outra maneira de obtermos K é adicionarmos a A" as raizes da uni-
dade, os valores de j(z) para z € K*, com Im(z) > 0, e as raizes quadradas
dos elementos do corpo assim obtido.

O objetivo desta dissertacao é provar o primeiro item deste teorema, ou
seja, provar que h'(j(k)), para qualquer k pertencente ao grupo de classes de
ideais C(K') de I\, é a extensao abeliana nao ramificada maximal do corpo
quadratico imaginario A" (chamamos tal extensio de o corpo de classes de
Hilbert absoluto de I'). Os passos da prova sio essencialmente:

1. Provar que os j(k;)’s sdo inteiros algébricos.
2. Provar a congruéncia
Jp~'k) = 5N (mod p),

onde p é um ideal primo de A’, k é uma classe de ideal, N(p) é a norma
de p, valendo para todos os ideais primos p de ' com grau 1 em relagao
a Q (i.e., com N(p) = p, p primo de @), a menos de um nimero finito.



3. Provar. usando resultados da teoria de corpos de classes. que o gru-
po de classes de ideais C(A') de A" ¢ isomorfo ao grupo de Galois da
maior extensao abeliana nao ramificada de A sobre L. Além disso.
se k € C(I\) e ok € o elemento do grupo de Galois associado a k pelo
isomorfismo em questao, entao

ok(J(ki)) = j(k™'k;).

4. Provar, também usando resultados da teoria de corpos de classes, que
K (j(k;)) nao depende de i e é o corpo de classes de Hilbert absoluto de

i

No capitulo 1, damos algumas idéias bésicas de formas modulares, as
quais servirao de ferramentas na busca do resultado principal. Nesse capitulo,
seguimos basicamente [Ser73], capitulo VII, definindo formas e funcdes mo-
dulares, as fungées j ¢ A e demonstramos o principio da g-expansao.

No capitulo 2, damos apenas algumas nocées basicas da teoria de curvas
elipticas, como parametrizacao (pela funcao o de Weierstrass), isomorfismos
e suas relagoes com toros, seguindo basicamente [Lan86] e [Sil85].

Nos trés capitulos seguintes, seguimos respectivamente, os capitulos III,
IVeV de [BCH*66]. O capitulo 3, basicamente contém o passo 1 e o capitulo
4 contém o passo 2. O capitulo 5 conclui o nosso objetivo, contendo os pas-
sos 3 e 4. Neste capitulo damos, inicialmente, as nogoes basicas de corpos de
classes (da maneira cldssica) e enunciamos diversos resultados desta teoria
que sao necessarios para se obter o nosso objetivo final, sem nos preocupar-
mos com as provas dos mesmos. A tltima segao contém alguns calculos dos
invariantes de classes em casos simples.

Vamos assumir que o leitor tenha conhecimentos basicos de algebra abs-
trata, principalmente de teoria de Galois, e de fungoes de varidveis complexas:
assumiremos também, conhecimentos nao tao bdsicos de teoria dos niimeros,
incluindo inteiros algébricos, teoria de ideais, valorizacoes, ramificacoes, de-
composigao de ideais primos, entre outros tépicos. (Uma possivel referéncia
seria [Gol71], capitulos 2 a 5.) Embora, em geral, sejam citadas referéncias
para os resultados usados, supomos que haja uma certa familiaridade com o
assunto, principalmente com suas defini¢ées. Ainda em teoria de nimeros,
como ja mencionamos, vamos usar resultados da teoria de corpos de classes,
para os quais nao vamos supor tal familiaridade, i.e., vamos dar as definicées
necessarias e enunciar todos os resultados que usaremos. (Os teoremas cita-
dos podem ser encontrados em [Has26]; outras referéncias tém tais resultados,



como o proprio [Gol71], mas como usamos a teoria de corpos de classes em
sua forma cldssica. [Has26] é mais apropriado.) Tamhém supomos conheci-
mentos basicos de superficies de Riemann (capitulos 1 e 2 de [For81]. por
exemplo), mas, de uma forma geral, sua falta nio chega a comprometer a
compreensao do texto em si.

Ut



Capitulo 1

Formas Modulares

1.1

O Grupo Modular

1.1.1 Definigoes e Notacoes

Durante todo este texto usaremos as seguintes definicoes e notagoes:

Definigao 1. 1. H := {z € C:Im(z) > 0}, i, H representa o semi-

S

plano complexo superior.

SL, (R) := {(Z 3) ca,bye,d € Read — be = 1}.

P! := CU {0}, i.e., denotaremos por P! o plano complexo extendido,
que pode ser identificado com a esfera de Riemann.

SL2 (R) age naturalmente em P! da seguinte forma: dados = € P! e
a b

g = ( e d ) € SL, (R), entao:

z2+b
Z:Id se z Fooez# —dfc,
g= = a/c sez=o00ec#0,
0o sez=o00ec=0ousez=—d/c

Um calculo simples mostra que:



Im(z
Im(gz) = _()2 (1.1)
lez + d|
Logo, H fica invariante por SL, (R). Por outro lado. ¢ claro também que as
. a b " a .
matrizes ( e d ) e — ( e d ) agem da mesma forma. Assim, podemos
identificar estas duas matrizes, ou seja, considerar o grupo PSL;(R) :=

SL2 (R)/{£1} quando quisermos apenas pensar em termos da agao do grupo
SLz(R) em H. Na verdade, pode-se provar que PSL, (R) = Aut(H), onde
Aut(H) é o conjunto dos automorfismos de H.

Definigao 2. O grupo G := SL, (Z)/{£1} é chamado de grupo modular.

No entanto, para nao sobrecarregarmos a notacao, vamos denotar pelos

. 2 ) € SL; (Z) e sua imagem em G.

mesmos simbolos g = (
c

1.1.2 Dominio Fundamental do Grupo Modular

Definigao 3. Definimos S,7 € G como os elementos de G com represen-
tantes

0 -1 1 1

1 0 “ \o1 )
respectivamente.

Assim, temos:

Definimos também:

Definigdo 4. Seja D:={z€ C: —1/2 < |z| < 1/2e |z| > 1} (ver a figura
1.1 a seguir).

Mostraremos que D é o que chamamos de dominio fundamental da acao
de G em H, mais precisamente:

Teorema 1. 1. Para todo = € H, existe g € G tal que g= € D.
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3. Sejaz €D el(z):={g€G:gz==z} (ie., o estabilizador de = em
G). Temos que I (z) = {1}, exceto se:

(a) = =1, e entao I(z) =(S) (grupo de ordem 2);
(b) z=p=eF, ¢ entio I[(z)=(ST) (grupo de ordem 3);
(c) 2= —p=e€%, eentio I(z) = (T S) (grupo de ordem 3).

Dos dois primeiros itens do teorema acima decorre, imediatamente. o se-
guinte corolario:

Corolario 1. A projecio candnica de D em H/G € sobrejetora ¢ sua restri-
¢ao ao interior de D € injetora.

Temos ainda o seguinte teorema:
Teorema 2. O grupo G ¢ gerado por S e T.

Demonstragio dos teoremas [ € 2. Seja G’ o sub-grupo de G gerado por S
e T. Tomemos = € H. Vamos mostrar agora que existe g € G’ tal que
g’z € D, o que sera suficiente para provarmos o item 1, do teorema 1. Se



a b\ . - ’
= ( e d ) € um elemento de G’. temos que vale a equacao (1.1). Como

¢,d € Z, ¢ finito o nimero de pares (c, d) tais que |cz + d| é menor que um
numero qualquer fixado. Logo, existe g € G’ tal que Im(g=) é maximo. Seja
n um inteiro tal que T™(gz) tenha parte real entre —1/2 e 1/2. Assim. o
elemento z' = T"(gz) estard em D se |='| > 1. Mas, se || < 1, temos que
Im (—1/z") é estritamente maior que Im(='), o que é impossivel por hipdtese,
Ja que Im(gz) = Im(z’). Logo ¢’ = T"¢ leva este = € H em D.

Provaremos agora os iteng 2 e 3 do teorema 1. Seja z € D e tomemos
g= ( (CI 2 > € G tal que gz € D. Podemos supor que Im(gz) > Im(z), j&
que podemos trocar = e g por gz e g~'. Assim, devemos ter |cz + d| < 1. Se
c 2 2, isto é claramente impossivel, restando-nos analisar os casos em que
ce {0,1,-1}.

Se ¢ = 0, temos que d = £1 e assim g é uma translacio por 4b. Como
Re(z) e Re(gz) estao ambos entre —1/2 e 1/2, temos que ou b = 0, e entio
g € identidade, ou b = %1 ¢ entao Re(z) = F1/2 e Re(gz) = +1/2.

Se ¢ =1, como |z +d| < 1, temos que d = 0 a menos que = = p (resp.
z = —p), caso no qual d € {0,1} (resp. d € {0,—1}). Se d = 0, temos
que |z| < 1, e como z € D, vale que |z| = 1. Por outro lado. ad — be = 1
implica que b = —1, e portanto gz = « — 1/z. Como vale |z] = 1, temos que
Re(z) = —Re(—1/z), e logo Re(gz) = a—Re(z), e como j4 discutimos acima,
devemos ter @ = 0, a menos que Re(z) = 41/2 (e assim, z = —pou z = p),
quando a também pode ser F1. Assim,se z € {p, —p}, temos que gz = —1/=.
No caso z = p,d = 1 implicaquea —b=1egp=a— 1/(1 4+ p) = a+p,
e entao @ € {0,1}. De maneira andloga podemos discutir o caso em que
z = —p.

O caso em que ¢ = —1 ¢ andlogo ao caso ¢ = 1, visto que podemos mudar
os sinais de «, b, ¢ e d sem alterar o elemento de G que esta nova matriz
representa. Desta forma provamos os itens 2 e 3 do teorema 1.

Resta agora apenas provar o teorema 2, i.e., que G = G'. Seja g € G.
Tomemos z¢ no interior de D (como por exemplo zy = 2i), e seja = = ¢zo.
Como ja vimos acima, existe ¢’ € G’ tal que ¢’z € D. Temos que os pontos
zo e g’z = ¢g'gzo sao equivalentes médulo G e zp esta no interior de D. Logo,
pelos itens 2 e 3 do teorema 1, provados acima, temos que ¢'¢ = 1, e entao
g € G', o que conclui a prova. O



1.2 Formas Modulares

1.2.1 Definicoes

Definicao 5. Seja k € Z. Uma funcao f é dita fracamente modular de peso
2k se j for meromorfa em H e verifica a relacao’

f(:):(cz+d)-'“'f<z:3), V(Z 3>€SL2(Z). (1.2)

Uma equivaléncia desta definicao é dada pela seguinte proposicio:

Proposicao 1. Se¢ja [ wma fungio meromorfa em H. A fungio [ € fraca-
mente modular de peso 2k se, e somente se, ela satisfizer as duas sequintes
relagoes:

fz+1) = f(z) (1.3)

f <——) =z f(2) (1.4)

Demonstragdo. Suponha que f é fracamente modular de peso 2k. Substituin-
do 7" e S na férmula (1.2), obtemos as equacées (1.3) e (1.4) respectivamente.
Reciprocamente, como G é gerado por T e S e a férmula (1.2) vale para estas
duas, pode-se provar, indutivamente, que vale para todo ¢ € G:

a b
se vale para , temos:
c d

L (T b
J(T(2)) = (elT=) + d) 21 (ﬁ) .

1§

ou seja,

(= 41) = (cz 4 (e + d)~2 f (M) :

cz + (c+d)

mas, pela equagao (1.3), f(z+1) = f(z). e conseqiientemente a formula (1.2)

. a a+b a b ,
vale para a matriz ( ¢ ctd ) = < e d ) T'. Analogamente, prova-se

'Alguns autores dizem de peso —2k e outros de peso k, ao invés de 2k.

10



a . , ; .
que vale para ( / ) S. Concluimos, assim, que vale para toda a matriz
c o«

gerada por Se T. O

Suponha que a equagao (1.3) seja verificada. Podemos entao expressar f
em termos de ¢ := ¢*™7. A\ fungao de ¢ que ¢ igual a [(z). para ¢ = €77,
denotaremos daqui em diante (como padrao de notacao) por f; j meromorfa
em H implica que [ é meromorfa para 0 < |¢g| < 1. Se f se extende me-
romorficamente (resp. holomorficamente) & origem, dizemos, por abuso de
linguagem, que [ é meromorfa no infinito (vesp. holomorfa no infinito). Isto
implica que f admite uma expansao de Laurent em alguma vizinhanca de
q = 0 da forma

para algum N € N (resp. N = 0).

Definicao 6. Uma fungao fracamente modular é dita modular se é meromor-
fa no infinito. Quando f é holomorfa no infinito, definimos f(o0) := f(0) e
chamamos este valor de valor de f no infinito .

Definigao 7. Uma fungao modular holomorfa em H U {cc} é chamada de
forma modular; se tal fungao vale zero no infinito, é chamada forma parabo-
lica.

Assim, uma forma modular de peso 2k admite uma expansio em série da
forma:

f(:) = Z anq" = Z (an'lm'n: (1.6)
n=0 n=0

que converge para |g| < 1 (i.e., para Im(z) > 0) e que satisfaz a identidade
(1.4). Ainda mais, sera uma forma parabdlica se ao = 0.

Exemplos 1. 1. Se f e f’' sao formas modulares de pesos 2k e 2k’, o
produto ff’ é uma forma modular de peso 2k + 2k’

11



2. Pode-se provar que a funcao

X
q H (1—q¢g") =¢- 24¢% 4+ 252¢° — 1472¢" + - -

n=|1

¢ uma forma parabdlica de peso 12 ([Ser73], pg. 95).

1.2.2 Fungoes Modulares e Fungoes de Reticulados

Definicao 8. Um reticulado¢ um subgrupo I' de um R-espaco vetorial V|
verificando uma das seguintes condigdes (equivalentes entre si):

1. T é discreto e V//I' é compacto;
2. I' é discreto e gera o espaco V;

3. existe uma R-base {e|,...,e,} de V que é uma Z-basede I', i.e., ' =
Ze\ B Ziey @ - - - Ze,,.

Denotaremos por R os conjuntos dos reticulados de C, considerando C
um R-espago vetorial. Além disso, usaremos M para denotar o conjunto dos
pares ordenados (w;.w;) € (C*)?, tais que Im(w; /wy) > 0.

Assim, a um par (w;,wy) € M podemos associar um reticulado

F(wl,wg) = Zwl &) ZWQ

com base {w;,w;}. Desta forma, obtemos uma aplicacio de M em R que é
claramente sobrejetora.

Seja g = ( Z 2 ) € SL;y (Z) e seja (wy,wy) € M. Defimos entao,

wi =aw; +bwy e wh=cw + dw,,
que nos da uma agao de SL; (Z) em M. Podemos ver facilmente que {w},w?}

s : ; a i . , ,
também ¢ uma base de T (w;,ws) (pois ! ) e inversivel como matriz
c d

com entradas inteiras). Além disso, se z = w; /w,, € =’ = W) /). temos
, az+b
5= = g,
cz+d

Logo Im(z’) > 0. e portanto (w},w}) € M.

12



Proposigao 2. Dois elementos de M definem o mesmo reticulado se. ¢ so-
mente se. sao congruentes modulo SL, (Z).

Demonstragdo. Que a condicao é suficiente, vimos acima. Reciprocamente,
se (w1,w;) e (w.wj) sao dois elementos de M que definem o mesmo reticula-
a
c
(com a inversa também inteira) tal que

i A [(a b wi
wh )\ e d wy
Logo det(g) = +1. Com um simples calculo pode-se ver que se det(g) < 0,0

sinal de Im (w{/w}) é oposto ao sinal de Im(w, /w;). Como ambos devem ser
positivos, det(g) = 1, o que deixa provada a proposicio.

do, existe uma matriz g = ( / ) com coeficientes inteiros que é inversivel
a

O

Assim, podemos identificar R com o quociente de A/ pela acao de SL, (Z).
Podemos definir também uma agao de C* em R (resp. em M) por:

[ AT (resp. (w1, ws) = (Awy. dws))
com A € C. O quociente M/C~ é identificado com H via (wi,wq)

wi/wy, e por esta identificacdo, a acdo de SL, (Z) em M e a acao de G =
SL; (Z)/£1 em H sao compativeis. Assim:

I

Proposigao 3. A aplicagio (w,w;) + wy/w, induz uma bije¢do entre os
conjuntos R/C* e H. (E assim, um elemento de H/G pode ser identifiacado
com um reticulado definido a menos de homotetia.)

Observagdo. Associando o reticulado I' ao toro C/T', temos que dois toros,
associadas aos reticulados I' e [, sdo isomorfos. como superficies de Riemann,
se, e somente se, tais reticulados sao homotéticos ([For81], pg. 9). Isso nos da
uma descrigao de H/G = R/C* como o conjunto de classes de isomorfismo
de toros.

Consideremos agora uma fungao F' : R — C, e seja k € Z. Dizemos que
F tem peso 2k se

FAT) = A2 () (1.7)

13



para todos I' € R e todos A € C".

Seja F' uma funcao de reticulados como acima. Se (wi.wy) € M. vamos
denotar por F'(w;.w,) o valor de F no reticulado I' (wy.w;). Assim. a férmula
(1.7) pode ser escrita como:

F(Awp dwg) = A" F (wy.w,) . (1.8)

Além disso, temos que F' é invariante pela acio de SL, (Z).
Esta formula (1.8) mostratue o produto w?* F (wy,w,) depende apenas de
z = wy/wa, pois

wng(wl,wg) = F (ﬂ. 1) §

wo

Assim, existe uma funcao f, definida em H, dada por

[(z) == F(z,1),

tal que

wy 2k fwy fwsy) = F (wy,wy). (1.9)

Como F' ¢ invariante pela acao de SL;, (Z), temos que f satisfaz a identidade
(1.2). E, reciprocamente, se temos uma [ que satisfaz a identidade (1.2),
a formula (1.9) da-nos uma funcao F definida em R com peso 2k. Assim,
podemos associar fungdes modulares de peso 2k a funcoes de reticulados de
peso 2k.

1.2.3 Séries de Eisenstein
Lema 1. Seja I wmn reticulado em C. As séries
r 1

110
= hl

§ ’ ! . . ;oo
convergem para o > 2, onde o simbolo Y ' indica que a somatoria percorre
todos elementos de T exceto o zero?.

2 ; ’ s e s 3 § ¢ "
“Em geral vamos usar o simbolo 3" para indicar que a somatéria estd definida “onde
faz sentido”.

14



Demonstragdao. Suponhamos que I' = I' (wy.wy). Temos que

Im(w; /ws ). Im(w;/w;) # 0,

pois caso contrario I' nao seria um reticulado. Assim. para todo par (ny,ny) €

Z2. vale:
> |ny| |Im <ﬂ>’ |ws |
w2

W
Im (—) wi] -
wi
Seja, entao m :=  min {|w2| Im (:}’—:)‘ s Jwi] ‘Im (:‘;’ll) I}, e portanto m >

0. Assim, as duas equagoes acima resultam

[1w) + ngws| = |wy| nlﬂ + n,
)

e, analogamente,

|n.lw1 + 712w2| Z lngl

[niwy + naws| > m(|ng] + |ng|)

para todo par (n;,n;) € Z2 Por outro lado, temos 4n pares tais que |n;| +
[n2| = n, para um n inteiro positivo fixado. Como

Y= X s
7 [njwy + naws|”’

~ver I’YI ny,n2€Z

! . .
onde Y indica, neste caso, a soma em todos os pares (ny,ny) € Z2, exceto o
(0,0), temos

o

=4m=° Z nal_l .

n=1

Se o > 2, altima série a direita da desigualdade acima é convergente, e
logo a primeira também o é, o que finaliza a prova. O

15



Definigao 9. Seja A um inteiro maior que 1. Se I' é um reticulado de R,
definimos

r 1
Gi(T) := Z — (1.10)
~€erl 7

(que sabemos que converge absolutamente pelo lema 1). Esta é chamada série
de Eisenstein de indice k (ou indice 2k segundo alguns autores).

4
Claramente temos que Gy tem peso 2k, e como vimos na sub-secio ante-
rior, podemos considerar G como fun¢ao em M, dada por:

! 1
G (wy,wy) := Z = (1.11)

(mwy + nwy)

m,neZ

e como funcao em H, que pelas equagoes {1.9) e (1.11), é dada por:

mmez (Mz2 +n

Proposicao 4. Seja k um inteiro maior que 1. A série de Eisenstein Gr(z)
€ uma forma modular de peso 2k. Além disso, temos Gy(c0) = 2((2k), onde
¢ denota a fungdo zeta de Riemann.

Observagdo. Lembramos que a fungao ¢ é definida por:

: = 1 1
Q(S)1=Zn—s:H 1
n=1 pEpl__
pS

onde P representa o conjunto de todos os inteiros positivos primos. Além
disso, temos que esta funcao é holomorfa e nao nula em {s € C: Re(s) > 1}
([Ser73], pg. 69).

Demonstragdo. Pelos argumentos anteriores, sabemos que G, satisfaz a for-
mula (1.2). Resta entao mostrar que f é holomorfa em H U {oc}. Suponha-
mos, inicialmente, que = esta no dominio fundamental D. Assim:

16



Imz + n|* = m?:2 4+ 2mn Re(z) + n.
e se mn > (0, temos:
2 2 2 2
|mz 4+ n|” > m* —mn +n? = |mp — n|
ou, se mn < 0, temos:
4
Imz +n|* > m? +mn + n? = [m(-p) — n|*.
Pelo lema 1, as séries

1 1
ZI — € Z’ %) — |

mneZ |7np m,ne€i |7’Tl P)

sao convergentes. Isto mostra que a série Gy converge normalmente em
D, i.e., uniformemente em seus compactos. Assim () é holomorfa em D
([Ab166], pg. 217). Mas, aplicando o mesmo resultado a Gr(g™'z), temos que
G}, € holomorfa em cada um dos gD, para g € G. Como pelo teorema 1 estes
conjuntos cobrem H, temos que G é holomorfa em H.

Resta ainda mostrar que é holomorfa no infinito e calcular seu valor neste
ponto. Para isto, basta mostrar que G tem limite para Im(z) — co. Para
isso, podemos supor que z permanece em . Como temos a convergencia
uniforme em D, podemos comutar o limite com a somatéria. Desta forma, os
termos correspondentes a m # 0 vao para zero e os outros vao para 1/n?,

Assim:
. , = 1
i Gr(2)= 3 = 22 o =20k

neZ

O

Exemplos 2. As séries de Elsenstem de menores pesos sao (75 e (3, que
tém pesos 4 e 6 respectivamente. E usual, devido & teoria de curvas elipticas
(como veremos no capitulo 2), substitui-las por miltiplos, dados por:

g2 ‘= 60G2 gs ‘= 140G3 (113)

17



Assim, ga(oc) = 120¢(4) e gs(oc) = 280¢(6). Usando os valores conhecidos
da funcao ¢. temos que:

S, (1.14)

27 ' '

Portanto. definindo

‘A= gy — 27g2, (1.15)

temos que A(oo) = 0, ou seja, A é uma forma parabdlica de peso 12. Na
verdade, podemos escrever, por um teorema devido a Jacobi, A da seguinte
forma:

A=(2r) %] (1 -q)™. (1.16)

n=1

Este teorema pode ser encontrado em [Ser73], pg. 95.

1.3 O Espaco das Formas Modulares

1.3.1 Zeros e Polos de uma Fun¢ao Modular

Definigao 10. Sejam [ uma funcao meromorfa em H, nio identicamente
nula, e p um ponto em H. O inteiro n tal que f(2)/(z = p)" é holomorfa e
nao nula em p, é chamado ordem de f em p e é denotado por vy(f). Além
disso, para p = oco. definimos v,(f) como a ordem de [ em g=0.

Quando f é uma funcao modular de peso 2k, a identidade (1.2) mostra
que vp(f) = vy(p)(f). para todo g € G. Em outras palavras, v,(f) depende
apenas da imagem de p em H/G.

Finalmente, denotamos por €, a ordem do estabilizador do ponto p em
G. Assim, temos ¢, = 2 (resp. ¢, = 3) se p = ¢ (mod G) (resp. p = p

(mod G)), nos outros casos, temos e, = 1.

Teorema 3. Seja [ uma fun¢io modular de peso 2k, ndo identicamente nu-
la. Entao:

18



Figura 1.2: Curvas a e f3.

v+ Y —ulf) =t (117)

€
peH/G P

Observagao. Podemos reescrever a férmula acima da seguinte forma:

. 1
vl 1)+ 00) + gD+ Y ) =+ (1.18)

peH/G

onde o simbolo )" indica a soma em todos os elementos de H/G distintos
das classes do 7 e do p.

No entanto, para mostrarmos o teorema acima, usaremos o seguinte lema:

Lema 2. Seja f uma fungdao meromorfa em uma vizinhanca de um ponto
zo € C, com zy seu 1nico possivel polo nesta vizinhanga. Sejam também «a e
B duas curvas tais que a(0) = B(0) = z e |a(t) — z| = |B(t) — 20| = ¢, para
t € [0,¢] (ver figura 1.2), com € > 0. Se o dngulo entre B e a em zg ¢ 27 [m,

entao:
L0 7(z)  velf)

i .
120211 Jpy  f(2) m

?

onde a integral acima € calculada no arco de circunferéncia (com orientacio
positiva) de centro em zo e que vai de 3(t) a aft).
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Demonstragao do lema 2. Seja v.,(f) = n. Assim, f(z) = (= —20)"g(=). com
g(z) holomorfa em zp e g(zy) # 0. Portanto:
F(2) = n(= = 20)" " g(2) + (= = z0)"g/(2),
e logo.
F)__n, ge)
f(z)  z—z0 g(2)
Integrando, temos:
1 a(t) g1 > a(t) a(t) 2
= ‘f()d::;—l—_ n (1:+; g(z) ..
2w Jgy [J(2) 2wl Jy = — 2o 270 Jay 9(2)
a(t)—zo alt) 1.,
:‘1./ Bcl:-l-_l—. g(~)(13 .
20 Ja(t)-z0 2mi Sy 9(2) (1.19)
n
= 2 (log(a(t) — z0) — log(B(t) — 0))
271
1
+ 5 (loglgla(t))) — log(g(B(1)))).

Como g¢(z0) # 0 e g é holomorfa em uma vizinhanga de zo, temos que:

limlog(g(a(t))) = limlog(g(B(t))) = log(g(20)),

t—0 t—0

o que implica que levando a férmula (1.19) ao limite de ¢ tendendo a zero,
temos:

I L a(t) f’(;) s — i n ( ( _ t) . (ﬁ(t) R )
50 2m Jpy [f(2) =50 E A af %) — targ o))
n 27 n

27 m m

lembrando que log(z) := log |z| 4+ i arg(z), onde arg(z) é a funciao argumento,
que da a medida do angulo de vértice na origem passando por z e 1 (ver

figura 1.3). O

Vamos agora a prova do teorema:



arg(z)

v

Figura 1.3: A funcao arg(z).

Demonstragio do teorema 3. Como [ é meromorfa, existe 7 > 0 tal que f
nao tem zeros ou polos para 0 < ¢ < r, pois, caso contrario, terfamos uma
sequéncia de polos convergindo para a origem, o que implicaria num absurdo,
Ja que por definicao, os polos de uma funcio meromorfa sio isolados. Assim,
J nao tem zeros ou polos para Im(z) > e?™. Logo, a parte do dominio
fundamental limitada por Im(z) < €?™, que denotaremos por D,, é compacta,
e portanto, temos apenas um numero finito de zeros ou polos em D, e por
conseguinte, em H/G. Portanto a somatéria em questao faz sentido.

Suponhamos inicialmente que f nao tem zeros ou polos na fronteira de
D, exceto, possivelmente, i, p e —p. Existe um caminho a, como esté repre-
sentado na figura 1.4, cujo interior contém todos os zeros e polos de f nao
congruentes a 1 e a p. Pelo teorema dos residuos, temos:

o [ o= X i),

pEH/G

Por outro lado,
1. A mudanca de variaveis ¢ = €2™** leva 0 arco E'4 em um circulo w centrado
em ¢ = 0, com orientagao negativa, nao contendo nenhum zero ou polo de f,
exceto talvez o zero. Assim:

1 A ’;_r; 1 rr
L )d::%[u.{(q)dq:_v%m

e f(2) I(q)
. A integral de L% no circulo que contém o arco BB', orientado nega-

tlvamente, vale —v,(f). Quando o raio deste circulo tende a zero, o angulo
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Figura 1.4: Curva a.

BpB' tende a 27 /6, e assim, pelo lema 2, temos:

AL C !
me/B i) " el

Analogamente, quando os raios dos arcos C'C’ e DD’ tendem a zero, temos

179z 1
f'(z) L)

i Joo f(2) 2
e -
1 (=) 1
‘sz/D T )

= f(z), temos:

3. T leva o arco AB no arco ED’. Como f(T'z)
B 5 E ¢ -

L, L e,

2mi Jao f(2) 27 Jpo f(2)

4. S leva o arco B'C' no arco DC’. Como f(Sz) = z%*f(=), temos:

d(f(Sz)) dz  d(f(z))
— 7 =2k \
152) T



e assim:

1 “ 1) P I(z) ) I < 3 (fo9)(2)
S d:z —dz ) = — -
2m ( g [f(z) +/c" f(z) 2mi / (foS)(z)
= 1—/ i d=
k
‘7 _7L< 1)) = 6

quando o raio dos arcos BB, C'C" e DD’ tendem a zero.

. - S : o I'(z)
Das duas expressoes que obtivemos para ;- o ) dz, e passando ao li-

mite, conseguimos a formula (1.18).
Suponhamos agora que temos um polo ou zero de f, que indicaremos por

A, em
1 V3
{:6@:Re(:):~5 e Im(z) > el £

Repetimos a prova anterior, com o contorno a modificado em uma vizinhanca
de A e de T'A, como o ilustrado na figura 1.5, e observamos que o arco em
volta de A é levado por 7' no arco em volta de T'A com a orientacao invertida
(e, portanto, as integrais nestes arcos anulam-se).

Se tal zero ou polo estiver em |z| = 1, procedemos da mesma forma, mas
usando S no lugar de T'; se houver mais de um zero ou polo, basta repetir o
procedimento para cada ponto.

O

Observagao. Uma prova mais simples é possivel se definirmos uma estrutura
analitica complexa no compactificado de H/ G, como em [BCH*66], capitulo
I

1.3.2 A Algebra das Formas Modulares

Definicao 11. Se k é um inteiro, denotaremos por M. (resp. MJ) o C
espago vetorial das formas modulares (resp. das formas parahdlicas) de peso

2k.



|
/ |
|

-1 -12 0 172 1
Figura 1.5: Curva a.

Por defini¢ao, Mj, é o nicleo do homomorfismo de C-espacos vetorias,
de My, em C, definido por f + f(c0). Assim, dim( My /M3,) < 1. Ainda
mais, para k > 2, a série de Eisenstein G} é um elemento de M, tal que
G'k(o0) # 0, como vemos na proposicao 4. Assim:

My = 1\’[& ®C- -Gy (parak >2)

Finalmente recordamos que denotamos por A o elemento g3 — 27¢2 de MY,
onde g, = 60G5 e g3 = 140GS5.

Teorema 4.  [. Temos My, = {0} parak <0 e k = 1.

2. Para k = 0,2,3,4,5, My, € um espaco vetorial de dimensdo 1, com
y &y )y Ty 2 pa¢

bases 1, G5, Gy, Gy, G5, respectivamente, e, além disso, M3, = {0}.

3. A multiplicagao por A define um isomorfismo entre My_,, € Mgk.

Demonstragdo. Seja f um elemento nao nulo de M,,. Usando a férmula
(1.18) para este caso, temos que o primeiro membro contém apenas termos
maiores ou iguais a zero, pois f nao tem polos, e logo. teremos k& > 0. Deste
modo, temos que se k < 0, f = 0, e portanto, My, = {0}. Como 1/6 nao
pode ser escrito na forma n + n’/2 + n”/3, com n.n’,n” > 0. temos que
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k # 1, e, como anteriormente. isto implica que M, = {0}. Provamos entio o
primetro item.

Vamos agora provar o terceiro item: apliquemos agora a férmula (1.18)
para f = Gy, com k = 2. Podemos escrever 2/6 na forma n + n'/2 + n"/3.
com n,n’,n" > 0, somente se n,n’ = 0 e n” = 1. Isto mostra que devemos
ter v,(Gy) = 1. e, para p # p (mod G). v,(Gy) = 0. Usando o mesmo
argumento para (7. chegamos a conclusio que ¢,(Gy) = 1. ¢ para vs outros
pontos nao congruentes a ¢, v,(G3) = 0. Logo A nao tem zero em i (pois
93(1) = 0 e ga(2) # 0). e assim. nao é identicamente nula. Como o peso de A
é12 e voo(A) > 1, como vimos anteriormente, temos novamente pela formula
(1.18) que vo(A) =1 e vy(A) = 0 para p # co. Em outras palavras, A
nao se anula em H e tem um zero simples no infinito. Consideremos entio
& : Maj_19 — My, a multiplicagao por A, ou seja, ¢(f) := f - A. Tal funcao
é claramente um homomorfismo de espacos vetoriais. Se f - A ¢ nula em
D, entao f é necessariamente nula em D, pois A nao se anula. Portanto, 10}
¢ injetora. Tomemos agora [ € M3.. Como A nao se anula em H, entio
f/A é holomorfa em H. Mas como f € M. temos veo(f) > 1 e sabemos
que v (A) =1, e logo veo (f/A) = veo(f) — 1 > 0, i.e., f/A é holomorfa no
infinito. Como f/A claramente tem peso 2k—12 = 2(k—6), f/A € Myp_19, e
#(f/A) = f, ouseja ¢ é sobrejetora e portanto um isomorfismo de C-espacos
vetoriais.

Para provarmos o segundo item, seja k < 5. Assim, temos que k — 6 < 0,
e logo, Mj. = {0} pelos itens j& provados. Logo dim(My) < 1. Como
1, Gz, Gs, G4 e G5 siao elementos nao nulos de My, My, Mg, Ms e Mo,
respectivamente. temos que dim(My;) = 1, para k = 0,2,3,4, 5. o que conclui
a prova.

O

Corolario 2. Temos:

[k/6] sek=1 (mod6), k>0

, 1.20
[(k/6]+1 sek#1 (mod6), k>0 ( )

dim(Myy) = {

onde [x] denota a parte inteira de z, i.c., o maior inteiro n tal que n < x.

Demonstragdo. A férmula vale para 0 < & < 6, pelos itens 1 e 2 do teorema
4. Além disso, [k/6] e [k/6] + 1 aumentam em uma unidade quando trocamos
k por k + 6, pelo item 3. Logo, a férmula vale para k > 0. O
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Coroldrio 3. O espago My tem como base a familia de monémios da forma
3 . . . . ; ;
¢S 15, com « e 3 inteiros positivos tais que 2a + 33 = k.

Demonstragdo. Mostraremos inicialmente que tais monémios geram My, O
caso em que A& < 3. é uma conseqliéncia imediata dos itens 1 e 2 do teorema 4.
Para k > 4, provaremos por inducao sobre k. Sejam 4 e § inteiros positivos
com 27-+36 = k (que é possivel para todo & > 2). A forma modular ¢ = exe
€ nao nula no infinito. Se f € My, existe A € C tal que f — Ag é uma forma
parabdlica, e assim, é igual a Ah para h € My._;,, pelo item 3 do teorema
anterior. Aplicando a hipdtese de indugao para h, temos que

f=Xg+A Y MGG

2c+3d=k—6
=AGGE 4+ Y (60 MGG — Y 27 (140)2 A G5 G,
2c+3d=k—6 2c+3d=k-6

com 2c+3d =k —6e g € C. Como 2(c+3) +3d = 2c+ 3(d+2) = k,
provamos que os monomios em questao geram Moyy.

Resta mostrar que sao linearmente independentes. Se nao fossem, teria-
mos que existiriam A, € C, nao todos nulos, tais que:

> AaGyGh = 0.

2a+3b=k

Mas, como b = (k — 2a)/3, terifamos que

w3 (GH\°
3 A,,,,GQ/S(G;> =1,
3

2a+3b=k

3N\ a/3
Z /\ab (Cr'g) = 0.

2a43b=k 3

e como (3 % 0,

3 ran1/3 . , e
Portanto (G3/G?2) /3 seria constante (pois um polinémio tem somente um
namero finito de raizes), i.e., existiria A € C tal que G2 = AG2. Mas isto é
um absurdo, pois G, se anula em p e ('3 nao.

O



Observagao. Seja M = @, My a dlgebra graduada dada pela soma direta
dos M;'s e seja ¢ : C[X.Y] — M o homomorfismo que leva X em G5 e Y
em (3. O coroldrio 3 é equivalente a dizer que ¢ é um isomorfismo. Assim,
podemos identificar M com a dlgebra polinomial C[G,. G3).

1.3.3 O Invariante Modular

Definicao 12. Seja j, chamada de invariante modular, a funcao dada por:

(1.21)

Proposigao 5. 1. A fungao j € uma fungio modular de peso 0.
2. J € holomorfa em H ¢ tem um polo simples no infinito.
3. J induz uma bije¢io entre H/G e C.

Demonstragao. O primeiro item é conseqliéncia imediata do fato que g5 e A
sao ambas fun¢oes modulares de peso 12.

O segundo item decorre de que A # 0 em H e tem um zero simples no
infinito, enquanto g, é nao nula no infinito.

Para provarmos o terceiro item, basta mostrarmos que se A € C, a forma
modular fy := 1728¢] — AA tem um tinico zero médulo G. Aplicando a
formula (1.18) para f = fy e k =6, temos n 4+ n'/2 +n"/3 = 1, com n, n’ e
n” inteiros nao negativos, e as tnicas possibilidades sio:

(n,n',n") = (1,0,0) ou (0,2,0) ou (0,0,3)
e como fy(co) # 0, temos que fy tem um tnico zero em H/G. O

Proposicao 6. Seja f uma fungio meromorfa em H. As sequintes proprie-
dades sio equivalentes:

1. f € uma fun¢io modular de peso 0;
2. [ € o quociente de duas fungoes modulares de mesmo peso;

3. [ € uma fungdo racional de j.

Do
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Demonstragio. Que 3 implica 2, e que 2 implica 1 é imediato. Assim, pre-
cisamos apenas mostrar que 1 implica 3. Seja, entdo, f funcao modular de
peso 0. Como para esta prova podemos multiplicar tal f por um polinémio
qualquer em j, podemos supor que f é holomorfa em H, pois se z, € H é polo
de ordem m de [, entao (j(z)—j(z0))™ f(=) é holomorfa em zy, e f s6 pode ter
um numero finito de polos médulo G, como vimos na demonstracao do teo-
rema 3. Além disso. como A(xc) = 0, existe n tal que g := A" [ ¢ holomorla
no infinito. Logo, g é uma forma modular de peso 121, e pelo corolario 3, po-
demos escrevé-la como combinagao linear de monémios da forma G$G? com
2a+ 30 = 6n. Por linearidade, basta provarmos que G$ G2 /A" é uma funcio
racional de j. Mas a relagao 2a + 38 = 6n implica que p := a/3 e ¢ := 3/2
sdo inteiros, e assim, podemos escrever G§Gh /A" = GPG2 AP+, Con-
sequentemente, reduzimos a prova a mostrar que G3/A e G%/A sao funcoes
racionais de j. Mas, pelas equagdes (1.13) e (1.21),

Gy  J
A 1728 - 603

Para a segunda, usando as equagoes (1.13) e (1.15), temos que

3
g — A
& ==t
> 1402 - 27
e logo,
G? 1 .
e (§=1).
A~ Tpard 7Y
O
Observagaoes. 1. Como ja mencionamos acima, é possivel definir de ma-

neira natural uma estrutura de variedade complexa analitica no com-
pactificado H/G de H/G. A proposicao 5 nos diz entao que j define
uma bijecao entre H/G e a esfera de Riemann P'. Da mesma forma,
a proposicao 6 representa o fato bem conhecido que as tnicas funcoes
meromorfas na esfera sao as fungoes racionais.

o

O coeficiente 1728 = 2°3% foi introduzido para que j tenha residuo 1
no infinito. Além disso, este fator garante que a expansio de j como
série de poténcias em g = €™ tenha apenas coeficientes inteiros. Na
verdade temos:

Q]
o0



o
o
—

: 1 -
](:):—+744+chq”. (1.1
L n=1
com ¢, € Z, conforme veremos na proposicao 9.

1.4 Expansoes no Infinito

1.4.1 Os Numeros de Bernoulli By

Definigao 13. Definimos os nimeros de Bernoulli, denotados por By, dados
pela série de poténcias:

T2k

— _1 = 1 k41 - 9
—— =1 2+;( D B (1.23)

Uma tabela de valores dos nimeros de Bernoulli para k de 1 a 14 pode
ser encontrada em [Ser73], pg. 91. Além disso, os By’s dao-nos os valores da
funcao zeta de Riemann para inteiros positivos pares:

Proposicao 7. Se k ¢ um inteiro maior que 1, temos:

92k—1

<

C(2k) = el B2, (1.24)

Demonstragao. Colocando 2iz no lugar de x na férmula (1.23). obtemos:

o

2tz . k41 (2iz)%*
- =1—iz+ Y (-1)**'B, T
k=1
ou seja,
2 — , (2)%
: iz=1—Y Bi——.
a1 ; “"(2k)!



Desenvolvendo o primeiro membro. temos:

2z 2i

Ll

i
13

(,21': —1 + ke = (i:((.i: _ (~—i:) +iz= (.i: Sil](:) + =
_ (6 z + l sm(z)) — - cot(=).
. sin(z)
Portanto:
“ e 92k 2k
zeot(z) =1-Y By (1.25)

(2K

k=1

Derivando, membro a membro, o logaritmo da férmula bem conhecida

([AhI66], pg. 195):

obtemos para o primeiro membro

[~ log(sin(z)) = cot(z),

= nim? —2z
)) = * Z [7727r2 — -2 <n?7r2)}

dz

e para o segundo

(log ) + Z log (

| -

I
| =
|
o
e

b
[ V)

5
MR
|
1
L}

Assim, multiplicando por z e igualando as equagao anteriores temos

e 2
:cot(:): 1 '—ZZW,

—

S

mas como




obtemos

oxXr oo =2
z cot(z) 2227#‘72‘ (1.27)
1=1 k=1
Comparando as equacoes (1.25) e (1.27). temos a equacao (1.24).
O

1.4.2 Expansao em Série das Fungoes G|,

O objetivo desta secao é dar a expancao das séries de Eisenstein G) em
relagao a ¢ = ¢*™*. Para isto, comegaremos com o seguinte lema:

Lema 3. Para k > 2, temos:

oo

1 . 1 ...\ k k=1 _n o
> T T T 1)!(-27”) nk=1gn. (1.28)
mez n=1
Demonstragao. Podemos obter de (1.26) a férmula
1 = 2z
meot(mz) = z + Z o R—"
m=1
- (1.29)
1, 3 (- 1
oz — z4+m z—m)’
(ou podemos simplesmente verificar em [Ahl66], pg. 187).
Por outro lado:
1 2 . -
meot(mz) =7 Zjl T — 1f1q:m—'2mnzzoq". (1.30)

Comparando estas duas tiltimas equacoes, obtemos:

1 N
—+Z( apen ’_m):m—.ZuzZq. (1.31)

m=1 n=0

Derivando a equagao (1.31) sucessivamente, temos a equacao (1.28).
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Definigao 14. Denotaremos por oi(n) a somatoria:

or(n) = Z([k.

dn
isto €, a soma das k-ésimas poténcias dos divisores positivos de n.
Com esta definicao:
Proposicao 8. Para todo inteiro k > 2, temos:

2me)
Gr(z) = 2C(2k) + (m Zau 1(n) (1.32)

Demonstragao. Temos:

C N ' 1
Gk‘*)—zm

m,n€L
-1
- o 2k
7 77 m
n=—oo mEZ < + ’ m=—oco L
2k
m = n + m

o0
=X +2) D

Aplicando a férmula (1.28), colocando nz onde tinhamos z e 2k onde tinhamos
k, obtemos:

(1 -|—m)

m

ZI\ (5.¢) oo
Gilz) = 2(2K) +2 EA O g
" d=1 a=1
S(=21i) &
= 2¢(2k) + 2 (k )i Zazk—l(”)qn-
n=1



1.4.3 O Principio da ¢-Expansao

O objetivo desta sub-secao é provar o “Principio da q-Expansdo”. que sera
frequentemente usado nos capitulos seguintes. Para tal. precisaremos da
seguinte proposi¢ao:

Proposicao 9. Temos:

A=21) %14 ) <aqg” e j=q¢ '+ cnq”, (1.33)
q

n=1 n=0

com 0s a, s € ¢, s inteiros.

Demonstragao. Sejam

U:= Z os(n)q"
n=1

V= Z os(n)q".
n=1

Temos, aplicando a proposigao 8 e lembrando que ¢(4) = #*/(2-3%-5):

9mri)d
g2 = 60Gy = 60 (2@(4) + 2(“;’) U)

1 (1.34)
— (94 ‘ 7
= (27) 223(1 +240U0),
e, analogamente,
1
gs = 140G; = (2#)623 33(1 — 504 V). (1.35)
Assim:
| ; )
A= ('27r)”26 3 [(14240U)° — (1 —504V)?] . (1.36)
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Mas

(142400)° — (1 =504 V)2 =1 4213350 4283352 /2 4 21233 52 /3
— 142327V — 2034722
=AP5U + P74 BF[?
_ .2(3 3-‘1 72 ‘/2 + 212 33 )2 (73
(1.37)

Como [/ e V/ nao tém termos livres de g, A também nao tem (refletindoo
fato que A(oc) =0). O termo de A em ¢ s6 pode vir de (243257424337 V),
e expandindo vemos que (27)'? é tal coeficiente de ¢. Deste modo, podemos

escrever
1 -
.)6:3 /
55331 {., 3° + E a,q

n=1

A =(2x)1?

L]

ou

oo ’
A = (27)%q lil + Z anq”} (onde n = 23§3> .
n=1

Os a,’s serao inteiros se (2°3%)|a/, para todo n > 1. Mas, pela férmula
(1.37), basta que 2 3 divida os coeficientes de (50 +7V). Se convencionarmos
que duas séries de poténcias sao congruentes médulo n se seus coeficientes
de mesmo grau o forem, a afirmagao anterior é equivalente a:

Hoz(n) = —Tos(n) (mod 223).

Como —7 =5 (mod 2%3), 3 (5,223) = 1, basta provarmos que

o3(n) = os(n) (mod 2%3). (1.38)

Mas, se d € N e 2 divide d, temos que 4 divide (d® — d®). Se 2 nao divide
d, este pode ser escrito na forma d = 2¢ + 1. Mas:

P —d®=(529)+1)—(3(2¢) +1)=4¢=0 (mod 4).

Logo, sempre temos que 4 divide d® — d°.

3Usaremos a notagao (n,m) para o maximo divisor comum dos inteiros n e m, como é
usual.
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Analogamente, 3 divide d> — ¢ para qualquer d € N, e como (3.4) = 1,
temos que 12 divide ¢> — ¢* para todo d € N; disto resulta a formula (1.38).
Assim. os «;'s sao inteiros.

Agora, temos:

i(z) = P8 (1424007)
A g1+ ag+ag?+--)

Mas como o termo livre de ¢ de (1 +a,qg+ azg®+---) é inversivel em Z, a série
de poténcias em questao € inversivel como série de poténcias com coeficientes
inteiros e seu primeiro termo é 1. Assim:

. I ,
J(2) = 5(1 +240U)°(1 + afq+ ahyg® + -+ ),
o que nos da que os coeficientes da expansao em ¢ de j estao em Z, e o
coeficiente de ¢~* é 1.

O

Teorema 5 (Principio da ¢-Expanséo). Seja [ =Y oy an.q" uma fun-
¢ao modular de peso zero, holomorfa em H e com um polo de ordem N no
infinito. Entao f € um polinomio em j de grau N:

N
f=Y ba"
n=0

com a_y = by. Ainda mais, o sub-grupo (de C) aditivo A(f) gerado por
{a_n,a_ny1,...} coincide com o sub-grupo B(f) gerado por {bo,...,bx}.

Demonstragao. Provaremos por indugao em N. Se N = 0, f ¢ uma forma
modular, pois ¢ holomorfa em H U {co} e de peso zero, i.e., f € M. Pelo
teorema 4, item 2, temos que f = ao, onde o principio é trivialmente verda-
deiro. Suponhamos que o teorema seja verdadeiro para todo inteiro menor
que N. Assim,scja g := f —a_nj", e logo, ¢ tem um polo de, no méaximo,
ordem (/N — 1) no infinito. Entao, pela hipétese de inducao, temos:

N—1

g(z)= > b.j",
n=0

o que implica que



N—1

J(2) = ang™ + ) b (1.39)
n=0

Resta-nos apenas mostrar que A(f) = B(f). Mas a formula {1.39) mostra
que B(f) é o grupo gerado por B(g) e a_x. Pela proposicao 9, temos que os
coeficientes de j sao inteiros, e logo, A(f) é gerado por A(g) = B(g) e a_n,
o que nos da a igualdade dese)'ada. O
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Capitulo 2

Curvas Elipticas

2.1 A Funcao p de Weirstrass

Seja I' := ['(w;,wy) um reticulado de C, e seja

p(z;T) = :1—2.{. Z' <(: —lw)2 B %) (2.1)

wel

a funcao p de Weirstrass associada. Sabemos que esta funcao é uma funcao
eliptica, i.e., uma fun¢ao meromorfa, duplamente periédica (relativamente a
[') e que tem seus polos (todos de ordem dois) nos pontos de I' ([Ahl66], pg.
264). Ainda temos:

Vamos agora calcular o desenvolvimento de Laurent de o(z;T) em 0 <
|z| < r, onde r := min(|w,|, |wz|). As igualdades:

~

ﬁ = [i (fﬂ 5 (2:3)

para |z|]<rewel, e
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resultam em
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se n é impar,

Portanto,

5+ Y (2k + 1) G (1), (2.

Q]
(W11
~

que é o desenvolvimento de Laurent procurado.

Logo!.
1
P(2) = = +3G22> + 5G3z" + 7G4=° + - -

e, derivando.

2 )
O'(2) = == +6Gaz + 20632 4+ 42G425 + -+ - .

'Deixando o reticulado I' subentendido.
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Com isso. vamos tentar estabelecer uma equacao algébrica relacionando ¢ e
9. Como ' é impar e () é par. uma tentativa seria escrever (¢')? como um
polinomio em C[p]. C‘omo

, 424G, |
(#) = — = T2 —80Gs = 14262 4+«

~6 ~2

este polinomio teria de ser de grau 3. Vamos, inicialmente, tentar tirar a
singularidade e o termo constante da expansao de (p/)? em 0 < |z| < r. Mas
como

, d
(5))2 = - + 6(1'2 + 106'3:2 + e

. 1 9G
(0 = %5+ — +15Gs + -,

alguns calculos mostram que

?(2) = (¢'(2))" = [4(p(2))? = 60G2 (=) — 140Gy

€ o resultado procurado, ou seja, ¢(z) é holomorfa em |z| < r, e ©(0) = 0.
Por outro lado, a expressao acima nos garante que ¢ é uma funcao eliptica
em relacao a I' e holomorfa para z ¢ I'. Como ¢ é holomorfa em z = 0,

ela é holomorfa em =z € I'. Assim, ¢ é uma funcio eliptica holomorfa, e
portanto, constante ([For81], pg. 13). Desta forma ¢ = 0. Como ¢, = 60G,
e g3 = 140G5, temos:

(') = 4p® — g2 — ¢5. (2.6)

2.2 Parametrizacao de Curvas Elipticas

Definigao 15. Uma curva eliptica complexa é um par (E,0), onde E é uma
curva algébrica plana em P*(C), nao singular e de género 1, e O € E. O é
chamado de ponto base ou origem de E.

Muitas vezes nos referimos a £ como a curva eliptica, deixando o ponto
O subentendido. Como vemos em [Lan86], pg. 15, tal curva eliptica sobre C
sempre pode ser dada por uma ciibica da forma:

y¥=42—-Az- B (:

O]
-1
N
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mais o ponto base [0:1:0] (o inico ponto da curva na reta no infinito). Reci-
procamente, a extensao a P*(C) de uma curva dada pela equacao acima. com
A3 —=27B? # 0 (para que seja nao singular). sempre serd uma curva eliptica.
Assim, sempre pensaremos em curvas elipticas como curvas definidas pela
equagao acima.

Portanto, como nos mostra a equacao (2.6) o par (¢, ©') satisfaz a equacao
que define uma curva eliptica (equacao (2.7)).

Se z = aw; + bw,, com a,b € [0,1[ e z = —z (mod I'), entao 2a,2b €
{0,1}, e logo = € {0,w1/2.w2/2, (w1 + wy)/2}. Desta maneira, se definir-
mos w; = w;/2, wy = wy[/2 e wy = (w; + wy)/2, teremos que a funcao
[9(2) — p(w;)], 1 € {1,2,3}, possui um polo duplo em = = 0 e um zero em
z = w;. Como w; = —w; e ' é impar. temos ¢ (w;) = ¢'(—w;) = —'(w;).
e isto implica que @'(w;) = 0. Assim, w; é zero duplo de [p(z) — p(w;)].
Como p ¢é uma funcao meromorfa definida no toro C/T", que é uma superficie
de Riemann compacta. entao o nimero de zeros e polos. contados com mul-
tiplicidades, sao iguais ([For81], pg. 80). Desta forma w; ¢ o tnico zero de
fo(2) — p(w;)], e logo, p(w;) # p(w;)sei # j. Como ' tem um tnico polo de
ordem 3 em C/T' e os w;’s sao dois a dois nao congruentes médulo I', temos
que 0s w;’s sao os unicos zeros de ', pelo mesmo argumento acima. Assim,

em C[p(z)], temos:
7

Qo’(s)}: 4(p(2) — p(w1))(p(z) — p(w2))(p(z) — plws)),

e, como tal polinomio s6 tem raizes simples, seu discriminante deve ser nao
nulo, ou seja:

Proposigao 10. A fungao
6:C/T — (T} = Er = {(r.y) € C* 1 y? = 42° — go(D)x — ga(D)}
dada por ¢(z + T') = (p(z:T), 9 (z: 1)) € bijetora.

Demonstragdo. Seja* (a,b) € E. Como a fungao (p(z) — @) tem um polo
duplo em = = 0, ela deve ter pelo menos um zero (novamente, pelo mesmo
argumento sobre superficies de Riemann compactas), i.e., existe zo tal que
©(z0) = a. Logo (¢'(z0))? = b%, pois (p, ') satisfaz a equagdo em questao.

P - - . L. - -
“Novamente deixando o reticulado T' implicito, afim de nao sobrecarregarmos a notacao.
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e podemos supor que p'(z9) = b. pois senao trocariamos zy por —z. Con-
sequentemente o(zy + I') = («.b), e portanto. ¢ é sobrejetora.

Sejam agora z; e =, tais que o(z)) = &(z;). Logo o(z1) = ¢(z3) e /() =
'(22). Consideremos a fungao g(z) := p(z) — p(z1). Se z; = —z, (mod I),
temos que z; € {w). wy, w3}, e assim, z; + I é o tnico zero de ¢g. como vimos
acima, que resulta em z; = z; (mod I'). Se z; # —z; (mod I'), temos que
z1+ e —z; 4+ T sao zeros distintos de g. Como ¢g tem no méximo dois zeros
modulo I e g(z2) = 0, temos que ou z; = z; (mod ') ou z, = —z; (mod I).
Se valesse a segunda congruégcia, teriamos

O'(21) = P'(22) = P'(—21) = —p'(21).

que implicaria que ©'(z;) = 0, o que é um absurdo, pois =, tem que ser zero
simples. Logo z, = z; (mod I'), e assim, ¢ é injetora.

O

Observagao. Se acrescentarmos o ponto 0+ I' a C/T' — {T'}, e um ponto O &
curva [ no infinito, teremos uma bije¢ao entre o toro C/T" e a curva eliptica

Er U {0} em P*C).
2.3 Toros e Curvas Elipticas

Consideremos agora um isomorfismo entre C/T" e C/I", como superficies de
Riemann, dado entao pela multiplicacdo por um certo A € C tal que [V = AT
([For81] pg. 9). As funcoes ¢ = (pr, pf) e ¥ = (prv, Pj) associam tais toros
as curvas elipticas:

E: 3/2 =4z° — 2T — g3 E': y2 = 473 — _(/.’2.1‘ — gé, (2.8)

onde £ = Er, E' = Er, g» = go(T'), g5 = gs(I'), g5 = g2(I") e g} = gs(I").
Definimos 7 = ¥oXo¢™!, ou seja, definimos 7 de tal forma que o diagrama

C/T —— ¢/

4 |v

E — F
v
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comute. Sabemos que a funcao ¢ satisafaz
O(Az:AT) = A7 2p(=: 1) O'(Az: AT) = X730/ (=: ).

e que

g2(Al) = A7ga(T)  ga(AT) = A~%g5(T).

Por conseguinte, se (x,y) € Eez+[ = ¢~ (a,y) (e, = p(z) ey = ¢'(2)),
o isomorfismo entre os toros leva tal classe em Az + AT, e ¥)(Az 4+ AT') =
(p(Az; AT), ' (Az; AT')); portanto, as equagoes acima nos dizem que y(x,y) =
(A722,A7%y), que é um isomorfismo de curvas algébricas. Logo, o isomorfismo
entre toros induz um isomorfismo entre as curvas elipticas associadas.

A reciproca deste resultado também ¢é vélida, como vemos em [Sil85], pg.
161, i.c., se temos duas curvas elipticas. definidas por reticulados I' e 7,
1somorfas, entao tais reticulados sao homotéticos. Isto nos da o resultado
enunciado em [Lan86], pg. 17:

Proposigao 11. Se E ¢ E' sio duas curvas elipticas (sobre C), definidas
por reticulados I ¢ T, como na equagio (2.8), isomorfas via 7, enldo existe

A € C tal que " = AT,

%=2"g,  g5=2"gs,
e y(z,y) = (A%, A7%y), para todo par (z,y) € E.

Desta forma, se £/ é uma curva eliptica definida por uma equacio como
(2.8), entao a nao singularidade implica que seu discriminante deve ser nao
nulo, e logo, A # 0. Assim podemos definir o nimero®

3

g = 17281—'2,

que, por analogia ao capitulo anterior, chamaremos de invariante modular

da curva eliptica £, e, pela proposi¢io 11, vemos claramente que se E’ é

isomorfa a E (no caso de curvas elipticas que sao dadas por reticulados),
entao jgr = jp. Na verdade vale ainda mais:

Proposigao 12. Sejam E e E' duas curvas elipticas (dadas por reticulados)
definidas por equagoes como em (2.8). Entdo, tais curvas sio isomorfas se,
e somenle se, Jgp = Jpr.

3Introduzimos uma constante multiplicativa & definicio natural. afim de manter a relacao
com o capitulo 1.

42



Mas antes de provarmos tal proposigao, provaremos o seguinte lema:

Lema 4. Se z.w € C sdo tais que =2 = w3, entdo eriste N € C tal que
q q

M=wel) =:.

Demonstragao do lema 4. Seja € := z* = w®. Tomemos uma raiz 12-ézima

qualquer? (€)Y'? de ¢. Assim, (€Y/'2)* = (w, com ¢ uma raiz terceira da
unidade e (£1/'?)8 = ('z, com (' € {=1,1}. Se ¢’ = 1, seja (" := 1, e, se
(' = —1, seja (" := 1. Desta forma, em qualquer caso (’(¢”)? = 1. Definimos
entao A 1= (¢7'("€1?), que satisfaz a condicao do lema. O

Demonstragao da proposi¢ao 12. Que a condigao é necessaria, vimos acima.
Reciprocamente, suponhamos que jg = jgr. Logo,

(95)° 92 = (92)° g5
Queremos achar A € C tal que (z,y) — (A\z, A%y) seja um isomorfismo entre
E e E', ou seja, tal que (\z, \%y) € E'. Se g» = 0, pela férmula acima ¢/, = 0
e g3, 93 # 0 pelanao-singularidade de E e E’. Entao tomamos A := (g4/gs)'/°.
De maneira analoga, se g3 = 0, tomamos A = (g}/g2)"/*. Se g5, g3 # 0, como

2 3
(&) =)
93 92

pelo lema 4, existe A € C tal que

e tal A é o procurado.

O

Observagdo. Na demonstragao da proposicao acima, observamos que a re-
ciproca foi provada para duas curvas elipticas quaisquer (i.e., nao sé para
aquelas que sao dadas por reticulados).

Teorema 6 (Uniformizagao Euclidiana). Sejam A, B € C verificando
A —21B? # 0. Entdo, existe um inico reticulado T' de C tal que go(T') = A
e g3(I') = B.

4Denotaremos, em geral, por z!/" uma raiz n-ésima qualquer de =.
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Demonstrag¢io. Dados A e B tais que A — 27B? # 0, existe uma curva
eliptica E tal que

A3
A3 —27TB?
De fato. se jp = I, tomamos y*? = 42 — r; se jg = 0, tomamos y* = 42° — I;
e se jg # 0,1, tomamos y? = 423 — ga — ¢g. com g = 27jg/(jg — 1). Como a
fungao modular j(z) é sobrejetora e existe zp € H tal que j(z) = jg. Este
J(20) esta associado a classe de homotetia do reticulado Ty := I['(1, zp), i.e.,

i(20) = jg = g¢(To)? _ 92(ATo)?

T TIET Ga(Tol = 27g5(To)? ~ g (ATo)® — 27 g5(ATo)?

Desta forma, se existir tal reticulado que procuramos, ele sera da forma Alg,
pois, se nao for, a curva eliptica associada a I é nao isomorfa a curva eliptica
associada a ['g, o que implica que seus invariantes modulares sao diferentes,
e, portanto, ¢.(I') # A ou ¢g5(I') # B.

Entao a curva eliptica que é dada pela equagao

JE =

y? = 42° — g3(To)x — g3(To)
¢ isomorfa a curva eliptica dada por
y? = 42° — Az — B,

pela observagao que segue a proposicao 12 e, pela demonstragao de tal pro-
posicao, temos que existe A € C tal que A = A gy([y) = ¢2(A[o) e B =
A7%g3(To) = g3(ATo). Portanto, o reticulado I' := ATy é tal que @p(l)=Ae
93(I') = B.

Se temos um outro reticulado I tal que g»(I") = go(T') = A e gs(IV) =
93(T') = B, entao I' e I estao associados a curvas elipticas isomorfas (pois os
invariantes modulares coincidem), e logo deve existir A € C tal que [ = AT.
Mas isto implica, pelos pesos de g, e g3, que A™ =1 e A7 = 1, e entao,
A? = 1. Portanto, A = 1 ou A = —1, mas, em qualquer caso, I' = I, o que
nos da a unicidade de T'. O

Por conseguinte, temos que toda curva eliptica pode ser dada por reticu-
lados, que nos permite concluir o seguinte corolério:

Corolério 4. As proposigées 11 e 12 valem para o caso geral. i.c., para
quaisquer duas curvas elipticas.

Com tais resultados obtidos, doravante nao faremos mais distincao entre
toros e curvas elipticas.
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Capitulo 3

Invariantes de Classes 1

3.1 Preliminares

Seja £ uma curva eliptica dada pelo quociente C/T', onde I' = I'(wy,w,).
Como tal curva é iscmorfa a curva associada ao reticulado

w{lf‘ = F(wl/u.)Q, 1),

podemos entao assumir que I' é gerado por 1 e 7, com Im(7) > 0.

Um endomorfismo de E pode ser identificado a um endomorfismo de seu
recobrimento universal C, que fixa o reticulado I, i.e, uma multiplicacio por
algum A € C, tal que A\, A7 € T' ([For81], pg. 39). Pode-se ver facilmente
que o conjunto dos A’s tais que AI' C I', é um sub-anel de C que contém
Z, e que pode ser identificado com o grupo dos endomorfismos de E, que
denotaremos por End(FE), de maneira natural. Os endomorfismos associados
a nimeros inteiros sao chamados de endomorfismos triviais. Observamos que
os endomorfismos nao-triviais sao sempre nimeros complexos nao reais: de
fato, se existir A € R tal que AI' C T', para I' = I'(w;,w,), entdao \w; € T
logo, existem inteiros a e b, tais que Aw; = aw; + bw; e como {w),w,} é uma
base de C como R-espaco vetorial, temos que « = A e b = 0, e assim A € Z.

Denotaremos por A(E') o sub-anel de C associado aos endomorfismos de
E. Se A # Z, dizemos que E admite multiplicagdo compleza. Em geral, uma
curva eliptica nao admite multiplicacdo complexa, como mostra a seguinte
pProposigao:

Proposigao 13. Seja E wma curva eliptica definida pelo reticulado T' =
['(1,7). Temos que se E admite multiplicagio complexa, entio T pertence a
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um corpo quadrdtico imaginario I\'. e, ainda mais. A(E) C Op. onde Oy
denota o anel dos inteiros algébricos de I\ .

Demonstragao. Seja A € A(FE), nao trivial. Assim, existem a.b,c.d € Z,
com b # 0. tais que:

A=a+br ¢ Ar=c+H+dr,

o que implica que
ar + br? = ¢ + dr.

L4
Assim 7 satisfaz uma equacao de segundo grau com coeficientes inteiros; como
7 € (C=R), como ja observamos, temos que [Q(7) : Q] = 2. Logo 7 pertence
ao corpo quadratico imaginario A" := Q(7).
Como A = a+b7, temos que A € I\, e logo satisfaz uma equacao da forma

N+ AN+ B=0
com A, B € Q. Mas,
(a+b7)*+ A(a+br)+ B=0

implica que

(a2+bc+Aa+B)+T((tb—i—.4b+bd):0. (3.1)

Como 1 e 7 sao linearmente independentes (sobre R) seus coeficientes na
equacgao (3.1) devem ser nulos. Portanto, como b # 0, A = —(a +b) € Z e
B = —(a’+bc+ Aa) € Z. Assim, A € Op.

O

Vale, igualmente, a seguinte proposicao:

Proposigao 14. Seja E = C/T wma curva eliptica que admite m ultiplicagao
compleza, com I' = ['(wy,wy). Seja entdo X € A(E), com Nijg(A) = A =
IM? =n. Entdon €N, e se

w a b W @ 1
(-G

com a,b,c.d € Z, entao |ad — bc| = n. Ainda mais, se A € mA(E). para
qualqguer m € Z, m > 1, temos que (a,b,c,d) = 1.
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Demonstragao. A area do paralelogramo definido pelos vetores Aw; e Aws,

que denotaremos por P(Aw;, Aw;). é dada por |A|* P(w;.ws). a qual, por outro

lado. deve ser ignal a P(aw, + bw,. cw; + dw,). Esta area. por sua vez. é igual
a |ad — be| P(wy.w,). Logo |A|* = |ad — be| € N.

Se m|a,b.c.d, temos:

v ()= (o ) (22)

e logo, A\/m € A(F), i.e., A € mA(E), o que conclui a prova. O

Definigao 16. Uma ordem de um corpo quadratico imaginario A" é um sub-
anel de Op que contém Z e de posto 2 como Z-médulo.

Lema 5. Seja N um corpo quadrdtico imagindrio. Entdo todo Z-sub-médulo
de Ok, livre e de posto 2, € um reticulado de C. Em particular ordens e ideais
fraciondrics de K sdo reticulados.

Demosntragdo. Se M é tal sub-médulo e (w;,w;) é uma base de M, temos
que (w;,w;) € linearmente independente sobre Q, e portanto, uma Q-base de
K. Por outro lado, A" contém niimeros reais e nimeros complexos nao reals
Desta forma (w;,w,) é linearmente independente sobre R.

O caso de ordens é imediato. Para o caso em que temos a um ideal
fracionario de I', basta observarmos que, como existe o € Oj tal que aa
é ideal de Or ([Gol71], pg. 14), Or/(a a) é finito ([Gol71], pg. 27) e O ¢é
um Z-modulo livre de posto 2 ([Gol71], pg. 12) entao aa é Z-mddulo livre
de posto 2 ([Ste79], pg. 32). Portanto, pelo que fizemos acima, aa é um
reticulado e logo a também o é. O

Proposigao 15. Se E ¢ uma curva eliptica que adimite multiplicacio com-
plexa, entio A(E) ¢ wma ordem do corpo quadrdtico imagindrio K (dado
pela proposig¢io 13). Reciprocamente, dada uma ordem I' de um corpo qua-
drdtico imagindrio I, existe uma curva eliptica E tal que A(E) € igual a
ordem dada.

Demonstragao. Suponhamos que E admite multiplicagao complexa. A pro-
posigao 13 nos diz que Z C A(E) C Of. Temos que 1| € A(E) e existe
A € A(FE) nao real. Logo, A(E) contém {1,)}, que é uma Q-base de A

Além disso, A(E) é trivialmente um sub-anel e um Z sub-médulo de Op que
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contém Z; como Ok ¢ um Z-médulo livre de posto 2 ([Gol71] pg. 10), entao
A(E) também ¢ livre de posto menor ou igual a dois ([Ste79] pg. 31). Mas
como A(FE) contém uma Q-base de A’. entao o posto de A(F) é maior ou
igual a [\ : Q] = 2, e assim, A(E) é livre de posto 2.

Para a reciproca. basta que tomemos a curva £ = C/I' (observe que
podemos definir tal curva pelo lema 5). Como 1 € T, temos que AI' C T
implica que A € I'. Por outro lado, se A € I', como I' é uma anel, temos que
AI' C T. Portanto, A(E) =T.

O

Ainda mais, temos:

Proposigao 16. Seja E' = C/T' uma curva eliptica que admite multiplicacio
compleza tal que A(E) = Oy, para o corpo K correspondente. Entdo I' ¢
um ideal fraciondrio de I\'. Reciprocamente, qualquer ideal fraciondrio I' de
um corpo quadrdtico imagindrio ', € um reticulado que nos dd uma curva

E = CJT tal que A(E) = Oy

Demonstragdo. Seja T € I, tal que I' = I'(1, 7). Sabemos que existe m € N*
tal que mr € Ox ([Gol71], pg. 10). Logo, mI' C Ox = A(E). Temos
claramente que mI" é fechado para a soma. Tomemos entdo = € O e my €
mI'. Como A(E) = Oy, zy € I' e z(my) € mI'. Desta forma, mI" é um ideal
de Ok e I' um ideal fracionario de K .

Para reciproca, tomemos um ideal fracionario I' de A. Sabemos, pelo
lema 5, que I' é um reticulado. Assim, podemos definir a curva eliptica
E = C/T. Sempre vale que A(E) C O. Por outro lado, existe m tal que
mI' € um ideal de Oy, pois existe o € Op tal que o' é um ideal de Oy, e
entao, m := |o|2 € Z serve. Se z € O, z-ml' C mI, o que implica que
zI' CT. Assim, O C A(FE). Portanto, O = A(E).

O

Definicao 17. Dado um corpo de nimeros /v definimos Z(4') como o grupo
multiplicativo formado pelos ideais fracionarios de A. Definimos J (L) como
o subgrupo de Z(A) formado pelos ideais fraciondrios principais de . O
quociente C(K') := Z(L')/ J (K') é chamdado grupo de classes de ideais de K.

Fixemos agora um corpo quadratico imaginario . Sejam entiao E e E’

duas curvas elipticas tais que A(E) = A(E') = Ok. Assim, nossa analise
no capitulo 2 mostra que tais curvas elipticas sao isomorfas se, e somente se,
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os ideais (reticulados) associados a elas sao homotéticos. i.e., pertencem a
mesma classe de ideais.
Para a curva definida pela equacao

y? = 42® — gox — g3,
o invariante modular associado vale

9%
A
4

Como duas curvas elipticas sao isomorfas se e somente se seus invariantes

j=1728

modulares sao iguais, temos que j define uma fungao em C(K’), que é um
conjunto finito ([Gol71], pg. 42), cuja ordem denotaremos por hj, ou sim-
plesmente por & quando nao houver diivida sobre o corpo em questdo. De-
notaremos tais classes de ideais por k;, € {1,...,h}. Os nimeros j(k;) sao
chamados invariantes de classes, e sao, claramente, dois a dois distintos.

Temos assim uma bijegao entre {j(k;),...,j(ks)} e o conjunto das curvas
elipticas E, médulo isomorfismos, tais que A(E) = O.

3.2 O Conjunto H,

Definicao 18. Seja n um inteiro positivo. Denotaremos por H o conjunto
de todos os automorfismos de H que podem ser representados na forma:

z+5b
M:z— i, ad —bc=n, a,b,c,d € Z, (3.3)
cz+d

e por H, o subconjunto de H;, consistindo dos A que tém uma representacio
como em (3.3) e ainda com (a,b,c,d) = 1.

Observagoes. 1. Como observamos no capitulo 1, os automorfismos de H
sao dados pelo conjunto PSL, (R), que é composto por matrizes que
téem determinantes iguais a 1, o que nao acontece com as matrizes de H,,.
No entanto, dado um elemento de H,,, existe uma matriz em PSL, (R)
que € igual a tal elemento como fun¢do em H (basta dividir as entradas
da matriz que representa o elemento de H, por /n).

o

A proposicao 14, juntamente com a prova do teorema 8 enunciado mais
adiante, justificam em parte, a definicao do H,,.
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Daqui em diante, quando dissermos

a b . a b
<c d>€Hn- ou <cd>€H"’

estaremos nos referindo a transformagao representada pela matriz em questao
€ vamos supor que tais matrizes ja estao na representagao especial mencio-
nada na defini¢ao acima.

Proposicao 17. Com a notagio acima temos GH, = H:, (H:)™' = H e
H>G = H}; e ainda GH, = H,, (H,)"' = H, e H,G = H,,.

Demonstragao. Como podemos tomar os elementos de G e H: como matri-
zes Inteiras, o seu produto é uma matriz inteira; como o determinante de
matrizes ¢ uma fungao multiplicativa, temos claramente que GH; C H:. Co-
mo a matriz identidade esta em G, vale a outra inclusao e, portanto, vale a
igualdade.

Seja agora M € H* com uma representagao dada por

a b
c d )’
como em (3.3). Logo,

(20) = (),

que possui uma representagao

d -b
(2)
Assim, M~! € H;. Analogamente, temos a outra inclusio, o que prova a
igualdade.

A terceira igualdade a ser provada segue das duas primeiras de maneira
geral (e, portanto, a mesma prova valera para f,,). Sejam A€ Ge N € H.
Definimos N := N A; precisamos mostrar que N’ € H:. Temos N~! =
A(N')"'. Como N € H;, N™' € (H;)™' = H: e portanto A(N')"! ¢
GH; = H}; assim (N')™' € H: = (H:)™,ie,N' € H:.

Dada

a b
c d )’
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uma representacao de A € H,, temos que M~' € H,, pois (a,b,c,d) =
(d,—=b, —c,a). Desta forma, resta apenas mostrar que GH, = H,. Como
a inclusao H, C GH, é imediata. basta provarmos que GH, C H,. Mas
G = (5,T), pelo teorema 2. E suficiente entao mostrar quese M € H,, entao
SM,TM € f,. Isto segue de GH; = H e de (a,b,c,d) = (—c,—d,a,b) =
(a+b,b+d, c,d), onde a primeira igualdade ¢ imediata e, para a segunda igual-
dade, tomemos p|(a+c), (b+d), ¢, d; como p|c e p|(a+c), p|a, e analogamente
p|b; por outro lado, se p|a, b, c,d, claramente p|(a + c), (b + d), ¢, d.

O

L]

Proposigao 18. Um conjunto completo de representantes para as classes
GM de H}/G € obtida pelos automorfismos que podem ser representados
pelas matrizes

(g Z) @a>0,d>0,d>b>0, ad =n. (3.4)

Além disso, [H} : G] = o1(n) (conforme a definicio 14).

Demonstragio. Precisamos mostrar que dada

A’[:<a‘y>€H‘r‘n
2w
a b
0 d
a b\ [z vy
N(O (1>—<: w)’

ou, equivalentemente, que existe N € G tal que

xy\ _ [ab
N(: w)_(O cl)'

Lembrando novamente que G = (S, T), vamos tentar triangularizar a matriz
dada. Como S troca as linhas e muda o sinal de uma delas, da matriz que
multiplicarmos a esquerda por .S, podemos supor |¢| > |z|. Se z = 0, nao ha

existe N € G e

como em (3.4) tais que
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nada a fazer. Se = # 0, pelo algoritmo da divisao, existem q;,r, € Z tais que
r=zq +r e0<r <|z|. Logo,

TN M = ( Y- quw )

bo w

M, = ST““M:( = v )
=T —(y—qlw)

Se r; = 0, entao ja conseguimos. Caso contrario, novamente exsitem gp, 75 €
Z tais que = = (—7r1)ga + 12 € 0 < 1y < 7;. Assim,

M, = ST““M[:( 1 *).

—T9 *

e podemos prosseguir com este processo. Como os 7;’s sao inteiros positivos e
decrescentes, este processo termina, chegando finalmente a r;, = 0. Portanto,

existe NV € G tal que
‘ a b
NM = ( 0 d ) .

Observamos que este processo garante que a = (z,z) (é equivalente ao algo-
ritmo de Euclides), que ¢ > 0 e ad = n (e logo, d > 0). Se b’ > d, temos,
novamente pelo algoritmo da divisao, que ¥ = gd + b, com 0 < b < d, e logo,

coprar | @ b
T NM_(O d)’

com a, b, c e d como em (3.4). Se b’ < 0, existe ¢ tal que b’ + dg = b, com

0<b<d,e
AN a b
TNM:(O d)’

com a, b, c e d como em (3.4).
Vamos mostrar agora que tal representacao é tinica: seja entao

a v
(5 &)

como em (3.4), tal que exista N’ € G, com

wap_ f @ Y
]\M_<O d’)'
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Temos entao que d’|x, =, pois

Ty e fd
(: w>—('\) (0 (/')'
com (N')™' € G, e G = (5,T). Mas, se (N)"' = S, ou (N')"! =T,

vemos claramente que «'|z,y, e, depois disso, basta usarmos inducao. Comio
a = (z,z), temos que ¢’|a, digamos a = a’q (e logo d' = dq). Assim,

ey _ [ a/b (e y _ [dV
A(:w)—(o d) eN(:w)_(O d
implicam que
NNm=( ¢ Y
SN0 & )

com N'N-' € G, i.e.,
I / -1
a—1 _ [ @b a b
NN _<0 (l’)<0 (1)

1 Id b/ _ /b
_1(dd a la cG.
n 0 ad
Entretanto, a matriz acima deve ter coeficientes inteiros (pois o determinante
é igual a 1). Porém a’d = ad/q = n/q, e logo o coeficiente na posicao (1,1)
da matriz acima é 1/¢ e deve ser inteiro. Desta forma, ¢ = 1 (ja sabiamos

que g era positivo), « = ' e d = d’. Temos agora que a(b’ — b) € Z, com
d>b,b' >0, en|a(t) —b). Mas |/ —b| < d; como n = ad, |a() —b)| < n, e

assim b = V', ou seja
a b\ [dV
0d) \0 & )

Provamos entao que para toda M € H, existe uma unica matriz
a b
H!
(Od>€ "

a b
MeG(O d)’
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0 que prova a primeira parte da proposicao. Para a segunda parte. observa-
mos que todo representante tem d como divisor de n. Fixado tal d, o a = n/d
esta bem determinado e podemos escolher qualquer b € {0.. ... d—1}. 0 que
nos da d possibilidades e mostra que

(H:G]=Y d=o(n).

A
d|n

O

Sabemos, em particular, que se M € H,, M pode ser representada por
uma matriz como em (3.4) e, como vimos acima, (a,b,0,d) = (a,b,d) = 1.
Queremos agora achar ¥(n) := [H, : G]. Vejamos inicialmente o caso em
que n = p, primo. Para tal caso, as possibilidades sao

p 0 1 b
0 1 ou 0 p )’

com b€ {0,...,p— 1}, o que nos da (p + 1) possibilidades.
Se n = p* com p primo, temos: d = 1 nos dd uma tnica possibilidade, a

saber,
n 0.
01 )°

se d = n, temos n possibilidades, da forma

1 b
0 n )’

com b€ {0,...,n—1}. Sed =p', com 1 <i < (k—1), o que nos da todas
as outras possibilidades para d, observamos que (a,b,d) = 1 se, e somente
se, p nao divide b, ou, equivalentemente, se (b,d) = 1. Logo, se d = p', temos
©(p') possibilidades, onde ¢ é a funcio ¢ de Euler. Assim, neste caso,

k-1
[Ha:Gl=14) o(p') +p"
i=1

k-1
1=1
=1+ =1 +p*

N
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Para o caso geral, dado ¢ um divisor de n. temos a bem definido por
a := n/d. Seja entdao e := (a,d). Temos que achar os possiveis b's. Mas
(a.b.d) =1 se. e somente se. (b.e¢) = 1. Além disso. (b.¢) = | se. e somente
se,b=gqge+r,com0 <r<e,e(r,e)=1. Como0 <b< d, as possibilidades
para tais ¢'s sao ¢ € {0,...,((d/e) — 1)}. Logo, o nimero de possibilidades
para b é (d/e)y(e). Portanto

P(n) = Z;gp(e), com e := (d,n/d). (3.5)

dln

Mas, tal func¢ao é multiplicativa no sentido usual em teoria dos nimeros, i.e.,
se n = nny, com (ny,ny) = 1, entao ¥ (nyny) = ¥(n;)yY(n2). De fato , se d|n,
d = didy, com dj|n;, e (d,n/d) = eye;, com (d;,n;/d;) = e;, para i € {1,2}.
Desta forma!:

dyd
Pmng) = > éifwel)v(e?) = p(n1)¢(ns).

dy|n,
dz|n2
Como 3 é multiplicativa, se n = p¥ ... pM é a decomposicio de n em

primos, temos:

e (+3)]
=M <1 + l) .
pln P

Conseqiientemente, obtivemos uma f{érmula geral para (n) = [H, : G].

Definigao 19. Sejam I' e [ reticulados de C tais que IV C T’ (i.e, um sub-
reticulado de T'). Suponhamos que [[ : I'] = n. I é chamado primitivo se
I['/T" for um grupo ciclico de ordem n.

'Lembrando que a funcao ¢ de Euler é multiplicativa.
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Proposicao 19. Seja ' = I' (wy.wy) e seja IV = T (w).w}) um sub-reticulado
com [I': I"] = n. Temos entdo que existem a.b.c,d € Z tais que:

Wi\ [ a b w)
w‘; - (& (1 w' ’

Entao T serd primitivo de ordem n se, e somente se,

M:(“ b)gH,,.
a c d

Demonstra¢ao. Suponhamos inicialmente que I'" é primitivo. Podemos su-
por que det M > 0 (eventualmente trocando a ordem de w| e w}). Temos
que? P(w],w)) = det M - P (w;,w;). Por outro lado, temos que [[' : [V] =
P(w],wy)/P (wy,ws). Logo, det M = n, i.e., M € H.

Suponhamos que I'/T" = ((aw; + Bw,) + I). Portanto, para quaisquer
z,y € Z, existem € {0,...,n — 1} tal que

(zwr + yws) + T = m (awy + Bwy) + TV,

ou seja,
(x —ma)w; + (y — mB)wy € T,

Deste modo, devem existir u,v € Z que satisfazem o sistema:

r—ma=au-+cv
y—mpB=bu+dv

Como tal sistema tem solugéo inteira, d; := (a,c) e dy := (b,d) devem satis-
fazer d|(z — ma) e d3|(y — mB). Se pla, b,c,d, com p > 1 primo, temos que
pldi, da, e logo p|(z — ma) e p|(y — mpB). Mas, lembramos que z e y foram
tomados quaisquer, i.e., deve valer para todos z,y € Z,

ma
mp3
Se o = 0 (mod p), entao v = 0 (mod p), o que seria um absurdo, pois = é
qualquer. Analogamente 3 # 0. Como p é primo, as a e 3 sdo inversiveis em

x (mod p)
y (mod p)

?Lembrando que P (w;,ws) denota a érea do paralelogramo definido por w; e ws.



Z[pZ. Sejam a. /3 inteiros que representam as classes dos inversos de a e 3,
respectivamente. Logo,
ra =y3 (mod p).

que € absurdo (basta tomarmos + = 0 (mod p) e y = 1 (mod p)). Por
conseguinte, nao existe primo que divida ao mesmo tempo «a, b, c e d, i.e.,

(a,b,c,d) = 1. Assim M € H,,.

Reciprocamente, dada
M = ( a b ) € H,
c d

tomemos w;,w; € C, com Im(w;/wy;) > 0, e definamos I' := I' (w;,w;) e

[V := ['(w],w}), onde
wp\ _[a b wy
wy /e d wy )

Novamente temos [[' : ['] = P(w},w})/P (w1,wz) = ad — bc = n. Resta-nos
entao mostrar que I'/I" tem um elemento de ordem n. Usando o Teorema
do Divisor Elementar, como vemos em [Gol71] pg. 276, existem bases (7, 7)
e (11,7;) de I' e I, respectivamente, tais que 7{ = a;7 e Ty = Ty, COM
ay,ay € Z, e com a,|az. Assim, existem Ny, N, € SLy (Z), tais que:

N no\ _ [ wi e N { _ wy
. T2 wWo e T, wy )
(@ 0 (e
() =(% a)w(2):

o que implica que
a; 0 -1 _ [ a b
w (% 2 Yana (0 )

Desta forma, como N;,N, € SL,(Z), temos que (a,b,c,d) = 1 implica
(a1,az) = 1, e como a,|ay, entdo a; = 1 e ay = n. Conseqilientemente, I =
['(11,n7m;) e a classe do elemento 7, tem ordem n, ou seja, L/T"=(r+T").

O

Portanto,

Ut
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Desta forma, se I' = I'(1. 7). a aplicacao definida por
['— Ty = F(I.I\I(T)),

para M € H,. associa a I' reticulados homotéticos a sub-reticulados primi-
tivos de indices n em I'. Analogamente, se M € H:, associara a ' sub-
reticulados de indice n em T'.

Se I é sub-reticulado primitivo de ordem n de I', o fato de I e I terem
bases das formas {71, 72} e {n7}, 72}, respectivamente, implica que tomando

‘ n 0
e (1),

teremos H,, = GMyG, pois dada uma M qualquer em H,, existem Ny, N, €
G tais que NoMN[' = My, como vemos na demonstracio da proposicao
acima (a outra inclusao é conseqiiéncia da proposicao 17). Desta forma, a
multiplicacao a direita por G age transitivamente em H, /G, i.e.. dadas GM
e GM' duas classes de H,/G, existe N € G tal que GM N = GAM'. De fato,
sabemos que existem Ny, No, N|, N} € G tais que NyM N, = My = N{M'N,.
Logo, se N = Ny(Nj)™', entao NyMN = N/M’', o que equivale a GMN =
GM'. Tal fato, em geral, nao vale para H:.

3.3 As Equagoes Modulares

Doravante v(n) serda denotado simplesmente por N. Sejam M,,..., My re-
presentantes das classes de H,,/G dados por matrizes como em (3.4), com
(a,b,d) = 1. Definimos js(z) = j(M,(z)), para s € {1,...,N}. onde j é a
funcao modular (como no capitulo 1).

Dada qualquer A € G, a associagao js(z) = j,(A(z)) é uma permutacao
dos ji1,...,Jn, pois, se supusermos que M,A = BM, e M;A = B'M,, com
B,B' € G, entao M;A = B'B™'BM, = B'B~'M, A, e. logo, M, = B'B~' M,
o que implica que M, e M, estao na mesma classe, pois B'B~! € G, e, desta
forma, r = s. Portanto, funcdes simétricas em ji,...,jy sdo invariantes por
z > A(z), para qualquer A € G.

Teorema 7.  [. F,(t,7):= Hi\’:l(t—js(z)) ¢ wm polinomio emt e j = j(z)
com coeficientes inteiros.

2. Se n nao € um quadrado. o coeficiente de maior grau em j de F.(7,7)

€ £1.

Ut
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3. Fu(t,7) como polinomio em C(j)(t] € irredutivel.
4. Fo(t,)) = F.(5.t), para todo n > 1.

Demonstragao. Uma fungao simétrica elementar dos j,’s,

o, (1(2),. . gn(z))

é invariante por G, como observamos acima, e claramente holomorfa em

H. Verifiquemos agora o comportamento de o, no infinito. Para tal, seja

q = e*™*. Como vemos em (1 22) e na proposicao 9, podemos escrever j na

forma
i(z) = ¢ (1 + A(q)),

onde A(q) é uma série de poténcias em g com coeficientes inteiros e A(0) = 0.

Se representarmos:
as bs
M, = ( gy ) ,

exp(2miM,(z)) = (hrq/*

onde (y, := exp((271)/ds), o que implica

entao,

Js(2) = J(Ms(2)) = (exp(2miM,(2))) ™ (1 — A(exp(2miM;(=))))

= C—b,q—as/ds (1 + A (Cbs as/ds )) . (37)

Assim, podemos ver que o, pode ter apenas um polo no infinito, e con-
sequentemente, pelo principio da g-Expansao (sub-segao 1.4.3, teorema 5), é
um polinomio (sobre C) em j. Como os coeficientes de j, estao em Z[(4,] C
Z[Cn) (Cn := exp((27i)/n)), os coeficientes de o, estao em Z[(,). Seja entdo 7
um automorfismo de Gal(Q((,)/Q). Logo 7((,) = (7, para algum r tal que
(n,r) = 1, e podemos escrever

r{gh) = migate) = (b= g0 = B,

onde a; = a,, d; = d; e 0 < by < dy, com b; = rb, (mod d,). Logo, a matriz
ag bt
0 d,
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¢ como em (3.1), e estd unicamente determinada por M, e 7. Portanto.
também denotando por 7 o automorfismo das séries de poténcias com coefi-
cientes em Q(¢,), que ¢é induzido por 7 (i.e.. aplicando 7 coeficiente a coefi-
ciente), temos

7(je) = (¢ g™ (r(1) + A(r(¢)g™ /)
_ Cd_,b‘ —aede (1 4 A(C b, gl ))
= Jr.
]

Por conseguinte. 7 permuta as funcoes J. ..., , Jx. ¢ desta forma. 7(o,) = 0,
para todo 7 € Gal(Q(¢,)/Q). Por outro lado, como os coeficientes de o,
estao em Z[(,] e sao fixos por T, temos que tais coeficientes estao em Z. Pelo
principio da g-expansao os coeficientes de o, como polinémio em j também
sao inteiros. Assim, provamos o item 1.

Para provarmos 2, suponhamos que n nao é um quadrado, e logo, a,/d, #
1 para todo s € {1,..., N}. Desta maneira, o coeficiente do menor exponte de
q, para j — Jjs, sera g'd_b“, se ag/ds > 1,e 1, se as;/d; < 1. Portanto, em ambos
o0s casos sera uma raiz da unidade. Portanto o coeficiente do menor expoente
de ¢ em F,(j,7) = H;\ l(] — Js) sera um produto de raizes da unidade, e
conseqientemente uma raiz da unidade. Assim, o principio da g-expansao
nos diz que F,(j,7), como polinémio em j, terd por coeficiente dominante
tal raiz da unidade. Mas, como tal polinémio tem coeficientes inteiros, esse
coeficiente dominante deve ser +1.

Provemos agora o item 3: o corpo C(J,J14---,Jn) € 0 corpo de raizes de
Fo(t,7) (como polindmio em C(j)[t]). Se o polinémio F, (¢, j) fosse redutivel,
existiria um corpo de raizes entre C(j,7,,...,jn) e C(j). Mas, dada A €
G, a aplicagao j, — js 0 A é um C(j)-automorfismo de C(j,j;,...,jn), €
tais isomorfismos agem transitivamente nos j,’s. Desta forma, a extensao
C(j,J15---,3~n)/C(5)) ndo possui nenhum corpo de raizes intermedidrio nao
trivial, e logo, F,(t,7) é irredutivel.

Resta apenas o item 4' como =z H nz e z — z/n estao ambas em H,,
Fo(j(nz),5(=)) = 0 e Fu(5(z/n),j = 0 para z € H. Substituindo = por
nz no segundo caso (observe que nz E IHI) obtemos F.(3(2),7(nz)) = 0.
Segue que, como polindémios em C(j)[t], F (z)) e Fy(7(z),t) tém um zero
comum, a saber t = j(nz). Como F,,(t,]) é 1r1edut1vel, pelo item 3, e o
coeficiente de maior grau em ¢ é 1, obtemos:

Fn(.]i) = P(tu]) Fn(tsj)~
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com P(l,j) € Z[j.1], pois os coeficientes de F,(l.j) estao em Z[j] (como
polindmio em #) e o fato do coeficiente de maior grau em ¢ ser 1 (inversivel)
permite-nos fazer a divisao de polinomios no anel Z[j]. Assim:

Falt,g) = P(3.1) Fu(j.t) = P(J.t) P(1.)) Fu(t. ).

que implicaem P(j.1) P({,7) = 1. Como P(i,j) € Z[t,j], P(t,j) = P(j,t) =
+1. Se P(t,j) = —1, entao F,({,7) = —F.(J,t) e, conseqiientemente,
Fa(7,7) = 0. Desta forma, F,(¢,7) é divisivel por (t — j). o que é um
absurdo, pois pelo item 3, F,(t,j) é irredutivel. Portanto. P({,7) = 1 e
Fn(t’j) = Fn(}[)

O

Definicao 20. A equacao F,(t,j) = 0 é chamada equagio modular de grau
n.

Para um dado j(z), que é o invariante de modular da curva eliptica dada
por £ = C/I'(1,z). as raizes de F,(t,j) sao os invariantes modulares das
curvas Es, 1 < s < N, que sao associadas a E pelas aplicagoes M, : I'(1, z)
['(1, My(2)), onde E; := C/T(1, M,(z)). Em outras palavras, as raizes de
F,(t,7) sao os invariantes das curvas definidas pelos reticulados primitivos
de indice n em I'. O item 4 do teorema 7 nos diz que E estd entre as imagens
dos E; (por estas mesmas aplicagoes), i.e., que existe r tal que E = (Ej),.
Tal fato também pode ser visto geometricamente da seguinte forma: se [
é um sub-reticulado primitivo de indice n em T, entdo nl' é primitivo de
indice n em I", e curvas definidas por ' e nI' sao isomorfas, ou seja, a curva
C/T' = C/(nT') esta entre as curvas dadas por reticulados primitivos de indice
n de I, que, por sua vez, é um reticulado primitivo de indice n de T.

3.4 Invariantes de Classes

Teorema 8. Uma curva eliptica E tem multiplica¢io complera se, e somente
se, o invariante modular j(E) satisfaz F,(j(E), j(E)) = 0 para algum n > 1.

Demonstragio. Sejam E = C/T', I' = I' (w;,ws) e w := w; /w,. Entao, j(E) =
J(w). Suponhamos inicialmente que F,(j(w),j(w)) = 0 para algum n > 1.
Assim, existe s € {1,..., N} tal que j(w) = j,(w). Logo. existe GM, €
H,/G tal que j(GMy(w)) = j(Ms(w)) = j(w). mas como j é uma bijecio
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entre H/G e C. existe 4 € G tal que Aw = Myw. Assim. existe M :=
ATIM, € GM, (conseqiientemente M € H,). tal que Mw = w.
Se tal M é dada pela matriz
a b
c d )’

entao
aw + b
cw + d ’
4
ou seja.
aw, + bw‘g Wi

cwy +dw, wy

Isto implica que existe A € C tal que:

Wi\ _ o w [ awy + by
/\<w2>_1\[< o ) —(cwl-’r(lw-z )

Se A € Z, como (wy,w;) é base do reticulado I', entao « = d =X e b=c =0,
o que ¢ absurdo, pois esta matriz nao pertence a H,. Logo, A € Z e a curva
E tem multiplicagao complexa.

Reciprocamente, suponhamos que E tem multiplicagao complexa. Ja sa-
bemos que A(E) é uma ordem de um corpo quadratico imaginario 1. Po-
demos achar A € A(E) tal que Ni/g(A) = [A\> =n > 1 e A € mA(E), para
qualquer m > 1 inteiro. De fato: seja A(E) = I'(r, 7). Se |r1|> < 1, seja
t € N tal que
1+ |7

72|

Temos ['(1) + try, 7)) = ['(71,7y) = A(E) e

|7+ tre|? > (t|m] — |1])? > 1.

Desta forma, podemos supor que |r;|* > 1, e como A(E) C O, temos que
m1 € Ok, e entdo, Ny/g(m) = |T1|2 € N. Se, por outro lado, 7, € mA(E) =
mI(r,72), temos que existem a,b € Z, tais que 7, = amm, + bmm,, e logo,
am =1 (pois am € Z), o que leva a m = 1. Assim, tomamos ) := 7.

Como A € A(E) e A  mA(E) para qualquer m > 1, a proposicao 14 nos

diz que
a b cH
C (1 ns
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onde n := |A|*. Logo.

aw + b _awy +bwy  Aw

— = = s 38
cw+d oy + dw, Aws (3:5)
e assim, existe s € {l1...., N} tal que j,(w) = J(GM,(w)) = j(w), onde
( ¢ D ) € GM,.
c d
O

Teorema 9. Os invariantes de classes j(k;). i € {1,....h}, de um corpo
quadrdtico imagindrio K sdo inteiros algébricos.

Demonstragio. Fixado um corpo quadratico imaginario i’ consideremos os
invariantes de classes j(k;), ¢ € {1,...,h}. de I, i.e., 0s invariantes j(E) das
curvas elipticas I tais que A(E) = Ox. Seja A € Op tal que n = Nryo(A)
seja um inteiro livre de quadrados (e logo, A € Z) maior que 1. Tal A sempre
existe pois: se ' = Q(v/—1), tomamos A := 1+ /=1, ese k' = Q(v/—m),
com m > 1, livre de quadrados, tomamos A := \/—m.

Seja (wy,w;) base de um ideal em uma classe de ideais k de K, e seja

também
wi \ _ oo wr )\ [ awp + by
(o) =) =(ar),

com a,b,c,d € Z. Como vimos anteriormente, ad — bc = n = Nrjg(A), e
como n ¢ livre de quadrados, (a,b,c,d) = 1. De fato, se existisse pla, b, ¢, d,
entao A\/p € A(E) = O e Nrg(A/p) = ])‘21\’]\'/@(/\) = p~2n € Z, o que vai
contra a hipétese que n é livre de quadrados. Logo,
az +b
Mizo &2,

cz+d

Como j(M(w)) = j(w) (como vemos na equagao (3.8)), j(k) = j(w) sa-
tisfaz F5,(j(k). j(k)) = 0. Pelo teorema 7. temos que F,(j, ) tem coeficientes
inteiros e, como n é livre de quadrados, seu coeficiente dominante é +1.
Entao, j(k) satisfaz um polinémio ménico de coeficientes inteiros e, portanto,
é um inteiro algébrico.

O
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Capitulo 4

Invariantes de Classes 11

4.1 Introducao

Neste capitulo vamos analisar propriedades de certas funcoes obtidas com o
discriminante A. Seguiremos aqui uma convengao usual em teoria algébrica
dos numeros, na qual nao se faz distingao explicita entre um ideal a em um
corpo de numeros A’ e o ideal aQy, gerado por ele em uma extensao finita L.
Em particular, se a;, e a; sdo ideais em I} e Iy, respectivamente, e se L é
uma extensao finita de ambos os corpos A} e Iy, dizemos que a, divide a,
(resp. a; e az sao primos entre si) se a;Op, divide a,Op, (resp. a;0; e 0,0y,
sao primos entre si). Na verdade temos:

Proposigao 20. Sejam a;, ay, i), Ny e L como acima. Se a,0;, divide
a,Or, (resp. 0,0y e a;Of sdo primos entre si), entdao a;QOp divide a;Ops
(resp. ;O € 0,0y sdo primos entre si), para qualquer extensio L' de K\
[& ]\’2.

Demonstragio. Seja ' = L'} 'y, o menor corpo que contém A’} e ;. Sabe-
mos que a, 0y, divide a;Op, se, e somente se, a,0p, C a;Op. Logo (a;O01) N
Or C (1;01) N Ok. Como (a;0L) N O = a;0y, temos que a; O divide
a0 . Mas L' é uma extensao de I\, e isto implica que (a;O0x )0 = a;O0p.
Conseqlientemente a,Op C 0,0y, i.e., a,Op divide a;Op:. Quando a; e a,
forem primos entre si, a demonstragao é analoga.

O
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4.2 As Funcoes ¢,

Para analisar \, sera conveniente usarmos a formulacao homogénea para
funcoes modulares dada na sub-secao 1.2.2. Assim \ pode ser vista como
uma funcao homogénea de grau —12 dada por:

A (w,wp) = wy 12A (“’—) , (4.1)
()
e temos ‘
271' 12 LW
A(wy,we) = (—) q(1 4+ B(q)), q:=-exp (271’1—) s (4.2)
w2 w2

onde B(g) é uma série de poténcias em ¢ com coeficientes inteiros, satisfa-
zendo B(0) = 0, de acordo com a proposicao 9 e com a equacao (1.33).

Definicao 21. Dada M € H,,, definimos

12 A (M (wy,w2))
A(wlaw2) .

(4.3)

Oar (wy,w2) :=n

Desta forma, ¢; depende apenas da classe GM de H, /G. e. a partir das
N = (n) classes de H,/G, obtemos N func¢oes homogéneas de w; e wy de
graus iguais a zero:

s (w1 w2) 1= oy, (Wr,w2), 1<s< N,

Tais fungoes sao regulares para Im(w; /wy) > 0 e sdo permutadas entre si pela
composi¢ao com um elemento qualquer de G.
Segue imediatamente de (4.2) que:

s (wiyw2) = ai? (g ¢/ (1 + B (¢grq)) (1 + Blg)) ™", (4.4)

(observe que como o coeficiente livre de ¢ em (1 + B(q)) é 1. e, portanto,
inversivel em Z, entao tal série de poténcias é inversivel como série com
coeficientes inteiros) onde (4 := exp(27i/d). e vemos por argumentos analogos
aos usados na prova do teorema 7, que
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N

On(t,5) = [ (1 = &5 (wr.w2)) (4.5)

s=1
¢ um polindémio em { ¢ j com coeficientes inteiros.

Lema 6. Se n = p € primo, enldo

N .
Hés (wiowy) = (—=1)""'p'
§5=1
Demonstrag¢ao. Para p primo temos N = ¢¥(p) = p+ 1 e as matrizes repre-

sentantes de H, podem ser dadas por:

(1 s _ . 4 _(pr 0
]\[S._(O p),palalgsgp, 1\[p+1.—<0 l).

Portanto,

s (wi,w2) = C3¢' P (1+ B (¢2q'7)) (1+ B(g))™", (1 <s<p), (4.6)
b1 (Wi, w2) = p2@™ (14 B(¢")) (1 + B(q))™". (s =p+1),

e a g-expansao de H’s\;l ¢s (wy,wy) se inicia com um termo constante igual a
(—1)P~!p'2. Como tal produtéria é uma funcao modular de peso 0 e holomorfa
em HU{oo}, ja que A e Ao M sao holomorfas e nao nulas em H, e com zeros
simples no infinito, pelo principio da ¢-expansao tem que ser um polinomio
(em 7) de grau 0 (portanto constante), e logo, tal fungao deve ser constante
e igual a (—1)P~!p'2,

O

4.3 Propriedades dos Valores Singulares das
bu’s

Fixaremos para esta secao um corpo quadratico imaginario A'.
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Lema 7. Sqjam a € Z(N) ¢ (a;.ay) wma base' de a tal que Im(a;/a3) > 0.
Entao. para toda M € H,. oy/(ay.ay) € um inteiro algdbrico ¢. se n = p ¢
primo, o ideal principal (opr(Qy.aq)) € um divisor de (p'?).

Demonstragao. Pela definicao de ®,,, temos:

N

(@) =[] (¢ = éslar.az)).

s=1

Mas, pelo teorema 9. j(a) é uim inteiro algébrico. e entdo. o primeiro membro
da igualdade acima ¢ um polinomio (em () monico com coeficientes intei-
ros algébricos. Como ¢ = ¢, para algum s € {l...., N}. oy é raiz de
®,(1,j(a)), e logo. é um inteiro algébrico ([SteT9], pg. 47). A segunda parte
deste lema é conseqiiéncia imediata do lema 6.

g

Seja a um ideal integral de A, i.e., um ideal de Q. Entao, para qualquer
ideal, integral ou fracionario, b de I’, ab é um sub-grupo aditivo de b de
indice igual a N(a). De fatc, se b = b;b;', com b, e b, ideais integrais e
primos entre si, temos que existe t € N* tal que b}, = (£), pois a ordem do
grupo de classes é finita. Logo (£)b ¢ um ideal integral. Assim:

[Ok : a(é)b] = [Or : (£)b][(€)b : a(€)b],
e entao:

_ [Ox -a(6)b] _ N(a)N((£)b)
[Ok : (£)b] N((£)b)

(lembrando que a norma de ideais N é multiplicativa). Por outro lado temos
que b/(ab) é isomorfo a ((£)b)/((£)ab), pelo homomorfismo dado por a+ab
Ea+ (§)ab (a € b). Logo [b: ab] = [(£)b : (£)ab] = N (a).

Assim, se ([, 32) é uma base de b, e (a3 + b3y.c.3 +di3y). a,b,c,d € Z,

€ uma base de ab (lembramos que ab é um sub-reticulado de b). devemos ter

[(£)b = a(&)b] = N(a)

lad — be| = N(a), pois, como ideais, o indice é N(a). como observamos acima,
e, como reticulados, tal indice é o quociente entre as areas dos respectivos
dominios fundamentais. Se temos que a nao é divisivel por nenhum inteiro
maior que 1, por exemplo se a é primo, entao (a,b,c.d) = 1. De fato, suponha

' Lembramos que, pela proposi¢ao 16, tal ideal é um reticulado de T,
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que pla.b.c.d. Temos que (p) = pyp; com p; e p, ideais primos de A, ou
que (p) ¢ primo em N ([Gol7T1] pg. 74). No primeiro caso. scjam €, e €,
tais que €; € o inteiro que aparece como expoente de p; na decomposicao em
primos de b (/ = 1.2). e assim, p; aparece com expoente maior ou igual a
e; em (3)) e (J2). Além disso, como pla.b.c,d, temos p;la.b.c.d. e logo, p;
apatece como fator de (a3 4+ b3,) e de (¢3) -+ d3;) com expoente maior ou
igual a (¢; + 1), 1.e., p; aparece como fator de (a3, + b3z.c3, + di3;) = ab
com expoente maior ou igual a (e; + 1). Assim, necessariamente, p; aparece
na decomposicao em primos ‘(le a com expoente pelo menos 1. Para o caso
que (p) € primo. podemos proceder de maneira analoga.

Definigao 22. Dada A, uma extensao finita de um corpo de niimeros h'j, e
dados B e p ideais primos de I3 e I} respectivamente, tais que B divide p,
definimos f(B/p) como o grau da extensao de corpos? (O, /B)/(Ox,/p)-

Tal f(B/p) tem diversas propriedades notaveis, como por exemplo: se p
é um ideal primo de I’} que se decompoe em primos em I, como

p - H;Bf(mi/p), (48)
s=l
entao
> e(Bi/p)f(Bifp) = [K2: K], (4.9)

como vemos em [Gol71], pg. 73. Além disso, se I,/ I\ é galoisiana, temos que
os €(Pi/p) e os f(*P:/p) na formula (4.8) nao dependem de 1, i.e., existem
inteiros positivos ¢, e f, tais que e(B;/p) = e, e f(Pi/p) = [, para todo
i € {1,...,9}. e entao, a férmula (4.9) torna-se [N, : K] = €, fp9 ([Gol71],
pg- 84).

Definigao 23. Dizemos que um ideal primo p de A" é de grau um se f(p/p) =
1, onde p € o inteiro primo tal que (p) = pNZ.

Deduz-se da definicao do homomorfismo norma, que ;\1\/3( = (p)/ /P,
Por outro lado. como vemos em [Gol71], pg. 79, Ny/g(p) = N(p)Z. Logo.

9 . . . ’ - ’ . .
“Lembramos que os ideais primos dos corpos de nimeros sao também maximais
([GolT71], pg. 14).
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temos que \N'(p) = p/®/#) com p primo. Desta forma. p tem grau 1. se. e s6
se, N(p) = p. com p primo.

Temos que p ¢ nao ramificado em K'/Q se seu quadrado nao divide um
inteiro primo. i.c.. se o ndice de ramificagio ¢(p/p) for igual a um. Sabemos
que p ¢ nao ramificado se, e somente se, p N Z nao divide o discriminante
drg ([GolT1], pg. 81).

Portanto, se p ¢ um ideal primo de i\ de grau um e nao ramificado, entao
p # p (onde a barra denota a conjugacao complexa) e (p) = pp. De fato,
como h'/Q é galoisiana, poxs ¢ de grau 2, temos que os elementos do grupo
de Galois permuta os primos ‘de A" sobre um dado p inteiro primo ([Gol71].
pg. 83). Como o grau da extensao ¢ 2, temos no maximo dois primos sobre
(p) =pNZ. Ja que p é de grau 1, temos que ou existem exatamente dois pri-
mos distintos sobre p ou existe apenas o quadrado de um primo. A segunda
hipétese ¢ descartada, ja que p é nao ramificado. Logo, o outro primo sobre
p ¢ dado pela conjugacao complexa de p, pois este é o tinico elemento nao

trivial de Gal(A'/Q). Assim: (p) = pp, com p # p.

Teorema 10. Sejam (o, az) uma base de um ideal a de ', p ideal primo
de grau wm de K ndo ramificado para K/Q e p = N(p). Euwiste P € H,
(resp. P € H,) tal que P(ay,ay) (resp. P(ai,a3)) € wma base de pa (resp.
pa). Além (11%0, lemos:

((‘r,)P(al’O"Z)) = 51‘2, (qu(O'],Oz)) = p121
ese M e H,, comn M ¢ GP,GP, entio dar(ar, az) € uma unidade (i.e., €

um inteiro algébrico com inverso também inteiro algébrico).

Demonstragio. Seja t € N* tal que p' é um ideal principal em A. Assim,
p' = (£), com € € O, e €€ = Niq(€) = N(EOk) = N(p') = N(p)' = p'.
Se P(ay,a3) é base de ap, temos pela discussao anterior que det P =
N(p) = p, e. como p é primo, (a,b,c,d) = 1; entao P € H,.
Além disso, podemos achar P = P,, P,,..., P, € H, de tal forma que P, -
Pi_y...Pi(a;.a;) é uma base de p'a, paral < i <t.ecom P, ... Pi(ay,ay) =
(Ear,€az). Seja

12 A(Pi-.-1"_’1(0130'2))

Ai= 0Py Pilan,a0)) = p7 g n e

para 1 <: < (. Entao,
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]j/\- =g A(P .. Piar.ay))
l A(OI,QZ)

= 2 A(ay, €ay)

Mas como (p) = pp. temos que (p)' = p'p' = (€)(€). e assim,

t

[0 =)o ="

i=1
Como os \;’s sao inteiros algébricos, pelo lema 7, o ideal ();) divide (£!2) =
p'*. Mas, pelo mesmo lema, ();) t ambém divide (p'?) = p'%p'%.  Assim,
(/\;) ¢ um divisor de p'2. Como [[i_,(\:) = (€)'? = p'¥', temos que ();) =
p'?, para todo i € {1,...,t}, e, em paxtlculax (op(ar,az)) = (A) = p'2
Analogamente, (qbp(a],ag)) = p'?. Como p # p. temos que GP # GP.
Além disso,

N
H ¢l 01’02 (pl2) — pIQle2

implica que (dar(ar,aq)) = O se GM # GP e GM £GP, ie., dar(ay, as)

¢ uma unidade. O

4.4 Uma Congruéncia Formal

Sejam £ e n séries de poténcias em determinadas variaveis, com coeficientes
inteiros algébricos, e seja a um ideal integral. Como é usual, escreveremos:

£E=n (mod a)

se todos os coeficientes de (£ — 1) estdo em a.
Consideremos as ¢ séries &x(q) e ni(q), para 1 < k < (p+1). com p inteiro
primo, e satisfazendo as seguintes propriedades:

1. seus coeficientes sao inteiros algébricos de Q(¢,) (i.e., em Z(Cy)): &y,
Ep+15 1p € Ty tém coeficientes inteiros. Os £’s (resp. n;'s), para 1 <
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k < (p —1). sao permutados pelos automorfismos do grupo de Galois

de Q(,)/Q. e
=& me=m (mod (1 — ().

para | < k.l < p.

N

Tais séries representam fungoes holomorfas em H que sao permutadas
entre si por G.

Temos que as ¢;'s, com n = p, satisfazem tais condicoes, como vemos em
(4.6) ¢ (1.7). O mesmo vale para os ji's, pois:

aelq) = P (1 + A(CEq'P)) (4.10)
Je+1(q) = ¢7P (1 + A(qP)), (4.11

onde A tem coeficientes inteiros. Tais fungoes serao as tinicas funcoes satis-

as usaremos para provar propriedades comuns as ¢;'s e ji's.
Deixando ( e u como indeterminadas, definimos:

p+1 p+1

Gp(t,U,fkﬂll) = Z (t - {1\) H(U - 7]()
k=1 =1
£k

Lema 8. L Gy(t,u,&,m) = Gy(t,u,j) € um polinomio em t, w e j com
coeficientes intetros.

2. Gyt &(q). (@) = (1 = Eprr (@) (0 = 1y(q)?) (mod p).

Demonstragao. O primeiro item é provado exatamente tal como no item 1
do teorema 7.

Vamos agora ao segundo item; vejamos como (p) se fatora em Q(¢):
temos que

p—1
=1
e logo,
p—1
p=JJa-¢).
=1
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Mas (I — (,';;) = (I =)l +¢ +--+ g’;"), o que implica que (1 — ;)
pertence ao ideal (1 — (). para 1 < i < (p—1). Portanto. (1 — )"~ H(p).
Como [Q(¢,) : Q] = (p — 1). temos que o maior expoente de um divisor de
(p) em Q(¢,) ¢ (p—1). e logo. (1 —(,) é primoe (1 — ()" = (p).

Temos que ambos os lados da congruéncia do segundo item do teorema
tém coeficientes inteiros: o lado esquerdo pelo primeiro item e pelo principio
da g-expansao, e o lado direito porque &, e 7, tém coeficientes inteiros
pela hipotese 1. Desta forma, este fato e a decomposicao de (p) em Q(C,)
implicam que basta provar alcongruéncia modulo (1 — (). Pela hipétese 1,
temos:

Gp(t’u’gk?771) E(l - 6})+1)(“ - ’/p)p
+ P = i)t = &) (w = 1,)"”" (mod (1 = ().

Como (u —1,)? = u? — 1% (mod p), temos o procurado. O

4.5 Aplicacgoes

A eclluagéo modular de grau p é dada por F,(j,j) = 0, onde F,(t,j) =
Z:l(t — Jk) € um polinémio em t e j como coeficientes inteiros, como nos
diz o teorema 7. A seguinte propriedade de F), ¢ um resultado classico devido

a H. Weber:
Teorema 11. Fy(t,5) = (t — 77)(t? — j) (mod p), para p primo.

Demonstragio. Pelas equagoes (4.10) e (4.11) e pelo “Pequeno Teorema de
Fermat”, temos:

Jp+1(q) = j(q)P  (mod p) (4.12)
Jp(@)" = 5(q) (mod p). (4.13)

=]
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Usando esse resultado e aplicando o lema 8 para { = u e & = n; = ji, com
1<k<(p+1)ie.

p+1 p+1
Goltty i gy =) | (=) JJ (0 =)
k=1 =1
£k
p+1

=(+1) ][t =5) = (p+1) Fult, 5);

1

=
Il

«

observando que
Gylt.t.5) = (p+ 1)Fo(t,§) = Fy(t,5)  (mod p),
conseguimos
Fyp(t,7) = (= Jpar)(#” = 37)  (mod p).

Mas as congruéncias dadas pelas formulas (4.12) e (4.13) nos dao
Folt,j) = (L= 7)(# = j) (mod p).

Assim, como série de poténcias em t e ¢, a diferenca entre os dois lados
da equagao acima tem coeficientes em pZ. Pelo principio da ¢-expansio, o
mesmo € verdade para a tal diferenca como polinémio em t e j.

O
Teorema 12. Sejam K um corpo quadrdtico imagindrio, p um ideal primo
de K’ de grau um e ndo ramificado para K/Q, e k, a classes de ideais que
contém p. Entao, para toda classe de ideais k de I, temos:

J(k; k) = (k)M (mod p).

Demonstragdo. Seja a um ideal pertencente a classe k. Seja p o inteiro primo
tal que N(p) = pp = (p). Assim, a classe de ideais k;’ contém o ideal p, e
logo, basta mostrar que

J(pa) = j(a)’  (mod p).

Seja (a;,a3) uma base de a. Pelo teorema 10, existem P, P € H, tais que
P(ay, a3) é base de pa e P(ai, a;) é base de pa. Sejam também ¢, d < (p+1)
indices tais que P € GM, e P € GM,. Como p # p, ¢ # d. e temos também

J(pa) = jp(a) = ja(a) = jalar, az).
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Aplicando o lema 8 para o caso & = ji, ;= ¢ et = P, conseguimos

Gp(J"(q)- w k(). o)) = (7(q) = Jprr(@))(@” = oh(g))  (mod p),

que juntamente com as equagoes (4.12) e (4.13), resulta em

Gp((q)"su, Jk(q), #1(q)) =0 (mod p)

(como série de poténcias em u e g). Pelo principio de g-expansao, temos:

Gp(i,u,J) =0 (mod p),
onde, como no lema 8, C:r',, é (¢, como polinémio em j e u.

Seja agora ¢p := exp(2mia;/az). Entao, j(qo), ji(qo), #1(qo) sao inteiros
algébricos. Como G,(j7,u, jx, 1) pode ser escrita como polinémio em u e j
com coeficientes em pZ, seu valor para ¢ = go ¢ um polinémio em u com
coeficientes inteiros algébricos divisiveis por p. Assim,

Gp(3(a)’,u, gr(a), di(ar, a2)) =0 (mod p).
Coloquemos agora u = ¢p(ay,az) = ¢a(a),az). Portanto, pela equacio
acima e pela defini¢ao de G, temos:

p+1

(7(a)” = ja(@) [[(da(er, @2) — gi(ar,2)) =0 (mod p).

k=1
k+#d

Como p|(p), a equacao acima nos da:

p+1

(5(@)” = ja(a)) [ [(Bal@r, @2) — dr(an,@2)) =0 (mod p).
k=1
k#d

Pelo teorema 10 sabemos que ¢4(a;,a3) =0 (mod p), e assim:

p+1 r+l
H(¢’d(0‘1,€¥2) - ¢k(ala 02)) = (_l)p H ¢k(01,02) (mod p)
Kz Kz

Além disso, pelo mesmo teorema, o ideal gerado pelo segundo membro da
equagio acima ¢ o ideal p'?, que é primo com p. Logo.

J(a)’ = ja(a) =0 (mod p).

Como jq(a) = j(pa), temos o resultado procurado.
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Capitulo 5

Corpos de Classes

5.1 Introducao

Como ficou provado no capitulo 4, os invariantes de classes j(k)'s de um
corpo quadratico imaginario A" satisfazem certas congruéncias formais. A
seguir, daremos inicialmente uma visao geral da teoria de corpos de classes
em sua forma cldssica e, usando tal teoria, mostraremos como deduzir de tais
congruéncias propriedades aritméticas dos invariantes de classes j(k)’s e da
extensao L' (j(k))/ K.

5.2 Grupos de Ideais

Neste capitulo, salvo mencao contraria, consideraremos A" um corpo de niu-
meros qualquer, nao necessariamente um corpo quadratico imaginario.
Inicialmente, precisamos definir K -primos finitos e infinitos. Os K-
primos finitos representam simplesmente os ideais primos de O, aos quais
associamos um valor absoluto nao-arquimediano da seguinte forma: dado
a € I e um primo p finito de K, entéo |af, := N(p)=), onde vy(a) é,
por definicao, o inteiro que aparece como expoente de p na decomposicao
em ideais primos do ideal principal (a). Os K -primos infinitos sao simbolos
associados aos morfismos de ' em Q sobre Q, a partir dos quais definimos
valores absolutos arquimedianos: se [A" : Q] = n, teremos n morfismos; tal n
pode ser escrito como n = r;+2r,, com r; representando o nimero de morfis-
mos reais (i.e., com imagem em R) e r, representando o nimero de morfismos
complexos (i.e., com a imagem em C, mas nao em R) nao conjugados; dado
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entao um morfismo o dentre estes ry + o morfismos ndo conjugados, associa-
mos a ele um primo infinito p, e definimos um valor absoluto (arquimediano)
dado por |a], := |o(a)].

Definigao 24. Um divisor m do corpo A" é um produto formal de um nimero
finito de N-primos (finitos e infinitos):

m:pr'.

Dado tal divisor, denotarembs por mp o produto dos primos finitos de m e
por my, o produto dos primos infinitos de m (e entdao, m = mpmy,).

Consideraremos aqui sempre divisores m tais que mp € um ideal integral
de K e my é um produto de A-primos infinitos reais e distintos. Desta
forma, para £ € ', vamos entao escrever:

£=1 (mod m)

se, e somente se, v, (£ — 1) > e; e 0p,(€) > 0, para todo pj|me,, onde vp,(a)
é a poténcia de p; que aparece na fatoragao do ideal a e o}, é o morfismo de
K no corpo dos reais R correspondente ao ideal infinito p;.

Dado um divisor m de I, denotaremos por Z,(A") o grupo multiplicativo
de todos os ideais nao nulos de K primos com mg, e por Syp(A’) o sub-grupo
de Z(K) dos ideais principais (£) tais que £ =1 (mod m). Como pode ser
visto em [Gol71], pg. 42, Tn(K')/Su(K) é finito.

Definicao 25. Um grupo qualquer H tal que Sp,(K) C H C Iy (K') € cha-
mado de um grupo de ideais de K definido mddulo m.

5.3 Densidade de um Conjunto de Ideais Pri-
mos

Sejam P(A’) o conjunto de todos os ideais primos de K e M C P(R).
Definimos entao:

p(s; M) := Z Niyo(p)™*.
peM

Tal soma converge absolutamente para Re(s) > 1. De fato, sejan = [L : Q),
ep € P(K). Logo, pNQ = (p), com p inteiro primo; podemos escrever
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(p) =p)' ...p, . supondo p; = p, e também Nryg(pi) = p’. de tal forma que

J_,€ifi = n. Assim, no pior caso (relativamente a convergéncia) teriamos
g=nee=fi=1 parai € {l,....g}. Como |X*| = XR) para X € Q;,
(onde Q4 denota o conjunto dos racionais nao negativos), temos:

Y‘l\/\m )0 < Z INg 2 (p) el
pEM pEP(K)

. > Nisglp) R

pEP(K)

< Z np—Re(s)

PEP(Q)
p>0

oo
<n Z L= Re(s)’
k=1

que converge se Re(s) > 1.

Definigao 26. Se o limite

P w(s; M)
M= B aPm)

existir, chamaremos seu valor de densidade de Dirichlet de M C P(K).
Lembramos da definicao da fungao zeta de Riemann para um corpo de
numeros A’
. y=d
Crls):= [T (1= Nisglp)™)™".

pEP(K)

Temos:

(s PUI)) ~ log(Cre(s)) ~ log ( 1 1) ,

S —_—
onde o simbolo ~ indica que a diferenca entre os dois lados de ~ é limitada
em s = 1. De fato: usando que

o (1) -

= 1
2

temos



log H (1 - Nijolp)™) ™' = Z log (1 — Nuyg(p)™) ™"

PET(N) pEP(K)
= 1
= N, —sm
= Z > —Nryo(p)
peP(IN)m=1
usPR)+ Y Z — Niso(p) ™™
) peP(k)ym=2 "

Mas, se [\ : Q] = n, e tomando s = 1,

= 1
Newlp)™™ < n
> Z ~Nicjg(p) ™ < D Mo
peP(N) m= 2 pEP(Q) m=2
fo )
n

<n Y Y-
peP(Q) m=2 "

1
= 2 T

PEP(Q)
- 1
< —
= ";k(/\:q) =

o que justifica o primeiro ~. O segundo ¢ justificado pelo fato que (x(s) tem
um polo simples em s = 1 ([Ser73], pg. 72).

E claro entao que
1
p(s; P(K7)) ~ log (j) )

o que implica
u(sP(R)
llm o 71N =]
s—14 log (s—l)

Desta forma poderiamos definir a densidade de Dirichlet também por:

5(M) = tim 540
s—14 log (:)

~J
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Exemplo 3. Seja P'(A') o conjunto dos ideais primos de A" com grau um,
e seja P"(1’) o seu complementar em P(A’). Logo, para todo p € P"(L),
Niq(p) = p/ > p?, onde p é o primo tal que pNZ = (p). Assim

u(1; P"(K)) < Tizgoo

e logo §(P"(K)) = 0 e 6(P'(K')) = 1. Na verdade, de maneira mais geral, se
M =MnNP(K)e M= l\flp PY(K), temos §(M') = §(M) e §(M") = 0.

Teorema 13 (Teorema da Progressao Aritmética). Seja H um grupo
de ideais definido modulo m e seja k uma classe de de I, (K)/H. Entdo

S(kNP(K)) = (kN P'(K)) = %

onde h = [I(K) : H].

Observagdo. Tal teorema é uma generalizagao do teorema de Dirichlet, onde
= Q. Uma prova detalhada deste teorema pode ser encontrada em [Ser73].

5.4 A Desigualdade h < n

Seja L uma extensao galoisiana de grau n de K. Um ideal primo p de K
decompée-se completamente em L se p se escreve como um produto de n
primos de L distintos, ou, equivalentemente, se p é nao ramificado em L e
p = Np/r(B), para algum ideal primo PB de L. De fato, temos que p =
[T, B - .‘.Bg, com os B;’s distintos entre si, e com P = B,, por exemplo.

Logo f; = ‘,B /p) = 1, e como a extensao L/K ¢é galoisiana (e portanto,
normal), fi = f(B:/p) = f1 = 1 para todo i € {1,...,g} ([Gol71], pg. 84), e
logo, g =n.

Seja W o conjunto dos ideais primos p de I que se decompoem comple-
tamente em L, e seja P"(L) o conjunto dos ideais primos B de L de grau
um (sobre @Q, e portanto, sobre K’) e tais que p = NL/,\(‘B) € nao rami-
ficado em L. Desta forma, a aplicacio P — p = Nr/k(B) é n a 1 entre
P"(L) e W = WnN P'(K), i.e., para cada elemento de W’ existem exata-
mente n elementos de P"(L) que sao levados nele por tal aplicacio. Como
Npjo(B) = Niyg(p), entdo p(s; P"(L)) = nu(s; W'). No entanto, a dife-
renca entre P’(L) e P"(L) é um conjunto finito, pois existem apenas finitos
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p € P(Iv) tais que p|dg, e existem finitos P € P(L) tais que Ny (B) = ;
desta forma 6(P" (L)) = §(P'(L)) = §(P(L)) = 1. Por outro lado:

S(P(L)) = lim M PTD)

s—1y log (ﬁ

. npu(s; W)
= llI'I'l T 7 1N\
« =+l 10g (3__—1)

=né(W') =nd(W).
Logo (W) = 1/n.
Definigao 27. Seja m um divisor de A". Definimos o grupo
No = Nu(L/K) := Su(K) Npyx(Za(L)).

Como Of, € In(L) € N (OL) = Ok, temos que Su(K) C Na, € clara-
mente Ny C Zn(A'). Segue entdo que Ny, é um grupo de ideais de & definido
moédulo m. Usaremos como notacio:

ho = ho(L/K) = [Tn(K) : Na).

Pela defini¢ao de W, Wy, = W N Zn(K) esta contido em Np/k(Tu(L)).
Portanto, W C Ny, e como Wy, C P(K), deduz-se que Wy, C P(K) N Ny.
Como a diferenca entre W e Wy, é um conjunto finito, temos pelo teorema
da progressao aritmética que:

1 . 1
= 3¥) = 8(Wa) < SN N P(R) = 1,
Le.,
ha <n, ouseja [In(K):Nu(L/K)] <[L:K]. | (5.1)

A desigualdade acima é chamada segunda desigualdade fundamental da teoria
de corpos de classes' e é valida para qualquer m e para qualquer extensao
galoisiana finita L de K.

!Observe que a primeira desigualdade fundamental ainda nao foi mencionada.
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5.5 A Definicao de Corpo de Classes

Definicao 28. Uma extensao galoisiana finita L/ A de um corpo de nimeros
K" é chamada de corpo de classes sobre I se, com a notagao acima, hy = n
para algum divisor in de A"

Se L/ é um corpo de classes, existe um tnico divisor f = f(L/K’) tal
que a igualdade hy = n vale para algum divisor se. e somente se, m ¢ um
multiplo de f. Tal divisor f é chamado condutor de L/K .

‘
Critério. Se¢ L/ € um corpo dc classcs, cxistc um divisor m de K ¢ um
grupo de ideais H de K definido modulo m tais que

1. Nyw(Za(L)) C H;

2. HNP(K) estd contido em W a menos de um conjunto de densidade
nula.

Reciprocamente, se existem tais m e H, entdo L/K € um corpo de classes e

how=n, H=NMN,.

Demonstrag¢do. Se L/ é um corpo de classes, tomemos [/ = A%, para m um
divisor de /" tal que hy = n. Entao, 1 vale trivialmente. A condigao 2 segue
de W C (Npw(Zn(L)) NP(K)) C (Na NP(K)) e de §(W) = §(Wa) =
1/n=1/hy = §(NaN P(K)).

Vejamos agora a reciproca: suponhamos que tais m e H existam. Pela
condigao 1, temos Sn(N) C Ny C H C Iy (K). Definimos a := [H : Ny].
Entao, pelo teorema da progressao aritmética, §(H N P(A)) = a/hy. No
entanto, a condicao 2 nos diz que §(H NP(L)) < §(W) = 1/n. Desta forma,
a/hy < 1/n, ou seja, an < hy. Pela segunda desigualdade fundamental da
teoria de corpos de classes, temos que @ =1 e hy = n.

O
Uma primeira aplicagao deste critério é a seguinte proposicao:

Proposigao 21. Sejam L,/K, Ly/K corpos de classes. Entio L := LyL,
(o menor corpo que contém L, e L,) também ¢ um corpo de classes.

Demonstragdo. Seja m um divisor de L tal que m é divisivel por f; = f(L,/R)
e fa = f(Ly/ ). Provaremos que me H = Ny (L1 /K )NNu(Ly/ LK) satisfazem
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as condicoes 1 e 2 do critério acima para a extensao L/L. De fato, como
Npjp(In(L)) C Zn(L;i), para ¢ = 1,2, temos:

Npjg(In(L)) = Npy(NpjL(Zn(L))) C Npyx(Im(Li)) C Na(Li/K),
para 7 = 1.2. Isto implica que
Niyk(In(L)) C Na(Ly/K)N Na(L2/K) = H,

e entao, a condicao 1 é satisfeita.
Para a condicao 2, basta observarmos:

S(H OP(K) = W)

= 0(Na(Li/N)NNu(Ly/ )N P( [\') W)
S(( \’ (L/K) ﬂ’P (K) = W)N(Na(Ly/ K)NP(L) — W)
35( w(Ly/K)YNP(R) — W)u.m (Ly/ K)NP(K) —W))
S HNal(Li/KYNP(K) = W) + §(Nu(L2/ K)NP(K) — W)
=040=0,
o que ¢ suficiente para provar tal condigao. O

Usando o critério, segue da demonstragao acima, o seguinte corolario:

Corolario 5. Se L,/ e Ly/K sdo corpos de classes como na proposi¢ao
21, entao para qualquer divisor m de L, mailtiplo de §, e f,, temos hy(L/K) =
[L: K], Na(L/K) = No(Li/K) N Ny(La/K). Ainda mais, Ly D Ly se, e
somente se, Ny(Li/K) C Na(Ly/K).

Demonstragdo. A primeira parte é consequéncia imediata do critério. Para a
segunda, basta observar que Nyy(L;) C Ny(Ly) é equivalente a Nyy(L/K) =
w(L1/R'), pela primeira parte, que também é equivalente a hy(L/K) =

ho(Li/K), i.e.,[L: K] =[L,: K],ousejal = L;,ou L, D Ls. O

5.6 Teoremas Fundamentais

Vamos enunciar alguns teoremas fundamentais da teoria de corpos de classes
que usaremos em seguida.
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Teorema 14. ['ma extensao finita L de I € um corpo de classes sobre I\ se.
€ somente sc, LI ¢ uma cxtensao abeliana (i.c.. wina extensao galoisiana,
com o grupo de Galois abeliano).

O passo essencial da prova de tal teorema é provar que n < hy para
algum divisor m de /", onde L/L é uma extensao ciclica. Esta é chamada de
primeira desigualdade fundamental da teoria de corpos de classes.

Teorema 15. Dado um grupo de ideais H de I\ definido modulo m, existe
um unico corpo de classes sopre L tal que [Tn(N) : No(L/K)] = [L: K] e
H=Nu(L/L).

Teorema 16. Um ideal primo p de I\ € ramificado em um corpo de classes
L sobre I\ se. e somenle se, p divide o condutor f(L/L).

Antes de enunciarmos o proximo teorema, consideraremos algumas pre-
liminares. Seja L/L uma extensao galoisiana arbitraria de grau n e com o
grupo de Galois (¢ := Gal(L/L). Seja p um ideal primo de A" nao ramificado
em L, e B um ideal primo de L que divide p. Temos entao que existe um
unico elemento o € G tal que

o(a) = o™x1alP)  (mod P), para todo a € O,. (5.2)

Este elemento o é chamado substitui¢io de Frobenius de 3 para a extensao
L/K, e é denotado por op. O grupo Dg gerado por tal elemento é chamado
grupo de decomposi¢io do ideal primo 9B. Como vemos em [Gol71], pgs. 82
a 84, tal grupo tem a seguinte propriedade:

Dy ={o € G:0(B)="PB};

além disso. como p é nao ramificado em L, a ordem de Dy é f(B/p) e
Dy(p) = 0 Dgo™!, para qualquer o € G.

Vamos assumir agora que L/L é um corpo de classes (i.e., uma extensao
abeliana) e

p=Pi... By
€ a decomposigao de p em primos de L e, como p é nao ramificado, PB; # PB;
se 1 # j. Entao, como o grupo de Galois de L/ age transitivamente sobre
os primos sobre p. existe o € G tal que o(B;) = P,, para i # j, fixados.
Logo Dy, = Dy(p,y = 0Dyp,0™' = Dy, ie., op, = ogp,, pela unicidade da
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substituicao de Frobenius. Assim, podemos denotar tal elemento do grupo
de Galois simplesmente por oy,

Seja entao m um divisor de A" tal que hy = n. e seja a = [['_, pi* a
decomposicao em ideais primos em i de a € Z,(L'). Pelo teorema 16. cada
pi € nao ramificado e podemos definir o, como acima. Logo, podemos definir

também:
-
e Sy
Gy i= | I Ty
i=1

Temos claramente que a — o4 ¢ um homomorfismo de Z, (') em G.

Teorema 17. Seja L um corpo de classes sobre K e m um divisor de K
tal que hy = n. O homomorfismo a — o, induz wm isomorfismo entre
To(KN)/Na(L/K) € G, i.c., tal homomorfismo € sobrejetor e seu nicleo €

Nao(L/E).

Corolario 6. Nas mesmas condigoes do teorema acima, ideais primos de I\
que pertencent a mesma classe de Ty(KN)/Nw(L/R) decompoem-se da mesma
forma em L. i.c.. em um mesmo nimero de fatores primos, com expoentes
wguais a 1 (pois sao nao ramificados) e com os mesmos f,’s. Em particular,
todo elemento primo de Nw(L/K) decompée-se completamente em L.

Demonstragao. Se p e p’ pertencem a mesma classe de Zy(A)/Nu(L/K),
entao sao levados pelo homomorfismo em questao no mesmo o € GG. Sejam:

p:qgl""'nga p,:mll‘lk;/

as decomposicoes de p e p’ em L. Como ambos sao nao ramificados em
L, temos que P; # P; se i # j, e analogamente, P # P. Além disso,
[ = f(Bi/p) (note que ¢é independente de i) é a ordem de o, e entao, f =
= F(PBi/p'). Logon = fg= f'g = fg’, que implica que g = ¢', e temos a
primeira parte. Para a segunda, basta observarmos que

Wa =W N Tu(K) C Ny (In(L)) C Nu(L/K),

e logo, como 6(Wx) # 0, segue que Wy, € nao vazio e existe um ideal em
Nu(L/K) que se decompde completamente; pela primeira parte, todos os
ideais de Nio(L/K) decompdéem-se completamente.
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Observagao. Este coroldrio dd-nos uma das mais impotantes propriedades
dos corpos de classes.

Finalmente. seja [ uma extensao galoisiana de A" (nao necessariamente
um corpo de classes), e o um elemento qualquer de ¢ = Gal(L/L). Deno-
tamos por P, o conjunto dos ideais primos p de A" nao ramificados em L e
tais que o = oy, para algum ideal primo B de L que divide p. Entao:

Teorema 18. Se ¢ € o nimero de elementos na classe de conjugados de o
em (G, entao

Observagdo. Se L/ é um corpo de classes, o teorema 18 pode ser facilmente
deduzido do teorema 17 e do teorema da progressiao aritmética, pois nesse
caso, o tal nimero de conjugados ¢ 1, pois L/L é abeliana e dado ¢ € G,
se k € Zn(W)/Na(L/K) é a classe de ideais levada em o pelo isomorfismo
do teorema 17, entao P, é a intersegao de k com o conjunto dos primos nio
ramificados de L, que difere de todos os primos de L por um nimero finito
de ideais primos (os que dividem o discriminante de L/L’). Logo

- 1 1
8(Pe) = Sk OV PIR)) = oy TNl TR~

5.7 O Corpo de Classes de Hilbert Absoluto

Denotemos por 1 o divisor unidade de A". Entao, Z;(K) = I(K) e S;(K) =
J(K), lembrando que J(A') denota o sub-grupo de todos os ideais principais
de KA. Portanto, o quociente Z,(/L)/S, (L) é igual ao grupo de classes de
ideais de I\, que denotamos por C(\') e supomos ter ordem h.

Pelo teorema 15, temos a existéncia de um corpo de classes Ly sobre I’
tal que:

h=[I(K): J(K)] = [Lo: K], J(K)=N(Lo/L).

Desta forma, o condutor f(Lo/A) = 1 e, pelo teorema 16, Lo/ é uma ex-
tensao nao ramificada. Se tomamos L outra extensao abeliana e finita nao
ramificada de I\, entao L é um corpo de classes e novamente pelo teorema
16, temos que f(L/K) = 1. Logo, N (L/K) é um grupo de ideais defini-
dos médulo 1; portanto, S;(A) C N (L/K). e como J(K) = Si(K) =
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Ni(Lo/RK) C Ny(LJK). L C Ly. pelo coroldrio 5. Entao Lo é a inica ex-
tensao abeliana nao ramificada maximal de A e ¢ chamada de corpo de classes
de Hilbert absoluto sobre I'. Pelo teorema 17. o grupo de Galois de Lo/ ¢é
canonicamente isomorfo ao grupo de classes de ideais C(I\) de K.

5.8 Conjugacao dos Invariantes de Classes

Vamos assumir novamente que A" é um corpo quadratico imaginario e

«

C(K) = {ki.... k).

Os invariantes de classes j(k;), para i € {1,...,h} sio entdo inteiros algébri-
cos dois a dois distintos. Seja L uma extensio galoisiana contendo tais j(k;)'s
e denotemos por £;,. .., € os elementos distintos em

{o(j(ki)):0 € G=Gal(L/K)eic {1,... h}}.

=[] - &),

a<b

Definimos entao,

e denotemos por P~ o conjunto de todos os ideais primos de A" de grau 1 que
nao ramificam em L e sao primos com 1. Como os ideais primos que nao
ramificam em L e os ideais primos que nao sao primos com 7 formam um
conjunto finito, entao §(P*) = §(P'(K)) = 1. Desta forma, para qualquer
conjunto M C P(K’) com §(M) > 0, §(M N P*) = 6(M) > 0, e entdo, a
intersegao de M com P~ é nio vazia (e infinita).

Seja p um ideal primo de P~ e kp € C(K) a classe de ideais que contém
o ideal p. Seja p o inteiro primo tal que Nyg(p) = p. Pelo teorema 12 do
capitulo 4, sabemos que

J(k;'k) = j(k)"  (mod p),

para qualquer classe de ideais k. Por outro lado, se P é um ideal primo de L
dividindo p e oz é a substituicao de Frobenius de B para L/, entao, pela
equagao (5.2),

op(j(k))

il

J(k)? (mod ),
e segue que

op(7(k)) = j(k;'k)  (mod P).
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No entanto. ambos os lados da congruéncia acima sao elementos do conjunto
{&, ..., §}eep ¢ primo com 1y (e logo. P também o ¢) implica entao que

op(J(k)) = j(k; k).
Assim provamos a seguinte proposicao:

Proposigao 22. Sep € P~ ek, ¢ a classe de ideais que contém p. entdio para
qualquer k € C(I') € qualquer B ideal primo de L, que divide p, a substituicdo
de Frobenius de B tem a seguinte propriedade:

«

ap(i(k)) = j(k; k).

Sejam agora k e k’ duas classes de ideais quaisquer de C(A’). Pelo teorema
da progressao aritmética (pg. 79), §(k(k')"' N P~) = d(k(k)™'NnP(K)) >0,
l.e., a classe k(k')™! contém um ideal primo p em P*, e entio. k' = k k.
Segue da proposicao 22 que os j(k) e j(k') sdo conjugados em relacao a
extensao L/L’. Por outro lado, dado qualquer ¢ € G, pelo teorema 18,
§(Pe NP*) = 6{(P,) > 0, e assim existe p € P~ tal que o = o para aigum P
ideal primo de L dividindo p. Novamente pela proposicao 22. todo conjugado
o(7(k)) de um invariante de classes j(k) é um outro invariante de classes 7(k").
Temos entao:

Teorema 19. Os invariantes de classes i(k: , 1 =1,....h, de um corpo
JUK; ) ) P
quadrdtico imagindrio K formam um conjunto completo de conjugados sobre

i

5.9 A Extensao K(j(k))/K

A partir de agora, consideraremos L := K(j(k1),...,7(kn)), que, pelo teore-
ma 19, é uma extensao galoisiana.

Lema 9. Um ideal primo p € P* decompoe-se completamente em L se, e
somente se, p € §;(L') = J(L).

Demonstragao. Seja P ideal primo de L que divide p. Como L/ K é galoisiana
e a ordem de oy é [ = f(*B/p), p decompde-se completamente se. e somente
se, op = 1. Como L = N(j(ki),...,7(ks)), segue da proposic¢ao 22 que
op = 1 se, e somente se, j(k,'k) = j(k), i.e,, k, = 1, o que significa que
peJ(n).

O
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Vamos agora verificar que as duas condigdes do critério dado na secao
5.5 sao satisfeitas para m = 1 ¢ Il = §(K) = J(I) ¢ para a extensao
L/K. Seja 2 um ideal de L. Pelo teorema da progressao aritmética. existe
um ideal primo B de L de grau um (sobre Q. e portanto. também sobre
K) tal que 21 = ()P, pois se kg € C(N) é classe que contém . entio
d(ka N P(L)) = b(ka N P(1)) > 0, e assim existe um B € kq como o
procurado.

Ainda mais, como existem apenas finitos ideais primos de A" que nio sao
primos com 7 e sao ramificados, e apenas finitos primos de L dividindo cada
um destes primos de A", podemos assumir que Np/i(B) = p é primo com
1 e nao ramificado. Logo p € P~ (pois P ter grau um implica que p tem
grau um) e decompoe-se completamente em L, pois L/ ¢é galoisiana. Pelo
lema 9, p € S;(I\). e portanto, Npyp(1) = Npjr(a)p € Si(R), e entao
Npyr(Zi(L)) C Si(R), i.e., vale a condicao 1 do critério. Como

S(SIA)NP(RN) NW) = 8(Si(K)NP*) = 8(Sy(K) NP(K)).

também vale a condicao 2 do critério.
Desta forma L/L é um corpo de classes e

h=[L:K]., S(K)=N(L/K).

Assim, pelos comentdrios da segdao 5.7, L é o corpo de classes de Hilbert
absoluto sobre I\, i.e., a extensao abeliana nao ramificada maximal de A’

Como agora sabemos que L/A" é abeliana, para uma classe qualquer k €
C(K), a extensao A'(j(k))/I é normal. Por outro lado, dada outra classe
k', existe o € G tal que o(j(k)) = j(k'). Temos entio que J(k’) também é
raiz do polinémio minimal de j(k) (sobre L), e como L (y(k))/K é normal,
J(K') € K(j(k)). Desta forma, A'(j(k)) = L. Portanto, provamos o seguinte
teorema:

Teorema 20. Seja j(k) um invariante de classes qualquer de um corpo qua-
drdtico imagindrio I\'. Entio K(j(k)) € a extensio abeliana nio ramificada
marimal de I .

Como mencionamos na segao 5.7, temos um isomorfismo canénico entre
C(K) e G = Gal(L/K). Seja entdao oy o elemento de G associado i classe
de ideais k por tal isomorfismo. Se p é um ideal primo de P~ pertencente &
classe k, entao o = o, pela definicao de tal isomorfismo. Entao. a proposigao
22 nos da a seguinte formula explicita para o automorfismo oy de L/A’:
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on(J(K')) = j(k7'K').  k.k' € C(R). (5.3)

Seja agora T um automorfismo de @ (onde Q é o corpo de todos os nimeros
algébricos) sobre Q. Claramente 7(/) é a extensdo abeliana nao ramificada
maximal de 7(A"). Como A" é um co1po quadratico imaginario, digamos A" =
Q(vV=D) com D € N~ livre de quadrados, entao 7(A') = Q(£\V/—D) = K.
Logo 7(L) deve coincidir com L, pela unicidade do corpo de classes de Hilbert
absoluto, e assim, L é uma extensao galoisiana de Q. Sejam G := Gal(L/Q)
e ¢ o elemento de G que representa a conjugacio complexa. Desta forma
0 € o unico automorfismo nao trivial de A, i.e.. Gal(K'/Q) = {l1,0}. Pela

teoria de Galois, temos {1, 0} = G/G. Seja a um ideal de I na classe
de ideais k. Entao o(j(k)) = j(k) = j(a). Como a é um reticulado de
C, seja I'(w),wy) = a, com w := wifwy € Ho Assim, j(a) = j(w). Mas

a =I(w,w) = [(wy,wy) = ['(—w,,wy), com —@ € H. Portanto #(a) =
J(—®). Como exp(2mi(—d)) = exp{2miw) e os coeficientes da g-expansao
de j sdo inteiros, temos que j(@) = j(a), ou seja, o(7(a)) = j(a). Como
aa = Ngyg(a)Ox é um ideal principal, a estd na classe k!, e logo,

o(j(k)) = j(k™"). (5.4)
Esta formula, juntamente com {1,0} = G/G e o teorema 19 resultam no
seguinte teorema:
Teorema 21. Os invariantes de classes J(ki), = = 1,...,h, de um corpo

quadrdtico imagindrio K formam wm conjunto completo de conjugados sobre

Q.

Dado o € G, pela proposigao 22 e pelos comentarios que a seguem, e mais
o fato que L é um corpo de classes sobre A", sabemos que existe p € P~ tal
que 0 = oy, e entao o(j(k)) = op(j(k)) = J(k; ' k); assim o permuta os j(k)’s.
Da mesma forma, como o(j(k)) = j(k™!), o também permuta os j(k)’s, e
conseqiientemente o mesmo fazem todos os elementos de G. Desta forma, o
polinémio f(X) := Hf’zl(_\' — j(ki)) é invariante pela acao de G, resultando
que tal polinémio é irredutivel (e claramente monico) e com coeficientes ra-
cionais. Mas como os j(k)’s sdo inteiros algébricos, suas funcoes simétricas
também o sao, e logo, os coeficientes de tal polinémio estao em O, NQ = Z.
Em suma, f € Z[X] é ménico e irredutivel.
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Outra conseqiiéncia da férmula (5.4) é a seguinte: seja ¢ € (G qualquer.
Temos que cxiste k € C(R) tal que 0 = oy. e entao. o~ = og-1. Como G
é normal em G (pois tem indice 2), poo~"' tamhém esta em G. e segue das
equagoes (5.3) e (5.4) que

(000™ )i (K)) = (00)(i((K)™) = o(G(k™ (K)™")) = J(kK)) = o~ (j(K')).
para qualquer invariante de classes j(k’). Logo,

oop ' =071, oeqG.
Uma conseqiiéncia da férmula acima é que a extensao L/Q é abeliana se,
e somente se, todo 7 € G ¢ tal que 72 = 1. Além disso, tal formula juntamente
com o fato que {1, 0} = G/G mostra que a estrutura do grupo de Galois G é
completamente determinada pela estrutura de C(h) = G.

5.10 Alguns Exemplos

Vamos calcular o valor de j para alguns casos simples. Inicialmente, intro-
duzimos a g-expansao de j com coeficientes calculados até ordem 6:

J(2) = 1/q + 744 + 196.884¢ + 21.493.7604>
+ 864.299.970¢> + 20.245.856.2564"
+ 333.202.640.600¢> + 4.252.023.300.096¢° + --- . (5.5)

Tal expressao pode ser calculada usando-se as equagoes (1.16) e (1.32). Para
Im(z) > V/3/2, ou seja, para |g| < 0,04333. . ., pode-se mostrar que o trunca-
mento acima (até ¢°) é suficientemente preciso para o calculo dos invariantes
de classes em alguns casos simples ([Coh85], pg. 157).

Vamos aplicar tal aproximacio aos casos em que o numero de classes h
é igual a um. Em tais casos, como f(X) = Hle(‘.\’ — J(ki)) tem coeficien-
tes inteiros (conseqiiéncia ja observada do teorema 21), temos que o unico
invariante de classes, que é dado por j(7), onde? @y = [1,7], deve ser inteiro.

Para aplicarmos a féormula (5.5), observamos que um corpo quadratico
imaginario A" sempre pode ser escrito como Q(v/—D) com D livre de qua-
drados. Como vemos em [Gol71], pg. 12, se —D =1 (mod 4), entao O =

9 - ’ .
“Denotaremos por [a;.as] o Z-mddulo livre gerado por a; e as.
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=

dryq | J(k) | ETTO |
Qv-3) | -3 0 0
Q(v/-1) —4 128 0
Q(v/-T) =7 =153 10~
Q(vV-2) -8 20° 1912
Q(v—11) | =11 ~398 1018
Q(v-19) | =19 —967 10-3°
Q(v/—-43) | —43 -960° | 1073
Q(V/—6T7) | —67 —5280° | 10730
Q(V—163) | =163 | —640.320% | 10-30

Tabela 5.1: Exemplos de Invariantes de Classes

(1, (1++v=D)/2] e o discriminante de i é dado por drjg = —D;se—D =23
(mod 4), entao O = [1, \/j] e dyjg = —4D. Portanto, temos que apli-

car a formula (5.5) para z = (1 +/=D)/2 se K = Q(v=D) com —D = 1
(mod 4), e para = = V=D nos demais casos.

Sabe-se que existem exatamente nove corpos quadraticos Imaginarios tais
que h =1 ([Coh85], pg. 183). Estes sdao dados pelos corpos A" da tabela 5.1,
onde também colocamos o respectivo discriminante dr g, o valor do tnico
invariante de classes j(k) e a ordem do erro feito pela aproximacao dada pela
férmula (5.5)3, exceto nos dois primeiros casos que sio imediatos da defini¢ao
de j (pois g2(p) = 0 e g3(i) = 0, como vimos na demonstracio do teorema 4).

Um proximo caso seria quando A é tal que o nimero de classes é h = 2,
por exemplo, para ' = Q(v/—5) (onde dryp = —20). Neste caso, para a
classe k; que contém Oy, i.e., a unidade de C(L'). usando a aproximagao
(5.5) temos

j(ki) = J(V=5) ~ 1.264.538, 9094751405093202270474.

Vamos achar agora um ideal a tal que a € k;. Uma possivel escolha é a =

[2,1+ V/=5]. De fato, um célculo simples mostra que a ¢ um ideal de Oy, e
temos

J(a) = j((1 + v=5)/2)
~ —538,9094751209857665636183354.

3Observamos que os calculos foram feitos com precisao de 30 casas decimais.
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Entao, j(a) # j(k). e assim, a ¢ k,. e portanto, j(a) = j(k;). Como
(X = (ki)Y = j(kz)) tem cocficientes inteiros. j(k;) j(ky). j(k,)+ j(k2) € Z.
Pelas nossas aproximacoes temos

J(ki) j(kz2) = —681.472.000 = —880° e j(k;) + j(ky) = 1.264.000. (5.6)
Para obtermos os valores exatos. basta resolvermos a equacao

X? — 1.264.000 X — 681.472.000 = 0.

‘
Assim:

J(ki) = 632.000 + 282.880v/5 = (50 + 26v/5)?

j(ks) = 632.000 — 282.880V/5 = (50 — 26V/5)3,

e o erro de aproximagao ¢ da ordem inferior a 107 para a primeira e de
ordem 1078 para a segunda.

De maneira analoga, para o caso ' = Q(v/—6) (drjg = —24), onde
também h = 2, temos

glk) = 1221+ V2)2(5 4 2v2)° e j(ky) = 12%(1 — V2)*(5 — 2V2).

onde k; é a classe de ideais que contém O e ky é a classe de ideais re-
manescente, a qual o ideal a = [2,\/—6] pertence. Neste caso, os erros de
aproximagao sao de ordens inferiores a 1073 e igual a 10~'°, respectivamente.

Um outro caso em que h = 2 é k' = Q(v/—15) (drjg = —15). Neste caso
a=[2(14+v-15)/2] € ky,

J(ky) = —135\/5((3 8 \/5)/2)(4 + \/5)3

jika) = 135v/5((3 — v/3)/2)(4 — V5)?,

com erros de aproximagao de ordens 1072* e 107>, respectivamente.



Indice de N otacoes

¢

a:="b aé definido comobd’

alb  a divide b

N conjunto dos nimeros naturais
Z conjunto dos nimeros inteiros

R conjunto dos nimeros reais

C conjunto dos nimeros complexos

K™ conjunto A" — {0}

K,L corpos de nimeros

L/K L é uma extensao de I

K L menor corpo que contém os corpos A e [,
K fecho algébrico de K

Ok inteiros algébricos de K’

drr  discriminante da extensao L/K

k classe de ideais
C(K) grupo de classes ideais do corpo A’
I(K) grupo dos ideais fracionarios de A’
J(K') sub-grupo dos ideais fracionarios principais de i’
K®*  maior extensio abeliana do corpo I

H semi-plano complexo superior

Pl esfera de Riemann
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grupo modular

2miz

G
D dominio fundamental
q €
f

f(=) como funcao de ¢
I reticulado de C

['(wi,w;) reticulado gerado por w; e wy

R conjunto dos aeticulados de C
Gy série de Eisenstein de indice k
92 60 G
g3 140 G'3
A g3 -21g
vp(f) ordem da funcao f no ponto p
Mo, espaco vetorial das formas modulares de peso 2k
M3, espago vetorial das formas parabélicas de peso 2k
7 invariante modular (1728 g5 /A)
By numeros de Bernoulli
ok(n) soma das k-ésimas poténcias dos divisores de n

(n,m)  maximo divisor comum de n e m
p(z;T')  fungao p de Weirstrass

E curva eliptica

JE _ invariante modular da curva eliptica £

A(E) sub-anel de C associado aos endomorfismos de E
a,b,A  ideais fracionarios

p,'B ideais primos

(€) ideal principal gerado por ¢

h ordem do grupo de classes de ideais
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invariante de classes

raiz da unidade

raiz n-ézima primitiva da unidade

funcao zeta de Riemann

fungao zeta de Riemann para o corpo I\’

sub-conjunto de G que pode ser representado por uma

matriz inteira de determinante n

«
sub-conjunto de /I que pode ser representado por uma
matriz inteira de determinante n e com entradas
primas entre si

[H, : G]

fungao ¢ de Euler

¥(n)

J o Mg, onde M; é um representante de classe de H,/G
[T (t = )

[OL/B : Ok /p], onde L é uma extensao de L', P e p sio
primos de L e I, respectivamente, e B|p

expoente de 8 na decomposicao de p em primos
divisor de um corpo K

parte finita de m

parte infinita de m

grupo dos ideais de A" primos com my

sub-grupo de Zy (') dos ideais principais
congruentes a 1 médulo m

conjunto dos ideais primos de /A’
conjunto dos ideais primos de A" de grau um

complementar de P'(A’) em P(R)



ideais primos de L de grau um e tais que a restricao
a I é nao ramificada em L

conjunto dos ideais primos de I" que se decompoem
completamente em L

densidade de Dirichlet de M C P(R)
f(s) = g(s) é limitado em s = 1
Sm(N) Ny (Zw(L))

[Tw(R) : A

condutor de L/

substituicao de Frobenius de
grupo de decomposigao de B

ideais primos p de A" nao ramificados em L. com
o = oy para algum ideal B de L sobre p

conjugacao complexa
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argumento, 20

classe de ideais, 2

condutor, 81

convergencia normal, 17

corpo de classes, 81

corpo de classes de Hilbert absolu-
to, 86

curva eliptica, 39

densidade de Dirichlet, 77
divisor de um corpo, 76
dominio fundamental, 7

endomorfismos triviais, 45
equagao modular, 61

forma modular, 11

forma parabdlica, 11

funcao p de Weierstrass, 37
fungao fracamente modular, 10
funcao modular, 11

grupo de classes de ideais, 48
grupo de decomposicao, 83
grupo modular, 7

holomorfa no infinito, 11

ideal primo de grau um, 68
ideal primo nao ramificado, 69
indice de ramificacao, 69
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invariantes de classes, 2, 49

meromorfa no infinito, 11
multiplicagao complexa, 2

numeros de Bernoulli, 29

ordem, 47
ordem de uma fungao em um pon-
to, 18

ponto base, 2

primeira desigualdade fundamental,
83

primos finitos, 75

primos infinitos, 75

Principio da ¢-Expansao, 35

reticulado, 12

série de Eisenstein. 16

segunda desigualdade fundamental,
80

sub-reticulado primitivo, 55

substituicao de Fobenius, 83

Teorema de Kronecker-Weber, 1

Teorema de Progressao Aritmética,
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Teorema de Weber-Fueter, 3

toro, 13

valor de uma funcao no infinito, 11
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