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Resumo

Seja .PICA a álgebra de grupo do grupo G sobre o corpo F, e seja t/(rlcl) o seu
grupo de unidades. O principal objetivo deste trabalho é investigar a validade da
seguinte conjectura, devida a Biian Hartley.(problema 52, pag 307 de ISeh931):

Conjectura: Se G é um grupo de torção e U(PICA) satisfaz lama identidade de
grupo, então r'lal satisfaz uma identidade polinomial.

Como suporte da afirmação acima piovaremos:

Teorema l:jGJV941,IGSV971. A conjectura é verdadeira se f' é infinito.

Teorema 2:jPas971. Se F é infinito, char F = p > 0 e G é um grupo de
torção, então U(PICA) satisfaz uma identidade de grupo se, e somente se, G possui
um subgrupo abeliano normal de índice finito, e G' é um p..grupo de expoente limitado

Abstract
Let PICA be the group rins of the group G over the field F, and let U(Play) be

its group of tulits. The main objective of this work is to investigate the following
conjecture, due to Brian Hartley

Conjecture: if G is a torsion group, and U(r'lCI) satisfies a gioup identity, then
rl(;l satisfy a polynomial identity.

In support of the statement above we prove:

Theorem l: IGJV941,IGSV971 The conjecturo is true when .F is infinite

Theorem 2: IPas971 if -F is infinite, chaiF' = p > 0 and G is a torsin group,
then U(PICA) satisfies a group identity if and only if, the group G owns a p-abelian
normal subgroup of rinite index, and (ll;' is a p-group of bounded expoent.
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C:apítulo l

Introdução

Seja PICA o anel de grupo do grupo (17 sobre o corpo F, e seja U(PI(.;1) o seu grupo
de unidades.

Investigando a estrutura de Z./(-PICA), Brian Hartley propôs:

Conjectura: Se a característica de F é p > 0 G é um p-grupo localmente finito
e C/(rlCI) satisfaz uma identidade de grupo, então PICA satisfaz uma identidade
polinomial. IWar811

Os primeiros resultados confirmando esta conjectura foram obtidos por Gonçalves
e Mandei, IGM911, assumindo que o cardinal de F' é infinito e que a identidade
satisfeita por C/(PICA) é uma identidade de semigrupo.

A seguir, em IGJV94j, Giambruno, Jespeis, e Valenti estudam o caso semipri-
mo para identidades de grupo. Posteriormente, em IGSV97j, Giambruno, Sehgal, e
Valenti conseguem remover esta restrição, e em IPas971, Passman dá uma condição
necessária e suficiente para que C/(.rl(;1) satisfaça uma identidade de grupo quando
P >o

Muito recentemente, Chia Hsin Liu ILiul demonstrou que se G é um grupo de
torção F é um corpo qualquer (não necessariamente infinito), e U(.PICA) satisfaz uma
identidade de grupo, então rlCI satisfaz uma identidade polinomial, confirmando a
Conjectura de Hartley.

Neste trabalho trataremos apenas do caso em que F é infinito. Detalharemos a
caracterização dos grupos, conforme Passman no caso en] que F tem característica
P >o

Inicialmente vamos enunciar alguns teoremas que nos serão úteis na compreensão
desta dissertação. Demonstraremos alguns e indicaremos demonstrações detalhadas
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de outros

No capítulo 2, estudaremos álgebias semiprimas, cujo o grupo de unidades satisfaz
uma identidade de grupo. Concluindo, entre outros resultados, que nesta álgebra todo
idempotente é central.

No capítulo 3, demonstraremos que r'l(;l satisfaz uma identidade polinomial, sem
pre que -F é um corpo infinito, G é tun grupo de torção, e U(r'lal) satisfaz uma
identidade de grupo.

Por fim, no capítulo 4, mostraiemos que no caso em que r' tem característica
p > 0, U(r'lCI) irá satisfazer uma identidade de grupo, se e somente se G' for p-grupo
de período limitado, e G possuir um subgrupo '4 nornaal p-abeliano de índice finito.

1.1 Alguns Teoremas da Teoria de Grupos

Nesta seção enunciaremos alguns teoremas sobre teoria de grupos, muitos dos quais
consagrados pelo constante uso em trabalhos nesta área.

Definição 1.1. Z){zemos que urn grtzpo G é hamiltoniano se e/e é da /arma

(l; = (1?8 x .Z: x Á,

)nde Qs é grupo dos QucLtérnios, E é um 2-grupo abeLiaTto elementar e A é um grupo
übeliano de torção, no qual todo el,evento tem ordem ímpar.

Teorema 1.2 (Dedekind-Baer) Sejct G hm grupo. São equivale'ates

] Todo subgrupo de G é normal em, G

2. Todo subgrupo cíclico de G é normal em G

3. G é o'u, abeliano ou hamittoniano

DENioNSTnAÇÃo: pag 143, teorema 5.3.7 de IRob951.
Notaremos por G' o subgrupo comutador de G, isto é,

G' - <(g, A) - P':h':gala, h c C;>

Proposição 1.3. Sega G um grtzpo com um suZ)grupo .H centra/ de Zhdãce ./inato IC
H\ - n. Então G' é anito, com ordem melhor o'u igual a (nl )'

2



DnMONSTnAÇÃo: pag 115, teorema 1.4 do capítulo 4 de IPas771.

[)efinição 1.4. Sega G ?zm grupo. Z,)ízemos que G é localmente finito se lodo
subgrupo hTLitüme'n,te gerado de G é anito.

H

1.= 1K

Teorema 1.5 (Teorema de Schmidt). Sda G wm grupo e H uzl& subgrupo rzorma/
ie G. Se H e gi são localmente $ni,tos, então G é Locatmeltte anito.

DEMONSTRAÇÃO: pag 429, teorema 14.3.1 de IRob951.U

Nem sempre é verdade que um subgrupo -H de um grupo G finitamente gerado, é
finitamente gerado. Se tomarmos (.; o grupo livre de posto 2, e .H o seu comutador
teremos que C; é finitamente gerado mas .f7 não. Porém, em um caso particular
podemos concluir que /7 é finitamente gerado.

Proposição 1.6. Seja G um grupo ./inãfamenÉe gerado e /í um suógr?zpo de íhdãce
anito. Ente,o H é $nitamente gerado.

DEMONSTRAÇÃO: pag 36, teorema 1.6.11 de IRob951

1.2 Noções de Teoria de Anéis

Nesta seção vamos recordar alguns fatos básicos da teoria de anéis

Definição 1.7. Sega R um arzeJ. Z)ázemos que R é artiniano a esquerda se toda
cadeict desce'n,dente de ideais a. esquerda, de R é estacionária,. Ou selva., se l\, lz,
, são ideais de R, com

l\'>
então existe um k C 'bq tal que para todo n >

Seja n um anel unitário. Sabe-se que a intersecção dos ideais maximais a esquerda
de R, coincide com a intersecção dos ideais maximais a direita. Usando tal fato
definimos:

Definição 1.8. S a R um anel unÍÉóráo. O radical de Jacobson de R, como
se'rido Q 'intersecção de todos ideais maxi'm,aã,s a. esquerda de R. E o denotamos por
.JÇR], ou não hauen,do risco de dubiedade apertas por J
Proposição 1.9. Se R é um ane/ arÉináano e unàfár o, então .7(R) é n{/pofenÉe

3



DnMONSTKAÇÃo: ver pag 56 teorema 4.12 de ILam911.H

Definição 1.10. Z)ãzemos que um arte/ .R é semiprimitivo se J(R) é o àdea/ nulo

Definição 1.11. Z){zemos que um ane/ R é semiprimo se R não tem ideais n{/po.
tentes não tráuiais.

Sempre podemos encarar R como sendo um módulo sobre si mesmo.
demos definir anel semi-simples:

Assim po

Definição 1.12. Sega R um ane/. Z)ãzemos que R é semi-simples a esquerda
. se todo subrri\óduto a, esquerdct l de R é soma'n,do direto de R. Isto é, pctra, todo
submóduLo Q esquerda de 1, eüste um submódul,o a. esquerda J, tal. que l n J -- (q,
3 l -F J -- R. Denotamos a, soma direta de l e J por,

/©J

É fato conhecido que um anel unitário é semi-simples a esquerda se e somente se
é semi simples a direita. Portanto usaremos o termo semi-simples.

Teorema 1.13. Seja R um ane/ unáÉário arlÍniazzo a esquerda. São equíua/entes

1. R é semiprimitiuo;

2. R é semiprimol

3. R é gemi-simpl,es

DEMONSTRAÇÃO: pag 184 teorema 11.7 de ILam911 H

Teorema 1.14 (Wedderburn-Artin). $da R um ane/ unáfár o semàsámp/es . .Então
R = ©;:: Mn. (OÍ), onde c«d« .O: é «m -.J «m d{«àsão, , é ú,':", ' " p«e. (O:, n:),
são únicos a menos de permutação.

DEMONsvnAÇÃo: pag 35 teorema 3.5 ILam911 H

Teorema 1.15 (Cayley-Hamilton). S©a C' um ane/ comwtatáuo, não necessária
mente unitário. Selva A uma matriz pente'recente a. M.(.C). Se l)A é o poli'nâmio
c«fe'útác. d. .4 Oito é p«(.X) (.X.r -- .A», então p,.-(Á)

Z,)emonsfração. pag 18 teo 1.3.18 de IRow801. a

Para encerram esta seção um teorema que não é básico, mas nos será muito útil
futuramente.
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Teorema 1.16 (Gonçalves). Seja Z) um arie/ com divisão rzão corou atàuo, que fe-
l,ho, dimensão Brita, sobre se-u, centro Z. Então D* = D -- 0 contém um, grupo livre
le posto 2.

l)nh,ioNsvnAçÃo: ver IJZG841

1.3 Anéis de grupo

Vamos nesta seção introduzir a noção de Anel de Grupo, e estudar algumas
propriedades

Definição 1.17. Seja .,4 um ane/ e (l; um grupo. O anel de grupo do grtzpo
o ane/ .4 notado por R = ,4lCI, é o conlunfo de bodas somas ./inà]as /ormaàs.

>.'',g,
g€G

desuas

G sobre

com g C G e ag ç: A, e com a. seguinte estrutura. de anel. A soma é de$nidü

E «,g + E ó,g - E(«, + ó,)ggcG pcG pcG

COTÃO

e o produto
E «,g ' E ó«A - E («,ó«)gÀ.
gCG hcG g,ACG

Também te'm, a, está' tara, de A-módqto

« . E «,g - E " ' «.g
9€G geG

Podemos notar que se o anel ,4 é unitário, o anel ,4lal também o será, tendo como
unidade o elemento l..{lC

Vamos centrar nossas atenções para o caso específico em o anel ,4 é um corpo.
Usaremos a letra F para denotar tal corpo.

Vamos estudar alguns ideais de PI(;l .

Seja H subgrupo de G. Notaremos por rx a função:

«'H : -PICA ----, -PI.KI
E «,g -, E «,g
gCG gCH

Ou seja tiramos da soma os elementos que não estão em .f/

5



Lema 1.18. Sejam F um corpo, G um grupo, // urra subgrupo de G, e y ama [rans-
uersa/ a direita de H em G. Então para todo e/emenfo a C rlCI, eàstem e são
lÍRIcos ay C rl.i71 taZ que.

.4/ém dás« fe«« a. - «-H(ag/ :) c X'lCI

DEMONSTRAÇÃO: ver pagina 6, lema 1.3 do capítulo l de IPas771

Definição 1.19. Z)ãzemos que zzm ãdea/ / de rl.Zi/l, á G-invariante , se para lodo g
pertencente cl G temos g-" lg $ 1

Lema 1.20. Sega G um grupo e F um corpo, .f7 <] G, e sega Z um área/ de r'lCI
São equivalentes:

/. Z = / .PICA, para aZgurn / ãdea/ G-ánuarianfe de Pl-al;

. z (z n plH'l).f'lcl;

3. Z - «'H(Z) . -PICA

Nestas condições temos
/ - z n f'lxl - TH(z)

DnMONsvKAÇÃo: ver pag 8, lema 1.6 do capítulo l de IPas771.

Vamos introduzia, agora, a noção de Ideal de Aumento , que nos será muito
útil posteriormente.

Definição 1.21. Seja PICA am ane/ de grupo, e sega a ap/ãcaçâo n

«' : r'lcl
E'-.g

, F

. E",
g€G

K asse'm, de$ni,do é homomor$smo de aT\éis. Tat homomor$smo é denominado a.
aplicação de aumento de /'lCI.O ideal de aumento de PICA, é o cerne/ desta
ap/ácação, e 0 7zoÉamos por z\(G)

6



Definição 1.22. Sda Ar < G e seca n' o Àomomor$smo

«'' : r'lcl
E".g
gcC

: ']l;]
g€G

Notamos por h.ÇG. N), o kernel de 'n' .
cismo canónico de real em f' l#l

O epàmor$smo n' será denom nado epimor

Nas condições acima, vale a igualdade

f'lcl(a(x'))" x))" -(a.(x'))"r'lc'l
Para maiores detalhes ver o lema 1.8 do capítulo l de IPas771.

Proposição 1.23. Soam G m grupo não Zràuàa/ e F' um corpo. Então z\(G) é
ütpotente se e somente se car(F)-p > q e G jor Lm p-gr'upo $ni,to. Se a, característi,ca
de F for ç), então 6.(G) é não r\impotente.

DnMONsvnAÇÃo: ver pag 70 teorema 1.6 do capítulo 3 do IPas771

Da proposição acima e da observação anterior segue o corolário:

Corolário 1.24. Sejam G am grupo, .N um p-subgrupo ./inato, normal em (; e F um
corpo de carctcterísticü p> 0. Então b.ÇG, N) é r\impotente.

1.4 Identidades polinomiais e identidades de gru-
PO.

Definição 1.25. Sda «,(]çi, . . . z«) # l um e/ementa do grzzpo /dure de posto n. Z,)ãze.
mos gue w = 1 é uma identidade de grupo para (;, se para todos gi, g2, . . .g. c C;
lemos

«,(g:, . . . , g«) - l.

Sejam R e S dois anéis unitários, consideraremos como homomorfismos de R em
S, apenas os homomorfismos que levem in em is. Com esta consideração vamos
enunciar

Proposição 1.26. Sejam R e S anéis unãfárãos, e sega / um epimor$smo de .R em S
3e o ker'n,el de f é nilpotente, e UÇRb satisfaz a. identidade de grua)o toÇ=\. . . .=n]
z«tão UÇS) t.«bé« s«tisj« w

7



DEMONSTRACÃO:

Como / é epimorfismo temos que para todo a C S, existe um al C R, tal que
/(ai) - a. Inicialmente demonstraremos que se a = ./:(ai) C U(S), então a: € U(R):

Seja a C U(S), existe b /(bi) C C/(S) tal que

aó = ba = is

Assim

/(aibi) ).f(Z,-) = aó is

logo lx -- aibi pertence ao kernel de ./'

Seja .j = la -- aibi, como kernel de ./' é nilpotente, temos que existe n, tal que

Sendo assim temos:

(lx--.j)(lx+.j+...+.j" :) --.j"
e portanto

(':Z,:)(la +.j + . . . +j" :)

Concluímos, portanto, que ai é inversível a direita.

De forma análoga podemos concluir que ai é inveisível a esquerda, e que portanto
ai C U(R). Vamos agora demonstrei que C/(S) satisfaz «, = ls:

Sejam si, . . . , s« C U(S), e digamos s{ = ./(ri) com r{ C U(R).
Como C/(R) satisfaz «/ = 1/z, teremos:

«,(;:,.....)(,1),...,/(,«))

Para todos si, . . . s. c S. H

Um caso especial cla proposição acima, que utilizaremos a posteriori é:

Proposição 1.27. Sejam F um corpo de caracterú]àca p > 0, G um grupo, e ]V um
p-subgrupo $màto norma,t em G. Se UÇF\C\l satisfaz o, identidade de grupos
.«fão U(-Pl#l) t«mZ,ém {,á .«fãs$a«, «, - :.

DENIONSTR A í"' i n '

Seja n- o epimorfismo canónico de Plcl em F l$1 .
Pelo corolário 1.24, o kernel de n é nilpotente.

Segue da proposição anterior que U (f' ICI) satisfaz w = 1.

,«)) (IR) = is

8



Definição 1.28. Seja .l? <zl, z2, . . .> a âZgeóra /jure de posso enumeráue/ sobre o corpo

F. Dizemos que uma F-á/febra R satisfaz uma identidade polinomial de grau
s se existe p(zl,z2,..., z.) c F <zi,z2, .. .>, p# 0 com grau de p igual a s tal que

P(,:,,:,...,,.)
para todos rl,r2,...rn C /?

Teorema 1.29 (Kaplansky). Sda R uma á/febra sobre um corpo f'. Se R safes/az
.lma identidade l)olinomial, de grau 'n, então R satisfaz umü identidade 'polinomial. da
lor'ín,a,

Zn) = >1. a.JÇa(1)
aCS.

COm OS CLa pertence'reles Q F, não todos 'nulos.

/(«:,«:, T.,(n) ' 0,

DnMONSTnAÇÃo: ver pag 170, Lema 1.1 do capítulo 5 de IPas771. a

Definição 1.30. Dizemos que um ane/ R satÍs/az a identidade polinomial stan.
dard de grau n, se pala todos rl, . . . , r. vale:

I'«(ri,. ..,r«) = )ll: S(a)r.W .. 'r.(.) = 0,
aCS.

onde 8(o) é a assinatura (ou o sinal) da permutação a.

Teorema 1.31 (Amitsur-Levitsky). Sda R um ane/ urzitár o comuÉatãuo.
M. ÇR] sati,sfaz Q identidade T)olin,o'rn'lal standard de gra'u '2n

Então

DEKíoNsvnAÇÃo: vei pag 175, teorema 1.9 do capítulo 5 de IPas771. H

Definição 1.32. Sega R uma áZgeóra sobre F. Z)ázemos qae / é um polinõmio
multilinear generalizado se / é da /arma;

/((:,...a) - E /'((: ...(.),

onde j' é um potinõTnio da forma,

(«) ,.,.j(-

on,de cada cii..,j é um elemento de R

Definição 1.33. Z)ízemos que / é um polinâmio multilinear generalizado não
degenerado, se para a/gum o-, /'((i, . . . (.), não é àdenfádade po/amam a/ generaZi-
6ctda, para Q ál,febra. R, OI selva, distem rl, : . . r. ç: R, tal que f' b'\, . . . r.b # Q.

(Za

lJ
/'((:, CEn - l,a,j (nan,a,j )
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Capítulo 2

Identidades no caso semiprimo

Neste capítulo estudaremos a estrutura de um anel semipiimo .4 cujo grupo de unida-
des U(.4) satisfaz uma identidade de grupo. Concluiremos, dentre outros resultados.
que se ..'l é tuna álgebra semiprima sobre um domínio de integridade e o grupo de
unidades de .4 satisfaz uma identidade de grupo, todos os idempotentes de R'i ,'l são
centrais.

Vamos começar com uma proposição típica da teoria combinatória de grupos

Proposição 2.1. Sega ( um grzzpo. Se G satis/az uzrza áderztàdade de grtzpo

«,(z:, . . . , z.) - l,

Então G satisfaz uma, identidade em duas variáveis uÇyt. uà -- \

DENIONSTRACÃO

Seja
«(«:, . . . , ««) - «;:

, n} Tomemos a identidade de grupo I'com áj # {j+i, ã.Í c {l,

p(y:,y,) Z/:- :' y'- - : '''z/;*z/''

Como ãj -- ã.j+i # 0 pala todo J, temos que p é não trivial

Vamos mostrar que (; satisfaz p = l

Sejam gi , g2 C G Vamos definir zi h;s como abaixo:

h: p:gi

10



Assim temos para todo r inteiro

(A:y

Por um lado, usando nossa hipótese, temos

«,(h-, . . . , A.) - l

E por outro lado:
, A.) - A::

gí:: g;' gi' gí:: . . . g;'gí*

aí''g;'g:' :' . ..g;'gi'(g-,g,)
Portanto concluímos que P(gi,g2) = 1 pala todos gi,g2 c G.

«,(A:, k

z/ = lLogo G satisfaz

O próximo t.eorema tomará parte central, na demonstração do principal teorema
deste capítulo, e na demonstração de um dos lados do teorema do último capítulo.
Vamos a ele:

Teorema 2.2 (Giambruno, Jespers e, Valente). S©a ,4 uma á/febra unitária so-
)re um domínio comuta.tido in$nito R, cujo grua)o de unidades U(.A\ satisfaz uma
identidade de grupo. Então existe u'm, in,Leito positivo k tal, que, se ct,b,c C A e
az - bc -- Q então bctcA é 'um ideal nil. cl direita, de expoente limitado mer\or ou igual
cz k

DEMONSTRACÃO:

Inicialmente vamos provar o caso em que b = c:

Para tanto vamos mostrar que se existem c,d C ,4 tal que c2 = d2 = 0, então
dc é nilpotente, sendo que o grau de nilpotência de dc só depende da natureza da
identidade de grupo satisfeita por C/(.A), e não da escolha de c e d.

Usando a Proposição 2.1, podemos supor que C/(.4) satisfaz uma identidade de
grupo em duas variáveis do tipo:

«, (z/: , z/:) z/."''''

Além disso, se a identidade vale para todo z € G, vale também para z'i, e
portanto podemos supor ri > 0.

11



Sejam c, d C A tal que c: = d' = 0, e seja À C R. Façamos

zi -: 1 + Àdcd

r2 = 1 + Àc

z; À(l - d)(cd.)(l + d)

Vale observam que zi, z2, z3 c U(.4)

«- . (l - Àd'd) - 1 - À'dc.y:c - :
-0

«: . (i - À') - 1 - À'.11: - l
-0

d)(cdc)(l +d)) 1- d)(cdc)(l+d)(l

l - .à'(l - 'Z)'d.á,dc(l + d) - l
-0

l

«; . (l - À(l d)(cdc)(l + d)

E portanto ziJç2 e ziz3 também são unidades de .'l. Assim

(«:«:)'' (« :«;)" (« - :« ,)"" '

Podemos notei que (ziz2)'- (ziz3)" . . . (açiz2)'"'- pode sei escrito na forma

onde c $ 2(lril+'..+ lr2k+il), (ii é l ou --l, e zj. # zj:..(.ji C {1, 2, 3} pata todo í).
Além disso c ? 2(lril+...+ lr2x;+il) -- 4A, visto que existem no máximo 2k encontros
de zi': com zi e que em cada encontro temos 2 elementos a menos. Em particular
temos c > 2.

Vamos analisar agora w(ziz2, ziz3) como função de c e d e À

e A firmârãn.

Para todo À C R, podemos escrever w(ziz2, içiz3) como

11 #j:'' 1 + )1: À:P:(c, d)

onde os pi's são polinâmios na álgebra livre em duas variáveis sobre o anel R, R <z, g>,
que não dependem da escolha de À, e p.(c, d) = :1:/., com /. da forma:

C €

l lZ Z

(dc)'d
(dc)'

(d.)'(l + d)

12



Onde a é um inteiro positivo menor ou igual a 2€
DEN.IONSTRACÃO:

Seja
C

l
«,(«:«: , z - «;)

Vamos mostrar que a afirmação é verdadeira por indução em c

Começaremos a indução com c = 2, visto que c 2 2 independente de w

e c :: 2

Como supomos ri > 0, temos

'.' - «-«: dcd)(l + Àc)

1+ .Xdcd+ Àc + À:d.dc 1 + À(dcd + .)+ .X'(dc)'

Logo P.(C, d) = p2(c, d) = (dcy, e portanto a afirmação vale se c = 2

e c > 2 : Vamos supor que a afirmação valha para c -- l e vamos provei que vale para

Usaremos a' e p; para descrevermos o caso c -- 1. Por convenção p.(c, d)
Consideiaiemos várias possibilidades, utilizando a hipótese que z.j.i # aç.f.

C

(í)J.-:
c c--2
ll .ji - (i + E À:p':(', a) :L À'':
í-l í-l

(dc)''d) (l + õ.Àc)

'jc

c -- 2 € -- 2

1 + Àá.c + >1: .X:P; (c, d) + E Ó.À:''':PI(c, d)'+
í-l {-l

:LÀ'''(dc)''d:L Õ.À'(dc)''dc -

1+ }: À:(á.pl :(', d)' + PI(., d)):LÀ'(dc)''+:
Pi(c,d)

1), então a = a' + l .$ 2c e portanto a afirmação é verdadeira

lC

lZ

Como a' 2(.
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(dc)''d)..(l + Õ..X(l - d)(cdc)(l + d))
.Óé

1+ .. .:b À'(dc)''d(l - d)(cdc)(l+ d)

l + . . . :t À'(dc)''''''(l + d)

Como a' $ 2(c 1), então a = a' + 2 $ 2c e portanto a afirmação é

(3)f, . = 2. Í, = l

-(l +.. .:L .à'': -(dc)'')(l + â.Àdcd)

''] ...Óc

1 + . . j: À'(dc)''''':d

Como cl' 5; 2(e -- 1), então a = cl' + l 5; 2c e portanto a afirmação é verdadeira.

(4).j. - l

Í + . . . j: À'': . (dc)'')..(l + Õ.À(l - d)'dc(l + d))
.Ó€

l + . . :E À'(dc)'''':(l + d)

Como a' $ 2(c -- 1), então a = a' + 2 $ 2c e portanto a afirmação é

(5)J.-i = 3, .j. = l

(l + '. .:L.X'':(dc)''(l+ d))(l+Õ.Àdcd)

l + . . . :L ,X'(dc)''''':d

Como cl' $ 2 (c 1), entãoa = a'+l$ 2.ceportanto aafirmaçãoé

verdadeiral

C

vertia.deital

verdadeiral

«$1 - (i +' ' \í-l

Z
.jii=l

z'
í=l

14



(6)J.-i

:L ,X''' -(dc)''(l+ d))(l + ó.Àc)

l + . - . :L À'(dc)''''':

Como a' 5; 2(c -- 1), então cv = a' + l $ 2c e portanto a afirmação é verdadeira

Além disso o fato de pl(c, d) não depender de À nos garante que pi(c, d) também
não depende. Logo concluímos nossa demonstração.

Assim, por esta afirmação, e do fato que o(]çiz2, zlz3) = 1 temos:

> : À'P:(c, d) - 0
C

lZ

Como o anel R é infinito, se tomarmos c + l elementos distintos de R, ÀI,
teremos

\ l .x....: .. . ÀÊ..: / \ P.(., d)

Como R é domínio de integridade, usando o determinante de Vandermonde teremos

l Ài -. Ài
l À2 '-.. À2 .?,., l ..

À'E+.]

P:(c,d)

para todo !. Em particular:
P.(c,d)

Assim:

otl

(dc)'
e dc é nilpotente de expoente a

0LI

(dc)'d = 0 -:> (dc)'''':

e dc é nilpotente de expoente a + l,
otl

(dc)'(l+d)(dc)'(l+d)c(dc)"'':
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e dc é nilpotente de expoente Q + l

Portanto concluímos que dc é nilpotente com expoente menor ou igual a a + 1, e
além do mais

'- + is 2. + is 4(1,:1+ .. . + 1,«...:1) -1 1

Ou seja, o grau de nilpotência não depende da escolha de c e d. Depende somente
da natureza de w.

Vamos notar por Z o numero lril + . . + lr2t+il

Vamos mostrar agora que se a2 = b2 ;; 0 então bab.4 é nil de expoente limit
Seja z C ,4. Fazendo d = bzó e c = abzba, pelo raciocínio anterior teremos

(dc)" = 0 :::+ (bzbabzóa)" = 0

onde m = 4/ + 1.(vale notar que c: = d' = 0)

Assim (baba)'"+: = ba(bzbab Z)a)"bz = 0, e portanto óaó,4 é nil de expoente
limitado 81 + 3.

Finalmente vamos mostram que se óc = a2 = 0, então bac.4 é nil de grau limitado.

Se bc = 0 temos para todo z C .A que (czb)2 = 0. Assim, como a2 = 0, temos pelo
passo anterior que czbaczb.4 é nil de grau limitado n = 8Z + 3. Desse modo

(b«z):"'': (czbaczó«)"c:«

ado

Logo concluímos que bac.A é nil de expoente limitado, sendo que tal expoente não
depende de a, ó ou c, mas apenas da natureza da identidade polinomial. (é menor ou
igual a k = 16/ + 7, onde / é a soma dos módulos dos ri's)

Logo existe k, tal que para todo a, b, c, com bc = a2 :: 0, o ideal a direita bac.4 é
nil de expoente limitado menor igual a k. H

O próximo lema nos dará condições, sobre as quais podemos garantir que todos
idempotentes de uma álgebra são centrais.

Lema 2.3. Seja .4 uma á/febra sobre um domáhão comutativa R. $uponAa que para
;odo a,.b,c € A tais que az = bc -- Q tenhamos bo,c -- B. Então todo i,dempotente de
.f?'i .4 é central.

DEh/ÍONSTP A í"'Ã n '

Seja e um idempotente em R-i.4. Então para algum r # 0, r C .R, / = re C Á

(,.): - «.,. - ,:.' - ,:.
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Logo
/(, /) - ,.(, ,.) r'e -- r'e = 0

Se u C R i.4 temos

(/u(, - ./)):
pois

(«u(,--«)): --«u«): eu--,:eue)'
r2eur2eu -- r2eur2eue -- r2euer2eu + r4eueeue ::

r4euetz eUeUe + T4eUeUe = 0

Assim, por hipótese
f . Çjukv - f». tr - j)''-v' ~'------.,------' \--.,..--'
=b -:a =c

Portanto temos
fÇfuQr -- :f»« -- fÇfu tr -- j»f = B

=j( j)=Q

e consequentemente
/(/«(, /)),

Por outro lado

JÇfutr -- j''l)« = «f'«,Q -- j) = «'eau(« - /) -

r3eUT -- T3eZZ/ := T4eU -- T4eUe.

Do fato que r não é divisor de 0 vem que:

e'u == e'üe

De forma análoga concluímos:
e'ue :: 'ue,

e portanto temos ue = eu para todo idempotente de R i.4 e pala todo u de R't.A.
Logo todo idempotente de R'i.4 é central. a

Pelo lema acima, podemos concluir, que pata que uma álgebra tenha todos os seus
idempotentes centrais basta que, para todo a,b, c C .4, com a2 := bc = 0, tenhamos
bac = 0. Vamos mostrar com o auxílio do teorema 2.2, e do teorema de Levitski, que
se a álgebra .4 é semiprima e U(.4) satisfaz uma identidade de grupo, então temos
esta condição satisfeita.

Antes porém vamos enunciar uma proposição que amplia o conjunto dos a's, que
fazem bac = 0, sempre que bc = 0
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Proposição 2.4. Seja R um ane/ uníláráo semàprímo. SzzponAa que para lodos
b,c,z € R tais que :tz erthamos bzc -- Q. Então para todo elemento
nálpotente a C R, tal que bc = 0, temos bac = 0.

DEN.IONSTRACAO:

Vamos provar usando indução no índice de nilpotência de a

Seja a C R tal que a" = 0, a"-i :# 0
Se z2 :: 0, por hipótese bzc :: 0.

Hipótese de indução: Se z C R com z" = 0 e m < n, então b'zd = 0 sempre
que b'c/ :; 0, e b' e c/ estão em R.

Se a" := 0 pala algum n, então:

(1-').(1+«+--.«"'')+«+...«"':)(1-«) 1-«"

Logo 1 -- a é inversível.

Sejam b, c C .R tal que bc = 0 e seja r C R.

Tomando bi = b(l -- a)': e ci = (1 -- «)c temos

b:.- - b(1 - «)':(1 - «). - bc - 0

Assim, do fato que (cró)2 = crbcrb = 0, teremos, por um lado

Z)ia'bci = 0.

Por outro lado, se m ? 2 e n 2 2 temos m(n -- 1) 2 n e portanto

(a")"': = a"("-1) - 0

Assim, pela hipótese de indução ba"c = 0 pala todo m, maior ou igual a 2

Donde concluímos que,

bic::; b(l+ a+ a2+ .. . a':-i)c :: bc + bac+ Pa2c+ . . . ba("-i)c = óac
0

e

óci = Ó(l -- a)c = óc -- óczc = --óczc

e assim :

b:«'bc: - (Ó««-(-b-)) - -Z,««'Z'".
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Portanto

bacrbac = 0,

para todo r C R

Se supormos que óac # 0, o ideal bilateral RbacR = {El:ribacsilri, si C R}, será
não nulo, pois bac C RbacR

E além disto será nilpotente:
n m

Sejam zi = E ribacs{,e z2 = E tjbacwj, com sí, ri,tj,wj C R. Teremos:
i=i .j=t

ziz2 :: >1. ribas sita bacwj :=

11: r{ bacZ{..jbacwj = 0,
; i '----v"'''

Logo RbacR é não nulo, e nilpotente de expoente 2, o que contraria o fato de R sel
semiprimo.

0

Portanto bac :: 0, para todo elemento nilpotente a pertencente a R, e todo b, e c
tal que bc = 0. H

Teorema 2.5 (Levitzky). Sda R um anel. E sda H(.R), o co@un o

H(R) alar é {de«/ nãZ de ezpont. /imitado }

Se R é um u'net semiprimo eTttão 'HÇR] -- Q

DEMONSTRAÇÃO: ver pag 46, corolário 1.6.26 de IRow801.

Enfim enunciaremos, e demonstraremos, o teorema principal do capítulo

Teorema 2.6. Sega .A uma áZgebra semàprãma unàfáràa sobre um domíhào corrzuÍafãuo
in$nito R. Se UÇA] satisfaz uma. identidade de grupo, então para todos b,c C A tais
gue bc = 0 e lodo e/emenío nà/potente a € ,4 tem-se óac = 0. ,4/ém disso todo
idempotente de 1{ \ A é central..

DENIONSTRACAO:

Sejam a,b, c C ,4,tal que a' = bc :; 0, pala algum n C N. Vamos primeiramente
mostrar que:
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a2 :: óc :: 0 -:::> óac := 0

Pelo teorema 2.2 temos que óac.4 é um ideal nil a direita de expoente limitado.

Se óac # 0,temos H( 4) # (0). Pelo teorema de Levitzki, A não seria semiprimo
Assim temos bac = 0.

Pela proposição 2.4 temos que para todo elemento nilpotente a C .4 óac = 0

Além disso pelo lema 2.3 temos que todos idempotentes de R'i,4 são centrais.
concluindo nossa demonstração. H

Este resultado será fundamental na demonstração do principal teor ema do próximo
capítulo, no caso em que r'lCI for um anel semiprimo. Indiretamente também terá
importância na demonstração do caso em que X(rlCI), (que será definido posterior-
mente), é nilpotente
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Capítulo 3

Caso Geral.

3.1 Introdução

Nosso objetivo neste capítulo será demonstram o seguinte teorema

Teorema 3.1 (Giambruno, Sehgal, Valenti). Sejam F um corpo inÉnáfo e G um
g«.p. d. É"çã.. Se U(r'lCI) '«tásfa. «m« {de«tid«de de g««po e«tão f'lal .«tás/a.
zzma dentàdade po/ànorniaZ.

Vamos antes fixar algumas notações.

Usaremos a letra p para designar a característica do corpo r'. Usaremos (u, u)
para denotar o comutador multiplicativo u iu iuu, e lz, Z/l para denotar o comutador
aditivo zy --yz

Como no capítulo 1, se N é um subgrupo norma] de G, denotaremos por z\(G, ]V),
o kernelda projeção canónica n,

« : F[G]

e por A(G, G), o ideal de aumento que corresponde ao kernel da projeção canónica

a'':f'lcl
Vamos definir também

P = {g C Glo(g) = p* pata algum k C N}
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C? {g C G l P,r o(g)}
Os elementos de P e Q senão chamados cle p-elementos, e p'-elementos respectivamen-

Proposição 3.2. Seja p urn amieiro primo, G am grupo de porção e P e Q
;i«a. E'«tã. G

DEN,IONSTRACAO:

Seja g C G, e seja m a ordem de g. Claramente m p
m com (',p)

Usando o teorema de Bezout temos que existem r e s inteiros tais que

1 ;: rpk + sa

Assim
g -- grpK-Fscl .. gscl grpK

Se observ;

(g")'' - g''''' - g'" - l
e que

(g''*)' '''* - g'" - l
Temos que o(g") divide pt, e portanto g" C P. Também comi

a ordem de g'P' pois senão dividiria o(a). Logo g'P' C C?.

Portanto concluímos que G = PC? n

Vamos introduzir a noção de grupo p"abeliano.

Definição 3.3. Sega (; um grupo. Dã.zelos (7 é p-abeliano se o seu comutador é
uln 'p-grupo anito.

Proposição 3.4. Secam (l; e P como no teorema anferàor. Se G' é um p-grupo,
hão P é subgrupo de G.

DEh,ÍONSTR A r'' i n '

ClaramenteleP,(bastatomark eseo(g) oso(g :)
basta mostrar que se o(gl) p'-, e o(g2) então existe k* tal que o(gig2)

Vamos notar por g, o elemento g G' C G/G', e seja A = ki + k2.

Como G/G' é abeliano teremos:

g gJ' = (gi'g;y~ = (giã)'''''': - gl'''**'g2,-'''''' - Í

te

C07n0
a

ode escrito na formasei scr] l

.amos que

cluimos que p não dividel

e



l,ogo (glg2y*'''''' C G'

Como G' é p..grupo, para todo a C (l;', existe k4 tal que aP~' = l

Logo se tomarmos A3 = ki + k2 + É4, teremos (gig2)'"' = 1.

Vamos agora introduzia alguns conceitos referentes a álgebias livres.

Seja .l? um corpo de característica p. Notaremos por F <zi, z2, . . . , z.> a .F-álgebia
livre em n variáveis, por .4 = F <açi, z2, . . . , z.> lltll, o anel das séries de potências na
variável comutativa t sobre o álgebra livre /' <zi, z2, . . . , z.>.

Proposição 3.5. cegam F' um corpo de caracferútàcap > 0, e .4 = F <zi, z2 . . . z.> lltllEntão:

.r. (l +«:t)''' (z:t)"'';

2. (1 + (zit)O) é ãnuersüe/ para lodo P em N, com anverso,

l + >1: (-i)'«:'*t";
k-l

3. (l + (zit)#)" = 1 + n(zit)P + (zit)'Pq.((zit)P), onde q. é um po/amónio rse

«, Z q), o«- uma sé«ie d.e pote«-das (se «, < Q) com co.$cie«tes em F

DENIONSTR.ACAO:

(1)-Usando o teorema do binómio , mais o fato que se p é primo p divide
para l $ k $ p'i -- 1, concluímos que:

(i + :«:ty'' - l + («:ty

(q'),

(2)

(l +(z.t)P)(1+ }1:(--1)*z:0'tp*) -
k-l

l + )i:(z:p* - :«:a*)tp'
k-l

Analogamente:

(l + >1:(-t)':«:P'tP')(i +(z:t)#)
k-l

(3)
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Se n ? 0, a conclusão segue pelo teorema do binómio
Vamos ao caso n < 0:

Seja m = n.

Provaremos por indução em m.

Se m = 1 a afirmação segue do item 2 isto é

q.:((;«:t)P) l)*. (z:f)P*
k-o

Pela hipótese de indução temos

(l+(z:t)P)'("'0 .(1 -(« 1)(Ü:t)P +(z:t):#q.,-:((z:t)P),
onde q«+i((ztt)P) é uma série de potências. Assim temos:

(l + (z:t)a) "(:«:t)o+(z:t)'Pq :((:«:t)P)lll(m-l)(z#)P+(z:t):Pq..,.-((a:t)o)l
1-(z:t)P(m - l)(z:t)a +(z:tyaç.((«:f)P)

1- m(a:t)O+(«:t)'Pq.((z:t)O)

onde

q.((z:t)#) m--l+jl (z:t)Plq..:((z:t)#) + q -((;«:t)P)(l +(z:t))"''''

E assim concluímos a demonstração

Definição 3.6. Sda h(zl, . . . ,z., t) = azi:'' - zi."tO um monómi0 7zão corzstanfe
do anel das séries de potências de t sobre a á/febra /aura , F' <zi, . . . n.> lltll, Óa c F),
ía/ que áj # ãj+i, para todo .j 5; k-- 1. Nesga situação daremos que k é o comprimento
süábl.co de h. (Se h for do tipo cxt' , diremos que h tem compram,ente silábico igual
«®

Vale notar que sempre podemos escrever um monõmio A não constante de .F <Jçi , . . . z«>
na forma acima de maneira única, garantindo assim que comprimento silábico está
bem definido.

Vamos demonstrar agora uma proposição, devida a Wilhelm Magnas. (ver IMKS761 .)

Proposição 3.7 (Magnus). S©a F um corpo de caracterúÉãca p > 0, e .4 -
F <zi, . . . z.> lltll. Os e/ementas 1 + zit, . . . , 1 + z.t, geram um grupo Zãure no grupo
düs unidades de A.
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T) l?x ,í rn T\ra'rr) .\ r'- A /n.
v A q LJ J l Lrx \sp/'L v «

Vimos no item 2 da proposição 3.5, que l+ziÉ, . . . , l+z.t são elementos inversíveis
de .4. Basta mostrar que qualquer produto w da forma,

«, + «:.ty' (l + z:*t)" ,

com àj 7é áj+i, para .j $ A -- 1, e rj # 0, para todo j, é diferente de l.

Vamos escrever rj = aj ' Pj, onde aj é uma potência de p, e (p,D3) = l

Pelo item l da proposição 3.5, temos:

«, - (l + (.:.t)':)P: (l + (z:.t)'*)0*

E pela parte 3 da mesma proposição temos,

«, + P:(z:.t)'' + Q-) (l + Pe(z::t)'* + Qk)

onde os QJ's são somas de monõmios onde [ tem grau maior ou igua] a 2aj.

Segue daí que o único monâmio resultante do produto que tem comprimento
silábico k, e cujo grau de É é igual a s = El: ax; será

lt

13* . . . l3K=:.'' . . . =:.''- t;

Como (4,p) = 1, para todo J, temos,

+ PI . . Okz' '' ' . - zÍ*'kt' +

E portanto concluímos, que 1 + zit,
no grupo de unidades de ,4. H

, 1 + z,.f geram um grupo livre de posto n

Lema 3.8 (Giambruno,Sehgal,Valenti). Sda G um grtzpo ./ínÍío e F um corpo
in$nito tctl, q,u,e UtF\(;\] satisfaz uma identida,de de grupo. Se a característica. de F
é p > Q evttão G é p-abetiano. Se F é u'rn corpo de característi,ca ç) G será übeliano.

DEMONSrR.ACHO:

O fato de G ser finito implica que rlCI é artiniano a esquerda, pois todo ideal a
esquerda de rlCI, pode sei visto como um espaço vetorial de dimensão finita sobre
F. Portanto, se um ideal está contido propriamente em outro, então sua dimensão
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sela menor que a daquele que o contém. Como rl(i;l tem dimensão finita sobre F',
em algum momento a cadeia para de decrescer.

Seja / o radical de Jacobson de rlCI. Então, ./ é nilpotente e temos o epimor-
fismo canónico:

« : r'lcl

Como o radical de Jacobson é nilpotente, segue pela proposição 1 26 que U (:li-lq)
satisfaz a uma identidade de grupo.

simples.

Usando o teorema de Artin-Wedclerburn (ver teorema 1.14):

!i-lP - © À/n.(O:)
u íe/

Como ./ é semiprimitivo, pela proposição 1.13, será semiprimo e usando o
teorema 2.6 temos que todo idempotente de 1l;:t é central. E portanto concluímos
que n{ = 1 para todo á. Assim:

T -g«:
onde cada Z){ é um anel com divisão, com F' contido em seu centro

Além disso, do fato de G ser finito temos que IO{ : -rl < oo.
Pelo lema 1.16 cada /){ deve ser comutativa. Caso contrário irá conter um gru-

po livre de posto 2, e portanto seu grupo de unidades não irá satisfazer nenhuma
identidade de grupo.

Assim :e-lgl é soma direta de corpos, logo é comutativo. Logo, para todo z,Z/
pertencentes a U(r'lCI)

«'(«,z/)(«'(:«), «-(y)) - l- «'(1),

e portanto,
(z,Z/) (mod./),

Assim concluímos que G' Ç l + ./, logo
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A(G')Ç./

Assim, a.(G') será nilpotente.

Se p > 0, pela proposição 1.23 temos que G' é um p..grupo finito. Se p = 0, temos
pela mesma proposição que G' = (1), e post.anto G é abeliano. H

Podemos remover a hipótese de (; ser finito, e enunciar uma espécie de recíproca:

Lema 3.9 (Giambruno, Sehgal, Valente). Sda G m grupo, e sÜa F um corpo
le característica, p> Q. Se G é p-abetiüno então U sa,tisjaz uma identidade de grupo,
e PICA satàs/az a identidade poZànomiaZ lz, ylp"' = 0 para algum m C N.

DEMONSTRACAO:

« : -p]':;] -- r' l:l
o epimorfismo canónico. Sejam u e u elementos de U(rlCI)

Como G é abeliano, temos:

Seja a,

«-(u-':« ') (u),«'(«)) l

e portanto concluímos que l -- (u, u) pertence ao kernel de n-.

Pelo corolário 1.24 temos que o kernel de a- é nilpotente. Assim existe k, tal que

(l - (u, «)y'
Por outro lado,

(l - (u, «)y" - l - (u, «y*,
Donde concluímos que (u, u)p' = 1, e portanto U(PICA) satisfaz a identidade de grupo

«.,(z, y) - (z, Z/)''

Além disso se z, y c -PICA

1«, VI - >1: clg, hl,

onde c C f' e g, A C G

.Ag - E cgÀ(l h':,''hd - E eg. g ..IZ22,
ef'lcl CA(G')
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Logo lz, z/l c rlcl . (z\(G')). Da proposição 1.23, e do fat.o que G' é p grupo segue
que existe k, tal que lz, Z/lp" = 0

Assim demonstramos que r'lal satisfaz uma identidade polinomial. H

3.2 O grupo '}(G')

Nesta seção estudaremos o subgrupo de conjugação finita de G, que iremos notar
o grupo Q'(G). Ele irá ocupar um lugar importante na demonstração do principal
teorema deste capítulo.

Definição 3.10. Seja (l; um grupo e g, um e/ementa de G

de g em G, que notamos por clC(g) é o conyKnfo
,4 classe de conjugação

ch(g) {h':PÕI C G}

[/m e/emen]o g d. G é ã]o d' co"jugação ./inãt« .m G se lch(g)l < .o. nep«s.nta
reinos por QkC) o conjuvLto dos etemevttos de conjugação $nita, em G.

Teorema 3.11. (}(G) é subgrupo norma/ de (7

DENIONSTRACAO:

Inicialmente vamos demonstrar que d'(G) é subgrupo de G:

Cert'me«te l c '}(G) e lcl(g) cl(g':)l. Vamos «-ostra: q«e se g,h C ©(G)
então gh C 'D(G). De fato

cl(gh) lk C G} 'hklk C G},

e

cl(gh)l $ 1cl(g)l . lci(A)l < .:«.

Portanto gh C '>(G), e 'b(G) é subgrupo de G.

A normalidade de 'b(G), segue do fato que cl(h :gh) = cl(g), para todo g C 'P(G),
e todo h C G. B

Se G = 'D(G), ou equivalentemente, todo elemento de G tem conjugação finita,
dizemos que G é um grupo de conjugação finita.

Seja G um grupo, g um elemento de G e seja Oc(g)
centralizador de g em (l;. Então:

{À c Clhg = gA}, o

cla(g)
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Este resultado nos diz que g c 'P(G) se e somente se la
esta equivalência para demonstrar o seguinte resultado:

Oa(g)l < oo. Usaremos

Proposição 3.12. Sela G um grupo de porção. Então 'b((7) é laca/mezzfe ./imita

DEl\,IONSTP A í"' Ã n '

Seja C;o um subgrupo de (D com um número finito de geradores, Go = <hi,
Coma Go é um grupo de conjugação finita, temos,

h«>

IGo : C'c.(A:)l < .«,

pata todo Ai e portanto,

IGo : n c..(h:)i < «,

Mas nca.(A{) (Go), logo

IGo : Z(Go)l < «,
Da desigualdade acima, e da proposição 1.6, podemos concluir que Z(Go) é fini-

tamente gerado.

Ora, Z(Go) é finitamente gerado, abeliano e de torção, logo .Z(Go) é finito. Por-
tanto Go é finito. l,ogo '>(G) sela localmente finito. n

Quando não houver o risco de interpretações dúbias, notaremos por (D o conjunto

Notaremos por 'DP(G), o subgrupo de G, gerado pela intersecção dos conjuntos
'D(G), e P = {g C Glo(g) = p~ para algum k C N}, isto é,

'P(G)

'D, - <p n 'b>

Proposição 3.13. Sda G um grupo de torção. Se ®,(G) é./imita erzÉão '>( G ),
não contém p- elementos.

T)l;\R,í rll\rC'PI) A /'- A rl -
U UIVA \.r A q LJ X X Lfl. \r/l. v a

Vamos notar poi ]V o grupo (bp(G).

Seja À hN C '}( G ), vamos mostrar que p não divide o(h.V)
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Vamos primeiramente mostrar que /& C $(G) sempre que /zN C ®( G ): De fato,

se A.M c ®(Õ;lfb) e"tã' ' .onj«nto

cl(A]V) - {g':hgX'lgX' C :}

é finito. Como N é um conjunto finito, o conjunto união de cl(/zN), que notaremos
por S

S C g':/zgN,g C G},
também será finito. Logo se q C G é tal que existe g com q = g iAg, claramente
q c õ, e assim

cZ(h) Ig C G}
é finito. Assim temos que h C 'l'(G).

Vamos mostrar agora que p não divide o(hN):

Seja o(A) = p'm, o«de k é um número natural e (m,p) = 1.

Pela proposição 3.2 existem hi e h2, tais que
h

hlm = A2pK := l

em particular temos que /tu C N,e assim:

l.hN~Í"' = Çh\Nh'zN'r = Çü\N'f ÇhaN'F = }\f"' N = N
hacN

Logo o(hJV) divide m, e portanto p não irá dividir a ordem de h.N

Logo 'P(Õl;(®) não tem p-elementos. H

Lema 3.14 (Passman). Suponha que F é um corpo de caracterútãca p > 0. Então
r'lCI é .em-p,ám. .e . som.nfe ;. @(G) é ««. p'-g,«po.

DnMONSTKAÇÃo: ver pag 131, teorema 2.13 do capítulo 4 de IPas771. H

Vamos notar por N ' X(PICA) a soma de todos ideais nilpotentes de Fiel.
Claramente N será um ideal nil de r'l(i;l.

Lema 3.15 (Passman). Sda F um corpo de caracterúÉàca p > 0. Então JV(r'lCI)
é nilpotente se e someltte se QP é anito.

DnMONSTKAÇÃo: ver pag 311: teorema 1.12 do capítulo 8 de IPas771.

e
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3.3 Relações entre o grupo G e as identidades po-
linomiais satisfeitas por -PICA

Nesta seção analisaremos algumas relações entre o grupo G e o fato de rlcl sa-
tisfazer uma identidade polinomial. (Ou uma identidade polinomial genes alizada.).
Enunciaremos alguns teoremas, que por terem demonstrações trabalhosas não serão
demonstrados. Indicaremos ao leitor, porém, onde encontrar tais demonstrações.

Lema 3.16 (lsaacs-Passman).
Ler'estica. Q. São aqui'ual,e'ates

/ Sejam G um grupo, e F um cora)o de ccLrac.

(i) real .«Éàs/a. «m« ide«fàd«de p./{«om{«Z,

(ii) G coz tém um subgrupo .4 aóeZàano de áhdàce ./inato;

(.ili) G contém ulrl subgrupo normal N, abeliano de índice anito

2. Sejam G um grupo e F um corpo de característica, p> Q. São equivalentes

(i) f'lCI .«fisga; «m« {de«tãd«de p./ám.mà«Z;

(ií) G contém um subgrupo ,4 p-aóeZiano de {hdàce ./imita,

0.ii) G contém uln subgrupo normal N, p- übetiaTto de ín,dize anito

DKMONsvnAÇÃo: ver pp 196 e 197, corolários 3.8 e 3.9 do capítulo 5 de IPas771

Teorema 3.17 (Passman)
Então Play é semãprãmo.

Seja G um grua)o,e F sm corpo de característi,cct Q

DEMONSTRAÇÃO: ver teorema 2.12 do capítulo 4 de IPas771. H
Vamos enunciar dois resultados que relacionam mais estreitamente identidades

polinomiais e o grupo (D(G).

Proposição 3.18 (Passman) . Se r'lCI satis/az uma ádentàdade po/ãnornàa/ de grau
n, então la : 'b(G)l $ n/2, e l(Q'(C)yl < .:».

DEMONSTRAÇÃO: ver pag 189, do teorema 2.14, do capítulo 5 de IPas771

Teorema 3.19. Sda r'lCI zzm anel de grupo. São equipa/entes

.r. IC : 'P(G)j < «, e l('>(C)yl < .»;
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2. rlCI posszzí um ídempolente e dll/Crente de 0, ía/ que ePJGje salas/az uma idem.
Lidado potinomial;

3. F \G\ satisfaz Ilha identida,de polinoTnial ge'nerülizüda. l\ão elege'n,brada,

DKKioNSTK.AÇÃo: ver IPas711

3.4 Demonstração do [Feorema Principal

Dedicaremos esta seção a demonstração do teorema enunciado no começo do capítulo:

Teorema (Giambruno, Sehgal, Valente). Soam /' um corpo inánãfo e G um
grupo de porção. Se t/(PICA) satàs/az uma {dentídade de grupo então rlCI satis-
faz hma identidade potinoTnial,.

DEmoNsvnAçÃo: Dividiremos a demonstração em 3 casos

. l-PJCI é semiprimo:(isto é, N = 0)
Seja p = 0

Seja y C G, com o(y) = m. Tomando e =

idempotente. Pelo lema 2.3, e é central.Logo

l+y+...+ym-l e será

gü = üg. Wg C G

e portanto
g'gg'' = 'Ü :::+

+ gg/"':g-:
Daqui concluímos que existe um J tal que gyg

1 + gg/g'' + -l+y+
= Z/j e portanto <g/> < G pala todo

+ g/"-:

Como todo subgrupo cíclico de (l; é normal podemos concluir pelo teorema de
Dedekind-Baer que ou G é abeliano ou é hamiltoniano. Se G for Hamiltoniano (28 $
G, e portanto U(FIQ81) satisfará uma identidade de grupo. Pelo lema 3.8 Q8 será
abeliano, absurdo.

Logo concluímos que G é abeliano e portanto .rlCI satisfaz a identidade polínomial

g(z, 3/) - :«g/ - g/z
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Seja p > 0

Sejam P e Q os conjuntos

Q {g c Clp,b(g)}

P = {g C Glo(g) = pk para algum k}.

Usando raciocínio análogo ao caso anterior concluímos que pala todo y pertencente
a Q, <Z/> < G. Vamos mostrar agora que P = (1), e portanto G = Q

Vamos inicialmente demonstrar que para todo h C P, <A> < P

Seja g C P, com o(g) = p'. Temos (l -- g)P' = 1 -- gP' = 0. Além disso

h(l - h)

e

Usando a proposição 2.4 temos:

h(l - g)(l - h)

(À - Àg)(l - h) -Àg + Àgh
-0

l)onde concluímos

g + Ag + + h" ig = gh + . . . + h"'igA,

e portanto existirá um k tal que

hK

Afirmamos que para todo q em Q, e todo A em P, temos qhq'i = A.

Como <q> < C; o subgrupo H - <q,/z> é finito pois <q> e <h> são finitos, e pala
todo r existe s tal que Aq' = q'h e Portanto l <q, A> $ o(q) . o(A).

Do fato de t/(PICA) satisfazer uma identidade de grupo, concluímos que U(rlXI)
também satisfaz, Pe]o ]ema 3.8, ]7 é ;}.-abeliano

Assim
(q, h) - q': à :qA - q :q'

pala algum r e daqui segue que (q, A) € <q>

33



Desse modo conseguimos um elemento em <q> de ordem p', para algum s. Logo
este elemento é a identidade do grupo.

Portanto (q, A) = 1 e qhq'' = h, para todo h C P, e pari\ todo q C Q.

Da proposição 3.2 temos que G = P(il?, e portanto temos </z> < G.

Desse modo podemos concluir que lc/(h)l < o(A) < oo. Logo h C 'D(G) e como
r'lal é semiprimo, por 3.14, (D é um p'-grupo. Logo P = (1), e portanto G = Q.

Pelo teorema de Dedekind-Baer, G = Q sela abeliano ou hamiltoniano.

Se p = 2 Q não pode ter elementos de ordem 2. Logo Q 7é Q8 x Á x E (Q8 é
2-grupo). Assim Q é abeliano.

Como U(.PICA) satisfaz uma identidade de grupo, U(PIQ81) também a satisfaz.
Por outro lado, se p # 2, pelo lema 3.8 Q8 deverá ser um grupo p"abeliaiio, ou

seja seu derivado deve sei p-grupo. içlas C?8 = {1, --1} é iim 2-grupo. Logo Q8 % Q,
donde concluímos que Q é abeliano.

Como G é abeliano PICA satisfaz a identidade polinomial

g(z, g/)

E assim concluímos o caso semi-primo.

Pelo teorema 3.17, podemos supor p > 0, daqui em diante

e 2-JV é nilpotente e diferente de 0:

Afirmamos (lue (bp(G) = <P n a'> é normal em G.

De fato, se h C(}P, A = Ai -A2 - hx;, com AI,...,Ax; c Pn®
Portanto

g \hg-:g'\h\g g'thag'.-g'thkg

Mas o(g :hig) = o(h{) e cZ(g :hig) = cZ(/zí). Assim, para cada í, temos g ihig C

P n '}, e portanto g :hg € 'P,(G), o que prova a afirmação.

Apoia, como N é nilpotente, pelo lema 3.15 'DP(G) é grupo finito. Além disso,
segue clo lema 3.8, que ('Fp(G)y, é p-grupo e portanto da proposição 3.4, 'P,(G) é
p-grupo. Pela proposição 1.27, temos que U(FI G 1) satisfaz uma identidade de
grupo

Por outro lado, pela proposição 3.13, temos que '}(G/q',(G)) não tem p-elementos

e portanto pelo lema 3.14 rl:i$:ial é semiprimo.
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Assim, pelo caso anterior temos blue rlõ;liam é comutativo, e portanto G/®,(G)
é abeliano. Logo como G' C 'D.(G) . G' é um p-grupo finito.

Pelo lema 3.9 r'l(?l satisfaz uma identidade polinoinial da coima la, ylp" . 0.

e 3-N' é nil mas não é nilpotente: Pela proposição 2.1 podemos supor que t/(PI(-;1)
satisfaz a identidade w(açi, z2) = 1 em duas variáveis.

Seja .4 = F' <açi, z2> lltll e seja /' o grupo livre de posto 2

Pela proposição 3.7 sabemos que l +zlt e l +z2t, geram um grupo livre em U(.4).
Temos assim:

l # «,(l + z-, l + :«:) 1 + >11: t'p: («: , «,)
{-1

onde os pi's são polinõmios homogêneos de grau ã em f' <zi, z2>. Assim podemos
concluir que

11: t:p:(«:, «,) # o
í-l

Logo existe p{. tal (lue p{.(zl, z2) # 0, e portanto pi. é não trivial

Afirmamos que X(.Play) satisfaz pf. = 0.

Sejam ri, r2 C X(r'lCI). Sabemos que os elementos 1 + riÀ são inversíveís em
PICA pala todo À C F com inverso

l riÀ + ri2À2 + (-1)''':,:''-:À'. ,

onde di é o menor inteiro tal que ride:; 0.

Logo (l + riÀ), (l + r2À) satisfazem a identidade w = 1 Assim

«,(l + À,: , l + ,x,,)

isto é,

E À:p:(,:, «,) - o
lZ

Vale notar que se w(zi, z2) é da coima zi;' - - zi*", então o polinâmio homogêneo de
grau maior que k tem em todos seus monâmios um z12 ou um z22, (ou seja em alguns
monõmios zi:, e em outros z2'). Da mesma forma o polinõmio homogêneo de grau
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maior que kd3 onde d3 é o máximo entre di e d2 tem em todos os monõmios oii um
ZÍa+l ou um zg'+i. Usando o fato que rid' := r2d' = 0 e tomando d = kd3 temos:

E À:p:(,-,,'-,) EÀ:p:(,-,,,)

Em outras palavras se o nosso ão > d então pi.(rl, r2) = 0. Vamos most.rar agora que
p:. (,:, ,2) se áo $ d:

Como F é infinito tomemos d + l elementos distintos em F, Ài
vemos que vale a igualdade:

d

l l2 }

Àa+l e obser-

) (:::l ::: l -.d+l

Pelo determinante de Vandermonde a matriz

/i À: .-. ,xf
l Àz ... Àg

À'ld+l

é inversível e portanto

P: (,: , ,,)

para todo í $ d.

Logo, para t.odos ri, r2 c .V(r'lCI), pi.(rl, r2) = 0. Assim concluímos que X(PICA)
satisfaz uma identidade polinomial.

Usando o teorema 1.29 temos que X(r'lCI) satisfaz uma identidade inultilinear

Za({o) = 0

Com a. C F', para todo o e pelo menos um a., diferente de 0.

Como X(rlCI) é ideal temos que Play satisfaz a identidade polinomial multilinear
generalizada:

aioZa({o)}. aaalZa(1)
aeSí.



Com,
alar'''aio 7é 0,

(tais als existem devido ao fato de X(rlCI) ser não nilpotente.) Segue daí que se
tomarmos zl = z2 = ' - zi. = 1,

CYa' alfa'(1) aioZa'(io) = aa'al ' ' a{. 7é 0

Logo, temos que -PICA satisfaz uma identidade polinomial não degenerada

Usando o lema 3.19 temos que l(? : (i)l < oo e l®'l < oo. Vamos mostrar agora que
®' é p-grupo.

Pela proposição 3.12 Q' é localmente finito.

Logo pelo teorema 1.5, podemos concluir que G é localmente finito. Afirmamos
que (1)' é p-grupo:

Seja a C q''. O elemento a será da forma (hi,h2) . (h2. 1,h2«), com Ai C®
Seja .H = <Ai, . . . A2.>. Como ® é localmente anito .f/ será um subgrupo finito cle

®. Sabemos que U(PI//l) satisfaz uma identidade de grupo. Assim pelo lema 3.8
.17' é p-grupo finito, e como a C .H' temos (lue o(a) é uma potência de p. Portanto
podemos concluir que 'D' é p-grupo

Apoia pelo lema 3.16 concluímos que Play satisfaz uma identidade polinomial.

Isto termina a demonstração do teorema.

Deste teorema segue

Corolário 3.20. Soam F' um corpo ánánito, e G um grupo de torção tct/ que U(r'lCI)
sa,tàsfaz umü 'tdentã,dado de grupo. Então G é localmeTtte anito.

DEh40NSTP A í"' i n '
' )'Z X V -

Pela proposição 3.12 temos (lue '}(G) é localmente finito.

Pelo Teorema que acabamos de demonstrar temos que r'lCI satisfaz uma identi-
dade polinomial. Usando o lema 3.18 temos que IC : q'(G)j < oo.

Assim pelo teorema 1.5, teremos que G é localmente finito. H

Com o corolário acima poderemos remover a hipótese de G ser finito e supor
apenas G de torção no lema 3.8. Enunciámos:

Lema 3.21. Sejam G um grupo de torção e F' wm corpo ã7zÉnãío de caracÉerútáca
p > Q. Se UÇF\C\3 sati,sfaz uma identida.de de grupo, e'r\tão G' é'p-grupo. Se F é um
cor'po de carücterísticct Q, então G será um grupo abetiano.
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DEh,IONSTnAÇAo: (luso p > 0

Queremos mostrar que todo elemento cle G' é um p..elemento de G.

Seja h C G', /t = (AI, A2) . . (h2. i, /z2«) e seja H o subgrupo, gerado pelos hÍ's

/?' = <Ai, . . . h2.>

Usando a proposição acima G será localmente finito, e portanto }7 será finito.
Pelo lema 3.8, temos que .H' é p-grupo.

Como h C .f/' temos que h é um p-elemento, e port.cinto C;' será p-grupo.

Caso p = 0

Queremos mostrar que para todos z e Z/ em G, zy = yz. Tomando H = <z,y>,
temos que .f/ é finito, e portanto pelo lema 3.8, .H sela abeliano. Logo temos zy = yz.

Existem álgebras de grupo onde o corpo r' é infinito, o grupo G é de torção, r'lCI
satisfaz uma identidade polinomial mas U(-PICA) não satisfaz nenhuma identidade de
grupo. Ou seja não vale a recíproca do nosso teorema.

Por exemplo:
Seja .l? = (Q, o corpo dos números racionais. (7 := S3. O anel de grupo (QIS31 é

semiprimo visto que © tem característica 0. Como vimos se C/(QJSal) satisfazesse
uma identidade de grupo sISal seria comutativo. Logo C/(QISsl) não satisfaz nenhuma
identidade de grupo.

Poi outro lado, tomando a representação regular de ((21S31, vemos que existe um
isomorflsmo entre (QIS3j e um subgrupo // de ia/6(Q). Pelo Teorema de Amitsur-
Levitzky, (ver teoiemal.31), temos que H, e conseqüentemente (QIS31, satisfazem a
identidade polinomial standard de grau 12.

O próximo resultado, nos dá uma recíproca, no caso em que G é grupo nilpotente, e
rlCI satisfaz uma identidade polonomial muito particular, relacionada com a definição
abaixo:

Definição 3.22. Z)àzemos qüe um ane/ é Lãe-n-Erige/ se para lodo z,Z/ no ane/ ua/e
a ádentídade ]z,y, . . . , y] = 0.

Antes de enunciar, e demonstrar, o teorema, vamos enunciar um teorema devido
a Sehgal:

Teorema 3.23. Sega F um corpo de caracferúÉáca p ? 0. Então, nestas condições
rlCI é Z,íe n-Erige/, se e somente se.
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1. G é nilpotente e contém, um subgrupo Ttormal p-übeliano A, com CJA, p-grupo
anito se p > Q;

2. G é abe/cano se p = 0

DnuoNSTnAÇÃo: vei pag 155, teorema 6.1 do capítulo 5 de ISeh781

Teorema 3.24. Seja .F um corpo {zz@nàfo de caracterúÉàca p ? 0 e sega C; um grupo
nilpote'nte de torção. São equivalentes:

-7. U(.PICA) ..tãs/a, «m« {denÉãd«d. d' g"p.

2. rlCI é Z,íe-n-.Erige/,

3. U(PICA) .«íis/a. « àdenfid«d. d' g«po (u'"',«)

T) n h ,í rx xra'pn A rs A r--\ .
A./ LJ4+1 v l q LJ X l LTX \ffl v B

1 1 ::::::> 2):

Como t/IP(C)l satisfaz uma identidade de grupo, com m hipóteses acima e com
o teorema 3.1 podemos concluir que PI(i;l satisfaz uma identidade polinomial.

Se F tem característica 0, pelo lema 3.21, teremos que r'lal é comutativo e por-
tanto sela Lie n-Engel.

No caso p > 0 mostraremos que q' = 'D(G) é um subgrupo normal p-abeliano, e
que :ÍlbÍ é um p-grupo finito. E assim pelo teorema 3.23, poderemos concluir que (l;
é Lie n-Engel.

Como U(rla'l) satisfaz uma identidade de grupo, temos por 3.21 que ©' é p-grupo.
Da proposição 3.18 segue que (D' é finito. Portanto <) é }}...abeliano.

De 3.18 também concluímos que l(i; : ®l < oo, basta mostrar que g é p..grupo.
Sejam P o conjunto dos p-elementos, e Q o conjunto dos p'-elementos. Como G

é nilpotente P e Q são subgrupos de (; e G = P x Q. Do lema 3.21 temos que G' é
p-grupo e portanto G' 5; P. Donde concluímos que (2 é central e portanto é subgrupo
(normal) de a'. Assim temos

C; . GIQ . p
$ QIQ qIQ

Logo g é p-grupo.

Assim pelo teorema 3.23, concluímos que r'lCI é Lie-n-Engel
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(2 -:+ 3): O caso p = 0 segue diretamente de 3.23, portanto vamos supor p > 0.

Se rl(;'l é Lie-n-Engel, então lz, y, ,yl - o

Fazendo lz,y, . Z/l E (T)(-ly :zZ/"-: e tomando m. tal que p" > n teremos

e portanto

i(ç)' :,:«:""'"':-..

Como p di«ide ('1") par- l $ ã 5; p" 1, temos

z3/p'' -- yp'"z = 0

Em particular pala u, u C U(Play) temos

uup" -- up''u = 0 :::::>

UZZP'n tzprnu ==:=1. Zl-PrnU--lZiP'nU l

e portanto para todos u, u C U(rlCI) vale (up", u) = 1.

Como (3 -:> 1) é trivial temos a tese. H

Para encerrar o capítulo, vale citar o fato que, recentemente C.H.Liu, demonstrou o
teorema 3.1, sem a hipótese de F ser infinito. Tal demonstração será parte integrante
de sua tese de doutorado
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Capítulo 4

O caso modular-uma condição
necessária e suficiente

4.1 IDtrodllrãn'y-'

No capítulo 2 vimos algumas propriedades do anel de grupo rlCI quando U(-PICA)
satisfaz uma identidade de grupo, e obtivemos resultados importantes no caso em
que o anel é semi primo. No capítulo 3 vimos que se G é grupo de torção, f' é um
corpo infinito, e U(play) satisfaz uma identidade de grupo, então r'lCI satisfaz uma
identidade polinomial.

Neste capítulo vamos caracterizar os grupos de torção para os quais u(play)
satisfaz a uma identidade de grupo. Vamos provar:

Teorema 4.1 (Passman, IPas971). Sda U = C/(rlCI) o grupo de unidades da
álgebra, de grua)o de um grupo de torção G sobre o cor'po infinito F de característica.
p > Q. São equivale'r\tes:

\] U satisfaz ulílo, identidade de grupo

iÜ G tem Lm subgrupo n,ormat p-o,betiano de índice finito e G' é um p-grupo de
per'íod,o limitado.

iü) U sa às/az (#,g)'' l para algum k >0

Cllaiamente(iii):+(i) é trivial.

Dedicaremos M próximas seções para demonstrar (i)::> (ii) e (ii)+(iii)
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4.2 A implicação (i):>(n)
Nesta seção, demonstraremos basicamente que se F é um corpo infinito de carac-
terística p > 0 e G é um grupo de torção que satisfaz uma identidade de grupo, então
G' tem expoente limitado. As outras afirmações da tese seguem como corolário do
fato que r'lal satisfaz uma identidade polinomial.

Inicialmente vamos estender a proposição 1.27, com algumas restrições sobre o
corpo F. Para isto, usaremos que com as hipóteses assumidas, o grupo G é localmente
finito]

Lema 4.2. Sejam F um corpo ingrato com caracterútáca p > 0 e G um grupo de
torção. SupoTtha que UÇF\C\à sütisjcLça, a ide'ntidade de grupo u -- \. Se H é qual-

quer subgrupo de G ou se :i é qual,quer imagem homomór$co. de G,então UÇF\H\]

' "('lil) *««"m «"'@«m « - :
T)=\R,T rXl\Ta'T»i) A r'- A /n-
U LIÁVI \./ i l bJ X A LfX \rrl \.f a

O resultado pala H $ G, é trivial visto que U(r'lal) Ç U(PICA)

Para demonstrar a afirmação para -= consideiaiemos vários casos:

N é um p-grupo finito:
Feito na proposição 1.27.

N é um p'-grupo finito

Seja N = E g, n
gCN

pois como .N é normal

xl Tomando e = =- temos que e é idempotente central,

g tgig + g ig2g + . . - + g lg,zg

pala todo g em G
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Portanto
r'lCI - . - r'lCI © (i - e) . r'lCI.

Logo C/(eFJGI) satisfaz w = 1. Além disso, como e é central temos

p : er'lal

..E",g
g€G

,[:]
-- >1:aggN'

gCG

está bem dehnida e é isomoifismo

'.:. "('1:]) ;,''''-. « - :
N é finito:
Pelo lema 3.21, G' é p-grupo

Se .N < G, então .V' < G'. ]sto imp]ica que se P é um p subgrupo de Sy]ow de ]V,

então ]V' < P,e portanto P < .]V. Como P é p subgrupo de Sy]ow norma] de ]V e N
é finito, pelo segundo teorema de Sylow, P é característico em .N e portanto P < (;.
Assim podemos escrever:

G .CJP

Usando o primeiro caso concluímos que u(rlcl) satisfaz uma identidade de grupo

(P é p grupo) Como P é p..Sylow, temos que -= é p' subgrupo de =FJ ' ' ' }J

P':' "" 2, P(r'lNI) - U(/'lã7PI) «ti;f« «, - l
]V é um grupo qualquer:

Sejam üi, . . . , t4. C Pll;l . Queremos mostrar (lue:

«,(ü: , . . . , ü«) - l,

para todos ü'l, . . . , IÍn pertencentes a PIC/Arl.
Tomemos ui: . . . , t'« e ui, . . . , u. tais que «-(ui) = üi, e «-(ui)

epimorfismo canónico.
onde 7r é o

Denotatemos por supp(ui) o suporte de cada ui em PICA

Seja L = <supp(u{), supp(uÍ)jl 5; ã 5; n>.
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Como G é localmente finito, L é finito. Seja A/ = L n N. Podemos afirmar, com
um pequeno abuso de linguagem, que os lii's, e lií I's, peit.encem a C/(F'l L 1). Como
À/ é finito, segue do caso anterior que,

«,(Ü'l , . . . , Ún)

Pala todos zil , zõ. em U(rl#l). E assim concluímos nossa demonstração

Lema 4.3. Seja G um grupo e sega .A um subgrupo abe/cano norma/ de G. StzponAa
q«e$ écü/à«deo,dem./inát.q. SeG t>, e«tãoG' (.'!,t) t)l«c.A}.
AléTít dá,sso G n CIC(.t] tem período diuidiTtdo q

DEh40NSTR A r'' A 0 '

Primeiramente vamos demonstrar que (.A, t) é s?lógrupo de G

(.4, t) é fechado para inversos, isto é

(a :t':at) : C (A, t)

Como .A é abeliano e Á < G, temos

(a':t :at)': :ta -.t-:a':t(a':,t) C(.A,t)

(.4, t) é fechado para o produto, isto é

(a:':t''a-t)(a: :t '«,É) C (A,t)

":':!':a:{«,-'t :a:t :t :a:tt-:a:t -a:,t) C(.4,t)

Portanto (.4,t) é grupo. Além disso, como À < G e Á é abeliano, segue que
(.4, t) $ .A

Vamos agora mostrar que (.4, t) < G

Como .Á é abeliano e (.A, t) é subgrupo de .4 segue que (.4, t) < .A. Assim do fato
que G - <.A, t>, basta inostiar que t normaliza (.4, t), isto é

[':(.4, t)t $ (Á, t)

t-i .ai it tais.t :=t-iai-itt-tt talt2

t-:a:-:tt 't :':tt - «'':t :«'t C(.A,t).''----«---/ ''--~--/
a/ -- l a'
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Assim concluímos que t normaliza (.A, t): e portanto, (Á, t) < G

Desta forma, podemos escrever:

G G/(À, t)
,'l A/(.'l, t)

Claramente temos que (.4, t) 5; G'. Para conseguir G' 5; (.4, t) mostraremos que
Í;ÍliÍ é abeliano. Usaremos pala isso o -fato que se o quociente de um grupo por um
subgrupo central é cíclico, então este grupo é abeliano.

Basta provar então que .4/(Á, t) é subgrupo central de G/(Á, t), ou equivalente.
mente, mostrar que pata todo g C G e para todo a C .4 temos g-:a iga C (.A, t).

Como .4 < G temos que .A . <t> será subgrupo de (l;. Como ,4 e t estão em ,4 . <t>,
temos

G - .,4 . <t>

Afirmamos que dado um g = at" C G e um b C .4 temos

g :z, :gz, c (.'l, t).

Como .A é abeliano, e normal em (3, segue que

g'ib'igb = t'"e. b'lat"ó - bt'"b'tt"
=b l

Logo basta provar que pala todo n C Z e para todo a C .,4 temos

«-:t'"«t" C (A, t)

n = 0, Trivial.

n > 0. Usaremos indução em n.

Para n = 1 não há o que fazer. Vamos supor que valha para n -- 1, ou seja

a it (n t)at"-i € (.4,t), para todo a C .A

Assim temos:

a it nütrz ;:: a it-i att ia-if (n l)Ütrz-lt ::'-
l
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(« :t''«t).t': .(« :t (" D«t" ').t
Como (Á, [) < G segue da hipótese de indução que t'ia lÉ-(n-l)Qt"-lt pei'tence

a (Á,t), e assim a 't "at" C (.4,t). Logo concluímos o caso em que n > 0. Vamos
agora considerar o caso n < 0.

Para facilitar vamos fazei m = --n > 0, e provar

«-:t"at " C (.A, t).

Temos
Q-ltmQt-m ::: t"at ":a-l :=

t"«t''"t'mtm.--t mtm - (t"«['")t'"(t''« 't'")t"
Qi' ' t- " Ü' t' .

onde a' = ['"a lt-m C ,4 devido ao fato de ,4 < G.

Assim concluímos que .4/(Á, t) é subgrupo central de G/(.4, t), e por consequência
que (À, t) = G'

Mostraremos agora que o período de (G' n cb(t)) divide q.

Seja b C G' n C'C(t). Usando o resultado anterior b seta da forma a :t''at pala
algum a C .,'!. Além disso bt = tb o que implica t(a'it'iat) = a it iate

Vamos provar que b" = a'it "at" pala todo n, positivo

A afirmação é verdadeira pala n :: l.

Suponha b"'i = a'it (n-l)Qtn 1. Certamente t comuta com b"'i e portanto

bn = a'it lata lt-(n-l)Qtrt--l :: a it tt (n-l)QÉrz-lt

a-it "ütn

Assim, do fato que G/.4 é cíclico de período q, temos que [q C ,4. Logo, como .4 é
nhpllnnn

bç = a'tt-çatç :: a iat-çtç :: l

Portanto o período de (G' n ca(t)) divide q. H

Vamos agora construir uma função que exercerá um papel fundamental na de-
monstração dos próximos lemas desta seção.

Suponha G um grupo, 4 um subgrupo normal abeliano de G e [ um elemento de
G com ordem prima q, de tal forma que

6' - .'{ x <t>
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Definição 4.4. .4 /unção traço é a aplicação de rlÁI em r'l.41, dada por

Tr(a) = o- + t'iat +. . . t-(ç-t)atç-t

para todo o- pertencente a PI.4

Como Á é subgrupo normal de G temos que a imagem da função traço está contida
em /'l.41. Além disso, podemos verificar facilmente que:

r,(a: + a:) - r,(a:) + r,(a:),

r«(.xa)
para todo À pertencente a F', e a, oi, a2 pertencentes a PI,41.

Vamos agora enumeram outras propriedades desta função:

Proposição 4.5. Para fado a pertencente a rl.41 temos Tr(a) c Z(r'l(i;l)

l)EMONSTnAÇAo:

Basta demonstrar que Tr(a) comuta com os elementos de G.

Para todo g C G, temos:

g i7'r(a)g = g'iag +. ..+g it'(ç-i)at(ç l)g =

= t-'aÍ:aa:t'+. .+ t-'aÍ:(t'h'D.t' :)a:t',
pois como G = ,4 x <t>, pala todo g C G existem ai C .4 e / C N, 0 5; Z $ (q
tais (lue g - ai t'

Mas colmo A é abeliano e t" n É" . tl é uma bijeção de <t> em <t>, segue que

1),

g''r,(a)g -

É-zati+ ... +t-zt(ç i)o.tç-itZ . Tr(a).

E portanto g ' Tr(a) . g, logo rr(a) c Z(r'lal). H
Seja G um grupo e z e y elementos de G. Vamos notar por zp o elemento y

Proposição 4.6. Para lodo o- perfencenÉe a rl.AI demos

r,(ay - r,(a').
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[)ENIONSTRACAO:

Como Á é abeliano e
Assim:

3 normal em G z: 'az:' comuta com z: 'az:' para todo z e 7

r«(ay . . . + a"'')'

a' + (a')' + . . . (a'''' y

(a'')' -(t':at:)' - t':aPt: -(a'y'
segue que Tr(a)' = Tr(aP). H

Proposição 4.7. P«« É.do ( c r'l.AI n Z(f'lCI), . p«« f.d. a C rl..'ll temos;

r,(aO
Em 'partic'ralar, se tomctrntos a = \. t,Cremos

r,(O
,'lama«, T,(7',(a)) - q 7'«(a), p«« lodo .- e« /'l,'1l.

DEh/IONSTRACAO:

Se ( C r'l.AI n Z(f'lCI), e«tão,

Como

rr(aO 'at( + . . . + t-h-O.t« i(

Em particular se a = 1 temos, Tr(O = Tr(< . 1) = (Tr(1) = q(. H
\lflt111'1:bTYI/\c T\r\t' 'r n. Qf\raia'

r = 1 -+- z: +

Vale observei que para todo á teremos tir " r e portanto tecemos r2 = qr

Proposição 4.8. Seja 1- de$nàdo como acima. Então l-o-r = 7'r(a)a'-, para lodo
a C r'l.AI.

DENIONSTRAÇAO:

q-lq l q l q l q-l q-l
-.- - E Et-:.t' - E(E(t':at:)t' :) - Et':«t: Etj-: -

í-o J-o {-o j-o {-o j-o
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q l
Pnt'n Paria ; tOTrlnC \' +J

.j=o

l r,logo

,«, - (H *-:.*:) , r,(a),-

No próximo lema iremos demonstrar que G' tem período finito pala uma classe
muito iestiita de grupos.

Lema 4.9. cegam F, um corpo ãrzánãto de caracÍerútãca p > 0 e G = <Á, t>, onde .4
é um subgrupo abeliano vtormal de G e t tem ordem q, q um llúmero primo. Então
se UÇF\G\Õ satisfaz uma. identidade de grupo G' tem período anito.

DENIONSTR A r' A 0 '

Dividiremos a demonstração em 2 casos:

Caso 1: q # p:

Seja a C .'{, definiremos cv e P, tais que a2 P'

a - T« '(l - t':)

Temos
'-' - .'-«':(l t':).'-« :(l - t ')

p'is (l - t':)r
E seja P

a r«(«))r.
Como Tr(a) C r'l.41 n z(r'lal), pela proposição 4.7 segue que

r«(q« - T,(«)) - r,(q«) r,(T,(«)) - qr,(«) qT,(«) - 0

Assim teremos
r«(a)) ',(q« r,(«)),- - o

r,(q-a r,(a)).-

Como U(r'lCI) satisfaz uma identidade de grupo, segue pelo teorema 2.2 que existe
um n tal que se z2 = yz = 0 então Z/zz. PICA é ideal nil de expoente limitado n ( n
dependendo somente da identidade de grupo em questão.).

F' - çq"
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Tomando z = 0 e y = z = a teremos que (a#aP)" = 0 para tal n

tomando um k tal que pt ? 2n, teremos por um lado:
Portanto

(aOy* (*)
Por outro lado temos

aP '(l - t'')(q« r,(«)) .'-

- - '(l - t':)q- - - '(l - t':)7',(«),-- :

- -':(l - t':)qa.'- - q,(l «':t':a).'- -

- q,-(i - « :«'t :).'- - q,(,'- - «':«'Clz) -

:«')r («''«')',

'a') .'- : «')) .'-.

'a') = a :t 'at C .4. Então

T

Seja b

aP T,(b)),-
' como q(q -- r,(z,)) é ce«t:al

( aP) '* 7',(b) y' .-'' T,( Z,y') ,-''

Mas qP' = q e qP 'l = 1 e portanto

( aPy* (Z,y' ) .'-'*

Levando em conta que l-2 :: qa'-, podemos concluir que r" :: q" il-, sempre que n ? 2,
logo rp' := qP' il- :: 1-, e assim

(aP y' (by' ) .'-

Por (+) temos

q(q - r,(by*)r - 0

o que implica
(q r«(z,)'').'- - o

'o segundo termo da soma se anula, pois Tr(a) é central e (l t : ) . .'-
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Afirmamos que q -- Tr(b)P* C rlÁI, é igual a 0. De fato fazendo

(q - r,(b)p') + . . +a.".,

com ai, . . . a. C ,4 temos

(a:«- + + a.«.) (l+t+ + tç-i) =

cviai + - . a.a. + aiait + + alalÍq-l + . . . a.a. tç-i . 0,

c01n al, , a. C .4, e ai, . . . , a. C F

Como .An <t> = (1), se 0 5; Pi, P2 5; q 1, a igualdade aÍ:tP-
a aii ::; (zÍ2 e J(3i ;: P2

Daqui concluímos que ai = a2 := ' . a.. :: 0, e portanto, q

Agora pela proposição 4.6, obtemos Tr(#'*) = q.

Assim, bp' +t-iZ/''t+ .. .t(ç-i)bp*tç-i:= q

Segue daí que existe um ã tal que

:= a 2t#2 e equivalente

r,(b)p'

[-iZ)p*ti := 1,

e portanto,

Logo (a, ty* = 1, Para todo a C .4.

Assim concluímos que (.4,t) tem expoente limitado menor ou igual a pk. Pelo
lema 4.3 temos que G' = (.A, t), e portanto G' tem expoente limitado menor ou igualk

Caso 2: q = p

Seja a C ,4. Como no caso anterior definiremos a e P tal que a2 = P2 = 0.

Seja a = r

e P = a,'' Tcl.
P' :ra)' «':.'-'«

Usando raciocínio análogo ao caso anterior temos que #aPPIGI é ideal nil a direita
de grau limitado menor ou igual a n, onde n é um número que não depende de a.
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Portanto existe k > 0 tal que

(P«)''

Observando que
P'* - .-''''aT - «-:7',(a).'-

temos

(Pay :T,(a).'-«':T«(«).'-
«-:7',(«)-':.'-7',(«) - «':T,(«)r,(.':),'-r,(«)

r,(«)r,(. ')« :r,(.),- T,(«'')pa.

por um argumento de indução:

(Pa): (a'') r,(«)l:': .P

os,Se z > 2 tem

Usando o fato que Tr(FI.41) Ç Z(-PICA) e desenvolvendo 7-(#ay* = 0 temos

,(êay' (a :)r,(«)I'*':.-#a-
- lr,(a':)r,(a)I''' 'T,(a).'-«':, -

l7',(« ')T«(a)I''':r,(.)T,(« ').-

:)r,(«)I''', - o.

Como <t> n À = (1) e IZ',(« ') . T,(a)I'' C r'l,41, «sa«do o «.es-- :

primeiro caso, concluímos a partir de ITr(a :) - Tr(a)lp* . (l + f + . . . tP'

lr,(« :) . r«(«)I'' - o.

aciocínio do
:) - 0, q«e

Seja b = ap*. Por 4.6 temos

o - lz',(«':)7',(«)I'' - r,(«':)''r,(«)'' - r,(a''')r«(«'') - r,(z,

E por 4.7

r,(z,':). r,(b) - r,(b': . r,(b)) - r,(z,': + b': . b' +... + z,-:
P l
}l: r,(ó': ó'').
á-o
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Como
r,(b': . b'') r,(b'' . b) p-o

segue que
P-l

o - E r,(ó':
{-1

P-lp-l
E E(z,'' . z,'')" -
í=i .j=o

bt:'''í

Temos então a soma de p(p -- 1) elementos de G, em Play.

Esta soma só sei á igual a 0 se para cada b tjbt'+j existir um número kp de elementos
iguais a ele. Ou seja, para cada

ão,Jo com io 2 1,.jo ? 0

devemos ter

1{(í,.j)lz, '' - ó'''' - b ''' . ó':''''}
pala algum k C N, k diferente de 0.

Logo

{ó'''ó':''''lo$.j$p l,is{5;p tll $ e(e-:P

1) -P 1,

em particular
Ó''''''lo 5; J 5; p - ill $ p - l

Portanto existem Ji e .j2 distintos tais que

b 'j'b'''''j' = b 'j' b''+j'

ou
b(t-l)tji :: b(t-i)tj2

Supondo J2 > .ji, temos

b(t i) -; b(t i)'t" '',

que implica
bt'i :; tji j2 b(t l)tj2--.ji
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logo ó''' comuta com l;:'l-

Como l <t> 1 é primo, e .j2 -- ji não é múltiplo de p, o elemento t;2'J: gera <t>.
Portanto b('-') comuta com t. Assim b':b' C Cc;(t) o que implica que b':b' C (.4, t) n
Cc (t).

Pelo lema 4.3 temos

(b''b'y - l - (.''*t':«''t)' - (a :t':«ty''''

Como tomamos a arbitrário em Á e G' = (.4, t) temos que G' tem período menor
ou igual a pt+t e portanto G' tem período limitado. H

Vamos remover agora a hipótese de q ser primo:

Lema 4.10. Sejam G = <.A, t> onde .4 é um suógrtzpo abeZáano norma/ e t íem ordem
q, . F' «« «,p. ánánü. d' c«Ée,ÚÉãc« p > 0 . Então ;e U(r'lCI) .«fãsfa; «m«

ideTttidüde de grua)o G' tem per'iodo anito.

r)p'xÁnNq'rp A í'' i n -

Vamos fazer indução em q.

Se q é primo segue pelo lema 4.9 que se C/(/'lCI) satisfaz uma identidade de grupo
então G' tem período finito.

Se q não é primo, existe <s> subgrupo próprio de <t>, com <s> 74 l

Seja H = <.4, s>. Como }7 satisfaz a hipótese de indução .17' tem período finito, e
pelo lema 4.3 H' = (.4, s).

Tomemos B = <H', s>

Como .]J' < B, temos que B = ]7' . <s>, e portanto, todo b C B, é da forma

b - hk,

com h C .H', e É C <s>. Vamos provar que B tem período finito e que B < (1;.
B tem período finito:
Seja Z, C B , b = hk, com h C H' e, k C <s>.

Seja ó = b ..H', temos
b - hk - k.

visto (lue h € .H'

Logo, como
<;> 1 < 1 <t> 1 - q < m,
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notando por .j a ordem de s temos H C -f/'

Cromo //' t.em período finito, digamos n, temos

(b')"

pala todo ó C B.

Logo .B t.em período finito. (período de B $ .jn )

B é normal em G:

Basta mostrar que Á e t noimalizam B, pois G :: <.A, t>

A normaliza B

Como .f/' $ B, temos B < .r]. Portanto, como .A $ .f/, temos que Á normaliza B.

(t> normaliza B:

Seja ó C B, b = hk com h C .H' e X; C <s>. Usando a proposição 4.3 temos que A
é da forma (a., s..), com a.* C .4, e s.. C <s>. De <s> < <t> segue que t comuta com k
e com s.. Temos então

[-ibt = t'ihkt = ['ihÉk =

= t'ial;is:.ia.s.tk =

- t-ia;tts;:t-:a.ts.k.

Além disto, como .4 < G temos t-ia.t C ..4, e fazendo aP = t'ia.t teremos

t-:bt
eh, <s>

Logo -B «] G

Podemos portanto considerar ã = g = <.Ã, t>

Claramente ..4 < (? e .Ã é abeliano. Também vale (lue o(tO 5; iM e como <s> # (1),
o(tO < o(t). Pelo lema 4.2 temos que U(r'lCI) satisfaz a mesma identidade de grupo
que U(Play). Assim podemos usam a hipótese de indução e, concluir que G' tem
período finito.

Assim, como

''- (;)'- G'.B G'
G'n B'B
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e (l;' n B 5; B tem período finito, (l;' tem período finito.

(pei(G') 5; per(B). per(G').) a

Vamos agora supor apenas que (l; tem um subgrupo abeliano normal, de índice
finito. Neste próximo caso G pode ter mais geradores fora do subgrupo ,4. Aqui
usaremos que (; é um grupo de torção

Lema 4.11. Soam G grupo de torção e F um corpo àn$nàto de caracterútãca p >
0. Se U(/'lCI) salas/az uma dentldade de grupo e G tem m subgrupo norma/ .4
übetiano, de irai,ce anito, então G' tem período \imitado.

DEl\,IONSTR A r:A 0 '

Nosso intuito nesta demonstração será construir um subgrupo B normal em G,

de período limitado, tal que (Gy tenha período finito.
Sela

B - <1-L'i.A $ z' 5; G, ]. é cíchco>

Vamos inicialmente mostrar que .B tem período finito:

Como la : .AI < oo, pelo teorema da correspondência, existirá uma relação
biunívoca entre os conjuntos {Z,l.4 $ Z, $ G}, e {lâll $ c}, e portanto {ZIÁ $
Z, $ G} seta finito.

Como L é cíclico, temos L = <Á, t>, com t C G. Como o(t) é finita, pelo lema
4.10, L' tem período finito, e pelo lema 4.3, L' $ .4, pois L' = (Á, t) e Á é normal em
G. Logo B $ ,4, e portanto /3 é abeliano.

Ora B é um grupo gerado por um número finito cle grupos de período finito que
é abeliano. Logo B terá período finito.

Vamos mostrar agora que B é normal em G

Se .4 5; L 5; G, para todo g C G, temos

g':.4g $ g :Lg $ G

Como .,4 < G, para todo g C G, ,4 :: g iÁg, e portanto,

Logo !!:-lêg será cíclico, e portanto (g':Lgy estará contido em B
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Seja b C B, b = ài . . /z., com hí C L{' com # cíclico. Pala todo g C G temos

g \bg -- g \ h\g' g \h.g

Como g-:/zig C (g :Z,igy para todo á, e (g :Liga 5; B sempre que Z,{' $ B temos
que g ihig C -B para todo ã e portanto g ibg C B, para todo g C G.

Logo B < G.

Vamos ago-a de,nonstrar q«e (gy é fi«ito

Se observarmos que para todo g C (;, o grupo ico e que pelo lema 4.3,

<'4, g>' = (Á,g) 5; B, temos que a ig':ag C B pala todo g C G, e para todo a C .A

Portanto temos
a.gB -- gaB,

pala todo a C Á e pala todo g C G donde concluímos que i; é central em i;

Usando o fato que ig : âl = IC : .AI < oo, do lema i.3 temos que (Gy é finito.

Como 1, $ (;, temos que L' $ (1;' e portanto B 5; (;' e assim

(:)'- G'.B G'
B

Como B tem período finito segue que G' tem período finito. H

Vamos por fim retirar a hipótese Á abeliano, e concluir a passagem (i):::+(ii).
Mostraremos também que G' é p-grupo, e que G tem um subgrupo normal de índice
finito p-abeliano.

Teorema 4.12. (i) -:> (ii)

T) F N,rr'\mq'rn A r'' A n .
' )-A b V -

Assumindo que C/(rlCI) satisfaz uma identidade de grupo, por 3.1 temos que -rlCI
satisfaz uma identidade polinomial. Pelo lema 3.16 G tem um subgrupo .4, p"abeliano,
normal de índice finito.

Além disso, pelo lema 3.21 , segue que C;' é um p-grupo. Resta mostrar, portanto
que G' tem período limitado.

Seja Gi = $ e Ai = +. (.A' < G porque .4' é subgrupo característico de .4).
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,'lt é subgrupo abeliaiio normal de (;i, e IGi : .4il = IC : ÁI < oo. Além disso
pelo lema 4.2, se C/(r'lCI) satisfaz uma identidade de grupo, então U(.FIGil) também
irá sat.isfazer.

Agora usando o lema 4.11 segue (lue CI tem período finito. Assim, observando
que

:)':;
e que Á' é finito, concluímos que

per(G') $ 1.A' per(GI) < oo

Logo G' tem período finito, e assim concluímos a deinoiistração (jue (i)-:»(ii)

4.3 A implicação (ii) (ni)
Vamos inicialmente demonstram o seguinte lema

Lema 4.13. Seja R uma F-álgebra e sda l um idem! de R qlte é nãt de grau limitado
6 p*). Se t/(#) s«tãs/a; (z,Z/)'P ente. U(R) s«tãs/a, (z,y);P''

DENtONSTR A r' A 0

Seja

tp:R :
R

/

p induz um homomorfismo sobrejetor de grupos

« : "'«, - « (;)

Se :«, Z/ C U(R), e«tão

(i,gyp g

l,ogo (z:3/)'P l C /
ã C / {p" = 0. Assim

Como / é nil de expoente limitado existe pk, tal que, pala todo

((z, 3/yp l)'* - (z, yyP'''' 1- 0
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e portanto,
(:«, g);P'''

como (lueiiamos demonstrar.

Seja .üd,.(R) o anel de matrizes n x n sobre um anel R. Denotaremos por lai,jl a
mau'iz pertencente a À4n(R), que tem pai'a cada ã e .j o elemento aí,j C R na {-ésima
linha e .j ésima coluna.

Lema 4.14. Seja .4 um subgrupo normal abe/cano de G de íhdíce .Pnàto n, e sega /
um ídeaZ de rl.41 nãZ de grau Z matado menor ou água/ a pk G-invariante r'áe g/g'i =
/ para todo g C G,). -Então / . PICA é um deaZ de Fiel que é nã/ de grau /ámifado
meTLor ou igual CL 'r\pK

DEl\,IONSTR A r'' A n '

Seja {gi, . . . , g.} um conjunto completo de representantes pala .4 em G, e seja p
o homomorfismo:

p:r'lal --, Mn(/'1.41)
; la:,jl,

onde a{,j é definida pela fórmula

p est.á bem definida, visto que a representação de gia através das classes laterais
é única. Vamos mostrar que (p é homomorfismo:

E óbvio que 't'ale p(z + Z/) = p(z) + p(y), vamos mostrar que

P(zg/) . P(3/)

Sejam g(z) ,jl, e p(g/)

Temos

g:«z/ - (>1: a:,*g.)z/ -
k-l

>ll: >ll: a.,*#',jgj - }l:(}l: a:.*p*,j)gj .
t=i.j=i j=i k=i
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Pela definição de p(zg/), concluímos (lue

P(z3/) - lEl: a:.. . Pt,jl - la:.j1 . 10:,jl -
k-l

n

P(z) . P(y)

Além disso se p(cl) = 0, cli,j = 0 para cada ã, e .j. Logo para todo á

gia = 1: ai,jgj = 0

O que resulta em a = 0 visto que gí é inversível em r'lCI. Logo p é injetora.

Certamente / rlcl é ideal de rlCI . h/lostraiemos agora que / . r'lal é nil de grau
limitado menor ou igual a npk. Para tanto demonstraremos que p(/ -Play) 5; 7Mn(/),
e que A/n(/) é nil de grau limitado. Do fato que p é injetoi'a segue que / .PICA é nil
de grau limitado.

Vamos mostram' que p(/ .r'lal) $ À4n(/). Como / é G-invariante, para todo
a c / rlCI, teremos g:ag;: c .r . r'lCI.

Pelo lema 1.18 , temos que cvi.j = n',a(giagil), onde n-.4 é a função.L \....fJ.\..l J.\.,J..ua- 1 . x\i l u\.P.l.l.l\io \4\..l\s K.at.l

«'« : f'lal -- pl,'il
« - E «,g ---, E".«

gCG aC .A

Como / é G-invariante e .4 < G' temos pelo lema 1.20 que

.r - «-«(/ ./lcl),
e portanto a{,j C /, para todo í, e pala todo .j, logo

P(.r -r'lCI) Ç A/n(-r)

Vamos pi'oval' que À/n(/) é nil de grau limitado menor ou igual a npk

Seja o- C Mn(/). Como / $ rlÁI / é comutativo. Seja p.(z) o polinõmio carac
terístico da matriz o-

P.(:«) :.--: - ' ' ' - 'Yo
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com 'i pertencentes a /

1.15) ,temos
Usando o teorema de Cayley-Hamiltoii (ver teorema

o-" ="yo+'h 'o'+'''+'y..: .a- '

Elevando os dois lados a pk, observando que a característica de F é p e, que / é
comutativo temos

(a")p' = 'YP* +,yf' .ap'+ .+,.yP*:.a(n-l)p' . 0,
visto que / é nil de grau limitado, igual a pe. Assim concluímos nossa demonstração

Vamos provar apoia (ii) -+ (iii)

Teorema 4.15. (ii) -::> (iii).

r\ nshlraXTavr) A ra i ía
a..r LJIYI \.r lq bJ X l Lrl\5/fl.v o

Vamos dividir a demonstração em etapas:

la etapa. Se ezásfe .4 cerztra/ em (; laZ que l(i; : .41 < oo, e (;' ép-grupo então
P(rlCI) s'tÍs/a; «m« {de«[id«de g,up. d. tipo (u, «j'' - :].

De fato: Se ,4 é central e la : ,41 < oo temos pelo lema 1.3 que G' é finito.

Seja

«:rlcl
o epimorfismo canónico, Pela proposição 1.23, do fato de G' sei um p-grupo finito,

vem que ker(n) é nilpotente.
Mas

plcl . .Zi.H
LG'J k«(«')

e U(-FI CI) satisfaz (u, u) = u':u :uu = 1. Logo pelo lema 4.13, temos que U(.PICA)
satisfaz (u, u)p" para algum k.

2g- epal)a. Se G tem uln subgrhT)o normal übetiabo A de 'índice anito, e G' é
p-grupo de per'iodo limitado, então UÇF\C\Õ süti,sfa,z uma identidade de grua)o do tipo
(u, «)'' - l.

De fato, seja B = (.A, G). Um elemento Z, pertencente a B será da forma:

b g:) . . . («.,g.),
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com ai C .4 e gi C G. Pala todo h C G temos

h \bh = h'taixh. . . l\-tct.h. h'\g.h,

Como ..4 < G /} tah C Á para todo a C .4. Assim, h tbA C B e portanto B < (;

Como gj-lago C .4, B 5; .4 e B $ G'. Portanto

B <.4n c''

Logo B é um p-grupo abeliano de período limitado.

Seja a : rl.AI .ÊI, o epimorfismo canónico.

Vamos mostrar que ker(a) é nil de grau limitado. De fato

ker(«-) = A(B) . r'l.41,

Seja P o expoente de B, e seja z Cker(a). Então

« - )ll:(i - b:)a.

com bí C .B e ai C r'l.41. Portanto

«'P - l>1:(t - b:)a:l'P - E(i - Z,:y'al'' -

- E(i - q'')a'' - 0
Pois

(1 - «'') - o,
para todo bí C B.

Além disso
g':z\(B) .r'l.'ilg - g':A(B)g ' g 'r'l,'llg -

. r'l.'ll,

visto que .B < G e Á < (;. Logo .aBrI.,'il é ideal G-invariante.

Seja

«: : ']'] -- ,' l11 ,
a projeçao canonica.

Temos ker(r:) = A(B) .r'lCI = (.&(.B) .r'l.41) .-PICA
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Como zXB . r'l.,41 é G-invariante e nil de grau limitado, pelo lema 4.14 A.B . rlCI é
llm ideal nil de grau limitado de rlCI. Por outro lado â é um subgrupo de G tal que

a':g''ag C B,

e portanto .Ê é central em g.

Além disso ig : âl = IC : .,41 < oo

Assim ;l tem «m s«bgrup' ""t'al de í«doce fi«ito, e -Ã (By é p-g:«p' (p'is
G' é p-grupo). Pela la etapa, temos que U(FICA) satisfaz uma identidade do tipo

(u, «)''

Agora ri;l-i = iil:l:b- e ker(n2) é nil de período limitado. Assim, pelo lema 4.13
PICA satisfaz uma identidade de grupo do tipo (u, u)p' = 1.

3a etapa. Se (; é um grupo de torção, que fem um subgrupo normal p-abe/cano .4
de índice $ntto, e G' é um p-grupo de período limitado então UÇF\(i:\à scLtisfcLZ u'orla

identidade de grupo do tipo (u.'u)p' = 1.

De fato, seja
l (J l

«,:.F[';]

o epimorfismo canónico. Como .4' é p-grupo finito segue pelo lema 1.23 que ker(a-3)
é nilpotente.

Por outro lado ili; tem um subgrupo normal abeliano de índice finito ll;i, e

que U(-Pl$1) satisfaz uma identidade de grupo do tipo (u, u)N = 1.
Assim, pelo lema 4.13, temos que C/(PI(i;l) satisfaz uma identidade de grupo do

tiPO

;)':,: '«:-«-. . . '.-. -:«:'-'.. -.,, '' '' , .'.«.; ..«."-::-

(u, «)'' - l,

concluindo assim a demonstração de (ii)-:>(iii). H

Como (iii)-:+(i) é trivial concluímos a demonstração do teorema
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