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Resumo

Neste trabalho demonstramos a férmula da primeira variaciao da energia para varie-
dades sub-riemannianas de contato e deduzimos desta a equacao das geodésicas para tais
variedades.

No primeiro capitulo definimos variedade sub-riemanniana de contato e apresenta-
mos um teorema sobre a existéncia e unicidade de uma derivada covariante associada &
estrutura sub-riemanniana.

No segundo capitulo estudamos os pontos criticos do funcional energia definido no
espago das curvas de contato e demonstramos um teorema que caracteriza as geodésicas
sub-riemannianas.

Finalmente, no terceiro capitulo, apresentamos o cilculo das geodésicas no espaco de

Heisemberg, na esfera S® e na quddrica Q3.



Abstract

In this work we derive the formula of the first variation of energy for contact sub-
riemannian manifolds and from it we deduce the equation of geodesics for such manifolds.

First chapter is devoted to define contact sub-riemannian manifold and to present a
theorem about the existence and uniqueness of a covariant derivative associated to the
sub-riemannian structure.

In chapter two we study the critical points of the energy functional defined on the
space of contact curves. A characterization theorem for sub-riemannian geodesics is also

shown.

Finally, in chapter three, we derive the equations of geodesics in H3, S3 and Q3.



“Sao lindos

Seus olhos verdes sao lindos

Muito, muito mesmo!

E impressionante!”

Lindos quando iluminados pelos teus.

E era verdade. A tnica no momento.

O céu brilhante da montanha
Imita seus olhos.

A mais branca e jovem rosa
Inveja sua pele.

Os campos de trigo seu cabelo.
A lua crescente seu sorriso.

Moga dos olhos brilhantes de luz do fogo
Quando encontrar sorrindo seus pingos de céu
Vou transformar o momento em vida

De fogo da terra e azul do mar.
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Introducao

Uma variedade sub-riemanniana de contato é uma variedade na qual temos uma dis-
tribuicdo de contato e uma métrica definida na distribuigéao.

Utilizamos o Capitulo 1 para apresentar as definigoes de distribuigdes de contato, varie-
dade sub-riemanniana de contato e forma de contato; e enunciar proposigoes relacionadas
a estes conceitos. Ainda no Capitulo 1, demonstramos um teorema de existéncia e unici-
dade de uma derivada covariante associada & estrutura sub-riemanniana e apresentamos
também a primeira equacdo de estrutura.

No segundo capitulo apresentamos o funcional energia e deduzimos a férmula da
primeira variacdo da energia. Com base na primeira variagdo da energia, deduzimos
um teorema que caracteriza as geodésicas em variedades sub-riemannianas de contato.

Em [11] Strichartz deduz as equagoes das geodésicas para variedades sub-riemannianas
nao necessariamente de contato e enuncia um teorema de caracterizagao de geodésicas
através destas equagGes. Entretanto, Montgomery [9] mostrou que tal resultado era falso,
apresentando contra exemplos de curvas extremais do funcional energia que nao satis-
fazem as equagdes das geodésicas propostas por Strichartz. Posteriormente, Rumin [10]
caracterizou, através de equagdes, as geodésicas em variedades pseudo hermitianas de
contato. Entretanto, o resultado por ele apresentado estd incompleto pois depende da
existéncia de variagdes de contato com extremos fixos cujas variagoes infinitesimais sao
por ele utilizadas. Demonstramos a existéncia de tais variagoes, na Proposicio 2.7, e de-

duzimos o teorema de caracterizagao de geodésicas para variedades sub-riemannianas de



contato. Terminamos o segundo capitulo demonstrando que as geodésicas em variedades
sub-riemannianas de contato sao suaves.

O dltimo capitulo é dedicado & aplicacdo destes teoremas a trés exemplos de var-
iedades sub-riemannianas de contato de dimenséo trés, o espaco de Heisenberg, a esfera
S e a quadrica Q3 que, na geometria riemanniana, correspondem aos espacos de cur-
vatura constante nula, positiva e negativa. Nestes trés exemplos também determinamos
a aplicagao exponencial em pontos particulares. Nestes exemplos fazemos uso dos con-
ceitos do primeiro capitulo, sendo que nos segundo e terceiro exemplos utilizamos varidveis
complexas para obtermos os resultados de uma maneira mais direta.

Boa leitura!



Capitulo 1

Variedades sub-riemannianas de
contato

Neste capitulo definiremos variedades sub-riemannianas de contato e estudaremos uma
derivada covariante a elas associdada.

Os objetos estudados, quando aplicdvel, serdo todos de classe C*® a menos de mencéo
contréria.

Seja M uma variedade e TM o fibrado tangente.

Uma distribuicdo D é um subfibrado de TM e a ela associaremos uma métrica que
chamaremos de g.

Serao consideradas distribui¢des de codimensdo 1 transversalmente orient4veis.

Proposigao 1.1 Se M € uma variedade e D uma distribuicao tranversalmente orientdvel

de codimensao 1, entao existe um campo transverso U definido em M que nao se anula.

Tomemos em M uma métrica g;.

Seja {Vi}, ¢ € I, uma cobertura por abertos de M. Como D é transversalmente
orientdvel, existe um campo de retas orientdvel sobre M. Assim, em cada aberto Vi
temos um campo de vetores U; que nao se anula de tal forma que na intersec¢io de dois

abertos V; NV} os campos U; e U; sao da forma U; = aUj, onde a : U; N U; — R}
U;

Seja N; o campo definido em V; por N; = o




Se p € V;N'Vj, entdo

oy Yilp) _ eUilp) _ Uilp) _
Nl(p)_llUi(P)H laUiR)I I1U;() il

Definimos U sobre M por U(p) = Ni(p), onde k € {1 € I|p € V;}.

Proposigao 1.2 Se M € uma variedade e D uma distribuicao transversalmente ori-

entavel de codimensao 1, entao existe uma 1-forma n definida em M tal que kern = D.
Seja U o campo transverso da Proposicao 1.1.
TyM = [U(p)] ® Dy.
Sendo V' um vetor de T, M ele é escrito de maneira tinica como
V = v U(p) +v4, v € R e vq € Dy,

Definimos 7 por 7,(V) = v;.
Utilizando as notagées das proposigdes anteriores, podemos montar o diagrama comu-

tativo
TM 2, R
lm 1 mo
T™M/D % MxR
(p,V) e TM
™ (p7 V) = (p1 th(p)mOdDP)
é(p, v:U(p)modD,) = (p, v)
To(p, vi) = vy

n(p, V) = v

Assim temos as identificagées TA//D = M x R e (TM/D), = R.



Definicao 1.1 Uma variedade sub-riemanniana de codimensio 1 ¢ wma variedade M

munida de uma distribuigao D, de codimensdo 1 e de uma métrica g em D.

Indicaremos esta variedade pela terna (A7, D, g) ou mais diretamente por M.
Vamos denotar campos tangentes a distribuicdao D pelas letras X, Y e Z e campos
tangentes a M por U, V e W. Utilizamos a notacdio X € D e U € TM.

Consideremos agora a aplicacdo bilinear anti-simétrica definida por

L:DxD — TM/D

(X,Y) — L(X,Y)=[X,Y]modD
Sejam p € M, U um aberto de M com p € U e f,g: U - IR

[fX.Ylg = fX(Yg)-Y(fX)g=fXYg— fYXg—(Yf)Xg

fIX,Y]g = (Y )Xg = (F[X,Y] - (Y ) X)g,

(Yf)X € D. Assim,

L(fX,Y) = fL(X,Y),

;0 .0
1 ? 3j

(a8 8
L(X,Y) =Y X'yiL <aX,-’ ﬁ;) .

l,j

Sendo Xl) X?, Yl) Y2 € D) com ‘Xl(p) = "YQ(p) € Yl(p) = Yz(p)) temos

o 0
Ly(X1,Y)) = §:X Yi(p S
p(X1,71) (p) (axﬁax,-)

: : 0 9
= > Xs@)YI(P)Lp | o=, — | = L,(X,, Ys) .
S X0 (55 55 ) = L0y
Portanto, o valor de L s6 depende do valor dos campos no ponto p e assim para cada

PE€M,Ly:Dyx D,— (TM/D), estd bem definida.



Definicao 1.2 Uma distribui¢ao de contato sobre M ¢ uma distribui¢ao D de codimensao

1 tal que L € nao degenerada.
Definigao 1.3 Uma variedade sub-riemanniana M se diz de contato se D € de contato.
Proposigao 1.3 A dimensdo de uma variedade sub-riemanniana de contato é impar.

Seja A a representacdo matricial da aplicacao L e k a dimensdo de D.
Como L é nao degenerada, det A # 0.

Como L é anti-simétrica, temos

A+A'=0
A=—-A">detA = (-1)"det A' = (—1)*det 4 — k = 2n.
Portanto, dim D = 2n e dim M = 2n + 1.

Seja {e;}, 1 < i < 2n, uma base local ortonormal de D, {ei, /} uma base local de TM

e {6",} sua base dual.

Definigao 1.4 A 2n-forma sobre M que assume valor 1 quando calculada em qualquer

base ortonormal positiva de D € chamada de elemento de volume em D.

Utilizamos a notagéo dV para a forma elemento de volume em D Localmente podemos

escrever dV = ' A--- A G20 = AP g7,

Proposigao 1.4 Eziste uma tnica I-forma w sobre M, a menos de sinal, tal que kerw =

D edw|} =2™n!dV.
Seja 7 uma 1-forma sobre M com kern = D (Proposigao 1.2).

dn(X,Y) = Xn(Y)-Yn(X)-n(X,Y])
X, YeD — 9(X)=n)=0

dn(X,Y) = —n(X,Y]).



Como L(X,Y) = [X,Y]modD é néo degenerada, dy|p é nao degenerada.
Sendo dn|p ndo degenerada, existe uma base {bi}, 1 <4 < 2n, local de D com base

dual {n;}, 1 <4 < 2n, onde escrevemos
n
dnglp = 27721'—1/\7721'
i=1

n n 2n
dnlp = (ZUZ—] A TIQi) =nl /\ ;i
i=1

1=1
Logo, dn|} é ndo degenerada.
2n
Portanto existe f : M — IR /\ ni = f.dV, onde f : M — IR pode ser escolhida
i=1

positiva.

Consideremos a forma gn, onde g : M — IR,

d(gn) = dgAn+ gdn
d(gn)lp = (dg An+ gdn)|p = gdy|p, pois kern = D
dlgn)lp = ¢"(dn|p) = g™n!fdV

g"frldV = 2"nldV o g"f = 2" o g = 2f(-1/m),
Portanto, a forma procurada é w = Qf(‘l/")n.

Definicao 1.5 A forma w da proposigao anterior ¢ chamada de forma de contato da

variedade sub-riemanniana.

Proposicao 1.5 Eziste um inico campo § sobre M com as propriedades w() =1ce

’igdw = O

Seja U tal que w(U) = 1.
ipdw(W) = dw(U, W) é uma l-forma em M. Tomemos sua restricao a D, iydw|p,

que é uma forma linear sobre D

’iudw‘lD(Y) = dw(U, Y).



Como dw é nao degenerada sobre D, existe um tnico Z campo em D tal que
VY € D, iydw|p(Y) = dw(Z,Y),

ou seja,
VY € D, dw(U,Y) = dw(Z,Y).
Seja ¢ =U - Z,

w(€) =w(U) —w(Z) = 1.

Se W é um campo em M, podemos escrevé-lo

W = at+Y
igdw(W) = dw(é, W) =dw(€,af +Y)
= dw(§af) +dw(,Y)=0+dw((,Y) =dw(U - Z,Y)

= dw(U,Y)-dw(Z,Y) =0,

0 que nos mostra a existéncia de tal campo.

Vamos mostrar a unicidade.

Seja £, um campo com as propriedades da proposicao. Entao,

iExdW = ifdw =0 e w({l) = w(f) = ].,
w1 —§)=0-¢& —¢ €D,
VX €D, dw(é,X) = dw(é;, X) =0,

VX €D, dw(& - € X)=0.

Como dw é ndo degenerada em D, temos &1 — & =0, o que mostra a unicidade.
No teorema que segue definiremos uma derivada covariante que serd associada & va-

riedade sub-riemanniana de contato.



Teorema 1.1 FEziste uma unica derivada covariante
V:TM xTM — TM
que satisfaz as propriedades

i) VX € D,YU € TM, VyX € D;
i) YU € TM, Vy€ = 0;

iii) YU € TM, VXY € D, U(X,Y) = (VyX,Y) + (X, VyY);

w) se T,y € o0 tensor de torgao de V, entao VX,Y € D,
To(X,Y) = dw(X,Y)E ¢
Tor(€,X) =7(X), onde 7(X) € um tensor simétrico e

‘if’l‘ = 0

Na demonstragao deste teorema explicitaremos os coeficientes da derivada covariante
para um referencial ortonormal local em M assim determinando a existéncia e unicidade
da derivada covariante para abertos de A/. Para uma cobertura por abertos de M teremos
a derivada covariante definida para cada aberto. Essa derivada covariante serd indepen-
dente do referencial adotado pois para dois referenciais sobre os abertos U, e Uy teremos
duas derivadas covariantes V; e V5 tnicas em U 1 € Uy. Na interseccdo destes abertos a
existéncia de uma derivada covariante jd estd garantida por V; e V,. Como se ela existir
serd unica, entdo V; e Vy coincidem em U; N Us. Tomando entdo uma cobertura por

abertos de M garantimos a existéncia e unicidade de V.
Demonstragao: Seja {e;, £} um referencial local ortonormal sobre M. Coloquemos
lesyey] = Zcf'jek 4wy e €, ej] = ch’ek + ¢;€
k k

dw(ei, e;) = ei(w(ej)) — ej(w(e;)) — w([ei, g5]) = —w([es, e5])

9



= g <Z cher + aij£> = - > chwler) — ajw(E)
k

k

= —ayj

dw(g e;) = &(wleg)) — ej(w(€)) — w([E e5))

= £(0) = ¢;(1) —w([€, e5]) = ~w([€, ¢5])

= —w (Z cfek + ng) =— Zcfw(ek) —cjw(é) = —c; .
k k

Como igdw(e;) = 0, temos dw(¢, e;) = 0. Logo, ¢; = 0. Se V satisfaz a condigdo i, temos

Assim,

k
Ve‘.ej = ZFgek e Vgej = ZFjek .
k k

Tor(eiej) = Veej— Ve,ei — [ei, €]
= Zf‘fjek — ZPfiek - chek = aijf
k k k

= Z(Ff} = I—‘;Cz - ij)ek — a,-jf 3
k

Se V satisfaz a condicao iv, entdao

e, portanto,

Tor(ei, ej) = dw(e;, ej)é

k k k _

Se V satisfaz a condicio iii, entdo

ou seja,

0= ei(ej) ek) = (ve;ejy ek) + (ej» Veiek) = Ffj + F-li:i

k _ J

Permutando os indices em (I), temos

k ko k

10



i i
jk — ks = Gk

J Jg o _
i — T = o
Somando a primeira e a terceira igualdades e subtraindo a segunda, obtemos
Ly — T — Tk — I + b + T +
ij ik ji — Lk il = C _]k Cu :

Utilizando (II), temos

k k 1 ]
1 . .
k k i
Iy = 5(%‘ — ¢+ Chy)

Tor(€,e5) = Vee; — Ve, & — [€,¢5], pela propriedade ii,
Tor(faej) = V£€j - [gaej] = ZF_{;GI" - ch'ek
k k
- T - e
k
Se V satisfaz iv, temos
Tor(6r6j) = S 7¥(es)ex e 7(e;) =Tk ch.
k

Sendo o tensor 7 simétrico, temos

(r(ei), ej) = (e, 7(ej)) — (X ™(e)er, ;) = (es, > 7 (es)ex)
k k
— o) = 7'(ey)
De iii, temos

0=2¢(es,e5) = (Veei,e5) + (ei, Vee;) = ZF ek, €;) + (el,ZF"ek =T 4 T

Permutando os indices em (III), temos

m™(e;) = Ff—cf,
Tj(ek) = Fi—c{..

i

(I111)

V)



Subtraindo as duas igualdades, vem

0 = [f-Ty—cf+ci—oMi=ch— ¢,
il y
F_l; = 5(65_0‘1‘)

Assim, determinamos os coeficientes FfJ e I"? para a derivada covariante garantindo a sua

existéncia e unicidade.

Da demonstracio do Teorema 1, podemos observar que o tensor simétrico = tem a

forma Tjk = —(cf + cl)/2, pois

ko _ ki _ 1k k
TP =T (e])—Fj—cj,
J j _1vJ J
T = T(ex) =T% —cl .
Somando as duas igualdades e utilizando 7/ = 7] e I¥ + I} = 0, temos 21 = —ck — ¢l

Logo, T;‘ = —(c;C +c)/2.
Proposigao 1.6 O tensor de tor¢ao pode ser escrito na forma
Tor =wATH+dw®E .
Sejal' =ul¢ + X,V =vl¢+Y,

Tor(U, V) = Top(u'é + X,0'€ +Y) = T, ('€, v'€) + Tor(u'€,Y)
+Tor (X, 01€) + Tor(X,Y) = ulo T (€, €) + u'T (¢, Y)

0 Tor (X, €) + Tor(X, Y) = ulr(Y) — w7 (X) + dw(X,Y)E

(AT+dw®&)(U,V) = (wAT)(U,V)+ dw(U, V)¢
= w(ule + X)r(v'e + Y) —wle + Y)7r(u'é + X) + dw(ule + X,v'€+Y)E

= (u'w(€) +w(X)T(v'€ +Y) = (v'w(€) + w(¥))r(ule + X)

12



+ulvldw (€, €)€ + v'dw(X. €)€ + uldw(¢, Y)E + dw(X,Y)¢
=u'T( 4+ Y) - olr(ule + X) + dw(X,Y)¢
=u'r(Y) = 0'7(X) + dw(X, V)¢ + ulvlr(€) — v'ulr(€)
=u'r(Y) — v!7(X) + dw(X,Y)E .

Assim, To, (U, V) = (wA T+ dw ® €)(U, V).

Lembrando a definigao da derivada covariante de uma 1-forma,

Vun(V) =Un(V)) = n(VuV),
temos as seguintes proposigoes.

Proposigao 1.7 Para a forma de contato da variedade sub-riemanniana vale a relagao

Vw =0.
De fato,
Vow(V) = Uw(V)) - w(VyV)
Vow('€ +Y) = Uw'€+Y)) - w(Vy(' +Y))

= U'w(f) +w(Y)) —w(Vy(v'€) + VyY)
= U(') —w(Vu(v'€)) — w(VyY)
= U(') —w(U@")E +v'Vye) = U(v!) — w(U(v")¢)
= UY)Y-U@RH)=0.

Vamos utilizar a seguinte notacio:

—

Vn(U, V) = (Vun)(V) = (Vyn)(U).
Proposicao 1.8 Sendo n uma I-forma, vale a relagao
dn = /V\n—f—non.

13



De fato,

dy(L.V) = Um(V)) - V@) - (U, V)
VaU.v) = Um(V)) = n(VuV) = V(n(U)) +n(VvU)
= Um(V)) = V(n(U)) - n(VyV - VyU)
= U(V) = V(n(U)) = 0(Te(UV) + U, V])
= U@(V) = V(n(U)) - (U, V]) - n(Tr(U, V)

= dnp(U,V) = (T(U,V)) .
Assim,
dn(U, V) = VU, V) + 9(To (U, V).

Em particular, para a forma de contato temos

dw=/V\w+onm.

Seja {e;}, 1 <i < 2n + 1, uma base local ortonormal de campos e seja {#'}, 1 <i <
2n 4+ 1, sua base dual.

Podemos escrever a derivada covariante destes campos na forma Ve; = ¥, w]e;, onde
w] sdo 1-formas.

As formas w] sdo chamadas de formas de conexio.

Proposicao 1.9 Sendo V compativel com a métrica, vale a relagdo w! = —wj para as

formas de conezao.
De fato,
0 = V(ei,ej) = (Vei,ej) + (ei,Vej)

= (wa&k, 6_7') + (e,-, Zw]‘-’ek) = u)zj + u);
k k

14



Proposigao 1.10 Valem as igualdades

or)

Ao = = Wi A+ T}
J
para 1 <1< 2n + 1.
De fato,

Vub(e;) = U8 (ej)) — 6'(Vye;) = Uébij — 0*(Vye;) = —6'(Vy).

Vo'(e;) = —0'(Ve;) = -0 (waek) = —w;
k

V8(ej) = —wj— Vo =-Ywie
J

VU, V) = (Vub') (V) — (Vy8)(U)

J

= =D W@ (U,V)+ > wi®@t(U, V) =~ (wiA67)(U, V).
i j
Logo,
Vo = — Zw} N
J

Pela Proposigao 1.8, temos

d0' = VO + 0" 0 Tpp = — Y Wi A0 + T .
J

A equagdo df" = — T, wi A 0* + T é chamada de primeira equacio de estrutura.

Vamos escrever a primeira equacao de estrutura para a derivada covariante da geome-

tria sub-riemanniana.

Seja {e;}, 1 < i < 2n, uma base local de D ortonormal e {e:, &} base local de M com

base dual {6", w}.

Pelas propriedades i e ii da conexéo, temos
Ve,- = waej e VE = ()
J

15



—

Ve = - WAl e Vu=0
do’ = —iw;/\Hj—i—HioTor
dw = $w]+w0T:w0Tor
Como Tor =w AT+ dw ® £, temos
00 Tor = (WA T+ dw®E) = 0 (w A T).

Sendo 7 = 3, 7 ® ej, temos

00T, = f)i(wAZTj@ej):CU/\Ti
J
woTo = wWATH+dw®E) =wwAT)+w(dw® ) = dw.

Assim, a primeira equagdo de estrutura para a derivada covariante da geometria sub-

riemanniana é escrita,

A6+ win =wAaTt,
J

dw =dw .

Proposigao 1.11 Sendo X um campo tangente a distribuicdo D, vale a relagao (€, X] €

D.
De fato,

dw(é, X) = €w(X) - Xw() —w[(, X]=€0-X.1 - wl¢, X]

dw(é,X) = iedw(X)=0.

Logo,

wlé, X]=0.

Assim, [¢, X] € D.

16



Capitulo 2

Variacao da energia

Serao consideradas variedades conexas. Todas as curvas sio continuas.

Seja (M, D,g) uma variedade sub-riemanniana de contato.

Definigao 2.1 Uma curva ¢ : [a,b] — AL, suave por partes na particao P = {a =

to,...,t; = b} € chamada tangente a D se

YVt € [a, b] — P, ¢(t) € D)
Vt € P — {a,b}, é(t+),c'(t_) € D)

é(a+) € De(a), ¢(b™) € D),

onde

é(tr) = ,lir,r-l+ ¢(t) e é(t;) = tlirtn_ é(ts).

O conjunto das curvas suaves por partes definidas em [a,b] e tangentes a D serd
denotada por Q(D).

Utilizaremos a notagéo ¢ € D para indicar que ¢ é tangente a D.

Assim, Q(D) = {c: [a,b] —» M|¢ € D}.

Sejam p,q € M. Denotaremos por §2,,(D) o subconjunto de Q(D)
Qpg(D) = {c:[a,b] = M|é¢ € D,c(a) = p,c(b) = q}
= {c€Q(D)lc(a) = p,c(b) = q}
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e por Q,(D) o subconjunto
(D) = {c € AD)le(a) = p}.
Em Q(D) definimos o funcional comprimento de arco L : Q(D) — IR por
b
L(c) = / (&, &) 2dt,
onde (X,Y) = g(X,Y).
Teorema 2.1 (Chow) Vp,q € M, Q,(D) # 0.

Demonstragao: De fato, pelo teorema de Darboux (ref. Godbillon), Vp € M3(Vp, vp),
¢p = (T1,...,2Zom,2), pp(p) = 0, sistema de coordenadas onde a forma de contato w é
escrita

zidziyy.

n
w=dz —

i=1
Tomemos U, C ¢,(V;) da forma U} = [Hf”(—a, a)] X (—a?,a?).
Seja Vp1 = <p;1(Up1). Vamos mostrar que Vq € Vp1 podemos construir uma curva
tangente a distribui¢do com extremos em p e q e cuja imagem est4 contida em Vpl.
Seja ¢p(q) = (b1, .. ., bant).

O segmento de reta
r1:[0,1] — U,}
t — (blta- -')bntvbn-l-l)' '-,b2n+1)

tem extremos em (by,...,bont1) € (0,...,0,bpyy, ... ybong1) e é tangente & distribuicdo
pois
w(h) = (dZ - indxﬁn)(bl, o ,bn,O, P ,0) =
=1

O segmento de reta
ro:[0,1] — U,
t — (Ow"'aO)bn+lta"-ab2ntab2n+1)
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tem extremos em (0,...,0,bnq1,...,b2041) € (0,...,0,bo,41) € é tangente & distribuicao
pois
n
w(r‘g) = (dz - Zmid$i+n)(0, Ce 0, bn+1, Cey b?n; 0) =0.
=1

Vamos assumir o caso em que bg,y1 > 0. O segmento de reta
rg:[0,1] — U,}
t — (0> e )Oa b2n+1ta 01 . )O) b2n+1) = b2n+1ten &5 = b2n+162n+1

tem extremos em (0, ..., bant1) € (0,...,0, v/bony1,0, ..., bony1) € é tangente & distribuicao
pois
w(fg):w(O,...,O, b2n+1,0,,..,0)=0.
O segmento de reta
re:[0,1] — U}

t — ( b2n+1t,0,...,0, b2n+1,0,...,b2n+1)

tem extremos em (0, ooy 0, vVbonyt,0,...,0, b2n+1) e (\/ bon+1,0,...,0, v bon+1,0,. .. ,b2n+1)

e é tangente a distribui¢do pois

w(ry4) = w(y/b2nt1,0,...,0) = 0.

O segmento de reta
rs:[0,1] — U,
t = (bone1,0,...,0, /boni(1=1),0,...,0, banpr(1 - £))
tem extremos em (v/b2n41,0,...,0, vb2nt1,0, . .., 0,bons1) € (vVBangs, 0, . . . ,0) e é tangente
a distribuigao pois
w(rs) = (dz — imidxﬁn)(o, oy 0, =\/bon41,0,...,0, =bony1)

= —bans1 — (\/b2ns1)(—/b2nt1) = 0.
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O segmento de reta

re:[0,1] — U,
t = (Vbansr(1—1),0,...,0)

tem extremos em (y/bon41,0,...,0) e 0 e é tangente & distribuicao pois
w(rﬁ) :(U(— b2n+1701"'a0) = 0

Assim, temos uma curva suave por partes tangente & distribuicdo obtida pela imagem
inversa através de ., da curva suave por partes formada pelos segmentos de reta r; a rg.
Esta curva tem extremos em p e ¢ e sua imagem estd contida em Vpl.

O caso bop41 < 0 é andlogo e se by, = 0 bastard utilizarmos os segmentos de reta r,
e ry.

Seja N = {q € M|3c: [a,b] = M, c € Qu(D), c(b) = q}.

Sejar € N. Como vimos anteriormente, existe um aberto V,! para o qual cada ponto
pode ser ligado a r por uma curva suave por partes tangente & distribuicdo. Assim, estes
pontos também podem ser ligados a p, 0 que mostra que V! C N e, portanto, N é aberto.

Ser ¢ N, entao nenhum ponto de V,! pode pertencer a N, caso contrario, poderiamos
ligar r a p por uma curva suave por partes tangente i distribui¢do, o que mostra que N
é fechado.

Como M é conexa, temos N = M, o que termina a demonstragao.

Utilizando o funcional comprimento de arco definimos a distancia de dois pontos p e

q de M por
d(p,q) = inf{L(c)|c € Qu(D)}.

Mostremos que d é uma distancia. Para tanto, seja g1 uma métrica que estende g de

forma que ¢;(&,£) = 1e €L1D.
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Sendo ¢ € Q,4(D), temos

L(c) :/abg(c',c')l/th:/abgl(c',c')l/2dt=Ll(c).

Seja‘m p,q € A'[a p 7£ q, € qu = {C ‘ [a,b] — 1\«[|c(a) =p, C(b) = (I}
di(p, q) = inf{L(c)|c € Q,,} é a distancia associada a g;.

Como Qpg(D) C Qg e Lilg,,(py = L. temos
0 < di(p,q) = inf{Li(c)lc € Qpg} < inf{L(c)lc € Qpg(D)} = d(p, q).

Sejam p,q,r € M. Como Q,.(D) contém o conjunto das curvas suaves por partes que

tém o ponto ¢ em sua imagem, temos

d(p,r) < d(p, q) +d(q,7).

Finalmente, d(p, q) = d(q,p), j4 que o comprimento de arco independe da parametri-

zacao da curva.
Definigao 2.2 Uma curva ¢ € Qp(D) € chamada minimizante se
Vy € Qpe(D), L(c) < L(v).

Caso ezista uma curva minimizante, temos d(p,q) = L(c) e a curva minimizante é um

extremo do funcional L.

Estamos interessados em conhecer as curvas extremais do funcional L. Isto pode ser

feito com o auxilio do funcional energia definido por

Da desigualdade de Cauchy-Schwarz temos

b 2 b b
</a f.gdt) g/a f?df,./a g2dt.
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Tomemos g a fungdo constante igual a 1. A igualdade vale se e somente se f for

constante. Aplicando ao caso f = ||¢||, temos
L(c)? < 2E(c)(b — a)

e a igualdade ¢ valida se e somente se ||¢|| é constante.

Assim, se ¢ minimiza L e tem velocidade constante, temos
2E(c)(b - a) = L(e)* < L(7)* < 2E(y)(b—a) — E(c) < E(7)

e ¢ minimiza FE.

Sejam M e N variedades e f: N — M.
Definigao 2.3 Um campo ao longo de f é uma sec¢ao V:N—TM ta que

~

V(p) € Tf(p)/\/f.
Seja c: [a,b] — M uma curva suave por partes na particio P = {a=to,...,.t; =0b}.
Definigao 2.4 Uma variagao de ¢ € uma fungdao continua

[:la,b] x(—e,6) = M

(t,s) — TI(t,s)
diferencidvel em s e suave por partes em t, isto €,
Yt € [a,b], Fl{t}x(—e,e)

€ diferenciavel em s e
Vs € [—-5,6], Fl[a,b]x{s}

- C
¢ diferencidvel por partes na particdo P. T \Ca. LY x AoY
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Definigao 2.5 A wariagao infinitesimal de ' € o campo ao longo de ¢ dado por V(t) =

or
—(%.0).

Notagoes: Seja s € (—¢,¢), entdo ¢, é a curva

s i la,b] = M, cs(t) =T(t,s)

ar s __or
T(t,s) = E(t, s), T(t5,s)= tliftI}r 5{(75, s),
or or
T(t: = lim —(¢ t = —(t,s]).
(t7,9) = Fim Z(1,8), Vi{t,s) = Go(t,0)

Definicao 2.6 I' € uma variagao de contato de ¢ se e somente se

Vs € (—¢,€), c¢s € QD).

o or p o
Definigao 2.7 V(t) = —(t,0) € uma variag¢ao infinitesimal de contato se e somente se

ds

I’ € uma variacdo de contato.

A aplicagao c: (—€,6) — Q(D) € uma curva em Q(D) e nos motiva as seguintes
s — ¢&(s)=c,
definigoes.

Definicao 2.8 Um vetor tangente a Q(D) € uma varia¢io infinitesimal de contato.

Definigao 2.9 O espago tangente a Q(D) em ¢ € o conjunto das variagoes infinitesimais

de contato de c.

Denotamos este espago por TcQ2(D). Deste modo, V € T,Q(D) se e somente se V =

0I'/0s, onde I' é variagao de contato de c.

Definigao 2.10 T € uma variagao com extremos fizos de c se e somente se

Vs € (—¢,¢), I'(a,s) = c(a) e ['(b,s) = c(b).
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Para variagbes de contato com extremos fixos, se c(a) = p e ¢(b) = ¢, temos

Vs € (—¢,¢€), ¢s € Slpy(D).

- or ; o
Definicao 2.11 V(t) = E(t,O) e uma variagao infinitesimal de contato com extremos

fizos se e somente se I' € uma variagao de contato com extremos fizos.

Definigao 2.12 O espago tangente a Quq(D) em ¢, denotado por ToQp(D) € o conjunto

das variagoes infinitesimais de contato com extremos fizos de c.
Utilizando as notagoes acima,

r
V E€T(D) & V = Z—, Vs cs € Qlpe(D).
s

Se V € TcQlpe(D), entdo V(a) = %(a,o) = d%cs(O) = 0 e analogamente V' (b) = 0.

Definigao 2.13 A diferencial de um funcional E : Q(D) — IR em ¢ € a aplicagao

dE. : T.QD) — R dada por

d
dE(V) = TE(e)ls=0

Definigao 2.14 Uma curva c € Q(D) € um ponto critico de um funcional E se e somente

sedE. = 0.

Seja ¢ € Qe(D) minimizante e ' uma variacdo de contato com extremos fixos e V a
variagao infinitesimal de contato a ela associada.

Vs € (—¢,€), E(c) < E(cs). Logo,

d
dE(V) = —B(e))ls=0 =0,

ou seja, se ¢ ¢ minimizante, entdo YV € TcQp(D) dE.(V) =0 e ¢ é um ponto critico de

E|,q(D)-
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Nosso objetivo agora é estudar as variacées infinitesimais de contato. Para tanto
faremos uso de operadores sobre o espaco das variacoes infinitesimais.

No que segue, consideramos curvas c : [a,b] — A de classe C'™.

O espago das variagoes infinitesimais de ¢ é o conjunto dos campos C'*® ao longo de
c ou, de maneira equivalente, o espago das secgdes C*® de c*(T'M ) que denotaremos por
C®(c*(TM)).

Este espago tem estrutura de mddulo sobre o espaco das funcées C*([a,b],IR), onde

a multiplicacao é dada por
(fV)(E) = f(OV(E), feC™(a,b]R), V € C®(c*(TM)).

Definigao 2.15 Seja f : N — M. Um campo tangente ao longo de f € um campo V ao

longo de f tal que V = df(V), onde V € um campo em N .
Sejam KA/, T campos tangentes ao longo de f.
Definigdo 2.16 [V,T| = df[V,T].

Proposigao 2.1 Sejam f : N — M, V = df(V) e T = df(T) campos tangentes ao

longo de f e w : TM — R uma I-forma sobre M. Entdo vale a igualdade

dw(V,T)

Vw(T) = Tw(V) - w[V,T].
De fato, por linearidade, basta verificar a igualdade paraw = g.dh,onde g, h : M — IR.

dw = dg A dh

dw(V,T) = (dg A dh)(V,T) = dg(V)dh(T) — dg(F)dh(V)
= dg(df(V))dh(df(T)) - dg(df(T))dh(df(V))

= (dgodf)(V)(dhodf)(T) = (dg o df)(T)(dh o df)(V)
=d(go f)(V)d(ho f)(T) —d(go f)(T)d(ho f)(V)
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V(T) = V(w(df(T))) = V((go £)dh(df(T))) = V((go f)d(h o £)(T))
=V(go f)d(ho f)(T)+ (go )V (d(ho f)(T))

=d(go /)(V)d(ho f)(T) + (g0 f)V(d(h o f)(T))

Tw(V) = d(go f)(T)d(ho f)(V) + (g0 )IT(d(ho £)(V))

Vo(T) = Tw(V) = dw(V,T) + (g o )(V(d(h o £)(T)) = T(d(h o £)(V)))
W[V, T] = w(df[V,T]) = (g0 f)dr(df[V,T]) = (g0 f)d(ho f)([V,T])

= (90 NV, T)(ho f) = (g0 {YV(T(ho f)) = T(V(ho f)))

= (90 )(V(d(h o f)(T)) = T(d(h o £)(V))).

Logo, Vw(f) - Tw(\?) = dw(V, f’) - w[V, ’f], 0 que mostra a igualdade.

A seguir enunciamos uma condicéo necesséria para que uma variagao infinitesimal seja

de contato. Esta condi¢do nos motivard a definir um operador diferencial.

or . o .
Proposigao 2.2 Seja V = I € TQ(D) uma variagdo infinitesimal de contato. Entao,
s

d
ivdw(é) + aivw = 0.

De fato, utilizando a proposicio anterior, temos

0 0
dUJ(V,T) = gw(T) - 5{:&)(‘/) = w[V, T]
g 0

V € T.AD) — ¥t € [a,b] Vs € (—&,6) wlén(t)) =0
¢s(t) =T(t,s)

w(T(t,s)) =0 — %w(T(t,s)) =0
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Assim,

dw(V,T) = —%w(V).

Em particular, para s = 0, temos

dw(V (#),¢(t)) + (%w(V(t)) =0,

ou seja,
. . d .
ivdw(é) + —iyw = 0.

dt

Definigao 2.17 Seja D. o operador

D.: C®(c*(TM)) — C*([a,b],R)

V — DC(V) = (1vdw)(C) + %’ivw

Em termos deste operador podemos enunciar a proposigio anterior como

V eT(D) -V € kerD, .

Proposigao 2.3 O operador D, € um operador diferencial de primeira ordem.

De fato, D, é IR-linear e

DSV) = (igvd)(@) + Jigve = d(fV,é) + Su(s)

dt

d d
= fdw(V, C) + faw(V) + d—{w(V) = f (dw(V, C) +
_ df
= fD(V)+ Ew(v)-

%w(V)) + i—};w(V)

Para escrever este operador em coordenadas tomemos uma vizinhanga tubular de c e

um referencial ortonormal {e;}, 1 <i < 2n, de ¢*(D). Consideremos em M a métrica tal

que [[£]| = 1 e £LD. Assim, {e;, £} é um referencial ortonormal ao longo de c. Sua base

dual é {#*,w}.
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Sendo V € C®°(c*(T M), temos V = 3, vle; + ué, onde v, u € C*([a, b],R).

Escrevemos ¢ € D como ¢ = Y, a’e;.

w(V)=u
dw = Zh,»j()" A\ 0]

i<k
dw =D hif AO(V,6) = hyi(8° (V)09 (&) — 09(V)6(¢))

1<j 1<g
:Z}“J (v tad — gt Zhua]v —Zh”a v?
1<J 1<J 1<J
= — Zhj,-ajvi — Zh,ijaivj = — Zh.ijaivj — Zhijaivj
i<j i<j i>j i<j

= — Zh,»jaivj .
i,j
Sendo A7 =3, h;ja’, temos dw(V, ¢)=-3; AJv! e, portanto,
d
D (V) = dw(V,¢) + —w(V ZAJUJ

que € a expressao do operador D, em coordenadas.

Sendo V uma variagao infinitesimal de contato temos V & ker(D.), ou seja,
du 20
E — ; Alyd
e portanto
2n
wft) = Z/ A% (z)v (2)dz + u(a).
=170
Para V' uma variacao infinitesimal de contato com extremos fixos a condigio V(a) =
V(b) = 0 deve ser satisfeita. Como V(a) = 0, temos a condicio inicial u(a) = 0 para a
equagao diferencial acima e assim o valor de u(b) estd determinado. Portanto, para V ser
uma variagao infinitesimal de contato de extremos fixos, u(b) = 0 é uma condigio que V
deve satisfazer. Este fato motiva a definicio de um operador.

Um campo V' ao longo de ¢ é um elemento de C*(c*(D)) & (] e assim podemos

escrevé-lo como V = V# + ug, onde VH é um campo ao longo de ¢ com VH(t) € Dy e

u € C%([a,b], R).
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Sendo V' uma variagao infinitesimal de contato escrevemos a condicio V € ker(D,)

como

du.
= = A@R)VEH®).

Para termos extremos fixos é necessério que u(a) =0 e V¥#(a) = VH(b) = 0.
Seja C5°(c*(D)) o conjunto dos campos de vetores ao longo de c tangentes a D que se

anulam em a e b.
Definigao 2.18 Seja H. o operador

H.:C3°(c"(D)) —» R

vE HC(VH):/bA(t)VH(t)dt.

du
Notemos que H (V) = u(b), onde u(b) é determinado pela equacio diferencial d—;l =

A(t)VH(t) com condigao inicial u(a) = 0.
Proposigao 2.4 O operador H. é R-linear.

De fato. Seja u; solugdo da equacio diferencial % = A(t)V{(t) com condicao inicial
uq(a) = 0.

Seja ug solugdo da equacio diferencial % = A(t)Vy(t) com condicdo inicial ug(a) =0
el elR.

d du du
50m+ug::Azf+3%:AAMMWU+AGme

= A®)OVH () + v (1)

du
e portanto Aui + up é solucdo da equacao diferencial d_?tj = AWV () + Vi () com

condigao inicial u(0) = (Auy + u2)(0) = Au;(0) 4 u9(0) = 0. Assim,
H AV + V) = u(b) = Mua(b) + ug(b) = AH(VH) + H. (V).

Definicao 2.19 Dizemos que uma curva ¢ € regular se H, : C§°(c*(D)) — IR € sobrejetor.
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Proposigao 2.5 Sejac: [a,b] — M uma curva nao constante, ¢ € (D), onde D € uma

distribuicao de contato. Entao c € regular.

Basta mostrar que existe um campo V¥ para o qual H.(VH) # 0, isto é, que a equacao
diferencial ?1% = A@)VHE() com condicao inicial u(a) = 0 admite solugado com u(b) # 0.

Vamos construir tal campo.

Existe tg € (a,b) tal que ¢(tg) # 0, pois ¢ ndo é constante.

dw é nao degenerada, assim

tydw =0—-V =0

dw = Zhijgi AN 9j = Zhijgi ® 9j

1<j 1,7
iedw =Y hii0'(¢)67 =D AT67 £ 0, pois ¢ # 0 j& que ¢(tg) # 0.
i,J J

Portanto, 3k A* #£ 0.
Seja V" = Ake,. Calculemos HC(VH).
du o
u(a) =0 e d—ltl = ;A’vJ = (AF)?
svacl b k2
H(V™) = u(b) = u(a) + / (A*(1))2dt > 0.
Decorre, imediatamente, a existéncia de V.

Proposicao 2.6 c € Q,(D), p # q — ¢ € regular.

Definigao 2.20 kerg(D.) € o conjunto das variagdes infinitesimais V tais que D (V) =0
e V(a) = V(b) = 0.

Lema 2.1 Dada uma vizinhanga tubular de ¢ e {e;}, 1 < i < 2n + 1, um referencial
ortonormal ao longo de ¢ de forma que c(z;) = (z1,0) € R e ¢(zq) = e; = 8/0a1,

eziste um difeomorfismo g tal que g o c(z1) = (z1,0) e dg(e;) = 8/0z;, 1 <i < 2n + 1.

Seja
2n+41 bl
ei(z1) = Y aj(z1)z—, 2<i<2n+1,
=1 6.’13j
7]
61(:1,‘1) = a_.'L‘l
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Seja

2n+1 2n+1 ) 9
f(xly"'vxZn-{-l) = ; ; aij(ml)mia_a;j+mla_a;1'
Para 2 <i < 2n+ 1,
0 2n+1 5
df (32:1') (21,0) = JZ=:1 aij(ml)é)_a:j = €,
8 2n+1 2n+1 da" a 6 6
df | 5— 0y = 4 0. -9
f <31‘1> (xlv ) ; ];1 d.’l)l 62’,‘] + 6:[,‘1 01‘1

Basta tomar g = f~1.

Proposicao 2.7 Sejam p,q € M, p # q, ¢ € Qupy(D). Entdo valem as implicagies
V € ker(D.), V(a) € Dy, V(b) € Depy — V € T.QD)
V € kerg(D.) — V € TeS2p(D).

Vamos construir uma variagao de contato cuja variacdo infinitesimal é V.

Tomemos uma vizinhanga tubular de ¢ difeomorfa ao espaco euclidiano onde M =
R* x R de forma que a curva ¢ é dada por c(t) = (t,0), t € [a,b] e c*(D) = [a,b] x R®"
e w|c = dz, onde zy,...,z9,, z sdo as coordenadas de IR*" x R

d
V=vipute=vi 4 u—
0z

VH(a) = V(a), VI(b) = V(b), u(a) = u(b) = 0.
Como c¢ € regular, podemos escolher W# € C§°(c*(D)) tal que H.(WH) # 0.

Seja W € ker(D.), W = WH +wd/0z2. Seja I' dada por:
L(t, s, u) = c(t) + sVHEE) + u (1),
Fixando s e p temos a curva em IR?" dada por

7(3-#)(t) = F(t,S,,U)

Ysml(a) = T(a,s, p) = cla)+ SVH(a) + ;LWH(a) =c(a) + sVH(a)

Vo) = T(b,s,pn) = c(b) + sV (b) + W (b) = c(b) + sV (b)
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Seja c(sp) : [a,b] — R®™ x R o levantamento de Y(s,u) Onde
cispyla) = c(a) + SVH(CI) e w(C(s,p)(t)) = 0.

Coloquemos C(t,s. i) = c(s,)(t). C(t,s, ) é uma variagéo de ¢, pois C(t,0,0) = c(0,0)(1).
c(0,0)(t) é o levantamento de v(0,0)(t), v(0,0)(t) = ['(¢,0,0) = ¢(¢). Assim, w (Y00 () =
w(é(t)) = 0 e y(,0)(a) = c¢(a) e portanto o levantamento de ~(g)(t) é a prépria Y(0,0(t).

ou seja, ¢(0,0)(t) = 7(0,0)(t). Assim,

C(t,0,0) = c(0,0)(t) = v(0,0)(t) = c(t).

Podemos escrever c(, ) na forma (y(s,.), 2) € w na forma w = dz — ¥; a;dz;, onde a;.
1 < < 2n, sdo fungdes C* de zy,...,To,, z € a;(z,0) = 0.

A condigdo c(s)(a) = c(a) + sV (a) é entdo expressa por z(a) =0 e w(¢(s,uy) = 0 por
“’("Y(s,u)’ z) =0,
ou seja,
&= Zaidmi(")'(s,p))'
Assim, existem =, e €9 positivos para os quais a equacéo diferencial acima com condigao
inicial z(a) = 0 tem solugao suave para s, u € (—¢e1,€1) % (—e9, €2). Isto mostra a existéncia

do levantamento c(; ) (referéncia A.N. Tikonov, cap.II, §5).

Podemos escrever C(t, s, 1) na forma

C(t,s,u) = (D(t, 5, 1), a(t, s, 1)).

Por construcgao, %(f, 0,0) é uma variagdo infinitesimal de ¢ que pertence a ker(D,).

Como C(a, s, 1) = c(sp)(a) = c(a) + sVH(a) = ¢(a) + sV (a), temos

C
a—(a,0,0) = VH(@)=V(@)e R*" - a—a(a,0,0) =0

Os 0s

oC or da B da 9
—(t,0. = ,0 -+ (£,0,0)— = H' —(£,0,0)—.
gs 100 = Fo(t.0,0)+ 22(1,0,0) 57 = VH(E) + 5=(1,0,0)
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Assim, %%(t, 0,0) é solugao da equacio diferencial % = A(t)VH(t) com condicdo inicial

u(a) = 0. Pela unicidade da solucio temos

%(t‘o,o) = u(t).

Analogamente, temos

Seja m : R* — IR definida por 7(s,u) = a(b,s,u). Como a(t,0,0) = C(t,0,0) —
['(t,0,0) = ¢(t) — ¢(t) = 0, temos

7(0,0) = «(b,0,0)=0

am Jo

- = = u(b) =
70,00 = 22(,0,0) = u(t) =0
0,00 = 225,0,0) = w(s) 0
ou ou

Pelo teorema da fungdo implicita, a relagdo (s, ) = 0 determina p como funcao de

s numa vizinhanca de 0.

Temos entao p = p(s) com p(0) =0 e (s, u(s)) =0,

£ (5 )) = G, (60) + 22 (s, ) Beo) =,
o ks dp o ‘ d_p, .
3500+ 50,0550 = 0= u(e) + w(k) L) =0.

u(b) =0 e w(b) # 0, logo %131(0) ==,

Seja

[y(t,s) = C(t,s,u(s)),

['(t,0) = C(t,0,1(0)) = C(t,0,0) = c(t).
Por construcao, I'y(t, s) é uma variagdo de contato de c(t),

Pia,s) = Cla,s,u(5)) = cuen(a) = ela) + sV (a) = c(a) + sV (a),
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Tifbis) = C(bos,(s)) = Db, 5, u(5)) +axlb, s, u(s)) 5

= ¢(b) +sVHED) + u(s)WH (D) + alb, s, u(s))ai

z

= ¢(b) +sV(b) + a(b, s, p(s))gz =c(b) + sV (b) + 7 (s, u(s))%

= c(b) + sV (b).

Se V(a) = V(b) = 0, entdo I';(a,s) = c(a) e I'1(h,s) = c(b) e I'; serd uma variacio de

contato de ¢ com extremos fixos. Em geral,

%(a.O) _ (%(c(a) +5V(a)| _ = V(a),
%(b,o) = %(C(b) a1 sV(b))|s=0 = V(b),
T = 226,00+ 500,00% 0 = 226,0,0)
= vH@#) 4+ Z—‘s’(t, O’O)a% = V(1) + u(t)aa—z = V().

Assim, a variagdo infinitesimal associada a Ty, variagdo de contato de ¢ é V (t), o que

termina a demonstracgao.

Das proposigoes anteriores podemos caracterizar as variacdes infinitesimais de contato

com extremos fixos no que segue.
Proposigao 2.8 Seja c € Qpe(D), p # q. Entao

V € TQlpy(D) « V € kerg(D,).

Lema 2.2 A aplicagao [: F — R onde F = {f € C*®([a,b],R)|f(a) =
fo= LA@®f(t)de

Ky, f(b) = K3}, A € C([a,b],IR), A #0, € sobrejetora.

Seja £ : [a,b] — IR afim, ¢(a) = K, e £(b) = K».
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Seja h = f— (€, H = {h € C*®([a,b], R)|h(a) = h(b) = 0} e I, o funcional linear

definido por

[1 :H — R
b
h — / A(t)h(t)dt .
Como
b b b
I(f):/ Afdt:/ A(€+h)dt:/ Aedt + I,(h),
basta mostrar que 7; é sobrejetor.
A #0. Assim, 3J = [a1,b1] C [a,b] Vz Vy 2,y € J A(z)A(y) > 0. Podemos assumir
Ve e J, A(z) > 0.

Seja 7 € C*([a,b], R) tal que

Vz € [a,b], T(z) >0,
Yz € [a,b] — J, T(z) =0,

7(a1) = 7(b1) = 0,

3a; +b 3b
V:L'e[al: 1,‘“2 1}, ] = 1

Seja m = min{A(z)|z € J},

b by lahh, oy Ohy by
L(r) = Ardt = [ Ardt = Ardt + Ardt + Ardt
a a1 a1 3a]:-b] al-i;Sb]
°l+3bl b _
>, A'rdth( 1~ o) > 0.
nl+b]

4

Como I,(7) > 0, I, é sobrejetor, o que demonstra o lema.

Proposicao 2.9 Sejac € Que(D), p#q, eV € Dy, Vo € D,. Entao eziste uma variagao

infinitesimal de contato V € T.Q(D) tal que V(a) = V; e V(b) = Va.

Pela Proposicao 2.7 basta mostrar que existe uma variacao infinitesimal V' tal que

V(a) =V, V(b) = Vo e V € ker(D,).
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Utilizando a expressao do operador D, em coordenadas a condicdo V € ker D, é dada

por .o, |
u(t) = Z/ﬂ Al (z)v? (2)dz + u(a)

e temos as condigdes u(a) = u(b) = 0 para a variacdo infinitesimal V.

Assim. as condices sobre V' sdo dadas por

i/b A (t)v?(t)dt = 0.

Como c é regular existe k, A* # 0.
Escrevamos a igualdade anterior como
b L b .
/ At (t)dt = 3 / A9 ()09 (£)dt.
¢ ke
Escolhamos arbitrariamente fungdes w’ satisfazendo w’(a) = v}, w?(b) = vi, para 1 <

j < 2n,j#k. Seja

m=Y [ W0wHe o F={feC™(ablR)f() = ok, £(t) = ok},

Seja I a aplicagdo I: F — 1R
[ AR f(r)de
Como I é sobrejetora existe w* € F, I(w*) = m. Assim, a variacao infinitesimal
2n
V(t) =3 w! (t)e;(t) + u(t)é(t),
=1
onde u(t) = X3, [* A (z)w!(z)dz satisfaz V(a) = Vi, V(b) = Vae V € ker(D.), o que

termina a demonstragao.

Nosso objetivo agora é estudar o funcional energia de modo a determinar as suas

curvas extremais as quais serdo chamadas de geodésicas.
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Teorema 2.2 (Primeira Variagdo da Energia) Seja ¢ € Q,(D), p # q, suave por
partes na particao P = {a = to,...,t; = b} e I' uma variacao de contaio de ¢ cuja
variagao infinitesimal € V. Entao, dE, : T.Q(D) — R € dada por

-1

dE(V) = (V(b),éb)) — (V(a),é(a)) = D (V (t:), é(t) — é(t7))

i=1
- /:Wéé —(7(¢), €)¢, V)dt,

onde ¢(a) = ¢(td) e ¢(b) = c(t]).

De fato,

VT = VoV — [V,T) = To(V, T), [V,T] =0
VyT = TOT(V,T) + VvV

V(T,T) = VeV + T (V, T), T) = 2((V2V, T) + (T,.(V, T), T))
d
dt

V(T,T) =2 (di(v, T) — (V,V1T) + (TW(V,T),T))

(V T) = T(V, T} = (VTV,T) + (V, VTT)

Z/}'” LW T) = (v, 90T) + TV, T), ) |

I
MI

( )|+

=1 gl
s=0_i§/z.- (V, VoT) = (Tor(V,T), T)dt] _

~
Il
L

Lit1 b
(v,c')]r+ _/ (V,Vee) — (Ton(V, &), )dt
=0 " a

37



=1 -1

SV, = (V1) 7)) — (V(t0), &) — 0V (1), é(7) = e(t7)

i=0 i i=1
-1

= (V(),¢(b)) — (V(a), &(a)) = D AV (), &(tF) = €(t7))
i=1

Tor(Vie) = (WA T+ dw ® &) (V, ¢) = w(V)7r(¢) — w(e)r(V) + dw(V, é)é
(Tor(V,6),¢) = w(V)(7(¢),¢) = w(e){r(V),¢) + dw(V.¢)(E, ¢)
= w(V)(1(¢),¢) — w(e)(r(V),é) +w(é)dw(V,¢)

= (T(é)’ c)(f) V) - w(c)(<T(V)1 C) - dw(V’ C))

Como c € (D), w(¢) = 0, portanto

(Tor(Vi¢), ) = ((7(c), e)¢, V).

Assim,

-1

dE(V) = (V(),(0)) — (V(a),é(a)) = D (V (t:), e(t) — ¢(¢7))

=1

- Lb(vc-c' — (7(¢), &), V).

Proposicao 2.10 Seja c € Qpy(D), p # q, suave por partes na partigio {a = to, . . .

b} e V uma variagdo infinitesimal de contato de extremos fizos. Entdo

dE. : T.Qp(D) - R

¢ dada por
-1 b
AB(V) = = 3 (V(6), &(t) - e(t7)) = [ (Ve = (r(6), )€, V).
i=1 @

De fato, basta fazer V(a) = V(b) = 0 no Teorema 2.2.

A seguir vamos demonstrar um teorema que caracteriza as curvas suaves que sao

extremos do funcional energia. Para tanto faremos uso do seguinte lema.
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Lema 2.3 Sejam A : [a,b] = R" e A: [a,b] — R" suaves tal que a aplicagao

H:C([a,b],R") - R

€ sobrejetora. Entao
( —0—>/ df_0>—»3keIRA:k.A.

De fato, como H é sobrejetora, temos A # 0. Portanto [° || A(t)|2dt > 0.

Seja k € IR solucao da equacao

b b
/ AGAE)AE - k / IA(H)]|2dt = 0.
Assim,
b
/ A(£)(A(t) — kA())dt = 0.
Seja w(t) = A(t) — kA(¢).
A igualdade acima é entéo escrita como H(w) = 0.

Calculemos agora [ ||A(t) — kA(t)||2dt.

b b
[ 1) —kA(t)||2dt=/( (t) - kAW®)w(t)at
—/ df—A/ A)w(t)dt = bA(t)w(t)dt—k.H(w).

H(w) = 0 por construgao e por hipétese H(w) =0 — [* A(t)w(t)dt = 0. Assim,

b
/ IA(E) — kA(#)]%dt = 0.
Logo, A = kA.

Para o teorema que segue, lembramos que h é definido por dw(X,Y) = (h(X),Y).

Teorema 2.3 Uma curva suave c € Q,y(D), p # q, € extremo de E se e somente se
t
Vb= — (/ (), &)dz — k) h(é).
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Demonstragao: Se Vi¢ = — (f;(r(c), ¢ydz — /.:) h(¢) e w(¢) = 0, entédo

b
dELV) = [{(r(e), € - Ve, V)t

- /ab(ﬁ(c'), &€ + (/atu(e), &)da — k) h(e), V)t .

h(¢) = S Afer = A, V = T v¥er + u. Assim,

(h(¢),V) =" A%k,
k

O integrando da expressao de dE (V) fica

u(r(¢),¢) + (/at(T(c'),c')dz - /s:) > ARR

k
Se " € kerg(D.), entdo u(t) = [f Y, A*v*dz e u(b) = u(a) = 0.

Chamemos
ft) = /at('r(c'),c')da: —k,
fit) = (r(¢),¢).
Assim, o integrando serd escrito w(t)f'(t) + f(t)u’'(t) e
dE(V) = [lbu(t)f'(t) + F(B)u()dt = /ab
= uflg=u(b)f(b) — u(a)f(a) = 0.f(b) — 0.f(a) = 0

e portanto ¢ é extremo de E.

Se ¢ é extremo de E, temos

YV € TuQpg(D) = kero(D.), dE,(V) = /b(—véc' + (1(&), &€, Vdt = 0

a

b
dE.(V) :/ (—=Vee, VHY + u(r(e), &)dt.
Coloquemos f'(t) = (7(¢),¢), f(t) = [Hr(¢),é)dz + ky |
/b u(r(e), é)dt = wuflb - /bf%dt = uf]t - /bfAVHdt .
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Logo,

o H b
dEC(V):/ —(Vee + FA,VEYdE + uf]t

u(a) =0 e u(b) = /bAVHdt = H (V)

Assim,

YV € T.Qp(D). dE.(V) = /b—<vc-c' + fA, VHYdt + F(0)H (V) = 0.

a

Como c é regular, H, é sobrejetor.

Pela igualdade acima, se H.(V¥) = 0, entdo [ —(Vee + fA, VH)dt = 0.

Se L € C§°([a,b).IR*"), H.(L) = 0, entdo W = L + I¢, onde | = [* ALdt pertence a
Tef2pe(D) = kerg(D,).

Como

VYV € TeQpg(D) H(VH) =u(b) =0,

estamos nas condigées do lema anterior e portanto existe kg € IR tal que

(Ve + fA) = koA
Vi = —(f + ko)A, ou seja,
Vee = —(f(t) + ko)h(c) e

Ve = — (/at(v'(c'),c')d:v - k> h(é), onde k = —(ky + kg).

Coroldrio 2.1 Seja ¢ € Qpo(D) wma curva suave tal que

t

Tk = — (/ (r(&), &de A:) h(é).

Entdo [P(((¢),¢)e — Ve, V)dt = 0 para todo V € ker(D.) tal que V(a) € D@y € V(b) €
D(b).
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De fato, basta notar que na primeira parte da demonstracao do Teorema 2.3 s6 uti-
lizamos as condigoes u(a) = u(b) =0 e ‘31—'; = Y A¥v¥ para concluirmos que [°((r(¢). )€ —

Vee. 17)dt = 0 e estas condigdes sdo satisfeitas por V.

Coroldrio 2.2 Seja ¢ € Qp(D) nas condigoes do Corolario 2.1 e V € T.QD) tal que

V(a) € D@y e V(b) € D (b). Entdo

Demonstragao: Imediata do Teorema 2.2 e Corolério 2.1.

Teorema 2.4 Sejac € Qy(D), p # q, suave por partes na particao P = {a = tg,... , t; =

b} um extremo de E. Entao c € suave.

Demonstragao: Seja ¢; = | 0<i<I-1

irti1]
Seja V; € Te,Qty) c(ti) (D) € Vi € TeQpqe(D) tal que V;(t) = 0 para t € [a,b] — (ti, tis1)
e Vi(t) = V(t) parat € (ti tiy1).
Do Teorema 2.2 temos dE.,(V;) = dE (V).
Como c é extremo de E, temos dE.(V;) = 0. Logo, dE.,(V;) = 0 e portanto ¢; é uma

curva suave extremo de E.

Pelo Teorema 2.3, ¢; satisfaz a equacio

Vi = — (/t<7(c'i), éyde — /c,-) Biés).

1

Tomemos agora W uma variagao infinitesimal de contato de c tal que W (a) = W(b) =
0el(t) =c(tf)—c(ty) paral < i <1 —1. A existéncia de tal variacao é garantida
pela Proposigao 2.9.

Como ¢ é extremo de E, temos
-1 b
AB(W) = = 3 |e(tF) = ()2 = [ Ve = (r(e), &), W)dt = 0.
i=1 a
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Seja W; = W,

i+l]'

As condigoes do Corolario 2.1 sdo satisfeitas por ¢; e W; e portanto
ti+1 ‘ .
/ <véiéi - <T(Ci), Ci)f, I’Vi)dt =0.
t;

Assim, [ (Vi — (T(é),é)é, W)dt = 0.

Logo, dE.(W) = — Y2 je(tF) — ¢(7) |2 = 0.

Da igualdade acima, temos ¢(t}) = ¢(¢;) e portanto ¢ é diferencidvel em #;, 1 < i <
l—1.

Veur)€(t) = Vune(th) = Ve éimi(t) = Veéil(ts).

Da expressao de V,¢;, temos

/tti (r(¢),¢)dz — ki_y = Ati(T(c'),c')da: —k; = —k;.

i=1

Assim, para t € [t;, tiy1],

Vi = — (/:(T(é),c')da: - k) he) = — (/t (r(e), &)da — k.,-_l) h(é)

tiy

e, repetindo o argumento, diminuimos o indice i de forma a obtermos

Vil = — (/t' (&), &)dz - k0> hé).

0=a

Como c satisfaz & equacdo acima, ela é suave.
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Capitulo 3

Exemplos

Neste capitulo vamos apresentar trés exemplos de variedades sub-riemannianas de contato.

Estudaremos as geodésicas e a aplicagido exponencial nestas variedades.

Exemplo 1: Espaco de Heisenberg

Seja D a distribuicdo gerada pelos campos e; e e; no IR?,

o = 9 0
1= 8z Y3

L -
eg = 3y :l:az.

Como [e, eq] = 28%, a matriz da aplicacao

L:DxD — TR®D

(X,Y) — [X,Y]modD

na base {e1,eq,0/0z2} é { _92 g l e portanto L é nao degenerada.
Assim, j& que dim D = 2, a distribuicdo D é de contato.

Em D vamos definir uma métrica de forma que a projecio

r: R} — IR?

(z.9,2) — (z,9)
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seja uma isometria sobre D.

Como dn(ey) = a% e dm(eq) = a%’ a métrica em D fica definida impondo que {e;. e}
seja uma base ortonormal.

Observamos que dz(e;) = 1, dz(ep) = 0, dy(e;) = 0 e dy(ey) = 1 e portanto a restricio
das diferenciais dz e dy a D formam uma base dual de {e;,e;}. Assim, podemos escrever
a métrica em D na forma g = dz? + dy2.

A variedade sub-riemanniana de contato (IR®, D, ¢) é chamada de espaco de Heisem-
berg de dimensao 3.

O elemento de drea em D é a forma dA = dz A dy sobre D, pois dA(ey, eg) = 1.

Vamos determinar a forma de contato w.

Como dim M = 3, temos as condigoes
kerw =D e dw|p = 2dA.

Assim, w(e;) = w(eg) =0 e dw|p = 2dz A dy.

Seja w = adz + bdy + cdz,

0 0
ole) = w( y—)=a—cy=o,

oz 70z
w(ey) = w(%—i—w:—z):b—i-czzo.

Logo,
w = c(ydz — zdy + dz).
Seja n = ydz — zdy + dz. Temos w =c¢n e n|p = 0,
dw = deAn+cdn,
dw|p = (deAn)|p+ (edn)|p = ¢(—2dz A dy).

Como dw|p = 2dA, temos ¢ = —1 e w = —ydz + zdy — dz.

Determinemos o campo ¢ associado a w.
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Lembremos que este é o tinico campo que satisfaz as condicdes w(€) =1eigdw =0.

Como w(—a%) =1le VX €D, dw(—%,X) = 2dz A dy(—%,X) =0, temos £ = —%.

Na notacao do Capitulo 1 temos os referenciais duais {e1,e9,€} € {91,92,w}, onde
9! = dz e 6% = dy.

A métrica é escrita como g = (0!)? 4 (82)% e dw = 20" A 62,

A derivada covariante associada a (]RS, D, g), V, para os campos ey, ey e ¢ é escrita
como

Ve;=) wlej, 1<i,j<2, e VE=0.
J

A primeira equagao de estrutura é escrita na forma

d9i+Zw;/\9j =wAT, 1<14,j<2,
dw = d]w.
Como 0! = dz e % = dy, temos df! = dg? = 0. Assim, a primeira equacao de
estrutura é
DwiAP =wAT, 1<i,j<2
J
Pela unicidade de w} e 7%, temos wi=0,7"=0,1<4,j<2
Desta maneira, Ve, =0, 1 <i,j < 2e V& =0.
Determinemos agora as geodésicas para o espaco de Heisemberg.
A primeira condigido para uma curva
¢:fa,b) — IR3

o (a(t),y(t), (1))
ser uma geodésica € que ela seja uma curva tangente & distribuicdo D.
w(¢) = (-yde + zdy ~ dz)(2,9,2) = —yz& +ay — 2 = 0.

Através do Teorema 2.3, observando que 7 = 0, temos Veé = kh(é).
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A transformagao h é definida por (h(X),Y) = dw(X,Y). Assim,

(h(e1),e1) = dw(er,e1) =0 — h(e)) = aey,
(h(e2),e2) = dw(eg, e2) =0 — h(ey) = Bey,
(aeq,eq) = dw(ey,eg) =2 — a = 2,

(Ber,e1) = dw(eg,e1) = -2 — B = -2.

Portanto, h(el) = 262 e h(eg) = —261.

. . a + . a + . 6 i:e + -e + ( . . + o) 6
¢ = p— —_— 22— = f Ty — T Z)—
e y(’?y Ep 1T Yer Y Y 02
= zey +yex —w(c)é = zey + yey,
h(c) = —2ye; + 2zeo,

Ve = Vé(i‘e] + yez) =ze; + Ve + yeg + yVieeq = ey + yes.

Substituindo em V.¢ = kh(¢), temos o sistema

{55:-2@
ij = 2%k .

Seja A = 2k e assumamos |¢| = 1.

F=-Xj=-X%, &+%=0.

Se A # 0, entao

z=Acos(M+¢), Ae€R,, ¢€RR,

Y= i/\ = Asen(At + @),

P4l =1-A=1.
Assim,

T =cos(At + ), y=sen(\t+ ),
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= %sen(/\t + @) + o,

y= —écos(At +¢) + yo,

I=ay -yt = (%sen(/\t + ) + mo) sen(A\t + ) + (% cos(At + ) — y0> cos(At + )
= % + zosen(At + @) — yo cos(At + )

1
= X(t — zgcos(At + @) — yosen(At + ¢)) + 2.

Assim, se A # 0, as geodésicas parametrizadas pelo comprimento de arco sio escritas

como

Cz\(t) = (m(t),y(t)az(t))) onde

1
z(t) = Xsen(/\t + ¢) + z0,
1
y(t) = —X COS(/\t + (P) == Yo,
1
2(t) = X(t — zgcos(At + @) — yosen(At + ¢)) + z.

SeA=0, temos £ = =0e &? + y2 = 1. Logo,

T =CO0syp, Yy = seny,

T =1tcosy + xo,

y = tseny + yo,

z =gy — yz = (tcosy + zg)seny — (tseny + yo) COs @ = ToSeny — yo cos v,
z = (zgseny — yocos )t + 2.

Portanto, se A = 0, as geodésicas parametrizadas pelo comprimento de arco sao escritas

na forma co(t) = (z(t),y(t), 2(¢)), onde

z(t) = tcosp + zg,
y(t) = tseny + yj,
z(t) = (zosenp — yocosp)t + z.
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A funcao

exp,: Dy xR — R3

(ViA) = exp,(V,A) = ex(|V]),

onde cy € a geodésica parametrizada pelo comprimento de arco com ca(0) =peen(0) = %

¢ chamada aplicacdo exponencial em p.
Vamos determinar a aplicagdo exponencial na origem, isto é, para p = 0.
Utilizando coordenadas polares em D, escrevemos V € D como V = (r, 6).

Para \ # 0, temos

¢x(t) = cos(At + p)ey + sen(At + @)eg,

¢x(0) = cospe; + senpe;y = (1, ),
Vv

7 = (1,6).

Assim, ¢ = 6.
ex(0) = 0, logo

1 1
z(0) = Xsen@ +29=0—> 3¢= —Xsene,

1 1
y(0) = —Xcost9+yo =0-—>y = Xcose,

1
2(0) = —(—zgcosf — ygsend) + zg = 0 — 25 = 0.

>

Para A = 0, temos

¢o(0) = cos ey + senpes = (1,9) = (1,0) —» ¢ =0

c0(0) =0 — 29 =yp = 2y = 0.
Assim, a expressdo para a aplicagio exponencial ser4
expy(r,0,0) = (rcosf, rsend,0),
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1
expy(r,0,)) = X(sen(/\r + 0) — sené, — cos(Ar + 6) + cos ¥,
1
T+ X(sen(} cos(Ar + @) — cos fsen(Ar + 0)))

1
(sen(/\r +0) — send, — cos(Ar + 0) + cosf,r — Xsen(/\v')> .

> =



Exemplo 2: a esfera S°

Neste exemplo vamos utilizar uma identificagdo do IR* com o C? de modo que o vetor
(21, 9, z3,24) do IR? corresponda ao par (z; + izg, z3 + iz4) do C2.
Em C? o produto hermitiano canénico (, ) édefinido por (z,w) = z;W; + z9Wo, onde
z = (21,22) ew = (w1, wy). Seja 21 = z1+1iTg, 29 = T3+izy, Wy = Y1+ iys € Wy = Y3 +1iy4,
(zyw) = (z1+122)(y1 — iy2) + (w3 + izy)(ys — iya)
= oz + Zoy2 + T3ys + Taya +i(T2y1 — T1y2 + Tays — T3Y4)

= ((z,w)) +in(z,w),

onde ((, )) é o produto interno do IR* e 7 uma forma bilinear anti-simétrica.

Com este produto escalar podemos escrever

S* = {ze€ C(z,2) = 1},

T.$° = {ue C?*((2,u))=0}.
A distribuigdo num ponto z € S3 ¢é definida por
D. = {u € C?{z,u) = 0}.

Seja z- = (—%,%1), onde z = (21, zp) € S3. Assim, (z,z) =0e D, = [2Y]c.
iz € T,S3, pois ((z,12)) = 0.

O espago tangente em z € escrito
T.S% = [iz]r ® D, = [iz]r ® [+*]c.

Nosso objetivo agora é obter a primeira equacao de estrutura para S3.

Notamos que {z,z"} é um referencial unitério pois

(z,2) = (z4,2t) =11 e (z,2h) = 0.
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Vamos escrever o referencial canénico {f1, fo} de C? em funcéo de z e z+.

z = z1f1+ 22/,
z= = —Zfi+7Zifo
Resolvendo o sistema para f; e f5, temos

fl = Elz—zgzl,

fo = Zoz+ 227
dz = dzif; +dzfy,
= dz1(Z12 — 2027) + d29(Z2z + 21270),
= (Z1dz + Zodze) 2 + (—29d2; + 21d2g) 27,
= —i(Z1dz; + Zad2g)(i2) + (—2ed2; + 21dz) 2",
dzt = —dzaof; +dz /o
= —dzy(z1z — 2227) + d71(Zoz + 2127)
= (2Z2dZ) — 71dZ2) z + (21dZ] + 22dZ,) 2t
= i(Z1dZy — 22dZz1) (i2) — i(i(21dZ) + 20dZ2)) 2.
Seja w = —i(Z1dz; + Zod2g) € ¢ = —2z9d 2y + z;d 29,
2121 + 29Z9 = 1 — 21dZ; + 29dZy + Z1d2; + Zodzy = 0,
i(21dZ1 + 29dZ3) = —i(Z1dz; + Zadzy).
Portanto, w = @ e podemos escrever
dz = w(iz) + pzt,

L

bl

dzt = ip(iz) — iwz
0=d?% = dw(iz) — w A d(iz) + dpzt — p A dzt
=idwz —iw A (w(iz) + pzt) + dpzt — ¢ A (ip(iz) — iwzT)
= (ldw + @ A@)z + (—iw A p +dp +ip Aw)z™.

=
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Da igualdade acima, obtemos

dp — 2iw Ap =0,

dw —ip A = 0.
Seja 0! = %’Q e h? = %‘?i, @ = 0 +40?%. Assim,

dé' + id6? — 2iw A (6 + 16%) = 0,
dé' + 2w A 62 =0,
df? — 2w A6 =0,
dw — (0 +i6%) A (81 — i62) = 0,

dw — 20" A 0 = 0.
Notamos que dz|7,¢s é a identidade. Assim, sendo V € T,S53, temos
V =dz(V) = w(V)(iz) + o(V)z" = w(V)(iz) + 81(V)2* + 62(V) (iz)

e {iz, z%,iz*} é uma base real de T,53 cuja base dual é {w,0!,6%}.

A métrica sobre $3 induzida do R* é g1 = (w)? + (§1)2 + (62)2, pois os vetores iz, 2+
e izt sdo ortonormais em IR?.

Em D temos a métrica g = (8)? + (62)2.

(53,D,g) é uma variedade sub-riemanniana de contato onde, utilizando a notacao do
Capitulo 1, temos e) = 2z, ey = 121, ¢ =iz e w é a forma de contato.

A primeira equacdo de estrutura é

do' + 2w A 6% =0,
df? — 2w A 0' = 0,

dw — 20" A 6% = 0.
Da terceira igualdade, dw = 2d A.
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A derivada covariante associada a estrutura sub-riemanniana é escrita

Ve, = —2wes,
Ve, = 2we;,
VéE = 0.

Observamos que V é compativel com a estrutura complexa de D,, pois
iVt = i(—2wey) = —in(izl) = 2we; = Viz®t

e, por linearidade, Vo € C, Vazt = aVzt.

Conhecendo a derivada covariante, vamos determinar as geodésicas de S3.

Seja c: [a1,b1] — S3
t = c(t) =z(t) = (21(2), 22(2))

Um campo ao longo de ¢ é escrito
X(t) = a(t)zh +b(t)(iz),

onde a: [a1,b1) = Ceb: [ag,b] — R,

d b
VeX = d_‘:zl +aVezt + %(zz) + bV (i2)
da . . il db .
= (E - 21aw(c)) 2T+ &(m),

¢ = Zfi+ sfa = w(é)(iz) + @(¢)zt.

A curva c € uma geodésica se e somente se ¢ € D e Veé = MA(¢), A € R.

ce€D e« we)=0,

¢ = p(¢)z" = (—zodz; + 21d29) (31, 29) 2+

= (—2221 + 2:122)2l = a,zl.

Assim, fazendo X = ¢ na expressao de V:.X, temos

da d . ) .. ..
—zt = —(—2021 + 2189) 2T = (—29%; + z139) 2t

Ve = —
‘T at
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Pelo mesmo argumento utilizado no espago de Heisemberg, temos h(e;) = 2eq e h(eg) =
—2e;. Assim, VV € D,, h(V) = 2iV.
Vit = Ah(¢) = 2iXé = 2idazt,

da |

i 2idazt — a(t) = Ke¥™, K € C.

Como ¢ = azt, temos (31, 29) = a(—2z9, 21).

z] = —azy,
22 = CLEI,
da . da 231
- _ - — ‘52 2
2] = ——29—QZ9g = —— (—) —aaz; = 2iAz; — |a|“z;
dt dt \—a lal21,

# — 2idz1 + |a|?2; = 0.
Vamos considerar geodésicas parametrizadas pelo comprimento de arco.
(2,2) = aa(z*, 2t) = a2 = |K|? =1,
Z1 — 2idz1+ 21 =0,
21 = Kleiﬂ"' + Kg@iﬁ?t,
onde B1 = A+ V1+A% fa=A—VI+ A2 e K, Ky€C.
2 = if1K1eP + iy Kpe™,
KK=1, 1/K =K,
i =i K e Pt — By K e it

zZ9 = — = —— -
—-a _Ke—?z,\t

= iK (B e/ PPt 4 BoK get(3A=F2lty

= 'I:K(,Blfleiﬂzt + ﬂg?geiﬁlt).

As constantes Ky, K3 e K sdo determinadas a partir dos valores 2(0) = (z(0), 29(0))

e z(0) = (21(0), 25(0)).

Como Ke*M = —z93) + 2125 = (2, 21), temos K = (3(0), z1(0)).
21(0) = [{1 + [(2,
29(0) = iKBIK, +iKBKo.
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Resolvendo o sistema para K; e Ko, obtemos

K, = B221(0) — ik 25(0)

_ B121(0) — iK 25(0)
BB T m—m
Como : € D, &(z(t),2(t)) = (2(t), 2(t)) + (2(t),2(¢)) = 0, assim (z(t),z(t)) =

(z(0),2(0)) = L e c(t) € S3.
As geodésicas em S® parametrizadas pelo comprimento de arco, com condigoes iniciais
2(0) = (21(0), 22(0)) e 2(0) = (21(0), 23(0)) sdo escritas

C,\I[al,bll — g3
t — c(t) = (21(t), z2(t))

21(t) = K ePt 4 Kot

29(t) = iK (61K 172 4 By K 4e™P1),
onde

A+ VI+A2 Bo=X—= V142

K = ((0),27(0)),
K, - B0 -iKn0) K2=ﬁ1z1(0)—1:1{m‘

B2 — b1 B1 — B2

Vamos determinar a aplicagao exponencial no ponto (0, 7).

b

Do) = [(4,0)]c,
V € Dy < V =(1,0), ve C,

VI = llvG, 0)ll = [vl,

_V_ _ v(i,0)

VI~ ol

2(0) = (0,4), (0) = ﬁ = 26.0),

K = (3(0), 2-(0)) = <ljj—|(f,o>, (4,0)) = ﬁ

_i(ﬁ)(—":) v

1{1 = = ;
B2 — B 2|v|V1+ A2
—v
Ky= ———— = - K.
? 2[v|V1 + A2 '
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A aplicacao exponencial em (0,i) é escrita

exp(o)i) D(O,i) xR — SS
(v(i,0),A) —  expg(v(i, 0),A) = ex(|v])

exp(o,;(v(7,0),A) = (21, 22), onde

_ 8 i(A+VIFAZ)|v| i(A=VI+AZ)|y|
z = ———————— | € = e e
' 2lv|[V1+ A2 ( )
_ Y v iBo|v] ifr|v]
Z = BT e —_— e
2 o] 2Ju] /1 + A2 (5 BaeP)

: 1z+ - ((A + m)ei(’\_m)lvl —(\— m)ei(z\+\/l+/\7)|v|) .
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Exemplo 3: a quddrica Q3
Como no exemplo anterior, identificamos o IR* com 0 C2. Em C? definimos (, ) por
(z,w) = 21W) — 2y,

onde z = (21, z2), w = (wy, wy).

Seja z1 = T1 + iTy, 20 = T3 + 0Ty, W1 = Y1 + 1Yy € Wy = Y3 + 1Yy

(z,w) = (z141iz2)(y1 — iy2) — (z3 + iz4)(y3 — iys)
= T1y1 + T2y2 — T3Y3 — Taya +i(Toy1 — T1Y2 — T4y3 + T3ya)
= ((z,w)) +1in(z, w),
Q’ {z € C’(z,2) = -1},

T,Q*

Il

{u€ C¥((z,u)) = 0}.

Il

A distribuigdo num ponto z € Q3 ¢ definida por

D, = {u € C¥|(z,u) = 0}.

Seja 2zt = (z2,%,), onde z = (z1,22) € Q3. Assim, (z,21) =0e D, = [z1]c.
—iz € T,S3, pois ((z,iz)) = 0.

O espago tangente em z é escrito T,Q% = [—iz]g @ [z1]c.

Nosso objetivo agora ¢é obter a primeira equacéo de estrutura para Q3.

Vamos escrever o referencial canénico { fi, fo} de C? em funcdo de z e 2+,

z = z1fi+ 29f,

2= = Zofi +Z1 /o

Resolvendo o sistema para f; e fp, temos

fi = =Ziz+ zzt,
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fo = Zoz — 2127%,

dz = dz;f1 +dagfy
= dzi(~Z12 + 2927) + dzp(Z92 — 7121)
= (=z1dz; + Zadzg)z + (29d2; — 21d29) 2t
= i(—z1d2; + Zod2g)(—iz) + (zdz, — z;dzy) 2%,
dzt = dzpf, + dzifo
= dzZa(—Z12 + 2z921) + dz1(Zaz — z12%)
= (=z1d2Zy + Z2dZ)) 2z + (22dZy — 21d7;) 2"

= i(—71dZp + 72dZ;)(—i2) +i(—i(22dZs — 2,dZ;)) 2"
Seja w = i(—=Z1dz; + Zod2) € ¢ = z9dz; — 21d 29,

21Z) — 2929 = —1 — 2dZ; — 29dZ9 + Z1d2z; — Zodzg = 0,

i(—fldzl + Egdz‘z) = —i(—zldEI + ng?g).
Portanto, w = @ e podemos escrever

dz = w(—iz) + pzt,

dzt = ip(—iz) + iwzt,

0 =d?% = dw(—iz) — w A d(—iz) + dpzt — o A dzt

= —idwz +iw A (w(—iz2) + pzT) + dpzt — ¢ A (ip(iz) + iwzt)

= (—idw — @ AP)z + (iw A p +dp — ip Aw)z™ .

Da igualdade acima, obtemos

de + 2iw A ¢ =0,

dw —ip A = 0.
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Seja 0! = 222 ¢ 92 = £2 o = g1 + 62, Assim,

do' +id6? + 2iw A (8! +16%) = 0,
do' — 2w A 6% =0,
df? + 2w A B! =0,
dw — (6" +1i6%) A (0* —i8%) = 0,

dw — 20" A 9% = 0.

VW e T.Q% dz(V) =V = w(V)(—iz) + p(V)zt = w(V)(—=iz) + 01(V) 2t + 02(V) (izL).
Em D, temos a base ortonormal {z*,iz"} com base dual {#',0%}. A métrica em D é
g=(0"%+ (6%

(®% D, g) é uma variedade sub-riemanniana de contato onde, utilizando a notacao do

Capitulo 1, temos e; = z1, ey =izt € = —iz e w é a forma de contato.

A primeira equagao de estrutura é

do' — 2w A 6% =0,
df? + 2w A 61 = 0,

dw — 20 A 6% =0 (dw = 2dA).

A derivada covariante associada & estrutura sub-riemanniana é escrita

Ve, = 2wey,
Vey = —2we,
VeE = 0.

V é compativel com a estrutura complexa de D,, pois
iVzt = i(2wey) = —2we; = Vey = Vizt
e, por linearidade, Va € C, Vazt = aVz?.
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Vamos determinar as geodésicas em Q3.

Seja
c:lar,by] — Q3
t = c(t) = z(t) = (a(t), 22(t))

¢ = z21fi + 22fa = w(e)(—iz) + (&)z".

A curva ¢ é uma geodésica se e somente se ¢ € D e Vaé = Ah(¢), A € IR.

¢ = p(é)z" = azt,

d d d
Vb = é:-zl +aVuzt = d—izl + 2aw(é)(iz) = d—zzl,
Ve = Mh(E) = 2iré = 2idaz?,

d .
= =% —a= K™ KeC,
dt
¢ = azJ‘ — (21,22) = 0(72,31),
{2.'1:(122,
Z'2=G.-Z-1,
= S bady = <é1)+ @z = 2i\i + |af?
2] = —2 azg = — | — 21 = 21
1 dt 2 2 at \ & aazy 21 al z,

£ —2ix3 — |a’2 = 0.
Vamos considerar geodésicas parametrizadas pelo comprimento de arco.
g(é,¢) = (2,2) = aa(zt, 21) = |a|* = |K|? = 1,
21 - 21/\21 — 2= O,
z1=K1eP" + Kpe" onde B = A+ VN2 — 1, By =) - VA2 — 1
e K1,Ky € C, se X\ # +1,
z1= Kie" + tKqe", onde K, Ky € C, se A = 1,
z1=Kie™" +tKye™, onde K|, K€ C, se A= —1,
21 = i1 K 1eP 4 iByKaet, se N £ £1,
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i = iK€ + Kae +itKqe™, se A =1,
4= —iKie " + Koe ™ — itKpe ™™ se A= —1,

29 =

o |t

_lﬁlfl e_ib.l t - 7;32?26_1:32t
K e—2iXt

29 = —i}((ﬁlﬁleiﬁzt + B2F2€iﬁlt), se A 7é :!:].,

29 =

Z9 = [X’((—’iﬁl + ?Q)Cit = it?zeit), se A =1,

29 = [((('L'fl + ?g)e_it + it?ge_it), se A = —1.

As constantes K1, K3 e K sdo determinadas a partir dos valores z(0) = (z1(0). z5(0))

e z(0) = (21(0), 22(0)),

I<62i/\t — (p(C) = 2221 —_— 212:'2 = (2.:,2-]-))

K = (2(0),z(0)).

Se A # +1,

21(0) I(l + KQ,

2(0) = —iK(B,K;+ B,K2).

Resolvendo o sistema para K e Ko, temos

K — B2z1(0) + iK 25(0) By = B12,(0) +¢KW.

B2 — b1 ’ B B1— B

Se =1,

21(0) = I(lx

22(0) = [((—’i?l'f‘ﬁg).

Portanto, K| = 2,(0), Ko = K25(0) — iz;(0).
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Se A= -1,

21(0) — I(l,
29(0) = K('I:?]‘*’?Q).

Portanto, K1 = 2,(0), K = K 2(0) + i21(0).
Como z € D, S(x(t),2(t)) = (2(t),z(t)) + (z(t), 2(t)) = 0. Assim (z(t),2(t)) =
(2(0),2(0)) = —1 e c(t) € Q.
As geodésicas em Q* parametrizadas pelo comprimento de arco, com condigGes iniciais
z(0) = (21(0), 22(0)) e 2(0) = (21(0), 25(0)) sdo escritas
e fan, b)) — @3

to— c(t) = (a1(t), 22())
z1(t) = K1e1t 4 Kol

2(t) = "iK(E1F1€iE2t + Ez?geiﬁlt),
onde

,31=)\+V/\2—1, ﬂ2=/\—\//\2—1,

K = (2(0),27(0)),

_ B221(0) + iK 25(0) Ky = B121(0) + iK z9(0) se A # +1

K
: B2 — By ¢ B1 — P

z1(t) = (K1 + tKy)e™,

2o(t) = K(—iK 1 + Ko(1 — it))e™,
onde K = (£(0),24(0)), K1 = z,(0) e Ky = K 25(0) — iz, (0), se A = 1,

z1(t) = (K + tKo)e ™™,
2(t) = K (i) + Ko(1 +it))e™,
onde K = (2(0),2(0)), K1 = z,(0) e Ky = K 29(0) +1iz;(0), se A = —1.
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Vamos determinar a aplicagdo exponencial no ponto (0, ).
VeDgpye=V= v(—1,0), v € C,

VI = llo(=2,0)[| = [v],

V. u(=i,0)
IV o]
e Vv v
Z(O) = (O,’L), Z(O) = M = m(_Z,O),
v , ) v
K = (#(0),2(0)) = (—(~=1,0),(=1,0)) = —.
|v] |v]
Se A # +1,
iK(—1) —v
K= = = —Ko.
' B - B 2|v|V/A2 -1 2
Se A =1,
Ki1=0, Ky=K(—i)= —I_zlv
v
Se A = -1,
Ky=0, Ky=K(—i) —ITT

A aplicacao exponencial em (0,7) é escrita

exp,) i Doy x R — @Q°
('U(-’I:,O), ’\) - eXP(O,i)(”(—i)O)a /\) = C'\(|U|)

exp(o,i)(v(—1%,0),A) = (21, 22), onde

v : .
gy = _ i(AFVAZST) | i(A=VXTZT)|v)
: 2|v|,/,\'2—_ ( ¢ e ) ,

R 2y = ((,\ + VA2 1)Vl _ /2 ei(A+\/A?+1)|u|>
——— (O VAT (A= VR=T) ,
se A # +1,

Z = —wellvI

2o = (i+v))e™ ser=1,

21 = —ive M

zg = (i—|o))e”™ ser=—1.
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