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R.esumo

Neste trabalho demonstramos a fórmula da primeira variação da energia para varie-

dades sub-riemannianas de contato e deduzimos desta a equação das geodésicas para t

variedades.

No prim

mos um teorema sobre a existência e unicidade de uma derivada covariante associad

estrutura sub-riemanniana.

No segundo capítulo estudamos os pontos críticos do funcional energia definido no

espaço das curvas de contato e demonstramos um teorema que caracteriza as geodésicos
sub-riemannianas.

Finalmente, no terceiro capítulo, apresentamos o cálculo das geodésicas no espaço de

Heisemberg, na esfera SS e na quádrica Q3

ais

capítulo deânimos variedade sub-riemannianaerro del ] contato e apresentaresr

a a



Abstract

In this work we derive the formula of the first variation of energy for contact sub-

riemannian manifolds and from it. we deduce the equation of geodesics for sucll manifolds.

First chapter is devoted to define contact sub-riemannian manifold and to present. a

theorem about the existence and uniqueness of a covariant derivative associated to the

sub-riemannian structure.

In chapter two we studyr"'' ''''v --' '""u.y -'''--' u.lit.'iL'QI puiiJ.t, ul llc eiierg.y lullcLlollal (lellne(l OI'l tl'le

space of contact curves. A characterization theorem for sub-riemannian geodesics is algo
shown.

Finally, in chapter three, we derive the equations of geodesics in .H3, S3 and Q3



"São lindos
Seus olhos verdes são lindos
Muito, muito mesmos
E impressionantes"
Lindos quando iluminados pelos teus

E era verdade. A única no momento

O céu brilhante da montanha
Imita seus olhos.
A mais branca e jovem rosa
Inveja sua pele.
Os campos de trigo seu cabelo
A lua crescente seu sorriso.

IK'coça dos olhos brilhantes de luz do fogo
Quando encontrar sorrindo seus pingos de céu
Vou transformar o momento em vida
De fogo da terra e azul do mar.
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Introdução

Uma variedade sub-riemanniana de contado é uma variedade na qual temos uma dis-

tribuição de contato e uma métrica definida na distribuição.

Utilizamos o Capítulo l para apresentar as deânições de distribuições de contato, varie-

dade sub-riemanniana de contado e forma de contatol e enunciar proposições relacionadas

a estes conceitos. Ainda no Capítulo 1, demonstramos um teorema de existência e unici-

dade de uma derivada covariante associada à estrutura sub-riemanniana e apresentamos

também a primeira equação de estrutura.

No segundo capítulo apresentamos o funcional energia e deduzimos a fórmula da

primeira variação da energia. Com base na primeira variação da energia, deduzimos

um teorema que caracteriza as geodésicos em variedades sub-riemannianas de contado.

Em jlll Strichartz deduz as equações das geodésicas para variedades sub-riemannianas

não necessariamente de contado e enuncia um teorema de caracterização de geodésicas

através destas equações. Entretanto, Montgomery l91 mostrou que tal resultado era falso,

apresentando contra exemplos de curvas extremais do funcional energia que não satis-

fazem às equações das geodésicas propostas por Strichartz. Posteriormente, Rumin j101

caracterizou, através de equações, as geodésicas em variedades pseudo hermitianas de

contato. Entretanto, o resultado por ele apresentado está incompleto pois depende da

existência de variações de contado com extremos fixos cujas variações infinitesimais são

por ele utilizadas. Demonstramos a existêi.toa de tais variações, na Proposição 2.7, e de-

duzimos o teorema de caract.erização de geodésicos para variedades sub-rien-tannianas de
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contato. Terminamos o segundo capít.ulo demonstralldo que as geodésicas em variedades

sub-riemannianas de contar,o são suaves.

O último capítulo é dedicado à aplicação destes t.eoremas a três exemplos de var-

iedades sub-riemannianas de contado de dimensão três, o espaço de Heisenberg, a esfera

S3 e a quádrica Q3 que, na geometria riemanniana, correspondem aos espaços de cur-

vatura constante nula, positiva e negativa. Nestes três exemplos também determinamos

a aplicação exponencial em pontos particulares. Nestes exemplos fazemos uso dos con-

ceitos do primeiro capítulo, sendo que nos segundo e terceiro exemplos utilizamos 'ç'ariáveis

complexas para obtermos os resultados de uma maneira mais direta.

Boa leituras



Capítulo l

Variedades sub-riemannianas de
contado

Neste capítulo definiremos variedades sub-riemannianas de contato e estudaremos uma

derivada covariante a elas associdada.

Os objetos estudados, quando ap]icáve], serão todos de classe C'' a menos de menção

contrária.

Seja M uma variedade e Th4 o vibrado tangente.

Uma distribuição .Z) é um subfibrado de TM e a ela associaremos uma métrica que

chamaremos de g.

Serão consideradas distribuições de codimensão l transversalmente orientáveisl r l

Proposição 1.1 Se .A4 é uma uarãedade e .D uma distrãbu ção tranuersaZmente oMentáueZ

de cotim,então 1, então existe 'um campo tra'rts'verso U de$ni,do em NI que não se a'nula..

Tomemos em M uma métrica gi.

Seja {K}, ã C .r, uma cobertura por abertos de À/. Como Z) é transversalmente

orientável, existe um campo de netas orientável sobre À/. Assim, em cada aberto K

temos um campo de vetores C/i que não se anula de tal forma que na intersecção de dois

abertos h n }G os campos t/f e tb são da forma C/{ = at/j, onde a : z./{ n uJ --+ IR,i.

Seja .N{ o campo definido em l.Ç por Ar{ = ÍÍÊlh-
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y''.f, então

":u - Ú)Ifh - Égià - íl:l;h - "',:w.

Definimos C/ sobre À/ por U(p) = Nk(p), onde À: € {i € /ip € y.}.

Proposição 1.2 Se À/ é uma variedade e 1) uma distrábuíção transuersaZmente orá

entáuel de codimensão 1, então existe uma .l-.forma n de$nida em hl tal que kerq = D

Seja U o campo transverso da Proposição l.l.

%A/ lu(p)l © n,.

m vetor de TPA/ ele é escrito de maneira únic

}'' = «.U.(p) + «a, u. € m, e «a C D

finimos ? por v7P(}') = ut.

Utilizando as notações das proposições anteriores, podemos montar o diagrama comu

Se p C % n

Sendo V u a como

P

De

cativo

TM
.l, «'i

r)«iln

(p, }'') € rÀ/

«- (p, }') (p, «.U(p)moda,)

Ó(p, «.U(p)m.dD,)

«2(P, «.) = «.

,7(P, }' )

Assim t.emos as identificações T.A//Z) = À/ x ]R e (T.A//D), B ]R

]R
T «-2

À/ x ]R



Definição 1.1 t/ma uarãedade su.ó-rãemann ana de codímensão / á u.ma variedade .A/

munida de ILHA distribuição D, de codàmensão ] e de uma métrica g em D

Indicaremos esta variedade pela terna (.A/, 1), g) ou mais diretamente por À/

Vamos denotar campos tangentes à dist.ribuição 1) pelas letras X, y e Z e campos

tangentes a A/ por C/, V e W. Utilizamos a notação X C Z) e C/ c T.A/

Consideremos agora a aplicação bilinear anui-simétrica definida por

L \ D x D --, TNljD

(X,}') --- L(X,}') = IX,yjmodD

Sejam p c À/, C/ um aberto de À/ com p c t/ e .f, g : U --, R,

l/x, }''lg fXÇYg)- YÇfX'\g = fXYg - fYXg - ÇYj)Xg

/lx, }'''lp -(}''/)xg(/lx, rl -(}''/)x)g,

(y/)X C Z). Assim,

z.(/x, }'' )

.*-;.*:;; *-;*'â
''*, *' -; *:*'« (á, á)

Sendo Xi, X2, yl, ye C O, com Xi(p) = X2(p) e yi(p) = ye(P), temos

;*:',,*'',,«, (A, á)
;*;',,"',,', (&, á) - «,.*,, »,

Portanto, o valor de 1, só depende do valor dos campos no

P C À/, Z,, : Z), x .D, --, (TÀ//D)p está bem definida.

ponto p e assim para cada

L,(Xi, y )
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l tat que L é não degenerada.

Definição 1.3 t/ma variedade sub-riemanniana .A/ se dáz de confato se 1) á de cantata

Proposição 1.3 .4 dimensão de ma uar idade sub-riemanniana de contado é {lnpar.

Seja .4 a representação matricial da aplicação Z, e k a dimensão de .D

Como .L é não degenerada, det ,4 # 0

Como .L é anta-simétrica, temos

.4 + ,4' = 0

,4 = --.4' ---, det.A = (--1)kdet .4' = (--1)k det .,4 --, A - 2n

Portanto, dim Z) = 2n e dim À/ = 2n. + l.

Seja {ei}, l $ { 5; 2n, uma base local

e {0f, g} sua base dual.

Definição 1.4 .4 2n.-/orm

ba.se oüonormat positiva de D é chamada de ele'rrtento de uolum,e em D

Utilizamos a notação dy para a forma elemento de volume em Z). Localm

escrever db'' = 0i /\ . . . /\ 02" = Ai:i 0'

Proposição 1.4 Ezíste uma lÍRica ]-/OI'm

Z) e dwjb = 2"nldy

Seja ?7 uma l-forma sobre À/ com ker?7 = Z) (Proposição 1.2)

do(X, V) }''?(x) - o(lx, }''l)

X,}'' C D --, q(X) = q(}'')

d?(X, }'') -?(IX,}'''l).

D e finição Um.a distribuição de contado sobre À.{ é uma dàstribttição D de codimensão1.2 2 StT'}, 0Q l. 6

ortonormal de Z) {. /} uma base local de TÀ/r )

a, sobre M valor l quando calca/ada c?mg e qualquerassu7n,e

ente podemosl

a, Q sobre M a menos de sánat. fa/ qu.e ker w/
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L-'\, 1 / ' ['\ , r Jiiioau e nao aegeneraaa, a?/IO é não degenerada.

Sendo d?7jo não degenerada, existe uma base {bi}, l 5; i$ 2n., local

dual {77i}, l $ i$ 2n, onde escrevemos

>l. 772f-i /\ 7?2{
{-1

\ l l /

n

>.# v72{-1 A z72

n 2n

Como Z, /

n

l2

d,7lo

dolo

Logo, d77jZ} é não degenerada.

Portanto existe / : À/ --,

positiva.

Consideremos a forma g?7, onde g : .A/ --., R,

= /.dV, onde ./ : À/ --, ]R pode ser escolhida

dg A q + gdq

(dg A 77 + gd77)lo = gd?7jo, pois ker?7

g"(dqlnD) = g"n,l.fdb''

2"n,IdV' -, g"./' = 2" -, g = 2/(-1/")

Portanto, a forma procurada é w = 2/(-i/")77.

d(gq)

d(g?)lo

d(g?)lb

g"/?zldy

D

Definição 1.5 .4 /arma u da proposição antepor é chamada de /arma de confaÍo da

uaràedade sub-ràemannàana.

Proposição 1.5 .Ezáste um tínàco campo € sopre .A/ com as propriedades «,(e)
iedw :: 0.

l e

Seja t/ tal que «,(C/) = 1.

át/d«,(I'r) - d«,(U, I'r) é uma l-forma em À/. Tomemos sua restrição a D, ic/d«,lo,
que é uma forma linear sobre D

áud.,lo(}'') = d«,(C/, }'')

7



Como du é não degenerada sobre Z): exist,e um único Z campo em Z) t.al que

V}'' c 0, áud«,lo(y) dw(Z, }'' ) ,

ou seja,

vt'' c O, d«,(c/, }'')

Seja € = U -- Z,

«,(e) (u) - «,(z) = 1.

Se W é um campo em A/, podemos escrevê-lo

ied«, (w )

.«e+ y

d«.,(e, W) = d«,({, a<1 + }'')

d«,(e, aC) + d«,((, }'") = 0 + d«,(e, }'') z, y)

d«,(u, y) - d«,(z, }'') = O,

o que nos mostra a existência de tal campo

Vamos mostrar a unicidade.

Seja Ci um campo com as propriedades da proposição. Então

ie:d"={(du=0 e «,(ei)=«,(O=1,

«,(Ci - e) = 0 --, Ci - € C .0

VX c .O, d«,({,x) x)

VX c 0, d«,({i - e,X) = o.

Como dw é não degenerada em D, t.emos (i -- ( = 0, o que mostra a unicidade.

No teorema que segue definiremos uma derivada covariante que será associada à va

piedade sub-riemanniana de contat.o.

8



Teorema l.l .Ezisíe uma lírica der Dada couariante

'V.TNI x TNl--, TNI

que sütàsfo,z o,s propriedades

i) 'qX c D, NU e Th/[ , ''quX € D;

ü) VU € TM, VuE.

ià) vu c rÀ/, vx, }" € o, u<x, y> = <'7t/x, }'> + <x, Vul'>

íu9 se To. Ó o censor de torção de V, então VX, y € Z)

Tn,(X, }'') (X, }''')e e
ZI«(e, X) = ,(.V), onde ,(X) á t.m tenso, sáméÉrlco e

áf7- :: 0

Z

)

Na demonstração deste teorema explicitaremos os coeficientes da derivada covariante

para um referencial ortonormal local em .A4 assim determinando a existência e unicidade

da derivada covariante para abertos de À/ . Para uma cobertura por abertos de À/ teremos

a derivada covariante definida para cada aberto. Essa derivada covariante será indepen-

dente do referencial adorado pois para dois referenciais sobre os abertos C/i e C/2 teremos

duas derivadas covariantes V'i e V'2 únicas em C/t e C/2. Na intersecção destes abertos a

existência de uma derivada covariante já está garantida por Vi e V2. Como se ela existir

será única, então Vi e V'2 coincidem em C/i n t/2. Tomando então uma cobertura por

abertos de À/ garantimos a existência e unicidade de V

Demonstração: Seja {eí, e} um referencial local ortonormal sobre À/. Coloquemos

je:, ejl >1. '5'k + ":je
k

e 1{, ejl

d«, (e. , ej ) ..(«'(ej)) - ej(«,(e:)) - «,(je:, ejl)(l.:, ejl)

9



« l; .5« * «*'l - E .8«('*)
k

«iJ«,(e)

dw(e, ej) ((o(ej ) ) ej(«,(e)) - «,(1€, ejl)

e(o) ej(1) - «.,(le, ejl) -«., ( le , ejl)

« l; .J« * «.l - E .J«('* )
k

.j«,({) 'c.j

Como áed«,(ej) = 0, temos d«,((l, ej) = 0. Logo, cj = 0. Se V satisfaz a condição í, temos

e

Assim

Zh (e{, ej ) v..'j - v.,.: - l.:, .jl

Er
k

k
i.jek E rf:'*

k
E

k

h

'Ü'k

k

k
z.7 I'$ "Íje

Se V satisfaz a condição iv, então

Tn,(e{, ej) = d«,(e{, ej){

e, portanto,

0 (.r)

Se V satisfaz a condição iii, então

0 = ei<ej, ek> = <V..ej, ek> + <ej, '7.:et> r8 + ri:

ou seja,

ril- (//)

Permutando os índices em (1), temos

r5 - r$
h

'8
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r;* - rl.j ' ';*

rÍ:: - i'Í*

eira e a terceira igualdades e subtraindo a segunda, obtem

rb r* rh r +ri,+ri: - .5

Utilizando (11), temos

': - cl* + dk:

;k$
7h(e,ej) = Veej -- V.,e -- 1(,e.jl, pela propriedade ii

Tm(e, ej) Veej - 1(, ejl = >j:FJek - >:.f'.

Se V satisfaz iv, temos

Tm(e,'j) - }:,'-'('j)'.: ' ,'('j)
k

nsor T simétrico, temos

<,(':), ej> - <e:, .'-(ej)> --' <>1: .-'(e:)ek, ej> <e:, }: ,*(ej)ek>

--» ,'(e:) = ,'(ej).

Sendo o te

( .r .r / )

(.ry )

De iii, temos

o-(<':,.i> v«:,.i>+<':,Vc.j> - <Ei'l;«,'j> +<..,Er}..> r +r

Permutando os índices em (111), temos

,'(ej)

.3 {.. \

(}'')

1 1



Subtraindo as duas igualdades, vem

F} - r{ - cJ +d --» 2i'f

{('} d).

Assim, determinamos os coeficientes I't e I'k para a derivada covariante garantind
existência e unicidade

o a sua

Da demonstração do Teorema 1, podemos observar que o tensor simétrico r tem a

forma rlk = --(ck + dk)/2, pois

d ,*('j) - rJ
,'(ek) = i'i - dk

Somando as duas igualdades e utilizando 'd = rZ e I'k + I'{ = o, temos 2'rj:

Logo, d = -('J + dk)/2.

-.f - d

Proposição 1.6 0 censor de torção pode ser escrito na /arma

T. = u Ar+due)e

Seja L u.l{ + .X, V'' = ul( + y,

To,(C/, V') Tm(«-'e+ X, «:e+ }''') = Tm(«.:(, «:0 + Tm(«.:e, }'')

+Tm(X, «:0+ Tm(X, }'") = « '«:Tm(e,0 + «:T(e, }'')

+«:Tm(X,0+Tm(X,y) '.'-(}'') - «:,(X) + d«,(X,y)e

(-' A ' + d«, ® e)(U, }'') («, A ,)(U, L'') + d«,(C/, b'')e

= u(«:e+ X)'(«:(+ }'') - «,(«:e + }'').'-(«'e + X) + d«,(«:{ + X,«:(+ }''){

=(":w(C)+ «.'(X))'(«:{ + }'")(o'«,(C) + «,(}'')),(«:e+ .Y)

12



+«:«:d'.'(C, e)e+ «:d«,(.V, 0€ + «.:d"(C, }''){+ d«,(X, }''){

«.:,(«:e+ }'') - «:,(«:{ + x) + d«,(x, }''){

«:,(}''') - «:.'-(x) + d«,(.K, }'')e+ «:«:,(e) - «:«.:,'-(e)

:.'-(}''') - «:.'-(X) + du(.X, }'')eU

Assim, To,(C/, t'') = («, ,'\ T + d«, e) e)(C/, }'').

Lembrando a definição da derivada covariante de uma l-forma,

Vu,7(}''') )) - q(Vub''),

temos as seguintes proposições

Proposição 1.7 Para a /or'ma de contado da uarãedade sub-Memann ana ua/e a relação

Vw =0.

De fato,

Vu«, ( }'' )

Vu«.,(«:( + }'")

U(u(}'')) - w(Vul'')

U(«,(«'e + }'')) - «,(Vu(«:( + }''))

U(«:«,(e)+ «,(}'')) - «,(Vu(«:{) + Vul'')

U(«:) - «,(Vu(«:e)) - «,(VuY'')

C/(«:) - «,(U(«:)( + «:Vt,e) = U(«:) - «,(U(«:)e)

u(«:) - u(«:) = o

Vamos utilizar a seguinte notação

vq(c/, }'') (Vuq)(b'') - (VVq)(C/)

Proposição 1.8 Sendo ?7 uma .r-/07-ma, urze a re/anão

dz7 = Vv7 + q o T.

13



De fato,

dO(L'. L'')

V,7(L:. }'')

u(?( }'' ) )

u(q( }'' ) )

c/ (q( }'' ) )

u(q( }'' ) )

c/ (q( }'' ) )

dq(u, }''')

v'(,7(u)) - ,7(lc/, }''l)

,7(Vut'') - b''(q(C/)) + q(VvU)

b''(q(U)) - ?(VuV'' - VvU)

b''(q(U)) - ?(To,(C/b') + IU, t'l)

}''(o(u)) - ?(lu, }''l) - ?(z,(u, }''))

q(]"(c/, \'''))

0

Assim
)

d,7(C/, t'') b'') + q(Tm(u, }'''))

Em particular, para a forma de contato temos

du = Vw+woT.

Seja {eÍ}, l $ á 5; 2n + 1, uma base local ortonormal de campos e seja {0i}, l $ { $

2n + 1, sua base dual.

Podemos escrever a derivada covariante destes campos na forma Ve{ = :1:j wÍej, onde

uÍ são l-formas.

As formas uÍ são chamadas de formas de conexãor

Proposição 1.9 Serzdo V compafÍbe/ com a máfr ca, ua/e a relação u{

formas de con,dão.
"; para as

De fato.

V<':,.j> .j> + <e:, Veja

(E «.,l;.*, .j> + <':, E«,f..>

14



m CLS ig\maldades

dO:
J

De fat.o,

Vu0:(ej) (ej)) - 0:(Vuej)

Assim,

vo'('j) - - E«,.l ®oj

V0'(U, V) t,0:)(1'') - (Vr0:)(U)

- }:w.l ® 0j(C/, }'') + }: «,; ® 0j(U, }'') - >:(«,; A 0j)(U, }''').J

V0:(e.j) (Vej) E«f''
k

{
u.j

z+l

P'(Vuej) 0'(Vu)J

J

Logo,

Pela Proposição1.8, temos

J

e

d0' = V0' + 0' o T., = - >'c./:l A oj + To',

A equação d0{ = -- }1:J u.l /\ 0{ + Tí é chamada de primeira equação de estrutura.

Vamos escrever a primeira equação de estrutura para a derivada covariante da geome-

tria sub-riemanniana.

Seja {ei}, l 5; á $ 2n, uma base local de Z) ortonormal e {e{,C} base local de À/ com

base dual {0{, w}

Pelas propriedades ie ii da conexão, temos

15



E «j « o'
J

e Vw =0

dO'

dw

+ o: . Z:,,
j

ComoT. w A r -b dw G) (, temos

O'(«, A ,'- + d«, ® e)

Sendo T >'.f rJ ® e.j, temos

0'0Tm

«, o To,

u b.T'

«,(«, A , + d«., ® 0 + «,(d«, ® e) dc..,

Assim, a primeira equação de estrutura para a derivada covariante da geometria sub.
riemanniana é escrita

d0: + :l:w.l A 0j - u A I':
J

dw = dco

Proposição 1.11 Sendo X um campo tangente â dista buàção Z), vale a relação l{,XI c
D

De fato,

d«, (e, x )

d«, (e , x )

C«,(x) - x«,(C) - «,le, xl - x.i - «,le, xl

áN«,(x) = o.

Logo,

«,le,xl

Assim, 1(, XI c D
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Capítulo 2

Variação da energia

Serão consideradas variedades conexas. Todas as curvas são contínuas

Seja (]ü/, -D, g) uma variedade sub-riemanniana de contado.

Definição 2.1 Uma curda c : la,bl ---+ .A/, suave por partes na partição P

to, . . . , ti = b} é chamada tangente a Z) se

{«

Vt C la,ÓI -- P, é(t) C Z).(t)

Vf C P -- {a,b}, é(t+),ê(f') c Z).(t)

ê(a+) € Z).(.), ê(b') c D.(ó),

on,de

ó(t;') = lim ê(t) e é(ti) =ÍI --.b t +

O conjunto das curvas suaves por partes definidas em la,ól e

denotada por Q(Z)).

Utilizaremos a notação é € 1) para indicar que c é tangente a Z)

Assim, Q(Z)) = {c : la, ÓI --, A/IÓ C D}.

Sejam p, q C À/. Denotaremos por QPq(.D) o subc

tangentes a D será

onjunto de Q(D

Q.(0) {. : 1., ÓI --, .A.rlÓ € D, c(')

{. C Q(0)lc(.)

17



e por ç2P(Z)) o subconjunto

Q,(D) {c C Q(D)lc(«)

Em Q(1)) definimos o funcional comprimento de arco L : ç2(Z)) --, R, por

/,(c) I''.:,:."''ü..
onde <X, }'> = g(X, y).

Teorema 2.1 (Chow) Vp,q € A/, Ç2,ç(Z)) # 0

Demonstração: De fato, pelo teorema de Darboux (ref. Godbillon), Vp c &/3(yP,p,),

p, = (zi, . . . , z2«,z), p,(p) = 0, sistema de coordenadas onde a forma de contado ../ é

pronta

dz -- )l: zidzi+«.

Tomemos t/, C p,(UP) da forma uJ = IÍl:"(--', ')l x (--a', '').
Seja yPi = p;i(C''i). Vamos mostrar que Vq c yPI podemos construir uma curva

tangente à distribuição com extremos em p e q e cuja imagem está contida em yPI

Seja g,(q) = (ói, . . . , Z,2«--:).

O segmento de rega

7t

l2

,: : lo, il --- u,l

t --»(b:t,. ..,b«t,'--'--,...,b2«--:)

tem extremos em(bi,...,b2«+t) e(0,...,0,b.+l,...,b2«+i) e é tangente à distribuição

pois
n

«,(f:) (d; - >1:«.d«:--«)(ó-,

O segmento de neta
lZ

,0)

«, : lo, il --, u,l

f --,(0,...,0,b....:Í,...,b2.t,b2«+-)

18



tem extremos em(0,...,0,b.+i,. .. , b2n+l) e(0,. ..,0,b2«+i) e é t.ingente à distribuição

pois

«,(F,)(dz - }:«:d«:+«)(0, . . . ,0,b....:, . . . ,Z,,.,0)

Vamos assumir o caso em que b2.+1 > 0. O segmento de rega

n

lZ

,; : lo, il + uJ
--, (o, 0 í,o

0 0

,0,b2.+i) b2n+lten + b2n+le2n+l

tem extremos em (0, . . . , b2«--:) e (0, .

pois

, b2.+i) e é tangente à distribuição

«,(f3)

O segmento de rega

,0)

r4 lo, tl --, q

; --, \..Jii;=..ç\. 0 b2«+i)0

0, Z,,«+-) e («B;;i;, 00 0 o, «i;;=ii, otem extremos em (0,

e é t,ingente à distribuição pois

, b2«+i)

«,(f.) - «(«i=i, o, 00)

O segmento de rega

r5 lo, il ---, c/J

. 0, vb2n+l(l - t), 0,0t

o, «õ;==', o0 0

. 0, b2«--:(l - t))

tem extremos em (

à distribuição pois

, 0, b2«--:) e ( ,0) e é ta«ge«te

«, (f5) (dz -- >1, zÍdzÍ+.)(0, . . . , 0, -- Jb2.+i , 0,
{-1

- (vz,,«-.:)(- V'ó,«+-) - o.

0, -b2«+i)
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O segmento de ret.a

,'. : lo, il --

t -+

tem extremos em ( , 0) e 0 e é tangente à distribuição pois

«,(f6) = «,( 'Z'2.+:, 0,...,0)

Assim, temos uma curva suave por partes tangente à distribuição obtida pela imagem

inversa através de w-p da curva suave por partes formada pelos segmentos de reta ri a r6

Esta curva tem extremos em p e q e sua imagem está contida em VPI

O caso b2.+i < 0 é análogo e se b2«+t :: 0 bastará utilizarmos os segmentos de rega ri

Seja N {q € .t/lac : l«,ól --, A/, c C Q,(D), .(b)

Seja r C N. Como vimos anteriormente, existe um aberto }r,l para o qual cada ponto

pode ser ligado a r por uma curva suave por partes tangente à distribuição. Assim, estes

pontos também podem ser ligados a p, o que mostra que y.i C Ar e, portanto, /V é aberto.

Se r # Ar, então nenhum ponto de 14,i pode pertencer a N, caso contrário, poderíamos

ligar r a p por uma curva suave por partes tangente à distribuição, o que mostra que Ar
é fechado.

Como À4 é conexa, temos N = À/, o que t.ermina a demonstração

e r2

utuizanao o funcional comprimento de arco definimos a distância de dois pontos p e

q de À/ por

d(p, q) = infÍL(c)lc c ç2,.(O)}

N,lostremos que d é uma distância. Para t.anão, seja gt uma métrica que estende g de

forma que gi(e, e) = 1 e €1Z)
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Sendo c C Q,ç(D), t.emos

b ,b

L(c)= 1 gl.õ,ê):/2dt= 1 gl(à,ê)1/2dt= Lt(c).

Sejam p, q € À/, p # q, e Q,. = {c : 1«, Z,l --, À/lc(') = P, c(b) = q}

di(p, q) = infIEl(c)lc C Q..} é a distancia associada a gt

Como (2.ç(O) C Q,Ç e Z,iln,,.(o) = Z, temos

a

0 < dt(7',q) = infIEl(')lc C Q,ç} $ infIEl(c)I' C ç2..(O)} = d(P, q).

Sejam p, q, r C À/. Como Qm(.D) contém o conjunto das curvas suaves por partes que

têm o ponto q em sua imagem, temos

d(P,,) $ d(P, q) + d(q,,)

Finalmente, d(p, q) = d(q,p), já que o comprimento de arco independe da parametri

zação da curva.

Definição 2.2 C/ma czzrua c C Q,a(Z)) é c/zarnada minímãzante se

V'Y C Q,.(D), Z,(c) $ Z,(7).

C'«o e'á't« um« c««« mãnÍm{«nte, temo. d(p,q) = Z,(.) e « .« mínima«nte .í ««

extremo do funcional L.

Estamos interessados em conhecer as curvas extremais do funcional .L. Isto pode ser

feito com o auxílio do funcional energia definido por

E : Q.(D) --, R,

2

Da desigualdade de Cauchy-Schwarz temos

21
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::/ iKxxlbfç+y ç.vx.Lb..f\r yxx\lx.f .lt:)UKS.u.l. t.,u 'a'

tente. Aplicando ao caso / = llóll, t.emos

Z.(c): $ 2E(c)(b - «)

e a igualdade é válida se e somente se llóll é constante.

Assim, se c minimiza Z, e tem velocidade constante, temos

2E(')(b - «) (c)' 5; L('y)' 5; 2.E('y)(b - «) -- E(.) $ E(,y)

e c minimiza .E.

Sejam À/ e N variedades e / : N --, À/

Definição 2.3 Um campo ao longo de / é uma seco

V'(P) C T/(p)A/

Seja c : la, ól ---. À/ uma curva suave por partes na partiçã

Definição 2.4 Uma uar anão de c é um.a /unção contíizua

I' : 1., Z,l x (-.,.) ---, M'

(t, .) ---» I'(t, s)

partes em t., isto é,

Vt c la, ól, I'jttlx(

Tomemos A igualdade vale se somenteer

cona

ão V'' N -,TN{ [aJ que

to}

diferenciáuel em sZ f e suave por

.,.)

/ for

VS C l--C,CJ, I'jl.,blxÍs}

é diferem,ciáuet por partes na partição P
CT

ta. bl K iu\
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Definição 2.5 4 variação ánánãtesÍmaZ de I' é o campo ao /ongo de c dado por }'(f)

c,c), então c. é a curva

., : 1«, ól --, À/, c.(t)

r«,4 - ;«,4, r0;',4 - .llB.;0,4,

r«i,4 -.u« :-0,4, I'0,4 - =@,4.

Definição 2.6 1' e' uma uaràação de cantata de c se e somente se

V. C (-.,e), c, c ç2(D).

Definição 2.7 t'(t) - ã;(t,0) á uma uaráação án$n tesíma/ de cantata se e somente se
I' á Hma uaríaçào de contado.

A aplicação a: (--c,c) --- Q(.D) éumacurvaem Q(Z)) e nos motivaasseguintes

definições.

Definição 2.8 Um uetor tangente a Q(Z)) á lama uarãação ánánítesãmaZ de cantata.

Definição 2.9 0 espaço tangente a Q(Z)) em c é o conjunto das variações ànánátesímaís

de contado de c.

Denot.amos est.e espaço por TcQ(.D). Dest

é?l'/as, onde I' é variação de contato de c.

Definição 2.10 1' e' uma uahação com entremos ./idos de c se e somente se

VsC(-','), 1'(.,') (.) . 1'(Z,,.)

N' ot n rÃ p ç Seja . c (

a(;)s ---+ \-'.s

e modo rcç2(0) se e some«te se \V C /
r
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Para variações de contado com extremos fixos, se c(a) = p e c(b) = q, temos

V. C (-c,c), c, C Ç2,.(D)

Definição 2.11 y(t) - a" (1,0) á t'ma t'ahação ãn$n Éesáma/ de cont-

$=os se e somente se F é uma variação de cantata com extremos $10s.

Definição 2.12 0 espaço [angeníe a ç2.ç(J)) em c, denotado por TcQ.q(J)) e' o co@unto

das variações in$nitesimais de cantata com extremos $10s de c.

Utilizando as notações acima

}' C TcQ,.(0) - }'' - :, V' ', C Q.(0)

Se }''' C TcQ«(D), '«tão V'(«) = g(a, 0) = ác,(0) = 0 e a«alogame«te V''(b) = 0

Definição 2.13 Á di@rencãa/ de um /uncíona/ E : Q(Z)) --, IR em c á a aplicação

d.E. : TcQ(0) + R, d«d« po,

a.E.(}'') - lz(',)iS

Definição 2.14 Uma curva c C Q(Z)) á um poRIa crúíco de um ./üncionaZ .E se e somente

se d.E. = 0.

Seja c C ç2.ç(Z)) minimizant.e e I' uma variação de contato com extremos fixos e V' a

variação infinitesimal de contado a ela associada

Vs C(--c,c), E(c) $ E(c,). Logo,

d.F.(}'') = -g-Z(.,)l,.oS

ou seja, se c é minimizante, ent.ão VV' c TcQ,.(1)) dE.(V') = 0 e c é um ponto crítico de

Eln,,(o) -
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uõõu uujeuivu figura e esl.usar as varlaçoes lnnnlteslmals de conta

faremos uso de operadores sobre o espaço das variações inânitesimais.

No que segue, consideramos curvas c : la, ól --, .v de classe C'-

O espaço das 't'armações infinitesimais de c é o conjunto dos campos C'' ao longo de

c ou, de maneira equivalente, o espaço das secções C'" de c*(TÀ/) que denota

o '(.'(rÀ/ )) .

Este espaço tem estrutura de módulo sobre o espaço das funções C'"(la, ól, ]R), onde

a multiplicação é dada por

N Parato t.a.ntor

remos por

(/.}')(t) }'(t), / c c''(l«,ól, m,), t' c c''(.*(rm))

Definição 2.15 Sela ./ : ]V --, À/. Urn campo fange7zte ao longo de / (í um campo V ao

/ongo de / faZ que b' = d.f(}'), onde }' á um campo em N

Sejam y, 7' campos tangentes ao longo de /

Definição 2.16 IV',rl :: d/lv,rl

Proposição 2.1 Soam / : N --, M, Ç = d/(L') e f = d/(T) campos tangentes ao

longo de f e w . Thl --, EL um,a l-forma, sobre NI. Então vale a ig'unidade

d«, ( }'' , T ) r«,(v) - «,lt', rl

De fato, por linearidade, basta verificar a igualdade para u g.d/z, onde g, À : A/ --, ]R,

dw :: dg A dA

dw(Ü, f)(Ç', f))dÀ(f) - dp(f)dA(9')

b''))dA,(d/(T)) - dg(d/(]"))dA.(d/(}''))

(1')(dA, . d/)(r) -(dg . d/)(r)(dÃ, . d.f)(}')

(}'')d(A ./)(7') - d(g . /)(T)d(b ./)(L'')
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«,(r)(«,(d.f(r))) I'((g ./)db,(d/(r))) = }'((g ./)d(À ./)(r))
I'(g . .f)d(A . ./)(r) +(g ./)I'(d(Ã. ./)(r))
d(g ./)(}'')d(b ./)(r) +(g ./)}''(d(b. ./)(T))

r«,(b'')(r)d(A ./)(}'') +(g ./)r(d(à, ./)(}''))

V

v'«,(f) - r«.,(P) .f) +(g o/)(v(d(h ./)(T)) - r(d(A ./)(v')))

«,lç',rl lt',rl)(g./)dh(d/l\',rl)/)d(A./)(ll',rl)
(g '/)lç',rl(A. '/)(}''(r(h ./)) - r(}'(A ./)))
(g ./)(b''(d(Ã. ./)(r)) - r(d(b. ./)(b'''))).

Logo, }'«,(r) - ro(b') dw(t'', T) + ulL', rl, o (lue mostra a igualdade

A seguir enunciámos uma condição necessária para que uma variação infinitesimal sej

de contado. Esta condição nos motivará a definir um operador diferencial.

Proposição 2.2

:«d«M -- :;:««

Sda }' -ã- € T.al.D) uma liaMação {n$nitesimal de cantata. Então

De fato, utilizando a proposição anterior, tem

d«, ( }', r)
a a

=-«, (v'«,(T
S «,lv,rl

[v, r] - dr 1:,:1 - drM - o
}'' C TcQ(D) --. Vf € 1«,Z,l V. C (-.,.) «,(Ó,(t))

é,(t)

«,(r(t, .))
a-0 «,(]"(t, s 0âs



Assim,

d«0',q - -;«0'')
temosEm particular, para s = 0

dw(}''(t), ê(t)) + Ê"(I'''(t)) 0,

ou seja,

:«d«M + Ê::«« - O.

Definição 2.17 Seja Z)c o operador

D.: c''(c*(rÀ/)) --» c'"(l«,ól,m,)

}''' ---, -0.(}'') vd«,)(ó)
d+
dt

Em termos deste operador podemos enunciar a proposição anterior como

}' C T.Q(D) --, }' C ker Z).

Proposição 2.3 0 operador Z)c é um operador d /erencãa/ de primeira ordem

De fato, D. é ]R-linear e

(í.r«d")(ó) + i{.r« - d«,(/}'', ó) + i"(/}'')
'-«'",', * i«'", * :«'«, - '(.«'«,', * i«'«,) * g«.«,
/o.(}'') + lt'«,(t''')

Para escrever este operador em coordenadas tomemos uma vizinhança tubular de c e

um referencial ortonormal {eÍ}, l $ á $ 2n., de c*(D). Consideremos em M a métrica t,al

que ll€11 = 1 e €1Z). Assim, {eí,e} é um referencial ortonormal ao longo de c. Sua base
dual é {0í. w}

D.(/ }'' )
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Sendo }' C C''(c*(T-v)), temos b'' = E{ «:eí + «e, onde «:, u c C''(la, Z,l, ]R)

Escrevemos ê C Z) como é = E:i a'e{.

'd(\''') = z'.

du = }: bfjOi A 0j
{<k

dw(L', ê) = ll: ,i,0: A 0'Í(}'', ê) = >1: À,{:f(o:(}'')oj(ó) - oj(}'')o:(ê))
t <j 'i <j

: EA:,('''' .:) - EA:j«'«: «:,'
t<j 'i<j {<j

: .'«: h:,.:«' - «:«' A:,«:.'
t<3 'i<j 'i>j i.<=i

: .,--.'

Sendo .4j = Ei AÍja:, temos d«,(V, ó) = -- }=j ,4juj e, portanto,

".n') - d«0'', d + ::«0') - - E '!'«' + ã-,

que é a expressão do operador Z). em coordenadas.

Sendo \'' uma variação infinitesimal de contado temos V c ker(1).), ou seja

ú« g.=-E.'.'
e portanto

2n [

alJ
«(t) = >ll: / ,4j(«)«'j(«)d« + «(«).

Para V uma variação infinitesimal de contado com extremos fixos a condição V(a)

}''(b) - 0 deve ser satisfeit.a. Como V(a) = 0, temos a condição inicial u.(a) = 0 para a

equação diferencial acima e assim o valor de 7/.(b) está determinado. Portanto, para b'' ser

uma variação infinitesimal de contado de extremos fixos, ?f.(b) = 0 é uma condição que }'

deve satisfazer. Este fato motiva a definição de um operador.

Um campo \'' ao longo de c é um elemento de C''(c*(Z))) a) l€1 e assim podemos

escrevê-lo como t'' = L'm + il.e, onde }''x é um campo ao longo de c com VH(t) c Z).(t) e
zl. C C'-([a. ó]. IR)
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Sendo t'' uma variação infinitesimal de contado escrevemos a condição \'' C ker(Z).)

como
d'ü.-if }''"(t).

Para termos extremos fixos é necessário que «(a) = 0 e }''H(a) = }''X(b) = 0.

Seja COm(c*(-D)) o conjunto dos campos de vetores ao longo de c tangentes a Z) que se

anulam em a e b

Definição 2.18 Seja .ll. o operador

H. : C'0m(C*(.0)) --» R,

V'X --, H'.(}''H) = /".4(t)}''W(t)dt

Notemos que H.(vx) = u.(b), onde u.(b) é determinado pela equação diferencial Sy
dt

,4(t)}''X(t) com condição inicial ?..(a) = 0

a

Proposição 2.4 0 operador .17c é ]R.-JÍnear.

De fato. Seja u.i solução da equação diferencial fl: = Á(t)} l (t) com condição inicial

« :(«)

Seja u.2 solução da equação diferencial SIÍf = A(f)V2H(t) com condição inicial u.2(a) - 0
e À C ]R

*'ü' + flr - À.,4HK"U + .A(0u2HW

.4(t)(.xv"(t) + vÇ'(É))

e p'rtanto Àu.i + u2 é solução da equação diferencial iÜ- = .,4(t)(ÀUIX(t) + l/.X(t)) com
condição inicial «(0) = (Àul + u.2)(0) = Àui(0) + u.2(0) = 0. Assim

H'.(.Xy" + ub") «.(b) + «2(b) Àn'.(Vl") + H.(V2x)

Definição 2.19 Z)àzemos qwe uma cura/a c é regra/ar se H'. : C'om(c*(D)) --, ]R á sobreletor.



Proposição 2.5 S©a c : la, ól .---, .A/ Hma autua não constante, c C Q(1)), onde .D á uma

distübuãção de cantata. Então c é regular.

Basta mostrar que existe um campo yX para o qual H.(VX) # 0, isto é, que a equação

diferencial :T = .A(t)VX(t) com condição inicial u.(a) = 0 admite solução com u.(b) # 0.

Vamos construir tal campo.

Existe to C (a, b) tal que é(to) :# 0, pois c não é constante.
du é não degenerada, assim

ávdw = 0 --, V' = 0

do = >ll: hÍjOi A 0j = }. Aij0{ e) 0j
{<j 'i,j

í.d«, :j0:(é)0j # 0, p'is é# Ojáq« Ó(to) #O

Portanto, 3k .4k :# 0.

Seja 7H = .A'ek. C;lc«lemos .a.(7/').

u.(a) = 0 : - E..4j«j - (Á'):

H.(7X) = u.(Z,) = u.(a) + / (.4k(t))2dt > 0.a

e

Decorre, imediatamente, a existência de VX

Proposição 2.6 c C Q,ç(1)), p # q --, c á regular.

Definição 2.20 kero(D.) é o conjunto das uar anões ánánãtesãmaãs \'' ta s gue l).(y) = 0

e }''(.)

Lema 2.1 Z)ada uma uáz nAança tubular de c e {eÍ}, l $ { É 2n + 1, um re/erenciaZ

.'f'no,mal «o Zango de c de .»,m. qu. .(zi) = (zt,0) c R'"'': e ê(«1) = .: = a/õ«:,
ezáste "m ddeomor$smo g tai q e g o c(zi) = (31,0) e dg(ei) = a/az{, l 5; á $ 2« + 1.

Seja

e:(«1)

.:(,- )

1{ :j(":)ã:, 2Éi5;2n+l,
a
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/(«:,...,.,«--:' - E «:.(«D«:â -'-«:n
Para 2 5; á 5; 2n + l,

«lál ',«., - }l'«*'«:,;t-«,

-'(á)'«:,., - E'T:b...â*á-:
Basta tomar g = /-i

Seja

l

o 2.7 Soam p,q C À/, p # q, c C ç2,.(D). .Então valem as implicações

}''' C ker(.D.), V'(a) C Z).(.), y(b) c -D.(b) '' V' C TcQ(Z))

}'' C ker0(0.) --» L'' c TcQ.(D).

Vamos construir uma variação de contado cuja variação infinitesimal é V'

Tomemos uma vizinhança tubular de c difeomorfa ao espaço euclidiano onde À/ =

]R2" x ]R de forma que a curva c é dada por c(t) = (t, 0), t € 1a, ól e c*(D) = la, ól x ]R2"

e wlc :: dz, onde zi, . . . , z2., z são as coordenadas de ]R2" x ]R

r = V'x + u.( - V'x + u.--

y"(«) t'''"(z,) «.(«)

mo c é regular, podemos escolher H''X C (70m(c*(.D)) tal que #.(l,}'X) #

Seja l,}' € ker(.D.), W = WX + wa/az. Seja I' dada por:

F(t,s,P) sl''"(t) +Plr"(t)

Fixando s e p temos a curva em ]R2' dada por

'VO.d(t) = 1'(f, .,p)

'y0,d(«)(«,s,P) =c(')+;L''"(«)+Plt'"(«) .b'''"(.)

'yb,d(b)(Z,,',P) s\''"(b)+PP}'"(b)+.Ç'''"(b)

P roposiçãl

Co 0
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Seja c(,,p) : la, ól - IR2" x ü3. o levantamento de "y(..P) onde

'b,d(.) c(«) + sb''"(«) e «,(ê(,,,)(t)) = 0

Coloquemos C(t, s.p) - c(.,P)(t). C(t,s, p) é uma variação de c, pois C(t,0,0) = c(o,o)(t)

c(o,o)(t) é o levantamento de '(o,o)(t), '(o,o)(t) = 1'(t,0,0) = c(t). Assim, w('t(0,0)(t)) =

«,(é(t)) - 0 e 'P,Q(a) - c(a) e portanto o levantamento de 7(0,0)(t) é a própria 'y(o,o)(t)

ou seja, c(o,o)(t) = IP,o)(t). Assim,

C(t, 0, 0) = cO.Q(t) = '0,0)(t) = c(t)

Podemos escrever c(,,p) na forma ("r(,,p), z) e w na forma w = dz -- Ei aÍdz{, onde af.

l 5; 71 $ 2n, são funções C'' de zl,. . . ,z2n,z e ai(31,0) = 0.

A condição c(..U(a) - c(a) + s\''H(a) é então expressa por z(a) = 0 e «,(ó(,,p)) = 0 por

«, (+o,d , .ã)

ou seja,

2 :d«:(+0,d).

Assim, existem :i e c2 positivos para os quais a equação diferencial acima com condição

inicial z(a) = 0 tem solução suave para s, É' C (--ci, ci) x (--c2, c2). Isto mostra a existência

do levantamento c(s.P) (referência A.N. Tikonov, cap.ll, $5).

Podemos escrever C(t, s, p) na forma

C(t, ',P) ', P),a(f, ., P)).

Por construção, aC(t, 0, 0) é uma variação infinitesimal de c que pertence a ker(D.)

Como C(«, ', p) = 'b,d(') = c(') + 'b''w(.) = c(«) + .}'(.), temos

;=(",o:o) - v'"(') - }''(') c m:" -'- ilz(",o,o) -o
:=(f,o.o) - ;(í,o,o)+ il:(t,o,o)É' - I'''"(t) + :(t,o,o):
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Assim, â:(t, u,u) e solução da equação diferencial F = .A(t)y'(t) com condição inicial

u.(a) = 0. Pela unicidade da solução temos

=F(t, o, o) = «(t).

a.,
il=(t, 0, 0) - w(t)

Seja «- : IR' --' ]R definida por n(s,p) = a(b,s,p)

I'(t, 0, 0) = c(t) -- .(t) = 0, temos

Analogamente, temosl

«(o,o) o,o)

:@,q - :«,,o,Q-«00-0

g:0,0 - g:Q,,0,Q-wm#o.

Pelo teorema da função implícita, a relação n-(s, p) = 0 determina p como função de

s numa vizinhança de 0.

Tem's -tão p = p(') com p(0) = 0 e «(s, p(.)) = 0,

Z«o, pH) - :o, pN) + g;o, pw):N - o
:@, n+ g:@, o:m - o --- «.m+ .«m:w - o.

«(b) (b) # 0, logo Ü(0)
Seja

I':(t, .)

I'i(t, 0)

C(t, ., P(;)) ,

c(f,o,P(0)) c(t, o, 0)

Por construção, I'l([, s) é uma variação de contar.o de c(t),

FI(«, s) C(',s,P(s)) 'b,,M(') +st''"(«) +st''(.),

33



I':(b, s) C(b..,p(.)) I'(Z,,.,p(.)) + a(b,s,p(.))-=

c(b)+ st'"(b)+ P(.)n'"(z,) + a(b, s, P(s))#

.(z') + 'v'(ó) + '-(z', ',p('))i - '(ó) + 'l''(ó)+ "(',p(')):
c(b) + st''(Z,).

Se V(') = t''(b) = 0, então I'i(., s) = c(a) e I'i(b, .) = .:(b) e I'i será uma «nação de

contado de c com extremos fixos. Em geral

çt('.o) - i('(') + 't''(')) ,.. - \'''(")
1l:-o,n - â«oa + .}''«ul,.. - v''M,

1l:(*,o) - :!(t,o,o)+ ::(t,o,o):(o

ç''"(t) + g:(t, o, o)â - I'''"(t) + «(t)Ê' - }'''(t)-

Assim, a variação inÊnitesimal associada a I'i, variação de contato de c é V(t), o que

termina a demonstração

ac
)- t,0,0âs

Das proposições anteriores podemos caracterizar as variações inânitesimais de contato

com extremos fixos no que segue.

Proposição 2.8 Seja c C Q,ç(D), p # q. .Então

I' € ZQ.(D) -, }' C kero(O.)

Lema 2.2 Á aplicação / : F --, ]R onde F' = {/ c C"(la,bl,]R)l/(a)
/ --, .a .A(t).f(t)dÊ

Xi, .f(Z,) = X2}, .4 C C'(ja, Z,l, R), .4 # 0, á sobrdetora

Seja Z : ja, Z,l -- R a6m, g(a) = K: e g(Z,) = /Q
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Seja b = / -- g, H = {h C C''(la,bl,]R)lh(a) = h(b) = 0} e .ri o funcional linear

definido por

/i : J7 -, ]R
b

/z --, / .4(t)h(t)dt
a

b rb
1(.j:) = 1 Afaz = 1 A(e -F h)dt

basta mostrar que /i é sobrejetor.

.4 # 0. Assim, ]J = lai, bil C la,Z,l Vz VZ/ #,y c J .4(z).4(g/) > 0. Podemos assumir

V:« C J,.A(z) > 0.

Seja , € C'"(la, Z,l, ]R,) tal que

,'lédt + /:(h) ,

V« C 1«, ÓI, ,(z) ? 0,

v« c l.,ól - J, ,(,)
,(«:) ,(z,:)

ai + 3bi
,(«) = l

Seja m, = minlÁ(z)l= c J},

i:«.«* - j:"'«*. - j:«,« * j=".« *

z. l!:.L A'dt Zm,
çb., -- «-)

Como /i(r) > 0, /i é sobrejetor, o que demonstra o lema

/:( .'- ) .bl

Li:te. .4rdf
4

> 0

Proposição 2.9 Sda c C QPÇ(Z)), p 7é q, e Vi C Z)P, y2 C l)ç Então ezíste uma variação

án$n tesima/ de conÉaío }' C ZQ(O) [a/ que V'(«) = Ui e L''(Z,)

Pela Proposição 2.7 basta mostrar que existe uma variação iníinitesimal V tal que

b'(«) = }'1, }''(b) = Ue e L' c ker(O.).
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Utilizando a expressão do operador 1). em coordenadas a condição V C ker D. é dada

por

«(t) .4j(«)«J(«)d« +«.(«)

e t.emos as condições u(a) = u(b) = 0 para a variação infinitesima] }'

Assim, as condições sobre V são dadas por

b

.4'(t) u' (t)dta

a

Cromo c é regular existe k, .4k # 0.

Escrevamos a igualdade anterior como

b .h

.4k(t)uk(t)dt = >: / ' ,4j(t)t;j(t)dt.' ' ;z'«
Escolllamos arbitrariamente funções wj satisfazendo wj(a) = o{, wj(b)

.j 5; 27z, .j # k. Seja

uá, para l $

Á'(t)w'(t)dt e F {.f C C'"(ja, Z,l, m,)l/(«) «l;, .f(z,)

Seja / a aplicação / : F --» ]R
/ --, /ab'4k(t)/(t)dt

Como / é sobrejetora existe wk c f', /(wk) = m. Assim, a variação infinitesimal

y(t)
2n

E «,'(t)ej(t + «.(t)((t) ,

onde «(f) - E3=i .C .4j(z)wj(z)dz satisfaz y(a) = VI, b''(b) = V2 e }' C ker(O.), o que

termina a demonstração.

Nosso objetivo agora é estudar o funcional energia de modo a determinar as suas

curtas extremais as quais serão chamadas de geodésicas.
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Teorema 2.2 (Primeira Variação da Energia) Sda c C Q,ç(Z)), p # q, suave por

partes na padáção P = {a = to,... ,tz = b} e I' uma variação de cantata de c clÜa

uaráação ánánátes maZ á V. .Então, dE. : ZQ(D) --, m, á dad.

dZ.(1''') <b''(Ó), Ó(Ó)> - <\''(«), Ó(«)> - >ll:<t''(t:), ó(t;'') - ó(ti)>

<Vêó - <1'-(é), ê>e, }'''>dt,

onde ó(a) = ê(t&) e é(b) = .(fÍ).

por

/ l

l
b

a

De fato

<ó, ê>dt

-'..«, - ::''.,, ,-. - Ê l; .Á'«'« ',» 'l

- l G .Á'«,, ,».*l ,-. - ; .z' "«', ,»'*i,..

::.r:'":b'<r, >dtl,..
v<T, T> = 2<vvr, T>

v«r - Vrb'' - lt', 7'l r), lt', rl

vvr z,(v', r) + Vrb'

b'''<r,T> +Tm(y,r),]"> = 2(<vry,T>+ <Tm(y,r),T>)

Ê<1',7'> r> v,}',T> +<1'',v,T>

"«', ,» - , (i««, ,» - «", ','» * «"'", ,,, ,»)

d.E.(}'') = }: .Í :''': i<1'', T> - <v', vrr> + <Tm(}', r), r>dtl,..

= }:<1', T> llj''-' 1,:. - ili .Z'''' <t', VTT> - <Tm(b'', 7'), 7'>dt ,..
<V, '7êé> <To.(}'', é),ê>dt

b

0S

h

'.. -\r,'',:.'* -v.

z l

E<t'', ó>
i-o
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>:<v, ê> 1''''' = <v'(tz), ó(tí)> - <1''(to), ó(ti')> - >ll:<v(t:), é(f;'') - z:(ti)>

ó(ó)> - <1''(«), ó(')> - >1:<t''(t:), é(t;'') - ó(ti)>

T«(b'',é) +d«,®e)(}',ê)),(Ó) «,(é),'-(\')+d«,(}'',é)e

<Tm(V', ê), ê>)<."(é), é> - «.,(ó)<,'-(V'), é> + d«,(V', ó)<e, é>

<,(ê), ê> - «,(ê)<."(}'''), ó> + «,(ó)d«,(\', ê)

é><e, }''> - «,(ê)(<,'(b''), é> - d«,(b', é)).

Z l

lZ

Como c C Q(D), «,(é) 0, portanto

<Z.(}', é), Ó> = <<.'-(c), Ó>e, }''>

Assim,

<\''(b), ó(b)> - <1''(a), ê(')> - }:<t'(t:), é(t;') - ó(tÍ)>

<Vóé - <r(ó), ê>e, V'>dt.

Proposição 2.10 Sda c C QPÇ(1)), p # q, suave por partes na partição {a = to,

b\ e V uma variação {n$nitesimal de contado de entremos .Rios. Então

Z l

lZ

b

a

d A:.í V \

, tZ

d.E. : TcQ,.(D) --, R,

é dada por

! l .L

d.E.(}''') = - }1:<Ç''(ti), é(t:') - Ó(ti)> - / <V.é - <,(ê), ó>e, }''>dt

De fato, basta fazer }''(a) = }'(b) = 0 no Teorema 2.2

lZ

A seguir vamos demonstrar um teorema que caracteriza as curvas suaves que são

extremos do funcional energia. Para tanto faremos uso do seguinte lema.
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Lema 2.3 Soam .4 : la, ól --, ]R" e A : la,ól --, ]R" suaves taZ que a apZãcação

H : c8"(1«, ól, n") --, m,

H(w) = / A(t)t«(t)dt
b

é sobrejetora. Então

l H(w) = 0--,/ A(t)w(t)(it=01 ---, ]k c ]RA= kÁ.

De fato, como H é sobrejetora, temos .,4 :# 0. Portanto Jab ll.4(t) j2dt > 0

Seja k C ]R solução da equação

b rb
.4(t)A(t)dt - k / ll.4(t)ll'dt

b

a a

Assim,
D

.'l(t)(A(t) - k.4(t))dt

Seja ««(t) -- X:.4(t).

A igualdade acima é então escrita como -H(w) = 0.

Calculemos agora ./! ljA(t) -- t.4(t)ll'dt.

IA(t) - A.4(t)lj2dt = / (A(t) - Á:.4(t))w(t)dt
b rb .b

A(t),«(t)dt - k / .4(t)««(t)dt t)w(t)dt - kn'(««).CL JQ JCL

#(w) = 0 por construção e por hipótese H'(w) = 0 --, /ab A(t)u,(t)dt = 0. Assim

IA(í) - k,4(t)lj2dl = 0.

a

b

Logo, A = k.A.

Para o teorema que segue, lembramos que b, é definido por dw(X, y) = <h(X), y>

Teorema 2.3 Uma curda suave c C ç2,ç(Z)), p # q, á ez&remo de E se e somente se

,.'- (/'«,'',,'».«-':)«'',.



De«:o«stração: Se V.ó =(.C<,(ó),ó>d« -- A:) h(ê) e «,(ó) = 0, «tão
b

d.E.(\''') = / <<.'-(ê),ó>e - Vóê, \'>dt

h(ó) = EA; .4kek = ,4, L' = Ej; ukek + u.C. Assim,

<A(ê),b''> .,4'«*
k

O integrando da expressão de d.E.(}'') fica

Se \'' C kero(D.), então «.(t) = .C Ex; .,4'«'dz e «(b) = «.(«) = 0

<<,-(é), ó>e +a r <,(ê), ó>d« - k) h(ê), }''>dt

«.<,-(é), é> + <7-(ê), ê>dz - k
a E.,!'.*

k

.f(t)

/'(t)

ntegrando será escrito «(t)/'(f) + /(t)«.'(t) e

b

d.E.(y) = / u.(t)/'(t) + .f(t)?/.'(t)dt =a

«./l:(ó)-«(.)/(«)(z,)-o./(.)

e portanto c é extremo de E.

Se c é extremo de .E, temos

b

V}''' C TcQ.(D) = ker0(0.), d.F.(}'') = / <--V.é + <,(ê), ó>(1, }''>dta
b

(i.E.(}'') =/<--Véé, t''K>+ ?/.<7-(ê), ó>dt.

Coloquen:os/'(t) = <,(é), ó>,/(t) = .C<,(ó), ó>dz+ ki

«{'.H,â't - .-.j\l- J .f:a*. - «f\E.- IÍ jAV"dt

Assim, o i

CI

(,- (é) , é>d:«

(." (é) , ó>

d
1]. ./)dt-=(dt



Logo,

dE.(\''') =/ -<Vêó +/.4,}'H>dt+ ?'/l: ,

«(a) (Z,) V"dt
h

a

Assim,

V\'' C TcQ.(D)
b

dE.( }'' ) a <Véé + /,4, }''x>dt + /(b).H.(t''x) = 0

Como c é regular, H. é sobrejetor.

Pela igualdade acima, se H.(b'''X) = 0, então Jab <Véê + /Á, V'X>dt = 0.

Se L C C'om(la,bl, ]R2"), H.(L) = 0, então }r = Z, + /e, onde J = .C.4tdt pertence a

TcQ..(Z)) = ker0(D.).

Como

V}''' C TcQ..(0) -H.(Ç'''") (Z,)

estamos nas condições do gema anterior e portanto existe A2 C ]R tal que

-(V.é + /.4)

Võé = (/ + X:u),4, ou seja,

véó ([) + ke)A(ó) e

,.'- (/'«,'',,'»-«-*)«'',, onde k = (k: + X:2)

Corolário 2.1 Sela c € QPÇ(Z)) uma curda suave taJ que

V.ó <,'-(ó),ó>d« - x: l h(ó).
\.J Q ,l

Então .C<<r(é), ó>e -- Véé, y>dt = 0 para todo }' C ker(D.) taZ que V'(a) C Z).(.,) e I''(b) c

o.(z,) .
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De fato, basta notar que na primeira parte da demonstração do Teorema 2.3 só uti.

lizantos as condições u-(a) = u.(b) = 0 e $ = EÃ; .Akuk para concluirmos que .Ü<<r(é). ê>e

Vêê. I'>dt = 0 e estas condições são sat.isfeitas por V

Coi'Diário 2.2 Sda c C QPÇ(Z)) nas condições do OoroZárão 2./ e V' c TcQ(.D) faZ que

}''(a) C D.(.) e V(b) c D.(Z,). .Então

d.E.(b'') <b'(b), é(b)> <\'' («) , ê(.)>

Dentonstração: Imediata do Teorema 2.2 e Corolário 2.1

Teorema 2.4 Sejam C Q,ç(Z)),p # q, suaueporpades naparfiçâo P =Ía = fo,...,ti =

b} um ezíremo de E. .Então c á saque.

Demonstração: Seja ci = cl]t.,t.+.], 0 $ í .$ Z -- l.

Seja H c T.Q.(t:) '(t.+:)(D) e :iZi c TcQ,.(1)) tal que 7{(t) = 0 para t C ja, ól -- (f{, tÍ+i)

e \'f(f) = V'(t) para t c (t{, ti+l).

Do Teorema 2.2 temos dE.(U) = d.E.(r{).

Como c é extremo de .E, temos d.E.(7i) = 0. Logo, d.B.:(U) = 0 e portanto c: é uma

curva suave extremo de .E.

Pelo Teorema 2.3, cí satisfaz a equação

/ rt \

Vãê: <,(ó:), ó:>d« - X:: l h(ó.).
K.Jt,i.' ' ' ' )

Tomemos agora I'Ç' uma variação infinitesimal de contato de c tal que W(a) = ty(b) =

0 e TI'(ti) = é(t+) -- ê(tÍ) para l $ iü $ Z -- 1. A existência de tal variação é garantida

pela Proposição 2.9.

Como c é extremo de .E, temos

1-- 1 L

= - >1:1Ó(t;') - Ó(tÍ)l2 -/'V:é - <1'-(é),ê>(,}r>dt - 0d .E. ( }T' )r
l7
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Seja lL'í = m'li.:,..--:i-

As condições do Corolário 2.1 são satisfeitas por c{ e I'ri e portanto

<Vó:é{ -- <r(óí), êi>e, WÍ>dt = 0.

Assim, .C<Vóé -- <a"(ê), ó>e, W>dt = 0.

Logo, d.E.(T't') ló(t;'') - ó(tÍ)l:

Da igualdade acima, temos ó(tf) = (3(ti) e portanto c é diferenciável em tí, l 5; { $

Võ«Jê(ti) = 'Prof)Ó(t!') --' Vã-.0Jéi-i(t{) = vé.«Jó{(t{).

Da expressão de vê.ó{, temos

<l'-(é),ê>dz -- Ai-i =/<1-(ê),é>dz - k{ = -k{.rll..ç-u, ;'.« - *.-« - l
Assim, para t c lti, tl+il,

e, repetindo o argumento, diminuímos o índice í de forma a obtermos

/' rt \

,.' - (x..«,'',, '»-« - *.) «'',.

Como c satisfaz à equação acima, ela é suave.

Vóê = --
tr <r(é), é>(iz - ki-l

ti-- l
h(ó)(<r(ê), é>d:« -- k{ h(ê)

z l
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Clapítulo 3

Exemplos

Neste capítulo vamos apresentar três exemplos de variedades sub-riemannianas de contato

Estudaremos as geodésicas e a aplicação exponencial nestas variedades.

Exemplo 1: Espaço de lleisenberg

Seja Z) a distribuição gerada pe]os campos ei e e2 no ]R3,

ã; ' z/E'el

e2

Como jei, e21 = 2:g, a matriz da aplicação

Z, : D X Z) ---p TR3/Z)

(X, }') --, IX, }'jmodo

na base {et,e2,a/az} é l o2 2 l e portanto z, é não degenerada.
Assim, já que dim D = 2, a distribuição 1) é de contado.

Em Z) vamos definir uma métrica de forma que a projeção

n. : ]R3 --} ]R2

(z, y, ;) --, («,y)
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seja uma isometria sobre .D.

Como dn-(el) = a e dn(e2) = ãl;, a métrica em D fica deânida impondo que {ei, e2}

seja uma base ortonormal.

Observamos que dz(el) = 1, dz(e2) = 0, dg/(et) = 0 e d3/(e2) = 1 e portanto a restrição

das diferenciais d= e dy a D formam uma base dual de {ei, e2}. Assim, podemos escre\-er

a métrica em .Z) na forma g = da2 + dy2

A variedade sub-riemanniana de contado (]R3, Z), g) é chamada de espaço de Heisem-

berg de dimensão 3.

O elemento de área em Z) é a forma d.4 = dz A d3/ sobre Z), pois d.A(ei, e2)
Vamos determinar a forma de contado w.

Como dim À/ = 3, temos as condições

keru =.D e dcojo = 2d.4

Assim, «/(ei) = «,(e2) = 0 e dujo = 2dz A dy.

Seja u = adz + bdg/ + cdz,

«(.:)

«,(e2)

« (â - «:) - « - .«

« (; * ,â) - ' * .«

0,

0

Logo,

«, gd« - «dg/ + d.).

Seja q = #dz -- #dy + dz. Temos w = c77 e ?7lo = 0

du

d«.,lo

dc /\ ?7 + cd77,

(d'A ,z)lo + (cd,7)lo -2d« A dy)

Como duro = 2dA, temos c = --1 e o = --ydz + zdy -- dz

Determinemos o campo € associado a u.
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i,emorenios que este e o umco campo que satlslaz as condiçoes w(C) = 1 e áed.o :: U.

Como u(-- ' ) = 1 e, VX c D, d«,(--Ê, X) = 2d# A dy(--Ê, X) = 0, temos € = -- '

Na notação do Capítulo l temos os referenciais duais {ei,e2,C} e {0i,02,u}, onde

0i :: dz e 02 :: dg.

A métrica é escrita como g = (0:)2 + (02)2 e du = 20: A 0

A derivada covariante associada a (]R3, Z), g), V, para os

con'io

2

campos ei, e2 e € é escrita

VeÍ = }.uÍej, l É i,.j $ 2, e Ve = 0.

A primeira equação de estrutura é escrita na forma

J

dOi + >ll:o.l /. 0j = u A ri, l $ í, .j 5; 2,

dw = dw.
J

Como 0i = d# e 02 = dy, temos dOi = d02 = 0. Assim, a primeira equação de

pçtrlitlirn ó

Z./wj /\ a' = w /\ r , l S zlJ S z.

Pela unicidade de w; e r{, temos wj = 0, r{ = 0, 1 $ í, .j $ 2.

Desta maneira, Ve{ = 0, 1 $ í,.j $ 2 e Ve :: 0.

Determinemos agora as geodésicas para o espaço de Heisemberg.

A primeira condição para uma curva

2

J

. : 1., ól -- ]R,'

t --- («(t),y(t), ;(t))

ser uma geodésica é que ela seja uma curva tangente à distribuição l)

«,(é) (-#d« + «dy - d,)(á, ú, ,â) #á + zÚ - É = 0

Através do Teorema 2.3, observando que T = 0, temos '7éó = k/z(é)
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A transformação /l. é definida por <À,(X), y> do(X, y). Assim,

<h(e:), e:> = d«,(e:, el) = 0 -- A,(e:)

<À,(e2), e2> = d«,(e2, e2) = 0 --, b,(e2) = 8ei,

(ae2, e2> = dco(el, e2) = 2 --, a = 2:

</3ei, ei> = d«,(e2, ei) = --2 --, P = --2

Portanto, A(el) = 2e2 e A(e2) = --2ei.

íã;+ú6+2i +ú.,+(ày-"ú+2)i
íei + Ú.2 - «,(é)e = áei + Ú.2

h(ê) = --2Úei + 2áe2,

Vóê = Võ(áei+Úe2)=ãei+áVêei+ge2+Ú'7êe2=ãei+# 2

Substituindo em V;é = A/zíó). temmos o sistema

Sej 2A e assumamos l(il = 1.

ÀÜ = --À2á, = + À2Z Z

Se À # 0, então

i = .4 cos(Àt + p), ,4 c ]R+, p c ]R,

Ú .'lse«(Àt +p),/\

á2 + g/2 :: 1 --> .4 :: 1.

Assim,

Z cos(Àf + g), Ú = sen(,Xt + p),
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, - tse«(,xt + 'p) + «o

y - -; cos(Àt + P) + yo,

= T + «ose«(Àt+ y') -- yo "s(Àt+ p)

; = t(t - "o cos(Àt + p) - yos«(Àf + ç:')) + 'o.

.Assim, se À # 0, as geodésicas parametrizadas pelo comprimento de arco são escrit.as

como

= i««(Àt + v') + "o se«(.Xt + g) + .{ «;(Àt + 'P) - yo cos(Àt + P)

CÀ(t)

«(t)

y(t)

z(t)

(z(t), Z/(t), .(t)), o«de

.jse«(Àt + ç') + 'o,
-i «;(Àt + p) + yo,

{(t -- zo cos(Àt + p) -- yosen(Àt + p)) + zO.

0 e ã2 + y2 = 1. Logo,Se À 0, temos ã = #

i - coso, # = seno,

z :: t cos P + zo,

y = tsenp + yo,

É = zÚ - g/á = (t cos p + zO)seno -- (tsenp + go) cos g = rosenp -- yo coso

. ose«p - 3/0 cos p)t + «

Portanto, se À = 0, as geodésicas parametrizadas pelo comprimento de arco são escritas

« forma '0(t) =(z(t), y(t), ,(t)), onde

«(t)

g(t)

z(t)

f cos (P + zo,

ísen(p + yo,

(«Ose«p - g/o cos p)t + ;o
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A fll lrãn

expp : Z])P x IR --} ]Ra

(y, .X) --- exp,(y, .X)

r
(1,0y

-0

onde cÀ é a geodésica parametrizada pelo comprimento de arco com cÀ(0) = p e óÀ(0)

é chamada aplicação exponencial em p

Vamos determinar a aplicação exponencial na origem, isto é, para p = 0.

Utilizando coordenadas polares em 1), escrevemos V c Z) como }' = (r, 0).

Para À # 0, temos

V
l\''l

éÀ(t) + g)e: + se«(Àt + p)e2,

óÀ(0) + se«pe2 - (l, p),

Assim, g = 0.

cx(0) logo

«(0)

g/(o)

;(0)

,Ísen0 + zO - 0 --, zo = -- .Ísen0,

+ g/o = o ---, yo = .ecos o,
{(-«o «s 0 - cose«0) + ,o - 0 --» ..

Para À = 0, temos

óo(0) = cospe: + se«pe2 =(1,p) =(1,0) --, P = 0

co(0) «o = yo = zo

Assim, a expressão para a aplicação exponencial será

exp0(«, 0, 0) (, cos 0, «e«0, 0),
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exp0(r, 0, À)
l

(se«(.X«
À

l
seno(

À

+ 0) - seno, - cos(.X, + 0) + cos 0,

os(.X, + 0) - cos Ose«(À« + 0)))

{ l««(À«+o) "o,-«;(À,+o) +«;o,,
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Exemplo 2: a esfera S3

Neste exemplo vamos utilizar uma identificação do IR4 com o C2 de modo que o vedor

(zi, a;2, z3, z4) do ]RÓ corresponda ao par (zi + iz2, z3 + {z4) do C2

Em C2 o produto hermitiano canónico < , > é definido por <z,w> = miai + z2®2, onde

z -(zi, z2) ew =(wl,w2). Seja zi = zi+iz2, z2 = z3+iz4, wi = yi+íy2 e w2 = y3+iy4,

<;, «> (zi + {Jç2)(yi - Íy2) + (z3 + {z4)(g/3 -- ig4)

ziyi+ z2g/2 +z3y3 + z4y4 +(z2g/i -- zty2 +z4g/3 -- za3/4)

((;, w)) + iq(;, ««),

onde (( , )) é o produto interno do ]R4 e 1? uma forma bilinear anui-simétrica

Com este produto escalar podemos escrever

Sa {. c c'l<;, ,> = i},

{«. € c'l((., «.))

A distribuição num ponto z c S3 é deânida por

D, {«. c c:l<;, «>

Seja zl =(--z2,zi), onde z =(zl,z2) c S'. Assim,<z, zl> =0 e D. - lzXlc

Í, C T,S', pois ((z, Íz))

O espaço tangente em z é escrivo

TzS3 = lizln © Z), l,in ol;"lc

Nosso objetivo agora é obter a primeira equação de estrutura para S3

Notamos que {z, zl} é um referencial unitário pois

<z, z>
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{/i, /2} de Cz em função de z e z

ztjx -b z2f2,

--Z2/i + 7i/2.

l

zl

Resolvendo o sistema para /i e /2, temos

/l = 7iz -- z2z'L,

/2 := Z2z + zlzl,

dz :: dzt/i + dze/2,

dz:(2:. - ,2.') + d,2(22* + .i,'),

(Ztdzi+ Z2d.2), +(-,2d i+ ,ld.2),l,

-í(Zid;:+ 72d,2)(i,) +(--,2d.:+ ;ld.2),"

dzl :: --dz2/i + d2i/2

-dz2(z:, - ,2,') + dz:(22. + z:,')

(Z2dz: - 7idz2), + (.idzi + z2dz2),'

ã(?:dz2 - z2dz:)(i') - {(i(,:dz1 + .2d72)),"

Seja u = --{(2idzi + 22dz2) e p = --z2dzl + ztdz2,

ziZi + z222 = 1 --, zid2i + z2d22 + Zidzi + 72dz2 = 0,

i('idz1 + ,2d72) = -i(zid.i + 22d'2).

Portanto, w = D e podemos escrever

d; = w(i,)+ y.',

d;i = i@(í,) - í«,,l,

0 - d2z = dw(íz) -- u A d({z) + dpza -- p ,\ dzz

= id«,, - {«, A(«,(Í,)+ p;') + dP,' - P A(i@(ã,) - i«,;")

+ P A @),+(-á«,A P +dP +iP A«,),'
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Da igualdade acima, obtemos

dv 2{w /\ p = 0,

dw -- i(p /\ @ = 0.

Seja 0i 2=!:e e 022 s a , p :: 0i + ã02. Assim,

dOi + id02 2Íw A (01 + {02)

dOt + 2w /\ 02 = 0,

d02 -- 2w /\ Ot = 0,

d«, - Í(O: + {O') A (0: - {0')

dw -- 20i /\ f?2 = 0.

0,

0,

Notamos que dzjrzs3 é a identidade. Assim, sendo y c TzS3, temos

ç'' t'')(b'')({,)+P(}'''),'(í,)+o:(}''),'+o'(1'')(í.')

e {iz, zl, izl]. é uma base real de TzS3 cuja base dual é {w, 0i, 02}

A métrica sobre S3 induzida do ]R4 é gi = (u)2 + (0i)2 + (02)2, pois os vetores {z, zl

e izl são ortonormais em ]R4

Em -0 temos a métrica g =(0:)2 +(0')'

(S3, D, g) é uma variedade sub-riemanniana de contato onde, utilizando a notação do

Capítulo 1, temos el = zl, e2 :: {za, € - {z e u é a forma de contado

A primeira equação de estrutura é

dOi -F 2u /\ 02 = 0,

d02 -- 2w /\ Ot = 0,

du -- 20i /\ 02 = 0.

Da terceira igualdade, dw = 2d.4
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.A. derivada covariante associada à estrutura sub-riemanniana é escrita

V'ei = --2we2,

Ve2 := 2we

v€

Observamos que V é compatível com a estrutura complexa de D,, pois

{Vzl = {(--2«,e2) = --2{«,({zi) = 2«,ei = V zl

e, por linearidade, Va C C, Vaza - aVzX

Conhecendo a derivada covariante, vamos determinar as geodésicos de S3

Seja c : lat,óil --, s;
[ --, c(f) = ,(t) = (z:(t),,2(t))

Um campo ao longo de c é escrito

X(t) = «(t)z' + Z,(t)(Í.),

onde a : lat, bll ---- C e b : lai, bil --, ]R,

v.x - :,'+.v.,'+:G4--v.04

2i/: + ,à2/2 (é)(ã,) + p(é)zx

A curva c é uma geodésica se e somente se ê c Z) e Vóé = ÀA(ó), À c R

ó C .O n «,(Ó)

Ó = p(é),l =(--,2d.l+ ,td,2)(2i, ,â2).l

= (--;2É: + ,:É2);'

Assim, fazendo X = ê na expressão de véx, temos

v.ó - :," - Z:(-;,2- + .-:D;' - (-.::: -' ,:zD,'.
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Pelo mesmo argumento utilizado no espaço de Heisemberg: temos h(el) = 2e2 e /z(e2)

-2ei. Assim, VV c l),, /z(y) = 2{V

Véé = À/z(é) = 2íÀé = 2iÀazX,

:.' - 2:À-" --, «M - '''.''*', ''' ' c.
Como é = «.', temos(2:, .á2) = «(--,2, ,:).

J .zi = --aZ2,
1. .z2 = a21)

::- -::,-.:,- -:(â) «',: -':»::- «'':,

2t -- 2íÀ,àt + lal2zi = 0.

derar geodésicos parametrizadas pelo comprimento de arco.

<2, É> z"> = 1.1'

2i -- 2áÀái + zi = 0,

zl = .1(leiPit + .K2e /32 ,

onde ai :: À + y .L t À', P2 = À -- vl -+- À2 e .l(l, .rf2 c C.

;ài:= {piKie'ait+ {P2.l(2e/i2

Vamos consi

i.l"R= K
zl --z/31.Kle'tPit -- zÕ2Ã 2e'tJ

' --ã --/(e 2ÍÀt

= á.l((PiÃ.' le{(2À-Pi)t+ #2/(2e{(2À-02)t)

= ÍÃ'(pita.:P'' + #:X,e:P'').

As constantes X'i, -/(2 e X são determinadas a partir dos valores z(0)

e 2(0) = (.ài(0), .à2(0)).

Como /k.e2{Àt ::

l2t

(.:(0) , z2 (0) )

dize = <z, z'>, temos /{ = <,à(0), z'(0)>.

.: (o)

z2(0) = iX'PiKi + ÍX'P2X'2-
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Resolvendo o sistema para .Ki e /(2, obtemos

/... - êzÜl2.=.]gz3.W, K: . êeÜ9L:Jgzz©
' #2'Pt ' ' /3t--#2

Como á C O, Ê<,(t),z(t)> = < (t),,(t)> + <,(t),É(t)> = 0, assim <.(t),;(t)>
<,(0), ;(0)> 1 e c(t) c S;

As geodésicas em S3 parametrizadas pelo comprimento de arco, com condições iniciais

z(0)(0),,2(0)) e .á(0)(0),,à2(0)) são escritas

c* : 1.:, ó:l --, s:

t --, c(t) .2(t))
z:(t) e:P:' + Ã:.:P'*

z2(t) = {Ã(piTie:P'' + /3,R,e'P:'),

onde

B2= X--

<,á (o) , ,'(o)> ,
D2,1(0) - {K',2(0) . ,, Pi,i(0)

Vamos determinar a aplicação exponencial no ponto (0, {).

e iÃ' z2(0 )

OP,0 = 1({, 0)lc,

}' C DP,0 -, }'' = u(i, 0), u C C,

}''ll «(i,o)l
t'' «({,o)
l\''ll l«l

,M-0,0, áM-iÍ;ÍÍ-Ú'G,©,
x'(o),''(o)> - <à(i,o),({,o)> -

-{(ü)( 1) .
P2 ' Pi 2l"ll,/Í:i:"P'

/{2 = lãÍ;lÍi7Í:Í;li5 - -/{i-
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ponencial em (0, í) é escrita

exp(0,{) D(o,{) x ]R --' S3
(«({,0),À) --, exp0,0(«(i,0),.X) l«l)

exp(o,í)(u(i, 0), À) =(zi, ,2), onde

U

2lul«i -F-le

A aplicação ex

zl .:o-«n')l"l) .

(#:.:''-" .:':
Í:;xDI'l - (À

'e{(À+ x/Í:i:ÃT)lu l

Z2 Z

«l 21«1 «Í:;"P
+ v -.F À2)e:(À-v e mInI'l)
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Exemplo 3: a quádrica Q3

Como no exemplo anterior, identificamos o ]R4 com o C2. Em C2 definimos < , > por

<z, w> := ziiiit -- z2iii2,

onde , =(zi, .2), «, =(««i, w2).

Seja zi = zl+ iz2, z2 = z3+iz4, wi = gi + íy2 e w2 = yS +zg/4

<;, «> (zi + {z2)(Z/i -- {ye) -- (33 + {z4)(y3

zig/i + z2g2 -- z3y3 ' z4g4 + {(z2yi

((,, .«)) + iq(;, ««),

{; € C'j<,, z>

{«. € C'l((,, u))

r4y3 + z3y4)

A distribuição num ponto z € Q3 é definida por

z), {«. c c:l<;, «.>

Seja zl =(22,zi), onde , =(zl,z2) c Q'. Assim,<z,za> = 0 e D, - lzllc

-i, C T.S', pois ((z, á,)) = 0.

O espaço tangente em z é escrito TzQ3 :: l--ãzln q) lzllC

Nosso objetivo agora é obter a primeira equação de estrutura para Q3

Vamos escrever o referencial canónico {/i, .f2} de C2 em função de z e zl

z \ fl. -F zafa,

'zajt-+'zl,fazl

Resolvendo o sistema para /l e /2, temos

/1 Ziz + z2z l
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/2

dz

22z

dzi./'t + dz2.f2

d;:(-z:, + ,2.') + d,2(2,; .:,')

(--2idzi + z2dz2)z + (z2dzl -- zldz2)zl

i(-7:d,: + z2d,,)(-iz) +(,,d.: - *:d,2);'

d72/i + dzi/2

d2,(-7:z + ,,;') + d?:(z,. - .:,')

(--ZidZ2 + 72dZi)z + (z2d22 -- zid7i)zl

á(--7id72 + 22d7i)(--ã.) + {(-{(.2dz2 - .id7:)).X

dzx

Seja u = {(--Zidzi + 72dz2) e g = z2dzi ztdz2,

ztZi -- z222 = --1 ---, zidzi -- z2dz2 + Zidzi -- 22dz2 = 0,

{(-zid,1 + 2d,2) = -i(--;idzi + ,2dz2).

Portanto, w = aJ e podemos escrever

dz (-í.) + p.',

dzl = á@(--íz) + i«,zl,

0 - d2z = dw(--íz) -- w /\ d(--dz) + d(pzl -- .P A dzz

= -ád«.,.+ í«, A(«,(--d')+ p'l)+ dp.l - 9 A({P({,) + {«,;1)

- p A P), + ({«, A p + dp - ip A «,),'

Da igualdade acima, obtemos

dp + 2dw /\ p = 0,

dw -- i(p /\ @ = 0.
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Seja 0i 'F.o' s h , g :: 0i + í02. Assim,

dOi + ád02 + 2Íw A (01 + ã02)

dOi -- 2o A 02 :: 0,

d02 + 2u A ígi = 0,

d«, - {(O: + ÍO') A (0: - i0')

du -- 20i /\ 02 = 0

0,

0,

V}'' € TzQ;, d;(}'')(-{.)+ p(}'')zX = «,(}'')(-{,) + o:(b''),l + o:(1'')(i,l).

Em 1), temos a base ortonormal {zi, {zl} com base dual {0i, 02].. A métrica em Z) é

g = (o:)' + (o')'

(Q3, .D, g) é uma variedade sub-riemanniana de contado onde, utilizando a notação do

Capít.ulo 1, temos ei :: zl, e2 = {zl, (l - e w é a forma de contato.

A primeira equação de estrutura é

dOi -- 2w /\ 02 := 0,

d02 + 2w /\ 0i = 0,

d«, - 20i A 0: (d«,

.A. derivada covariante associada à estrutura sub-riemanniana é escrita

Vei

Ve2

v€

2ue2,

-- 2wei ,

V é compatível com a estrutura complexa de .D,, pois

{Vza - í(2we2) .2wei := V'e2 = V'íz

e, por linearidade, Va c C, Vcvzx
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Vamos determinar as geodésicos em Q3

Sda

c : l.:,z,:l ---- Q3

t --» c(t) z:(t))

ê = É:/i + É2.f2 (-{,) + 9(Ó);'

A curva c é uma geodésica se e somente se ê c D e Vóó = Àh(ê), À c ]R

é .'

'.' - =-'' -- .v.;' - ã-'' + '.«WO - :,',
vê(3 = Àh(é) = 2íÀé = 2iÀazi,

ã-- = 2iÀa --} a = /{e2'Àt, J( € C,

é (É:, 22) = .(22,2:)
J zi = aZe,
1. .z2 = aZI)

:- - ::: ' .:, - : ($) * «-,: - ':»;: * . ',,
2i -- 2{À.ái -- lal2z = 0

Vamos considerar geodésicas parametrizadas pelo comprimento de arco.

g(é, Ó) <á, ,à> z'>

2i -- 2ÍÀ2t -- z = 0,

zi :: /(le'Pit + X2e'P2t) onde Oi = À + '/À2 -- 1, P2 :: À

e .f(l, Ã'2 C C, se À 7é :l:l,

zi :: Kie't + íl/{2e t, onde /(i, .K2 € C, se À = 1,

zi :: .f(ie 't +fK2e ü, onde /(i,/{2 C C, se À :: --l

2i = i/3i.l(ie'P't + {#2.f(2e /3'", se À # ül,
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Éi = í/(ie" + /(2e:' + ãt.K2e:', se À = 1,

zl :: --á/k.ie''t + /f2e'' -- zt/<.ee' , se À = --l

z2 = -=-
a

-ij3tK \e 'P\' -- i13.zKae 'Pat
.l(e'2iÀt

z2 = -íK(?iria:P'' + B,T2e:P-'), se .X # :LI,

z2 -áKi +#2)e" - itr2e"), se .X = 1,

z2 = X(({ri + R2)e'" + ít.r2.'"), se À = --l

zl

As constantes Xi, X2 e Â. são determinadas a partir dos valores z(0) = (zi(0), z2(0))

e É(0) ,à2(0)),

.fk.e2{Àe P(é) É: - ,:É2

<,ã(o) , ."(o)> .

Se À # ül,

,:(o)

z2(0)

.F(l + Ã.'2,

-iK'(BiR'i +B,T2)

Resolvendo o sistema para Ki e /(2, temos

X.: - @.l!«»+iee1(9.. Ã. . #:z:(0) + iK';l;ilQ'
01 -- l3'L ' ''' l3\ -- l3,

Se À = l

.:(o)

z2(0)

K'i,

K(--iTi + Re)

Porta"to, Xi = ,i(0), X2 = /{;2(0) -- í;t(0)
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SeÀ= 1,

z-(0)

z2(0) Ã'({X'i + X'2)

P''t"to, Ki = zi(0), Ã'2 = Ã'.e(0) + ã,t(0).

Como ,à C , â<,(t),'(t)> (t),'(t)> + < (t),,à(t)>

(,(0), ,(0)> -1 e c(t) € Q:

As geodésicos em Q3 parametrizadas pelo comprimento de arco, com condições iniciais

z(0)(0),,2(0)) e ,ã(0)(0),É2(0)) são escritas

c* : 1.:, z,:l --, Q:

t -- .(t) = (;:(t), ,2(t))
zl(t) = X'ie:0:' + K,.{P'*

z2(t) = -iÃ(BiXie:B'' + ?,R,e:?-'),

Assim <z(t), z(t)>

onde

Pt = À + v/À2 - 1, P2 = À --

Ã' (o),,'(o)>,

«:-®:: ::3W . Ã.2 = , se À 7é :l:l,

,l(t) = (Xi + tÃ.2)e",

z2(t) = K'(-iR: + T2(l - át))e",

onde Ã' <,á(o), ;''-(o)>, Ã': ,: (0) e K, X,2(0) - {,: (0), se ,X

ZI(t) + t/Ü)e ",

,2(t) (iR': + T2(l + it)).'"

onde Ã' <á(0), z'(0)>, Ã': z-(0) e K, K.,(0) + {z:(0), se .X l
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Vamos determinar a aplicação exponencial no ponto (0, i).

b'' € DP,a ' 1''' ' "(-{,0), « C C,

l }''ll «(-{, o)ll

t' «(-{, o)
lv'll l«l

x'(o),''(o)> - <Ú'(-ã,o),(-i,o)> U

Se À # ül
U

= --Ã'2
21«1«.iz:T

Se À = 1,

''':-o, ''',-'''(-o-:if
Se À = --1,

''':-o, ''',-K(-o-lT
A aplicação exponencial em (0, i) é escrita

exp(0.i) : 'D(0,i) x ]R --> Q3
(«(-{,o),.x) + "Pp,o(«(-{,o),À)

exp(o,{)(u(--{, 0), À) =(zi, z2), onde

zl = t; (--e{(X+V'Ã!=')1'1+ ei(À-«Ã7:Í)lul)

z2 = .::pç:::l(X+V'.X'- l)e'" '' 'Jl"i -(À

cx(1«1)

Z

À + V'.ÀZ . l)e'(X-~/Ã!:Í)lül
2 .,/IÍe":T ='«')

se .X # :H

zi = --Íueíl"l,

« = (ã+ l«l)e:l"l, se À = 1,

zl

Z2

{.. {l«l

(á - l«l)e :l"l, s.
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