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Abstract

This work intends to shows the construction of an invariant of closed
oriented 3-manifolds starting from an invariant of framed oriented links, x(L),
and the decoration of knot’s diagrams. The main ideas involved come from
the so-called “Skein Theory” and from the relations among the skein space
generated by the elementary n—braids, the Hecke Algebra H,, and the Young
diagrams.

Resumo

Este trabalho se propde a apresentar a construgdo de um invariante de
3-variedades fechadas e orientdveis a partir de um invariante de links com
frame orientados, x(L), e decoragdo de diagramas de nés. Para isso, sao
usadas técnicas da chamada “Skein Theory” e as relacGes entre o “skein”-
espago gerado pelas n—trancas elementares, a Algebra de Hecke H, e os
diagramas de Young.
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Capitulo 1

Conceitos Basicos

1.1 Introducao

O interesse na classificacdo dos nés nasce no século passado com a Teoria Atomica de
Lord Kelvin, a qual associava cada tipo de né a um elemento quimico distinto. Na
tentativa de obter uma tabela de elementos, P.G.Tait, em 1877, publicou o primeiro
artigo contendo uma classificagdo empirica de nés.

Em 1928, J. Alexander descreve em seu trabalho um método que associa cada
né a um polinémio invariante por isotopia, o polinémio de Alexander, permanecendo
este 0 unico invariante polinomial por muitos anos.

A Teoria de Nés ganha maior fundamentagao matemadtica com a publicagao de
“Knotentheorie” de K.Reidemeister em 1932, onde ¢ mostrada a equivaléncia de nos
através da equivaléncia de diagramas via certos movimentos chamados de movimentos
de Reidemeister. A grande mudanga sé ocorre em 1970, quando Conway introduz
novos métodos combinatérios, os quais deram origem ao que hoje chamamos de “Skein
Theory”, produzindo o polindmio de Conway.

Em 1984, uma pequena “revolucdao” acontece com o trabalho do matematico
neo-zelandés Vaughan Jones, o qual produz um novo invariante polinomial de nés via
Algebra de Operadores, provocando uma onda de trabalhos na area. Apenas quatro
meses depois ¢ anunciada a descoberta de um novo invariante polinomial, o polinomio
HOMFLY (nome originado das iniciais de seus autores: Hoste, Ocneanu, Millet,
Freyd, Lickorish e Yetter), obtido de forma independente por grupos distintos (meses



depois dois poloneses Prsytycki e Traczyc publicam trabalho em que apresentam o
mesmo polindmio obtido independentemente dos outros grupos).

Vale observar que nenhum dos polinémios citados é um invariante completo de
nés. Em particular, o HOMFLY é o mesmo para todo par de nés conhecidos como
nos mutantes.

Também com o trabalho de Jones surge uma nova interacdo Matemdtica-Fisica,
através, principalmente, do trabalho de Witten, no qual aparece uma interpretagao
do polinémio de Jones na Teoria Quéntica de Campos, (a qual possui profundas
ligacdes com a topologia de baixas dimensoes [Atiyah]).

Em [RT2], Turaev e Reshetikhin deram um método para a construcao de in-
variantes topoldgicos de 3-variedades a partir de Algebras de Hopf modulares. Por
outro lado, em [TW], Turaev e Wenzl provaram que a teoria de representacoes de
U,(sl(N)) (o chamado Grupo Quantico da dlgebra de Lie sl(N)), quando consideradas
em ¢ = r—ésima raiz primitiva da unidade, gera uma algebra de Hopf Modular e por

conseguinte invariantes topolégicos de 3-variedades (os sl(N)-invariantes quanticos).

Essa dissertacio de mestrado é baseada no trabalho de Anna Aiston ([Annal),
onde é mostrada a construgio de um invariante topolégico de variedades de dimensao
3, sem bordo, compactas, conexas e orientdveis, T(L), usando como base o Teorema
de Kirby [Ki] e técnicas do que vem sendo chamada de “Skein Theory” (Teoria
de “entrangamentos”) introduzida por Conway em [C] e detalhada no trabalho de
Lickorish [Li]. A autora também mostra a equivaléncia de T(L) e o sl(N)—invariante
quéantico ja citado.

Nosso objetivo é mostrar como se dé a construgao do invariante T(L) tragando
sempre que possivel um paralelo com o sl(IN)—invariante quantico (sem contudo en-
trarmos efetivamente na construcio deste tltimo).

Como ponto de partida usaremos o polinémio “framed” HOMFLY x(L) que é
um invariante (por isotopia regular) de links orientados, mas que “ infelizmente” nao
é invariante sob os movimentos de Kirby. Sendo assim, “complicamos” o diagrama
original usando um processo conhecido como decoracgao de nés . A cada diagrama
P no anel S!' x I, associamos um outro que é o resultado da decoragao de L por P,
chamado satélite de L e denotado por L % P. Esse processo tem a propriedade de
que quando dois links L, e L, sao equivalentes, 0s decorados com o mesmo padrao P
também o sdo. Logo, o valor de (L x P) é também um invariante de links associado
a L.



A idéia basica é que a partir de alguma escolha “esperta ” de padroes no anel e
apOs algumas correcoes , possamos encontrar um valor invariante pelos movimentos
de Kirby e portanto um invariante topoldgico de 3-variedades.

Para isso, usaremos uma versao “diagramdtica” da dlgebra de Hecke Hy, e provare-
mos que todo elemento de C* é o fecho de um elemento de H, para algum n. Além
disso, mostraremos que C* é isomorfa como A—élgebraa Y, a algebra dos diagramas
de Young, que por sua vez aparecem na produgao de idempotentes em H,, cujos
fechos irdo gerar os padrdes especiais que servirdao de bloco para a construcao do
invariante T'(L).

A construcao dos sl(N)—invariantes quinticos basela-se, por sua vez, na as-
sociagdo do diagrama L a certas representacoes de Uy(sl(N)), através de um processo
denominado coloracgao.

Por outro lado, temos que o anel das representacdes U,(sl(N)) (com a multipli-
cacdo dada pelo produto tensorial), é isomorfo a dlgebra Yy, dos diagramas de Young
com menos de N linhas.

Lembrando que C* ~ Y, temos que, a grosso modo, “colorir” um diagrama L com
certas representagoes Vy, onde A € Y, € o mesmo que “decorar” L com um diagrama
de Young A (resultado demonstrado em [Anna]), vindo portanto daf a relagao entre
o invariante T'(L) e o s{(N)—invariante quantico.

Por fim, gostariamos de ressaltar que a proposta inicial ao escolher esse tema
foi mostrar que com técnicas mais elementares pode-se chegar aos mesmos resul-
tados baseados na Teoria dos Grupos Quanticos, a qual exige maior embasamento
matemético. Porém, no decorrer do trabalho, descobrimos que a abordagem feita em
[Anna] contém alguns resultados cruciais (em especial a demonstracao da invariancia
de T'(L) sob os movimentos de Fenn-Rourke) cujas demonstragoes involvem essa teo-
ria, e que portanto, sua construcao dos “skein”-invariantes nao estd completamente
divorciada dos invariantes quanticos.

Observamos que existe um outro trabalho realizado por Yokota em [Y], nao
abordado por essa dissertagao, que nao faz uso direto dessa conexao e que chega
basicamente aos mesmos resultados de Aiston.



1.2 Um breve estudo dos nés

1.2.1 Equivaléncia de nés

Definicoes 1.2.1 Dizemos que L é um link de k componentes se LCIR?ou S%é
homeomorfo a uniao disjunta de k cépias de S!. Denotaremos L = LU Ly U. ..U L.
L é dito orientado quando cada componente de L possue uma orientagao. Quando
k =1, e portanto L possue apenas uma componente, L € chamado de né.

Seja I = [0,1] e X uma espago topologico.

Defini¢do 1.2.1 Uma homotopia h: X x [ — X ¢ chamada uma isotopia ambi-
ente se hg é a aplicacio identidade e h, ¢ um homeomorfismo para todo t € I.

Definigoes 1.2.2 Dois nés K; e K, sao ditos isotépicos se existe uma isotopia
ambiente (em X = IR?) tal que hy(K;) = K>. No caso de nds orientados, pede-se que
a isotopia preserve a orientagdo. De forma analoga definimos links isotépicos.

A fim de evitarmos comportamentos patolégicos (os chamados nés selvagens),
vamos nos restringir nesse trabalho aos nés poligonais (em inglés, tames) que sao
0s nés isotdpicos a linhas poligonais simples e fechadas em IR? (ou S?), ajustando
assim as definicdes de isotopia ambiente para a categoria PL, ou “linear por partes”.

1.2.2 Diagramas de nos

Podemos recuperar a descricio de um né K (ou link) apenas por uma projecao em
um plano conveniente, p : R® — E. Um ponto P € p(K) C E cuja pré-imagem
sob a projecdo contém mais de um ponto é chamado ponto muiltiplo. Quando essa
pré-imagem contém apenas dois pontos, este ¢ chamado de ponto duplo.

Definicao 1.2.2 Uma projecao p : IR® - E de um né6 K é dita regular se:

(i) Existem finitos pontos miultiplos e todos estes sao duplos;



(ii) Nenhum vértice de K (tomando-o como uma linha poligonal simples e fechada)
é mapeado em um ponto duplo.

Novamente, observamos que a extensdo aos links é imediata.

Proposi¢do 1.2.1 ([BZ], pg-8) O conjunto das projecoes regulares é aberto e denso
no espago de todas as projecoes .

Isto significa que, dado um né K (ou link), sempre podemos tomar uma projecao
regular deste. Chamamos a imagem de /' por uma projecao regular de dlagrama
do né K. Novamente, se o né é orientado, pedimos que a projecao “carregue” essa
informacao.

Nesse caso, definimos o sinal de um cruzamento ¢, £(c), pela regra:

AKX

e=+1 e=-1

Sejam dois nés K e K». Fixemos um diagrama de K;UK,. Definimos lk(K, K3)
como:

k(K 1) =S e(e)

[

onde a soma é tomada sobre todos os cruzamentos ¢ de K sobre K e efc)=+1o
sinal do cruzamento c.

Definigao 1.2.3 Definimos o nimero de enlagcamento de K, e Ky (em inglés
linking number), como o nimero lk(Ky, I{3).

OBS: Hé4 varias outras definicoes (ver [Rol], pg.132) de nimero de enlagamento,
todas equivalentes a menos de um sinal.

E facil ver que lk(K,, K5) é inalterado se revertemos a orientacdo de ambas as
componentes e que muda o sinal caso revertamos a orientagao de apenas uma. Além
disso, decorre da defini¢do que quando lk(Kj, K) # 0 esses nds necessariamente sao
conectados (isto é, ndo existe uma isotopia ambiente que possibilita separa-los por
dois abertos dlsJuntos).



De forma andloga ao que fizemos, podemos definir o niimero de auto-enlaga-
mento. w(L), (em inglés, writhe ) de um link orientado L como:

onde ¢ percorre todos os cruzamentos de um diagrama de L.

A principio, esses ntimeros nao estdo bem definidos, pois ndo sabemos se inde-
pendem do diagrama escolhido. Vamos agora dar condicdes (necessarias e suficientes)
para que dois diagramas distintos representem nds equivalentes.

Definicio 1.2.4 Os movimentos de Reidemeister sdo os movimentos de carater
local, realizados em diagramas, descritos abaixo:

L R1I RI

- -

(
Q=X
e N\

YK

-~

//)

Teorema 1.2.1 ([PS], pg.11) Dois diagramas de links correspondem a links isotdpicos

se e somente se um pode ser obtido do outro através de uma sequéncia finita de movi-
mentos de Redeimeister RI, RII e RIII.

Através desse resultado mostramos, por exemplo, que o nimero de enlagamento
é invariante por isotopia ambiente de links orientados:
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Proposicdo 1.2.2 O nimero de enlagamento mantém-se inalterado sob os movi-
mentos de Reidemeister, isto €, independe do diagrama escolhido. Além disso, vale
que lk(K1, K») = lk(K>3, K)

Demonstragao:

O primeiro movimento, RI, envolve somente uma componente e portanto nao
afeta o nimero de enlacamento. Sob RIII o ndimero e tipos de cruzamentos nao
mudam e portanto também nao afeta (k.

J4 com o movimento RII, dois cruzamentos sdo criados ou removidos, porém
estes sao sempre de sinais opostos, nao afetando a soma final.

Para ver que lk(K, K») = lk(K,, K,), basta observar que no segundo caso, existe
uma projecao regular (um diagrama) onde todo cruzamento de K; sobre K, vira um
cruzamento de K, sobre K; com o mesmo sinal. u

Analogamente, escolhido um diagrama de um link orientado L, o numero de
auto-enlacamento w(L) é invariante pelos movimentos RII e RIII. Porém é clara-
mente afetado por RI, pois um cruzamento é criado ou destruido, adicionado-se ou
subtraindo-se 1. Observe que w(L) ndo é afetado pelo movimento R'I descrito abaixo:

I
<=

Defini¢do 1.2.5 Uma sequéncia finita de movimentos RII, RIII e R'I realizada
sobre um diagrama é dita uma isotopia regular. Dizemos que dois diagramas
sio regularmente isotépicos se um pode ser obtido do outro através de isotopia
regular.

Concluimos entdo que w(L) é invariante sob isotopia regular.



1.3 Invariantes polinomiais de noés

Para esse trabalho, somente interessarao os polinomios HOMFLY e o de Conway,
este podendo ser obtido (transgredindo a ordem de cronoldgica) do primeiro.

1.3.1 O polinémio de Conway

O polinémio de Conway é um invariante de links orientados que pode ser definido de
forma axiomadtica da seguinte maneira:

(A1) Para cada diagrama de link L orientado, existe um polinémio V(L) € C[z], tal

que:
L isotépico a L' = V(L) =V(L').

(A2) L isotépicoa 0 = V(L) =1.

(A3) Se L, L_ e Lg sio links que diferem apenas localmente pelos seguintes cruza-

XK

entdo V(L,) — V(L_) = 2V (Lo).

Chamamos a relacio dada em (A3), da “skein”-relagao do polinomio de Con-
way.

OBS: A existéncia e vdrias outras propriedades desse polinémio podem ser encon-
tradas em [Kaul].
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Definicdo 1.3.1 um link é chamado de link desconexo, (em inglés, split link) se
é equivalente a dois sublinks ndo vazios os quais se encontram contidos em regioes
disjuntas do plano.

Proposigdo 1.3.1 Se L é um link desconezo, entio V(L) = 0.

Demonstragao:

Podemos assumir que L tem um diagrama da forma:

Sejam portanto Ly = eL_ =

Fazendo uma rotacdo no espaco vemos que os links L, e L_ sdo ambiente
isotépicos e portanto V(L,) = V(L_), por (Al). Logo, pela “skein”-relagao da-
da em (A3) temos V(L) = 0. n

Agora, citaremos mais uma propriedade do polinomio de Conway, que nos sera
util posteriormente:

Proposigdo 1.3.2 ([Kau2], pg.82) O polinémio de Conway de um nd é dado por:
V(K) =14 zD(z2)

onde D é outro polinémio em z. Quando L é um link de mais de uma componente
temos:

V(L) = 2D'(z)

onde D' é um polinomio em z.

1.3.2 O polinémio HOMFLY

O polinémio HOMFLY, P(L) € C[v*!, 2] pode ser definido, a menos de um escalar,
pela “skein”-relagao:
v 'P(Ly) —vP(L_) = zP(Lo)

onde Ly, L_ e Ly sao os links que diferem locamente por um cruzamento segundo a
regra descrita na subsecao anterior.
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Normalizamos P pedindo que o valor de P no diagrama vazio seja 1. Como uma
consequéncia da “skein”-relacao temos:

)

P(LUO) = P(L)

Z

onde L U O denota a unido distante, isto é, unido gerando um link desconexo, de
L unido com uma curva simples fechada. Esse polinomio é invariante sob os trés
movimentos de Reidemeister, ainda que nédo saia diretamente da “skein”-relagao e
é multiplicativo quando calculado em uma unido distante, isto ¢, se L1 U L, ¢ uma
uniao distante, temos:

P(L1 U Lz) = P(Ll)P(LQ)

Nota: Novamente, para maiores detalhes e demonstracdes de propriedades desse
polinémio, ver [Kaul].

No presente trabalho, nos interessard apenas links invariantes sob isotopia regular
e portanto vamos modificar o polindmio P para esse fim. Chamaremos esse novo
polinémio de “framed” HOMFLY e o definiremos da seguinte maneira:

X(L) = (zv™)*"IP(L)
onde w(L) é o nimero de auto-enlagamento de L.

A relacao abaixo passa a valer:
x(0) = =(l)
E a “skein’-relacdo precisa ser ajustada para:

z7'x(Ly) — z x(L-) = z x(Lo)-

Definicao 1.3.2 Seja A o anel dado por:
A =Clzt, vt 5%, 2,8] ) <v i —v=10z>

onde z = s — s~ L.
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Observamos que x(L) é um elemento desse anel. A varidvel § é introduzida
para posterior especializacdo de A, na qual sera necessario “mandarmos” z para 0.
enquanto que as variaveis s e s”! sao necessérias para descricao das relagoes em H,y,
A—4lgebra que definiremos no préximo capitulo. E imediato que ao fazermos z=v=1
recuperamos o valor do polindémio de Conway, fato que nos sera util posteriomente.

1.4 No6s e Trancgas

Definicdo 1.4.1 Em IR?, considere os pontos A; = (1,0,0) e B; = (4,0,1), onde
i =1,...,n. Uma curva simples unindo A; a B; é dita uma linha ascendente se cada
plano horizontal a corta em exatamente um ponto. Uma n-tranga , ou tranca de n
linhas, é o conjunto de n linhas ascendentes unindo os pontos A;'s aos Bj's, duas a
duas com interse¢ao nula.

De forma andloga aos nés, definimos equivaléncia no conjunto das trangas via iso-
topia ambiente relativad {A;, B; /1,7 = 1,...,n} e diagramas correspondentes a esses
elementos, (sempre lembrando que estamos na categoria PL, ou linear por partes).
Dois diagramas de trancgas representam trancas equivalentes se forem obtidos um do
outro por uma sequéncia finita de movimentos RJ I e RIII (e seus inversos), relativos
aos pontos do bordo. Chamamos o conjunto das classes de equivaléncia de n—trangas
de B, onde podemos definir um produto induzido pela operagdo geométrica “colar
embaixo’ tornando-o um grupo.

Teorema 1.4.1 ([A]) B, ¢ isomorfo ao grupo abstrado gerado por:

< Ui,’i_—‘].,...,'n—]. >

com as relagoes:
0:0 = 0;03, [i—j|>1

0i0i410i = 05410i0i41, 1= 1,...,m —2

onde o; corresponde a n—tranga elementar:

V1.
R
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Obs: Graficamente, a equivaléncia pelo RIII é dada pela relagao
0i0i+10; = 0i+10i0i+1

como podemos ver abaixo:

Nota:

(1) Para maiores detalhes consultar [BZ] e [Birman)].

(2) Estaremos constantemente ao longo desse trabalho cometendo o abuso de ho-
ra tratar de uma tranca como o objeto geométrico, hora como sua classe de
equivaléncia.

Obs: Como o nosso interesse estd focado em links orientados, vamos considerar a
partir de agora trancas dotadas de orientagado, a qual no nosso caso, por convengao
serd sempre “de cima para baixo”.

Definicdo 1.4.2 O fecho de uma n—tranca § € B, é definido de forma natural
como o link B obtido unindo cada pontos A; com o ponto B; através de uma curva
simples sem intersecdo com (3 (excetuando-se obviamente os pontos A;, B; ) e de tal
forma que duas a duas possuam intersecao vazia.

Assim como foi feito para nés, damos sinais a cada tipo de cruzamento. Nu-
merando as linhas de uma n—tranca de 1 a n, considere as i—ésima e j—ésima linhas
tais que 7 > j. Quando a i—ésima linha cruza a j—ésima linha “por cima” dizemos
que o cruzamento é positivo. Caso contririo, o cruzamento é considerado negativo.

Definicdo 1.4.3 Seja f uman—tranga. Definimos o niimero de auto-enlagamento
w(B) de forma anéloga ao que foi feito para diagramas de nds, isto é, fazendo-se a
somatdria dos sinais dos cruzamentos de S.
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Observe que esse niimero, por termos uma estrutura de grupo, é dado pela soma
dos expoentes da tranca (8 escrita como uma palavra nas trangas geradoras ojs. A
cada tranca § € B, associamos naturalmente uma permutagao m € Sy, definida por
7(i) = j, se B liga o ponto A; ao ponto B;. Essa aplicagdo gera, de forma imediata,
um epimorfismo B,, — S,, onde cada tranga elementar o; é levada na transposigao
¢; = (i i+1). Lembramos que S, é gerado por:

{(ﬁi/i:l,...,n—l}

com as relagoes:

(i) ¢7 =1
(ii) pip; = dj¢s, se |i—j|>1
(iii) Pipit10i = Pig10iPit1

S, 6, portanto, claramente obtido de B, adicionando-se a relagao o? = 1. Essa
associacio mostra-se importante em vérios aspectos, entre eles:

Proposi¢ao 1.4.1 O fecho de uman—tranga é um nd se e somente se a permutagao
a ela associada é um n—ciclo.

Demonstracao:

Lembrando a definicio geométrica de uma tranga, observamos primeiramente
que o fecho de uma tranga tem uma tnica componente se e somente se “saindo” de

A; atingimos pelo fecho um outro ponto Aj, para quaisquer 1,] € {1,...,n}. Isso
significa portanto que a érbita do elemento ¢ pela permutacao associada a tranca
contém {1,...,n}, para qualquer i. Logo, essa permutagao ¢ um n—ciclo. [

Definigdo 1.4.4 Para cada permutagdo 7 € Sy, definimos uma n—tranga wx chama-
da tranca de permutagado positiva, pelas seguintes propriedades:

(i) Todas as linhas sdo orientadas de cima para baixo;

(ii) Todos os cruzamentos sao positivos;

(iii) A permutacdo associada a w, é a permutacao 7;
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(iv) Cada par de linhas cruzam-se no maximo uma vez.

Definimos uma tranga de permutagio negativa de maneira andloga, porém pedin-
do que todos os cruzamentos sejam negativos. Denotaremos essa tranga por Wy €
observamos que:

-1 _ —
W, = Wg-1.

Vemos a partir dessas propriedades, que dada uma permutacao 7 existe uma
tranca de permutagio positiva w,. Na verdade, essa relagao é biunivoca:

Proposicdo 1.4.2 As trangas de permutagio positiva sao unicamente determinadas
pelas propriedades (i)-(iv).

Demonstragao:

Seja m € S,. Sejam w, e W, duas n—trangas de permutagao positiva associadas
a 7 (isto é, duas n—trangas que satisfazem as propriedades (1)-(iv)).

Nomeamos as linhas de ambas de 1 a n, de acordo com seu ponto inicial. Por cons-
trucdo, duas linhas distintas i e j (em ambas as trangas), tém no maximo um ponto
de cruzamento, sendo que quando i < j, a j—linha passa a frente da i—linha (pois
0s cruzamentos sio por hipétese positivos). Como consequéncia, podemos desenhar
cada i—linha das duas trancas em planos distintos sucessivos.

Sendo assim, em cada plano, mantendo as extremidades fixas, pois por hipotese
elas induzem a mesma permutacio, podemos deformar a i—linha de w, na 1—linha
de @y, e portanto as duas trangas sdo equivalentes. [

Obs: (I) E imediato que o resultado vale para as trangas de permutagao negativa,
pois foi usado apenas que os cruzamentos eram todos de mesmo sinal.

(IT) Note que se w, ¢ tranca de permutagao positiva, temos w(B) = l(m), onde
I(r) é o tamanho da permutagdo 7 (isto é, o tamanho da menor palavra nos
geradores ¢; que representa ).
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1.4.1 Nota: Movimentos de Markov

Vimos que o fecho de uma tranca gera um link. O Teorema de Alexander ([PS],
pg.55) nos diz que todo link provém do fecho de uma tranca. Markov, por sua vez,
obteve condicdes puramente algébricas que determinam quando duas trangas geram
links equivalentes:

Teorema 1.4.2 Os fechos de duas trangas sio equivalentes se e s6 se uma tranca
pode ser obtida da outra através de uma sequéncia finita dos movimentos abaizo:

M1 : B +«— afa! a,p€ By

M2 : B «— poi! e B,

onde a multiplicagio Po, faz sentido considerando a inclusdo B, C By feita
adicionando-se uma linha a cada n—tranga f.

Esses movimentos sdo chamados movimentos de Markov e vé-se facilmente
que eles nao afetam o fecho de uma tranga. Porém, a demonstracao da outra impli-
cacdo do teorema é extremamente complicada podendo ser encontrada em [Birman)].

1.5 A Algebra de Hecke H,

A ©—4lgebra de Hecke H,(g) do tipo A é definida pelos geradores:

{gl) gz, - >gn-1}

e relagoes :

(i) g#=(@-1)gi+q
(i) ¢i9i+10i = 9in19i%iv1 t=1,...,n— 2

(iii) gi9; = 9505, li—Jl>1
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Observe que hd uma representagao imediata de B, em H,(g) identificando o;
com o gerador g;, na verdade essa dlgebra é um quociente da dlgebra de grupo de B,.
Usaremos ao longo desse trabalho uma outra versao de H,(q), a qual chamaremos
H,, dada pelos geradores:

{o1)i=1;...,m—1}

e relagoes:

(Hl) 005 = 0504, |'L —_]| >1
(H2) 0i0i410i = 0i410i0i41 1 =1,...,n —2
(H3) z~'o; —xo7' =2
sobre o anel A (ver 1.3.2), observando que podemos passar de uma para outra através
da identificacdo: =z =35 e q¢= s>

Observe que em A podemos escrever a relagao (H3) na forma:

(0: — a) (0 =) = 0

onde a = —zs7 ! e b= xs.

A aparente ambiguidade em usarmos o mesmo nome para as trangas elementares
e para os geradores de H,, desaparecera no préximo capitulo onde veremos uma versao
“geométrica” dessa dlgebra através do que chamaremos “skein” -espacos.

Nota:

(1) Lembramos que a dlgebra de grupo de Sy, CS,, ¢ dada pelos geradores:
{¢; = (ii+1) f 8=, 80— 1}
com as relagoes:

Q) ¢ =1
(ii) Gidir10i = dir10iit1, 1=1,...,n—2
(iii) ¢id; = ¢ji, li—jl>1
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Logo, fazendo ¢ = 1 em H,(q) recuperamos a dlgebraCS, . Isto ¢, H,(q) pode ser
vista como uma “deformacao” de CS,. Wenzl, em [WZ], mostrou que quando
q # 0 e ¢ ndo é uma |—ésima raiz da unidade para [ = 2,...,n, H,(q) ~CS,
como modulos.

(2) Pelo Teorema de Markov, vemos que, um funcional f definido em H,(q) tal
que f(hi.hy) = f(hz.hi) e que seja invariante sob os movimentos de Markov,
gera portanto um invariante de links. Essa, pois, é a base da construgao do
polinémio de Jones (ver [Jones]), utilizando-se o trago de Ocneanu em H,(q)
para criar o invariante que acabou por provocar grandes mundangas no cendrio
da Teoria de Nés, como citamos na Introducao .

1.6 Caracterizaciao de uma 3-variedade atraveés dos
nos

O objetivo dessa segao é apenas dar uma idéia de como um link L pode caracterizar
uma 3—variedade fechada (sem bordo e compacta), conexa e orientavel M através
de um processo o qual damos o nome de cirurgia, justificando assim o interesse
nos invariantes de nés para a constru¢do de um invariante topoldgico de M. Uma
exposicao detalhada sobre o assunto pode ser encontrada em [Rol] e [PS].

1.6.1 Cirurgia ao longo de nds

Defini¢oes 1.6.1 Um toro sélido V' C S$3 ¢ uma 3—variedade (isto é, uma vari-
edade de dimensdo 3) homeomorfa a S* x D% Um homeomorfismo A : StxD? -V
é chamado um referencial de V.

Uma curva simples fechada nao trivialmente homot6pica em 0V é chamada
meridiano de V se é homotopicamente trivial em V. Uma curva simples fechada em
OV é chamada longitude de V se intercepta algum meridiano V' transversalmente
em um unico ponto.

Proposicao 1.6.1 ([Rol], pg.29)
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(i) J é um meridiano de V se e somente se J € da forma h(1 x 8D?) para algum
referencial h.

(ii) K é uma longitude de V se e somente se K € da forma h(S' x 1) para algum
referencial h de V.

Proposicao 1.6.2 ([Rol], pg.30) Quaisquer dois meridianos sio equivalentes em
termos de isotopia ambiente em V. Por outro lado, existem infinitas classes de 1s0-
topia ambiente de longitudes em V.

Logo, a definigdo de meridiano é intrinseca, sendo que a de longitude involve
uma escolha.

Proposi¢do 1.6.3 ([Rol], pg.31) A menos de isotopia ambiente em V, existe uma
tinica longitude | que é homologicamente trivial em S3\V, a qual chamaremos de de
longitude preferencial.

Observamos que a classe de homotopia do meridiano, m e a classe da longitude
preferencial, [ sao geradores do 7, (9V).

Definicdo 1.6.1 Uma vizinhanga tubular de um n6 K € 53 é uma imersao :
f:K xD*— S*

onde f(z,0) = 2, Vz € K. Uma vizinhanga tubular de um né é portanto um toro
solido.

Proposicdo 1.6.4 ([Rol], pg.133) Seja V uma vizinhanga tubular de um no orien-
tado K. Uma longitude preferencial | de V' é caracterizada por lk(l,K) =0.

Considere um link L = L, U...U L, e vizinhangas tubulares V; para cada
componente L;, duas a duas sem interse¢ao. Seja h a uniao dos homeomorfismos
h;: 8V — 8V; parai=1,...,n. Considere M o espago obtido através da uniao:

S\ (int(Vi) U...Uint(V,) ) J(ViU...UV,)
h

onde identificamos os bordos das vizinhancas V;’s através do homeomorfismo h.
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Proposigdo 1.6.5 ([Rol], pg.258) M ¢ uma 3—variedade sem bordo, compacta,
coneza e orientdvel que depende somente a menos de homeomorfismo, da classe de
homotopia de hi(m;), onde m; é meridiano de V;, para todo 1 =1,...,n.

Dizemos que M assim definida é obtida por uma cirurgia em 53 ao longo do
link L. A fim de caracterizarmos melhor esse procedimento devemos caracterizar
portanto, segundo o resultado acima, a classe de homotopia das curvas h;(m;.)

Seja V um toro sélido, m um meridianode Ve h : 9V — 0V um homeomorfismo.
Temos que J = h(m) é um curva fechada simples em 9V que pode ser caracterizada
como um elemento de H;(dV). Por outro lado, como m (0V) = ZL x 7, e portanto
abeliano, podemos caracterizar J como uma curva no grupo fundamental de OV.
Logo, sendo [J] a classe de J nesse grupo, temos que :

[J] =pm+ql

onde m e [ sdo os geradores de m,(0V) e p,q € Z.

Proposigdo 1.6.6 ([PS], pg.45) Seja J curva simples fechada em V. Nessas con-
di¢ées uma das afirmativas abaizo ¢ vdlida:

(i) mde(p,q) = 1;
(1)) p=0 e q==%l;
(15i) p= %1 eq=0.

Voltemos & cirurgia ao longo de L = LyU. ..ULy um link orientado, considerando
para cada componente a vizinhanga tubular V;, para todo + = 1,...,n. Para cada
componente de L existe, como ja vimos, uma longitude preferencial [; orientada da
mesma maneira que L; e um meridiano m; tal que Ik(L;,m;) = 1. Tomando m; e
l; como os geradores do grupo fundamental de 9V;, como J; = h;(m;) é uma curva
fechada simples, pela Proposicdo anterior, podemos caracterizar a classe de J; pela

razao:
_ B

qi

Ti
onde [Jl] = pim; + ¢l;.

Chamamos essa razio de coeficiente de cirurgia associado a componente L;.
Quando ¢; = 0, e portanto p; = *+1, escrevemos r; = 0. Observe que nesse caso a
cirurgia é trivial, isto ¢, a variedade obtida é novamente 53,
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Nota:

(1) A escolha da orientagdo de L; é irrelevante, pois invertendo-se a orientagao
deste, a orientacdo de h;(m;) também é invertida.

(2) Se K é o né trivial, a cirurgia com coeficiente r = 0 resulta em M =~ S x 5.
Quando r = £1,41/2,...,%1/n,..., 00, temos M ~ S°.

Dizemos que a cirugia é inteira quando os coeficientes r; sio nimeros inteiros.
Surpreendentemente, temos o seguinte resultado:

Teorema 1.6.1 ([PS], pg.104) Toda 3—wvariedade sem bordo, compacta, conera e
orientdvel pode ser obtida através de uma cirurgia inteira em S3 ao longo de um link
L.

1.6.2 Cirurgia ao longo de fitas

Ao coeficiente de cirurgia associado a uma certa componente L; de um link L damos
o nome de framing de L;. Vimos que, sob uma cirurgia inteira (a qual é sempre
possivel) ao longo de uma certa componente K com framing p, o meridiano é ma-
peado na curva J, onde:

[J] =pm+L.

Nessa situacdo, J e K determinam uma fita em S3 (como componentes do bordo
desta), onde a informagao r = p traduz-se em:

Ik(J,K) = lk(pm+,K) =p

(o que decorre da escolha dos geradores m e [) e portanto em p “torcidas” na fita
correspondente. Por sua vez, uma fita em 53 pode ser transformada por isotopia em
uma fita plana, usando-se o chamado “belt trick”.

A idéia portanto é trabalhar com diagramas no plano representando essa fita,
olhando apenas para o diagrama de uma das componentes do bordo, o qual chamare-
mos de diagrama de link com frame. Prova-se ([PS]) que mudangas nesse dia-
grama efetuadas por isotopia regular nao afetam a fita original e portanto a cirurgia
correspondente em S3. Mais ainda, vale que:
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Teorema 1.6.2 ([PS], pg.124) Dois diagramas de links com frame correspondem a
links isotdpicos com mesmo framing (e portanto, produzem a mesma variedade) se e
somente se esses diagramas podem ser obtidos um do outro via isotopia regular.

Seja M (L) a variedade obtida através de uma cirurgia em 53 determinada pelo
diagrama de link com frame L. O préximo resultado nos permite “decidir” quando
duas cirurgias produzem, a menos de homeomorfismo, as mesmas variedades, olhando
apenas para o diagrama L.

Teorema 1.6.3 [FR],[Ki], [Lil] FEziste um homeomorfismo preservando orien-
tacdo entre M(L) e M(L') se e somente se os diagramas de links com frame L e
L' podem ser obtidos um através do outro por isotopia regular (e isotopias do plano)
e por uma sequéncia finita de movimentos de Fenn-Rourke, a saber:

M—»

L - 0+ (L)

=l

i /@é

L et p_(L)

Este Teorema nos propicia, portanto, encontrar invariantes de 3—variedades
fechadas, conexas e orientdveis produzindo invariantes de nés (por isotopia regular)
que sejam também invariantes pelos movimentos de Fenn-Rourke.
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1.7 Decoracao de nds

Suponha que ao calcularmos o polinémio HOMFLY de dois nés L; e Ly , 0os quais
suspeitamos serem distintos, a resposta tenha sido a mesma. Podemos entao tentar
“complicé-los” obtendo dois outros nés K; e K, de maneira que se L, e Ly forem
equivalentes, necessariamente eles também o sejam e que seja possivel a obtencao de
repostas distintas das anteriores. Logo, se calcularmos os polinomios HOMFLY de
K, e K, e obtivermos respostas distintas, teremos uma prova de que L; e L, nao sao
equivalentes.

Uma maneira de fazermos essa “complicagao”de nds que satisfaca as propriedades
acima é o que chamamos de decoracao de nds. Observamos novamente que um
diagrama de né nesse trabalho serd sempre um diagrama orientado de né com
frame, e portanto a equivaléncia serd em termos de isotopia regular. Seja K um
diagrama de né. Lembremos que um né com framing implica na escolha de uma
curva paralela & ele , ou melhor , uma fita que é uma imersdo do anel em S°.

Definigoes 1.7.1 Seja P um diagrama no anel. Considere a imagem de P pela
imersao do anel na fita definida por K e chame o seu diagrama no plano de K * P.
Obtivemos entdo um diagrama de um né K o qual chamaremos de né satélite .
Além disso, chamaremos K de né companheiro e P de padrao.

Exemplo:

@'
3@

Satélite do né figura-oito com framing -1.
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Se K, e K, sao equivalentes, entao K e R; também o sdao. Sendo assim, K iré
depender somente do né K e do padrao P.

Nota: Em [MS] h4 a demonstragio da existéncia de pares de nés com o mesmo
polinémio HOMFLY e uma decoragao especifica resultando em polindémios distintos.

(8]
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Capitulo 2

“Skein” Espacos

Introducao:

Observamos primeiramente que a partir de agora ao falarmos “links” estaremos nos
referindo sempre ao diagrama orientado com frame deste. Estaremos também con-
siderando a equivaléncia entre links dada por isotopia regular.

Vimos que a cada diagrama orientado L de um link podemos associar um ele-
mento do anel A (def. 1.3.2) obtendo uma aplicagao :

x:D—=A

onde D é o conjunto das classes de diagramas de links orientados em IR? e x(L) é o
polinémio HOMFLY do diagrama L. Podemos, porém, trabalhar com mais estrutura,
considerando um A—médulo livre tendo como base o conjunto D e estendendo a
aplicacdo x para esse mddulo, obtendo assim um funcional linear.

Vamos no entanto considerar D como o conjunto das classes de diagramas e quo-
cientar o0 A—médulo dos diagramas pelas “skein”-relagdes do polinomio HOMFLY,
obtendo 0 A—médulo S(IR?), de modo que dois diagramas com o mesmo polinémio,
sejam o mesmo elemento nesse médulo.

Passaremos portanto a fazer “contas” com diagramas de links e a fim de obtermos
resultados interessantes e que nos levardo ao invariante de 3-variedades, vamos ter
que considerar diagramas em outros espagos, definindo o nosso A—moébdulo de maneira
andaloga.
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Definigoes 2.0.2 Seja F' = R? ou F' C IR? uma subvariedade compacta de di-
mensao dois equipada com um conjunto finito de pontos P em OF orientados como
pontos de “entrada” Pg ou pontos de “saida” Ps.

Um diagrama em F ¢ a intersecao de F' com um diagrama orientado I em IR?,
onde 8F N L = P e tal que 8F N L = P nao possua pontos de cruzamento de
L. Além disso, a orientacio de L em 8F N D = P coincide com a dada aos pontos
destacados.

Dois diagramas em F' sdo equivalentes quando um pode ser obtido do outro
através de uma sequéncia finita de isotopias de F' e de isotopia regular, relativas a
AF (isto é, mantendo-o fixo). Seja D o conjunto dessas classes de equivaléncia.

Definimos o “Skein” Espaco de F', S(F'), como o A-médulo com base em Dp
quocientado pelas relacoes locais:

(r1) x"lx—xX=z)(

@3 b =Y,

Obs: A partir de agora nao faremos distingao entre um diagrama e a sua classe.



2.1 Aplicacoes entre “Skein” Espacgos

Definigdo 2.1.1 Uma instalagio W de F em F’ é uma inclusao de F em F'
juntamente com um diagrama de curvas e arcos fixados em F'\F, tal que a fronteira
desse diagrama fixado consiste exatamente nos pontos destacados nas fronteiras de
F e F', respeitando as orientacoes respectivas.

Qualquer diagrama D em F pode ser entdo estendido ao diagrama W (D) em F'.

Teorema 2.1.1 Uma instalacio W de F em F' induz uma aplicagdo linear definida
por:
Sw: S(F) — S(F")

tal que Sw (D) = W(D).

Demonstragao:
Basta observar que como as relagdes sdo locais, uma colegao de diagramas em S(F)
que satisfazem determinadas relagdes continuardo a satisfazé-las em S (F") quando

for efetuada a instalagao . m
Corolério 2.1.1 Considere Fy, Fy, ..., F, com as respectivas instalagoes em F' Sw,,
Swa, ---, Sw,. Entio essas instalagdes induzem uma aplicagao multilinear:

S’u/l X S‘,V2 X -+ X S'W,1 —%S(F)

Esse conceito serd util para transformarmos alguns espagos em &lgebras, como
veremos a seguir.

Exemplos:

2.2 S(R?

Pela Proposicdo anterior e pela existéncia e unicidade do polinémio HOMFLY, temos
que a classe de qualquer diagrama D no plano pode ser representada pelo elemento
x(D).¢ € S(IR?) onde ¢ é a classe do diagrama vazio.
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Esse fato estabelece uma bijegao entre S(IR?) e A, que na verdade é um isomor-
fismo de A—médulos.

2.3 S(RY)

Definimos IR}, como o retangulo [0, 1] x [0, 1] onde Pg = {1} X {ﬁi}’ -, {1} x
{mite Ps ={0} x {35}, - -+, {0} x {75}

Um exemplo de um elemento desse espaco é:

A instalagao ébvia W de “identificar {1} x [0,1] com {0} x [0, 1], nos fornece
uma aplicagao bilinear S(IR;) x S(IR;;) — S(IR}) a qual define um produto em S(IR?)
tornando esse espago uma algebra.

Exemplo:

)

E facil ver que ha um homomorfismo do grupo de trancas B,, nessa &lgebra,
pois as relagoes entre os elementos desse grupo se traduzem na dlgebra S(IR?) pelas
relagoes RII e RIII. Lembrando a conexao entre B, e a dlgebra de Hecke H, (ver
cap.l), temos o seguinte resultado:

Teorema 2.3.1 [MT] A dlgebra S(IR?) e a dlgebra de Hecke H, sdo isomorfas.
Além disso, S(IR};) é gerada como dlgebra pelas trangas elementares o; orientadas.
Como mddulo tem como base as trancas de permutacio positiva w, orientadas.
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Vamos a partir de agora tratar da algebra H, na sua forma “pictérica” S(IR}).
Considere portanto h, € H, e h,, € H,,. Podemos “colar” esses dois elementos iden-
tificando as laterais dos retangulos IR e IR}, obtendo desse modo um representante
de um elemento de H, .. Essa operacdo geométrica induz um homomorfismo de
algebras:

©:H,®x Hyn — Hypm:

Abusando da notagao vamos representar o elemento:

e(hn 139 h’m) € Hn+m

por h, & h,. Observe que podemos incluir de forma homomérfica H, (ou H,,) em
H,, 1 considerando os elementos h, ® 1®™, onde 1™ ¢ o elemento identidade de H,,
e portanto a tranca trivial de m linhas.

24 SS*'xI)=C

Consideraremos S! x I sem pontos destacados no bordo. Nesse caso espaco C torna-
se uma algebra com a multiplicacdo induzida pela instalagao “inserir dentro” que é
claramente comutativa em fun¢do dos movimentos RII e RIII (basta “passar” um
diagrama “por baixo” do outro).

Considere Ct a sub-dlgebra gerada pelos diagramas com orientacao anti-horaria.
Sobre ela temos o seguinte resultado:

Teorema 2.4.1 [Turaev]: C* ¢ livremente gerado como dlgebra pelos elementos
Ym , m € N, onde @,, € o fecho da tranca Om_10m—2...01 .

A tranga op—10m—2...01
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Definicao 2.4.1 Seja n € IN. Uma particao de n é uma k-upla A = (A, Ay, ..., M)
k

onde \; € IN, Ay > Ay > -+ > Ap e 3 A; = n. Incluimos formalmente (0) como uma
1=0

particao de n = 0.

Corolério 2.4.1 Seja C™ o submddulo de C* gerado pelos elementos do tipo:
(i) (@h)--(ir)

onde % _oixjx = n. Entado:

(i) Ct=@>2,CM e cM cm) = ntm)  opde ) € CO

(ii) A dimensio de C™ como A—mddulo é o mimero de parti¢des de n.

Demonstracgao:

Pelo Teorema 2.4.1 , todo elemento de C* é uma combinacdo A-linear de mondmios
em ¢,, m € IN. Como esses elementos geram C* livremente como dlgebra, os
mondmios irdo gerar C* como A-médulo.

Seja A, = {(cpff)(w{j)(wf;’) / Yh_oujr =n}. Como C* é dlgebra livre, A, é
base de C(™. Observemos primeiramente, que pela comutatividade de C*, podemos
sempre supor i; > i > ... > i,. A cada (90311)(‘93:) associamos a partigao de n,
A= (%1,...,%1,...,%,...,1p) onde cada i, aparece j; vezes. Reciprocamente, a partir
de uma particdo de n (ordenada de forma decrescente) associamos de forma tnica
um elemento de A4,. Logo, a dimensdo de C™ é o0 ntimero de particdes de n.

Resta verificarmos que a algebra é graduada, observando que basta fazé-lo para
os monémios. Sejam ™ = (') (%) ... ((pf;’) e cm = (gofcll)(tpi?z)...((pfgq), tais que
Yoottt = n e Lo kil = m.

De fato, ' ' . l
M.e™ = (@) (12).(01) (@il ) (@) (04

onde 31—y iyji + Yi—g kels = n + m e portanto ¢ .cm e CFm) -

Obs: E fécil ver que C™ ¢ o espaco A-linear gerado pelo fecho das trancas de n
linhas, porém podemos formalizar melhor essa afirmacdo usando o conceito de insta-
lagao. Definimos pois uma instalagao de IR) no anel, a qual denominamos operagao
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fecho, da seguinte maneira:

Essa operacao induzird portanto uma aplicacao linear:
o : S(RE) = Ct

que é nao injetora, pois basta considerar as imagens dos elementos « e faf3~!, onde
« e [ sao trancas de n linhas. Observamos que, como as relagoes tém carater local,
W(H,) = C™,

OBS: Denotaremos, no decorrer desse trabalho, o fecho de um elemento T' € S (R)
tanto por w(7") como por 7.

Como jé foi dito na introducao o nosso objetivo é definir 2, € C*, que possa
produzir um valor x(L % ;) o qual nos permita gerar um invariante de 3-variedades.
Logo, temos que estender a operacao decoragdo para combinacoes lineares de dia-
gramas, gerando desse modo uma aplicacao composta:

x(L+x —):CT = Q

definida por x(L * P) = x(L i vP;) = i v:x(L x P;) onde ; € A e P; é um
i=1 i=1

diagrama no anel.

Ea partir dessa combinagdo de operagoes ( decoragio + polinomio HOMFLY)
que saird o invariante procurado.

32



Capitulo 3

Idempotentes de H,,

Introdugao: Trabalhando na estrutura da algebra de Hecke H,, obteremos elemen-
tos (os idempotentes) cujos fechos serdo a base da construcdao do nosso elemento
especial (.. Para isso usaremos a relagao entre a algebra de grupo de S,,, €S, e a
algebra de Hecke H,. Além disso, estaremos sempre fazendo a identificagao de H,
com a algebra S(IR}) dada pelo Teorema 2.3.1, tratando os elementos de H, como
combinagoes lineares de diagramas.

3.1 Diagramas de Young

Definigdo 3.1.1 A cada partigdo de n, A = (A, Ag,...,A\x), ordenada de forma
decrescente, podemos associar um diagrama formado por uma colecao de n células
arranjadas em linhas, de tal modo que existam \; células na i-ésima linha. A esses
diagramas damos o nome de diagramas de Young.

Exemplo:

=
L

Diagrama de Young associado a partigao p = (3,2,1,1).
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Novamente, associamos a particao (0) ao diagrama vazio. Nao faremos nesse
trabalho distin¢do entre a particdo e o diagrama associado.

Denotamos por |[A| = ¥¥, \; o tamanho da parti¢do ou equivalentemente, o
nimero de células do diagrama de Young associado.

Dado um diagrama de Young, o seu diagrama conjugado A” é o diagrama
cujas linhas tém o mesmo niumero de células das colunas de A.

A um diagrama de Young ) juntamente com uma numeragao de 1 a n associada
as suas células denominamos de tableau de Young. Quando essa numeracao é

crescente em cima das linhas, da esquerda para direita, e em cima das colunas, de
cima para baixo, dizemos que o tableau é padra@o (ou standard).

Exemplo:

W
[N

NN

Tableau padrio associado ao diagrama p = (3,2,1,1).

Dado um diagrama de Young A denotaremos cada célula por A;;, onde i repre-

senta a linha e j a coluna onde a célula se encontra. Associaremos a cada A;; um
nimero hl(A; ;) (do inglés “hook length”) que é que é definido como:

hl()\i)j) = CA(/\i,j) + CD(/\i,j) +1

(3.1)
onde c4(\;;) e ep()Ni;) sdo o numero de células abaixo e a direita de A; ; respectiva-
mente.

Exemplo:

w
~

Diagrama que associa hl()\; ;) a célula A; ;.
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Proposicao 3.1.1 [FRT] Dado um diagrama de Young )\, o nimero de tableauz
padroes dy é dado pela sequinte formula:

d _ n!
AT TR )

onde n é o numero de células de ).

3.2 Diagramas de Young e CS,

Faremos agora um pequeno resumo de alguns resultado em Teoria de Representacao
de Grupos Finitos, sempre tomando© como o corpo considerado (ou melhor, os resul-
tados abaixo ndo sdo necessariamente vdlidos quando o corpo nao é o dos complexos.)

Definigoes 3.2.1 Uma representagao de um grupo finito G em um espaco ve-
torial complexo de dimensao finita V' é um homomorfismo p : G — GL(V) , onde
GL(V) é o grupo dos automorfismos de V. A dimensao de V' é chamada de grau da
representacao .

Dizemos que duas representacoes p e ¢ sao equivalentes quando existe 7' €
GL(V) tal que:

plg) =T '¢(9)T, Vg €G
Um G— médulo é um espago vetorial V' sobre € onde cada g € G define uma
aplicagao linear v — g.v em V satisfazendo:
(9192)-v = (g1).92-v

€V ="

Vgl,gg € G, Yv e V.

Naturalmente, um homomorfismo de G—moddulos V' e W é uma aplicagao linear
T :V — W que preserva a acao de G, isto é:

T(gv)=9.T(v), VYveV, Vge G
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Considerando a matriz da acdo de G em um G—mddulo V, estabelecemos uma
relacao entre V' e uma representagdo de G. Reciprocamente, dada uma representacao
de G em um espago vetorial V' de dimensao finita, naturalmente podemos torna-lo
um G—médulo. Na verdade, vale que:

Proposicao 3.2.1 [Cohn] Para todo grupo finito G eriste uma bijecdo natural en-
tre as classes de equivaléncia de representagies de G e classes de isormofismo de
G—modulos.

Definicoes 3.2.2 Um G-submédulo W, de um G-médulo V' é um subespaco veto-
rial de V' que é fechado sob a agdo de G. Dizemos que um G-médulo V é irredutivel
se é nao nulo e se nao possui submédulos além dos triviais. Caso contrario dizemos
que V' é redutivel.

Por sua vez, dizemos que uma representagao é irredutivel quando o G-
modulo correspondente o for. Analogamente, definimos uma representacao redutivel.

Um G-médulo é dito completamente redutivel se:
V=UoU® --aU,
onde U; é um G-submédulo irredutivel de V parai=1,...,r.

Teorema 3.2.1 ([JL], pg.74) Seja G grupo finito. Entdo todo G-mddulo sobre C é
completamente redutivel.

Definigao 3.2.1 Seja G = {gi,..., 9.} grupo finito. Considere o espago vetorial
sobre € com base {gi,...,gn}, isto é, o espago formado por elementos do tipo:

Z Agg

9€G
onde A\, € €, Vg € G. Denotaremos esse espago de CG.

Podemos definir um produto nesse espago tornando-o uma algebra de forma
natural:

(S 20) (3 nh) = 3 Agun(gh).

9€eCG heG 9,heG
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Chamamos CG a algebra de grupo de G sobre €. CG visto como C—espaco
vetorial é em particular um G-médulo (sob a multiplicacdo a direita pelos elemen-
tos de G), o qual chamaremos de G—mddulo regular. A representacao obtida do
G—modulo regular é dita representagao regular de GG. Observe que a dimensao de
CG é o numero de elementos desse grupo.

Pelo Teorema anterior, o0 G—médulo regular CG é completamente redutivel. Na
verdade vale que:

Teorema 3.2.2 ([JL], pg.91) Seja CG = U, & --- @ U,, onde cada U; é um G-
submodulo irredutivel, entdo todo G-maodulo irredutivel U é isomorfo a U; para algum
i.

Teorema 3.2.3 ([JL], pg.100) Seja CG = U, & --- @ U,, onde cada U; é um G-
submddulo irredutivel e U um G-mddulo irredutivel. Entdo o nimero de U! s distintos
tais que U ~ U; é igual a dimensdo de U.

Estabelecemos portanto o vinculo entre as representacgoes irredutiveis do grupo
finito G' e a decomposi¢ao de CG. O préximo resultado vai nos possibilitar conectar
estudo das representacoes de S, aos diagramas de Young.

Teorema 3.2.4 [Cohn] O nimero de representagies irredutiveis ndo equivalentes é
tgual ao numero de classes de conjugagao de G.

3.2.1 Representacoes de 5,

Veremos agora a relagdo entre a dlgebra de grupo de S,, €S, e os diagramas de
Young. Sabemos que cada permutagao p € S, pode ser escrita como produto de
ciclos disjuntos. Como esses ciclos comutam, podemos rearranji-los pela ordem de
tamanho de forma decrescente.

Suponha p = ¢jcy...c, onde os ¢;'s sao ciclos disjuntos e Ay, Ag, ..., \x seus
respectivos tamanhos. Logo Ay + Ao+ -+ Axr =ne A > Ay > -+ > At Logo, a
cada estrutura de ciclos de uma permutagiao podemos associar uma particao de n e
portanto um diagrama de Young.
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Quando duas permutacgoes p e ¢ possuem a mesma estrutura de ciclos é ficil
definir um elemento f € S, tal que f~!pf = ¢. Por outro lado. se p e ¢ sdo permu-
tacoes conjugadas, entdo possuem a mesma estrutura de ciclos (basta observar que
se ¢ é um k—ciclo, f~!cf também é um k—ciclo). Sendo assim temos que:

Proposicao 3.2.2 Eziste uma bijecao entre as classes de conjugagdo em S, e o0s
diagramas de Young de n—células.

Reunindo os resultados anteriores, chegamos a seguinte conclusao :

Cada diagrama de Young corresponde a uma representagao irredutivel
de S, e portanto a um fator da decomposicao de CS,.

Vamos mostrar agora a relacao explicita entre um diagrama de Young e a represen-
tacao irredutivel associada.

Definicoes 3.2.3 Seja A um diagrama de Young e D, um tableau associado a A.
Considere os seguintes subgrupos de Sp,:

Pp, = {p € S,/ as linhas de D, sao invariantes sob p}

Qp, = {q € S,/ as colunas de D, sao invariantes sob ¢}

Por exemplo, quando D, ¢é o tableau:

112]3]
4|5
6

7

Pp, é gerado pelas transposicoes {(12),(23),(45)} e @p, gerado pelas trans-
posicaes {(14), (46), (67), (25)}.

N

Definicoes 3.2.4 Sejam Ap, = . p e Bp, = (—1)"9¢q onde I(q) é
pGPD)‘ quDk

o tamanho da permutagao q. O simetrizador de Young Cp, ¢ o elemento deCS,
definido por Cp, = Ap, Bp,.
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Obs: Estamos considerando a multiplicagdo em S,, p.q, efetuando-se primeiro a
permutagao p e depois a permutacio q.

Proposigao 3.2.3 Sejam D' e D tableaux associados ao mesmo diagrama )\ de n
células. Entado:

Cp = ’T'CDIT—1

onde T € S,,.

Demonstragao:

Sejam D(%, j) e D'(%,j) os niumeros associados a célula \;; em D e D' respecti-
vamente. Seja 7 € S, tal que 7(D(i,7)) = D'(i,j). Note que 7 leva as linhas de D
nas linhas de D' e as colunas de D nas colunas de D'.

Seja p' € Pp. Entdo 7p'7~! é uma permutacdo que preserva as linhas de D,
isto é, pertence a Pp. Por outro lado, para todo p € Pp, 7(7~!pr)77! = p, onde
7~ pr € Ppi. Logo:

Pp={rp't™' : p' € Pp}.

Sendo assim, Ap = TAp7~!. Analogamente, temos que Bp = 7Bp/7~!. Portan-
to:
CD = ADBD = ’I"ADIBDI’T'—1 = TCD/T_I.

Teorema 3.2.5 ([FH] , pg.52)

(i) Cp, =ap,Cp,, onde ap, € C\{0}.

1) Vp, =CS,Cp, € uma representagao irredutivel de S,. Toda representacdo ir-
A A D .
redutivel de S, pode ser obtida desse modo para uma unica parti¢ao .

(i) ap, = F2.

(w) Vp, e Vp, sdo isomorfas se e somente se A\ = pu.

(v) €S, = @ €S,Cp,CS,.

Al=n
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Proposicao 3.2.4 [FH] A dimensdo do sub-mddulo €S,C) € o nimero de tableauz
padrées associados a N, isto é:

dim (DSnC)\ = d)\

onde dy = H#ij)(verProp. 3.1.1).

Corolério 3.2.1 Seja ap, tal que:
C%)’\ = aD,\CD/\,
onde Cp, € o simetrizador de Young para algum tableau D). Entdo:

ap, = [[ hl(Niy).

Defini¢do 3.2.2 Seja A um diagrama de Young de n células e considere T'(A) o
tableau onde as células sao numeradas de 1 a n sucessivamente ao longo das linhas
de A\

Pelos resultados anteriores, a decomposigao €S, = @|\=nCS»Cp,CS, € o valor
do escalar associado aos simetrizadores de um mesmo diagrama A, nao dependem
do tableau escolhido. Vamos portanto considerar D) o tableau padrao T'(A) definido
acima. Denotaremos, nesse caso, Cp(y) por Cy, bem como ar(y) por ay. Nessa notagao
temos que:

CS, = @ CS,.C\CS,.

|Al=n

3.3 Construcao dos idempotentes

Motivados pelo fato de que H,, é uma espécie de deformacdo deCS,,, vamos decompor
H,, em termos de idempotentes usando os diagramas de Young. Para isso, precisamos
de mais alguns resultados e defini¢oes sobre esses diagramas.

Definicao 3.3.1 Seja mwy € S, tal que m\(i) = 7 onde a célula numerada com ¢ em
T'(A) é levada pela transposi¢ao na célula numerada com j em T'(A”). Observe que
~1
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Exemplo:

~
N

3]4]

v=(4,2,1), m = (247365)

Seja R(A) o subgrupo de S, que mantém as linhas de T'()\) invariantes. E f4cil
ver que R(A) é gerado por transposi¢oes elementares do tipo (i7+1). No exemplo
acima temos R(v) =< (12), (13), (34), (56) >.

Sejam A e ;o diagramas de Young tais que |[A\| = |z| = n. Dizemos que 7 € S,
separa A de p se nenhum par de nimeros na mesma linha de 7T'(\) é levado por =
na mesma linha de 7'(1z). Como exemplo, temos que 7y separa A e \V.

Caso nenhuma permutagdo 7 separe A e p dizemos que sdo inseparaveis. Ob-
serve que se m € S, separa A e pu, entdo pr7 também o faz, quando 7 € R(u) e
p € R(N).

Vamos colocar uma ordem no conjunto dos diagramas de Young, a ordem lexi-
cografica, da seguinte maneira:

A>p dtcom Ay > pge = p; para 1 < t

onde A; é o numero de células da i-ésima linha de .

Obs: Para podermos efetuar essa comparacao quando o nimero de linhas de \ for
menor que o de x (por exemplo), completamos as linhas restantes do ltimo colocando

/Jq'ZO.

Lema 3.3.1 Sejam A e p dois diagramas de Young tais que |\ = |u| =n. Se A > pu
entao \ e p¥ sao insepardveis.

Demonstracgao:
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Vamos demonstrar usando indu¢ao no ndmero de células. Paran =1, A = p e
portanto nada ha a fazer. Da mesma forma, para n = 2,temos A = x*, e portanto
claramente insepardveis. Assumimos o resultado para v tal que |v| < n onde n > 2.

Sejam A = (A1, A, ..., A) e = (1, o, - - ., hm) diagramas de Young com mais
de n células. Observamos que u; é o numero de células da primeira coluna de p”.

Se A; > py, o nimero de células na primeira linha de A é maior que o nimero
de linhas de p¥ e portanto, qualquer permutagao deve levar pelo menos dois niimeros
da primeira linha de A em uma mesma linha de p”. Logo nesse caso. os diagramas
sao inseparaveis.

Se Ay = p;, considere os diagramas 7(\) e (i) obtidos removendo-se a primeira
linha de A e p respectivamente. Sendo assim, |r(A)| = |r(u)?] < n e como A > pu
temos 7(A) > r(u). Pela hipdtese de indugdo , r(A) e 7(u)? sdo inseparaveis.

Basta mostrarmos portanto que se A e p’ fossem separaveis, entdo r(\) e r(u)?
também o seriam.

De fato, supondo A e " separaveis, considere 7 uma permutagao que separa esse
diagramas. Como \; = p;, o nimero de células na primeira coluna de A é igual ao
numero de linhas de p”. Logo 7 deve mandar exatamente cada célula da primeira
linha de A para cada linha de p”.

Seja s € R(pu”) a permutagdo tal que 7s manda cada célula da primeira linha
de A para a primeira célula de cada linha de p?, isto é manda a primeira linha de A
exatamente na primeira coluna de p".

Portanto, s € S, separa A e p’. Restringindo-a a r(\), temos que a imagem

também se restringe a r(p)” e consequentemente separa () e 7(u)v. "
Corolério 3.3.1 Dados A e u tais que |\| = |u| = n, uma das afirmagédes abaizo é
verdadeira:

(1) X e p? sao insepardveis;
(2) AV e p sdo insepardveis;

(3) A= p.

42



Vamos agora construir os elementos basicos que serao usados na construcao dos
idempotentes.

Definicao 3.3.2 Seja E, = ) ,cs, Wr onde w, é a tranca de permutagao positiva
associada a permutagao 7 (ver cap.l).

Teorema 3.3.1 Para cada i € IN tal que 1 <1 < n— 1, podemos fatorar E, em H,
como:

E,=E90; +1) = (6; + 1)EY

onde E) = ¥ w,.
mw(1)<m(i+1)
Demonstracao:

Conseguimos escrever S, como a uniao disjunta de dois conjuntos:
Ai={r e Sy/n(i) <7m(i+1)}
e

B;={me€ S,/m(i+1) <n(3)}.

Observe que existe uma bijecao entre esses dois conjuntos tomando para cada
m € A; o elemento #' = (it + 1)r € B;. Além disso, temos que o;w, sé possui
cruzamentos positivos e a informagao 7 (z) < m(z + 1) nos garante que a i-ésima e a
(i+1)-ésima linhas s6 se cruzam uma vez.

Portanto, pelo Teorema 2.3.1 o;w, é a tranca de permutacao positiva associada
a7, isto é wy = oWy

Sendo assim,
Bo= Y wi= Nunt 3w
TESn TEA; 7' €B;

E devido a bijecao entre A; e B; temos que:

By = Z Wy + Z owr = (1 + oi)E,(f).

TEA; TEA;
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Afirmamos que
OiWg = Wr0;

para todo m € A;. De fato, como w, é tranca de permutacao positiva e 7(i) < w(i+1),
toda j—linha cruza acima ou abaixo de ambas as linhas 7 e i + 1. Logo, podemos
“passar para baixo” de w, o cruzamento realizado por o; nessas linhas fazendo uma
iIsotopia ambiente no plano formado por elas, ou em termos de diagramas, efetuando
uma sequeéncia de movimentos RII e RI11. Logo, a outra igualdade também ¢é valida.
]

Dado um escalar v € A, podemos substituir o; por vo; em w, que é na verdade
um monémio nos o;s. Logo:

ww(lyal, < ”Yan—l) = 7l(ﬂ)w7r(o-l) AR Un—l)

onde [(7) é tanto o tamanho da permutacgao m como o niimero de auto-enlagcamento
de w,.

Definigoes 3.3.1 Lembremos (secao 1.5) que as trancas elementares geradoras de
H, satisfazem uma relagao quadrética:

(0i —a)(o; —b) =0
onde a = —zs ! e b= zs.

Definimos entao:

ap = En(_a—lgla y —a 1Un—l)
bn = En(_b_lala 7_b 10Fn-l)
e portanto
ap = Z (_a)—l(”)wﬂ'
7r€-5'n
b= S (=b) "M,
TESH
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Corolario 3.3.2 Para todo i € IN, 1 < i
sequinte maneira:

IA

n—1, a, e b, fatoram-se em H, da

an = (0; — a)a® = a?(0; — a)

by = (0; — b)bY

Il
S

Demonstragao:

Basta aplicar o teorema anterior sustituindo o; por —a~!o; e —b~'0; respectiva-
mente. |

Teorema 3.3.2 Sejam ¢, e ¢, homomorfismos lineares definidos por d.(0;) = a e
dp(0i) =bparai=1,...,n— 1. Entao, para qualquer h € Hy:

anh = ha, = ¢p(h)a,

bnh/ = hbn = ¢a(h’)bn

Demonstracao:

Como ¢, e ¢, sao homomorfismos lineares basta mostrar as igualdades para as
trancas elementares o;, isto ¢, temos que mostrar que:

ano; = ba, = o;a,

bpo; = ab, = o;b,

Usando o Colorario 3.3.2 , temos:

an = a?(o; — b)
Logo:
an(o; — b) = al?(0; —a)(o; —b) =0
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E portanto a,o; = ba,. Analogamente, b,(o; —a) =0 = b,0; = ab,.

Usando as fatoracdes a, = (0; —a)al) e b, = (o; — b)al) provamos as igualdades
restantes. (]

Obs: Note que podemos incluir H; em H, , quando k£ < n, usando a operacao ®
definida na segao 2.3. Logo o Lema anterior nos diz que , em particular, quando
k < n temos:

QrQn = AnGg = (/>b(ak)an

e

bkbn = bnbk = ¢a(bk)bn-

Definigao 3.3.3 Seja A = (A1, Ag,...,A¢) um diagrama de Young com |\ = n.
Lembrando que @, é a tranga de permutacdo negativa associada & permutacdo T,
seja:

ey = E)‘(a)w,r,\EAu(b)Uﬂ,, € H,

onde E,\(a) = ay, ® a, ® LR ® ay, € E)‘(b) = b,\l{ ® b)\; ® oo ® bA;g.

Obs: Lembramos que 7r/\"1 = my e que portanto Wy,, ¢ o inverso de wy, .

Exemplos:

1) f12=“+$—13 }/\'
=]

46



2) Para v = (3,2,1,1) temos e, igual a:

Faremos a partir de agora uma série de Lemas de natureza técnica a fim de
provarmos um dos resultados importantes desse capitulo: os elementos e, sao quase-
idempotentes (isto é, sio tais que e3 = ey, para algum ay, € A) e sio ortogonais
(isto é, se A # p, entao eye, = 0). Antes, porém, vamos estabelecer uma convengao
a fim de evitarmos ambiguidades devido a linguagem envolvida nesses lemas que
misturam “linhas de trancas” com “linhas de diagramas de Young ”.

Convengao: Sejam w uma n-tranga e A um diagrama de Young, tal que |\| = n.
Podemos agrupar as linhas de w de maneira natural, fazendo com que correspondam
as células de T'(\) associando a :—linha de w com a célula numerada com 7 no tableau
T'(A). Diremos nesse caso que essa i—linha é uma Aj—linha, onde j significa que a
célula numerada com ¢ em 7'(\) encontra-se na j—ésima linha de A.
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Lema 3.3.2 Seja A = (Ay,...,\) wm diagrama de Young. Seja H(X) C Hy
a sub-dlgebra gerada por {w,/p € R(\)}. Entio E\(a),E\(b) € H()\) e valem as
seguintes tgualdades para todo h € H()\):

Ex(a)h = hE\(a) = ¢p(h)E\(a)

e

Ex(b)h = hEx(b) = ¢a(h)Ex ()

Demonstracgao:

Primeiramente observamos que todo elemento h € H(\) s6 cruza linhas associ-
adas a mesma linha de \ e portanto pode ser decomposto da seguinte forma:

hzh,\l ®h,\2®"'®h,\k
onde cada hy, s6 age nas \;-linhas. Logo, podemos escrever h na forma:
h=(hy, @12 - @1%%).(1°M @ hy, ® - @1%%) ... (1M @ --- @ hy,)

E como ¢ ¢ homomorfismo linear vale ¢, (h) = ¢p(hr,)ps(hr,) - - . ds(hy, ), € portanto,
pelo Teorema 3.3.2, temos que:

E,\(a)h, = d)b(h)E,\(a)
As outras igualdades saem de forma completamente andloga. [

Lema 3.3.3 Se 7' = pn, onde p = (i 7), entao existe uma tranca h tal que wy =
hwy . Analogamente, se n' = wp, entdo existe uma tranca h' tal que wy = w,h'.

Demonstracao:

Seja p = (ij), com ¢ < j e considere 7’ = pmr. Queremos uma tranca h cuja
permutacao associada seja p e tal que hw, seja uma tranca de permutagao positiva.
Pela Prop. 1.4.2 esse elemento tem que ser w,..

Podemos construir 4 de modo que:

(1) as linhas de h sao todas triviais, excetuando-se as linhas i e j.
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(2) as linhas ¢ e j cruzam as linhas intermedidrias apenas uma vez.
(3) as linhas i e j ndo cruzam as demais linhas.
(4) o sinal de cada cruzamento é definido pela regra:

(i) Considere o cruzamento efetuado por duas linhas em h.
(ii) Verifique se essa linhas se cruzam em w;.

(iii) Caso haja cruzamento em w, defina o cruzamento em h como negativo,
caso contrario, defina como positivo.

Observamos que a operagao além de ser realizada em um nimero finito de passos,
estd bem definida, pois em w, cada par de linhas se cruzam no méximo uma vez.

Com h assim definido, cada cruzamento negativo nesse elemento “anula” um
cruzamento realizado em w, de tal modo que, efetuada uma isotopia regular, as
mesmas linhas no produto hw, nao se cruzam. Logo, hw, é uma tranga de permutacao
positiva tendo pm = 7’ como permutagao associada, como queriamos, o outro caso
obviamente andlogo. n

Lema 3.3.4 Sejam \ e p diagramas de Young tais que |\ = |p| =n e XA # p. Se
T € S, nao separa \ e [ ent@o:

E(a)wrE,(b) =0

E,(b)wrEx(a) =0

Demonstragao:

Vamos mostrar que E)(a)w, E,(b) = 0 sendo andloga a prova da outra afirmagao.
Seja m que nao separa A e u. Nesse caso devem existir duas células da mesma linha
de A, digamos a l-ésima, que sao mandadas na mesma linha de p, digamos a p-ésima.

Suponha que as duas células de \ citadas sejam adjacentes e sejam mandadas
em células também adjacentes. Caso nao sejam, considere p e o duas transposicoes
tais que 7' = pmro manda as células 7 e 7 + 1 da l-ésima linha de A para as células j,
J + 1 da p-ésima linha de j respectivamente. Pelo Lema 3.3.3, temos que

Wy = hwph!
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onde h e h' sao n—trancas. Logo pelo Lema anterior:

Ex(a)wrE,(b) = ¢o(h)a(h') Ex(a)wm By (b)

Temos que ¢;(h) e ¢,(h) sdo ndo nulos, pois h e A’ sdo, nesse caso, mondémios nas
trangas geradoras e portanto esses escalares sao poténcias de b e de a respectivamente.
Sendo assim, podemos assumir que duas A;-linhas i e ¢ + 1, sio mandadas nas duas

ip-linhas 7 e j + 1, respectivamente.

Como as linhas 7 e 7+ 1 terminam em pontos adjacentes e como estamos traba-
lhando com uma tranca de permutacdo positiva, todas as demais linhas passam por
baixo ou por cima de ambas. Logo, usando os movimentos RII e RIII, conseguimos

“passar o cruzamento para baixo” de w,. Isto é, vale que:

OiWr = WyO;

Por outro lado, pelo Corolério 3.3.2, temos que:
ay = (J.E\il)(di — a)

by, = (05 — b))

P

Observamos que:

—

(3.2)

Ex(a)ur = (ax, ® - @ 1M @ - -0y, ) (1% ®@ a5, ® 1%)w, = Ex(a)(0i — a)wx

onde l1 + )\[ + [2 = |/\|

E de forma anéloga, concluimos que:

—

wrE,(b) = wr(o; — b)E, (D).

Ou seja:

—_—

Ej\(a)wrE,(b) = Ex(a)(o; — a)wg(0; — b)E,(b)

Pela equacgao 3.2 temos:
(0i — a)wr = wr(o; — a)
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E portanto:
(0i — @)wg(o; — b) = wr(o; — a)(o; — b)
Por outro lado, temos que (o; — a)(o; — b) = 0 em H, e portanto:

Ex(a)wy B, (b) =0

Corolario 3.3.3 Sejam A e p diagramas de Young tais que [N\ = |u| =n e X # L.
Se \ e p sao insepardveis ent@o:

Ex(a)H,E,(b) =0
E,(b)HnEx(a) =0

Demonstragao:

Lembramos que H, é gerada como A-mddulo pelas trancas de permutagao posi-
tiva {w,/m € S,} (Teorema 2.3.1). Logo basta aplicar o Lema 3.3.4. n

Lema 3.3.5 Seja A = (Ay,..., ;) um diagrama de Young tal que |\| = n. Seja
T € S, que separa X\ e \”. Entao ezistem p; € R()\) e po € R(\Y) tais que py7py = 7).

Demonstragao:

Observe primeiramente que A” possui A; linhas. Como 7 separa A e \?, cada
célula da primeira linha de A tem que ser levada exatamente em cada linha de \?,
restando portanto nesse diagrama A, linhas com mais de uma célula.

Logo a segunda linhas de A tem que ser levada nas A, primeiras linhas de \*
(novamente usando que 7 separa os dois diagramas). Continuando o processo, con-
cluimos que cada célula da j-ésima linha de A é mandada obrigatoriamente por 7
para uma célula de cada uma das primeiras JA; linhas de \".

Seja p1; € R(\) a permutagao que reordena as células da j-ésima linha de A, de
modo que a célula \;; seja levada na i-ésima linha de A" por p, ;.

Considere p; = Hle p1,;- Note que p; ; e p; j comutam quando j # j' e portanto
p1 € R(A).



De forma andloga, considere p,; € R(A”) a permutagdo que reordena as células
das j-ésima linha de A" de tal modo que a célula Aj; seja a imagem de uma célula da
i-ésima linha de A sob p;7p, ;. Novamente temos que py = H;‘;l p2,; € R(A?). Sendo
assim, temos uma permutacao p;7pz, onde p; € R(A\) e p, € R(\Y), a qual manda a

célula A; ; na célula Aj i, 1sto €, p17py = .

Coroldrio 3.3.4 Seja A um diagrama de Young. Seja T uma permutacdo que separa
A e A'. Entao:

Wr = W1 W\ W

onde pi* € R(\) e p;' € R(\Y).

Py

Demonstracao:

Do Lema anterior, temos que 7 = py'mp; ', onde pi' € R()\) e p;' € R(\).
Vamos mostrar que w, = W et Wiy W1 é uma tranca de permutacao positiva e por-
tanto € a tranga w,. A chave da demonstragao é simplesmente observar que w,, nao

cruza linhas associadas a mesma linha do diagrama \.

Suponha que haja cruzamento na tranga W1 das linhas k e j. Como p;* € R()),
ambas devem ser \;-linhas. Por sua vez, va como observamos, nao cruza linhas
associadas & mesma linha do diagrama . Além disso, como 7y separa A e A, as
linhas consideradas irao acabar em linhas associadas a linhas distintas de \Y. Por
fim, como p;' € R(A\?), ndo pode haver cruzamento dessas linhas pela tranca de
permutacao positiva associada.

Usando argumentos completamente andlogos, mostramos que sempre que uma
das trancas Wyrts Wrry OU W1, efetuar o cruzamento de duas linhas distintas, as outras
nao o fazem.

Logo, como a tranca w, = w P Wiy W=t s6 possui cruzamentos positivos, nenhum
par de linhas é cruzado mais de uma vez e estda associada a permutacao 7, pela
Proposicao 1.4.2 temos que:

Wy = wpl—lwmu)pgl.
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Teorema 3.3.3 Seja A um diagrama de Young com |A| = n. Entdo €2 = ayey para
algum escalar oy € A. Além disso, se A\ # i, onde |p|, entdo eye, = 0.

Demonstracgao:

Seja ey = Ex(a)wg, Exv (b)wy,, .Logo:
es = Ex(a)hExs (b)wn,,

onde h = wy, Exo(b)wy,, Ex(a)wr,. Pelo Teorema 2.3.1, podemos expressar h como
uma combinacao linear das trancas de permutagao positiva, logo:

h= Y Yws.
TESn

Sendo assim,
el = Z YrEx(a)wr Exv (b)wy,

TESH

Pelo Lema 3.3.4, se 7 nao separa A e \”, temos F)(a)w,Ey»(b) = 0.

Vamos portanto considerar somente 7 € S,, que nao separa A e A\’. Nesse caso,
pelo Corolério 3.3.4, w, = w -1Wrw,-1, onde p; € R(\) e po € R(\?). Portanto, pelo
Lema 3.3.2:

p

E,\(a)wpl_l = qﬁb(wpl-n)E',\(a)

wpz—lE,\u(b) = ¢a(w,-1) Exv(b).

-1
2

Seja a(T) = qbb(wpl_l)qﬁa(wp;l). Logo, considerando ay = Y. «(7)y, temos:
TESH

ei = (¥)€)
como queriamos. Suponha agora A # pu. Logo:
exey = Ex(a)wr, Exo (0)Wn,, Eu(a)wr, By (0)Wn,,

Pelo Coroldrio 3.3.1, como A # p temos que ou A e p” sao insepardveis, ou A” e p sao
insepardveis. No primeiro caso, pelo Lema 3.3.4:

Exo (b)(@ny, ) Ep(a) = 0.
No segundo caso, pelo Coroldrio 3.3.3:
Ex(a)(wry Exe (0)@nyy Ep(a)wn, ) By (b)w,,“,, )

Portanto, em qualquer um dos casos temos eye, = 0 quando A # p. n
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3.4 Especializando H,

Lembrando que:

1

A=Clz,z7v,v7l 5,87 2,0/ <v i —v=240z>

onde z =s — s~!, considere g : A — € um homomorfismo de anéis definido por:
g9(z) = g(v) = g(s) = 1.

Observamos que o g(d) pode ser a principio qualquer valor (pois, em qualquer caso a
relacdo ¢ satisfeita). Posteriormente esse valor sera definido.

Podemos considerar € um A-mddulo através da agao :
rw = g(r)w,Vr e A ,Yw eC

Sendo assim, podemos considerar o A-médulo H,, ®C. Por outro lado, H,, ®,C
tem uma estrutura de C-algebra dada pela agao :

w(z®w)=zQuwuw , Yww €C,Vz € H,.
com o produto (h® w)(h' ® w') = h.h' @ w.w' , onde h,h' € H, e w,w’ €.

Lema 3.4.1 A C-dlgebra H, ®,C ¢ gerada pelo conjunto:
{o:®1:0=1,...,n—1}

onde {o;:1=1,...,n— 1} sdo as trancas elementares geradoras de H,.

Demonstracao:

Todo elemento da C-édlgebra H, ®, € pode ser escrito como uma soma finita de
elementos do tipo h ® w, onde h € H, e w € C.

Logo basta mostrarmos que todo elemento desse tipo pode ser escrito como um
polinémio nos o!s e coeficientes em C.

Temos que h = 5, \ipi(01,...,0n_1) onde )\; é um escalar em A e p; é um
monomio nos o;s.
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Logo, pelas propriedades do produto tensorial e pela definigdo da acao de A em C:
h@w= (5, \ipi(o1,--.,0n-1)) Q@uw &

h®@w = Zle AiDi(01y .., On) QW &

h@w=3% pi(or,...,00-1) ® g(\)w

Por outro lado, pela acdo de € em H,, ®,C e pela defini¢ao do produto nessa
algebra, temos:

h®@w= Zg Jw(pi(oy,...,on-1)®1) &

h®w—2g Jw(pi(o1®1,...,0,_1 ®1))

i=1

Lema 3.4.2 [Cohn| Seja K um anel comutativo e sejam U e V K-mddulos com
bases {e1,...,em} € {f1,..., fr}, respectivamente, entdo:

{es®fj/i=1,....mej=1,...,k}

€ uma base para o K-modulo UQ V.
Corolario 3.4.1 O conjunto {w, ® 1/ m € S,} € uma base do A—mddulo H, ®,C.
Proposicao 3.4.1 H, ®,C e €S, sdao C—algebras isomorfas.

Demonstracgao:

Lembremos primeiramente que a C—algebra €S, é gerada por:

{¢1)¢2a v 7¢n—l}

com a relagoes :
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Q) ¢2=1, i=1,...,n—1
(ii) ¢id; = @5, |t —j| > 1
(ili) ¢idiy10i = dip1Piditr, i=1,...,n— 2.

onde ¢; = (17 + 1).

Além disso, como C—médulo livre, tem base {7/7 € S,} e portanto dimenséo n!.
Pelo Lema 3.4.1, H, ®, C é gerada como C—élgebra por {o;® 1:i=1,...,n—1}.

Usando as relagdes em H,, (cap.l) , quando |i — j| > 2 temos:

(0;®1)(0;®1) =001 =0j0;®1=(0;01)(0; ®1)

Analogamente, quando 7 =1,....n — 2:

(0is1®1)(0: ®1)(0i41 ® 1) = (01410:0411) ® 1

= (0i0i410;) @ 1

=(0i®1)(0is1®1)(0: ® 1)

Parai=1,...,n—1:

0®1=(z7lo;—z0;' —(s—s"1).1)®1
=0;®g(z)—0'®g(z) - 11g(s —s7})

Como g é homomorfismo de anéis e g(z) = g(s) = 1 temos:

0®l=0;®1-0;'®1

E portanto, (0; ® 1)? = 1.

Logo mostramos que os geradores de H, ®,C obedecem as mesmas relagoes dos
geradores de CS,. Vamos mostrar que nao ha nenhuma relagao “a mais” em H, @,C,
provando que o homomorfismo de C—algebras f : H, ®, C — CS,, definido por:

floi®l) = (1i+1)

¢ na verdade um isomorfismo.
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Por construcao f é sobrejetor. Vamos agora provar que é uma aplicacao injetora,
mostrando que como € —mddulos livres, ou melhor, espagos vetoriais sobre C, H, @,C
e CS,, tém mesma dimensao .

Pelo Corolério anterior {w, ® 1/7 € S, } é base de H, ®, C. Utilizando argu-
mentos semelhantes ao Lema 3.4.1, é facil verificar que esse conjunto gera H, @, C
linearmente. Logo a sua dimensao é menor ou igual a 7!. Por outro lado, como f é
sobrejetora, temos que a dimensao de H, ®, € é maior ou igual a dimensao de €S,
que é n! e portanto ambos tém a mesma dimensdo , o que implica que f é injetora.
m

Considere a seguinte composta de aplicagoes I :
H,~H, oz A ¥ H,0,C L s,
Proposicao 3.4.2 I' € um homomorfismo de anéis satisfazendo:
[(ro;) =g(r)(@i+1),VreA

Demonstragao:

[' é claramente um homomorfismo de anéis. Seja r € A. Temos que ro; € H, é
mandado pelo isomorfismo H, ~ H, ®, C para o elemento r.(0; ® 1) = 0; ® r, que
por sua vez é mandado pela aplicagdo 1 ® g para o; ® g(r).

Por outro lado, em H,®,C, temos 0;®@¢(r) = g(r).(0:®1). Como f é isomorfismo
de dlgebras, f(g(r)o; ® 1) = g(r)¢; como queriamos. -
Dizemos que I" especializa H,, em CS,,.
Lema 3.4.3 ['(w,;) =m, V7 € S,.

Demonstracao:
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Basta lembrar que as trancas elementares o; geram o grupo de trancgas e observar
que [ restrito a esse grupo (contido em H,) ¢ um homomorfismo de grupos. u

Proposicao 3.4.3 Seja A um diagrama de Young. Entdo I'(ey) = C, onde Cy € o
quase-idempotente associado ao tableau T(N).

Demonstracao:
Seja D = T(\). Lembramos que C = ApBp, onde:
AD — Z pe BD — Z (_1)1(‘1)(1

pEPD q9€QDp

sendo [(¢g) tamanho da permutacdo q e Pp e QQp os subgrupos de S, que preservam
as linhas e as colunas de D respectivamente. Lembramos também que:

ex=F, (a)ww,\ Ey (b)wﬂ,\"

onde:
EA(CL) =ay ®ay, R - Qay,
e também:
ay= > (—a) ™,
71'65')“.
e
b,\‘. = Z (—b)_l(")w,r.
WGS)\I.
Logo, Ex(a) = ¥ (—a) “™w,. Como, a = —xs~! e g 6 homomorfismo de anéis,

T€EPp

pelas Proposicgoes 3.4.2 e 3.4.3, temos que:

L(Bx(a) = 3 (=g(a))™" ™D (wy) = ZP .

Vamos analizar agora I'(wy, Ev(b)@y,, ). Temos que:

Way Bxo 0@y = > (=0) " Mg, ey, -
wE€Ppr

Lembrando que b = zs (e portanto g(b) = 1) e que Wyv = w;' temos:

[Nwry Exv(0)@r,,) = Z (—1)"’(")7r>\7r7r;1

mE€Ppv
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pelos Lemas 3.4.3 e 3.4.2.
Afirmamos que Qp = {mpry' /p € Pps}

De fato, considere p € Pp. Temos que 7, manda as colunas de D nas linhas de
D*. p preserva as linhas de DV e 7y, por sua vez, leva as linhas de DY nas colunas
de D. Logo mpmry' € Qp preserva as colunas de D isto é, mypmy ' € Qp.

Considere agora ¢ € Qp. Usando argumentos completamente andlogos, temos
que 7r;1q7r,\ € Ppv.

Seja @x, : Sp = S, definida por ¢, (1) = mrmy . Logo ¢n, é um isomorfismo
(conjugacgao por um elemento do grupo) tal que:

(IDTI',\(PD") g QD
e

¢7(Qp) C Pps

e portanto ¢, (Ppr) = @p 0 que prova a afirmagao . Sendo assim:

> () Pmpryt = 3 (~1)T g

pEPpv pEPpv

Como a conjugacao nao muda o sinal da permutagao, temos:

(_1)—t(w;‘qn) = (-1)7@ = (=1)1@
E portanto:

[N(wry Exe (b)@r,,) = Z (_1)l(q)q = Bp
q€QD

Consequentemente, I'(e)) = Cl. m
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3.5 Substituicoes no anel A

Vamos agora fazer substitui¢bes no nosso anel:
A=Clz,z7v,v7Y 5,578 2,8)/ <v ! —v=0z>

onde z = s — s~!, as quais serao necessdrias posteriormente. Seja N um natural nio

nulo fixado. Faremos as substituicdes:
— J —_ - — —
g=gUN =g N o§=gN-14gN-3 4. 4 gNH

compativeis com a relagdo v —v~! = §z. Observamos que a partir de agora temos um
valor definido para g(d).

Para garantirmos a inversibilidade do escalar a, e portanto obtermos genuinos
idempotentes em H,, faremos ainda a substituicio s = 2. Essas substituicoes
induzem um homomorfismo de anéis, que nao alteram os resultados até agora obtidos.
Além disso, isso feito, todo elemento de A serd representado por uma série formal de
poténcias em h, isto é, A = C[h] e o homomorfismo g : A — € passa a ser definido
por g(h) = 0.

A fim de tratarmos da inversibilidade nesse anel precisamos do seguinte resultado:

Proposicao 3.5.1 Em A =C[h], f € A € inversivel se e somente se o fator cons-
tante em f € nao nulo, isto €, g(f) # 0.

Demonstracgao:

Seja f € C[h]. Pela definigdo do produto de duas séries formais é imediato que
se f é inversivel, entdo g(f) # 0. Para mostrar a outra implicagdo, considere:

00
f(X) = T;)anX"
tal que g(f) = ag # 0. Vamos construir um elemento:
9(X) = 2 b X"
tal que f.g =g¢9.f = 1.
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o0
Seja f.g(X) = Zoch", sendo ¢, = SF_o(—=1)*arbm_k. Definimos by = a5' e
n=
portanto ¢y = 1. Vamos agora “obrigar” os coeficientes ¢, a se anularem, definindo
indutivamente o valor de b, :

1
0= Z(_l)kakbl—k = agb; — a1by = by = ag' (a1bo)
k=0
e portanto, se b, = bg(a1by) temos ¢; = 0.

Assumindo b; definido para 7 < m, definimos b,, como:

bm = —bo(i(_l)kakbm—k)

k=1
o que faz com que ¢, seja nulo.

Por outro lado, como o anel dos coeficientes (no casoC) é comutativo, observamos

o0
que se ¢g.f(X) = ¥ d,X™, temos que:
m=0

dm = (-1)"¢y, Ym € N

e portanto, g.f = f.g = 1, como queriamos. m

OBS: Essa proposi¢ao é claramente verdadeira se trocarmos € por um anel comu-
tativo com unidade e o termo # 0 por “inversivel”.

Lema 3.5.1 O escalar oy tal que €3 = ayey € inversivel em A =C[h].

Demonstracao:

Pelo Lema 3.4.2 e pela Proposicao 3.4.3 temos:

T(e3) = g(ar)Ca

Por outro lado:
[(e}) = T(er)* = C}

Como C% = a)C, temos:
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g(an)Cy = a)C)

e portanto, g(,) = ay escalar nao nulo pelo Teorema 3.2.5. Logo, pela Proposicao
anterior, o é inversivel. m

Nota:

(i) A partir desse momento, estaremos sempre considerando A =C[h], porém fre-
quentemente, a fim de facilitarmos alguns célculos, efetuaremos as substituicoes
apods estes.

(ii) O Lema anterior nos permite considerar o elemento (1/ap)en € Hy, que é um
genuino idempotente para todo A, tal que |\| = n. Chamaremos o fecho desse
elemento em C* de Q.

Usaremos agora a funcdo I' para mostrar que H, uma decomposigao util da
4lgebra H,, onde os elementos e fazem papel semelhante ao dos elementos C) € CS,
(lembrando que C) é o quase-idempotente definido a partir do tableau de Young

() .

Teorema 3.5.1 H, = Y. HpexH,.
|Al=n

Demonstragao:
Lembremos que €S, é gerado como €C—mddulo por:
{mi/i=1,...,nl}
onde 7; sio as transposices elementares e H, é gerado como A—moddulo livre por:
{wi/i=1,...,nl}
onde podemos supor que I'(w;) = m;, pelo Lema 3.4.3.
Pela Proposicao 3.4.3 e como ' é um homomorfismo de anéis sobrejetor, temos:

D(HpeyH,) = D(H,).Cx.T(H,) =CS,C\CS,
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E portanto, pela Proposi¢ao 3.2.5:

F( Z Hne,\Hn) = @ (DSnC)\(ESn :(DSTL.

[A|l=n |Al=n

Sendo assim, Ju; € Y, HpexH, tal que I'(v;) = ;.
|Al=n

Como {w;j/j =1,...,n!} geram H, linearmente, temos v; = Z;-“:l bijw;, onde
bij € A.

Considere a matriz B = (bij)nixnt- S€ mostrarmos que B é inversivel, estaremos
mostrando que podemos escrever cada w; como combinagao A—linear dos v;’'s e

portanto w; € Y. HpexH, para todo j = 1,...,nl, isto é, H, = Y, HpeyH,.
|A|=n [A|l=n

De fato, pela Proposicao 3.4.2:

F(’U,’ — wi) = )= (g(bii) - 1)7l'i + §g(bij)7rj =0.

Como {rj/j=1,...,n!} é base do C—médulo CS,, temos g(bij) =0,sei#je
g(bii) = 1.

Logo, b;; tem termo constante nao nulo (no caso igual a 1) se e somente se 1 = J,
0 que nos permite escrever a matriz B como:

B=1I1+hB
Como detB é um polinémio em A e g é homomorfismo de anéis, temos que
g(detB) = det(g(B)) = det] = 1. Segue portanto que o detB tem termo constante

igual a 1 sendo pela Proposicao 3.5.1 inversivel em A e consequentemente temos que
B é uma matriz inversivel. m
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Capitulo 4

A Algebra dos diagramas de Young

Vamos agora dar uma estrutura de dlgebra ao conjunto dos diagramas de Young e
mostrar que obtemos dessa forma, uma outra caracterizagao de dlgebra C™.

4.1 O produto no conjunto dos diagramas

Definicdo 4.1.1 Sejam u e A diagramas de Young, onde p = (pu, vy fhm) € A=
(A1, .-, Ae). Uma p—expansdo de A é obtida da seguinte maneira:

(i) Adicione p; células a ), cada qual associada ao numero 1, de tal forma que cada
par dessas células sejam colocadas em colunas distintas do diagrama resultante
e de que este seja um diagrama de Young.

(i) Repita o processo com as linhas ¢ = 1,2,...,m sucessivamente, até que tenha
adicionado ao diagrama p,, células associadas ao numero m.

Seja v o diagrama final. Para cada célula de v, seja n; 0 ntmero de células
associadas a i acima e A direita da célula (incluindo a mesma). A u-expansao de A é
dita estrita se para qualquer célula de v, 7 < j implica n; > n;.
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Considere Y o conjunto das combinagoes formais A-lineares dos diagramas de
Young, ou melhor dizendo, o A—médulo com base no conjunto dos diagramas de
Young. Podemos tornar Y uma A—édlgebra definindo o produto de dois diagramas
de Young quaisquer pela férmula:

. v
A = Z ay,V
v |=IA+pl
onde os af, sdo chamados coeficientes de Littlewood-Richardson e sao definidos
pelo nimero de maneiras distintas que o diagrama v pode ser obtido através de uma

p-expansdo estrita de A.

Exemplo: O diagrama v = (3,2,1,1), nao pode ser obtido de A = (3,2) e
p = (2) através de uma p—expansao estrita (pois a duas células da mesma linha de
v teriam que serem colocadas ambas na mesma coluna de \). Logo, o coeficiente de
v no produto Ay € ay, = 0.

Obviamente o produto estd bem definido e tem por identidade a particao nula,
porém é através da Teoria de Representacdes da dlgebra de Lie sli(N), que esse
produto se revela associativo e comutativo. Usaremos essas propriedades sem
demonstracdo, mas detalhes sobre esses coeficientes na Teoria de Representacoes
de sl(N) podem ser vistos em [FH].

Nota: O produto assim definido vem da relagdo de ¥ com a anel das classes de
representacao de si(N) (cujo produto, por sua vez, é definido a partir do produto
tensorial), relacdo essa que podemos ver no seguinte resultado:

Proposicao 4.1.1 [FH] Sejam V) e V), duas representagoes irredutiveis de U(sl(N)).

Entdao V\®V, = " IZA:|+| |a‘)"#V,,, onde a¥,, sdo os coeficientes de Littlewood-Richardson.
v|= I

4.2 Y e C* sao algebras isomorfas

Vamos agora detalhar mais um pouco a estrutura da algebra Y. Observamos primeira-
mente que o produto definido, ¥ torna-se um anel graduado, isto é:

Y = @ }r(n)
n=0
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onde Y™ é o0 espaco A-linear gerado pelos diagramas com exatamente n-células.

Proposicio 4.2.1 Y € gerado como anel polinomial pelos diagramas de Young com
uma unica coluna.

Demonstracgao:

Inducdo no nimero de colunas e no nimero de células na tltima coluna. Para A
com uma unica coluna e k células o resultado é imediato.

Assuma, portanto, que o resultado é vélido para todos os diagramas de Young
com no maximo m colunas e menos que k células na tltima coluna. Seja A tal que
AU = (A, ..., A%) com \Y, = k. Seja u o diagrama obtido removendo a ultima coluna
de A.

Como g tem m — 1 colunas, pela hipétese de indugdo, existe uma expressao
polinomial de . em termos dos diagramas de uma tnica coluna. Temos que A é uma
das parcelas do produto pcg, isto é:

== v A
Kek = Z Ope,V T By A
[VI=lpl+lex| w#X
A tnica maneira de obtermos A por uma ci-expansdo de p € adicionando a unica

célula de cada linha ¢ de ¢, a linha ¢ de p. Logo, aﬁCk = 1 e portanto:

— v
A = pcg — > Qe V-
[v|=lul+lek] w#A

Segundo as regras da expansdo estrita, as outras parcelas possiveis devem ter no
méximo m colunas e no maximo k — 1 células na m—ésima coluna.

Sendo assim, pela hipétese de indugdo , cada v que aparece na soma com aj,, # 0
é escrito como uma expressio polinomial de diagramas de uma s6 coluna, o que
implica que o resultado é valido para A. u

4.2.1 Nota: Férmula de Giambelli

Seja ¢; o diagrama com uma tnica coluna de ¢ células e A = (M, - .., Ak) um diagrama
de Young tal que \; = m (isto é, o seu conjugado A’ possui m linhas). H4 uma
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férmula, a chamada férmula de Giambelli, que descreve A como um polinémio nos
diagramas ¢;’s a qual é dada por:

Cxy Cav41 0 CAv4m—1
_ Cay—1 Cxy "t CA34m—2
A= : , :
Cxy —m+41 CAYy —m+2 77 Chy,

Observamos ainda que todo diagrama que aparece na expressao de A por essa
férmula tem exatamente o mesmo numero de células de A (fato esse que decorre
da prépria expressio dada acima e da definicao de produto em Y'). Para maiores
detalhes, consultar [FH].

Considere Roo = A[C1,C2y...,Ci,...], 0 anel dos polinémios em uma quan-
tidade infinita e enumeravel de indeterminadas.

Proposicao 4.2.2 R, ¢ Ct sdo A—dlgebras isomorfas.

Demonstracao:

Basta observar que ambas sdo dlgebras livres em um nimero infinito e enumerdvel
de geradores. ]

Definicdo 4.2.1 Definimos o peso de um monémio em 7 € R, r=CIICE...CI"
m

como Y, tkJk-
k=1

Lema 4.2.1 Seja R o A—submddulo de R gerado pelos mondémios de peso n.
o0

Entdo R é a soma direta desses espagos, isto é, Roo = &) Rg.’f). Além disso, se

n=0
r@ e R ¢ rl) € RY), entdo rrld) € REH).
Demonstracao:

67



Todo mondmio de Ry estd em R para algum n € IN e a soma desses espagos
é direta pela prépria definicao destes. Logo claramente temos:

R = PRY
n=0

A outra afirmacéio decorre de forma imediata da defini¢do de peso de um mondmio.
|
Finalmente, mostraremos que a dlgebra dos diagramas de Young é isomorfa a

algebra C* dos diagramas no anel.

Lema 4.2.2 Dado n € N, o nimero de monémios de peso n em Ru, isto €, a
dimensdo de RM, ¢ igual ao miimero de partigoes de n.
Demonstracao:

Basta mostrar que h4 uma bijecao entre o conjunto dos monomios de peso 7 em
R, e o conjunto dos diagramas de Young com n células. De fato, seja ciclr...cln

m
tal que Y ixjx = n. Podemos assumir, bastando efetuar uma reordenacao dos C;'s,
k=1

que iy > 1p > ... > ip. Sendo assim, a cada mondmio em Rg.’}) podemos associar um

diagrama de Young A com jj linhas de i, células e portanto || = mn.
Reciprocamente, dado um diagrama de Young A com n células, definimos unica-

mente, usando a mesma regra, um monoémio de peso n. m

Proposicio 4.2.3 R, e Y sdo A—dlgebras isomorfas.

Demonstragao:

Seja f : Roo — Y 0 homomorfismo de dlgebras definido por:
f(Cl) = (.
A aplicacéo é sobrejetora pela Proposi¢do 4.2.1. Além disso, temos:

FRE) =Y,

decorrendo diretamente da definicdo do produto em Y. Essa igualdade implica que a
imagem do conjunto dos monémios de peso n ( base de R{) gera ¥ ™.
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Por sua vez, Y™ é gerado como A—mddulo pelos diagramas de n células e
portanto sua dimenséo é o nimero de partigoes de n, ou equivalentemente, o nimero
de diagramas de Young com n células. Pelo Lema anterior, temos uma aplicao linear
sobrejetora entre os A—médulos Y™ e R de mesma dimensdo. Como A ¢ anel
comutativo, f é injetora em Rg.’}). Pelo Lema 4.2.1, f é injetora em todo o espago
R. m

Corolério 4.2.1 C* eY sdo A—dlgebras isomorfas.

Demonstragao:

Decorre da Proposicao 4.2.2. ]

Vamos posteriormente explicitar esse isomorfismo e verificar algumas propriedades
as quais nos serdao necessarias.

Definicoes 4.2.1 Seja N um natural nao nulo. Considere Ry o anel quociente:
Ry = Rl

onde I é o ideal gerado por {c; =0, Vk > N}. E imediato que Ry =~ A[CY,...,Cn].
Denotaremos o homormorfismo quociente por py : R — Ry -

Vamos agora mostrar uma relagao entre séries formais com coeficientes em Y, que
serdo tteis na obtencdo de algumas igualdades. Antes porém, vamos examinar com
detalhes o produto cd;, onde ¢; é o diagrama coluna de k células e d; é o diagrama
linha de [ células.

Quais sdo os diagramas que podem ser obtidos desse dois diagramas, através de
uma expansao estrita? Seja pu, o diagrama:

‘—l—’
YD

il

I f4cil ver que existem apenas duas possibilidades de uma d;-expansao estrita de
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¢k, quando [ e k sdo ndo nulos, a saber os diagramas fik+1 € fk41y, ambos obtidos
de uma unica maneira.

Por outro lado, quando k ou [ é nulo, obtemos o diagrama vazio que é o elemento
identidade em Y. Sendo assim, o produto de cxd; (ver secao 4.1) é dado por:

(i) ck, se 1=0.
(ii) dy, se k=0.

(ill) pks1 + tkgsr, se bk > 0.

o0 o0

Sejam A(X) = ¥ axX* e B(X) = © b, X! séries formais com coeficientes em um
k=0 =0

anel comutativo K. Lembramos que o produto entre esses dois elementos ¢ definido

por:
AX)BX) = 3 hnX™
m=0

onde h,, = f; (—=1)*arbm—-
k=0

Considere C(X) = 5 (—=1)kep X* e D(X) = §(—1)’d,Xl duas séries formais
k=0 1=0
com coeficientes em Y. Entao vale:

Proposigao 4.2.4 C(X)D(X)=1.

Demonstragao:

Seja C(X)D(X) = § a,, X™. Pela defini¢io do produto entre C'(X) e D(X),
=0
temos que : "

ag = Codo = 1,

Por outro lado, quando m > 0, temos:



am = § (_1)kckdm-k
0
= dm + (_1)k(ﬂfk+l,m—k + ,U'k,m—k-i-l)) + (_1)mcm

m m—1
= dm + ki_:z(—l)k_lﬂk,m—k + kgl (_1)k—llu'k,m—k+1 + (_l)mcm

3
4+

m—1
)™ Yy + (=D prm + (=1)"Cm + kz_lz((—l)k—l(ﬂk,m—kﬂ — Pkm—k+1))
= dm + (=)™ Y em —cm) —0=0 u

Nota: Vamos olhar essa relacdo no anel quociente Ry, considerando ja o resultado
R, ~ Y e portanto, fazendo a identificacao C; =g

Seja Cn(X) = py(C(X)). Logo Cy(X) =1 - X + -+ (=1)Neny XN, Esse
polinémio pode ser formalmente fatorado da seguinte forma:

Cn(X) = JI(1 - z:X)

i=1

considerando ¢, a k—ésima funcio simétrica elementar nas varidveis {z;}}¥,. Logo, o
anel Ry pode ser pensado como o anel dos polinémios simétricos em {z}N,.

Definicao 4.2.2 Seja Yy o anel quociente Y/J, onde J é o ideal gerado por:

A=(\1,..., ) /E> N}
Proposicao 4.2.5 Ry ¢ isomorfo a Yy.

Demonstragao:

Lembramos que Ry = Re/I, onde I ¢ o ideal gerado por {cx = 0,k > 0} e
Rs ~ Y (Proposicao 4.2.3). Fazendo uso dessa identificacao , vamos mostrar que os
ideais I e J sdo os mesmos e portanto os anéis quocientes também o sao .

Observamos primeiramente que ¢;, quando i > N, possul mais que N linhas e
portanto I C J. Considere agora A € J. Pela Observacio 4.2.1, A é expresso pela
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férmula de Giambelli:

Cxy CAV+1 Tt CXVbme—1
Cxy-1 Cxy tr CAY+m—2
A= : : , .
Cxg—m+1 CX2,—m+42 " Cxz,

Observe que os elementos da primeira linha do determinante pertencem al,
quando A tem mais de N linhas e portanto A} > N. Expandindo o determinante por
essa linha, temos que A € I. m

Queremos agora explicitar o isomorfismo entre C* e Y, mostrando que os ele-
mentos \ € Y correspondem aos elementos Q) = (1/ay)ex € C*. Mas antes, vamos
efetuar alguns calculos envolvendo os elementos ey € HpeQy € Cct.

4.3 Algumas relagoes entre os quase-idempotentes
de H,

A fim de simplicarmos a notagao, denotaremos o quase-idempotente associado ao
diagrama i por ey, bem como o escalar associado por ay; e o fecho em C* por

k.-
Definigdo 4.3.1 Seja n € IN. Definimos [n] o niimero quantico n por:

[n] =
Definimos também o fatorial do niimero quantico n por:

[n)! = [n).[n — 1]).[n — 2] ... [1]

g —gs "

§—s1

Observamos que [n] a principio nao pertence ao anel A, por inexistirem nesse
dltimo poténcias negativas de (s' — s~%) para ¢ > 1. Manipularemos esses elementos
como se estivéssemos em um anel estendido e posteriormente mostraremos que 0s
nimeros quénticos pertencem a A e sdo inversiveis nesse anel.
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Proposicao 4.3.1 Valem as seguintes relagoes:

(i) ew1.exn = ¢a(€k,1)6kl,1, se k' > k.
(i) eyp.ery = dpler)err, sel' > 1.

(ii3) dalex1) = axn € dpler) = any.

onde ¢, e ¢y sdo os homomorfismos lineares definidos no Teorema 3.3.2.

Demonstracao:

Basta ver que ex; = by e ey =a e aplicar diretamente o Teorema 3.3.2. De
fato,
el = E,\(a)w,,AE,\u (b)wﬂ”,

onde A = j11,;. Nesse caso temos 7y a permutacao identidade e como my» = 75!, temos
que 7¥ também o é. Logo, wy, € wy,, sdo trangas triviais em [ linhas. Sendo assim,
temos que e;; = E,“',(a) = ;. Analogamente, concluimos que ey, = bi. n

Convengdo: Para simplificar a notagao, vamos representar diagramaticamente o
elemento a; como um bloco branco com um k no centro. Para diferenciar, vamos
representar b, de maneira andloga, s6 que com um bloco escurecido, ao invés do
branco.

Lema 4.3.1 Seja w, uma k—tranca de permutagdo positiva associada a permutag¢ao
m € S, tal que w(k) = 4, para algum 1 < i < k fizo. Entao, wy pode ser escrita
como um produto de trancas de permutacio positiva Wy = Wy W, ONAE Wy ¢ tal que
7'(k) = k e wy, € uma tranga com k — i cruzamentos positivos.

Demonstracao:

Seja w, uma tranca de permutacio positiva tal que 7(k) = 4. Definimos 7’ € Sk
como:
m(J) , 1<7(d) <
m(j) =4 k , J=k
m(j) -1 , i<n(j) <k
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Considere m; = (ii4+1 -+ k) € Sk. Pela defini¢ao das trancas de permutacao
positiva (ver cap.1) temos:

o = [T

-~ ki -

Provaremos o Lema mostrando que wywy, é uma tranca de permutagao positiva
associada A permutacdo 7 e portanto, pela Proposicao 1.4.2, é a tranga w,. Observe
que wywy, ¢ uma tranga somente com cruzamentos positivos e tal que nenhum par
de linhas se cruzam mais de uma vez, pois em wy a k—ésima linha nao se cruza com
nenhuma outra e em w,, 0s inicos cruzamentos ocorrem exatamente com a k—ésima
linha. Logo, w, = WpWwy € uma tranca de permutacao positiva, com p = 7.
(lembrando que pela nossa convengao aplicamos 7' e depois 7;). Sendo assim, temos:

7 (7) , 1<7'(g) <
p() =1 m(E)+1 , 1<) <k
0 , T(j) =k
E portanto:
m(7) , 1<7'(j) <
p(j)=< w(j) —14+1 , i<7() <k
1= 7 (k) , J=k
Logo p = . m

Lembrando da operacdo ®, induzida pela operagao geométrica de identificagao
dos lados de S(IR") (definida da se¢ao 2.3), vamos provar um Lema que serd extrema-
mente ttil na manipulacdo dos elementos ey € H,.

Lema 4.3.2 Valem as seguintes relagoes:

1—2 ,
(Z) €1, = €1,-1 (024 €1,1 + Zo(m—ls)z—%-l I-1 c
=

e ﬂ'
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1=2 .
(ii) ey = ex-1,1 @ e1,1+ 2 (—z~1s™1)+H
1=0

Demonstragao:

Lembrando raciocinio ja feito na Proposicao 4.3.1, temos que e;; = a; € €1 = b
Vamos fazer os cdlculos para o caso e, 1, sendo estes totalmente andlogos para o outro
caso (mudando apenas as constantes envolvidas). Aplicando o Lema anterior para
ex, e lembrando que b = zs, temos:

ek1=br= 2 (=b~ 1) M,

TES)

oy ()@t T (),
TESk,m(k)=1 wE€Sy,m(k)=k

= ¥ (=) wy @D wp, + ...+ X (=0 Y (W ® 1).wn,
' €Sk—1 ' €Sk-1
onde 7 = 7’.m;.
Como cada wy, tem k — 7 cruzamentos positivos, lembrando que:

I(7) = ntimero de auto-enlagamento de wy

temos (') = I(w) — (k — 1) e portanto, da dltima equagao tiramos:




k—2 .
= er-1,1®e11 + ZO(—I)_I)Hrl
1=

Proposicao 4.3.2 Os escalares associados aos quase-idempotentes e, € ey a0
dados por:

_ [
Xkl = k(k-1)/2

€

U
= Ta-n/e

Demonstracao:

Vamos demonstrar o resultado por inducgdo em k para o caso €. Novamente,
o outro caso sai de forma completamente andloga. Para k =1, p1 é a tranca tri-
vial e a1 = ;—0 — 1 como esperavamos. Considere agora a proposicao valida para

1 < k' < k. Pelo Lema 4.3.2, temos:
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Como by, é central em Hy e a = (—zs™'), pelo Teorema 3.3.2, ¢q(w;) = a'*! (pois
é produto de 7 + 1 trangas elementares) temos:

Como ¢g(br—1) = Pal€r—1,1) = k1,1, pelo Teorema 3.3.2 temos :

k=2
2 _ —1 —1Yi+1 —1yi41
€k = onorrery + T (-2l (g ) a1 ek,
1=
Pela hipd6tese de inducao :
k=2
_ [k—1]! [k—1]! —92i{—92
€k1 = (8(k2—3k+2)/2 + $(k2—3k+2) iZ:OS )ek,l

§—S

k=2 S
Observando que 3. s %72 = sk sh7losTMy — g=k[k — 1] temos:
q A
1=

o [k=1)' /l4sTF[k—1]
€k1 = s(ki-k)/z( s—k+1 )ek,l

_ _[k=1]! (s—s~D4s—F(sk-1_s—k+1)
— S(k2-k)/2 ( (s—s—1)s—FH1 )ek,l

k]!
= RE-1)/2 €k,1

Corolério 4.3.1 Os nimeros qudnticos pertencem a A e sao inversiveis nesse anel.

Demonstracao:
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Faremos inducdo em k, usando o fato de que ay; ¢ inversivel em A. Para k=2,
temos pela Proposicao anterior:
[2] = 01.S

e portanto, [2] € A e possui inverso [2]7! = s™'a;;. Suponha que para todo k <7,
[k] € A e seja inversivel. Nesse caso, [k]! € A e também ¢ inversivel. Sendo assim,
novamente pela Proposi¢ao anterior:

Olk41 1-9(k+1)k/2

[k+1] = 7l

e portanto, [k + 1] € A e é inversivel nesse anel. n

Proposicao 4.3.3 O escalar associado ao quase-idempotente ey, ¢ dado por:

_ [e+l-1)k =1 1]t
Qg = g(k(k=1)—1(1-1))/2

Demonstracgao:

Observamos primeiramente que:
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Aplicando agora o Teorema 3.3.2, temos:

I\‘"‘Kll
k-2 1 k-2 ) ) L
S (—z-lsm 1) [[ Ii] _ <Z(—z‘ls‘l)'“(—zs‘l)'> Iﬂ.i.
i=0 U . =0 L
n- ‘T o

k—2
— —Z_l (ZS—%—I

1=0

_ —:z;—l(s_l NS S—2k+3)(zs)—(l—1)

sendo que o coeficiente do dltimo diagrama pode ser simplificado:

2 (s . s (25) T = g s TR (sF P A7) (zs) "D = g7t k-1 (2
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Aplicando novamente o Lema 4.3.2 e usando o Teorema 3.3.2, temos que:

0. LT o
-2 4]
(x—ls)j+l F

(L
| 14\ = L] :::;. .};: + 2 Ok JL\

= (—xs_l)al.z—lak—1,1

Note que: kk

pois, como a (I —1) linha e a [ linha sdo também adjacentes em e, pelo
Coroldrio 3.3.2, podemos fatorar e;, e e, de maneira a obter o termo:

(0121 — a)(01-1 = b)

que é nulo em Hy ;.

Sendo assim:

80



7
Chy = Qp_1101,1€k1 + s7R[k — 1)(xs) =D (@s) g1 100,01

= (ag-1100, + 575k = Lag-11010-1) ek (“/! [
I e

Aplicando a Proposi¢ao 4.3.2, temos:

—k[L.
ap_1101) + s 5k = og_11001,-1
_ [k—l]![l—l!! l sT*k—1]
- S(k—l)(k—z) 2(s—l 1—1)/2 + s—(l—l)(l—?) 2)

k=11 (s‘—l[t]+s-k[k;11)

= S=Dk-2)/2 \ " g-1(=1)/2gl—1

k—1]1[1=1]! si=k(s!—k-1ogi-k—1 g gh—1-1_s—k+1-1)
= SG-DGk-2)/2 s T0-1)/251—1(5—5-1) )

l+k—l_s——l—k+1)

_ [k=1]'[I—1]! (S_k+1 (s e )

= SEDE-2)/25-1(-1)/2

[k—1]![1=1]![k+I=1]
= JG-Dk=2)+2(k-1))/25-1(0-1/2

[k=1){[i—=1]![k+1-1]
= Sk(k-1)72-1(1-1)/2

Nota: Vemos claramente com esse resultado, que o coeficiente ax é especializado
pela aplicagao:
I': ch+l—1 —)@Sn

no escalar ay, , (ver Teorema 3.2.5). Basta observar que quando s — 1, temos [i] = ¢
e que [T hl(pey(i, 7)) = (k+1+ 1) (k= 1)} - L

Convengdo: Ao escrevermos x(P), para P € CF, estamos nos referindo ao valor
de x(U = P), onde U ¢ diagrama do né trivial sem “framing” (observando que o nd
trivial com qualquer orientagao representa a mesma classe de isotopia).

Queremos agora calcular o valor de x(Q.), lembrando que Q@ é o fecho do
idempotente (1/ay)ex. Observamos novamente que, apesar de estarmos trabalhan-
do no anel A = C[h], faremos frequentemente as devidas substituicoes apds alguns
calculos. Além disso, vamos omitir, para “limparmos” a notagao , a operacao fecho
nas equacoes deixando implicito que estamos calculando o HOMFLY do fecho do
diagrama desenhado.

81



Proposicao 4.3.4 Quando k # 0, vale que:

k-1 —(z 1) _ , 011

X(Qk1) = Hv s

i=1

i 8—1

Demonstragao:
Provaremos a igualdade fazendo indugdo em k. Parak =1, @1, = U e portanto:

1w

(Qll)—5—

§— 8

Assumindo o resultado para ¢ < k, basta mostrar que:

p-lg—k+l _ ygk=1

x(Qk,1) = (

) X(Qk-1,1)

sk — gk

De fato, lembrando que a aplicagdo x : S (R*) — A e a aplicagdo fecho s@o
A—lineares, segue que:

X(Qka) = g x(@) = (%)

k1

Pelo Lema 4.3.2:

Pela relacoes 73 ,72 e pelo Teorema 3.3.2:
=i

=, 1 - ’ I
—EII_IX(z_S—l :' e =+ E(

lembrando que wibg_1 = ¢a(w;)br—1 = a’bx_1.
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k=2 .
Finalmente, pela Proposicio 4.3.2 e observando que que 3. 7272 = 57Kk — 1]
i=0

temos:

; k—2

= mma(oy (T ) ) x( Qi)

Q). F;
Kk =0

k—1]! k(k=1)/2 — -1 -
- L[k—]I!]_'s(:—l)(k—z)/2( 1;_5—111 -V 's k+l[k - 1] )X(Qk—l,l)

k=1, y=1_y_y=lg=k+1(sh=1_g—k+1)

s[k_] (= sF_s—F ) X(Qk-1,1)

= () X(Qk).

como queriamos. m

Definicdo 4.3.2 Denotamos por xn(L) o polinémio x(L) calculado em v = sNe

z =g N,

Corolario 4.3.2
1, p/k=N
w(Qka) = { 0 p§ k>N

Demonstracao:

Pela Proposi¢ao anterior temos:

kog—lg—(i=1) _ ggi-1

vs
le = H | == s—z
=1
Quandoi=N+1 ev=s"", temos:
p-lg=(i-1) _ ygi-1  gNg=N _ gNgN .
gt — g—1 TGN+l _ g—(N+1)
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Logo, para k > N, x(Qk,1) =0. Para k=N

(v =) (vis™! —vs) (v=ls™ N+ — psM)
s—s 1 s2—s2 7 (sN —s~N)

xn(@n) =

Fazendo as substituigoes:

B (SN _ S—N) (SN—l _ S—N+l) (S _ 3—1)
@) = Ty T (o) T s )

=1

Comecam agora a aparecer algumas propriedades interessantes nas decoragoes
pelos elementos (), que passam a justificar o interesse nesses elementos.

Proposicdo 4.3.5 Seja L =LiULyU...ULp, um diagrama de link com k compo-
nentes. Seja L' o satélite de L obtido decorando L; com Qy, parai < n e an—ésima
componente L, por Q1. Se k > N entao xn (L) =0.

Demonstracgao:

L pode ser representado claramente como o fecho de um elemento em H; na
n—eésima componente:

T

|

Logo L' pode ser visto como o fecho do elemento:



Sendo assim, como e = bi, pelo Teorema 3.3.2:

Segue portanto que:

¢a(T")

xn(L') = xn (1) = ¢a(T")xn (Qk,1)

Logo, quando k > 0, xn(L') =0.

Lema 4.3.3 Sejam L, e L, diagramas de links que diferem localmente apenas por:

respectivamente. Entio xn(Li) = v~ s N [N]xn(Ls).

Demonstracao:

Pelo Lema 4.3.2, temos:

-1 —l)i-l-l

1=0 )Y
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Observe que, pelo Teorema 3.3.2, temos:

xn( ) = $a(bn)xn (bn)

= da(bn)ans11 XN (@N41,1) = 0

pelo Lema 4.3.4.

Logo, novamente pelo Teorema 3.3.2:

(|| | )= et s
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Lema 4.3.4 Sejam L, e Ly dois diagramas de links que diferem localmente somente

por:

L, L,

respectivamente. Entao xny(Li) = xn(Lp)-

Demonstracao:

Para simplificar a notagao, sempre vamos considerar os diagramas abaixo como
um “retrato local” de diagramas fechados. Pelo Lema anterior:

Aplicando o Teorema 3.3.2:

= 7 s N[N)(—zs™!) "M xw ( )
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Pelo mesmo resultado temos:
— HI_IS_N[]V](—:L‘S_l)—2(N_1)XN(

E pela relacao 71:

— m—ls-N[N](_ms—l)—2(N—1)XN(x—z

Pelo Lema anterior:

= 25 N[N]a 2NV ( 2 2zsV[N]™ =27} (s — s71) )xw (Le)

L (MM g NN (—as) 0 s - ) (L)

= (g"WNgWN-2 _ g~ W g N(sN — s7N)s?N=2) xn( L)
= (2 gN-2 _ g 2N gN-2(N 5N xy(Ly)

= gV (g2N-2 _ 2N-2 4 572) y (L)

= 27N  xn (L)

Fazendo a substituigao z = s~ YN temos a igualdade desejada.
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Proposicdo 4.3.6 Seja L = Ly U Ly U ...U L, um diagrama de link com n com-
ponentes. Seja L' o diagrama obtido removendo-se a n—ésima componente Ln. Seja
L' obtido decorando-se cada componente de L por @y, € L obtido da mesma forma
adicionando-se apenas a decorag¢do Ly, ¥ Qn,1. Entao XN(E) = XN(E)-

Demonstracao:
Observamos primeiramente que Qy,, = (1/an,1)én,, onde ey,1 = by, e portan-

to, localmente, podemos considerar cada cruzamento da componente L, *@,, , com
outra componente L; x @), com seguinte forma:

T?

7

/

Suponha que ocorra o primeiro caso (o outro é completamente andlogo). Va-
mos mostrar que podemos, para efeito de cédlculo de xy, desconectar a n—eésima
componente das outras.

De fato, lembrando que b% = ¢q(bn)bn, onde da(by) = an,1, escalar que ja
provamos ser inversivel, o diagrama acima € 0 mesmo, a menos de um escalar que:

<

W
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Pelo Lema anterior, o valor de x desse diagrama é igual ao do diagrama:

Logo, continuando esse processo (o numero de cruzamentos entre a n—ésima
componente do noé decorado e as demais é obviamente finito), para efeito de calculo
de yn, podemos considerar a n—ésima componente desligada do resto do diagrama.
Da mesma forma, podemos considera-la como o né trivial decorado por Qn,1, usando
0s mesmos argumentos.

Obtemos portanto a seguinte igualdade:

xn(L) = xv(T'UQn,1)

Pela propriedade multiplicativa do polindmio HOMFLY e pelo Corolério 4.3.4,
temos:

(D) = xn (@) xn(@na) = xn(Z')

como queriamos. ]

Fazendo demonstracio andloga a da Proposicao 4.3.3, temos o seguinte resulta-
do:

Lema 4.3.5 ([Anna], pg.109) s'[!]eir1; + s~kkleim = s'F[ 4 kleri-ex,
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A proposicdo a seguir. mostra uma relagao entre os elementos Qi a qual é
extremamente semelhante com o produto dos diagramas de Young ci e d;. Veremos
posteriormente que esse fato ndo é uma mera coincidéncia.

Proposicdo 4.3.7 Qri1q + Qrus1 = Qr1Q1y

Demonstragao:

Do Lema anterior temos:

s'loks11Qrsry + 5 (k) ak 141 Qi1 = s'7R[1 + K)o gk 1 Q1,1 Qk 1

Substituindo os valores encontrados na Proposicao 4.3.3, temos:

st{l)akgry Sk + (RN - 1)lshte=D/2g=t=0/2 gt
SRl 4 klag g~ SR+ k]sEHD25= =02 R ! o oslmksk
Analogamente:
s™Fag 41 _ sTHE[k 4 1)[k — 11 skt g=t=0/2 gk
SR+ Kloggony SR+ k] sk D25 WHD/2[ENT)! T oslokgl
Logo vale que Qgy11 + Qri+1 = Q1 Q1,1 .

Novamente usaremos séries formais de poténcias (nesse caso com coeficientes em
C*) a fim de obtermos algumas igualdades iteis.

Proposicdo 4.3.8 Sejam Qc(X) e Qp(X) séries formais de poténcias com coefi-
cientes no anel C* dadas por:

[oo]

Qc(X) = > (-1)* Qe X*

k=0
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e

Qp(X) = 3 (~1)*Q X!

=0

Entao QcXQD(X) = .

Demonstracgao:

O coeficiente de X° na série produto é dado por Qo.1Q1,0, que é o diagrama vazio,
o qual por sua vez representa a identidade em C™.

Logo basta mostrar que o coeficiente de X™ é zero para qualquer m > 0. Usando
a Proposicao anterior, temos que:

% (=1)* Qi1 Qum—k = Qum + (—1)"Qm. + r:éll(—l)k(Qk+l,m—k + Qkm—k+1)

k=0

= Ql,m + (_l)QO,l =+ T:g—ll(_l)ka+l,m—k + T:Z__:j(—l)k+1Qk+1,m—k

= Ql,m+(—1)QO,1+(_1)m—lQm,l+(_1)Q1,m+7:2;:f(‘—1)k(Qk+1,m—k‘"Qk+l,m—k)
=0 n

Lema 4.3.6 Podemos expressar X(Qc (X)) como um produto formal infinito de fungoes
racionais em X com coeficientes no anel A :

o ] _ gg2ktlY
x(Qc(X)) = kl:IO 1 — p-lg2k+l X

Demonstragao:

. » o0 _e2k+1 % 2
Seja P(X) = ﬁml—\ Como série formal de poténcias podemos escrever
k=0 ‘

P(X) na forma: -
P(X) = Z])r/’r
r=0
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Note que P(X) = {=%2-P(s?X) e portanto:

(1-v"'sX)P(X) = (1 —vsX)P(s’X)

Logo:
S(1-vlsX)p X" =) (1- vsX)s* p, X7
r=0 r=0

De onde tiramos que:
-1 _ a2r42 2r+1
Dr+1—V "Spr =S Pry1 — US Pr

E portanto:

'Z)_IS _ ,U82r+1 ST+1(’UST _ v—ls—r) (’USr _ ,U—ls—r)

Prev = =4 o PrT s (st — s—r—l)pr o (st — s—(T+1))p’

O valor de po pode ser obtido fazendo = = 0, o que implica em p, = P(0) = 1.

Por outro lado, para 7 > 0 temos:

i-1 _ g—=1g—(i—1) r (_1)”—18—(1‘—1)—1;3"-1

o — (1) X(@n)

i __ g—1 i__ o—1
i=0 §=3 i=0 -8

pela Proposicao 4.3.4.

L —1qi— =
Proposicao 4.3.9 x(Q.i) = .H vlsimlops=l=1)

Si_g—1
i=1

Demonstragao:

Pela Proposicao 4.3.8, temos que:

x(Qc®p) = x(Qe)x(@p) =1
Logo, pelo Lema anterior:

Qo) = 11

k=0

1 — ,U—132k+1X
1 — ys2k+tlX
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Sendo assim, os coeficientes de x(Qp) como série formal sao obtidos trocando-se
v por v~} (e vice versa) nos coeficientes de x(Qc¢). Logo,

L g=lgiml _ g=(i=1)

X(Quy) = H 2 sl — gt

=1

Proposicio 4.3.10 xn(Qk1) = xnv(QN—=k,1)-

Demonstragao:
Quando k # 0, pela Proposicao 4.3.4, temos:

N—=k ,=1g=(i=1) _ ygi-1

x@n-k1) = 1 = Jupr

=1

Fazendo v = sV, temos:
b

—-]+1_S—NSJ 1

(QNkl) .HSSSJSJ

[—‘ . .
N—k sN=i+1 _g—N+j-1

= L} o —5—3
_ V] [N-1 [K+1]
- a2 [N-K]
N N]!

— E[N=k]!

— W V-1 [N—k4l]
oot o [#
Por outro lado, novamente pela Proposicao 4.3.4 e apés fazermos a substituicao
-N

p= 8 ;

gN=J+1_g—N+j-1

i) = [I 2ot
J=1
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_ (sN—s‘N) S,v_}_s_1v+1 (sN—k+1_s—N+k—l)
(s—s~1) s2—s=%2 77 (sF—s—F)

_ O[N] [N=1 [N—k4]
RO R O

E portanto, temos que W (Qr1) = XN(QN-k1), quando k # 0.

Quando k = 0, Qo,1 é o diagrama vazio e portanto xn(Qo,) = 1. Por outro lado,
x~n(Qn,1) = 1 pelo Coroldrio 4.3.2 ¢ portanto vale a igualdade para todo k > 0, como
queriamos. n

Provaremos agora, sempre visando o0 nosso principal objetivo desse capitulo que é

explicitar o isomorfismo entre Y e C*, mais um propriedade importante dos elementos
Q.. Antes citaremos algumas proposigoes concernentes 3 teoria de mddulos:

Proposigdo 4.3.11 [COHN] Seja R wm anel com unidade. Seja M = @ M;, soma
jeJ
direta de R—mddulos livres M; com base Bj para todo j. Entio, M é R—mddulo livre

com base | B;.
jeJ

Proposigio 4.3.12 [COHN] Seja R anel comutativo e M um R—mddulo livre.
Entdo toda base de M tem a mesma cardinalidade.

Corolario 4.3.3 Sejam R anel comutativo, M um R—mddulo e B = {my, ..., my}
wma base de M. Seja D C M um conjunto L.I. com k elementos. Entao, D € base
de M.

Proposicao 4.3.13 O conjunto {Q.\}, onde A percorre 0 conjunto dos diagramas
de Young, € uma base para o A—mddulo livre C™.

Demonstracao:

Vamos mostrar que {Qx/|\| = n} ¢é base do A—submédulo C™, mostrando
que todo ¢ € C* pode ser escrito como combinacio linear desses elementos. Isso
basta, pois a dimensao de C™ ¢ igual ao numero de partigoes de n e portanto
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igual ao nimero de diagramas de Young com n células. Pelo Corolério 4.3.3, temos
que {Qx/|A\| = n} é base do A—submédulo C™. Isso feito, pela Proposicao 4.3.11
teremos mostrado que {@Q,} é base de C*.

De fato, seja ¢ € C™. Temos que existe um h € H, tal que h = c. Pela
Proposigao 3.5.1:
Hn = Z Hne)‘Hn
|A|=n

e portanto h pode ser escrito na forma h = Y. hleah?, onde h} € H,.
|Al=n

Por outro lado, como estamos trabalhando no anel e como €3 = ayey, onde a) é
um escalar inversivel temos que:

. 1 — 1
h = Z —h}\e?\h2 = Z —6,\h)\6,\
IAl=n O A=n A
onde hy = h3h}. Sendo assim:

~

| [ ——
c=h = Z —6,\h,\€)‘ (*)
IA|=n A

Lembrando que ey = Ej(a)wy, Exv (b)@ny,,, temos:
(x) = lAlz— a—lkE,\(a) (Wary Exo (D)@, hy Ex(@)wny ) Exv (b)Wr,,
Vamos chamar o elemento (wx, Exv (b)@n,, haEx(a)wx,) de hy.

Lembrando que {w; /7 € S,} é uma base de H, visto como um A—modulo,
temos que:

exhey = Ex(a)hyEx (0)r,, = Ex(a) (Y. Yrwr) Exv(0)@n,, (¥%)
‘TESn

Pelo Lema 3.3.4, se 7 nao separa A e A" entao:
Ex(a)w,Ex(b) = 0.
Seja Ssep = {7 € Sp/ TseparaleX’} Quando p € Ssep, pelo Lema 3.3.5, existem
p1 € R()) e pa € R(\Y) tais que:

T T
Wr = Wy Wr W

;
p p2
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Substituindo em (kx):

exhex = Y 1rEA(a)w) wrwy, Exe (b)@r,, -
‘TESsep

E pelo Lema 3.3.2, como p; € R()\) e p2 € R(\") temos:

exhey = Z B(T)7y-ex.

TESsep
Sendo assim:
1
Cc = Z ’_( Z ’Y’rﬁ 6,\— Z {/\Q)n
IAIZTL Qx Tessep p"“‘
onde £y = Y. 7.8(7) € .\ como queriamos. n

TES sep

Obs: A partir de agora nio faremos mais distingao entre ¥ e Roo

Para o préximo resultado, usaremos a relagao (citada no cap.1) entre polindmio
HOMFLY, x(L) e o o polinémio de Conway, V(L), como também de alguns resulta-
dos preliminares.

Proposicao 4.3.14 O homomorfismo de dlgebras 6: Roo — C™* definido por:
H(Ci) = QC.'

¢ um isomorfismo de dlgebras.

Demonstracgao:

Denotemos, por hora, Q., = @Q;. Sabemos que Ry ¢ uma algebra livre gerada
pelos {¢;/i = IN}. Vamos mostrar que os elementos @;'s geram C*, e portanto 6 é
sobrejetora, e de forma livre, o que implica que 6 ¢ injetora (basta ver que a existéncia
de dois elementos distintos m; e ms tais que #(m,;) = 0(m,), implica na existéncia de
um polinémio com coeficientes nao todos nulos nos @;'s, mas que ¢ nulo na algebra

c).
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Lembremos primeiramente que (Teorema 2.4.1) os elementos ¢,,, m € IN, onde
©m ¢é o fecho da tranga oym—10m_2 - 01, geram C™ livremente como algebra.

Por inducio em n, vamos mostrar que ¢, pode ser escrito como uma expressao
polinomial nos @;'s com coeficientes em A. Para n = 1, Q.1 = 1, e portanto nada
temos a demonstrar.

Assumimos entdo que para todo ¢,,, com m < n, temos uma expressao polino-
mial em termos dos @;'s, 1 < m.

Temos que e, € H, implica que ;1;65 e C™. Logo, @, pode ser expresso li-
nearmente pelos fechos dos mondmios de peso . em ¢, 0s quais sao indexados pelas

particoes de n. Sendo assim:

Qn = Brn + > BrEaPrs - - Pae (%)
A=(My A =0

onde 3., B € A.

Provaremos agora que 3, é inversivel em A. Isso feito, usando a hipétese de
indugéo, concluimos que ¢, pode ser escrito como um polinémio nos Q;'s, para
1 < n.

Pela observagao j4 feita no Capitulo 1, o polinémio de Conway V(L) pode ser
calculado a partir do HOMFLY colocando-se z = v = 1. Pela Proposicao 1.3.1,
esse polinémio se anula quando L é um “split link”, ou melhor, um link que possue
componentes deconectadas.

Note que todos os termos do lado direito da igualdade (x), exceto ¢n, sao “split
links”. Além disso, ¢, é equivalente (em termos de isotopia ambiente) ao né trivial.
Sendo assim, temos:

V(Qn) = V(Bapn) = By
onde f!, é o coeficiente 3, calculado em z =v = 1.

Lembrando que fizemos as substituicoes z = s~ e v = sV, esses elementos

como séries formais de poténcias em h, possuem termo constante igual a 1. Logo o
termo constante de 3, é igual ao de f3},.

1/N

Pela Proposicdo 3.5.1, mostrando que termo constante de f3, = V(Q,) é nao
nulo, mostramos que 3, é inversivel em A. Voltando a primeira expressao de Qn,

temos: 1 1
Qn = —@ = _bn
Qo Qp
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onde by, = Tres, (—2 s Mw,. Queremos ver quais os termos da expressao de @y
que contribuem ao termo constante de V(@) como série de poténcias em h.

Pela Proposi¢io 1.3.2, e como z = €% — ¢"2 os tnicos termos em b, que
contribuem com o termo constante sao as trancas w, cujos fechos sdo nés, as quais
pela Proposicdo 1.4.1, sdo tais que 7 é n—ciclo.

O coeficiente de w, em Q, é (—z~'s~1)“™. Por outro lado, como 7 é um n—ciclo,

temos que:
I(r) = (n—1) mod(2)

e portanto o termo constante de (—z~'s~)“™ como série de poténcias em h é (—1)""".

Pela Proposicdo 1.4.2 e por existirem (n — 1)! permutagdes que sao n—ciclos em
S,., temos que o termo constante de @, como série de poténcias em h é:

g(=)(n = 1)i(=1)"!

7}
e portanto nao nulo.

Provamos entdo que o conjunto {Q; /i € IN} gera C* como A—4élgebra e portanto
o0s mondmios nesses elementos geram Ct como A—médulo. Vamos mostrar que na
verdade eles formam uma base para esse espaco, provando assim que os );'s geram
a algebra C*t de forma livre.

Seja A= | A,, onde:

nelN

- 3 y p
An={QRQ%. QL /202 2ipe Y i =n}
k=0

Observamos que, pela comutatividade de C*, podemos supor i; > ... > % e usando
o mesmo raciocinio feito no Corolério 2.4.1, concluimos que A4, ¢é indexado pelos
diagramas de Young.

Por outro lado, temos A, C C™ gerando-o como A—mdédulo. Como a dimensao
de C™ & o ntmero de particoes de n e portanto de diagramas de Young com n
células, pelo Coroldrio 4.3.3, A, é base desse espago. Pela Corolario 2.4.1, como

Ct= @ C™, Aébasede C* como A—mbdulo. n
n€elN

Proposicdo 4.3.15 Para todo | > 1, vale que 0(d;) = Q1.
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Demonstragao:

Vamos demonstrar o resultado fazendo indugdo em [. Observe que para [ = 1,
d, = ¢; e portanto 6(d;) = Q1. Assumiremos o resultado valido para todo d;, tal
que [ < m.

Pela Proposigao 4.2.4, f; (=1)*ckdm—r = 0, para todo m > 1. Como 6 € isomor-
k=0

fismo de algebras, temos:

> (—1)*0(ck)8(dm-r) = 0 (4.1)

k=0
Temos também pela Proposicao 4.3.8 que:

> Qr1Qum—k =0 (4.2)
k=0

Pela hipo6tese de indugao, temos:

i( 1) Qi 1Qum—k = Qm + Z 1)%0(ck)0(dm—k)

k=0

De 4.1 e 4.2 obtemos:

0= k9 Ck, dm—lc)

||MS
?5‘
%
p
3
M

E portanto:
0=0Qm—0(d,) = 0(dn)=0n

Proposicao 4.3.16 0(uk;) = Qky VI, k > 0.

Demonstracgao:

Vamos provar a afirmacdo fazendo indugio no nimero de células e no nimero
de linhas.

Para k = 1, temos j;; = d; e portanto, pela Proposi¢do anterior, O(p1) = Quy.
Assumimos portanto o resultado valido para todo diagrama p; ; tal que 147 —1 <m
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(isto é, tenha menos de m células) e também para todo diagrama j;,; com exatamente
m células e tal que 7 < k (isto é, com no maximo k linhas). Vamos mostrar entao
que o resultado vale para o diagrama fig41,m—k, que possui exatamente m células e
k + 1 linhas.

Considere o produto ¢i.dp,—; em Y. Como ja vimos, esse produto é dado por:

CkOm—k = ll'k +1,m— k+ Hkym—k+1

O diagrama py ,n_k+1, pela hipétese de indugao ¢ levado por 6 em Qkm—k+1- Por
outro lado, como € é homomorfismo de algebras, temos:

O(ck-dm—r) = 0(ck)-8(dm—x)
E, novamente pela hipétese de inducao:
O(ck-dm—k) = Qr,1-Q1,m—k
Sendo assim:
O(ptks1,m—k) = O(Ck-@m—i) — O(Lkm—t+1) = Qr,1-Qrim—k — Qkym—k+1
Logo, pela Proposi¢ao 4.3.7, temos:

0(#k+1,m—k) = Qk+1,m—k-

Teorema 4.3.1 0()\) = Q,, para todo diagrama de Young .

A demonstragio por nés conhecida desse Teorema depende diretamente da relagao
entre o invariante yy e o sl(IN)— invariante quantico, dada pelo seguinte resultado:

Teorema 4.3.2 ([Anna], pg.89) Seja L = Ly U Ly U...U Ly link orientado de k
componentes. Entdo:

J(L;V,\l,...,V,\k) ZXN(Ll *Q,\l,...)

onde sl(N)—invariante qudntico de L colorido pelas representagoes V).
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Mais especificamente, a prova depende da inversibilidade da matriz

M = (]V-[)\,,u) A\ pEDiagy

onde:

(i) Diagy, é um subconjunto finito (a ser definido no préximo capitulo) de Yy;

(i) My, = xn(H;Qx,Qu), sendo H o link de Hopt.

Sabemos que essa matriz é inversivel, pois vale que:

Lema 4.3.7 ([TW]) Seja ¢ = s*> uma r—ésima raiz primitiva da unidaede e N €
IN* fizo. Sejam A\, € Diagy,. Seja J(H; Vi, V,) o sl(N)— invariante quantico do
link de Hopf colorido pelas representacées Vy e V,. Considere M a matriz dada por
(M) A peDiagy - Entdo M € inversivel.
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Capitulo 5

Consideracoes finais: O invariante
T(L)

Introducao:

Mostraremos nesse capitulo que a partir do invariante de links orientados x, calcula-
do em raizes primitivas da unidade, pode-se construir um invariante T (L) topoldgico
de variedades de dimensdo 3 compactas, conexas e orientdveis, usando decoragoes
por elementos especiais €2,. Ressaltamos que apenas daremos a definigao de T(L) nao
sendo dada a prova da sua invariancia sob os movimentos de Fenn-Rourke (podendo
ser encontrada em [Anna]). O motivo para isto, como ja foi colocado na Introdugao
deste trabalho, é que a maioria dos resultados envolvem a Teoria de Representagoes
da algebra de Lie sl(N) e propriedades do sl(NN)—invariante quantico.

Lembramos que as decoragdes sdo feitas com elementos de C* que mostramos
ser isomorfo a R., 0 anel de polinémios em um nimero infinito e enumeravel de
indeterminadas e ao anel dos diagramas de Young Y. Explicitamos esse isomorfismo
mostrando que cada diagrama de Young A corresponde ao fecho do idempotente
ie,\ € Hyyj, o elemento Q.

Fixado um N > 0 e um 7 > NN, definimos um novo parametro q = e. Fazendo ¢
uma, r—ésima raiz primitiva da unidade, nosso espago de decoragao passa a ser um
C—espago vetorial (antes apenas um A—mddulo). Porém, ainda estamos lidando com
dimenséo infinita. O objetivo é, portanto, restringir nosso “campo de atuagao” ao
um espaco de dimensao finita.
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Obs: Nao faremos distingao entre os espacos C*, Ry € Y, bem como subespagos
correspondentes.

5.1 O espaco Ry/T

Vamos primeiramente lembrar que comegamos esse trabalho com o anel:
A =Cz*, v, st 2,0]/ <v-— vl =20 >

com z = s — s~ !, e apés algumas substituigoes 0 nosso anel A passou a ser o anel das
séries formais C[h], onde s = /2.

Seja ¢ = €. Quando colocamos ¢ uma r—ésima raiz primitiva da unidade, o
nosso anel A passa a ser € e portanto e passa a ser um espago vetorial sobre esse
corpo.

Definigdo 5.1.1 Fixemos entao um N >0er e NN, r> N, substituindo ¢ por uma
r—ésima raiz primitiva da unidade. Definimos o nivel I de g como |l =7 — N.
Dizemos que um diagrama é g—admissivel se possui menos que N linhas e no

méximo [ colunas. Seja Diagy,, o conjunto de tais diagramas.

E imediato que Diagn, € Ry = Aley, ... cn]. Seja I o ideal em Ry gerado
pelos diagramas de exatamente [ + 1 colunas.

Teorema 5.1.1 ([Annal, pg.146) Diagy, gera o espago Ry/T.

Considere agora o ideal I C Ry gerado por {15 Opey s - - dr_n41}, onde d; €0
diagrama linha com 7 células.

Proposicao 5.1.1 Sejap tal que l <p <T. Entdo xn(Q1,p) = 0.

Demonstragao:

Pela Proposigao 4.3.9, temos:

p N
it = 1T 2=

=1

Voi—1 __ S—NS—(i—I) P N+i—1 _ ]




Quando I < p<r el <i<p,lembrando que [ =7 — N, (¢* — 1) ndo se anula
e portanto xn(Q1,) calculado em ¢ raiz r—ésima primitiva da unidade, estd bem
definido. Por outro lado, quando i =+ 1=r— N + 1, temos:

qN+7‘—N+1—l —i= qr ~-1=0

e portanto xn(Q1,) = 0. m

Corolsrio 5.1.1 ([Anna), pg.150) Seja L um link com uma componente decorada
por dp, com | < p <t e as restantes por \i, para \; € Ry. Entdo, quando q € uma
raiz r— ésima primitiva da unidade, xn (L) = 0.

Proposi¢io 5.1.2 ([Anna], pg.156) I = I. Além disso Diagn, € base para o
C—espago vetorial Ry /1.

Obs: Os resultados acima justificam portanto a escolha do ideal I.

Definigdo 5.1.2 Seja N € IN* fixado. Seja A = (A1, A2, ..., Ay) um diagrama de
Young. Seja r; = A\i — Aip1, parai1 < N ery = Ay. Temos que:

N N N
X = (Zri,Zri,...,Zri).
i=2 i=2 i=N

Definimos o diagrama dual de \, denotado por A*, como:

N-1 N—-2

/\*=(Z Ti Z TiyeorsT1)-
=5

i=1 1

Pictoricamente, \* é obtido ao removermos A do diagrama A X N e rotacionarmos a
figura restante em 180 graus.

Exemplo: N=3

o =13,2)
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Observemos que, sendo ), o niimero de colunas de A, quando A € Diagy,, temos
A1 < [. Logo:
k
/\I:Za’i:/\l—/\k<l
=1
Por outro lado, se A tem m linhas, a representagdo pictérica de A* nos diz que esse
diagrama tem no méximo m linhas. Além disso, ¢ facil ver que (A*)* = A. Concluimos
entao que:
)\ € Diagy » & A* € Diagn,»

Nota: As representacoes de sl(N) sao indexadas pelos diagramas de Young, mais
ainda, o anel das representagoes dessa dlgebra ¢ isomorfo a Yy / < ey =1 > . Dessa
teoria obtemos o seguinte resultado:

Teorema 5.1.2 [FH] Se V) € uma representagdo irredutivel de sl(N), entao:

(V)\)* = V,\-.

Baseando-se nesse Teorema, é razoével que valha o seguinte fato (importante na
prova de que T(L) é um invariante sob os movimentos de Fenn-Rourke):

Proposi¢do 5.1.3 ([Anna), pg.127) xn(Qx) = X~ (@x),

Vamos assumir agora Yy sempre calculado em ¢ raiz r—ésima primitiva da
unidade. Seja:

Q= 3 A

AeDiagn r

onde ). = xn(Q»-). Observemos que pela Proposicao anterior, dy = 0x+.

Definicao 5.1.3 Seja L um link com k componentes. Definimos a matriz (l;;)kxk

onde:
lk(L;, L;) ., para j#1
lij = : .
framing em L; , para 1=

Como lk(L;, L;) = lk(L;, L;) (ver Capitulo 1), a matriz é simétrica e pode ser
pensada como uma forma quadritica. Definimos sig(L) como a assinatura dessa
forma.
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Seja F € Hjy o elemento:

|

P

Proposigao 5.1.4 ([AM], pg.17) O elemento Fy é central em H|y e além disso:
exFy = Fyex = frea

onde f\ € A € inversivel.

Nota: Observe que o elemento F) estd diretamente relacionado com os movimentos
de Fenn-Rourke, vindo dai portanto, a sua importancia na definicao do invariante
T(L).

Considere agora os seguinte escalares:

2

Cy = Z f,,5u
veDiagy,,

—-1¢2

co= >,  f4,
vEDiagn »

Observamos que cy (respectivamente, c¢_) é o valor de xx no né trivial com
framing +1 (resp. —1) decorado por 2,. Como c; € €, podemos escrevé-lo como o
produto de um nimero real positivo p(r) e um nimero complexo de norma unitaria
c(r), isto é ey = p(r)c(r).

Finalmente, chegamos & definicdo do invariante de 3—variedades T'(L) :

Teorema 5.1.3 ([Anna], pg.162) O elemento:
T(L) = p(r) *e(r) 9By (L; Qs - - -, Q)

onde k é o nimero de componentes de L, é invariante sob os movimentos de Fenn-
Rourke.
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