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Abstract
This work intends to shows the construction of an invariant of closed

oriented 3-manifolds starting from an invariant of framed oriented links, X(L) ,
and the decoration of knot's diagrams. The main ideas involved come from
the se-called "Skein Theory" and from the relations among the skein space
generated by the elementary n--braids, the Hecke Algebra .FJn and the Young
diagrams.

Resumo
Este trabalho se propõe a apresentar a construção de um invariante de

3-variedades fechada e orientáveis a partir de um invariante de links com
/ramo orientados, X(L), e decoração de diagramas de nós. Para isso, são
usadas técnicas da chamada "Skein Theoiy" e as relações entre o "skein"-
espaço gerado pelas n--tranças elementares, a Àlgebra de Hecke H. e os
diagramas de Young
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Capítulo l

Conceitos Básicos

1.1 Introdução

O interesse na classificação dos nós nasce no século passado com a Teoria Atómica de
Lord Kelvin, a qual associava cada tipo de nó a um elemento químico distinto. Na
tentativa de obter uma tabela de elementos, P.G.Tait, em 1877, publicou o primeiro
artigo contendo uma classiâcação empírica de nós.

Em 1928. J. Alexander descreve em seu trabalho um método que associa cada
nó a um polinõmio invariante por isotopia, o polinõmio de Alexander, permanecendo
este o único invariante polinomial por muitos anos.

A Teoria de Nós ganha maior fundamentação matemática com a publicação de
"Knotentheorie" de K.Reidemeister em 1932, onde é mostrada a equivalência de nós
através da equivalência de diagramas via certos movimentos chamados de movimentos
de Reidemeíster. A grande mudança só ocorre em 1970, quando Conway introduz
novos métodos combinatórios, os quais deram origem ao que hoje chamamos de "Skein
Theory" , produzindo o polinõmio de Conway.

Em 1984, uma pequena "revolução" acontece com o trabalho do matemático
neo-zelandês \raughan Jones, o qual produz um novo invariante polinomial de nós via
A.lgebra de Operadores, provocando uma onda de trabalhos na área. Apenas quatro
meses depois é anunciada a descoberta de um novo invariante polinomial, o polinâmio
HOMFLY (nome originado das iniciais de seus autores: Hoste, Ocneanu, Millet,
Freyd, Lickorish e Yetter), obtido de forma independente por grupos distintos (meses
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depois dois poloneses Prsytycki e Traczyc publicam trabalho em que apresentam o
mesmo polinõmio obtido independentemente dos outros grupos).

Vale observar que nenhum dos polinõmios citados é um invariante completo de
nós. Em particular, o HOMFLY é o mesmo para todo par de nós conhecidos como
nós mutantes.

Também com o trabalho de Jones surge uma nova interação Matemática-Física,
através, principalmente, do trabalho de Witten, no qual aparece uma interpretação
do polinõmio de Jones na Teoria Quântica de Campos, (a qual possui profundas
ligações com a topologia de baixas dimensões IAtiyahl).

Em IR:1'21, Turaev e Reshetikhin deram um método para a construção de in-
variantes topológicos de 3-variedades a partir de Algebras de Hopf modulares. Por
outro lado, em ITWI, Turaev e Wenzl provaram que a teoria de representações de
Ua(sZ(N)) (o chamado Grupo Quântico da álgebra de Lie sZ(N)), quando consideradas
em q = r--ésima raiz primitiva da unidade, gera uma álgebra de Hopf Modular e por
conseguinte invariantes topológicos de 3-variedades (os sl(N)-invariantes quânticos)

Essa dissertação de mestrado é baseada no trabalho de Anna Aiston (IAnnal),
onde é mostrada a construção de um invariante topológico de variedades de dimensão
3, sem bordo, compactas, conexas e orientáveis, T(L), usando como base o Teorema
de Kirby IKil e técnicas do que vem sendo chamada de "Skein Theory" (Teoria
de "entrançamentos") introduzida por Conway em ICil e detalhada no trabalho de
Lickorish ILil. A autora também mostra a equivalência de 7'(L) e o sZ(/V)--invariante
quânticojá citado.

Nosso objetivo é mostrar como se dá a construção do invariante 7'(-L) traçando
sempre que possúe/ um paralelo com o sZ(N)--invariante quântico (sem contudo en-
trarmos efetivamente na construção deste último).

Como ponto de partida usaremos o polinâmio "framed" HOMFLY X(L) que é
um invariante (por isotopia regular) de links orientados, mas que " infelizmente" não
é invariante sob os movimentos de l<irby. Sendo assim, "complicamos" o diagrama
original usando um processo conhecido como decoração de nós . A cada diagrama
P no anel Si x /, associamos um outro que é o resultado da decoração de L por P,
chamado satélite de 1, e denotado por -L I' P. Esse processo tem a propriedade de
que quando dois links Li e L2 são equivalentes, os decorados com o mesmo padrão P
também o são. Logo, o valor de X(L + P) é também um invariante de links associado
a Z,
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A idéia básica é que a partir de alguma escolha "esperta " de padrões no anel e
após algumas correções , possamos encontrar um valor invariante pelos movimentos
de Kirby e portanto um invariante topológico de 3-variedades.

Para isso, usaremos uma versão "diagramática" da álgebra de Hecke /7« e provare-
mos que todo elemento de C+ é o fecho de um elemento de H« pala algum n. Além
disso, mostraremos que C+ é isomorfa como A--álgebra à y, a álgebra dos diagramas
de Young, que por sua vez aparecem na produção de idempotentes em -H«, cujos
fechos irão gerar os padrões especiais que servirão de bloco para a construção do
invariante T(Z,).

A construção dos sZ(]V)--invariantes quânticos baseia-se, por sua vez, na as-
sociação do diagrama -L a certas representações de Ua(sZ(]V)), através de um processo
denominado coloração.

Por outro lado, temos que o anel das representações Ua(sZ(N)) (com a multipli-
cação dada pelo produto tensorial), é isomorfo à álgebra yX, dos diagramas de Young
com menos de ]N' linhas.

Lembrando que O+ = y, temos que, a grosso modo, "colorir" um diagrama L com
certas representações yÀ, onde À c y, é o mesmo que "decorar" Z, com um diagrama
de Young À (resultado demonstrado em IAnnal), vindo portanto daí a relação entre
o invariante T(.L) e o s/(N)--invariante (quântico.

Por fim, gostaríamos de ressaltar que a proposta inicial ao escolher esse tema
foi mostrar que com técnicas mais elementares pode-se chegar aos mesmos resul-
tados baseados na Teoria dos Grupos Quânticos, a qual exige maior embasamento
matemático. Porém, no decorrer do trabalho, descobrimos que a abordagem feita em
IAnnal contém alguns resultados cruciais (em especial a demonstração da invariância
de T(L) sob os movimentos de Fenn-Rourke) cujas demonstrações involvem essa teo-
ria, e que portanto, sua construção dos "skein"-invariantes não está completamente
divorciada dos invariantes quânticos.

Observamos que existe um outro trabalho realizado por Yokota em IYI, não
abordado por essa dissertação, que não faz uso direto dessa conexão e que chega
basicamente aos mesmos resultados de Aiston.
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1.2 Um breve estudo dos nós

1.2.1 Equivalência de nós

Definições 1.2.1 Dizemos que L é um link de k componentes se 1, Ç Rs ou Sa é
homeomorfo à união disjunta de k cópias de St. Denotaremos L = -Li U Z,2 U . . . U LA;.

Z, é dito orientado quando cada componente de -L possue uma orientação. Quando
k :: 1, e portanto -L possue apenas uma componente, -L é chamado de nó.

Seja .r 10, 11 e X uma espaço tipológico

Definição 1.2.1 Uma homotopia h : X x / -} X é chamada uma isotopia ambi
ente se ho é a aplicação identidade e At é um homeomorfismo para todo t C /

Definições 1.2.2 Dois nós Ki e /{2 são ditos isotópicos se existe uma isotopia
ambiente (em X = ]R3) tal que Ai(.Kt) = X'2. No caso de nós orientados, pede-se que
a isotopia preserve a orientação. De forma análoga definimos links isotópicos.

A fim de evitarmos comportamentos patológicos (os chamados nós selvagens),
vamos nos restringir nesse trabalho aos nós poligonais (em inglês, games) que são
os nós isotópicos a linhas poligonais simp]es e fechadas em ]R3 (ou S3), ajustando
assim as definições de isotopia ambiente para a categoria PL, ou "linear por partes"

1.2.2 Diagramas de nós

Podemos recuperar a descrição de um nó /{ (ou link) apenas por uma projeção em
um p]ano conveniente, p : ]R3 -"} E. Um ponto P C p(Ã') ç E cuja pré-imagem
sob a projeção contém mais de um ponto é chamado ponto múltiplo. Quando essa
pré-imagem contém apenas dois pontos, este é chamado de ponto duplo.

Definição 1.2.2 Uma projeção p : ]R3 --> E de um nó /( é dita regular se

(i) Existem finitos pontos múltiplos e todos estes são duplos;
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(ii) Nenhum vértice de Ã' (tomando-o como uma linha poligonal simples e fechada)
é mapeado em um ponto duplo.

Novamente, observamos que a extensão aos links é imediata

Proposição 1.2.1 (IBZI, pg.8) O corÜunlo das projeções regziZares é aberto e denso
no espaço de todas as projeções

Isto significa que, dado um nó .K (ou link), sempre podemos tomar uma projeção
regular deste. Chamamos a imagem de /( por uma projeção regular de diagrama
do nó /(. Novamente, se o nó é orientado, pedimos que a projeção "carregue" essa
informação.

Nesse caso, definimos o sinal de um cruzamento c, c(c), pela regra

Sejam dois nós .Kt e .K2. Fixemos um diagrama de .K't UÃ'2 Definimos Zk(/(t, -K2)
como:

C
zk(-K: , -K:)

onde a soma é tomada sobre todos os cruzamentos c de /(i sopre X'2 e c(c) = :LI o
sinal do cruzamento c.

Definição 1.2.3 Definimos o número de enlaçamento de .Ki e K2 (em inglês
linking number), como o número Zk(-Kt, /{2).

OBS: Há várias outras definições (ver IRoll, pg.132) de número de enlaçamento,
todas equivalentes a menos de um sinal.

É fácil ver que Zk(Ã't, .K2) é inalterado se revertemos a orientação de ambas as
componentes e que muda o sinal caso revertamos a orientação de apenas uma. Além
disso, decorre da definição que quando Zk(/(i, /{2) # 0 esses nós necessariamente sao
conectados (isto é, não existe uma isotopia ambiente que possibilita separa-los por
dois abertos disjuntos).
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De forma análoga ao que fizemos, podemos definir o número de auto-enlaça
mento, w(.L), (em inglês, writhe ) de um link orientado L como:

w(L)

onde c percorre todos os cruzamentos de um diagrama de .L

A princípio, esses números não estão bem definidos, pois não sabemos se inde-
pendem do diagrama escolhido. Vamos agora dar condições (necessárias e suficientes)
para que dois diagramas distintos representem nós equivalentes.

Definição 1.2.4 0s movimentos de Reidemeister são os movimentos de caráter
local, realizados em diagramas, descritos abaixo:

L.
r'

D Rl]

Teorema 1.2.1 (IPSO , pg.ll) Z)oás diagramas de Jánks correspondem a Zãnks isotópicas
se e someTtte se um pode ser obtido do outro através de uma sequência Brita de movi-
mentos de Redeimeister RI, Rll e Rlll

Através desse resultado mostramos, por exemplo, que o número de enlaçamento
é invariante por isotopia ambiente de links orientados:
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Proposição 1.2.2 0 número de enZaçamento mantém-se inalterado soó os mouã-
mentos de Reidemeister, isto é, {ndepende do diagrama escolhido. Além disso, vale
q«e lk(K:, .K:)

Demonstração

O primeiro movimento, R.r, envolve somente uma componente e portanto não
afeta o número de enlaçamento. Sob R/// o número e tipos de cruzamentos não
mudam e portanto também não afeta ZÀ;.

Já com o movimento .R.r.r, dois cruzamentos são criados ou removidos, porém
estes são sempre de sinais opostos, não afetando a soma final.

Para ver que Zk(Ã.i, .K2) = ZÉ;(X2, /{i), basta observar que no segundo caso, existe
uma pro.jeção regular (um diagrama) onde todo cruzamento de -Ki sobre K2 vira um
cruzamento de K2 sobre .Ki com o mesmo sinal. H

Analogamente, escolhido um diagrama de um link orientado .L, o número de
auto-enlaçamento w(.L) é invariante pelos movimentos R// e R///. Porém é clara-
mente afetado por R/, pois um cruzamento é criado ou destruído, adicionado-se ou
subtraindo-se l. Observe que w(L) não é afetado pelo movimento R'/ descrito abaixo:

» \

Definição 1.2.5 Uma sequência finita de movimentos R//, R/// e R'/ realizada
sobre um diagrama é dita uma isotopia regular. Dizemos que dois diagramas
são regularmente isotópicos se um pode ser obtido do outro através de isotopia
regular.

Concluímos então que w(L) é invariante sob isotopia regular
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1.3 Invariantes polinomiais de nós

Para esse trabalho, somente interessarão os polinõmios lilOMFll.Y e o de Conway,
este podendo ser obtido (transgredindo a ordem de cronológica) do primeiro.

1.3.1 O polinõmio de Conway

O polinõmio de Conway é um invariante de links orientados que pode ser definido de
forma axiomática da seguinte maneira:

(AI) Para cada diagrama de link .L orientado, existe um polinõmio V(.L) C ([;lzj, ta]
riiip'

Z, isotópico a L' :+ V(L) = V(Z.').

(A2) -L isotópico a 0 ::> V(L) l

(A3) Se L+, L- e .Lo são links que diferem apenas localmente pelos seguintes cruza
mentor:

) (
Z'o

e«tão V(Z+) - V(L ) ;V(Lo)

Chamamos a relação dada em (A3), da "skein"-relação do polinõmio de Con-
way.

OBS: A existência e várias outras propriedades desse polinõmio podem ser encon
iradas em IKaull.
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Definição 1.3.1 um link é chamado de link desconexo, (em inglês, split link) se
é equivalente a dois sublinks não vazios os quais se encontram contidos em regiões
disjuntas do plano.

Proposição 1.3.1 Se L é um Zínk desconexo, então V(.L) 0

Demonstração

Podemos assumir que -L tem um diagrama da forma:

Sejam portanto .L+ = 111><11] e .z;- = 1?1><il11
Fazendo uma rotação no espaço vemos que os links L+ e L são ambiente

isotópicos e portanto V(L+) = V(.L ), por (AI). Logo, pela "skein"-relação da-
da em (A3) temos V(.L) = 0. H

Agora, citaremos mais uma propriedade do polinõmio de Conway, que nos será
útil posteriormente:

Proposição 1.3.2 ([Kau21, pg.82) O poZánóm o de (7onway de um nó é dado por.

v(K') + ;o(.)

onde D é outro potinõmio em z. Quando L é um tina de mais de uma componente
temos:

V(.L)

onde D' é um potinõmio em z

1.3.2 O polinâmío HOMFLY

O polinõmio HOMFLY, P(L) C (Elu:n, zütl pode ser definido, a menos de um escalar,
pela "skein"-relação:

«-:P(L+) - «P(Z.-)
onde Z+, L- e -Lo são os links que diferem locamente por um cruzamento segundo a
regra descrita na subseção anterior.
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Normalizamos P pedindo que o valor de P no diagrama vazio seja 1. Como uma
consequência da "skein" -relação temos:

P(.LU 0)
' 7

onde .L U O denota a união distante, isto é, união gerando um link desconexo, de
Z, unido com uma curva simples fechada. Esse polinõmio é invariante sob os três
movimentos de Reidemeister, ainda que não saia diretamente da "skein"-relação e
é multiplicativo quando calculado em uma união distante, isto é, se Li U L2 é uma
união distante. temos:

P(L: U -L,) )P(L,).

Nota: Novamente, para maiores detalhes e demonstrações de propriedades desse
polinõmio, ver jl<aull.

No presente trabalho, nos interessará apenas links invariantes sob ásotopia regular
e portanto vamos modificar o polinõmio P para esse fim. Chamaremos esse novo
polinõmio de "framed" HOMFLY e o definiremos da seguinte maneira:

X(L) (z« ' :) "Ü)P(.L)

onde w(L) é o número de auto-enlaçamento de L

A relação abaixo passa a valer

*(») ',«-:, *(2 )
E a "skein''-relação precisa ser ajustada para

« :X(-L--) - ZX(L ) , X(Lo)

Definição 1.3.2 Seja A o anel dado por

A allz:':',«:::,s:::,;,õl/ < « ' u :: Õz >

onde z = s -- s-'
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Observamos que X(L) é um elemento desse anel. A variável (5 é introduzida
para posterior especialização de A, na qual será necessário "mandarmos" z para 0,
enquanto que as variáveis s e s'i são necessárias ,para descrição das relações em -H«,
A--álgebra que definiremos no próximo capítulo. É imediato que ao fazermos z = u =l
recuperamos o valor do polinâmio de Conway, fato que nos será útil posteriomente.

1.4 Nós e Tranças

Definição 1.4.1 Em ]R3, considere os pontos Ai = ({,0,0) e -B{ - (á,0,1), onde
á = 1. . . . , n. Uma curva simples unindo .A{ a .Bj é dita uma linha ascendente se cada

plano horizontal a corta em exatamente um ponto- Uma n-trança , ou trança de n
linhas, é o conjunto de n linhas ascendentes unindo os pontos 4i's aos Bj 's, duas a
duas com interseção nula.

De forma análoga aos nós, definimos equivalência no conjunto das tranças via iso-
topia ambiente relativa à {.A{, .Bj / {, .7 = 1, . . . , n} e diagramas correspondentes a esses
elementos, (sempre lembrando que estamos na categoria PL, ou linear por partes)
Dois diagramas de tranças representam tranças equivalentes se forem obtidos um do
outro por uma sequência finita de movimentos R// e R-r// (e seus inversos), relativos
aos pontos do bordo. Chamamos o conjunto das classes de equivalência de n--tranças
de .B., onde podemos definir um produto induzido pela operação geométrica "colar
embaixo" tornando-o um grupo

Teorema 1.4.1 ([AI) B« é {somod'o ao grupo abstrado gerado por.

< o'{, { := 1, . . . ,n -- l >

com as re/anões.'
aias - oja{, l{ - .jl > l

aÍai+lo'i = (li+lo'iaí+l) 'i = 1,

onde ai corresponde à n-- traTtça elementar:

,n 2
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Obs Graficamente, a equivalência pelo R.r// é dada pela relação

aiaÍ+lo'{ :: aÍ+laÍai+l

como podemos ver abaixo

Nota

(1) Para maiores detalhes consultar IBZI e IBirmanl

(2) Estaremos constantemente ao longo desse trabalho cometendo o abuso de ho-
ra tratar de uma trança como o objeto geométrico, hora como sua classe de
equivalência.

Obs: Como o nosso interesse está focado em Zánks orientados, vamos considerar a
partir de agora tranças dotadas de orientação, a qual no nosso caso, por convenção
será sempre "de cima para baixo"

Definição 1.4.2 0 fecho de uma n--trança P C 23n é definido de forma natural
como o link P obtido unindo cada pontos .A{ com o ponto .Bi através de uma curva
simples sem interseção com P (excetuando-se obviamente os pontos .Ai, .Bi) e de tal
forma que duas a duas possuam interseção vazia.

Assim como foi feito para nós, damos sinais a cada tipo de cruzamento. Nu-
merando as linhas de uma n trança de l a n, considere as {--ésima e .j--ésima linhas
tais que á > .j. Quando a á--ésima linha cruza a .j--ésima linha "por cima" dizemos
que o cruzamento é positivo. Caso contrário, o cruzamento é considerado negativo.

Definição 1.4.3 Seja P uma n--trança. Definimos o número de auto-enlaçamento
w(/3) de forma análoga ao que foi feito para diagramas de nós, isto é, fazendo-se a
somatório dos sinais dos cruzamentos de /3.
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Observe que esse número, por termos uma estrutura de grupo, é dado pela soma
dos expoentes da trança # escrita como uma palavra nas tranças geradoras o-; s. A
cada trança /3 € Z?« associamos naturalmente uma permutação r € S«, definida por
a({) = .j, se # liga o ponto .Á{ ao ponto Bj. Essa aplicação gera, de forma imediata,
um epimorfismo B« --} S., onde cada trança elementar o-{ é levada na transposição
é{ = ({ {+1). Lembramos que S. é gerado por:

{éi /á = 1, . . . , n -l}
''", n ;, q rn] n rÃpq

(i) é?

(ii) @iÓj = @j@í, se lí - .jl > l

(iii) @i@i+té{ = @i+téi'Éi+t

S. é, portanto, claramente obtido de .B. adicionando-se a relação ai
associação mostra-se importante em vários aspectos, entre eles:

1. Essa

Proposição 1.4.1 0/echo de uma rz--trança é um ná se e somente se a permutação
a eZa associada é um n--ciclo.

Demonstração

Lembrando a definição geométrica de uma trança, observamos primeiramente
que o fecho de uma trança tem uma única componente se e somente se "saindo" de
.4{ atingimos pelo fecho um outro ponto .Ai, pala quaisquer {,J € {1, . . . ,n}. Isso
significa portanto que a órbita do elemento { pela permutação associada à trança
contém {l, . . . , n}, para qualquer {. Logo, essa permutação é um n--ciclo. H

Definição 1.4.4 Pai'a cada permutação r € S«, definimos uma n--trança ox chama-
da trança de permutação positiva, pelas seguintes propriedades:

(i) Todas as linhas são orientadas de cima para baixos

(ii) Todos os cruzamentos são positivos;

(iii) A permutação associada a u« é a peimutação r;
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(iv) Cada pãr de linhas cruzam-se no máximo uma vez

Definimos uma trança de permutação negativa de maneira análoga, porém pedin-
do que todos os cruzamentos sejam negativos. Denotaremos essa trança por Ox e
observamos que:

(wn.
l

Vemos a partir dessas propriedades, que dada uma permutação n existe uma
trança de permutação positiva o«. Na verdade, essa relação é biunívoca:

Proposição 1.4.2 .4s tranças de permutaçào posátáua são unicamente determinadas
pelas propHedades (i)-({u).

Demonstração

Seja n- C S.. Sejam w. e ã; duas n--tranças de permutação positiva associadas
à a (isto é, duas n--tranças que satisfazem as propriedades (i)-(iv))

Nomeamos as linhas de ambas de l a n, de acordo com seu ponto inicial. Por cons-
trução, duas linhas distintas á e .j (em ambas as tranças), têm no máximo um ponto
de cruzamento, sendo que quando i < .j, .a .j--linha passa à frente da {--linha (pois
os cruzamentos são por hipótese positivos). Como consequência, podemos desenhar
cada {--linha das duas tranças em planos distintos sucessivos.

Sendo assim, em cada plano, mantendo as extremidades fixas, pois por hipótese
elas induzem a mesma permutação, podemos deformar a í--linha de u« na á--linha
de ã;, e portanto as duas tranças são equivalentes. H

Obs: (1) E imediato que o resultado vale para as tranças de permutação negativa,
pois foi usado apenas que os cruzamentos eram todos de mesmo sinal.

(11) Note que se u« é trança de permutação positiva, temos w(/3) - Z(n-), onde
Z(r) é o tamanho da permutação a- (isto é, o tamanho da menor palavra nos
geradores Ói que representa n).
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1.4.1 Nota: Movimentos de Markov

Vimos que o fecho de uma trança gera um Jink. O Teorema de Alexander (IPSO,
pg.55) nos diz que todo link provém do fecho de uma trança. Markov, por sua vez,
obteve condições puramente algébricas que determinam quando duas tranças geram
links equivalentes:

Teorema 1.4.2 0s /fachos de duas tranças são equáualentes se e só se uma trança
pode ser obtida da outra através de uma sequência $nita dos movimentos abaixo:

cx13cx-* ci,Í3 c B«

Ma'. D j3a:jjx IS C B«

onde a multiplicação Í3a« jaz sevttido considerando a inclusão B« c Bn-F\ feita
adicionando-se uma linha a cada n-- trança l3.

Esses movimentos são chamados movimentos de Markov e vê-se facilmente
que eles não afetam o fecho de uma trança. Porém, a demonstração da outra impli-
cacvao do teorema é extremamente complicada podendo ser encontrada em IBirmanl.

1.5 A álgebra de ]l-ecke //n

A C--álgebra de Hecke .fin(q) do tiPO .A é definida pelos gerador'es

{gt, g2,...,gn l}

. .0jÇ,nADa

(i) g? (q - l)g: + q

(ii) gigi+tgi = gi+igÍgi+i ã 1. , n -- 2

(iü) g:gj gjgi, l{ - .jl > l
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Observe que há uma representação imediata de -B« em H«(q) identificando a{
com o gerador g{, na verdade essa álgebra é um quociente da álgebra de grupo de .Bn-
Usaremos ao longo desse trabalho uma outra versão de H«(q), a qual chamaremos
.17., dada pelos geradores:

{o'í / i = 1, . . . , n -l}
n ro] n pãpq

&u'yv vv

(nl) aias = ajam, l{ - .jl > l
(H2) o-iai+iai - oi+iaioi+i { = 1, . . . , n -- 2

H3) z 'a{

sobre o anel A (ver 1.3.2), observando que podemos passar de uma para outra através
da identiâcação: z = s e q = s*

Observe que em A podemos escrever a relação (-H3) na forma

(a: - «)(a: - Z,)

onde a = --zs'i e b = zs

A aparente ambiguidade em usarmos o mesmo nome para as tranças elementares
e para os geradores de .17«, desaparecerá no próximo capítulo onde veremos uma versão
"geométrica" dessa álgebra através do que chamaremos "skein"-espaços-

Nota

(1) Lembramos que a álgebra de grupo de Sn, CS«, é dada pelos geradores

{é: í+i) / á = i, ,n - l}

"'-.. n q rn] sipÃpqv vxx x uv x UAwyv vu

(i) é?

(Ü) @i@i+:@í = @ +:@ Ói+i, á

(üi) @:@j = éj@:, IÍ - .jl > l
1, , n -- 2
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Logo, fazendo q = 1 em /Ín(q) recuperamos a álgebra([;S«. ]StO é, Hn(q) pode ser
vista como uma "deformação" de (1)S«. Wenzl, em IWZI, mostrou que quando
q # 0 e q não é uma Z--ésima raiz da unidade para Z ' 2, . . . ,n, Hn(q) = ([:S«
como módulos.

(2) Pelo Teorema de Markov, vemos que, um funcional .f definido em Hn(q) tal
que /(hi.h2) = /(h2.At) e que seja invariante sob os movimentos de Markov,
gera portanto um invariante de Zánks. Essa, pois, é a base da construção do
polinõmio de Jones (ver IJones]), utilizando-se o traço de Ocneanu em Hn(q)
para criar o invariante que acabou por provocar grandes mundanças no cenário
da Teoria de Nós, como citamos na Introdução

1.6 Caracterização de uma 3-variedade através dos
nosP

O objetivo dessa seção é apenas dar uma idéia de como um Zink .L pode caracterizar
uma 3--variedade fechada (sem bordo e compacta), conexo e orientável M através
de um processo o qual damos o nome de cirurgia, justificando assim o interesse
nos invariantes de nós para a construção de um invariante topológico de M. Uma
exposição detalhada sobre o assunto pode ser encontrada em IRoll e IPSO.

1.6.1 Cirurgia ao longo de nós

Definições 1.6.1 Um toro sólido y Ç S3 é uma 3--variedade (isto,É, uma vari-

edade de dimensão 3) homeomorfa a Si x -D2. Um homeomorfismo h : $i x .ZI)2 --> V
é chamado um referencial de y.

Uma curva simples fechada não trivialmente homotópica em ay é chamada
meridiano de y se é homotopicamente trivial em I'' Uma curva simples fechada em
ay é chamada longitude de y se intercepta algum meridiano V' transversalmente
em um único ponto.

Proposição 1.6.1([Roll, Pg.29)
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(i) J é um meridiano de V se e somente se J é dü J:orma h(l x âDz ) para atgunt
referencial, h.

(ii) 1< é uma longitude de V se e somente se K é da. .forma h(S\ x 1.) para algum
relferenciat h de V.

Proposição 1.6.2 (IRoll, pg.30) Quaisquer dois mehdianos são equáuaZentes em
Lermos de isotopia ambiente em V. Por outro lado, existem in$nitas classes de {so-
topàa ambiente de longitudes em V.

Logo, a definição de meridiano é intrínseca, sendo que a de longitude envolve
uma escolha.

Proposição 1.6.3 (IRoll, pg.31) .4 menos de {solopãa ambiente em y. ea;êste uma
única longitude t que é homologicamente trio at em Ss\V, ü qual chamaremos de de
longitude preferencial.

Observamos que a classe de homotopia do meridiano, m e a classe da longitude
preferencial, Z são geradores do nt(õy).

Definição 1.6.1 Uma vizinhança tubular de um nó .l( Ç S3 é uma imersão

f : K x Da -+ Ss

o«de /(z,0)
sólido.

z, Vsç C K. Uma vizinhança tubular de um nó é portanto um toro

Proposição 1.6.4 (IRoll, pg.133) Sela V' uma u zínAança tubular de umz nó orÍen
lado 1<. Uma !ongitude preferencia! l de V é caracterizada por lk(l,K) = 0.

Considere um ZÍnk L = 1,i U . . . U L. e vizinhanças tubulares K para cada
componente .Li, duas a duas sem interseção. Seja /& a união dos homeomorfismos
h : at4 -+ a% para á - 1, . . . , n. Considere iM o espaço obtido através da união:

S'\( int(V ) U U {nt(Un) )U(V U
h

U Un)

onde identificamos os bordos das vizinhanças U 's através do homeomorfismo h
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T,i =
qí

Proposição 1.6.5 (IRoll, Pg.258) M é uma 3--variedade sem Z)ardo, compacta,
covleza e orientáuel que depende somente a menos de homeomor$smo, da classe de
homotop{« de h:(m:), onde m: é me,idi-. de U, p«« todo { = :, . . . , ".

Dizemos que 11] assim definida é obtida por uma cirurgia em S3 ao longo do
Zãnk ].,. A fim de caracterizarmos melhor esse procedimento devemos caracterizar
portanto, segundo o resultado acima, a classe de homotopia das curvas Ai(m{.)

Se.ja V um toro sólido, m um meridiano de y e h : ay -+ ÕV um homeomorfismo.
Temos que J = h(m) é um curva fechada simples em aV que pode ser caracterizada
como um elemento de Hi(aV). Por outro lado, como ai(ay) = Z x Z, e portanto
abeliano, podemos caracterizar / como uma curva no grupo fundamental de ay
Logo, sendo IJI a classe de J nesse grupo, temos que

IJI

onde m e Z são os geradores de at(av) e p, q C Z

Proposição 1.6.6 ([PSI, pg.45) Sda J cura;a simples /fachada em aV. Nessas con-
dições uma das a$rmatiuas abaixo é válida:

rá) mdc(p, q)

rii) p = 0 e q = :Ll;

ráí J p = i:l e q = 0.

Voltemos à cirurgia ao longo de .L :: -LtU. . .UL. um lánk orientado, considerando
para cada componente a vizinhança tubular U, para todo { = 1, . . . ,n. Para cada
componente de L existe, como já vimos, uma longitude preferencial Z{ orientada da
mesma maneira que .Lí e um meridiano m{ tal que Zk(-Li, mí) = i:l. Tomando m{ e
Zi como os geradores do grupo fundamental de aU, como J. = h (m{) é uma curva
fechada simples, pela Proposição anterior, podemos caracterizar a classe de Jí pela
ra,zaoZ

onde IJil = p m + qiZi.

Chamamos essa razão de coeficiente de cirurgia associado à componente Lí.
Quando qi = 0, e portanto pí = ül, escrevemos r{ :: oo. Observe que nesse caso a
cirurgia é trivial, isto é, a variedade obtida é novamente S3
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Nota

(1) A escolha da orientação de L{ é irrelevante, pois invertendo-se a orientação
deste, a orientação de h{(mi) também é invertida.

(2) Se K é o nó trivial, a cirurgia com coeficiente r = 0 resulta em M = S2 x $i
Quando r =:H,:E1/2,. . . ,:LI/n, . . . , oo, temos M = S3

Dizemos que a cirugia é inteira quando os coeficientes r{ são números inteiros
Surpreendentemente, temos o seguinte resultado:

Teorema 1.6.1 ([PSI, pg.104) Toda 3--variedade semz bordo, compacta, coneza e
orientáuel pode ser obtida através de uma cirurgia inteira em Sa ao longo de um ll,nk
L

1.6.2 Cirurgia ao longo de fitas

Ao coeficiente de cirurgia associado a uma certa componente Li de um Zãnk .L damos
o nome de /ramÍng de -L{. Vimos que, sob uma cirurgia inteira (a qual é sempre
possível) ao longo de uma certa componente -K com ./'raming p, o meridiano é ma-
peado na curva J, onde:

IJj=pm +Z.

Nessa situação, J e -K determinam uma fita em S3 (como componentes do bordo
desta), onde a informação r = p traduz-se em:

zk(a, -K) + z, -K)

(o que decorre da escolha dos geradores m e Z) e portanto em p "torcidas" na fita
correspondente. Por sua vez, uma fita em S3 pode ser transformada por isotopia em
uma fita plana, usando-se o chamado "belt trick"

A idéia portanto é trabalhar com diagramas no plano representando essa fita,
olhando apenas para o diagrama de uma das componentes do bordo, o qual chamare-
mos de diagrama de ZÍnh com fume. Prova-se (IPSO) que mudanças nesse dia-
grama efetuadas por isotopia regular não afetam a fita original e portanto a cirurgia
correspondente em S3. N/leis ainda, vale que:
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Teorema 1.6.2 (IPSO, pg.124) 1)oÍs diagramas de Zánks com /ramo correspondem a
links {sotópicos com mesmo framing l.e portanto, produzem Q mesma variedade) se e
somente se esses diagramas podem ser obtidos um do outro uia isotopia regular.

Seja M(-L) a variedade obtida através de uma cirurgia em Ss determinada pelo
diagrama de Zãnk com /ramo Z,. O próximo resultado nos permite "decidir" quando
duas cirurgias produzem, a menos de homeomorfismo, as mesmas variedades, olhando
apenas para o diagrama -L.

Teorema 1.6.3 [FR[,]Ki], ILil] .Ea;êste um Aomeomor$smo preservando orien-
tação entre MÇL) e M(L') se e somente se os diagramas de links com fume L e
L' podent ser obtidos um atraliés do outro por isotopia regular (e {sotopias do plano)
e por uma sequência ./inata de movimentos de Fenn-Rourke, a saber;

----, ÇP...(L)

---, P.(z)

Este Teorema nos propicia, portanto, encontrar invariantes de 3--variedades
fechadas, conexas e orientáveis produzindo invariantes de nós (por isotopia regular)
que sejam também invariantes pelos movimentos de Fenn-Rourke.
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1.7 Decoração de nós

Suponha que ao calcularmos o polinõmio HOh/IFLY de dois nós Li e .L2 , os quais
suspeitamos serem distintos, a resposta tenha sido a mesma. Podemos então tentar
"complica-los"obtendo dois outros nós -Z(l e .l(2 de maneira que se Li e L2 forem
equivalentes, necessariamente eles também o sejam e que seja possível a obtenção de
repostas distintas das anteriores. Logo, se calcularmos os polinâmios HOMFLY de
Kt e -K2 e obtivermos respostas distintas, teremos uma prova de que .Li e .L2 não são
equivalentes.

Uma maneira de fazermos essa "complicação" de nós que satisfaça as propriedades
acima é o que chamamos de decoração de nós. Observamos novamente que um
diagrama de nó nesse trabalho será sempre um diagrama orientado de nó com
fume, e portanto a equivalência será em termos de isotopia regular. Seja .K um
diagrama de nó. Lembremos que um nó com /ramáng implica na escolha de uma
curva paralela à ele , ou melhor , uma fita que é uma imersão do anel em S3

l)efinições 1.7.1 Seja P um diagrama no anel. Considere a imagem de P pela
imersão do anel na fita definida por -K e chame o seu diagrama no plano de K # P
Obtivemos então um diagrama de um nó .K o qual chamaremos de nó satélite
Além disso, chamaremos K de nó companheiro e P de padrão.

Exemplo

Satélite do nó figura-oito com framing -l
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Se Ki e /(2 são equivalentes, então .Ki
depender somente do nó .K e do padrão P

#e ](2 também o são. Sendo assim, K irá

Nota: Em IMSI há a demonstração da existência de pares de nós com o mesmo
polinõmio HON/IFLY e uma decoração específica resultando em polinâmios distintos.
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Capítulo 2

6éSkein'' Espaços

Introdução

Observamos primeiramente que a partir de agora ao falarmos "links" estaremos nos
referindo sempre ao diagrama orientado com fume deste. Estaremos também con-
siderando a equivalência entre links dada por isotopia regular.

Vimos que a cada diagrama orientado -L de um link podemos associar um ele-

mento do anel A (def. 1.3.2) obtendo uma aplicação

X : .D --} A

onde Z) é o con.junto das classes de diagramas de ]inks orientados em ]R,2 e X(.L) é o
polinâmio HOMFll.Y do diagrama -L. Podemos, porém, trabalhei com mais estrutura,
considerando um A--módulo livre tendo como base o conjunto 1) e estendendo a
aplicação X para esse módulo, obtendo assim um funcional linear.

Vamos no entanto considerar Z,) como o conjunto das classes de diagramas e quo-
cientar o A--módulo dos diagramas pelas "skein"-relações do polinâmio HOMFLY,
obtendo o A--módulo S(]R2), de modo que dois diagramas com o mesmo polinõmio,
sejam o mesmo elemento nesse módulo.

Passaremos portanto a fazer "contas" com diagramas de links e a fim de obtermos
resultados interessantes e que nos levarão ao invariante de 3-variedades, vamos ter
que considerar diagramas em outros espaços, definindo o nosso z\--módulo de maneira
análoga.
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Definições 2.0.2 Seja f' = ]R2 ou .F Ç ]R2, uma subvariedade compacta de di-
mensão dois equipada com um conjunto finito de pontos P em a-F orientados como
pontos de "entrada" Pz ou pontos de "saída".Ps.

Um diagrama em f' é a interseção de -F com um diagrama orientado .L em ]R2
onde a.F í] .L :: P e ta] que a.F í] -Z) :: P não possua pontos de cruzamento de

L. Além disso, a orientação de -L em a-F n D :: P coincide com a dada aos pontos
destacados

Dois diagramas em -F são equivalentes quando um pode ser obtido do outro
através de uma sequência finita de isotopias de -F e de isotopia regular, relativas a
a.F (isto é, mantendo-o fixo). Seja -DP o conjunto dessas classes de equivalência.

Definimos o "Skein" Espaço de -F, S(.F), como o A-módulo com base em DP
quocientado pelas relações locais:

(-1) «''x >< ) (

(r2) »
(r3) "u0 B:L--© D

Z

Obs A partir de agora não faremos distinção entre um diagrama e a sua classe
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2.1 Aplicações entre ''Skein'' Espaços

Definição 2.1.1 Uma instalação W' de F em .F' é uma inclusão de F em .F'
juntamente com um diagrama de curvas e arcos fixados em F'\.F, tal que a fronteira
desse diagrama fixado consiste exatamente nos pontos destacados nas fronteiras de
F e F', respeitando as orientações respectivas.

Qualquer diagrama 1) em -F pode ser então estendido ao diagrama W(-D) em F''

Teorem.a 2.1.].
por:

Uma ivtstalação W de F em F' induz uma aplicação linear de$nãda

Sw : S(-F) --> S(F'')

[«/ q«. S«.(D) TT'' (D )

Demonstração:
Basta observar que como as relações são locais, uma coleção de diagramas em $(F')
que satisfazem determinadas relações continuarão a satisfazê-las em S(F') quando
for efetuada a instalação . n

Corolário 2.1.1 (7onsãdere FI, F2, - - - , Fn com as respectáuas ãrzstalações em F Sw.,
Sw,, . . ., Sw.. Então essas instalações induzem uma aplicação multitineür:

Sw.x Sw,x x S«. -+ S(F')

Esse conceito será utíl para transformarmos alguns espaços em álgebras, como
veremos a seguir.

Exemplos:

2.2 s(m,')

Pela Proposição anterior e pela existência e unicidade do polinâmio HOMFLY, temos
que a classe de qualquer diagrama Z) no plano pode ser representada pelo elemento
X(.D).@ C S(]R,') onde é é a classe do diagrama vazio.
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Esse fato estabe]ece uma bijeção entre S(]R2) e A, que na verdade é um isomor.
cismo de A--módulos.

2.3 S(R=)

Definimos ]R= como o retângulo ]O, 1] X [0, l] onde Pu :: {l} x {;;t:i]) ' ' ' , {]} x
{=h} e Ps - {o} x {;;h},... , {o} x {=h}.

Um exemplo de um elemento desse espaço é:

A instalação óbvia W de "identificar {l} x 10, 11 com {0} x 10, 11, nos fornece
uma ap]icação bi]inear S(]R=) x S(m;l) -+ S(]R:) a qua] define um produto em S(]R:)
tornando esse espaço uma álgebra.

Exemplo

1: :i:l;lll:ll :ll ;li ll ll: :iilii ll :l

E fácil ver que há um homomorfismo do grupo de tranças -B« nessa álgebra,
pois as relações entre os elementos desse grupo se traduzem na álgebra S(IKj:) pelas
relações R/.r e R///. Lembrando a conexão entre .B« e a álgebra de Hecke -H« (ver
cap.l), temos o seguinte resultado:

Teorema 2.3.1 IMTI .4 áZgebra S(tKj:) e a áZgeZ)ra de Hecke Hn são {som07/as
,4Jém disso, S(IR;l) é gerada como áZgebra pelas trarzças e/ementares a{ oMentadas
Como módulo tem como base as tranças de permutação positiva u. orientadas.
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Vamos a partir de agora tratar da á]gebra H. na sua forma "pictórica" S(]R:).
Considere portanto h. € H. e h. C .17.. Podemos "colar" esses dois elementos iden-
tificando as laterais dos retângu]os ]R= e ]R=, obtendo desse modo um representante
de um elemento de -H.+.. Essa operação geométrica induz um homomorfismo de
álgebras:

Çà '. H. çõp.. H. + H..t..
Abusando da notação vamos representar o elemento:

O(h. ® A.) C Hn--«

por h. ® h«. Observe que podemos incluir de forma homomóríica .H« (ou -H«) em
H«.+. considerando os elementos /z. ® l®", onde l®" é o elemento identidade de J7.
e portanto a trança trivial de m linhas.

2.4 S(S: x /)

Consideraremos St x / sem pontos destacados no bordo. Nesse caso espaço C' torna-
se uma álgebra com a multiplicação induzida pela instalação "inserir dentro" que é
claramente comutativa em função dos movimentos Rll e Rlll (basta "passar" um
diagrama "por baixo" do outro).

Considere C'+ a sub-álgebra gerada pelos diagramas com orientação anti-horária
Sobre ela temos o seguinte resultado:

Teorema 2.4.1 ITuraevj: C'+ é Zíuremente gerado como áZgeóra pelos e/emenfos
q>m ) 7n C ]N, onde ç)rlz e o /echo da trança am--lam--2...Crl

qü'

A trança a.«-lam 2...al
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Definição 2.4.1 Seja n C ]N. Uma partição de n é uma k-upla À = (Ài, À2, . . . , Àk)

onde À{ C ]N, Ài ? À2 2 . . - 2 Àk e E Ài = n. Incluímos formalmente (0) como uma
partição de n = 0.

k

0Z

Corolário 2.4.1 Seja C'(") o submódu/o de C+ gerado pe/os e/emenfos do tipo

(d: )(@: ) . . .(pí: )

onde EÍl:. ít.jx; = n. .Então

ri2 c'''' ©" . C'(n) e c(").c(") c("+") , onde c(i) C C'(i)

rãi) .4 dimensão de C(") como A--módu/o é o nzímero de partíções de n

Demonstração

Pelo Teorema 2.4. 1 , todo elemento de C'+ é uma combinação A-linear de monõmios
em p., m € ]N. Como esses elementos geram C'+ livremente como álgebra, os
monõmios irão gerar O+ como A-módulo.

Seja .4. = {(dl)(@;)...(pÍ:) / EÍ-oák.jk = n}. Como C'+ é álgebra livre, .A« é

base de C'("). Observemos primeiramente, que pela comutatividade de O+, podemos
sempre supor {i ? {2 ? . . . ? i,. A cada (çdl)...(pÍ=) associamos a partição de n,
À = ({i, . . . , '-, . . . , 'p' ' 'p) onde cada ák aparece .jk vezes. Reciprocamente, a partir
de uma partição de n (ordenada de forma decrescente) associamos de forma única
um elemento de .,4.. Logo, a dimensão de C'(") é o número de partições de n.

Resta verificarmos que a álgebra é graduada, observando que basta fazê-lo para
os monõmios. Sejam c(") = (@i)(dj) . . . (pÍ;) e c(") = (ç'ÍI.)(ç'k;)...(p2,), tais que
EÉ::. {t.jt = rz e E!:. ktZt = m.

De fato,
c(").c(") -(dl)(d;)...(ç'Í;)(v'ÍI.)(ç'2:)...(ç'k,)

onde >1:tl:o ít.jt + }1:7:o ktZt = n + m e portanto c(").c(") C C'(n+m)

Obs: E fácil ver que C'(") é o espaço A-linear gerado pelo fecho das tranças de n
linhas, porém podemos formalizar melhor essa afirmação usando o conceito de insta-
lação. Definimos pois uma instalação de iK;l no anel, a qual denominamos operação
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fecho, da seguinte maneira

Essa operação induzirá portanto uma aplicação linear

ú : s(nl:) --> c'+

que é não injetora, pois basta considerar as imagens dos elementos CE e Pa/7 l, onde
a e P são tranças de n linhas. Observamos que, como as relações têm caráter local,
Ü(Hn) = C(")

OBS: Denotaremos, no decorrer desse trabalho, o fecho de um e]emento T C S(]R=)
tanto por ú(T) como por T

Como já foi dito na introdução o nosso objetivo é definir Q, C C'+, que possa
produzir um valor X(-L # ç2,) o qual nos permita gerar um invariante de 3-variedades.
Logo, temos que estender a operação decoração para combinações lineares de dia-
gramas, gerando desse modo uma aplicação composta:

X(l, # -- ) : C'+ -+ Ç2

definida por X(.L # P)

diagrama no anel.

n
X(.L * E 7iP,) = E 7iX(Z, * P.)

{-1
onde 'i C A e .P. é um

E a partir dessa combinação de operações ( decoração + po/ànómào HOMFLY)
que sairá o invariante procurado.
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Capítulo 3

Idempotentes de 7?m

Introdução: Trabalhando na estrutura da álgebra de Hecke -H. obteremos elemen-
tos (os idempotentes) cujos fechos serão a base da construção do nosso elemento
especial Q,. Para isso usaremos a relação entre a álgebra de grupo de S., (ES. e a
álgebra de Hecke .17n. Além disso, estaremos sempre fazendo a identificação de .H«
com a á]gebra S(]li,=) dada pelo Teorema 2.3.1, tratando os elementos de Hn como
combinações lineares de diagramas.

3.1 Diagramas de Young

Definição 3.1.1 A cada partição de n, À = (Ài,À2,... ,ÀA:), ordenada de forma
decrescente, podemos associar um diagrama formado por uma coleção de n células
arranjadas em linhas, de tal modo que existam Ài células na i-ésima linha. A esses
diagramas damos o nome de diagramas de Young

Exemplo

F
Diagrama de Young associado à partição p (3,2,1,1)
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Novamente, associamos a partição (0) ao diagrama vazio. Não faremos nesse
trabalho distinção entre a partição e o diagrama associado.

Denotamos por IÀI = )1,í::l À{ o tamanho da partição ou equivalentemente, o
número de células do diagrama de Young associado.

Dado um diagrama de Young, o seu diagrama conjugado À" é o diagrama
cujas linhas têm o mesmo número de células das colunas de À.

A um diagrama de Young .à juntamente com uma numeração de l a rz associada
às suas células denominamos de tableau de Young. Quando essa numeração é
crescente em cima das linhas, da esquerda para direita, e em cima das colunas, de
cima para baixo, dizemos que o tableau é padrão (ou standard).

Exemplo

Tableau padrão associado ao diagrama p (3,2, 1, 1)

Dado um diagrama de Young À denotaremos cada célula por À{,j, onde i repre-
senta a linha e J a coluna onde a célula se encontra. .Associaremos a cada À{,j um
número hZ(Ài,j) (do inglês "hook length") que é que é definido como:

hZ(.X{,j) (À:,J) + 'o(.X{,:Í) +l

onde c,.{(À{,j) e co(À{,j) são o número de células abaixo e à direita de À{,j respectiva-
mente

(3.1)

Exemplo

Diagrama que associa /zZ(À{,.l) à célula Ài,j
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Proposição 3.1.1 IFn.xl l)ado um diagrama de yourzg À, o ntímero de íaó/eauz
padrões dx é dcLdo 'pela seguinte fórmula,:

'*-Mh
onde n, é o número de cétu as de X.

3.2 Diagramas de Young e CS.

Faremos agora um pequeno resumo de alguns resultado em Teoria de Representação
de Grupos Finitos, sempre tomandoC como o corpo considerado (ou melhor, os resul-
tados abaixo não são necessariamente válidos quando o corpo não é o dos complexos.)

Definições 3.2.1 Uma representação de um grupo finito G em um espaço ve-
torial complexo de dimensão finita y é um homomor6smo p : G --> G.L(V) , onde
G.L(V) é o grupo dos automorfismos de V. A dimensão de y é chamada de grau da
representação

Dizemos que duas representações p e @ são equivalentes quando existe 7' C
G.L(}') tal que:

p(g) :@(g)T, Vg c G

Um (;-- módulo é um espaço vetorial V sobre ([; onde cada g € G define uma
aplicação linear u F-> g.u em y satisfazendo:

(g:g:).« .g:.«
e.'u == 'u

Vgi,g2 C C;, Vu C y

Naturalmente, um homomorfismo de G módulos V e W é uma aplicação linear
T : y --> W que preserva a ação de G, isto é:

r(g.u) = g.r(t,), vt, c v, vg c G
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Considerando a matriz da ação de G em um G--módulo y, estabelecemos uma
relação entre y e uma representação de G. Reciprocamente, dada uma representação
de G em um espaço vetorial y de dimensão finita, naturalmente podemos torna-lo
um G--módulo. Na verdade, vale que:

Proposição 3.2.1 ICohnl Para todo grupo ./imita G e:riste uma bÜeção naftira/ en-
tre as classes de equivalência de representações de G e classes de ãsormo.Ramo de
G-- módulos.

Definições 3.2.2 Um (;-submódulo W, de um G-módulo y é um subespaço veto-
rial de 1/ que é fechado sob a ação de (;. Dizemos que um G-módulo y é irredutível
se é não nulo e se não possui submódulos além dos triviais. Caso contrário dizemos
que V é redutível.

Por sua vez, dizemos que uma representação é irredutível quando o G-
módulo correspondente o for. Analogamente, definimos uma representação redutível

Um G-módulo é dito completamente redutível se

}''= Ul© U2©'''© Ur

onde Zi4 é um G-submódulo irredutível de y para á = 1, . . . ,r

Teorema 3.2.1 (IJLI, pg.74) Sda G grupo ./inifo. Então todo G-módulo sobrem é
completamente redutível.

Definição 3.2.1 Seja G = {gi, . . . ,gn} grupo finito. Considere o espaço vetorial
sobre ([ com base {gi, . . . , g.}, isto é, o espaço formado pot elementos do tipo:

E',p
g€G

onde Àg c (l;, Vg C G. Denotatemos esse espaço de CG

Podemos definir um produto nesse espaço tornando-o uma álgebra de forma
natural:

(E .x,g)(E p«h)
gcG heG

E À,p«(gh)
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Chamamos CG a álgebra de grupo de G sobre C. (l:G visto como ([:--espaço
vetorial é em particular um G-módulo (sob a multiplicação à direita pelos elemen-
tos de G), o qual chamaremos de G--módulo regular. A representação obtida do
G--módulo regular é dita representação regular de G. Observe que a dimensão de
CG é o número de elementos desse grupo.

Pelo Teorema anterior, o G--módulo regular (rG é completamente redutível. Na
verdade vale que:

Teorema 3.2.2 (IJLI, pg.91) Sda (EG = t/t © . . - © Ur, onde cada t& é um G-
submódulo irredutiuel, então todo G-módulo irredutível U é iso'm,orjo Q Ui para algum,
Z

Teorema 3.2.3 (IJLI, pg.100) Sda CG = Ui (D . . (D U,, onde cada Z-4 é um G-
submóduto {rredutãuel e U um G-módulo irredutível. Então o número de U! s distintos
tais que U - Qual Q dimensão de U.

Estabelecemos portanto o vínculo entre as representações irredutíveis do grupo
finito (l; e a decomposição de CG. O próximo resultado vai nos possibilitar conectar
estudo das representações de Sn aos diagramas de Young.

Teorema 3.2.4 ICohnl O ntímero de representações {medutz'fieis rzão equipa/entes é
igual o,o llúmero de classes de conjugação de G.

3.2.1 Representações de S.

Veremos agora a relação entre a álgebra de grupo de S«, CS. e os diagramas de
I'oung. Sabemos que cada permutação p c S. pode ser escrita como produto de
ciclos disjuntos. Como esses ciclos comutam, podemos rearranjá-los pela ordem de
tamanho de forma decrescente.

Suponha p = cic2 . . . cA;, onde os cí 's são ciclos disjuntos e Ài, À2, . . . , Àk seus
respectivos tamanhos. Logo Ài + À2 + - - . + Àx; :: n e Ài 2 À2 ? . - . 2 Àk. Logo, à
cada estrutura de ciclos de uma permutação podemos associar uma partição de n e
portanto um diagrama de Young.
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Quando duas permutações p e q possuem a mesma estrutura de ciclos é fácil
definir um elemento .f € S. tal que / tp/ :: q. Por outro lado, se p e q são permu-
tações conjugadas, então possuem a mesma estrutura de ciclos (basta observar que
se c é um k--ciclo, ./''lc./: também é um A--ciclo). Sendo assim temos que:

Proposição 3.2.2 .Ezáste uma Z)Üeção entre as c/esses de corÜugação em S. e os
dia,gramas de Young de n-- cé\ul,as.

Reunindo os resultados anteriores, chegamos à seguinte conclusão

Cada diagrama de Young corresponde a uma representação irredutível
de S. e portanto a um favor da decomposição de ([;S..

Vamos mostrar agora a relação explicita entre um diagrama de l/oung e a represen
ração irredutível associada.

Definições 3.2.3 Seja À um diagrama de l/oung e -DÀ um tableau associado a À
Considere os seguintes subgrupos de S.:

Po* = {p c S./ as linhas de .DÀ são invariantes sobp}

Qo. = {q C S./ as colunas de Z)À são invariantes sob q}

Por exemplo, quando -OÀ é o tableau

Po* é gerado pelas transposições {(1 2), (23), (45)} e Qo* gerado pelas trans-
posições {(1 4),(46),(67),(25)}.

Definições3.2.4 Sejam.Ao* = E p e -Bo. = E (--1)i(q)q ondeZ(q)é

o tamanho da permutação q. O simetrizador de Young (3o* é o elemento de (lJS.
definido por (7oÀ :: .Ao*Bo*

38



Obs: Estamos considerando a multiplicação em S., p.q, efetuando-se primeiro a
permutação p e depois a permutação q.

Proposição 3.2.3 Selara Z)' e 11) taóZeauz associados ao mesmo diagrama À de n
células. Então:

(7o = rC'o.r'l
onde T C S..

T)nm nn c+ rn r ã n
uyuv

Sejam .D(i,.j) e .D'(í,.j) os números associados à célula Ài,j em D e ly respecti-
vamente. Seja 1- C S. tal que r( Z)({,.j) ) = n'({,.j). Note que r leva as linhas de .D
nas linhas de Zy e as colunas de D nas colunas de .D'

Seja p' € Po,. Então rp'7--i é uma permutação que preserva as linhas de l)
isto é, pertence a Po. Por outro lado, para todo p C Pn, l-(r lpr)7''l = p, onde
r'lpr C Po . Logo:

Po = {,-p'r'' : p' C Po,}.

Sendo assim, .4o = 'r.4o,I'-'t. Analogamente, temos que .Bo = 7-Bo,7- 1. Portan

C'o = .4o.Bo = r.,'lo,.Bo.r'i = rOo,7-'i
to

Teorema 3.2.5 (IFHI , pg.52)

rÍ) C'o* ao* Co*, onde ao* C ([J\t0}

(ü) Vo* o* é «,m« «p-«e«t«ção i,«dali«l de S.. T.d. «p«s'«t.ção i,

redutível de S. pode ser obtida desse modo paro, Mina únicct partição H.

rit;) Vox e UOp são {som07:/as se e somente se À :: p

rz;J (ES. = a) ([JS«Co*qJS..
l.Xl=n
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Proposição 3.2.4 IFHI .4 dimensão do sub-módulo CS.(]À é o rzzímero de tabZeauz
padrões associados a, X, isto é:

dím ([JS.CÀ = dÀ

p;í8H("'p''p. 3.i i)-onde d>..

Corolário 3.2.1 Seja ao* ta/ que;

oÊ*

onde CD* é o simetrizador de Youn,g para, algum, tableau Dx. Então

«o* = ll hZ(,X:,j)

Deâníção 3.2.2 Seja À um diagrama de Young de n células e considere T(À) o
tableau onde as células são numeradas de l a n sucessivamente ao longo das linhas
de À

Pelos resultados anteriores, a decomposição CS« = a)IXl;«([;S,.C'O*aJSn e o va]or
do escalar associado aos simetrizadores de um mesmo diagrama À, não dependem
do tableau escolhido. Vamos portanto considerar .DÀ o tableau padrão 7'(À) definido
acima. Denotaremos, nesse caso, Ch(À) por CÀ, bem como ar(À) por aÀ. Nessa notação
temos que:

(1)s. = ql) (cs«oxcs..
IÀI n

3.3 Construção dos idempotentes

[x4otivados pe[o fato de que .f/. é uma espécie de de/armação deQ]S., vamos decompor
.17n em termos de idempotentes usando os diagramas de l/oung. Para isso, precisamos
de mais alguns resultados e definições sobre esses diagramas.

Definição 3.3.1 Seja nx C S. tal que aÀ({) = .j onde a célula numerada com i em
T(À) é levada pela transposição na célula numerada com .j em T(À"). Observe quel

TÀ"
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Exemplo

« = (4, 2, 1), «-, = (24 73 6 5)

Seja R(À) o subgrupo de S. que mantém as linhas de T(À) invariantes. É fácil
ver que R(À) é gerado por transposições elementares do tipo (ãã+l). No exemplo
acima temos R(P) =<(12),(13),(34),(56) >

Sejam À e p diagramas de Young tais que IÀI = lpl = n. Dizemos que n- c S.
separa À de p se nenhum par de números na mesma linha de T(À) é levado por =
na mesma linha de T(p). Como exemplo, temos que nx separa À e À"

Caso nenhuma permutação n separe À e p dizemos que são inseparáveis. Ob-
serve que se a € S. separa À e p, então pna'- também o faz, quando r C R(p) e
P C R(,X).

Vamos colocar uma ordem no conjunto dos diagramas de Young, a ordem lexi
cográfica, da seguinte maneira:

À > p «$). ]t com .Xt > pt e À{ :: pi para i< t

onde Ài é o número de células da i-ésima linha de À

Obs: Para podermos efetuar essa comparação quando o número de linhas de À for
menor que o de p (por exemplo), completamos as linhas restantes do último colocando

0

Lema 3.3.1 Sejam À e p dois diagramas de Houng país que À
então À e p" são ínseparáueis.

pl= n. SeÀ > p

Demonstracão
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Vamos demonstrar usando indução no número de células. Para n = 1, À = p e
portanto nada há a fazer. Da mesma forma, para n - 2,temos À = p', e portanto
claramente inseparáveis. Assumimos o resultado para p tal que IPI < lz onde n > 2.

Sejam À =(Ài, À2,..., Àk) e p =(pl, p2,-..,/z.) diagramas de Young com mais
de n células. Observamos que pt é o número de células da primeira coluna de p'

Se Ài > pi, o número de células na primeira linha de À é maior que o número
de linhas de p" e portanto, qualquer permutação deve levar pelo menos dois números
da primeira linha de À em uma mesma linha de p'. Logo nesse caso, os diagramas
sao inseparáveis.

Se Ài = pi, considere os diagramas r(À) e r(p) obtidos removendo-se a primeira
linha de À e p respectivamente. Sendo assim, lr(À) = lr(p)'l < n e como À > p
temos r(À) > r(p). Pela hipótese de indução , r(À) e r(p)" são inseparáveis.

Basta mostrarmos portanto (lue se À e p" fossem separáveis, então r(À) e r(p)"
também o seriam.

De fato, supondo À e /z" separáveis, considere a uma permutação que separa esse
diagramas. Como Ài = pi, o número de células na primeira coluna de À é igual ao
número de linhas de p". Logo r deve mandar exatamente cada célula da primeira
linha de À para cada linha de p"

Seja s c R(p") a permutação tal que rs manda cada célula da primeira linha
de À para a primeira célula de cada linha de /z", isto é manda a primeira linha de À
exatamente na primeira coluna de p"

Portanto, ns C S. separa À e p". Restringindo-a a r(À), temos que a imagem
também se restringe a r(p)" e consequentemente separa r(À) e r(p)". H

Corolário 3.3.1 Z)aços À e p tais que IÀ
verdadeira.:

pl n, uma das a$rmações abaã=o é

(1) X e Hu são insepctráueis;

(2) X' e p. são inseparáveis;

(3) X

42



Vamos agora construir os elementos básicos que serão usados na construção dos
idempotentes.

Definição 3.3.2 Seja -E. :: }:xCS. w« onde w« é a trança de permutação positiva
associada à permutação a- (ver cap.l).

Teorema 3.3.1 Para cada á € ]N ta/ que l $ i$ n -- 1, podemos /atirar -E. em -H.
como:

.E. = .E#)(ai + l) = (ai + l).E!)

onde .E#) = E: w..
a(i)<z({+1)

T) alrn n n e+ p n p 8 nUY'A-/

Conseguimos escrever S. como a união disjunta de dois conjuntos

'4i {«- c S./«'(ã) < «-({ + 1)}
e

B: Sn/«'(Í + l) < «-({)}

Observe que existe uma bijeção entre esses dois conjuntos tomando para cada
n C .Ái o elemento a' = (áí + l)r C .B{. Além disso, temos que oiw« só possui
cruzamentos positivos e a informação n-(á) < a({ + 1) nos garante que a i-ésima e a
(i+l)-ésima linhas só se cruzam uma vez.

Portanto, pelo Teorema 2.3.1 aiu. é a trança de permutação positiva associada
à n'', isto é w., = o-iw..

Sendo assim,

E. «« - E «,. + E ',.,
rCS. ne..4{ n/C.B{
E

E devido à bijeção entre .Ai e Bi temos que:

E. = >1. «,. + >1. o-iw. = (1 + a{).EF)
n' eÁi n'CÁ f
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Afirmamos que
alto.n = (,Or(J{

para todo n- € .4{. De fato, como w« é trança de permutação positiva e n(ã) < a({+ 1),
toda J--linha cruza acima ou abaixo de ambas as linhas à e i+ 1. Logo, podemos
"passar para baixo" de w. o cruzamento realizado por ai nessas linhas fazendo uma
isotopia ambiente no plano formado por elas, ou em termos de diagramas, efetuando
uma sequência de movimentos R// e R///. Logo, a outra igualdade também é válida.

Dado um escalar ' C A, podemos substituir o-i por '/'oí em w. que é na verdade
um monâmio nos als. Logo:

«.,. (7a: , , 'a. :) o.(a:, 0'n-l)

onde Z(n) é tanto o tamanho da permutação a- como o número de auto-enlaçamento
deuT

l)eíinições 3.3.1 Lembremos (seção 1.5) que as tranças elementares geradoras de
.27n satisfazem uma relação quadrática:

(a: - «) (a: - b)

onde a = --zs-i e ó = zs

Definimos então
«. (-«':a:, . . . , -«-'a.--)

b« (-Z,':a-, . . . , -Z'-:a.--)

e portanto
a. = >1: (--a)''(")«,.

n'CS.

b. = >1' (--b)'l(")w .
n'eS.
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Coro[ário 3.3.2 Para iodo í € ]N, ] $ d $ n -- ], a. e ó. /ataram-se em .]]/. da
seguinte maneira:

«. - «)«g)
b. - Z,)Z,9) - Z,g)(a: - b)

T) nln n n ç:t r n pã n '

Basta aplicar o teorema anterior sustituindo oi por --a'iai e b'io-i respectiva-
mente.

-0

Teorema 3.3.2 Soam @. e Óó Aomomor$smos /íneares de$nàdos por Ó.(aí)
@b(aÍ) = b p«« d . , n - 1. .Então, p"« q««Zque, A C H«.

a,Lh, -- h,an :: Ób(.h)a,L

b.h - hb. - ó.(©b«

T)omlnn c+rn p n-y"

Como @. e Óz, são homomorfismos lineares basta mostrar as igualdades para as
tranças elementares o-i, isto é, temos que mostrar que:

a.ai = ba. = aía.

b.ai = ab. = aib.

Usando o Colorário 3.3.2 , temos:

«. (a: - Z,)

Logo

«.(a: - Z,) «g) (a: - «)(a: - Z,)
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E portanto a.o-i ba.. Analogamente, b.(aÍ «) 0 :+ b.aí = ab.

Usando as fatorações a.
restantes.

(a{ -- a)ag) e b. (.: b)ag) provámos as igualdades

n

8) bÀj

Obs: Note que podemos incluir -Hk em .17n , quando k $ n, usando a operação 6)
definida na seção 2.3. Logo o Lema anterior nos diz que , em particular, quando
k < n temos:

"*". - «.«* - @.(«*)«.
e

bKb« = b«bK = Ó. (bK)b.

Definição 3.3.3 Seja À = (Ài,À2,.. . ,ÀA;) um diagrama de Young com IÀI
Lembrando que D, é a trança de permutação negativa associada à permutação r,
sejaJ

e* = -E*(a)«.,«*.E*«(b)ãi«*. C .H"

onde EÀ(a) = ax: ® ax, ® ® a*. e -E*(b) = b*Í '8 b*; '8

Obs: Lembramos que n;i = nÀ« e que portanto O... é o inverso de w.*

Exemplos:

1) a2 =ll + z-'s H

Hb2 -ll -- z-is-l
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2) Para (3, 2, 1, 1) temos e. igual a

Faremos a partir de agora uma série de Lemas de natureza técnica a fim de
provarmos um dos resultados importantes desse capítulo: os elementos ex são quase-
idempotentes (isto é, são tais que e{ = cvxeÀ, para algum clx C A) e são ortogonais
(isto é, se À # p, então eÀe. = 0). Antes, porém, vamos estabelecer uma convenção
a fim de evitarmos ambiguidades devido à linguagem envolvida nesses lemas que
misturam "linhas de tranças" com "linhas de diagramas de l/oung "

Convenção: Sejam w uma n-trança e À um diagrama de Young, tal que IÀI = n.
Podemos agrupar as linhas de w de maneira natural, fazendo com que correspondam
às células de 7'(À) associando a í--linha de co com a célula numerada com í no tableau
T(À). Diremos nesse caso que essa ã--linha é uma Àj--linha, onde .j signiÊca que a
célula numerada com { em T(À) encontra-se na J--ésima linha de À.
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Lema 3.3.2 S©a À = (Ài,...,Àk) um diagrama de Xoung. Sda -H(À) Ç -MIAI
« sub-áZgeó« geral« po« {«.,,/p C -R(.X)}. -E,ztão -EX(a),.EÀ(Z,) C H(.à) e ua/em «
seguintes igualdades para todo h C: HÇXl:

.EÀ(«)h = @.(A).EÀ(.)

B..(õ)ü = Ex (b) = @.(h)Ex (bà

e

T) nml nn a+ r n pã ,.uyu-'

Primeiramente observamos que todo elemento A C H(À) só cruza linhas associ
idas à mesma linha de À e portanto pode ser decomposto da seguinte forma:

h = hx. ® hx, ®' ' ® hx*

onde cada hÀ: só age nas ÀÍ-linhas. Logo, podemos escrever h na forma

h ® l**' ® ® l«*').(I'*' ® h*, ® ® I'*') . . . (l*'' ® (8 hÀ. )

E como Óó é homomorfismo linear vale @ó(h)
pelo Teorema 3.3.2, temos que:

éó(/.*:)@ó(h*, ) éó(Ax.), e portanto,

.EÀ(«)h = @.(h).EÀ(«)

As outras igualdades saem de forma completamente análoga

Lema 3.3.3 Se a' = pn, orzde p = (e.j), então ea; ste uma trança h ta/ que u.,
hüo... A'n,alogame'nte, se r' -- 'np, então existe umu Eram,çü h' tat que uo«, -- u.H

T) nm n n e+ r n p ã ,.

Seja p = (iJ), com á < .j e considere a' = p«-. Queremos uma trança h cuja
permutação associada seja p e tal que ho. seja uma trança de permutação positiva.
Pela Prop. 1.4.2 esse elemento tem que ser w.,

Podemos construir /} de modo que

(1) as linhas de /t são t.odas triviais, excetuando-se as linhas ã e J
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(2) as linhas { e .j cruzam as linhas intermediárias apenas uma vez

(3) as linhas ã e J não cruzam as demais linhas

(4) o sinal de cada cruzamento é definido pela regra

(i) Considere o cruzamento efetuado por duas linhas em h.

(ii) Verifique se essa linhas se cruzam em u..

(iii) Caso haja cruzamento em o. defina o cruzamento em A como negativo,
caso contrário, defina como positeuo.

Observamos que a operação além de ser realizada em um número finito de passos,
está bem definida, pois em u. cada par de linhas se cruzam no máximo uma vez.

Com h assim definido, cada cruzamento negativo nesse elemento "anula" um
cruzamento realizado em w. de tal modo que, efetuada uma isotopia regular, as
mesmas linhas no produto /m. não se cruzam. Logo, /zu. é uma trança de permutação
positiva tendo pn = a' como permutação associada, como queríamos, o outro caso
obviamente análogo.

Lema 3.3.4 Sejam À e p diagramas de young país que IÀI
n- € S. não separa À e p então;

pl = n e À :# /z. Se

EÀ(«)«,«Ep(b) = 0

E. (Z,)«,« .E* («)

TI Q m nn a+ r n p ã n-y"

Vamos mostrar que .EX(a)w«.E,(b) = 0 sendo análoga a prova da outra afirmação.
Seja r que não separa À e p. Nesse caso devem existir duas células da mesma linha
de À, digamos a l-ésima, que são mandadas na mesma linha de p, digamos a p-ésima.

Suponha que as duas células de À citadas sejam adjacentes e sejam mandadas
em células também adjacentes. Caso não sejam, considere p e o duas transposições
tais que n' = pna manda as células ã e i+ l da l-ésima linha de À para as células .j,
.j + l da p-ésima linha de /z respectivamente. Pelo Lema 3.3.3, temos que

u.= hw.-N
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onde A e A' são n--tranças. Logo pelo Lema anterior

.EÀ («)w« .E. (b) é. (h) é. (A' ) .EÀ («)w., .E. (b)

Temos que @õ(à) e @.(A) são não nulos, pois A e h' são, nesse caso, monõmios nas
tranças geradoras e portanto esses escaleres são potências de b e de a respectivamente.
Sendo assim, podemos assumir que duas Àz-linhas í e ã + 1, são mandadas nas duas
pp-linhas .j e .j + 1, respectivamente.

Como as linhas í e { + l terminam em pontos adjacentes e como estamos traba-
lhando com uma trança de permutação positiva, todas as demais linhas passam por
baixo ou por cima de ambas. Logo, usando os movimentos R// e -R///, conseguimos
"passar o cruzamento para baixo" de u.. Isto é, vale que:

Digo« (3.2)

Por outro lado, pelo Corolário 3.3.2, temos que

«*. - «11)(.: - «)

ó,, -z')b2

Observamos que

.E* («)«,« ®l«À'l(8 «*.)(I';'' ® «*, ® I''')«,. ,E*(«) (a: - «)«,.

onde Zi + Àz + /2 :: IÀI

E de forma análoga, concluímos que

«,« -E. (b) b) .E, (Z,)

Ou seja

.EÀ («) «,« .E. (Z,) EÀ(a) (a: - «)«.,« (aj b) .E, (Z,)

Pela equação 3.2 temos:

(a: - «)«,« (aj - «)
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= TZ e À #

E portanto
(a: «)«.,«(aj - Ó) «,«(aj - a) (q - Z,)

Por outro lado, temos que (aj -- a)(aj Z,) = 0 em -H« e portanto

.E* («)«,« .E. (Z,)

Corolário 3.3.3 Sejam À e /z diagramas de young país que À
Se X e H são inseparálieis então:

P P

.E* («) Hn -E. (Z,)

.E, (b) Hn .EÀ («)

T)nm nn c +rn nã n'y"

Lembramos que .lln é gerada como A-módulo pelas tranças de permutação posi-
tiva {w«/n- C S.} (Teorema 2.3.1). Logo basta aplicar o Lema 3.3.4. l

Lema 3.3.5 Sda À = (Ài,...,Àk) um diagrama de young ta/ que IÀI = n.
, C S. q« «p«« À . À". Então «{'t m p C R(À) p: C R(À") f.{. q« p:,p,

Sda

T)om nn a+pn pã n
U vXXXV XXLJ UX KA\ «A\.r

Observe primeiramente que À' possui Ài linhas. Como r separa À e À", cada
célula da primeira linha de À tem que ser levada exatamente em cada linha de À"
restando portanto nesse diagrama À2 linhas com mais de uma célula.

Logo a segunda linhas de À tem que ser levada nas À2 primeiras linhas de À'
(novamente usando que 'r separa os dois diagramas). Continuando o processo, con-
cluímos que cada célula da .j-ésima linha de À é mandada obrigatoriamente por r
para uma célula de cada uma das primeiras À.f linhas de À"

Seja pi,j C R(À) a permutação que reordena as células da j-ésima linha de À, de
modo que a célula Àj,{ seja levada na i-ésima linha de À" por pi,j.

Considere pl
P- c R(,X).

Hf-i pi,j. Note que pl,j e pi,j' comutam quando .j # .j' e portanto
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De forma análoga, considere p2,j c R(À") a permutação que reordena as células
das .j-ésima linha de À" de tal modo que a célula Àj.i seja a imagem de uma célula da
{-ésima linha de À sob ptrp2,j. Novamente temos que p2 = nl :i p2,j C R(À"). Sendo
assim, temos uma permutação ptrp2, onde pi c R(À) e p2 € R(À"), a qual manda a
célula À{,j na célula À;,{, isto é, pirp2 = nx.

Corolário 3.3.4 Seja ,à um diagrama de Xou7zg. .S'ega r uma permutação que separa
}. e XU . Então:

0,' ' WPÍtW«'XWP-'

orl e pÍ: C R(,à) e p;: C -R(.X").

Tlanann +rn nuyu-.'

Do Lema anterior, temos (lue r - pi':nXp;:, onde pi': C R(À) e p;: C R(À").
Vamos mostrar que cd, = aPIto *oP;i é uma trança de permutação positiva e por-
tanto é a trança w.. A chave'da demonstração é simplesmente observar que w.. não
cruza linhas associadas à mesma linha do diagrama À.

Suponha que haja cruzamento na trança w,í- das linhas k e .j. Como pi': C R(À),
ambas devem ser Ài-linhas. Por sua vez, w.,, como observamos, não cruza linhas
associadas à mesma linha do diagrama À. Além disso, como ax separa À e À", as
linhas consideradas irão acabar em linhas associadas a linhas distintas de À". Por
fim, como p;i C R(À"), não pode haver cruzamento dessas linhas pela trança de
permutação positiva associada.

Usando argumentos completamente análogos, mostramos que sempre que uma
das tranças u.-l , ux* ou o,:i , efetuar o cruzamento de duas linhas distintas, as outras
não o fazem.

Logo, como a trança u,- - cdPi-lwzxwP;i só possui cruzamentos positivos, nenhum
par de linhas é cruzado mais dé uma íez e está associada à permutação r, pela
Proposição 1.4.2 temos que:

O' ' Opi:WTÀWp-'
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Teorema 3.3.3 Sela À um d agrada de Houng com IÀI = n. .Então e{
aZgurn essa/ar ax C A. .4Zém disso, se À # p, onde lpl, erztão eÀep = 0.

axeÀ para

T)om nn 1- rn p ã n'y"

Sda eÀ = -EÀ(«)«,.-EÀ« (Z,)O.. .LOGO:

e{ («)h.E*«(Z,)O«*«

onde h = w«*.EÀ«(Z))ü.,.EX(a)w«*. Pelo Teorema 2.3.1, podemos expressar h como
uma combinação linear das tranças de permutação positiva, logo:

Sendo assim,
E 7,.E*(«)«,,-E*«(b)o«*
rCS.

Pelo Lema 3.3.4, se a'- não separa À e À", temos .EÀ(a)o,.EX-(b) 0

Vamos portanto considerar somente r C Sn que não separa À e À'. Nesse caso,
pelo Clorolário 3.3.4, o,- = w,;-o«*w,;-, onde pi € R(À) e p2 C R(À"). Portanto, pelo
Lema3.3.2: ' '

.EÀ(«)",Í- = d'ó(",i-).Ex(")
e

«,,; - .EÀ« (Z') @. (",; - ) .E*« (Z')

Seja a(1-) = @'b('i,Í-)Ó.('i,;-). Logo, considerando ax - ,: a(r)'7, temos

eÍ = VACA

como queríamos. Suponha agora À # p. Logo

'*.,(«)«,«* .FÀ«(b)o«*« .E,(«)«,«. .E,«(Z,)o.,«

Pelo Corolário 3.3.1, como À :# p temos que ou À e p' são inseparáveis, ou À" e H são
inseparáveis. No primeiro caso, pelo Lema 3.3.4:

.E*« (b) (0«., ) .E, («)

No segundo caso, pelo Corolário 3.3.3:

EX(a)(«,«. .EX«(Z,)O«*« E«(a)«,.,) .E,«(Z,)O«,«

Portanto, em qualquer um dos casos temos exe/. = 0 quando À # p
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3.4 Especializando ]7n

Lembrando que:

A =clz, Jç':,u,u'',s,s':,z, ÕI/ < u'i -- u - (Íz >

onde z = s -- s-i , considere g : A -+ C um homomorfismo de anéis definido por:

g(«) («) (.)

Observamos que o g((í) pode ser a princípio qualquer valor (pois, em qualquer caso a
relação é satisfeita). Posteriormente esse valor será definido.

Podemos considerar C um A-módulo através da ação

r.w = g(r).w,Vr € A , Vw C C

Sendo assim, podemos considerar o A-módulo .H. ®AC. Por outro lado, -H. ®AC
tem uma estrutura de (C-álgebra dada pela ação

«,'(« ® ««) Z (8 m.W' , VW, W' C (C, VZ C .17n

com o produto (A e) «,)(h' ® «,') h.A' ® m.w' , onde h, A' C .17n e w, w' C ([}

Lema 3.4.1 .4 C-áZgebra ]7. ®A([) é gerada pe/o corÜunto;

{ai ® 1 : í = 1, . . . , n --l}

onde {aí : i= 1, . . . , n 1} são as franças e/emenlares geradoras de -H.

T) n in n n el- r n pã n'

Todo elemento da C-álgebra -H. 6)A C pode ser escrito como uma soma finita de
elementos do tipo h ® w, onde À C .17n e w C (D.

Logo basta mostrarmos que todo elemento desse tipo pode ser escrito como um
polinõmio nos als e coeficientes em ([;.

Temos que h = Xi::. Àíp{(o-t, . . . ,a« i) onde À{ é um escalar em ]\ e pi é um
monomio nos a;s.
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Logo, pelas propriedades do produto sensorial e pela definição da ação de /\ em C:

h® w À:p:(a:, . . . ,.-.-:)) ® «« +

h ® «, = E:;;: À:p{(at, . . . , a.-:) ® «« +

h® «, p:(a:,. . .,a.-:) ®g(À:)«,

Por outro lado, pela ação de C em H. ®AC e pela definição do produto nessa
álgebra, temos:

h®,« g(À:)«(P:(a-,...,a.--) ® l) +
{-1

h®«« g(.X:)««(p:(.: ® l, . . .,a.-: ® l))
{-1

k

k

Lema 3.4.2 [Cohnl .S'e#a K um azzeJ corrzu]atáuo e sejamz C/ e V' Ã'-módu/os com
Z)ases {ei, . . . , e.} e {/i, . . . , /k}, respectàuamerzle, então;

{e{ ® ./)/í = 1, . . . ,m e .j = 1, . . . , X;}

é uma base para o .K-módulo U (8 y

Corolário 3.4.1 0 c07zjunto {w. (8 1 / n C S.} é uma base do A--módu/o H. ®AC.

Proposição 3.4.1 ]7. 6)AC e (CS. são C á/febras isomorl/as.

T) a m n n a+ r n n ;n.uyu'.'.

Lembremos primeiramente que a ([;--á]gebra ([JS,, é gerada por:

{ét , '#e, . . . , @«- - }
í'nm n rpl n pape

Cohnl .S'e#a
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(i) @? 1, Í l,...,n- l

(Ü) ÓiÓj = @j@í, l{ - .j > l

(Üi) @ Ói+iÓ = Ói+iÓ{Ói+i, ã 1, , n -- 2

onde @{ = (á{ + l)

Além disso, comoC--módulo livre, tem base {a-/n- € S.} e portanto dimensão nl
Pelo Lema 3.4.1, .17n ®AC é gerada como C--álgebra por {a{ e) 1: á = 1,...,n -- l}.

Usando as relações em -lln (cap.l) , quando lí .jl ? 2 temos

(a: ® l)(aj ® l) oiaj ® 1 = amai ® l (aj ® l)(a: ® l)

Analogamente, quando ã = 1, n -- 2

(a:--- ® l)(a: ® l)(a:.-: ® l) (a:--:a:a:---) ® l

(a:a:---a:) ® l

(a: ® 1)(.-:+: ® l)(a: ® l)

Para i = 1, . . . , n --l

0 ® l :a: - zaÍ' - (s .':).l) ® l

a: ® g(z':) - ai: ® g(z) - l® g(s - .':)

Como g é homomorfismo de anéis e g(z) g(s) l temos

0 e) 1 = oi e) l aii ® l

E portanto, (a{ ® l)' = l

Logo mostramos que os geradores de H. ®A(E obedecem às mesmas relações dos
geradores de([;S.. Vamos mostrar que não há nenhuma re]ação "a mais " em .11«(8A(D,

provando que o homomorfismo de C álgebras / : .fí« G)Aq; -+([JS. definido por:

/(a: ® l) (á{ + l)

é na verdade um isomorfismo.
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Por construção / é sobrejetor. Vamos agora provar que é uma aplicação injetoia,
mostrando que comoC--módulos livres, ou melhor, espaços vetoriais sobre([), .]ín 8)AC
e CS. têm mesma dimensão

Pe[o Coro[ário anterior {o. ® ]/a C S.} é base de /7. ®A([]. Uti]izando argu-
mentos semelhantes ao Lema 3.4.1, é fácil verificar que esse conjunto gera -17n ®AC
linearmente. Logo a sua dimensão é menor ou igual a al. Por outro lado, como ./' é
sobrejetora, temos que a dimensão de -17n ®A([] é maior ou igua] a dimensão de ([JS.
que é nl e portanto ambos têm a mesma dimensão , o que implica que / é injetora.

Considere a seguinte composta de aplicações I'

Hn ®A A !$' Hn ®AC -4 CS.

Proposição 3.4.2 1' é um Àomomzor$smo de anéis satis/agenda

I'(,a:) ({{ + 1) , V, C .A

T) otm n n a+ p n n; ,.V Jk «A\ t,Lv

I' é claramente um homomorfismo de anéis. Seja r C A. Temos que ra{ C -17n é
mandado pelo isomorfismo .lln = -H. ®A C para o elemento r.(a{ ® 1) = ai e) r, que
por sua vez é mandado pela aplicação l e) g para o{ ® g(r).

Por outro lado, em H«6)A(D, temos ai®g(r) = g(r).(oíe)l). Como / é isomorfismo
de álgebras, ./'(g(r)o-{ ® 1) = g(r)@í como queríamos.

Dizemos que I' especializa -H. em ([;S.

Lema 3.4.3 1'(u.) = n, Vn c S.

T) nna n n e+ r n n; .
uy'AV
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Basta lembrar que as tranças elementares a{ geram o grupo de tranças e observar
que I' restrito a esse grupo (contido em .H.) é um homomorfismo de grupos. u

Proposição 3.4.3 Sda À um diagrama de Xoung. .Então I'(eÀ)
quase-idempotente associado ao tableau TÇX).

OÀ, onde C'À é o

T)OTn nn c+ pn rã n'y"

Seja Z) = T(À). Lembramos que OÀ = ,4o.Bo, onde:

Ao = >1: p e Bo = >1: (-1)Z@q
Papo qCQo

sendo /(q) tamanho da permutação q e Po e (2o os subgrupos de S. que preservam
as linhas e as colunas de -D respectivamente. Lembramos também que:

.* (a)o.*.E*« (b)O..
onde

.E*(«)
e também

Z(T)
«À. = >1: a

zreSX

>l: (--z,)''(')«,.
TESA:

Logo, .EÀ(a) = )1: (--a)'z(")u.. Como, a
n'ePo

pelas Proposições 3.4.2 e 3.4.3, temos que:

.zs-i e g é homomorfismo de anéis,

r ( .E* («) ) E (-g('))''(")i'(«,«)
'xÇ.Po

E«
n'ePo

Vamos finalizar agora I'(u.EÀ«(Z))o«*,). Temos que:

co«*.Ex«(b)0«*« = >1:(--b)'z(")u.*u.Ox*.
n'C PO t,

Lembrando que b = zs (e portanto g(b) = 1) e que D., = o= temos

I'(w«*.Ex«(b)O«*«) = >1: (--1) i(")rxan;i
«' € Po «
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pelos Lemas 3.4.3 e 3.4.2

Afirmamos que Qo {«'ÀP«';: /P C Po«}

De fato, considere p c Pg. Temos que rx manda as colunas de -D nas linhas de
Z)": p preserva as linhas de -D" e a;l , por sua vez, leva as linhas de 1)" nas colunas
de .D. Logo axpn;i c Qo preserva as colunas de D isto é, axpn;i c Qo.

Considere agora q c Qo
que n.ÍiqnX C Po«.

Usando argumentos completamente análogos, temos

Seja p.* : S« -} S. definida por p«*(r) = rxnn;:
(conjugação por um elemento do grupo) tal que:

Logo p.* é um isomorfismo

P.*(Po«) Ç C?o

P=(Qo) Ç Po«

e portanto p«*(Po«) = Qo o que prova a afirmação . Sendo assim

e

>l: (--1)''(drxpr :
Papo«

>l' (--1)'l(';'qax)q.
PePDU

Como a conjugação não muda o sinal da permutação, temos

( -- 1) '!("; ' qxX ) (-1)''@ = (--1)z©

E portanto

F(«,. -E*« (b)a.« ) }: (--1)i@q
qeQo

Bo

Consequentemente, I'(ex) = CÀ
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3.5 Substituições no anel A

Vamos agora fazer substituições no nosso anel

clz,z :,u,u-:,s,s-:,z,.jl/ < u ' U

onde z = s -- s'l, as quais serão necessárias posteriormente. Seja N um natural não
nulo fixado. Faremos as substituições:

z - s-i//v, u = s-N, e Õ SN-] + S]V-3 + -N+l

compatíveis com a relação u -- u-'
valor definido para g(õ).

(íz. Observamos que a partir de agora temos um

Para garantirmos a inversibilidade do escalar ax, e portanto obtermos genuínos
idempotentes em 17n, faremos ainda a substituição s = eh/2. Essas substituições
induzem um homomorfismo de anéis, que não alteram os resultados até agora obtidos.
Além disso, isso feito, todo elemento de A será representado por uma série formal de
potências em h, isto é, A = CEh] e o homomorfismo g : A --> ([ passa a ser definido
por g(A) = 0.

A fim de tratarmos da inversibilidade nesse anel precisamos do seguinte resultado

Proposição 3.5.1 .Em A =CEh], / C A é {nuersz'ue/ se e somente se o /atar bons
t«'«te '« f é «-ã. .«ulo, isto é, gÇj) :# Q.

T)omnia pnp nUY'A-'

Seja ./ C CEh]. Pela definição do produto de duas séries formais é imediato que
se / é inversível, então g(/) :# 0. Para mostrar a outra implicação, considere:

tal que g(/) ao # 0. vamos construir um elemento

g(x) EZ,,.x"
n=0

tal que /.g := g./ = l
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Seja /.g(X) = = c«X", sendo c. = EE..(--1)*akó«-i;. Definimos bo = aÓ'' e

portanto co = 1. Vamos agora "obrigar" os coeficientes c. a se anularem, definindo
indutivamente o valor de b.

Ec.X"

0

l

E( -i)*«.z,: -*
k-o

aoói -- atbo ::> bt «i'(.:Z,o )

e portanto, se bl bo(«:Z,o) temos c: 0

.Assumindo bi definido para á < m, definimos b. como

b. -Z,o ( >1: ( -1)'«.Z,«-. )
k-l

o que faz com que c. seja nulo

Por outro lado, como o anel dos coeficientes (no caso(D) é comutativo, observamos

que se g./(X) = E d.X", temos (lue:
0

d. 1)".., Vm C N

e portanto, g./ :: /.g 1, como queríamos.

OBS: Essa proposição é claramente verdadeira se trocarmos ([: por um ane] comu
tativo com unidade e o termo # 0 por "inversível"

Lema 3.5.1 0 essa/ar ax ta/ que eÍ axeÀ é ánuersz'ue/ em A

'y-'

Pelo Lema 3.4.2 e pela Proposição 3.4.3 temos

F(e{) g(a*)C*

Por outro lado:
F(.Í) - I'(e*):

Cromo C'Í = aXOX temos:
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g(.«*)c*

e portanto, g(clÀ) = ax escalar não nulo pelo Teorema 3.2.5. Logo, pela Proposição
anterior, ax é inversível. H

Nota

(i) A partir desse momento, estaremos sempre considerando A = ([Jth], porém fre-
quentemente, a fim de facilitarmos alguns cálculos, efetuaremos as substituições
após estes.

(ii) O Lema anterior nos permite considerar o elemento (l/aX)eX C Hn, que é um
genuíno idempotente para todo À, tal que IÀI = n. Clhamaremos o fecho desse
elemento em C+ de QÀ.

Usaremos agora a função I' para mostrar que /7« uma decomposição útil da
álgebra .lin, onde os elementos eÀ fazem papel semelhante ao dos elementos OÀ C CS.
(lembrando que (7À é o quase-idempotente definido a partir do tableau de Young
r(.x) )

Teorema 3.5.1 H. ).. H.q..H.

Demonstração

Lembremos que (DS, é gerado como (D--módulo por

{a'i / ã = 1, . . . , n!}

onde aí são as transposições elementares e -H« é gerado como A--módulo livre por

{w{ / { = 1, . . . , n!}

onde podemos supor que I'(w{) a-i, pelo Lema 3.4.3

Pela Proposição 3.4.3 e como I' é um homomorfismo de anéis sobrejetor, temos

r(H«e*H«) F(H« ) .0* . 1' (H« )
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E portanto, pela Proposição 3.2.5:

r( E x«'*-H.) (D cs«o,cs.
lxl=nlxl=n

Sendo assim, ]u{ € E .H.eXH. tal (lue I'(u{) = a{.

Como {wj /.j = 1,
bij € A.

,nl} geram H« linearmente, temos uí E;:t bijuj, onde

Considere a matriz -B = (bij)«!x«!. Se mostrarmos que .B é inversível, estaremos
mostrando que podemos escrever cada oj como combinação A--linear dos uj's e
portanto wf C }l: .fInCA.Hn para todo .j = 1, . . . ,nl, isto é, .17n = . }1: .H.ex.f/..

IÀI

De fato, pela Proposição 3.4.2:

F(u{ - «,{) = 0 :-+ (g(Z,{i) -- l)ri+ >: g(Z,{j)«j = 0

Como {«j /.j
g(b*)

1, , nl} é base do ([)--módu]o CS«, temos g(bij) 0, se á :# .j e

Logo, Z)ij tem termo constante não nulo (no caso igual a 1) se e somente se í
o que nos permite escrever a matriz .B como:

B

Como det.B é um polinõmio em A e g é homomorfismo de anéis, temos que
g(det-B) = det(g(.B)) = det/ = 1. Segue portanto que o detB tem termo constante
igual a l sendo pela Proposição 3.5.1 inversível em A e consequentemente temos que
.B é uma matriz inversível. H
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Capítulo 4

A. -A.lgebra dos diagramas de lrbung

Vamos agora dar uma estrutura de álgebra ao conjunto dos diagramas de Young e
mostrar que obtemos dessa forma, uma outra caracterização de álgebra (y+

4.1 O produto no conjunto dos diagramas

Definição 4.1.1 Sejam p e À diagramas de Young, onde p = (pl,
(Ài, ..., ÀA;). Uma /+"-expansão de À é obtida da seguinte maneira:

,p.) e À

(i) Adicione pt células à À, cada qual associada ao número 1, de tal forma que cada
par dessas células sejam colocadas em colunas distintas do diagrama resultante
e de que este seja um diagrama de Young

(ii) Repita o processo com as linhas á = 1, 2, ..., m sucessivamente, até que tenha
adicionado ao diagrama p« células associadas ao número m.

Seja p o diagrama final. Para cada célula de i', seja n{ o número de células
associadas a á acima e à direita da célula (incluindo a mesma). A u-expansão de À é
dita estrita se para qualquer célula de z/, á < .j implica ní ? nj.
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Considere y o con.junto das combinações formais A-lineares dos diagramas de
Young, ou melhor dizendo, o A--módulo com base no conjunto dos diagramas de
Young. Podemos tornar y uma A--álgebra definindo o produto de dois diagramas
de Young quaisquer pela fórmula:

1.,1=1xl+lpl

onde os aK. são chamados coeficientes de Littlewood-Richardson e são definidos
pelo número de maneiras distintas que o diagrama p pode ser obtido através de uma
p-expansão estrita de À.

EÀP-
U P

Exemplo: O diagrama z/ = (3,2,1,1), não pode ser obtido de À = (3,2) e
p = (2) através de uma p--expansão estrita (pois a duas células da mesma linha de
p teriam que serem colocadas ambas na mesma coluna de À). Logo, o coeficiente de
z/ no produto Àlz é aKP = 0

Obviamente o produto está bem definido e tem por identidade a partição nula,
porém é através da Teoria de Representações da álgebra de Lie sZ(N'), que esse
produto se revela associativo e comutativo. Usaremos essas propriedades sem
demonstração, mas detalhes sobre esses coeficientes na Teoria de Representações
de sZ(.M) podem ser vistos em IFHI.

Nota: O produto assim definido vem da relação de y com a anel das classes de
representação de s!(.M) (cujo produto, por sua vez, é definido a partir do produto
sensorial), relação essa que podemos ver no seguinte resultado:

Proposição 4.1.1 IFHI Soam VÀ e yP duas representações {rredutúeÍs de U(sZ(N))
.Então VÀ yP = E aKPVu, ondeaKp são os coe$cãentes de Látt/ewood-RicAardson

1.,1=1Àl+l/'l

4.2 y e C'+ são álgebras isomorfas

Vamos agora detalhar mais um pouco a estrutura da álgebra }'. Observamos primeira-
mente que o produto definido, y torna-se um anel graduado, isto é:



onde y(n) é o espaço A-linear gerado pelos diagramas com exatamente n-células

Proposição 4.2.1 y é gerado como anel polãnomia/ pe/os diagramas de young com
ZZ7'rZa UnZCa CO/Una.

Demonstração

Indução no número de colunas e no número de células na última coluna.
com uma única coluna e k células o resultado é imediato.

Para À

Assuma, portanto, que o resultado é válido para todos os diagramas de Young
com no máximo m colunas e menos que k células na última coluna. Seja À tal que
À' = (À31, ..., À:,) com À:, = k. Seja p o diagrama obtido removendo a última coluna
de À

Como /z tem m l colunas, pela hipótese de indução, existe uma expressão
polinomial de p em termos dos diagramas de uma única coluna. Temos que À é uma
das parcelas do produto pck, isto é:

p.. - E «Z..« +.à..x
1.,1=1Pl+lck ,p#X

A única maneira de obtermos À por uma ct-expansão de p é adicionando a única
célula de cada linha { de ck à linha á de p. Logo, aà.* = 1 e portanto:

À pck >l, aZ«z''
lul=lpl+lctl ,p#x

Segundo as regras da expansão estrita, as outras parcelas possíveis devem ter no
máximo m colunas e no máximo k -- l células na m--ésima coluna.

Sendo assim, pela hipótese de indução , cada z/ que aparece na soma com alÍ.. # 0
é escrito como uma expressão polinomial de diagramas de uma só coluna, o que
implica que o resultado é válido para À H

4.2.1 Nota Fórmula de Giambelli

Se.ja c{ o diagrama com uma única coluna de ã células e À = (Ài, . . . , Àk) um diagrama
de Young tal que À: = m (isto é, o seu conjugado À" possui m linhas). Há uma
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fórmula. a chamada fórmula de Giambelli, que descreve À como um polinõmio nos
diagramas cí 's a qual é dada por:

cÀ?
c.x;-l

c.xll + l
cÀ

CXll +m - l

CÀ; +m -- 2
À

C.X:.--m+l CÀ:.--m+2 cXg.

Observamos ainda que todo diagrama que aparece na expressão de À por essa
fórmula tem exatamente o mesmo número de células de À (fato esse que decorre
da própria expressão dada acima e da definição de produto em y). Para maiores
detalhes, consultar IFHI.

Considere Roo := AI(l:i, (72, . . . ) ('i9 ' . .l, o anel dos polinâmios em uma quan-
tidade infinita e enumerável de indeterminadas.

Proposição 4.2.2 R.o e (7+ são A--áZgebras isom07:fas

Demonstração:

Basta observar que ambas são álgebras livres em um número infinito e enumerável
de geradores.

Definição 4.2.1 Definimos o peso de um monõmio em r C R.«, r
como E ik.jk.

k l

cÍicÍ;

Lema 4.2.1 Sela R(n) O A--submóduZo de R« gerado pelos monómios de peso n.
Então B. é a soma dãreta desses espaços, isto é, R., - ã$ Xl:). ,4/ém disso, se
r(i) C R(0 e r(j) C R(Í), então r({)r(j) C R(í+j)

Demonstração
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Todo monâmio de R. está em R(n) para a]gum n C ]N e a soma desses espaços
é direta pela própria definição destes. Logo claramente temos:

. (D R9)

A outra a6rmação decorre de forma imediata da definição de peso de um monõmio

Finalmente, mostraremos que a álgebra dos diagramas de Young é isomorfa à
álgebra C'+ dos diagramas no anel.

Lem.a 4.2.2 Z)ado n C IN, o ntímero de monómáos de peso n em R.., isto é, a
dimensão de a9), é {gzia/ ao nlímero de partáçães de n.

Demonstração

Basta mostrar que há uma bijeção entre o conjunto dos monõmios de peso n em
R. e o conjunto dos diagramas de Young com n células. De fato, seja O?:(ilg' . . . O;"

tal que >1: {t.jk = n. Podemos assumir, bastando efetuar uma reordenação dos C'i 's,

que íi ? {2 2 . . 2: %.. Sendo assim, a cada monõmio em aE) podemos associar um
diagrama de Young À com .jk linhas de {k células e portanto IÀI - n.

Reciprocamente, dado um diagrama de I''oung À com n células, definimos unica-
mente, usando a mesma regra, um monõmio de peso n.

Proposição 4.2.3 R.» e y são A--áZgebras isomor:fas

Demonstração

Seja / : R. --} y o homomorfismo de álgebras deânido por

/(0i) = c{

A aplicação é sobrejetora pela Proposição 4.2.1. Além disso, temos

.r(a9)) = }'("),
decorrendo diretamente da definição do produto em y Essa igualdade .implica que a
imagem do conjunto dos monâmios de peso n ( base de a9)) gera y(")
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Por sua vez, y(") é gerado como A--módulo pelos diagramas de n células e
portanto sua dimensão é o número de partições de n, ou equivalentemente, o número
de diagramas de Young com n células. Pelo Lema anterior, temos uma aplição linear
sobrejetora entre os A--módulos y(") e a9) de mesma dimensão. Como A é anel
comutativo, / é injetora em X9). Pelo Lema 4.2.1, / é injetora em todo o espaço
n

Corolário 4.2.1 C+ e y são A--áZgeZ)ras somos:fas

Demonstração

Decorre da Proposição 4.2.2

Vamos posteriormente explicitar esse isomorfismo e verificar algumas propriedades
as quais nos serão necessárias.

Definições 4.2.1 Seja N um natural não nulo. Considere Rw o anel quociente:

RN

onde / é o ideal gerado por {ck ' 0 , Vk > N}. E imediato que Rw = AI(7i,
Denotaremos o homormorfismo quociente por PX : Rm --> Rw.

,a«,l

Vamos agora mostrar uma relação entre séries formais com coeficientes em y, que
serão úteis na obtenção de algumas igualdades. Antes porém, vamos examinar com
detalhes o produto ckdl, onde ck é o diagrama coluna de k células e di é o diagrama
linha deZ células.

Quais são os diagramas que podem ser obtidos desse dois diagramas, através de
uma expansão estrita? Seja pk,l o diagrama:

E fácil ver que existem apenas duas possibilidades de uma dl-expansão estrita de
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ck, quando Z e k são não nulos, a saber os diagramas pk,z+i e pk+t,z, ambos obtidos
de uma única maneira.

Por outro lado, quando k ou Z é nulo, obtemos o diagrama vazio que é o elemento
identidade em y. Sendo assim, o produto de ckd! (ver seção 4.1) é dado por:

(i) .~, se l

(ii) dl, se k=0

(iii) pk+l,l + pt,z+i, se Z, k > 0

Sejam .A(X) = E atX' e .B(X) = .E bzX' séries formais com coeficientes em um
anel comutativo .K. Lembramos que o produto entre esses dois elementos é definido
por:

..'! (X) .B (X )
m::0

onde h. E (--1)*akb« k
k-o

Co«sidere C'(X) = E (--1)*ckX* e .D(.X)

com coeficientes em y Então vale:
k ()

E(z-o 1)!dlXI duas séries formais

Proposição 4.2.4 C'(X).D(X) l

Demonstração

Seja C'(X)D(X)
temos que

Pela definição do produto entre C'(X) e Z)(X),

ao :: corto = l

Por outro lado, quando m > 0, temos
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«. l)*c*d«-*
k-o

d. E:'((-i)*(P.--:,«. + P*,..*...:)) + (-1)"'mk-l

a.+ :(-i)*':p*,... + T'(-i)*':p.,..*...- +(-À;;2' ' ' ' k-l
m--l

d.+(-1)"''Pm,- +(-1)P:,m +(-1)"'m + kE2((

d. -d. +(-1)"''(c« -'«)-0

1)"c«

1)*' '(P.,«-*-' : I'* ,. .* ... :) )

Nota: Vamos olhai essa relação no anel quociente R/v, considerando já o resultado
R. = y e portanto, fazendo a identificação (7i = c{.

Seja CN(X) = PJ«(C'(X)). LOGO CN(X) = 1 -- 'áX +

polinõmio pode ser formalmente fatorado da seguinte forma:
+ (--1)P''c/vXW. Esse

aX(X) - ll(i
{-1

«:x)

considerando ck a k--ésima função simétrica elementar nas variáveis {zilZ;L. Logo, o
anel RW pode ser pensado como o anel dos polinõmios simétricos em [zilw l.

Definição 4.2.2 Seja yp.r o anel quociente y/J, onde J é o ideal gerado por

{À 1 ) , .Xt) / k > N'}

Proposição 4.2.5 R/v é ísorrzorlfo a ylv

Demonstração:

Lembramos que R = Rm//, onde / é o ideal gerado por 'lck = 0,k > 0} e
R. = y (Proposição 4.2.3). Fazendo uso dessa identificação , vamos mostrar que os
ideais / e J são os mesmos e portanto os anéis quocientes também o são

Observamos primeiramente que c{, quando { > iV, possui mais que Ar linhas e
portanto / Ç J. Considere agora À C J. Pela Observação 4.2.1, À é expresso pela
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fórmula de Giambelli

cÀ«

c.x;-l cÀ:
CÀY+m-l
CÀ; +m -- 2

C.Xg.--m+l C.Xum--m+2 ' ' ' CÀg.

Observe que os elementos da primeira linha do determinante pertencem à /,
quando À tem mais de .7V linhas e portanto Ài > N. Expandindo o determinante por
essa linha, temos que À c -r. a

Queremos agora explicitar o isomorfismo entre C'+ e y, mostrando que os ele-
mentos À € y correspondem aos elementos QÀ = (1/ax)ê; c C+. Mas antes, vamos
efetuar alguns cálculos envolvendo os elementos eÀ C .ll/IÀI e QÀ C (7+

4.3 Algumas relações entre os quase-idempotentes
de ]7n

A fim de simplicarmos a notação, denotaremos o quase-idempotente associado ao
diagrama /zk,! por ek,z, bem como o escalar associado por ak,! e o fecho em C'+ por

Definição 4.3.1 Seja n C ]N. Definimos lnl o número quântico n por

Definimos também o fatorial do número quântico n por

lnl! lnl.In tl.In - 21...1il

Observamos que lnl a princípio não pertence ao anel A, por inexistirem nesse
último potências negativas de (si s'i) para ã 2 1. N/lanipularemos esses elementos
como se estivéssemos em um anel estendido e posteriormente mostraremos que os
números quânticos pertencem à A e são inversíveis nesse anel.
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Proposição 4.3.1 Ua/em as seguintes relações

rã) 'k',i.ek,l Ó.(ek,:)ek,,l, 'e k' ? k

OiJ ei,l,.ei,z éÓ(e:,Z)e:,i,, ;. Z' ? /

0ÍÍJ Ó.(e*,:) cij;,i e @b(ei,[) = ai,z

onde $. e Ób são os homomor$sTTLos ti'rteares de$n'Idos no Teorema 3.3.2.

T)aTn nn c+rn p3 n+J vxxxv xxu v VYUV

Basta ver que ek,i = bt e ei,l = az e aplicar diretamente o Teorema 3.3.2. De
fato,

.:,. (a)'««*.E*« (Z,)O«*,,

onde À = pt.z. Nesse caso temos ax a permutação identidade e como aÀ- = r;i, temos
que a': também o é. Logo, o«* e Ur*. são tranças triviais em Z linhas. Sendo assim,
temos que ei,z = .E....(a) = az. Analogamente, concluímos que eh,l = bk

Convenção: Para simplificar a notação, vamos representar diagramaticamente o
elemento ax; como um bloco branco com um k no centro. Para diferenciar, vamos
representar bA; de maneira análoga, só que com um bloco escurecido, ao invés do
branco.

Lema 4.3.1 Seja u. uma k--trança de permuÉação pos tida associada à permutação
T C S. tal que T(.k) = i, para algum 1. $ { <- k $zo. Então, w. pode ser escrita
como ulrl produto de tranças de permutação positiva w. -- lo.-'.w«., onde u., é tal que
«'(k) é «m« f««ç« co« k - ' ""«m."*o. p«ãt:"'.

T)oml nn c+ rn r"n n

Seja w. uma trança de permutação positiva tal que a(k)
como:

í. Definimos n' € Sk

«'., - { }::: . .

l 5; n'(j) < á

á < «-(.j) < k
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Considere ri = (áã+l
positiva (ver cap.l) temos:

k) c Sk. Pela definição das tranças de permutação

-k-l-

Provaremos o Lema mostrando que w«,wx. é uma trança de permutação positiva
associada à permutação a- e portanto, pela Proposição 1.4.2, é a trança ox. Observe
que w«,wx. é uma trança somente com cruzamentos positivos e tal que nenhum par
de linhas se cruzam mais de uma vez, pois em ox' a k--ésima linha não se cruza com
nenhuma outra e em o«: os únicos cruzamentos ocorrem exatamente com a k--ésima
linha. Logo, wp = o..o.: é uma trança de permutação positiva, com p = n".ai
(lembrando que pela nossa convenção aplicamos a' e depois r{) Sendo assim, temos:

l $ a''(.j) < {

p(.j)= 1 «''(.j)+i , i$"'(.j)<t
«'(J) k

«'(J)
«''(.j) + l

Eportanto: Í (.j) , l$n'(.j) <{
p(.j) r(.j) - 1 + 1 , € $ «'(.i) < k

l : , .j-k

Logo p = r.

Lembrando da operação (8, induzida pela operação geométrica de identificação
dos lados de S(JK;l) (definida da seção 2.3), vamos prova' um Lema que será extrema-
mente útil na manipulação dos elementos eÀ C -Hn.

Lema 4.3.2 Ma/em as sega ates relações

riJ ':,- = ':,..: ® ':,: + '("':'):''':
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ráÍ) 'k.: = '*.:,- ® ':,: + 'g(--z':s-:):''':{-0

Demonstração

Lembrando raciocínio já feito na Proposição 4.3.1, temos que ei,z = al e ek,i = bt.
Vamos fazer os cálculos para o caso ek,i , sendo estes totalmente análogos para o outro
caso (mudando apenas as constantes envolvidas). Aplicando o Lema anterior para
ek,i e lembrando que b = zs, temos:

ek,i bÀ; E (--b':)z(")u«
a'eSk

S..Z(k)=1)l(")Cd«+...+ E:)=k)i(")0«

:y( («,., ® l).«.,«. +
m'lCSh.i

onde n- = a-'.ai.

+ E (
z'/eSh.i

Ó-:y(d (o., ® l).«,.

Como cada w.: tem k -- { cruzamentos positivos, lembrando que

/(a) = número de auto-enlaçamento de w«

temos Z(«') z(«') (k á) e portanto, da última equação tiramos

l\k-{b

k-] l\k-+ E(-b{-1

 
   
       
 



ek-i,i 6) ei,i

Proposição
dados'por:

4.3.2 0s escaZares associados aos quase-ádempotentes ek,i e ei,z sao

Sk(k-1)/2
e

S-l(Z-1)/2

ak,l

Demonstração:

Vamos demonstrar o resultado por indução em k para o caso ek,i. Novamente,
o outro caso sai de forma completamente análoga. Para # = 1, pi,t é a trança tri-
vial e ai.l = é = 1 como esperávamos. Considere agora a proposição válida para
1 < k' < k. Pelo Lema 4.3.2, temos:
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+kE2( .':):''':{-0

Como b* é central em .Hx; e a = (--zs':), pelo Teorema 3.3.2, @'.(o{) = a:+' (pois
é produto de { + l tranças elementares) temos:

®

k 2

+ E(í-o « - :. - :):+:( -- - ''):''' :

Como é.(bi;-i) = Ó.(ek i,i) = ak-l,i, pelo Teorema 3.3.2 temos

eÉ,: = ak-:,:.ek,: + k-2(--z-:' :):''':( "':):+:"*--,-'k,-

Pela hipótese de indução

.*,: - ( alça« + ag;b :,.-':-')..,-

Observando que }: s'2{-2 - s-k(---;:;:r-) = s'klk -- ll temos{-0

.Í,: - al$õg,( tq;Pâ:u).*,:

s--s-l)+s--k(s&'l--s--k+l) \ . k.l
')s(.-'

Corolário 4.3.1 0s Rtímzcfos quârztícos pertencem â A e são ínuersz'Dais nesse amei

Demonstração:
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Faremos indução em k, usando o fato de que cvk,i é inversível em A. Para k = 2,
temos pela Proposição anterior:

l21 :: a2,i.s

e portanto, l21 € A e possui inverso l2l't = s'taã}. Suponha que para todo k < n,
lkl C A e seja inversível. Nesse caso, lkli C A e também é inversível. Sendo assim,
novamente pela Proposição anterior:

lt+ il ak+l,IS(k+l)k/2

e portanto, lk + ll C A e é inversível nesse anel

Proposição 4.3.3 0 escalar associado ao quase-Ídempotente ek,l é dado por.

1 ; + Z illk - tl1lZ il!
"k,l ' '

Demonstração

Observamos primeiramente que

ek,z

Aplicando o Lema 4.3.2

.Í,.
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Aplicando agora o Teorema 3.3.2, temos

k-2 \

E(--'':'-:y''':(---':y l

.-: (E '-"-: ) (]çs) '(' ' 0

«-:(s': + )(zs)'G'0

sendo que o coeficiente do último diagrama pode ser simplificado:

«':(s':+.. . .-"''';)(«;)'«'U - « :.-*-'-:('*''+. . .+s-*''':)("')'G'n - ,,-:.-*''':lt-il("
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Aplicando novamente o Lema 4.3.2 e usando o Teorema 3.3.2, temos que

H[-2
l SZ

j=o

(-''':)«:,.-:«'-:,:
t-2

>: (' ' : s)j ''' '(,'y
j=o

Note que

pois, como a (J -- l) linha e a / linha são também adjacentes em ek,i
Corolário 3.3.2, podemos fatorar ei,z e ek,i de maneira a obter o termo:

(a.-. - «)(a.-: - Z,)

pelo

que é nulo em -HA;+l-l

Sendo assim
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aA; i,icli,iek,z + s'tlÉ ll(«s)'« 0(z'y':a* :,.a:,'-:

(a*-:,:'-:,. + .-'lk lla* - : ,.a : ,. - :)e*,l

Aplicando a Proposição 4.3.2, temos

ax;-i,icli,i + s-klk llak i,ic*i,z-i

;l$;:1a1;4(=:«P«»+ ,.7=ELy,,, )
k--l]iÍZ--l]! / sz'iÍZj+s-kjk--l] \

;(i='Í)(Ê-2)/2 \ s-z(z-i)/2si-i /

k--lllÍZ--ll! / sz'k(si--k-t-s--i-k-i+sk-i-Z--s-f.t.!ü;n ( )

;:...$;11%Fllà-:. 6-'-'-: o"'''= .r;''h
k-lllÍZ illÍk+z-t

;«i:í)ti:!jl::Íi:íj)72;:'í(p i) / 2

k-illrl-tllÍk+z-i
=iÍ.i='Í)79 :Z(Z : 1)/ 2

Nota: Vemos claramente com esse resultado, que o coeficiente ak,z é especializado
pela aplicação:

I' : .F/A;+l-i --> CS.

no escalar ap.., (ver Teorema 3.2.5). Basta observar que quando s --> 1, temos líl --> i
e que llhZ(pk.!(i,.j)) =(k+Z+ l)(k - l)l(Z l)l

--> 1, temos lzl --> z

Convenção: Ao escrevermos x(P), para P C C'+, estamos nos referindo ao valor
de X(U # P), onde U é diagrama do nó trivial sem "framing" (observando que o nó
trivial com qualquer orientação representa a mesma classe de isotopia).

Queremos agora calcular o valor de X(QX), lembrando que QÀ é o fecho do
idempotente (l/clX)eX. Observamos novamente que, apesar de estarmos trabalhan-
do no anel A = CEh], faremos frequentemente as devidas substituições após alguns
cálculos. Além disso, vamos omitir, para "limparmos" a notação , a operação fecho
nas equações deixando implícito que estamos calculando o HOl\IFLY do fecho do
diagrama desenhado.
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Proposição 4.3.4 quando /ç 7: u, ua&e que

u-ls-(i-l) -- usi-:
Sz -- S'z

Demonstração:

Provaremos a igualdade fazendo indução em k. Para k = 1 , Qt,i = Ue

el-' -- e}

x(Q:,:) - ó - t':;:t
Assumindo o resultado para { < k, basta mostrar que:

x©*,0 - (?:!?;. x(Q*-:,:)

De fato, ]embrando que a aplicação X : S(]R2) --> A e a aplicação
A--lineares, segue que:

X(Q.,:) - ;t-x(ên) - (*)

Pelo Lema 4.3.2:

n.TI.d,o k []

X(Qk.:

+ 'E'(-«':'':)i-o

Pela relações r3 ,r2 e pelo Teorema 3.3.2:

- Ü *( SH regi::b + :,(-«-:.-u:'':(«'

lembrando que wibx;.i = @.(wi)Z)k-i = a'bj;.:.



Finalmente, pela Proposição 4.3.2 e obser't'ando que que )l: s'2i-2
temos:

eÊilr.( t;> - "''(E, ;'::'')) X(Q*-:,:)

hiif.;ÚS;ãili;,:.( :;l;a - "-:.-*''': lk - il )x(Q*-:,-)

:F ( x(Q'-:,: )

( ':!Çf::-r'u ) x(Q.-:,:).

como queriamos.

s-*lk - il

Definição 4.3.2 Denotamos por XA'(.L) o polinõmio X(.L) calculado em u
U

Corolário 4.3.2 . . , , .,

*«.w*,o - 1. & l ;;==:'
Demonstração:

Pela Proposição anterior temos:

s-({-1)
Sz -- S'z

Quando { = ]V + l e u = s-w, temos:

U-lS (i-l) -- USi-l SA'S-N -- SNSN
SÍ - S-'' -- S-(N+l)
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Logo, para k > .N, x(Qk,i) = 0. Para k = .N

(«': -- ")(«':s': -- «s)(«':''": -- !1l::D.
XW w,:J ' ':;:=:T''' '';l7':;:5''

Fazendo as substituições:

(s'''--s'J")(s''''::!-"-n) '- '':~ =]
x'»L'/'",:J ' 'G':;:T' - ''''') '

Começam agora a aparecer algumas propriedades interessantes nas decorações
pelos elementos QÀ que passam a justificar o interesse nesses elementos.

Proposição 4.3.5 Seja l, :: .Li U.L2U . U.L., um diagrama de Zínk com k compo-
nentes. Seja L' o satélite de L obtido decorando Li com Qx: para i< n e a n-- êstma
"mpo«e«te L. po, Q*,: Se k > N .«tão Xx(Z.') = 0.

Demonstração:

1, pode ser representado claramente como o fecho de um elemento em .Hi na
n--ésima componente:

Logo .L' pode ser visto como o fecho do elemento

ak,l (7 " .ek,l)
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Sendo assim, como ek,i = bt, pelo Teorema 3.3.2:

L' - «( --L(T'.e.,:))ak,laA;,l

Segue portanto que:

X«,(.L') = !-11:--1X«,(êQ) X«.(Qk,:)

Logo, quando k > 0, xw(.L') = 0.

Lenda 4.3.3 Sejam Lt e Lb diagramas de !inks que diferem !ocalmeTtte apenas por.

@. (T')
XW l ek.l

".pe.tá«m.nte. Então x«,(L.) = :«':'''''lWIX«,(Z..)

Demonstração:

I't
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Observe que, pelo Teorema 3.3.2, temos

x«,( @.(z,«. )x «, (b«, )

é.(z,«,)a«,+:,: XA,( Q«,+:,: )

pelo Lema 4.3.4.

Logo, novamente pelo Teorema 3.3.2

n, l
E(
á-o

-'-:s-:):+' (--«s':): X«.( ) )

Z
N-l ..

:( E s'::{-0 ' )x«, (

«-:. '''l.vl x«,(
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Lema 4.3.4 S(gam Lt e LÓ dois diagramas de Jinks gue aderem localmente sonzerzte

Lt Lb

".pe.ti««.e«te. Então x«,(L.) = X«,(Ló).

Demonstração:

Para simplificar a notação, sempre vamos considerar os diagramas abaixo como
um "retrato local" de diagramas fechados. Pelo Lema anterior:

x«.( z-:. '''l.VIX«,(

Aplicando o Teorema 3.3.2

«-:. '''lNI(--«s'')'":X«,(
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Pelo mesmo resultado temos:

.-:.-~]'"](-«-D-'''''-:'*«,( }:LI
E pela relação rl:

,-:.-'''l.VI(-"'':)':P'''nx«,( "': #VR'3 -«-:(' - '':)

Pelo Lema anterior

:,-:s-'''lN'l«-:P''-0( «':""l.Vl-: - «':(' - '':) )X«'( L' )

( !-s=!yP4;Çi?:1=2 - z-'s-'''lxl(-"'')''(~'o(' - ;':) )x«,( L' )

(z "''s"''-: -- ,:;-"''.-'''(s''' -- ''''')'2''' ') X«'( L' )

(z'"'''"'-' -- .:;-"''s'''-:('''' -- ''''')) X«,( L. )

«-"''(s"''': -- s"''-' + .-') X« ( L. )

«-"''.-: Xw( .L* )

'azendo a substituição z = s-l/x temos a igualdade desejada.
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Proposição 4.3.6 Seja L = .Li U L2 U . . . U L. um d agrada de Zink com n com-
ponentes. Seja L' o diagrama obtido removendo-se a n--ésima componente L«. Seja
L' obtido decora,n,do-se cada compovtente de L por Qx., e L obtido.4ü mesma forma
«dácãon-'j'-" "P.-. « d"o«Ção 1,. * Q,.,,:. Então Xw(L) = X«,(Z,').

Demonstração

Observamos primeiramente que QÀ,.,.. = (1/aX,i)eX.i, onde eJV,i = bX, e portan-
to, localmente, podemos considerar cada cruzamento da componente .L« #QXw.. com
outra componente 1,{ + QÀ. com seguinte forma:

Suponha que ocorra o primeiro caso (o outro é completamente análogo). Va-
mos mostrar que podemos, para efeito de cálculo de XA', desconectar a n--ésima
componente das outras.

De fato, lembrando que b2w = @.(bW)Z)JV, onde #'.(bx) = clx,i, escalar que já
provámos ser inversível, o diagrama acima é o mesmo, a menos de um escalar que:
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Pelo Lema anterior, o valor de XW desse diagrama é igual ao do diagrama:

H
os mesmos argumentos.

Obtemos portanto a seguinte igualdade

x«,(Z) = x.«(D uQ«',:)

Pela propriedade multiplicativa do polinâmio HOMFLY e pelo Corolário 4.3.4,
temos:

x ,» (ÍI) x ,., (D) .x «. (Q «.,: ) X «. (L' )

como queríamos.

Fazendo demonstração análoga a da Proposição 4.3.3, temos o seguinte resulta-
do:

Lema 4.3.5 (IAnnal, pg 109) sttZjek-n,z + s'kjkjejjjÜ.i s'-*lZ + klaD.ÕQ

90



A proposição a seguir, mostra uma relação entre os elementos Qi;,t a qual é
extremamente semelhante com o produto dos diagramas de \'oung cÀ; e dt. Veremos
posteriormente que esse fato não é uma mera coincidência.

Proposição 4.3.7 QJ:+l,l + (2k,z+i Qi;,iQi,l

Demonstração

Do Lema anterior temos

s'lZlak+i,zQt+l,. + s-*lklak,z+iQk,z+l s'-*lZ + klai.zcvk,iQi,!Qk,i

Substituindo os valores encontrados na Proposição 4.3.3, temos

f!@8:y:L
]lníÍi;'Zli=illii; 4- Àllsk@+o/2s-z«- /2lklilzl! s'''s* '

Analogamente

s-kak,z+l
s'-klz + #lctt,iai,i

s-'lkllk + Zllk llllZllsk(k-i/ns-!«- /2
s!-klZ+ klsk(k'i)/2s-z(z+i)/2lklllZll

e--k

Logo vale que Qi;+i,z + Qk,t+i Qk ,iC? l,z

Novamente usaremos séries formais de potências (nesse caso com coeficientes em
C'+) a fim de obtermos algumas igualdades úteis.

Proposição 4.3.8 Soam Qa(X) e Qo(X) séries ./ormaís de potências com coe$
cientes no anel C+ dadas por:

Qc(X) }:(-1)'Qk,:X*k-o
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e

C?o(X) = }1:(-1)'Q:,zX'
z-o

nfã. QcXQo(x) = l

Demonstração:

O coeficiente de Xo na série produto é dado por C?o,iQi,o, que é o diagrama vazio,
o qual por sua vez representa a identidade em (l;

+

Logo basta mostrar que o coeficiente de X" é zero para qualquer m > 0. Usando
a Proposição anterior, temos que:

: (-1)* *,:Q:,..* -,. + (-1)"Qm,- + ,E:(-1)'(Q*+:,m-' + Q.,..*+:)k.n "''

c?.,. + (-i)"'2«,: + E:(-D'Q'--:,... + "g(-t)*''':'a*-' :,«-'

Q-,.+(-1)"Qm,-+(-1)"': C?m,:+(-1)Q:,m+ .:l(-1)*(Q'--:,m.*-Q*+-,.-.)

0

Lema 4.3.6 Podemos ezpressarX(Qc(X)) como um produto /ormaZ íman to de/nações
racionais em X com coe$cientes no anel A.

00 1

x(Q.(x))
- us2k+t.X'
u - ts2L+i.K

Demonstração

Seja P(X)

P(X) na forma:
hHn 'Í:;:í=11:i.í.f' Como série formal de potências podemos escrever

P(x) Ep,x'
r=0
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Note que P(X) = ÍJ:igtÜiP(s'X) e portanto:

(l - «':.x)P(x) )P(':x)

Logo:
oo oo

E(i - «':'x)p,x' - «'x)'''p,x'
r::0 r:=0

De onde tiramos que:

Prol U'lSPr == S2r+2Pr+l -- US2r+lPr

E portanto:

«-:. - «.''*-. .'*:(«'' - «':.''). <!!: :!:!1:2.
P'+- ' - ;;;i'Í;l;;'Í':;:;='$''' - s-k+0) "'

O valor de po pode ser obtido fazendo z = 0, o que implica em p. = P(0)
Por outro lado, para r > 0 temos:

. n ":': ' "-:.-':-:' - n - (-u'*«a,,o

pela Proposição 4.3.4.

Proposição 4.3.9 X(Qi,z)

Demonstração:

Pela Proposição 4.3.8, temos que:

X(QcQo) = X(Qc)X(Qo) = l

Logo, pelo Lema anterior:

*©,) -Õ \Eg=.:írk-o '
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Sendo assim, os coeficientes de X(Qo) como série formal são obtidos trocando-se
(e vice versa) nos coeficientes de X(Qc). Logo,

x(Q: ,. )
{-1

u-lsi-l (i-l)
Sz -- S'z

Proposição 4.3.10 X/v(Qk,i) X«, (Q «. -k ,: )

Demonstração

Quando A :# 0, pela Proposição 4.3.4, temos

X(QN k,i
u ls-(j i) -- usj-t

S3 S'3

Fazendo u = s'w, temos

x«,©«,.*,o - bl:J

s - N' +.j -- l
.S J

lt]

ÍK'+l
[w-K]

ltl1lx-kl!

1[' [2]
'N-k+l

lk]

Por outro lado, novamente pela Proposição 4.3.4 e após fazermos a substituição
NS

x«,(Q.,-) - rl szv --j+i -- s -- N +j -- l
sj - s'J
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[M lg=U

SN sN - 1 - S - ;V+ l

'(;:;:íJ s2-s-2
'S .N -- k+l .S - N+k - l

{;t':P Ê )

N-k+l
[kl

E portanto, temos que XN(Qk,l) = X/v(QJv-k,i), quando k :# 0.

Quando k = 0, Qo,i é o diagrama vazio e portanto xJV(Qo,i) - 1. Por outro lado,
XX(QX,l) = 1 pelo Corolário 4.3.2 e portanto vale a igualdade para todo k 2 0, como
queriamos.

Provaremos agora, sempre visando o nosso principal objetivo desse capítulo que é
explicitar o isomorfismo entre y e O+, mais um propriedade importante dos elementos
QÀ Antes citaremos algumas proposições concernentes à teoria de módulos:

]l)reposição 4.3.11 /(70XX7 Sela R um ane/ com unidade. Sqa M = jcJ.IWJ ma

dãreta de R--módulos livres À.{j com base Bj para todo :l. Então, M é R--módulo livre
com base U Bj..jc

Proposição 4.3.12 /aO.HAÍ/ Seita R anel comutativa e M
Então toda base de M tem a mesma cardinalidade.

tlm R. módulo livre

Corolário 4.3.3 Sejam R anel comutatíuo, M um R--módulo e B = {mi, . . . ,mk}
uma Z)ase de M. Seja .D ç .]4 um corÜunto Z)./. com k elementos. .Então, .D é base
dP tvl

Proposição 4.3.13 0 conjunto {QÀ}, onde À percorre o corÜunto dos diagramas
de young, é uma base para o A--módulo Zíure O'r

Demonstração:

:=.HT=U4:H?: ;E#E =bK l
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igual ao número de diagramas de Young corri n células. Pelo Corolário 4.3.3, temos
que {QÀ/ IÀI = n} é base do A--submódulo C'("). Isso feito, pela Proposição 4.3.11
teremos mostrado que {QÀ} é base de (;'+

De fato, seja c C C'("). Temos que existe um h C .f/. tal que h
Proposição 3.5.1:

c. Pela

a. - E &..*Hn
l.Xl=n

e portanto h pode ser escrito na forma h = }: h\eXh{, onde h\ € .27n
IÀl=n

Por outro lado, como estamos trabalhando no anel e como eâ
um escalar inversível temos que:

axex, onde crx é

.{"{ - .;.Ü«"*'*
onde hÀ hlihl.. Sendo assim

(*)

Lembrando que ex Z:À(')«,«* E*«(Z,)a.*«, temos

(*) E àEx(a) (co«.EÀ« (b)a«« hx.Ex(a)«,«*) EÀ- (b)a««

Vamos chamar o elemento («,«*EÀ,(b)D.« hxEÀ(a)«,«*) de hÀ

Lembrando que {w«/a' € Sn} é uma base de .f/n Visto como um A--módulo,
temos que:

eÀÀe* («)ixZx-(Z,)O«*« = E*(.) ( >1: ',«,...) EÀ«(Z,)a.*, (**)
7'eS.

Pelo Lema 3.3.4, se 1- não separa À e À" então

EÀ(a)«,,Ex« (Z,) = 0

Seja S,., = {1- C S. /I'-separam eX"} Quando p € S«P, pelo Lema 3.3.5, existem
pi C R(À) e p2 C R(À') tais que:

". ' ";:".*";,
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Substituindo em (#+)

exhex E
reSsep

7,.E*(«)«,;. «'««,;, E*,(Z')0««

E pelo Lema 3.3.2, como pi C R(À) e p2 C R(,X") temos

eÀheX >l: P(.'-)7,-e*
'rCSaep

Sendo assim

C xà 'x «,po'-»n

onde eÀ E 7,#(r) C
I'eS-p

.\ como queríamos.

Obs A partir de agora não faremos mais distinção entre y e R«

Para o próximo resultado, usaremos a relação (citada no cap-l) entre polinõmio
HOMFLY, X(.L) e o o polinõmio de Conway, V(.L), como também de alguns resulta-
dos preliminares.

Proposição 4.3.14 0 Aomomor$smzo de áZgebras 0:R«, --} C+ de$nido por.

0(ci)

é um isomor$smo de átgebras

Demonstração

Denotemos, por hora, Qc. = Qi. Sabemos que R. é uma álgebra livre gerada
pe[os {q/á = ]N}. Vamos mostrar que os elementos Qi's geram C'+, e portanto 0 é
sobrejetora, e de coima livre, o que implica que 0 é injetora (basta ver que a existência
de dois elementos distintos mi e m2 tais que 0(ml) = 0(m2), implica na existência de
um polinõmio com coeficientes não todos nulos nos Qi 's, mas que é nulo na álgebra
o''')
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Lembremos primeiramente que (Teorema 2.4.1) os e]ementos p«, m € ]N, onde
p. é o fecho da trança o-«-lam-2 ' ' ' al, geram C'' livremente como álgebra.

Por indução em n, vamos mostrar que 9n pode ser escrito como uma expressão
polinomial nos C?i's com coeficientes em A. Para r} :: 1, Qt = pt, e portanto nada
temos a demonstrar.

Assumimos então que para todo p«, com m < n, temos uma expressão polino
miai em termos dos (2i 's, { $ m.

Temos que e. C H« implica que =Eé; C C'(n). Logo, Q« pode ser expresso li-
nearmente pelos fechos dos monõmios de peso n em p«, os quais são indexados pelas
partições de n. Sendo assim:

Q. /3.p.+ >1: Pxçx.'p*,
x=(xi , . . .,À,. ) ,IÀl=n

(*)

onde P., /3À C A

Provaremos agora que /3. é inversível em ]\. Isso feito, usando a hipótese de
indução, concluímos que p« pode ser escrito como um polinõmio nos C?i's, para

Pela observação jú feita no Capítulo 1, o polinõmio de Conway V(.L) pode ser
calculado a partir do HOMFLY colocando-se z = u = 1. Pela Proposição 1.3.1,
esse polinõmio se anula quando L é um "split link" , ou melhor, um link que possue
componentes deconectadas.

Note que todos os termos do lado direito da igualdade (+), exceto g., são "split
links". Além disso, p. é equivalente (em termos de isotopia ambiente) ao nó trivial.
Sendo assim, temos:

V(Q.) V(P«9«)

onde P; é o coeficiente P« calculado em z = u = 1.

Lembrando que fizemos as substituições z = s-i/x e u = s-fv, esses elementos
como séries formais de potências em A, possuem termo constante igual a 1. Logo o
termo constante de P. é igual ao de P:

Pela Proposição 3.5.1, mostrando que termo constante de P: = V(C?n) é não
nulo, mostramos que #. é inversível em A. Voltando a primeira expressão de Q.,
temos: . .

Q. = -.:G = -:ó.
n
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onde b. = E.cs.(--z'is-t)z(")co«. Queremos ver quais os termos da expressão de Q«
que contribuem ao termo constante de V(Q«) como série de potências em h.

Pela Proposição 1.3.2, e como z = eh/2 e-h/2, os únicos termos em b7. que
contribuem com o termo constante são as tranças o« cujos fechos são nós, as quais
pela Proposição 1.4.1, são tais que a é n--ciclo.

O coeficiente de o. em Q. é (--z'is-i)z("). Por outro lado, como n é um n--ciclo,
temos que:

Z(r) = (n - 1) mod (2)

e portanto o termo constante de(--z''s-i)i(") como série de potências em h é(--1)"':

Pela Proposição 1.4.2 e por existirem (n -- 1)1 permutações que são n
S., temos que o termo constante de Q« como série de potências em A é:

.ciclos em

g(-!-)(« - 1)!(-1)"':

e portanto não nulo

Provámos então que o conjunto {Qi/ { C ]N} gera O+ como /\--álgebra e portanto
os monâmios nesses elementos geram (-;+ como A--módulo. Vamos mostrar que na
verdade eles formam uma base para esse espaço, provando assim que os Qi 's geram
a álgebra (;'+ de forma livre.

Seja .4 U ,4., onde
ncIN

,4«
P

? á, e >1: {k.jt
k-o

Observamos que, pela comutatividade de C'+, podemos supor {l 2 . . 2 áp e usando
o mesmo raciocínio feito no Corolário 2.4.1, concluímos que .4. é indexado pelos
diagramas de Young.

Por outro lado, temos .4. Ç C'(") gerando-o como A--módulo. Cromo a dimensão
de C'(") é o número de partições de n e portanto de diagramas de Young com n
células, pelo Corolário 4.3.3, .A« é base desse espaço Pela Corolário 2.4.1, como
C+ = G) C'(n), .A é base de C+ como A módulo.

HEIN

Proposição 4.3.15 Para lodo Z 2 1, vale que é?(di)
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Demonstração

Vamos demonstrar o resultado fazendo indução em Z. Observe que para Z ' l,
di = ci e portanto 0(dt) = Qt,t. Assumiremos o resultado válido para todo dl, tal
que Z < m.

Pela Proposição 4.2.4, E (--1)kckd« kk-o
cismo de álgebras, temos:

0, para todo m ? 1. Como 0 é isomor

E( -1)'0(c. )0(d« -~ )
k-o

0 (4.1)

Temos também pela Proposição 4.3.8 que:

>: QÀ;,:Q-,..* = o
k-o

(4.2)

Pela hipótese de indução, temos:
m m
>l:(-i)*c?*,-Q:,..*+ )l:(-1)'0('.)0(dm-')k-o k-l

De 4.1 e 4.2 obtemos:

0 + }:(-1)*0(C*)0(dm-.) - >:(-1)'0('.)0('Ím-*)
k-lk-o

E portanto
0 = Q. - 0(d«) :::+ 0(cZ«) Q.

Proposição 4.3.16 0(pk,i) Qt,z VZ, k > 0

Demonstração

Vamos provar a afirmação fazendo indução no número de células e no número
de linhas.

Para k = 1, temos p:.z = dz e portanto, pela Proposição anterior, é?(pi,l)
Assumimos portanto o resultado válido para todo diagrama pi,j tal que á +.j -

: Q:,z.
l<m
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(isto é, tenha menos de m células) e também para todo diagrama pi,j com exatamente
m células e tal que { $ k (isto é, com no máximo k linhas). Vamos mostrar então
que o resultado vale para o diagrama pk+l,m-k, que possui exatamente m células e
k + l linhas.

Considere o produto cj;.d.-A; em yl. Como já vimos, esse produto é dado por

cK.d. k pk + 1, m k + pk,. x:+i

O diagrama pi;,«-k+t, pela hipótese de indução é levado por 0 em Qk,«-k+i. Por
outro lado, como 0 é homomorfismo de álgebras, temos:

a(c*.d« *) (c*).0(d«-*)

E, novamente pela hipótese de indução

0(.k.d.-k) ,:.Q-,m *

Sendo assim

o(P*--:,«-*) 0(c*.d« .) - 0(P*,«-*---) Qk,t.Qt,m-k (2k,m-k+l

Logo, pela Proposição 4.3.7, temos:

0(Pk+:,«-k) = Q*+:,m-*

Teorema 4.3.1 0(À) Qx, para todo diagrama de Young X

A demonstração por nós conhecida desse Teorema depende diretamente da relação
entre o invariante XJV e o sZ(.ÍV)-- invariante quântico, dada pelo seguinte resultado:

Teorema 4.3.2 (IAnnal, pg.89) Sda L
comi)ovtentes. Então:

l,iU L2 U U Lk link orientado de k

;(.L; yÀ1 ) , vx*) = x«,(z: * QÀ., . . .)

onde sl(.N)-- invariante quântico de L colorido pelas represeTttações Vx.
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Mais especificamente, a prova depende da inversibilidade da matriz

M = (MÀ,,)x,,coi.,~,..

onde

(i) l){agW,, é um subconjunto finito (a ser definido no próximo capítulo) de yx

(ü) .Ü6,, X/v(nl QÀ, QP), sendo .# o link de Hopf.

Sabemos que essa matriz é inversível, pois vale que

Lema 4.3.7 (ITWI) Sda q = s' uma r--ésÍma ra z pr nítida da unidade e JV C
N* ./izo. Sd«m À,p € .Oáagl«,,. Sd« J(-H; VÀ,yP) . sZ(N) {nü«i-te q«ántãc. d'

link de Hopj colorido pelas representações Vx e VP Considere M Q matriz dadcl por
(MÀ,,)X,,.o:',,,., . .Ente. .M é {n«úeZ.
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Capítulo 5

Considerações finais: O invariante
r-nf r \
.l \ .l-/ /

Introdução:

Mostraremos nesse capítulo que a partir do invariante de links orientados Xp.r, calcula-
do em raízes primitivas da unidade, pode-se construir um invariante 7'(-Z;) tipológico
de variedades de dimensão 3 compactas, conexas e orientáveis, usando decorações
por elementos especiais Q,. Ressaltamos que apenas daremos a definição de T(.L) não
sendo dada a prova da sua invariância sob os movimentos de Fenn-Rourke (podendo
ser encontrada em IAnnal). O motivo para isto, como já foi colocado na Introdução
deste trabalho, é que a maioria dos resultados envolvem a Teoria de Representações
da álgebra de Lie sZ(.N) e propriedades do sZ(.V)--invariante quântico.

Lembramos que as decorações são feitas com elementos de C'+ que mostramos
ser isomorfo a R., o anel de polinõmios em um número infinito e enumerável de
indeterminadas e ao anel dos diagramas de Young y. Explicitamos esse isomorfismo
mostrando que cada diagrama de Young À corresponde ao fecho do idempotente

;ikex c HIÀI, o elemento QÀ

Fixado um JV > 0 e um r > N, definimos um novo parâmetro q = eh. Fazendo q
uma r ésima raiz primitiva da unidade, nosso espaço de decoração passa a ser um
C--espaço vetorial (antes apenas um /\ módulo). Porém, ainda estamos lidando com
dimensão infinita. O objetivo é, portanto: restringir nosso "campo de atuação" ao
um espaço de dimensão finita.
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Obs: Não faremos distinção entre os espaços O+, R. e }', bem como subespaços
correspondentes.

5.1 O espaço .Rx/Z

Vamos primeiramente lembrar que começamos esse trabalho com o anel:

A = ([lzJ::, uü:, sü: , z, ÕI/ < u -- u': = z.5 >

com z = s -- s-i , e após algumas substituições o nosso anel A passou a ser o anel das
séries formais Gth], onde s = eh/a

Seja q = eh. Quando colocamos q uma r--ésima raiz primitiva da unidade, o
nosso anel A passa a ser C e portanto .R« passa a ser um espaço vetorial sobre esse
corpo

Definição 5.1.1 Fixemos então um N > 0 e r C ]N, r > N, substituindo q por uma
7 ..ésima raiz primitiva da unidade. Definimos o nível Z de q como Z = r -- N.

Dizemos que um diagrama é q--admissível se possui menos que N linhas e no
máximo Z colunas. Seja Z){agx,, o conjunto de tais diagramas.

É imediato (lue .DÍagw., ç Rx = Atei,
pelos diagramas de exatamente Z + l colunas

, cwl. Seja Z o ideal em Rx gerado

Teorema 5.1.1 ([Annal, pg 146) -DiagW,, gera o espaço Rx/Z.

Clonsidere agora o ideal / Ç R/v gerado por {dr-l, dr-2,
diagrama linha com { células.

,d,-Àr+i}, onde d{ é o

Proposição 5.1.1 Sda p taZ que Z < p < r. Então XX(Qi,p)
0

Demonstração

Pela Proposição 4.3.9, temos:
svsi-l -(i-l)

S -- S'zX .« (QI,, l
.-(N+l)P
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QuandoZ<p<re l$i$p,lembrandoqueZ=r /V, (q{ 1) nãoseanula
e portanto Xw((2i,.) calculado em q raiz r--ésima primitiva da unidade, está bem
definido. Por outro lado, quando { = Z + 1 = r -- Ar + 1, temos:

qx+''w+i-l -- 1 := q' -- 1 = 0

N

E':
i-N

e portanto XW(Qi,,) = 0.

Corolário 5.1.1 (IAnnal, pg-150) Sda -L um /ánk com uma componente decorada
por dp, com 1 < p < r e as restantes por Xi, para Xi C RN. Então, quando q é uma
«{, ,-- é.{m« p,{mÍt{« d« -id«de, X«,(Z) = 0.

Proposição 5.1.2 (IAnnal, pg.156) /
C-- espaço 'uetorial RNjl

Z. Além disso DiagN., é base para o

Obs Os resultados acima justificam portanto a escolha do ideal .r

Definição 5.1.2 Seja N C ]N* fixado. Seja À = (Ài,À2,. . .,Àx) um diagrama de

l/oung. Seja rí = À{ -- Ài+i, para { < N e rw = Àx. Temos que:

À

N N
(E ,:, E ':,
{:=2 {::2

Definimos o diagrama dual de À, denotado por À*, como

À*
N-\ N-2
(E ,:, E ":,

{::l {::l
, ,:)

Pictoricamente, À* é obtido ao removermos À do diagrama Ài x N e rotacionarmos a
âgura restante em 180 graus.

Exemplo: N-3

«'
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Observemos que, sendo Ài o número de colunas de À, quando À C -Dãagx,,, temos
Ài $ Z. Logo:

ÀT = }' a{ = À: -- Àk < J

Por outro lado, se À tem m linhas, a representação pictórica de À* nos diz que esse
diagrama tem no máximo m linhas. Além disso, é fácil ver que (À*)* - À Concluímos
então que:

lZ

X C DiagN,r 'k+ > C DiagNF

Nota: As representações de sZ(N) são indexadas pelos diagramas de Ybung, mais
ainda, o anel das representações dessa álgebra é isomorfo à Vh/ < cx = 1 > . Dessa
teoria obtemos o seguinte resultado:

Teorema 5.1.2 IFHI Se VÀ é uma representação írredutúeZ de sZ(.N), então

(yÀ)' = vÀ

Baseando-se nesse Teorema, é razoável que valha o seguinte fato (importante na
prova de que T(.L) é um invariante sob os movimentos de Fenn-Rourke):

Proposição 5.1.3 (IAnna], pg.127) x/v(Qx) x«, (QÀ.) ,

Vamos assumir agora XX sempre calculado em q raiz r--ésima primitiva da
unidade. Seja:

= õ*..x
ÀCI)íagN.r

onde õÀ. ÀtW((2X.). Observemos que pela Proposição anterior, (5À

Definição 5.1.3 Seja L um Zánk com k componentes. Definimos a matriz (Zi.j)kxk
onde:

, r /k(z:,zj) , p"" j #í
'l ./ramáng em L{ , para à =.7

Como Zk(L{, .Lj) = /k(.Lj, L{) (ver Capítulo 1), a matriz é simétrica e pode ser
pensada como uma forma quadrático. Definimos síg(-L) como a assinatura dessa
forma.
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Seja FÀ C nlÀI o elemento

Proposição 5.1.4 (IAMI, pg.17) O e/evento FÀ é centra/ em .HIÀI e além disso

exFx

onde jx € À. é inuers'íuel,.

Nota: Observe que o elemento FÀ está diretamente relacionado com os movimentos
de Fenn-Rourke, vindo daí portanto, a sua importância na definição do invariante
r(z,)

Considere agora os seguinte escaleres

peDiagN,r

c.
veD{QgN,v

Observamos que c+ (respectivamente, c-) é o valor de XJV no nó trivial com
/ramíng +l (resp. 1) decorado por Q, Como c+ C C, podemos escrevê-lo como o
produto de um número real positivo p(r) e um número complexo de norma unitária
c(r), isto é c+ = p(r)c(r).

Finalmente, chegamos à definição do invariante de 3 variedades 7'(.L)

Teorema 5.1.3 ([Annal, pg.162) O elemento;

r(L))'*c(,)'':'@)x,«(L; Q,, . . . , Q,)

onde k é o número de componentes de L, é inuariaítte sob os movimentos de Feno
Rourke.

107



Bibliografia

IAI Artin, E. "Theory o/ Z)ra ds." Ann.Math. 48 (1947) pp 1010-1026.

IAnnal Aiston, A. "Skein tAeoret c dempofents o/ #ecke aZgebras and quantum group
inuaMarzts. " Tese de Doutorado, Univ.Liverpoo1, 1986

IAMI Aiston, A. e Morton, H.R. "ldempotents o/ #ecke aZgebras o/ tZ/pe .A." (pre-
print) Univ.de Liverpoo1,(1996).

IAtiyahl Atiyah, M. "The Geometrg/ and Paus cs o/ .Zrnots. " Cambridge Univ.Press
(1990).

IBirmanl Barman, J.. "Braáds, ZÍnks and mapping cZass groups." Annals of
Mata.Studies 82, Princeton Univ.Press (1975)

IBZj Burde, G. e Zieschang, H. "Ã'nota. " Walter de Gruyter, (1997).

ICohnl Cohn, P.M. "aZgebra, uoZ./7" John Wiley & Sons (1989)

ICI Conway, J. "Hn enumeratàorz o/ knofs and /imãs. " Computacional problems in
abstract algebra. Pergamon Press, New York (1970) pp 329-358.

IFRI Fenn, R. e Rourke, C. "On Kárby's ca/cu/us o/ Zánks." Topology 18 (1979) PP

IFHI Fulton, W. e Harris, J. "Representation tAeory - a ./írsf course. " G.T.M. Springer
Verá.g (1991)

IFR:l'l Fume, J.S.; Robinson, G.de B. e Thrall, R.M. "The book graphs o/ the sg/m-
metrãc group. " Canad.J of N'lath. 6 (1954) pp 316-324.

IGol Goldschmidt, D.M. "Group cAaracters, symmetrÍc /unctãons and tAe Hecke aZ-
geZ)ra. " Univ.Lecture Series, A.M.S. 4 (1993).

l 15

108



IJLI James, G. e Liebeck, M
Univ.Press (1993).

"Representatdons and characters o/ groups. " Cambridge

IJonesl cones, V.F.R. "#ecke aZgebra representations o.f braãd groups and Zink poZy-
nomíaZs. " Ann.of Mathematics 126 (1987), PP 335-388.

IKaull Kaufrmann, L.H.
Univ.Press (1987)

"On knots. " Ann.of Math.Studies, 115, Princeton

IKau21 KaufTmann, L.H.
Univ.Press (1983)

"Formal knot [heorg/" Mathematical Notei 30, Princeton

IKil Kirby, R. "4 caZcuZus o//ramzed Zínks án S3." Invent.Math. 45 (1978) pp 35-56.

ILill Lickorish, W.B.R. "H representatãon o.f orienÉaó/e, combinatoriaZ 3-maná/oZds. "
Ann.Math. 76 (1962) pp 531-540.

ILi21 Lickorish, W.B.R. "Linear Skeán theory and Zánk poli/nomãaZs. " Topology and
its Applications 27 (1987) pp 265-274.

IMSj b/lorton, H. e Short, H.B. "7'he 2-uaríable po/ynomiaZ
Mata.Proc.Camb.Philos.Soc. IO1 (1987), PP 267-278.

of caule É;nota

IMTj Morton, H. e Traczyc, P. "Ãnots and aZgebras. " Contribuciones Matemáticas en
' homenaje al professor D.Antonio Plans Sanz de Bremond, Ed.E.Martin-Peinador

e A.Rodez Usan. Univ.de Zaragoza (1990) pp 201-220.

IPSO Prasolov, V.V. e Sossinsky, A.B. " Ã'nota, Zínks, braids and 3-manljfoZds; Án
ntroduction to the new impar anis in Jow-dímensionaZ topoZogg/. " Translations of

Math.Monographs, A.M.S. 154(1996).

IRX21 Reshetikhin, N. Yu. e Turaev, \r.G. "lnuariarzts o/ g-manllfoZds uia Zánk poZy-
' nomía/s aria quanttzm groups. " Invent.Math. 103 (1991) PP 547-597.

IRoll Rolfsen, D. " Knots and /ínks." Publish or Perish Inc. (1976)

ITuraevl Turaev, V.G. "The (.;onwaZ/ and the XatzWman moduZes o/ tàe soZÍd tortas
toifh an aprendiz on the operador ãnuaràazzts o/ tangZes. " L.O.M.l. pre-prints E-
6-88 (1988).

ITXVI Turaev, V.G. e Wenzl, H. "Ouantum {nuaríants o/ 3-maRÉ/oZds assocíated mata
cZassãcaZ serrzí-simpZe Éie a/geóras. " Int.J.Math. 4 (1993) pp 323-358.

IWZI Wenzl, H. "Hecke aZgebras o/ tape .A« and sub-/actors" Invent.Math. 92 (1988),
PP 349-383

109



Yokota, Y. "Skeíns and quantum SU(N) muar anis o/ 3-maná/o/ds. " À'lath.Ann
307 (1997), PP 109-138.

110


