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RESUMO

Um espaco X' é dito ter a propriedade da invariancia completa (CIP) se todo subcon-
junto fechado nao vazio de X" é um conjunto de pontos fixos. Neste trabalho vemos
que a CIP nao ¢ preservada por auto-produto de variedades nao métricas ou espacos
zero-dimensionais. Vemos também condig¢oes suficientes para um produto infinito de
espacos ter C'IP. Mostramos que o produto nao enumeravel do intervalo unitario (o
cubo de Tychonoff) nao tem CIP e que o cubo de Hilbert e o cubo de Cantor tem a

propriedade da invariancia completa com respeito a homeomorfismos (CIPH).

ABSTRACT

A space X is said to have the complete invariance property (CIP) if every nonempty
closed subset of X is the fixed point set of some self-mapping of X. In this work
we see that CIP need not be preserved by self-products of non-metric manifolds or
zero-dimensional spaces. We also see sufficient conditions for an infinite product of
spaces to have C'IP. We show that uncountable powers of the unit interval do not have
CIP and that the Hilbert cube and the Clantor cube have the complete invariance

property with respect to homeomorphisms (CIPH).
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INTRODUCAO

Um subconjunto A" de um espago X é chamado conjunto de pontos fizos de X se
existe uma funcao continua f : X — X tal que f(2) = x se e somente se x € K.
Em 1967 H.Robbins [Rob67] trabalhou com conjuntos de pontos fixos de funcoes
continuas e de homeomorfismos na bola fechada B" de dimensao n. Embora nao
foi possivel chegar a uma condicao necessaria e suficiente para que um subconjunto
A de B™ seja conjunto de pontos fixos de um homeomorfismo, Robbins mostrou
que o problema tem uma solucao simples para o caso das funcdes continuas: a CIP
(“complete invariance property” ou “propriedade da invariancia completa”). O nome
de CIP foi dado por L.E. Ward em 1973 [War73] a seguinte propriedade:

Um espago XN tem a CIP se todo subconjunto fechado ndo vazio de X € um conjunto
de pontos firos de X .
A pesquisa a respeito da CIP centrou-se em dois tépicos:

Quais espacos tem a CIP? ;

Como se comporta a CIP com relagao as construgoes geométricas? (por exemplo:
produtos cartesianos).

Em [War73]. Ward mostrou que todo subconjunto convexo .X de um espaco linear
normado tem CIP. Em 1979 J.R. Martin e S.B. Nadler Jr. provaram que todo grupo
topoldgico metrizavel localmente compacto tem CIP. Temos também um resultado de
n-variedades publicado por H. Shirmer em 1981 [Sch81] que diz que toda n—variedade
topoldgica compacta, com ou sem bordo tem CIP. Estes sao, entdo, algums espacos

com CIP.

Quanto ao comportamento da propriedade com relagao ao produto de espacos,
em [Sch81], Shirmer mostra a existéncia de um espaco X com CIP tal que o produto
X x I nao tem CIP. (I = [0, 1]).

Para o problema de determinar em que condi¢ées um subconjunto A da bola B”

é o conjunto de pontos fixos de um homeomorfismo. em 1968 [Sch69] Shirmer deu



algumas respostas:

(2) Se n é par. todo subconjunto fechado nao vazio A de B™ é o conjunto de pontos
fixos de um homeomorfismo f : B* — B™ i.e. B"tema CIPH (complete invariance
property with respect to homeomorphisms).

(12) Se n é impar a solugao depende de AN IB™ = ou AN IB™ £ 0.

Sabemos que se n é impar, entio B™ nao tem a CIPH. Robbins [Rob67] mostrou a
existéncia de um subconjunto fechado de B*"*! que nao ¢ conjunto de pontos fixos

de nenhum homeomorfismo f: B?**+! — pB2ntl

Este trabalho comengou com o estudo em profundidade do artigo [Kos92] que
demonstra que o cubo de Tychonoff nao tem CIP. Foi esse nosso primeiro contato
com esta propriedade. Na introducao de [Kos92] se fez referéncia ‘a CIP no cubo de
Hilbert. Surge entao uma pergunta: o que faz que a CIP funcione no cubo de Hilbert
e nao no cubo de Tychonoff?.Obviamente o fato do primeiro espaco ser métrico e
o segundo nao. deve ter alguma coisa a ver. Em busca de respostas recorremos ao
artigo [MW84] onde a existéncia da CIP em espacos métricos, espacos nao métricos
e espagos produto é analizada. A seguir consideramos o cubo de Hilbert e o cubo
de Cantor. ambos espacos com CIP, um métrico e outro nao métrico. Sera que
a propriedade se conserva para homeomorfismos?. Achamos a resposta relativa ao
cubo de Hilbert no artigo [Mar88], e a resposta a respeito do cubo de Cantor no

artigo [CMO7]

No primeiro capitulo fazemos um ressumo dos conceitos e propriedades con-

Juntisticas e topoldgicas que serdo iteis nos capitulos seguintes.

No segundo capitulo comencamos a abordar a propriedade da invariancia com-
pleta em espagos produto. Vemos por exemplo que a reta longa (L) e a reta de
Sorgenfrey (K) tem CIP, porém L x L e A" x I nao tem. logo a CIP nao é preser-
vada por auto-produtos. Agora. em que condicdes um espaco produto tem CIP?.

Temos dois tipos de espacos produto a ser considerados. Por um lado, apresentamos



condigoes suficientes para o produto enumeravel de espagos métricos ter CIP, e por
outro condigoes suficientes para um produto infinito de espacos ter CIP.

Vemos também que 3N (compactificado de Stone Cech do conjunto dos inteiros IN)
nao tem CIP, emquanto que (3IN)° tem, onde ¢ denota o cardinal do continuo.

Por ltimo, vemos que se A" é a reta de Sorgenfrey, A tem CIP para todo cardinal

A > ceque o fato de A ter ou nao ter CIP é independente de (ZFC).

O terceiro capitulo é dedicado a mostrar que se x é um cardinal infinito nao enu-
meravel e para cada a < x. X, é um subespaco compacto e convexo de algum espaco
linear normado, entao [], ., N nao tem CIP. Em particular, o cubo de Tychonoff

nao tem CIP.

No quarto capitulo nos concentramos, em dois teoremas:
e o cubo de Hilbert tem CIPH;

e 0 cubo de Clantor tem CIPH.



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Conceiltos basicos

Apresentamos neste capitulo algumas defini¢oes e propriedades basicas de Teoria dos

conjuntos e de Topologia Geral, que seram usados com familiaridade nos capitulos

seguintes.

Teoria dos conjuntos:

A referéncia utilizada para os conceitos conjuntistas ¢ o livro do Kunen [Kun80].
Trabalharemos no contexto da axiomatica de Zermelo-Fraenkel com o Axioma da
Escolha (ZF().

Denotaremos a diferéncia entre dois conjuntos 4 e B por A — B.
Se f: X — Y é uma funcao. usaremos as seguintes notagoes: dom(f) para o
dominio da funcao. e im(f) para a imagem. Se A C X' e B C Y entao f(A) indica a
imagem de A por f.e f7!'(B) a pre-imagem de B por f. A restricao da funcio f ao
conjunto - sera denotada por f|4, ouseja que f|4:.4 — Ye fli(z) = f(z) Vo € A.

Um conjunto A é dito transitivo se cada elemento de A é também um subconjunto

de A. Um conjunto 4 é um ordinalse é transitivo e bem ordenado por e¢. Observamos



que os elementos de um ordinal sao também ordinais. Usaremos as letras gregas
a. 3.v,d.; para designar ordinais. Se a e 3 sdo ordinais e a € 3 dizemos que a < 3
e estas duas expresoes sao equivalentes.
Se X' é um conjunto de ordinais, entao sup(X') = UX ese X # 0, min(X) =NX.
Seja a um ordinal. Se define S(a) ou a+ 1 como o ordinal a U {a} chamado ordinal
sucessor de a. Um ordinal a é dito ordinal sucessor se existe um ordinal 3 tal que
a = S5(9); e a é dito ordinal limite se a # 0 e a nao é sucessor.
Dois conjuntos A e B sao equipotentes se existe uma funcao f: 4 — B bijetora.

Se A é um conjunto bem ordenado. se define a cardinalidade de A (|A|) como o
menor ordinal a equipotente com 4. Sob o Axioma da Escolha, todo conjunto é
bem ordenado e portanto |A4| é definido para todo conjunto A. A cardinalidade do
conjunto dos numeros naturais ¢ w, o menor ordinal limite. Um cardinal é um ordinal
a tal que a = |a], i.e. a nao é equipotente a nenhum ordinal menor que o préprio a.
Usaremos as letras gregas A, x para designar cardinais.
Se A é um cardinal, At é o menor cardinal maior que A. Dizemos que x é um cardinal
sucessor se Kk = AT para algum cardinal \; x é um cardinal limite se x > w e nao é
um cardinal sucessor. Define-se

(1) wo = w

(it) Watr1 = (wa)t

(127) para v limite, w, = sup{ws : @ < v}
E temos as seguintes propriedades (capl, 10.19 [Kun80]):

(1) Cada w, € um cardinal,

(12) Cada cardinal infinito é igual a w,, para algum ordinal a,
(2
(

1) Se a < 3. entao w, < wg,

1) w, € cardinal limite (sucessor) sse a é ordinal limite (sucessor).
Se 4 é um conjunto e A um cardinal, se definen os seguintes conjuntos:

AP ={BCA:|Bl=)} e [4={BCA:|Bl<A\}

=]



A Hipotese do C'ontinuo (C'H) é a assercao 2* = w;. Usaremos também a notagao ¢
para 2.

Sejam a. 3 ordinais. Uma fungao f : @ — 3 é cofinal em 3 se im(f) é nao
limitada em J i.e. se sup(im(f)) = 3. A cofinalidade de 3 (cf(3)) é o menor ordinal
a tal que existe uma fungao cofinal f: @ — 3. Entdao cf(3) < 3 e se 8 é sucessor
cf(8) = 1. Um ordinal 3 é dito regular se é ordinal limite e c¢f(3) = 8. Valem os
seguintes fatos respeito da cofinalidade:

(1) se a é regular entao a é um cardinal,

(12) kT € regular para todo cardinal infinito &,

(222) se a ¢ um ordinal limite, entao c¢f(w,) = cf(a).

Se pt é um ordinal limite, um conjunto C' C p é fechado em i sse para todo ordinal
limite ¢ < y. se ("N 3J é nao limitado em ¢ entao § € C'. ' é c.u.b em p sse C
é fechado e nao limitado em p (sse C' é fechado e sup(C') = p). Tem-se o seguinte

resultado respeito aos conjuntos c.u.b:

Se A = cf(n) > w. entdo a intersec¢io de qualquer familia de menos do que

A coubsem p € também coub em p.

Se ¢f(p) > w. um conjunto S C p é estaciondrio em p se SN C # () para cada
conjunto (" c.u.b em p.

Pressing-down lemma (cap2, 6.15 [Kun30]): Sejam & > w um cardinal regular.
S C K wm conjunto estaciondrio e f: S —s k uma fungdo tal que f(y) <y Vy € S:

entdo eriste o < x tal que f~'({a}) € estaciondrio.

M A(R) é a assercao:
Se (IP, <) é uma ordem parcial nao vazi, c.c.c, e D é uma familia de < & subconjuntos
densos de IP. entdo existe um filtro G em IP tal que YD € D(G' N D # 0).
O Axioma de Martin (MA) é a assergdo : Vi < 2¥ (M A(x)).
A respeito do Axioma de Martin, o seguinte resultado sera muito til:

MA(K)=> 25 = 27,

(@3]



Topologia Geral:

Foram utilizados como referéncias bésicas para os conceitos topoldgico o livro de
Engelking [Eng89] e as Notas de aula [TJ97].

Um espaco topoldgico é um par (X, 7), onde .X' é o conjunto-suporte e 7 a topologia
definida no conjunto .X'. Quando no houver dividas respeito a topologia nos referi-
remos ao espaco (X, 7) por espago topoldgico X ou espago X .

Assumiremos conhecidos os conceitos basicos da Topologia Geral, como por exem-
plo: conjunto aberto, conjunto fechado, vizinhangas de um ponto, base para o espaco.
base para um ponto, fecho de um conjunto, axiomas de enumerabilidade e separacao
(espagos T; para 1 = 0.1,2,3, 3%, 4). Assumiremos que os espacos 1; sao T para todo
: > 1.

Se A é um subconjunto do espago X, denotamos por C'lx(A) ou A o fecho de A em
X.

Usaremos tembém os termos Hausdor(f para Ty, regular para T3, Tychonoff e comple-
tamente regular para T321, normal para Tj.

Um subconjunto fechado de um espago X é dito um G5 se é a intersecao de uma
familia enumeravel de abertos de X. Um subconjunto aberto de um espaco X é dito
um [, se é a uniao de uma familia enumeravel de fechados de .X.

Vale a seguinte propriedade respeito a espacos normais:

Um subconjunto A de um espago normal X ¢ um fechado G (aberto F,) se e somente
se existe uma fungdo continua f : X — [ tal que A = f~'(0) (A = f7(]0,1])),

onde [ € o intervalo real [0, 1].

Um subconjunto 4 de um espago X' é dito zero-set (cozero-set) se A = f~1(0)
(A= f7']0,1])) para alguma fungio continua f: X —s I.

Pela propriedade anterior temos que num espa¢o normal, zero-sets (cozero-sets) coin-
cidem com os G5 (F,).

Um espago X. T}, é completamente regular se e somente se a familia de todos os



cozero-sets do espaco formam uma base para .X'. Um espaco topoldgico X é perfeita-
mente normal se X é um espago normal e todo subconjunto fechado de X é um G
(ou se todo aberto é um F,). Temos o seguinte teorema respeito de espacos perfeita-

mente normais:

Teorema de Vedenissoff:

Para todo espago T as sequintes condi¢oes sao equivalentes:

(i) O espago X € perfeitamente normal,

(it) subconjuntos fechados de X sdo zero-sets,

(i1z) subconjuntos abertos de X sdo cozero-sets,

(iv) para cada par de subconjuntos fechados disjuntos A, B C X existe uma fun¢dio

continua f: X — [ tal que f~'(0) = A e f7(1) = B.

Seja X' um conjunto linearmento ordenado por <, contendo no minimo dois pon-
tos. Para a,b € X satisfazendo a < b sejam
la,b ={r € X:a<a<b}
| —af ={ze€eX:2<da}
Ja,» [ ={r € X:a<za}
Os conjutos acima definidos sao chamados intervalos em X. A familia de todos os
intervalos em X' sao uma base de abertos para uma topologia. Esta topologia se

denomina topologia da ordem em X. Algums exemplos de topologia da ordem sao:

Reta longa (Long line) : Seja W o conjunto de todos os ordinais enumeraveis.
No conjunto Vo = Wy x [0, 1] consideramos a ordem linear < definida por:
(a1, t1) < (az,t3) se ap < az ou ap =ay e t; <ty

O conjunto V5 com a topologia induzida por < é chamado de reta longa (L).

Segmento longo (Long segment): Seja V' = Vo U {w;} com x < w; Yz € V5. O
conjunto V' com a topologia induzida pela ordem linear < é chamado de long segment
(L~).

Para cada zg € Vg, o subespago M = {z € V{5 : © < 2o} de Vj é homeomorfo ao

10



intervalo [0, 1]. (ver exemplo 3.12.19 [Eng89]).

Se f é uma funcao continua, definida de um espaco X' num espaco de Hausdorff
Y. entao f esta determinada pelos valores num subconjunto denso de X.
Esta propriedade e consecuéncia da seguinte proposi¢ao:
Sejam D wum subespago denso de X e f uma fung¢do continua de D num espago de

Hausdorff Y. Entio se [ pode ser estendida para X, a extensdo € inica.

Se {X; : s € S} é uma familia de conjuntos. entao o produto cartesiano desta
familia sera o conjunto de todas as fungoes f : S — |J,cy s tal que para cada
s € S temos f(s) € Xi.

Seja F = {X,: s € 5} uma familia de espacos topoldgicos. A topologia gerada pela
base

{rr_'((_'s, yN...N Ns"k'(’sk D818, € 5 e U é aberto de _\'s]} =

51

= H Us: Us é aberto de Xy e {s € S: U, # X é finito }
SES

é o produto de Tychonoff da familia F e denotado por J] . .

Seja X' um espaco topoldgico e {Y; : s € S} uma familia de espagos topoldgicos. Para
cada s € S seja f, : N — Y uma fun¢ao continua. Definimos a funcao comtinua
Dsesfs: X — [[es Ys por Dsesfs(x) = (fs(2))ses Vo € X. Chamamos esta fungao
de fungdo diagonal.

Um espago topoldgico X é chamado zero-dimensional se X é um espaco T} nao
vazio e possui uma base de conjuntos abertos-e-fechados (clopens). Todo espaco zero-
dimensional é completamente regular.

Um exemplo de espaco zero-dimensional é a Reta de Sorgenfrey que denotaremos por
KL'. Este espa¢o tem como conjunto suporte os numeros reais. Um subconjunto 4 de
K" é um aberto na topologia da Reta de Sorgenfrey sse para cada ponto = € A existe
um £ > 0 tal que [v,r + [ estd contido em A.

A familia F = {[z,2 +c[: 2 € A e ¢ > 0} formam uma base de clopens para /.

Um espaco X é dito conero se nao existem subconjuntos abertos nao vazios U e

11



Vide X taisque ('NV =0 e UUV = X. Os seguintes teoremas serao muito tteis

neste trabalho:

(1) Seja f uma fungdo continua de wm espago X em um espago Y. Se A € um sub-
conjunto conero de X, entao f(A) € um subconjunto conexo de Y .

s

(2) Se um subespago ' de um espago X € conexo, entio para cada par X, X, de
subconjuntos de N tais que X\yN X, =0, X\yNXo=0eC C X,U X,, temos que
CcCcXiouCcCX,.

A componente conera de um ponto @ num espaco X é a uniao de todos os subes-
pagos conexos de X' que contém o ponto r. As componentes conexas de dois pontos
diferentes de X coincidem ou sao disjuntas.

A quase-componente de um ponto x num espago X, é a intersecao de todos os subcon-
juntos abertos-e-fechados de X que contém o ponto x. As quase-componentes de dois
pontos distintos de .X' coincidem ou sao disjuntas. Um espaco X é dito totalmente
desconexo se a quase-componente de cada ponto x € X é o conjunto unitario {z}.
Todo espacgo zero-dimensional é totalmente desconexo.

Seja X' um espaco topoldgico, A € X, v € X. O ponto r ¢ chamado um pon-
to de acumulagao completo de A se para toda vizinhanca aberta U de z vale que
[UN A=Al
Para um espaco X sao equivalentes:

(z) X é compacto,

(21) toda familia de subconjuntos fechados com a propriedade da intersecao finita em
X tem intersecao nao vazia,

(iii) todo subconjunto infinito de X possui ponto de acumulacio completo.

Um espaco topoldgico (X, 7) é metrizavel se existe uma métrica p definida em X
tal que a topologia induzida por p em X coincide com 7. p é chamada métrica no
espago .X.

Duas métricas p;, p; definidas num conjunto X sao equivalentes se induzem a mesma

12



topologia em \'. Se (\\'.p) é um espaco métrico, entdo existe uma métrica prem X
que € equivalente com p e é limitada por 1.

As seguintes propriedades referentes a espaco métricos serao de grande utilidade:

Um espago compacto X € metrizdvel se e somente se a diagonal A = {(z,2): 2 € X}

€ um Gs no produto cartesiano X x X. (ver execicio 4.2.B do Engelking)

O produto cartesiano M x 'Y de um espago métrico M e um espaco perfeitamente

normal Y, € perfeitamente normal. (ver exercicio 4.5.16 do Engelking)

Um espaco topologico X' é chamado homogéneo se para todo par de pontos x,y €
X, existe um homeomorfismo A : X' — X com h(x) = y.
Um exemplo de espago homogéneo é o Cubo de Hilbert que ¢ o produto cartesiano

de w copias do intervalo real [—1,1].

Usaremos as seguintes fungoes cardinais:

peso w(X) = min{|B|: B é uma base para X'} + w

densidade d(X)=min{|S]:SC X, =X} 4w

Teorema (Hewitt. Marzewski, Pondiczery) ([HodS4])

Se X = HleT'\’l' onde |T| < 2% e d(X;) < Kk para todo t € T, entdo d(X) < k.

IN representa o conjunto dos mimeros naturais com a topologia discreta. SIN é o
compactificado de Stone-C'ech do espaco IN.
Seja S o conjunto de todos os ultrafiltros em IN. Para cada conjunto £ C NN, seja
V(E) o conjunto de todos os ultrafiltros em IN aos quais £ pertence. Consideramos
a topologia em S gerada pela base {V(E) : E C IN}. 3IN ¢ homeomorfo ao espaco
S. (ver [Rud56])
As seguintes sao algumas propriedades do espago 3IN as quais faremos referéncia no
tabalho:
(1) V(N = E) = sIN = V(£) VE C N, portanto {}'(E) : E C N} é uma base de

clopen e JIN é um espago zero-dimensional. ([Rud56]
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(11) Todo subconjunto fechado infinito de JIN contém um subconjunto homeomorfo
a JIN. ([Eng89]
(227) d(3IN — IN) = ¢. ([Hod84])

Por IR denotamos o conjuntos dos nimeros reais e por €' o conjunto dos nimeros

complexos.

1.2 Limite Inverso

Em mais de uma demonstracao vamos o usar sistemas inversos e limites inversos para
construir conjuntos em espagos produto ou fungées entre espagos produto. Fazemos
nesta secao um pequeno resumo das propriedades de limite inverso que serao titeis

nos capitulos seguintes.

Seja X um conjunto e < uma relagao em X. Dizemos que X ¢ dirigido por < se
possul as seguintes propriedades:

(l)sex <ey <z, entao x < z,

(2) para cada v € X. v <,

(3) para todo v,y € X, existez € X tal quea <zey < z.

Seja ¥ um conjunto dirigido pela relacao <. Suponhamos que a cada o € ¥ corres-
ponde um espago topoldgico X,, e que para cada par o,p € ¥ satisfazendo p < o
esta definida uma fungao continua 77 : X, — X,. Suponhamos também que
wimy = wy Vo,p,7 € U satisfazendo 7 < p < o, e que 77 = idy, Yo € U. Nestas
condigoes dizemos que a familia S = {X,.77, X} é um sistema inverso dos espacos
X,.

Seja S = {.\'g,ﬂ'g. Y} um sistema inverso. Um elemento {x,} do produto cartesiano
Hae: X, é chamado thread de S se TI’Z(.I‘U) = r, Vo,p € ¥ satisfazendo p < 0. O

subespaco formado por todos os threads de .S é chamado limite inverso de S e é de-

T e
notado por lim S ou lim {X,.7J, S}
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Neste trabalho o conjunto dirigido © va a ser em todos os casos um ordinal limite.
Temos entao que se 1 é nosso conjunto dirigido e a < 3 € u, o C 3, logo
Xg = [[,e;\s para cada 3 € p. Temos também que para cada par a, 3 € ft satis-
fazendo a < 3. as fungdes 77 : X3 — X, sao a restricao dos elemetos de Xjp ao
ordinal a.

—

Seja S = {Xj5,77, 1} um sistema inverso e seja X =lim S. Para cada f# < p afuncao

continua 73 : X' — X é a projecao I1 Xo — Xj. Se a,8 € pucom a < 3, as

aEp
projegoes m, e 7 ; satisfazem a igualdade 7, = ’/Tgﬂ',j.

(—
Proposicao Seja S = { Xy, 72 1} wn sistema inverso e X =lim S. Para cada sub-
J Bs Moyt

conjunto A de X' a familia Sy = {4,;, 70, 1} onde Ag = mg(A) e 75(z) = 78(2) para

x € Ag, € um sistema inverso e lzm Sy=ACX.

Corolario Todo subespago fec/z.a.do A do limite inverso de S = {Xg, 7%, u} € o limite

inverso do sistema inverso Sy = {Ag, 73, u} de subespagos fechados Ay de Xg.

Sejam dois sistemas inversos S = {Xg, 77, u} e S = {V3, 7%, u}. Uma aplicacio de
S em 57 é uma familia {f3} de fungdes continuas f3 : X3 —» Y definida para cada
3 € p tais que :

7l fs = far? Va.3 €y com a < 3.

ou seja que o seguinte diagrama comuta

f3

Ng—————=Yj

Toda aplicacao de um sistema inverso S num sistema inverso S’ induz uma funcao
— — —

flim S —lim &', Esta funcgdo f se define da seguinte forma: seja X =lim S e seja

t = {23} 3¢, um elemento de X. Entao f(z) = y onde y = {yslsen € ys = fa(xs)

para cada 3 € p. A fungao f assim definida é continua e é chamada funcdo limite de
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.
{f3} denotada por lim [;.
Proposigao Seja { f3}3e, uma fungdo do sistema inverso S = { X3, 72, 1} no sistema
inverso S = {Y;.77, u}. Se todas as fungées f3: X3 — Y sdo homeomorfismos.
—

entao a fungao limite f =lim f3 € também um homeomorfismo.
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Capitulo 2

Conjuntos de pontos fixos em

espacos métricos e nao métricos

Neste capitulo sao dadas condigoes que assegurem que certos espagos e grupos to-
. ; .

poldgicos tenham a C'IP. e também sao dados exemplos de espacos produto e grupos

que nao tem ('[P.

Em particular se mostrara que a CIP nao é preservada por auto-produtos. Por exem-

plo, veremos que a long-line L tem CIP enquanto que L x L nao.

Também vamos ver que o produto A™ de A cépias da reta de Sorgenfrey I, tem CIP

se A=1 ou A=2%_ porém nao temse 1 < \ < wy.

No caso de I\, se mostrara que (3IN) tem CIP mas #IN nao, onde ¢ indica a cardi-

nalidade do continuo.

Por ultimo, veremos exemplos de espacos topoldgicos nos quais a existéncia da CIP
. : : . : ,

nao pode ser provada com os axiomas usuais da teoria de conjuntos (ZFC), mas

mostramos que axiomas adicionais podem ser escolhidos de forma que impliquem a

existéncia da C'IP nesses espacos.
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2.1 Produto de espagos metrizaveis

Definigao 2.1 Seja X' wm espago topolsgico. Chamamos deformagdio a uma fungdo

de homotopia H : X x [ — X tal que H(x.0) =2 VYr e X.

Definicao 2.2 Um espago X tem a propriedade W se para cada ponto p € X existe
uma deformagao H : N x [ — X tal que H(a,t) £ x sex#p e t>0.
Se X satisfaz a condi¢io H(x,t) # x sempre que t > 0. dizemos que X tem a

propriedade W ( forte)

Observagao 2.3 Se X' ¢ um espago topoldgico com a propriedade W ( forte) e se ¥

€ um espago qualquer, entdo X x 'Y tem a propriedade W ( forte).

prova: Seja H : X' x [ — X uma deformacao tal que H(x.t) # 2 Vt > 0.

Definimos H': (X x Y) x [ — X x Y como segue:
H'((x,y),t) = (H(x,t).y) ¥Vt >0

De igual forma pode-se provar que se F = {X; : s € S} é uma familia de espacos
topoldgico e se para algum sq € S, X, tem a propriedade ¥ ( forte), entao o espaco

produto [] {X; : s € S} tem a propriedade W ( forte).

Observacao 2.4 Todo espago convexo tem a propriedade 1V .

prova: Seja .X um espaco convexo, e seja p € X. Definimos H : X x [ — X por:
H(z,t)=tp+ (1 —t)z

Entao H(x,t)# xsex #pet > 0.

Observacao 2.5 A propriedade W € preservada por produtos arbitrdrios.
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prova: Seja F = {X; : s € S} uma familia de espacos com a propriedade W e seja
p € [[;es Xs. Para cada s € S existe uma deformacao H, : X, x [ —s X, tal que
H(xs,t) # a5 se vs # ps et > 0.

Definimos a fungao H : [] .5 Xs x I — [],c5 Xs da seguinte forma:

(H(z,t))s = Hs(as,t) Vse S
Entao H(zx,t)# v sex #pet>D0.

Lema 2.6 (de Ward) Todo espago X perfeitamente normal com a propriedade W
tem CIP.

Demonstragao:

Seja A" um subconjunto fechado nao vazio de X, e seja p € K. Por hipétese existe
uma deformacao H : X' x [ — X tal que H(x,t)#xse a#p e t>0.

Como X é perfeitamente normal, existe uma funcao continua ¢ : X — I tal que
g2) =02 iV

Definimos uma funcao f: X — X por:
f(z) = H(z, g(2)) Vo€ X
Temos que f é continua e que fiz(f) = K, pois

KNC{z:f(z)=a}C{z:g(x) =0}U{p} CAU{p} =K

Observacgoes:

(1) Da obsevacao (2.3) e do Lema de Ward temos que o produto enumeravel de
espacos metrizaveis, onde pelo menos um dos espagos tem a propriedade W ( forte),
tem CIP.

(2) Como todo espago convexo tem a propriedade W, segue do lema que todo espaco

métrico convexo tem CIP. Em particular o cubo de Hilbert tem CIP.
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2.2 Exemplos em espagos nao métricos

Nesta secao vamos mostrar que a reta longa L e L x S!' tem CIP, emquanto que
seus compactificados de Stone-Cech, L* e L™ x S' nao. Em particular vemos que a
hipdteses do lema de Ward que diz que o espago tem que ser perfeitamente normal é

essencial, pois S! tem a propriedade W porém L* x S! nao tem CIP.
Exemplo 2.7 : L tem CIP

Demonstragao:
Seja A" um subconjunto fechado nao vazio de L com infimo a.
caso 1
se A" tem supremo , seja b = sup(h’). Entao [a,b] contem A" e [a,b] tem CIP:
Seja [ : [a,b] — [ homeomorfismo. Como A" é subconjunto fechado de [a,b], segue
que f(A') é fechado em [. Logo existe uma fungao continua g : I — [ tal que
fiz(g) = f(I) . Temos entao:

(.8 L5 1 25 1155 (a,0)
ftogo [ :[a,b] — [a,b] é uma funcao continua e fix(f~'ogo f) = L . Entao
[a,b] tem CIP.

Também vemos que [«,b] é um retrato de L:

seja h: L — L definida por:
a sex<ua
h(z)=¢ b sex>b
r sex € [a,b
Entao h(L) = [a,b] e h é continua. A funcao j = f~'ogo [ :[a,b] — [a,b] é tal que
fiz(3) =K. Seja joh:L — L

L [a, b] SN [a,b] — L

Temos que :



1. Ve e L. joh(x) = .

2. Seax ¢ I entao x € [a.b] — N ou & & [a,b].
Caso v € [a.b] — I" entao h(x) =+ mas j(x) # @ e portanto jo h(x) # .

Caso v ¢ [a,b] entao h(x) = a ou h(x) = b. Em qualquer caso j o h(z) # z.

De 1 e 2 segue que fix(joh)= L.

caso 2:

Se A é nao limitado em L, entdao L — ' ¢ a uniao de uma familia disjunta de
intervalos { Ja,.ba[: a € A}.

Para cada a € .\. seja f, um autohomeomorfismo de [a,,b,] com fiz(f,) = {aa, ba}.

Definimos a funcao f : L — L por:

a sex < a
fle)y=¢ » sexr € I\

falX) sex € |aa, by[ para algum a € A

A fungao f é continua em L:

Sejax € L. Sex € L— N .entdo x € |a,, b,[ paraalgum a € A. Como f+ € continua
e f = foem Ja,. b,[, [ é continua em .

Se x € I, seja V" = ]e,d[ uma vizinhanga aberta de x. Pode acontecer

(i) V.C K eentao fly =ide f é continua em r, ou

(i)V ¢ K. Temos as seguintes possibilidades:

(1) x # a, YVa € \. Neste caso, se existe a € A tal que v < a, < d, seja A = [, a4
senao seja A = [v,d[ . Entao se y € A, f(y) =y ou f(y) € Jag,bs[C [z,a.[C [z.d[.
Logo f(A4) C[x.d[.

(2) v = ao para algum a € A. Se b, < d, seja A = [r,b,[. Sendo como f, é
continua e fy(a.) = a4, existe e € [a,.d[ tal que fy([aa,€]) C [aa,d] . seja, entao.

A = [z,¢[ . Igual que no caso anterior temos f(A) C [z,d] .



(3) @ # by VI € .\ Seexiste J € A tal que ¢ < by < z. seja B = ]bg, x]. sendo

seja B = ]c,x]. Nos dois casos temos f(B) Cle, x].

(4) @ = by para algum 3 € \. Seja b = max{c,a3}, como f3 é continua e

f(bs) = by, existe € € Jk.bs] tal que fi(]e,bs]) C Je,bs]. Seja entdao B =]e, z].
Em todos os casos A U B é uma vizinhanga aberta de v, e f(AU B) C V.

Falta provar que fix(f) = K. Observemos que | «—,a[ C L — K e que para
cada a € A temos que {a,,b.} C N e Jaa, b CL— K.
Seja v € L.

(i) Seux e N, entao f(x) = x por definigao de f

(ii) Se v & K quer dizer que v < a ou @ € |aq,b,[ para algum o € A. Em ambos

casos f(x) # .

Temos entao que para todo subconjunto fechado A" C L, existe uma funcao continua

f:L — L tal que fix(f) = I'. Logo L tem CIP. [
Exemplo 2.8 : L™ nao tem CIP.

Demonstracao:

Vamos provar que o conjunto A" = {0,w; } nao é um conjunto de pontos fixos de L*.
Suponhamos f : L* — L™ uma fungao continua tal que fiz(f) = KA.

Como f(wy) = wy e [ é continua temos que f~!({0}) ¢ limitado em w;. Seja a; € w;
tal que f~!'({0}) C [0.a,[, temos que f(3) >0 V3> ay.

Seja agora a, > a; € wy tal que f~1([0,a;[) C [0,a3[, entdo f(B) > a; VB > as.
Continuando com este procedimento. obtemos uma sequéncia (a,),e. tal que para
cada n f7'([0.a,[) C [0.anp].

Seja a =sup{a,: n €w} a <w pois cf(w;) = wi.

afirmacao 1: f~'([0.a[) C [0,q[

se nao. seja 4 > a tal que 3 € f7!([0,a[). Entao f(3) € [0.q].
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Como a = sup{a, : n € w} existe ng tal que f(B) < a,, < aie. f(B) € [0.an[.

Logo 3 < a,,+1 < @ o que é uma contradicao.

Seja v = a

f([0,71]) € limitado em L™ pois cf(w;) = wy e cf(71) é enumeravel para cada pu < v,.
Seja entdao 7, € wy tal que f([0,71[) C [0,72[. De igual forma f([0,7;[) é limitado em
L™. logo existe 73 > 7, tal que f([0,72[) C [0.73[). Seja (7n)new uma sequéncia tal
que v, < wy e f([0,7.[) C [0, Yns1[ VN € w.

Seja y = sup{7,: n € w} temos que v < w, pela cofinalidade de w,.

afirmacao 2: f([0,~[) C [0, 7]

se nao seja B < 7y tal que f(3) > ~v. Como v =sup{vy,: n € w}, existe ng tal que

B < Yng < logo B € [0,7n,[ € portanto f(3) € [0,V4+1[ © que é uma contradicio.

Das afirmagoes 1 e 2 temos que f([a,7]) C [a,7].
Por ser [a, y] homeomorfo ao intervalo real [0, 1] e pelo teorema do valor intermedidrio

para funcoes reais temos que existe v € [a,7] tal que f(x) = ¢ contradizendo

fix(f) =K. [
Exemplo 2.9 : L™ x S! ndo tem CIP.

Demonstragao:

Sejam g € S' e h: L* — L* x S! a imersao definida por h(x) = (z,q) Yo e L~
Seja I = {h(0), h(w;)} fechado em L* x S'. Vamos provar que A nao é um conjunto
de pontos fixos de L* x S'. Suponhamos, por contradi¢do que existe uma funcao

continua f: L* x S' — L™ x S! tal que fix(f) =K.

A ideia é usar argumentos similares aos usados para provar que L* nao tem CIP.
Porém para isto é necessario fazer algumas transformacoes pois tais argumentos estio

bhaseados na ordem de L*.

Sejam Vi, V5,... uma sequéncia decrescente de intervalos abertos em S! tal que

N2, Vi={q} esejam: L* x S' — S' a projecio na segunda coordenada.
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(‘onsideramos a funcao 7o foh: L© — S!.

Temos que:

Da

) muofoh H(Vh)

(mo foh)(q) = (mfo/z)“‘<

Il
-

2

Por outro lado temos também :

#(mofoh)™Hq) = h7'o f7HL" x {q})
* f(h(wr)) = h(w) = (wi,q) € L™ x {¢}

Portanto ()._, (7o foh)"'(q) pode se escrever como a intersecio de uma familia
enumeravel de vizinhancas abertas de w;. Como {w;} nao é um Gs em L*, existe
a € L tal que [a,w] C (7o foh) ! (q).

Entao foh([a.wi]) C 7' (q) = L* x {q}h(L~)

Com a ordem de L™ em L* x {¢} e argumentos similares aos usados no exemplo (2.8),
achamos p € Ja.w[ tal que f(h(p)) = h(p). Esta contradicao prova que L* x S! nao

tem CIP. u
Exemplo 2.10 : L x S' tem CIP.

Demonstracao:

Seja A’ C L x S' um conjunto fechado nao vazio.

caso 1: ' compacto

Seja m; : L x S' —» L a projecao na primeira coordenada. Como 7; é continua.
m1(A") € um subconjunto compacto de L. Logo m(h") C [a,b] C L.

[a.b] x S' é um retrato de L x S! homeomorfo a [ x S'. Pelo lema de Ward [ x S!
tem CIP. entao [a,b] x S* tem CIP.

K C [a.b] x S'. portanto A" é um conjunto de pontos fixos de L x S!.

caso 2: i\ nao é compacto

Seja Y ={ye S': {r:(2,y) € A’} ¢éndo limitado em L}
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afirmagdo 1: Existe ag € w tal que se v > ag e (r.y) € N entao y € Y.

Prova:

Suponhamos por contradi¢ao que para cada a € w, existem elementos z, > a e
Yo €Y tais que (v4,yq) € IV.

O conjunto {y, : @ € w} é nao enumeravel. (pois senao, existe y € {ya : @ € w;}
tal que {3 € w, : y = ys} é nao enumeravel e portanto nao limitado em w,. Entao
{es: (r3,y) € A’} seria nao limitado em L e nesse caso y € Y')

Logo. como S' é compacto e tem base enumerdvel, existe ¢ € {y, : @ € w} ponto de
acumulacao completo de {y, : a € w}.

Seja By € wy. Para cada n € w, escolhemos 3,4, > 3, tal que :

(i) 3, >3,
lg = ys.., |l <1/n+1 onde || || é a norma usual de IR?.
Seja agora. & = sup{rg, : n € w}
(26,,98,) € K ¥Yn € w e (x,q) é ponto de acumulacao de {(23,,y5,): n € w}.
Como I é fechado, segue que (x,q) € KA.

Bo € arbitrario e x > Uy . portanto ¢ € Y, contra a suposicao.

afirmacao 2: Existe um conjunto fechado nao limitado (" C w; — g  tal que para
todo par ay,a; € C' tem-se {y:(aj,y) € N} = {y:(as,y) € K’}
Prova:
Seja D um subconjunto denso enumeravel de Y. Para cada y € D, o conjunto
Cy ={a € w : (a,y) € K} é fechado, e nao limitado em w,. Fechado pois A" é
fechado e nao limitado por definicao de Y.
O conjunto ' = (w; — ao) (J(({C, : y € D}) é fechado e nao limitado em w, :
w) — ag € fechado e nao limitado em wy,
|D| = w. ¢f(w)) =w; e para cada y € D Cyy é c.ub em wy, logo (W{C, :y € D} é

c.u.b em w;.

Paracada a € C"ey € D, (a,y) € KN, entao D C {y: (a.y) € K'}.
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Se a € (" e (a.y) € K. pela afirmacdo 1 temos que y € ¥ pois @ > «ag. Portanto
{y:(ay) e N} CY.
Temos entao D C {y: (a.y) € K} CY e D =Y. Como {y: (a.y) € L'} é fechado.

segue ue € o proprio Y.

Vamos considerar agora um subconjunto {ca ta €w } de €, isomorfo a w;.
Para cada a € &, existe um homeomorfismo h, entre Ly = [caycat1] € I. Seja Pa @

métrica definida em L, por:
palt y) = |lha(x) = ha(y)l| Yo,y € Lo
Para cada a € w,. consideramos a deformacao H, : L, x [ — L, definida por:
Ho(eot) = h7'((1 = t)ha(2) + tha(2))?) Y(a,t)€ Ly x [

Observamos que para cada t > 0, o conjunto dos pontos fixos de Ho(.,t) é {cayrcat1}
Seja Ko = K" N ([0, co] x S') e seja p uma métrica em S! limitada por 1.

Definimos uma deformacao ¢ : S' x [ —» S! como segue:
Gle 1) = e+ V(e 1)e S x [

Definimos também as seguintes métricas:

(1) dem[0,co) x S* como d((xy,y1), (r2,y2)) = min{p'(x1.22) + p(y1,y2) , 1} onde

p(x,y) = |lh(x) = h(y)]| com h:[0,ec] — I um homeomorfismo.
(2) da,em [cy.Ccoq1] x S como da((@1,41), (22, 42)) = min{pa(x1, 22) 4+ p(y1,v2) . 1}

Seja f: L x S' — L x S! definida por :

_ (. Gy, d((x.y), No))) se (2,y) € [0,c0] x ST
flaoy) =

(Ho(o da((2.y), N)), Gy, d((co,y), Ko))) se (r.y) € Ly x S! com o € wy

* A fungao f é continua pois G.d, H.,,d, sio fungoes continuas.
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* fiz(f) =K

(v,y) € Ko
(z.y) € A = ou
(v,y) € Lo x S' (logo @ > ap e y € Y)
Seja (2,y) € [0, co) x S!
d((2,y), o) =0 & (v.y) € Ky, logo G(y,d((x,y), Ko)) =y & (z,y) € K.

Seja agora (x,y) € L, x S! para algum o € w,.

(r,y) € I
Hy(v do((2,y), N)) =2 & ou
T € {CasCat1}
No caso em que x € {c,,Cayt1}:
se (Ca,y) € I entao pela afirmacao 2, (co,y) ¢ N e portanto G(y, d((co,y), Ko) # y
se (ca,y) € IV, entao (cg,y) € h.
No caso em que (x,y) € LI, como x € L, temos que x > ag. Logo y € Y e

(co.y) € ho. [

Olhando os exemplos precedentes podemos ser tentados a concluir que toda varie-
dade nao métrica tem CIP. Mas no exemplo que segue vemos que isso nao é verdade

e também que a CIP nao é preservada por produtos.
Exemplo 2.11 O produto L x L da reta longa L ndo tem CIP.

Demonstragao:

Seja =L x {0} u{0} x L.

Vamos supor que A" é o conjunto dos pontos fixos de uma funcao continua

[+ Lx L — L x L. Demonstraremos uma sequéncia de afirmacoes que nos levarao
a uma contradicao.

Sejam [y, fz fungdes tais que f(z.y) = (fi(x,y), fa(x.y)) e seja A = {(z.z): 2 € L}
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afirmacao 1: pelo menos uma das fungoes fi, f> € limitada em A

Suponhamos que nenhuma das funcoes fi, f; € limitada em A. Vamos demonstrar
que f tem ponto fixo fora de A"

Como cada f; é nao limitada em A, é possivel obter uma sequéncia monétona estri-

tamente crescente {x, : n € w} tal que:

(1) fo(Zant2, Tong2) > T2ng1 > f2(T2n, 220)
(12) Tang2 > fil@ang1s Tang1) > Ton
Seja p = lim,4 0 2. Entao p = lim,00 @2, € p = liMyy00 Tongy-
Da construcao da sequéncia {x,} temos que p = iMoo f(2n4:, Tong;) parai = 1, 2.

Logo pela continuidade da funcao f temos que f(p,p) = (p,p) € .

Sem perda de generalidade vamos supor que f; é limitada em A por § € w;.
Para cada ordinal limite « € w;, consideramos um ordinal ¢(a) < « tal que
fila,d(a)) < 3 + 1. observamos que este ¢(«) existe pois fi(a,a) < B+ 1e f é
continua.

Usando o Pressing Down lemma, obtemos um conjunto nao enumerdvel A C w; e um

ordinal v € w tais que para cada a € A, ¢(a) =+v. Entao fi(a.y) < +1 Va€e A

afirmacao 2: o conjunto {x € L: fi(x,7) > 3+ 2} € limitado.
Suponhamos que {«x € L: fi(x.v) > 3+ 2} é nao limitado. Entao é possivel obter

sequéncias {z,} C L e {a,} C A tais que :

Lo << <o << ...<0, <Tpg1 < Qpgp < ...
para cada n, fi(z,.v)>0F+2 e fi(an,7) < B+1

mas sup,¢,{Zn} = sup,ec,{@n} . entao f; nao seria continua.

afirmagao 3: a fun¢do fy € limitada em L x {v}
Pela afirmacao 2. existe a« € L tal que fi(x,7) < 3+2 V2 > a.

Como [0,a] x {7} é compacto segue que f; é limitada em L x {v}.

Seja agora b um elemento de L tal que b = inf{y € L: f; é limitadoem L x {v}}.
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afirmagao 4: a fungdo f; € limitada em L x {b}
Seja {b, :n €w} C {y € L: f elimitadoem L x {v}} uma sequéncia mondtona
decrescente convergindo para b. Para cada n € w. seja m, um limite superior para

frem L x {b,}. Entao sup,¢,{mn} é um limite superior para f, em L x {b}.

Notemos que b > 0 pois a fungao f é a identidade em L x {0}, portanto f; é

nao limitada em L x {0}.

afirmagao 5: a fungdo fy € nao limitada em L x {b}.

Sejam A € w; arbitrario e {b,} uma sequéncia mondtona crescente convergendo
para b. Para cada n, f, é nao limitada em L x {b,}.

O conjunto {@ € L : fi(x,b,) > A} é fechado e nao limitado em L. Fechado pois
{reL: fi(x.b,) < A} é aberto em L pela continuidade de f;. Nao limitado porque
senao , existiria vg € L tal que Vo > o, fi(z.b,) < A. E como [0,z0] x {b,} é
compacto. teriamos f; limitada em L x {b,}.

Portanto pela continuidade de f}, o conjunto {a € w, : fi(a.b,) > A} é um subcon-
junto fechado e nao limitado de L i.e. {a € wy: fi(a,b,) > A} é c.u.b em w;. Logo
ﬂnEuJo{G €wy: fi(a,b,) > A} é um subconjunto fechado e nao limitado de w, . De
novo pela continuidade de f, temos que para cada a nesse conjunto fi(a,b) > .

Como A é arbitrdrio segue que f) é nao limitada em L x {b}. =

2.3 Condigoes suficientes para espagos produto

Embora as propriedades IV e W ( forte) sao preservadas por produtos arbitrarios, niao
acontece o mesmo para o produto de espagos perfeitamente normais. Consequente-
mente o lema de Ward nao pode ser usado para determinar se tal produto tem CIP. O

seguinte teorema apresenta condicoes suficientes para que um produto infinito tenha

CIP.



Teorema 2.12 Seja A um cardinal infinito. Para cada a € ). seja Y, um espago

topologico com base {B(a.v): v € A} (i.e w(Y,) < A).

Suponha que para cada par de subconjuntos finitos I ¢ G de X tais que F = {ar,....an},

G={y...., Y} € cada 3 € X nao nulo, existe uma fun¢do continua
h:Yy X...xY, xY;— Y5

tal que para r € Y, x ... x Y, x Yy, h(z) = migy(x) se e somente se

Tr(v) & Blar.y1) X ... X B(ay,va). Entdo [[{Ys: a € A} tem CIP.

Demonstracgao:

Seja {(F3.G3): 3 €A} uma enumeracao do conjunto :
{(F.G/): F e G sao subconjuntos finitos de A}

tal que F; C 3 V3 € A
Seja A" um subconjunto fechado de Y = [I{Y> : @« € A}. Vamos construir uma
fungao continua f : Y — Y tal que fix(f) = K. A construcio serd por limite

inverso.
Para cada 3 com | <3 <A, f5: [[{Ys : a € B} — [[{Y. : a € B} é tal que:
(1) Tr;ffd(.l') = furrf(.v) Vp < B Vee[[{Y,: o€ B}
(12) fa(e) = Vo € mp(l)
onde 72 ¢ a restricio dos elementos de [[{Y, : a € 3} a [[{Yo: a€pul,emzéa
restrigao dos elementos de Y a [[{Y,: a € 8}.
e No nivel 1, seja [, : Yy — Y; a identidade.
e No nivel 6 < A com ¢ ordinal limite, supomos que f; é uma funcio continua
satisfazendo (1) e (i) para todo 3 < 4.

Para cada + € [[{}Y, : a < &}, definimos f5 tal que :
(vi) wiay fs(2) = 705 faramiya ()

Entao Wf;fa‘(-l') = (W{a:-}lfts(*l'))o<d = (ﬂ?:}lfa+17rg+1(‘l'))a<13 = fﬁﬂ'g(l) e (i) se

verifica.
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Se r € m5(\') entao fs(x) = :

rems(N)=ai(x) €Emy(N)V3< 6= Jami(z) = Wg(.z') Vi< d= fs(x) =2

e No nivel 4+ 1 supomos f; construida satisfazendo (i) e (i7). Temos dois casos a
considerar:

caso 1:

Fy={ay,....a,}, Gy ={y,...,7} e Bla,m) X ...x Blan,7.)N mry(K) # 0.

f3+1(lr)

Definimos : 7";“‘/2}“(.1') = famy e

(v) 703y foer (2) = 75 (2)

caso 2
Fs ={ay,.... ant. Gy ={y1,....m} e Bla,m)x ... x Blap,.7.) N TEy(N) = 0.
Podemos usar entao a funcao h : ¥,, x...x Y, xY; — Y} da hipdtese e definimos

Js41 como segue = se r € [[{Yo: a <3+ 1}

(iii) 75 fap(x) = famit (x)
(iv) ﬁl{sl;"}lf,aﬂ(.lr) =ho ﬂg;im}(.l')

Entao. se v € 734 (/') temos que :
1 3+1
= 7",3+ Jar(2) = 7"[3+ (z); (1)

como Fj3 C 3, rr',_i;rl(.r) € mr,( V). entao Fg:l(;l‘) € Blay,m) x...x Blan, ) e

ho 77";:&{!3}(.1') = ﬂ’/{jg—}l(l?) (2)

De (1) e (2) temos : m341(2) € K = f41(2) = z.

Seja [ = fi
[I{Ya :a < A} — [[{Y. : @ < A} é uma funcdo continua tal que f(z) = = Ve € i
(por construgao).

S6 resta provar que se y € K entao f(y) # y.
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Se y ¢ N existe uma vizinhanga de y, aberto basico. disjunta de A". Portanto existem

conjuntos F' = {ay,....an} e G = {v,.... 7.} com F.G C ) tais que
Tr(y) € B(ay, ) X ... X Blan,7a) C 7p(Y — K)

Seja 3 € A tal que F' = F3 e G = (g, entio nfg}l‘fiﬁlngﬂ(y) = h o TruY)
onde / é como em (iv). Logo ho mpuis(y) # mipy(y), mas 'T?;;}lfﬁﬂﬂgﬂ(y) _
F,{?}l”*‘f(y) = a1 (y)-

Portanto w5 f(y) # m(33(y) e consequentemente f(y) # y. i

Lema 2.13 Seja A um cardinal infinito. Suponhamos que para cada o € X, Y, ¢
um espago localmente metrizavel de peso menor ou igual a A e com a propriedade

W(forte). Entio {Y,: a € A} salisfaz as hipdteses do teorema (2.12).

Demonstragao:

Y, € localmente metrizdavel, logo é regular.

Para cada @ € Y,, existe {/ uma vizinhanga aberta de z tal que U/ é metrizavel. Como
{B(a,v): v < A} é base para Y,,, existe 79 < A tal que z € B(a. Yo0) C m cU.
Podemos entao supor. sem perda de generalidade que B(a, v) é metrizavel Va,v < A
Para cada par (F, () de subconjuntos finitos de A tais que F = {ay, ... ,an} e

G ={v,--sm} ecada 0 < B < Asejaafungio d: Y, x...xY, xY; — R

definida por:

dist(mp(x), Yo, X ... x Y, — B(ap, ) x... % B(an, 7))
d(z) = se mp(x) € B(aj,v1) X ... X B(an,¥a)

0 caso contrario

Definimos entdo a funcao A : Y,, x ... x Y, x Y3 — Y} por:

(z
h(x) = Hp (”{ﬁ}(‘v)’ %)



onde Hs: Y3 x [ — Y é uma deformacao tal que Hs(y.t) =y < ¢t = 0.
Temos que:

d(x) _ -
3 m) = ?T{‘g}(.l,) =

h(x) = mzy(x) & Hg (rr{g}(.zr)

S dr)=0& mp(x) € Blay,71) X ... x Blan, 7a)

COMO (Jueriamos. L

Observacgoes :

e As variedades nao métricas com a propriedade W ( forte) satisfazem o lema

(2.13).

e Embora foi bastante trabalhoso provar que L x S! tem CIP, segue do teorema
(2.12) e do lema (2.13) que (L x S')* tem CIP para todo cardinal nao enumergvel

K.

Teorema 2.14 Sejam X um cardinal infinito € {Y, : a € A} uma familia ndo vazia
de espagos metricos separdveis com a propriedade W ( forte). Entio o espago produto

[[{Y.: a €A} tem CIP.

Demonstragao:

Para cada a < A, Y, é um espago métrico separavel, portanto Y, tem uma base
enumeravel (i.e. w(Y,) =w < XA Va < A).

Pelo lema (2.13) a familia {Y, : a € A} satisfaz as hipdteses do teorema (2.12), entao

[[{Ys: a € A} tem CIP. L

Observacao :

o R* e (S")" tem CIP para todo cardinal x: pelo lema de Ward se x é enumergvel

e por teorema (2.14) se x € nao enumeravel.
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Lema 2.15 Scja A um cardinal infinito. Suponha que para cada a € X, Y, € um
espago zero-dimensional ndo trivial com w(Y,) < . Entao {Yo: a € A} satisfaz as

hipdtesis do teorema (2.12) i.e. [[{Y,:a € A} tem CIP.

Demonstracao:

Para cada a € A. seja {B(a,v) : v € A} uma base de subconjuntos abertos e fechados

para Y,. Sejam I = {a;....,a,} e G = {71,...,7.} subconjuntos finitos de ), e
seja J € A, B #0.
Definimos h : ¥, x ... x Y, x Y3 — Y3 como segue:

sejam [/ um subconjunto aberto e fechado em Yj e «, b dois pontos de Y tais que

aclUebdlU. Entao

Ty(r) semp(x) € Blar,m) x ... X Blan, 1n)
h(mragsy(x)) =<« se mp(x) € B(ay,71) X ... x B(an,v,) € mpy(x) € U
b se mp(xr) € B(ap,m1) X ... X Blaa,v.) e mpy(x) e U
A fungao h assim definida é continua:
vamos provar que a imagem inversa por h de todo fechado de Y3 é um fechado de

Yo, x...ox Y, x Y.

(1) A=Y(a) = (B(a1,71) X...X Blan, v,) X Y5-U)U(Y,, x...xY,, xYz—B(ay,y1) x
- X Blay,v,)) x {a}).
h='(a) é fechado em Yo, X...xY,, x Yz pois B(ay, ;) é aberto e fechado em Y, Vi =

l,...,n e {a} é fechado em Yj.

(2) De igual forma que em (1) mostramos que ~A~'(b) é um subconjunto fechado de

Yo, X ... x Y, xYj
(3) Seja A um subconjunto fechado de Yj3. Temos varios casos a considerar.

* Sead Aebd A, entao
h=HA) = (Yo, x oo x Ya, X Y3 — Blay,71) X ... x Blan, v)) x A subconjunto

fechado de Y, x ... x ¥, x Yj.

Qn
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¥ Sea€e Acom A —{a} #0Deb¢g A, entao
h=H(A) = ((Ya, x ... x Y., x Y3 — B(a1,71) X ... x B(a,.7,)) x A)U (B(ay,71) x
... X B(an,v.) x (Y3 = (7)) subconjunto fechado de Y,, x ... x Y, xYj

Os outros casos sao analogos ao ultimo acima.

Sejarel, x...xY,, xVY;.

Temos que h(r) = my3(r) & mp(x) € Blay, 1) x ... X B(an, 7). (]

Corolario 2.16 Sejam A um cardinal infinito ¢ {Y, : o € A} uma familia ndo vazia
de espagos discretos. cada um dos quais tem no mdarimo uma quantidade enumerdvel

de elementos. Intio [[{}, : a € A} tem CIP.

Teorema 2.17 Seja M um espago métrico conexo com a propriedade W( forte) e
seja Y um espaco normal totalmente desconexo. Entio M xY tem CIP se e somente

se Y € perfeitamente normal.

Demonstracao:
(<) seja Y um espaco perfeitamente normal. Como A é métrico, M x Y é per-
feitamente normal e como M tem a propriedade W ( forte) M x Y também tem a

propriedade 11°( forte). Entao pelo lema de Ward A x Y tem CIP.

(=) Suponhamos que M x Y tem CIP e que Y nao é perfeitamente normal. Como
Y é normal. existe um subconjunto fechado A" de Y que nao é um Gs.

Sejape Mesejad={(v.y) e MxY: x=pouye i}

A={p}xYUM x i, entao A4 é fechado. Como M x Y tem CIP, existe uma funcao
continua f: M x Y — M x Y tal que 4 = fiz(f).

M é conexo portanto M x {y} e f(M x {y}) sao conexos Vy € ¥’

Como Y é totalmente desconexo, a componente conexa de (p,y) é M x {y} pa-
racada y € Y. [(p,y) = (p.y), logo (p,y) € f(M x {y}) que é conexo. Entao
FM x {y}) C M x {y}.
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Escolhemos um ponto ¢ # p em M. Seja § = p(p, q) onde p denota a distancia em M

eseja f = 7o fonde 7: M x Y — M denota a projecao na primeira coordenada.

Para cada n € w definimos U, ={y €Y : p(q, fi(q,y)) > §/n}

afirmagao: Y — N =J)_, U,

Primeiro sejay € ¥ — I\

Como ¢ # p temos que f(q,y) # (¢.y), mas f(q,y) € M x {y} entao fi(q,y) # q.
Segue que p(q, fi(q.y)) > 0 e existe n > 0 tal que p(q, fi(q,y)) > d/n. Logo y € U,.

Seja agora y € |J'_, U7, entao existe ng € w tal que p(q, fi(q,y)) > §/ny . Portanto
q#mo flqy) e yg k.

Knaoéum G5 =Y — AN naoéum F, = Y - K #[J_, U,.

Quer dizer que para algum n € w, existe = € K NU,. Logo f(q,2) = (g,z)
e fi(q,=z) = q. No entanto temos que p(q, fi(q,y)) > §/n Vy € U,.

Supondo Y nao perfeitamente normal chegamos a uma contradicao, entao ¥ deve ser

perfeitamente normal. -

No resultado que segue mostramos que o produto cartesiano de grupos compactos
nao preserva a C'IP. Concretamente vamos ver que se A é um cardinal nao enumeravel

S x (Z,)" nao tem CIP, porém S' e (Z,)" sdo grupos compactos com CIP.

Teorema 2.18 Seja A um cardinal ndo enumerdvel e seja (Z,)" o produto de )

copias do espago discreto Z, = {0,1}. Entao S' x (Z;)" ndo tem CIP.

Demonstragao:

S' é um espaco métrico conexo. (Z,)" é um espaco compacto Hausdorff e portanto
normal. Se provarmos que (Z,)" é totalmente desconexo e nio é perfeitamente nor-
mal, entao o teorema fica provado aplicando o teorema (2.17)

afirmacao 1: (Z;)" é totalmente desconexo.
Suponhamos que nao seja, entao existem dois pontos p,q € (Z,)" tais que a quasi-
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componente C, de p coincide com a quase-componente C, de q.

p#q=3a <A Iic{0.1} tal que se m(,}(p) = i entdo Tia}(q) =1 — 1.

Seja U, = [[5c, Z2 x {i} x [lacser Z2- U, é vizinhanca aberta e fechada de p, logo
Cp C U,. Mas q ¢ U,, entao C, # C,.

afirmacao 2: (Z,)" nao é perfeitamente normal.

Seja x € (Z;)". {x} é um fechado pois (Z,)" é Hausdorf. Suponhamos que (Z;)*
é perfeitamente normal. entdo existe uma familia enumerdvel de abertos basicos
{Va:new} talque N{Vp: new}= {2}

Para cada n. seja I, C A. finito, tal que Vi, = [, cp {ma(2)} x [I\_r, Z>.

U.Z, F. ¢ um conjunto enumerdvel, logo existe « € (A = U2, F). Temos que

T(a}Vn = Z2 Vn € w, entdo (L, Ta)Va =22 ¢ iz, W # {2} [

No seguinte teorema usamos o conceito de CIP para dar uma caracterizacao dos

espagos compactos zero-dimensionais que sao metrizaveis.

Teorema 2.19 Seja M um espago métrico conexo com a propriedade W{(forte) e
seja X um espago compacto zero-dimensional. Entio M x X x X tem CIP se e

somente se X € metrizdvel.

Demonstracao:
(<) Se X é metrizavel, entao M x X x X é também metrizavel. Como M x X x X

tem a propriedade W ( forte), pelo lema de Ward tem CIP.

(=) Suponhamos que M x X x X tem CIP. Como X x X é um espago compacto
zero-dimensional. entao X x X é normal e totalmente desconexo.
Pelo teorema (2.17), segue que X x X é perfeitamente normal. A diagonal A de

X x X éfechada. logo \ é um G5 em X x X e portanto X' é metrizdvel. &
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Para mostrar que o compactificado de Stone-Cech JIN dos inteiros positivos IN

nao tem CIP, provamos o seguinte lema preliminar.

Lema 2.20 Seja f: N — IN uma fung¢do continua definida no conjunto dos inteiros
positivos IN. Entao uma das seguintes afirmagoes € verdadeira:
(1) existe wum subconjunto infinito A de IN tal que para todo x € A, f(z) = x.

(12) existe um subconjunto infinito A de IN tal que para todo x € A, f(x) ¢ A.

Demonstracgao:
Temos dois casos a considerar.

caso 1: suponhamos que existe y € IN tal que f~'(y) é infinito. Entao

A= f(y) —{y}

satisfaz (11).
caso 2: suponhamos que para cada y € IN, f~!(y) é finito. Seja 2y € IN e, para cada

n > 1, seja x, um inteiro positivo tal que

L'n g f_l({.l'o, " -vn—l}) U {f(.lfo), - ,f(.’l'n_l)} U {.L'o, . ,.l'n__l}
O conjunto {x, : n € w} éinfinito, entao pelo menos um dos conjuntos {z, : f(x,) = x,}
e {x,: f(xn) # x,} é infinito. Se o primeiro é infinito satisfaz (i), se o segundo é

infinito satisfaz (iz). (]

Teorema 2.21 3N nao tem CIP, porém o produto (3IN)¢ de ¢ copias de BN onde ¢

denota o cardinal do continuo, tem CIP.

Demonstracgao:
Que (3IN)* tem CIP segue do fato que 3IN é um espaco zero-dimensional de peso c,
do teorema (2.12) e do lema (2.15).

Para provar que 3IN nao tem CIP, suponhamos f : 3IN — 3IN uma fungao continua

38



com fix(f)= SIN —IN.
Se o conjunto {n € IN: f(n) € SIN—IN} éinfinito,seja A= {n € N: f(n) € SN - N}.
Entao f(4) C (BN -N)Nf(A) e f(A)N(N—-A)=0.

Se{neN: f(n)e BN=N} = {k,...,kn}, sejag: N — IN uma fungao continua
tal que a restricao de g a IN — {k;,...,k, } coincide com a restricdo de f ao mesmo
conjunto. Logo, pelo lema anterior e como fix(f) = SIN — N, existe um conjunto
B € N infinito . tal que g(x) € B Va € B.

Seja A =BN(N = {k...., kn}). O conjunto A assim definido ¢ infinito e Vo € A
temos que f(xr) € A ouseja f(zr) € N— AVee A,

Portanto f(A) C N — 4 e f(A)N (BN — N) = 0.

Ressumindo os dois casos, existe A C IN infinito, tal que f(A4) C (N — A)U ((BIN —
N) N f(A4)).

Os fechos considerados neste teorema sao todos no espago JIN.

Temos que :
In/@) CANTA
c—m(n\—w(en\l—h\r)n/( )
= AN (BN - N)n f(4)
@I N (BN — IN).

(1) por continuidade da funcao f, (2) pela discussao acima, e a inclusao estrita de
(3) porque a densidade de AN (BIN —IN) =ce f(A)N (BN — IN) é enumeravel.
Entao existe p € AN (BN — IN) tal que p &€ AN f(A). Como p€ A, pg f(A). Logo
p & f(AN (BN = N)), e f(p) # p, contra a suposicao fiz(f) = FIN — IN.

Esta contradicao mostra que SIN nao tem CIP. m

Para facilitar a seguinte discussao vamos chamar Y um C'IP-companion de X" se
X x Y tem C'IP. e dizemos que ¥ é um CIP-companion absoluto para uma classe Q

de espacos se Y é um CIP-companion para cada X € Q.
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Algums dos exemplos do capitulo sao de espacos com CIP mas nao sao CIP- compa-
nion deles mesmos. Por exemplo a long line L e a reta de Sorgenfrey K.

Do lema de Ward segue que S' é um CIP-companion absoluto para a classe dos
espagos perfeitamente normais. No entanto. resulta desta secao que S!' nao é um
CIP-companion absoluto para a classe dos espacos compactos. De fato vimos que
L* x S nao tem CIP, e os espagos (Z;)° x S!, BN x S, (BIN)* x S! nao tem CIP
pelo teorema (2.17).

Para certos espacos, podemos escolher um cardinal apropriado A de modo a obter

um CIP-companion (S')".

Por exemplo. (S')° é um CIP-companion de (Z;)¢ pois
Z3)" x (51)¢ é homeomorfo a (Z, x S')¢ que tem CIP por teorema (2.14).
|
O teorema que segue mostra que todo espaco completamente regular tem CIP-
| g | I g

companion da forma (S1)".

Teorema 2.22 Seja Y um espago completamente regular. Entao existe um cardinal

A tal que Y x (SY)* tem CIP.

Demonstracgao:

Se Y for perfeitamente normal, pelo teorema (2.17) S!' x ¥ tem CIP.

Vamos supor Y completamente regular e nao perfeitamente normal. Podemos esco-
lher um cardinal infinito A e uma base {B(0,v): v < A} de cozero-sets para Y.

Seja {Y,: a € A\} uma familia de espacos tal que
Yo=Y e Y,=S8' se a#0

Sejam também 0 < 3 < A, F'={a1,...,an}, G={v1,....7} onde F,G C A
Definimos uma funcao h satisfazendo as hipdteses do teorema (2.12). Temos dois
casos a considerar.

caso 1: se 0 ¢ F'. definimos h como no lema (2.13), pois Y,, X ... x Y,, x Y3 é um

espago métrico. Entao

l T
h(z) = Hj <7T{,/3}(1')~ #;()1)0
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onde
dist(mp(x), Yo, X ... x Yy, x Y — Blay,y1) x... X B(an,7,))
d(z) = se mp(x) € Blap,11) X ... X Bla,, v.)
0  caso contrario

caso 2: Se 0 € ["sejam F = {0,ay,....,a,} e G ={y0,---,Ya}

Consideramos p uma métrica em Y,, x ... x Y, limitada por 1, e uma funcao
continua f: Yo — [ tal que B(0,%) = f~'(]0,1]).
Para x € Yy x Y,, x ... x Y, X Y3, sejam

eie = Tr{d}(.l‘)

d(x) = p(mr_qoy(x), Yo, X ... x Yo, — B(ai, 1) X ... X B(an, 7))
Definimos a fungao h : Yy x Y,, x ... x Y,, x Y53 — ¥} por:

h(z) = O+ (r (@) (x))

* h é continua pois é composi¢ao de funcoes continuas.

* oh(x) =may(2) © mp(e) € B(0,7) X B(a,71) X ... X Blan,va) :
Se wp(x) € B(0.70) X Blay,71) X ... X B(ap,7,), entao
(1) 7r—(oy(@ )GB(alall)X'-'XB(QnaA/n)

..), T{O}( 0 "/0)
De (1) temos que d(x) > 0 e de (2) temos que moy(x) € f7'(]0,1]) e portanto que
f(moy(x)) > 0. Logo 1 > d(z) f(my(x)) >0 e h(z)# e = T(ay(x).

Se mr(x) & B(0,v0) x B(ay,m1) X ... X B(a,,v,) entao
T{O}( g B a /0
ou
TF— gBQl,,l)X...XB(On,"/"n)

Entao d(z) f(moy(x)) =0 e h(z)=¢? = may(x).

Vimos que A. {Y, : a € A} e {B(a,7) : v € A} estao nas condigoes do teorema

(2.12). Portanto Y x S' =[[{}Y,: a € A} tem CIP. o
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Lema 2.23 Suponhamos que X € um espago com um subconjunto Jechado discreto
de cardinalidade \ e tal que 2" € maior que a cardinalidade da cole¢ao de todas as

fungoes continuas de X em X. Entio X ndo tem CIP.

Demonstracao:
Seja D um subconjunto discreto de X' de cardinalidade ). Como subconjuntos dife-
rentes de D tem fechos diferentes em .\, temos pelo menos 2" fechados diferentes em

X. Entao para X ter CIP devem existir no minimo 2" funcoes de X em X. ]

O seguinte resultado mostra que nao existe um CIP-companion absoluto comple-
|

tamente regular para a classe dos espacos completamente regulares.

Teorema 2.24 Para cada espago C' completamente regular existe um espaco X com-

pletamente regular tal que X x C' ndo tem CIP.

Demonstracao:

Suponhamos que ' é um espaco completamente regular de cardinalidade a. Seja
A = 2% (a cardinalidade de partes de (').

(Z3)" possui um subconjunto denso D de cardinalidade a (pois a densidade de (Z,)"
é logA < a, ver [Hod84]).

(Z2)" possui um subconjunto discreto £ de cardinalidade . (basta considerar a
imersao A — (Z,)*, A como espaco discreto).

Seja X = DUE. X x (' é um espaco completamente regular com um subconjunto
denso (D x C) de cardinalidade a e com um subconjunto discreto (E x {c} onde
c € (') de cardinalidade \.

Mais ainda. o conjunto 4 = {f : X x (' — X x(C : [ é continua } tem cardinalidade
Apois [D x Cl=a,|X x C|= A, logo |[A] = A\ = (29)° =2 = )\,

Como 2' > ), pelo lema (2.23) temos que X x C nao tem CIP.



2.4 Resultados independentes

Nesta segao vamos discutir a CIP no contexto de espacos nao metrizaveis. Trabalha-

remos com a Reta de Sorgenfrey

Teorema 2.25 Seja I\ a reta de Sorgenfrey. Entdo:
(i) K tem CIP

(ii) K™ ndo tem CIP

(iii) Para cada inteiro n > 2, K™ ndo tem CIP

(iv) K* nao tem CIP

(v) Para cada cardinal X > ¢, K tem CIP

Demonstracgao:

(¢) Todo subconjunto aberto de A" pode-se escrever como uniao enumeravel disjunta
de intervalos da forma [a, b).

Para cada intervalo [a,b), consideramos a funcao Jap) © [a,b) — [a,b) dada por
foin(@) = (@ +b)/2.

fiap) € um homeomorfismo de [a, b) em Jiapy ([, b)), sem pontos fixos.

Se A € um subconjunto fechado de I, entao '— A é aberto. Logo K'—A = |J2, [a:, b;)

onde [a;,b;) N [a;,b;) =0 se i # j. Seja f: K — K definida por

f[ai,b..)(:L') se T € [a;, b;)

f() =
x sexr € A

f € continua :

* Sejax € N — A. Existe um tinico ¢ < w tal que v € [a;,b;) e fia,4,) é continua.
Portanto f é continua em .

* Sejax € Aesejac > 0. Se [r,242) C A, entdo fliz,z++) € a identidade e portanto
[ écontinnaem x. See >0 [z, 2+2)NA — A # 0, existe j € w tal que x < a; < z+¢.
Entao f([z.qj)) C [z,q;) C [¢,2 + 2):
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se y 6 [‘l',(lj) n " =] /(y) — lj 6 [.T.(lj)
sey € [v,a;)N K — A = y € [a;b;) para algum i € w tal que v < a; < b; < a; =
f(y) € [ai. b)) C [x.q)).

fiz(f) = A por construcao.

Entao A" tem CIP.

(ii) K? é separavel e tem cardinalidade 2¥, entdo existem unicamente (2%} = 2
fungoes continuas de A? em h™.
O conjunto D = {(x.—x): « € A’} é um subespaco discreto de h'?, de cardinalidade

2¢. Como 2%° > 2¥, pelo lema (2.23) segue que A nao tem CIP.

(zi2) e (1v) como em (i1), h'™ e K'¥ sao espagos separaveis de cardinalidade 2¢, e
possuem um subconjunto discreto de cardinalidade 2¢. Logo pelo lema (2.23) nao

tem CIP.

(v) A é um espaco zero-dimensional de peso 2¥. Entao pelo lema (2.15) e teorema

(2.12) (A >2¥) A tem CIP. =

Ainda nao foi determinada a relacao entre CIP e todas as poténcias de iA'. Em

particular nao foi respondido se A'*“' tem CIP.

Teorema 2.26 Seja I\ a reta de Sorgenfrey. Entdo
(i) C'H implica que K=* tem CIP, e
(it) MA+ (~C'H) implica que K nao tem CIP.

Demonstracao:

(i) wi =2¥ entao A" tem CIP pelo teorema anterior.

(i) MA+ (-C'H) implica que 2#' = 2%, portanto 22° > 2“ . K'“! possui um sub-
conjunto discreto de cardinalidade 2 ({{—t} X Ticacw, {¥} : 2 € A’} é discreto) e

é separavel pelo teorema de Hewitt-Marczewski-Pondiczery.
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Entao pelo lema (2.23) A™' nao tem CIP. ]

O seguinte é um exemplo de que a CIP nao é conservada pelo produto de espacos

perfeitamente normais.
Exemplo 2.27 : (K x SY)? ndo tem CIP.

K" x S' é um espago perfeitamente normal (pois i é perfeitamente normal e S! é
métrico) com a propriedade W ( forte). Entao A x S' tem CIP por lema de Ward.

(K x S')? é homeomorfo a I’ x A" x S' x S! que é separdvel de cardinalidade 2 e
contém um subespago discreto de cardinalidade 2*. Logo pelo lema (2.23) (I x St)e

nao tem CIP. m
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Capitulo 3

A CIP em produtos nao

enumeraveis de espacos lineares

O objetivo deste capitulo é ver a demonstracao de que [0, 1]* ndo tem CIP, onde
# € um cardinal nao enumeravel. A prova va a ser feita para um caso mais geral:
o produto nao enumeravel de subespagos compactos convexos de espacos lineares

normados.

3.1 Algumas definicoes

(ada .Y, denota um subespago convexo e compacto com mais de um ponto, de algum

espaco linear normado (Lg, || ||«). Observamos que cada espago X, é separavel.
Se ACnrexze]] X4, denotamos por x4 ou w4(x) a projecao de x sobre

as coordenadas pertencentes ao conjunto A. Nas mesmas condicoes para A, X4 re-

a<lK

presenta o espaco produto Hae 1 -Ya, € portanto x4 € X4, As vezes escrevemos z(a)

ao invés de x(4).
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SeANB =004, X' e g€ XB definimos vy — vg € NAUB por:
(ra ~xB)la=x4 e (x4 — zB)B = TB.
Se A C & é enumeravel, entao X! é um espaco métrico. A métrica considerada no

espaco X é a seguinte:

lla(@) = y(a)lla _
Z )f'\(a) (31)

a€Ad
Onde f4: 4 — w— {0} é uma funcao injetora.

Para cada a. consideramos p{®} uma métrica limitada por 1 em L, . Logo p* é tal
que: pt(r.y)<1Ve,ye X4

Por B4(a.r) denotamos a bola de centro a e raio r € IR em X4 com a métrica pt.
Sabemos também que X, é um espaco linear e convexo, portanto podemos considerar

a seguinte combinagao convexa de pontos de X4 :
[te + (1 = t)y](a) = ta(a) + (1 — t)y(a) € X, para t €[0,1], 2,y € X2 ea e A
Observemos que para cada o € A e para todo ¢ no intervalo [0, 1] temos:
(@) — [t2(0) + (1 = y(@)lla = (1 = Dla(a) = gl < lle(a) = y(a)la
Logo, pela defini¢ao da métrica p!
plata + (1 —t)y) < ptle,y) Vie[0,1] eVa,ye X4 (3.2)

Por ultimo. se F* C X4, Cl4(F) denotard o fecho de F em X4,

Definicao 3.1 Sejam r um cardinal infinito ¢ A € [k]*. Para cadaa € k X, s seja X,

r

um espago topoldgico. Se f : [] Xo — X € wma fungdo continua, dizemos que

a<lkK ”

[ depende de A se € somente se Va,y € [Lic. Xo (ma(x) =maly) = f(z) = f(y)).

Definigao 3.2 Sejam f:]], . X
faiIlocn Xo — [TocaXo a fungio fo = my0 f. Se fa depende de A, definimos a

fungdo f4: HQE_Jl X, — HaeA Xa como seque:

fAma(x)) = ma(f(2))

o — H(Kh X uma fun¢do continua, e
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3.2 Lemas Geométricos

Lema 3.3 Seja A € [k]*. a € A, f: X* — X4 continua. U um subconjunto aberto
de X,. Suponhamos que eriste um ponto a € U tal que mioy(fiz(f))NU = {a} ¢
que T' € uma familia de funcoes de X* em X tal que:

(i) Ye>0 3f.el Vze Tr{_al}(U) pr(f(2), fo(x)) < ¢

(it) Ve >0 my(fie(f))nU =0
entdo existe uma funcao g : X4 — X4 tal que:

fiii) 7y [ir(g)) N U =0

(v) Yo e X4 (2(a) U = g(x) = f(z))

Demonstragao:
Sejam 7, 1y reais tais que ry >y > 0e Bl a, r|] e B{O’}[(L,I'z] estao contidas em
U.

Fixamos duas luncoes continuas 3,7 : [ — [ tais que:
3(t) + ~(t) =1 paratel
3(t) =0 para t > r;
ol 0

o~
~

para t <y

Consideramos também a funcao ¢ : { = € X4 r; > plod(z(a),a) > r, }— R,
definida por p(x) = p*(x, f(2)).

Vemos primeiro que > é positiva pois m(a)(dom(yp)) € U — {a} e por hipdtese
Ty (fix(f)) N = {a}, portanto mi,y(dom(p)) N wiay(fiz(f)) = 0.

Logo para cada x € dom(yp), temos p{®}(z, f(z)) > 0 e entdo p(x) > 0.

@ € continua:

@ é composicao de duas fungoes continuas, a funcao \ : dom(y) — X4 x X4 definida
por \(z) = (x, f(x)), e a funcao p*.

\ € continua pois m; 0y =id e my 0 \ = f sao funcdes continuas.

X4 é compacto e dom(,p) é um subconjunto fechado de X, entao dom(y) é compacto.
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Segue que im(p) é um subconjunto compacto de R, e portanto existe § > 0 tal que
p(x) > 6 Va € dom(yp).

Seja g, 0 < ¢ <4, e definimos g : X4 — X como segue:

g(x) = B(t)f(z) + v(1)f(x) onde t = p!*}(2(a),a)

Como X# é convexo, f. € X4, f(z) € X* e g(z) estd no segmento de extremos
fe(z) e f(z), g(x) € X* V2 e X4

Falta provar que g satisfaz as condigoes (ii7) e (iv) do enunciado.

Para provar (iv) seja € X4 tal que () € U, entao p{}(z(a),a) > r,.

Mas (3 restrita ao intervalo [ry,1] é a fungao nula entao g(z) = f(z).

Para provar (i) seja x € X tal que () € U, basta ver que z(a) ¢ T} (frz(g)).
Consideramos trés casos.

caso 1: plo}(a,2(a)) > r

Como t > r; temos que

B(t)=0= g(x) = f(x)

Ty (f12(f)) N U = {a}, mas 2(a) # a entao g(z) # a.
caso 2: pl*}a, z(a)) < ry
Como t < ry temos que

1(t) =0 = g(a) = fe(z)

ma}(fiz(f.)) NU = 0 entao g(z) # =.
caso 3: ry < plo(a,z(a)) < |
Como t = ple}(a,z(a)) € I e z(a) € U , pela desigualdade (3.2) e por (2) temos:

P (@), B(t) f(x) + 1) f(=)) < p*(f(2), fol2)) <& = p*(f(2),9(2)) < &
Mas r € dom(), e portanto  pA(f(x),2) > § > ¢. Segue que:

pHg(a).2) 2 pA(f(x).2) = pA(f(2),g(x)) > - >0
pt(g(z).2) >0 = g(z) #x
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Lema 3.4 Sejam A € [x]Y, a € A, f: X' — X4 wma funcio continua. Supo-
nhamos dados p.q € X,. p # q € duas familias (®,T) de fungoes de X* em X tais
que: |
(i) Ve >0 3f. € ®.3g. € I tais que Yz € XA pA(f(x), fe(z)) < c e
pA(f(2).g:(x)) < &
(it) Ve > 0 may(fix(fe)) = {p} ¢ (fll )) = {a}
Entdo existe r € X, tal que r € Ty (le( mas r Q {p,q}.

Demonstracgao:

Suponhamos que m.y(fix(f)) € {p,q}. Vamos chegar a uma contradigao usando
duas vezes o lema (3.3).

Escolhemos dois abertos U/, U, com fechos disjuntos, tais que p € U, C X,,
q€ U, C X,. Se q € mo(fiz(f)), f, ® e U, estao nas condicoes de hipéteses do lema

(3.3). Obtemos entao uma funcao ¢g : X4 — X4 tal que:

ﬁ{a}(fil'(g)) N Uq =0
Ve e X4 com z(a) ¢ U,, g(z) = f(x)

Se ¢ & iy (fix(f)), seja g = /'.
Em ambos casos m(.)(fiz(g9)) C {p} e Ve € X tal que x(a) € U,, g(z) = f(x).
Aplicando de novo o lema 3.3, desta vez para g, [' e /,, obtemos una funcao

h: X4 — X tal que:

Ty (fiz(h))N U, =10
Vo e X4 com z(a) ¢ Uy, h(z) =g(x)

Ser € may(fix(h)), entaor & U,, e como w3 fix(g)) C {p}, temos que fiz(h) = 0.
Por outro lado sabemos que h é uma fungao continua e que para todoa € A X, é um
espaco linear normado. compacto e convexo, entao h tem ponto fixo, i.e. fiz(h) # ()

(ver apéndice: teorema de Shauder). ]



Definicdo 3.5 Sejam B C A. v € NP, f: X4 — X4 Definimos a funcdo

- s XA-B 5 YA-B por :
fes(ya-B) = (f(xB —~ ya-B))a-B

Lema 3.6 Sejam A.B € [x]“, BC A f: X4 — X4 tais que existe x € fiz(f) ¢
a fungdo fp = wg [ depende de B. Se y4_p € um ponto fizo de f,, , entio x5 ~ ya_p

€ um ponto firo de f, onde xg = wg(x).

Demonstracgao:

Seja @ um ponto fixo de f, entao fg(xr) = (f(x))n

[ depende de B, logo (f(xs — ya-B))s = (f(r))s = rp. Por outro lado temos
que ya-p = [r5(ya-B) = (f(xB —~ ya-B))a-s.

Portanto f(rp — y4—B) =B — ya—p. ]

Lema 3.7 Sejam A, B € [x]Y, BC A, a€ A— B, FF CX? fechado, po,p; € X,,
Po # pi- Sejam também Fyy e I, subconjuntos de F tais que wg(F,y) N mB(£y, ) # 0

e com as sequintes propriedades:
(i) w7 (mB(F,,)) N F) = {p;} parai=0,1
(1)) Ty (F) € {po, 1}
Suponhamos que [ : XA — X4 ¢ uma fungdio continua tal que fg depende de B e
para todo x € F tem-se f(x) = x.
Entao existe v € X — F tal que f(z) =

Demonstragao:
Vamos supor, por contradi¢ao. que f(r) =2 < v € F.
Observacoes:
Seja x € F. Consideramos o conjunto de todos os pontos fixos de f,,. Pelo lema
(3.6). se ys_p € fix(f.,), entdo xp —~ ya_p € fiz(f). Nesse caso, pela suposicio

de que r € fix(f) & « € F, temos que x5 — y4_p € F.
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Por hipotese F, C F para i = 0,1, entao se x € I, e y4_p € fix(f;,) temos que

B — Yya—p € F. Porém também temos que xg —~ ya_p € ﬁgl(rrBF,,'.). Segue que

B — Ya_B € (ﬁ[}'(rrBF,,))ﬂF e portanto que w(,)(rp ~ ya-B) € w{a}('fr;'(frBF,) N F).
Entao por (i) temos m.y(fix(fzp)) € {pi}-

Em geral por (i7) temos @(a}(fiz(fep)) € {po.p1} Vo € F. poisse ya_p € fix(fep),

entao rg —~ ya_p € I'. ecomoa € A — B w(vB — ya-B) = T(a}(Ya-B).

Seja z € [ tal que zp € wp(F,,) N mp(F) ) . Existe = com estas caracteristicas
pois:

(1) me(Fp) Np(l,,) #0

(2) I é compacto e wg(F),,) C 7g(F) logo mg(F),,) C np(F) = mg(F).

Vamos aplicar o lema (3.4) para: f., : X478 — XA=B o ={f :z€F,} e
['={f:p:2€F,}.

Existe entao, r € X, r & {po,p1} tal que r € moy(fix(f-,)) ie ya-p € fiz(f.,)
com (o} (ya-B) = r. Portanto m(ay(:8 — ya—) € {po.p1}. logo zp ~ ya_p ¢ F.
Mas como y4_p € fix(f.,) e = € F', temos que zg —~ ya_p € F.

Chegamos entao a contradicao buscada.

56 resta provar que f.,. ®, [' estao nas condicoes do lema (3.4).
Chamando de f. aos elementos de ® e de g. aos elementos de I' temos que Yz > 0
o} (fiz(fe)) = {po}
e
Ty fix(g:)) = {p1}
Portanto a condicao (/¢) do lema (3.4) foi verificada nas observacoes do inicio da
prova.
Para provar a condicao (i) fixamos ¢ > 0. Como f é continua e X* é compacto, f
é uniformemente continua em XN*. Entdo existe § > 0 tal que p(f(z), f(2')) < =
sempre que p?(zr.2r') < 4.

=g € mg(F,,) portanto existe = € F,, tal que pZ(zp,rp) < 4.
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Afirmacao: p? 2(f.,(ya-B). fop(ya-p)) <& Vys_p € X478

prova:

Vya € X8 pl(zpg ~ ya_p, 25 — ya_p) = pP(zp.28) < 5. Segue que

P (f(z8 = ya—p), [vp ~ ya—B)) < e, entdo p*~B(f.y(ya-B). fep(ya-B)) < <.
Logo a condicao (7) é satisfeita por ®. Analogamente (i) é satisfeita por I L]
Lema 3.8 Seja A € [k]¥. Suponha que FF C X" € fechado € que f : X* — X* ¢
uma fungao continua tal que fq = w4 f depende de A. Se existe v4 € (XA—7w4(F)) tal
que [A(x4) = 4. entdo existe v € (XN — F) tal que v = f(x).

(lembramos que [ (my(x)) = 7ma(f(x)))

Demonstracgao:
Seja xq € (X —7my(F)) tal que fA(2z4) = x4 eseja fr, : X*4 — Xr=4,
fr, € continua e para cada o € Kk — A, X, é um espaco compacto, convexo, linear
normado, entao f,, tem ponto fixo (ver apéndice: teorema A.3).
Seja yx—4 ponto fixo de f,,. Temos que:

(1) foayn—a) = (f(xa = Yx—a))nea = Yn-a

(2) f*(x4) =24 por hipétese, mas f*(r4) = f(x4 — ys_a)a por definicio.
Concluimos de (1) e (2) que f(24 ™ Yx—a) = T4 — Yp—a 1.6. T4 — Yu_a ¢é ponto
fixo de f.

Como sy €ma(F).xqy — yu_a € F. -

Definigao 3.9 (U'm conjunto F' C 2~ € chamado conjunto splitting se F € fechado
e existe um conjunto estaciondrio S C [k]¥ tal que para cada B € S existem
a€rn—B, Fo, iy CF tais que:

(i) Clp(mp(Fo)) N Clg(mp(Fy)) # 0

(1) 775 (7p(F)NF)={i} para i =0.1

Teorema 3.10 Suponhamos que £ € um cardinal nio enumerdvel e que para cada

a <k, X, € um subconjunto compacto e convero com pelo menos dois pontos de al-
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o y 3 - jres y a0 a7 s y o DL 3 ~ \”
gum espago linear normado. Se existe um conjunto splitting ' C 2% | entdo [], ., Na

nao tem CIP.

Demonstragao:
Para cada a < w escolhemos pj,py € X, diferentes. Vamos trabalhar com uma
copia homeomorfa de um conjunto splitting F em [, .. {»§, p{ } que é um subconjunto

fechado de []

existe uma fungao continua f : []

X,. Mostraremos que para esta copia denotada também por F, nao

Xo — ]

alkK "~

X, tal que f(z)=a & e F.

a<lk a<k

Suponhamos que f(x) = x paratodo v € F. Seja C; = {A € [x]*: f4 depende de A}.
(s é c.u.b (ver apéndice: lema A.5). Sejam Be€ CyNS e a€rx—Bonde Sea
sao tomados da definicao de conjunto splitting.

Fixamos também A € 'y tal que B C 4 e a € A. Observamos que existe A com
essas carateristicas pois 'y é nao limitado em [x]*.

Aplicamos o lema (3.7) para F,, = m4(F;) e f4: X4 — X4 A funcio f* e os
conjuntos [, estao nas condicoes de hipotese do lema pela definigao de conjunto
splitting.

Entao, por lema (3.7) existe x4 & 74(F) tal que fA(x4) = 2.4.

(-
Logo pelo lema (3.8), existe @ & I tal que & = f(a). ]

3.3 Construgao de um conjunto splitting
Teorema 3.11 FEuwiste um conjunto splitting I C 2“1.

Demonstracgao:
Vamos construir conjuntos fechados 7, (F') por indugao sobre a com w < a < w;.
Vamos requerer que:

(1) VB < amg(F)=na3(malF))

(ii)) Se o é ordinal limite entao 7,(F) = {x € 2°: VB < a x5 € ng(F) }
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E uma construcao por limite inverso.
Se exigira também que Va, w < a < wy, 1, seja nao isolado em 74 (F'). Onde 1 € 2

é tal que 1(8) =1 V3 < w,.
* para a = w pomos 7, (F) = 2%

* para a ordinal limite :
Suponhamos que V3 < a, m(F') é um subconjunto fechado de 2°, com 15 ponto nao
isolado de ws( F').
Pela condicao (i1), 1, é ponto nao isolado de 7, (F'). Caso contrario, se 1, € isolado em
Ta(F'), existe um aberto basico U/, de 2* tal que 1, € U, e (U, — {1.}) N ma(F) = 0.
(Como a é ordinal limite, existe 3 < a tal que
U =m3(Us) x [] 2
B<A<a

73(Us) é aberto de 27 e 15 € w§(U,). Vamos provar que (75(Us) — {1g})Nmp(F) =0
o que seria uma contradigao com 1,3 nao isolado em wz(F).
Suponhamos que existe yg € (75(U,) — {13}) N m3(F'). Teriamos entao que :

(1) ys € ms(F') = w3(ma(F7))

(2) ys € (75(Us) —{1p}) ice. yg € n5(Uas) eys # 15
Portanto # # la ez € (75) 7' (75(Uas)) = Ua. De (1) e (2), ¢ € (Uy — {la}) Nma(F) =

= do € m,(F) tal que x3 = y;

Também pela condicao (ii) e por ser F' compacto, temos que para cada 3 < a, wg(F) =

7§ (mal F).

Falta provar que m,(F') é um subconjunto fechado de 2°.

Seja & € 2% — m,(F). Sabemos que para cada J < a, w3(F') é um subconjunto
fechado de 2°. Como x & 7, (F), existe 3 < o tal que x5 € m3(F) e portanto existe
[’; uma vizinhanca aberta de x5 em 27 tal que UzNmy(F) = 0.

Seja U/ = U x [[3c\¢o 2- U é um subconjunto aberto de 2% e 2 € U.
Suponhamos que UN7w, (F) # 0 eseja y € UNmy(F). Comoy € mo(F) yp € mp(F)

ecomoy € U, yz € Us. Temos entao que yg € Uz N w3(F) o que contradiz
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UsNag(F)=0.

Logo UNa,(F)=0 e w,(F)é um subconjunto fechado de 27,

* Para a ordinal sucessor:

Suponhamos que a = 3 4 1 e que V4 < 3, m,(F) satisfaz a condigao (i), com 1, nao
isolado em 7, ( F).

Como 3 é enumeravel. 2 tem uma base enumeravel para lz. Além disso 27 é
zero-dimensional, portanto existe uma sequéncia (Uf)ngw de subconjuntos abertos-
e-fechados de 27 tal que:

i) (U7 3 n<w € uma base de vizinhangas de 13 tal que
i
Uryr Na(F) C UL Nmp(F) S US Nmp(F) Vn € w

Para cada n € w, seja V. = UP N w(F)

(iv) Vr(V2 = V2 #0
(v) Vo' = ma(F).

Vamos definir 7, (F') estendendo m3(F') da seguinte forma:
Se vz € (‘zi — V.'Z'iH) para algum A € w. entao x(3) =0
Se v; € (‘2A+1 — ‘-”2’{_4_2) para algum A € w , entao x(3) =
Se x3 = 13, entao x(3) pode ser 0 ou 1

To(F') assim definido satisfaz a condigao (i):

se ¥ € mo(F), entao v € m3(F') e portanto w§(mo(F)) C mp(F) , VB < e
Por (v), x5 € n3(F) & 25 € V . Sexz € \0 ,entao rg € (‘2k+ \2’14_,_“) para algum
k€w ou a5=13 Em ambos casos x5 € mj(m(F")). Logo ms(F) C (7o (F))

1, € ponto nao isolado em 7, (F) :

Suponhamos que 1, é isolado em 7,(F'). Neste caso existe um aberto U C 27 tal que
Iz el e (ma(F)—{l.})N(U x {1}) = 0. (1.3)
Por (iii), existe n € w tal que U2 x {1} C U'x{1}. Logo V/’ x {1} C (U Nms(F)) x {1}.
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Sejay € (\ZnJrl 13 .5). Pela definicio de m,(F), y ~ 1 € ( —{l.})NU x{1}.

contra a igualdade (1.3).

7a(F') é fechado em 27: Seja x € 2 — 7, (F'). Pode acontecer:

a3 ¢ m3(F). entdo existe U vizinhanca aberta de 3 em 2° tal que UNmg(F) = 0.

Entao U7 x {«()} é vizinhanga aberta de e é disjunta de 7, (F); ou

2. x3 € m3(F) e entao x5 € ([2k+l (23A+z+1) para algum ke z(8) = 1 — i com

1 € {0,1}.

g "3 4 5 ’ B 2 g .

Como (', é aberto e fechado para cadan , (U, — 2k+l+1 x{1— 1} é vizinhanca
. \ . . 73 B =

aberta e fechada de v e mo (F) N (Uyy; — Ugpyiny) x {1 =1} =

Seja F' = @, (F). Vamos provar que F' é um conjunto splitting de 2“1,

Seja S = {B € [w]* : B € w1} ou seja que S é um conjunto de ordinais. S é
estacionario pois S é c.u.b de [w;]*.
Fixamos B € S e consideramos @ = B (a € w, — B). Seja

Fi={z € F: ma(2) € | J(Usiyi = Usipiss)}

kEw
lo € Clg(mp(lv)) N Clp(ma(F1)):
Seja U/ uma vizinhanca aberta de 1, em 2%. Como (U7 )ncw € uma base para 1, com
U,y C U, existe ng € w tal que 1, € U2 C U Vn 2> no.
Va=USNr,(F), entao V& C U, Yn > ny.
Seja k € w tal que 2k > no. Temos que Vii ;. C Vi, C U, logo (Vi — Vi) CU.
Por (iv). V3, — Wiy # 0. Portanto existe x € F tal que mq(x) € (Usyy; —
USigivr) CU ,entao F;NU # O para i =0, 1.

Para provar que m(.y (75" (75(F;)) N F) = {i} parai =0,1, seja z € 77" (7o (F;)) N F.

'TQ(.Z.') € nu C UkEw 2k+, ’r§k+i+l)

€ como

r € [ temos que m,(x) € ULEW 27.-4-:‘ - "’;ﬁ-+i+1) e Tat1(T) € Taq1 (F).
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portanto m(a}(x) = x(a) =i. Como a = B, z(a) =i Va € n5'(7p(F;)) N F. Segue
que T} (75 (7B(F}))N F) = {i} para i = 0, 1. =

Lema 3.12 Se existe um conjunto splitting F© C 2*| entdo existe um conjunto split-

ting H C 2% para todo cardinal nio enumerdvel .

Demonstracao:
Sejam F* C 2*' conjunto splitting e S o conjunto estacionario para F. Se B’ € Sg.,

sejam  apg € (w;—B') e FOB', FIBI nas condigoes da definigao de conjunto splitting.

afirmacao: H = F x 27 é um conjunto splitting de 2%
prova:

1) H é fechado de 2% pois I é fechado de 2+

2) S={B€[r]”: BNuw € Sr } éum conjunto estacionario de [x]* :
Seja C' C [x]” c.u.b. Basta provar que existe vo € C tal que (yo Nw;) € Sp, pois
nesse caso g € SN C.

SejaC'={7" € [w]*: ¥Y=79Nw, comvy € C}
e (' é fechado. portanto C’ é fechado.

e (' é nao limitado em [w;]* :
se § € [w]*, entao existe v € C tal que § C v, pois C é c.u.b.
Logo d = dNw; € yNw; € C'. Segue que C' C [wy]” é c.u.b. Como Sk C [w;]?
€ conjunto estaciondrio, temos que existe v, € C’ N Sg e entao existe 79 € ('

tal que vy = yo Nwy € SF.

3) Sejam Be€ Se B = BNw; € Sp, e sejam :

!
Fo = FOB X 28T

Fl = FOB, X 2=
Verificamos as condicoes:
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(I') C[B(TI'B(F ))OCIB /lB Fl 750

78(Fo) = WB,(FOB ) X 9B-B' pois F(F' C 29,
De igual forma : 7g(F\) = mp(FE') x 2B-F'
Entao,

Clg(ma(Fo)) N Clg(mp(F1)) = Clp(Fg") x 2575 0 Clg(FF) x 2578 =
= [Cle(FZ YN Clg(FE) x28-B"£ 0 pois Clg(FE)YNClg(FE') £ 0

(i2) Seja a = apr. Temos que provar que ﬂ{a}(ﬁgl(ﬁB(F}))ﬂH) = {i} para i =0, I.
ap € (wy — B')e B'=BNuw; portanto ap € (w; — B) C (k — B).

m(F7) = 1 (FP') x 2878 entao ng'(mp(F)) = (mgh) (m(FP')) x 25—
Logo ng'(ns(F)) N H = [(n5) Y (mg(FE)) x 25741] N (F x 25-91) =
= (7)Y 7w (FE)Y) N F x 25—

portanto .y ((m ) (T (FE)NF x 2571) = Ty (mg) (T FEY)NF = {i} m

Os seguintes teoremas sao consequéncia imediata dos teoremas (3.10) e (3.11) e

do lema (3.12).

Teorema 3.13 Para cada cardinal k nio enumerdvel, existe um conjunto splitting

F c 2",

Teorema 3.14 Seja x wm cardinal ndo enumerdvel. Suponhamos que para cada
a < Kk, Xy € um subespago compacto convexo com mais de um ponto, de um espago

linear normado. Entdo X, nao tem CIP.
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Capitulo 4

Conjuntos de pontos fixos de

homeomorfismos : dois exemplos

O objetivo deste capitulo é provar que o cubo de Hilbert () e o cubo de Cantor D7

onde 7 é um cardinal infinito, tem CIPH.

4.1 CIPH no cubo de Hilbert

Lema 4.1 Todo subconjunto aberto de um espago com CIPH, tem CIPH.

Demonstragao:

Seja X' um espaco com CIPH, e seja {/ um subconjunto aberto de .X. Vamos provar
que U/ tem CIPH.

Sejam A um subconjunto fechado de (!, e B =X —U. Como X —(AUB)=U— A
que € aberto em U, temos que X — (A U B) é aberto em X e portanto AU B é um
subconjunto fechado de X. Por hipdtese, existe um homeomorfismo h : X — X
tal que fiz(h) = AUB

Seja f=hlu, f: U —U e f(U)=Upois f(xr)=x VYr € X —U e h ébijetora.
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Entao f~' = h™' |y e f é um homeomorfismo.

fix(f) = fix(h) N U = A. como queriamos. =

Teorema 4.2 Se X € um espago meétrico e A € um subconjunto fechado nao vazio
de X x S' (X x R), entdo existe um autohomeomorfismo de X x S' (X x R)

com A como conjunto de pontos fixos (i.e. X x S' e X x R tem CIPH).

Demonstracao:
Sejam d; uma métrica limitada por 1 para X', e dy a métrica do comprimento do arco
em S'. Definimos em X x S! a seguinte métrica: se u = (uy,uq) e v = (vy,v,) sio

pontos de X x S! entao
[d(w, v)]* = [di(wr,v1)]* + [da(ua, v2))?

Se z = (x,p) € X x S' e ¢ € S', consideramos a seguinte S'-acao em X x S! :
zq = (¥, pq) onde pq denota o produto de nimeros complexos.

Dado A C X' x S, fechado nao vazio, definimos f: X x S' — X x S! por :
f(z) =z onde a(z)=1/2.d(z,A)

f é continua:
Se = = (r,p) € X xS = f(z) = (£,pe®)) = axf(z) = 7x(z) e
751 f(z) = pe'*?). Como d é uma distancia, a é continua, portanto g f é também

continua. my [ é continua por ser uma projecao. Logo a fungao f é continua.

A é o conjunto de pontos fixos de f:

Se z € A, a(z) =0 e portanto f(z) = =.

Se z = (x,p) € A. temos que 0 < d(z,4) < 27 (pois d; < 1 e dy, < m). Dai
0 < a(z) < 27. Entao pe®?) #p e f(z) # =.

f € injetora:

Suponhamos f(y) = f(z), entao por definicao de f, wx(y) = wx(z). Logo se

61



y = (x,p). temos que = = (x,¢) e para algum nimero real ¢, p = ge' com d(y, z) =
|t| < 7. Portanto se ¢ = €', p = €/(0+1),

Fly) = f(z) = peicl) = geiald) o i+l = (i0Hal) oy eilthal)) — ginls)
t+a(y) — a(z) =2mn para algum inteiro n.

Aplicando a propriedade triangular a y,z.4 obtemos que |t| > 2|a(y) — a(z)| e
como [t| <7 temos que |a(y)— a(z)] < /2.

Resumindo :
t+ a(y) —a(z) =2mn

t] <
la(y) — a(2)] < 7/2
entao (+a(y)—a(z) =0 ecomo [t|> 2la(y)—a(z)| temosque t=0 e logo

que y=:z.

f é uma funcao fechada:
Seja B um subconjunto fechado de X x S!. e seja (u,v) € W Existe uma sequéncia
((ZnyYn))new de pontos de B tal que limy,yoo (20, ¥n) = (u,v). Por defnicao de f,
lima, = u. Vamos provar que a sequéncia (y,)nc. ¢ convergente.
Suponhamos que (y,),e. nao converge. Como S* é métrico compacto e (Y, )new C ST,
esta suposicao implica que (Y, )ne, possui mais de um ponto de acumulagao. Sejam
p e q pontos de acumulagao distintos de (yn)new. Consideramos (yn, )rew € (¥n,)jew
duas subsequéncias de (Yn)new tais que limy_oolyn, =p € limj.w)yn] = g.
Temos entao que

limiseo f(@ny s Yni) = f(u,p)

e

Uity f(2n, yn)) = fl10,)
Como f éinjetorae p#q, f(u,p)# f(u,q). Chegamos portanto a uma contra-
dicao com limf(x,,yn) = (u,v). Segue que a sequéncia (¥n)new é convergente.

Seja ¢ = limy,, entao [lim,o(Tn.yn) = (u,q) € B. Como f ¢é continua

flu.q) =limf(xn,ys) = (w,v), logo (u.v) € f(B).
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f € sobrejetora:

Vamos provar que f({¢} x S') = {2} x S' Ve e X

Se f({x} x §') C {a} x S para cada «, entdo f({z} x S!) é um arco de S'. Mas
como f|(;3xs1 € homeomorfismo na imagem teriamos {2} x S! homeomorfo um arco

de 5! o que nao é possivel.

Falta ver que X' x IR tem CIPH. Sabemos que X x /R é homeomorfo a
N x (S' = {1}) subconjunto aberto de X x S'. Segue pelo lema (4.1), X x IR
tem CIPH. (]

Teorema 4.3 O cubo de Hilbert Q tem CIPH.

Demonstragao:

Vamos identificar os pontos do plano [R? com nimeros complexos, e usaremos | . |
para denotar a norma usual em C.

Para cada n € w seja D, = {z € C : |z] < 1/2"}. O cubo de Hilbert sera

representado por

Q=I]o.

n=1

e a métrica considerada em @) ¢ a seguinte: sejam & = (Tn)new € Q€Y = (Yn)new € Q

com r,. Yy, € D,, entao
e

() =3 Jan = yal?

n=1

Seja A um subconjunto fechado nao vazio de Q. Como @ ¢ homogéneo podemos
assumir. sem perda de generalidade que 0 = (0,0,...) € A

Para cada n € w definimos a funcao h, : Q — @Q como segue:

se ) #n
1,6 se j=n onde a(x)=1/2.d(x,A)

Para cada n € w. h, é uma funcao bijetora:

Fixado n. para cada t tal que 0 < ¢ <1/2", temos que o conjunto
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Xe={reQ:|e,| =1t} édaforma X x S
Entao para cada 0 < ¢ < 1/2%, hy|y, : Xy — X; é um homeomorfismo (foi
demonstrado no teorema anterior). Por definicao de h, sabemos que /,(0) = 0.

Logo h, é bijetora.
h, é continua :

Tiha(x) = mi(2) Vi #nVee @ = wh, écontinua Vj#n

Tnhn () = 7,.€4%) Yo € QQ = w,h, é continua

h, é fechada :

Seja B um subconjunto fechado nao vazio de . Entao B é compacto e h,(B) é
fechado.

Provamos entao que para cada n € w a fun¢ao h, é um autohomeomorfismo de Q.
Sejam agora f, = hy...hsh; para cada n, e h = lim,_00 fn. Vamos mostrar que h

é um autohomeomorfismo de @ e que fiz(h) = A. Para cada n temos que

d( frsrs fo) = d(hpgrhn.. hy, by hy) = d(hngi1,1dg)
pois h, ... h, é sobrejetora.

d(hpy1,1dg) = supreq{|Tngr][e®) — 1]} < 1/27

logo a sequéncia ( f,)new € de Cauchy. Como C(Q,Q) é completo (com a norma do
supremo), existe limf, = h. Mais ainda, h é uma funcdo continua e sobrejetora.
(lembramos que o conjunto das fungoes continuas e sobrejetoras entre dois espacos
compactos, € fechado no espago das funcoes continuas entre tais espacos [MilS8]).
Sejam @,y € QQ, v # y. Suponhamos primeiro que 2,y # 0. Seja no € w tal que
Tny 7 Yno -

g (2) # B (9)

Tnyg € Dny = 1oy = te com 0 < ¢ < 1/2%. Deigual forma yn, = s’ com

0 <s<1/2%. Temos entao quet # s ou 0 #4.
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Se t#s entao h,(r) # hng(y) pois  hulx, : Xoe — X,

Se t = s, como h,,|x, é um homeomorfismo. e 0 # &, hoy () # hng (y).

Por definicao das fungoes hn, (Am(hng(2)))ne = (hug(2))ne Y # 19 € (hon(2))ny =
(¥)ny Ym # ng. VYa € Q . Portanto ([ (2))n, = (hng(x)) Ym > ng Vo € Q. Entao
hng () # hao(y) implica h(z) # h(y)

Sex =0, h(x) = 0. Mas como y # 0 existe ng € w tal que y,, # 0. Logo hy,,(y) # 0
e portanto h(y) # 0.

fiz(h) = A:
SexeA=ar)=0=h(r)=2 Vnew=h(z)=x
Se v ¢ A | entao v, # 0 para algum n . logo (h(x)), # @, (lembramos que como

g€ A0 <a(r)<2m). -

4.2 CIPH no cubo de Cantor

Se X' é um espaco topoldgico, denotamos por 2% o conjunto de todos os subconjuntos
fechados nao vazios de X. Em 2% consideramos a topologia de Vietoris, cujos abertos
basicos sao da forma:
n
(Ur,....Uiy={Fe2 :FclJUi e FNU;#0 para i=1,....k}
i=1
onde Uy,..., U, sao abertos de X.
Se X ¢ um espaco métrico compacto, consideramos em 2V a métrica de Hausdorff

(di), definida por:
para E.F € 2Y. dy(E,F)=inf{e >0: ECB(F.c) e FC B(E,z)}

onde B(F,z) ={r € X :d(x.F) < c}. A topologia induzida por dy em 2% coincide
com a topologla de Vietoris. Se .X' é métrico compacto entao 2% ¢é compacto (4.7 de

[Mil88]).
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Notacgoes:

* ' denotard o conjunto de C'antor, considerado como subespaco do intervalo real /
e d(z,y) denotard |x — y| em (' .

* AC denotard o subespago de 2¢ dos subconjuntos fechados de C' que sao densos

em si mesmos (nos referiremos a estes conjuntos como subconjuntos completos de C').

* Seja H subconjunto fechado de C'. Denotamos:

min( H) + max(H)}

2

4

Do(H) = {.l? EH:z<

min( H) + max(H) }
2

<

D(H) = {;L‘E H:x>

Obsevamos que como H C C', (min(H)+ max(H))/2 ¢ H, logo Do(H)N Dy (H) = 0.

Lema 4.4 A relagio D;(K) parai = {0,1} € continua na métrica de Hausdorff i.e.
para cada I\ C C' fechado, dado ¢ > 0 existe § > 0 tal que para cada G € 2 com
dy(N,G) < d temos dy(D;(K), Di(G)) < <.

Demonstracao:

Sejam @, = min(K'), d, = max(K), ¢ = min(D;(h)), b = max(Dy(h)),
M, = (ay + dy)/2.

M, ¢ C' portanto existe 7 > 0 tal que v < min{d(b;, M;),d(M,,c;)}.

Dado ¢ >0 seja d =min{y/3,c} eseja G C C fechado, tal que dy(K,G) < é.

Definimos as, by, ¢;,d2, My  para 7, em forma analoga a ay,..., ;. Como
|My — M| = [(ay — ax + dy — d2)/2] < |ay — as]/2 + |dy — da]/2 e dy(K,G) < §

temos que |M; — M| < 6. Como  d(by, M,) > 3§ temos que d(by, My) > & e
by < M, pois by < M. Logo d(by,c;) > § e portanto B(D;(G).d) N Do(K) = 0.
De dy(K.G) < 6 segue que Do(K') C B(Do(G),d) U B(Dy(G),d). Logo Do(h)
B(Do(G),9).

De igual forma d(by.c;) < ¢ implica que B(Do(h'), ) N Dy(G) = 0, portanto
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D\(G) C B(Dy(R),6).

Trabalhando em forma andloga com d(c;, M) > 38 obtemos D,(K) C B(D,(G),$)
e Do(G) C B(Do(R),9).

Resumindo temos dy(D;(K), D;(G)) < ¢ para i =0, 1. [

Lema 4.5 Euriste uma fungdo continua f : C' x AC — C sobrejetora, tal que:
(1) f(C x{K'}) =N para cada k' € AC e

(2) flexqny € um homeomorfismo para cada K € AC.

Demonstragao:

Vamos primeiro construir a funcao f.

Observamos que se  é um subconjunto completo de C', entdo D;(/) também o é.
Para cada conjunto {i(1),...,i(n)} onde i(j) € {0,1} para j = 1,...,n, definimos o

conjunto D;(y). i(n)(7") como segue:
Di1y...in)(B) = Ditny(Dig1)..in-1)(K))

afirmagao 1: Os conjuntos Diqy...itn)(/1') formam uma base para I, e cada ponto
r € I\ determina uma sequéncia J(x, ') = {i(5)}72, com i(j) € {0,1} Vj, tal que
Di(l)([\’) D Di(l)i(?)(]\') Dsws DX

prova:

(1) D;(K) é um aberto de A

Do(I) = [0’ max(4’) + min([x’)) o R

2

<

Di(RK) = (max([\') ;{_ min([\'), 1] nAK

<

(i1) Seja « € A e seja [ uma vizinhanca aberta de  em K.
Se x € Do(R') entao i(1) =0 ;se 2 € D;(L\) entao i(1) = 1. Portanto = € Di1y(K).
Se x € Do(Djy(h)), entao i(2) = 0, se nao i(2) =1 .ouseja x € Di1yi2)(IY).
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Assim & determina uma sequéncia {i(j)};2,. Como diam(Diuy. in)(K)) < 1/2"

temos que {@} = (o_, Dit1)...in)(K) . e existe ng € w tal que Djy)._ing)(N) C U.

afirmagdo 2: (‘ada sequéncia J = {i(7)}32, com i(j) € {0,1}, determina um ponto
x(J, I\') satisfazendo a igualdade J(z(J, 1)) = J.

prova:

Seja J = {i()) %2,. Para cada n € w, Djq)...ign)(/X) € um subconjunto completo de

C', e portanto Diy..iqn)ign+1) (1) # 0. Temos também que
K D Diy(I) D Diryiz)(K) D ...

Logo como A" é compacto, (o~ Di1)..itn) (1) # 0. E de novo usando o didmetro de

Diqy...ign)(I") temos que esta intersec¢ao tem um tnico ponto.
Definimos a funcao f: C' x AC — C como segue:
fla, K) = a(J(x,C), )

f € continua :

Sejam (r. ') € (" x AC e (25, Ky)neo uma sequéncia em (' x AC' convergindo para
(¢, ). Temos entao que lim, yood(zp,2) =0 e lim,yody(hy, 1) = 0.

Devemos provar que dado ¢ > 0, existe ng € w tal que d(f(xn, hy), f(z, 1)) < &
Vn > ng.

Vamos usar y, como notacao para f(z,,\,,) e y para f(z, ).

Entao y, = 2(J(2,, C), Ny) ey = 2(J(2,C), N). Como lim,ody(K,, N) = 0,
pelo lema (4.4) temos que  limp ool (Di1y...im)(B7)s Diqry...iom)(1)) = 0 para toda
sequéncia {i(j)} com i(j) € {0,1}, para todo m € w.

Seja m tal que 1/2™ < /2. Como lim,.od(2,,x) = 0 existe n; € w tal que Vn > n,
J(z,, (") e J(x,C") coincidem nos m primeiros termos.

Sejam i(1),...,i7(m) os primeiros m termos de J(x.('), e seja ny € w tal que
Vn > ny  dy(Digy.iom)(Bn)s Diq).igm) (1)) < €/2. Seja ng = max{n;,n,}. Como
para cada 1 2> no. Ya € Di)..iim)(Kn) € du(Diq)...itm)(Kn)s Diqr)...iom) (1)) < £/2,
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temos que d(yn. Dj1y...im)(1)) < £/2.
Como diam(Dj). igm) (1)) < 1/2™ < 2/2, segue que d(yn,y) <& Vn > ny.

f € sobrejetora:

Seye(, f(y.C)=y.

(1) f(C' x{K})=H paracada I € AC:

f(C x{K})C K por definigio de f.

Seja y € K. Existe v € C tal que J(x,C") = J(y,/). Entao f(z,K) = y e
N C f(C x {h}).

(2) flexqxy € um homeomorfismo:
flexiry : € x {'} — K, é sobrejetora por (1).
Sex,a’ € C',x # a'entao J(x,C) # J(2'.C) , portanto x(J(x,C), K) # a(J(2',C), K)

e flexiwy € injetora. )

Definicao 4.6 Sejam X eY espagos compactos Hausdorff. Uma fun¢io ¢: X —s Y
€ chamada uma d-aplicagdo se € sobrejetora, continua, aberta e existe wuma tmersdo de
X em O'xY tal que d = wy|x , onde wy|x € a restricao da projeciomy : C'xY — Y

ao conjunto X .

Lema 4.7 Sejam X e Y espagos compactos Hausdorff. Se ¢ : X — Y € uwma d-
aplicagdo, € se tc ¢~ (y) € completo para caday € Y, entdo existe um homeomorfismo

g:CxY — X ta que wy = dg.

CxY—2=x

X
Ws'l /
b
v

Demonstragao:

Por definicao de d-aplicacao existe uma imersao de X em ' x Y tal que ¢ = 7y |y.

69



Definimos g : (" x ¥ — X como segue: se (c,y) € (' x Y

glc.y) = (fle.7co™(y)),y)

onde f: (' x AC' — (C é definida como no lema (4.5).

(i) gle,y) € X VY(c,y) € C x Y pois o™ H(y)C X VyeY.

(ii) g € injetora :
Sejam (c,y), (c¢’.y’) dois pontos distintos de €' x Y.
Se y # ', entao g(c,y) # g(c,y’) por definicao da fungao g.

Se y = y', entao ¢ # ¢ e como flox(ree-1(y} ¢ um homeomorfismo temos que

gle.y) # g(c.y').

(ii1) g € sobrejetora :

Se (c,y) € X. entdao ¢ € wcd~'(y) pois (c,y) € ¢~ '(y). Usando mais uma vez
o fato que f|exirep-1(y)} ¢ um homeomorfismo, temos que existe ¢ € C' tal que

J(e.mcd™(y)) = c . Logo g(c',y) = (¢, y).

(iv) g é continua :

Seja (c.y) € (' x Y arbitrario. Vamos mostrar que ¢ é continua em (c,y).

Seja H = weop™(y).

Dado ¢ > 0 seja V. x I uma vizinhanca aberta de g(c,y), onde V. = B(c,e) N C.
A fungao f : ' x AC' — C' é continua, portanto existem vizinhancas (Uy,...,U,)

de Hem?2¢ e U/ de ¢ em C tais que
se Hy € (Uy,...,Un) e ¢; € U, entao d(f(cy, Hy), f(c, H)) < e.

Por definigao de (U/y,....U,,) temos: H C |, U; e HNU; #0 Yi=1,...,m.
Por outro lado temos: y € W = ¢~ (y) C oY (W) = H = ncop™ ' (y) C med™ (W).

Portanto U; x Y No ' (W) # 0 Vi=1,....m e como ¢ é uma fungiao continua.
Ui x Y N~ (W) é aberto.
Para cada i € {1,...,m}, seja O; = o(U; x Y N~ '(})). Como ¢ é uma funcao
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aberta, O; é um aberto Vi € {1,...,m}. Alem disso y € O; Vi pois y € W.
Por outro lado Op =Y — &(X — |J[Z, Ui x Y') é aberto em Y e y € Oy ( pois

67 (y) C Un, Ui x ).

Seja O = (-, O;. entao U7 x (ONW) é uma vizinhanga aberta de (c,y). Se (c1.y1) €

Ux(ONW) entio med~'(y1) € (U,... Uy) :

My €00 = ydoX-UL U xY) = ¢ Hy)N(X-UL, Ui xY)=10
= ¢~ (y) CNNUL Ui xY) = aco™ (n) C UL, Ui

2)neo;vVi=1,.... m = y€HlU; xYN¢ ' (W)Vi=1,....m =
oMy NUi xYNo ' (W) #DVi=1,....m = o N y)NU;xY £0Vi=
L...,m.

Chamando H, a mc¢™'(y1), temos que : d(f(c, H), f(e1, Hy)) < e i.e. fler, Hy) € V2,
y1 € W. Portanto g(c¢,.y1) = (f(er, Hy)yy1) € Ve x W.

(v) my = og :

dg(c,y) = mylx(g(c.y)) = my(g(e,y)) = y. H

Definigao 4.8 Uma aplicagdo continua f: X' — Y € regular se para cada subespaco

fechado F de X criste um homeomorfismoh : X — X tal que fix(h) = F e fh = f.
Observamos que o dominio de uma aplicagao regular tem CIPH.

Teorema 4.9 Sejam 7 > w um cardinal e \' um espago métrico separdvel. Se para
cada subespago fechado X de N* a proje¢io m : N x KN — X € regular, entdo a
projegao m : X x K7 — X € regular para_cada subespago fechado X de K. Em

particular X x K7 tem CIPH, onde X ¢ um subespaco fechado de K.

Demonstragao:
A prova sera feita por indugao transfinita sobre 7. Nocaso 7 = w, 7, : X xAY — X

é regular por hipdtese.



Suponhamos que o teorema foi provado para todo 7 < k. onde w < &, e consideramos
o caso T = K. Seja entao. .\ um subespaco fechado de A'”

Se T = way4 (l.e. se 7 € um cardinal regular), entdao A'™ pode ser representado como
o limite inverso do sistema {(A™=)?, 1’3+l B < cf(r)}, onde

n‘?“ : (K#~)%+! — (K'“=)? denota a projecio (A“*)? x k¥ —y (K“=)8. Ou seja
que se kgyy, € (AW<2)%*! entao ‘r (kgH) = kat1ls.

Se 7 é um cardinal singular, entdo 7 = sup{wa, : 3 < c¢f(7)}, onde w < w,, < 7
para cada 3 < c¢f(7). Portanto A" pode ser representado como o limite inverso do
sistema { N7 701" 3 < cf(7)} onde “,3+1 o ¥+ — 75 denota a projecao
no subproduto correspondente. Ou seja que se kzy, € A“?3+1 entao Ti'a (L/j_H) =
l"'.3+l|w%-

(——.
Combinando ambos casos, podemos escrever K7™ =lim Sy, com

(K¥)P  se T = wgayi

= {Ng, ;"' 3 < cf(r)} onde K=
Krase 7 = sup{uwa, 1 B < cf (7))}

Por 73 denotamos a projecao de A" em Az i.e. sehk € N7
/ projeg i s

IL'IB S€E T = Wa+1

kloa, seT =sup{w,,: B3 <cf(r)}

Como X' é um subespago fechado de A", temos que X coincide com o limite inverso

do sistema Sy = {\,3,]) o¥1 B <cf(r)} onde X = Clp,m3(X) e pg“ = 7r’5+1|\'3+1.
S(Ea Sx x S ={X; x [\g,[);“ X Tl'g+1 B < cf(7)}, observamos que

lim Sy x Sy = X x A7

Seja I um subconjunto fechado de X x A'7. Para cada 3 < cf(7), Iy = Cly,(ps % m3)(F).
A projecao N3 x Ay — Xj sera denotada por 7r"13.

Como X, é fechado em Ay, e Ay € o produto de menos de 7 copias de I\, por hipdtese

de indugao temos que existe um homeomorfismo hg: Xy x Ny — Xo X Ky tal que

mho =70 e fix(ho) = Fy .

=~
Do



Afirmacgao:
Para cada v < cf(7) existe um homeomorfismo h. : X, x K, — X, x K, tal que:
(1) Mihsy = @)
(1), frx(hy) = F,
(ii1)y (ps X mg)hy = hs(pj x m5) para cada § < 3
—
(

1)y hy =lim {hs : § <y} para cada ordinal limite v < cf(7).

Seja entao i o homeomorfismo definido por:
h=lim{hg: 3<cf(T)}: X x AT — X x K7
h preserva a primeira coordenada e fiz(h) = F. Como queriamos. ]

Demonstragao da afirmacgao:
Suponhamos que para cada 3 < v, onde v < ¢f(7), ja foram construidos
homeomorfismos hz : X3 x KNy — X3 x L5 tais que :
/ B / / [

(1)a 77'13/1.'13 = 7r'13 para cada 3 < v
(t1)p frx(hp) = F3 para cada 3 < v
(it1)p (p; X 7r§)hv,3 = /zﬂpf x 77) para cada par 8,3 com § < 3 < v

(—
(tv)g hg =lim {hs : 6 < 3} para cada ordinal limite 3 < 7.

Vamos agora definir o homeomorfismo h., : X, x k., — X, x I,.

* Se v é um ordinal limite, definimos A., :1(1“71 {hs: 3 < ~}. Por definicao de
limite inverso para funcoes temos :

(222)y (p; % g )hy = hs(p] x m)) para cada § < 7 .

Para provar (i), w/h, = 7], seja (v, k,) € X, x A’,. Temos que :

(i1

v - ~ )'F i ~
pi(mlhy(Lq,ky)) = rrf(p‘s' X w5 )ha (24, ky) = Tffll.g([)s X 15 ) (2, ky)
() S - .
= ’r‘f(ps X 7w )y hy) = ps(ey) VI <y

il

Portanto @) h, (&, k) = 7)(24. k,) como queriamos.
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Falta provar (iz), fiz(h,) = F:
(1) £, C fiz(h,)
F. = Clg,(py x m,)(F). Como h., é continua. basta mostrar que

(P x ) )(F') C fiz(hy). Seja (24, ky) € (py x m,)(F). Por (ii7), temos que
(B % T)ho () = hs(p] X 7)) V3 <
mas como (pg x 7y)(x+,k,) € F5 temos também
hs(ps x ) (2, ky) = (p3 % 73 )2y k) V8 <

Logo h, (&, k) = (24, k).

(2) fia(hy) C F;

Seja (w4, ky) € fix(h,), entdo hs(p] x 7)) (., ky) € fix(hs) V6 < v. Como

Fs = fix(hs) Vo < v, temos que p] x 7] (2, ky) € F5 = m Vé < 7.
Portanto (., k) € F,.

* Se v é ordinal sucessor i.e y = 3 + 1, procedemos como segue. Consideramos o

conjunto
- - - 341
Zi] = {(.l‘,3,/ﬁ/j,;]:g+1) € _\13 X [\/3 X ‘\,3+1 LT3 = 7)/3 (-lf/3+l)}

e as seguintes funcoes:

_ (Bt B41 B41
\ = (pg X ms' ) Am

w12 — Xgx K e ¥:Zs — Xy as correspondentes projecoes

l3+l

%

Xpp x I\ X1




o Se 7 = sup{wa, : § < ¢f(7)}, para cada ponto (23, ks, 2341) € Zg, temos que
X\ Hxa ks, 2p41) = {(2pr1:ks11) € Xayr X Ky /s:.,3+1|w% = kg} =~ K onde

B b ~ o - ” . ’/\ > .
A = Way,, — Wa,- Definimos a funcao j: Xgpy x Apyy — Z5 x K por :

J(@ae1, kp41) = ((25+41]way Kot1lwa, To41) kapa]r)

J é um homeomorfismo tal que j=': Zs x A — X4y x Ny, é a seguinte funcio:
=] . ‘
7 (xa, k3, 2541,0) = (2541, m)

onde m € Nyyr, mlu,, = kg em|y =L

. R , : B+l - : , - 1
J € uma funcio continua pois \, 7" sio funcdes continuas e j = xAnf+ .
Portanto a fungao j € um homeomorfismo tal que \ = 7y onde

T Zs x KN — Z3 é a projecao na primeira coordenada.

” ” j r
'\ﬁ+1 X [\ﬁ+1 —>Zl'j x K »

\ |

Zp

A ideia é construir o homeomorfismo hjzy; a partir do homeomorfismo j,
aplicando a hipétese de indugao ao espaco Zz x K. Vemos que isto é possivel pois

por construcao Zg ¢ um subespaco fechado de Xy x hp x Ngy, e
X x K x Xpyy é subespago fechado de Ay x K x Kppy = Kpyy = K“25+1,

Como [A] = |wa sy, — Way| = way,,» segue que Z; é um subespago fechado de A™.
Por hipétese de inducao, existe um homeomorfismo g : Z3 x h'* — Zg x A tal
que TTi\.(l = 7Ti\ e fix(g) = j(Fp41)-

Seja faq1 1 Ngp1 X KNgy1 — X1 X Kz41 0o homeomorfismo f34; = j~'¢j. Entao
fiz(fs01) = Fan e \for =7J(J7 g)) = Tgj =) = X

Seja também g3 : Z3 — Z5 o homeomorfismo g3 = hzp/At. Definimos entao

hayr = f3417 " (ga X idga)j
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hsyy assim definido ¢ um homeomorfismo pois é composicao de homeomorfismos.

Vamos provar agora as propriedades (1)z41. (12)341, (222)341:

Xhort(vssrkag) = XS (95 X iden)j (@541, kogr)

= \J " Ngp x idpa)j (241, ko)

= XJ (g8 X idga)((241lwny s Kot lways To+1), Kopa]2)
= \J ' (98(2 511 |w03 s kg |waﬁ y 26+1)s Kgga]y)
= \J 7 (ha(Tp41]ways Kotilwa, )s Tatts Kori]n)

= (ha(541|way Kotilua,)s Ta41)

NGRS _8+1 B4+1y ., 3
= (/1:13(])5 X T3 )Aﬂ"l )('l‘/3+17 /\.‘3_}_1)
Por outro lado temos que:

1 341 I+1
((Pﬁ* X 7rfg+ VAT T gy (241, kpr)

341 31 341
((1);3+ X ”}3+ Vg1 AT hgp)(@a41, k)

Vg (a4, kg41)

1 A+1 3 B+1 3+1 <
X rr;3+ Yhser = hg(py” x 757 e 7 hgpy = 7T Temos entao

Portanto (p:_;+

(1)a+1 e (i11)341. Por definicao de hpyy, fix(hger) = fix(fs41) = Fpyr € temos

(i'i)13+1-

® Se T = wyy. para cada ponto (x3,ks. 2541) € Z3, temos que

N Has ks as=1) = {(2pe1, kpr1) € Xogr X Nagr : kppi|p = ks} = K onde
A = w,. Definimos a funcio j : Xgy1 X Kpyy — Z3 x K™ por:
Jxarkaer) = ((Rs413. ksl Tot1)s Basila+1)-5)
7 é um homeomorfismo tal que \ = Ti\} onde 7:Zzx K — Zs é a projecao

na primeira coordenada.

Neste caso temos que o espaco Xz x A3 x Ngy; é homeomorfo a N'“», portanto Zj
¢ um subespaco fechado de AN'“=. Logo por hipdtese de indugao existe um
homeomorfismo ¢: Z; x h'“» — Z3 x K'*~ tal que 7.'",3“@ = gf+l ¢

f1x(g) = 7(F341). Seja fag1 : Nppr x KNsyy — Ny X Nz o homeomorfismo
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f3r1=77"4gy. Entao fia(fs41) = Fae1 € \fay1 = \. Se g3 = hgpAt, definimos
2 %=] i %
host = [a+107 (g X idgea )

hsy1 € homeomorfismo e verifica as propriedades (¢)s41, (i1)a41, (74i)g41. A prova é

analoga ao caso 7 singular. ]

Teorema 4.10 Sejam 7 > w e X wm espago compacto zero-dimensional de peso
< 7. Entao a proje¢io my : X % (Z3)" —> X € reqular. Em particular, o produto

X X (Zy)" tem CIPH.

Demonstragao:

Observamos que o espaco .X pode ser imerso em (Z,)". Consequentemente, pelo
teorema (4.9), basta considerar o caso 7 = w.

Seja [ um subconjunto fechado de X x (Z;)¥. Como X x (Z;)* é zero-dimensional
com base enumeravel, X" x (Z3)” — I' pode-se escrever como uniao enumeravel
disjunta [JZ, C; de subconjuntos abertos e fechados de X' x (Z;)*.

A restricao my|c, : C, — ®1(Ch), n € w é uma d-aplicacao tal que para cada

r € m(C,) temos
(mile,) @) =77 (@) N Co = ({2} x (Z2)*) N C,

Portanto para cada @ € 7 (Ch), (71|c,)” "' (2) é homeomorfo a um subconjunto
aberto e fechado de (Z,)“, logo (mi|c, )" (2) é homeomorfo a (Z;)* i.e. (mi|c,) " (x)
é um subconjunto completo de (Z)“. Pelo lema (4.7), para cada n € w existe um
homeomorfismo ¢, : 1 (C') x (Z2)Y — (', tal que mt, = m¢, onde

m

e, - mi(Ch) X (Z3)Y — m(C',) denota a projecao na primeira coordenada.

T (Co) X (Z2)*



Seja d uma métrica em .\ X (Z3)*. Para cada n € w escolhemos um homeomorfismo
1 (Z2)Y — (Z3)* sem pontos fixos e proximo o suficiente da funcao identidade.
de modo que o homeomorfismo g, : ', — (', definido por g, = t,(idx, (cn) X fa)t}!
seja tal que d(gn(x),2) < 1/n Vo € C',. Observamos que para cada n, g, conserva a
primeira coordenada, ou seja que ¢, = i|c, .

Consideramos a func¢ao h : X x (Z3)Y — X x (Z,)“ definida por :

€ rEF,
h(z) = l e '
gn(x) se x € C,.

h é uma funcao bijetora pois para cada n, g, € um homeomorfismoe C;NC; =0
se 1 # .

h é continua:

Seja x € X x (Z,)”. Sea ¢ F, entao x € Cy para algum k € w. Como C} é aberto e
hlc, = gx temos que h é continua em .

Se x € F', seja B(x,¢) vizinhanca aberta de x eseja A ={n €w:1/n > ¢/2}.

Como 4 é um conjunto finito ou A = (), segue que V = B(x,2/2) —J, .4 Cn ¢ um

neA

conjunto aberto. Para cada y € V' temos que
dlx. h(y)) < d(x,y) + d(y, h(y)) < /2 +¢/2

Logo h(y) € B(x.c) Vy e V.
h~1 é continua:

Para cada n € w e para cada z € (', temos:

d(x.g,'(2)) = d(ga(gy ' (1)), 97" (2)) < 1/n

Logo a demonstragao de que h~! é continua é analoga a prova de h continua.
h preserva a primeira coordenada pois para cada n, g, preserva a primeira
coordenada. Temos também que fixz(h) = F pois para cada n € w g, nao tem

pontos fixos. ]

Corolario 4.11 O cubo de Cantor (Z3)™ tem CIPH para todo cardinal infinito 7.
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APENDICE

Definigao A.1  Sejam x um cardinal infinito e A € [x]”. Se f:[[ o0 Xoa — X €
uma fungdo continua, onde para cada a X, € um espago topoldgico, dizemos que f

depende de A se e somente se Va,y € [, Xo (ma(x) =7a(y) = f(z) = fy)).

Definicao A.2  Sejam [ :[[... No — ][]

faiIlack Xo — [Tocs Xo @ fungio fy =ma0f. Se fi depende de A, definimos a

X, uma fun¢ao continua, e

a<lk a<lk”

fungio f*: T ca Xa — [Ioca Xa como segue:

Teorema A.3 (Stone-Weierstrass) Se um anel P de fungéoes continuas a valores
reais, definidas num espago compacto X, contém todas as funcoes constantes.,
separa pontos e € fechado respeito a convergéncia uniforme, entio P coincide com o

anel de todas as fung¢oes continuas a valores reais definidas em X (ver [Eng39]).

Teorema A.4  Seja f:]]... Xo — X wma fungio continua. Se X € um espaco

a<K

métrico separdvel e para cada o < k X, € um espago compacto, entio [ depende de

algum A € [x]“.

Demonstragao:

Primeiro consideramos X' = IR e aplicamos o teorema de Stone-Weierstrass.

Seja P = {f:]],c. Xa — R : f é continua e depende de Sy € [x]*}

(P,+,.) ¢ um anel e P contém todas as fungées constantes. Para ver que P separa
pontos, sejam x.y € [[,. Xa. Se w# y, existe 3 <k tal que

mpy(@) # 73y(y). Seja f: X(z — IR uma funcdo continua tal que

fmayp(x)) # f(misy(y).

[[x ™ x5 LR

a<k

i9



Temos entao que foms(x) # fomp(y) ecomo fomz é continua e depende
de {3} . pertence a P.

Falta provarmos que P ¢é fechado para a convergéncia uniforme. Para isto,
consideramos uma sequéncia (f,)ne, em P, tal que converge uniformemente a
uma funcao [ : Ha<~ X, — R.

Como f é continua, so falta ver que depende de algum S € [x]“.

fn € P¥Yn €w . entao para cada n existe S, € [k]“ tal que f, depende de S,
Seja S =, e, Sn esejam  x.y €[], . Xo com ws(x) =7s(y).

Para ¢ > 0 arbitrario. seja ng € w tal que

|fa(2) = f(2)] <2/2 Yn>ne, Vo€[][,..Xa eseja m > ng Temos que:

[f(2) = S < (@) = fm ()] + 1 (@) = fn ()] + | finy) — F(W)]

Como f,, depende de S, f,(x) = fn(y). Entao |f(z) — f(y)| < &, e como ¢ é
arbitrario temos que f(x) = f(y). Portanto f depende de S

Entao pelo teorema de Stone-Weierstrass P = {f : [[,.. Xoa — IR : f é continua}
Seja agora X' um espaco métrico separavel qualquer, e seja i uma imersao de X" em
R

Para cada n € w, seja g, = mpyo0t0 f.

[Mv.txdr ™R

a<lk

Como g, € uma funcdo a valores reales, pelo mostrado acima tamos que ¢, depende
de A, € [x]*.

Seja A =/
que m4(x) = m4(y), suponhamos que f(x) # f(y). Como ¢ é injetora,
i(f(x)) # i(f(l )). logo existe ng € w tal que ﬁ{no}(if(.z')) # T} (1f(y)) 1.e.
Gno () 7 Gno (Y

Mas A,, C 1, entao 74, (.z‘) = T4, (y) e como ¢,, depende de 4,, temos que

new <ins vamos provar que fdepende de A. Se v,y € [[,.. Xo sdo tais

Ino (T) = gn(y). Esta contradi¢ao mostra que f depende de A. ]
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Lema A.5 Suponhamos que para cada a < rk , X, € um espago métrico compacto.
Seja [ [Tacw Xo — [lacy Xo wma fungdo continua . Entdo existe um conjunto

cu.b Cy C (k] tal que para cada A € Cy, fy depende de A.

Demonstracgao:

Para cada a € &, seja fio) : [[ack Xa — Xay fla) = Tiay 0 f.

Por teorema (A.4) temos que para cada a € &, existe Ay € [£] tal que fiq
depende de A,.

Seja Cy = {X € [k]¥:Va € X, 4, C X}

* Cy é fechado:

Seja (Xp)new € Cy uma sequéncia crescente. Se a € | J X, entao existe ng € w

nEw *

tal que a € X,,, e como X, € Cy temos que 4, C X,,, portanto A, C UnEW X..

Temos entao:

ae|JXN=zA.C X=X eq

n€w n€w n€w
* C'y é nao limitado em [x]*
Sejam X € []Y e Y] = X (U ex Aa)-
Y, € [k]¥ pois é reunidao enumeravel de subconjuntos enumeraveis de .
Para cada n > 1, definimos Y4, = ¥, (U, ey, 4Aa). Temos que
Yog1 € [K]¥ Vn € w.
Seja. Y =[] . Yn,entaio YeC; e XCY.

n€w
Falta provar que f, depende de A para todo A € CY.

SeAe(Cy, Ay €A YVa€ A. Sejam 2,y € Ha“ X, tais que

Taq(2) = ma,(y) Va € A. Entao fo)(2) = flay(y) Va € A. Logo

[Taea fra3(2) = [Laca fray(y), ou seja fa(x) = faly)- =

Definicao A.6 Dizemos que um espago topoldgico X tem a propriedade do ponto

firo se e somente se para cada fung¢ao continua f: X — X existe v € X tal que

flz)= =.



Teorema A.7 (de Schauder) Seja £ um espago normado . K’ C E compacto

convero. Entio I tem a propriedade do ponto fixo. (ver [HonT7]

Teorema A.8 Seja & um cardinal infinito. Suponhamos que para cada o < r, X,
€ um subespago compacto convexro de um espaco linear normado. Entdo | B o

tem a propriedade do ponto fizo.

Demonstracgao:

Para todo I' € [x]<“ | [],cp Xa € um espago compacto convexo, entdo por teorema
de Schauder. [], - Xs tem a propriedade do ponto fixo.

Seja [ : [acn Xo — [lacx Xa uma funcao continua.

Para cada F € [x]<¥ seja Yp ={ve ], . Xo:mr(f(2)) = 7p(2)}
Suponhamos que ﬂFE[r&]<“’ Yr#0D. eseja € mFe[~]<w Yr.

T € m Yr = €Yy Va<n = m)(f(z) =my(z) Va<k = flz)=u
Felx]<«

Portanto basta provar que ﬂFe[N]@ Yr # (. Para isto demonstraremos que :

(1) Yp #0 VF € [x]<¥

(2) {Yr: F € [k]<*¥} tem a propriedade da intersecao finita

(3) Yr éfechado VF € [x]<¥

Como [],..Xs é compacto, as propriedades (1),(2) e (3) implicam que

a<K

Nrepg<e Y7 # 0.

(1) Yr #0 VF € [r]<¥:
Seja x € Ha<r~: X,, v =7mp(x) x me_p(x). Consideramos as seguintes fungoes :

* a projecao g i [[,ep Xa X {meer(2)} — [],cr que é um homeomorfismo . e



*ainclusao i : [[,cp Na x {mi_r(2)} que é uma imersao. e portanto continua.

r (fl— )_l - ! r j r
HaEF ‘\C’ L) aEF‘\LW X {Trh‘—F(‘T)}C—I) Ha<r\' ‘\0 —)Ha(x ‘\G

HOEF ‘Xa

A fungao wpo foio ‘/TE‘ Naer Xa — HaeFXQ é entao continua, e por teorema
de Schauder tem ponto fixo. Seja yp € [I.cr Xo ponto fixo de mpo foiony!, e
seja Yy = yr X {ms_p(x)}. Temos que

yr=7mpo foiong' (yr) = mpo foi(y) = mro f(y). Portanto y € Y.

(2) {Yr: F € [£]<¥} tem a p.i.f:
Dados F,...,F € F € [k]<¥, sejam F = |JIL, F; e x€ Y.
r€Yr = wp(f(x)) =7np(x) = 7r(f(x))=7r(z) = € Yr para i =1,....m

: —
ou seja, r € (-, Yr.

(3) Yp éfechado VF € [r]<¥

Sejam ' € [k]*¥ e x €[], Na—Yr.

v ¢ Yr = ap(f(v) #np(x) = 33 € F tal que mgy(x) # ms(f(2)). Como X5 é
um espaco T3, existem Us vizinhanga aberta de mygy () e Vj vizinhanca aberta
de mipy(f(x)) taisque UzNVz; =10

Sejam " = Uz x H:;}} Xo e V=V;3x HS;&T} X, vizinhanca aberta de z e f(x)
respectivamente.

Como f é continua , existe " vizinhanga aberta de @, W C U/ tal que

fly) € V Vy € V. Entao temos que :
Yy e W

ecomo [NV =10, temos msy(y)# msy(fy)).
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Portanto  7r(y) # 7nr(f(y)) Vy € V.

Logo

[loci Xa — YF éaberto.
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