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RESUMO

Um espaço -V é dito ter a pioptieclade cla. invariância completa (CIP) se todo subcon-

jLmto fechado não vazio de .V é um conjunto de pontos fixos. Neste trabalho vemos

que a CIP não ó preservada poi ante-produto cle variedades não métricas ou espaços

zero-dimensionais. Vemos também condições suficientes para um produto infinito de

espaços ter CIP. Nlostramos que o piocluto não enumerável do intervalo unitário (o

cubo de Tychonoff) não tem CIP e (lue o cubo de Hilbert e o cubo de Cantor tem a

propriedade da luva.riância completa cona despeito a homeomotfismos (CIPH).

ABSTRACT

.A space .X' is saio to have the complete invaiiance plopeity (CIP) if evely nonempty

closed subset of .X' is the fixed point set of some self-nlapping of .X'. In this work
we see that C'lP need not be preseived by self-products of non metric manifolds or

zero-dimensional spaces- \Ve also see sufbcient conditions for an infinite product of

spaces to have C:lP. We show that uncountable powers of the unir interval do not have

CIP and that the Hilbert cume and the Cantor cume have the complete invaliance

pioperty with respect to homeomorphisms (CIPH).
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INTRODUÇÃO

Um subconjunto /\' (le um espaço -X' é chamado corÜitr}/o (/e ])orzfos ./idos de .X se

existe uma função contínua ./' : -Y --> X tal (lue ./(;z:) = .z: se e somente se # C Ã

Em 1967 H.Rol)gins IRob671 tuba.Ihou com conjuntos de pontos fixos de funções

contínuas e de homeomoifismos na bola fechada B" de dimensão n. Embora não

foi possível chegar a lama condição necessaiia e suficiente para que um subconjunto

4 de B" seja conjunto cle pontos fixos de um homeomoiflsmo, Robbins mostrou

cine o prol)leRIa tem un)a solucão simples pala o caso das funções contínuas: a CIP

l "complete invariailce ptopeity" ou "pioprieclade da invariância completa"). O nome
cle CLIP foi dado por L.E. \Vaid em 1973 IWar7:31 à seguinte propriedade:

Utrt espaço X tcu} Q CIP se todo s-lLbconjunto Jechudo nào unzio de X é Hm comi\unto

de pontos Ji.ros (le X

A pes(guisa a despeito da CIP centrou se em dois tópicos:

Quais espaços tem a C:lP?

Como se comporta a CIP com relação as construções geométricas? (por exemplo:

produtos cartesianos).

Em IWaií31. Warcl mostrou (!ue todo subconjunto convexo -X de um espaço linear

normado tem ('lP. Em 1979 J.R. N'laitin e S.B. Nadlei .Jr. provaram que todo grupo

topológico metrizável localmente compacto tem CLIP. Temos também um resultado de

rz variedades publicado por H. Shirmer em 1981 ISch81j (lue diz (lue toda n variedade

topológica compacta.. com ou sem bordo tem C:lP. Estes são, então, algums espaços
com CIP

Quanto ao conlpoitamento da propriedade com relação ao produto de espaços,

em ISch811, Shirmer mostra a existência cle um espaço -X' com GIP tal que o produto

.X' x / não tem CIP. (/ = 10. il).
Pala o problenaa de determinar em que condições um subconjunto A da bola B'

é o conjunto de pontos fixos de um homeomorfismo, em 1968 Isca(591 Shirmer deu
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algumas respostas

1{) Se rz é pai. todo slll)conjunto fechado nào vazio A cle B« é o conjunto de pontos

fixos de um homeomoifismo./ : B" i.e. B" tem a CIPH (como/efe {nt;arÍance

pl'open'ty \oitlt I'espect to }\oineomorphisínsb

ljí) Se n é impar a solução depende de A n aB" = 0 ou J n aB" # ©.
Sabemos (lue se i? é iilipar, então Z?" não tem a CilPH. Ro})bens IRob671 naostrou a

existência de lim subconjunto fechado de B2"+i (lue não é conjunto de pontos fixos

de nenhum llomeoillorfismo / : /?2"+1 ----} .É?2n+l

Este trai)alho coiliençoti com o est.udo em profundidade do artigo jlÇos921 (lue
demonstra (lue o (tipo de Tychonofr não tem CIP. Foi esse nosso primeiro contato
com esta pior)tiecla(le. Xa introdução cle IKos921 se fez referência 'a CIP no cubo de

Hilbert. Surge então tina pergunta: o (lue faz que a CIP funcione no cubo cle Hilbert

e não no (ubo (le Tychorioff?.Obviamente o fato do primeiro espaço ser métrico e

o segundo tlào. (lc\-e ter alguma coisa a ver. Em busca. cle respostas recorremos ao

artigo IN'rxvs41 onde a existência da CLIP em espaços métricos, espaços não métricos

e espaços pio(luto é finalizada. A seguia consideramos o cubo de Hilbert e o cubo

cle Galltor, ambos espaços com GIP, um métrico e outro não métrico. Será (lue
a propriedade se conserva para homeomorfismos?. .Achamos a resposta relativa ao
cubo de Hill)ert iio antigo IMar881, e a resposta a respeito do cubo de Cantor no
artigo ICX19il

No primeiro capítulo fazemos um ressun)o dos conceitos e propriedades con-

juntísticas e topológicas que serão úteis nos capítulos seguintes.

No segundo capítulo començamos a abordar a propriedade da invariância com-

pleta em espaços produto. Vemos poi exemplo (lue a. reta longa (L) e a teta de

Sorgenfrey (1{) tem CIP. porém L x L e /\' x /\' não tem. logo a CIP não é preser-

xacla poi auto produtos. .Agora. em (lue condições um espaço produto tem CIP?
Temos dois tipos de espaços produto a ser consideiaclos. Por um lado, apresentamos
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condições suficientes pala o produto eiiunielável cle espaços métricos ter CIP. e por

outro condições suficient.es pala um piocluto infinito de espaços ter CIP

Vemos tambéill cine dIN (compactificado de Stone Cech c]o conjunto dos inteiros ]N)

não tem CIP, emquanto (lue (dnT)' tem, onde c (!enota o caidinal do contínuo.

Por último, vemos que se /\' é a. teta cle Solgenfrey, /\'À tem CIP para todo cardinal

À ? c e blue o fa.to de /\'"- ter ou não tei CIP é independente de (ZFC).

O terceiro capítulo é dedica.do a mostrar que se H é um cardinal infinito não enu

meiável e pa.ia cada ct < H, .V. é um subespaço compacto e convexo de algum espaço

linear normado, então rl.<. -V.. não tem CIP. Eni particular, o cubo de Tychonofr
não tem CLIP

No quarto capítulo nos concentiamos, em dois teoremas

e o cubo de Hilbert tem CIPH;

e o cubo cle C:ailtoi tem CIPH.



Capítulo l

Preliminares

1.1 Conceitos básicos

Xpiesentamos neste capítulo algumas definições e piopiiedades básicas de Teor a dos

cor2ju7zfos e de To/)o/og;a Ge/'a/, (lue serem usados com familiaridade nos capítulos
seguintes.

Teoria dos conjuntos:

\ referência lltilizacla para os conceitos conjuntistas é o livro do l<unen jl<lm801.
Trabalhaienlos ilo cont.exmo da axiomática, cle Zeimela...Fraenkel com o Axioma cla

Escolha (ZFC).
Denotaiemos a difeiêitcia entre dois conjuntos ,4 e B poi .4 B.

Se ./ : -X' -+ }' é uma função. usaremos as seguintes notações: dom(/) pala o

domínio da ftmção. e ;771(./) para a. imagem. Se Á Ç -V e B Ç }' então /(Á) indica a

imagem de .4 poi ./- e / l(B) a pre-imagem de B por /. A restrição da função / ao

conjLmto .4 sela clenotacla por ./l,{, Oli seja que ./l.4 : .4 --+ }' e ./l.4(.z;) = /(#) V# C .4.

Um conjunto .-l é dito /uns;/it'o se cada elemento de .-l é também um subconjunto

cle .-l. Um conjunto .4 é um o/'d;lza/se é transitivo e bem ordenado por c. Observamos
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que os elenieiltos de uin oidinal são também ordinais. Usaremos as letras gregas

a. .3.'y, (i./t pala designar oiclinais. Se Q e .d são ordina.is e o C # dizemos que o < .

e estas duas expiesões são ecluivalentes.

Se .X' é um conjunto de ordinais, então stzpl.V) = U.X' e se .X' # @, min(X) = n.x'

Seja o- um ordinal. Se define S(a) ou o + l como o oidinal o U {a} chamado oidinal

sucessor de a. LTm ordinal a é dito oidina/ sl/cessar se existe um Oldinal # tal cine

a = S(.d); e a é dito or üza/ /i«.{Ze se a # 0 e a não é sucessor.

Dois conjuntos ,+ e B são e(luipotentes se existe lmla função ./ : .4 ---} 1? 1)ijetora.

Se .-l é um conjunto bem orclenaclo. se (lefine a. cara ?2a/ildade de Á (1.41) como o
menor oidinal o ecluipotente com .+. Sob o Axioma da Escolha, todo conjunto é

bem oidenaclo e porta.nto l.4 é definido para todo conjunto .4. A caidinalidade do

conjunto dos números naturais é w, o menor oidinal limite. Um caz'dirá/é um ordinal

cl tal (lue a = lcll, i.e. cl não é equipotente a nenhum ordinal menor cine o próprio a.

Usaremos as letras piegas À, H pala designei cardinais.

Se À é un] cardinal, À+ é o menor caidinal maior (lue À. Dizemos (lue H é um cardzlna/

.stlcessor se H = À+ pala algum cardinal À; H é uni cardinal liillite se H > u e não é
um caidinal sucessor. Define-se

1;) «,o

l;i) «,.+i = («.,.)+

liíi) pala 'r limite, .o. = sitpÍu'. : o < y}

E temos as seguintes propriedades (capl, lO.19 jlÇuii801):

li) Cada b. é un] cardinal,
líi) alada carclinal inílnito é água! a «;., pata algum orclinal o,

l;ií) Se a < J. e«tão «,. < «,a,
l;u) ü'. é cardina] limite (sucessor) sse cr é orclinal limite (sucessora

Se .-l é um conjunto e À um caidinal. se clefinen os seguintes conjuntos

1.{1'~ {B ç ,+ : la À} e IAI''~ {a ç .+ : IBI < ,x}
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.X Hipi)t.ese do C'ontínuo (CH) é a. asserção 2" = u.. Lrsaiemos também a notação c

pala 2

Sejam a..3 orclinais. Uma função / : a ---> ./3 é cohiial em # se i«.(./) é não

limitada en] .3 i.e. se clip(;m(/)) = #. A co.#rza/Idade cle a (c./(PI) é o menor ordinal

a tal que existe linfa função cofinal / : c- --> P. Então c./(.a) $ # e se # é sucessor

c./'(0) = 1. L'm orclitlal ,d é dito regtt/ar se é ordinal limite e c/(P) = P. Valem os

seguintes fatos despeito da cofinalidade:

1;) se Q é regular então cl é um cardinal,

li{) h-+ é l(-gulal l)aia todo caidinal inhnito H,

líii) se a é ---n o-final limite, então c./'(u..) = c/(o).
Se lz é un] OI(lillal limite. llm conjunto C' C p é /ecÃado en] ÍZ sse para todo ordinal
limite (i < /z. se c n J é não limitado em á então -5 C C'. C é c.u.b em /z sse C'

é fechado e não liínitaclo em ÉI (sse C' é fechado e stop((') = /1). Tem-se o seguinte
resultado lespcito aos conjuntos c.u.b:

Se X ::: cftFL\ > .i. etllao a int.e-rsecção de (ittulquel' Jaíntla de menos do (lue

X c.\t.b's eill }l é tat tbétTt c.u.b em ft

Se c/(it) > «;. uin conjunto S' C /z é es/ac;oi2áifo em /z se S' n C' # 0 pala cada
conjunto (' c.u.b em ,lz.

Pressing-down lemma (cap2, 6.15 jlÇunS01): Sdarn > co urn crzrdi za/ r'egrl/al'.

S C R \cm conjunto tstactonál'io e j . S --.+ R \lma j\unção tat que ft'y) <. ''f''JI C S

erz/ão e.zis/c o < /a/ qríe ./'i({a}) é esZaczo/zá7'io.

/v.4(x) é a asserção:

Se (P, $) é uma ordeiit parcial não vaza, c.c.c, e 'D é uma família (le $ H subconjlmtos

densos c]e ]P. então existe um fi]tio G' em ]P tal que VZ) C .D(G n D # o).

O Axioma de \lattin (XIA) é a asserção : VK < 2" (Jv,4(K)).
.X respeito do .Axioma cle Xlartin, o seguinte resultado será muito útil:

À'IA(K)::> 2" = 2"
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Tipologia Geral:

Foratn utilizados como deferências básicas para os conceitos topológico o livro de

Engelking IEng891 e as Notas cle aula ITJ971.

Um espaço topológico é um par <X, r>, onde .X' é o conjunto-suporte e T a topologia
definida no conjlmto -V. Quando no houver dúvidas despeito a topologia nos referi-

remos ao espaço <-X', r> pol espaço fofo/ogico .X' ou espaço .\'

Assumiremos conhecidos os conceitos básicos da Topologia Geral, como por exem-

plo: conjunto aberto, conjunto fechado, vizinhanças cle unl ponto, base para o espaço

base para um ponto, fecho de um conjLmto. axiomas de enumetabilidade e separação

jespaços 7i pala i ' 0. 1, 2, 3, 3{, 4). Assumiremos blue os espaços Ti são Tt para todo

Se .4 é ]m] subconjunto do espaço -V, denotamos por C'/x(Á) ou ] o fecho de .4 em

Usaremos teínbéni os termos //azzsdol:# para Tz, leal//ai' para T3, 7ycAon(4/Íe como/e-

famenZe regtz/ai para 73+, mordia/ para T4-

Um subconjunto fechado de um espaço -X' é dito um Gó se é a interseção de uma

família enumeiável de abertos cle .X'. Um subconjunto aberto cle um espaço -X' é dito

um /C,. se é a. união de mina família enumeiável de fechados de .X'

Vale a seguinte propiiedacle despeito a espaços normais:

l

X

Um subconjur\to .X de \lln espaço itorlnül X é unl fecl\ado Gs (al)el'to F.) se e somente

se eaisfe rz«zrz /üz7ção conlhua ./ : .X' -+ / /a/ qüe .4 = ./ '(0) rA = ./':(lO, ll)J,
onde / é o {nfei'u'a/o i'ea/ lO, ll.

Um subconjunto .4 de um espaço -Y é dito :ero-se/ (co:eio-sel) se Á
l.4 = / '(lO, il)) para alguma função contínua ./' : .X' -+ /
Pela proprieda.cle anterior temos (lue num espaço normal, zelo-sets (cozero-sets) coin-

cidem com os G$ (Fa ).

Um espaço -X'. ri, é completamente regular se e somente se a família cle todos os

/-'lo)
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cozero-sets do espaço formam uma base para .\'. Um espaço topológico .Y é perfeila-

menfe /forma/ se .V é un] espaço normal e todo subconjunto fechado de X é um GÕ

(ou se todo aberto é um Fa). Temos o seguinte teor'ema respeito cle espaços perfeita-
mente normais:

Teorema de vedenissoff:

Para, t.odo espaço T\ üs seguintes condições são eqltiualentes:

(i) O espaço X é peTJeitamcílte ttormal,

(ii) subcorLj\lutos fechados de X são zelo-sets,

(üi) :«bco--j«-«t.s .-be,to; .le X são c.*«-sets
(tu} para cada pnl de subconj\Lutos fechados disiunt.os A. B C. X e=tste unia função

corztúiza ./ :.V -+/ /a/ qíze ./'':(0) = .4 e/''(1) = B.

Seja .V um conjunto liileaimento ordenado por <, contendo no mínimo dois pon-
tos. Para a, b € -V satisfazendo a < b sejam

1«,z,l <. < }
l +--,al = {« c X : # < «}
1«, 4 1 = {«: C -V : « < z}

Os conjutos acima definidos são chamados intervalos em .V. A família cle todos os

intervalos em .X' sào uma base de abertos para uma topologia. Esta topologia se
denomina lapa/agia da ordem em .Y. Algums exemplos cle topologia da ordem são:

Reta longa (Lona lhe) : Seja l,Uo o conjlinto de todos os ordinais enumeráveis

No conjunto Uo = it/o x 10, 11 considera.mos a ordem linear < definida por:

(a-,Z:) <(a2,f,) se a- < a2 o" a- =a, e f- < t,

O conjunto l/o com a tipologia induzida por < é chamado de teta longa (L)

Segmento longo (Lona segment): Seja y = Lb U {«ii} com = < wl Vz C Uo. O

conjunto y com a tipologia induzida pela ordem linear < é chamado de lona segment
l JJ l

Pala cada to é \'b, o subespaço iA/ = {.r C Vb : = $ ;ro} de \ã é homeomolfo ao
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inteira.lo lO, ll.(vei exemplo 3.12.19 IEng89jl.

Se ./ é uma funçã.o contínua, definida de um espaço -V num espaço de Hausdolff

y', então ./ está cleteiminada pelos valores num subconjunto denso de .X'

Esta propriedade e consequência cla seguinte proposição:

Sejam D \ttn subespnço denso de X e j -llmu J\unção cont.íl-t-tta (te D ntL-m espaço (le

Ha\ts(lor$\ . Entiio se j pode ser estendidíl para X, Q extensão e tónica

Se {-V, : s C S'} é unia fanaília de conjuntos, então o produto cartesiano desta

família será o conjllnto de todas as funções ./' : S' --} U.CS -Xs tal que para cada
s C S' te-nos .r(s) C -V.

Sda /' = {-V. : s C .S'} unia família de espaços topológicos. .A topologia gerada pela

t)ase

{a':l'(zl'',. ) n ... n n'sala/sk : sl...sX; C S' e {l/,, é abei'to de .V,, } =

1 11 (/, : (/, é aberto cle .X', e {s C S' : ZI/, # .X'; é finito } l
é o /)/.o(/üfo (/c TI/(/zo/loFda, família /' e denotado por ll.cs 'X',.
Seja .V um espaço topológico e {}. : s C S} villa família. cle espaços topológicos. Pala

cada s C S' seja /. : .V --> }1, uma função contínua. Definimos a função comtínua

a..CS/s : -V -+ []..S }]; por Z\.CS/,(=) = (/s]i')).CS V;t C .X'. Chamamos esta função

(le JILnção diagmlat.

Um espaço tipológico .V é chamado :ero-dimensiona/ se .X' é um espaço Ti não

vazio e possui uma base de conjuntos afeitos-e-fechados (clopens). Todo espaço zero-

dimensional é conlplet.amante regular

Um exemplo de espaço zero-dimensional é a Beta de Soigenfiey (lue denotaremos por

/\'. Este espaço tem como conjunto suporte os números reais. LTm subconjunto .4 de

/\' é um aberto na topologia da Beta de Sorgenfre}, sse para cada ponto .r C .4 existe
um : > 0 tal (lue l.u, .r + :l está contido em .-i.

A família / = {l#, .z' + 1l : l C /\' e e > 0} formam uma l)ase cle clopens para /\'

Um espaço -V é dito cone.ro se não existem subconjuntos abertos não vazios O e
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L' de .V tais (lue ('n \' :: 0 e ZI/U}
neste trabalho:

Os seguintes teoremas serão muito úteis

jl) Sela / z ma ./:tzlzçâo coiilz'nua de tlm espaço .X' em zz/lz es/)aço y'. Se Á á tlm slió

conlurzfo conexo de .X', então ./(,4) é zlm süócorÜwrzfo conexo de }'

l2) Se l/nz .suóe.s/)ízço C de um espaço .Y e' cone.ro, eizlão /)ai'a cízda par Xi,X2 de

stzóc012Jttzzlos de .V leis qtze .X'i n x2 = 0, -x'i n .x'2 = 0 e C' C .X'. U X2, le«zos que

C' (= -X'i otl C' (: .V2.

\ coar poizcil/e co/zt.z:a de um ponto .z; num espaço .\' é a união de todos os subes-

paços conexos cle .V (lue contém o ponto .l . As componentes conexas cle dois pontos

diferentes de .\' coincidem ou são disjuntas.

A qtzase-com/)orzfi}/e de llm ponto # num espaço .Y, é a inteiseçã.o de todos os subcon

jLmtos abertos-e-fechados de .X' que contém o ponto a:. As (quase-componentes de dois

pontos distintos de .V (oinciclem ou são disjuntas. Um espaço -V é dito fofa/mcnle

descai?e.ro se a quase-componente cle cada ponto .l C -X' é o conjunto unitário {z}.
Todo espaço zelo-climensional é totalmente desconexo.

Seja .V un] espaço topológico, ,+ Ç -V, .z: C -\'. O ponto .t é chamado uin ])orz-

fo de acurnz//aç(io cona.p/e/o de .4 se pala toda. vizinhança aceita U de z vale que

lu n ÁI l.41.

Pala um espaço -V são equivalentes:

(i) .X' é compacto,

(íí) toda família de subconjuntos fechados com a propriedade da interseção finita em

.\' tem inteiseção não vazia,

(iii) todo subconjunto infinito de .V possui ponto de acumulação completo.

Um espaço topológico <-Y, r> é meti :áue/ se existe uma métrica p definida em .X'

tal cine a tipologia induzida por p em .V coincide com r. p é chamada métrica no

espaço -X'.

Duas métricas pt , p2 definidas num conjunto -V sào e(luivalerltes se induzem a mesma
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copoiogia ein .'l . be (.\ .p) e um espaço inettico, então enste uma métrica pt em .\'

que é equivalente covil/) e é limitada poi l.

As seguintes l)ropiiedades deferentes a esi)aço tnétiicos seixo de grande utilidade:

Lrin espaço comi){tclo X é ITtetri=(íuel se e somem.e se a diagonal zX ) : C :X

é url! G'õ lzo /;/o(/íl/o ra//fsllarzo .X' x X. (vel execício 4.2.B clo Engelking)

:) prodltto cartesiano \{ x \' de tlm esta.ço iltéti'ãco N,í e \lm espaço perfeitümertte

rzol'ma/ } , e' /)crl/r;/a/l?clz/e llorma/. (ver exercício 4.5.16 do Engelking)

Um espaço topológico -V é chaillado /!olrzogêrzeo se pala todo par de pontos :z, J/ C

V. exist' ---« l-o,---'-:o-.hs-«o ó : .V /:(:.) = y.

Um exemplo cle espaço lionlogêneo é o Cubo de Hall)eit que é o produto cartesiano

de o cópias do iilteivalo real l--i, ll.

Usei'Cílios as scgliintes funções cardinais:

peso {L}(-V) :: ?7zinÍIZgl : Zi é uma base pala .X'} +w

densida(le (/(.V) = nzinÍIS'l : S' Ç .V,R = .V} + «,

Teorema (Hewitt . Xlaizewski, Poncliczery) (IHod841)

S'X= [1,.r-V'. ',,/ ]r]S2" 'd(-.V.)$ H /,«,a /od.lc r. .«lã. ./(-x) $«.

HÍ represa'ira o conjunto dos números naturais com a topologia discreta. PiN é o

compactifica(lo (le Stone-C'ech do espaço IN.

Seja S o conjunto (le todos os ultrafiltros em N. Para cada conjunto E Ç N, seja
I''(E) o conjunto de todos os ultrafiltros erli IN aos quais E pertence. Consideramos

a topo]ogia em S' gerac]a peia base {y(E) : E Ç ]N}. JiN é homeomorfo ao espaço

S. (vei IRud561)

As seguintes são algumas propriedades do espaço OiN as quais faremos referência no
tabalho:

(Í) V(N E')='jN \'(E) VEÇ N,portantos\'(E): ÇNléumabase(le
c[open e J]N é um espaço zero-dimensionar. jjRud561
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[;;) Todo subconjunto fechado infinito de J]N contém um subconjunto homeomoifo

a {3N. (IEng891

1;;í) d(JN -- N) = c. (lno(1841)

Poi m denotanlos o conjLmtos dos números leais e pol C} o conjunto dos números

complexos

1.2 Limite Inverso

Em dais de unia demonstração vamos o usar sistemas inversos e limites inversos pala

constiuii conjuntos em espaços produto ou funções entre espaços produto. Fazemos

nesta seção urn pequeno resumo das piopiieclades de limite inverso que serão úteis

nos capítulos seguintes

Seja .X' um conjunto e $ uma relação eni -X'. Dizemos cine .\' é dirigido pol $ se

possui as seguintes pioptiedacles:

(1) se ;« $ e y $ ;, .«tào - $ ;,

(2) para cada .z C .X'. .z $ .t

l3) para todo .z, y C .V, existe ; C -X' tal que

Seja E um conjunto dirigido pela relação $. Suponhamos (lue a cada a C E corres-

ponde um espaço tipológico -Va, e (lue pai'a cada par a,p C E satisfazendo p $ o'

està definida Lula função contínua n'Pa : -X'. ---} .X'P' Suponhamos também (lue
nflnl; = al: Va,p, 7 C E satisfazendo r $ p $ a, e (lue n-aa = j(/x. Va C E. Nestas

condições dizemos blue a família S' = {.X',, nPa, E} é um sistema fnuerso dos espaços

Seja S' = {.X., a, . E} lmi sistema inverso. Um elemento {.l.} clo produto cartesiano

rl..: .X', é chamado //i.lcaf/ de S' se a,(a.) = .r, Vo,p C E satisfazendo p $ a. O

subespaço formado por todos os f/z-renas de S' é chamado /;rnife ;rzt'ergo de S' e é de-

notado poi' /fm S' ou /ín? {.V.. n'Pa, 'J'

\ a
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Neste trabalho o conjunto (lirigiclo E \;a a sel em todos os casos um oidinal limite

Temos então que se il é nosso conjunto cliiigido e o $ # C /&, cl C a, logo

X'p = ll...3 'Va pala. cada 0 C p. TeRIas também (lue para cada pai a,P C p satis-

fazendo Q $ .3. as funções nO : -\'0 ---+ .V. são a restrição dos elemetos de .X'a ao
ordinal o.

Seja S = {.X'P, nüJ, il} um sistema inverso e seja .V =/im S'. Pala cada # < p a ftmção

contínua =.3 : -V --> -V0 é a projeção ll... -Y. -+ -X'a. Se a,O C p com a $ #, as

projeções =. e n.j satisfazem a igualdade a. = mano.

Proposição .S'cla 5' = {-Vo, ng,it} il/n. s saem.a ;rzuerso e .V -/ím S. Para cada stzó-

co«Jün/o .4 d' -V « y:«/n#fa S'.4 = {b, ãüo, p} .«de .4a = «,3(H) e il?(=) = «g(#) P««

T C /{p, c' tzm s;.sfcnta znuerso e /irn .S'.4 :: .+ (: .X'

Coro\ár\o Todo sttbespaço .fecha.do .4 do lim.it.e inverso de S -- i.Xe, KO,p\ é a limite

i t-verso do sisterita irtueíso S.4 -- {AD,i13,l,L\ de subespaços .fechados Ai3 de )(i3.

Sejam (loas sistemas inversos S = {-\'o, a'3,/l} e S' :: {yO, âP,/z}. Uma aplicação de

S' em S' é unia família {/Ó} de funções contínuas ./b : -VP ----} }h definida para cada

.8 C /& tais (lue

oaf Í.'«C. Na.Ê3 Ç: F. «m a 'Ê l3.

ou sqa (lue o seguinte diagrama comuta.

a l

.V. '' + ya

Toda aplicação de um sistema inverso S' nlml sistema inverso S' induz uma função

./ : /;nlz S' ---.>/;171 S'. Esta função ./' se define da seguinte coima: sqa X =/znlz S' e sqa

r = {'r8}.3., um elemento cle .V. Então ./'(#) = y onde y = {gOJ#c, e yP = /O(a;,3)

para cada 8 C JZ. .A função / assim definida é contínua e é chamada /tenção /imite de

/.3
.\'#

.4

/.
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{./:ül} denot.ada por /ín? Jb

Proposição Sela {/p},3c,. ilha ./t112ção do sisfein.a ;nt'el.se S = {-X'P, al?,p} rzo sisfem.a

inuet'se S' := \\i3,ítl:,}l}. Se todas ns Jtttlções .fi3 : X.3 ----} 'i'i3 são homeomor.Fomos.

então Q Junção lim.ã.Le J =lirn jO é t.ambétn tlm homeotnoi'esmo.
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Capítulo 2

Conjuntos de pontos fixos em

espaços métricos e nao métricos

Neste capítulo são dadas condições (lue assegurem (lue certos espaços e grupos to-

pológicos tenhaiii a C'lP. e também são dados exemplos de espaços produto e grupos

que não tem ('lP

Em paiticulal sc illostraiá (lue a CLIP não é piesetvacla poi auto-pioclutos. Por exem-

plo, veremos (lttc a lona-lide L tem CIP en(quanto que L x Z, não.

Também vamos ver (late o produto /\'.\ cle À cópias da teta de Sorgenfrey /f, tem CIP

se À = 1 ou À = 2"'. porém nã.o tem se 1 < À $ bo.

No caso cle /3N. se nlostiará cine (#IN)' tem CIP mas dIN não, onde c indica a cardi-
nalidade clo contínuo.

Por último, xerenlos exemplos de espaços topológicos nos quais a existência da CLIP

não pode ser l)lotada com os axiomas usuais cla teoria cle conjuntos (ZFC), mas

mostramos (lue axiomas adicionais podem ser escolhidos de forma que impliquem a
existência da C'lP nesses espaços.
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2.1 Produto de espaços metrizáveis

Definição 2.1 Sela .V u/zz es/)aço fofo/ógíco. C7 alma/n,o.s (/e/or'mação a l ma /tzizção

d. homotopi« n :x x l -'*X t«l que Ut«:ü)= « N«ç:X

Definição 2.2 (rlr espaço -X' Zem a /)i'o/)ríedade T'P se para cada /)onfo p C -X eilsfe

ILmQdefOTmCLçãoH:XXI --»X t,alqueHt=.t):#=se=:#p e t >ç].

Se X scLtlsfa= a condição HÇ=.,t) :# = sempt'e (lue t > q. d.iremos que X ten\ a

ptop-t'i.edítde \'V (.fol t e~l

Observação 2.3 Se .V e' i/m espaço copo/ógíco co/n a proprfe(/ade I'V(./'arte) e se }

é l/m espaço Vila/qtfer, cnZão .V x y fem a /)7'0/)Piedade l,r(./oi'fe).

prova: Seja H : .V x / - umadeformaçãotal (lue #(.r,f) #zVf >0
Definimos #':(-V x } ) x/ x y comosegue:

#'(l., , #) , ! ) l H(;r, f). g) Vf > 0

De igual forma pode-se provar que se .F = {-V, : s C S'} é uma família de espaços

topológico e se pata algum se C S, .X'. tem a piopiiedade IT,'(./arie), então o espaço

produto H {.X', : s C S'} tem a propriedade l,r(./orfã).

Observação 2.4 Todo es/;aço corzuezo lem a /;/o/)ríe(/ade lt-

prova: Seja .X' um espaço convexo, e seja p C -V Definimos # .X' x / ---} X por

H(z, t) - Z)..

Então X(.z:, f) # .z: se .z; # p e f > 0

Observação 2.5 .4 /)/opi'íedade T,P' e' pre.sci'ua(/a /;or p/.od //os a/.ó;f/,alias
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prova: Seja .F = {.X', : s c S'} uma família de espaços com a propriedade I't/ e seja

p C ll.cs -X',. Pala cada s C S' existe uma deformação H, : .X', x / tal que

H.(.t., Z) # #, se z, # p, e f > 0.

Definimos a função H : I'l,cs X, x / ---+ ll.cs X, da seguinte forma:

(#(«, f)), H,(.=;,t) 'qs c S

Então H(#, t) # r se = # p e Z > 0

Lema 2.6 (de Ward) Todo espaço .X' pe /e lamerzfe norma/ com a propriedade ll-

t.em CIP.

Demonstracão:

Seja /\' um subconjunto fechado não vazio de X, e seja p C /\'. Por hipótese existe
umaclefoimação H:-\' x/---letal(lue #(z,t)#zse =#p e f>0.
Como .X é peifeitameiite normal, existe uma função contínua g : .X' ---} / tal que

g(a) = 0 + :z' C /\'

Definimos uma ftmção ./ : -Y ---} X por:

./'(,) a,g(#)) V;« C -Y

Temos que ./ é contínua e que /ia(/) /\', pois

/' Ç {« ./'(..) {« : g(#) o} u {P} ç / ' u {P}

Observações:

(1) Da obsevação (2.3) e do Lema de Ward temos que o produto enumerável de
espaços metrizáveis, onde pelo menos um dos espaços tem a propriedade W(./arie),
tem CIP

(2) Como todo espaço convexo tem a propriedade T'V, segue do lema (lue todo espaço

métrico convexo tem CIP. Em particular o cubo de Hilbert tem CIP
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Exemplos em espaços nao métricos

Nesta seçã.o vamos mostiai que a teta longa Z, e L x 5'i tem CIP. emquanto (lue

seus compactificados de Stone-Cech, Z,' e Z' x S'i não. Em particular vemos que a

hipóteses do lema de Ward que diz (lue o espaço tem que ser perfeitamente normal é

essencial, pois .S'i tem a propriedade I'l/ porém Z,' x St não t.em CIP.

Exemplo 2.7 ; Z, /cruz C/P

Demonstração:

Seja /\' um sllb(onjunto fechado não vazio cle Z, com ínfimo a
caso l

se /\' tem supremo . seja ó = sup(Á'). Então la,ól contem /\' e la,ól tem CIP:

Seja ./ : la, ól --> / homeoinorfismo. Clamo /\' é subconjunto fechado cle la,bl, segue

que ./(/\') é fechado enl 1. Logo existe uma função contínua g : / ---} / tal que

./í=(gl = /(/-') . Te«.o: então:

1«, ól -.S / -.s / z-: 1«, ól

./'-' o g o ./' : la,Z,l -+ la,ól é uma ftmção contínua e ./';=(./'' o g o ./) = Ã. . Então
la, ól tem C'lP

Também vemos (lue lcz, ól e um letra.to de Z,

seja /z : L - Z, definida por:

l a sez$a
â(z) = '1 Ó

1 " .. « c l«,ól

Então/zll) = la,bl e/z é contínua. A funçãoJ =/'' ogo/ : la,ól --> la,bl é tal que

Ji=i.j'i = 1{. Se\a j o h : L -+ l,

z --b 1«, z,l -z-* 1«, ól -, z,

lemos aue
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1. V.« C /'. .J o /:(1')

2. Se z çZ /\' então .z C la. ól -- /\' ou .i' g la, ól.

Caso -' C l«.Z,l -- /-' e-.tào /;(-) = .:' mas J(.') # = e po:t"to j o A(=) # :::

Caso .I' çí la. ól então /?(.t') = a ou /i(;z:) = ó. Em qualquer caso J o A(a) # #.

De l e 2 segue (lue /;.l(.J o Ã ) = /\'
caso 2:

Se /\' é não limitado eln ZI, então L -- /\' é a tmião cle uma família disjunta de
ante-~'«los { l«.*.ó.l : - C .,'L}.

Pai'a cada a C .\. seja JI. llm autoliorneonlorfismo de la.,ó..l com ./'j;r(/a) = {a.*,b.}.
Definimos a função ./ : L ---> L por:

1 « se=5;«

/(«l = 1 .:. .. :, c /'

1. ./a(.-) '' .- C l«.,ó..l pa-'a alg-«- a CA

.A função / é contínua em L:

Seja a' C Z,. Se .z: C /, -- /\' .então .z' C lao, Z).,l pai'a algum Q C /\. Cloino ./a e contínua

e ./' = .fa en] la... Z)..l, f é contínua em :l'

Se z C /\ . seja t.' = lc, al uma vizinhança aberta de r. Pode acontecem

li) }'' C /\' . e«tào ./'lv = í(/ e / é contín--a e:n a-, o"

(ii)y Z /\'. Temos as seguintes possibilidades

jl) .l :# a. Va c .\. Neste caso, seexistec- c /\ tal que.z: < a.. < d, sejam = lz,a.l

senão sda .4 = 1.r,al . Então se y c .4, ./(y) = y ou .f(y) c la#,Z,olc l.r,a.lc l.t,dl
Logo ./'(.+) c l-'. al

l2) .r = a.* para algum c* C /\. Se ó. < d, seja ,4 = 1.z;,ó.l. Senão como ./= é
contínu« e ./;(a.) = a.., existe e C la.,dl tal que ./=(la.. el) C la.,dl , seja, e«tão

,4 = 1:r, el . Igual blue no caso anterior temos /(.4) c lz,al
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l3) .r # é'.j VJ C .\. Se existe i C \ tal que c < bO < a,, sda B = IZ)p,.tl, senão

seja B = lc, ]l. Nos (lois casos temos ./'(B) Clc,-'l

(4) .z = b.j pala algum ,d C .\. Seja k = ll?a {c,aO}, como /o é contínua e

./(Z'a) = é,o, «êste ' C it. b..31 tal q«e ./=(1', óol) C lc, Z,,31. Sda e«tã. B =1., al.

Enl todos os casos .+ U /3 é uma vizinhança aberta de #, e ./(Á U B) c y

Falta provar (lue ./;.r(./) = /\'. Observemos (lue l +-,al Ç L -- /\' e que pata

cada c} C .'\ temos (lue {a.*,ó..} Ç /\' e la.,ó.l Ç /l -- /\'

Seja l € /,

(i) Se .z C /\ . ciltão ./(.z;) = .z poi definição cle /

lii) Se .z' çÍ /\' (lutei' dizei' cine .t' < a ou :z; C la., óal pat'a algum a C A. Em ambos

'-:.: /(.:;) # ..'

Temos ent.ão (lue pala todo subconjunto fechado /\' Ç Z,, existe uma função contínua

./ : /, que ./;.z(./) = /\'. Logo Z, tem C:lP.

Exemplo 2.8 [,' lido teta\ C]P

DenloHstr8rãn

Vamos provei (late o conjunto /\' = {0,o. } não é um conjunto de pontos fixos de L*

Suponhamos ./ : Z,' ---} Z,' uma função contínua tal t:lue /;#(/) = /\'

Como/(ui) = «;1 e .f é contínua temos que ./'''({0}) é limitado em «/,. Seja ai C «,i

tal que ./'''({0}) C lO.ail, temos que/(,e) > 0 V0? a..

Sda agora o, > o. C «;- tal q«e .f-'(lO,a-l) C lO,a,l, e«tão /(/3) ? a- VP ? a:.

Continuando coii] este procedimento. obtemos uma se(luêitcia (ct.l«c. tal que para

cada n ./''(lO,o«l) c lO.a.+il.
Seja a = supra. : r? c «;} a < ui pois c./(ui) = «/i

afirmação l: ./''(lO.c-ll c lO,al
se não. seja Õ ? a tal que :3 C /''(lO,al). Então ./'(/3) C 10. ol.
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Como o = st:pÍa. : 1? c «,} existe rzo tal que .f(P) < o«. $ o i.e. /(#) C lO,o..l
Logo d < o..+i $ o o cine é uma contradição.

/(lO, 7il) é limitado em Z* pois c./lwi ) = «,i e c/('h l é enumerável para cada # $ 7t.

Seja então '2 C ul tal blue ./(lO, 7il) C lO, I',l. De igual forma ./'(lO, '21) é limitado em

/I'. logo existe I'3 > ,y2 tal que /(lO,'y21) C lO,"731). Seja ('y.).c. uma se(luência tal

'l"' I'. < «,- e .f(lO, 7«l) C 10, 'r.+-l V« c «,.
Seja ' = supll« : rz C w} temos blue 'y < ul pela cofinalidade de ui.

afirmaçÕ? l#: ./'(lO,71) C lO,'yl

se não sda # < ' tal blue .f(#) ? '. Como ' = supÍ'y« : ?z C o}, existe no tal que

a < 7. < 7 logo /3 C lO,'y«.l e portanto ./(#) C 10, 'y«.+ll o que é uma contradição.

Das afirmações l e 2 temos que ./'(la, -vl) c la,'yl.

Por ser la, 'yl homeomoifo ao intervalo leal 10, 11 e pelo teorema do valor inteimecliáiio

para funções leais temos que existe :z C la,71 tal (lue /(.1:) = .z; contraclizenclo

Fi«tf)

sd: Q7 1

Exemplo 2.9 L' x S' lido te-m CIP

Demonstração:

Sejam q C S' e /z : Z,' a imersão dehnicla poi /z(a) = (=,q) V.t € Z,'

Seja /\' = {/z(0), /i(«/i )} fechado em L' x S''. Vamos provar que /\' não é um conjunto

de pontos fixos de Z,' x St. Suponhamos, poi contradição (lue existe uma função
co«tín«a ./ : Z,' x S' x S' t.al q«e /;.,(/) = /\'

.A ideia é usam argumentos similares aos usados para piovai (lue Z* não tem CIP.

Porém para ist.o é necessário fazer algumas transformações pois tais argumentos estão
l)aseaclos na orclenl cle Z'

Sejam 1.;, 1,%,. . . uma sequência decrescente de intervalos abertos em Si tal (lue
n=. 1'; - {q} e seja n : l,' x Si --.} St a projeção na segunda coordenada.
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('onsiclelamos a função n o ./ o A : Z-

Temos (lue:

(,' o .f o A)''lq) = («' o /o â)'' n(« . .r . u''m)
;:1

Pol outro lado temos também

*(«'o./oá)''(q) = /;'' o/-:(Z,* x {q})

* ./'(A(w-)l (u-) ,q) C Z,' x {q}

Portanto O=.(n o ./ o /z)''(q) pode se escrever como a interseção de uma família

enumeiáx:el de vizinhanças abertas de cül. Clonio {ui} nào é um Gõ em L', existe

. C L tal q«e lo,«;-l c(« o./ oá)':(q).
E«tão ./'o/i(la.«.,il) c -- '(q) = Z,' x {q}/&(Z').

C'om a ordem de L' em L' x {q} e argumentos similares aos usados no exemplo (2.8),

achamos p C lc..ü'tl tal que ./l/z(p)l = /}(p). Esta contradição prova que L' x S' não
tem C:lP.

Exemplo 2.10 L x S\ te-n\ CIP.

l)pnlnne rn,-;..

Seja /\' C L x S'' um conjLmto fechado irão vazio

caso l: /\' compacto

Seja ai : L x S't iojeção na primeira coordenada. Como 7ri é contínua.

nl(/\'l é um subconjunto compacto cle L. Logo ni(/\') C la,Z,l C Z,.

ja.bl x .S'i é um retinto cle L x St honleomorfo a / x S't. Pelo lema de Waid / x .S'i
tem CIP. então la, ól x Si tem CIP
/\' C la, ól x S'i, portanto /\' é um conjunto cle pontos fixos de Z, x Si

caso 2: /\' não é compacto

Seja }' = {gC S' : {=:(=,y)C/\'} anão limitadoem Z,}
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afirmação 1: Existe oo C «.;l tal que se .t > oo e (.z', #) C /\' então :y C y'
Prova:

Suponhamos poi contradição cltte para cada cl C wl, existem elementos =., > o e

:y. g }' tais que (-:., y.) € /\'.

O conjtmto {y.. : c- C b'.} é não enumei'ável. (pois seda.o. existe y C {y.. : cv C wi}

tal (lue {t3 C «.;l : y = yP} é não enumerável e portanto nào limitado em coi. Então

{.tp : (.t.3, g) C / '} seita não limitado em L e nesse caso y C }')

Logo, como S'i é compacto e tem base enumerável, existe q C {g. : a C w} ponto de

acumulação completo de {g. : a C ul}.

Seja Bo C ..ol. Pata cada lz C w, escolhemos Õ«+i > /3. tal (lue

li) a'.3.*. > .i'/3.

liil llç -- y.3.+.ll < 1/lz + l onde ll é a norma usual de .f?a

Seja agora. .l = stlp{.z:O,, : rz C w}

(«#.,y#.) C /' V« C «, e («,q) é po--to de ac«m-loção de {(;«P.,yP.) : n ca}
Como /\' é fechado. segue (ltie (=, q) C /\'.

/3o é arbitrário e .z: > Aio . portanto q C }'. contra a suposição.

afirmação 2: Existe um conjunto fechado não liniitaclo C' Ç o. -- ao tal (lue para

todo parei.a, CC' tem-se {y:(cvi,y)C /\'} = {g:(a2,g) C/\'}
Prova:

Seja D um subconjunto denso enumerável de }'. Pata cada g C D, o conjunto

C, = {Q C ü'l : (a,y) C /\'} é fechado, e não limitado elll b'l. Fechado pois /\'é

fechado e não limitado por definição de }

O conjunto C' = («.,i - ao)O(file', : # C 'Z)}) é fechado e não limitado em u,l

ul -- ao é fechado e não limitado em «;i,

101 = ü-. c./(wi ) = (oi e para cada y C Z,) C, é c.u.b em cül, logo R{C'v : g C D} é
c.u.b em ü'l

Para cada o C C' e g C Z),(o,#) C /\', então Z) Ç {y :(a,p) e/\'}
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Se cl C C' e (Q..y) C /\'. pela aâimaçào l temos blue .y C }' pois cl > ao. Portanto

{# : (a,g) C /-'} C }

Temos então D C {# : (a,g) C /\'} C }' e Õ = F. Como {y : (a,y) C /\'} é fechado.

segue (lue é o pr(5prio }

Vamos considetai agora um subconjunto {c. : cr C ui} de C, isomoifo a w:.

Para cada a C .ii existe um homeomorfisnlo /z. entre /l. = lc.,c.+il e /. Sqa p. a

métrica dehnida em /,. por:

P..(.:', .y) A.,(.,) /,.(y)ll V.z,,g C L.

Pala cada n C ..a, consi(levamos a deformação H. : L. x / ---.> L. clefinicla por

u. t.- . t ) /,;'((l Z)A.(.') +Z(ã..(=))') V(.:',f) c Z;. x/

Observamos (late l)a.ia cada / > 0, o conjunto dos pontos fixos de H.(., t) é {c.,, c.+l}
Seja /\'o = /\ n (lo. col x .S'') e seja p uma métrica em .S't limitada poi l.

Definidos uma deformação G' : S'' x / como segue:

G(e'0, f) = e«o+') V(e''.f) € S' x /

Definimos também as seguintes métricas:

(1) dem lO,'.l x S'' como (7((.«-,y-),(.,:,g,)) = «zj«{P'(.:-,.«,)+p(y-,g2) , 1} o«de
P'(.t,g) = ll/z(.t l --/z(plll com /z : lO,col um honleomorfismo.

(2) (/., em lc..c.,+il x S'' comod.((.zi,yt),(;z'2,g2)) = rnlrzÍp.(=t,r2)+p(3/t,#2) , l}
Seja ./ : Z, x S'l --> Z, x S'i definida por

./'(«,y) = 1('''C(P,a((.-,y),/'o))) se(=,g) C lo,'ol x S'

l(H.(],d:-((.i.y),/x')),G(y,d((co,.y),/'o))) se(.r,.y) C Z. x S' con: o C«,t
'k A função ./ é contínua pois G,d, H.., d. sào funções contínuas.
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* Ji=(.f)

l («,w) c /'o
lr,g) C /' :+ -l o«

l (",yl C Z,. x S': ( logo .:; > ao ' y € }'')

Sda (;«,g) C 10, col x S'

d((;z:,y), /\ o) = o + (.t'.g) c /I o , logo G(y, (/((#,y), Ã'o)l = y + (#,g/) c /I o

Seja agora (a:, .l/) C L. x S'' pala. algum a C ui.

-.''.'.''-.,,. '-'', - - -{ ::::,:*-,
No caso em que .r C {c.,. c.:-+iJ:

se(c..,p) g / ' eiitào pela afi:--«ação 2,('o.g) g /\o e portanto G(y, d((co,#), /fo) # y

se(c..,g) C/', e«tão(.o,y) C /-o.

No caso em que (:z:,y) C /\ , como .u C Z,. temos (lue .z' > clo. Logo y C }

(co, g) C A'o.

Olhando os exemplos precedentes podemos sei tentados a concluir (lue toda. varie-

dade nào métrica tem CIP. Rias no exemplo (lue segue vemos (lue isso não é verdade

e também que a CIP não é preservada poi produtos.

Exemplo 2.11 0 prodlllo ZI x L da I'eZa /Olzga Z, rzão /ern C/P

Demonstração:
Seja /\' x {0} U {0} x Z

Vamos supor que /\' é o conjunto dos pontos fixos cle uma ftmção contínua

./ : ZI x L -+ Z, x Z,. Demonstraremos uma sequência de a6rmações que nos levarão
a uma contradicã,o.

Soam ./i, /2 funçõ« tais que ./(.r,g) =(/t(.z;,y), yb(J',y)) e sda .X ={(=,z) : 3 C L}
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aRrmação 1: pelo Hienas uma das .ftttlções Jt,.fZ é ti.mirada em À

Suponhan[os cine nenhun[a das funções ./i,./z é limitada en] z\. Vamos demonstrar

(lue ./' tem ponto fixo fora de /\'

Como cada ./i é não ]imitada em zX. é possível obter uma sequência monótona estri-

tamente crescente {.z:. : n C «;} tal (lue:

(Í) /2(#2«+2,'Z:2«+2) > .t2.+1 > /2(Z2«,.Z:2.)

1;;) .:',.+: > ./'-(..2.+-, ':',.+-) > ;-,«

Seja p = lim...}.. .z',:. Ent.ão p :: lim,..+.. iz;'2. e p = lim...}.. .z;2n+l

Da construção da secluência {.t'.} temos blue p = lim.-- ./(;zle«+f, a2-+í) para i - 1, 2

Logo pela coiitiiiuiclade da função ./ t.emos (lue .f(p,p) = (p,p) g /\'

Sem perda (le generalidade vamos supor blue ./l é litiiita.da em zl\ poi P C wi.

Pala cada ordinal limite a C .oi, consideramos um ordinal Ó(a) < a tal que
/i(a,ó(al) < .d + 1. obs'i"mos que .ste Ó(a) existe pois /i(a,a) < P + l e ./i é

contínua.

Usando o Pressing Down lemma, obtemos um conjunto não eitunleiável Á C ui e um

ordina17C«;t taisquepaiacaclao C .+, Ó(a) = 7. Então ./i(a,'y) <#+l VaC Á.

;íir«.«ção 2: o co«JI.,z/o {.t C Z, : ./i(.z:,'y) > a + 2} é /i«.áfa(/o.

Suponhamos (late {.z € ZI : ./i(z,-y) > /3 + 2} é não limitado. Então é possível optei

sequências {=.} C L e {a.} C l tais cine

TO < 00 < .Z;l < Crl < .t'2 < . . . < (}n < 3n+l < (lrt+l <

para cada rz, ./i(=.,71 > ©+2 e/i(a.,l) < a+ l
mas sup.c«{=«} = sup.c«{a.} , então /l não seria contínua

afirmação 3: íz ./'ur?ç(io ./i é /;melada em L x {'y}

Pela afirmação 2. exist.e a C Z tal que ./i(=,'y) 5; .8 + 2 V= ? a.

Como lO,al x {'y} é compacto segue que ./l é limitada eni Z, x {'y}

Seja agora b um elemento de Z tal que ó = infÍ'y C Z, : ./l é limitado em L x {'yl}
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afitmacão 4: a ./tzi?ç(io .fi e' /imífada eni L x {b}

Seja {ó. : iz C «'} C {'y C L : ./i e limita.do ein L x {'7l} uma sequência monótona

decrescente convergindo pa.ia b. Pala cada n C w. seja nl.. um limite superior para

./'l em L x {b.}. Então sup«c.{mn} é unl limite superior pai'a /l em Z, x {b}.

Notemos blue b > 0 pois a funçã.o ./' é a identidade ein Z, x {0}, portanto ./i é
não limit.aula. em L x {0}.

afirmação 3: a /unç(io .fi é hão /írri;/ada enz Z, x {Z)}.

Sejan] À C ui atbittáiio e {ó.} uma se(luência monótona crescente conveigenclo

para ó Pala cada n, ./i é não limitada em Z, x {Z)«}.
O conjunto {.z € /1 : ./'i(;t,b.) ? À} é fechado e não limitado em L. Fechado pois

{.t C L : ./l(a, Z)«) < À} é aberto em Z, pela continuidade de ./i. Não limitado porque

senão , existiria .to C L tal que V.z; > ;z;o , ./'t(:,b«) < À. E como lO,z.l x {b.} é

compacto. teríamos ./i limitada em Z, x {ó.}.
Portanto pela continuidade cle /i, o conjLmto {a C «,i : ./i(a,ó«) ? À} é um subcon-

junto fechados não limitadocle L i.e. {a Cwt :/i(a,b.) ? À} é c.u.bemui. Logo
R«c..{ct € bi : ./i(a,b«) ? À} é um subconjunto fechado e não limitado cle wi . De

novo pela contiiiuiclade (le /l tentos (lue para cada cv nesse conjunto ./i(a,b) ? À.

Como À é aibitiário segue (lue ./i é nào limitada em Z x {b}.

2.3 Condições suficientes para espaços produto

Embota as propriedades it/ e I't'(/orfã) são preservadas poi produtos arbitrários, não

acontece o mesmo pala o produto de espaços perfeitamente normais. Conse(luente-

mente o lema cle 'bva,id não pode sei usado para determinam se tal produto tem CIP. O

seguinte teorema a.presente condições suficientes pala cine um plocluto infinito tenha
CIP
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Teorema 2.12 .Seja À trnl car'dÍ7za/ ;l!/inifo. Para cada a C À, sega }. izllz espaço

r.P./Ógf« ««, Ó«s. {B(o.I') : 'y C À} ri.. .«(}=) $ ÀJ.

3ttponha (lu.e pula caiu pat de sttbcotljul\t.os fil\idos F e G de X t.ai.s que F -- Çal,

G' - {y-. . . ,'7.} c cada J C À lzõo r?-u/o, e.rÍsfe izma ./=iinç(io colzfz'n?za

/z : }=. x . . . x }';. x yo --+ I''b
la/ qae p«,'« .i C }l.. x . . . x yZ. x Vb, A(=) = «{Oll.z:) .se e se,nelzfe se

,r(;,) g B(a-.'y-) x . . . x B(a.,'y«). E«íão lliY; : a C À} /.«. C'/p.

«.},

Demonstração:

Seja {(fj.G,jl : J C À} uma enumeração do conjunto

{(/?, G) : F' e G são subconjuntos fittitos de À}

tal que /C3 C ;3 Vd C À.

Sda /\' um sul)conjunto fechado de }' = Hlyi. : a C À}. Vamos construir uma

função contílitia / : } - cine ./';=(./) = /\'. .4 construção será por limite

invei'se.

Paracada Jconl l$.ii$À, /a :llÍ}X :a CP} -->lllti:. :aC#létalque:

1;) «if/,j(.:')) vp<a,v.,c HÍt:: .«ca}
l;Í) ./lj(.t') = .z: V= C a'P(/t')

onde a'3 é a restrição (los elementos de llÍY: : a C /3} a llÍy: : a C p}, e a/3 éa
restrição dos elementos de }' a llÍ\: : cv C ©}.

8 No nível 1, seja ./'i : }l) --> yo a iclentidacle

e No nível (í $ À com J oidinal limite, supomos (lue ./l3 é uma função contínua

satisfazendo (;) e (;;) para todo /3 < J.

Para cada .l C flÍ\i. : a < (i}, definimos /õ tal que

("j) "ip}/ó(") = "lZ'/o+-«'$-...(=)

Então -li./3(.t) - ("i'3'/ó(-t)).<o - ("i3'Â,+-«â+.(.')).<J = /oaà(") e (í) se
verihca.
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Se .t C «Ó(/\') então .f5(.z') = .t,

.z' C n'J(/\') :> --11(=) C -'.3(/\'l V# < á ::> ./oa'à(a) = «'13(;z:) V.a < ã ::> ./k(.z;) = =
B No nível ./3 + 1 supomos ./ó construída satisfazendo (;) e (íi). Temos dois casos a

consideram:

caso l:

FO = {ai,....a,.}, C;'.J = {7i,. ..,7«}

Definimos : al+'./.j+t(.z ) = /ong+'(.t)

e B(al,-yil x x B('-., 1'«) n -'po(Ã') # 0

('") "ã'A*-(.::) - «a'(«)
caso 2:

fP =Ía-,....a«}.C,'.3 = {7-,...,7«} e B(a-,'y-) x ... x Z?(a.,
Podemos usam' então a função /z : }':. X . . . X ya. X yO ---} }b cla h

/0+i como segue : se .z' C 111}. : a < # + l}

'y«) n «'q(A')
ipótese e definimos

(;;;) "g+'/ó....(:')

(;") '''lã'/o+-(-') - A ' "Íl={,D(.-)

Então, se .l C --.j+i(/1 ) temos que

«]*''""J) - b"g*'(=) 1 :' "'*'/a*-(,) - «?*'(,);

como FO C .d , -2'(.-) € "rõ(A'), -tã' "q:(;') g B(':-, -y- ) x

b o «'/=10}(.*) - "&'(")

( 1 )

x B(a.,7.) e

l2)

De (1) e (2) temos «-,j+i(.r) C /\' :> /B+i(=) .t

Sda / = ./\

./ : Hlyi, :.«< À} -+ Hl\i*: a < ÀJé«maf«nçãocontínuatalque/(;r) = ;« V.tC /\

apor construção).

SÓ :esta proa'a: q«e se y g / ' .«tão .f(y) # y.
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Se y g /\' existe uma vizinhança de y, aberto l)ásico, disjunta de /\'. Portanto existem

conjuntos f'= {ai,....a.} e G= {'yt,... ';.} com F',GC À tais que

«'F(g) C B(c-l, 'yt) x x B(a.,'y«l C aF(y' -- /\')

Sda # C À tal q«e F' = FÕ e G' = 6'P, e«tão -lB'/a+-«a+-(p) = À o «e,ul#}(g)
onde /z é como em (;t'). Logo /z o aC:,uÍp}(g) # «-lp}(#), mas «eã:/#+in/3+i(g)

.J+:n'0+i ./'(yl = a'l#}./'(g/).

Portanto ,{.a}/(g) # «-lO}(y) e co«seque--teme«te ./(y) # y

Lema 2.13 Seja À rzm crrdízza/ {lz./7/z;lo. Sapo/ Aanzos qtze /)rara cada a € À, }: é

lm espaço localmellte inet-rizauel de peso lltel\ol ou igual Q X e com a propriedn(te

lP'(.fo«fe). E'«íã. {}2 : a C .X} ;«ZÍs/a; «s /:ípóf«« do /"««.« (2.12).

Denionstracâo:

}T. é localmente metiizável, logo é regular.

Para cada .t C }=, existe Z./ uma vizinhança aberta de z tal (lue Z./ é metrizável. Cromo

{B(a, -y) : "r < À} é base para }=, existe 'o < À tal blue = € B(CY. 'yo) C .Éi c , 7o) C ZIJ

Podemos então supor. seii] perda de generalidade (lue l?(a, 7) é nletrizável Va, ,7 < À.

Pala cada pai (F', G') de subconjLmtos anitos de À tais (lue r' = {ai, . . . , a.} e

G - {'y-,. . . ,'y,.}, e cada 0 < # < À seja a função (/ : }'l*: X .. . X ya. X ya ---} m
definida por:

Í '/;sl('''r'(.«),}Z. x . . . x }=. B(oi,'yi) x

d(;') - 'l .se «F(:c) C B('-i,7t) x ... x B(a«,'y«)

1 0 caso contrário

Definimos então a função /z : }l*. x . . . x }'L. x }b ---> ya por:

x B(a., 7«))
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onde Ho : }% x/ -+ }l3 é umaclefoimação tal que Ho(g,/)= y+f =0

Temos que:

d(=) \
/.(.-) - '''Ío}("I '» Ho Ç"lo}("), i-iliiaJ {o}(") +

+ (/(=) = 0 + «'r(.z;) g Z?(ai, 'yi) x . . . x l?(a.,'7.)

como queriamos

Observações

e As varie(lados não métricas com a ptopiiedade kl,''(./onze) satisfazem o lema
(2.13).

e Embota foi l)estante trabalhoso provei (lue L x S'i tem CLIP, segue do teorema
(2.12) e do lema(2.1:3) (lue(Lx S'')" tem C'lP pala todo cardinal não enumeráv.l
H

Teorenaa 2.14 Sejam À tlm cürd zza/ ;/zánflo c {y. : a C À} urrza/an #ia 7zão uazía

de espaços m.ét}.idos será aueis com íl l)topa'iedade \&' norte). Então o espaço proa\tto

lli\'l* : a C À} /crn C'/P.

Demonstração:

Para cada o < À , ya é um espaço métrico separável, portanto }= tem uma base

en«merável (i.e. t.,(}:l = w $ À Vo < À).

Pelo lema(2.13) a família {l: : cr C À} satisfaz as hipóteses do teorema(2.12), então

Hlli. : a C À} tem CIP.

Observação

e a' e (S' )" tem CLIP para todo cardinal H: pelo lema de \vard se H é enumerá~,el

e poi teorema (2.14) se H é não inumerável.
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Lema 2.15 Sela À l//n cardírza/ ílz.P/z;/o. Supor?Aa dize /)a/a cada c} C À, }: e' zlm

"p«ç' ",'o-df",.«.lo««/ «à. /,í«ía/ c.«- ..(}X) $ .X. E«/ó. { : : a € À} s«fis/a; «

/lipólesf. d. f"''.,«« (2.12) {.'. ]'lÍY: : o C À} /e«. C'/P.

Denaonstraçao:

Paracada a € À. sejaÍB(a,7) : ' C À} uma basede subconjiintos abertos e fechados

para ya. Sejam f' =Íol,...,a.} e G =Í'h,...,I'.} subconjuntos finitos de À, e
seja .ó C À, Ó # 0.

Definimos /z : }L. x . . . x }:. x Vb --> }b como segue:

sejam ZI/ um subconjunto al)eito e fechado en] }b e a, 6 dois pontos de y# tais (lue
a C U e 6 g [.'. Então

l -lP}(.r) se -p'(.') gB(ai,'yi) x... x B(a.,7«)

Ã("F'ul#}(.")) - 'l a se «'r(=) C B(a-,I't) x . . . x B(a.,'y«) e «'lP}(#) gU
l Z, 'e«r(;-) C B(a-,'y-) x ... x B(a«,7«) '«{P}(z)CU

A função /z assim definida é contínua:

vamos piorar (lue a imagem inversa por /z de todo fechado de Vb é un] fechado de
}=. x . . . x }'X. x }'lj.

(1) Ã 'l«) =(B(a.,7-)x...xB(a«,7«)xyb-t/)U(}l,. x...xt=.xy0-B(a-,'y-)x
x B(a.,I'«)) x {«}).

/z''(a)é fechado em }'l.. X...X ya. X yO pOiS B(ai, 'yi) é abri'to e fechado em ya. V{ -

1, . . . , n e {a} é fechado em }b.

l2) De igual forma (lue em (1) mostramos blue /z''(ó) é um subconjunto fechado de
}=. x ... x VI,. x }b

l3) Seja .{ um subconjunto fechado cle Vb. Temos vários casos a considerar

+ Se a g .4 e b g .4, então

b''(.4) =(}1.. x... x }l.. x }b-- B(a-,'yi) x... x B(o.,'7.)) x Á subconjunto

fechado de }X. x ... x }:. x }b.
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+ SeaC.4com--l {.rl#ç)e6g.4,então
Ã''(.4) . x...xtl.. xyB-B(o-,7-)x.. x B(.«.1.))x.4)U(B(a-.'y-)x

x B(a.,'7«) x(}b r )l subconjuntofechadocle\l,. x ... x\:. x yo
Os outros casos são análogos ao último acima.

Seja .z: C }:. x . . . x }:.,. x }b.

Temos 'l«e b(.: ) = «-{.j}(.. ) + "r(=) g B(a-, 'y- ) x . . . x B(o«,'y«l

Corolário 2.16 .S'cla/lz À r//rl. cardÍlza/ 12#rli/o e {\'L : a C À} u/nrz/am a não ua.:a
de espaços dis(feios. cada llril ([os (ittais tem no máliirto ilnla quatttidade enuntet'áue]

de e/errei?/o.s. E'/z/rio Hll:. : cv C À} fei7z C'/P.

Teorema 2.17 .S'da .v r/rlz espaço rrzáfrÍco cone.ro com a pi'o7)i'áedade }t'(/orfã) e

seja Y lula espaço itoinlal totalmente (!escone=o. Então ÀI x \ tens. CIP se e somente

se Y é pei'jeito l\etlt( \oin\al.

T) p l-ta n n qt r n r; . .

l4:::) seja }' ]]ii espaço perfeitamente normal. C:omo .v é ntétiico, ]k/ x y é perf-

eitamente noiilial p coillo .\,/ tem a propiie(lado l,t''(./'orfã) ,v x }' também tem a

pioprie(Jade lt'(./'o]/c). Então pelo lema de 'bVaid ]4-/ x }' tem CLIP

1::>) Suponhamos cine .v x }' tem CIP e que }' nào é perfeitamente normal. Cromo

Y' é norma.l. existe um sul)conjunto fechado /\' cle }' (lue não é lml GJ

SejapC .v eseja .4 = {(.:.y) C v x y': ., =po« yC /\'}

.4 = {p} x y U .v x /\ . ei]tão -4 é fechado. Como ]\,/ x }' tem CIP, existe uma função

co«tí«- ./ : :v x }' -.} .v x }' t-l .]«e ,4 = /í.::(./').

/k/ é conexo portanto ,v x {y} e ./(-v x {g}) são conexos V# C }

Como }' é totalillente (desconexo, a componente conCHa de (p,g) é il/ x {g} pa-

ra cada y C }'. ./(p,y) = (p,y), logo (p,y) C /(/v x {g}) que é conexo. Então

/( A'/ x {y}) C .v x {g}.

:35



Escolhemos um ponto q # p em .:l/. Seja J = p(p, q) onde p denota a. distância em i4/

e seja ./i = a o .f onde n : -\./ x }' --.> a/ denota a piojeção na primeira coordenada.

Para cada iz C b definimos U. = {g C }' : p(q,./i(q,y)) > 8/zz}

afjlp!$4g: }' -- /\' = U=:. (/.
Primeiro seja y C }' -- /\'

Como q # /, temos .l«e ./(q,g) :# (q,y), -nas /(q,g/) C M x {g} e«tão ./-(q,y) # q

Segue que p(q, ./ilq, y)) > 0 e existe rz > 0 tal que p(q, /i(q, g/)) > J/n. Logo y C Z./«.

Seja agora g C U=;. Z./. então existe /lo C w tal que p(q,./i(q,g)) > á/no . Portanto

q +«. ftq.ul . y q i{
1{ não é Lm] G'Ó ::> }' -- /\' não é um Fa ::::)P }' -- /\ # U'" l Z-/«.

Quem dizei cine para algum lz € «,, existe : C A' n U«. Logo .f(q,z) = (q,z)
e /-(q, ;) = q. No .:.ta«to te«aos q-e p(q, ./':(q,g)) ? á/« Vy C [/..

Supondo }' não perfeítanlente normal chegamos a uma contradição, então y deve ser

perfeitamente normal.

No resultado (lue segue mostramos cine o produto cartesiano de grupos compactos

não preserva a C'lP. ('oticietamente vamos ver que se À é um cardinal não enumerável

S' x (Z2)* não tem C:lP. porém S' e (Z2)\ são grupos compactos com CIP.

Teorema 2.18 S'díz À tz/n cara na/ 7zão crzümer(ít;e/ e sda (Z2)'~ o prodlzlo de À

cópias do espaço d sc/f/o Ze = {0, 1j}. En/ãr9 S'i x (Z2).X ?zào /enz C7P.

D e n] o« St rn fã n

S't é um espaço métrico conexo- (Z2)'\ é um espaço compacto llausdorff e portanto
normal. Se provarmos (lue (Z2)\ é totalmente desconexo e não é perfeitamente nor-

mal, então o teorema fica provado aplicando o teorema (2.17)

afirmação l: IZ,)* é totalmente desconexo.

Suponhamos blue itào seja, então existem dois pontos p, q C (Z2)\ tais que a (luasi
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componente C. cle p coincide com a (quase-componente Cç cle q.

P#q::>]a < ,X ]iC {0,1} talquese-{.}(p) =íentão-{.}(q)= 1 i.

Sqa U. = rlÓ<. Z2 x {;} x ll.<a<.\ Z2. i-4 é vizinhança aberta e fechada de p, logo
C, C (ã,. alas q g [G,, então C. # Cç.

afirmação 2: IZ2)\ não é perfeitamente normal.

Seja .z; C (Zz)\. {J'} é un] fechado pois (Z2)\ é HausclorH. Suponhamos que (Z2)\

é peifeitameilte normal. então existe uma família enumeiável de abertos básicos

{\l : lz C u} tal que O{Un : ,z C «,} = {.z;}.

Para cada n. seja Fn C À. finito, tal que Un = 1]..n.{n'..(.r)} X HX.r,. Z,
U=;: Fn é Ulll conjuílto enumerável, logo existe a C (À -- U=;. Fn). Temos que

-'{.}t': € «.,, .«tão n=:. -'{.}Un ' Z, ' n=;. }'; # {. }.

No seguinte teorema. usamos o conceito de CIP pala dai unia caracterização dos
espaços compactos zelo-(limensionais (lue são mettizáveis.

Teorema 2.19 .S'ela /v r/rn espaço rrzáfr'íco corte.ro com. a /)i'opl'fedrzde l,V(./'orfã) e

se.In X um tspuço compacto zero-(tiíílettsi.anui. Então ).'l x X x X te.m CIP se e
saIReI-lte se X é nletr-i;áue{.

Demonstração:
(4::) Se .X' é metiizável, então ]}/ x .V x X é tan]bém metiizável. Como ]v x X x ,V

tem a propriedade I't/(./'oz'Zc), pelo lema cle \vate tem CLIP.

1::>) Suponhamos blue .v x -X' x .X' tem CIP. Como .X' x -X' é um espaço compacto

zelo-climeilsional. então .X' x .X' é normal e totalmente desconexo.

Pelo teorema (2.17), segue (!ue .X' x ,V é perfeitamente normal. .A diagonal .X de
.V x .V é fechada, logo A é um G'õ em .X' x -X' e portanto .V é metrizável.
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Pala mostrar (lue o compactificado c]e Stone-C]ech J]N dos inteiros positivos ]N

não tem CIP. provámos o seguinte lema preliminar.

Lema 2.20 Seja ./ : ]N --} lF\í tina ./ttrzção cora/z'niza def/lida lzo colÜtirzZo dos fitleír'os

positivos 'E\. Então lmn dcts seguintes a$1'mações é ueidadeil'a:

l*i'l e.riste ltrlt s-lLbconjtntto i?l$nit.o A de Eq tal file pai'a todo = C A, .fl.:c) = =

li;) ';,isf' "n} .«ó««J««/. í«./í«{fo ,4 d. N fa/ q«. p«« Zod. .. C A, .f(3) g .4.

T) o na n ll qt r n rã n'

Ternos dois casos a considetai .

caso 1: suponhamos que existe y C N tal (lue ./''(g) é infinito. Então

Á = / '(g/) - {#}

satisfaz (;;).
caso 2: supon]la.dos (lue pala cada y C ]N, / l(#) é finito. Seja izo C N e, para cada

lz 2 1, seja .z:,: um inteiro positivo tal que

.-'. g ./' '({.-o,...,««--})U {./'(;-o),...,/(««--)} U {.,o,

O conjunto {.c« : rz C «;} é infinito, então pelo menos um dos conjuntos {:. : ./(=«) = z«}

e {.t. : ./(;r«) # z«} é infinito. Se o primeiro é infinito satisfaz (;), se o segundo é

inhnito satisfaz (ii). n

Teorema 2.21 DiN nào /em C/P, po/'e'm o /)rodlz/o (OIN)' í/e c cópias de pIN onde c
dertot.a o cnrdinctl do contínuo, tem CIP.

T) n )-tn n n q+ p n p; n '

Que (.dIN)' tem CIP segue clo fato (late JIN é um espaço zero-climensional de peso c.

do teorema(2.12) e do lema(2.15).

Para provar (lue !iN não t.em CIP, suponhamos / : JIN --> .JIN uma função contínua
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com /;.t'(.f) = JiN N.
Seoconjuntollz C N : .flrz) C dIN--JN} éinfinito.seja .4= {« C]N : ./(n) C .dIN N}

Então.f(.4)c(31N N)n/(A) e /l.4)n(IN--.4)=©.

Seiiz C N : ./(}z) C 81N--N} =ÍÉi,...,k,.}, sejam : ]N ---+ IN uma função contínua

tal (lue a restiicão de g a N -- {ki, . . . , Â«, } coincide com a restrição de / ao mesmo

conjunto. Logo, pelo lema ant.eiioi e como ./';=(./) = pIN -- N, existe um conjunto

1? C IN infinito . tal que g(z) g B V.u C l?.

Sda A =/3nlm -- {kt....,Ã«}). O conjunto J assim definido é infinito e V;t C .4

temos q«e /(..) g .4. o« s.ja /(a,) C N - .4 V:- C .4

Portanto /(.-1) C N .+ e ./(H) n (.81N -- N) = 0.

Ressumindo os dois casos, existe .4 C ]N infinito, ta] que /(,4) C (]N -- ,4) U ((pIN --
m) n ./l .l )).

Os fechos considerados ateste teorema são t.ciclos no espaço OIN.

lemos (lue

2

(3)

.4 n ./(.4) C ,4 n ./(,1)

d .4 n (m - .4 u (PN - IN) n ./(.4)
= .4 n (NN m) n /(,4)

1; Ã n (/3m - m).

jl) por continllidade da função /, (2) pela discussão acima, e a inclusão estrita de
(3) poi(lue a densa(]ade c]e Á n (#jN -- ]N) = c e /(,4) í) (/iN -- N) é enumelável.

Então existe p C .-l n (OIN - IN) tal que p g .4 n ./(.4). C:omo p C Á, p g /(A). Logo

p g ./(.4 n (#m N)), e /(p) # p, confia a suposição ./i#(/) = .dN - N.

Esta contradição mostra (lue OIN não tem CIP

Pala facilitar a seguinte discussão vamos chamar }' um CIP-companion de .V se

.V x }' tem (I'lP, e dizemos cine }' é uin CIP-companion absoluto para uma classe Q

de espaços se }' é un] CIP-companion para cada .X' C Q
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.Alguma dos exemplos do (-apítulo são de espaços com CIP lilás nào são CIP- compa-

nion deles mesmos. Por exemplo a lona lhe /l e a neta de Solgenfiey /\'

Do lema cle \Vald segue (lue S'i é um CIP-conipanion absoluto pala a classe dos
espaços perfeitamente normais. No entanto, resulta Giesta seção (lue Si não é um

CIP-companion absoluto pala a classe dos espaços coillpa-ctos. De fato vimos (lue

Z,* x Si não tem CIP. e os espaços (Z2)' x S''. #ní x S', (DIN)' x S: não tem CIP

pelo teorema (2.17).

Pata certos espaços, podemos escolher um cardinal apropriado À de modo a obter

um CIP-compat]ion (S'')À. Por exemplo, (.Siy é un] CLIP-pompa.nioii de (Z2)' pois

(Z2l' x (S'y é liomeonloifo a (Z2 x S'')' cine tem CIP por teorema (2.14).

O teorema cine segue mostra (lue todo espaço completamente regular tem CLIP.
companion da forma (S'')À

Teorema 2.22 5'eja }' rln espaço como/e/airze/ife regia/ar. Ezzíâo e.cÍsle üm cardÍlza/

À fa/ que y x (Si)\ fe17z C/P.

T)nnannc+rnP;..
-r q.LV -

Se }' foi peifeitanlente ttotmal, pelo teotenla (2.17) S'' x }' tem C:lP.

Vamos supor }' completamente regular e não perfeitamente normal. Podemos esco

Ihel um cardinal infinito À e uma base {B(0, ') : ' < À} de cozeio-sets para y

Seja {l': : a € À} unia família de espaços tal que

vb - }' e ya =S'' se a #O

Sejam também 0 < # < À, f' = {ai,....a.}, G - {,y:,....,y.} onde r',GC À

Definimos uma função /z satisfazendo as hipóteses clo teorema (2.12). Temos dois
casos a considerar.

caso 1: se 0 g F'. defininaos b como no lema (2.13), pois }:. x
espaço métrico. Então

x }b é «m

"'-, - «., (« ,, :-,, Jh,)
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oncte

(/;sf(n'F'(.1'),}':. x ... x VI,. x yo B(ai,I't) x ... x B(a.,'Y.))
c/(?) = '1 se nr(.z;) C B(oi,I't) x ... x B(o«,-y«)

0 caso contiálio

caso 2: Se 0 C F' sejam F' = {0,ot,...,a.} e (ll! = {-70,-..,'y.}
C'onsidei'amos p uma métrica em }'l.. x . .. x ya. limitada por 1, e uma função

co«tí«--a ./ : }l, ---} / tal cl«e B(0,I'o) = ./''(lO, il).
Para .z C }i) x }l.. x . . . x VL. x }b, sejam

e;' = a'{.3}(.z')

(/(.z') = P(n'f'-lo}(.z'), }:: x . . . x }':. B(ai,"yi)x

Definimos a função /z : }0 X ya. X . . . X VI.. x Vb --} }P por:

/Z(Z) = eÍ(0+d(")/('-lo}('::)))

# /l é contínua pois é composição de funções contínuas.

*/}(.z') = n'{.3}(.z;) 0 n'F'(.z;) g B(0,'yo) x É?(cvt,'7t) x ... x B(a.,l«)
Se --p-(-) C Bl0.to) x l?(a-, ':) x . . . x l?(o., '.), e«tão

jl) n-F'-to}(.z;) C l?loi, '7i) x . . . x B(o«,'/.)
(2) -'lo}(z) C B(0,"yo)

De (1) temos que d(=) > 0 e de (21 temos que atou(.z:) C ./ '(lO, tl) e portanto que

./(alo}(z)) > 0. Logo 1 ? í/(z)/(nlo}(.z:)) > 0 e A(#) # e;' = «{P}(.c).

Se -r(;.) g B(0,lo) x B(a-, 'y-) x... x B(a.,'y.) e«tão

-'lo}(r) g B(0, '7o)
0LI

rF-lo}(=) g B(al,'yi) x . . . x B(a«,'y«)

Então (/(z)./(-lo}(.r)) = 0 e /z(TI = e'' = «{O}(.r).

Vimos clue À. {\;. : a C À} e {/i(a,'y) : 7 C À} estão nas condições do teorema

(2.12). Portanto }' x S'i - [lÍ\i, : a C À} tem Clip.

x B(a«, '«))

a
n
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l.exma 'Z.23 Suporthn.mos que X é ull\ esl)aço com lun sttbcol\junto fechado discreto

de carãittati(tarte \ e tnl (late 2:'' é matos' que a cat'dinali.(lado da colação de todas üs

junções cont.í.r\\tas de X eil\ X. Então X não te.m CIP.

Demonstração:

Seja D um subconjunto (liscieto de .V de cardinalidade À. Como subconjuntos dife-
rentes de D tem fechos diferentes em .X', temos pelo menos 2\ fechados diferentes em

.Y. Ente.o pala .V ter CIP devem existir no mínimo 2'\ funções de .X' ein .X'.

O seguinte resultado mostra (lue nã.o existe um CIP-coinpanion absoluto comple

Lamente regular para a classe dos espaços completamente regulares.

Teorenaa 2.24 Faia cada es/)aço C' como/eZamenle reg?z/a/ e.riste rlm espaço .XI' com

pletameitte I'emular tal q\te X x C ttão tem CÍP.

l)emonstraçao:

Suponl[amos (lue C' é un] espaço completamente regular de cardinalidade a. Seja
À = 2' (a cardinalidade de partes de C').

IZ2)~ poss"i um subconjunto denso D cle cardinaliclade a (pois a densidade de (Z2)\
é /ogÀ 5; a, «- lnod841).

(Z2)À possui um subconjunto discreto E de cardinalidade À. (basta considerar a

imersão À ---+ (Z2)À, À como espaço discreto).

Seja .V = Z) U E. .X' x C' é um espaço completamente regulam com um subconjunto

denso (Z) x C') de cardinalidade a e com um subconjunto discreto (E x {c} onde
c € C') de cardinalidade À.

h/leis ainda. oconjunto .-l = {./ : .X'xC.' xC' :/ é contínua } temcardinalidade

À pois 10 x C'l = a. l-X' x CI = À, logo l.41 = À'* = (2')' = 2' = À.

Como 2\ > À, pelo lema (2.2:3) temos que .V x C' não tem CIP.
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2.4 Resultados independentes

Nesta seção vamos discutir a CIP no contexto de espaços não metiizáveis. Trabalha.

remos com a Reta de Sorgenfrey

Teorema 2.25 Sela /\' a r'efa de Soryel!/rey. Então

(i) 1{ tem CIP
(ii) lÇ' não tem CIP
(iii) Pal'a cctda i.nteti'o n Z o-. lÇ" l-tão tem CIP

(IU) IÍ" I-LàO teta\ CIP
(u) Pura cada cardinal X Z c, i<:'' tem CIP

Demonstração:

({) Todo subconjlmto aberto de /\' pode-se escrever como união inumerável disjunta

cle intervalos da forma la, ó).

Pala cada intervalo la,b), consideramos a função /l.,Ó) : la,b) ---} la,b) dada pol
/[.,U(z) = (= + Ó)/2.
/[.,ó) é um homeomoifismo de la, ó) em /[.,b)(la, ó)), sem pontos fixos.

Se .-l é um subconj tinto fechado de /\ . então /\'--.4 é aberto. Logo /\'-- Á = Ul=. laf, ói)

onde lai,6i)njaj,ój) =a se{ #.j. Seja/: /\' - /\' definidapor

/(:-) se z C jaí,ófl
se = C .4

./ e continua

+ Sda :z: C /\' Á. Existe um único { < (o tal que .z' C laf,b;) e ./l..,ó.) é contínua.

Portanto / é contínua em =.

+ Sejam C .4 esejae > 0. Se l.r,#+c) C Á, então/l[,,,+,) éa identidadee portanto

/écontíniiaem=. Sec > 0 l;r,z+c)n/\ -.4 #©,existem C«;calque.r < aj < +e
Então ./(l;«, aj)l C l.r, aj) C l.r, 3 + c):
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se y C l.t:,ajln.4:+ .r(y) = y C l=.aj)

se g/ C l.t',ajl n /\ -- .4 ::> y C lczi,ó.) pala algum ; C u tal que .z; < ai < Z'{ < a.f :+

/(y) C laf, b.) C 1=, a,).
./'j#(./') = .4 poi' coiisti'uÇão

Então /\' tem C'lP

li{) /\'' é separável e t.ena cardinalidade 2", então existem unicamente (2")" = 2"
funções contínuas de /I'i em /I'l

O conjunto /,) = {(.t'. --.z ) : .z C /\'} é um subespaço discreto de /\'2, de caidinalidade

2". Como 2z' > 2". pelo lema (2.23) segue (lue /I'2 não tem CIP.

l;íí) e lfu) (oillo eill l;;), /\'" e /\'" são espaços separáveis de cardinalidade 2", e

possuem im] slibconjliilto discreto de cardinalidade 2". Logo pelo lema (2.23) não
tem CIP.

lu) /\' é um espaço zero-dimensional de ])eso 2". Então pelo lema (2.15) e teorema

le.i2) (À ? 2") /\'~ tem CIP.

Ainda não foi cleterillinacla a ielaçào entre C:lP e todas as potências de /\'. Em
parti('ralar não foi iespondiclo se /\'"' tem CIP.

Teotexma 'Z.'Z6 Seja [i Q teta dc Sol'genlreU. Então

(i) CH iinpticu que lÇ'\ ten\ CIP. e

(ii) NI.A. -+ tnCH) implica que l.i"- i-tão te-m CIP.

Demonstração:

li) «.pi = 2" então /\'"- tem CIP pelo teorema a.nterior.

(ii) /vÀ + (--(.'H) implica que 2"' = 2". portanto 2'" > 2"-
conjunto disco'eto de cai'clinalidacle 2" ({l--.r} x n'l<.,<w. {.'}

é separa\:el pelo teorema cle Hewitt-Àlarczewski-Pondiczerl'.

/I'"l possui um sub-

.z; C Ã'} é discreto) e
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Então pelo lema (2.23) /\'"' não tem CIP

O seguinte é um exemplo de (lue a CIP não é conservada pelo produto de espaços
perfeitamente normais.

Exemplo 2.27 ki{ x S\ )z não teta\ CIP

/\' x 5'i é um espa-ço perfeitamente ttotinal (pois /\' é perfeita.mente normal e Si é

métrico) com a piopriedacle ll''(./orfã). Então /\' x Si tem CLIP por lema de Wald
l/\' x SI)' é llomeomorfo a /\' x /\' x St x Si (lue é sepaiável de carclinalidade 2"
contém um subespaço discreto cle caiclinalidade 2". Logo pelo letlla (2.23) (J\. x Si
não tem CIP.
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Capítulo 3

A CIP em produtos não

enumeráveis de espaços lineares

O objetivo deste capítulo é ver a demonstração de que lO, lj" não tem CIP, onde

h é um caiclinal não enunlerável. .X prova va a sei feita para um caso mais gela.l:
o produto não eilumeiável cle subespaços compactos convexos cle espaços lineares
formados.

3.1 Algumas definições

Cada .X'. denota um subespaço convexo e compacto com mais de um ponto, de algum

espaço linear nornaado (É.*, ll ll..). Obseivarl)os (lue cada espaço V. é sepalável.

Se .-l Ç H e ;z; C ]].<. -X'., denotanlos por .z;.4 ou n.4(.z;) a projeção de x sobre

as coordenadas perteitcentes ao conjunto .A. Nas mesmas condições para A, -X''l re-

presenta o espaço produto ]'l.c,4 -V., e portanto .t.4 C .V-4. Ás vezes escrevemos =(al
ao invés cle .z'{.,}.
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Se .4 í') B = 0,.z'.4 C .V4 e #B C -Va deflninlos .I'.4 - .t'B C .X'4uB poi

1.::-i -- .::B).4 = .«,:i e (.«.4 -- «B)a = zB.
Se H Ç H é inumerável, então .V4 é mini espaço métrico. .4 métrica considerada no

espaço .X''+ é a seguinte:

p''G.,d - >: 11;«(«) - yk011' P.n
clC.4

Onde .f4 : -4 --} u' -- {0} ó uma. furlção injetora.

Para cada o. consi(levamos /9l'} uma rilétlica limitada poi ] em L. . Logo p4 é ta]
(lue: p4(.t,g/) $ 1 V.r,y € .V4

Por B4(a. r) deilotamos a bola de centro rz e talo r C m em .X'''l com a métrica p'
Sabemos tambén] (lue .\'. é um espaço linear e convexo, portanto podemos considerar

a seguinte combinação convexa de pontos cle .X'4

llz+(1 -- /)gl(a) = f.t,(a)+(l -- f)y(a) C -X'. para Z C lO,ll, ]',y C X" e .. C ,4

Observemos (lue pala cada cr C .4 e pala todo í no intervalo 10, 11 temos:

1.»(a) IÍ.-(a)+(l -Z)g/(a)lll.(l -Z)ll;«(a) -y(a)ll. $ 11;'(a) -g(a)ll.
Logo, pela definição da métrica p4

P4(.r,ti+(l --Z)y) $p4(=,g) VI C lO,tl eV=,#C .X''l

Poi último, se r' Ç ,X'':i. C'/.,t(r') denotaiá o fecho de F em .Y'l

l=3.2)

Definição 3.1 Sejam um car(fina/ iliz#lzífo e .'l C lxl". Pala cada a C H .X'. seja .V.

tlm espaço topos(5gico. Se .f : \l\.<.X. --} X é u-ma .função contínua, dizemos que

./ d'p'«de d' .4 'e ' '.,ne«f' s' V=, g C rl... -X'. l«.4(.-) = T4(g) ::> ./(z) = ./(g)).

Definição 3.2 S'falam ./ : rl.<. -\'.. --> rl.<. -\. r/nza /unção confíhrza, e

/.4 : r'].<. -va ---> 1].c..{ -x'. a /uizção /.4 :: n'.4 o /. .Se /J deperzde de Á, (/e$ním.os a

/unção /4 : ]]...* -X':. - corno segzze

/''(«'4(=)) = «'.4(/(=))
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3.2 Lemas Geométricos

Lema 3.3 Seja .+ C IKl", a C .4. ./ : .V-4 -----> .X'.a confil2iza, [/ izrl szzbconliznfo ater'fo

de .X... S«po~/,««,« q«. ...{;'' ""', p.«/. « c u 1«/ q«. «{.}(./í«(./)) n t/
que V e \lmn Ja l\íltn de f\tições de X4 eln XA t.al que:

r[) Vs > 0 ]/; C ]' V.t C "d}(Zi/) p''(/(:t),/.(=))
rÍiJ vc > o -{.}l./;#(./L)) n u =0

então e.riste ull\n Junção (g : XA

rüz:) -{.}l.f;.i'(g)) n ('' = ç)

rj«) V.:. C .V' (.:'(a) g U :+ g(-')

T) o nn n n q+ r n '' ; ,-..
"Y q.b v -

Sejam ri I'2 t'Cais tais (late ri > r2 > 0 e .Éjlalla, ril e .É7{alla,r21 estão contidas em

Fixados duas funções contínuas /3,7 : / ais blue:

U

Consideramos também a função p : { :z: C .X''4: ri ? pÍ"}(.r(a),a) ? r2 } --> n+
d.6«ida p'- ,'(.')(.:',/(«)).

Vemos primeiro (lue p é positiva pois n{.}((/ozn(p)) Ç (r -- {a} e por hipótese

«{.}(/í.-(./)) n L' = {a}, p'-tanto -{.}(dom(p)) n «{.}(/í=(./)) = 0.

Logo para cada .i C (/o«-(p), temos pÍ'}(#, ./(=)) > 0 e então p(=1 > 0.
p é contínua:

p é composição de duas funções contínuas, a função \ : (/om(y) --} -Y.4 x X'{ definida

por \(=) =(r. ./'(.r)), e a função p4

\ é contínua pois ai o \ = f(/ e n2 o \ :: ./' são funç(5es contínuas.

.Y'4 é compacto e (/om(p) é um subconjunto fechado de .V4. então dom.(p) é compacto.
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Segue que iT72(?) é um subconjunto compacto de a+ e portanto existe õ > 0 tal que

P(=) > J V.t C (/om(P).

Seja. Gr, 0 < € 5; á, e definimos g : .X''l ----} .X'-4 como segue:

g(#) = #(t)/.(z) + 'y(f)/(z) o«de Z = pl'}(.«(a),«)

Como .X'' é convexo, /. C X''{, /(z) C X'4 e g(#) está no segmento de extremos
/.(«) e /(.), pl=) C -X'' Vz C X"
Falta provei que g satisfaz as condições ({i{) e (iu) do enunciado.

Para p-ovar (;u) seja .t, C -V* tal que z(cl) çí ZI/, então pl'}(z(a), a) > rl.

N'las /3 restrita ao intervalo lrt, ll é a função nula então g(#) = /(z).

Pala pro"ar (i;i) s.ja .r C X" tal q--e .«(a) C U , basta ver que z(a) g «{.}(/í#(g)).
Consideramos três casos.

caso 1: pÍ'}(«,a(a)) 2 ,-
Como Z ? ri temos que

P(1) g(#)

«{.}(/i«(/)) n U = {«}, mas «(a) # « então g(«) # «

caso 2: pt'}(a,z(a)) $ «2
Como f < r2 temos que

'y(f) + g(,) = /.(a)

«'{.}(./'j«(/.)) n t/ tão g(z) :# «

caso 3: r2 < pl'}(a,i(a)) < ri

Como f = pl'}(a,z(a)) C / e #(a) C U , pela desigualdade (3.2) e por ({) temos:

p''(.f(=),#(f)/.(.«) + '(t)/(=)) $ P'(/(:«), /.(z)) < c ::> P'(/(z),g(z)) < c

alas .z; C don?(p), e portanto p'(./(=), =) > .5 ? c. Segue que:

p'*(g(-'), .r) ? p''(/(a),z) -- P'(./'(z),gl;«)) > J -- c ? 0

:> p''(g(#),J) > o :+ g(#) :# #
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Lema 3.4 Sc.ja/}z .4 C IKl", c} C .4 , ./' : .V-4 --.> .V-4 {tri?a .fitlzção caRIz'n?za. Szlpo-

nh.umas (lados p. q C X.., p :# CL e altas Jnntílias ÇQ, t) de f\tições de X4' epal XA tais

qtle;

riJ Vc > 0 :3/. C 'D. ]g. C I' país qüe Vz C -X'4 p'(./'(a:), ./}(a)) < e e

p''(/(.z:).g;(z)) < e

rÍÍJ Vs > 0 n-{.}(/f;z(./})) = {p} e n{.}(/iz(g.l) = {q}

E«Zã. .«í.fe , C ,V. /«/ q«e « C -{.}(./i=(./')) «-« , # {p, q}

IJenlonstraçao:

Suponhamos (lue n-{.}(/í=(./)) Ç {p,q}. vamos chegar a. uma contradição usando

duas vezes o lema (3.3).

Escolhemos dois abertos Z.6,, [/q com fechos disjuntos, tais (lue p C UP Ç .V..,

q C Uç Ç -\'... Se q C n.(/iz(./)), ./, '> e /l/ç estão nas condições de hipóteses do lema

(:3.3). Obtemos ente.o uma função g : .X-4 -+ .X'''{ tal que:

l -'{.}(./'i"(g)) nt/ç

l V;« C .Y' com .'(a) g Z.G, g(;«)

Se q ( «-{.}(./'í-(./)). sej« g

Em ambos casos «{.}(./';#(g)) Ç {p} e V.- € -X'' tal q«e -:(a) C Z,4, g(3) = ./'(=).

Aplicando de novo o lema 3.3, desta vez para g, I' e (/,, obtemos una função

/} : .X-4 --.> .X'-4 tal (lue:

l -{.}(./í.«IÃ))nz.G

l V.« c .X'''l com .«(a) g (/-, Ã(';) - gl-')

Se « C «{.}(/;-(A)), então « g 1-/.,, ' "r-.o «{.}(./;,:(g)) C {p}, te«-os q--e /i#(A) = a.

Por outro lado sabemos (lue /z é uma função contínua e que pala todo o C .4 .X'. é um

espaço linear normaclo. compacto e convexo, então /z tem ponto fixo, i.e. /iz(/z) # a

jvei apêndice: teorema de Shaudei)
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Definição 3.5 .Selar7z B Ç ,:l, .l-B C .X'B. / : .V4 --> .X'.4. De#lz Idos a. ./=izriçâo

f=B ' X\-n -..} X.A B })or

f.,(y.4 B'l (./(zB -- y.a B)).4 B

Lema 3.6 .Sela/}l .4. B € 1Kl", B Ç .4 ./' : .V'4 --.> .X'-4 fa s qlle e;riste z C ./íz(/) e

[t Junção fB := TBf del)onde (le B. Se ]y.ó..B e \lm ponto $=o de JTB , então =B -\ yA-B
e um palito $=ro de f, oltde :cB -- nBÇ:t).

Demonstração:

Sda .u u:n po--to fixo de /, então ./a(:r) = (./'1.t)IB = -:B

/a depe«'le 'le B, logo (/(zB - y,.l-B))B = (/(.,)IB = ;-B
que y.4-B = ./;,(g.a BI = (./(#B --~ y,4-B))4 B.

Portanto ./(.zB -- :y.4 a) = =B --- g.4-B.

Poi outro lado temos

Leria 3.7 S'dalrz ,+, B C IHl", B Ç A, cl C .4 B, r' Ç -V':l /ec/za(/o, po,pi C -X'.,

po # p\. Sejam antbe]it FPO e Fp. s]Lbconjnltos (te F ]a,is (lue 'NBÇFpo)(]'RBÇFp.) :#$

e COITO as seguintes plopTtcdades:

r;J -{.}(-i'(-a(&. )) n F') = {Pi} P«,« í = o,l
ÍJÍ) ,'{.}(r') Ç {Po,P:}

3uponhan\os (lhe f -. XA ---+ XA é lEIRa f\Lnçào cot\tÍn-tLa tal q\te ÍB depende de B e

para todo = C F teílt-se f( ) =

Então e.riste l Ç: X'L - F t.at que Jt=) - T

DeHann ctrnr n-

Vanios supor. poi contradição. cine ./(.z;) = r + ;t: C /?

Obsei va rÀ-

Seja .z C F'. Cronsicleramos o conjunto de todos os pontos fixos de /=.. Pelo lema

(:3.6). se y4 B C ./i=(./;,), então iB -- y,4-B C ./;.r(./'). Nesse caso, pela suposição

cle (lue .z' C /í.z(/) 'F:)p iz; C /=, temos que .zB -- y.4.B C /?
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Poi' hipótese /%. Ç /? para ; = 0, 1, então se :t' C /%. e y.+-B C ./''ía;(/r,) temos que

-ra - y.4 B C f'. Porém ta.nlbém temos (lue .ta -- y.4.a € nÃ (nBFP.). Segue blue

-z:B ' y.4-B C (xi'(naF},.))nf' e portanto que n{.}(.tB -- .y.4-B) C a{«}(ni'(nBFp.) n F')
Então poi (i) temos ,{..}(.f;.zl./=.)) Ç {pí}
Enl geral pot (;;) temos -{..}(./'íz(/=,)) Ç {po,pi} V.t C /=. pois se y.4 B C ./'i.z;(/=,),

e"tão ,:B - :y.4 B C r'. e como o C .4 -- B «{.}l.«B --" :y,.l-a) = «{.}(3/,.1-B).

Seja. : C F' tal que :B C nB(/Ü.) n n-B(e,.) . Existe : com estas características
pois:

l l) «B(6. ) n «B(6. ) # 0
l21 F é compacto e "B(/Ü.) Ç na(r') logo an(C,. ) Ç «-B(F') = «B(r').

Vamos aplicam' o lema (:3.4) pat'a: ./';, : -X''l-a ---} .X'4-B. <) - {/r, : # C /'P.} e

I' : .. C Fp.}.

Existe e,.tão, , C .V''. , g {/,o,p-} ta] q«e r C «{.}(./;.(/:,)) i.e ]y..l-B C ./'i#(/;.)
com n{.}(y.4 a) = 1 . Portanto -{.}(:B '-"- y..{-B) Z {po,pi}, logo :a --- g/.,{-B g F'
Alas como y.4-a C ./;.r(./;,) e ; C /?, temos (lue :B -- y.4.a € r'

Chegamos então a contradição buscada

SÓ lesta piovat (lue /;a' (>, 1' estão nas condições do lema (:3.4).

Clhamanclo de ./} aos elementos de (b e de g. aos elementos de I' temos blue Vc > 0

-'{.}( ./'Í«( /c ) )

«'{.}( ./';«( g. ) )

Portanto a condição (;;) do lema (3.4) foi verificada nas observações do início da

prova.

Pala provar a condição (;) fixamos c > 0. Como f é contínua e -X'4 é compacto, f

é uniformemente contínua. em -X'4. Então existe J > 0 tal que p'(./(z),./(z')) < :
sempre (lue p4(.z,i') < J.

:a C nB(FP.) portanto existe .r C .fÜ. t.al que pB(:B,iB) < á.

e
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.\finnação: p'-a(./;,(y.4 B),.r=.(J/,4-B)) < c V ya B C .V.4-B

prova:

V y,.l.B C .V4-a p4(:B -- .y.4-a,.z;B '' y.4.B) = pB(:B,.l:B) < á. Segue que

p''(/(=B -- y.4-B),.f(.Z'B -- y.4-B)) < C , então P*-'(./';.(y.4-B),.fI,(y..I-B)) <

Logo a condição (;) é satisfeita por '>. '\nalogamente (í) é satisfeita. poi I'

Lema 3.8 S'dri .-l c IKl". Srzpoz2Aa qlzc F' Ç .X'" á/ecÂado e bife ./ : X" ---.} .X'~ á

llmajunçàocoittílttla talqtte .f.4 depende deA.Se e.cist.e.l .+ C l.XA F'l) tat

qtze /'(.z.4) = .i.4. r/z/(io c.z:ís/e .l C (.X'' -- F') /a/ dize .t = /(.z').

r/e,«ó««,', q«c/'(-4(,')) = , 4(./(.«))J

Demonstração:

Sd« «.4 C (.V :* - « 4(F')) t-l q«e .f'(3,.+) = «.,1 e sej« yl:;.* : .X'"-* -+ .V':-"

/rA é contínua c para ('ada a C H -- Á, .\'. é um espaço compacto, convexo, líneai-

"ornlaclo. então /J . tetll ponto fixo (ver apêndice: teorema A.8).
Seja y...4 ponto fixo (le ./,.*. Tenros (lue:

It) ./;*(y«-4) = (.f(.z'.4 -- y.-A)).-4 = y.-.4
(2) ./ '(.z'.l) = .z..l por hipótese, mas /'(.r..!) = .f(2:..1 -- :1/. .1).,{ poi definição.

Concluímos (le (1) e (2) (lue ./(z.4 --- y.-.4) = z.4 '-- y,.-.4 i.e. .t.4 --~ g.-..l é ponto

fixo cle f.

Como .r.4 g «-4(F'). .l.4 -- g.-.4 gl f'

Def\feição 3.9 Línl conjurlt.o F Ç o.' é cllantado conjuitto split.fina se F é .fechado

e ezsZe urn c012.jz/n/o e.sZaciorzário S' Ç IKl" la/ qtle /)ara cízda B C S e saem

C\ C E -- B. FQ. F\ Ç F taIS (fILe:

rá) C/B(«B(/L)) n c'/B(naIF'l)) #o

rÍ;,l -{.}(aÃ'(-B(E)) n /?) = {í} /;ara ; = 0.1

Teorema 3.10 Slz/;or2/zíz/rios que tí z/m cardí7za/ leão entuizei'át'e/ e qtze para cada

c\ < R. X. é uln s\Lbconjunto cotnpacto e colluelo com pelo meros dois pontos (le al-
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gi/17 espaço /;lzeal' flor/nrzdo. Se c.z:fale i/in colÜzlnfo sp/iff rzg F' Ç 2' . então rl.<. -\.,
nào tem CIP.

Demonstração:

Para cada o < H escolhemos pl;,pf C .V. diferentes. Vamos trabalhar com uma

cópia homeomorfa cle um conjuílto splitting F em ]].<. {p8, p]'] (lue é um subconjunto

fechado de ll.<. .X'« . Nlostraremos que pala esta cópia denotado também poi F, não

existe uma função contínua ./' : H... .X'.. <. -V.. tal que ./(a) = # + :z: C F'

Suponhamos (lue /(.z ) = .t pala. todo a € r'. Seja C.r = {A C IKl" : /H depende de .+}

C'/éc.u.b(vei apêndice: lema.A.5). Sejam BCC'.fnS' e aCK Bonde Seca
são tomados da definição de conjunto splitting

Fixamos também .4 C C'/ tal (lue 1? Ç ,+ e cv C .'l. Observamos (lue existe A com

essas caiaterísticas pois C'/ é não limitado em IHl"

Aplicamos o lema (3.7) para FP. = n,:l(F:) e ./4 : .X''l função /'{ e os

conjLmtos .fÜ. estão nas condições de hipótese do lema pela definição de conjunto
splitting.

Então, poi leiloa (:3.7) existe .t'.4 g a.l(r') tal que ./''l(z.4) = :z;.4.

Logo pelo lema (:3.8), existe .z; « F' tal que .r = /(a).

3.3 Construção de um conjunto splitting

Teorema 3.11 /i)ísfe llrn corei/zzZo sp/fflíng F' Ç 2"'

T)Dninnc+pn,.;,..
'q b q.LV -

vamos construir conjuntos fechados n.(/?) poi indução sobre o com co < a $ wi

Vamos requerer que:

li) VÕ < o «',3(F') = ,'S(«'.*(f'))
lii) Se o é ordinal limite então n.(r') = {.t C 2' : V/3 < cl =,3 C n.e(r') }
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E uma construção poi limite inverso.

Se exigirá também cine Vci, u' $ o $ «.,1, 1.. seja não isolado em a..(F'). Onde l C 2"-

é tal cl«e l(#) = 1 V.8 < u. .

* pala o = 'i pomos n,:,(F') 2"

+ para Q oiclina.l limite

Suponhamos (lue V# < a, aP(r') é um subconjunto fechado de 2P, com IP ponto não

isolado de aO(F').

Pela coitdição lii), 1. é ponto nã.o isolado de n.(r'). Caso contrário, se 1. é isolado enl

-:.(r'),existeuma})ertobásico Z]C::. de2' ta] que ].: C [C:. e(C/. -- {].}) n n.(f') = ç]
Como o é ordinal limite. existe a < a tal (lue

Ua ' "l;(z.h) X ll 2
P$.\<a

-'l;(Ua) é -l)e-'to 'le 20 e IP C «'.g(Ua). Van.os proa'ai' que («'Da(Ua) -- {lP}) n «'P(r') = 0
o (lue seita uma contradição com IP não isolado eni np(F').

Suponhamos que existe #O C («'Oa((/..) -- {lP}) n a'/3(F'). Tei'íamos então que

j[) yo C nB(r'l = ag(n«(r')) ::> ].z: C n.(F') ta] (lue .z.3 = yP

(2) yO C ("aü((h) -- {lP}) i.e. yD C -'Do([/..) e yO # ]P
Portanto .« # 1. e .t C(,'Ba)''(-'Oü(Ua)) = Z./... De(1)e(2), :r C(Ua -- {l.})n «'.*(F') = Ü

Também pela condição (ii) e por sei f' compacto, temos blue para cada # < a, nP(F') =

,T; ( -'. ( r' ) ) .

Falta provei que n.(/') é um subconjLmto fechado de 2'

Seja .z: C 2' -- n«(F'l. Sabemos (lue pala cada /3 < a, ap(F') é um subconjunto

fechado de 2o. C:omo z g n.(r'), existe .d < a tal que =..3 g nO(r') e portanto existe

ZI'a uma vizinhança aberta de .z:.o em 2o tal (lue H# n no(r') = 0.

Seja ZI/ = ZIÜ x ll.3<.\<. 2. U é um subconjunto aberto de 2' e # CU
S«ponhamos que [/n«..(F') # 0 essa y C z]/n«..(/'). Con)o# C «..(F') #P C «#(F')

e como y C U, yP C ZI/o. Temos então (lue y/3 € ZI/ n np(r') o que contradiz
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[/.3 n n'Ü(F') = 0.

Logo (/ n a.(F') = a e a.(F') é un] subconjLmto fechado cle 2'

# Para o orclinal sucessor:

Suponhamos cine a = # + l e (lue VI $ #, n.,(r') satisfaz a condição (i), com 1. não
isolado em n~( r').

Como .d é eitunierável. 2# tem uma base eilumerável para IP. Além disso 20 é
zelo-dimensional. portanto existe uma se(luência (t/f)«S« de subconjuntos abertos-

e-fechados de 2'3 tal (late:

liii) ((/J).$« é uma base cle vizinhanças de l/3 tal que

[/â.. n «o(r') ç z/#.h. n «P(F') Ç Pno n «o(r') v« c «,

Pal'a cada n C b, seja Ef = Z/nÓ n a'.O(F)

(i«) v«(}'!' pZ.:) # o
(«) L# = «'o(F').

vamos definir a..(r') estendendo «,3lf') da seguinte coima:

Se :«.3 C (t;i v20A.F. ) pa:a algum # C «,. então =(/3) =0

Se i'.3 C (\ ;Z+. -- l/2óÀ+,) pala algum k C «, , então ;t(P) = l

Se ;z;,3 = 1,3, então ](#) pode ser 0 ou l

n..(r') assim definido satisfaz a condição (i):

se .- C -.,(/'), então :cP C «#(r') e po-ta-:to «$(«.(F')) Ç -/3(F') , V/3 < a.

Poi (v), .z:p C «,3(r') + .rP € \#. Se .t'.3 C \'#, então =/3 C (l,'g+i--l''g+i+: ) para algum

& C "' ou .ta = 1,3. Em ambos casos =P C.«'Da(«'.*(F')). Logo «'P(r') ç «'0a(«'..(F'))

1. é ponto não isolado em n.(F')
Suponhamos club 1. é isolado em n.*(F'). Neste caso existe um aberto U Ç 20 tal que

l,3€Zlr e(n..(r')--ÍI.})n(Z,rx {1}) =0.(1.3)

Por(iii). existe rz C «., tal que Zl- nÓXll} Ç Z.-;Xll}. Logo Vn0 X {l} Ç(un a'o(/?)) x {l}
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Sda g c(\'ã-FI --\';l.+.,). Pela definição de ,.(r'). y - lc(-.(r')--ÍI.})nt'' x {l}

contra. a igualclacle (1.3).

n.(f') é fechado em 2': Seja ;z: € 2' n.(F'). Pode acontecem

l

2

=# « n.3(F'), então existe U vizinhança a.berra de a',3 em 2o ta.l que Z./naO(/') = a

Então (' x {.i'(.{i)} é vizinhança aberta de z e é disjunta de a.*(r'); ou

;tO C «-,3(r') e então #P C (Uá+f -- Z- g.+f+.) pala algum A e ;«(P) = 1 -- i com

; c {o, l}.

Como { ;.' ó al)erro e fechado pala cada n ,([/â+i -- Z./g;+l+.) xÍ] --i} é vizinhança

aberta e f':'citada de .z: e n.(r') n (ug;+í -- [/n+.+. ) x {] -- i} = o.

Sda r' n..(/=). Vamos provei que F é um conjunto splitting de 2"-

Seja S' = {B C 1«.,.1" : B C wi} ou seja cine S é um conjunto de ordinais. S é
estacionário pois S é c.u.b de l(oil"

Fixamos B C S' ecoiisideiamos a = B (a C ui B). Seja

r. = {« € r' : «'.(;') c U (uâ;..... -- uâ;....;.....)}
A'eiu

1. C C'/a(-'B(/L)) n C'/B(n'B(F't)):

Seja ZI/ uma viziiiliança aberta de 1. em 2'. Como ([/na)«S« é uma base para ].. com

(/:].. C Z.q, exist.e 1?0 C o tal que 1. C [/na C U yZZ ? nO

L'= = Z/na n «'.*( f'), então tq" C U, Vn ? n..

Sda k C «.; tal q--. 2A' ? n.. Temos que \'a+.+. C v2ak-Ff C U, lOgO (yã+f -- y2ak+i+l) C Z/

Por (iv). \'a+, - \'';i.F;.t. # 0. Portanto existe i C r' tal que «.(.") C (t/â;+i -

[''n+.-+i ) C (/ , então /C n U # 0 para í - 0, 1.

Para provar que "{..}(«i'(nB(&))n F') = {;} pala ; ' 0, 1, sda = C n.;'(«..(A))n F

n'.(=) C '-«(F ) C Ux;..((/&+{ -- (/ã+i+. )

e como

= C F' temos que -.(=) C U*..(}'ã+i - t'&+f+. ) e ".+i(=) C ,.+-(F).



porta"to -{.}(.r) = -,(o) = {. Como a = B, .z'(a) = f V.r c ,i'(-a(H)) n F'. Segue

que «-{.}(«i'(,Bla)) n f') = {;} pala i - 0, 1. n

Le\-na 3.12 Se existe ilrlt conjlLnto split.tirtg F Ç 2"- , então e.riste üm conjtlnto split

l.ing H Ç 'Z' l)al'a to(lo CQl-diT\QI dão erwtmeráuel tt.

T) o nn n n q 1- r n rân'

Sejam r' Ç 2"' conjunto splitting e Sr o conjunto estacionário para F. Se Z?' C S'r

sejam clB, C («;i -- /7') e /;r', r'a nas condições da definição de conjLmto splitting

afirmação: // = F' x 2" "' é um conjunto splitting de 2"
prova:

1) H é fechado de 2" pois F é fecha.(]o (]e

2) s = {z? c IKl" : B nui c sr } é um conjunto estacionário de lxl"

Seja C' C lxl" c.u.b. 13asta provar que existe 'yo C C' tal blue ('ro n coi) C Sr, pois
nesse caso -/o c s n c'

Seja C'' = {1'' C 1«.,-1" : '' = 'r n w- com 7 C C' }

8 C é fechado. portanto C'' é fechado

e C" é nào limitado em luta"
se (S C l«;il". então existe 'y C C' tal (lue (í Ç ', pois C é c.u.b.

Logo 8 = (íí)wi Ç ' ncoi € C''. Segue (lue C'' C lwil" é c.u.b. Como SP C lwil"
é conjunto estacionário, temos que existe 'yá C C'' n S'r e então existe 7o € C'

tal que 'yá = 'lo n ü.,-i C S'P.

3) Sejam Z? € S' e B' = 1? n «,i C Sr, e sejam

Eo = rF' x 2"'"-
F'. - .F?on' x 2"'"'

Verific di
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1;) C'/a(nalEo)) n c'/B(na(r't)) # o
-'B(EOI = «'B,(/V') X 2B'B' POIS /T' Ç 2"-

De igual fotnla : na(f'il = nB,(F'lB') x 2B'B'
Então,

C'/B("B(EO)) n C'/B(-'B(FI)) = C/B,(/V'') X 2' B' n C'/B,(F'IB') X 2B'B'

= IC/B,(/7')nc'/a,(f'f')l x 2B'a' # a pois c'/B,(EoB')nc'/a(f'lB') #o

1;;) Seja o = o . Temos que provar (lue n{.}(«i:(nB(al)n#) = {i} para

aB, C («;i - B')e B'= Bn«,- po:tanto aB,C(«,l -B)C(H- B).

--B(H) = «;1}(Ca') x 2a''', então -i'(-B(8)) = («Z})''(«:l}(Ca')) x 2''"-

Logo «À'("B(8)) n H = 1(«-;1})''(«;11(CB')) x 2''"'l n (F' x 2''"')

«;l!)''(«;l}(CB')) n f' x 2''"-

portanto «{.}(l«-Z!)''(-;l}(F.B'))n F' x 2' "- ) "H}(( ";1} ) ' '( «;111(''))n f'

Os seguintes teoremas são conse(ltiência imediata dos teoremas (3.10) c (3.11) e
do lema (:3.12).

Teorema 3.13 Pala cada cardinal K não enttineráuet, e.riste tun conjunto sptitting
F c'2"

Teorema 3.14 S'eja H um cara na/ leão e7zz&meráue/. Sap072Aarlzos q e para cada

ci < R, X. é \Lln s\tbespaço co'rnpacto conue=o com mais de tun ponto, de um espaço

/ cear nor'ma(/o. É'n/(ia rl.<.-\'. rzão feliz (,'/P.
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Capítulo 4

Conjuntos de pontos fixos de

homeomorfismos : dois exemplos

O objetivo deste capítulo é provar blue o cubo cle Hilbert Q e o cubo de Cantor Z,)'

onde r é um caiclinal inhnito, tem CIPH.

4.1 CIPH no cubo de liilbert

Lema 4.1 Todo sl(bconjuitto aberto de iLm espaço com CÍPH, tem CTPH.

n p«. on st ra rã n .

Seja .X' um espaço com CIPH, e seja Z./ um subconjunto aberto de .X'. Vamos provar

que ZIJ tem CIPH.

Sejam .+ um subconjunto fechado de [.r. e B = -X' -- (/. Como -X -- (.4 U B) = Z1/ -- .4

que é aberto ein ZI/. temos (lue .X' -- (.4 U B) é aberto em .X' e portanto Á U B é um

subconjunto fechado de .X'. Poi hipótese, existe um homeomoifismo /z : .Y --> .X

tal que ./'íz(À) = ,4 U B

Seja ./ = /zll,, ./' : Zlr --+ U e ./(Z/) = [r pois ./'(.r) = z V.z C .X -- U e /z é bijetora.
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Então ./'i = /z-' lu e ./ é um homeonlorhsnio

./';;-(/) = ./;.'(/&) n u = .{. "mo q«.-.ía«.os.

Teorema 4.2 Se X é um espaço ntéti'ico e .4 é tlm stLbconjtul.to .fechado não vazio

de X x S' ÇX x R], então e=i.ste uni autor.omeomorjisTno de X x S' ÇX x R]

con\ A como conjul-Lt.o de pontos ji:cos l-i.e. X x S' e X x m, tem CiPH).

DemonstFarão-

Sejam di uma iliétrica limitada por l para .V, e d2 a métrica do comprimento do arco

em S''. Definimos em .V x S' a seguinte métrica: se tz = (tll, ü2) e u = (ui,u2) são

pontos de .V x .S'i então

1./( « , «)1' lcf-( «- , «- )I' + la,(«,, «, )I'

Se : = (r,/)) C .V x S'' e q C S'', consideramos a seguinte S'-ação em .V x Si

;q = (=,pq) on(le pq denota o produto de números complexos.

Dado Á C -V x S'', fechado hão vazio, definimos ./' : -X x Si --> -X' x Si por

/(;) ia(:) onde «(z) = 1/2.d(:, A)

/ é contínua:

Se; =(.r,p) C -VxS''::>/(:) =(=,pe''H):> -x./(;) = «-x(z) e

n'Si./'(=) = pe''(4. C:olho (/ é uma distância, a é contínua, poi'tanto n'Si./' é também

contínua. a.x/ é contínua poi ser uma projeção. Logo a função / é contínua.

.-l é o conjunto de pontos fixos de /:

Se 3 C .4, a(:) = 0 e po-tanto ./'(:) = :.

Se : = (=,p) g .{, temos que 0 < (/(;,.4) < 2n (pois di $ 1 e d2 $ a). Daí

0<a(z)<2«. Entãope;'(4#p e ./'(;)#:.

/ é injetoia:

Suponhamos ./(y) ./'(:), então por definição de ./, n.X(y) nx(z). Logo se
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.y = (z,p), tentos que : = (z, q) e pala algum número real Z, p = qe'* com d(g/, :) =
ZI $ a. Portanto se q = e'o, p = e'(0+r)

/(g) = ./'(=) ::> pel'(v) = qe;'(:) :+ ci(0+í+'(v)) - ei(o+'(;)) :::> e'(t+'(v)) - ei'(;) ::>

f + a(y) -- a(:) = 2nn para algum inteiro iz.

Aplicando a. propriedade triangular a g,:,.4 obtemos que li1 2 2la(y) --a(z)l e
como lfl $ - t.emosclue la(y)--«(z)l $«/2
Resumindo

! + a(y) -- a(z) = 2n'n

zl 5; -'
a(3/) -- .1(:)l $ -'/2

então Z+a(y)--«(z)=0 ecomo lZ122la(y)--«(z)l teinosq«e 1=0
que g

e logo

./ e uma ttmçao fechada:

Seja B uni subconjunto fechado de .X' xS'. e seja(tl,u) C/(B). Existe umasequência

l(z«,g«))«c« de pontos de Z? tal que /ír?2.-./(z.,y«) = (tz,u). Por defnição de ./

/;nzz. = tt. Vamos provar (lue a sequência (y«).c. é convergente

Suponhamos cine Ig«)«c« não converge. Como .$' é métrico compacto e (g.)... C S'',

esta suposição implica blue (y«)«c« possui mais de um ponto de acumulação. Sejam

p e q pontos de acumulação distintos cle (g«)«e«. Consideramos (y«)kc« e (y«,)jc«

duas subse(ltiências de (gn)«C« tais (lue /;mk-.y. = p e /;mj--gn, - q.
lemos então (l t.ie

time.-.fl.=«*, y.. ) = JI.u, p'l

timj-,-»jl.:cn,. y., ) = JI.\t, q'l

Como ./ é injetora e p # q, ./(tz,p) # ./'(u,q). Chegamos portanto a uma contra-

dição com /;«?/(=«, g«) = (ü,u). Segue que a sequência (y«)«c« é convergente.

Sda q=/í«:y., então /im...(#.,g.) =(u,q) C B. Como / éco«tín«.

./'(«,q) = /;m/(.-«,g«) =(t.,u), logo(«.u) C ./'(B).

e
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./ é sobiejetoia:

Vamos provei (lue /({.z;} x 5'i) = {.t} x S'' V.z: C .V

Se ./({.t'} x S'') Ç {;z:} x S': para cada .i:, então ./l{.z;} x S') é um alce cle S'i. X,las

como ./'l{,.}*.s- é homeomorfismo na imagem teimamos {#} x Si homeomorfo lml bico

de S'i o (lue não é possível.

Falta ver (lue .X' x m rena CIPH. Sabemos blue .V x #? é homeonioifoa

V x (S' -- {l}) subconjunto aceito de .X' x S'. Segue pelo lema (4.1), -V xH
tem CilPH.

Teotenaa 4.3 0 cubo de H{.lbel't Q tens CIPH.

T) n rta n n q+ p n p; '\ .

Vamos identificar os pontos do plano l?2 com números complexos, e usaremos l

para denota.i a norma usual em C.

Para cada /z C u- seja Z). = {; C C : l;l < 1/2"}. O cubo de Hilbert será

repiesent.ado poi

l
Q - ll o«

e a métrica considerada em Q é a seguinte: sejatll .t =(z«).c« C (2 e y =(g.).c, C Q
com .z:.. .y. C D., então

la(", y)I' - >1: 1«. - w.l:

Seja .-l urn subconjunto fechado não vazio cle Q. Cromo Q é homogêneo podemos
assumir. seiii peida de generalidade (lue 0 = (0, 0, . . .) C A

Para cada /z C u definimos a função /z. : Q ---> Q como segue:

ln

a:.j se .7 # n

.u...'(;) se J = lz onde a(=) = 1/2.d(=,.4)

Pala cada /z C o. b. é uma função bijetoia:

Fixado n. paracada / tal(lue 0</ $1/2",temosqueoconjunto
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.X', = {.t' C (2 : 1.c.l = 1} é da foinia .V x S''

Então para cada 0 < í $ 1/2", /z.«lx. : -X'f ---} X, é um homeomorfisnlo (foi

clemonstlado no teorema. anterior). Poi definição de /z. sabemos (lue /z.(0) = 0.

Logo /z. é bijetora.

/z.. é contínua

-'jã.(.') V.j:#« V.«C Q :+ «'jA. éco«tÍ««- V.j#n
n./z.(.t) = a'«.e''(') V# C Q ::> n,,/z. é contínua

6.. é fechada

Seja Z? liiii subconjunto fechado não vazio de Q. Então B é compacto e A..(B) é
fechado.

Piovainos então (lue para cada /z C u a função /z« é um autohomeomorfismo de (2.

gelam agoi'a ./. := /1...../z2Ai para cada n, e /z = /ím.-.}../n. Vamos mostrar (lue Â

é um autohomeomorfismo de Q e que ./iz(/z) = Á. Para cada n temos (lue

dtf..t\ , j. ) = (IQh.-ç\lt. hl. }l«...ht) = ({(h«+l , i(to'l

pois /t....ái é sobrejetora

(/(/z«+i, idç) = sz(p.,cola.=.+.1.1ei'(') il} 5; i/2"

logo a sequência (/n)«C« é de Cauchy. Como C'((2,(2) é completo (com a nol'ma do

supremo), existe /im./« = /z. h'tais ainda, /z é uma função contínua e sobiejetoia.

(lembramos (lue o conjllnto clãs funç(5es contínuas e sobrejetoras enfie dois espaços

compactos, é fechado no espaço das funções.contínuas entre tais espaços IMiiSSI).

Sejam .I',g € O, .r 7é #. Suponhamos primeiro (lue .z:,g # 0. Seja no C w tal cine

rn. # y.
b.(=) :# õ.(g)
a'.. C Z). ::>.1'. - fe'0 com 0 < í $ 1/2"o. Deigual forma g.. =se;J com
0<s$ 1/2". Temosentã.oque/:#s ou é?7É(í.
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Se Z#s então/z.l.t ) #b..(g) pois /z«.lx. :-X'í --.>.V,

Se f = s , con.o b«lx. é --m ho-neonlo-fisn.o. e 0 # á, /,«.(..) # 6..(y)

Por definição das funções /z«, (/z«(/z.(z))). = (/z«.(.z:)),.. Vnz # 7z. e

(#)« Vm # «o. V..' C Q . Porta«to (./«:(..)l. = (Ã.(#)l V«- > «o V;«

b.(z) # AA.lyl i«aplica/:(z) #/,(g)
Se.t = 0,/z(.r) = 0. h-lascomoy #0exister?o C«,calque y. # 0. Logo

e portanto /?(y) # 0.

IA.(= nO

C Q. Então

6«.(y) # 0

.fi.- (A )

Se «: C .4:> «(.- ) = 0:+/'.(.') = :« Vn C «.;:» A(:) =-:

Se = g .4 , então .i« # 0 pala algum lz , logo (A(:z'))« # .u« (lembramos que como

= Ç! .4, 0 < a(.z') < 2«-).

4.2 CIPH no cubo de Cantor

Se .V é um espaço topológico, denotamos poi 2x o conjlll)to cle todos os subconjuntos

fechados não x,azios (le .V. Em 2x consideramos a tipologia de Vietoris, cujos abertos
básicos são da forma:

('k> = {F' C 2x

n

r' c U u.1 ) Fn Ui:#$ para z = 1, ,É}

onde Z./i , . . . . (/i. são al)fartos de .\'

Se .X' é lmi espaço métrico compacto, consideramos en] 2\ a métrica de Hausdorff

1(/H), definida por:

para E,F'€2x . (/H(E,/')=fn/{c>0: EÇ l?(r'.:) e f'Ç B(E,cl}

onde B(r',:) = {.r C -V : d(.r. r') < c}. .A topologia induzida por (/H em 2x coincide

coiii a topologia de Vietoiis. Se .V é métrico compacto então 2-r é compacto (4.7 de

l iii8sl).
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Notações:

# C' clenotaiá o conjunto de Clantor, considerado como subespaço do intervalo leal /

e (/(p,g) denotaiá lr WI em C'

# .-lC' denotaiá o subespaço de 2c elos subconjuntos fechados de C' que são densos

em si mesmos (nos referiremos a estes conjuntos como stzZ,co@?zelos corrzp/elos cle C').

+ Seja H subconjunto fechado de C'. Denotamos:

l)o(H) = {'# C H : ., < min(H) + max(H) '!
1. z J

O-(H) I'«C H :.? i«(H)+ma*(H)
1. z

Obse*'amos 'l«e como H C G.(min(H)+ :nax(H)l/2 € H, logo Do(H)n D:(H) = ü

Lema 4.4 H I'e/aç(io Z)i(/\') /)a/ü 1 = {0, 1} é cora/h?za na rlzéfrica de Haz&sdor# l.e

pal'a cndn {\ C. C' Jecltndo. d.ado e > ç) existe 8 > Q tal que para cada G C. .oc com

(/H(/t',G) < .5 Ze io.s dH(Di(/t'), Di(G)) < e.

T)nninnc+pnp;..
Y q.LV -

Soam «- = mi«(Á ), '/- = max(/'), .- = -ni«(Z)-(/')), ó: = max(Z)o(/'))
/L/i = lat + c/i)/2.

JV/i « C' portanto existe 1 > 0 tal que '7 < mina(/(bt, .vi),d(lvi,ci)}.
Dadoc>0 sda â=minl7/:3,c} eseja (7CC' fechado,tal(lue dx(A',G) <á
Definimos a2,b2,c2,(72 iv2 pai'a (l, em forma análoga a al, . . - , Jvl. ('omo

)

IJt/i -- :lJ'2 («- a2 + di ./2)/2 $ 1at a21/2 + la. d21/2 e (/H(Ã., G') < d

temos que l:t/i t/21 < á. Cromo (/(bi,/\'/t) > :3õ temos que (/(ói,/V/2) > d e

bt < ]1/2 pois Z)t < .L/i. Logo (/(bi,cz) > á e portanto B(OijG),â) n z)o(/t') = o.

De (/W(/t'.G') < J segue que Z)o(/\'l C l?(Z)o(G),J) U B(Z)t(G),â). Logo Do(/') C

B( 0o(G) , d) .

De igual forma (/(bt. cz) < â implica que Z?(Z,)o(/t'),ã) n z)i(G) = 0, portanto
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o-(a) c B(o-l/'), Õ).

Trabalhando em forma análoga com c/(cl, .l/i) > 3õ obtemos Z)i(A) C B(Z)l(G),J)
e Oo(G) C B(Oo(A'), 8).

Resumindo temos (///(Di(/t'), Z)i(G)) < e para i- 0, 1

Lema 4.5 Erisle ÜMr7 /unção confz'fila ./' : C' x ,4C' --> C' soói'elefora, la/ que

ríJ ./(C' x {/\'}) = /\' para cada /\' C ,4C' e

r2,) /lcx{/\'} e ürlz /}orneomor:/isirlo /)ara cada /\' C .4(1:.

Denl onstrnrãn-

Vamos primeiro construir a função /

Observamos que se H é um subconjunto completo cle C', então Di(/t') também o é.

Para cada conjLmto {íjl),...,i(n)} onde {(.j) C {0, 1} pala .j - l,...,n, definimos o

conjunto l)f(i)...i(d(/t') como segue:

0;m . . .i(d( /\' ) 0i(d( 0fm ...i( « -0(A' ) )

afim)ação l: Os conjuntos Df(i)-.i(«)(/\') formam uma base pala /\', e cada ponto
.t C Ã' determina uma sequência J(.z;, Á') = {i(J)}Z:. com í(j) C {0, 1} VJ, tal que

Df(i)(/t') -) D.(OiU(/t') .) . . . 3 r

prova:

li) Z,)i(/x') é um aberto de A'

o.(/1) - lo, ""i/I') ; "i"(/1)) n Á

"-ü-) - ree«-42.;!Élw, *l « «,
\ '= J

lii) Seja .r C /\' e seja Z,'' limo vizinhança aberta de ;z: em /\

Se ;« C Z,)o(/t') 'ntão ;(1) = 0 ; se r C DI(Á ) então ;(1) = 1. Portanto # C Z,)í(i)(Ã)
Se .r C l)o(Z)(i)(/t')), então í(2) = 0 , se não i(2) = 1 . ou seja .z; C DÍ(i)Í(2)(/x')
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Àssinl .z determina uma secluência {;(.j)}Zi. Como (7ía77 (Z)Í(i)...i(«)(Á')) 5; 1/2"

temos (lue {.z'} = Ol::i Z)i(i)...i(«)(/t') , e existe 110 C d tal que Z,)i(1)...i(«o)(/\') C Zlr

afirmação 2: C:ada sequência J = {i(J)}.i=i com i(.j) C {0, 1}, determina um ponto

.r(J, /\') satisfazendo a igualdade J(z(J, /\')) = J
prova:

Sda J = {íl.j)};:i Pa.ta cada lz C w , Z)f(t)...{(d(/t') é um subconjunto completo cle

C', e portanto Df(i)...l(«)f(n+i)(.rf) :# g. Temos também que

/\' D Z)i(t)(/t') D Z)i(t)í(2)(/t') :)

Logo comia /\ é pompa(to, n=;. Dí(i)...f(«)(/t') # ü. E de novo usando o diâmetro de

Z)f(t)...-(«)(/\') temos (late esta intersecção tem um único ponto.

Definimos a função ./' C' x ,4C' --} C' como segue

./'(z, Ã') C'), /')

./ é contínua

Sejali] (.z:, /\') C C.' x .4C' e (=., /\'.).e. uma secluência em C' x AC' convergindo pala

(=, /'). Te-«os então q«e /;,««--./(#.,*) = 0 e /ím.--./H(/'«,/') = 0.

De««aos pro~ai q«e dado e > 0, existe no C «, tal que '/(./(.-«, /1'«),/(z,/\')) < c
Vn ? n..

Vamos usar y. conto notação pata /(:r., /\'.) e # para /(=, /\').

Então y« = .-(J(:-«,6'), /'«l e y = =(J(;r,C'),/t'). Como /;n:«..dH(Ã.«,/x') = 0,

pelo lema (4.4) temos blue /;m.-.«dH(Df(1)...i(m)(/\'«), Di(1)...Í(m)(/\')) = 0 para toda

sequêrlcia {;(j)} com í(.jl C {0, 1}, pala todo m C «/.

Sda /rz tal que 1/2" < c/2. Como /i7n.-.d(z«, .z:) = 0 existe lzi C to tal que Vi2 ? ni

/(#., C') e J(z, C') coincidem nos m primeiros termos.

Soam ;(1),...,;(nl) os primeiros «z termos de J(=,C'), e sda n2 C «., tal blue

Vn ? rzz dH(Di(i)...l(,d(/t'«), Df(i)-.i(N(/x')) < c/2. Seja /zo = maxlrzi, lz2}. Como

para cada /l. ? no, y« C Dí(1)...1(m)(/\'«) e dH(Dí(1).-i(m)(/\'«), Z)í(1)...f(m)(/\')) < :/2
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temos (lue (/(g., Di(i)...i(.«)(/\')) < e/2.

Como (/;arlz(Di(1)...i(m)(/\')) $ 1/2" < :/2, segue cine (/(y.,y) < c Vn 2 7z.

/ é sobiejetora:

Se y C ('. ./'(y, C')

jl) ./'(C x {/\'}) = m pala cada /\' C .-lC'

./(C' x {/\'}) C /\' por definição de /

S.ja :y C /\'. Existe .i C C' tal que J(#,C') = J(y,/\'). Então ./'(z,/I') = ye
/\' C ./'(C' x {/\'}).

(2) /lc'x{/,'} é um hoineomol'filmo:

/lcx{/-} : C' x {/\'} --+ /\', é sobrdetoi'a por (1).

Se =, #' € C', .« # z' e-tão J(#, C') # ./(.*'. C') , porá'"to .:(J(z, C'), /\') # =(J(z', C'), /\')
e /IC*{/.} é injetora. n

Definição 4.6 Seja7n .V e y espaços co/npac/os Waüs(/orV. t/mrz /urzçâo é : .X' ---.} }

é cltamadu lulln d-al)ligação se e soba'ejeloia, coítt.-ín\ta, nt)eit.a e e=ci.sLe umn i.}nersão de

.X' cni C x }' /a/ qüe é = n}, lx , o/lí/e a}.-l.x- é a i'csfrÍçdo (/a /)70yeção ay : C' x }' --> y
ao co'njlutt.o X

Lema 4.7 S'ajam .X' e }' espaços corrzpacZos #aizs(/Olj#'l. .S'e é : -X' --} y é lzrna (/-

aplicação, e se nc4''t tU) é con\pleno pat'a cada \y C Y, entoo e=isl.e llm homeomorjisino

g : C x \' --» X tal q\te xy -- d)g.

T) n ni n n a+ p n p ;,..
'LY Lt v -

Por definição de d-aplicação existe uma imersão de .V em (' x }' tal (lue @ = n}.-l.x
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Definimos g : (' x y' como segue: se (c, yl C C' x }

g(.,yl (/(c, «'cÓ '(W)),yl

onde ./ : C' x .4C - é definida como no leda (4.5).

(i) g(c,V) C .V V(c, 3/) C C' x y pois '#''(g) C -V Vy C }

lii) g é injetola
Sejam (c, y), (c'. y') dois pontos distintos de C' x y

Se y # y'. então g(c, y) # g(c', g') por definição cla função g.
Se y = y', então c # c' e como /ICx{«cÓ-i(y)} e um homeomorfismo temos (luc
g(c, y) # g/(c'. y').

liii) g é sobrejetora

Se (c,y) C -V. então c C ac:é''(g) pois (c,g/) C é''(y). l-usando mais uma vez

o fato blue /lc'*{«cÓ-i(v)} é um homeomorfismo, teimas (lue existe c' C C' tal que
/(c'. «'cé-'(w)l = c . Logo g(c',y) = lc,y).

(i*') g é co«tín«-

Seja (c, y) C C' x } aibitiário. Vamos mostrar que g é contínua em (c, y)

Sda. H = a'c'p''(y).

Dado c > 0 seja \4 x I't'' uma vizinhança aberta (le g(c, y), onde I'Ç = B(c,.c) n c'
A função ./' : C' x .4C' --> C' é contínua, portanto existem vizinhanças <Ut, . . . , t/.>

de // em 2c e [/ de c em C' tais que

se H\ C (LT\. ,U«> e c- C (/, e«tão d(/(c:,H-),/(c,H)) <

Por definição de <tri,...,Cr.> temos: /7 C UÍ;;.ZI/f e .F/nz./i # 0 vi= 1,...,m.
Por outro lado temos: y € 1,V ::> @''(g) C Ó''(1,}') + # = «c:é '(y) C «cé '(1,}').

Portanto ZI/i x }' n ó-'(1,}'') # 0 V i = 1, . . . ,m e como Ó é unia função contínua.

(l,'i x }' n ó-'(1,}') é aberto.

Para cada iC {l,. . .,ln}, seja Oi = @(uí x }' n @-'(lt'')). Como @ é uma função
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aberta, Oí é um aceito V; C {l,...,nz}. .Alem disso g C O; V; pois gC l,}'

Poi outro lado Oo = } ó(X' -- U=:. Z./i x }') é a.peito em }' e y C Oo ( pois

é-'lw) C U=:. Z-/i x }').
sd- o = n=:. Oi, e«tào l.;' x(on I'r) é «ma «izi«ha«ça abe:ta .le(c, g). Se(c-, Wi) C

[/ x (on]t'') e«tão :cÓ '(3/-) C <U-,...,U,«>

li) yi C 0o ::::+ yi gl o(.X' U=:, Uí x }'') ::::> @''(y]) n (-X' -- UZ:. Ui x y) = ÇÕ

:::+ @ '(wl) c -v n (Ul:;. ul x y') -:> -có''(yi) c Ul=. [/f.

l2) vi c Oi V;= 1...../7z:::> gi c @(c/l x }'n@ '(I't/))vf= 1,

é''(y:)n(z:/. x }'n@''(tF'))#0ví = 1,...,,n:::> ó':lw-)n /í
1,...,nz.
Cl-a«-a«do H- a «c:@-'(g-), te«-os .l--e: (/(./(c, H), ./(c-, H-)) < c i.e./(c-, //:) C \'

#. C I't'. Po-ta«to g(.-.y-) = (./(.:, #-),#-) C K x }l/

n7Z ::::::+

x y # 0 Vi

)

lv) n'}, = Óg
ég(c, y) = -'1'l.v(g(c, y)) = «'p'(g(c, y)) = g

Def\tli.ção 4.8 Lrnla aplicuçâo contíttlta .f : X ---} Y' é teg luar se l)aía cada sabes!)aço

Jecltado F (te X e.riste um homeomor$slno it -. X ---+ X tal que ft=Çh) = F e Jh -- J

Observamos (lue o clon)ínio de uma aplicaçã.o iegulai tens CIPFI

Teorema 4.9 Sejam r ? w zzllz ca7dÍlla/ e /\' //r! espaço /rléfi'íco separáz;e/. Se /)a/a

cada subespaço fechado X de íÇ' Q projeção vl : X x lÇ' ---+ X é regular, et-ttão a

piojeção nl . X x lÍ' ---.+ X é regular pctra.cada subespaço fechado X de lÇ' . Em

paiticulai' X x lÇ' tem CIPH. oitde X é llnl sut)espaço fectlado (le l.i'

Deinonstracão:

.A prova será feita poi indução transfinita sobre r. No caso T = u, al : .X' x /\'" --> .\.
é iegulat pol hipótese
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Suponhamos (lue o teoienla foi provado pala t.odo r < H, onde (o < x, e consicleianlos

o caso r = H. Seja ent.ão. -V uni subespaço fechado de /\''

Se r = co..+i (i.e. se r é un] catdinal regular), então /\'' pode sei iepiesentado como

o limite inverso do sistema {(/\'"')P, nPP+'. a < c./(r)}, onde

«g+: : (/\'"')'+' )o denota a piojeção (/\'"')P x /'"' --} (A'"')P. Ou sda

que se ÀP+i C (/\'"')#+'. então apP+'(kp+i) = #,3+tl -

Se r é um cardinal singular, então r = stéplu., : a < c./(r)}, onde u $ w.*, < r
para cada J < c/(r). Portanto /\'' pode ser ieplesent.acto como o limite inverso do

sistema {/\'"',.,rj+'..d < c./(r)} onde ng+' : /\'"'.'+- - denota a projeçao

no sul)pro(luto correspondente. Ou seja que se kp+l C /I'"'o+- , então nDÓ+'(kp+i) =

KP+il....,.,

Conlbinanclo ambos casos, podemos escrevem /\'' =/izlz S'/-, com

s'K = {/tb,'''3F'.o < c.r(r)} onde Á'p = 1 1:.,)/'s' ,'- = .«P{«,.., : P < c/(,)}
Se T = (Oa+l

Poi nP denotaiilos a piojeção de /\'' em /\ P i.e. se k C /\'',

klo se r = co.+l

bl«., se ' = '«p{«.,., : P < c./'(')}

Como .X' é um subespaço fechado de /\'', temos (lue .X' coincide com o limite inverso

clo sistema S\ = {-\'/3,pg+',g < c/(1-)} onde .\b = C'/K,n,3(-X') e pg+' = nP+'l.x,...:

Sda S'À' x S/* = {-\'a x /xb,pl;+' x «0P+:,a < c/(r)}, obsei-mos blue

tim Sx x Si< = X x lÇ'

Sda r' um subconjuílto fechado de .X' x /\''. Para cada # < c/(r), F# = C'/X-,(PP x aa)(r')
A projeção -V,3 x /\'.3 ---> .X'.a será denotava por n"l

Como .Vo é fechado em /\ o, e /\ o é o produto cle menos de r cópias cle /\', por hipótese

de indução temos (lue existe llm homeomorfisrno /zo : -X'o x /I o --> .X'o x /\'o tal (lue

«I'/zo = ,P e .f;.r(Ao) = Eo

-'.3 ( k
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Anrnlaçao:

Pala cada 'l <. cfÇv) e=ist.e um. Itom.eomoi'$stno h..í . X..v x I'ia --» X..t x l<.v tal que

(;), «7/,-,

(ii). Ji (h~)

l;ii), lpl; x ,7)/l~ = Ãõ(plÍ x «;) pala cada ó $O
l;z;), /z.« =/in2. {àõ : '5 < 7} pala cada ordinal limite ' < c./'(r).

Seja então /} o hoineomorfismo (definido pol:

/} =/irn {/}p:0<c/(r)} :,V x /\'' --}.\' x /\''

/z preserva a primeira cooiclenacla e /;z(/z) r'. Clamo (lueiíamos

Demonstração da afirmação:
Suponha.mos (lue pala cada a < ', onde ,y < c/(r), já roíam construídos

homeomorfismos /zO : -X'/3 x /\O ---> -X'p x /\ g tais (lue

(;)p n"f/ip = nf para cada Õ < '
(;i)p /;.c(/zp) = rb para cada /i < ,y

(;;í)/3 lp5 x af)Aa = /zó(pg x nf) pala cada par á,P com (S $ .O < 1'
l;u)p /zO =/;nl. {/z5 : õ < #} para cada ordinal limite # < 'y.
Vamos agora dehnii o homeomorfismo /z,v : -V,v x /\, --} .VI x /\',v.

# Se ' é um ordinal linaite, definimos /z,v =/i7n. {/zp : a < ,y}. Poi definição de

limite inverso pata funções temos

l i). (pl; x ,;)Ã,« = âJ(pl; x «?) para cada á < '7
Para provar 1;), n7/i~ = al', seja (.t.,Â,) C .X'. x /\,. Temos que

PJ(-'l'Õ«(.',, k,)) = -'f(PIÍ x «'7)A,,(:t., Ê,,) Ug' -'ÍAJ(Pl; x «'7)1=~, A«)

(2' .J(pl; x ,'7)(.t., k,) = plÍ(;t.) Vâ < 'y

Portanto -7/z,(.r., k,.) = ,7(.z;,, A,) como q«eríanlos.
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Falta provar (;i). /i=(/1,) = /;',:

( 1) E. C ./'i#(A.)

F., = C'//..(p, x n-,)(F'). Como /z, é contínua, basta mostrar que

(p-. x ".)(F') C ./i#(Â«). Sda (=,,#,) C (p. x -,)(r'). Po- (íji), temos q«e

(P; x «'7)A,(=., A.) /zõ(pl? x n';)(.z:,, k.) VÓ < 'r

n.as como (pl? x -7)(=,,A~) C Fó temos ta«:t)ém

bá(P;' x «'7)(;«., A,) x -'7)(z,,Ã.l VJ <

Logo /,.(.-.,k.) ,A,).
l2) /jz(A,) C /',:

Sda (-:,,A,) C /;.,(â,), então Aõ(plr x «l?)(;«,, É,) C ./i#(Ãó) VÓ < 7. Como

Fõ = /i=(Aõ) V8 < ', temos que pJ x «7(;r., A,) c FÕ = ;e x «;(.f;:,) Vâ < 7

Portanto (=,.,, A, ) C /;'..

'k Se ' é ordinal sucessor i.e ' = d + 1, procedemos coilio segue. Consideramos o

.o«j««to

Z,3 {(=o,kp,=o+i) c -X'.3 x /\b x -X'/3+i pg''''(-,3+ -) }

p ;iç çpo'i l i nt pc f.. . ,À...
u vt) q'« A AX v LbJ K LÜ LA l5 vbu a

\ Pl;''': x «g'''')a«f+'

çp : Zo x /\b e V, : Zo --> -X'P+i as correspondentes projeções

.X'P+l -V0+i

,g''*.g''

{o x lÇa
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e Se r = sttp{«.,.,, : # < c/(r)}, pa.ia cada ponto (.t,3, kO, .z:O+i) C Za, temos que

\':(;ra.A,3,=o+t) = {( /3+i,Ã +i) C -X'o+i x /\ p+. : Âp+il«.,, = kp} H Ã'* onde

À = w.*,+. -- w.,p Definimos a ftmçào J : -\'8+i x /tb+i ---> ZO x /\'À por

.j(Epal , x;/3+ 1 l 1(.-d+- lw.,, ka+- 1«., , z#+-) , kp+-l,\)

.j é um honleomoifismo tal club J-i : .ZP x /\'\ ---.} .YO+i x /t'p+i é a seguinte função

.j''(zp, k.3, i/3+i,/) =(=P+l, m)

onde nl. C /x P+i , ml«.., = Ã# e mlx = /.

.j é uma função contínua pois \, n(+i são funções contínuas e .j = ;\.Z\7r(+í

Portanto a função J é um homeonloifismo tal (lue X. = af.j onde

nf : Z.3 x /\'\ --> ZP é a projeção na primeira coordenada.

X'0+i x /\'P+. --:!--- ZO x/I''\

A ideia é construir o homeoniorfisiiio /zO+t a partir clo homeomorfisnlo J,

aplicando a hipótese de indução ao espaço ZO x /\'\. Vemos (lue isto é possível pois

por construção ZO é um subespaço fechado cle .Vp x /\ O x -XP+i e

«i

.X'p x /\'p x -XP+i é subespaço fechado de /\P x /\p x /{'O+i H /{'P+l lÇ"'' a-} -

Como IÀI = lw.o+i w.p+. , segue (lue Z/j é um subespaço fechado cle /\ '\

Por hipótese de indução, existe um homeonloifismo g : ZO x /\'\ ---> ZÕ x /\'\ tal

q«e «i~g = ,i' e/i=(g) = J(Fo+-).
Seja ./l.j+i : -X0+i x /t 0+i ---> -X'p+l x /tb+i o homeomolfismo /D+i = J''p.j. Então

.fia:l.Jo+t\ = Fü+i e X.fo+\ = vtjl.j''gj) = Ttgj = Ttj = \
Seja também g.3 : Zo o homeomorfismo g,3 = Apyz\ç/,. Definimos então

Ito+t = .f.3+.j'' (gB x idK* \j
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/i.a+i assim (lefiilido ó um homeomoifisnio pois é composição de homeomoifisnaos

Vamos ptovat agora as piopiieclades (f)O+i. (;;)..3+i, (;jí),3+i:

vz,3+il.I'.3+i,A'.3+1) = x/o+iJ-'lgo x j(// *)j(=a+l,ka+i)
= y.j':(gp x ;d/-,).j(:z:p+i, kp+il

x.j-'(go x ;d/*-*)((#/3+11w.,, kp+i lw.,, =p+]), kp+l IÀ)

\.j-'(g#(.t.3+- lw., , AP+- 1..,., , Z0+-l , AP+- IÀ )

\J '(ào(.tp+il«.. , Ap+i l«..), .«/j+i, ka+il.\)

(/zo(.z'.3+t 1,.,, , kp+i l«.,) , =B+t )

làp(pB'F' x --g+' )Z\«'i?'p')l:ró+- , Ã,3+-)

Por outro la(lo temos (lue

x «l;+')ZX«'f+')/zp+t(z/3+i, ko+i)
x n'l?+')/zo+l zXn'f+'/}p+.)(zp+t , Ap+i)

Portanto (/ jF' x -l;+')/l +i = P(pg+' x «g+') e «l?+'áo.F. - ,..f+'. Temos e«tão

1;)0+i e (;z;),J+i. Poi de6nição de /z/3+t, ./';=(/zP+i) = ./iz(./b+i) = FO+i e temos

( zz )0+1 .

\ /z . J+i( .i'.j+i , ko+l ) = ((pg'F'

= ((pH''"'

8 Se r = «.:.+i. para cada ponto (=0,Ã,3,.tP+i) C Z#, temos blue

\ '(.t,3,Ã,3..:.j--) = {(.:o+i,Â/3+1) C -Vo+. x /\'.+. : Â/3+-lO = kp} H /\'* onde

À :: u.. Definiitios a função j : .X'P+l x /v3+i --} Z/3 x /\'À por:

.j( .z:..j+i , #a+i ) ((.t/3+i l,3, k,3+1 lo, =,j+i), #o+i lw+n-,3)

.j é um honleonloifismo tal que
na piimeiia cootdenacla.

Neste caso temos (lue o espaço -X'a x /\ P x -Voei é homeomorfo a ]\'"', portanto ZP

é um subespaço fechado de /\'"'. Logo por hipótese cle indução existe um

hoineomorfisnlo Õ : Z.j x /\'"' --} Z.3 x /\'"' tal (lue zÍ3+tâ = a.O+t e

./;=(ã) = .j(F.3+i). Sd« ./b+i : -Va+- x /I'.3+i ---> -X'O+- x /tl3+- o homeomorfismo

niX : Zo x /\'* -+ Z# é a projeção
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J-'Õ.j. Então ./;.t,(/D+i) = /%+i e \.fÕ+t \ Se g,3 = /lpyZ\d,, definimos

.fo....) ' {go x i.!í,- )3

b.o+l é homeomoifismo e verifica as ptoprieclades (;lo+i, (íi)P+i, (iíi)p+i. A prova é

análoga ao caso r singular.

Teorenaa 4.10 Selar? r ? w e .X' r/m espaço corri.pac/o :ei'o-dímensÍona/ de /)eso

$: T. Então Q l)iojeção nl \ X x ÇZ.z)' --+ X é i'egulcn'. Ein pctrti.c\tear, o pto({\tt.o

X x l.Zzy terít ('lPll.

Del-tanne+ rn 8n

Obseivarnos (lue o espaço V pode ser imenso em (Z2)'- Clonsecluentemente, pelo

teorema (4.9), basta consicletar o caso r = «,.

Seja r' unl subconjunto fechado cle .V x (Z2)". Como -V x (Z2)" é zero-dimeilsional

com base eiiunlerável, -V x (Z2)" -- F' pode-se escrevem como união enumeiável

clisjunta Ul=. C'i de subconjuntos abertos e fechados de .X' x (Z2)"

A iestiição ailc'. : C'. --> at(C'«), 1? C w é uma d-a.plicação tal que para cada
.- C --(('.) te-«os

(«- c,.)''(.,) = «Í'(;-) n c'. ({:-} x (z2)") n C.

Portanto para cada .i € ai(C'«), (ai lc.)''(.z:) é homeomoifo a um subconjunto

aceito e fechado de (Z2)", logo (ni c'.)''(.z:) é honleomotfo a (Z2)" i.e. (ailc.)''(.z:)
é um subconjunto completo (te (Z2)". Pelo lema (4.7), pala cada rz C w existe um

homeomorfismo f« : ,l(C'«) x (Za)" -+ C'. tal que ,if. = "c. onde

nc. : al(C'.) x (Z2)' -+ nilC'.) denota a piojeção ila primeira coordenada.

c'. '' --l(C'«) x (Z2 )"

«' l(C'. )



Seja (/ uma métrica em .\' x (Z2)". Pala cada lz € «; escolhemos um homeomoifismo

/n : (Z2)" -+ (Z2)" sem pontos fixos e próximo o suílciente da função identidade

cle modo (lue o homeomorfismo g« : C'« ---} a. definido poi g« = 1.(íd«.(c.) x /-lZ:'
seja tal ciue (/(g,.(.r), .r) < 1/?z V= C C',.. Observamos que para cada n, g. conserva a

primeira. coordenada., ou seja que atg. = ni lc.

Consiclelamos a função /l : .X' x (Z2)" ----> X x (Z2)" de6nida por

l :z: se .c C .f?.
/}(=) :: <

se .t C C'..

b é uma função bíjetora pois pala cada rz, g. é um homeomorfisnlo e C'í í] CIÍ = ç)
se \ :F ].
b é contínua:

Seja .r € -X' x (Z2)". Se .z € r', então ;r C C'x; pa.ra. algum É C .o. Como Cx; é aberto e

hlc. = gX; temos (lue /l é contínua em .r

Se .t € r'. seja B(;z,e) vizinhança aberta cle .z: e seja .4 = {r? € «, : 1/n

Como .4 é um conjunto finito ou ,4 = 0, segue que t' = 1?(z,e/2) -- U,

conjLmto aberto. Pala cada y C 1/ temos (lue

? c/2}
e Ltm

(/l:z'./z(y)) $ (Z(#,g) + (7(y,/z(y)) < :/2+ e/2

Logo /}(y) c B(J'.Lc) Vy c L''
/z-i é contínua:

Para cada n € «; e para cada = C C. temos:

./(-'.g;'(..))(g;'(.z')),g:''(..)l < 1/n

Logo a demonstração cle (lue /z'i é contínua é análoga a prova de /} contínua

/l preserva a primeira coordenada pois pala cada rz, g. preserva a primeira

cooidenacla. Temos também (lue /iz(Ã.) = /? pois para cada rz C «; g. não tem

pontos fixos

Corolário 4.11 0 cizóo de C'anzol (Z2)' /cm C'//'# Faia /odo cardina/ ín$ní/o r
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APENDICE

Definição A.l Selara H z1/7z ca-rd;iza/ í12./i?silo e A C lxl". Se / : ll.<. .Xa

IL n. função contínua,. ottde para crtda cx X. é un\ espaço topológi.co, dizemos blue j

dep'«d' (/. ,4 .e ' '.«-'«le '' V«, g C rl... -\'. («.4(z) = «,,*(gl ::> /(-) = ./'(3/)).

Definição A.2 Sejam / : r'l.<. .X'a ---> ll.<. -X'. lzm.a ./}lnçõo coízfz'ntza, e

/Á : ll.<. .V. -----} fl.c.+ .X'. a /urzçâo /Á :; n.4 o /. Se /.4 depende de .4, (/e./í17;mos a

/tzlzÇào ./''4 : [lüC.a -Va ----} ]']aC.4 -X'.x Como -scgize:

/"(-'.,1(;«)) = -'.4(./'(;«))

Teorema A.3 (Stone-Weierstrass) Se um ane/ P (/e /üllções conZút'as ít t,a/ares

I'Cais, dejil-Lidas nwm espaço compacto X, coittém todas as f\tições constantes:

separa pontos e é feclLado t'esperto Q confiei'gênciü nijol'lne, ei-ttão P cairei(te com. o

urze/ dc /orlas rrs /uilções conzhizas r/ ua/ares i'eaás (/e#/2fdas em .X (ver IEng891).

Teorema A.4 .Sela ./ : rl.<. -X'« /n.rz ./ürzçfio colzíúztza. Se .X' á uzrl es/)aço

tnet.i'lco sepai'anel e pal'a cada a < R Xa e itin espaço cotltpacto, ent(to j (lepet\(le (te

a/gi/m .4 C lxl"

Denaonstração:

Primeiro consideramos -V = #? e aplicamos o teorema de Stone-\veierstrass

Seja P = {./ : r].<. -V:. ---> #? : / é contínua e depende de S/ c ]x]"]

IP, +, .) é um anel e P contém todas as funções constantes. Para ver que P separa

pontos, sejam .z.gC ]].<.-X'... Se ;t-#y ,existe .í3<K tal (lue

«{p}(a l # --ÍP}(#). Sda ./ : -X'ÍP} --+ m uma fu«ção contín--a tal cine

/(n'{,3ll.z)) # ./'(n'10}(y)).

ll -v. !u -v{,} -!' m

79



Temos então (lue ./' o nlo}(.z'l # / o n{0}(y) e como .f o nlO} é contínua e clependc

cle {.8} , pertence a P

Falta piovarnios cine P é fechado para. a convergência uniforme. Pala isto,

considet'amos lama secluência (/n)«C. em P, tal cine convem'ge uniformemente a

uma função ./ : ll.<. .\'.. --.} m.

Como ./' é contínua, só falta ver que depende cle algum S C lxl"

/n C P ViZ € co . então pai'a cada iz existe S'« C IKl" tal cine /n depende de S',:

Sda S' = U...S'« . soam .«,y C ]'l...X. com «s(-:) = --s(y).

Pala € > 0 arbitrário, seja 7zo C u tal (lue

.f.(.r) /(.r)l <:/2 V,z? no, V;rC H.*..-V.* essa ,nono. Temosque:

1./'1.-) -/(y)l $ 1./'(z) -/«(=)1+ 1./'«(=) - ./«(y)l+ l./,.(v) - ./'(v)

Como ./«. depende de S'. ./,«(#) = /«(y). Então l/(=) ./(y)l < c, e como cé

arbitrário temos que /(.r) = ./'(g). Portanto / depende de S'.

Então pelo teorema. de Stone-\Veieistrass P = {./' : ll.<. -V. ---.} ,F? : / é contínua}
Seja agora .V uin espaço métrico sepaiável (qualquer, e seja ; uma imersão de .X' cria

Para cada lz C «.,, seja g. = a{«} o i o ./

ll .v.. -z-* .x' .-5 n« =u m

Como g. é unia função a valores ieales. pelo mostrado acima ramos que g. depende

de .-l« C IKl"

Seja ,4 = U.c. .4«, vamos provar elite ./ depende de .4 Se .t',g C rl.<. -Ya são tais

que «.4(=) = , 41.y), suponhamos (lue /(.z:) # ./'(g). C:omo ; é injetora,

;(/(#)) # ;(/(y)l. logo existe zzo C «, tal que m{«.}(i/(«')l # -{«.}({./(y)) i.e

g..(=) # g«.(J/).

alas A« C .-l, então a.4..(.r) = n 4.. (g) e como g« depende de .4« temos (lue
g..(=1 = g.ly). Esta contradição mostra (lue ./ depende de .4.

80



Lema A.5 Sttporz/!ar7zos qüe para cada cl < , -\'. á lzrrz espaço métrico com/uacfo

Sqa ./ : rl.<. .X'.. --> rl.<. -Xa ZZrlza ./'ülzção colzfí'naa . E/zlão e.z:lsle ?zm corÜurzlo

c.ü.ó C/ Ç IKl" fa/ qtze para crzda A C C:/, ./l4 (/epeizde de ..4.

Demonstração:

Pai'a cada a C H, sqa ./'{.} : rl.<. .Y« , /{.*} = n'la} o/

Poi teorema (A.4) temos blue para cada a C x, existe Á. C IKl" tal que /{.}
depende cle ,4..

Sda a.Í = {,Y C IKl" : Va C -X, .4., Ç .X'}

'k C.r é fechado:

Seja (-X'«)«c« Ç C'.r uma sequência crescente. Se a C U... .Y., então existe n. € «,

tal que o C -Y.., e como .X'.. C C'/ temos (lue '4a Ç X«., portanto ,4. Ç U.c. -V..
Temos então:

a C U X« :+ .4. Ç U -X'« ::> U -X'« C C/

+ C.Í é não limitado em IKl"

Sd-m .X' c l«I''' e y U...* Á«).
}'l C lxl" pois é reunião enumerável de subconjuntos enumeiá.vens de H

Para cada 7z > 1, definimos yn+i = }; U(U..}n Á'*). Temos que

yn+l C 1 1" Vn C «.,.

Seja }''=U...yn,então }'CO.r e .X'Çy

Falta provar blue /.4 depende cle ,4 para todo Á C C'/.

Se A € C'.r, .A. Ç ,4 Va C .4. Sejam =, y C ll.<. .V. tais que

«.4.(a) = «.4.(g/) Va C Á. Então /{«}(#) = /{..}(y) Va C .4. Logo

r[... ./'{.,}(z) = 1]...4 ./{.}(y), ou sda /.4(=1 = /A(w).

l)efinição A.6 Dilemas qlte tun. espaço tipológico X tem cl prol)piedade do post.o

Plo se e SOmeTlte sc pa .a cada jul\ção contírttta J : X -.+ X existe = ç: X tat que

/(-) .t
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Teorema A.7 (de Sclaauder) Sc.Ja E ul'z cs/baço "or'reza(/o , /\' C E cornpac/o

corlueio. En/(io /\' feroz a pro/yr idade (/o /lor?/o ./iao. (ver IHõn771

'Eeotenta A..8 Seja um cardinal in$nito. Suponhamos (l\te pai'a cada a <. R, X.

é um s zóespaço cornpaclo colzuezo dc izrn es/)aço /inear formado. Então I'l.<. -\'..
lem cl propiie(tarte do ponto ji=o.

T) n n. . . a 1- r' n '' n ''-.

Pai'a todo r' C IKl<w , rl.e/;. X. é um espaço compacto convexo, então poi' teorema

de Schauder, I'l.e/;, .V. tem a propriedade do ponto fixo.

Seja ./ : ll.<. -V. ---> rl.<. X. uma função contínua.

P.:«c.da F'e 1«1'" sd' yr {-,C H....X'.:«r(/(-))
Suponhamos (lue Í'lrCt.]<« }'} :# 0. e seja .l C Í)rc[«]<.., yr.

.z'c Í'l }} :+ .-e Vt«} Va<«; ::> «'{.}(/(z))=«'{..}(z)Va<x ::>./'(;r) =.,
F'€1Ki<

Portanto basta provar (lue Ílrc[.t<« }r' # 0. Pala isto clemonstraiemos (lue

IÍ) }'} # g VT' C IXI'"

l2) {Y} : F' C IKl<"} tem a piopiiedacle da interseção finita

(3) }'} é fechado Vf' c l l<w

Colmo n.<. -V. é compacto, as propriedttdes (1),(2) e (3) implicam que

n,.[«]«« yr # ©.

li) }'} # a vr' c l~l'
Seja .z: C n... .Y., .z' = ar(a) x n.-r(a'). C:onsideramos as seguintes funções

* a projeção âr : H../;,.V. x {n.-r(a')} --> ]'1..r blue é um homeomorfismo .e
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+ a inclusão í : rl../;. 'X'. x {n.-F(:z:)} (lue é uma imersão, e portanto contínua.

r;.\-l
H.., -x'. =!!-- ll.., -x'., x {«.-r(:')}'-i--' H... / x.x'.. ' : ]l...

n'F

H..,x.
.X função ar' o ./ o io nl;.i : l.l.c/;. 'X'. --> ll.crX. é então contínua, e por teorema

de Schauder tem porlto fixo. Sela yr C ll.Cr X. ponto fixo de nF. o ./ o { o aFi, e

sda g = yr x {-.-r(=)}. Temos que

yF = «'FO.r OJO -';'(gF) = «'F O ./'0 Í(g) = «'F O/(y). PO-'ta«tO y C yF.

l2) {y} : r' € 1Kl<"} tem a p.i.f:

Dados f'l,...,/C,. C f' C IKl<". sejam r' = Uf:;..In e i C yP.
.: C }} ::> «r(./(zl) = «r(;t) + «r.(/(z)) = «r.(z) :+ .c C }} para { = 1,...,n2
o« seja, .. C Íll=:: Vh

l:3) }k' é fechado VF C l l<w

Soam r' C ]~]'" e .- C ]]....X'. - }'h.

.:' g }} ::> «r(./(z)) :# «r'(-:) :+ ]a C F' t.l q.:e «{P}(.t') # «{#}(./'(.«)). Como .V.ü é

um espaço T2, existem Uo vizinha.nça abeira de nlO}(=) e \'P vizinhança abert.a

de«{p}(/(z)) taisque {l$n b=ç)

Soam ['' - üO x rl;Pl;'X'. e L' = \b x naa#;,. vizinhança aberta de # e ./'(]')
respectivamente

Cromo ./ é contínua , existe T'l'' vizinhança aberta de z, I'W C [/ ta] blue

./(g/l C \' Vy C [,P'. Então temos q«e

vycl,r:l ,'ep}(y)c(h '
l «'{/3}(./'(y)) C tb

e ''mo (b n \b = 0, temos -l#}(y) # «-{,:3}(/(g)).
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Portanto «F(y) # -r(/(g)) Vy € it

Logo ll.<.-\'. -- y) é aberto.
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