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Resumo
Neste trabalho estudamos uma classe de anéis, os anéis quadráticos generalizados,

definidos por identidades polinomiais que valem para todas as álgebras quadráticas. Ini-

cialmente, apresentamos uma sequência de implicações, de exemplos e contra-exemplos

relacionando diversas classes de álgebras: alternativas, alternativas generalizadas, de Jor-

dan não comutativas e quadráticas generalizadas. Em seguida, obtemos condições para

que um anel quadrático generalizado seja alternativo, ou de Jordan não comutativa ou

associativo. Finalmente, verificamos que um anel quadrático generalizado satisfaz uma

condição quadrático. E como consequência disto obtemos uma caracterização dos anéis

quadráticos generalizados simples, primos ou semiprimos.

Consideramos também as álgebras de posto 3 e as álgebras com pseudo-composição.

Usando a representação matricial do grupo simétrico, obtivemos para estas classes de

álgebras as identidades polinomiais minimais, isto é, de menor grau

Abstract
In this work we study a class of nonassociative rings, the generalized quadratic rings,

defined by polynomial identities which are satisfied by all quadratic algebras. First, we

present a sequence of implications, examples and counterexamples relating some class of

algebras: alternative, generalized alternative, non-commutative Jordan and generalized

quadratic. Nexo, we obtain conditions under which a quadratic generalized rins is alter-

native, or non-commutative Jordan or associative. Finally, we verify that a generalized

quadratic rins satisfies a quadratic condition. As a consequence we obtain a characteri-

zation for the generalized quadratic rings which are simple, prime or semiprime.

We consider also the algebras of rank 3 and pseudo-composition algebras. Using the

matrix representation of the symmetric group, we obtain for these classes of algebras the

polynomial identities of lower degree.

Resumo 
Neste trabalho estudamos uma classe de anéis, os anéis quadráticos generalizados, 

definidos por identidades polinomiais que valem para todas as álgebras quadráticas. Ini

cialmente, apresentamos uma seqüência de implicações, de exemplos e contra-exemplos 

relacionando diversas classes de álgebras: alternativas, alternativas generalizadas, de Jor

dan não comutativas e quadráticas generalizadas. Em seguida, obtemos condições para 

que um anel quadrático generalizado seja alternativo, ou de Jordan não comutativo ou 

associativo. Finalmente, verificamos que um anel quadrático generalizado satisfaz uma 

condição quadrática. E como conseqüência disto obtemos uma caracterização dos anéis 

quadráticos generalizados simples, primos ou semiprimos. 

Consideramos também as álgebras de posto 3 e as álgebras com pseudo-composição. 

Usando a representação matricial do grupo simétrico, obtivemos para estas classes de 

álgebras as identidades polinomiais minimais, isto é, de menor grau. 

Abstract 
ln this work we study a class of nonassociative rings, the generalized quadratic rings, 

defined by polynomial identities which are satisfied by all quadratic algebras. First, we 

present a sequence of implications, examples and counterexamples relating some class of 

algebras: alternative, generalized alternative, non-commutative Jordan and generalized 

quadratic. Next , we obtain conditions under which a quadratic generalized ring is alter

native, or non-commutative Jordan or associative. Finally, we verify that a generalized 

quadratic ring satisfies a quadratic condition. As a consequence we obtain a characteri

zation for the generalized quadratic rings which are simple, prime or semiprime. 

We consider also the algebras of rank 3 and pseudo-composition algebras. Using the 

matrix representation of the symmetric group, we obtain for these classes of algebras the 

polynomial identities of lower degree. 
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Introdução

Os anéis alternativos constituem uma das classes de anéis não associativos. Estes

anéis foram estudados dentre outros por A. A. Albert, R. H. Bruck e E. Kleinfeld (veja

Zhevlakov et al j151).

Em 1971, Kleinfeld l4, 51 estudou generalizações dos anéis alternativos: os anéis alter-

nativos generalizados l e 11. Neste trabalho o autor estabeleceu condições para que um

anel alternativo generalizado l (e 11) seja alternativo. Em 1974, Smith l61 mostrou que

estes anéis são associativos nas potências, que as noções de solubilidade e nilpotência são

equivalentes e também mostrou que vale o teorema (principal) de Wedderburn para as

álgebras alternativas generalizadas 1. Em 1975-76, Hentzel e Piacentini Cattaneo l7, 8, 91

melhoraram alguns dos resultados de Kleinfeld. Generalizações dos anéis alternativos

foram estudados também por Pokrass e Rodabaugh j101 e vários outros autores.

As álgebras quadráticas foram estudadas por Osborn l21 em 1966 e as álgebras al-

ternativas quadráticas por Elduque j171 em 1990. Recentemente, Hentzel e Peresi 1241

obtiveram as identidades polinomiais de grau 3, 4 e 5 que valem para todas as álgebras

quadráticas.

As álgebras quadráticas têm intersecção com as álgebras alternativas (veja Zhevlakov

e al jlSI). Então é uma questão natural investigarmos que tipo de relações há entre

uma generalização das álgebras quadráticas e uma álgebra alternativa, ou uma álgebra de

Jordan não comutativa ou uma álgebra quadrático

l

Introdução 

Os anéis alternativos constituem uma das classes de anéis nao associativos. Estes 

anéis foram estudados dentre outros por A. A. Albert, R. H. Bruck e E. Kleinfeld (veja 

Zhevlakov et al [15]). 

Em 1971, Kleinfeld (4, 5) estudou generalizações dos anéis alternativos: os anéis alter

nativos generalizados I e II. Neste trabalho o autor estabeleceu condições para que um 

anel alternativo generalizado I (e II) seja alternativo. Em 1974, Smith [6] mostrou que 

estes anéis são associativos nas potências, que as noções de solubilidade e nilpotência são 

equivalentes e também mostrou que vale o teorema (principal) de Wedderburn para as 

álgebras alternativas generalizadas I. Em 1975-76, Hentzel e Piacentini Cattaneo [7, 8, 9) 

melhoraram alguns dos resultados de Kleinfeld. Generalizações dos anéis alternativos 

foram estudados também por Pokrass e Rodabaugh [10] e vários outros autores. 

As álgebras quadráticas foram estudadas por Osborn [2] em 1966 e as álgebras al

ternativas quadráticas por Elduque (17) em 1990. Recentemente, Hentzel e Peresi [24] 

obtiveram as identidades polinomiais de grau 3, 4 e 5 que valem para todas as álgebras 

quadráticas. 

As álgebras quadráticas têm intersecção com as álgebras alternativas (veja Zhevlakov 

e al [15]). Então é uma questão natural investigarmos que tipo de relações há entre 

uma generalização das álgebras quadráticas e uma álgebra alternativa, ou uma álgebra de 

Jordan não comutativa ou uma álgebra quadrática. 

1 



No Capítulo 1, apresentamos uma sequência de implicações, de exemplos e contra-

exemplos relacionando diversas classes de álgebras. Também mostramos que uma álgebra

quadrático generalizada contém as álgebras alternativas generalizadas l e ll e, além disso

aquela é associativa nas potências.

No Capítulo 2, investigamos quando um anel quadrático simétrico generalizado com

um idempotente é alternativo, ou de Jordan não comutativo ou associativo.

No Capítulo 3, estudamos quando é que um anel quadrático generalizado satisfaz uma

condição quadrático. E como consequência disto obtemos uma caracterização dos anéis

quadráticos generalizados simples, primos e semiprimos.

E, finalmente, no Capítulo 4, consideramos as álgebras de posto 3 e álgebras com

pseudo-composição. Em 1993, Meyberg e Osborn j211 estudaram as álgebras com pseudo-

composição e, em 1994, Walcher 1221 trabalhou com álgebras de posto 3. E claro que as

álgebras quadráticas comutativas estão contidas nas álgebras de posto 3. E as álgebras

com pseudo-composição são um caso particular das álgebras de posto 3. Neste capítulo

obtemos as identidades polinomiais minimais para as álgebras com pseudo-composição e

para as álgebras de posto 3, usando o método descrito por Hentzel e Peresi em 1994 no

artigo 1241.

Notação

A palavra

Nos Capítulos 1, 2 e 3, os anéis (álgebras) não são necessariamente comutativos. No

Capítulo 4, as álgebras são comutativas.

Indicamos por (z, y, z) o associados definido por

(«,y,,) - «(3/,).

Indicamos por lz, yl o comutador definido por

lz, PI = zy -- ya.

(álgebra)(álgeb«) anelindica um n ecessari amente associativoS ]r nao essa a

No Capítulo 1, apresentamos uma seqüência de implicações, de exemplos e contra

exemplos relacionando diversas classes de álgebras. Também mostramos que uma álgebra 

quadrática generalizada contém as álgebras alternativas generalizadas I e II e, além disso, 

aquela é associativa nas potências. 

No Capítulo 2, investigamos quando um anel quadrático simétrico generalizado com 

um idempotente é alternativo, ou de Jordan não comutativo ou associativo. 

No Capítulo 3, estudamos quando é que um anel quadrático generalizado satisfaz uma 

condição quadrática. E como consequência disto obtemos uma caracterização dos anéis 

quadráticos generalizados simples, primos e semiprimos. 

E, finalmente, no Capítulo 4, consideramos as álgebras de posto 3 e álgebras com 

pseudo-composição. Em 1993, Meyberg e Osborn (21) estudaram as álgebras com pseudo

composição e, em 1994, Walcher (22) trabalhou com álgebras de posto 3. É claro que as 

álgebras quadráticas comutativas estão contidas nas álgebras de posto 3. E as álgebras 

com pseudo-composição são um caso particular das álgebras de posto 3. Neste capítulo 

obtemos as identidades polinomiais minimais para as álgebras com pseudo-composição e 

para as álgebras de posto 3, usando o método descrito por Hentzel e Peresi em 1994 no 

artigo [24). 

Notação 

A palavra anel ( álgebra) indica um anel ( álgebra) nao necessariamente associativo. 

Nos Capítulos 1, 2 e 3, os anéis (álgebras) não são necessariamente comutativos. No 

Capítulo 4, as álgebras são comutativas. 

Indicamos por ( x, y, z) o associador definido por 

(x,y,z) = (xy)z- x(yz). 

Indicamos por [x, y] o comutador definido por 

[x,y] = xy - yx. 

2 



Capítulo l

Implicações e exemplos

Neste capítulo apresentamos uma sequência de implicações entre diversas variedades

de álgebras sobre um corpo K. Algumas destas implicaçõesjá são conhecidas e outras não.

Além disso, são apresentados exemplos e contra-exemplos para ilustrar tais implicações. E

também mostramos que os anéis quadráticos generalizados são associativos nas potências.

1.1 Algebras
a

alternativas

Dizemos que uma álgebra Á é a/termal t;a â direita se (a, 3/,g/) = 0 e Á é a/ternatáua

â esquerda se (z,a,g) = 0, para todo #,y em Á. A álgebra Á é a/terrzatjoa se ela for

alternativa à direita e à esquerda. E dizemos que uma álgebra é ./7ezúe/ se (r, Z/, z) = 0.

Exemplo 1.1.1 Consideremos a álgebra com base {ei, e2, e3, e4} sobre um corpo ZC com

a seguinte tábua de multiplicação:

el e2 e3 je4
e3ei

e2 l --e3
e3 l e4
e4

A álgebra do Exemplo 1.1.1 satisfaz a lei alternativa à esquerda. Para provar este fato,

verificamos antes que a lei alternativa à esquerda é satisfeita pelos elementos da base:

(ei, eí, ej) = ej:ej -- e{(eiej) = 0, para todo i,.j = 1, . . . ,4.

3

Capítulo 1 

Implicações e exemplos 

Neste capítulo apresentamos uma seqüência de implicações entre diversas variedades 

de álgebras sobre um corpo K. Algumas destas implicações já são conhecidas e outras não. 

Além disso, são apresentados exemplos e contra-exemplos para ilustrar tais implicações. E 

também mostramos que os anéis quadráticos generalizados são associativos nas potências . 

, 
1.1 Algebras alternativas 

Dizemos que uma álgebra A é alternativa à direita se (x,-y, y) = O e A é alternativa 

à esquerda se (x, x, y) = O, para todo x, y em A. A álgebra A é alternativa se ela for 

alternativa à direita e à esquerda. E dizemos que uma álgebra é flexível se (x,y,x) = O. 

Exemplo 1.1.1 Consideremos a álgebra com base {e1, e2, e3, e4} sobre um corpo K, com 

a seguinte tábua de multiplicação: 

e1 e2 e3 e4 
e1 e3 
e2 - e3 
e3 e4 
e4 

A álgebra do Exemplo 1.1.1 satisfaz a lei alternativa à esquerda. Para provar este fato, 

verificamos antes que a lei alternativa à esquerda é satisfeita pelos elementos da base: 

3 



Escrevemos
/ 4 4 4 \

(,,,,ü - l E«..:, E«..;, EP..: l
\i=1 {=1 i=1 /

Pela tábua de multiplicação, todos os associadores onde aparece e4 são nulos

podemos ignorar os escaleres que aparecem em cada parcela da soma acima.

vermos que (z, z, y) = 0, basta calcular a soma:

Além disso,

Então, para

(e-, .:, .:) +(.:, e:, ',) +(':, '-, .;)

+(.:, .,, .:) +(':, e2, ',) +(e:, ',, ';)

+(e-, .;, e:) +(e:, .;, ',) +(':, '3, ';)
+(.,, .-, .:) +(e,, ':, e,) +(e,, e-, '3)

+(.,, .,, .:)+(',, e:, ',) +(',, ',, e;)

+(e,, e;, .:) +(e,, e;, e,) +(e2, ';, ';)

+(e;, .:, .:) +(e;, .:, e,) +(e;, ':, ';)

+(.,, .,, e-)+(e;, .,, .,) +(e,, e,, e3)

+(.,, .,, .:) +(e3, .;, '')+('., ';, .;)

Nesta soma vemos que

(e., .:, .j) 0, (.., ej, .*) + (ej, ';, '.)

para todo i,.j, k = 1, 2, 3.

Portanto, (a, a, y) = 0, para todo z, 3/ desta álgebra

Mas, esta álgebra não é alternativa à direita, pois

(.,, .:, .:) - (.,.:)': -.«#o

4

Escrevemos 

Pela tábua de multiplicação, todos os associadores onde aparece e4 são nulos. Além disso, 

podemos ignorar os escalares que aparecem em cada parcela da sorna acima. Então, para 

vermos que (x, x, y) = O, basta calcular a sorna: 

Nesta sorna vemos que 

para todo i,j, k = l, 2, 3. 

Portanto, (x, x, y) = O, para todo x, y desta álgebra. 

Mas, esta álgebra não é alternativa à direita, pois 

4 



Exem.plo 1.1.2 Sqa 4 a álgebra com base {ei, e2, e3, e4, e5} sobre um corpo /( e com a

seguinte tábua de multiplicação:

A álgebra .A não é alternativa à esquerda, pois (ei, el, e2) = --es # 0. E Á é alternativa

à direita, pois (ei, ej, ej) = 0, para todo i,.j = 1, . . . , 5, assim como todos os associadores

onde aparece es são nulos. Além disso,

(.i, .j, ek) + (eí, .k, ej) = 0,

para todo i,.j, # = 1, ,4. Logo,

lz. u. u) =

E um fato conhecido que se uma álgebra alternativa à direita (à esquerda) é flexível e

car(K) # 2, então ela é alternativa.

Para provar isto, consideremos as identidades (a, y, y) = 0 e (y, a, 3/) = 0 na sua forma

llnearizada:

55 5

E «..:, EP..., Ep'.
{=1i=l í=l

P(«,y,,)

q(.,,,y)

(«, g/, ,) + (,, ,, y)

(«, z, y) + (y, ,, ,)

Subtraindo q(3, 3/, z) de p(3, z, 3/), temos

(,, y, ,) - (g/, ;, ,)

E isto é equivalente a

(«, y, ,) + (y, ., ,)

E, portanto, (z, a, y) = 0

5

Exemplo 1.1.2 Seja A a álgebra com base {e1,e2,e3,e4,e5} sobre um corpo K e com a 

seguinte tábua de multiplicação: 

e1 e2 e3 e4 es 
e1 e3 e4 
e2 
e3 -es 
e4 es 
es 

A álgebra A não é alternativa à esquerda, pois (e1, e1, e2) = -e5 -=/ O. E A é alternativa 

à direita, pois (ei,ej,ej ) = O, para todo i,j = 1, ... ,5, assim como todos os associadores 

onde aparece e5 são nulos . Além disso, 

para todo i,j, k = l, ... , 4. Logo, 

(x,y,y)= (t,aiei, t,,Biei, t,,Biei) =Ü. 

É um fato conhecido que se uma álgebra alternativa à dir~ita (à esquerda) é flexível e 

car( K) =/ 2, então ela é alternativa. 

Para provar isto, consideremos as identidades ( x, y, y) = O e (y, x, y) = O na sua forma 

linearizada: 

p(x,y,z) 

q(x,z,y) 

(x,y, z ) + (x,z,y) = O, 

(x, z, y) + (y,z,x) = O. 

Subtraindo q(x, y, z) de p(x, z, y), temos 

(x,y,z) - (y,z,x) = O. 

E isto é equivalente a 

(x,y,z) + (y,x,z) = O. 

E, portanto, (x,x,y) = O. 

5 



1.2 Álgebras alternativas generalizadas

Uma álgebra .A é denominada a/ternafát;a venera/ fada â direita se satisfaz a identidade

g(w,,,3/,,) ,y,z) +(.«,,, Ig/,,l) - «,(',y,,) (.«,y,,)*

para todo to, a, y, z em .A. E uma álgebra .4 é chamada a/fernatit;a venera/ fada ã esg farda

se ela satisfaz aidentidade

A(«,,,,y,,) a],y,,) +(.«,a,yz) - y(.«,',,) (.«,«,y),

para todo w, a, 3/, z em .A.

Consideremos os Exemplos 1.2.1 e 1.2.2 com as respectivas tábuas de multiplicação

Exemplo 1.2.1

ei e2 e3 e4
el l e2 e3
e2 l e3
e3 l e4
e4

Exemplo 1.2.2

ei e2 e3 e4
ei l e2
e2 l e3

e4

A álgebra do Exemplo 1.2.1 é alternativa generalizada à esquerda.

Cada elemento da álgebra do Exemplo 1.2.1 é da forma }ll:::a atei. Observamos ime-

diatamente que todos os associadores onde ocorre o e4 são nulos. Além disso, um cálculo

direto mostra que /z(e{,ej,eA,eZ) = 0, onde í,.j,k,Z = 1,2,3. Assim,

hO«,,,v,4 - A(E« .;,EP :,El:..,Eó;.:) -o

6

, 
1.2 Algebras alternativas generalizadas 

Uma álgebra A é denominada alternativa generalizada à direita se satisfaz a identidade 

g(w,x,y,z) = (wx,y,z) + (w,x, [y,z])-w(x,y,z)- (w,y,z)x = O, 

para todo w, x, y, z em A. E uma álgebra A é chamada alternativa generalizada à esquerda 

se ela satisfaz a identidade 

h(w,x,y,z) = ([w,x],y,z)+ (w,x,yz)-y(w,x,z)-(w,x,y)z = O, 

para todo w, x, y, z em A. 

Consideremos os Exemplos 1.2.1 e 1.2.2 com as respectivas tábuas de multiplicação: 

Exemplo 1.2.1 

e1 e2 e3 e4 
e1 e2 e3 
e2 e3 
e3 e4 
e4 

Exemplo 1.2.2 

e1 e2 e3 e4 
e1 e2 
e2 e3 
e3 e4 
e4 

A álgebra do Exemplo 1.2.1 é alternativa generalizada à esquerda. 

Cada elemento da álgebra do Exemplo 1.2.1 é da forma I:f=1 aiei. Observamos ime

diatamente que todos os associadores onde ocorre o e4 são nulos. Além disso, um cálculo 

direto mostra que h(ei,ej,ek,e1) = O, onde i,j,k,l = 1,2,3. Assim, 
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Mas, por outro lado,

(e?, .:, .:) + (e:, .:, je:, e:l) .:(.: , .:, .- ) (e:,.:,e:)', ('?, ':,.:)

Ou seja, a álgebra do Exemplo 1.2.1 não satisfaz a lei alternativa generalizada à direita.

De modo semelhante, a álgebia do Exemplo 1.2.2 satisfaz a lei alternativa generalizada

à direita. Mas, À(ei, ei, ei, ei) = --e4 # 0.

Afirmamos que se uma álgebra .A satlstaz as identidades (n, y, z) = U e g(to, z, y

e car(K) # 2, então satisfaz também h(.«, a, y, z) = 0.

Vamos mostrar isto. Linearizando (3,y,z) = 0, temos (z,g/,z) + (z,y,z) = 0. Assim,

demos reescrever g(w, a, g, z) = 0 na seguinte forma:PO

,)

-(,, y, w«) (Ig/, ,l,a, -«)+ ««(,, y,,)+(,, y, .«),

Trocando o sinal e substituindo z por to} g/ por a) to por y, z por z, temos

-(l-«, «l, ,, v) + (.«, ,, g/,) z/(.«, ,, ,) - («,, ,, y),

Portanto, para que tenhamos A(to,z,3/,z) = 0, devemos mostrar que (lto,zl,g/,z)

--(lto, al, z, y). Mas,(l:«, #l, y, z) +(l.«, zl,z,y) = 0 é a forma linearizada de

( 1«,, «1, z/, y)

Assim, basta mostrar que esta identidade vale para a variedade das álgebras que satisfazem

(-,3/, a) ,«,y,,)

q(,, y, ,) + (,, y, ,),

por cálculo direto, temos que

7

Mas, por outro lado, 

Ou seja, a álgebra do Exemplo 1.2.1 não satisfaz a lei alternativa generalizada à direita. 

De modo semelhante, a álgebra do Exemplo 1.2.2 satisfaz a lei alternativa generalizada 

à direita. Mas, h(e1,ei,e1,ei) = -e4 f=-0. 

Afirmamos que se uma álgebra A satisfaz as identidades ( x, y, x) = O e g( w, x, y, z) = O 

e car(K) =/=- 2, então satisfaz também h(w,x,y,z) = O. 

Vamos mostrar isto. Linearizando (x,y,x) = O, temos (x,y,z) + (z,y,x) = O. Assim, 

podemos reescrever g( w, x, y, z) = O na seguinte forma: 

-(z, y, wx) - ([y, z], x, w) + w(z, y, x) + (z, y, w)x = O. 

Trocando o sinal e substituindo z por w, y por x, w por y, x por z, temos 

-([w,x],z,y) + (w,x,yz) - y(w,x,z)- (w,x,y)z = O. 

Portanto, para que tenhamos h(w,x,y,z) = O, devemos mostrar que ([w,x],y,z) 

-([w, x], z, y). Mas, ([w, x], y, z) + ([w, x], z, y) = O é a forma linearizada de 

([w, x], y, y) = O. 

Assim, basta mostrar que esta identidade vale para a variedade das álgebras que satisfazem 

(x,y,x) = O e g(w,x,y,z) =O.Se 

q(x,y,z) = (x,y,z) + (z,y,x), 

por cálculo direto, temos que 

7 



2(l.«,«l,v,p) «q(-«, y, y)+ q(,.«, Z/, y) - 2q(«,«, y, y)

+yq(,, .«, y)+ 2q(., .«, y)y + q(,, y, .«)y

-q(,3/, 3/, w) - q(y', .«, ,) - q(.y, .«, y)

-q(g«, ««, y) - q(«,g/, ,, z/)+ q(«,, y«, g/)

+q(., .«y, y) + g(y, y, .«, «) - g(g/, y, ,, .«)

-g(y, .«, ,, y) + g(,, y, g/, «,) + g(., y, .«, y)

-g(y, «,, y, z) +(y, .««, y) +(y, ««,, y)

+(y, «,, g), + ««(y, ,, y)

Assim, se Á é uma álgebra satisfazendo (z, g, z) = 0 e g(to, a, y, z) = 0 sobre um corpo

Ã, de característica diferente de 2, então (lto, zl, y, g) = 0.

Por uma questão de simetria, também pode ser provado que se .A é uma álgebra

que satisfaz as identidades (aç,y,3) = 0 e À(w,z,y,z) = 0, então Á também satisfaz

g(«,,«,y,,)

Uma álgebra .A é denominada uma á/geóra a/fernatãt;a venera/ fada / (Kleinfeld l41) se

ela satisfaz as identidades

(a,a,a)

g(a, Z,, c, d)

h(«,b,c,d)

á/febra a/ternafáüa venera/ízada // (Kleinfeld ISI) se ela satisfaz asE ..4 é chamada de

identidades

(a,6,«l

g(a , Z,, c, d)

8

- 0,

- 0.

2([w,x],y,y) xq(w,y,y) + q(xw,y,y)-2q(wx,y,y) 

+yq(x,w,y) + 2q(x,w,y)y+ q(x,y,w)y 

-q(xy,y,w)- q(y2,w,x) - q(xy,w,y) 

-q(yx,w,y)- q(wy,x,y) + q(w,yx,y) 

+q(x,wy,y) + g(y,y,w,x)-g(y,y,x,w) 

-g(y, w, x, y) + g(x, y, y, w) + g(x, y, w, y) 

-g(y,w,y,x) + (y,wx,y) + (y,xw , y) 

+(y, w, y)x + w(y, x, y) 

o. 

Assim, se A é uma álgebra satisfazendo ( x, y, x) = O e g( w, x, y, z ) = O sobre um corpo 

I<, de característica diferente de 2, então ([w, x], y, y) = O. 

Por uma questão de simetria, também pode ser provado que se A é uma álgebra 

que satisfaz as identidades (x,y,x) = O e h(w,x,y,z) = O, então A também satisfaz 

g(w,x,y,z) = O. 

Uma álgebra A é denominada uma álgebra alternativa generalizada I (Kleinfeld [4]) se 

ela satisfaz as identidades 

(a, a, a) O, 

g(a, b, e, d) O, 

h(a,b,c,d) O. 

E A é chamada de álgebra alternativa generalizada II (Kleinfeld [5]) se ela satisfaz as 

identidades 

(a,b,a) O, 

g(a ,b,c,d) O. 
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Portanto, provámos a seguinte proposição

Proposição 1.2.3 4 c/asse das á/geóras a/ternatíoas venera/ázadas //, soZ)re um corpo -Zf

de característica d{.gerente de 2, está contida na classe das álgebras alternativas generali-

zadas l.

A recíproca não é verdadeira. Isto pode ser verificado com o Exemplo 1.3.2 (pg 14),

onde temos uma álgebra alternativa generalizada 1, que não é flexível, pois (e2, ei, ea) =

2e7 # 0. Logo, ela não é uma álgebra alternativa generalizada ll.

A lei alternativa à direita generalizada g(to, #, 3/, z) = 0 é consequência da lei alterna-

tiva à direita. Uma demonstração deste fato foi dada por Kleinfeld l41 e é reproduzida

abaixo.

À. identidade ãe TeÍcÁmd//er vale para ra7 Z qualquer álge

T(«,, «, 3/, ;) ,y, ,) («,, «g, ,) + (.«, «, g/.) «,(.,y,,) (,«, ,, 3/),

Calculando

r(., 3/, 3/, ,) - T(3, ,, g/, y) + r(,, y, ,, g/)

obtemos a identidade

(«, g/, y;) - (a, g, ,)y = 0.

Linearizando esta última identidade, temos

k(.,«,,y,,)«,y,) +(,,y,.«,) -(,,.«,')g/ («,y,,),«

Usando a lei alternativa à direita e calculando, temos

0 ,,y, z) - k(.«, ,, «, y) ,,g/,,)

De modo semelhante, mostramos que a lei alternativa à esquerda implica a lei alter-

nativa à esquerda generalizada. A recíproca destes dois fatos não é verdadeira como se

pode ver no Exemplo 1.2.4 abaixo.

9

Portanto, provamos a seguinte proposição: 

Proposição 1.2.3 A classe das álgebras alternativas generalizadas II, sobre um corpo K 

de característica dif erente de 2, está contida na ,classe das álgebras alternativas generali

zadas I . 

A recíproca não é verdadeira. Isto pode ser verificado com o Exemplo 1.3.2 (pg 14), 

onde temos uma álgebra alternativa generalizada I, que não é flexível, pois ( e2, e1, e2) = 

-2e7 -/e O. Logo, ela não é uma álgebra alternativa generalizada II. 

A lei alternativa à direita generalizada g( w, x, y, z) = O é conseqüência da lei alterna

tiva à direita. Uma demonstração deste fato foi dada por Kleinfeld [4] e é reproduzida 

abaixo. 

A identidade de Teichmüller vale para qualquer álgebra: 

T(w,x,y, z ) = (wx , y, z )- (w,xy, z ) + (w,x,yz)- w(x,y, z )- (w,x,y) z = O. 

Calculando 

T(x, y, y, z) - T(x , z , y, y) + T(x, y, z, y) = O, 

obtemos a identidade 

(x,y,y z ) - (x , y,z)y = O. 

Linearizando esta última identidade, temos 

k(x,w,y,z) = (x,w,yz) + (x,y,wz)- (x,w,z)y- (x,y,z)w = O. 

Usando a lei alternativa à direita e calculando, temos 

O= T(w,x,y, z )- k(w, z ,x,y) = g(w,x,y,z) . 

De modo semelhante, mostramos que a lei alternativa à esquerda implica a lei alter

nativa à esquerda generalizada. A recíproca destes dois fatos não é verdadeira como se 

pode ver no Exemplo 1.2.4 abaixo. 
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Exemplo 1.2.4

Neste exemplo temos uma álgebra que satisfaz as identidades g(to,z,y,z)

b(to, z, g, z) = 0, mas ela não satisfaz nenhuma das leis alternativas, pois

0 e

(.-, .-, .,) - (e,, e: , e:)

Assim, vemos que se .4 é uma álgebra alternativa, então Á é alternativa generalizada l,

mas não vale a recíproca. E também, a álgebra do Exemplo 1.2.4 é flexível. Logo, é uma

álgebra alternativa generalizada 11. Mas, como vimos, ela não é alternativa nem à direita

e nem à esquerda.

O problema de determinar condições necessárias para que um anel alternativo gene-

ralizado l ou ll seja alternativo foi estudado por Kleinfeld l4, õl, Hentzel e Piacentini

Cattaneo l7, 8, 91, Smith l61. O melhor resultado nesta direção é o seguinte teorema:

Teorema 1.2.5 rHentze/, Píacentání C'atZaneo /i8/9 Se .4 é um ane/ semiprímo de carão

Ler'estica diferente de 2 e 3 e satisfaz

(«,«,«)

g(«,b,c,d)

então ..'l é a/ternaZit;o â d Feita

10

  ei e2 e3 e4 e5 e6 e7 e8 e9 elo

  e3 e4 e6
e5 e7 + e9

e6 e7 .:. =
elo - elo  

 
e8

e9 -- 2eio      
  Ü      

elo        

Exemplo 1.2.4 

e1 e2 e3 e4 e5 e6 e7 es eg e10 
e1 e3 e4 e6 eg e10 -e10 
e2 es e7 + e9 
e3 e6 e7 e10 e10 
e4 eg 
e5 eg -2e10 
e6 3e10 
e7 e10 
es -e10 
eg -3e10 
e10 

Neste exemplo temos uma álgebra que satisfaz as identidades g(w,x,y,z) O e 

h(w, x, y, z) = O, mas ela não satisfaz nenhuma das leis alternativas, pois 

Assim, vemos que se A é uma álgebra alternativa, então A é alternativa generalizada I, 

mas não vale a recíproca. E também, a álgebra do Exemplo 1.2.4 é flexível. Logo, é uma 

álgebra alternativa generalizada II. Mas, como vimos, ela não-é alternativa nem à direita 

e nem à esquerda. 

O problema de determinar condições necessárias para que um anel alternativo gene

ralizado I ou II seja alternativo foi estudado por Kleinfeld [4, 5], Hentzel e Piacentini 

Cattaneo [7, 8, 9], Smith [6]. O melhor resultado nesta direção é o seguinte teorema: 

Teorema 1.2.5 (Hentzel, Piacentini Cattaneo {8}) Se A é um anel semiprimo de carac

terística diferente de 2 e 3 e satisfaz 

(a,a,a) = O, 

g(a, b, e, d)= O, 

então A é alternativo à direita. 
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Um anel é chamado semiprÍmo se o único ideal / tal que /2 = 0 é / = 0.

Vamos mostrar que toda álgebra alternativa generalizada à direita satisfaz a identidade

(b,«,«') --(b,a',«) = 0. De fato,

0 b, c, d) - g(«, b, c, d) (a,b,dc) (., Z,c, d) + (a, c, d)Z, (.,z,,.)d.

Substituindo a por b e b, c, d por a, temos (Z), a, a') -- (Z,, a', a) = 0.

De modo semelhante podemos mostrar que toda álgebra alternativa generalizada à

esquerda satisfaz a identidade (a', a, b) -- (a, a', b) = 0.

Na álgebra do Exemplo 1.2.6 a seguir valem as identidades (a, a, a) = 0 e A(a, b, c, d) =

0. Mas nesta álgebra não vale a identidade (b,a,a') -- (b,a',a) = 0. Assim, temos uma

álgebra alternativa generalizada à esquerda que não satisfaz (b, a, a') -- (b, a', a) = 0. Esta

álgebra também não satisfaz l(a, b, a), al = 0.

Exemplo 1.2.6

e2 e3 t e4 e5 e6
e5e4

e5
e5

(.,, .?, .:) - (.,, .:, .?) [(.:, .,, .-), .:]

E a álgebra do Exemplo 1 .2.7, abaixo, satisfaz as identidades (a, a, a) = 0 e g(a, b, c, d) =

U. Mas

(ei, ei, e2) -- (ei, e;l, e2)::[(ei, e2, ei), eiJ:: --e6 7É 0.

11

Um anel é chamado semiprimo se o único ideal I tal que / 2 = O é I = O. 

Vamos mostrar que toda álgebra alternativa generalizada à direita satisfaz a identidade 

(b,a,a 2)-(b,a2,a) =O.De fato, 

O= T(a, b, e, d) - g(a , b, e, d)= (a, b, de) - (a, bc, d)+ (a, e, d)b- (a, b, c)d. 

Substituindo a por b e b, e, d por a, temos (b, a, a2
) - (b, a2

, a) = O. 

De modo semelhante podemos mostrar que toda álgebra alternativa generalizada à 

esquerda satisfaz a identidade ( a2
, a, b) - ( a, a2

, b) = O. 

Na álgebra do Exemplo 1.2.6 a seguir valem as identidades (a, a, a)= O e h(a , b, e, d)= 

O. Mas nesta álgebra não vale a identidade (b, a, a2
) - (b, a2, a) = O. Assim, temos uma 

álgebra alternativa generalizada à esquerda que não satisfaz (b, a, a2
)- (b, a2

, a)= O. Esta 

álgebra também não satisfaz [(a, b, a), a]= O. 

Exemplo 1.2.6 

e1 e2 e3 e4 es e6 
e1 e3 e4 -es 
e2 es 
e3 -es 
e4 es 
es e6 
e6 

E a álgebra do Exemplo 1.2. 7, abaixo, satisfaz as identidades ( a, a, a)= O e g( a, b, e, d)= 

O. Mas 
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Exemplo 1.2.7

e6e3 e5e4e2ei
ei e4e3 e5

e2 e4
e6e3

e4

e5 e6

e6

Logo, esta álgebra é alternativa generalizada à direita mas, não satisfaz as identidades

(a', «,b) -(a,«',Z,) l(«,Z,,«),«l

Exemplo 1.2.8

ei e2 e3 e4

e2 e3ei
e2 2e3 e4
e3 l e4
e4

A álgebra deste exemplo é tal (lue satisfaz as identidades g(a, b, c, d) = 0 e A(a, b, c, d) =

0. E, portanto, ela satisfaz também(a',a,b) --(a,a:,b) = 0 e(b,a,a') --(b,a',a) = 0. No

entanto, não vale a identidade l(a, b, a), al = 0, pois l(ei, ei, ei), eil = e4 # 0.

1.3 Algebras
P

quadráticas generalizadas

Conforme Hentzel e Peresi 1241, Teoremas l e 3, toda álgebra quadrático satisfaz as

seguintes identidades:

(i) (., «, a)

(ii) (.',«, z,) - («,«',b) 0;

(iü) (z,, «, «') - (b, .', .) 0;

(i«) l(«,ó,«),.l

12

Exemplo 1.2.7 

e1 e2 e3 e4 es e5 

e1 e3 e4 es 

e2 -e4 

e3 e5 

e4 
es -e5 

e5 

Logo, esta álgebra é alternativa generalizada à direita mas, não satisfaz as identidades 

(a 2 ,a,b)- (a,a 2 ,b) = O e [(a,b,a),a] = O. 

Exemplo 1.2.8 

e1 e2 e3 
e2 2e3 e4 
e3 e4 
e4 

A álgebra deste exemplo é tal que satisfaz as identidades g( a, b, e, d) = O eh( a, b, e, d) = 

O. E, portanto, ela satisfaz também (a2, a, b)- (a, a2, b) = O e (b, a, a 2) - (b, a2, a)= O. No 

entanto; não vale a identidade [(a,b,a),a ] = O, pois [(e1,e1,e1),ei) = e4 =/- O. 

, 
1.3 Algebras quadráticas generalizadas 

Conforme Hentzel e Peresi (24), Teoremas 1 e 3, toda álgebra quadrática satisfaz as 

seguintes identidades: 

(i) (a,a,a) = O; 

(ii) (a2, a, b) - (a, a2, b) = O; 

(iii) (b,a,a2
)- (b,a 2 ,a) = O; 

(iv) [( a,b,a),a]= O. 

12 



Dizemos que uma álgebra Á sobre um corpo Ã' é uma á/geóra quadrático venera/ fada

se Á satisfaz as identidades (i)-(iv).

Afirmamos que uma álgebra alternativa generalizada l sobre um corpo Ã' de carac-

terística diferente de 3 é uma álgebra quadrático generalizada. Pelo que foi feito até aqui,

a afirmação fica demonstrada se verificarmos a identidade (iv). Linearizando (i), temos

P(a, Z/, z) -0

0

(«, y, ,)+(«, ,, y) +(z/, ,, ,) +(y, ,, ,) +(,, ,, y)+(,, y, .)

Por cálculo direto temos que

3g(b, «, «, «)+ 5g(., Z,, «, a) + 3g(«, «, b, .)+ 2g(«, «, «, b)

+2A(b, «, «, «) + A(«, Z,, ', «) + A(«, «, b, .) + 5A(., «, «, b)

-2p(«Z,, ', ') - p(Z,, «', a) + p(b, «, «). + 5«p(ó, ., «)

-31(«, z,, .) , «l.

Portanto, l(a,b,a),al = 0. Mas a recíproca não é verdadeira, isto é, uma álgebra

quadrático generalizada não é necessariamente uma álgebra alternativa generalizada l.

E o Exemplo 1.3.1 abaixo comprova isto, pois esta é uma álgebra quadrático genera-

lizada, mas não é uma álgebra alternativa generalizada l.

Exem.plo 1.3.1

g(.: , .:, .: , .,) h(e,, e: , .: , .:)

13

  ei e2 e3 e4 e5 e6 e7

  11 .. ':. e7

  1:36 e7 'e7  
e7    

Dizemos que uma álgebra A sobre um corpo J( é uma álgebra quadrática generalizada 

se A satisfaz as identidades (i)-(iv). 

Afirmamos que uma álgebra alternativa generalizada I sobre um corpo J( de carac

terística diferente de 3 é uma álgebra quadrática generalizada. Pelo que foi feito até aqui, 

a afirmação fica demonstrada se verificarmos a identidade (iv). Linearizando (i), temos 

p(x,y,z) = (x,y,z) + (x,z,y) + (y,x, z) + (y,z,x) + (z,x,y) + (z,y,x) = O. 

Por cálculo direto temos que 

O = 3g(b, a, a, a)+ 5g(a, b, a, a)+ 3g(a, a, b, a)+ 2g(a, a, a, b) 

+2h(b, a, a, a)+ h(a, b, a, a)+ h(a, a, b, a)+ 5h(a, a, a, b) 

-2p(ab, a, a) - p(b, a2, a)+ p(b, a, a)a + 5ap(b, a, a) 

-3[(a , b, a), a]. 

Portanto, [(a, b, a), a] = O. Mas a recíproca nao é verdadeira, isto é, uma álgebra 

quadrática generalizada não é necessariamente uma álgebra alternativa generalizada I. 

E o Exemplo 1.3.1 abaixo comprova isto, pois esta é uma álgebra quadrática genera

lizada, mas não é uma álgebra alternativa generalizada I. 

Exemplo 1.3.1 

e1 e2 e3 e4 es e6 e1 
e1 e3 e5 
e2 e4 -e6 
e3 es e6 e7 
e4 -2e6 -e1 
es e1 
e6 e1 
e1 
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Uma álgebra .A que satisfaz as identidades (i), (ii), (iii) e a identidade

(«) l(«,b, «),cl

é chamada de á/geóra qztadrática simétrica venera/içada. A álgebra do Exemplo 1.3.2

abaixo mostra que uma álgebra alternativa generalizada l nem sempre é uma álgebra

quadrático simétrica generalizada, pois

Exemplo 1.3.2 ca7'(K) # 2

satisfaz as identidades(i),(ii),(iii) e(iv), mas não satisfaz(v). Basta ver que Kei, e2, el), e;l

= --2e9 # 0. E também podemos ver que o Exemplo 1.3.2 não é uma álgebra alternativa

generalizada 11, pois (ei, e2, ei) = --2e8 :# 0

Uma álgebra Á é denominada á/geóra de Jordan não comtztafáua se satisfaz (a, b, a) = 0

e (a, b, a') = 0, para todo a, b em .,4.

Sabemos que toda álgebra alternativa generalizada ll é uma álgebra de Jordan não

comutativa (Kleinfeld l51). E se Á é uma álgebra de Jordan não comutativa, então ela é

uma álgebra quadrático generalizada (simétrica ou não), conforme Schafer l31, p.161

Na verdade, vale a seguinte equivalência:

{l:!:=Z,. @,.',.,.. - {1::2: -o
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  ei e2 e3 e4 e5 e6 e7 e8 e9

  e3 e4

e5 e6 2ea
2e8

e8 e8 -2e7
e7 e7

e9  
  -e8 e7

-e8 -e7

2eZ e9

e9 '2eo
-2e9 e9  

  e9

e9    

Uma álgebra A que satisfaz as identidades (i), (ii), (iii) e a identidade 

(v) [(a,b,a),c] = O 

é chamada de álgebra quadrática simétrica generalizada. A álgebra do Exemplo 1.3.2 

abaixo mostra que uma álgebra alternativa generalizada I nem sempre é uma álgebra 

quadrática simétrica generalizada, pois 

Exemplo 1.3.2 car(K) =J 2 

e1 e2 e3 e4 e5 e6 e1 es eg 
e1 e3 e4 es es -2e1 
e2 e5 e6 -2es e1 e1 
e3 2es eg 
e4 -es -e1 eg -2e9 

e5 -es -e1 -2e9 eg 
e6 2e1 eg 
e1 eg 
es eg 
eg 

satisfaz as identidades (i), (ii), (iii) e (iv), mas não satisfaz (v). Basta ver que [(e1, e2, e1), e~ 

= -2e9 =J O. E também podemos ver que o Exemplo 1.3.2 não é uma álgebra alternativa 

generalizada II, pois ( e1, e2, ei) = -2e8 =J O. 

Uma álgebra A é denominada álgebra de Jordan não comutativa se satisfaz (a, b, a)= O 

e (a, b, a2) = O, para todo a, bem A. 

Sabemos que toda álgebra alternativa generalizada II é uma álgebra de Jordan não 

comutativa (Kleinfeld [5]). E se A é uma álgebra de Jordan não comutativa, então ela é 

uma álgebra quadrática generalizada (simétrica ou não), conforme Schafer [3], p.161. 

Na verdade, vale a seguinte equivalência: 

{
(a,b,a)=O 
(b,a,a 2 )-(b,a2,a) = O 

14 

{
(a,b,a)=O 
(a, b, a2

) = O 



Para provar a primeira implicação (:+), observemos que (b,a,a2) -- (b,a',a) = 0 é

equivalente a ba.a' = óa'.a, que por sua vez é equivalente a (ba, a, a) = (b, a, a)a. E pela

flexibilidade, (a, a, ba) = (a, a, b)a. Usando a identidade de Teichmüler, temos

(a', b, «) -(a, 'ó, a) +(«, «, b«) - «(a, ó, «) -(«, ., b)«

Vemos que os quatro tlltimos associadores

sim,(«', b, «) = 0, ou seja,(., b, .') = 0.

Usando novamente a identidade de Te

obtemos a outra implicação (+::)

Portanto, vale a equivalência.

A álgebra do Exemplo 1.3.3 abaixo mostra que uma álgebra q

generalizada nem sempre é uma álgebra de Jordan não-comutativa

desta igualdade se anulamS

ichmüler e trocando entre si a hipótese e a tese

uadrática

Exemplo 1.3.3

(e: , .., .:)

Pelo que foi feito até aqui, podemos escrever a seguinte cadeia de implicações
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  ei e2 e3 e4 e5 e6 e7

  := ll
e6  

  e7

-e7    
e7      

Para provar a primeira implicação(⇒), observemos que (b,a,a2
) - (b,a2,a) = O é 

equivalente a ba.a2 = ba2 .a, que por sua vez é equivalente a (ba, a, a)= (b, a, a)a . E pela 

flexibilidade, (a, a, ba) = (a, a, b)a. Usando a identidade de Teichmüler, temos 

(a2, b, a) - (a, ab, a)+ (a, a, ba) - a(a, b, a) - (a, a, b)a = O. 

Vemos que os quatro últimos associadores desta igualdade se anulam, pela hipótese. As

sim, ( a2
, b, a) = O, ou seja, ( a, b, a2

) = O. 

Usando novamente a identidade de Teichmüler e trocando entre si a hipótese e a tese 

obtemos a outra implicação ( <= ). 

Portanto, vale a equivalência. 

A álgebra do Exemplo 1.3.3 abaixo mostra que uma álgebra quadrática simétrica 

generalizada nem sempre é uma álgebra de Jordan não-comutativa. 

Exemplo 1.3.3 

e1 e2 e3 e4 es e6 e1 
e1 e3 e4 e6 
e2 es -e6 
e3 e6 
e4 -e1 
es -e6 e1 
e6 -e1 
e1 

Pelo que foi feito até aqui, podemos escrever a seguinte cadeia de implicações: 

15 



Algebra Qua.
drática Gene
balizada

Algebra
Quadrática
Simétrica
Generalizada

6

A recíproca da primeira implicação não vale pelo Exemplo 1.2.4

A recíproca da segunda implicação é falsa pelo Exemplo 1.3.2.

A recíproca da terceira implicação é falsa pelo Exemplo 1.3.1.

A recíproca da quarta implicação é falsa pelo Exemplo 1.3.4.

A recíproca da quinta implicação é falsa pelo Exemplo 1.3.3.

A recíproca da sexta implicação é falsa pelo Exemplo 1.3.2.

A álgebra do Exemplo 1.3.4, abaixo, foi dada por Schafer l31, na página 147

Exemplo 1.3.4

Esta é uma álgebra de Jordan não comutativa, mas não é uma álgebra alternativa

generalizada 11, pois

g(.:,e.,e;,..)

Os exemplos dados (exceto o Exemplo 1.3.4) foram

descrito por Hentzel e Peresi j161.

Observamos que as implicaçõescontinuam válidas quando trocamos álgebra por anel
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  ei e2 e3 e4 e5

  el e2 e5
ei

e3 ' e5 e4  
  e5

e3 ' e5 e4 e5

Algebra Algebra Alter- Algebra Alter-
nativa Genera- 2 nativa Genera- 3 

Alternativa ⇒ ⇒ ⇒ 
lizada II lizada I 

.JJ. 4 JJ1Y 

Algebra Algebra de 
Jordan Não- 5 Quadrática 6 

⇒ Simétrica ⇒ 
Comutativa 

Generalizada 

A recíproca da primeira implicação não vale pelo Exemplo 1.2.4. 

A recíproca da segunda implicação é falsa pelo Exemplo 1.3.2. 

A recíproca da terceira implicação é falsa pelo Exemplo 1.3.1. 

A recíproca da quarta implicação é falsa pelo Exemplo 1.3.4. 

A recíproca da quinta implicação é falsa pelo Exemplo 1.3.3. 

A recíproca da sexta implicação é falsa pelo Exemplo 1.3.2. 

Álgebra Qua-
drática Gene-
ralizada 

A álgebra do Exemplo 1.3.4, abaixo, foi dada por Schafer (3), na página 147. 

Exem plo 1.3.4 

e1 e2 e3 e4 es 
e1 e1 e2 e5 
e2 e1 e2 
e3 e3 - es e4 es 
e4 e3 - es e4 es 
es es 

Esta é uma álgebra de Jordan não comutativa, mas não é uma álgebra alternativa 

generalizada II, pois 

Os exemplos dados (exceto o Exemplo 1.3.4) foram construídos usando o método 

descrito por Hentzel e Peresi (16) . 

Observamos que as implicações continuam válidas quando trocamos álgebra por anel. 
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1.4 Associatividade nas potências

Um anel é denominado associatát;o nas pote teias se cada elemento do anel gera um
subanel associativo.

Vimos que todo anel alternativo generalizado l é um anel quadrático generalizado.

Smith l61 provou que os anéis alternativos generalizados l são associativos nas potências.

Então, uma questão natural é saber se um anel quadrático generalizado ainda é associativo

nas potências. Vamos mostrar que esta questão tem resposta afirmativa, mesmo quando

(assumimos que) temos um anel satisfazendo (i), (ii) e (iii).

Teorema 1.4.1 Um ane/ de caracterútíca dll/Crente de 2 satis/acendo as {delzfÍdades

({)(',«,«)(ái)(«',«,b) -(a,'',Z,))(b,«,«') -(b,.',.)

é associatãuo nas potências.

Prova. Definimos #" = z"-:z. Queremos mostrar que i+j = ziaj

i,j > 0, inteiros.

De (i), temos ]ç; = z'z = zz

Fazendo a = ó = z em (ii) e (iii), temos, respectivamente,

(«',«,«) - (,,a',«) ',' +«.',

(,,,,.') - («,,', «) - «',' - .;«

Assim, para n = 4 é verdade que =4 ;: z3a :: a2 2 = z3

Novamente, usando (ii) e (iii), com a = z e b = n', temos que #=' =

A linearização de (i) é

)

2

para todo a C Áe

Z2#3 e z4a

(«, Z,, c) +(«, c, b) +(b, «, .)+(b, c, .) +(c, «, b)+(c, b, «)

e fazendo a = b = 2 e c = z, temos

(,', z', ,) +(.', «, a') +(«, z', «')

17

1.4 Associatividade nas potências 

Um anel é denominado associativo nas potências se cada elemento do anel gera um 

subanel associativo. 

Vimos que todo anel alternativo generalizado I é um anel quadrático generalizado. 

Smith [6) provou que os anéis alternativos generalizados I são associativos nas potências. 

Então, uma questão natural é saber se um anel quadrático generalizado ainda é associativo 

nas potências. Vamos mostrar que esta questão tem resposta afirmativa, mesmo quando 

(assumimos que) temos um anel satisfazendo (i), (ii) e (iii). 

Teorema 1.4.1 Um anel de característica diferente de 2 satisfazendo as identidades 

(i) (a,a,a) = O, . (ii) (a 2,a,b)-(a,a2,b) = O, (iii) (b,a,a 2)-(b,a2,a) = O, 

é associativo nas potências. 

Prova. Definimos xn = xn- 1 x. Queremos mostrar que xi+j = xixi, para todo x E A e 

i, j > O, inteiros. 

De (i), temos x 3 = x 2x = xx2
• 

Fazendo a= b = x em (ii) e (iii), temos, respectivamente, 

O (x2,x,x)-(x,x 2 ,x) = -x2x 2 +xx3
, 

O (x,x,x 2
) - (x,x 2 ,x) = x 2 x 2 

- x 3 x. 

Assim, para n = 4 é verdade que x 4 = x 3x = x 2x 2 = xx3
. 

Novamente, usando (ii) e (iii), com a = x e b = x 2
, temos que xx4 = x 2x 3 e x4 x = x 3 x 2

• 

A linearização de (i) é 

(a,b,c) + (a,c,b) + (b,a,c) + (b,c,a) + (c,a,b) + (c,b,a) = O 

e fazendo a = b = x 2 e e = x, temos 
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0

0

Desenvolvendo os associadores e usando o que anteriormente foi feito, obtemos

r2a3 - z3a2. Portanto, para n = 5, vale

a5 = Z4Z. =: #3a.2 =: Z2Z3 == 3a.4

Por indução, suponhamos que zÍaj = ai+j, {,.j > 0 inteiros, i+ .j < n e n > 5

Mostremos que vale para i+ .j :; n.

Por (ii) e (iii), com a = zj, b = #"''Í (3á < n) e usando a hipótese de indução, temos,

respectivamente

Z2í a{ 3n--3i) -- (a{, Z2í #n--3{) = --#2iZn--2{ + Z{3n-{

(an'3i,Zi Z2i) -- (Zn'3í,Z2i Zi) = Zn'2{#2i n--i3i

Ou seja,

#i3n--i = adia"'2{, Zn--iZi :: #n--2i#2{, (1.4.1)

< n. Quando 3{ = n, por (i) e pela hipótese de indução, temos

o «',«;) -«;,"

para i > 0 tal que 3i

Assim, as igualdades anteriores valem também para { > 0 tal que 3{ $ n. Em (i), fazendo

(z = zn--2{ Z) = c = #:, obtemos

,"-'', Z', «')+(3;, «;, «"-'')+(«;, a"'':, ,;) 0

E disto segue que z"'izi - zÍz"-', para todo i > 0 tal que 3{ $ n. Assim, para i > 0 e

tal que 3i $ n, valem as igualdades

Z'z''3' :: #'Z't--' (1.4.2)

Linearizando (ii), temos

('Z,, c, d) +(b«, c, d) +(-, b, d) +(c«, Z,, d) +(bc, ., d)+(cÓ, «, d)

-(', Z,c, d) -(«, cZ,, d) -(Ó, 'c, d) -(b, c«, d) -(c, Ó«, d) -(c, «b, d)

lx

Desenvolvendo os associadores e usando o que anteriormente foi feito, obtemos 

x 2x 3 = x3x 2
• Portanto, para n = 5, vale 

Por indução, suponhamos que xixi xi+i, i,j > O inteiros, i + j < n e n > 5. 

Mostremos que vale para i + j = n. 

Por (ii) e (iii), com a= xi, b = xn-3i (3i < n) e usando a hipótese de indução, temos, 

respectivamente, 

Ou seja, 

o 

o 

(1.4.1) 

parai > O tal que 3i < n. Quando 3i = n, por (i) e pela hipótese de indução, temos 

Assim, as igualdades anteriores valem também parai > O tal que 3i ::; n. Em (i), fazendo 

a= xn-2i , b =e= xi, obtemos 

E disto segue que xn-ixi = xixn-i, para todo i > O tal que 3i ::; n. Assim, para i > O e 

tal que 3i ::; n, valem as igualdades 

. . . . n-, , 1 n-t x x =xx . (1.4.2) 

Linearizando (ii), temos 

(ab,c,d) + (ba,c,d) + (ac,b,d) + (ca,b,d) + (bc,a,d) + (cb,a,d) 

-(a, bc, d) - (a, cb, d) - (b, ac, d) - (b , ca, d) - (e, ba, d) - (e, ab, d)= O. 
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Substituímos a = ={, b = aj, c = z e d = z"'«+j+O (i + J < n - 1) e usamos a hipótese

de indução para obter

2(a'+j, z, a"-'-j':)+ 2(a'+', zj, :r"-'-j'') + 2(zj+', =i, :r"-'-j':)

--2(a', zj+i, .«-;-j'') -- 2(aj, a:+- , .«-'-J':) -- 2(3, a'+j, ,--'-j':) = 0.

Desenvolvendo os associadores, obtemos

,,"-: + «',"-; + .j,"-J - «:''':,"-;-- + «j+-,"-j-: + «'-''j«"-:-j, (1.4.3)

para todos í,.j > 0 tais que i+.j < n -- 1. E de modo semelhante, da linearização de (iii)

obtemos

z"-la + z"-izi + z"-jzj :: z"-i-izi+i + z"-j-laj+l + z"-i-jzi+j

ndo i= .j nas igualdades (1.4.3) e (1.4.4), temos

ZZn-l -F 2Z{3n'i = 2#i+13n-i-l + #2iZn--2i

Zn-13 + 2Zn-f3i = 2#n'i'13{+l + 3n-2{#2í

para todo { > 0 tal que 2i + 1 < n.

E, para í > 0 tal que 3í $ n, temos então (por (1.4.1)) que

zz"-i + zia"-i - 2zi+iz"-(i+i),

z"-iaç+ z"-izi - 2z"'(i+i)=í+i

Da identidade (i) linearizada, onde a = ai, b = # e c = z"'í-i , obtemos

ZÍ+lZn-i-l + Zn-13 + 3n-ÍZi = ZZn-l -F #iZn-i + #n-i-l:Ci+l

Q«.

)

(1.4.4)

(1.4.5)

(1.4.6)

=: íz;':z;

i n

'a'

Substituímos a = xi, b = xi, e = x e d = xn-(i+i+l) ( i + j < n - l) e usamos a hipótese 

de indução para obter 

2( i+j n-i-j-1) + 2( i+l j n-i-j-1) + 2( j+l i n-i-j-1) X , X, X X , X , X X , X, X 

-2( i i+l n-i-j-1) _ 2( j i+l n-i-j-1) _ 2( i+j n-i-j-1) _ Ü X, X , X X , X , X X, X , X - • 

Desenvolvendo os associadores, obtemos 

(1.4.3) 

para todos i,j > O tais que i + j < n - l. E de modo semelhante, da linearização de (iii), 

obtemos 

Quando i = j nas igualdades (1.4.3) e (1.4.4), temos 

para todo i > O tal que 2i + 1 < n. 

E, parai> O tal que 3i :s; n, temos então (por (1.4.1)) que 

Da identidade (i) linearizada, onde a = xi, b = x e e= xn-i-l, obtemos 

isto é, 
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(1.4.4) 

(1.4.5) 

(1.4.6) 



e quando 3{ $ n, obtemos (por (1.4.2)

Zi+lZn-({+1) - 3n-(i+l)Zi+l

Voltando para a igualdade (1.4.6), com { = 1, temos z"'ia + z"-ia = 2z"'2a2, ou

seja, z" = a;"-232. E tomando { = 2, obtemos 3" = zn-333. Por indução sobre i, temos

que z" = g"'iZi - :Cn-({+1)3i+l, para i > 0, tal que 3{ 5; n. E de modo análogo, da

igualdade (1.4.5), obtemos a" = z z"-{ - =i+ia"-(i+i). Portanto, podemos escrever

Zn = {Zn-i = Zn-iZi:: 2;n-(i+l)gi+l :: ZÍ+13n-({+1), (1.4.7)

com i > 0 tal que 3{ $ n.

Para obtermos os casos que faltam, vamos escrever n na forma n = 3k + r, com

r = 0, 1,2. Por(1.4.7), temos que

z" :: z'z"'' = z"''z', para { :: l, ,k+l e { > 0 tal que 3i $ n

Devemos então obter os casos em que { = k + 2, . . . , s, onde s = l$1 (171 é o maior inteiro

menor ou igual a }). Tomando i= 1 em (1.4.3), temos

ZZ"-l + #Z"-l + Zia"-i :: #2Z"-2 + Zj+iaÇ"-(j+i) + Zj+lZn-(j+l),

ou sqa,

z" + rjz"--j - 2zJ+ia"-(j+t), para .7 >0

De modo análogo, com (1.4.4), obtemos

e j<n--2

z" + z"-jaj - 2z"'(j+l)zj+i, para .j >0 e .j < n --2

Assim, se .j = k + 1, temos

Zn + Zn-(k+l)#k+l :: 23n'(k+2)Zk+2
Z.n
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e quando 3i s; n, obtemos (por (1.4.2) 

Voltando para a igualdade (1.4.6), com i = 1, temos xn-lx + xn-lx = 2xn- 2x2, ou 

seja, xn = xn-2x 2. E tomando i = 2, obtemos xn = xn- 3x 3 . Por indução sobr~ i, temos 

que xn = xn-ixi = xn-(i+l)xi+l, parai > O, tal que 3i s; n. E de modo análogo, da 

igualdade (1.4.5), obtemos xn = xixn-i = xi+lxn-(i+l)_ Portanto, podemos escrever 

com i > O tal que 3i s; n. 

Para obtermos os casos que faltam, vamos escrever n na forma n 

r = O, 1, 2. Por (1.4.7), temos que 

(1.4.7) 

3k + r, com 

e i > O tal que 3i s; n. 

Devemos então obter os casos em que i = k + 2, ... , s, onde s = rn] (rn] é o maior inteiro 

menor ou igual a ~} Tornando i = 1 em (1.4.3), ternos 

ou seJa, 

e j < n - 2. 

De modo análogo, com (1.4.4), obtemos 

e j < n - 2. 

Assim, se j = k + 1, temos 
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2#k+2z"-(k+2)z" + zk+ia"-(k+i).
Z.n

S

e, portanto,
k+22Zn

Suponhamos que isto

(, 1) - 2z'z"IZn SsZs z"+=')

zn = #n--(k+2)zk+2 = 3k+

vale para .j = s -- l. Ou seja,

#" . 3;n-('-1)Z'-l - 3'-lan-('-1),

onde s = ltl. Observamos que ltl < n -- 2 para todo número inteiro n ? 5. Assim, se

.j = s $ 1tl, temos .j < n - 2. Logo,

Z" -+ #n-('-1)Z'-l - 2Z"

Portanto

Zn = n'sZs == #sZ '

Portanto, para todo i,.j inteiros positivos, ij = f+j, o que demonstra o teorema.

Corolário 1.4.2 Todo ane/ quadrático venera/azado é assocÍaZioo nas potências.
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e também 

e, portanto, 

Xn + Xk+lxn-(k+l) = 2xk+2Xn-(k+2) 
'--v-' 

x" 

Suponhamos que isto vale para j = s - 1. Ou seja, 

onde s = (%]. Observamos que [%] < n - 2 para todo número inteiro n 2: 5. Assim, se 

j = s :s; [%], temos j < n - 2. Logo, 

Portanto, 

Portanto, para todo i, j inteiros positivos, x 1xi = xi+i, o que demonstra o teorema. 

Corolário 1.4.2 Todo anel quadrático generalizado é associativo nas potências. 
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Capítulo 2

Anéis quadráticos simétricos
generalizados

Nos artigos l4, 51, l<leinfeld faz um estudo dos anéis alternativos generalizados l e

11 assumindo a existência de um idempotente. Neste capítulo, vamos fazer um estudo

semelhante para os anéis quadráticos simétricos generalizados.

Seja .A um anel quadrático simétrico generalizado de característica # 2. Suponhamos

que .A contém um idempotente primeira/ e # 0, 1. Queremos saber que condições devem

ser acrescentadas para que .4 seja uma anel de Jordan não comutativa ou alternativo ou

associativo.

2.1 Decomposição de Peirce

Sda .A um anel não-associativo qualquer, com um idempotente e # 0, 1. Suponhamos

que o idempotente e satisfaz a seguinte condição:

(.4,.,.)

Neste caso, sabemos que .A tem uma decomposição de Peirce com relação a e. Mais

precisamente, ,4 pode ser escrito como a soma direta

.4 = .4ii a) .4io G) .Aoi a) .Aoo,
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Capítulo 2 

Anéis quadráticos simétricos 
generalizados 

Nos artigos [4, 5], Kleinfeld faz um estudo dos anéis alternativos generalizados I e 

II assumindo a existência de um idempotente. Neste capítulo, vamos fazer um estudo 

semelhante para os anéis quadráticos simétricos generalizados. 

Seja A um anel quadrático simétrico generalizado de característica =/- 2. Suponhamos 

que A contém um idempotente principal e =/- O, 1. Queremos saber que condições devem 

ser acrescentadas para que A seja uma anel de Jordan não comutativo ou alternativo ou 

associativo. 

2.1 Decomposição de Peirce 

Seja A um anel não-associativo qualquer, com um idempotente e=/- O, 1. Suponhamos 

que o idempotente e satisfaz a seguinte condição: 

(A,e,e) = (e,A,e) = (e,e,A) = O. 

Neste caso, sabemos que A tem uma decomposição de Peirce com relação a e. Mais 

precisamente, A pode ser escrito como a soma direta 

A = Au EB A10 EB Ao1 EB Aoo, 
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Áí.f = tais C Á l ezij = zzij) {je - .7zij.}, t,.7 = 0, 1.

Veja Albert jll.

Proposição 2.1.1 Sda .4 um ane/ quadrático sámétríco generalizado de caracterút ca

# 2. Suponhamos gue .4 tem tém ãdempotente e # 0, 1 salas/acendo

(., e,..'l)

s Aij satisfazem as seguintes relações:

Á?.Ç.4li, .Ag.Ç..'ioo, .,4iiÁoo=0, .4oo.Aii=0,
,4it.4io Ç Áio, ..'lii.Aoi = 0, .4oo.4oi Ç .Aoi, ,4oo.4io = 0,
.4io.Aii = 0, ..4ot..'iii Ç Áoi, .AoiÁoo = 0, ,4io,4oo Ç .Aio.

Prova. As identidades que definem .4, nas suas formas linearizadas

(1)(«,bc+ cb,d)+(Z,,«.::+ c«,d) +(c,«b+ b«,d)

c, d) +(.c + c«, 6, d) +(Z,. + cb, «, d);

(2)(«,Z,.+ cZ,,d) +(«,bd+ dZ,,c)+(., cd+ dc,Z,)

'd + dc) +(., c, bd + db)+(., d, bc + cZ,);

(3)(a,b,c)+(«,c,b) +(Z,,«,c) +(b,c,.)+(.,«,Z,) +(.,b,«)

(4) 1(., b, c) + (c, Z,, .),4

Em (1) e (2), tomando a, d em Áii e b = c = e, temos, respectivamente,

Então o

(.,2.,d) +(e,2«,d) +(e,2.,d) e,d) +(2«,e,d)+(2e,«,d),

(a,2e,d) +(a,2d, e)+(a,2d, e) =(a, .,2d) +(a, e, 2d)+(a,d, 2e),

isto é.

2(., a, d) d), 2(.,d, e) (., e, d)

23

onde 

Veja Albert (l]. 

Proposição 2.1.1 Seja A um anel quadrático simétrico generalizado de característica 

-=/ 2. Suponhamos que A tem um idempotente e-=/ O, 1 satisfazendo 

(e,e,A) = (e,A,e) = (A,e,e) = O. 

Então os Aij satisfazem as seguintes relações: 

Ai1 Ç An, 
AuA10 Ç A10, 
A10Au = O, 

A50 Ç Aoo, 
AuA01 = O, 
Ao1A11 Ç Ao1, 

AuAoo = O, AooAu = O, 
Ao0Ao1 Ç Ao1, AooA10 = O, 
Ao1Aoo = O, A10Aoo Ç A10. 

Prova. As identidades que definem A, nas suas formas linearizadas são: 

(1) (a, bc + cb, d)+ (b, ac + ca, d)+ (e, ab + ba, d) 

= (ab+ ba,c,d) + (ac+ ca,b,d) + (bc+ cb,a,d); 

(2) (a, bc + cb, d)+ (a, bd + db, e)+ (a, cd + de, b) 

= (a, b, cd +de)+ (a, e, bd + db) + (a, d, bc + cb) ; 

(3) (a, b, e)+ (a, e, b) + (b, a, e)+ (b, e, a)+ (e, a, b) + (e, b, a)= O; 

(4) [(a,b,c) + (c,b,a),d] = O. 

Em (1) e (2), tomando a, d em Au e b =e= e, temos, respectivamente, 

( a, 2e, d) + ( e, 2a, d) + ( e, 2a, d) = (2a, e, d)+ (2a, e, d)+ (2e, a, d), 

(a, 2e, d)+ (a, 2d, e)+ (a, 2d, e)= (a, e, 2d) + (a, e, 2d) + (a, d, 2e), 

isto é, 

2(e,a,d) = 2(a , e,d), 2( a, d, e) = 2( a, e, d). 
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Como a característica de Á # 2, obtemos então que

(.,a,d) («,d,e)

E isto implica que e(ad) = ad, (ad)e = ad. Portanto, ad C Áii, para todo a, d C Áii. Isto

e,

,4í: Ç .'l::.

De modo semelhante, tomando a, d em .4oo e b =

vamente,

(a,.,d)

(«, e, d)

E disto segue que e(ad) = (ad)e = 0. Portanto, para todo a, d em .Aoo, ad está em .Aoo

Ou seja,

..4â. ç .,4«.

Vemos assim que .Aii e Áoo são subanéis de .4. Vamos mostrar que eles são ortogonais

Em (1) e (2), tomando a em .4oo, d em .Aii e b = c = e, temos

(«, e, d)

(«,d,e)

(e, «, d),

(a,e,d).

Calculando estes associadores, temos que e(ad) = ad e (ad)e

a € .,'ioo e d C Áii, ad C Áio, ou sqa,

Assim, para todo

.4oo.4ii Ç ..4io

Agora, tomando a em Áii, d em .4oo e b = c = e, temos por (1) e (2), respectivamente

(e,.,d)

(«,.,d)

24

Como a característica de A =/- 2, obtemos então que 

(e,a,d) = (a,e,d) = O, (a,d,e) = (a,e,d) = O. 

E isto implica que e(ad) = ad, (ad)e = ad. Portanto, ad E A11 , para todo a, d E A11 . Isto 

é, 

Ai1 Ç Au. 

De modo semelhante, tomando a, d em A00 e b = e= e em (1) e (2), temos, respecti

vamente, 

O (a, e, d) = (e , a, d), 

O (a,e,d) = (a,d,e). 

E disto segue que e( ad) = ( ad)e = O. Portanto, para todo a, d em A00 , ad está em Aoo

Ou seja, 

A~0 Ç Aoo-

Vemos assim que A11 e A00 são subanéis de A. Vamos mostrar que eles são ortogonais. 

Em (1) e (2), tomando a em A00 , d em A11 e b =e= e, temos 

(a, e, d) 

(a,d,e) 

( e, a, d), 

(a, e, d). 

Calculando estes associadores, temos que e( ad) 

a E Aoo e d E A11 , ad E A 10 , ou seja, 

AooAu Ç A10. 

ad e (ad)e O. Assim, para todo 

Agora, tomando a em Au, d em A 00 e b =e= e, temos por (1) e (2), respectivamente: 

(e,a,d) 

(a, e, d) 
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(a, e, d), 

(a,d,e). 



Disto segu-

sqa,

0u

Áii.Aoo Ç .,'loi.

Na identidade (4), tomando a em .Aii e c em Áoo e b = d = e,

1(.,e,c) +(c,e,«),el 1-- c.,.l
ac + ca.

, para todo a C Áii e c C .Aoo. Logo,

,4ii.Aoo = 0, .,'1oo,4ii = 0.

= c = e, bii C ,4ii e doi C ,4oi, temos

(eb::)do: - .(b::do:) -.)do: - b::(edo:),

temos

.ca C .4lo 0.,'1olAssim, ac = l

Em (1) tomando a)

biidoi -- e(biidoi) = biidoi .

.(b: : do: )

Novamente, em (1), tomando a = d = e, bii C .4ii, coi C Áoi, temos

(%:, Z,:-, e) = (Z,::, q:, e).

(%ibid)e -- colbii = (biicoi)e -- bltcoi.

Por outro lado, em (2), tomando aoi C .4oi, dli C .4ii e b = c = e, temos

(.o:, d::, .) «o:, e, d-:)

(*)

25

Disto segue que e( ad) = O e ( ad)e = O. Isto é, para todo a E A11 e d E A 00 , ad E Ao1- Ou 

seJa, 

AnAoo C Ao1-

Na identidade (4), tomando a em A11 e e em A 00 e b =d= e, temos 

O [(a,e,c) + (c,e,a),e] = [ac- ca,e] 

ac + ca. 

Assim, ac = -ca E A 10 n A01 , para todo a E A 11 e e E A00 • Logo, 

AnAoo = O, AooAu = O. 

Em (1), tomando a= e= e, b11 E A11 e do1 E A01 , temos 

isto é, 

Assim, 

Novamente, em (1), tomando a= d= e, b11 E A11 , eo1 E A01 , temos 

(co1,b11,e) = (b11,Co1,e). 

E daí, 

(eo1b11)e - co1b11 = (bneo1)e - bneo1-

Por outro lado, em (2), tomando a01 E A01 , d11 E An e b =e= e, temos 
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/\sSlln,

(aoidti)e = aoidii.

Voltando para (*), obtemos (biicoi)e = biicoi. Logo, para todo ali C .4ii e coi C Áol,

aiicoi C .,'ioi. Mas, por (4), podemos escrever

1(«::, ., q:) +(%:, e, «-:), .l = 0,

isto é,

l(zticoi, eJ = U.

E disto segue que

'::q: :%:). = .(a::q:) = 0.

Portanto

Áii.Aoi = 0.

Em (2), tomando a = c = e, bii C .4it e doi C .4oi, tet

(.,Z,:-,do:) do:,b:-).

O primeiro associador é nulo. Assim, e(doibii) = 0. E anteriormente vimos que (aoidii)e

aoldti. Portanto, para todo aoi C Áoi e bii C ,4il, temos que aoibii C .Aoi. Ou seja,

.os

,'ioiÁii Ç..'loi

Em (1), tomando aii C .Ait, dio C Áio e b = c = e e em (2), bii C Áii, dio C .Aio e

a = c = e, temos, respectivamente,

(e, «::, d:o)

(e, b: : , d-o)

(ail, e, dio) = U,

(e, d:o, Z,: :).

.(«- -d:o )

.(d- ob: : )

aitdlo,

dlobli.

Assim, 

(ao1d11)e = ao1d11. 

Voltando para(*), obtemos (b11 c01)e = b11c01. Logo, para todo a11 E A11 e Co1 E Aoi, 

a11Co1 E A01 . Mas, por (4), podemos escrever 

[(a11,e,eo1) + (Co1,e,a11),e) = O, 

isto é, 

[a11Co1,e] = O. 

E disto segue que 

Portanto, 

A11Ao1 = O. 

Em (2), tomando a= e= e, b11 E A11 e d01 E A01 , temos 

(e,b11,do1) = (e,do1,b11)-

0 primeiro associador é nulo. Assim, e(d01 b11 ) = O. E anteriormente vimos que (a01 d11 )e = 

ao1d11 . Portanto, para todo a01 E A01 e b11 E A11 , temos que a01 b11 E A01 . Ou seja, 

Ao1A11 Ç Ao1-

Em (1), tomando a 11 E A11 , d10 E A 10 e b = e= e e em (2), b11 E A11 , d10 E A10 e 

a= e= e, temos, respectivamente, 

Disto segue que 

( e, a11, d10) 

(e, b11,d10) 

e( a11d10) 

e(d10b11) 

(a11,e,d10) = O, 

(e, d10, bu). 
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Por outro lado, em (2), se aio C .4io, dit C Áii e b = c = e, temos:

(««,d::,.) :o, .,d::).

Ou seja,

(«:od: :) .

Agora, por (4), podemos escrever

1(«:o, ., Z,::) +(b::, .,«:o), el

isto é,

1«:ob- : , el
E disto temos

0 :.Z,::). .(«:oZ,::) :oZ,::,

para todo aio C .4lo e bii C .Ato. Logo,

.4io.4ti = 0.

Em (1), tomando Z,-: C .4::, c.. C .'l:. e « = d = e, temos (c:o,b::,e) = (bll, c:o, e)

pelo que já foi feito isto implica

(Z, : : c:o) .

Assim, para todo aii C .4li e bio C .4io, alivio C Áio. Portanto,

,4ii.,'!io Ç .Alo.

De modo semelhante, obtemos também que

.4oo.Aio :: 0, .Aoi.4oo = 0, .4oo.Aoi Ç .4oi e .4ioÁoo Ç: '4lo.

E isto prova a Proposição 2.1.1.
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Por outro lado, em (2), se a10 E A10, d11 E A11 e b =e= e, temos: 

(a10, d11, e)= (a10, e, d11), 

Ou seja, 

(a10d11)e = O. 

Agora, por ( 4), podemos escrever 

[(a10, e, b11) + (b11, e, a10), e)= O, 

isto é, 

[a10b11, e) = O. 

E disto temos 

O= (a10b11)e = e(a10b11) = a10b11, 

para todo a10 E A10 e bu E A10- Logo, 

A10A11 = O. 

Em (1), tomando b11 E A11 , c10 E A10 e a= d= e, temos (c10 ,b11 ,e) = (b11,c10,e). E 

pelo que já foi feito isto implica 

(b11c1o)e = O. 

Assim, para todo a11 E A11 e b10 E A10, a11b10 E A 10. Portanto, 

De modo semelhante, obtemos também que 

e A10Aoo Ç A10-

E isto prova a Proposição 2.1.1. 
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2.2 O caso em que os Hexitores estão no centro

Em toda esta seção .4 é um anel quadrático simétrico generalizado.

No que segue vamos assumir que o anel .4 satisfaz também as identidades

(5) ((«,Z,,«), c, d)

(6) (., («,b,a), d)

(7) (c, d, («,b, «))

Neste caso, qualquer ./7ezítor (a, b, a) está no centro de .4.

Suponhamos que .4 é simples. Indiquemos o centro de ,4 poi Z(.A), que é definido por

Z(.A) .4 (u, Á, Á)

Como .4 é simples, temos que Z(.4) ou é zero ou é corpo (Zhevlakov et al j151, p.137).

Suponhamos que Z(.A) :# 0. Neste caso, o anel .4 tem elemento 1. Escrevamos

1 = aii+ aios aoi+ aoo. Daí,

le = ctli + cloi,

el = cria + cho.

Isto implica que aio = aoi = 0. Assim, e = cxii e 1 = e + aoo. E aoo é um idempotente

ortogonal a e. Como e é principal, então aoo = 0 e e = 1. Nuas isto não pode ocorrer, pois

e # 0, 1. Logo, Z(.'1) = 0 e portanto (a, Z,,a) = 0, para todo a,b em Á. Desta forma, .4 é

um anel de Jordan não comutativa. Podemos então enunciar a proposição abaixo:

Proposição 2.2.1 Sega ,4 um ane/ quadrático sÍmélrico venera/azado sÍmp/es de ca-

racterútÍca # 2. SKponAamos que Á lem Hm {dempolente primeira/ e # 0,1 fa/ que

(Á,.,e) p«. todo .,Z, .m .'l o ./Z',{lo, (a,Z,,«) e'tá «.

cento'0 de ,4, então .4 á./Zezúe/ e portanto .A á ttm ane/ de Jordarz não comatafít;o.
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2.2 O caso em que os flexitores estão no centro 

Em toda esta seção A é um anel quadrático simétrico generalizado. 

No que segue vamos assumir que o anel A satisfaz também as identidades 

(5) ((a,b,a),c,d) = O, 

(6) (c,(a,b,a),d) = O, 

(7) (c, d, (a, b, a))= O. 

Neste caso, qualquer fiexitor ( a, b, a) está no centro de A. 

Suponhamos que A é simples . Indiquemos o centro de A por Z(A), que é definido por 

Z(A) = {u E A 1 (u,A,A) = (A,u,A) = (A,A,u) = [A,u] = O}. 

Como A é simples, temos que Z(A) ou é zero ou é corpo (Zhevlakov et al [15], p.137) . 

Suponhamos que Z(A) -/= O. Neste caso, o anel A tem elemento 1. Escrevamos 

1 = au + 010 + 001 + aoo- Daí, 

e le = 0'11 + 001, 

e el = 011 + 0'10. 

Isto implica que a 10 = a 01 = O. Assim, e = a, 11 e 1 = e + a 00 . E a,00 é um idempotente 

ortogonal a e. Como e é principal, então a,00 = O e e = 1. Mas isto não pode ocorrer, pois 

e-/= O, l. Logo, Z(A) = O e portanto (a, b, a)= O, para todo a, bem A. Desta forma, A é 

um anel de Jordan não comutativo. Podemos então enunciar a proposição abaixo: 

Proposição 2.2.1 Seja A um anel quadrático simétrico generalizado simples de ca

racterística -/= 2. Suponhamos que A tem um idempotente principal e -/= O, 1 tal que 

(A,e,e) = (e,A,e) = (e,e,A) = O. S e para todo a,b em A o fiexitor (a,b,a) está no 

centro de A, então A é flexível e portanto A é um anel de Jordan não comutativo. 
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Agora, a questão é saber quando o anel .A é alternativo.

Como ,4 é flexível, dado aio C Áio, temos --(aio,e,aio) = a?. = 0. E portanto para

todo aio,bio € ,4io,

atou)io + bioaío = 0.

De modo semelhante, para todo aoi, boi C .4ot, temos que a8i = 0 e logo

aoióoi + boiaoi = 0.

Da flexibilidade de .4, para todo aio, bto C Áio temos

(«:o, b:o, .) + (e, b:o, «:o)

Equivalentemente,

(«:oZ,:o). + .(.:ob:o)

Donde podemos concluir que aiobio C Áio + Áoi, ou sqa,

Áf. Ç.4io+.Aot.

De modo semelhante, obtemos que

,4ã: Ç ,4to + Áoi.

E se tomarmos aio € Áio, boi C .Aoi, temos

(a:., Z,o:, e) + (e, Z,o:, «:o)

(Z,o: , «-o, e) + (e, «:o, Z,o-)

Disto segue que

(.:oZ,o:)e - .(Z,o-a:o)

e(«:obo-) - (bo:«:o)e
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Agora, a questão é saber quando o anel A é alternativo. 

Como A é flexível, dado a10 E A10 , temos -(a10 , e, a10) = a~0 = O. E portanto para 

todo a10 , b10 E A10, 

a10b10 + b10a10 = O. 

De modo semelhante, para todo a01 , b01 E Ao1, temos que a&1 = O e logo 

Da flexibilidade de A, para todo a10 , b10 E A 10 temos 

( a10, b10, e) + ( e, b10, a10) = O. 

Equivalentemente, 

(a10b10)e + e(a10b10) = a10b10. 

Donde podemos concluir que a10b10 E A 10 + A01 , ou seja, 

De modo semelhante, obtemos que 

E se tomarmos a10 E A10 , b01 E Ao1, temos 

Disto segue que 

(a10,bo1,e) + (e,bo1,a10) = O, 

(bo1,a10,e) + (e,a10,bo1) = O. 

( a10bo1)e - e(bo1a10) = a10bo1, 

e(a10bo1) - (bo1a1o)e = a10bo1• 
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E portanto temos que

atobol C Áii + .4to + ..4oi,

boiado C .4io + ,4oi + Áoo,

,'iioÁoi Ç ..4ii+ Áio+.Aoi,

,'loiÁio Ç .4io+.Aoi+.Aoo.

Por outro lado, para que .A seja alternativo, devemos ter qu-

(., «:o, b:o) + («:o, e, b-o)

Então,

a-oZ,:o -- .(a:oZ,:.) -- «:ob-o = 0.

E isto implica que aiobio C Áoi. Assim, precisamos ter

.,4Í. Ç ..'!o-.

De modo semelhante, aoiboi C .Alo e portanto devemos ter

''l0: Ç; '4lo

0 a:o,óo:)+(':o,',Z,o:) :-e(':oZ,o:),

0 bo:,«:o)+(Z,o:,',.:o) Z,o:a:o),

0 ,«:o,e)+(Z,o:,',«:o) «:o)e,

0 :o,bo-,e)+(':o,',Z,o:) :oZ,o:)'- «:oZ,o:

.e aioboi C .4il e boiado C .Aoo. Assim, temos que

,4lo.4oi Ç .4ii e ÁoiÁio Ç Áoo.
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E portanto temos que 

a10boi E Au +A10+Aoi, 

boi a10 E A10 + Aoi + Aoo, 

ou seJa, 

A10Aoi e Au +Aio+ Aoi, 

AoiAio e A10 + Aoi + Aoo-

Por outro lado, para que A seja alternativo, devemos ter que 

( e, a10, b10) + ( a10, e, bio) = O. 

Então, 

a10bio - e( a10b10) - a10b10 = O. 

E isto implica que a10b10 E A01 • Assim, precisamos ter 

A~0 Ç Aoi-

De modo semelhante, a0 iboi E A 10 e ·portanto devemos ter 

A~i Ç A10. 

E também devemos ter 

O (e,a10,boi) + (a10,e,boi) = a10boi - e(a10boi), 

O (e,boi,a10) + (boi,e,a10) = -e(boiªio), 

O (boi, a10, e)+ (boi, e, a10) = (boiaio)e, 

O (a10,boi,e) + (a10,e,boi) = (a10boi)e- a10boi-

Disto decorre que a10b01 E A11 e b01 a10 E Aoo- Assim, temos que 

A10Aoi Ç Au e 

30 



Portanto,

..'l?. ç .4oi, ..ali: ç Álo, ,4io.4oi ç ,4ii, ,4oi4ioç Áoo

são condições necessárias para que Á seja alternativo. No que segue vamos assumir que

os .Aij satisfazem estas condições e verificar se elas são suficientes para concluir que .4 é
alternativo.

Dados a, b em .4 podemos escrever

a = ail + alo + aoi + aoo e b = bii + bto + bot + boo

Devemos calcular

= }1:(aíj,'*.,b«),

= >ll:('ij,ó*.,ó«),

com os índices {,.j, k,/,7', s tomando os valores 0 e 1. Aqui cada somatório é constituído

de 64 parcelas de associadores. Basta calcular (a,a,ó) pois .A é flexível. E imediato, a

partir da tábua de multiplicação dos Áfj, que 34 destes associadores são nulos, como por

exemplo, (aii, aii, boi) = 0. Vamos, portanto, considerar aqui os outros 30 associadores.

Usando a lei flexível temos

(«::, «:-,b:o)+(b:o, «::,«::) = 0

Como já sabemos que o segundo associador é zero pela tábua, temos

(«::, .::, b:o) = 0

De modo análogo, temos

(«::,..., h:) -

(«oo, .oo, bo: )

(«oo, .o: , Z,: : )

(«: : , «:o, Z,oo)

(.oo, .o:, Z,:o)

(«:o, «o- , Z,: : )
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0,

0,

0,

Portanto, 

são condições necessárias para que A seja alternativo. No que segue vamos assumir que 

os Âii satisfazem estas condições e verificar se elas são suficientes para concluir que A é 

alternativo. 

Dados a, bem A podemos escrever 

a = a11 + a10 + ao1 + aoo 

Devemos calcular 

(a,a,b) 

(a, b, b) 

e b = bu + b10 + boi + boo-

L ( aij, akl , brs), 

L ( aij, bkt, brs), 

com os índices i, j, k, l, r, s tomando os valores O e 1. Aqui cada somatório é constituído 

de 64 parcelas de associadores. Basta calcular ( a, a, b) pois A é flexível. É imediato, a 

partir da tábua de multiplicação dos A;j, que 34 destes associadores são nulos, como por 

exemplo, (a11 , a11 , bo1) = O. Vamos, portanto, considerar aqui os outros 30 associadores. 

Usando a lei flexível temos 

Como já sabemos que o segundo associador é zero pela tábua, temos 

De modo análogo, temos: 

(a11 , a10,bo1) 

( ªºº'ªºº'boi) 

(aoo, ª01, b11) 

(a11,a11,b10) = O. 

o, 

o, 

o, 
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(a11,a10,boo) 

( ªºº' ao1, b10) 

( a10, ao1, bu) 

o, 

o, 

o, 



(«:o, aoo, Z,o: )

(«-o, «oo, Z,oo)

(«o: , «:o, Óoo)

(«o: , a::, b-: )

0, (.:o,a:o, óoo)

0, («o:,«o:,6::)

0, («o:, «::,Z,:o)

0,

0,

0,

Como .4 é flexível e a2o :: 0 temos que

(«:o, .:o, b:o) +(Z,:o, «:o, «-o)

E disto segue que alo(aloblo) = (bioaio)aio. Pela tábua de multiplicação dos Áij, o termo

da esquerda está em .4ii e o da direita, em .4oo. Logo ambos são nulos. Portanto

(«:o, «:o, b-o)

(«o: , «o: , bo: )

Um anel A é chamado primo se dados / e J ide

/ = 0 ou J = 0.

Afirmamos que se

De fato, sejam

.4 é um anel primo então .4ii e .4oo são subanéis associativos de .Al l

: {n:: C .4:: l nit.Aio = 0, Áoinii = 0},

No=1nooCÁoo l noo.4oi =0, .Aionoo=0}.

Vamos mostrar que .Ni é um ideal de Á. Se # = zii + zio + aoi + zoo então znii = iinii

e nilz = niizii. Pela flexibilidade de .4 temos que

(«--, n::, «:o) +(«:o, n-:, «::)

(n:-, «:-, .:o) +(«:o, ,::, n::) 0
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(a10, aoo, bo1) o, 

( a10, aoo, boa) o, 

( ao1, a10, boa) o, 

(ao1, a11, bu) o. 

Como A é flexível e af O = O ternos que 

( a10, a10, boa) 

(ao1,ao1,b11) 

(a01, au, b10) 

o, 

o, 

o, 

E disto segue que a10(a 10b10 ) = (b10a10 )a10 . Pela tábua de multiplicação dos Âii, o termo 

da esquerda está em Au e o da direita, em A 00 . Logo ambos são nulos. Portanto 

De modo análogo, ternos 

(ao1,ao1,bo1) = O. 

Um anel A é chamado primo se dados J e J ideais de k tais que J J = O, então ou 

I = O ou J = O. 

Afirmamos que se A é um anel primo então A11 e A00 são subanéis associativos de A. 

De fato, sejam 

N1 = {nu E Au I n11A10 = O, Ao1nu = O}, 

No= {noo E Aoo I nooA01 = O, A10noo = O}. 

Vamos mostrar que N 1 é um ideal de A. Se x = xu + x 10 + x 01 + x00 então xnu = x11n11 

e n 11 x = n 11 x 11 . Pela flexibilidade de A temos que 

(nu , x11, a10) + (a10, x11, nu)= O. 
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Expandindo os associadores temos então que (ziinii)aio = 0 e (niizii)aio = 0. De modo

análogo, obtem.s aoi(z::n::) = 0 e ao:(n::aii) = 0. Portanto, «:inii, "iiz:: C JVi

Assim, Ni é um ideal de .4. De modo semelhante obtemos que No também é um ideal

de ]'l

Seja B o ideal de .A gerado pelo grupo aditivo .Aio © .4oi. Temos que

B = .4ioÁoi + ,4io + .4oi + .4oiÁio

Suponhamos que .B - 0. Então Áio = 0 e .Aoi = 0 e logo Á = Áii G).Aoo. Neste caso, Áli e

.4oo são ideais de .4 tais que ÁiiÁoo = 0. Como e C .4ii, .4ii # 0 e pela hipótese de Á ser

primo segue então que .,4oo = 0. Portanto, .4 = .Aii e temos que e = 1, contradizendo o fato

de . # 0, 1. Assim, ]? # 0. Se ni: C ]V: então n::(a:obo: +c:o+'ío: +zo:y:o) = n::(a:obo:).

Mas, como vimos acima, (nll,alo,Z,OI) = 0. Donde segue então (lue nll(aloZ,OI) = 0, ou

seja, Arte = 0. Como .4 é primo e -B # 0 isto implica que .ÍVi = 0. De modo semelhante

obtemos também que Aro-B = 0 e portanto Aro = 0.

Agora, pela identidade de Teichmüller, podemos escrever

(«::ó:-, c::, d-o)-(«::, Z,::.::, d:o)+(a::, Z,::, c::d:o)-«:-(b::, c::, d:o)-(«::, Z,::, .-:)d:o

Usando, nesta identidade, que Á é flexível, podemos escrever

(d:o,c::,«::Z,:-) -(d:o,Z.::'::, a:-) +(c::d:o,b-:, «::) - «::(d:o,c::,Z,::) Z,::,«::)d-o

Como o primeiro m

(«: : , b:: , c- :)d:.
De modo análogo temos doi(ait,bii,cii) = 0. Portanto, (all,bll,cll) C .Vt e como

]Vi = 0 temos

«::)d:obli 0embro desta igualdade é temos Szero,S r l )) )

(. : : , Z,: : , c: : )

para todo aii, bii, cii C .4ii. Logo .Aii é associativo.
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Expandindo os associadores temos então que (x 11n 11 )a10 = O e (n11 x11 )a10 = O. De modo 

análogo, obtemos ao1(x11n11) = O e ao1(n11x11) = O. Portanto, xun 11 , nuxu E N1. 

Assim, N1 é um ideal de A. De modo semelhante obtemos que N0 também é um ideal 

de A. 

Seja B o ideal de A gerado pelo grupo aditivo A10 EB A01 . Temos que 

Suponhamos que B = O. Então A10 = O e A01 = O e logo A= A11 EBA00. Neste caso, A11 e 

A00 são ideais de A tais que A 11 A00 = O. Como e E A11 , A11 -=I= O e pela hipótese de A ser 

primo segue então que A00 = O. Portanto, A = A 11 e temos que e = 1, contradizendo o fato 

de e -=I= O, 1. Assim, B -=I= O. Se nu E N1 então n11(a10bo1 +c10+do1 +xo1Y10) = nu(a1obo1), 

Mas, como vimos acima, (n11 ,a10,b01 ) =O.Donde segue então que n 11 (a 10b01 ) = O, ou 

seja, N1B = O. Como A é primo e B -=I= O isto implica que N1 = O. De modo semelhante 

obtemos também que N0 B = O e portanto N0 = O. 

Agora, pela identidade de Teichmüller, podemos escrever -

Usando, nesta identidade, que A é flexível, podemos escrever 

Como o primeiro membro desta igualdade é zero, temos (c11 , b11 , a11 )d10 = O, isto é, 

(a11,b11,cu)d10 = O. 

De modo análogo temos do1 ( a 11, b11, c11) 

N1 = O temos 

O. Portanto, (au, b11 , cu) E N1 e como 

(a11,bu,c11) = O, 

para todo au, b11 , cu E A11 . Logo A11 é associativo. 
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nte, podemos mostrar que

(aoo, boo, c«) = 0

para todo aoo, boo, coo C .Aoo e logo .4oo é associativo.

Em (1), tomando aio, dio C .4io, boo C .Aoo e c = e, temo

(«:oZ,«,)d:o :od:o).

E isto é equivalente a

(«:o, Z,oo, d-o) +(boo, «-., d:o)

que é a identidade alternativa à esquerda linearizada. Do mesmo m(

io, c = e, temos

(«:-b:o)d:o Z,:o(«::d-o),

(«::, b:o, d:o) +(Z,:o, '::, d:o)

C .,4oi, bii C Áii, c = e, temos

(«o:Z,::)do: ('o:do:),

(«o:, b::, do:)+(Z,::, «o:, do:)

análogo, em (1), tomando 'oo C .Aoo, bo: C .Ao:, c = . e do

bo:(.oodo:) aoobo:)do-.

quivalente a

(«oo, Z,o:, do:) +(bo:, «oo, do:)

De modo semelhae

)

as,apóscalcularos

dio c ,4a.. C Áll b..] ) v .lu)

ou sqa)

0

doi(1), .o: )

l C .4oiDe modo

E isto é eS

0

associadores,

em (1), com

E se, em

isto é,

temos

De modo semelhante, podemos mostrar que 

(ªºº'boa, Coo) = O, 

para todo a0o, b00 , Coo E Aoo e logo Aoo é associativo. 

Em (1), tomando a10 , d10 E A 10 , b00 E A 00 e e= e, temos, após calcular os associadores, 

E isto é equivalente a 

(a10, boo, d10) + (boo, a10, d10) = O, 

que é a identidade alternativa à esquerda linearizada. Do mesmo modo, em (1), com 

au E Au, b10, d10 E A10, e= e, temos 

ou seJa, 

E se, em (1), ao1 , do1 E Ao1, bu E Au, e= e, temos 

isto é, 

(ao1, b11, do1) + (b11, ao1, do1) = O. 

De modo análogo, em (1), tomando aoo E Aoo, bo1 E Ao1, e= e e do1 E Ao1, temos 

E isto é equivalente a 

(aoo, boi, dai)+ (boi, aoo, do1) = O. 
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Para termos (a, a, b) = 0 e, conse(lüentemente, (a,b,b) = 0, para todo a, b em .4, falta

ainda zerar a soma

(«:o, «o:, b:o) +(.o-, «:o, b:o) +(«:o, .o:, Z,o:)+(ao:, «:o, Z,o-).

E isto é possível se fizermos

(«:o, «o:, Z,:o) +(«o:, «:o, Z,:o)

(«:o, ao:, bo:)+(.o:, «:o, bo:)

Assim, podemos enunciar os seguintes resultados:

Teorema 2.2.2 Sega .A wm ane/ não comutatãoo de Jordan primo de caracterútÍca # 2,

com {dempotente e # 0, 1 ta/ qzie

(Á, ., e)

Então .,4 é a/ternatioo se e somente se

,4Í. Ç .,4o:, .,4ã: Ç ..4:o, ..4:...4o: Ç ..4::, .,4oi.'i:o Ç .Aoo,

(':o, bo:, c:o) +(Z,o:, .:o, c:o)

(ao-,b:o,qt)+(bio,ao:, qi) = 0,

para todo alo, bio,cio C .Aio e aoi, boi, coi C Áoi

Corolário 2.2.3 Sega Á tlm ane/ quadrático simétrico venera/azado simp/es de carac-

ter&tÍca # 2, com {dempotente pMncipa/ e # 0, 1 Za/ gue

(.A, e, e)

Suponhamos gue para todo a,b em .4 o ./7ezitor (a,b,a) está no centro de Á. .Então ,4 é

a/ternas uo se e somente se

,4?. Ç Áol, .4lÍ: Ç Áio, ÁioÁoi Ç .Aii, Áoi.Aio Ç Áoo,

(«:o, bo:, c:o) +(bo:, .:o, c-o)

(aoi, Z,io, coi) +(bio, ao:, coi) = 0,
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Para termos ( a, a, b) = O e, conseqüentemente, ( a, b, b) = O, para todo a, bem A, falta 

ainda zerar a soma 

(a10,ao1,bio) + (ao1,a10,b10) + (a10,ao1,bo1) + (ao1,a10,bo1). 

E isto é possível se fizermos 

(a10,ao1,b10) + (ao1,a10,b10) = O, 

(a10, ª01, boi)+ (ao1, a10, bo1) = O. 

Assim, podemos enunciar os seguintes resultados: 

Teorema 2.2.2 Seja A um anel não comutativo de Jordan primo de característica -1- 2, 

com idempotente e -1- O, l tal que 

(A,e,e) = (e,A,e) = (e,e,A) = O. 

Então A é alternativo se e somente se 

Aio Ç Ao1, A~1 Ç A10, AioA01 Ç Au, Ao1A10 Ç Aoo, 

(a10, boi, cio)+ (boi, a10, c10) = O, 

(ao1, b10, Co1) + (b10, ao1, c01) = O, 

para todo a10, b10, c10 E A10 e ao1, boi , Co1 E Aoi. 

Corolário 2.2.3 Seja A um anel quadrático simétrico generalizado simples de carac

terística =/ 2, com idempotente principal e=/ O, 1 tal que 

(A,e,e) = (e,A,e) = (e,e,A) = O. 

Suponhamos que para todo a, b em A o fiexitor (a, b, a) está no centro de A. Então A é 

alternativo se e somente se 

Aio Ç Ao1 , A~1 Ç A10, A10Ao1 Ç Au, Ao1A10 Ç Aoo, 

(a10, boi, c10) + (boi, a10, Cio) = O, 

(ao1, b10, Co1) + (b10, ao1, Co1) = O, 
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para todo aio, bio, cio C Áio e aol, boi, (bi C Áol

Seja Á um anel alternativo generalizado l de característica # 2, 3. Como vimos

no Capítulo 1, .,4 é um anel quadrático simétrico generalizado. Como foi mostrado por

Kleinfeld l41, se .A é simples então satisfaz as outras hipóteses do Corolário 2.2.3 e portanto

,4 é alternativo.

Se no lugar de termos .4fo Ç .4oi e ,4gi Ç .Aío exigimos que Á?o = 0 e .42i = 0, então

o idempotente e satisfaz a condição

(e, Á, .A)

ou seja, e é um elemento que associa com todos os elementos de .4. Neste caso, usando

a tábua de multiplicação entre os .Aij e as identidades (1), (2), (3) e (4), vemos (lue

os associadores que aparecem na soma (a,ó,c) = E(aij,bkl,c,.) são todos nulos, com

exceção de(alo, boi, cio) e de(aol, óio, coi). Assim, se juntarmos às hipóteses sobre Á mais

a condição abaixo

(«:o,bo:,c:o) = 0,(«o:,Z,:o,q:) = 0,

temos que .A é um anel associativo
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para todo aw, bw, C10 E A10 e ao1, boi, Co1 E Ao1. 

Seja A um anel alternativo generalizado I de característica -:/ 2, 3. Como vimos 

no Capítulo 1, A é um anel quadrático simétrico generalizado. Como foi mostrado por 

Kleinfeld [4], se A é simples então satisfaz as outras hipóteses do Corolário 2.2.3 e portanto 

A é alternativo. 

Se no lugar de termos Aio Ç Ao1 e A51 Ç Aw exigimos que Aio = O e A51 = O, então 

o idempotente e satisfaz a condição 

(e,A,A) = (A,e,A) = (A,A,e) = O, 

ou seja, e é um elemento que associa com todos os elementos de A. Neste caso, usando 

a tábua de multiplicação entre os Âij e as identidades (1), (2), (3) e (4), vemos que 

os associadores que aparecem na soma (a, b, e) = I:(aij, bk1, Crs) são todos nulos, com 

exceção de ( a 10 , boi, c10) e de ( a0i, b10 , eo1). Assim, se juntarmos às hipóteses sobre A mais 

a condição abaixo 

(aw, boi, cio)= O, (ao1, bw, Co1) = O, 

temos que A é um anel associativo. 
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Capítulo 3

A variedade determinada pelas
álgebras quadráticas simétricas

3.1 Introdução

O objetivo deste capítulo é estudar os "anéis quadráticos generalizados", isto é, os

anéis satisfazendo algumas identidades polinomiais de grau menor ou igual a 5, identidades

estas que são satisfeitas pelas álgebras quadráticas simétricas. Vamos mostrar que se .A é

um anel quadrático generalizado simples, então ,4 está na variedade gerada por todas as

álgebras quadráticas simétricas sobre o centro de .4, o qual é um corpo. Se .A é um anel

quadrático generalizado primo, vamos mostrar que ou Á é flexível e portanto é um anel de

Jordan não comutativo, ou .A está na variedade gerada por todas as álgebras quadráticas

simétricas sobre o corpo de orações do centro de .A. Se .4 é um anel quadrático generalizado

flexível, vamos mostrar que .4 é um anel de Jordan não comutativa que satisfaz uma

condição quadrático sobre o seu centro comutativo. Finalmente, vamos mostrar que se .A

é um anel quadrático semiprimo então .4 é uma soma subdireta de um anel de Jordan

não-comutativo (que satisfaz uma condição (luadrática sobre seu centro comutativa) e um

anel não flexível (que é quadrático simétrico sobre o seu centro).

Uma álgebra ,4 é chamada de á/febra quadrátáca sobre um corpo /T se Á é uma álgebra

sobre /T, Á tem elemento l e, para todo # em .A, existem elementos t(a) e n(a) em K tais
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Capítulo 3 

A variedade determinada pelas 
álgebras quadráticas simétricas 

3.1 Introdução 

O objetivo deste capítulo é estudar os "anéis quadráticos generalizados", isto é, os 

anéis satisfazendo algumas identidades polinomiais de grau menor ou igual a 5, identidades 

estas que são satisfeitas pelas álgebras quadráticas simétricas. Vamos mostrar que se A é 

um anel quadrático generalizado simples, então A está na variedade gerada por todas as 

álgebras quadráticas simétricas sobre o centro de A, o qual é um corpo. Se A é um anel 

quadrático generalizado primo, vamos mostrar que ou A é flexível e portanto é um anel de 

Jordan não comutativo, ou A está na variedade gerada por todas as álgebras quadráticas 

simétricas sobre o corpo de frações do centro de A. Se A é um anel quadrático generalizado 

flexível, vamos mostrar que A é um anel de Jordan não comutativo que satisfaz uma 

condição quadrática sobre o seu centro comutativo. Finalmente, vamos mostrar que se A 

é um anel quadrático semiprimo então A é uma soma subdireta de um anel de Jordan 

não-comutativo ( que satisfaz uma condição quadrática sobre seu centro comutativo) e um 

anel não flexível ( que é quadrático simétrico sobre o seu centro). 

Uma álgebra A é chamada de álgebra quadrática sobre um corpo J( se A é uma álgebra 

sobre I<, A tem elemento 1 e, para todo x em A, existem elementos t(x) e n(x) em J( tais 
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que z' -- ttzlr -F ntz) = u. UDservamos que t : A -+ /\ e uma norma linear e ri : n "» -rl e

uma forma quadrático (ver Zhevlakov et al jlSI, p. 37). Dizemos que um anel Á satisfaz

uma condição gzladráfáca sobre um subanel U se para cada 3 em .4 existem elementos

«(a), «(z), ««(#) em U tais que

«(,)*' - «(«)« + .«(3)

Se para todo # C .4 ao menos um dentre os termos u(a), u(z), :«(z) é não nulo e u : Á '> U

é linear, dizemos que .4 é um urze/ quadráljco sobre t/. Neste capítulo t/ será ou o centro

de .4 definido por

Z(.4) .4 (u, .A, Á)

ou U será o centro comutativo de Á definido por

N(.4) .4 l.A, ul

A maior parte do capítulo consiste em estabelecer condições quadráticas e então analisa

o coeficiente líder u(z) para aqueles casos em que ele é um elemento não nulo de U

A álgebra .A é chamada de á/geóra quadrálica símétr ca sopre -K' se Á é uma álgebra

quadrático sobre Ã' e t(zy) = t(yz), isto é, t(lz, pl) = 0 para todo # e g/ em .4. Quando Á

é um anel quadrático sobre U e t;(lz, pl) = 0 para todo z e g/ em Á, dizemos que .A é um

anel quadrático simétrico sobre U

Para um corpo âxado .l\' definimos a variedade gerada por todas as álgebras quadráticas

simétricas sobre /\'. As identidades de grau menor ou igual a 5 desta variedade são co-

nhecidas com exceção para corpos de característica 2 e 3 (ver Hentzel e Peresi 1241). Os

coeficientes destas identidades são números inteiros e não dependem do corpo /\' Todas

estas identidades de grau menor ou igual a 5 são satisfeitas por todas as álgebras que

satisfazem uma identidade do tipo z' -- {(z)# + n(z) = 0, mesmo a(ruelas em que t(z) e

n(z) estão contidos apenas no centro de .4 e que este centro não seja necessariamente um

/

r

corpor

que x2 -t(x)x + n(x) = O. Observamos que t: A ➔ J{ é uma forma linear e n: A ➔ [{ é 

uma forma quadrática (ver Zhevlakov et al [15], p. 37). Dizemos que um anel A satisfaz 

uma condição quadrática sobre um subanel U se para cada x em A existem elementos 

u(x), v(x), w(x) em U tais que 

u(x)x 2 
- v(x)x + w(x) = O. 

Se para todo x E A ao menos um dentre os termos u(x), v(x), w(x) é não nulo e v: A ➔ U 

é linear, dizemos que A é um anel quadrático sobre U. Neste capítulo U será ou o centro 

de A definido por 

Z(A) = {u E A 1 (u,A,A) = (A,u,A) = (A,A,u) = [A,u] = O} 

ou U será o centro comutativo de A definido por 

N(A) = {u E A 1 [A,u] = O}. 

A maior parte do capítulo consiste em estabelecer condições quadráticas e então analisar 

o coeficiente líder u(x) para aqueles casos em que ele é um elemento não nulo de U. 

A álgebra A é chamada de álgebra quadrática simétrica sobre l{ se A é uma álgebra 

quadrática sobre [{ e t(xy) = t(yx ), isto é, t([x, y]) = O para todo x e y em A. Quando A 

é um anel quadrático sobre U e v([x, y]) = O para todo x e y em A, dizemos que A é um 

anel quadrático simétrico sobre U. 

Para um corpo fixado [{ definimos a variedade gerada por todas as álgebras quadráticas 

simétricas sobre K. As identidades de grau menor ou igual a 5 desta variedade são co

nhecidas com exceção para corpos de característica 2 e 3 (ver Hentzel e Peresi [24]). Os 

coeficientes destas identidades são números inteiros e não dependem do corpo K. Todas 

estas identidades de grau menor ou igual a 5 são satisfeitas por todas as álgebras que 

satisfazem uma identidade do tipo x2 
- t(x)x + n(x) = O, mesmo aquelas em que t(x) e 

n( x) estão contidos apenas no centro de A e que este centro não seja necessariamente um 

corpo. 
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3.2 Anéis quadráticos generalizados

Denotamos por a o Z) o produto de Jordan ab + ba, por <a, b, c> o associador de Jordan

(a o b) o c -- a o (Z, o c) e por .R. o operador linear deÊnido por R.(b) = a o b. Seja S. o

grupo simétrico das permutações de n elementos. Definimos o operador linear S3 por

S; = }:(--1)'R..(i)R..(2)R..(3),

onde (--1)' é o sinal da permutação a.

Hentzel e Peresi 1241 (Teoremas 1, 4 e 7) provaram que toda álgebra quadrático

simétrica sobre um corpo /T de característia diferente de 2 e de 3 satisfaz as seguintes

identidades:

(«,«,«)

(.', a, b) - (., .', Z,)

(Z,, «, a') - (Z,, .:, a)

1(«, b, .), cl = o,

((«,b,.),c,d)

(c, («, b, «), d)

(c, d, («, b, .))

11«, z,l . lc, d, .l

(l«, ÓI o c, c, d) -(l«, Z,l, c', d)

(l«, ÓI . c, d, c) -(l«, Z,l, d, c')

l2«(., z,, z,) - 2(«, ó, «z,) + 2ó(z,, ., «) - 2(z,, «, ó«)

+« o(Z,, «, b) + b o(«, b,«), cl = 0,

j2a' o b' --(a o b)' + 2a<a, b, b> + 2b<b, a, a>, cl = 0

S3(«') - 3;(.) o a = 0

39

}

)

)

(3.2.1)

(3.2.2)

(3.2.3)

(3.2.4)

(3.2.5)

(3.2.6)

(3.2.7)

(3.2.8)

(3.2.9)

(3.2.10)

(3.2.11)

(3.2.12)

(3.2.13)

3.2 Anéis quadráticos generalizados 

Denotamos por a o b o produto de Jordan ab + ba, por (a, b, e) o associador de Jordan 

(a o b) o e - a o (b o e) e por Ra o operador linear definido por Ra(b) = a o b. Seja Sn o 

grupo simétrico das permutações de n elementos. Definimos o operador linear S3 por 

onde (-1)°" é o sinal da permutação O'. 

Hentzel e Peresi [24] (Teoremas 1, 4 e 7) provaram que toda álgebra quadrática 

simétrica sobre um corpo K de característia diferente de 2 e de 3 satisfaz as seguintes 

identidades: 

(a, a, a)= O, 

(a2, a, b) - (a, a2
, b) = O, 

(b,a,a 2
) -(b,a2 ,a) = O, 

[(a,b,a),c] = O, 

((a,b,a),c,d) = O, 

(e, (a, b, a), d)= O, 

(e, d, (a, b, a))= O, 

[[a, b] o [e, d], e] = O, 

([a, b] o e, e, d) - ([a, b], c2
, d) = O, 

([a, b] o e, d, e) - ([a, b], d, c2
) = O, 

[2a(a, b, b) - 2(a, b, ab) + 2b(b, a, a) - 2(b, a, ba) 

+a o (b, a, b) + b o (a, b, a), e]= O, 

[2a2 o b2 
- (a o b) 2 + 2a(a, b, b) + 2b(b, a, a), e]= O, 

S3(a2
) - S3(a) o a= O, 
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(3.2.1) 

(3.2.2) 

(3.2.3) 

(3.2.4) 

(3.2.5) 

(3.2.6) 

(3.2.7) 

(3.2.8) 

(3.2.9) 

(3.2.10) 

(3.2.11) 

(3.2.12) 

(3.2.13) 



-(«' o ., d, e) +(«' o ., d, c) -(e, d,': o c) +(e,d,(a o c) o «)

-(c, d,(a o e) o «) +(« o c,d, « o e) -(' o e,d, « o c)

-((. o .) o e, d, «) +(c, d, «' o .) +((« o e) o c, d, ')

}l: {(«, <c, d, .>, ó) +(a, b,<c, d, .>)}

onde }l:Õ,... denota a soma alternada nas variáveis b,c,e. Além disso, estes autores

mostraram que todas as identidades polinomiais de grau menor ou igual a 5 que são

satisfeitas por uma álgebra quadrático simétrica são consequências destas identidades

acima.

Os anéis que satisfazem as identidades (3.2.1) - (3.2.12) são chamados anéis quadráticos

venera/{zados. O termo anel quadrático generalizado está sendo usado aqui num

sentido mais restrito do que aquele usado nos Capítulos l e 2. Observamos

que todo anel quadrático generalizado flexível é um anel de Jordan não comutativo (veja

a Seção 1.3). Se .A é um anel quadrático generalizado, então Á satisfaz as identidades

(3.2.4),(3.2.5),(3.2.6) e(3.2.7) e portanto todos os fiexitores(r,g,a), com z, y € Á, estão

no centro Z(.4) de Á.

b.c,e

(3.2.14)

(3.2.15)

Exemplo 3.2.1 Seja Ã' um corpo Consideremos a álgebra Á sobre .lr com base {l, ei,

, e7} e com a seguinte tábua de multiplicação:
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  l el e2 e3 e4 e5 e6 e7

  l el e2
ei e3 e4

e2 e5 .ll. := "
e6 e7

  :: ... '' ::'  
  e7

e6 -e7    

-(a2 o e, d, e)+ (a2 o e, d, e) - (e, d, a2 o e)+ (e, d, (a o e) o a) 

-( e, d, ( a o e) o a) + ( a o e, d, a o e) - ( a o e, d, a o e) 

-((a o e) o e, d, a)+ (e, d, a2 o e)+ ((a o e) o e, d, a)= O, 

I:{(a,(c,d,e),b)+ (a,b,(c,d,e))} = O, 
b,c,e 

(3.2.14) 

(3.2.15) 

onde Lb,c,e denota a soma alternada nas variáveis b, e, e. Além disso, estes autores 

mostraram que todas as identidades polinomiais de grau menor ou igual a 5 que são 

satisfeitas por uma álgebra quadrática simétrica são conseqüências destas identidades 

acima. 

Os anéis que satisfazem as identidades (3.2.1) - (3.2.12) são chamados anéis quadráticos 

generalizados. O termo anel quadrático generalizado está sendo usado aqui num 

sentido mais restrito do que aquele usado nos Capítulos 1 e 2. Observamos 

que todo anel quadrático generalizado flexível é um anel de Jordan não comutativo (veja 

a Seção 1.3). Se A é um anel quadrático generalizado, então A satisfaz as identidades 

(3.2.4), (3.2.5), (3.2.6) e (3.2. 7) e portanto todos os flexitores (x, y, x ), com x, y E A, estão 

no centro Z(A) de A. 

Exemplo 3.2.1 Seja K um corpo. Consideremos a álgebra A sobre J{ com base {l, e1 , 

. . . , e1} e com a seguinte tábua de multiplicação: 

1 e1 e2 e3 e4 es e6 e1 
1 1 e1 e2 e3 e4 es e6 e7 
e1 e1 e3 e4 e6 
e2 e2 es -e6 

e3 e3 e6 
e4 e4 -e1 
es es -e6 e1 
e6 e6 -e1 
e7 e7 
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Um cálculo direto mostra que .4 satisfaz as identidades (3.2.1) - (3.2.4) e como todos os

produtos com cinco elementos são zero, Á também satisfaz as identidades (3.2.5) - (3.2.12).

Assim, Á é um anel quadrático generalizado. Mas .4 não é uma álgebra quadrático sobre

.lr, pois 1, ei, ei são linearmente independentes sobre /T. E Á não é uma álgebra flexível

(assim ela não é Jordan não comutativa), pois (ei,e4, ei) = --e7 # 0. O centro de ,4 é

Z(Á) = {a1 + /3e7 a,P C Ã}. A álgebra .4 é um anel quadrático sobre Z(.A), pois se

z = al + atei + . . . + ater e c(z) = a,

e7a2 .,c(«), para todo # € ,4

A identidade seguinte serve como uma chave, a qual mostra que as identidades que

definem os anéis quadráticos generalizados introduzem uma dependência quadrático sobre

o centro de um anel não flexível.

Teorema 3.2.2 Se Á á um ane/ gwadráfico venera/irado de caracter&tica dil/crente de 2,

então A satisfaz Q seg'vinte condição quadrático sobre o centro de A:

(,,g,«)«' - {(',,',y)+(y,,',«)-(«o«,.,3/)-(g,,,ao«)}«

(«,(«,,,«), y) -(y,(,,,,«),«) +((«,«,,), «, y) +(y,,,(«,«,,))

+(«,,(a«),y)+(Z/,,(-),«) -(«(-),«,y) -(g/,,,.(««))+(«y,«,«')

+('',«,'3/)-(«g/,«o«,«) -(','o,,,y)-(a,,'y,a)(3.2.16)

Prova. Os coeficientes da identidade (3.2.16) são somas de flexitores e portanto estão no

centro de .4.

Agora, vamos provar (3.2.16). Seja p(a, g/, z) = 0

P: - ;P(,, «, ') - o

Então as identidades

)

uem sao

p(z)y, ZJ :: u a nnearizaçao ae {ó.z.i) e soam

- ;,h,.,«)-o, ,;-;,(«,«,d-o.

conseqüência de (3.2.1):s que seg

8y('P:) + 6.(yP:) + 2«(P:y) - 4(P:g/). + 4(P:«)y = 0,
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Um cálculo direto mostra que A satisfaz as identidades (3.2.1) - (3.2.4) e corno todos os 

produtos com cinco elementos são zero, A também satisfaz as identidades (3.2.5) - (3.2.12). 

Assim, A é um anel quadrático generalizado. Mas A não é urna álgebra quadrática sobre 

K, pois 1, e1 , e~ são linearmente independentes sobre K. E A não é urna álgebra flexível 

(assim ela não é Jordan não comutativa), pois ( e1 , e4, ei) = -e1 -=/ O. O centro de A é 

Z(A) = { al + (Je7 1 a, (J E K}. A álgebra A é um anel quadrático sobre Z(A), pois se 

x = al +a1e1 + ... +a1e1 e c(x) = a, 

A identidade seguinte serve corno urna chave, a qual mostra que as identidades que 

definem os anéis quadráticos generalizados introduzem uma dependência quadrática sobre 

o centro de um anel não flexível. 

Teorema 3.2.2 Se A é um anel quadrático generalizado de característica diferente de 2, 

então A satisfaz a seguinte condição quadrática sobre o centro de A: 

(x,y,x)a 2 
- {(a,x2,y)+(y,x 2 ,a)-(aox,x,y)-(y,x, aox)}a 

(a, (x , x, a), y) - (y, (x , x, a), a)+ ((a, a, x), x, y) + (y, x, (a, a, x)) 

+ (a, x(ax), y) + (y, x(ax), a) - (a(xa), x, y) - (y, x, a(xa)) + (xy, x, a2
) 

+ (a 2
, x, xy) - (xy, a o x, a) - (a, a o x, xy) - (a, x2y, a)= O. (3.2.16) 

Prova. Os coeficientes da identidade (3.2.16) são somas de flexitores e portanto estão no 

centro de A. 

Agora, vamos provar (3.2.16). Seja p(x, y, z ) = O a linearização de (3.2.1) e sejam 

1 
p1 = 2p(x, x, a)= O, 

1 
P2 = 2p(a,a,x) = O, 

1 
p3 = 2p(x, x, y) = O. 

Então as identidades que seguem são conseqüência de (3.2.1) : 

8y(ap1) + 6a(yp1) + 2a(p1y) - 4(p1y)a + 4(p1a)y = O, 
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4(y*)P, + 4(,P,)y + 4y(P,,) + 4P,(zy) = 0,

2(«P;)« + 4«(Paa) - 2(p;.).

41«,p(', ,, 3/)«j + 4b(««,', y), «l - 2p((g, a, a), «,«)

+2b(,', ., y) , al

6b(-, z, y), aj+ 2b(y-, «, ,), «l - 4yp(-, «, ,) - 2P(,'y, ., «)

4P(zy, «, «') - 4P(«', zy, ,) - 4P(z., «, z)y

As identidades que seguem são consequência de (3.2.2):

41(«'«,y,,)(g/,«OZ,,)+(«og/,Z,#)-(,,«oy,,)+(zog/,«,«)

-(., « o y, «), al

4yl-('',«,,)+(,,«',z) -(« o «,',a) +(«,a o «,.)}

4l-(' o «,a,«)+(,, « o «,a) -(a', «, «)+(«,z', «)}y

Como conseqüência de (3.2.3) seguem as identidades:

4y{(«,' o «,a) -(',,,« o z) +(a,,', a) -(a,a,«')}

4{(,,a',«) -(«,a,«:) +(,,« o «,«) -(«,«,« . «)}y

Usando (3.2.4) obtemos as seguintes identidades:

l-4{(« o «, y, «) +(z, y, « o «)} - 2{(«, # o g/, «) +(., , o g/,.)}

-6{(«, « o «, y) + (y, a o «, ,)}, «l

4«l(«,«,«)+(«,,,'), l+21(«,z,a)+(z,.,.),g/l«

+4yl(«, «, ,) + (,, *, «), «l

2«l{(«,a, y) +(g, a, ,)}, 'l + l4{(P«, «, «) +(«,,, y«)}

8{(a, «', g/) + (g, «', .)}, «l

4ll(«, -, «), «l, yl + 41(«, ', ,), «1v - 6«l(*, p, ,), .l

61(«, «, ,), yl«+ 81(«, g/, z), «l«
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4(yx)p2 + 4(xp2 )U + 4y(p2x) + 4p2(xy) = O, 

2(ap3)a + 4a(p3a) - 2(p3a)a = O, 

4[a,p(a, x, y)x] + 4[p(xa, x, y), a] - 2p((y, x, x), a, a) 

+2[p(x2,a,y),a] = O, 

6[p(ax, x, y), a]+ 2[p(yx, a, x), a] - 4yp(ax, a, x) - 2p(x2y, a, a)= O, 

4p(xy, x, a2) - 4p(a2, xy, x) - 4p(xa, a, x)y = O. 

As identidades que seguem são conseqüência de (3.2.2): 

4[ ( a o x, y, x) - (y, a o x , x) + ( a o y, x, x) - ( x, a o y, x) + ( x o y, a, x) 

-(a,xoy,x),a] = O, 

4y { - ( a 2 ' X' X) + (X' a 2, X) - ( a o X' a' X) + (a' a o X' X)} = o' 

4{-(a o x, x, a)+ (x, a o x, a) - (x2
, a, a)+ (a, x 2

, a)}y = O. 

Como conseqüência de (3.2.3) seguem as identidades: 

4y{(a, a o x, x) - (a, x, a o x) + (a, x 2
, a) - (a, a, x 2

)} = O, 

4{(x, a2
, x) - (x, x, a2

) + (x, a o x, a) - (x, a, a o x)}y = O. 

Usando (3.2.4) obtemos as seguintes identidades: 

[-4{(a o x, y, x) + (x, y, a o x)} - 2{(a, x o y, x) + (x, x o y, a)} 

-6{(x, a o x, y) + (y, a o x, x)}, a]= O, 

4a[(a,x,x) + (x,x,a),y] + 2[(a, x,x) + (x,x,a),y]a 

+4y[(a,:r,x) + (x,x ,a),a] = O, 

-2a[{(x,x,y) + (y,x,x)},a] + [4{(yx , x,a) + (a,x,yx)} 

-8{(a, x2,y) + (y,x2,a)},a] = O, 

- 4[[(a, x, a), x], y] + 4[(x, a, x), a]y- 6a [( x, y, x), a]= O, 

6[(x, a, x), y]a + 8[(x, y, x), a]a = O. 
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As identidades que seguem são conseqüências de (3.2.5) e (3.2.7)

4{((«, ', ,) +(,, a, '), -, g/} + 4{((,, ,, y) +(y, ,, ,), «, «)}

+4((., ,, .), «, y) - 8((«, y, *), «, a)

4(', «, (,, ,, y)) + (g/, ., ,))

Usando(3.2.8),(3.2.9) e(3.2.10), obtemos

3lla, zl o la, yl, al = 0,

4{(I', 3/l o «, .,«)+(l,, z/l o ., .,«) -(l,, vl,« o «, .)}

-4{(l,, yl o «,.,.) -(l,, yl,«, a')}

Uma linearização de (3.2.11) é

-2l2«(3/, «, a) + 2g/(a, ,, ,) - 2(', ,, Z/a) - 2(y, «, -) + 2,(«, «, g/)+ 2«(,, y, «)

-2(', ', «y) - 2(,, y, -) + « o(,,y, a) + Z/ o(,, a, «) + « o(«, ., Z/)

+« o (y, «, .), «l

E uma linearização de (3.2.12) é

-- 1(« o ,) o (« o y) -- 2(. o y) o a'

+2a<a, z, y> + 2a<aç, g/, z> + 2a<a, a, y>+ 2z<a, g/, a>+ 2#<Z/, a, ]ç>

+2y<aç, a, a> + 2z<y, z, a> + 2g/<a, z, a>, al = 0.

Agora, somamos todas as identidades que são consequências de (3.2.1)-(3.2.12) e foram

destacadas acima. Todos os termos são cancelados com exceção dos termos que compõem

a identidade (3.2.16), multiplicados por quatro. E assim o teorema vale se a característica

do anel Á é diferente de 2.

Vamos provar que o coeâciente de a na identidade (3.2.16) satisfaz uma condição

simétrica, isto é, que este coeficiente é zero quando substituímos a por la, ól.
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As identidades que seguem são conseqüências de (3.2.5) e (3.2.7): 

4{((a,a,x) + (x,a,a),x,y} + 4{((x,x,y) + (y,x,x),a,a)} 

+4((a,x,a),x,y)-8((x,y,x),a,a) = O, 

4(a,a,(x,x,y))+ (y,x,x)) = O. 

Usando (3.2.8), (3.2.9) e (3.2.10), obtemos: 

3[(a, x] o [x, y], a] = O, 

4{([x, y] o a, x, a)+ ([x, y] o x, a, a) - ([x, y], a o x, a)}= O, 

-4{([x,y] oa,x,a)-([x,y],x,a2
)} = O. 

Uma linearização de (3.2.11) é: 

-2[2a(y,x,x) + 2y(a,x,x)-2(a,x,yx)- 2(y,x,ax) + 2x(x,a,y) + 2x(x,y,a) 

-2(x, a, xy) - 2(x, y, xa) +ao (x, y, x) + y o (x, a, x) + x o (a, x, y) 

+x o (y,x,a),a] = O. 

E uma linearização de (3.2.12) é: 

-[(a o x) o (x o y) - 2(a o y) o x2 

+2a(x, x, y) + 2a(x, y, x) + 2x(a, x, y) + 2x(a, y, x) + 2x(y, a, x) 

+2y(x, a, x) + 2x(y, x, a)+ 2y(x, x, a), a] = O. 

Agora, somamos todas as identidades que são consequências de (3.2.1)-(3.2.12) e foram 

destacadas acima. Todos os termos são cancelados com exceção dos termos que compõem 

a identidade (3.2.16), multiplicados por quatro. E assim o teorema vale se a característica 

do anel A é diferente de 2. 

Vamos provar que o coeficiente de a na identidade (3.2.16) satisfaz uma condição 

simétrica, isto é, que este coeficiente é zero quando substituímos a por [a, b]. 
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Lema 3.2.3 Se ,4 á m alce/ quadrático venera/içado, então .4 salas/az a seguÍnfe {denli

dado;

(I', ÓI,,',y)+(V,«', 1«, ÓI) -(l«, Z,l . «,z, y) -(g/, ,, 1., ÓI o ,)

Prova. Temos as seguintes identidade

-(Z,«) o q(3/, ,, a) + 2q(y, z, z)(«Z,)

P(l«, ÓI,., y) ' « - P(,l«, ÓI,a, g) - P(l«, ÓI, a3/, ,) + q(«b,.,,) o y - 2q(Ó«,,,,)y

ond' q(y,a,z) =(y,#,3) +(z, 3/,a)+(z,z,y), por(3.2.1);

-(]«, z,] o «, «, P) -(a:, ]«, Z,], y) +(#, ja, z,] o «, g/)+(]«, Z,],a:, y]

-(,', y, ]a, Ó]) -(z ' y,,, ]«, Z,])+(y, #', 1., Z,l) +(,,, o y, 1«, ÓI)

S

[ó.z.] /)

por (3.2.2);

(y, ]«, Z'] o «,,) +(y, «', ja, Z,]) -(g,#, ]., ó] . ,) -(y, ]«, ó], .')
(,, 1«, z,l o «, g/) +(a, ja, ól o y, ,) +(z, « o y, 1«, ól) -(,, V, 1«, ól o «)

-(«,z, 1«, Z,l . y) -(,, ja, ól, . o y)

por (3.2.3);

-l(I', ÓI,«,P) +(y,,, 1«, ÓI), «l + l(b«,z,z) +(«,,, b«), PI

1(;«, «b, ,), g/l - 1(«, g, a), Ó«l - 1(«, z, g/) +(y, z, ,), «ÓI

por (3.2.4);

(ja, ól ' i', :',y) + ([a, ÓJ,a',g) = 0,

(l«, ól o «,y,,) -(I', z,l o g/, ,,#) +(l., z,l, « o y, ,)

por (3.2.9)l

(I', ól o «, z/, ,) -(l«, ól, p, «')
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Lema 3.2.3 Se A é um anel quadrático generalizado, então A satisfaz a seguinte identi

dade: 

([a, b], x2
, y) + (y, x2, [a, b]) - ([a, b] o x, x, y) - (y, x, [a, b] o x) = O. (3.2.17) 

Prova. Temos as seguintes identidades: 

-(ba) o q(y,x,x) + 2q(y,x,x)(ab) = O, 

p([a,b],x,y) o x -p(x[a,b],x,y)-p([a,b],xy,x) + q(ab,x,x) o y-2q(ba,x,x)y = O, 

onde q(y,x,x) = (y,x,x) + (x,y,x) + (x,x,y), por (3.2.1); 

por (3.2.2); 

por (3.2.3); 

por (3.2.4) ; 

por (3.2.9); 

-([a, b] o x, x, y) - (x2, [a, b], y) + (x, [a, b] o x, y) + ([a, b], x2, y] = O, 

-(x 2 ,y, [a-,b])- (x o y,x, [a,b]) + (y,x 2
, [a,b]) + (x,x o y, [a,b]) = O, 

(y, [a, b] o x, x) + (y, x 2
, [a, b]) - (y, x, [a, b] o x) - (y, [a, b], x 2

) = O, 

(x, [a, b] o x, y) + (x, [a, b] o y, x) + (x, x o y, [a, b]) - (x, y, [a, b] o x) 

-(x, x, [a , b] o y) - (x, [a, b], x o y) = O, 

- [ ( [a, b], x, y) + ( y, x, [a, b]), x] + [ ( ba, x, x) + ( x, x, ba), y] = O, 

[(x,ab,x),y]- [(x,y,x) ,ba]- [(x,x,y) + (y,x,x),ab] = O, 

-([a, b] o x, x, y) + ([a, b], x2
, y) = O, 

-([a, b] o x, y, x) - ([a, b] o y, x, x) + ([a, b], x o y, x) = O, 

([a,b] o x,y,x)- ([a ,b],y,x2
) = O, 
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or \o.z.iu,J. Agora comamos togas estas identidades para obter (3.2.17).

Vamos provar agora uma identidade que mostra que as identidades que definem os

anéis quadráticos generalizados flexíveis introduzem uma dependência quadrático sobre o

centro comutativo em um anel não comutativo

P

Teorema 3.2.4 Se ,4 á um ane/ gttadrátÍco venera/ fado .Pezz'ue/, eíztão ,4 satis/az a

seguinte condição qaadtática sobre seu centro comutatiuo:

- 6 ( l.,ól o l«,ól ) c'

+ 6( - I'ob,blol.,cl+ jaoc,6lo l«,z,l+2 lb«,.lol.,Z,l) c

+ ]aó, ó] o ]4ac + 2ca, c] + 3 ]ab, c] o ]ab, c] + 9 ]ba, c] o ]ba, c]

+ 6 lizc, cl o lba, ól -- 6 lla, ól, cl o lca,61 -- i2 lab, cl o lba, cl

+ 4 lla,ól,bcl o la,cl+ lla,cl, bc -- 3cbl o ja,6l+ 12 lba,c21 o la,bl

4 leia, ól, ól o la, cl + l--4c.ac + 6c'a -- 8c.ca, ól o la, ól

+ j--18óa.c -- 8ca.b -- 6c.ab -- 4ac.b, cl o la, ól = 0.

c= 0,

(3.2.18)

Prova. A forma linearizada da lei flexível é/(a,g/,z) =(z,y,z)+(z,y,a) = 0. Listamos

as seguintes consequências da lei flexível:

2 l.f(-, z,, 1«, ól), cl 2 1/(1., ól,ó, c«), cl

8/(l«,bl,cb,l«,cl) o, 4 ./'(ll«,ól,cl,b,c.)

/(2c.c« - 8c..c + 2-.. + 4c.«, b, 1«, Z,l)

6c.b« + 6c«.b - 2Ó.c« + 24b«.c - 4Ó..c - 18«b.c, ., 1«, ÓI)

.f(4ó.Z,« - 6b..b + 6ó.ab - 4«b.b, c, 1., cl)

-6/(c',«,b) o l«,ól 6Íb/(«,c,c)} o l«,z,l

i2 {-./'(ó, ', c) o 1«, z,l +(l«, ól, c, 1., bj)}

/(

por (3.2.10). Agora somamos todas estas identidades para obter (3.2.17). 

Vamos provar agora uma identidade que mostra que as identidades que definem os 

anéis quadráticos generalizados flexíveis introduzem uma dependência quadrática sobre o 

centro comutativo em um anel não comutativo. 

Teorema 3.2.4 Se A é um anel quadrático generalizado flexível, então A satisfaz a 

seguinte condição quadrática sobre seu centro comutativo: 

- 6 ( [a,b] o [a ,b]) c2 

+ 6 ( - [a o b, b] o [a, c] + [a o c, b] o [a, b] + 2 [ba, c] o [a, b] ) c 

+ [ab , b] o [4ac + 2ca, c] + 3 [ab, e] o [ab , e]+ 9 [ba, e] o [ba, e] 

+ 6 [àc, e] o [ba, b] - 6 [[a, b], e] o [ca, b] - 12 [ab, e] o [ba, e] 

+ 4 [[a, b], bc] o [a, e]+ [[a, e], bc- 3cb] o [a , b] + 12 [ba, c2
] o [a, b] 

- 4 [c[a, b], b] o [a, e]+ [-4c.ac + 6c2 a - 8c.ca, b] o [a, b] 

+ [-l8ba.c - 8ca.b- 6c.ab- 4ac.b, e] o [a, b] = O. (3.2.18) 

Prova. A forma linearizada da lei flexível é f(x, y, z) = (x, y, z) + (z, y, x) = O. Listamos 

as seguintes consequências da lei flexível: 

-2 [f(ac,b , [a,b]) ,c] = O, 

8 f([a , b], cb, [a, e])= O, 

2 [!([a, b], b, ca), e]= O, 

4 f([[a,b],c],b,ca) = O, 

f(2c.ca - 8ca.c + 2ac.c + 4c.ac, b, [a , b]) = O, 

f(-6c.ba + 6ca.b - 2b.ca + 24ba.c - 4b.ac - l8ab.c, e, [a, b]) = O, 

f( 4b.ba - 6ba.b + 6b.ab - 4ab.b, e, [a, e])= O, 

-6 f ( c2
, a, b) o [a, b] = O, 6 { b f (a, e, e)} o [a, b] = O, 

12 {- f(b, a, e) o [a, b] + ([a, b], e, [a, b])} e= O, 
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-4/(ll«,bl,cl,b,«) 6 {/(b,«, c)c} o ja,bl

6 1., ól{/(z,, «, c) o c} cl/(b, 1., ól, c)

-6(c, «, c){lb«, Ól+ «Ó.b} ', c) o(Z,.b«)

12 {(b, ', Ó)l«, cl} o c «, b){c.« - -.c}

/(-2«Ó.b+2Ó.b.,l«,cl,c) 0, - 2/(bl',cl,l«,bl,c)

-2 1«, ól./'(l«, cl, b, c) {l', z'l(c, «z,, c) + (c, 6«, c)l., ól}

6/(ó, « o c, c)l«, ól/(l«, cl,(b, «, b), c)

-2 /(I', cl , c, Z,) I', ól ja, Z,l , c, Z,) 1., cl

4 l«,cl/(I',ól,b,c) 2/(I',ól,[.,c]6,c)

8 I', ól.f(ó, c«, c) - 6 (cl«, ól).f(z,, «, c)

6 /(ab, c, c)I', ól ól/(ó., c, c)

4 l«,ól./'(ó,-,c) i8 (l«,ól,.', ja,ól)

-6(b(«b))(c,«,c) 6/(Ó,.,c)(1«,61.)

io l(b,«,b),cl o l«,cl 6 {(c,.,.) o óll.,z,l

Listamos agora as seguintes consequências da lei de Jordan (a2, y, z) = 0:

-i2 {(l«, z,l o c, 1«, ól, c)+(c', I', ól, 1., ól)}

-4 {(l«, ól o ja, cl, b, c) +(I', ól o c, b, 1«, cl) +(l., cl o c, b, 1«, z,l)}

m seguida, listamos as seguintes consequências da identidade (3.2.8):

6 ll«,6lo la,bl,c'l = o, 2 ll«Z,,blo la,cl,cl = o, 3 ll«,clo ló,cl,la,óll =o

Finalmente, listamos as seguintes consequencias da identidade (3.2.9):

4 {(I', ól o ó, c, 1«, cl) +(l«, z,l o c, b, 1«, cl) -(l«, z,l,bo c, 1«, cl)}

E

-4 f([[a,b],c],b,ac) = O, 6 {f(b,a,c)c} o [a,b] = O, 

6 [a, b]{f(b, a, e) o e} = O, 4 [a, c]f(b, [a, b], e)= O, 

-6 ( e, a, c){[ba, b] + ab.b} = O, 6 ( e, a, e) o (b.ba) = O, 

12 {(b, a, b)[a, e]} o e= O, 12 (b, a, b){c.ca - ac.c} = O, 

f(-2ab.b + 2b.ba, [a, e], e)= O, - 2 f(b[a, e), [a, b], e)= O, 

-2 [a, b]J([a, e), b, e)= O, 18 {[a, b]( e, ab, e)+ ( e, ba, c)[a, b]} = O, 

6 J(b, a o e, c)[a, b] = O, 10 f([a, e), (b, a, b), e)= O, 

-2 J([a,c],c,b)[a,b] = O, 4 J([a,b],c,b)[a,c] = O, 

4 [a, c]f([a, b], b, e)= O, 2 f([a, b], [a, c]b, e)= O, 

8 [a, b]J(b, ca, e)= O, - 6 (c[a, b])f(b, a, e)= O, 

6 f(ab, e, c)[a, b] = O, 6 [a, b]J(ba, e, e)= O, 

4 [a, b]f(b, ac, e)= O, 18 ([a, b], c2
, [a, b]) = O, 

-6 (b(ab)) (c,a,c) = O, 6 f(b,a,c)([a,b]c) = O, 

10 [(b, a, b), e) o [a, e)= O, 6 {(c,a,c)ob}[a,b]=O. 

Listamos agora as seguintes consequências da lei de Jordan ( x2
, y, x) = O: 

-12 {([a,b) o e, [a,b),c) + (c2, [a,b], [a,b])} = O, 

-4 {([a, b] o [a, e], b, e)+ ([a, b] o e, b, [a, e])+ ([a, e) o e, b, [a, b])} = O. 

Em seguida, listamos as seguintes consequências da identidade (3.2.8): 

6 [[a, b] o [a, b], c2
) = O, 2 [[ab, b) o [a, e), e)= O, 3 [[a, e] o [b, e), [a, b)) = O. 

Finalmente, listamos as seguintes consequencias da identidade (3.2.9): 

4 {([a, b] o b, e, [a, e])+ ([a, b] o e, b, [a, e]) - ([a, b], b o e, [a, e])}= O, 
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i2 {(l«, ól o c, c, 1., ól) -(ja, ól, c', 1., bl)}

8 {(l«, ÓI o 1., cl, 6, c) +(l«, ól o b, 1«, cl, c) -(l., ól, ja,cl o ó, c)}

4 {(I', cl o ó, c, 1«, ól)+(I', cl o c, b, 1«, ól) -(l«, cl,bo c, 1., bl)}

-4 {(l«, cl o 1«, z,l, b, c)+(I', cl o b, 1«, ól, c) -(l., cl, 1., ól . ó, c)}

Somando todas estas identidades listadas acima e simplificando, obtemos --l vezes

(3.2.18). De (3.2.8) temos (lue la, blolc, d está no centro comutativo para todo a, ó, c, d C

,4. Portanto todos os coeficientes de (3.2.18) estão no centro comutativo e o teorema está

provado.

Observação. Usando o método descrito por Hentzel e Jacobs j181 e sua imple-

mentação, o programa Albert (veja Jacobs et al j19, 201), verificamos que todo anel

generalizado satisfaz a condição quadrático mais curta

(«, g/, ,) «' {(', ,', y) + (y, ,', a) (« o «,,,y) (y,,,« o «)} «

-(,,«:g/,.)+('g/,«,,') +(,',«,'3/) -(«y,.o «,,) -(,,« o «,«y)

sobre o seu centro. Também verificamos que se o anel quadrático generalizado flexível

satisfaz as identidades (3.2.13) e (3.2.15) então ele satisfaz a condição quadrático mais
curta

(I',z,lo l.,ól) c' - 2( - l«b,«lo lz,,cl - lz,c,«lo l.,ól+ lb«,clo ló,«l) .

+ l«', bcl o ló, cl + ló.', «l o 1«, ól - 1-, z,l o ló., «l - lc«, z,l o lbc, «l

sobre o seu centro comutativa. Entretendo, não daremos as provas destas condições aqui

pois estas provas são ainda mais longas do que aquelas apresentadas nos Teoremas 3.2.2

e 3.2.4.
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12 {([a, b] o e, e, [a, b]) - ([a, b], c2
, [a, b])} = O, 

8 {([a, b] o [a, e], b, e)+ ([a, b] o b, [a, e], e) - ([a, b], [a, e] o b, e)}= O, 

4 {([a, e] o b, e, [a, b]) + ([a, e] o e, b, [a, b]) - ([a, e], b o e, [a, b])} = O, 

-4 {([a, e] o [a, b] , b, e)+ ([a, e] o b, [a, b], e) - ([a, e], [a, b] o b, e)}= O. 

Somando todas estas identidades listadas acima e simplificando, obtemos -1 vezes 

(3.2.18). De (3.2.8) temos que [a, b] o [e, d] está no centro comutativo para todo a, b, e, d E 

A. Portanto todos os coeficientes de (3.2.18) estão no centro comutativo e o teorema está 

provado. 

Observação. Usando o método descrito por Hentzel e Jacobs [18] e sua imple-
-

mentação, o programa Albert (veja Jacobs et al [19, 20]), verificamos que todo anel 

generalizado satisfaz a condição quadrática mais curta 

(x , y,x) a2 -{(a,x2 ,y)+(y,x2,a)-(aox,x,y)-(y,x,aox)} a 

-(x,a2y,x)+ (ay,a,x 2 )+(x2,a,ay)-(ay,aox,x)-(x,aox,ay)=0 

sobre o seu centro. Também verificamos que se o anel quadrático generalizado flexível 

satisfaz as identidades (3.2.13) e (3.2.15) então ele satisfaz a condição quadrática mais 

curta 

([a, b] o [a, b]) c2 
- 2 ( - [ab , a] o [b, e] - [bc, a] o [a, b] + [ba, e] o [b, a] ) e 

+ [a2,bc] o [b,c] + [bc2,a] o [a,b]- [ac,b] o [bc,a] - [ca,b] o [bc,a] = O, 

sobre o seu centro comutativo. Entretando, não daremos as provas destas condições aqui 

pois estas provas são ainda mais longas do que aquelas apresentadas nos Teoremas 3.2.2 

e 3.2.4. 
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3.3 Anéis primos

O centro Z(.4) de um anel primo Á com l não tem divisores de zero. Se Z(.4) não é

zero, sda 2(Á) o corpo de orações de Z(.A). Consideremos Á' = 2(Á) ®z(.4) Á. Temos

que .A' é uma álgebra sobre Z(Á) e ela contém uma cópia isomorfa. de Á. Como as

identidades que definem um anel quadrático generalizado são homogêneas, .4* é também

um anel quadrático generalizado, quando .A é um anel quadrático generalizado.

Teorema 3.3.1 Se .4 é um ane/ quadrático venera/azado primo com /, de caracter&fica

diferente de 2 e não $e=íuel, então A' é umü átgebra. qzadrática simétrica. Portanto, A

está na uaHedade determinada por todas as álgebras quadráticas simétricas sobre Z(.A).

prova. Como A nao e nexivel, então existem # e g/ em Á tais que (z, y, z) #: 0. E (z, y, z)

está em Z(.4). Como (z, g, z) # 0, ele é invertível em .2(Á) e segue do Teorema 3.2.2 que

Á satisfaz uma identidade quadrática sobre o corpo Z(.A) com coeficiente (a, y, z). Assim,

.4* é uma álgebra quadrático sobre Z(.A). Pelo Lema 3.2.3, Á* é uma álgebra quadrático

simétrica.

Como .4 é uma subálgebra de uma álgebra quadrático simétrica sobre Z(.A), ela satisfaz

todas as identidades que valem para todas as álgebras simétricas sobre Z(.A), e assim Á

está na variedade determinada por todas as álgebras quadráticas simétricas sobre Z(.A).

Se o centro de uma álgebra simples não é zero, então ele é um corpo (ver Zhevlakov

et al jlõl, p. 137). Assim temos:

Corolário 3.3.2 Se .'{ é tzm ane/ q adrátÍco venera/ lado simp/es de caracferútÍca dljfe-

rente de 2 e não PelÍuet, então A está na uaHedüde determinada po todas as átgebras

quadráticas simétricas sobre o centro de A.
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todas as identidades que valem para todas as álgebras simétricas sobre Z(A), e assim A 
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3.4 Anéis semiprimos

Nesta seção abordamos o caso em que o anel .4 é um anel quadrático generalizado

semiprimo de característica diferente de 2. Seja F o grupo aditivo gerado por todos os

nexitores(z,y,z),:« eg/em.A,essa.r = {a C ,4 l r'«= 0}. ComoF'C Z(Á),temosque

F+ F'.4 e / são ideais de .A. Assim, /n (F + r'.4) também é um ideal de Á e seu quadrada

é zero. Portanto, concluímos que / í'l (F + /'Á) = 0, pois Á é anel semiprimo. Segue

então que Á é soma subdireta de .A// e Á/(/' + F'.4). O anel (quociente Á/(F + F'.4) é

flexível e portanto é anel de Jordan não comutativo. E ele satisfaz a condição quadrático

sobre o seu centro comutativa mencionado no Teorema 3.2.4. E segue do Teorema 3.2.2

e Lema 3.2.3 que o anel quociente Á// é um anel quadrático simétrico sobre Z(.4//).
Provámos assim o teorema:

Teorema 3.4.1 Um ane/ guadráfáco venera/azado semáprÍmo Á, de caracterútica dil/C-

rente de 2, é uma soma subdireta. de zm, anel de Jordan não comutativa qse satisfaz uma

condição quadrático sobre o seu centro comutatiuo e de um anel quadr(Ético simétrico sobre

o seu centro.

Os resultados deste capítulo foram obtidos em conjunto com os professores L. A. Peresi

e 1. R. Hentzel.
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Capítulo 4

Algebras de posto 3
.P

4.1 Introdução

Uma álgebra comutativa Á sobre um corpo /r é denominada á/geóra de posto g se

«; - t(,)«' + «(,). (4.1.1)

para todo z C ,4, onde t : .A --} Ã' é uma forma linear e n : Á --> .K' é uma forma quadrático.

Quando t(a) = 0 para todo a C Á, dizemos que ,4 é uma á/febra com pseudo-composição.

Estas álgebras foram estudadas por Walcher 1221, Meyberg e Osborn j211.

O objetivo deste capítulo é determinar as identidades polinomiais minimais (isto é, de

menor grau), que não são consequências da comutatividade, para as álgebras de posto 3.

O processo para obter estas identidades é computacional e usa a "representação" natural

do grupo simétrico S« das permutações de n elementos. Este método foi concebido por

Hentzel j11, 121 e levemente modificado por Correm, Hentzel e Peresi 1231. Na seção que

segue vamos descrever este método de forma resumida.

4.2 Representação de equações por matrizes

A álgebra de grupo /rS« é isomorfa a uma soma de álgebras de matrizes quando

car(K) = 0 ou car(K) = p > n. Uma função bijetora que leva /TS. num destes somandos

é uma representação irredutível de Ã.S«, a qual pode ser obtida através de um processo
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Algebras de posto 3 

4.1 Introdução 

Uma álgebra comutativa A sobre um corpo I< é denominada álgebra de posto 3 se 

x3 
- t(x)x2 + n(x)x = O, (4.1.1) 

para todo x E A, onde t : A ➔ I< é uma forma linear e n : A ➔ I< é uma forma quadrática. 
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dado por Clifton j141. O processo associa cada n C S. a uma matriz Á. e a representação

irredutível é dada por n H-> ,AFIA,, onde / denota a permutação identidade. No que

segue usamos os isomorfismos de módulo -K'S. -..} /(t dados por a --} Á,. e chamamos isto

de uma representação de Ã'S«, embora estes isomorfismos não soam representações no

sentido usual.

Sda / = /(ai,...,z.) = 0 uma equação onde cada variável aparece uma vez em

cada termo. Suponhamos que os termos nesta equação possam ser classificados em k

tipos denotados por Ti, . . . , Tk. Assim, / :: /l © . . . © /k, onde na expressão /. aparecem

somente os termos do tipo Ti. Considerando como as posições das variáveis zi, . . . ,a.

são mudadas, identificamos .Ê com um elemento de .líS«. (Jsando esta identificação,

consideramos / = 0 como um elemento de .KS« ® - . - (D .R'S. (aqui temos k comandos

correspondentes aos k tipos). Cada representação induz uma nova representação

P:KS.% © /TS. -+ Kt © - . . (D Kt

Usando esta representação F', identificamos a equação / = 0 com uma soma direta de k

matrizes em /ít. Clhamamos esta soma direta de matrizes uma representação matricial

da equação .f = 0. O espaço linha de / = 0 é o espaço linha determinado pela sua

representação matricial. Agora, seja

/m = /m(z-, ,z«) á ) s)

um conjunto de tais equações. Considerando todas as representações matriciais de ./'(i) =

0, . . ., /(') = 0, dadas pela representação P, obtemos uma matriz de blocos. A equação

/ = 0 é uma consequência destas equações se e só se o espaço linha de / = 0 está contido

no espaço linha desta matriz de blocos, e isto ocorre para todas as representações P
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dado por Clifton (14]. O processo associa cada 7í E Sn a uma matriz A,r e a representação 

irredutível é dada por 7í i-+ A11 A1r, onde I denota a permutação identidade. No que 

segue usamos os isomorfismos de módulo K Sn --+ Kt dados por 1r --+ A1r e chamamos isto 

de uma representação de KSn, embora estes isomorfismos não sejam representações no 

sentido usual. 

Seja f = f(x 1 , ••. , xn) = O uma equaçao onde cada variável aparece uma vez em 

cada termo. Suponhamos que os termos nesta equação possam ser classificados em k 

tipos denotados por T1 , ... , Tk, Assim, f = f1 EB · · · ffi Ík, onde na expressão Íi aparecem 

somente os termos do tipo Ti, Considerando como as posições das variáveis x1 , • .. , Xn 

são mudadas, identificamos Íi com um elemento de KSn. Usando esta identificação, 

consideramos f = O çomo um elemento de K Sn EB · · · ffi K Sn ( aqui temos k somandos 

correspondentes aos k tipos). Cada representação induz uma nova representação 

p: KSn EB .. • ffi KSn--+ Kt ffi ... EB Kt, 

Usando esta representação P, identificamos a equação f = O com uma soma direta de k 

matrizes em Kt. Chamamos esta soma direta de matrizes uma representação matricial 

da equação f = O. O espaço linha de f = O é o espaço linha determinado pela sua 

representação matricial. Agora, seja 

i = 1, ... , s, 

um conjunto de tais equações. Considerando todas as representações matriciais de J(l) = 

O, ... , j(s) = O, dadas pela representação P, obtemos uma matriz de blocos. A equação 

f = O é uma consequência destas equações se e só se o espaço linha de f = O está contido 

no espaço linha desta matriz de blocos, e isto ocorre para todas as representações P. 
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4.3 Algebras com pseudo
a

composição

Nesta seção vamos procurar identidades polinomiais minimais para as álgebras com

pseudo-composÍçãa, ou seja, as álgebras que satisfazem a equação

,' - q(,, ,),

para todo 3 e onde q(z,y) é uma forma bilinear. Observamos que toda álgebra com

pseudo-composição satisfaz a identidade de grau 5

(4.3.1)

(,', g/, ,)

De fato, usando (4.3.1) e a comutatividade, temos

(4.3.2)

(a;, y, a) = q(,, z)(«, g/, z) = 0.

Teorema 4.3.1 Seja ..4 uma á/geóra com psez&do-composição sopre um c07'po .R' de caras.

Letística #'Z,3. Então temos

li) as identidades de graus <- 4 são consequências de ay

lü) as identidades de grau 5 são consequênci« d,e =U= U e t :,U,=) = Q.

Prova. Vamos provar que não existem identidades polinomiais de grau 4 e portanto

também que não existem aquelas de grau < 4, a não ser as decorrentes da comutatividade.

De fato, se existisse uma identidade de grau 3, por exemplo, /(a, y,z) = 0, teríamos que

/(a, g/, z)w = 0. Esta seria uma identidade de grau 4.

Identidades de grau 4. Dados a, 6, c, d em .4, temos as seguintes equações que provêm
da comutatividade:

(1) q(., Ó)cd - q(Z,, «)cd = 0;

(2) q(., b).d - q(«, Z,)dc
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, 
4.3 Algebras com pseudo-composição 

Nesta seção vamos procurar identidades polinomiais minimais para as álgebras com 

pseudo-composição, ou seja, as álgebras que satisfazem a equação 

x 3 
- q(x,x)x = O, ( 4.3.1) 

para todo x e onde q(x, y) é uma forma bilinear. Observamos que toda álgebra com 

pseudo-composição satisfaz a identidade de grau 5 

(4.3.2) 

De fato, usando (4.3.1) e a comutatividade, temos 

(x3,y,x) = q(x,x)(x,y,x) = O. 

Teorema 4.3.1 Seja A uma álgebra com pseudo-composição sobre um corpo J{ de carac

terística =/ 2, 3. Então temos 

(i) as identidades de graus '.S 4 são consequências de xy = yx; 

(ii) as identidades de grau 5 são consequências de xy = yx e ( x 3
, y, x) = O. 

Prova. Vamos provar que não existem identidades polinomiais de grau 4 e portanto 

também que não existem aquelas de grau < 4, a não ser as decorrentes da comutatividade. 

De fato, se existisse uma identidade de grau 3, por exemplo, J(x, y, z) = O, teríamos que 

J(x, y, z)w = O. Esta seria uma identidade de grau 4. 

Identidades de grau 4. Dados a, b, e, d em A, temos as seguintes equações que provêm 

da comutatividade: 

(1) q(a,b)cd- q(b,a)cd= O; 

(2) q(a, b)cd - q(a, b)dc = O; 
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(3) q(«,Óc)d- q(«, cb)d

(4) q(ab.c, d) - q(b«.c, d)

IÕ) q(«, Ó)q(c, d) - q(b, .)q(c, d)

(6) q(.,b)q(c, d) - q(c, d)q(., b)

(7) («b.c)d- (b..c)d

(8) («b)(cd) - (Z,a)(cd)

(9) («6)(cd) - (cd)(.b)

A equação (4.3.1) linearizada é

P(,, g, ,) ",.y+ y,., - q(,

e dela obtemos as seguintes equações:

(lO) P(«, b, c)d

(11) P(.Z,, c, d)

(12) q(p(a,6, c),d)

Destas equações temo:

arbitrários da álgebra ,4:

T-.q(R,R)RR, T2.q(R,RR)R,
T4' q(R, R)q(R, R), Ts. (RR.R)R,

Dentre estes, Ts e Te são tipos polinomiais, isto

de (4.3.1).

os seguintes tipos de] l

, y), - q(,, ,)y - q(y, ,),

associação envolvendo quatro elementos

Ts.qtRR.R,R].
Ts.RR.RR

é, não envolvem a forma bilinear q(z, y)
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(3) q(a, bc)d - q(a, cb)d = O; 

(4) q(ab.c, d) - q(ba.c, d)= O; 

(5) q(a, b)q(c, d) - q(b, a)q(c, d)= O; 

(6) q(a, b)q(c, d) - q(c, d)q(a, b) = O; 

(7) (ab.c)d - (ba.c)d = O; 

(8) (ab)(cd) - (ba)(cd) = O; 

(9) (ab)(cd) - (cd)(ab) = O. 

A equação ( 4.3.1) line~rizada é 

p(x, y, z) = xy.z + xz.y + yz.x - q(x, y)z - q(x, z)y - q(y, z)x = O 

e dela obtemos as seguintes equações: 

(10) p(a,b,c)d = O; 

(11) p(ab,c,d) = O; 

(12) q(p(a, b, e), d)= O. 

Destas equações temos os seguintes tipos de associação envolvendo quatro elementos 

arbitrários da álgebra A: 

T1. q(R, R)RR, 

T4 • q(R, R)q(R, R), 

T2. q(R, RR)R, 

Ts. (RR.R)R, 

T3 . q(RR.R, R), 

T6. RR.RR 

Dentre estes, T5 e T6 são tipos polinomiais, isto é, não envolvem a forma bilinear q(x, y) 

de (4.3.1). 
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Para cada representação P de S4, obtemos as formas escalonadas das matrizes de blo-

cos. Fazemos isto primeiro para as identidades (1) (9), que provêm da cumutatividade.

Depois para as identidades (1) - (12).

Para as identidades (1) - (9) temos que a matriz escalonada relativa à primeira re-.

presentação é a matriz nula; a matriz escalonada relativa à segunda representação de S4

: l o l : o o o : o oo:
: o l l : o o o : o 001
l o o o : o l l : o oo:
: 0 0 0 : 0 0 0 : 1 1 2
: o o o t o o o : o oo:
: o o o : o o o : o oo:
l o o o : o o o : o oo:
: o o o : o o o : o oo:
: o o o : o o o : o 001

o o o : o o o : o o o :
o o o : o o o : o o o

e
&
00 00 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 00 0 0 0

0 00 0 0 0 00
00 0] 00 0 0 0

00 0l 0 0 0 0 0
0 0 0l 0 0 0
l 0 0 0l 0 ãl
0 0 0 0 0 0 0l
0 0 0 0 0 0 0 0l

00 0 0 00 00 l

A matriz escalonada relativa à terceira representação de S4 é

1 2 : 0 0 : 0 0 : 00:00:
oo : l -l :
o o : o o :

: o o l o o :
: o o : o o :
: o o : o o :

0 0
0 0 0 0 E 0 0 0 0

0 01 2 0 0 0 0
0 0 0 01 2 0
0 0o o l o o

A matriz escalonada relativa à quarta representação de S4 é
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Para cada representação P de S4 , obtemos as formas escalonadas das matrizes de blo-

cos. Fazemos isto primeiro para as identidades (1) - (9), que provêm da cumutatividade. 

Depois para as identidades (1) - (12). 

Para as identidades (1) - (9) temos que a matriz escalonada relativa à primeira re-

presentação é a matriz nula; a matriz escalonada relativa à segunda representação de S4 

é 
Ti T2 T3 T4 Ts T6 

1 o 1 o o o o o o o o o o o o o o o 
o 1 1 o o o o o o o o o o o o o o o 
o o o o 1 -1 o o o o o o o o o o o o 
o o o o o o 1 1 2 o o o o o o o o o 
o o o o o o o o o 1 o o o o o o o o 
o o o o o o o o o o 1 o o o o o o o 
o o o o o o o o o o o 1 o o o o o o 

1 o o o o o o o o o 1 o o 1 1 2 o o o 
o o o o o o o o o o o o o o o 1 o o 
o o o o o o o o o o o o o o o o 1 o 
o o o o o o o o o o o o o o o o o 1 

A matriz escalonada relativa à terceira representação de S4 é 

Ti T2 T3 T4 Ts T6 
1 2 o o o o o o o o o o 
o o 1 -1 o o o o o o o o 
o o o o 1 2 o o o o o o 
o o o o o o 1 2 o o o o 
o o o o o o o o 1 2 o o 
o o o o o o o o o o 1 2 

A matriz escalonada relativa à quarta representação de S4 é 
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n b n
00 0l 0 0 0 0 0 0 0

00 0 0 0 00 0 0

00 0 0l 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0l 0
0 0 0 0 0 l 0 0 00 0
0 0 0 0 0 0 0 02l

0 00 00 0 0 0l l
00 0 00 0 0 0 0l

0 0 0 0 00 0 0 l 0
0 0 00 00 0 0 0 00

0 00 0 0 0 0 0 0l
0 0 0 0 0 0 0 0 0 l

0 0 0 00 0 00 0 0 0 0 0
0 0 0 00 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 00 0 0 00 00

a
0

0

0

0

0
0
0
0
0
0

0 0 0
0 0 0

00 0

0

00 0

0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0

0

0
0
0
0
0
0
0
0
0l

0
0
0
0
0

0 o o o
.2 0 0o o ol
0 l o o

o l o0

o o l0

E a matriz escalonada relativa à quinta representação de S4 é

o o o o
o l o o o o
o o l o o o
o o o l o o
o o o o

o o o

Abaixo apresentamos as matrizes escalonadas para as identidades (1) (12), relativas

às representações l a 5 do S4.

Representação l

n
l
0
0

0 0
2 0
0 1

0 1
0 1
1 0

0

l
0
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Ti T2 T3 T4 Ts T6 
1 o o o o o o o o o o o o o o o o o 
o 1 o o o o o o o o o o o o o o o o 
o o 1 o o o o o o o o o o o o o o o 
o o o 1 -1 o o o o o o o o o o o o o 
o o o o o 1 o o o o o o o o o o o o 
o o o o o o 1 o -2 o o o o o o o o o 
o o o o o o o 1 1 o o o o o o o o o 
o o o o o o o o o 1 o o o o o o o o 
o o o o o o o o o O 1 o o o o o o o 
o o o o o o 1 o o o o o 1 o o o o o o 
o o o o o o o o o o o o 1 o -2 o o 1 
o o o o o o o o o o o o o 1 1 o o o 
o o o o o o o o o ., o o o o o o 1 o o 1 

o o o o o o o o o o o o o o o o 1 o 
o o o o o o o o o o o o o o o O O 1 

E a matriz escalonada relativa à quinta representação de S4 é 

Ti T2 T3 T4 Ts T6 
1 o o o o o 
o 1 o o o o 
o o 1 o o o 
o o o 1 o o 
o o o o [] o o o o 1 

Abaixo apresentamos as matrizes escalonadas para as identidades (1) - (12), relativas 

às representações 1 a 5 do S4 . 

Representação 1 

Ti T2 T3 T4 Ts T6 
1 o o o -1 o 
o 2 o o -1 -1 
o o 1 -1 o o 
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Representação 2

Representação 3

n
4 : 0 2

-2 : 0 1
o : o o
o : o o

2 : 0 0 : 0 0
0
0

0l 0 00 0 04
0 0 2l 0 0 0 0
0 l 0 0 00
0 0 0 2 0l 0
0 0 0 0 0 0 l
0 0 0 0 00
0 0 0 0 0 0
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Representação 2 

Ti T2 Ta T4 Ts T6 
1 o o o o o o o o o o o o 1 2 o o o 
o 1 o o o o o o o o o o o 1 2 o o o 
o o 1 o o o o o o o o o o -1 -2 o o o 
o o o O 2 O o o o o o o o -1 -4 o o o 
o o o o o 2 o o o o o o o -1 -4 o o o 
o o o o o o 1 o o o o o o o o o o o 
o o o o o o o 1 2 o o o o o o o o o 
o o o o o o o o o 1 o o o o o o o o 
o o o o o o o o o o 1 o o o o o o o 
o o o o o o o o o o o 1 o o o o o o 
o o o o o o o o o o o o 1 1 2 o o o 
o o o o o o o o o o o o o o o 1 o o 
o o o o o o o o o o o o o o o o 1 o 
o o o o o o o o o o o o o o o o o 1 

Representação 3 

Ti T2 Ta T4 Ts T6 
1 o o -4 o o o o o 4 o 2 
o 1 o 2 o o o o o -2 o -1 
o o 1 -1 o o o o o o o o 
o o o o 1 2 o o o o o o 
o o o o o o 1 2 o o o o 
o o o o o o o o 1 ' 2 o o 
o o o o o o o o o o 1 2 
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Representação 4

n
00 0l 0 0 0 0 0 0 00

0 0l 0 0 0 00 0 00 0
0 0 0 00l 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0l 0l 0 0 0 0 0 0

00 0 0 0 00 0 0l 0 0
0 0 0 0 0 0 20 0 0 0l

0 00 0 0 0 0l 0 0 0 0
0 0 00 0 0 0 00 0

00 0 0 0 00 0 0l 0
0 000 00 0 0 0 0 0 l 0 0

0 0 00 0 00 0 0 0 0 0l
0 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0 l

0 0 00 00 0 00 0 0 0
0 0 0 0 0000 000 0 0 0

0000 0 00 0 00 0 00 0

0 0 0

0 0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0 0
0 00 0

0 0
0 0 0 0

0 000
0 0 00

0 0 02
0 00l
0 00 l

0 00 l
00 0 l

Representação 5

00 0l 0 0
0 0 0 0l

0 0 00l
0 0 00l

00 0 0
0 00

Comparando as duas sequências de matrizes, observamos que as colunas que envolvem

os tipos polinomiais Ts e Zõ são iguais para cada representação. Isto significa que qualquer

identidade polinomial de grau 4 é consequência das identidades (1) - (9) (vindas da

comutatividade). Assim, provámos o item (i) do Teorema 4.3.1.

Identidades de grau 5. Para provar o item (ii) do Teorema 4.3.1, vamos listar as

identidades de grau 5 que provêm da comutatividade e logo em seguida as identidades (de
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Representação 4 

Ti T2 T3 T4 Ts T6 
1 o o o o o o o o o o o o o o o o o 
o 1 o o o o o o o o o o o o o o o o 
o o 1 o o o o o o o o o o o o o o o 
o o o 1 -1 o o o o o o o o o o o o o 
o o o o o 1 o o o o o o o o o o o o 
o o o o o o 1 o -2 o o o o o o o o o 
o o o o o o o 1 1 o o o o o o o o o 
o o o o o o o o o 1 o o o o o o o o 
o o o o o o o o o o 1 o o o o o o o 
o o o o o o o o o o o 1 o o o o o o 
o o o o o o o o o o o o 1 o -2 1 o o o 1 

o o o º- o o o o o o o o o 1 1 1 o o o 1 

o o o o o o o o o o o o o o o 1 1 o o 1 

o o o o o o o o o o o o o o o 1 o 1 o 1 

o o o o o o o o o o o o o o o 1 o o 1 1 

Representação 5 

Ti T2 T3 T4 Ts T6 
1 o o o o o 
o 1 o o o o 
o o 1 o o o 
o o o 1 o o 
o o o o 

~ o o o o 1 
. . 

Comparando as duas sequências de matrizes, observamos que as colunas que envolvem 

os tipos polinomiais T5 e T6 são iguais para cada representação. Isto significa que qualquer 

identidade polinomial de grau 4 é consequência das identidades (1) - (9) ( vindas da 

comutatividade). Assim, provamos o item (i) do Teorema 4.3.1. 

Identidades de grau 5. Para provar o item (ii) do Teorema 4.3.1, vamos listar as 

identidades de grau 5 que provêm da comutatividade e logo em seguida as identidades ( de 
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grau 5) que provêm de (4.3.2). Depois disto, de modo semelhante ao que foi feito no item

(i), vamos listar as matrizes escalonadas e comparar as mesmas para cada representação.

Dados a, b, c, d, e elementos arbitrários em Á, as equações (1) - (21) abaixo decorrem

da comutatividade de ..4.

(1)

(3)

(5)

(7)

(9)

(11)

(13)

(15)

(17)

(19)

(21)

q(., b)cd.e - q(b, .)cd.e

q(., bc)d. - q(«, cb)d.

q(a, Z,c.d). - q(a, cZ,.d).

q(.b, cd). - q(cd, «Z,)e

q(., Z,)q(c, d). - q(c, d)q(., b).

q(«ó.cd, .) - q(b«.cd, e)

q(., b)q(c, de) - q(6, «)q(c, de)

q(«Z,.c, d') - q(ó«.c, de)

((.b.c)d). - ((Z,«.c)d).

(«b.cd). - (cd.«Z,).

(«Ó.c).d. - (.b.c)..d

(2) q(a, b)cd.e - q(«, b)dc..

(4) q(a, óc)de - q(a, bc).d

(6) q(.b, .d)e - q(b., cd).

(8) q(., b)q(c, d). - q(Ó, «)q(c, d).

(lO) q((.b.c)d, e) - q((b«.c)d, .) = 0;

(12) q(«b.cd, ') - q(cd.«Ó, .)

(14) q(«, ó)q(., de) - q(«,ó)q(c, .d)

(16) q(.ó.c, de) - q(«b.c, .d)

(18) ('Ó.cd). - (b...d).

(20) (.Z,.c).d. - (Z,«.c).d.

As equações (22) (30) provêm de (4.3.1)

(22)

(24)

(26)

(28)

(30)

P(.,6,c)d..

p(.,b,.)q(d,e)

P(«Ó.c,d,.)

q(p(.b,c,d),e)

q(P(.,b,c),d.)

(23) P(«,Ó,c).d.

(25) P(«b,c,d).

(27) P(«b,.d,.)

(29) q(p(«, b, .)d, e)

Os termos que aparecem nestas equações podem ser classificados quanto à forma de as.

sociação, em doze tipos:
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grau 5) que provêm de ( 4.3.2) . Depois disto, de modo semelhante ao que foi feito no item 

(i), vamos listar as matrizes escalonadas e comparar as mesmas para cada representação. 

Dados a, b, e, d, e elementos arbitrários em A, as equações (1) - (21) abaixo decorrem 

da comutatividade de A. 

(1) q(a,b)cd.e- q(b,a)cd.e = O; (2) q(a, b)cd.e - q(a, b)dc.e = O; 

(3) q(a, bc)de - q(a, cb)de = O; (4) q(a,bc)de - q(a,bc)ed = O; 

(5) q( a, bc.d)e - q( a, cb.d)e = O; (6) q(ab,cd)e- q(ba,cd)e = O; 

(7) q(ab,cd)e- q(cd,ab)e = O; (8) q(a,b)q(c,d)e- q(b,a)q(c,d)e = O; 

(9) q(a,b)q(c,d)e-q(c,d)q(a,b)e = O; (10) q((ab.c)d, e) - q((ba.c)d, e)= O; 

(11) q(ab.cd, e) - q(ba.cd, e)= O; (12) q( ab.cd, e) - q( cd.ab, e) = O; 

(13) q(a,b)q(c,de)-q(b,a)q(c,de) = O; (14) q( a, b )q( e, de) - q( a, b )q( e, ed) = O; 

(15) q(ab.c, de) - q(ba.c, de)= O; (16) q( ab.c, de) - q( ab.c, ed) = O; 

(17) ((ab.c)d)e - ((ba.c)d)e = O; (18) (ab.cd)e - (ba.cd)e = O; 

(19) (ab.cd)e - (cd.ab)e = O; (20) (ab.c).de - (ba.c).de = O; 

(21) (ab.c).de - (ab.c). ed = O. 

As equações (22) - (30) provêm de (4.3.1). 

(22) p(a, b, c)d.e = O; (23) p(a, b, c).de = O; 

(24) p(a,b,c)q(d, e) = O; (25) p(ab, e, d)e = O; 

(26) p(ab.c, d, e)= O; (27) p(ab, cd, e)= O; 

(28) q(p(ab,c,d),e) = O; (29) q(p(a , b, c)d, e)= O; 

(30) q(p(a,b, c),de) = O; 

Os termos que aparecem nestas equações podem ser classificados quanto à forma de as

sociação, em doze tipos: 
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T\. q{..R,RàRR.R Ta. qtR,RR]RR Ta. qÇR,RR.R]R T4.qÇRR,RRàR

Ts. q(R,R)q(R,R)R Ta. q((RR.R)R,R) T7. q(RR.RR,R) ZS. q(R,R)q(R,R-R)

T9' q(RR.R,RR) Tio.((RB.R)R)R Tl:.(RR.RR)R Ti,.(RR.R)(-RR)

Dentre estes, os tipos polinomiais são Tlo, Tli e Ti2. Os demais tipos envolvem a forma

bilinear q(z, y) de (4.3.1). De modo análogo ao que foi feito no item (i), obtivemos primeiro

as matrizes escalonadas de cada representação do Ss envolvendo as equações (1) a (21)

que provêm da comutatividade da álgebra e depois as matrizes que envolvem as equações

(1) a (30). Não exibimos as matrizes completas mas tão somente uma parte das colunas

referentes aos tipos polinomiais Tio, Tii e Ti2.

Para a primeira representação do Ss a matriz que envolve as equações (1) - (21) é a
matriz nula

Tio Tii Ti2
o o o
o o o
o o o

E quando envolve as equações (1) - (30), temos a matriz
7io Tii Ti2
o o o
o o o
l o -l

A última linha desta matriz indica que a álgebra satisfaz uma identidade de grau 5 com

os tipos Tio e Ti2 : (z;.z)a -- z'a2 = 0, ou sda,

(.',,,,)

Para a segunda representação do Ss, a matriz que envolve as equações (1) - (21) é a
matriz

Tlo h l TI,
1 1 1 2 i 0 0 0 0 :0000
0 0 0 0 : 1 0 0 4 :0000
o oo o : o l o -l : oooo
o o o o : o o l l : oooo
0 0 0 0 : 0 0 0 0 i2012
0 0 0 0 : 0 0 0 0 :0212
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T1. q(R, R)RR.R 

Ts. q(R, R)q(R, R)R 

T9 • q(RR.R, RR) 

T2. q(R, RR)RR 

T6. q((RR.R)R, R) 

T10. ((RR.R)R)R 

T3. q(R, RR.R)R 

T1. q(RR.RR, R) 

Tu. (RR.RR)R 

T4 • q(RR, RR)R 

T8 • q(R, R)q(R, RR) 

T12- (RR.R)(RR) 

Dentre estes, os tipos polinomiais são T10 , Tu e T12 . Os demais tipos envolvem a forma 

bilinear q(x, y) de ( 4.3.1 ). De modo análogo ao que foi feito no item (i), obtivemos primeiro 

as matrizes escalonadas de cada representação do S5 envolvendo as equações (1) a (21) 

que provêm da comutatividade da álgebra e depois as matrizes que envolvem as equações 

(1) a (30). Não exibimos as matrizes completas mas tão somente uma parte das colunas 

referentes aos tipos polinomiais T10, Tu e T12 -

Para a primeira representação do S5 a matriz que envolve as equações (1) - (21) é a 

matriz nula 
T10 Tu T12 

o o o 
o o o 
o o o 

E quando envolve as equações (1) - (30), temos a matriz 

T10 Tu T12 
o o o 
o o o 
1 O -1 

A última linha desta matriz indica que a álgebra satisfaz uma identidade de grau 5 com 

os tipos T10 e T12 : (x 3 .x)x - x3 x2 = O, ou seja, 

Para a segunda representação do S5 , a matriz que envolve as equações (1) - (21) é a 

matriz 
T10 Tu T12 

1 1 1 2 o o o o o o o o 
o o o o 1 o o 4 o o o o 
o o o o o 1 o -1 o o o o 
o o o o o o 1 -1 o o o o 
o o o o o o o o 2 o 1 2 
o o o o o o o o o 2 1 2 
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E a matriz que envolve as equações (1) - (30) é

Tio Tli T12
1 -2
1 2
0 0
0 0
0 0
1 2
1 2

Comparando estas duas matrizes, temos uma nova identidade de grau 5

0 2 4 0 0 0
0 0 0 0 00
0 0 0 0 0l
0 0 0 000 l

0 00 0 l
0 0 0 0 0 0
0 0 00 00

o : o o
0 0 0

0 04
0 0
0 0l
2 0

0 0

(,', z/, ,)

Para as demais representações de SÕ, as matrizes que provêm da comutatividade

(equações (1) a (21)) ê as matrizes que provêm das equações (1) - (30) são iguais (em

cada representação). E estão listadas abaixo.

Representação 3

Tii
0 0l 2 0 0 0l 0 0000 0

0 2 2l 0 0 0 0l 0 0 0 0

0 00 0 0 0 0 0 0 00 0l
0 0 0 00 0 00 0 0l 0
0 0 0 0 0 0 0 00 l 00 0 0
0 0 0 0 0 20 0 0 0 0l
0 0 0 0 0 0 0 0 0 00l l
0 0 0 0 0 000 0 0 0 0l l
0 00 0 00 0 0 00 l l

Tio Ti2
0

0

0

0

0

0

2

0

l
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E a matriz que envolve as equações (1) - (30) é 

T10 Tu T12 

2 o 2 4 o o o o o o -1 -2 
o 2 o o o o o o o o 1 2 
o o o o 1 o o 4 o o o o 
o o o o o 1 o -1 o o o o 
o o o o o o 1 -1 o o o o 
o o o o o o o o 2 o 1 2 
o o o o o o o o o 2 1 2 

Comparando estas duas matrizes, temos uma nova identidade de grau 5: 

(x3,y,x) = O. 

Para as demais representações de S5 , as matrizes que provêm da comutatividade 

(equações (1) a (21)) e as matrizes que provêm das equações (1) - (30) são iguais (em 

cada representação). E estão listadas abaixo. 

Representação 3 

Tio Tu T12 
1 o o -1 -2 o o o o o o o o o o 
o 1 2 1 2 o o o o o o o o o o 
o o o o o 1 o o o o o o o o o 
o o o o o o 1 o o o o o o o o 
o o o o o o o 1 o o o o o o o 
o o o o o o o o 1 2 o o o o o 
o o o o o o o o o o 1 o o -1 -2 
o o o o o o o o o o o 1 o -1 o 
o o o o o o o o o o o o 1 1 1 
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Representação 4

Tlo
l
l
0
0

0

0

0

0

0

0

0
0
0

Tii Ti2
0
l
0

0

0
0
0

0

0

0

0

0
0

0
0

0
0

0
0

0
0

0

0

0

0

0

.2

0

0
0

0
0

0

0

0

0

0
0
0

0
0
0

0

0
0

0
0

0

l
l
l
l

Representação 5

Tio Tii Ti2
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Representação 4 

T10 Tu T1 2 

1 o o - 1 - 2 o o o o o o o o o o o o o 
o 1 o 1 o -2 o o o o o o o o o o o o 
o o o o o o 1 o o o o o o o o o o o 
o o o o o o o 1 o o o o o o o o o o 
o o o o o o o o 1 o o o o o o o o o 
o o o o o o o o o 1 o o o o o o o o 
o o o o o o o o o o 1 o o o o o o o 
o o o o o o o o o o o 1 o o o o o o 
o o o o o o o o o o o o 1 o o o o o 
o o o o o o o o o o o o o 1 o o o - 1 
o o o o o o o o o o o o o o 2 o o 1 
o o o · O o o o o o o o o o o o 1 o -1 
o o o o o o o o o o o o o o o o 2 1 

Representação 5 

T10 Tu T1 2 

1 o o 2 2 o o o o o o o o o o 
o 1 o - 1 - 1 o o o o o o o o o o 
o o 1 2 o o o o o o o o o o o 
o o o o o 3 o o o 4 o o o o o 
o o o o o o 3 1 o -2 o o o o o 
o o o o o o o 3 o -2 o o o o o 
o o o o o o o o 3 1 o o o o o 
o o o o o o o o o o 1 o o 2 o 
o o o o o o o o o o o 1 o -1 o 
o o o o o o o o o o o o 1 2 o 
o o o o o o o o o o o o o o 1 
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Representação 6

Tio
0

0

l
0

0
0

0
0

0

0

0

n
0

0
0

0
l
0

0

0

0

0

0

l

l
l

l

l
l

l

l

l

l
l

l

l
0

0

0

0
0
0

0
0

0
0

0

l
0
0

0
0

0
0

0
0
0

2

l
l
0
0
0

0
0

0
0

0

l

l

0

0

0

l
0
0

0
0

0

0

0

l
0

0

0

0
0

l
0

0
0

0

0

Ti2
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
1 0
0 1
0 0

0

0

0

0
0

0
l
0
0

0
0

l
l

l
l

l

l
l

l

l

l
l

l

l

l

l

0

0

0
0
0

0

0
l
0

0

0

0

0

0
0

0
0

0
0

0

0

l

Representação 7

Tio Ti:
1 0
0 1
0 0

Ti2
0

0

l

A identidade que aparece na representação l é um caso particular daquela que vem da

representação 2. E nenhuma outra identidade de grau 5 é satisfeita pelas álgebras com

pseudo-composição, a não ser aquelas que decorrem das identidades

"y - y« g/, ,)

Isto conclui a prova do item (ii) do Teorema 4.3.1

4.4 Identidades polinomiais para álgebras
de posto 3

Nesta seção vamos denotar por p(z, y, z) a forma linearizada de (4.1.1). Assim,

P(,, g/, ,) "y.' + ",.g/ + y,.« - t(«)z/; - t(y),, - f(,),g/ + q(,, y),

+q(,, ,)y + q(3/, ,)«
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Representação 6 

T10 Tu T12 
1 o o 2 o o o o o o o o 
o 1 o -1 o o o o o o o o 
o o 1 1 o o o o o o o o 
o o o o 1 o o o o o o o 
o o o o o 1 o o o o o o 
o o o o o o 1 o o o o o 
o o o o o o o 1 o o o o 
o o o o o o o o 1 o o o 
o o o o o o o o o 1 o o 
o o o o o o o o o o 1 o 
o o o o o o o o o o o 1 

Representação 7 

Tio Tu T12 
1 o o 
o 1 o 
o o 1 

A identidade que aparece na representação 1 é um caso particular daquela que vem da 

representação 2. E nenhuma outra identidade de grau 5 é satisfeita pelas álgebras com 

pseudo-composição, a não ser aquelas que decorrem das identidades 

xy - yx = O, 

Isto conclui a prova do item (ii) do Teorema 4.3.1. 

4.4 Identidades polinomiais para álgebras 
de posto 3 

Nesta seção vamos denotar por p( x, y, z) a forma linearizada de ( 4.1.1) . Assim, 

p(x, y, z ) = xy.z + xz.y + yz.x -t(x)yz - t(y)xz - t(z)xy + q(x, y) z 

+q(x, z )y + q(y, z )x = O. 
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Vamos inicialmente provar que as álgebras de posto 3 satisfazem identidades polinomiais

de grau 6.

Proposição 4.4.1 Toda á/geóra de posto g satió/az as segwÍntes {dent dados de grau 6;

(,', y, ,') -('3, y, ,), +(g,, ,, ,),., -((3/, ,, ,)..«), = 0;

(,', «', y), +(y', ,', ,') +(,', g,,),' + 2(.', «, ,)(y«)

+2(y«, ,, ,')« -(3/, .', ,') -(a',', ,,y) - 2(y«, ., ,),'

(4.4.1)

(4.4.2)

Prova. Se A(g) a3 t(a)z' + q(3, a)a, então a seg«ante soma é zero

(P(3/, ,, ,),.«)« - P(g/, ,, ,),' - P(Z/«, ,, ,),., + t(a)P(g/«, ,, ,), - t(,)P(,'y, ,, ,)

-(P(,, ', ,)y.«), +(A(«)y«), + 2à(,)(y«.«) - t(y«)À(,), + 2q(y«, ,)À(,)

+t(A(,)y),' - 2q(A(,)y, ,), + P(,'y, ,, ,) + t(,)P(y, ,,,).' - t(.)P(3/,,, ,),.«

-t(g/)A(,)«' + t(y)A(,)'., - 2t(,)à(,).y« + 2t(,)A(.)y.a

Nesta soma, agrupámos os termos segundo os tipos de associação envolvendo um y e cinco

a. Após os cancelamentos possíveis, sobra a soma

((«'y.a),),+ «;Z/..' +(a;.y«), ((''.y«),), - («'g/.«),

que pode ser reescrita como soma dos associadores

(,',y,,') (,', g, ,), +((g/,, ., .),), -((y, ,, ,),.-),

Temos que a soma abaixo é zero

-4(P(«, ', ,)'.g/)' + 4(P(,, ', ,),.,)y - P(y, «, ,),.,'
+6P(,, ', ,),.y« +(P(3/, ,, ,),')* - 2(P(,, «, ,).y«).

+2P(,, «, ,)(g«.-)+ P(,, ,, ,)(,'y)+ 2P(.', ,, ,)g/.« -

+P(,', «',«)y + 2P(a', g,z),' - 2P(,',,, z).y«
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- 3P(,, ., «)3/.,:

(P(a, ,, ,),')Z/ - P(3/, ,, .),;

2(P('', ,, ,),)y - P(,:, «', y),

Vamos inicialmente provar que as álgebras de posto 3 satisfazem identidades polinomiais 

de grau 6. 

Proposição 4.4.1 Toda álgebra de posto 3 satisfaz as seguintes identidades de grau 6: 

(x 3 ,y,x2)-(x3 ,y,x)x + (yx,x,x)x.x-((y,x,x)x.x)x = O; 

(x2, x2, y)x + (yx, x2, x2
) + (x2, y, x )x2 + 2(x2, x, x )(yx) 

+2(yx, x, x2 )x - (y, x3, x2
) - (x 2x2, x, y) - 2(yx, x, x)x2 = O. 

Prova. Se h(x) = x3 
- t(x )x2 + q(x, x )x, então a seguinte soma é zero: 

(4.4.1) 

( 4.4.2) 

(p(y,x,x)x .x)x-p(y,x,x)x3
- p(yx,x,x)x.x + t(x)p(yx,x,x)x-t(x)p(x2y,x,x) 

-(p(x, x, x)y.x)i + (h(x)yx)x + 2h(x)(yx.x)- t(yx)h(x)x + 2q(yx, x)h(x) 

+t(h( x )y )x2 
- 2q(h( x )y, x )x + p(x3 y, x, x) + t(x )p(y, x, x )x2 

- t(x )p(y, x, x )x.x 

-t(y)h(x)x2 + t(y)h(x)x.x - 2t(x)h(x).yx + 2t(x)h(x)y.x = O. 

Nesta soma, agrupamos os termos segundo os tipos de associação envolvendo um y e cinco 

x. Após os cancelamentos possíveis, sobra a soma 

que pode ser reescrita como soma dos associadores 

(x 3
, y, x 2

) - (x3, y, x)x + ((yx, x, x)x)x - ((y, x, x)x.x)x = O. 

Temos que a soma abaixo é zero: 

-4(p(x, x, x )x.y)x + 4(p(x, x, x )x.x )y - p(y, x, x )x.x2 
- 3p(x, x, x )y.x2 

+6p(x, x, x)x.yx + (p(y, x, x)x2 )x - 2(p(x, x, x).yx)x - (p(x, x, x)x2)y - p(y, x, x)x3 

+2p(x, x, x )(yx.x) + p(x, x, x )(x2y) + 2p(x2
, x, x )y.x - 2(p(x2

, x, x )x )y - p(x2
, x2, y)x 

+p(x2
, x2, x )y + 2p(x2, y, x )x2 

- 2p(x2
, x, x ).yx = O. 
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Agrupando os termos de mesmo tipo de associação, os termos que não se cancelam são

2(y*.«),'., -(,'y.,')« - 2(,'.y«), + '','.g/ - 2(y«.,),.,' +(.'Z/.,),'

-,'y.,' + 2(,;-.g,) + 2(y'.«')« + (,','.y), - (,','.,)y - 2(,','.y,)

Podemos reescrever esta soma como uma soma de associadores

(,', ,:, g/), +(y,, ,', *') +(,', y, ,)'' + 2(,', ,, ,)(y,) + 2(y«, a, ,')«

-(y, z;, ,') -(,',', ,, y) - 2(y«, ,, ,)a'

Assim, mostramos que (4.4.1) e (4.4.2) são identidades polinomiais de grau 6 para as

álgebras de posto 3.

Identidades de grau 5. Vamos mostrar que para as álgebras de posto 3 não existem

identidades polinomiais de grau $ 5, além daquelas que decorrem da comutatividade. Isto

é feito repetindo o processo usado anteriormente para as álgebras com pseudo-composição.

Ou seja, dados a, b, c, d, e, elementos quaisquer de .A, temos as seguintes equações de grau

5 que decorrem da comutatividade:

(1)

(3)

(5)

(7)

(9)

(11)

(13)

(15)

(17)

(19)

(21)

q(«, b)cd.. - q(Z,, «)cd..

q(.Z,, c)d. - q(b«, c)d.

q(ab, .:d). - q(b«, cd).

q(«b.c, d). - q(Z,«.c, d).

q(a, b)q(c, d). - q(c, d)q(., b).

q(«, b)t(c)de - q(«, 6)t(c).d

q(., Ó)t('d). - q(b, «)t(cd).

q(«, ó)t(c)t(d)e - q(Z,, «)f(c)t(d).

t(')(Z,c.d). - f(«)(cZ,.d)e

t(.)bc.d. - t(«)de.b.

f(.Z,)cd.e - t(«b)dc.e

(2) q(., Z,)cd.. - q(., Ó)d...

(4) q(«6, c)d. - q(.Ó, c).d

(6) q(.b, .d). - q(cd, «Z,).

(8) q(., b)q(c, d). - q(b, «)q(c, d).

(lO) q(., b)t(c)d. - q(b, «)t(c)de

(12) q(aZ,, c)f(d)e - q(b«, c)t(d).

(14) q(«, 6)t(cd). - q(a, Z,)t(dc).

(16) q(a, Z,)t(c)t(d). - q(., b)t(d)t(.).

(18) t(«)b..d. - t(«).ó.de

(20) t(«b)cd.. - t(6.)cd.e

(22) t(«)t(b).d.. - t(b)t(.)cd.e

0;
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Agrupando os termos de mesmo tipo de associação, os termos que não se cancelam são: 

2(yx.x)x2.x - (x 2y.x2 )x - 2(x3 .yx)x + x 3x 2 .y - 2(yx.x)x.x2 + (x 2y.x)x2 

-x3y.x2 + 2(x3x.yx) + 2(yx.x2 )x + (x 2x 2 .y)x - (x2x 2.x)y- 2(x2x 2 .yx) = O. 

Podemos reescrever esta soma como uma soma de associadores 

( x2
, x2

, y )x + (yx, x2, x 2
) + ( x2

, y, x )x2 + 2( x2
, x, x) (yx) + 2(yx, x, x 2 )x 

-(y,x3,x2)-(x2x 2 ,x,y)-2(yx,x,x)x2 = O. 

Assim, mostramos que ( 4.4.1) e ( 4.4.2) são identidades polinomiais de grau 6 para as 

álgebras de posto 3. 

Identidades de grau 5. Vamos mostrar que para as álgebras de posto 3 não existem 

identidades polinomiais de grau :::; 5, além daquelas que decorrem da comutatividade. Isto 

é feito repetindo o processo usado anteriormente para as álgebras com pseudo-composição. 

Ou seja, dados a, b, e, d, e, elementos quaisquer de A, temos as seguintes equações de grau 

5 que decorrem da comutatividade: 

(1) q(a, b)cd.e - q(b, a)cd.e = O; (2) q(a, b)cd.e - q(a, b)dc.e = O; 

(3) q(ab, c)de - q(ba, c)de = O; (4) q(ab, c)de - q(ab, c)ed = O; 

(5) q(ab, cd)e - q(ba, cd)e = O; (6) q(ab,cd)e- q(cd,ab)e = O; 

(7) q(ab.c, d)e - q(ba.c, d)e = O; (8) q( a, b )q( e, d)e - q(b, a )q( e, d)e = O; 

(9) q(a,b)q(c,d)e - q(c,d)q(a,b)e = O; (10) q(a,b)t(c)de- q(b,a)t(c)de = O; 

(11) q(a, b)t(c)de - q(a, b)t(c)ed = O; (12) q(ab, c)t(d)e - q(ba, c)t(d)e = O; 

(13) q( a, b )t( cd)e - q(b, a )t( cd)e = O; (14) q( a, b )t( cd)e - q( a, b )t( dc)e = O; 

(15) q(a, b)t(c)t(d)e - q(b, a)t(c)t(d)e = O; (16) q(a, b)t(c)t(d)e - q(a, b)t(d)t(c)e = O; 

(17) t(a)(bc.d)e - t(a)(cb.d)e = O; (18) t(a)bc.de - t(a)cb.de = O; 

(19) t(a)bc.de - t(a)de.bc = O; (20) t(ab)cd.e - t(ba)cd.e = O; 

(21) t( ab )cd.e - t( ab )de.e = O; (22) t(a)t(b)cd.e - t(b)t(a)cd.e = O; 
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(23) t(«)t(ó)cd.e - t(.)t(b)dc.e

(25) t(«Z,.c)de - t(ab.c).d

(27) t(«b)t(c)de - t(.b)t(c).d

(29) t(«b)t(cd)e - t(b«)t(cd).

(31) t((aó.c)d). - f((ó«.c)d). = 0;

(33) t(«b..d)e - f(cd.«b).

(35) t(«)t(6)t(c)de - t(c)t(.)t(b)d.

(37) t(«Z,)t(c)t(d)' - t(ó«)t(c)t(d)e

(39) q((«b.c)d, ') - q((b«.c)d, e)

(41) q(ab.cd, e) - q(cd.«b, e)

(43) q(«b.c, de) - q(aó.c, .d)

(45) q(.b, c)q(d, .) - q(ab, c)q(., d)

(47) q(«b, cd)t(e) - q(b«, cd)t(e)

(49) q(.b, c)t(de) - q(b«, c)t(de)

(51) q(«, ó)t(cd.e) - q(b, «)t(cd..)

(53) q(ab, .)t(d)t(') - q(b«, c)t(d)t(e)

(55) q(., b)t(cd)t(e) - q(b, «)t(cd)t(e)

(57) q(«, 6)t(c)t(d)t(e) - q(ó, «)t(c)t(d)t(e)

(59) q(., b)f(c)t(d)t(e) - q(., b)t(e)t(c)f(d)

(61) q(.,Ó)q(c, d)t(') - q(c, d)q(«,ó)t(e)

(63) f(('b.cd)e) - t((b«.cd)e)

(65) t(('b.c).de) - t((b«.c).de)

(67) t((«Z,.c)d)t(e) - t((Z,«.c)d)t(.)

(69) t('b.'d)t(') - f(cd..b)t(e)

(71) t(«b.c)f(d') - t(«b.')t(.d)

(73) f(«ó.c)t(d)t(e) - t(«b..)t(.)t(d)

0

(24) t(.b.c)de - t(Z,«.c)de

(26) t(.b)t(c)de - t(ó«)t(c)d.

(28) t(«ó.c)t(d)e - t(Z,«.c)t(d).

(30) t(«ó)t(cd)e - t(d)t(ab)e = 0;

(32) f(«b.cd)e- t(b«.cd).

(34) t(.)t(ó)t(c)d. - t(b)t(a)t(c)d.

(36) f(.)t(b)f(c)d' - t(a)t(b)t(c)ed

(38) t(ab)t(c)t(d)' - t(aZ,)t(d)t(.).

(40) q(aó.cd, ') - q(b«.cd, .)

(42) q(.ó.c, d') - q(b«.c, de) = 0;

(44) q(«b, c)q(d, .) - q(b«, c)q(d, .)

(46) q(«6.c, d)t(') - q(b«.c, d)t(.)

(48) q(«b, .d)t(e) - q(cd, «ó)t(.)

(50) q(ab, c)t(de) - q(ab, c)t(ed)

(52) q(«, b)t(cd.e) - q(«, b)t(dc.e)

(54) q(«b, c)t(d)t(.) - q(«Z,, c)t(e)t(d)

(56) q(., Z,)t(cd)f(e) - q(a, b)t(dc)t(e)

(58) q(., ó)t(c)f(d)t(e) - q(«, b)t(d)t(c)t(.)

(60) q(«, b)q(c, d)t(e) - q(ó, «)q(c, d)t(.)

(62) t(((.b.c)d)e) - t(((b«.c)d).)

(64) f((.b.cd)') - t((cd.«b).)

(66) t(('b.c).de) - t((.b.c)..d)

(68) t(«b.cd)t(.) - t(b«.cd)t(.)

(70) t(«b.c)t(d.) - t(b«.c)t(d.)

(72) t(«b.c)t(d)t(.) - t(b«..)t(d)t(.)

(74) t(«b)f(cd)t(e) - t(b«)t(cd)f(e)
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(23) t(a)t(b)cd.e - t(a)t(b)dc.e = O; (24) t(ab.c)de - t(ba.c)de = O; 

(25) t(ab.c)de - t(ab.c)ed = O; (26) t(ab)t(c)de - t(ba)t(c)de = O; 

(27) t(ab)t(c)de - t(ab)t(c)ed = O; (28) t(ab.c)t(d)e - t(ba.c)t(d)e = O; 

(29) t(ab)t(cd)e - t (ba)t(cd)e = O; (30) t(ab)t(cd)e - t(cd)t(ab)e = O; 

(31) t((ab.c)d)e - t((ba.c)d)e = O; (32) t( ab.cd)e - t(ba.cd)e = O; 

(33) t(ab.cd)e - t(cd.ab)e = O; (34) t(a)t(b)t(c)de - t(b)t(a)t(c)de = O; 

(35) t(a)t(b)t(c)de - t(c)t(a)t(b)de = O; (36) t(a)t(b)t(c)de - t(a)t(b)t(c)ed = O; 

(37) t(ab)t(c)t(d)e - t(ba)t(c)t(d)e = O; (38) t(ab)t(c)t(d)e - t(ab)t(d)t(c)e = O; 

(39) q((ab.c)d, e) - q((ba.c)d, e)= O; ( 40) q(ab.cd, e) - q(ba.cd, e)= O; 

(41) q( ab.cd, e) - q( cd.ab, e) = O; ( 42) q(ab.c,de)- q(ba.c,de) = O; 

( 43) q( ab.c, de) - q( ab_.c, ed) = O; ( 44) q( ab, c)q( d, e) - q(ba, c)q( d, e) = O; 

(45) q(ab,c)q(d,e)- q(ab,c)q(e,d) = O; (46) q(ab.c,d)t(e)- q(ba.c,d)t(e) = O; 

( 47) q(ab,cd)t(e)- q(ba,cd)t(e) = O; ( 48) q(ab,cd)t(e)-q(cd,ab)t(e) = O; 

(49) q(ab, c)t(de) - q(ba, c)t(de) = O; (50) q(ab, c)t(de) - q(ab, c)t(ed) = O; 

(51) q(a,b)t(cd.e)- q(b,a)t(cd.e) = O; (52) q(a, b)t(cd.e) - q(a, b)t(dc.e) = O; 

(53) q(ab,c)t(d)t(e)-q(ba,c)t(d)t(e) = O; (54) q(ab,c)t(d)t(e)- q(ab,c)t(e)t(d) = O; 

(55) q(a,b)t(cd)t(e)- q(b,a)t(cd)t(e) = O; (56) q(a,b)t(cd)t(e)-q(a,b)t(dc)t(e) = O; 

(57) q(a,b)t(c)t(d)t(e)- q(b, a)t(c)t(d)t(e) = O; (58) q(a, b)t(c)t(d)t(e)- q(a, b)t(d)t(c)t(e) = O; 

(59) q(a,b)t(c)t(d)t(e)- q(a,b)t(e)t(c)t(d) = O; (60) q(a, b)q(c, d)t(e)- q(b, a)q(c, d)t(e) = O; 

(61) q(a,b)q(c,d)t(e)-q(c,d)q(a,b)t(e) = O; (62) t(((ab.c)d)e) - t(((ba.c)d)e) = O; 

(63) t((ab.cd)e) - t((ba.cd)e) = O; (64) t( ( ab.cd)e) - t( ( cd.ab )e) = O; 

(65) t((ab.c).de) - t((ba.c) .de) = O; (66) t((ab.c) .de) - t((ab.c).ed) = O; 

(67) t((ab.c)d)t(e)- t((ba.c)d)t(e) = O; (68) t(ab.cd)t(e) - t(ba.cd)t(e) = O; 

(69) t( ab.cd)t( e) - t( cd.ab )t( e) = O; (70) t(ab.c)t(de) - t(ba.c)t(de) = O; 

(71) t(ab.c)t(de) - t(ab.c)t(ed) = O; (72) t(ab .c)t(d)t(e)- t(ba.c)t(d)t(e) = O; 

(73) t(ab.c)t(d)t(e) - t(ab.c)t(e)t(d) = O; (74) t( ab )t( cd)t( e) - t( ba )t( cd)t( e) = O; 
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(75) t(«b)t(cd)t(e) - f(cd)t(«b)t(e)

(77) t(«b)t(c)t(d)t(e) - t(«b)t(d)t(c)t(e)

(79)((«Z,.c)d)' -((b«.c)d)e)

(81) («b.cd)e - (cd.ab).

(83) («b.c).de - (ab.c)..d

(76) t(«b)t(c)t(d)t(e) - t(b«)t(c)t(d)t(.)

(78) t(«b)t(c)t(d)t(.) - t(«b)t(e)t(c)t(d)

(80) (ab.cd). - (6a.cd).

(82) («b.c).de - (b..c).d.

0

As equações (84) a (112) d( lm da linearização de (4.1.1)

84) P(.,Ó,c).d.

86) p(a,6,c)q(d,.l 0

90) q(P(«,b,c),d).

(85) (P(«,6, c)d).

(87) p(a,b, c)t(d)t(e)

(89) (p(',b, c)d)t(e)(88) P(«,b, c)t(d.)

l9i) q(p(«,Z,, c),de)

l9S) f(P(., b, c).d.

(92) q(p(«, b, .), d, e)

(94) t(P(., b, c)d).

(93) q(P(«,b, c),d)t(.)

96) t(P(«, 6, c)d..) (97) t(P(., Z,, c))dt(.)

(99) t(P(«, b, c))d.

(101) t(P(«,b, c))t(d)t(.)

(103) P(«b,c,d).

(98) t(p(«, b, c)d)t(e)

(100) t(p(«,6, c))t(de)

(102) t(P(., b, c))q(d, .)

(104) p(.b, c, d)t(e)

(106) p(ab,cd,e)

(108) t(P(.Ó, c, d).)

(110) t(P(«Ó, c, d)t(.)

(112) t(p(«b.c, d, e))

105) q(p(.b, c, d),e)

(107) t(p(«Z,, cd, e))

(109) t(P(«Ó, c, d)).

111) p(.b.c, d, e) = 0

(75) t(ab)t(cd)t(e) - t(cd)t(ab)t(e) = O; 

(77) t(ab)t(c)t(d)t(e)- t(ab)t(d)t(c)t(e) = O; 

(79) ((ab.c)d)e - (( ba.c)d)e) = O; 

(76) t(ab)t(c)t(d)t(e) - t(ba)t(c)t(d)t(e) = O; 

(78) t(ab)t(c)t(d)t(e) - t(ab)t(e)t(c)t(d) = O; 

(80) (ab.cd)e - (ba.cd)e = O; 

(81) ( ab.cd)e - ( cd.ab )e = O; (82) (ab.c).de - (ba.c) .de = O; 

(83) (ab.c).de - (ab.c).ed = O. 

As equações (84) a (112) decorrem da linearização de (4.1.1): 

(84) p(a, b, c).de = O; (85) (p(a, b,c)d)e = O; 

(86) p(a,b,c)q(d,e) = O; (87) p(a, b, c)t(d)t(e) = O; 

(88) p(a,b,c)t(de) = O; (89) (p(a,b,c)d)t(e) = O; 

(90) q(p(a,b,c),d)e = O; (91) q(p(a, b, e), de)= O; 
-

(92) q(p(a, b, e), d, e)= O; (93) q(p( a, b, e), d)t( e) = O; 

(94) t(p(a,b,c)d)e = O; (95) t(p(a,b,c).de) = O; 

(96) t(p(a,b,c)d.e) = O; (97) t(p(a, b, c))dt(e) = O; 

(98) t(p( a, b, c)d)t( e) = O; (99) t(p(a,b,c))de = O; 

(100) t(p(a,b,c))t(de) = O; (101) t(p(a, b, c))t(d)t(e) = O; 

(102) t(p(a,b,c))q(d,e) = O; (103) p(ab,c, d)e = O; 

(104) p(ab,c,d)t(e) = O; (105) q(p(ab, e, d), e) = O; 

(106) p(ab,cd,e) = O; (107) t(p(ab, cd, e))= O; 

(1 08) t(p(ab,c,d)e) = O; (109) t(p(ab, e, d))e = O; 

(110) t(p( ab, e, d)t( e) = O; (111) p(ab.c, d, e)= O; 

(112) t(p( ab.c, d, e)) = O. 
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Destas equações podemos identificar 45 tipos de produtos envolvendo cinco variáveis

a.
n.
b.
Tio.

T13.

T16.

Ti9-

Tas

T28-

T3i

T37-

T40

T43.

qÇK,nàKK.K

qtKK.K,nàK

q(RR, R)t(R)R

t(R)(RR. .R)R

t(R)t(R)RR.R

t(RR.R)t(R)R

tçRR.RR]R

q((RR.R)R, R)

q(ER, R)q(R, R)

q(ER, -R)t(RR)

q(R, R)t(RR)t(R)

z(((RR.R)R)R)

Z((RR.R)R)t(R)

t(RR.R)t(R)t(R)

((RR.R)R)R

b.
7 .

&.

Tli

Ti4

Ti7

T20

T23

Ta6

T29-

T32

T3s

Zh.

T4i

T44

qtRR,R]RR

q(R, R)q(R, R)R

q(R, R)t(RR)R

t (RàRR.RR

ttRR.RàRR

t(RR)t(R.R)R

z(R)t(R)z(R)RR

qçRR.RR,R]

q(RR..R, R)f(R)

q(R, R)t(RR.R)

q(.R, R)t(E)t(R)t(R)

f((RR.RR)R)

f(E-R.RR)t(R)

t(RR)t(RR)t(R)

LRR.RnR

7 .

7 .

7 .

Ti2

Tis

Tis

T2i

T24

T27

T39

Zó2

Tós

q(RR,RR)R

q(R, R)t(R)RR

q(R, R)t(R)t(R)R

t(RR)RR.R

f(RR)t(R)RR

t((RR.R)R)R

f(RR)t(R)t(R)R

qçRR.R,RR]

q(ER, RR)t(R)

q(RR, R)t(R)t(R)

q(.R, R)q(R, R)t(R)

t((RR.R).RR)

Z(RR.R)t(RR)

t(RR)t(R)t(R)t(.R)

(RR. H.KK

Apenas os tipos T43, T44 e Tas são polinomiais. Os demais dependem da forma linear

e/ou da forma bilinear da equação (4.1.1) que definem as álgebras de posto 3.

As matrizes escalonadas que obtemos das representações do Ss, envolvendo as equações

(1) - (83) ou (1) (112) são idênticas. Isto permite concluir que uma álgebra de posto

3 não satisfaz nenhuma identidade polinomial de grau 5 a não ser aquelas que são con-

sequências da comutatividade. E, portanto, também não há identidades polinomiais de

grau < 5. Apresentamos apenas os blocos das matrizes que correspondem aos tipos T43,

7ã4 e 7h5.
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Destas equações podemos identificar 45 tipos de produtos envolvendo cinco variáveis: 

Ti. q(R, R)RR.R T2. q(RR, R)RR Ta. q(RR, RR)R 

T4. q(RR.R, R)R T5 . q(R, R)q(R, R)R T5. q(R, R)t(R)RR 

T1. q(RR, R)t(R)R T8. q(R, R)t(RR)R T9 • q(R, R)t(R)t(R)R 

Tio- t(R)(RR.R)R T11 • t(R)RR.RR Ti2- t(RR)RR.R 

Tia- t(R)t(R)RR.R Ti4• t(RR.R)RR Tis- t(RR)t(R)RR 

Tl6. t(RR.R)t(R)R Ti1- t(RR)t(RR)R Tis- t((RR.R)R)R 

T19. t(RR.RR)R T20 • t(R)t(R)t(R)RR T2i- t(RR)t(R)t(R)R 

T22- q((RR.R)R, R) T23 • q(RR.RR, R) T24. q(RR.R, RR) 

T2s- q( RR, R)q( R, R) T26• q(RR.R, R)t(R) T21, q(RR, RR)t(R) 

T2s- q( RR, R)t( RR) . T29 • q(R, R)t(RR.R) Tao, q(RR, R)t(R)t(R) 

Tai - q(R, R)t(RR)t(R) Ta2- q(R, R)t(R)t(R)t(R) Taa- q( R, R)q( R, R)t( R) 

T34 . t(((RR.R)R)R) T3s. t((RR.RR)R) T36• t((RR.R).RR) 

T31 . t((RR.R)R)t(R) T38. t(RR.RR)t(R) T39 . t(RR.R)t(RR) 

T40. t(RR.R)t(R)t(R) T4i. t(RR)t(RR)t(R) T42 . t(RR)t(R)t(R)t(R) 

T4a. ((RR.R)R)R T44. (RR.RR)R T45 . (RR.R).RR 

Apenas os tipos T43 , T44 e T45 são polinomiais. Os demais dependem da forma linear 

e/ou da fotma bilinear da equação (4.1.1) que definem as álgebras de posto 3. 

As matrizes escalonadas que obtemos das representações do S5 , envolvendo as equações 

(1) - (83) ou (1) - (112) são idênticas. Isto permite concluir que uma álgebra de posto 

3 não satisfaz nenhuma identidade polinomial de grau 5 a não ser aquelas que são con

sequências da comutatividade. E, portanto, também não há identidades polinomiais de 

grau < 5. Apresentamos apenas os blocos das matrizes que correspondem aos tipos T43, 

T44 e T4s, 
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Para a primeira representação do Ss, as duas matrizes são nulas. Para a segunda

representação, ambas as matrizes são iguais a

.z43 l 44 T4s
0l l l 2 0

0 00 l 00
0 0 0 0l
0 0 00 0 0
0 0 0 00 0 0
0 0 000 0 0

00 00 0
4 0 0 0

0 0 0l
0 0 00

0 2 20 l
0 l

Na representação 3 do Ss, as matrizes obtidas são iguais a

T43T44T4s
00l 0 0 02l 0 0 0 0 0 0 0
20 l 2 0 0 0l 0 0 0 00 0 0

0 00 0 00 0l 00 0 0
0 00 0 00 00 0 0 0l 00

0 0 0 0 0 00 0l 0 0 0 0
0 00 0 0 0 0 2 0l 0 0 0 0

0 00 0 0 0 0 0 0l l 2
0 00 0 0 0 0 0 00 l 0l

00 00 0 0 0 00 00 l l

Na representação 4, as duas matrizes são iguais a

T43T44 T4s
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Para a primeira representação do S5 , as duas matrizes são nulas. Para a segunda 

representação, ambas as matrizes são iguais a 

T43 T44 T4s 
1 1 1 2 o o o o o o o o 
o o o o 1 o o 4 o o o o 
o o o o o 1 o -1 o o o o 
o o o o o o 1 -1 o o o o 
o o o o o o o o 2 o 1 2 
o o o o o o o o o 2 1 2 

Na representação 3 do S5 , as matrizes obtidas são iguais a 

T43 T44 T4s 
1 o o -1 -2 o o o o o o o o o o 
o 1 2 1 2 o o o o o o o o o o 
o o o o o 1 o o o o o o o o o 
o o o o o o 1 o o o o o o o o 
o o o o o o o 1 o o o o o o o 
o o o o o o o o 1 2 o o o o o 
o o o o o o o o o o 1 o o -1 -2 
o o o o o o o o o o o 1 o -1 o 
o o o o o o o o o o o o 1 1 1 

Na representação 4, as duas matrizes são iguais a 

T43 T44 T4s 
1 o o -1 -2 o o o o o o o o o o o o o 
o 1 o 1 o -2 o o o o o o o o o o o o 
o o 1 o 1 1 o o o o o o o o o o o o 
o o o o o o 1 o o o o o o o o o o o 
o o o o o o o 1 o o o o o o o o o o 
o o o o o o o o 1 o o o o o o o o o 
o o o o o o o o o 1 o o o o o o o o 
o o o o o o o o o o 1 o o o o o o o 
o o o o o o o o o o o 1 o o o o o o 
o o o o o o o o o o o o 1 o o o o o 
o o o o o o o o o o o o o 1 o o o -1 
o o o o o o o o o o o o o o 2 o o 1 
o o o o o o o o o o o o o o o 1 o -1 
o o o o o o o o o o o o o o o o 2 1 
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Para a representação 5, as duas matrizes obtidas são iguais a

T43T44T4s

Relativo à representação 6, ambas as matrizes encontradas são iguais a

Tó3T44T4s

-E na representação 7, as d uas matrizes obtidas são iguais à matriz

T43 T44 T4s
l o o
o l o
o o l

Identidades de grau 6. Sabemos pela Proposição 4.4.1 que as álgebras de posto 3

satisfazem pelo menos duas identidades polinomiais de grau 6. A seguir investigamos

a existência ou não de outras identidades polinomiais de grau 6 para estas álgebras.

Dados a,b,c, d, e,/, elementos quaisquer de uma álgebra Á de posto 3, sobre um corpo

K, obtemos as seguintes equações (de grau 6) que decorrem da comutatividade de .4:
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Para a representação 5, as duas matrizes obtidas são iguais a 

T43 T44 T4s 
1 o o 2 2 o o o o o o o o o o 
o 1 o -1 -1 o o o o o o o o o o 
o o 1 2 o o o o o o o o o o o 
o o o o o 3 o o o 4 o o o o o 
o o o o o o 3 o o -2 o o o o o 
o o o o o o o 3 o -2 o o o o o 
o o o o o o o o 3 1 o o o o o 
o o o o o o o o o o 1 o o 2 o 
o o o o o o o o o o o 1 o -1 o 
o o o o o o o o o o o o 1 2 o 
o o o o o o o o o o o o o o 1 

Relativo à representação 6, ambas as matrizes encontradas são iguais a 

T43 T44 T4s 
: - 1 o o 2 o o o o o o o o 

o 1 o -1 o o o o o o o o 
o o 1 1 o o o o o o o o 
o o o o 1 o o o o o o o 
o o o o o 1 o o o o o o 
o o o o o o 1 o o o o o 
o o o o o o o 1 o o o o 
o o o o o o o o 1 o o o 
o o o o o o o o o 1 o o 
o o o o o o o o o o 1 o 
o o o o o o o o o o o 1 

E na representação 7, as duas matrizes obtidas são iguais à matriz 

T43 T44 T4s 

1 o o 
o 1 o 
o o 1 

Identidades de grau 6. Sabemos pela Proposição 4.4 .1 que as álgebras de posto 3 

satisfazem pelo menos duas identidades polinomiais de grau 6. A seguir investigamos 

a existência ou não de outras identidades polinomiais de grau 6 para estas álgebras. 

Dados a, b, e, d, e, f, elementos quaisquer de urna álgebra A de posto 3, sobre um corpo 

K, obtemos as seguintes equações ( de grau 6) que decorrem da comutatividade de A: 
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(1)

(3)

(5)

(7)

(9)

(11)

(13)

(15)

(17)

(19)

(21)

(23)

(25)

(27)

(29)

(31)

(32)

(33)

(34)

(35)

(37)

(39)

(41)

(43)

(45)

(47)

t(«)((bc.d)e)/ - t(a)((cb.d).)/

t(a)(óc.de)/ - t(.)(de.óc)/

f(')(bc.d)('./') - f(.)(bc.d)(/.)

f(a)t(b)(cd.'/) - t(a)t(b)(dc../)

t(a)t(b)(cd.e)/ - t(b)t(«)(cd.e)/

t(«6)(cd.e/) - t(b«)(.d.e./')

f(«b)(cd../) - t(ab)(e/.cd)

f(«ó)(cd.e).f - f(aó)(d..e)./'

t(.ab.c)de..f -- t(.ab.c)ed.f = Q\

f('b)t(c)de../ - t(«ó)t(c)ed./ = 0;

t(a)t(b)t(c)d../ - t(c)t(«)t(b)d...f

t(ab.c)t(d)..f - f(b«.c)t(d)./ = 0;

t('b)t(cd)'/ - t(b«)t(cd)e/

t(ab)t(cd)./ - t(.b)t(cd).fe

t('b)t(c)t(d)'/ - t(«b)t(d)t(.)./

t(«)t(b)t(c)t(d)'/ - t(b)t(«)t(c)t(d)./

t(.)t(Ó)f(c)t(d)'/ - t(d)t(«)t(Z,)t(c)e/

f(«)t(b)t(c)t(d)'/ - t(a)t(b)t(c)t(d)./.

f((«Z,.c)d)e/ - t((b«.c)d)./

f((«b.c)d)./ - t((.b.c)d)/.

t(.ab.cd)ej -- t(cd.ab)ef = Q;

f((«b.cd)')/ - t((Ó«.cd).)/

t(('ó.c)de)/ - t((b«.c)de).f

f(((«Ó.c)d)')/ - t(((Z,«..)d).)/ = 0;

t((«b.cd)t(e)/ - t(b«..d)t(e)/ = 0;

f('Ó.')t(d.)/ - t(Z,«.c)t(de)/

(2)

(4)

(6)

(8)

(10)

(12)

(14)

(16)

(18)

(20)

(22)

(24)

(26)

(28)

(30)

0;

t(a

t(a

t(a

t(a

t(

t(

t(

t(

t(

f(

t(

t(

t(

t (.

f(

)(Z,c.d.)/ - t(a)(có.d.).f

)(bc.d)(e/) - t(a)(cb.d)(e/)

)t(ó)('d.e.f) - t(b)t(«)(cd../)

)t(b)(cd.e/) - t(a)t(b)(./.cd)

«)t(b)('d.')/ - t(a)t(ó)(dc..)/ :

«b)(cd.e/) - t(ab)(dc.e/) = 0;

«b)(cd.e)/ - t(ó«)(cd..)/

Lb.cede.f -- t(ba.cede.f = Q\

zb)t(c)d...f - t(b«)t(c)d.../' = 0;

:)f(Z,)t(c)d...f - t(b)t(.)t(.)de./

z)t(b)t(c)de./ - t(«)f(Z,)t(c).d./

zb.c)t(d)..f - t(«b.c)t(d)/. = 0;

zZ,)t(cd)./ - f(.d)t(.b)./

.Z,)f(')t(d)'/ - f(Ó«){(c)t(d)../' :

.b)t(')t(d)./ - t(ab)t(d)t(.)./'. :

0;

0;

: 0

; 0

: 0

0;

0;

0

0

(36)

(38)

(40)

(42)

(44)

(46)

(48)

t(.ab.cd)e.f -- tl.ba.cd)ef = 0\

t Çab.cdàef-- tÇab.cdlfe = q\

f(('b.cd).)/ - f((cd.«ó)e)/

t(('b.c)d')/ - Z((«b.c).d)/

f((«b.')d)t(.)/ - t((b«.c)d)t(

f('b.cd)f(')/ - t(cd.«b)t(e)/

f('b.c)t(d')/ - Z(Ó«.c)t(.d)/

0;

0;

)/
: 0

: 0

0

(1) t(a)((bc.d)e)f - t(a)((cb.d)e)f = O; (2) t(a)(bc.de)f - t(a)(cb.de)f = O; 

(3) t(a)(bc.de)f - t(a)(de .bc)f = O; (4) t( a )(bc.d)( ef) - t( a)( cb.d)( ef) = O; 

(5) t(a)(bc.d)(ef) - t(a)(bc.d)(f e)= O; (6) t(a)t(b)(cd.ef)- t(b)t(a)(cd.ef) = O; 

(7) t(a)t(b) (cd.ef) - t(a)t(b)(dc.ef) = O; (8) t(a)t(b)(cd.ef)- t(a)t(b)(ef.cd) = O; 

(9) t(a)t(b)(cd.e)f - t(b)t(a)(cd.e)f = O; (10) t(a)t(b)(cd.e)f - t(a)t(b)(dc.e)J = O; 

(11) t(ab)(cd.ef) - t(ba)(cd.ef) = O; (12) t(ab)(cd.ef) - t(ab)(dc.ef) = O; 

(13) t(ab)(cd.ef) - t(ab)(ef.cd) = O; (14) t(ab)(cd.e)f - t(ba)(cd.e)f = O; 

(15) t(ab)(cd.e)f - t(ab)(dc.e)f = O; (16) t(ab.c)de.f - t(ba.c)de.f = O; 

(17) t(ab.c)de.f - t(ab.c)ed.f = O; (18) t(ab)t(c)de.f - t(ba)t(c)de.f = O; 

(19) t(ab)t(c)de.f - t(ab)t(c)ed.f = O; (20) t(a)t(b)t(c)de.f - t(b)t(a)t(c)de.f = O; 

(21) t(a)t(b)t(c)de.f-:- t(c)t(a)t(b)de.f = O; (22) t(a)t(b)t(c)de.f - t(a)t(b)t(c)ed.f = O; 

(23) t(ab.c)t(d)ef - t(ba.c)t(d)ef = O; (24) t(ab.c)t(d)ef - t(ab.c)t(d)fe = O; 

(25) t(ab)t(cd)ef - t(ba)t(cd)ef = O; (26) t(ab)t(cd)ef - t(cd)t(ab)ef = O; 

(27) t(ab)t(cd)ef - t(ab)t(cd)f e= O; (28) t(ab)t(c)t(d)ef - t(ba)t(c)t(d)ef = O; 

(29) t(ab)t(c)t(d)ef - t(ab)t(d)t(c)ef = O; (30) t(ab)t(c)t(d)ef- t(ab)t(d)t(c)fe = O; 

(31) t(a)t(b)t(c)t(d)ef - t(b)t(a)t(c)t(d)ef = O; 

(32) t(a)t(b)t(c)t(d)ef- t(d)t(a)t(b)t(c)ef = O; 

(33) t(a)t(b)t(c)t(d)ef - t(a)t(b)t(c)t(d)fe = O; 

(34) t((ab.c)d)ef - t((ba.c)d)ef = O; 

(35) t((ab.c)d)ef - t((ab.c)d)fe = O; (36) t( ab.cd)ef - t(ba.cd)ef = O; 

(37) t(ab.cd)ef - t(cd.ab)ef = O; (38) t(ab.cd)ef - t(ab.cd)f e= O; 

(39) t( ( ab.cd)e )f - t( ( ba.cd)e )J = O; (40) t((ab.cd)e)f - t((cd.ab)e)f = O; 

( 41) t( (ab.c)de)J - t((ba.c)de)f = O; (42) t((ab.c)de)f - t((ab.c)ed)f = O; 

( 43) t(((ab.c)d)e)f - t(((ba.c)d)e)f = O; (44) t((ab.c)d)t(e)f - t((ba.c)d)t(e)f = O; 

(45) t((ab.cd)t(e)f - t(ba .cd)t(e)f = O; (46) t(ab.cd)t(e)f - t(cd.ab)t(e)f = O; 

( 47) t(ab.c)t(de)f - t(ba .c)t(de)f = O; (48) t(ab.c)t(de)J - t(ba.c)t(ed)f = O; 
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(49) t(aZ'.c)t(d)t(e)/ - t(b«.c)t(d)t(')/ = 0; (50) t(ab.c)t(d)t(e)/ - t(ab.c)t(e)t(d)/ = 0;
(51) t(«b)t(cd)t(e)/ - t(b«)t(cd)t(e)/ (52) t(«b)t(cd)t(e)/ - t(cd)t(.b)t(e)/

(53) t(«b)t(c)t(d)t(e)/ - t(b.)t(c)f(d)t(e)/

(54) t(«b)t(c)t(d)t(e)/ - t(ab)t(d)t(c)t(e)/

(55) t(ab)t(c)t(d)t(').f - t(«b)t(.)t(c)t(d)/
(56) q(., b)(cd.e)/ - q(b, .)(cd..)/

(57) q(«,b)(cd.e)/ - q(.,b)(dc.e)/ (58) q(a, b)(cd.e/)

(59) q(., b)(cd.'/) - q(«, b)(dc.'/) (60) q(«, Z,)(cd.e/)

(61) q(ab, c)de./ - q(b«, c)de./ q(«b, c)d'./ - q(«ó,c)ed./

(63) q(aó.c, d)'./' - q(b..c, d)e/ (64) q(«b.c, d)./ - q(ab.c, d)/.

(65) q(«ó,cd)e/ - q(Z,«,cd)'/ 0; (66) q(«Z,, cd)e/ - q(cd,«Z,)./

(67) q(«b, cd)'.f - q(aZ,, cd)/' (68) q(«ó.c, d.)/ - q(b«.c, de)/

(69) q(.Z,.c, d')/ - q(.b.c, 'd)/ (70) q((«Z,.c)d, e)/ - q((Z,..c)d, .)/ = 0;
(71) q(«b.cd,.)/- q(ó«.cd,e)/ 0; (72) q(«b.cd,.)/- q(cd..b,.).f

(73) q(«, b)q(c, d)e/ - q(Z,, «)q(c, d)./ q(«, b)q(c, d)./ - q(c, d)q(., Ó)./

(75) q(a, b)q(c, d)e/ - q(«, b)q(c, d)./e q(«b, c)q(d, .)/ - q(b«, c)q(d, .)/
(77) q(.b,c)q(d, e)/ - q(.b,c)q(.,d)/ = 0;(78) q(«,b)q(c,d)t(e)/ - q(b,.)q(c,d)t(e)/ =0
(79) q(«, b)q(c, d)t(')/ - q(c, d)q(a, 6)t(.)/

(80) q(., b)t(c)f(d)./ - q(b, «)t(c)t(d)./

(81) q(«, b)t(c)t(d)e/ - q(., b)t(d)t(c)./

(82) q(., ó)t(c)Z(d)./ - q(«, b)t(c)t(d)/e

(83) q(a,6)t(cd)e/ - q(6,«)f(cd)e/ 0; (84) q(.,b)t(cd)./ - q(.,b)t(d.)e/
(85) q(«, b)t(cd)'/ - q(«, b)t(cd)/' (86) q(«, b)t(cd)t(')/ - q(Z,, .)t(.d)t(e)/

(87) q(«, b)t(cd)f(')/ - q(., b)f(dc)t(.)/

(88) q(«, ó)f(cd.')/ - q(b, «)t(cd.e)/ (89) q(«, b)t(.d.e)/ - q(a, b)t(dc..)/

(90) q(., Z,)t(c)t(d)t(e)/ - q(b, «)t(c)t(d)Z(e).f

- q(b, «)(cd.e/)

- q(«, b)(./.cd)
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(49) t(ab.c)t(d)t(e)f - t(ba .c)t(d)t(e)f = O; (50) t(ab.c)t(d)t(e)f- t(ab.c)t(e)t(d)f = O; 

(51) t(ab)t(cd)t(e)f - t(ba)t(cd)t(e)f = O; (52) t(ab)t(cd)t(e)f- t(cd)t(ab)t(e)f = O; 

(53) t(ab)t(c)t(d)t(e)f- t(ba)t(c)t(d)t(e)f = O; 

(54) t(ab)t(c)t(d)t(e)f- t(ab)t(d)t(c)t(e)J = O; 

(55) t(ab)t(c)t(d)t(e)f- t(ab)t(e)t(c)t(d)f = O; 

(56) q( a, b )( cd.e )J - q(b, a)( cd.e )f = O; 

(57) q(a, b)(cd.e)f - q(a, b)(dc.e)f = O; (58) q(a,b)(cd.ef)- q(b,a)(cd.ef) = O; 

(59) q( a, b )( cd.ef) - q( a, b )( de.e!) = O; (60) q(a,b)(cd.ef)-q(a,b)(ef.cd) = O; 

(61) q(ab,c)de.f - q(ba,c)de.f = O; (62) q(ab,c)de.f - q(ab,c)ed.f = O; 

(63) q(ab.c, d)ef - q(ba.c, d)ef = O; (64) q(ab.c, d)ef - q(ab.c, d)fe = O; 

(65) q(ab, cd)ef - q(bç,, cd)ef = O; (66) q(ab,cd)ef - q(cd,ab)ef = O; 

(67) q(ab,cd)ef- q(ab,cd)fe = O; (68) q(ab.c, de)f - q(ba.c, de)f = O; 

(69) q(ab.c, de)J - q(ab.c, ed)f = O; (70) q((ab.c)d, e)J - q((ba.c)d, e)f = O; 

(71) q(ab.cd, e)f - q(ba.cd, e)f = O; (72) q(ab.cd, e)f - q(cd.ab, e)f = O; 

(73) q(a,b)q(c,d)ef - q(b,a)q(c,d)ef = O; (74) q(a,b)q(c,d)ef -q(c,d)q(a,b)ef = O; 

(75) q(a,b)q(c,d)ef - q(a,b)q(c,d)fe= O; (76) q(ab,c)q(d,e)f - q(ba,c)q(d,e)f = O; 

(77) q(ab,c)q(d,e)f - q(ab,c)q(e,d)f = O; (78) q(a,b)q(c,d)t(e)f - q(b,a)q(c,d)t(e)f = O; 

(79) q(a,b)q(c,d)t(e)f- q(c,d)q(a,b)t(e)f = O; 

(80) q(a,b)t(c)t(d)ef- q(b,a)t(c)t(d)ef = O; 

(81) q(a,b)t(c)t(d)ef - q(a,b)t(d)t(c)ef = O; 

(82) q(a,b)t(c)t(d)ef- q(a,b)t(c)t(d)fe = O; 

(83) q( a, b )t( cd)ef - q(b, a )t( cd)ef = O; (84) q( a, b )t( cd)ef - q( a, b )t( dc)ef = O; 

(85) q(a,b)t(cd)ef- q(a,b)t(cd)fe = O; (86) q(a,b)t(cd)t(e)f- q(b,a)t(cd)t(e)J = O; 

(87) q( a, b )t( cd)t( e )f - q( a, b )t( dc)t( e )J = O; 

(88) q(a, b)t(cd.e)f - q(b, a)t(cd.e)f = O; (89) q(a,b)t(cd.e)f- q(a,b)t(dc.e)f = O; 

(90) q(a, b)t(c)t(d)t(e)J - q(b, a)t(c)t(d)t(e)f = O; 
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(91)

(92)

(93)

(95)

(97)

(99)

(100)

(101)

(103)

(105)

(107)

(109)

(111)

(113)

(115)

(117)

(119)

(121)

(123)

(125)

(127)

(128)

(129)

(130)

(131)

(133)

q(a, b)t(c)t(d)t(')/ - q(«, ó)t(d)t(c)t(.)/

q(a, b)t(c)t(d)t(').f - q(«, b)t(e)t(c)t(d)/

q(«, ó)t(c)d'./ - q(ó, «)t(c)de./

q(«ó, c)t(d)e/ - q(ó«, c)t(d)e/

q(ab, c)t(d')/ - q(b«, c)t(d')/

q(.b, c)t(d)t(')/ - q(Ó., c)t(d)t(.)/

q(«b, c)t(d)t(e)/ - q(«b, c)t(')t(d)./'

q(«b, cd)t(e)/ - q(b«, cd)t(')/

q(ab.c, d)t(e)/ - q(Z,«.c, d)t(')./ (104)

t(((ab.c)d)'/) - t(((ó«.c)d)'/)

t(((ab.c)de)/) - t(((b«.c)d')./')(108)

Z(('b.c)(d'./)) - t((Z,«.c)(d'..f)) = 0; (110)

f((aZ,.cd)'/)) - t((Z,«.cd)'./')

t((a6.cd)'/)) - f((«b.cd)./'e) = 0; (114)

t(((aZ,.'d)e)./') - t(((cd.'Z,).)./)

t((«ó.cd)')t(/) - t((Z,..cd)e)t(/)

t((«b.c)d')t(/) - t((b«.c)d')t(/)(120)
t((«b.c)d)t('/) - t((b'.c)d)t('./')

t(«b.cd)t(e/) - t(b«.cd)f('/)(124)

f('b.cd)t(e/) - t(«Z,.'d)t(/e)

t('b.cd){(e)t(/) - t(cd.aó)t(e)t(./')

Z('Z,.cd)t(e)t(/) - t(«b.'d)t(/)t(e)

t((«b.c)d)t(e)f(/) - t(b«.c)d)t(.)f(/)

Z((«b.c)d)t(')f(/) - f(«ó.c)d)t(.f)t(e)

t('b.c)t(d'./) - f(Z,«.c)t(d'..f) 0; (132)

t('b.c)t(d')t(/) - t(b...)t(d.)t(/)

q(a, b)t(c)de./ - q(., b)t(c).d..f

q(«6, c)t(d)'/ - q(ab, c)t(d)/.

q(«b, c)t(d.)/ - q(«b, c)t(ed)/

q(«b, cd)t(e)/ - q(cd, «ó)t(.)/

t((((«b.c)d)')/) - t((((Ó«.c)d).)/)

f(((ab.c)d)'/) - t(((.b.c)d).fe)

f(((«b.c)d')/) - t(((«b.c)ed)/)

t(('b.')(de./)) - f(«ó.')(ed./)

t((«b.cd)'/)) - t((cd.«b)./)

t(((aZ,.cd)e)/) - t(((b«.cd).)/) = 0;

t((('b.c)d)')t(/) - t(((b«.c)d).)t(/)

t((«b.cd)')t(.f) - t((cd.«Z,).)t(/)

f((«Z,.c)d')t(/) - t((«b.c)ed)Z(/)

f(('b.c)d)t(./) - t((.Ó.c)d)t(./'.)

f('b.cd)f('./') - t(cd.«b)t(./)

t(ab.cd)f(e)t(/) - t(b..cd)t(.)t(/)

0

0

0

f(«b.c)t(de./) - t(d../)t(aó.c)
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(91) q(a, b)t(c)t(d)t(e)f - q(a, b)t(d)t(c)t(e)f = O; 

(92) q(a,b)t(c)t(d)t(e)f- q(a,b)t(e)t(c)t(d)J = O; 

(93) q(a,b)t(c)de.f- q(b,a)t(c)de.J = O; (94) q(a,b)t(c)de.f- q(a,b)t(c)ed.f = O; 

(95) q(ab,c)t(d)ef-q(ba,c)t(d)ef = O; (96) q(ab,c)t(d)ef-q(ab,c)t(d)fe = O; 

(97) q(ab, c)t(de)f - q(ba, c)t(de)f = O; (98) q(ab, c)t(de)f - q(ab, c)t(ed)J = O; 

(99) q(ab,c)t(d)t(e)f- q(ba, c)t(d)t(e)f = O; 

(100) q( ab, c)t( d)t( e )J - q( ab, c)t( e )t( d)f = O; 

(101) q(ab,cd)t(e)f- q(ba ,cd)t(e)f = O; (102) q(ab, cd)t(e)f- q(cd,ab)t(e)f = O; 

(103) q(ab.c, d)t(e)J - q(ba.c, d)t(e)f = O; (104) t((((ab.c)d)e)f) - t((((ba.c)d)e)f) = O; 

(105) t(((ab.c)d)ef) - t(((ba.c)d)ef) = O; (106) t(((ab.c)d)ef) - t(((ab.c)d)fe) = O; 

(107) t(((ab.c)de)J)-: t(((ba.c)de)f) = O; (108) t(((ab.c)de)f) - t(((ab.c)ed)f) = O; 

(109) t((ab.c)(de.f)) - t((ba.c)(de.f)) = O; (110) t((ab.c)(de.f)) - t(ab.c)(ed.f) = O; 

(111) t((ab.cd)ef)) - t((ba.cd)ef) = O; (112) t((ab.cd)ef)) - t((cd.ab)ef) = O; 

(113) t((ab.cd)ef)) - t((ab.cd)Je) = O; 

(115) t(((ab.cd)e)f)- t(((cd.ab)e)f) = O; 

(114) t(((ab.cd)e)f) - t(((ba.cd)e)f) = O; 

(116) t(((ab.c)d)e)t(J) - t(((ba.c)d)e)t(J) = O; 

(117) t((ab.cd)e)t(J)- t((ba.cd)e)t(J) = O; (118) t((ab.cd)e)t(J)- t((cd.ab)e)t(J) = O; 

(119) t((ab.c)de)t(J) - t((ba.c)de)t(J) = O; (120) t((ab.c)de)t(J) - t((ab.c)ed)t(J) = O; 

(121) t((ab.c)d)t(ef) - t((ba.c)d)t(ef) = O; (122) t((ab.c)d)t(ef) - t((ab.c)d)t(Je) = O; 

(123) t(ab.cd)t(ef) - t(ba.cd)t(ef) = O; (124) t(ab.cd)t(ef) - t(cd.ab)t(ef) = O; 

(125) t(ab.cd)t(ef)- t(ab.cd)t(Je) = O; (126) t(ab.cd)t(e)t(J)- t(ba.cd)t(e)t(J) = O; 

( 127) t( ab.cd)t( e )t(J) - t( cd.ab )t( e )t(J) = O; 

(128) t(ab.cd)t(e)t(J) - t(ab.cd)t(J)t(e) = O; 

(129) t((ab.c)d)t(e)t(J) - t(ba.c)d)t(e)t(J) = O; 

(130) t((ab.c)d)t(e)t(J)- t(ab.c)d)t(J)t(e) = O; 

(131) t(ab.c)t(de.f) - t(ba.c)t(de.f) = O; (132) t(ab.c)t(de.f) - t(de.f)t(ab.c) = O; 

(133) t(ab.c)t(de)t(J) - t(ba.c)t(de)t(J) = O; 
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(134)

(135)

(136)

(137)

(138)

(139)

(140)

(141)

(142)

(143)

(144)

(145)

(146)

(147)

(149)

(151)

(153)

(155)

(157)

(159)

(161)

(163)

(164)

(165)

(166)

(167)

f(ab.c)t(de)t(/) - t(.b.c)t(ed)t(/)

t('b.c)t(d)t(e)t(/) - t(b..c)t(d)t(.)t(./)

l('b.c)t(d)t(e)t(/) - t(«b.c)t(e)t(d)t(/)

t(«b.c)t(d)t(e)t(/) - t(«ó.c)t(/)t(d)t(e)

t('b)t(cd)t(e/) - t(ó«)t(.d)t(./)

1(«b)t(cd)t('/) - t(cd)t(«b)t(e/)

t('b)f(cd)t(e/) - t(./)t(«b)t(.d)

Z(«b)t(cd)t(e)t(/) - t(Z,.)t(cd)t(.)t(./')

t('b)t(cd)t(')t(./) - t('d)t(.Ó)t(.)t(/)

f(«b)t(cd)t(e)t(/) - t(«b)t(cd)t(/)t(e)

t(ab){(c)t(d)t(e)t(/) - t(ó«)t(.)t(d)t(.)t(/)

t(ab)t(c)t(d)t(')t(/) - t(«b)t(d)t(c)t(.)t(/)

{('Z,)t(c)t(d)t(e)t(/) - t(.b)t(/)t(c)t(d)t(.)
q((«b.c)de,/) - q((b..c).de,/)

q((«b.cd)',/) - q((Z,..cd)e,/)

q(((«6.c)d)e, /) - q(((6«.c)d)', .f)

q(ab.cd, ./) - q(cd.«ó, e.f)

q((«ó.c)d, e/) - q((b«.c)d, '/)(156)
q(.b.c, a...f) - q(b«.c, d../)

q(«ó,cd)q(e,/) - q(b«, .d)q(.,/) 0;(160)

q(.b.cd)q(e, /) - q(.Z,, cd)q(/, e) 0; (162)

q(«ó.c, d)q(., /) - q(«Z,.c, d)q(/, e)

q(.b, c)q(d.,/) - q(b«, .)q(d.,/)

q(.b, c)q(de,/) - q(de, .f)ç(.ó, c)

q(., 6)q(c, d)q(.,/) - q(Z,, «)q(c, d)q(e,/)

q(., 6)q(c, d)q(.,/) - q(c, d)q(«, b)q(.,/)

0

-0
-0

0

-0
0

q((b..c).d., /) = 0 q((«b.c)de,/) - q((«b.c).ed,/)

q((.&.cd)e,/) - q((cd..b)e,/)

q(.ab.cd, ej) -- q(.ba .cd, e.f)

q(.ab.cd, e.f) -- q(ab.cd, fe)

q((«Z,.c)d, ./) - q((«b.c)d, /e)

q(«Z,.c, d../) - q(de./, «ó.c)

q(«b, cd)q(.,/) - q(cd, «Z,)q(e,/) :

q(«b.c, d)q(e,/) - q(ó«.c, d)q(e,/)

0
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(134) t(ab.c)t(de)t(J) - t(ab.c)t(ed)t(f) = O; 

(135) t(ab.c)t(d)t(e)t(f)- t(ba.c)t(d)t(e)t(f) = O; 

(136) t(ab.c)t(d)t(e)t(f) - t(ab.c)t(e)t(d)t(f) = O; 

(137) t(ab.c)t(d)t(e)t(f)- t(ab.c)t(f)t(d)t(e) = O; 

(138) t(ab)t(cd)t(ef) - t(ba)t(cd)t(ef) = O; 

(139) t(ab)t(cd)t(ef) - t(cd)t(ab)t(ef) = O; 

(140) t(ab)t(cd)t(ef)- t(ef)t(ab)t(cd) = O; 

(141) t(ab)t(cd)t(e)t(f)- t(ba)t(cd)t(e)t(f) = O; 

(142) t(ab)t(cd)t(e)t(J)- t(cd)t(ab)t(e)t(f) = O; 

(143) t(ab)t(cd)t(e)t(J)- t(ab)t(cd)t(f)t(e) = O; 

(144) t(ab)t(c)t(d)t(e)t(J)- t(ba)t(c)t(d)t(e)t(J) = O; 

(145) t(ab)t(c)t(d)t(e)t(f)- t(ab)t(d)t(c)t(e)t(J) = O; 

(146) t(ab)t(c)t(d)t(e)t(f)- t(ab)t(J)t(c)t(d)t(e) = O; 

(147) q(( ab.c)de, f) - q((ba.c).de, J) = O; (148) q((ab.c)de, f) - q((ab.c).ed, J) = O; 

(149) q((ab.cd)e, f) - q((ba.cd)e, J) = O; (150) q((ab.cd)e, f) - q((cd.ab)e, f) = O; 

(151) q(((ab.c)d)e, f) - q(((ba .c)d)e, f) = O; (152) q(ab.cd, ef) - q(ba .cd, ef) = O; 

(153) q(ab.cd, ef) - q(cd.ab, ef) = O; (154) q(ab.cd, ef) - q(ab.cd, Je) = O; 

(155) q(( ab.c)d, ef) - q((ba .c)d, ef) = O; (156) q((ab.c)d, ef) - q((ab.c)d, fe) = O; 

(157) q(ab.c, de .!) - q(ba.c, de.!)= O; (158) q( ab.c, de.f) - q( de.f, ab.c) = O; 

(159) q( ab, cd)q( e, f) - q( ba, ed)q( e, f) = O; (160) q( ab, cd)q( e, J) - q( cd, ab )q( e, f) = O; 

(161) q(ab.cd)q(e, !)- q(ab, cd)q(J, e)= O; (162) q(ab.c, d)q(e, f)- q(ba.c, d)q(e, J) = O; 

(163) q( ab.c, d)q( e, f) - q( ab.c, d)q(J, e) = O; 

(164) q(ab,c)q(de,f)-q(ba,c)q(de,f) = O; 

(165) q(ab, c)q(de, J) - q(de, f)q(ab, e)= O; 

(166) q( a, b )q( e, d)q( e,f) - q(b, a )q( e, d)q( e, f) = O; 

(167) q( a, b )q( e, d)q( e, J) - q( e, d)q( a, b )q( e, f) = O; 

73 



(168) q(«,b)q(c, d)q(e,./') - q(e,/)q(a,6)q(c,d)

(169) q(a, b)t((cd.')./') - q(b, «)t((cd.e)/)

(170) q(«, b)t((cd.')/) - q(«, b)t((dc.e)/)

(171) q(a,b)t('d.e/) - q(b, .)t(cd.'/) (172) q(., 6)t(cd../) - q(«,b)t(d..e/)

(173) q(«,ó)t(cd.e/) - q(., b)t('.f.cd) (174) q(.ó, c)f(d'./) - q(ó«, c)t(de./)

(175) q(a6, c)t(d'./) - q(«b, c)t('d./) 76) q(.b, .d)t(e/) - q(ó., cd)t(e/)

(177) q(«b, cd)t(e/) - q(cd, .ó)f('/) (178) q(ab, cd)t(e/) - q(.b, cd)t(/e)

(179) q(ab.c, d)t('/) - q(b«.c,d)t('/) 80) q(«b.c, d)t(e/) - q(«ó.c, d)t(/e)

(181) q(«Ó, cd)t(')t(/) - q(b«, cd)t(.)t(/)

(182) q('Z,, cd)t(e)t(/) - q(cd, «6)t(e)t(/)

(183) q(aZ,, cd)t(')t(/) - q(.b, cd)t(.f)t(.)

(184) q(.b.c, d)t(')t(./') - q(b«.c, d)t(e)t(/)

(185) q(«b.c, d)t(')t(/) - q(ab.c, d)t(/)t(.)

(186) q(., b)t(cd..)t(/) - q(b, «)t(cd.e)t(/) = 0;

(187) q(«, b)t(cd.e)t(/) - q(., b)t(dc.e)t(.f)

(188) q(.Z,.c, d.)t(/) - q(Z,«.c, d.)t(/)

(189) q(aZ,.c, d.)t(/) - q(.ó.c, ed)t(/) 90) q((«b.c)d, e)t(/) - q((Z,«.c)d, e)t(./')

(191) q((«ó.cd, .)f(.f) - q(Z,«.cd, e)t(.f) (192) q((«6..d, .)t(/) - q(cd.«b, e)t(./')

(193) q(«b, c)t(d')t(/) - q(Z,«, c)t(d.)t(/)

(194) q(«b, c)t(d')t(.f) - q(«Z,, c)t(ed)t(/)

(195) q(.b, c)t(d)f(e)t(./') - q(ó«, c)t(d)t(e)t(/)

(196) q(ab, c)t(d)t(e)t(./') - q(ab, .)t(e)t(d)t(/)

(197) q(.b, c)t(d)t(.)t(./') - q(«b, .)t(/)t(d)t(.)

(198) q(., b)t('d)t(e/) - q(b, «)t(cd)f(e/)

(199) q(«, b)t(cd)t('/) - q(., b)t(d')t('/)

(200) q(«, ó)t('d)t(e.f) - q(«, b)t(e/)t(cd)
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(168) q(a,b)q(c,d)q(e,f)-q(e,f)q(a,b)q(c,d) = O; 

(169) q(a, b)t((cd.e)f) - q(b, a)t((cd.e)f) = O; 

(170) q(a,b)t((cd.e)f)-q(a,b)t((dc.e)f) = O; 

(171) q(a ,b)t(cd.ef)-q(b,a)t(cd.ef) = O; (172) q(a,b)t(cd.ef)- q(a,b)t(dc.ef) = O; 

(173) q(a,b)t(cd.ef)-q(a,b)t(ef.cd) = O; (174) q(ab,c)t(de.f)- q(ba,c)t(de.f) = O; 

(175) q(ab,c)t(de.f)-q(ab,c)t(ed.f) = O; (176) q(ab,cd)t(ef)-q(ba,cd)t(ef) = O; 

(177) q( ab, cd)t( ef) - q( cd, ab)t( ef) = O; (178) q( ab, cd)t( ef) - q( ab, cd)t(f e) = O; 

(179) q( ab.c, d)t( ef) - q(ba.c, d)t( ef) = O; (180) q( ab.c, d)t( ef) - q( ab.c, d)t(f e) = O; 

(181) q(ab,cd)t(e)t(f)-q(ba,cd)t(e)t(f) = O; 

(182) q( ab, cd)t( e )t(f) - q( cd, ab )t( e )t(f) = O; 

(183) q(ab, cd)t(e)t(J) - q(ab, cd)t(J)t(e) = O; 

(184) q(ab.c,d)t(e)t(J)- q(ba.c,d)t(e)t(J) = O; 

(185) q(ab.c,d)t(e)t(J)-q(ab.c,d)t(J)t(e) = O; 

(186) q(a,b)t(cd.e)t(J)- q(b,a)t(cd.e)t(J) = O; 

(187) q( a, b )t( cd.e )t(J) - q( a, b )t( de.e )t(J) = O; 

(188) q( ab.c, de )t(J) - q(ba.c, de )t(J) = O; 

(189) q(ab.c, de)t(J) - q(ab.c, ed)t(J) = O; (190) q((ab.c)d, e)t(J) - q((ba.c)d, e)t(f) = O; 

(191) q((ab.cd, e)t(J) - q(ba.cd, e)t(f) = O; (192) q((ab.cd, e)t(J) - q(cd.ab, e)t(J) = O; 

(193) q(ab, c)t(de)t(J) - q(ba, c)t(de)t(J) = O; 

(194) q(ab, c)t(de)t(J) - q(ab, c)t(ed)t(J) = O; 

(195) q(ab,c)t(d)t(e)t(J)- q(ba,c)t(d)t(e)t(J) = O; 

(196) q(ab, c)t(d)t(e)t(J)- q(ab, c)t(e)t(d)t(J) = O; 

(197) q(ab, c)t(d)t(e)t(J)- q(ab, c)t(f)t(d)t(e) = O; 

(198) q(a,b)t(cd)t(ef)- q(b,a)t(cd)t(ef) = O; 

(199) q(a,b)t(cd)t(ef)-q(a,b)t(dc)t(ef) = O; 

(200) q(a,b)t(cd)t(ef)- q(a,b)t(ef)t(cd) = O; 
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(201)

(202)

(203)

(204)

(205)

(206)

(207)

(208)

(209)

(210)

(211)

(212)

(213)

(214)

(215)

(217)

(219)

(221)

(223)

(225)

q(., b)t(cd)f(e)t(/) - q(b, «)f(cd)t(e)t(/)

q(«, ó)t('d)t(e)t(.f) - q(., b)t(dc)t(e)t(./')

q(., 6)t(cd)t(e)t(.f) - q(«, b)t(cd)t(/)t(e)

q(«, b)t(c)t(d)t(')t(/) - q(b, a)t(c)t(d)t(.)t(/) = 0;

q(a, Z,)t(c)t(d)f(e)t(/) - q(«, b)t(d)t(c)t(.)t(/)

q(a, b)t(c)t(d)t(e)f(/) - q(«, b)t(./')t(c)t(d)t(e)

q(«, b)q(c, d)t(e/) - q(Z,, «)q(c, d)t(e/)

q(«, b)q(c, d)f(../) - q(c, d)q(a, b)t(e.f)

q(., b)q(c, d)t('/) - q(«, b)q(c, d)t(/.)

q(«, b)q(c, d)t(')t(/) - q(b, «)q(., d)t(e)t(/)

q(a, b)q(c, d)f(')t(/) - q(c, d)q(., b)t(e)t(/)

q(«, b)q(c, d)t(e)t(/) - q(., b)q(c, a)t(.f)t(.)

q(«6, c)q(d, .)t(/) - q(b«, c)q(d, .)t(/)

q(«b, c)q(d, .)t(/) - q(«b, c)q(e, d)t(/)

((('Z'.c)d)e)/ -(((ó«.c)d)')/ 0;(216)((«ó.c)de)/ -((ó«.c)d.).f

(('Z'.c)d')/ -((«Ó.c)'d)/(218)((«ó.c)d)(e/) -((b..c)d)(e/)

(('Z'.')d)('/) -((«ó.c)d)(/e))('Z,.c)(de./) -(b«.c)(de./)

(«b.c)(de./) -(d'./)(«b.c))((«Z,.cd)')/ -((ó«..d)e).f

((aZ'.cd)e)/ -((cd.«b)e)/(224)(aZ,.cd)(e/) -(Z,«.cd)(./)

(«Z'.cd)(e/) -(cd.«6)(e/)(226)(«b.cd)(e/) -(.ó..d)(/.)

As equações abaixo provêm da linearização de (4.1.1)

p(a, b, c) «b.c + «c.b + Z,c.« - t(.)Z,c - t(ó)a

+q(«, b)c + q(a, c)b + q(b, c).

t(c).b

(227) (P(., b, c)d).)./' (228) (P(«,b, c)d)(./)

(230) P(«, Ó, c)(d../)229) (P(., b, c).d.)/
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(201) q(a, b)t(cd)t(e)t(J)- q(b, a)t(cd)t(e)t(f) = O; 

(202) q(a, b)t(cd)t(e)t(J) - q(a, b)t(dc)t(e)t(f) = O; 

(203) q(a, b)t(cd)t(e)t(J)- q(a, b)t(cd)t(J)t(e) = O; 

(204) q(a,b)t(c)t(d)t(e)t(J)- q(b,a)t(c)t(d)t(e)t(J) = O; 

(205) q(a,b)t(c)t(d)t(e)t(J)- q(a,b)t(d)t(c)t(e)t(J) = O; 

(206) q(a, b)t(c)t(d)t(e)t(J) - q(a, b)t(J)t(c)t(d)t(e) = O; 

(207) q(a, b)q(c, d)t(ef)- q(b, a)q(c, d)t(ef) = O; 

(208) q( a, b )q( e, d)t( ef) - q( e, d)q( a, b )t( ef) = O; 

(209) q(a, b)q(c, d)t(ef)- q(a, b)q(c, d)t(Je) = O; 

(210) q(a,b)q(c,d)t(e)t(J)- q(b,a)q(c,d)t(e)t(J) = O; 

(211) q( a, b )q( e, d)t( e )t(J) - q( e, d)q( a, b )t( e )t(f) = O; 

(212) q( a, b )q( e, d)t( e )t(f) - q( a, b )q( e, d)t(f)t( e) = O; 

(213) q(ab, c)q(d, e)t(f)- q(ba, c)q(d, e)t(f) = O; 

(214) q( ab, c)q( d, e )t(f) - q( ab, c)q( e, d)t(f) = O; 

(215) (((ab.c)d)e)f - (((ba.c)d)e)f = O; (216) ((ab .c)de)f - ((ba.c)de)f = O; 

(217) ((ab.c)de)f - ((ab.c)ed)f = O; (218) ((ab.c)d)(ef) - ((ba.c)d) (ef) = O; 

(219) ((ab.c)d)(ef) - ((ab.c)d)(fe) = O; (220) (ab.c)(de .f) - (ba.c)(de.f) = O; 

(221) (ab.c)(de.f)- (de.f)(ab.c) = O; (222) ((ab.cd)e)f - ((ba.cd)e)f = O; 

(223) ((ab.cd)e)f - ((cd.ab)e)f = O; (224) ( ab.cd)( ef) - (ba .cd)( ef) = O; 

(225) (ab.cd)(ef) - (cd.ab)(ef) = O; (226) (ab.cd)(ef) - (ab.cd)(fe) = O; 

As equações abaixo provêm da linearização de (4 .1.1): 

p(a,b,c) = ab.c+ac.b+bc.a-t(a)bc-t(b)ac-t(c)ab 

+q(a, b)c + q(a, c)b + q(b, c)a = O. 

(227) (p(a, b, c)d)e)f = O; 

(229) (p(a , b, c) .de)f = O; 

(228) (p(a,b,c)d)(ef) =O; 

(230) p(a,b,c)(de.f) =O; 

75 



(231)

(233)

(235)

(237)

(239)

(241)

(243)

(245)

(247)

(249)

(251)

(253)

(255)

(257)

(259)

(261)

(263)

(265)

(267)

(269)

(271)

(273)

(275)

(277)

(279)

(281)

f(d)p(a, b, c)(e/) = 0;

p(a, b, c)t(d)t(.)/

P(«, Z,, c)t(d.)./'

P(«, Ó, c)t(d../)

P(«, b, c)q(d., /)

t(((p(a, b, c)d)e).f)

f((P(«, b, c) .d.)/)
t(P(., Z,, c))(d...f)

f(p(«,b,c).de).f

Z(P(«, Z,, c)f(d../) = 0;

f(P(«, b, c)t(d) ..f

t(p(a, Z,, c)f(d)t(.)t(/)

Z(p(., b, c))q(de, /)

q(p(., b, c) , d)t(e/)

q(p(«, b, c), d)t(e)/

q(P(«,b,c),d.).f

q(p(«, b, c), de./)

q(p(., ó, c)de, /)

q(P(«, b, c)d, .)/

p((.6, c, d)e)/

P(«b, ., d)f(.)./'

P(«b, c, d)t(.)t(/)
t(P(«z,, ', d) )t(./)

t (p(«Z,, c, d))q(e, /)

q(P(«b, c, d), ..f) = 0;

p(aZ,, cd, e)/

(232)

(234)

(236)

(238)

(240)

(242)

(244)

(246)

(248)

(250)

(252)

(254)

(256)

(258)

(260)

(262)

(264)

(266)

(268)

(270)

(272)

(274)

(276)

(278)

(280)

(282)

[(d) (P(., b, c) .)./'

p(«, b, c)t(d)t(e)t(/)

P(', b, c)t(d.)f(/)

p(a,b, c)q(d, .)/ = 0 ;

P(., b, c)q(d, .)t(/)

t( (p(a, Z,, c)d)./)

t (p(«, b, c)(de./) )

t((p(a , b, c)d) .)/

í(p(a, b, .)d)(e/)

t(P(«, Z,, c))t(d.)/
{(p(a, b, c))t(d)t(.)/

t(P(., 6, c))q(d, .).f
q(P(., b, c) , a)(..f)

q(P(«, Ó, c) , d)t(.)t(./')

q(P(., b, c) , d)q(., .f)

q(P(., b, c) , d.)t(/)

q(P(«, b, c)d, .)t(/)

q(p(., 6, c)d, e/)

q((p(., ó, c)d)e, /)

p(.b, c, d)(e/)

P(«Z,, c, d)t(./)

t (P(.b, ., d))(./)

f(P(.b, ., d))t(.)/

q(P(.6, c, d) , .)/

q(p(«6, ., d), e)t(/)

p(.ab, cd, ef)
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(231) t(d)p(a,b,c)(ef) = O; 

(233) p(a,b,c)t(d)t(e)f = O; 

(235) p( a, b, c)t( de )J = O; 

(237) p( a, b, c)t( de.f) = O; 

(239) p(a,b,c)q(de,f) = O; 

(241) t(((p(a, b, c)d)e)f) = O; 

(243) t((p(a, b, c).de)f) = O; 

(245) t(p(a, b, c))(de.f) = O; 

(247) t(p(a, b, c).de)f = O; 

(249) t(p(a,b,c)t(de.J) = O; 

(251) t(p(a, b, c)t(d)ef = O; 

(253) t(p(a, b, c)t(d)t(e)t(J) = O; 

(255) t(p(a,b,c))q(de,f) = O; 

(257) q(p(a, b, e), d)t(ef) = O; 

(259) q(p(a,b,c),d)t(e)f = O; 

(261) q(p(a,b,c),de)f = O; 

(263) q(p(a,b,c),de.J) = O; 

(265) q(p(a, b, c)de, J) = O; 

(267) q(p(a, b, c)d, e)f = O; 

(269) p((ab, e, d)e)f = O; 

(271) p(ab,c,d)t(e)f = O; 

(273) p( ab, e, d)t( e )t(J) = O; 

(275) t(p( ab, e, d) )t( ef) = O; 

(277) t(p( ab, e, d) )q( e, f) = O; 

(279) q(p(ab,c,d),ef) = O; 

(281) p(ab, cd, e)f = O; 

(232) t(d)(p(a, b, c)e)J =O; 

(234) p(a,b,c)t(d)t(e)t(J) =O; 

(236) p(a, b, c)t(de)t(J) = O ; 

(238) p( a, b, c)q( d, e )f = O ; 

(240) p(a, b, c)q(d, e)t(J)- = O ; 

(242) t( (p( a, b, c)d)ef) = O ; 

(244) t(p(a,b,c)(de.J)) =O; 

(246) t((p(a, b, c)d)e)f =O; 

(248) t(p(a,b,c)d)(ef) =O; 

(250) t(p(a, b, c))t(de)f = O ; 

(252) t(p(a, b, c))t(d)t(e)f =O; 

(254) t(p(a, b, c))q(d, e)f = O ; 

(256) q(p(a,b,c),d)(ef) =O; 

(258) q(p(a, b, e), d)t(e)t(J) = O ; 

(260) q(p(a,b,c),d)q(e,f) =O; 

(262) q(p(a, b, e), de)t(J) = O ; 

(264) q(p(a, b, c)d, e)t(J) = O ; 

(266) q(p(a, b, c)d, ef) = O ; 

(268) q( (p( a, b, e )d)e, J) = O ; 

(270) p( ab, e, d)( ef) = O ; 

(272) p( ab, e, d)t( ef) = O ; 

(274) t(p(ab,c,d))(ef) =O; 

(276) t(p(ab,c,d))t(e)J =O; 

(278) q(p(ab, e, d), e)f = O ; 

(280) q(p(ab, e, d), e)t(J) = O ; 

(282) p(ab,cd,ef) =O; 

76 



(283)

(285)

(287)

(289)

(291)

(293)

(295)

(297)

(299)

(301)

(303)

(305)

(307)

(309)

(311)

(313)

p(ab

f(P(.

p(ab

P(«b

t(P(.

q(P(.

t(P(.

t(P(.

t(P(ú

t(p(a

t(P(.

t(P(.

f(p(a

t(p(a

t(P(«

cd, .)t(/)
,6, cd, e))/

c, d, e)/

c, de, /) = 0;

;Z,.c, d, '))t(/)
.ó.c, d, e), /) = 0;

, b, c)d)t(e)/

, b, c)d)t(../')

, b, c)d.)f(/)

b, c, d) .)t(.f)
b, c, d).e/) = 0;

, b, c)t(d.)t(/)

cd, e, /) = 0;

Z,.c, d))t(e)Z(./)

b.c)d, e, /))

b.c, de, /) )

(284)

(286)

(288)

(290)

(292)

(294)

(296)

(298)

(300)

(302)

(304)

(306)

(308)

(310)

(312)

(314)

f(P(«Z,, cd, ./))

t(p(«b, cd, e))t(/)

p('ó.c, d, e))f(./')

t(P(«b.c, d, .))/
f(p(ab.c, d, .)/) = 0 ;

q(P(.b, .d, .), /)

t(p(a, b, c)d)f(e)t(/) ;

1( (p(«, b, c)d)e)t(/)

t(P(«b, c, d).)/
t((p(.Ó, c, a).).f)

t(P(«b, cd, .)/)
p( («Z,.c)d, e, /)

q(p(«Z,, c, d)e, /)

t(P(., Ó, c))q(d, .)t(.f)

f(P(.Z,.cd, ', /)) = 0 ;

P('Z,, c, d)q(., /) )

0

0

0

Quando d(

êles, apenas 6

)lvemos as equações (227) (314) surgem 101 tipos distintc

:suão ligados à forma linear e/ou à forma bilinear de (4.1.1)

Dentre

Os tipos

t(R)((RR.-R)R)R

t(R)((RR.R)(.R-R)

t(R)(t(R)(RR. -R)R)

tÇKKàÇKR.nàK

ti..Knàt(.nànK.K

t(RR.R)t(R)-RR

tÇR]ÇRR.RR]R

f(R)t(R)RR.RR

t(.KnàKK.Kn

t(RR.RàRR.R

t(R)t(E)t(R)BR..R

ttKKàt tRR]RR
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(283) p( ab, cd, e )t(f) = O; (284) t(p(ab,cd,ef)) =O; 

(285) t(p( ab, cd, e) )J = O; (286) t(p(ab, cd, e))t(J) = O ; 

(287) p(ab.c, d, e)f = O; (288) p( ab.c, d, e) )t(f) = O ; 

(289) p(ab.c, de, J) = O; (290) t(p(ab.c, d, e))J = O ; 

(291) t(p(ab.c,d,e))t(f) = O; (292) t(p(ab.c, d, e)!)= O ; 

(293) q(p(ab.c, d, e), J) = O; (294) q(p(ab,cd,e),J) =O; 

(295) t(p( a, b, c)d)t( e )J = O; (296) t(p(a, b, c)d)t(e)t(f) = O ; 

(297) t(p(a,b,c)d)t(ef) = O; (298) t((p(a, b, c)d)e)t(f) = O ; 

(299) t(p( a, b, c)de )t(f) = O; (300) t(p(ab,c,d)e)f =O; 

(301) t(p( ab, e, d)e )t(f) = O; (302) t( (p( ab, e, d)e )!) = O ; 

(303) t(p( ab, e, d).ef) _ O; (304) t(p( ab, cd, e )J) = O ; 

(305) t(p(a, b, c)t(de)t(f) = O; (306) p((ab.c)d,e,J) =O; 

(307) p( ab.cd, e, J) = O; (308) q(p( ab, e, d)e, J) = O ; 

(309) t(p(ab.c, d))t(e)t(f) = O; (31 0) t(p(a, b, c))q(d, e)t(f) = O ; 

(311) t(p(ab.c)d,e,f)) = O; (312) t(p( ab.cd, e,!)) = O ; 

(313) t(p( ab.c, de, J)) = O; (314) p( ab, e, d)q( e, J)) = O 

Quando desenvolvemos as equações (227) - (314) surgem 101 tipos distintos . Dentre 

eles, apenas 6 não estão ligados à forma linear e/ ou à forma bilinear de (4.1.1}. Os tipos 

são: 

Ti. t(R)((RR.R)R)R T2. t(R)(RR.RR)R 

T3. t(R)((RR.R)(RR) T4. t(R)t(R)RR.RR 

Ts . t(R)(t(R)(RR.R)R) T6. t(RR)RR.RR 

T1. t(RR)(RR.R)R Ts . t(RR.R)RR.R 

Tg. t(RR)t(R)RR.R T10. t(R)t(R)t(R)RR.R 

T11 . t(RR.R)t(R)RR T12- t(RR)t(RR)RR 
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Tn.

Tis.

Tiz.

Tai

T2s

T20

T3i

zh.

T35.

T39.

T4s-

T48.

Z50.

Z52.

Ts6.

T58.

zh.

t(RR)t(.R)t(R)RR

t((RR.R)R)RR

t((RR.RR)R)R

t«RR.R)R)R)R

f((RR.RR))t(R)R

f(RR.-R)t(R)f(R)R

t(RR)t(R)t(R)t(R)R

qÇK,Kànn.KK

q(RR.R,RàRR

qç.RR.R, R,R]R

q(RR.RR,RbR

q(RR, -R)q(R, .R)R

q(R, R)t(R)t(R)RR

q(R, R)t(RR)t(R)R

q(-R, R)t(R)t(E)t(R)R

q(RR, R)t(R)RR

q(BR, R)t(R)t(R)R

q(RR.R, R)f(R)R

f((((RR.R)R)R) R)R)

t(((RR.R)-RR)R)

tççRR.RR]RR]

t(((RR..R)E)R)t(R)

f((RR.B).RR)f(R)

t(RR.RR)t(RR)

t((RR.R)R)t(R)t(R)

t(RR.R)t(RR)t(R)

Ti4

Ti6

Tn.

T20

T2e-

T28.

7h.

zh.

zh.

zh.

T40.

t(R)f(R)f(R)RR

t tRR.RRàRR

t«RR.R)RR)R

f((RR.R)R)t(.R)R

f(RR.R)t(RR)R

t(RR)t(RR)t(R)R

q(R,R)(RR.R)R

qçRR,R]RR.R

qtKn. RRàRR

q((RR.R)R,R)R

q(R, R)q(R, R)RR

q(R, R)q(R, R)t(R)R

q(R, R)t(RR)RR

q(R, R)t(RR.R)-R

q(-R, R)t(R)RR.R

q(RR, R)t(RR)R

q(RR, RR)t(R)R

T49.

Zsi

Z53.

Tss.

Zsr.

Ts9-

Z61

zk.

t(((RR.R)R).RR)

{((RR.R)(nR.E))

f(((RR.RR)R)R)

t((RR.RR)R)t(R)

t((RR.R)R)t(RR)

t(RR.RR)t(R)t(R)

tÇRR.Ràt(RR.R]

t(RR.R)t(R)t(R)f(R)
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T13, t(RR)t(R)t(R)RR T14. t(R)t(R)t(R)RR 

Tis, t((RR.R)R)RR Tl6. t(RR.RR)RR 

T11. t((RR.RR)R)R Tis- t((RR.R)RR)R 

T19 . t((RR.R)R)R)R T20 . t((RR.R)R)t(R)R 

T21, t((RR.RR))t(R)R T22- t(RR.R)t(RR)R 

T23, t(RR.R)t(R)t(R)R T24, t(RR)t(RR)t(R)R 

T2s- t(RR)t(R)t(R)t(R)R T25. q(R, R)(RR.R)R 

T21- q( R, R) RR. RR T2s- q(RR, R)RR.R 

T29 . q(RR.R, R)RR T30. q(RR,RR)RR 

T31, q(RR.R, RR)R T32, q((RR.R)R, R)R 

T33. q(RR.RR, R)R T34. q(R, R)q(R, R)RR 

T3s. q(RR, R)q(R, R)R T36· q(R, R)q(R, R)t(R)R 

T31, q(R,R)t(R)t(R)RR T3s, q(R, R)t(RR)RR 

T39. q(R,R)t(RR)t(R)R T40. q(R, R)t(RR.R)R 

T41. q(R, R)t(R)t(R)t(R)R T42 . q(R, R)t(R)RR.R 

T43. q(RR, R)t(R)RR T44. q(RR, R)t(RR)R 

T4s. q(RR, R)t(R)t(R)R T46· q(RR, RR)t(R)R 

T41. q(RR.R, R)t(R)R 

T4s• t((((RR.R)R)R)R)R) T49. t(((RR.R)R) .RR) 

Tso. t(((RR.R)RR)R) Ts1. t((RR.R)(RR.R)) 

Ts2 - t((RR.RR)RR) Ts3• t(((RR.RR)R)R) 

Ts4. t(((RR.R)R)R)t(R) Tss- t((RR.RR)R)t(R) 

Ts6• t((RR.R) .RR)t(R) Ts1- t((RR.R)R)t(RR) 

Tss- t(RR.RR)t(RR) Tsg. t(RR.RR)t(R)t(R) 

T6o• t((RR.R)R)t(R)t(R) T61• t(RR.R)t(RR.R) 

T62• t(RR.R)t(RR)t(R) n3. t(RR.R)t(R)t(R)t(R) 
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zk.
zh.
zk.
770.

Z76

778.

Z80.

zh.

T9õ.

Tg8-

Tido.

t(RR)t(BR)t(RR)

t(RR)t(R)t(B)t(R)t(R)

q((.RR.RR)R, R)

q(.RR.RR,RR]

qçRR.R, RR.R]

q(RR.R, R)q(R, R)

q(R, R)q(R, R)q(R, R)

q(R, R)t(RR.RR)

q(RR, RR)t(RR)

q(RR, RR)t(R)t(R)

q(R, R)t(RR.R)t(R)

q((RB.R)R, R)t(R)

q(RR, R)t(RE)t(R)

q(R, R)t(RR)t(RR)

q(R, B)t(R)t(R)t(R)t(R)

q(R, R)q(R, R)t(R)t(R)

(((RB.R)R)R)R

((RR.R)R)(RR)

((RR.R-R)R)R

T65.

Z69.

F7s.

T79.

Z83.

Tss.

Tn9.

Z9s.

T99.

Tios

t(RR)t(RR)t(R)t(R)

q((RR.R) ..RR, R)

q(((RR.R)R)R, R)

q((RR.R)R,RR)

q(RR, RR)q(R, R)

q(RR, R)q(RR, R)

q(R, R)t((RR.R)R)

q(RR, R)t((RR.R)

q(.RR.R, R)t(.RR)

q(-RR.R, E)t(R)t(R)

q(RR.R, RR)t(R)

q(nR.RR, R)t(R)

q(RR, R)t(R)t(R)t(R)

q(R, R)t(ER)Z(R)t(R)

q(R, R)q(R, R)t(RR)

q(RR, R)q(R, R)t(R)

((an.qn©K
(RR.R)(RR.R)

lax.Ra)(RR)

Para cada representação P de SÕ, obtemos as formas escalonadas das matrizes de blo-

cos referentes as identidades (1-226) e as identidades (1-314). Para as representações de 3

a 11, estas formas escalonadas coincidem para os tipos polinomiais T96, T9n T981 T99) Tloh

Tios. Para as identidades (1-226) e as representações l e 2 temos as seguintes matrizes (os

coeficientes estão escritos módulo 103) referentes aos tipos polinomiais:
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T64· t(RR)t(RR)t(RR) T6s• t(RR)t(RR)t(R)t(R) 

T66· t(RR)t(R)t(R)t(R)t(R) T61• q((RR.R).RR, R) 

T6s• q( ( RR. RR) R, R) T69• q(((RR.R)R)R, R) 

T10. q(RR.RR, RR) Tn. q((RR.R)R, RR) 

T12. q(RR.R, RR.R) T73. q( RR, RR)q( R, R) 

T14. q(RR.R, R)q(R, R) T1s- q( RR, R)q( RR, R) 

T16• q( R, R)q( R, R)q( R, R) T11. q(R, R)t((RR.R)R) 

T1s- q(R, R)t(RR.RR) T1g. q(RR, R)t((RR.R) 

Tso• q(RR, RR)t(RR) Ts1- q(RR.R, R)t(RR) 

Ts2- q(RR, RR)t(R)t(R) Ts3. q(RR.R, R)t(R)t(R) 

Ts4• q(R, R)t(RR.R)t_(R) Tss- q(RR.R, RR)t(R) 

Ts6• q((RR.R)R,R)t(R) Ts1- q(RR.RR, R)t(R) 

Tss- q(RR, R)t(RR)t(R) Tsg. q(RR, R)t(R)t(R)t(R) 

Tgo. q(R, R)t(RR)t(RR) Tg1. q(R, R)t(RR)t(R)t(R) 

Tg2. q(R, R)t(R)t(R)t(R)t(R) Tg3. q( R, R)q( R, R)t( RR) 

Tg4. q(R, R)q(R, R)t(R)t(R) Tgs. q(RR, R)q(R, R)t(R) 

T96· (((RR.R)R)R)R Tg1. ((RR.R)RR)R 

Tgs. ((RR.R)R)(RR) Tgg. (RR.R)(RR.R) 

T100- ((RR.RR)R)R T101- (RR.RR)(RR) 

Para cada representação P de S6, obtemos as formas escalonadas das matrizes de blo--

cos referentes as identidades (1-226) e as identidades (1-314). Para as representações de 3 

a 11, estas formas escalonadas coincidem para os tipos polinomiais T96 , T97 , T98 , T99 , T 100, 

T101 . Para as identidades (1-226) e as representações 1 e 2 temos as seguintes matrizes (os 

coeficientes estão escritos módulo 103) referentes aos tipos polinomiais: 
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Representação l

o o o o o o

Representação 2

l

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

l

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

l

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

l

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

2

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

l

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

l

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

2

-1

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

l

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

2

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

l

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

l

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

o o o l o o o o o l o o o oolooooo
o o o l o o o o o l o o o oolooooo
o o o l o o o o o l o o o oolooooo

52 52 1 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 00000
52 52 1 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 00000
o o o 1 1 0 0 0 2 1 0 0 0 00100000

o o o l o l o o-l l o o o o o l ooooo
o o o l o o l o-l l o o o o o l ooooo
o o o l o o o 1 2 1 0 0 0 0 0 100000
o o o l o o o o o 1 1 1 0 0 4 100000
o o o l o o o o o l o o l o-l l ooooo
o o o l o o o o o l o o o l-l l ooooo
o o o l o o o o o l o o o oolíoo02
o o o l o o o o o l o o o o o loto02
o o o l o o o o o l o o o o oloolo-l
o o o l o o o o o l o o o o Oloooí-í
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Representação 1 

000000 

Representação 2 

1 1 1 1 2 o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o 
o o o o o 1 O 2 1 2 o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o 
o o o o o o 1-1 O O o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o 
o o o o o o o o o o 1 O 52 52 1 o o o o o o o o o o o o o o o 
o o o o o o o o o o o 1 52 52 1 o o o o o o o o o o o o o o o 
o o o o o o o o o o o o o o o 1 O O O 2 o o o o o o o o o o 
o o o o o o o o o o o o o o o O 1 O 0-1 o o o o o o o o o o 
o o o o o o o o o o o o o o o o o 1 0-1 o o o o o o o o o o 
o o o o o o o o o o o o o o o o o o 1 2 o o o o o o o o o o 
o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o 1 1 O O 4 o o o o o 
o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o O O 1 0-1 o o o o o 
o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o 1-1 o o o o o 
o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o 1 O O O 2 

o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o O 1 O O 2 

o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o O O 1 0-1 

o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o O O O 1-1 
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Para as identidades (1-314) e as representações l e 2 temos as seguintes matrizes (os

coeficientes estão escritos módulo 103) referentes aos tipos polinomiais:

Representação l

o l l-l-l o

Representação 2

21 1
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o o o o o
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o o o o o

o o o o o

o o o o o
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o o o o o

o o o o o

o o o o o

o o o o o

o o o o o

o o o o o
o o o o o
o o o o o

o o o o o

o o o o o

0 2

1-1

51 0

52 0

0 0 0 2

1 0 52 0
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o o o o o

o o o o o
o o o o o

o o o

o o o

l

0

o o l 0 1

o o l
o o l

o o l o o

o o l

o o l

o o l o o
o o l o o
o o l
0

l o o0

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

1 0

0 1

0 0

0 0

0 0
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l
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0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

52
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0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0
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l

.2

l

l

l

l

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

l

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0
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l

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

l

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0.

l

0

0

0

0

0

0

0

2

-2

0

0

0

0

0

2

.1

l

2

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

l

0

0

0

0

0

0

52

51

l

51

51

0

0

0

0

0

0

l

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

l

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

l

0

0

0

0

0

0

2

.1

-1

0

0

0

0

0

0

4

l

l

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

l

0

0

0

o o o

o o o

o o o 3

o o o

o o o

o o o 0

o o o 0

o o o 0

o o o 0

o o o 0

o o o 0

0o o o

o o o 0

o o o 0

2o o o
l o o 2

o l o l

o o l l

53

50

50

50

o o o

o o o

o o o
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o o o
o o o
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0 0

0 0

0 0

0 00
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Para as identidades (1-314) e as representações 1 e 2 ternos as seguintes matrizes (os 

coeficientes estão escritos módulo 103) referentes aos tipos polinomiais: 

Representação 1 

O 11-1-1 O 

Representação 2 

1 1 O 2 2 o o o 51 O o O 52 0-1 o o o O 2 o 52 O O o o o o o 53 

o o 1-1 o o o o 52 O O O 51 O 1 o o o 0-2 o 51 o o o o o o o 50 

o o o o o 1 o o O 2 o O - 1 0-2 o o o o o o 1 O O 2 o o o o 3 
-o o o o o O 1 o 52 O o O 52 o 1 o o o o o O 51 o 0-1 o o o o 50 

o o o o o o o 1 52 O o O 52 o 1 o o o o o o 51 o 0-1 o o o o 50 

o o o o o o o o o o 1 O 52 52 1 o o o o o o o o o o o o o o o 
o o o o o o o o o o o 1 52 52 1 o o o o o o o o o o o o o o o 
o o o o o o o o o o o o o o o 1 o o o 2 o o o o o o o o o o 
o o o o o o o o o o o o o o o o 1 o 0-1 o o o o o o o o o o 
o o o o o o o o o o o o o o o o o 1 0-1 o o o o o o o o o o 

o o o o o o o o o o o o o o o o o o 1 2 o o o o o o o o o o 
o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o 1 1 o O 4 o o o o o 
o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o 1 0-1 o o o o o 

o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o 1 o o o 1-1 o o o o o 

o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o 1 o o o 2 

o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o 1 o o 2 

o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o 1 o -1 

o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o 1 -1 
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x..'w''pa'a"uu ';bu'LÕ iiió,raizes verilicaiiius que aparecem um novo degrau na repre-

sentação l e dois novos degraus na representação 2. Estes novos degraus correspondem

as identidades (4.4.1) e (4.4.2).

Portanto podemos enunciar o

Teorema 4.4.2 Sega .4 uma á/geóra de posto 3 sopre um corpo /\' de caracte7'z'stÍca di{/e

rente de 2, 3, 5. Então temos:

(i) as identidades de grau $: 5 são consequências de =y = IJ=;

(ii) as identidades de grau 6 são consequências de =y = y=, (4.,4.í) e (4.4.e)

82

Comparando estas matrizes verificamos que aparecem um novo degrau na repre

sentação 1 e dois novos degraus na representação 2. Estes novos degraus correspondem 

as identidades (4.4 .1) e (4.4.2). 

Portanto podemos enunciar o 

Teorema 4.4.2 Seja A uma álgebra de posto 3 sobre um corpo [( de característica dife

rente de 2, 3, 5. Então temos: 

(i) as identidades de grau :::; 5 são consequências de xy = yx; 

(ii) as identidades de grau 6 são consequências de xy = yx, (4.4- 1) e (4-4-2). 
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