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Resumo

Neste trabalho estudamos uma classe de anéis, os anéis quadraticos generalizados,
definidos por identidades polinomiais que valem para todas as dlgebras quadriticas. Ini-
cialmente, apresentamos uma seqiiéncia de implicagdes, de exemplos e contra-exemplos
relacionando diversas classes de dlgebras: alternativas, alternativas generalizadas, de Jor-
dan ndo comutativas e quadraticas generalizadas. Em seguida, obtemos condicdes para
que um anel quadréitico generalizado seja alternativo, ou de Jordan nio comutativo ou
associativo. Finalmente, verificamos que um anel quadratico generalizado satisfaz uma
condigdo quadratica. E como conseqiiéncia disto obtemos uma caracterizacio dos anéis
quadraticos generalizados simples, primos ou semiprimos.

Consideramos também as élgebras de posto 3 e as dlgebras com pseudo-composicio.
Usando a representagdo matricial do grupo simétrico, obtivemos para estas classes de

algebras as identidades polinomiais minimais, isto é, de menor grau.

Abstract

In this work we study a class of nonassociative rings, the generalized quadratic rings,
defined by polynomial identities which are satisfied by all quadratic algebras. First, we
present a sequence of implications, examples and counterexamples relating some class of
algebras: alternative, generalized alternative, non-commutative Jordan and generalized
quadratic. Next, we obtain conditions under which a quadratic generalized ring is alter-
native, or non-commutative Jordan or associative. Finally, we verify that a generalized
quadratic ring satisfies a quadratic condition. As a consequence we obtain a characteri-
zation for the generalized quadratic rings which are simple, prime or semiprime.

We consider also the algebras of rank 3 and pseudo-composition algebras. Using the
matrix representation of the symmetric group, we obtain for these classes of algebras the

polynomial identities of lower degree.
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Introducao

Os anéis alternativos constituem uma das classes de anéis nao associativos. Estes
anéis foram estudados dentre outros por A. A. Albert, R. H. Bruck e E. Kleinfeld (veja
Zhevlakov et al [15]).

Em 1971, Kleinfeld [4, 5] estudou generalizagdes dos anéis alternativos: os anéis alter-
nativos generalizados I e II. Neste trabalho o autor estabeleceu condigoes para que um
anel alternativo generalizado I (e II) seja alternativo. Em 1974, Smith [6] mostrou que
estes anéis sdo associativos nas poténcias, que as nogoes de solubilidade e nilpoténcia sao
equivalentes e também mostrou que vale o teorema (principal) de Wedderburn para as
algebras alternativas generalizadas I. Em 1975-76, Hentzel e Piacentini Cattaneo [7, 8, 9]
melhoraram alguns dos resultados de Kleinfeld. Generalizagbes dos anéis alternativos
foram estudados também por Pokrass e Rodabaugh [10] e varios outros autores.

As &lgebras quadraticas foram estudadas por Osborn [2] em 1966 e as algebras al-
ternativas quadraticas por Elduque [17] em 1990. Recentemente, Hentzel e Peresi [24]
obtiveram as identidades polinomiais de grau 3, 4 e 5 que valem para todas as algebras
quadraticas.

As algebras quadréticas tém intersecgio com as algebras alternativas (veja Zhevlakov
e al [15]). Entdao é uma questdo natural investigarmos que tipo de relagdes ha entre
uma generalizagdo das algebras quadriticas e uma dlgebra alternativa, ou uma algebra de

Jordan ndo comutativa ou uma &lgebra quadratica.



No Capitulo 1, apresentamos uma sequéncia de implicagoes, de exemplos e contra-
exemplos relacionando diversas classes de dlgebras. Também mostramos que uma algebra
quadratica generalizada contém as algebras alternativas generalizadas I e Il e, além disso,
aquela € associativa nas poténcias.

No Capitulo 2, investigamos quando um anel quadratico simétrico generalizado com
um idempotente é alternativo, ou de Jordan ndo comutativo ou associativo.

No Capitulo 3, estudamos quando é que um anel quadratico generalizado satisfaz uma
condi¢ao quadritica. E como consequéncia disto obtemos uma caracterizagao dos anéis
quadraticos generalizados simples, primos e semiprimos.

E, finalmente, no Capitulo 4, consideramos as algebras de posto 3 e algebras com
pseudo-composi¢ao. Em 1993, Meyberg e Osborn [21] estudaram as algebras com pseudo-
composi¢io e, em 1994, Walcher [22] trabalhou com dlgebras de posto 3. E claro que as
algebras quadraticas comutativas estao contidas nas dlgebras de posto 3. E as algebras
com pseudo-composicao sao um caso particular das algebras de posto 3. Neste capitulo
obtemos as identidades polinomiais minimais para as algebras com pseudo-composicao e
para as algebras de posto 3, usando o método descrito por Hentzel e Peresi em 1994 no

artigo [24].

Notagao

A palavra anel (dlgebra) indica um anel (dlgebra) ndo necessariamente associativo.
Nos Capitulos 1, 2 e 3, os anéis (algebras) ndo sio necessariamente comutativos. No
Capitulo 4, as dlgebras sdo comutativas.

Indicamos por (z,y,z) o associador definido por
(z,y,2) = (zy)z — z(yz).
Indicamos por [z,y] o comutador definido por

[z,y] = zy — yz.
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Capitulo 1

Implicacoes e exemplos

Neste capitulo apresentamos uma seqiiéncia de implicagoes entre diversas variedades

de dlgebras sobre um corpo K. Algumas destas implicagdes ja sao conhecidas e outras nao.

Além disso, sao apresentados exemplos e contra-exemplos para ilustrar tais implicagoes. E

também mostramos que os anéis quadraticos generalizados sdo associativos nas poténcias.

1.1 Algebras alternativas

Dizemos que uma algebra A é alternativa a direita se (z,y,y) = 0 e A é alternativa

a esquerda se (z,z,y) = 0, para todo z,y em A. A &lgebra A é alternativa se ela for

alternativa a direita e a esquerda. E dizemos que uma algebra é flezivel se (z,y,z) = 0.

Exemplo 1.1.1 Consideremos a algebra com base {ey, e,, €3, €4} sobre um corpo K, com

a seguinte tabua de multiplicacdo:

€1 €2 €3 |[€4
€1 €3
€2 | —€3
€3 €4
€4

A algebra do Exemplo 1.1.1 satisfaz a lei alternativa a esquerda. Para provar este fato,

verificamos antes que a lei alternativa a esquerda é satisfeita pelos elementos da base:

(€585, 85) = e?e,- — ei(eie;) =0,

3

para todo 7,7 =1,...,4.



Escrevemos
4 4 4
(z,z,y) = (Z a;e;, Za;e,-, z,@;e; .
i=1 i=1 i=1
Pela tdbua de multiplicacio, todos os associadores onde aparece e4 sdo nulos. Além disso,

podemos ignorar os escalares que aparecem em cada parcela da soma acima. Entao, para

vermos que (z,z,y) = 0, basta calcular a soma:

(e1,€1,€1) + (€1, e1,e2) + (e, €1, es)

+(e1, €2, €1) + (€1, €2, €2) + (€1, €2, €3)
+(e1, e3,€1) + (€1, €3, €2) + (€1, €3, €3)
+(e2, €1, €1) + (e2,€1,€2) + (e, €1, €3)
+(ez, €2, €1) + (€2, €2, €2) + (€2, €2, €3)
+(e2, €3, €1) + (€2, €3, €2) + (€2, €3, €3)
+(es, e1,€1) + (€3, €1, €2) + (€3, €1, €3)
+(es, €2, €1) + (€3, €2, €2) + (e, 62,_63)

+(63, €3, 61) + (63a €3, 62) 4 (63, €3, 63)'
Nesta soma vemos que
(8,‘,6,’,6:,') =10, (6,‘,6j,6k) + (ej,e;,ek) =,

para todo ¢,7,k = 1,2,3.
Portanto, (z,z,y) = 0, para todo z,y desta algebra.

Mas, esta algebra ndo € alternativa a direita, pois

(e2,€1,€1) = (e2e1)e1 — egef = —es #0.



Exemplo 1.1.2 Seja A a élgebra com base {e;, e, €3, €4, €5} sobre um corpo K e com a

seguinte tabua de multiplicagao:

€1 €9 €3 | €4 €35

€1 | €3 €4

€2

€3 —E€s

€4 | €5

€5
A dlgebra A nio é alternativa a esquerda, pois (e1,e1,e2) = —es # 0. E A é alternativa
a direita, pois (e;, e;,€e;) = 0, para todo 7,5 = 1,...,5, assim como todos os associadores

onde aparece es sao nulos. Além disso,
(e,‘, €j, ek) + (e,-, €k, ej) =0,
para todo 7,5,k =1,...,4. Logo,
5 5 5
(z,y,y) = (E aiei, Y Biei, Zﬂi@) = 0.
i=1 =1 =1
E um fato conhecido que se uma algebra alternativa & direita (3 esquerda) é flexivel e

car(K) # 2, entdo ela é alternativa.

Para provar isto, consideremos as identidades (z,y,y) = 0 e (y,,y) = 0 na sua forma

linearizada:
p(z,y,2) = (2,9,2)+ (2,2,9) =0,
9z,2,9) = (229)+(,22)=0.
Subtraindo ¢(z,y, z) de p(z, z,y), temos
(z,y,2) — (y,2,2) =0.
E isto é equivalente a

(z,9,2) + (y,2,2) = 0.

E, portanto, (z,z,y) = 0.



1.2 Algebras alternativas generalizadas

Uma algebra A é denominada alternativa generalizada d direita se satisfaz a identidade

g(w) x, y’ z) = (w:v’y’ z) + (w’m’ [y’ Z]) - w(x,y’ Z) - (w7 y’ z)m = 0,

para todo w, z,y,z em A. E uma 4lgebra A é chamada alternativa generalizada a esquerda

se ela satisfaz a identidade

h(w,z,y,2) = ([w,z],y,2) + (v, z,y2) — y(w,z,2) — (w,z,y)z = 0,

para todo w, z,y, z em A.

Consideremos os Exemplos 1.2.1 e 1.2.2 com as respectivas tabuas de multiplicacao:

Exemplo 1.2.1

€1 €2 €3 €4
€1 | €2 €3
€9 | €3
€3 | €4
€4
Exemplo 1.2.2
€1 €z €3 €4
€1 | €2
€g | €3
€3 | €4
€4

A dlgebra do Exemplo 1.2.1 é alternativa generalizada a esquerda.

Cada elemento da slgebra do Exemplo 1.2.1 é da forma ¥_;_, a;e;. Observamos ime-

diatamente que todos os associadores onde ocorre o e4 sao nulos. Além disso, um calculo

direto mostra que h(e;, €j, ex, €;) = 0, onde 2,3,k,l =1,2,3. Assim,

h(w,z,y,z) =h (z aiei,Zﬂiei,Z%eivE‘sti) = 0.



Mas, por outro lado,
(ef,el, 61) + (61,617 [81,61]) - 61(61, 81,61) - (61, 61,61)62 = (6’:1)',61,61) = €4 75 0.

Ou seja, a algebra do Exemplo 1.2.1 ndo satisfaz a lei alternativa generalizada a direita.
De modo semelhante, a dlgebra do Exemplo 1.2.2 satisfaz a lei alternativa generalizada

a direita. Mas, h(e;,e1,e1,€1) = —eq # 0.

Afirmamos que se uma algebra A satisfaz as identidades (z,y,2) = 0e g(w,z,y,2) =0
e car(K) # 2, entdo satisfaz também h(w, z,y,z) = 0.
Vamos mostrar isto. Linearizando (z,y,z) = 0, temos (z,y,z) + (z,y,z) = 0. Assim,

podemos reescrever g(w, z,y, z) = 0 na seguinte forma:
—(z,y,wz) — ([y, 2], z,w) + w(z,y,2) + (z,y, w)z = 0.
Trocando o sinal e substituindo z por w, y por z, w por y, ¢ por z, temos
—([w, 2], 2,y) + (w, 2, y2) — y(w, z,2) — (w,z,y)z = 0.

Portanto, para que tenhamos h(w,z,y,z) = 0, devemos mostrar que ([w,z],y,z) =

—([w, z], z,y). Mas, ([w,z],y,2) + ([w, z],z,y) = 0 é a forma linearizada de

([w,z],y,y) = 0.

Assim, basta mostrar que esta identidade vale para a variedade das dlgebras que satisfazem

(z,y,z) =0e g(w,z,y,2z) = 0. Se

q(z,y,2) = (=,¥,2) + (2,9, 2),

por calculo direto, temos que



2([w,z),y,9) = =zq(w,y,y) + q(zw,y,y) — 2¢(wz,y,y)
+yq(z, w,y) + 2q(z,w,y)y + ¢(z, y, w)y
—q(zy,y,w) = q(y*, w, z) — q(zy, w,y)
—q(yz,w,y) — g(wy, z,y) + 9(w,yz,y)
+q(z,wy,y) + 9(y,y, w, z) — 9(y,y, 7, w)
—9(y,w,2,9) + 9(2,y,9,w) + (2, y, w, y)
—9(y,w,y,2) + (v, wa,y) + (y,2w,y)
+(y, w,y)z + w(y, z,y)

= 0.
Assim, se A é uma algebra satisfazendo (z,y,z) = 0 e g(w, z,y, z) = 0 sobre um corpo
K, de caracteristica diferente de 2, entdo ([w,z],y,y) = 0.

Por uma questdo de simetria, também pode ser provado que se A é uma algebra

que satisfaz as identidades (z,y,z) = 0 e h(w,z,y,2) = 0; entdo A também satisfaz
g(w,z,y,z) =0.
Uma algebra A é denominada uma dlgebra alternativa generalizada I (Kleinfeld [4]) se
ela satisfaz as identidades
(a,a,a) = 0,
g(a,b,c,d) = 0,
h(a,b,c,d) = 0.
E A é chamada de dlgebra alternativa generalizada II (Kleinfeld [5]) se ela satisfaz as

identidades
(a,b,a) = 0,
g(a,b,e,d) = 0.

8



Portanto, provamos a seguinte proposicao:

Proposicao 1.2.3 A classe das dlgebras alternativas generalizadas II, sobre um corpo K
de caracteristica diferente de 2, estd contida na classe das dlgebras alternativas generali-

zadas 1.

A reciproca nao ¢ verdadeira. Isto pode ser verificado com o Exemplo 1.3.2 (pg 14),
onde temos uma algebra alternativa generalizada I, que nao é flexivel, pois (e, e1,€2) =
—2e7 # 0. Logo, ela ndo é uma algebra alternativa generalizada II.

A lei alternativa a direita generalizada g(w, z,y,z) = 0 é conseqiiéncia da lei alterna-
tiva & direita. Uma demonstracio deste fato foi dada por Kleinfeld [4] e é reproduzida
abaixo.

A identidade de Teichmiller vale para qualquer algebra:
T(w,z,y,2) = (wz,y,2) — (w, 2y, 2) + (w,z,yz) — w(z,y,2) — (w,z,y)z = 0.

Calculando

T(IE, YY, Z) - T(:Ev 2, Y, y) + T(IL', Y, 2, J) = Oa
obtemos a identidade
(.’B, Y, yZ) - (:E, Y, Z)y =0.
Linearizando esta ultima identidade, temos
k(z,w,y,z) = (z,w,yz) + (z,y,wz) — (z,w, 2)y — (z,y,2z)w = 0.
Usando a lei alternativa a direita e calculando, temos
0= T(wa Z, y?Z) - k(w’ Z,Z, y) = g(w, :E,y,Z).

De modo semelhante, mostramos que a lei alternativa a esquerda implica a lei alter-
nativa a esquerda generalizada. A reciproca destes dois fatos nao é verdadeira como se

pode ver no Exemplo 1.2.4 abaixo.



Exemplo 1.2.4

€1 €2 €3 €4 €5 €g | €7 €3 €9 €10
€1 €3 €4 €6 €s €10 —€10
€2 es er+ e
€3 €6 €7 €10 €10
€4 €s
€s €9 —2e10
€g 3610
€7 €10
€s —€10
€g —'3610
€10
Neste exemplo temos uma algebra que satisfaz as identidades g(w,z,y,z) = 0 e

h(w,z,y,z) = 0, mas ela ndo satisfaz nenhuma das leis alternativas, pois

(61961)82) = _(62) 61,61) = €7 ?é 0.

Assim, vemos que se A é uma algebra alternativa, entdao A é alternativa generalizada I,
mas nao vale a reciproca. E também, a dlgebra do Exemplo 1.2.4 é flexivel. Logo, é uma
algebra alternativa generalizada II. Mas, como vimos, ela nio é alternativa nem a direita
e nem a esquerda.

O problema de determinar condigbes necessarias para que um anel alternativo gene-
ralizado I ou II seja alternativo foi estudado por Kleinfeld [4, 5], Hentzel e Piacentini

Cattaneo [7, 8, 9], Smith [6]. O melhor resultado nesta diregao é o seguinte teorema:

Teorema 1.2.5 (Hentzel, Piacentini Cattaneo [8]) Se A € um anel semiprimo de carac-

teristica diferente de 2 e 3 e satisfaz

(a,a,a) =0,

9(a,b,c,d) =0,

entdo A € alternativo a direita.

10



Um anel é chamado semiprimo se o tinico ideal I tal que I2 =0¢ I = 0.

Vamos mostrar que toda algebra alternativa generalizada a direita satisfaz a identidade

(b,a,a?) — (b,a%,a) = 0. De fato,

0=T(a,b,c,d) - g(a,b,c,d) = (a,b,dc) — (a,be,d) + (a,c,d)b— (a,b,c)d.

Substituindo a por b e b, ¢, d por a, temos (b, a,a?) — (b,a?, a) = 0.

De modo semelhante podemos mostrar que toda algebra alternativa generalizada a

esquerda satisfaz a identidade (a?,a,b) — (a, a?,b) = 0.

Na algebra do Exemplo 1.2.6 a seguir valem as identidades (a,a,a) = 0 e h(a,b, ¢, d) =

0. Mas nesta algebra nao vale a identidade (b, a,a?) — (b,a?,a) = 0. Assim, temos uma

dlgebra alternativa generalizada a esquerda que nao satisfaz (b, a, a?) — (b, a?,a) = 0. Esta

algebra também nao satisfaz [(a,b,a),a] = 0.

Exemplo 1.2.6

€1 €2 €3 €4 €5 €6
er | es eq —eg '
€2 €s
€3 —€s
€4 | €5
€5 | €6
€6

(62) 6%761) - (eZa €1, 63) = [(ela 62761), C]] = €¢ ?é 0.

E a dlgebra do Exemplo 1.2.7, abaixo, satisfaz as identidades (a,a,a)=0e g(a,b,¢,d)=

0. Mas

(6?) €1, 62) - (ela 6?, 62) = [(617 62,61),61] = —€g # 0.

11



Exemplo 1.2.7

€1 €y €3 | €4 €5 €Eg
€1 €3 €4 €5
€y | —€4
€3 €6
€4
€5 | —€s
€g ’

Logo, esta algebra é alternativa generalizada a direita mas, ndo satisfaz as identidades

(a?,a,b) — (a,a®,b) =0 e [(a,b,a),a] = 0.

Exemplo 1.2.8

€1 €3 €3 €4
€1 | €2 €3
€2 263 €4
€3 | €4
€4

A élgebra deste exemplo é tal que satisfaz as identidades g(a, b, c,d) = 0 e h(a,b,c,d) =

0. E, portanto, ela satisfaz também (a2, a,b) — (a,a?,b) = 0 e (b, a,a?) — (b,a*,a) = 0. No

entanto, ndo vale a identidade [(a,b,a),a] = 0, pois [(e1,€1,€1),e1] = e4 # 0.

1.3 Algebras quadraticas generalizadas

Conforme Hentzel e Peresi [24], Teoremas 1 e 3, toda algebra quadrética satisfaz as

seguintes identidades:

(i) (a,a,a)=0;

(ii) (a? a,b)— (a,a?b) = 0;
(iii) (b,a,a?®) — (b,a? a) = 0;

(iv) [(a,b,a),a] = 0.

12



Dizemos que uma élgebra A sobre um corpo K é uma dlgebra quadrdtica generalizada
se A satisfaz as identidades (i)-(iv).

Afirmamos que uma élgebra alternativa generalizada I sobre um corpo K de carac-
teristica diferente de 3 é uma dlgebra quadrética generalizada. Pelo que foi feito até aqui,

a afirmagao fica demonstrada se verificarmos a identidade (iv). Linearizando (i), temos
p(e,y,2) = (2,9, 2) + (2, 2,9) + (¥, 2, 2) + (y,2,2) + (2,2,9) + (2,9,2) = 0.
Por calculo direto temos que
0 = 3g(ba,a,a)+59(a,b,a,a)+ 3g(a,a,b,a)+ 29(a,a,a,b)
+2h(b,a,a,a) + h(a,b,a,a)+ h(a,a,b,a) + 5h(a, a, a, b)
—2p(ab, a, a) - P(b, a2’ Cl) + p(ba a, a)a' + 5&])(6, a, a)

= —3[(a,b,a),a].

Portanto, [(a,b,a),a] = 0. Mas a reciproca nao é verdadeira, isto é, uma algebra

quadrética generalizada ndo é necessariamente uma algebra alternativa generalizada 1.

E o Exemplo 1.3.1 abaixo comprova isto, pois esta é uma &lgebra quadritica genera-
b

lizada, mas nao é uma &lgebra alternativa generalizada I.

Exemplo 1.3.1

€1 €9 €3 €4 €5 € €7
€1 €3 €5
€9 €4 —E€g
€3 €5 €e (S
€4 —266 —€7
€5 €7
€6 er
€7

9(61,61, 61762) = h(ez, €1, 81,61) = —er 75 0.
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Uma algebra A que satisfaz as identidades (i), (ii), (iii) e a identidade

(v) [(a,b,a),d =0

é chamada de dlgebra quadrdtica simétrica generalizada. A 3lgebra do Exemplo 1.3.2
abaixo mostra que uma algebra alternativa generalizada I nem sempre é uma algebra

quadratica simétrica generalizada, pois

Exemplo 1.3.2 car(K) # 2

(] €9 €3 €4 €5 €s €7 €g €9
€1 €3 €4 €g €s —267
€2 €5 €g —268 (44 €7
€3 263 €9
€4 | — ég —e€7 €9 - 269
es | —es —erp —2e9 €9
€g 267 €g
€7 €9
€g €g
€9

satisfaz as identidades (i), (ii), (iii) e (iv), mas nao satisfaz (v). Basta ver que [, es, €y), €]
= —2e9 # 0. E também podemos ver que o Exemplo 1.3.2 nao é uma algebra alternativa
generalizada II, pois (e, €3, €1) = —2eg # 0.

Uma dlgebra A é denominada dlgebra de Jordan ndo comutativa se satisfaz (a,b,a) =0
e (a,b,a*) = 0, para todo a,bem A.

Sabemos que toda élgebra alternativa generalizada II é uma algebra de Jordan ndo
comutativa (Kleinfeld [5]). E se A é uma &lgebra de Jordan nio comutativa, entio ela é
uma algebra quadratica generalizada (simétrica ou nio), conforme Schafer [3], p.161.

Na verdade, vale a seguinte equivaléncia:

(a,b,a) =0 (a,b,a) =0
{(b,a,a2)—(b,a2,a):() < {(a,b,az):()

14



Para provar a primeira implicagdo (=), observemos que (b,a,a?) — (b,a%,a) = 0 é

equivalente a ba.a” = ba®.a, que por sua vez é equivalente a (ba,a,a) = (b,a,a)a. E pela

flexibilidade, (a, a,ba) = (a, a,b)a. Usando a identidade de Teichmiiler, temos

(a®,b,a) — (a,ab,a) + (a,a,ba) — a(a,b,a) — (a,a,b)a = 0.

Vemos que os quatro tltimos associadores desta igualdade se anulam, pela hipétese. As-

sim, (a?,b,a) = 0, ou seja, (a,b,a?) = 0.

Usando novamente a identidade de Teichmiiler e trocando entre si a hipétese e a tese

obtemos a outra implicacdo (<).

Portanto, vale a equivaléncia.

A élgebra do Exemplo 1.3.3 abaixo mostra que uma algebra quadritica simétrica

generalizada nem sempre é uma algebra de Jordan nio-comutativa.

Exemplo 1.3.3

€1 €2 €3 €4 €5 €6 (€7
€1 €3 €4 €6
€2 €s —€s
€3 €6
€4 —e7
€5 | —€e6 €7
€6 | —€7
€7

(81, €4, 81) = —€7 74 0.

Pelo que foi feito até aqui, podemos escrever a seguinte cadeia de implicacoes:
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Algebra

Alternativa

-

Algebra Alter- Algebra Alter-

nativa Genera- i nativa Genera- i

lizada II lizada I
Algebra Qua-

U 4 ¥« dritica Gene-

ralizada

T Algebra

:;\lg:l:bra .de 5 Quadrética 6

Cor ax: e Neo- = Simétrica =

omutativa Generalizada

A reciproca da primeira implicagdo nao vale pelo Exemplo 1.2.4.

A reciproca da segunda implicacio é falsa pelo Exemplo 1.3.2.

A reciproca da terceira implicagio é falsa pelo Exemplo 1.3.1.

A reciproca da quarta implicagao é falsa pelo Exemplo 1.3.4.

A reciproca da quinta implicagao é falsa pelo Exemplo 1.3.3.

A reciproca da sexta implicagao é falsa pelo Exemplo 1.3.2.

A dlgebra do Exemplo 1.3.4, abaixo, foi dada por Schafer [3], na pagina 147.

Exemplo 1.3.4

€1 €2 €3 €4 65
€1 €1 €2 €s
€2 €1 €2
€3 | €3 — €5 €4 €5
€4 €3 —€5| €4 €5
€5 €5

Esta é uma algebra de Jordan ndo comutativa, mas nio é uma algebra alternativa

generalizada II, pois

9(61, €4, €3, 84) = €5 # 0.

Os exemplos dados (exceto o Exemplo 1.3.4) foram construidos usando o método

descrito por Hentzel e Peresi [16].

Observamos que as implicagoes continuam validas quando trocamos algebra por anel.

16



1.4 Associatividade nas poténcias

Um anel ¢ denominado associativo nas poténcias se cada elemento do anel gera um
subanel associativo.

Vimos que todo anel alternativo generalizado I é um anel quadrético generalizado.
Smith [6] provou que os anéis alternativos generalizados I sdo associativos nas poténcias.
Entao, uma questao natural é saber se um anel quadratico generalizado ainda é associativo
nas poténcias. Vamos mostrar que esta questdo tem resposta afirmativa, mesmo quando

(assumimos que) temos um anel satisfazendo (i), (ii) e (iii).

Teorema 1.4.1 Um anel de caracteristica diferente de 2 satisfazendo as identidades
(1) (a,a,a) =0, (i) (a®,a,b) — (a,a®,b) =0, (ii1) (b,a,a’) — (b,a%a) =0,
€ assoctativo nas poténcias.

Prova. Definimos 2" = z""'z. Queremos mostrar que z't/ = ziz’, para todo z € A e

1,7 > 0, inteiros.

De (i), temos z°® = z%z = 222

Fazendo a = b = z em (ii) e (iii), temos, respectivamente,

0 = (z%2,2) — (z,2% 2) = —z%2? + 22®,

0 = (z,z,2°) — (z,2% z) = 2%2® — 2%¢.

Assim, para n = 4 é verdade que z* = 23z = 2%z? = za3.

4 3 3,2

Novamente, usando (ii) e (iii), com @ = z e b = z?, temos que zz* = 2223 e 2%z = 2322
A linearizacdo de (i) é

(a,b,¢) + (a,c,b) + (b,a,c) + (b,c,a) + (¢,a,b) + (c,b,a) = 0
e fazendo a = b = z? e ¢ = z, temos

(z%,2%,2) + (2*, 2,2%) + (2,27, 2%) = 0.
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Desenvolvendo os associadores e usando o que anteriormente foi feito, obtemos

z2z% = 2322, Portanto, para n = 5, vale
25 = 2z — 2322 = 224° = got
Por indugao, suponhamos que z'z’ = z'*7, 7,5 > 0 inteiros, i + j < nen > 5.

Mostremos que vale para 7 + j = n.

Por (ii) e (iii), com a = 2, b = 2"~ (3 < n) e usando a hipdtese de inducio, temos,

respectivamente,
O — ($21,$z’mn—31) _ (mz,wa’zn—Bz) = _$2:xn—2z 4 wzmn—t,
_ n-3t 1 .21 n=31 2t _t\ _ _..n—2i_2i n—i_1
0 ("™, 2%, 2%) — (2™, 2%, 2') =z H® — g
Ou seja,
ztxn—z — $21$n—21’ l_n—:mz = xn—21x21, (141)

para 1 > 0 tal que 3: < n. Quando 3¢ = n, por (i) e pela hipétese de inducio, temos
0= (:l:i,:l:i,z:i) = 3:2{1_1' _ .’l:iil:%.

Assim, as igualdades anteriores valem também para i > 0 tal que 37 < n. Em (i), fazendo

a=2z""% b=c=2' obtemos

(xn—2i,xi’xi) + (:L‘i, :L'i, Zn_2i) + (:I)i, (Bn—2i,.’l:i) =0.

E disto segue que z" 'z = z'z"~*, para todo i > 0 tal que 3; < n. Assim, parai > 0 e
g p p

tal que 3¢ < n, valem as igualdades
"t = i (1.4.2)
Linearizando (ii), temos

(ad,c,d) + (ba, c,d) + (ac,b,d) + (ca,b,d) + (be, a,d) + (cb, a, d)
—(a,bc,d) — (a,cb,d) — (b, ac,d) — (b, ca,d) — (c,ba,d) — (¢, ab,d) = 0.
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Substituimos @ = ', b= 2/, c = z e d = 2"~ (*3*1) (i 4 j < n — 1) e usamos a hipStese

de indugao para obter

2z, 2, ") 4 2z, ad, I 4 2(z7+1, mi,xn-i—j—l)

—2(a:i,xj+1, :c"—i"j"l) - 2(:1:j, gt :c"_i_j"l) - 2(z, z't m"—i—j_l) =0.

Desenvolvendo os associadores, obtemos

(L‘(IJn_l +xz$n—t s oI = m1+1$n—z—1 + m]+1$n—]—1 4 $1+an—t—1,

(1.4.3)

para todos 7,j > 0 tais que z: + j < n — 1. E de modo semelhante, da linearizagao de (iii),

obtemos
T T s IS B R
Quando ¢ = j nas igualdades (1.4.3) e (1.4.4), temos

:l::Cn_l + 23311‘“—' — 2x1+l$n—;—1 + xZ:mn—Zz,

xn—lm+2xn—1xt — 2xn—z—1x1+1 _{_xn—szZz,

para todo ¢ > 0 tal que 21 + 1 < n.

E, para ¢ > 0 tal que 3z < n, temos entdo (por (1.4.1)) que

$£L'n_1+$l n—i  _ 2xz+lxn—(t+l),

CIZn_ICIZ 4 wn—z’mi — 2$n—(i+1)xi+1.
Da identidade (i) linearizada, onde a = z*, b = z e ¢ = z"~*~!, obtemos
xi+1$n—1’—1 + $n_1.’L‘ + xn—ixi — an—l + Iimn—-i + xn—i—1$i+l’
isto €,

. i1 i . . i s
xz+1xn 1 +$n 1$z :mzxn 1+$n 1 lmi-}-l;

(1.4.4)

(1.4.5)

(1.4.6)



e quando 3 < n, obtemos (por (1.4.2)
pitlpn—(+1) xn—(i+1)zi+1_

Voltando para a igualdade (1.4.6), com ¢ = 1, temos z" 'z + 2"~z = 22" 222, ou

n—2$2

seja, " = x . E tomando 7 = 2, obtemos z™ = 2" 323. Por inducio sobre 7. temos
b ) )

que z" = g"'z' = " (FUzH para i > 0, tal que 3i < n. E de modo analogo, da

igualdade (1.4.5), obtemos z" = z'z"~" = z*+1z"~(+1) Portanto, podemos escrever
" = xixn—i = xn—imi — mn—(i+1)$:'+1 — $i+lxn—(i+1)’ (147)

com z > 0 tal que 37 < n.
Para obtermos os casos que faltam, vamos escrever n na forma n = 3k + r, com

r=0,1,2. Por (1.4.7), temos que

2t =2z'z" " =2"'z', parai=1,...,k+1 e 1 > 0 tal que 37 < n.

Devemos entdo obter os casos em que i = k +2,...,s, onde s = [2] ([2] é o maior inteiro

menor ou igual a 7). Tomando ¢ = 1 em (1.4.3), temos
oz ! + an—l +gigni = 1172:12n—2 + $1+1$n—(j+1) e .’l)j+1:1,'n_(]+1),

ou seja,

g" + 2ig"7 = 2270+ para § >0 e j<n-—2.
De modo anélogo, com (1.4.4), obtemos

g 4 g™ gl = 22" Uit para 5> 0 e Jj<n-—2
Assim, se 7 = k + 1, temos

z" + $n—(k+1)$k+1 — 2wn—(k+2)$k+2
=T B

I"
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e também
"+ $k+1$n—(k+l) — 2$k+2$n—(k+2)
e —
xn
e, portanto,

n_ $n_(k+2)$k+2 k+2mn—k+2 )

= &
Suponhamos que isto vale para 7 = s — 1. Ou seja,

n n—(s—l)xs—l

" =1 s—lxn—(s—l),

=T

onde s = [2]. Observamos que [3] < n — 2 para todo nimero inteiro n > 5. Assim, se

J =5 < (5], temos 7 < n — 2. Logo,
z" + wn—(s—l)xs—l — 2$n—sxs, z" + xs—lxn—(s—l) — QS ™S,

Portanto,

Portanto, para todo %, ; inteiros positivos, 'z’ = z'*?, o que demonstra o teorema.

Coroldrio 1.4.2 Todo anel quadrdtico generalizado € associativo nas poténcias.
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Capitulo 2

Anéis quadraticos simétricos
generalizados

Nos artigos {4, 5], Kleinfeld faz um estudo dos anéis alternativos generalizados I e
IT assumindo a existéncia de um idempotente. Neste capitulo, vamos fazer um estudo
semelhante para os anéis quadraticos simétricos generalizados.

Seja A um anel quadratico simétrico generalizado de caracteristica # 2. Suponhamos
que A contém um idempotente principal e # 0,1. Queremos saber que condi¢des devem
ser acrescentadas para que A seja uma anel de Jordan ndo comutativo ou alternativo ou

associativo.

2.1 Decomposicao de Peirce

Seja A um anel nao-associativo qualquer, com um idempotente e # 0,1. Suponhamos

que o idempotente e satisfaz a seguinte condigao:
(A,e,e) = (e, A,e) = (e,e,A) = 0.

Neste caso, sabemos que A tem uma decomposicao de Peirce com relagao a e. Mais

precisamente, A pode ser escrito como a soma direta

A=A ® Ao ® Ao1 @ Aoo,
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onde
Aij = {mij €A | eTij = 1Tij, Tij€ =j$ij}, i,9=0,1.
Veja Albert [1].

Proposicao 2.1.1 Seja A um anel quadrdtico simétrico generalizado de caracteristica

# 2. Suponhamos que A tem um idempotente e # 0,1 satisfazendo
(e,e, A) = (e, A,e) = (A, ee) =0.

Entao os A;j satisfazem as seguintes relagées:

A2 C Ay, A, C Ago, A11Ap =0, AgoAyr =0,
ApAp € Ao, Anndo =0, AooAor € A1, AgoAio =0,
AoAn =0, Ap1A1r € Aoi, AoiAoe =0, A10A00 C Ajo.

Prova. As identidades que definem A, nas suas formas linearizadas sao:

(1) (a,bec+ cb,d) + (b,ac+ ca,d) + (¢, ab+ ba,d)
= (ab+ ba,c,d) + (ac+ ca,b,d) + (bc+ cb,a,d);

(2) (a,bc+ cb,d)+ (a,bd + db,c) + (a, cd + de, b)
= (a,b,cd + dc) + (a,c,bd + db) + (a,d, be + cb);

(3) (a,b,c)+ (a,c,b)+ (b,a,c) + (b,c,a) + (¢,a,b) + (c,b,a) = 0;
4) [(a,b,¢)+ (c,b,a),d] = 0.
Em (1) e (2), tomando a,d em A;; e b = ¢ = e, temos, respectivamente,
(a,2e,d) + (e,2a,d) + (e,2a,d) = (2a,¢,d) + (2a,e,d) + (2¢,a,d),

(a,2e,d) + (a,2d,€) + (a,2d, e) = (a,e,2d) + (a,e,2d) + (a,d,2e),
isto €,
2(e,a,d) = 2(a,e,d), 2(a,d,e) = 2(a,e,d).
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Como a caracteristica de A # 2, obtemos entao que
(e,a,d) = (a,e,d) =0, (a,d,e)=(a,e,d)=0.
E isto implica que e(ad) = ad, (ad)e = ad. Portanto, ad € Ay, para todo a,d € Ay;. Isto
€,
A} C An

De modo semelhante, tomando a,d em Agy € b = ¢ = e em (1) e (2), temos, respecti-

vamente,

0 = (a,e,d)=(e,a,d),
0 = (a,e,d)=(a,d,e).
E disto segue que e(ad) = (ad)e = 0. Portanto, para todo a,d em Ag, ad estd em Ago.

Ou seja,

Vemos assim que A;; e Ago sdo subanéis de A. Vamos mostrar que eles sao ortogonais.

Em (1) e (2), tomando a em Ago, d em Ay; € b= c = e, temos
(a, 67 d) = (e7a7d)7

(a,d,e) = (a,e,d).

Calculando estes associadores, temos que e(ad) = ad e (ad)e = 0. Assim, para todo

a € Ag e d € Ay, ad € Ay, ou seja,
AgoAnr C Ao
Agora, tomando a em A;;, d em Ag e b = ¢ = e, temos por (1) e (2), respectivamente:

(e’ a’ d) = (a’e’ d)'}
(a,e,d) = (a,d,e).
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Disto segue que e(ad) = 0 e (ad)e = 0. Isto é, para todo a € Ay; e d € Ago, ad € Ag;. Ou
seja,

AllAOO g AOI-

Na identidade (4), tomando @ em A;; e c em Ag € b = d = e, temos

0 = [(a, e,c) + (C, €, a)7 6] = [G,C — ca, 6]

= ac+ ca.
Assim, ac = —ca € Ao N Aoy, para todo a € Ay e ¢ € Ago. Logo,
A11A0 =0, AgpAn=0.
Em (1), tomando a = ¢ =€, b1; € Ay € do1 € Aoy, temos
(eb11)dor — e(b11do1) = (bi1€)dor — bi1(edor),

isto €,
bi1dor — e(budm) = b11dp;.

Assim,

e(blldOI) =0.
Novamente, em (1), tomando @ = d = e, by; € A1, co1 € Ao1, temos
(co1, bu,e) = (b1, co1, 6)-

E dai,

(001511)6 — co1biy = (511601)6 — by1c01. (*)

Por outro lado, em (2), tomando ag; € Ao1, d11 € A1 € b= c = e, temos

(aOlydll)e) = ((101,6, dll) =0
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Assim,

(ao1d11)€ = apdi1.
Voltando para (*), obtemos (biico1)e = biicor. Logo, para todo ay; € Ay; e cop € Ao,

aj1co1 € Ao1. Mas, por (4), podemos escrever

[(a11, €, co1) + (co1,€,a11),€] = 0,
isto &,

[@11¢01,€] = 0.

E disto segue que

a11Co1 = (@11¢c01)e = e(ayicor) = 0.

Portanto,

ApAe = 0.
Em (2), tomando a = ¢ = ¢, by; € Ay; e doy € Ag1, temos
(e,bn,dm) = (6, d01,b11)-

O primeiro associador é nulo. Assim, e(dp;b;;) =0. E anteriormente vimos que (ao1d11)e =

ao1dy;. Portanto, para todo ag; € Ao; € b1 € Ajy, temos que ag1bi; € Agr. Ou seja,
Ap1A1r C Ao

Em (1), tomando aii € Alla le € AlO e b = Cc=¢€eem (2), b11 € All, d]o € AIO e

a = ¢ = e, temos, respectivamente,

(e,a11,dw) = (an,e,di) =0,
(e,b11,d10) = (e,d10,b11).
Disto segue que
e(andio) = ando,
e(diob11) = diob1-
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Por outro lado, em (2), se ajo € Ao, d11 € A11 € b=c = e, temos:
(a1o,d11,6) = (aIOa e,dn)-

Ou seja,

(a10dy11)e = 0.
Agora, por (4), podemos escrever
[(CLlo, €, bll) + (bll, €, alo), 6] = 0,

isto é,
[alobu, 6] = 0

E disto temos

0= (alobn)e = e(alobn) = a10b11,

para todo ajo € Ajg € by € Ajo. Logo,
A10A11 =0.

Em (1), tomando b;; € Ayj, c10 € Ajo € a = d = e, temos (c10, b11,€) = (b11, c10,€). E
pelo que ja foi feito isto implica

(b11C10)6 = 0.

Assim, para todo aj; € Aj; € bip € Ajo, a11b10 € Ajp. Portanto,
A11A10 C Ao
De modo semelhante, obtemos também que
AwAio =0, AoiAow =0, AwAor CAn e A1oAgo C Aro.

E isto prova a Proposi¢ao 2.1.1.
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2.2 O caso em que os flexitores estao no centro

Em toda esta secao A é um anel quadratico simétrico generalizado.

No que segue vamos assumir que o anel A satisfaz também as identidades
(5) ((a,b,a),c,d) =0,
(6) (¢, (a,b,a),d) =0,
(7) (e,d,(a,b,a))=0.

Neste caso, qualquer flezitor (a,b, a) esta no centro de A.

Suponhamos que A é simples. Indiquemos o centro de A por Z(A), que é definido por
Z(A)={ue A | (v,AA)=(A,u,A)= (A, A,u) =[A,u] =0}

Como A é simples, temos que Z(A) ou é zero ou é corpo (Zhevlakov et al [15], p.137).
Suponhamos que Z(A) # 0. Neste caso, o anel A tem elemento 1. Escrevamos

1 = ai + a0 + ao1 + age. Dai,

e = le=a;+ ao,

e = el =a;+ ap.

Isto implica que oo = ag; = 0. Assim, e = @13 e 1 = e + ago. E ago é um idempotente
ortogonal a e. Como e é principal, entdo agy = 0 e e = 1. Mas isto nao pode ocorrer, pois
e #0,1. Logo, Z(A) = 0 e portanto (a,b,a) = 0, para todo a,b em A. Desta forma, A ¢é

um anel de Jordan nao comutativo. Podemos entao enunciar a proposi¢ao abaixo:

Proposicao 2.2.1 Seja A um anel quadrdtico simétrico generalizado simples de ca-
racteristica # 2. Suponhamos que A tem um idempotente principal e # 0,1 tal que
(A,e,e) = (e,A,e) = (e,e,A) = 0. Se para todo a,b em A o flezitor (a,b,a) estd no

centro de A, entdo A € flexivel e portanto A € um anel de Jordan ndo comutativo.
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Agora, a questdo € saber quando o anel A é alternativo.
Como A é flexivel, dado a;o € Ao, temos —(ajo,€,a10) = a?, = 0. E portanto para
todo ay0,b10 € Ajo,

a10b10 + bioaio = 0.

De modo semelhante, para todo aoy,bo; € Ao, temos que a2, = 0 e logo
ao1bo1 + boragr = 0.
Da flexibilidade de A, para todo ajq,b10 € Ajo temos
(@10, b10, €) + (€, by0, @10) = 0.

Equivalentemente,

(a10b10)e + e(a10b10) = a10b1o.

Donde podemos concluir que ajgbio € Ao + Ao1, ou seja,
A2, C Ajo + Ao

De modo semelhante, obtemos que
A} C Ao + Aot

E se tomarmos ajg € Ajo, bo1 € Ao1, temos

(a0, bo1,€) + (€, bo1, a10) =0,

(bo1, a0, €) + (€, @10,b01) = 0.
Disto segue que

(1110601)6 - 6(501010) = alobm,

6(010501) - (b01alo)8 = ay0bo:.
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E portanto temos que

aobor € A+ Ao+ Ao,
boiaio € Ao+ Ao + Aoo,
ou seja,

AoAon € Aun+ Ao+ Ao,

AoiAio € Ajo+ Ao + Aco-

Por outro lado, para que A seja alternativo, devemos ter que
(e, a0, b10) + (@10, €,b10) = 0.

Entao,

aloblo - e(aloblo) - a10b10 =0.

E isto implica que ajobio € Ap;- Assim, precisamos ter
De modo semelhante, ag1bg; € A1 € portanto devemos ter

A% C Ao

E também devemos ter
0 = (e,ai0,b01)+ (@10, €,b01) = arobor — e(a10bo1),
0 = (e,bo1,a10) + (bo1,€,a10) = —e(bor10),
0 = (bo1,a10,€)+ (bo1,e, aio) = (bor¢1o)e,
0 = (ao,bo1,€)+ (a10,€,b01) = (a10bo1)e — a1obos.
Disto decorre que a10bo; € Aj; € bo1a1o € Ago. Assim, temos que
AjAo C An e A1 Ao C Ago.
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Portanto,

A% C Ao, A% C A, Aodo C A,  AoiAio € Aoo.

sao condicoes necessarias para que A seja alternativo. No que segue vamos assumir que
os A;; satisfazem estas condigdes e verificar se elas sao suficientes para concluir que A é
alternativo.

Dados a,b em A podemos escrever
a = ay; + a0 + ao1 + aoo e b = b11 + bio + bo1 + boo.
Devemos calcular
(a,a,0) = D (aij, ak,brs),
(a,b,0) = > (aij, b, brs),

com os indices 1, 7,k,l,r,s tomando os valores 0 e 1. Aqui cada somatdrio é constituido
de 64 parcelas de associadores. Basta calcular (a,a,b) pois A é flexivel. E imediato, a
partir da tdbua de multiplicacdo dos A;;, que 34 destes associadores sao nulos, como por
exemplo, (aj1,a11,b01) = 0. Vamos, portanto, considerar aqui os outros 30 associadores.

Usando a lei flexivel temos
(@11, a11,b10) + (b10, @11,011) = 0.
Como ja sabemos que o segundo associador é zero pela tabua, temos
(@11,a11,b10) = 0.

De modo analogo, temos:

(all,alo, bm) = 0, (an, a0, boo) = 0,
(aoo, oo, b01) = 0, (aoo, aop1, blO) = 0,
(aoo,am,bu) = 0, (dlo, ao1, bn) = 0,
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(010, Qapo, bm) = 0, (alo, a10, boo) = 0,
((110, oo, boo) = 0, (001, o1, bn) = 0,
(001, aio, boo) = 0, (001, ay1, blO) = 0,

(ao1,a11,b11) = 0.
Como A é flexivel e a?; = 0 temos que

(a10, @10, b10) + (b10, @10, a10) = 0.

E disto segue que ajo(@10b10) = (b10@10)a10- Pela tabua de multiplicagao dos A;;, o termo

da esquerda estd em A;; e o da direita, em Agp. Logo ambos sdo nulos. Portanto

(a10,@10,b10) =0
De modo analogo, temos
(ao1, ao1,b01) = 0.

Um anel A é chamado primo se dados I e J ideais de A tais que IJ = 0, entao ou
I=00uJ=0.
Afirmamos que se A é um anel primo entao A;; e Ago sao subanéis associativos de A.

De fato, sejam
Ny ={nu € A;1 | nuAi0=0, Auni =0},

No = {noo € Ao | 7100401 =0, Ajongo = 0}.

Vamos mostrar que V; é um ideal de A. Se z = 11 + 210+ Zo1 + Too €ntao zny; = T1nn

e n;;¢ = nyyx1;. Pela flexibilidade de A temos que

(211,711, @10) + (@10, 11, 211) = 0,

(n11,Z11,a10) + (@10, Z11,711) = 0.
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Expandindo os associadores temos entdo que (z11111)a10 = 0 € (n11211)a10 = 0. De modo
analogo, obtemos ag1(z11m11) = 0 e api(nniz11) = 0. Portanto, z11n11, nuzn € Ni.
Assim, N; é um ideal de A. De modo semelhante obtemos que Ny também é um ideal
de A.

Seja B o ideal de A gerado pelo grupo aditivo Ao @ Aoi. Temos que
B = AjoAo; + Ao + Aor + Ao1Aso.

Suponhamos que B = 0. Entdo Ao =0 e Ao = 0 elogo A = Ay1 @ Ago. Neste caso, Aj; e
Ago sdo ideais de A tais que A3 A = 0. Como e € Ay, A;; # 0 e pela hipétese de A ser
primo segue entao que Agy = 0. Portanto, A = Aj; e temos que e = 1, contradizendo o fato
de e #0,1. Assim, B # 0. Se ny; € N; entdo nq1(aiobor + c10+do1 + To1y10) = 111(@10b01)-
Mas, como vimos acima, (n11,a10,b01) = 0. Donde segue entdo que ny1(a10bo1) = 0, ou
seja, N;B = 0. Como A é primo e B # 0 isto implica que N; = 0. De modo semelhante
obtemos também que NoB = 0 e portanto Ny = 0.

Agora, pela identidade de Teichmiiller, podemos escrever -
(allbll, C11, dlo)—(au, 511611, d1o)+(¢111, bu, Cndlo)—au(bn, C11, le)_ (CL11, b11, Cll)dlo = 0.
Usando, nesta identidade, que A é flexivel, podemos escrever
(dlo, C11, ‘111511) - (d10> 511(311, an) + (Cudw, bi1, 011) - 011(d10, C11, bn) = (Cn,bu, all)dlo-

Como o primeiro membro desta igualdade é zero, temos (ci1,b11,a11)di0 = 0, isto é,
(@11,b11,¢11)d1o = 0.
De modo andlogo temos do;(ay,b11,c11) = 0. Portanto, (ai1,b11,¢11) € N1 e como

N; = 0 temos

(a11,b11,¢11) =0,

para todo aj;, by, c¢11 € Ajp. Logo Ajp é associativo.

33



De modo semelhante, podemos mostrar que

((100, boo, Coo) =0,

para todo ago, boo, Coo € Ago € logo Ago é associativo.

Em (1), tomando a0, dio € Ao, boo € Ao € ¢ = ¢, temos, apds calcular os associadores,
(alobOO)dIO = boo(alodlo)-

E isto é equivalente a

(@10, boo, d10) + (boo, @10, d10) = 0,

que é a identidade alternativa a esquerda linearizada. Do mesmo modo, em (1), com

an € A, bio, dio € Ajo, ¢ = €, temos
(aublo)dlo = blo(audlo),

ou se€ja,

(@11,b10,d10) + (b10,a11,d10) = 0.

E se, em (1), ao1,do1 € Ao1, b11 € Any, ¢ = e, temos

(001b11)d01 = b11(a01d01),

isto é,
(ao1,b11,do1) + (b11,a01,do1) = 0.

De modo anélogo, em (1), tomando ago € Aoo, bo1 € Ao, ¢ = € e do; € Ao, temos

bm (aoodm) = (aoobm)dm .

E isto é equivalente a

(aoo, bo1, do1) + (bo1, aoo, do1) = 0.
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Para termos (a,a,b) = 0 e, conseqlientemente, (a,b,b) = 0, para todo a,b em A, falta

ainda zerar a soma
(@10, @01, b10) + (@01, @10, b10) + (@10, @o1,b01) + (@01, @10, boy)-
E isto é possivel se fizermos
(@10, @o1, b10) + (@01, @10, b10) = 0,
(@10, @01, b01) + (ao1, @10, b01) = 0.
Assim, podemos enunciar os seguintes resultados:

Teorema 2.2.2 Seja A um anel ndo comutativo de Jordan primo de caracteristica # 2,

com idempotente e # 0,1 tal que
(A,e,e) = (e, A,e) = (e,e,A) = 0.
Entdo A € alternativo se e somente se
A%, C Ao, Al C Ao, AroAor € A, AotAre € Aoo,
(@10, bo1, €10) + (bo1, @10, 10) = 0,
(ao1, b10, co1) + (b10, @01, co1) = 0,
para todo ao, bio, 10 € Aso € ao1,boy, co1 € Ao.
Corolario 2.2.3 Seja A um anel quadrdtico simétrico generalizado simples de carac-
teristica # 2, com idempotente principal e # 0,1 tal que
(A, e €e) = (e,A,e) = (e,e,A) = 0.
Suponhamos que para todo a,b em A o flexitor (a,b,a) estd no centro de A. Entdo A €

alternativo se e somente se
A}y C Ao, A}y C Ao, AroAor C A, AoAre C Ao,
(@10, bo1, c10) + (bo1, @10, c10) = 0,
(@01, b1o, co1) + (b10, @01, c01) = 0,
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para todo aio, bio, c10 € Ao € ao1,bo1,co1 € Aos.

Seja A um anel alternativo generalizado I de caracteristica # 2, 3. Como vimos
no Capitulo 1, A é um anel quadratico simétrico generalizado. Como foi mostrado por
Kleinfeld [4], se A é simples entdo satisfaz as outras hipéteses do Corolario 2.2.3 e portanto
A é alternativo.

Se no lugar de termos A%, C Ag; e A% C Ajo exigimos que A%, = 0 e A3, = 0, entédo

o idempotente e satisfaz a condicao
(e, A,A) = (A,e,A) = (A,Ae) =0,

ou seja, e é um elemento que associa com todos os elementos de A. Neste caso, usando
a tdbua de multiplicagido entre os A;; e as identidades (1), (2), (3) e (4), vemos que
os associadores que aparecem na soma (a,b,c) = Y.(aij,bw,¢rs) sdo todos nulos, com
excecao de (ajo, boi, c10) € de (ao1, b1o, Co1). Assim, se juntarmos as hipéteses sobre A mais

a condicao abaixo

((110, 501, 010) =0, (001, blo, 001) =0,

temos que A é um anel associativo.
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Capitulo 3

A variedade determinada pelas
algebras quadraticas simétricas

3.1 Introducao

O objetivo deste capitulo é estudar os “anéis quadraticos generalizados”, isto é, os
anéis satisfazendo algumas identidades polinomiais de grau menor ou igual a 5, identidades
estas que sdo satisfeitas pelas algebras quadraticas simétricas. Vamos mostrar que se A é
um anel quadrético generalizado simples, entdo A estd na variedade gerada por todas as
4lgebras quadraticas simétricas sobre o centro de A, o qual é um corpo. Se A é um anel
quadratico generalizado primo, vamos mostrar que ou A é flexivel e portanto é um anel de
Jordan ndo comutativo, ou A esta na variedade gerada por todas as algebras quadraticas
simétricas sobre o corpo de fragoes do centro de A. Se A é um anel quadratico generalizado
flexivel, vamos mostrar que A é um anel de Jordan ndo comutativo que satisfaz uma
condi¢ao quadratica sobre o seu centro comutativo. Finalmente, vamos mostrar que se A
é um anel quadréatico semiprimo entdo A é uma soma subdireta de um anel de Jordan
nao-comutativo (que satisfaz uma condigdo quadratica sobre seu centro comutativo) e um
anel ndo flexivel (que é quadratico simétrico sobre o seu centro).

Uma 4lgebra A é chamada de dlgebra quadrdtica sobre um corpo K se A é uma algebra

sobre K, A tem elemento 1 e, para todo z em A, existem elementos t(z) e n(z) em K tais
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que z? —t(z)z +n(z) = 0. Observamos que t : A — K é uma forma linearen: A — K €
uma forma quadratica (ver Zhevlakov et al [15], p. 37). Dizemos que um anel A satisfaz
uma condi¢io quadrdtica sobre um subanel U se para cada = em A existem elementos

u(z), v(z), w(z) em U tais que
u(z)z? — v(z)z + w(z) = 0.

Se para todo € A ao menos um dentre os termos u(z), v(z), w(z) é naonuloev : A — U
é linear, dizemos que A é um anel quadrdtico sobre U. Neste capitulo U sera ou o centro

de A definido por
Z(A)={ue A | (u,A A) = (Au,A)= (A, Au) = [A,u] =0}
ou U sera o centro comutativo de A definido por
N(A)={ue A | [A,u] =0}

A maior parte do capitulo consiste em estabelecer condicoes quadraticas e entdao analisar
o coeficiente lider u(z) para aqueles casos em que ele é um elemento nao nulo de U.

A algebra A é chamada de dlgebra quadrdatica simétrica s_obre K se A é uma algebra
quadratica sobre K e t(zy) = t(yz), isto €, {([z,y]) = 0 para todo z e y em A. Quando A
é um anel quadratico sobre U e v([z,y]) = 0 para todo z e y em A, dizemos que A ¢ um
anel quadrdtico simétrico sobre U.

Para um corpo fixado K definimos a variedade gerada por todas as algebras quadraticas
simétricas sobre K. As identidades de grau menor ou igual a 5 desta variedade sao co-
nhecidas com excecio para corpos de caracteristica 2 e 3 (ver Hentzel e Peresi [24]). Os
coeficientes destas identidades sao niimeros inteiros e nao dependem do corpo K. Todas
estas identidades de grau menor ou igual a 5 sdo satisfeitas por todas as algebras que
satisfazem uma identidade do tipo z? — t(z)z + n(z) = 0, mesmo aquelas em que ¢(z) e
n(z) estao contidos apenas no centro de A e que este centro nao seja necessariamente um

corpo.
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3.2 Anéis quadraticos generalizados

Denotamos por a o b o produto de Jordan ab + ba, por (a,b,c) o associador de Jordan
(aob)oc—ao(boc) e por R, o operador linear definido por R,(b) = aob. Seja S, o

grupo simétrico das permutagdes de n elementos. Definimos o operador linear S3 por

Sz = Z(—l)”Raa(l)Raa(2)Raa(3)a

onde (—1)7 é o sinal da permutagao o.
Hentzel e Peresi [24] (Teoremas 1, 4 e 7) provaram que toda algebra quadrética

simétrica sobre um corpo K de caracteristia diferente de 2 e de 3 satisfaz as seguintes

identidades:
(a,a,0) =0, (3.2.1)
(a®,a,b) — (a,a?,b) =0, (3.2.2)
(b,a,a?) — (b,d? a) =0, (3.2.3)
[(a,b,a),c] = 0, : (3.2.4)
((a,b,a),c,d) = 0, (3.2.5)
(c,(a,b,a),d) =0, (3.2.6)
(¢,d,(a,b,a)) =0, (3.2.7)
[[a,b] o [¢,d], €] = 0, (3.2.8)
([a,b] 0 ¢,c,d) — ([a,b],c? d) =0, (3.2.9)
([a,b] 0 ¢, d,c) — ([a,b],d,c*) = 0, (3.2.10)

[2a(a,b,b) — 2(a, b, ab) + 2b(b, a,a) — 2(b, a, ba)

+a o (b,a,b) +bo (a,b,a),c] =0, (3.2.11)
[2a% 0 b* — (a 0 b)? + 2a(a, b,b) + 2b(b,a,a),c] = 0, (3.2.12)
S3(a?) — S3(a)oa =0, (3.2.13)
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—(a*oc,d,e) + (a®>oe,d,c) — (e,d,a*oc) + (e,d, (a0 c)oa)

—(¢,d,(aoe)oa)+ (aoc,d,aoe)—(aoe,d,aoc)

—((aoc)oe,d,a)+ (c,d,a*oe)+ ((aoe)oec,d,a) =0, (3.2.14)
bz:{(a, (c,d,€e),b) + (a,b,(c,d,e))} =0, (3.2.15)

onde ), .. denota a soma alternada nas variaveis b,c,e. Além disso, estes autores
mostraram que todas as identidades polinomiais de grau menor ou igual a 5 que sao
satisfeitas por uma algebra quadratica simétrica sdo conseqiiéncias destas identidades
acima.

Os anéis que satisfazem as identidades (3.2.1) — (3.2.12) sao chamados anéis quadrdticos
generalizados. O termo anel quadréatico generalizado estd sendo usado aqui num
sentido mais restrito do que aquele usado nos Capitulos 1 e 2. Observamos
que todo anel quadratico generalizado flexivel é um anel de Jordan ndo comutativo (veja
a Secdo 1.3). Se A é um anel quadréatico generalizado, entio A satisfaz as identidades
(3.2.4), (3.2.5), (3.2.6) e (3.2.7) e portanto todos os flexitores (z,y, x), com z,y € A, estao
no centro Z(A) de A.

Exemplo 3.2.1 Seja K um corpo. Consideremos a 4lgebra A sobre K com base {1, e,

..., €7} e com a seguinte tdbua de multiplicagdo:

1 €1 €2 €3 €4 €5 | €g €7
1 1 €1 €2 €3 €4 €5 | € €7
€1 | €1 €3 €4 €g
€r | €2 (1 —€s
€3 | €3 €g
€4 | €4 —eér
€5 [ €5 —€s €7
€6 | €6 —€7
€7 | €7
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Um célculo direto mostra que A satisfaz as identidades (3.2.1) — (3.2.4) e como todos os
produtos com cinco elementos sdo zero, A também satisfaz as identidades (3.2.5) - (3.2.12).
Assim, A é um anel quadratico generalizado. Mas A ndo é uma algebra quadratica sobre
K, pois 1, ey, €} sdo linearmente independentes sobre K. E A nio é uma slgebra flexivel
(assim ela ndo é Jordan ndo comutativa), pois (e, es,€1) = —ez # 0. O centro de A é
Z(A) = {al 4 Per | o, € K}. A dlgebra A é um anel quadrético sobre Z(A), pois se

z=al+ae + ...+ arer e ¢(z) = q,
erz? — erc(z)z =0, para todo z € A.

A identidade seguinte serve como uma chave, a qual mostra que as identidades que
definem os anéis quadraticos generalizados introduzem uma dependéncia quadratica sobre

o centro de um anel nao flexivel.

Teorema 3.2.2 Se A ¢ um anel quadrdtico generalizado de caracteristica diferente de 2,

entdo A satisfaz a sequinte coﬁdi;:do quadrdtica sobre o centro de A:
(a:,y,a:)az - {(a, $2,y) * (yv$27a) - (a °z,, y) - (y,:z:, ao IL‘)}G
- (a, (x’ x’ a)? y) - (y’ ("L.7 '1"7 a)’ a) + ((a7 a’ m)’ w’ y) + (y,x’ (a'? a’ :L'))
+ (¢,2(az),y) + (v, 2(az), a) — (a(za),z,y) — (y,2,a(za)) + (zy,z,d?)

+ (a®,z,2y) — (zy,a0z,a) — (a,a 0 z,zy) — (a,z%y,a) = 0. (3.2.16)

Prova. Os coeficientes da identidade (3.2.16) sdo somas de flexitores e portanto estao no
centro de A.

Agora, vamos provar (3.2.16). Seja p(z,y, z) = 0 a linearizagao de (3.2.1) e sejam
1 1 1
P1 = ip(xaxaa) :0) P2 = ip(a7a,$) :Oa P3 = ip(m7x7y):0
Entao as identidades que seguem sdo conseqiiéncia de (3.2.1):

8y(ap1) + 6a(yp1) + 2a(pry) — 4(p1y)a + 4(pra)y = 0,
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4(yz)p2 + 4(zp2)y + 4y(p2z) + 4pa(zy) =0,
2(aps)a + 4a(psa) — 2(psa)a =0,
4[a, p(a, z,y)z] + 4[p(za, z,y),a] — 2p((y, z, ), q,0)
+2[p(2?,a,y),a] = 0,
6[p(az,z,y),a] + 2[p(yz, a, z), a] — 4yp(az, a, ) — 2p(z?y, a,a) =0,
4p(zy, z,a®) — 4p(a®, zy,z) — 4p(za,a,z)y = 0.
As identidades que seguem sao conseqiiéncia de (3.2.2):
4[(eoz,y,2) — (y,a0z,z) + (a0 y,z,2) — (z,a0y,z) + (zoy,a,z)
—(a,z0y,z),a] =0,
4y{—(a® z,2) + (z,a®,z) — (a0 z,a,z) + (a,a 0 z,2)} =0,
4{—(aoz,z,a)+ (z,a0z,a) — (2%,a,a) + (a,2% a)}y = 0.
Como conseqiiéncia de (3.2.3) seguem as identidades:
dy{(a,a0z,z) — (a,z,a0z) + (a,2% a) — (a,a,2%)} =0,
4{(z,ad* z) — (2,2,a®) + (z,a 0 z,a) — (z,a,a0z)}y = 0.
Usando (3.2.4) obtemos as seguintes identidades:

[~4{(aoz,y,2)+ (z,y,a0z)} — 2{(a,z 0y,z) + (z,z 0 y,a)}
—6{(z,a0z,y)+ (y,a0z,z)},a] = 0,

da[(a,z, ) + (z,z,a),y] + 2[(a,z,z) + (2,2, a),y]a
+4y[(a,z,z) + (z,z,a),a] = 0,

—2a[{(z,2,y) + (v, z,2)}, a] + [4{(yz, 2, 0) + (a, 2, y2)}
—8{(a,2%y) + (y,2%.a)},a] = 0,

—4[[(a,z,a),2],y] + 4[(z, a,2), aly — 6a[(z, y, 2),a] = 0,
6((z,a,z),yla+ 8[(z,y,z),a]a = 0.
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As identidades que seguem sdo conseqiiéncias de (3.2.5) e (3.2.7):

H((a,a,2) + (2,0,a),z,y} + 4{((z,z,y) + (y,2,2),a,a)}
+4((av Z, a), :c,y) - 8((3;, Y, Cl:), a, a) = 0,

4(a,a,(z,z,y)) + (y,z,z)) = 0.
Usando (3.2.8), (3.2.9) e (3.2.10), obtemos:

3[[a,z] o [z,y],a] =0,
4{([:1:):‘/] 0 aamaa) + ([:I),y] o $7a,a) - ([a:,y],ao a:,a)} =0,

—4{([:12, y] o a,:l:,a) - ([m’y]’ l'aaz)} =0.

Uma linearizacdo de (3.2.11) é:

—2[2a(y, z, z) + 2y(a, z,z) — 2(a, z,yz) — 2(y, x, az) + 22(z,qa,y) + 2z(z, y, a)
—2(:1:,a,:vy) - 2($’y’xa) tao (177 va) +yo (:L', a,l‘) t+zo (a,.'L‘, y)

+z o (y,z,a),a] = 0.
E uma linearizagao de (3.2.12) é:

—[(aoz)o(zoy)—2(aoy)o z?
120z, ,5) + 26(2,,2) + 22(a, 7,) + 2{a,y, ) + 22(y,a, )

+2y(z, a,z) + 22(y, 2, a) + 2y(z, z,a),a] = 0.

Agora, somamos todas as identidades que sdo consequéncias de (3.2.1)-(3.2.12) e foram
destacadas acima. Todos os termos séo cancelados com excegao dos termos que compdem
a identidade (3.2.16), multiplicados por quatro. E assim o teorema vale se a caracteristica
do anel A é diferente de 2.

Vamos provar que o coeficiente de a na identidade (3.2.16) satisfaz uma condicio

simétrica, isto é, que este coeficiente é zero quando substituimos a por [a, b].
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Lema 3.2.3 Se A € um anel quadrdtico generalizado, entio A satisfaz a segquinte identi-

dade:
([a,0],2% ) + (y, 2% [a,b]) — ([a,b] 0 2, z,y) — (y, @, [a,b]oz) = 0. (3.2.17)
Prova. Temos as seguintes identidades:

—(ba) o q(y, =, z) + 2¢(y, z, z)(ab) = 0,
p([a,b],z,y) 0z — p(zla,b], z,y) — p([a,b],a:y,:z:) +q(ab,z,z)oy — 2q(ba, z,z)y = 0,
onde ¢(y,z,2) = (y,2,z) + (z,y,z) + (z,z,y), por (3.2.1);

—([a,0] 0z, 2,y) — (2%, [a,b],y) + (2, [a,b] 0 z,y) + ([a,b], 2%, y] = 0,

_($2’ Y, [a'v b]) - (77 °Yy,z, [a,b]) + (y>$2) [aab]) T (3:7'7" oY, [a,b]) =0,

por (3.2.2);
(y,[a,b] 0 z,2) + (y, 2% [a, b)) — (y,x,[a,b) o z) — (y,[a,b],z?) =0,
(z,[a,b] 0 z,y) + (z,[a,bl o y,z) + (z,z 09, [a,b]) — (z,y,[a,b]oz)
—(z,z,[a,bloy) — (z,[a,b],z0y) =0,
por (3.2.3);
—[([a, 0], z,y) + (v, 7, [a, 8]), 2] + [(ba, z, z) + (2,2, ba),y] = 0,
[(x,ab,:z:),y] - [(:L',y,a:),ba] - [(:z:,z,y) + (yamax)vab] =0,
por (3.2.4);
_([aa b] 0 xvmay) + ([a,b],:c2, y) =0,
—([a,b] o z,y,2) — ([a,b] 0 y, 2, z) + ([a,b],z0y,z) =0,
por (3.2.9);

([a7b] o rc,y,:n) - ([avb]v y,$2) =0,
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por (3.2.10). Agora somamos todas estas identidades para obter (3.2.17).
Vamos provar agora uma identidade que mostra que as identidades que definem os
anéis quadraticos generalizados flexiveis introduzem uma dependéncia quadrética sobre o

centro comutativo em um anel nao comutativo.

Teorema 3.2.4 Se A € um anel quadrdtico generalizado flexivel, entio A satisfaz a

sequinte condigdo quadrdtica sobre seu centro comutativo:
— 6 ([a,b]0[a,b])
+6( —[aob,b]ofa,c]+ [aoc,b]o[a,b]+2 [ba,c]o[a,b] ) c
+ [ab, b] o [4ac + 2ca, c] + 3 [ab, c| o [ab,c] + 9 [ba, c] o [ba,c]
+ 6 [ac, c] o [ba,b] — 6 [[a,b], c]o [ca,b] — 12 [ab,c] o [ba, ]
+ 4 [[a, 8], bc] o [a, c] + [[a, c], be — 3cb] o [a,b] + 12 [ba, c?] o [a, b]
— 4 [c[a,b],b] o [a,c] + [—4c.ac + 6c%a — 8c.ca, b] o [a, b]
+ [—18ba.c — 8ca.b — 6c.ab — dac.b, c] o [a,b] = 0. (3.2.18)

Prova. A forma linearizada da lei flexivel ¢ f(z,y,2) = (z,y,2)+ (z,y,2) = 0. Listamos

as seguintes consequéncias da lei flexivel:
-2 [f(ac,b,[a,b]),c] =0, 2 [f([a,b],b, ca),c] =0,

8 f([a,b],cb,[a,c])=0, 4 f([la,b],c],b,ca) =0,
f(2c.ca — 8ca.c + 2ac.c + 4c.ac, b, [a,b]) = 0,
f(=6c.ba + 6ca.b — 2b.ca 4 24ba.c — 4b.ac — 18ab.c, ¢, [a,b]) = 0,
f(4b.ba — 6ba.b + 6b.ab — 4ab.b, c,[a,c]) = 0,
—6f(c* a,b)o[a,b] =0, 6{bf(a,c,c)} o [a,b] =0,
12 {—f(b,a,c) o [a,b] + ([a,b], ¢, [a,b])} c =0,
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—4 f([[a,b],¢],b,ac) =0, 6 {f(b,a,c)c}o[a,b] =0,
6 [a,b]{f(b,a,c)oc} =0, 4 [a,df(b,[a,b],c)=0,
—6 (c,a,c){[ba,b] + ab.b} =0, 6 (c,a,c)o (b.ba) = 0,
12 {(b,a,b)[a,c]}oc=0, 12 (b,a,b){c.ca — ac.c} =0,
f(—2ab.b+ 2b.ba, [a,c],c) = 0, —2 f(bla,c],[a,b],c) =0,
-2 [a,b]f([a,],b,c) =0, 18 {[a, b](c, ab,c) + (c, ba, c)[a,b]} = 0,
6 f(b,a0c,c)la,b] =0, 10 f([a,c], (b,a,b),c) =0,
-2 f([a, €], ¢, b)[a,b] =0, 4 f([a,b],c,b)[a,c]=0,
4 [a,¢|f([a,8],b,¢) =0, 2 f([a,b],[a,c]b,c) =0,
8 [a,b]f(b,ca,c) =0,  —6 (c[a,b])f(b,a,c) =0,
6 f(ab,c,c)la,b] =0, 6 [a,b]f(ba,c,c) =0,
4 [a,b]f(b,ac,c) = 0, 18 ([a, ], <%, [a,b]) = 0,
—6 (b(ab)) (c,a,¢) =0, 6 f(b,a,c)([a,b]c) =0,
10 [(b,a,b),c]o [a,d] =0, 6 {(c,a,c)ob}a,b] = 0.

Listamos agora as seguintes consequéncias da lei de Jordan (z2,y,z) = 0:
—12 {([a,b] 0 ¢, [a,b], ) + (%, [a, b],[a,b])} = O,
—4 {([a,b] o [a,¢c],b,¢) + ([a,b] 0 ¢, b, [a, c]) + ([a,c] 0 ¢, b, [a,b])} = 0.
Em seguida, listamos as seguintes consequéncias da identidade (3.2.8):
6 [[a,b] 0 [a,b],c*] =0, 2 [[ab,b]o [a,c],c]=0, 3 [[a,c]ob,d],[a,b]]=0.
Finalmente, listamos as seguintes consequencias da identidade (3.2.9):

4{([a,8] 0 b, ¢, [a,€]) + ([a,8] 0 ¢, b, [a, ]) = ([a, b], bo ¢, [a, €])} = O,
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12 {([a,b] 0 ¢, ¢, [a, b]) — ([a,b],c?, [a,b])} = 0,
8 {([a,b] o [a,c],b,c) + ([a,b] 0 b,[a, c],c) — ([a,d],[a,c] 0 b,c)} =0,
4 {([a,c] 0 b,c,[a,b]) + ([a,c] 0 ¢, b, [a,b]) — ([a,c],bo ¢, [a,b])} = 0,
—4 {([a, ] o [a,0],b,c) + ([a,c] 0 b, [a,b],¢c) — ([a,c],[a,b] 0 b,c)} = 0.

Somando todas estas identidades listadas acima e simplificando, obtemos —1 vezes
(3.2.18). De (3.2.8) temos que [a, b]o(c, d] estd no centro comutativo para todo a, b, ¢, d €
A. Portanto todos os coeficientes de (3.2.18) estdo no centro comutativo e o teorema est

provado.

Observagao. Usando o método descrito por Hentzel e Jacobs [18] e sua imple-
mentagao, o programa Albert (veja Jacobs et al [19, 20]), verificamos que todo anel

generalizado satisfaz a condigao quadritica mais curta

(:v,y,:c) a2 - {(a7$2,y) + (yam21a) - (aoxaxay) - (y7maa° :II)} a

_($7a2y>$) + (ay)aaxz) + (:cz,a,ay) - (ayaa o CL‘,.'E) - (IL‘,CL o :z:,ay) =0

sobre o seu centro. Também verificamos que se o anel quadratico generalizado flexivel
satisfaz as identidades (3.2.13) e (3.2.15) entéo ele satisfaz a condicdo quadritica mais

curta

([a,b] 0 [a,b]) ¢ —2 ( — [ab,a]o [b,c] — [be,a] o [a,b] + [ba,c] o [b,a] ) e

+ [a®,bc] o [b,c] + [bc?, a] o [a,b] — [ac, b] o [be, a] — [ca, b] o [be, a] = 0,

sobre o seu centro comutativo. Entretando, ndo daremos as provas destas condicoes aqui

pois estas provas sao ainda mais longas do que aquelas apresentadas nos Teoremas 3.2.2

e 3.2.4.
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3.3 Anéis primos

O centro Z(A) de um anel primo A com 1 nao tem divisores de zero. Se Z(A) nio é
Zero, seja Z(A) o corpo de fragdes de Z(A). Consideremos A* = Z (A) ®z(4) A. Temos
que A* é uma algebra sobre Z(A) e ela contém uma cépia isomorfa de A. Como as
identidades que definem um anel quadrético generalizado sio homogéneas, A* é também

um anel quadrético generalizado, quando A é um anel quadrético generalizado.

Teorema 3.3.1 Se A € um anel quadrdtico generalizado primo com 1, de caracteristica
diferente de 2 e ndo flexivel, entdo A* ¢ uma dlgebra quadrdtica simétrica. Portanto, A

estd na variedade determinada por todas as dlgebras quadrdticas simétricas sobre Z(A)

Prova. Como A nao éyﬂexivel, entao existem z e y em A tais que (z,y,z) # 0. E (z,y, z)
estéd em Z(A). Como (z,y,z) # 0, ele é invertivel em Z(A) e segue do Teorema 3.2.2 que
A satisfaz uma identidade quadratica sobre o corpo Z (A) com coeficiente (z,y, ). Assim,
A* é uma algebra quadrética sobre Z(A). Pelo Lema 3.2.3, A* é uma algebra quadratica
simétrica.

Como A é uma subalgebra de uma algebra quadratica simétrica sobre Z (A), ela satisfaz
todas as identidades que valem para todas as algebras simétricas sobre Z(A), e assim A
estd na variedade determinada por todas as algebras quadréticas simétricas sobre Z(A).

Se o centro de uma algebra simples nao é zero, entao ele é um corpo (ver Zhevlakov

et al [15], p. 137). Assim temos:

Coroldrio 3.3.2 Se A € um anel quadrdtico generalizado simples de caracteristica dife-
rente de 2 e ndo flexivel, entdo A estd na variedade determinada por todas as dlgebras

quadrdticas simétricas sobre o centro de A.
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3.4 Anéis semiprimos

Nesta secio abordamos o caso em que o anel A é um anel quadratico generalizado
semiprimo de caracteristica diferente de 2. Seja F' o grupo aditivo gerado por todos os
flexitores (z,y,z), z ey em A, esejal = {a € A | Fa=0}. Como F C Z(A), temos que
F+FAe I sio ideais de A. Assim, IN(F 4 F'A) também é um ideal de A e seu quadrado
€ zero. Portanto, concluimos que I N (F + FA) = 0, pois A é anel semiprimo. Segue
entao que A é soma subdireta de A/l e A/(F + FA). O anel quociente A/(F + FA) é
flexivel e portanto é anel de Jordan ndo comutativo. E ele satisfaz a condi¢ao quadratica
sobre o seu centro comutativo mencionado no Teorema 3.2.4. E segue do Teorema 3.2.2
e Lema 3.2.3 que o anel quociente A/ é um anel quadratico simétrico sobre Z(A/I).

Provamos assim o teorema:

Teorema 3.4.1 Um anel quadrdtico generalizado semiprimo A, de caracteristica dife-
rente de 2, € uma soma subdireta de um anel de Jordan ndo comutativo que satisfaz uma
condi¢do quadrdtica sobre o seu centro comutativo e de um anel quadrdtico simétrico sobre

0 seu centro.

Os resultados deste capitulo foram obtidos em conjunto com os professores L. A. Peresi

e [. R. Hentzel.

49



Capitulo 4

Algebras de posto 3

4.1 Introducao
Uma élgebra comutativa A sobre um corpo K é denominada dlgebra de posto 3 se
z® — t(z)z* + n(z)z = 0, (4.1.1)

para todoz € A,ondet: A — K é umaformalinearen : A — K é uma forma quadrética.
Quando ¢(z) = 0 para todo = € A, dizemos que A é uma dlgebra com pseudo-composicio.
Estas dlgebras foram estudadas por Walcher [22], Meyberg e Osborn [21].

O objetivo deste capitulo é determinar as identidades polinomiais minimais (isto é, de
menor grau), que nao sdo conseqiiéncias da comutatividade, para as dlgebras de posto 3.
O processo para obter estas identidades é computacional e usa a “representacio” natural
do grupo simétrico S, das permutacdes de n elementos. Este método foi concebido por
Hentzel [11, 12] e levemente modificado por Correa, Hentzel e Peresi [23]. Na secio que

segue vamos descrever este método de forma resumida.

4.2 Representacao de equagoes por matrizes

A dlgebra de grupo KS, é isomorfa a uma soma de lgebras de matrizes quando
car(K) = 0 ou car(K) = p > n. Uma fungao bijetora que leva K'S, num destes somandos

€ uma representacio irredutivel de K'S,, a qual pode ser obtida através de um processo
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dado por Clifton [14]. O processo associa cada 7 € S, a uma matriz A, e a representacao
irredutivel é dada por m +— A;'A,, onde I denota a permutacio identidade. No que
segue usamos os isomorfismos de médulo K'S, — K; dados por m — A, e chamamos isto
de uma representagio de KS,, embora estes isomorfismos nao sejam representacoes no
sentido usual.

Seja f = f(z1,...,2,) = 0 uma equagio onde cada varidvel aparece uma vez em
cada termo. Suponhamos que os termos nesta equagio possam ser classificados em k
tipos denotados por Ti,...,Ti. Assim, f = fi @ --- @ fi, onde na expressdo f; aparecem
somente os termos do tipo 7;. Considerando como as posigdes das varidveis i, ..., z,
sao mudadas, identificamos f; com um elemento de KS,. Usando esta identificacio,
consideramos f = 0 como um elemento de KS, @ --- & K S, (aqui temos k somandos

correspondentes aos k tipos). Cada representacio induz uma nova representacao
P:KS,®---0KS, > K;®d- & K;.

Usando esta representacio P, identificamos a equagdo f = 0 com uma soma direta de k
matrizes em K;. Chamamos esta soma direta de matrizes uma representaciao matricial
da equagdao f = 0. O espago linha de f = 0 é o espago linha determinado pela sua

representacao matricial. Agora, seja
O = f(i)(ml,...,:cn) =0, 1=1,...,s,

um conjunto de tais equaces. Considerando todas as representagdes matriciais de f(1) =
0, ..., f®) =0, dadas pela representacio P, obtemos uma matriz de blocos. A equagao
f = 0 é uma consequéncia destas equagcdes se e s6 se o espaco linha de f = 0 estd contido

no espago linha desta matriz de blocos, e isto ocorre para todas as representacdes P.
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4.3 Algebras com pseudo-composicao

Nesta se¢do vamos procurar identidades polinomiais minimais para as algebras com

pseudo-composigio, ou seja, as dlgebras que satisfazem a equagao
z® — q(z,z)z =0, (4.3.1)

para todo z e onde ¢(z,y) é uma forma bilinear. Observamos que toda dlgebra com

pseudo-composicio satisfaz a identidade de grau 5
(z%y,z) = 0. (4.3.2)

De fato, usando (4.3.1) e a comutatividade, temos

(@%v,2) = q(z,2)(2,y,2) = 0.

Teorema 4.3.1 Seja A uma dlgebra com pseudo-composig¢do sobre um corpo K de carac-

teristica # 2,3. Entdo temos

(i) as identidades de graus < 4 sdo consequéncias de vy = yz;

(i1) as identidades de grau § sdo consequéncias de zy=yz e (z°y,z)=0.
Prova. Vamos provar que nio existem identidades polinomiais de grau 4 e portanto
também que néo existem aquelas de grau < 4, a nio ser as decorrentes da comutatividade.

De fato, se existisse uma identidade de grau 3, por exemplo, f(z,y,z) = 0, terfamos que

f(z,y,z)w = 0. Esta seria uma identidade de grau 4.

Identidades de grau 4. Dados a,b,c,d em A, temos as seguintes equagdes que provém

da comutatividade:
(1) q(a,b)ed — q(b,a)cd = 0;
(2) q(a,b)cd — gq(a,b)dc = 0;
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(3) q(a,be)d — q(a, cb)d = O;
(4) gq(ab.c,d) — q(ba.c,d) = 0;
(5) g(a,b)q(c,d) — q(b,a)q(c,d) = 0;
(6) g(a,b)q(c,d) — q(c,d)q(a,b) = 0;
(7) (ab.c)d — (ba.c)d = 0;
(8) (ab)(cd) — (ba)(cd) = 0;
(9) (ab)(cd) — (cd)(ab) = 0.
A equagéo (4.3.1) linearizada é
p(2,y,2) = zy.z + zz.y +yz.z — q(z,y)z — q(z, 2)y — q(y,2)z = 0
e dela obtemos as seguintes equagdes:
(10) p(a,b,c)d = 0;
(11) p(ab, ¢, d) = 0;
(12) q(p(a,b,c),d) = 0.

Destas equagdes temos os seguintes tipos de associagido envolvendo quatro elementos

arbitrdrios da dlgebra A:

T:. q(R, R)RR, Ty. ¢(R, RR)R, Ts. (RR.R, R),
Ti. (R, R)q(R, R), Ts. (RR.R)R, Ts. RR.RR

Dentre estes, T5 e T sao tipos polinomiais, isto é, ndo envolvem a forma bilinear ¢(z,y)

de (4.3.1).
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Para cada representagiao P de Sy, obtemos as formas escalonadas das matrizes de blo-

da cumutatividade.

A

y que provem

cos. Fazemos isto primeiro para as identidades (1) - (9)

Depois para as identidades (1) — (12).

Para as identidades (1) — (9) temos que a matriz escalonada relativa & primeira re-

presentacdo é a matriz nula; a matriz escalonada relativa a segunda representacio de S,

é
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A matriz escalonada relativa a terceira representacio de S, é

A matriz escalonada relativa a quarta representacio de S, é
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Representagao 1

T3

1 0
T
1

T
Abaixo apresentamos as matrizes escalonadas para as identidades (1) - (12), relativas

E a matriz escalonada relativa a quinta representagao de Sy é

as representacoes 1 a 5 do Sy.



Representagao 2
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Representagao 3
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Representagao 4
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Representacgao 5
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0

0
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1

Comparando as duas sequéncias de matrizes, observamos que as colunas que envolvem

os tipos polinomiais T5 e Ty sao iguais para cada representagao. Isto significa que qualquer

identidade polinomial de grau 4 é consequéncia das identidades (1) - (9) (vindas da

comutatividade). Assim, provamos o item (i) do Teorema 4.3.1.

Identidades de grau 5. Para provar o item (ii) do Teorema 4.3.1, vamos listar as

identidades de grau 5 que provém da comutatividade e logo em seguida as identidades (de
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grau 5) que provém de (4.3.2). Depois disto, de modo semelhante ao que foi feito no item
(i), vamos listar as matrizes escalonadas e comparar as mesmas para cada representagao.
Dados a,b, c,d, e elementos arbitrarios em A, as equagdes (1) - (21) abaixo decorrem

da comutatividade de A.

(1) g¢(a,b)cd.e — q(b,a)cd.e = 0;
(3) q(a,bc)de — g(a,cb)de = 0;

(2) q(a,b)ed.e — g(a, b)de.c = 0;
(
(5) q(a,be.d)e — q(a, ch.d)e = 0; (6) q(ab,cd)e — q(ba, cd)e = 0;
(
(

4) q(a,bc)de — g(a,bc)ed = 0;

(7) q(ab, cd)e — g(cd, ab)e = 0; 8) q(a,b)q(c,d)e — q(b,a)q(c,d)e = 0;

(9) Q(av b)q(c, d)e - q(c, d)Q(aa b)e = 0; 10) Q((ab'c)d’ e) - Q((ba'c)d’ e) = 0;

(11) q(ab.cd, e) — q(ba.cd,e) = 0; (12) q(ab.cd, e) — q(cd.ab, e) = 0;
(13) q(a,b)q(c,de) — gq(b,a)g(c,de) = 0;  (14) q(a,b)q(c, de) — g(a, b)q(c, ed) = 0;
(15) q(ab.c, de) — q(ba.c, de) = 0; (16) q(ab.c,de) — q(ab.c, ed) = 0;

(17) ((ab.c)d)e — ((ba.c)d)e = 0 (18) (ab.cd)e — (ba.cd)e = 0;

(19) (ab.cd)e — (cd.ab)e = 0; (20) (ab.c).de — (ba.c).de = 0;

(21) (ab.c).de — (ab.c).ed = 0.

As equagoes (22) - (30) provém de (4.3.1).

(22) p(a,b,c)d.e = 0; (23) p(a,b,c).de = 0;
(24) p(a,b,c)q(d,e) = 0; (25) p(ab,c,d)e = 0;
(26) p(ab.c,d,e) = 0; (27) p(ab,cd,e) = 0;
(28) q(p(abd,c,d),e) = 0; (29) q(p(a,b,c)d,e) = 0;

(30) q(p(a,b,c),de) = 0;

Os termos que aparecem nestas equagdes podem ser classificados quanto & forma de as-

sociagao, em doze tipos:
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Ti. q(R,R)RR.R T,. (R, RR)RR Ts. q(R,RR.R)R Ts. q(RR,RR)R
Ts. (R, R)q(R,R)R Ts. q((RR.R)R,R) Tr. q(RR.RR,R) Ts. (R, R)q(R, RR)

Dentre estes, os tipos polinomiais sio Tyg, 711 € Ti12. Os demais tipos envolvem a forma
bilinear ¢(z, y) de (4.3.1). De modo andlogo ao que foi feito no item (i), obtivemos primeiro
as matrizes escalonadas de cada representagio do S5 envolvendo as equagdes (1) a (21)
que provém da comutatividade da dlgebra e depois as matrizes que envolvem as equagoes
(1) a (30). Néo exibimos as matrizes completas mas tio somente uma parte das colunas
referentes aos tipos polinomiais Tyg, T11 € Tia.

Para a primeira representacdo do S5 a matriz que envolve as equagcdes (1)-(21) éa

matriz nula

Two Ty T
0 0 0
0 0 0
0 0 0
E quando envolve as equagdes (1) — (30), temos a matriz
Tio Tn T2
0 0 0
0 0 0
1 0 -1

A dltima linha desta matriz indica que a 4lgebra satisfaz uma identidade de grau 5 com

os tipos Tyg e Ty : (23.2)z — 2322 = 0, ou seja,
(23, z,2) = 0.

Para a segunda representagio do Ss, a matriz que envolve as equacdes (1) - (21) é a

matriz
Tio Ty Tyo
111219000 01!00UO0TU0
0000100 410000
0 000010110000
00001001 -110000
0 000:I00O0 O1!2012
00001000 O!021 2
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E a matriz que envolve as equagdes (1) - (30) é

Tl 2

Tl 1

Tl 0

00 -1 -2

0

0

0
0

1
1

=]
-1

010
0 01

0
0

0
0

0
0

0

(:1:3, y,z) =0.

Comparando estas duas matrizes, temos uma nova identidade de grau 5:

Para as demais representacdes de Ss, as matrizes que provém da comutatividade

(1) - (30) séo iguais (em

oes

das equag

em

~

(1) a (21)) e as matrizes que prov

equagoes

(

cada representacdo). E estdo listadas abaixo.

Representacao 3

Ty,
0
0
0
0

0
0

T
0 00O0TO
0 00O0TO

TlO

1 00

0
0

0
0
0
0
0
0

-2

—1

1
1

2
0
0
0
0
0
0
0

0
0
0
0
100
010

1
1

1 0000
01000
00100
0 001 2
0 00O0TO
0 00O0TO
0 00©O0O

1
1

1
1

-2

—1
-1

0

0

1

0

0

60



Representagao 4

T1z

T
000O0TO

000O0O0ODO

TIO

0
0
0
0
0
0
0
0
0
-1

-2 0
-2

1 00 —1

00O0O0TO
0 0O0O0O
0 00O0OTO

0 00O0O0OTO:

1 00000
010000
001 00O

000100

1
1

0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0

00O0O0O
0 00O0TO
000©O0O

000O0T1O0

0 00O0TO

000001

0
0
0

1 0000
01000

0 00O0O0O0:
000O0O0CO
000 0O0OO
000 O0O0OOU

1
-1

00200

00010

000O0O0O0O:I0O0O0OO0Z2 1

Representacao 5

Ths

Tn
0 00O
00 0O
00 0O
3000

03 10

TIO

0

0
0
0
0
0
0
0
1

0
0
0
4
-2
=2

2
-1

0
010

1

-1

0
0
0
0
0
0
0
0
0

0

0
0
0
0

00 30
0 00 3
0000
0000
0 00O
0 00O

1
0
0
0
0

0

010 —1

0
0

1

0
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Representacao 6

To Ty Ty,
100 21000O0°!'!O0O0O0TO0
010 -17:00001:000TO0
0 01 1.000O01:!0O0O00O0
000 O0:!1000:00©O0TO
000 0!010O0!I!0O0O0OTD0
000 010010 000O00U0
000 0O1V0O0O0T1IT!t!0O0O0OTDO
000 O0O:00O0O0OI!1000O0
000 0:00O0O0O!/!0100
000 0:00O0OT!0O0T1O0
000 O0:00O0OO0OT!O0O0OTO0T1

Representagao 7

Two Tu Tie
1 0 O
0 1 0
0 0 1

A identidade que aparece na representagdo 1 é um caso particular daquela que vem da
representagao 2. E nenhuma outra identidade de grau 5 é satisfeita pelas algebras com

pseudo-composicao, a ndo ser aquelas que decorrem das identidades
zy —yz =0, (z3,y,z) = 0.
Isto conclui a prova do item (ii) do Teorema 4.3.1.

4.4 Identidades polinomiais para 4algebras
de posto 3

Nesta secao vamos denotar por p(z,y,z) a forma linearizada de (4.1.1). Assim,
p(z,y,2) = zyz+azy+yza—t(a)yz — Hy)ez - t(z)ey + q(z,y)z
+q(z,2)y + q(y,2)z = 0.
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Vamos inicialmente provar que as dlgebras de posto 3 satisfazem identidades polinomiais

de grau 6.
Proposicao 4.4.1 Toda dlgebra de posto 3 satisfaz as seguintes identidades de grau 6:
(=°,y,2%) — (2%, y,7)z + (yz, 2, 2)z.2 — ((y, %, ¢)2.2)T = O] (4.4.1)
(2%, 2%, y)z + (yz,2%,2%) + (22, y,2)2? + 2(2?, z, z) (yz)
+2(yz, z, 2%z — (y, 23, 2%) — (2%, z,y) — 2(yz, z,2)2? = 0. (4.4.2)
Prova. Se h(z) = 2° — t(z)z? + q(z, )z, entdo a seguinte soma é zero:

(p(y, z,z)z.z)z — p(y, 2, 2)2° — p(yz, =, z)z.2 + t(z)p(yz, z,z)z — t(z)p(z’y, z, z)
—(p(z,z,z)y.z)z + (h(z)yz)z + 2h(z)(yz.z) — t(yz)h(z)z + 29(yz, z)h(z)
+(h(z)y)a® — 2q(h(z)y, z)z + p(z°y, ¢, 2) + t(z)p(y, =, 2)2” — t(z)p(y, ¢, 2)z.2
—t(y)h(z)z? + t(y)h(z)z.z — 2t(z)h(z).yz + 2t(z)h(z)y.z = 0.

Nesta soma, agrupamos os termos segundo os tipos de associagao envolvendo um y e cinco

x. Apds os cancelamentos possiveis, sobra a soma
((z®y.z)z)z + 2%y.2” + (Pyz)z — 22y.2® — ((e2.yz)z)z — (2%y.z)z = 0,
que pode ser reescrita como soma dos associadores
(2%,y,2%) — (2%,y,2)z + ((yz, z, z)z)z — ((y, =, z)z.2)z = 0.
Temos que a soma abaixo é zero:

—4(p(z, z,z)z.y)e + 4(p(z, z,z)z.2)y — p(y, T, 7)z.2% — 3p(2, 2, T)Y.22

+6p(z, @, 2)z.yz + (p(y, =, 2)a*)z — 2(p(z, z, ¢).yz)z — (p(z, v, 2)2)y — p(y, ¢, z)a®
+2p(z, z,2)(yz.2) + p(z, 2, 2)(2"y) + 2p(2?, v, 2)y.2 - 2(p(2?, 2, 2)2)y — p(a*, 2%, y)2
+p(a?, 2%, 2)y + 2p(2?, y, 2)z? — 2p(a?, 2, x).yz = 0.
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Agrupando os termos de mesmo tipo de associagdo, os termos que nao se cancelam sio:

2(yz.z)z’.x — (2%y.2®)z — 2(2%.yz)z + 222y — 2(yz.2)z.2? + (2%y.2)2?

—z’y.2” + 2(z%z.yz) + 2(yz.2%)z + (222%.y)z — (2%2.2)y — 2(z%z2.yz) = 0.

Podemos reescrever esta soma como uma soma de associadores

(2, 2%, y)z + (yz, 2%, 2%) + (22, y,2)2? + 2(2%, z, 2) (yz) + 2(yz, ¢, %)z

_(y’:L,B, x2) - (w2x21$7 y) - 2(ym,m,m):c2 =0.

Assim, mostramos que (4.4.1) e (4.4.2) sdo identidades polinomiais de grau 6 para as

algebras de posto 3.

Identidades de grau 5. Vamos mostrar que para as algebras de posto 3 nao existem

identidades polinomiais de grau < 5, além daquelas que decorrem da comutatividade. Isto

é feito repetindo o processo usado anteriormente para as dlgebras com pseudo-composicao.

Ou seja, dados a, b, ¢, d, e, elementos quaisquer de A, temos as seguintes equagdes de grau

5 que decorrem da comutatividade:

(1) q(a,b)ed.e — q(b,a)cd.e = 0;
(3) q(ab,c)de — g(ba, c)de = 0;
(5) q(ab,cd)e — g(ba, cd)e = 0;
(7) q(ab.c,d)e — q(ba.c,d)e = 0;

(9) Q(a’ b)q(cv d)e — Q(Ca d)Q(a7 b)e = 0;

(11) q(a,b)t(c)de — q(a,b)t(c)ed = 0;
(13) q(a,b)t(cd)e — q(b,a)t(cd)e = 0;
(15) q(a,b)i(c)t(d)e — q(b, a)t(c)t(d)e = 0;

(17) t(a)(be.d)e — t(a)(cb.d)e = 0;
)

(
(19) #(
(21) t(ab)cd.e — t(ab)dc.e = 0;

a)be.de — t(a)de.bec = 0;

(2) q(a,b)cd.e — g(a, b)de.e = 0;

(4) q(ab, c)de — q(ab, c)ed = 0;

(6) q(ab, cd)e — g(cd, ab)e = 0;

(8) ala,b)q(c, d)e— q(b,a)q(c,d)e = 0;

(10) g(a,b)t(c)de — (b, a)t(c)de = O;

(12) q(ab, c)t(d)e — q(ba, c)t(d)e = 0;

(14) g(a,b)t(cd)e — q(a, b)t(dc)e = 0;

(16) q(a,b)t(c)t(d)e — q(a,b)t(d)t(c)e = 0;
(18) t(a)be.de — t(a)ch.de = 0;

(20) t(ab)cd.e — t(ba)cd.e = 0;

(22) t(a)t(b)ed.e — t(b)t(a)cd.e = O;



t(a)t(b)cd.e — t(a)t(b)de.e = 0; (24) t(ab.c)de — t(ba.c)de = 0;
t(ab.c)de — t(ab.c)ed = 0; (26) t(ab)t(c)de — t(ba)t(c)de = O;
t(ab)t(c)de — t(ab)t(c)ed = 0; (28) t(ab.c)t(d)e — t(ba.c)i(d)e = 0;
(30)
(32)

t(ab)t(cd)e — t(ba)t(cd)e = 0 30) t(ab)t(cd)e — t(cd)t(ab)e = 0;
t((ab.c)d)e — t((ba.c)d)e = 0; 32) t(ab.cd)e — t(ba.cd)e = 0;
t(ab.cd)e — t(cd.ab)e = 0 (34) t(a)t(b)t(c)de — t(b)t(a)t(c)de = O;
t(a)t(b)t(c)de — t(c)t(a)t(b)de = 0; (36) t(a)t(b)t(c)de — t(a)t(b)t(c)ed = O;
t(ab)t(c)t(d)e — t(ba)t(c)t(d)e = O; (38) t(ab)t(c)t(d)e — t(ab)t(d)t(c)e = O;

q((ab.c)d, e) — q((ba.c)d, e) = 0; (40) q(ab.cd,e) — q(ba.cd,e) = 0;

q(ab.cd, e) — q(cd.ab, e) = 0; (42) q(ab.c,de) — g(ba.c, de) = 0;

q(ab.c, de) — q(ab.c, ed) = 0; (44) q(ab,c)q(d, e) — q(ba, c)q(d, ) = O;
q(ab, c)q(d, ) — q(ab, c)q(e, d) = 0; (46) q(ab.c,d)t(e) — q(ba.c, d)t(e) = O;
g(ab, cd)t(e) — q(ba, cd)t(e) = 0; (48) q(ab, cd)t(e) — q(cd, ab)t(e) = O;
q(ab, c)t(de) — q(ba, c)t(de) = 0; (50) q(ab, c)t(de) — q(ab, c)t(ed) = 0;
q(a,b)t(cd.€) — q(b, a)t(cd.e) = 0; (52) q(a,b)t(cd.e) — q(a, b)t(de.e) = 0;
alab, )t(d)t(e) — glba, )i(d)t(e) = 0;  (54) qlab, )t(d)i(e) — alab, c)t(e)t(d) = O;
a(a,b)t(cd)t(e) — q(b,a)t(ed)i(e) = 0;  (56) qla, bYt(cd)t(e) — ala, byt(de)t(e) = O;
a(a, b (e)(d)t(e) — g(b a)t(c)t(d)t(e) = 0; (58) qla, bYE()H(d)i(e) — qla, BIE(d)H(c)t(e) = O;
a(a, b ()t(d)i(e) — gla, b)i(e)(c)t(d) = 0; (60) q(a, b)a(c, d)t(e) — q(b, a)qle, d)t(e) =
a(a,b)a(c, d)t(e) — qle, d)q(a,b)i(e) = 0;  (62) (((ab.c)d)e) — t(((ba.c)d)e) = O;
t((ab.cd)e) — t((ba.cd)e) = 0; (64) ¢((ab.cd)e) — t((cd.ab)e) =
t((ab.c).de) — t((ba.c).de) = 0 (66) t((ab.c).de) — t((ab.c).ed) = 0;
t((ab.c)d)t(e) — t((ba.c)d)t(e) = 0; (68) t(ab.cd)t(e) — t(ba.cd)t(e) = O;
t(ab.cd)t(e) — t(cd.ab)t(e) = 0; (70) t(ab.c)t(de) — t(ba.c)t(de) = O;
t(ab.c)t(de) — t(ab.c)t(ed) = 0; (72) t(ab.c)t(d)i(e) — t(ba.c)t(d)t(e) = 0

t(ab.c)t(d)t(e) — t(ab.c)t(e)t(d) = 0; (74) t(ab)t(cd)t(e) — t(ba)t(cd)t(e) = O;
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(75) t(ab)t(cd)t(e) — t(cd)t(ab)t(e) = O;

(
(77) t(ab)t(c)t(d)t(e) — t(ab)t(d)t(c)t(e) = 0;
(79) ((ab.c)d)e — ((ba.c)d)e) = 0;

(81) (ab.cd)e — (cd.ab)e = 0;

(83) (ab.c).de — (ab.c).ed = 0.

(76) t(ab)t(c)t(d)t(e) — t(ba)t(c)t(d)t(e) = 0;
(78) t(ab)t(c)t(d)t(e) — t(ab)t(e)t(c)t(d) = 0
(80) (ab.cd)e — (ba.cd)e = 0;

(82) (ab.c).de — (ba.c).de = 0

As equagées (84) a (112) decorrem da linearizagao de (4.1.1):

(84) p(a,b,c).de = 0;

(86) p(a,b,c)q(d,e) = 0;

(88) p(a,b,c)t(de) = 0;

(90) q(p(a,b,c),d)e = 0;

(92) q(p(a,b,c),d,e) =0;

(94) t(p(a,b,c)d)e = 0;

(96) t(p(a,b,c)d.e) = 0;

(98) t(p(a,b,c)d)t(e) = 0;

(100) t(p(a,b,c))t(de) = 0;

(102) t(p(a,b,c))q(d,e) = 0;

(104)
)

p(ab, c,d)t(e) = 0;
(106) p(

p(ab, cd, e) = 0;

(108) t(p(ab,c,d)e) = 0;

(110) t(p(ab,c,d)t(e) = 0;
(

(112) t(p(ab.c,d,€)) = 0.

(85)
(87)
(89)
(91)
(93)
(95)
(97)
(99)

(101)
(103)
(105)
(107)
(109)
(111)

(p(a,b,c)d)e = 0;
p(a,b, c)t(d)t(e) = 0;
(p(a, b, c)d)t(e) = 0;
q(p(a, b, c), de) = 0;
q(p(a, b, ), d)t(e) = 0;
t(p(a,b,c).de) = 0;
(p(a, b, c))dt(e) = 0;
(p(a,b,c))de = 0;
t(p(a, b, ¢))t(d)t(e) = 0;
plab, ¢, d)e = 0;
q(p(abd, c,d),e) = 0;
t(p(ab, cd, €)) = 0;
t(p(ab, c,d))e = 0;
p(ab.c,d,e) = 0;

t(p
t(p
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Destas equagdes podemos identificar 45 tipos de produtos envolvendo cinco varidveis:

Ty. q(R,R)RR.R Ty. ¢(RR, R)RR Ts. ¢(RR, RR)R

Ty. q(RR.R,R)R Ts. (R, R)q(R, R)R Ts. q(R, R){(R)RR
T;. q(RR,R)t(R)R Ts. (R, R)t(RR)R To. q(R, R){(R)t(R)R
Tio. t(R)(RR.R)R Tyi. t(R)RR.RR Tys. t(RR)RR.R

Tys. t(R){(R)RR.R Tys. t(RR.R)RR Tys. t(RR){(R)RR
Tyis. t(RR.R)t(R)R Tyr. t{(RR){(RR)R Tys. t((RR.R)R)R
Tyo. t(RR.RR)R Tyo. t(R)t(R)t(R)RR Ty. t(RR)t(R){(R)R
Ty ¢((RR.R)R,R) Tys. ¢(RR.RR, R) Tya. q(RR.R, RR)

Tys. q(RR,R)q(R,R) Tye. ¢(RR.R, R)t(R) Tyr. ¢(RR, RR){(R)
Tys. q(RR,R){(RR) Ty q(R, R)t(RR.R) Tso. ¢(RR, R)t(R)¢(R)
Ts1. q(R, R)t(RR){(R) Ts2. q(R, R){(R)H(R)t(R)  Tss. q(R, R)q(R, R){(R)
Tss. t(((RR.R)R)R) Tss. t((RR.RR)R) Tss. t((RR.R).RR)
Tsr. t((RR.R)R){(R) Tss. t(RR.RR){(R) Tso. t(RR.R)t(RR)
Tyo. t(RR.R)(R)t(R) Ty. t(RR){(RR)t(R) Typ. t(RR)t(R){(R)t(R)
Tys. ((RR.R)R)R Ti. (RR.RR)R Tys. (RR.R).RR

Apenas os tipos Ty3, Tys e Tys sao polinomiais. Os demais dependem da forma linear
e/ou da forma bilinear da equagéo (4.1.1) que definem as algebras de posto 3.

As matrizes escalonadas que obtemos das representacées do Ss, envolvendo as equagoes
(1) = (83) ou (1) - (112) sdo idénticas. Isto permite concluir que uma &lgebra de posto
3 néo satisfaz nenhuma identidade polinomial de grau 5 a néo ser aquelas que sao con-
sequéncias da comutatividade. E, portanto, também nao h4 identidades polinomiais de

grau < 5. Apresentamos apenas os blocos das matrizes que correspondem aos tipos Tys,

Ths e Tys.
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Para a primeira representacio do Ss, as duas matrizes sio nulas. Para a segunda

representagdo, ambas as matrizes sdo iguais a

Tas

T44

T43

1

0
0
0

0
0
0

0
0

~1
~1

010

0 01

0
0

0

0

Tys
0
0
0
0
0
0
1 00
010

Tiy
0 00 O0O
0 000U O
1 0000
01 00O
00100
0 001 2
0 00 OO
0 00 OO
0 000D O

Tas

Na representacdo 3 do Ss, as matrizes obtidas sdo iguais a
1 00

0
0
0
0
0
0

0
0
0
0
0
0

=2

-1

2
0
0
0
0
0
0
0

—2 i

—1
-1

1
1

1

0

0

Na representacdo 4, as duas matrizes sdo iguais a

Tys
0 00O0O
0 00O0O

T44

000O0O0OTO

T43

0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
—1

!
1

-2 0
-2

-1

1 00

0 00O0O0OTDO

0 00O0O
0 00O0O
0 00 0O

0 00O0O0DO

1
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0

1
1

1 00000
010000
001000

000100

0

0 00O0O
0 00O0O
0 00 0O

000O0T1TOW0

0000O0OT1T:{00O0OO0OTPO

1 0000
01000
00200
00010

0 00O0O0OTUO:

000O0O0TO

1
I

1
-1

0 00O0O0OTU

000O0O00DU

)
1

0000O0O0O:!O0O0OO0OTO0OTZ?2 1
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Para a representacio 5, as duas matrizes obtidas sio iguais a

T43 T44 T45

|

OO OO OO OO N I

|

OO O OO OO OO N

OO O OO OO0 O =
OO O OO OO0 O O
OO OO oCcCoOooOo OO
OO O OO OO WO oo
SO OO oOowWoo oo
OO OO O WOOoOOOoO O
OO OO wWoooo oo
I
SO OODO NN PO OoO O
SO o OO0 Oocoo o
SO OO OoOOoOo oo o o
O HF O OO OO OO OO
ON—RFNMNOOOoOOoOO OO
_— O OO OO OOO OO

Relativo a representagdo 6, ambas as matrizes encontradas sio iguais a

Ty Tia Tys
100 2.:0000:!00O0O0:
010 -11:00001:00U00:
r 001 11000O0°:000O0:!
+ 000 Oi1000:000O0TO0:
000 OI/0100:000GO0:
+r000 O:I001O0:00UO0TO0:!
000 O0!100O0OT11:{000O0:
7000 O0O100O0O0OTI:I100T0O0:
+ 000 O100O0O0OTIOT1L1IO0TO0:!
000 O0O100O0O0OT:I0OO0T1O0:!
000 O0:00O0OO0OT!IO0OTO0OT1::

E na representagao 7, as duas matrizes obtidas sio iguais & matriz

Tys Tya Tys
1 0 0
0 1 0
0 0 1

Identidades de grau 6. Sabemos pela Proposicio 4.4.1 que as 4lgebras de posto 3
satisfazem pelo menos duas identidades polinomiais de grau 6. A seguir investigamos
a existéncia ou nido de outras identidades polinomiais de grau 6 para estas algebras.
Dados a,b,¢,d, e, f, elementos quaisquer de uma algebra A de posto 3, sobre um corpo

K, obtemos as seguintes equagbes (de grau 6) que decorrem da comutatividade de A:

69



t(a)((be.d)e) f — t(a)((cb.d)e) f = (2)
t(a)(be.de) f — t(a)(de.be) f = 0;
t(a)(be.d)(ef) — t(a)(be.d)(fe) = O;
t(a)t(b)(cd-ef) — t(a)t(b)(de.ef) = O;
t(a)t(b)(cd.e)f — t(b)t(a)(cd.e)f = 0;  (10)
t(ab)(cd.ef) — t(ba)(cd.cf) = 0; (12)
t(ab)(cd.ef) — t(ab)(ef.cd) = 0; (14)
t(ab)(cd.e)f — t(ab)(dc.e)f = 0; (16)
t(ab.c)de.f — t(ab.c)ed.f = 0; (18)
t(ab)t(c)de.f — t(ab)t(c)ed.f = 0; (20)
t(a)t(b)t(c)de. f — t(c)t(a)t(b)de.f = 0; (22)
t(ab.c)t(d)ef — t(ba.c)t(d)ef = 0; (24)
t(ab)t(cd)ef — t(ba)t(cd)ef = 0; (26)
t(ab)t(cd)ef — t(ab)t(cd)fe = 0; (28)
t(ab)t(c)t(d)ef — t(ab)t(d)t(c)ef = 0; (30)
t(a)i(b)t(c)t(d)ef — t(b)t(a)t(c)t(d)ef = 0;
t(a)t(b)t(c)t(d)ef — t(d)t(a)t(b)t(c)ef = 0;
Ha)t(b)t(c)t(d)ef — t(a)t(b)t(c)t(d)fe = 0;
t((ab.c)d)ef — t((ba.c)d)ef =
t((ab.c)d)ef — t((ab.c)d)fe = (36)
t(ab.cd)ef — t(cd.ab)ef = 0; (38)

t((ab.cd)e)f — t((ba.cd)e) f = 0; (40)
t((ab.c)de)f — t((ba.c)de) f = 0; (42)
t(((ab-c)d)e) f — ¢(((ba.c)d)e)f = 0;  (44)
t((ab.cd)t(e)f — t(ba.cd)t(e)f = 0; (46)
t(ab.c)t(de)f — t(ba.c)t(de) f = O; (48)
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t(a)(be.de) f —
(4) t(a)(be.d)(ef) — t(a)(cb.d)(ef) = O;

(6) t(a)t(b)(cd.ef) — t(b)t(a)(cd.ef) = O;
(8) t(a)t(b)(cd.ef) — t(a)t(b)(ef.cd) = O;

t(a)(cb.de) f = 0;

t(a)t(b)(cd.€) f — t(a)t(b)(dc.e) f = O;
t(ab)(cd.ef) — t(ab)(de.ef) = 0;
t(ab)(cd.e) f — t(ba)(cd.e)f = 0
t(ab.c)de.f — t(ba.c)de. f = 0;
t(ab)t(c)de.f — t(ba)t(c)de.f = O;
t(a)t(b)t(c)de.f — t(b)t(a)t(c)de. f = 0
t(a)t(b)t(c)de.f — t(a)t(b)t(c)ed.f = 0
t(ab.c)t(d)ef — t(ab.c)t(d)fe = 0;
t(ab)t(cd)ef — t(cd)t(ab)ef = O;
t(ab)t(c)t(d)ef — t(ba)t(c)t(d)ef = 0;
t(ab)t(c)t(d)ef — t(ab)t(d)t(c) fe = 0;

t(ab.cd)ef — t(ba.cd)ef = 0
t(ab.cd)ef — t(ab.cd) fe = 0;
t((cd.ab)e) f = 0;
t((ab.c)ed)f = 0;
t((ba.c)d)t(e)f =
t(cd.ab)t(e)f = 0;
t(ba.c)t(ed)f = 0;

t((ab.cd)e) f —
t((ab.c)de)f —
t((ab.c)d)t(e)f —
t(ab.cd)i(e)f -
(

t(ab.c)t(de) f —



t(ab.c)i(d)i(e) f — t(ba.c)t(d)t(e)f = 0; (50)
t(ab)t(cd)t(e) f — t(ba)t(cd)t(e) f = 0; (52)
t(ad)i(c)t(d)i(e) f — t(ba)t(c)t(d)t(e)f =0
t(ab)t(c)i(d)i(e) f — t(ab)t(d)t(c)t(e) f = 0;
t(ab)i(c)i(d)i(e) f — t(ab)t(e)t(c)t(d)f =0
q(a,b)(cd.e)f — q(b,a)(cd.e)f = 0;
q(a,b)(cd.€)f — q(a,b)(dc.e) f = 0; (58)
q(a,b)(cd.ef) — gq(a,b)(dc.cf) = 0; (60)
q(ab, c)de.f — q(ba,c)de.f = (62)
q(ab.c,d)ef — q(ba.c,d)ef = 0; (64)
q(ab, cd)ef — q(ba, cd)ef = 0; (66)
q(ab, cd)ef — q(ab, cd) fe = 0; (68)
q(ab.c,de) f — q(ab.c,ed)f = 0; (70)
g(ab.cd,e) f — q(ba.cd,e)f = 0; (72)
q(a,b)q(c, d)ef — q(b,a)q(c,d)ef = 0; (74)
q(a,b)q(c, d)ef — q(a,b)q(c,d)fe = 0; (76)
q(ad,c)q(d, e) f — q(ab, c)q(e,d)f = 0; (78)
q(a,b)q(c, d)t(e) f — q(c, d)q(a, b)t(e) f = 0;
q(a,0)t(c)t(d)ef — q(b, a)t(c)t(d)ef = 0;
q(a, b)t(c)t(d)ef — q(a, b)t(d)t(c)ef =
q(a,b)t(c)t(d)ef — q(a,b)t(c)t(d) fe =
q(a,b)t(cd)ef — q(b,a)t(cd)ef =0;  (84)
q(a,b)t(cd)ef — q(a,b)t(cd) fe = 0; (86)
q(a, b)t(cd)i(e) f — q(a,b)t(dc)t(e) f = 0;
q(a,b)t(cd.e)f — q(b,a)t(cd.e)f = 0; (89)
q(a,b)t(c)t(d)t(e)f — q(b, a)t(c)t(d)t(e) f = O;
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t(ab.c)t(d)t(e)f —
t(ab)t(cd)t(e) f —

t(ab.c)t(e)t(d)f = 0;
t(cd)t(ab)t(e)f = 0;

q(a, b)(cd.ef) — q(b,a)(cd.ef) = 0;
q(a, b)(cd.ef) — q(a, b)(ef.cd) = 0;
q(ab, ¢)de.f — q(ab, c)ed. f = 0;
qlab.c,d)ef — q(ab.c,d) fe =

q(ab, cd)ef — q(cd, ab)ef = 0;
q(ab.c,de)f — q(ba.c, de)f = 0;
¢((ab.c)d, ¢)f — q((ba.c)d, e) f =

q(ab.cd, e)f — q(cd.ab,e)f = 0;
a(a,b)q(e, d)ef — g(c, d)q(a, b)ef = 0;
q(ab, c)q(d, e) f — q(ba, c)q(d, ) f = 0;
q(a, b)q(c,

q(a,b)t(cd)ef — g(a,b)t(dc)ef = 0;

q(a, b)t(cd)t(e) f — q(b, a)t(cd)t(e) f = 0;

q(a,b)t(cd.e) f — q(a, b)t(dc.c) f = 0;

d)t(e)f — q(b,a)q(c, d)t(e) f =

0;



a(a, b)t(c)i(d)i(e) f — q(a, b)t(d)t(c)t(e) f = 0;

9(a,0)t(c)t(d)i(e) f — q(a, b)t(e)t(c)t(d) f = 0;

q(a,b)t(c)de.f — q(b,a)t(c)de.f = 0;  (94) g(a,b)t(c)de.f — q(a,b)t(c)ed.f = O;

q(ab, c)t(d)ef — q(ba, c)t(d)ef = 0;  (96) q(ab,c)t(d)ef — g(ab,c)t(d) fe = 0;

q(abc)t(de) f — q(ba, c)t(de) f = 0;  (98) q(ab, c)t(de)f — q(ab, c)t(ed) f = O;

q(ab, c)t(d)i(e) f — q(ba, c)t(d)t(e) f = O;

q(ab, c)t(d)i(e) f — gq(ab, c)t(e)t(d) f = 0;

q(ab, cd)t(e) f — q(ba,cd)t(e) f = 0;  (102) g(ab,cd)t(e)f — q(cd, ab)t(e)f = O;

q(abc, d)t(e) f — g(ba.c,d)i(e) f = 05 (104) t((((ab.c)d)e)f) — t((((ba.c)d)e)f) = O;

t(((ab.c)d)ef) — t(((ba.c)d)ef) =0;  (106) t(((ab.c)d)ef) — t(((ab.c)d)fe) = 0;

t(((ab.c)de) f) — t(((ba.c)de) f) = 0;  (108) t(((ab.c)de)f) — t(((ab.c)ed)f) = 0;

t((ab.c)(de.f)) — t((ba.c)(de.f)) = 0; (110) t((ab.c)(de.f)) — t(ab.c)(ed.f) = 0;

t((ab.cd)ef)) — t((ba.cd)ef) = 0; 112) t((ab.cd)ef)) — t((cd.ab)ef) = 0;
(
(

(
(
(
(
t((ab.cd)ef)) — t((ab.cd)fe) =0;  (114) t(((ab.cd)e)f) — ¢(((ba-cd)e)f) = 0;
(
(
(

( (

H((ab.cd)e) ) — t(((cd.ab)e) f) = (

t((ab.cd)e)t(f) — t((ba.cd)e)t(f) = O; (ab.cd)e)t(f) — t((cd.ab)e)t(f) = 0;
(
(

116) t(((ab.c)d)e)t(f) — t(((ba.c)d)e)t(f) = 0;

(

t((ab.c)de)t(f) — t((ba.c)de)t(f) = 0; (120) t((ab.c)de)t(f) — t((ab.c)ed)t(f) =
) (

(

(

118) ¢

t((ab.c)d)t(ef) — t((ba.c)d)t(ef) = 0; (122) t((ab.c)d)t(ef) — t((ab.c)d)t(fe) = O;
t(ab.cd)t(ef) — t(ba.cd)t(ef) = 0;  (124) t(ab.cd)t(ef) — t(cd.ab)t(ef) = 0;
t(ab.cd)t(ef) — t(ab.cd)t(fe) = 0;  (126) t(ab.cd)i(e)t(f) — t(ba.cd)t(e)t(f) = O;
t(ab.cd)t(e)t(f) — t(cd.ab)t(e)t(f) = O;

t(ab.cd)t(e)t(f) — t(ab.cd)t(f)t(e) = O;
t((ab.c)d)t(e)t(f) — t(ba.c)d)t(e)t(f) =
t((ab.c)d)t(e)t(f) — t(ab.c)d)t(f)t(e)
(
(

t(ab.c)t(de.f) — t(ba.c)t(de.f) = 0;  (132) t(ab.c)t(de.f) — t(de.f)t(ab.c) = 0;
Hab. Ot (de)(f) — t(ba.c)H(de)i(f) = 0;
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(134)
(135)
(136)
(137)
(138)
(139)
(140)
(141)
(142)
(143)
(144)
(145)
(146)
(147)
(149)
(151)
(153)
(155)
(157)
(159)
(161)
(163)
(164)
(165)
(166)
(167)

t(ab.c)t
t(ab.c)(d)t(e
t(ab.c)t(d)t(e
t(ab.c)t(d)t(e
t(ab)i(cd)t(ef)
Hab)t(cd)t(ef)

)

t(ab)t

t(ab)t

t(ab)t

)
)t
t(ab)
)t
)t

de)t(f) — t(ab.c)t(ed)t(f) = 0;
() — t(ba.c)t(d)t(e)t(f) = 0;
JE(f) — t(ab.c)t(e)t(d)E(f) = O;
)H(f) — tlabe)t(f)t(d)i(e) = 0
— t(ba)t(cd)t(ef) = O;

— t(cd)t(ab)t(ef) = 0;

— t(ef)t(ab)t(cd) = 0;

(
(d

(cd)t(e)t(f) — t(ba)t(cd)t(e)t(f) = 0;
t(cd)t(e)t(f) — t(cd)t(ab)i(e)t(f) = 0;
(cd)t(e)t(f) — t(ab)t(cd)t(f)t(e) = 0;
(c

(

(

(

(

(
(ab)t(cd)t(ef
(

(

(
(ab)i(c)t(d)t
(

q(

q(

q(

q(

q(ab, cd)q(e, f) — q(ba, ed)q(e, f) = 0; (160)
q(ab.cd)q(e, f) — q(ab,cd)q(f,e) = 0; (162)
q(ab.c,d)q(e, ) — q(ab.c,d)q(f,e) = 0;

q(ab, c)q(de, f) — q(ba, c)q(de, f) = 0;

q(ab, c)q(de, f) — q(de, f)q(ad,c) = 0;
q(a,b)q(c,
q(

)Q(e’ ) - Q(b a’) (C7 d)q(ev f) =0
a,b)q(c, d)q(

d)q(e, f) — q(c, d)q(a, b)q(e, f) = 0;
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(e)t(f) — t(ba)t(c)t(d)t(e)t(f) = 0;
(e)t(f) = t(ab)t(d)t(c)t(e)t(f) = 0;
(e

q((ab.c)de, f) —

q((ab.cd)e, ) — q((cd.ab)e,

f)=0;
q(ab.cd,ef) — q(ba.cd,ef) = 0;
q(ab.cd,ef) — q(ab.cd, fe) = 0;

(
(
9((ad.c)d, ef) — q((ab.c)d, fe) = 0;
(
(
(

t(ab)i(c)t(d)t(e)t(

Hab)t(e)t(d)t(e)E(f) — t(ab)t(f)E()E(d)(e) = O;

q((ab.c)de, f) — q((ba.c).de, f) = 0;  (148)
¢((ab.cd)e, f) — q((ba.cd)e, f) = 0;  (150)
((ad.c)d)e, f) — q(((ba.c)d)e, f) = 0; (152)
ab.cd, ef) — g(cd.ab, ef) = 0 (154)
(ab.c)d,ef) — q((ba.c)d,ef) = 0;  (156)
ab.c,de.f) — q(ba.c, de.f) = 0; (158)

q(ab.c,de.f) — q(de.f, ab.c) = 0;
q(ab, cd)q(e, f) -
q ab.c, d)q(ev f) -

q((ab.c).ed, f) = 0;

q(cd, ab)q(e, f) =
q(ba.c,d)q(e, f) = 0;

0;



(168) g(a,b)q(c, d)q(e, f) — (e, f)a(a, b)q(c, d) = 0;

(169) q(a,b)t((cd-e)f) - q(b, a)t((cd.e)f) = 0;

(170) g(a,b)t((cd-€)f) - gq(a,b)t((dc.e)f) = 0;

(171) q(a,b)t(cd.ef) — q(b,a)t(cd.ef) = 0; (172) g(a,b)t(cd.ef) — q(a,b)t(dc.ef) = O;
(173) g(a,b)t(cd.ef) — q(a,b)t(ef.cd) = 0; (174) q(ab,c)t(de.f) — q(ba, c)t(de.f) = O;
(175) q(ab,c)t(de.f) — q(ab,c)t(ed.f) = 0; (176) gq(ab,cd)t(ef) — q(ba, cd)t(ef) = 0;
(177) q(ab,cd)t(ef) — q(cd, ab)t(ef) = 0;  (178) g(ab,cd)t(ef) — q(ab, cd)t(fe) = 0;
(179) g(ab.c,d)t(ef) — q(ba.c,d)t(ef) = 0; (180) g(ab.c,d)t(ef)— g(ab.c,d)t(fe) = O;
(181) g(ab, cd)t(e)t(f) — q(ba, cd)t(e)t(f) = 0;

(182) g(ab, cd)t(e)t(f) — qlcd, ab)t(e)t(f) = 0;

(183) q(ab,cd)t(e)t(f) — q(ab, cd)t(f)t(e) = 0;

(184) g(ab.c,d)i(e)t(f) — q(ba.c, d)t(e)t(f) =

(185) g(ab.c,d)i(e)i(f) — q(ab.c,d)t(f)t(e) = 0;

(186) q(a,b)t(cd.e)t(f) — q(b, a)t(cd.e)t(f) =

(187) g(a,b)t(cd.e)t(f) — q(a, b)t(de.e)t(f) =

(188) q(ab.c,de)t(f) — q(ba.c,de)t(f) = 0;

(189) g(ab.c,de)t(f) — gq(ab.c,ed)t(f) = 0; (190) q((ab.c)d,e)t(f) — q((ba.c)d,e)t(f) = 0;
(191) g((ab.cd,e)t(f) — q(ba.cd,e)t(f) = 0; (192) q((ab.cd, e)t(f) — g(cd.ab, e)t(f) = O;
(193) g(ab, c)t(de)t(f) — q(ba, c)t(de)t(f) = 0;

(194) g(ab, c)t(de)t(f) — q(ab, c)t(ed)t(f) = 0;

(195) g(ab, c)i(d)i(e)t(f) — q(ba, c)t(d)t(e)t(f) = 0

(196) q(ab, c)t(d)t(e)t(f) — q(ab, c)t(e)t(d)t(f) = 0;

(197) ( q(ab, o)t(f)t(d)t(e) = 0

)

g(ab, c)t(d)t(e)t(f) —

(198) g(a,b)t(cd)t(ef) — q(b, a)t(cd)t(ef) = 0;

(199) g(a,b)t(cd)t(ef) — q(a, b)t(dc)t(ef) = 0;
)

(200) q(a, b)t(cd)t(ef) — g(a, byt(ef)i(cd) = 0;
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(201) q(a,b)t(cd)t(e)t
(202) q(a, b)t(cd)t(e)t
)

( q(b, a)t(cd)t(e)t(f) = 0;
(
(203) q(a,b)t(cd)t(e)t(f
(
(

=
)~ a(a, b)t(de)t()t(f) = 0
) — a(a, b)t(cd)t(f)t(e) = 0

(f
(f

(204) q(a, b)i(c)i(d)i(e)t(f) — q(b, a)t(c)t(d)t(e)t(f) = 0;
(205) g(a,b)i(c)i(d)t(e)t(f) — q(a, b)t(d)t(c)t(e)t(f) = O;
(206) q(a,b)i(c)t(d)i(e)t(f) — ala, b)t(f)t(c)t(d)t(e) = O;

)

)

(207) q(a,b)q(c,

(e, d)i(ef) = q(b, a)q(c, d)t(ef) = 0;

(208) q(a,b)q(c, d)
(¢, d)

d)

(

t(ef) — q(c, d)q(a,b)t(ef) = 0;
(209) g(a,b)q(c, d)t(ef) — qla,b)q(c, d)t(fe) = 0;
(210) g(a,b)g(c, d)i(e)t(f) — a(b, a)q(c, d)t(e)t(f) = 0;
(211) q(a,b)q(e, d)i(e)t(f) — qlc, d)q(a, b)t(e)t(f) = 0;
(212) q(a,b)q(c, d)i(e)t(f) — g(a,b)a(c, d)t(f)t(e) = 0;
(213) q(ad, c)q(d, e)t(f) — q(ba, c)q(d, e)t(f) = 0;
(214) q(ad, c)q(d, e)t(f) — a(ab, c)q(e, d)t(f) = O;
(215) (((ab-c)d)e)f — (((ba-c)d)e)f =0;  (216) (
(217) ((ab.c)de) f — ((ab.c)ed) f = 0; (218) ((ab.c)d)(ef) — ((ba-c)d)(ef) = 0;
(219) ((ab.c)d)(ef) — ((ab.c)d)(fe) = 0;  (220) (ab.c)(de.f) — (ba.c)(de.f) = 0;
(221) (ab.c)(de.f) — (de.f)(ab.c) = 0; (222) ((ab.cd)e)f — ((ba.cd)e)f = 0;
( (224) (
( (226) (

t(f
216) ((ab.c)de)f — ((ba.c)de)f = 0;
218

220

223) ((ab.cd)e)f — ((cd.ab)e)f = 0; ab.cd)(ef) — (ba.cd)(ef) = 0;
225) (ab.cd)(ef) — (cd.ab)(ef) = 0; ab.cd)(ef) — (ab.cd)(fe) = 0;

224
226

As equagdes abaixo provém da linearizacdo de (4.1.1):
p(a,b,c) = ab.c+ ac.b+ be.a— t(a)be — t(b)ac — t(c)ab

+q(a,b)c+ q(a,c)b+ q(b,c)a = 0.

(227) (playb,c)d)e) f = 0; (228) (p(a,b,c)d)(ef) = 0 ;
(229) (p(a,b,c).de)f = 0; (230) p(a,b,c)(de.f)=10;
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( t(d)p(a, b, c)(ef) = 0;
(233) p(a,b,c)t(d)t(e)f = 0;
(235) p(a,b,c)t(de)f = 0;
(237) p(a,b,c)t(de.f) = 0;

( p(a,b,c)q(de, ) = 0;
(

(

(

t((p(a, b, c).de) f) = 0;
t(p(a, b, c))(de.f) = 0;
t(p(a, b, c).de) f = 0;

t(p(a, b, c)t(de.f) = 0;
t(p(a, b, c)t(d)ef = 0;

(257) q(p(a,b,¢), d)t(ef) =

(259) q(p(a,b,c),d)t(e)f =0;

(261) q(p(a,b,c),de) f = 0;
(263) q(p(a,b,c),de.f) = 0;
(265) q(p(a,d,c)de, f) = 0;
(267) q(p(a,b,c)d,e)f = 0;
p((ad,c,d)e) f = 0;
p(ab, c,d)t(e)f = 0;
p(ab, c,d)t(e)t(f) = 0;
t(p(ab, c,d))t(ef) = 0;

(269
(271

(273
(275

281

vvvvv\_/\_/

(
(279) q(p(ab,c,d), ef) = 0;
(281)

p(ab,cd,e)f = 0;

t(((p(a,b, c)d)e) ) = 0;

t(p(a, b, c)t(d)t(e)t(f) =
(255) t(p(a,b,c))q(de, f) =0;

t(p(ab, ¢, d))q(e, f) = 0;

(232)
(234)
(236)
(238)
(240)
(242)
(244)
(246)
(248)
(250)
(252)
(254)
(256)
(258)
(260)
(262)
(264)
(266)
(268)
(270)
(272)
(274)
(276)
(278)
(280)
(282)
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t(d)(p(a,b,c)e)f =0;
p(a, b, c)t(d)t(e)t(f) = 0;
pa, b, c)t(de)t(f) =0 ;
p(a,b,c)q(d,e)f =0 ;
p(a,b,c)q(d, e)t(fy=0
t((p(a,d,c)d)ef) = 0;
t(p(a,b,c)(de.f)) =
t((p(a,d,c)d)e) f =0 ;
t(p(a,b,c)d)(ef) =0;
t(p(a,b,c))t(de)f =0 ;
t(p(a,b,c))t(d)t(e)f=0;
t(p(a,b,¢c))q(d,e)f =0 ;
q(p(a,b,c),d)(ef) =0 ;
q(p(a,b,c),d)t(e)t(f) =0 ;
q(p(a,b,c),d)q(e, f) =0 ;
q(p(a,b,c),de)t(f) =0 ;
q(p(a,b,c)d, e)t(f) =0 ;
qa(p(a,b,c)d,ef) =0 ;
q((p(a,b,c)d)e, f) =0 ;
plab,c,d)(ef) =0 ;
p(ab,c,d)t(ef) =0 ;
t(p(abd, c,d))(ef) =0;
t(p(ab, c,d))t(e)f=10;
q(p(ad,c,d),e)f =0 ;
q(p(ad, c,d),e)t(f) =0 ;
p(ab,cd,ef) =0 ;



(283) p(ab,cd, e)t(f) = 0; (284) t(p(ab,cd,ef)) =0
(285) t(p(ab,cd,e))f = 0; (286) t(p(ab,cd,e))t(f) =0 ;
(287) p(ab.c,d,e)f = 0; (288) p(ab.c,d,e))t(f) =
(289) p(ab.c,de, f) = 0; (290) t(p(ab.c,d,e))f =0;
(291) t(p(ab.c,d, e))t(f) = 0; (292) ¢(p(ab.c,d,e)f) =0 ;
(293) q(p(ab.c,d,e), f) = 0; (294) q(p(ad,cd,e), f) =0 ;
(295) t(p(a,b,c)d)t(e)f = 0; (296) t(p(a,d,c)d)t(e)t(f) =
(297) t(p(a,b, c)d)t(ef) = 0; (298) t((p(a,b,c) )e)t(f):O;
(299) t(p(a,b,c)de)t(f) = 0; (300) ¢(p(ab,c,d)e)f =0 ;
(301) i(p(ab,c,d)e)t(f) = 0; (302) t((p(ab,c,d)e)f) =0;
(303) ¢(p(ab,c,d).ef) = 0; (304) ¢(p(ab,cd,e)f) =0
(305) ¢(p(a,b,c)t(de)t(f) = 0; (306) p((ab.c)d,e, f)=0;
(307) p(ab.cd, e, f) = 0; (308) q(p(ab,c,d)e, f) =0 ;
(309) t(p(ad.c,d))t(e)t(f) = 0; (310) t(p(a,b,c))q(d, e)t(f) =0 ;
(311) t(p(ab.c)d, e, f)) = 0; (312) t(p(ab.cd,e, f)) =

(313) t(p(ab.c,de, f)) = 0; (314) p(ab,c,d)q(e, f)) =0

Quando desenvolvemos as equagdes (227) - (314) surgem 101 tipos distintos. Dentre

eles, apenas 6 ndo estdo ligados a forma linear e/ou & forma bilinear de (4.1.1). Os tipos

Ti. t(R)((RR.R)R)R Ty. t(R)(RR.RR)R
Ts. t(R)((RR.R)(RR) Ty. t(R){(R)RR.RR
Ts. t(R)(t(R)(RR.R)R) Ts. t(RR)RR.RR

T;. t(RR)(RR.R)R Ts. t(RR.R)RR.R

To. t(RR)t(R)RR.R Tyo. t(R){(R){(R)RR.R
Ty,. {(RR.R){(R)RR Ty;. t(RR)t(RR)RR
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(
(
(
- t(((RR.R)R)R)t(R)
(
(
(
¢

t(RR)t(R)t(R)RR

. t((RR.R)R)RR

. t((RR.RR)R)R

. t((RR.R)R)R)R
. t((RR.RR))t(R)R

t(RR.R){(R)t(R)R

. t(RR)t(R){(R)t(R)R
. q(R,R)RR.RR

¢(RR.R,R)RR
q(RR.R, RR)R

. ¢(RR.RR,R)R

q(RR, R)q(R, R)R
q(R, R)i(R)t(R)RR
q(R, R){(RR)t(R)R
(R, R){(R)L(R)t(R)R
a(RR, R)t(R)RR
a(RR, R){(R)t(R)R

q(RR.R, R){(R)R

t((((RR.R)R)R)R)R)

t(((RR.R)RR)R)
t((RR.RR)RR)

. t((RR.R).RR)t(R)

. t(RR.RR)t(RR)

. t((RR.R)R)t(R)t(R)
(

RR.R)t(RR)t(R)

. 1

. q
- q(
- q
- q(
. q(RR,
q(

.

¢
(
(
.Y
(
(
(
(

R){(R){(R)RR

. t(RR.RR)RR
. t((RR.R)RR)R

(
(RR.R)R){(R)R

&

(

(

(
. t(RR.R)t(RR)R
. t(RR)t(RR)t(R)R
. q(R,R)(RR.R)R
. ¢(RR,R)RR.R
. q(RR, RR)RR
. q((RR.R)R,R)R
. q(R,

(

q9(R,R)RR
a(R, R)t(R)R
t(RR)RR

(
(RR.R)R
(
R)

R,R
R, R
R, R)t
R, R

R)
)
)
)
)t(R)RR.R

(ER)R
RR, RR){(R)R

Y

t

(RR.R)R).RR)

. t((RR.R)(RR.R))

(
(
((RR.RR)R)R)
(RR.RR)R)t(R)
(

. t((RR.R)R){(RR)
. {(RR.RR)t(R)t(R)
. t{(RR.R){(RR.R)

t(RR.R){(R)t(R)t(R)
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Tss. t(RR){(RR)t(RR) Tes. t(RR){(RR)(R)t(R)
Tes. t(RR)t(R)t(R)t(R)(R) Ter. q((RR.R).RR,R)
Tes. q((RR.RR)R, R) Teo- q(((RR.R)R)R, R)
Tr. q(RR.RR, RR) Tn. ¢((RR.R)R,RR)
Trs. q(RR.R, RR.R) Trs. q(RR,RR)q(R,R)
Tw. q(RR.R, R)q(R, R) Tss. q(RR,R)q(RR,R)
Trs. q(R, R)q(R, R)q(R, R) Trr. q(R, R)t((RR.R)R)
Trs. (R, R)t(RR.RR) Tre. q(RR,R)t((RR.R)
Tso. q(RR, RR)t(RR) Ts1. q(RR.R, R){(RR)
Ts2. q(RR, RR){(R){(R) Tss. q(RR.R, R){(R)t(R)
Tss. q(R, R)t(RR.R){(R) Tss. q(RR.R, RR){(R)
Tss. q((RR.R)R, R)t(R) Tsr. q(RR.RR,R){(R)
Tss. q(RR, R)t(RR)t(R) Tso- q(RR, R)t(R)t(R)t(R)
Too. q(R, R)t(RR)t(RR) Tor. q(R, R){(RR)t(R)t(R)
Tos. q(R, R)t(R)t(R)t(R)t(R) Tos. q(R,R)q(R, R)t(RR)
Tos q(R, R)q(R, R)t(R)t(R) Tos. gq(RR,R)q(R, R)t(R)
Tos. (((RR.R)R)R)R Tor. ((RR.R)RR)R

Tes. ((RR.R)R)(RR) Tos. (RR.R)(RR.R)

Tio. ((RR.RR)R)R Tio1. (RR.RR)(RR)

Para cada representagao P de Sg, obtemos as formas escalonadas das matrizes de blo-
cos referentes as identidades (1-226) e as identidades (1-314). Para as representacoes de 3
a 11, estas formas escalonadas coincidem para os tipos polinomiais Tgg, To7, Tos, Tos, T100,
T01. Para as identidades (1-226) e as representagdes 1 e 2 temos as seguintes matrizes (os

coeficientes estdo escritos médulo 103) referentes aos tipos polinomiais:
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00

02

1-1

00

00

00

00

00

00

00

00

00

00

00

00

00

Representagao 1

000000

Representagido 2

52521 ] 000

52521 ] 000

80

00

00

00

00

00

00

00

00

00

00

00

00

00

00

00

00

00

00

00

00

00

04

0-1

0o

00

00

00



Para as identidades (1-314) e as representagdes 1 e 2 temos as seguintes matrizes (os

coeficientes estao escritos médulo 103) referentes aos tipos polinomiais:

000

2

0

Representagao 1

011-1-10

Representagio 2

52 0-

51 0

1

1

-1 0-2

52 0

52 0

52 52

52 52

1

| 0

| 0

81

0

0

00

00

00

00

00

00

00

00

02

0-1

00

00

00

00

00

00

04

0-1

1-1

00

00

00

00

0 50

0 50



Comparando estas matrizes verificamos que aparecem um novo degrau na repre-
sentacao 1 e dois novos degraus na representagao 2. Estes novos degraus correspondem

as identidades (4.4.1) e (4.4.2).

Portanto podemos enunciar o

Teorema 4.4.2 Seja A uma dlgebra de posto 3 sobre um corpo K de caracteristica dife-

rente de 2, 3, 5. Entdo temos:

(i) as identidades de grau < 5 sdo consequéncias de xy = yz;

(i) as identidades de grau 6 sio consequéncias de zy = yz, ({.4.1) e (4.4.2).
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