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Resumo

Mostramos vários resultados sobre partições de espaços topológicos em
subconjuntos densos. Assim definimos:

Um espaço é (x-) resolúveis se possui dois (K) conjuntos densos disjuntos.
Um espaço é (K--) irresolúvel se não é (K--) resolúvel.
Um espaço X é maximalmente resolúvel se é Z\(X)-resolúvel, onde A(X)

é a menor cardinalidade de lim aberto não vazio.
Um grupo G é fortemente resoltivel se toda topologia de grupo não disc-

reta em G é resolúvel
N'losttamos que:
A união de subespaços (H-) resolúveis é (K-) resolúvel. Espaço métricos e

localmente compactos são maximalmente resolúveis.
Assumindo a existência cle um caidinal mensurável, damos exemplos cle

espaços infinitamente resolúveis mas não maximalmente resolúveis. Se um
espaço é n-resolúvel para cada n C IN, então ele é w-resolúvel.

Todo grupo abeliano com 2-posto finito é fortemente resolúvel, e asse
mando um princípio combinatória a tecíploca é verdadeira.

Mostramos que a existência de grupos abelianos irresolúveis não discretos
é independente de ZFC



Abstract

We present several results concerning the partition of a topological space
in dense subsets.

Thus, we use the following definitions: a space is (H--) resolvable if it can
be splitted unto two (H) disjoint dente subsets.

A space is (H--) irresolvable if it is not (H--) resolvable
A space is maximally resolvable if it is A(X)-resolvable, where z\(X) is

the minimum cardinality of a non-empty open subset
A group G is strongly iesolvable if evcry non-discrete group topology on

G is resolvable

We show that the tmion of (K--) resolvable subspace is (H--) resolvable
Metric spaces and locally compact spaces aie maximally resolvable
If a space is n-resolvable for each r7. € FV then it is u'-resolvable.
Eveiy Abelian group of rinite rank 2 is strongly resolvable and assuming

a combinatorial piinciple (derivecl from N'lartin's Axiom) the ieverse impli-
cation is also trufa.

We show that the existence of a non-discrete irresolvable Abelian group
is independent of ZFC
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Introdução

A dissertação trata sobre partições de um espaço topológico em subconjuntos

densos, assim utilizamos as seguintes definições: l.Tm espaço tipológico é (K-) resolúvel

se possui dois (resp. x) subconjuntos densos disjuntos.

Um espaço topológico é (K-) irresolúvel se ele não é (K-) resolúvel

No primeiro Capítulo, em 1.1 fazemos um resumo dos conceito e propriedades

conjuntísticas e topológicas a serem utilizadas nas seções seguintes.

Em 1.2, introduzimos o conceito de espaço Resolúvel e demonstramos algumas

proposições básicas para o desenvolvimento da tese, poi exemplo que a união de

subespaços (K-) :esolúveis é (K-) resolúvel.

Em 1.3, introduzimos o conceito de espaço irresolúvel e demonstramos que toda

topologia maximal com respeito às topologias T.. (com i= 2,3,3{) sem pontos

isolados é iriesolúvel. Assim, temos a existência de espaços irresolúveis sem pontos
isolados.

No segundo Capítulo, fazemos um estudo sobre a (n-) resolubilidade em diversos

espaços topológicos.

Um espaço topológico X é maximalmente resolúvel se ele for z\(X)-resolúvel, onde

z\(X) = minllUI : U é aberto não vazio de .Y}.

No início de 2.1, demonstramos que todo espaço de peso finito é maximalmente

resolúvel; como também espaços metrizáveis ou localmente compactos HausdorfT.

Continuamos demonstrando que todo grupo totalmente limitado é maximalmente
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resolúvel e mostramos uma generalização deste resultado.

Um espaço tipológico é fortemente irresolúvel se todo subespaço dele é irresolúvel.

Em 2.2, introduzimos o conceito de espaço fortemente irresolúvel e demonstramos

a existência de espaços maximalmente resolúveis e espaços fortemente irresolúveis com

caráter de dispersão igual a K, para cada cardinal regulam H.

No caso em que H não é um cardinal regular demonstramos o mesmo, mas

somente para espaços maximalmente resolúveis, e o caso para espaços fortemente

irresolúveis é finalizado.

Um espaço topológico é hereditatiamente irresolúvel se todo subespaço aberto

dele é irresolúvel.

Em 2.3, iniciamos o caminho para encontrar espaços resolúveis não maximalmen

te resolúveis. Para isto introduzimos o conceito de heieditariamente irresolúvel e

demonstramos alguns lemas técnicos.

Em 2.4, mostramos a existência de espaços HausdorH 7z-resolúveis que não sào

(n + l)-resolúveis (portanto resolúveis não maximalmente resolúveis). Assumindo

a existência de um caidinal mensurável damos exemplos de espaços infinitamente
resolúveis mas não maximalmente resolúveis.

Encerramos o segundo capítulo mostrando que se um espaço é n resolúvel pala

cada número natural n, então ele é co-resolúvel. Também mostramos que todo espaço

regular enumeravelmente compacto sem pontos isolados é u-resolúvel.

Um grupo (G, .) é fortemente resolúvel se toda tipologia de grupo não discreta

m (G, ) é resolú«l

O terceiro Clapítulo trata sobre resolubilidade em distintos grupos topológicos.

Em 3.1, introduzimos o conceito de grupo fortemente resolúvel e demonstramos que

todo grupo abeliano com 2-posto finito é um grupo fortemente resolúvel.

Em 3.2, assumindo um princípio combinatório que é consequência do Axioma de

Martin, mostramos a existência de uma topologia de grupo irresolúvel não discreta

e
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no grupo G) ZI/Z1 (2). Assim temos que um grupo abeliano é fortemente resolúvel

se e somente se tem 2-posto finito.

O quarto Capítulo trata sobre a existência de grupos irresolúveis em ZFC. Em

4.1, demonstramos que para cada topologia de grupo abeliano irresolúvel, existe

um subgrupo aberto enumerável de ordem dois e portanto irresolúvel. Também

mostramos que todo grupo topológico abeliano irresolúvel não discreto é de primeira

categoria.

Em 4.2, demonstramos que se G, (;i, G2 são grupos topológicos não discretos

com (;i e (;z grupos abe]ianos então C; x G e (]l x (;2 são resolúveis.

Encerramos o (quarto capítulo e a dissertação clemonstiando que a existência

de uma topologia cle grupo irresolúvel não discreta num grupo abeliano implica a

existência de um P-ponto. Portanto a existência de grupos abelianos irresolúveis não

discretos é independente de ZFCI, pois num modelo de Shelah não existem P-pontos

n



Capítulo l

Preliminares

1.1 Conceitos Básicos

Apresentamos nesta seção algumas definições e propriedades básicas da teoria dos

conjuntos, da teoria de grupos, da topologia geral e dos grupos topológicos que serão

usados com familiaridade nas seções seguintes.

Teoria dos Conjuntos.

A referência utilizada para os conceitos conjuntistas é o livro de l<unen j1<.801.

Trabalharemos no contexto cla axiomática de Zermelo-Fraenkel com o Axioma da

Escolha (ZFC).

Denotaremos a diferença entre dois conjuntos Á e B poi .4\B. Sejam .f

.V -+ }' uma função, .4 Ç X e B Ç y, então usaremos as seguintes notações:

ím.(/) pala a imagem da função /. Denotamos poi /(,4) a imagem cle Á por ./

e / '(f?) a pré-imagem de B por ./'. A restrição da função / ao conjunto Á

será denota(ta por ./'/.4.

Um conjunto é dito transitivo se cada elemento de .4 é também um subconjunto

de .4. Um conjunto .4 é um ordinal se é transitivo e bem ordenado por C
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Observamos que os elementos de um ordinal são também ordinais. Usaremos as

letras gregas cr,/3,l,0 para designar ordinais. Se a e a são ordinais e a C 0

dizemos que cv < J e estas duas expresões são equivalentes.

Seja a umordinal,sedefine s(a) ou a+l cornooordinal aulas chamado

ordinal sucessor de a. Um ordinal a é dito ordinal sucessor se existe um oidinal P

tal que a = #+ 1 ; e a é dito ordinal limitese a # 0 e a não é ordinal sucessor.

Dois conjuntos .4 e B são equipotentes se existe uma. função ./ : .4 --} 1?

bijetora. Se A é um conjunto bem ordenado, se define a cardinalidade de Á (IÁI)

como o menor ordinal a equipotente a Á. Sob o Axioma da Escolha, todo conjunto

é bem ordenado e portanto IÁI é definido pala todo conjunto ,4. A cardinalidade

clo conjunto dos números naturais é w, o menor ordinal limite. Uín cardinal é um

ordinal a tal que o = lal i.e. a não é equipotente a nenhum ordinal menor que

o próprio cv. Usaremos as letras gregas À, K,r,p,p pala designar cardinais.

Se H é um caidinal, H+ é o menor carclinal maior que íç. Dizemos que H é um

cardinal sucessor se H = À+ para algum cardinal À l H é um cardinal limite se
p{ > w e não é um cardinal sucessor.

Sc .4 é um conjunto e H um cardinal, definimos os seguintes conjuntos: l.4l' =

{BÇ,4 : IBI '' ,4 : lal<K} e l,4lS' : IBl$K}.
Sejam cv e # oidinais. Uma função ./ : cl --} P é cofinal se ím(./) é não limitada

em /3, i.e. sup(ím(/)) = #. A cofinalidade de P, denotado por co./'(/i), é o menor

ordinal a tal blue existe uma função cofinal / : a --> /i. Assim co/(/3) $ .(i e se

# é sucessor então co.f(/3) = 1. Um oidinal P é dito regular se é ordinal limitee

co./(P) = .d ; e é dito singular se é ordinal limite e co/(P) < /3.

Valem os seguintes fatos em relação à cofinalidacle:

(i) Se Q é regulam então a é um cardinal.

(i{) H+ é regular pala todo cardinal infinito H.

Teoria de Grupos
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A referencia utilizada para teoria. (!e grupos e o livro (le I'uchs lr.rUI. Um grupo

consiste num conjLmto não vazio 6' munido de uma operação binária ' . ' que

satisfaz os seguintes axiomas

(;) («.b) c

(ií) existe ICG tanque l.a=a Vaca'
l;ii) VaC G existe Z)e G' tal que ó a = 1.

Sejam (G,-) um grupo, C,Z) Ç G e a,b elementos cle G, então denotamos:

ab comooprodutode a por b (i.e. a-b)

«C "mo o conj«nto {«c : c C ('}.

C'.D "moo co«junto {cd : cC C' e '/C O}.

Quando um grupo for expressado com a notação aflitiva li.e. ((7, +)) usaremos

analogamente as notações a +(.' = {a +c : c C C'} e C'+ D = {c+d : c C

C' e d C Z.)}, e o elemento neutro será denotado por 0.

Seja (G, ) umgiupo e a C G, então definimos mordem de a como o(a) =

mÍntn C IN : a" = 1}. No casodeexistir rn C ]N tal que(VgC G)( g" = 1),
definimos a ordem do grupo ((];, l pot o(G) = 7ninln C ]N : (Vg C G) ( g" = 1 )}.

Assumiremos conhecidos os conceitos e resultados básicos de teoria cle grupos

como por exemplo: subgrupos, coclasses, subgrupos normais, grupos quocientes, ho-

momorfismos, soma direta.

Uma família finita de elementos {g{ : < n} cle um grupo (G,+) é dita

linearmente independente se pala cada rz, C Z, se >1: lzÍg{ = 0 então (Vi <

rz)(nígi = 0). Urra família infinita de elementos de G é chamada linearmente

independente se cada subfamília finita dela ó linearmente independente.

Uma família linearmente independente / cle (C, +) é chamada maximal se não

existe uma família linearmente independente em (G', +) contendo /' propriamente.

O posto livredetorção cle um palito (G.+) é to(G'l = }ninÍI/'l : P(/') , Qo(/')}

onde P(/') é '/' é família linearmente independente inaximal de (G, +)', e (2o(.F)
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e '.f se poss

de (G, +) é

«,(c) {l/'l : p(/') , Q,(/')}

onde QP(/) é '/ só possui elementos de ordem p'. O Teorema 16.3 de IF.701

mostra que os postos ro(G), r,(G) de um grupo (G,+) são invariantes de (G,+).

Proposição 1.1 Seja (G, +) um grupo abeliano. Então são equivalentes

(i) G contém uma cópia isoniorfa do grupo ©l0, 1}

li{) existem infinitos elementos em G' de ordem 2

(ái{) -,(G) ? w

Demonstração

i ::> ii) é claro

;; ::+ ;ii) Senão, temos que r2(G) < «,. Assim, existe uma /' família linearmente

independente maximal finita, onde todo elemento de / é de ordem 2. Seja G' o

subgrupo gerado por .F, então G' é finito. Logo. existe i C G\G' de ordem 2.

Seja /' = {.z;} U .F, como / é ]inearmente independente e a C (]\G" temos (lue

.F' é linearmente independente e /' 9 /'. Isto é uma contradição, pois .F é
maximal.

íi{ ::> {) Seja .F família linearmente independente maximal em (G, +). Como

r2(G) ? u, temos que / é infinita. Sejam {z{ C /' : í < u} uma subfamília

linearmenteindependente de /', e (7' o subgrupo gerado por {iri : i < w}. Como

{ : i < u} é linearmente independente temos que cada elemento de G' se

escreve de maneira única como }l: :z;{ onde / C jINj<". Assim definimos

V, : 0{0, i}
t.d

/
E.UP(/)



onde sup(/) = {n < «, : /(n) # 0}. Claramente, @ é bijetora.

Vamos demonstrar que I' é isomorfismo. Sejam /, g C q){0, 1}. Então

$U-F g)
ie s up( .f +g )

íc(-P(/)\.«P(g) u -P(gj\.«P(/))
E

iC.«p(.f)\.«p(g) ÍC.«p(g)\.up(.f)

E i+ E í+ E ;z:i+ E zi
{csuP(.f)\suP(g) {c.«P(/)nsuP(g) {esuP(.f)n'«P(g) iesuP(g)\-P(.f)

ÍC.UP(/) ÍC.UP(g)

d,(/) + Ú(g)

assim temos (i).

Um grupo (G,+) é dito divisíve] se, para cada a C G e cada n C ]N+, existe

z C G tal que nz = a. O Teorema 23.1 de IF.70j mostra que se (G,+) é grupo
divislvelentao

6' H (D a2 (D( (11)( (1D z(P')) l
ro(G) PCIP ,.(G)

onde ]P = {p C ]N : p é número primo maior que 1} e

z (P') U {a ca2/z : P"«

Dado um grupo abeliano (G, +) dizemos que um grupo divisível .f/ é grupo

divisível minima] contendo G se G Ç ]7 e todo subgrupo próprio divisíve] de #
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não contém G. O teorema 24.4 de IF.201 mostra que dado um grupo abelia.no

(G,+) existe G grupo divisível minimal contendo G, e se H é grupo divisível

minimal contendo G então

H H (D a2 (11)( (D( (D z(P''')) )
«(G) PCD:' ,.(G)

assim G é unicamente determinado a menos de isomorfismos

'opologla Geral

Foi utilizado como referência básica para os conceitos topológicos o livro de

Engelking IEN.771. Um espaço tipológico é um pai (X,./), onde .X' é um

conjunto e J é uma topologia definida no conjunto X. Quando não houver

dúvidas em relação à topologia nos referimos ao espaço (.Y,./) poi espaço .X

Seja }' Ç -X, pala denotar a topologia induzida em }' utilizamos (y.Jr)
(y..7) ou simplesmente dizemos (lue y é um subespaço de (-Y,J).

Assumiremos conhecidos os conceitos bá.sacos da tipologia geral, como por

exemplo: conjunto aberto, conjunto fechado, vizinhanças cle um ponto, base para o

espaço, base pala um ponto, fecho de um conjunto, inteiioi cle um conjunto,

axiomas de enumerabilidade e separação (espaços Ti para i ' 0,1,2,3,3{,4 ).

Assumiremos que os espaços 71 são 7't para todo i? 1. Usaremos também os

termos HausdorH pala T2, regulam pala T3, Tychonoff ou completamente regular

pala T3à' e normal para T4.

Seja .4 um subconjunto de um espaço (X,./). Denotamos por c/(x,/)(Á) o

fechocle A em (X,./) edenotamos por in{(x',J)(Á) o interiorde A em

(X, J). Quando não houver dúvidas em relação ao espaço topológico, denotamos o

fechode .4 por c/(,4) , c/X(Á) ou c/./(Á) eointeriorde Á por int(Á)

ánfx(Á) o« ;«tJ(,4).

Em mais de uma demonstração vamos a usar as duas seguintes proposições para
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construir topologias num conjunto dado

Proposição 1.2 Seja .\. um con.junto e seja 6 uma família de subconjuntos de

X tal que

(BI) Para cada C/i, ['2 C 23 e cada # C crl nu2 existe t/ C 23 ta] que
# c c/ ç ut n u2.

(B2) Para cada T C -X' existe t/ C 23 tal que :z: C U

Seja ./ a família de subconjuntos de .X blue são a união de alguma subfamília cle

23, então (X, .7) é um espaço topológico e 25 é uma base para o espaço tipológico

l.V,.7) (a tipologia ./ é chamada de topologia gerada por 6).

l)emonstraçao

Como U@ = é e UZI = X temos (lue Ó, X C .7. Agora sejam U, y C ./ vamos

demonstrei que u n L' c ./. Suponhamos blue U n y # Ó, assim dado .z c t/ n L'',

como = C U C .7 temos que existe (/o C Zi tal que = C Uo Ç U, analogamente

existe Uo C Zi tal (lue .t C Uo Ç L'' e por (BI) temos que existe }U= C B tal que

r C I'ra C Uo í'l uo ç [r n v', a.ssim temos que u n L'' = ult,rr : .r c u n y} c ./
Ágata seja /' subfamília de .7 então claramente temos que U.F C .7, e

portanto temos que (-V../) é empa.ço tipológico e a definição de .7 gana.nte que Zi

é base de (.V, ./).

Proposição 1.3 Seja .V um conjunto e para cada # C X seja 6, umafamília

de subconjuntos de .V tais (lue

lnpl) Cada 6, é não vazio e pala cada U C 23, temos que # C U

(BP2) Se .r C [/ € 6, entãoexiste }' C 6, ta] que v Ç U

(BP31 Paracada t/t, Cr2 C Zi, existe UC 23, tal que UÇ Z./tna2
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Então Zi = U{B, : # C X} satisfaz as propriedades (BI) e (B2), e {B.:}.;cx é

sistema de vizinhanças da topologia gerada por Zi (a topologia gerada por Bé

dita tipologia gerada pelo sistema de vizinhanças {Z!,},cx).

Demonstração

Sejam V. T'V C 8 tal que v n I'r # é, pela definição de Zi temos que existem

y, ; C X tais que V C B, e W C Zi;, apoia seja z C V íl W por (BP2) existem

Uo, I'Uo C B, tais que t,b Ç y e !'Uo Ç T'l'' e por (BP3) temos que existe [r C 25.

tal que U Ç uo n I'Uo assim temos que # C Z.r C 23 e U Ç L'' n l,P'. A corldição

(BPll galante (B2) e a definição cle 6 galante que {Z3.},CA é sistema de

vizinhanças da topologia gerada pol 23.

Grupos Topológicos.
Em geral se define uma tipologia. num conjunto arbitrário, em particular pode-se

definir num grupo algébrico, assim para aproveita.r a estrutura do grupo podemos

exigir (lue a tipologia satisfaça algumas propriedades extras com respeito ao grupo

algébrico. Assim definimos grupos topológicos e fazemos uin pequeno resumo clãs

propriedades que serão utilizadas deles nas seções seguintes.

Definição 1.4 Seja (G..) um grupo e seja 7' uma tipologia em G então

dizemos que ((G. .), 'r) é um grupo tipológico se

(GI) m: Gx G'-.>G dadapor 7n(#,g) =:z; y é contínua.

(G2) ; : G --> C; dada por i(=) = ='' é contínua.

Proposição 1.5 Seja ((G, -),'r) um grupo topológico e para cada h C G sejam

Z

h

g

13
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Então para cada /z C G temos que ph , Àh , ; são homeomorfismos de G em
G

T) o rn a n c+ r n p; n

Por (G2) temos que ; é contínua e como i'' = i temos que { é homeomorfismo

.Agora sejam p : G --> G x {/z} dada por y(g) = (g,/z) e d, = m/G x {A}, como

ph = @ o g e d', p são contínuas temos que ph é contínua e colmo (PA)': = ph--

temos que PA é homeomorfismo. Para ÀA a demonstração é análoga.

Proposição 1.6 Seja. ((G, -),'r) um grupo topológico e seja 23t base de abertos
de l então

23 = {gU : g C G , Z./ C 6i} e B' = {t/g : g € G , U c Bt}

são bases de 'r

Demonstração

Sejam [/ C 'r e /} C Z.r como Àh-- é honieomoifismo temos (lue

â 'U=Àh -(U)C'T ecomo l CA''U temosclueexiste }' CB. talclue

L'' Ç A-:U, assim Ãy = Àh(y) Ç Àh(A''tr) = â(â''U) = U. Portanto temos que

h C /zy Ç ZI/ = ZI/ e assim 23 é base de T. Pala 23' a demonstração é análoga.

Proposição 1.7 Seja l(G, -),7') um grupo topo1(5gico e seja Z./ um aberto então

paracada AÇG temosque .4 ZI/ e [/ Á sãoabeltos.

Demonstração

Como ,4 t/ = U (aü') = U À.(U) e À. éum homeomorfismotemosque
aC.A aC..4

À.(C/) é a.berro, logo .-l - U é aberto. Para [/ . Á a demonstração é aná]oga.
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i'roposiçao 1.8 bqa (((..;,'), / ) um grupo topologico e seja õi uma base cle

abertos de 1, então

({) Paracara UCZ3t existe yCZii tal(lue y.'l' C

({i) Paracada. ZI/C6i existe yCZii calque V-' ÇU

(ãíi) Para cada U C Zii e cada /z C U existe V C BI tal que /zy Ç U

(io) Pala cada [/ C Bt e cada /z C U existe }'' C Bi ta] que /zy(/z':) Ç U

l)emonstraçao

(i) Como 1.1 =1 C U e m écontínuatemosqueexiste Vi x y2 a.bertobásico

de GxG' calque(1,1)CUixV2C '(U),seja l,' CBi calque yçvinv2
assim temos cine L' . L'' Ç U V2 Ç U

({i) Como ; é homeomorfismo temos que {(U) = [r'' é aberto e como ] C P-'
temosqueexiste yCB. calque l/Ç U': logo L''' =í(V)Çi(U'')=U
({ii) Como Àh-- é homeomotfismo temos que Àh--(['') = /z':U é aberto e como

l C Ã-tU temos(lueexiste yCZii calque VC A-itr logo

b -l.'' Ç Àh(Ã''t/) = U

({t,) Como Àh-: e PA são homeomorfismos temos que /}':Z./ = Àh (U) C 'r logo

b':U/z = ph(A''U) C 'r e como l C h':U/z temos que existe V C 23. tal que

V Ç /z-:U/z logo Vh'' Ç PÀ -(/z':UA) = b 'U e portanto temos clue

hb''á-: L'A'') Ç ÀA(h':U)

Definição 1.9 Seja ((G, -),'r) um grupo topológico e .4 Ç a. Então ,4 é
cham acto simétrico se .4 = ,4-i

Proposição 1.10 Seja ((G,-),'r) um grupo topológico então existe 23i base de

abertos simétricos de l.

15



Demonstração

Seja 6t umabase de abertos de l então Bi = {u-i ncr : t/ c 23l} é base de
abertos simétricos de l .

Corolário 1.11 Seja ((G, ),7') um grupo topológico e seja [/ uma vizinhança

de l então existe L'' vizinhança de l tal que c/C(V) Ç U

T) a ni .. n a+ p n '' n.

Seja 231 uma base de abertos simétricos de l então pela Proposição 1.8 existe

}'' C Zii tal que }' . }' Ç Z:/. Vamos demonstrar que c/C(V) Ç Z-/. Sda # C c/a(}''),
como .z: C /y C 7' temos que l,' n;z;L'' # é. Seja ui C L''n=y então existe

u2 € 1/ tal que ui := zt2 logo z :: uiu;l C }'' . }/-i :: X,/ . v' C Lr, portanto temos

que c/C(y) Ç Z.r

Proposição 1.12 Seja ((G, ).7') um grupo tipológico. Se (G,7') é Zo então

(G, 'r) é regular.

Demonstração

Sejam U C 'r e g C U. Como l C g-iU C 'r pelo Corolário 1.11 temos que

existe L' C 'r tal que l C }' Ç c/C(L') Ç g''C/. Como Àg é honieomorfismo temos

que g c/C(V'l é fechado e como gb'' Ç g c/C(y) temos que c/a(gV') Ç g c/C(L').
Portanto

g C gL'' Ç c/c(gl'') Ç g c/c(y) Ç g(g''U) = U

ecomo (G,'r) é To temos(lue (G,'r) é regular.
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Definição 1.13 Seja (X,./) um espaço topológico e seja " -- " uma relação de

equivalência em .X.. Para cada = C X, seja l#l a classe de equivalência de z.

Então q : X --} .V/ «', dada por q(3) = lzl, é a função quociente e

Jç = {U C X/ «' : q''(U) é abeito} é a tipologia quociente.

Proposição 1.14 Sda ((G, ),7') um grupo topológico e seja # um subgrupo

normal de G. Seja - -a " uma relação de equivalência em G dada por

z '""' y '» g/-:z C #. Então (G/H, '4) é um grupo topológico, onde (G/H, %) é

a topologia (luociente

l)emonstraçao

Vamos demonstrar que q é função aberta. Seja P aberto em G, então

q-:(q(U)) = U{UA : /z € #}, assim q '(q(U)) é aberto, logo q(U) é aberto.

Sda (/ C% então L' = q '(U) cT logo \,-' C 'r portanto q(y'') C 'G.

Sda « C }', como (q(«))'' = q(«'') temos q« U'' = (q(L''))'' = q(}'':) C %.

Assim iç : G/H -+ 6'/H dada por íq(a) = íz:': é continua.

Sejam U C 'G e .t'.gC G'//7 tais blue -ye P. Seja }' = q''(t/) C 'r e
g,/z C G' tais que q(g) = z e q(/z) = y. Como q(gÀ) = q(g)q(/z) = z/ C t/ temos

que g/z C y, portanto existem \6, L% C 7' tais que g C Vi , /z C V2 e Ui U2 Ç y

Logo # ç(g)CÇ(tl)C'G, y)Cq(}';)C%e
q(H).q(U2) =q(Vi 'l;) Ç q(v) = (''. Assim lnq : C'/H x G/H -+ G//7 dadapor
m.( z, :t/ 1 = r:t/ é contínua

Proposição 1.15 Seja ((G,.),'r) um grupo topológico e seja H um subgrupo

normal de G. Se # é fechado em (G,'r) então (G//7, %) é regular.
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DemoDstFarão

Como H é fechado temos que G\H é aberto assim q(G\#) = (C/X)\ll0l} é

aberto e portanto {]0]]. é fechado logo (G/H, 'tç) é Tt e pela Proposição 1.12

temos que (G/ H, Zç) é regular.

1.2 Espaços Resolúveis

Nesta seção introduzimos a teoria de espaços resolúveis. Assim nas primeiras

proposições demonstramos alguns resultados básicos pala o desenvolvimento da

dissertação relacionados à resolubilidade em espaços e continuamos mostrando

outros resultados básicos em grupos topológicos.

Definição 1.16 Um espaço -X é dito H-resolúvel se existe uma família de

caidinalidade fç, de subconjLmtos densos em .X', dois a dois disjuntos. Quando

H = 2, X é dito resolúvel.

De acordo com a definição 1.16 o caso cle

resolúvel ou não resolúvel, é l-resoitlvel.

é trivial pois todo espaço,

Proposição 1.17 Seja .Y um espa-ço K-resolúvel então cada aberto não vazio de

.Y é K-resolúvel.

Demonstração

Pela Definição 1.16, existe uma família .F = {1). : a < H} cle subconjuntos

densos em .X', dois a dois disjuntos. assim Eo = {z).. n u : cl < H} é família de

densos em U. dois a dois disjuntos.
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Proposição 1.18 Seja. }' um subespaço de (-Y,./). Se }' é K-resolúvel então

c/x(y) é K-resolúvel.

T)pnlnnq rnrân

Pela Definição 1.16. existe uma família / = {Z). Ç y : cv < H} de densos em

y, dois a dois disjuntor. Como y é denso em c/x(}') e cada Z). é denso em y,

temos que cada Z,). é denso em c/x(y). Assim / é uma família de densos em

c/x(y), dois a dois disjuntos.

Teorema 1.19 Seja .F uma família de subespaços não vazios de (X,./) tal que
cada elemento de .F é K-resolúvel. Então U.F é K-resolúvel.

Dem ODstFarão

Seno perda de generalidade, suponhamos (lue .Y = U/'. Seja

l CÇP'(X): (VC'CC)(C'éK-r«olúvel) e l

l (v z, r' c c)( E # r' ::> E n r'

Assim J é não vazio e (.4, Ç) é um ordem parcial onde cada cadeia crescente

23 Ç .4 é limitada superiormente por U6. Pelo Lema de Zoin existe

/ = {F0 : P < À} elementomaximalde .4 onde cada FO é K-resolúvel. Assim

pela Definição 1.16 existe 7% = {1) Ç FÓ : cl < K} família de subconjuntos

densos em FO dois a dois disjuntos.

Paiacada a<K,seja Z).*=Ulí)l: : P<À} essa 'D=lZ). : a< }

Afirmação ({) .D é família de subconjuntos dois a dois disjuntor

Afirmação (iil Coada D. é denso em U.F'

Afirmação (íií) U.F' é denso em X
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ror (zz) e (ziz) temos que cada ZJ. e denso em ,'L. Ass

em X, dois a dois disjuntos portanto X é K-resolúvel.

Demonstração da afirmação (i)

Seja cv < ' < K e suponhamos que existe = C z). n z),v Logo existe /3 < À tal

que z C Og Ç FO e existe 0 < À tal que = C Z)( Ç Fo.
Se # # 0 então Fo n Fa = é mas T C FO íl Fo = Ó o que é contraditório.

Se P = 0, como a :# '7 temos que /)l: n .Dl? = Ó mas # C Z)g í) Z)( o queé
contradiz(brio.

Demonstração (ta afirmação(ii)

Dado o < K e U aberto de X tal (lue un (u/) # @, existe P < À tal que

[rílF0 #é. Como Z,)P édensoem FO temos

o#(urro)noÍI ç(un(u/))no.* logo o
Demonstração da afirmação({ií)

Suponhamos que existe um aberto Z-/ não vazio de .X' tal que [/ í'] (U/) = é.

Como Z,/ é não vazio e .Y = U.F, então existe f' C .F tal (lue [/ n F' # é e pe]a

Proposição 1.17 temos blue un r' é x-resolúvel. Sda C = .F'u (un r'), assim

C € .4 e /' $C mas /' é elemento maximal de H o blue é contraditório,

portanto U/' é denso em .V

é fa.m íjia de densosDim a l l ]

é denso em U.Fa

Definição 1.20 Um espaço -Y é dito homogêneo se pala cada =, y C -Y existe

um homeomorfismo ./ : .X' --> X tal que ./'(z) = y.

Corolário 1.21 Todo espaço homogêneo com um subespaço irão vazio K-resolúvel

é K-resolúvel.

Demonstração
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Seja .V um espaço homogêneo e y subespaço não vazio cle .V K-resolúvel.

Seja g C y' e para cada # C X seja /= : X --> .V um homeomorfismo tal blue

/=(3/) = ., assim X = U{/=(}') : « C .V}.

Como y é K-resolú\-el e /= é homeomorfismo então para cada z C X temos

que .fr(y) é K-resolúvel. logo pelo Teorema 1.19 temos blue .Y é K-resolúvel.

Corolário 1.22 Todo grupo tipológico com subespaço não vazio K-resolúvel é
K-l-esolúvel.

Den. O n St r8 rã n

Todo grupo tipológico é homogêneo, assim basta aplicar o Corolário 1.21

Proposição 1.23 Todo grupo topológico com subgrupo próprio denso é resolúvel

T) n nl n n a+ p n '' n .

Seja G um grupo tipológico e # um subgrupo próprio denso de G.

Vamos demonstrar que Gv7 é denso em G. Seíião existe [/ aberto não vazio de

G tal que U Ç H. Seja g C G'\H e seja u C {l/ Ç H. Como gti':U é aberto não

vazio e H é denso temos que existe /z C gu-lP íl H. Assim

zig-i/z C t&g-i(gzl'iU) = U Ç H e como H é subgrupo temos que g C #, o queé
contraditório

Corolário 1.24 Todo grupo topológico com um subgrupo não fechado é resolúvel

Demonstração

Seja G um grupo topológico e seja .f7 um subgrupo não fechado de G
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Afirmação: c/.(/7) é subgrupo de G.

Assim pela Proposição 1.23 c/.(H) é resolúvel e pelo Corolário 1.22 6' é
resolúvel.

l)Pmnnqt n rãn r4 ;. . f;rm nrãn

Seja cz C c/.(H) vamos demonstrar cine a'' C c/C(H). Sda }' aberto tal que

a-i C y, assim a C y'i e y'i é aberto. Como a C c/C(H) temos que existe

/z c v-: n H, assim b': C y logo /z-: c }'n #. Portanto a': C c/a(H).

Sejam a, 6 C c/.(H), vamos demonstiai que ab C c/a(H). Sda W aberto tanque

aóC l,P' entãoexistemabertos U e }' tais que a C (/ , bC y e U- }' Ç l,V

Cromo a e b pertencemaofechode # temos(lueexistem ÀI e /z2 en] # tais

que hi C l,'' e /z2 C L''. Assim /zi/z2 C [/ v c ]'v ]ogo ]'v n .F/ 7é @ e portanto

ab C cIGtH).

Proposição 1.25 Seja G um grupo topoiógico e seja H um subgrupo normal e
fecha.do de G tal cine C;/.f/ com a topologia cluociente é resolúvel, então (l; é
resolúvel.

Denionstraçao

Como G/.17 é resolúvel pela Definição 1.16 existe 1) Ç G/H tal que 1) e

KGJH)\D sào (censos em GJH
Vamos demonstrar que q''(Z)) é denso em G.

Sda U aberto não vazio em G. Como q(t/) é aberto não vazio, temos que

q(U)nZ) #@ logo existe dC q':(Z)) tal que q(d) C q(U). Assimexiste tz CU
tal q«e q(u) = q(d) C O logo u C q':(O). Porta«to unq '(o) # é.

Vamos demonstrar que G\q-'(D) é denso em C;.

Seja U aberto não vazio em G. Como q(U) é aberto não vazio, temos (lue

q(t/) n (G/H)\o # Ó logo existe p C q-:((G/H)\O) tal que q(p) C q(U). Assim



existe u C C/ tal que qlu) = q(p) logo t' C q '((G'/H)\O) = G\ç':(O) portanto

u n c\q''(o)# é.

Comentários

O conceito de espaços Resolúveis foi introduzido por Hewitt IHE.431 e foi

generalizado para K-resolúvel por Clecler l em 1964.

Comfort e Feno 2 mostraram em 1993 o Teorema 1.19 e a partir deste resultado

eles puderam unificar as demonstrações cle diversos resultados previamente

conhecidos e a demonstração apresentada está em IC.G.96j.

1.3 Espaços Irresolúveis

Esta seção está dedicada a mostra.i a existência de espaços não resolúveis

Definição 1.26 Um espaço (X..7) é dito K-irresolúvel se (X,J) não é

K-resolúvel. Quando H = 2, -Y é dito irresolúvel.

Definição 1.27 Um espaço (-V,J) é dito maximal se J é maximal em relação

às topologias em X sem pontos isolados.

Proposição 1.28 Todo espaço Hausdorff maximal é iriesolúvel

DemonstFarão

Seja (X,J) um espaço HausdorH maximal. Se (X,J) é resolúvel pela

Definição 1.16 existe Z)ÇX tal que 1) e X\D são densosem (X,J). Seja

a topologia gerada pela base ./U {t/fl D : U C ./}. Assim Z) é a.perto em

IJ.G. Ceder, On maximally resolvable spaces, Fund. hlath. 55 (1964) 87-93.
?\V.W. Comfort and Li Feno, The uniam of resolvable spaces is resolvable, iVlath. Japon

(1993) 413-414.

/'
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l-X'../') logo X\D nãoédensoem ./'. portanto J':#J ecomo ./Ç ./' temos

q«e ./ Ç./'
Vamos demonstrar que ./' não possui pontos isolados.

Senão, existe # C X tal que {#} C ./'. assim temos que existe U C ./ tal que

{.r} = U í\ Z). Cromo ./ não possui pontos isolados temos que existe y C U\l=}.
Cromo ./ é Hausdorff temos que existe \'' € ./ tal que y C y e z g }', logo

y € vnt/ e # gl }' nU assim (\'n (.rl n 1) = @. Agora como yn U é aberto

nào vazio em (X,J) temos que D não é denso. o que é contraditório.

Portanto .7' não possui pontos isolados e como J Çi /' temos que J não é

nlaximal o que é contraditório, porta.nto (-X. ./) é irresolúvel

Definição 1.29 Seja X um conjunto então:

(;) HIX) denota a classe das tipologias HausclorH eni .X sem pontos isolados.

lií) 7Z(X) denota a classe das topologias Regulares em X sem pontos isolados.

(;;;) C'R(.V) denota a classe das topologias Completamente Regulares em .V sem

pontos isolados.

Proposição 1.30 Seja X um conjunto. então toda topologia maximal em 'H(.X)
é irresolúvel.

T) n «-- n n a+ r n r' nn

Sda ./ uma topologia maximal em H(.V). Vamos clemonstiar que (X,.7) é

espaço maximal. Seja (X,./') um espaço sem pontos isolados tal que .7 Ç .7'

Como (X,J) é HausdorH temos que ./' C 'H(X) e pela maximalidade de ./

temos que J - .7''

.Apoia pela proposição 1.28 temos (lue (.V, ./) é irresolúvel.
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A seguir mostramos um lema técnico pala poder demonstrar o análogo da

Proposição 1.30 para 7Z(XI e C7?lX).

Definição 1.31 Para cada ./ : X -+ IR o símbolo .// representa a tipologia em

.V gelada, pela sub-base J U {/':(V) : V é aberto em llt}.

Lema 1.32 Seja (-X',.7) um espaço e seja .r X --> IR. Então

lj) Se .7 C 'R(X) então J/ C 'R(X)

Se .7 C C7Z(.X') então .// C CR(X)

liii) Seja UCJ talquepaia cadaaberto y de IR, un./''(y)
Un/''(y) ? «, então (U,.//) não possui pontos isolados.

#

[G -

0LI

li) Pela Dehnição 1.31 temos que ./ Ç .7.r assim .// é Hausclorff.

Seja. p C .V e U C J/ tais que p C Z./. Como (/ C .// temos (lue existe I't/ C ./

e existe }'' aberto em IR tais que p C l,}'' n ./ '(v) Ç ('. C:omo p C l,}' C J e ./

é -eg«la- temos que existe I'Uo C ./ tal que p C T'yo Ç c/J/(I'Uo) Ç c/J(Wo) Ç l-r

Como ./(p) C L'. e \' é aceito em IR temos blue existe um aberto }b em IR tal

que ./(p) C Uo Ç c/n(VL) Ç 1/. Como ./ é contínuaem (.Y,.7/) temos que

/-'(c/m(yo)) é fechado. logo

p c ./'''(1'1,) Ç c/.0(/''(Uo)) Ç /''(c/m(\'b)) Ç .f''(}'')

Sda luo n /-:(Vb), assim temos que Z./o C .7/ e

P c uo ç c/.&(zl/o) ç c/./,( I'uo) n c/.b(/'' (uo)) ç I'v' n ./' :(L'') ç u

portanto (X, .//) é regulam

li{) Pela Definição 1.31 temos que ./ Ç .7/ assim .7/ é HausdorH'.
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Seja p C X e U € .17/ tais que p C t'. Como U C J/, t.emos que existe

ll-' C ./ e existe y aberto em IR tais que p C H' n/':(y) Ç U. Como

p C ]'V' C ./ e ./ é Tychonofr temos que existe g : X --} ]li/ .7-contínua tal que

g(p) e g/(X\W) = 1.

Como V é aberto em IR e /(p) C }' temos que existe b : R -} ]R contínua tal

que A(./(p)) = 0 e À/(R\y) = 1. Assim Ao / : .X -} IR, é .//-contínuae

à o ./'(P) o ./'/(Xv''(y)) = 1.

Seja T : .V --} R dada por T = {(g + h o /). Assim r é .//-contínua

7'(p) = 0 T/(X\(H' U /':(y))) = 1 po:tanto (X,.//) é TychonofT.

e

l;íi) Senão existe p C U tal que {p} é .//-aberto em [/. Cromo ./ não possui

pontos isolados temos que existe L' aberto de IR tal que {p} = Un/ i(y).
.Assim lu n /':(}')l = 1 o que é contraditório.

0

/(«
]

Teorema 1.33 Seja X um conjunto, então toda topologia maximal em R(-V)

o« maximal em C'R(X) é ir:esolú«l.

DemonstFapão

Sobre a existência de uma topologia maximal em 7Z(X) ( ou em CR(X)).
Cada cadeia de tipologias crescentes /' em 7Z(X) (C7Z(X)) sem pontos isolados

é limitada pela topologia .7', que é gerada pela base U.F. Assim pelo lema de Zorn

existe uma topologia maximal em 7Z(X) (C7Z(.\')).

Seja J uma topologia maximal em 7Z(X) ( ou em C7Z(X))

Vamos clemonstrai que (X, J) é irresolúvel.

Senão existe Z) Ç X tal blue D e .Y\D são densos em (-Y,./). Seja ./' : .X --> IR

dada poi
se #CD
se « C X\O
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Pelo Lema 1.32 temos que .7/ C 7Z(.X) (.7/ C C7Z(X)) e como ./' é .b-contínua

temos que D e X\Z) são .//-fechados, assim pela Definição 1.31 temos que

=J'iJ!
Suponhamos que

(VUC ./)(Vyabe-to em m,)( U n/''(L') =@ o« lun/''(}')l ?w )

então pelo Lema 1.32 temos que (X,J.f) não possui pontos isolados, lhas

./ Ç.7/ C 7Z(.\')(./ Ç .7/ C C7?(-X)) o que é contraditório, portanto(X,J)
iiresolúvel.

Mostraremos que

(VU C J)(V}'aberto em IR,)( U n.f''(L') = é o« jun/''(t'')l ?«, )

e

Seja [r C ./, como J é HausdotR sem pontos iso]ados, temos que U = @

It/l ? w. Suponhamos s.p.g que IPI ? w. Sqa r aberto em IR então:

Se 0,1 é }' temos que ./''(y) = ó, portanto un./':(y) = é.

Se 0,1 C L' temos q- /-'(1/) = -V, portanto IUn/':(Vll ? «.,.

Se 0 C y e l g V temos que /-i(V') = -D. Suponha.mos (iue

o < it/n/''(t')l <«;. C'omo l(/ ?w e ./ é HausdorRtemosque

1] « C U\./''(\'))( ]l't'' C ./)( u C W Ç U e }t' n/ :(L'')

assim }V é aberto não vazio em (-Y,./) e T'V n Z) = @ o que é contraditório

Para 0 g V e l C y é análogo.

Comentários

Em geral os espaços familiarmente conhecidos são resolúveis, daí a importância
H pqt n cpràn

O Teorema 1.33 é devido a Hewitt IHE.431 e a demonstração apresentada está em

[C.G.96].
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Capítulo 2

Resolubilidade em Espaços

'll'opológicos

2.1 Espaços Maximalmente Resolúveis

Nesta seção introduzimos o conceito de espaços maximalmente resolúveis.

No início desta seção, definiremos um n-netwoik, que será usado como ferramenta

pala mostrar que espaços de peso finito são maximalmente resolúveis, como também

pala mostrar lemas técnicos, os (duais são usados para demostrar que espaços

metrizáveis ou localmente compactos Hausdorff são maximalmente resolúveis.

Continuamos demonstrando que todo grupo totalmente limitado é maximalmente

resolúvel. Tal demonstração está dividida em 3 teoremas. Terminamos a seção

mostrando uma generalização do resultado anterior a qual também está dividida em

3 teoremas.

Definição 2.1 0 caráter de dispersão cle um espaço (X,./) é

z\ (X, J' ) ++Ucl\
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Quando não existir perigo de confusão, denotaremos o caráter de dispersão de um

espaço (X,J) por -X(-Y) ou por .A(./).

Definição 2.2 Um espaço (.X,J) é dito maximalmente resolúvel se (X,./) é

A(X)-res.lú«l.

O termo maximalmente é merecido, pois um espaço topológico pode ser

particionado em no máximo A(X) densos dois a dois disjuntos. Se X possui

ponto isolados temos (lue z\(X) = 1. assim todo espaço com ponto isolados é

maximalmente resolú\ el.

Definição 2.3 Uma família .V' de subconjuntos de um espaço (X,./) é dita um

n-network de (X, J) se:

({) todo elemento de .,V' é não vazio.

({{)(vt/ c J\l@})(a.v c .v)(N ç z:r)

Definição 2.4 0 peso de um espaço (X,./) é

«,( -x', ./ ) 23 é base cle (X, .7)}

Quando não existir perigo de confusão denotaremos o peso de (X,./) por to(X)

ou por ""(./).

Teorema 2.5 Todo espaço de peso finito é maximalmente resolúvel

Demonstração

Sejam (X,./) umespaço de peso n , 23 = {Ui : i= 1,2,...,n} umabase

finitude(X,./) e ,\'= {t/e./ \lél:(ãVc./\lé})(t'ÇiU)}.
Vamos demonstrar que .V é um n-netwoik.

Seja y C /\lé}, basta mostrar que existe Z,/ C .Ar tal que {l/ Ç V. Se L'' C .A/'

pronto, senão existe ;l C {l,. . . ,n} tal que C/í. 9 V. Se C/i. C ./V' pronto, senão
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existe ;2 C {l, . . . ,n} tal que Uí, Ç Ui:. Repetindo o processo, ele tem que pagar

após no máximo n passos, pois lõl = n e Uk. $ t/k,.-. 9 Ç; Ut.. Portanto ./
é 7r-network.

(obs.) Pela Definição de .A/', temos que se U,y C .W' então U = y ou t/n y =@

Para cada U C yV', escolhemos .h : .A(-V) --} t/ injetora, e pala cada a < A(X)
definiremos Z,).. = {./.(a) : ü C .V}.

Pela obs. e como cada ./. é injetora, temos que {D. : a < z\(X)} são dois a

dois disjLmtos. Como .V é network, temos que os 1). são densos, assim (-Y,./) é

z\(X)-resolúvel, e portanto (X, J) é maximalmente resolúvel.

Os próximos lemas são técnicos e destinados a colaborei na demonstração que

todo espaço metrizável ou localmente conapacto Hausclorff é maximalmente

resolúvel. O primeiro deles é conhecido como 'disjoint refinement' e sua

demonstração está no a.pêndice A.

Lema 2.6 Seja. K um cardinal infinito e seja C = {C'. : cr < H} tal que para

cada Q < H temos que IC. = K. Então existe {B. : o < H} tal que

(i) (V a < H) (B. Ç C'. e IB.l = K ).

(í{)(vo,N < K)(a#a:+ B..n BP = @).

Lema 2.7 Seja (X,./) um espaço Hausdorff sem pontos isolados e suponhamos

que existe um a-network ./V' er]] (X,./) tal que:

(i) lx' $ A(-v)
(ij) (VN c A') ( IIVI ? z\(X) )

Então (.Y, ./) é maximalmente resolúv.l.

Demonstração
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como {À,.7 J e uausclorH sem pontos lsolaüos temos que zx(.X ) :Z co. bqa

H = 1./V'l, assim aplicando o Lema 2.6 a .V = {Ak : cr < K} temos que existe

{À/. : cl < K} tal que

(i)(Va<K)(M.Ç.V. e IA/..l=A(X))
lii) (Va,P < «) ( a # o ::> .A4. n Mo

Como N' é z-network. por (i) e (á{) temos blue {À/a : a < } é umafamíliacle

conjurltos dois a dois (tisjuntos que Lambem é um a-network, assim em forma

análoga à demonstração do Teorema 2.5 temos que (X, ./) é maximalmente
resolúvel

Definição 2.8 Um espaço (-K,./) é dito Car-Homogêneo se A(.V) = IX

O próximo corolário é importante, pois é a forma em que participam os lemas

anteriores na demonstração do Teorema 2.11.

Corolário 2.9 Seja .\' um espaço HausdorH Car-Homogêneo sem pontos isolados

tal qu. to(.V) $ 1XI então -V é maximalmente resolúvel. P r'-."'' j '

T) n m n n q 1- r n pãn

Seja ./V' uma base de (X,./) de cardinalidade to(X). Assim temos que

n-network em (X, ./) tal que

(j) l.vl l.x'l

(Ü) (vp c A') ( IUI ? a(x) )

logo pelo Lema 2.7 temos que (X, /) é maximalmente resolúvel.

.V éum

O próximo teorema é aplicado na demonstração de Teorema 2.11, e sua

demonstração está no apêndice A.
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Teorema 2.10 Sda (X,./) um espaço Hausdorff compacto então w(X) $ 1.X

Teorenaa 2.11 Seja (X,./) um espaço Hausdolff sem pontos isolados. Se (X,.7)
é localmente compacto ou se (X, J) é metrizável então (X, ./) é maximalmente
resolúvel.

Demonstração

caso 1: Se (X,./) é localmente compacto.

Sd* Z/ = {U C ./ : P(t.'') , Q(U) e R(U)} o«de

P(U) é " (U,J)éCar-Honlogêneo ' , Q({1/) é

e R(U) é " c/x(UI é compacto "

(i) Vamos demonstrar que UZ/ é denso em .X'

Senão, existe um aberto r Ç X\c/x (UZ/l não vazio tal que

IVI =mí?zllUI : UC ./\lé} e UÇ À'\c/A'(UZ/) }, assimtemosque (y../) é

Car-Homogêneo. Como (X, J) é Hausdoiff e localmente compacto temos que .\'

é regular. logo existe W aberto não vazio tal que c/x(1' ) é compacto e

1,}' Ç c/.v(11') Ç L'. Como (y. .7) é Car-Homogêneo temos q«e (I'r, J) é
Car-Homogêneo, assim I'V' C Z/ mas I't'' n uz/ = @ o que é contraditório.

(i{) Vamos demonstrar que todo elemento de Z/ é maximalmente resolúvel.

Seja tr C Z/, como (c/.x'(t/),./) é Hauscloiff e coi-Llpacto, pelo Teorema 2.10 temos

que w(c/x'(U)) $ 1c/x'(U)l logo

U

-«(U) $ «-(c/x'(C/l) 5; lc/x(U) = IUI

Assim IL/,.7) satisfaz as laipotese do Uorolano 2.9, logo IU,.7 ) e maxlmalmente

resolúvel.

líii) 'Vamos demonstrar que (-X, ./) é maximalmente resolúvel.

Para cada aberto P em (X,./l temos blue A(X) $ A(U), assim todo U CZ/ é

z\(X)-resoltível. Agora pelo Teorema 1.19 temos que (UZ/,J) é z\(X)-resolúvel.
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Como Ua é denso em (-K,./), pela Proposição 1.18 temos que (X,.7) é

A(X)-resolúvel, logo (.X, ./) é maximalmente resolúvel.

caso 2: Se (X, ./) é metrizável.

Sda Z/ = {U C ./ : (U,./) é Car-Homogêneo }.

(í) Vamos demonstrar que UZ/ é denso em .X

Senão, existe um aberto }'' Ç X\c/.((UZ/) não vazio tal que

}''l =minllt/ : U C ./\lé} e [rÇ X\c/x(Ua) }, assim temosque y é

Car-Homogêneo. Assim y C Z/ mas yn uz/ = @ o que é contraditório.

(í{) Vamos demonstrar que todo elemento de Z/ é maximalmente resolúvel.

Como (X,J) é metrizável, temos que to(X) $ IXI. Em particular para cada

U C Z/, temos blue tu(t/) $ 1UI. Assim (U,./) satisfaz as hipóteses do

Corolário 2.9 logo (U, J) é maximalmente resolúvel

Assim pelo caso l (ií{) temos que (-Y, ./) é maximalmente resolúvel

Definição 2.12 Um grupo topo1(5gico ((G, -), 'r) é dito totalmente limitado se para

todo aberto Z./ não vazio existe f' Ç G finito tal que U - F = G.

A demonstração que todo grupo topológico totalmente limitado é maximalmente

resolúvel está dividida nos próximos 3 teoremas.

Teorema 2.13 Para cada grupo infinito (G, .), existe uma família .4 de

subconjuntos de G, dois a dois disjuntor tais que

l.41 C'l e(V,4C .4)(Vf'C ICI'")( ,4.F'# G#(6'\Á).f' )

Demonstração
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Seja H = IC'l e seja lal<" \lé} = {/L : o- < H}. Vamos definir

,4=tÁ.:o<K]. onde .4.=ulaÍIFo:P< } parda.lgumaPcG,onde aÍI é

definido por indução transfinita.

Sejam ao = 1 e ,4o = aBRo. Seja 0 < H e suponhamos (lue para cada a $ 0<0
existe AE = Ulal:'FD, : P' 5;P} tal quesc Ál; = U{,4l: : a $/3 < 0} então

{Ál; : a < 0} são dois a dois disjuntos

Vamos a definir r'ãg'i'y Ao.

Como é? < H. para cada a 5; P < é) temos que IÁPI $ 1/31 . w $ 101 < K, assim

,'i:l $ 01 <H. Seja B=U{,4l; :a<0},assim IBI $ 101 <Keportantoparacada
P $ 0 temosclue IB.(Pa)':l 5; 101 < H. Paiacada #< 0 s'ja «IÍ g B.(FÓ)'',
assim ag83nB =@ . Seja.A, =ulagFp : P<0}, assim Ágnz?=ó.

e

Pala cada 'J < 0, vamos a definir a{ e Áq

Como l.4guBI .$ 101 < H então existe ag g(BU.4g)'(Eú)'',
agEún(BU.-lg) = @. Seja ,4g= .4;U(ag EO), assim Ág = U{

,4gl $ 101 < H e ,4gn .4g
Agora suponhamos (lue "y > 0 e que para cada a < ' existe

(i) ,4li : # $ 0} e .'ll:l $ 1ol < «.
({{) .4l:nÁg=@ e (Va'<a) ( .Ag.,n,4l:

Assim IBU.4gU(U{Ál: :a <'r})l 5; é? < H. Entãoexiste

«q gl(BU,4gu(ulÁ:: '- < 7})) (Fo)'', assim

«{Fo n (BU .+g u (ulAl: : a < 7}) )

Seja .4q = .41; U aqF0, assim

(i) .41l FÓ :#$ 0} e IÁqi $ 0 < "
(iá) ,4qnAg=ó e(Va<'y)(.4qn.4:

assim

«gro : P $ o}

.'ll: tal q-

Agora seja .4.. = UlagF0 :/3 < H} e seja .Á= {,4. : a < H}.

Pela construção dos ,4. temos que .4 é família cle conjuntos dois a dois disjuntos
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de cardinalidade K

Vamos demo«str.r q-(VÁ C .4)(VF C ICI'")( Á. f'# G #(G\Á) - F').

Seja F' um subconjunto finito de G não vazio, logo existe 0 < K tal que

Fo

Dado a<H temosque al:Fo Ç ,4. assim al:Fo n G\.A. =é logo

«l: « (G\.4.) . ,fÇ': e p'rta"to (G\A.) - r' # G.

Dado a < H seja. 7 < é/ tal que ,y # a. Como fofo Ç Á,v temos que

aqFo n .4. = Ó logo ao g Á. . .fo l e portanto .4. . f' # G

Teorema 2.14 Seja (G,.) um grupo infinito, então existe uma família .4 de

subconjuntos de G, dois a dois disjuntos, de catdinalidade ICI tal que pala cada

T topologia de grupo totalmente limitada em G e cada ,4 C .4 temos que .'{ é

denso em (G, 7').

Demonstração

Seja .4 a. família dada pelo Teorema 2.13 e seja 'r uma topologia de grupo

totalmente limitada em G.

Vamos demonstrar que (VÁ C .4) ( A é denso em (G','r) ). Senão existe .4 € .4

tal que ;nty-(G\..4) # é. Como (G,7') é totalmente limitado temos que existe

FÇ Gfinitotal cine í?tt7-(G\A).r'= G logo(G\,4).F= G. Como Á C J e

é finito pelo Teorema 2.13 temos blue (G\Á) . f' # C; o que é contraditório.

F

Teorema 2.15 Todo grupo topológico totalmente limitado é maximalmente

resolúvel.

T) n m n n q 1- r n pân
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Seja ((G, .): 'r) um grupo tipológico totalmente limitado. Como para cada

aberto não vazio, existe F' conjunto finito tal que U . r' = G temos que

IUI logo A(G, 'r)

Agora pelo Teorema 2.14 temos que (G,'r) é IGj-resolúvel, logo (G,'r) é

maximalmente resolúvel.

[

Corolário 2.16 Todo grupo topológico compacto é maximalmente resolúvel

Demonstração

Como todo grupo tipológico compacto é totalmente limitado, pelo Teorema 2.13

temos que ele é maximalmente resolúvel.

A seguir mostramos uma. generalização dos :3 teoremas anteriores

Definição 2.17 Um grupo topo1(5gico ((G, -),'r) é dito x-limitado se pala todo

aberto U não vazio existe T Ç G' de cardinalidade menor que H tal que

U.T - G.

Quando H = u, temos que (G,T) é totalmente limitado.

Teorema 2.18 Seja H um cardinal regular infinito e seja (G, .) um grupo cle

caidinalidade H. Então existe Á família de subconjuntos de G dois a dois

disjuntos tal clue

À H e lv,'ic .4)(VTc la'l'')( .4 r#(a'\A)-r )

Demonstração

Seja (? = {g. : cv < H} e pala cada # < H seja TO = {g. : a $ /3].

Vamos definir .4 = {,4.. : a < K} onde .4.. = Ulcil:TD : /3 < H} pala algum

aÍI C G, onde ag é definido por indução transfinita.
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Sejam ao = 1 e .4o = Gozo. Seja 0 < H e suponhamos que pala cada cr 5; .í3 < 0

existe A5 = Ulaj:'TO' : P' $ /3} tal que se .4: = U{.4l? : a $ P < 0} então

{.Al; : a < a} são dois a dois disjuntos

Definiremos aÍI e Áã.

Como é) < K, para cada a 5; /3 < 0 temos que

.4l: = l#l .supllrP,l : /3' $ /3} $ 1PI < H, assim l.4.l $ 1PI . lol < H. Seja

B = U{Áj; : a < 0}, assim IBI $ 01 < H e portanto pala cada. /3 < 0 temos que

B(TO)''l$É?<K. Paracada PSO sda «l?gi B-(TD)''),assim agTpnB=@

Seja .4g = ulalÍTP : /3 < 0}, assim .4g n B = ó.

Pala cada ' < 0, definiremos aq e .-iq

Como l.4gUnl $ 101 < H então existe «g g(BUÁg).(TO)':, assim

aston(BUÁg) =é. sd. .4g = Á;U(«gTo), assim

.4g= u{«grP:#$0} , l.41 $ 101 < H e Ágn,4g=ó.
Agora suponhamos que 'y > 0 e que para cada cv < 7 existe .4l: tal que

(á) .4Z TÕ :/3 $ 0} e 'll:l $ 1O < «

(ii) ,4j:nÁg(va' < a)( ,4:., n.4l:

Assim IZ?U.4gU(U{Ál: : a <'y})l 5; 101 < H. Então existe

«q g(BU Ág U(U{Ál:: a < 'y})) (To)':, -ssim

«qTo n (BUAgU (U{Ál: : a < 7})

Seja .4q = .4; U apto, assim

(i) Áq :P$ 0} e l.41l $ 101 <«
(í{) .+q n .4g < "r) ( ÁÇ n Á: = @ ).

Agora seja ,4. = Ulal:TB : P < H} e seja .4 = {,4. : a < lç}.

Pela construção dos Á. temos blue .Á é família de conjuntos dois a dois disjuntos,

de cardinalidade H.

Vamos demonstrar que(V.4 C .4)(VT € 1al'")( Á.T # G #(G\.A) -T )
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Seja r Ç G' de cardinalidade menor (lue K. como H é regulam existe 0 < H

que T-t Ç To.

Dado a < H temos que al:To Ç ,4. assim aZTonG\.4. = @ logo

«l: e(G\,4.) -(To)'' e portanto(G\A.) - T # G.
Dado a < H sda ' < a tal (lue l # cr. Cromo GOTO Ç ,4-r, temo

acto n.4. = ó. l,ogo aq € Á.. . (To)': e poitarito ,4. . .r # G.

s adie

tal

A demonstração da próxima proposição está no a.pêndice A

Proposição 2.19 Seja ((G,-),'r) um grupo topológico K-limitadoe seja H um
subgrupo de G, então (H,'r) é n-limitado

Teorema 2.20 Sejam À e H cardinais tais (lue À é regular e À $ H. Seja (G,.)

um grupo de cardinalidade x, então existe unia família .,4 de subconjuntos de G

dois a dois disjuntor, de cardinalidade H tal (lue para cada 'r topologia de grupo

À-limitadaem G e cada .4 C .4 temos (lue .4 é denso em (G,'r).
T) n m n n c 1- r n rãn

Se H é regular, seja .4 a família do Teorema 2.18. De coima análoga à

demonstração do Teorema 2.14 pala cada 'r topologia de grupo À-limitada em G

e cada .A C .4 temos blue .4 é denso em (G,'r).

Suponhamos que H é singular, assim À < H.

Seja p = co./(H), então existe {H.. : a < p} fanaília de cardinais regulares t

.«p{«;. :a<pl=K e(Vo<«)(À<«« e >1:xp<«.)

Seja G = {g.. : a < H} e pala cada. d < p seja G'/3 o subgrupo gerado por

{g« : a < H.3}. Assim {G« : a < H} ó família.crescente de subgrupos de G ta

que la.l = x. e G :: U{G. : a < p}.

ais aue

IS
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Para cada a <..lê,2 temos que K« é regular. la..l = H« e À < 0.l(assim existe .4.

família de subconjuntos de G« dois a dois disjuntos, de cardinalidade H.. tal que

pala cada 'r topologia de grupo À-limitada em G. e cada Á C .4«temos que .4 é
denso em (G..,'r).
Para cada a < p seja 6. = {.4 C .4« : .Aíl( U G.a) = é}.

Como .4. é família de conjuntos dois a dois disjuntos com l.4«l

U C;.31 5; >' KP < K. temos que la..l = H..P<a P<a
Como .4. é família cle conjuntos dois a dois disjuntos temos que 23.. é família de

conjuntos dois a dois clisjuntos.

Peladefiniçãode 6.. temosque U6. C \( U Ga), assim {UZ3.* : a< p} é

família de conjuntos dois a dois disjuntos

e

Para cada a < p seja ZSl: = 23.. Cromo IBol = B.l = H.. temos que existe

Po,. : õ8 -+ 6: injetora.

Ágata seja P < u e suponhamos que para cada 'r,0 < p tais que 0 < # e 0 < 'y

existem Zie e existem PO,v : õg -+ 23{ injetoias tais que

B{ U {im(Po,,,) : 0' < 0} e la{

Pala cada a ? P tal que a < u seja 23g = ZJ.\ U {ím(Po..) : 0 < P}

Como l;n,(PO,«)l = 16gl = Ko, temos blue l U {im(Po,.) : 0 < #ll $ E xo < «a

assim agl = K.. Logo existem Po,. : B0o --} ZSÉI injetora

Seja .4 {Tó(Á) : .8<:.' ' ,4cZig}

onde TO(Á)=U{Po..(,4):/3$a<''}

Nlostraremos que .4 é uma família de conjuntos dois a dois disjtmtos.

Sejam r.3.(Ái),TO,(Á2) C .4 tais que Tp.l,4i) n To,(Á2) # Ó. Pela definição de
T#(,4) temosqueexistem ai 2/3i e a2 ?/32 taisque

põ.,..(.+:) n Pó,,.,(,42) # ó
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'aso 1) Se a: # a:.

Como Po.,..(.4f) C /351 Ç 6.. temos que P#.,..(Á{) Ç UB.. e como

{UZI. : a < p} é família de conjuntos dois a dois disjuntos temos que

Po.,.. (,41 ) n Pó,..:(Á2) = é o que é contraclitóiio.

caso 2) Se ai = a2 = a'

Como PO....(Áf) C Zil?l Ç 23... e 6.: é família de conjuntos dois a dois disjuntos

temos q«e P#.,.,(,4-) = Po,,..(Á,). Como 23g = 23«\ U {{«(Pa,.) : 0 < #} temos

que 0i = .d2 = #' e como PP,,., é injetora temos que .4t = Á2

Como .4 é uma família de conjuntos dois a dois disjuntos temos que

.41 : 11rP(Á .4 . Bg} }:"o= "

Seja. 7' tipologia de grupo À-limitada em (7 e seja B C .4. Vamos demonstram

que B é denso em (G,'r). Seja }' C 7'\lÓ}, como (G,7') é À-limitado existe

TC ICl<.X calque y..r=G,assim lyl::K. Como IG.l=K. <H , IV
G = U G'. então existe {a,v : ' < p} Ç p crescente tal club

s«play: ' < p} =p e(V'< p)(G... n\' #@). Como BC .4, entãoe*iste

X3<p eexiste 4Cõg calque BATO(Á)=U{P0.(.A) : . Sa<p}. Como

suplav : ' < z.'} = z/ temos que existe ' < p tal (lue # < a,v, assim

To(Á) n G... 2 Po«.(Á).

Apoia pela Proposição 2.19 temos que (G..,'r) é À-limitada, e como À < H..

í{.. é regulam e IC..l :: n., temos que todo elemento de ,4.. é denso em

IC.., T), em partícula: Po,.,(Á) € 25., Ç .4., é denso em (G..,'r).
Como B n G'.., = To(.4) n G... a po,.,.(.Á) temos que 1? n G'.. é denso em
(G..,'r). Como ynG.. #@ temos que(BnG'«.)n(b'nG'.,.) # ó, logo

B n }'' # ó. Isto prova que B é denso em (G,7') e assim temos o teorema.

40



Teorema2.21 Sejam À e Ktaisque À éregulai e o5;À$ entãotodo

grupo topológico de cardinalidade H, À-limitado é maximalmente resolúvel.

T) lmnnc+pnp n

Seja (G,'r) um grupo topológico À-limitado tal que lal = K. Sda U C 'r\l@}

logo existe T C lal<X tal (lue U . T = G, assim IUI = ICI = H portanto

A(G) = H. Pelo Teorema 2.20 temos que (G,'r) é K-resolúvel, assim (G,'r) é
maximalmente resolúvel.

Comentários

O caráter de dispersão (Z\(X)) foi introduzido ao estudo de espaços resolúveis por

Hewitt IHE.43j mas foi Cederá em 1964 quem definiu espaços maximalmente

resolúveis. Hewitt em IHE.431 mostrou que todo espaço sem pontos isolados que

sqa metiizável ou localmente compacto Hausdoiff é resolúvel. A demonstração

apresentadas no Teorema 2.11 está em ICI.G.96j e do lema 2.6 está no livro de

Comfort e Negiepontis ICI.N.741.

Em grupos topológicos a propriedade de ser totalmente limitado é uma

propriedade que generaliza a pseudocompacidade2. Em 1994 Comfort, Gladdines e

Van Nlill 3 mostraram que todo grupo topológico abeliano Hausdoff totalmente

limitado é w-resolúvel. Também no mesmo ano, Protasov4 prova a existência de

um subespaço discreto enumerável não fechado em cada grupo tipológico HausdoH

totalmente limitado e com isto prova a u-lesolubilidade de tal grupo tipológico

IJ.G. Ceder, On maxinlally resolvable spaces, Fund. í\'lath. 55 (1964) 87-93.
2W.\V. Comfort and l<.A. Ross, Pseudocompactness and uniform continuity in topological

groups, Pacific J. l\'lata. 16 (1966) 483-496
3W.W. Comfort, H.Gladdines and J. van N,lill, Proper pseudocompacto

compact abeliail groups, Ann. New York Acad. Sci. T28 (1994) 237-247.
41.V. Protasov. Discrete subsets of topological groups, Mat. Zametki 55 (1994) 150-151 (in

russlan )

subgroups of pseudo
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lwo ano seguinte .rlotasov novamente connlma a resolubiliclade cle cad.a grupo

topo1(5gico totalmente limitado mas poi outro método original sem analogias com as

demonstrações anteriores. Usando este método, Malykhin mostra que todo grupo

tipológico totalmente limitado é maximalmente resolúvel. .Assim o metódo é

devido a. Protasov e os resultados são devidos a Malykhin INI.P.96j.

A noção de À-limitado é devida a. Gurans, que no ano 1981 prova que cada grupo

topológico Lindelof é wi-limitado. Guran caracteriza a classe dos grupos

topológicos wi-limitados como a classe de todos os subgrupos topológicos de

produtos de grupos topológicos cona l)ase enumerável. Em 1979 BelnovÕ anuncia

que um grupo topológico gelado algebiicamente poi um subespaço Lindelof é

isomorfo a um subgrupo topológico de produtos de grupos topológicos com base

enumerável, assim ele é wt-limitado.

Assim temos como corolário do teorema 2.21 que todo grupo tipológico não

enumeiavel é maximalmente resolúvel se

(i) é «.,i-limitado.

(i{) é um subgrupo t.opológico cle un] produto de grupos topológicos com base

enunlerável.

(ii{) é geiaclo algebricamente pol um sul)espaço Lindelof.

as demonstra.ções elos teoremas 2.15 e 2.21 estão em IM.P.961.

SI.l. Guran, Oil topological groups dose to finally compact, Dokl. .A.kad Nauk SSSR 256 (1981)
1305-1307 (in russian); english translation: Soviet blath. Dokl.

CV.l<. Belnov, On dimension of free topological groups, in IV tiraspol synlposium on general

Lopology(Stiinza, l<ishinev, 1979).
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Espaços ];'ortemente Irresolúveis

O estudo da resolubilidade está intima.mente ligada ao caráter de dispersão, é por

isso que nesta seção queremos mostrar que para cada cardinal infinito K existem

espaços resolúveis e espaços irresolúveis, com caiáter de dispersão igual a pç.

Iniciamos com o enunciado do teorema cle Hewitt-Marczewski-Pondiczeiy para

aplica-lo na demonstração da existência de um grupo topológico maximalmente

resolúvel com carátei de dispersão igual a H.

Continuamos introduzindo o conceito de espaços fortemente irrcsolúveis os quais

também são irresolúveis. Também definimos /3,-espaços e mostramos alguns lemas

técnicos pala logo demorlstrar a existência cle espaços TychonoH fortemente

iriesolúveis com carater de dispersão igual a H, pata todo H cardinal regular. Para

tratei o caso em que H é um carclinal singular introduzimos famílias

independentes, e com elas construímos um espaço topológico zero dimensional.

Impondo uma condição ao catdinal H obtemos a existência de um espaço

Tychonoff fortemente irresolúvel com calátel de dispersão igual a H.

Definição 2.22 A densidade de um espaço (X,./) é

d(X) inljOI D é denso em (X, ./)}

A demonstração do próximo Teorema está no apêndice A

Teorema 2.23 Hewitt-Marczewski-Pondiczery

Seja H um cardinal infinito e pala cada cr < 2" seja .Y. um espaço tal que

d(X.) $ E. Então d( ]l X..) $ «.n.''9K

A próxima proposição mostra que pala cada cardinal infinito H existe um espaço

Car-Homogéneo, maximalmente resolúvel de caidinalidade H.
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Proposição 2.24 Seja K um cardinal infinito, então existe um grupo tipológico

((a,.1,7') eexisteum subgrupo Go densoem (G,'r) tal cine la' = IG/Go =K

jassim IC, 'r) é Car-Homogêneo e maximalmente resolúvel).

Demonstração

Sda ({0, 112",./) com a topologia produto e a soma usual, onde {0, 1} é

considerado com a tipologia discreta. Pelo Teorema 2.23 existe D subconjunto

denso de ({0, 11'",./) tal que IZ)l = K. Agora definimos Go como o subgrupo de

{0,112" gerado por D então IGo = IK<"1 = x, assim (;o é subgrupo próprio

denso em ({0. 11'',./).
Abala por iecursão transfinita para cada a < H, escolha

iz;. C {0,112" \ U{(;P : # < a} e definimos (;. como o subgrupo de {0,112'

gelado por {.r«} U (U{GP : /3 < a}). Assim

a.l = 1 U aOl<"1 = 11K-al<" = H, portanto 6'. ésubgrupo própriodenso em

({o, ll:" , ./).

Seja G= U G'.,como {G.* : a<H} sãocrescentestemos(lue G ésubgrupo

de {0,1J2', e 1(;1 = H supl(l;c.l :: H.

Vamos demonstrar que G/Gol = H. Para cada a < © < H, temos que #P gl G. e

r.+ G'o Ç G'. assim --.z;. +ap gl G'o logo l#.l # l pl em G/Go e portanto

C'l G'ol

Como Go é denso em G, então (VcY < H) ( r. +Go ) é denso em G e

(va,õ<x)( a#/3 +(a.+Go)n(zp+Go) =Ó),portanto G é K-resohlvel.

Assim H 5; A(G') mas la'l = H logo A(G) = H eportanto G' é Cai-Homogêneo
e maximalmente resolúvel.

Definição 2.25 Um espaço (X,./) é dito H-fortemente irresoltlvel se cada

subespaço não vazio de (X, ./) é x-irresolúvel.
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Qua nulo K = 2 IX, /) é dito fortemente irresolúvel

Definição 2.26 Seja (X,./) um espaço, então a envoltória x-resolúvel de (X,./)

é o subespaço Z = UÍy Ç X : y é K-resolúvel}.

Proposição 2.27 Seja (X, J) um espaço e seja Z a envoltóiia x-resolúvel de

(X, J). e«tão

({) (Z. ./) é subespaço fechado K-resolúvel cle (X, ./)

({í) l-\'\Z,./) é subespaço aberto K-fortemente iiresolúvel de (.X',./).

Demonstração

({) Pela Definição 2.26 e pelo Teorema 1.19 temos que Z é ít-resolúvel e pela

Proposição 1.18 temos que Z é fechado.

({i) Senão existe y subespaço não vazio de X\Z tal que y' é K-resolúvel, logo

y Ç Z e porta.nto y = Ó, o que é contraditório.

Definição 2.28 Seja H um carclinal então (X,./) é dito um PK-espaço se

(v.4 c l./I'')( n.4 c ./ )

Lema 2.29 Seja (X,.7) um Px-espaço 7'l e seja (X,J') sem pontos isolados

tal q--e ./ Ç ./' então Z\(./') ? H.

Demonstração

Senãoexiste C/ C./' tal que l < lt/l <H. Sda aC y, como (X,./) é

PK-espaço temos (lue nlX\lb} : bC U\lal} C ./ Ç ./' assim

{a} = [rR Íl{.X'\ló} : ó C Z,/\Íal} C ./' o que é contraditório
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Definição 2.30 Dizemos club um espaço topológico Ti é zero dimensionar se

possui uma base de abertos-fechados.

A demonstração do próximo lema está no apêndice A

Lema 2.31 Para cada H caldinal regular infinito temos que existe um grupo

topológico zero climensional cle caidinalidade H (lue é /'.-espaço sem pontos

isolados.

Teorema 2.32 Pala cada H caiclinal regular infinito existe um espaço (-X',/)

Tychonoff, Cla.r-Homogéneo. fortemente irresolúvel, cle cardinalidade K.

l)enlonstraçao

Dado H ? u regular pelo lema 2.31 existe (G,./) grupo topológico zero

dimensionar de cardinaliclacle H blue é PH-espaço sem pontos isolados.

Como (G,.7) é zero dinaensional temos que (G,./) é Tychoiioff então pelo

teorema 1.33 existe .7' iiresoltlvel e maximal com respeito ás topologias Tychonoff

sem pontos isolados e .7' 2 ./ (obs. ((7, ./') não é necessariamente um grupo

toP'lógico).

Como (G,J') não tem pontos isolados, / Ç ./' e como (G,./) é PK-espaço Ti,

pelo lema 2.29 temos (lue A(J') 2 K. .Assim zX(./') = H (pois IC'l = H ), assim

(G, ./') é Car-Homogêneo

Vamos demonstrar que (G, ./') é um espaço fortemente irresolúvel.

Senão existe .\' Ç G tal que (X,.%) é resolúvel. (i.e. (.V,./l) não possui

pontos isolados) e pela proposição 1.18 podemos a.ssumir cine .X é ./'-fechado.

Suponhamos que ZI é com ma.ximal despeito as topologias Tychonoff sem pontos

isolados, eln .Y. Então pelo teorema 1.33 temos (lue (.V,J].l é irresolúvel, o que é
contraditório.
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Assim basta denlonstrai blue .7; é maximal com despeito às topologias Tychonoff

sem pontos isolados em .Y

Senão existe O i?XI topologia TychonofT sem pontos isolados em X

(Obs. O Ç P'(-V)), seja B" = OU./' (pensando que ./' Ç 'P(G) e O Ç P(G)) e

seja .7" a topologia gelada por 23" em (;, assim ./" ;2./'

Suponhamos que existe .z; € C tal que {#} C ./" então {#} C ./' ou {.z;} C O o

que é contraditorio. .Assim (G, ./") não possui pontos isolados.

Agora mostraremos que (G,./") é TychonoR. Seja = C G e seja U C 23" tal (lue

caso [ Se Z.-' C J'. Como (G,./') é Tychonofftemos (lue ] / : G --> lO,]l

./'-contínua tal que ./(.t) = 0 e //(G\U) = 1. Como ./' Ç ./" temos que F'

./"-contínua assim (G. ./") é Tychonoff.

caso 2 Se Zl-' C O. Então U Ç X e como (X,O) é Tychonofftemos que existe

/z : X --> lO, ll O-contínua tal que Ã(#) = 0 e /}/(X\U) = 1. Agora definimos

/ : G --> 10, 11 dada poi

e

'',,.{ :''' ::::;~*
Seja l,r aberto de IR. assim temos blue

l G\X U â-:(}'!/) se l C l,}'
f

l A-'(w) :. l g I't''
Como .X' é ./'-fechado e pela definição de .7" temos que / é .7"-contínua e

pc'rtanto (G, .7") é Tychonoff.

Então (G,.7") é TychonoH sem pontos isolados e ./" i2./' mas ./' é maximal, o

que é contraditório. Isto mostra que /l. é maximal respeito às tipologias

Tychonoff sem pontos isolados em X.
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Definição 2.33 Uma (À,x)-família independente num conjunto S é uma família

infinita /' Ç P'(S) tal que pala cada .4, 8 C l.rl<À se Jn zi = @ temos que

n .4 \ u 251 ? K onde n@ = U/

.Xbreviamos (À, K)-família independente poi (À, H) -- {..f. e no caso de ser uma

(À, K)-família independente maximal abieviamos por (À, KI -- nz.{./.

Seja .F uma (À,K) -- i./. em S'. Então /' é dita p-separada se pala cada

{a,blclSl2 temosque [/'C.F : ]]a,6]nF'j=l]] ? P.

As demonstrações das próximas três proposições estão ilo a.pêndice A

Proposição 2.34 Seja H um cardinal infinito, então existe um conjunto Se

existe .F Ç P'(S) tais que

(i) ISI = «; e l/'l = 2"
1;{) .F duma (w,x) ;./. em S' 2"-separada

Proposição 2.35 Seja / uma (w,x) -- i..r. en] S então existe /'

(«,,K) -- m.{./. em S tal que .F Ç /'

Proposição 2.36 Seja / uma (w,«/) -- í..f. em .S w-separada e seja

c = {n.4 \ UB : .4,Zi C l.rl<" e .4n 23 = @}. Então C gera uma topologia .7'/:

sobre S tal que (S,J,) é zero dimensional.

Definição 2.37 0 1ogaiitmo de um cardinal H é

/og(«) m nlÀ
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Teorema 2.38 Para cada caidinal H seja

i. = «:Ínll/'l /' é («,,«) «-.i./. em «}

Suponhamos que existe um cardinal infinito H tal que H = /og(i.) então:

(i) C.d. («,,«)-«..;./. em « é(«,,«,)-«..i../. 'm ~.

(;i) Existe um espaço (-Y, ./) TychonoR, Car-Homogêneo, fortemente irresolúvel

de cardinalidade H.

)

T) n l-n n n c+ r n p;n

({) Senãoexiste .F «n.- («,,K)-m.i./. em « t.lq« / é («.,,«.,)-í./. em H

mas não é maximal. Logo existe C' C 'P(K)v tal cine C = /'U {(7} é

('o,'o) -- z../'. em H.

Como / é (w,x) -17z.i./. em H e C? i2/ temosqueexistem .4,B C ICl<'' tais
q«e l n.4 \ u 231 < «. Como H = /.g({«) temos q«. 2jn'4 \ u'il < i.. Como .F é

(w,K) -- m.{../. em H, pela definição de i. temos que IP'( n.4 \ u 6 )l < {. $ 1/'1.

Como .4,23 são finitos temos blue I'P( n.4 \ u/3 )l < 1/\(.4UZ3) assim temos

(lue existem Ao, Z?o C .F\(.4 U 23) distintos tais que

Aon(nÁ\ UB) Bon(nA\ UB).Sd«m .4' {Áo} e B'=Z3Ul6o},
assim .4',23' C ICl<" e ,4' n B' = @. Como

n.4' \ uz3' =(Áo n( nJ \ u6))\ Bo =( Bo nl n.4 \ UB))\ .Bo

temos que C não é (ü'.u) -- i./., o que é contraditório.

(;i) Pelapioposição 2.34 temos que existe FI uma l«;,x) i./. em K,

w-separada e pela proposição 2.35 temos que existe / lama (w, x) -- m.i./.

tal (lue Fi Ç .F. Assim /' é (w,u) -- m.í./. pela parte (i). Como /l Ç /'

que .F é co-separada, assim pela proposição 2.36 temos cine (X,.7',-) é

zero-dimensional, onde l-X'l = K.

em K

temos

Vamos demonstrar que l.V, .7,) é irresolúvel
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Senão existem Di, l)z Ç .Y densos disjuntos em (X,.7',) tais que Z)l U D2 = X.

Como 1). não é aberto temos que Dt g /' e como / é (u,«;) -- m.i..f. temos

que C = /'U {Z).} não é (u,u) -- í./., assim existem .4,B C 1/1<" tal que

o:n(n.4\ uzi)l<«., ou lo,n(n,4\uzi)l<«,
mas (n.4\ u Zi) é aberto infinito, (X,.7,-) é HausdorfT e D1, l)2 são densos, o que

é contraditório

Como (X,.17.r) é irt'esolúvel, pela proposição 2.27 temos que existe U aberto não

vazio tal blue (U, .7,) é fortemente irresolúvel

Como .F é(w,K) «..;./. temosque A(U)=H ecomo .Yl=K temosque

[/l = H = .A([/), assim (C/,.&) é Car-Homogéneo, de caic]ina]idade H.

Comentários

Se K é um cardinal singular temos que um PK-espaço Tt, possui pontos isolados

ou tem carátei' de dispei'são maior ou igual a. H+. Por este fato o PK-espaço não

pode ser usado diretamente pala conseguir um espaço fortemente irresolúvel com

carátei cle dispersão igual a. H (ver Teorema 2.32). Não se conhece a situação em

geral pala um cardinal singular mas o teorema 2.38 mostra a existência de um

espaço fortemente irresolúvel com calatei de dispersão igual a H no caso em que

H = /og(K+) (i.e. pala todo H se é assumida a Hipótese Generalizada do

Contínuo). Observe que pelas Proposições 2.34 e 2.35 {. está bem definida e assim

/og(i«) $ H. Agora se / é uma (w,H) -- m.{../. então l/'l > H logo i. 2 K+ e

po-'cinto /og(í.) = H.

Observamos que na demonstração do Teorema 2.38 (;;) se mostra que se .F é

uma (w,w) -- in..i../. então o espaço (.X',.7,1 dado pela Proposição 2.36 é um

espaço TychonoH irresolúvel sem pontos isolados. Assim temos outro método para

construir espaços irresolúveis diferente do metódo apresentado na seção 1.3.
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Os teoremas apresentados nesta seção são devidos a Eckertson IEC.971

2.3 Espaços ]lereditariamente Irresolúveis

Nesta seção iniciamos o caminho para encontrar espaços resolúveis não

maximalmente resolúveis a serem vistos na seção 2.4. Pala isto introduzimos o

conceito de espaços hereditaiiamente irresolúveis, c damos um exemplo de um

espaço hereditariamente iriesolúvel mas não fortemente irresolúvel.

Usando o conceito de espaços hereditaliamente irresolúveis, demonstraremos dois

lemas que serão utilizados na procura de espaços n-resolúveis mas não

(n + l)-resolúveis. Clontinuamos tentando generalizar os lemas anteriores para.

usá-los na procura de espaços infinitamente resolúveis mas não maximalmente

i,esolúveisS

Definição 2.39 Um espaço (X,./) é dito x-hereditariamente irresolúvel se todo

subcspaço aberto não vazio de (X../) é K-irressolúvel.

Quando H = 2 , (X,./) é dito heieditariamente irresolúvel

Proposição 2.40 Duplo círculo de Alexandroff

Sejam St =lrcIR' : ll#ll= 1} e S2= {zcIR' : ll= =2} e seja

P : St --> S2 dada por P(3) = 2=.

Paracada # C S2 seja Zi, = {l#l} e para cada = C Si seja

23, = {Ur,« : n C ]N\l0l} o«de Ur,« = Un U P(yn\lZ}), K. = s: n B(3,n) e

B(;«, ,) = { c : : ll - - y ll< ,}.
Então ZJ= {Z3, : C SíUS2l} gera umatopologia J.,l em .4= SiUS2 tanque

S, é subespaço denso e discreto em (,4,JÀ) e (Si,JA) é resolúvel.

Demonstração
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Claramente 23 satisfaz as condições (BPI), (BP2), (BP3) da proposição 1.3, assim

.Z4 é a tipologia gerada pelo sistema de vizinhanças 23. Pela definição dos 23.

temos a proposição.

Proposição 2.41 Existe um espaço heieditariamente irresolúvel mas não

fortemente irresolúvel.

Demonstração

Seja (S',Js) um espaço heieditaiiamente irresolúvel e seja (A,JA) um espaço

com um subespaço (B, JÁ) denso e discreto tal cine (Á\B,JÀ) é resolúvel

Definimos X = ,4\B U B x S, e para cada T C .4\B seja

6. = {(L' n Á\B) u(}'nB)x s: = c L' C JÁ} e pa:- "da :« =(b,.) C BxS
seja Zi, = {Íb} x y : s C y C Js}.

Vamos demonstrar que 23 = {B.;}.;cx satisfaz as condições:

IBPI) Cada 23, é não vazio e para cada. U C 6, temos que = C F

IBP2) Se z C U C 23, então existe \,' C 23, tal blue y Ç [/

IBP3) Para cada Ut, U2 C Z], existe Z./ C 23, tal que U Ç (/i n u2.

Claramente temos (BPI), para mostrar (BP2), se y C B x S seja L' = U, assim

s.p.g. suponhamos que y C .4\B, então .[ C u = (uy n Á\BI u (yy í] B) x S' onde

y C Up C JA.

Se .- € yv n .4\-B sd« }'' = u

Se « = ló,') c (uy n B) x S sej. L'

Assim r C 23, e V Ç U

Para mostrar (BP3)

Se .. C ,']\B então(]U C JÁ)( L'i =(un.4\B) u(un B) x S). Sda

i./ v2 n Á\B) u (h n y2 n B) x s.
Se .-=(Z,,')C.BxS e«tão (]VICJs)(Ui {bJxU). Sda U {blx(vnv2)
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Portanto pela proposição 1.3 temos que B gera uma topologia ./ em X

Vamos demonstrar que (X, J) é hereditariamente irresolúvel.

Senão existe um aberto t/ C ./ não vazio, que é resolúvel. Seja i C U

Se :« C .4\B então(]\''C JÁ)(«c(v nÁ\B) u(}' nB) x s' Ç t/). Como B

é J.4-denso em Á e y C J..l\té} temos queexiste bC ynB, assim

{ó} x S' Ç Z./. Como {b} x S C .7 e U é resolúvel pela proposição 1.17 temos que
({ó} x S',./) é resolúvel. Como ({ó} x S,./) é homeomoifo « (S,Js) temos que

(S, Js) não é hereditariamente irresolúvel, o que é conttaditóiio.

Se ;« =(b,.) C B x S e«tão(]V C JS)( . € L' elZ,} x y Ç [/). Como Z:/ é

resolúvel e {b} x }'' C ./ pela proposição 1.17 temos que ({b} x U,J) é resolúvel.

Como ({ó} x V../) é homeomorfo a (y.Js) temos que (V,Js) é resolúvel logo

(S, Js) não é hereditariamente irresolúvel, o que é contraditório.

Agora como Á\Z? Ç X e (,4\B,J) é homeomorfo a (.4\B,JÁ) temos que

(.4\Z?, ./) é resolúvel, portanto (X, ./) não é fortemente irresolúvel.

Para. concluir como cada espaço fortemente irrcsolúvel é hereclitariamente

irresolúvel, temos a existência de (S, Js) e pela proposição 2.40 temos a existência

de (Á,JH)

O próximo lema é basicamente usado para demonstrar a primeira parte do
lema 2.43.

Lema 2.42 Seja (X,./) um espaço (n + l)-insolúvel com lz C IN+, e seja (Z),./)

um subespaço de (X,.7) hereditariamente irresolúvel. Então (-Y\Z),./) é um

subespaço denso de (X, ./), n-resolúvel.

T)nm nn + pn p ; n

Como (.Y,./) é (n + l)-resolúvel temos que existe

conjuntos densos em (.X',./). Pala cada i $ n seja
í $ n} partição de

,X' \c/x(Ái\0) .
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Vamos demonstrar que [/Í í'] ,']i Ç D.

Como (.4i U X\.A{)\Z,) = X\D temos que 'âi\Z,) U X\Ái 2 X\D logo

x\(,'lí\z)) n .4i Ç Z) e assim

u: n ,4; \c/x(.A;\o) n .4: ç x\(.A.\o) n ,4: ço

Como cada .4{ é denso em .X e Ui é aberto temos que Uín.A{ é denso em Ui
e como uf n .4i Ç D temos que Z./ín Ái é subconjLmto denso de t4 n D.

Sejam i, .j $ n distintos, então vamos demonstrar que Ui n (,Ç = 'É.

Senão zl/int& # é, como (/iRAi é sub(-onjunto denso de UinZ) e Z./j é aberto

temos que (& n uí n ,4í é subconjunto denso de [& n ui n z). Ana]ogamente temos

que Z./int4 n Áj é subconjunto denso de Z./í n [/j í'] D e como .4Ín Áj = @ temos

que (/ií)[&nZ) é reso]úve]. Como .4j é densoem (X,./) e uinuj é aberto

não vazio temos que [/i n (,6 n ,4j é não vazio, ]ogo [,c n [& n z) é subconjunto

aberto não vazio de Z). Portanto D nào é hereditariamente inesolúvel, o que é

contraditório.

Pa-alada i < n sda Z,){ = (.4í u (uin.4«))\Z). Como {Áf : í $ n} e

{t/i : i$ n} são famílias de conjuntos disjuntos, temos que {Z)i : ; < n}

família de conjuntos disjuntos.

Por demonstrar que cada Z){ é denso en] (X,J).
Seja U aberto não vazio então temos que

e uma

Un Di lu n .4f\o) u (u n (a n .4«)\o)

s.p g suponhamos (lue U í) (,4i\D) = @. Como U é aberto temos que

Un c/.r(Ái\Z)) = @ e pela definição de [rf temos que U Ç [/i ]ogo

un oi= @u(u n u.n Á«\o)
Suponhamos que u n z)l = é, logo t/ n .4«\z) = @. Como Z./ é aberto temos que

U n c/x(Á«\Z)) = Ó e pela definição de C/. temos que U Ç [/., ]ogo
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U Ç Zlrf n U. = @ o que é contraditório. Portanto temos que U n Z)í # é, assim Z)i

é denso em (X, .7).

Como Z){ÇX\Z) temosque -Y\Z) é densoem X ecomo {Z){ : i <n} e

família de densos disjuntor em .X\Z) temos que X\Z,) é n-resolúvel.

Lema 2.43

({) Todo espaço que é união de 7z-sul)espaços heleclitaiiamente irresolúveis é

(n + l)-irresolúvel.

(ii) Sda (X,.7) um espaço "-resolúvel mas não (n + l)-resolúvel, então existe

U aberto não vazio e existe {,4{ Ç U : i< n} família de conjuntos densos em Z./

dois a dois disjuntos tal que [r = U Ái e cada (Á{,./) é fortemente irreso]úve].

l)enlonstraçao

(i) Senão seja zz o menor natural positivo tal que existe (X,./) espaço

(n + l)-resolúvel e existe {/{ Ç -V : í < lz} família de subespaços

hereditariamente irresolúveis tais que .V = U /i. Pelo Lema 2.42 temos que

Xv.-i é subespaço denso de (X,./), n-resolúvel.

Como -X'= U /i temosque .X'v..i Ç U /i eassim Xv.-i ésubespaço
{<n Í< n, -- l

denso de U /Í. Logo, pela Proposição 1.18 temos que ( U /i) é n-resolúvel.
{< n -- l i<n -- l

Como ( U /{) é união de (n -- 1) subespaços heieditariamente iriesolúveis, pela

definição de n temos (lue lz = 1, portanto X = /o onde /o é hereditariamente

irresolúvel. Logo -V é irresolúvel, mas X é (1 + 1)-resolúvel, o que é contraditório

]

({{) Como (.V,J) é n-resolúvel temos que existe { 4{ : i < n} partição de

subconjuntos densos de l.X../). Para cada Ái seja /Vi a envoltóiia resolúvel de

Aí (ver Definição 2.26) e sejam Z)f, E{ subconjuntos densos disjuntos de Àcff.

Vamos demonstrar que .{i\Ei é denso em (X,./).
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Senão existe U aberto não vazio tal que Z./ n Áí\Ef = @. Assim temos que

[/n Ái Ç Eí Ç JMÍ Ç Ái e portanto ]./ n .4í = u n &/i, é aberto não vazio de iMf.

Como Z)i é denso em Mí temos que @# (PnÁí) nDi Ç (t/nÁi)\.E{ portanto

u n Ái\E{ # é o que é contraditório.

Cromo {,4{ : á < n} e famíliadisjunta. e cada Ef Ç ,Ai temos que

,4i\E{ n u .Ej =é. Seja E= U Ej, assimtemosque {Ái\Ef : í<nlU{E}
.J<n J<n

família de conjuntos disjuntos (obs. E :# ó, senão {.4í : { < n} é a família

procurada).

Como cada (,4i\Ei) é denso em (-V,.7) e (.V,./) é (n + l)-irresolúvel temos que

E «ão é de«se em (X. .7).

De6«amos U = X\c/x(E), .ssim Z.r é al)':'' "ão -zio 'le (X,./). Con,o E. é

denso em IW. temos que ik/{ Ç c/x(E) assim X'\iMÍ 2 U portanto

u n Áf ç .4i\7M..

Como ,4Í\JL/i é fortemente inesolúvel (vei Proposição 2.27) temos que u n Ai é
fortemente irresolúvel.

Como 4f é denso tentos (lue {C/ í1 ,4i : ; < zz} são subespaços densos de Z.', dois

adois disjuntos tais que U = u (i; n z./).

e

A próxima proposição é uma generalização parcial do lema 2.42

Proposição 2.44 Seja (X,./) um espaço K-resolúvel onde H é um cardinal

infinito, e seja (Z,), ./) um subespaço de (X, ./), K-hereditaiiamente irresolúvel

Então (X\Z), ./) é um subespaço denso cle (X, ./), K-resolúvel.

l)emonstraçao

Seja .4 = {.4. : a < H} uma partição de subconjunt.os densos de X

Suponhamos s.p.g. que cada .4. é K-resolúvel.

Vamos demonstrar que .4.\l) é denso em (X,./).
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Senão temos que U = X\c/x(,4.\D) # Ó. Cromo ..4. é denso temos que

U í'} ,'l. # #' e como Á. é K-resolúvel temos que [/n .4. é K-reso]úve]. Agora

como -\'\O = (..4« nx\o) u (x\,'i. nx\o) ç c/x(À.*\O) U X\,4. temos que

.X'\D U c/x(Á.\Z)) Ç c/x(.4.\Z)) U X\Á. e tomando complementos temos que
onu 2 unÁ..
Como UnÁ. ésubconjunto denso dc U temos que Z./n,4. édensoem unD
logo como U n Á.. é K-resolúvel, pela Proposição 1.18 temos que U n Z) é

K-resolúvel.

Clamo 1) é hereditariamente iriesolúvel temos (lue [/ n D = Ó, e como

Uíl ,'l. Ç Un D temos que Un Á. = «'. Como .4. é denso temos que t/ = @ o

blue e contraclltório

Portanto .4.\Z,) é denso em (X,./), assim X\l) é denso em (X,./) e Á.\Z) é

subconjunto denso em (X\Z), ./), portanto (X\Z), ./) é K-resolúvel.

Nos não conhecemos uma generalização do lema. 2.43 (i) mas a próxima proposição

generaliza o lema 2.43 ({i).

Proposição 2.45 Seja H um caidinal infinito e seja (X..7) um espaço

K-resolúvel mas não x+-resolúvel. Então existe ui]] al)erro não vazio que é tmião

disjunta de K-subespaços densos K+-fortemente irresolúveis de U

T) o «l n n c+ p n p ;"

Como (-Y,./) é K-resolúvel temos que existe uma partição {.A.. : a < K} de

conjuntos densos de (-Y,./). Para cada ,'l.. seja ]V/a a envoltória K+-resolúvel de

Á. (ver Definição 2.26) assim pelo Teorema 1.19 temos que E = U À/. é

K+-resolúvel, e como (X,./) é íç+-irresolúvel, temos que E não é denso em

(.K,./).
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Seja [' = X\c/x(E), assim U é aberto não vazio e como cada /V. Ç c/x(E)

temos que U Ç .V\À/a. Assim U n ,4. Ç (X\À/.) n ,4.* = .A.*\A4a. Como .A.\A/a

é K+-fortemente irresolúvel (ver Proposição 2.27) temos que u n ,4. é

n+ fort.emente irresolúvel.

Assim temos que t/ = U (Un .A.) onde cada Un Á.* é um subespaço denso de

( P, ./), K+-fortemente irresolúvel

Comentários

Nós não conhecemos uma generalização do lema 2.4:3 (i) para cardinais infinitos.

Dada tal generalização obteríamos um espa.ço infinitamente resolúvel mas não

maximalmente resolúvel em ZFC (ver teoremas 2.50 e 2.51). Observamos que o

lema 2.43 (i) também é usado na demonstração que todo espaço que é n-resolúvel

pala todo n < w é w-resolúvel (ver Teorema 2.58)

A Proposição 2.45, blue generaliza o lema 2.43 (ií), mostra onde procurar espaços

infinitamente resolúveis, mas não maximalmente resolúveis.

A existência de um espaço hereditariamente irresoltlvel, mas não fortemente

irresolúvel está em ID.931. Os lemas 2.42 e 2.43 com suas respectivas generalizações

são devidos a Eckertson IEC.971

2.4 Espaços Resolúveis não Maximalmente

Resolúveis

Nesta seção começamos demonstrando que existe um espaço TychonofT que é

2"-resoluvel mas não (2" + 1)-resoluvel, para cada /z < u Daí obtemos como

corolário que existe um espaço Tychonoff que é ?t-iesoluvel mas não

(rz + l )-iesoluvel, para cada n < «., Observamos (lue nestas demostrações não são
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sócios os lemas da seçao z.-5.

Continuamos com preliminares para demonstrar o Teorema 2.50 que mostra a

existência de um espaço Tychonoff que é união de (2")+ subespaços densos

fortemente irresolúveis dois a dois disjuntos. Aplicando os lemas da seção 2.3 damos

outra demonstração sobre a existência de espaços n-resolúvel mas não

(n + l)-resolúvel.

Na. parte final da seção introduzimos o conceito de fortemente PK-espaço e

demonstramos um lema.junto a um corolário. Assumindo a existência de um

fortemente PK-espaço Hausdol'ff, À+-fortemente irresolúvel sem pontos isolados

demonstramos a existência de um espaço Z blue é À-resolúvel, À+-fortemente

irresolúvel tal que A(Z) ? K onde À+ < H.

U

Teorema 2.46 Para cada n > 0, existe um espaço inumerável Tychonoff

2"-resolúvel mas não (2" + 1)-resolúvel.

T)Dm nn c+ pnp n"yLçv

Pelas proposições 2.34 e 2.35 temos que existe .F uma (co,w) -- m.í../'. em o (lue

é w-separada e pela proposição 2.36 temos que (.V,.7.;) é Tychonoff, onde l-V =w

e ./. é a topologia gerada por C = [n.4 \ uz3 : .4, B € 1.r]<", .4í)23 = @}.

Pela demonstração do teorema 2.38 parte (ii) temos blue (X, .%) é irresolúvel e

pela proposição 2.27 temos que existe U := í1.4 \ U Zi C C não vazio, tal que

(U, .7,) é fortemente inesolúvel.

sda /' = {F'nz/ : F' c .F\(.4UB)}. Como ZI/ = n.4 \ UB onde .4, Zi C l/I'"
temos que .F' é (w,u)-i.f. em U, co-separada. Seja (t/,JF,) dada pela

proposição 2.36.

Vamos demonstrar que(t/,.7,) =(U, JF,).

Seja n.4'\ U 6' C C, como

un(nJ' \ u 23') =(n.4' n n.4') \(UA'u uõ) =(nJ"\ UB") nu
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onde .4" = J'\.4 e 6" = B'\ZI, temos que (U,.&) = (U,Jr.).
Assim (U, J.r,) é um espaço enumerável, Tychonoff, fortemente inesolúvel.

Seja n. > 0 e seja C. C l.r'l"'. (obs. pela definição de /' temos que UC. i2U)

Como /'' é («.,,.o)-i.f. em [r, «,-separada temos que .F'\C. é (o,w) -- i../'. em

U, w-separada, assim seja (U,./r,\c.) dada pela proposição 2.36, logo (U,J/-.\c.)
é espaço enumerável Tychonoff.

Sda D= {n.4 \ u (c.\Á) : .4 ÇC.} onde né = u/' = P

Vamos demonstrar que 'D é família de densos disjuntos em (U,J;,\c.).
Seja ,4, Zi Ç C distintos, então s.p.g suponhamos que existe Á C .4\6, assim

temos que n.4 \ U(C.\.4) Ç ,4 e nzi \ u(c.\z3) Ç U\.A. Portanto

l n.4 \ u (c.\,4) ) n ( nB \ u (c.\8) ) = é logo D é uma famíliadisjunta.

Agora sejam .4'. ZI' C l/'\C.I'" disjuntos e seja n.4 \ u (c.\,4) C 'D. Como .F'

é(«.,,«.,)-i.f. em [/ te:nos q«e(n.4'\u6') n( n.4 \(c.\.4)) = n,4"\uõ"#é
onde ,4" = H'U .4 C l/'l'" e 23" = 6'U (C.\.4) C l/'l'". Portanto n.4\ u (c:.\.4)

é denso em (Z-r,Jr,\c.) e como IC.l = n. temos blue (P, Jr.\c.) é 2"'-resolú*,el.

Seja € família de 2"' + 1 subconjuntos de U dois a dois disjuntor. R'lostraiemos

que existe E C € tal que E não é denso em (t/, J/-,\c.).

Sda =CU eseja A,= {dcC : CÁ} assimtemosque zcn.4.:\u(c.\.4,)
e portanto temos blue ZI/ = U.D

Agora seja L' C Jr, não vazio, como (U,J.r,) é fortemente irresolúvel temos que

(y. Jr.) é fortemente irresolúvel. Assim

{E € € : Eí] L' é denso em (V.a/,)}l $ 1, portanto existe I'r Ç }'' J;-,-aberto

não vaziotal(lue {ECf : Enw #@ll $ 1.

Como I'PI = 2" escrevemos .D = {D : i< 2"}. Seja l/o = Z,)o C Jr,. Assim

existe I'HoÇlb tal(lue llZC : Ent'Uo#@lj5;l,onde
í'uo = oo n (n.4.\ u Zio) com .4o, 23o C l/''\C.I'" e .4o n Zio = @.
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Agora seja 14 = Di n (n.4o\ u zgo) C J.r,, como Z)l é denso em (U, Jr,\c.)
temos que H é não va.zio. Então existe I'ri Ç 1/1 Jr,-aberto não vazio tal qu

{EC : EntHl#Óll$ 1 onde I'yl=Hn(n,4i\uz31) com

.4-, Zii C l/'\(C.U .roUBo)I'" e .4- nZ3-

Agora por indução pala cada i < 2" temos que K = Dín (n u .4j) \ (u U Bj)) é
.7 < z .7 < t

J/-, aberto não vazio portanto existe I'y. Ç K Jr,-aberto não vazio tal que

{EC f : Ent'K #ó} $ 1 onde IU. = un(n.4i\u6Í) com

.4i, Bi C l/'\(C.\ U (Aj U Bj))l<" e .4í n zif = @.

Seja r = U{.4{ : i<2"} e i\4 =U{Z3i : i <2"}, a.ssim paiacada D C 'D

temos que llZ C é' : En on(n,c\u ./u) #Óll $ 1 ecomo t/ = CIIZ) temos blue

{z c f : zn(n,c\u.u) #óJI $ 1PI = 2"

Como €1=2"+i temosqueexiste EC& calque zn(n,C\u.W)=é mas

,C, y\4 C IJ:''\C.I'" com ,c n J\4 = Ó assim E não é denso em (U,Jr,\c.).
Portanto (C/, Jr,\c.) não é (2" + 1)-resolúvel, e assim (t/,Jr,\c.) satisfaz o

teorema

e

J<z

Clorolario 2.47 Para n < w, existe um espaço enumerável Tychonoff n-resolúvel

mas «ão (n + l)--esolú-l.

l)enionstraçao

Seja n > 0, então pelo Teorema 2.46 existe um espaço y enumerável Tychonoff,

2"-resolúvel mas não (2" + 1)-resolúvel.

Assim existe {Z)l : ; < 2"} partição de conjuntos densos de y, agora seja

X = U D{ com a tipologia induzida, assim .Y é espaço inumerável, Tychonoft

n resolúvel.

Como .X édensoem }' temosquese .4 édensoena -X', então Á édensoem

y logo se {Ef Ç .Y : i < lz + 1} é partição de conjuntos densos em X temos
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blue {E : í <n+l} U {Z)f : n $ i<2"} épartiçãodeconjuntosdensosem y

Assim y é (2" + 1)-resolúvel, o que é contraditório. Portanto .X não é

In + l)-resolúvel.

Lema 2.48 Seja (X,J) um espaço Tychonoff À-resolúvel e seja {.,'i« : a < À}

uma partição em subconjuntos densos de(X,J) tal que cada(Á.,.7) e(Áp,./)
são homeomorfos. Então existe uma. topologia TychonoH ./' em X mais fina que

.7 tal blue cada .4. é .7'-irresolúvel e denso em (.X../').

T)onnnnatrnpãn

Para cada a < À seja /z. : .4o --> Á.. um homeomoifismo e seja .4 o conjunto das

topologias (2 mais hnas (lue .7 tal que:

(i) (X, (9) é TychonoR.

(í{) Cada ,4. éclenso en] (.Y,O)

(ij{) Cada A.. : (Áo,O) --> (Á.,O) é um homeomoifismo.

Seja C Ç .4 cadeia crescente e seja ./' a tipologia gerada pela base UC.

Vamos demonstrei que (-V, J') é TychonofT.

Como ./ Ç ./' temos quc (X,./') é Hausdorff.

Seja íz; € U C ./', então existe \' C UC tal que .z C \.' Ç ZI/. Como V C UC temos

que existe O C C tal que y C O, assim existe ./ : (-X'.(9) -+ IR continua tai que

/(#) = 0 e ./'(X\l'') = {1}. Como / é ./'-co«tínu. t.e«:os cl«e (X,./') é

Tychonoff.

Vamos demonstrar que cada .4. é denso em (X, .7').

Sda [/ C (UC)\l@}, então existe O C C ta] que Z./ C (P\t@}, assim .4..n u #@
e portanto ,4. é denso em (-Y,.7').

Vamos demonstrar que cada Ã.. IÀo, J') -+ (Á.., J') é homeomorfismo
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Seja (/C UC:,assimexiste OCC tal que UC (9 ecomo /z. é

O-homeomorfismo temos que 61;:(Á.. n U) e A.(.Ao n Z/) são O-abertos

Portanto ./'-abertos, assim /z. é /'-homeomorfismo.

Agora como cada cadeia crescente em .4 é limitada superiormente e

lema de Zoin temos que existe .7' C .4 elemento maximal.

Monstraremos que .4o é ./'-irresolúvel.

Senão existe Z) Ç .4o tal que Z) e .4.*\Z,) são densos en] (Áo,./').

D = U (á.(Z))) e seja J" a topologia gerada pela base
cv < .\

zj = .7'u {tín D : (,í c ./'} u {U n (x\z)) : u c ./'}
Afirmação: ./" C .4.

Como .7' Ç.7" e .7" C .4 temos que ./' nãoé maximalem .4,o
contiaditólio.

Como cada /z.. : ,4o --} ,4. é ./'-homeomorfismo temos (lue cada .A.

e poi (i{) temos que cada ,4. é denso em (.V,./').

./ C .4,pelo

Sda

que e

é irresolúvel

Demonstração da afirmação.

Vamos demonstrar que (X, /") é Tychonoff.

Como ./ Ç .7" temos cine (X,./") é HausdorH.

Sejam iu C (r C .7", então existe V C 23 tal que z € L' Ç [/

Se y C ./' como (-X',./') é TychonoH temos que existe ./ : (.Y,./') --> 10, il
contínua (i.e. ./"-contínua) tal que /(z) = 0 e .//(.X\U) = 1.

Sc y = 1,t'' n D pala algum l,}'' C J'. como (-X',./') é Tychonoff temos que existe

Ã : (.X,./') --} 10, il co«tín«a (i.e. ./"-contín«a) tal q«e A(#) = 0 e Ã/(X\Lt/) = 1.

Atola seja g : -X' --> 10.11 tal que g/D = 0 e g/(-X'\D) = 1. Assim temos que g

é ./"-contínua. Seja ./' = /z +g, assim temos que /' : (X,./") --} l0,21 é contínua

e ./''(=) = 0 e /'(-X'\t'l Ç j1,21, assim ./' induze uma função contínua de

./' : -X' -+ 10, il tal que ./'(z) = 0 e /(X\U) = 1, e portanto (.X',J") é Tychonoff.
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Vamos demonstrei que .4. é denso em (X,./").
Sda U C .7' não vazioentão Á.n(UnZ))-D(,4.nu)nA.(z)) #ó pois/z.(D)
denso em .4., assim .+.. é denso em (X,./").

Vamos demonstrar (lue cada A. : (Áo, J") --} (,4., J") é homeomorfismo.

Seja U C ./', como A... ó bijetora e {.A« : a < À} é umafamíliadisjunta temos

que:

(i) À..(un Dn.'io) o) = h..(t/nÁo)n À(o)

analogamente à.(z./n.v\D n Á.) = /z.*(u n Áo) n x\Z) e assim /z. é funçã

aberta.

(ii) A;'(unam,4..) l;'(unh.(o)) = A;'(un.4«)no = Ãl;:(unÁ..)nã
analogamente hl;'(un.v\DnÁ.) = A:.:(t/nÁ.)nx\D e assim h.* é função

continua

0

Corolário 2.49 Pala (.ada cardinal infinito H existe um espaço Tychonoff (lue é

união cle 22' densos disjuntos irresolúveis cada um de cardinalidade K.

l)enaonstraçao

Seja ({0, 11'',.7) com a topologia produto e a soma usual, onde {0, 1} é

considerado com a tipologia discreta. Pelo Teorema 2.23 existe Z) subconjunto

denso de ({0,112",./) tal que IZ) = K. Agora definimos Go como o subgrupo de

{0,112' gerado por D então IGol = IK<"1 = x, assim Go é subgrupo próprio

denso em ({0, 11'",.7).

Seja {.4. : cr < 2''} as classes laterais de Go em ({0,11:",./), assim

({0,11'',./) éespaço TychonoH, onde cada 4. édensoem ({0,1J'",./) e .4. e

Ap são homeomorfos. logo pelo lema 2.48 temos o corolário.
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lborema 2.50 Para cada cardinal infinito n existe um espaço TychonofT que é a

união de (2")+ subespaços densos fortemente irresolúveis dois a dois disjuntos.

Demonstração

Seja À = 22', pelo Corolário 2.49 temos que existe um espaço Tychonoff (X, .7)

tal que X = LJ ,4. onde {.4. : a < À} é umafamília de conjuntos disjuntos,

onde cada Á. é um subespaço denso e irresolúvel de (X,./).

Afirmação: Existe I'l/ aberto não vazio de (X,J) tal que para cada y aberto

nãovaziocontidoem TT'' eparacada a< À existe P>cr talque Á#ny é
irresolúvel.

Vamos demonstrei que existe {7'.. : a < c/(À)} sequência de famílias de pares

<y. ,y> tais que

(i) "r<À, L'' éabert.em (X,./) e é#Ç' ÇW
(ii) Á, n }' é fortemente irresolúvel.

({i{) Sd«m <y,'r>, <L".'y'> € P«, se ' #'y' e«tão ynb''' se 7=7' então

v - y'
(io) Se # < c- então supl7 : <K'y> C 'Pa} < ininl'y : <y.'y> C 7'.*}

(u) 7'.. é maximal com despeito a (;), (íi), (JÍI).

Dado I'Uo = }y' pela afirmação existe /3o < .X tal que .AP. n I'l/o é irresolúvel e

pela Proposição 2.27 temos (lue existe Uo Ç IUo tal (lue Uo n ÁP. é fortemente

irresolúvel. Assim pelo Lema de Zorn temos que existe Po família de pares <1'';,'y>

maximal com respeito a(i),(ií),(iíí).

Agora suponhamos que dado cv < c/(À), para cada # < a existe Pp tal que (;),

({í), (íií), (iu), (t,). Sda !Uo = 1't'' para cada /3 < a por ({ii) temos que

Ifb $ d(T'r) e como IV é al,eito temos que IPpl $ d(I't'') $ (í(XI < H < c/IÀ).
Como a < c./(À) temos blue supl-y < À : (]/3 < a) (<y.'r> C PO} < À assim

existe a' < À ta] que a' > supl'y < À : (]/3 < a) (<y.'y> C 'PP)} logo pela
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afirmação existe .ao > o' tal que !Ho íl 4.a. é iriesolúvel.

Pela Proposição 2.27 existe Uo Ç I't/o aberto não vazio tal que yo íl ,4p. é

fortemente irresolúvel. .assim pelo Lema de Zorn temos que existe T'. família de

pares <UI,'y> maximal despeito a ({), (íi), (iíí), (iu') onde

(i«') (V<yl,'y> C 7'.) ( 1 ? Po ).

Assim (iz;') garante a condição (iu) e a afirmação garante (t,l, portanto existe

{7'.* : c/(.X)} tal q- (;),({{),(íii),({u), (u).

P«-acad- a< c./'(À) sej. O.* ,4,nL' : <L:'y> C 7'.}, «co«diçã. («)

garante que Z). é denso em kP

Como c.f(À) > 2' temos que c/(À) ? (2")+, assim definimos

y = Ul0. : a < (2')+}.
Se a :## < c/(À) como {,4. : a < À} é famíliadisjunta e pol (íu) temos que

z). n -z)P = Ó e como cada D. é união disjunta de subespaços abertos fortemente

iriesolúveis temos que D. é fortemente irresolúvel, assim temos que (y, J)
satisfaz as condições clo teorema.

l)emonst-rãn .l , ,G «m, ãnW)PWV UW UR X EA ZLLq5 Ç+VÇ

Senão existe y aberto não vazio e existe a. < À tal que IV# > a.) ( .AP n L'' é

resolúvel). Seja .4 o conjunto das famílias / ({e abertos não vazios dois a dois

disjuntos tal que pala cada C/ C / existe crU < À tal (lue (V/3 > a.) ( .AP n ué
resolúvel ).

Cromo {y} C ,4 temosque .4 # Ó. Agora seja C cadeiacrescentede .4 assim

temos que UC é família de abertos não vazio dois a dois clisjuntos. Seja t/ C UC

então existe .F C C ta] (lue Z./ C .F portanto existe CYu < À ta] que

(v# > a.)(.4/3 n u é resolúvel ), assim UC C .4. Portanto temos blue toda cadeia

crescente em .4 é limitada supeiioimente, assim pelo lema de Zoin existe Z/

elemento maximal de .A.

Como Z/ é família de con untos abertos disjuntor temos quelr
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Z/l $ d(X) $ H < c./(À), assim lz = supra. : U C Z/} < À. Portanto para cada

# 2 É( e cada U C a temos que Á# n u é resolúvel, assim pelo Teorema 1.19

paracada P?p temos(lue U (ÁOnu) =ÁP n uz/ éiesolúvelepela

Proposição 1.18 temos que c/.4,(ÁP n uz/) = .4o n c/x(.4a n uz/) é resolúvel.

Seja H = c/x'(UZ/). Como UZ/ é aberto e .4# é denso em .X temos clue

c/x(.'lo n ua) = c/x(uü) = H, 'ssim ÁP n H = ,4o n ./K(,4a n uz/) é resolú«l

e como AP é irresolúvel temos que # :# X

Apoia seja I't'' = Xv/. assim I'V é aberto não vazio de .V e pelo fato que Z/ é

ma.ximal em .4 e l,}' íl (UZ/) = @ temos que para cada 1. ' aberto não vazio

contido em ]'r, Z/U {L"} g .4, assim (Va < À) (]/3 > o) ( 4.3n y' é irresolúvel).

C

Teorema 2.51 Para cada n < w existe um espaço TychonofT que é n-resolúvel

:n-s -,ão é (« + 1)-:esolú«l.

T) e n] On stra râ n

Sejam Z).. definidas no Teorema 2.50 e seja .V = U Z).., assim (X,./) é um

espaço Tychonoff, n-resolúvel. Como .X' é união de n-subespaços fortemente

irresolúveis, pelo Lema 2.43 temos que (X, J) não é (n + lj-resolúvel.

Definição 2.52 Seja H um cardinal então (.V,./) é dito um fortemente

/\-espaço se existe uma base 25 de (X,./) tal blue pala cada {U. C 23 : a < À}
sequência decrescente com À < H temos que n c''. é un] aberto não vazio de

(-Y J)

Lema 2.53 Sejam À < H e seja (X',../l um fortemente Px-espaço

À-hereditariamente irresolúvel então pata cada família / de subconjuntos de .X
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dois a dois disjuntos tal que l.rl = À existe um aberto não vazio (/ Ç X tal que

{r' c / : r' n ü' # @ll < À.

Demonstração

Como (X,./) é fortemente PK-espaço então existe uma base 23 de ./ (lue

satisfaz a condição da Definição 2.52. Seja .F uma família de subconjuntos de X

dois a dois disjuntos tal clue l.rl = À, como (X,./) é À-iriesolúvel temos que

(]F'' C /')(](/o C 23)( F'' n Uo = @).

Agora escl'evemos .F = {Fa : a < Àl} tal que Eo = /?' e suponhamos (lue dado

o < À existe {UO C 23 : .d < a} sequência decrescente tal que pala cada P < a

temosque Z.%ílFo=ó ou FO édensoem n ziG.
Vamos definir U..

Se r:. é denso em ( n [/.) esco]hemos U. C Zi ta] que t/. Ç ( ÍI [G).
'y < c\' a <'Y

Se e, não é denso em ( n th) então existe U.. C B tal q«e Z.(,. ç n (l, e

(Fa n U. ='#.

(Obs. como (.V,J) é foi'temente PK-espaço temos que ]U. ç n z.z. ).
Assim existe {C/. C Zi : a < À} sequência decrescente tal blue

IVa < À) IUa nFa =Ó O« e:, éde«soem( n (G)).
cl <'Y

Seja [r = n [&. Obsei'veque dac]o Po C .F, se .f(,nt/#ó temosque

Fa n [/. # Ó, ]ogo e:, é denso em U, assim temos que

{F' C .F : r'í] t/ 7É @} Ç {r' C .F : F' é denso em U}.

Ágata como (-Y, ./) é À-hereditaiiamente irresolúvel temos (lue

{r' C .F : F éclensoem [rlll < À portanto llr'C/' : F'nU #@ll < À.

Corolário 2.54 Seja À < H e seja (X,/) um fortemente P.-espaço

À-hereditariamente irresolúvel e sda (y,J') um espaço tal que A(y) < c/(À)
Então X x }' é À-irresolúvel.

68



TI n m . n c+ r n r' n.

Como (X,./) é fortemente /'.-espaço então existe uma base 25 de .7 (lue

satisfaz a condição da Definição 2.52. Seja p = a.(y) e seja IV um aberto de y

tal que IW' =it assim l,r = {g. : cr < /z}.

Agora seja /' uma família de subconjuntos de

que 1/1 :: À.

Vamos demonstrar que existe {U. C 6 : a < p} sequência decrescente tal que

(Vamp)(l/'l<À) o«de /b=lr'C/' : (UaXlg/.})nf'#é}.
Para cada cr <p seja ./a = {U x {y..} : U C J}, assim (X,J) é homeomorfoa

(X X {y.},Ja), então pelo Lema 2.53, tomando a = 0 temos que existe Z./o C 6

tal que IZol < À

Agora dado a < p suponhamos que existe {tG C 6 : ' < a} sequência

decrescente tal que pala cada # < a temos que IFol < À.

Seja \'' = Í') Ch. Como (X,./) é foi'temente PK-espaço temos que }'' é amei'to

não vazio e portanto (W, J) é fortemente .f3.-espaço À-hereditariamente irresolúvel

Como (V,./) é homeomorfo a (l,' x {y.}, Ja) pelo Lema. 2.53 temos que existe

U. C 25 tal que Ua Ç V' e lr.l < À. Assim {Ua C /3 : CY < p} é uma sequência

decrescentetal(l«e(Va < P)( leal < À).

Xxy dois a dois disjuntos tal

'Y< cl

Definimos u = n (/.. Assim pala cada /' C /' tal cltte Fn (u x }'r) # @ temos

que F'C U /b. Como Irai < À e p <co/(À) temosque U Fü <À, assim

{F' c .F : (u x kt/) n F' :# éll < .à.

Portanto não existe família /', de densos clisjuntos em X x y, cle cardinalidade À.

CI P

Teorema 2.55 Sejam À,x cardinais infinitos tais que À+ < H e suponhamos que

existe (X, /) um fortemente P.-espaço, Hausdorff, À+-fortemente irresolúvel, sem

pontos isolados. Então existe (Z,./") um espaço À-resolúvel À+-fortemente
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iriesolúvel tal que z\(ZI ? H

Demonstração

Pela Proposição 2.24 existe um espaço (y, .7') Car-Homogêneo, maximalmente

resolúvel de catdinalidade À. Como À < co.f(À+) = À+ pelo Clorolário 2.54 temos

que .X x y é À+-irresolúvel. Assim pela Proposição 2.27 existe um aberto básico

não vazio U x y de X x y tal blue U x }'' é À+-fortemente irresolúvel

Seja Z = U x y, vamos demonstrar blue Z é À-resolúvel.

Como V é aberto de }' e (y,.7') é À-resolúvel temos blue (y../') é À--esolú«l

Assim existe {.Z). : a < À} partição densa de (W../'), então {U x Z). : a < À}

é partição densa de C/ x V

Como (X, J) é fortemente /'«-espaço, Haudorff, sem pontos isolados temos que

A(X) 2 K, .ssim Z\(Z) 2 A([/) ? A(X) 2K

Comentários

A existência de espaços resolúveis não maximalmente resolúveis foi mostrada por

Clecler e Pearson7 no ano 1967 e também por EI'kin8 no ano 1969 idas o primeiro

exemplo Tychonoff foi dado por Van Douwen ID.931 a quem é devido o

Teorema 2.46. Observamos que todo espaço Tychonoff resolúvel possui caiáter de

dispersão infinito, assim o Teorema 2.46 mostra a existência de espaços resolúveis
não maximalmente resolúveis.

Nós não conhecemos a existência de espaços infinitamente resolúveis não

maxinaalmente resolúveis em ZFCI, idas o Teorema 2.50 mostra razoáveis candidatos

a ser infinitamente mas não maximalmente resolúveis. Observamos que no caso de

rJ. Ceder and T. Pearson, On products of naaximally resolvable spaces, Pacific J. b'lath. 22
(1967) 31-45.

sA.G. EI'kin, Resolvable spaces which are not maximally resolvable, i\'loscow Univ. Nlath. Bull

24 (1969) 116-118
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existir uma generalizaçõ clo lema 2.43 (íl teríamos de forma análoga ao

Teorema, 2.51, que os espaços dados pelo Teorema 2.50 são infinitamente mas não

maximalmente resolúveis.

Eckertson IEC.971 usando um trabalho de l<uneno do ano 1983 mostra que a

existência de um cardinal mensurável é equivalente à existência de um fortemente

PK-espaço, Haudorff, fortemente irresolúvel. Portanto assumindo a existência de um

caidinal mensurável pelo Teorema 2.55 temos a existência de um espaço

inânitamente mas não maximalmente resolúveis.

Os Teorema 2.50 e 2.55 são devidos a Eckertson IECI.971.

2.5 Espaços w-Resolúveis

Na seção anterior foi demonstrado que para cada n < w existem espaços que são

'&-resolúveis mas não são (n + l)-resolúveis. Nesta seção começamos com lemas

preliminares para demonstrar o teorema 2.58 o qual tnostla blue se um espaço é

rt-resolúvel para todo n < w então ele é w-resoltível.

Continuamos preparando o caminho pala demonstrar que todo espaço regular

enumeravelmente compacto sem pontos isolados é w-resoltlvel. Assim introduzimos

o conceito de espaço S.-like e demonstramos duas proposições, a primeira técnica e

a segunda mostra que todo espaço S.-like é w-resolúvel. Prosseguimos

demonstrando dois lemas técnicos que são usados para demonstrar o teorema 2.68 o

(dual mostra que todo espaço regular enumeiavelmente compacto sem pontos

isolados é resolúvel. Logo a seguir (demonstramos mais um lema técnico, com ele e

usando os teoremas 2.58 e 2.68 demonstramos que todo espaço regulam

enuineravelmente compacto sem pontos isolados é o-resolúvel.

Pl<. 1<unen, htaximal o-independent families, Fund. i\'lath. 117 (1983) 75-80
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Lema 2.56 Seja (X,./) um espaço irresolúvel então (.V,.7) possui um

subespaço aberto não vazio hereditariamente irresolúvel.

Demonstração

Seja L' = U{C/ € ./ : (U,./) é resolúvel } então pelo Teorema 1.19 temos que V

é resolúvel e pela Proposição 1.18 temos c/x(y) é resolúvel, assim c/x(y) #X
Seja l,V = X\c/x(V), assim IV é aberto não vazio e pela definição de V temos

blue I'P' é heieditariamente irresolúvel.

Lema 2.57 Para cada espaço (X,./) existe um aberto W e existe um

subconjunto Z) de T'Ç' tais que .V\c/xll'r) é u-resolúvel e D é hereditariamente

irresolúvel e denso em l.V

IJ t; 1 1 1 LJ 1 1 D b l CI 1+ d.tJ

Dado (X,./) sejam o conjunto dos abertos U não vazios cle (X,J) tal que

(Z./, ./) possui um subespaço denso (D, .7) que é heieclita.piamente irresolúvel

Se a # é pelo lema de Zoln temos que existe .4 Ç Z/ família maximal de

conjuntos dois a dois disjuntos. Pala cada O C .4 seja Du um subespaço denso

em [/ hereditaiiamente irreso]úve]. Definimos Do = U{Du : U C .4} e ]'V = U.4

jno caso em que Z/ = é seja I't'' = Do = @), assim temos blue Do é denso em l,}'
Vamos demonstrar que Z)o é heieditariamente iiresolúvel.

Senão existe y C J tal que l)o n y é subespaço resolúvel não vazio, assim pela

definição de Do temos que existe {l/ C .4 tal que Z)un }'' # @. Como .4 é

família disjunta temos que Z)o íl U = Du assim Dc/ é aberto em Z,)o e portanto

Z)U n L' é aberto não vazio em Do n y. Como Z)o n l,' é resolúvel pela

Proposição 1.17 temos que Z)c/ n V é resolúvel não vazio. Portanto temos que Du

não é hereditariamente irresolúvel, o que é contraditório
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Seja D subconjLmto denso de X\c/x(W), Vamos demonstrar que Z) é resolúx:el

Senão temos que Z,) é irresolúvel e pelo Lema 2.56 temos que existe (/ C ./ tal

que Z) íl Z-/ é hereditaiiamente irresolúvel não vazio, s.p.g. suponhamos que

U Ç X\c/.K(W). Como Z) é de«se em X\c/x(H') e U é -berro em X\c/x(TP')

temosque DnZ./ édensoem [r (i.e. UCZ/ eporta.nto a#Ó oqueé

contraditório no caso Z/ = @). Assim temos que U C Z/ e como U Ç X\c/x(1,}')

temos blue Á U {ZI/} é família de conjuntos dois a dois disjLmtos de Z/ tal que

.4 g .4 U {(/} mas .4 é maximal, o que é contraditório.

Vamos demonstrar que X\c/x(W) é w-resolúvel.

Seja Eo subconjunto denso de .X\c/x(H'') assim temos blue Eo é resolúvel logo

existem Z)i,Ei Ç Eo densos disjuntos de Eo. como Et é denso em Eo e Eo é

denso em .X\c/x(W) temos que Et é denso em X\c/x(m'), assim existem

Z)2, E2 subconjuntos disjuntos e densos ein Et

Logo poi indução existe {Z,)« : rz = 1,2, . .} sequência de subconjuntos densos de

.Y\c/a lt4/) e existe {E« : n = 0, 1,. . .} sequência decrescente cle subconjuntos

densos de .\'\c/À (W) tais que Z).+i, E«+l são subconjuntos densos disjuntor de

.Assim temos que {Z). : n = 1,2,. .} é família de subconjuntos densos dois a dois

disjuntor de X\c/x(T4')

En

Teorema 2.58 Se para cada n < w temos que (X,./) é espaço n-resolúvel

então (X, ./) é «.,-resolú«l.

Demonstração

Vamosdemoilstrai queexistem {.X'i : {<w} , {Fr. : í= 1,2,

{ Z). : i = 1,2, . . -} tais que:

e
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(i) Df é subconjunto denso e hereditaiiamente irresolúvel de lr.

(i{) tK é aberto em Xi-- e XÍ--\c/x...(PK) é «.,-resolú«l.

(üi) xí = }u.\o{.

Seja Xo = X, assim pelo Lema 2.57 temos que existe IP't aberto e existe um

subconjunto Dt de I't tais que .Yo\c/Ã.(I'rt) éw-resolúvel e Di é
hereditariamente irresolúvel e denso em l,Wi .

Seja n. <w esuponhamos queexistem {Xi : i <n} , {t,K : i= 1,2, . .lz} e

{Z)« : {= 1,2,...,n} taisclue(i),(ii), líii).
Vamos a definir .X'«, I'rn+l, Dn+l

Seja .X'. = TVn\Z,). assim aplicando o Lema 2.57 temos que existe l,Un+l abei'to e

existe D«+i Ç I'Un+l tais (lue .V«\c/X,.(W«+t) é u-resolúvel e Z).+l é

hereditariamente irresolúvel e denso em I'rn+l.

Assim por indução temos que existe {X. : n < W}, {T'Hn : n ' 1,2,..-} e

{0« : n = 1,2,...} tais cine (i), (ii) e (íi{) estão satisfeitos.

Agora por (ii) para cada no C {1,2,. . .} temos que .Y..-i\c/x....(I'r..)
w-resolúvel, assim existe uma partição {El".) : i . n.,n. + 1, . } de

subconjuntos densos cle .Y«.-t \c/X.... ( 1'.. ).

Seja f'. = Z)i U E.i) e para cada lz ? 2 seja Fn = D. U ( U Elif))

Afirmação l. {Fn : n = 1,2,.. } é famíliade conjuntos disjuntor.

Afirmação 2. Para cada lz C {1,2,.-.} temos que .X. é denso em I'rn

l

e

Seja n ? 1, vamos demonstrei que F'. é denso em .X

Seja [/ aberto não vazio.

Se I'rt n U = @ então ZI/ Ç .X\c/A(}rt) e como ZI.:) é denso em

temos que Ó # Eli) RZ.,r Ç Fn n z./ assim Fn n u = é.

Se lri n U # @, pela Afirmação 2 temos que .Xt é denso em I'rt

X\c/x( }r. l

assim
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unxi #ó. Agorase I'U2nU ''# então unxi ç -vi\c/x.(I'r2) ecomo Zln

denso em .Yt\c/X(W2) temos (lue ZI/ n .v: n Elz) # .# e como El2) Ç Fn temos

que U í) /Ü 74 é. Assim s.p.g- suponhamos que IU2 íl t/ # @, pela Afirmação 2

temos que .X'2 é denso em kr2 assim .X2 nU :#@.

Continuando o procedimento obtemos (lue existe { $ n tal (lue

e

( t/nxí-- #$ . un n',( unx« # Ó e un }t6. #@).

No primeiro caso temos que C/ í) Xi-. Ç .X'{.i\c/.x...(!'K) e como EÁ{) é denso em

c/x...(I'K) temos que un.Yi.. n zlJ) # .# assim Z./ n Fn # é.

No segundo caso como Z)« é denso em t't6. temos que Un I'Hnn z)« #@ e como

1). C .rC, temos que [/ n /?. # @.

Assim temos (lue .fC. é denso em .V e pela Afirmação l temos (lue X é
w-resolúvel.

T)pmnnctln.-;n rl., .G.mnrãn l
YWV uw u x 4&4wb-Luv +a

Vamos demonstrei (lue para cada J $ ?1 temos (lue Zg) n D. . .#.

Se J $ m temos que Z,)« Ç I't,'.: Ç l,rj e como EP) C Xj.i\l,l,j temos que
ng\n o..= $.
Se .j > m temos

Kg)n O. = #.

Seja n #m, mostraremos que Z)« n /)« ::@

Se n < m temos que D« Ç I'K« Ç X,..i Ç X. = 1't/,.\Z). assim Z). n D. = @.

Sqa n # m, mostraremos que Eli') í) E(j) . @.

Se í=.j como m.#n temos (lue EJ.')n.E(i) .#..
Se í < J temos (lue Eg) Ç .Yj.. Ç .Vi Ç Py. e como Eli) Ç Xi.t\W. temos (lue

zlonzg)= @.

Logopeladefiniçãode Fn temosque {Fn : n= 1,2, . } éfamíliadeconjuntos

dois a dois disjuntos

E(j) C .Y. - t'h\nC assim temos queque SSIl rn
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T)P«lnnqtrnrâ. ,l, ,Grmn.-ã,. 9
W\VV UW U XX & &LU\S WV HO

Senão existe U C ./ tal que un }rn # d' e .V. n U Í) I'Un = é. Como cada t,t6 é

aberto em .Yj.i temos que existe Zj C ./ tal que I'yJ = zj n -xj.i, seja
Uo

Vamos demonstrar que Uo Ç U Z)í.

Senão existe .t; C Uo\( U D{), como z C ZI/o temos que .z; C ZI e como X. = .X

temos que .t c zt n.Yo = 1'ri e como .t g Dt temos blue # C I'rt\DI = .Vi

Assim ]:C Z./oílXt logo z c z2n.x'l :: IK2 ecomo # ( Z,)2 temos que

r C !t''2\ZI)2 :: -V2, assim r € [/o í) -X2.

Agora por indução temos (lue # C Uo f) -V.-i logo Z C Z« n .X..i = 1'Hn e como

# C [/ temos (lue z C Un W.. Como .v. n ['rn n u = Ó temos que

c [/ n t't6. Ç ]'Un\X« = D. assim temos que .r g Uo\( U Di) o queé

contraditório, portanto [/o Ç U Z)í e assim (/o = U ({]/o n Z)i).

Vamos demonstrei que (/o é (n + l)-irresolúvel.

Como Uo = (rn ( n z{) temos que [/o n ],t/,. = u n ( n zí) n T'Un. Como ]'rk Ç ZX;

e {Lr. : i = 1,2,.-.} é deck'escenteteiiios que ( n ziln I'rn = 1,rn assim

UOnl,rn = O'OT'rn # «'. Assim paracada .J = 1,2,..-,n temos que

Un l,t6. Ç Uont'rj e assim Uon lrj é aberto não vazio de T'rj. Como l)j é denso

em tl,3 temos que Uo n Dj é não vazio e como Dj é hereditariamente irresolúvel

e Ua é aberto temos que Z.)j n uo é heieditariamente irresolúvel. Como

uo = u(uo n Dí) pelo Lema 2.43 temos que Uo é (n+ l)-irresolúvel

Assim pela proposição 1.17 temos que .Y é (n + lj-irresolúvel mas por hipótese .Y

é (n + l)-resolúvel o (lue é contraditoiio. Isto mostra que é contraditório supor que

.V. não é denso em I'Un

n

]J

l
n

l

n.

l
n.

l l

n n.

l lt
n

l

n

ll
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Introduzimos a seguinte notação a. ser usada na definição 2.61 de espaço S.-like

Notação 2.59 Dado um conjunto .4 e um ordinal a nos escrevemos como '.4 o

conjunto das sequências em .4 de comprimento cv, assim <"A = U ".4 e dada

/ C '.4, /(./) denota o conaprimento de ./ (i.e. /(./) = a). Apoia dadas .f C 'd

e g C PÁ definimos ./'g C '+P,4 como /'g/cv = / e para cada'y < /7 como

/'g(a +"r)

Definição 2.60 Seja (.X',./) um espaço e seja y Ç X. Então um ponto # C .X'

é dito ponto de actmiulação de y se pala cada [r C ./ ta] que .c C C/ temos que

c/ n } l ? «,.
O conjunto dos pontos de a.cumulação cle }' é denotado por acc(x,./)(y) e quando

não llaver perigo de confusão simplesmente por acc(y), acc.x(yl ou acc./(y).

Definição 2.61 Um espaço (X,J) é chamado S'.-like com raiz z C X se .X

pode sei enumerado poi <"w de modo (lue:

(i) .r = z<ó> onde <Ó> denota a sequência vazia.

(i{) Paracacla ./'C <-co temosque {=/-« : m <u} é ilm subespaço discreto

de (X, ./).

(âíi) Paracada ./'C ''o temosque a/ C acclz.f-. : ln<«,}.

A demonstração (la próxima proposição está no apêndice A

Proposição 2.62 Seja. (.X,/) um espaço regulam e suponha.mos que existe S'

subconjuntos enunleiável de .V tal que para cada .z; C S existe .4 Ç S subespaço

discreto com .l C acc(.4). Então pa.ra cada .z; C S' existe um subespaço y de

(X,./) que é .S'.-like. com raiz z.
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Proposição 2.63 Coada espaço S.-like é u-resolúvel

DemonstFnrão

Seja (-Y,./) um espaço S«-likeassim temos que X = {#/ : ./ C <"w} onde

J'.. . fc <w,.'] ..+:.fna n- ,..,];,,;.. ,]. T).n.;,;. ') RI
\.4fJ - ./ ç= L4/J DcuU101Cbl (bo vVllUl\v\.o \.ICb x.fvlllll\c&v zJ.VI

Seja i.f C t/ C ./, vamos demonstrei que para cada .j > /(/) existe g C jw tal

que zg C b'

Sd. n = /(/) essa J = «+1, 'omo :«/ C «ccl:«/-«: m <«,} e :«/ C U CJ
temos que existe nz < u tal (lue .z:/-- C {l/. Definimos g = /'m assim temos

(lue /(gl = n + l e g C ZIJ

Agora dado J > n suponhamos (lue existe g' C j-iw tal (lue zg' C U. Como

=g' C accÍzg'-« : m < w} e zg' C U C J temos que existe m < co tal que

#g'-m C t/. Definimos g = g''r7z assim g C ;w e #g C U

Assim por indução temos que pala cada J < w existe g C Jw tal que #, C [

Seja {.4. Ç «; : n < u'} partição em conjuntos infinitos de u e pal'a cada l? < «;

seja D« = {.z;.f : /(/) C .4«}. Assim temos que {D. Ç X : n < w} é famíliade

conjuntos disjuntos de .Y

Vamos demonstra.r que cada Z). é denso em .V. Seja m < co e U aberto não

vazio, assim existe ;r.f C [/, sda n < w ta] que n = /(/). Como .4« é infinito

temos que existe .j C .4. tal que n < .7, logo existe g € ;w tal que zg C Z./.e

portanto Z,). í)U # @. Assim D. é denso em -Y e portanto X éu-resolúvel.

Definição 2.64 Um espaço (X,./) é dito enumeravelmente compacto se para

cada y Ç .X' infinito temos que accx'(y) # Ó.

A seguir introduzimos a seguinte notação, que será usada até o final desta seção
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Notação 2.65 Para cada (X,./) e cada }' Ç X nos escrevemos

}'' «c.x(0) z) c lrl" e Z) é discieto}

,4(X) b'(X) = inox(A(.V)) e /(x)

A demonstração do próximo lema está no apêndice A

Lenta 2.66 Seja (X,.7) espaço regulam enumeiavelmente compacto e seja .Á Ç .X

então .4 U .A é enumeiavelmente compacto.

Lema 2.67 Seja (.X, ./) uni espaço tegulat enumeiavelmente compacto sem

pontos isolados então:

(i) ,+(X) é de«se.

lí{) v(.X) é «;-resolúx:el

l)enlonstração

1{) Senão temos que existe ;« C X\c/x(,4(.X)) e con.o (-V,J) é regula- temos

queexiste CÍ, }'' C ./ tais que = C U, c/x(,4(.X')) Ç l,' e Un y = Ó. Agora pelo

Lema 2.66 temos (lue l-' U O é enumeravelmente compacto e como U n y = @

temos que (U u u) n \ = @. colho (-Y,./) não possui pontos isolados temos que

UI ? w, logo existe g C Z./ e portanto y C .4(.X'). Como y c u n v temos que

(u u u) n y # é, o que é contraditório.

(ii) Sda :« C L'(X), como y(X) Ç X temos que existe um subespaço D

discreto e enumerável tal (lue z C acha'(D). Como v(.\') é aberto, Z) é discreto e

(X,J) não possui pontos isolados temos (lue \''(-v) n D é infinito, logo

.r C accx(}''(.x'l n z)), assim s.p.g- suponhamos que D Ç V(X).
Agora novamente para cada =' C Z) Ç y(.X') vai existir Z)' Ç L''(X) tal que Z)' é

subespaço discreto enumeravel e z' C acc.x(D'), assim pala cada #" C Zy repetimos
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o processo e assim pol diante, logo obtemos uma família {D. Ç }''(X) : a C /}.

Seja S, = U{Z,). : a C /}, portanto S, é um subespaço enumerável e pata cada

g C S, existe um subespaço D Ç S, discreto tal que .l/ C accx(Z,)).

Logo pela Proposição 2.62 como # C S, temos que existe um subespaço yc que é

S.-like. com raiz = tal que yr Ç y(X) e pela Proposição 2.63 temos que y= é

',-resolúvel. .assim y(X) = Uly= : r C L'(X)} onde cada yr é «,-resolúvel, logo

pelo Teorema 1.19 temos que y(X) é «.,-resolúvel.

Teorema 2.68 Seja (X, ./) um espaço regular, enulneravelmente compacto sem

pontos isolados então (X, ./) é resolúvel.

llat.andai'v'n"nnq-çy LL v

V.mos demo«str«r q«e /(x) n x\c/x(y(X)) é de«se em .X'\c/x(}'(X)).

Senão existe [r aberto não vazio contido em .Y\c/x(L''(XI) ta] (lue

trn/(-x')n.v\c/x'(}'(X)) Como /(X) .X)) e UÇX\c/x(}''(X))

temos que (' Ç Á(-X'). Como U C ./ temos que

(/ ç ;ntx(.4(-\')) = v(X) ç c/x(}'(X)), logo (r n (.Y\./À(}''(X))) = @. Post-to
[/ = 'ó, o (lue é contraditório.

Agora pelo Lema 2.67 temos que ,4(X) é denso em (.X',./l e como

.V\c/.t(y(-X')) é aberto temos que .4(x) n (x\c/.K(V(X))) é denso em

.\'\c/.v(}'(X)). Co«.o .4(X) n /(X) = @ e /(x) n -x'\c/x(L'(X)) é de«se em

.Y\c/x(}''(X)) temos que X\c/x(y(X)) é resolú*,el.

,\gola pelo Lema 2.67 temos que y(X) é resolúvel e pela Proposição 1.18 temos

que c/.y(y(.X')l é resolúvel, assim pelo Teorema 1.19 temos que X é resolúvel
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Lema 2.69 Seja (-X, .7) um espaço regular, enumeiavelmente compacto sem

pontos isolados e sejam yo, Vi subconjuntos densos disjuntos de t'(X). Sejam

F ,4(.Y)\c/x(}''(X)) U l .A(X)\c/.r(\,'(X)) I',

O /(X) e E hUT'.

Então

li) Z) e E são de«sos de (X, ./).

li{) z,) n E
liÍÍ) F' é enunieiavelmente compacto sem pontos isolados

Demonstração

(i) Sda U aberto não vazio.

Vamos demonstrar que D n P # é.

Se«ão te:nos q- (}l,n z./) u (/(x) n u) = @, con.o VI, é denso em y(X) e

uon c/ = é temos que L'(x) nu = Ó. Como /(x)n(/ = é temos que

U Ç X'v(.,V) = Á(X) e como U é abe-to temos q«e {' Ç í«Zx(.4(X)) = L'(-V),

portanto temos que ZI' = Ó o que é contraditório

Vamos demonstrar que E n u # @.

Se«notemos.l«e (}4n(/)u(F'nu)=é,como ytn(;=@ e V édensoem

}'(X) temos que P'(.Y) n u = é, logo c/x(}'(x)) n [/ = @ e portanto

U Ç X\c/x(}'(.Y)). Agora pela definição de /? temos (lue

( Á(x)\cJÀ(}'(x)) ) n z:r = Ó e como U Ç X\c/x(L''(.V)) temos q«

,4(X) n U = Ó. Pelo Lema 2.67 temos que .4(XI é denso em X portanto temos

que (/ = #' o que é contraditório.

lii) Temosq- OnE=(uonvi)u(/(-x')nu)u(vl,nF')u(/(x)nF').
Como vo,Vt são densos disjuntor de V(X) temos que \'l) n l/i = @.

Como X''l Ç y(X) Ç .4(X') e /(X) = ..X\.4(X) temos q«. /(x)n y =é
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Como l,b Ç \''(-V) temos que l/o n (x\L'(,V)) = @ e portanto temos que

\4 n X\c/x(\,'l.X')) = Ó assim temos que Uo n .4(x)\c/.r(y(X)) = é. Agora como

y(X) é aberto temos que l ,4(X)\c/x(y(X)) I' Ç c/x(X\l'(X)) = X\y(X) e

como vo n (x\L'(x)) = @ temos que Uo n l Á(X)\c/x(L''(X)) I' = @ portanto

yon F'

Como /(X) = X\.4(X) temos que /(x) n ,4(x)\c/Ã'(y(X)) = é. Como

l Á(X)\c/x'(L''(X)) I' Ç -V = ,4(X) temos que

/(x) n(Á(.x')\c/x(}'(,x')))' ç /(.x') n .A(x) = @@. .í\ssin] temos (iue it,x)íi.r:: o

(iii) Pelo Lema 2.66 temos que /? é enumeravelmente campa.cto, vamos

demonstrei que r' não possui pontos isolados.

Seja # C r' e seja ZI/ aberto tal que # C U

Se # C l.4(X)\c/x(y(.Yll)' temos q«e lu n .A(x)\c/.K(L'(x))l ? «.,, logo

lu n f'l ? «.,.
Se :« C Á(X)\c/x(l/(XI) temos que ZI/ n x\c/x(v(.X)) é aberto não vazio de .V
e como ,4(X) é denso em X com (X,J) Hauscloiff sem pontos isolados temos

que

u 1 1 ''i{..\ J \clx{ t'' l..A ,J

assim temos que IU n r'l ? w

r

Teorema 2.70 Todo espaço regulam, enumeiavelmente compacto sem pontos

isolados é u-resolúvel.

Demonstração

Suponhamos (lue para cada n < w temos que (X, ./) é n-resolúvel então pelo

Teorema 2.58 temos (lue (X, ./) é w-resolúvel.

Vamos demonstrar que para cada lz < u e pala cada (-Y,/) espaço regular,

enumeravelmente compacto sem pontos isolados temos (lue (X, ./) é n-resolúvel
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Pelo Teorema 2.68 temos que para n - 2 é verdadeiro, agora seja n < w e

suponhamos que para cada espaço (.Y, J) regular, enumelavelmente compacto

sem pontos isolados temos (lue (X, J) é n-resolúvel.

Vamos demonstrar que (X,J) é (n + l)-resolúvel.

Fixo (X,./), sda F Ç -X' como no Lema 2.69. Assim temos que (r',./) é um

espaço regular, enumeiavelmente compacto sem pontos isolados logo pela hipótese

de indução temos que (f',./) é n.-resolúvel, assim existe {n : 0 < i $ n}

partição em densos clisjuntos de (f',./). Agora pelo Lema 2.67 temos que L''(X) é

co-resolúvel, assim existe {U : í < n + 1} pa.rtição em densos disjuntos de

lb'(X),./). Agora definimos l)o = VI) U /(-\') e pala cada 0 < i $ n definimos

z)i= U u r..

Vamos demonstrar que {Di : í < n + 1} é família de conjuntos dois a dois

disju«tos.

'\p l n rn l S z, .j < (lz + 1) assim

oi n oj =(K n K) u(u n 4) u(E n b) u(8 n 8).

Como {U : i $ it} e {F. : 0 $ i$ n} são famílias disjuntas temos que

K f) \6 = @ = F.. n Fj, e como no Lema 2.69 parte (ii) já foi mostrado que

Lçn F'=ó= 1,$nf' ecomo H, 8Ç F' temosclue un8 = 8nU ='#.
Agorano casoemclue í=0 e i $J <(n+l) temosqu.

oo n oj =(uo n blu(l/o n &) u(/(.x) n K) u(/(x) n 8).

Novamente temos que \.l) n \Ó = @ e como no Lema 2.69 parte (ái) já foi mostrado

que Uo n r' = /(-x') n E = /(.x') n F' = @ temos que Z,)o n z).f = @.

Vamos demonstrar que cada Z)í é denso em (.Y,./).
Pelolema2.69 temos que Do édenso em(X,./) eque palacada 0 <i < n+l

temos que \4 U F é denso em (X,J). Como cada Z)f é denso em i4U F' temos

que Dí é denso em (-X', .7).
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Assim temos que (-X', J) é (n + l)-resolúvel

Comentários

O teorema 2.58 é devido a lllanes j1.961 e o teorema 2.70 é devido a Clomfort e

Gaicía-Ferreiro ICI.G.96j.
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Capítulo 3

Resolubilidade em Grupos

'll'opológicos

3.1 Grupos Fortemente Resolúveis

Nesta seção introduzimos o conceito de grupo fortemente resolúvel. Inicialmente

apresentamos alguns resultados básicos para o estudo de grupos fortemente

resolúveis.

Nosso objetivo nesta seção é clemonstrai que todo grupo abeliano com 2-posto

finito é um grupo fortemente resolúvel. O teorema 3.6 itiostra (lue se G é um

grupo que é soma direta de uma família de grupos abelianos fortemente resolúvei

G tem 2-posto finito então G é um grupo fortemente resolúvel. A seguir

demonstramos que os grupos Z., Z(p'), © Z(piê'), Q sào grupos fortemente

resolúveis. Prosseguimos usando a esttutuia de um grupo divisível para demonstrar

que todo grupo divisível com 2-posto finito é fortemente insolúvel. Para encerrei a

seção usamos a existência de um grupo divisível minimal contendo um grupo

abeliano dado para demonstrar (lue todo grupo abeliailo com 2-posto finito é um

grupo fortemente resolúvel.

s e
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Definição 3.1 Um grupo (G, ) é dito fortemente resolúvel se pala cada topologia

degrupo não discreta 7' em G temos que ((G,.),7') é resolúvel.

Lema3.2 Sejam (C,.) umgrupoabeliano, H umsubgrupo de G e ./ uma

topologia de grupo em (#, .). Definimos

7-lUÇG (Vg € G)((g':U) n # C ./)}

Então ((G, .), 'r) é grupo tipológico: H é aberto em (G, 'r) e (H,J) IH,Zx)

Demonstração

Sejam U,y C 'r. Então (g''L'') n # c ./ para cada g € G. Portanto

(g':(crn\''))nH =(g':u)n(g':y)n# € ./. Logo uny c'r. Sej. .4Ç'r
assim para cada U C 7' e cada g C G temos que (g''t/) n H C J. Portanto

(p':(u.4))n # = u(g':u)nx c ./, logo U.4C 'r. Alémdisso, é,Gc'r
portanto (G, 'r) é espaço topológico.

Seja r71. : G' x G -.> G' clacla por m(=,g) = :y. Vamos demonstrar que m é

contínua. Sejam U C T e z, 3/ € G tais blue =y C (l.r. Nlostiaremos que existem

y. 11.' C 'r tais cl- (=,y) C t/ x [V e L' . n' ç U. Como U C 'r, temos cl«e

((#y)''U) n # C ./. Como (H,./) é grupo tipológico e 1 1 C ((#y)':U) nH
temos que existem .,4, B C .7 tais que li, 1) C .'l x B e ,4 . B Ç ((zy)''Crl n #

Soam V = #,4 e W = yB. Como ab € g':z-:U pala cada (a,b) C .4 x l?,

temos cine (z.z)(yó) C U (pois G é abeliano). Portanto 1/ . T't' Ç [/ e como

li,i) C A x B temos que (=,g/) C I'' x l,V. Veremos agora que V, W C 'r. Seja

gC G,então g-'V' = (g':=).4. Se g''# g H, como .4 Ç # e # ésubgrupo,

temos que.((g :z)Á)n/7 = éc ./. Agora, se g''# C H, como A CJ e(X,./)
é grupo topológico, então (g''z).4 C ./ e (g':=Á) n H = (g''.z;)Á C J. Logo,

r C 'r. Analogamente temos que T' C 7'. Portanto rn : G x G' --} G é contínua.
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Sda { : G -+ G dada por i(#) = z'', vamos demonstrar que í é contínua. Seja

U C 7' e r C G tal que z'i C t/. Mostraremos que existe V C 'r tal que # C y

e y': Ç U. Como Z.r C 'r, temosque(at/)n# c./. Alémdisso(#,J) égrupo

topológico e l C (#(;)nH, logo existe A C ./ tal que l C ,4 e Á': ç (zu)n#
Seja y = z,4. Como para cada a C .4 temos que a'i C z. U então a-iz-l C t/

(pois Gé abeliano) e portanto V': Ç U. Como l C Á temos que i € y
Nlostraremos que v' C 'r

Seja g € G, então g-'V = (g''#).4. Se g''z g H, como .4 Ç H e H é subgrupo

temos que((g':z).A)nH=@c ./. Agora, se g''z C #, como .4 C J e(#,J)
é grupo topológico, então(g''z)Á C ./. Assim((g''z).4) n # =(g':z).4 c ./
para cada g C G e l,'' C 'r. Portanto i : G --} G é contínua.

h'lostramos acima que (G, 7') é grupo topológico, agora vamos demonstrar que

(H,./) =(H,Zm). Sd« UC'r, «ssim temos q«e UnH =(1''t/)nH c./
portanto temos club Zm Ç ./. Agora, sejam U C ./ e g C Gv]'. Como r Ç H e

H é subgrupo de G temos (lue (g''Z./) n H = Ó C ./. agora se g C H como

U C J e (#,J) é grupo tipológico temos blue g'iZ./ C .7 assim

(g''Z-/) n H = g''(r C ./. Portanto [r C T, e conc]«amos blue H C 'r e ./ Ç Zm.

Portanto (H,Zm) = (H, ./)

Proposição 3.3 Seja IC,.) um grupo abeliano e suponhamos que existe #

subgrupo cle (G'. -) tal (lue (H, .) não é um grupo fortemente resolúvel. Então

(G, .) não é um grupo fortemente resolúvel.

T) n m n n q 1- r n ''nn

Como H não é fortemente resolúvel temos (lue existe / topologia de grupo não

discreta tal que (#.J) é irresoiúvel. Seja
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'r= {uç G :(vgc G)((g :u)nH c J)} assim pelo Lema3.2 temosque

(G,'r) é grupo topológico tal que (#,J) = (#,Zw). Como H C 'r e (#,Zw)
não é discreto temos que (G,'r) não é discreto e como H é 'raberto irresolúvel,

pela Proposição 1.17, temos que (G,'r) é irresolúvel. Assim G não é fortemente

resolúvel.

Teorema 3.4 Seja G um grupo abeliano e seja H um subgrupo de G tais que

# e G/H são fortemente resolúveis. Então G é fortemente resolúvel.

i/EiiliJiiDbi a.i«cita

Seja 'r uma tipologia de grupo não discreta em G. Vamos demonstrar que

la,'r) é resolúvel. Pelo Corolário 1.24, podemos supor que H é subgrupo fechad

de (G,'r). Se (H,ZH) não é discreto, como H é fortemente r.solúvel, então

IH,ZW) é resolúvel. Pelo Corolário 1.22, temos blue (G,'r) é resolúvel assim s.p.g

suponhamos (lue (/7, ZH) é discreto.

N'lostraiemos blue G/.f/, com a topologia (quociente, não é discreto. Senão temos

que {l} éabertoem G'/H eassim temosclue H éabeitoem (G,'r) mas

(H,ZH) é discreto assim temos blue (G. 'r) é discreto o blue é contraditório.

ARDia, como G/.fÍ' com a topologia quociente não é discreto e G/.f/ é fortemente

resolúvel. temos que G/.17 é resolúvel. Além disso .fl' é subgrupo fechado de

IG,T), logo, (G, 'r) é resoltível pela Proposição 1.25.

0

Corolário 3.5 Sejam E e F' grupos abelianos fortemente resolúveis e seja
G = E x r' então G é fortemente resolúvel.

Demonstração
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Seja H=ll} xF'.assimtemosque H éisomoifoa F e G/# éisomorfoa E
Assim. H é subgrupo de G com H e G/# fortementeresolúveis. Então G é

fortemente resolúvel pelo Teorema 3.4.

Teorema 3.6 Seja {G. : cl < H} uma família de grupos abelianos fortemente

resolúveis e seja G = (D G... Suponhamos que o 2-posto cle G' é finito então (7 é

um grupo fort.emente resolúvel.

Dpm onstrarão

Por indução sobre a classes dos cardinais. Seja

= minlÀ : G = (ID G. não é grupo fortemente resolúvel}

então, pelo Corolário 3.5, temos que H ? u. Suponhamos s.p.g que IC.l > 1 pala

cada o < H e seja T uma tipologia de grupo não cliscieta em G.

C'aso /. Existem V C'r e 'y < H tais que 0 C L'' Ç al) G..

Cloro I'' é aberto não vazio contido no subgi'upo (D 6r a, temos (lue (D G. é
.v<'7 a<'y

aberto em G. Logo, ( (D G.*,'r) é grupo topológico não discreto. Assim pela

hipótese de indução temos que ( (D G.*, r) é subgrupo resolúvel. Portanto pelo
cl <"Y

Corolário 1.22 temos que ( (D G.,'r) é resolúvel.

Caso 2. Caso l é falso.

Para cada c} < H definimos Z(G..) = {;t C G. : 2.c = 0}. Pelo Lema de Zorn,

existe O.* Ç G.\Z(G.) maxima] relativo a (O.,l n (--D.l = @ ( no caso em que

Z(G.) = G. definimos Z).. - @). Pela maximalidade de 1)., temos que

G.~ = D. U (--1)..) U Z(G'.). Para cada .« € G = © G., seja

«.(z)=«.««(sup(#)) o«de .«p(-)= {a< « : «(a)#0}

e Z) = {# C (; : .r # 0 , .z;«:(=) € Z),n(.')}
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Vamos demonstrar que Z,), G\Z) são densos em IG',T). Seja U aberto não vazio

Como (G,7') não é discreto, existe z C U tal que .r # 0. Assim 0 C --#+ U e

como (G,'r) é grupo tipológico, temos que existe y aberto tal que V' = --y e

V Ç --.z, + Z./. Como H é cardinal infinito e r2(G) é finito temos que

ma {a< K : IZ(C.*)l > 1} $"y<K. Alémdisso, caso léfalso, logoexiste yC y

tal que «.(y) > 7nazÍ'y,m(a)}. Agora, como «(3/) > 7, temos que

#(m(y)) g ZIG«h)), s.p.g suponhamos que y(m(g)) C D«(,). Então

1--yl(17?(g)) C --Z,)«M, e como «.(y) > m(;«) temos que

1;«+g)(m(z+y)) = y(m(y)) € Z)«k) = Z)«:(,+d '

(.r -- g)(m(z -- y)) = (--g/)(m(g/)) C --l)-M = --D,«(,-d

assim. .z + y C D e z -- y C G\Z). Além disso, r + g C z + L'' Ç U e

:r--J/ c.z: - }' ç u, logo Kn o #@# unG\o. Portanto(G,7') éresolúvel

Como r eia uma tipologia não discreta arbitrária, concluímos que G é fortemente
resolúvel.

Teorema 3.7 0 grupo ZI é fortemente resolúvel

T)onannctrnr;n

Seja D = {z € Z. : # > 0} essa T umatopologia clegrupo não discretaem

Z. \.amos demonstiai que D é denso em Z. Senão, existe U aberto não vazio

tal (lue (/n D = @, assim U Ç Z\D. Seja m = maz(Z.J') então 2m -- U C 'r mas

(/ n (2m -- ZI/) = {m}. Assim, (Z ,'r) é discreto, o que é contraditório.

Vamos demonstrar que Z\Z) é denso em Z. Senão, existe Z./ aberto não vazio

tal que [r n z.\z) = é, ou seja [/ Ç O. Seja in = mÍn(Z]/) então 2m -- U C 'r

mas [' n (2m z./) = {m}. Assim (Z. ,7') é discreto, o que é contraditório.

Portanto D e Z\D são densos em (ZI,'r) e ZI é fortementeresolúvel.
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Teorema 3.8 Para cada número primo p maior que l o grupo Prüfer

Z(p') U {- CQ/Z. : p"« = 0} é forteme«te resolú«l.

T) n ma n n q 1- r np;'l

Para cada = C Z(p") seja o(a) = «.inln < w : na = 0} assim dado :« C Z(p''')
temos que existe n < w tal que o(z) = p", logo # = E 2 com 0 $ a{ < p e

«« # o.

Agora se r = E 5 com 0 $ ai < p e a« # 0. Definimos sup(#) = {i : ai # 0}

e «.(#) = «.az(s«p(z)) (i.e. m(:«) = n) assim temos que o(z) = p"('). Sda

n

l

n

l

o z (P'") :« # 0 , m(z) é para

e seja 7' uma topologia de grupo não discreta em ZI (p") Suponhamos s.p.g. (lue

IZ (p'), T) é Hausdorff.

Vamos 'le-no«str*- q«e D e Zil/,')\Z,) são de«sos em (Z(p"), 'r). Sda
aberto não vazio e seja .t C U então --.u + U é aberto e 0 C --# + t/. Cromo

(Z. (p'l, T) é grupo topológico, existe \'' C 'r tal que 0 C (pL'') Ç --.z: + U. onde

py = 1/+ V +- -. + V p-vezes. Assim = +pW Ç U. Mostraiemos blue existe y C y

calque m(g) > ,n(z)+2. Senãotemosclue yÇ {z C Z(p"): m(z) 5; «.(#)+2}.

Então y é finito, mas como (Z.(p'),'r) é HausdorR, temos que (Z(p'),'r) é

discreto, o que é contraditório. Assim, existe y C V tal (lue m(y) > m(z) + 2 e

m(= + y) = «,ly) e «.(= + py) = ,n(pg/) = ,n(3/) -- 1. Porta«to

1.«+yC O e #+pyg O) o«(«+yd O e «+pyC O)

e como =+g C =+pV' Ç U e z +py C = +pV' Ç U

91



temos que Dnu # @#(zi(p'l\o)n [/ portanto D

em Z(p'), -ssim ZI(p') é forte:«ente -e;olú«l.

Corolário 3.9 0 grupo (D ZI(p') é fortemente resolúvel.

T) nm r, n c+ p n p; .'çb-uv

Pelo Teorema 3.8, temos que cada ZI (p') é fortemente resolúvel e

«,((11) z(p'")) (2'))

pelo Teorema 3.6, temos que G) Z (p'l é fortemente resolúvel.

lborema 3.10 0 grupo dos racionais (1) é fortemente resolúvel.

DenlonstFarão

Pelo Teorema :3.7 e Corolário :3.9, temos (lue Z e Q/Z. H G) ZI(p') são

fortemente resolúveis, logo Q é fora.eineiite resolúvel pelo Teorema 3.4.

Teorema 3.11 Todo grupo abeliano divisível com 2-posto finito é um grupo
fortemeíite resolúvel.

T)nt-nnne+Pn.;.
U\ q.L V

Seja 6r' grupo abeliano divisível com 2-posto finito então

1) Q (1)( (D ( (D z (p"')))
to(G) pEI' ,,(G)

Agora pelos teoremas 3.8 e 3.10. temos (lue Q, Z (p') são fortemente resolúve

como r2((1;) < u, (7 é fortemente resoltlvel pelo Teorema 3.6

z.(P )\o são densose

como

lq P



teorema 3.1z lodo grupo abeliano com z-posto anito e lottemente lesoluvel.

Demonstração

Seja G grupo abeliano com 2-posto finito e seja G grupo divisível minimal

contendo G, então r2(G) = r2(G) < «,, logo pelo Teorema 3.11 temos que G é
fortemente resolúvel e como G é subgrupo de G, G é fortemente resolúvel pela

Proposição 3.3

(...; o ni e nt ãrlos

Na demonstração do teorema 3.12 foi usado o seguinte método: Sejam G um

grupo abeliano e G seu respectivo grupo minimal e seja P uma propriedade.

Pala mostrar que G satisfaz a propriedade P. primeiro mostramos que G

satizfaz P. e ente.o mostramos cine (l; induze a. propriedade em G.

Toda esta seção é devida a Clomfolt e Van N'lill IC'.M.941

3.2 Existência de Grupos Irresolúveis é

Consistente

O objetivo desta seção é demonstrar a existência de um grupo que não é
fortemente resolúvel.

Começamos definindo o grupo em (lue vamos trabalhar, cine é um grupo abeliano,

enumerável, onde cada elemento é de oiclen 2. Também vamos precisar de um

princípio combinatório clenotaclo por Rt Continuados dando as definições de

filtro, ))ase de um filtro e de grupo linear.

A demonstração cla existência do grupo cine não é fortemente resolúvel está

dividida em três lemas. um teorema e expressada no Corolário 3.23. Neles é
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assumido Rt e no último dos lemas, o Lema 3.21, além de assumir Ri também é

usado um teorema de Hindman. Çncerramo?..q seção demonstrando a recíproca do

Teorema 3.12 sobre Ri.

Seja # um conjunto infinito enumei'ável e seja Q = l#l<w, em Q definimos um

grupo abeliano dado por a+Z' =(a\b)U(b\a). Assim temos que(Q,+) é grupo

abeliano enumeiável, onde o elemento neutro é o conjunto vazio e cada elemento de

Q é de ordem 2.

A seguinte definição é usada pata enunciar Rt

Definição 3.13 t.Ím conjunto C é dito um sistema centrado se para cada

subfamíliafínita .F de C? existe ACC tal (lue .4Çn/.

Seja RI a seguinte afirmação:

Se C é lln] sistema centrado de subconjuntos infinitos de }' tal que ICI < 2"

então existe um subconjunto infinito Z) Ç }' tal (lue pala cada Á C C temos que

D\,4 é finito.

Definição 3.14 Seja 7Z uma família cle conjLmtos tal (lue para cada Á, B C 7Z
temos (lue .4 n B c R. então uma subfamília .F Ç 7Z é chamada filtro em R se

ti) F +@ e @eF

(ií) se ,4-, .A, € .F e«tão ..4: n ..'l, c .F
(ãí;)se .4C.F e .4Ç Á- C R e«tão Á- C.F
Agora um filtro .F em 7? é chamado ultrafiltro se / é filtro maximal em 7Z.

Dado um conjunto }' nós dizemos que .F é um filtro em y se /' é um filtro

P'(y).

em
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Definição 3.15 Seja 7Z uma família de conjuntos tal que para cada .4, B C 7Z
temos (lue .4 n B c R, então uma subfamília C Ç 7? é chamada de base de um

filtro em 7Z se

li) c # $ , b'{ c

lií) se Á, B CC entãoexiste C' CC tal que C' ç .4n B.

.â.ssim temos que se C é base de um filtro em 7? então

Ec = {.4 C ]Z : (]B C C)(Z? Ç Á)} é um filtro em 7Z. Dizemos que C é uma

base de um filtro .F em R se C é uma base de um filtro em R e Ec = .F

Definição 3.16 Seja ((G,+),7') um grupo topológico. Sejam C uma base de

um filtro em 7' e / um filtro em 'r então dizemos que:

(i) C éumabaselineardeumfiltroem 'r separacada ICC temos(lue .4 é

um subgrupo cle (;'.

l;í) /' é um filtro linear em 'r se existe C' l)ase linear de .F em 'r

1;;i) ((G.+),'r) é lml grupo linear se o 61tlo .F = {Z./ C 'r : 0 C ('} é um filtro

Imea.t em /

Lema 3.17 Assuma Rt. Seja. (ç2,'r) um grupo tipológico linear Hausdolff nào

discreto e seja C uma base linear do filtro .F= {U C 7' : 0 C Z./} em 'r tal cine

CI < 2". Então existe ./ tipologia de grupo linear Hausdoiff não discreta em Q

com C' base linear enumerável decrescente do filtro f = {U C ./ : 0 C t/} em ./

tal que T Ç ./ e pala cada \,' C C existe G C C', tal que G Ç \

T) prn Oll St I' n pã n

Pela Definição 3.15, temos que C é um sistema centrado e como (Q,7') é

Hausdorff nào discreto temos que cada elemento de C é subconjunto infinito de Q

Como ICI < 2" por Rí, existe D Ç Q infinito tal blue l)\Z.r é finito para cada
L' \= v .
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Seja {#i : <u} umaenumeraçãode Z) eparacada n <w definimos G'.

comoo subgrupo de Q gerado por {a{ : n $ i <w}. Seja / a topologiagerada

pelosistemade vizinhanças {Z3.; : z C n} onde 23, = {z+G. : n <w}
Vamos demonstrar que (ç2, J) é grupo topológico.

Para mostrar que ./ é uma topologia temos que verificam as condições (BPI),
(BP2) e (BP3) da proposição 1.3. As condições (BPI) e (BP3) são claras. Agora

sda T C .y + G., então 0 C (--z + y) + G«. Como G« é subgrupo, temos que

--#+y C G., assim 0 C G« =(--.z:+y)+G«. Logo

#C =+G. = r+(--z+y)+G. =y+G. isto mostra(BP2). Agoraparacada

# C Q como G« é subgrupo de Q temos que --(a +G.) = --:r -- G. = --= +6'..
Assim a função í : Q -+ Q dada por i(3) = # é ./-contínua e claramente temos

que m : Q x Q --} Q dada por m(#,g) = # + y é contínua. Portanto (Q,./) é

grupo topológico

Vamos demonsttal (iue para cada L'' C C existe n < u tal (lue G. Ç L''. Como

l)\v é finito paracada L' CC , existe rz <o tal (lue {#i : n 5; ; <u} Ç \'' e

como v' é subgrupo de (2 temos (lue G. Ç V'

Seja Z./ C 'r não vazio vamos demonstrar blue Z./ C ./. Seja .u C U como (Q,7') é

grupo topológico temos (lue 0 C --.z; + U C 'r e como C é base de um filtro temos

que existe I'/ C C tal cine 0 C V Ç --it + (/. Assim existe 7z < co tal que

1) C G. Ç V Ç --z+C/ logo C it+(;. Ç 1./ e portanto U C /. Assim temos que

'rÇ ./ portanto, como cada G'. é infinitoe 'rÇ ./. temos que (Q,./) é grupo

topológico Hausdoiff nào discreto e como {G. : n < w]. é base linear decrescente

do filtro € em ./. temos o lema.

Lema 3.18 Seja l0,7') um grupo topológico linear Hausdorff não discreto e seja

C = {.4f : ; <u} umabase linear cleciescentedoâltro .F= {P C 'r : 0 C [/}

96



em 'r. Então existe uma sequência {#{ C ç2 : i < u} tal que para cada

n, m <co distintos temos que r. C .4. e .l. n it. = ó.

l)enionstraçao

Seja lz < w e seja a C Q, vamos demonstrei que existe b C .4.\l0} tal que

anó=é. Senãoparacada óC .A«\l0} temosque anb#é. Como (Q,'r) é
Hausdorff não discreto temos que .4« ó infinito e como a é finito temos que

existem ó, c C ,4. distintos tais que a n 6= aOc. Como Á. é subgrupo de Q

temos que b+c C ,4. e como 6# c temos (lue b+c C Á«\l0}. Portanto temos

que

a n (ó + c) = a n (ó\c u c\ó)

= ((« n 6)\c) u ((« n c)\z,)

= ((« n .)\c) u ((« n b)\b)
-Ó

o que é contraditório.

Vamos definir {.z;. : n < u}. Pa.ra. lz = 0 escolhemos qual(quer zo C .4o\l0}.

Agora, fizemos n < u e suponhamos (lue existe {.t:l : i< 7z} tal que para. cada

;, .j < n distintos temos cine ;z;i C .'li e .tf n.t'j = @. Sda a = )ll: zj então existe

;t. C .4.\Í0} tal que anr. = ó, como {.I', : J < rz} é famíliade conjuntos dois a

dois disjuntos temos blue a = U iuj e assim para cada .j < n temos que

zj íl .c. = é, assim temos o lema
..l<n

f\ seguinte definição é usada para eiltmciar o teorema de Hindman, cuja

demonst.ração está no apêndice B.

Definição 3.19 Dizemos que Z) é uma ('o]eçào disjunta em ]N se .Z) é uma

família infinita de subconjuntos finitos irão vazios de IN, que são dois a dois

disjuntor.



Teorema 3.20 Se jINj<"::Ci UC2U. .UC. entãoexiste Ci eexiste .D coleção

disjLulta em ]N tal que C{ 2 FZ..'('D), onde FZ-/(D) é a família de todas as uniões

finitas não vazias de elementos de .D.

Lema 3.21 Assuma Ri. Seja (ç2,'r) um grupo topológico linear Hausdorff não

discreto e seja C = {Ái : í < w} uma base linear decrescente do filtro

.F = {C/ C 'r : 0 C tr} em 'r. Se {ç2i,Q2} é uma partição de ç2. Então existe

.7 topologia de grupo linear HausdoiH não discreta em Q com C' base linear

enumeráveldeciescentede f = {tr C ./ : 0 C (/} em .7 tal que 'rÇ ./ e para

cada .4iC C existe }' C C' tal que y Ç di, e somente um dos conjuntos Qt, ç22

admite zero como ponto de acumulação em (G, ./).

T)nnanncl-rnrãn

Pelo Lema3.18existeumasequência {={ Cí2 : ; <w} tal (lue .r« C A« e

;t. n =.. = '# para. cada iz, m < b' distintos.

Seja. .V o subgrupo gerado pot {.i:i : i < ü'}. (I'omo (a.da elemento de Q tem

ordem 2 temos(lue .X' = { :irí : /C llrçl<"} onde }l::tf =0. Seja

./ : jINj<" -+ -Y dada por ./(/) = E .z;i, assim ./' é sobiejetoia.

Vamos demonstrei que ./' é injetora. Como {.z;f : i < w} são dois a dois disjuntos

temos que >: ;ri = U íti assim se /, J C jINj<" são distintos temos que

U =i # U zf e portanto / é injetora

Como ./' é bijetora ternos que

íc/

lwl'" n o-)UJ''(-v n ç22)

e pelo Teorema :3.20 temos que existe Z) = {/C. C jINj<" : n < co]. família de

conjuntos dois a dois disjuntos tal (lue

r'u(D) ç /''(x n Q-) o« F'L'(D) ç ./'''(x n Q,)
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Suponhamos s.p-g que /?t/(Z)) ç /''(.x nQi), e definimos y. = E =f e seja yn

subgrupo gera.do por {gi : rz $ ; < co}. Como cada elemento cle Q tem ordem 2

temos que

yn = { :vf : / c ltn, n+ l,. .}l'"}

mostraremos que para cada n < w temos que yn\l0} Ç ni. Seja

yni+.y«, +-'' +y«, C yn\l0} como

y«. + *.à,"'E .rÍ+

= E:lZí : j C Fn. U ' ' ' U Fn.}

temosque ./' '(y.. +'''+y«,) = Fn. U'. UFn, C F'U(D) ecomo

r'u(D)ç/''(xnQi) temos que g«. + .'+y«, CQ- eassim yn\l0} ÇQi.
Seja J a topologia gerada pelo sistema de vizinhanças {Z3« : .r C ç2} onde

Zi, = {= + VI. : 71 < w}. Pela Demonstração do Lema 3.17 temos (lue (Q,./) é

gi'upo topológico.

Seja .4j C C: mostiaiemos blue existe }; tal que }; Ç .4.Í. Seja

/j = {7?. < «, : (]'í < J)(i C Fn)}. Como .D = {Fn : n <«/} são dois a dois

disjuntos ternos que /l é anito assim seja ]VJ = 7rzaz(/J) (no caso de /l = é sda

maz'(/j) = 01 portanto para cada ]z ? ]\) + l temos que Fn Ç {.j,.j + 1,. .} e

como cada ii C .4i e C = {,4i : ; < co} são subgrupos decrescentes temos (lue

y. = .E =f C Á.j logo yh,+i Ç Áj logo seja rz = Abri assim temos (lue yn Ç Áj.
ÍeF,.

Vamos denlonstrai que 'r Ç J. Sda U C 7' não vazio e seja .z; C U, como (ç2,'r)

é grupo topológico temos blue 0 C z + [' C 'r e como C é base de uin fi]tro,

temos blue existe .4j C C tal cine 0 C .4.i Ç --.z + (/. Portanto existe rz < «} tal

que 0C\;.Ç.4jÇ .c+U. Logo .z;C.r+yn ÇZ.r. portanto [rC./ e 7'Ç.7

Como {yi n < w} é base linear do filtro f 0 C {l/} em ./ e
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como para cada. n < w temos que yn\l0} C Qi, temos que zero é ponto de

acumulaçãode ç2i, mas não de ç22 em (Q,./).
Como 'r Ç ./ temos que (ç2,JI é grupo tipológico Hausdorff e como cada }l é

infinito temos blue (Q, ./) nào é discreto, assim temos o lema.

No próximo teorema, mostramos a existência de uma topologia de grupo

Hausdoiff maximal (vei definição 1.27).

Teorema 3.22 Assuma. Ri. Seja (Q,'r) um grupo topológico linear Hausdorff

não discretoe seja C uma base linear do filtro .F= {t/ C 'r : 0 C t/} em 'r tal
que 1(:1 < 2". Então existe 'r' topologia cle grupo linear Hausdorff maximal en] Q

tal que 'r Ç 'r'

DenlonstFarão

Seja {Q. : a < 2"} enumeração de P(Q). Vamos definir por indução transfinita

J. tal (lue dado o- < 2". para cada .3 < a existe J/3 tal (lue:

(i) .Z3 é topologia de grupo linear Hausdot-H não discreta em Q com base linear

enumerável C/3 do filtro FO = {Z.r C Z3 : 0 € U} em JO tal (lue para cada

U C Cv, com 'y <# existe \'/ C CO tal blue \,/ ÇU

(ij) 7' Ç Jo Ç /l Ç . . . Ç Jp.
(iii) só um dos conjuntos QP , ç2\ç2,3 admite zelo como ponto de acumulação eni

(n,ã).
Dado c} < 2"

Se cv = 0 aplicando Lema 3.17 e Lema 3.21 a. (ç2,7') e {Qo, n\Qo} ente.o existe

Jo tal que(;),(;i) e(iii) estão satisfeitas.

Se n é ordina] sucessor. ap]icamos Lema :].17 e Lema 3.21 a (ç2,Ja.l) e

{Ç2., Q\Ç2..}, então existe .Zo tal clue (;), (;í) e (ii{) estão satisfeitas.
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Se a é ordinal limite, seja .71{ a tipologia gerada pot ( U Jo) (como

TÇJoÇJiÇ- . temosque U JO geraumatopologia).

Afirmação l. (Q, .=ZJÍ) é grupo topológico.

Como (Q,'r) é Hausdorff e 'r Ç .Z temos (lue (n,al;) é Hausdorff e como todo

P C ( .U JÓ) é infinito temos que IO,a3) é não discreto.

Afirmação 2. (ç2,.iZj{) é grupo topológico linear onde C: = U Cp é base linear do

filtr. /l: {P C .Z : 0 C P} em .Z
Agora como lcrl < 2" temos que IC:l < 2" e assim podemos aplicar o Lema 3.17 e

o Lema3.21 a (n,.Z) e {ç2«, Q\Q.}, assim existe Ja tal blue ({), (i{) e ({Í{)
estão satisfeitas.

Como 2" é ordinal limite pela afirmação 2 temos (lue a topologia J;« gerada pot

U ./a é grupo tipológico linear Hausdorff não discreto tal que 'r Ç ay«. Seja

./ = J;«, vamos demonstrar que (ç2, .7) é espaço maximal (ver Definição 1.27).

Senão, existe 'r' topologia em ç2 sem pontos isolados, tal (lue J 9'r'. Assim
existe ,4 Ç (2 tal que ,4 é fechado em (ç2,'r') mas não em (Q,./). Seja

p € c/./(A)\Á. Como (Q,J) é grupo topológico. s.p g. suponhamos (!ue /) é zelo

.Assim 0 C c/./(.4)\.-l. e como (ç2, J) é Ha.uscloiff, temos (lue zero é ponto cle

acumulação cle .4 em (Q,./). Cromo existe a < 2" tal que Q. = ,4, temos que

zel'o é ponto de acumulação de A enl (ç2,Jo) (senão existe V' C .n tal que

V n Á é finito e como .7. Ç ../, temos cine zelo não é ponto de acumulação de ,4

em (Q,J)). Como zero não é ponto cle acumulação de ç2\.4 en] (Q,Ja) e como

Ja Ç ./ Ç 'r', temos que zero não é ponto de acumulação de ç2\Á em (ç2, 'r').

Como 0 g Á = c/7-.(.+), temos que zelo não é ponto de acumulação de ,4 em

(Q,'r'). Como (Q,7'') é HausdorfT (pois .7 Ç 'r' e (ç2,./) é HausdorfT), temos

que zero é ponto isolado em (Q, 7''), o (lue é contraditório. Portanto temos que

(Q, J) é maximal

a<2"

Demonstração da afirmação 1. Vamos demonstrar que (ç2, .iZj{) é grupo topológico
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Seja m :Q x Q --lç2 dadapor nz(#,y) = =+y esejam #+yC U' C .Z

O conjunto U Jo ébasede (Q,JIÍ),logoexiste (/C U Jo calque
0<a /3<cr

+ eUÇU'. Sda 7<a calque (/C.% ecomo (n,JI) égrupotopológico,

existe y, tVC.Z,Ç U Jo tais que (z,y)C \'' x W e V I't''ÇUÇ U'
Portanto r?z é continua.

P<a

Seja i:Q-->Q dadapoi {(z)=i'' esejam .t'' C tr'C.Z. Oconjunto U Ja

é base de (ç2,J:) logo existe C/ € U Jo tal que :u'' C U Ç U'. Como

U C U JÓ, existe 'y < a tal que [/ C .7:* e como (Q,.71) é grupo topo]ógico.

temos que (r': C JI Ç U JO. Assim, .r C (/-' Ç l(/') '. Portanto, { é contínua e

(Q, .i7l{) é grupo tipológico.

Demonstração da afirmação 2. Vamos demonstrar que (Q, .71:) é grupo topológico
linear.

Seja C:: = U CP. Vamos demonstrar (lue C: é base cle um filtro em .71{. Temos

que C: # Ó e @ « C: agora sejam .4i, ,42 C C: então existe Pi < a tal que

,4i C C..3., seja P' = r7zazlPi,/32}. Como .3' < n temos (lue para. cada Á{ existe

Bf CC,3, tal (iue Bí Ç Aí. Logo existe Z? CC,Í, tal (lue B Ç Bt n B2ç ,4in.42

a.ssim C: é base de um filtro em .Z:l. Àlostiareinos (lue Ecl = .Z:l:. Cllaramente

temos blue Ecâ Ç .7:l. Agora sqa (/ C .7=, como (/ C .71 temos que existe

}'' C U JO tal (lue 0 C V Ç t/. Assim, existe 'y < cl tal que V C JI e portanto

existe A CC ÇC: tal que 0 C ÁÇ y Ç [/. Logo v' C Zcá e assim,Ecâ a.z:l:

Portanto, C: é base linear de .Z:l em .17=

Corolário 3.23 Assuma Ri, então o grupo (Dl0. 1} não é fortemente resolúvel

Demonstração

Primeiro, o grupo (IDÍO, 1} é isomorfo a (ç2. +), observemos que
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W : (t)tU, l.t -> (SZ,+) dada por @(/

lml'" e « + b \b) U (b\«).

Vamos demonstrar que existe 'r topologia

em Q com uma base de Êltro enumerável.

Para cada n C ]N, sejam =« = {n} C n , G. o subgrupo de Q gerado por

{aí : rz $ i < u} e 'r a topologia gerada pelo sistema de vizinhanças

{Z3; : = C Q}, onde 23, = {#+G. : 7t < w}.. Na demonstração do Lema 3.17 foi

mostrado que (ç2,7') é grupo topológico e como cada G',: é infinito temos que

(Q,T) não é discreto.

Vamos demonstrar que (ç2,'r) é Zo. Seja a C Q\l0} como a C jiNj<" terllos que

existe rz < u ta] que a Ç {0,1, --,n -- 1]. assim temos que a g G.. Como

(Q,7') é grupo topológico, temos (lue (Q,'r) é To. Assim, (ç2,'r) é Hausdorfre

como C := {(;. : n < u'} é base do filtro .F := {Z./ C 'r : 0 C (/} em 'r, temos

que (Q, 'r) é grupo topo1(5gico linear, Ha.usdoiff, nào discreto com base de filtro
linear enumerável.

Agora aplicluemos o Teorema 3.22 a (Q, 'r) e obtemos 7'' topologia de grupo

Hauscloiff maximal em Q. Pela Proposição 1.28 temos (lue (Q,7'') é irresolúvel e

portanto, (i){0, 1 } não é fortemente resolúvel.

) é isomoifismo de grupos ondeS T l
(.d

de grupo linear H a.ll sd orfã não discretaS r )

Teorema 3.24 Assuma Rt. Seja (.; um grupo abeliano. Então, G é fortemente

-.esolú«l se e some«te se ,':(G') < «,.

Demonstração

1:+) Suponhamos que I'2(G) 2 o. Então, pela Proposição 1.1, existe G" subgrupo

de G isomoifo a (Dl0, 1} e pelo Corolário :3.23 temos (lue G'' não é fortemente

resolúvel e, pela Proposição 3.3, temos que G não é fortemente resolúvel.

(+) Se 7'2(G) < «;, pelo Teorema 3.12, temos (lue G é fortemente resolúvel.
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Comentários

Esta seção é devida basicamente a h/íalykhin IM.751. Originalmente Nlalykhin

com o Teorema 3.22 responde uma pergunta feita por Arkhangel'skiíi no ano 1967:

se existe um grupo topológico extremamente desconexo não discreto. Usando CH,

NIA e Ri respectivamente Sirota2 no ano 1969, Louveau3 no ano 1972 e Malykhin

IM.75j provam que o grupo (DÍO, 1} admite uma. tipologia de grupo extremamente

desconexo não discreta. Mas Nlalykhin prova mais, (lue tal tipologia pode ser

escolhida Hausdoff maximal (vei definição 1.27), daí pela seção 1.3 temos que esta

tipologia é irresolúvel. Observamos que Ri é uma consequência do axioma de

Nlartin (MA) (ver j1<.801).

A demonstração apresentada no apêndice B do teorema de Hindman está no livro

de Giaham, Rothschild e Spengei IG.R.S.90j.

iA.V. Arkhangel'skií, Every extremall}, discoiinectecl bicompactlim of weigllt c is inhomogeneous.

Dokl. .Akad. Nauk SSSR 175 (1967) 751-754; english transl., Soviet N'lath. Dokl. 8 (1967) 897-900.

2S.NI. Sirota. The product of topological groups aild extremam disconnectedness, i\'lat. Sb. 79

j1969) 179-192; english transe., Nlath. USSR-Sb. 8 (1969), 169-180.
3Alain Louveau, sur un article de S. Sirota, Bull. Sci. N'lath. (2) 96 (1972) 3-7.
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Capítulo 4

Irresolubilidade em Grupos

lbpológicos

4.1 Estrutura de um Grupo Irresolúvel

Na seção anterior, assumindo um princípio coinbinatólio, foi demonstrada a

existência de um grupo topológico a})eliano iriesolúvel não discreto. Nesta seção

demonstramos algunas características cle un] ta.l grupo. Poi exemplo, se ((G, -), 'r)

é um grupo tipológico abeliano iiresolúvel ttão discreto então:

1;) 0 centro de G é um grupo aberto-fechado iiresolúvel não vazio de ((G, -),'r)

(;{) Existe um subgrupo H aberto-fechado, enumerável, inesolúvel de ordem 2

em ((G, -), 'r).
l iii) (G, 7') é de primeira categoria.

Começamos dando a definição de conjunt.o taro e usando o método descrito nos

comentários da seção :3.1, demonstramos (lue todo grupo tipológico abeliano não

discreto com centro raio é resolúvel. Como corolário obtemos (i).

Continuamos preparando o caminho para demonstrar (;J). Introduzimos uma

espécie de norma no grupo (G, .) e demonstramos dois lemas técnicos. Com eles
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demonstramos o Teorema 4.7, que todo grupo topológico cle ordem dois com caráter

de dispersão não enumeravel é resolúvel. Usando (i) e o Teorema 4.7 mostramos (i{).

Encerramos a seção dando a definição de conjunto de primeira categoria,

provando um lema e demonstrando (ii{).

Definição 4.1 Um subespaço y de (X,./) chama-se raro se X\c/x(y) é denso

em (X, ./).

Teorema 4.2 Seja {G. : a < K} uma família de grupos abeliar)os fortemente

resolúveis e seja G = (ID G.. Então para cada grupo topológico (G',7') não

discreto tal que Z(G) = {g C G : o(g) = 2} é raro em (G,'r) temos que (G,'r)
é resolúvel.

T) D nn a n a+ p n p; ,l

Poi indução sobre a classe elos ordinais, se H < w pelo Corolário 3.5, temos (lue

G' = (1) G. é fortemente resolúvel. Assim todo grupo topológico não discreto em

G é resolúvel. Agora suponhamos blue H ? w e pala- cada. Í/ C G' sejam

stW(g) = {a < H : g(a) # 0}

f(g) < H : g(a) g Z(G'.)}
«.(g) (.«p(g)) o«de g # 0

n(g) = m««(t(g)) onde Z(g) # @

e seja 'r tipologia de grupo não discreta em G = (D G..
(:aso /. Existem Oo< H e Uo C'r com 0 C Lb taisque i}(g) <Popaiacada

g c t'b.

Soam Ho = © G. , Ht = ©lG., : /3o $ a < ';}.

Se Hi não é fechado ein (G,'r) pelo Corolário 1.24 temos (lue (G,'r) é
resolúvel. Logo suponhamos s.p g que .f7i é fechado.
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Vamos demonstrar que Hi g 7'. Senão temos que 0 C yo n Hi C 'r e como Z(G')

é ralo em (G, '7") temos que

(uo n H- ) n (G'\c/a(z(6'))) :# @

Logo, existe t, c uon (Ht\z(G)), como u C yo temos que n(o) < /3o e como

u € i\Z(G) temos que n(u) ? ao, o que é contraditório

Vamos demonstrei que (G/Hi, %) é resolúvel, onde (G/Hi, %) é a tipologia

quociente. Se Z(G'/Hi) não é fechado em ((7/Ht, '6) pelo Cloiolário 1.24 temos

que (G/#i, %) é resolúvel logo s.p.g. suponhamos que Z(G/#i) é fechado, poi

demonstra- que Z(G/Ht) é conjunto raro em (G/Hi, %). Senão

intC/H.(Z(G/Ht)) é não vazio . como Z(G/#t) é subgrupo cle (G/Hi, %)

temos que Z(G/Ht) é aberto em (G'//7-, %), logo o c q''(z(G/Hi)) n \'b € 7'
Agorasda u C q''(z(G/HI))n tâ assim lul C Z(G/HI) logo lula lul = 101 e

portanto temos que t' + u C .17t e pela definição cle .f/i para cada cr < Õo temos

que(o+u)(a) = 0. Paiacada c- ?/3o, como u C Uo, temos (lue(u+t,)(c-) =0 e

assim temos que u C Z(G). Portanto

q '(Z(G/H-)) n l/o Ç Z(G')

o que é contraditório pois Z(G) é conjunto laia em (G,7'). Logo Z(G/Hll é

co«j«nto :--o em (G/H-, %) e como G'/H- H Ho = © G.. e (G/H-, %) é

grupo tipológico não discreto lpois /7i g 'r), pela hipótese de indução temos que

(G'/H:, '4) é -esolúvel

Agora como Hi é subgrupo fechado tal cine (G/#i, 'Zç) é resolúvel pela

Proposição 1.25 temos (lue (G,'r) é resolúvel.

Caso 2. Para cada \.'' C 'r tal (lue 0 C y temos que supln(g) : g € }''} = H.

Dado G. para cada g C G.*\Z(G.) escolhem um ponto do conjunto {g, --g} e

formar o conjunto 1)., assim temos que D. n (--z).) = é e seja

Z) = {g c G' : f(g) # é , g(n(g)) C D«M}
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assim temos que D n (--Z,)) = @.

Vamos demonstrar que D e --D são densos em (G,'r). Sda [/ um aberto não

vazio de G então existem go C [r e yo aberto simétrico tais que go+ Uo Ç U

logo existe u C Uo tal que m(gO) < n(u) e assim n(go +u) = n(t,) e

n(go -- u) = n(--u) , s.p.g. suponhamos que u(n(u)) C Z)«(«) Então u C D e

--u C (--O) logo go +t, C O e go -- 1, C (--O). Portanto

go+ucgo+\''ÇU,go uCgo-VÇU temosque onu:#é e(-o)nt/#é
assim 1) e (--D) são densos em (G,T) e como são disjuntor temos que (G,'r) é
lesoluvel

Teorema 4.3 Seja (G, 'r) um grupo topológico abeliano não discreto tal que

Z(G) = {g C G : o(g) = 2} é -aro e-n (G,7') então (G,'r) é -esolú«l.

[/ C l l l IJ ll D Ç l Clqv CltJ

Seja G um grupo divisível minimal cont.endo (-; (vei IF.701), então G H G.©G.

Go= © Q© © ( © Z(P'))
to(G) pCIP\l2} rp(G)

Gi= © Z(2')
r2 (G)

eseja ./ = {U Ç Õ :(vgc Õ)((--g+t'')nGc 'r)} então pelo Lema3.2 temos

que (ê,./) é grupo tipológico tal que G C ./ e ((;,Jc) = (G,7'). Suponhamos

que (ã,J) é resolúvel, como G C ./ pela Proposição 1.17 temos que (G,JC) é

resolúvel logo (G, 'r) é resolúvel.

Vamos demonstrei que (G, ./) é resolúvel.

Pelo Corolário 1.24 suponhamos (lue Go, Gt, Z(Gt) são fechados em ((7,./).

Caso 1. Gt ç: .J

Vamos demonstrar que Z(Gi) é raro em (Gi,./).
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Senão como Z(Gt) é fechado em ((-;t,.7 ) temos blue znt(C-,J)(Z(Gi)) #: 4' logo

Z(G-) é aberto em (Gt,J) e como Gt C ./ temos que Z(GI) C ./ e como

Z(G:) = Z(G) temos que Z(C) C ./ e como (G',JC) = (G,'r) temos q«
Z(G) C 'r o que é contraditório pois Z(G) é raio em (G, 7').

Portanto Z(Gt) é raro em (Gt,./) e como G- C J temos q«e (G-,.7) égr«po

topológico não discreto assim pelo Teorema 4.2 temos que (GI, J) é resolúvel e

pelo Corolário 1.22 temos que (G, ./) é resolúvel

Caso 2. G\ q J
Consideremos (ã/Gi, Jç) com a topologia quociente então (é/Gi, Jçl é L

grupo tipológico abeliano. Como 6r l g ./. temos (lue não é discreto e como

r,(d'/Gi) = 0 pelo Teorema 3.12 temos que ((7/Gi, Jç) é resolúvel e como Gt é

fechado em ((?, ./) pela Proposição 1.25 temos que (ã, ./) é resolúvel

Corolário 4.4 Seja (G, 'r) um grupo t.opológico a.beliano iiiesolúvel então

Z(G) = {g C G : o(g) = 2} é subgrupo al)eito fechado inesolúvel não vazio de

(G.T).

Demonstração

Pelo Corolário 1.24 temos que Z(G) é fechado e se izttC(Z(G)) = @ temos que

Z(G) é raro em ((-7,'r) e pelo Teorema 4.3 temos que (G,'r) é resolúvel o que é

contraditório. Assim íntC(Z(G)) # Ó, logo Z(GI é aberto ein (G,'r) e pelo

Corolário 1.22 temos que (Z((111),7') é inesolúvel.

Seja (G,+) umgrupo abelianoeseja l j:a-->IN talquepaiacada g, /z CG

temos que

g+b l$1 gl + IÃ l e ll -gll
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assimtemosque l--ç+(g+h) l$ --gl+ l g+hl,logo
/z l g $ 1g+All,aKoraparacada gCG talque gll#0 sqa

n(g) C HN tal que

2"u $11 g ll < 2'

assim definimos ,4i = {g C G : n(g) é ímpai} e .42 = G'\,4i, assim temoso
seatjjnte jpm-

(g)+l

Lema 4.5 Seja 7' topologia de grupo em ((7, +) tal que para. cada

U C .F = {y C 'r : 0 € }''} e cada n C IN existem gi, g2 C (/ (não

necessariamente distintos) tais (lue:

(j) n(g:) > n

lii) l gi +g2 = 2 l gt
(Jjjl 2"(g-)+2n $ gi 5;2"(s-)+i

Então .4i e ,42 são (lensos em (G,'r)

T) n na n n ct r .. ,- ;n

Sejam g C CI' e V C /', vamos demonsti'ai' (lue

.4i n (g + v) # @ # A2 n (g + L')

Como (G,'r) é um grupo tipológico temos que existe U C .F tal que C/+ U Ç V,

agora seja n € ]N tal (lue ll g 1 < 2", por hipótese temos (lue existem gi, g2 C U

satisfazendo(i),(i{) e(íi;). Pelacondição({ií) e como Ig 1< 2" temos que:

g+gi $ gl + gtll<2'+(2"(st)+i =2"(gi)+l

g+gi ?llgi l -- Igll > (2"(s-)+2")--2"=2"(s-)

portanto temos que iz(g + gt) = r7(gt). Agora pelas condições (í;) e (iíi) e como
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l g ll < IZ" temos que:

g+gi +g2 $ 1l gi +g2 + l g
2 gi + l g ll < 2. (2"(gi)+l
gn(gl )+2 '9n(gl )+2

g+g- +g, ll g: +g, ll - l g l =
2 l gi ll -- g 1 > 2 (2"b-) +2") -2" =

2"(Si)+l + 2" > 2"(gi)+l

portanto temos quc 7?(g +gi + gz) = n(gl) + 1. Como (/ + {l/ Ç L'' temos que

g+gi Cg+\'' e g+gi+g2 Cg+ç''. Seja iC {1,2l} tal blue gt C ÁÍ como
«(g+g:)=«(g:) e «(g+g-+g:) +l temos.!«e g+g-CAi e

g + gi + g2 C (;\.4i e assim temos que

(g + I') n A- :# é :# (g + L') n .4,

portanto temos que 4t e Áu são densos em (G, 7')

Lema 4.6 Seja .S' un conjLmto inhnito e seja (C;,+) = (1.S'l<",+) onde

a+ó=(a\ójU(b\a). Em G definimos l a l comoo núnleio cleelementosde a.
Seja /V C IN eseja /ÇGinfinito tal blue paracada a € / temosque l a = iV

então existe {a{ : Í < b'} sequência de elementos distintos cle / tal que para cada

n, in < w distintos temos blue

a. n a. = nlai

T) n m n n at .. n p ãn

Por indução sobre JV, se ]V = 1 então pala cada / Ç G infinito escolher uma

sequência {a. : < w} de elementos distintos de IN, como cada ai é unitário

temosque, paracada n, m <w distintos, a.na. =ó=nlai : i <w}.
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Agoi'a seja JV < w e suponhamos (lue pal'a cada rzo < Ar e cada / Ç G infinito

calque (VaC/) ( lla =no ),existe {a{ : í<co} sequênciatalquc

a. n a. = nla{ : i < w}.

Para cada g C G seja Igl = {a C / : a ílg # @} e suponhamos que para cada

g C G temos que Igl é finito, então seja ao C / e para cada i <u seja

aiC /\ Ulajl,assimparacada .j <; temosque ajna =é logo {aí : <w}
a sequência procurada.

Suponhamos que existe g C G t.al cine Igl é infinito, como g é subconjunto finito

de S' temos que existe = C g t.a.l (lue ll#ll é infinito, seja

/' = {«\{.z;} : a C l{.rll} assim temos que /' Ç G' é infinito e para cada a € /'

temos que l a 1 = iV -- l assim por hipótese de indução existe {6í : i < co}

sequênciade /' tal cine b«nb« = nlb; : < w}, seja a. = b.U {z}, assim temos

que a.C/ e a.na«=(ó«nó«)u{.z:l=nla : í<w} eassimtemosolema

e

Teorema 4.7 Seja. (G, +) lim gittpo não eliumeiável cle oiclem 2, então existem

.4. B Ç G clisjuntos tal cine para cada 'r topologia de grupo com carátci cle

dispersão não enumeiável em G. temos (lue Á e B são densos em (G,'r).

T tn n n al' pn '' :' nL')-LÇV

Como todo elemento de G' é de ordem 2 temos que existe S' conjunto tal que

IC,+) éisomorfoa (ISl<",+),assim paracacla aC G seja l a onúmerode
elementos de cz.

Seja 'r uma tipologia de grupo em G' tal que zX('r) > u (vei Definição 2.1)

suponhamos que pala- cada U C .F = {y C 'r : 0 C V} e cada n C IN existem

gi, g2 C U satisfazendo as condições clo Lema 4.5 então os conjuntos .4t e Á2

são densos em (G, T) e assim satisfazem o teorema.
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Sela U C .7 e n < u, por demonstrar cine existem gt, g2 C U tais que (&), (zz)e

(iii) do Lema 4.5.

la) Seja y C /, vamos demonstrar que existe {af : { < co} uma sequência de

elementos dois a dois disjuntos tal (lue l «Í = k para algun k constante. Para

cada n<w seja /.= {aC W : ll a =r?} onde I'V'C.F e T' +W Ç }''. Como

W= U /« e W ?z\('r)>utemosqueexiste iV<u talclue /w éinfinito

Pelo Lema 4.5 temos que existe {bi : í < a} se(luência de /w tal que

bn óm=n]b : {<w].,se bnnb,n7é(ê. Seja an =b2n+b2n+l C L)assimtemos

que {a{ : i < co} é sequência cle elementos dois a dois disjuntos de y, com

l «; l

2a) Seja y C .F, vamos demonstrar blue existe {aí : i < w} sequência de

elementos dois a dois clisjuntos cm I' tal blue para cada i < w temos que

l af 1 = cte., n(ai) > 0 e 2"('J < ll ai
Sda I'r C / tal que I't' + I't/ + I'V Ç l,', por (lg) temos que existe {bi : i < u}

uma se(luência de elementos dois a. dois (lisjuntos em T,t'' tal blue bf = cte.. Seja

an = Z)3n+Z)3,,+t +b3n+2 C V ass]n] ternos (late {af : z <co} e se(luenclade

elementos dois a dois disjuntos cle \. . seja. ]'\' =ll b; (i.e. .V é constante) assim

temosque «{ l =:3.iV, pois {bi : í <«;} sãoclisjuntos,assim 2' $ 1l aill (i.e

n(ai) > 0) ecomo3.]V nãoé potência cle 2 temos blue 2"(') < ll af

3a) Seja UC.F' e lz <w. Seja m= 2" eseja yC/' talclue zn yÇ U, por

(2g) existe {a{ : { < o} uma sequência de elementos dois a dois disjuntos em \

tal (lue para cada i < w temos que

«. ll /V , rz(a{) > 0 e 2"('') <

como n(«i) > 0 temos q« af = .V 2 2, sejam
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como {a{ i < w} são disjuntos temos que

gt+g2 = gi ll + l g2 :=2 l gi e

gt 11= m ai 11= 2" - JV 2 2"+l

assim temos que n(gl) 2 n + l > ,z e portanto temos satisfeitas (i) e (i{) do

Lemas.5. Sda c=n(aí) (i.e. c éconstante), como 2' < 1 aí ll < 2'+: temosque

m 2'< Igi <m.2'+i ecomo m=2" temosclue 2"+'<llptl<2"+'+t
assim temos que n(gl) = n + c.

Va:nos demo«sarar ({i{).

Clonao 2'< clf temosque l$1jai --2' logo E l $ E(llaf l 2') eassim
i<m z<m

temos(lue m5; gi --m.2' ecomo m=2" temosque 2"+'+2" $11gi e

como n(gl) = rz+c temosque 2"(s-) +2" $ 11gt ll. .Agoracomo ll a{ 11< 2'+:

temosque l $2'+'-- llai l logo :l: l $ El2'+l-- laf ) eassimtemosque
z<m z<m

m.$1n.2'+t-- gi l ecomo m=2" temos(lue gt l$2"+'+í--2".ecomo

n(gl) =rz+c temosque llW. $2"(s-)+i eassim temos({Í{).

Teorema 4.8 Seja (G,'r) um grupo topológico abeliano irresolúvel então existe

// um subgrupo aberto-fechado enumelável inesolúvel de ordem 2 em (G, 'r).

Demonstrnpãn

Pelo ('orolário 4.4 temos que Z(C;) é subgrupo aberto-fechado irresolúvel de

la,r) e como Z((]) é de ordem 2 pelo Teorema 4.7 temos (lue z\(Z(G),'r) $ «,

assim existe um aberto enumerável C/ de Z(6'). Seja H o subgrupo gerado por

U, assim temos (lue H é subgrupo aberto enumelável de (G,'r) de ordem 2e

como (G,7'l é irresolúvel pelos Corolário 1.24 e Cloioláiio 1.22 temos que H é

fechado e irresolúvel e assim temos o teorema.
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Definição 4.9 Um espaço (X,./) é chamado de primeira categoria. se X é união

enumeiável de subconjuntos raros em (X, ./).

Lema 4.10 Seja G = (i) Z. (2) e seja T uma topologia de grupo irresolúvel não

discreta em G então (G,'r) é de primeira categoria.

Demonstração

Para cada g C G sejam

.«p(g)=ta<« : g(a):#0} e '(g) I'«p(g)l

Z,, (2) : a C '«p(g)} e

R, (2) : a g '«P(g)}

dado g C G', como Rs é subgrupo pelo Corolário 1.24, temos que Rs é fechado

em (G,'r) e como as coclasses de Rs são finitas em (G,7') temos que Rs é
aberto em (G,T). Para cada rz <«, seja Z)« = {g C G : c(g) ? n} assim ternos

q--e n o«
vamos demonstrei (lue 1). é aberto eni (G,7'). Seja g € D. como pala cada

/ C Rs temos que sup(g)nsup(/1) = @ temos que c(g+/t) ? c(g) ? n logo

g+ /z C D,: e assim temos (lue g+ Rg Ç Z)« e como RP é aberto temos cine

g+Rs éabertoassim gCg+RP ÇD« portanto 1). éabertoem (G,'r)
Vamos demonstrar que D. é denso em (G,'r). Poi indução sobre ?z, se n =0

temos que Z)o = (7 assim Z)o é denso em (G,'r). Agora suponhamos que Z). é

denso, vamos demonstrar que Z).+l é denso. Seja [r aceito não vazio como Z).

édensotemosqueexiste gC UnD« logo gCLrn(g+/?,)C7' ecomo (G,'r)

não é discreto t.emos (lue existe Â C Rs\l0} tal (lue g + /z. C ZI.r e como A C Rs

''mos q«e S'(Ç)ns'(A) = @ e assim temos cine c(g+A) = c(g)+c(A) > c(g) ? n

logo g+b C D«+t assim Z,)«+l ílZ./# @ e portanto l)«+i é denso em (G,'r).
Apoia pala cada n < co seja .4« = G\D«, assim temos (lue U .4. = G e como

Z). é aceito denso temos que .4. é conjunto raio em (G,'r) portanto temos que
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G é de primeira categoria

Teorema 4.11 Todo grupo topo]ógico abe]iano irreso]úve] não discreto é de

primeira categoria.

l)emonstraçao

Seja (G, 'r) um grupo tipológico abeliano irresolúvel, não discreto, pelo

Corolário 4.4 temos (lue Z(G) = {g C G : o(g) = 2} é um subgrupo aberto

fechado irresolúvel e pelo Lema 4.10 é cle primeira categoria, assim existem

.A. Ç Z(G) conj«fetos -aios em (Z(G), 7') tais que U A« = .Z(G)

Abala para cada coclasse cle Z(GI em G escolhem um representante g., e para

cada n <w seja Z?. = U(g.+A.), assim temos (lue U B« = G.

Vamos demonstiai que c/a(B«) = U(g. + c/z(c)(.4«)).

Seja g C c/C(B,.), como existe y tal blue g C (gP + Z(G)) C 7' temos cine

Igp+z(G))n B« =(ge+Z(G))n(gP + 4«) assim

g c c/a(g,3 + A.) = g;3 + c/a(.4«). C:omo Z(G) é fechado temos que

c/C(H«) = c/z(C)(.4«) logo g C g/3 + c/z(C)(.4«) e portanto

c/a(B«) Ç Ulg. + c/z(q(A«)l. C:onlo U(g.. + c/z(q(Á«)) Ç c/a(B«) temos que

c/a(1?.) = U(g. + c/z(q(Á«)), assim G\c/c(B«) = U(g. + Z(G)\c/z(q(Á«)).
Vamos demonstlai (lue cada B. é raro em (G,'r).
Sda ZI/ aberto não vazio. Então existe cr tal que (g. + z(G))nu #@ e como

Z(Gl\c/z(q(Á«) é denso em Z(G) temos (lue

Q

cxCI

CI

(g. + z(G)\c/z(q(A.)) n z,/ # @

logo (G\c/z(q(B«))ncr # «' e assim temos que B« é taro em (G,7') e

portanto G' é cle primeira categoria.

116



Comentários

Comfort. e Van Nlill IC.M.94j fazem a pergunta se cada grupo tipológico

irresolúvel não discreto possui um subgrupo aberto-fechado de ordem dois. O

Teorema 4.8 da uma resposta afirmativa a tal pergunta no caso em que G é

abeliano.

Os teoremas 4.3 e 4.11 e o Coiolario 4.4 são devidos a Comfort, M

Zhou ICI.À,l.Z.93j e o Teorema 4.8 é devido a Protasov IP.9õl.

asaveu e

4.2 Produto de Grupos

Nesta seção demonstramos o Teorema 4.16 o qual mostra que o autoproduto de

um grupo tipológico não discreto é resolúvel e blue o produto de dois grupos

topológicos abelianos não discretos é resolúvel.

Cloineçamos demonstrando um teotenta. sobre o produto cle espaços topo1(5gicos e

cona ele mostramos uma série de corola.nos pa.ra. encerrar a seção demonstrando o

Teorema. 4.16.

Teorema 4.12 Sejan] -X' e y' espaços topológicos com famílias crescentes de

conjuntos Zo'lX.Ç.X : cl<H}, /l = {y;Ç}' : a<K} com K2«.,tais

que

lj) -X' U X., }' = U ya.
CY<H a<X

líi) Pata cada c' < H temos que ;,zf\(-V.) = nf},(}';) = @.

Então .\' x y é resolúvel.

Demonstração
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Para cada # C .V e cada y C y sejam

/o(z) = mima < H : :« C .Y.}
Zt(y) = mima < H : C ya}

/(«,g/) #), /-(y)}

0o y) C .V x }' : /o(*) < /-(y)}

0-(z,3/)C-YxY': /o(«)>/-(g)}

assim temos que l)o e Z)i são disjuntos.

Vamos demonstrei que Z)o e Di são densos em .V x }

Seja ZI/ um aberto não vazio em .Y x y assim existem (#o,yo) C U e Uo x Vi

aberto básico tais que (zo, yo) C l/o x U Ç [/. seja c-o = /(zo,yo), como

inox(X..) = @ e Uo é aberto não va.zio temos que existe zl C Uo\X.. e como Zo

é família crescente de conjuntos tal que .X = UZo t.emos que /o(zi) > ao, assim

temosque(=i,yo)C Oi ccomo(zl,yo) C vo x \á Ç Z:/ temosque UnOi #Ó
portanto Di é denso em X x }'. .\goi'a a.nalogamente existe yi C \4\ya. logo

/t(yt) > ao eassim temosque(ro,gt) C Oo ecomo(.rl,yo) C Uo x Vi Ç U temos

que Uía Z)o # é portanto Z)o é denso eni .V x }'. Isto mostra (lue .V x y é

r'PqnltlX/PI

Corolário 4.13 Sejam .X' e y espaços eiiumeiáveis sem abertos finitos, então

X x y é resolúvel.

DemoDstFarão

Como .V e y são enumeráveis temos (lue

.Y = {#. : n <u} e }' = {y« : ll < co}

sejam .X'« = { i: ; <n} e Xn = { i: i<n} lOgO nO= {-V.

FI = {yn : n. < w} satisfazem as condições do Teorema 4.12 logo

resolúvel.

n < «,} e

.X x y é
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Corolário 4.14 Seja X um espaço sem abertos finitos então X x X possui um

subespaço não vazio resolúvel.

Demonstração

Seja U aberto tal que IUI = H = z\(-V) 2 w assim temos que (/ = {u. : a < H},

sejam .X'. = }1. = {ul : 7 < a}. Logo, o subespaço t/ e

ZO = {X. : a < H}, FI = {ya : a < H} satisfazem as condições do Teorema 4.12.

Portanto [.' x U é reso]úve].

Corolário 4.15 Seja (X,'r) um espaço Homogêneo não discreto (vei

Definição 1.20) então X x X é resolúvel.

T) n nn n n c+ r n '' nn

C«.,o .r. Se A(-X') 2 «,.
Pelo C:oiolário 4.14 temos (lue existe um subespaço não vazio tesoltlvel em X x -X

e como o produto de espaços homogeneos é homogéneo pelo Corolário 1.21 temos

que .Y x .V é iesoluvel.

O«. 2. Se Z\(-V) < w.

Seja ZI/ aceito finito tal que IUI = z\(.X'), como -V é não discreto temos que

UI > 1, assim temos que U é resolúvel e como .\' é liomogeiieo pelo

Corolário 1.21 temos que .X é resolúvel logo -V x -X é resolúvel

Teorema 4.16 Seja.m G,GI,G'2 grupos topológicos não discretos com Gi e G'2

abelianos então (17 x G e Gi x G2 são resolúveis.
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Denl on stra rã o

Como todo grupo tipológico é homogêneo pelo Corolário 4.15 temos que G x G é

resolúvel. Agora suponhamos que GI é resolúvel então Gí x G'a é resolúvel.

Assim suponhamos que Gi e G2 são inesolúveis, logo pelo Teorema 4.11 temos

que (l;i e G2 são de primeiracategoria. Portanto existem .'li Ç GI e Bi Ç Gz
rr)nlllrltr)q l-nl'r)ç tnlç rlllp

a- - U ,4; . a, - U B;
i<«/ i<u

.v« - U A; . }'; - U B;
i<n i<n

e como a união finit.a de conjuntos ral'os é conjunto ral'o temos que .Y« e yn são

co«j««t.s r--'os assim ;«ZC.(.Y«l = @ = ;nfG,(yn), lOgO XO = {X« : « < «.,} e

FI = {yn : n. < w} satisfazem as condições do Teorema 4.12 logo Gi x G2 é

resoluvel

Comentários

Esta seção é devida a. Clomfort. Nlasaveu e Zhou IC.NI.Z.6:31

4.3 Não Existência de Grupos Irresolúveis é
consistente

Na seção :3.2 assumindo um princípio combinatoiial (lue é consequência do

axioma de Nlaitin demonstramos a existência de um grupo topológico irresoltível

não cliscieto. Nesta seção demonstrados (lue a existência cle um grupo topológico

abeliano inesolúvel não discreto implica a existência de um P-ponto.
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Para demonstrar este resultado utiliza.mos a extensão de Wallman de um grupo

G com a topologia discreta, esta extensão é denotado por /3G e é equivalente à

compactificação de Stone-Cech do grupo G' (ver IEN.771). Também extendemos a

opeieção do grupo (G. .) a #G e obtemos um semigrupo. As propriedades básicas

deste semigrupo estão enunciadas no Teorema 4.19.

A partir do lema 4.20 e até a Proposição 4.37 são dadas uma série de lemas

proposições, corolários. definições e notações as quais serão utilizadas nas

demonstrações dos lemas 4.38 e 4.39.

O resultado principal é demonsttaclo a. pa.rtir clo Teorema 4.8 e Lema 4.39.

Definição 4.17 Seja JG o conjunto dos ultrafiltros em G, então um ultiafiltro

Z/ é dito principal se í)Z/ # é e é dito livre se nZ/ = @ e denotamos por G' o

conjLmto dos ultrafiltros principais de /3G e por G* o conjunto dos ultrahltros

livres de /iG.

Definição 4.18 Uni semigrupo é lml conjunto G não vazio com uma apelação

GxG -+ G

Kg,h) -+ g l\

associativa. Seja. (G..) um semigiupo com uma topologia 'r em G. Então:

(i) ((G, ), 7') é unl semigrupo tipológico se a função

GxG --+ G

l.g,h) --+ g h

é contínua, onde 6l' x G é considerado com a topologia produto.

(í{) (G, ., 'r) é um semigrupo topológico à direita jà esquerda) se para cada /z C G'

temos que a função

ph '. G -+ G

g g. h *':: - : ,l
e continua
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,\ demonstração do próximo teorema está no apêndice CI

Teorema 4.19 Seja G um grupo infinito discreto e seja 7' a tipologia gerada

por {Á : A Ç G} onde Ã= {Z/ C #G : Á CZ/}. Pala cada Z/,y C #G sqa

a.'P Qv(Á) C Z/} o«de ç2v(ÀI {g C G : g':.'l C 'P}

Então:

(i) ((/3G, .), 'r) é semigrupo tipológico à direita, compacto Hausdorff e

extremamente desconexo

(ií)(G*,) é subsemigrupo fechado de((,(3G,.),T).
(iii)(G',.) é subespaço aberto discreto e denso em((/3G,-),'r)
isomorfo a (G, -).

O lema. a seguia é conhecido como lema de Fiolik

Lema 4.20 Seja (7 um grupo infinito discreto e seja 'r a topologia gerada pot

{.] : ÁÇG} onde ,4= {Z/ C/3G : .4 CZ/}. Paiacada. a,VCPa sqa

a.y ç2v(À) C Z/} onde Qv(.4) = {g C G g'',4 C y}

Sd«m .X, }' subconjuntos enumeráveis de :3G tais que c/7-(X) n c/7-(y) :# @

Então

xnc/7-(}') #ó o« c/7-(-x'lny #@

T) n «-- n n a+ p n '' nn

Suponhamos que c/7-(-x') ny = @ = .v nc/7-(}') como -X' = {#. : n < w} e

}' = {y. : rz < u}, para cada n < ..;, t.enios que

1] .4. Ç G) (#. C .4. e A.n y Ó) e 1] B. Ç G')(y.C B. e .Y n B,. @)
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Para cada lz < w sejam U. = 4.\ U Bí =í:o

U .Aí = B.\ U ,4{. Assim Z..'«, Un são abel'tos fechados, agora sejam
=0 i1=0

U = Ult/. : n < U} , L'' = U{Un : n < W}

.4.\ U B

assim .Y Ç U, yç v. unb'' = Ó e como L' éaberto temos (lue c/'t([i')nv =@

e como (PG,T) é extremamente desconexo temos que c/7-(U) é aberto, assim

c/7-(PI n c/7-(L') = é logo c/v-(x) n c/7-(}') = @.

Lenda 4.21 Seja G um semigrupo topológico à direita, compacto Hausdorff.

Então existe um idempotente em G.

DeHonstrarão

Seja ,4 = {F' Ç G : F'. /? Ç r' e r' fechado não vazios, como G C .4 temos (lue

.4 # @. Como (.4, Ç) é um ordem parcial. pelo Lema cle Zorn, existe C Ç À tal

cine C é cadeia inaximal, assim seja H = nC pela. conlpacidade H # é e como

H = nc temos (lue H . H Ç /7. assim H C .4 e como C é maximal temos (lue

# é minimal em .4. Seja /z C # então ph : G -.} G é contínua e como G é

coiiipacto Hausctorff temos que ph é fechada, assim H . /& = ph(H) é fechado não

vazioeconlo(H -À)-(#./}) Ç /7.H . #./}Ç H./z temosque H A C .4. Como

H./zÇH #Ç # e Héminimaltemos(lue H./z=#,assimexiste gC# tal

que g A = /z. Definimos F' = pl:'({/z}) n H, assim g C F', logo F' é subconjurlto

fechado não vazio de H. Como pÀ'({/z}) - pl;'({/zll Ç pi'({/z}) e H . H Ç #

temos que F'.F'Ç r'. assim F'C .4 e F' Ç // ecomo H é minimaltemos(lue

r'= H, assim/zC H = r' logo/} Cpi'({/z}) portanto/z./z =À.
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Definição 4.22 Seja a C /3G, então Z/ é cancelável pela direita se

(v y c #C) ('P . a + 'P

Proposição 4.23 Seja G um grupo enumeiável, então são equivalentes:

(i) Z/ C #G é cancelável pela direita.

({í) Palacada gC G, existe UP Ca tal quese g# h então gus nhuh =é

Demonstração

lii)::> (i) Sej« yC/36' tal.l«e 'P.a=a, como Z:/- Ca= y.a temosq«e

Qi{(Z-.ri) C P. Seja g # 1, então (/ ngup = é logo g '(/i n (4 = ó e assim

g g Qz/(Ui). Portanto {1} = (2u(Pi) C P assim temos que y = l

({) ::> (í{) V-mos demo«stra: .l« (] .'l C Z/)(IO//(.A)l < «.,).

Se«ão temos cl«e(V,4 C a)( lni/(,'1)1 =«,). Con,o Q&.(.A)nQi.(B) = Qu(.An B)

temos (lue {ç2t/(,4)\F : .4 € Z/ e F' € 1al<«'} satisfaz a propriedade da interseção

finita, assim existe y c nlç2u(A)\r': .A C a e F' C lal''''} e como

nlQz/(Á)\F' : .4 CÜ e r' C lal'"} = Ó temos que y C G' e como

IVACa)( ç2z/(.4) Cy) temosque(VACA/)( .:l Cy.a) assim Z/Ç P'Z/ logo

U = P .Z/ com P 7é l o que é contraditoiio.

Vamos den.o«st:a: q-e (].4 C a) l IQz/(,4)1 = 1 )

Sda .+ C Z/ tal que lç2u(.4)l = rz, com n > 1. Seja g C ç2/l.4) tal (lue g # 1, por

hipótese üg-i .Z/ #Z/ onde aP-i é o ultrafiltt'o gerado poi' {g'i}, assim

(] BCÜ)( g':B glU l portanto g-:(BnÀ) gZ/. assim g g Qt/(ÁnB) e como

Q&{(.4 n B) ç Qi/(.4) temos que QZ/(.A n B) < n, assim temos que

(] ,4 C a) ( IQz.(.+)1 = 1 ).

Como (V .-l C a) (l C Qa(.'1)) temos que «êste .-l C a tal q« ç2u(.4) = {1},

como la'l =u suponhamos blue G :: {g. : r} < u} com go = 1, assim

(V « > 0)(g: '.4 g a), e como a é «ltra61tro temos q--'

(V n > 0) (].4:. c Z/) ( .A n g. . .4g. = @ ), s.p.g. suponhamos que
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(Vn > 0)(Á:. Ç Á), seja Uo = Á, assim temos que [/o C Z/ e

(v « > o) ( godo n g..4:.
Seja .j < o e suponhamos que pala cada í < J e cada n > i existem .4lr. C Z/

tais que

(a) .41,. Ç 4h: Ç Ç ,4:. Ç ,4

(b) gfz-/í n g..4lr. = é onde Uí = AI,::

então para j definimos {iG = Áj;' .Seja n > .j:

Se g;:g. g {g. : m $ j} então por (a) temos que Á;:ls. Ç Ág:'g. Ç '4 e como

ÁÍlgjlgnA'-lg. Ó emosque g;Ang..-l;:is- «''

Se gj ig. C {g. : m $ .j} então existe m $.j tal que gj ig. =g., sqa

' 'g« [/"' como .4ng.(/. ç Áng«4:. = é temosque gjÁng..4;:} =é.
Para cada n >J seja Áá. = Áj-i n.4li.l CZ/ assimtemosque ,4ã. Ç AJ.i e

giq n g..,4j. ç gj.4 n g«,4Í-},.

Agora para cada .j < u e cada { < j temos (lue git/ií)gjZ./j = giUií'lgjÁi;i e por

la) giC/in gjQ Ç gí(/í ngj,41,, e poi (b) giuin gjq = Ó , assim temos (ii).

Proposição 4.24 Pa.ia cada a C JC; e cada Z/h C G''\ll} temos que

l)nnannç=trnpân

Dado /z € G\ll} seja. .4 = {F Ç 6' : F'R/zr' = @} como {l} C ,4 temos (lue

é não vazio, seja C C eia crescente em (.4, Ç), vamos demonstrar cine

UC C .4. Senão, existe g € (uc) n A(UC) assim existem Eo,Ft C C tais que

gC /zEo e g C Fi e como C é crecentetemosque Eo Ç r'i ou F't Ç Eo logo

gC/i.EoílFi Ç/zFinf't ou gC /zEonr't Ç/zEonEo portanto F't g.4 ou
Eo g .4 o que é contraditório.

Á
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Pelo lema de Zoin existe F elemento nlaximal de .4. Vamos demonstrei que

G' = FUhFUh-\F

Seja g € G'\(F'U /zr') pela maximalidade de F' temos que {g} U f' g .4 assim

({glur')nh({glur')#é. Como ã # l temosque g#Ag. Como gghr'UT'
''mos que (V/ C F')(g # 6/). Como F' C Á temos q«e (V/:,/2 C F')(./- :# A/2)
Assim, existe / C r' tal blue /zg = ./'. Logo g C /}'iF' e portanto

G' = FUhFUh-\F

Seja a C /3G, vamos demonstrar (lue Z#h - Z/ # Z/. Senão , temos que Z/ = /zZ/ e

como Z/ é ultrafiltro temos que f' C Z/ ou /IF' CZ/ ou A-iF Ca e como

hFCU--hU ++ F tl=hU n h'Fita osqtxe F,hFctA \ogo

r' n /zf' # é portanto F' g .4 o blue é contraditório

Proposição 4.25 Seja a C /iG, então Z/ é não cancelável pela direita se e

somente se existe y € G' idempotente tal (lue Z/ = y 'Z/.

llnnanna+''n''nn

(::>) Seja H = {y C G* : y .Z/ = Z/} = (7* ripa:({Z/}), pela proposição 4.24

temos que // é não vazio e pelo teorema 4.19 e pela definição cle H temos que .f/

é semigrupo topológico à direita compacto Hausdoiff. Assim pelo lema 4.21 temos

que existe em idempotente y C H, portanto Z/ = y . Z/.

(+) Clamo.

Definição 4.26 Seja Z/ € /3(;, então Z/ é dito ultrafiltro primo se

(Vy, )'VCPC;)(Z/='P.)'V + yCC.'' ou )'vCG').

Corolário 4.27 Todo llltrafiltio primo é cancelável pela direita
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DpHlonstFarão

Seja Z/ um ultrafiltro primo. Se Z/ não é cancelável pela direita, pela

Proposição 4.25 existe y € G* idempotente tal que Z/ = P - a assim temos que

Z/ C G' portanto a é cancelável pela direita o cine é contraditório.

Proposição 4.28 Seja G um grupo e seja C uniabase de um filtro .F em G

tal q«e(V.ACC)(VgC A)(g'',4C .F) e(V .4CC)( l C Á). Então

{g,4 : g C G' . .+ C C} é base de um grupo topos(5gico à esquerda em G.

TI...i.ne+rnp;.
q-L\ q.LV

Vamos demonstrar que [g,'l : g € G , .4 C C} é uma base.

Seja i C g.A n/zl? onde g, h C G e ,4, B € C por demonstrei que existe / € G'
e C C C tal (lue .i: C .fC Ç g,4 í)hB. Como 2 C g,4n /zZ? temos que g'i= C Á e

b''.z; € B, então poi hipotesis .t;''g ,4 = (g'';t;)''.4 C / e

:l '/z ]? = (/z''.z)''B C /'. Assim (] C' C C) (c ç .z'''g.,4 n :z:-'/zB C .F) e como

l C C temos que .z; C :t;C' ç gA n /zB.

Assim {gÁ : g C G, .{ C C} gela uma topologia em CT' na (dual

Àg :a --} G

h gh

é contínua pois G é grupo

Daqui em diante, se GT' é um grupo topológico à esquerda. e .F é o filti'o das

vizinhanças de 1, então (G,/) denota G como grupo tipológico à esquerda

Também se .F é un] filtro em G então C.r denota uma base do filtro .F e

.F = ntã' Á C .F} onde {a C /36' : C a}
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Proposição 4.29 Seja (G,/) um grupo topo1(5gico à es(luerda, então .F é um

subsemigrupo fechado de ((#G, .), 7').

T'la ni n n e+ p n p n nXJ b x A x v &&u v & ub- L\v

Como .F=n{.4 : ÁC/} e Á é 'r-fechadoent.ão /' é 'r-fechado. Como

1(],/) é grupo topológico à esquerda então dado .4 C /' e a C Á, temos que

a t,4 é aberto e como l C a i,4 temos que a'i.4 € .F, assim temos que dados

Z/, y C.F então ÁÇ ç2v(Á) econlo ,4 CZ/ então ç2v(Á) CZ/ logo ÁCZ/. P,

assim Z/ . C F e portanto (F,-) é subsemigrupo fechado em l(#C,-),'r).

Lema 4.30 Seja (G, .F) um grupo topológico à esquerda enumerável, e

suponhamos (lue existe Z/ € 1Fn G' cancelável pela direita. Então (G,/) é
o resolúvel.

Demonstração

Pela Proposição 4.23 pala cada Í/ C (;r, existe (/s C a t.al (lue se g # /z então

gZiG í] /!C/h = @. Para cada g C G\ll} colllo Z/ C CT'' temos (lue ügZ/ C G' assim

existe .4, B eZ/ tal cine 1 « ,4 e l «OB. Apoia definimos Cy = UPí1'4nB,

assim temos blue {l} n ([% ugtq) = é e pala g ' ] definir [/Í = ut n ,4. Assim

s.p.g suponhamos (lue (Vg C G) ( l € Ziã, Ug(/s ). Sejam

,4o ..4i = C/i e em geral A,: {gU.. g C ,4.-i}

Vamos demonstrei q«e(Vn C ]N)( ,4,.+i n(,4oU . U ,4.) = @).

Por indução, como .4o í'1 .41 = é, seja 7z > 1 e suponhamos (lue

IV í $ «)( .4ín(.4oU..-U,4i- 1= @. N'post:--emos q- .4,:+:n(AoU.. UA«) = Ó.
Senão, existe g C .4.+i n (.Aou . . U.A.l, como g C .4.+i temos que existe h C Á«

tal que g € hUh, ecomoexiste ; $ n tal que g C .4f temosdois casos.
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Se { = 0 temos que g = 1 portanto l C /tt/h o que é contraditório.

Se 0<i$n temos(lueexiste /CÁi-í talque gC/[// então gcbt/hn./'t//
assim /z = ./ portanto A c ,4. n Ái.i o que é contraditório.

Vamos demostrar q«e (Vg C G) ( l C c/(Us) ).

Senão existe .4 C .F t.al que ,4 n us = 'É então .4 g Z/ logo Z/ g .A
Vamos demostrar q--e (V n C ]N) (Á« Ç c/(.4.+i)).

Como (G,/) é grupo tipológico à esquerda temos que c/(gt/s) = g c/(Us) (pois

Àg é contínua-fechada). Assim se g C .4. então g C g c/((b) = c/(gUs) e como

gUs Ç .4«+- temos g C ./(Á«+:) assim .4« Ç c/(Á«+:).

Agoraseja .V=U{.4. : nC IN} essa {Arn : nCF\J} partiçãode IN,tanque

(V n C ]N) ( IIV.l = «., ) e para cada n C IN definimos Z,)« = U{Àf : i C Nn}.

Assim {Z)« : n C IN} é uma partição c]e .X' e como (V lz C ]N) ( Á« Ç c/(Á«+i) )

e (Vn C ]N) ( IAr,.l =«, 1 temosque Z)« édensoem .X'. Portanto X é

u-i-esolúvel. Cromo .V C G e G é hoi-nogêneo, segue pelo Corolário 1.21 (lue G é
r . ). I'pqr) 1 1 1 \rís l

Definição 4.31 Seja {(G«,-) : n < w} uma família cle grupos abelianos e seja

IC,-) = © G.. Pala cada g C (;\Íl} sejam:

s«P(g) : g(nl # l}

m«3(g) = ,n«:«(.«p(g))

mirra) = mÍnr.«p(g))

Se .4 Ç G e Z/ C G' sejam:

ma=(Á) = {m«z(«) : « C ,4}

C,*.-(a) (A) : .4 C a}

e ]V/.4.X(Z/) é o filtro gerado por C&/.4x(U) em IN.

Se .Y Ç G* seja .k/Á-X'(.V) = {&/Á.V(Z/) : Z/ C .V}
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Proposição 4.32 Seja {(G«,.) : rz < w} uma família de grupos abelianos e

soam (G,.) = © G'« e Z/ C (7". Então CV.4x(a) é ultrafiltro em IN.

jem particular, /V.4X(a) = CW,.{x«0)

npnlonstFarão

Para cada .4 Ç G, seja sup(A) = {szlp(a) : a C .4} e para cada Z/ C G*

SUP(a) .«p(Á) : .A c a}.

Vamos demonstrar que St/P(Z/) é um ultrafiltio de jiNj<"\t@}.

Xlostraremos que(VÁ, B C Z/)( .s«P(.4) n st'P(B) c St/P(Z/)). Para cada

seja /z=lgCG : szlp(g) =sttp(/z)} epalacada .4ÇG seja

.4= Ulã : a C ,4}. Assim palacada .4,BÇ G temos que

sqa

/2 C 6'

Á Ç Á , s«P(.4) .«p(,4) , .«p(,'1) n .«p(B) s«P(.4 n B)

Soam .4, B C Z/, então stop(Álnstzp(B) = .stop(d n B) e como ,4n B Ç .4nB
'emos que A n B C Z/, assim st.p(.4) n .stop(B) c suP(z/).

Sejam N Ç jiNj<"\ll} e definimos .-l,v = {g C G : stop(g) C ]\r}. Assim

s?lp(.4.v) Ç /V e como pala cada /? C IN existe g C (7 tal que stop(g) = 1? temos

'l"e .«p(Á«,) = ]V

Vamos demonstra.r (lue

IVBCa)(VXÇ IWI'")( st.P(B) Ç N +' /V C SUP(a) )

Soam B C Z/ e /V Ç jINj<" tais que stop(B) Ç /V. Então B Ç Á/v e .-lW C Z/
Portanto iV = sup(Áw) C S't/PIZ/.

Sda /' «m filt-o em lml'"\l@} tal q«e .S'UP(a) Ç /. À'lostr«:emos q«e

.f = S'UP(a). Se«ào existe ]V C /\S'üP(a), como SUP(a) Ç / temos q«e

IVÁCa)( iVnstzp(,4)#@). Assim(Vaca) IÁnÁ/v #é) então .4W CÜ

como sup(Á/v) = JV temos blue .V C S'UP(a) o que é contradiório.

e
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Portanto SUP(Z#) é um ultrafiltro de jINJ'"\l@}.

Vamos demonstrar que C.v/.,lx(i/) é ultlafiltro de IN.

Paiacada ÁC jINj<"\t@} sda ma#(.4) = {ma=(a) : a C ,4} e paracada Z/

ultrafiltro de IWI'"\lé} sda MÁX(a) = {ma;r(,4) : ,4 C a}. À'lostraremos que

MÁX(Z/) é u]trafi]tio de ]N. Pala cada a C jINj<"\lé} sda

ã = {Z, C jiNJ'" : maz(a) = ma;«(Z,)} . para cada Á Ç jINJ'"\l@} seja

,4 = Ulã : a C .4}. Então

ACA «.«=(,'!) = m««(.4) , «-«.«(A) n ,n.«=(B) ,n-(,4 n B)

para cada .A, B Ç jiNj<"\l@}.

Portanto, a demonstração de que JU.4X(Z/) é um u]trafi]tro de ]N é análoga à de

que S'UP(a) é um ultrafiltro cle jINj<"\lO}. Assim, dado Z/ C G* temos que

SUP(Z/) é «ltrafiltro de jINJ'"\l@} e então /\4,4X(SUP(Z/)) é «m «lt:afiltro de

IN, e como para cada g C G, 77za.t;lg) = irai(sizp(g)) temos que

CÀ/.4x(i/) = À/ÁX(S't/P(Z/)) portanto C,\./,4x«O é ultlafiltro de IN.

Proposição 4.33 Seja {(G'«, .) : n < w} uma família de grupos a-belianos finitos e

seja G = a) G.. Para cada lz C IN seja Fn = {g C G : min(g) > nlUll} e seja

Zo o filti'o gerado por C = {Fn : n C IN}. Então (G,no) é um grupo topológico

e todo idempotente de #G está contido em Xo (onde Zo = n{.Ã : Á c /'}).

Demonstração

Seja g C Fn, então g'lFn = Fn C C assim pela Proposição 4.28 temos que

{gFn : g C G e 7z C ]N} é uma topologia em G. Para mostrar que a multiplicação

é continua, basta observar que se g/z C [', com (r aberto então existe n € ]N ta]

que g/ZFn = gFn/ZFn Ç U e como (g Fn)'' = g 'Fn temos que a função inversaé

continua, assim (G,Xo) é grupo topológico.
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Seja Z/ C ÕG idempotente, vamos demonstrar que a C Xo

Senão (] n C IN) ( Fn g Z/ ), assim G\Fn C a. C:omo G« é finito temos que
existem ;tl..t2,'.-,3. C G\Fn tais que G\Fn Ç U ziFn e como Z/ é ultrafiltro

temosqueexiste iC {1,2, .,m} tal que ZíFn CZ/'Z/'Z/ assim QU(=ÍFn)CZ/

então QZf(#iFn) n #fFn # @ Portanto existe / C Fn tal que =i/ C Ç2U(ZiFn)

assim (zÍ/)''ZíFn CZ/ e como Fn = /Fn = (.ri./')''aiFn temos que Pn CÜ O

que é contraditório. Portanto

]

N u c l3C)(u . u u:+u cF. \

) /

Proposição 4.34 Seja {G« : n < w} uma família de grupos abelianos finitos e
seja G= © G«. Sd.m Z/ C G" e P C /3G e«tão

/W,4À'('P . Z/) = /v.4-V(Z/)

11 n l-n n n c+ r' n r' a n

Seja .:l C Z/. como a C G* então ..4 é infinito.C'omo os G. são finitos temos (lue

ma=(,4) éinfinitoem IN. Sda. ,4 Ca e sda BC y.Z/

\''a-nos demonstrei que ma=(.4) n ,na;«(B) # ó.

Cromo B C y -Z/ então Qa(B) C y, assim exist.e g C G tal que g-'Z? C Z/. Logo

,4ng 'B CÜ e como maa(Áng''B) é infinito temosqueexiste a C .AÍ)g-'B

tal q«e «,«=(g :) < «.«z(a). Como « C g''B temos cl«e existe Z, C B t-l q«

a = g-ib.

Por demonstrei blue ,na:«(g':) < ma:«(b). Senão ?72a;«(b) $ 1na:«(g'') logo

,n«z(«) = «:««(g''b) $ m«#(g ') < «.«=(a) assin. «,''=(«) < «.«:'(a) o q-eé

contiaditorio. Então temos que 7na#(g'') < lna.clb) portanto

m«=(ó) = m««(g''6) = m«z(a) e assim «-««(Á)n m«:,(B) # é
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Ágata pela proposição 4.32 temos que :V.AX('P . a) M .A .v la )

Lema 4.35 Seja {(G«, -) : n < u} uma família cle grupos abelianos finitos e seja

G= (D G.. Seja .F um filtro de G tal que para cada g C G'\ll} temos que

(ag 'F)nlF=é e sda /'* =FnC* e suponhamos que M.4X(/'') é infinito

ente.o existe um ultrafiltro primo Z/ C .F*

Demonstração

Pala cada rz C IN, escolhem Z{. C .F* tal que para cada iz # m temos que

Jv.-l-X'(an) :# M,4X(Z/«), como (./3G,7') é compacto e G* é fechado temos que

existe Z/ C G' ponto cle acumulação de X = {an : n € 1N} em (PC,'r), como

/v.{-X'(an) # /L/.4X(Z/«.) s.p.g. suponhamos que

(V « C IN) ( A/ÁX(an) # W.Aula) )

VaDIos dernonstrai (lue Z/ é ultiafiltro primo. Senão existem y, )'v C (;* tais (lue

Z/ = y . )', sda y = (G'\ll}) . )'V. como pw é contínua fechada temos

c/r(}') = c/7-(6r\ll}) . )A/ = (#G\ll}) . )'V 3 'P - )'v = ü «ssin.

Z/ C c/7-(.X) n c/7-(}'). Então pelo Lema 4.20 temos que

.v n ./l-(}'') :# é o« c/7-(-Y) n }' #@

li) .Y n c/7-(y) :# é.
Então existem 7z C ]N e y' C #G tais (lue Z/. = P' )'V assim pela Proposição 4.34

temos q«e MAX(an) = /W,4X(y' )'V) = JV/Á.VO'V) = Jv.4.X('P - h/) = lb/,4X(a)

o que é contraditório.

(ü) c/7-(-v) n }' # ó.

Se c/7-(.x') n y = {üa . h/} seja }'' = G'\ll,üs}, assim temos blue

a c c/7-(x) n c/7-(y') e como c/7-(x) n }'' = @ temos .l«e .x' n c/7(y') # ó e po-

(i) contradição. Assim s.p.g. suponhamos que lc/7-(x) n rl > 1. Sejam
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g, /z C G'\ll} tais que g :# Ã , üg )'V , 27A )V C c/7-(X). Como / é fechado

temos que aP }'V , Z/h . )'v C .F. Assim )'v C Z,Çi . IF o que implica que

Uh ' W C t4t. ' Ui" . F = Ut.g-- ' F

Portanto Z/Ü - )'v c / naus'' ' 'F e como /z # g temos que /zg't # 1, o que

contradiz a hipótese. Portanto Z/ é ulttafiltro primo

A seguir damos a definição cle P-ponto e logo uma equivalência cuja

demonstração está no apêndice C

Definição 4.36 Seja Z/ ultlafiltlo livre de IN então Z/ é um P-ponto se para

cada {,4i : iC ]f]} partiçãoc]e ]N com .4{(Z/ existe A CZ/ calque

(vi c w)(l..{ n Á;l < «.,).

Proposição 4.37 Seja Z/ ultrafiltio livre de If{ ente.o a é um P-ponto se e

somente se pala cada ./ : IN -} IN. existe .4 C Z/ tal (lue

.f/,4 =cZe. ou(Vn c IN)( l(//J)''(zzl <«, )

Lema 4.38 Seja {(G«,.) : n < w} uma família de grupos abelianos finitos tal

que existe no C Ifq pala o dual g" :: 1, para cada g C G = (i) G'..

Seja / filtro de G tal que (G,/) é grupo topológico HausdorH não discreto.

Sejam Zo e CZo = {Fn : n C IN} dados pela Proposiçã.o 4.33. Suponhamos (lue

(v a c r) (] 'p c .7=) (] w c /"') ( a

onde .F' =.Fn G" .ri; = no n 6'* então

(V Z/ € J:'') ( ]v,4À'(Z/) é P-ponto )
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T) n «-, n n a+ '' n p nn

Seja Z/C.F' pala cada n C IN ecada .+ CZ/ seja.m

X(n, Á) = Fn n ({g c G' m««(g) C m-(.4)} U {l})

e CP .X'(«,,4) : « C N , ,4 Ca}
Para cada n, m C ]r-í tal que n ? m e cada ,4, B CZ/ temos que

x(n..4) nx(?n,B) 2 x(n,,4 n B). -ssim CP g"; "m filtro D em G

Afirmação l) (G, D) é grupo tipológico à esquerda

Seja.

Cc X(n,B) : .+C.F, .X'(n,B)CCo}

então Cf gera um filtro € em G.

Afirmação 2) (G, e) é grupo topológico à esquerda.

bela.

S' C /'' : ]}/,+-X'('P) = :v.4-X(a)}

.Afirmação :3) e''' é semigrupo não \.azio contido em S'

Vamos demonstrar blue IL/.4.X(Z/) é P-ponto.

Pelas Proposições 4.37 e 4.32, isto é equivalente a mostrei (lue dada / : IN --> IN

existe A C Z/ tal que

.//m««(.4) = cf' o«(Vn C m)((1//«.««(,4))':(«)1 <«, )

seja .f : IN -+ IN

(i) Suponhamos (lue existem Z/' C e' e .-l C Z/' tais que

(V g C Á)(/(m««(g)) $ «:ín(g)).

Como a' C C' Ç SÇ.F*, poi hipótese(] y'C J:;)(] )'v' C /*)( Z/'= P'.)'V' )
Como 8* Ç D' Ç Foü temos que Z/', P € Eoü. Vamos demonstiai que )'' C Foü.
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Sda n C IN, como Fn C Z/' = y' . )W' temos que ç2W,(F'«) C P'. Como

(Vg, h C E.)(g 'Fn = Fn - h':Fn) então Fn Ç QW,(Fnl O« Fnnç2w (Fn) = Ó,

mas Fn C 'P', assim Fn n QW(Fn) # @ e portanto temos que Fn Ç QW (Fn) e

como l C Fn temos que Fn C )'v' portanto )'V' C Eo+.

Como ,4 C a' = y' . W' temos q- ç2w,(,4) C y' sda go C nw,(.A)\ll}, então

gi:,4CW,sd; m>«-««(go) como WCEo' ten.osq- C' gi:,'!nPm C W
Como goC'Ç Á e(VgCC') l m««:(go) < min(g)) temosq-

(V g C C') ( /(m«z(g)) ./(««z(gog)) $ mi«(gogl min(go) )

portanto

C'= CoU CiU U C'«i«(se) onde C'i {g c r : /(,n««(g))

como C' C )'v' e )'V' é ultrafiltio temos que existe j $ min(go) tal que (7j C )'V'

Clonlo Z/' C e' Ç S' c Z/' = 'P' . )'V' temos (lue

-v ,4X(a ) w'.A-xlz/') v' w') .vA-X (W' )

«sim ,}za=(C,) € .v,4.Y(W') = JL/.4.V(a) . .//1}2a=(q) = j po-tanto A/.AX(U)

é P-ponto.

(i{) Suponhamos qtle

(V a' C C'l(V Á C a')(] g C .A)(/(m«-'(g)) > ,nin(g) )

Seja E= {gC G: .f(m.««(g)) > ,nin(g)}Ull} ente.

lva' cf*)(v.4ca')(En.'l# Ó) assim(VÜ' C f*)(ECZ/').
Vamos clemonstrai blue E C f. Senão temos que (V .4 C ê') (Á\E # @), como

{.4\E : ,4 € Cl} satisfaz a propriedade da inteiseção hnita temos que

1] C #G) ({.A\E : .A C C} Ç P). Como (6',/') é UausclotRtemos que (G,C)
é HausdorR assim ntÁ\E : Á c C} = @ (pois l C E) e portanto temos que
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PC G*. Como(V Áe C)(Á\EC y) temosque PC e, assim yC e', portanto

E C y mas G\E C y o que é contraditório.

Soam .4i C.F e X(ni,Bi) CCo tais que Átnx(ni,Bi) Ç E. Como (G,/) é
grupo topo]ógico temos (lue (] .'l' C /')((,4')" Ç .Ai) onde rzo é da hipótese do

teo:ema. Sda C' = .4' n x(nl, BI), assim C' Ç E.

V«mos demo«str.r q«e (V { C IN)( l(./'/m«;«(C'))''({)l < w l

Senão existe lno C IN e existe {gi : í C ]N} Ç C' tais que

(V ; C N) ( ./(m««(g;)) = mo ) (V{ < .j) ( ma#(g{) < znaa:(gj) )

Como as coclasses de Fm. são finitas (pois G« sào finitos) temos que existem

zi,;2, . . ,{«. C IN tais (lue

i <í < .<i«. e (V.j$«.o) (g{.(.j)=gi,(.j)= =gi..(.j))

Sd« Ã =g;.g;: . ' 'gl«., como(VgC G)( g" =1) t.emosq«e min(A) > mo.

Con.o (V i < .j) ( m«.z:(gÍ) < m««(gj) ) temos q«e ,n''«(ÃI = ,«««(gí..) C «.«:«(B-)

e.o«lo(V« $ «o)( g;. C-V(n-,B-)) temosq«e/, C Fn. assim A C.Y(n-,B:).
C:o«lo (,4')" Ç Á- temos cl-:e À C Ai portanto /& C .4i n .X'(ni,Bt) C E. C:omo

b C E\ll} temos ./(m«z(A)) > ,njn(A) > «.o e como ,n«;'(Ã) = «';«;«(gf..) ten:os

que ./(m«z(gf..)) > nlo mas ./'(nzaz(gi..)) = mo o que é contraditório

Agora como G' = Á'nX(nt,Bt) C C e e' é não vazio contido em S temos que

ma3(C') C .L/,4.X(Z#) portanto ik/.4.V(Z/) é um P-ponto.

T)P".nn.trnrân .]. nE..«)grão ]

Pela Proposição 4.28 é suficiente mostrar que se .Y(n, ..4) C CP e g C X(n, ,4)

então g''-X(rz,A) € 'D. Seja /z C X(maz(g),Á)\ll} s.p.g. suponhamos que

g # 1, como À C r'«-m temos que rz < ma#(g) < ina.z:(/1) = ma (g/z), assim

?n«3(g/z) € ma=(.4) logo A = g-:(gA) C g '.Y(n,.4) assim

.X'(ina=(g), ,4) Ç g''.X'(n, .4) C 'D, portanto (G,D) é grupo topológico à esquerda
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Demonstração da afirmação 2.

Sda .4nx(n,B) CCf e sda É/e .4nx(n,B), «mos demonstiarque

g :(,4nX(n,B)) C e. Como g C .4 temos l C g':.4 e como (C;,/) é umgrupo

topológico e .4 C .F temos que g iÁ C /'. Assim

g-'Á n X(ma=(g), Z?) ç g''(.A n x(n, B)), logo pela Proposição 4.28 temos que

(G,C) é grupo topológico à esquema.

Demonstração cla afirmação 3

Pelas Proposição 4.34 e Proposição 4.29 e pelo Teorema 4.19, temos que S' é um

ideal es(lueido em /'. Como /* é 'r-fechado e (/3G,7') é compacto então /*
é compacto e como pt/ é contínua temos que {Z/} U pu(/*) é compacto e como

{Z/} U pz/(.F*) = {Z/} U .F* .Z/ temos que {Z/} U pu(.F*) é ideal esquerdo em .F'

contido em S', (i.e. {Z/} Upu(/'l é semigrupo ) assim temos club {Z/} Upz/(/'*) é

semigiupo tipológico à direita compacto l:lausdorff então pelo Lema 4.21 existe ttm

idempotente P C {Z/} U pi/(.F*) Ç S'.

Vamos demonstiai (lue y C e"

Clonlo Cf é base ([o filtro € então basta mostrei blue

y C G'* e(V .4 C /')(VX(n,B) ccP)(,4nx(«,B) € y)

Como y é idempotente pela Proposição 4.33 temos que y C ao, assim

(Vn C ]N)(FnC y). Como yC S'Ç.F* temosque 'PC G* e(V,4 C.F)( .4 C y )

Most:--e-nos q«e (V B C a) ( {g C G : m««(g) C ,n.«.«(B)} C y). Sd; B C a,

como y C S' temos que i1/,4-\'(y) = iV/À.X(Z/) assim 7naz(1?) C V/ÁX(y) e

pela Proposição 4.32 temos blue existe .4 C y tal que lna=1.4) = lna:r(.B) assim

{ Ç {g C C; : ,n«#(g) C ,««:-(B)} e como P é «lt--filt:o temos que

{g C G : «2a=(g) C nza=(B)} C y portanto y C f*

Vamos demonstrar que e' Ç S

138



Sda W € f* então(Vocal(({gC G: ,n«;«(g) C ,n«i(B)}Ull}) € W l
«sim m«z({g C G : m««(g) C «:...«(Z?l}) C MAX(W) e com.

m«;«({g C C; : m«;«(g) C m««(B)}) Ç «-«#(B) e À/ÁX(W) é «lt:-nutro te

que (V B C Z/) (m«=(B) C JMÁ-V(W)) porta-:to MÁX(Z/) = JM.4X(W).
Assim pela Proposição 4.29 e pelo Teorema 4.19 temos que e* é semigrupo não

vazio contido em 5

mos

Lema 4.39 Seja {(G'«, .) : n < o} uma família cle grupos abelianos finitos de

ordem 2 e seja G = (D G«. Seja .F um íiltlo em G tal que (G,/) é grupo

topológico inesolúvel não discreto. Então /v,4X(/'*) é finito não vazio, e

(VZ/ C f*) ( ik/.'lX(Z/) é P-ponto ).

T) n «a n n c+ r n p; ,l

Como (G,/') é grupo tipológico iriesolúvel temos que (C',/') é Hausdorff e como

la,/l é não cliscleto temos cine /'* e não vazio. \ramos demonstrar que

.k/,4.X'(.F*) é anito.

Suponha.mos (lue .vA-X(.F') é infinito, como (G,/) é grupo Hauscloiff temos

(lue pa-ra cada g # l existe .4 C / tal (lue gAÍ'i .'l = o assim (üg /') n/ = @,

então pelo Lema 4.35 temos (iue existe Z/ C .F* ultrafiltio primo e pelo

Corolário 4.27 teIMas cine Z/ é cancelável pela direita e pelo Lema 4.30 temos club

(G, /) é resolúvel o que é contraclitóiio.

Seja Z/ C .F", então pelo Lema 4.30 temos (lue Z/ é não cancelavel pela direita,

então pela Proposição 4.25 existe um idempotente P em G* tal blue Z/ = y Z/

Cromo y é idempotente pela Proposição 4.3:3 temos que y C Eo+, assim

(VZ/ C /*)(] y C/lil l Z/ =y.Z/) então pelo Lemas.:38

(VZ/C/*) ( ]L/ÁX(Z/) é P ponto ).
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Teorema 4.40 Se existe ((G, -),'r) grupo tipológico abeliano irresolúvel não

discreto então existe um P-ponto.

Demonstração

Pelo teorema 4.8 existe # subgrupo aberto fechado enumeiavel irresolúvel de

ordem 2 em (G,'r), assim pelo lema 4.39 existe um P-ponto.

Conaentãrios

Coinfoit e Van Ntill IC.Kit.941 fazem a seguinte pergunta: pode-se demonstrei a

existência de um grupo topológico a.beliano iiresolúvel não discreto em ZFC sem

axiomas adicionais?

O Teorema 4.40 responde negativanieilte a esta pergunta. Por um resultado de

Shelahi do ano 1982 existe um modelo de ZFCI no dual não existe um P-ponto.

Logo o Teorema 4.40 mostra que nào existem grupos topológicos abeliano

irresolúvel não discreto no modelo de Shela.h. Como na seção :3.2 foi mostrada

(assumindo o axioma. de N'laitin) a. existência. destes grupos concluímos (lue a

existência de tais grupos é independente (le ZFCI

Esta seção é devida basicamente a Plotasov IP.981. Observamos blue

originalmente Protasov demonstra um insultado ainda mais fonte, que a existência

de lmi grupo topológico abeliano HausdorH u-ilresolúvel não discreto implica a

existência de um P-ponto. Este fato é conse(luência da seguinte afirmação: Cada

grupo topológico abeliano Hausdorff «;-iriesolúvel ílão discreto contém um

subgrupo aberto enumeiável de ordem dois. .Assumindo esta afirmação,

modificados ligeramente o Lenta 4.39 e o Teorema 4.40 e obtemos o resultado

Original de Protasov. Na demonstração do Teorema 4.40 nós usamos o Teorema 4.8

que é um resultado inferior em comparação à afirmação mencionada acima, daí que

tShelah, Proper forcing, Lectures Notei in Nlath. (1982) V.940.
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o iesuitacio apresentacto na tese e inierlor ao uiigiiiai. \.,,uni ie

mesmo Protasov a demonstru mas não possuo a deferência.

O Lema 4.20 (de Frolik) está em IS.921 e o Lema 4.21 está no livro de Ellas IEL.691

speito à afirmação or
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Apêndice A

Lema 2.6 Seja H umcardinalinfinitoeseja C= {C« : a< } tal cluepara

cada o <H temosque IC'.l =K. Entãoexiste {B. : a< } calque

lí) (V a < ,ç) (B. Ç C. e IB.l = «; ).

li{) (V .,# < «) (a # # ::> B. n BP

Demonstração

Pala (0,0), escolhem um pP,., C C'o. Seja é? < H e suponhamos (lue para cada

cv 5; .d < 0 temos definidos /)(.,/D.

Para cada '/' $ a vamos definir ph.o,. Seja 7 = 0, então escolhemos

pP.n C C'o\lp(.,J) : a < P < 0}. Dado -y < 0, suponhamos (lue para cada 'l' < 'J

temos definidos pn,,n , então escolhemos

P...., C C.\( {P...,, : o $ P< 0lU{P..,.., : 'Y'<'y} ).

Assim temos definidos p(..n para cada o 5; /3 < x.

Dado o <K,sejam«=lp(..n : a$/3<x}, assimtemos li)

Sejam oi,a2 < H, vamos demonstrar que se ai # a2 então 1?... n B.., = @. Senão

existe p C .Éicv. n /ja2 logo existem /3i,P2 < H ta.is blue p(.. d ) = p = p(.2,%)- s p.g

podemos supor que cli < a2

Se /3i =.(32 t.emosque p(.,.Ü) C (I'a2\'ÍP(..Ü) ' a < a2} lOgO PC C'a, \ {P}, O
aue é contraclltórlo
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Se di # /32, podemos s.p.g suponhamos que /3i < P2, assim

P(.,.%) C (''a2 \ {P(.,P) ' CV < /3 < J2} logo p C C'a2 \lpl}, o que e contraditório

Definição A.l Seja (X,./) um espaço HausdorH e seja p C X então

(i) Z/ éditaumapseudo basede p se aÇ./ e nZ/= {p}.

líi) O pseudo caiater de p é

@(P, .Y ) # é pseudo base cle p}

(ííi) O pseuclo carater de (X,./) é Ü(X) s«Pl@(P, X) P'x}

Definição A.2 Seja (-V,./) un] espaço e seja p C -V então:

(i) 23 éumabasede p se(VL CZ3)(pC}' C./) e
(vt/ c J')( p c [r::>(]t'' c 23)(\'' Ç (r)).
lii) Ocaraterde p é X(p,X)=lnlnlBI : 23 ébasedep}

l;ii) O ca:-te- cle (X,.7) é \(-V) = .«pl\(p,-X) : p C .Y}

Lema A.3 Seja (-X',./) um espaço Hausdoiff compacto então d'(.X') \(.x')

1/ E 1 1 1 LJ llD U l Ct \« Cl\J

Como (X,./) é Hausdoiff temos (lue cada base de /) em .X é uma pseudo base

de p. assim d,(X) $ X(X).

Dado p C .X, vamos demonstlai cine \(p, X) $ Ü(p, X).
Seja Z/ pseudo base de p tal (lue IZ/l = Ú(p,.Y). Como (X,./) é HausdorH

compacto, temos (lue .Y é regulam. assim

IVU C a)(] U, C ./)( P C Uu Ç c/x(Uu) Ç U )
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Seja 23 = {n yb. : L'í CZ/ e n < tol}, assim lõl = IZ/l. Vamos demostrar que 23

é base de p. Sda T't' aberto tal que p C I'r, como {p} = nlc/x(Uu) : U C Z/}

temos que X\W Ç X\tp} = U{X\c/x(Uu) : U C Z/}. Pela compacidade de

X\l'V, temos que existem Ui, U2, - - . , U. C Z/ tais que .X\l,r Ç U X\c/x(Mu.)

assim p c n uu. ç n c/x(uu.) Ç I't'. Portanto ZJ é base de p tal que lõl = IZ/

;ssim X(p, .X) $ @(p, .Y).

Logo X(X) $ V,(X) e portanto ((X) = d'(X).

n

ll

n

ll

n

l ll

Teorema 2.10 Seja (X,./) um espaço Hasdorff compacto então to(X) $ 1XI

Dem on s t. ra rã o

Seja p C X, como (X,./) é Haudorff temos que {X\lq} : q # p} é pseudo base

de p, logo ú(p,.X) $ 1-VI e portanto «,(.X') $ 1-VI.

Apoia pelo Lema A.3 temos que \(.X') $ V'(X) 5; IXI. Como tu(X) $ X(X) . IX

''mos q- -.(À') 5; l-\' .

Proposição 2.19 Seja ((G,-),'r) um grupo topológico íç-limitados seja H um

subgrupo de G, então (a,'r) é K-limitado

T) . .n ,-. n a+ p n " n nX,/ L XX X V AAU V X LL\ LLV

Seja U C 'r tal que l C U, vamos demonstiai (lue existe T C l.r/l<' tal que
(un H) . T = H. Como U é aberto e l C t/, então existe L'' aberto tal que

l C \' , L''= V'-i e l/.}'' Ç U. Como G é K-limitadotemos clueexiste

T C lal<" tal que \./ T = G'.
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Seja T' = {Z C T l3A* C H)(]t,r C v)( ut ' f = /z.)}. Assim temos que

H C V.T' = u{ }''f

= u{ }''(«i:Ã.)

ç U{ v - L' :A,

ç; u{ UÀ.

Z C T'}

f C T'}

fc r'}

logo H Ç U. {A. : f C 7''} onde {/zt : t C 7''} C IXl<"

Seja [/' Ç [r ta] que .17 = t/' ' {At : f C T}. Cromo /] é subgrupo de G temos

que ü"ç unH, assim #=(UnH). {Ã.: Z C T'} com {/z. : t cT'} C IHI''

Poi demonstrar que (H, 'r) é K-limitado.

Seja U C 'r tal que Z.J' n .f7 # @. Seja -tl C tJ'R .fJ'. Como tl''U C 'r e l C tz'tU

então existe 7 C l#l'" tal que ((tl''ü)n H) .T = //. Como t( C # temos que

u''(Z./n H).T=/7, assim(Pn H).T= H e po-tanto(H,'r) é K-limitado.

Proposição A.4 Seja H um caidinal regular e seja. (.V,.7) um espaço zero

climensional tal (lue para cada .t C .Y temos (lue i/'(.t:,.X) ? H (ver Definição .X.l)

Seja JK a topologia gerada pela base {n.4 : .4c 1./1<"} então (X,JK) é um

/t-espaço, zero dimensional sem pontos isolados.

T) n n-) n n a+ r n p nn

Seja .4 C IJxl<", vamos demonstrei' cine nA € .z:.
s.p.g Suponhamos que n.4 # @, e seja .z: c n.4. Como .4 C la.l<' temos (lue

.4 = {Á. C .7. : a < À} com À < H, assim para cada. a < À temos que

it C .4. C J«. Logo para cada cr < À existe .4. = {(/Ó C .7 : /i C /.]. com

/.l < H tal que = C n.4. Ç Á.. Portanto temos blue

« c n (n.4..) = nluó c .7 /3 . U /.} ç n Á. - ''..4
ü<À a<.\
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regular temos que l U /«l < H. Assim temos que í].4 C J.

Seja. 23 uma base de abertos fechados de (X,J) então B' = {n.4 : .4 c lõl<'}

é uma base de (X,Jx). Como cada n.4 C 23' é ./-fechado e J' Ç JK temos que
B' é uma base de abertos-fechados de (X,JK). Cromo ./ Ç Jx temos que (X,Jx)

é Ti, assim (-V, JK) é zero dimensional.

Vamos demostrar que (X,Jx) não possui pontos isolados.

Senão existe .z' C X ta] que {#} C JK, assim (].4 C l./I'')({;z:} = n.4) e

port.cinto d,(#, X) < H, o que é contraditório.

e con'io eH

Definição 2.22 A densidade cle um espaço (X,./) é

d(x) D é denso em (-Y, J)}

Teorema 2.23 Hewitt-Marczewski-Pondiczery

Seja H um caidinal infinito e para. cada cv < 2" seja .V. um espaço tal que

./(-\..) $ H. e«tão d( [l -X.) $ x.a<2"

l)enionstraçao

Para cada a < 2" seja Z)., subconjunto denso de .Y. tal (lue 10.1 5; K, e

suponhamos(lue d( [l Z).)5;x. Como [l Z). édensoem [l .V. temosque
CY <2 'c a<2 'Ç CY <2 'Ç

d( ]'l -v.) 5; «;
ca<2"

VáRIos demo«sarar blue d( ]] Z).) $ H.

Seja Z)(K) o espaço discreto cle K-elementos e para cada a < 2' seja

/a : D(H) --} D.* soba'ejetoi'a. Assim cada /a é contínua e

/ = rl /a : Z)(K)'' -+ rl Z,). é contínuae sobrejetora. logo se (/(Z)(K)'') $H
a<2'ç a<2'ç

''mos q.:e d( ]l O.) $ H.

a<2"

a<2



Assim basta demonstrar que d(D(K)'") $ K.

Seja T = 1)(2)' onde D(2) é o espaço discreto de 2-elementos, então lrl = 2" e
w(r)
Seja Zi base de abertos básicos de 7', logo lal = K. Seja

a IBI'":(vz:/',v'c.'l)( u':pl'''::> u'nv'=é)},
l.go lal .Sda .x :r-->o(K)} essa

D={.fC.V:(].4Ca)(.//(7'\U.A)écte. e(VU'C Á)(//U'écte.))},
logo lpl
Va,mos demostra.r (lue D é denso em .X'

Seja [/ aberto não vazioc]e X entãoexistem yo,yt, ,y«. C DIK) e existe

fo,ti,.- ,l«. CT distintos taisque {.fCX :(VÍ $n.l( ./(ti) =gi)} Ç U

Ago:.sd' .'l=tU;: í Sn.} Ca tal q-(Vi$n.)( fi € U;) e.I'fi«-mos

g: 7' -+ {0,1} dada por

Í «; «tc [e

«m-l.' s.'«";
Assim temos que g C Un .D, portanto 'D é denso em .V e como l.PI $ H temos

que (f(-V) $ H.

Lema 2.31 Para cada. H cardinal regular infinito temos que existe um grupo

tipológico zero dimensional de cai'dinalidade H que é PK-espaço sem pontos

isolados.

TI D m n n a 1- p n n;,.
A.r b A & B v XRU vx Ltb Ltv

Seja. ({0, 11",./) com a topologia produto e a soma usual, onde {0. 1} é

considerado com a topologia discreta. Pelo Teorema 2.23 existe D subconjunto

denso de ({0, 11",J) tal que IZ)l = H. Agora clefinamos Go como o subgrupo de
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{0.11" gerado por Z) então

denso em ({0, 11",.7).

Pala cada rz <w seja G.+i o subgrupo gerado por G«US. onde S« é obtido

escolhendo K-pontos de cadaelemento de {{.f/a} X {0, 11'\a : / C G« e a < K}

ASSIM IG.+II= IK<"1 =H, POIS IG'« US«I =H+K.K=H.

Agoiaseja G= U G., como {G'« : lz < to} são crescentestemosque G é um

grupo de cardinalidade K

K<"1 = H, assim Go é subgrupo próprio

Vamos demonstrar que para cada g C 6' temos (lue V'(g,G) = K.

Seja g € G e soam {U. : a < À} C 1./1<" tal que g c n u.
s.p.g suponhamos (lue para cada cr < À, [/. é aberto básico, assim para cada

cr < À, como K é regulam infinito e Z.'. é aberto básico temos que existe P. < K tal

que (V' > /3.) (Pr,(t/) = {0, 1}) onde Pr, é a projeção na 'y-esima coordenada.

Seja /3 = SUP{/3a : a < À}, como H é regulam', À < K e P. < H temos (iue

8 < H. Como g € G temos blue existe lz < u tal que g C G«), logo existem

K-elementos de S.+t em {g//3} x {0. 11"\lj Ç fl U., portanto

nS l.S'.+in n u.*l $ 1c'n n ['..l assim V'(g,C;)?K.
a< .\ ct < .\

Agoi'a. seja JK a topologia gerada. l)oi' {n.Á : ,4C l./l<'}. Como ({0,11",J) é

zero dimensional temos (lue (6'. .7) é zelo climensional assim pela proposição A.4

temos que (G,JK) é unl Px-espaço zel'o dimensional sem pontos isolados

a<,\

Vamos demonstrar (lue (G, J. ) é grupo tipológico.

Confio g = --g temos que { : G --> G dada por i(g) = --g é Jx-contínua.

Seja in : G x G --} G' dada pol li?(g,/z) = g + /z. Seja .4 C 1./1<" e seja

g'/i c n.,4, como in '(n,4) = n r?7''(ZI/) e m é ./-contínuatemos que pala

cada Z./ C .4, existem t'b, l,t/.. C .7 tais que (g,/z) C L'L x I't/., Ç ?n '(Zlr). Assim

(g,A) c n(% x }y.,)=( n \'LI x( n }r.)Çm '(nH) porá'"to
UC.4 Ue.,4 LTC.4

m : G x C; --> G' é J.-contínua.

C
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Proposição 2.34 Seja H um cardinal infinito, então existe um conjunto S e

existe .F Ç P(S) tais que

li) SI = K e l/'l = 2"
li{) / éuma («,,x) --i./. em S 2"-cepa:acta.

T) n m n n a+ F n pã n

Sejam {0, 1} o espaço discreto cle 2 elementos, .r = H.<.{0, 1} ,

.Y ={./ :T-+ {0,1} } e sejam(T,O) e(-X',J ) os respectivosespaços com a

tipologia produto.

Seja 23 base de abertos básicos de (7',O), logo 6 = H. Seja

ü = {Ac IBI'" :(vc/'.v' c .4)( z./':# v'::> u'n L'' =ó)},
logo lal

s' .Y :(].4ca)( ./'/(r\u.4)écf'. '(vz.'''C Á)( ./'/Z-/'écfe.))},
logo IS'l

Vamos demo«stra: .l«e (VU C ./\l@}) l .s' n (/l = H ).

Seja Z.r aberto não vaziode (X,.7) eiltãoexistem yo,yt, ,g.. C Z)(2) eexisteni

fo,ti,.. ,f.. C T distintos tais cl« {./ C -V :(VÍ $ «.)( ./(fí) =yi)} Ç U

Como (T,OI é Hausdorff, /3 é base de (T,O) e z\(T,O) = H temos blue

{,4 = {C/Í : i $ iz.} C Z/ : (V.j $ 'z.) ( Z.j C {iC )}l = «;. Apoia para cada A C Z/

tal que(Vi$ n.)( f; C U;) definimos g.. :T--> {0,1} cladapor

g.m-l p; :'icu;
l o ;. f g z./;

Assim temos que g. C UÍ) S' e portanto l(r ílS'l =H

Para cada Z C T sda Dr = {g C S : g(f) = 0} e seja .F = {1)r : í € 7'}

Vamos demonstrar que l/'l = 2'
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Sdan] b.cC T tais que b:#c essa {l/ = {/C -V: ./'(b) =0 e/(c) = 1}.

Assim (/ é aberto não vazio de (X,./) e portanto existe g C U í] S. Logo

g(b) = 0 e g(c) = 1, e como g C S temos que g C Z,)Ó \ Z)., assim .DÓ # Z).

portanto l.rl = 2"

e

Vamos demonstrar que .F é («,,K) -- i./. em S.

Sejam .4 = {Z,)t : f C /} e B = .[Dt : f C J} tais que /,J c ]r]<" são

disjuntos. Seja U = {/ C X : /// = 0 e .//J = 1}.

Assim temos blue U é aberto não vazio portanto t/ í') S'l = H e como

(rns'ç n.4\uZ3 temosque lnÁ\UZ31 2 H. assim / é («;,K)--{../'. em 5'

Vanaos demonstrar (lue /' é 2"-separada.

Sejam {./,g} C ISI', como / # g temos que existe í C T tal que ./'(1) :# g(t)

s.p.g. suponhamos que /(t) = 1 e g(t) = 0. Cromo ./,g C S' e 23 é base de
abertos fechados temos (lue existem [r', \'/' C 23 tais (lue Z C {]r' n }''' e //Z.r' = ]

e g/v' = 0. Seja l,V = u' n y' , porta.nto lt''' é aceito não vazio em (T,O),

assim it,t,"I = 2'. Cloilio ./'/I'l/' = 1 e g/I't/' = 0 e g C S' temos (lue

IVf C T,V')(g C 1). e .f g Z)f), assim pala cada / C !'t'' temos que

l)t n {g,./} = {g}, logo lll)t c .F : IDr n {g,/}l = 1ll ? 2' e portanto .F é

2"-separada.

Proposição 2.35 Seja /' uma (w,K) -- ;../. em S então existe /'
1«,,«) - ,n.i../. em S tal .l- / Ç /'

Demonstração

Seja {.7:: : a < p} cadeiacrescente de (w,H) -- í./. em .S' tal que Xo = .F. s'ja

.Fp Ç'P(S).
Vamos demonstrar que /L é (u,x) -- ;./. em 5'
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Seja ,4,6 C ].P5.1<", como .4U 25 é finito e {.E,. : a < p]. é crescente temos que

existe a <p tal que Á,BC l.Fltl<" ecomo .n é (o,K) i../'. em S temosque

n.4\uz31 ? H e portanto /l. é («,,fç) --ã./. em S.

.Assim pelo lema de Zorn, existe /'(u,K) -- 7n.{../'. em S tal que / C /'

Proposição 2.36 Seja .F uma (o,w) -- {./. em S w-separada e seja

C = {n.4 \ U 23 : .4,B C l.rl<" e .4 n 23 = Ó}. Então C gela. uma tipologia .7..:

sobre S tal que (S,./;) é zero dimensional.

Demonstração

Como .F é u-sepaiacla temos (lue U/ = S ou (lue existe .c C S tal (lue

S\ U / = {z}. Assim no segundo caso podemos consicleiar S'' = S\lz} portanto

.F é (w,ul -- ;../'. em S' w-separada com U/ = S', assim s.p.g. suponhamos qt

U.F = S

Como U.F= S' temos blue para cada .r C S' existe [/ CC ta] (lue .I'C [r ecom

l n.4i\uzg-) n( n.42\uzJ2 ) = n(.4i U.4,)\U(6i U62) temos que C venera

uma topologia clenotada poi .7/:

Como .F é u-sepaiacla temos (lue pala cada .z; # y em S' existe .4 C / tal (lue

.- C .4 e y « .4 o-- «' ( A e y C .A e como A C C temos q«e (S,.%) é TI.

e

0

Vamos denlonstrai (lue (.V, .7,) é zelo dimensional.

Sda n.4\ u 25 C C, basta demonstrar ciue .s\(n.A\ u 23) é aberto. Como

né = U/'= .S podemos supor que .4 # @. Como n.4\ u 23 C C temos que

.4 = {.4i : ; C /} e Zi = {Bj : .j C J} onde / e J são finitos. .\ssim

s'\(n,4\ UB) u(s'\nÀ)=1(s'\uõ) n(s\n.'t)l u UB

= 1( s\ uzi)n( s\n.4) lu l uõ n( s\n.A) lu l UB n( n.4)l
= 1(s\( u6 un.4) lu l uõ \ n.4 lu l uõ n n.41
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Sda «C s\( nJ \ UB) e sej«m A, = {.4{ € .4: z C Ái}

23, = {Bi C 6 : .t C Bj}. Então:

(i) Se « C S\( uB u nA ).

Logo .4, :# Ó, assim temos que # € 1 S\( UZ3 U U.4, ) l Ç l S\( UZI U n.4 ) l e
como né = u.F = S temos que S\( UB U U.4, ) é aberto.

({i) Se .« c l UZJ \ n .4 l.

Logo B.: # ó# .4,, a.ssim temos que .z; € 1 nz3, \ u.4. l ç l UZg \ íl.41 com

nz3, \ u .4.. aberto.

(iií) Se .- € 1 UB n n.41.

Logo Zi, # ó, assim temos que .t C l nB. íl n.4 l ç l uzi n n.4 1. Como

nz3 n n.4 é aberto temos cine existe (/ C C tal que z C U c S'\( n.,4 \ u 23 ).

e

Proposição 2.62 Seja (.X',J) um espaço iegulai e suponha.mos blue existe S

subconjtmtos inumerável cle .V tal blue para cada z C S existe l Ç S' subespaço

discreto com .z; C acc(Á). Então pala ca.da .l: C S' existe um subespaço }' cle

l-V.J) que é S'.-like, com raiz .t

Demonstração

Seja .t C 5', e definimos g(Ó> ' #, assim por hipótese existe .4<Ó> Ç S' discreto

enumerável tal (lue y<Ó> C acc(.4<ó}), s.p.g suponhamos (lue #<Ó> g .4<Ó}. Como

(X,/) é regular e .4<Ó> é discreto temos que se .4(Ó) ' {do,di,d2,.- -} então

existe {U.Íó> : n. < u} uma família cle abertos dois a. dois disjuntor tal blue para

cada n < b' temos que (/« C Cr<

Pala cada n < w seja y« = rí.., assim y< > C accly<Ó)-- : n < w}.

Agora seja r? < w e suponhamos que para cada / C <"u temos definidos

y.f C 5', À.f = {ar : í < co} Ç 5' discreto e {U/ C ./ : { < w} tais (lue:

(i) y/C«cc(Á.f) e {g//, : .j 5;/(.f)}nA/
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lii) {t« : <u} éfamíliadeabertosclisjuntae a/ C U/

(iíi) Para cada m < /(/) e para cada ; <w temos que U/ Ç U.r/".
Agora dado /z C "w seja / = /z/(rz -- 1) e m = /z(n -- 1) e definimos yh = «á

Assim temos que y c s n UÁ, e por hipótese existe .4h ç UÁ n s subespaço

discreto tal que {g/h/.f : .j $ /(/t)} n .4h = Ó e y« C acc(Áh), assim temos (i).

Agora como .4. = {al' : i < co} é discreto e (.Y,J) é regular temos (lue existe

{t#' Ç [/Z : í < co} famí]ia de abertos c]ois a c]ois disjuntor ta] que ah C Z,/?,

assin- temos (íi) e ({i{).

Sda. }' = {y.f : .f C <"w}. Para nlostiar que (y,./) é um .S«-like só falta

mostrar que se / # g então y.f # ys

Sdan] .f # g C <"co. Suponhamos que existe .j < u tal que /(.j) # g(.j).

Definamos ,n = mínli < u : ./(ál # g(;)}. Se n+ 1 = /(./) então

y.f ' a'f/') C U'f/n ç U/é3 e analogamente temos (!ue ys C (/s:á.)' Cromo

.f/nz = g/?n e g(m) # ./'(m) por (i;) temos que {iÇé; RU//m = @ :ssim y, # y.f

Supo«hemos que não existe J < w tal que /(J) # g(.j) então /(./) < /(g) ou

1(/) > /(g). S.jam in = /(./) e il = /(g), s.p.g. supotihanios que rn < n assim

g/77?. = ./ e por (í) temos (lue y/ g .4g/(«-i) mas ys = a3(«-i)) C Ág/(.-1),

portanto y.f # ys'

Lema 2.66 Seja (X,J) espaço iegulai enumeravelmente compacto e seja .4 Ç .X
então .4 U ,4 é enumeravelmente compacto.

Demonstração

Seja {«« : n < «,} Ç ,4 U ,4.

Afirmação: existe {#« : n <w} subsequêitciacliscletade {a« : n <u}.

Como .X é enumeravelmente compacto temos que existe .t C accX({z« : n < «)}),
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e como {z. n < «,} Ç .4 U ,'{ temos q«e

, ' «cc.*({«« n < «.,} n Á) o« .- ' '.cc.*({«« « < «,} n Á)

No primeiro caso, como {#« : n < co} n .4 é subespaço discreto enumerável temos

que .z; C accX({z« : n <w} n Á) Ç Á assim .l C ÁU,4.
No segundo caso, como {#« : n < w} n .A é infinito, temos que

{a. : n <wlí)Á= {#.. : i<co}. Comocada. z.. C Á temosqueexiste

1).. Ç Á tal que Z).. é subespaço discreto enumerável e .z;«. C accx(Z)«.). Sejam

Un. C ./ tal (lue a'«. C Vl:. e {Vn; : j < u'} é famíliadisjunta, assim temos que

r«. C «CC.V(Un. n D«.). Como :« C acc.v({.c«, : i< «,}) temos que

r C accX( U (Z)«. n \':.)), onde U (z)«. n (/«.) é subespaço discreto enumerável de
i<w z<w

A, assim temos que ;z; € Á. Portanto A U ,4 é enumeiavelmente compacto.

[)n«annet..,ã. ,] , . G .m :,r;n

Como .X' é enumeravelmente compacto temos que existe a C accx({a. : n < w})

e como -Y é Hausdorff temos que existem (/o, VL C J tais (lue ao C Uo, a € Uo e

[,ron\b =@. Como a C acc.y({a. : ?z <«;}) e a C Zro C J temosqueexiste uma

subsequência {a.. : i<co} contida eil Z-/o tal (lue a C accx({a«. : { <w}).

Seja .to = ao como c/X({a«. : i <u'}) Ç .V\VI, temos que

«o g c/.x({««. : í < «.,}).

Agora dado m < w suponhamos club para cada .J < in estqa.m definidos #j e

que existam {U : J < m} U {U..i} família de abertos dois a dois disjuntor tal

quecada #j C \G equeexista {a.. : ; <wl} subsequenciacle {a. : n<w} tal

que {a«. : { < w} Ç U.-i.
Como .X' é enumeravelmente compacto temos que existe a C accX({a«. : { < w}),

e como .Y é HausdorfT temos que existem Z./,,., \,'., C ./ tais que

a C ZI/« Ç (/.-i, a.. C L'h Ç U..i e (/« n l,'h = @. Seja .z:. = a«, assim

.z;. C \4,. e {U : .j < m + 1} U {U,,.} é família de aberto dois a dois disjuntos.
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Como a C acc.K({a«. : { < co}) e a C [/« temos (lue existe subsequência de

{a. : n <ü} contidaem U., assim poi indução existe {z. : n < u}

subsequênciade {a. : n <w} queé discretapois cada z« C \4. e '(Un : n <W]'

é família de abertos disiuntos
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.Z\pêndice B

Definição 3.19 Dizemos (lue Z) é uma coleção disjunta em IN se D é uma.

fami[ia infinita de subconjuntos finitos não vazios de ]N, que são dois a dois

disjuntos e denotamos por F'U(.D) a família de todas as uniões finitas não vazias

de elementos cle D.

Seja .4 a c]asse c]e t.odes as co]eções disjuntas c]e ]N e em Á definimos a seguinte

relação de ordem: Di $ 'D + 'Dt Ç F'U(D).

Agora seja C Ç jINj<" e D C A então dizemos blue C é maior (lue Z) see

somente se pala cada D. $ 'D temos que c n r'u(.z>i) :# @.

Proposição B.l Sejam D, Dt C .4 e C Ç jINj<" então:

({) Se D. $ D e«tão F'U(D-l Ç F'U(D).
({{) Se C é maiorque D e Z)i $ D entãoC: é maior que h.

(iíi) r'U(Z)) é maior (lue 'D, em particular jINj<" é maior que jiNJ'

lÍt,) C é nlaiorclue D se e somente se Cn F'U(D) é maior que Z)

Demonstração

(i) Sd. .4C FCr(Z)-) então A=At U,42U ' U.4. com .4íC D- e'om'
Dt $ D temos que Di Ç F't/(D) logo .4iC f'U(D) portanto .4 C F'U(Z)) assim

r'U(D.) Ç f'U(D).
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(ii) Seja D2 $ Di, como $ é tra«sitivae Di $ D temos que Da $ D e como

C é maior que D temos que (-:n /'L'(.D2) # é assim C é maior que .Dt.

(ií{) Seja Z)2 $ 'D por (i) temos que F'U(D2) Ç r'U('D) assim

F'u(D) n F'z.r(Z)a) = Ft/(D2) # @. Em particular seja D = jiNJ' então

F'U(Z)) = jiNJ'" assim jINj<" é maior que jINj:

(io) (+) Sda D2 $ D por (i) temos que F't/(D2) Ç r'U(D) assim temos q«e

cn FU(D) n Ft/(D2) = cn FU(D2). Como C? é maior que D e D2 $ D temos

q"e cnf'c'(D) n r'u(D2) = Cn /?U(Z)21 # é portanto Cnf't/(Z)) é maio- que D

1+) Como cnf'zl.'(D) é maior que D e C 2Cnr'l./(Z)) temos que C é maior

que 'Z)

Lema B.2 Seja D umacoleçãoclisjuntaem IN eseja C Ç jINj<" tal que C é

maior (lue Z). Se C:=CI UC2U .UC. entãoexisteCÍ eexiste Dí $ Z) tais(lue

Ci é maior (lue Dt.

T) n nn n n Q+ -' n '' nn

Por indução sobre rz., para rz - l é clamo. Apoia suponhamos que o lema é celta

pala lz. Seja C=CoUCtU.--UC.. Se Co nãoé maiorclue .D temosqueexiste

Di $D tal que Coar'U(Dt) = @. Sda C'=Ci UC,U. .UC..
Se C' é maior que Dt, peia hipotese de indução existe i C {1,2, ...,n]. e existe

D2 $ 'Dt tais blue Cí é maior que 'D2.

Se C' não é nlaioi club 'Di, temos que existe 'D2 $ Dt tal blue C' n F'U('D2) = é.

Clamo D2 5; Di pela Proposição B.l temos (lue F'U(.D2) Ç FÜ(.Di) assim

co n FU(D2) ç co n Ft/(z)t) = é e portanto temos que

cnF'u(D21 = (couc')nF'u(D2) = @ e como Da $ D temos que C nãoé maior

que .D o que é contraditório com a hipótese clo lema
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Para cada (: Ç llrql<" e cada S C lli'ql<" sejam

c--s=lc'cc : c'ns'=@} e C+S'=lC'cc? : cns#ó}

Lema B.3 Seja Z) uma coleção disjuntaem IN e seja C Ç jINj<" tal que C é

maior que Z) então para cada S C llfíl<w temos que C -- S é maior que D

Demonstração

Senão existe Di $ D tal que (C -- s) n F'zlr('Dil = @, seja

.D2 = {Z,) C .Di : Z,) n S' = #}, como S' é finito e .Dt é coleção disjunta temos que

Z)2 é infinito e assim .D2 5; .Di. Clamo .Dt $ Z) temos que .D2 $ 'D e como C e

maior que .D temos que C í] FU(Z)a) # ó.

Agora como .D2 $ 'Dt pela Proposição B.l temos blue FU(D2) Ç F't/(Di) assim

lc-s)n/'t/(P,)ç(c-S)nr'u(P-) m' C(C-S)U(C+S) t'mos

que(C+ S)n Ft/(D2) = cn F'u(D2) # é, logo existe C' c(c+s)nF'z./(z)2).
Como C'C /?UID2) existem .Ai,,42,...,Á. C D, taisclue C'= ÁiU' .U,4..

Como C' C (C + S') temos que existe .s c c' n 5', logo existe ,4{ C 'Da tal que

s c .4in S' logo .A{ í') .S' # @ o (lue é contiaditóiio cona a definição de 'D2.

Lema B.4 Seja .D umacoleçãodisjuntaem IN eseja C C jiNj<" tal que C é

maiorque D, então existem S C F't/(D) e 'Di $ (Z) S') tais que

ci:: {(' cc : c'ns::@ , (l;US CC} émaioi (lue 'Dt.

Demonstração

Vamos demonstrar (lue existe l)i, Z)z, . . . , D,. C D distintos tais que para cada

D.+t C r'U(D\tOi,O2, ..,O.}) existe / Ç {1,2,...,rz} não vazio tal que

1).+i U Z)l C C onde Z)/ = U Z)f.

Senão vai existir {Dí C D : 0 < ; < w} sequência de elementos distintos tal (lue

paracada 1)« e cada /ê {1,2,...,m-- 1} não vazio, temos que Z)« UI)/ gC
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Para cada í > 0 sqa. Di:: Z)2í-l U Z)2i e definimos D' :: {OI C D : 0 < i < u},

assim temos que .D' $ .D e c n FU(.D') = @ o que é contraclitóiio pois C é maior

que D.

Seja D* = Di U Z)2 U U Z)« e pala cada / Ç {1,2. ,lz} não vazio seja

c/=lc'ec : c'nD'''#@, C'UD/CC} e

CÓ =(C-- Z)*)\U{CI : / Çt1,2,.- ,n} não vazios

assimtemosque (C--Zy)=U{C/ : /Çl1,2,' ,nlJ. 'l

\gola como C é maior (lue Z) e D* é finita pelo Lema B.3 temos (lue (C -- D*)
é maior (lue Z) e como D -- Zy $ .D pela Proposição 13.1 temos que (C -- Z)'') é

maior que (D -- l)'') e pelo Lema B.2 temos que existem C/ e Dt $ (D D*)

tais (lue C/ é maior que .Dt.

.J

Vamos clemonstral (lue podemos escolher / # é. Senão pela, demonstração do

Lema B.2 podemos supor blue CÓ é maior (lue ('D -- l)'), assim temos que

cón F'(r(D - O') # @. Seja C' c có n r't/(D O*) assim temos que existe

Z,).+i C F't/(D -- Z)") = f'U(Z)\lZ,)t, D2,. . ., D«} tal que C = D«+l e pela escolha

de l)i,/l)2,.-.,Z). existe/ÇÍI,.-.,n} não vazio t.al (lue

(.;U D/ = D.+t U Z)/ C C assim C' C C/ e portanto C g CÓ o (lue é contraditório.

Apoia como D/ Ç D' temos que D -- D* $ D-- D/ e como Dt $ (D-- Z)*)

temos que .Dt $ .D- Z)/. Seja S = /)/ e Ci = {C' c c : c'ns' = @ , C'uS' € c:}

Cromo .S C Z)*, pelas definições cle C/ e Ci, temos (lue Ci 2C/ e como C/ é

maior (lue Di temos (lue Ct é maior que Di assim .S' C F't/(D) e

.Di $ .D -- D/ = D S' e assim temos o lema.

Lema B.5 Seja D umacoleção disjuntaem IN eseja C C jINj<" tal que C é
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maior blue .D. Então existe S' CCn FU(D) e .D' $ 'D S' tais que

C' = {C' CC : CnS'' =@ , C'US' CC} émaior que .D'

Demonstração

Sejam Co = (1: e Z)o = .D pelo Lema B.4 temos que existem

SI C FU(Do), 'Di $ (Z)o -- Si) $ Do tais que

ci = {c' c co : c'nsi = é , c'USt CCo} é maior que .Di e por indução

aplicando o Lema B.4 temos que pala cada í < w existem Cf , Di, Sí tais (lue

(a) Si+i C f'tr(Z)i).

(b) Dí+i $ ( D. -- S'i+ll 5; 'Di.

(c) Ci+i = {C' C Ct : C'ílSi+i = Ó , CUSi+i CCi} é maior que Di+l

Vamos demostrar que {S{ : l $ i < u} $Z)o.

Seja ; < co então para cada .j $ i temos que .Dí+l 5; 'Dj+i $ Z)j -- Sj.i e pela

Proposição B.l telhas (lue F'U(.Df+i) Ç F't/(.Dj -- Sj+i). Como para cada

O C F't/(Z)i - ,Sj+i) temos blue D n S.j+i = Ó, temos cine S'f+2 n s'j+i = @ (pois

SÍ+2 C F't/(.D.+i) Ç r't/(Dj -- Sj+i)), assim {sí : l $ ; < u} são dois a. dois

disjuntor. Como cada Df $ 'Do temos que Ftr(Di) Ç F't/IDo) e assim cada

S{ C f'Z/(Do) e portanto temos que {Sf : l $ í < «,} 5; Z)o.

Como Co é inaiot (lue Do e {Sf : l $ { <w} $ Do temosque

Cona't/({SÍ : l $ i<«,}):#@, logo existe S'=S'i. U. .US{. CC com
it<;2<.- <i.. Como {Sf : l$í<wl$Z)o temosque S'CF'U(.Do), logo

S' C Co n f'Z/( Do).

Vamos demonstial (lue pala cada C' C C{. temos (lue C' U S'' C (.:o. Seja C' C Cf.

assim temos que C' U S'.-. C Ci.-i C ... Apoia como C' U S'i. C C:i... temos que

C'U SI. U Si... C Ci(...).i C Ci..:

e por induçã.o obtemos blue C' U S' C Co
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Sda D' =Df. eseja C' = {C' cco: c'ns'= @, c'us'cc.}.
Se C'CCi. como Cí. ÇC{..i--SÍ. Ç ..ÇCo 5'' temosque Ons'=@ ecomo

C'US'CCo temos que Ci. ÇC'. Cromo C{. émaiorque 'Df. e Ci. ÇC' temos

que C' é maior (lue 'D'. Como

$ 'D{..i -- S{. $ 'D{... -- Sí. $

temos que D' 5; .Do - S'

$'D.-- S'

Teorema B.6 Seja .D uma coleção clisjunta em IN e seja C Ç IFíl<" tal (lue C é

maior que D então existe Z)T $ D tal cine C 2 Pt/('PT).

Demonstração

Sejam C' = C e Do = D pelo Lema. B.5 temos (lue existem S' C C Í) Ft,r(Zy)) e

.Dt $ 'D tais que Ct = {C' c (.:o : c'n S'i = é , C'US'i C Co} e maior que Z)i e

poi indução aplicando o Lema B.5 temos (lue para cada í < w existem

C' , .D' , S' tais (lue

(a) si+' c c' n r'u(z)f).
(b) D:'r' $ (D: -- S;+') $ D:
(c) c:+' = {c' cc': c'ns;+' =ó , c'USÍ+' CC;} é maiorque D:+'

Seja .D; = {S{ : l $ i < u}, em coima análoga a. Lema B.5 temos que .PT $ 'Po

Seja Si-USí'U...US'l" C Ft/(.DI.) com ii<í2< .<i.. Como

Sí« C C{«-i Ç C{«-- poi (c) temos que Sí- U 5'i«-- C C{«---' e agora por indução

temos que Si- USí--- U...USi- CCO e assim F't/(Di) Ç C' e portanto temoso

teorema

Teorema 3.20 Hindlaaan
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Se jINj<" = Ct U C2 U . . UC. então existe Ci e existe D uma coleção disjunta tal

q« Ci 2 F'U(D).

DemonstFarão

Pela Proposição B.l temos que jiNj<" é maior que jINji e pelo lema B.2 temos

que existe .D $ jINji e existe Ci tais que Ci é maior que .D. Agora pelo

Teorema B.6 temos que existe D" $ 'D tal que F'U('D*) Ç Ci.
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Apêndice C

Lema C.l Seja D subespaço denso de (.Y,J). Seja. (Y:./') compacto Hausdorff

e seja / : D -+ }' função contínua. Então são e(luivalentes.

a) Existe F : (X,J) -} (X,.7') continua tal que /?/D = ./

b) Pala cada Z?i,B2 fechados disjuntos de }' temos blue ./ '(Bt), /''(B21

possuem fechos diquntos.

T)nm nn c+ rn p n

(a + ó) Seja Bt, B2 fechados disjuntos em }' como F' é contínua, temos

/?''lBil, r'-'(B2) são fechados clisjuntos em .X', assim

c/x(/''(B-)) n c/.v(./ :(B,)) ç r'''(B:) n f'''(B,) = @

ló ::> a) Para cada ;t C -\', seja yV'(#) = {U C ./ : .t C (/} e seja

.F(=) = {c/},(/(U n OI) : U C JV'(#)}, como D é denso temos que /'(z) satisfaz

a. propriedade da int.erseção finita e como y' é compacto temos n.F(a) # @.

Vamos demonstrei que l n .F(=) = 1. Se não existem y, z c n/(z) distintos, como

}' é Hausdoiff compacto temos que

lav: 1,1/ c ./') (w c }' , ./r( v) n ./},(T't') = @)

Então por hipótese temos que c/x(/''(L')) n c/.r(.f''(I't'')l = Ó s.p g. suponhamos

q«e i C [J' := X\c/.K(/''(L')). Como vn./'(o\c/v(./''(V])) = @ e }' C ./' temos
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q- \'' n c/r(/(D\c/.v/''(}''1)) Ó portanto

y g ch. (/(o\c/x/''(}')) n u)) c /'(z)

logo y é n.F(#) o que é contraditório.

sd. r'(#) C }'' t.l q-:e {/'(#)} = nF(z), «ssim se « C D ::> /'(.«) = /(z).

Vamos demonstrei (lue r' : X --} y é contínua.

Sda }'' C J' e sd- .: C r'''(}''), como {F'(z)} = n/(;,) Ç L' temos que

y\L' Ç Uly'\.4 : -4 C /'(z)} pela compacidade de }'\\,'. temos blue existem

Ui,Z:r2, .U. C ./V'(.r) tal que Í'l clv/(on ui) Ç y seja (/ := n ui, assim Z./ é

aberto e = C U. Seja : C U, então c/v(/(D n u)) c i:(:) portanto

''H ' ./*cfw m) ç n /*/W n UJ ç \'

logo F'(U) Ç y e como T C U temos que F' é contínua.

nn

l

n

ll

Proposição C.2 Seja Z/ ultrafiltio num conjunto }' então:

(i) sda /7Ç}'talquepa:acácia 4Ca temosque .+n/i#@ então BCa.
lii) se .4UBCÜ e«tão ,4Ca o« BCa.
({i{) seja y ultiafiltioem y tal que y #a então existem A CZ/ e B C y tais

que .4 n B :: é.

Demonstração

(;) Dizemos que uma. propriedade P de P'(y) é de carátei finito se pala cada.

/ C P(y) temos cine: .F satisfaz P se e somente se todo subconjuntos finito de

.F satisfaz P

Se P é a propriedade da intersecção finita, comia Z/ é filtro temos que Z/ U {B}

satisfaz P e como P é de caráter finito pelo Lema Teichniiiller-Tukey temos que

existe Z/' Ç 7)(}') tal blue Z/U {B} ÇZ/' e Z/' satisfaz P e é maximal despeito
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as famílias que satisfazem P e ordenadas por Ç, assim temos que Z/' é filtro e

Z/U {B} ÇZ/' e como Z/ é ultrafiltro temos que Z/ =a' logo B C Z/.

(i{) Se não temos que ÁgZ/ e B glZ/ epor (i) temosqueexistem .A', B' CZ/

tais que ,'ln,4'=@ e Bn B'=é portantotemos(ÁUB)n(Á'nB') =@ mas

(ÁU B), ,'l', B' c a logo @ # (.AU B) n Á'n B' C a o blue é contraditório.

(iii) Como y #Z/ pela maxiniilidadede a temos que existe Á CZ/VP e por (i)

como Á g y temos (lide existe B C P tal que .4n B = #'.

Proposição C.3 Seja 6' um grupo infinito discreto e seja 7' a tipologia gerada

por [Á : .4 Ç G'} onde .4 = {Z/ C #G : .4 C Z/}. Então:

(i) l/3a,'r) é compacto HausdorR

({i) (G','r) é abe-to (liscieto e G' é denso em (/3G,'r)

({i{) Sda ./ : (a','r) --} y contínua com y compacto Hausdoiff. Então existe

F' : (#G,'r) -+ y' co«tí«a tal cl«e r'/G =/
(iu) (P6','r) é extremamente pesco:mexo.

De ]llon st. ra rã o

Dados ,4, B Ç G' como .4n B = ,4n B e pala cada Z/ C /3C existe C' CZ/,

assim Z/ C C', ]ogo {] : .4 C G} coima uma base cle abertos.

(i) Seja C uma família de fechados em PC satisfazendo a propriedade da

interseção finita. Como pala cada .4 Ç G temos ,4 = /3G\G'\,4, assim Á é

abeit(Ffechado, então para cada fechado F' C C existe {Ri : i C ./} tal que

F = nl:2ii : { C ./} assim s.p.g. suponhamos C = (:líi : ; C /}. Como C satisfaz

a propriedade de inteiseção finita temos que {A. : { C /} também a satisfaz.

Assim(]Z/C/iG)({.4i: ; c/} ÇZ/)(i.e. Z/c nc) portanto(PG,'r) é
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compacto. Sejam Z/,y C Pa distintos,então(]Á CZ/)(]B c y)(ÁnB = @)

assim Z/ C Ã , y C B e Ãn B = @ portanto (/3G,'r) é Hausdorff.

líi) Pala cada g C G seja üg := {.'{ Ç G : g C ,4} assim as C (7'. Agora seja

Z/ C (.;' então existe g C ílZ/ assim Z/ C portanto ü = as, assim temos que

G' = {aP : g C G} e como {aP} = {g} assim temos que {as} é aberto-fechado logo

(G','r) é aberto discreto, agora como para cada U C 'r existe .4 Ç G tal (lue

:ÍÇ U seja a C Á, então aa C lã, assim G' n u :# @ portanto G é denso em

l,aC','r)

liii) Sejam Bt,B2 fechados disj«ntos de Y', então .f':(BI) e ./'':(B2) são

disjuntos contidos em G' assim existem ,4i,Á2 Ç (-; tais que

/-t(1?{) = {üg : g C .4i}, { = 1,2, como Ái,.42 são disjuntos então ,41 n ,42 =@

e /-:(B{) Ç :t, assim c/Pa(/''(Bi) n c/Pa(./'''(B2)) = @ então pelo Lema C.l
telhas que exibe F' : 9C' -} y contínua. tal (lue F/G' = ./

li«) Sda [J' C 'r, como G'' é 7'-de«se te,«os q«e c/Pa(U) = '/PG(P n G''), o«de

[/n G' é «berro-fechado em G'. Seja / : G' --} 10, tl ta] que ./'/(c/ n G') = 0 e

./'/(G\t/) = 1. Assim ./' é contínua, pot ({i{) teimas que existe F : gC -+ 10, il

contínua tal cine F/G' = /. C:omo G' é 'r-denso temos

.d6' G(P n c;') u c/.oa(G'\t/) e co-«.o .//(t/ n G') = 0 e«tão

r''*(0) G') -álog. r'''(ll G'\Z:J), assim

(3G = cJPC(G' n u)úc/,3a(G'\Z/l porta"to c/pc(U) = c/PC(G' n u) é aberto.

Proposição C.4 Seja G um grupo infinito discreto e seja 'r a topologia gerada

por {Á : 4ÇG} onde ] =laCJa : ,4CZ/}. Paracada Z/, PC/3G seja

z/ .'P Qv(,41 C Z/} onde ç2y(Á) = {g C G g':.4 C y}
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Então (.aG,.) é semigrupo. (G*, ) é subsemigrupo fechado de (/3G,-) e (G',.) é

homomotfo a (G, .).

T) n «l n n e+ p n p; n

Vamos demonstrar que Z/ ' y é filtro. Como G C Z/ - P temos que Z/ ' P # Ó.

Como @gZ/ e @« y temos que égZI/- P. Sejam A, B CZ/. P assim

Qv(A), Qv(.B) ca mostra:emos q«e ç2v(Án B) Ca(i.e. ,4nB ca. p) sd;

g c ç2v(Á)nQv(B) então g :Á C P e g''B C y portanto

g''(,4nB) =g':.4ng-'Bc y assim g C ç2v(,4n B) como ç2v(.A), ç2v(B) Ca

e Qv(,4)nQv(B)ç ç2B(An B) temoscl--e ç2v(.4n B) ca.
Agora sda ,4 CZ/. P e B a .4. Vamos demonstial que QV(.A) Ç Qy(B) (i.e.
B Ca.y). Oado g C ç2v(.A) como g''.4 C y e g''B ag-',4 então g-'.B C y

portanto g C QV(B).

Vamos demonstrar (lue a . P é nlaximal.

Se::coexiste WCPa tal q«e a.y ÇZW sda C'e W\(a.y) então nv(C) ga,

-,ssin. G\QV(C') C a e como G'\Qv(C') = ç2v(G\C') t.e-«os G\C C a . P ÇW
portanto C' e G\C' C )'v o que é contraditório, logo Z/ . P C /iG.

Vamos demonst:«- (VZ/, P,)'V C/iG)((Z/ . y) . W = Z/(y - y)). Como

IZ/. PI.)'v= {Á : Qw(Á) Ca y} = {H : Qv(ç2w(.4)) CZ/} e

a . IP . P) ç2v.w(Á) C a} most:a-emos q«e QV.w(,4) = Qv(Qw(Á))

Ç2 «(Qw( .A ) )

Qv.w(Á)

g-'Qw(ÁI C y}
g''{/z C G : /:-:.4 C W} C y}

{g''ã C G : /.-:.4 C W} C 'P}

{l C G : f''g-',4 C W} C }

Qw(g''.4) C y}
g i.4 C y )'v}
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.'\ssim (a P) }' =a '(P PVJ (i.e. (,UU,') esemigrupo)

Vamos demonstrar que (7* é um sub-semigrupo Seja &, y € G*, mostraiemos que

n(ü.'P) =@. Se «ão existe g c n(a'y), então {g} Ca. P assim ç2v({g}) Ca

porá-to Qy({g}) # @, assim (]6 C G)(h''lg} C y) e«tão

{/z'ig} C y :+ ny # 'É o que é contraditoiio.

Vamos demonstrar que ((7', ) é homomorfo a (G,-). Como G = {aP : g C (7}

mostraremos q«-e (V g, A C G) (ag Z/Ü = agh), como .4 C UsZ/Ü e' nt/.(Á) C aP +

gcç2&{.(Á)$g':,4€Z/ âcg-',4+g/zC H+ .4Cüsh assim as'Z/h=üPh
portanto(G',-) é homomoifo a(G,.).

Teorema 4.19 Seja G' um grupo infinito discreto e seja 'r a topologia gerada

por {A : AÇG} onde IÃ= {Z/ cOG : ,4CZ/}. Paiacada Z/,yC/iG sqa

a 'P ç2v(.A) C Z/} o«de Qv(1) {g c G' g '.4 C y}

Então:

(;) ((/3G. -),'r) é semigiu

extremamente desconexo.

líi)(a',.) é subsemigrupo fechado de((.dG,),7').
({íil(C',.) é subespaço aberto discietoe d.nso em((/3G,.),'r) e(G',.)
isomo-fo a (G, .).

po topológico à direita. compt\cto Hausdoiff eITll) l

e

T) oi.-. n Ti a+ p n '' n n'\YUV

Pela Proposição C.3 e pela Proposição Ci.4 só falta mostra.l que

(vy c pa) ( PV : .86' --> pC' é continua l onde PV(Z/) =Z/ . P. Dado y C /iG' e

A C G temos que

a C P;'(Ã) + a. 'P C Ã. .» .A C Z/. y + f2v(.4) C Z/ + Z/ € Ç2v(Á)
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Assim p;'(ÃI ç2v(.-1) C 7' e portanto py é contínua

Proposição 4.37 Seja Z/ u]trafi]tro ]ivre de ]N então a é um P-ponto se e

somente se para cada / : IN --} IN, existe .A C Z/ t.al que

.f/.4 =cte. ou(Vn C IN)( 1(//.4)''(n) <«, l

Demonstração

1::>) Paracada ;C N seja .4i:=./'''({i}),então {.4i : ;C IN} épartiçãode

]N. Suponhamos que(] i C IN)( .4i CZ/) então seja .4 = ,4f(i.e. .//.4 = í). Se

(ViC IN)( Ai ea ) então(] .4CZ/)(Vi C N) l l.4n.4íl <w) -ssim

(.//A)''(i) = ,4n .4i p'r'a"to(V « C N)( 1(//.4)''(n)l < «.,).
l4:::) Sda {,4{ : i C IN} partição de IN tal que (V ; € 1N) ( .4i (Z/ ). Sda
/ : N -} W dada poi (./(a) = í + a C Af) então existe .4 CZ/ tal que

./'/Á = cfe. ou (V n C IN) ( 11//,4)''(n) < «, ). Se ./'/,:l = cte. então

1] { C N) ( ,4 Ç .+Í ) e como ,4 CZ/ temos cine .4ieZ/ o quem contraditório

portanto(V;C W)((./'/.4)''(;)1 <«,) logo(VÍC N)( l.4nAil <«.,) assim a

é P-ponto.
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