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Resumo

Este trabalho tem por objetivo estudar multimedidas definidas de dlgebras em subconjuntos
de um espaco de Banach real X. A primeira pergunta é como podemos estender multimedida,
de uma dlgebra para uma multimedida numa o-algebra. A segunda pergunta é qual a relacio
entre a multimedida e medida vetorial. Mostramos aqui vdrios resultados apresentados por
D.Kandilakis ([9]), assumindo no dltimo caso que X é reflexivo. Finalmente, nés estudamos as
fungoes de conjuntos obtidas pela integracao de uma fungdo limitada mensurdvel com respeito
a uma multimedida.

Abstract

The main purpose of this work is to study the multimeasure defined on a field in the subsets
of the real Banach space X. The first question is how we can extend multimeasure on a field
to one on a o-field . The second one is what the relation between multimeasure and vectorial
measure is. We show several results presented by D.Kandilakis ([9]), in the last case of which
we assume that X is reflexive. Finally, we study the set functions obtained by integrating a
bounded measurable function with respect to a multimeasure.



Introdugao

Esta dissertagao trata de extensio e integracao de multimedidas vetoriais. Foi feito um
estudo com medidas vetoriais e como estender algumas das propriedades destas medidas para
as multimedidas.

O estudo de multimedidas foi motivado primeiramente pela necessidade da economia ma-
temdtica e em particular na procura de equiibrio em trocas econémicas. Os primeiros trabalhos
sobre isto, segundo Papageorgiou ([14]),sao de K.Vind e Debreu-Schmeidler, a partir de entio o
assunto de multimedidas tem sido desenvolvido extensivamente,

Baseamo-nos nos trabalhos de Dimitrios A. Kandilakis ([9]), de C. Godet-Thobie, ([5] e [6])
e de R.Pallu de La Barriere ([12] e [13]).

O trabalho foi dividido em 4 capitulos. O capitulo 1 apresenta defini¢oes, notacoes e
teoremas utilizados ao longo do texto. No capitulo 2 estudamos medida e multimedida. O
capitulo 3 trata da extensdao de uma multimedida e o capitulo 4, da integracdo com respeito a
uma multimedida.



Capitulo 1

Preliminares

O objetivo deste capitulo é apresentar defini¢oes, notacoes e teoremas utilizados neste tra-
balho. Enunciaremos apenas os principais resultados, uma vez que estamos considerando que o
leitor tem algum conhecimento de Anélise Funcional e de medidas escalares.

1.1 Alguns resultados

Vamos relembrar algumas propriedades dos espagos com os quais estaremos trabalhando.

Definicao 1.1 Um espago vetorial topolégico é um espago vetorial X sobre um corpo IK
com uma topologia em relacido a qual

1. a aplicagao de X x X —X definida por (z,y) —x + y é continua;

2. a aplicagao de IK x X =X definida por (a,z) —a.z é continua.

Definigao 1.2 Um espago localmente convexo é um espago vetorial topolégico cuja topolo-
gia T é definida por uma familia de seminormas P tal que Qp {2 : p(z) = 0} = {0}, na qual
P

as sub-bases sao os conjuntos {z € X : p(z —y) <c },ondepe P,y€ X ec > 0. Desta
forma um subconjunto U de X é aberto se, e s6 se, para cada w € U, existem py, .. phnEPe

€ 1,--+,% n tais que .rrﬁl{;v € Xipj(z —w) << ;} cU.
j:

Exemplo 1.3 Seja X um espago normado. Entao X é um espago vetorial topoldgico e também
um espago localmente convexo. Se X for completo diremos que X é um espaco de Banach.
Denotaremos por X* o espaco dos funcionais lineares continuos sobre X. A inclusio candnica

de X em X serd indicada por J : X — X™*, onde J(z) = 7, Z(2*) = 2™(z). para todo

z* € X~. Usaremos também X para J(X).
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Exemplo 1.4 Seja X' um espago normado. Para cada 2™ € X*, definimos p,» : X R, por
Pz (z) = [2*(2)|, que é uma seminorma sobre X. A familia P={p,« : 2* € X*} torna X um
espaco localmente convexo. A topologia definida sobre X por estas seminormas é chamada de
topologia fraca, freqiientemente denotada por (X, X*) ou w . Denotaremos (X ,w ) o espaco X
com a topologia w .

Exemplo 1.5 Seja X um espago normado. Para cada € X definimos p, : X* IR, por
pz(2¥) = [2*()|, que é uma seminorma sobre X*. A familia P={p, : z € X} torna X* um
espago localmente convexo. A topologia definida por estas seminormas é chamada de topologia
fraca-estrela (ou fraca-*) sobre X*, normalmente denotada por o(X*, X) ou w*. Denotaremos
(X*,w") o espago X com a topologia w™. Definimos Bx+ = {z* € X* : ||z*|| = 1}.

Teorema 1.6 (Teorema de Hahn-Banach, forma geométrica ([3],p417)) Sejam K; e
K4 subconjuntos nao vazios, convexos e disjuntos de um espaco localmente convexo real X. Se
Ky é compacto e K, é fechado, entdo existem constantes reais c e a, e 2* € X* tais que

z*(z) <ec<a<a*(y), paratodo z € Ky e y € K.

Teorema 1.7 (Corolario do teorema de Hahn-Banach,forma analitica ([3],p65)) Se
Ja X um espago normado. Dado x € X ndo nulo existe 2* € X* tal que ||z*]| = 1 e z*(2) = [|z]|.

Teorema 1.8 (Teorema de Krein-Smulian ([3],p429)) Sejam X um espaco de Banach e
K um subconjunto convexo de X*. O conjunto K é fraco-* fechado se, e somente se, K NrBy-«
é fraco- fechado para todo r > 0.

Teorema 1.9 (Teorema de Eberlein-Smulian ([3],p431)) Seja A um subconjunto de um
espago de Banach X. As seguintes afirmagoes sao equivalentes:

1. A é relativamente fraco sequencialmente compacto (ié, para toda seqiiéncia {z,} em A,
existe {x,, } w-convergente em X.)
—Sw .,

2. A" é fraco-compacto.

3. Todo subconjunto infinito de A tem um ponto limite fraco em X.

Definigao 1.10 Sejam X um espaco vetorial sobre IK e ¥ C X. Um subconjunto de X nio
vazio A é um subconjunto extremal de F se, dados x,y € F' com tz+ (1 —t)y € A para algum
t € (0,1),entao z,y € A. Um subconjunto extremal de F' que s6 contenha um ponto é chamado
de ponto extremal de F. Ao conjunto de pontos extremais de F' denotaremos ext F.

Exemplo 1.11 Os lados de um triangulo em IR? sdo subconjuntos extremais do mesmo, e seus
vértices sao pontos extremais dele.
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Teorema 1.12 (Teorema de Krein-Milman, ([3],p440)) Sejam X um espaco localmente
convexo e X um subconjunto compacto de X. O conjunto dos pontos extremais de A é nio
vazio e K C co(ext K). Se K for convexo, entao co(ext K) = K.

Teorema 1.13 (Teorema de James ([8],p157)) Seja A um subconjunto limitado e fraco-
fechado de um espago de Banach real X. Se cada funcional continuo em X assume seu supremo
em A entao A é fraco-compacto.

Teorema 1.14 (Teorema de Orlicz-Pettis ([4],p22)) Sejam X espaco de Banach e {z,}
seqiiéncia em X. Se toda subsérie } 2, for w-convergente, entao toda subsérie 3" z,, é conver-
k k

gente (em norma).

Teorema 1.15 (([10],p218)) Seja F uma familia de fungdes de um conjunto Z em um espaco
topoldgico X. Para que F seja compacto relativo na topologia da convergéncia pontual de X%
é suficiente que:

1. F seja pontualmente fechada em X2,

2. para cada ponto z de Z o conjunto F[{z}]={f(z)/f € F} tenha fecho compacto.

Se X é um espago de Hausdorff as condicdes acima também sio necessérias.

1.2 Funcoes convexas e fungoes semicontinuas infe-
riormente

Seja X' um espago localmente convexo sobre RR.

Definigao 1.16 A fungdo g : X =R U {oc} ¢é prépria se existe x € X tal que g(z) < +oo.
Denotaremos por g # +o0.

Exemplo 1.17 f: R — R dada por f(z) = €~.

Definigao 1.18 Seja X um espaco normado. Dada uma funcao prépria ¢ : X =R U {o0},
chamamos de fungdo conjugada de ¢ a fungdo g~ : X* — IR U {co0} dada por

g7(x7) = sup{a~(2) — g(2)}, 2" € X~
reX
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Exemplo 1.19 Seja f:IR — R dada por f(z) = e*. Por definicio temos

[ (y") = sup{axz — €*} onde y~(¢) = «x para algum a € RR.
zelR
Analisemos o sinal de a. Se a < 0, az—e* pode ser arbitrariamente grande quando tomamos
¢ negativo, logo seu supremo é 400 . Quando a = 0, o supremo é trivialmente zero. Para a > 0,
um calculo elementar pode ser usado para determinar o supremo, que resulta a.log(a) — a.

Portanto a fungao conjugada da funciao exponencial é:

a.log(a)—a sea >0
(y)=40 se a =0 , onde y~(z) = axz.
400 sea <0

Definigao 1.20 A funcao g: X =R U {oc} é convexa se para z,y € X ocorrer que

gtz + (1 = t)y) <tg(z)+ (1 —t)g(y), qualquer que seja t € (0, 1).
Exemplo 1.21 f:IR — R dada por f(z) = |z|.

Para uma fungdo g : X —IR U {co} designaremos por epi g e [g < A] os seguintes
conjuntos

E‘(le/g

epi g = {(x, A}
g <A ={z € X/g(x)

) <
A}

—

Proposigao 1.22 (Propriedades de fungées convexas,[2],p9 ) Consideramos que todas
as fungoes abaixo estdao definidas em X a valores em R U {oo}.
1. Se g é uma fungao convexa entdo epi g é um conjunto convexo de X x IR, e vale a reciproca.

2. Se g é uma fungao convexa entdo para todo A em IR, o conjunto [g < A] é convexo, mas a
reciproca é falsa.

3. Se g1 e g2 sdo convexas entdo g; + go é convexa.
4. Se (9:);¢; € uma familia de fungoes convexas entdao as fungoes f(z) = sule( ) e g(x) =

sup  h(x) sdo convexas.
h(z)<gi(x)

Exemplo 1.23 Toda funcao g* é convexa.

Definigao 1.24 Uma funcao g : X =R U {co} é semicontinua inferiormente se para todo
A € R o conjunto [g < A] = {2 € X/g(x) < A} for fechado em X.
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Exemplo 1.25 f:IR — IR dada por f(z) = |z], R com a topologia usual.

Exemplo 1.26 Sejam X espago normado e g : X — IR dada por g(z) = ||z||. Entao g é uma
funcao w-semicontinua inferiormente.

Definicao 1.27 Uma fungdo f : X —s IRU{oo} é indicadora de um conjunto G C X quando

v_J 0,sexed
f(l)_{ +o0, se z € G.

Exemplo 1.28 Seja K C X, K fechado. A funcdo indicadora de K, denotada por Iy, é
semicontinua inferiormente.

Proposicao 1.29 (Propriedades de fung6es semicontinuas inferiormente,[2],p8) Con
sideramos todas as fungoes abaixo definidas em X a valores em IR U {co}

1. Se g é semicontinua inferiormente entao epi g é fechado em X x IR e vale a reciproca.

2. A funcdo g é semicontinua inferiormente se, e somente se, para todo € X com g(z) € R
e todo = > 0, existe uma vizinhanga V de z tal que g(y) > g(z) — ¢ , para todo y €
V, e para ¢ € X com g(z) = 400, dado M € IR, existe uma vizinhanca V de z tal que
g(y) > M, para todo y € V.

3. Se g ¢ semicontinua inferiormente e {24} é um net convergente para 2 entio ocorre que
liminf g(z,) < g(z)

4. Se g; e g3 sao semicontinuas inferiormente entdao ¢, + g2 é semicontinua inferiormente.

5. Se (gi);¢; € uma familia de fungoes semicontinuas inferiormente entdo as funcées

f(z) =supgi(z) eg(z) = sup h(z) sao semicontinuas inferiormente.
el h(z)<gi(z)

Observagao 1.30 Sejam X espaco normado e g : X — IRU {co} fungdo prépria. A aplicacao
"€ X" z%(x) —g(z) € R é || - ||-continua, w-continua e w*-continua para cada z € X com

g(z) € R.

Proposicao 1.31 Sejam X espago normado e g : X -IR U {co}. Se g # 400 entdo a funcio
g" : X* — R U {c0} dada por g*(2*) = sup{a=(z) — g(¢)} é w™-semicontinua inferiormente e
reX

convexa.

prova:

Resulta do exemplo 1.23, da proposicao 1.29 e da observacao 1.30.
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Definigao 1.32 Uma fungao g : X -RU{o0} é positivamente homogénea se ocorre g(A.x) =
Ag(z) para todo A > 0 e todo z € X.

Proposigao 1.33 Sejam X espaco normado reale g: X* — IR U {oo} convexa, prépria, w*-
semicontinua inferiormente e positivamente homogénea. Entao g* é mdlcadora de um conjunto
R C X" nao vazio, convexo e w*-fechado. Se A" C X for tal que K =Rn X K é nao vazio,
convexo e w-fechado.

prova:

Sejam zj € X* e Ag € R com g(z5) # oo e g(xf) > Ao. Consideremos (X* w*), R com a
topologia usual e X* x R com a topologia produto, que é localmente convexa.

Sendo Ky = {(z5,A0)} e Ky = epi g, podemos aplicar o teorema 1.6, pois ambos sio
convexos, nao vazios, Iy é compacto e Ky é fechado em X* x RR.

Logo existem f: X* x IR—IR linear continua e @ € IR com
f(25,A0) < a < f(a™, A) (D
para qualquer (2™, A) € K.

Como a aplicagdo z* € X* +— f(2*,0) € R é uma forma linear w*-continua sobre X*= entio
f(z*,0) = 2™(xo) para um certo 29 € X.

Além disso, cada (z*,A) pode ser escrito como (2*,A)= (2*,0) + A(0,1) e, colocando
f(0,1) = k, temos f(z*,A) = z"(x0) + Ak, qualquer que seja (z*,A) € X* x R. y De (I)
temos
x5(xo) + Ado < a < a™(xg) + kA (IT)
para todo (2*,A) € K5.
Como (25, g(xg5)) € K2, temos x5(xo) + Ado < o < af(xo) + kg(xg).
Assim, k.g(xg) — kAo > 0. Mas g(aj) > Ag e portanto k& > 0.

— —

sup {27 (=20) — kg(27)}.
r*eX*

Eod B

Pela definicao ¢ (T) = Slell\)’{_—:g(l‘*) - g9(z*)} =

(1)
Usando que 2*(—2o) —kg(2*) = — (2" (x0) +kg(2")) < —a pois (¢*,g(2*)) € K, para todo

z™ € X7, temos sup {-2"(z9) — kg(2™)} < —a. Dai g=(

e T)ST<OO dondeJlA£+OO

Como g é positivamente homogénea, vale que g(z*) = Ag(A~'.2*) para todo A > 0. Entio

g (™) = sup {r=(x7) — g(27)}
r*eA*
= A sup {A7La™ (@) —g(A L)}
‘E\.

= Ag7(x™) , para todo A > 0.
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Logo g~ s6 assume os valores 0 e +c0 , ou seja, g~ é indicadora de um conjunto R C X**.

Podemos escrever R = {z™ € X™*/¢*(2™") < 0} e, sendo g~ convexa e w™-semicontinua
inferiormente, R é w™-fechado e convexo, bem como nao vazio pois mostramos acima que existe

i\oefftalqueg(——)elReentaOJ( : ) =0.

Seja K C X tal que K = RN X, ou seja, K = J Y(RN X). Entio K # 0 pois 1;—:60 € K.

Também K é convexo por que R e X o sao.

Ainda temos que K é w-fechado pois se {y,} em K é w-convergente para yo € X, entio
{Ua} estd em R e é w™-convergente para J. Como R é w*-fechado, Jj5 € R e portanto yo € .0

1.3 Algebras e o-algebras
Seja € um conjunto.

Definicao 1.34 Uma élgebra ¥ de subconjuntos de € é uma familia de P(Q2 ) tal que:
(i)PeX
(ii) Ae = A% € 5

(iii) dados quaisquer subconjuntos A, B € ¥ ocorra AUB € ©

Definigao 1.35 Uma o-dlgebra ¥ de subconjuntos de 2 é uma familia de P(Q ) tal que:
(i) £ é uma dlgebra;
(ii) para qualquer seqiiéncia {4,} € & de conjuntos, disjuntos dois a dois,y ocorrer que

U A
nelN n €

Consideremos ¥ uma dlgebra de subconjuntos de Q , ©; a o-4lgebra gerada por ¥ e v uma
medida real ndo-negativa o-aditiva definida em 3.

Dada d:X; x ¥y — Ry por d(A, B) = v(AAB), onde AAB = (ANB®)U(BN A€), temos
que d é uma pseudométrica ([11],p73 & 118).

Lema 1.36 Sejam {A4,} e {F,} seqiiéncias em P(Q2 ). Entao
(1) (%J&ln)A(LnJ Fy)C L,{(AHAF,,) e em particular (4;UA2) A(FIUFy) C (A1AR)U(AAF);

(ii) (41N A2)A(FL N Fy) C (4,AF) U (AAF).

prova:
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Por definicao temos

(PAR) A ER) = (UA) N F)VU(Y FR) N (U 4,)7) = (P AN ED) V(Y EFR) N (N 47)).

n n n n
Sex € (UAn)ﬂ(T F{) temosz € UA, ex € QF[ Logo, existe um ng € IN tal que 2 € 4,,
n ~ n s
e z € Fy para todo k € IN. Em particular 2 € 4,, N F7, e portanto x € L#(An N Fe).

Analogamente, se z € (LkJ Fk)ﬂ(g Af) temos x € %J(FnﬁAg)). Concluimos que se & pertence
a (U An)A(&.J Fi) entao x € I#(An NES)ouz e ';;'(Fn N .4¢), ou seja, & € %J(AnAFn).
Para o item (ii) temos que
(410 A4)AF N ) = (410 ) (A Ey|u[Fam)n@n 42| =
=[(A1 N A) N FTJU[(A1 N A) N FSJU [(Fy N F) NASJU[(FL N ) N AS) =
:[A2 n (41 N Flc)] U [A] n (42 N cm)] U [F1 N (F2 N Ag)] U [F2 N (F1 n Ai)]
Mas A; N FY C A;AF;, F;N AS C A;AF; parai=1,2.
LOgO (A]ﬂAg)A(FlﬂFﬂ C (41AF[)U(42AF2) |

Lema 1.37 % é uma o-algebra de subconjuntos de Q .

prova:
Provaremos inicialmente que ¢ ¢ uma algebra.
Dados 4, B € DR queremos provar que AU B € D
Para todo = > 0, existem C', D € T tais que d(4.(") < 5 e d(B, D) < o

Pelo lema 1.36 (AU B)A(C'U D) C (AAC)U (BAD) e entao temos d(AU B, C' U D)<=,
Logo AUB ¢ =

Seja {A,}, e seqiiéncia em =

Queremos mostrar que B = néJN A, € . Podemos admitir que {4,} é disjunta por que
T4 ¢ algebra.

Para cada k € IN, seja By = A{U Ay U ---U Ay. Logo By € fd.

Como B, C B= U_A, temos que BN B, = U A, e BN B¢ = (. Entao
nelN n=k+1

d(By, B)=v(BAB) =v( U Au)= Y v(A,). ()
n=k+1 n=k+1
Sendo v(B) < oo temos i v(A,) *2220 e voltando a (I) temos que B € = |

n=k+1
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Proposigao 1.38 T é densa em ¥; com respeito a d.

prova:

=d =d =d . . =d =d
Sabemos que ¥" C £;. Mas ¥ C ¥" e & é o-dlgebra. Portanto &° D £. Logo &° = &,
Y é densa em X, com respeito a d.



Capitulo 2

Medida e multimedida

Neste capitulo estaremos trabalhando com os conceitos de medidas e multimedidas vetoriais.
Teremos um conjunto € fixado, um espaco de Banach real X e usaremos lgebras ou o-dlgebras

de P(R).

2.1 Medidas vetoriais e integracao vetorial

Seja ¥ uma algebra de subconjuntos de Q .

Definicao 2.1 1. Uma funcdo m : ¥ —.X é medida vetorial se for finitamente aditiva, isto é,
se dados A e B em ¥ disjuntos ocorrer que m(AU B) = m(A) + m(B). Em particular m(P) = 0.

2. O espago de todas as medidas vetoriais de © em X serd denotado por

fa(S, X).

Definigao 2.2 1. Uma medida vetorial m : © — X é o-aditiva se dada uma seqiiéncia disjunta
{An} e em © com néJ]N A, € ¥ ocorrer m(né,l]N Ap)= Y m(A,).

n

2. O espago de todas as medidas vetoriais o-aditivas de ¥ em X ser4 denotado
por ca(S, X).

Definigdo 2.3 1. Seja m : ¥ — X medida vetorial. A variagio de m é a funcao nao
negativa [m|: © — RU {co} dada por [m|(E) =sup ¥ ||m(A4)|| onde, para E € %, o supremo
T A€r

é tomado sobre todas as partigdes finitas 7 de E tais que 7 C T.
2. Uma medida vetorial m : © — X é de variacdo limitada se |m|(Q) < oo.

3. O espago de todas as medidas vetoriais de variacio limitada de © em X serd
denotado por bv (%, X).

13
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Observagao 2.4 Seja m medida vetorial.

1.A fungdo |m| é medida (aditiva) de ¥ a valores em [0, +o0) U {4+c0} e é
monoétona.

2. Para todo 2™ € X*, 2™(m(-)) = 2" om(-) é medida (aditiva) a valores reais e
é de variagao limitada se m o for. Sua variagao |z o m|(-) é limitada por ||z*|||m|(-).

Exemplo 2.5 Seja T : Lu[0,1] — X um operador linear continuo. Para cada conjunto
E contido em [0, 1] e Lebesgue-mensuravel, definamos m(E) = T(Xg), onde Xg é a funcio
caracteristica de E. Pela linearidade de T, m é uma medida vetorial finitamente aditiva mas
nao é o-aditiva em geral, mesmo no caso de X = R.

Exemplo 2.6 Seja T : L[0,1] — X um operador linear continuo. Novamente definimos
m(E) = T(Xg), onde Xg é a fungdo caracteristica de E para cada conjunto E contido em [0, 1]
e Lebesgue-mensurdvel. Entao m é evidentemente finitamente aditiva. Além disso, para cada
E, temos ||m(E)|| < A(E)||T||, onde A é a medida de Lebesgue do [0,1]. Como m é dominada
por A e é finitamente aditiva, m é o-aditiva.

Exemplo 2.7 Seja m € bv(X, X). Se f é uma funcao simples mensurdvel sobre Q , digamos
n

f = X aixg;, onde a; sio escalares nao nulos e E; sio elementos de T disjuntos dois a dois,
=1

n
1 <@ < n, definimos T, (f) = }° aym(E;). Esta funcao é uma aplicagao linear do espaco das
=1

funges simples mensurdveis em X. Além disso, se f é como acima e 3 = sup{|f(2)| : z € Q},
entao temos que

ITm(f)| = u_:ila,-m(E,-)||
= Bl Z(GmE
n al
< AL NG mE
<

Bsup 3. [[m(E)||
IT Eell
Blm|(%).

Como m € bv(Z, X), temos que T,, é uma aplicagao linear continua com ||Tn|| < |m|(Q),
se no conjuntos das fungoes simples mensuraveis usamos a norma || f||~ = sup|f(z)|.

z€

Seja [ uma fungdo que é limite uniforme de fungdes simples mensuraveis, digamos {s;}.
Usando a norma do supremo temos || T, (sk — 5;)|| < ||sk — 8|5 |m|(R).

Portanto a seqiiéncia {T},(sx)} é de Cauchy, logo convergente para algum zo € X. Defini-
mos Ty (f) = xo. Note-se que xg nao depende da particular seqiiéncia {s;} escolhida e ainda
temos || T || < [|f]lselm|(£2)
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Assim T, admite uma tnica extensao linear continua para o conjunto das fungées que sio
limite uniforme de fungoes simples mensurdveis, que continuaremos chamando de T},.

Denotaremos por B(X) o conjunto das fungoes f : @ — IR limitadas e mensuraveis.
Observemos que B(Z) é um subconjunto do conjunto de fungoes que sio limite uniforme de
fungoes simples. Assim podemos definir T}, para as fungoes de B(X).

Definigao 2.8 Sejam f € B(X) e m € bv(Z, X). Definimos a integral de Bartle de f em
relagao a m em Q por [ fdm = Ty (f), onde T,, : B(X) — X é como no exemplo 2.7.
Também definimos, para A € &, [, fdm = [q fxadm = T, (fxa)-

Proposicao 2.9 Sejam f, g € B(X) em, n € bv(S, X)e A € &. Valem:

L [y(f+g)dm= [, fdm+ [, gdm.
2. [y fd(m+n)= [, fdm+ [, fdn.
3. |1 fa fdm]| < || fllso|ml(A).

4. Se {m,} é net em bu(X, X) com |mq|(2) < M € R para todo a, mo € bv(E, X), e
Mmq(B) — mo(B) para todo B € &, B C A, entdo [, fdm, — [, fdmy.

prova:

(1) Temos [(f 4+ g)dm = [o(f + g)xadm = T,((f + g)xa) por definicio. Sabemos

que Tp, € aplicacao linear. Logo Ton((f + g)xa) = Tm(fxa + 9va) = Tm(fxa) + Tn(gra) =
s fdm+ [, gdm.

Jaf Jay

n
(2) Temos m + n € bv(X, X'). Suponhamos que f seja simples, f = 5 «a; XE,;, onde a; sao
=1
escalares nao nulos e E; € ¥, dois a dois disjuntos, 1 < i < n. Entao

Jafdim+n) = [, fyad(m+ n) = ai(m+n)(E;N A)

:EM:

= ai(m(E;NA)+n(E; N A)) = [O‘im.(E,'ﬂA)-I—O’{TZ(E;OA)]

=1 !

1
= Sam(EiNA)+ Y am(E:nd) = [, fdm+ [, fdn.
=1

Se f ndo for simples, como f € B(X), existe uma seqiiéncia de funcées simples mensuraveis
124
{si} tal que s, — f.

Entao Ty (sk) — T (f)y Ta(sk) — Ta(f) » Tmn(sk) — Tugn(f) € como Ty (si) =
T (sk) + Ta(sk), para todo k € IN, temos Tpnin(f) = Tin(f) + Tu(f).
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n
(3) Se f for simples. digamos f = Y a;\g,, onde a; sdo escalares nao nulos e F; € ¥, dois
=1
a dois disjuntos, 1 < i < n. temos

I [y fdm]| = | __ila-,-mw,-m Al < 11 fllso z Im(E; 0 A)| < |1 lloolml (4).

- . wm g . - u
Se f nao for simples e {s;} for uma seqiiéncia de fungées simples mensuraveis com s — f,
temos [, scgdm — [, fdm e também ||sk|l«c — ||f|l. Pela parte anterior, segue-se que

| La Fdm]l < [I flleo|m|(A).

(4) Se f for simples. dada por f = Y a;\g,, onde a; sdo escalar - nao nulos e E; € ¥, dois a
=1

n
dois disjuntos, 1 < i < n, entao || [, fdma— [, fdmo| < 3 |ailllma(EiNA) —mo(E:NA)|| — 0.
=1
Se f ndo for simples. dado &€ > 0, existe s simples mensurdvel com ||f — 5||cc < €. Com o
mesmo £ > 0, existe ag tal que @ > ag implica em || [, sdmq — [, sdmg|| < ¢ .
Entao, se a > ayp,

| Ja fdma = [ fdmoll < |If = sllos[lmal(A) + [mol(A)] + || f4 sdma — [, sdm||
< e [M 4+ |mo|(A) + 1).

Logo [, fdm, — [, fdmy.

Proposigao 2.10 Para f € B(X)e m € bv(S,X), a funcio n : T X , dada por
n(A) = [, fdm, A € T, é uma medida vetorial de variagao limitada com |n|(-) < || f]lec|m|(-) e
ainda para todo z* € X~ vale 2*(n(A)) = [, fdz"om.

prova:
Sejam f € B(X) e m € bu(Z, X). Temos n(Q) = [, fdm =0.
Dados A, B € ¥ disjuntos, entao
n(AUB) = Jaup fdm = [of-xauBdm

Jo fxadm+ fq fxpdm = [, fdm + [g fdm
n(A) + n(B).

Il

Logo n é aditiva.
Pela proposicao 2.9 (3), [|n(E)|| = || [ fdm|| < || fll=|m|(E), para todo E € .
Fixemos A € T.

Sabemos que f € B(X). Entao existe um M € R tal que ||f]|~ < M e como m € bu(Z, X)
temos que |m|(A4) < |m|(Q) < oo.

Por outro lado |n|(A) satisfaz
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[n|(4) = SlrerEZE: I(E)l
< sup 3 [flllml(E)
< Nflleosup 3= |m|(E)
T E€r
< A fllsolm](4)
< M|m|(R) < co.

Sejam z* € X~ e f € B(X).

n
Se f for simples, dada por f = 3 o; XE;, onde a; sdo escalares nao nulos e E; € ¥ dois a
=1
dois disjuntos, 1< i< n, temos que

M:

o ([ fdm) = 2°(3- aym(Ein A)) =

=1 i

aiz™(m(E;N A)) = [, fdz" om.
1

Il

Se f nao for simples, como f € B(X), existe seqiiéncia de fungoes simples mensurdveis tal
u
que s — f.

Para cada s; vale 2*(f, sgdm) = [ spda=om, e [, spdz™om —s J4 fdz" om e ainda
™ ([ skdm) — 2=(f, fdm).

Obtemos que z*([, fdm) = [, fdz™ o m, ou seja, 2*(n( = [, fdz* om. ]

2.2 Multimedidas

Seja ¥ uma dlgebra de subconjuntos de Q , consideraremos em P(X) os seguintes subcon-
juntos

Po(X) = {ACX/A#0},
Ppe(X) = {AC X/A#0, fechado e convexo },e
Py (X) = {AC X/A#0, limitado, fechado e convexo } e
Pure(X) = {AC X/A # 0, fracamente compacto e convexo}.

Definigdo 2.11 1.Dizemos que uma multifuncio M : © — FPo(X) é uma multimedida se

M(0) = {0} e se for finitamente aditiva, isto é, se dados A e B em © disjuntos ocorrer que
M(AUB) = M(A)+ M(B).

2.Uma multimedida A/ é o-aditiva ou multimedida forte se dada uma se-
qiiéncia disjunta {4} ey em ¥, com glN An € I, ocorrer que se para todo seqiiéncia {z,} com
n



CAPITULO 2. MEDIDA E MULTIMEDIDA 18

Tn € M(A,).n € N, asérie ) z, convergee M( U A,)= Y M(4,), onde 3 M(4,)=
neN nelN n€N ne€N

{z/x= ¥ ap,an € M(An)}.
neN

3.Uma multimedida M é fortemente aditiva se para cada seqiiéncia disjunta
{An} ey em T e cada seqiiéncia {z,} com 2, € M(4,),n € IN, asérie Y z, converge.
nelN
4.Uma multifungao M : ¥ — Fy(X) é uma multimedida fraca se para cada
z* € X~, afungdo o(z,M(:)) : & — R U {oco} dada por o(2*. M(4)) = sup z~(z) for uma
TEM(A)
medida o-aditiva com sinal.

5. Em todos os casos anteriores definimos M(Z) = i M(A).
€S

Observagéao 2.12 As séries do tipo )  n,z, € M(A,), onde {A,} . é uma seqiiéncia -
n€lN
disjunta em ¥ e M é multimedida o-aditiva ou fortemente aditiva sao incondicionalmente con-

vergentes em X, pois a convergéncia independe da ordem dos A,;.

Exemplo 2.13 (Multimedida forte) Sejam (€2, £, A) um espaco mensuravel com A medida
positiva, .X um espago de Banach e () um subconjunto limitado de X. Se = é uma familia de
medidas vetoriais de ¥ em .X satisfazendo que para cada m € Z, para cada A € T ocorre que
m(A) € A(A).Q. Definimos M por M(A) = {; mi(A;), m; € Z,{A;},, particao finita de A}.

Entao M é uma multimedida forte.

Exemplo 2.14 (Multimedida fraca que n&o é forte) Sejam X = IR? e C o gréfico de
y=(z—1)2 Tomemos 2 = N e & = P(IN). Seja a multifuncio M : & — Fy (X) definida por

> A(n) yse A finito
M(A) =< neAa .
R? .se A infinito

Onde A(n) é dada por:

Para cada z € R? temos lim  sup z*(z) = 4oo. Entéo, para cada cada z € R?, para
n—too 2€A(n)

cada A = UA, (disjuntos), o(z, M(A)) = 3 o(z,M(A,)). Mas, para cada z, € M(A,), =,
n nelN
nao é somavel.

Proposicao 2.15 1.Se M : & — Fy(.X) é uma multimedida forte entao M é uma multimedida
fraca.
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2. Se M : ¥ — Py.(X) é uma multifuncio com o(x*, M(-)) medida aditiva
para todo ™ € X* entdo M (0) = {0} ese A, B € ¥ sao disjuntos, M(A)+ M(B) = M(AUB).

3. Se M : ¥ — Fy(X) é uma multimedida entio o(z*, M(-)) é medida
(aditiva) para todo z* € X~.

prova:

(1)Seja 2™ € X* fixado e consideremos a funcio y : © —R dada por

MA) =o(z", M(A))= sup z*(z).
zEM(A)

Temos:
(i) p s6 assume valores em IR U {co}.

Como nenhum M (A) é vazio, teremos sempre sup z*(z) > —oo.
€M (A)
i) p(0)=0.

De fato, u (0 ) =o(2=. M(0)) = sup z*(z) =0
z€{0}
(iii) p( glN An) = ). u(4,), para toda seqiiéncia disjunta {4,}

emcom U A,e%.
nelN neN neN "

Seja uma seqiiéncia disjunta {Az},env em  com U]N A, €
ne

A

—

Como p(A) =o(z*, M(A)) = sup 2*(z), dado € > 0 existem T, € M(A,) tais que
TEM(A)
(Tn) > u(An) — 57,0u seja, u(A,) < a*(T5) + sm»n€N.

k k
Assim, ) pu(A,) < ¥ 2*(@n) +¢ (1 - 51,;)
n=1 n=1

k k
Tomando o limite superior temos limsup 3" u(4,) < lim sup )° x*(T;)+limsupe (1— L )
n=1 n=1

2—k .
Como M ¢é multimedida forte a série Y~ 5 converge, e entio > 2 (T)

converge. Por-
nelN nelN
k
tanto limsup )~ 2™(7;) = 5 2™ (T5).
n=1

nelN

k
Com isto temos limsup 3 p(A,) < 3 F*( 2*( 3> Ta)+<, de onde segue que
n=1 nelN
k
limsup 37 p(A,) <p( U An)+e,poisp( U A)= sup = (Y zn).
n=1 nelN nelN

rn€M(An) neN
Como ¢ é arbitrario.

k
i y: < A,).
limsup Y p(A,) < M(ngm 4,)

n=1
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Por outro lado, para quaisquer z, € M(4,) e para cada k € IN temos que

k k k
2T (@) <Y sup wtaa) = 3 p(Aw).
n=1

n=1 n=1 l‘nEA/[(r'ln)

k k !
Assim Iimkinf > 2*(z,) < Iimkinf > 1(Ay).
= n=1

n=1 =

k
Mas limkinf Yrt(z,)= 3 ™ (z,) = 2*(3z,), como antes, por M ser multimedida forte.

n=1 nelN n
Logo,
k k
#UA) = sup  z*(3 Zn) <liminf 3 u(A,). (1)
n Tn€EM(Ay) n=1 n=1
k
De (I) e (II) temos ;z(ng]N A,) = kgnoo ngl #(Ar), ou seja, ,u(né:.J]N Ap) = ng:]Nﬂ(An).

Logo 4 é uma medida o-aditiva com sina] e portanto M é uma multimedida fraca.

: (2) Se z € M(B) e = # 0, existe Ty € X~ com z5(x) = ||jz|| > 0. Logo a(z3, M(0)) > 0 e
o (g, M(+)) ndo seria medida aditiva.

Sejam A, Be © disjuntos. Sabemos que M(AU B) é convexo e fechado.

Paraz=z,4+25¢ M(A) + M(B),se z ¢ M(AU B), pelo teorema 1.6 existem ¢, a € R
e zg € X* com

z5(x) = z5(z4) + r5(TB) > ¢ > a > x3(z2), para todo = € M(AU B).

Portanto,
o(xg, M(A)) + o(zg, M(B)) > z3(z) >c>a 2 o(zg, M(AU B)),

e o(zg, M(-)) nio seria aditiva. Logo,
M(A) + M(B) C M(AuU B). (1)

Por outro lado, se existir y € M(AUB) com y ¢ M(A) + M(B), de novo existir4 Yp € X~
com

wly)>c>a> y5(w), para todo w € M(A)+ M(B) e dai
(6 M(AUB)) 2 45(y) > ¢ > a > a(ys, M(A)) + oy, M(B)),

contrariando também a aditividade de a(yg, M(-)).

Logo,
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M(AU B) c M(A) + M(B). (1V)
De (IT) e (IV) segue que M (AU B) = M(A) + M(B).
(3) Como M (0) = {0}, a(z=, M (D)) = 0, para todo =~ € X*.
Dados A, B € ¥ disjuntos, temos que M (AU B) = M(A) 4 M(B).

Logo, para todo z* € X,

o(z*,M(AUB)) = sup  z*(z)

z€EM (AUB)

= sup ™ (x4 + 2B)

T=%4+2pB
T4 € M(A), xp € M(B)

= sup o'(za)+ sup 27(zp)
zAEM(A) 20€M (B)

= o(z*, M(A))+ o(z*, M(B)).

Lema 2.16 Seja M : ¥ — Fy(.X') uma multimedida. M é fortemente aditiva se e somente se
para toda seqiiéncia disjunta {‘4n}nelN em X e quaisquer que sejam z, € M(A,),n € N temos
que lim [|z,|| = 0.

n—;oo

prova:

Se M ¢é fortemente aditiva, dados {A4,} e {z,} como no enunciado, a série ¥ z, converge
n€lN
e portanto lim ||z,|| = 0.
portanto lim [, = 0

Suponhamos que A nio seja fortemente aditiva. Entao existem {A;} jenw em Ye z; em

M (A;) tais que a série Y x; é divergente.
JEN

Logo {si} = { Z z;} nao é de Cauchy, ou seja, existe < ¢ > 0 tal que para todo ng existem
=
m,n > ng com ||s, — s,|| > 2 o.

Sem perda de generalidade podemos supor que m > n. Entdo s, — s, = Tngr + Topa +

ety = Z J:],'cje\[(4~)ea551msm—sn€M(_U A;).
j=n+1 J=n+l

Para ng = 1, existem m; > n; > 1 com |[s;y, — 8n,|| > € 0. Tomemos B, = U 1 Aje
Jj=ni+

Y1 = Sm, — Sn,. Logo y; € M(By) e ||y1]| > € o.

s m2
Para ng = m,, existem my > ny > my com ||S;m, — $p,|| > € 0. Tomemos By = U+1 Aje
j=na

Y2 = Smy = Sny- LOgO Y2 € *‘I(B'Z) € ”y2” ><o

Genericamente, para ng = nu | sejam my > ng > my_y com ||s,, — S, || > € 0. Tomando
my
By = 7L1J+l Aj e yr = s, — Sn,, temos yi € M(By) e ||ykll > € o.
J=nk
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o
o

Assim, { By}, € uma seqiiéncia disjunta em T |, e a seqiiéncia {y;}. com y; € M(By), é
tal que ||yx|| > € o, donde nli_n)qoo llykll # 0. ]

Proposigao 2.17 Seja M : S — Py, (X) uma multimedida tal que M (X) seja um subconjunto
de X relativamente fraco-compacto. Entdo A é fortemente aditiva.

prova:

Vamos provar inicialmente que dados uma seqiiéncia disjunta {A"}nEIN em ¥ e z, em
M(A,) para cada n € IN, a série ). z(x,) é convergente para todo 2= € X*.

nelN
Suponhamos, por absurdo, que exista z1* € X* tal que a série Y z17(z,) seja divergente.
nelN
Sem perda de generalidade podemos admitir que a série de termos positivos de > () é

5 nelN
divergente.

Sejam entdo p; = zj(an,) > 0, € N e z7(2,) <0sen € N-{n; : i € N}.

k k
Como M é multimedida, M ( Ul B,) = > M(B,) para quaisquer By, Bs,...B; € ¥ dois a
n= n=1
dois disjuntos e assim toda subsérie de Y =z, tem somas parciais em M (X), que é relativamente
nelN
fraco-compacto.

S—— a e & s
Como M(X)" é w-compacto, temos pelo teorema 1.9 , a seqiiéncia das somas parciais

j
son . BV T = Al . .
de ) w,, tem subseqiiéncia w-convergente em M (Z)" , ou seja, sendo Sj = ). Zn,, existe
1€N =1
Jt . - Jt t—3 00
Sj, = ), ¥n, w-convergente para rg € X. Entio ) 27(x,,) — 2 (2o) e como p; > 0, isso

=1 =1
significa que a série ) p; converge para z}(2g), o que contradiz a suposicao de que ) p; é
1

divergente.

Portanto, para todo 2™ € X*, ) 2*(z,) converge.
nelN

Agora vamos mostrar que para toda subsérie 2T, existe ro € X tal que Y ™ (Tn,)
% k>1
converge para z*(g), para todo z™ € X~.
. j -
Seja s; = )~ ¥p,. Sabemos que Y 27(x,,) converge, para todo z* € X™*.
k=1 kelN
De novo, pelo teorema 1.9, temos que existem {s; } e 9 € X tais que

2*(5,) = (5 £n,) — 2*(0), (1

.=1
para todo 2™ € X~.

Por (I) e pela convergéncia temos a seqiiéncia das somas parciais de > x7(x,,) convergente,
com subseqiiéncia convergente para x™(zo). Logo, {x (Sj)}jEN converge para z~(2g).
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Podemos agora aplicar o teorema 1.14, concluindo que toda subsérie de S z,, ¢ convergente,
ou seja, )z, € incondicionalmente convergente.

Portanto, M é fortemente aditiva.

Proposicao 2.18 Consideremos M : © — Py.(X) uma multimedida fortemente aditiva tal
que a aplicagao A € ¥+ o (2™, M(4)) € RU{co} seja uma medida o-aditiva para cada z* € X*.
Entao M é o-aditiva.

prova:

Suponhamos que nao. Entdo existem uma seqiiéncia disjunta {A,} em ¥ com U A, em
Yex, € M(A,),n € N tais que E x, é convergente para y € X, pois M é fortemente aditiva,
masy =y z, gzb[(LnJA ).

n

Como {y} é um conjunto convexo e compacto e M(UA,) é fechado e convexo podemos
n

aplicar o teorema 1.6 e existem constantes reais ce a e z* € X* tais quez™(y)<ec<a< r7(z),
para qualquer z € M (U A,,).
n

Seja y* = —z*. Assim y*(z) < —c < y*(y) para todo z € M(I#An) . Mas y*(y) =
*(Z'L = Zy*(m ) < Z (y™, M(Ay)), donde y*(z) < —¢ < o (y™, M(A,)), para qualquer

z € M(UA ) Logo o (y* 1[(UA )= sup  y*(2) < —e< Y o(y", M(A,)), o que contradiz
”GA'I(UAn) n

a hipétese. Portanto, M é o-aditiva. |

Lembramos que dados dois conjuntos A e L de um espaco métrico M a distancia de
Hausdorff entre eles é dada por:

h(K,L) = maz {sup d(z,L),supd(z, K)},
zEN €L

onde d(z, K) = inf{d(z,y),y € K}.

Lema 2.19 Seja M : ¥ — Py(X) multimedida fortemente aditiva.Entio:
o0
(i) ﬁnw h({0}, 3= M(Ag)) = 0, para qualquer seqiiéncia disjunta {4,} em ¥ .
n k=n

Se M tiver valores em Py (.X)
(ii) M(X) é um subconjunto limitado de X.

(iii) Se o (2, M(-)) for o-aditiva para cada 2™ € X~ entdo a colecio {o(z*, M(-)) /2" € X~ e
[7|| < 1} é uma familia de medidas uniformemente o-aditiva.
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prova:

(i) Suponhamos, por absurdo, que exista uma seqiiéncia disjunta {A4,},cn em T tal que

li_r)nro h({0}, >> M(Ak)) # 0. Entao, existem £ > 0 e uma subseqiiéncia {ni}ien de IN tais que

k=n
o0
h({0}, >° M(Ag)) > €, ou seja, sup ||z]| > ¢, para todo i € IN.
k=n; )
z€ Y M(Ay)
k:n,'

m
Dado k; = ny, escolhemos m; € {"i}ielN tal quem; > kyexy € Y M(A4;) com ||ay| > .
J=ki

Tomando k; > my e ko € {ni};cy , escolhemos m, € {ni}ien tal que my > ky e
ma2
22 € Y, M(Ag) com [[zof > 5.

J=k2
. . A m
E assim sucessivamente, para cada r podemos construir =, € M(B,), onde B, = U Ay,

b=n,

(=
com ||z.|| > %

Entao {B,} é uma seqiiéncia disjunta em & com z, € M(B,) e Egn lz-]| # 0, e isso
r 0
contradiz a hipotese de M ser fortemente aditiva.
(ii) Observemos inicialmente que para todo A € ¥ temos h({0}, M(A4)) = sup |z]| < oo,
z€M(A)
pois M (A) é limitado.

Suponhamos agora que M (X) nao seja limitado.

Entao existe um conjunto 4; € ¥ com h({0}, M(4,)) > 1. Como observamos acima,
h({0}, M (A1)) < oo logo existe um conjunto C €  com A({0}, M(C3)) > 2.h({0}, M (A4,)).

Sendo A3 = Ay U CYy, vale que h({0}, M (Az)) > 2.h({0}, M (A1) e h({0}, M(A3)) < oo.
Do mesmo modo, existe C3 € ¥ com h({0}, M(C3)) > 2.h({0}, M (As)).
Tomando A3z = A, U Cj, témos h({0}, M (A3)) > 2.h({0}, M(A3)).

Assim sucessivamente, construimos {A,} em T com A({0}, M(4;)) > 1, A, C Apyq e
h({0}, M (An41)) > 2.R({0}, M (A,)), para todo n € IN.

Consideremos { B, }, seqiiéncia disjunta em & , dada por By = A;, Bpy; = Anp1NAS, para
n € IN.

Como A, N Bry1 =0, A, UBpy; = A,q1 e M é finitamente aditiva temos,
M(Apyr) = M(A,) + M(Bpy) para todo n € IN.

Seja y; € M(By) = M(4,) com ||y;]| > 1.

Escolhendo z3 € M(Az) com [|zof| > 2.A({0}, M(A,)), existem z; € M(4,) e y, € M(B,)
tais que 2 = z1 +y2. Dal ||y = ||z2 — z1]| > ||lz2l| = ||z1]] > R({0}, M (4;)) > 1.
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Tomando 23 € M(A3) com ||z3|| > 2h({0}, M(A3)), também 23 = z5+y3, com 23 € M(A3)
e y3 € M(Bs). Novamente, ||ys|| > ||z3]| — ||z2]| > A({0}, M (A3)) > h({0}, M(4,)) > 1.

Deste modo construimos uma seqiiéncia {y,} tal que para todo n € N, y, € M(B,) e
lyn]l > 1, e portanto 3 y, ndo pode ser convergente.
n

As seqiiéncias {B,}, .y em Z e {y,} em X contradizem o fato de M ser fortemente aditiva.
Logo, M (X) é limitado.

(iii) Pela proposicao 2.18 sabemos que M é g-aditiva e portanto, pela proposicio 2.13, é uma
multimedida fraca.

Entao, dados ™ € X™ e uma seqiiéncia disjunta {A4,} com U A4, € &, para cada n € IN vale
n

5.5/ [e]
| Z oG M| = o M(T A))l = | s o)
=" 2€3 M(Ay)
k=n
< s @ < el sup .
T€ Y M(Ay) z€ ) M(Ax)
k=n k=n

: S (o . . U]
Logo, "h—r’nmllf'l:lgl |k§n (e, M(Ag))| < lim sup |lz|| = o.
= z€ Y M(Ayg)
k=n
Assim {o(z*,M(-))/x* € X* e ||27|| € 1} é uma familia de medidas uniformemente o-
aditiva. ]

Definicao 2.20 Sejam u : ¥ —IR4 uma medida e M : & —FPy(X) uma multimedida. Se
lim,(gy—0h({0}, M(E)) = 0 entio M é chamada continua com respeito a i . Denota-
remos por M < pu.

Proposigao 2.21 Se M : © — Fi;(X) é uma multimedida fortemente aditiva tal que para
todo 2™ € X~ a aplicagdo o(2*, M(-)) : © — IR U {co} é uma medida o-aditiva, entdo existe

uma medida real a-aditiva nao ne ativa. v SObI‘e _;;1 a O'-é,l ebra erada or ._;: ) tal ue 1‘[ << v
)

2

prova:

Pelo Lema 2.19-(iii) temos que a cole¢ao {o (2%, M(-)) : 2™ € X*,||z7|| < 1} é uma familia
de medidas uniformemente o-aditiva sobre X.

Como |o(2*, M(A))| < ||lz*|| sup ||z|| para cada 2 € X~ e M(Z) é limitado pelo lema
TEM(T)
2.19 (ii), o(z™, M(-)) é real e limitada, para cada 2™ € X*.
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Aplicando o teorema de extensao de Hahn ([3],p136), para cada 2= € X*, ||z7|| < 1, existe
uma tnica medida o,«(-) que estende o(x*. M (-)) e também é o-aditiva sobre ;. a o-algebra
gerada por Y.

Logo, por ([4],lema 1,p.26), a familia {o.+(:) : 2* € X*,||2*|| < 1} é uniformemente o-
aditiva sobre ¥ , e sendo limitada, por ([4],teorema 4,p.11) existe uma medida real v, nio
negativa, sobre ¥; tal que lim  sup [o.+(FE)|=0.

”(E)_’Our’llgl

Quando F € %,

lim  sup |o(z*,M(E))|= lim sup |o,+(E)|=0.
u(E)—)OHx‘HSll ( ( ))I V(E)—)OHL..“SII o )l

Assim temos que

sup z7(z)
zeM(E)

lim sup

= 0. I
v(E)=0|jo*| <1 4

Pelo teorema 1.7, se 2 € M(E) e « #0 existe y* € X* tal que y*(z) = ||z|| e [|ly"||=1, donde

0<flell =y (2) <| sup y*(z)| < sup | sup =(2)|
z€M(E) lz*|I<1 |zeM(E)
Portanto vale que
. ; . (I
0< lim sup |lz|| < lim sup | sup z2*(z)| = 0.
v(E)—0 ze M (E) V(E)—0 ||z*||<1 |zeM (E)

Logo, lim A({0}, M(F))=0, ou seja, M < v
v(E)—0

v

P

Proposigao 2.22 Sejam T uma o-dlgebrae M : & — P, (X) uma multimedida fraca. Entio
M(X) é relativamente w-compacto e M é o-aditiva.

prova:

Fixado ™ € X, consideremos iy (-) = o (2=, M(-)) e p2(-) = o(=2*, M(-)), que sdo medidas
reais o-aditivas na o-algebra £ . Pelo teorema de decomposicio de Hahn ([3],p 129), para
i =1,2,existem P, N; € £, com PLNN;=0e P,UN; =Q, tais que y; é positiva em P; e seus
subconjuntos e negativa em N; e seus subconjuntos.

Em particular,

ri(P) > pi(C), i=1,2, (I
para todo C' € ¥,
Sendo M (P;) w-compactos, i = 1,2, existem x; € M(P;), i = 1,2, com

pi(P) = sup 27(z) =a™(zy) (1)
reM(Py)
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p2(P2) = sup  —a7(x) = —z"(22). (I11)
€M (Ps)

Dado z € M(X), existe C' € ¥ tal que + € M(C'), de modo que
e™(2) S (C) <a(x1) e —a*(z) < p2(C) < —2*(x2).

Entao |27(z)| < M+ = maz {z*(x,), —2™(x2)}, para todo z € M(Z).

—

Pelo principio da limitagio uniforme. M(X) é limitado em X**, e como ||Z|| = ||z|| para
z € X, temos M(X) e também M (X)" limitados.

Sendo M(X) " limitado e w-fechado, pelo teorema de James (1.13) resta mostrar que todo
z* € X* assume seu supremo em 1\/[(2)”.

Fixamos novamente 2™ € X~ e, utilizando (I),(II) e (III), temos que z*(z;) > u;(C) >
z*(z), para todo C' € ¥ e todo z € C.

Portanto, 2*(z;) > sup 2*(z)= sup z*(z).
zeM(S) +eM(D)”

Por outro lado, 2%(z;) < sup 2*(z), pois 2, € M(P) C M(Z)".

c€M(D)”
Entao 2*(z;) = sup 2*(z) e z* atinge seu supremo em M (Z)".
zeM(T)”

Logo, M(X) é w-compacto.

Agora vamos mostrar que M é multimedida, isto é, é aditiva. Sejam 4, B € & disjuntos.
Como tanto M (AU B) com M(A)+ M (B) siao w-compactos e portanto w-fechados, o resultado
segue da proposicao 2.13 (2), pois eles também sao convexos.

Portanto, M € multimedida a valores em P, i.(X), com M(Z)" w-compacto. Pelas propo-
sigoes 2.16 e 2.17, M é o-aditiva. [ |

Definigdo 2.23 Sejam M : ¥ — Py(X) uma multimedida, 4 € © e IT a colecio de todas
as particoes finitas disjuntas 7 de A. Definimos a variagio de M sobre A por [M|(A) =

sup > h({0}, M(E)).Se |M|(R) < co dizemos que M é de variacio limitada.
rell EEnm

Lema 2.24 Seja M : ¥ — Fy(X) uma multimedida. Para qualquer A € & temos |M|(A4) <
|M|(2).

prova:

Sejam I14 o conjunto das partigoes finitas disjuntas 74 de A e IT o conjunto das partigoes
finitas disjuntas 7 de Q.

Para cada m4 € 14 temos
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> ({0}, M(F)= > h({0}, M(F))+ h({0}, M(A%)).

Fem qupacy Fer,
Entao
S A0}, M(F) > S A({0}, M(F)).
Fer u{Ac} Femy
Como 74 U {A°} €11,
IMI(©) = sup e, h{0}, M(E)) 2 Trer, hi{0}, M(F)) para todo m4 € Iy,
Portanto |M|(Q2) > |M|(A). |

Proposicao 2.25 Seja M : ¥ — Py(.X) uma multimedida de variacio limitada. Entio sua
variagao |M|(-) tem valores reais positivos e é monétona e finitamente aditiva.

prova:

Pelo lema anterior, [M|(A) < [M|(2) para todo A € T e portanto |M|(-) tem valores reais,
pois |M|(R2) < co. Também sdo valores positivos pois (K, L) > 0.

Mostremos agora que |M| é monétona.

Sejam A, B € ¥ com A C B, I o conjunto das partigdes finitas disjuntas 75 de B, II4 o
conjunto das parti¢des finitas disjuntas 74 de A.

Para cada 74 € I14 temos

h({0}, M(F)) = 3= h({0}, M(F)) +h({0}, M (BN A°))
Feru{BnAc} Fermy

Z EFEWA h({O},I\’[(F)),

e portanto

L reryu{Bnasy ({0}, M(F)) > 5= h({0}, M(F)).

€T

Como 14 U{B N A°} € I,

IM|(B)= sup %> h({0}, M(F))> ¥ h({0}, M(F)),
rp€llg Ferg Femy

para todo m4 € 14 e portanto |M|(B) > |M|(A).
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Para provar que |M] é finitamente aditiva. consideremos A, B € ¥ disjuntos. Observamos
que quaisquer particoes finitas 74 de 4 e g de B disjuntos temos 74 Urpg é particao de AU B,
de modo que II, o conjunto das particoes finitas disjuntas = de AU B, IT D {maUng : w4 €
M4, 7p € lig}.
€

Dado ¢ >0, existem 75 € Il4 e 7 € lp tais que > A({0}, M(F)) > |M|(A) - —e
Fers
> h({0}, M(F))> [M|(B) - =
Ferg 2
Assim
IM|(AUB) = sup Y Ah({0}, M(F))
nell Fer
> > h({0LM(F)+ ¥ h({0}, M(F))
Fers, Fery
> |M|(A) + |M|(B) — <.
Fazendo £ tender a 0, temos
|M|(AU B) > |[M|(A) + | M|(B). (1)
Por outro lado,
IM[(AUB) = sup Y h({0}, M(F))
n€ll yzyp FET
= sup (3 h({0}, M(FNnA))+ 3 h({0}, M(Fn B)))
n€llyyp Fer Fer
< sup h({0}, M(FNA)))+( sup S A({0},M(FNB
S0, (2 MU MUEL) + o 5 h(0) MEQB))
< sup (35 h({0}, M(A))) + (sup 3 h({0},M(B)))
r€lly Fern r€llg Fer
< |M|(A) + |M|(B).
Temos que
[M|(AU B) < |M|(A) + |M|(B). (1)
Por (I) e (II) temos |M|(AU B) = |M|(A) + |M|(B). |

Proposigao 2.26 Seja M : S — Py(X) uma multimedida forte de variagao limitada. Entao
M| : ¥ — R é medida o-aditiva.

prova:

Ja sabemos que [M| é medida finitamente aditiva e a valores reais positivos pela proposicao
anterior.

Seja {A4,},5, seqiiéncia disjunta em ¥ com UA, € £. Novamente pela proposicao 2.25
Z= n

k 0
temos |}/ | mondtona e como Ul A, C U A,, vale que
n= n=1
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|M|(ngl.4 z MI(A4) < (T Ay). (1)

n=1

Fazendo k tender a co em (1),

% [MI(4n) < [M|( T An). (11

Para a outra desigualdade, temos | M |( rlfjl An) =sup 3> h({0}, M(F)),onde II é o conjunto
= n€ll Fer

das particoes finitas disjuntas 7 de Ole Ap
n=

Sendo F C U]N A, podemos escrever F' = F'N ( éJ]N An)= U (FNA,) e entio
ne n

nelN

MI(T A4 = sup ¥ ({0}, M(T (FAn))
n=1 rell Fex n=1

Meoaditva g 5 h({0), Z M(F N A)). (I11)
rell Fer

Para cada w € II e cada F € 7 temos,

({0}, 5 M(F O Ay)

- sup lz|
n=1 20
c€Y ) M(Fn4,)
n=1 -
= sup || 35 za|

rn€M(AnNF) n=1

o0
sup > @l

In€M(AnNF) n=1

o0
2 sup llznl-

n=lr,eM(A,NF)

IN

IN

3

Logo h({0}, fz M(F'NAg)) < 3 h({0},M(FNA,)) e podemos concluir que
n=1

Zh{0} X MFNA)) € 5 h({0}, MFAA) € 5 |M](4,)
e n=1

nelN Fer nelN

Voltando em (III), temos

0

IMI(T A) < % [M(An). (1V)
n= n=1
Por (II) e (IV) temos que |[M| é o-aditiva. |

2.3 O conjunto Sy e suas propriedades

Lembramos que o espaco de todas as medidas vetoriais de © em X é denotado por fa(X. X).

Definicao 2.27 Seja M : © — Py(X) uma multimedida. Uma medida m € fa(E, X) é um
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seletor de M se m(A) € M(A), para qualquer 4 € &. O conjunto de todos os seletores de \/
serd denotado por Syy.

Definicdo 2.28 Um subconjunto M de fa(Z, X) é decomponivel se para mjp, my em M e
todo A € ¥ a medida m : © — X dada por m(B) = m (BN A) 4+ my(B N A°), para B € &,
pertence a M. Denota-se m = yam; + X Acng

Observagao 2.29 Para toda multimedida M : & — Py(X) o subconjunto Sys é decomponivel
pois sabemos que m € fa(X, X) e para todo B € ¥ temos

m(B) = my(BN A) + ma(BNA°) € M(BN A) + M(Bn Ac) ™m- M((BNA)U (BN A9)).
Logo m(B) € M (B).

Teorema 2.30 Seja M : ¥ — Pyc(X) uma multimedida. Entdo S, #0.

prova:

Pelo teorema de Zermelo da boa ordem ([7],p8) podemos bem ordenar X7, ou seja, definir
uma ordem total < em X* tal que todo D C X* nio vazio tem menor elemento.

Seguindo ([1],p157), definiremos uma relagdo < em .X utilizando essa boa ordem de X*
que mostraremos ser uma relacao de ordem total ( é chamada ordem lexicografica).

Para z,y € X dizemos que z < y se e s6 se v+ = y ou, se = # y, zg(z) < 25(y), onde
x5 = min{z* € X~ : 2*(z) # 2~(y)}. Observamos que se = # y pelo teorema 1.6 sempre existe
pelo menos um 2™ € X* com 2”(z) # z*(y), de modo que 27} estd bem defindo.

E claro que < z, pois 2 = 2 e vale a propriedade reflexiva.
| )

Para a propriedade anti-simétrica, sejam z,y € X com 2 < yey < 2. Se z # y, sendo
zg = min{a™ € X~ : 2™(x) # 2*(y)} temos zj(z) < 25(y) e r5(y) < zj(z), o que é absurdo.
Logo, © = y.

Quanto a propriedade transitiva, tomemos z,y,z € X tais que z < yey < z. Os casos
T =Y, y=zouzx=znoslevam trivialmente a < z. Suponhamos entio z Fy, y#zer#z
e consideremos os seguintes subconjuntos nao vazios de X*:

Dy = {a" € X* : 2°(2) # 2"(3))
Dy = {z" € X* 1 2~(y) # 2°(2))
D3 = {2 € X*:2*(2) #z*(2)}

Sejam 27 = min Dy, 23 = min D3, 25 = min D3 e x3 = min(D; U Dy U D3). Sabemos entdo
que xi(z) < xi(y), v3(y) < 23(z) e queremos mostrar que z3(z) < v3(z).

Como 27 = min(D{ U Dy U D3), temos 3 € DiUDy;UDsex;<af,1<i<3.
Se z3 € D3, temos 2] = 23 e quatro possibilidades:

(i) 23 € Dy N Dy;



CAPITULO 2. MEDIDA E MULTIMEDIDA 32

(ii) @3 € Dy N Ds;
(iii) z3 € DN D§;
(iV) S (DyuU Dz)c.

No caso (i) 23 > 27,1 <7 < 2, ou seja a] = @] = 3. Entdo, trivialmente,

z3(2) = 23(z) < 23(y) < 2j(z) = 23(2) e v < z.

*

Em (ii), temos 2} > 2] e portanto 23 = a7 e ainda xj(y) = 23(z), de modo que
23(e) = @3(2) < 23(y) = 23(z) = 23(s) e 2 < =.
Para (iii), 27 > 23 e portanto 2} = 23 e ainda 2}(y) = 23(z). De novo obtemos
z3(z) = x3(z) < z3(y) = 2i(z) = a3(z) e 2 < =.
Finalmente, no caso (iv), z3(z) = ¢3(y) = 23(z), donde
z3(2) = zi(z) = 23(y) = 23(2) = 23(2),

o que é absurdo pois 23 € Dj3.

Se a7 & Ds, temos zj(z) = =zj(z) e existem trés possibilidades, pois com certeza
7,: € Dy U Dsy:

(V) L: S D1 n D'z;

(vi) 23 € Dy N Ds;

(vii)a} € DyN DS

No caso (v), 2} = 2] = 23, de modo que xj(z) < z3(y) < 23(z) o que é absurdo pois
z3(z) = z3(2).

Em (vi), 2] = 27, e 23(y) = 23(z). Entdo () < 2;(y) = 23(2) 0 que novamente contradiz
23(2) = 23(3).

Para (vii), 2] = 23, e 2j(z) = 23(y). Entdo 2j(z) = 23(y) < 23(z) de novo contradizendo
z3(2) = 23(2).

Para mostrar agora que < ¢é ordem total, consideremos z, y € X, distintos e seja
zg = min {27 € X~ :2%(2) # 2"(y)}. Entao xj(x) < x5(y) ou x5(y) < z5(z), ou seja, x < y
ou y < z. Portanto, se z,y € X, temos 2 < y ou y < 2.

Ainda temos que a relagao de ordem < é compativel com a adicao de X, isto é,se z,y,z € X
ex <y,entaior+z<y+ z.
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De fato, de © < y obtemos que ou @ = y e neste caso = + z = Y+ z ou, se  # y, como
D ={ereX :z(x)#2"(y)} = {2 € X*:2"(z4+2) #2"(y+2)}, sendo x5 = min D,
z5(2) < 25(y). Entao ag(z +2) <aj(y+z)exz+y<y+ =

Seja agora dada uma multimedida M : ¥ — Pyke(X). Vamos mostrar que Sy, # 0
definindo um seletor m : © — X por m(A) € M(A) e m(A) é elemento maximal de M(A) em
relagdo & ordem <, para cada A € £. A existéncia de tais elementos maximais é obtida pelo
Lema de Zorn.

Dado A € T, consideremos C' = {z, : @ € I} um subconjunto totalmente ordenado de
M(A). A ordem total em X induz uma ordem total em I que o torna um conjunto dirigido:
a< B, a,f€lseesdse z, < zg.

Considerando o net {z,},c; em M(A) ( com essaordem em 1), ele é um net crescente em X,
isto &,se a < 3, 24 < 23. Como M (A) é w-compacto, existe um subnet {x“ﬁ}ﬁeJ w-convergente

para zo € M(A). Mas sendo o net {2}, crescente, temos entdo que ele é w-convergente para,
To e 29 € um limitante superior de C.

Pelo Lema de Zorn ([7],p14), M(A) tem elemento maximal z 4, isto é, x4 € M(A) e se
y € M(A) com 24 < yentdoy=uzyu.

Definimos m : & — X por m(4) = z4,A € I, e vamos mostrar que m é finitamente
aditiva, donde seguird m € Sj;.

Sejam A, B € ¥ disjuntos. Temos que m(A4)+m(B) € M(A)+ M (B) = M(AUB), e como
a ordem < é total,

m(A) +m(B) < m(AU B). (I

Por outro lado, como m(A U B) € M(A) + M(B), existem y € M(4) e z € M (B) tais que
y+z=m(AUB). Mas y < m(A) e z < m(B) pois a ordem < é total e daf

y+z<m(A)+zem(A)+z < m(A) + m(B),

porque a ordem < é compativel com a adicao de X.
Pela transitividade, y 4+ z < m(A) + m(B), ou
m(AU B) < m(A) + m(B). (II)k
Por (I) e (II). m é aditiva.
Logo Sar # 0. |

Proposigao 2.31 Seja M : & — Py(X) multimedida. Entio
(i) se m € Sy, entdo [m|(A) < |M|(A), para todo 4 € T
(ii) se M for de variagao limitada; Sy C bo(Z, X);

(iii) se ¥ for o-dlgebra e M for multimedida forte, Sy; C ca(S, X).
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prova:

(i) Sejam m € Sy e A € E. Para qualquer B € ¥ temos m(B) € M (B) e portanto
Im(B)I| < sup_|lall = A({0}, M(B)). Ento
M(B)

zE

I

[m|(A) sup 3 [|m(F)|

r€ll Fen
sup 3 h({0}, M (F))
well Fer
|M|(A).

IN

(ii) Dado m € Sys da parte (i) temos [m|(R) < |[M|(Q) e se M for de variagao limitada
obtemos |m|(Q2) < 400, ou seja, m € bv(Z, X).

(iii) Sejam m € Sys e {An}, oy seqiiéncia disjunta em T .
Entao

Im( 5, 42) = = mA)l = [ln(T A= m( b 4,

n=1 1 n=1

U A,
Ilm(nztg+1 )|l

< h({0}, M( T 4n).

Il

Como ¥ é o-dlgebra e M o-aditiva, M é também fortemente aditiva. Podemos entio usar
g

o Lema 2.19(i), obtendo h({0}, >= M(A4,)) "2 0 e portanto m( 061 Ay) = f m(A,), ou
n=k+1 n= n=1
seja, m € ca(Z, X). |

Definigao 2.32 Definimos no conjuntos das funcées de © em X, F (¥, X), a topologia T da
convergencia pontual fraca da seguinte forma: um net {ma}sep de F(Z, X) é T-convergente
para mg € F (¥, X) se para todo A € &, {ma},ep € w-convergente para mg(A) em X.

Teorema 2.33 Seja M : © — P,(X) uma multimedida. Entdo Sy, é T-compacto.

prova:

Para qualquer A € £ . o conjunto H(A4) = {m(A)/m € Sy} é relativamente fraco-compacto

sobre X, pois H(A)” c M(A)” e M(A) é w-compacto.

Em virtude do teorema 1.15, para Sys ser T-compacto basta mostrar que Sys é pontualmente
fechado em F (T, X).

Seja m pertencente ao aderente de Sy; em F (£, X) com a topologia 7. Entao existem um
net {ma},ep em Sy, e uma fungio m € F (I, X) tais que mo(E) = m(E), para todo E € .

Como m,(E) € M(E) e M(FE) é w-compacto, m(E) € M(E). Para que m € Sy, falta
verificar que m é medida.
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Sejam A, B € ¥ disjuntos. Sabemos que para m, vale que m, (AU B) = mq(A) + mq(B).
Por outro lado m,(E) - m(FE) para qualquer E € ¥.

Assim

Mo (A) + mg(B) = ma (AU B) =5 m(AU B). (1)
Como também que

Mmq(A4) =5 m(A) e ma(B) =5 m(B). (1)
Por (I) e (IT) temos m(A U B) = m(A) + m(B).

Logo, m € Sy, e isto nos garante que Sy é pontualmente fechado em F (2, X). Portanto
Sar é T-compacto. [ |

Lema 2.34 Se K, K, € Py(X) e v € ext (K, + K,), existem e sdo tnicos os elementos
t1 € Ky, 9 € K tais que @ = z; + &,. Além disso, z; € ext K e z5 € ext K.

prova:
E claro que existem z1 € K e 23 € K3 com & = 2 + 2, pois ext (K| + K,) C K| + K,.
Para a unicidade, suponhamos que 2, 1'1 € Ky e xy, 7,; € K, sejam tais que
T =2+ 29 =12, + T, (0
Entao z = 5(.7:14—.1'1)4-5(.12—}-12) e, como Ty +uy, Ty +212 € K1+ Kyex € ext (Ky+Ks),
concluimos que
Ty + 2y =, + 3. (1)
De (I) temos x; — L’z = .1;’1 — 2 e usando (II) obtemos z; = 1’1 ey = :v’z.

Se z; nao fosse extremal de K, existiria y € X com z; + Yy, ¥y —y € K; (x; seria ponto
médio de algum segmento com extremos em K). Entio a4y = (z;+y)+xs e r—y = (x1—y)+a,
pertenceriam a K| + A3 e x ndo seria extremal de A’y + K5, contrariando a hipdtese. Logo,
T € ext K.

Analogamente 2, € ext K,.

Para B € T usaremos a notagao )5 NB para a dlgebra {ANB: 4 € T}.

Proposigao 2.35 Se M : ¥ — Puc(X) é multimedida, entio para todo B € T temos
BZ{UZ(B) tm e S,\[lgng} € qukc(r‘()-

prova:

Temos B # (. pois Sys # 0.
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Sejam my, my € Syrflsnp e A € [0,1]. Entdo m = Amy + (1 — A)m, é medida vetorial
o-aditiva e também m(B) = Am;(B) + (1 — A\)my(B) € AM(B) + (1 = A\)M(B) = M(B), pois
my(B), my(B) € M(B) e M(B) é convexo. Assim B é convexo.

Consideremos agora {m,(B)} em B. Como Sjs|snp é T-compacto, existem mg € Snylenp e
{maﬁ}ﬂeJ com My, 5 my, ou seja, para todo C' € ©N B, Mas(C) == mo(C). Em particular,

Mq,(B) = mo(B) com my(B) € B e dai concluimos que B é w-compacto.

Teorema 2.36 Sejam M : ¥ — Py (X) multimedida e B € T fixado. Entao, para todo
x € M(B), existe m € Sy/|cnp tal que m(B) = «.

prova:

Suponhamos inicialmente que x € ext M(B). Para todo C' € £ N B, como M(B) =
M(C) + M(B N C°), pelo lema 2.34 existem e sdo tnicos os elementos z¢ € ext M(C) e
yc € ext M (BN C*) tais que z = 2¢ + yc.

Definindo m : ¥ N B — X por m(C') = z¢, vamos verificar que m € Svl|sns e m(B) = z.

Para que m € Sys|snp. basta mostrar que m é medida vetorial, pois j& temos m(C) = z¢ €
M (C'), para todo C' € ¥ N B.

Sejam C, Cy € £ N B disjuntos. Como z¢,uc, € M(C1UCY) = M(Cy) + M(C3), de novo
pelo lema 2.34 existem (iinicos) z¢, € ext M(C) e z¢, € ext M(C3), com z¢,uc, = zc, + zc, -
Também existe (inico) yc,uc, € ext M((Cy U C3)° N B) com & = 2¢,nc, + Yo,uc, -

Entao z¢, + z¢, + yc,uc, = . Como z¢, + yc,uc, € M(C2)+ M((CLUC)°N B) e

M(Co) + M((CLUC)*NB) = M(CyU ((C1UC)°N B))
= M((CRUCT)N (C2uCs) N (CyU B))
= M(C$nB),

temos z¢, = 2¢,, pela unicidade.
Analogamente z¢, = r¢,, de modo que m(C1UC3) = x¢uc, = ¢, +2c, = m(C)+m(Cy).

Suponhamos agora = € co(ext M(B)). Entao existem ; € ext M(B) e A\; >0, 1 <i < n,
com ) A;=lez =3 Az,
i=1 =1

Pelo que fizemos antes. existem m; € Sys|snp com m;(B) = z;, 1 < i < n. A medida

n n
vetorial m =} A\;m; também é seletor de M|gnp e vale que m(B) = 3 A\iz; = .
=1 =1

Obtemos assim que
co(ext M(B)) C {m(B): m € Syf|lsn} C M(B). (I

Lembrando que, por 1.12, M (B) = c0*(ext M (B)), pois é convexo e w-compacto, tomando
o fecho na topologia fraca nas inclusées em (I) e usando a proposicio anterior (B € Puke(X))
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temos finalmente M(B) = {m(B) : m € Sy/|snp}, ou seja, para todo x € M(B) existe um
m € Syr|znp com m(B) = z.

Teorema 2.37 Se M : & — Py (X) é multimedida, entdao M (A) = {m(A) : m € Sy}, para
todo A € .

prova:
Seja A € ¥ e consideremos A={m(A) : m € Sy}.
E claro que A C M(A).

Por outro lado, dado @ € M(A) e tomando y € M(A®) arbitrdrio, pelo teorema 2.35,
existem my € Sar|sna e My € Sprlenac tais que my(A) = x e my(A°) = .

Definindo m : & — X por m(C) = m;(C'NA)+m,(CNA®), temos que m é medida vetorial,
m(A) = m(A) =z e m(C) € M(C), pois mi (CNA) € M(CNA), ma(CNA®) € M(CN A e
M é aditiva.

Portanto, z € A. [ |



Capitulo 3

Extensao de uma multimedida

Este capitulo dedica-se ao estudo das condigées para que uma multimedida M definida
numa dlgebra ¥ de subconjuntos de Q possa ser estendida para a o-dlgebra ©, de subconjuntos
de 2 gerada por X.

Lema 3.1 Sejam ¥ uma algebra de subconjuntos de Q2 e Mo : ¥ — Py (X) uma multimedi-
da.Consideremos a fungao g : X* x & — IR definida por g(z*; B) = sup z*(z). Entao
z € My(B)
(i) para cada B € T fixo, g(; B) : X* — R é uma funcdo convexa real e w*-semicontinua
inferiormente;

(ii) para cada z* € X~ fixo, g(¢*,+) : & — IR é medida (aditiva) real.

prova:

Observamos inicialmente que g(z*; B) € IR para todo 2~ € X* e todo B € %, pois Moy(B)
é limitado.

(i) Fixado B € ¥ e dados z*, y* € X" e 0 < A < 1, temos g(Az™ + (1 — A)y*; B) =

sup (Az"+(1-A)y")(x) <A sup 2*(z)+(1—A) sup y*(2) e portanto g(-; B) é convexa
z€Mpy(B) TEMy(B) reMy(B)
real.

Agora dados 25 € X~ ec > 0, existe 29 € Mp(B) tal que 25(z¢) > g(xg3; B) — < , ou seja,
—g(2g; B) > —ag(xo) — < .

Assim g(2*; B)—g(25; B) > sup z*(z)—x5(xo)—< , e como xg € My(B) temos g(z*; B)—
€My (B)
g(xg; B) > x™(x9) — xj(w0) — < .

Escolhendo Vys = {27 € X™ : [2(20) — 25(20)| < < }, entdo Vys € uma vizinhanga w™ de 2}
e para ™ € Vy; temos g(a™; B) — g(25; B) > —2¢ . Logo ¢(-; B) é w™-semicontinua inferiormente
em .

(ii) Segue da proposicao 2.13 (3), pois M é multimedida. |

38
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Lema 3.2 Sejam ¥, Mg e g como no lema 3.1. Suponhamos que exista uma medida aditiva U
real nao negativa em ¥ tal que My < p. Entdo, para cada z* € X* fixado,
(i) lim |g(z* E)| =0, ou seja g(z*,-) é u -continua;
w(E)—0

*

(ii) g(z~;-) é uniformemente continua em ¥ com respeito a d : & x & —» IR; dada por

d(A, B) = u(AAB);
e se u for o-aditiva, temos ainda que

(iii) g(z*,-) é o-aditiva.

prova:
Seja ™ € X fixado.

(i) Dado e > 0, existe . > 0 tal que E € T e pu(E) < 6. implicam em ~({0}, Mo(E)) < =
pois My < p.

bl

Como [g(z*; E)| = sup z~(z)| < sup [2*(z)] <|lz”|| sup ||z]|, temos
z€Mo(E) z€M(E) r€Mo(E)

lg(=7 E)| < [|l27[|R({0}, Mo(E)) < [le™||e ,

sempre que E' € Y e u(E) < 6. .

Portanto, lim |[g(z™; E)|=0e g(2~,-) é p -continua.
u(E)—0

(ii) Vamos mostrar que dado € > 0 existe d; > 0 tal que se 4,B em % , d(A,B) =
R(AAB) < &1, vale que |g(z™; 4) — g(a=; B)| < = ||l2*].

Facamos inicialmente uma estimativa para |g(z*; A) — g(2*; B)|.

Sabemos que AUB = AU(BN(ANB)°) = BU(AN(ANB)®) (unides disjuntas) e como g(z=,)
¢ medida real podemos escrever g(z*; A) + g(2*; BN (AN B))) = g(2*; B) + g(a™; AN (AN B)).

Logo

l9(2%; 4) = g(z*; B)| < lg(2™; AN (AN B)*)| + |g(2™; BN (A0 B))]. (1)

Mas |g(a*,C)[ < sup |a*(z)| < la”l| sup_[lal| = [la"[|A({0}, Mo(C)), para todo C'
)

TEMyH(C) T€My(C
¥ e voltando a (I) temos

lg(a™; A) = g2 B)| < [la”[| {h({0}, Mo(A N (AN B))) + h({0}, Mo(B O (AN B)))}. (1)

Seja dado = > 0. Como My < , existe d; > 0 tal que se £ € S e 1(E) < 9, entao

h({0}, Mo(E)) < 5
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Dados A, B € © com pu(AAB) < é;, como os conjuntos (AN (AN B)¢) e (BN (AN B)°) sao
subconjuntos de AAB temos que u(AN (AN B)°) <4 e u(BN (AN B)°) < 4.

Utilizando (II) concluimos que se d(A, B) < d; entdo |g(2™: A) — g(z™; B)| < [|z=||.€ .
Portanto g(z*;-) é uniformemente continua em T .

(iii) Vamos provar que g(z*,-) é o-aditiva, supondo que y é o-aditiva.

Dada uma seqiiéncia disjunta {4,} em ¥ com U A, € ¥, como g(z~, -) é finitamente aditiva,

o] r o)
temos que |g(x*,nglAn)—zlg(z*,.4n)|=|g(x*, 0 Adl.
= n—

n=r+1
Mas u( U A ) =570 e entdo, por (ii) |g(a U A,)] =50 0.
n=r+1 n=r+l
Logo g(z~, ) é o-aditiva. a

Lema 3.3 Sejam ¥, My, g como no lema 3.1 e ©; a o-dlgebra gerada por T . Suponhamos que
exista uma medida real nao negativa o-aditiva p em T, tal que My < u| e sejad: ;1 x¥; — R
definida por d(A, B) = u(AAB). Entao -

(i) para cada 2* € X* e para A € &, se {Bn},en em T for tal que d(A, B,) — 0, existe
lim g(2*; B,) € R, que independe da seqiiéncia {B,}.

n—soo
Podemos definir G : X* x £, — IR por
G(z*; A) = nl_]_r+noo_/( , Bn) e valem, para cada z* € X*,
(ii)) G(¢*; B) = g(z*; B), para todo B € %;
(iii) hm |G(1 E)| = 0;
wE
(iii) G'(2*;-) é uniformemente continua em ¥ com respeito a d;
(iv) G(2*;-) é medida real o-aditiva.
prova:

(i) Fixamos z* € X* e seja A € &;. Sempre existe alguma seqiiéncia {B,}, pela proposicio
1.36, tal que d(B,, A) — 0.

Segue que d(B,, B,,) "= 0 Pelo lema 3.2, g(2*,-) é uniformemente continua e por-

tanto nnl}goolg(n;‘; B,) - g( m)| = 0. Assim, {g(2*; Bn)},en € de Cauchy. Logo existe
lign g(z*; Bn) € R.

Dadas seqiiéncias {B,}, {Cy} em T tais que d(B,, A) — 0 e d(C,, A) — 0, existem
lirlln g(z";B,) =L € R elimg(x™C,) = M € R.Entao

n—»rmoo

0<[L—M|=]| lim g(2x™:By)— lim _g(z*Cy)| = lim lg(2™; Ba) = g(27; C)|-
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Sabendo que d(B,,C,) < d(B,,A) + d(A,C,) temos d(Bn,Cy) — 0 e pelo lema 3.2,
|(9(z*; Bn) — g(2*;Cp))| — 0. Portanto L = M, e com isto o limite independe da seqiiéncia

{Bn}-
Podemos definir G(z*; A) = nﬁnoog(z*; B,), para quaisquer 2 € X" e 4 € &,
Fixamos z* € X™*.

(ii) Seja B € ¥. Podemos tomar B, = B para todo n € IN.

Logo G(2% B) = lim g(z*; Bn) = g(z*; B).

(iii) Queremos provar que u“—l::l)m |G(z*; E)| = 0.

Dado ¢ > 0, pela demonstragao do Lema 3.2, existe 6. > 0 tal que se £ € ¥ e u(E) < 4.
entao |g(z; E)| < ¢ [|lz7]|.

de

£

Seja A € &) com u(A4) < 4§ =

\V)
S|

Como ¥ é denso em T, por 1.38, para cada n € N, existe B, € % tal que d(A, B,) <
)
Temos entido B, — A. Mas B, C AU (AAB,), logo u(B,) < 6 + — g O .

Portanto lg(x*; B,)| < € ||2*|| para qualquer n € IN ASSlm 1(A) < & implica que
|G(z*; A)| = Jm g(a; Ba)| < € [|l2*]|, ou seja, (llm |G(z* E)| = 0.

(iv) Provaremos que G(z~,-) é uniformemente continua em £, com respeito a d.

Dado e > 0, existe &; > 0 tal que se d(C, D) < 4§, com C, D em ¥ entao

lg(z*;C) — g(2*; D)| < < ||2™||, pela demonstragio do lema 3.2
0

Sejam &g = 3 e e A, B em X, tais que d(A, B) < d.

Existem

04 > 0 tal que se d(4,C) < 84 e C € T entdo |G(a™; yA)—g(@C)|<¢e e
o > 0 tal que se d(B,D) < ég e D € T entio |G(2™; B) — g(z;D)| << .
Pela densidade, existem C', D em T tais que

d(A,C) < d4ed(AC) < &

e d(B,D) < ép e d(B, D) < d.

Entao d(C, D) < d(C', A) + d(A, B) + D(B, D) < 33y < 8,, e portanto
l9(27:C) — g(2*; D)| < < [|=7||.

Como
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|G (27 4) = G(27; B)| < |G(275 4) — g(2™5C)| + 1g(2™,C) = g(2™; D)| + |g(2™; D) — G(z™; B)],

obtemos finalmente que se 4, B € &, com d(A, B) < § entao

|G(274) =G (2™ B)| < 2¢ +< .[la7||.

(v) Vamos mostrar que G(2*;-) é medida real o-aditiva.

Para isto vamos provar que é finitamente aditiva e depois usamos sua y -continuidade dada
por (iii).

Inicialmente temos G'(z*,0) = 0, pois § € T e g(2=,0) = 0.

Dados 4 e B em ¥, disjuntos, consideremos {C,,} e {D,} em ¥ tais que C, 4y de
D, % B, ou seja, u(AAC,) — 0 e u(BAD,) — 0. Entao

G(z*;A)+ G(2*; B) = nli_r)nho[g(w'; Cr) + g(z™; Dy,)]

Mas g(z*;Ch) + g(2*: D) = g(2*:Cr U Dy,) — g(2*;C, N D,,), para todo n € IN, ja que
g(z™;-) é medida real.

Pelo lema 1.36 temos C',, U D,, 4, AUBe c,.nD, A NB=40.
Dai G(2*; A) + G(2™; B) = G(2™; AU B) e G(2*;-) é finitamente aditiva.

Seja dada uma, seqiiénria disjunta {A,} em I;. Como G(z*;-) é finitamente aditiva

IG(2*; U U Ag) - z Gle™ A =G U An)l.
Mas p( _EJOH A,) "=5° 0 e entdo por (iii) |G(z™; U+1 A,)] 75 0.
Logo G(27;-) é o-aditiva. -

Lema 3.4 Sejam X, My, g, g e G como no lema 3.3. Entdo paracada 4 € %, a fungao
G(;A): X* — R é convexa, positivamente homogénea e w™-semicontinua inferiormente.
prova:

Fixado A € ¥, fixemos também {B,} em T com d(B,, 4) — 0.

Para todo 2™ € X* temos G(z™; 4) = nlLr)nmg(.z' 1 Bn).

Sabemos que G'(2*; A) € R para todo ™ € X~ e entdo G/(-; 4) é funcao real.

Como g(2*; B,) é uma fungao convexa para cada n, dados z*, y € X~ e 0 < A < 1 temos
qne nlilpng((’\f +(1=A)y7); Ba) < An!i_ﬂlmg(xr'; Bn)+(1-X) nl_ig]mg(y'; B,)

Logo, G(Az™+ (1 = A)y™; 4) < AG(2™; A4) + (1 = NG (y™; A) e G(-, A) é convexa.

Sendo G(Az*;4) = lim g(A2™;B,) = lim sup  (Az™)(z), para todo A > 0 temos
n—oo n—))olEJ‘IO(Bn)
lim A sup a*(z)= /\nlirl!mg(.r‘; B,) = AG(27; 4) e G(+; A) é positivamente homogénea.

T z€Mo(Bn)
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Para mostrar que G/(-; 4) é w*-semicontinua inferiormente, provaremos que [G(-; 4) < A] é
w™-fechado, para todo A € IR.

Fixado A € R, como [G(+; A) < A] é convexo, pelo teorema 1.8 basta mostrar que para todo
r>0,[G(;A4) < AJNrBx+ é w™-fechado, onde rBy+ = {z* € X*/||z| < r}.

Quando r = 0 ficamos com um dos dois conjuntos [G(-;A4) < A]N{0} = 0 ou
[G(;4) < AN {0} = {0}, e ambos sio w*-fechados.

Fi\(emos entao r > 0 e seja dado um net {23} com 23 € [G(; 4) < A]NrBy«, para todo

a,ezxh 2 zo- Entao ||zg]| < r e queremos mostrar que z3 € [G(+; A) < A].

Dado ¢ > 0, pela demonstragao do lema 3.2 existe 5. > 0 tal que, para B, C' € ¥ com

d(B,C) < 6. , |g(z*; B) — g(z*;C)| < “ . “, para qualquer z* € X~
Lembrando que d(B,, A) — 0, existe ng € IN tal que para m,n > ng d(B,, B,) < 6. .
Entao para, m,n > ng, sup |g(z*; B,) — g(2*; Bn)| < —
I.EY‘B_}(O 3

Fazendo n = ng e m — oo, temos

sup |9(27; Bro) = G2 A)| < - (1)
z*€rBye

Como ¢(-; By,) é w™-semicontinua inferiormente em zj, existe uma vizinhanca w* de x5,
que denotaremos por Vs, tal que se 2* € Vs entao

n

9(2™; Bpy) — g(a3; Bng) > —“3- (I1)

De (I) e (II) e
G(e%5A) = G (205 A) = G(x™A) = 9(27; Bny) + 9(275 Bng) — 9(25; Bro) + 9(25; Bno) — G(25; A),

temos que se z™ € Vs NrByx«,G(z"; 4) = G(x5;4) > —= — = — = = —= , ou seja,
G(xy; A) < G(x™A) + <.
Por outro lado, dado Vs existe ag tal que para o > ap temos z7, € Vzg pois zg, s z}.

Como 2}, € rBy-. para todo a, entio a > ag implica que 27 € VIS NrBx« e daf, em
particular, G(zg; A) < G (23,5 4) +< . Mas G(a]; A) < A e entao G(z5; A) < A+ <

Sendo ¢ arbitrdrio temos G(z3; A) < /\.(III)

Portanto [G(; A) < AJNrBx+ é w™-fechado para todo A € R e todo r > 0 e pelo teorema
1.8 temos que [G(+; A) < A] é w*-fechado. ]

Teorema 3.5 Sejam T uma dlgebra de subconjuntos de Q , ©; a o-dlgebra gerada por ¥ e
Mo : ¥ — PFy(X) uma multimedida que também seja multimedida fraca. Se existe uma

medida real ndo negativa o-aditiva u em T, tal que My < p| entdo M, pode ser estendida
v

para uma multimedida fraca M : &y — Py (X).
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prova:

Podemos utilizar o lema 3.3 e definir M : & — P(X) por
M(A)={z e X/a"(z) < G(x";A),Va* € X*}, Ae ¥,

Fixado A € ¥y, vamos mostrar que M (A) € Ps.(X).

Sendo g : X* — IR dada por g(¢*) = G(z*, A), podemos aplicar a proposigio 1.33, pois g é
convexa, propria, positivamente homogénea e w*-semicontinua inferiormente e obtemos K Cc X
nao vazio, convexo e w-fechado, e portanto fechado, tal que g*| 2 é indicadora de K. Entao

K = {z€eX:97(7) <0} = {zeX: SUp (z*(z) — G(z*, A)) <0}
I.e -
= {z€X:2°(2) <G(z",A), Ve~ € X*} = M(A),

donde M(A) € Pr.(X).

Resta mostrar que 1/ (.4) é limitado. Consideremos 1\-1/(\4) C X*™. Para todo 2" € X* e
todo z € M(A) ten1051 (x) <G(z*, A) e —z™(x) < G(—-z*, 4), de modo que |Z(z*)| < My. =
max{G(z*, A),G(-z", A)} € R. Pelo principio da limitagao uniforme ([3],p66), existe L € R
com ||Z|| < L, para todo TE€E A[( ). Como [|z|| = ||Z]|, segue-se que M (A) é limitado.

Além disso, devemos verificar que M coincide com My em .

Para A € ¥ temos G(¢™; A) = g(2*; A) = o(2*; Mo(A)), e como para = € My(A),
z*(z) < g(x*; A) para todo z* € X*, temos que My(A) C M(A).

Suponhamos que nao vale M(A) C Mo(A). Entdo existe zg € M(A) com zg ¢ Mo(A).
Temos que {zo} é um conjunto convexo e compacto e My(A4) é fechado e convexo.

Pelo teorema 1.6, existem c, a constantes reais e 2* € X~ tais que
2™(y) < c < a < x™(zo),para todo y € My(A)

e assim sup 2*(y) < ¢ < a<z*(2z0). Com isto temos g(z~; A) < 2*(zg), 0 que é absurdo,
yEMo(A)
pois g(z*; A) = G(a*; 4) > 2™ (20). Logo M (A) C My(A).

Portanto, M(4) = My(A), para todo A € T.

Falta provarmos que M é uma multimedida fraca, isto é, para todo 2* € X*, o(z*, M(-)) =
sup z7(z): ) — R U {o0} é medida o-aditiva com sinal.
zEM(-)

Em primeiro lugar, sabemos que o (2™, M (-)) tem valores reais, pois sup 2*(z) < G(z~, A)
rEM(A)

e G'(27, A) € R, para quaisquer " € X" e A € T,.
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Vamos provar que (¢, M(-)) = G(27, -) para todo z* € X~ e dai, pelo lema 3.3(iv), seguir4
0 que queremos.

Inicialmente, vamos mostrar que para 4, B € ¥; disjuntos vale

M(AU B) = M(A) + M(B). (1)

De fato, dado z € M (A)+M(B) temos = z4+xp,com x4 € M(A) exp € M(B). Entio,
para todo 2™ € X* temos 2™ (z) = 2™(za) + 27(vB) < G(2*, 4)+ G(2~, B) = G(z*, AU B), pois
G(z*,-) é medida. Logo, x € M(AU B) e temos M(A) + M(B) C M (A U B), pois M(AU B) é
fechado.

Por outro lado, se 2 € M(AUB) e x ¢ M(A)+ M(B) pelo teorema 1.6, existem zg5 € X~
e c € R com z5(z) > ¢ > x5(y), para todo y € M(A)+ M(B). Em particular,para todo
y=2za+apcomzy € M(A) e xp € M(B) vale z5(z) > ¢ > zj(24) + z5(zp). Dai z5(z) >
¢ > G(zg,4) + G(zg, B) = G(vg, AU B), o que contradiz & € M (AU B). EntioM (AU B) C
M(A) + M(B).

Fixemos agora 2™ € X™ e vamos verificar que o(a*, M (-)) é aditiva. Dados 4,B ¢ 3y
disjuntos, temos

o(z*, M(AUB)) = sup ™ (x) = sup a*(z)
€M (AUB) z€M(A)+M(B)
= sup at(a) = sup (a"(24) +27(25))
r€M(A)+M(B) rAEM(A), zg€M(B)
= sup z*(z)+ sup z*(z) = o(z",M(A))+o(z*, M(B)).
€M (A) zeM(B)

Vamos finalmente provar que o(2*, M(A)) = G(z*, A), para todo A € &,.
Fixamos A € ¥; e uma seqiiéncia {B,} em ¥ com d(B,, 4) - 0, ou u(AAB,) - 0.

Como o (2™, M (-))é aditiva e real, para todo n € IN temos

o(z*,M(A)) = sup z*(z)

z€M(A)

= sup 27(z)+ sup  z*(x)
z€M(ANB,) ze€M(ANBS)

= sup  a™(2) + sup 2*(z)+  sup  2*(2) — sup  z™(z)
€M (ANBy,) reM(ANB,) reM(ANBE) reM (A°NBL)

= sup a%(2)+ sup z*(a)+ inf —-z7(2)
€M (Bn) rEM(ANBE) rEM(ANB,)

= o(2",M(B,))+ sup z*(a)+ inf —-2*(2),

€M (ANBE) €M (A°NB,)

e, de forma andloga,

o(z*, M(Bn)) = o(x™, M(4))+ sup  z™(x)+ inf —z7(z).
( ( )) ( ( )) r€M(ASNB,) ( ) zeM(ANBE) ( )

Da definicao de A/ obtemos, para qualquer C' € £, e qualquer y* € X*, que

sup y*(z) <G(y*,C)e inf y*(z) <G(y-,C).
reM(C) T€M(C)
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Utilizando essas desigualdades com AN BS, A°N B,, =~ e —2~ ficamos com

lo(z™, M(A)) —a(z*, M(B,))| < max{|G(z", ANBS)|+|G(~-z*, A°NB,)|, |G (2=, A°NB,)|+
|G(-2~, AN B;)|}.
Lembrando que o (2™, M(B,)) = g(z*, B,), para todo n € N, que lim |G(z™, E)|=0ce
u(E)—s0
lim |G(-2* E)| =0 (por 3.3(iii)) e que n(AN BE), u(A°NB,) - 0, pois ANB; e A°NB,
u(E)—0
estdo contidos em AAB, e u(AAB,) — 0, obtemos que o (z*, M(A4)) = 1_an g(z*, By).
n o0
Mas esse limite é exatamente G(z*, A) e assim G(z~, A) = o(2~, M(A)).

Portanto, M é uma multimedida fraca. [ |

Teorema 3.6 Sejam ¥ uma dlgebra de subconjuntos de Q e &, a o-dlgebra gerada por T. Se
X for reflexivo e My : © — Px.(X) for uma multimedida fraca, entdo as seguintes afirmagoes
sdao equivalentes:

(i) Mo pode se estendida para uma multimedida forte M : =, — Py (X).

(ii) Mo(X) é um subconjunto relativamente fraco-compacto.

(iii) My é fortemente aditiva.

(iv) Existe uma medida g : ) — IR nao negativa o-aditiva tal que My < g
X

prova:

Inicialmente, por My ter valores em Py,k.(X), pela proposicio 2.13 segue que My é multi-
medida, pois Mo(A) + My(B) = Mo(A) + My(B).

(i) =(ii) Temos Mo(X) = M(Z) C M(Z,) e, pela proposigao 2.21, M(Z,) é relativamente
w-compacto. Entao My(X) é relativamente w-compacto.

(i) = (iii) Sendo Mp(X) relativamente w-compacto, pelas proposicoes 2.13(1) e 2.17 temos
que M é fortemente aditiva, pois Pyuic(X) C P (X).

(iii) =(iv) E a Proposicio 2.20

(iv) =(i) Pelo Teorema 3.5, M, pode ser estendida para uma multimedida fraca
M : Ey — Pyre(X), pois Pure(X) = Pye(X) porque X é reflexivo.

Pela proposigao 2.21, M é o-aditiva, ou seja, é multimedida forte.



Capitulo 4

Integracao com respeito a uma
multimedida

Este capitulo visa estabelecer condi¢oes para que possamos integrar uma multimedida, o
fato desta integral poder ser usada para definir uma outra multimedida e descobrir quais as
caracteristicas da inicial que esta nova multimedida tem.

Neste capitulo ¥ serd uma o-dlgebra de subconjuntos de 9 .

Lembramos que B(X) denota o conjunto das fungées f : @ —» IR limitadas e mensuraveis
e que se f € B(X) e m € bv(X, X) existe a integral [4 fdm para todo A € & pelo exemplo 2.7.

Assim, se M : ¥ — Puc(X) for uma multimedida de variacio limitada, temos pela
proposicao 2.30, Sy C bv(X, X) e portanto, para todo m € Sy; e todo 4 € T, existe J4 fdm, o
que nos permite enunciar a seguinte defini¢ao.

Definigdo 4.1 Sejam M : ¥ — P, (X) multimedida de variacdo limitada e fe B(X). A
integral de f com respeito a M em A € ¥ é dada por [ fdM = {[ fdm : m € Sy}
A A

Teorema 4.2 Sejam f € B( X ) e M:¥ —Pyic(.X) uma multimedida forte de variacio limita-
da. Entao a multifungdo de conjuntos definida por G(A) = [ fdM, para cada A € T , é uma
4

multimedida forte com valores em P, (X) e de variacio limitada.

prova:
Primeiro mostraremos que G(A) € P,i.(X) paracada A € & .
Em primeiro lugar, G(A) # 0, pois Sy; # 0, por 2.29.

Seja {[ fdm,} um net em G(A), onde {mk,}ueD é um net em S,y.
A a€D

47



CAPITULO 4. INTEGRACAO COM RESPEITO A UMA MULTIMEDIDA 48

Desde que Sys é T-compacto pelo Lema 2.33, existe um subnet {mak},\EJ de {mqs},ep que
T-converge para m € Sy, ou seja, para todo B € T a net {mq,(B)}, é w-convergente para

m(B).
Observando que |mq, |(2) < |M|(R2) < oo, temos por 2.9 que,

lim 2*([ fdm,,) = lim [ fdz* o my,=[ fdz* o m=a*([ fdm).
keJ B keJ g B B

Logo G'(A) é fraco-compacto.
Agora vamos mostrar que G(A) é convexo.

Sejam z,y € G(A) onde z = ffdml ey = ffdmg, com my, mqg € Sp;. Temos
Az+(1—=A)y = Aff(lml +(1-=X ff(lmg = ff[)\dml—i- (1= A)dms] = [ fd[Amy+ (1 — X)my).
A

Sendo m = Am; 4 (1 — A)mg, temos que m é medida vetorial. Além disso, como my, my
pertencem a Sy temos que my(A), my(A) € M(A) e este sendo convexo vale que

m(A) = Am(4) + (1 = A)my(A) € M(A).

Logo, [, fdm € G(A) e G(A) é convexo.
Entao G(A) € Pyge-
Vamos provar que G é uma multimedida forte.

LG(0 )={J fdm;m € Sy} = {0}, é claro.
0

2. G(U An) = ) G(An), para {4,},c seqiiéncia disjunta em T .
nelN nelN

Mostraremos inicialmente que o(2*,G(-)) é o-aditiva para todo 2* € X*.

Sejam 2™ € X" e 4, B € U disjuntos. Entao temos que

o(z*,G(AU B)) o(z™,{ / fdm :m € Sy})

AuB

= sup :L*(/ fdm)
meS)y AuB

= sup .1:'(/Af(lm+‘/8fm.).

meSyy

Logo,

o(2*,G(AUB) < sup 2*([ fdm)+ sup z~ /f([m

meES,y 4 meSyy

= o(z,G(A)) + o(z=,G(B)).

Como G(A), G(B) sao w-compactos, existem my, my € Sy tais que
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o(z*,G(A)) = m‘({fdml) e o(z*,G(B)) = z(g fdmy) (11)

Pela Observagao 2.29 sabemos que S); é decomponivel e assim a medida mp dada por
Mo = XA, M1 + X4, M2 € um seletor de Al.

Como / fdmo_/fdml-{—/fdmg, vale que

AUB

*(/ Fdmo)= /fdml +/fdm2) = /fdml ) + 2" /fd:712 D o, GA) +
AUB
o(z”,G(B)

Logo,

sup z* /fdm > o(2",G(A) + o(z*,G(B)).
meSyy

(I1I)
AuB
Por (I) e (III) vale que

o(z*,G(AUB)) = o(z*,G(A4)) + o(z*,G(B)), (IV)
ou seja, o(z*,G(+)) é aditiva e pela proposicao 2.13(2), G é aditiva, pois, como G tem valores
em Pyic(X), para A, B € ¥ disjuntos temos G(A) + G(B) = G(A) + G(B).

a(z",G(4,))|=

k
Para a o-aditividade temos |o(z*, G( L_J1 Ap)) - %o:

n=1

lo(z*, G| EJ: Ap)) —o(a*,G( @lAn))I-

co k oo
Como podemos escrever Ul A,=(U 4,)Uu( U
n=

Ap) e essa uniao é disjunta,
n=1 n=k+1

=kt meSy
0
U A,
n=k+1
Mas | sup z* fdm)| < sup | / fdz"om| < sup ||f|ls|2™ 0 m|( U An),
meSyy meESyy . meESyy n=k+1
U  An
n= k+l

n=k+1
e como |z*om|(:) < ||1"|||m| ) < |lz*|[|M](-), por 2.4 e 2.30(i), entdo

k
lo(a G( 4n)) = a(@, G( U A < [|fllsellzll-1M]( _b:+l.4n). Por 2.30(iii), [M](-) é
o-aditiva e da,l, fa.zendo k — oo,
0o 20
oz, G( UlA")) = > o(x",G(A4,)), (IV)
= n=1

para todo 2™ € X*.

Pela proposicao 2.21, G' é g-aditiva, pois tem valores em Py (X)
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Além disso, temos que G é de variagao limitada, com |G|(R) < || ||| M|(R). De fato,
IGI(Q) = sup ¥ A({0},G(4,) = sup ¥ h({O},{/fdm:meSM})
M An€ll M Anel ,
= sup ¥ sup | / famll < ||fleosup 3 sup |mi(A,)
M A,ellmeS,y : IT A,€llmeS,s
< ||f||~oSUP o S M) = [IflleelMI(),
sendo que a peniltima desigualdade segue da proposicao 2.30. |

Dada uma fungao f € B(Q) podemos escrever f = f, — f_ onde f+ = max(f,0) e
f- =max(-f,0).

Teorema 4.3 Sejam M : ¥ — Pu.(X) multimedida forte de variacio limitada e fem B(Q).
Entao para cada A em Q2 , cada 2* € X* e G dada no teorema 4.2 temos

olz*, G /f+da(1 M(- /f_da —a, M()).

prova:
Provaremos primeiro para funcées simples.
SeJa, 8 — IR simples. Entao fi e f_ também sdo fungdes simples e podemos escrever
fp= Z aixa, e f- = i( bj)xB,, com a;, (—b;) estritamente positivos e os conjuntos 4; e B;

1=1
dlSJthOS dois a dois, 1 <i <k, 1 <j<A

Entao f = Z aix 4, + Z bjxs, e, sendo C' = U A;jeD = 9 B;, f(z) =0paraz ¢ CUD.
Logo [, fdM = fm(CUD) f(lM para cada A € ©. "
Para 2* € X* temos entdo
o(z7,G(4)) = o(x",G((ANC)U (AN D)))
= o(e",G(ANC)) +o(2*,G(AN D))
= (@, [ faM)+oe, [ samn,

ANC AnD
pois o(2*;G(+)) é o-aditiva.
Portanto,
k A
o(z”,G(A)) = sup (Y aim(AN 4;)) + sup (=2")( = (=bj)m(ANn B;)).(1)

meSyy =1 mESyy j=1
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Como os A;’s e os Bj's sio disjuntos.
k A
a(z*,G(A)) =Y sup z"(em(ANA4;))+ Y sup (=27)(=b;m(A N By)).

=1 meS,; J=1me€Sy,

Mas M(B) = {m(B)/m € Sa}, para todo B € T,pelo teorema 2.36, e entdo temos que

o(2*,G(A)) =

i Mz-

io(x*, M(ANA;)) + E( bj)o(—-2~, M(AN Bj))

J=1

A
= /201\4(10 M (- /Z \B do(—ax™, M(-)).
A

Logo o (2™, G(A)) = [, fydo(a, M (-)) — [, f-do(—z=, M(-)).

Para o caso genérico de uma funcao f mensura,ve] e llmltada existem sequéncias de fungoes
simples mensuraveis com {s;'} e {s;;} com s} N fres, N f-. Dai segue o resultado. W

Agora que conseguimos definir uma multimedida pela integral de outra, gostariamos de
saber qual a relagdo entre seus seletores. O proximo teorema trata disso.

Teorema 4.4 Sejam M : ¥ — Py(X) multimedida forte de variacio limitada, f € B(2)e
1 Y — Puke(X), dada por G(A) = /f(lzw, A € U. Entao se mg € Sy, a medida vetorial
A
o-aditiva ng definida por ng(A) = /f(lmo. A € X, é um seletor de G.

prova:

Para A € %, ng(A) = /fdmo € {/f(lm :m € Sy} = /fdM = G(A) & asdim
A A A
no(A) € G(A).

Dado mg € Syy, é claro que ng é medida vetorial pela proposicao 2.10 e entio ng é seletor de

G. Além disso, como my é o-aditiva, |[mo|(-) também o é pela proposicio 2.30. Dai, se {An},cn
é seqiiéncia disjunta em T |

k o0
lIno( U An) = 55 no(An)]| lIno( U Azl = WS 5 , fdmll

n=l1 n=4+1 n= A+l

o) k o~
”f”%lmol(nszJ+l ‘411) :)>\J 0,

IN

e ng é o-aditiva. [ |
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