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Resumo

Este trabalho tem por objetivo estudar multimedidas definidas de álgebras em subconjuntos
de um espaço de Banacl} real X. A primeira pergunta é como podemos estender multimedida
de uma álgebra para uma multimedida numa a-álgebra. A segunda pergunta é qual a relação
entre a multimedida e medida vetorial. N'mostramos aqui vários resultados apresentados por
D.l<andilakis ([91), assumindo no ú]timo caso que X é reflexivo. Fina]mente, nós estudamos as
funções de conjuntos obtidas pela integração de uma função limitada mensurável com respeito
a uma multimedida.

Abstract

The main purpose of this work is to study the multimeasure defined on a field in the subsets
of the real Banach space .X. The first question is llow we can extend multimeasure on a field
to one on a a-field . The second one is what the relation between multimeasure and vectorial
measure is. \Ve show several results presented by D.l<andilakis (191), in the last case of which
we assume that X is reflexive. Finalll', we study the set functions obtained by integrating a
bounded measurable function with respect to a multimeasure.
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Introdução

Esta dissertação trata de extensão e integração de multimedidas vetoriais. Foi feito um
estudo com medidas vetoriais e como estender algumas das propriedades destas medidas para
as inultimedidas.

O estudo de multimedidas foi motivado primeiramente pela necessidade da economia ma-
temática e em particular na procura de equiíbrio em trocas económicas. Os primeiros trabalhos
sobre isto, segundo Papageorgiou ([141),são de l<.Vind e Debreu-Schmeid]er, a partir de então o
assunto de multimedidas tem sido desenvolvido extensivamente,

Baseamo-nos nos trabalhos de Dimitrios A. l<andilakis ([91), de C. Godet-Thobie
e de R.Pallu de La Barriere ([12] e [131).

[15] e ]61)

O trabalho foi dividido em 4 capítulos. O capítulo l apresenta definições, notações e
teoremas utilizados ao longo do texto. No capítulo 2 estudamos medida e multimedida. O
capítulo 3 trata da extensão de uma multimedida e o capítulo 4, da integração com respeito a
uma multimedida.



Capítulo l

Preliminares

O objetivo deste capítulo é apresentar definições, notações e teoremas utilizados neste tra-
balho. Enunciaremos apenas os principais resultados, uma vez que estamos considerando que o
leitor tem algum conhecimento de Análise Funcional e de medidas escaleres.

1.1 Alguns resultados

Vamos relembrar algumas propriedades dos espaços com os quais estaremos trabalhando

Definição 1.1 Um espaço vetori.al topológi.co é um espaço vetorial X sobre un] corpo ll'i
com unia topologia em relação à qual

1. a aplicação de X x -V -+X definida por (z, y) -+# + y é contínua;

2. a aplicação de H< x X -+X definida por (a, z) --la.z é contínua

Definição 1.2 Um espaço localmente convexo é um espaço vetorial tipológico cuja topolo-
gia 'r é dehnida por uma família de seminormas P tal que CI.. {3 : p(z) = 0} = {0}, lia qual

as sub-bases são os conjuntos {# C -Y : p(= -- g) < € }, onde p C P', y C X e c > 0. Desta
forma urli subconjunto l-Í de X é aberto se, e só se, para cada tt} C 1.1, existem pi, . . ..p. € P' e

' :''..,: . tais que ;n.{z C X:pj(z- w) < -r .Í} CU.

P

Exemplo 1.3 Seja X uni espaço formado. Então .V é um espaço vetorial topológico e também
um espaço localmente convexo. Se .V for completo diremos (lue .V é um espaço de Baiiach.
Denotarernos por .Y' o espaço dos funcionais lineares contínuos sobre .\.. A inclusão canónica
de .X em -V'' será indicada por .J : -V - '', onde ./(z) = i, li(#') = z'(z), para todo

z' € .X''. Usaremos tanlbéiil .X' para J(-X').

4



CAPITULOU PRELINiINARES b

Exemplo 1.4 Seja .V um espaço normado. Para cada a;' C .\.*, definimos p.:. : .V --lIRa por
p,.(z) = lz'(z)l, que é uma seminorma. sobre .X'. A família P=lp,. : =' € X'} torna X lim
espaço localmente convexo. A topologia definida sobre .V por estas seminormas é chamada de
topología fraca, freqüentemente denotado por a(-&., X') ou u . Denotaremos (.V,o ) o espaço X
com a topologia w

Exemplo 1.5 Seja X um espaço normado. Para cada r € .Y definimos p, : .V' -+IR+ por
p,(a*) = lz*(z)l, que é uma seminorma sobre .V'. A família P=Íp, : :c C .V} torna X' um
espaço localmente convexo. A topologia definida por estas seminormas é chamada de tipologia
fraca-estrela (ou fraca-+) sobre X', normalmente denotado por a(X*, .V) ou u'. Denotaremos
(X",o') o espaço -V* com a topologia u'. Defliiimos Bx. = {z* c X' : llz'll = 1}.

Teorema 1.6 (Teorema de Hahn-Banach, forma geométrica (]3],p417)) Sejam /('i e
/('2 subconjuntos não vazios, convexos e disjuntos de um espaço localmente convexo real X. Se
/í'i é compacto e /('2 é fechado, então existem consta.ntes reais c e a, e z* C .V' tais que

a:*(z) < c < a < z'(g), para todo z C Ã.i e g/ C Ã.2

Teorema 1.7 (Corolário do teorema de Hahn-Banach,forma analítica ([3],p65)) Se
ja X um espaço formado. Dado z C X nã.o nulo existe z* c .X' tal que lla'll = 1 e z'(=) = llz

Teorema 1.8 (Teorema de Krein-Smulian ([31,p429)) Sejam X um espaço de Banach e
/(' um subconjunto convexo de X*. O conjunto /\' é fracc-+ fechado se, e somente se, /(' n rBX.
é fraco-+ fechado para todo r ? 0.

Teorema 1.9 (Teorema de Eberlein-Smulian (l31,p431)) Seja A um subconjunto de tim
espaço de Banach .X.'. As seguintes afirmações são equivalentes:

1. A é relativamente fraco sequencialmente compacto (ié, para toda sequência {=«} em .4,
existe {z.} o-convergente em X.)

2. 7" é fraco-compacto.

3. Todo subconjunto infinito de A tem um ponto limite fraco em X

Definição 1.10 Sejam -V um espaço vetorial sobre H'i e F C .\.. Um subconjunto de .V não
vazio Á é um subconjunto extremal de F se, dados =, # C F com t:c+ (l -- t)y € .4 para algum
[ C(0, 1), então z,y € Á. ].Jm subconjunto extrema] de r' que só contenha um ponto é chamado
de ponto extremal de F'. .A.o conjunto de poittos extremais de f' derlotaremos e=f F

Exemplo l.ll Os lados de um triângulo em IR2 são subconjuntos extremais do mesmo, e seus
vértices são pontos extreinais dele.
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Teorema 1.12 (Teorema de Krein-Milman, (l31,p440)) Sejam X um espaço localmente
convexo e /\' um subconjunto compacto de .X'. O conjunto dos pontos extremais de /\' é não
«zio e /\' C m(e#t Ã'), Se /í' for co«veio, e«tão M(ezZ Ã ) = Á'

Teorema 1.13 (Teorema de James (l81,p157)) Seja A um subconjunto limitado e fraco.-
fechado de um espaço de Banach real X. Se cada funcional contínuo em X assume seu supremo
em A então A é fraco-compacto.

Teorema 1.14 (Teorema de Orlicz-Pettis ([41,p22)) Sejam .V espaço de Banach e {a.}
seqüência em .V. Se toda subsérie >1: z.. for co-convergente, então toda subsérie )ll: z.. é conver-
gente (em norma).

k

Teorema 1.15 (([10],p218)) Seja .F uma família de funções de um conjunto Z em um espaço
tipológico -\.. Para que .F seja compacto relativo na topologia da convergência pontual de .X.z
é suficiente que:

1. .F seja pontualmente fechada em .{z,

2. para cada ponto z de Z o conjunto .rlt;ll= {/(z)// € /'} tenha fecho compacto

Se .V é um espaço de Hausdorft' as condições acima também são necessárias

1.2 Funções convexas e funções semicontínuas infe.
dormente

Seja .V um espaço localmente convexo sobre IR

Definição 1.16 A função g

Denotaiemos por g # +oo.
.X -+R U {oo} é própria se existe = C X tal que g(3) < +oo

Exemplo 1.17 / : IR --} IR dada por /(z) = c':'

Definição 1.18 Seja .V um espaço nornlado. Dada uma função própria g : X -+IR u {oo},
chamamos de função conjugada de g a função g- : .V' ---.} IR U {oo} dada por

g*(=') s --Pl" '( .r )rCX g(«)}, ,' c -v*
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Exemplo 1.19 Seja / IR --> ]R dada. por ./'(=) e'. Por definição temos

/'(g*) = supÍa= -- e'} onde y'(.=) = rr.t para algum a C IR.

Analisemos o sinal de a. Se a < 0, a=--e' pode ser arbitrariamente grande quando tomamos
z negativo, logo seu supremo é +oo . Quando a = 0, o supremo é trivialmente zero. Para a > 0,
um cálculo elementar pode ser usado para determinar o supremo, que resulta a./og(a) -- a..

Portanto a função conjugada da função exponencial é

''ü'';l'"-(.) -
se a > 0

se a = 0 , onde y'(z) = aa:
se a < 0

Definição 1.20 A função g : X --tIR U {oo} é convexa se para z, y C X ocorrer que

g(tz+(l t)y) $ tg(,)+(l -f)g(y), qualq«er q«esejaf C(0,1).

Exemplo 1.21 / IR ada por /(z) =lz

Para uma função g
conjuntos

X --lIR U {oo} designaremos por epí g e ip $ À] os seguintes

epi g = {(z, À) C -V x R/g(x) $ À}
Is ; ÀI = {# c -r/g(=) $ À}.

Proposição 1.22 (Propriedades de funções convexas,[21,p9 )
as funções abaixo estão definidas ein .X' a. valores em IR U {oo}.

Consideramos que todas

1. Se g é uma fui]çãoconvexaentão epí g é ]in] conjuiitoconvexode .{xR, e vale a recíproca

2 Se g é uma função convexa então para todo À em IR, o conjunto ]g $ À] é convexo
recíproca é falsa.

idas a

3. Se gi e g2 são convexas então gi + g2 e convexa

4. Se (gi)íc/ é uma família de funções convexas então as funções /(#)

s«p h(#) são co««xas.
h(a)$g.(=)

s«p©(,) e g(z) =

Exemplo 1.23 Toda função g' é convexa

Deânição 1.24 Uma função g : -X' --lIR U {oo} é gemi.contínua i.nferi.oriente se para todo
À € 1R o conjunto [g $ À] = {z C .X'/g(z) 5; À} for fechado em .\'
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Exemplo 1.25 / : IR -+ IR dada por /(z) zl, IR com a tipologia usual

Exemplo 1.26 Sejam X espaço formado e g
fu nção u'-semicontínua inferiormente.

.V ---} IR dada por g(z) lzll. Então g é uma

Definição 1.27 Uma função / : X --} IRU {oo} é i.ndi.cadora de um conjunto G C X quando

.r(,) - 1 :=: :. , e, ..

Exemplo 1.28 Seja /(' C X, .K' fechado.
semicontínua inferiormente

A função Indicadora de /í', denotada por /J\-, é

Proposição 1.29 (Propriedades de funções semicontínuas inferiormente,[21,p8) CoB
sideramos todas as funções abaixo definidas em X a valores em IR U {oo}

1. Se g é semicontínua inferiormente etltào cpí g é fechado em .V x IR e vale a recíproca

2 A função g é semicontínua inferiormente se, e somente se, para todo z C X com g(z) c IR
e todo .s > 0, existe uma vizinhança V de z tal que g(y) ? g(a;) -- c , para todo # c
V, e para 2 € X cona g(z) = +oo, dado i\l' C IR, existe uma vizinhança V de z tal que
g(y) > .L/, para todo y € V

3 Se g é semicontínua inferiormente e {#.} é um net convergente para z então ocorre que
lim infg(z.) $ g(3)

4. Se gi e g2 são semicontínuas inferiormente então gt + gZ é senlicontínua inferiormente

5 Se (gi)ic/ é uma família de funções semicontínuas inferiormente então as funções
/(z) = s«pgf(z) e g(z) = sup A(#) são semicontínum inferiormente.

iC/À(r)$g.(r)

Observação 1.30 Sejam .V espaço normado e g : .X' --} IRU {oo} função própria. A aplicação
z* C .\.' H z*(=) -- g(#) C IR é ll lj-contínua, «;-contínua e o*-contínua para cada z € .V com
g(,) C R.

Proposição 1.31 Sejam .X' espaço formado e g : .X' --lR U {oo}. Se g # +oo então a função
g' : -V' --} R U {oo} dada por g'(z*) = suplz'(z) g(z)} é «,'-semicontínua inferiormente e
convexa. =e.x

prova

Resulta do exemplo 1.23, da proposição 1.29 e da observação 1.30
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Definição 1.32 Uma função g : -X' --lIRUloo} é positi.valente homogênea se ocorre g(À.=)
Àg(z) para todo À > 0 e todo = C X

Proposição 1.33 Sejam X espaço normado real e g : .X'' ---} IR U {oo} convexa, própria, u*.
semicontínua inferiormente e positivameitte homogênea. Então g* é jndicadora de um conjunto
R C .X'*' não vazio, convexo e u*-fechado. Se /\' C X for tal que .K' = R n x, /\' é não vazio.
convexo e o-fechado.

prova

Sejam a; C .Y' e Ào € 1R com g(z;) # .o e g(zi) > Ào. Co«sideremos (X*,w')
topo[ogia usual e .\.' x ]R com a topo]ogia produto, que é localmente convexa.

iR com a

Sendo /\ i = {(z;,Ào)} e /('2 = epi g, podemos aplicar o teorema 1.6, pois ambos são
convexos, não vazios, ]('i é compacto e ]l 2 é fechado em .X'' x IR.

Logo existem / X* x IR-+IR linear contínua e a C IR com

/(#8, Ào) < o' < /(z', À) (1)

então

para qualquer (z", À) € Ã'2

Como a aplicação z' C X' -} /(z', 0) € 1R é uma forma linear u
/(z*, 0) = a*(zo) para «m certo z. € .X'.

.contínua sobre .X

Além disso, cada (z',À) pode ser escrito como (z',À)= (z',0) + À(0,1) e, colocando
/(0,1) = k, temos/(z',À) = z'(zo)+ÀÊ, qualquer que seja(a:*,À) c X' x IR. y De(1)
temos

:rÓ(a:o) + kÀo < a $ ='(=o) + kÀ ( 1 1 )
para todo (=', À) € A'2

Co«-o('Õ,g(rÕ)) C Á'2, temos .8(#O) + ÁÀo < a $ zÕ(zo)+ Êg(,Õ).

Assim, A'.g(#;) -- k.Ào > 0. Nuas g(z8) > Ào e portanto k > 0.

Pela de6nição g'(=:i?) - ,l;ux.{--Í("") -- g(z')} - [ ,:uP.{''( ,0) kg('')}

Usando que =*(--a'o) --kg(z*) = --(a*(;z:o)+kg(z')) '$. --o pois(z',g(z')) C Á'2 para todo

z' C .V', temos l;up.{':c'(zo) -- kg(#')} $ --a. Daí g'(=:::g) $ -a < oo, donde g'l.t # +oo.

Colho g é positivamente homogênea, vale (lue g(#*) Àg(À't.z') para todo À > 0. Então

g'(#'') s«P {.'''ll') - g(a')}r'CX'
À. suP {À '.-r''(1') -g(À''..u')}.r'CX'
Àg'(.='') , para todo À > 0.
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Logo g' só assume os valores 0 e +oo , ou seja, g' é indicadora de um conjunto R c .X'*'

Podemos escrever R = {z'* C .V''/g'(#'') $ 0} e, sendo g' convexa e «;*-semicontínua
inferiormente, R é c-;* fechado e convexo, bem como não vazio pois mostramos acima que existe

6 c .f tal que g'( -:;lg) € R e então g'(=:1;lg) = o

Seja Ã' C -X' tal que Ã' = R n .f, ou seja, /\' = .J-i (R n .t). Então Ã. # @ pois =:# C Ã'

Também .K' é convexo por que R e X o são.

Ainda temos (lue /(' é w-fechado pois se {ga} em /í' é u-convergente para yO € -Y, então
{Ül;} está em R e é w*-convergente para !/o. Como R é w'-fechado, iii C R e portanto yo C ]í.H

1.3 Algebras e
P

o--álgebras

Seja ç2 «m conj«nto

Definição 1.34 1-lma álgebra E de subconjuntos de Q é uma família de P(Q ) tal que

li) 0 c s;
(ii) .4 C E :+ .4' C E;

(iíi) dados quaisquer su bconjuntos ,4 B C E ocorra .4 U B € E

Definição 1.35 Cima a-álgebra E de subconjuntos de Q é uma família de T'(ç2 ) t.al qu

(i) E é uma álgebra;

(ii) pa.ra qualquer seqüência {Á«} C E de conjuntos, disjliiltos dois a dois,y ocorrer (lue
U A.C E.

ncjN

e

Consideremos = uma álgebra de subconjuntos de Q , Et a a-álgebra gerada por = e z' uma
medida real não-negativa a-aditivo definida em =i.

Dadacl:Et xEt --> IR+ poro(Á,B) = P(.4AB), onde ÁAB =(.4nBc)u(Bn,4c'), temos
que d é uma psetidométrica([11],p73 & 118).

Lema 1.36 Sejam {Á.} e {Fn} sequências em T"(Q ). Então

(i)(UA«)A(U Fn) C y(Á«AFn) e em partia--lar(.4iUÁ2)A(FIUF2) C(.Atar't)U(.42AF2)

lii)(Ái n .4z)z\(F'i n F2) c(.Atar't) u(.42aF2).

prova
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I'or dehniçao temos

(y -4«)A(Wa) =((ki Á«)n(W F#)') u((W Fk)n(y .4-)') =((y '!«)n(? /T)) u((Wn)n(0 -4:))-

Se a: C (u.4«) n(À; /t) temos z C y .4« e z C ? /T. Logo, existe um no C N tal que z C .4

.e r'E para todo k C IN. Em particular z C .4.o n /=. e portanto z € y(Án n /r').

Analogamente, se z € ( . Fk)n(n A:) temos .z: C y(FnnÁ:)). Concluímos que se a: pertence

a (kJ Á-)a(Wn) '"tão :' € Ei(Á« n Fnc) - -' C y(Fn n .4li), o" s'ja, z c y('!«Z\Fn)

Para o item (ii) temos que

(Ái n 'i2)z\(Fi n F2) - l(Át n .42) n(Fi n p2)'lu l(r't n F2) n('li n Á2)'l =

=[(Át n Á2) n p'f] u ](']i n Á2) n F2c] u [(FI n F2) n .'lÍ] u [(F't n F2) n .48] =

=[,42 n (ÁI n r'f)] u ]Ái n (.'!2 n F2c)] u ]r'l n (F2 n Á;)] u ]F2 n (FI n ,'lÍ)].

Mas Ài n .rT c .4iz\.E, .rc n ,4? c .4fZvC. para i = 1, 2.

l.ogo(.4tn .42)A(Fi n F2) c(ÁiAFi) u(,42a.F2).

Lema 1.37 E' é urna a-álgebra de subconjuntos de í2

nO

e z

prova:

Provaremos inicialmente que EÚ é urna álgebra.

Dados .4, B € Ea queremos provar que .4 U B C =d

Para todo s > 0, existeill C', Z) C E tais (lue (/(.4.C') < %' e d(B, Z)) < %-

Pelo lema 1:36(Á U B)A(C'U D) C(.4AC') U(BAI)) e então temos (Z(.4 U
Logo Á u B c E"

Seja {.4.}.CW seqiiência em =a

Queremos tnostrar que B = Ek Á. C =a. Podemos admitir que {Á.} é disjunta por que
E" é álgebra.

Para cada A' C IN, seja BX; = .4t U A2 U . . . u .4k. Logo Bx; C =a

Como Bx; C B = Ek,4. temos que Bn Bx;' = :J)L Á. e Bx;n 1?' = 0. Então

B,C'u 0)<

d(Bk,B)=p(BABA) =p( (j . .4«)= E p(,4.)
n=k+l ''' n:;J;+l l i)

ESendo z'(B) < oo temos E p(Á«) k=!f' 0 e voltando a (1) temos que B € =Ü.n=k+l
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Proposição 1.38 E é densa em Et corri respeito a d.

prova:

Sabemos que Ea C Et. Mas E C Ea e Ea é a-álgebra. Portanto =a ) Ei
E é densa em Ei com respeito a d.

12



Capítulo 2

Medida e multimedida

Neste capítulo estaremos trabalhando com os conceitos de medidas e multimedidas vetoriais.
Teremos llm conjunto Q lixado, um espaço de Batlach real X e usaremos álgebras ou a-álgebras
rlp L/lv L

2.1 Medidas vetoriais e integração vetorial
Seja E uma álgebra de subconjuntos de ç2

Definição 2.1 1. Uma função m : E -+.Y é medi.da vetori.al se for finitarnente aditiva. isto é.
se dados .4 e B em E disjuntos ocorrer que lll (.4 U B) = 17}(Á) + nz(B). Enl particlilar n}(g) = 0.

2. O espaço de todas as medidas xetoria.is de E em .X' será denotado por
/« (E, -V )

Deânição 2.2 1. Uma r3iedida vetorial rn : = --}.X' é a-aditivo se dada uma seqüência disjunta

{Á«}..N em E com .eN .4n C E ocorrer m(.CN Á«)- E 'rz(Á«).

2. O espaço de todas as medidas vetoriais a-aditivas de E em X sela denotado
por ca(E, .X').

Definição 2.3 1. Seja in : E ---> X medida vetorial. A variação de m é a função não
negativa jml : = --> IRUloo} dada por jml(r) = sup E: llm(H)ll onde, para E C E, o supremo

é tomado sobre todas as partições finitas n' de E tais (lue n C =.
n n

2. Erma medida vetorial in : --+ .X' é de variação limitada se lml(Q) < x.

:3. O espaço de todas as medidas vetoriais de variação limitada de E em .X' será
denotado por ól'(=, -X').

13
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Observação 2.4 Seja m medida vetorial

l.A função jml é medida (aditivo) de E a valores em lO,+oo) U {+oo} e é
monótona

2. Para todo a' C X', z'(m(.)) = z*o mo é medida(aditivo) a valores reais e
é de variação limitada se nl o for. Sua variação lz' o ml( ) é limitada por llz'lllml(-).

Exemplo 2.5 Seja T : Z,...]O, 1] ---} X um operador linear contínuo. Para cada conjunto
E contido em 10, 11 e Lebesgue-mensurável, deíinamos m(E) = T(XE), onde Xr é a função
característica de E. Pela linearidade de T, m é uma medida vetorial finitamente aditi\a mas
não é a-aditivo em geral, mesmo no caso de X = IR.

Exemplo 2.6 Seja T : l,t]0, 1] ---} X um operador linear contínuo. Novamente definimos
m(E) = T(Xz), onde XE; é a função característica de E para cada conjunto E contido em [0, 11
e Lebesgue-mensurável. Então m é evidentemente finitament.e aditivo. Além disso, para cada
E, temos ]]m(r)]] $ À(r)]]r]], onde À é a medida de Lebesgue do ]O, 1]. Como nz é dominada
por À e é finitamente aditivo, m é a-aditivo.

Exemplo 2.7 Seja m C bu(E,X). Se / é uma função simples mensurável sobre ç2 , digamos
/ = .>: aiyr., onde ai são escaleres não nulos e E{ são elementos de E disjuntos dois a dois,

l $ { 5; n, definimos T«(/) = >1: aim(Ei). Esta função é uma aplicação linear do espaço das
funções simples meitsuráveis em .X. Além disso, se / é como acima e /i = SHpÍI/(z)l : : C Ç2},
então temos (lue

n(/)
n

l E «in,(Eí)lli=l

Oll ;E (;)mW011í-l P

p :E ii7 «, (Ej il
/]s«p E ll«:(E)
#jml(ç2 ) .

<

<

Como m € Z,ü(E,-V), temos que T,. é uma aplicação linear contínua com llTmjl $ 1ml(Ç2),
se no conjuntos das funções simples mensuráveis usamos a norma ll./'ll- = sup l/(z)l.

Seja / tina função que é limite uniforme de funções simples mensuráveis, digamos {sk}.
Usando a norma do supremo temos llr«(st -- sj)ll 5; llsk -- sjll.«jml(Q).

Portanto a se(lüência {7'«:(sx;)} é de Cauchy, logo convergente para algum zo € .V. Defini-
mos T«(/) = 10. 'lote-se que zo não depende da pa.rticular seqiiêitcia {sk} escolhida e ainda
'erros ll7'«ll $ 11/11.«1«ll(O)
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Assim T. admite uma única extensão linea.r contínua para o conjunto das funções que são
limite uniforme de funções simples mensuráveis, que continuaremos chama.ndo de T..

Denotaremos por B(=) o conjunto das funções / : ç2 IR limitadas e mensuráv.is.
Observemos que B(=) é lim subconjunto do conjunto de funções que são limite uniforme de
funções simples. .A.ssim podemos definir 7'« para as funções de B(E).

Definição 2.8 Sejam / C B(E) e m € ZPU(E,-V). Definimos a integral de Bartle de ./' em
relação a m em Q por Jn/(Zm = 7'«(/), onde T« : /3(E) -+ X é como no exemplo 2.7.
Também definimos, para .4 C E, /A /dm = Jn /X.4(/m = 7'«(/À..4).

Proposição 2.9 Sejam /, g € B(E) e m, li C bu(E, X) e ,4 € E. Valem

\. jA(-.f'Fg)(tm= fA.f(!m + JAgdm

2. /A /d(m + «) fA .fdm -+ fA .fdn

3. ll/A /dmjl $ 11/11.«1ml(.4)

4 Se {m.} é net em Z,u(E,X) com jm.l(Q) 5; À/ C IR para todo a, mo € ót,(E
m.(B) -+ «zo(1?) para todo B C E, B C .4, então /Á /dm. --+ JA /dmo.

X),e

prova

(1) Temos .[.(./' + g)(/m. = án(/ + g)X..l(/"2.
que 7'. é a.plicação linear. Logo T.:((/+ g)N,:i)
fA j(!nt'+ fA gdnl.

: T«.((/ + g)y.4) por definição. Sabemos
T,.(/\.4 + g\'..i) = T«(/x.4) + 7'.:(g\.,{) =

(2) Temos m+ n. € bo(E, X). Suponhamos que/ seja simples, /

escaleres não nulos e Ei € E, dois a dois disjuiitos, l $ í $ rz. Então

n

E- afaz., onde cli sãoi-l

./,l /d(m + «) /n /\..,{d(m + n)
n

E a;(«.(Eí n .4) + «(Ei n .4))i=l

E afm(Ei n .'l) + E a{«(Ei n .4)
í=1 [=1

n

E aí(m + n)(Ef n .4)
n

E [a. «- (Eí n .4) + aín(Eí n .4)]i=l

JA fdm + JA .f([n.

Se / não for simples, como / C B(E), existe uma seqüência de funções simples mensuráveis
{si;} tal que sb --"} /.

Então T«:(sX) (/), Tn(Sk) , T«+«(Sk) --+ T«:+.(./') e co«-o T,.+.(sk)
T.(sk) + Tn(Sk), para todo k € N, temos T«+«(./') = T,«(/) + Tn(/).
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(3) Se / for simples. digamos /

a dois disjuntos, l $ í $ n. temos

)l, crime. , onde aí são escaleres não nulos e Ei C E, dois
n

lt

1 1/Á /anil IE ain2(Ei n Á)ll $ 11/11. E ll«-(Ei n .'!)
n n

l li
$ 11/lj-jml(.4)

Se / não for simples e {sk} for uma sequência de funções simples mensuráveis com sk --!!} /,
temos /ÁsJ;dm --> /Á/dm e também llskll.. -+ 11/11... Pela parte anterior, segue-se que

/A /anil $ 11./'11-1«.1(.4).

(4) Se / for simples. dada por / = El: aiXZ. , onde cví são escalarrs não nulos e Ei € E, dois a

dois disjuiltos, 1 ; í $ n, então ll JA /dm.*-/A /amoll $ E lailljrrz.(Fina)-mo(Eín,4)ll --+ o.

Se / não for simples. dado c > 0, existe s simples mensurável com 11/ -- sll.. < c . Com o
mesmo f > 0, existe clo tal que « > oo implica em ll /A sdnz. -- /Á sanzoll < c

Então, se a > ao,

n

lZ

n

l

1 1f. Jdm. L/d«:oll <

<
1/ - sll.[l«-.](Á) + ]mo](.4)] + ]] /A sd«z.

f [À/ + ]mo](Á) + i].

.h 'a«,oll

Loba JA .fdm. --+ f.4 J(Isto

Proposição 2.10 Para / C B(E) e m C Z)u(E,X), a função n : E --+ X , dada por
,z(Á) = /À /dm, 4 c E, é uma medida vetorial de variação limitada com lnl(.) $ 11/11.«1ml(.) e
ainda pai'a todo z' C -X'' vale z*(n(Á)) = /a /dz' o m.

prova:

Seja«./ c B(E) e «. € Z,«(E,X). Temos «(0) = JO/'Zn. = 0

Dados Á, B € E disjuntas, então

~(Á U B) fAun J'dnt
Jn .fXA(!nt -b fn J\ndm

«(Á) + «(B).

fn .f. X.4uBdm
J.X fdm -+ .fB jdm

Logo iz é aditivo.

Pela proposição 2.9(3), lln(r)ll = ll JZ/dz7zll $ 11./'11-jml(r), para todo E € E

Fixemos .4 € E.

Sabemos que/ € B(E). Então existe um
temos que lml(.4) $ 1ml(Q) < oo.

.v C IR tal que ll/ll.. < ]\'/ e como rlz c Z,L'(E .x')

Por outro lado lrzl(.4) satisfaz
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lnl(,4) s«P E ll«(r)lln EC7r
s«p E ll/ll-lml(r)

n' .ECn'

11/11.« suP E lml(E)
n' ECn'

ll/ll-l «. l( ,4 )
JWjml(Q) < m.

<

<

<

<

Sejam z* c .V* e ./' € B(E)

Se / for simples, dada por / = .E' aiXx. , onde af são escaleres não nulos e Ef € E,dois a
dois disjuntos, l $ i 5; rz, temos que

,"(/Á /d«'') = "'(E '-lm(E{ n Á)) = El:. aiz'(«.(Eí n À)) = /A ./dz* o m.

l

Se /. não for simples, como ./' C B(E), existe sequência de funções simples mensuráveis tal
que sk ---+ /.

Para cada sk vale .c'(/Á skdm) = /Á sêda' o m, e /Á st(Zz' o rn ---} /A /da' o m e ainda

z'(/Á 'tdm) ---} ,'(/d /d«.).

Obtemos que ;«'(Lt /dm) = /À /dz* o m, ou seja, z*(n(Á)) = /A /dz' o m. l

2.2 Multimedidas

Seja E uma álgebra de subconjuntos de Q
juntos

consideraremos em P'(X) os seguintes subcon

Ro ( .X' )

P/ .( -x' )
â.í.( .x' )

Puk. ( .V l

{,4 C X/,4 # 0},
{.4 C .V/.4 # g, fechado e convexo },e

{.4 C X/Á # 0, limitado, fechado e convexo },e

{.4 C .X'/.4 # 0, fracamente compacto e convexos

Definição 2.11 1.Dizemos que uma multifullção v : = --+ no(X) é uma multimedi.da se
&/(g.) =.{0} e se for 6nitamente aditivo, isto é, se dados .4 e B em E disjuntos ocorrer (lue
&/(Á u B) = /\.r(.4) + .v(B). ' '

2.Unia multimedida ]v é a-adi.uva oii multa.medi.da forte se dada uma seq-

üência disjunt.a {,4.}.CW em E , com llk Á. C E. ocorrer que se para todo seqüência {Zn} com
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z. c .v('4«),n c n. a série :liz« converge e ]A/(.u Á«) - .X .v( 4.), onde .êlà;'1/(.4«) -
{«/.' = E ,«,.'. c A'/(.4«)}.

3.Uma multimedida À-/ é fortemente aditivo se para cada sequência. disjunta
{Á«}.cn em E e cada seqüência {z«} com z« C .v(.4«), n C N, a série E: a« converge

nejN

4.Uma multifunção À/ : = ---+ no(.V) é uma multimedida fraca se para cada
z' € .V', a função a(=',.A/(-1) : E ---> IR U {oo} dada por a(.='. .v(.4)) = sup ='(r) for uma

rCÀ/(A)
medida a-aditivo com sinal.

3. Em todos os casos anteriores definimos À/(E) = ,y. À/(Á)

Observação 2.12 As séries do tipo >',zn,a;. € .&/(Á«), onde {.4«}.CW é uma seqüência

disjunta em E e /a/ é multimedida a-aditiva ou fortemente aditiva são incondicionalmente con-
vergentes em X, pois a convergência independe da ordem dos .4.,,.

Exemplo 2.13 (Multimedida forte) Sejam (ç2, E, À) um espaço mensurável com À medida
positiva, .V um espaço de Banach e C? um subconjunto limitado de .X'. Se : é uma família de
medidas vetoriais de E em .X' satisfazendo que para cada m € :, para cada .4 € E ocorre que
«Q(.4) C À(Á).Q. Definimos iv por À4(Á) = {.E mf(Á{), mf C :1, {.4ílf<. partição finita de .4}.

Então À/ é uma multimedida forte
Z n

Exemplo 2.14 (Multimedida fraca que não é forte) Sejam .X'
g/ = (a - 1):. Tomemos Q = N e E = P'(N). Seja a multifunção iv :

= IR2 e C o gráfico de
--"} BO (-X') definida por

«'«,-{ IR2

E a(«) ,se ..'! finito

se .4 infinito

Onde A(n) é dada por:

Paracada; € 1R2 temos liin sup z'(=)
;cai«)

cada Á = y.4. (disjuntos), a(;,À/(.4)) = E: a(
' n€1V

não é somável.

+oo. Então, para cada cada z C IR2, para

À/(.'!«)). À'las. para cada a;« € &/(.4.), #.

Proposição 2.15 1.Se íA/ : = ----+ no(.V) é uma multimedida forte então A/ é uma multimedida
fraca
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2. Se 1/ : - é uma multifunção com a(a*,À/(.)) medida aditivo
para todo a' C X* então .v(0) - {0} e se .4, B € E são diquntos, M(.'1) -F Àór(B) = ÀCf(,4UB).

3. Se v : E -+ no(X) é uma multimedida então a(z*,M(.)) é medida
(aditivo) para todo a;' c .V-. ' ''

prova:

(1)Seja z' C .X'* fixado e consideremos a função /z : E --llR dada por

p(Á) = a(z*,À/(Á)) = suP #*(=).
rCM(.4)

Temos:

Éj:.} p só assume valores ein IR U {oo}.

Como nenhum À/(.4) é vazio, teremos sempre sup z*(z) > --oo.
rCM(Á)

(j:j:} p ( 0 ) = o.

De fato, p ( Ü ) =c,(=', .v(0)) = suP z'(z) =0

(j:iD. p(.CN Á«) =.cw /z(.4«), para toda seqüência disjunta {.4.}.CW em E com .llk Á. c =

Seja uma seqüência disjunta {,4«}.cm em E com .llk .4« c =

Corno p(Á) - a(z',-l/(Á)) - ,sup )';*(z), dado -r > 0 existem Z= c h/('4«) tais que

,'(%) > /'(Á«) - $,o« seja, /.(,4«) < z'(F;) + $, « C N.

Assim, E. /&('4«) 5; E. #'(E;) +! (l -- $-).
n=1 n=1 '

Tomandoolimite superiortemoslimsup k./z(Án) $ 1imsup k.z'(3;')+limsupc (1-- 1 ).

Como À/ é multimedida forte a série }ll: E; converge, e então }l: z*(E=) converge. Por-

tanto limsup E z*(:G) = E: z'(3;').
n =1 JIC Fq

Com isto temos limsup,.:i/i(Á«) $ .eNz*(3;')+C = z'(.E ©')+c , de onde segue que

S«Pn;./'('i«) $ p(.Ek'4«)+', p'is p(.Ek'!«) - ,..:llt4«)(.E '«).
Colho .r é arbiti ário.

li-:- s«P :. P('1«) $ P(.EI., .4«)-

Â

k

( 1)
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Por outdo Indo, para quaisquer z. c .W( 4n) e para coda A c ]N demos que

}: .,'('«) $ }.1 . :lp. . ''(;'«)
"=1 -=1 r.€.V/('1«) ;;l

Assim limkinf E. z'(z-) $ 1im.inf El: p(.4«).n=1 A z;;']. ' - ''''

Mas lim:inf E #'(#«) = .CW z'(z«) = z'(E ;r«), como antes, por M ser multimedida forte.

Logo

P(U'{«) -;. su(H.)z*( k z'«) $ 1iminfn;lp('4«).

De (1) e (11) temps XZ(.CN '4-) = x;+. * /4(.4.), ou seja, p(.llW A«) = .E P(A«).

Logo p 6 uma medida a-aditiva com sinai e portanto :1/ 6 uma multimedida fraca.

a(z;,(2)(.' 3 € serra medida aditiva. ' ' ' com z;(a:) = llzll > 0. Logo a(z8,.1/(a)) > 0e

Sejam .4, B C E disjuntos. Sabemos que A/(.4 u B) 6 convexo e fechado.

e z8 €Pa.ra z - z..I + ;'a € A/( 4) + M(B), se a # A/('4 U .B), pele teorema 1.6 existem c, a C IR

zl;(.t) - a;(z.4) + .r;(zB) > c > a > ;«8(=), para todo : € &/(.4 U Z?)
Portanto,

(11)

a(z8, 't/(d))+a(;'i, M(B)) ? z8(#) > c > a ? a(:'i;, /L/(AU B)),

e a(z;, M(')) nio serif aditiva. Logo,

/b/('i) + I/(B) C t/(,4 U B).

com Por outdo lido, se existir # € M( 4 U B) com y # ;iiT/{) -f M(B)

g/i(y) > c > a > gl;(w), para todo u € 1iiiT/{) -t- M(B) e daf

(111)

de novo existirf Wo' C -V*

a(g/l;, A/(.4 U B)) ? y;(g) > c > a 1? a(y;, .t/(.4)) + a(y;, M(B)),

contrariando tamb6nl a aditividade de a(yi, .k/(-)).
Logo,
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/L/(.A U B) C A/(Á) + lv(B).

De(111) e(IV) segue que M(ÀU B) = À/(ÀI -f Àd(B).
(3) Como ik/(0) = {0}, a(z*,h/(©)) = 0, para todo z' C .V*

Dados .4, B € E disjuntos, temos que ]M(Á U B) = IL/(.4) + .v(B)

Logo, para todo z' c .X''

(lv)

a(,', À/ (.4 U B) ) s«P z*(z)
rC A/ ( .4UB )

suP
r = =.4 + ZB

z.,l € À/(.4), ZB € &/(B)
suP z*(z..l) + suP z'(3B)

r.4CÀ/(.4) rbCà/(B)
a(z* , iv (Á)) + a(,*, M(B)) .

Z'(Z.4 + ZB)

Lema 2.16 Seja h/ : E Ro(X) uma multimedida. À/ é fortemente aditivo se e somente se
para toda seqüêilcia disjulita {.4.}.CW em E e quaisquer que sejam z. C À/(Á«), n € 1N temos
que lim llz.11 = 0.

prova:

Se À/ é fortemente aditivo, dados {.4.} e {z.} como no enunciado, a série >1: z. converge
nC]N

e portanto lim llz.ll = 0.n---+oo ''

Suponhamos que /t.r não seja fortelneilte aditivo. Então existem {.4jJ{ÉW em E e zf eiii
&/(Áj) tais que a série >1: .rj é divergente

Logo {sk} = { )ll: #j} não é de Cauchy, ou seja, existe f o > 0 tal que para todo no existem

m, n > lzo com lls« -- s«ll > ! o.

Sem per(!a de generalidade podemos supor que rr? > 7&. Então s. -- sn = zn+1 + =«+2 +

+z«; = E zj,zj C i\-/(.4j) e assim s« -- s. c À;l'(. ii. . ,4j).
j=n+1 ' '.7=n+l ''

Para nO = 1, existem m.l > nl > 1 com lls«. -- sn.ll > -r O. Tomemos Bi = mUi. . .4j e.j=ni+l
Vi - '«.- - s«.. Logo Wi C .v(Bi) e llg/i ll > f o.

Para lzo = mi, existem nt2 > n2 > lni com llsm2 -- sn2ll > -c o. Tomemos .132 = U .4i e

y2 - Sm, - S«,. LOGO y2 € ;v(B2) e lly2ll > € O.

Genericamente, para ízo = mk-i sejaiii nzk > lzk > /7zk-i covil lls«* -- s«ll > c o. Tomando

j:H+: ''!j ' #* - 'm. -- '«, t'm's g/k C .\J'(Bt) ' llytll > f o.

b

J

J
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Assim!.{Bklx:cW é uma seqüência disjunta em E , e a sequência {gt}, com yk € A/(Bk), é
tal que llZ/tll > c o, donde .!!m llpkll # 0. H

Proposição 2.]-7 Seja zM : = ---> P/.(X) uma multimedida tal que iv(E) seja um subconjunto
de X relativamente fraco-compacto. Então À/ é fortemente aditivo.

prova

Vamos provar inicialmente que dados uma seqüência dísjunta {.4.}.Cm em E e a;. em
M(Á«) para cada n € 1N, a série E z'(z«) é convergente para todo z* c f;.

Suponhamos, por absurdo, que exista zi* C X' tal que a série >1: =1'(=«) seja divergente.

Sem perda de generalidade podemos admitir que a série de termos positivos de )ll: zl'(z.) é
n

nejN
divergente.

Sejam e«tão pi = z;(z,:.) > 0,i C N e zi(z«) $ 0 se n € N-{«i: i c N}.

Como /b/ é multímedida, /W( ü. B«) = )ll: M(B«) para quaisquer Bi, B2, . . .Z]À; C E dois a

dois disjuntos e assim toda subsérie de El: z« tem somas parciais em ik/(E), que é relativamente
fraco-com pacto .

&

l

Como &/(E)' é u-compacto, temos pelo teorema 1.9 , a seqiiência das somas parciais

>ll: Zni tem subseqüência u-convergente em 'Ã7ÍE)" , ou seja, sendo sj = }. z«., existe

sj. - .E =«. '.'-convergente para .zo C -\.'. Então E .z;T(2«.) ':!;" .rÍ(zo) e como pf > 0, isso

significa que a série :l:pi converge para. zT(=o), o que contradiz a suposição de que >ll:p; é
divergente.

f

Z lZ

Portanto, para t.odo #' C -Y*, >1: z'(=«) converge
nC]N

Agora vamos mostrar que para toda subsérie :l:=.. existe

converge para z'(zo), para todo :c' € .X''
k

.z'o C .Y tal que E z'(=.)k>l

Seja s.i = >1: .t.*. Sabemos (lue E .t'(z«.) coitverge, para todo z* c .Y
k:l keN

De novo, pelo teorema 1.9, temos (late existem {sj,} e zo C -Y tais que

J

='(sj,) = ,'( E *.) -+ z'(zo),
k:l

para todo z' c .V'

( 1)

Por(1) e pela convergência temos a sequência das somas parciais de E ='(a;.) convergente,
com subseqiiência convergente para z'(.zo). Logo, {z'(si)}jcm converge para ='(a;o).
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Podemos agora aplicar o teorema 1.14, concluindo que toda subsérie de El: .t. é coitvergente,
ou seja, :: z. é incondicionalmente convergente.

Portanto, À/ é fortemente aditivo

Proposição 2.18 Consideremos ]l/ : E ---} P/.(X) uma multimedida fortemente aditivo tal
que a aplicação Á C E o a(z", .4/(Á)) € 1RUloo} seja uma medida a-aditivo para cada z* C .V*
Então À4 é a-aditivo.

prova

Suponhamos que não. Então existem uma seqüêiicia diqunta {.4.} em E com U..Á. em
E e z« C À/(Á«), n C ]N tais que >1:a. é convergente para y C .\., pois it/ é íortemenfi! aditivo.
mm y = E #« g A/(y ,4«).

n

n

Como {y} é um conjunto convexo e compacto e Jk/(yÁ.) é fechado e convexo podemos
aplicar o teorema 1.6 e existem constantes reais c e a e ]ç' € -V' tais que z'(y) < c < a < z'(z),
para qualquer ; € iA/(U .4.).

Seja y' = --z'. Assim J/*(:) < --c < y'(g/) para todo ; c À/(yÁ«) . Mas y*(g) =

y*(E ';«) = Eg*(#«) $ E a(y', ;}/(Á«)), donde y'(z) < --c < Ea(y', Â/(Á«)), para qualq..,

z € &/(yÁ«). Logo a(y', U(yÁ«)) = ;.,:jjiP )Z/'(z) $ -c < ;a(Z/',A/(Á-)), o que contradiz
a hipótese. Portanto, À/ é a-aditivo. E

n

n

Len)éramos que dados dois conjlintos /\' e Z, de um espaço métrico iW a distânci.a de
Hausdorff entre eles é dada por:

/z(/{', L) = maz l sup d(3, L), supd(z, /\') l-,
L,CK' ,cz. J

onde d(z, /\') i«fld(z, y), y € Ã'}

Lema 2.19 Sda ]L/ : E ---} no(.V) multimedida fortemente aditivo.Então

(i) .111:,., õ({o}, à, M(-'it)) 0, para qualquer seqüência disjunta {.4«} em E

Se À./ tiver valores em ã.f.(.Y)
(ii) il/(E) é uin subconjunto limitado de .X

(iii) Se a(z', lv(')) for a-aditivo pala cada =' C .X'' então a coleção {a(='
llz'll $ 1} é uma família de medidas tmiformemente a-aditivo.

&/(-))/,' c x e
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prova:

(i) Suponhamos, por absurdo, que exista uma seqüência disjunta {,4.}.cn em E tal que

.lím.h({0}, .>1: À/(Ák)) # 0 Então, existem c > 0 e uma subseqüência {nflie de IN tais que

h({0}, E h/(.4k))>c,ouseja, sup llzll>f,paratodoíCIN.
=c }l: l/('le)

DadoAi = rzi,escolhemosmt c {nílie talquemi > kiezi C .E À/(.4j)com llzill >t
Tomando k2 > ml e k2 € {niliciv , escolhemos m2 C {nili€1N tal que m2 > Ê2 e

,2 € E M(.4k) com ll*2ll > Ç
.j=k2

E assim sucessivamente, para cada r podemos construir 3r C À/(B,), onde Br = .mU' .4J;,

com ll,,ll > l
Então {B,} é uma sequência disjunta em = com z, C À'f(Br) e .lip.. llzrjl # 0, e isso

contradiz a hipótese de À/ ser fortemente aditivo.

(ii) Observemos inicialmente que para todo .4 € E temos A({0},A/(Á)) = sup llzll < oo
rCÀ/ ( .,4 )

pois À/(Á) é limitado

Suponha.mos agora que À/(E) não seja limitado.

Então existe um conjunto ,4i C E com à.({0},À/(.4t)) > 1. Como observamos acima,
h({0}, /4/(.4t)) < oo logo existe um conjunto C'2 C E comi/}({0}, J4'/(C'2)) > 2.À({0}, A/(di)).

Sendo Á2 = Ái U C'2, vale que A({0}, À/(Á2)) > 2.A({0}, il/(Át)) e A({0}, À/(.42)) < .o.

Do mesmo modo, existe C3 € E com h({0}, 1L/(C3)) > 2.À({0}, zb/(.42))

Tomando Á3 = Á2 U C3, temos h({0}, iV/(Á3)) > 2.A({0}, À/(Á2)).

Assim sucessivamente, construímos {.4«} em E com /z({0},iV/(.4i)) > 1, .4« C .4.+l e
h({0},M(H«+i)) > 2.h({0}, À/(Á.)), para todo n C IN.

Consideremos {B.}, sequência disjunta em E , dada por Bt ' Ái, B.+i = À«+i nÁl;, para
1) G l!\

Como .4. í) B«+t = 0, .4. U B«+l = Á«+i e ]à./ é finitanlente aditivo temos

T

k

J l

rn2

n

A/ ( .4«+ 1 ) zk/(.4«) + Jt/(B«+t) para todo rz C N

Sej« yi C À/(Bi) = À/(.4i) co«- llgill > 1.

Escolhendo z2 C Àf(.Á2) caiu ll.z2ll > 2.A({0}, ia/(.4t)), existem :i C .t/(.4i) e y2 C M(B2)
taisque 2 = i+g2. Daíjjy2ll = llz2--:ill ? llz2ll --ll:ill > /z({0},À./(Át)) > 1.



CAPITULO 2. MEDIDA E ÀIULTIN,CEDIDA 25

Tomando ]ç3 C À4(Á3) com ll=3ll > 2/z({0}, lü/(Á2)), também z3 = :2 +y3, com z2 € h/(.A2)

e g3 C i\f(B3). Novamente, lly3ll ? llz3ll -- ll;2ll > A({0}, À/(A2)) > /z({0}, À/(ÁI)) > 1.

Deste modo construímos uma sequência {g/.} tal que para todo n c IN, #« C À/(B«) e
ll3/.ll > 1, e portanto }'y. não pode ser convergente

As seqüêncías {B.}.cm em E e {y.} em X contradizem o fato de À/ ser fortemente aditivo.

Logo, À'f(E) é limitado.

n

(iii) Pela proposicao 2.18 sabemos que il/ é a-aditivo e portanto, pela proposição 2.13, é uma
multimedida fraca.

Então, dados z* € X* e uma seqüência disjunta {.4«} com U .4. € E, para cada n € 1N vale

l E a(z*, À/(.4k))lk=n la(z*, À/(.8 ,4k))lk=n suP
=C }l: A/(Ákl

k=n

FI,*ll

«'(,)

< s«P I'*(3)-)0
rC >ll: Mt/('lk)

k=n

< s« P ll«ll
,c }l: M('lk)

k=n

L'g'' «+' n;.is- -« ('*, w('!*))l $ .!y:,.,' n----} .:o
suP

,C >ll: M('ik)
k=n

11,11 9 o.

Assim {a(z',h/('))/z' C .K* e ll.r-ll $ 1} é uma família de medidas uniformemente a-

Definição 2.20 Sejam p
«(E)--o á({0} , A/(E))

remos por /b/ «K /z.

E -+lR+ uma medida e À/ : E --lEo(X) uma rnultimedida. Se

0 então v é chamada contínua com respeito a /l . DenotaP-

roposição 2.21 Se ]i'/ : E ---} .f)l.f.(.X') é uma multimedida t'ortemente aditivo tal que para

todo z' € X' a aplicação a(z'', &/(.)) : E ----+ IR U {oo} é uma medida a-aditiva, então existe

uma medida real a-aditivo não negativa z/ sobre Et , a a-álgebra gerada por E , tal que À/ «K
E

prova:

Pelo Lema 2.19-(iii) temos que a coleção {a(z', &/(.)) : z' c .V', llz'll 5; 1} é uma fainílía
de medidas uniformemente a-aditivo sobre E.

Como la(z',À/(Á))l 5; llz'll sup llzll para cada ='
rC .b/ (= )

2.19(ii), a(z', iv(.)) é real e limitada, para cada a' € X'

c x e il/(=) é limitado pelo lema
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Aplicando o teorema de extensão de Hahn (l31,p136), pa.ra cada z* c X', llz'll $ 1, existe
uma única. medida a,.(') que estende a(z'. .L/(')) e também é a-aditivo sobre Ei, a a-álgebra
gerada por E.

Logo, por ([41,lema ],p.26), a famí]ia {a,.(.) : z' € X*,]]z']] $ 1} é uniformemente a-
uditiva sobre Et , e sendo limitada, por ([4],teorema 4,p.ll) existe uma medida real z/, não
negativa, sobre Ei tal que .b.m sup la;.(E)l = 0.

p(E)---FO llr'll$1

Quando E C E,

!--'ii, i$: '&/Wnl-,oy;----'ii, i$: ' )1

Assim temos que

llB...;JliE. ;.=(z) ''
(1)

zll e lly'jl=1, dondePelo teorema 1.7, se z C À/(E) e 3 :#0 existe y' C -X.' tal que g/*(#)

o<ll,ll=Z/*(,)$1 s«P y"(;)l5; s«P s«P ''(;)
;cÀ/(r) l ll='ll$i l,CÀr(z)

Portanto vale que

o l; ,.JP.«,.=F.;, ll'll $ ,.Jl!-». ii;:li%. ,.:l;w) o.

I'ogo' ,(E . .A({0}, &/(E))=0, ou seja, M « p '
l

Proposição 2.22 Sejam E uma a-álgebra. e il/ : E ---} .f'..,k.(-V) unia multimedida fraca. Então
zl/(=) é relativamente o-compacto e IV/ é a-aditivo.

prova

Fixado z' C -Y*, coitsideremos /ll(-) = a(z', A/(.)) e p2(.) = o(--=*, A/(-)), que são medidas
reais a-aditivas na a-álgebra E . Pelo teorema de decomposição de Hahn ([3],p 129), para
i= 1, 2, existem .r3, Arí C E, com .f). n iv. :: ü e /3 U /Vi = ç2, tais que pí é positiva em .r:t e seus
subconjuntos e negativa em iVí e seus subconjuntos.

Em particular,

P{(P.) ? /zilC'), ; = 1,2.

para todo C' c E.
(1)

Sendo JA/(8) u-compactos, i 1, 2, existem =i € .V/(E), i 1, 2, com

Pt(Pt) = suP ='(=)
rC .v(Pi )

z*(= 1 ) ( 1 1 )

e
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P2(P2) s«P -''(=) =
rCÀ/(F2)

-'(,2) (111)

Dado # C &/(E), existe C' € E tal que .r € 1V/(C'), de modo que

z*(z) 5; pt(C') 5; z'(=i) e z'(z) $ P2 (C) $ -a*(z2)

Então lz*(z)l $ .U/r' = ,naz {z*(zl), --=''(z2)}, para todo z C À/(E).

Pelo princípio da limitação uniforme. M(E) é limitado em X'*, e como llill = llzll para
z € X, temos À/(E) e também iM(E)' limitados.

Sendo &/(E)' limitado e o-fechado
=' € X* assume seu supremo em A/(E)

pelo teorema de .games (1.13) resta mostrar que todo

Fixamos no-me«te z* € X* e, utilizando (1),(11) e (111), temos que z'(zi) ? pi(C) ?
z'(z), para todo C' € E e todo z C C'.

Portanto, z'(zi) 2 sup #'' (z)
rCÀ'/(E)

s«P -''(=)
--eÃ7íEj"'

Por outro lado, z*(zi) $ sup z'(z), pois zi € A/(Pi) c ÃiÍEy"
-CM(E)'

Então =*(zi ) sup z'(z) e z* atinge seu supremo em ã7(Ey"
rCÀ/(E)'

Logo, &/(E)' é w-compacto

Agora vamos mostrar que ]M é multimedida, isto é, é aditivo. Sejam ,4, B € E disjuiitos.
Como tanto À/(.4 U B) com .v(Á) + il/(B) são «/-compactos e poi'taiitó «,-fechados, o resultado
segue da proposição 2.13 (2), pois eles também são convexos.

Portanto, À/ é multimedida a valor'es em Puk.(.r), com .ÃÍ'ÍSij"' o-compacto
sições 2.16 e 2.17, iM é a aditivo.

Pelas propo-
E

Definição 2.23 Sejam À/ : E ---} Eo(-V) uma multimedida, .4 C E e rl a coleção de todas
as partições finitas diquntas n' de .4. Definimos a variação de i\4 sobre Á por l&/l(Á) =
sup >1: b({0}, À/(E)).Se lia./l(Q) < oo dizemos que ?vl é de variação limitada.nCn EC7r

Lema 2.24 Seja ÀÍ : E --+ no(X) uma multimedida. Para qualquer .A c E temos IA/l(Á) $
IÀ/ l(n) .

prova

Sejam rl,.{ o conjunto das partições finitas disjuntas n..:l de .4 e [l o conjunto das partições
finitas disjuntas n' de Q.

Para cada n'.4 € rl.,l temos
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h({o} , À/ (f') ) h({0} , À/(F))+ A({0}, A/(.'1'))
FC m,q uÍA c )

Ent.ã.o

}: h({0},ÀI'(F')) ? >: A({0},M(F'))
FC x,iU{ .4 '} FC a,{

Como zr.,l U {.4'} c ll,

IÀ/l(n) = slP EZ.. À({0}, M(E)) 2 Erc«..* ã({0}, M(F')) para todo «',4 € n.4

Portanto IWI(n) ? IÀ/l(.4).

n

B

Proposição 2.25 Seja A/ : E Ro(.\') uma multimedida de variação limitada.
variação l:vl(-) tem valores reais positivos e é monótona e finitamente aditivo.

Então sua

prova

Pelo lema anterior, IÀ/l(.4) $ 1&/l(ç2) para todo A C E e portanto IÀ/l(-) tem valores reais,
pois IÀ/l(n) < oo. Também são valores positivos pois A(/í', 1,) ? 0.

hlostremos agora que IA/l é monótona

Sejam Á, B € E com .4 C B, [lB o conjunto das partições finitas disjuntas n'B de B
conjunto das partições finitas disjuntas n'.4 de .4.

H..l o

Para cada n'.4 C 11..1 temos

E: A({o}, w(f'))
F'c a,{ ulBn .4 ' }

h({o}, &/(f')) + A({o}, .A/(B n ,4'))

Epc. h({0} , M(r')),

e portanto

Erc«ulBn..l.} /z({o}, -t.r(r')) Z .E A({o}, zM(r'))
n'Á

Colho n',.l u {B n .4'} c Ha,

IÀ/l(a)= s«P E ã({0},ÀI'(r'))? E A({0},À/(r')),
n CrlB FCnB Fe rr..l

para todo n'..{ € 11,4 e portanto lit/l(a) ? l.t/l(.4)
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Para provar que IÀ/l é finítamente aditiva. consideremos Á, B c E disjiintos. Observamos
que quaisquer pa.rtições finitas n'.4 de .4 e n-B de B disjulltos temos n'..l U n'B é partição de .4 U B,
de modo que fl, o conjunto das partições finitas disjuntas n' de l U B, ll D {r.,l U n'B : r.4 €
rl.,l,a'n C llB}.

l)ado-r > 0, existem n'â c H.,! e rã C HB tais que .E /z({0},h/(F)) > IÀ/l(.4)F'Cr.
E A({O},À/(r')) > IMI(B) ;;.

r'c«L z
Assim

&/l(.'lU-a) = s«P E A({0},À/(F'))
nCI l FC F

? E h({0},JA'/(f'))+ E b({0},À/(f'))
r'c"â .pc'b

> IA/l(Á) + l.vl(n) - c

Fazendo f tender a 0, temos

IÀ/l(Á u n) ? lh/l(.a) + IÀ/l(B) ( 1)
Por outro lado,

IJb/l(,4 U B) s«P E Ã({0}, .L/(F))
nCll,.lu.a .FCr

"ÉnAU,(FERA({0}, À/(F' n 'l))+ F;z A({o}, 'w(/' n B)))

.enlu,(F;r «0}, m(C9.8D + (..li=, E A«0}, W(CC..DD

suP(r;.A({0}, .1/('1))) +(,l:E, ,; À({0}, Ü/(B)))
À/l(Á) + IA/l(B).

Temos que

IA/l(.4 u B) $ 1À/l(.4) + l.vl(a).
Por(1) e(11) temos IWI(.4 u B) = 1.vl(.4)+ IÀ/l(B)

(11)

E

Proposição 2.26 Seja .A/ : E ---+ Ro(-X') uma tntiltimedida forte de variação limitada. Então
IÀ/l : = ---} IR é medida a-aditivo.

prova

Já sabemos que lil/l é medida finitamente aditivo e a valores reais positivos pela proposição
anterior.

Seja {.4.}.>i sequência disjunta em = corei U.4,. € E.

temos l vl monótona e como .U. .4. c 'U. Á,}, vale que
n=1 '' n=1 ''' '

ri Novamente pela proposição 2.25
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k oa
4«) = E l.\J'l(.4.) $ 1.vl( u. ,4.).

tender a «) em (1),

E lwl('!«) $ 1'u/l(.g. 'i«) (ii)

Para a outra desigualdade, temos la,.rl(nU. Á«) - SUH E A({0}, À/(F)), onde ll é o conjunto
das partições finitas disjuntas n' de O .4.

Sendo F' C .Ek Á. podemos escrever r' = r' n (.cw Á«) - .CN(F n Á«) e então

IÀ/l( 0. .4«) = s«P E Ã({0},À/(
nCl] FC rr

M a=diti- SUP El: /z({o}, >1: lv(Fn,4.)).
n'CH .FC n' n= l

Para cada n' C H e cada F' C n' temos,

/z({0}, E Zv(r'n ,4.)

Fazendo k

n

n=l

k

À/l( un=l ( 1)

F'n.4.)))U

( 111)

suP llz
rC >ll: A/(F'nÁ«)

n=l

s«P ll E ««ll
r«c.V/(,4«nF') ,'=l

$ sup E llz«ll
r« cà/{.4nnF') 'l= l

$ E suP llz«ll.
n=1 r« C &/ (.4«nF')

1,/(Fn Á-)) 5; E /l.({0}, 1'/(Fn A«)) e podemos concluir quen=l

E h({o}, E /v/(F'n.4«)) $ E E A({o},:v(F'nÁ«)) 1; E IA/l(.4.)F€7r n=1 n€1\J FCr neFq

Voltando em (111), temos

lü/l( u. .4«) $ E l/t/l(..4.).
n=1 ''' ' J;'i

Por (11) e (IV) temos que IÀ/l é a-aditivo.

Logo A({0}, En=l

(lv)

l

2.3 0 conjunto sM e suas propriedades

Lembramos que o espaço de todas as medidas vetoriais de E ein .X' é denotado por /a(E. -X').

Definição 2.27 Seja ]v : E ---} no(.X') uma multimedida. Uma medida m € ./'a(E,.X') é um
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se].etor de .l/ se m(À) C lv(Á), para qualquer .4 € =
será denotado por SW.

O conjunto de todos os seletores de .\./

Definição 2.28 Um subconjunto iU de ./'a(E,-X') é decomponível se para mi, m2 em /U e
todo A C E a medida m : E por m(.B) = ml(B n .4) + m2(B n ,4'), para B C =,
pertence a it4. Denota-se nlz :: X.4ntÍ + lt..l.nt2

Observação 2.29 Para toda multimedida ]v : = --+ no(X) o subconjunto S,v é decomponível
pois sabemos que m C /a(E, X) e para todo J3 C E temos

m(B) - "''l(B n '!)+ m2(B n À') € A/(B n Á) + M(B n .4') "'e:" M((B n Á) u(B n .4'))
Logo «,(B) c À]'(.B).

Teorema 2.30 Seja i\4 : = ---} Pwk.(X) uma multimedida. Então S,Vr # 0

prova

Pelo teorema de Zermelo da boa ordem ([71,p8) podemos hein ordenar X", ou seja, definir
uma ordem total $ em .\.'' tal que todo 1) C .Y' não vazio tem menor elemento.

Seguindo ([ll,p157), definiremos uma re]ação < em X utilizando essa boa ordem de .X''.
que mostra.remos ser uma relação de ordem total ( é chamada ordem lexicográfica).

Para z,y € -V dizemos que = -< y se e só se # = g/ ou, se z # y,z;(z) < z;(g), onde

z; = minlz* C X* : z'(z) # z*(y)}. Observamos que se z # y pelo teorema 1.6 sempre existe
pelo menos um z' € -V* com z*(z) # .z'(g), de modo que #; está bem delindo.

E claro (lue z < r, pois # = z e vale a propriedade reflexiva.

Para a propriedade anta-simétrica, sejam .r, g C .V com z < y e y -< r. Se .r # g, sendo

z8 = -ninlz' C -V* : z'(z) # #*(g/)} temos z8(z) < zÕ(y) e z;(y) < z;(z), o que é abs«rdo.
Logo, z = y.

Quanto à propriedade transitava, tomemos =,y,: € .X tais que # < y e # < z. Os casos

z; = y, y :: = ou .t = ; nos levam trivialmeilte a = < =. Suponhamos então z # y, y # : e z :# :
e considei'ermos os seguintes subconjuntos não vazios de .X'':

0: = {,* C .X.'' : z*(,) # ,'(y)}
o, = {.' c -x'' : ,'(g) # ''(;)}
03 = {,' C -X.'' : ,'(,) # ,'(;)}

Sejam =i = min Z)t, =; = min Z)2, =; = min Z)3 e #; = min(Z)i U Z)2 U Z)3). Sabemos então

que 3i(z) < zi(g), #;(g) < a:;(z) e queremos mostrar que z;(z) < z;(;).

Como ri = iliin(Z)i U D2 U Z)3), temos =; C Di U Z)2 U D3 e z. $ z'l', l $ í $ 3.

Se #; C Z)3, temos .c; = z; e quatro possibili(lados:

li) .rl; C Z)l n Z)2;
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(ii) #i c oi n o;;

lni) ,i c o2 n OÍ;

(iv) ,; C (DI U 02)

No caso (i) z: ? zl', l $ { 5; 2, ou seja #l; = zT = z;. Então, trivialmente

«;(:«) = ;«;(#) < z:(y) < #:l(;) = «;(;) e ' < ;.

mos #; ? ]çi e portanto #; = #T e ainda z;(y) = z;(z), de modo que

-;(z) = «;(a) < ,i(g) = z;(;) = «;(;) e « -< ;.

Pala (iii), z; ? z; e portanto z: = #; e ainda a;;(y) = z;(:). De novo ob

«;(z) = z:(z) < ,;(y) = z;(;) = -;(;) e « -< ;.

no cmo(iv), zl;(z) = z;(g) = -;(;), donde

z;(z) = ,:1(z) = z;(y) = «:1(;) = ,

o que é absurdo pois ; € /)3-

Se z: g D3, temos a;(a) = #:(;) e existem três possibilidades, pois com certeza
z: € Z)l U Z)2:

(«) .«; € ot n o2;

(vi) #:l € ot n o$;

(vii)z; c o2 n OÍ

No caso (v), =: = z; = z;, de modo que z;(z) < z:(y) < z;(z) o que é absurdo pois
,;(#) = #;(;).

Em(vi), i = zT, e #i(g/) = aã(z). Então =li(z') < z;(y) = =;(z) oque novamentecontradiz
,l;(=) = :«;(;).

Para (vii), z; = =;, e z;(z) = zi(y). Então z;(a:) = z;(W) < z;(:) de novo contradizendo
,;(,) - ,:(;).

Para mostrar agora que < é ordem t.otal, consiclereinos #, # € X, distintos e seja
r8 = min {z' C -V' : ='(=) # a;*(g/)}. Então .z:Õ(.t) < .tÕ(p) ou :z:;(y) < =8(z), ou seja, a; < g
ou # < z. Portanto, se z, y C .X, temos .z < g ou y < z.

Ainda temos (lue a relação de ordem < é compatível com a adição de .X', isto é, se z, #, ; c .X'
e # < y, então z + : < y+

C

Em (ii), te

temos

Finalmente

;( ) ,
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De fato, de .t < g obtemos que ou z :: g e neste caso z + z = y + z ou, se z # #, como
O = {z' C .X'' : z*(z) # #*(y)} = {#''' C -V* : z*(a+z) # z'(3/+z)}, sendo #8 = «zí,z Z),
«8(Z) < aÕ(g). E-.tão zÕ(z+ ;) < ,8(y+ ;) e z+y < y+;.

Seja agora dada uma multimedida À4' : E --} Pwk.(X). Vamos mostrar que S,}/ # 0
definindo um seletor m : E por m(Á) € À/(Á) e m(Á) é elemento maximal de À/(Á) em
relaçã.o à ordem <, para cada 4 € E. A existência de tais elementos maximais é obtida pelo
Lema de Zorn.

Dado .4 C E, consideremos C' = {z. : a C /} um subconjunto totalmente ordenado de

M(.A). A ordem total em X induz uma ordem total em / que o torna um conjunto dirigido:
a $ /i, a, P C / se e só se #.* < ZP.

Considerando o net {z.}../ em A/(Á)( com essa ordem em /), ele é um net crescente em X,

isto é, se o' $ /i, za < ZP. Como À/(Á) é w-compacto, existe um subnet {z.,}OCJ w-convergente
para ao € À4(.4). Mas sendo o net {=.}.e/ crescente, temos então que ele é o-convergente para
zo e zo é um limitante superior de C'.

Pelo Lema de Zorii ([71,p14), À'f(Á) tem e]emento maxima] z..l, isto é, z.,l C À/(Á) e se
y C h/(Á) com ,.4 < # e«tão y = «.4.

Definimos m : E -+ X por m(Á) = z.,l, Á € E, e vamos mostrar que m é finitamente
adítiva, donde seguirá m C SIM.

Sejam Á,B c E disjuntos. Temos que «.(..4)+nz(B) c it'/(Á)+M(B) = M(.4UB), e como
a ordem < é total,

«,(Á) + m(B) < m(.4 U B). (1)

Por outro lado, como «',(.4 U B) € À/(Á) + i\4(B), existe«) y C À/(.4) e z C À/(B) tais que
y + : = rzz(Á U B). Nuas y -< m(.4) e z < m(/3) pois a ordem < é total e daí

y + ; < m(.4) + e m(A) + ; -< «(,4) + «.(B)

porque a ordem -< é compatível com a adição de .X

Pela transitividade, y + -< m(,4) + m(B), o«

«.(Á U B) < m(.4) + «,(B) ( 1 1)
Por (1) e (11), m é aditivo

Logo S.v # 0

Proposição 2.31 Seja À/ : E ---} no(X) n)ultimedida. Então

(i) se nz C 5'.v, então lml(.4) $ 1À/l(.4), para todo .4 € =

(ii) se 11/ for de variação limitada; S.v C Z,u(E, -X')

(iii) se E for a-álgebra e A/ for multimedida forte, S.\r C ca(E, .X')
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prova

(i) Sejam m C SÀr e Á € E. Para qualquer B € E temos m(B) C .M(B) e porta.nto
lm(B)ll $ sup llzll =ã({0},iü./(B)). Então

rCÂf (B )

lml( ,4 )
<

s«P E ll«.(r')ll
Reli r'Czr
s«P E A({0}, &/(F'))
7rCrl FClr
IÀ/ l( ..4) .

(ii) Dado m c S.}r da parte (i) temos jml(Q) $ 1A/l(n) e se h/ for de variação limitada
obtemos jml(Q) < +.o, ou seja, m C óu(E, X).

(iii) Sejam m C SÀ,r e {.4.}.CW sequência disjunta em E
Então

k
m.l U .4. E «',(,4.)ln=l n=l ljm(.g: '!«) - m(.ê: 'i-)ll

ljm(.:g... Á.. )ll

h({o} , w(.:H,.. .'l«)) .

Como E é a-álgebra. e Àf a-aditivo, &/ é também fortemente aditivo. Podemos então usar

o l.ema 2.19(i), obtendo /z({0}, E. . À/('4n)) t=!f' 0 e portanto m(.Ç. .4«) = E m(,4.), OU
n=k+l n=1 ' 7;;l

seja, «. C «(E, .V). H

Definição 2.32 Defiitiinos no conjuntos das funções de E em -X', .F (E, X), a topologia r da
convergência pontual fraca da seguinte forma: um net {m.}.co de /'(E,-X) é r-convergente
para mo € /' (E, .X') se para todo .4 C E, {m.}..o é «,-convergente para mo(Á) em .V.

Teorema 2.33 Seja lv : E ---} Pu.k.(X) uma multimedida. Então S.t/ é r-compacto

prova

Para qual( uer H € :.:.g.gS)njunto /:r(Á) = {m(Á)/m C S;v} é relativamente fraco-compacto
sobre .V, pois H(Á)' C /v(.4)' e À/(,4) é «,-compacto.

Em virtude do teorema 1.15, para SÀ./ ser r-compacto basta mostrar que SÂ/ é pontualmente
fechado em /'(E, -X).

Seja nz pertencente ao aderente de S.}/ em /' (=, -X') com a topologia r. Então existem um
net {m.}.eo em S',v, e unia função m € /' (E, -Y) tais que m.(E) --!:!+ m(E), para todo E c E.

Como «?.,(E) € .v(E) e it/(E) é «,-compacto, nz(E) € .v(E). Para que «z € S.v falta
verificar que m é rltedida.
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Seja.m .4, B € E diquntos. Sabemos (lue para ma vale que nz.(.4 U B) = nz.(Á) + m.(B)
Por outro lado m.(E) --:b r??(E) para qualquer E C E.

Assim

«..(.4) + «-.(B) = «:..(.4 u .a) -!b «.(.4 u B).
Como também que

(1)

«..(.4) -!b «'.(.4) e m..(B) --b «.(B) (11)

Por (1) e (11) temos «-(Á U B) «.(Á) + «.(B)

Logo, m € S.v/, e isto nos garante que SW é pontualmente fechado em .F (E, X). Portanto
S&/ é r-compacto. H

Lema 2.34 Se Á'i, /I'2 € no(X) e z C ezt (/('l + A.2), existem e são únicos os elem.ntos
zi C /i.i, z2 € .1x 2 tais que = := =i + z2. Além disso, zl € ezl /\ i e z2 € ezt /{2.

prova

Eclaroqueexistem l € KI ez2 € /1 2 com z=zl+z2, poisezf(.K't+/('2) c /í'i+/\ 2.

Para a unicidade, supoithamos que al, zl C /í'i e z2, zl! C /\ 2 sejam tais que

= = ZI + Z2 = gl + Z2.

Então= = "(zt+=i)+;("2+zl!) e, comozl+z,, "l+.«2 C /('i+X2ez C ezt(Ã'i+A2),
concluímos que

( 1 )

ZI + .r2 = iZ;l + Z2.

De (1) temos .ti z2 -z'l z2 e usando (11) ol)temos zl = zi e z2 = =z;l!.

( 1 1 )

Se zi não fosse extremal de /í'i, existiria # € .X' com zi + #, zl -- y C /í'l (al seria ponto
médiode algum segmentocom extremosem Ã'i). Eiltãoz+y =(zÍ+g)+#2 e #--y =(zt--y)+z2
pertenceriam a /í'i + /\ 2 e = não seria extrema] de ]l i + /\ 2, contrariando a hipótese. Logo,
ri C ea;f /\ i.

Analogamente z'z C ezZ /f2.

Para B C = usaremos a notação >1'í)B para a álgebra {.4 n B : .4 c E}

Proposição 2.35 Se !v : E --+ P.Ã;.(.X') é multimedida.
B=ln(B) : nZ € S.vrlEna} C Puk.(X).

então para todo B € = temos

prova

Temos Zi # 0. pois S'.\./ # Ü
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Sejam ml, m2 C S,v]=na e À C ]O,i]. Então «l = Àmi + (l
a-adiei« e também «z(B) = À«'ti(B) +(l -- À)m2(B) € ÀM(B)+(l
«.l(B), «''2(B) C M(B) e .v(B) é co««xo. Assim Zi é co««xo.

X)m2 é medida vetorial
À)h/(B) = ]M(B), pois

Consideremos agora {n2-(B)} em B. Como S.v/j=nB é r-compacto, existem mo C SmlEna e
{m.,}pCJ com in., ----} n?o, ou seja, para todo C' c =n z?, m.,(C') -!b mo(C'). Em particular,
m.,(B) --!$ mo(B) com mO(B) C Zi e daí concluímos que 6 é w-compacto.

Teorema 2.36 Sejam À/ : E --+ Pwk.(X) multimedida e B € = fixado.
T C M(B), existe «. C S,L/l=.B tal que m(B) = z.

Então, para todo

prova

Suponhamos inicialmente que z € e f ]L/(B). Para todo C' c E n B, como À/(23) =
A/(C') + &/(B n C''), pelo lema 2.34 existem e são únicos os elementos zc C e=t À/(C') e
yc € ezt A/(B n C') tais que z = a;C + pc;

Definindo m : En B por m(C') = ZC, vamos verificar que m € Sml nB e nz(B) =z

Para que zlz C S&/ lema. basta mostrar que m é medida vetorial, pois já temos m(C') = ZO C
h/(C'), para todo C' € E n B.

Sej;m Ci, C2 € En B disj«nãos. Como ZC'.UC, € À/(C'i UC2) = h/(C'i) + M(C2), de --ovo

p'lo lema 2.34 existem (únicas) ZC. € ezt À/(C'i) e ZC2 € ezt A/(C2), com ZO.UC, = ZO. + ZC,
Também "iate (ú«ico) yC.uC, c '#t h/((C'i U C2)' n B) co«. - = -a,nc, + yc.uc,

Então za. + zc, + g/c,ua, = a. Como ZC, + yC.uC, C &/(C'2) + IM((C't u C2)' n B) e

M(C'2) + /V/((C'i u C2)' n B) /V/ (C'2 u ( (C'o C'2)' n B))
À/((C'2 u C'f) n(C'2 u c';) n(C'2 u B))
zv(c'f n B) ,

temos :c. = z'C., pela unicidade

Analogamente :c', = .rC',, de modo que nz(C'iUC'2) = ZC.UC: = =c. +zC, = m(C'i)+m(C'2).

Suponhamos agora = C co(ezt À/(B)). Então existem zf C ezf iV/(B) e Ài > 0, 1 $ í < n,
com )l: À{ = 1 e z = El: Xi=i.

l ll

Pelo que fizemos antes. existem mi C SÀ/lema com 7}zÍ(B) = íz:í, l $ í 5; n. A medida

vetorial m = E ÀÍmi também é seletor de i4/l=nB e vale que nz(B) = E Àiz{ = z.
n n

l ll

Obtemos assim que

co(ezf .v(B)) C {m(B) : zll C SÀ/lsna} C -v(B). (1)

Lembrando que, por 1.12, 'tcf(B) = Z©"(ezl .v(B)), pois é convexo e w-compacto, tornando
o fecho lla topologia fraca nas inclusões em (1) e usando a proposição anterior (B € PwA;.(.V))
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temos H«filme«te it/(B)
«. C S,vlx-a co«, m(B)

{Z7z(B) : m C SÀ/ISnB}, ou seja, para todo z C À/(B) existe um
.z

'l.borema 2.37 Se i4/

todo ..4 c E.
E (X) é multimedida, então .v(Á) {m(Á) : m € S,\.r}, para

prova

Seja .A C E e consideremos J=lm(.4) : m C SÀ,r}

E claro que H C À/rÁ).
Por outro lado, dado .t € M(Á) e tomando # C

existem mi € SÀ.rIEm..i e m.2 € SmjSn.,i. tais que ml(,4)
&/(Á') arbitrário, pelo teorema 2.35,
: r e m2(.4') = g.

Definindo m
m(.'!) = m-(Á)
&/ é aditivo.

E --} -X' por Tn(C) = mi (C'n.4)+m2(C'nÁ'), temos (lue m é medida vetorial,
;r e "',(C) C &/(C), pois mi(C'n Á) € Jv/(C'n .4), m2(c'n Á') € M(C'n .4') e

Portanto,z C ,4 E



Capítulo 3

Extensão de uma multimedida

Este capítulo dedica-se ao estudo das condições para que uma multimedida A/ definida
numa álgebra E de subconjuntos de ç2 possa ser estendida para a a-álgebra Ei de subconjuntos
de ç2 gerada por E.

Lema 3.1 Sejam E uma álgebra de subconjuntos cle Q e ]l/o : E
da.Consideremos a função g : .Y' x E --.-> R, definida por g(z*; B) =

--+ â.f.(X) uma multimedi-
sup z"(z). Então

r C &/0(B)

(i) para cada B C E fixo, g(.; B) : -V' --+ R, é uma função convexa real e o--s.micontín.a
in fe i' dormente ;

(ii) para cada z* C .V' fixo, g(z', ') : E --} IR é medida (aditivo) real

prova

Observamos inicialmente que g(a*; 1?) C IR para todo #' C -V" e todo B c E, pois JLZo(B)
é limitado.

(i) Fixado B C E e dados #''', y' € X' e 0 < À < 1, temos g(À=' + (1 -- À)y';Z?) =
suP (Àz'+(l--À)y')(z) $ À suP z'(a)+(l--À) sup y'(z)eportantogf.;B)éconvexa

=eà/o(B) =eà/o(B) ' 'JTeÀ'/0(B)''' ' "'' ' ''"
rea

Agora dados z; C .V' e .r > 0, existe zo € Mo(B) tal que a;8(ao) > g(#;; B) -- f , Oll seja,
g(#;; B) > -zÕ(=o) -

Assimg(=';B)--g(z;;B) > sup ='(z)
rCÀ% (B )

g(zÕ; B) > ''(.o) - «il(Zo) - s

.*i;(=o)--f, e co-no :«o C .t/o(B) temos g(z'; B)

Escolhendo l;.; = {z' c .X'' : l.c'(=o) -- ;z'8(#o)l < f }, então \4; é uma vizinhattça «,* de z;
e para =' C I'Ç; temos g(z'; B) g(a;;; B) > --2f . Logo g(-; B) é «;;-semicontínlia inferiormente
em ZÕ

(ii) Segue da proposição 2.13 (3), pois i\'/ é mtiltimedida. B

38
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Lema 3.2 Sejam E, ]l/o e g como iio lema 3.1. Suponhamos que exista uma medida aditivo /z
real não negativa em E tal que ib/o «K p. Então, para cada z' € .\'' fixado

(í) ,(Jl;:L. Ig(z'; E)l - 0, 'u seja g(#', ') é p -contínua;

(ii) g(a*; ') é uniformemente contínua em E com respeito a (/ : = x E dada por
d(.'!, B) = P(,4Z\B);

e se p for a-aditivo, temos ainda que

liii) g(z*, .) é a-aditivo.

prova:

Seja z' € .V* fixado.

(i) Dado c > 0, existe õ. > 0 tal que E C E e /t(E) < õ; implicam em A({0}, Mo(Z?)) < c ,
pois Àdo «K P.

ComojS(z';E)l=1 sup z'(z)l$ suP lz*(z)l$11z'll sup llzll,temos
rC.\lo(E) ICJk/o(E) reÀ,fo(E)

Ig(z'; E)l $ 11z*llA({0}, M)(E)) $ 11a'llc ,

sempre que E € E e /z(E) < õ.

Porta«to, .l.m . Ig(z'; E)l = 0 e g(z', .) é /. -co«tínua
P(E)--+o '' '

(íi) Vamos mostrar que dado ,r > 0 existe õi > 0 tal (lue se Á,B em E , d(,4,B)
p(ÀAB) < õl, vale que ip(='; .4) - g(3'; B)l < f llz'

Façamos inicialmente unia estimativa para Ig(z'; .4) g(='; B)l.

Sabemos que ,4UB = .4u(Bn(ÁnB)') = BU(Án(ÁnB)')(uniões disjuntas) e comog(3', -)

é medida real p'd'mos escrever g(a:*; A)+g(';*; Bn(Án B)')) = g(z*; B) +g(z'; .4 n(Án B)').
Logo

Is('';Á) - g(z*; B)l $ is("*;Án(Àn B)')l+ Ig(z*; Bn('l n B)')l.(i)
Mas Ig(z',C')l $ sup lz'(z)l 5; ll#'ll suP llzll = llz'llh({0},Àá)(C')), para todos'c

rC JI/o (C') reA/o (C )
E e voltando a (1) temos

Ig(z'; .'l) g(;''; B)l $ 11z'll {A({o}, iLío(Á n(.4 n B)')) + á({o}, JL/o(B n(.4 n B)'))}. ( 1 1 )

Seja dado -r > 0.

h({0}, Jvo(E)) < \'
Como IL/o «K /l, existe õi > 0 tal que se E C E e lz(E) < Ji então
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Dados A,B € = com /l(ÁAB) < '5i, como os conju«tos(Án(.4 nB)') e(Bn(.4 n B)') são
subconjuntos de ÁZ\B temos que p(Án(Án B)') < ât e p(Bn(.4 n B)') < ãi.

Utilizando(11) concluímos que se d(Á, .B) < õi então Ig(z'; .4) - g(='; B)l < llz'll.c

Portanto g(z'; -) é uniformemente contínua em E

(iii) Vamos provar que g(3', .) é a-aditivo, supondo que /l é a-aditivo.

Dada umaseqüêncíadisjunta {.4«} em E com y,4« C E, comog(z',) é íinitamente aditiva

temos q« ip(,', 3. '{«) - n;lg('*, Á.)l - IP(,',.:P.. .4«)l.

h'lm p(..1?. . ,4.) '::ym 0 e então, por (ii) Ig(z*, B . .4.)l '=g" 0
n=r+l ' ' ' ' '

Logo g(z',.) é a-a(litiva. l

Lema 3.3 Sejam E, Àülo,g como no lema 3.1 e Ei a a-álgebra gerada por E

exista uma medida real não negativa a-aditivo it em Et tal que ]ü/o «K /zl e seja
definida por d(.4, B) = p(ÁAB). Então '

(i) para cada z* C -V' e para Á C Et, se {B«}..m em E for tal que d(,4
.!!!h. g(Z*; Bn) € ]R, que independe da seqüência {B«}.

Podemos definir G' : -X'' x Et ---} IR por

G(z'; '4) - .+. g(z', B«) e valem, par'' cada z' C X*
(ii) G(3'; B) = g(z*; B), para todo B C E

(iii) .(j)ÍIU. IG(a:*; E)l = 0;

(iii) G(z*; -) é uniformemente contínua eni Ei com respeito a (/;

(iv) G(="; ) é medida real a-aditivo.

Suponhamos que

d : l xEt --+ IR

B«) ---} 0, existe

(i) Fixamos z* C -Y' e seja Á € Et. Sempre existe alguma seqüência {B«}, pela proposição
1.36, tal que (/(B«, Á) --} 0.

Segue que d(B., Bm) "'n'''l'' 0. Pelo lema 3.2, g(z*, -) é uniformemente contínua e por-
tanto ..,Àln,~lg(z'; B.) -- g(3'; Bm)l = 0 Assim, {g(z';B.)}.Cm é de Cauchy. Logo existe
lim g(z'; B.) c R.

Dadas sequências {ZI«}, {C.} em = tais (lue (/(23«, Á) --+ 0 e (/(C'.,,4) --} 0, existem
li#l g(z'; B«) = Z, C R e liln g(z'; C'«) = À/ C R.Então

prova

o $ 1L - wl
.!!!Pm g(''; B«) - .!!!n,., g("'; C'«)l - ,lly, Ig(''; B-) - g('*; C«)l
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Sabendo que d(B«,C«) $ d(/3«,A) + d(Á,C'«) ternos í/(B«,C'«) ---} 0 e pelo lema 3.2,
l(g(z*; B.) -- g(z''';C'«))l --> 0. Portanto Z = À/, e com isto o limite independe da seqüência
{B«}.

Podemos definir G(=*;Á) = .Im g(z';Bn), paraquaisquer 3* C .X'' e .4 C Ei.

Fixamos .l;' c X*

(ií) Seja B C E. Podemos tomar Bn = B para todo rz € 1N.

Logo G(#';B) = lim .g(#';B«) = g(#*;.B)

(iii) Queremos provar que .D.m . IG(z';r)l = 0.
n(E)--+o

Dado c > 0, pela demonstração do Lema 3.2, existe õ, > 0 tal que se E € E e p(E) $ ó.
e«tão Ig(,'; E)l < c llz*ll.

Seja .4 € Et com p(Á) < õ = ;-

Como E é denso em =i por 1.38, para cada n € 1N, existe B« C E tal que d(.4, B.) < !.

Temos então B. -.b .4. Mas B« C .4 U ( 4AB«), logo /z(B.) < á + ! < .5.

Portanto Ig(a';B.)l < c llz'll para qualquer n € 1N. Assim, p(Á) < õ implica que
G('*; '!)l= .!!ym Ig(a*; B.)l $ f ll"'ll, o« "ja, (g;=.. IG(z*;E)l = 0.

(iv) Provaremos que G(#', ') é uniformemente contínua. em Ei com respeito a d.

Dado -r > 0, existe õi > 0 tal que se (/(C, 1)) < õi com C', D em E então

Ig(z'; C') -- g(a*; Z))l < s llz'll, pela demonstração do lema 3.2

Sejam õo = "i e Á, B em Ei tais que d(,4, B) < '5o.

Existem

õ.4 > 0 tal quese d(.4,C') < õ.4 e C' € E então IG'(z';Á) -g(z';C')l <c e

ãB > 0 tal que se d(B,O) < õa e O C E então la(=*;B) - g(z';O)l < e

Pela densidade, existem C', Z) ern E tais que

d(Á,C) < õ.4 e d(Á,C') < õo

n

n

e d(B, Z)) < âa e (/(B, Z)) < .5o

Então (/(C', Z)) $ (/(C', .4) + cl(H, B) + Z)(B, Z)) < 3.5o < õi , e portanto

Ig(z'; C') - g(,'; 0)l < f ll3'll.

Como



CAPITUL03. EXTENSÃO DE LÍBIA ÀILÍLTIN'cEDiDA 42

IG(z'; Á) - G(Z'; B)l 5; IG(r'; Á) - g(#'; C')l+ Ig(Z*; C') - g(Z'; 0)l+ Ig(z'; 0) - G(Z'; B)l

obtemos finalmente que se .4, B C Et com d(,4, B) < .5o então

IG(a;*;Á) -G(#*;B)l < 2.c+e .llz'll.

(v) Vamos mostrar que G(z*; .) é medida real a-aditivo.

Para isto vamos provar que é finitamente aditivo e depois usamos sua /l -continuidade dada
por {ui).

Inicialmente temos G(z*, 0) = 0, pois 0 C E e g(#*, 0) = 0.

Dados .4 e B em Ei disjuntos, convidei'emos {C.} e {l).} em E tais que C. --g+ Á e

O. -.b B, ou seja, /&(,4AC'.) -+ 0 e /t(BAO.) --> 0. Então

G('*; Á) + G('*; B) = .!!!11:,:,]g('': C-) + g(3*; 0«)]

N'las g(#*;C'«) + g(n'; D«) = g(z';C« u Z)«) -- g(z';C'« n D«), para todo n € 1N, já que
g(z*; -) é medida leal.

Pelo lema 1.36 temos C'. U D. --Í+ .4 U B e C'. n D,. --(+ ..4 n B = 0.

Daí G(#'; .4) + G(z'; B) = G(z'; .4 U B) e G(3*; .) é finitamente aditivo.

Seja dada uma seqüência disjunta {,4.} ein Et. Como G(a*; ) é finitameiite aditivo
IG(a*; 8. ,4«) - E G(#';.4.)l = IG(.r'; 8 .4.)

n=1 7;;l ' ' ' n=r+l

Mas p(.;,+. '4«) '=ym 0 e então por (iii) IG(z'; .:H+. .4.)l '::tf':' 0.
Logo G(z'; .) é a-aditivo.

Lema 3.4 Sejam E, lado, g, lz e G como no lema 3.3. Ent.ão para cada Á € Et a função
G(.; .4) : .V* ---} R é convexa, positivamente honlogênea e co'-semicolltíntia inferiormeitte.

prova:

Fixado À € Ei, fizemos também {B«} ein E com (/(B,., .4) --} 0.

Para todo a:' € -V' tentos G(='; .4) = 1im g(z'; B.).n ---} f:-o

Sabetnos que G'(z'; .4) € 1R para todo #' C .X'' e então G'(.; .4) é função real.

Como g(z'; B.) é uma função convexa para cada n, dados z-, g' € .X'' e 0 < À < 1 temos
q«e .!!:l,., g((À'' +(l - À)y'); B«) $ À .!!!!k g(z'; B«)+(l - À) .!e!,:, g(g': B«)

Logo, G'(Àa,'+(l À)g';.4) $ ÀG(=';A) +(l - À)G(y';.4) e G(.,.4) é convexa.

Sendo G'(À=';Á) - ...l.g(Àz';B«) - ....l. ,s"p )(Àz')(a'), para todo À > 0 temos
im .À stop z'(z) = À.lip..w(z*;B«) = ÀG(.t';.4) e G'(.;.4) é positivamente hoinogênea

"'''l'" rCJ}/o(B«) ' ' "'''Foo
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Para mostrar que G'(-; -4) é w*-semicontínua inferiormente, provarelnos que IC(.; ,4) $ ÀI é
u*-fechado, para todo À c IR.

Fixado À C IR, como [G('; .4) $ À] é convexo, pe]o teorema 1.8 basta mostrar que para todo
r ? 0, [G('; A) $ À] n r'Bx. é u'-fechado, onde I'Bx'. = {z' € -V*/llz*ll $ r}.

Quando r = 0 ficamos com iim dos dois conjuntos [G(.;.4) $ À]n]0} = 0 ou
[C(-; Á) $ À] n {0} = {0}, e ambos são u*-fechados.

Fixenlos então r > 0 e seja dado lim net {z;} com a; c la(-; Á) $ ÀI n rBx., para todo
cv, e z= -=-+ zÕ. Então ]]=;]1 5; r e queremos mostrar que z8 € 1C(.; À) 5; À].

Dado -c > 0, pela demonstração do lema 3.2 existe õ. > 0 tal que, para /3, C' C E com

d(B, C') < õ. , Ig(z*; B) -- g(3'; C)l $ !J!!-l, para qualq«.r =* € X*

Lembrando que d(B«,Á) ---} 0, existe no C IN tal qle para m, n ? lzo d(B«, B.) < (5.
Então para, m,n ? no, sup Ig(z'";B«) -- g(#*; B«)l < E-

r'Cr.Bx+ .5

Fazendo n = no e rn ---} oo, temos

.:' is(«*;a..) - G('*;'{)l $ \'.(i)
Como g('; B«) é u'-semicontínua inferiormente em .z;, existe uma vizinhança u* de zR

que denotaremos por y=i, tal que se z' C yr: então

p(z'; B«.) - w(z;; n«) ? -t'.(ii)
c'

De (1) e (11) e

G'(z';Á) - G(#;;Á) = G'(z';Á) - g(a'*;B«)+g(a;';B«) - g(r;;B..)+g(z;;B«.) G'(#;;.4),

temos que se z' C y=; n ,'B.V., G(z'; Á) -- G'(.rÕ; .4) 2 --:- -- '; -- '= = --e , ou seja,
G(z;; A) < G(z';,4) +! . " '' "

Por outro lado, dado \Ç; existe aO tal que para a ? aO temos z; € Vr; pois z. ---} ZO'

Corno .t;l; C rBX. para todo a', então Q Z no implica que € U=: n rBx. e daí, em
p'rticular, G(z;;À) < G(.r;.; .A)+c. Mas G(z=.;Á) 5; À e e«tão G(z;; Á)"$ À+c

Sendo c arbitra.rio temos G(z;; ,4) $ À.(111)

Portanto [G('; Á) $ À] n rf?À'. é w'-fechado pa.ra todo À € 1R e todo ?' ? 0 e pelo teorema
1.8 temos que [(;(.; .4) $ À] é u'-fuhado. H

c' c' c'

Teorema 3.5 Sejam = ullla álgebra de subconjlintos de ç2 , =i a a-álgebra gerada por E e
Àdo : = --} a/.(X) uma multimedida (lue tainbéin seja multimedida fraca. Se existe uma

medida real não negativa a-aditivo ll em Et tal (lue À/o «K /zl então 1110 pode ser estendida

para uma multimedida fraca IV/ : Ei --+ â/.(-X').
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prova

Podemos utilizar o lenda 3.3 e definir À/ EÍ --+ P'(X) por

M(.4) {« € X/z'(z) $ G(z';,4),V,* € -\.''}, ,4 C Ei

Fixado Á C Ei, vamos mostrar que ]V(Á) C ã/.(X)
Sendo g : X' --+ IR dada por g(z') = G(z', Á), podemos aplicar a proposição 1.33, pois g é

convexa, própria, positiva.mente homogênea e w'-semicontínua inferiormente e obtemos /(' C X
não vazio, convexo e o-fechado, e portanto fechado, tal que p*lÍ é indicadora de /ç'. Então

{- c -x' : g'(i) $ o}
{.« € .\.' : z'(,) 5; G(z', Á), V «' C .\.''}

{, C .{ : :«P.('*(') -G("*,'i)) $ 0}

M(Á),= <Íl;e-.,\ :='1:1:1<.(Tl=1:' /11 VJ:' G- ..\ } ==

donde z4/(Á) C P/.(.V)

Resta n[ostrar que À/(.4) é limitado. Consideremos ]4/(.4) C .X''. Para todo z* € .{' e
todo * C M( 4) temos z'(z') $ G(z*, Á) e --z'(=) 5; G(--z*, Á), de modo que li(z')l 5; Àf=. =
max[G(z*, Á),G'(--z*, A)} C ]tt= Peia princípio da ]imitação uniforme ([3],p66), existe L C ]R
com llill 5; Z;, para todo E € ]1/(.4). Como llzll = llâll, segue-se que il/(Á) é limitado.

Além disso, devemos verificar que À/ coincide com À/o em =

Para A € E temos G(z*;Á) = g(z*; .A) = a(z'; À%(Á)), e co-«o para z C M.(.4),
z'(z) $ g(=*;Á) para todo z* C X', temos que À4o(Á) C NI(A).

Suponhamos que não vale M(Á) C A4o(Á). Então existe =o C À/(.4) com zo gl zV/o(,4)
Temos que {zo} é un] conjtiilto convexo e compacto e À/o(.4) é fechado e convexo.

Pelo teorema 1.6, existem c, a constantes reais e z' C -Y' tais que

z'(y) $ c < a < z"(zo),para todo y C Ado(.4)

e assim sup z'(y) $ c < a < z'(zo). Com isto temos g(=';.4) < z*(zo), o que é absurdo,
yCÀÍo ( .4 )

pois g(z'; ,4) = G(z'; .4) ? .'(,o). Logo /k/(.,4) c À/o(.4).

Portanto, IVf(.4) falo(,4), para todo 4 € =

Falta provarmos que .v é uma multimedida fraca, isto é, para todo z* c X
sup z'(r) : Ei --> IR U {oo} é medida a-aditivo com sinal.

rC.V/(.)

, a(,*, A/(-))

Em primeiro lugar, sabemos que a(z', À/(.)) tem valores reais, pois sup ='(z) $ G'(3
rC .v( .4 )

e G'(z', .4) C IR, para quaisquer z' C -X'' e À C Ei.

'!)
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Vamos provar que a(z', À/(')) = G(z', ') para todo z' C -X'' e daí, pelo lema 3.3(iv), seguirá
o que queremos.

Inicialmente, vamos n)ostrar que para Á, B € Ei disjuiitos vale

&/(Á U B) = À/(.A) + JW(B) (1)

De fato, dado z C À/(Á)+À/(B) temos z = z..l+zB, com z..l C À]'(Á) e ZB C &/(B). Então,
para todo z* C X* temos z'(z) = z'(3.4) + =*(ze}.$.g(!.:1.4»- G(z', B) = G(Z', Á U B), pois
G(3*, ') é medida. Logo, = C v(ÁU B) e temos il/(Á) + iv(BI c l}/(Á u B), pois JA'r(.4 U B) é
fechado.

Por outro lado, se z C À/( 4 U B) e z # À/(.4) -t:g(g) pelo teorema 1.6, existem z8 C X'
e c C ]R com z;(z) > c > z8(y), para todo y C h/(.A)+ IL/(B). Em particular,para todo
y = :'.,1 + ZB com z.4 C h/(Á) e ZB C À/(B) "le z;(z) > c > z8(3.4) + ai(za). Daí z8(z) >
c > G(z:.Á) +G("8,B) = G(z;,ÁU B), o que co-]tradiz z C ]L/(ÁU B). EntãoÀ/(.'lUB) C
&/(A) + A/(B).

Fixemos agora z* C -\.'
disjuntos, temos

e vamos verificar que a(z', À/( )) é aditivo. Dados ,4, B c Ei

a(«*, M(.'l U B)) s«P z'(z)
rC&/(.4UB)

s«P -'"(,)
CÀ/ ( .4 )+À/ (B )

s«P '"(,) + s«P «'(,)
rCiV/(Á) rCÀ4(B)

suP
rCÀ/ ( .4 )+À/ (B )

s«P (z'(z,.l) + ='(=B))
r..leIA/(.4), rB Clv(B)
a(z', A/(Á)) + a(z', M(B)).

«'(,)

Vamos finalmente provar que a(z', A/(Á)) = G(z', ,4), para todo Á c Ei

Fixamos À C Ei e uma sequência {B«} em E com (/(B«, .4) --=-} 0, ou p(,4A/3.) --b 0

Como a(z', M(-))é aditíva e real, para todo /z C IN temos

a(,* , M(,4)) s«P '*(,)
rC.v(A)

suP
rC l\ /( .4nB « )

z'(z) + suP
rcÀ/(Anda)

«*(«)

suP
rc v(.4nB« )

s«P ;'*(,) +
rC -v(B « )

a(z', .A/(B«)) +

..'(,)+ suP
rcÀ/ (A'nB« )

suP z'(z) +
rC JV/ (AnBg )

suP z*(a) +
rCÀ/(.4nBâ)

«'(,) + suP
rc ll /( .4nBÊ )
inf

rc lv( ,4 'nB. )

«'(,) s«P z'(,)
rcA/ (A 'nB « )

-,'(,)

,,..,ili'"., -,'('),

e, de forma análoga,

a(z',A/(B.))=a(z',À/(.4))+ s«P z'(=)+ .j«r -,'(z)
rcÀ'f(A'nB.) "C'v(.4nBg) ' '

Da definição de 11/ obtemos, para qualquer C' C Ei e qualquer #' € -X.', que

,CÂ/K)(') 5; c'(p',c') ' ;.b«ay'(') $ G'(w',c')
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Utilizando essas desigualdades com .4 n B:, .4c n B., =' e --r' ficamos com

la(z*, &/(.4))-a("*, A/(B«))l 5; maxljG(.*, ÁnBl;)l+lc(-.«', A'nB.)l, IG(z', .4'na.)l+
lc(-,', '! n Bl;)l} .

Lembrando que a(r",À/(B«)) - g(z',23«), para todo n € 1N, que(jm .la(z',r)l - 0e

n;n .IG(-z',X)l = 0(por 3.3(ni)) e que /z(ÁnB;i), /z(Á'nB«) -'b o, pois Ánali e .4'nB.
estão contidos em .4AB« e /l(ÁAB-) --b 0, obtemos que a(=', À/(À)) = . im g(z', B.)

Ma' "s' limit' é exat«mente G(z', .A) e msim G(z', Á) = a(,', À/(..4)).

Portanto, À4 é uma multimedida fraca.

Teorema 3.6 Sejam E uma álgebra de subconjuntos de Q e EI a a-álgebra gerada por E. Se
V for reflexivo e À4o : E --+ PwJ;.(X) for uma multimedida fraca, então as seguintes afirmações
são equivalentes:

(i) Judo pode se estendida para uma multimedida forte 7L/ : Ei ---+ Pwk.(X)

(ii) À4o(=) é um subconjunto relativamente fraco-compacto.

(iii) /L/o é fortemente aditivo.

(iv) Existe uma medida /& Ei ---+ IR não negativa a-aditivo tal que Mo «K #
E

Inicialment,e, por Àúh) ter valores em Pwk.(-V), pela proposição 2.13 segue que À/o é multi-
rnedida, pois À/o(.4) + it4o(B) = Àlo(.'1) + Àlo(B).

(i) ::>(ii) Temos /tío(=) = /L]'(E) C il/(Et) e, pela proposição 2.21, il/(Ei) é relativamente
ü'-compacto. Então Mo(E) é relativamente w-compacto.

(ii) +'(iií) Sendo itlo(E) lelativameilte o-compacto, pelas proposições 2.13(1) e 2.17 temos
que hl é fortemente aditivo, pois Pwk.(.V) c P/.(X).

(iii) :+(iv) É a Proposição 2.20

(iv) :+(i) Pelo Teorema 3.5, Àlo pode ser estendida para uma multimedida fraca
zk/ : Ei pois P«k.(X) = ã/.(.X') porque .V é reflexivo.

Pela proposição 2.21, il/ é a-aditivo, ou seja, é multimedida forte

prova



Capítulo 4

Integração com respeito a uma
multimedida

Este capítiilo visa estabelecer condições para que possa.mos integrar uma multimedida, o
fato desta integral poder ser usada para definir uma outra multimedida e descobrir quais as
características da inicial (lue esta nova multimedida tem.

Neste capítulo E será uma a-álgebra de subconjuntos de Q

Lembramos que B(E) denota o conjunto das funções / : (2 mitadas e mensuráveis
e que se / € B(E) e m € Z)t'(E, X) existe a integral /A /(!m para todo ,4 C E pelo exemplo 2.7.

Assim, se À/ : E ---+ Pwk.(X) for uma multimedida de variação limitada, temos pela
proposição 2.30, 5'm C bu(E, X) e portanto, para todo m C S.\Í e todo .4 C E, existe /À /í/nz, o
que nos permite enunciar a seguinte definição.

Definição 4.1 Seja]n ]v : = --+ Pwk.(.Y) [nultimedida de variação limitada e ./' C /3(E)
integral de / com respeito a À/ em .4 € E é dada por J' /(/lv = {J'/(!m : m C S.y/}..4 Á

A

Teorema 4.2 Sejam ./' C B( E ) e h'l:E -+P.,t.(.V) uma nlultimedida forte de variação limita-
da. Então a multifullção de conjuntos definida por G(Á) = J'/(/Ja/, para cada .4 € = , é uma

multimedida forte com valores em Puk.(X) e de variação limitada.
.4

prova

Primeiro mostra.remos que G(Á) C Pwk.(X) para cada A € E

Em primeiro lugar, G(Á) :# 0, pois S.v # 0, por 2.29

Seja {J'/dm.} um net em G(Á), onde {nz.}..o é uni «et em S.\r

47
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l)esde que SW é r-compacto pelo Lema 2.33, existe um subnet {m..}kcJ de {m.}.eo que
r-converge para m C sà/, ou seja, para todo B C E a net {m..(B)}tcJ é u-convergente para
In (Z? ) .

Observa.ndo que jm.*l(ç2) $ 1ml(ç2) < oo, temos por 2.9 que,

Rm z' U Jdm.*) = \lE\ f .fd=' o nt..=J .fd=* o ln==* i.j .fdm).

Logo G(Á) é fraco-compacto.

Agora vamos mostrar que G(.4) é convexo.

Sejam #, y € G(À) onde z = J'/dmi e y = J'/dm2, com mi, m2 C Sa,Í. Temos

À;«+(l - À)y = À./ /dm:+(l - À) J'/a«',, = J /]Àam: +(l - À)d«.,] = J /alÀ«.-+(i - X)«.21.

Sendo zn = Xmi + (l -- À)m2, temos que nz é medida vetorial. Além disso, como mi, m2
pertencem a SÀ/ temos (lue mi (Á), m2(Á) C À/(.4) e este sendo convexo vale que

Á Á

«-('!) = Àmi(Á)+(l À)m2(À) C À/(.4).

Logo, /a ./'d«» C G('!) e G(.'!) é

Então G(.4) C P.t..

Vamos pi'oval que G é unia nlultimedida forte

1.G(g)={./'/dnz;m C S.\Í} = {0}, é claro.

2. G(.CNAn) - .CWG'( 4n), para {Án}.CN seqüência disjunta ern E

Nlostrareinos inicialmente que a(z*, G'(-)) é a-aditivo para todo z

Sejam z' C -X'* e .4, B C E disjuntos. Entã.o temos que

convexo

0

C .Y

a(z', G(,4 U B)) /(Znz : m C S.t/})
B

/d«.)
,4u.B

«p '' ( l J.t« -F l .fm).
meS)..t JA JB

Logo,

a(z'',G(.4UB) $ sup z'(/ ./(/m)+ sup ;''(//(Zm)
mCS.X/ J mCS.X/ Z
a(a', G'(.4)) + a(z*, G(B)) .

Colho 6'(.4), G'(BI são w-compactos, existem mi, nl.2 € S,v tais que

( 1 )
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a(z',G(Á)) = ='(J /d-2 i) e a(z*,G(B)) = =*(J /d«a2)

Pela Observação 2.29 sabemos que S.\,r é decomponível e assim a medida mo dada por

Rito = X..41 mi + X.42 llz2 e um seletor de il./

Como l filmo:: l .fdml + l .fdnt2, va\e qwe
,4uB .4 B

=*( 1 .ramo)' ='( 1 jdml -F IJdmz) = a*( l.fdm\) -Fz*( IJdmz) (:9 a(z',GI.A»-F

«(,' , aWD . '

Logo,

(11)

s«p "*(//dm) ? a(z',G(Á))+a(,',G(B)).
,4u.B

Por (1) e (111) vale que

a(z*, G(Á U B)) = a(-'', G(Á)) + a(z*, G'(B)),(ly)
ou seja, a(z',G(.)) é aditivo e pela proposição 2.13(2), G' é aditivo, pois, como G tem vala.es
em Pwk.(X), para Á, B C E disj«nãos temos C]H] ]- il?(IBj = G(.4) + G'(B).

k 'n
Para a a-aditividade temos la(z*, G( ú. Á.)) -- E a(z*,G(.4.))l=

n=1 '' r;;l

1«('*, a(,g. 'i«)) - a('', G(,Ê. 'l-))l-

Como podemos escrever ,g. .4« - (.k. 4.) U (.:JJ . Án) e essa união é disjunta,

la("*,C'(.:g..'l«))l - l,:!p ''( ./ ./a«.)l.
u .4.
k+ln

(11 1)

h/las
.fa,' . ml $ sup. ll/ll.l,' . ml(.:Ê.. 'i«),

U .An U .,4.
n=k+l n=k+l

e como lz' o r7tl(.) S; llz*lllml(.) $ 11#'lll.\-/l(.), por 2.4 e 2.30(i), então

ja(=*,G(ny.'4«)) -- a(=',G( k.Á-))l $ 11.fll,«llz*ll.IX/l(.:;n.'4")- Por 2.30(iii), IÀ/l(') é
o-aditivo e daí, fazendo A' --+ oo,

co ')o

a(#',G( U. .4.)) = E a(z',G'(Á.)),n=1 '''' n=l

para todo .t' C .X''

Pela proposição 2.21. G' é a-aditivo, pois tem valor'es enl /)uX;.(.Y)

suP
meSA/

/(fm)l $ sup

(lv)
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Além disso, temos que G é de variação limitada, com ICI(O) $ 11./'11.1&/l(O). De fato,

al(o) s«P E A({0},G'(.4.))

;f.p.:.,,l:X, ll/ /ómjl'4.
11/11- s«P E lh/l(.4.)

1'] .4. CI'l

s«P .,i:n À({0}, {//d«. : m € S&/})

$ 11/11-s«p E s"p lml(.4.)
11 ..4. Cll meSA/

1/11-1&/l(n) ,<

sendo que a penúltima desigualdade segue da proposição 2.30. H

Dada limo função ./' C B(Q) podemos escrever ./' = /+ -- .L onde /+ = max(./',0) e
Á-. = max(-/, 0).

Teorema 4.3 Sejam i44' : E --} Pwk.(.V) multimedida forte de variação limitada e / em B(ç2)
Então para cada .4 em í2 , cada z* C .X'* e (;r dada iio teorema 4.2 temos

.(,',G(A»= 1 .fada(«',MI..»- l J-da(-=*,À'r(.»

prova:

Provaremos primeiro para funções simples.

Seja / : Q ---> IR simples. Então /+ e ./'- também são funções simples e podemos escrever

/+ = .E afX,.{. e ./.-. = E (--bj)Xa,, com af, (--ó.Í) estritamente positivos e os conjunt.os ÁÍ e Bi
í=i .j=i

disjuiitos dois a dois, l $ i 5; k, l $ J $ À.

Então / = :n aíX'4' + à; bjXa, e, sendo C' = .ü. Áf e 1) = jÜ. 23j, /(z) = 0 para # g C'uD.
Logo /Á /(Zjt/ = J.4n(c'uo) /dlV/, para cada H C E.

Para z" C .\.'" temos então

k .\

a(.', G'(Á)) a(=', G'((.4 n C') u (Á n o)))
a(z', G'(À n C'))+ a(z', G(,4 n o))
.(-'. l .f'tÀ'i)-t.(.'. l .f.Ihr),

AnC' ,4n.D

pois a(z'; G(.)) é a-aditivo

Portanto,

a(z' , G' (.4) ) sup z'(E ftf7n(.4 n .4i)) + suP (
meSA/ Í=1 mCSiNr

k À

«')( E ( bj)m(Á n Bj)) .(/)
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Como os ,4i's e os /3j's são disjuittos

a('',G(Á)) = E s«p «'(afm(Án.4i))+ E s"p (-"*)(-ójm(ÁnBj)).i=1 mC.PÀf J=1 meSA/

alas iv(B) = {m(B)/m C sà/}, para todo B C E,pelo teorema 2.36, e então temos que

Â

a(=* , G(.4 ) ) E «fa(z'. .v(-4 n Ái)) + E(-b.j)a(-«', .k/(.4 n Bj))
f=i .j=i

/A }, «{X.4. da('', À/(')) - .Á ;l:(-ój)xa, da(-'*, À/(')).

k À

k À

Logo a('*,G(.4)) = /J/+da(z', .v(')) - /H ./-- da(-«', M(.)).
Para o caso genérico de uma função / mensurável e limitada, existem sequências de funções

simples mensuráveis com {s;l'} e {s:} com s;t --!-> /+ e s: z# ./'.. Daí segue o resultado. H

Agora que conseguimos definir uma multimedida pela integral de outra, gostariaiiios de
saber qual a relação entre seus seletores. O próximo teorema trata disso.

Teorema 4.4 Sejam À/ : E ---} Pwx;.(-Y) multimedida forte de variação limitada, / € B(Q ) e

G : E --+ PwJ;.(-V), dada por G( 4) = / /d&/, .4 € E. Então se mO C SW, a medida vetorial

/(/nzo, .4 C E, é um seletor de G'.

.4

a-aditivo no definida por nO(.4) =

prova

Para .4 C E, no(,4) .f(!mo C 1. 1 J(!nt : in C SKÍ}
.4

/dM = G(.Á) e assim
A

no(.4) C G(,4)

Dado mo C SXÍ, é claro que no é medida vetorial pela proposição 2.10 e então no é seletor de
G. .Além disso, como mo é a-aditíva, lmol(') t-ambém o é pela proposição 2.30. Daí, se {.4.}.Cm
é sequência disjuiita em E

ll"o(.EI,'l«)
k

E «o(Á«)lln=l

<
ll"o(.:U.. 'l«)

ll.fjl-jmol(.;l.. 'i.)

lIJ' õ A. /anzoll

0,
k ---.} .x

e rzo é a-aditiva. H
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