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Resumo

Sejam A uma k-algebra de dimenséo finita sobre o corpo k, T' um A-
modulo inclinante e I' = Ends (T'), o anel de endomorfismo de T sobre A.

Através da caracterizacao dos morfismos, entre os somandos diretos de
T estabelecemos um critério que permite decidir quando a 4lgebra inclinada

graduada I' = kQ)/, onde [ um ideal graduado, é uma algebra de Koszul.

Seja I' uma k-dlgebra Z -graduada, 1-gerada e de decomposicao bésica.

Entao, temos que I' é quadratica se e somente se vale que:
dim; Homp (1/12, F/,.) —dimy HOIDA(T‘P(I), F/r)+d1mk HOIIIA(T'2, F/,-) =0,

onde 7 é o radical graduado de Jacobson de I', I o ideal de relagoes e Py a
cobertura projetiva de Q'(T'/,.).
Provamos que as algebras quadriticas de dimensao global 3 e tais que pd

2

r? <2 =pd -7 sao algebras de Koszul se, e somente se, 7* é um mdédulo de

Koszul.

Seja L(I') a classe dos I-médulos com apresentacao linear e K(I') a classe
dos I-mddulos que sejam mddulos de Koszul. Se I' é uma &lgebra de Koszul
de dimensao global 2, entdo, temos que , em geral, as classes de médulos
L(I') e £(I') ndo coincidem.

Seja I' uma dlgebra Brenner-Butler inclinada. Entdo I' é uma algebra de
Koszul e L(I') = K(I'). Também, apresentamos uma descrigio completa da

classe K(I'), e mostramos que, neste caso, esta classe pode ser infinita.



Abstract

Let A be a k-algebra finite dimensional over a field k, T' be a tilting
A-module and I' = Ends(T'), the endomorphism ring of T" over A.

Throughout the caracterization of morphisms between the direct sum-
mands of 7', we obtained a criterion to decide when the tilting algebra

['= kQ/I, with [ a grade ideal, is a Koszul algebra.

Consider a Z-graded k-algebra I', 1-generated, split basic. We proved
that I' is a quadratic algebra if only if we have that

dim; Hompy (I/[z, F/,)—dimk HOI’I‘IA(T'P(I), F/,)+d1mk HOIHA(T2, F/r) =0,

where r is the graded Jacobson radical of I', I is the ideal of relations and
Py is the projective cover of Q'(T'/,).
We proved that the quadratic algebras with global dimension 3 and such

that pd r? < 2 = pd %, are Koszul algebras if only if r? is a Koszul module.

Let £(I') be the class of I'-modules with linear presentation and (') the
class of Koszul I-modules. If I' is a Koszul algebra with global dimension 2,
then we have that £(I') and K(I') are not coincidents, in general.

We proved that if I is a Brenner-Butler tilting algebra then it is a Koszul
algebra and L(T') = K(I'). Also, we gave a complete description about X(T'),

that could be infinite, in that case.
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Introducgao

As dlgebras de Koszul tém tido muitas aplicagdes em varios campos da
matematica , como por exemplo, na algebra comutativa e topologia algébrica.
Recentemente, foram obtidas importantes aplicacoes de algebras de Koszul
nao-comutativa a teoria de Lie, a topologia algébrica e aos grupos quanticos.
Assim, se torna uma questao interessante identificar as algebras, ou classes
de algebras, que sao algebras de Koszul.

Por outro lado, temos a teoria das algebras inclinadas que, de certa forma,
generaliza a equivaléncia de Morita, quando nos traz informacoes da classe de
moédulos de uma algebra, através da classe de médulos da algebra hereditaria,
da qual esta se originou.

Este trabalho tem como objetivo relacionar essas duas classes de dlgebras,
no sentidé de identificar quais sdo as algebras inclinadas que sejam, também,
algebras de Koszul. Uma vez estabelecida esta identificacdo, ganhamos em
informagao, quando se tratar de buscar os mdédulos sobre essa dlgebra Koszul-
inclinada, que sejam modulos de Koszul, ja que o estudo da categoria de
modulos desta vai poder se dar através do estudo da categoria dos médulos

da algebra hereditaria inicial.

Numa situacdo inicial consideramos A uma k-dlgebra de dimensao finita
sobre um corpo k, hereditaria, bdsica, indecomponivel, e T um A-méddulo a
esquerda, inclinante. Nesta situacdo, o anel de endomorfismo I' = End, (7))
é chamado de dlgebra inclinada (cf. [HR]). Pelos resultados apresentados em
[AS,1], por 1. Assem, vale que gldim I' = 2.

As perguntas iniciais que motivaram este trabalho foram as seguintes:

(12) Quando T’ é uma algebra de Koszul?



(2¢) Qual o grafo subjacente a algebra I'?

(3%) Como é a classe dos médulos de torgao de A-mod que produzem

modulos de Koszul sobre I'?

Para responder nossa primeira pergunta, precisamos decidir quando es-
tas algebras sao quadraticas, pois, de acordo com os resultados apresentados
por Green e Martinez-Villa, em [GM,1], os conceitos Koszul e quadrdtica sao
equivalentes sobre algebras de dimenséao global 2. Um estudo mais atento em
[R], mostra que, mesmo no caso em que os médulos inclinantes sao prepro-
jetivos, nao ocorre que I' = Enda(7') é uma &lgebra quadratica. Além disso,
ocorre, também, qﬁe o ideal da apresentagao de I' ndo é um ideal homogéneo,

em geral.

Trabalhando no sentido de responder a primeira pergunta, conseguimos
uma outra caracterizagao de dlgebras quadrdticas graduadas, (cf. Teorema
2.3), que nos levou a obter como conseqiiéncia uma caracterizacio das dl-
gebras de Koszul com dimensdo global trés, que satisfacam a propriedade
pd %5 = 2, através da condi¢ao de r? ser um médulo de Koszul, de dimensao

projetiva menor ou igual a 2, (cf. Teorema 2.9).

Para descrever as algebras de Koszul inclinadas, introduzimos o conceito
de aplicagdes pogo de tor¢do,(cf. Proposicao 4.11), que nos permitiu identi-
ficar quais sdo os somandos diretos do A-mdédulo inclinante 7', que definem
a cobertura projetiva do radical do I'-médulo projetivo P, = Homy (T, T),
para 7; um A-médulo indecomponivel, com T; € add T. Apesar de nosso

resultado ter um cardater geral, no sentido de ser valido sobre k-algebras de



dimensao finita, ndo necessariamente hereditarias, ele se mostrou de mais
facil aplicagao, no caso de algebras inclinadas, por causa dos resultados con-
hecidos para as aljavas de Auslander-Reiten, I'y.

Para obtermos estes resultados, trabalhamos primeiramente com a classe
de algebras Brenner-Butler inclinadas ou simplesmente, as algebras BB-

inclinadas, Enda(T'), para T = 7 5; P é P;, onde 7~ é o funtor Tr D,

I#i
=1

e os Pjs sao projetivos indecomponiveis tais que A = é}l P, e m5:#0,
Mostramos que I' = End,(7") é uma dlgebra de Koszul, descrevemos os
[-moédulos simples, assim como a aljava ordinaria associada a I’ e a classe
dos médulos de Koszul sobre I', que, em muitas situagdes, é infinita, (cf cap.
3). Esta parte do trabalho, além de nos fornecer um exemplo detalhado para
o caso das BB-inclinadas, nos deu indicag¢bes importantes, para o caso das

algebras inclinadas em geral, além de aumentar nosso interesse nesta classe

de élgebras.

Como consequéncia da caracterizagao que obtivemos das dlgebras Koszul
inclinadas, apresentamos uma nova demonstracao para o fato de que as
adlgebras inclinadas generalizadas do tipo A, (cf. exemplo 4.9.4, no cap.
4) sao monomiais quadraticas, usando um lema apresentado em [AS,5], e
métodos diagramaticos simples, que nos permitiu, inclusive, descrever a al-

java destas algebras.

Na direcao de entender quais sdo os modulos de Koszul sobre as dlgebras
inclinadas surgiram respostas a outras questdes, como as que foram apresen-
tadas no trabalho em [GMRSZ]. Seja I' uma k-dlgebra graduada e £(T') a
classe dos I-médulos graduados com apresentacao linear. Seja K(I') a classe

dos Imédulos de Koszul. Em [GMRSZ], os autores colocam o problema de



decidir para que tipo de dlgebras estas classes seriam coincidentes e apre-
sentam uma resposta afirmativa, para o caso das algebras hereditérias e das
monomiais de dimensao global finita.

Neste trabalho, mostramos que esta resposta é também afirmativa para
as BB-inclinadas (cf. segdo 3.5), mas que pode nao valer para as inclinadas

em geral, assim como para as k-algebras Z -graduadas de dimensao global 2,

(cf. Prop. 2.12).

Nosso trabalho ficou dividido da maneira que expomos a seguir.

No capitulo 1, apresentamos parte da teoria bdsica necessaria para a com-
preensao de nosso texto.

No capitulo 2, apresentamos uma caracterizacio das dlgebras quadrdticas
graduadas, e uma caracterizagio parcial das dlgebras de dimensdo global 3,
através do radical quadrado da dlgebra. Também neste capitulo, damos
uma descri¢ao dos mddulos de Koszul sobre algebras de dimensao global 2,
respondendo, para uma situacdo mais geral, nossa terceira pergunta inicial
neste trabalho, (cf. Proposicao 2.12).

No capitulo 3, nosso principal resultado foi mostrar que as algebras BB-
inclinadas sao dlgebras de Koszul, (cf. Teorema 3.14), para alcancar este
resultado, fizemos um estudo detalhado desta classe de algebras. Na secio
3.5, apresentamos um estudo detalhado da classe dos médulos de Koszul
sobre as algebras BB-inclinadas. Também, apresentamos um caso de algebras
inclinadas, que generaliza as BB-inclinadas, e que sdo dlgebras de Koszul,

quando o ideal da apresentagao é um ideal graduado,(cf. Teorema 3.25).

No capitulo 4, além do estudo de algumas das possiveis graduagdes que

podemos introduzir sobre anéis de endomorfismos, e do estudo detalhado da



resolucao projetiva de I'/,., apresentamos nosso resultado central que carac-
teriza as dlgebras de Koszul-inclinadas graduadas, (cf. Teorema 4.19), onde
[' 2 kQ/I, para [ um ideal graduado. Uma resposta parcial & questao da de-
scrigdao da aljava de T, foi apresentada, como consequéncia destes resultados.
Também, a partir deles, obtivemos uma nova demonstragao para o fato de
que as algebras de tipo A, sdo quadraticas monomiais. Ainda neste capitulo,

incluimos alguns ezemplos que procuram ilustrar nosso resultado central.

Como decorréncia deste trabalho, podemos formular outras questdes que,
além de dar continuidade ao mesmo, abrem novos pontos de interesse no es-
tudo da teoria de algebras de Koszul. Por exemplo, sabendo que pode ocor-
rer que a classe dos modulos de Koszul sobre as algebras Koszul-inclinadas
pode ser infinita, obter uma caracterizacao destas algebras; ou, entdo, de-
cidir quais sd@o os morfismos entre somandos diretos do médulo inclinante
que determinam um conjunto gerador de rT'/,2r, destas algebras, ou entdo,
decidir se é possivel caracterizar as algebras inclinadas, que tenham o ideal

da apresentacao graduado, através destes morfismos.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo, apresentaremos a teoria bdsica sobre as algebras incli-
nadas, as algebras de Koszul e as representagoes de médulos com enfoque no
que chamamos de teoria de Auslander-Reiten. Também, estaremos fixando
a notagao usada ao longo deste trabalho.

1.1 Aljavas e Representacoes

Nosso objetivo, neste pardgrafo serd introduzir as definicdes e conceitos
basicos sobre aljavas e representacgoes de algebras através destas. Nossa prin-
cipal referéncia foi o livro de Auslander-Reiten-Smalo, em [ARS].

Uma aljava Q = (Qo, Q1) € um grafo orientado, onde Qg é um conjunto
de vértices e )1 é um conjunto de flechas entre os vértices, sobre os quais
sao definidas aplicacdes s : Q1 —> Qo e e : @1 — Qo onde s(a) =i e
e(a) = 7, quando « : 7 —» j é uma flecha do vértice i para o vértice j.
Também denotamos por af, ou i — 5, a flecha do vértice ¢ para o vértice
J. Chamamos de caminho em @, tanto a seqiiéncia ordenada de flechas
Y = Qp.- .0, 0onde e(a;) = s(aj41) para 1 < j < n, como o simbolo e;, para
¢ € Qo. O caminho e; é dito trivial e definimos s(e;) = e(e;) = 7. Dizemos
que v, um caminho nao-trivial, é um ciclo orientado quando s(a;) = e(a,).

No caso em que a aljava ¢ finita, ou seja , em que Qo e Q; sao conjuntos
finitos, definimos uma dlgebra de caminhos k@ sobre um corpo k& como sendo
o k-espago vetorial gerado pelos caminhos em @, cujo produto é definido da
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maneira a seguir. Sejam y = Q.- . € § = Bp. - .f; caminhos em kQ.
Definimos o produto de 4 por n por:

@B B ose s(a) = e(Bm)

vy ={"
) 0 caso contrario

Se @ € uma aljava finita, é fato conhecido que kQ é uma k-élgebra de
dimensao finita se e somente se () nao contém ciclos orientados. Temos que
k@ é uma algebra hereditaria.

Se I é um ideal de kQ) tal que L™ C I C L?, onde L é o ideal de kQ gerado
pelas flechas e n > 2, dizemos que I é um ideal admissivel. O resultado a
seguir , devido a Gabriel, nos diz como podemos relacionar as algebras de
dimensao finita e as dlgebras de caminhos,(cf. [ARS], no capitulo III).

Teorema : (Gabriel) Seja A uma dlgebra de dimensdo finita sobre um
corpo k algébricamente fechado, bdsica e indecomponivel. Entdo, A € iso-
morfa ao quociente de uma dlgebra de caminhos kQ por um ideal admissivel
I, onde @ € uma aljava finita e coneza.

A demonstracdo deste resultado tem como base as idéias que apresenta-
mos em seguida e podem ser encontradas em [ARS, em II1.1.9]. Consideremos
E = {ey, -, e,} o conjunto formado pelo sistema completo de idempotentes
ortogonais primitivos de A e R = {ry,---,7;} um conjunto dos elementos
em 7, o radical de A, tal que as imagens 7y,---,7; em r/,2 geram r/,2 como
A/,-médulo. Entdao E U R gera A como k-algebra.

A partir dos conjuntos £ e R definidos acima, podemos construir a aljava
Q@ de A, como segue. Consideremos () o conjunto de vértices cuja cardinali-
dade ¢ igual a do conjunto E acima, e o denotaremos por{l,---,n}. Fixemos
uma base para o k-espago vetorial e;’ze;, cujos elementos denotaremos por
75(1,7), onde s = 1,---,m, para m = dimi(e;5e;). Consideremos Q; o
conjunto das flechas da aljava de A, cujos elementos denotaremos por a,(, 5),
comt?,j € Qg,ondes =1,--- ,m. A aljava @ esta definida por estes conjuntos
Qo e @, dados acima, e pelas fungdes s(as(z,7)) = 7, e(as(7,7)) = 7. A aljava
@ é chamada de aljava ordindria associada a A, ou simplesmente a aljava de
A.

Consideremos, agora, o k-espago vetorial £Q. Podemos definir um mor-
fismo de algebras ¢ : kQ — A, tomando ¢(z) = e;,e ¢(as(1,7)) = (4, 7),
como acima, e estendemos por linearidade. Pode-se provar que nuc ¢ satis-
faz a propriedade de L™ C nuc ¢ C L%, com n > 2, onde L é o ideal de kQ
gerado pelas flechas, e assim, concluir que nuc ¢ é um ideal admissivel.
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Ao tomarmos [ = nuc ¢, teremos que A = kQ/;. A aljava Q sera
denotada por QQ(A), ou @, sempre que for necessario diferencia-la da aljava
de outras algebras. O ideal [ é chamado de ideal da apresentacao de A sobre
kQnx.

Cada A-médulo dado por Ae; com j = 1,...,n é um mddulo projetivo
indecomponivel tal que, se existe um morfismo nao-nulo ¢ : Ae; — Ae;,
com j # s, entdo existe um caminho em Q(A), fora de I, do vértice s para o
vértice 7. Dado um caminho v = a,.---.a; em Q(A) de s para j podemos
definir um morfismo ¢, : Ae; — Ae, dado por ¢,(e;) = vej, que serd
nao-nulo, quando v nao pertencer a I.

As algebras A = kQ/; poderao ser apresentadas, neste trabalho, através
do grafo de sua aljava ordindria e relagées que contenha. As relacdes de
comutatividade, quando existirem, serdao indicadas por pontilhados, segundo
a conveniéncia do texto, como na figura abaixo:

Vejamos alguns exemplos:

(1) Seja A = k[z]/<z2>. Entdo, A tem a apresentacao dada pela aljava
1 =+ 1 (um lago) e a relacio a® = 0.

(2) Seja A a algebra de matrizes triangulares superiores, (3 x 3), sobre um
corpo k, algebricamente fechado. Entao, A = kQ, onde Q é a aljava

12223
Observamos que A nao contém relagdes, isto é, I = (0). Este é um
exemplo de dlgebra hereditaria.

E fato conhecido que a categoria A-mod e a categoria das k-representacoes
da aljava de A com relagdes, sdo categorias equivalentes. Denotemos por
Rep(Q@,I), a categoria das k-representacdes de uma algebra dada por uma
aljava e relagoes, que é definida da seguinte maneira, :

14



(i) Os objetos sao dados pelas uplas ((M;)jeqo, (fa)aco,) tal que M; é um
k-espago vetorial para cada j, e fo : Myq) —> M,(a) é uma k-transformagao
linear.

(ii)Os morfismos entre os objetos ((M;);, (fa)a) € ((N;);, (9a)a)) sio da-
dos por uplas F' = (F}), onde F; : M; —» N, é uma transformacao linear tal
que o diagrama abaixo é comutativo :

M, L% M,
Fjl' . Fa

Ja
IVJ' — N s

Dados um caminho y=a,.---.a; em @Q, e uma k-representacio M =
((M;);,(fa)a)), podemos definir uma k-transformagao linear M () : Moy =
Me(apm)s POT M(Y) = fam © -0 fa,, estendendo-a por linearidade, quando se
tratar de combinagoes lineares de caminhos em kQ. Assim, a upla ((M;), (f))
com as propriedades acima é uma k-representacao em Rep(Q, ), se dado
p=3XA7 €I, coma, € k ey caminhos em k@, entao M(p) = 0.

-

1.2 Teoria de Auslander-Reiten

Vamos neste paragrafo, fixar a notacdo e apresentar mais alguns conceitos
basicos da teoria de representacées de algebras, que utilizaremos ao longo
deste trabalho. Mais detalhes e resultados podem ser encontrado em nossas
referéncias, como por exemplo, em [ARS].

Seja A uma k-algebra de dimensao finita.

Denotaremos por A-mod a categoria dos médulos finitamente gerados
sobre A. A menos de mencao em contrario, os médulos sobre A sio médulos
a esquerda. Denotaremos por ind-A a subcategoria plena de A-mod cujos
objetos sdo as classes de isomorfia dos médulos indecomponiveis. Sempre que
nao ocorram confusdes, estaremos identificando um médulo indecomponivel
com sua classe de isomorfia. Denotaremos por addM , a subcategoria plena
de I'-mod, cujos objetos sdo os médulos que sao somas diretas de somandos

diretos de M.

15



Dados A e B em A-mod, denotaremos o médulo Homy (A, B), abreviada-
mente por (A, B), para simplificar nossa notagio, quando for necessario.

Denotaremos o radical de uma algebra A por r, quando nao houver possi-
bilidade de confusoes. Caso contrario, escrevemos r = r,, para diferenciar do
radical de outras dlgebras. Dado um A-médulo M, denotaremos a cobertura
projetiva de M por Py(M) ou Pgy(M), ou ainda, Pg).

Quando nao for especificado, o A-médulo P; é o projetivo indecomponivel
onde o topo r%}-, é dado pelo A-mdédulo simples S;, e I; é o injetivo indecom-
ponivel cujo socle é S, associados ao vértice 7.

Sobre algebras de Artin podem ser definidos o que chamamos de morfismo
quase cindido. Trata-se de um importante conceito da teoria de representa-
coes de algebras, devido a M. Auslander e I. Reiten, que fundamentou os
alicerces dos novos caminhos que a 4rea tomou, a partir de entdo. Vejamos
do que se trata.

Definigao 1.1 Sejam B e C' mddulos sobre uma dlgebra de Artin e seja
f i+ B — C um morfismo ndo-nulo. Dizemos que f € um morfismo quase
cindido a direita, se salisfaz as seguintes propriedades:

(1) f ndo € um epimorfismo que cinde.

(ii) todo morfismo X — C que ndo seja epimorfismo que cinde se fatora
através de f.

Um morfismo quase cindido @ direita, nao-nulo, f : B — C é dito mini-
mal, se todo morfismo g : B — B tal que f = f o g, é um isomorfismo.

Um exemplo de morfismo quase cindido a direita, minimal, é dado pela
inclusdo rP < P, onde P é um projetivo indecomponivel. Na literatura,
pode-se encontrar este morfismo denominado por morfismo pogo ou simples-
mente poco.

O conceito de morfismo quase cindido & esquerda pode ser definido dual-
mente.

Definigao 1.2 Uma seqiiéncia exata curta de mddulos sobre uma dlgebra de
Artin, como abaizo:

0——)nucf—)BL>C—+O

tal que f € um morfismo quase cindido d direita minimal é chamada de
sequéncia quase cindida.
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Estas seqiiéncias estao unicamente determinadas, a menos de isomorfis-
mos, pelo médulo C' (ou dualmente, por A = nuc(f)). Observamos que, é
possivel provar que C' é um médulo indecomponivel, mas que B nem sempre
o sera.

As fungoes componentes de f sdao os morfismos irredutiveis, (cf na pag.
166, V.5 em [ARS]).

No caso de dlgebras de Artin, podemos definir uma aljava, associada a
categoria dos A-moédulos finitamente gerados, onde os vértices sao dados pelas
classes de isomorfia dos médulos indecomponiveis e as flechas por morfismos
irredutiveis entre estes mdédulos. Denotaremos por I'y esta aljava, onde A
é a algebra de Artin em questdo, e a chamaremos, como se faz usualmente,
de aljava de Auslander-Reiten de A, ou simplesmente a aljava de AR de A.
Por exemplo, se considerarmos a algebra \ definida pelo exemplo 2, acima,
teremos que aljava de AR de A é dada por:

[P1]
. Ny
[P2] [P1/r2p,]
e N\ e N\
[P [P2/rp,] [P1/rp]

onde [-] é a classe de isomorfia dos médulos indecomponiveis sobre A, P; é
o A-médulo projetivo indecomponivel associado ao vértice 1 = 1,2,3, e as
flechas sdo morfismos irredutiveis entre os médulos indecomponiveis.

As algebras hereditarias dentro da teoria de representagoes siao as algebras
cuja estrutura e categorias de mddulos sao bem conhecidos. Sobre estas,
existem duas classes interessantes de mdédulos, a dos preprojetivos e a dos
preinjetivos. Tais classes fornecem uma descrigao de certas componentes da
aljava de AR da dlgebra hereditaria, que contém os médulos projetivos e
injetivos, respectivamente, na forma descrita abaixo.

Sobre uma algebra hereditaria A = k£Q, um A-mdédulo M é dito prepro-
jetivo (respec. preinjetivo), quando existe um inteiro ndo-negativo tal que
(DTr)"M (respec. (TrD)*M), é um mddulo projetivo (respec. injetivo),
nao nulo, onde D e T'r sdo funtores dados por

D = Homp(—,k) : A — mod — A°? — mod
e Tr(—) = Ext)(—,A).
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O médulo (DTr)*M, é chamado de n-ésimo transladado de M e deno-
tado por 7" M. Analogamente, (TrD)" M, também denotado por ="M, é
chamado de m-ésimo transladado inverso de M.

Pelo Lema 1.8, pag.263 em [ARS], vimos que dada A, uma algebra de
Artin, hereditaria, tal que uma componente C da aljava de AR de A, contém
um vértice preprojetivo, entao todos os vértices desta componente sao pre-
projetivos. Tais componentes sdo chamadas de componente preprojetiva da
aljava de AR de A. Pode-se provar que, uma componente da aljava de AR
de algebras A, como acima, é uma componente preprojetiva (preinjetiva) se
esta componente contém todos os médulos projetivos (respec. injetivos).

Também como conseqliéncia deste lema, segue que na aljava de AR de
uma algebra hereditdria, todo médulo preprojetivo (preinjetivo) estd ligado
a um moédulo projetivo (respec. injetivo), por uma cadeia de morfismos
irredutiveis.

1.3 Algebras inclinadas

Neste paragrafo, vamos definir as algebras inclinadas e apresentar resul-
tados e propriedades importantes sobre estas dlgebras, e que utilizaremos
neste trabalho. Os resultados, que aqui expomos, podem ser encontrados em

[AS,1] e [HR].

Definicao 1.3 Sejam A uma k-dlgebra de dimensdo finita sobre um corpo
k eT um A-modulo. Dizemos que T' é um mddulo inclinante se satisfaz as
sequintes propriedades:

(i) pdpaT < 1
(i) Exty(T,T) =0

(iii) existe uma sequéncia ezata curta 0 — A — T" — T" — 0, com
T" e T" em addT'.

Dizemos que o A-médulo 7" é livre de multiplicidade se os somandos di-
retos indecomponiveis de 7', sao dois a dois, nao isomorfos.

Seja I' = Ends(T)?, o anel de endomorfismo de 7' sobre A. E facil
verificar que o I-médulo dado por Homy(7,T”"), onde 7" € add T, é um
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modulo projetivo. Também, é fato conhecido que, o posto de Grothendieck
de A e I' coincidem.

Se A é uma algebra hereditaria, o anel de endomorfismo I' = End, (T)%
¢ chamado de dlgebra inclinada (cf. [HR]). Sabemos por [AS,1], que, neste
caso, gldim I' < 2. Neste mesmo trabalho, foi mostrado que um A-médulo T'
¢ um moédulo inclinante se e sémente se satisfaz os itens (i) e (ii) da definicio
acima e a seguinte afirmacao: “ o nimero de classes de isomorfia de somandos
diretos indecomponiveis de T' é igual ao numero de classes de isomorfia de
A-médulos simples, ou seja, é igual ao posto do grupo de Grothendieck de
A”.

A partir de um A-moddulo inclinante 7', podemos definir duas classes de
modulos em A-mod, a categoria dos médulos finitamente gerados em A, como
se segue:

T(T)={M € A —mod : Exti(T, M) =0}

F(T)={N € A—mod : Hom,(T, M) = 0}

Prova-se que 7 (T') é a subcategoria plena dos A-mdédulos gerados por
T e que F(T') é a subcategoria plena dos A-médulos cogerados por T. A
classe T = T(T') é chamada de classe dos mddulos de torcao gerados por T
ou simplesmente médulos de torcao e F = F(T') a classe dos mddulos livre
de torcao cogerados por 7' ou médulos livre de torgao. Nesta situagio que
apresentamos, temos que o par (7(7"), F(T)) forma uma teoria de torgio
para a categoria de A-mddulos. Um resultado devido a Brenner-Butler (cf.
[BB] e [AS1]) relaciona as subcategorias acima com as seguintes subcategorias

plenas de I' = End, (7")°? definidas por:

X=XT)={M el —mod : MRT =0}
r

Y=Y(T)={N €T —mod : Torl(N,T) = 0}

O resultado abaixo é uma versio do Teorema 2.1, pag. 20, apresentado
no trabalho de I.Assem, em [AS,1]. Aqui, estaremos considerando mddulos
a esquerda. Vejamos como.

Teorema 1.4 (c¢f. em [AS,1], Teorema 2.1, pag. 20): Sejam A uma k-
dlgebra de dimensdo finita, T um A-mddulo a esquerda inclinante, e I' =
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Ends(T)°?. Entdo, o I'-mddulo a direita T' € um mddulo inclinante e A =
Endr(Tr). Mais ainda, as subcategorias T(T) e Y(T') de médulos a esquerda,

sao equivalentes sob a restri¢do dos funtores Homy(T,—) e — @ T, os quais
r

s@o mutuamente inversos; e similarmente, as subcategorias F(T') e X(T') sdo
equivalentes sob a restrigio dos funtores Exty(T,—) e Tory(—,T) os quais
sao, novamente, mutuamente inversos. |

As seguintes propriedades homoldgicas para os [-mddulos sao validas:

(1) pdr [Homa (T, X)] < pd, X, para todo X € T(T)
(ii) pdr [Ext}(T,Y)] <1+ pd,(Y), para todo Y € F(T)

No caso em que A é hereditdria, vamos ter que pdp X < 1, para cada
X e Y(T)epdp Y <2, paracada Y € X(T). Mais ainda, a teoria de tor¢ao
(X,Y) cinde a categoria de médulos finitamente gerados sobre I, ou seja,
todo médulo indecomponivel sobre I' ou pertence a X' ou pertence a Y.

1.4 Algebras de Koszul

Vamos, agora, apresentar as definigées e resultados importantes para
nosso trabalho, sobre a teoria das algebras de Koszul. Todos os resultados
aqui expostos, podem ser encontrados nos trabalhos de Green e Martinez-

Villa, em [GM, 1 e 2].
Definigéo 1.5 Uma k-dlgebra Z - graduada T’ € uma familia {T'(), ¢,’j}ijez
com T'0) k-espaco vetorial e ¢i; : TO @ ') — 1) wma k-transformagdo

r(©)
linear tal que:

(i) T© ¢ uma k-dlgebra
(ii) T@ ¢ um T — IO —bimédulo
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(i1i) o diagrama abaizo é comutativo:

I @ rt) @ re [+ @ 1)
r© r© I
11® ¢k b Plitik
') @ Ltk N [(i+i+k)
re Pi(5+k)
para cada 1,73, k.

Denotaremos I' = [] @,
Dizemos que I' = [] ') é 1-gerada e de decomposicao bésica, quando

N=y/A
ocorre que:

(1) ¢ij é sobrejetora para i, j.
(2) I'© ¢ isomorfa a um produto finito de cépias de k.

3) cada componente homogénea F(i) é um F(O) — F(O)—blmédulo de com-
primento finito.

Uma k-algebra é IN-graduada quando for uma algebra Z -graduada, cujas
componentes de grau negativo sdo todas nulas. Neste trabalho, estaremos
considerando algebras de dimensao finita sobre k, IN-graduadas, 1-gerada e
de decomposicao basica.

Claramente, as dlgebras de caminhos k@), onde @) é uma aljava finita, sdo
k-algebras IN-graduadas, 1-geradas e de composigao basica. Dizemos que um
ideal I de kQ, é um ideal graduado se (kQ);I, C I(nts). Se I' é o quociente
de uma algebra de caminhos por um ideal admissivel graduado, entdao I' é,
também, uma k-algebra IN-graduada, 1-gerada e de decomposigao basica.

Por outro lado, se I' for uma k-algebra graduada, 1-gerada e de decom-

posicdo bésica teremos que r = [[ '), é o radical de Jacobson graduado de
i>1

['. Mais ainda, temos que [' é o quociente de uma dlgebra de caminhos kQ

por um ideal admissivel graduado I, (cf prop.2.3 em [GM,1]).

Dizemos que um I'-médulo graduado M = [ MY é gerado em grau j,
27
se M #0eTl® . MG = MUK para cada k. Se s é um inteiro, definimos
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o s—translado de M, que denotaremos por M|[s], como sendo o [-médulo
graduado dado por [[N(®), onde N() = M=) com a estrutura de médulo

dada por M.

A categoria dos -médulos graduados finitamente gerados é a categoria
cujos objetos sio os médulos graduados e cujos morfismos f : §;M) —
@;NU) sdo tais que f(MW) c NU). Denotaremos esta categoria por gr I'.
Denotaremos por groI' a subcategoria plena de gr I', dos médulos gerados
em grau Zzero.

Definicao 1.6 Um I'-mddulo M, gerado em grau zero, é dito um mddulo
de Koszul quando M possui uma resolugdo linear, a saber, se existe uma
[-resolugao projetiva de M em gr I':

s — Py (M) L5 Poy(M) L5 Pyy(M) L5 Py (M) 25 M —s 0
tal que P;)(M) € gerado em grau j para cada j > 0.

Dizemos que um [-médulo M, tem uma apresentagdo linear quando
Po)(M) e P1y(M) sio gerados em graus zero e um, respectivamente; e que
M tem resolugdo linear de comprimento s quando P(;)(M) é gerado em grau
Jypara0 < j <s.

Definicao 1.7 Uma k-dlgebra graduada T, I-gerada e de decomposi¢io bd-
sica, € uma dlgebra de Koszul quando todo T'-mddulo simples € um mddulo
de Koszul.

Por exemplo, as algebras hereditdrias sao algebras de Koszul, pois todo
modulo simples tem resolugdo linear de comprimento um, e todo médulo
sobre estas algebras tem dimensao projetiva um.

Sao conhecidas propriedades interessantes sobre médulos de Koszul em
algebras de Koszul, algumas das quais exporemos a seguir. Seja I' uma k-
algebra graduada, 1-gerada e de decomposigio basica. Suponha que I' seja
uma algebra de Koszul. E conhecido que:

(1)Se M é um I'médulo de Koszul entdo rM é um I'-médulo de Koszul.
Como todo projetivo é um médulo de Koszul segue que, sobre algebras de
Koszul, radicais de projetivos e poténcias destes, sao médulos de Koszul.

(ii))Um I-médulo graduado M, gerado em grau zero, é Koszul se e somente
se Q'(M)[—1] é um I-médulo com resolucéo linear para cada i > 0, onde
Q(M) é o i-ésimo syzygy de M.
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Os resultados acima, podem ser encontrados em [GM,1].

Definicao 1.8 Um ideal I de uma dlgebra de caminhos kQ, € dito ideal
quadrdtico, quando I € gerado por combinagdes lineares de caminhos de com-
primento dois. A dlgebra de dimensdo finita sobre o corpo k, bdsica, I € dita

quadrdtica quando admite uma apresentagdo I' = #, onde I € um ideal
quadratico.

Sabemos, por [GM,1], que uma &lgebra graduada é quadrética, se e
somente se, [ satisfaz a propriedade I N L3 = IL + LI, onde L é o ideal
de kQ(I') gerado pelas flechas da aljava Q(I'). Ainda em [GM,1], os au-
tores mostraram que as algebras de Koszul sao quadraticas mas, a reciproca
nao vale em geral. Apresentamos abaixo, um exemplo devido a E.L.green,
que ilustra este fato. No entanto, para dlgebras de dimensio global dois,
os autores mostram que I' é algebra de Koszul se e somente se ' é dlgebra
quadratica. '

Exemplo:(green) Seja A a k-algebra dada por aljavas e relacdes da
seguinte maneira:

3
ag a3z
a
2 5
ay ay as e
7N 7N
1 4 6
com as relagf)es Qo = 0 = Qg5 € (3Qry = Q504. Observamos que esta

algebra é uma dlgebra quadratica que nao é Koszul, pois é facil ver que o
A-médulo simples Sy, associado ao vértice 1, nao é um médulo de Koszul.

Sabemos por [GM,2], que a ext-algebra de I' dada por

E(T) =[] Extr(T/r, T/y)

i>0

€ uma algebra de Koszul, se I' o for. No caso de algebras hereditarias A,
temos que E(A) = A% /(.02 onde 5 € o radical de A.

Consideraremos sobre I-mod, a classe £(I') dos I'-médulos com apre-
sentacao linear, ou seja, os ['-mdédulos graduados M, gerados em grau zero,
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e com apresentagao projetiva dada por:
P(l) —F P(O) — M — 0

tal que F;) é gerado em grau 1, para i = 0, 1.
Observamos que todo médulo simples sobre uma k-algebra de dimensao
finita, tem apresentagao linear. )
Denotaremos por K(I'), a classe dos médulos de Koszul em gri[. E
fato conhecido que sobre as dlgebras hereditarias e as algebras quadraticas

monomiais, as classes K(I') e L(I') coincidem, (cf. em [GMRSZ)).
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Capitulo 2

Sobre Algebras de Koszul com
dimensao global finita

Neste capitulo, estaremos apresentando uma nova caracterizacao para as
algebras quadraticas graduadas e uma caracterizagao parcial das algebras de
Koszul com dimensao global 3. Apresentaremos, também, resultados inter-
essantes referentes aos mddulos de Koszul sobre dlgebras de dimenséo global
dois, que tem, para este trabalho, um particular interesse, ja que as dlgebras
inclinadas sao um caso particular destas algebras.

2.1 Introducao

Nesta secao apresentaremos mais algumas definicdes basicas e alguns
resultados sobre as dlgebras de Koszul, bem como introduziremos a notagao
usada no capitulo. Todos estes resultados, assim como as definigées, podem
ser encontrados em [GG] e [G-M, 1 e 2].

Sejam k um corpo e seja [' uma k-algebra IN-graduada, como foi definida
no capitulo anterior.

Lembremos que uma k-algebra IN-graduada I' = [[ ') é 1-gerada, se as
i>0
aplicacées ¢;; sao sobrejetoras, V7, j > 0, (cf. 'def 1.5). Neste caso, vale que

IOT6) = 16+ ou equivalentemente, I'() = ﬁ [ = TN,
n=1
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E fato conhecido que se uma k-algebra graduada I' = [[ I'V é I-gerada
i>0
entao I[' é isomorfo, como anel graduado ao anel graduado associado ao ideal

r, onde r é o ideal de I' dado por r = [] 'V, (cf em [GM,1], Prop.2.2).
i>1

Caso I' seja de decomposicio basica, dizemos que r é o radical de Jacobson
graduado de I'. Pelo trabalho apresentado por E. Green e R. Gordon em
[GG], vimos que r é um mddulo graduado, gerado em grau um.

Ao longo deste capitulo, estaremos considerando I' uma k-dlgebra gradu-
ada, de decomposicao basica, 1-gerada e r seu radical de Jacobson graduado.
Pelos resultados apresentados po Green e Martinez-Villaem [GM,1], sabemos
que uma algebra nestas condigbes é isomorfa ao quociente de uma algebra de
caminhos k@) por um ideal /, onde @) é uma aljava finita e I um ideal gra-
duado, admissivel. Assim, ao longo deste capitulo, estaremos considerando
[' = kQ /1 onde () é uma aljava finita, e / é um ideal admissivel, graduado.

Fixaremos, também, a Gr ['-resolucao projetiva de ['/, da seguinte maneira:

(*) ---—)P(z)—}P(l)—>P(o)—)F/,-—)0

onde P = I' e r é o radical de Jacobson graduado de I'.

Considere sobre I' um médulo graduado M = [[M{). Lembremos que

1
M é gerado em grau j se M # 0 e T MU = MUHH | Vi e que M é um
modulo de Koszulse M é um '-mddulo finitamente gerado, graduado, gerado
em grau zero que possue resolugdo linear, (cf. a defini¢do 1.6), ou seja, M
tem uma [-resolugao projetiva:

<+ = Poy(M) = Py (M) 2 Puy(M) L5 Poy(M) 25 M — 0

tal que P;(M) é gerado em grau ¢, para cada i > 0.

Em [GM,1] foi provado que M é um mddulo de Koszul, se e somente se
M tem I'-resolugao projetiva minimal, que satisfaz as condic¢oes abaixo:

1, fi: Py = @Fer — Py = @Fe, (onde os €ls e e}s sdo idempo-

tentes) é tal que f;(e,) € I'"), para cada e, € P e cada i > 0, com
1< pd M.

2. 7 Py =% Py_1) N Py, para | = pd M.
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Uma propriedade interessante dos morfismos entre projetivos gerados em
mesmo grau sobre dlgebras como a algebra I' definida acima, pode ser apre-
sentada como se segue.

Lema 2.1 Sejam P e @ mddulos projetivos, nao-nulos, gerados em grau zero
e seja f : P — @) morfismo graduado, ndao nulo. Se f € um monomorfismo
entao f € um monomorfismo que cinde.

Demonstragao: Como f é morfismo de grau zero temos que o morfismo
F. P Q : £ ni P oo Q 5o

frisg—F -o> induzido por f, é nao-nulo. Como P € ;g sao isomorfos as
componentes de grau zero de P e (), respectivamente, e f é monomorfismo,
temos que f também sera. Logo, f cinde. Sendo P e ) médulos projetivos

resulta que f cinde. [ |

Pode-se provar que as condigées 1 e 2, dadas acima, sao equivalentes a
dizer que, para cada i > 0, F;) é um somando direto da cobertura proje-
tiva de rP(;_;), usando o lema que acabamos de apresentar. Com efeito, o
monomorfismo P; < rP(;_;) se fatora pela cobertura projetiva de rP;_y),
definindo um monomorfismo entre projetivos gerados em mesmo grau. Segue,
pelo lema acima, que este monomorfismo cinde.

Lembremos que uma algebra graduada I', nas condigdes que assumimos
neste capitulo, é uma algebra de Koszul, se todo Imddulo simples é um
modulo de Koszul. Além disso, de acordo com os resultados apresentados
em [G-M, 1], vale que se I é uma élgebra quadrética com dimensao global 2
entao I' é uma algebra de Koszul. Por outro lado, os autores daquele trabalho,
provam que se [' é uma algebra de Koszul entdo I' é uma algebra quadratica.
Como conseqiiéncia destes resultados, eles concluem que nas algebras de
dimensao global 2, os conceitos Koszul e quadratica sao equivalentes.

2.2 Algebras quadraticas de dimensao global
finita

Apresentaremos aqui, uma caracterizacao das algebras quadraticas gra-
duadas, que permitird, como conseqiiéncia, apresentar alguns outros resul-
tados relativos a aquelas de dimensao global 2 e 3. Além disso, poderemos
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obter uma caracterizacao parcial das algebras de Koszul de dimensao global

3.

Definigao 2.2 Seja I' = kQ/; uma k-dlgebra, onde Q € uma aljava finita e
I € um ideal admissivel e homogéneo. Definimos para cada X € I' — mod, a
fungdo numérica v, dada por:

Y(X) = dimy Homp (I/p2, X) — dimy Homp (rPyy, X)+
+ dimy Homr (r*, X),

onde Py € a cobertura projetiva de r, o radical graduado de T'.

Esta funcao permitiu provar a caracterizagao a qual nos referimos acima,
através do seguinte teorema:

Teorema 2.3 Seja I' = kQ /1, onde @ € uma aljava finita e I € um ideal
admissivel homogéneo. Seja v a fungdo numérica definida acima. Entdo I é

uma dlgebra quadrdtica se e somente se y(I'/,) = 0.

Demonstragdo: Considerando a I'-resolucdo projetiva minimal de I'/r fixada
em (*), temos a seqiiéncia curta exata

0 — QU(r) — Pyy L r — 0

onde f, é a cobertura projetiva de r que induz f;.

Desde que T; = % e por passagem aos nicleos, obtemos o seguinte
T T
diagrama comutativo:
0 0 0
\ 1 3
0 — L — Q(r) — 0 — 0
1 \J Pi
(1) 0 — rPy — Py — - — 0
Ly 4 71 |
0 — r? — r — &£ — 0
3 ] X3
0 0 0



onde ny, foi obtida por passagem ao micleo e L = nicleo (nf;). E facil ver
que L = Q7).

Considerando a seqiiéncia exata curta dada na 1% coluna a esquerda do
diagrama (I), ou seja, a seqiiéncia

0 — QY(r) — r P BN SN

e aplicando o funtor contravariante Homr(—, X), para X € [' — mod a ela,
obtemos a seguinte seqiiéncia longa exata

0 — Homrp(r?, X) — Homr(r Py, X) —
(1) — Homp(Q!(r), X) — Extf(r?, X) —
— Extp(rPuy, X) — BExtp(Q'(r), X) — -+

Suponhamos, pois, que y(I'/,) = 0.

Como Homp(92'(r),I'/,) = Homrp(P2),I'/,), segue, desta hipétese, que os
trés primeiros termos da seqiiéncia em (II), ao tomarmos X = I'/,, formam
uma seqiiéncia exata curta. Do fato de que I'/, é um mddulo semi-simples
resulta que esta ultima seqiiéncia induz uma outra seqiiéncia exata curta, a
saber, a sequéncia

2r 0! r
0 — Homr (r ) — Homp (TP(I) E) — Homrp ( (r) —) —0

3 rzP(l)’ r rQi(r)’ r

2
Desta nova sequiéncia podemos concluir que :—3 é um somando direto de
QI(T) ., P(g)

rQl(r) 1Py’

Deste fato resulta que Pz) é um somando direto da cobertura projetiva
de rF1). Como T' é 1-gerada entdo rP(;) é gerado em grau 2. Portanto, segue
que P3) ¢é gerado em grau 2. Por [B], sabemos que Py = I/p; e sendo [
um ideal graduado homogéneo temos entdao que [ é gerado em grau 2, donde
segue que [' é um algebra quadratica.

I'P(l
_)_rzP(l) , € portanto que

Reciprocamente, se I ¢ um ideal quadratico entdao Pz é gerado em grau
2. Portanto, F(3) é um somando da cobertura projetiva de rF) e, conse-

r . "
quentemente, o morfismo Homp(—, _)(n71) é um epimorfismo. Logo, os trés

primeiros termos da seqiiéncia em (II), para X = I'/,., formam uma seqiiéncia
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exata curta. De novo, usando que Homr(Q2!(r),I'/r) = Homr(P),I'/r),
segue entao que y(I'/r) = 0, como queriamos. [ |

Corolario 2.4 Seja I' como no Teorema 2.3. Suponhamos que gldim I' = 2.
Entdo T € dlgebra de Koszul & FExt;(r?,T'/r) = Ext(rPy),T/r).

Demonstragao: Desde que, para algebras de dimensao global 2, os conceitos
quadratica e Koszul sao equivalentes, segue do Teorema 2.3, que [' € algebra
de Koszul se e somente se y(I'/r) = 0. Afirmamos que v(I'/r) = 0 se
e somente se Ext;(r?,'/r) = Ext{(rPy),[/r). Com efeito, observando o
diagrama (II) apresentado na demonstragio do Teorema 2.3, e usando que
gldim I' = 2, segue que é exata a seguinte sequéncia longa

0 — Homp(r?,T'/r) — Homp(rPy),'/r) — Homp(Q'(r),I'/r) —
— Extp(r?, T'/r) — Exti(rPyy, T'/r) — 0,

pois Q!(r) = P3). Portanto, vale que v(I'/r) =0 < a seqliéncia dada pelos
3 primeiros médulos na seqiiéncia longa acima é exata < Extj.(r?,['/r) =

Extp(rPuy, /7). [ |
Observagoes:

1. Se gldim I' = 2 entdo y(X) > 0, para todo X € ' — mod.

Com efeito, a seqiiéncia longa exata (II), que apresentamos na demons-
tracao do Corolario 2.4, para X qualquer, nos diz que

Ext.ll—\(’r2, X) Homp(P(g), X)
H(X) Hom[‘(TP(l),X) / Homr(,z'x).

E’“ll"(TP(l)yx) & , onde H(X) =

Logo v(X) = dimy H(X) > 0, como querfamos.

2. Se gldim I' = 2 e r? é um ['-médulo projetivo entao I' é uma dlgebra
de Koszul.

Do fato de ser r? um mddulo projetivo e pela analise do diagrama (I),
na demonstracdao do Teorema 2.3, resulta que a seqiiéncia exata curta

2

0 — P —srP,—1r*—0

cinde. Dai, segue que P(3) é gerado em grau 2 e, portanto, que I' é
algebra de Koszul.
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Os exemplos a seguir ilustram o comportamento da fungao v, em X =
'/, sendo que o exemplo 1 nos mostra que nao vale a reciproca da observagao

2.

Exemplo 1 Seja I' a k-dlgebra apresentada pela aljava e relagoes abaixo

2
/ pY
1 . 4
N / pY
3 6
pY /
5

' é claramente quadratica e é facil ver que gldim I' = 2. Logo, é dlgebra
de Koszul.

Seja M a k-representacao abaixo:

0
7N
0 k
NN
0 k
NS
k

Um célculo rdpido mostra que Py = P ® P @ M, r* = P ® M e Py =
Py @ Ps. Note que r? nao é um I'-mdédulo projetivo.

Exemplo 2 Seja ' apresentada por:

2
a/\ \‘ﬁ
1 4
p /

com fa = 0.

[' é uma é&lgebra quadrdtica de dimensdo global 2 (logo, é algebra de
Koszul). E facil ver que rPuy =r(P, @ P3) = 53,72 = Sy,e Py = P? e que
4(T'/r) = 0. Note que 7 é um I'~mddulo projetivo.
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Exemplo 3 Seja I' apresentada por:
125223 455

com yfBa = 0. Temos que I' ndo é quadratica (logo, nao é algebra de Koszul).
Temos que r2 = S3 @ Py @ Ps, Poy=PierPy = P3® Py ® Ps. E entao

claro que ¥(I'/,) =1 # 0 e r? nao é um mdédulo projetivo.
Exemplo 4 Seja ' apresentada por:

2
a / N\

1 — 3 — 4

com fa = 0. _
[' é quadratica, de dimensao global 2 e, portanto, é dlgebra de Koszul, e
tal que r> = P, rP) = S.® Ps @ Py e Pgy=Pse~(T'/,) =0.

Antes de continuarmos a expor nossos resultados, vamos apresentar o
lema abaixo, que nos serd 1til no que segue neste capitulo.

Sejam M e N TI'-moédulos graduados, ambos gerados em grau zero, e
suponhamos que exista um epimorfismo graduado f: M — N. Dadas as I'-
apresentagoes projetivas minimais de M e N, podemos considerar o seguinte
diagrama comutativo:

Pay(M) 2% Po(M) ™% M — 0

I fi + fo Hf
Puy(N) L% Pg(N) = N — 0
+
0

Lema 2.5 Com as hipdteses acima, vale que:

1. fo € um epimorfismo que cinde.

2. Se N = % e M tem ambos apresentagdo linear, entdo f; € um mono-

morfismo que cinde.

Demonstragao:
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1. Desde que f é um epimorfismo, segue imediatamente que fy cinde.

2. Observamos que f; é um morfismo graduado, pois o diagrama que
apresentamos € obtido por levantamentos na categoria gr I'. Agora, se
N = M/.» e M tem apresentagao linear e entdo Py)(M) e Py)(N)
sao ambos gerados em grau 1. Mais ainda, temos que P;)(M) é um
somando direto da cobertura projetiva de rFPg(M). Como N é um
modulo semi-simples, temos que P)(/V) é a cobertura projetiva deste
radical. Portanto, temos que P;)(M) é um somando direto de P;y(N).
Segue que f; é um monomorfismo que cinde.

Proposigao 2.6 Seja ' = kQ/; com @ uma aljava finita, I um ideal ho-
mogéneo admissivel e gldim ' = 3. Suponhamos que I' seja quadrdtica e
pdr? < 1. Entio I" € uma dlgebra de Koszul.

Demonstragao: Consideremos a Gr [-resolugdo projetiva de I'/, dada por:

0—)P(3) —fa-)P(g)i)P(l) L)P(()):F—)F/,.—)O

Pela resolugao projetiva minimal dada em [B], na se¢do 1.1, pag. 462,
para o semisimples I'/,, vale que P3y = [/p2. Como I' é quadrética segue
que P(y) é gerado em grau 2. Assim, I'/, tem resolugdo linear de comprimento

2 e r tem apresentagao linear dada por Py 2y Py ELTGSN)}
Consideremos, agora, o diagrama comutativo abaixo que é induzido pelas
resolucoes projetivas minimais de r e r/,2:

0 — P(3) _>f3 P(2) —)f2 P(l) —r T — 0
L ny I f | !
0 — 9%%) — By — Py — 5 — 0

onde ny é obtida por passagem ao ntcleo.

Do fato de que % € add (L), segue que % tem resolucdo linear de

comprimento dois. Portanto, 2?(%) é um I-médulo gerado em grau 3, ja
que F(y) é gerado em grau um.
Observamos que Fz) ¢ um somando direto da cobertura projetiva de r Fy),

ou seja, de P(o)(rFy)) = P('z)’ uma vez que Pz) é gerado em grau 2. Por outro
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lado, o epimorfismo r Py Iy r?, definido no diagrama (I) do Teorema, 2.3,
nos diz que Pg)(r?) é também um somando direto de P). Além disso, a

e
seqiiéncia curta 0 — Q'(r) — 7Py BEE NS 0, é exata, resultando
entao d.estes fatos que P}y = Po)(rP1)) = P2y ® Po)(r?).

Aplicando o lema 2.5 ao diagrama acima, temos que f é um monomor-
fismo que cinde, e consequentemente, n; é um monomorfismo. Logo, pode-
mos construir o seguinte diagrama comutativo:

0 0 0
! } B }
0 — Ps 5 Py L& @) — o0
Iy f I
(I11) 0 — Q&) — P, — rPy — 0
} ng 10 L ng
0 — QY(r?) — Po(r?) — ¥ — 0
\ S
0 0

onde ng é obtida por passagem ao nicleo. Como f, é um epimorfismo, segue
que ny € um epimorfismo.

Seja a seqiéncia exata curta definida pela 12 coluna a esquerda do dia-
grama acima, a saber:

0 — Prgy —% 03(—=) 22 Q'(r?) — 0
T

Desde que, por hipdtese, pd r? < 1, temos que Q'(r?) é um -médulo
projetivo. Se Q'(r?) = 0 entdo Pz = Q*(%). Caso contrério, Pz) é um
somando direto de Q%(%). Em ambas as situacdes, temos que Py € um
[-mddulo gerado em grau 3. Portanto, I' é uma algebra de Koszul. [ |

Observacgoes:

1. Seja I' = kQ/, onde @ é uma aljava finita, / é um ideal homogéneo
quadrético e 3 < gldim I' < co. Se pdr? <1, entdo '/, tem resolugao
linear de comprimento 3.

2. O exemplo a seguir mostra que a reciproca da Proposicao 2.6 nao é
valida.
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Seja I' a k-algebra apresentada por:

p /
3 2% 5 56 — T
com fa =0 =0.

Claramente ' é dlgebra quadratica de gldim I' = 3 e pd r? = 2. Além
disso, T' é algebra de Koszul.

Em [GM,1], foi provado que se I' é uma dlgebra de Koszul entao I' é qua-
drética. Também, sobre dlgebras de Koszul, temos que r? é um -modulo de
Koszul.

Estamos interessados, agora, em estudar a possibilidade destas duas pro-
priedades acima, a saber, I' é uma dlgebra quadrética e r> um I'-médulo de
Koszul, forneceram uma condigdo necessaria e suficiente para termos uma
dlgebra de Koszul.

Suponhamos, entdo, que I' = kQ/1, onde @ é uma aljava finita, I é um
ideal admissivel graduado e gldimI' = 3. Entao, temos que pd r2 < 2.

Se pdr < 1, pela Proposigao 2.6, temos que I é algebra de Koszul. Assim,
resta-nos analisar o caso em que pdr? = 2. Para tanto , observamos que,
como estamos assumindo gldimI' = 3, entdo pd % = 2 ou 3. Com efeito,
suponhamos que seja pd 7 < 1. Como , claramente, ndo pode ocorrer
de ser 5 um I'—médulo projetivo, entdao temos que pd z = 1. Portanto,
terfamos que rP(1) = P, e através do diagrama (III) na demonstragao da
Proposicdo 2.6, concluirfamos que pd r = 1, o que contraria o fato de ser
pd g =3

Analisemos, entdo, o caso em que pd % = 2. Para apresentar nosso
préximo resultado que tratard da situagao em que pdrl=2epd 5 =2,
precisaremos apresentar um lema que nos auxiliara em sua demonstragao.

Lema 2.7 Seja T' = kQ/1, onde Q € uma aljava finita e I ¢ um ideal
quadrdtico, tal que gldim T'=3. Seja N = S1®--- @ S; um modulo semi-
simples sobre T, tal que S; % Sj,se 1 # j. Se pd N = 2 entio Pp)(N) €
somando direto de Poy(*(T'/,)) = Pa)-
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Demonstragdo: Imediata. [ |

Proposigao 2.8 Seja I' = kQ/;, onde Q € uma aljava finita, I é um ideal
admissivel homogéneo e tal que gldim T' = 3. Suponhamos I' € quadrdtica e
que pd * = 2 = pd (%). Se r? é um I'-mddulo de Koszul entio ' ¢ uma
dlgebra de Koszul.

Demonstragao: Consideremos a seqliéncia exata curta

0 — Pay ~5 Q3(=) 2% Q'(r?) — 0
T

obtida no diagrama (III) da demonstragao da Proposigao 2.6.
Como pd r? = 2, podemos construir o seguinte diagrama comutativo:

0 — P i) P(o)(Qz(r—';-)) — P(l)(rz) — 0

+ng +¢ +

0 — Pg — (5 — Q(rY) — 0
+ +
0 0

onde ny € obtida por passagem ao niicleo

Como pd 5 = 2, temos que Q*(%) = Pg)(Q*(%)), ou seja, ¢ é um
isomorfismo. Logo, ngy € um monomorfismo, e pelo Lema da Serpente, o
conticleo de ny é isomorfo & Py(r?).

Entdo, a seqiiéncia exata curta 0 — P —% Py — Ppy(r*) — 0,
cinde. Ou seja, P(3) = Pz)(r*) @ P.

Desde que, por hipétese, r? é um médulo de Koszul, segue que Py)(r?)
é somando direto da cobertura projetiva de rP;)(r?). Pelo diagrama acima,
temos que P(3)(r?) ¢ um somando direto de Po)(Q%(%)) = Q%(%). Portanto,
temos que P(3)(r?) é um somando direto da cobertura projetiva de rQ?(%).

Como ; € um semi-simples temos que % = ST' @ - - @57, onde podemos
assumir que S5; 2 Sj,se ¢ # j. Aplicando o Lema 2.7 ao semi-simples S; @
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-+ @S, que é um somando direto de '/, de dimensao projetiva dois, obtemos,
como conseqiiéncia, que Q*(%) € add P). Logo, P)(r?) é gerado em grau
3.

Por outro lado, observando que Po)(%) = P(1) que, por sua vez ¢é gerado
em grau um e que -z tem resolucao linear de comprimento dois, segue que
P2)(;7) é gerado em grau 3, e portanto, teremos que Q%(%) é um '—médulo
projetivo gerado em grau 3. Segue destes argumentos que P é um mddulo
graduado gerado em grau 3.

Logo, temos que F3) é gerado em grau 3.

Portanto, I' é dlgebra de Koszul. |

Observamos que podemos ter I' uma algebra de Koszul com gldim I' = 3
e pd 5 = 3. O exemplo a seguir ilustra este fato. Seja I' a k-algebra dada

por:
B ~

1 — 2 % 5 5 61 7
l
3 — 4

com as relagées de comutatividade no quadrado e fa = 0 = yp.
E facil ver que gldim ' = 3. Vale que pd % = 3, uma vez que Sy, um dos
simples do topo de 7, tem resolugéo linear

O—)P7—)P6—)P4®P5—)P2—)52—)0.

Portanto, podemos concluir que I' é 4lgebra de Koszul observando que
todos os médulos simples tem resolucio linear.

As Proposicées 2.6 e 2.8 e as observagoes que fizemos antes de apresentar
o Lema 2.7, permitiu-nos apresentar a seguinte caracterizagio parcial das
algebras de Koszul com dimensao global 3.

Teorema 2.9 Seja I' = kQ/; com Q aljava finita, I ideal graduado ho-
mogéneo, gldim ' = 3 e pd 5 = 2. Entdo, I' é uma dlgebra de Koszul se e
somente se I' € quadrdtica com r? um mddulo de Koszul.

Demonstragdo: Como observamos acima, o resultado é conseqiiéncia das
Proposicoes 2.6 e 2.8, e das observagoes que mencionamos. I
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2.3 Modbdulos de Koszul sobre as algebras de
Koszul de dimensao global 2

Em [G-M,2], os autores provam na Proposicio 6.1, que sobre algebras
hereditarias, um médulo M é um mddulo quasi-Koszul se, e somente se, » M
¢ um moédulo projetivo. Este resultado motivou-nos a estabelecer o resultado
seguinte, para as algebras de Koszul.

Proposicao 2.10 Seja I' uma k-dlgebra graduada, 1-gerada, de decomposi-
¢do bdsica, Koszul. Seja M um T'-mddulo graduado, gerado em grau zero,
tal que pd M = 1. Se rM ¢ um mddulo projetivo entdo M ¢ um mddulo de
Koszul.

Demonstragao: Seja a gr [-resolu¢do projetiva minimal de M dada por:
0 — Py - Poy =+ M —» 0

Esta resolucao induz a seqiiéncia exata curta

* 0——)P1l)7‘P0 Ty rM — 0
(1) (0)

Como, por hipétese, M é projetivo, esta iltima seqiiéncia cinde. Segue
que F(;) é um somando direto de rPg).

Por hipdtese, temos que M ¢é gerado em grau zero, portanto P é um
modulo projetivo gerado em grau zero. Do fato de I' ser Koszul, segue que
rPo) é um médulo gerado em grau um. Logo, F(;) é um médulo gerado em
grau um.

Portanto, M é um moddulo de Koszul. Il

O exemplo a seguir nos mostra que, sobre algebras de Koszul I' com
1 < gldim I' < oo, é possivel encontrar médulos de Koszul de dimensao
projetiva um cujo radical ndo é projetivo. Considere I' a k-dlgebra dada por:

2
/" N\
1 4
Ny / N\
3 6
N\ /"
)
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e considere M o I'-mddulo cuja k-representagao €:

0
/ N\
k : 0
N 7 N\
k o 0
N s
k

I facil ver que pdM = 1. M é um médulo de Koszul pois tem resolugao
projetiva 0 — pp— P —M— 0. No entanto, o radical de M, que é
a k-representagdo abaixo, nio é um moédulo projetivo.

0
/ p
0 e 0
pN /! pY
k e 0
p /
k

Nosso objetivo, agora, serd estabelecer algumas condigoes que caracteri-
sem os moédulos de Koszul, sobre 4lgebras de Koszul de dimensao global 2.
Assim, no que segue , estamos assumindo que gldim ' = 2.

Sejam S5 um [-médulo simples, nao-projetivo, e a apresentagao linear de
o

P(l) -—f—> P(o) — S —0

Vamos escrever Puy = @ Pm 5 onde os P,, sdo os projetivos indecom-
m

poniveis, para m percorrendo um certo conjunto finito de indices. Escreve-
mos, também, f = (fm)m. onde fn é a restrigao de f 2 39
Observamos que, se para cada m, a aplicagdo fn € um monomorfismo, o
médulo conticleofr, é um I'-médulo de Koszul. De fato, a seqiiéncia exata
curta
0 — P, Sm, Py — conuc fmn — 0

¢ uma resolucio linear do [-médulo conuc fm, o contcleo defm, pois S €
médulo de Koszul.
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Isto que observamos acima, continua valido para qualquer somando direto
de P1). Notemos que, o fato de f,, ndo ser um monomorfismo, implica que
TP, #0.

O lema a seguir nos dd uma condi¢ao para que o conuc f,, seja um I-
médulo de Koszul no caso em que f,, ndo é um monomorfismo. Denotaremos
o médulo nicleo de f,, por nucf,,, e anadlogamente para qualquer morfismo.

Lema 2.11 Com a notagdo acima, seja f,, uma fun¢io componente de f tal
que fm ndo € wm monomorfismo. Entdo, conuc f, € um mddulo de Koszul
se e somente se nuc f,, € um somando direto de nuc f.

Demonstragao: Consideremos a seqiiéncia exata longa

0 — nuc f,, — P, dmy Py — conuc f, — 0

Como P, e Py sao projetivos e gldim I' = 2, segue que nuc f,, é um
[-médulo projetivo. Portanto, a seqiiéncia exata acima é uma resolucio
projetiva minimal para conuc f,,.

Consideremos o seguinte diagrama:

0 — nuc fm —=  Po)(rPn)
Jm 4
0 — nucf — @ Po(rPn)

onde a é o morfismo induzido pela inclusao nuc f,, < 7P, e jn a inclusio
natural.

Como I' é Koszul, temos que .S é um médulo de Koszul, e portanto, nuc f
€ um somando direto de @ Po)(rPn).

Logo, conuc f,, é Koszul se e somente se nuc f,, é somando direto de
Py(rPy) se e somente se nuc f,, é somando direto de nuc f. [ |

Com as observagées que fizemos sobre a resolugao de mdédulos simples
sobre algebras de Koszul e o lema enunciado acima, temos um critério para
decidir quando os conticleos das fungdes componentes da apresentacio linear
dos médulos simples, sobre dlgebras de Koszul, sio médulos de Koszul.

O resultado que segue, fornece uma caracterizagao homolégica dos mé-
dulos com apresentagao linear, sobre uma, algebra de Koszul, para que estes
sejam modulos de Koszul.
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Temos varios exemplos em que a classe L£(I') dos mddulos com apre-
sentagdo linear, contém estritamente a classe K(I'), dos médulos de Koszul.
Sabemos por [GMRSZ] que se I' é hereditaria, elas coincidem. No caso
de I' ser uma algebra BB-inclinante (cf. cap. 3, secdo 5), esta claro que
L(T') = K(T'). Para &dlgebras inclinadas em geral e dlgebras graduadas de di-
mensao global 2, a inclusao é estrita, em geral, como mostra nosso proximo
resultado.

Proposigao 2.12 Seja I' = kQ/; onde @ ¢ uma aljava finita, I € um ideal
admissitvel homogéneo graduado, e tal que I € Koszul de gldim I' = 2.

Seja M um I'-mddulo graduado gerado em grau zero tal que pd M = 2
e M tem apresentagio linear. FEntdio, M € um I'-modulo de Koszul se e
somente se Q*(M) € add Q*(T'/,), como médulos graduados.

Demonstragdo: Consideremos o diagrama comutativo abaixo, que é induzido
pelas gr [-resolugdes projetivas de M e M/,

0 — Poy — Py — Po — M — 0

+ ks }f I |

0 — Py — Py — Py — & — 0

Como M tem apresentagao linear, segue pelo Lema 2.5, que f é um
monomorfismo que cinde. Portanto, temos que k; é um monomorfismo.

Mas I' é Koszul, e % é semi-simples gerado em grau zero, entao Py €
um somando direto da cobertura projetiva de TP(/I).

Suponhamos que M seja um médulo de Koszul. Entao Py é somando di-
reto da cobertura projetiva de r P(;) e portanto somando direto de 'I’P(ll) pois
f é monomorfismo que cinde, pelo Lema 2.5. Mas, k; é monomorfismo, por-
tanto F(3) é um somando direto de P('Q). Mas, temos que P(’z) € add Q*(T/,).
Logo, o mesmo vale para F3).

Reciprocamente, suponha que P5) é somando direto de add*(T'/,.). Como
observamos anteriormente, temos que F(, é somando direto de addQ?(T'/,).
Do fato de k; ser monomorfismo, podemos concluir que ks cinde. Logo, Fz)
sera somando direto da cobertura projetiva de rP;). Ou seja, M é médulo
de Koszul. [ |

A proposi¢cao acima nos ensina um método de exibirmos moédulos de
Koszul sobre élgebras de Koszul de dimensdo global 2, cuja apresentacao
seja conhecida. O exemplo a seguir ilustra este fato.
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Ezemplo: Seja I' a k-algebra dada por:

2 7
/ N\ a
1 4
e e Ny
3 6
¢ /
)

Temos ?(S3) = Ps. Consideremos o I'-médulo M dado pela k-representagéo:

k k
7N L/
0 k
N LA pN
k 0
1N /
k

M tem apresentagao linear e Q*(M) = Ps. Logo, M é Koszul.
Com efeito, pois a I'-resolucao projetiva minimal de M é:

0P —POP—P,®OPs— M —0

Como, para i = 1,2, P(; ¢ um somando direto da cobertura projetiva de
rPi_1), segue que esta resolugdo é linear.

Dado M um mddulo de Koszul de dimensao projetiva um, sobre uma
algebra de Koszul, é possivel, sob certas condigdes, construir alguns médulos
de Koszul sobre esta dlgebra, a partir deste médulo M. Isto é mostrado
na proposicao abaixo. Este resultado tem um particular interesse quando
tomamos [' uma élgebra inclinada Koszul e mddulos de Koszul na classe de
torcao definida pelo mddulo inclinante. Exemplos e mais detalhes sobre este
caso serao expostos nos capitulos seguintes.

Proposigao 2.13 Sejam I' uma dlgebra de Koszul de dimensdo global 2 e
M um I'-modulo de Koszul, tal que pd M = 1.
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Seja M' uwm submddulo graduado de M tal que pd M' =1, a inclusao

J . Y ., . g3
M' < M, induz o monomorfismo r}x’[, — % e % nao € um projetivo.

Entao, vale que

1. Se pd j‘% =1, entdo 1—{‘%, e M' sao mdodulos de Koszul.

2. pd % =1 se e somente se M' € mddulo de Koszul.

3. Se pd % = 2, entao % ¢ Koszul, se e somente se Q'(M') € gerado em

grau 2.

Demonstragao: Sejam Pg) e P(/o) as coberturas projetivas de M e M’, re-
spectivamente. Do fato de, por hipétese, o monomorfismo ; cindir, resulta
que o monomorfismo j' : Pl5y — Po), induzido por j, cinde. Mais ainda, o
contcleo deste morfismo é a cobertura projetiva de %

Assim, considere o diagrama abaixo, obtido a partir das resolugoes pro-

jetivas de M, M'e %, e que por isso, € comutativo:

0 0 0
I J )

0 — Py — Popy — M — 0
ke % $J

0 — Py — Py — M — 0
Ly 1 Lp

0 — My — Po — 2 — 0
\J ] 1
0 0 0

(1)Se pd 2 = 1 entdo temos que QY (ML), é projetivo ndo-nulo. Entéo,
Ql(—%—,) é um somando direto de P(y), e portanto, um médulo gerado em grau
um. Logo, % é Koszul.

(2)Um argumento andlogo ao acima, mostra que se pd % = 1 entao M’
é Koszul.

Reciprocamente, se M’ é Koszul entao P}, é gerado em grau um. Como
Py também é gerado em grau um, kj € um monomorfismo, e 7/ é um
monomorfismo que cinde, entao P('l) é somando direto de FP(;). Logo, a
seqiiéncia exata curta dada pela 1% coluna a esquerda do diagrama, cinde, e
porta{nto, Ql(%) tem que ser um somando direto de F(;), o que mostra que
pd & = 1.
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3)Suponhamos que pd ¥ = 2. Entéo a seqiiéncia exata curta
que pd 37 q

M
0 — P}y — Py — QI(W) —0

é uma resolugio projetiva de Q'(&%). Mas, pelos resultados em [GM,1], e
M

que foram comentados no pardgrafo 1.4, é conhecido que 15 € modulo de
Koszul se e somente se Ql(%)[—l] também for, e isto ocorre, se e somente

se P} é gerado em grau 2. [

Observamos que, nas condi¢oes da proposigao acima, se assumirmos que
% é projetivo, segue que M’ é modulo de Koszul, pois teriamos que M =
M & —](‘,,47 Também, notemos que pode ocorrer ser M’ um submédulo de M,
nas condigoes fixadas pela proposigao, e tal que pd M’ > 1.

Ezemplo: O exemplo a seguir ilustra como funciona a Proposi¢ao 2.13 apre-
sentada acima.
Seja I' a k-dlgebra dada por:

2 +«— 1 — 5.

I
4 +«— 3 — 6

T
7

com as relagoes de comutatividade. Seja I'-mdédulo M, cuja k-representacao
é:

k +— k — 0

1] 11 }

k «— k — 0

T1
k

A resolugao linearde M é 0 — Ps®d Ps — PP d P, — M — 0,0
que mostra que M é Koszul.
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Consideremos o ['-submoddulo M’ do mdédulo M, cuja k-representacao é:

0 «— 0 — 0

1 1 i
k +— k — 0
T
k

Notemos que M’ nao é Koszul, pois tem resolugao projetiva 0 — FPs —
P; — M’ — 0, onde Ps nao é gerado em grau um. No entanto, M’ se
encontra nas hipoteses da Proposicao 2.13.
M

Observe que 157 € o [médulo cuja k-representagao e:

1

ol

O
O — O

— k —
— 0 —

O = O — &

e cuja resolugao projetiva 0 — Ps — Ps® P — P, — 7\(’!{—, — 0é

linear, mostrando que % é um [-mddulo de Koszul com dimensao projetiva
2. [

Corolario 2.14 Seja I' uma dlgebra de Koszul.

Sejam M um I'-mddulo de Koszul e M’ um submédulo graduado de M,

ambos gerados em grau zero, tais que pd M = pd M' =1 e % nao € um

mddulo projetivo. Entdao pd M/yy =1 se e somente se M' € Koszul.

Demonstrag¢io: Imediata a partir da demonstracao do item (2), na Propo-
sicao 2.13, desde que M e M’ sao ambos mddulos gerados em grau zero, e

. ~ . ! ’
ortanto, a inclusio de M’ em M, induz um morfismo de - em & que é
P J ) M M)

um monomorfismo que cinde. Observamos que, como MM, nao é um modulo

projetivo, entdo temos que pd% 2 1. [ |
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Capitulo 3

Algebras de Koszul
Brenner-Butler-inclinadas

Neste capitulo, estaremos apresentando uma descri¢ao completa das al-
gebras Brenner-Butler-inclinadas, centrada no resultado abaixo, que nos mo-
tivou a descrever a aljava, as relagoes e os simples desta algebra.

Teorema: Toda dlgebra BB-inclinada é uma dlgebra de Koszul.

Estaremos, também, apresentando uma generalizagao deste tipo de édlge-
bra, que também tem a propriedade de ser édlgebra de Koszul.

3.1 Preliminares

Nesta secao introduziremos as notacoes, as definigoes e os fatos mais
importantes da teoria que serao usados na apresentagao de nossos resultados.

Seja A = kQ a algebra de caminhos sobre um corpo k, onde @) é uma
aljava finita, conexa e sem ciclos orientados. (Segue, pois, que A é uma
k-algebra de dimensao finita hereditaria).

Seja Py, Py, -+, P,, uma lista completa dos A-médulos projetivos inde-
componiveis, nao isomorfos. Fixemos S = 5; o A-mddulo simples, associado
ao vértice ¢ de (). Suponhamos que 775 # 0. Consideremos o A-médulo
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T =156 62 P;. Desde que A é hereditaria, é claro que pdT" < 1 e
JF1

Ext\(T, T) = Exty(r=S, 775) € D Homy(7~S,S) = 0, pelas férmulas

de Auslander. Além disso, por construgao, o nimero de somandos diretos

indecomponiveis de T, nao isomorfos, é igual ao nimero de classes de iso-

morfia dos A-médulos simples. Assim, pela defini¢ao 1.3, temos que T' € um

A-médulo inclinante.

Definicao 3.1 Seja S; um mddulo simples sobre A = kQ, onde QQ € uma
aljava finita coneza, tal que 7=S; #0. Seja T =7-5;® @ P; um A-mddulo
inclinante. No caso em que S = S; € um A-modulo projje;;ivo, T € chamado
de AP R-inclinante( cf. [ARS]).

Se S = S; ndo é um A-mddulo projetivo, a dlgebra I' = Endy(T)® €
chamada de dlgebra Brenner-Butler inclinada ou simplesmente B B-inclinada.

E fato conhecido que, a classe dos médulos livre de torgao F(T) =
Cogen (7T). Portanto, pela teoria de tor¢do induzida pelo inclinante T,
temos que F(T) = Cogen (S), (cf. [AS,1]). Segue que ind F(T) = {S}.
Lembremos que, conforme observamos na segao 1.3, os projetivos indecom-
poniveis de I' sio, a menos de isomorfismos, da forma Homy (T, P;), para
J # 1 e Homy (T, 775).

Seja S5 = Extl(T,S). Temos que S ¢ um End, (T)*P-médulo simples, pois
vale que Ext}(T,S) = DHomy (S,7T) = DHoma (S, S) = k, pelas féormulas
de Auslander.

Além disso, sobre algebras hereditarias, sdo bem conhecidas as seguintes
propriedades:

1. Podemos ordenar os A-médulos projetivos indecomponiveis, de tal ma-
neira que tenhamos Homy (P, Pj) = 0, se s > J.

2. Se M é A-médulo indecomponivel e Homp (M, P) # 0 entao M ¢é
projetivo.

Portanto, se S = S; nio é um projetivo, o item (2) nos diz que (7~ S, P) =
0, para todo P projetivo. Por outro lado, se S é um projetivo, como T é um
inclinante, temos que Ends (7)°? é uma algebra hereditéria, logo, Koszul.
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Neste trabalho, estaremos interessados em analisar o caso em que S nao é
um projetivo, para concluirmos que I' = End,(7)° é, também, uma algebra

de Koszul.

E conhecido que dados M e N, médulos indecomponiveis sobre a algebra
hereditaria A, ndo projetivos, tais que 7"M # 0 # "N, para algum n € Z,
vale que Homy (M, N) = Homy ("M, 7" N), (cf. em VIII, no[ARS]).

Como conseqiiéncia desta assertiva temos que, se S é um A-médulo sim-
ples, ndo projetivo e nao injetivo, entdo Homy (5,5) & Homy (775, 779).

Conforme a observacao anterior, fixemos uma ordem sobre os A-médulos
projetivos indecomponiveis Py, - -, P,, de forma que (P;, P;) = 0,se s > j.

Sejam ]53 = (T,P;),j = 1,---,n,com j # i, e 15;" = (T,77S5), os I'-
moédulos projetivos indecomponiveis. E claro que, para j # i, [Py, P;) &
((T, P;), (T, P;)). Como S nao é projetivo, temos que (151.;, 131) = (7S, F;)
para j # 1.

Assim, a ordenagao dos A-médulos projetivos indecomponiveis, fixada
acima, fornece uma ordenagio sobre os projetivos indecomponiveis de T, de
forma que o

(P D) =056 8> (5,5 #1)
(P‘-;',I%-) =0,comj#1

Lembrando que P; nao é somando direto de T', e que estamos considerando,
ao longo deste trabalho, mddulos a esquerda, resulta que I' = End, (T)? =

rl' = ép3®15;"eque

pia
[ (P]-)Pl) 0 0 e 0 0 "
(P11P2) (Pz,Pg) 0 0 0
| = (P17P3) (P27P3) (P3,P3) 0 0
(PI’ Pn) (Pz,Pn) (P3, _Pn) %5 ® (Pn)Pn) 0
| (P, 7S) (Py,78) (Ps,7=8) -+ (Pa,75) (r=8,775) |

Das observagées acima, temos que (775, P;) = 0,(7~S,775) = (S, 5) =
k,e (P, P,) = k, para cada s, (pois A é hereditdria), segue que I' pode ser
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descrita como uma algebra de matrizes, da seguinte forma:

k 0 0 o 0

(P17-P'2) k 0 € w 0

| = (P, Ps) (P, Ps) k - 0
| (P, 78) (P2, 775) (P3,7"8§) -+ k|

Considere {&;,&;,...,& } o sistema completo de idempotentes ortogo-
nais primitivos de I' tal que I' = T'€; & --- @ ['§;. Comparando com a
descri¢ao de I', como uma algebra de matrizes, dada acima, podemos apods
uma reordenagcao de indices, se necessaria, identificar os I'-médulos projetivos
a esquerda, da seguinte maneira:

FE;A: ]53. = (T, P;) para j #1, I'§; = (T,775).

Assim, enquanto algebra de matrizes, os k-espacos vetoriais que sao as
componentes dos ['-modulos projetivos indecomponiveis, estao alinhadas em
linhas.

A seguir, estaremos apresentando alguns lemas que nos descrevem os
radicais dos projetivos (7', P;) sobre I', onde j # ¢ e fornecendo uma descrigao
de (T, P;), em termos dos médulos que pertencem a teoria de torgao definida
por T'.

Lema 3.2 Sejam [y, 1y, --,l; os vértices predecessores imediatos de i e P;
r-mod
um projetivo indecomponivel, com j & {l,,---,l;,1}. Entdorpr (T,P;) =
(T, T’APJ').
(k)

Demonstragao: Temos que (T,P;) = @(F,P;). Portanto, resulta que
1<

k
TI"(T7 PJ) = ’?. (P17 PJ)
j

Mas, se [ < j, temos que (P, P;) & (P, raP;) e portanto rr(T, P;) =

I?_(PI)rAPj) = (T, 7'/\IDJ')‘
J

Como rp(T, P;) é um I'~submédulo de (T, 7 P;), pois a j-ésima componente
de v, dada por ;; é nula, para toda ¥ € rp(7T, P;), segue pela igualdade
acima que o isomorfismo que apresentamos é um isomorfismo de I'-mdédulos.
|
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Lema 3.3 Seja i, o indice que firtamos acima. FEntdo, vale que (T, P;) =
(T, T‘AP,').

Demonstragio: Considere a sequéncia exata curta 0 — rP; —ﬁ—> P —
ri;élf — 0. Aplicando o funtor Homy (7', —), obteremos imediatamente que

B
(T, P) = (T,r\P;), pois % é simples e (T, ,%) = {), [ |
P t ’ 3 & 5
Lema 3.4 Seja P = @ P,,, com ly,...,l; os vértices antecessores imediatos
5=1

de i.m Denotemos ry P, = P™ @ P/, para cada s = 1,...,t, onde P/ =
] . ’ . . .

@®ur Py com ' definidos pelos vértices sucessores imediatos de l;, e ms,mp

o numero de flechas de l; para i e de l; para l', respectivamente. Entdo,

re(T, P,) =2 (T, raP)™ @& (T, P,), como I'-mddulos.
t
Além disso, se denotamos P’ = Gt} P/, entiorp(T,P) = @ (T,raP)™ @
s=1 s=1
(T, P").

Demonstragao: Pela identificagao que exibimos, da algebra ', como uma
algebra de matriz triangular inferior, é facil ver que, fixado s, temos

ro(T,P,)={¢:T — R, | ¢4, : B, — P,,é nula }.

Porém, todo morfismo chegando em P,,, que nao seja isomorfismo, se fatora
pelo radical de P;,. Logo, resulta que rr(T', P,) = (T, 7o P,).

Segue disso que rp(T, P) = &'_,rr (T, P,) = ®._,[(T,raP)™] & (T, P').
|

O préximo resultado é uma conseqliéncia imediata dos lemas acima.

Lema 3.5 Sejam I' = T'; e P um A-mddulo projetivo. Entao, Homy(T, P)
tem radical projetivo.

Demonstragdo: Imediata pelos Lemas 3.2, 3.3, 3.4. [ |
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3.2 Os moédulos simples sobre I’

Nesta secdo estaremos descrevendo os I-médulos simples. Lembrando
que o posto do grupo de Grothendieck de A e de I' coincidem, poderemos
exibir um conjunto completo das classes de isomorfia de tais modulos. No
caso dos simples livres de torgao, vamos indicar quais sao os A-moddulos
M tais que Homy (T, M) é um [-mddulo simples. Como ja observamos, o
médulo simples de torgao, é o médulo § o Ext) (T, S), para o qual estaremos
exibindo, neste paragrafo, uma resolucao projetiva minimal.

Para as descricdes propostas, necessitamos conhecer a resolugao projetiva
minimal de 7=S; em A-mod. No entanto, aproveitaremos para, através desta
resolucio, provar que 7-5; é um moédulo de Koszul.

Seja 0 — S — I — I — 0 a coresolucao injetiva minimal do A-
médulo simples S = S;,onde [y = I & --- D I tal que [, s =1,---,1 $a0
os vértices predecessores imediatos de ¢, € m; é o numero de flechas de [, para
i. Entdo, temos por [ARS], em 4.1.11,pag.107, que o topo de 7=8 = soc I.

Teorema 3.6 O A-mddulo =S € um mddulo de Koszul.

Demonstragdo: Do fato de A ser hereditaria, temos que (DS)* = 0. Portanto,
a sequéncia curta

0 — (DL)* — (DI)* — 775 —0
¢ uma A-resolucio projetiva de 7-S. Como (DI;)* = (F;)”, para todo vértice
7 de @, temos que a resolugao é da forma
'
0— P PP —75—0
s=1

onde f é o morfismo induzido pela multiplicagao pelas flechas que ligam os
vértices ly,...,l; a1 na aljava de A.
Como P; é somando direto de rad € P, e A é graduada, cada P, é um
J

médulo projetivo gerado em grau zero, resultando que 775 € gerado em grau
zero, e a resolugao € linear. |
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Consideremos, como ja fizemos nas segoes anteriores, Sj,,...,S;, os mé-

dulos simples sobre A, nao-isomorfos, associados aos vértices [y,...,[;, an-
-c t
tecessores imediatos de . Observamos que T f - = @ Si,, para S = S,
TAT 5 S=1

conforme a demonstracao do Teorema 3.6, acima.

Para nossos propositos, precisaremos introduzir a nogao de traco. Dados
M e N moédulos sobre a algebra A, definimos o traco de M em N, que
denotamos por try (M), como sendo o submédulo de M gerado pelas imagens
de todos os morfismos de N em M.

Seja s a soma dos médulos projetivos indecomponiveis em A, nao iso-
morfos entre si, e distintos de P}, e P,.

Proposicao 3.7 Um conjunto dos representantantes das classes de isomor-
fia dos I'-modulos simples, € o conjunto

{Homp(T, M) : M € T(T)} U {8 = Ezt} (T, S)}
onde M é um dos sequintes maodulos:

1. MgS] comj;éi,jﬁ{ll,'--,lt}.

2. M =M, = L—, onde s =1,...,t.
tro,(F,)
Demonstragado:
1. Se M é um modulo simples com M ¢ {S;,,---,Si,,S:} entdao teremos
que Homy (7', M) = Homp(P(M), M) = k.
2. Se M = M, = trqfl(}’c,)’s = 1,2,---,t, entdo, desde que trg,(P,) =

®;ziP;”, com P; submédulo de Py, e m; > 1, temos que M é um A-
modulo cuja k-representacdo é tal que M(i) = k™, onde m, = niimero
de flechas que ligam o vértice [; ao vértice 1; M(l;) = k; M(j) =
0, para todoy # l5,7 # ¢ e M(as;) é um monomorfismo, para cada
flecha a5 ; que liga [, a 1.

Por outro lado, Homy (P;, 77 S;) = 0, pois P, = Q'(7~.5;), conforme o
Teorema 3.6. Portanto, Homy (775, M,) = 0. Logo, Homy (T, M,) =
HOInA(Pls,Ms) = k.

92



Portanto, temos que o conjunto definido no enunciado desta proposi¢ao, é
formado por I'-mdédulos simples. E claro que, os elementos desses conjuntos,
por construgao, sao dois a dois, nao isomorfos, entao, ele contém n elementos
distintos e é por isso, um conjunto de representantes dos modulos simples de
I [ |

Observagao: Notemos que a k-representagao de M = conforme

P
tros(F,)’
notagao adotada na Proposi¢ao 3.7, pode ser esbocada localmente, pelo
seguinte grafo

g L2y gme

onde m; é o numero de flechas de [, para 1.

Entao, temos que M é mddulo de Koszul se e somente se [' é uma APR-
inclinante. Com efeito, como ry M = S, onde m, é o numero de flechas de
ls para ¢ e de acordo com [G-M,2], sabemos que, sobre algebras hereditarias,
um médulo M é Koszul se e somente se rM é projetivo, resulta que S; é um
simples projetivo.

Nosso proximo resultado apresenta a resolugao projetiva minimal do I'-
modulo simples 5.

Proposigao 3.8 Mantendo a notagdio definida acima, temos que a seqiéncia
exata abaizo € uma I'-resolu¢do projetiva minimal do simples S,

t
0 —s (T,rP,) L5 (T, P) = (T, P™) = (T, 7~ 5) — § — 0

s=1

Demonstragio: Consideremos a resolugdo projetiva de 775;, dada na de-
monstracdo do Teorema 3.6. Aplicando o funtor Homa (7, —), obtemos a
seguinte seqiéncia longa exata de [-mddulos

t
0 — (T, P) 25 (T, P) = (T, P,)™ == (T,r~S) — Exti(T,P;) — 0

s=1

onde 7, = Homy (7', 7) = composi¢do com .

Afirmamos que Ezt) (T, P;) = conuc m. = 5. Vejamos porque. Como
T« € morfismo sobre um projetivo indecomponivel, temos que 7. ndo é um
epimorfismo, resultando, entdo, que Im m. C rp(T,775).
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Por outro lado, seja ¢ € rp(T,7~S), digamos ¢ = (¢1,92, " *,¥n) cOm
on € (17S,77S5), entdao temos que ter @, = 0, pois (7175,775) = k; segue

que ¢ é da forma ¢ = (p1,92,***,Pn-1,0) : T'—> 77 5. Se considerarmos o
diagrama:

T/

N

P 5 8§ —0
onde 7" = @ Pj e @ = (¢1," - ,¢n-1) € rr(T,77S5), entdo temos que P se
J#i

fatora por 7, ou seja, existe o’ : T —» P tal que @ = mi)’. Mas, 9’ se estende
a um I-morfismo ¢ : T'— P com ¢, : 775 — P, nulo, e tal que ¢ = 7.
Logo, v € Im m,, ou seja, Im 7. = rp(T,7~S). Portanto, conuc m, = 5,
como queriamos mostrar.

Observamos que, nuc m, = Homa (7, P;). Mas, pelo lema 3.3, temos que
(T, P;) = (T,raP;), que é um I'-médulo projetivo. Segue que a seqiéncia
longa exata acima é uma resolu¢do projetiva minimal de S. |

3.3 A descricao da aljava de T’

Nesta segao estaremos descrevendo a aljava das algebras BB-inclinadas.
Antes de apresentar nossos resultados, faremos alguns comentarios, para es-
clarecer o que queremos que provar adiante.

Um esbogo local da aljava de I' pode ser dada da maneira como mostra-
remos a seguir. Considere um esboco da aljava de A, @, dada localmente
em torno do vértice 7, por:

com (ay) : ls — i € (Bm) : 1 —> Jm flechas unindo estes vértices, que estao
sendo representadas por uma flecha dnica - — -.
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Sobre @Q(T'), temos que T', como A-mddulo a esquerda, produz localmente
em torno dos vértices 1, e j,,, o seguinte grafo orientado:

e
ln 3"1
N
Ly
para cada m = 1,...,7, com (J;) : Iy — Zs flechas ligando estes vértices,

representadas por - —» -.
Ou seja, o vértice 1, associado ao simples S; = 5, torna-se uma fonte, os

vértices sucessores imediatos de 1,, sdo os vértices [;, onde [ com s = 1,---,1
sao os vértices predecesores imediatos de i, e os vértices sucessores imediatos
destes [, serao, entre outros, os vértices j,, onde 7, com m = 1,---,r,

sao os vértices sucessores imediatos de 7. No restante, a aljava permanece
inalterada. Vejamos um exemplo para fixarmos nossas idéias.
Seja A = kDs, o diagrama de Dynkin Ds, com a orientagao dada por:

1 5
N v
3 « 4

4 N
2 6

e tomemos 7' = 775, @ @ P;, o mddulo inclinante associado ao vértice 4.
i

Entao, temos que a aljava de I é

Os resultados que apresentamos a seguir demonstram as afirmagoes feitas
acima. Lembremos que, como vimos no paragrafo 3.1, vale que rr(7, P;) =
(T,raP;), para cada j # ¢ tal que 1A P; € add T, e para cada s = 1,---,t,
que ro(T, P,) = (T,raP))™ & (T, P|), onde ry P, = P™* @ P} .
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Proposigao 3.9 Seja j # 1 vértice em Q(A), tal que o A-mddulo projetivo
indecomponivel P; satisfaz “P; ndo € somando direto de raP; e P; ndo €
somando direto de r5 P;”.

Entdo, # flechas de j para 3 em Q(T) = # flechas de j para s em Q(A),

para cada s # 1.

Demonstracdo: Para saber o nimero de flechas de j para §, em Q(I'), pre-
cisamos calcular a dimensdo do k-espaco vetorial &; :T[;:E_;, (cf. Prop II1.1.14
em [ARS]).

Pelos lemas da secao 3.1, cujos resultados foram relembrados logo acima,
e da hipdtese de que j & {1,0,,---,l;}, temos que:

L r(T,F)  (T,raB)
r207 T (T, P;) — (T,riP;)

Agora, considere a seguinte seqiiéncia exata de A-moédulos:

’I'APj

— 0
ri P

0 —riP — AP} —

Aplicando o funtor Homy (7, —), obtemos a seqiiéncia exata longa de I'-
modulos, dada por:

TAPJ'
'’ 2 D.
ra b

0 — (T,rxP;) — (T, rpsP;) — (T ) — Ext}(T,r*P;) — 0

Mas, Ext)(T,riP;) = Ext)(r~S;, 72 P;) & DHomy(r3 P;, S;), pelas fér-
mulas de Auslander.

Como P; nao é somando direto de 73 P;, segue que S; ndo é somando
direto de topo r3} P;, logo (ri P;,S;) = 0, pois rj P; é projetivo.

Segue pela exatidao da seqiiéncia acima que

(T rAPj) ~ (TyraBy) T c

'r2P;)  (T,riP;) r2T j
Portanto,temos que dimké}%gj = dimg(P;, :%%) = # flechas de j para
A
s em Q(A). ri

Mais uma vez, observamos que a Proposi¢ao 3.9 mostra que o numero de
flechas de j para § em Q(I'), onde s # i e 5 & {i,l1,---,l;} ou j ndo é um
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antecessor imediato de algum dos l,, com s = 1,---,t, € igual ao numero de
flechas de j para s em Q(A).
Considere, agora, o seguinte esbogo local para a aljava de A:

h N
u : 1
lt jr
Precisamos analisar o que ocorre com oS vértices ly, - - -, [ € os antecessores

imediatos destes (como o vértice u na figura), pois, para cada [ = [;, temos
que P; é somando direto de APy e para cada u como acima, teremos P; é
somando direto de r} P, e portanto a proposicao acima, nio se aplica. Assim,
precisaremos fazer uma analise distinta, para estes casos.

Proposigao 3.10 Seja | = [, um vértice predececessor imediato de i em Q-
Denotemos rP;, = P & P/, onde m; € 0 nimero de flechas em Qa de ly
para 1, cOMO NO lema 3.4. Entdo, os vértices sucessores imediatos de [y sdo
o0s vértices J, tais que j € um Sucessor imediato de i ou Jj € um Sucessor
imediato de l,, distinto de 1. Além disso, o nimero de flechas de s para3
em Qr = ms.(0 numero de flechas de i para j em Q(A))+ o nimero de vezes
que S;j aparece no topo de P|.

5 k
Demonstragio: Sabemos que P = rg = (T,P) = @ (Pn, P). Também,

m<l

temos que ral'Ej r-médulos (T,raP)™ ® (T, P}), onde temos que AP =
P™ @ P/, como foi definido no Lema 3.4.

Como miP; eraP € add T, os Lemas 3.2 e 3.4, se aplicam e obtemos
que ro(T,raP;) = (T r2 P,), e que ro(T, ) = (T,raP/). Logo,

T‘r[‘g{ — (T’ ral)™ (T, P) ((T7 rab%) ) (T, i)
r2r&  ro(T,rab)™ re(T,raP)) (T4 Fr) (T,raP)
= (T, 2™ & (T, 7 )

12

pois Exth(T,riFi) = 0 = Extl(T,raP}). Pela descrigao dada na Propo-

~ a

sicido 3.7, temos que o topo de rr& = (@’;71:15;"""‘ )™ @ (EB,,S;,”"), onde [’
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percorre o conjunto dos outros vértices sucessores de [, que sao dlstlntos dei,e
myp é a multiplicidade do simples 51, no topo de rpé;. Logo dimy & 5 # 0,
para j um sucessor imediato de i ou j tal que S; aparece no topo de Pl Entao,
para estes j,o nimero de flechas de [ para j em Q(I) é igual a
= m, - dimy(P;, 35 + dime( P, 75)
= m; - 0 numero de flechas de ¢ para j em Q(A)+ numero de vezes que S;
aparece no topo de F.

Proposicao 3.11 Seja u um antecessor imediato de alguns dos l’s, como no
desenho abaizo:

Entdo, os vértices sucessores imediatos de i em Q(I') sdo os mesmos que em
Q(A), e o nimero de flechas que os liga em Q(T'), € 0 mesmo que os ligava

em Q(A).

Demonstracao: Temos que P; é somando direto de r3 P,. Assim, segue que

rp(T,Py ~ T,r Pu My, s ’
,.%ET’PU; = rE(T/r\AP 7o Sejaraly = @ D (®wPy), onde m,, é o nimero
de flechas de u para l; e m,s é o nimero de flechas de u para w' & {ls,.- -+, s, }-

Entao, temos que

(TraPs) (TP yma, (T.Pyr) \m
"I"(T;ﬁAPu) - @l(rr‘(T;l ) €B® (r‘p(TP /))

S

= ®(T’ Ml.«)mus ® @(T’ SU’) o

S

conforme a Proposu;ao 3.7, do paragrafo anterlor )
Se j # uwou j & {ls,--,ls,} entdo & L&, = 0, pois o topo de rpPy =

E19(91‘,)'”“’ ® (Sa)™

3

58



Entao, temos que, para cada u’ definido acima, fixado,

dimg S.a,g% = o numero de vezes que Sy aparece no topo de rpP;
rta

= o numero de vezes que S,/ aparece no topo de rj P,
= o numero de flechas de u para v’ em Q(A)

E para cada l € {l;,,---,[s, }, temos que
dimy &5k gl’j = o nimero de vezes que S; aparece no topo de rrFP;

= o nimero de flechas de u para [ em Q(A)
|
Finalmente, observamos que (13;“, 15]) = 0, para cada j # 1, e da resolugao

projetiva de S, que B _ Ism’ é a cobertura projetiva de rrlﬁ Assim, temos

que 7, é uma fonte de Qr, e que as extremidades das flechas que saem de ¢ zn

sao 0s vértices ll, lt Além disso, temos que o nimero de flechas de 1,
para [ é o mesmo que o de l para 1. Com efeito, fixado s = 1,---,¢, temos
que o nimero de flechas de in paml = numero de vezes que SI, aparece

no topo de rar = o numero de vezes que S;, aparece no topo de 775 = o
nimero de flechas de [ para 1.

Assim, obtemos que a aljava de Qr é da forma descrita no inicio deste
paragrafo.

3.4 Algebras Brenner-Butler-Koszul

Neste paragrafo, estaremos interessados em demonstrar o principal resul-
tado deste capitulo, a saber, que toda algebra BB-inclinada é uma algebra
de Koszul. Para tanto, além de usarmos os resultados que apresentamos an-
teriormente, precisaremos descrever as aplicagdes entre alguns dos projetivos
indecomponiveis de I' = T;, que sao multiplicagao por flechas. Seguindo a
estes resultados, poderemos descrever as relagdes que estdao definidas sobre
', o que faremos, logo apds aos resultados que mencionamos acima.
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Sabemos que (T, F;) = (T, 75 P;), pelo Lema 3.3. Para nossos propositos,
vamos explicitd-lo. Considere o morfismo de [-mddulos:

(T, rAP) = (T, P)

definido por B.(¢) = B - ¢, para cada ¢ € (1,77 F;), onde B = ((8)" )1<ui<v;, »

(B )1<Ur<'U]m) tal que B é o morfismo definido pela multlpllcagao pela
ﬂecha Bym 1 1 —> Jm que liga o vértice i ao vértice j, e v;, = numero de
flechas entre estes vértices, para cada m = 1,---,r. E claro que (B é um
monomorfismo. Pela identificacdo que apresentamos no Lema 3.3, segue que
0B« € um isomorfismo.

Seja Si. o simples de I' associado ao vértice [,, onde s = 1,---,¢, como
convencionamos ao longo dos paragrafos anteriores. Pela Proposicao 3.7,
temos que 5'[3 = Homa(7, M;), onde M, tem k-representacao que pode ser
esbocada, localmente, pelo seguinte grafo

k jl’s ]\,ml’

onde my, é o numero de flechas de [; para :. E facil verificar que a resolugao

projetiva de M, é a seqiiéncia exata curta 0 — 7P @ P/ =liye) P, —
M, — 0, onde 7P;, = P"'* @ P/ e o morfismo g, é dado pela multiplicagao
pela soma dos caminhos Zm oo Bemads ) que ligam o vértice [; aos vértices

J1,***»Jm, Passando por ¢, onde 3" é a ﬂecha que liga o vértice ¢ ao vértice
Jm, como definimos acima, e a¥ é a flecha que liga [; ao vértice ¢, para
ts=1,-+-,my,, onde m;, é o nimero de flechas que ligam [, a 1.

Aplicando o funtor Homy (7, —) a resolugdo projetiva de M;, exibida
acima, obtemos a seguinte seqiiéncia exata curta

0 — (T,rP™ & P) "% (7, B,) — (T, M,) = §;, — 0

que € a resolugao projetiva minimal de S’,-s. Segue que cada funcao compo-
nente de g;, é definida pela multiplicacdo por uma flecha que liga o vértice
[; ao vértice Jm, para cada m = 1,---,7, ou seja, é a composi¢do com o
A-morfismo definido pela multiplicagdo pelo caminho BYmads, fixados m e s.

Vamos denotar estas flechas de Qr, que definem o morfismo g¢;,, por
Yoom,onde s =1,---,t,m=1,--+,r,1 <u; <my,,1 < vp <y, e tal que
my, = numero de flechas de [, para 7, e v;, = nimero de flechas de ¢ para

Im-
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Consideraremos, agora, a resolugao projetiva dos I-médulos simples Sj,

onde j & {i,ly,"--,l}, dada por 0 — (T,7F) Loy (T, P;) — §3 — 0.
Com a apresentacao dada pela Proposi¢ao 3.8, juntamente com estas, que
apresentamos acima, obtivemos o resultado a seguir.

Proposicdo 3.12 Seja [ = I'; wna dlgebra BB-inclinante. Entdo, com a

apresentagdo de T dada como enunciamos acima , temos que ' é uma dlgebra

quadrdtica.

Demonstracgio: Consideremos E ,E; 08 idempotentes de I', pertencentes
a0 sistema completo de idempotentes ortogonais primitivos de I, ( como
descrevemos em 3.1), e tais que o=y (L& )m = (T,rsP;), onde cada vj,,, é
o numero de vezes que .§'3-m aparece no topo de (T,raFP;), como descrevemos
anteriormente.

Seja a resolugao projetiva minimal de S, que foi obtida e apresentada na
Proposigao 3.8

¢ ~
0 —s (T,rP) 25 (T, P) = DT, PL) = (T,775) — § =0
s=1

Com a identificagdo que apresentamos acima, para os moédulos (T,P;) e
(T,rP;), segue que f. é um I'-morfismo definido pela composigao por fB. Pelo
que apresentamos no Teorema 3.6, temos que f € 0 A-morfismo definido em
cada funcao componente, pela multiplicagao pela flechas que ligam os vértices
I, ao vértice 7, para s = 1,---,t. Assim, vamos considerar as % : [, — 1,
que sao as flechas que ligam [, ao vértice i,onde s =1,---,te 1 < us <my,,
com my, = numero de flechas de [, para 2, como definimos nas observagoes
feitas acima. Denotando o A-morfismo definido pela multiplicagdo pela flecha
als, com a mesma notacdo, obteremos que a matriz do morfismo f €

u
(ot ) 1<ur<my )
u
(att)lfucgmlt
Entéo, o morfismo ff3 est4 definido por uma matriz cujas entradas sao

as composigoes com 0s caminhos fBymaj®, apresentados acima. Em particu-
lar, o morfismo restriao de fB a (T, P;,)"™, para cada m = 1,---,7, que
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denotaremos por ff,,, é dado pela matriz

1 1 2 1 Yim 1
ﬁm'al ﬂm'al T m.Qy
) L B 2 Yjm T
,Bm.al m.Ct'l A m .al
1 My, 2 m’c Vim Ty
| Bm-ar ' B o Pyt

Portanto, temos que cada entrada desta matriz é definida pela multi-
plicagdo pelo caminho 3%".a¥ em Q4. Segue das observagdes e afirmagoes
que fizemos acima, antes de enunciar este resultado, que cada morfismo
(B?m.a%). é um [-morfismo definido pela multiplicagao pela flecha %3,

que liga o vértice [; ao vértice Jm.

Decorre destes argumentos, que o morfismo (f3). tem cada uma de suas
funcdes componentes definidas pela multiplicagao por flechas de Qr. Como
7. é composicao com morfismos que sdo multiplicacdo por flechas e como
7. f. = 0, segue que I, com a apresentacao dada, é uma algebra quadratica.
|

Como conseqiiéncia da Proposicio 3.12, obtemos o seguinte resultado:
Teorema 3.13 Toda dlgebra Brenner-Butler inclinada é Koszul.

Demonstrag¢do: Pela Proposicao 3.12, temos que [ é ideal quadratico. Mas,
como [' = I'; tem dimensio global dois, segue, por [GM,1], que I' é uma
algebra de Koszul. [ |

A seguir, apresentaremos as relagdes que estao definidas sobre I', e que
decorrem dos resultados e da apresentagao que obtivemos acima.

Seja ¥ € (T,raP;). Temos que (m.0 f. )(1/;) = 0. Mas, se 3 é um morfismo
induzido pela multiplicagao por uma soma de caminhos em Q(I') com término
nos vértices J1, ..., Jr, segue que (7,0 f.)(v) representa uma relagio em Q(T'),
comecgando em En e terminando nestes vértices.

Temos que f.(¥) = (f o B)() onde f e B, sdo os morfismos definidos
acima, e tais que as funcdes componentes de ff estdo definidas pela mul-
tiplicagdo pelas flechas de Qr, dadas por 7,%*}"", como definimos nas ob-

7
servagoes que fizemos antes de apresentar a Proposigéo 3:12.
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t
Vimos que A-morfismo 7 : @ = p™s — 775 induz o [-morfismo m,
s=1

que apresenta o [-médulo simples S. Segue que m. = ((6;" )icurgmy> >
(61)1<ur<my, )» onde cada fungao componente é o morfismo definido pela mul-
tiplicacao pela flecha (d5*) que liga o vértice 1, ao vértice [, em Q(T).

Assim, temos que as entradas da matriz m.(f3)«, quando consideradas
como elementos de kQ(T'), definem o ideal das relagoes de I'. Em particular,
para cada m = 1,---,r fixado, temos que

T (fBm)- = (61 (BLal) + - + 6, (Bhay ")+ -+
SHBLa) 4 -+ 6 (Bhar') e+
SH(BLal) 4+ & (Bhar ) ]

mi,

=[x ilég’(ﬁ;a;"),---,i S e (Bm ate)]

s=1lus= s=1u.=1

Portanto, as relagoes de I' que comegam em i, e terminam em J, Sao

t mig
dadas por %2 3 8% (Bimad) = 0, para cada vy = 1, vjp € = 1,007
1

s=1 us=

Observamos que as relagoes de [' sao exatamente aquelas que comeg¢am
no vértice 1,, pois todos os outros vértices estio associados a projetivos cujos
radicais sao, também, projetivos (cf. Lema 3.2, Lema 3.3, e Lema 3.4). Ou
seja, as relacoes de I’ sao definidas por somas de caminhos de comprimento
dois, comegando em 2, e terminando nos vértices J1, ,Jr, da maneira ex-
posta acima.

Segue que I' = kQ/1, onde Q é a aljava definida no paragrafo 3.3, e

m
[ é o ideal de kQ, gerado pelos caminhos Zt: le §us(Bumas), para cada

s=1 us=1
m=1,---,r fixado.

Vejamos um desenho para fixar as idéias do resultado acima. Considere
o seguinte esbogo local de Q(A):

h i
Nt A
ag/\ \ﬁl,l.

lt jr
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Entao , temos que fo[3,, ¢ morfismo em I' induzido pela multiplicacao por
Bl .al, produto de flechas em Q(A). Observamos que podem existir mais de
uma flecha ligando os vértices, que ndo estdo desenhadas para maior clareza
de nossas idéias.

Observe o desenho a seguir, trata-se de um esbogo do comportamento

local de Q(T'):

61

—

.k

Como vimos acima, cada vértice [, se liga ao vértice j,, através da flecha
Us Um

Yo, definida pela s-ésima coordenada da m-ésima componente do mor-
fismo f. . Apresentamos abaixo um desenho, para fixarmos estas idéias

A 1,1 N
ll ('Bm_)l) Jm
: (Bro )

Iy

para cadam =1,...,r.

Finalmente, podemos desenhar um esbogo local de Q(I'), da seguinte
maneira:

~

l

5 (Bmaq)
pY
i : -
5t (Bat)

para cadam =1,...,r.

Exemplos:
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1. Seja A = k@ com Q dada por:

7
4
4
T
3

1 —» 2 = «— 5 « 6

e o A-mddulo inclinante T = 7530 ® Pj, associado ao vértice 3.
J#3
Entao I é dada por:

1
¥
2
a B
A / \ ~ A
Q) 37 4 — 7
)
4
5
1
6
onde Ba + &y =0.
2. Se A é dada por:
2
V4 N
Q: 1 — 3

e T =1"5® @ P; entao [ sera dada por:
J#1
i, 52223
B

comad=0,¢e B equivalente a p.

3. Seja A dada por:

1 & 2

1T
w
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e T o mddulo inclinante associado ao vértice 2, ou seja, T' = 775, @
P, ® Ps.
Entao, I' é dada por:

~

5
23 : 3
P

%

com 6,é., + 650, = 0.

3.5 Os modulos de Koszul sobre as algebras
BB-inclinadas

Neste paragrafo, estaremos considerando o A-médulo B B-inclinante T' =

775 @ @ P;, com A hereditaria e I' = Enda(T')°”, como nos paragrafos
1

anteriorje;;. Lembremos que, no paragrafo anterior, provamos que I' é uma

algebra de Koszul.

E fato conhecido que, numa algebra inclinada, todo moédulo que pertenca
a classe Y(T'), tem dimensdo projetiva um. Como observamos antes, a classe
de torgao em I'-mod é gerada pelo simples S = .5';" =~ Exty(T,S;), que é
um [-médulo de Koszul com dimensao projetiva dois, se I' nao é hereditaria.
Assim, somente os médulos que possuam somandos diretos em add S terdo
dimensao projetiva 2.

Os resultados a seguir relacionam, sob certas condi¢oes, os modulos de
Koszul sobre A e sobre I'. Daqui por diante, estaremos considerando I' = I';,
a algebra Brenner-Butler inclinada associada ao vértice i, como definimos
no inicio deste capitulo. Estaremos, também, considerando os A-moédulos
M € T(T), indecomponiveis, e tais que M ¢ add T', pois quando M € add T
temos que Homy (7', M) é projetivo, e portanto, um Imédulo de Koszul.

Lema 3.14 Sejam M € T(T') um A-mddulo indecomponivel, nio projetivo,
e M = Homp(T, M), um I' = T';-mddulo. Suponhamos que S ndo € somando

direto de ’,FLM e fizemos P : [0 — Py Ly Poy — M — 0] a A-resolugdo
projetiva minimal de M. Entao, Homa (T, —)(P) € uma I'-resolugdo projetiva

minimal de M.
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Demonstragdo: Aplicamos o funtor Homy (7', —) a resolugao projetiva de M
acima, e obtemos a seqliéncia exata longa de I'-mddulos dada por:

0 — (T, Py)) 2 (T, Poy) — (T, M) =
= M %5 Ext}(T, Py)) — Ext) (T, Poy) — ExtL(T, M) — 0

Como M € T(T), temos que Exty (T, M) = 0 e que 2 € T(T). Entio
Poy € T(T) e, portanto, P; nao é somando direto de Pg). Segue que
Ext) (T, Pg)) = 0.

Como $ nao é somando direto do topo de M, o morfismo § é zero, pois
Exti(T, P) = Exti(T,5;) = S.

Logo, Ext}(T, Py) = 0 e obtemos a [-resolucao projetiva para M dada
por:

0 — (T, Py)) — (T, Po)) — M —0

Pela BB-equivaléncia entre médulos de tor¢ao (cf. em [AS1]) segue que,
ela é minimal, desde que M € T(T). [ |

Proposigao 3.15 Nas mesmas hipdteses do Lema 3.1{, assuma, também,
que M e M sdo ambos gerados em grau zero e que P; ndo € somando direto
de rp Poy. Entio, M é um '—mddulo de Koszul se e somente se M € um
A—mddulo de Koszul.

Demonstragao: Assuma que M é um I'médulo de Koszul. Entao a resolugao
projetiva de M, apresentada no lema anterior, é linear.
Segue que
TF(Ta P(l)) = T%(T7 P(O)) N (T') P(l))'

Pelo Lema 3.3, e como P; ndo ¢ somando direto de F;), podemos concluir
que (T, P1y) = (T,72P1)). O mesmo argumento nos diz que r3(7, Poy) =
rr(T,raPo)). Usando novamente que P; nao é somando direto de ra Po),
obtemos a seguinte igualdade (7, Po)) = (T, 73 Po)). Segue que (T,rxP1))
= (T,r3Po) N Fy).

Pela BB-equivaléncia entre médulos de tor¢ao, e como ambos sdo sub-
médulos de F(;), podemos concluir que 74 Py = r3 Poy N Pyy.

Como M é gerado em grau zero, podemos concluir que M é um A-médulo
de Koszul.
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Suponha, agora, que M é um A-médulo de Koszul. Como A ¢ hereditaria
temos que 7y M é um A-médulo projetivo (cf [G-M,2]), e portanto a seqiiéncia
exata curta induzida pela A-resolugao projetiva de M, dada por:

() 0 — Py — raPoy — raM — 0 cinde.

Como P; nao é somando direto de rj Pg), temos que (T, raPy) é um
['-moédulo projetivo.
Aplicando o funtor Homy (7', —) & sequiéncia (*) obtemos que:

0 — (T, P(l)) — (T, TAP(O)) — (T, T‘Al\/[) — 0

é seqiiéncia exata curta, pois Extj (7, Pny) = 0. Logo, cinde. Portanto,

temos que (T, Py)) é um somando direto de (T, ra Po)) = ro(T, Poy)-
Como estd suposto ser M gerado em grau zero, podemos concluir que M

é um modulo de Koszul sobre I'. u

Observagoes:
1. Nem todo médulo de Koszul sobre A produz um médulo de Koszul

sobre I', como mostra o exemplo abaixo.

Sejam A dada por:

e T o A-médulo inclinante associado ao vértice 1. Notemos que 7' é um
APR-inclinante, e neste caso, temos que [' € hereditaria.

Temos que Homy (T, S3), cuja k-representacao é dada por:

k 0

e v
k «< 0

'd N
0 0

nao ¢ um médulo de Koszul, pois seu radical ndo é projetivo, porém S3
é um A-moédulo de Koszul.
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9. Nas condicdes da Proposigao 3.15 temos que a hipotese “P; nao é so-
mando direto de ra Po)”, pode ser substituida por “Sj - ,S;, Nao sao
somandos diretos do topo de J/ 7.

Com efeito, se P; nao é somando direto de m3Po) entao P, nao é so-

mando direto de Po), para todo s = 1,---,t. Ou equivalentemente,
(T, Pi,)nao ¢ somando direto de (T, P(oy), para s = 1,7+, t. Portanto,
5’,-’ nio é somando direto do topo de M, para cada s =1, -+,

Reciprocamente, a conclusao anterior nos diz que (T, Pi,) nao aparece
como somando direto de (T, P(o)), para cada s = 1,---,t. O mesmo
ocorre entre P, € Po) € consequentemente entre ra P, e raP(o)- Logo,
P; nao é somando direto de 75 Po)-

Lema 3.16 Seja M = Homa(T, M) um mddulo sobre T' = I, com M €
T(T) indecomponivel. Entdo, S5 ¢ um somando direto de se e somente
se P ¢ um somando direto de QY M).

M
rp M

Demonstragdo: Observemos que Exth (T, Py) = 0 e que é exata a seqliéncia
longa dada por:

0 —> (T, Py) — (T, Poy) — (T, M) 8y Exti(T, Puy) — 0

obtida da resolugao projetiva minimal de M, apresentada no Lema 3.14.
Como Py € projetivo, teremos que Extj (T, Puy) = (S)™, para algum

m € IN. Portanto, podemos concluir que:

P; é somando direto de Py < m £0&0#0= & ¢ um somando direto do

topo de M. [ |

O resultado a seguir estende para algebras BB-inclinadas, o fato apre-
sentado na Prop.6.1 em A[G—M,2], para O €aso de médulos cuja cobertura

projetiva nao intercepta P, = Pr(5).

Proposigéo 3.17 Sejam M e T(T) indecomponivel com M ¢ add T e o
I' = [;-médulo M = Homa(T, M), ambos gerado em grau zero, ¢ tal que 5
néo é somando direto de f/‘ﬂ Entdo, M ¢é T'-modulo de Koszul se e somente
se rpM € projetivo.
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Demonstragio: Se rrM é projetivo, a Proposicao 2.10, garante que M é
modulo de Koszul.

Suponhamos que M seja um moédulo de Koszul. Desde que S nao é
somando direto do topo de M, podemos considerar a I'-resolucao projetiva

0 —s (T, Pyy) 2 (T, Poy) — (T, M) — 0

obtida no Lema 3.14.

Do fato de M ser Koszul, resulta que (7, P)) é um somando direto
da cobertura projetiva de rp(7, P)). Conforme o Lema 3.5, temos que
ro(T, Poy) é um Imédulo projetivo. Logo, o monomorfismo (7', Fy)) <
rr(7T, Poy), induzido por f,, cinde. Assim, a seqiéncia exata curta

0 — (T, Pny) — (T, Poy) — ro(T, M) — 0,
induzida pela I'-resolucao projetiva de M, cinde.

Segue que rp(7, M) é um I'-mdédulo projetivo. [ |

Os préximos resultados nos dizem quais sao os A-moédulos M, tal que
(T, M) tem topo interceptando os simples § = S 5',l . Sln que sao -
modulos de Koszul.

Proposicao 3.18 Seja M o A-modulo definido por
M = coker (P;,, &35 P,)

onde gm;s : Pj,, — P, € a aplica¢io induzida por um caminho de compri-
mento 2 que liga os vértices j,, t € ls para m = 1,---,r es = 1,---,¢,
fizados. Suponhamos que M = Homy (T, M) seja um mddulo graduado sobre
I' =T, gerado em grau zero. Entao, M ¢é Koszul.

Demonstragao: Temos que M € T(T) e que a seqiiéncia abaixo é exata:
0— P, ™3 P, — conuc gm, — 0

L
M

Aplicando o funtor Homa (7, —) a esta seqiiéncia, obtemos a seguinte
sequéncia exata curta de [-mddulos:

0— (TP) 3 (T,P,) — M —0
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Pelo Lema 3.4, e a resolugao projetiva minimal do simples 5'[’, é facil
mostrar que a ['-resolucao projetiva acima, € linear. Logo, M é um [-mddulo
de Koszul. [ |

Proposigao 3.19 Sejam M € T(T) um A-mddulo graduado e gerado em
grau zero, e o I' = [';-modulo M = Homu (T, M). Suponhamos que M seja
graduado e gerado em grau zero e tal que sua cobertura projetiva € o projetivo

P € add P;-n. Se M € Koszul entdo M é Koszul.

Demonstragao: Seja a A-resolucdo projetiva minimal de M, dada por:
(*) 0 — Puy(M) L5 Pyy =5 M — 0

Queremos mostrar que esta é uma resolugao linear.
Observamos que M ¢ add S, pois M € Y(T). Assim, podemos conside-
rar a [-resolugao projetiva de M

0 — (T, P) — (T, ][ 7= S)) 2 M — 0

com P projetivo em add7', m > 0 e p. induzido por p: [[7~S; — M um A-
morfismo, que existe, pela BB-equivaléncia entre os rnédTllos de tor¢ao. Como
M € T(T), segue que Ext} (T, M) = 0, e portanto, temos pelas férmulas de
Auslander que (M,S) = 0. Resulta disso, que Py; € add T, e, conse-
quentemente, que (7', Pys) é um -médulo projetivo. Assim, o I'—morfismo
induzido por 7 se fatora através de p.. Mais claramente, podemos considerar
o diagrama comutativo dado por:

(T, P]\,])

h\./ \\7‘“
(7, r=S;) £ (T,M) —0

n

onde T, = p, o h,.
Note que Im h, C rp(T,[17S;).

Agora, aplique o funtor Homa (7', —) a seqiéncia (*) para obtermos a
seguinte sequéncia exata longa:

0 — (T, Puy(M)) — (T, Pa) = (T, M) —» Ext} (T, Py)(M)) — 0
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com Exty (T, Pyy(M)) # 0, pois Puy(M)) & T(T), pelo Lema 3.16.
Temos que p,(rp(7,11775;)) = ro(T, M) # 0, pois M ndo é semi-simples.

" s - re(T,M . . . . .
Além disso, S ¢ supp ??_%TMJ’ pois [' nao tem circuitos orientados. Segue
que a sequéncia abaixo é exata:

(**) 0 — (T, Pay(M)) 25 (T, Pag) == ro(T, M) — 0

Portanto, esta seqiiéncia é uma [-resolugao projetiva de rp(7, M). Mas,
(*) é minimal, entao Im f C raPy. Como rp(T, Py) = (T, raPuy), por
argumentos analogos aos usados nos Lemas 3.2 e 3.4, segue que Im f, C
ro(T, Pyr). Ou seja, (**) é minimal.

Sabemos que sobre uma algebra de Koszul, o radical de um mddulo de
Koszul ¢ um médulo de Koszul (cf. [GM, 1]). Segue que (**) é uma resolugao
linear. Ou seja, (T, P1)) é um somando direto da cobertura projetiva de
T[‘(T, PM) .

Mas, rg M é médulo projetivo, pois S nio é somando direto do topo rM
(veja proposicdo 3.17); portanto, a seqiiéncia exata curta abaixo, induzida
por (**), cinde:

0 — (T, P(l)(M)) — T[‘(T, PM) — T%(T, M) — 0

Segue, entao, que (T, P1)(M)) é um somando direto de rp(T, Par).
Observamos que Py = @FP"@® @ P; e portanto ryPy =
s J#ls

D,(P™ @ P/)™ @D;u, rP;. Mas, vimos acima , que Exty (T, Py)) # 0. As-
sim, podemos concluir que P)(M) é um somando direto de 75 Py e com isso
provamos que M é um A-modulo de Koszul. |

Existem varios exemplos de algebras de caminhos A, que tem sua classe
de médulos de Koszul, £(A), finita, mas tal que £(T') é infinita. E vice-
versa. Por isso, se tornou interessante responder que tipo de mddulos sobre
A, induzem, pelo funtor Homy (7', —), médulos de Koszul sobre T.

Observamos que os resultados apresentados nas proposicoes 3.16 e 3.20
nos dizem que os médulos de Koszul sobre I', com cobertura projetiva dada
por add P, onde P = P;n@@pf com r & {lj,---,l;}, sdo definidos por
moédulos de Koszul em A. '

Mostramos, em seguida, que os [-mddulos Homy (7' , conuc [P;, =
P.,]), onde gm s é o morfismo definido pela multiplicagao por caminhos, como
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na Proposicao 3.19, tem cobertura projetiva dada por copias de 1553, para
cadam =1,---,res = 1,---,t, fixados e podem determinar uma classe
infinita de modulos de Koszul.

Ou seja, a classe de moédulos K(I') pode ser infinita, e para que isso ocorra,
nao é necessario que a classe de modulos K(A) também seja, mas, bastaria
que a classe dos mddulos cuja apresentagao é dada como definimos acima,
seja infinita.

No caso I' = T, vimos pela observacdo 2, (enunciada em seguida a
Proposigao 3.15), que se M = Homy (7', M) é um I-mddulo tal que supp %
nao intercepta o conjunto dado pelos simples {5, 5',*1, e ’S’l}}’ entao temos
que Mé Koszul < M é Koszul.

Provamos, também, que os médulos M com topo em addS sao produzidos
pelos médulos de Koszul M na categoria A-mod, tal que P; é um somando
direto de Q'(M).

Com estes resultados, conseguimos entender a relacao existente entre as
finitudes das classe K(A) e K(I'), e também, obtivemos um critério para
determinar se K(I') € infinita.

Finalmente, do fato de que todo médulo de dimensao projetiva um com
apresentacao linear ¢ um médulo de Koszul e que o tinico simples de dimensao
projetiva dois de T'; é, também, um médulo de Koszul, que gera a classe dos
moédulos de tor¢do, podemos concluir que, sobre as algebras BB-inclinadas,

£(T) = K(T).

Nossos préximos resultados nos mostram como se comportam os submodu-
los e quocientes de moédulos de Koszul, sobre as algebras B B-inclinadas.
Resultados nesta direcao e de carater mais geral, foram obtidos e apresenta-
dos no Capitulo 2.

Proposigao 3.20 Sejam M € T(T) e o I' = I'y-mddulo M = Homy (T, M),
tal que M € um T'-mddulo de Koszul. Sejam Pr(M) = 11 P;II(P;, )™ a
#in
cobertura projetiva de M e M’ submddulo graduado de M dado pela imagem
homomdrfica de [] P;, sobre a cobertura projetiva de M e tal que pdp M’ =
J#in
le ’\\:", ndo ¢ um I'-mdédulo projetivo. Entdo, M' é um I'-mddulo de Koszul

J

se e somente se S; ndo € um somando direto de 2.

. . . j )
Demonstracao: Temos que a inclusao M’ — M induz o monomorfismo que
¢

73



cinde M 1y M Ppgl, Proposicao 2.13, temos que M’ é um moédulo de

rm’ rmM
M . M
Koszul se e somente se, pdp45 = 1. E é claro que pdp{5; = 1 se e somente
M
M -

se S;n nao é somando direto de

Proposicao 3.21 Considere I'; e 0 médulo M como na proposi¢cio 3.20.
Seja M" submddulo graduado de M tal que M" € a imagem homomor-
fica de [1 P, , através da cobertura projetiva de M e ;% ndo € um modulo

n
projetivo. Entio M" ¢ Koszul.

Demonstragao: Se pdpM” = 0, entao M” é um moédulo de Koszul. Se
pdpM” # 0, entao temos que pdpM” = 1, pois M”" C M € Y(T). Como
A M

S; nao é somando direto de ;(E";q—, podemos concluir que deJ(‘A"—,, =1, €
M
pela Proposigao 2.13 segue que M” é um I'moddulo de Koszul. [ |

O exemplo a seguir, nos mostra que pode ocorrer que A% e M sejam

modulos de Koszul, mas M’ nao ser um modulo de Koszul. Seja I' a algebra
B B-inclinada dada por:

e
4

Considere o I-modulo M cuja k-representacio é dada por:

Temos que M tem ['-resolugao projetiva dada por:

0—>P3€BP2—>PIEBP6—)M—)O
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Assim, M é Koszul. Seja M’ submédulo de M cuja k-representagdo é
dada por:

M ~

Temos que 4 = 51 € um médulo de Koszul, mas M’ ndo, ja que tem
[-resolucao projetiva dada por:

0— Py — Ps— M —0

com P, somando direto de r2Ps. Observamos que pdp 51 =2.

3.6 Uma generalizagao para as algebras BB-
inclinadas

Neste paragrafo, apresentamos um resultado que nos permitiu identificar
um outro exemplo de algebras de Koszul inclinadas.
Estamos mantendo aqui a notacio que temos utilizado até aqui.

Consideremos § o conjunto de indices {1,2,...,u} C Qo tais que my,...,
m,, sio vértices na aljava de A tomados de forma que nao existem arestas no
grafo da aljava ligando m, a m; para s,7 =1,---,u.

Seja Ty o A-médulo dado por

Ty =7 Smy @ BT Sm, ® D P
Jjequo

Temos que Ty é um A-médulo inclinante. Com efeito, é claro que pd T <
1, e também, que Ext} (T, Ts) = 0, pois, para cada j e cada s em {1,...,u},
distintos, é fato que EXt}\(T_SmJ-, 77 Sm,) = DHomp (77 Sn;, S ] =
Ext}(Sm;sSm,) = 0. Além disso, o nimero de somandos de Tp é o nimero
A-médulos simples nao isomorfos.

Nosso objetivo, nesta secdo, é mostrar que se 'y = End, (7Tp)°P € uma
4lgebra graduada cuja apresentagdo ¢ dada por um ideal graduado, entdo é

75



uma algebra de Koszul. Para isso, precisaremos demonstrar o resultado a
seguir.

Considere sobre a algebra hereditdria A, os médulos projetivos indecom-
poniveis P e @, com S, e S, 0s simples do topo destes projetivos, associados
aos vértices p e ¢, respectivamente, tal que estes vértices nao estejam ligados
por arestas em Q(A).

Proposicao 3.22 Sejam p e q, definidos acima ¢ sejaT=17"5S,®775,

@icao P; tal que To = Endy(T)?, o anel de endomorfismo de T sobre A, €
) #P.q

uma dlgebra graduada com alguma apresentagao dada por um ideal graduado.

Entio, T € uma dlgebra de Koszul.

Demonstragdo: Sabemos que a classe dos médulos livre de torgao de A-mod
é dada por F = Cogen (rT). Como 7T = 5, ® S,, segue que X(T) =
Gen (Ext'(T, S, @ S,)). Observando que, para todo S

Extl(7,S) = D Homy(S,7T) = D Homa(S5, S, @ S,)

segue que Ext} (T, S,) e Exty (T, S;) sao I'-modulos simples e estao em X(T').
Vamos denota-los por 5‘73 e S’q, respectivamente. Queremos mostrar que
ambos sdo médulos de Koszul. E suficiente verificar para o caso em que
tenham dimensdo projetiva dois, pois, todo médulo simples de dimensao
projetiva um, sobre uma algebra graduada é um médulo de Koszul.

Sem perda de generalidade, podemos assumir que Homa(P,Q) = 0.
Como os vértices p e ¢ nao estdo ligados por arestas, podemos visualizar
a situagao local na aljava de A, relativamente a estes vértices, da seguinte
forma:

Ji (%1

/

pY
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Observamos que podemos ter mais de uma flecha ligando os vértices, e que
foram suprimidas no desenho.
Como foi feito na Proposicao 3.8, considerando a gr A-resolucio projetiva

de 775, dada por:
0—P—P"@® - @P™ 715 —0

analogamente ao que obtivemos no Teorema 3.6, onde m; é o nimero de
flechas de p para j;, na aljava de A, com [ = 1,---,u, obtemos que

) u

0 — (T,raP) — (T, P;)™ = (T,7°S,) — Exti(T, P) = S5 — 0.

=1

Pelas condicdes 1 e 2, equivalentes a definicio de médulo de Koszul, de
acordo com [GM,1], e que foram apresentadas na secio 1.1, basta mostrar

que rp(T,rAP) = r3(T, P*)N (T, raP), pois 'y é uma algebra graduada.

Claramente, temos qtie (T,raP) C (T, @ P;*), pois a resolugao acima é
minimal. Como 775, é um A-mddulo de Kosz:ﬂ temos que rp P = r% (@ P;")
NP, e portanto temos que (7, rpP) C (T, @rAP"”). l

Seja P; € add T' médulo projetivo tal que rP = P™@P;, para cada [ =
IL,---,ue ml, como definimos acima. Entao, temos que r*Pj, = rP™ @ rP}
e, como P & T(T'), segue que (T, P;) = (T,rP™ @ P;). Assim, obtemos

que

re(T, @ Pyt) = @i (T, (rP™ @ P)™) = &y (T, (r*P™ @& rP})™)
= (T,®,(r*P™ @ r Pl )™).

Portanto, temos que r%(T,GIBPJ-T,"’)ﬂ(T raP) = (T, [®i, (r* P™M@r P} )™N

rP).

Mas, rP = @ (rP™ @ 7P}, )™ N P = rP & [®},(rP,)™ N P], nos diz
que a intersecao @i, (rP;)™ N P é zero. Como temos que @}, (r?P™ @
rP)™NrP =r?P@[®L 1(7‘13;,)"” NrP), segue que o termo entre parénteses,
nesta tltima soma, é zero.

Assim, obtemos que (T, 73 P) = r&(T, @ P;*)N(T,raP). Comor(T,rP) =
1

(T,r*P), segue o que queriamos mostrar. Portanto , 5’,; é um [-moddulo de
Koszul.
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Para mostrar que Sg é um I'-médulo de Koszul usamos os mesmos argu-
mentos apresentados acima, para o caso so simples Sp. A situagdo é andloga,
pois, se considerarmos a gr A-resolucao projetiva de 7-5S, dada por:

t
0— Q-5 Py %75 —0
y=1

onde m, ¢é o nimero de flechas do vértice v, para o vértice ¢, obtemos que

0 — (T,7aQ) — (T, D Q)™ — (T, 77 Sg) — 53 — 0

é I'-resolugao projetiva linear de SQ Com efeito, G) QT W, 08 somandos diretos
de @TAQv distintos de @) e r,@Q sao todos modulos em add 7. Também,
temos que 7.5, é médulo de Koszul e, portanto, vale que 7, @ = % (P QZ;!‘)
@. Um célculo rapido mostra que rp(7°,rAQ) = r&(T, ? Q)N (T,yrAQ).

Ou seja, 5; é um I'~médulo de Koszul.
Como todo médulo simples sobre I'g é um médulo de Koszul, segue que
esta é uma algebra de Koszul. [ |

Observemos que 'y = k@ /1, onde @ é uma aljava finita e / é um ideal
admissivel graduado de k@, por hipotese. Vimos que os tinicos mddulos
simples sobre I', que podem ter dimensao projetiva 2, sao os descritos acima,
que denotamos por 5',; e S'q*. Assim, podemos considerar que o ideal das
relacoes de I' é gerado por combinacao lineares de caminhos que comecam
em p e ¢, (cf em [B]). Pelo que mostramos acima, podemos concluir que estes
caminhos sao quadréaticos. Segue que I'g é algebra graduada quadratica.

Agora, podemos repetir a argumentacdo que usamos para mostrar que
.S' ¢ modulo de Koszul e concluir que cada I'y-médulo simples Sm com
7 =1,---,u, e 8 o conjunto de indices definido no inicio deste paragrafo, é
um rnédulo de Koszul e o resultado que queremos segue como conseqiiéncia.

Teorerna 3.23 Seja A uma k-dlgebra hereditiria de dimensdo finita. Seja

T'= 69 -5, @© Pn um A-mddulo inclinante tal que I' = Endy(T)% €
m#l;
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uma dlgebra graduada com alguma apresentagdio dada por um ideal graduado.
Entdao ' € dlgebra de Koszul.

Demonstragdo: Temos que cada I-médulo Exty (7, Sp;) é um I-médulo sim-

ples de torcdo. Pela Proposigio 3.22, estes médulos sao I-médulos de Koszul,

segue que ' é Koszul. L
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Capitulo 4

Algebras inclinadas graduadas

Neste capitulo, estaremos apresentando alguns estudos e resultados im-
portantes, sobre algebras inclinadas graduadas, sendo o mais importantes
destes, o que permite decidir quando estas algebras sao algebras de Koszul.

4.1 Introducao

Estaremos considerando A, uma algebra de dimensao finita sobre o corpo
algebricamente fechado k, e 7' um médulo inclinante sobre A, graduado e ger-
ado em grau zero. Consideraremos I' = Ends(7')°, o anel de endomorfismos
de T' sobre A.

Fixada uma Z -graduagdo para uma algebra de Artin I', sabemos que os
modulos simples e os projetivos sdo gradudveis, o radical e o socle de um
modulo graduavel é homogéneo e, em particular, o radical de uma algebra
de Artin graduada é um ideal homogéno graduado. A verificacdo destes
fatos pode ser vista, por exemplo, na Proposicdo 3.5, em [G-G]. Também,
neste mesmo trabalho, Green e Gordon, mostram que I' é uma &lgebra de
Artin graduada, com uma Z-graduacao induzida pelo grau dos morfismos
homogéneos de T em T. Por outro lado, se ocorrer que I' é o quociente
de uma délgebra de caminhos, digamos I' = kQ/;, onde @ é uma aljava
finita e I é um ideal admissivel, graduado, podemos considerar sobre I', uma
outra graduagao, a saber, a graduacdo induzida pelo comprimento das flechas.
Estas duas Z -graduagoes sobre I', serao detalhadas nas secoes 4.2 e 4.3.
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Observamos que as afirmagoes apresentadas em [GG], podem ser gene-
ralizadas para as algebras de Artin G-graduadas, onde G é um grupo livre
de torcao, como foi provado em [FGGM]; também neste artigo, os autores
mostraram que existem algebras locais, nao semi-simples, que nao tem nen-
huma graduagdo nao trivial; em [GHM], podem ser encontradas mais in-
formacoes sobre esta questao.

Ainda no paragrafo 4.3, mostramos, através de exemplos, que nao é
possivel relacionar as graduagoes sobre ', que mencionamos acima, através
de funtores graduados. No paragrafo 4.4, apresentaremos resultados que sao
conseqiiéncias de condigdes impostas sobre a componente de grau zero de T',
no caso de ser [' uma algebra inclinada.

Em seguida, apresentaremos um estudo detalhado da resolugao projetiva
de T'/,, onde 7 é o radical de Jacobson de T, e esta algebra é dada pelo anel
de endomorfismo de um médulo inclinante, sobre uma algebra hereditaria de
dimensio finita, ou seja, [' é uma algebra inclinada.

A definicio que obtivemos, para os morfismos que definem a cobertura
projetiva do radical de projetivos indecomponiveis de I', se aplica ao caso
em que A é k-dlgebra de dimensao finita. Sua principal conseqiiéncia foi
motivar a caracterizacao dos morfismos que possuem a propriedade de serem
elementos de 7 que nio pertencem a r?, e, por outro lado, sob a dtica do
Teorema de Gabriel, os morfismos que sdo induzidos pela multiplicagio por
flechas da aljava de T'.

Em seguida, no paragrafo 4.7, introduzimos a nocao de morfismo pogo de
tor¢do, que se originou da idéia de restringir o conceito de morfismo quase
cindido & classe dos mdédulos de tor¢ao de A. Sabemos que este conceito
esta definido sobre algebras de Artin, assim, apesar de inicialmente estarmos
interessados em algebras inclinadas, pudemos obter resultados para o anel de
endomorfismo de um médulo inclinante, sobre uma k-dlgebra de dimensao
finita, ndo necessariamente hereditéaria. No caso de A ser hereditaria, temos
a vantagem de conhecer a sua aljava de AR, mais detalhadamente, o que nos
permite identificar graficamente, os predecessores de um somando direto inde-
componivel do médulo inclinante, assim como os dominios e contra-dominios
possiveis dos morfismos, e em particular, os morfismos quase cindidos. As-
sim, nossas aplicacdes e exemplos se voltaram, com mais énfase, para a classe
das algebras inclinadas.

No paragrafo 4.8, apresentamos nosso principal resultado, que caracteriza
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as algebras inclinadas graduadas Koszul, e alguns exemplos e aplicagoes,
como consequéncia deste resultado.

No paragrafo 4.9 apresentamos exemplos que ilustram nossos resultados,
incluindo o caso das algebras inclinadas generalizadas de tipo A,. Mais tres
exemplos, foram apresentados no paragrafo 4.10, e ilustram a relacdo entre

as classes L(I') e £(I').

4.2 Graduacgoes sobre algebras de caminhos

Neste se¢ao, vamos descrever a graduagiao que pode ser induzida sobre
uma algebra de caminhos, através de suas flechas.

Consideremos A uma k-algebra de dimensao finita. Construimos o anel
graduado de A associado a [, um ideal préprio de A, que denotaremos por
Gra(]), da maneira descrita a seguir.

Tomemos a seqliéncia decrescente de ideais dada por:

°=AD>DI'=I>r>F>--->I*"> .-

e consideremos os quocientes A(") = I,{% E claro que [ [(m) c [(ntm)
Portanto, dados dois elementos homogéneos z € I™ e y € ™), podemos
definir uma multiplicagio z.y¥ = Z.g + [™t™+) onde x € I™ e y € (™),
que define uma estrutura de anel para a soma direta de todos os A, com
n > 0.

Resulta disso, que o anel Grp(I) = ][] A é um anel graduado, chamado
n>0

de anel graduado de A associado a I. Observamos que esta construgio pode
ser feita no caso mais geral, em que A é uma élgebra de Artin.

Um importante caso particular pode ser obtido ao tomarmos I o radical
de A. Neste caso, temos que

Gra(rad A) =A@ g AW g...

onde AW = %dd""‘;r[\—/\’ para n > 0. Se A for uma k-algebra graduada, de
decomposi¢do basica, 1-gerada, entdo A e Grp(rad A), sdo isomorfas como

algebras graduadas;( cf. em [GM,1]).
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E fato conhecido que o quociente de uma algebra de caminhos por um
ideal admissivel graduado é uma k-4lgebra graduada, de decomposigdo basica,
1-gerada. Segue que 0 anel graduado desta algebra associado ao seu radical
graduado, nos permitird entender esta dlgebra, como uma 4lgebra graduada
com a graduacao dada pelas flechas. Se a algebra nao for 1-gerada, nao €
verdade que ela e o anel graduado associado ao seu radical sejam isomorfos
como 4lgebras graduadas, como mostra o exemplo 3, abaixo.

A seguir ilustramos esta graduacao com alguns exemplos.

Exemplo 1: Seja I' a k-dlgebra dada por:

7

com va = 0 = fa.

Entao, temos que ['© & o k-espago vetorial gerado pelos idempotentes,
e1, €3, €3, €4, associados aos vértices de Q(T); (1) ¢ o k-espago vetorial gerado
pelas flechas o, 8 € 7; r® = ()2 e r'» = 0, para cada n > 2.

Exemplo 2: Seja I’ a k-algebra dada por:

2
o N
1 3

—

Y

Temos que I'®), a componente de grau zero de I’ é o k-espago vetorial
gerado pelos idempotentes €1, €2, €3 € 1), a componente de grau um, gerada
por a,(3,7. Temos, também, que r® = (r)?, e as componentes de grau
maior que 2 sao todas nulas.

Exemplo 3: Seja I' a algebra dada por:

2
ay\ ‘xg
1 -3
g oy
4 P25



com a relagdao de comutatividade dada por aza; = (B30:0.

Temos que I, o ideal das relagoes de I', ndo € homogéneo, e o anel gradu-
ado associado ao radical de I' ndo é isomorfo a I'. Notemos que P; é gerado
em grau 2, na graduagao dada pelo radical de I', e em grau 3 na graduacao
dada pelo ideal I. No entanto, temos que I'® = 0, em vista da relacio de
comutatividade definida sobre esta algebra.

4.3 A graduacao induzida por morfismos ho-
mogeneos

Nesta secao, vamos descrever a graduacao induzida pelo grau dos morfis-
mos homogéneos entre médulos graduados indecomponiveis. Em particular,
apresentaremos exemplos no caso em que tomamos a algebra definida por
um anel de endomorfismo de um médulo inclinante.

Seja A uma k-édlgebra de dimensio finita, graduada, 1-gerada, e de de-
composi¢ao basica, ou seja, A = kQ/I, onde @ é aljava finita e I é ideal
admissivel graduado. Assim, podemos considerar A como k-algebra gradu-
ada, com a graduacdo induzida pelas flechas, mais precisamente, podemos
considerar sobre A a graduagdao definida pelo anel graduado associado ao
radical de Jacobson graduado de A.

Tomemos T' um A-médulo graduado, gerado em grau zero. Digamos que

sejal' = @ Tj, onde cada somando direto T} é um A-mddulo indecomponivel,
J=1

graduado pela graduacdo definida sobre A, que é dada por T; = [] T]-(m),
m>

onde Tj(m) = (™) -T]-(O) é a componente de grau m do médulo 7. Sem perda
de generalidade, podemos assumir que 7" é livre de multiplicidade, isto é, que
os somandos diretos de indecomponiveis de T' nao sao isomorfos dois a dois.

A graduacdo induzida pelos morfismos homogéneos foi descrita em de-
talhes, no trabalho de green e Gordon, em [G-G], do qual obtivemos varias
informacoes, que mencionaremos neste paragrafo. Antes disso, mostraremos
com um exemplo, as graduagdes que podemos obter sobre os médulos, como
as que descrevemos acima.
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Exemplo : Seja A a algebra de caminhos dada por:

3
/

N
4

Consideremos sobre A, o médulo inclinante 7' = 775, @ P, & P, ® Py.
Temos que

m
— Aes = (Mg, = TT ——e;
onde e; é idempotente de A, 5 = 1,3,4, 7 = rad A e o isomorfismo é de

médulos graduados. Também, temos que 775, = S, =2 AO ey,

De acordo com [GG], o m-translado de T; é o A—mddulo dado por:

o(-m)Ti= [] Tﬁs) onde TES’ = T,-(Hm).
SEZ

Consideremos, agora, a decomposicdao de I' = Ends(7'), o anel de endo-
morfismo do A-médulo inclinante T', acima definido, dada por:

[ =@ Hom(T,T;)
j=1

Seja Fp : (gr A) — mod — A — mod, o funtor esquecimento. Para
cada j = 1,...,n, consideraremos, como é feito em [GG], Homy (T,T;) =
Homy(FAT, FAT;), e paracadam € Z,ecadaj =1,---,n, Homy (T, T;)™ =
Homgy (T, 0(—m)T;), que é o grupo dos morfismos graduados de T em
o(—m)T;. Pelo Lema 2.1, em [GG], verifica-se que

Homy (T, Tj) = Hz Fj [Homgy A(T,o(—m)T5)] .

Como estamos assumindo que T é gerado em grau zero, segue que m > 0.
Por fim, se definirmos g; o comprimento graduado de T}, para cada 7 =

. . . ~ . m
1,...,n, como sendo o maior inteiro m, nao-negativo, tal que Tj( ) # 0 mas

T].(m"'s) =0, para s > m + 1, obtemos a seguinte expressao
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n n 9;
=@ Homa(T,T;) =P P F [Homgr (T, 0(—m)T;)]
j=1 7=1 m=0

Definidas graduages sobre as algebras A e I', podemos considerar a
categoria dos objetos graduados de A-mod e Imod que denotamos por
gr (A)—mod e gr (I')—mod, respectivamente, cujos morfismos entre os obje-
tos sao os morfismos graduados.

Denotando Fj e Ft os funtores esquecimentos das categorias gr (A)—mod
e gr (I')-=mod em A-mod e [-mod, respectivamente, obteremos o seguinte
diagrama comutativo:

Homy (7T, —)
gr (A) — mod — gr (I') — mod
FA J, ~L FF
A — mod — [' — mod
Homa (7', —)

No entanto, pode ocorrer que, as duas graduacoes distintas que definimos
sobre I', nao estarem relacionadas por funtores graduados, como nos mostram
os exemplos a seguir.

Exemplo 1: Consideremos A, a algebra de caminhos do exemplo apresen-
tado na sec¢ao anterior e tomemos o médulo inclinante T' = 7~ S, @ P,® Ps® P;.
Sabemos, pelos nossos resultados no capitulo 3, que I' = End, (T') é a dlgebra

dada por:
3
o
2 25 1
T
4

com fa =0= Fa.
Sobre I', temos a graduagao-morfismo dada por:

IO = ke, ke, @kes®kes®kr, T =0, T® = k-Badk-ya, e [™ =0,
para n > 2, onde ¢; : T' — T} é o morfismo dado por (0,...,17,,0,...), eas
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composigoes fa e ya sao 0s morfismos de P; e Py para Py, respectivamente,
em: P, — 7-S3 = 51 é a cobertura projetiva de S; em A-mod.

Pelos resultados que obtivemos no capitulo 3, podemos concluir que as
morfismos entre os somandos diretos indecomponiveis de T', que induzem as
flechas na aljava de T', tem graus zero e dois. Observamos que I'® nao é
um médulo semi-simples no sentido usual, isto é, gerado por idempotentes
ortogonais primitivos, e que I' ndo é uma algebra hereditéria. Também,
convém observar que a morfismo 7 é um epimorfismo de grau zero.

Exemplo 2: Sejam A a k-dlgebra dada por:

eT =5, &7 S3@® P, um mdédulo inclinante sobre A. Notemos que 71T =
75, @ S3. Temos que I' = Enda(T') é a algebra hereditaria dada por:

2
_ 7 N
1 3
—

Pela graduagio induzida pelo grau dos morfismos homogéneos entre so-
mandos diretos de T', temos que I' é gerada em grau zero, pelos morfismos
€1, €3, €3, T1, T2, P, definidos por:

e5: T — T, dada por &7 = (0,...,1Ir;,...0), onde I7; é a funcao
identidade sobre Tj; m : P — 51, a A-cobertura projetiva de Sy, 2 :
P, — 753, uma componente da cobertura projetiva de 7753, e p:
=53 — Si, um epimorfismo de 7S5 sobre o simples 5;.

Notemos que 7y, 72 € p sao os morfismos que induzem morfismos entre os
projetivos associados aos vértices 1 e 3, 2e3, Te?2, respectivamente. Como
temos que T' é gerado em grau zero, segue que 0s morfismos de grau zero,
entre somandos de T, somente podem ser fatorados por outros morfismos de
grau zero.
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Exemplo 3: Tome A a k-édlgebra dada por:

1 5
N v

4 N
2 6

esejal = 7725, DT S2D Py® Py Ps® Ps um A-mddulo inclinante. Notemos
que T' é um modulo preprojetivo. Temos que I' = Enda(7') é dada por:

oo

N
1 . 4
N v
3
S
5 6

onde os numeros sobre as flechas indicam os menores graus possiveis, para
os morfismos homogéneos entre os somandos diretos de T', que definem os
projetivos associados aos vértices ligados por estas flechas.

4.4 A apresentacao projetiva minimal de I'/.

Neste paragrafo, estaremos interessados em identificar o tipo de apli-
cagoes homogéneas entre somandos diretos indecomponiveis do médulo in-
clinante, que aparecem nas resolugdes projetivas dos modulos simples de
dalgebras inclinadas.

Assim, estaremos considerando A uma k-algebra de caminhos de dimensao
finita, T = @7_,T; um A-mddulo graduado inclinante, livre de multiplicidade,
gerado em grau zero, e I' = Endx(7)°?, o anel de endomorfismo de T sobre
A, uma dlgebra inclinada, com a graduagao apresentada em 4.3.

Seja S; um [-mddulo simples, ndo projetivo, associado ao vértice [, cuja
apresentacdo projetiva minimal sobre gr(I')-mod é dada por:

AP Ly p— 5 —0
v=1
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onde f. = (f-,. ..,f:) é definida por f:(—) = f,o0— tal que f, : TJT"’ — T
é um A-morfismo que induz f+ e m;j, é o numero de vezes que S;, aparece
no topo de rP,. ’

Como S; é um modulo simples, podemos assumir que f, é um morfismo
graduado homogéneo. Como 7' é gerado em grau zero, temos que grau de f,
é nao-negativo.

Se tomarmos o morfismo ¢, : T' — T}, com v € {l,...,s} fixado,
definido por ¢, = (0,...,1r,,0,...) e considerarmos a restri¢ao de f, ao
indecomponivel P;,, que denotaremos por f"*, para cada m, = 1,---,m;,,

obteremos que

Fr () (TO) = (f 0,)(T®) = fro(T?)

Segue que f]*voe, é um A-morfismo graduado homogéneo, com grau igual
ao de f**, que sabemos ser nao-negativo pois T' é gerado em grau zero.

Proposigao 4.1 Nas condi¢ées e notagoes usadas acima temos que f, €
induzida ou por um monomorfismo ou por um epimorfismo.

Demonstragdo: Suponha que seja f. induzida por um A-morfismo f tal que
f nao é epimorfismo. Ou seja, temos que o conticleo de f, que denotaremos
por conuc f, € nao nulo. Considere a seqliéncia exata curta de A-mddulos
dada por 0 — Im f — T; — conuc f — 0, onde i é a inclusdo candnica.

Como a classe dos mddulos de torgao é fechada por imagens, temos que
Im f € T(T); assim ao aplicarmos o funtor Homy (T, —) a seqiiéncia acima,
vamos obter a sequéncia exata curta de I-mddulos dada por:

0 — Homy (7', Im f) L g Hom(T', conuc f) — 0

pois Ext)(7,Im f) = 0. Considere, agora, o diagrama comutativo de A-
modulos, dado por:

@ T I
N A
Im f

onde f =10 f'. Entdo temos que f. =1i.0 f..
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Temos que rr P = Im f. = Im(i. o f!); e como i. é monomorfismo, pois 7
€ monomorfismo e o funtor Homy (7', —) preserva monomorfismos, segue que
Im f'+ 2 Im f. = rpP. Mais claramente, a equivaléncia de Brenner-Butler
nos fornece um diagrama comutativo de I'-mdédulos equivalente ao descrito
acima, dado por:

@® P = @ Hom, (T, T/) LN P, = Homy (T, T))

' N Iz
(T,Im f)

~o

e, portanto, (T,Im f) = rrP. Segue dai que S; = (T,conuc f). Como
conuc f € 7(T), temos que S; € Y(T') e, portanto, pdpS; = 1. Logo, rp P, é
um [-méddulo projetivo dado por:

P =@P e Im f2Im f = P
Segue que f =170 f' é um monomorfismo. [ |

Como conseqiiéncia desta proposicao, temos o seguinte corolério:

Corolario 4.2 Com as notagoes anteriores, temos:

(1)S1 € Y(T') se, e somente se, f € um monomorfismo. Neste caso, temos
que S; = Homy (T, conucf), com conucf € T(T).

~J

(11)S; € X(T') se, e somente se, f € um epimorfismo. Neste caso, S; =

Exty (T, nucf), onde nucf € F(T), se pdS; = 1, e nucf ¢ F(T) se pdS; = 2.
Demonstragao:

(i)Se S € Y(T'), entdo pdS; = 1 e S; = Homy(T,N), para algum
N € T(T). Segue que f. é um monomorfismo. Consideremos a seqiiéncia

exata curta 0 — (T, ®,7, ") £ (T',Ti) — (T,N) — 0. Aplicando o

funtor 7' @ —, obtemos, desde que Tor} (T, N) = 0, (pois N € T(T)), a
sequéncia 0 — éBUT]-T"’ 2Ly Ty — N — 0, que é exata. Logo, f é um
monomorfismo.

Reciprocamente, se f é um monomorfismo, entao f, é monomorfismo.
Logo, a sequéncia exata curta, 0 — EBUT]-T“ — Ty —> conucf — 0, com
conucf € T(T). Assim, é imediato que (T, conucf) = S, € Y(T).
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(ii) Pela proposigao 4.1 e por (i), é imediato que Sy € X(T) se, e somente
se, f é um epimorfismo. Aplicando o funtor Homy (T, —) a sequéncia exata
curta 0 — nucf — @UTJT"’ — T; — 0, segue imediatamente que
S, = Exth (T, nucf), e que nucf € F(T), caso pdS; = 1, e nucf ¢ F(T),
caso pdS; = 2. [ |

Mantendo as notacoes e aplicando o corolario acima, podemos concluir
que o nucleo de f é dado por:

N; ou
K = Ny ou
T® N; para 1=1,2

onde N, € ind F, N; € A-mod é um mddulo que nao pertence a teoria de
torcio gerada por T e T € add T'.

Com efeito. Se S; € Y(T), temos que K = 0. Caso S; € X(T'), entao ou
K € F(T)ou K ¢ F(T).

Como Ext}(T, K) = k, entdo Ext} (7', K) ¢ isomorfo a Ext} (T, N1) ou a
Ext)(T, N;), para N;,1 = 1,2, um dos médulos como definido acima. Obser-
vando que, no caso de termos K ¢ F(T'), ocorre, também, que Homy (T, K) #
0, e como este tltimo médulo é isomorfo & um I-médulo projetivo, segue
nossa afirmagao.

Neste momento, estaremos interessados em identificar os médulos K =
nuc f, tal que K ¢ F pois caso contrario, temos [' hereditaria , que ja
sabemos ser uma algebra de Koszul.

Daqui para frente estaremos assumindo que pd Sp = 2.
Consideremos a I-resolugdo projetiva minimal de S; dada por:

t s
0 PP PP LA — 5 —0
u=1 v=1
onde P, = Homy (T, T,) para cada indice z, e f. = (f; s+, f+) como defin-
imos no inicio desta secao, e
Px = (Pu‘u)}ézé:

¢ induzida pelo A-morfismo (puy)u,y COM Puy : T,‘i‘“ — T tal que p: éa
cOMpOSIGA0 COm pyy, € di, é a multiplicidade de P}, em Q2(S)).
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Como S; é um médulo simples podemos assumir que cada fungao com-
ponente da apresentacao f. de S; é induzida pela multiplicagdo por flechas
a* em Q(I'), ligando o vértice [ ao vértice j,, onde m, = 1,---,m;,, (cf
Teo. 2.5 em [GM,1]). Observamos, também, que como f, : T} — T} é
nao nula, entao temos que 7}, e T} sao somandos diretos indecomponiveis de
T, ndo isomorfos, pois a resolucao acima € minimal e [ nao contém circuitos

orientados.
Como temos f. o p. = 0, segue que fop = 0. Assim, se tormarmos a
representacao matricial destas aplicagOes, teremos a seguinte expressao:

P11 - Pu s s
[fopl=[fifa- - fi]-| ¢ Pl =2 foprere s D fopw| = (0]
P1s *° Pts v=l =

Ou seja, para cada u = 1,...,t fixado, temos que E fopuwe = 0, .

Observamos que como p, € um monomorﬁsmo temos que cada coluna
da matriz (p + ), é um morfismo de P “uem G}P " que é, também, um
uv

monomorfismo, para cada u fixado. Mals claramente o [-morfismo dado
d 2 Y 2
por [p=,...,ps ]t B — D P;’7* é um monomorfismo.
u us w=

Pelos resultados obtidos na proposicao 4.1 e seu coroléario, podemos con-
cluir que:

(a) S; = Ext) (T, nuc f), com nuc f & F(T).
(b) Homy (7, nuc f) = EuBPT:“‘

(c) p« esta induzido pelo monomorfismo p tal que:
0 — K =nuc f 2 PT LT, —0

Finalmente, considerando o monomorfismo de A-mdédulos p, obteremos a

di,

7
sequéncia exata curta 0 — @T . EBTm’" — conuc p’ —» 0, onde

p=potcomi=Trp(K)— Ix dado pela inclusao canoénica.
Aplicando Homy (7', —) a esta seqliéncia vamos obter a seqliéncia exata

curta de -médulos 0 — EBP,T“ 22 @ P;"* —» (T,conuc p') — 0.
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Comparando esta sequéncia com a [-resolucio projetiva minimal de Si, que
fixamos inicialmente, podemos concluir que (7', conuc p') = rrh.

4.5 A componente de grau zero de I'

Estaremos interessados em estudar, nesta segao, os morfismos de grau
zero entre os somandos diretos indecomponiveis de um mddulo inclinante
T, graduado, gerado em grau zero sobre uma k-algebra de dimensao finita,
hereditaria, A.

Supondo que I' = Enda (7)°? € um quociente de uma algebra de caminhos
por um ideal homogeneo, entdo poderemos considerar que ['®) a componente
de grau zero de [, € um produto finito de copias de k, gerada pelo conjunto
dos idempotentes ortogonais primitivos de I'. No caso em que nao tiver-
mos informagdes sobre o ideal das relagoes, passamos a considerar sobre I' a
graduacao definida pelas morfismos entre os somandos diretos de T', conforme
foi definido na secio 4.3. Nesta situacao, obtivemos algumas informagoes so-
bre ', analisando a componente de grau zero ),

Para apresentar estes resultados precisaremos introduzir notagoes e al-
guns fatos sobre as morfismos de grau zero, entre inclinantes parciais inde-
componiveis.

Comecemos tomando v no conjunto de indices {1,... ,n} e consideremos
Homy (T, T,) como um Z -médulo graduado, com a graduagao dada pelo grau
dos morfismos, como fizemos na segao 4.3, a saber,

Hom(T,T,) = @ F [Homgr (a)(T,o(~m)T)]

m2>0

onde T, é um somando direto indecomponivel de T'.

Pelo lema 4.1, pag 419, em [HR], sabemos que sobre uma &algebra he-
reditéria, os morfismos nao-nulos entre médulos indecomponiveis inclinantes
parcials, ou sao epimorfismos ou sao monomorfismos. Este resultado vai dire-
cionar nossas argumentagdes; assim € crucial considerar dlgebras inclinadas,
a0 invés da situagao mais geral apresentada no paragrafo 4.3.

Seja f : Ty — T, um morfismo homogéneo ndo-nulo, com u # v, no
conjunto de fndices fixado acima. Observamos que, se T, € um A-médulo
simples entdo f é necessariamente um epimorfismo. Por outro lado, se f
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¢ um epimorfismo, teremos que f(T®)Y = TO ja que T, e T, sdo gerados
em grau zero. Segue que [ tem grau zero. Assim, se f € Homy (T, T)) €
um morfismo graduado nao-nulo, homogéneo de grau m > 0, entao f € um
monomorfismo graduado.

Os préximos resultados nos dizem o que ocorre com [' = Enda(7T)°?, ao
impormos certas condigdes sobre sua componente de grau zero. Vejamos
como.

Proposicao 4.3 Sejam A uma k-dlgebra de dimensdo finita, hereditaria, e
T wm A-médulo graduado, inclinante, gerado em grau zero, livre de multi-

plicidade, dado por T = @ Tj, onde cada T; € indecomponivel. Consider-
=1

]_
emos I' = Endy(T). Se Homgr (T, T;) = 0, para todo i # j entdo I' €
hereditaria.

Demonstracio: Consideremos S; um [-mddulo simples, ndo projetivo e sua
gr [-apresentagao projetiva minimal

@prP I p—5—0
v=1

onde f. é induzida por f = (fi,...,fs) com f, : Tj':l"’ — T tal que f; éa
composigao com f,.

Como I’ nio possue ciclos orientados, sabemos que [ # j,, para todo
v = 1,...,s. Por hipétese, ndo existem morfismos graduados entre so-
mandos diretos de 7', nao isomorfos. Segue que cada fungao componente
de f, : TJT’” —» T, é um morfismo homogéneo de grau positivo, para
cada v = 1,...,s. E, portanto, f,, também o é. Assumamos que cada
funcao componente f™ de f, é um monomorfismo de grau positivo rp,, com

my = 1,...,mj,. Como f. é a apresentagao de um médulo simples em r
segue que r,, = ro fixado, para cada m, =1,...,m;j, ev=1,---,s.
Assim, temos que Im f C @ T,(r). Logo, f nao é um epimorfismo. Segue
r>ro
pela proposicio 4.1 que f é um monomorfismo. Logo f. € um monomorfismo
e portanto pd S; = 1. Segue que gldim I' = 1. [ ]
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Observamos que nao vale a reciproca desta proposigao. Para ver isso,
considere o exemplo 2 da se¢do 4.3, onde temos que I' é hereditaria e gerada
em grau zero, na graduacao induzida pelo grau dos morfismos.

A proposigao a seguir direciona o comportamento da componente de grau
zero de I', quando esta é uma algebra monomial.

Proposigao 4.4 Sejam A uma k-dlgebra de dimensdo finita, hereditdria e
T = &7, T; um A-mddulo inclinante, graduado, gerado em grau zero e livre
de multiplicidade. Seja I' = Endy(T'), e consideremos a gr I'—apresentagdo
projetiva minimal de '/,

PP L —r1/, —0

Se I' € monomial entdo para cada v, existe um somando direto indecom-

ponivel T' de T, com T' # T},, tal que Homgr A(Tj,,T") # 0.

Demonstragao: Seja a gr I-resolucao projetiva minimal de I'/,
0— Pgy 2 Py =P P L5101/, —0

Sem perda de generalidade, assumiremos que P5) = @ Homy (T, T}, )™,

onde os moédulos 7, sdao somandos diretos indecomponiveis de T', nio iso-
morfos dois a dois. Um calculo rapido com as fungdes componentes de f. e

P« = (p * )u, nos mostra que cada entrada da matriz [i JuPuv)u € nula, (cf.
uv v=1

a se¢ao 4.4).

Como I' é monomial e P = [/j2, onde T' = kQ/;, segue que cada
vértice u, associado ao projetivo P, é final de uma relagdo monomial de T,
(cf em [B]). Assim, podemos assumir que f,p,, = 0, para cada par (u,v)
fixado. Consideremos, agora, as fungdes componentes de f, e p,,, dadas por

fo = (fos--, 7)) : T;;» — Ty, onde f** é um morfismo de T}”° em
Ti, € puy = (piu,---,pzlv") : T‘i"‘ — T, onde p% é um morfismo de T},
_em TJ-T"’, para d, = 1,---,d,. Assim, como temos que f,p,, = 0, segue
que f,.(pL,, - ,pg',;‘) = 0, para cada par (u,v) fixado. Portanto, temos que
fo-p2 =0, para cada d, = 1,---,d;,. Finalmente, temos que [ pds =

para cada m, =1,---,m;,,d, = 1,---,d;, onde (u,v) é um par fixado.
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Entao, pelo Lema 4.1 em [HR], segue imediatamente que f™ é um epi-
morfismo, para cada m,. Como T' é médulo graduado, gerado em grau zero,
segue que f;** é morfismo homogéneo de grau zero. Portanto, existem morfis-
mos graduados entre somandos diretos indecomponiveis de T' nao isomorfos.
|

Observagao:

Notemos que no caso das algebras BB-inclinadas I' = I';, a apresentacao
do semi-simples '/, é induzida por um morfismo tal que cada fun¢ao compo-
nente ¢ um monomorfismo de grau zero. Com efeito, a A-resolugao projetiva
de 77.5;, dada por

0—>P,-—>EBP,:”’@>T‘51-—>O

induz a resolugao projetiva de S e cada morfismo f; é homogéneo de grau
zero e ¢ um monomorfismo. (Para mais detalhes, cf. segao 3.2).

4.6 A cobertura projetiva de rad I’

Nosso objetivo neste paragrafo, é definir as aplicagdes entre os somandos
diretos indecomponiveis do inclinante 7', tais que os vértices da aljava Q(T'),
associados aos [-mddulos projetivos indecomponiveis determinados por estes
somandos, estejam ligados por flechas.

Definigao 4.5 Seja f : T, — T; um morfismo ndo-nulo, com T; % T,.
Dizemos que f nao se fatora prépriamente através de addT, se f = gh para
algum g : T — Ty e h : T, — T', com T' € addT, entdo ou h € um
monomorfismo que cinde ou g € um epimorfismo que cinde.

Seja dado T' = @%_,T;, médulo inclinante sobre A uma k-dlgebra de
dimensao finita, hereditaria. Fixemos P = P, = Homy(7,T}), tal que rP, #
0, e 7} € um somando direto indecomponivel de 7. Consideremos P(o)(rP) =
@ P, uma decomposicao em projetivos indecomponiveis para a cobertura
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projetiva de rpF. Observamos que devemos ter Homp(Tm,T1) # 0, para
m # [, como definidos acima.

Lema 4.6 Sejam P, = (T, T)) wmn I'-mddulo projetivo indecomponivel e j # 1
tal que (Tj,T)) # 0. Entdo, P; é somando direto de Pg)(r P1) se e somente se,
eziste wm morfismo ndo nulo f : T; — Ti, que nao se fatora propriamente
através de addT'.

Demonstragio: Suponhamos que P; = (T, T;) seja um somando direto de
P)(rP). Entao, existe um morfismo nao nulo f. : P; — P, tal que
Imf.CrPielImf ¢ r*P.

Seja f : T; — Ty morfismo, nao nulo, que induz f.. Afirmamos que f nao
se fatora propriamente através de addT'. Caso contrario, existem g : T — T
e h : T; — T', nao nulos, com T' € addT, tal que f = gh, onde g ndo €
epimorfismo que cinde e h nao € monomorfismo que cinde. Portanto, temos,
pela BB-equivaléncia que f. = guhs, com g, nao epimorfismo que cinde e
h. nao monomorfismo que cinde. Logo, Img. C TP e Imh, c »(T,T"),
resultando que Imf, C r?P;, o que contraria a hipotese.

Reciprocamente, suponhamos que exista um morfismo, nao nulo, f :
T; — Ti que nao se fatora propriamente através de addT. Mostremos
que P; é somando direto de Pg)(rP;). Suponhamos que este nao seja o caso.
Entdo, todo morfismo nao nulo, de P; para P, tem imagem em r2P. Em
particular, temos que Imf. C r2P,. Entio f. é uma combinagao linear de
fungoes [ determinadas por caminhos 7, € Q(I'), que nao estaono ideal
de relagdes, de comprimento maior ou igual a dois, e que ligam o vértice [
(associado ao projetivo F) ao vértice j (associado ao projetivo P;). Usando a
BB-equivaléncia, resulta que f € uma combinacio linear das fungdes f,,, que
induzem as fo. Desde que f néo se fatora propriamente através de addT,
temos que existe 7o tal que f, = fy, nao se fatora propriamente através de
addT. Como v é um caminho de comprimento maior ou igual a dois, pode-
mos escrever ¥ = 71 - Y2, onde 7, € 2 sao caminhos de comprimento maior
ou igual a um. Sabemos que os caminhos v; e 7, induzem aplicagoes entre os
projetivos associados aos vértices iniciais e finais destes. Assim, temos um
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diagrama comutativo dado por:

f -
P; — P,
f‘l.l \ /‘f‘!;
PJ‘I

onde f«, f+ e f+ sdao os morfismos determinados pelos caminhos v, v, e
k] st 2
72, respectivamente, e ;' é o vértice tal que j' = s(v,) = e(m1).
Pela equivaléncia de Brenner-Butler, obteremos um diagrama equivalente
em A-mod dado por:

Tj i7’ Tl

™ fy
T}

tal que fy, = fy, o f,, # 0, onde ou f,, é um monomorfismo que cinde ou

f+, € um epimorfismo que cinde. Logo, [mf; CrP e ]mf; ¢ r?P, pois

ou f+ é um monomorfismo que cinde ou f+« é um epimorfismo que cinde,
R4 72

contrariando a hipétese de nao ser P; um somando direto de P)(rF). ™

Podemos traduzir as idéias e parte de nossos resultado obtido no lema
acima, para o caso dos caminhos diretos ndo nulos, o que mostraremos em
seguida.

Definigao 4.7 Dados A e B, dois A-mddulos indecomponiveis, chamamos
de caminho direto de A para B, a uma seqiéncia qualquer de morfismos ndo
nulos, ndo isomorfismos

Ag=AIH A — . A, 4, =B

onde A; sio A-mddulos indecomponiveis, para cada j. Se a composigdio de
aplicagoes f = foy10---0 fi € ndo-nula, entdo dizemos que o caminho direto
€ nao-nulo.

Coroléario 4.8 Sejam P, = (T,T)) e 7 # , fizados, tais que (T;,T)) # 0.
Suponhamos que para todo caminho direto nio-nulo de T; para T;, somente

os extremantes T; e T; estdo em addl'. Entdo P; é um somando direto de
P(O)('I'H)
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Demonstragdo: Imediata. [ |

I fato conhecido que sobre dlgebras hereditérias, todo morfismo nao-nulo,
entre médulos preprojetivos é soma de composigoes de morfismos irredutiveis.
No caso em que T' é um médulo preprojetivo, sobre a algebra hereditaria de
dimensio finita, A, chamamos I' de dlgebra disfar¢ada. Neste caso, podemos
nos orientar pela aljava de AR de I' para encontrar os morfismos nao-nulos
entre os médulos indecomponiveis, somandos diretos de T, pois, os morfismos
entre médulos preprojetivos indecomponivels sao soma de composigoes de
morfismos irredutiveis . O exemplo a seguir esclarece o que queremos dizer.

Exemplo: Seja A a dlgebra dada por:

e considere T =725, ®T7T S ®Ps @ Ps ® Py @ P, um A-médulo inclinante.
Um esbogo local da aljava de AR de A é dado por:

(P1) 7751 (17254)
N\ / N A
P, — P3 — (T_Sg) — T_Pg
N /!
(P) — (F)
Ny
(P5)

onde os médulos entre parénteses sio os somandos diretos indecomponiveis
de T, e as flechas indicam os morfismos irredutiveis. Os caminhos nao-nulos
entre os somandos diretos indecomponiveis de T, na aljava de AR de A,
desenham a seguinte aljava:

Pl > T—Sg — T_251

N /

P4 — Ps

pN
Ps
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onde as flechas indicam morfismos nao nulos, que nao sao isomorfismos.
Um célculo simples mostra que Q(I') é dada por:

2
/ pY
1 4
N\ /
3
/ R
5 6

onde Py = (T, 7728)), By = (T, 7=S2), Py = (T,Py), P = (T,P),
Py = (T, Ps) e Ps= (T, Ps) e as relages sobre Q(I') sao de comutatividade,
ja que Homp(Py, 7725)) & k e Homy(Py, 77 53) # 0 # Homa (P, Py), assim
como sio nao-nulos os grupos Homy (77 S2, 7725;) e Homp (Py, 77%5)).

4.7 Aplicagoes poco de torcao

Nesta secdo, vamos introduzir um novo conceito para aplicagoes en-
tre médulos de torcao, que nos levara, no paragrafo seguinte, a apresen-
tar nosso principal resultado neste capitulo, que é caracterizar as algebras
inclinadas graduadas que sdo algebras de Koszul. Enfatizamos que, neste
paragrafo, estaremos considerando A uma k-algebra de dimensao finita, nao
necessariamente hereditaria.

Definicao 4.9 Sejam M e N, A-mddulos com Me N € T(T) e M indecom-
ponivel. Dizemos que um morfismo o : N — M, ndo nulo, ¢ um morfismo
poco de tor¢do, ou simplesmente um pogo-torg¢do, quando a ndo € um epi-
morfismo que cinde e todo morfismo ndo-nulo, que ndo seja epimorfismo que
cinde, B: L — M, com L € T(T), se fatora através de a. Ou seja, um pogo
de tor¢do € wm morfismo pogo na subcategoria plena T(T).

Vejamos alguns exemplos.
Ezemplo 1: Todo morfismo que seja um morfismo minimal quase cindido a
direita, e tal que ambos os médulos envolvidos sejam médulos em 7 (T') é
um pogo-torcao.
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Ezemplo 2: Seja M € T (T) indecomponivel e considere f : E — M

a aplicagao quase cindida a direita de M. Tomemos trr(E) € T(T) o

submédulo maximal de tor¢ao de E, e consideremos o seguinte diagrama:
tre(E) < E

I <7
M

onde j é a inclusdo canénica e f = f o j. Entio, f ¢ um morfismo pogo de
torcao.

De fato, seja f : L — M um morfismo nao-nulo, que nio seja um
epimorfismo que cinde, com L € T(T'). Entao, 3 se fatora através de f.
Digamos que seja da seguinte maneiras:

L 2 M
N TS
E

com f = foh. Como Im h € T(T), pois esta classe de médulos é fechada
por imagens, segue que Im A C trp(E). Portanto, temos que 3 = fojoh.
Ou seja, 3 se fatora através de f. Mas, como temos que f nao é epimorfismo
que cinde segue que f nao sera epimorfismo que cinde. Portanto, temos que
f é um pogo-torcio.

Definigao 4.10 Dizemos que um pogo-tor¢io oo : N — M ¢ minimal se «
¢ minimal @ direita, ou seja, todo morfismo g: N — N, tal que a = a - g,
€ um isomorfismo.

Observamos que esta defini¢ao tem o mesmo sentido que é dado em [ARS],
para os morfismos quase cindidos minimais.

O proximo resultado mostrara que sdo os morfismos pogo de torcio em A,
cujas componentes nao se fatoram prépriamente por somandos diretos de T,
aqueles que induzem flechas na aljava de I'. Mais precisamente, mostraremos
que estas aplicagbes pogo de torgio, que tem como contradominio os soman-
dos diretos indecomponiveis de T', vao induzir um conjunto de morfismos,
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que pertencem ao rI' mas nao pertencem ao rI’. Decorre disto que, ao con-
siderarmos o teorema de Gabriel, da maneira como explicitamos no capitulo
de introdugao, teremos obtido um conjunto de morfismos que contém aqueles
que sao induzidos pela multiplicagdo por flechas da aljava de T.

Proposicao 4.11 Sejam A uma k-dlgebra de dimensdo finita e T um A-
mddulo inclinante. Seja T; um somando direto indecomponivel de T, tal que
tenhamos P, = (T,T;) wm I'-mddulo nao simples. Entio, existe um inico, a
menos de isomorfismo, morfismo pogo de tor¢do minimal, o : M —» Tj.
Mais ainda, M = T@rl’l ea = TQg., onde g. : TP, — P, € o

morfismo po¢o minimal em I'-mod.

Demonstragao: Desde que T € somando direto indecomponivel de T', tal que
P, é um I'-médulo projetivo indecomponivel, nao simples, temos que r P, # 0.
Logo, existe o : rP, — P, morfismo po¢o, minimal em mod. Como
rP € Y(T), existe M € T(T) tal que rP, & Homy (T, M). Segue que o, é
induzido por um morfismo ndo-nulo a : M — T;. Afirmamos que « é um
pogo de torgao. Claramente, a ndo é um epimorfismo que cinde, pois caso isto
ocorresse teriamos que a* seria um morfismo que cinde, um absurdo. Sejam
N € T(T') e o morfismo nédo nulo #: N — T}, que nao é um epimorfismo
que cinde. Entao, B, : (T, N) — (T, T;) nao é epimorfismo que cinde. Segue
que . se fatora através de o, ou seja existe h. : (T, N) — rP, um morfismo
nao nulo tal que f. = a.h.. Logo, § = ah, pela BB-equivaléncia. Segue que
a é um pogo-torgao. O fato de a. ser minimal implica, pela BB-equivaléncia,
que a é também minimal.

Usando argumentos analogos aos apresentados acima, podemos concluir
que um outro pogo-torcao minimal, qualquer, # : N — T}, induz um mor-
fismo pogo f., que é morfismo poco minimal em I'mod. Logo, pela uni-

~J

cidade de a. ( a menos de isomorfismo), temos que Homy (T, M) = rP, =
Homy (T, N), e portanto, M = N pois ambos pertencem a 7(T'). Utilizando
o funtor T —, obtemos que M = TRrpP e

T @r Homp (T, M) e que a =T Q a.. [ |

Coroldrio 4.12 Nas mesmas condi¢ées da Proposi¢io .11, temos que o
pogo de tor¢io minimal o : M — T} ou € um monomorfismo ou € um
epimorfismo.
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Demonstragdo: Suponha que a nao é um epimorfismo. Entao, Im o« &TI.
Como a é pogo-torcao e Im a € T(T'), segue que a inclusao j : Ima — T}
se fatora através de a. Entao, Im o é um somando direto de M. Ou seja,
M = nuc a @ Im a. Se a nao é um monomorfismo, entao nuc a # 0; como
M € T(T), segue que nuc a € T(T') e portanto, 1P, = (T, nuc a)®(T, Im a),
com (7', nuc a) # 0. Mas, o é minimal, e portanto, o, é minimal. Como
temos que a. (T, nuca) = 0, obtemos uma contradicao. [ |

Corolario 4.13 Nas mesmas condi¢oes da Proposigdo .11, seja oo : M —
Ty pogo de torg¢ao minimal. Entdo, M € add (T) se e somente se rP; ¢ um
['-modulo projetivo.

Demonstragdo: E uma consequéncia imediata da demonstragao da Proposicao
4.11, e da unicidade do pogo de tor¢ao minimal. [ |

O préximo coroldrio descreve os I'-médulos simples S, o topo dos proje-
tivos indecomponiveis F;, através dos morfismos poco de torgao.

Corolario 4.14 Nas condigées da Proposig¢io 4.11, seja o : M —> T; o
pogo-tor¢ao minimal para T;. Seja S; o I'-mddulo simples do topo de P,.
Entdo, ou S; = Homp(T, Ti/m) ou S; = Exty (T, nuc a), com nuc a € F(T).

Demonstragao: Pelo Coroldrio 4.12, ou a é monomorfismo ou é epimor-
fismo. Na primeira situagao, ou seja, se @ é um monomorfismo, temos que a
seqiiéncia exata de A-mdédulos, 0 — M 25 T; — conuc a —» 0, define a
seguinte sequéncia exata de [-mddulos, ao aplicarmos o funtor Hom, (7, —),

0— (T,M) = P, — (T, conuc a) — 0

~y ~

Pela demonstracao da Proposicao 4.11, rP, & (T, M), portanto S; =
HOHIA(T, T[/M)

Se a ¢ um epimorfismo, temos a seguinte seqiiéncia exata de A-médulos,
0 — nuc @« — M = T; — 0. Ao aplicarmos o funtor Homy (7, —) a
esta sequéncia, obtemos a seqiiéncia exata longa de I'-mddulos,

0 — (T, nuc o) — (T, M) =% P, — Ext} (T, nuc a) — 0
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Mas, o, é um monomorfismo, logo (7', nuc @) = 0 e conseqlientemente
nuc a € F(T) e S; = Ext) (T, nuc a). |

Como conseqiiéncia do Corolario 4.14, temos que ou pd S; < pd,Ti/m
ou pd 5; < 1+ pdynuc a. Assim, se A ¢ hereditaria, entdo [' = End,(7)°?
é hereditaria se, e somente se, pdynuc @ = 0, para cada o pogo de torcao
minimal, definido por somandos diretos indecomponiveis de T', que nao cor-
respondam a ['-mddulos projetivos simples.

Corolario 4.15 Consideremos o : M — T, o morfismo pogo de tor¢do
minimal, obtido na Proposigio 4.11. Suponhamos que o I'-mddulo simples
S5y 24 —‘- tenha dimensdao projetiva dois e que o ideal da apresentagio de T’
seja graduado. Tomemos a gr(T")-apresentagao projetiva minimal de S; dada
por:

@Pm“ Ly p — 5 — 0

Se cada aplicagao py :tre(nuc f) — Tj,, parav = 1,...,s, € um pogo-
tor¢do entdo S; € um modulo de Koszul.

Demonstragdo: Pela Proposicao 4.11, existe a : M, — T}, o morfismo pogo
de tor¢ao minimal, para cada v = 1,---, s, com rP;, = Homy(T, M,). Temos
que p! se fatora através de «, pois esta é um pogo-torgao e, por hipétese,
temos que « se fatora através de p!. Ou seja, existem aplicagoes nao-nulas:

tre(nuc f) L M, -5 trp(nuc f)

tal que a, = a,gh. Logo, gh é isomorfismo, ja que «, é minimal. Segue
que h é monomorfismo que cinde. Ou seja, M, é um somando direto de
trp(nuc f) para cada v = 1,...,s. Mas, nuc f. & Homy (7T, trr(nuc f)) é
um [-médulo projetivo. Portanto GBTP v é um projetivo, somando direto

de nuc f,. Como nuc f, C GBTP w , segue que 5 € modulo de Koszul, pois

S; € um modulo gerado em grau zZero. [ |

4.8 Algebras de Koszul inclinadas

Nesta segdao apresentaremos nosso principal resultado, em decorréncia
da introdugao do conceito de aplicagdes pogo de torcao, que nos permitiu
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caracterizar as algebras inclinadas graduadas que sao algebras de Koszul, de-
screver uma subaljava ordinaria destas algebras e ainda, descrever os modulos
de torcao que definem médulos de Koszul sobre esta 4lgebra inclinada.

Sendo o resultado de carater mais geral, do que aquele que tomamos
inicialmente, em nosso trabalho, estaremos prontos para decidir se as algebras
dadas por anéis de endomorfismos de médulos inclinantes sobre k-algebras
de dimensao finita, cujo ideal da apresentagao da algebra seja graduado, sao
Koszul ou nao, investigando as aplicagoes envolvidas na [-resolucao projetiva
de T'/,.

Sabemos por [AS, 4 e 5], que as 4lgebras inclinadas generalizadas de
tipo An, sao quadraticas monomiais. O nosso resultado fornece uma de-
monstracao diagramatica deste fato e que nos possibilita concluir que estas
adlgebras sao &dlgebras de Koszul, assim como descrever a aljava e relagoes
destas algebras.

Estaremos mantendo a notagao usada ao longo deste capitulo e a que foi
usada no paragrafo anterior.

Sejam A uma k-algebra de dimensao finita, sobre um corpo algebrica-
mente fechado k, e T" um A-médulo inclinante, graduado, gerado em grau

zero e livre de multiplicidade, dado por T = é T;, com T um A-modulo
=1
indecomponivel. Seja I' = End(T)°, o anel de endomorfismo de T' sobre A,

tal que I = kQ/1, onde @ é uma aljava finita e [ é um ideal admissivel.

Definicdo 4.16 Com as condigées fizadas acima, sejal € {1, ,n} tal que
rP, £ 0. Dizemos que 0 A-médulo Ey € T(T) é um predecessor de torgao do
A-médulo T, quando ocorrer que rP =2 Homa(T, E).

Daqui por diante, denotaremos por E; o A-médulo de torgao tal que o
morfismo E; — T é o pogo de tor¢io minimal, para cada T}, somando direto
indecomponivel do inclinante T, com rP, # 0. Lembremos que chamamos E
de predecessor de torcao de Ti.

Definigao 4.17 Consideremos I' nas condigées fizadas acima. Seja E um
[-médulo de tor¢do. Dizemos que um par (Tg, ), onde T ¢ um A-modulo
ed:Tg — E € um morfismo, € um gerador de torgao de E, se satisfaz as
sequintes propriedades:

(i) Tg € add T ¢ ¢:Tp— E € um epimorfismo.
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(ii) todo epimorfismo ¢ : T" — E, onde T' € add T se fatora através de
b.
Dizemos que (Tg,¢) € um gerador minimal se ¢ ¢ morfismo minimal a

direita, (cf Def. 4.10).

Lema 4.18 Dado E € T(T), existe um tnico gerador de tor¢do mini-
mal, (Tg, ) para E. Além disso, Homa(T,Tg) € a cobertura projetiva de
Homp (T, E).

Demonstragdo: Se ocorre que (T, E) é um projetivo, entao temos que o par
(E,1g) é um gerador de torgao minimal para E. Caso contrério, considere-
mos a cobertura projetiva . : (T,T') — (T, E), onde T" € add T. Como
o funtou T’ ® — é exato a direita, resulta que o morfismo 7 : T' — E, que
induz 7., é um epimorfismo. Desde que 7. € minimal, segue que m é minimal.
Queremos mostrar que o par (1", ) minimal é unico.

Seja (T, ¢) gerador de tor¢dao minimal de E. Pela definigdo de gerador
de torcdo, temos que 7 se fatora através de $, ou seja, existe a : T — 17,
tal que T = ¢a.

Por outro lado, o morfismo ¢ induz o I-morfismo ¢. : (T,T") — (T, E)
que se fatora por ., ou seja, existe B. : (T,T) — (T,T') tal que ¢, = Tl
Assim , obtemos que 7. = 7.(Ba)., resultando que (Ba). é um ismorfismo.
Pela BB-equivaléncia, segue que T” = T". Il

Teorema 4.19 Sejam A wma k-dlgebra de dimensdo finita, T um A-modulo
inclinante ¢ T = Endpy(T) = kQ/1, onde Q € uma aljava finita, I € um
ideal graduado. Seja r = L[1, o radical graduado de Jacobson de I', onde L
¢ o ideal de kQ gerado pelas flechas. Considere a gr(T )-resolugdo projetiva
minimal de T'/,

—)P(g)—f;)P(l) —)F—)F/r — 0
onde Pyy = Homy(T,T}), para cada j > 1, com T € add T. Seja E; a
soma direta dos predecessores de torgdo de cada um dos somandos diretos

indecomponiveis de T}, com j 2 1. Entdo, I' é uma dlgebra de Koszul se e
somente se T}, € somando direto do gerador de Ej, para cada j > 1.

106



Demonstragdo: Suponhamos que I' seja uma algebra de Koszul. Entao, para
cada j, F;) € gerado em grau j, ou equivalentemente, F;) é somando direto
de cobertura projetiva de rF(;_y).

Sejam E; € T(T') tal que Homy (T, E;) = rP;) e T' o gerador de torgio
de E;. Entao, pelo Lema 4.18, temos que Hom, (T, 7") é a cobertura projetiva
de rP(j). Segue que F(;;,) é um somando direto de Homy(T,T") e, pela BB-
equivaléncia aplicada aos médulos de torgao, teremos que, para cada j > 1, Ty
é somando direto de T".

Reciprocamente, se 7, , é um somando direto de 7", o gerador de torgao
minimal de E;, entao Py é um somando direto da cobertura projetiva de
rF;), para cada y > 1. Como [' é 1-gerada, resulta que F(j;) é gerado em
grau j + 1, (cf. capitulo 1). Logo, I' é Koszul. m

Com os resultados que ja apresentamos, podemos descrever um grafo
orientado subjacente a aljava ordindria de I, desde que se rP, # 0 entao
(T, T") = Poy(T, Er) = Poy(rP1), onde T" é o gerador de torcao de E;. Con-
sidere T}, ,..., T, os somandos diretos indecomponiveis, nao-isomorfos, de
T'. Entao, o grafo orientado abaixo, é um esboco do comportamento local

de uma subaljava de Q(T):
l

4.9 Exemplos

Neste paragrafo, vamos aplicar nossos resultados a algumas élgebras par-
ticulares, ao caso das classes de dlgebras BB-inclinadas e das de tipo A, (cf.

cap. 3 e [AS4]).
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4.9.1
Considere A a k-algebra dada por:

Seja T =775,® P, ® P; ® Py, A-médulo inclinante. A aljava de A-R de
A é dado pelo seguinte grafo:

(Pg) T—.P:; 13
N\ / N\ / N\
P, — (P) — 7P — S — L — (L)
/ N\ / N\ /
(P4) T_P4 I4

onde os modulos entre parénteses sao os somandos diretos indecomponiveis
de T', e as flechas representam morfismos irredutiveis.

Temos que o morfismo (P, — P,), representado no grafo acima, é o
morfismo minimal quase cindido a direita, minimal, com contradominio em
Py; mais ainda, temos que P3; @ Py é o gerador de tor¢ao de trpP,. Também,
temos que o gerador de torcao de I, é P; ( observando que o topo de I é 5y),
e que [y — 775, = I; é o morfismo que induz o morfismo quase cindido a
direita, minimal, dado pela inclusdo r(T,77S5;) < (T, 77 S2).

Temos para Q(I'), o seguinte grafo:

S

Neste caso, como temos que (Pj, 775;) = 0, para j = 3,4, segue que
[' é dada pela aljava acima, com as relagées fa = 0 = ya. Observamos
que, neste exemplo, as nocoes de pogo tor¢ao minimal e de gerador de torgao
minimal foram suficientes para construir a aljava de T
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4.9.2
Considere a k-dlgebra dada por:

1<——24——3<——4

N
5

Seja T = T3P, T2 P.dr 2Pa®T? P,@7~' Py um A-médulo inclinante.
Um esbogo local da aljava de AR de A é dado por:

Py (v~ Py)® 2Py
/ \
py, — P — T P = Py — (7P — (r=2ps)?
/ \ / /
Py T P2 (r=2pPy)* T3P,
/ \ / \ / \ /
Py TPy T7%P, (r=2pP)!

onde os médulos entre parénteses sio os somandos diretos indecomponiveis
de T , os numeros que indexam os parénteses representam oS vértices em
Q(T) aos quais estes somandos estao associados, e 0s tragos entre os modulos
representam morfismos irredutiveis da esquerda para a direita.

Temos que a subaljava da aljava de AR de A definida pelos somandos
diretos indecomponiveis de T, é dada pelo seguinte grafo:

T ‘55)

2@y 2P

T‘3P1(1)

onde as flechas sdo morfismos . rredutiveis e os tnicos caminhos que ligam
estes somandos, logo sao 0s morfismos que induzem as aplicagoes pogo de
torcio. Pelo coroldrio 4.13, concluimos que I' tem radical projetivo.

Con efeito, temos que I' = Enda (T)°P é hereditaria com Q(T) dada por:

)
T

1——)4(—-3(——2
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4.9.3
- Considere A a k-dlgebra dada por:

Temos o seguinte esbogo local da componente preprojetiva da aljava de

AR de A:

Py T~ P T—zpl T_3P1
\ / \ / \ /
P, — P3 — 1P — TP — T_2P2 — T-"P3 —
\ / \ / \
P, _ P —_— T_P4 — 7P — T_2P4
\ / \ /
Py T~ Ps

onde os tragos representam os morfismos irredutiveis entre os médulos inde-
componiveis , considerados da esquerda para a direita.
Considere o A-modulo inclinante dado por:

T=T_Ps@T_P4®T_P3®T_P2€BT_P1@PG

Temos que os somandos diretos indecomponiveis de 7' formam a seguinte

subaljava da aljava de AR de A:

T_Pl
N\
TP — 1P
pN
P6 — T—P4

hN
T_Ps

onde as flechas sao morfismos irredutiveis. Segue que I' tem radical projetivo.
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Com efeito, temos a aljava de I dada por:

1
N
2 —

3 4 +— 5

<_
4
6

sem relacoes, pois ' é hereditaria.

4.9.4

Seja A a &lgebra de caminhos de uma aljava @, cujo grafo subjacente é Ap.
Dizemos que uma k-algebra de dimensio finita B é uma dlgebra inclinada
generalizada do tipo A,, quando existir uma familia de algebras A; e uma
familia de médulos inclinante T; = 4T, com Ag = A, A1 = Endg, (TP
e a teoria de torcao (X( 4,T), I 4,T)) cinde para i >0, tal que B = An
para algum m € IN.

Em [AS,4], L. Assem provou que as 4lgebras inclinadas dadas por modulos
inclinantes sobre A, sao quadréticas monomiais. Em [AS,5], foram dadas
vérias condicdes que juntas formam uma condigdo necessaria € suficiente
para que uma algebra seja inclinada generalizada do tipo A,. Uma destas
condicoes é o fato de que, estas 4dlgebras, sao quadraticas monomiais.

Usando nosso resultado e um lema apresentado em [AS,5], podemos con-
cluir esta assertiva, assim como descvever a aljava ordinéria destas algebras,
assim como foi feito neste trabalho de I. Assem. Mais ainda, podemos con-
cluir que a classe das 4lgebras que satisfazem a propriedade enunciada neste
lema, vai produzir uma algebra quadratica monomial. Vejamos como isto
ocorre.

Seja A uma k-élgebra de dimensio finita, cuja aljava de Auslander-Reiten,
T4, satisfaz as seguintes propriedades:

(1) T4 é simplesmente conexa.

(2) Existem no maximo dois morfismos irredutiveis para cada dominio ou
contradominio pré-fixado.
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(3) Se P é um A-modulo projetivo com radical, r P, indecomponivel, entdo
existe no maximo um morfismo irredutivel com contradominio rP.

Lema [AS,5]: Seja A a k-algebra de dimensao finita e tipo de representagao
finito que satisfaz as propriedades acima. Entdo, para cada A-médulo in-
decomponivel M, temos que o conjunto dos A-mddulos indecomponiveis N,
(classes de isomorfismos), tal que existe uma aplicagao nao-nula N — M,
mas, nio existe uma aplicagdo nao-nula N — 7M, é uma unido de duas
subaljavas plenas lineares de I'4, interceptando em [M].

Dualmente, o conjunto de todos os A-médulos indecomponiveis L, (classes
de isomorfismos), tal que existe uma aplicacao nao-nula M — L, mas, nao
existe uma aplicagdo nao-nula "M — L, é a uniao de duas subaljavas
lineares plenas em I'4, interceptando em [M].

Demonstragdo: cf. em [AS,5]. ]

Observamos que uma aljava é linear se para cada vértice desta aljava,
existe, no maximo, uma flecha saindo e uma flecha chegando neste vértice.
Decorrente do lema enunciado acima, temos que dado 7; somando direto
indecomponivel do A-médulo inclinante 7', existem, no maximo, dois morfis-
mos irredutiveis chegando em 7} e no maximo, dois saindo de Tj, sendo que
estes morfismos determinam, no maximo, 4 subaljavas lineares interceptando
em T}; e tal que todo médulo indecomponivel em 'y que nao pertenga a es-
tas subaljavas nao possuem morfismos nao-nulos chegando em 7}, ou nao sao
contradominios de morfismos nao nulos saindo de 7.

O desenho a seguir pode ajudar a fixar as idéias envolvidas no lema.
Sejam fy, f. morfismos irredutiveis chegando em 7) e sejam g;, g2 os que
saem. Sejam L, L, e Ry, Ry as subaljavas lineares a esquerda e a direita de
Ty, respectivamente, se interceptando em 7;. Podemos considerar o seguinte
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grafo orientado

(Ly) (R1)

N\ a
’ h 91 ’
N e
T
/s AN
a v
(L2) (R2)

Por nossas hipéteses, teremos que o predecessor de tor¢ao E; do indecom-
ponivel 7}, pertence a Ly U Ly, caso seja rP; # 0, e também, teremos que E;
tem, no maximo, dois somandos diretos indecomponiveis. Aplicando o lema
para cada um destes somandos, concluiremos que o gerador de torcao de E;
tem, no maximo, quatro somandos diretos indecomponiveis, nao-isomorfos,
em add 7'. Consideremos E; = E;, @ Ey,, com Ey; indecomponivel, para cada
J = 1,2. Obteremos, entdo, o seguinte grafo orientado:

T}
N
E,
/ N\
T? T
T}
hN /
E,
/
T3

onde T,-j é somando direto indecomponivel do gerador de E;, para cada 1, 7,
e tal que T} pertence a subaljava L;, com i = 1, 2.

Como T nao pertence a L, ( e, anilogamente T} nio pertence a L)
segue que Homy (77, T;) = 0 (e, respectivamente, Hom4(T},T}) = 0). Assim,
teremos que os morfismos entre os médulos 7; e T}, e entre T} e T2, induzem
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as componentes da cobertura projetiva de rP;. Portanto, existem flechas do
vértice [ aos vértices associados aos projetivos Homa (T, T}) e Homy(T, T2).
Como estes sdo o tinicos morfismos nao nulos possiveis, chegando em T, segue
que definem as tnicas flechas que podem existir de [ para estes vértices.

Para conveniéncia de notagao, vamos reescrever T} = Ty e TZ = T,. Apli-
cando a argumentac¢do que acabamos de fazer para o médulo 7}, a cada um
dos médulos indecomponiveis Ty e Ty, definidos acima, obteremos , primeira-
mente, um diagrama anilogo ao dado acima, bastando trocar Ej, por Tj,
para cada 7 = 1,2. Em seguida, podemos concluir que os médulos que nio
pertencem as subaljavas lineares do tipo L;,i = 1,2, e que se interceptam nos
moédulos T} e Ty, ndao possuem morfismos nao nulos chegando neste médulos.

Vamos refazer nosso diagrama, para maior clareza de nossas idéias. Con-
sideremos, agora, le com j,= 1,2, os somandos diretos indecomponiveis do
gerador de tor¢dao do predecessor de torcao de Ty, que possuem morfismos
nao nulos chegando em T}, e, analogamente, Ty para T;. Entdo, temos o
seguinte grafo:

T}
N\
Ii
Ve e
T2 T,
T;
hN /
T,
/!
T3

Portanto, se os médulos Tij com ¢ # j, definidos acima, sao nao nulos,
teremos uma relagao em I, saindo do vértice [ e chegando nos vértices associ-
ados aos projetivos indecomponiveis (7, T¢) e (T, T3). Observamos que T2 2
Ty, pois, caso contrario, existiria uma relacido de comutatividade iniciando
no veértice /, e envolvendo os projetivos indecomponiveis Py, (T,T}), (T,T,)
e (T,T}) = (T,T}), implicando a existéncia de um morfismo nao-nulo de T2

para Tj. Portanto, terfamos que ter 77 € L;, uma contradigao.

Com argumentos analogos aos apresentados acima, podemos concluir que:
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(i) Se T; tem 2 predecessores e 2 sucessores em add T', entao Q(T') contém
uma subaljava dada por :

oa g.
NS
[
7N

com fa = 0= 7.

(i) Se T} tem 2 predecessores € um sucessor em add T, entdo Q(T') contém
subaljava dada por:

com Ba =10
Analogamente, se ocorrem 1 predecessor e 2 sucessores tem-se uma
subaljava dada por:

N,
I (1)
N

com fBa =0.

Observamos que nao pode ocorrer By =0 em (I), ou ya = 0 em (1),
pois, necessariamente 0s médulos, somandos diretos indecomponiveis
de T, que determinam 0s projetivos associados aos vértices envolvidos
nestes caminhos, pertencem a mesma subaljava linear Lo e L1, respec-

tivamente, nao determinando, portanto, caminhos nulos na aljava de
I. [ |
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4.10 As classes L(I') e K(I')

Nosso interesse neste pardgrafo é fornecer alguns exemplos envolvendo
algebras hereditdrias, as BB-inclinadas e um relato do que ocorre sobre as
dlgebras de tipo A, e as inclinadas generalizadas de tipo A,, no que se
refere aos mddulos com apresentacao linear e aos médulos de Koszul destas
algebras.

De acordo com [GMRSZ], sabemos que se I é graduada gerada em graus
zero e um entao L(I') = L(I'/,2). No caso das hereditarias temos que todo
médulo sobre I'/,» ¢ um médulo de Koszul, ja que I'/,2 — mod = K(I'/,2) =
L(I'/,2) = L(T) = KL(T).

Assim, encontrar os médulos com apresentagao linear, neste caso, equivale
a encontrar os médulos sobre I'/,2. Temos por [AP], que I'/,2 é estdvelmente

equivalente a algebra definida por:

()

cuja aljava é dada pela aljava separada de I' (cf. definicao na pag. 350, em
[ARS]. Assim, podemos calcular estas classes com certa facilidade. No caso
de algebras inclinadas graduadas I' = End,(7T')°?, com ideal de relagoes ho-
mogeéneo, teremos que L(I') 2 L£(I'/,2). Vejamos como estes fatos funcionam.

Exemplo 1. Sabemos que, sobre algebras graduadas quadraticas monomiais
I', as classes L(I') e K(I') dos médulos com apresentagao linear e dos médulos
de Koszul, respectivamente, coincidem (cf. [GMRSZ]). Segue que sobre as
algebras de tipo A, e as inclinadas generalizadas de tipo A,, os médulos de
Koszul sao exatamente os que possuem apresentacao linear.

Exemplo 2. Seja A = kDs, com a seguinte orientagao em sua aljava or-
dindria:

116



Temos que o grafo separado, estavelmente equivalente a A/,2, é dado por
Az x Ag x Az, que possul 13 médulos indecomponiveis, ndo-isomorfos. Segue
que A possui 13 mddulos, nao isomorfos, com apresentacao linear. Como A
¢é hereditaria, todos eles sao modulos de Koszul.

Exemplo 2. Seja A = kDs como no exemplo 1 e tomemos I' = ['y, a algebra
BB-inclinada associada ao vértice 4. .
Ou seja, ' = Enda(T)?, com T' = 754 €@ P;, onde P; é projetivo
=1

174
indecomponivel.

Temos que I' é dada pela aljava:

O]
(]

2N S
N SN

com a relagao de comutatividade no quadrado. Temos que o grafo separado
de I'/,2 é dado por: A3z x Az x As.

Segue que I' tem 15 mdédulos, ndo isomorfos, com apresentagao linear.
Como S, o [~médulo simples associado ao vértice 1 é um dos médulos de
[' com apresentagao linear (na verdade, é um médulo de Koszul), temos que
todos os outros serao médulos de Koszul,pois pertencem a )(T'). Mais ainda,
nesta situagao temos que L(I') = K(T'), como ja vimos no cap. 3, secao 5.
No exemplo 1 vimos que existe sobre A, apenas 13 classes de isomorfia de
moédulos de Koszul, indecomponiveis. Ou seja, além de nio ser verdade
que moédulos de Koszul sobre A produzem I'-médulos de Koszul como foi
mostrado na segao 3.5, também, temos que as classes K(A) e K(T') ndo se
correspondem numericamente, mesmo sendo finitas.
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