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Resumo

Sejam A uma k-álgebra de dimensão finita sobre o corpo k, T um

módulo inclinante e I' = EndA(T), o anel de endomorfismo de T sobre A.

Através da caracterização dos morfismos, entre os somandos diretos de

T estabelecemos um critério que permite decidir quando a álgebra inclinada

graduada I' = kC?//, onde / um ideal graduado, é uma álgebra de Koszul.

Seja I' uma k-álgebra Zl-graduada, l-gerada e de decomposição básica
Então, temos que I' é quadrático se e somente se vale que:

dimk Homo (///2, 1'/,) --dimk Homo(rP(t), I'/,)+dimk Homo(r', 1'/,) = 0,

onde r é o radical graduado de Jacobson de I', / o ideal de relações e P(i) a
cobertura projetiva de Q'(1'/,).

Provámos que as álgebras quadráticas de dimensão global 3 e tais que pd

r2 $ 2 = pd P são álgebras de Koszul se, e somente se, r2 é um módulo de
Koszul.

Seja ,C(1') a classe dos I'-módulos com apresentação linear e XI(1') a classe

dos I'-módulos que sejam módulos de Koszul. Se I' é uma álgebra de Koszul

de dimensão global 2, então, temos que , em geral, as classes de módulos
r(1') e XI(1') não coincidem.

Seja I' uma álgebra Brenner-Butler inclinada. Então I' é uma álgebra de

Koszul e ,C(1') = X:(1'). Também, apresentamos uma descrição completa da

classe X:(1'), e mostramos que, neste caso, esta classe pode ser infinita.



Abstract

Let A be a A-algebra rinite dimensional over a field k, T be a tilting

A-module and I' = EndA(7'), the endomorphism ring of T over A.

Throughout the caracterization of morphisms between the direct sum-

mands of T, we obtained a criterion to decide when the tilting algebra
I' = kQ//, with / a grade ideal, is a Koszul algebra.

Consider a Z-graded A-algebia I', l-generated, split basic. We proved
that I' is a quadratic algebra if only if we cave that

dimk Homo (///,, 1'/,) --dimk Homo(rP(t), I'/,)+dimh Homo(r', I'/,) 0,

where r is the graded Jacobson radical of I', / is the ideal of relations and
P(i) is the projective cover of n:(1'/,).

We proved that the quadratic algebras with global dimension 3 and such

that pd r2 $ 2 :: pd ;F, are Koszul algebras if only if r2 is a Koszul module.

Let C(1') be the class of I'-modulem with linear presentation and X:(1') the

class of Koszul I'-modulem. If I' is a Koszul algebra with global dimension 2,
then we have that ,C(1') and Ã:(1') are not coincidents, in general.

We proved that if I' is a Brenner-Butler tilting algebra then it is a Koszul

algebra and ,C(1') = X:(1'). Algo, we cave a complete description about X:(1'),
that could be infinite, in that case.
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IHtrOdUrãO'y''

As álgebras de Koszul têm tido muitas aplicações em vários campos da

matemática , como por exemplo, na álgebra comutativa e tipologia algébrica.

Recentemente, foram obtidas importantes aplicações de álgebras de Koszul

não-comutativa à teoria de Lie, à topologia algébrica e aos grupos quânticos.

Assim, se torna uma questão interessante identificar as álgebras, ou classes

de álgebras, que são álgebras de l<oszul.

Por outro lado, temos a teoria das álgebras inclinadas que, de certa forma,

generaliza a equivalência de h/lojita, quando nos traz informações da classe de

módulos de uma álgebra, através da classe de módulos da álgebra hereditária,

da qual esta se originou.

Este trabalho tem como objetivo relacionar essas duas classes de álgebras,

no sentido de identificar quais são as álgebras inclinadas que sejam, também,

álgebras de l<oszul. Uma vez estabelecida esta identificação, ganhamos em

informação, quando se tratar de buscar os módulos sobre essa álgebra Koszul-

inclinada, que sejam módulos de Koszul, já que o estudo da categoria de

módulos desta, vai poder se dar através do estudo da categoria dos módulos

da álgebra hereditáriainicial.

Numa situação inicial consideramos A uma k-álgebra de dimensão finita

sobre um corpo A, hereditária, básica, indecomponível, e T um A-módulo à

esquerda, inclinante. Nesta situação, o anel de endomorfismo I' = EndA(T)

é chamado de á/geóra ínc/irada (cf. IHRI). Pelos resultados apresentados em

IAS,ll, por 1. Assem, vale que gldim 1' = 2.

As perguntas iniciais que motivaram este trabalho foram as seguintes:

(la) Quando I' é uma álgebra de Koszul?



(2g) Qual o grifo subjacente à álgebra I'?

(3g-) Como é a classe dos módulos de torção de A-mod que produzem
módulos de l<oszul sobre I'?

Para responder nossa primeira pergunta, precisamos decidir quando es-

tas álgebras são quadráticas, pois, de acordo com os resultados apresentados

por Green e Martinez-Villa, em IGM,l], os conceitos Koszu/ e qüadráfíca são

equivalentes sobre álgebras de dimensão global 2. Um estudo mais atento em

IRI, mostra que, mesmo no caso em que os módulos inclinantes são piepro"

jetivos, não ocorre que I' = EndA(7') é uma álgebra quadrática. Além disso,

ocorre, também, que o ideal da apresentação de I' não é um ideal homogêneo,

em geral.

Trabalhando no sentido de responder a primeira pergunta, conseguimos

uma outra caracterização de á/geóras quadráticas graduadas, (cf. Teorema

2.3), que nos levou a obter como consequência uma caracterização das á/-

geóras de /(oszu/ com dimensão g/oba/ três, que satisfaçam a propriedade

pd P = 2, através da condição de r2 ser um módulo de Koszul, de dimensão

projetiva menor ou igual à 2, (cf. Teorema 2.9).

Para descrever as álgebras de Koszul inclinadas, introduzimos o conceito

de aplicações poço de torção,(cf. Proposição 4.11), que nos permitiu identi-

ficar quais são os somandos diremos do A-módulo inclinante T, que deânem

a cobertura projetiva do radical do I'-módulo projetivo PI = Homo(T, TI),
para Ti um A-módulo indecomponível, com TZ C add T. Apesar de nosso

resultado ter um caráter geral, no sentido de ser válido sobre k-álgebras de



dimensão finita, não necessariamente hereditárias, ele se mostrou de mais

fácil aplicação, no caso de álgebras inclinadas, por causa dos resultados con-

hecidos para as aljavas de Auslander-Reiten, I'A .

Para obtermos estes resultados, trabalhamos primeiramente com a classe

de álgebras Brenner-Butler inclinadas ou simplesmente, as álgebras BB-

inclinadas, EndA(T), para 7' - l-'S{G) (D PJ, onde I'-' é o funtor Tr Z),

e os PÍs são projetivos indecomponíveis tais que /\ = (D P: e r'Sí # 0.

Mostramos que I' = EndA(T) é uma á/geóra de Á'oszu/, descrevemos os
I'-módulos simples, assim como a aljava ordinária associada à I' e a classe

dos módulos de Koszul sobre I', que, em muitas situações, é infinita, (cf cap.
3). Esta parte do trabalho, além de nos fornecer um exemplo detalhado para

o caso das BB-inclinadas, nos deu indicações importantes, para o caso das
álgebras inclinadas em geral, além de aumentar nosso interesse nesta classe

de algebras

J=l

lJ

Como consequência da caracterização que obtivemos das á/geóras /(oszu/

ínc/iradas, apresentamos uma nova demonstração para o fato de que as
álgebras inclinadas generalizadas do tipo ,4« (cf. exemplo 4.9.4, no cap.

4) são monomiais quadráticas, usando um lema apresentado em IAS,5j, e
métodos diagramáticos simples, que nos permitiu, inclusive, descrever a al-

java destas álgebras.

Na direção de entender quais são os módulos de Koszul sobre as álgebras

inclinadas surgiram respostas à outras questões, como as que foram apresen-

tadas no trabalho em IGMRSZI. Seja I' uma k-álgebra graduada e ,C(1') a

classe dos I'-módulos graduados com apresentação linear. Sda X:(1') a classe

dos I'-módulos de Koszul. Em IGMRSZI, os autores colocam o problema de



decidir para que tipo de álgebras estas classes seriam coincidentes e apre-

sentam uma resposta afirmativa, para o caso das álgebras hereditárias e das
monomiais de dimensão global finita.

Neste trabalho, mostramos que esta resposta é também a#rmatÍt;a para

as BB-inclinadas (cf. seção 3.5), mas que pode não valer para as inclinadas

em geral, assim como para as A-álgebras ZI -graduadas de dimensão global 2,

(cf. Prop. 2.12).

Nosso trabalho ficou dividido da maneira que expomos a seguir.
No capítulo 1, apresentamos parte da teoria óásáca necessária para a com-

preensão de nosso texto.

No capítulo 2, apresentamos uma caracterização das á/geóras quadrát cas

graduadas, e uma caracterização parcial das á/geóras de dimensão g/oóa/ 3,
através do radical quadrado da álgebra. Também neste capítulo, damos
uma descrição dos módu/os de /(osga/ sobre álgebras de dimensão global 2,

respondendo, para uma situação mais geral, nossa terceira pergunta inicial

neste trabalho, (cf. Proposição 2.12).

No capítulo 3, nosso principal resultado foi mostrar que as álgebras BB-

inclinadas são á/geóras de /(oszu/, (cf. Teorema 3.14), para alcançar este
resultado, fizemos um estudo detalhado desta classe de álgebras. Na seção
3.5, apresentamos um estudo detalhado da classe dos módulos de Koszul

sobre as álgebras BB-inclinadas. Também, apresentamos um caso de álgebras

inclinadas, que generaliza as BB-inclinadas, e que são álgebras de Koszul,

quando o ideal da apresentação é um ideal graduado,(cf. Teorema 3.25).

No capítulo 4, além do estudo de algumas das possíveis graduações que
podemos introduzir sobre anéis de endomorfismos, e do estudo detalhado da



resolução projetiva de I'/, , apresentamos nosso resultado central que carac-

teriza as á/geóras de Ã'oszu/-Ínc/iradas graduadas, (cf. Teorema 4.19), onde
1' 3 kQ//, para / um ideal graduado. Uma resposta parcial à questão da de-

scrição da aOaua de I', foi apresentada, como consequência destes resultados.

Também, a partir deles, obtivemos uma nova demonstração para o fato de

que as álgebras de tipo Á« são quadráticas monomiais. Ainda neste capítulo,

incluirnos alguns ezemp/os que procuram ilustrar nosso resultado central.

Como decorrência deste trabalho, podemos formular outras questões que,

além de dar continuidade ao mesmo, abrem novos pontos de interesse no es-

tudo da teoria de álgebras de l<oszul. Por exemplo, sabendo que pode ocor-
rer que a c/asse dos módzi/os de /I'oszu/ sobre as álgebras Koszul-inclinadas

pode ser infinita, obter uma caracterização destas algebras; ou, então, de-
cidir quais são os morfismos entre somandos diremos do módulo inclinante

que determinam um cona'Knfo gerador de rl'/,2F, destas álgebras, ou então,

decidir se é possível caracterizar as álgebras inclinadas, que tenham o ideal
da apresentação graduado, através destes morfismos.



Clapítulo l

Preliminares

Neste capítulo, apresentaremos a teoria básica sobre as álgebras incli-
nadas, as álgebras de Koszul e as representações de módulos com enfoque no
que chamamos de teoria de Auslander-Reiten. Também, estaremos fixando
a notação usada ao longo deste trabalho.

1.1 Ajjavas e Representações
Nosso objetivo, neste parágrafo será introduzir as definições e conceitos

básicos sobre aljavas e representações de álgebras através destas. Nossa prin-
cipal referência foi o livro de Auslander-Reiten-Smalo, em IARSI.

Uma afaz;a Q = (Qo, Qi) é um grato orientado, onde Oo é um conjunto
de vértices e Qi é um conjunto de íiechas entre os vértices, sobre os quais
são definidas aplicações s : Qt ---} Qo e e : Qi ---} Qo onde s(a) = i e
e(a) = J, quando a : { ---} J é uma -fecha do vértice i para o vértice .j.

Também denotamos por a{, ou i --=+ .j, a flecha do vértice i para o vértice
.j. Chamamos de caminho em Q, tanto a sequência ordenada de flechas
'y = '1.. ' ' ' .ai, onde e(aj) = s(aj+i) para l $ .j < n, como o símbolo ei, para
{ C C?.. O caminho e{ é dito trivial e definimos s(ei) = e(ei) = i. Dizemos
que 7, um caminho não-trivial, é um ciclo orientado quando s(ai) = e(a.).

No caso em que a ajjava é finita, ou seja , em que Qo e Qi são conjuntos
finitos, definimos uma álgebra de caminhos kQ sobre um corpo k como sendo
o k-espaço vetorial gerado pelos caminhos em Q, cujo produto é definido da

12



maneira a seguir. Sejam 'r = a.. - ' ' .ai e r7 = P«. . ' ' ./3t caminhos em AQ
Definimos o produto de ' por 77 por:

...J a«.''..a-.Pm.'''.P- '' .(a:)='(P«)
/ 'r ' L 0 caso contrário

Se Q é uma aljava finita, é fato conhecido que AQ é uma k-álgebra de
dimensão finita se e somente se Q não contém ciclos orientados. Temos que
hQ é uma álgebra hereditária.

Se / é um ideal de A;C? tal que Z;" C / C Z,2, onde L é o ideal de A(2 gerado
pelas flechas e n 2 2, dizemos que / é um dea/ admássz'ue/. O resultado a
seguir , devido a Gabriel, nos diz como podemos relacionar as álgebras de
dimensão finita e as álgebias de caminhos,(cf. IAKSI, no capítulo lll).

Teorema : (Gabriel) Sda A uma á/geóra de d{«tensão ./ínáfa sopre wm

corpo k atgébricamente fechado, básica e indecoTnponíuel. Então, À. é iso-
morja a.o quociente de uma álgebta de caminhos KQ 'por m ideal admissível
1, onde Q é u«üa alàaua Brita e canela

A demonstração deste resultado tem como base as idéias que apresenta-
mos em seguida e podem ser encontradas em IARS, em 111.1.91. Consideremos
E = {el, . . . , e.} o conjunto formado pelo sistema completo de idempotentes
ortogonais primitivos de A e R = {rl, - - . ,rt} um conjunto dos elementos
em r, o radical de A, tal que as imagens Fi, . - - ,ft em r/,2 geram r/,2 como
A/,-módulo. Então E U R gera A como k-álgebra.

A partir dos conjuntos .E e J? definidos acima, podemos construir a aljava
C2A de A, como segue. Consideremos Qo o conjunto de vértices cuja cardinali-
dade é igual a do conjunto E acima, e o denotaremos por(l, . - . , n}. Fixemos
uma base para o k-espaço vetorial ej$e{, cujos elementos denotaiemos por
r,({,.j), onde s = 1,...,m, para m ' dimk(ejSei). Consideremos Qt o
conjunto das flechas da aljava de A, cujos elementos denotaremos por a,(i, .j),
com í, .j C Qo, onde s = 1, . . - , m. A aljava Q está definida por estes conjuntos
Qo e Qi dados acima, e pelas funções s(a,(i,.j)) = i, e(a,({,.j)) = .j. A ajjava
C? é chamada de afaz;a ordinária associada à A, ou simplesmente a aljava de

Consideremos, agora, o k-espaço vetorial kQ. Podemos definir um mor-
fismo de álgebr;s g : kQ tomando é({) = .{,e é(a,(i,.j)) = ,,(i,.j),
como acima, e estendemos por linearidade. Pode-se provar que nuc p satis-
faz a propriedade de L" C nuc p C Z2, com n 2 2, onde L é o ideal de kQ
gerado pelas flechas, e assim, concluir que nuc p é um ideal admissível.

A
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Ao tomarmos / = nuc p, teremos que A = kQ//. A aljava Q será
denotado por Q(A), ou QA, sempre que for necessário diferencia-la da aljava
de outras álgebras. O ideal / é chamado de ideal da apresentação de ]\ sobre

alada A-módulo dado por Aej com .j = 1, . . . ,n é um módulo projetivo
indecomponível tal que, se existe um morfismo não-nulo p : Aej ---} Ae,,
com .j :# s, então existe um caminho em C?(A), fora de /, do vértice s para o
vértice .j. Dado um caminho 7 = a.. ' ' .ai em Q(A) de s para .j podemos
definir um morfismo p,.r : Aej ---+ Ae, dado por p,v(ej) = 'ej, que será

não-nulo, quando ' não pertencer a /

As álgebras A = kQ// poderão ser apresentadas, neste trabalho, através
do grato de sua aljava ordinária e relações que contenha. As relações de
comutatividade, quando existirem, serão indicadas por pontilhados, segundo
a conveniência do texto, como na figura abaixo:

/
e

\

e

\
8

/
8

Vejamos alguns exemplos

(1) Seja A = kl 1/<,,>. Então, A tem a apresentação dada pela aljava
l --q l (um laço) e ; relação a'

(2) Seja A a álgebra de matrizes triangulares superiores, (3 x 3), sobre um
corpo k, algebricamente fechado. Então, A = kQ, onde Q é a aljava

l -.q 2 -.e.> 3
Observamos que A não contém relações, isto é, /
exemplo de álgebra hereditária.

(0). Este é um

E fato conhecido que a categoria A-mod e a categoria das k-representações
da aljava de A com relações, são categorias equivalentes. Denotemos por
Rep(Q,/), a categoria das k-representações de uma álgebra dada por uma
aljava e relações, que é definida da seguinte maneira

14



(i) Os objetos são dados pelas uplas ((MJ)jeQ.,(/a).CQ.) tal que Mj é um
k-espaço vetorial para cada j, e /a : JM,(a) ''''> ]M.(a) é uma A-transformação
linear

(ii)Os morfismos entre os objetos ((.A4,)j, (/a).) e ((/V,).i, (g.).)) são da-

dos por uplas /' = (FJ), onde FJ : À/J ---} AÇ é uma transformação linear tal
que o diagrama abaixo é comutativa

w, -5. w,

Ni -!!+ N,

Dados um caminho '=a..' .ai em Q, e uma k-representação M =
((A6)j, (/a)-)), podemos definir uma k-transformação linear M('7) : M,(..) ''>
A/.(a-), por JM("y) = /a. O . . . O /a. , estendendo-a por linearidade, quando se

tratar de combinações lineares de caminhos em AQ. Assim, a upla((MJ),(/a))
com as propriedades acima é uma k-representação em Rep(Q,/), se dado
p = E À,7 C /, com a« C É e ' caminhos em k(2, então À/(p) = 0.

1.2 [l'Corja de Aus]ander-Reiten
Vamos neste parágrafo, fixar a notação e apresentar mais alguns conceitos

básicos da teoria de representações de álgebras, que utilizaremos ao longo
deste trabalho. Mais detalhes e resultados podem ser encontrado em nossas
referências, como por exemplo, em IARSI.

Seja A uma k-álgebra de dimensão finita.
Denotaremos por A-mod a categoria dos módulos finitamente gerados

sobre A. A menos de menção em contrário, os módulos sobre A são módulos
à esquerda. Denotaremos por ind-A a subcategoria plena de A-mod cujos
objetos são as classes de isomorfia dos módulos indecomponíveis. Sempre que
não ocorram confusões, estaremos identificando um módulo indecomponível
com sua classe de isomorfia. Denotaremos por addM , a subcategoria plena
de I'-mod, cujos objetos são os módulos que são somas diretas de somandos
diremos de M
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Dados Á e B em A-mod, denotaremos o módulo Homo(Á, B), abreviada-
mente por (.4, B), para simplificar nossa notação, quando for necessário.

Denotaremos o radical de uma álgebra A por r, quando não houver possi-
bilidade de confusões. Caso contrário, escrevemos r = rA, para diferenciar do
radical de outras álgebras. Dado um A-módulo M, denotaremos a cobertura
projetiva de À/ por PA(JW) ou P(o)(À'f), ou ainda, P(o)

Quando não for especificado, o A-módulo PJ é o projetivo indecomponível
onde o topo ;%, é dado pelo A-módulo simples Sj, e /l é o injetivo indecom-
ponível cujo socle é Sj, associados ao vértice .j.

Sobre álgebras de Artin podem ser definidos o que chamamos de morfismo
quase cindido. Trata-se de um importante conceito da teoria de representa-
ções de álgebias, devido a M. Auslander e 1. Reiten, que fundamentou os
alicerces dos novos caminhos que a área tomou, a partir de então. Vejamos
do que se trata.

Definição 1.1 Soam B e C' mód /os sopre ama á/geóra de .4rt n e sda
f : B ---+ C lln, mor$smo não-nulo. Dizemos que J é um morfismo quase
cingido à direita, se satisfaz as seguintes prol)riedüdes:

(i) j nã. é u« .pi"'-"esmo que cine,e.

(ii) todo mor$smo X não selva epimot$smo que cinde se falara.
ütraués de f

l.Jm morfismo quase c ndádo (i d ceifa, não-nulo, ./' : .B --} C' é dito mini-
mal, se todo morfismo g : .B -+ B tal que / = / o g, é um isomorfismo.

Um exemplo de morfismo quase cindido à direita, minimal, é dado pela
inclusão rP -+ P, onde P é um projetivo indecomponível. Na literatura,
pode-se encontrar este morfismo denominado por morfismo poço ou simples-
mente poço.

O conceito de morfismo quase cindido à esquerda pode ser definido dual-
mente.

Definição 1.2 t/ma segdênc a ezafa curta de mód /os sobre wma á/geóra de
.4rtin, como aóaizo;

0 ---.} nuc/ ---} .B --:Í-.} C' ---+ 0

Lat que j é um mor$smo quase cingido à direita minimal é chamada de
sequência quase cingida.
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Estas seqüências estão unicamente determinadas, a menos de isomorfis-
mos, pelo módulo C (ou dualmente, por .A - nuc(/)). Observamos que, é
possível provar que C' é um módulo indecomponível, mas que B nem sempre
o será.

As funções componentes de / são os mor#smos rredutúeis, (cf na pag
166, V.5 em IARSI).

No caso de álgebras de Artin, podemos definir uma aljava, associada à
categoria dos A-módulos finitamente gerados, onde os vértices são dados pelas
classes de isomorfia dos módulos indecomponíveis e as flechas por morfismos
irredutíveis entre estes módulos. Denotaremos por I'..l esta aljava, onde Á
é a álgebra de Artin em questão, e a chamaremos, como se faz usualmente,
de aÜaoa de ,4us/arder-ReÍfen de .4, ou simplesmente a aliava de ,4R de .4.
Por exemplo, se considerarmos a álgebra /\ definida pelo exemplo 2, acima,
teremos que aljava de ..'lR de A é dada por:

/

\

\
IPI/,,p.l

IPI/,p.l
/

IP2/,p l

onde 1-1 é a classe de isomorfia dos módulos indecomponíveis sobre A, a é
o A-módulo projetivo indecomponível associado ao vértice { = 1,2,3, e as
flechas são morfismos irredutíveis entre os módulos indecomponíveis.

As álgebras hereditárias dentro da teoria de representações são as álgebras
cuja estrutura e categorias de módulos são bem conhecidos. Sobre estas,
existem duas classes interessantes de módulos, a dos preprojetivos e a dos
preinjetivos. Tais classes fornecem uma descrição de certas componentes da
aljava de .4R da álgebra hereditária, que contém os módulos projetivos e
injetivos, respectivamente, na forma descrita abaixo.

Sobre uma algebra hereditária A = kQ, um A-módulo M é dito prepro-
JetátJO (respec. preinjetivo), quando existe um inteiro não-negativo tal que
(Z)Tr)"M (respec. (Trl))"M), é um módulo projetivo (respec injetivo),
não nulo, onde Z) e Tr são funtores dados por

D -- Homo.Ç-- ,k) : h. -- mod ----+ hl'p
e r,(--) 3 Extl.(--, A).

mod
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O módulo (Z)Tr)'JV, é chamado de n-ésÍmo frans/alado de À/ e deno-
tado por r"A4. Analogamente, (TTD)"A4, também denotado por a"'"M, é
chamado de m-ésimo transladado inverso de M.

Pelo Lema 1.8, pag.263 em IARSI, vimos que dada A, uma álgebra de
Artin, hereditária, tal que uma componente C da aljava de AR de A, contém
um vértice preprojetivo, então todos os vértices desta componente são pre-
projetivos. Tais componentes são chamadas de componente preprojetiva da
aljava de AR de /\. Pode-se provar que, uma componente da aljava de AR
de álgebras A, como acima, é uma componente preprojetiva (preinjetiva) se
esta componente contém todos os módulos projetivos (respec injetivos).

Também como consequência deste lema, segue que na aljava de AR de
uma álgebra hereditária, todo módulo preprojetivo (preinjetivo) está ligado
a um módulo projetivo (respec. injetivo), por uma cadeia de morfismos
irredutíveis.

1.3 Algebras inclinadas
a

Neste parágrafo, vamos definir as álgebras inclinadas e apresentar resul-
tados e propriedades importantes sobre estas álgebras, e que utilizaremos
neste trabalho. Os resultados, que aqui expomos, podem ser encontrados em
IAS,ije]nR].

Definição 1.3 Soam A tina k-á/geóra de d niensão ./imita sopre um corpo
k e T um À.-módulo. Dizemos q'ue T é um rnódzlo inclinante se satisfaz as
seguintes T)ropriedades:

Pi) Bati(r, r)
pí0 e ste tina seg anciã ezata curta 0 --.} A ----> T' ---.} 0, com

T' e T'' em add:l'

Dizemos que o A-módulo T é livre de multiplicidade se os somandos di-
remos indecomponíveis de T, são dois a dois, não isomorfos.

Seja I' = EndA(T)'P, o anel de endomorfismo de T sobre A. É fácil
veriâcar que o I'-módulo dado por Homo(7',T'), onde T' C add T, é um
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módulo projetivo. Também, é fato conhecido que, o posto de Grothendieck
de ]\ e I' coincidem.

Se A é uma álgebra hereditária, o anel de endomorfismo I' = EndA(7')'P
é chamado de á/geóra {nc/irada (cf. IHRI). Sabemos por IAS,ll, que, neste
caso, gldim I' $ 2. Neste mesmo trabalho, foi mostrado que tim A-módulo T
é um módulo inclinante se e sòmente se satisfaz os itens (i) e (ii) da definição
acima e a seguinte afirmação: " o número de classes de isomorfia de comandos
diremos indecomponíveis de T é igual ao número de classes de isomorfia de
A-módulos simples, ou seja, é igual ao posto do grupo de Giothendieck de

A partir de um A-módulo inclinante T, podemos definir duas classes de
módulos em A-mod, a categoria dos módulos finitamente gerados em A, como
se segue:

T(r) = {M C A - mod : Ext\(r, M) = o}

A"

.F(T) = {N C A -- mod : Romã(T, M) = 0}
Prova-se que 'r(T) é a subcategoria plena dos A-módulos gerados por

T e que F(T) é a subcategoria plena dos A-módulos cogerados por T. A
classe 'r = 'r(T) é chamada de classe dos módulos de torção gerados por T
ou simplesmente módulos de torção e /' = /'(T) a classe dos módulos livre
de torção cogerados por 7' ou módulos livre de torção. Nesta situação que
apresentamos, temos que o par ('r(T), /(T)) forma uma teoria de torção
para a categoria de A-módulos. Um resultado devido a Brenner-Butler (cf.
IBBj e IASll) relaciona as subcategorias acima com as seguintes subcategorias
plenas de I' = EndA(T)'P definidas por:

e

,Y mod w(8r
F

y=y(r) = {N C I'--mod: Toro(N,T) = 0}

O resultado abaixo é uma versão do Teorema 2.1, pag. 20, apresentado
no trabalho de l.Assem, em IAS,ll. Aqui, estaremos considerando módulos
à esquerda. Vejamos como.

Eeore«xa L.4 (cf. em [AS,l], Teo««« 2.1, p«g. 20): Sejam À. um« k
átgebra de dimensão Brita, T um h.-módulo à esquerda inclinante, e T
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EndA.(T)'P. Então, o F-módulo à direita T é um módulo inclinante e A.
E«dr(7r). M«j; «ind", « «ó"t'go«{- 'r(r) . y(r) d. mód«/« ã «q«.,d«,
são equivalentes sob a restrição dos funtores Homo,.ÇT,-- ) e -- (&T, os quais

são mutuamente nuersos; e sám /armenle, as suócategorÍas /'(T) e .4'(7') são
.g«á«/e«te. «ó « «.f,{ção d« /u«t.«. Z,tX(r,--) . TONA(--,T) « q-is
s(lo} nou(i7ne7tte, Titula(lmente tllueTsos.

As seguintes propriedades homológicas para os I'-módulos são válidas

(i) pdr IHomA(T,X)l 5; pdAX, para todo X C 'r(T)

(ii) pdr IExtX(T, y)j $ 1 + pdA(y), para todo y C /'(T)

No caso em que A é hereditária, vamos ter que pdr X $ 1, para cada
X C y(7') e pdr y $ 2, para cada y C .Y(T). Mais ainda, a teoria de torção
(Â',y) cinde a categoria de módulos finitamente gerados sobre I', ou seja,
todo módulo indecomponível sobre I' ou pertence a ,Y ou pertence a y.

1.4 Algebras de Koszul
P

Vamos, agora, apresentar as definições e resultados importantes para
nosso trabalho, sobre a teoria das álgebras de Koszul. Todos os resultados
aqui expostos, podem ser encontrados nos trabalhos de Green e Martinez-
Villa: em IGM, l e 21.

Definição 1.5 t/ma A-á/geóra Z. - graduada I' á uma/amí/{a {l'(i), éij].f,jcz
com I'({) k-espaço ueforia/ e éii : I'(i) (8 1'(j) ---.> 1'(í+j), tema k-trens/armação

Linear tat que:
I'(o)

rO I'(o) é uma A-á/geóra

Íi0 I'({) á Hm I'(o) -- I'(o)--Z){módu/o
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(iii) o diagrama abaixo é comutatãuo

1'({) (8 1'(j) (8 1'(k)
I'(o) F(o)

F({+j) (8) 1'(k)
F(o)

J. é(i+j)k

I'(i) (8 1'(j+k)
['(o) Ói(.f+t)

F({+j+k)

para cada i,j,K
Denotaremos I' = 1.1 I'(i)
Dizemos que I' = lll I'(f) é l-gerada e de decomposição básica, quando

ocorre que:

Z

(1) @Íj é sobrdetora pala {, .j

(2) 1'(o) é isomorfa a um produto finito de cópias de k

(3) cada componente homogênea I'(i) é um I'(o) -- I'(o)
primento finito.

bimódulo de com

Uma k-á]gebra é ]N-graduada quando for uma álgebra Z -graduada, cujas
componentes de grau negativo são todas nulas. Neste trabalho, estaremos
considerando á[gebras de dimensão finita sobre k, ]N-graduadas, ]-gerada e
de decomposição básica.

Claramente, as álgebras de caminhos kC?, onde (2 é uma aljava finita, são
#-á]gebras ]N-graduadas, l-geradas e de composição básica. Dizemos que um
ideal / de kQ, é um dea/ graduado se (AQ),/n C /(«+,). Se I' é o quociente
de uma álgebra de caminhos por um ideal admissível graduado, então I' é,
também, uma A-álgebra IN-graduada, l-gerada e de decomposição básica.

Por outro lado, se I' for uma k-álgebra graduada, l-gerada e de decom-
posição básica teremos que r = ll I'({), é o radical de Jacobson graduado de

I'. Mais ainda, temos que I' é o quociente de uma álgebra de caminhos kQ
por um ideal admissível graduado /, (cf prop.2.3 em IGM,ll).

Dizemos que um ]'-módulo graduado M = H M({) é gerado em grau .j,

se A4 # 0 e I'(k) . JW(j) - M(j+k), para cada k. Se s é um inteiro, definimos

{>1
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o s--lrans/ado de À/, que denotaremos por Wlsl, como sendo o I'-módulo
graduado dado por U ]V(i), onde N({) = JW(i-'), com a estrutura de módulo
dada por M

A categoria dos I'-módulos graduados finitamente gerados é a categoria
cujos. objetos são os módulos graduados e cujos morfismos / : (DJM(j)
q)jN(j) são tais que /(M(j)) C N(j). Denotaremos esta categoria por gr I'
Denotaremos por gr(o)I' a subcategoria plena de gr I', dos módulos gerados
em grau zero.

Definição 1.6 Um I'-módu/o M, gerado em grau zero, é d to um módu/o
de lÇoszut quando M possui uma resolução lir\ear, a saber, se existe uma
I'-reste/z ção pro.ÍefÍoa de M em gr I'

---> Pm(M') -b Pm(M') -:\ Pm(M') -b Pm(M) -:% zV --+ 0
tül que P(i)ÇM) é gerado em praz j para cada j >- ç).

Dizemos que um I'-módulo M, tem uma apresentação / cear quando
P(o)(.A4) e P(i)(À4) são gerados em graus zero e um, respectivamentel e que
M tem peso/ração /arear de comer meDIa s quando P(j)(M) é gerado em grau
.j, para 0 $ j $ s.

Definição 1.7 Uma A-á/febra graduada I', /-gerada e de decompor ção bá-
sica, é uma álgebra de l<oszul quando todo F-módulo simples é um módulo
de lÇoszK!.

Por exemplo, as álgebras hereditárias são álgebras de Koszul, pois todo
módulo simples tem resolução linear de comprimento um, e todo módulo
sobre estas álgebras tem dimensão projetiva um.

São conhecidas propriedades interessantes sobre módulos de Koszul em
álgebras de Koszul, algumas das quais exporemos a seguir. Seja I' uma k-
álgebra graduada, l-gerada e de decomposição básica. Suponha que I' sqa
uma álgebra de Koszul. E conhecido que:

(i)Se M é um I'-módulo de Koszul então rM é um I'-módulo de Koszul.
Como todo projetivo é um módulo de Koszul segue que, sobre álgebras de
Koszul, radicais de projetivos e potências destes, são módulos de Koszul.

(ii)Um I'-módulo graduado JI/, gerado em grau zero, é Koszul se e somente
se n'(.ü4)l--il é um I'-módulo com resolução linear para cada { > 0, onde
Q'(M) é o {-ésimo syzygy de M.
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Os resultados acima, podem ser encontrados em IGM,ll

Definição 1.8 Um dea/ / de uma á/geóra de cam n/zos AQ, é alto {dea/
qzüdráti,co, quando l é gerado pot combinações lineares de caminhos de com-
primento dois. A álgebra de dimensão $nita sobre o corpo k, b(ísica, F é dita
quadrático quando admite uma apresentação F -- llQ, onde l é lm idectl
quadrático.

Sabemos, por IGM,ll, que uma álgebra graduada é quadrático, se e
sómente se, / satisfaz a propriedade / n Z,3 = /Z + L/, onde Z é o ideal
de kQ(1') gerado pelas flechas da aljava Q(1'). Ainda em IGh'l,ll, os au-
tores mostraram que as álgebras de l<oszul são quadráticas mas, a recíproca
não vale em geral. Apresentamos abaixo, um exemplo devido a E.L.green,
que ilustra este fato. No entanto, para álgebras de dimensão global dois,
os autores mostram que I' é álgebra de Koszul se e somente se I' é álgebra
quadrático.

Exemplo:(green) Seja A a k-álgebra dada por aljavas e relações da
seguinte maneira:

3
a2
/

2
al a4

a3
\

5

l 4 6

com as relaçoes amai = 0 = abas e a3a2 = a5a4. Observamos que esta
álgebra é uma álgebra quadrático que não é Koszul, pois é fácil ver que o
A-módulo simples Si, associado ao vértice 1, não é um módulo de l<oszul.

Sabemos por IGM,21, que a ext-álgebra de I' dada por

E(F) = .[ll Exti.(1'/,, 1'/,)
{>0

é uma álgebra de l<oszul, se I' o for. No caso de álgebras hereditárias A,
temos que E(A) 3 AoP/(,.p)ã, onde rA é o radical de A.

Consideraremos sobre I'-mod, a classe ,C(1') dos I'-módulos com apre-
sentação linear, ou seja, os I'-módulos graduados M, gerados em grau zero,
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e com apresentação projetiva dada por

P(i) ""} P(o) '"'} M "--.> 0

tal que P({) é gerado em grau i, para { " 0, 1.
Observamos que todo módulo simples sobre uma k-álgebra de dimensão

finita, tem apresentação linear.
Denotaremos por K(1'), a classe dos módulos de Koszul em gr(o)I'. É

fato conhecido que sobre as álgebras hereditárias c as álgebras quadráticas
monomiais, as classes K(1') e r(1') coincidem, (cf. em IGN'iRSZI).

24



Capítulo 2

Sobre Algebras de Koszul com
dimensão global finita

P

Neste capítulo, estaremos apresentando uma nova caracterização para as
álgebras quadráticas graduadas e uma caracterização parcial das álgebras de
Koszul com dimensão global 3. Apresentaremos, também, resultados inter-
essantes referentes aos módulos de Koszul sobre álgebras de dimensão global
dois, que tem, para este trabalho, um particular interesse, já que as álgebras
inclinadas são um caso particular destas álgebras.

2.1 Introdu.-ão'y-'

Nesta seção apresentaremos mais algumas definições básicas e alguns
resultados sobre as álgebras de l<oszul, bem como introduziremos a notação
usada no capítulo. Todos estes resultados, assim como as definições, podem
ser encontrados em IGGI e IG-M, l e 21.

Sejam k um corpo e sqa ]' uma À;-á]gebra ]N-graduada, como foi definida
no capítulo anterior.

Lembremos que uma k-álgebra IN-graduada I' = LI I'(í) é l-gerada, se as

aplicações Óij são sobrejetoras, V {, .j ? 0, (cf. def 1.5). Neste caso, vale que

I'(i)I'(j) = 1'(i+j), ou equivalentemente, I'(i) = H F(i) - jl'(i)li

{>0

l
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E fato conhecido que se uma k-álgebra graduada I' = [1 I'(í) é ]-gerada

então I' é isomorfo, como anel graduado ao anel graduado associado ao ideal
r, onde r é o ideal de I' dado por r = ]ll I'({), (cf em IGA/l,ll, Prop.2.2).
Caso I' seja de decomposição básica, dizemos que r é o radical de Jacobson
graduado de I'. Pelo trabalho apresentado por E. Green e R. Gordon em
IGGj, vimos que r é um I'-módulo graduado, gerado em grau um.

Ao longo deste capítulo, estaremos considerando I' uma A-álgebra gradu-
ada, de decomposição básica, l-gerada e I' seu radical de Jacobson graduado.
Pelos resultados apresentados po Gieen e Martinez-Villa em IGM,lj, sabemos
que uma álgebra nestas condições é isomorfa ao quociente de uma álgebra de
caminhos AQ por um ideal /, onde Q é uma aljava finita e / um ideal gra-
duado, admissível. Assim, ao longo deste capítulo, estaremos considerando
I' = kQ// onde C? é uma aljava finita, e / é um ideal admissível, graduado.

Fixaremos, também, a Gr I'-resolução projetiva de I'/, da seguinte maneira

t>0

lt

(+) . . . ---} P(2) ''''> P(o) '''} I'/,

onde P(o) = 1' e r é o radical de Jacobson graduado de I'

Considere sobre I' um módulo graduado À/ = ll M({). Lembremos que

.A/ é gerado em grau .j se A4 # 0 e I'(t)À/(j) - A/(j+t), Vk, e que M é um
mód /o de /(oszH/ se M é um I'-módulo finitamente gerado, graduado, gerado
em grau zero que possue resolução linear, (cf. a definição 1.6), ou seja, M
tem uma I'-resolução projetiva:

--+ pm(w) -a-} pm(w) -a-} pm(w) -:b pm(w) -:% &/ --+ o
tal que P({)(M) é gerado em grau i, para cada i? 0.

Em IGM,l) foi provado que M é um módulo de Koszul, se e somente se
M tem I'-resolução projetiva minimal, que satisfaz as condições abaixo:

l /. : P({) ' G)I'e, ' a) I'et (onde os el.s e eÍs são idempo-

tentes) é tal que /,(e,) C I'(:), para cada e, C P(i) e cada i ? 0, com
i < pd M.

r

2. r . P(1) ' r2 . P(i-i) í] P(1), para / - pd M
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Uma propriedade interessante dos morfismos entre projetivos gerados em
mesmo grau sobre álgebras como a álgebra I' definida acima, pode ser apre-
sentada como se segue.

Lema 2.1 Sejam P e Q módulos projetiuos, não-nulos, geradas em grau zero
e seja. f : P --+ Q morjismo gradeado, não nulo. Se j é um monomorPsmo
então f é um monomor$smo que cinde.

Z)emolzsfração; Como / é morfismo de grau zero temos que o morfismo
./ : ;Ç ---.} ;%, induzido por /, é não-nulo. Como ;F e ;% são isomorfos as
componentes de grau zero de P e Q, respectivamente, e / é monomorfismo,
temos que ./' também sela. Logo, / cinde. Sendo P e Q módulos projetivos
resulta que / cinde. H

Pode-se provar que as condições l e 2, dadas acima, são equivalentes à
dizer que, para cada { > 0, P(j) é um somando direto da cobertura proje-
tiva de rP(j-t), usando o lema que acabamos de apresentar. Com efeito, o
monomorfismo PJ --> rP(j-i) se fatora pela cobertura projetiva de rP(j-i),
definindo um monomorfismo entre projetivos gerados em mesmo grau. Segue,
pelo lema acima, que este monomorfismo cinde.

Lembremos que uma álgebra graduada I', nas condições que assumimos
neste capítulo, é uma álgebia de Koszul, se todo I'-módulo simples é um
módulo de Koszul. Além disso, de acordo com os resultados apresentados
em IG-M, 11, vale que se I' é uma álgebra quadrático com dimensão global 2
então I' é uma álgebra de Koszul. Por outro lado, os autores daquele trabalho,
provam que se I' é uma álgebra de l<oszul então I' é uma álgebra quadrático.
Como consequência destes resultados, eles concluem que nas álgebras de
dimensão global 2, os conceitos Koszul e quadrático são equivalentes.

2.2 Algebras quadráticas de dimensão global
finita

#

Apresentaremos aqui, uma caracterização das álgebras quadráticas gra-
duadas, que permitirá, como consequência, apresentar alguns outros resul-
tados relativos a aquelas de dimensão global 2 e 3. Além disso, poderemos
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obter uma caracterização parcial das álgebras de I':oszul de dimensão global
3

Definição 2.2 Sqa I' = A(?// uma h-á/geóra, onde Q é üma aOaua ./imita e
l é um ideal admissível e homogêneo. De$nimos l)ara cctda X ç: t -- mod, a
função numérica "y, dada 'por:

"r(x) dimK Homo Çljiz ,X) -
+ dÍmt Hom- («:,X),

dÍm* X.m- (,Pm,X)+

onde P(t\ é a. cobertura projetiua de r, o radical grüdua.do de T

Esta função permitiu provar a, caracterização a qual nos referimos acima,
através do seguinte teorema:

Teorema 2.3 Sela I' :: kQ/.r, onde (il? á uma afaz;a ./in ta e / é um dea/
üdmissíuel homogéneo. Seja -l Q função numérica de$nida acima. Então F é
«.« á/g.ó« q-d,átÍ" '' ' ..m.«te .e 7(F/,) = 0.

Z)emonsfração; Considerando a I'-resolução projetiva minimal de I'/r fixada
em (*), temos a seqüência curta excita

0 -+ Q'(r) --+ P(1) 'Zy r ''-->0

onde /l é a cobertura projetiva de r que induz /l.

;Í e por passagem aos núcleos, obtemos o seguinte
diagrama comutativo:

0

+

L
+

«Pm
.L "'.
r2

+
0

0

+

Ç2:(,)
+

+ /:
r
+
0

0

+

0

+

r
r2

+

0

o ---.>

o ---.>

---.} o

---} oll)

o ----.>
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onde n7. foi obtida por passagem ao núcleo e Z, = núcleo (n/l). E fácil ver
que L = Q:(r).

Considerando a sequência exala curta dada na lz coluna à esquerda do
diagrama (1), ou seja, a seqüência

núcleo (n/-)

0 ----} nl(r) ----} rP(i) I'l=!\ r2 ----.> 0

e aplicando o funtor contravariante Homo(--,X), para X € 1'
obtemos a seguinte sequência longa exala

mod a ela,

0 ----> Homo(r',X) (rPH,.X) -+
--+ nome(n:(,), X)

(,P(0,X) ti.(Q:(r),X)
(11)

Suponhamos, pois, que '(1'/,) = 0.
Como Homo(Q:(r), I'/,) = Homo(P(2), 1'/,), segue, desta hipótese, que os

três primeiros termos da sequência em (11), ao tomarmos X ' I'/,, formam
uma sequência exala curta. Do fato de que I'/, é um módulo semi-simples
resulta que esta última sequência induz uma outra seqüência excita curta, a
saber, a sequência

. - «.«- l:, :l - «.«- IH:, ;l - «.«- lg%, 1l - .
Desta nova sequência podemos concluir que =-; é um somando direto de

;i;qli., e portanto que i;lilii. = f)(2)
Deste fato resulta que P(2) é um somando direto da cobertura projetiva

de rP(i). Como I' é l-gerada então rP(i) é gerado em grau 2. Portanto, segue
que P(2) é gerado ern grau 2. Por IB), sabemos que P(2) 3 ///2; e sendo /
um ideal graduado homogêneo temos então que / é gerado em grau 2, donde
segue que I' é um álgebra quadrático.

2

r

Reciprocamente, se l é um ideal quadrático então P(2) é gerado em grau
2. Portanto, P(2) é um somando da cobertura projetiva de 7'P(i) e, conse-

quentemente, o morfismo Homo(--, =)(n7. ) é um epimorfismo. Logo, os três
primeiros termos da sequência em (11), para .X - I'/, , formam uma seqüência
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excita curta. De novo, usando (lue Homo(Ç2:(r), I'/r)
segue então que '(I'/r) = 0, como queríamos.

= Homo(P(2), I'/r),

Corolário 2.4 Seja I' como no Teorema 2.3. Suponhamos que g/dÍm 1' = 2
ntã. F é á/geb« de X'o««/ é Eztl(,',1'/,) a -E,f}(,Pm, I'/,).

Demonsfraçãor Desde que, para álgebras de dimensão global 2, os conceitos
quadrático e Koszul são equivalentes, segue do Teorema 2.3, que I' é álgebra
de Koszul se e somente se '(I'/r) = 0. Afirmamos que 7(I'/r) = 0 se
e somente se Ext}(r', I'/r) = Extl.(rP(U, I'/r). Com efeito, observando o
diagrama (11) apresentado na demonstração do Teorema 2.3, e usando que
gldim 1' = 2, segue que é exala a seguinte sequência longa

0 (r', I'/r) -+ Homo(rPO), I'/r) --+ Homo(Q'(r), I'/r) ---}
--+ Ext}(r',F/r) -+ Extt(rPH,F/r) -+ 0,

pois Q'(r) = P(z). Portanto, vale que '(I'/r) = 0 é a sequência dada pelos
3 primeiros módulos na sequência longa acima é exala O Extf(r', I'/r) çi
Ext}(rPH , I'/r) .

ObseFvarÕes

l Se gldim 1' = 2 então 7(X) 2 0, para todo X C I' -- mod.

Com efeito, a sequência longa exala (11), que apresentamos na demons
oração do Corolário 2.4, para X qualquer, nos diz que

.«}('pm,x) : e+g;;l--, -.. x(x) :- ....(,q),(x))'x)..,
Logo '(X) = dimkH(X) 2 0, como queríamos

2 Se gldim 1' = 2 e r2 é um I'-módulo projetivo então I' é uma álgebra
de Koszul.

Do fato de ser r2 um módulo projetivo e pela análise do diagrama (1),
na demonstração do Teorema 2.3, resulta que a sequência excita curta

0 ----> Pa -'''} rPi ----} r2 ----l 0

cinde. Daí, segue que P(2) é gerado em grau 2 e, portanto, que I' é
álgebra de Koszul.
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Os exemplos a seguir ilustram o comportamento da função 'r, em X
I'/,, sendo que o exemplo l nos mostra que não vale a recíproca da observação
2

Exemplo l Seja I' a k-álgebra apresentada pela aljava e relações abaixo
2

/
l

\

\
4

/ \
6

/
3

\
5

I' é claramente quadrático e é fácil ver que gldim 1' = 2. Logo, é álgebra
de Koszul.

Seja iM a k-representação abaixo:
0

/

\
0

\
k

/
0

\
k

/\
h

Um cálculo rápido mostra que rP(t) " P4 (ID /õ (D M, r2 = J=7 © iV e P(2) ::

P4 © P6. Note que r2 não é um I'-módulo projetivo.

Exemplo 2 Seja I' apresentada por

2

'/
l

\

-.:.P
4

/
3

com Ocl = 0.

I' é uma álgebra quadrático de dimensão global 2 (logo, é álgebra de
Koszul). É fácil ver que rP(1) ' r(P2 © P3) = SÍ, r' = Só,e P(2) ' f'? e que
,y(I'/r) = 0. Note que r' é um I'-módulo projetivo.
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Exemplo 3 Sqa I' apresentada por

l -.q 2 --g.+ 3 --b 4 -$ 5

com 'Pcl = 0. Temos que I' não é quadrático (logo, não é álgebra de l<oszul).
Temos que r2 :: S3 (i) /l (D /)5, P(2) :: J34 e rP(i) = /)3 (D .f4 (1) .f)s. E então

claro que '(1'/,) = 1 # 0 e r' não é um módulo projetivo.

Exemplo 4 Sqa I' apresentada por

2

1 --} 3

com 0a = 0.

I' é quadrático, de dimensão global 2 e, portanto, é álgebra de Koszul, e
tal que r2 = .r7, rP(i) = S4 © P3 (D P4 e P(2) ' P3 e '(1'/,) :: 0.

Antes de continuarmos a expor nossos resultados, vamos apresentar o
lema abaixo, que nos será útil no que segue neste capítulo.

Sejam À/ e N I'-módulos graduados, ambos gerados em grau zero, e
suponhamos que exista um epimorfismo graduado / : ]V --> N. Dadas as I'.
apresentações projetivas minimais de M e Ar, podemos considerar o seguinte
diagrama comutativo:

pm(w') :Cq pm(w')

pm(a') -:q pm(x')
+ /
N
+
0

0

0

Lema 2.5 C'om as hipóteses acima, oa/e qzze

1. Jo é zm eT)imor$smo que cinde.

2. Se N tem ambos apresentação linear, então f\ é um mono-
morPsmo que cinde.

Demonstração
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l Desde que ./' é um epimorfismo, segue imediatamente que /o cinde

2 Observamos que ./i é um morfismo graduado, pois o diagrama que
apresentamos é obtido por levantamentos na categoria gr I'. Agora, se
N = À4/,W e M tem apresentação ]inear e então P(i)(M) e P(i)(]V)
são ambos gerados em grau 1. Mais ainda, temos que P(i)(Jb/) é um
somando direto da cobertura projetiva de rP(o)(.A4). Como N é um
módulo semi-simples, temos que P(t)(N) é a cobertura projetiva deste
radical. Portanto, temos que P(i)(M) é um somando direto de P(i)(N).
Segue que /i é um monomorfismo que cinde.

Proposição 2.6 Sda I' = kQ// com Q uma afaz;a ./imita, / zlm ídea/ /zo-

mogêneo admissível e gídãm T = 3. Suponhamos qae F seja quadráteca e
pd rz <- 1.. Então F é uma álgebra de Koszu!.

Z.)emorzsfraçãor Consideremos a Gr I'-resolução projetiva de I'/r dada por

o --+ po) ':e'} pp) '5 p(:) -:cb pp) ' I' ---+ I'/,

Pela resolução projetiva minimal dada em IBI, na seção 1.1, pag. 462,
para o semisimples I'/,, vale que P(2) =í ///2. Como I' é quadrático segue
que P(2) é gerado em grau 2. Assim, I'/, tem resolução linear de comprimento

2 e r tem apresentação linear dada por P(2) ':!Zi' P(i) ':L$ r ---} 0.
Consideremos, agora, o diagrama comutativo abaixo que é induzido pelas

resoluções projetivas minimais de r e 7'./,2 :

0

0

+ "/
Q'(#)

.$
+ /

-b pm ''' "
+

--'> P(i)

onde n.f é obtida por passagem ao núcleo.
Do fato de que $ C add ({), segue que $ tem resolução linear de

comprimento dois. Portanto, Q'($) é um I'-módulo gerado em grau 3, já
que P(i) é gerado em grau um.

Observamos que P(2) é um somando direto da cobertura projetiva de rP(t),
ou seja, de P(o)(rP(i)) = /) ), uma vez que P(2) é gerado em grau 2. Por outro
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lado, o epimorfism0 7'P(i) -"=1+ r2, definido no diagrama (1) do Teorema 2.3,
nos diz que P(o)(r2) é também um somando direto de /7t). Além disso, a
seqüência curta 0 --> QI(r) ---} rP(t) 'l:!b r2 ---.> 0, é excita, resultando
então destes fatos que /70 = Pp)(rPH) = Pp) © P©(r').

Aplicando o lema 2.5 ao diagrama acima, temos que / é um monomor-
fismo que cinde, e consequentemente, n.f é um monomorfismo. Logo, pode-
mos construir o seguinte diagrama comutativa:

0

+

+ ".f
Q'($')
.L "o

Q'(,')

0

+

1/

J. o
Pm(,')

+
0

0

+

Q:(,)
+

«Pm
'L "7.

r2

l
0

0

0

0

.h .5
---+ o(111)

---} o

onde no é obtida por passagem ao núcleo. Como /2 é um epimorfismo, segue
que no é um epimorfismo.

Seja a sequência exala curta definida pela lg- coluna à esquerda do dia-
grama acima, a saber:

o ---} pm '!4 n'(;') -!$ n:("')
Desde que, por hipótese, pd r2 $ 1, temos que QI(r2) é um I'-módulo

projetivo. Se Q:(r') = 0 então P(3) = Q'($-). Caso contrário, P(3) é um
somando direto de Q2(P). Em ambas as situações, temos que P(3) é um
I'-módulo gerado em grau 3. Portanto, I' é uma álgebra de Koszul.

Observações
l Seja I' = kQ//, onde Q é uma aljava finita, / é um ideal homogêneo

quadrático e 3 < gldim I' < oo. Se pdr2 $ 1, então I'/, tem resolução
linear de comprimento 3.

2. O exemplo a seguir mostra que a recíproca da Proposição 2.6 não é
válida.
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Seja I' a k-álgebia apresentada por:
2

/ \
l 4

\ /
-.g+ 53 -b6 -q 7

com Pa = "rP = 0.

Claramente I' é álgebra quadrático de gldim 1' = 3 e pd r2
disso, I' é álgebra de l<oszul.

2. Além

Em IGM,l], foi provado que se I' é uma álgebra de l<oszul então I' é qua-
drático. Também, sobre álgebras de Koszul, temos que r2 é um I'-módulo de
Koszul.

Estamos interessados, agora, em estudar a possibilidade destas duas pro-
priedades acima, a saber, I' é uma álgebra quadrático e r2 um I'-módulo de
Koszul, forneceram uma condição necessária e suficiente para termos uma
álgebra de Koszul.

Suponhamos, então, que I' = kQ/i, onde Q é uma ajjava finita, / é um
ideal admissível graduado e gldiml' = 3. Então, temos que pd r' $ 2.

Se pdr $ 1, pela Proposição 2.6, temos que I' é álgebra de Koszul. Assim,
resta-nos analisam o caso em que pdr2 :: 2. Para tanto , observamos que,
como estamos assumindo gldiml' = 3, então pd P = 2 ou 3. Com efeito,
suponhamos que seja pd $ $ 1. Como , claramente, não pode ocorrer
de ser # um I'--módulo projetivo, então temos que pd $- = 1. Portanto,
teríamos que rP(i) = J:(2) e através do diagrama (111) na demonstração da
Proposição 2.6, concluiríamos que pd r := 1, o que contraria o fato de ser
UU ' -- tJ.

Analisemos, então, o caso em que pd $ = 2. Para apresentar nosso
próximo resultado que tratará da situação em que pd r2 = 2 e pd P = 2,
precisaremos apresentar um lema que nos auxiliará em sua demonstração-

F

Lema 2.7 Sda I' = kC?/i, onde C? é wma aÜaua ./imita e / á um ídea/
quadrático, tal que gldim T=3. Seja N -: St © - © S* um módulo semi-
:l{«..Z,/.. ..i« rl t«/ q«e S; 7 8,.e i# .j. S. pd N tã. Pm(N) á
se«.ando direto de Pp)(Q'(1'/,)) = P(2).
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l)emozzsfração; Imediata

Proposição 2.8 Sela I' = AQ//, orzde Q é uma a aoa ./irzÍta, / á wm {dea/
admissível homogêrleo e tal que gldim F = 3. Suponhamos F é quadrático e
gue pd r2 = 2 = pd ($). Se r2 á um I'-módu/o de /I'oszu/ então I' á uma
álgebta. de i<oszut.

Z)emonstraçãor Consideremos a seqüência exala curta

o '!5 Q'(P') -=$ n:('')

obtida no diagrama (111) da demonstração da Proposição 2.6.
Como pd r2 = 2, podemos construir o seguinte diagrama comutativa

0

+

Pm («')
l

Pm (,')
+

Q:(«')
+
0

0

0 ---'> P(3)

Pm (Q'( $' ) )

Q'(#)
+
0

---.> o

onde nó é obtida por passagem ao núcleo
Como pd $- = 2, temos que Q'($) = PP)(Q'($-)), ou sda, @ é um

isomorfismo. Logo, nó é um monomorfismo, e pelo Lema da Serpente, o
conúcleo de n+ é isomorfo à P(2)(r').

Então, a seqüência excita curta 0 ---.} P -=$ P(3) ''''> P(2)(r2) ---} 0,
cinde. Ou seja, P(3) ' P(2)(r2) © P

Desde que, por hipótese, r2 é um módulo de Koszul, segue que P(2)(r2)
é somando direto da cobertura projetiva de rP(i)(r'). Pelo diagrama acima,
temos que PO)(r') é um somando direto de PP)(Q'($)) = Q'($). Portanto,
temos que P(2)(r') é um somando direto da cobertura projetiva de rQ:($).

Como ;Ç é um semi-simples temos que # = ST' a) . - - (DStn' , onde podemos
assumir que Si # Sj,se i :# .j. Aplicando o Lema 2.7 ao semi-simples Si a)
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eDSt, que é um somando clireto de I'/, de dimensão projetiva dois, obtemos,
como conseqüência, que Q2(S) C add P(2). Logo, P(2)(r2) é gerado em grau

Por outro lado, observando que P(o)(P) = P(t) que, por sua vez é gerado
em grau um e que $ tem resolução linear de comprimento dois, segue que
P(2)(P) é gerado em grau 3, e portanto, teremos que n'(#) é um ]'--módulo
projetivo gerado em grau 3. Segue destes argumentos que P é um módulo
graduado gerado em grau 3.

Logo, temos que P(3) é gerado em grau 3.
Portanto, I' é álgebra de l<oszul.

3

Observamos que podemos ter I' cima álgebra de l<loszul com gldim 1' = 3
e pd P = 3. O exemplo a seguir ilustra este fato. Seja I' a k-álgebia dada
por:

1 ---+ 2 --q 5 --e.+ 6 --!+ 7

3

+ +

com.as relações de comutatividade no quadrado e /3a = 0 = 7#.
E fácil ver que gldim 1' = 3. Vale que pd $ = 3, uma vez que S2, um dos

simples do topo de P, tem resolução linear

0 ---> P7 -'''> Põ '"> P4 a) Ps '-> P2 '''> S2 ---} 0

Portanto, podemos concluir que I' é álgebra de Koszul observando que
todos os módulos simples tem resolução linear.

As Proposições 2.6 e 2.8 e as observações que fizemos antes de apresentar
o Lema 2.7, permitiu-nos apresentar a seguinte caracterização parcial das
álgebras de Koszul com dimensão global 3.

Eeote«ta 'Z.9 Sej« T = kQli c.« Q «tj-« $nit., l id.ül g«du«do ho-
mogéneo, gldim T -- 3 e pd -k -- '2. Então, T é lma álgebra de l<oszul se e
somente se F é quadrático com r'z um módulo de Koszut.

Z)emonstração; Como observamos acima, o resultado é consequência das
Proposições 2.6 e 2.8, e das observações que mencionamos. H
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2.3 Módulos de Koszul sobre as álgebras de
Koszul de dimensão global 2

Em IC-N/i,21, os autores provam na Proposição 6.1, que sobre álgebras
hereditárias, um módulo ]W é um módulo quase-l<oszul se, e somente se, rM
é um módulo projetivo. Este resultado motivou-nos a estabelecer o resultado
seguinte, para as álgebias de l<oszul.

Proposição 2.10 Seja I' uma k-á/geóra graduada, -7-gerada, de decomposi-
ção básica, l<osz'ül Seja M um t-módulo gradeado, gerado en\ grau zero,
tül que pd M Se rM e \Lm módulo projetiuo então M e u,m modlto de
lÇoszu!.

Demonstração: Seja a gr I'-resolução projetiva minimal de M dada por

0 --:b P(o) "'} M

Esta resolução induz a sequência excita curta

(+) 0 -+ P(i) ''b rP(q ''l} rJM ---> 0
Como, por hipótese, rM é projetivo, esta última seqüência cinde. Segue

que P(i) é um somando direto de rP(o)
Por hipótese, temos que ]t/ é gerado em grau zero, portanto P(o) é um

módulo projetivo gerado em grau zero. Do fato de I' ser Koszul, segue que
rP(o) é um módulo gerado em grau um. Logo, P(1) é um módulo gerado em
grau um.

Portanto, M é um módulo de Koszul. n

O exemplo a seguir nos mostra que, sobre álgebras de l<oszul I' com
1 < gldim I' < oo, é possível encontrar módulos de Koszul de dimensão
projetiva um cujo radical não é projetivo. Considere I' a k-álgebra dada por:

2

/
l

\

\

/

\

4

\
6

/
3

5

38



e considere iM o I'-módulo cuja k-representação é:
0

/ \y
k 0

\ / \
h 0

\ /
k

É fácil ver que pdM = 1. M é um módulo de Koszul pois tem resolução
projetiva 0 ---+ P2 -''} Pt '--} À/ ---.> 0. No entanto o radical de M, que é
a k-representação abaixo, não é um módulo projetivo.

0

/ \
0 0

\ /
k 0

\ /
k

Nosso objetivo, agora, será estabelecer algumas condições que caracteri-
zem os módulos de Koszul, sobre álgebras de Koszul de dimensão global 2.
Assim, no que segue , estamos assumindo que gldim 1' = 2. . e,r de

Sejam .Í um I'-módulo simples, não-projetivo, e a apresentaçau 'Inca- u'.
s:

P(t) ''b P(o) '''} S ---+ 0

Vamos escrever P(i) ' G)/m ' onde os ]3m são os projetivos indecom-

curta

nuc m}

0 ---.} .f)m -:C=> P(o) '''} conuc /m ----} 0

é uma resolução linear do I'-módulo co
módulo de Koszul.

r ..{.].. ]. +' oois S é
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Isto que observamos acima, continua válido para qualquer somando direto
de P(i). Notemos que, o fato de /m não ser um monomorfismo, implica que

O lema a seguir rios dá uma condição para que o conuc /m seja um I'-
módulo de Koszul no caso em que ./h não é um monomorfismo. Denotaremos
o módulo núcleo de ./« por nuc./m, e analogamente para qualquer morfismo.

#o

Lema 2.11 C'om a notação acima, sqa .f« ama /ur&ção componente de / ta/
que f. não é um monomorSsmo. Então, conuc j. é um módulo de lÇoszlt
se e somente se nlc f- é u,m sentando direto de rluc j

Z)emonstração; Consideremos a seqüência exala longa

0 ----> nuc /« - '"'} conuc /« --> 0

Como .f\. e P(O) são projetivos e gldim 1' = 2, segue que nuc ./m é um
I'-módulo projetivo. Portanto, a seqüência exala acima é uma resolução
projetiva minimal para conuc /m.

Consideremos o seguinte diagrama:

0 --+ -c /m -l} PM(,Pm)
j. +

0 --+ n«c / ---+ © PM(rPm)

onde a é o morfismo induzido pela inclusão nuc /m --} r.r%,, e .j. a inclusão
natural.

Como I' é Koszul, temos que S é um módulo de Koszul, e portanto, nuc /
é um somando direto de (1) P(o)(rPm).

Logo, conuc ./m é l<oszul se e somente se nuc ./. é somando direto de
PO(rPm) se e somente se nuc /m é somando direto de nuc /. H

7n.

Com as observações que fizemos sobre a resolução de módulos simples
sobre álgebras de Koszul e o lema enunciado acima, temos um critério para
decidir quando os conúcleos das funções componentes da apresentação linear
dos módulos simples, sobre álgebras de Koszul, são módulos de Koszul.

O resultado que segue, fornece uma caracterização homológica dos mó-
dulos com apresentação linear, sobre uma álgebra de Koszul, para que estes
sejam módulos de Koszul.
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Temos vários exemplos em que a classe Z:(1') dos módulos com apre-
sentação linear, contém estritamente a classe X:(1'), dos módulos de Koszul.
Sabemos por IGMRSZI que se I' é hereditária, elas coincidem. No caso
de I' ser uma álgebia BB-inclinante (cf. cap. 3, seção 5), está claro que
C(1') = K(1'). Para álgebras inclinadas em geral e álgebras graduadas de di-
mensão global 2, a inclusão é estrita, em geral, como mostra nosso próximo
resultado.

Proposição 2.12 Sda I' = kQ// onde Q á uma aOaua ./inÍZa, / á wm {dea/
admissível homogéneo gradüa,do, e tal qve T é lÇoszut de gldim t -- '2.

Seja M Qm t-módulo grcLduado gerado em. gra'ü zero Lal qKe pd M
e M tem apresentctção Linear. Ent,ão, M é unl V-módulo de ]Çoszul se e
s.«..«Í. .. n'(M) C «dd Ç2:(1'/,), com. mÓd«/« g«d««'Z".

Z)emo zstração; Consideremos o diagrama comutativa abaixo, que é induzido
pelas gr I'-resoluções projetivas de M e JM/rM

o --->

o -->

P(i) '"'> P(o)
+ / l
qo -+ /'íq ''+

+

--> o

Como M tem apresentação linear, segue pelo Lema 2.5, que / é um
monomorfismo que cinde. Portanto, temos que k/ é um monomorfismo.

Mas I' é Koszul, e M é semi-simples gerado em grau zero, então .f)(/2) é
um somando direto da cobertura projetiva de rP/.\.

Suponhamos que A'f seja um módulo de Koszul. Então P(2) é somando di-
reto da cobertura projetiva de rP(i) e portanto somando direto de rP('t) pois
/ é monomorfismo que cinde, pelo Lema 2.5. Mas, X;/ é monomorfismo, por-
tanto P(2) é um somando direto de /:&). Mas, temos que /)('2) € add n2(1'/,).
Logo, o mesmo vale para P(2).

Reciprocamente, suponha que P(2) é somando direto de addQ2 (1'/,). Como
observamos anteriormente, temos que /I',\ é somando direto de addQ'(1'/,).
Do fato de k/ ser monomorfismo, podemos concluir que k.r cinde. Logo, P(2)
será somando direto da cobertura projetiva de rP(t). Ou sqa, M é módulo
de Koszul. H

A proposição acima nos ensina um método de exibirmos módulos de
Koszul sobre álgebras de Koszul de dimensão global 2, cuja apresentação
seja conhecida. O exemplo a seguir ilustra este fato.
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E:remo/o; Seja I' a k-álgebra dada por

2

\
7

//
l

\
4

,/
3

'\

\
6

/
5

Temos Q2(S3) = E6. Consideremos o I'-módulo M dado pela k-representação

h
/

#

1 ,2'\.l

1,7

I'\

0 k
\

h
\

0

/
É

A4 tem apresentação linear e Q'(À/) = P6. Logo, ]t4 é Koszul
Com efeito, pois a I'-resolução projetiva minimal de M é:

0 --+ Põ -'+ P4 © P62 P2 © P3 "'''> A4' --+ 0

Como, para { ' 1, 2, P(i) é um somando direto da cobertura projetiva de
rP(i-i), segue que esta resolução é linear.

Dado M um módulo de Koszul de dimensão projetiva um, sobre uma
álgebra de Koszul, é possível, sob certas condições, construir alguns módulos
de Koszul sobre esta álgebra, a partir deste módulo .A4. Isto é mostrado
na proposição abaixo. Este resultado tem um particular interesse quando
tomamos I' uma álgebra inclinada Koszul e módulos de Koszul na classe de
torção definida pelo módulo inclinante. Exemplos e mais detalhes sobre este
caso serão expostos nos capítulos seguintes.

Proposição 2.13 Sejam I' ama á/geóra de /{osza/ de dimensão g/oóa/ 2 e
À4' wm I'-módu/o de /(oszu/, fa/ q e pd M = l
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Seja M' um subwtóduto graduado de M ta! qlte pd M' = 1-, a inclusão
M' 'b M, induz o monomorPsmo -lS:r --!-)P .llii e :h não é um projetiuo.
Então, vate que

/

2.

3.

Se pd M = L, então M e M' são módulos de Koszul.

pd M = \ se e somente se M' é módulo de Koszu!.

Se pd -ai = 2, então .Mi é l<osz'ül, se e somente se çll (.M') é gerado em
gtcLK 2.

Z,)emorzstração; Sejam P(o) e /)('o) as coberturas projetivas de &/ e M', re-
spectivamente. Do fato de, por hipótese, o monomorfismo j cindir, resulta
que o monomorfismo .j' : PÍo) "'} P(o), induzido por j, cinde. Mais ainda, o
conúcleo deste morfismo é a cobertura projetiva de Si.

Assim, considere o diagrama abaixo, obtido a partir das resoluções pro-
jetivas de M, A4' e ai, e que por isso, é comutativo:

0

+

.L kj'

.L k.,
Ç2:($)

+
0

0

+

+ J'

l p'
P(o)
+
0

0

+

M'

.L p

+
0

o ---> -

0

o ---.>

---.> o

---} o

(1)Se pd #i = 1 então temos que Q:(#r), é projetivo não-nulo. Então,
Qi(#) é um.tomando direto de P(i), e portanto, um módulo gerado em grau
um. Logo, Sí é Koszul.

(2)Um argumento análogo ao acima, mostra que se pd M = 1 então M'
é Koszul.

Reciprocamente, se M' é Koszul então .f(i) é gerado em grau um. Clamo
P(i) também é gerado em grau um, Ai, é um monomorfismo, e .j' é um
monomorfismo que cinde, então .f):) é somando direto de P(i)- Logo, a
sequência exala curta dada pela, lz coluna à esquerda do diagrama, cinde, e
portanto, Qi( M ) tem que ser um somando direto de P(t), o que mostra que
pd -ü = l
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(3)Suponhamos que pd #- = 2. Então a sequência excita curta

o l;;)
é uma resolução projetiva de n'(#-). Mas, pelos resultados em IGM,ll, e
que foram comentados no parágrafo 1.4, é conhecido que l#r é módulo de
Koszul se e somente se n'(#)j--ll também for, e isto ocorre, se e somente
se .f7i) é gerado em grau 2. H

Observamos que, nas condições da proposição acima, se assumirmos que
# é projetivo, segue que M' é módulo de Koszul, pois teríamos que M =
]t/' © #i. Também, notemos que pode ocorrer ser M' um submódulo de M,
nas condições fixadas pela proposição, e tal que pd M' 2 1.

.lüemp/o; O exemplo a seguir ilustra como funciona a Proposição 2.13 apre-
sentada acima.

Seja I' a #-álgebra dada por:

2 .ç--

+
4 <...--

l

+

3

t
7

---.} 5

+
---.} 6

com as relações de comutatividade. Seja I'-módulo it4, cuja k-representação
e

l .L
Ã; +-L

k
.L l
k

k

---.> o

+
---+ o

A resolução linear de il/ é 0 ---> P3 a) Ps ''-} P7 © PI "'> JW ---.} 0, o
que mostra que M é Koszul.
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Consideremos o ]'-submódu]o M' do módu]o ]W, cuja k-representação é

0

+

h

0

+

#

t
k

---> o

l
----.> o

Notemos que À/' não é Koszul, pois tem resolução projetiva 0
P7 '''> M ---.> 0, onde Pe não é gerado em grau um. No entanto, M' se
encontra nas hipóteses da Proposição 2.13.

Observe que li é o I'-módulo cuja A;-representação é:

k
+

0

k

+

0

t
0

l
---> o

e cuja resolução projetiva 0 --+ Põ -'> P3 a) Ps '-+ Pt --+ #l --+ 0é

linear, mostrando que #- é um I'-módulo de Koszul com dimensão piojetiva

Corolário 2.14 Sela I' uma á/geóra de .l(oszu/.
Sejam M um V-mód'ülo de lÇoszul e M' um submóduto gradeado de M,

ambos gerados em grau zero, tais que pd M :: pd M' :: 1- e -Si não é um
módulo proàetiuo. Então T)d MIM, -- \- se e somente se M' é l<oszut.

Z)emonstração; Imediata a partir da demonstração do item (2), na Propo-
sição 2.13, desde que M e M' são ambos módulos gerados em grau zero, e
portanto, a inclusão de Jt4' em A/, induz um morfismo de ;lgi em ;!$:, que é
um monomorfismo que cinde. Observamos que, como :li não é um módulo
projetivo, então temos que pd#i 2 1. n
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Capítulo 3

Algebras de Koszul
Brenner-Butler-inclinadas

P

Neste capítulo, estaremos apresentando uma descrição completa das ál-
gebras Brenner-Butler-inclinadas, centrada no resultado abaixo, que nos m(r
uivou a descrever a aljava, as relações e os simples desta álgebra.

Teorema Toda álgebra BB-inclina.da é lma álgebrü de iÇosz'üt.

Estaremos, também, apresentando uma generalização deste tipo de álge-
bra, que também tem a propriedade de ser álgebra de Koszul.

3.1 Preliminares
Nesta seção introduziremos as notações, as definições e os fatos mais

importantes da teoria que serão usados na apresentação de nossos resultados.
Seja A = kQ a álgebra de caminhos sobre um corpo k, onde Q é uma

aljava finita, conexo e sem ciclos orientados. (Segue, pois, que A é uma
k-álgebra de dimensão finita hereditária).

Seja PI, P2, ' ' ' , Pn, uma lista completa dos A-módulos projetivos inde--

componíveis, não isomorfos. Fixemos S = Si o A-módulo simples, associado
ao vértice { de Q. Suponhamos que r'S # 0. Consideremos o A-módulo
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r r'S © Desde que A é hereditária, é claro que pdT $ 1 e

ExtX(T, T) = ExtX(r S, r'S) = D Homo(r'S,S) = 0, pelas %imulas
de Auslander. Além disso, por construção, o número de comandos diremos
indecomponíveis de T, não isomorfos, é igual ao número de classes de iso-
morfia dos /\-módulos simples. Assim, pela definição 1.3, temos que 7' é um
/\-módulo inclinante.

Definição 3.1 Sda Si tzm módu/o sámp/es sopre A = hQ, onde Q á uma
aljaucl $nita canela, ta! que T' Si:# Q. Seja, T = T' Si% q) Pi um h.-módulo

inclinante. No caso em qle S -- Si é um h.-módulo projetiuo, T é chamctdo
de APR-inclinante( cf. IAKS]).

Se S rido é zm A.-módKto projetãuo, a álgebra F = onda.(Typ é
chamada de álgebra Brenner-Butler inclinada oz simplesmente BB-inclinada.

ZJ

É fato conhecido que, a classe dos módulos livre de torção F(T) =
Cogen (a'-T). Portanto, pela teoria de torção induzida pelo inclinante T,
temos que .F(7') = Cogen (S), (cf. IAS,ll). Segue que ind /(T) = {S}.
Lembremos que, conforme observamos na seção 1.3, os projetivos indecom-
poníveis de I' são, a menos de isomorfismos, da forma Homo(T, PJ), para
J :# i e Homo(T, ,-'S).

Seja S = zztl(r, s). Temos que S é um EndA(Tr'-módulo simples, pois
vale que Eztl.(T, S) = DHomA(S,rT) = DHomA(S, S) = k, pelas fórmulas
de Auslander.

Além disso, sobre álgebras hereditárias, são bem conhecidas as seguintes
propriedades:

1. Podemos ordenar os A-módulos projetivos indecomponíveis, de tal ma-
neira que tenhamos Homo(Ps, PJ) = 0, se s > .j.

2. Se M é A-módulo indecomponível e Homo (M,P) # 0 então M é
projetivo.

Portanto, se S = Si não é um projetivo, o item (2) nos diz que (r' S, P) =
0, para todo P projetivo. Por outro lado, se S é um projetivo, como T é um
inclinante, temos que EndA(T)'P é uma algebra hereditária, logo, l<oszul.
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Neste trabalho, estaremos interessados em analisar o caso em que S não é
um projetivo, para concluirmos que I' = EndA(T)'P é, também, uma álgebra
de Koszul.

E conhecido que dados M e N, módulos indecomponíveis sobre a álgebra
hereditária A, não projetivos, tais que I'-"A/ # 0 # r"N, para algum n € ZI ,
vale que Homo(M, N') = Homo(l""M, l-"N'), (cf. em Vlll, nojARSI).

Como consequência desta assertiva temos que, se S é um A-módulo sim
pies, não projetivo e não injetivo, então Homo(S, S) = Homo(r'S, l-'S).

Conforme a observação anterior, fixemos uma ordem sobre os A-módulos
projetivos indecomponíveis PI, . - , Pn, de forma que (Ps, PJ) = 0,se s > .j.

Sd'm e = (r,pJ),.j = 1,-..,n,com j # í, e 4. = (T,.-'S), os I'-

módulos projetivos indecomponíveis. É claro que, para .j # i,(Ps, Pj) =
((T, Ps), (T, PJ)). Como S não é pr'jetivo, temos que (ã;,e) = (,'-'S, .B)
para J f z.

Assim, a ordenação dos A-módulos projetivos indecomponíveis, fixada
acima, fornece uma ordenação sobre os projetivos indecomponíveis de I', de
forma que

(.ê,e) ,se 3 >; (;,.j#i)
(e;,e) ,com .j # {

Lembrando que a não é somando direto de T, e que estamos considerando
ao longo deste trabalho, módulos à esquerda, resulta que I' = EndA(T)'P =

-r - Q e © 8. ' q-
n

lJ

(PI , P- )
(&,&)
(a,&)

0

0

0

0

0

0
I' çl

ã,R &,R
Pi,,'-'S) (P2,.'-'SI

(&,R)
Ps,'r'S

Das observações acima, temos que (r'S, PJ) = 0, (r'S, r'S) 3 (S, S) Çg
h,e (P3, Ps) = k, para cada s, (pois A é hereditária), segue que I' pode ser
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descrita como uma álgebra de matrizes, da seguinte forma

k
P- , P2 )

P- , P3)

0

Ê

(&,&)

0

0

h

0

0
0

(P , r'S) (P2, .'-'S) (P3,,'S) k

Considere {fÍ, 8i, - . . ' q.} o sistema completo de idempotentes ortogo-
nais primitivos de I' tal que I' = 1'e;. (D . (D I'ei. Comparando com a
descrição de I', como uma álgebra de matrizes, dada acima, podemos após
uma reordenação de índices, se necessária, identificar os I'-módulos projetivos
à esquerda, da seguinte maneira:

i'q = e = (T, 4) para .j # i, I'q. = (T,r'S).
Assim, enquanto álgebra de matrizes, os k-espaços vetoriais que são as

componentes dos I'-módulos projetivos indecomponíveis, estão alinhadas em
linhas.

A seguir, estaremos apresentando alguns lemas que nos descrevem os
radicais dos projetivos (T, PJ) sobre I', onde .j # í e fornecendo uma descrição
de (T, Pf), em termos dos módulos que pertencem à teoria de torção definida
nnr '/

Lem.a 3.2 Sejam /i, /2, ,tt os vértices predecessores imediatos de i e Pj
I'- mod

, /.,i}. .E«tão « (T, &) 3um prolef uo indecomponz'ue/, com j gl {/i,
(1', «« 8) .

Z).m-.t«çã.; Temos que (T,8) B (D(Pz,8).

-F(r, &) = a) (pl, &)

Mas, se / < .j, temos que (Pi,P,) 3 (PZ,rA8) e portanto rr(T,PJ) 3

©(Pi,,AP,) 3 (T, ,AP,).

Como rr(T, PJ ) é um I'-submódulo de (T, 7'Pj), pois a .j-ésima componente
de V,, dada por @jj é nula, para toda V, C rr(T,PJ), segue pela igualdade
acima que o isomorfismo que apresentamos é um isomorÊsmo de I'-módulos.

k

k

<J

Portanto, resulta que
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Lema 3.3 Sela {, o {hdÍce que ./iaamos acama.

(T, ,AP. ) .
Enlã., «/. q«' (T, P,) =

Z)emonstração; Considere a sequência exala curta 0
;% --} 0. Aplicando o funtor Homo(T, --), obteremos imediatamente que

(T, &) E(T,rAP,), pois ;% é simples e(T, ;%) = 0.

Lema 3.4 Seja P = (D Pz,, com /i, . . . , /f os uértÍces antecessores {medíalos

!e i. Denotemos rl..Pt, P:"' Q PI,, para cada s = \,... .t, OTtde PI. =
ÉDi.PF''' com t' de$nidos pelos uértãces sucessores imediatos de 1,, e m,,ml,
o número de Pechas de 1, para ie de 1, parca I', respectivamente. Então,
rr(T, Pz,) = (7', rAP.)"' (D (T, PI'.), como I'-módK/os.

.4/é«. dí"., .. d.«.f««.os p' .e., .«tão ,r(7',p) ©(r,,Ap.)"'©
{rP Dt\

Í

lS

l Í

l lS S

)

Z)e7nonsfração; Pela identificação que exibimos, da álgebra I', como uma
álgebra de matriz triangular inferior, é fácil ver que, fixado s, temos

rF(7', Pz,) = {P : Pi, é nula }

Porém, todo morfismo chegando em /)z,, que não seja isomorfismo, se fatora
pelo radical de PZ,. Logo, resulta (iue rl'(T, PZ,) = (T,rAPé,).

Segue disso que rr(7', P) = (D:::rr(T, pz,) = o:.:l(r, rAP,)"'l © (T, P').

O pr(5ximo resultado é uma conseqüência imediata dos lemas acima

Lema 3.5 Soam I' = 1'{ e P um A-moda/o prdetÍoo. Então, Nona(T,P)
tem radical projetiuo.

Demonstração; Imediata pelos Lemas 3.2, 3.3, 3.4

50



3.2 Os módulos simples sobre I'
Nesta seção estaremos descrevendo os I'-módulos simples Lembrando

que o posto do gruoo de Grothendieck de ]\ e de I' coincidem, poderemos
exibir um conjunto completo das classes de isomorfia de tais módulos. No
caso dos simples livres de torção, vamos indicar quais são os A-módulos
M tais que Homo(T, M) é um I'-módulo simples Como já observamos, o
módulo simples de torção, é o módulo i = ExtX(7', S), para o qual estaremos
exibindo, neste parágrafo, uma resolução projetiva minimal.

Para as descrições propostas, necessitamos conhecer a resolução projetiva
minimal de r'Si em A-mod. No entanto, aproveitaremos para, através desta
resolução, provam que r Sí é um módulo de l<oszul.

Seja 0 ---> S --} /i ---> /i - a coresolução injetiva minimal do A-

módulo simplesS = S{, onde /i = /a'' (n...a/Z'' tal que /,:s = 1,. .,t são
os vértices predecessores imediatos de {, e m, é o número de flechas de /, para
i. Então, temos por IARSI, em 4.1.11,pag.107, que o topo de 'r'S = soc /i.

Teorema 3.6 0 A-moda/o a'-'S é um módu/o de /\'oszw/.

l)emonslração; Do fato de A ser hereditária, temos que (1)Sy - 0 Portanto,
a seqüência culta

0 --+ (1)/i)' --+ (Z)/i)' ----} r'S --+ 0

é um« A-resolução projetiva de 'r'S. Como (Z)4)' = (PJ)*, para todo vértice
.j de Q, temos que a resolução é da fonna

onde / é o morfismo induzido pela multiplicação pelas mechas que ligam os
vérticeslt,...,Z, ai naaljavadeA. . ..

Como Pi é somando direto de rad a) Pz, , e A é graduada, cada Pi, é um

módulo projetivo gerado em grau zero, resultando que 7''S é gerado em grau
zero, e a resolução é linear. '

.?
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Consideremos, como já fizemos nas seções anteriores, Si., . . . , Si. os mó..
dulos simples sobre A, não-isomorfos, associados aos vértices /i,. . . ,/l, an-

:::1:7 = G) SI,, para S = Si,
l

rA S l
tecessores imediatos de i. Observamos que

conforme a demonstração do Teorema 3.6, acima.
Para nossos propósitos, precisaremos introduzir a noção de traço. Dados

À/ e N módulos sobre a álgebra A, definimos o traço de M em N, que
denotamos por tr/v(A/), como sendo o submódulo de ]M gerado pelas imagens
de todos os morfismos de Ar em M

Seja Q, a soma dos módulos projetivos indecomponíveis em A, não iso-
morfos entre si, e distintos de PI, e .f%.

Proposição 3.7 Um colÜunío dos represenfarztantes das c/esses de ísomor.
Jia dos F-módulos simples, é o conjunto

{#.m«(7', M) : M € 'r(T)} U {.9 ZztX(7', S)}

onde M é um dos sega,lutes módulos

/. M = Sj com .j:# i,J g {/i,-. - ,/t}

2. M = M, = i;;llbi:i' onde s = i, . . . ,t

T) p m on q} rn r ;i n

l

2

Se iV é um módu]o simp]es com ]V g {Si., . . - ,SI.,Si]. então teremos
que Homo(7', M) = Romã(P(M), M) = k.

Se .ü/ = À/, = ;;ãftliJ,s = 1,2, ''' ,t, então, desde que tz'Q,(PI,) -
a)j#í.FÇ"j, com /3 submódulo de Pi,, e mj 2 1, temos que M é um A-
módulo cuja k-representação é tal que M({) = k"' , onde m, = número
de flechas que ligam o vértice /, ao vértice i; .A4(/,) = ÊI.A/(.j) =
0,para todos :# /,,.j # i e M(a,,i) é um monomorfismo, para cada
flecha a,,i que liga /, a i.

Por outro lado, Homo(â,a"'Si) = 0, pois a = n:(l-'Sí), conforme o
Teorema 3.6. Portanto, Homo(r'S, .A4,) = 0. Logo, Homo(T, Jb/,)
Homo(Pi,, M,) = k.
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Portanto, temos que o conjunto definido no enunciado desta proposição, é
formado por I'-módulos simples. E claro que, os elementos desses conjuntos,
por construção, são dois a dois, não isomorfos, então, ele contém n elementos
distintos e é por isso, um conjunto de representantes dos módulos simples de
f

Observação: Notemos que a k-representação de M = ;;:;llliJ, conforme
notação adorada na Proposição 3.7, pode ser esboçada localmente, pelo
seguinte grato

k Jlb km.

onde m, é o número de flechas de /, para {.
Então, temos que M é módulo de Koszul se e sòmente se I' é uma APR-

inclinante. Com efeito, como rAM = S;"', onde m. é o número de flechas de
/, pala { e de acordo com IG-h'1,2), sabemos que, sobre álgebras hereditárias,
um módu]o ]W é Koszul se e somente se rM é projetivo, resulta que Si é um
simples projetivo.

Nosso próximo resultado apresenta a resolução projetiva minimal do I'
módulo simples S.

Proposição 3.8 .4/anfendo a rzofação degrada acima, temos que a segdêncáa
e=ata abaixo é uma F-resolução projetãua minimal do simples S,

o ,p.) -:b(7',p)(a'',.rZ'')-=4(r,,'s)
lS

Z)emonstração; Consideremos a resolução projetiva de I' S{, dada na de-
monstração do Teorema 3.6. Aplicando o funtor Homo(T, --), obtemos a
seguinte seqüência longa excita de I'-módulos

0 &) -!4 (7', P) = ql)(r, PI,)"' -!4 (T, ,'S) --'} EztX(T, a)
lS

onde r* = Homo(T, n) = composição com a.
Afirmamos que EztX(T,Pí) = conuc a* = S. Vejamos porque. Como

n... é morfismo sobre um projetivo indecomponível, temos que n* não é um
epimorfismo, resultando, então, que Im a.. Ç rr(7', l-'S).
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Por outro lado, seja p C rF(T, r'S), digamos 'p - (gt,p2, - . ,g«) com
g« C (r S,r'S), então temos que ter p« = 0, pois (l-'S,r'S) 3 k; segue
quegédaformay=(gi,92,' ,g.-i,0) : T S. Se considerarmoso
diagrama:

T'

r'S
onde 7'' = © P, eP =(pi,..-,p«-i) C rr(7',r'S), então temos que ? se

fatora por r, ou seja, existe @' : T' que i? = nd''. h'las, @' se estende
a um I'-morfismo @ : T P com @. : r'S ----> P, nulo, e tal que g = nÚ.

Logo, p C lin a*, ou sda, Im n. = rr(T,r'S). Portanto, conuc n* = S,
como queriamos mostrar.

Observamos que, nuc a. = Homo(T, P.). Mas, pelo lema 3.3, temos que
(T, a) = (T,rAP.), que é um I'-módulo projetivo. Segue que a seqüência
longa exala acima é uma resolução projetiva minimal de S. H

3.3 A descrição da aljava de I'
Nesta seção estaremos descrevendo a aljava das álgebras BB-inclinadas.

Antes de apresentar nossos resultados, faremos alguns comentários, para es-
clarecer o que queremos que provar adiante.

Um esboço local da aljava de I' pode ser dada da maneira como mostra-
remos a seguir. Considere um esboço da aljava de A, QA, dada localmente
em torno do vértice i, por:

\
Z

/

/

\

com (a,) : /, ) : i ---> .j« flechas unindo estes vértices, (lue estão

sendo representadas por uma flecha única . ----}
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Sobre Q(1'), temos que 7', como A-módulo à esquerda, produz localmente
em torno dos vértices {« e .j., o seguinte grato orientado:

/:
/ \

\
?.

J«
/

para cada m = 1, . . . ,r, com (á,) : {« ---} /, flechas ligando estes vértices,
representadas por . ----}

Ou seja, o vértice ;., associado ao simples S;. = S, torna-se uma fonte, os
vértices sucessores imediatos de {. são os vértices /,, onde /, com s = 1, . - . ,t

são os vértices predecesores imediatos de i, e os vértices sucessores imediatos
destes /, serão, entre outros, os vértices .j., onde .j. com m = 1,-..,r,
são os vértices sucessores imediatos de i. No restante, a aljava permanece
inalterada. Vejamos um exemplo para fixarmos nossas idéias.

Seja A = kZ,)s, o diagrama de Dynkin Z)s, com a orientação dada por:

l
\

5

/
3 4

/
2

\
6

e tomemos T = r'S4 (D (D PJ, o módulo inclinante associado ao vértice 4

Então, temos que a alj ava de I' é

ê

/
2

/\

/
4õ 3

\
5

\
l

Os resultados que apresentamos a seguir demonstram as afirmações feitas
acima. Lembremos que, como vimos no parágrafo 3.1, vale que rF(T, PJ) =
(T,rA.f3), para cada .j # { tal que rA/b C add 7', e para cada s = 1, . . . ,t,
que rr(T, Pz,) = (T, rA&)"' © (7', .i:Z), onde raiz, = /T' © .r7,
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P-posição 3.9 S©« .j # ã «é,tic. .m Q(A), Z«/ q«. . A-mód«/. p,d'fí«
indecompon'íuet Pj satisfaz "Pi não é somando dil'eto de rr.Pi e Pi não é
somando direto de rjPj"

Então, + jtech,üs d,e :i para. à em QÇt) = + Pechas de :i pata, s em QÇXà,
pata CQdQ S :} t .

Demonstração; Para saber o número de íiechas de .j para 3, em Q(í'), pre-
cisamos calcular a dimensão do Â-espaço vetorial ej;lr e., (cf. Prop 111.1.14
emjARSI).

Pelos lemas da seção 3.1, cujos resultados foram relembrados logo acima,
e da hipótese de que .j « {i,/-,- --, /t}, temos que:

«r . ,(r, R) (r, ,«p,)
.'F'j (r,a) (r, ,i.p,)

Agora, considere a seguinte seqüência excita de A-módulos

0

Aplicando o funtor Homo(T, --), obtemos a seqüência excita longa de I'-
módulos, dada por:

0 ----.}(Z','iP.) 'AP.) :Íi2') ---} ExtX(T,''8)

Mas, ExtX(T,ri.8) = ExtX(7' SÍ,ri,P,) = 1)Homo(ri&,S{), pelas fór-
mulas de Auslander.

Como /% não é somando direto de ri.PJ, segue que Si não é somando
direto de topo rtpi, logo (râPÍ, Si) = 0, pois ripa é projetivo.

Segue pela exatidão da sequência acima que

,,B): (r, «Ap, )

(r, ,i.pJ )

Portanto,temos que dimÀ;&;j#f; = dimk(Ps, :tB') = # flechas de J para
. em Q(.A). H

Mais uma vez, observamos que a Proposição 3.9 mostra que o número de
flechas de j para 3 em Q(1'), onde s # d e .j g {{,/:, - - . ,Zf} ou .j não é um
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antecessor imediato de algum dos Z,, com s = 1, - . . , t, é igual ao número de

flechasde.j paragem(2(A)- . . .: .,. ,-. «.
Considere, agora, o seguinte esboço local para a aijavt'' " '-

u : z

Sj aparece no topo de Pt

Demonstração; Sabemos que .rt = 1'eí (T,PZ) = ©.(Pm,PI)- T'mbém,

w-aeK«uu} ,:'lH,«,«XÜ
3 (1', 5&%)"' © (z', Úh)

U'lTliu''m ;.'.;=n;'gk.::B#i=:':'i::#.T ==:';
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percorre o conjunto dos outros vértices sucessores de /, que são distintos de i, e
mi, é a multiplicidade do simples ii, no topo de ri'8f. Logo, dimk C;;llÇé:Í # 0,
para .j um sucessor imediato de { ou .j tal que Sj aparece no topo de f 1 . Então,
para estes .j, o número de flechas de / para .j em Q(1') é igual a

== 7''ns

== 7'ns
dimk(&, ÍIÊIR) + dimk( P,, -K-)
o número de flechas de i para .j em Q(A)+ número de vezes que Sj

aparece no topo de .r7.

Proposição 3.11 Sela u um arzfecessor {medÍafo de a/g rzs dos /;s, como lzo
desenho abaixo:

1'.
/

n
\ N

'u Z
\

\ /

Então, os uértíces sucessores imediatos de â em Q(1') são os mesmos que em
Q(A.), ' o «ú«..« de ./leGA« q«e o. /{g« .m C?(r), á . mesa. g«e o. /{g««
.«. Q(A)

/ Sa

l)emonstração; Temos que -P. é somando direto de rãPu. Assim, segue que

:$il;i:18 = ;!Íli;tÍ)à. Sda rAPa - :g .rT"' © ((D«'PuT«' ), -d' "«. é o número
de flechas de u para J, e m«, é o número de flechas de u para u' g {/,.
Então, temos que

T,rAPé
rF(T,rAPa ) - É(41;álà)"«, © ©í.(Jfállb)"«'

= ©(7', Mr, )"" © ©(r, s«,)""'
S

conforme a Proposição 3.7, do parágrafo anterior. .
Se .j # u'ou .j « {/,., . - . , Z,,l} então e; rF &l = 0, pois o topo de rr.f% =

©(SÍ.)"«, © ©(SÜ,)"«'
Is
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Então, temos que, para cada u' definido acima, fixado,

dimk eü,liiÊ- = o número de vezes que .ga, aparece no topo de rr/à
= o número de vezes que S., aparece no topo de PAPE
= o número de flechas de tt para u' em Q(A)

E para cada / C {/,., , /,,}, temos que

dim*qjÊ- = o número de vezes que S'f aparece no topo de rr.fh
= o número de flechas de tl pala / em Q(A)

Finalmente, observamos que (e. , .f2' ) = 0, para cada .j # i, e da resolução

projetiva de S, que a)!:i/T' é a cobertura projetíva de rrP;.. Assim, temos
que ;« é uma fonte de Qr, e que as extremidades das flechas que saem de i«
são os vértices /i, . . . ,/.. Além disso, temos que o número de flechas de {«

para /, é o mesmo que o de /, para { Com efeito, fixado s = 1, - -.. , t, temos
que o ntímero de ./7ecAas de ;. para /, = número de vezes que SÍ, aparece

no topo de rr-f%. = o número de vezes que SI, aparece no topo de I'-'S = o
número de Pechas de 1, para i.

Assim, obtemos que a aljava de Qr é da forma descrita no início deste
parágrafo.

3.4 Algebras Brenner-Butler-Koszul
Neste parágrafo, estaremos interessados em demonstrar o principal resul-

tado deste capítulo, a saber, que toda álgebra BB-inclinada é uma álgebra
de Koszul. Para tanto, além de usarmos os resultados que apresentamos an-
teriormente, precisaremos descrever as aplicações entre alguns dos projetivos
indecomponíveis de I' = 1'{, que são multiplicação poi flechas. Seguindo a
estes resultados, poderemos descrever as relações que estão definidas sobre
I', o que faremos, logo após aos resultados que mencionamos acima.
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Sabemos que (T, Pi) = (7',rAP.), pelo Lema 3.3. Para nossos propósitos,
vamos explicita-lo. Considere o morfismo de I'-módulos:

(7', ,Ap. ) -!b (r, p,)

definido por P*(p) =/3 p, para cada p C(T,rAP,), onde/3 =((PT')iS«.S«j.'
, (/3ru')IÉ.,$,j.) tal que /3;l;" é o morfismo definido pela multiplicação pela

flecha P;:" : i ---} .j. que liga o vértice i ao vértice .j« e u.í. = número de
flechas entre estes vértices, pala cada m :: l,. . - ,r. E claro que P é um
monomorfismo. Pela identificação que apresentamos no Lema 3.3, segue que
0* é um isomorfismo.

Sqa SÍ. o simples de I' associado ao vértice /,, onde s = 1, . - . ,t, como
convencionámos ao longo dos parágrafos anteriores. Pela Proposição 3.7,
temos que Sf. = Romã(T, À4,), onde A4s tem k-representação que pode ser
esboçada, localmente, pelo seguinte grato

k -b» k"-,

onde mi. é o número de flechas de /, para i. E fácil verificar que a resolução
projetiva.de JI/, é a seqüência exala curta 0 ---} rP."i, © .fl s:!gly2) Pi ...>
À/, ---+ 0, onde rPi, = .rT'' © Pi' e o morfismo gi é dado pela multiplicação
pela soma dos caminhos >ll:.,.,.,u, P;l;"a:' , que ligam o vértice /, aos vértices
.7:' ' ' ' ,Jm, passando por {, onde /3:" é a flecha que liga o vértice { ao vértice
.7m, como definimos acima, e ctlf' é a flecha que liga /, ao vértice {, para
u, = 1, . . . , ml,, onde ml, é o número de flechas que ligam /, a i.

Aplicando o funtor Homo(T, --) a resolução projetiva de M,, exibida
acima, obtemos a seguinte sequência excita curta

o --+ (r, ,/T', © 4) o!!q') (T, pi,) ---} (7', M,) = if, --} o

que é a resolução projetiva minimal de Sf.. Segue que cada função compo-
nente de gi. é definida pela multiplicação por uma flecha que liga o vértice
/, ao vértice .j., para cada m = 1,. . - ,r, ou seja, é a composição com o
A-morfismo definido pela multiplicação pelo caminho /3;l:"alf', fixados m e s.

Vamos denotar estas flechas de Qr, que definem o morfismo gi., por
"hs:j'', nde s= 1,.--,t,m=1,. -,r,l $u, $ml,,l$o« $t;j.,etalque
mz, = número de flechas de /, para i, e t;j. = número de flechas de i para
J«
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Consideraremos, agora, a resolução projetiva dos I'-módulos simples S;,

onde .j g {i,Zi,- . - ,Z.}, dada por 0 ---> (T,rPJ) -!b (7', Pi) --} S; ---> 0.
Com a apresentação dada pela Proposição 3.8, juntamente com estas, que
apresentamos acima, obtivemos o resultado a seguir.

Proposição 3.12 Seja I' = 1'{ uma (í/febra .BB-ínc/inante. Então, com a
apresentação de I' dada como enunciámos acima , temos que I' é alma á/febra
quadrátãca.

ã R H ÜHI :lE illll
o número de vezes que S;. aparece no topo de (T,rabi), como descrevemos

enormente. ção projetiva minimal de S, que foi obtida e apresentada na
Proposição 3.8

o ---+ (I',,p.) -!b (r, p) - (li)(r, p='') -b (I', ''s) --+ j ---> os=l

, - [ '=::::= .' ]
=.nEUll$?H U 8FWil
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denotaremos por /P., é dado pela matriz

PL.«i Pâ.«t a

PL.«T': Pã.«:'' P=«..* l l

PL.«:'' Pâ..:-' =«.a:".P

Portanto, temos que cada entrada desta matriz é definida pela multi-
plicação pelo caminho /3;:".alf' em QA. Segue das observações e afirmações
que fizemos acima, antes dc enunciar este resultado, que cada morfismo
(P:p.a;'), é um I'-morfismo definido pela multiplicação pela flecha '7Z:.l=",
que liga o vértice Z. ao vértice .j«.

Decorre destes argumentos, que o morfismo (/P)* tem cada uma de suas
funções componentes definidas pela multiplicação por flechas de Qr. Como
7r. é composição com morfismos que são multiplicação por flechas e como
n*.f. = 0, segue que I', com a apresentação dada, é uma álgebra quadrático.

Como consequência da Proposição 3.12, obtemos o seguinte resultado

Teorema 3.13 Toda á/geóra Brenner-Buf/er {nc/amada é ](oszu/.

Z)emonsfração. Pela Proposição 3.12, temos que / é ideal quadrático. Mas,
como I' = 1'{ tem dimensão global dois, segue, por IGM,ll, que I' é uma
álgebra de l<loszul. H

A seguir, apresentaremos as relações que estão definidas sobre I', e que
decorrem dos resultados e da apresentação que obtivemos acima.

Sda@ c(T,,Aâ). Temos que(«*o/.)(Ú) = 0. Mas, se 'Ú é «m morfismo
induzido pela multiplicação por uma soma de caminhos em Q(1') com término
nos vértices jt, . . . , j,, segue que (r* o.Ü)(Ü) representa uma relação em Q(1'),
começando em i. e terminando nestes vértices.

Temos que /.(d,) = (/ o /3)(@) onde / e P, são os morfismos definidos
acima, e tais que as funções componentes de ./P estão definidas pela mul-
tiplicação pelas flechas de Qr, dadas por '7Z.l.l:r, como definimos nas ob-
servações que fizemos antes de apresentar a Proposição 3.12.
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Vimos que A-morfismo n : G) = PZ"'' ---} r'S induz o I'-morfismo n*

para cada m = 1, . ,r fixado, temos que

«*"'"''' HH:f:;; ?Hélio;;;i
(Ph«:' ), - - . , E 'E. 8:,(/3="'-:')l

's=1 ua=1 " '' ''' ' ' s=1 u,=l

S

+
+

Portanto, as relações de I' que começam em ;n e terminam em .im, são
dadaspor E: E Õ:'(/3H"alf') = 0,paracadaUm - l,''',uj. em = 1,''',r.

llS

Observamos que as relações de I' são exatamente aquelas que começam
no vértice i., pois todos os outros vértices estão associados à projetivos cujos
radicais são, também, projetivos (cf. Lema 3.2, Lema 3.3, e Lema 3.4) Ou
seja, as relações de I' são definidas por somas .de c?minhos de comprimento

dois, começando em i« e terminando nos vértices .jt, ' . ,.j,, da maneira ex-

Se=cima e 1. = kQ//, onde Q é a aljava definida no parágrafo 3.3, e

/ é o ideal de kQ, gerado pelos caminhos :E. E Õ;'(/3;ll"a:'), para cada
,r fixado.m =1,

Vejamos um desenho para lixar as idéias do resultado acima.
o seguinte esboço local de (2(A):

Considere

z: .7i

Z
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Então , temos que /oP. é morfismo em I' induzido pela multiplicação por
PJ..a!, produto de flechas em Q(A). Observamos que podem existir mais de
uma flecha ligando os vértices, que não estão desenhadas para maior clareza
de nossas idéias.

Observe o desenho a seguir, trata-se de um esboço do comportamento
local de Q(i'):

/:

b .
/.

Como vimos acima, cada vértice /, se liga ao vértice .j« através da flecha
'yZ:;=", definida pela s-ésima coordenada da m-ésima componente do mor-
fismo ./- . Apresentamos abaixo um desenho, para fixarmos estas idéias

l (b#) J«

WI.a} ),a

/,

para cada rn = 1, . . . , r
Finalmente, podemos desenhar um esboço local de Q(i'), da seguinte

maneira:

/

\
i,

(Ph-} )
J«

para cada m = 1, . . . ,r

Exemplos
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l Sda kQ com Q dadapor:

7

t
4

t
2 -+ 3 <--- 5 <--" 6

T = 7--S; (D © PJ, associado
j#3

l -->

e o A-módulo inclinante

Então I' é dada por:

ao vértice 3

l
+

2
a
/

P
'\

8

/
Q(F) 3, 4 ...-> 7

l
\

5

t
6

onde /3a + '5'Y

2. Se A é dada por 2

Q: l --->

PÍ então I' será dada por:

3

e 7' = 1-'St G) G)
a'

í, -L Ê = 3
P

equivalente à/3.com

3. Seja A dada por: a

l ê- 2 'E ;
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e T o módulo inclinante associado ao vértice 2, ou seja,
Pt a) P3-

Então, I' é dada por:

r'S2©

23 =: 3 .= 1

com õiâ, + á2Pa = 0

3.5 0s módulos de Koszul sobre as álgebras
BB-inclinadas

Neste parágrafo, estaremos considerando o A-módulo BB-inclinante T =
r'Si© G) PJ, com A hereditária e I' = EndA(7')'P, como nos parágrafos

anteriores. Lembremos que, no parágrafo anterior, provámos que I' é uma
álgebra de Koszul.

E fato conhecido que, numa álgebra inclinada, todo módulo que pertença
à classe y(T), tem dimensão projetiva um. Como observamos antes, a classe
de torção em I'-mod é gerada pelo simples g = .g;. = ExtX(T,Si), que é
um I'-módulo de Koszul com dimensão projetiva dois, se I' não é hereditária.
Assim, somente os módulos que possuam somandos diremos em add S terão
dimensão projetiva 2.

Os resultados a seguir relacionam, sob certas condições, os módulos de
Koszul sobre A e sobre I'. Daqui por diante, estaremos considerando I' = 1'i,
a álgebra Brenner-Butler inclinada associada ao vértice í, como definimos
no início deste capítulo. Estaremos, também, considerando os A-módulos
M C 'r(7'), indecomponíveis, e tais que M # add T, pois quando .44 € add T
temos que Homo(T, M) é projetivo, e portanto, um I'-módulo de Koszul.

Lema 3.14 Soam M C 'r(T) zlm A-módu/o indecomponúe/, não proletioo,
. .M = #o«,A(T, M), «m I' I'i-mód«/.. S«po«A."''o; q«e S «ão á s.m-'Z'
direfa de ;iKi e ./iremos 7'' : 10 --+ P(i) '':b P(o) ''} M ''--} 01 a A-Teso/tição
projetiua minimal de M . Então, Homo..(T, -- )(P) é uma F-resolução projetiua
minimal de .M. .
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Z,)emorzsfração: Aplicamos o funtor Homo(7', --) a resolução projetiva de A4
acima, e obtemos a seqüência exala longa de I'-módulos dada por:

o pm) -!3 (r, pm) --+ (T, JM)
Ju -S ExtA(7', pm) (T, pm) -+ ExtX(r, &/) --+ o

Como M C 'r(T), temos que ExtX(T, iM) = 0 e que ;% C 7'(T). Então
P(o). C 'T(T) e, portanto, P, não é somando direto de P(o). Segue que
ExtX(T, Pm) = 0.

Como S não é somando direto do topo de ./\4, o morfismo (í é zero, pois
Extl(r, p,) = ExtX(T, sf) = .g.

Logo, ExtX(T, P(i)) = 0 e obtemos a I'-resolução projetiva para .A''{ dada
poi

0 ---} (T, Pm) --+ (T, Pm) --> .M

Pela BB-equivalência entre módulos de torção (cf. em IASll) segue que,
ela é minimal, desde que À4 C 'r(T). H

Proposição 3.15 ovas mesTRas Aipófeses do -Lema 3.-Z#, assuma, também,
qae M e M são ambos gerctdos em gra.u zero e que Pi não é somando diteto
de rAP(o). Então, ./U é um I'--módu/o de /(oszu/ se e somente se M é wm
N.-- módulo de lÇoszu{.

Z)emorzsf7'anão; Assuma que .A4 é um I'-módulo de Koszul. Então a resolução
projetiva de .A4, apresentada no lema anterior, é linear.

Segue que
«-(7',pm) pm)n (r,pm).

Pelo Lema 3.3, e como Pí não é somando direto de P(i), podemos concluir
que rr(T, P(i)) = (T, rAP(i)). O mesmo argumento nos diz que rÍ(T, P(o)) =
rr(7',rAP(o)). Usando novamente que /3 não é somando direto de rAP(o),
obtemos a seguinte igualdade 7'g(T, P(o)) = (T, ri,P(o)). Segue que (T, rAP(i))

pm n pm).
Pela -BB-equivalência entre módulos de torção, e como ambos são sub.-

módulos de P(i), podemos concluir que rAP(i) ' ri.P(o) íl P(t)-
Como M é gerado em grau zero, podemos concluir que À/ é um A-módulo

de Koszul.
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Suponha, agora, que M é um A-módulo de l<oszul. Como A é hereditária
temos que rA M é um A-módulo projetivo (cf IG-À'1,21) , e portanto a seqiiência
excita curta induzida pela A-resolução projetiva de À4, dada por:

(+) 0 ---} P(i) "} rAP(o) '"} rAM ---> 0 cinde.

Como Pi não é somando direto de rAP(o), temos que (7', rAP(o)) é um
I'-módulo projetivo.

Aplicando o funtor Homo(7', --) à sequência (+) obtemos que:

o ---> (7', pm) ---} (r,rAPé) --"} (7', ,AIM)

é seqüência excita curta, pois Extl(7',P(i)) = 0. Logo, cinde. Portanto,
temos que (T, P(i)) é um somando direto de (T, rAP(o)) = rr(T, P(o)).

Como está suposto ser ./t4 gerado em grau zero, podemos concluir que .A4
é um módulo de Koszul sobre I'. H

Observações

1. Nem todo módulo de Koszul sobre A produz um módulo de Koszul
sobre I', como mostra o exemplo abaixo.

Sejam A dada por:

l
\

/
2

5

/
3 4

\
6

e 7' o A-módulo inclinante associado ao vértice 1. Notemos que T é um
APR-inclinante, e neste caso, temos que I' é hereditária.

Temos que Homo(T, S3), cuja A-representação é dada por:

k
\

0

/
+.- o

\
k

/
0 0

não é um módulo de Koszul, pois seu radical não é projetivo, porém S3
é um A-módulo de Koszul.

68



2. Nas condições da Proposição 3.15 temos que a hipótese "Pi não é so-
mando direto de rAP(o)", pode ser substituída por "SÍ. , . ' ' , il não são

somandos diremos do topo de i\''t"

Pi não é somando direto de rAP(o)'

Lema 3.16 Sda M = HomztÇT,M) wm moda/o sopre I' = 1'{, com M C
7'(7') indecomponúe/. Então, S é Hm somando díreto de A"i se e somente
se B é «m s.m-do d{«t. de Q:(M)

Z)emonstração; Observemos que Extl(7', P(o)) - 0 e que é exala a sequência
longa dada por:

o ---} (7', Pm) ---> (r, pm) --} (7', M) -$ ExtX(r, pm) --+ o\.' 9 ''' ./

obtida da resolução projetiva minimal de M, apresentada no Lema 3.14.
Como PO) é projetivo, teremos que Extl(7', P(t)) = (S)", para algum

P, é somPo:o direto demos c m luar que. 0 .» .g é um somando direto do
topo de ./U.

O resultado a seguir estende para álgebras BB-inclinadas, o fato apre-
sentado na Prop.6.1 em IG-M,2], para o caso de módulos cuja cobertura
projetiva não intercepta a« ' Pr(S)

se rrM é pro.meti".
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Z)emonstração; Se rr.M é projetivo, a Proposição 2.10, galante que .M é
módulo de Koszul.

Suponhamos que .A4 seja um módulo de l<oszul. Desde que S não é
somando direto do topo de ./U, podemos considerar a I'-resolução projetiva

o --+ (r, pm) -:b (I', pm) --+ (r, w) ---} o
obtida no Lema 3.14.

Do fato de .A'( ser Koszul, resulta que (7',P(i)) é um somando direto
da cobertura projetiva de rr(T,P(o)). Conforme o Lema 3.5, temos que
rr(7', P(o)) é um I'-módulo projetivo. Logo, o monomorfismo (T, P(i)) '-}
rF(T, P(o)), induzido por .f*, cinde. Assim, a sequência excita curta

0 Pm) -+«(T,Pm) --+rr(T,M) -+0,
induzida pela I'-resolução projetiva de .A4 , cinde.

Segue que rF(7', ]W) é um I'-módulo projetivo

Os próximos resultados nos dizem quais são os A-módulos M, tal que
(T, M) tem topo interceptando os simples S = S;., Sf., - ' , Sf., que são I'-
módulos de Koszul.

Proposição 3.18 Sda JV o A-moda/o de#nÍdo por

M ke, (PJ. gH Pi,)

onde g.,, : Pi. ---+ Pt, é Q al)ligação induzida por lm caminho de compri-
mento 2 q e /{ga os z;értices .j«, i e /, para m = 1,...,r e s = 1,.-.,t,
$=ados. Su'ponhamos qu,e .M -- Homo..ÇT. M) seja lm módulo graduado sobre
F = Fi, gerado em grau zero. Então, .M. é lÇoszul.

l)enzonstração; Temos que À4 C 'r(T) e que a seqüência abaixo é exala

0 ---} PJ. g::y Pi, ---.} conuc g«,, ---} 0

Aplicando o funtor Romã(7', --) a esta sequência, obtemos a seguinte
sequência excita curta de I'-módulos:

0 8.) !=+ (T, Pz,) ---} M --+ 0
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Pelo Lema 3.4, e a resolução projetiva minimal do simples iÍ., é fácil
mostrar que a I'-resolução projetiva acima, é linear. Logo, ./\4 é um I'-módulo
de Koszul. n

Proposição 3.19 Soam &/ C 'r(7') um A-módu/o graduado e gerado em
g"" z'«, . . I' = 1'.-«.ód«/o .M = Nona(r, JM). S«p.«À«m« q«e .M .da
graduado e. gerado em grn'ü zero e tat que sua cobertura projetiua é o projetiuo
P C add P: . Se .M é ].ioszll então M é l,ioszul.

Z)emonsfração; Seja a A-resolução projetiva minimal de À4, dada por

(*) o ----> pm(w) -:b .r'ü -.b w'

Queremos mostrar que esta é uma resolução linear.
Observamos que .M g add S, pois JU C y(T). Assim, podemos conside-

rar a I' resolução projetiva de .M

o --> (1',p) -+ (r,ll."'s:) -!; .M -+ o

com P projetivo em addT, m > 0 e p.. induzido por p : H l"'Si --> M um A-

morfismo, que existe, pela BB-equivalência entre os módulos de torção. Como
M C 'r(T), segue que Extl(7', M) = 0, e portanto, temos pelas fórmulas de
Auslander que (M,S) = 0. Resulta disso, que /'w C add T, e, conse-
quentemente, que (7', .f'm) é um I'-módulo projetivo. Assim, o I'--morfismo
induzido por a se fatora através de p*. Mais claramente, podemos considerar
o diagrama comutativa dado por:

7n.

x'
(T, M) --+ 0]l(r,,'si

onde n* = p.. o Ã....
Note que Im /z* ç 7'r(r, IJ 7-'sí).
Agora, aplique o funtor Homo(T, --) à sequência (*) para obtermos a

seguinte seqüência exatalonga:

o ---} (r, pm(M)) ---} (7', pw) -!4 (T, M) ---+ ExtX(r, pm(M)) ---} o

71



com ExtX(7', P(i)(À/)) # 0, pois P(i)(À/)) # 'r(7'), pelo Lema 3.16.
Temos que p*(7'r(T, IJ r'Sf)) = rr(T, /M) # 0, pois /U não é semi-simples.

Além disso, .g € supp :fÍ;i:$1, pois I' não tem circuitos orientados. Segue
que a seqüência abaixo é exala:

7Z

(") 0 --+ (7', Pm(M)) -5 (T, Pm) -!4 «F(T, À/) ---} 0

Portanto, esta seqüência é uma I'-resolução projetiva de rF(T, M). Mas,
(*) é minimal, então Im ./ Ç ,APW. Como rr(T,PW) = (7', rAPé), por

argumentos análogos aos usados nos Lemas 3.2 e 3.4, segue que Im /. Ç
rr(T, PM). Ou sda, (**) é minimal.

Sabemos que sobre uma álgebra de Koszul, o radical de um módulo de
Koszul é um módulo de I':oszul (cf. IGM, 11). Segue que (**) é uma resolução
linear. Ou seja, (7', P(t)) é um somando direto da cobertura projetiva de
-r(7', Pm) .

Mas, rg./U é módulo projetivo, pois S não é somando direto do topo r.A4
(veja proposição 3.17)l portanto, a sequência excita curta abaixo, induzida
por (**), cinde:

0 Pm(M)) Pw) -+ ,Í(T, M) -H 0

Segue, então, (lue (7', P(i)(À/)) é um somando direto de rr(7', PM).
Observamos que PÜ = (1)/T'a) (1) PJ e portanto rA.f)u

©,(/T' O.r7,)"' Oj#i, rPj. Mas, vimos acima , que ExtX(T, P(t)) # 0. As-
sim, podemos concluir que P(i)(M) é um somando direto de rAP.ví e com isso
provámos que M é um A-módulo de Koszul. H

S

Existem vários exemplos de álgebras de caminhos A, que tem sua classe
de módulos de Koszul, X:(A), finita, mas tal que K(1') é infinita.. E vice-
versa. Por isso, se tornou interessante responder que tipo de módulos sobre
A, induzem, pelo funtor Homo(7', --), módulos de Koszul sobre I'

Observamos que os resultados apresentados nas proposições 3.16 e 3.20
nos dizem que os módulos de Koszul sobre I', com cobertura projetiva dada
por add P, onde P = .f%. q)G).r% com r # {/i,-- - ,/t}, são deânidos por

módulos de Koszul em A.

Mostramos, em seguida, que os I'-módulos Homo(T , conuc l.r3. gg
Pi,l), onde g«,, é o morfismo definido pela multiplicação por caminhos, como

r
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na Proposição 3.19, tem cobertura piojetiva dada por cópias de /t., para
cada m = 1,. . . ,r e s = 1,. . . ,t, fixados e podem determinar uma classe
infinita de módulos de l<oszul.

Ou seja, a classe de módulos X:(1') pode ser infinita, e pala que isso ocorra,
não é necessário que a classe de módulos X:(A) também seja, mas, bastaria
que a classe dos módulos cuja apresentação é dada como definimos acima,
seja infinita.

No caso I' = 1'í, vimos pela observação 2, (enunciada em seguida a
Proposição 3.15), que se ./\'{ = Homo(T, M) é um I'-módulo tal que supp ;#Í
não intercepta o conjunto dado pelos simples {S, Sf., . , Sf.}, então temos
que ./\4é l<oszul +:> JM é l<oszul.

Piovamos, também, que os módulos i\4 com topo em addS são produzidos
pelos módulos de Koszul .4/ na categoria A-mod, tal que .fl. é um somando
direto de Q'(À4).

Com estes resultados, conseguimos entender a relação existente entre as
finitudes das classe K(A) e K(1'), e também, obtivemos um critério para
determinar se X:(1') é infinita.

Finalmente, do fato de que todo módulo de dimensão projetiva um com
apresentação linear é um módulo de Koszul e que o único simples de dimensão
projetiva dois de I'i é, também, um módulo de Koszul, que gera a classe dos
módulos de torção, podemos concluir que, sobre as álgebras BB-inclinadas,
C(F)

Nossos próximos resultados nos mostram como se comportam os submódu
los e quocientes de módulos de Koszul, sobre as álgebras Z?B-inclinadas
Resultados nesta direção e de caráter mais geral, roíam obtidos e apresenta-
dos no Clapítulo 2.

Proposição 3.20 Soam M C 'r(T) e o I' = 1'i-módu/o .A,'{ = Nona(T, M),
t«/ q«e .M é «m I'-«.ód«/. de Ã'os«/. Sd«m Pr(M) = .H 61J(8.)" «
cobertura pro3etiuü de .M e M' submódulo graduado de .M dado pela imagem
âomomó7:/ica de ll P;, sobre a coóert ra pr(Üetít;a de .&4 e ta/ qae Pdr.A4' =

l e ;yi não é vm F-módulo projetiuo. Então, .M' é um F-módulo de Koszul
se e somerzte se .g;. não tí um somando direto de l#i.

j#'n

j3é'.

Z)emonstração: Temos que a inclusão ./U' --=Z.+ .A4 induz o monomorfismo que
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cinde ;#; --:b ;#Í' Pela Proposição 2.13, temos que .A4' é um módulo de
l<oszul se e somente se, pdr m = 1. E é claro que pdrgí = 1 se e somente
se .g;. não é somando direto de :Ülí. H

Proposição 3.21 o zsidere I'{ e o módu/o .A4 como rza proposição 3.2a.
Seja .M" slbmódulo graduado de .M. tal qxe .M.'' é Q imagem homomor-

./ica de U8., afraués da cobertura prolefáua de .A,'{ e Sr não á um mództ/o

projetiuo. Então M'' é i<oszul.

Z)emonstração; Se pdr../ç'í" = 0, então .A4" é um módulo de l<oszul. Se
pdrM" # 0, então temos que pdi.M" = 1, pois ./\,'Í" C .M C y(7'). Como

.g' não é somando direto de ;;:lili$;i, podemos concluir que pdrlm = 1, e
pela Proposição 2.13 segue que .A4" é um I'-módulo de Koszul

O exemplo a seguir, nos mostra que pode ocorrer que l#í e .A4 sejam
módulos de l<oszul, mas .A4' não ser um módulo de l<oszul. Seja I' a álgebra
Z?B-inclinada dada por:

l

/ \
2

/
6 3

\
4

Considere o I'-módulo .&4 cuja k-representação é dada por

h

l ../
É -.b k

\

\
0

/
0

Temos que .A4 tem I'-resolução projetiva dada por

0 ---> P3 © Pa "'} Pi © P6 ''+ -A''{
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Assim, .M é Koszul. Sda i\4' submódulo de ./\,'( cuja k-representação é

dada por:
0

/ \
É: -.b k o ---.> o

\ /
0

Temos que l# 3 St é um módulo de l<oszul, mas .A4' não, já que tem
I'-resolução projetiva dada por:

0 -+ P4 -''> Eõ ''''> '\4 ---> 0

com P4 somando direto de rapa. Observamos que pdr Si 2

3.6 Uma generalização para as álgebras .BB
inclinadas

Neste parágrafo, apresentamos um resultado que nos permitiu identificar
um outro exemplo de álgebras de Koszul inclinadas

Estamos mantendo aqui a notação que temos utilizado até aqui.
Consideremos a o conjunto de índices {1,2,. . .,u} C C?o tais que mi,. .. ,

m.. são vértices na aljava de A tomados de forma que não existem giestas no
grato da aljava ligando m. a mj para s,j = 1, . - - ,u-

Seja To o A-módulo dado por

To = r'S«: a) © ,'-'s«. © (D p.
.jcQo

Temos que Tú é um A-módulo inclinante. Com efeito, é claro que pd To $
1, e também, que Extll(To, T#) = 0, pois, para cada .j e cada s em {l, . . . , u},
distintos, é' fato que Exti.(I'-'S«,,7-'S.,) = DHomA(7''Smj,Sm!) -
Extl(S«;,S«,) = 0. Além disso, o número de somandos de To é o número
A-módulos simples não isomorfos.

Nosso objetivo, nesta seção, é mostrar que se I'o = EndA(To)'' é uma
álgebra graduada cuja apresentação é dada por um ideal graduado, então é
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uma álgebra de I':oszul. Para isso, precisaremos demonstrar o resultado a
seguir.

Considere sobre a álgebra hereditária A, os módulos projetivos indecom-
poníveis P e Q, com S, e Sç os simples do topo destes projetivos, associados
aos vértices p e q, respectivamente, tal que estes vértices não estejam ligados
por arestas em Q(/\).

Proposição 3.22 Soam p e q, de.#nÍdos acima e se.ja T :: r'S. a) r'Sç ©
©, ;. P,'ta/ q«e I'o E"d«(7')'', ' -'/ de e«d.«",or$sm. de r '.b« A, :
ma'álgebra graduada com alguma apresentação dada por um idem! graduado.

Então, Fo é uma álgebra de lÇoszul.

Demonstração; Sabemos que a classe dos módulos livre de torção de A-mod
é dada por / = Cogen (rT). Como r7' = S. (D Sç, segue que .Y(7')
Gen (Ext:(T, S. © Sç)). Observando clue, pa'a todo S

Extl.(T, S) a Z) Hom«.(S, rT) = Z) H'mA(S, SP © S,)

segue que Exti.(T, S.) e Extl.(7',.Sç) são I'-módulos simples e estão em .Y(T)-
Vamos denota-los por ip c iÍ, respectivamente. Queremos mostrar que

ambos são módulos de l<oszul. E suâciente verificar para o caso em que
tenham dimensão projetiva dois, pois, todo módulo simples de dimensão
projetiva um, sobre uma álgebra graduada é um módulo de Koszul.

Sem perda de generalidade, podemos assumir que Homo(P,Q) --. 0-
Como os vértices p e q não estão ligados por arestas, podemos visualizar
a situação local na aljava de A, relativamente a estes vértices, da seguinte
forma:

.7 l
\

ol
/

P

(1) 7nl
\

ul
/
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Observamos que podemos ter mais de uma flecha ligando os vértices, e que
foram suprimidas no desenho.

Como foi feito na Proposição 3.8, considerando a gr A-resolução projetiva
de r'Sp dada por:

o --»P © /)J=" --b r'S'. ---> 0

analogamente ao que obtivemos no Teorema 3.6, onde ml é o número de
flechas de p para ji, na aljava de A, com / = 1, . . . , u, obtemos que

o --+ (r,,«p) --} (D(r, 8,)"' -!b (I",r'S'.) --> Extl(r, p) = .gP -+ o.

#
U

/ l

Pelas condições l e 2, equivalentes a definição de módulo de Koszul, de
acordo com IGN'l,ll, e que foram apresentadas na seção 1.1, basta mostrar
que rF(T, rAP) = rl1(7', © PT') í'i (7', rAP), pois I'o é uma álgebra graduada.

Claramente, temos que (T, rAP) C rF(T, G) /T'), pois a resolução acimaé

minimal. Como r'S. é um A-módulo de Koszul, temos que rAP = rÍ(G) P;")

n P, e portanto, temos que (7',rAP) c (7', O,ãPT').
Seja Pi C add T módulo projetivo tal que rPn ' P" q) PÍ., pala cada / =

1, - . . , u e ml, como definimos acima. Então, temos que r2PJ. = rP"' © rPÍ.
e, como P g 'r(7'), segue que r(T, PJ.) = (T,rP"' © P.'.). Assim, obtemos
que

«g(r, ©l. /T' ) (,p"'© PI'.)"')
(«'P"' © ,PI'.)"').

©E:.(T, (,'p"' © «e,)"')

Portanto, temos q- ,i(r, © P.F')n(r, ,Ap) =(T, l©E::(,'P"'©rPJ'.)"'n

Mas, rP = ©E:::(rP"' © r.r:Z)"' n p = rp © l©L:.(rPI.)"' n PI, nos diz
que a interseção ©L:i(r.fl.)"' n P é zero. Como temos que ©Li(r'P"' (0
r/;)"' n rP = r2P © la)E:;:(r.fj.)"' RTPI, segue (lue o termo entre parênteses,
nesta última soma. é zero.

Assim, obtemos que(7', rXP) = rÊ(T, © PJF')n(r, ,AP). Como r(T, rP) B

(7',r2P), segue o que queriamos mostrar. Portanto , iP é um I'-módulo de
Koszul.

,P)
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Para mostrar que Se é um I'-módulo de Koszul usamos os mesmos argu-
mentos apresentados acima, para o caso se simples SP. A situação é análoga,
pois, se considerarmos a gr A-resolução projetiva de a-'Sç dada por:

o ---> Q -q (D eZ' -$ ,
y=l

t

Se --+ o

onde m. é o número de flechas do vértice u, para o vértice q, obtemos que

0 rAQ) --+ (7', (11) Q,,)"' --+ (T,r'SQ) ---+ .gi ---> 0
y

é I'-resolução projetiva linear de Se. Com efeito, (1) Q=1.' , os comandos diremos

de (DTAQ,, distintos de Q e rAQ são todos módulos em add T. Também,

temos clue r'Sç é módulo de Koszul e, portanto, vale que rAQ = ri.(G) Q=')n
Q. Um cálculo rápido mostra que rr(7', rAQ) = rg(T, © c?=') n (T, faca).

y

y

y

y

Ou seja, SÕ é um I'-módulo de Koszul.
Como todo módulo simples sobre I'o é um módulo de Koszul, segue que

esta é uma álgebra de l<loszul. H

Observemos que I'o = kQ//, onde Q é uma aljava finita e / é um ideal
admissível graduado de Ã;Q, por hipótese. Vimos que os únicos módulos
simples sobre I', que podem ter dimensão projetiva 2, são os descritos acima,
que denotamos por SÉ e SÍ. Assim, podemos considerar que o ideal das
relações de I' é gerado por combinação lineares de caminhos que começam
em p e q, (cf em IBI). Pelo que mostramos acima, podemos concluir que estes
caminhos são quadráticos. Segue que I'o é álgebra graduada quadrático.

Agora, podemos repetir a argumentação que usamos para mostrar que
SP é módulo de Koszul e concluir que cada I'o-módulo simples S,h, , com
J = 1, . . . ,u, e 0 o conjunto de índices definido no início deste parágrafo, é
um módulo de Koszul e o resultado que queremos segue como consequência.

Teorema 3.23 Sega A uma k-á/febra Àeredãfária de dimensão ./inifa. Sela

© Pm «m A-mód«/o {«c/{-«te t«/ q«. F = E«d«(7')'- é
J
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uma álgebra graduada com atgurrta apreser\to,ção dada por um ideal graduado
Então T é átgebra, de I'(osz'ul.

Z)emonstraçãor Temos que cada I'-módulo ExtX(7', S«,) é um I'-módulo sim-
ples de torção. Pela Proposição 3.22, estes módulos são I'-módulos de l<oszul,
segue que I' é Koszul.
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Capítulo 4

i\lgebrasinclinadas graduadas
P

Neste capítulo, estaremos apresentando alguns estudos e resultados im-
portantes, sobre álgebras inclinadas graduadas, sendo o mais importantes
destes, o que permite decidir quando estas álgebras são álgebras de Koszul.

4.1 Introdução
Estaremos considerando A, uma álgebra de dimensão finita sobre o corpo

algebricamente fechado k, e 7' um módulo inclinante sobre A, graduado e ger-
ado em grau zero. Consideraremos I' = EndA(T)'P, o anel de endomorfismos
de T sobre A.

Fixada uma Z- -graduação para uma álgebra de Artin I', sabemos que os
módulos simples e os projetivos são graduáveis, o radical e o socle de um
módulo graduavel é homogêneo e, em particular, o radical de uma álgebra
de Artin graduada é um ideal homogêno graduado. A verificação destes
fatos pode ser vista, por exemplo, na Proposicão 3.5, em IG-GI. Também,
neste mesmo trabalho, Green e Gordon, mostram que I' é uma álgebra de
Artin graduada, com uma Zl-graduação induzida pelo grau dos morfismos
homogêneos de T em T. Por outro lado, se ocorrer que I' é o quociente
de uma álgebra de caminhos, digamos I' = tQ//, onde Q é uma aljava
finita e / é um ideal admissível, graduado, podemos considerar sobre I', uma
outra graduação, a saber, a graduaçã.o induzida pelo comprimento das mechas.
Estas duas Z-graduações sobre I', serão detalhadas nas seções 4.2 e 4.3.
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Observamos que as afirmações apresentadas em IGGI, podem ser gene-
ralizadas pala as álgebras de Artin G-graduadas, onde G é um grupo livre
de torção, como foi provado em IFGGMj; também neste artigo, os autores
mostraram que existem álgebras locais, não semi-simples, que não tem nen-
huma graduação não triviall em IGHMj, podem ser encontradas mais in-
formações sobre esta questão.

Ainda no parágrafo 4.3, mostramos, através de exemplos, que não é
possível relacionar as graduações sobre I', que mencionamos acima, através
de funtores graduados. No parágrafo 4.4, apresentaremos resultados que são
consequências de condições impostas sobre a componente de grau zero de I',
no caso de ser I' uma álgebra inclinada.

Em seguida, apresentaremos um estudo detalhado da resolução projetiva
de I'/,, onde r é o radical de Jacobson de I', e esta álgebra é dada pelo anel
de endomorfismo de um módulo inclinante, sobre uma álgebra hereditária de
dimensão finita, ou seja, I' é uma álgebra inclinada.

A definição que obtivemos, para os morfismos que definem a cobertura
projetiva do radical de projetivos indecomponíveis de I', se aplica.ao caso
em que A é k-álgebra de dimensão finita. Sua principal conseqüência foi
motivar a caracterização dos morfismos que possuem a propriedade de serem
elementos de r que não pertencem a r2, e, por outro lado, sob a ética do
Teorema de Gabriel, os morfismos que são induzidos pela mu/t p/{cação por
.Pec/zas da aljava de I'

Em seguida, no parágrafo 4.7, introduzimos a noção de morfismo poço de
torção, que se originou da idéia de restringir o conceito de morfismo quase
cindido à classe dos módulos de torção de A. Sabemos que este conceito
está definido sobre álgebras de Artin, assim, apesar de inicialmente estarmos
interessados em álgebras inclinadas, pudemos obter resultados para o anel de
endomorfismo de um módulo inclinante, sobre uma k-álgebra de dimensão
finita, não necessariamente hereditária. No caso de A ser hereditária, temos
a vantagem de conhecer a sua aljava de .4R, mais detalhadamente, o que nos
permite identificar graficamente, os predecessores de um somando direto inde-
componível do módulo inclinante, assim como os domínios e contra-domínios
possíveis dos morfismos, e em particular, os morfismos quase cândidos. As-
sim, nossas aplicações e exemplos se voltaram, com mais ênfase, para a classe
das álgebras inclinadas.

No parágrafo 4.8, apresentamos nosso principal resultado, que caracteriza
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as álgebras inclinadas graduadas I':oszul, e alguns exemplos e aplicações,
como conseqüência deste resultado.

No parágrafo 4.9 apresentamos exemplos que ilustram nossos resultados,
incluindo o caso das álgebras inclinadas generalizadas de tipo Á.. h'leis ires
exemplos, foram apresentados no parágrafo 4.10, e ilustram a relação entre
as classes Z(F) e X:(1').

4.2 Graduações sobre álgebras de caminhos
Neste seção, vamos descrever a graduação que pode ser induzida sobre

uma álgebra de caminhos, através de suas flechas.
Consideremos A uma A-álgebra de dimensão finita. Construímos o anel

graduado de A associado a /, um ideal próprio de A, que denotaremos por
GrA(/), da maneira descrita a seguir.

Tomemos a seqüência decrescente de ideais dada por:

lo l\ I'z -3 la '3 3 1" D

e consideremos os quocientes .4(") = 1 . É claro que /(")./(") C /("+")
Portanto, dados dois elementos homogêneos # C /(") e g € /("), podemos
definir uma multiplicação T.g = F:g + /("+"+i), onde z C /(") e y C /("),
que define uma estrutura de anel para a soma direta de todos os .4("), com

Resulta disso, que o anel GrA(/) = ll Á(") é um anel graduado, chamado

de anel graduado de A associado a /. Observamos que esta construção pode
ser feita no caso mais geral, em que A é uma álgebra de Artin.

Um importante caso particular pode ser obtido ao tomarmos / o radical
de A. Neste caso, temos que

n > 0

n>0

GrA(rad A) = A(') © A(:) ©

onde A(") = rad" A , para n ? 0. Se A for uma k-álgebra graduada, de
decomposição básica, l-gerada, então A e GrA(rad A), são isomorfas como
álgebras graduadas;( cf. em IGM,ll).
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como álgebras graduadas, como mostra o exemplo 3, .1..
abaixo.

-A seguir ilustramos esta graduação com alguns exemplos

Exemplo 1: Sqa I' a k-álgebra dada por:
3

l -.S-> 2

4

]l $1 3Êil:il; IT:f
Exemplo 2: Seja I' a k-álgebra dada por:

2

'7 y
l 3

7

maior que 2 são todas nulas.

Exemplo 3: Seja I' a álgebra dada por:
2

x'
l

'/
3

py'
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com a relação de comutatividade dada por anal = /33P2/ci-

temos que /, o ideal das relações de I', não é homogêneo, e o anel gradu-
ado associado ao radical de I' não é isomorfo à I'. Notemos que P3 é gerado
em grau 2, na graduação dada pelo radical de I', e em grau 3 na graduação
dada pelo ideal /. No entanto, temos que I'(3) = 0, em vista da relação de
comutatividade definida sobre esta álgebia.

4.3 A graduação induzida por morfismos ho-

mogeneos
Nesta seção, vamos descrever a graduação induzida pelo grau dos morfis-

mos homogêneos entre módulos graduados indecomponíveis. Em particular,
apresentaremos exemplos no caso em que tomamos a álgebra definida por
um anel de endomorfismo de um módulo inclinante.

Seja A uma É;-álgebra de dimensão finita, graduada, l-gerada, e de de-
composição básica, ou seja, A = kQ//, onde C? é aljava finita e / é ideal
admissível graduado. Assim, podemos considerar A como k-álgebra gradu-
ada, com a graduação induzida pelas flechas, mais precisamente, podemos
considerar sobre A a graduação definida pelo anel graduado associado ao
radical de Jacobson graduado de A.

Tomemos T um A-módulo graduado, gerado em grau zero. Digamos que
seja T = (1) Tj, onde cada somando direto ZIÍ é um A-módulo indecomponível,

graduado pela graduação definida sobre A, que é dada por Tj ' 11. 7'("),

onde Zf") - A(m) . Tj(O) é a componente de gi'au m do módulo lrj. Sem perda
de generalidade, podemos assumir que T é /jure de m /tip/{cÍdade, isto é, que
os somandos diremos de indecomponíveis de T não são isomorfos dois a dois.

A graduação induzida pelos morfismos homogêneos foi descrita em de-
talhes, no trabalho de green e Gordon, em IG-GI, do qual obtivemos várias
informações, que mencionaremos neste parágrafo. Antes disso, mostraremos
com um exemplo, as graduações que podemos obter sobre os módulos, como
as que descrevemos acima.

lJ
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Exemplo Seja A a álgebra de caminhos dada por
3

/
l 2

\
4

Consideremos sobre A, o módulo inclinante 7'
Temos que

r'S2 © Pt © P2 (D P4

PJ = Aej ll A(")ej = ll =
m>O m>O '

onde ej é idempotente de A, .j = 1,3,4, r = rad A e o..isomorfismo é de
módulos graduados. Também, temos que r'S2 = St A(o) . el.

;.iÍ'j

De acordo com [GGI, o m-translado de IC é o A--módulo dado por

i?l') onde 7(') = T.('+m)m)Z

Consideremos, agora, a decomposição de I' = EndA(7'), o anel de endo
morfismo do A-módulo inclinante 7', acima definido, dada por:

n

I' = (1) Homo(T,t

Seja FA : (gr A) -- mod --} A -- mod, o funtor esquecimento. Para

cada .j = 1, . . . ,n, consideraremos, como é feito em IGGI, Homo(T,Tj).-
Homo(FA7', FATO),e para cada m C Z, e cada .j = 1,' -. , n., Homo(T, TJ)(") =

Homgr A(T,a(--m)Tj), que é .o grupo dos morfismos graduados de T em
a(--Ú)TI' Pelo Lema 2.1, em ICGI, verifica-se que

H'mA(T,TJ) = ll FA IHomgr A(T,a(--m)T.)l
me#l.

Como estamos assumindo que 7' é gerado em grau zero, segue que m ? 0.
Por fim, se definirmos gj o comprimento graduado de TJ, para.cada .j =

1, . . . , n, como sendo o maior inteiro m, não-negativo, tal que Tj(") # 0 mas
lr.(m+') . 0, para s 2 m + 1, obtemos a seguinte expressão
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Homo(T, 7lil
g.Jn

F' IH'mgr A(7', a(--m)T.)l
:0

Definidas graduações sobre as álgebras /\ e I', podemos considerar a
categoria dos objetos graduados de /\-mod e I'-mod que denotamos por
gr (A)--mod e gr (1')--mod, respectivamente, cujos morfismos enfie os obje-
tos são os moifismos graduados.

Denotando FA e Fr os funtores esquecimentos das categorias gr (A)--mod
e gr (1')--mod em A-mod e I'-mod, respectivamente, obteremos o seguinte
diagrama comutativo:

Homo (T, --
gr (A) mod gr (1') -- mod

A -- mod
Homo(T, --)

]' -- mod

No entanto, pode ocorrer que, as duas graduações distintas que definimos
sobre I', não estarem relacionadas por funtores graduados, como nos mostram
os exemplos a seguir.

Exemplo 1: Consideremos A, a álgebra de caminhos do exemplo apresen-
tado na seção anterior e tomemos o módulo inclinante T = 1--S2(DPIG)P3G)P4.
Sabemos, pelos nossos resultados no capítulo 3, que I' = EndA(T) é a álgebra
dada por:

3

?

à
4

Sobre I', temos a graduação-morfismo dada por:

I'(o) := kct(11)Acz(1)kc3(Dkc4(11)kn', I'(t) = 0, 1'(2) = A./3a(11)k-7a, e I'(n) :; 0,
para n > 2, onde cj : 7' --+ Tj é o morâsmo dado por(0,.. .,1TJ,o,.. .), e as
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composições /3cl e 'a são os morfismos de P3 e P4 para Pt, respectivamente,
e a : PI ----} r'S2 = St é a cobertura projetiva de St em A-mod.

Pelos resultados que obtivemos no capítulo 3, podemos concluir que as
morâsmos entre os somandos diremos indecomponíveis de T, que induzem as
flechas na aljava de I', tem graus zero e dois. Observamos que I'(o) não é
um módulo semi-simples no sentido usual, isto é, gerado por idempotentes
ortogonais primitivos, e que I' não é uma álgebra hereditária. Também,
convém observar que a morfismo r é um epimorfismo de grau zero.

Exemplo 2: Sejam A a k-álgebra dada por

2

? 's
l

7
3

e T = Si © 7''Sa (D Pt um módulo inclinante sobre A. Notemos que r7'
rS: © S3. Temos que I' = EndA(T) é a álgebra, hereditária dada por:

2

í 3

Pela graduação induzida pelo grau dos morâsmos homogêneos entre so-
mandos diretos de T, temos que I' é gerada em grau zero, pelos morfismos
cí) cí, cã) ai } n2, p, definidos por:

c7 : T --+ Tj, dada por c;' (0,...,/r,...0), onde..rr é afunção
identidade sobre TJI ni : Pt ---l'Si, a A-cobertura projetiva de Si, n2
Pi ----} r'S3, uma componente da cobertura projetiva de a"'S3, ep
r'Ss ----} Si, um epimorfismo de r'S3 sobre o simples Si.

Notemos que ni, n2 e p são os morfismos que induzem morÊsmos entre os
projetivos associados aos vértices í e 3, 2 e 3, í e 2, respectivamente. Como
temos que 7' é gerado em grau zero, segue que os morfismos de grau zero,
entre somandos de T, somente podem ser fatorados por outros morfismos de
grau zero
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Exemplo 3: Tome A a k-álgebra dada por
l 5

\
3 {...--

/

/
4

\
2 6

e sqa T = 1"'2Si(D7'-S2(D P4(1) P] (DPsQ) Põ um A-módulo inclinante. Notemos
que T é um módulo preprojetivo. Temos que I' = EndA(7') é dada por:

2

7
l

]

l
4

y
3

y
5

N
6

onde os números sobre as flechas indicam os menores graus possíveis, para
os moifismos homogêneos entre os comandos diremos de T, que definem os
projetivos associados aos vértices ligados por estas flechas.

4.4 A apresentação projetiva minimal de I'/,
Neste parágrafo, estaremos interessados em identificar o tipo de apli-

cações homogêneas entre somandos diremos indecomponíveis do módulo in-
clinante, que aparecem nas resoluções projetivas dos módulos simples de
(ílgebras inclinadas.

Assim, estaremos considerando A uma k-álgebra de caminhos de dimensão
finita, T = ©;l::TJ um A-módulo graduado inclinante, livre de multiplicidade,
gerado em grau zero, e I' = EndA(T)'P, o anel de endomorfismo de 7' sobre
A, uma álgebra inclinada, com a graduação apresentada em 4.3.

Seja SI um I'-módulo simples, não projetivo, associado ao vértice /, cuja
apresentação projetiva minimal sobre gr(1')-mod é dada por:

(1) p='j. -b p --+ s. --+ o
S

l0
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onde ./l = (/: , . . . , ./': ) é definida por .f: (--) = /u o -- tal que ./; : ZT'"

no topo de rPi.
Como SI é um módulo simples, podemos assumir que .f. é um morfismo

graduado homogênco. Como T é gerado em grau zero, temos que grau de /+
é não-negativo.

Se tomarmos o morfismo c, : T --.} 7.Í. com o C {l,...,s} fixado,
definido por c, ' (0,.. . ,/r.,0,. . .) e considerei'mos a restrição de /u ao

indecomponível PÍ,, que denotaremos por /.m", para cada m. = 1,. ,mj.,
obteremos que

/um "(',)(Tm) (r© )

Segue que /.m" OC, é um A-morfismo graduado homogêneo, com grau igual
ao de /r", que sabemos ser não-negativo pois T é gerado em grau zero.

Proposição 4.1 ovas condições e notações usadas acama temos que /+ á
induzida, ou por um monomor$smo ou por vm epimor$smo.

Z)emonstraçãoi Suponha que seja .f. induzida por um A-morfismo / tal que
/ não é epimorfismo. Ou seja, temos que o conúcleo de /, que denotaremos
por conuc /, é não nulo. Considere a sequência excita curta de A-módulos
dada por 0 ---> Im .f --!+ Tz ----.> conuc ./' { é a inclusão canónica.

Como a classe dos módulos de torção é fechada por imagens, temos que
Im / C 'r(T); assim ao aplicarmos o funtor Homo(T, --) à sequência acima,
vamos obter a sequência excita curta de I'-módulos dada por:

0 ----} Homo(T, Im /) -lb PZ --+ Hom(T, co-c /)

pois ExtX(T,Im /) = 0. Considere, agora, o diagrama comutativa de A
módulos, dado por:

Im.f

onde / = { o /'. Então temos que /. = {* o .a
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Temos que rrPz 3 Im ./: = Im({. o ./=); e como {. é monomorfismo, pois i
é monomorfismo e o funtor Homo(7', --) preserva monomorfismos, segue que
Im /'+ = Im ./. = rrPz. Mais claramente, a equivalência de Brenner-Butler
nos fornece um diagrama comutativa de I'-módulos equivalente ao descrito
acima, dado por:

© /T'"=©HomA(T,T.='«) -:Cb Pl-Homo(T,Ti)

(T, Im /)

e, portanto, (7',Im ./) = FREI. Segue daí que SI 3 (7',conuc /). Como
conuc / C 'r(T), temos (lue SZ C y(T) e, portanto, pdrSI = 1. Logo, FREI é

um I'-módulo projetivo dado por:

, P (1) Pl:'" e Im /3 Im ./'

Segue que / = { o ./' é um monomorfismo.

U U

Como conseqüência desta proposição, temos o seguinte corolário

Corolário 4.2 Com as notações anlerÍores, temos;
(i)St C yÇT) se, e some«:te se, j' é u« mo-«omor$smo. Neste c«se, temos

que S{ N Homo..(T,conucf), com coTtucj C: 'T' qT).

(ü)S- C XÇT) se, e some«:te se, J é «« .pim"esmo. Neste c«se, St Z
Ezt\ÇT, nuca), onde nuca C FÇT), se pdSI = \-, e nuca g FÇT) se post = 'Z.
r) p m avi q+ rn i" n aywv

(i)Se Sr C y(T), então pdSr = 1 e SI = Homo(T,N), para algum
N C 'r(7'). Segue que /. é um monomorâsmo. Consideremos a sequência

exala curta 0 ©.7=''«) -:!:}(T,Ti) --+ 0. Aplicando o
funtor T @)r --, obtemos, desde que Toro(7',N) = 0, (pois N C 'r(T)), a
sequência 0 .7;:j" --=L+ TZ ---} N --} 0, que é exala. Logo, / é um
monomorfismo.

Reciprocamente, se .f é um monomorfismo, então .f* é monomorfismo.
Logo, a sequência exala curta, 0 ---> a),7;:j" ---} TI uc/ ----> 0, com
conuc/ C 'r(T). Assim, é imediato que (7', conuc/) 3 SI C y(T).
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(ii) Pela proposição 4.1 e por (i), é imediato que Sz C X(T) s.e, e somente
f é um epimorfismo. Aplicando o funtor Romã(T, --) a seqüência excita

curta 0 ---} nuc/ ---} ©.,Tj='" ---} Ti ---} 0, segue imediatamente que

S, = ExtX(T,nuc.f), e que n;c/ C F(7'), caso pdSi - 1, e nuc.f « /(T),
caso pdSi = 2. '

Mantendo as notações e aplicando o corolário acima, podemos concluir
que o núcleo de / é dado por:

Í /v: -
A' = < N2 'u

l 7' a) AC para i ' 1,2

onde Ari C ind .F', Ar2 C A-mod é um módulo que não pertence à teoria de
torção gerada por T e T C add 7'

Com efeito. Se S, C y(7'), temos que Ã' = 0. C«se Si C .Y(T), então ou

Como)Ext /( gJ{)(Çg)Ã;, . .ã. Extl.(7', Ã') é is'm'rfo a Extl(7', JV-) - à
ExtX(T, N2), para AC, i= 1, 2, um dos módulos como definido acima. Obser-
vando (lue, no caso de termos Ã' « /(T), ocorre, também, (lue Homo(7', K) #
0, e como este último módulo é isomorfo à um I'-módulo projetivo, segue
nossa afirmação.

Neste momento, estaremos interessados em identificar os módulos .lr =
nuc /, tal que /{' g .F pois caso contrário, temos I' hereditária , que já
sabemos ser uma álgebra de Koszul.

Daqui para frente estaremos assumindo que pd Si = 2.
Consideremos a I'-resolução projetiva minimal de SI dada por:

S

0 -e4 ©.F''"'"
u=lu=l

-!3 Pi ---> Sz --+ 0

onde Pz = Homo(T,Tz) para cada índice 3, e /. = (/;,
imos no início desta seção, e

, /: ) como defin

p* = (p;. )l: ::

é induzida pelo A-morfismo (p-)«,, com p- : Zf" ---} Tj=j' tal que p.= é a
composição com p-, e di. é a multiplicidade de Pz. em Q2(Si).
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Como Si é um módulo simples podemos assumir que cada função com-
ponente da apresentação .f. de Si é induzida pela multiplicação por flechas
ar" em C?(1'), ligando o vértice / ao vértice .j,, onde m. = 1, . . . ,mj,, (cf

Teo. 2.5 em IGM,ll). Observamos, também, que corno /« : 7j.,'" ---.> Ti é
não nula, então temos que Tj, e Ti são comandos diremos indecomponíveis de
T, não isomorfos, pois a resolução acima é minimal e I' não contém circuitos
orientados.

Como temos .f. o p* = 0, segue que .f o p = 0. Assim, se toimarmos a
representação matricial destas aplicações, teremos a seguinte expressão:

:'.,,-:'-"...'.-r:i: : :::
Ou seja, para cada u = 1, . . . ,f fixado, temos que )l: /up., = 0,
Observamos que como p* é um monomorfismo, temos que cada coluna

da matriz (p=,), é um morfismo de .f('" em OPl:j", que é, também, um
monomorfismo, para cada u fixado. Mais claramente, o I'-morfismo dado
por ip.'. , . - - ) " 1 : PI'" ---.} a) .rT'" é um monomorfismo.

Pelos resultados obtidos na proposição 4.1 e seu corolário, podemos con-
cluir que:

S

lU

(a) Si = ExtX(T, nuc /), com -c ./ g /(r)
(b) Homo(7', -c ./') = a) PzT'"

(c) p* está induzido pelo monomorfismo p tal que

o -c .f .b (Dz='" -L Tz --+o

Finalmente, considerando o monomorfismo de A-módulos p, obteremos a
sequência excita curta 0 ---} G)TZÓi. ..e-> a)Tj='' ---> conuc p' ---.} 0, onde
p' = p o i com { = Trr(X') --> /r dado pela inclusão canónica.

Aplicando Homo(T, --) à esta sequência vamos obter a seqüência excita
curta de I'-módulos 0 --+ ©.1<'« -!3 ©P=''" ---> (T,conuc p') ---} 0.

92



Comparando esta sequência com a I'-resolução projetiva minimal de Si, que
fixamos inicialmente, podemos concluir que (7', conuc p') a rtpi.

4.5 A componente de grau zero de I'
Estaremos interessados em estudar, nesta seção, os morfismos de grau

zero entre os comandos diretos indecomponíveis de um módulo inclinante
7', graduado, gerado em grau zero sobre uma k-álgebra de dimensão finita,
hereditária, A. ., , . . .

dos idempotentes' ortogonais primitivos de I'. No caso em que não
tiver-

mos informações sobre o ideal das relações, passamos a considerar sobre I' a
graduação definida pelas morfismos entre os somandos diretos de T, conforme
foi de6nido na seção 4.3. Nesta situação, obtivemos algumas informações so-
bre I'. analisando a componente de grau zero I't'J.

Pala apresentar estes resultados precisaremos introduzir notações .e al-
guns fatos sobre as morüsmos de grau zero, entre inclinantes parciais ande
Coliipolilvels. . .. ,. l :i

Comecemos tomando o no conjunto de índices {l, . . . ,n} e consideremos
Romã.(T, Tu) como um Z. -módulo graduado, com a graduação dada pelo grau
dos morfismos, como fizemos na seção 4.3, a saber,

Homo(7',Tu) = (D F IHomgr (A)(T,a(--m)Tu)l
m>O

onde Tu é um somando direto indecomponível de T. ,. . .
Pelo lema 4.1, pag 419, em [HRI, sabemos que sobre uma álgebra he-

ao invés da situação mais geral apresentada no parágrafo 4.3. ,

:ÜU9Çl&gÜZll
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é um epimorfismo, teremos que /(IHO)) = iQ'), já (lue Tu e Tu são gerados
em grau zero. Segue que / tem grau zero. Assim, se / C Homo(Tu,T.) é
um morfismo graduado não-nulo, homogêneo de grau m > 0, então .f é um
monomorfismo graduado.

Os próximos resultados nos dizem o que ocorre com I' = EndA(7')'', ao
impormos certas condições sobre sua componente de grau zero. Vejamos
como.

Proposição 4.3 Sejam A uma É-á/febra de dimensão ./ináfa, Acreditaria, e
T um i\-módulo graduado, inclinartte, gelado em grau zero, livre de multi-
plicidade, dado por T = q) Ti, onde cada Tj é {ndecomponíue!. Clonsider-

.mo. F = E«dA(r). Se #.mg, W(n,%) t.do í # .j e«tão F é
6eredÍtária.

J

Demonstração: Consideremos Si um I'-módulo simples, não projetivo e sua
gr I'-apresentação projetiva minimal

(bpl:'« lb p

onde /. é induzida por / = (.fl, . . . ,/s) com /. : Tj=j" --'+ TZ tal que /: é a

composição com /«-
Como I' não possue ciclos orientados, sabemos que / # .7., para todo

u = 1,...,s. Por hipótese, não existem morfismos graduados entre so-
mandos diremos de T, não isomorfos. Segue que cada função componente
de /u : T='j" --} TZ é um morfismo homogêneo de grau positivo, para
cada u ='1,...,s. E, portanto, /u, também o é. Assumimos que cada
função componente /um« de /u é um monomorfismo de grau positivo r««, com
m, = 1, . . . ,mj.. Como .f. é a apresentação de um módulo simples em I'
segue que r«. = to fixado, para cada m. = 1,...,mj, e u = 1,''. ,s.

Assim, temos que Im / C (D T('). Logo, / não é um epimorfismo. Segue

pela proposição 4.1 que / é um monomorfismo. Logo ./* é um monomorfismo
e portanto pd SI = 1. Segue que gldim I' = 1. n
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Observamos que não vale a recíproca desta proposição. Para ver isso,
considere o exemplo 2 da seção 4.3, onde temos que I' é hereditária e gerada
em grau zero, na graduação induzida pelo grau dos morfismos.

A proposição a seguir direciona o comportamento da componente de grau
zero de I', quando esta é uma álgebra monomial.

Proposição 4.4 Sejam A alma k-á/febra de dimensão ./imita, Aered tár a e
T -- Q:.\Ti um À.-módulo inclinante, gradua,do, gerado em grau, zero e livre
de multiplicidade. Seja F = onda.(T), e cona detemos a gr F--apresentação
projetiua minimal de tl,

-!3 1' ---+ 1'/, --+ 0

Se F é monomãaí então para cada u, existe um somando direto indecom
poníuel T' de T, com T' # Ti., tal que Homgr ü..(Ti.,T') :# q.

Demonstração: Seja a gr I'-resolução projetiva minimal de I'/,

0 --+ P(2) '!''} P(i) (1) .rT'« -b F
U

Sem perda de generalidade, assumiremos que P(2) = (D Homo(7', TI.)"i-,
onde os módulos Tz. são somandos diretos indecomponíveis de 7', não iso-
morfos dois a dois. Um cálculo rápido com as funções componentes de /# e

p, = (p.= )«,«, nos mostra que cada entrada da matriz l E /up..l. é nula, (cf.

a seção 4.4).
Como I' é monomial e P(2) :: //.r2, onde I' :: kQ/i, segue que cada

vértice u, associado ao projetivo Pi., é final de uma relação monomial de I',
(cf em IBI). Assim, podemos assumir que /up.., = 0, para cada par (u,u)
fixado. Consideremos, agora, as funções componentes de /u e p.., dadas por
/u = (/ul,'' ',/r'') : Tj='" --+ Ti, onde /um" é um morfismo de ZT'" em
Tz, e 8u, = (p:,, ' ' - ,p:b') : ZI'" --.} 7=''', onde p!; é um morfismo de Z.
em 7;:i", para d. = 1,- - . ,dl.. Assim, como temos que /up., = 0, segue
que Á,.(pl.., . . . ,p:b) = 0, para cada par (u, u) fixado. Portanto, temos (lue

/u.p:; = 0, para cada d. = 1,- . . ,dl.. Finalmente, temos que /um«pd« . 0,
para cada m. = 1,.'. ,mj,, d. = 1,- . . , dl. onde(u,u) é um par fixado.

U
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Então, pelo Lema 4.1 em IHRI, segue imediatamente que /um. é um epi-
morfismo, para cada m,. Como T é módulo graduado, gerado em grau zero,
segue que /.m" é morfismo homogêneo de grau zero. Portanto, existem morfis-
mos graduados entre somandos diremos indecomponíveis de T não isomorfos.

nbserlra rã o

Notemos que no caso das álgebras BB-inclinadas I' = 1'{, a apresentação
do semi-simples I'/, é induzida por um morfismo tal que cada função compo-
nente é um monomorfismo de grau zero. Com efeito, a A-resolução projetiva
de r'SÍ, dada poi

0 (]) Pz"' l:ÍÜ ,-'S. --.+0
S

induz a resolução projetiva de S e cada morfismo /, é homogêneo de grau
zero e é um monomorfismo. (Para mais detalhes, cf. seção 3.2).

4.6 A cobertura projetiva de rad I'
Nosso objetivo neste parágrafo, é definir as aplicações entre os somandos

diremos indecomponíveis do inclinante T, tais que os vértices da aljava Q(1'),
associados aos I'-módulos projetivos indecomponíveis determinados por estes
somandos, estejam ligados por flechas.

Definição 4.5 Sega / : Tu ---} Ti Hm mor#smo não-nw/o, com Tj # Tu.
Dizemos que f não se fatora pròpriamente através de ctddl' , se f
ütgKm g : T' ----+ Tt e h \ T. --.--+ T', com T' C add:l', então ou h é um
monomor$smo que cinde ou g é um epimor$smo qle cinde.

Seja dado 7' = (D;::iTj, módulo inclinante sobre A uma k-álgebra de
dimensão finita, hereditária. Fixemos P = PI = Homo(T,TZ), tal que rPi #
0, e TZ é um somando direto indecomponível de T. Consideremos P(o)(rPi) =
(D .fb., uma decomposição em projetivos indecomponíveis para a cobertura
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projetiva de rrPz. Observamos que devemos ter Hom,t(Tm,TI) # 0, para
m # /, como definidos acima.

Lema 4.6 Sejam Pz = (7', Ti) wm I'-mód /o prdeliuo jndecomponúe/ e .j # l
t«/ q«. (t,TZ) :# 0. E"tã., P, á s.«,-do di«f. de PM('Pi) '' ' ''"''e"t' '',
existe um mor$smo não nulo j : Ti ----} Tt, que não se .fatora pròpriamente
através de addT

Z)emonstração; Suponhamos que PJ = (T,Tj) seja um somando direto de
Pp)(rPi). Então, existe um moifismo não nulo /. : PJ ---} Pi, tal que
Imj*C opte Imlq. r2Pt. . . . . . .

Seja / : TJ ---} Ti morâsmo, não nulo, que induz /.. Afirmamos que / não
se fatora propriamente através de addT. Caso contrário, exisl;em g : T' ---} Tz
e h : 7'{ ----} T', não nulos, com T' C addT, tal que / = gA, onde g não é
epimorfismo que cinde e h não é monomorfismo que cinde. Portanto, temos,
;i; iB-.q«i;,lê«.i, q- .r. - g*h*, -m g* «ã. .pim''6;m' q- 'i"d' .
h* não monomorfismo que cinde. Logo, /mg.. C rPz e /mh. C r(T,T'),
resultando que /m/. C rtpi, o que contraria a hipótese.

Reciprocamente, suponhamos que exista um morfismo, não nulo, ./
Tí ---.> TZ que não se falara propriamente através de addT. h/lostremos
que PJ é somando direto de P(o)(rPi). Suponhamos que este não sqa o

caso.

]:ntão, todo morfismo não nulo, de PJ para Pi tem imagem em r2PZ. Em
particular, temos que /m.f* C rtpi. Então /. é uma combinação linear de
funções /« determinadas por caminhos 'y, € Q(1'), que não estãono

ideal

de relações, de comprimento maior ou igual a dois, e que ligam o vértice /
(msociado ao projetivo PZ) ao vértice .j (as:lociado ao projetivo Pj).

Usando a

BB.equivalência, resulta que / é uma combinação linear das funções. /l, , que
induzem as .f-, . Desde que / não se fatora propriamente através de addT,
temos que existe io tal que /l = /1.. não se falara propriamente através de
addT (como 'r é um caminho de comprimento maior ou igual a dois, pode-
mos escrever "r :: 'h ' 72, onde 'i e '2 são caminhos de comprimento maior
ou igual a um. Sabemos que os caminhos 't e -y2 induzem aplicações entre os

ojetivos associados aos vértices iniciais e finais destes. Assim, temos um
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diagrama comutativa dado por:

&
/.

l ã
/.\11

P;,J

l 2
onde /., /. e /. são os morfismos determinados pelos caminhos ', 'yi e

'y2, respectivamente, e .j' é o vértice tal que .j' = s('y2) = e('yi).
Pela equivalência de Brenner-Butler, obteremos um diagrama equivalente

em A-mod dado por:

n n

tal que ./l = .fi, o .fi. # 0, onde ou ./l. é um monomoifismo que cinde ou

/l, é um epimorfismo que cinde. Logo, /m/: C rPz e /m/: Z r2Pz, pois
ou /. é um monomorfismo que cinde ou ./ . é um epimorfismo que cinde,
contrariando a hipótese de não ser PJ um somando direto de P(o)(rPi). H

f..\
J

Podemos traduzir as idéias e parte de nossos resultado obtido no lema
acima, para o caso dos caminhos diretos não nulos, o que mostraremos em
seguida.

Definição 4.7 Dados Á e B, dois A-módu/os ándecomponz'ueÍs, chamamos
de caminho di eto de A para B, Q lma seqiiência qüalquet de mor$smos não
nulos, não {somor.Ramos

,4. - ,4 -b .'i- .+.4. &y.'l.+i= B

onde Ai são N.-módulos indecomponíueis, para cada j. Se a. composição de
aplicações f -- fn-Et o ' . . a f\ é Ttão-nula, então dizemos que o ca'ninho direto
é não-Ruía.

Corolário 4.8 Soam Pz = (T,Tz) e .j # /, ./içados, luas que (TJ,Z) # 0.
Suponhamos que 'para todo caminho direto não-Rito de Ti para T\, somente
os e=tremantes Ti e Tt estão em addT. Então Pi é xm somando direto de
PM (,PI) .
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Z)emonstração; Imediata

E fato conhecido que sobre álgebras hereditárias, todo morfismo não"nulo,
entre módulos preprojetivos é soma de composições de morfismos irredutíveis.
No caso em que T é um módulo preprojetivo, sobre a álgebra hereditária de
dimensão finita, A, chamamos I' de áZgebra dás/arcada. Neste caso, podemos
nos orientar pela aljava de ÁR de I' para encontrar os morfismos não-nulos
entre os módulos indecomponíveis, somandos diremos de 7', pois, os morfismos
entre módulos preprojetivos indecomponíveis são soma de composições de
morfismos irredutíveis . O exemplo a seguir esclarece o que queremos dizer.

Exemplo: Seja. A a álgebra dada por:
l

\
5

/
43 {.-.--

\

2 6

e considere T = r-2Si © r- S2 © P6 (i) Ps (D P4 a) Pt um A-módulo inclinante.
Um esboço local da aljava de AR de A é dado por:

(P- ) ' ' s- (,' ''s: )

--.-+ Pa ' S2) -

--+ (P6)
\

/\

\

B

(P4)

(&)
onde os módulos entre parênteses são os somandos diretos indecomponíveis

:=.= :==h:::==/:==H=j==:=q:'=;;n:=;;iT"=
desenham a seguinte aljava:

Pt ----} 'r'S2 ----.> r'2St

& &

&
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onde as flechas indicam morfismos não nulos, que não são isomorfismos
Um cálculo simples mostra que Q(1') é dada por:

2

/
l

\

\
4

/
3

/
5

\
6

o«deP- 'S.), & .-'S,), À P4), À (7',P-),
Ê5 = (T, Ps) e P6 = (7', Pe) e as relações sobre Q(1') são de comutatividade,
já que Homo(Pt, r''Si) 3 k e Homo(Pi, r'S2) # 0 # Homo(Pt, P4), assim
como são não-nulos os grupos Homo(T S2, l-''St) e Homo(P4, I'-':SI).

4.7 Aplicações poço de torção
Nesta seção, vamos introduzir um novo conceito para aplicações en-

tre módulos de torção, que nos levará, no parágrafo seguinte, a apresen'
tar nosso principal resultado neste capítulo, que é caracterizar as álgebras
inclinadas graduadas que são álgebras de Koszul. Enfatizamos que, neste
parágrafo, estaremos considerando A uma k-álgebra de dimensão finita, não
necessariamente hereditária.

Definição 4.9 Soam JW e N, A-módu/os com it4e N C 'r(T) e it4 {ndecom-
pon'íuel. Dizemos que Km morlismo a : N rtuto, é u,m morPsmo
poço de torção, ou simplesmente um poço-torção, quando a não é um epi-
mor$snio que cinde e todo morPsmo não-nulo, que não seja epimot$smo qKe
cinde, l3 \ L -+ M, com L C TqT), se falara através de a. Ou, seja, um poço
de torção é zm mor$smo poço na subcategoria plena 'r(T).

'vq amos alguns exemplos.
Ezemp/o -Z; Todo morfismo que seja um morfismo minimal quase cindido à
direita, e tal que ambos os módulos envolvidos sejam módulos em 'r(T) é
um poço-torção.
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Ezemp/o 2; Seja ]V C 'r(7') indecomponível e considere / : E ---.> M
a aplicação quase cindida à direita de M. Tomemos trr(E) C 'r(T) o
submódulo maximal de torção de E, e consideremos o seguinte diagrama:

t«r(E) '-$ E

onde .j é a inclusão canónica e / = .f o .7. Então, ./; é um morfismo poço de
+ '- t' '' n n
u -/ L Y'+-/'

De fato, seja /3 : L ---+ iM um morfismo não-nulo, que não seja um
epirnorfismo que cinde, com Z' C 7'(T). Então, P se fatora através de /.
Digamos que seja da seguinte maneira:

L-b M
N t/

E

com /3 = / o A. Como Im A C 'r(T), pois esta classe dc módulos é fechada
por imagens, segue que Im A Ç trr(E). Portanto, temos que P = / o .j o A.
Ou seja, P se fatora através de /. Mas, como temos que ./' não é epimorfismo
que cinde segue que ./' não será epimorfismo que cinde. Portanto, temos que
/ é um poço-torção.

Definição 4.10 Z,){zemos qKe um poço-forçâo a : N {nÍma/ se cl

é minimal à direita, ou seja, todo morlismo g : N que cx a' g,
e um tsomorDsmo.

Observamos que esta definição tem o mesmo sentido que é dado em IARSI,
para os morfismos quase cândidos minimais.

O próximo resultado mostrará que são os morfismos poço de torção em A,
cujas componentes não se fatoram própriamente por somandos diremos de 7',
aqueles que induzem flechas na aljava de I'. h'leis precisamente, mostraremos
que estas aplicações poço de torção, que tem como contradomínio os soman-
dos diretos indecomponíveis de T, vão induzir um conjunto de morfismos,
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que pertencem ao rl' mas não pertencem ao r2l'. Decorre disto que, ao con-
siderarmos o teorema de Gabriel, da maneira como explicitamos no capítulo
de introdução, teremos obtido um conjunto de motfismos que contém aqueles
que são induzidos pela multiplicação por flechas da aljava de I'

Proposição 4.11 Sejam A ama A-á/geóra de dimensão ./inífa e T um A-
móduto inclinante. Seja T{ um somando direto indecoTrtponíuel de T, tal que
tenhamos Pt = (T,Tt) am F-módulo não simples. Então, e:riste z-m lírico, a
ntenos de isomor$smo, morSsma poço de torção minimal, a . M

Ma,is üir\dü, N'í N Q)rPI e a -- TQãg*, onde g* . rPt --} Pt éo
mor.Esmo poço minimal em F-mod.

Z)emorzsfração; Desde que TI é somando direto indecomponível de 7', tal que
Pi é um I'-módulo projetivo indecomponível, não simples, temos que rPz # 0.
Logo, existe a* : rPz morfismo poço, minimal em I'-mod. Clamo
rPi C y(T), existe M C 'r(7') tal que rPi 3 Homo(T, M). Segue que a, é
induzido por um morfismo não-nulo a : M ----> Ti. Afirmamos que cr é um
poço de torção. Claramente, cr não é um epimorfismo que cinde, pois caso isto
ocorresse teríamos que a* seria um morfismo que cinde, um absurdo. Sejam
N C 'r(T) e o morfismo não nulo P : N --+ Ti, que não é um epimorfismo
que cinde. Então, P. : (T, iV) não é epimorfismo que cinde. Segue
que /3* se fatoia através de a*, ou seja existe /z* : (7', N) morfismo
não nulo tal que #* = a./z*. Logo, /3 := aA, pela BB-equivalência. Segue que
a é um poço-torção. O fato de a. ser minimal implica, pela BB-equivalência,
que a é também minimal.

Usando argumentos análogos aos apresentados acima, podemos concluir
que um outro poço-torção minimal, qualquer, /3 : Ar ---} TZ, induz um mor-
fismo poço /3*, que é morfismo poço minimal em I'-mod. Logo, pela uni-
cidade de a, ( a menos de isomorfismo), temos que Homo(T, .A4) = rPz =
Homo(T, JV), e portanto, M 3 N pois ambos pertencem a 'r(T). Utilizando
o funtor r(8--, obtemos que M = T(8rPZ =
T ®r Homo(T, M) e blue a = T ® a*.

Corolário 4.12 Aias mesmas corzdÍções da Propôs ção 4.í/, temos qxe o
poço de porção m n ma/ a : M ---> TZ otl é zlm morzomor$smo ou á um
epzmorpsmo.
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Demonstração; Suponha que cl não é um epimorfismo. Então, Im a ÇZTI.
Como a é poço-torção e Im a C 7'(T), segue que a inclusão .j : /ma ----} TI

se fatora através de a. Então, Im a é um somando direto de iM. Ou seja,
M 3 nuc a a) Im cl. Se a não é um monomorfismo, então nuc a # 01 como
M C 'r(T), segue que nuc a C 'r(T) e portanto, ,PI = (T, «uc o)a)(T, Im a),
com (7', nuc a) # 0. Mas, a é minimal, e portanto, a* é minimal. Como
temos que a*(T, nuca) = 0, obtemos uma contradição. H

Coro[ário 4.13 ovas mesmas cona iões da Proposição #.//, seja a : M ---.>
ll'! poço de torção minimal. Então, M C üdd (T) se e solTtente se rPt é um
F-módulo projetiuo.

Demonstração: É uma consequência imediata da demonstração da Proposição
4.11, e da unicidade do poço de torção minimal. H

O próximo corolário descreve os I'-módulos simples SI, o topo dos proje
uivos indecomponíveis PI , através dos morfismos poço de torção.

Coro[ário 4.14 ovas condições da Propor ção #..Z/, sega a : ]U ---> TI a
poço-torção mínima! para T\. Seja St o T-módulo simples do topo de Pt.
Então, OK St = Ho«ip.ÇT, TlIM) ou, S{ = E=txKÇT, nuc a], com nuc a C F(T).

Z)emonstração; Pelo Corolário 4.12, ou a é monomorfismo ou é epimor-
fismo. Na primeira situação, ou sqa, se a é um monomorfismo, temos que a
seqüência exala de A-módulos, 0 ---> M --=} Ti ---.> conuc a ---} 0. define a
seguinte sequência exala de I'-módulos, ao aplicarmos o funtor Homo(T, --),

0 --+ (T, M) -!4 Pi --} (T, conuc a) --+ 0

Pela demonstração da Proposição 4.11, rPi B (Tit/), portanto Sr =
Homo(7', TI/m) .

Se a é um epimorfismo, temos a seguinte sequência exala de A-módulos,
0 --+ nuc a --+ À4 -l} Ti ---} 0. Ao aplicarmos o funtor Homo(7', --) à
esta sequência, obtemos a sequência exala longa de I'-módulos,

o -+ (r, -c a) -+ (r,M) -!4 Pz --+ Extl.(r, -c a) --+o
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Mas, a* é um mo-mor6smo, logo (r, «uc a) = 0 e co«seqüentemente
-c a C .F(T) e SI = Extl(r, -c a). n

Como consequência do Corolário 4.14, temos que ou pd Si $ pdATi/m
ou pd SI $ 1 + pdAnuc a. Assim, se A é hereditária, então I' = EndA(T)'P
é hereditária se, e somente se, pdAnuc a = 0, para cada a poço de torção
minimal, definido por somandos diremos indecomponíveis de T, que não cor-
respondam a I'-módulos projetivos simples.

Corolário 4.15 (1;onsáderemos a : il./ --> Ti o morPsmo poço de torção
mínima!, obtido na Proposição 4.ií. Suponhamos que o F-módulo simples
St =: -:ik, tenha dimensão projetiua dois e que o ideal dü apresentação de \'
seja gradeado. Tomemos Q gr(F)-apresentação pro:letiua minimal de St dada.
por

© <'"

Se cada ap/{c«çã. pl, : trr(nHC /) --+ %,, pa« u = 1, .
torção então St é um módulo de lÇloszut.

S

lU

-!3 Pz -----> Sz -+ 0

, s, e am poço-

Z)emonstração; Pela Proposição 4.11, existe a : it/. ---.} 7lÍ, o morfismo poço
de torção minimal, para cada u = 1, . - . , s, com r.f3, 3 Homo(T, M,). Temos
que pl, se fatora através de a, pois esta é um poço-torção e, por hipótese,
temos que a se fatora através de pl,. Ou seja, existem aplicações não-.nulas:

t«,(-c /) -q JM, -b t«,(««c .f)

tal que a. = a,gA. Logo, g/z é isomorhsmo, já que cr. é minimal. Segue
que A é monomorfismo que cinde. Ou seja, M, é um somando direto de
trT(nuc /) para cada u = 1,. . . ,s. Mas, nuc ./: = Homo(T, trT(nuc /)) é
um I'-módulo projetivo. Portanto, (D r'PÍ., j" é um projetivo, somando direto
de nuc /.. Como nuc ./. C (D rPl:j" , segue que Si é módulo de Koszul, pois
Sr é um módulo gerado em grau zero.

4.8 Algebras de Koszul inclinadas
P

Nesta seção apresentaremos nosso principal resultado, em decorrência
da introdução do conceito de aplicações poço de torção, que nos permitiu

104



s s algebras. atendo a notação usada ao longo deste capítulo e a que foi

H i IZ g:! ::.?s;.!:;..;l!,u/::

: il ::KX%lEGa }l
de predecessor de torção de Tz.

=H'h==B;BXH<:;1;!UU!
"'%*Z,'=U'l''';': Tz --* ' ' «« '«:«.'$;"..
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(ii) todo epimor$smo $ : T' ---} E, onde T' C add T se .falara através de

Dizemos que ÇTE,d) é um gerador minimal se $ é mor$smo minimal à
di«ita, (cfDeJ. 4.lO).

@

Lema 4.18 Dado E C 7'(T), existe am lírico gerador de torção míni-
mas, (Ts,Ó] para E. Além disso, mama.ÇT,TE) é Q cobertura projetiua de
Hom/..(T,E).

Z)emonstração; Se ocorre que (7', E) é um projetivo, então temos que o par
(E, IE) é um gerador de torção minimal pai! q.. Caso contrário, considere-
mos a cobertura projetiva n* : (T,T') ---+ (7', E), onde T' € add T. Como
o juntou T ® -- é excito à direita, resulta que o morfismo a : 7'' ---} É;, que
induz a*, é um epimorfismo. Desde que n* é minimal, segue que a é minimal.
Queremos mostrar que o par (T', n) minimal é único.

Sda (T", #) gerador de torção minimal de E. Pela definição de gerador
de torção, temos que n se fatora através de @, ou seja, existe a : T' ----..> T",
tal que r = éa.

Por outro l.do, o morfismo @ induz o I'-morfismo #'- : (7',7'") --+ (T, .E)
que se fatora por n*, ou seja, existe P* : (T, T") T') tal que Ó* = n-/3*.
Assim , obtemos que r* = a*(Pa)*, resultando que (Pa), é um ismorfismo
Pela BB-equivalência, segue que T" = 7'' H

Teorema 4.19 Sejam A zzma k-á/geóra de dimensão ./irzáta, 7' um A-módu/o
inclinante e F = onda.(T) = kQ/i, onde Q é «'ma aljaua Brita, l é zm
Ideal gtadnado. Seda r -- Lji, o i'üdical graduado de Jacobson de F, onde L
é o idem! de KQ gerado pelas mechas. Clonsidere a gr(F)-resolução projetiua
minimal de \' l,

''-> P(2) ':!''} P(t) "+ 1' ---.} 1'/, ---} 0
onde P(i) = Homo(T,Tj), para cada j > com T; C add T. Seja Ei a
soma (iireta dos predecessores de torção de cada um dos comandos diremos

indecomponz'fieis de TJ{, cona .j 2 1. Então, I' tí wma á/geóra de /{oszu/ se e

somente se T'.+. é somando direto do gerador de Ej, para cada j >-- L.
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Demo zslração; Suponhamos que I' seja uma álgebra de l<oszul. Então, para
cada J, P(j) é gerado em grau .j, ou equivalentemente, P(j) é somando direto
de cobertura projetiva de rP(j-i)-

Soam Ej C 'r(T) tal que Homo(7', EJ) = rP(j) e T' o gerador de torção
de EÍ. Então, pelo Lema 4.18, temos que Homo(7', T') é a cobertura projetiva
de rP(j). Segue que P(j+t) é um somando direto de Homo(7', T') e, pela BB-
equivalência aplicada aos módulos de torção, teremos que, para cada .j ? 1, Ti
é somando direto de 7''

Reciprocamente, se TJf+t é um somando direto de T', o gerador de torção
minimal de Ej, então P(j+i) e um somando direto da cobertura projetiva de
rP(j), para cada .j ? 1. Como I' é l-gerada, resulta que P(j+i) é gerado em
grau .j + l, (cf. capítulo 1). Logo, I' é Koszul. H

Com os resultados que já apresentamos, podemos descrever um grato
orientado subjacente à aljava ordinária de I', desde que se rPi # 0 então
(T, 7'') = P(o)(T, EI) = P(o)(rPI), onde T' é o gerador de torção de EI. Con-
sidere TI.,l, . . . , T/.,i os somandos diretos indecomponíveis, não-isomorfos, de
T'. Então, o grifo orientado abaixo, é um esboço do comportamento local
de uma subaljava de Q(1'):

/
r

\
/.

4.9 Exemplos
Neste parágrafo, vamos aplicar nossos resultados a algumas álgebras par-

ticulares, ao caso das classes de álgebras BB-inclinadas e das de tipo Á. (cf.
cap. 3 e IAS,41).
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4.9.1

Considere A a k-álgebra dada por

3

/

\
4

l ---+ 2

Seja T = r'S2 © Pt © P3 © P4, A-módulo inclinante. A aljava de A-R de
A é dado pelo seguinte grifo:

(&)
\

r P3 /3
7

/

P2 ''"}
\

\

/
r'P2 -+ S2 ---} /2 --+ (/i)(P- )

/ \
(P4) ,'& /4

onde os módulos entre parênteses são os comandos diremos indecomponíveis
de T, e as flechas representam morâsmos irredutíveis.

Temos que o morfismo (P2 ), representado no grato acima, éo
morfismo minimal quase cindido à direita, minimal, com contradomínio em
Pt; mais ainda, temos que P3 a) P4 é o gerador de torção de trrP2. Também,
temos que o gerador de torção de /2 é Pt ( observando que o topo de /2 é SI),
e que /2 ---} r'S2 :: /1 é o morfismo que induz o morfismo quase cindido à
direita, minimal, dado pela inclusão r(7', l-'S2) --> (T, T'S2).

Temos para Q(i'), o seguinte grato:

3

P,7
â, -q l

,\
4

Neste caso, como temos que (PJ, r'S2) = 0, para .j - 3,4, segue que

I' é dada pela, aliava acima, com as relações /3a = 0 = 'a. Observamos
que, neste exemplo, as noções de poço torção minimal e de gerador de torção
minimal foram suficientes para construir a aljava de I'
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4.9.2
Considere a h-álgebra dada por:

1 <-- 2 {-'-- 3 +--- 4
\

5

.::F=1::.S=:=
-2 Ps (D r'2 P3 a) r'' Pa (D r': P4 um A-módulo inclinante.

lava de ÁR de A é dado por: ,
(r' P4)'

(', ' 2 P2 ) 4

PsT

Pt)(,'

Ps

r' P2

r' 2 P4

J {,-:pJ' -- (,'-'p.)'
1- - 3 Pa

/

\

/

/

T 4

\

/

\

/

\

/

I'' Pt .r -- 2 ,f)i

\

r-a.dq ...+ r''Psm
/

,-'4q
\

,-3Pf0

5

t
1 ---.> 4 +--- 3 +"-- 2
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4.9.3

Considere A a k-álgebra dada por

l

\

/
2

5

/

\
6

3 4

Temos o seguinte esboço local da componente preprojetiva da aljava de
ÁR deA:

r':Pt

r-'P2

r'P4

r-;Pt
/

\

r Pt

r'P2

&

\

/

\

/

\

/

\

/

\

r'Pa

R

R

onde os traços representam os morfismos irredutíveis entre os módulos inde-
componíveis , considerados da esquerda para a direita.

Considere o A-módulo inclinante dado por:

T = 7-'Ps q) r'P4 © r' P3 (D r' P2 (D r' Pi G) Põ

Temos que os somandos diremos indecomponíveis de T formam a seguinte
subaljava da aljava de ÁR de A:

r'PI

r'P2
\

--+ r'P3
\

\
r'Ps

&

onde as flechas são morfismos irredutíveis. Segue que I' tem radical projetivo
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Com efeito, temos a aljava de I' dada por

l

2
\

{

/
6

sem relações, pois I' é hereditária.

4.9.4

ocorre. k-álgebra de dimensão finita, cuja aliava de Auslander-Reiten,
I' A , satisfaz as seguintes propriedades:

(1) 1'.4 é simplesmente conexo.

(2) Existem no máximo dois morfismos irredutíveis para cada domínio ou
contradomínio pré-fixado.
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(3) Se P é um A-módulo projetivo com radical, rP, indecomponível, então
existe no máximo um morfismo irredutível com contradomínio rP

Lema IAS,õl: Seja Á a k-álgebra de dimensão finita e tipo de representação
finito que satisfaz as propriedades acima. Então, para cada Á-módulo in-
decomponível iM, temos que o conjunto dos ,4-módulos indecomponíveis N,
(c[asses de isomorfismos), ta] que existe uma ap]icação não-nuca ]V ---> M,
mas, não existe uma aplicação não-nula N --} rM, é uma união de duas
subaljavas plenas lineares de I',.{ , interceptando em IMI.

Dualmente, o conjunto de todos os Á-módulos indecomponíveis L, (classes
de isomorfismos), tal que existe uma aplicação não-nula iU ---} L, mas, não
existe uma aplicação não-nula r'M --.} .L, é a união de duas subaljavas
lineares plenas em I'..{, interceptando em IMI.

Z.)emonstração; cf. em IAS,5j

Observamos que uma aljava é linear se para cada vértice desta aljava,
existe, no máximo, uma flecha saindo e uma flecha chegando neste vértice.
Decorrente do lema enunciado acima, temos que dado Ti somando direto
indecomponível do .4-módulo inclinante T, existem, no máximo, dois morfis-
mos irredutíveis chegando em ZZ e no máximo, dois saindo de TZ, sendo que
estes morfismos determinam, no máximo, 4 subaljavas lineares interceptando
em Ti; e tal que todo módulo indecomponível em I'..l que não pertença à es-
tas subaljavas não possuem morfismos não-nulos chegando em TZ, ou não são
contradomínios de molfismos não nulos saindo de Ti.

O desenho a seguir pode ajudar a fixar as idéias envolvidas no lema.
Sejam ./'i, /2 morfismos irredutíveis chegando em T/ e sejam gi, g2 os que
saem. Soam l,t, Z2 e Ri, R2 as subaljavas lineares à esquerda e à direita de
Tz, respectivamente, se interceptando em Tz. Podemos considerar o seguinte
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grato orientado

(L-) (R-)

\ /

n
4: ,N

/
e

(L,)

\
e

(R,)

Por nossas hipóteses, teremos que o predecessor de torção EI do indecom-
ponível Ti, pertence à Z,t U Z,2, caso seja rPi :# 0, e também, teremos que .EI
tem, no máximo, dois somandos diretos indecomponíveis. Aplicando o lema
para cada um destes comandos, concluiremos que o gerador de torção de EI
tem, no máximo, quatro somandos diremos indecomponíveis, não-isomorfos,
em add T. Consideremos Ei = EI. q) EI,, com Zà, indecomponível, para cada
J = 1, 2. Obteremos, então, o seguinte grifo orientado:

q

W
q

\
EI.

/ \
n

/\
EI,

/
U

onde Z7 é somando direto indecomponível do gerador de Ez, para cada {,.j,
e tal que TÍI pertence a subaljava Z,{, com i= 1, 2.

Como 7? não pertence à Z,i ( e, analogamente lr2i não pertence à Z,,)
segue que Hom.4(Tlz, Ti) = 0 (e, respectivamente, Hom.4(IU, 7}) = 0). Assim,
teremos que os morfismos entre os módulos Ti e 7':, e entre Tz e 7 , induzem
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as componentes da cobertura projetiva de rPI. Portanto, existem flechas do
vértice / aos vértices associados aos projetivos Hom.4(T, rJ) e Hom.,l(T, 7?).
Como estes são o únicos morfismos não nulos possíveis, chegando em TI, segue
que definem as únicas flechas que podem existir de / para estes vértices.

Para conveniência de notação, vamos reescrever rl = Tt e lí'Z = T2. Apli-
cando a argumentação que acabamos de fazer pala o módulo TZ, a cada um
dos módulos indecomponíveis 7't e T2, definidos acima, obteremos , primeira-
mente, um diagrama análogo ao dado acima, bastando trocar Ei. por 7},
para cada i= 1,2. Em seguida, podemos concluir que os módulos que não
pertencem às subaljavas lineares do tipo Z;{, i - 1, 2, e que se interceptam nos
módulos T] e T2, não possuem morfismos não nulos chegando neste módulos.

Vamos refazer nosso diagrama, para maior clareza de nossas idéias. Con-
sideremos, agora, TIJ com j, = 1, 2, os somandos diremos indecomponíveis do
gerador de torção do predecessor de torção de Ti, que possuem morfismos
não nulos chegando em Tt, e, analogamente, lr, para T2. Então, temos o
seguinte grato:

a

#a

U

\
Z

/ \
Z

/\

/

Portanto, se os módulos Z7 com ã # .j, definidos acima, são não nulos,
teremos uma relação em I', saindo do vértice / e chegando nos vértices associ-
ados aos projetivos indecomponíveis (T, Tie) e (T, Irai). Observamos que Ti2 ?
iZJJ, pois, caso contrário, existiria uma relação de comutatividade iniciando
no vértice /, e envolvendo os projetivos indecomponíveis Pi, (T, TI), (T, T2)
e (7', Ti2) = (T, iU), implicando a existência de um morfismo nã(»nulo de 7?
para Z. Portanto, teríamos que ter Ti2 C Z.,i, uma contradição.

Com argumentos análogos aos apresentados acima, podemos concluir que
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(i) Se T tem 2 predecessores e 2 sucessores em add T, então Q(1') contém
uma subaljava dada poi

e
(1

\
Z

P
/

e

'/ q
e e

com Pa = 0 = '5'r.

(ii) Se Tz tem 2 predecessores e um sucessor em add T, então Q(1') contém
subaljava dada por:

e e
(x

\
P

/
Z (1)

'/
e

com Pa = 0

Analogamente, se ocorrem l predecessor e 2 sucessores tem-se uma
subaljava dada por:

e
. P

l

e

(n)
X

e

com /3a = 0.

r
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4.10 As classes Z:(1') e K(1')
Nosso interesse neste parágrafo é fornecer alguns exemplos envolvendo

álgebras hereditárias, as BB-inclinadas e um relato do que ocorre sobre as
álgebras de tipo .4« e as inclinadas generalizadas de tipo .4«, no que se
refere aos módulos com apresentação linear e aos módulos de l<oszul destas
álgebras.

De acordo com IGN'IRSZI, sabemos que se I' é graduada gerada em graus
zelo e um então ,C(1') = Z(1'/,,). No caso das hereditárias temos que todo
módulo sobre I'/,: é um módulo de l<oszul, já que I'/,, -- mod 3 X:(1'/,:) 3
Z:(1'/,,) = C(1') çg X:(1').

Assim, encontrar os módulos com apresentação linear, neste caso, equivale
a encontrar os módulos sobre I'/,2. Temos por IAPI, que I'/,2 é estávelmente
equivalente a álgebra definida por:

J,)
cuja aljava é dada pela aljava separada de I' (cf. definição na pag 350, em
IARSI. Assim, podemos calcular estas classes com certa facilidade. No caso
de álgebras inclinadas graduadas I' = EndA(Typ, com ideal de relações ho-
mogêneo, teremos que ,C(1') 3 ,C(1'/,, ). Vejamos como estes fatos funcionam.

Exemplo 1. Sabemos que, sobre álgebras graduadas quadráticas monomiais
I', as classes r(1') e X:(1') dos módulos com apresentação linear e dos módulos
de Koszul, respectivamente, coincidem (cf. IGh'iRSZI). Segue que sobre as
álgebras de tipo Á« e as inclinadas generalizadas de tipo ,4., os módulos de
Koszul são exatamente os que possuem apresentação linear.

Exemplo 2. Seja A
dinária:

kl)s, com a seguinte orientação em sua aljava or.

l
\

5

/

\
6

3 4
/

2
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Temos que o grato separado, estavelmente equivalente à A/,2 , é dado por
.43 x Á2 x Á3, que possui 13 módulos indecomponíveis, não-isomorfos. Segue
que A possui 13 módulos, não isomorfos, com apresentação linear. Como A
é hereditária, todos eles são módulos de l<oszul.

Exemplo 2. Sqa A = kDs como no exemplo l e tomemos I' = 1'4, a álgebra
BB-inclinada associada ao vértice 4.

Ou seja, I' = EndA(7')'', com T = r'S4 (D a) /3, onde PJ é projetivo

indecomponível.
Temos que I' é dada pela alj ava:

6

J=l

2

/
5

/

\
6

\
4

/
l

\
3

com a relação de comutatividade no quadrado. Temos que o grato separado
de I'/r2 e dado por: .A3 x .A3 x z43.

Segue que I' tem 15 módulos, não isomorfos, com apresentação linear.
Como Si, o I'-módulo simples associado ao vértice l é um dos módulos de
I' com apresentação linear (na verdade, é um módulo de Koszul), temos que
todos os outros serão módulos de Koszul,pois pertencem a y(r). À'tais ainda,
nesta situação temos que ,C(1') = X:(1'), como já vimos no cap. 3, seção 5.
No exemplo l vimos que existe sobre A, apenas 13 classes de isomorfia de
módulos de Koszul, indecomponíveis. Ou seja, além de não ser verdade
que módulos de Koszul sobre A produzem I'-módulos de l<oszul como foi
mostrado na seção 3.5, também, temos (lue as classes X:(A) e XI(1') não se
correspondem numericamente, mesmo sendo finitas.
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