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Resumo

Este trabalho resultou do estudo do artigo Polynomial identities of Bernstein alge-
bras of small dimension de J. Bernad, S. Gonzélez, C. Martinez e A. V. [ltyakov, publi-
cado no J. Algebra em 1998. Consideramos o problema de Specht, isto é, o problema
da existéncia de uma base finita de identidades (polinomiais), para as dlgebras de Berns-
tein. No Capitulo 1, mencionamos que este problema nio tem solucio para as dlgebras
de Bernstein, tem solugdo para as dlgebras de Bernstein-Jordan e para as algebras de
Bernstein nucleares, e mostramos que o ideal de identidades de uma algebra de Bernstein
particular de dimensdo 2 tem um conjunto finito de geradores. No Capitulo 2, encontra-
mos um conjunto finito de identidades que gera o ideal de identidades da classe formada
pelas algebras de Bernstein regulares. No Capitulo 3, encontramos um conjunto finito de
identidades que gera o ideal de identidades de uma subclasse das dlgebras de Bernstein

excepcionais.
Abstract

This work is based on the paper Polynomial identities of Bernstein algebras of small
dimension by J. Bernad, S. Gonzalez, C. Martinez and A. V. Iltyakov, published in the
J. Algebra in 1998. We consider the Specht’s problem, i.e., the problem of the existence
of a finite basis of (polynomial) identities for Bernstein algebras. In the first chapter we
mention that this problem does not have solution for Bernstein algebras, has solution for
Bernstein-Jordan algebras and for nuclear Bernstein algebras, and show that the ideal of
identities of certain Bernstein algebra of dimension 2 has a finite set of genarators. In the
second chapter we find a finite set of identities which generates the ideal of identities of
the class formed by regular Bernstein algebras. In the third chapter we find a finite set
of identities which generates the ideal of identities of a subclass of excepcional Bernstein

algebras.
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Introducao

Dada uma classe C de dlgebras (nao-associativas), um problema consiste em encon-
trar as identidades (polinomiais) que sdo satisfeitas por todas as algebras em C. A questao

principal, nesta direcdo, é o seguinte problema:
Problema de Specht. Seja C uma classe de dlgebras.

(i) E verdade que toda dalgebra A em C tem uma base finita de identidades, isto €, existe

um conjunto finito de identidades que gera o ideal de identidades T(A) de A?

(i1) E verdade que C tem uma base finita de identidades, isto €, existe um conjunto finito

de identidades que gera o ideal de identidades T'(C) de C?
E claro que (1) implica (ii), pois T'(C) C T'(A), para A € C.

Este problema foi proposto para a classe das dlgebras associativas por W. Specht
em 1950. Algumas solugbes parciais importantes deste problema apareceram no final dos
anos 70 e comecgo dos anos 80. Em 1987, Kemer [9] chegou a solugdo completa, mais

especificamente provou o seguinte teorema:



Teorema 0.1. (Kemer [9]). Toda dlgebra associativa sobre um corpo de caracteristica 0

tem uma base finita de identidades.

Este teorema prova a existéncia de uma base de identidades, mas nao fornece a

construcao da base para uma dada algebra associativa.

Temos os seguintes teoremas analogos para as algebras de Lie, as alternativas e as

de Jordan, respectivamente:

Teorema 0.2. (Iltyakov [12]). Toda dlgebra de Lie de dimensdo finita sobre um corpo de

caracteristica () tem uma base finita de identidades.

Teorema 0.3. (Iltyakov [11]). Seja A uma dlgebra alternativa finitamente
gerada sobre um corpo de caracteristica 0 satisfazendo uma identidade polinomial. Entao

a variedade de dlgebras V(A) gerada por A tem uma base finita de identidades.

Teorema 0.4. (Vais e Zelmanov [10]). Toda dlgebra de Jordan finitamente gerada sobre
um corpo de caracteristica 0 satisfazendo uma identidade polinomial tem uma base finita

de identidades.

Nesta dissertacao, consideramos o Problema de Specht no contexto das algebras de

Bernstein sobre um corpo de caracteristica 0 (conforme Bernad et al [15, 16]).

No Capitulo 1, introduzimos os conceitos de identidade (polinomial), ideal de iden-
tidades e algebras de Bernstein; mencionamos um exemplo que mostra que o Problema
de Specht (item (i)) nao tem solugdo para as dlgebras de Bernstein; referimos que
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este problema tem solugao para as algebras de Bernstein-Jordan e para as algebras de
Bernstein nucleares; finalmente, mostramos que o ideal de identidades de uma algebra de

Bernstein particular (a dlgebra B,) tem um conjunto finito de geradores.

No Capitulo 2, consideramos a classe N formada pelas algebras de Bernstein regu-
lares e mostramos que o Problema de Specht (item ii) tem solugdo para esta classe N.

Mais especificamente, encontramos um conjunto finito de identidades que gera o ideal de

identidades T'(\).

No Capitulo 3, consideramos uma subclasse M da classe das algebras de Bernstein
excepcionais e mostramos que o Problema de Specht (item ii) tem solucao para esta

subclasse M. Mais especificamente, encontramos um conjunto finito de identidades que

gera o ideal de identidades T'(M).

Vamos assumir que F é um corpo de caracteristica 0 e, sem perda de generalidade,
que IF é um corpo algebricamente fechado. Vamos considerar algebras nao necessariamente

associativas sobre o corpo F.



Capitulo 1

Identidades e Algebras de Bernstein

1.1 Identidades

Consideremos X = {z,...,Zy,...} um conjunto infinito livre sobre o corpo F e f um
polindmio em n dessas variaveis; para comodidade da escrita, consideremos polinémios de
grau n nas n primeiras variaveis, isto é, f(xy,...,2,). Consideremos, também, a algebra

livre com conjunto de geradores X, que denotaremos por F[X].

Definigao 1.1. Seja A uma élgebra sobre F. Dizemos que f € F[X] é uma identidade

de A se para todo ay,...,a, € A tivermos f(a,,...,a,) = 0.

Considerando A uma [F-algebra, denotamos por 7'(A) o conjunto formado por todas
as identidades que sao vélidas em A. A afirmacao que podemos fazer é que T'(A) é um

ideal de F[X]. De fato, se fi, f2 € T(A), entao fi(a,...,a,) = fa(ay,...,a,) = 0. Logo,



fi — f2 € T(A), pois cada parcela é nula para quaisquer ay,...,a, € A. Tomemos ainda

f€T(A)e g€ F[X] e da mesma forma obtemos gf e fg € T'(A).

Notemos que se f(z1,...,2,) € T(A) e pi(2),...,pn(z) sdo polinémios de F[X],

entao f(p1(x),...,pa(z)) € T(A). Este fato podemos obter diretamente da Definicao 1.1.

O ideal T'(A) é denominado T'-ideal ou ideal de identidades de A. Um subconjunto
S CT(A)é chamado um conjunto de geradores das identidades de A se T'(A) for o T-ideal
minimal que contém S. Isto significa que qualquer identidade f de A pode ser obtida de S
através da troca de variaveis por polinémios, multiplicagao por polindmios e combinacoes
lineares. Dizemos que um conjunto minimal de geradores é uma base de identidades

de A.

O conjunto de todas as identidades que sdo satisfeitas para cada algebra de uma
classe de algebras C também é um ideal de F[X]. Este ideal é denominado T'-ideal ou
ideal de identidades de C e é denotado por T'(C). De modo anédlogo, podemos definir os

conceitos de conjunto de geradores das identidades de C e base de identidades de C.

Como mencionamos no final da Introdugao, estamos assumindo que a caracteristica
de F é 0. Neste caso, temos que T'(A) é gerado por polinémios homogéneos multilineares.
Sejam K uma extensio de F e Ax = A@=K. Entao T'(Ax) = T(A) @r K. Veja Pierce [6],
Capitulo 20 e Zhevlakov et al [7], Capitulo 1. Quando F néo é algebricamente fechado,
tomamos o fecho algébrico F de F e consideramos a dlgebra Ag. Portanto, podemos

assumir, sem perda de generalidade, que F' é um corpo algebricamente fechado.



Uma particio de um numero natural n é uma seqiéncia (ny,...,n;), em que
n; > Niy1 € Zle n; = n. Um diagrama de Young associado a (ny,...,n;) é uma fi-
gura formada por quadrados, de tal maneira que na i-ésima linha temos n; quadrados e
as linhas estao alinhadas a esquerda. Um tableau é um diagrama de Young, em que os
quadrados sao preenchidos com os numeros 1,2,...,n e cada um destes numeros aparece
somente uma vez. Quando isto € feito de tal maneira que os numeros crescem a medida
que percorremos uma linha (da esquerda para a direita) ou uma coluna (de cima para

baixo), dizemos que o tableau é standard.

Dado um nimero natural n, seja 7 o nimero de possiveis diagramas de Young. Entao
a algebra de grupo FS, do grupo simétrico S, (car(F) = 0 e IF é algebricamente fechado)
tem a decomposicao

FS, =FS,e1 ®...®FS,e,,

soma direta de ideais simples, em que ey, ..., e, sao idempotentes primitivos ortogonais e

1:€1+...+6r.

Sejam D, ..., D, os possiveis diagramas de Young. O idempotente e; é determinado
por D; da seguinte maneira: sejam Tl(i), ps ,Ts(,.i) os possiveis tableaux standard associados

a D;; definimos
el=" 3" sgn(o)pg
peP{, qeQ)
em que sgn(o) é o sinal da permutacao ¢; P9 e Q;-i) sao os subgrupos de S, formados

J

pelas permutacoes que deixam invariantes as linhas e colunas, respectivamente, de Tj(')



(?)

. i
como conjuntos; e;

é essencialmente idempotente, isto é, eleld) :—?ey)

;e = - entao

¢ =— [e(lz) +...+ eg’;)],

Veja Boerner [2], Capitulo IV ou Curtis e Reiner [1], Capitulo IV, Secao 28.

Seja f = f(z1,...,2,) € F[X]. Denotamos por (of)(zy,...,2,) ou simplesmente

por of o polinomio definido por

(o-f)(:clv wEY Tn) = f(l‘a(l); b 7$a(n))-

Como

r

=33

=1 7=1

temos que

F=3 >

=1 j=1
Logo, a partir das propriedades dos polinémios ey) f, podemos obter propriedades do
polinémio f. Por exemplo, se paratodo: =1,....rej=1,...,s;, eg-i)f ¢é uma identidade
de uma algebra A ou é uma conseqiiéncia de um conjunto de identidades ou pertence a

um ideal /, entdo f tem esta mesma propriedade.

1.2 Algebras Comutativas

Estamos considerando algebras comutativas, isto é, algebras que satisfacam a

identidade

Ty = yzx. (1.1)



Denotemos por (z,y,t) o associador zy.t — z.yt. Em toda dlgebra comutativa, as

seguintes identidades sao validas:

(z,y,2) =0, (1.2)
(‘Tayat) :_(t7y7$)a (13)
(2,9,8) + (3:1,2) + (t,2,5) = 0. (1.4)

A identidade (1.2) é denominada flezivel e segue imediatamente de (1.1). A
identidade (1.3) é conseqiiéncia direta da linearizacao da identidade (1.2). Vejamos: para
linearizar (z,y,z) = 0 temos que fazer (z + z,y,z + z) = 0 e segue que (z,y,z) +
(z,y,2) + (z,y,2) + (2,y,2) = 0 e, portanto, usando novamente a identidade flexivel,
temos (z,y,2)+(z,y,2) =0, e (1.3) vale em toda algebra comutativa. Ja para provarmos

a identidade (1.4), basta desenvolvermos os associadores e usarmos a comutatividade.

Proposig¢ao 1.1.  Todo polinomio multilinear f = f(z1,...,z,) € F[X] mddulo a iden-

tidade (1.1) tem a forma

aa:erz ...Rzn + Zﬂ, (u,-,v,-,w,')Ra‘. ...Rb,., ) (1.5)

em que o, B; € F, w;,v;,w;,a;,b; sio monomios em quaisquer das n primeiras varidveis

de X e R;, € o operador multiplicagio a direita por z;.

Prova. Primeiro apresentaremos como passos iniciais da inducao sobre n os casos n =
2,3, em que n € o grau do polinémio. Para n = 2, f tem a forma f(z;,z2) = aziz2 =

azy R;, modulo a identidade (1.1). Agora, para n = 3, podem aparecer no polinémio f os



seguintes monémios (moédulo (1.1)): zy2q.23, T123.22, T223.2; €, cada um deles, médulo

(1.1), pode ser escrito da seguinte maneira:

T1T2.T3 = T R:r:ng:;a

(1.1)
T123.Z2 = T3T1.Tg+ [T129, 73]

= T1T2.23 + (23,71, T2),
(1.1)
ToX3.11 = T1.29T3 + T1T9.T3 — T1T2.T3

=  a122.23 — (21, T2, T3).

Portanto, para n = 3, temos

[ = a12129.23 + @21T3.29 + @322T3.2¢
3
= E Qi $1Rz2st + 02(133,551,552) = 03(171,3'32,183),
=1 .

modulo a identidade (1.1).

Suponhamos, como hipdtese de indugdo, que todo polindmio multilinear de grau
< n tem a forma (1.5) médulo a identidade (1.1). Vamos mostrar que todo polinémio

multilinear f = f(24,...,2,) de grau n tem a forma (1.5) médulo (1.1).

Denotemos por I o ideal de F[X] gerado pelos associadores e comutadores. Entao
se Ass[X] denota a &lgebra associativa comutativa livre com conjunto de geradores X,

temos Ass[X] = F[X]/I. Logo,

f = fl#15:00580) = 001Res o« Ry, + G &Epgo5:58n)s (1.6)

9



em que g(zi,...,2,) € I. Médulo a identidade (1.1) temos

em que

pi(T1,...,Tn) = (u},vg,w;-)qjl e G,

e o produto no lado direito desta dltima igualdade é associado de alguma maneira. Se
y; = (u},v},w}), podemos considerar p;(z,... ,,) como sendo um polinémio multi-
linear nas variaveis y;,i,...,%i,_,, em que k (k > 3) é o grau de y;. Neste caso,

p;i(Y;, Tiyy - - -+ Ti,,_,) € um polinémio multilinear de grau n —k+1 < n e podemos aplicar

a hipotese de indugao. Obtemos entao que
pj(:ll'l, oy ,.’IIn) =4 ijI"l . o8 Rrin—k + Z 63 (u;” 'U;.','LU;.')Ra’,’ v Rblsl. (18)

Podemos concluir de (1.6), (1.7) e (1.8) que f tem a forma (1.5) médulo a

identidade (1.1). 7 |

1.3 Algebras de Bernstein

As algebras de Bernstein foram introduzidas por Holgate [5] e Lyubich (veja [8])
em conexao com o problema, proposto por S. Bernstein em 1923, da classificagao das
populacoes que atingem o equilibrio na segunda geracao. Este problema foi estudado e

essencialmente resolvido por Lyubich nos anos 70 (veja [8]).

10



Definicao 1.2. Seja B uma F-algebra comutativa e w : B — F um homomorfismo de
algebras nao-trivial. Chamamos o par (B,w) uma dlgebra ponderada em que a aplicagao

w: B — F é denominada homomorfismo peso.

Definicao 1.3. Seja B uma algebra sobre R. Suponhamos que B tem uma base

{by,...,b,} tal que as constantes de estrutura 7z, sao definidas por

bib; = Z%’jkbk (1<14,7 <n),
k=1

sao reals e satisfazem

0 <k <1, Z’Yijk =1 (1<4,7<n).
k=1

Entao dizemos que B é uma dlgebra estocdstica.

Toda algebra estocastica é ponderada. De fato, se B é uma élgebra estocastica
com base {b;,...,b,}, entdo w : B — R definido por w(b;) =1 (1 <7 < n) é um

homomorfismo peso.

Se B é uma algebra estocastica com base {by,...,b,}, podemos interpretar by, ..., b,
como os gendtipos de uma populagio e 7;x como a probabilidade do cruzamento aleatério

dos gendtipos b; e b; produzir o gendtipo by.

Definigao 1.4. Dizemos que uma algebra ponderada (B,w) é uma algebra de Bernstein

se satisfaz a identidade ponderada

11



A classe das élgebras de Bernstein é fechada com relacao a imagens homomorfas.
Mais precisamente, se (B,w) é uma algebra de Bernsteine ¢ : B —+ A é um homomorfismo
de algebras tal que ker(¢) C Ker(w). entdo (¢(A),&) é uma algebra de Bernstein, em
que @(¢(z)) = w(a).

Se (B,w) é uma &lgebra estocastica descrevendo uma populacao e € B representa
a distribuicao de freqiiéncias dos gendtipos na geracdo inicial (neste caso, w(z) = 1),

entdo z? e z22? representa a distribuicao de freqiiéncias na segunda e terceira geracoes,

respectivamente. Agora, se B satisfaz (1.9), temos z?z* = z? e isto significa que a
populacao esta em equilibrio a partir da segunda geragao.
Toda algebra de Bernstein B tem elementos idempotentes. De fato, se z € B e

72

w(z) # 0, entao segue de (1.9) que 26y € um idempotente de B.

Seja B uma algebra de Bernstein sobre um corpo F de caracteristica # 2 e e um
idempotente nao-nulo de B. Temos a seguinte decomposi¢ao de Peirce relativa a este

idempotente:

B:IFE @ Ue@ Ze,

em que

Ue = {z € ker(w) : ez = %7:}, Z. = {z € ker(w) : ez = 0}.

Além disso, ocorrem as seguintes relagoes:

U?C Ze; UcZ.CUes Z°CU.. (1.10)



A forma linearizada de (1.9) é

2zy.2t + 2xz.yt + 22t.yz = w(ay)zt + w(zt)ay + w(zz)yt + w(yt)zz + w(at)yz + w(yz)zt.

(1.11)
Se & € B, entdo r = w(z)e + (z — w(z)e). Logo, B = Fe + N em que N = ker(w). Se
z € Fe N N, entao 2 = ae e w(z) = 0. Como w(e) = 1, temos a = 0, isto é, z = 0.
Portanto, B = Fe & N. Suponhamos que n € N pode ser escrito como n = ny + na,
onde n; € U, e ny € Z.. Multiplicando e por n temos en = %nl e segue que Ny = 2en.
Portanto, n = 2en + (n — 2en). Fazendo 2 =y = z = ¢, t = n em (1.11) obtemos

2¢(en) = en. Logo 2en € U, e (n — 2en) € Z.. Isto mostra que N = U, + Z.. Agora, se

n € U.N Z., entao n = 2en = 0. E, portanto, N = U, @ Z..

Provemos agora (1.10). Comegando a prova com U? C Z., tomando uy,us; € U,
precisamos provar que ujus € Ze, isto é, e(ujuy) = 0. Observamos que-e(ujus) = €(ujuz)

e fazendo ¢ = y = e, 2 = u; e t = u, na identidade (1.11) obtemos

2e.ujuy + deuy.euy = w(e)ujus.
Logo,
2e(urug) + wue = uyug,
isto é,
2e(ujug) = 0

e como car(F) # 2, segue que e(u uy) = 0.

13



uz parau € U, e z € Z..

N =

Para provar U.Z. C U, basta mostrar que e(uz) =
Observamos que e(uz) = e*(uz) e fazendo 2 = y = €. ¢ = u na identidade (1.11), temos
1

que 2e.uz = w(e)uz, ou seja, e(uz) = yuz, como queriamos demonstrar.

Finalmente, para provar que Z?> C U,, do mesmo modo como foi demonstrado
anteriormente, tomando zj,z; € Z., basta provar que e(z122) = %2122. Para isso, fa-

zemos T = y = e, 2 = 2z et = z; e substituimos na identidade (1.11), e obtemos

2e.2129 = w(e)z1 22, isto €, e(z122) = %5122, como queriamos demonstrar.

Vejamos como podemos descrever os idempotentes de uma algebra de Bernstein.
Seja (B,w) uma algebra de Bernstein e B = Fe @ U, & Z, sua decomposicao de Peirce
relativo ao idempotente e. Se b € B, entao b = ae + u + z. Suponhamos que b seja um

outro idempotente de B. Entao

b = ofe+ ou+u?+ 2uz + 2?

019 2e + (ou + 2uz + 2°%) + .

De b? = b temos a = 1, pois w(b) = 1, e z = u?. Assim, se b é idempotente de B, entdo b
tem a forma b = e + u + v?. Em particular, b é o inico idempotente de B se e somente

se U, = 0.

Definigao 1.5. Uma algebra de Bernstein (B,w) é chamada regular ou normal se para

todo z € B

2ty = w(z)zy. (1.12)

Em termos da decomposicao de Peirce, B é regular se e somente se U, Z. = 0 e

14



Z? = 0 para e idempotente de B.

Definigao 1.6. Dada uma dlgebra de Bernstein (B,w), dizemos que ela € excepcional

se U;":O.

Exemplo 1.1 (A dlgebra B;). Existe uma unica dlgebra de Bernstein nao-associativa
de dimensao 2, que denotamos por B,. A tabua de multiplicacao desta algebra é dada

por

By | e u

1
u [su 0

O homomorfismo peso w : B, —» F é dado por w(e) =1, w(u) = 0. Temos que U, = (u)
e Z. =0 e segue da tdbua de multiplicacao que U.Z, =0, Z> =0 e U? = 0. Logo, B, é

uma algebra regular e excepcional.

Provemos que a identidade 22y = w(z)y+w(y)z, que é a forma linearizada da identi-
dade ponderada z? = w(z)z, vale em (Bz,w). Tomemos z,y € By. Entao,
T = a1e + asu e y = bie + byu e, pela definigdo, w(z) = ¢; e w(y) = b;. Como

Ty = aibe + %(albg + asb;)u, segue que
2zy = 2aibie + (a1by + azby)u
= alble+ albzu—l—alble-l-agblu
= aj(bye + bou) + bi(are + azu)

= w(z)y + w(y)z,
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como queriamos demonstrar.

Exemplo 1.2 (A dlgebra M;). Seja M3 = Fe @ Fu & Fv a élgebra de Bernstein de

dimensao 3 dada pela tabua de multiplicagao

Ms| e u v
e e %u 0
u [zu v 0
v [0 0 0

e com homomorfismo peso dado por w(e) = 1, w(u) = 0 e w(v) = 0. Como U, = (u),

Z. = (v), uv = 0 e v2 = 0 temos que M3 é uma &lgebra regular.

Exemplo 1.3 (A algebra B;). Seja B; = Fe @ Fu & Fv a élgebra de Bernstein de

dimensao 3 com tabua de multiplicagdo para a base {e,u,v}, dada a seguir,

Byl e u v
e | e %u 0
u|zu 0 0
v |0 0 u
com homomorfismo peso tal que w(e) = 1, w(u) = 0 e w(v) = 0. Como U, = (u) e

pela tdbua de multiplicagao da algebra u®? = 0, temos que B; é uma algebra excepcional.

Notemos que Z, = (v) e que U.Z, = 0.
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1.4 O Problema de Specht

Comecemos recordando o Problema de Specht ja mencionado na Introducao.

Problema de Specht. Seja C uma classe de dlgebras.

(1) E verdade que toda algebra A em C tem wma base finita de identidades, isto €, existe

um conjunto finito de identidades que gera o ideal de identidades T'(A) de A?

(i7) E verdade que C tem uma base finita de identidades, isto €, existe um conjunto finito

de identidades que gera o ideal de identidades T'(C) de C?
Recordemos, também, que (i) implica (ii), pois T'(C) C T'(A), para A € C.

O Problema de Specht para a classe das dlgebras de Bernstein foi estudado por
Bernad et al [15, 16]. O problema (item (i)) nao tem solucdo para a classe das algebras

de Bernstein como mostra o seguinte exemplo:

Exemplo 1.4. (Bernad et al [15], Secao 5) Seja U um espaco vetorial de dimensao 3
sobre um corpo F' de caracteristica 0 e seja 8 = {ej, ez, €3} umé base de U. Identificamos
o elemento u € U com suas coordenadas [u]|s = (a1, a2, a3). Seja Z o espago das matrizes
3 x 3 triangulares superiores com coeficientes em F. Seja B = Fe® U @ Z a algebra sobre

F com produtos nao-nulos dados por
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a b ¢ a

[uzlg= [0 d e| |2,
0 0 f Qs
[a b c]
emquez= |0 d e|.Sejaw: B — F ohomomorfismo definido por w(ae+u+z) = a.
[0 0 f]

Uma conta simples mostra que z%z? = w(z)’z? e, logo, (B,w) é uma algebra de Bernstein.

Como U? = 0, B é excepcional. Existem T-ideais J; tais que a cadeia ascendente de
T-ideais

T(B)CT(B)+JiC...CT(B)+JxC...

nao estaciona (veja [15], Theorem 6). Seja
I=TB)+Ji+...+Jx+...

A dlgebra F[X]/I é uma &lgebra de Bernstein excepcional pois T'(B) C I. A élgebra
F[X]/I nao tem uma base finita de identidades pois seu ideal de identidades é I e este

T-ideal nao é finitamente gerado pois a cadeia acima nao estaciona.

Portanto, o Problema de Specht (item (i)) ndo tem solu¢do para a classe das algebras

de Bernstein excepcionais, logo, nao tem soluc¢ao para a classe das dlgebras de Bernstein.

Definigdo 1.7. Seja (B,w) uma algebra de Bernstein. A dlgebra B é denominada uma
dlgebra de Bernstein-Jordan se satisfaz a identidade de Jordan (z%,y,z) = 0. A élgebra

B é denominada nuclear se B*> = B.

Para a classe das algebras de Bernstein-Jordan e para a classe das algebras de
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Bernstein nucleares, o Problema de Specht (item (i)) tem solucdo. Mais precisamente

temos o seguinte teorema:

Teorema 1.1. (Bernad et al [15], Theorem 1). Seja (B,w) uma dlgebra de Bernstein-
Jordan ou uma dlgebra de Bernstein nuclear sobre um corpo de caracteristica 0. Entdo o

ideal T(A) tem um conjunto finito de geradores.

Nos Capitulos 2 e 3, mostraremos que o Problema de Specht (item (ii)) tem solugao
para a classe das algebras de Bernstein regulares e para uma subclasse das algebras de

Bernstein excepcionais.

Terminaremos esta secao provando um teorema que estabelece que o ideal de identi-

dades T'(B;) (veja o Exemplo 1.1) é gerado por 4 identidades. Vamos assumir car(F)=0.

Teorema 1.2. (Bernad et al [16], Theorem 2.1) O ideal de identidades T'(B;) € gerado

por (1.1) e as sequintes identidades:

(m’yt')s) = Q(x’y’ S)t7 (1'13)
(z,y,t) = (z,y,8)t + (z,9,1)s, (1.14)
(z,y,7).ts = 2(z,y,7)t.s. (1.15)

Prova. Mostraremos, inicialmente, que (1.13 - 1.15) sao identidades de B,. Notemos
que sao identidades multilineares e, portanto, é suficiente checarmos para os elementos
da base {e,u} de B,. Na identidade (1.13) temos a igualdade verificada quando fazemos
r=y=Ll=ees=uouy=s=1=eex = u; para qualquer outra substituicao, a
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igualdade também é verificada, pois temos os dois membros iguais a zero, considerando
que u? = 0 ou a identidade flexivel. Quanto a identidade (1.14), ela é verificada para
os seguintes valores das variaveis: t = y=s=cecet=uours =y=1>1=€ees =u
ouy =s=1t=¢€ex = u; por outro lado, para quaisquer outras substituicoes, os dois
membros dessa identidade é zero e, portanto, a identidade (1.14) vale em B,. Finalizando,
a identidade (1.15) também é verificada quando substituimos suas variaveis pelos seguintes
valores: c=y=s=t=eer=uouy=r=s=t=eez=u Damesma forma que
as duas identidades anteriores, usando os fatos que em uma algebra de Bernstein u? = 0
ou que (z,y,z) = 0, temos que os dois membros da identidade (1.15) sao iguais a zero

para quaisquer outras substitui¢oes de varidveis.

Suponhamos que f = f(z1,...,2,) € T(B,). Pela Proposicao 1.1 temos
f(z1,...,25) = az Ry, ... Ry + ). Bi(ui, vi,wi) Re, ... Ry, Devido a (1.3), (1.4) e (1.14),
podemos considerar que u;,v;,w; € X e, gragas a (1.15), podemos reduzir o grau de cada

a;. Além disso, das identidades (1.15) e (1.1) segue a identidade

(z,y,7)s.t = (z,y,7)t.s. (1.16)
Assim, por (1.13) e (1.16),
1
(#:9,2) Ry, -- . Bo; Ro By = E(L YRy, ... Ry,,z)R, R,

1
= ;)7(:1:, YRy s« Bugy ) R Ry
= (z,y,z)Ry, ... Ry, RuR,.
Entao podemos permutar variaveis fora do associador e, portanto, podemos trocar todos

os a;,...,b; por variaveis e ordena-las.
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Notemos ainda que, tomando a identidade (1.13) e aplicando (1.1), obtemos

2(z,y,8)t = (a,yt,s)
= (ety,9)
29 2(z,t,8)y.
Logo,
(z,y,s)t = (z,t,9)y. (1.17)

Se 2y ¢ {u;,vi,w;}, por (1.17) podemos inclui-lo, para cada 7: na realidade, por (1.4)
z1 € {u;,w;}. De fato:

(1.17)

(s, vi, wi)Ty (i, T1, w;)v;

B (@ wiw) = (wi w2

Da mesma forma também podemos incluir z; em {u;,v;,w;}. Por fim, depois de todas

essas consideracoes, em f aparece a parcela

A

(xlami,$2)R1~3 .. R.’L‘ .

t

Ry

n

e pela identidade (1.17) podemos permutar z; e z3. Portanto,

f=oax1Ry, ... Ry, + (21,23, 22) Ry . .. Ry, + Zﬂi(ml,mg,mi)Rza oo Ry .. Ry,

1=3
modulo as identidades (1.13 - 1.15).
Fazendo z; = e para todo 7, temos que f(e,...,e) = ae e como f € T(B;) temos

a = 0. Agora, fazendo z; = u para um ¢ > 3 fixado e z; = e para ¢ # 7, temos que

0=pBi(e,e,u)R....R. = ﬁ;%uRe oo R = 2711—_1,8,-11.
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Considerando que u # 0 e car(F) = 0, temos entao 3; = 0. Por fim, fazendo z; = u e

z; = e para j > 2, temos (—2n1_1 )Bu = 0 e, portanto, J = 0.

Portanto, f é uma consequéncia das identidades (1.13 - 1.15). [



Capitulo 2

Identidades de Algebras de

Bernstein Regulares

Os resultados deste capitulo foram publicados por Bernad et al [16].

Denotamos por N a classe formada pelas algebras de Bernstein regulares. Nes-
te capitulo, encontraremos um conjunto finito de geradores para o ideal de identidades
T(N) de A'. Assumiremos car(F)= 0 e, sem perda de generalidade, que F é um corpo

algebricamente fechado.

Teorema 2.1. (Bernad et al [16], Theorem 3.1) Toda dlgebra de Bernstein regular satis-
faz todas as identidades de Ms.

Prova. Tomemos (B,w) € N e consideremos a decomposi¢io de Peirce

B=Fe®U.® Z,, em que U, Z. = 0 e Z? = 0. Suponhamos que exista um polinémio
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multilinear f = f(z4,...,2,) € T(M3) \ T(B). Assim, para algum by,...,b, € B, temos
f(b1,...,b,) # 0. Portanto, podemos considerar, sem perda de generalidade, que o espago

vetorial B é gerado por € e b; para i =1,...,n, ou seja, B = (e, by,...,b,).
Provemos, agora, que todo subespaco Z C Z. é um ideal de B. Para isso, basta
notarmos que BZ C Z; de fato, para todo z € Z, temos:
ez=0¢€ Z,
U2 CUZ:=0C Z,

Z.2CZ2=0CZ.

Consideremos, entao, B cortado por Z, isto é, B/Z. Temos que B/Z é uma élgebra
de Bernstein (veja a observagao logo apds a Definicao 1.4). Como B é regular, B/Z

também é regular.

Suponhamos que dim Z, = n e que Z, = (z1,...,z2,), isto é, Z, é o espago vetorial
com base {z1,...,2n}. Seja Z; = (z1,...,2i,...,2za) (1 <1< n). Entdo dim(Z;) =n—1
e (1=, Z: = {0}. Entao B ¢ isomorfo a um produto subdireto de algebras de Bernstein
B; = B/Z; com dim(Z.(B;)) = 1.

Notemos que e + Z; é idempotente de B; e que

(c+ Z)(u+ Z) = (ut Z),
(e+ Z:)(z+ Z:) = Z;.
Assim, B; = Feyz, ® (Ue/Z;) ® (Z.,/ Z;) é a decomposicao de Peirce relativo ao idempo-
tente e + Z;.
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Supomos, no inicio da demonstragao, que f ¢ T'(B) = (i, T(B;). Assim, temos
que f ¢ T(B;) para algum :. Portanto, podemos considerar, sem perda de generalidade,
que dimZ, = 1, ou seja, Z. = Fz. Escolhendo {u,...,un}, uma base de U, com
uu; = a;;z, como B é uma algebra comutativa, segue que a;; = aj; e, portanto, a
matriz A =mat(a;;) é simétrica. 'Logo, podemos fazer uma mudanca de base de U, de
tal forma que A fica na forma diagonal, isto é, uwju; = a;z se 1+ = j e wu; = 0 se
i # 7. Sendo F algebricamente fechado, temos o; = 1 ou «; = 0. Considerando ainda
que f é um polinémio multilinear, basta fazer as contas para os elementos da base, ou
seja, b; € {e,z,u1,...,un}. Suponhamos que exista u; tal que b; € {e,z,u;} para todo
i=1,...,n. Dessa forma b; € Fe @ Fu; @ Fz, ou seja, b; = v;u; + Bie + Aiz. Se a; # 0,
u;" = z e Fe @ Fu; & Fz = Mj, portanto, f(by,...,b,) = 0. Agora se a; = 0 obtemos
também que f(by,...,b,) = 0. Nos outros casos, existe i,k tal que b; € {e,z,u;} e
b € {e,z,up} para 7 # h, com f(by,...,bi...,bk,...,b,) = 0, uma vez que uju, = 0.

Em qualquer caso chegamos a uma contradicdo, pois f(by,...,b,) # 0. |

Lembremos que M3 € N'. Como o conjunto de identidades que valem em N valem
em particular para Mz, temos T(N) C T (Ms). E pelo Teorema 2.1 segue a igualdade,
isto é,

T(N) = T(Ms).

Temos:

12 : .
y.x e )w(:v):vy.:v e w(z)z.yx b3 22 yz.



Entao, pelas identidades (1.1) e (1.12), temos que toda &lgebra em A satisfaz a
identidade de Jordan

(z2,y,2) = 0. (2.1)

O teorema abaixo fornecera um conjunto finito de geradores para T'(N).

Teorema 2.2.  (Bernad et al [16], Theorem 3.2) Toda identidade de N (e M3) é uma

consequéncia de (1.1), (2.1) e das sequintes identidades:

(z,y,2H)t = 2(,y, 2)z.t, (2.2)
(z,y, 2)t.r = (2,1, 2)y.1, (2.3)
(z,2,9%) = 2(z,y,y)z, (2.4)
(2,9, 2)t + (£,9, 2)z + (2,y,8)z = 0. (2.5)

Para provar este teorema precisamos dos lemas que seguem.

Lema 2.1. Seja f = f(z1,22,%3,T4,...,2,) um polinémio multilinear anti-simétrico
com relagdo a z1,z2 € x3,24. Entdo, fx,41 € T(Ms). Também, se f for anti-simétrico

com relagdo a xy,,,z3, entdo f € T(Ms).

Prova. Tomemos [ anti-simétrico com relacdo a Ty1,T2, OU  s€ja,
f(z1,22,...) = —f(z2,21,...). Se 1 = &3 = a, temos que f(a,qa,...) = 0. E da mesma

forma temos f(z,,z,a,a,zs,...) =0 para f anti-simétrico em z3,z4 € se z3 = T4 = a.

Sejam my, ..., m, elementos de M. Demonstraremos que f = f(my,...,m,) per-
tence ao subespaco Z. da decomposicao de Peirce de M3. Como f é um polinémio multi-
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linear, basta tomarmos para my, ..., m, elementos da base {e,u,v} de M3. Considerando
que f é anti-simétrico nas varidveis 1,z € z3,z4¢ UcZ. =0, Z? =0, f nao é igual
a zero somente para m; = e.my = u,m3 = e,Mmy = u e mj = e para J > 5. Neste caso,

f e Z.

Temos que M3Z. = 0, pois v multiplicado por todos os elementos da base de M5 é
zero. Tomemos, entéo, m,;, € Ms, e notemos que, pela observacio anterior, fmp4; =0

e, portanto, fz,41 € T(M;).

Passemos a provar o caso em que f € anti-simétrico nas varidreis x,z,,23. Co-

mo no inicio da demonstracao, se m; = my ou m; = m3 ou my = Mgz, temos que
f(my,...,m,) = 0. Consideremos os casos em que m; # my e my # ms € my # ma.
Notemos que uma das substituigdes possiveis é f = (e,u,v,e,...,e) e f =0, pois ev = 0,
v? =0 e uv = 0. Para as outras substitui¢bes também temos f = 0. [ |

Lema 2.2. As identidades (2.2 - 2.5) valem em qualquer dlgebra de Bernstein regular.

As identidades

[(z,s,2)ylt.r — [(z,s,2)tlyr=0 (2.6)

(z,y,2z)ReRs — 2(z,y, z)R?Rs =0 (2.7)

s@o conseqiéncias de (1.1), (2.1) e (2.2 - 2.5).
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Prova. Provemos primeiro (2.3). Notemos que o polinémio (z,y, 2)t — (z,t, 2)y é anti-
simétrico com relacao as variaveis y,t e z, z. Vejamos a prova deste fato: para as variaveis

y,t temos

(xay»z)t - (x7t’z)y = —[(:L‘,t,z)y - (maya 3)t]§

para as variaveis z, z, por (1.3), temos

(‘Taya Z)t - (IB, i Z)y = '_[(Za Y, :E)t - (Z, t :Z:)y]
Logo, pelo Lema 2.1, (2.3) vale em M3, isto é, (2.3) pertence a T'(M3) = T(N).
Provaremos agora que (2.5) é anti-simétrico nas variaveis z, z,t. Trocando em (2.5)

z por i, temos

3
(t,y,z)a:-}-(z,y,t)z-l—(z,y,:t)t Q:) —(z,y,t)m—(t,y,x)z—(:c,y,z)t

= —[(;z:,y,z)t—[-(t,y,:c)z-{—(2,y,t)-73]'

Trocando também z por ¢, temos

1.3

(z,y,t)z+ (z,y,2)t + (L,y,2)z (L3) —(t,y,2)z — (z,y,2)t — (2,y,t)x
= —[(z,y,2)t +(t,y,2)2 + (é,y,t)a?]-
Por ultimo, trocando z por z, temos
(32t + @y )2+ Ly2)e 2 (o2 (Ly,2)z = (2,y,0)e
= —[(z,y,2)t+ (t,y,2)z + (2,y,t)z].

Logo, (2.5) é anti-simétrico nas variaveis z,z,t. Segue entao, do Lema 2.1, que esta
identidade vale para toda dlgebra de Bernstein regular.
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Para provar a identidade (2.4), desenvolveremos os dois membros e usaremos a iden-

tidade
2z.yz = w(y)z=s + w(z)zy, (2.8)
que é a forma linearizada de (1.12). Fazendo = = 2% e z = y na identidade (2.8), temos

227" = w(y)aly +w(y)e’y
= w(y)w(z)zy +w(y)w(z)zy

= 2w(zy)zy.

Portanto, 2%y? = w(zy)zy. A seguir, faremos outro céalculo separadamente:

2z.2y* = w(z)zy® + w(y?)z?
112
U2 w(ay)ey +w(y?)e?,
ou seja,
2 L9y 9
ELY = Sw(rcy)a:y—}- §w(y Jz*.
E agora temos
(z,2,9°) = 2%’ — .29
1 1 2\ 9
= w(ey)ry — swlzy)zy — jw(y’)

1 1 4
= gw(zy)zy — Fwly’)z”.
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Por outro lado,

2z,y,y)z = 2(zyy)z—2(y’z)z

(1.12)
=" 2zy.y)z — 2w(y)zy.

=  (2yyz)z — w(y)(2z.yz)

e, aplicando a identidade (2.8), temos

(2y.yz)z —w(y)(2z.yz) = [w(y)zy+ w(z)y’]e — w(y)lw(y)z? + w(z)zy]

2

= w(y)(zyz)+w(@)y’s — w(y?)z? — w(zy)zy

1 1
= w(y) |gw)e’ + Jw(@)zy| +w(@)y’s - w(y’)a® - w(ey)zy
. 1 1
12 —Cu(y)e? + w(ay)ey + w(e)e(y)ey - w(ey)ey
1 1
= Fw(ey)zy — sw(y’)z”

Portanto, (2.4) vale em N.

Para provar a identidade (2.2), também desenvolveremos seus dois lados. Lembremos

ainda que w é um homomorfismo e, portanto, w[(z,y,z)] = 0. Entao temos por (2.8)

ey, 2)zt = wl(z,y, )]tz + (=), ¥, 2)t = w(z)(z,9, ).

Fazendo separadamente:

2z,y,z) = 2zyz-—2z2.y:z
= w(y)ez +w(z)yz —w(y)ez — w(z)zy
= w(z)yz —w(2)zy.
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E aplicando este resultado no primeiro membro da identidade (2.2), temos

(2,9, 22t = = [w()yz? —w(z*)zy]t

=  w(z)(z,y,2)t.
E, portanto, (2.2) vale em V.
Linearizando a identidade de Jordan (z?,y,z) = 0, temos
(zz,y,1) + (at,y,2) + (tz,y,2) = 0,
e expandindo os associadores, obtemos
(zz.y)t + (2t.y)z + (tz.y)r = zz.yt + 2t.yz + zy.tz.

Notemos que o segundo membro desta ultima identidade é um poliné6mio completamente
simétrico, isto €, simétrico em qualquer troca de variaveis. Logo, do primeiro membro,

trocando x por y e y por z, temos

(zz.y)t + (zt.y)z + (tz.y)e = (yz.2)t + (yt.2)z + (tz.2)y,
isto é,

(ytz)z — (tz.2)y = [(yi.z) — (y.t2)]z + [(yz.2) — (y.22)]t,
ou ainda,

(y, tz’ m) = (y’t, "v)z + (y? z’ x)t’
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e, trocando y por z,t por y e  por ¢, temos a identidade
(z,yz,t) = (z,y,8)z + (2,2, )y. (2.9)
Agora, fazendo z = s e t = z em (2.9) e multiplicando esta identidade por ¢, temos

(295,20t = (2,y,2)s.t + (2,5,2)yt

=" 2(z,y,2)s.1,
ou seja,

(z,ys,2)t = 2(z,y, z)s.t. (2.10)

Seja f = (z1, T2, 23)[ Rz, , Rz, ]Ts, em que [a, b] é o comutador ab— ba. Desenvolvendo

o comutador temos

f = ($17$2ax3)[R1:47R1:5]$6
= (xl)m2’x3)R$4 RISRJ:G - (x17$2) :Z:B)RZsR:EqR:L‘S

= [($1,$2,-’E3)$4-$5]$6 = [(11,352,333)555-334]-’06-

Logo, f = 0 é a identidade (2.6), a menos das variaveis.

Demonstraremos agora que egi) f = 0 é uma consequéncia das identidades (1.1),
(2.1) e (2.2 - 2.5) para qualquer diagrama de Young D; e qualquer tableaux standard
() T o ; n .
T;”. Disto seguird que [ € uma conseqiiéncia de (1.1), (2.1) e (2.2 -2.5) (veja o final
da Segao 1.1).

No tableau TJ-(i) substituimos £ por z;. Da definicao de egi) segue que o polinémio
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i p e i . - . .
eg- )f($1,$2,$3,$4,51?5,$6) é simétrico nas variaveis que estao na mesma linha e anti-

simétrico nas variaveis que estao na mesma coluna.

Suponhamos que o diagrama D; tem pelos menos 3 linhas. Em primeiro lugar, seja
fi o polinébmio f quando permutamos, considerando o sinal da permutagao, somente
as varidveis z;,x;, Tk, em que {1,5,k} C {1,2,3,4,5}. Notemos que se {z,7,k} = {1,2,3}
entao

fi = Al(z1, 29, 23) + (23,21, 22) + (22,23, 21)]

1.4)

+ [(z2, @1, @3) + (23, 22.21) + (21, T3, @9)|HRz, s Ras) Rag = 0.

Demonstraremos que podemos assumir que {1,2} ou {1,3} ou {2,3} esta contido

em {1, j,k}. Notemos que

a[Ry, R;] = aRyR.— aR.Ry = ab.c—ac.b

) pa.c— bac= (b,a,c)

em qualquer dlgebra comutativa. Portanto,

(21,22, 23)[Ruyy Bos|Reg = (24, (21,22, 23), T5)%6

= (24,2122.23,5)T — (T4, T1.22T3, T5)Tp

=" 2(x4,T122,T5)T3.26 — 2(T4, ToT3,T5)T1.T6
4((zy4, 1, T5)T9.23) 6 — 4((24, 22, T5)T3.21)T6
4[(z4, T2, x5)T1.23 — (T4, T2, T5)T3.21]T6
=  4(xy4,T9,25)[Rey, Rey) R
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Portanto, se {4,5} estda contido em {i,j,k}, trocando o nome das varidveis, podemos

assumir que {1, 3} esta contido em {1, 7, k}.

Assim vimos que podemos assumir que {1,2} C {7,7,k} ou {1,3} C {i,7,k} ou
{2,3} C {i,7,k}. Por (1.4) segue que : = 1 e j = 3. Logo, por (2.10), f; é igual a
(z1,u,z3)zk + (23, u, Tx)T1 + (24, u, z1)z3 multiplicado por um numero de variaveis e u é

um polinémio de grau 1 ou 2. Isto €,

h= ((xl,u,l‘:a)mk I (:Eg,u,;vk)ml + (mk1U,xl)$3)in L (2’:-5) 0.

Portanto, podemos assumir que D; é associado a uma particao (n;,nq) e que f;
é simétrico com relacao as variaveis com indices em cada linha. Logo, f; = 0 é uma
. linearizagao de uma identidade f; = 0 em duas varidveis, isto é, f; = (y,z,z)[Ry, R:|R:

ou f; = (y,z,z)[Ry, R:|R,. No primeiro caso temos

f2 = (y,(y,:n,a:),a:):v
= ((y,ya:.:r,."c)— (y,ymz,:z:))x

Q(ya yzw, :E):L.T - 2(y7 :1:27 (E)y.’E

W (y,yz, %)z - 2y, 2% 2)y.
(2.10)

=" (y,yz, %)z — 4[(y, z,z)aly.z
(22) (y,yz, :v2)$ - 2(y, z, :cz)y.x
(2.10)
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Para o outro caso temos

L =

(2.10)

(v, (y,z,2),2)y

((y, yz.z, @) = (y,y2%, )y
2(y,yz, x)z.y — 2y, 2", z)y.y
(v, yz, %)y — 2y, 2, 2)y.y
(v, yz,z?)y — 4[(y, 2, ¢)2ly.y

(y,yz,2%)y — 2(y, =, 2%)y.y

Finalizando a demonstracao do lema, provaremos a identidade (2.7). Temos

(z,y,2z) R R

como queriamos demonstrar.

= (z,y,z)tQ.s

(25) —(t%,y,2)2.5 — (2,y,t%)z.5
= (z,y,t%)z.5 — (2,y,t%)x.s

(22) 2[(z,y,t)t]z.s — 2[(z,y, t)t]z.s
(26) 2[(z,y,t)z]t.s — 2[(z,y,t)z]t.s
(L3) 2[—(t,y,z)z — (z,y,t)z]t.s
(2.5)

= 2[(x,y,z)R;"Rs,
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Prova do Teorema 2.2. Seja [ o T-ideal definido pelas identidades (2.1 - 2.7) e
suponhamos que f = f(z1,...,2,) seja uma identidade multilinear de M3 tal que f ¢ I.

Como vimos na Proposicao 1.1, f tem a forma

f=az1Rs, ... Re,, + Z Bilts; vz, Wwe) Ry, <« « Ry

Primeiro mostraremos que se grau(f) > 5, entao podemos assumir que f é igual a

uma combinagao linear de polinémios da forma

h = (s, 25, 2p) Ry, o - By (2.11)
onde uy,...,u; sao monomios. Notemos que, se temos um mondémio da forma
(u,v,w)R,, (2.12)

por (1.4) e (2.2), podemos considerar que u e w sao variaveis. Além disso, um mon6émio
(u,v,w) com grau(v) > 2 é da forma (2.12) por (2.9). Assim, se dois elementos de
{u,v,w} tem grau maior que um, podemos assumir que (u,v,w) é da forma (2.11). Entao,
suponhamos que temos um monémio g = (z,y,w), onde z,y € X. Se grau(w) > 3, isto

é, w = pq.r, entao, expandindo os associadores, obtemos

9= (z,y,pq)r + z(y,pq,7) — (zy,pq,7) + (z,y.pq,).

Portanto, g é da forma (2.12) por (2.9). Assim, mostramos que, se f € um polinémio com
grau(f) > 5, entao f é uma combinagao linear de monémios da forma (2.11). Por (2.7),
u; pode ser trocado por uma variavel. Além disso, gragas a (2.10), isto vale para qualquer
uj, com j < [ —1. Finalmente, por meio de (2.10), (2.2) e (2.5), também podemos trocar
u; por uma variavel. Também, médulo (2.10) e (2.6) podemos permutar u;....,u;.
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Agora, seja

hy = Z sgn(a)/z(a:am.:ca(z),:cm),...);

gES3
se w = x, com r > 3, entdao h; = 0 gragas a (2.10), (2.6) e (2.5). Portanto, podemos
assumir que w; = x3. Se 1,7,k > 3, entao a identidade h; = 0 segue de (2.6). Portanto,
z; = 2 e, por (2.5), obtemos x; = x3 (isto é evidente para grau(h) = 5; para grau(h) > 5

usamos (2.10)). Portanto, neste caso, a identidade h; = 0 segue de (2.10) e (2.5).

Em seguida, se grau(h) > 6 e hy é alternado com respeito a trés pares de variaveis,
entdo a identidade h; = 0 segue de (2.6). Dai, se D; é um diagrama de Young que tem
uma coluna de altura > 3 ou pelo menos trés colunas de altura > 2, entao o polinomio

egi)h permanece em 1.

Agora, consideremos o S,-moddulo gerado por f. Notemos que ele é decomposto em
soma direta de S,-mddulos gerados por e§i)f (veja o final da Secao 1.1). Como f ¢ I,
existe Tj(i) tal que g = egi)f ¢ I e, pela afirmacao provada acima, D; ndo tem mais
que duas linhas, e a segunda linha nao tem mais que 2 quadrados. Portanto, g é uma

linearizagdo do polindémio f; obtido de f por substituicdo de duas varidveis (ou menos)

por y e as outras por z.

Se grau,(f1) = 0, entdo f; = az™ e, portanto, a = 0 (pois se z = e temos ae = 0).
Se grauy (f1) = 1 temos f, = ayR* '+ B(y, . z) R?~>. Fazendo = = e = y obtemos a = 0.

Em seguida, fazendo = = e e y = u obtemos 3 = 0. Finalmente, se grau,(f;) = 2, entao,



por (2.3),
fi=ay’ By + By, y. 2) Ry +4(y, 2, 2) Ry Ry,
Linearizando em y, temos

»=2ay1y2 B2 4+ B(y1,y2, ) B2 + B(ye, y1, 7)) B2

+ vy 2, 2) Ry Ry, + (%, 2, z) Ry 'Ry,

Como fo =0quandoy; =y =z =€,y =y=UuU,T=e€eey; = u, Yy = ¢ = e, obtemos
um sistema homogéneo nao-degenerado de equacoes lineares com respeito a a, 3,~. Logo,
a=0,8=0,7y=0etemos f, = 0. Em qualquer caso, concluimos que g = 0 (médulo I),
logo, g € I, o que é uma contradi¢do.

Portanto, provamos o teorema para grau(f) > 5. Seja f um polinémio de grau
4. Notemos que qualquer polindmio g de grau 4 alternado em trés variaveis é uma
conseqiiéncia de (1.4) e (2.5). De fato, g é constituido por uma soma de monémios da
forma (z,y,2)t ou (z,y, 2t). No primeiro caso, se g é alternado em z,y, z, entao g é uma
conseqiiéncia de (1.4) e, se g alterna em z,y,t (ou em y, z, 1), € uma conseqiiéncia de (2.5).

No segundo caso, g alterna em z,y, z (ou em z,y,t) pela lei comutativa. Temos

1.4
(‘Tayvzt) - (yam’Zt) (: (:E)ya Zt) gy (II,', Zt,y) + (Zt)yax)
=" (z,2t,y)
=' (z’ z’y)t_i— (I’t7y)z'
Portanto, como g alterna em z,y, z, podemos reduzir g ao primeiro caso.

38



Assim, podemos assumir que f € a linearizagao de um polinémio g com grau,(g) = 3
e grau,(g) = 1, ou grau,(g) =grau,(g) = 2. Se grau,(g) = grau,(g) = 2, entao por (2.1)

e (2.4)

g=o(z,2,y)y + aa(y,y, ).

Mas se ¢ = €, y = u, entao +a; = 0 e, logo, a; = 0. Se graug(g) = 3 e grau,(g) = 1,

entdo por (2.1) e (2.4) temos

g = a2, ,79)z.

Logo, fazendo z = e, y = u obtemos a = 0. Novamente, em qualquer caso, g € [

(contradi¢do) e o teorema esta demonstrado. [ |
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Capitulo 3

Identidades de Uma Subclasse das

Algebras de Bernstein Excepcionais

Neste capitulo, encontraremos um conjunto finito de geradores para o ideal de iden-

tidades da subclasse M de édlgebras de Bernstein, definida pelas condigées
UcZ. =0, U?=0. (3.1)

A algebra B; (Exemplo 1.3) estd em M.

Em todo o capitulo, assumiremos car(F) = 0 e, sem perda de generalidade, que F é

um corpo algebricamente fechado. Seguiremos a exposi¢do de Bernad et al [16].

Temos o seguinte teorema analogo ao Teorema 2.1:

Teorema 3.1. Toda dlgebra que pertence a subclasse M satisfaz todas as identidades
de Bg.
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Prova. A prova repete as idéias da prova do Teorema 2.1. Tomemos (A,w) € M e
consideremos a decomposicao de Peirce A =Fe @ U, B Z., em que U.Z. =0 e Uf =0.

Suponhamos que exista um polinémio multilinear f = f(zy,...,2,) € T(Bs) \ T(A).

Assim, para algum a,,...,a, € A, temos f(aj,...,a,) # 0. Portanto, consideremos sem
perda de generalidade, que A é gerada, como espaco vetorial, por e e ¢; para 1 =1,...,n,
ou seja, A = (e, a,...,a).

Vamos provar que todo subespaco U C U, é um ideal de B. Para isto, basta notarmos

que AU C U; de fato, para todo u € U, temos:

eu:%uCU,
UUCU?=0cCU,

zUCZU =0cCU.

Consideremos, entao, A cortado por U, isto é, A/U. A dlgebra A/U é de Bernstein
pois U C ker(w) (veja a observagao logo apds a Defini¢ao 1.4). Como (u+ U)(z +U) =

0+Ue(u+U)?=0+U para todo u € U, e z € Z, temos A/U € M.

Suponhamos que dimU, = n e que Ue = (uy,...,uy,). Seja U; = (ur,..., Ui ..,Un)
(1 <7< n). Temos que dim(U;) = n—1e ()., U; = {0}. Entao, A é isomorfo ao produto

subdireto de algebras de Bernstein A; = A/U; com dim(U.(A;)) = 1.
Notemos que e + U; é idempotente de A; e que
1
(e+U)(u+U;) = §(u + Us),

(e+U)(z+U;)) =0+ U,
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Assim, A; = Foyu, ® (U /U;) ® (Z./U;) é a decomposicao de Peirce relativo ao idempo-

tente e + U;.

Supomos, no inicio da demonstracao, que f ¢ T(A) = ()2, T(A;). Assim, temos
que f ¢ T'(A;) para algum :. Portanto, podemos considerar, sem perda de generalidade,
que dim U, = 1, ou seja, U, = Fu. Escolhendo {vi,...,v,,}, uma base de Z. com v;v; =
ajju, como A é uma algebra comutativa, segue que a;; = aj; e, portanto, a matriz
A =mat(a;;) é simétrica. Logo, podemos fazer uma mudanca de base de Z. de tal forma
que A fica na forma diagonal, isto é, v;v; = cyu se 1 = 7 e v;jv; = 0 se 1 # j. Sendo
F algebricamente fechado, temos a; = 1 ou a; = 0. Considerando ainda que f é um
polinomio multilinear, basta fazer as contas para os elementos da base, ou seja, a; €
{e,u,vy,...,vn}. Suponhamos que exista v; tal que a; € {e,u,v;} para todoi =1,...,n.
Dessa forma a; € Fe @ Fu @ Fv;, ou seja, a; = vy;v; + Bie + diu. Se aj # 0, vf- =ue

Fe @ Fu @ Fv; = Bs, portanto, f(a4,...,a,) = 0. Agora se a; = 0 obtemos também que

f(ai,...,a,) = 0. Nos outros casos, existe 7, k tal que a; € {e,u,v;} e ar € {e,u,v,} para
J # h, com f(ai,...,aiy...,0k,...,a,) = 0, uma vez que v;v, = 0. Em qualquer caso
chegamos a uma contradigao, pois f(ai,...,a,) # 0. [ |

Como no caso das dlgebras de Bernstein regulares (veja Capitulo 2), segue do

Teorema 3.1 que T'(M) = T(Bs).

O resultado principal deste capitulo é o seguinte teorema:



Teorema 3.2. (Bernad et al [16], Theorem 4.1) Toda identidade de M (e Bs) € uma

consequéncia de (1.1) e das sequintes identidades:

(z,y,8)t + (t,y,x)s + (s,y,t)z = 0,

(z,yt,7)s = (z,ys,7)t,
(z,yt.r,s) = 2(z,yt,s)r,
(z,y,7).ts = 2(z,y,7)t.s,

3(z, 22, 2%) = 2=z, z,2%)z,
(21, T3, T2Ty) — (T2, T3, T124) — (T1, T4, T223) + (T2, Ty, T123) =
3(z1, x3, T2)T4 — 3(T1, T4, T2) T3,

2z, s,y)r” + (z,7%,y)s = (,5,7%) = (y,5,7"2).

Faremos a prova deste teorema em uma série de lemas.

Lema 3.1. A dlgebra Bs satisfaz as sequintes identidades:

2%y? = w(y)’e® +w(@)y,

2(z,y,8)t = (z,y, s)w(t),

2(z,ys,t) = ys(w(z)t —w(t)z).

(3.7)

(3.8)

(3.9)

(3.10)

(3.11)

Prova. Sejam z,y elementos de B; = Fe @ Fu @& Fv. Entao z = aje + ayu + azv

ey = be+ byu + bzv. Temos que zy = abje + [%((I.le + azby) + azbslu, ou seja,

43



zy € By = Fe ® Fu. Como tomamos z,y € Bj quaisquer, temos que B C Bj. No-
temos, ainda, que e = €2 € B2 e u = v? € B2; assim provamos que a base de Bj pertence

a B2 e, portanto, temos que By C B3. Logo, B = B) = B,.

No Capitulo 1 (veja Exemplo 1.1), provamos que a identidade 2zy = w(z)y + w(y)z
vale em B,. Se tomarmos z,y € Bs, temos que z%,y? € B2. Portanto, como B} & B,

temos que a identidade (3.9) vale em Bs.

Vimos que em Bz vale U? = 0 e U.Z. = 0. Assim,
ker(w)U, = (U, ® Z.)U. C U? + U.Z. = 0. Do fato de w ser um homomorfismo, te-
mos que qualquer associador (z,y,s) € ker(w). Também é claro que (z,y,z) € B5. Logo,
(z,y,8) € ker(w) N B2 = U,. Segue entdo que 2(z,y,s)e = (z,y,s). Por outro lado, se
t' € ker(w) temos (z,y, s)t’ € U ker(w) = 0. Logo, para t = w(t)e+1t' em que t' € ker(w),
temos 2(z,y,s)t = w(t)2(z,y,s)e + 2(z,y,s)t’ = (z,y,s)w(t). Portanto, (3.10) vale

para Bs.

Para provar (3.11), consideramos z,y,s,t € Bs, isto é, z = aje + au + azv e

t = bye + byu + bzv. O produto ys € Fe @ Fu, ou seja, ys = ae + fu. Temos:

(z,ys,t) = (x,ae+ Pu,t)

= [z(ae+ fu)]t — z[(ce + fu)t]
1

1 1
2a2au)t — z(abje + Eabrfu + §,Bblu)

1
= (ajae+ Ealﬁu +

1 1
= [aaje+ 5(Bai + aay)ult — z[abje + 5 (abs + Bby)u]

1 1
= —aabyu + —aasbju — —aasbju — —aa1byu
5 00102 +4 201 5 @201 702

L
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1 1
= 4—aa1b2u — 4—aa2b1u.

Por outro lado,

ys(w(z)t —w(t)z) = (ae+ Pu)lai(bre + byu + bzv) — by(are + azu + azv))
= (ae + ,BU)[(lele -+ albgu + a1b3’0 = a1b18 = a'_)b]u = a3b1'l)]
1 1

= —aa;bu — —aasbyu.
5 Q@102 5 @201

e

Portanto, a identidade (3.11) vale para a algebra Bs. |

Lema 3.2. A dlgebra Bs satisfaz as identidades (3.2 - 3.8).

Prova. A identidade (3.3) é conseqiiéncia de (3.10) e (3.11). De fato:

(3.11) [%yt(w(w)r —w(r)z)]s — [%ys(w(w)r —w(r)z)]t

(w,yt,T)S - (:I), yS,T‘)t
= %(ty.s — t.ys)[w(z)r — w(r)z]

= Sy —w(r)a]

- %[w(m)(t,y,s)r—w(r)(t,y,S).’B]

- %[w(x)%w(r)(t,y,s) - w(T)%w(if)(t, Y, )]

= 0.

Assim, a identidade (3.3) vale em Bs.

Em seguida faremos a prova da identidade (3.2), usando anti-simetria. Provare-
mos que f(z,y,s,t) = (z,y,s)t + (t,y,2)s + (s,y,t)z é um polinémio anti-simétrico nas
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variaveis z, s,t. Trocando em f, z por s e s por z, temos

f(s,y,z,t) = (s,y,2)t+ (t,y,s)z+ (z,y,t)s
= _(xvyas)t_(sa'l’t)l'_(t7y7$)3
= —f(il?,y,s,t)-

Trocando z por t e t por =, temos

f(tay,S,x) = (t’y75)$+(x’yat)3+(Sayax)t
= —(s,y,t)m~(t,y,m)3—(:c,y,.s)t

= _f($7y737t)'

E agora trocando s por t e ¢ por s, temos

f(a:,y7 t,S) = (x, y,t)s + (87 y7 :L‘)t + (t7 y’ S)x
= —(t,y,:c)s—(:c,y,s)t—(s,y,t)x

= —f(.’l?,y,S,t).

Logo, f é anti-simétrico nas variaveis z, s,t e, por um resultado analago ao que fizemos

para a algebra M3 (Lema 2.1) f € T'(Bs), ou seja, a identidade (3.2) vale em Bs.

Provaremos agora (3.4), isto é, provaremos que (z,yt.r,s) = 2(z,yt,s)r. Vimos
anteriormente que se y,t € Bz entao yt = ae + fu. Consideremos r € {u,v}. Se r = u,

yt.r = (ce+ Pu)u = %au, para esse caso temos

1
(z,ytr,s) = (x,gau,s)

1
= §a(:z:,u,s).
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Tomemos z,s € Bs, ou seja. ¢ = aje + au + azv e s = bye + byu + bzv. Temos

(z,u,s) = zu.s—z.US
= [(a1€+ azu + azv)u](bie + bau + b3v) — (are + asu + azv)[u(bie + bau + bsv)]

1 1
= 3a1u(b16 + byu + b3v) — (a1€ + azu + 03'0)51’1'“

1 1
= Zalblu = Zalblu
= 0

E, portanto, (z,u,s) = 0 para qualquer z, s € Bs, ou seja, (z,yt.r,s) =0 ser = u. Agora

ser =v, (z,yt.r,s) =0, pois (ae + fu)v = 0.

Por outro lado,

(115, yt, 3) = (’llyt)S - z(yt.s)
= [(a1e + aqu + azv)(cae + Pu)]s — z[(ae + Bu)(bie + bou + bsv)]
= [(care+ %ﬁalu -+ %aagu)s — z[(abie + %abzu + %,Bblu]
1 1 1 1
= §aa1b2u + Z(ﬂalbl + aazby)u — 5aa2b1u — Z(aale + Baiby )u
1 1
= [E(aalbg — aagbl) + Z(ﬁalbl + aazbl) — aa2b2 — ,Balbl)]u.

E assim temos (z,yt,s) = yu. E, portanto, 2(z,yt,s)r = 2yur = 0, pois estamos consi-

derando r € {u,v}.

Consideremos agora o caso r = €. Entéao yt.r = yt.e = (ae+fu)e = ae+ %ﬂu. Como

vimos acima, temos que (z,yt,s) = yu. Logo, segue que (z,yt,s)e = Lyu e, portanto,

2(z,yt,s)e = (z,yl,s). Queremos mostrar que 2(z,yt,s)e = (z,yt.e,s). Por um lado,
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(z,yt.e,s) = (z,ae+ %ﬁu,s) = a(z,e,s) + %ﬁ(m,u,s) e, portanto, (z,yt.e,s) = a(z, e, s)
para qualquer z,s € Bs. Por outro lado, (z,yt, s) = (z,ae+fu,s) = a(z, e,s)+ B(z, u, s)

e, da mesma forma, (z,yt,s) = a(z, e, s). Logo, (3.4) vale também em B3 quando r = e.
Portanto, a identidade (3.4) vale em Bs.

Provaremos agora a identidade (3.5). Temos

Az, y,r)ts = w(t)(z,y,m)s
: 1
20 w(ts)(e,y.m)

C1Y (2,y,7).ts

e, portanto, esta identidade vale em Bs.

Para provar a identidade (3.6), consideremos z tal que w(z) = 1, isto é, z = e +

au + [Bv e temos:

:c2:(e—l-au-i—ﬂv)(e—l—au—i—,@v):e—l-(a+ﬂ2)u,

= [e+ (a+ B%) ul(e + au + pv)

8
8
Il

3, [e + (a -+ %ﬂ2> u] (e + au + Bv)
= e+ (a + %[32) u,
322 = [e -+ <a + %,82) u] [e + (a + %) u]

= e+ (a—}—%ﬁ:)) u.
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Como w(z) = 1, por (1.9) temos que 2%z = %, Portanto, segue que
3(z,z%,2Y) = 3(z%z? —2?)
3 2 2
= J|le+ a+zﬁ u—e—|a+ =4
3
= ZﬁQu

Por outro lado,

2z, z,2)2 = 2(2—2.2%2
1
= 2 e+au+ﬂ2u—e—(a+zﬁ2>ttj|(e+au+ﬂv)
= %,Bzu(e + au + [v)

= %ﬂzu

Portanto, (3.6) vale em Bz para ¢ = e + au + Bv. Para ¢ € B3 qualquer com w(z) # 0,

tomemos y = ;. Temos w(y) =1 ez =w(x)y. Logo,

3(z,2%,2%) = 3(w(a)y,w(@)y’,w(z)%’)
= 3w(z)’(y,y% ")
2w(z)*(y, ¥, y")y
= 2w(2)y,w(z)y,w(@)*y*)w(z)y
= 2z,z,z2%)a.
Para o caso em que w(z) = 0, tomemos z = fu + yv. Notemos que > = y?u, 2* =0 e

por (1.9), z%z* = 0. Logo, (3.6) vale trivialmente para este caso.

Portanto, a identidade (3.6) vale para a algebra Bs.
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Para provar (3.7), notemos que esta identidade é anti-simétrica em z,,z; e z3, z4.
Portanto, atribuindo o mesmo valor a 3 variaveis, (3.7) é valida nulamente em Bs;. E da
mesma forma é véalida quando fazemos z, = 22 = 2 e 3 = 24 = y. Nos casos em que
Ty =Tz e Ty F Ty, T] = Ty €Ty # T3, To =T33 €T # Ty, T2 =2y ey # 23, quando
substituidos por elementos da base, (3.7) é satisfeita nulamente. Para as substitui¢oes
em que e e v aparecem nos pares anti-simétricos, isto €, £y = z3 = v e z, = z4 = e,
Ty =23 =€ € T =Ty =V,01 =Ty =€ € Tp =T3=70V,T] =T4q=V € ITyo=2T3z3=E§¢,
considerando que car(F) = 0, chegamos a uma igualdade do tipo v = u, ou seja, (3.7)
também vale para estes casos. Para qualquer outra substituicao (3.7) vale, pois tanto o

primeiro membro quanto o segundo é zero.

Para provar a identidade (3.8), provaremos primeiro que ela é uma identidade de

B, = B}. Tomemos 7,y € B, e lembremos que r* = w(r)r e ry = tw(r)y + jw(y)r.

Substituindo r? por w(r)r em (3.8), temos

2,5, y)w(r)r + (z,0(r)r,y)s = w(r)(@, s, ry) — w(r)(y, s, r2).

Substituindo, no lado direito desta tltima identidade, ry por tw(r)y + jw(y)r e rz por

sw(r)z + tw(z)r, temos

w(r)[(m, S, Ty) - (ya S, 7‘.’1,‘)]

= o) [ (a5 g0+ g0tr) = (s, getr)e + gutor )]
D w(r)2(@5,9) + 0lry)(e,5,7) = 3lre) (3,57,
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Do lado esquerdo, temos

(3.10)

w(r)2(z, s, y)r + (z,7,y)s] w(r)(z,s,y) + %w(rs)(x,r,y).

Igualando e considerando que car(F) = 0, temos

W(TS)(:E’T’ y) = w(r)[w(y)(m, S T) - w(m)(ya Sy T)]

Tomemos o associador (a,b,c), expandindo e aplicando a identidade

2zy = w(z)y + w(y)z, obtemos

(a,b,¢) = ab.c—a.be

_ Bw(a)b 4 %w(b)a] c—u [%w(b)c + %w(c)bjl

_ %w(a)bc - %w(c)ab

— Lu(@) Bw(b)c T %w(c)b] - (0 [%w(a)b + %w(b)a]
= JwB)u(@)e - w(d)al

Usando este resultado, no segundo membro da identidade anterior, obtemos:
w(r)[w(y)(x, S, T) - Lc)((lf)(y, S, 'I‘)]

= w(rly)guls)l(@)r — ()] — () () - oy
= Zo(r e(s)w()y - w(y)e)
= w(rw(s) { Lo )w(@y - w(y)w]}

= w(r)w(s)(z,r,y).

E, portanto, temos que (3.8) vale em B, = Bj.
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Sabemos que B? = Fe @ Fu. Assim falta verificarmos quando a identidade toma
valores em Fv. Notemos que, se trés ou mais variaveis tomam valores em Fv, entao (3.8)
vale trivialmente. Agora, no caso em que duas varidveis tomam valores em Fv, para a
maioria dos casos, (3.8) é zero nos dois membros, exceto quando z = s =vey=r=ce
ouy=s=vex =r = eem que chegamos a uma igualdade do tipo u = u, considerando
que car(F) = 0. E quando uma sé das variaveis toma valor em Fv, (3.8) também vale

trivialmente.

Portanto, a identidade (3.8) vale em Bs. [ |

Proposigao 3.1. Seja I o T-ideal definido por (1.1) e (3.2 - 3.8). Entao as seguintes

tdentidades valem modulo I:

(z,ys,t) — (y,zs,t) + (y,at,s) — (z,yt,s) = 0, (3.12)
(z,ys,t)+ (t,yz,s) + (s,yt,z) =0, (3.13)
(z,y,7)t.s = (z,y,r)s.t, (3.14)
(z,y,2)(r,s,t) =0, (3.15)
(:Ev 22,yt2) - (y3 32,117t2) = 3(3:’ zzvy)t2’ (316)
(1Y, T2y + (21,97, 22) = (21,4, y22) — (22,9, y21), (3.17)
3 2 2 2
E(xlayaxQ)y + [(IEl,y,yCEz) - (m27yay$1)]y = (ml)y7y $2) - (mz,y,y xl)a (318)

(z1, T3, 22.24y) — (T2, T3, 1.24Y) — (T1, Ty, T2.73Y) + (T2, T4, T1.23Y)
= 2(x1, 23, 2).24y — 2(z1, T4, T2).73Y, (3.19)
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(331,-’53?!,-732274) - (1727 T3y, -’51934) - (931,1'43!,1‘2563) + (1‘2,?64?;,-7?1563)

= (21,23, T2).2ay — (@1, T4, T2).T3Y. (3.20)

Prova. Expandindo a identidade (3.12), temos

(z,ys,t) — (y, zs,1) + (y, zt, 8) — (2,91, 5)
= (z.ys)t —z(ys.t) — (y.zs)t + y(zs.t) + (y.zt)s — y(at.s) — (z.yt)s + z(yt.s)
(ys.x —y.sz)t + (ty.s — t.ys)z + (sz.t — s.xt)y + (at.y — z.ty)s
= (ys2)l+ (Ly.s)z+ (s, 2, )y + (2,1,y)s
= —(t,s,y)x — (z,s, )y + (t,y,8)z+ (s,z,t)y + (z,1,y)s
=" [=(z,5,1) = (2, 8)ly + [ (L, 8,9) = (5,9, 1)z + (2,1, y)s

=" (s,t,2)y+ (y,t,8)z+ (z,t,y)s

Portanto, a identidade (3.12) é vélida médulo .

A prova da identidade (3.13) segue da expansao dos associadores:

(z,ys,t) + (t,yz,s) + (s,yt, x)

= (z.ys)t —a(ys.t) + (t.yz)s — t(yz.s) + (s.yt)z — s(yt.z)

A
=
b
L]

(sy.x — s.yz)t + (ty.s — t.ys)z + (zy.t — z.yt)s

= (s,y,x)t+(t,y,s)z+ (z,y,1)s

E, portanto, a identidade (3.13) é valida médulo .
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Passemos & prova da identidade (3.14). Temos

(3.5)

(z,y,r)t.s = (z,y,7).ts

| — DN =

(z,y,7).st

Iy

]

t

) (2,y,1)s4,

e, portanto, a identidade (3.14) vale mddulo o ideal I.

Expandindo um dos associadores da identidade (3.15), obtemos

(z,y,2)(r,s,t) = (z,y,2z)(rs.t—r.st)

= (z,y,2)(rs.t)— (z,y,z)(r.st)

WD (g, 2)(srt) — (z,y, 2)(st.r)
2 9z, y, 2)(sr).t — 2(z,y, 2)(st).r
2 4[(z,y, 2)s.r]t — 4[(z, y, 2)s.1]r.
Por outro lado, temos
(rs,)(z,y,2) B ~((2,9,2),5,7)t — (1,5, (2,,2))r

(L —(z,y, z)s.r|t + [(z,y, 2).s7)t = [(z,y, 2).st]r + [(2,y, z)s.t]r
=" —[(z,y,2)s.7)t + 2[(z,y, z)s.7]t — 2[(z,y, 2)s.t]r + [(z,y, z)s.t]r

= [(z,y,2)s.r]t = [(z,y, z)s.t]r.
Portanto, das duas ultimas identidades, temos

4(T’,S,t)(.’L',y,Z) - (:c,y,z)(r,s,t) = 0’
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e como car(FF) = 0, a identidade (3.15) é valida médulo 1.

Agora provemos (3.16). Notemos primeiro que

(z,2%,y)t* ) 2(z, 2%, y)t.t
= 2(z, zt,y)z.1
sy 2(z,tz,y)t.z
e 2(z,tt,y)z.z
(3.5)

=" (z,t%y)%

2

Agora, tomando a identidade (3.8) e substituindo s por z* e r por ¢, obtemos

2z, 2%, y)t?* + (z,1%,y)2% = (2, 22, yt?) — (y, 2%, xt?).
Aplicando o resultado anterior nesta identidade, obtemos
(z,2%,yt?) — (y, 2%, zt?) = 3(z, 2%, y)t?
e, portanto, demonstramos que a identidade (3.16) vale modulo /.

Passemos a demonstragao da identidade (3.17). Temos que

(3.13)
(1”1792,-’02) = —(azg,yazl,y)—(y,yxz,arl)

1.4
(:) (ywlvyaxQ) + (y7 T2, yml) 4= (y$2a a"lay) ¥+ (xl,y,yl‘?)

(1.3)
= _('T%y,yzl) - (y-’lf], 1:273/) + (yx2,$1,y) + (mlay’ym2))

e segue que

($11y23$2) - [(mlayyy:U?) - (:E?ay,yml)] = (y$2,$1, y) - (ymlaa:?’y)'
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Desenvolvendo os associadores do segundo membro, obtemos
(mla y21 :EZ) + (1‘17 Y, Ifg)y = (:Bla Y, yTZ) - (232, Y, yml)v

ou seja, a identidade (3.17) é valida médulo 1.

A seguir, provaremos a identidade (3.18). Temos

(21,9, 22)y* + [(21,y, ya2) — (22, ¥, y21)]y

BN W o w

(x1,y,22)y* + (21, 9% 22)y + (21, Y, 22)y.y
= 2(331,3/,5’?2)1./2 + ($1,y2, T2)y

(‘Tl, Y, y2$2) - ($27 y>y2$1)'

Portanto, a identidade (3.18) vale médulo 1.

Provemos a identidade (3.19). Temos

(21,23, Tay.T2) — (T2, 23, T4y.T1) — (z1, 24, T3Yy.22) + (22,24, T3Yy.21)

(3.8
:) 2(331,373, 372)-374?; + (2, T4Y, -’52)-”03 = 2(931, Ty, -’Uz)-fﬂsy - (l‘l,xsy, 552)56'4

(3.3)
=" 2(z1,73,22). T4y — 2(T1, T4, T2).T3Y.

Portanto, esta identidade também vale médulo 1.

Para provar a identidade (3.20), partiremos da forma linearizada da identidade

(3.17), isto é,

(1,3, 22)y + 2(z1, 23y, T2) + (21, Y, 2)x3 = (@1, 23,y22) + (21,Y, T322)
- ($2,$3,y$1) - (x2,y,$3$1)'
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Fazendo y = z4 € x5 = z3y, obtemos

(-’Cl,yfl?sa 334332) - ($2,y$3,334-731) = ($1,y$3,x2)x4 + 2(931a y$3-$4,$2) = ($1,$4,f’32)-y-’”3

— (21,24, yT3.22) + (29, T4, yx3.21).

Logo,
(21, 23y, TaT4) — (T2, T3y, T124) — (T1, T4Y, T223) + (T2, T4y, T123)

= (@1,y23,2)T4 + 2(T1,YT3.24, T2) + (21, T4, T2).yT3

— (21,24, y23.22) + (T2, T4, yT3.21)

— (z1,yz4, T2)T3 — 2(21, YT4a.T3, T2) — (21, T3, T2). YTy

+ (z1,23,yT4.22) — (T2, T3, YyT4.21).
Notemos que, pelas identidad.es (1.1) e (3.14), (z,(a,b,c),u) = 0. Logo,
2(z1,yz3.24,22) — 2(x1,yz4.3,22) = 0 e, ainda, por (3.3) temos que

(z1,yz3, T2)T4 — (21, Y24, z2)x3 = 0. Portanto, segue que

(21, 23y, T2T4) — (22, 3y, 124) — (21, Tay, T2x3) + (T2, T4y, T123)
= (fBl, Ty, -”02)-3/13 - (331,334,3/2?3-1132) + ($2,$4,y$3-$i)

— (21,23, T2).yzq + (21, T3, YT4.T3) — (T2, T3, YT4.21),
e pela identidade (3.19), obtemos
(21, 23y, T2x4) — (T2, T3Y, T124) — (21, T4y, 2223) + (22, T4y, T123)
= (z1,73,22).24Yy — (T1, T4, T2).T3Y.

Logo, a identidade (3.20) vale médulo 1.
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Portanto, demonstramos que as identidades (3.12 - 3.20) valem mdédulo I, em que

é o ideal gerado pelas identidades (1.1) e (3.2 - 3.8). N

Prova do Teorema 3.2. Seja [ o T-ideal definido pelas identidades (1.1) e (3.2
- 3.8). Mostraremos que todo f, que nao esta em I, é diferente de zero para valores

apropriados de variaveis em Bj.

Lema 3.3. Moadulo I todo polinomio multilinear f = f(xy,...,2,) € uma combinagdo
linear de

(pl) $1RI2 .. Rzn;

(p2) (a,b,c)R;, ... R;,, onde grau(a) <1, grau(b) <2, grau(c) <3 e 13 < ... < 1.

Prova. Pela Proposicao 1.1, fica claro que f € igual a (p;) mddulo o ideal associador
D = {(a,b,c) | a,b,c € F[X]). Seguindo, vejamos que para (a,b,¢)R,, ... R,, € D os

monomios v; comutam. Para isto, é suficiente provar que v;_; comuta com v;:

(a3 b, C)va T Rv-‘-l Ry --- R'Uk (3:.5) (aa b, C)(vl e "Ui—lvi)Rv,-“ T Rvk

9i-1
1
- [91‘—1 (a,b,c)(v1 - vi—aviVi—1)
1
+ 21‘_]_ (a7 b, C)(vi—l)'()l cer V2, vi)]RvH_l N RVk
(3.15) 1

——(a,b,c)(vy---vivi )Ry, - R

Vg

(3.5)

(a,b,¢)Ry, -+~ Ry Ry, _, -+ Ry,

em que vj ...v;—1v; denota (... ((viv2)vs)...)v;. Portanto, médulo as identidades (3.5) e
(3.15), todo polinémio de D é uma combinacao linear de elementos da forma (p2), sendo
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a,b, c monomios quaisquer.

Tomemos o associador (a,b,c). Se grau de b for maior ou igual a 3, aplicando a
identidade (3.4) quantas vezes forem necessarias, podemos reduzir o grau de b a 2. Entao

€SCrevemos

(a,b,c) St —(b,c,a) — (c,a,b)
(1.3)
=" —(b,c,a)+ (b,a,c)
e notamos que na primeira parcela podemos reduzir o grau de ¢ a 2 pela identidade
(3.5) e, da mesma forma reduzimos o grau de a na segunda parcela. Temos, entao, uma
combinacao linear de polinémios da forma (p;) com grau(a), grau(b) < 2. Além disso,
podemos reduzir o grau de @ a 1. Para isto, consideremos os casos: se grau(b) = 2 e
grau(a) = 2, entao temos
(a,b,¢) = (a,biby,c)
=" (by,aby,c) — (by,ac,by) + (a,bic,by)
= 2(1)1, a, C)bg — Q(bl,c, bz)a + 2((1, C, bg)b]
=" 2(by,a,c)by — 2(by,c,by)a — 2(bz, c,a)by.
Observemos que nas duas tltimas parcelas podemos aplicar a identidade (3.4) quantas

vezes forem necessarias, para deixar grau(c) < 2. Se grau(b) = 1 e grau(a) = 2, temos

(a,b,¢) = (a,by.c)

=" —(by,c.a)— (c,a,b)

W (b1, c.a) + (b, a,0).
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Observemos também que na primeira parcela podemos reduzir o grau de ¢ a 2 pela iden-

tidade (3.4).
Finalmente, suponhamos que grau(c) > 4. Suponhamos, ainda, que ¢ = pz;.z; com
grau(p) > 2. Entao
(a,b,pzi.x;) = (a,b,pziz;)+ (a,b,p.a;x;) — (a,b, p.xizj)
= (aa bap'xizj) + (aa ba (P, Tis 'rj))
= (a,b,p.ziz;) + (p, xi, xj).ab— (p,zi,z;)b.a.
Notemos que, pelas identidades (1.3) e (3.5), as duas ultimas parcelas podem ser colocadas
na forma (p;). Portanto, podemos assumir que ¢ = pg com grau(p), grau(q) > 2.
Da linearizagao da identidade (3.8) e considerando que car(F) = 0, obtemos a iden-
tidade
(z,s,rt.y) — (y,s,z.rt) = 2(z,s,y).rt + (z,rt,y)s.

Logo, temos que

(a,b,pq) — (p,b,aq) = 2(a,b,p)q + (a,q,p)s.

Assim, médulo a identidade (3.8), o polinémio (a,b,pq) — (p,b,aq) é uma combinagao
linear de polinémios da forma (p;), pois abaixamos o grau do associador e podemos usar
inducao. Portanto, podemos considerar um polinémio da forma (p;), em que o associador

é (p, b, aq) e repetir novamente o processo. [ |
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Consideremos primeiro f como um polinémio de grau n simétrico em todas as
variaveis. Neste caso, devemos provar que, qualquer polinomio f = f(z) ¢ [ nao

é uma identidade de Bs. Entado, pelo Lema 3.3, f é combinacao linear de zR"™! e

k

3 ,Em)xn—k—m—l
y 4

(z,2 ,em que k <2 em éigual a2 ou 3.

Linearizando a identidade (3.6), obtemos

3(y,2%,2%) + 6(z, 2y, 2?) + 6(z, 2%, 0y) = 2(y,z,2%) +2(z,y,2)a

+ 4(z,z,zy)r + 2(z, 7, 2%)y.
Substituindo y por z? e utilizando a identidade (1.2), obtemos
6(z,zz?, 2%) + 6(z, 22, z2?) = 2(z, 2%, %)z + 4(z, 2, x2?)z + 2(z, 2, 2?)2?,
e também aplicando a identidade (3.4), obtemos
6(z,2%,z2?) = —10(z,z% 2%z + 4(z,z, :c:1:2)>:v + 2(z, z, 22>
Notemos ainda que

3(z, 2%, 2z R 2(z,z,2%)z.2 2 (x, 2,2z

Logo,
2 2 10 2y .2 2 9 2y,.2
Bz, 2", 22°) = —?(:c,x,:r )zt + 4(z,z, z2)z + 2(, T, 2%)T
_ 4 2y, .2 3
= —g(x,x,:z: )z© + 4(z,z,2%)z.
Portanto, podemos escrever o associador (z,z*,2™) com k = 2 e m = 3 como uma

combinacéo linear de associadores com k=1, m=2ek =1, m=3. Paraocasok=2e
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m = 2, temos direto da identidade (3.6), que o associador pode ser transformado em um
associador com k£ =1 e m = 2. Logo, para qualquer caso, temosk=1em =2 oum =3

e, portanto, f pode ser escrito da seguinte maneira:

f(z) = [a(z, z, ¥z + B(z,z, $3)]RZ_5 + "/CER;:_I.

Se v # 0 temos f(e) = ye # 0. Suponhamos que v = 0. Fazendo z = e + v, temos

1

fle+v) = 5

Ba+58)u#0
se 3a + 56 # 0. Quando 3a + 58 = 0, temos

1(@) = D15z, 2,0%) + 3(a, 2, )| B2,

Mas —5(z,z,2%)z + 3(z,z,2%) = 0 é a identidade (3.6) escrita de outra forma e, neste

caso, f(z) € I.

Portanto, o Teorema 3.2 esta demonstrado para polindmios simétricos.

Consideremos agora o caso geral. Seja f = f(z1,...,2,) ¢ I uma identidade multili-
near de B3. Temos que f(z) = f(z,...,z) é uma identidade de B3 e pelo que foi provado
acima f(z) € I. Entao ) .5 of(z1,...,2,) € I, pois se trata da forma linearizada

de f(z). Portanto, temos que 7f — (kl)7f ¢ I para algum 7 € S, e k,[ elementos de
{1,...,n}. De fato, suponhamos o contrario, isto é, que 7 f — (kl)7 f € I para todo 7 € S,
e k,l € {1,...,n}. Seja r a maior ordem possivel de um elemento de S,. Seja o € S,
um elemento de ordem r (usamos a notacdo |o| = r). Sabemos que o é um produto de

transposigoes, digamos, o = (kily) ... (ki;). Temos, por hipotese, que of — (kil1)of € 1.
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Logo, como ) s of € I, temos
Y af=> (of = (kh)of) € 1,
gESn lo|=r

isto é,

Y asofel,

lo|<r

em que a, € F. Repetamos agora o processo para os elementos a,of com |o| = r — 1,

obtendo

Y oagaf— Y a, (of = (kl})of),

lo|<r |lo|=r—1
isto €,
S Boofel (8, € ).
|o]<r—1

Continuando com o processo, obtemos vf € I para algum v € F,v # 0. Como car(FF) = 0,

temos f € I, o que é uma contradigao.

A menos da notacao, podemos supor que 7 = id e () = (12) e temos entao que

g=r-012)f ¢ L

Lema 3.4. Mddulo I o polinémio g = f—(12)f ¢ uma combinagdo linear dos polinomios
(i) (z1,b,22)E, em que grau(b) < 2,

(i1) [(z1,b,cx2) — (22,b,c1)|E, em que E € um produto de operadores multiplicagio a

direita R.,, grau(b) = 2 e grau(c) < 1, ou grau(b) =1 e grau(c) < 2.
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Prova. No que segue, a mesma letra E serd usada para indicar varios produtos distintos

de operadores multiplicacao a direita.

Pelo Lema 3.3, podemos assumir que [ tem a forma (p;), ou seja,
f=1(a,b,c)Ry, ... Ry, , em que grau(a) = 1, grau(b) < 2, grau(c) <3 e < ... < i
Provemos que z; ocorre em (a,b,c). De fato, se x; ndo ocorre em (a,b,c), entao temos

f=1(a,b,e)z1E pois 1; < ... < 1. Se b = z;z; temos

(3.3)
(a,zizj, ) B =" (a,zx1,c)z;E

= (a,ziz1,¢)R, E.

Se a = z;, b=z, e grau(c) < 3 e ¢ ndo depende de z;, entao temos
(3.2)
(zi,zj, )z E "= [—(z1,25,2i)c— (¢, z5,21):]E
(1.3)

=" [—(z1,zj,2zi)c+ (21,25, )z E

= (z1,z;,¢)E — 2°(zy,2;,2;)E.
Notemos que a ultima igualdade é valida pela identidade (3.5), aplicada quantas vezes for
necessario. Assim z; ocorre em (a, b, ¢).

Em seguida, se z; nao ocorre no associador (a,b,c), entao provaremos que a = z;

ou c depende de z;. De fato, se grau(b) = 1, considerando b = z;, temos

(a,z1,¢)z2E "= [—(21,¢,a) — (¢,a,21)]erE

=" [(z1,a,¢) — (z1,¢,a)]zE.

Notemos que, se o grau de ¢ for 3 em (z,,¢,a), por (3.4) podemos reduzi-lo a 2. Agora,
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se grau(b) = 2, considerando b = z;z;, temos

(1.4)
(a,z125,0)22E =" [—(2124,¢,0)x2 — (¢ya,21T;)22| B
(3.2
=" [—(z12i,¢,a)z2 + (22,0, ¢).012; + (2124, a, T2)c| E
(1.3)
=" [(a,c,z12)22 + (22,0,¢).212; — (22,0, T12;)c| E

—
w
w

~

(a,c, 1) E + 2(2q,a,¢) E — 2%(xq, a, x12;) E.

Notemos que se ¢ nao depende de z; na parcela (z,,a,c)E, entao, pelo caso anterior,
temos a = z;.
Se f = (21,b,¢)z2F, entdo

g = [(z1,b,¢)z2 — (22,b,¢)x1]E G2 (z1,b,x3)cE.

Agora, suponhamos que f = (a,b,pzi)z2E ou f = (a,b,yz.z)z,E. No primeiro caso

temos
(a,b,pz)z E e —(z2,b,a).pz1E — (pz1,b,22)aF
%2 _9(29,b,a)p.01 E — (p1,b,25)aE
(1.3)
=" (22,b,pz1)aE — 2(29,b,a)p.c1 E
e entao
g = f-Q2)f

= (@2,b,pz1)aE — (z1,b,pxy)all — 2(xq,b,a)p.x1 E 4 2(21,b,a)p.x2E

C2Y 9~ (22,b,0)z1 + (21,b,0)a]pE + (22,b, pa1)al — (z1,b, prs)aE

w
&
Nt

2(z1,b,29)a.pE + [(z2,b, pz1) — (21, b, pz2)|aE,
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que é uma combinagao linear de (z) e (2¢). Vejamos que o mesmo ocorre com o outro caso.

Temos

(a,b,yzy.2)z2E = (a,b,yz1.2)x2F + (a,b,21.yz)z2F — (a,b,z1.y2)z2E
= (a,b,z1.yz)z2F + (a,b, (21,y, z))2F
= (a,b,yz.z1)x2F + [(21,y, 2).ablzsE — [(z1,y, 2)b.a]zE,
e observamos que este caso estd reduzido aos casos anteriores.
Assim, temos a forma (¢2) para grau(b) e grau(c) menor ou igual a 2. Se

grau(b) = grau(c) = 2, pela forma linearizada da identidade (3.16), temos

(%1, %:%5, 2121:82) — (B2; %5, TxTpa )] E =  3[(%1,5:8;5%2)-2pai) E

(35
S 6[(z1, zizj, x2)zr.2) E,

que é um multiplo do monémio (z). W]
Agora, consideremos g como no Lema 3.4. Temos que g é simétrico em z4, ..., Ty,
logo, podemos considerar z4 = ... = &, = y e denotar g(zi,...,z,) por g(zy,z2,y), ou

que existam duas variaveis anti-simétricas (digamos z3,z4).

Se g = g(z1,22,y), afirmamos que pelas identidades (3.17) e (3.18) g é combinagao

linear dos seguintes polinomios:

(I) (3:11 Y, $2)RZ—37

(D) (z1,9,y22) — (22,9, y21) Ry~
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Pelo Lema 3.4, g é combinagao linear dos dois polinémios acima e também dos demais

listados abaixo:

(1) (:L'layz, $2)RZ_47

(11) (mhyz, yilfz) - ($2,y2,yI1)RZ_5,

(iii) (21,9, y*x2) — (22, ¥, y*21) Ry ™.

Vejamos o que ocorre com (i). Temos

n_q (317 n—
($1,y2,€lj2)Ry # = ) [_("Klvya:l"Z)y + (Cl,‘l,y,yilfg) - ($27y1ym1)]Ry !

=  —(z1,y,22) Ry + [(z1,y,y72) — (22,9, y21)| Ry,

que é combinacao linear de (I) e (II). No caso (iii), temos

3.18) 3
[(z1, y,y2mg) - ($2,y,y2$1)]R3_5 ( = ! §(m1,y,x2)y2RZ_5

+  z1,y,y22) — (22, y, yz1) ]y Ry ~°
- 3($17y3$2)RZ—3

+ [(-’l:l,y,yl'g) - ($2ay’y$1)]RZ—4’

que da mesma forma é combinacao linear de (I) e (II).

Linearizando (3.17), temos

(ml)ylan)y2+(l‘l)y%m?)yl+2($1)yly2a‘7"2) = ("El,ylayT’L‘?)_(xz,yl’yQ‘Tl)

+ (ml,yz,ylilfz) - ($2ay2ay1$1)7

67



e substituindo y; por y e y, por y%, obtemos

($1)y7"1"2)y2 + (331’3/2-1’2)3/ + 2(11: yy27$2) = (‘Tlay’yZ‘T?) - (:EZ)ya y2l‘1)

+ (21,9 yz2) — (22,97, Y1)
Pelas identidades (3.4) e (3.3), temos entao
221y, 22)y.y + 5(z1, 4% 22)y = (21,4, 9%22) — (22,9,9°21) + (21,92, yz2) — (22, 9%, y21),
e por (3.18) e (3.5), obtemos

2(271,y, w?)y'y + 5(551’ y2’$2)y = 3(171,3/1 xz)y.y + [(ilfl,y,y.’lfg) - (1"27 yayxl)]y

+ (21,97 y22) — (22,97, y21).
Segue entao que
($1,y2, y$2) - (:v?ayzayxl) = 5($1,y2, :E?)y - (:cl,y,xz)y.y - [(wl’ yayx2) - ("l'?,y’yxl)]y'

Assim podemos passar ao caso (ii). Temos

[((1)1, y2’y$2) - (x27y2)y$1)]RZ_5 = 5($1,y2, $2)RZ_4 - (xl) y,:l:?)RZ_s

— [(m,,y,ymz) - ($2,y,y$1)]RZ_4'

Substituindo (z1,y? z2) Ry~ pela combinagao linear de (I) e (II), ja obtida, temos

[(xlvyza ym?) - (:E?,yzayml)]R;_s = 4[(1?1, Y, y‘r?) - (:r?:ya yxl)]Rz_4 - 6(:1:1’ yal'?)R:_S,

que também é combinagdo linear de (I) e (II).
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Portanto,

g(@1,20,y) = ai(zr,y,22) Ry 4 Bl(21,y, ya) — (22,9, yz1)| Ry~

= (al —I—,G)(:z:l,y,:vg)RZ_S+ﬁ[(m1,y2,$2)RZ_4,
isto é,
g($1a$27y) = a(:l:lay’ IL'2)RZ—3 +IB[($lay2aI2)RZ—4'
Fazendo 2y = e+ v,y = e+ v e 23 = ¢, temos
1
(z1,y,22) = (e+v,e+v,e) = S
(z1,¥%, 22) = (e +v,(e+v)% €)= (e+v,e+u,e) =0.

Logo, gle+v,e,e +v) = SuRl;) = z255u # 0, para a # 0. Se a = 0 temos 8 # 0 e logo

g(e,u,e) = 5#_711 # 0. Portanto, nao podemos ter o caso g(z1, z2,y).

Portanto, podemos assumir que g = g(1, xq, 3, 24,...,2,) € um polindmio anti-

simétrico em 1, T2 € x3, z4. Afirmamos que, qualquer que seja o caso, temos
g(x1, 22, 23,4, ..., Tn) = af(T1,23, T2)Ta — (T1, T4, T2)T3| Ry, - . - R, (3.21)

Primeiro analisaremos o caso em que grau de g é igual a 4. Notemos que, pelo Lema 3.4,

podemos ter g como combinagao linear dos seguintes polinomios:
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(ql) (:1:1’ T3, -'1:2)334 — (331, 1114,.’122).’1,‘3,

(fh) [(1‘1,333, 3321‘4) - (Iz» -733,:613?4)] - [(3?1, Ty, Tox3) — (T2, T4, 1715173)]-

Entretanto,

(531, z3, $2$4) - (502, $3,$1$4) - (751, 1‘4,5525173) + (1’2, 334,1'1-’173)

3.7)
(= 3(331, I3, 51’2)334 - 3(-’51,334,-‘62)373,

que é multiplo de (¢;). Logo, g é da forma

9(11,$2,$3,334) = 0‘[(331,353, 172)3?4 = ($1,$4,$2)1‘3],

ou seja, g tem a forma (3.21) quando grau(g) = 4. Suponhamos que grau(g) > 5.
Notemos que z3,z4 nao podem aparecer ambos fora do associador, pois pela identidade
(3.5) podemos transformar ((a,b,c)zz.z4)E em ((a,b,c).z3z4)E e pela anti-simetria
temos que este termo € zero. Portanto, pelo Lema 3.4, temos que g é uma combinagao

linear dos seguintes polinomios:

(7‘1) [(1131,.’1)3,132).134.’131' — ($1,$4,$2).$3$1‘]E,

(7’2) {(331, $3$i,l‘2$4) - (152,-773231', 581174) - (331,9341?:',15251«‘3) + ($2,$4$i,1’1$3)}E,

(Ts) {[($1>$3»$4$i-$2) - ($2,$3,$41‘i-$1)] = [(-”01,1‘4,-’1331;-172) - ($2,$4,$3$i-9«'1)]}E,

(ra) {[(z1, T3, za72) — (T2, T3, Ta21)] — [(21, T4, T3T2) — (2, 24, T321)]} E.
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(7"5) {[($1,$i$j,l‘3$2) - (332,331‘17]', 373171)]-'54 - [($1,$i$j,$4$2) - (132,$i$j,$4$1)]l‘3}E,

(re) {[(z1, zszi, x2)xy — (71, Tazi, T2)23] } E,

(r7) {[(z1, 23, zizj.22) — (T2, T3, Tizj.1)]|Tg — [(@1, T4, TiTj.T2) — (T2, T4, zizj.¢1)|zs} E,

(re) {l(z1,2:,237j.22) — (T2, Ti, T3Tj.71) ]| T4 — [(T1, Tiy TaTj.T2) — (T2, T4, TaTj.21) |23} E,

(7‘9) {[(561,1131‘,-733-’62)334 = ($2,1’i,$3$1)$4] = [(l‘l,l‘i,flfwz)l’s - (~7~‘2,$i,$4$1)$3]}E,

(7‘10) {[(331,333;551‘1‘2) - ($2,-’53,$if'31)]$4 - [(351, $4,~’L'z‘$2) - ($2,$4,$i$1)]$3}E,

(r11) {[(z1, 233, 7;22) — (29, T3Tiy T30 )]s — [(21, TaTi, TjT2) — (T2, Taiy Tj21)] T3} E.

Vejamos o que ocorre com (74). Temos

{[($1,$3,$4$2) - ($2,$3,(B4.’l'1)] - [(.’171,:114,1‘31'2) - ($2,$4,$3$1)]}Rz|~E

3[($1a T3, 172).’134 - (xla Ty, $2)$3] RI.'E

3[(171, T3, $2)$4..’L‘,‘ — ((1,'1, Ty, $2)l‘3..’L‘,’]E

3
51

—_
w
t

~

(1'1,333,3?2)-1'433{ - (1131, Ty, $2)-$3$i]E,
que é multiplo de (ry).

Agora, vejamos o polinémio (rs). Temos

[(z1, zizj, x3T2)Ta — (T2, TiTj, T3T1)Ts — (X1, 225, TaT2)T3 + (22, ziTj, T4y )T3)E

(3.3)
=" {(z1,Tizy, TaT2) — (T2, TiT4, T3T1) — (21, TiT3, T4T2) + ($2s$i$37$4$1)}R1‘1E
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e obtemos um polinémio da forma (r;), a menos do sinal.
Notemos que, pela identidade (3.3), o polindomio (r¢) € identicamente nulo.

Em seguida, vejamos como se comporta o polinomio (r7). Temos

{[(z1, 23, Ti7j.22) — (T2, T3, TiTj.@1)|Ta — [(T1, T4y T3 5.22) — (T2, T4, TiTjo21)] 23} E
=" A{[2(z1,z3,2z2).7izj + (21, Tixj, T2)T3|Tg — [2(T1, T4y T2)-TiTj + (21, TiTj, T2)T4|T3} E
= {2[(z1, 23, z2)(zixj). x4 — (21, 24, T2)(TiTj). 23]
+  [(z1,zizj, 22)z3.24 — (21, TiTj, T2)T4.23) } E
=" {[(z1,z3,x2).(ziz)2z4 — (21, T4, T2).(TiTj) T3]

1
- 5[(1‘1,:1:1'1:]',332).1:31:4 — (21, ziTj, T).¢423| } B

1.1
(L1) {[(z1, 23, 22)-(zi2j) 24 — (21, T4, T2).(TiT;) 23]
3.20
(329 {(z1, z3.7ij, T2m4) — (T2, T3.2iT 5, T124) — (T1, Ta.TiTj, T223) + (T2, Ta.TiTj, T123) } B
(3.4)

=" =2{{(z1,zizj, T3T2) — (T2, TiTj, T321)] T4 — [(T1, TiTj, T4T2) — (T2, TiTj, Ta1)|23} E.

Logo, (r7) é um multiplo do polinémio (75), que ja foi reduzido acima ao polinémio (r;).

Vejamos o polinémio (rg). Temos

{l(z1, 2, z3zj.22) — (T2, T4y T3Tj.T1 )| T4 — [(T1, T4y TaTj.22) — (T2, Ti, TaTj.21)] 23} E

3.8
(=) {[2(17171‘1',-"02)-183116]‘ + (24, T3Tj, $2)$i]$4 - [2(-?71,-‘171', -172)~-”C417j + ($1, 14133'71‘2)93:']5'33}1?

= {2[(z1,zi, z2)(z32j).24 — (21, Ti, T2)(T4T;) T3]
+  (z1,232j, 2)Ti. T4 — (1, T4Tj, T2) .23} E
(3:3)

{2[(z1, @i, 22)(232;) .24 — (21, T4, T2)(T42;5).23)

72



+ (@1, T3zi, 22)T5.04 — (21, Tai, T2)Tj.23} E
3.5
& {(z1, i, x2).(23;) 4 — (X1, T4, T2). (24T )23
1
+ —[($1,$3$i,$2)-$j$4 - ($1,$4$i,3«‘2)--’l¢j$3]}E
2
1
= {(z1, 2, z2)[z32j.04 — T4zj.23] + 5[(331, T3Ti, T2).TjT4 — (@1, TaTi, T2).Tj23) } E
1.1 1
(L {(z1, zi, z2)[232j.24 — T3.724] + 5[(;31, T3Ti, T2).TaTj — (T1, Ta4Ti, T2).T325|} B
3.5
38 {(z1, @i, 22) (23, 25, T4) + (@1, T34, T2)za.7j — (21, T4Ti, T2)23.25] } B
(3.15)

= [($17$3$ia$2)$4 - ($1,$4${,$2)$3]RrjE.

Portanto, o polinomio (rs) é da forma (rg), que reduzimos a zero acima.

Vejamos como ficam os polinémios (rg) e (r10). Temos

{[(mlaxS) fl?il‘z) - (372,1'3,11‘331)]564 - [($1,$4,$i$2) - (-’1?2,5134, iﬂiwl)]l's}E
(3.7)
= {(mlami,itﬂs)% - (12,335,331153)374 + 3(-’131,1133,-’52)351'-374 - 3(3317 3?1',172)333--734
- (331, i, 172334)333 + (332, 513:',1'1-754)333 == 3(131, $4,$2)$i-$3 + 3(151, Ty, $2)-"34-$3}E
= {[(101,151',:32533)-’54 - ($2,$i,$1$3)$4] - [($1,$i,l‘2$4)$3 - (-”62, mi,$1$4)$3]}E

3
+ 5{[(%,3337532)-131‘?64 - (-731,134,5172)-331'1133] S [(551,1’1',172)--’54173 - ($1,$i>$2)-$3$4]}E

= {[(ﬂfl,mi,w?l‘s)M == ($2,$i,$1$3)$4] - [($1,$i,$2$4)$3 = ($2,$i,$1$4)$3]}E

+ '2'[(:1:1:3:3,‘7:2)-:1:43;1' - ($1,$4,$2).$3CE{]E,

assim,
(r10) = (r9) = 5 (1)
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Por outro lado, temos

{[(z1, zi, x322) — (22, T4, x371)]2s — [(21, T4, TaT2) — (T2, T3y 2421 )] 23}

3.17
( i ) {[((El,l‘a,mz)mi + 2(551,1731131‘7-732) -+ (l’l,mi, ;1;2)13 = (:El,:l:;;,:l?,'l‘z) =} (5132,1123,$i331)]1134
+  [—(z1, 24, x2)Ti — 2(z1, iy, T2) — (T4, T4, T2)2a + (21, T4, TiT2) — (T2, T4, TiT1) |23} E
(3.14) ) - 2 : :
= {[(.’131, T3, 1132):131--1'4 - (*7"17 .’134,.’132).'1,1.13] + "’[(3:17'1"3‘1:"’ 3’2):1:4 - (1131, Tilq, :62)1:3]
— [(xl, T3, $i$2)$4 — (:Ez, T3, .’l?,'fL'l):L'4 = (fEl, Ty, xi$2)$3 + (1“21 $47$i$1)$3]}E
35) 1
= {5[(221,1:3,332)--73:‘1?4 — (21,4, T2).wiws] + 2[(21, T3Ti, 2) 74 — (21, TiT4, T2) 3
— [($I’$3,$i$2)$4 — ((1;2,51,'3’.'1},‘:[}1):1,‘4 = (1171,334, 33{132)-'173 + ($2ax4a$iml)$3]}E7
assim
1
(r10) + (ro) = 5 (71)-
Portanto (rg) = —%(7'1) e (rio) = (1)

Na seqliéncia, vejamos o que ocorre com o polinémio (ry;). Temos

(3.20)

_l_

+

_|_

(3:5)

{l(z1, z32i, 2jT2) — (T2, T3Ti, Tj21)|@s — (21, TaTiy TjT2) — (22, T4Tsy Tj71) |23} E
{l(z1, zizj, Ta23) — (22, Tiwj, T123) + (21, T3, T2).TiT; — (21, T, T2).T3T;|T4 } E
{[—(z1, zizj, xoms) + (T2, TiTj, T124) — (%1, Ty, T2).TiTj + (21, Tj, T2).TaTi]T3} E
{l(z1, zizj, Taz3) — (22, zizj, T 123)|Ts — [(T1, TiTj, T224) — (T2, 732, T124)]| T3} E
{(z1, 3, T2)(zij).24 — (1, T4, T2)(2i2;).T3

(z1, 25, z2)(za2i). 23 — (21,25, T2)(23%;) .24} E

{l(=1, izj, Ta23) — (22, TiTj, T1T3) |24 — [(T1, Tiwj, T2Ty) — (22, TiTj, T124)]23} E
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+ (@1, 23, 22)(2izj). 24 — (21, T4, o) (Ti25) .03 + %(ml,xj, zo)(z4, 2, 23) } E

=" {[(z1,%izj, T2x3) — (22, TiTj, 173)|T4 — [(T1, TiTj, T2Ta) — (T2, T2, T124)| 23} E

+  A{(z1,z3,22)(zizj).2q — (21, 24, T2)(TiT5). 23}

=" {[(z1,ziz;, ®223) — (T2, TiTj, T173) |24 — [(T1, Ti2j, T2Ts) — (T2, TiTj, T124) |23} E

e %{(xl, T3, T2).(Tiz;)xg — (21,24, 22).(Ti2) 23} B

{l(z1, 252, x223) — (22, TiTj, 173)|Ts — [(T1, TiTj, Taza) — (T2, TiTj, T124) |23} E

+ %{(:cl, 23.2;85, TaT4) — (T2, T3.2:2 5, T124) — (T1, T4.TiTj, T223) + (T2, T4.TiTj, T123) } E
=" A{[(a1,zixj, x2x3) — (T2, TiTj, T123)|T4 — [(T1,TiTj, TaTa) — (T2, TiTj, T124)]| T3} E

+ {(531,-73:'3’]'1552-'34):133 - (1’2,331‘37]',331334)-’33 - ($1,$i$j,$2$3)$4 + ($2a$i$j,$1$3)$4}E

= {[(wl,fﬂiﬂ?j,ﬂ?zxs) — ($2,-’17i13j,$1$3)]$4 - [($1,$i$j,1‘2$4) = ($2,$i$j,$1$4)]$3}E

+

{(331,55:‘333,352334) - (-732, TiT3, -731-'54) — (@, $i$4,$2$3) + ($2,$i14,$1$3)}Rx1E-

Logo, escrevemos o polinémio (ry;), a menos da comutatividade, como combinagao linear

dos polinémios (rs5) e (rs).

Até agora, reduzimos os 11 possiveis polindmios aos polinémios (1), (r2) e (r3). Na
seqiiéncia, mostraremos que estes polinomios sao da forma (3.21). Comegando com (ry),
temos

(3.5
[(331, Z3, 12)-134131' - ($1,$4,$2)-$3$i]5 =) 2[(1‘1»1‘3, -732)-"04--’6{ — (1‘1,-’04, $2)$3-$i]E

I

2[(z1, 23, T2) Ty — (71, T4, T2) 23] By B
= 2[(3:1,.'113,.'1,‘2).’1,'4 —(I1,$4,$2)$3]R15...R‘r".

Notemos que na iltima igualdade, as identidades (3.5), (3.14) e (3.15) sao aplicadas varias
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vezes para obtermos um polinémio da forma (3.21). Seguindo, notemos que o polinémio

(rz) € igual ao polinémio que aparece no primeiro membro de (3.20) com y = z;, logo,

{[($1,$3$i,$2$4) — ($2,$3$i,$1$4)] = [($1,$4Ii,fﬂ2$3) - ($2,$4$i,$1$3)]}E

[(SL‘l, Z3, 11?2).1‘433,' —_ (.’131, IIJ4$2).$3$1‘]E

(32) 2[(171’333,332)174 — (21,24, T2) 73] Re E,

e também temos que (ry) é da forma do polindmio (3.21). Vejamos o polinémio (r3).

Temos
{[(z1, z3, TaTi.T2) — (T2, T3, T42i.T1)] — [(T1, T4, T32i.T2) — (T2, T4, T3T;.21)|} E
3.19
G19 2[(z1, 23, T2).x4z; — (T1, T4, T2).T37; ) F
(3.5)

= 4[(.’1)1,1‘3,1‘2)!134 — ($1,$4,(C2)$3]Rz‘~E.

Logo, (r3) é da forma do polinémio (3.21).

Provamos entdo que g tem a forma (3.21). Para terminar a prova do Teorema 3.2,

fazemosz) =23 =¢€, T9=a4=v € 5 =... =z, = e em (3.21). Obtemos a,p,—l_z—u 7 0.
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