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Resumo

Este trabalho resultou do estudo do artigo Po/ynomia/ ídentát es o/ Bernsteín a/ge-

ólas o/sma// dimerzsÍon de J. Bernad, S. González, C. Martínez e A. V. lltyakov, publi-

cado no J. Algebra em 1998. Consideramos o problema de Specht, isto é, o problema

da existência de uma base finita de identidades (polinomiais), para as álgebras de Berns-

tein. No Capítulo 1, mencionamos que este problema não tem solução para as álgebras

de Bernstein, tem solução para as álgebras de Bernstein-Jordan e para as álgebras de

Bernstein nucleares, e mostramos que o ideal de identidades de uma álgebra de Bernstein

particular de dimensão 2 tem um conjunto finito de geradores. No Capítulo 2, encontra-

mos um conjunto finito de identidades que gera o ideal de identidades da classe formada

pelas álgebras de Bernstein regulares. No Capítulo 3, encontramos um conjunto finito de

identidades que gera o ideal de identidades de uma subclasse das álgebras de Bernstein
excepcionais.

Abstract

This work is based on the paper Po/ynomÍa/ {denf t es o/ Bernsfein a/geóras o/ sma//

d mensÍon by J. Bernad, S. González, C. Mlartínez and A. V. lltyakov, published in the

J. Algebra in 1998. We consider the Specht's problem, i.e., the problem of the existence

of a rinite basis of (polynomial) identities for Bernstein algebras. In the first chapter we

mention that this problem does not have solution for Bernstein algebras, has solution for

Bernstein-Jordan algebras and for nuclear Bernstein algebras, and show that the ideal of

identities of certain Bernstein algebra of dimension 2 has a rinite set of genarators. In the

second chapter we find a rinite set of identities which generates the ideal of identities of

the class formed by regular Bernstein algebras. In the third chapter we find a rinite set

of identities which generates the ideal of identities of a subclass of excepcional Bernstein

algebras.
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Introdução

Dada uma classe C de álgebras (não-associativas), um problema consiste em encon-

trar as identidades (polinomiais) que são satisfeitas por todas as álgebras em C. A questão

principal, nesta direção, é o seguinte problema:

Problema de Specht. Seja C uma c/asse de á/febras

(i) É verdade que toda álgebra A em C tem uma base $nita de identidades, isto é, ezãste

um conjunto anito de identidades que gera o idem! de identidades T(A) de A?

(ii) É uetdade q'«e C tem uma base $nita de ide-«tidQdes, isto é, Caíste um conjunto anito

de identidades que gera o ideal de identidades TqC) de C?

E claro que (i) implica (ii), pois T(C) C T(.4), para .4 € C

Este problema foi proposto para a classe das álgebras associativas por W. Specht

em 1950. Algumas soluções parciais importantes deste problema apareceram no final dos

anos 70 e começo dos anos 80. Em 1987, 1<emer l91 chegou à solução completa, mais

especificamente provou o seguinte teorema:
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teorema 0.L. (l<emet ]9]). Toda. álgebrü associativa sobre b.m corpo de característica 0

Lem uma, base $nita. de identidades.

Este teorema prova a existência de uma base de identidades, mas não fornece a

construção da base para uma dada álgebra associativa.

Temos os seguintes teoremas análogos para as álgebras de Lie, as alternativas e as

de Jordan, respectivamente:

teorema Q.'Z. (lltUakou j12]). Toda álgebra de Lie d,e dimensão Brita sobre zm corpo de

caracterúíica 0 tem ama base ./ináfa de deizZÍdades.

'teorema Q.3. (1ttUakou [11]). Seja A umü álgebra alternativa $nitamente

gerada sobre zm corpo de característica 0 satisfazendo uma identidade polinomiül. Então

a variedade de álgebras \;(.A) gerada por A tem uma base .finita de identidades.

'Eeo'rema Q.4. (Vais e Zelmanou [10]). Toda álgebra de Jordan $nitamente gerada sobre

um corpo de caracZerútjca 0 saías/acendo ma ádenÍádade po/inomáa/ lem uma base ./imita

de iden4,idades.

Nesta dissertação, consideramos o Problema de Specht no contexto das álgebras de

Bernstein sobre um corpo de característica 0 (conforme Bernad et al jlS, 161).

No Capítulo 1, introduzimos os conceitos de identidade (polinomial), ideal de iden-

tidades e álgebras de Bernstein; mencionamos um exemplo que mostra que o Problema

de Specht (item (i)) não tem solução para as álgebras de Bernsteinl referimos que
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este problema tem solução para as álgebras de Bernstein-Jordan e para as álgebras de

Bernstein nucleares; finalmente, mostramos que o ideal de identidades de uma álgebra de

Bernstein particular (a álgebra B2) tem um conjunto finito de geradores.

No Capítulo 2, consideramos a classe Jv' formada pelas álgebras de Bernstein regu

lares e mostramos que o Problema de Specht (item ii) tem solução para esta, classe .Ar

Mais especifica.mente, encontramos um conjunto finito de identidades que gera o ideal de

identidades T(À/').

No Capítulo 3, consideramos uma subclasse .A4 da classe das álgebras de Bernstein

excepcionais e mostramos que o Problema de Specht (item ii) tem solução para esta

subclasse .A,4. Mais especificamente, encontramos um conjunto finito de identidades que

gera o ideal de identidades T(.M).

Vamos assumir que F é um corpo de característica 0 e, sem perda de generalidade,

que F é um corpo algebricamente fechado. Vamos considerar álgebras não necessariamente

associativas sobre o corpo IF



(l:apítulo l

Identidades e Algebras de Bernstein
P

1.1 Identidades

Consideremos X = {zl, . - -, Zn, . . .]' um conjunto infinito livre sobre o corpo F e/ um

polinõmio em n dessas variáveisl para comodidade da escrita, consideremos polinõmios de

grau n nas n primeiras variáveis, isto é, /(zi, . . . , sç.). Consideremos, também, a álgebra

livre com conjunto de geradores X, que denotaremos pol FJXI.

Definição 1.1. Seja ,4 uma álgebra sobre F. Dizemos que / C H'lXI é uma ideal dado

de .A se para todo ai,...,a. C .4 tivermos/(ai,...,a.) = 0.

Considerando .4 uma F-álgebra, denotamos por T(Á) o conjunto formado por todas

as identidades que são válidas em .4. A afirmação que podemos fazer é que T(,4) é um

ideal de FJXI. De fato, se .fi,/a C T(,4), então ./i(ai,...,a.) = /2(ai,...,a.) = 0. Logo,

4



Ji -- J2 C Z (.A), pois cada parcela e nula para quaisquer ai , . . . , a.

/ C T(.4) e g C FJXI e da mesma forma obtemos g.f e /g C 7'(Á).

Notemos que se /(zi,...,z«) c r(,4) e pi(z),. . .,p«(3) são polinâmios de PJXI,

então /(pi(z), . . . ,p«(z)) C T(Á). Este fato podemos obter diretamente da Definição l.l.

O ideal T(Á) é denominado T-idem/ ou dea/ de dení dados de Á. Um subconjunto

S Ç T(Á) é chamado um conlunfo de geradores das identidades de Á se 7'(,4) for o T-ideal

minimal que contém S. Isto significa que qualquer identidade / de .A pode ser obtida de S

através da troca de variáveis por polinâmios, multiplicação poi polinâmios e combinações

lineares. Dizemos que um conjunto minimal de geradores é uma base de dentádades

de.A

Tomem os ainda

O conjunto de todas as identidades que são satisfeitas para cada álgebra de uma

classe de álgebras C também é um ideal de FJX]. Este ideal é denominado T-ídea/ ou

dea/ de deníádades de C e é denotado por T(C). De modo análogo, podemos definir os

conceitos de colÜtznZo de geradores das identidades de C e base de ádent andes de C.

Como mencionamos no final da Introdução, estamos assumindo que a característica

de F é 0. Neste caso, temos que T(Á) é gerado por polinõmios homogêneos multilineares.

Sejam ]K uma extensão de H' e .AK = ,4 ®? K. Então T(ÁK) = T(.4) ®jp K. Veja Pierce l61,

Clapítulo 20 e Zhevlakov et a1 l71, Capítulo 1. Quando F não é algebricamente fechado,

tomamos o fecho algébrico F de F e consideramos a álgebra .AF. Portanto, podemos

assumir, sem perda de generalidade, que r' é um corpo algebricamente fechado.
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uma parz:zçao ae um numero natural n e uma sequencla {ni,...}nkJ, em que

n ? ní+i e )ll;L;:ni = n. Um dáag«ma de young associado a (ni,...,nk) é uma fi-

gura formada por quadrados, de tal maneira que na i-ésima linha temos nf quadrados e

as linhas estão alinhadas à esquerda. Um taó/eatz é um diagrama de Young, em que os

quadrados são preenchidos com os números 1, 2, . . . , n e cada um destes números aparece

somente uma vez. Quando isto é feito de tal maneira que os números crescem à medida

que percorremos uma linha (da esquerda para a direita) ou uma coluna (de cima para

baixo), dizemos que o tableau é starzdard.

Dado um número natural n, seja r o número de possíveis diagramas de Young. Então

a álgebra de grupo FS« do grupo simétrico S« (car(F) = 0 e F é algebricamente fechado)

tem a decomposição

FS. = FS.ei G) . . . q) H'S. e,,

soma direta de ideais simples, em que ei, . . . , e, são idempotentes primitivos ortogonais e

1 = ei+...+ e,.

Sejam Z)l, . . . , Z), os possíveis diagramas de Young. O idempotente e{ é determinado

por l)Í da seguinte maneira: sejam TI({), . . . Ts(f) os possíveis tableaux standard associados

a l)i; definimos

}, .g«(«)Pq,
pcPj0, qcQl0

em que sgn(a) é o sinal da permutação q; /'({) e Q(í) são os subgrupos de S« formados

pelas permutações que deixam invariantes as linhas e colunas, respectivamente, de T.(i)
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como conjuntos; eSi) é essencÍa/mente dempolenle, isto é, e(i)e({) - «'!e(i); então

jeÍ{) + . . . + e(.)l,

Veja Boerner l21, Capítulo IV ou Curtas e Reiner jll, Capítulo IV, Seção 28

Seja ./:=/(ai,. . .,#«) C FJXI. Denotamos por(a/)(zi,. . .,z«) ou simplesmente

por o/ o polinâmio definido por

S
e

n

(a/)(z:, . . . , :««) = /(=.m, z.(«))

r s

-EE .S;'

r sí

E
i=i .j=i

Logo, a partir das propriedades dos polinâmios e$i)./', podemos obter propriedades do

polinâmio/. Porexemplo,sepaiatodo {:: l,. . . .re.j = 1, . . .,s{, eS{)/é umaidentidade

de uma álgebra Á ou é uma consequência de um conjunto de identidades ou pertence a

um ideal /, então / tem esta mesma propriedade

/- E .}''/.

Como

l
i=i .j=i

temos que

1.2 Algebras
a

Comutativas

Estamos considerando álgebras comutativas, isto é, álgebras que satisfaçam a

identidade

"3/
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Denotemos por (a,y,{) o assocjador g/.t -- #.g/t. Em toda álgebra comutativa, as

seguintes identidades são válidas:

(« , g/, « )

(«,g,t) y,«),

(«, y, z) + (y, t, «) + ({, «, y)

(1.2)

(1.3)

(1.4)

A identidade (1.2) é denominada ./7ezúe/ e segue imediatamente de (1.1). A

identidade (1.3) é consequência direta da linearização da identidade (1.2). Vejamos: para

linearizar (#,y,z) = 0 temos que fazer (# + z,y,:« + z) = 0 e segue que (z,y,3) +

(z,y,z) + (z,y,a) + (z,y,z) = 0 e, portanto, usando novamente a identidade flexível,

temos(a,g,z)+(z,3/,z) = 0, e(1.3) vale em toda álgebra comutativa. Já para provarmos

a identidade (1.4), basta desenvolvermos os associadores e usarmos a comutatividade.

Proposição 1.1. Todo po/ nórn o mu/ti/arear ./ = /(ai, . . . ,z.) € FJXI módu/o a idem

tid«de (1.1) tem « fo«m«

R,. + >1: P:(«.,«;,w.)R.. (1.5)

em guie cl,/3i C F, ui,u{,wi, ai,b{ são monómÍos em gwaásquer das n primeiras uar áue s

de X e R.: é o operador m'üttiplicação à direita por i.

Prova. Primeiro apresentaremos como passos iniciais da indução sobre n os casos n=

2,3, em que n é o grau do polinõmio. Para n = 2, / tem a forma /(ai,z2) = azla2 -

agir.: módulo a identidade (1.1). Agora, para n - 3, podem aparecer no polinõmio / os
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seguintes monõmios (módulo (1.1)): aias.z3, riz3.'z:2, iç2z3.ai e, cada um deles, módulo

(1.1), pode ser escrito da seguinte maneira:

Zl#2.#3 == :Z;l-l?r2 /?=3)

(!J) anal.z2+ lztz2,z31

':a:.«; + (,3, «-, ",),

( 1 .1 ) .
Z2#3-#l ==' ZI .Z2#3 + #lír2.#3

":-,.«; (,-, -,,-;).

Portanto, para n 3, temos

alZl#2.Z3+ a2#1=3.#2+ a3#2#3.=1

}l: a. «:R,,R,; + a,(«,,«-, ,,) - a;(-:, «,, «,),

módulo a identidade (1.1).

Suponhamos, como hipótese de indução, que todo polinõmio multilinear de grau

< n tem a forma (1.5) módulo a identidade (1.1). Vamos mostrar (lue todo polinâmio

multilinear ./ = .f(al,. . ., z«) de grau n tem a forma(1.5) módulo(1.1).

Denotemos por / o ideal de FJXI gerado pelos associadores e comutadores. Então

se AssjXI denota a álgebra associativa comutativa livre com conjunto de geradores X,

temos .4ssjXI = FJXI//. Logo

3

{-1

/= ./'(z:,...,z«) = a«-R,, .. R.;. +g(«:,...,,«),

9
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em que g(31, , #«) C /. Nlódulo a identidade (1.1) temos

g(«:,...,««) 1: jpj(«-,...,««) )
J

11.7)

em que

Pj(«:,. . . ,.«) «,;)qj. .. .qj.

e o produto no lado direito desta última igualdade é associado de alguma maneira. Se

yj = (u;,u;,w;), podemos considerar pj(zi,. ..,#«) como sendo um polinõmio multi-

linear nas variáveis yj,af.,..-,z{..*, em que h (k ? 3) é o grau de g/j. Neste caso,

pj(yj,ai.,. . .,zi...) é um polinâmio multilinear de grau n --k+l < n e podemos aplicar

a hipótese de indução. Obtemos então que

Pj(z:,...,««) R.'....B,....+l:á,(";,«;,.«;)R. . -Róy. (1-8)

Podemos concluir de (1.6), (1.7) e (1.8) (lue / tem a forma (1.5) módulo a

identidade (1.1).

S

1.3 Algebras de Bernstein
#

As álgebras de Bernstein foram introduzidas por Holgate ISI e Lyubich (veja l81)

em conexão com o problema, proposto por S. Bernstein em 1923, da classificação das

populações que atingem o equilíbrio na segunda geração. Este problema foi estudado e

essencialmente resolvido por Lyubich nos anos 70 (veja l81).
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Definição 1.2. Seja .B uma F.álgebra comutativa e (o : .B homomorfismo de

álgebras não-trivial. Chamamos o par (B,u) uma á/geóra ponderada em que a aplicação

D : .B --> F é denominada ÀomomorPsmo peso.

Definição 1.3. Seja -B uma álgebra sobre IR. Suponhamos que B tem uma base

{bi, . . . , b.} tal que as constantes de estrutura 'ijk, são definidas por

biz'j - >1: 'Yijkbk (i $ i,j 5; n),
k-l

são reais e satisfazem

n

0 5; 'Yfjt $ 1, (l 5; j,.j 5; n)

Então dizemos que 1? é uma á/geóra estocásÍica

Toda álgebra estocástica é ponderada. De fato, se -B é uma álgebra estocástica

com base {bt,...,b«}, então w : B ---> IR definido por «,(bi) = 1 (1 5; í 5; n) é um

homomorfismo peso.

Se B é uma álgebra estocástica com base {bi, .. . , b.}, podemos interpretar bt, . . . , b.

como os genótipos de uma população e 'ijt como a probabilidade do cruzamento aleatório

dos genótipos b{ e ój produzir o genótipo bk.

Definição 1.4. Dizemos que uma álgebra ponderada (l?,co) é uma á/febra de Bernsfein

se satisfaz a identidade ponderada

,'«' - «(«)'«' (1.9)
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A classe das algebras de Hernsteln e lechacla com relação a imagens homomorlas.

Mais precisamente, se (B, w) é uma álgebra de Bernstein e @ : B --} ..4 é um homomorfismo

de álgebras tal que ker(@) C -Ker(w). então (@(Á),ã) é uma álgebra de Bernstein, en]

q«e ã(@(«))

Se (B,co) é uma álgebra estocástica descrevendo uma população e z C .B representa

a distribuição de frequências dos genótipos na geração inicial (neste caso, u(a) = 1),

então a2 e a2a2 representa a distribuição de freqüências na segunda e terceira gerações,

respectivamente. Agora, se Z? satisfaz (1.9), temos z2]ç2 - a2 e isto significa que a

população está em equilíbrio a partir da segunda geração.

Toda álgebra de Bernstein -B tem elementos idempotentes. De fato, se z C B e

«,(]ç) # 0, então segue de (1.9) que ;i;F é um idempotente de Z?.

Seja B uma álgebra de Bernstein sobre um corpo F de característica # 2 e e um

idempotente nã(»nulo de B. Temos a seguinte decomposição de Peirce relativa a este

idempotente:

B = B'e a) Z./. © .Ze,

em que

Ue = {z C ker(«,)
l

}

2
Z. = {z C ker(«,) : ea = 0}

Além disso, ocorrem as seguintes relações

utc z.\ u.z.c u.\ z: c u.. (l.lO)

12



A forma linearizada de (1.9) é

2«g/.,t+ 2:«..yÍ+ 2«t.y; «,(«y);t + w(;t)-y + «.,(«;)3/t + «,(yt)«' + «,('t)y; + «,(y;)«t.

(1.1 1)

Se :« C B, então z = «,(z)e + (z -- «,(z)e). Logo, 1? = Fe + JV em que JV = ker(«,). Se

« c F. n iV, então z = a. e «,(#) = 0. Como «.,(.) = 1, temos .« = 0, isto é, # = 0.

Portanto, B = Fe a) Ar. Suponhamos que n C Ar pode ser escrito como n = ni + n2,

onde ni C t/. e n2 C Z.. Multiplicando e por n temos en = {ni e segue que ni = 2en.

Portanto, n = 2en + (n -- 2en). Fazendo z = g/ = z = e, t = n em (1.11) obtemos

2e(en) = en. Logo 2en C Ue e (n 2en) C Z.. ]sto mostra que ]V = t/. + Z.. Agora, se

n C Ue ÍI Z., então n = 2erz = 0. E, portanto, Ar = C/. © Z..

Provemos agora (l.lO). Começando a prova com U: C Z., tomando ui,u2 C t/.,

precisamos provar que uiu2 C Z., isto é, e(uiu2) = 0. Observamos que e(uiu2) = e:(uiu2)

efazendo = y= e, z =ul et =u2 naidentidade(1.11) obtemos

2e.uiu2 + 4etzi .eu2 «(.)«:«,

Logo,

2e(u:«,) + «:u,

isto é,

2.(u-u:)

e como car(F) # 2, segue que e(uiu2) = 0.

13



Para provar U.Z. C U., basta mostra.r que e(uz) = !uz para u C t/. e z C Z..

Observamos que e(uz) = e'(uz) e fazendo # = y = e. Z = u na identidade (1.11), temos

que 2e.uz = w(e)uz, ou sda, e(uz) = {uz, como queríamos demonstrar.

Finalmente, pai'a provar que Z? C Ue, do mesmo modo como foi demonstrado

anteriormente, tomando zi,z2 C Z., basta provar que e(ziz2) = iziz2. Para isso, fa-

zemos z = g = e, z = zi e ! = z2 e substituímos na identidade (1.11), e obtemos

2e.ziz2 = w(e)ziz2, isto é, e(ziz2) = {ziz2, como queríamos demonstrar.

Vejamos como podemos descrever os idempotentes de uma álgebra de Bernstein.

Seja (B,w) uma álgebra de Bernstein e B = Fe q) ü:. © Z. sua decomposição de Peirce

relativo ao idempotente e. Se b C .B, então b = ae + u + z. Suponhamos que b seja um

outro idempotente de .B. Então

b2 := a2e + au + u2 + 9uz + z2

(i.lo) a2e+ (au +2uz+z2) +u2

De b2 = b temos o = 1, pois (o(b) = 1, e z = u2. Assim, se b é idempotente de B, então b

tem a forma b = e + u + u2. Em particular, 6 é o único idempotente de B se e somente

se Ue = 0.

Definição 1.5. Uma álgebra de Beinstein (B,u) é chamada regra/ar ou norma/ se para

todo # c .B

«:y ,),y. (1.12)

Em termos da decomposição de Peirce, B é regular se e somente se t,r.Z. = 0 e
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Ze2 . 0 para e idempotente de -B

Definição 1.6. Dada uma á/febra de Berizstein (B,w), dizemos q?ie e/a é excepcional

se [/2 = 0,

Exemplo l.l (A álgebra Z?2). Existe uma única álgebra de Bernstein não-associativa

de dimensão 2, que denotamos por -B2. A tábua de multiplicação desta álgebia é dada

por

O homomorfismo peso w : -B2 por w(e) = 1, co(u) = 0. Temos que t/. = <u>

e Z. = 0 e segue da tábua de multiplicação que UeZ. = 0, Z: = 0 e t/2 = 0. Logo, B2 é

uma álgebra regular e excepcional.

Provámos que a identidade 2zy = (o(a)g/+co(y)z, que é a forma ]inearizada da identi-

dade ponderada #' = u(z)aç, vale em (B2,w). Tomemos z,y C B,. Então,

= aie + a2u e y = bie + b2u. e, pela definição, w(z) = ai e w(g/) = bi. Como

«g/ . + {(':z,, + ',b-)«, «g- q-

2zy 2«:b:. + («-b2 + .,Z':)«

aible + aib2u + aibie + a2bi?é

«:(Z,: . + Z,,u) + b-(.-. + «,«)

«,(z)g + «,(y),,
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como queríamos demonstrar.

Exemp[o 1.2 (A á]gebra ]Wa). Seja À/3 - Fe G) Fu a) Fu a á]gebra de Bernstein de

dimensão 3 dada pela tábua de multiplicação

e com homomorfismo peso dado por «,(e) = 1, «,(u) = 0 e :«(u) = 0. Como Ue = <u>,

Ze :: <U>) uu :: 0 e u2 = 0 temos que M3 é uma álgebra regular.

Exemplo 1.3 (A álgebra .B3). Seja B3 = Fe © H'u © Fu a álgebra de Bernstein de

dimensão 3 com tábua de multiplicação para a base {e, u, u}, dada a seguir,

0

0com homomorfismo peso tal que «,(e) = 1, «,(u) = 0 e «,(u) = 0. Como U. = <u> e

pela tábua de multiplicação da álgebra u2 = 0, temos que .B3 é uma álgebra excepcional.

Notemos (lue Z. = <u> e que U.Z. = 0.
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1.4 O Problema de Specht

Comecemos recordando o Problema de Specht já mencionado na Introdução

Problema de Specht. Sda C ma c/asse de á/geóras

(i) E verdade qve toda átgebra A em C tem uma base .Êl-tira de identidades, isto é, e=áste

um conjunto anito de identida.des qKe gera. o ideal de identidctdes TÇA] de A?

(ii) É herdade que C tem umcl base Brita de identidades, isto é, existe um conjunto anito

de identidades que gera o ideal de i,dentina.des TqC) de C?

Recordemos, também, que (i) implica (ii), pois 7'(C) C T(Á), para Á C C

O Problema de Specht para a classe das álgebras de Bernstein foi estudado por

Bernad et al jlõ, 161. O problema (item (i)) não tem solução para a classe das álgebras

de Bernstein como mostra o seguinte exemplo:

Exemplo 1.4. (.Berrzad eí a/ //S7, Seção 5) Seja U um espaço vetorial de dimensão 3

sobre um corpo F' de característica 0 e seja /3 = {ei, e2, e3} uma base de t/. Identificamos

o elemento u C t/ com suas coordenadas lula = (ai, a2, a3). Sda Z o espaço das matrizes

3 x 3 triangulares superiores com coeficientes en] r'. Seja 1? = r'e © U G) Z a álgebra sobre

F com produtos não-nulos dados Dor
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« b c] [a:

[-],- l o ' . l l «:
o o /J l«;

0 d e 1 . Sejam : -B -+ F'ohomomorfismodefinidoporu(ae+u+z) = cr

o o /
Uma conta simples mostra que a'z' = w(z)'z' e, logo, (Z?,w) é uma álgebra de Bernstein.

Como U2 = 0, .B é excepcional. Existem T-ideais Jx: tais que a cadeia ascendente de

ba C

em que z -

T-ideais

r(B)c T(-B)+ i- c...c r(B)+ ikc

não estaciona (veja jlSI, Theorem 6). Seja

/ + J +...+ J*+

A álgebra FJXI// é uma álgebra de Bernstein excepcional pois 7'(B) C /. A álgebra

FJXI// não tem uma base finita de identidades pois seu ideal de identidades é / e este

T-ideal não é finitamente gerado pois a cadeia acima não estaciona.

Portanto, o Problema de Specht (item (i)) não tem solução pala a classe das á.lgebras

de Bernstein excepcionais, logo, não tem solução para a classe das álgebras de Bernstein.

Definição 1.7. Seja (B,co) uma álgebra de Bernstein. A álgebra B é denominada uma

á/febra de BernsZe lz-Jordarz se satisfaz a {derztidade de Jordan (3',y,=) = 0. A álgebra

1? é denominada nwc/ear se B2 :: .B.

Para a classe das álgebras de Bernstein-Jordan e para a classe das álgebras de

18



Bernstein nucleares, o Problema de Specht (item (i)) tem solução. Mais precisamente

temos o seguinte teorema:

Teorema l.l. (Bernad et al [iSJ, Theorem i,]. Seja (B,Q~j uma álgebra de Bernstein-

Jordan ou uma átgebra de Bernstein nzclectt sobre lm corpo de característica 0. Entiio o

ideal TÇA) tem um conjunto .Êxito de geradores.

Nos Capítulos 2 e 3, mostraremos que o Problema de Specht (item (ii)) tem solução

pata a classe das álgebras de Bernstein regulares e para uma subclasse das álgebras de

Bernstein excepcionais.

Terminaiemos esta seção provando um teorema que estabelece que o ideal de identi-

dades T(B2) (veja o Exemplo 1.1) é gerado por 4 identidades. Vamos assumir car(F)=0.

'teorema L.2. (BeTnQd et al j16], Theorem 2.1) O ideal de identidades TÇBah é gerado

por (1.1) e as seguintes identidades:

(«, g/t, .) = 2(«, g, .)Z, (1.13)

(«,y, .t) y,.)t + («, y,t).,

(«,y, ,).ts 2(,, g,,)t...

(1.14)

li.iõ)

Prova. Mostraremos, inicialmente, que (1.13 - 1.15) são identidades de B2. Notemos

que são identidades multilineares e, portanto, é suficiente checarmos para os elementos

da base {e, u} de .B2. Na identidade (1.13) temos a igualdade verificada quando fazemos

r = y = f = e e s :: u ou y = s = Z = e e z = u; para qualquer outra substituição, a
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igualdade também é verificada, pois temos os dois membros iguais a zero, considerando

que u2 = 0 ou a identidade flexível. Quanto à identidade (1.14), ela é verificada para

os seguintes valores das variáveis: # = 3/ = s = e e { = u ou z = g/ = Z = e e s = u

ou y = s = t = e e # = ul por outro lado, para quaisquer outras substituições, os dois

membros dessa identidade é zero e, portanto, a identidade (1.14) vale em -B2. Finalizando,

a identidade (1.15) também é verificada quando substituímos suas variáveis pelos seguintes

valores: # = g/ = s = t = e e r = u ou y = r = s = í = e e 3 = u. Da mesma forma que

as duas identidades anteriores, usando os fatos que em uma álgebra de Bernstein u2 = 0

ou que (3,y,#) = 0, temos que os dois membros da identidade (1.15) são iguais a zero

para quaisquer outras substituições de variáveis.

Suponhamos que / = /(zi,...,a.) € T(B2). PelaProposição 1.1 temos

/(ai,.. .,z«) = azar,,.. . R,. +E::/3f(u{,u{,.«{)R.. . . . Eb.. Devido a(1.3),(1.4) e(1.14),

podemos considerar que u{, ui, toi C X e, graças a (1.15), podemos reduzir o grau de cada

ai. Além disso, das identidades (1.15) e (1.1) segue a identidade

(z, 3/, ,)s.{ = (=, y, ,)t.s. (1.16)

Assim, por (1.13) e (1.16),

k.= , u, z)R«. . . . R... R.R« R..,z)R.R.

R«: , z)R.R.

(z, y, z)R«. . . . R«. R.R,

Então podemos peimutai variáveis fora do associador e, portanto, podemo

os af. . . . . b; por variáveis e ordena-las

20



Notemos ainda que, tomando a identidade (1.13) e aplicando (1.1), obtemos

2(z, y, .)f yt, .)

(y) («,tv,.)

o:Jn 2(«,t,.)3/.

a =0

Logo,

(«, y, .)t t,s)y. li.17)

Se a;i g {u{, ui, toí}, por (1.17) podemos incluí-lo, para cada íl na realidade, por (1.4)

ai C {uí,wi}. De fato:

(«.,«.,««.)a: ''2''(u., «:,««:)«:

(y) l-(z:,-«.,«.) -(w.,u:,«:)l«..

Da mesma forma também podemos incluir z2 em {u{,ui,toi].. Por fim, depois de todas

essas considerações, em / aparece a parcela

(«-, ,:, ,2)R,, . . . R,. . . . R'.

e pela identidade (1.17) podemos permutar ai e :c3. Portanto,

.r R,: ...x,. +p(,:,«;,«,)a,. ...R,. + ll:p:(«:,«,,«.)a,; ...x,. ...x,«

módulo as identidades (1.13 - 1.15).

Fazendo z{ = e para todo i, temos que /(e,. . . ,e) = ae e como / C T(B2) temos

Agora, fazendo ai = u para um i2 3 fixado e zj = e para í :# .j, temos que

o - p;@, .,«)-n. .. . x. - p.5"x. . .. R. - 5Lp'«.
21
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Considerando que u # 0 e car(F) = 0, temos então ai = 0. Por fim, fazendo zl = u e

zj - e para .j Z 2, temos (--!ü!:í)Otz = 0 e, portanto, :3 = 0.

Portanto, ./ é uma conseqüência clãs identidades (1.13 - 1.15).

a;

H
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Capítulo 2

Identidades de Algebras de
P

Bernstein Regulares

Os resultados deste capítulo foram publicados por Bernad et al j161.

Denotamos poi ./V' a classe formada pelas álgebras de Bernstein regulares. Nes-

te capítulo, encontraremos um conjunto finito de geradores para o ideal de identidades

T(.V) de .A''. Assumiremos car(H')= 0 e, sem perda de generalidade, que H' é um corpo

algebricamente fechado.

teorema 2.1. (BerrLa.d et üt [16], Theorem 3. 1) Toda. álgebra de Betnstein regular satis

faz todas as identidades de Ma.

Prova. Tomemos (B,u) C À/' e consideremos a decomposição de Peirce

B = Fe © ü'. (D Z., em que U.Z. = 0 e Z2 = 0. Suponhamos que exista um polinâmio
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[.]]U]t,]]]IJ.CCU ./ -- ./ \.úl) . . . 9únJ C -Z \.]r]31 \ 't \J-/,J. /'\DD]]].]) pcUa aiE,U.tJ.i Ul} . . . 9 Un q:: 0} bC]]]Ub

./'(bi , . . . , b.) # 0. Portanto, podemos considerar, sem perda de generalidade, que o espaço

vetorial .B é gerado por e e bí para { ' l,...,n, ou seja, -B = <e,bi,..., b.>.

Provámos, agora, que todo subespaço Z C Z. é um ideal de B. Pa:

notarmos que BZ C ZI de fato, para todo z C Z, temos:

ba.sta,a Isso, S

ez = 0 C Z,

UeZ Ç UeZ.=0C Z,

Z.Z ç z!=oc z.

Consideremos, então, B cortado por Z, isto é, B/Z. Temos que B/Z é uma álgebra

de Bernstein (veja a observação logo após a Definição 1.4). Como B é regular,. -B/Z

também é regular.

Suponhamos que dimZ. = n e que Z. = <zi, - . . , z.>, isto é, Z. é o espaço vetorial

combaselzi,...,z«}. SdaZí = <zi,...,2;,...,z«>(1 $ { 5;n). Entãodim(ZÍ) = n--l

e RZiZí = {0}. Então B é isomorfo a um produto subdireto de álgebras de Bernstein

B{ = B/Zi com dim(Z.(Bi)) = 1.

Notemos que e + Zí é idempotente de .B{ e que

('+ z:)(«+ z;) ;(«+ z;),

(e + Z.)(; + Z;)

Assim, .B{ = F.+Z. © (Ue,/Zi) © (Z./'Zi) é a decomposição de Peirce relativo ao idempo-

tente e + Zí
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Supomos, no início da demonstração, que / g T(B) = ÍIZ::r(Bí). Assim, temos

que .f g T(-Bí) para algum {. Portanto, podemos considerar, sem perda de generalidade,

que dimZ. = 1, ou seja, Z. = Fz. Escolhendo {ui,...,tl...}, uma base de U. com

ufuj :: afj;: como B é uma álgebra comutativa, segue que aij = oji e, portanto, a

matriz A =mat(aÍj) é simétrica. Logo, podemos fazer uma mudança de base de U. de

tal forma que A fica na forma diagonal, isto é, uiu.j = aiz se z = .7 e uiuj = 0 se

i# .j. Sendo F algebricamente fechado, temos ai = 1 ou a{ = 0. Considerando ainda

que ./ é um polinõmio multilinear, basta fazer as contas para os elementos da base, ou

seja, bi C {e,z,ui,. . .,u.}. Suponhamos que exista uj tal que bi C {e,z,uj} para todo

á = 1, . . . ,n. Dessa forma bi C Fe © Fu.j © IFz, ou seja, bi = 'iu.f + /3ie + Àfz. Se a.i:# 0,

u = z e H'e G) Fuj © Fz = Ma, portanto, ./'(bi,...,b«) = 0. Agora se aj = 0 obtemos

também que ./(bi,...,b.) = 0. Nos outros casos, existe i,k tal que b{ € {e,z,uj} e

bj; C {e,z,uA} para .j:# A, com ./(bi,...,b{,...,bk,...,b«) = 0, uma vez que ujuh = 0.

Em qualquer caso chegamos a uma contradição, pois /(bi, . . . , b«) :# 0.

Lembremos que M3 C .V. Como o conjunto de identidades que valem em ./V' valem

em particular para M3, temos T(./y') C T(.A/3). E pelo Teorema 2.1 segue a igualdade,

isto é,

r(.v)

Temos

=2y.=(iJ2) u(z)zy.z(n) w(z)a.yz(iJ2) #2.V#
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Então, pelas identidades (1.1) e (1.12), temos que toda álgebra em .W' satisfaz a

identidade de Jordan

(«' , g/, ,)

O teorema abaixo fornecerá um conjunto finito de geradores para T(.V)

Teorema 'Z.'Z. (Bernad et ül ]i6], Theorem 3.2) Toda identidade de N (e h'lS) é u«la

consequência de (1.1), (2.1) e düs seg«-i«-tes identid«des:

(;«,3/, z')t ,y, ,),.t, (2.2)

(«,y,,)t.« (,,t,,)y.,,

(z,,,y:) «,g,g),,

(«, y, z)Z + (t, y, «). + (,, g, t)«

(2.3)

(2.4)

(2.5)

Para provar este teorema precisamos dos lemas que seguem

Lema 2.1. Sda ./ = /(zi,iç2,'ç3,z4, . . . ,z«) Hm po/{nómio mw/Éá/arear arfa-simétrico

com relação CL ac\,]cl e =s,=4. Então, f \ \ ç: Tth/lah. Também, se f for anil-simétrico

com re/anão a zi,z2,aç3, então / C 7'(Jü./3).

Prova. Tomemos / anui-simétrico com relação a ai,z2, ou sqa,

/(a:,n,,...) = --/(z,,z-,.. .). Se z: = #, = a, temos que .f(a,a,...) = 0. E d. mesma

forma temos/(ai,z2,a,a,zS,.. .) = 0 pala/ anta-simétrico em z3, zl e se z3 = z4 = a.

Sejam mi, . . . ,m. elementos de A/3. Demonstraremos que ./ = /(mi, . . . ,m«) per-

tence ao subespaço Ze da decomposição de Peirce de i\{/3. Como / é um polinâmio multi-
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linear, basta tomarmos para ml, . . . , m. elementos da base {e, u, u} de M3. Considerando

que / é anui-simétrico nas variáveis #l,#2 e z3, 34 e Urze = 0, Z2 = 0, ./' não é igual

a zero soJTlente para mi = e, 7n2 = u,m3 :: ellnl := u e mj :: e para .j ;Z 5. Neste caso,

f c: z..

Temos que M3Z. = 0, pois u multiplicado por todos os elementos da base dc À/3 é

zero. Tomemos, então, m.+i C M3, e notemos que, pela observação anterior, /m.+i = 0

e, portanto, /:««+i C T(À/3).

Passemos a provar o caso em que .f é anel-simétrico nas variáreis #i,z2,a;3. Co-

mo no início da demonstração, se mi = m2 ou mi = m3 ou m2 = m3, temos que

/(mi,. . .,m.) = 0. Consideremos os casos em que ml # m2 e mi # m3 e m2 # m3-

Notemos queumadas substituições possíveis é ./' =(e,u,o,e,. ..,e) e .f = 0, pois eo = 0,

u2 = 0 e ut; = 0. Para as outras substituições também temos ./ = 0.

Lema 2.2. As identidades (2.2 - 2.5) Datem em qualquer álgebra de Bernstein regular.

,4s ádeníádades

l(a, ., ;)Plt.« l(z,',.){lv.« (2.6)

e

(«, z/, ,)x.,x, - 2(«, v, ;)Rfx, (2.7)

sã' "nseqiiências de(1.1),(2.1) e(2.2
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Prova. Provemos primeiro (2.3). Notemos que o polinâmio (a,y, z)t -- (z, t, z)y é anti-

simétrico com relação às variáveis g, Z e z, z. Vejamos a prova deste fato: para as variáveis

g, Z temos

(«,g/, ,)z («,z, .)g 1(«, t, ;)v - («, g, ,)tl;

para as variáveis z, z, por (1.3), temos

(,,v,,)t -(«,t,.)v -l(;,p,«){ -(,,z,«)g/l.

-ogo, pelo Lema 2.1, (2.3) vale em M3, isto é, (2.3) pertence a T(M3) = T(.V).

Provaremos agora que (2.5) é anta-simétrico nas variáveis #, z, t. Trocando em (2.5)

por t) temos

(t,y,,)a+(,,y,t),+(,,g,a)t 'y'' -(;,g,t),-(t,g/,z),(,,y,,)Z

-l(«,p, .)!+(t,y,«), +(;,y, t)«l

Trocando também z por t, temos

(z,y,t),+(,,y,,)t+(t,3/,z)« (yO -(t,g,«),-(,,y,,){ -(;,y,t)z

1(«, y, ,)t+(t, y, «), +(;, p, t)«j

Por último, trocando 3 por z, temos

(,,y,,)t+(«,y,t),+(t,y,,)a (yÜ -(=,y,,)t -(t,y,«),-(;,y,t).

1(«, v, ,)t +(z, 3/, «), +(,, y, t),l

Logo, (2.5) é anui-simétrico nas variáveis aç,z,t. Segue então, do Lema 2.1, que esta

identidade vale para toda álgebra de Bernstein regular.



Para provar a identidade (2.4), desenvolveremos os dois membros e usaremos a iden

tidade

:".y; );«; + w(,)«g/, (2.8)

que é a forma linearizada de (1.12). Fazendo a = z2 e z y na identidade (2.8), temos

2«'g/' ):«'g + w(y),'g/

0J:q ..,(g)«.,(-)«y+ u(g)«,(«)«y

2«; (ay)- g/ .

Portanto, z'3/' = co(açy)ay. A seguir, faremos outro cálculo separadamente

(T) ...,(z)ay'+«,(y')«'

UJ:n ...,(zv)«y+«,(z/')«',

ou sqa,

z ay' lí«(«ü«« + i:«ün«'

E agora temos

(*,*,y:) I' '' -- l .acy'

«(«ü*v - ã:«,(.ü«y - li«ÜO«'

li«(,ü.« - ;«ün«'.
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Por outro lado,

2(z,y,g)« = 2(,3/.y)«- 2(g/'«)*

o:JU 2(«3/.3/)« - 2«,(v)«l/.:«

(2y.g/«)« - w(y)(2«.g/«)

e, aplicando a identidade (2.8), temos

(2y.g«)« - «,(g/)(2«.y«) 1«,(P),W+ «,(«)V'l. - w(y)l«,(g)-' + «;(,)«yj

«.,(y)(«.y«)+ «,(«)y:* «,(y:)«' «,(«y)«y

«u l;«u«' + ;«(«)««1 + «(«)«', - «uo«' - «(«ü««

0J:n !«(y')''+ ;"('y)«g + "(«)"(g)«g o(«y)«3/

5"('d"« bO,'

Portanto, (2.4) vale em .A/'

Para provar a identidade (2.2), também desenvolveremos seus dois lados. Lembremos

ainda que o é um homomorfismo e, portanto, wl(z, y, z)l = 0. Então temos por (2.8)

2(,, z/, ,),.t = «,1(«, v, ;)lt; + «,(,)(«, v, ;)t «.,(,)(«, y, z)t

Fazendo separadamente

2(3, g/, z) = 2z.3/z 2z.yz

(y) «(g),; + «,(«)y, - «,(v)«; - «,(;),g/

«.,(,)y, - «.,(;),g.
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o pnmelro membro Qa IQentiQaüe (z.z)

(',y,'')t - li I"(")z'''-'''(;')"yl t

o:JD li l«,(")"(')v' - "(;:)"gj t

lii«.,(")v; - "(')"3/1'''(;)t

«,(,)(« , y , ;)t

E aplicando este resultado n

E, portanto, (2.2) vale em .N'

Linearizando a identidade de Jordan (z', y, z) = 0, temos

(«,, y, t) +(«t, 3/, ,) +(t,, 3/, «) = 0,

e expandindo os associadores, obtemos

(«..g/)z +(,t.g), +(t,.g)« "t.y, + "g.t,

Notemos que o segundo membro desta última identidade é um polinõmio completamente

simétrico, isto é, simétrico em qualquer troca de variáveis. Logo, do primeiro membro,

trocando z poi y e g/ por =, temos

(«,.y)t +(«t.g/); +(t,.3/), 3/,.«)t+(gt.«), +(t;.«)y,

isto é,

( g/ .t,) « (t..«)v = 1(vt.«) (v.t«)l, + l(y;.,) - (w.;«)it,

ou ainda.

(g, Z;, z) t, z)z + (y,,,,)t,
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e, trocando g/ por #, í por g/ e # por t, temos a identidade

(«,y,,t) g,t); + (,, ;,t)g. (2.9)

Agora, fazendo z = s e t = z em (2.9) e multiplicando esta identidade por t, temos

(«,y.,,){ g,;)..t+(z,.,,)y.t

(y) 2(«,z/, ,)..z,

ou sqa)

(«,y., ;)t y, ;)..t (2.10)

Seja .f = (ai, z2, z3)IR,,, R,,la6, em que ja, ól é o comutador ab -- ba. Desenvolvendo

o comutador temos

(«: , ,,, «;)IR,, , x,.l,.

(«:, ,,, «3)R,, R,.R,:;. -(«:, «,, .3)R,,R,,R,.

1(«-, «2, ";)«..,;1,. -- 1(:«:, «,, «;)«;.«.1«..

Logo, / = 0 é a identidade (2.6), a menos das variáveis.

Demonstraremos agora que e5i)/ = 0 é uma conseqüência das identidades (1.1),

(2.1) e (2.2 - 2.5) para qualquer diagrama de Young Z)í e qualquer tableaux standard

iÜi). Disto seguirá que/ é uma conseqüência de(1.1),(2.1) e(2.2 - 2.5)(veja o final

da Seção l.l).

No tableau TJ(i) substituímos h por :k. Da definição de e(f) segue que o polinõmio



elO./(zi,a2,z3,z4,as,zõ) é simétrico nas variáveis que estão na mesma linha e anti

simétrico nas variáveis que estão na mesma coluna

Suponhamos que o diagrama Z)i tem pelos menos 3 linhas. Em primeiro lugar, seja

/i o polinõmio ./ quando permutamos, considerando o sinal da permutação, somente

as variáveis z{,zj,a;k, em que {i,.j,h} C {1,2,3,4,5}. Notemos que seÍi,.j,k} =Í1,2,3}

então

./': l(«:,«,,«;) +(«;,«:,a,) +(«,,«:,«:)l

+ l(a2,zi,;"3)+(z3,z2,zi) +(zi,z3,:«2)lllR,,,R,.IR,. (y) o

Demonstraremos que podemos assumir que {1,2} ou {1,3} ou {2,3} está contido

em {{,.j, k}. Notemos que

alRÕ,R.l = aRt,R. -- aR.RÕ = aZ'.c-- ac.b

(y) Z,... (Z,, a, c)

ein qualquer álgebra comutativa. Portanto,

(«: , «,, «;)IE,, , x,,IR,. («., (*- , «:, «;), «;)..

(*,, «-«,.«;, ,.)«.(*., ,-.",«., ,;)«.

2(,., #-«,, .;)«;.*. - 2(«., «,«,, «.)«-.«.

4((*., z:, -;)«2.«:)«. - 4((«., «,, «;)«;.«-)«6

41(«., «2, '':;)«:.«; -(.., .,, «;)«;.«:l«.

4(3- , #,, *;)la,. , R,,IX,.
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Portanto, se {4,5} está contido em {{,.j, kl},

assumir que {1, 3l} está contido em {{,.j, k}.

Assim vimos que podemos assumir que {1,2} C {i,.j,A} ou {1,3} C {i,.j,Â} ou

{2,3} C {í,.j,k}. Por (1.4) segue que i = 1 e .j = 3. Logo, por (2.10), /l é igual a

(zi,u, z3)zk +(a3,u, =k)zi+(zk,u, zi)z3 multiplicado por um número de variáveis e u é

um polinõmio de grau l ou 2. Isto é

troca.ndo nome das podemosr 0 varlave:ls9

/: ((«:,«, «;)«* +(«.,u, «k),- +(«*, «,«-)«3)R,.

Portanto, podemos assumir que Z)i é associado a uma partição (ni,n2) e que .fi

é simétrico com relação às variáveis com índices em cada linha. Logo, /i = 0 é uma

linearização de uma identidade /2 = 0 em duas variáveis, isto é, /2 = (y, =, z)IR,, R,IX,

ou /2 - (y, z,z)IR,, R,IX,. No primeiro caso temos

Â (y,(y,«,«),«),

((g, y«.«, «) - (y, y«', «))«

2(y, y,, ,)«.* - 2(y, «', «)y.«

(y, y«, ,'), - 2(g, ,', «)y.«

(y, w,, ,')« - 41(g/, -, .),lv.«

(3/, y«, ,')« - 2(y, «, ,')y.,

0.

(2.10)

(2.2)

(2.10)

(2.2)

(2.10}
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Para o outro caso temos

A (g/, (g/, # , z) , «)y

((g/, g/«.#, .) - (y, y«', «))y

2(g/, y«, #),.g/ - 2(y, -', «)g/.g/

(y,y«,:«')3/ 2(g, .',«)g/.3/

(y, g/«, 3')y - 41(3/, «, «)«jy.y

(y, g/«, #')g/ - 2(g, «, «')y.g/

0.

(2.10)

(2.2)

(2.10)

(2.2)

l2.10)

Finalizando a demonstração do lema, provaremos a identidade (2.7). Temos

(«, y, ,)R.,R. (« , 3/, ,)t'..

-(t',g/,«),.. (,,3/,t')«..

(., 3/, t')z.. - (,, 3/, t')«.s

21(a, v, t)tl,.. - 21(,, v, t)tl«..

21(:«, v, t),it.. - 21(;,y, t)«it..

2l--(t,y,«)* (;,y,t),if.s

21(« , v, ;)x?x. ,

(2.5)

(1.3)

(2.2)

(2.6)

(1.3)

(2.5)

como queríamos demonstrar

35



Prova do Teorema 2.2. Seja / o T-ideal definido pelas identidades (2.1 - 2.7) e

suponhamos que/ =/(ai,. . ., #.) seja uma identidade multilinear de Àh tal que/ « /.

Como vimos na Proposição 1.1, / tem a forma.

/ x,, . . ..R,. + }:P;(";,";,«,;)R.. .. . R..

Primeiro mostraremos que se grau(./) ? 5, então podemos assumir que / é igual a

uma combinação linear de polinâmios da forma

h = (a{, zj, 3k)R«. . . . R"-,

onde ul, . . . , ul são monâmios. Notemos que, se temos um monâmio da forma

(2.11)

(« , «, «,)R. , (2.12)

por (1.4) e (2.2), podemos considerar que u e to são variáveis. Além disso, um monõmio

(u,t;,u) com grau(u) ? 2 é da forma (2.12) por (2.9). Assim, se dois elementos de

{u,u,to} tem grau maior que um, podemos assumir que(u,u,m) é da forma(2.11). Então,

suponhamos que temos um monõmio g = (z,3/,zo), onde z, g/ C X. Se grau(m) ? 3, isto

é, to = pq.r, então, expandindo os associadores, obtemos

g y,Pq),+ «(g,Pq,,) -(,y,Pq,,) +(«,y.Pq,,).

Portanto, g é da forma (2.12) por (2.9). Assim, mostramos que, se / é um polinâmio com

grau(/) 2 5, então .f é uma combinação linear de monõmios da forma (2.11). Por (2.7),

ui pode ser trocado por uma variável. Além disso, graças a (2.10), isto vale para qualquer

uj, com .j $ / -- 1. Finalmente, por meio de(2.10),(2.2) e(2.5), também podemos trocar

uz por uma variável. Também, módulo(2.10) e(2.6) podemos permutar ui. .. . ,uz.

36



Agora, seja

>: ;gn(a)A(«...,, ".m , "'p, , .. .);
aCS3

se ui = #, com r > 3, então Ai = 0 graças a (2.10), (2.6) e (2.5). Portanto, podemos

assumir que ui = z3. Se í,.j,k > 3, então a identidade Ai = 0 segue de (2.6). Portanto,

zi - zi e, por (2.5), obtemos zk = a3 (isto é evidente para grau(/z) = 5; pala grau(/z) > 5

usamos (2.10)). Portanto, neste caso, a identidade /zi = 0 segue de (2.10) e (2.5).

Em seguida, se grau(A) ? 6 e /zi é alternado com respeito a três pares de variáveis,

então a identidade hi = 0 segue de (2.6). Daí, se l)f é um diagrama de Young que tem

uma coluna de altura ? 3 ou pelo menos três colunas de altura ? 2, então o polinõmio

eSi)/z permanece em /

Agora, consideremos o S.-módulo gelado por /. Notemos que ele é decomposto em

soma direta de S«-módulos gerados por e} )./ (veja o final da Seção 1.1). Como .r « /,

existe Tj({) tal que g = eS').f g / e, pela afirmação provada acima, Z)í não tem mais

que duas linhas, e a segunda linha não tem mais que 2 quadrados. Portanto, g é uma

linearização do polinâmio /i obtido de ./' por substituição de duas variáveis (ou menos)

por y e as outras por a.

Se grau,(/i) = 0, então /i = an" e, portanto, a = 0 (pois se z = e temos ae = 0).

Se grau,(./i) = 1 temos ./i = ayR;-: +#(y, 3, z)R:l''. Fazendo # = e = g/ obtemos a = 0.

Em seguida, fazendo 3 = e e y = u obtemos J = 0. Finalmente, se grau.(/i) = 2, então,

37



por (2.3),

/: ag/:R:l-: + P(g/, g, ,)-n;l';+ 7(g/, «, «)X;l''R,

Linearizando em y, temos

/2 ' 2a"-",R;l'' + #(g:,3/,,z)R;l'; + /3(y,,y:,z)-R;l';

+ 'Y(y: , *, ,)x;l''R,,+ '(g/,, =, :«)x;l''x..

Como /2 = 0 quando g/i = g/2 = 3 = e, yi = y2 = u) z := e e yl :: u, y2 = iç = e, obtemos

um sistema homogêneo não-degenerado de equações lineares com respeito a c!, /3, 1. Logo,

a = 0,/3 = 0,.y = 0 e temos /2 ' 0. Em qualquer caso, concluímos que g = 0 (módulo l),

logo, g C /, o que é uma. contradição.

Portanto, provámos o teorema para grau(/) ? 5. Seja / uni polinâmio de grau

4. Notemos que qualquer polinõmio g de grau 4 alternado em três variáveis é uma

consequência de (1.4) e (2.5). De fato, g é constituído por uma soma de monâmios da

forma(z,g/,z)Z ou(z,y,zt). No primeiro caso, se g é alternado em z,g,z, então g é uma

consequência de(1.4) e, se g alterna em #, y,t(ou em y,z,t), é uma consequência de(2.5).

No segundo caso, g alterna em 3, y, z (ou em z, g, t) pela lei comutativa. Temos

(,,y,,t)-(3/,=,zt) (y)(z,y,,t)+(,,zt,g)+(;t,g,,)

(y) («,,t,z/)

(=0 (n, ., y)t+ (,,t,y),.

Portanto, como g alterna em #, y, z, podemos reduzir g ao primeil'o caso
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Assim, podemos assumir que ./' é a linearização de um polinõmio g com grau,(g)

e grau.(g) = 1, ou grau,(g) =grau,(g) = 2. Se grau.(g) = grau,(g) = 2, então pol (2.1)

e (2.4)

g a:(«, «, g/)y + a,(g, g/, «)«

Mas se z = e, y = u, então }ai = 0 e, logo, a2 = 0. Se grau,(g)

então por (2.1) e (2.4) temos

gr-,(g)

g = a(a, ;«, y)«

Logo, fazendo z = e, g/ = u obtemos a = 0. Novamente, em qualquer caso, g C /

(contradição) e o teorema está demonstrado.
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Capítulo 3

Identidades de Uma Subclasse das

Algebras de Bernstein Excepcionais
P

Neste capítulo, encontraremos um conjunto finito de geradores para o ideal de iden

tidades da subclasse .M de álgebras de Bernstein, definida pelas condições

u.z. u: (3.1)

A álgebra B3 (Exemplo 1.3) está em ./U

Em todo o capítulo, assumiremos car(F) = 0 e, sem perda de generalidade, que B' é

m corpo algebricamente fechado. Seguiremos a exposição de Bernad et al j161

Temos o seguinte teorema análogo ao Teorema 2.1:

U

Teorema 3.1. Toda á/geb7íz q e pertence a suóc/asse .A4 saZÍs/az todas as denZ dados

de .É33.
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Prova. A prova repete as idéias da prova do Teorema 2.1. Tomemos (Á,w) C .M e

consideremos a decomposição de Peirce Á = Fe © U. © Z., em que U.Z. = 0 e U2 = 0.

Suponhamos que exista um polinõmio multilineai ./' = /(ai, . . . ,#«) C T(B3) \ T(.4).

Assim, para algum ai, . . . ,a. C .4, temos/(ai,. . .,a.) # 0. Portanto, consideremos sem

perda de generalidade, que Á é gerada, como espaço vetorial, por e e a{ para { - l, . . . ,n

o« sda, .4 = <e, .:, . . . , ««>.

Vamos provar que todo subespaço t/ C U. é um

que .4U C UI de fato, para todo u C t/, temos:

ideal de B basta. Tinta.rm osParaisto S}

.u

U.U ç U:=QC U,

z.u ç z.c4 -oc u.

Consideremos, então, Á cortado por t/, isto é, Á/C/. A álgebra .A/C/ é de Bernstein

pois U C her(w) (veja a observação logo ap(5s a Definição 1.4). Como (u + U)(z + U) =

0 + U e (u + t/): = 0 + t/ para todo u C Ue e z C Z. temos ,4/U C ./U'(.

Suponhamos que dimU. = n e que U. =<ui,...,u.>. Seja Uf = <tzi,...,u{,...,u«>

(l $ { 5; n). Temos que dim(K) = n - l e n:;:ui {0}. Então, A é isomorfo ao produz'

subdireto de álgebras de Bernstein Ái = .4/t/[ com dim(U.(,4i)) = 1.

Notemos que e + Uf é idempotente de ,4{ e q

(' + a)(« + u.)

(.+ U.)(,+ Ui)
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Assim, .4{ = F.+U. G) (Ue,/Ui) © (Z.,/U{) é a decomposição de Peirce relativo ao idempo-

tente e + {lJ', .

Supomos, no início da demonstração, que ./ g 7'(Á) = f)Z:.r(Á{). Assim, temos

que / g T(Á{) para algum i. Portanto, podemos considerar, sem perda de generalidade,

que dim Ue = 1, ou seja, t/. = Fu. Escolhendo {ul, . . . ,um}, uma base de Z. com uiuj =

aiju, como Á é uma álgebra comutativa, segue que aij = aj e, portanto, a. matriz

A =mat(aij) é simétrica. Logo, podemos fazer uma mudança de base de Z. de tal forma

que A fica na forma diagonal, isto é, uft;.j = afu se z = .j e t;it;j = 0 se i :# .j. Sendo

F algebricamente fechado, temos ai = 1 ou ai = 0. Considerando ainda que / é um

polinâmio multilinear, basta fazer as contas para os elementos da base, ou seja, ai C

{e,tl,z;i,. . . ,u.l}. Suponhamos que exista uj tal que aí C {e,u,uj} para todo ã = 1,. . . ,n.

Dessa forma ai € H'e a) Fu a) Fuj, ou sqa, a{ = "yfuj + /3 e + õfu. Se aj :# 0, uj = u e

Fe © D'u © Fuj = B3, portanto, /(al, . . . , a.) = 0. Agora se aj = 0 obtemos também que

./'(ai,...,a.) = 0. Nos outros casos, existe á,h tal que af C {e,u,uj} e ak CÍe,u,uA} para

.j # À, com/(ai,...,a{,..-,a',...,a.) = 0, uma vez que ujoh = 0. Em qualquer caso

chegamos a uma contradição, pois /(ai , . . . , a.) # 0.

Como no caso das álgebras de Bernstein regulares (vda Capítulo 2), segue do

Teorema 3.1 que T(.M) = T(B3).

O resultado principal deste capítulo é o seguinte teorema:
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Teorema 3.2. (Bernad et al [íõ.], Theorem .4.í) Toda identidade de .M (e Ba) é uma

conseqliê.«cia de (1.1) e das seg«,lutes identidades:

(«, y, .)t+(t, y, :«). +(., y,{)« (3.2)

(«,gt, «). y.,,)t,

(«, yt.,, .) 2(:«, yt,.),,

(«,y, «).t. 2(a, g,,)t.s,

3(.,,',«') ,«,«')«,

(3.3)

(3.4)

(3.5)

(3.6)

(,:, «3,","-) -(-,, .,,«:«-) -(a-, «., .,«,)+(-,, «.,«.«3)

3(«:, «;, -2)«, - 3(«:, «-, ,,),;, (3.7)

(3.8)2(«, ., y)«' + (., ,', y). (:«, ., ,'y) - (y, ., ,'«).

Faremos a prova deste teorema em uma série de lemas

Lema 3.1 A álgebra Bs satisfaz as seguintes identidades

2«'y: = «.,(g)'«' + «,(*)'g/', (3.9)

2(«,g,.)Z y, .)«,(t),

2(,,y., t) («,(a)t - «,(t)«)

(3.10)

(3.11)

Prova. Sejam z,g/ elementos de Ba = Fe © Fu G) Fu. Então z = aie + a2u + a3u

e g/ = bie + b2u + b3u. Temos que zg/ = aiZ)ie + l{(aib2 + a2bi) + a3b3lu, ou sqa,
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zg/ C .B; = F'e G) Fu. Como tomamos z,y C l?3 quaisquer, temos que Bg C 1?;. No-

temos, ainda, que e = e2 C n3 e u = u2 C -B32; assim provámos que a base de .B; pertence

a B{ e, portanto, temos que .B; C .aã. Logo, Z?2 = Zi2 B2-

No Capítulo l (veja Exemplo 1.1), provámos que a identidade 2zg/ = w(z)y + o(g/)aç

vale em .B2. Se tomarmos #,y C .B3, temos que z2,g/2 C Zi3 Portanto, como l?s2 :í -B2

temos que a identidade (3.9) vale em .B3.

Vimos que em -B3 vale U2 = 0 e UeZ. = 0. Assim,

ker(u)Ue = (Ue a) Z.)U. C Pe2 + U.Z. = 0. Do fato de «.; ser um homomorfismo, te--

mos que qualquer associador (a, y,s) C ker(u). Também é claro que (#,y, z) C ag. Logo,

(a,Z/,s) € ker(«,) n .B{ = me. Segue então que 2(z,y,s)e = (z,y,s). Por outro lado, se

t' C ker(«,) temos (z,y,s)t' C U. ker(«,) = 0. Logo, para t ' w(t)e+t' em que t' € ker(«,),

temos 2(#,y,.)t = «,(t)2(z,g,s)e + 2(z,y,.)t' = (=,y,s)«,(t). Porá-to, (3.10) «le

para .B3

Para provar (3.11), consideramos z,g,s,t € B3, isto é, z = aie + a2u

Z = bie + b2u + ó3u. O produto ys C H'e (D Fu, ou seja, ys = ae + Pu. Temos:

+ aau e3

(« , 3/. , t) (:«, a. + Pu, t)

lz(a. + P«)it - *l(a. + #u)tl

(«:« + lí.:," + ;«,-): («ó . + li«ó:« + ;pó-«)

la + ;(P«: + ''«,)"lz - "I«ó- + lí(az,: + PZ,-)")
l l l l
i'-«-':" -'- ã««,'-" - i«.,ó-" - i''-',"
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Por outro lado,

)t - «, ku'c I' Á.p'u;jül\.ulc 'F u2'u I' u3'uJ ul \.cz,lc I' ct2'ü I' ct3'uJJ

(ae +/iu)laibie + aib2u + alb3u -- aibte -- a2biu a3biul

:««-',« i««,':".

(3.11) vale para a álgebra B;

Lema 3.2 A álgebru Ba satisfaz as identidades (3.2

(3.3) é consequência de (3.IU) e (3.11). De ta

(', z/t, ')' - (", v', ')t (UO lli.t("(")' - '''(')")I' - iliy.('''(')' - '''(')')it
1;(tv.' - t.y.)l«'(«)' - «'(')«l

1;(t, y, ')l«'(,), - W(«)*l

; l«,(«)(t, p, '), - «'(')(t, v, ')-l

'2:n é:l...,(")lí"(')(t, v, ') - "(')l;'J(")(t, g', ')l

0.

Prova A identidade to

Assim, a identidade (3.3) vale em l?3.

Em seguida faremos a prova da identidade (3.2), usando anel-simetria. Provare-

mos que/(a, g, s,!) =(#, g/,s)Z +(t, g/,z)s +(s,y,{)a é um polinõmio anui-simétrico nas
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variáveis #, s,Z. Trocando em /, # por s e s por z, temos

/(.,g/,«,z) y,«)í+({,y,.)=+(,,g,t).

(y) -(-,g/,.)t -(.,y,t)«(t,g/,«)s

-/(,, y, ., t).

Trocando z por t e t por #, temos

/(t,y,.,«) =(t,z/,.)«+(,,g/,t).+(.,g,«)t

(y) v,t)« (z,v, .).- (-, v,.)t

./'(#, y, . , t) .

E agora trocando s por Z e Z por s, temos

/(.,y,t,.) g/,t).+(.,y,«)t +(t,g/,.)-

(y) -(Z,y,z). -(«,3/,.)t -(.,g,t),

-/(«, y, ., t).

Logo, .f é anui-simétrico nas variáveis z, s,t e, por um resultado análogo ao que dizem

para a álgebra .4/3 (Lema 2.1) .f C 7(B3), ou seja, a identidade (3.2) vale em Ba.

Provaremos agora (3.4), isto é, provaremos que (z,yt.r,s) = 2(#,g/{, s)r. Vimos

anteriormente que se g/,t C Z?3 então yt = ae + /3u. Consideremos r C {u,o].. Se I' = u

yt.r = (ae + Pu)u = {clu, para esse caso temos

os

)

(*, g/t .,, . )



Tomemos a, s C B3, ou sela. z = aie + a2tl + a3u e s = ble + b2u + Z)3u. Temos

(«, «, ;) zu.s z.us

1(«..+ ',« + «:«)«1(Z,-. + Z,,u+ b;«) -(«-. + «:« + «.«)l«(Ó:. + b,« + b;«)j

;«-««,:.+ b,« + 6;«) («:. +«,« + «;«);b:«

i«-':« }«:'-"

E, portanto,(z,u,s) = 0 para qualquer z,s C B3, ou seja,(z,3/t.r,s) = 0 se r = u. Agora

se , yt.,,;) = 0, pois (a. + #«)«

Por outro lado,

(;«, yt, .) .3/t). - «(g/Í..)

1(«:. + «,u + «,«)(a. + #«)l. - «l(a. + Pu)(b-. + z,,«+ z,;«)l

[(««-. + ;,":" + 1:««,«). - «[(«z,:. + 4:«ó,« + ;pó:«]

!«.:z,,« -- l-w«:ó- + ««,z,o« ««,z,-« - (««:ó, + p«:óJ«

1;(a«:Z', a«,b:) + ã(P":Z': + a«,Z,:) - a',Z', - P.:Ó:)I".

E assim temos (z,3/Z,s) = 'u. E, portanto

derando r C {u,u}.

Consideremos agora o caso r = e. Então g/t.r = yt.e = (ae+Pu)e = ae+ {Pu. Como

vimos acima, temos que (=,yí,s) = 'u. Logo, segue que (a,3/t,s)e = {'yu e, portanto,

2(a,gt,s)e = (=,yt,s). Q«eremos mostrar que 2(z,g/í,s)e = (a,yZ.e,s). Por um lado

2(z,yÍ s)r = 27ur = 0, pois estamos consiS

. íp ?/7 .q) Oiiprpmns montra.r nêle 2ín.?//..ç\E -

a, temos que (=,yí,s) = 'u. Logo, segue que (z,

teremos agora o caso r = e. Então g/t.7' = yZ.e = (a-

nos (=,3/Z,s) = 'u. E, portanto, 2(z,yt,s)r = 27u

- tli(«.:ó, «.,z,o+i-p«:ó:+« , o .
= ãaato2tl 'F ã\A)alcpl I' ua2uiltt
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(a, gt.',.) =(z,a' + {P«,.) = a(z, ',') + {P(a,u,') e, porá'"to,(«, g/t.',.) = a(z,',')

para qualquer :«,s C -Ba. Por outro lado,(n,gt,s) =(z,ae+Pu,s) = o(z,e,s)+P(z,u,s)

e, da mesma forma, (#,g/t, s) = a(z, e,s). Logo, (3.4) vale também em B3 quando r = e.

Portanto, a identidade (3.4) vale em -B3.

Provaremos agora a identidade (3.5). Temos

2(,,g/,,)t.. (y:n «({)(-,3/,,).

(q:q !«(t')(«,3/,')

(yn («,v, ,).t.

e, portanto, esta identidade vale em B3.

Para provar a identidade (3.6), consideremos z tal que

au + #« e temos:

1, isto é, z = e +

,' a« +P«)('+ a« + P«) (a +P') u,

a3 a2a

1. + (a + P') «l(. + a« + P«)
l

e+ U
2

l 2

2

l
/3'Cl+ U

4

l 2 U
2

3
P' U

4

3z'a [.*
e+

[.*
e+

«lk+««+pü

Z3#2 1. + (« + /3') «l



Como «,(«) 1, por (1.9) temos que #'#' = =2. Portanto, segue que

3(,,*',«') 3(«;z: «')

Por outro lado,

2(«,«,«')« 2(-' - «.-')«

2 le + au + p'u -- e

;P'«(. + a« + P«)

:.* ;,') «]..* ««* '«,

Portanto, (3.6) vale em B3 para # ' e + au + Pt;. Para z C Z?3 qualquer com co(a) # 0

tomemos g/ mos «,(y) - l ' :' - «,(")g. Logo,

3(«, «', «')(«,(a)y, «,(,):y', u(«y3/')

3«,(r) ;(y , g/' , y')

(T) 2«(a);(3/, 3/, y')y

2(«.,(r)g , «,(,)y, «,(«)'y')«,(«)g/

2(«,z,-')..

Para o caso em (lue u(z) = 0, tomemos 3 = Pu + 7u. Notemos que #' = "y'u, z; = 0 e

por (1.9), a'z' = 0. Logo, (3.6) vale trivialmente para este caso.

Portanto, a identidade (3.6) vale pala a álgebra Z?3.
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Para provar (3.7), notemos que esta identidade é anta-simétrica em zl,z2 e =3,z4.

Portanto, atribuindo o mesmo valor a 3 variáveis, (3.7) é válida nulamente em B3. E da

mesma forma é válida quando fazemos zi = a2 = e a3 = zl :: g/. Nos casos em que

zi =z3ez2741z4,z1 = 4e#2jÉz3,#2=z3ezl ?éa4,z2 =a;l eai 7éz3)(quando

substituídos por elementos da base, (3.7) é satisfeita nulamente. Para as substituições

em que e e u aparecem nos pares anui-simétricos, isto é, zi = z3 = t; e z2 = a4 = e,

31 == a3 == e e z2 == z4 == 'u9 zl == z4 == e e a2 == 33 == 'D9 :z;l := z4 == 'o e z2 == z3 =: e9

considerando que cal(F) = 0, chegamos a uma igualdade do tipo u = u, ou seja, (3.7)

também vale para estes casos. Para qualquer outra substituição (3.7) vale, pois tanto o

primeiro membro quanto o segundo é zero.

Para provar a identidade (3.8), provaremos primeiro que ela é uma identidade de

B, a .aã. Tomemos r,y C .B, e lembremos que r' = u(r)r e rg/ = :Íw(r)y + {u(y)r.

Substituindo r' por c''(r)r em (3.8), temos

2(.,.,y)«,(,), +(,,«,(,),,y).(a,.,,y) - «.,(,)(g/,.,-)

Substituindo, no lado direito desta última identidade, rg por {(o(r)y + !Íw(g/)r e ra por

{«,(,)« + {',(,),, temos

«,(,)l(«, ., ,y) - (3/, s, -)l

«.,,[(,,.,;«'«'« * ;«.«,,) -(«,., ;«',', * ;«.«,,)]

(yo «('):(",',y) + ;"('z/)(',',') - ;"(-)(v,;,').

50



esquerdo, temos

«,(,)l2(z,., g/), + (Z,,,y).l '='' «.,(«)

Igualando e considerando que cal(F) = 0, temos

«,(«)(,, ,, v)(«)l«.,(g/)(«, ., «) - «,(-)(g/, ., ,)l.

o associados (a,b,c), expandindo e aplicando a identidade

2«g/ = «,(z)g/ + «,(g/)#, obtemos

(a,b,c) «.Z''

lã"(«)' -- li«m.l
] ]

i«,(«)z'' - à'''(')'z'

li«(«) l;«m. +
1«.,(z') i"(«)' - "(')"] -

Usando este resultado, no segundo membro da id

«,(,)l«,(y)(«, ., ,) - «,(,)(y, ., ,)l

«,(')'''(v);'''(')1"(')" -- "(')'1 -- "(')'''(")ã'''(')I"(v)' -- "(')g/l

ii"("P"(') 1'''(")3/ -- '''(g/)"I

«n«u{ l.«,nt«(«)v - «,u«] l

«,(,)«,(.)(«, ,, 3/) .

to, temos que (3.8) vale

Do lado

l2 y)+ «(,.)(« «,y)(.,.
2

Tomemos

C a

entidade anterior obtemos)

E, portamr em

]

lc)bi«, (z' )c+

ll l

i"©li«, «)b +
2



Sabemos que -B! = Fe G) B'u. Assim falta verificarmos quando a identidade toma

valores em H'u. Notemos que, se três ou mais variáveis tomam valores em Fu, então (3.8)

vale trivialmente. Agora, no caso em que duas variáveis tomam valores em Fu, para a

maioria dos casos, (3.8) é zero nos dois membros, exceto quando # = s = u e g/ = r = e

ou g/ = s = u e # = r = e em que chegamos à uma igualdade do tipo tt = u, considerando

que car(F) = 0. E quando uma só das variáveis toma valor em Fu, (3.8) também vale

trivialmente.

Portanto, a identidade (3.8) vale em B3

Proposição 3.1. Seja ] o T-ideal de.fluido por (1.]) e (3.2 - 3.8). Então as seguintes

ident ãaães Datem módulo l

(«, g., t) (g, «., Í) + (g/, ,{, s) («, yt, .) 0, (3.12)

(«, y., z) + (t, y«, .) + (., gt, «)

(«,y,,)z.. («,y, ,)..t,

1-,y,,)(,,.,{)

(«, ,', yl') -(g/, ,', «!') = 3(«, ;', 3/)t',

(z:,g/,z,)g +(«:,y',«,) g«,) -(«:,g/,g/«:),

1;(':,v,',)v' + l(":,p, p,,) -(«,, i/, v«-)ly -(":,p, p:,,) -(",,v, 3/'«-),

(3.13)

(3.14)

(3.15)

(3.16)

(3.17)

(3.18)

(,:, ,3, '"'."'g/) -(«,, ,;,':.«,g) -(«-, ,., ",.«.g)+(*:, a-,"-.«;y)

.3, '').«.y - 2(«-, «-, -,).«,y,
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1:«:,«.Z/,«,«,) -(«2,«33/,":"')(,:,«,y, «,«3) +(«,,«.g/,«:«;)

(«:, «;, «,).«-g -(«-, «-, «:).«.y. (3.20)

Prova Expandindo a identidade (3.12), temos

(«,y.,t) -(g/, «.,t) +(3/,*t,.) -(«, yt,.)

(«.y.)t «(y..t) -(g/.*.)t+y(,..t) +(y.«t). - g/(«t..) -(«.yt).+ «(yt..)

(y..« - y..«)f +(tg/.. - t.g/.)«+(.«.t - ..«t)y+(«z.y «.ty);

(y, ., «){ +({, y, .)« +(., z, t)y +(«, {, g/).

(t, ., y)« -(z, ., t)y+({, g/, ')«+(., «, t)y +(,, t, g/).

1-(,,.,t) -(t,,,.)lv+ l-(t,',z/)(;,v,t)l«+(«,{,z/)'

(., t, «)y + (y, t, .)« + («, t, g).

0.

(1.1 )

(3.2)

(1.3)

(1.4)

(3.2)

Portanto, a identidade (3.12) é válida módulo /

A prova da identidade (3.13) segue da expansão dos associadores

(«, g/., {) +(f, y«, .) +(., 3/t, «)

(,.y.){ - «(y..t) +(t.3/«). - {(y«..)+(..gt)« -

(.y.# - ;.y«)t+(ty.. {.y.)«+(«y.Í - «.gt)s

(., y, ,)í +(t, g, ')« +(., g/, t).

0.

.(yt.,)
(1.1 )

(3.2)

E, portanto, a identidade (3.13) é válida módulo /



Passemos à prova da identidade (3.14). Temos

(#,g/,r)t.s (:=)
l
(«,y,,).t.

2
l

« , g/, ,) ..t:(
2

(T) (z,y, ,)..t,

e, portanto, a identidade (3.14) vale módulo o ideal /.

Expandindo um dos associadores da identidade (3.15), obtemos

(« , g/, ;)(,, . , t ) («,g, ;)(«.z ,..í)

(«, g, .)(«.{) - («, y, ;)(,..z)

(«, y, ,)(«.t) - («, y, ,)(;z.,)

2(., g, ,)(«).t - 2(,, y, ;)(.t).«

41(«, 1/, ,)..,it - 41(«, 3/, ,)..{l,

(1.1)

(3.5)

(3.5)

Por outro lado, temos

(r,s,t)(z,y, z) (g)

(1.1)

(3.5)

-((«, y, ;), ;, ,)t -(t, .,(«, y, ;))«

-l(«,g,.)..,lt+ l(«,P,,).«IZ - l(«,g,z). fl,+ l(*,P,;);.tl«

1(«, y, ,)..,it + 21(«, y, ;)..,IÍ - 21(«, 3/, ,)s.ZI, + 1(,, y, ,)..tl«

1(«,y,,)..,lí - l(«,p, ;)..tl,.

Portanto, das duas últimas identidades, temos

4(,, s, t)(«, y, ;) -(-, g, ;)(«, ., f)
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\ n. ./ q"+ .i \,Lv.L.i v.i \.Lq..+\-Lv \ \.r . .x \.r ./ \'' v \'A.i.t \,iq..& .i.L.iv\..& q.'t

Agora provemos (3.16). Notemos primeiro que

(*,;:,v){' (T) 2(*,,:,y)t.t

(T) 2(«, ,t,3/)z.t

(2:q 2(«,t,, p)z.;

(T) 2(,,tt,v),.,

(yo (,,t',v);:

Agora, tomando a identidade (3.8) e substituindo s por z2 e r por {, obtem

2(«,.',y)t'+(«,t',g);' yZ') -(y,,',«t').

Aplicando o resultado anterior nesta identidade, obtemos

(z,.',yt') - (y, ,',at') 3/)t'

e, portanto, demonstramos que a identidade (3.16) vale módulo /

Passemos à demonstração da identidade (3.17). Temos que

(.:,g/',«,) o2D -(,,,w«:,z/) -(3/,3/«,,«:)

(y)(y«-,y,,:) +(3/,#,,g/«:) +(y«2,«-,y)+(«-,y,y«,)

lo /e co

os

=2,y,'y3x l/zi,z2)y yz2 ) z 1 ) g/ zl ) y} 3/z2 )

esegue que

(,:,v',-,) - l(«:,w,v«,) -(.:,v,v«-)l(v«:,,-,y) -(v«:,«:,p).



Desenvolvendo os associadores do segundo membro, obtemos

(«:, y', «,) + («:, y, *,)y r= 1 , t/, uz, ) («, , y, g/«-) ,

seja, a identidade (3.17) é válida módulo /

A seguir, provaremos a identidade (3.18). Temos

;('-,v, ",)p: + l(«:,y, v«,) -(«,, v, p«-)ip

(2:n {(":,g/,«,)y'+(':,g',«,)y +(':,y,"2)g/.g/

(=) 2(,:,g/,«,)g' +(«:,Z/', «2)y

(T)(,.,g/,g/'«,) -(z,,y,g'«:).

Portanto, a identidade (3.18) vale módulo /

Provemos a identidade (3.19). Temos

(«:,«,,".y.*,)(*2,,3, "'" -:) -(«:,«.,"3y-"') +(,,,«.,";y.«:)

(T) 2(a:,«;,«,).«,g+(«:,«.g/,z,)«; - 2(-:,-.,«,).,;y -(«-,«;g/,«,)«.

(=0 2(3:, ,;, «,).«.y - 2(3-, a., a,).«;y.

Portanto, esta identidade também vale módulo /.

Para provar a identidade (3.20), partiremos da forma linearizada da identidade

(3.17), isto é,

(«:, «;, «,)g + 2(,-, «,y,«,) +(a-,y, «:).3 (-:, «;, y«,) + («:, y, ,;«,)

(«,, .;, y«::) - (-,, y, ,3"-)
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Fazendo g/ :: z4 e z3 :: z3y, obtemos

(«-,y«;,«.«,) -(«,,y«a,"'":)(«-,ya;,«,)«. + 2(«:,g/-;.«-,«,) +

(«:, *,, 3/«;.«,)+(«,, ,-, y«;.«:).

(zi)z3g/, 2z4) (32lz3y,#l#4) -- (gl)#4y,z2 3) + (z2,z4g/,=ia3)

(«-, y:«., «,)-- + 2(«:, 3/«..«., a,) +(,-, «., ,,).y*.

(#:, «., y,3."')+(«,, «., y«;.#:)

(«:, y«-, «,)z3 - 2(,-, g/«..«;, «,) -(,-, «;, «,).y,

+(«-,«.,y«-.,,) -(.,,,;,y«..a-).

Notemos que, pelas identidades (1.1) e (3.14), (z,(a,b,c),u) = 0. Logo,

2(ai,yra.a4,a;2) -- 2(zi,yaa.=3,a2) = 0 e, ainda, por (3.3) temos que

(zi, yz3, z2)z4 -- (ai, yz4, iç2)z3 = 0. Portanto, segue que

(«-, «;g/, -,,.) -(«,, «.g/, «-a.) -(«-, «.y, «,«,) +(«:, *-y, «:«3)

(«-, «., a,).y#3 -(,:, ,., 3/«..a,) +(*2, '., "";.-:)

(«:, «;, «,).y--+(,-, -3, ""- #,) -(,,, ,;, g/«..«-),

e pela identidade (3.19), obtemos

(«-, «.y, ,,«.) -(,,, ,;y, ,-:«,) -(.-, «-g/, «,«;) +(«,, «.y, ,:«,)

(«-, «;, z,).;«-g -(«-, «., ,,).#;y.

dentidade (3.20) vale módulo /Logo, a i



Portanto, demonstramos que as identidades (3.12 - 3.20) valem módulo /, em que /

é o ideal gerado pelas identidades (1.1) e (3.2 3.8).

Prova do Teorema 3.2. Seja / o T-ideal definido pelas identidades (1.1) e (3.2

3.8). Mostraremos que todo ./, que não está em .r, é diferente de zero para valores

apropriados de variáveis em B3.

Lema 3.3. ]1/ódu/o / lodo po/inómáo ma/Z{/{near / = /(zi, . . . ,z«) é uma comóánação

/ cear de

(P-) «:-R,, . . . R,«'

(p2) (a, Z,, c)R .«d. g««(.) $ 1 grata(b) $ 2 grau(c) 5; 3R r e7'} 1 !k J J )

Prova. Pela Proposição 1.1, fica claro que / é igual a (pl) módulo o ideal associador

Z) = <(a,b,c) a,b,c € FJXj>. Seguindo, vejamos que para (a,Z,,c)R,. ...R. C Z) os

monâmios u{ comutam. Para isto, é suficiente provar que ui-i comuta com t;Í:

(", z',')x«- ' ' ' x,... x,. - . . 'n'* (=o ilL-(', z', ')("- ' ' ' ".--«:)x:,;,.- ' . . R'.

iiL-(', z', ')(": ' ' ' "'-:":«.-- )

+ 5;h(',z',')("'-:,"- ' ' ' ":-,,«:)l&.-.- '. . -R".

(yq ãJ::(«, z', ')(": ' ' ' ";«.-:)x«.--- '.. Ü.

(y)(«,Z,,c)R.. .-.R,.R''.. R",

em que t,i . . .z'i.iui denota(. . .((uiu2)t,3) . . .)u{. Portanto, módulo as identidades(3.5) e

(3.15), todo polinâmio de Z) é uma combinação linear de elementos da forma (p2), sendo
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Tomemos o associador (a,b,c). Se grau de b for maior ou igual a 3, aplicando a

identidade (3.4) quantas vezes fogem necessárias, podemos reduzir o grau de b a 2. Então

escrevemos

(«,Z,,c) 'y'(b,.:,.) -(c,«,b)

(yU -(b, .:,«)+(b,«,c)

e notamos que na primeira parcela podemos reduzir o grau de c a 2 pela identidade

(3.5) e, da mesma forma reduzimos o grau de a na segunda parcela. Temos, então, uma

combinação linear de polinâmios da forma (p2) com grau(a), grau(b) $ 2. Além disso,

podemos reduzir o grau de a a 1. Para isto, consideremos os casos: se grau(b) = 2 e

grau(a) = 2, então temos

(«,Z,,c) b,,c)

HJn(Z,:,«b,,c) -(b:, «c,Z,,)+(.,b-c,Z,,)

(y) 2(b-,«, c)b, - 2(b:,c,Z,,)« + 2(«,c,Z,,)Z,:

(EO 2(Z,:,«,c)Z,, - 2(Z,:,c,b,)a - 2(b,,c,')b-

Observemos que nas duas últimas parcelas podemos aplicar a identidade (3.4) quantas

vezes forem necessárias, para deixar grau(c) $ 2. Se grau(b) = 1 e grau(a) = 2, temos

( « , Z,, c)

(y) -(b:,c,a) - (c,«,Z,-)

(yO -(b-,c, «) +(b:,«,c)

59



Observemos também que na. primeira parcela podemos reduzir o grau de c a 2 pela iden-

tidade (3.4).

Finalmente, su

grau(D) > 2. Então

ponhamos que grau(c) 2 4 Suponhamosl ] T ainda, que c p#{.=.j com)

(a,b,p«..«j) («, b,P:«f.zj)+(«, Ó,P.#i#j) -(«, Z,,P.zizj)

(', Z,,P.«:«j) +(«, Z,,(P, z{, zj))

(«, Z,, p.=i:«j) +(p, :«f, =j).«b -(p, #{, #j)b.«

Notemos que, pelas identidades (1.3) e (3.5), as duas últimas parcelas podem ser colocadas

na forma (p2). Portanto, podemos assumir que c = pq com grau(p), grau(q) ? 2.

Da linearização da identidade (3.8) e considerando que car(H') = 0, obtemos a éden

cidade

(«, ., ,z.y) - (y, ., «.,{) 2(,, ., y).,t + («, «{, g).

Logo, temos (lue

(.,b,Pq) (P, b, «q) = 2(«, Z,,P)q +(«, q,P)s

Assim, módulo a identidade (3.8), o polinõmio (a,b,pq) -- (p,Z),aq) é uma combinação

linear de polinõmios da forma (p2), pois abaixamos o grau do associador e podemos usar

indução. Portanto, podemos considerar um polinõmio da forma (p2), em que o associador

é (p, b, aq) e repetir novamente o processo.
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Consideremos primeiro ./ como um polinõmio de grau n simétrico em todas as

variáveis. Neste caso, devemos provar que, qualquer polinâmio / = /(a) @ / não

é uma identidade de -B3. Então, pelo Lema 3.3, / é combinação linear de

(a, ak, 3m)#"'k'"-: , em que A 5; 2 e m é igual a 2 ou 3.

Lineaiizando a identidade (3.6), obtemos

3(3/,«',,') + 6(z,,g/,«')+ 6(«,-',*3/) «,«')«+ 2(:«,y,*')«

+ 4(«,a,*y)z+ 2(«,«,,')y

Substituindo g/ por a2 e utilizando a identidade (1.2), obtemos

6(,, -', «') + 6(a, «', «a') 2(,, ,', =')«+ 4(., «, ,a')a+ 2(«, ,, ,'),',

e também aplicando a identidade (3.4), obtemos

6(,,.',««') lO(«, «', .')« + 4(«, «, ,,')« + 2(«, ,, z')«'

Notemos ainda que

3(z, z', z')a (T) 2(a, «, a')«.« (T)(z, «, z')i'

Logo

6(','',-') - -'T(',","')*' +4(',",«-')'+2(",',"')''

-;(', ', "')"' + 4(", ', "')«

Portanto, podemos escrever o associador (a,ak,z") com k = 2 e m = 3 como uma

combinação linear de associadores com h = 1, m = 2 e k = 1, m = 3. Para o caso k = 2 e
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m = 2, temos direto da identidade (3.6), que o associador pode ser transformado em um

associador com & - l e nz = 2. Logo, para qualquer caso, temos À :; l e m = 2 ou m = 3

e, portanto, / pode ser escrito da seguinte maneira:

/(-) la(., ,, «')« + P(a, «, ,')IR;l';+ 'y«X;l-:

Se ' # 0 temos /(e) = le # 0. Suponhamos que ' = 0. Fazendo # = e + u, temos

/(' + ") - ã;L-(3a + 5/3)" # 0

se 3a + 5/3 # 0. Quando 3a + 5P = 0, temos

.f(') s(', «, -')« + 3(«, «, «')IR;l''

Mas --5(z,z,a')z + 3(a,z,z') = 0 é a identidade (3.6) escrita de outra forma e, neste

caso, /(a) C .r

Portanto

Consideremos agora o caso geral. Seja / = /(zi, . . . , z.) g / uma identidade multili-

near de .B3. Temos que /(z) = .f(3, . . . , z) é uma identidade de B3 e pelo que foi provado

acima /(a) C /. Então )l:..s. a/(açi,...,a«) C /, pois se trata da forma linearizada

de /(z). Portanto, temos que r/ -- (kJ)l-./ g / para algum 1- C S. e k,/ elementos de

{l, . . . , n}. De fato, suponhamos o contrário, isto é, que r./ -- (k/)r./' C / para todo r C S.

e Ã,/ C {l,. . . ,nl}. Seja r a maior ordem possível de um elemento de S.. Sda o C S.

um elemento de ordem r (usamos a notação lal = r). Sabemos que o é um produto de

transposições, digamos, a = (ki/i) . . . (Aí/t). Temos, por hipótese, que c,/ -- (X;i/i)a./ C /

o Teorema 3.2 está demonstrado para polinâinios simétricosS S
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Logo, como :ll:.cs. o.f C /, temos

>ll: «/ - >ll: (a/ - (A:/:)«J) C .r,
'cs« jaj=,

isto é,

>l: «. «.f c ',
lal<,

C!a(la O'

al =r -- ]

em que a. C F. Repetimos agora o processo para os elementos a.o.f com lal

obtendo

(a./' (AÍ /Í)a./),

1,

>: P. a.f c / (/3. c F).
lal<,-i

Continuando com o processo, obtemos 7/ C / para algum ,y € F, ' # 0. Como car(F) = 0,

temos ./' C /, o que é uma contradição.

A menos da notação, podemos suf

q= f (\2hf ( l

id e (i.j) (12) e temos então queor que 'r

Lema 3.4 Módulo l o polinõmio g -- J (12)/ é wma como nação /{near dos po/{nómáos

rO (at,Z,,z2)E, em gue grau(b) $ 2,

ri0 1(«-,Z,,«,) («,,b,c*:)l.E, .m g«. -E á «m p«d«fo 'í' op.«'Z.«. «-«/Zip/{«ção â

dure ta R.;., grau(b) = 2 e grau(c) 5; 1, ou grau(b) = 1 e grau(c) 5; 2.
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Prova. No que segue, a mesma letra E será usada para indicar vários produtos distintos

de operadores multiplicação à direita.

Pelo Lema 3.3, podemos assumir que / tem a forma (p2), ou seja,

.f = (a,b,c)R,:. . . . R,.*, em que grau(a) = 1, grau(Z,) 5; 2, gra«l(c) $ 3 e ii < . . . < {k.

Provemos que zi ocorre em (a,Z,,c). De fato, se zi não ocorre em (a,Z,,c), então temos

./'=(a,b,c)ai.Epoisii <...<íx;. Sebe f j temos

(«,z;«j,c)Z-E (ED(.,=Í:«-,c)«jE

(«, ':«: , ')R,,E.

Se a = zi, Z) - =j e grau(c) $ 3 e c não depende de zi, então temos

(«:,«j,.)«:E (g) l--(z:,«j,«.)c-(c,,j,«-)«;lE

(y) l-(«-,«j,,.)c+(,:,«j,c)«;lE

(«: , #j, c)E - 2P(«: , ,j, ,:)E.

Notemos quc a última igualdade é válida pela identidade (3.5), aplicada quantas vezes for

necessário. Assim ai ocorre em (a, b, c).

Em seguida, se z2 não ocorre no associador (a,b,c), então provaremos que a = #i

ou c depende de zi. De fato, se grau(b) = 1, considerando b = zi, temos

(.,«:,c),,.E (y) l-(z:,c,«) -(c,«,,:)l,:E

(y) l(«-,«,c) («-,c,«)l«,E.

Notemos que, se o grau de c foi 3 em (#l,c,a), por (3.4) podemos reduzi-lo a 2. Agora,

}lzl



se grau(b) = 2, considerando b = iz{, temos

(«,«:«.,c)*,E (y) l-(«:«.,c,«):«,(c,«,«:«:)«2lZ

(=) 1-(«:«.,c,«):«, +(«:,«,c).«:a. +(«:,:,«,«,)cl-E

(yO l(«,c,«:«{)«,+(-,,«,c).«:«: -(«,,«, «:«.)cl-E

(T)(.,c,,-«;)E + 2(,:,a,c).E - 2'(«,,a,«-«:)E.

,o depende de zi na parcela (a2,a,c)E, então, pelo caso anterior,c nIXubÇlllub U uç bç

temos a :: zi .

Se .f Z,, c)«2.E, e«';o

g ,b,c)z, -(z,,b,c)a:lE (g) (z-,Z,,z,)cE.

Agora, suponhamos que / = (a,b,pzi)z2E ou / = (a,b,yzi.z)z2E. No primeiro caso

temos

(a,Z,,p«:)«,E ''y' -(-,,Z,,.).p«-E(p«-,Z,,,,).-E

(y) -2(:«,,z,, «)p.«-.E(p«-,z,,«,)«z

(y)(«:,b,p«:-)aE - 2(«,,b,«)p.«:E

(12) ./'

(«,, b, P«-)«E -(«-, Z,, P«,).E - 2(.,, b, «)P.*-E+ 2(«-, Z,, «)P.«:E

2l-(.,, ó, .)«- +(,:, ó, «)«,lpr +(,,, ó, p-:)«z -(,:, z,, p«,).z

2(,:, ó, «,)«.p-E + 1(-,, ó, p«:) -(«-, ó, p«,)l.z,

65

(3.14)

(3.2)



que é uma combinação linear de ({) e (ii). Vejamos que o mesmo ocorre com o outro caso

Temos

(«, Z,, y«- .;)«,E («, Z,, y«-.,)«,.E +(«, Z,, «:.y;)«,E -(«, Z,, «-.y.)«,E

(«, b, «:.g,)«,-E +(., b,(«:, y, ;))«2E

(«, z,, 3/,.«:)«,-E+ ](«:, v, ,).«ó]«,z - ](«:, g/, ;)z,.«]«,z,

Assim, temos a forma (íi) para grau(Z,) e grau(c) menor ou igual a 2. Se

grau(b) = grau(c) = 2, pela forma linearizada da identidade (3.16), temos

e observamos que este caso está reduzido aos casos anterioresS Sr

= P T';lll l r' l ==

1(«-,zizj,"k«l.«,)(a,,aizj,at«l.«:)l.e = 31(«-,«i«j,a,).«kzil.E

(T) 61(«:,«.«j,«,)«*.,.]z,

que é um múltiplo do monâmio (i)

Agora, consideremos g como no Lema 3.4. Temos que g é simétrico em z4, . . . , z",

logo, podemos considerar #4 = . . . - #. = y e denotar g(31, . . . ,Zn) por g(zi,z2,y), ou

que existam duas variáveis anel-simétricas (digamos za, =4).

Se g = g(zl, a2, y), afirmamos que pelas identidades (3.17) e (3.18) g é combinação

linear dos seguintes polinõmios:

(i) («-,v, ,,)/q'',

(11) («-,g, y«,) («: , p, v« -)xl;''
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Pelo Lema 3.4, g é combinação linear dos dois polinõmios acima e também dos demais

listados abaixo:

(i) («-,y',«,)R;'',

(ii)(«-,y', y:«,) -(«,,g',y«:)R;';,

(ni)(,:,y,y'«,) -(«,,y,y'«:)R;''

amos o que ocorre com (i). lemos

(«:,y',,,)a;'' (yn l-(«-,p,«,)v+(,:,v,v«,)(«,,v,3/«-)lx;

-(a:, g/, -:)R;'' + 1(«., 3/, y«,) -(,,, 3/, y«-)IR;'',

que é combinação linear de(1) e(11). No caso(iii), temos

l(':,g,y'«,) -(',,y,v'«-)la;'; (2o ;(":,v, ",)z/'x;''

+ l(«:,w,p«,)(«,,y,v«:)lvx;';

(=) 3(«:,g,«,)R;';

+ l(«:,z/,v«,) -(-:,v,3/«:)lx;'',

vd

4

que da mesma forma é combinação linear de (1) e (11)

Linearizando (3.17), temos

1«-,y:,«:)g: +(*-,z/:,,,)g/: + 2(.-,z/:y,,,:) ,y:,w:«,) -(«:,z/:,v,«-)

+(«:,g/:,y-«2) -(«:,g:,3/-«-),

67



ç õuuõt,it,ui.uuu yl pui y ç y2 pui 1/ 9 uuuç.l.liuõ

(«:,y,,,)3/'+(,:,g/'.«,)y+2(«:,yg',«,) y,y'«,) -(«,,y,y',:)

+ («:,y',y«,) - («,,g',y«-)

2

IU""-'' \u''/ ' \u'u/ }

2(,:,y,a,)y.y+ 5(«:,3/',.,)y ,y,y'n,) -(-,,g,y'«:)+(«:,g/',y«,) -(«,,y',g/«-),

e por (3.18) e (3.5), obtemos

2(«: , y, 3,)y.y + 5(,:, y', «,)y

Pelasident temos então

y«-)ly) (,,,y )U '' \.'' .1 9 .y } '' .ó./-y '-y l L\."'' 1 9 .y ) .y vz

+ (-:,g',g,,) - («,,3/',y«-)

Segue então que

(Z-,y',yz,) -(z,,g/',y«:) y',z,)y -(z:,g/,-,)g/.y - l(«:,V,V«,) -(a,,y,y«-)ly.

Assim podemos passar ao caso (ii). Temos

1(:«., y', y«,) -(,,, y', V«:)IR;'; y', «2)R;''('-, y, «,)B;';

1(--, y, g/«:)(.,, y, z/«:)la;''

Substituindo(ai,y', a2)R;'' pela combinação linear de(1) e(11), já obtida, temos

1(:«,,P',V«:) -(,,,P',P«-)IR;';,Z/,V«,) -(,,,V,y«-)IX;'' - 6(,:,y,z2)R;'3,

que também é combinação linear de (1) e (11).
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Portanto,

g(«:,«,,y)(«-,v,«,)x;'' + Pll«:,y,z/«,) -(«,,y,g/«:)IX;''

(2:n(a-+ P)(«:,V, :«,)E;''+ PI(«-,W:,«,)R;'',

isto é,

g(«: , «2 , 3/) a(«:,y,:«,)R;'; + PI(«:,V', -,)R; '

Fazendo ai :: e + u, y = e + D e z2 = e, temos

(«:,y,«,) - (' + «, ' + «, .) - ;«,

e

(,:,y', «,) + «, (.+ «)', e) «,e) 0

Logo, g(e + D, e, e + u) = ?uR:;u3 . };g;Íu # 0, para a # 0. Se a = 0 temos /3 # 0 e logo

g(e, u, e) = i;g7u # 0. Portanto, não podemos ter o caso g(#l, z2,y).

Portanto, podemos assumir que g = g(31,z2,#3,#4, - - . ,a.) é um polinõmio anti-

simétrico em ai,z2 e a3,a4. Afirmamos que, qualquer que sqa o caso, temos

g(zl,#2,=3,a4, , «.) - «[(«-, «;, *,)«. («- , «-, «,)«;lE,. R'. (3.21)

Primeiro analisaremos o caso em que grau de g é igual a 4. Notemos que, pelo Lema 3.4,

podemos ter g como combinação linear dos seguintes polinõmios:
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(q:) (-:,«3,",)«. («-,«.,«,)«,,

(q,) l(«-, «;, ,,«.) («,, -;, *:,,)] [(«:, «.,«,«;) («:, ,.,«:«;)]

Entretanto,

(«-, «;, «,3.) -(«,, «3, *:"-) -(«:, *., «,:«;) +(«2, «.,"-«;)

(=) 3(«:, -;,«,)«. - 3(«-,«.,«,)«;,

que é múltiplo de (qt). Logo, g é da forma

g(,:,«,,#;,z.) «.,«,)«. (*-,*.,-,)*,],

ou seja, g tem a forma (3.21) quando grau(g) = 4. Suponhamos que grau(g) ? 5.

Notemos que a3, a4 não podem aparecer ambos fora do associador, pois pela identidade

(3.5) podemos transformar ((a,b,c)z3.z4)E em ((a,b,c).z3z-).E e pela anui-simetria

temos que este termo é zero. Portanto, pelo Lema 3.4, temos que g é uma combinação

linear dos seguintes polinâmios:

(«-) 1(«:,«;, ,2).«.«. («: , «. , «,).«.«:lz,

(,,) {(«-,«:,', «,«.) («, , «;«;, «- «.) («:, «.«:, «:«;) +(«,, «-«i, «-«;)}-E,

(,,) {1(«:, «;,".«..«,) («,, «., ".«;.« :)] 1( «- , :«- , *,-'f.#, ) («, , *., '3''."-)llE,

(,.) {l(«-,«;,z.-,)(«,,a.,«.«-)l [(«- , «- , «;«,) («: , «- , ,;«- )l} E

70



(,;) {l(;«:,Z{«j,:«;«,) --(«,, «{Zj,z;#-)l:«. -- l(«:,#;

(«.){1(«:,«3«;,",)«. -(«:,«.«:,«,)-;llZ,

(,7) {l(«:,«3,"'"j «,) -(«,,«;,"'«j.«:)l,, - l(«:,«.,":,j.«,) -(«,,«.,":«j.«:)l«;l-E,

(,8) {l(«-,«:,";«j.«:) -(«,,«:,";«j.«:)l«. - l(«-,«:,"'«j.«,) -(«,,':,",«j.«:)l«;}.E,

(«9) {1(«:,«:,«,«,)«- -(«,,«:,«;«-)«-1 - 1(«-,«;,:«.«,)«; -(«,,«:,«.«-)«.11z,

(«:o) {l(«-,«;,*{«2) -(,,,«;,«.«:)1«. - 1(«-,«.,«.«,) -(«,,«.,.:«:)1«;JZ,

(,::) {l(«:, «,«;,«j«,) -(«2, «3«:,"j":)l«. - l(«-,«.«', «j«,) -(«,,«.«',«j«:)l«;lZ.

Víamos o que ocorre com (r4). Temos

{l(«:, «;, «.-,) -(«,, «., «-«-)1 - 1(«-, «., «;«,) -(«,, «,, ,;«:)11x,.z

(g) 31(«-,«;,«,)«. -(,-,«., «,)«;1x.:.z

31(«-, «;, -:)«..«i -(-:, -., «,)z;.«{lE

(=) {1(":,";,,,)."'"' -(":,"-,«,).";"'1-E

e é múltiplo de (ri).

Agora, vejamos o polinõmio (r5)

1(«-, «;,j, «;«2)«. -(«:, :«.,j, ,.«-)«, -('-, ,;-j,,.«,)«; +(«:, '.,j, ,.«-)-,IZ

(=0 {(,:,«.«.,«;«,) -(«2,«.«',-.«-) -(,:, «.«;,«.*:) +(«,,«.,;,«.«-)}R,,E
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(*,nj , z4z2) ":"j , -.« :)l«;} -E

qu

Temos



e obtemos um polinâmio da forma. (r2), a menos do sinal.

Notemos que, pela identidade (3.3), o polinõmio (rõ) é identicamente nulo

Em seguida, vejamos como se comporta o polinâmio (r7). Temos

{l(«:,«3,":"j *,)(«:,«;,a;*j.«:)l«. - l(«:,«.,":«j.«,) -(*:,a.,"'«j.a:)l:«;l-E

{l2(.-, «;, «,).«.«j+(,:, z:«j, ,,),31,, - 1:(«:, «., «,).«;«j+(«:, -;«j, «,),-l«3lE

{21(-:, «;, «,)(«;«j).-.(«-, *,, «,)(«;«j).«,l

1(«:, ,f«j, z,)z;.a. --(z:, -izj, «,)z..«;lJE

{l(--, «;, «,).(«.«j)«.(«-, «., «:).(«í«j)«;l

1;1(--, «:«j, «,).«.*.(*-, «."j, «,).«.«;llz

{l(«:, «,, «,).(*.«j)«. -(«:, «., «,).(:«;«j)«;l

{(=:, «;."i"j, a,z«) --(#,, n.."ÍZj,a:=.) --(#:, «..';''j, z,«,) +(z,, «-.";".j,.-«3)}E

-2ll(«:, «.«j, «;:«,) -(*,, «;«j, ,;«-)l«. - l(«-, «.«j, *.«:) -(.,, z.«j, -,--)l«.}.e.

(3.8)

+

(3.5)

+

(3.20)

(3.4)

Logo, (r7) é um múltiplo do polinâmio (rs), que já foi reduzido acima ao polinõmio (r2)

Vejamos o polinõmio (r8). Temos

{l(«:,«;,";«.f.«,) -(«,,,;,";«j.«-)l«. - l(:«-,,:,"'«j.,:)(«:,«:,"'«j.z-)l«.}z

{l2(,:, «., :«,).:«;-j+(,:, «;«.f, «:),:l-- - l2(«-, «., «,).«-«j +(,-, «-'j, «,)';l«;}.E

{21(.:, «., «,)(,3*j).«. -(«-, «:, «,)(«.«j).«31

(«-, «;,j, ,,)-..-. -(«:, «.«j, -,),;.«.}E

{21(«:, «., «,)(«.«j).-. -(«-, *., ,,)(«-«.f).«;l

(3.8)

+

[3.3)



+

(3.5)

+

(«:, «;«{, «,)«j.«. -(«-, ,.«., «,)«.j.:«;}.E

{(«:, «., «,).(«;«j)«- -(,:, «:, «,).(z.«j)«.

1;1(«-, ",":, «,).«j«. -(«:, «.«:, «2).:'j«,l}.E

{(":, *;, «,)I",«j.«' - "'«j.«;l + ;l(«:, ";«., .,).«j«. -(«:, «.":, «,).«j«;ll-E

{(«:, '., -,)l«;«j.«' ",.«j«-l+ l;l(«:, «;«;, «:).:'4"j -(":, "-"., ,,).«;«jl}.e

{(«-, «:, «,)(«., «j, «,)+(«-, «;«;, z,).-.«í -(,:, «.:«;, «,)«;.«jllz

1(«:, «;a:, «,)«, -(«:, «.«;, «,)«;lR,, z.

(1.1)

(3.5)

(3.15)

Portanto, o polinâmio (r8) é da forma (r6), que reduzimos a zero acima

Víamos como ficam os polinõmios (r9) e (rio). Temos

{l(«:, «., ,.«:) -(«,, .;, .;«:)1«. - 1(«:, .., ,.«,) -(«,, «., ,:«:)1«3}.E

{('-, «;, «,«.)«- -(«,, «.,«-«;)«. + 3(z-, «3, #,)«:.«. - 3(,:, «:, «,)«;...

(«-, ,f, «:«.)«;+(#,, ,;,«:«-)«; - 3(«:, ,-, -,)«..«. + 3(«-, «:, «,)«..-;JE

{l(«:,z., «,«;)-. -(*,, ,:,«-«;)«.1 - 1(«:,*;, *,«.)a3 -(«,,.;,«-«.),;llz

1;11("-, ",, «,).«.«. -(«-, «-, «,).«.a,l + l(«:, -:, «,).«.«; -(':, ":, .,).«3«.llE

{l(-:, «{, «:*;),. -(«,, ..,«-«;),,1 - 1(«:, «., «2"')z, -(«,, «:,«:«.),.llz

1;1(":, ";, «:).".«: -(':, '., ,,).';«.jE,

(3.7)

(3.5)

+

(1.1)

+

asSlln,

(':.) - (',) - : ('-)
73



Por outro lado, temos

{l(:«:,:«.,«;«,) -(«,,«;,«3"-)1,. 1(«-,«:, «.*:) -(,,,,:,«.«-)1«;1z

{l(«:, «;, :«,)«: + 2(«-, «;,:, «,) +(,-, «;, «,)«, -(«-, «;, *.«,) +(«,, «3, #'":)l«,

1-(,:,«.,«,).: - 2(«:,-;,.,,,)(«:,«:,«,)a- +(.-,«.,«;«,) -(«,,-.,z.-:)l,;lE

{l(--, -;, z,)a..'. -(,:, «,, «,)«..«;l + 21(z:, ;«;«;, «,)«- -(«:, :«.-,, *,):«;l

1(«:, «., a{«,)«. -(«,, .;, ,;«:)«- -(a:, «., z.«,)«;+(-,, «., «:«-)«.ll-E

{;l(":, ",, «,).";". -(«*, «., «,) ";",1 + 21('::, «;«:, ,,)«. -(«:, ';«., «,)«;1

l(':, ';, a{«,).. -(«,,.;,.;,:)«. -(«:, ,., «.«,)-. +(«2, «,, ';«:)«;llz,

(3.17)

+

(3.14)

l
,:)2

(3.5)

assim

(,-o) + (,,)

Porta«to(,9) = --{(,:) e(«:o) =(,-).

Na seqüência, vejamos o que ocorre com o polinõmio (ril). Temos

{l(«-,«;«í,«j«,) -(«,,«;«:,«j«-)l«. - l(«:,«.«',«j«,)(*,,,.«',«j«:)l=3lE

{l(«:,aizj,«:«,) --(:«,,«{«j,«:z3) +(z-,«;,a,).:«i«j --(a:,zj,«,).*; l«-JZ

{l--(«-, *f,j, ,,«.) +(,,, ,:«j, «-*.) -(,:, -., «2).«;«j+(,:, ,j, ,,).,.«.l«.}-E

{l(«:,«;,j,,,«,) -(,,,«;'j,«:«;)l«. - l(«:, «.,j,*,«.) -(,,,«.«j,,:)lz3lE

{(.:, «., a,)(«.,j).,. -(*-, «., «:)(«{*j).«;

(«:, ,j, ,,)(«.«i).«; --(«-, «j, ,,)(«;«{).:«.}.E

{l(«:, «.,j, z,«3) -(,:, -;,j,,-«3)l«. - l(«-, «.,j, «,«.) -(«:, «:,j,z-a-)lz;l-E
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+

+

+
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+{("-,";,«2)(";"j)."' -(":,"',.,)(";'j).";+ i(":,"j,«,)(*',"',-;)}Z

(Uq {l(«:,«;«j,«,«;)(*,,«:«j,«:«3)l*. - l(«:,«;«j,«,«.) -(*,,«;«j,«-«.)l«;lz

+{(a-,«.,z,)(«i,j).a. --(«-,a.,«,)(«fzj).«;lE

( ) {l(«:,«:«j,«,«.) - («,,«.«j,«-«;)l«. - l(«-,«{*j,"

+- l;{(«-, «;, «,).(":"j)«- -(«:, «., «,).(".:"j)",}E

(=Q {l(«:,;«;«j,«,«;) -(-2, «.Zj,«:«;)j«. - l(«-,«:«j,«,«-) -(«2,«.«j,«:«.)l«;lE

+ ;{(":,"; "'"j,«,«-) -(«,,',3.";"j'«:«-) -(«:,«..":"j,«,«;) +(",, "..";"j,«-«;)}-E

(y) {l(«:,«.;«j,«2";)(«,,«.«j,«:«;)l«. - l(«:,«.«j,«,«-)(«,,«.«j,«:«.)l«;lz

+ {(«:,«.«j,«,«4)«a(*,,«:«j,«:«.)«; -(«:,«:,j,«:«,)«- +(«,,«;«j,«:«.)«.}E

(=o {l(«-,«:«j,«,«;) -(«,,«:aj,«:«,)l,. - l(«-,«;«j,«,*.)(«,,«.«j,«-«.)l«;lz

+{(z:,«:«.,-,«-) -(«,, «:«.,«:,,) -(«:,«.«.,«,«;)+(«,,,.«',,:«;)}R,,E.

Logo, escrevemos o polinõmio (rli), a menos da comutatividade, como combinação li

dos polinâmios (r5) e (r,).

Até agora, reduzimos os ll possíveis polinõmios aos polinõmios (ri), (r2) e (r3). Na

sequência, mostraremos que estes polinõmios são da forma (3.21). Começando com (ri),

temos

1(«:,z,,a,).«.«f -- («:,«.,«,).«;:«ilZ (=) 21(«-,«,, «,)«..={ -- (z:,«.,*,)z;.file

21(«:, «;, «,)«. -(-:, «., «:)«;1R,..E

21(«-,«;,«,),. -(-:,«.,«:)«3lR,. . .R,.

ntidades(3.5),(3.14) e(3.15) são aplicadas várias

,«.) («, ";"j , *:..)l«;lz) wl

near

Notemos que na última igualdade aside
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vezes para obtermos um polinõmio da forma (3.21). Seguindo, notemos que o polinõmio

(r2) é igual ao polinâmio que aparece no primeiro membro de (3.20) com g/ = #{, logo,

{l(«-, «;«:, «,«-) --(«,, -;«;, «:«-)1 - 1(«:, «.;«{, «,«;) -(«,, «-«:, «:«;)11-E

1(«:, «;, «,).«-«; -(«:, *.«:).«;«:1-F

(=) 21(«:,«3,*,)«- -(,-,«,,,,)*3lR,.E,

e também temos que (r2) é da forma do polinõmio (3.21). Vejamos o polinõmio (r3)

Temos

{l(«:, «;, ",«;.«,) -(«2, z;, "-«..«-)l - l(«-, «., "'«;.«:) -(«,, «-, "3";."-)llE

(2:q 21(«:,«;,«,).«.«: -(*:,«,,«,).«;*:1z

(=) 41(«-,«;,«,)«. -(«:,«.,«,)«;1x,.z.

Logo, (r3) é da forma do polinâmio (3.21).

Provámos então que g tem a forma (3.21). Para terminar a prova do Teorema 3.2,

fazemos i= 3-e, =2-z4'u e zs=...=z.=e em(3.21). Obtemosclli:Tufo.
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