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Resumo

Em 1841 Delaunay provou que se roíamos uma cónica sobre uma rega num plano e em

seguida rotacionamos, em torno desta teta, a curva descrita por um dos focos desta cónica,

obtemos uma superfície com curvatura média constante. Nesta dissertação estudamos o

mesmo problema no espaço hiperbólico, com base nos trabalhos de ICDI, IBI, IHI, ISI e

leal

Abstract

In 1841 Delaunay proved that if one rolls a conic section on a lhe in a plane and then

rotates about the lhe the trace of a focus, one obtains a constant mean curvature surface

of revolution in R3. Here we study the some problem in the hyperbolic space based in

works due to ICDI, IBI, IHI, ISI e leal.
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Introdução

O objetivo desta dissertação é fazer, no espaço hiperb(51ico, o mesmo estudo feito por

Delaunay no espaço euclidiano.

No primeiro capítulo damos os modelos para a Geometria Hiperbólica e os conceitos

básicos desta geometria, como suas geodésicos, seus círculos, suas curvas equidistantes

e seus horociclos. Isto é feito através de ICDI e ISUI. Também fazemos o estudo da

trigonometria hiperbólica, através de IRI.

No segundo capítulo estudamos as superfícies rotacionais esféricas com curvatura média

constante no espaço hiperbólico, caracterizando-as pelas suas curvas geratrizes. Este

estudo é feito através de IBI.

No terceiro capítulo este mesmo estudo é realizado com outro enfoque: as curvas geratrizes

são vistas como curvas descritas por um dos focos de cónicas quando as fazemos rolar, sem

deslizar, sobre uma geodésica. Este estudo é feito através de lnl, de ISI e de ICAI. Este

capítulo tem como objetivo principal a demonstração do teorema de Delaunay no espaço

hiperbólico que afirma que se roíamos uma cónica sobre uma geodésica e observamos a

curva descrita por um de seus focos, a superfície gerada pela rotação desta curva em torno

da geodésica tem curvatura média constante



Capítulo l

Considerações Básicas sobre a

Geometria llliperbólica

1.1 Variedade Riemanniana

Definição 1.1. Soam A/m e N" uar idades dll/erencááoeás. U'ma ap/{cação dllferencááoe/

p \ M -+ N é uma imersão se dpp : TpM --+ T.pl.p\N é injetiua para todo p çi M. Se, além

disto, \p é u,m homeomor$smo sobre \pÇM) C N, onde .pÇM) tem ü topotogia induzida por

N, diz-se que M é uma subuo,piedade de N

Definição 1.2. Uma méfrÍca Ráemannáana em ama oar edade dll/erencjáoe/ M é uma

correspondência que associa a cada. ponto p C M \Lma forma bilineat si'métrica, posi-

Liua de$nida, k. )p, no espaço tallgente TpM, que Daria dilerenciauelTnente no sega,lute
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sentido: se tp l U C W." --» R/l é u,m sistema de coordenadas locais em totrlo de p,

«mg(":,...,,.) -qcp(U) . ãt(ç) . ,o,l,o,...o), '"fã' < ãÊ(ç),ãt(ç) >,

giiÇ=X,...,=,3 é umü junção diferenciáuet em U. As funções gii são cha.nadas ex-

pressões du vn\étticü Riemanniana, no sistema de coordenadas y . U C W," --+ M. Utnn

pari,idade dijerenciáue! com IMIta da,da métrica RiemanniaTlü ch,ürTtü-se 'üma uatiedade

RáemannÍana.

1.2 O Espaço de Lorentz L4

Consideremos sobre R4 a métrica de Lorentz

g.:(a,y) --zog/o + ziyl + z2g/2 + z3y3,

com # = (ao,ai,z2,z3) e y = (Z/o,yi,y2,g3). Observamos que ela é uma forma bilinear,

simétrica e não-degenerada de índice l sobre R4

Denotaremos por L4 o pai (R4,g i), que chamaremos espaço de Lorentz.

1.3 A Clonexão de Leva-Civita de L4

Definição 1.3. Soam V. W C X(L') rconyunto dos campos de uetores de c/asse C'" em

L4) e f C J: \L4 ) (anel das funções re«is de classe C- de$«-idas e« L4). De$ni«üos o

«/cÀ.f. IV, U''l c x(L') p./« «p«ã.

lv. w}(/) }'(wl/l) - n'(}''1./1)
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se,zdo }'l./l = }1::::: uiãilp./, a deráuada de ./' na dÍreção de v = E!;:

Definição 1.4. Uma conezâo a#m V em L' á uma ap/ilação V' : X(L') x X(L') que

satisfaz as seguintes propriedades:

1. 'yJx-+gvZ -- J'VXZ -} g'qYZ

2. vx(}'' + Z)

3. Vx(/y) }' + X(/)y,

.«d. X,y, Z C X(L') e/,g C /(L').

Teorema l.l. .lü;ásfe uma zínáca conexão a!/im V' em L4 Za/ que

.r. IX,}''l - VTX, p«« l.do X, }'' c x(L')

2. Xg-:(y,Z) = g-:(Vxy,Z) +g-:(y, VxZ), p«« l.d. X,y,Z c x(L')

V cí denominada conexão de Leva-Civita de L4

Z)emonstração. Ver ICll. n

1.4 Geodésicos de L4

Definição 1.5. Seja 7 : / C R --} L4 uma cura;a de L4. Z)ázemos qKe "y é uma geodéb ca

de L4 se, e some7zle se, V,.,/'y' ;= 0.
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Não é difícil verificar que as geodésicos de L4 são retas que estão definidas para todo

parâmetro í C ®. Ou seja, L4 é uma variedade geodesicamente completa.

Definição 1.6. Uma suóoar idade M de L4 á fofa/mente geodélsÍca se foda geodésica de

M é geodésica de l.J4 . Equiuatentemente, umü subuariedade é totalmente geodésica, se toda

geodésica de L4 , tangente a esta subuariedade em um ponto, está totalmente contida nesta

sub ariedade.

1.5 Isometrias de L4

Definimos por Oi(4) o conjunto dos operadores lineares invelsíveis O : L4 --> L4, tais que

g-i(0(u), 0(o)) = g-l(u, u), Vu, u c L4

Um elemento O C Oi(4) será chamado de transformação ortogonal de L'. Oi(4) assim

definido é um grupo relativamente à composição dos operadores.

Teorema 1.2. 4s seguintes aármações são eguát;a/entes

/. 0 c 0- (4)

2. O /.« ó«. o,foro,ma/ {ei} .m wn;« a o,*o«o,«.a/ {0(ei)}, co«.

g-l(eio,ef.) = g i(O(eÍ.),O(e{.)) = --1, para a/gum io C {1,2,3,4}.
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Z)emonstração. Ver ISUI

1.6 0 Espaço Hipe

Tomemos a hipersuperfície de L4

ms(-1) z:,,,,*,) c L'/g-:(z,z) «o > 0},

na subvariedade de dimensão 3 de La, denominada espaço hiperbóli

dimensão 3.

Tomemos a parametrização de IHF(--1) dada pela projeção

z : ]Er(--1) ----} R'

(«o, -:, «:, z,) -} (,-, «,, .;)
a carta para IHl3(--1)

r-: : R; ---+ ]n3(--1)

(ZI, a;2, Z3) F--} (#O, 31, =27

. - v'«? + «! + ,g + í.
Temos

a-;:u;- ' , i- i,2,3, v,.n;(-0,

sendo {Ui, U2, U3} a base canónica de IR3 e {ãi;, ãa , a ] base de TPIHP

-ze- = (--p:=--:1:L::----=, 1, 0, 0) c L'a"- ~.../;T;;?l:';

rbólico

que e u] co

léumSuainversa 3

«;)

onde

Z

1) tal quel
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ã= ' ( 7;{.i:; + ;Í+l:' O, 1 , 0) c L',

}l;- = (-?;i..íilh. ;ii+T' o, O, i) c L',

e sendo ((p) = p a normal unitária a TPIW(--1) no ponto p.

O operador dc Weingarten associado a { é .4€(X) = (\7xO7', onde V é a conexão de

Leva-Civita de L' e X C X(iW(--1)).

Temos, para { = 1, 2, 3

'.(á) - -''*'«.,,:,,,,«,»' - -'óíG: ün ) )l,...) -

Logo

(.4€). = --idTpM(-1)-

Chamando ãe R o censor de curvatura de H;(--1), a equação de Gauss fica:

g-:(R(X, }'')Z, T) g-:(Áy,z)g-t(ÁX, r) - g :(HX, z)g.-(.4y,7') =

g-:(-y, .Z)g--(-X, T) - g-:(--,X, Z)g -(-y,T)

':É(g.:(y, z)g-:(x,T) - g-:(x, z)g-:(y,r)), vp € M(-i),
VX, y, z, T c %W(-i).

Então.

g-:(#(-.Y, y)X, }'') .(-g--(y, x)g-:(x, y) + g--(x, x)g--(y, }''))

g -(XAy,XAy), VpclW(-i), VX,ye%W(-1)

10



Logo, a curvatura seccionar do p]ano gerado pe]os vetores -V, y, tangentes a ]Ell3(--1) em

p é --l. Ou seja, o espaço hiperbólico Ifl3(--1) tem curvatura seccional constante igual a

l

1.7 Isometrias de ml3(--1)

Para descrever as isometrias do espaço hiperbólico usaremos a seguinte

Proposição 1.1. Sejam ./',g : À/ --} Ar isometrias da uarÍedadc #áemannáana coneza A/

na variedade Riemanniana N. Se existe um ponto p C M tal que f(pà -- g(.pb e dlp -- dgP)

.ntã. f = g.

Z,)emonslração. Vel ISUI

D

Proposição 1.2. 4s isometrias de H;(--1) são as ap/{cações O C O:(4) que deázarn

á-«á-te . «ny-ío m'(-1) (po,p:,p,,p.) C L'/Po > 0,g.:(P,P)

Z)emonstraçâo. Ver ISUI D

Indicaremos por Of(4) o conjunto das isometrias de IHl3(--1)

11



1.8 Outros Modelos da Geometria ]liperbólica

1. A bola unitária de Klein é dada pelo conjunto

@'(1) {(#, g/, z) c R3/a2 + y2 + z2 < 1},

(l - z'- g' - ;'y

2. O modelo de Poincaré é dado pelo conjunto

la«' + a3/' + a,')

B;(2) ={(a, 3/,z) c R;/a'+ y' + z' < 4},

munido da métrica

'«' - @.;J';,.ww«' -- '«' + ',',.
ior é dado pelo conjuntoO gemiespaço super

iKi ' '((z, y, z) c R3/z > 0},

munido da métrica

a.'' - 3W«' + av' + a;D

Observamos que o modelo do hiperbolóide é muito utilizado para efetuar cálculos, que

muitas vezes são mais simples, pois a conexão de L' , na métrica considerada, é a derivação

usual. Já o outro modelo IKi permite uma melhor visualização dos objetos geométricos

nele contido. Por esta razão e pelo fato de que os modelos são isométricos entre si,

12



optamos por trabalhar com o modelo R:.. Vamos, a seguir, enfatizar apenas a isometria

que escolhemos para utilizar neste trabalho, sendo que as demais estão bem detalhadas

emjSUI.

1.8.1 :son-etria e«tre KI. e M;(--1)

Para construirmos um difeomorfismo @+ entre ]Er(--1) e R; e a métrica induzida de iKi

daremos os seguintes passos: primeiramente ]evaremos (]EF(--1),g-i) isometricamente

sobre lly(1) munido da sua respectiva. métrica; em seguida, passaremos para o conjunto

S(Uo,l)- -{(zo,z:,«2,';) C S(Uo,1)/0 $ 3 < 1}, onde S(Uo,l) = {(ao,«:,«,,«;) C

R4/a2 + z2 + z2 + aç3 ' 1}, fazendo a seguir uma rotação deste conjunto para, finalmente,

através da projeção estereográfica pelo polo norte atingirmos Ri. Seja é+ : IEF(--1) --> R3.

definida por

é--(,.,,:,,,,-,) ,«,,L)

Temos que é+ é inversível e sua inversa éi' : Ri --> IEF(--1) é dada por

*;'',-,.,,«;, -i ( ,?+,3+,â-i

Derivando, obtemos:

ad'i' l
$:t- - = (':, '-, 1, o),

õ@i -='":,-:,',o,
Élg:. !g+ l -.? -,:+,g-i .. . '
a,, í -"-, -" ,

9 al ) a'2
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Logo,

J

que são os coeficientes da métrica de Ri. Denotando a' = zi, g/ = z2 e z = z3, temos

da' - -l(dz' + dg/' + d.').z'

1.9 A Geometria do Espaço Hiperbólico 1113

1. Geodésicas

Seja a : / C R --} IHl3(--1) unia geodésica parametrizada por comprimento de arco

em ms(--1), conforme a deânição 1.5. Sejam V e V as conexões de Leva-Civita de

L4 e de lFF(--1), respectivamente. Então:

yó à(t) = 0,yZ C / + (VàHà(t))r = 0,Vt C / + (à(t))r = 0, com à(t) €

L',Vt C / + d(t) C L' é normal a Ta(t)]J]3(--1), Vt C / O ]À : / C IR --} R tal que

â(t) = .X(t)a(t).

H ;n 1- n n

g.:(a(t),a(t)) = -1::> g.:(á(!), a(t)) = 0.

Logo,

ou sela,

g.:(À(t)a(t), .(t)) = À(f)g--(a(Z), a(t)) = .x(t) l

14



Consecluentemente, À(f) = 1 e, portanto. ã(f) = a(í), V{ c /

Assim, uma curva a paiametrizada por comprimento de arco é geodésica em ]EiE3 (--1 )

s', ' somente se, â(f) -- a(f) = 0,Vt C /. O« sda,

a(t) jcosh Z)C'i + (sinh t)C'2,

onde ai,C2 € L',t C IR. Impondo condições iniciais a(0) = p e d(0) = t;, com

z; C TpWa(--1) e lul = 1, a geodésica de IHP(--1) que passa por p com velocidade o é:

CY(t) =(cosh t)p +(sinh t)u, t C R,

de onde concluímos que a está inteiramente contida no plano que passa pela origem

e é gerado por p e t; Deste modo, as geodésicos a : / C R --} WS(--1) são as

intersecções H'(--1) n a, onde a é o plano de L' gerado por a(0) e à(0) e que

passa pela origem. Dai concluímos que as k-subvariedades totalmente geodésicos de

IFF(--1) são as intersecções IW(--1) n yt+:, onde y*+' , k = Ç2;{ é um subespaço

2. Esferas Geodésicas

Definição 1.7. Z,)aços um ponto p C IW(--1), Hm ntí«zero rea/ r > 0 e Hm coÜunto

{ui, ..., uk+i}, É = 1,2, de actores orlam-mais em TPIW(--1), o coÜunto

k+l

SP#(', y) - {z(í) -(cosh')p + i:::.(sinh ') Ü o{/t -(Z-,..-,tk+:) € R*'b: \ {0l},

.«de y l«:,...,«..--l . líl E:J f?)ã , é ««,« s«b«,{ed«d. de n'(-1), d. di-

mensão k, chamada k-esfera geodésica de raio r e centro p

15



Observe que para cada vetor unitário u = u(t) = >'i-. Mui em TpIHl3(--1), o pon-

to #(t) correspondente está na geodésica parametrizada por comprimento de arco

'y(f) - (c'sh Z)p + (sinh t)", -d' '(0) = p e '(,) = #(t), isto é, z(t) = exp.(«,u)

Logo

sÍ(«, }'') c b, «:,..-, «*+:l n n:(-1).

Ou sda, Sf(r, }') está contida na (k + l)-subvariedade total

IW(--1) dada por IW(--1) n b, t,i, ..., uk+il.

Além disto, para cada t = (tl, ...,tk+:) C RA+l os escrever

,(t) (cosh r)p + (sinh I')t,i + sinh rS

jtU.t podem

It l

Considerando o (k + l)-hiperplano afim de L4 dado por

)p+(sinh I')oi + it,i, ..., uk+il

vemos que 3(t) C IP*+:, V{ C R*+: \ {0}. Então Sp#(r, y) C IP*+' n n3(--1). Mas,

como S*(r, y) e P*+' OIHl3 (--1 ) são k-subvariedades de IHP(--1 ) e Sf(r, y) é completa,

obtemos

(cosh rS

.$(,, }') p"'' n n;(-i),

ou seja, Sf(r, y) é a intersecção de IEF(--1) com o (k+ l)-hiperplano afim Pk+: dado

acima.

Observamos que Pk+i é ortogonal a p. Logo, só intercepta uma componente

conexa do hiperbolóide, que é a componente {z=(zo,ai,z2,z3)CL4/

g-l(a, z) = --1, zo > 0}.
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Em particular, se b = 1, temos os círculos e se k = 2, temos as esferas do espaço

hiperbólico. Aqui, os círculos e as esferas estão totalmente contidos no espaço hi-

perbólico, pois verifica-se que todo ponto de ambos equidista, na métrica hiperbólica,

de um ponto fixado, que é o centro delas. Em geral, este centro não coincide com o

centro euclidiano.

3. Horoesferas

Definição 1.8. Sda 7Vk+' uma (k+l)-suóoa«{edade tola/mente g«désáca de iW(--1),

k -- \..'2. Tomemos uma, geodésica de Nt:n com ponto i,niciat q C Nk-t\ e, pa,ta ca-

da ponto p desta geodésica, tomemos também Q k-esfera geodésica com centro p

que T)asse por (l. Fazendo p tender Q in$nito, o conjunto limite será denominado

k-horoesfera de Ifl3(--1), k = 1,2.

Seja a : lO,pool-.> M3(--1) a geodésica parametrizada por comprimento de arco,

com a(0) = q, escolhida para fazer variar os centros das k-esferas geodésicas e con-

sideremos campos ortonormais ui , ..., uk+i diferenciáveis ao longo de a, satisfazendo,

para todo t > 0:

«-(z) á(t),g--(«:,«j) . g.:(a(Z),«;(t)) = 0,Í,.j .,É + l

Para cada Z > 0 tomemos.o número real positivo r(t) tal blue expa(t)(--r(t)t;l) = q e

consideremos a k-esfera geodésica de centro a(Z) e raio r(t), dada por:

S:m(,(t), l«-(z), ..., «t+:(f)l) = P*'"'(F, t) n ns(-1),

17



com P" ''(F,Z) =F+ lt'i...-, uk+-l eP =(coshr(1))a({)+(sinhr(Z))oi({).

Assim, fazendo { --} +oo, temos que á(f) tende a uma direção paralela a uma

geratriz do cone zã = }1:1:i :z'? e, portanto, Fk+:(P, t) tende a um (A + l)-hiperplano

afim Xk+: paralelo a. um (k + l)-hiperplano tangente ao cone. Concluímos, então,

que as horoesferas de IHl3(--1) são da forma #*+' n IHl3(--1), onde R*+: é um (k + l)-

hiperplano afim, paralelo ao cone içã :: >1:1111 #? e, reciprocamente, todo conjunto

deste tipo é uma horoesfera. de aF(--1).

Em particular, se À; = 1, chamamos a l-horoesfera de horociclo. No modelo do

semi-espaço superior, temos que as horoesferas são as esferas ou círculos tangentes

ao bordo do.infinito e os planos paralelos ou retas paralelas ao mesmo.

4. Superfícies Equidistantes

Seja N2 uma subvariedade totalmente geodésica de ml3(--1). Então podemos escre-

ver N2 = y3 n IHl3(--1), onde y3 é um subespaço vetorial de L4. Para cada p C N2,

tomemos ?(p) C %M;(-1) tal que

g. :( ,7(P) , « )

Observemos que como ]V é uma subvariedade de codimensão 1, então existe uma

única direção normal 77 para todo p C N. Para cada real d > 0, consideremos o

conjunto

HEIN,d] -- \13.ç~aàlp c NI,

com P«(s) = (coshs)p + (sinhs)77, s C IR, é a geodésica em IFF(--1) parametriza-

da por comprimento de bico que passa por p com velocidade 77. E claro que esta
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geodésica é ortogonal a Ar. Então P~(IR) = IP,?l n IHl3(--1) e HE(.N, d) é o conjun

to dos pontos de IHP(--1) que estão a uma distância intrínseca fixa d de JV. Seja

}'' = (sinh d)77 + V;

Vamos mostr.r, agora, que H.E(N,d) = 7; n m'(-1). Seja P.(d) C #.E(]V,d).

Então #.(d) = (coshd)p + (sinhd)77, onde p C N = y' n m;(--1). Logo, P c y;

e, então, (coshd)p C V3, pois y3 é um subespaço vetorial de L4. Clonclui-se que

P,(d) C (;inh d),7 + 1/: = 7; e, como #.(d) C H;(--1), obtemos 0.(d) C 7a n W(--1)

Portanto, HE(N,d) c 7; n ln'(--1). Reciprocamente, sda q C 7; n M'(--1).

Então qCV'. Ou seja, q=(sinhd)?7+u, onde u C y;. Mas qC Ifl3(--1).

Então g.i(q,q)= --1. Logo, g.i(z;,u)= --cosh'd. Neste caso, temos

g.i(tl=;t' , t' )= 1 g.:(u,o)---l. Ouseja, =1;;l:2cln'(--1) Comopo-

demos escrever q = (sinhd)77 + (coshd) u , onde =;;lÍ;.a € V' ía IU'(--1) - N:,

obtemos q C H.E(.N, d) e 7a n n;(--1) c H.E(.N, d). Isto pro- o r's«ltado.

Concluímos, então, que H.B(N, d) é uma subvariedade de codimensão l de ltF(--1).

Definição 1.9. -ü.E(/V, d) de$nida acima é c/camada superfície equidistante ou

hiperesfera.

Observação 1.1. Temos que y' sempre intercepta as duas componentes conexas

de IEF(--1). Reciprocamente, uma subvariedade do tiPO 7; n m'(--1), onde 7s é

um hiperplano afim de L4 que intercepta as duas componentes conexas de IFF(--1) é

uma superfície equidistante, pois existe y3 n IHl3 (--1) superfície totalmente geodésica

de IF(--1) da qual os pontos de 73 n IFF(--1) distam um mesmo valor fixo d > 0.
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No modelo do semi-espaço superior, temos que as hiperesferas são as esferas que não

estão totalmente contidas em Rj. U a.Ri ou os semi-planos com origem no plano

do infinito. Se o ângulo que formam com o plano do infinito íor reco, obt

planos totalmente geodésicos.

As esferas geodésicos, as horoesferas, as superfícies totalmemte geodésicos e as hi-

peresferas são as superfícies totalmente umbílicas do espaço hiperbólico.

eremos

1.10 [l)igonometria Hiperbólica

Como as relações trigonométricas obtidas nos triângulos hiperbólicos dependem apenas

das medidas de seus lados e dos ângulos entre eles, elas independem do modelo. Neste

caso, escolhemos o modelo do semi-plano superior para desenvolver nossa teoria.

Definição 1.10. CJonsideremos r uma reza /ziperóó/áca, s uma perpendicu/ar a r e P o

ponto de intersecção entre r e s. Em s, de atgvm lado de r, marcamos o ponto Q Q uma

distância hiperbólica d de P. A seguir, por Q trnça7nos um eito t paralelo ao eito de

ri:/erência r. .4 /unção de LobafcàewsAg/ ll : IR+ --} R á dada por ll(d) =medida do ángu/o

entre QP e t.

Teorema 1.3. S©a d como rza de#náção anZerÍor. Então

' ««(H:"
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l

e. ;i«(n(a)) - ;l;:Ê-ã

3. cos(n(d)) = tanh d;

#. t-(n(d)) sinhd

Z,)emonslração. Usando a definição de 11, suponhamos que r é um semi-círculo euclidiano

de centro O e raio l e s é o semi-eixo y+. Sejam z a altura do ponto Q, d = d(P, Q), a

distância hiperbólica e P é a intersecção de r e s.

Como o ponto P tem, é claro, altura 1, então d(P, Q) = d = in z, ou seja, # = e'

Seja R o centro da circunferência euclidiana t. Logo, aQ = y + 1, onde RO = g/, e o

ângulo entre RC? e s é 3. -- 0, onde 0 = 11(d). Assim,

,'+y'
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e

i/''T

Do .ó.QOX obtemos

l

2

3

4.

'.«"- ; -
2z

..«. ',« « - JÜ, ;.:«' ,"':
0

e d

sin0= sin(ll(d))= ' l

coso = cos(n(d)) - ;lT = tanh d.

tan 0 = ta«(n(d)) - ;l?:T - ;i;iã

D

l.lO.l [lYiângulos Hliperbólicos

Conforme IRj, seja s a semi-circunferência euclidiana de centro O e raio l e seja r o

semi-eixo y+. Sejam Á, B e C' pontos de ljl2 como na figura, determinando um triângulo

hiperbólico, tal que d(.A,B) = c, d(Z?,C') = a e d(O,Á) = b, onde d é a distância

hiperbólica. Sejam a, D e { os ângulos entre Ál? e ,4C', BÁ e BC' e C'.4 e C'B, respec-

tivamente. Sejam 3 a semi-circunferência euclidiana de centro O, passando por ,4, e F a

semi-rega euclidiana com origem em Õ e ortogonal ao eixo z. Seja Z) = f n s.
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Soam á = ll(b) e ' = H(c + d), onde d = d(.B,.D). Então â e 7 são como na figura.

Observemos que # = ll(d). Como ó é externo ao aOÁa, temos que .5 = g + 7, onde p é

como na figura. Por outro lado, á = 7 + a. Daí, a = p e (í = a + ,y, ou seja

a + n(c + d) (1.1 )

Invertendo agora o AÁBC' na semi-circunferência euclidiana s, temos um triângulo con-

gruente aquele, também denotado Z\..4Z?C', onde agora a hipotenusa está num semi-círculo

euclidiano de centro O e raio R, como na figura.

Soam ( = ll(b), ' = ll(d -- c), o«de d = Z)(.E, .B n(d) Do AOÁ0 obtemos)



'' l \, l \4 íl ' x-zvÕ.v)

a + n(d - c) + n(Z,)

Observando (lue «- -- ll(d -- c) = ll(c -- d) e subtraindo (1.2) de (l

n(c - d) n(c+ d)
2 2

Daí,

tan a :: ,

e concluímo

tan a =
e'+e''

T ..\.....-n. -... ... r13'\

tan o- =
2coshc

S

9

(1.2)



Assim,

cosh c = cot # cot cl (1.3)

Eliminando, agora, a de (1.1) e de (1.2), obtemos

n(b) n(c + d)
2

e

';-wm, l:l?).!'-('p) . :
"'"*"~"'' ' « . ;;i F4óJ'ü=(üiq

Assim,
sina h

;i"p - :lli= (1.4)

E, pela lei dos senos euclidiana aplicada ao .60,40 inscrito na semi-circunferência eucli

digna, temos

00 R
sin a sin (f

e

sin(i
sin o'

Por outro lado,

";P- Ê'

Como 8 = n(z,), obtemos

cos /3 = sin a cosh b. (1.5)

Combinando (1.4) e (1.5), vemos que

1 = sinh2 b + sina a cosh2 b
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e, portanto,

1 - cosh2 b = :lll:;!i -- cosa a cosh2 b.

Logo,

cos a = tanh b coth c. (1.6)

Usando (1.5) duas vezes em (1.3), obtemos

cos #

cosh c = :ig = cosh a cosh Z,.
COS CY

Resumindo:

cosh c = cosh a cosh b,

que é o teorema de Pitágoras hiperbólico.

Como no vértice Á a expressão (1.4) se resume a

sanha
Sln (} == ; ;

sinnc )

(1.7)

linha tenha
tan a =

sinhctanhbcothc sinh b'

tenha
tan a =

sinhb (1.8)

Resumindo, temos a seguinte

Proposição 1.3. No trÍáng /o retárzgu/o em C' aóaázo são oá/idas as seg antes re/anões

trigonométricas:

/. cosh c = coth a coth #,-
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Q;nh ',

e. sina = :lliÊi-;

3. cosa = sinPcosh a;

#. cos a = tanh # coth c,

5. Teorema de Pitágoras ]lliperbólico: cosh c = cosh a cosh b,

. tenha
6. tan a =

sinhb

Para deduzirmos as fórmulas que nos permitem resolver triângulos quaisquer, procedemos

como na Geometria Euclidiana: dividimos o a..4Z?C' em dois triângulos ietângulos, pela

altura relativa ao lado BC', por exemplo. Seja Z) a intersecção desta altura com o lado

BC'. Temos dois casos a considerar: se Z,) é interior ao segmento BC' ou se 1) é exterior.

Consideraremos apenas o primeiro caso, pois o segundo é análogo, bastando substituir

somas por diferenças nos lugares convenientes.

Aplicando (1.4) nos Z\,4BZ) e Z\,4C'Z), obtemos:

sin 7sinh b sinh .4Z) = sin /3 sinh c
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ou sqa)

sin'y sin P
sinh c sinhb

Fazendo o mesmo raciocínio para a altura relativa ao lado .4C chegamos à lei dos senos

hiperbólica:

sina sina sin '
sinh a sinh ó sinh c

Como cos a = c.s(ó + .) e
. sinh BZ)sin (i =

sinhc
sinh C'Z)

s] n c = ------
sinh b

cos á = tanh ,4 Z) coth c

cos c = tanh ÁI) coth Z)

temos:

''sa

ou seja,

sinh Z)sinhccos a = tanh' .4Z)cosh ccosh b -- sinh BZ)sinhC'Z).(l.lO)

Como

cosh a = cosh(BZ) + C'Z)) = cosh BI) cosh C'Z) + sinh BZ) sinh C'D,

28



sinh b sinh c cos cv + cosh a = tanh2 .4D cosh c cosh b + cosh .BI) cosh C'Z)

Por (1.7),

cosh ,41) cosh C'D e cosh c = cosa .4Z) cosh .BI)

e, então:

cosh BI) cosh 0'Z) = cosh b cosa c
cosh'.4Z) '

que substituído em (l.lO), nos dá:

cosh a = cosh b cosh c -- sinhbsinh c cos a,

que é a primeira lei dos cossenos hiperbólica.

Por (1.6), temos:

«;# -
tanh C'Z)

cos'y ' --i;l;;i;T''

ou sqa,

cos a cos "" -- tanh BZ) t,anh CD BI) sinh C'D cosh b cosh c
"' '' "' ' b tanh ;l

Como

cosa 6 = cosh ,4.Dcosh OI) e cosh c = cosh ,4Z) cosh BZ)

obtemos:

. sinh .B.D sinh CZ) cosh' .41)

cosJ[J cos'7= llllluslllilc

Somando esta expressão com (l.lO), verificamos que

tanh2 ,4Z) cosh Z) cosh c + sinh B.D sinl-
sinhbsinhc

cosh b =

C'l)sinh:,41)inn
cos a + cos /3 cos "y

29
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isto é

cos a + cos /J cos ' = sin # sin '(sinh -BZ) sinh C'D + cosh C'Z) cosh BI))

pois

J ,:-, - g:#

Portanto obt

cos o = -- cos/ecos ' + sinPsin7 cosh a,

que é a segunda lei dos cossenos hiperbólica

1.10.2 'lYiângulos Assintóticos

Triângulos simplesmente assintóticos são aqueles que têm um vértice no bordo do infinito.

Deduziremos as relações destes triângulos a partir daquelas já obtidas para triângulos

hiperbólicos.

Seja o Z\.,4BC' como na figura.

Sda z(t) a geodésica que une .4 a 0 tal (lue Z,o(z(0)) = 0 e lim:-+-z(t) = 0. Se-

jam d(.B,,(t)) «(Z) e P(t) = â«g«lo e«tre ..4.B e B;(t). Sd.m d(.4,,(Z)) = b + t,

limo-.»+«(a(t) -- Z) = a e lim!-.-+«,/J(t) = /3. Da primeira lei dos cossenos hiperbólica,

temos:

cosa al.z) = cosnl.ó + z) cosh c -- sina(6 + Z) sinh c cos a.

Multiplicando ambos os membros por e'f e passando o limite Z --} +oo, ob

e' = eb cosa c -- eb sinh c cos a.

30
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0'

C

#(t)
.(t) '\'\ C'

z(t)

.K \./.L\,U .Lv.E \-LVU L..J\.f.I.IVL.J .[.].].I./\.P] L/vIJ \-fC&} U\..,III\JI)

sina sin P(t)
sinh a(t) sinh(b+ t)

Multiplicando novamente ambos os membros por et e

acima quando t --} +oo, obtemos

sina sino

1.10.3 Quadriláteros Hiperbólicos

Seja g uma geodésica orientada pelo vetor 77 em IHl2 . Defi

Definição 1.11. Z){zemos que um qtzadr /áZero é trí-retángu/o quando e/e lem três óngzz/os

Fetos.

Lema l.l. /Vo quadra/áfero Zrá-reíêngtz/o aóaÍzo, a, b, c e d representam os comer medias

calculando o li

nimos

mire da expressão

/l l o\



hiperbólicas de seus lados

/. sinh c = cosh dsinh a;

2. cosh a = tanh d coth b

Z)emonstração. Sejam z, 0, P e p como na figura abaixo.

Pelas propriedades da trigonometiia hiperbólica, temos:

cosh b cosh c = cosh 3 = cosa a coshd

vu ot.J u}

. , cosh bcosh ccoshd
cosa a.S

cos0=tanhbcoth# e sin0=tanhacothr
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obtemos:

tanh b

Por outro lado,

'.« « - g:.
Daí,

sinh a cosh b sinhc
cosh asinh b sinhbcosh c

e consequentemente mostramos a validade da primeira relação

sinh c = cosa dsinh a.

Para mostrarmos a segunda, utilizamos a lei dos senos hiperbólica

sin({ -- g) sin({ -- #)
sinh d sinhc '

logo,

cos p sinhd
cosa sinh c
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Poroutro lado,colho

cos p = tanh bcoth z e cosa = tanh a coth z,

concluímos, utilizando a primeira relação, que

cosh a = tanh d coth Z)

D

Seja g uma. geodésica orientada pelo vedor z7 em ifP . Definimos:

a,(,) l '(g(«),,), '' "--p,(d("'z(")), '?o
l -d,(g(«),«), 'e «--p,(O(''7(")), '<0

(1.14)

Lema 1.2. Soam .4, .B C ]fil2 e g uma geodésica orientada. Soam a = d(.4, .B), Z, = dp(Á),

b :# Q, e c -- dgÇB). Sejam PA e PB a's 'pro3eções de A e B, respectivamente, sobre g e seja

d ,PB). E«tã.

cosh a = cosh b cosh c cosh d sinhbsinhc

Z)emonstração. Suponhamos b > 0 (se b < 0, a demonstração é análoga). Neste caso,

temos a figura a seguir.

Seja Z) a projeção de .A sobre a geodésica que une B a PB e y a distância de Z) a PB. Neste

caso, obtemos um triângulo retângulo ,41?Z) e um quadrilátero tri-retângulo .4p.,epal).
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Pelo lema 1.1 aplicado ao quadrilátero acima, obtemos:

sinh b = sinh ycosh #

sinh 3 = sinh d cosa b

cosh g/ = tanh # coth d

Logo,

sinhz coshd
cosh # cosh y = cosh #=-==.= ==.=cos z sin

Resumindo

cosh # cosh y = cosh b cosh d.

Por outro lado, o teorema de Pitágoras hiperbólico aplicado a.

...L . ...L . ...L/ \
}

ou sqa,

colha cosh #(cosh c cosh g/ sinh c sinh g/)
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Assim,

cosh a cosh b cosh c cosh d sina b sinh c

D

Proposição 1.4. Soam .4, B C ÜP e sÜa g u«a geodésica orientada. Soam a = d(.A, .B),

b (Á) . c d,(B). Temo.;

sinh c cosh asinh b sinh a cosh b cos a,

onde a = ángu/o entre Á-B e p.4

Z)emonstração, Sejam p..l e PB as projeções de Á e B, respectivamente, sobre g. Se b = 0

o resultado segue das relações trigonométricas de um triângulo retângulo. Suponhamos,

então, b # 0. Temos as figuras que se seguem.

ca,se b > O caso b < O

No 6 BpApn

cosh z = cosh c cosh d

No Z\ÁBp..i, utilizand(»se a primeira lei dos cossenos hiperbólica, obtemos

cosh # = cosh a cosh b -- sinh a sinh b cosa
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cosh c cosh d = cosh a cosa b -- sinh a sina b cos a (1.15)

cosh a = cosh b cosh c cosh d -- sinh b sinh c.

ndo (1.15) em (1.16), obtemos:

sinh bsinh c = cosa a sinh2 b -- sinh bsinh a cosh b cos a.

Desde que sinhb # 0, pois b # 0, podemos dividir (1.17) por sinhb.

temos:

SubstituiS

(1.16)

(1.17)

Neste caso,

D
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C:apítulo 2

Superfícies Rotacionais com

Curvatura Média Constante no

Espaço ]1liperbólico IH3

Este capítulo se baseia no artigo IBI, que descreve as superfícies de rotação com curva-

tura média constante no espaço hiperbólico. Isto é feito através da descrição das curvas

geratrizes destas superfícies. Observemos que estas superfícies são do tipo esférico. Para

obtermos uma parametrização explícita destas superfícies e, portanto, das suas curvas

geratrizes, convém fixarmos coordenadas cilíndricas no espaço hiperbólico.

38



2.1 Coordenadas Cilíndricas no Espaço Hiperbólico

Fixamos um ponto O sobre uma geodésica a, que será a origem do sistema de coordena-

das, e um plano totalmente geodésico ll', ortogonal a a e passando por O. Em ll' fixamos

um raio geodésico a+ que tem origem em O. Se Q C ll', definiremos as coordenadas pola-

res (p, 0) de (2 por: p representa a distância hiperbólica de Q a O e 0 é o ângulo que forma

o raio geodésico a+ com OQ, medido no sentido anta-horário. Para um ponto P C IHF3

qualquer, as coordenadas cilíndricas (p, 0 z) deV são definidas por: a curva equidistante,

'y, de a que passa poi P', corta o plano ll' num ponto P', de coordenadas polares (p, 0).

Para obter a terceira coordenada z, tomamos o plano totalmente geodésico ll que passa

por P e corta ortogonalmente a geodésica cv num ponto ll n a. Chamamos a distância

(hiperbólica) de ll n cx à origem de z.

No modelo do gemi-espaço superior fixamos o eixo 2 como sendo a geodésica a. Como

ll' deve ser ortogonal a cl, então deve ser uma semi-esfera ortogonal ao bordo. Seja O

o ponto ll' n a. Em ll' fixamos um raio geodésico que é um raio da semi-esfera. Para

termos as coordenadas cilíndricas de P C H3 , tomamos a curva ' equidistante de a (que é

a rega que passa por P e pela origem de R3.). Chamamos de P' a intersecção desta rega 7

com o plano ll'. Temos que P' tem coordenadas polares (p, 0). Para obtermos a terceira

coordenada, tomamos um plano totalmente geodésico n que passa por P e é ortogonal a

a (então ll deve ser uma semi-esfera ortogonal ao bordo). A distância do ponto ll n a à

origem O do sistema é a terceira coordenada z.
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Figura 2.1: Cloordenadas cilíndricas no gemi-espaço superior

2.2 A l;'amília de Bour de uma Superfície de Rotação

A relação entre as coordenadas cartesianos e~cilíndricas no modelo do gemi-espaço superior

é dada por

(F,g,7) = e;(tanhp coso,tanhp sin 0,sechp). d

naíbbtemos que a métrica do espaço hiperbólico em coordenadas cilíndricas é:

da2 :: dp2+ sinh2 pd02 + cosh2pdz2. v(2.1)
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por

Em coordenadas cilíndricas

R,(P) , 0o + 9, ;o),

onde R.P é a rotação de P de ângulo p. Se S é uma superfície de rotação em torno

do eixo ? e c(s) é sua curva geratriz, parametrizada por comprimento de arco, então

.X(s,t) = Rt(c(s)) é uma parametrização para S, que será chamada parametrização

natural. Nesta paramerização a métrica de S será dada por:

dcr2 = ds2 + U2dt2

P

(2.2)

onde P = K(s) é uma função positiva de s. h'lostraremos, a seguir, que existe uma família

de superfícies rotacionais isométricas, /, parametrizadas por parâmetros naturais.

Suponhamos que a superfície rotacional S corte o plano 0 = 0 numa cuida À que, local-

mente, seja um gráfico À = À(p) sobre o eixo p. Então, neste pedaço, a parametrização

de S, em coordenadas cilíndricas, é dada por:

s : x(P, P) P, À(P)).

A restrição da métrica de ]fjF a S dá a primeira forma fundamental de S. Como X,(p, p) =

(1, 0, .À(p)) e X«(p, g) = (0, 1, 0), escritos na base {dp, dO, d;}, então temos q- os coefi-

cientes da primeira forma fundamental de S são:

E l+À2(p)cosh2p, r'=0 e G=sinh2p

Logo, a métrica restrita à S é dada por

da' = (1 + À2(p) cosh' p)dp' + sinh' p dp2

41
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Então podemos definir os parâmetros s e Z de forma que

ds= 1 + À2 cosh2 pdp e dZ :: dp

que a reparametrização é possível, pois

a(s,z) l '«l +À2 cosh2p 0

a(p, ç:') l .

Para verificar que (s, t) são de fato parâmetros naturais, é preciso verificar que p não de-

pende de t, para que possamos escrever(2.3) na forma(2.2). Como ds' =(1+À' cosh' p)dp
. J\

i:, podemos escrever

Observemos

V

l

ds2

1 + À2 cosh2 p # 0

ds2 :: dp2 + cosh2 p dÀ2 q

Finalmente, 8s = 0 implica em gÍ = 0 e, portanto, p não depende de f. Então temos

U'(s) = sinh' p(s) e, daí

da' + U'(.)dt',

o que demonstra que (s, í) são parâmetros naturais de S.

Vamos mostrar, agora, que existe uma família .F de sup

entre si, parametrizadas por parâmetros naturais.

Seja S uma superfície de rotação parametrizada por parâmetros naturais. Q

determinar funções p, À e g, dependentes de s e t, que satisfazem às relações

l ds2= dp2+cosh2pdÀ2

l Udt = !sinhp dg

erfícies rotacionais isométricasrl]

(2.4)
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Este cálculo consiste na determinação da aplicação inversa da mudança de coordenadas

s = s(p, p) e Z = t(p, p), dadas por

a. - Vi + Â'..;h'p ap ' af - ap. (2.s)

Como vimos anteriormente, p não depende de t. Como À = À(p), então À também não

depende de t. De (2.4), obtemos

1 -: ii113-. Portanto, i39 não depende de s. Então podemos

0, onde m é constante. Ou seja,

m2t/2 = slnh2 p

sinhp

Dai, temos que

escrever !

a'P

(2.6)

Observando que

cosh2 p -- sinh2 p = l

De (2.6) temos

m2UÜ = sinh p cosh p ê.

',,' - =$:=L.
(ê)' -

n2tr2



De (2.5) também obtemos

ds' = dp' + cosa' p dÀ',

ou sela,

« - (z)' * ..;«', (:)

2

: vl + ?n21./2 -- m2t/2À = --=-:--
1 + m2C/2

Observando que À só depende de s, temos

XÇs)

Segue, ainda, de (2.4) que Ud =! sinhpdg. Portanto, Udt

cp. = 0, temos

mudo e observando que

Portanto, obtemos uma família de superfícies de rotação .F, no parâmetro m, todas com

a primeira forma. fundamental dada por da2 :: ds2 + [/'2dt2. Portanto, são isométricas

entre si e isométricas à superfície S, que é obtida tomando-se m = 1.

Então a família de superfícies de rotação /', em coordenadas cilíndricas, é dada pelas

igualdades a seguir

/
.,,(t)

7n,

chamada família de Bour da superfície S

À(;) ' .ZLtlee!=..=!e.'*
1 + m2(/2 '"

(2.7)



Observação 2.1. 1. A suposição de snlp/ano é? = 0} ser localmente um gráfico sobre

o eixo p (gráfico de À = À(p)) pode ser feita pala qualquer superfície de rotação,

exceto o cilindro ou aquelas que se comportam localmente como um cilindro.

2. E imediato calculei a curvatura Gaussiana da família .F nas coordenadas naturais,

onde da2 = ds2 + ZIJ2dt2. Cromo .E = 1, F' :: 0 e (; := [/2 obtemos então, que a

expressão da curvatura. Gaussiana é

EK (FÍ,), (i'f.). + rl,rÍ: + (r{,)' F?: '" ri.r?:,

onde

ri:

F?:

r?, a?,),- üu-ü'

Logo,

.'«- «-@#*(g
Portanto,

3. As curvas c(s) ortogonais às órbitas são geodésicos de S, pois lembrando que se S

tem a parametrização natural, então S é dada por

S : X(', t) (c(.))

Então c(s) é uma. curva coordenada e seu campo tangente é dado por X, Os
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símbolos de ChristofTel de S, nesta métrica, são

ri:

ri,

i'i, - -z.,'ü

F:,

.e equações diferenciais das geodésicos, dado por

s" + rl.(;")' + 2i'i,.'Z' + ri,({')'

t"+ i'f.('"): + 2i'f,.'t' + r::(f')'

1 ." - ui'(t')'

l t" + 2gs't' =o

onde s' e t' são as coordenadas do campo tangente escrito na base {X,, .Xt}. Então,

para o campo X,, temos s' = 1 e t' = 0. Logo, o campo X, satisfaz o sistema acima

Portanto, c(s) é uma geodésica de S

se simplifica para]

(2.8)

2.3 Coeficientes da Segunda lbrma F'undamental de

uma Superfície de Rotação em Hl3

A parametrização das superfícies de rotação em coordenadas cilíndricas depende do mo.

delo tomado no espaço hiperbólico. Por exemplo, no modelo do hipelbolóide, a parame
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trização natural para uma superfície da família .F é dada por

X(s, f) =(cosh À coshp, sinh À cosh p, cosgsinh p, sin gsinh p)

onde À = À(s), p = p(t) e p = p(s) são dados por (2.7). Usando esta parametrização ex

plícita, podemos calcular os coeficientes da segunda forma fundamental de uma superfície

de natação da família /'. Por conveniência, em cada ponto da superfície, consideremos a

seguinte base pseudo-ortonormal de L4:

H = (cosh À,sinh À,0,0)

V2 ' (0,0, cos p, sin g)

V3 ' (sinh À, cosh À, 0, 0)

y4 ' (0, 0, -- sin p, cos g)

>= --1 e < %,}Ç >:: óij, {,.j = 2,3,4, na métrica de LorentzClaramente, < H, H

Então, temos

e

-af . ?-«.«-i"

e

-PtV2 ' --
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Por outro lado, temos

ViA V2A Va

ViA V2A y4

V]A VaA U4

V2A V3A y4

h

U

Observemos que

cosh pH + sinh pV2

X. = » sinh p\''; + » cosh pV2 + À cosh pV3

XI = gt sinhpy4

X,t = 9t cosh py4

Xtt = --(pt)' sinh pV2

Daí, obtemos

/\ X, A Xt = Àg, sinh2pcosh2 p}/l+ Àgf sinhpcosh2 pV2 êpt sinh pV3

Então

<x« , Á'> --À(pt)3 sinh2 p cosh2 p

e

f= (X;t,N) = Q

Observemos, ainda, que em,coordenadas naturais temos .E

IArl2 = .E(-Y /?2 = t/2 e

1, f' = 0 e U2. Logo,

ã

xl
'l + m't/' - «-'Ü'm:U'(l + m'U')

«.U(l+ m'U')
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Ou seja,

l + ln2t/2 -- mut/2

e

Para cal g- j''cular e, usamos que /\' EntãoS

; F'z

cientes da s tal de um elemento da família .F

= --i7 e .li' = Ã'. 1, onde /\'. = -J
U'-.r tm'U'-m'i''

mU--mU

egunda coima fundamen

mU--mU
1 + zn2ZI/2 -- m.2t/2

/

l + ln2t/2 -- rnut/u

Daí, podemos facilmente calcular a equação de curvatura média para um elemento da

família .F:

ou melhor

"';,- ($ü:: f)-ú --2m2ZI/2 + 7n2Z./[/ + rn2t/2

1 + m2t/2 -- m2t/2 J

v \l uv xxxxl.rx L uu vxxJL

Resumindo, os coefi

l + ln2(/2

H(.)
2mt/ yrl + m2t/2 -- 7n2ZI/2

49

2 2 2 2 29
(2.9)



Tais é totalmente wmbílicct se satisfaz a relação:

1+ m'UÜ -«.'Ü'

Proposição 2.1 Uma safe?:/}'cie de ralação em Ifll3 parameZr fada por paráme/ros naftar

Z)emonsfraçào. Seja S uma superfície de rotação em M;(--1) totalmente umbílica

de«mos te: H'(p) = Ã'.(p), Vp C S, ou sda: H' -- Ã'. = 0, Vp C S. Como

:. (eG-- o-fF .-t gE'\ (eU' -+ g
2(EG -- F'') 7 \. 2U2

Então

segue que

x: - ãbk't'' + 2..p' + pD.
Como

«. - f14- : ,

#' -- /\'. - ;ilb.(e2U' + 2egU2 + g' -- 4egt/') = ãlp-(eU2 -- g)'

et/2 -- g = 0, ou sqa,

mU2ÍU . U) :.. + U .vl + m2P2 - m2Ui = 0.
1 + m2Z.,r2 -- zn2t/2 rn

Daí,

:-----(m:UÜ m:U' + l + «.'C/' - m:Ü')
m'vl + n'1'12t/2

Como U é uma função positiva, obtemos:

l+m2U& 'Ü'/

D
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2.4 Superfícies de Rotação com /l/ Constante

Observando que em superfícies existe uma única direção normal, a curvatura média #

pode ser sempre tomada positiva, pois se ela for negativa, basta inverter a orientação e,

então, ela fica positiva. Neste caso, fazemos uma divisão natural em 0 < H < 1, H = 1 e

.ll/' > 1.

9 zl l H''\ l

Integrando a equação diferencial (2.9) para H constante, com H > 1, e substituindo

na expressão (2:7), obtemos uma parametrização explícita pala todas as superfícies de

rotação com curvatura média constante .f/ > 1 do espaço hiperbólico

Observemos, primeiramente, que:

H = -------:- ÍmUvl + m2U2 m2U2
2m2t/C/ \

Sendo # = mU, obtemos ã = mU. Portanto

«vT -Íií -T2#á

««i +;í -v
ou sqa

Integrando ambos os lados da equação acima, obtemos

1,-«'« - 1ç
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Daí,

=' H 'ã -- =

com ã C IR constante de integração. Elevando ambos os membros a(

«'á' 1 - H') + -'(1 + 2ãH) -ã'

mos 2 = 2aé, e

=2

}- )'' + (1 + 2aH)' - ã

Fazendo z :: a2, teZ

2

(2.10)

obtemos:

(2.11)

Logo

dz
= 2ds.

(l - H'),' + (1 + 2aH), ã'

Reso[vamos, agora, a equação acima para ]7 > 1. Neste caso, podemos escrever:

. i+2ax V .(1+2ax)'-4(x'-i)a']
' 2(x' - 1)7 ' 4(x' - l):

A equação (2.12) fica:

(l - H'');' + (1 + 2ã#), - ã' -,' *L;g, -

(2.12)

dz

'- (, - #%y --( 1+2aH )2 -4(H2 - l)a2
4(H' -- 1) 2

Integrando, obtemos:

(1 + 2aH): - 4ã'(H' - 1) 1 + 2aH
2(H: - 1) ' 2(#' - l)'

;i x/(i+2a2#l2-i) 2.ilãi

sin(2 /#7:T.)&



; = #2 = 7722(/2 =

2(H' - l)

1 + 2aH + n(2x/#7:Ts)
2(H' - l)

Escrevendo .4 = 1 + 2ã]7, B = v1 + 4ã.17 + 4ã2 e a =

.:u' . :!Í.!.el«?e0
2a2

Hcamos coml )

B' cos'(2a.)
2(.4 + B sin(2as))

Ainda

l+m't/2 2-lÉ - lh- ,4+.Bsin(2as)

Portanto, a família de Bour das superfícies de rotação que têm curvatura média constante

.f/ > 1 é dada por:

sinh' p(s) - '4 + 'Bsln(2as)

X(s) - ./'(2ã+ X(l+ .Bsin(2at))y +a'B:c.s'(2 dt
(2.13)

As curvas geratrizes destas superfícies são dadas por Q(s) = (p(s), À(s)), onde p(s) e À(s)

são dadas acima. A geometria destas curvas é esclarecida no próximo teorema.
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Teorema 2.1. Sda Q(s) a curda gerafráz de u«la swpe7:/üie de ralação com cwrual ra

média constante H > \ no espaço hi'petbólico. Então çl, é umu clruu l)eriódica de período

Á-À

Z)emonslração. Observemos inicialmente que as funções p(s) e À'(s) são periódicas de

VU' -- \ '

p(s) = arcsinh Í ! V " 't' f? ?lltlfT

Logo, o período de p(s) é determinado por sin(2as), que é !. Ainda, como o período de

cos(2as) também é !- e como

I',s\ '/ã'-(2a + #(l + B sin(2as)))v/Á -f B'i" 2as)/' \O/ ' )

temos que o período de À'(s) é !-. Então, para todo s C R, se tomarmos 3 =

p(3) - p(s) eÇÀ'(X)À'(f). Integrando esta última expr'ssão, obtemos

}'\$)= 'f.\p'l

a

cl

À(3) = ,X(.) + m,

«m m C R. Tom-d. ' = 0, t.m« q- m = À ("). A«im,

-N - bm, *m) - («N, »N -- » (=)) ,

'® - 'H -- (', » (:))
Observamos que n(3) é a translação de Q(s), ao longo do eixo de rotação, cujo compri-

«-..' À - » (=) '.:., "u ' ««* «- -«:":", "« -«'.-. À - , (1:) -
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Vamos estudar, atola, o comportamento destas superfícies através do estudo das suas

curvas geratrizes, conforme varia a constante de integração ã. Observemos, inicialmente,

que ã € =&l-:E=Í&:a-, +oo . Neste caso, obtemos:

Se ã = temos l -F 4aH + 4ã2 = 0. Logo, B = 0 e sinh2 p(s)

Portanto, p(s) = p = constante, ou seja, a superfície gerada pela rotação da curva

Q(s) = (p, À(s)) é «m cilindro.

Se -------T-- < ã < 0, a função À(s) é estritamente monótona, pois o sinal

de À'(s) é determinado por 2ã + H + n.B sin(2as).

Como 2ã + H + #B sin(2cvs) $ 2ã + .f/ + Hl?, Vs C R, e 2ã + H + H.B < 0, temos

que À'(s) < 0, Vs C IR. Logo, À é estritamente monótona. Neste caso, temos que as

curvas geratrizes são os ondulóides.

2

3. Se ã = 0, temos que as curvas geratrizes Q(s) são semi-circunferências tangentes

entre si, gerando superfícies de rotação totalmente umbílicas.

4 Se ã > 0, temos que a equação 2ã + H + .17B sin(2as) = 0 possui infinitas soluções

'.. - '.--':, «« " ' ", -'' ;' - %«:" (--#F--). -.:., -'.''«
infinitos pontos críticos da função À(s). Como o sinal de À"(s), nestes pontos, é

dado por cos(2ask), pois

J

2'dãa'H cos(2ask) v,4 + B sin(2ask)
(2ã + H(l + .B sin(2ask))y + a'.B' cos'(2ask)

)
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cos(2aso), se k = 2n, n C Z,..r9.,.,\

-- cos(2aso), se À = 27z + 1, n C Z

Logo, pontos de máximo e de mínimo se alternam sucessivamente

curvas geratrizes são os nodóides

2.4.2

Fazendo em (2.11), obtemos

(1 + 2ã)z - ã' > 0,

1 + 4ã + 4ã2 > 0.
\

J
Logo, devemos ter ã »

Se em (2.12) considerarmos , temos:

dz
:: 2ds.

(1 + 2ã); - ã'

0

i-;-5ã'V'(i + 2ã)z - a' -,.2s.

Daí

(1 + 2ã); - ã' + 2ã):.'

,:.,,?u'. qt+l1+2ay''1+2ã (2.14)



Com isto obtemos

sinh2 lo
ã' + (1 + 2ã):.'

1+2ã

Derivando a expressão (2.14), obtemos

2«.,'Uü

ou seja

.,Ü,.(Ltg!)<. (1 + 2ã)3.'
ã:+(1+2ãy.'

Obtemos ainda

À(.)
'

l + ln2t/2 ''/
t -(--ã(l+ ã) +(1 + 2ã)'t')vã' +(1 + 2ã)'t' ,,

Jo(-ã((l+ã)+(1+2ã)'t'y+(1+2ãyt' ''

Resumindo, a família de Bour das superfícies de rotação da família / que tem curvatura

média constante H = 1 é:

sinh2p= a +(1+2ã)2s2
' 1 +2ã

À(;) /' T:F2ã(-a(i + a) + (i + 2a):t')V'a' + (i + 2ã)'t' ,.

(-a(i +a)+(i + 2ayt')'+(i +2a)'t' ''
(2.15)

O teorema a seguir descreve a geometria das curvas geratrizes das superfícies de rotação,

ç2(s) = (p(s), À(s)), onde p(s) e À(s) são definidas por (2.15).
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Teorema 2.2. Sela n a curda geraZrãz de um.a super/z'cÍe de rotação com ct&ruatura média

constante H = L. Então çl é simétrica em relação a,o raio geodésico.

Demonstração. De

+(i+2ay.'
1+2ã '

Í)(s) - arcsinh'l/ã2 + ( + 2ã

. .lim p(s) = .x.
lsl-++w

Então p é uma função ilimitada. Ainda, p(--s) = p(s). Logo, p é uma função par

Observamos ainda que p tem um único ponto de mínimo em s = 0, pois

(1 + 2ã).
êN - 6i:lifl)Ül;'ld - ''

,'., - MÚÃ=m,
temos que o sinal de ê(0) é dado por sinh p(0), que é positivo. Logo, p é crescente quando

s > 0. Observemos , agora, que À(s) é ímpar. Seja

/(.) - (-a(i + a) +(i + 2ã)'''y +(i+ 2ay.'

Claramente ./ é uma função par. Então

xt-q 1. íçnat--l ítnat--t-l JÇ«)d«)--lf(uld«;xçq,
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onde fizemos a mudança de variável u = --{. Logo, a curva Q é simétrica em relação ao

raio geodésico p.

D

Observação 2.2. Nesta família de superfícies, devemos ter que ã > --!, para que tudo

que foi feito acima possa ter sentido.

Vamos agora estudei o comportamento das curvas geratrizes destas superfícies em função

do parâmetro ã.

l Se --{ < ã < 0, as curvas são todas mergulhadas, pois , neste caso, a função À(s) é

estritamente monótona:

À'(.)' '(-a(i+a)+(i+2a)'.')'+(i+2ay.'

Então o sinal de À'(s) é dado pela expressão (--ã(l + a) + (1 + 2ãys').

Mas para ! < ã < 0, temos claramente que (--ã(l + ã) + (1 + 2ã)'s') > 0. Logo,

X'(s) não muda de sinal. Portanto, a aplicação inclusão da curva na superfície é

um homeomorfismo. Como a diferencial da inclusão é injetiva, temos que é um

mergulho.

2 Se ã = 0, as curvas são duas porções de horociclos tangentes na origem, gerando

superfícies totalmente umbílicas que são as horoesferas, pois sinh2 p ;; s2 nos dá que

p(s) = arcsinh(s). Ainda temos:

/o i2 'F l dZ = in '/l + s2
In 1 = in v''i -Í?.
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Logo, Q(') a:csi«h(.), in vÍ-ÍP).

No modelo do Ri, em coordenadas cartesianos, temos

(« , g/, , )

Ou seja,

(«,g,;)
bo.-'b

Portanto, Q(s) é uma teta no plano az que gera um plano paralelo ao plano à.ç, ou

seja, uma horoesfera em IKi.

3 Se ã > 0, as curvas possuem uma única auto-intersecção , gerando superfícies de

rotação imersas. Temos que a função À(s) se comporta como in lsl, pois À'(s) se

comporta como ÍIÍ. Como tanhp ---} 1, quando lsl --} oo, então nas coordenadas

cartesianos do modelo do semi-espaço temos que z -"} +oo. Mas a coordenada z

depende de ã, pois, neste caso, temos:

z-.*sechp l.l4/. . .. . 1+2ã
1 + 2ã + ã' + (1 + 2ã)'.'

Então, se ã --> +oo, temos que z --} 0. Se ã -..} 0, então z --} l
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Curvas geratrizes de superfícies de roatção com # constante,

P
..../

ã> 0

2.4.3 0 < .H' < l

Neste caso, temos

':-":';'*':*'-"';--' - ':-«', [(, * hy;)'' li + 2a )' + 4a:(i
4li - #')' ")1
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Então a equação (2.12) fica

dz

r, .... JILBg.)' 0 -1 2a"F+l?V
k' ' 2(i - H')7 4(i - x'):

Integrando, obtemos:

H')

'(i+2aw)'+4a'(i--x') l
2(1-H') J

Logo,

, * JILZC .
2(1 - H') 2(1 - H'')

T - ©.)

ou sqa,

Z = 32 = 7n2t/2 =

2(1 - H:)

Portanto,

m'U'. -(1+2ãn')+ '1 + 4ã# + 4Ze cosh(2'
2(1 #') (2.16)

Substituindo(2.16) em(2.7), obtemos

sinh2p .,4 + B cosh(2as)
2a2

x/ãa(-2a + #(-l + B cosh(2at)))«-Á + .B cosh(2at) ,.

(-2ã+ -#(--l + Bcosh(2at)))' + a'B'sinh'(2at) '"
(2.17)

onde .4 = 1 + 2ãH, .B = '1 + 4ãH + 4ã2 e a = v/l

O teorema a seguir descreve a geometria das curvas geratizes das superfícies de rotação,

Q(s) = (p(s), À(s)), onde p(s) e À(s) são definidas po: (2.17)

62



Teorema 2.3. Sega Q a c rt;a geratriz de wma sztpe7:/}bie de ralação com c?zruattlra mádàa

constante H, onde 0 « H < \. Então:

1. A CKrua é simétricct em relação üo raio geodésico p

2. O bordo assiml)tónico desta cu,rua é constituída por zm ou dois pontos

3. Existem famílias de cvruüs mergzlhctdas na superfície

Z)emonstração. 1. A simetria é verificada provando que o raio p(s

ilimitada e que atinge seu único ponto de mínimo em s = 0.

uma função ímpar. De

) é uma função par,

Ainda mais, À(s) é

sinh2 p ::

p(s) = arcsinh

Como cosh(2as) = cosh(2a(--s)), segue que p(s) = p(--s).

Observando que cosh(2cvs) --> oo, quando s -+ oo, temos que

.«-.,'l + .B cosh(2a') ..} .

quando s -+ oo. Consequentemente, p(s) é ilimitada. Temos

B sinh(2as)
ê(.) -

Assim, p(s) é pai

cosh2 p :: l +
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coshp= v '''-' --.« .""'"~"''''

2

Logo,

a -B sinh(2c*s)olsl= ;:::: ' '
' ' ' v-.4 + 2a' + .Bcosh(2a')v-Á + Bcosh(2a.)

Daí, obtemos que s = 0 é um ponto crítico da função p(s). Mas

ê(o)"sh(0)
' ' ' V'--,4 + 2a'2 + B«'--,4 + B

Logo, s = 0 é ponto de mínimo de p(s). Basta mostrar, agora, que À(s) é ímpar.

Como o integrando da função À(s) é uma função par, então &(s) é ímpar (os cálculos

são os mesmos do caso -# = 1). Então concluímos que as curvas geratrizes das

superfícies de rotação com curvatura média constante 0 :Ç .17 < 1 são simétricas em

relação ao raio geodésico p

> 0

2 Chamando de /(t) o integrando da função À(s), ou sda,

fr{) -
' ' '(--2ã+ H(--l + Bcosh(2a{)))'+cl'B'sinh'(2a!) '

temos que / é uma função contínua. Observando que --2ã + H(--l + Z? cosh(2as))

se comporta como a função cosh(2as), que V/:7-}. B cosh 2ors) se comporta como

cosh(2cvs) e que a2.B'sinh2(2cvs) se comporta como sinh2(2as), temos que ./' se

comporta como c( sh(2as)«cosh 2lars) , ou sqa, / tende exponencialmente a zero
/'+oo

quando s --} oo. Então / /(Z)df é convergente. Logo, a função À(s) é limitada

e possui limite finito quando s --> oo. Isto nos dá que cada curva geratriz está

compreendida entre duas geodésicos ortogonais ao eixo de rotação. O fato de À(s)

0
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ser limitada e possuir limite finito quando s --} oo também demonstra que o bordo

assimptótico das curvas geratrizes consta de um ou dois pontos, de onde temos que

as superfícies geradas por estas curvas têm como bordo assimptótico uma ou duas

circunferências .

3. O parâmetro a está definido para todo número leal, pois em (2.11) devemos ter

(i - x')'' + (i + 2ax), a' á:.o.
2

Portanto, devemos ter

1 + 4ãH + 4ã2 > 0.

Mas 1 + 4ã# + 4ã' > o, va c R. Logo,(l - H'),' + (1 + 2ãH)z - ã' > o, va c R

Vamos dividir o estudo das curvas geratrizes em três casos, conforme o sinal de ã.

mos que a função À(s) é estritamente monótona, pois:

À'(s) =
l-2a + #(--l + B cosa(2at)))'+ a'.B' si«h'(2at)

Logo, o termo que determina o sinal de À'(s) é --2ã + #(--l + -B cosh(2as)).

Mas --2ã -- H + H-B cosh(2as) a: --2ã -- # + #B > 0, Vs C IR. Portanto, À'(s)

não muda de sinal

Se ã < 0, te

(b) Se ã > 0, a equação

2ã + #(--l + B cosh(2

tem duas soluções: s: ;zÊz:'-«';h(a8) . .: -si. Então a função
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pontos críticos. alas

À"(s{) = vzcrnosinn\zas Jv--n-F ocosnlzas . 1,2.

À(s) possui dois

Portanto

À"(s{) = , j = 1, 2.

Então o sinal de À"(s) é dado por sinh(2as{), á = 1,2, onde a = VT':#2

Se tomarmos sl < 0, temos que sinh(2asi) < 0 e, ou seja, si é um ponto de

máximo de À(s). Neste caso, temos que s2 > 0 ou seja, s2 é um ponto de

mínimo de À(s).

Concluímos finalmente que se 0 < .17 < 1 e se

(,) ã < 0, então todas as curvas geratrizes estão mergulhadas na superfície, pois

a função À(s)' é estritamente mon(5tona, o que nos dá que a aplicação inclusão

da curva na superfície é um mergulhos

ã = 0, então temos que as curvas geratrizes são curvas equidistantes, gerando

superfícies equidistantes;

ã > 0, então temos que existem curvas mergulhadas e curvas não mergu

Ihadas na superfície. Em IGI, demonstra-se que existe Ho = 0,64, tal que

se 0 < # < Ho, então existe ao = ao(H) tal que, se 0 < ã < a., a curva

tem uma única auto-intersecção. Se ã > ao, a cuida é mergulhada. Quando

ã = ao, a curva é mergulhada e possui um único ponto no bordo do infinito

htl

(b)
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Quando Ho $ H < 1, as curvas são todas imersas com um único ponto de

n.-+«.;nt-...,,;. -'y'&-/-

Se -Z7 = 0, temos que a família de Bour destas superfícies de rotação é

sinh'p(s) - 'l + v + 4ã cosh(2s)

À(s) - ./' vã -.2ã 1+ 4ã') sinh'(2t))dt

Neste caso

.x'N - @b:''"'-" + .a « hP4
4ã2 + (1 + 4ã2) sinh2(2s) '

ou sda, o sinal de À'(s) é determinado por ã. Assim, se ã < 0 temos que À'(s) > 0

e se ã > 0, então À'(s) < 0. Logo, À'(s) não muda de sinal, ou sda, À(s) é estri-

tamente monótona. Cromo no caso 0 < ]7 < 1, temos que todas estas curvas estão

mergulhadas na superfície. Se ã = 0, temos À(s) = 0 e, então, a curva geratriz

é dada por (p(s), 0,0), reduzindo-se ao eixo p. Neste caso, a superfície de rotação

,r-..H. .á ... nl.na 4 ó4-.l..n+. N..,JZ SÊCO

onde B =

D

Observação 2.3. As propriedades referentes ao bordo assintótico das superfícies com

curvatura média constante 0 < # < 1 estão bem detalhadas em IBll.
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Curvas geratrizes de superfícies de rotação com H constante, 0 « # < l

H -q

0.5 e ã < 0
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Curvas geratrizes de superfícies de rotação com H constante, 0.5

o.s l 1.5

ao = ao(H) e 0 < a < ao

ao
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Curvas geratrizes de superfícies de rotação com # constante, H eH0.3 0.85

a > ao

0.85 e a < 0
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Curvas geratrizes de superfícies de rotação com H constante, 0.85

t t 2 3

ã-o

ã> o
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Capítulo 3

Uma Generalização do 'll'eorema de

Delaunay para Superfícies com J7

Constante em IHl3

Neste capítulo, estudamos os artigos IHI e ISI, sendo que no primeiro estudamos até a

EDO que caracteriza a curva geratriz de uma superfície de rotação com curvatura média

constante no espaço hiperbólico e, no segundo, restringem(»nos ao estudo das superfícies

com curvatura média constante. Em seguida, estudamos ICAI apenas no que se refere às

superfícies de Delaunay. Observamos que aqui é feito o mesmo estudo do capítulo anterior,

mas sob outro ponto de vista: relacionamos as curvas geratrizes de superfícies de rotação

com curvatura média constante com a curva descrita poi um dos focos de cónicas, quando

as fazemos rolar, sem deslizar, sobre uma geodésica fixada. As superfícies obtidas pela
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rotação destas curvas são as de Delaunay

3.1 N[[ovimento P[ano sobre o P]ano ]21iperbó]ico

3.1.1 Teoria Geral

As noções que se seguem se encontram em leal e têm por objetivo esclarecer o movimento

plano sobre o plano hiperbólico, fazendo uma analogia com o caso euclidiano.

Definição 3.1. Sejam Ar wma oar idade isomátráca a W2 e / C IR. t/m. mouÍmerzto p/ano

sobre um plano hiperbólico de N em 'ç©' é u'rna aplicação g de classe C'z,

P : / x N' --> IFl2

(t,n) -} P(t,n)

Lal que, pata todo t C 1, yQt, . ) é uma isometria.

Notação: q'. = g(t, .).

Definição 3.2. Soam # C ]EP e z7f = OÍ:(a) C .N. O ponto 77, é chamado o t-coÍncidenfe

de ]c. O campo de velocidades no instante t, V., é de$nido por

}ç(') -Ê'(P(', '7'))1,:.

Dois movimentos planos sobre o plano hiperbólico são ditos tangentes, no instante t, se

seus campos de velocidades, no instante t, são iguais. Um movimento plano sobre o plano

hiperbólico é dito estacionário se seu campo de velocidades independe de Z.

73



No que se segue, p designa um movimento plano sobre o plano hiperbólico e H designa

seu campo de velocidades no instante Z.

Proposição 3.1. Para lodo { C / e para toda geodésica c de Ifl2, a ap/ãcaçâo

s H <U(c(.)), é(.)>

é constante ao longo de c

Demonstração. Suponhamos que c está parametrizada por comprimento de arco. Sejam

s,s' C R e # = .('), #' = c(''). De-temos n = QÍ:(#) C 7V e n' = ©i:(z') C N. Sda c.

a geodésica que une õ«(n) a O.(n').

.«(.)

$.(n'

Seja .L(u) = d(Q'«(n), 'l}«(n')), onde d é a distância hiperbólica. Como Q. é isometria,

Z,(u) é constante e aplicando na Hrmula da variação primeira, temos:

,ndo aue

/o - áa(«»i.:. - /
<â (g) ,g> ds.éi.'(«, 41i.:.a' -

s/

1«:.

Observ

âc
S u=

= lc'(.)
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obtemos

0 (a'),é(;')> - <U(«),ê(.)>

D

Esta proposição implica em que a projeção de U(c(s)) sobre c é um campo paralelo

ao longo de c. Por outro lado, ela permite definir um campo de endomorfismos anti-

simétricos.

Proposição 3.2. Para lodo t C / e para todo z C IHP, o endomor$smo

Á,(#) : Trln2 --} Tala

X -} (DxU)(z)

é -lá-.ímét,{« . ''m « seg«{«te p«p,{.d«de. .d'm X c Trn', 7(.) = @, o ®í:(«) .

X(.) = (Q', o QÍ:)*(X). .E«tã. X(.) é «m «mpq d. «.'-e. «. /o«go d. 7 q«. ««@«

(-0.t-Y)(z) = .,4:(:«)X

Z)emonstração. Sejam X C TrlEP e c(s) = exp,(sX). Pela proposição antes'ior

<%(c(.)), é(.)> é co«sta«te ao l-go de c, ou sda,

o = á(<u('(')), ê(')>)i,:. - <o:mu,é(o)> - <'4.(')x,x> ,

de onde obtemos que Át(z) é anta-simétr

Por outro lado, soam c(u) = exp,(uX) e

I' : /x 1 -- c, cl--} IW

(s,u) -> Q, o '>Í'(c(u)).
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og;g;

e

C.m.Oá;4 temos:

0Ê:l : ,,:. :o.,:'

Além disto,

'ã' i,:. - H('("))

ã;i-. - x(')
Assim,

og: gi.:..,..

nâ''i-.,,:.
Logo,

0,tX(z)

n

Proposição 3.3. Sega y um campo de oefores sopre Ifll2 e, para todo sç C llP, seja

.4(#) : T=lm' -.> T=H'

X -> Oxl''(,)

Se, p«« t.d. « c n', . .«d.mo$;mo .A(3) é ««tÍ-. mét,ico, .«lã. « d{/eomor#.«.« d«

.Pwzos de V são as isometrias.

Z)emonsfração. Sda (/t)t o fluxo de y. Sejam 3 C ]W, X,y C T=IH]2 e, para todo Z € ]R,

soam 7(t) = /.(a), ..Y(t) = (.f.).(X) e y(Z) = (/),(y). Por raciocínio a«álogo - da

proposição anterior, temos .4(a)X = Z).tX(a) e .4(a)y = Z).ty(a). Então deduzimos as
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seguintes propriedades:

;<x(t),}''(t)><n+x,r> + <D.ty,X> }'> +<.Ay,X> = <.'1(X +l''),X+y>

pois 4 é anta-simétrico. Resumindo, obtemos que <X(f), y(t)> é constante ao longo de 'y

e, para todo { C R, temos

<x, }'> (x), (/:)*(}'')>

D

Desta proposição, deduzimos que o campo H é de Killing, pois os endomorfismos de seu

fluxo são de isometrias.

Seja y um campo de Kiling sobre IHl2 e seja (/í)t seu fluxo. Para todo t, a isometria /t

se extende a um difeomorfismo /t sobre M2 que deixa a«]H2 invariante. A família (/.)t

restrita à õ.lFl2 é um grupo a um parâmetro de difeomorfismos, denotando por y. seu

campo de velocidades derivado.

Proposição 3.4. Sega y um campo de /íi]/áng sobre ]EP. Uma e só ma das seguínfes

üSrma,ções se ueti$cam:

/. ..{.te « C m' t«/ q«. }'(,) = 0;

2. y nâo se anu/a sopre IHP e existe tlm lírico ponto 3 C a~lEl2 fa/ que l,Ç,.,(z) = 0,'

g. y não se anu/a sobre IEP e l,'= se anu/a ezaíamente em dois pontos sopre a.IHl2
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um ponto fixo de todos os difeomorfismos do fluxo de y

Sda (/í)t o fluxo de y. Se para todo t temos /t = /dw , o

e, então, estamos no primeiro caso.

Senão, seja t C R tal que /í # /dw e seja # C ®' tal que .f.(#) = a. Para todo s C R,

temos que .7,(a) = .Í,(.7:(a)) = .Í,(.r,(#)). Neste c.se, .7,(;«) é um ponto fixo de .7,. Como

o conjunto dos pontos fixos é discreto e a aplicação s -> /,(]ç) é contínua, então, para

todo s C ]R, ./.(=) = ./.(z) = aç. Logo, para todo s C IR, o ponto # é um ponto fixo de /,

Deduzimos que as isometrias são todas de mesma natureza e que as extensões a Ifl2

possuem os mesmos pontos fixos.

Se /t são elípticas, todas elas possuo

caso.

Se /: sã

caso.

Se /:sã.

caso

Z)emonsfração Um campo de vetoies\'' se anula em um ponto # se, e somente se, z é

campo y é identicamente nulol

m o mesmo ponto fixo # C IHP , e estamos no primeiro] S

lwo parabólicas .f, têm todas o mesmo ponto fixo # C õ e estamos no segundor S e)

hiperbólicas /l têm os mesmos dois pontos fixos em õ IHl2 , e estamos no terceiroT' S S

D

Os difeomorfismos do fluxo de um campo de l<illing y definem um movimento plano sobre

o plano hiperbólico. Este movimento tem a particularidade de ser estacionário: em todo

instante seu campo de velocidades é igual a l,'. Por outro lado, se p é um movimento plano

qualquer sobre o plano hiperbólico, para todo f C IR, seu campo de velocidades U é de
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Killing. Ele define, então, um movimento plano, sobre o plano, estacionário tangente à p.

Tem-se, aqui, uma noção de movimento estacionário instantâneo que generaliza a noção

de rotação ou de translação instantânea dos movimentos planos sobre planos euclidianos.

No caso euclidiano, a equiprojetividade do campo de velocidades permite exprimir seu

valor em um ponto y em função de seu valor em um ponto # e do vedor E&. Tem-se uma

propriedade análoga para o caso hiperbólico.

Lema 3.1. Sda«z a(u) w«.a c-ua de M2, X um campo de oetores ao longo de a(u) e

b(«) p.(d(X«). Tem«;

''«, - ' :t: (''«,' -- «;" «'~ -- '"..*"«,' -- 'lW'"..*"«,~l
.«de PI'(=) é o f«p"*e p-«/ /. «o /-g. .í« ge.désic« g«e ««. .(u) « b(«) e ' ' '''
desigrzam as componentes tangente e norma/ a X(u), respecfãz;amante

Z)emo'lstração. Sejam G(s, t') - "p.(«)(sX«) e Ju(s) - ÕG(s, u). Se 'y«(s) - exp.(«)(sX«),

0 $ s $ 1, então Ju(s) é um campo de Jacobi ao longo ', com:

J«(o) - gi' (o, ") - à(")

Então Ju verifica a equação de Jacobi:

Z:} + R({«('), Ju(')){«(') - 0.
O« sda J satisfaz a equaçãoS)

= (Dàx)(u)

DaJ.
ds2
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que, integrando e observando que b(u) = J.(1), obtem-se o resultado desejado

D

Proposição 3.5. Soam z C IHl2, X € T=IHl2 e y = exp,(X). Para todo Z C /, fem.os;

U(g) - Pl; (H'(,) + "sh llXll%'''(') + :Hlgl].,a,X
onde P\=u é o transporte paralelo üo longo da geodésica qKe une U ü = e T e N designam

üs componentes tangente e normal Q X, respectivamente

Oem.«t«ção. Soam '(") - ®« ' 'DÍ:("), Z'(") (y) e X(«) p;l:)(Z'(")).

Pela definição, tem-se à({) = U(#), b(t) = H(3/) e (z)àx)(t) = .4.X. Pelo lema ante-ior,

escreven'ios :

"'«, - ,;(«.,,'*..:" * "',,~* '".*,'* qw'" *,~
Como ÁtX é anta-simétrico, <.4tX,X> = 0, com X € Tala. Neste caso, (ÁtX)r

(.4tX)x = ÁtX. Logo,

U(y) - Pl; (%'(,) + "sh l IXllH«,(«) + ÜlligiU.,4.X

0 e

D

3.2 Rolamento sem Deslizar

Suponhamos que as variedades JV e IHl2 sejam orientáveis
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lienniça0 3.3. Selara / C K e /{ : / -+ Ar. 25 : / 4 IHI' duas cul'z;as C'' faás qHe, para

f.do z c .r, Á(t) # o, Zi(t) # 0 e ll'É(t)ll t)ll. Sd« q'. a {so«..f,á« p«áfi« de#«{d«

por;

'b.(R(t)) = ZJ(t) .(©*)*(R(t))

O rolamento, sem deslizar, de 7Z sobre 23 é um movimento plano sobre o plano hiperbólico

definido pore l

P(t,n) = ©.(«).

A curva 7Z é chamada rolante e a curva 25, a base.

No que se segue, p designa o movimento plano definido pelo rolamen

uma rolante 7? sobre uma base 23 e % é seu campo de velocidades

Lema 3.2. Temos H(B(t)) = 0 e, p-a todo z C IHI', temos;

"'«' - '; ., (qw« *:
onde X = expj;'t)(z) e PIÊ(,) é o t'"nsporte para/e/o ao /ongo da geodésica gwe une Zi(t) a

deto, sem deslizare

3

Z)emonstração. Pela definição de q'., temos que q'.(7Z(Z)) = B(t).

Zi(t) = p(t,R(t)). Daí,

Ou seja,

ó(t) - gí(t, n(t)) + g:(t, z(t))'É(t)-

mo, p'la d'finição d' @', g:i(t,7z(t))'É(t)-(@')*('É(t))
R(t)) = U(B(1)), obtemos:

zj({) (23(f)) + B(t),
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ou sqa,

U(B(t))

Pela proposição 3.5,

U(z)= Pl;lm U(6(t))r + u(6(t))/''' cosh ljXjl+ .A.X sinh llxl

Assim,

"'«' - ' ; ., («,*qw)
n

Proposição 3.6. Sd« C'(t) « t,«j.tó,í« d. «". PO«z. n € N. E«tã. o «.t«

C'(t) é -fogo««/ ã g«dés{« g«. ««. 25(t) « C'(t).

Z)emonstraçâo. Sejam X = expj;&)(C'(t)) e g(s) = expB(t)(sX) a geodésica que une Zi(t)

, C'(Z), tal que g(0) = 23(t) e g(1) = C'(t). Pelo lema anterio-,

''', - ' sfj (qyP« .*l
Como <ÁtX, X> = 0, então .4tX é ortogonal a X = ã(0). Mas ã'(t) é o transporte paralelo

de 4tX ao longo de g, ou sda, C'(t) é ortogonal a á(1)

D

Consideremos ]Hl2 como sendo um hiperplano hiperbólico de IHl3. Coada endomorfismo

,4.(B(Z)) se escreve n; forma

Á:(B(t))X = P(f);- ,'\ X,
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onde ;:- é um campo de vetores unitários normal à IEP. O valor de p(t) depende das

curvaturas das curvas rolante e base.

Proposição 3.7. .4 /unção p(t) salas/az

P(t) D,jZj, u> - <D,iR,?>,

.«d. «(t) - :' A ó(t) ' '7(t) - (q''):'("(t)).

l)emonstração. Suponhamos, sem perda de generalidade, que 'R e 23 estejam

parametrizadas por comprimento de arco. Fixamos t C / e calculemos p(t). Para to-

do s C /, seja p(s) - ã; A Zi(s), que é unitário e normal à B. Sda # - expB(t)(É(t)) Do

lema 3.2, temos:

hjjX \
H(')-PIÊ Ç.'l.X=:jB?jju'J,

onde X = exp;'i)(z). Por outro lado,

.'i.X t)ÉAÉ(t)-P(t)"(t).

H(a) = P Ê(.)(p(t)"(t) sinh l). (3.1)

Para "lcular p(t), «m's calcular %(a). S'jam n = OÍ:(z) c JV, U(s) = -pil,)(") '

q(.) @,)::(«(.)).

Em particular, U(t) = 7Z({) e n = expn(t)(7i(t)). Der

usando o lema 3.1 e calculando em s = Z, obtemos:

ivando a igualdade n = expn(,)(U(s)) )S

0 = 7Z(t) + <Z)ÉU, 7Z>'R({) + sinh l<1)Ét/, ,7>?(Z),
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Ê(t) ,7(( .)

U(s)

m de (©.). nos dá:

0 = 8(t) +<DÊU, R>8(t) + sinh l<Z)ÉU, q>p(t).

Consideremos, agora, a trajetória do ponto n. Temos õ,(n) = expz3(,)(X(s

X(') = (Q',)*(U(')). Como O = <U,Ê>7i + <C/,,7>?, obtemos:

X R>B + <U, ,7>p

que, pela imagc

(3.2)

)), ..«

0,jX t/,Ê>Ó+ <DãÊ, U>Zi +<U,7i>0ÓZj+ <0ãU,q>p + <0Éq,U>« +<U,

Calculando em s = t, temos que algumas das parcelas acima se anulam: como U(t)

e 7Z(t) tem norma constante, segue que <U, Z)É'R> = 0. Além disto, <U,27> = 0.

ainda que Z)ÓZ3 = <Z)É6, u>p, pois B tem norma constante e <1)ã7?., T7> = --<Z)Êv7

<7Z, 77> é constante. Logo,

(nóx)(t) À>zj(t) +(<oózj,«> - <o,i'É,o> +<nÊu,,z>)«(t).

o lema 3.1 e a igualdade acima, obtemos:

Z'(o.("))í,:. - plÊu(É(t) + <oãu, 7i>zj(t
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UsandoS

) + sinh l<Z)Ê U, ,7>''(t)+

q>oó«.

Temos

P> pois



+ sinh l(<Z)8B, p><Z),i7Z, '7>)''(t) )

Usan(to (ó.Z,j, obtemos:

U(') - é(@.)("))l,:, - Piam(sinh i(<PÓZi, "> - <nãã, ?>)"(t))

a expressão (3.1), concluímoComparando com s que

P(t) 0ÓZ3, p> lo,in, q>

D

Observação 3.1. Seja C'(t) = p(t, n) a trajetória de um ponto n C N. Então, pelo lema

(3.2),

''*'- "'''',,- '

onde X = exp;:t)(O(t)). Se n não está em 7Z, então X # 0 e se 6 é uma geodésica e 7Z

nunca se anula, então O(t) # 0. Em particular, podemos reparametrizar o movimento

plano. sobre um olano. tomando a abscissa da curva C' como novo na.râ.metro

3.3 A EDO Reduzida de uma Superfície de Rotação

com .H Constante em H3

Para maiores detalhes do que se segue, ver IHI.

Primeiro vamos dar uma descrição da geometria orbital das transformações de 0(2) em

[E[3, onde 0(2) é o grupo das transformações isométricas em ]FF que fixam uma geodésica,
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ou sqa, um grupo de transformações rotacionais do tipo usual que fixa um eixo de rotação

Hll. Então (0(2), M:) tem dois tipos de órbitas: os pontos fixados e órbitas do tipo S'
/''\ /o \

onde Si é difeomorfo à variedade ;l:;{

Seja F(O(1)) =lpontos fixados por O(1)}, onde O(1) é subgrupo isotrópico principal de

(0(2), M;). Como O(1) é subgrupo de 0(2) e 0(2) fixa W: , então O(1) também deve fixa:

Mi . Ainda temos que O(1) também fixa o eixo 3 do sistema de coordenadas cartesianos.

Logo, podemos escrevem f'(O(1)) = 1W

Gostaríamos, agora, de obter o plano de órbitas no qual está localizada a curva geratriz

de uma superfície de rotação. Primeiramente, observamos que uma superfície de rotação

é obtida pela ação de 0(2) em cada ponto da curva geratriz. Logo, esta curva é obtida

tomando-se o quociente da superfície por 0(2). Fazendo isto para todas as superfícies de

rotação esférica em inF , obtemos todas as suas possíveis curvas geratrizes. Para obtermos

o plano de órbitas das superfícies de rotação esférica de IHIS, basta tomarmos o quociente

de IHl3 pela ação 0(2). Por outro lado, seja Q uma curva geratriz de uma superfície de

rotação S em IHl3 e seja p C Q um ponto cuja órbita é principal (ou seja, p não está no

eixo de rotação). Neste caso, observamos que o ponto p e o seu antípoda --p (ou seja, o

ponto que está à mesma distância do eixo de rotação que o ponto p) têm a mesma órbita.

Como p é arbitrário, então isto vale pala todos os pontos da curva Q. Lembrando que

Z2 = {!.r}, então o - Q. Fazendo isto para todas as curvas geratrizes Q que estão em

IEl2 e, portanto, para todas as superfícies S em ilP, temos iiiÍillj = g-, onde Ç- é o plano

de órbitas que contém as curvas geratrizes das superfícies de rotação em ]Hl3 . Indicaremos

o plano de órbitas por IHii
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Fixemos uma geodésica Mi. Estamos interessados em estudar o comportamento das

superfícies de rotação em torno de À/i. Suas curvas geratrizes estão localizadas no plano

de órbitas itq. , onde Mi = alem. . Para isto, vamos parametrizar ltq. pelo seguinte sistema

de coordenadas: fixemos um ponto O em .A/i para ser a origem do nosso sistema e uma

geodésica P, ortogonal a it4'', passando por O. Seja p € itq. com coordenadas (#,g/)

definidas a seguir. Tomemos a curva equidistante de .ü/i que passa por p e corta o plano

P num ponto q. Definimos y como sendo a distância hiperbólica de q a O. Tomemos,

agora, uma geodésica P' que passa por p e é ortogonal a .4/i e definimos # como sendo a

distância hiperbó[ica de P' n ]14t a O.

Para termos uma melhor visão, faremos uma figura no modelo R3..

Pela definição, temos que # CI -- oo, pool e 0 $ g/ < +oo.

P = (3,y

Observamos que a métrica orbital é a restrição da métrica a IHIÍ. Então a métrica em

termos das coordenadas (a,y) é dada por:

ds2 :: cosh2 3/dz2 + dy2

Proposição 3.8. Sd« Q = {Q(') = (z(.), y(.))/« $ s 5; b} "m« c-« ««m« «,á'd«'í'

RÍemanniana óá-dimensãona/ A4'2 :: {(aç,3/)/ ds2 := cosh2 yd 2 + dy2l}. Então a curvatura
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geodésica de çl é dada, por

/x'(s) = gS + sinh yg!

onde a é o ángu/o entre o uelor n fár o tangente a e a. il

l)emonsZração. Como é mostrado na figura a seguir, sejam t(s) e n(s) os vetores unitários

tangente e normal, respectivamente, a Q em n(s).

2; - L-s

De ds2 = cosh2 g/dz2 + dy2, temos:

ds

dz l
ds cosh y ''" ''

a)(it(.)1)

Logo

cosh2y ds

z(s)- " sina:j:+

''m« q- «(') - (--ã;iÜ' ;:" ",
«u - -Êl:Úã
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Com. , «-«t«-- geodé;i- de Q é o «l.: ,lgéb-i" d' : (ã;) , -d.:

: (g) 9* :: (:)'*'-:,:Ê* ;,(:)']

*lü* :: gy -- :-?,g Ê -'- -!,
da
ds

Observando que os coeficientes da primeira forma fundamental de ]t/2 são

E: :: cosh2 g/, /? OeG =l

obtemos

ri: rf,

-i, - :E,
I'?: = -- sinh g/ cosh y

Logo,

a
ã-+ ;:--«..:«« (E)'] ;.

. da l

Como 2s - :losh y sin a, segue que

sinhy . . l da
:l:l;É- "s '- s-n a + "' '-i=1;iÜã; 'ds2

ou sqa,

d2

ds2 à...«[g =;:«.]

Como dy = cos a, segue que

da
-sina

dsds2

89



Logo,

g! + 2eDyw@@
ds2 ' 'cosh y ds ds

sinh y sin o
coshy

+ 2s nh y sin a cosa =

l

coshy ;:««] -sinh y
coshg/ Ú ..;« [: * ;:-««:]

ou sqa,

d2a . .sinh y dn dg/
ds2 ' 'coshg ds ds à ..; « [g * ;:«- «g]

Ainda.

P'u ' ' .
21;3. -- sinh y cosh y

dz
ds : -- sin al11- -- sinh y cosh yt;ll;;l;7-- sina cl

= -- sin a li:i + sinh v::l
ou sqa}

311 -- ;i-h y ";h y (a-~ - sin a li: + sinh ya=l

Portanto,

: (g) - =m «;« IÉ * ;:«»«gl $ * ;:«« «g] ;.
Logo,

]

2cos
cosh2g É * ;:' -«:l' ..;«'«* ;:-' «[: * ;:-««:]'

Portanto.

s \ s Ã'(.)
da

+ sinh y ==dsds

D
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Proposição 3.9. Sda S uma supe7ykáe de ralação gerada pe/a curda Q(s). Então as

curualuras prãrzcàpaÍs de S em Q(s) são dadas por;

ddo-
. + sinh y -=-ds

coshysin(i
sinh g/

Demonsfraçào. Sabemos, da teoria de superfícies, que as direções principais são a tangente

à n em Q(s) e a tangente à órbita G(Q(s)) em Q(s). Logo, a curvatura ki, na direção

tangente à n em Q(s), é a curvatura geodésica. Portanto,

da . d=
ki = + sinhy=-

Para determinar A2, precisamos calcular a curvatura média .ll, onde 2// = ki + k2. De

(2.9), temos:

-- cosh g/S

2U2 -- t/U -- U2 + l

U'V/l + t/2 -- U2

onde U = sinhy. Logo, U = coshgyg = cosh ecos a eds

U :: sinh 3/ cosa a

Portanto,

2U2 -- Z./U -- U2 + 1 = 2 sinh2 y -- sinh2 g/ cosa a + sinh y cosh g/ sin clge -- cosh2 y cosa a + l,ds

ou sqa,

2t/2 -- t,rt/ -- u2 + 1 = sin a lcosh2 y sin a + sinh2 g/ sin a + sinh y cosh ylSIi as i
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Ainda,

1 + Z.,r2 -- Z,J2 = 1 + sinh2 y -- cosh2 y lf'(!y) cosh2 g/ sina a,k s
e, portanto

sina jcosh2 y ina + sinh2 gsina+ sinhgcosh y3:1
sinh y cosh ysincl

Assim,

2.Zir = ii-- + sinh g/31 -f :il:l!.X sin a = ki + A2

e

É, = 51::!!.g sin a
sinh g/

D

Seja S uma superfície de rotação com curvatura média constante em IFF. Sua curva

geratriz, Q = õêí' é uma curva localizada em W2 que tem a característica de gerar uma

superfície de curvatura média constante. Então Q é caracterizada pela seguinte EDO:

da . . . d# . coshy+ ::> + sinh g/=;: + :==:.e sin o = 0.
ds ' ''"" ' ds ' sinh y

Teorema 3.1. Seja S uma supe71/7bÍe como/ela de ralação com cwrualura média consfanZe

em IHl3 e sda n a sua curda gerafriz. Então Q é nát;ocamente determinada, a menos de

uma =-translação, Teta seguinte integral primeira,:

2H (3.3)

J(l, H) .// sinh2 y + sinh y cosh y sin a constante (3.4)
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uemorzstraçao. Gamo sz e a culpa gelatr

tente, então Q é caracterizada pela EDO

--2X + 111 + sinh g/dz + :ilsh y sin a - o,

onde :: = i;:;ili-- sina e :: = coso. Colocando

J(l,#) = --H sinh2 y + sinhy cosh g/ sina,

iz de uma superfície de rotação S com .17 cons

temos:

:lli(J(i, H)) - --2X sinh y cosh y cos a+ cosh'y sin a cos a+

+ sinh2 y sin a cos a + sinh g cosh g/ cos a«-- =

sinh 3/ cosh 3/ cos a l--2x + i;i;ll-- cosh y sin a + i;;ini-- sinh 3/ sin a + i:l
= sinhycosh ecos a l--2.ZÍ + 12 + sinh 3/dz + :ilshl/ sin al = o.

Portanto, Ê(J(l, #)) - 0. Então concluímos que J(l, H) é constante ao longo de qual-

quer curva integral Q cuja EDO é dada por (3.3). Observemos, ainda, que se temos duas

curvas Qi e Q2 caracterizadas por esta integral primeira, então elas diferem apenas por

uma x-trans]ação. []

3.4 A Generalização do Teorema de Delaunay em IH3

Definição 3.4. Sqa F um porzío de IHl2 e ./iremos uma geodésica a em IHl2 . Ne/a esmo/de-

mos um ponto O pura ser Q origem do nosso sãstentü. Dizemos que F tem. coordenadas
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polares Çr,0) se a distancia de F a O é r e o ângulo entre a e a geodésica qve une F Q O

Suponha que ' seja uma curva em iq. dada como gráfico r = r(0) no sistema de coorde-

nadas polares (r, 0). Se rolarmos 7 ao longo de uma geodésica I' de ifq. , então a origem do

sistema de coordenadas polares preso a ', r', descreve uma curva Q. Seja (2 o ponto de

tangência da curva 7 com a. geodésica I'. Suponha que A; seja uma geodésica de referência

que passa por f', onde a é o ângulo entre Ê e a geodésica que une F' a Q. Tomemos em r'

as direções a e a . Soam a e P os ângulos entre Q' e a e ã-- e ç2', respectivamente,

medidos no sentido anel-horário, onde Q' é o vedor tangente a Q em F

Seja @ o ângulo entre a geodésica que une F a Q e 'r', onde 'r' é o vetou tangente a ' em

C2. Seja é' o ângulo entre a geodésica que une F a Q e a geodésica que une F' a P, onde

P é a projeção de F em I', que é única. Suponha que os parâmetros comprimento de arco

de Q e ' são s e (, respectivamente. Como Q' = lr'--, !g) , obtemos:

1 = Sln(l}
/ ds coshy

L a - '';'

S S

l
cosh!/''" ''
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r igura ó.i: curva roianao sobre uma geoaeslca no semi-piano superior

Conforme a proposição (1.3), temos válidas as seguintes relações no ZXQT'P:

cos '# =
tanh(a - O

sinh g/ = sin ésinh r

cos é = sin é' cosh y

cos 'É' =
tanhy

cot @' =
sinhycoshr
cos é sinh r

cot @ = cosésinhr
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cot Ó cot @' = cosh r

Desde que cosh I' = cosh(z -- O cosh g/, obtemos por diferenciação:

sinh rdr = sinh(z -- O cosh y(dz -- d{) + cosh(# -- O sinh g/ d3/.

Mas sinh(= -- O = sin @'sinh r. Então:

dr = sin é' cosh g/(dz -- d. ) + cosh(* O sino dyS

Ou sda

dr = -- cos é d{ + cos @ da + cosh(z -- a sin Ó dg/.

De cos é = :111111:i:g:illl!!, obtemos:

cos é dz + cosh(z -- O sin #' dv = fielllll::-a 1- cosh r + coshyj

Logo,

-0

dr = -- cos + dEI

;eguintes relações:

(.'0 ..,;.;b- !"ü«"' 0

(B) sinh g/ = sin ésinhr

(C') d, - cos @d{

(0) cosa r = cot @cot é'

(E) cos é' = tanhy

(f') cos @ = sin Ó' coshg
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(,4') -- sin é d@ = sech'(= -- Ocothr

(B') cosh y dy = cos '#sinh rdÓ + sin @cosh rdr.

Substituindo (.4) em (..4') e de (B'), temos:

sech2(g {l)cothr = cothr -- cosa .# tanh r

tanh(z -- Ocsch'r = cos @ sech7' cschr

(.4") -- sino aé = (cothr -- cos'@tanhr)(dz aO -- coso sechr cscl

e

(Z?") cos é dÓ = cosh g/ cschr dg/ -- sin @ cothr dr

De (Z?") temos:

aé = (coshy cschr dy --sina cothr dr) l ,

que, substituindo em (.4"), nos dá:

( cos é sechr cschr dr' + (cothr -- tanh r cos' Ó)(dz -- d{)) cos é+

cosh y dy -- sin @
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ocsch2rdr(d# tanh(a S

e

e

Porta.ntortanto,

r dr

+(cschr cothr dr) sin @ = 0C (3.5)



a), observamos que

s2 é secar cschr -- sina @ cothr + cothr --

- cosa .#cothr -- cosa é r'-:inh 7 +-
\. smh r cosh r

Então a expressão (3.5) fica:

(cothr -- tanh rcos2Ó)d=cos@ + cschr coshg/ dysin@ = 0.

Usando que g! = -!311.g., vemos que a expressão (3.6) fica
' d3/ cosh y' ' ' ' '

dz cschr cosh g/ sin é
dy (cotar - tanh r cosa é) coso

cosa'yt- .É\ /' l \ .
. 1 - t-'-,

Usando l

tanhzco

Daí )

sinn r cosnr

(3.6)

cosh r = - cot @ tan a.

t /3 = -- cot Ó'. Resumindo, é' = --P. De (-E),

tanh r = !e!!!.g
cos'é'

, obtemos:

tanh r sin cl = tanh y.

do (O) e (F'), temos:

/r = -- sin ó cosa

De (D) obtemos blue tan a = co

e do fato que cos é' = cos P = sin a

Combinan

Sln y

temos

(3.7)

d( = sin/i cosh 3/ d(l = cos a cosh y d(
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uq.,üx./ \. v' 1 ,/ x'"x/.ll..l .l x./.[t.OV'c,ux'r c'u tJ } X./].p U\..,].l.l\.20

;L!::««*'.«", '.;«: - ;L:
', - «:"' , «' « («.h'« - '-" ,:) '.

Clamo dr = cos a cosh y de, temos:

d( :: cosh2 r csc a sech3/ jf'sech2y -- tanh rgg) ds.ds

stema de coordenadas cilíndricas de IH[S onde r é o raio, vemos que

d(2 = dr2 + slnh2 r d02

Tomando o si

(3.8)

Logo,

;:-"' , "' - '«' '' , l«.«' ,'«.' « «.":. - -'' «, («'«'« - ««« ,$yl '''
que, simplificando, fica

sinh2 r d02 = cosh2 r Íf'sech2y -- tanh rye.) ds2
S

Ou seja,

sech2y - tanh rfy ) ds. (3.9)
&s ) ' '

Proposição 3.10. Sda l© o p/ano de óróifas em IEF e soam F' € 1© e (r,0) o sistema

de coordenadas po/ares cerzfrado em F. Sda I' uma geodésica de Ifl2 e sda Q o mer d ano

de uma super.fície de rotação S, em torno de T, com cltruatura média constante. Então

ezzste, eb7z imJ, uma curda "ya,b de equação po/ar

tanh r ::
a + b cos é?
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com b > 0 e a C R, Za/ gue Q é a curda descráÉa por F quando 7a,b rO/a, sem des/azar

sobre I'

Z)emonsZração, Se Q é o meridiano de uma superfície de rotação S, então é curva geral

desta superfície, que tem curvatura média constante. Logo, Q é solução da equação

da . . . d? . cosh y
.2H + ii + sinh y$i + illlii:.e sin a = 0

onde :: = ::lna e ay - cosa. Por (3.7), (3.8) e (3.9), obtemos:

dr
=:=.. -- ,..h . .;.h P rn+ ,.,

(zé} ux l uxJLXILIL l uvu u

riz

ou

J
Ü(in(tanh ')) - "t a.

Da expressão (3.9), temos

tanhrd0 sech2g/ds -- tanh rda,

ou sqa,

tanh rlS = sech2y:; -- tanh r.

Como

ds tanhr
sech2y -- tanh rÊ.

, concluímos que

««« ,$ - "«»' «g l;..»,, . ".« ,*l
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observando que seca'g/ = 1 -- tanh g sln a tanh r. obtemos

1 -- tanh r lili- + tanh y sin al

da tanh I'l:
dO 1 -- tanh r (â + tanh g/ sin a)

1:1111-g, temos que a EDO anterior fi

-««,($ -- -«««;'««) - -o - ," "«-,,

quesina caOb: .do

ou

(1 -- 2# tanh r + tanh2 r sina a).

Combinando as relações obtidas acima, obtemos a seguinte EDO de

diferenciação e por substituição:

[: *(á.««'.«-,,)'] : - :"TUH,;:"''. ';.:',
Vamos, agora, integrar explicitamente a EDO anterior por substituições convenientes de

Soamvariáveis

«(0), por

d
In(ta«h ,)) =d02

l. +..l. .
du

Ainda:
du

Logo, u = cot a, pois ãã-

d
(]n t-h ,) = cota

P J',
:lh(in tanh ,) = 1;á

Neste caso, a EDO (3.10) fica:

«â - ': -- «', (: ' '!= =";'"' ') - ': ''' ;?': -;"'"' -- ,:ÇL
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Observando que

2(1
2

2/7e") . f(l +u2)(1 --2/7e") -- e2"+2He3"l
2He" ' l (2 - 2-H.")(1 + «' - .:") J

[(1 + «')(1 - 2H.") .
1 + u2 -- e'" l 2 -- 2He"

2 C2u

+ 2 . 2ã-e"

r=lm l«a - .'«l - áo«o -- «' .'")),

obtemos

áo«o + «' - .'"» -
2(1 - 2H.")

Integrando ambos os lados da equação acima

1«(1 + "' - ''") - 2/ 1 ' 2HCu ...

Se # # 0, fazemos # 1 -- 2.11íe". Daí, dz = --2]7e"du (# --l)du. Logo,

, J E%;-« - / G-: :hn-- - J ;; :'« - « * "«~
+ x.'"l+k,

onde k C ]R. Portanto,

1«(1 + «: - .'") «+i«l-i+ x.'"l+É

Da1.

1 + t;2 c2u = ae'l -- 1 + .17eul,

onde a = ek > 0. Então,

U2 ãe"l - 1 + X."I + .'" - l

Assim.

« 1 + x."I + .'« - i){
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Desde que

u = :lb(in tanh r) = i;;lÉ;ãã(tanh r),

temos que:

u =!(ãtanhrl -- 1 + H tanh 7'l + tanh'r - l){

Seja zo- ' . Então

2Õ- = -i=;J;i--:lâ(tanh r) =! 1 (ãtanh rl -- 1 + H tanh rl + tanh' r -- i)

Daíconcluímos que

3; -.Hl-(w'-l)){,

ou sqa,

ao - #l -- («,' - i)I'#a.

O )-bd«;,

onde zo = i=;" e Z,(u') - ãlw -- XI -- (w' -- 1). Suponhamos que «, --

1«, -- ml = «, -- # e Z,(.«) = --«,' + ã«; -- ãH + 1. E«tão:

dto
= .! arccos

' D'-- ($--«-- «)

il;;;i?-(ãtanhrl 1+ Htanhrl +tanh'r l) :«li l

}

{

)

e

Neste casoS

Isto ésto ei
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ã
Se a e b temos

2

i=;;i-- = zo = b cos 0 + a,

t;nh r --

Analogamente, se supusermos m -- /1 < 0, obtemos o resultado anterior

Se H = 0, temos:

1«(1 + «' - .'")

onde k C IR. Logo

cu+k = 1 + t)2 -- c2u

e

onde k = ek > 0. Do mesmo modo como foi feito anteriormente, obtemos

tnn h r ==

a + b cos 0

Então r = r(0) e, pelo que foi feito antes desta proposição, se rolarmos, sem deslizar, uma

curva '.,b, que é gráfico em coordenadas polares (r, 0) de

a + b cos a

com a C R e Z) > 0, ao longo de uma geodésica I' de JW2+, o traço da origem F' do sistema

de coordenadas polares é exatamente a curva ç2 dada. []

l

l
tanhr =
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3.5 As Curvas de Equação tanhr = - . , .
a + Ó cos 0

Para melhor estudarmos estas curvas vamos utilizei a seguinte

Definição 3.5. Se

. f.,..a. d.J': »"..

{....a. .]. n''eo.... ..]...t.J" o'-.. .cha'ína-se

b.(a) = lim(d(z,7(t)) -- t),
t--+oo

onde este limite existe e é anito. A Junção de BusemaTt centrada em v q'ue se an\Lta em

F é agua/a em g e o rabo geodésico I' mencionado acima urze F a u, onde p C õ.IHl2 e

'y(o)

Esta função é usada para definir parábola sem levar em consideração sua curva geratriz.

Sejam r e 0 as coordenadas polares de um ponto p de IfP , centradas em F e tomadas com

relação a uma geodésica de referência k. Temos que r é a distância de F a p e 0 é o ângulo

entre a geod'esica que une r' a p e a geodésica k. Adotalemos as seguintes notações:

[. Se .E C ]Ei]2, denotemos por dr a função definida por dE(#) = d(E,a), onde # € ]W

e d é a distância hiperbólicas

2. Se p C a-IHl2, denotamos por b. a função de Buseman centrada em p que se anula

em F;

3. Conformejá definimos em(1.14), se g é uma geodésica orientada pelo campo normal

105



., . l d(g(«),') '' "--p.(d(''7(")), "m '20
slz) = $

l -d(g("),") '' "--p.(d(''7(")), "m "<0

Chamamos de função "tipo distância" às funções +dz, com E C IHl2, tó., com p C õ.IEP

e dp, com g geodésica orientada de IHl2

Sqa ,y.,Ó a. curva de equação polar tanh r :: ;-ii-i:l;;?, com a C IR e b > 0. Daqui por

diante, supoiemos 1 < a + b, pois caso contrário teríamos tanh r ? l e, então, ,y.,Ó é vazia.

Faremos o estudo destas curvas dividindo em três casos:

a função definida por77, denotamos por d g

1. Sel <a ó

1 < a -- b $ a + ocos 0,

ou seja,

;.«. -««('r),«.« '' -"«':' -"-". ".-.,«."«"«* :,

a + ocos a $ 1 < a + ó,

ou sela,

. 0 C l--0:,Oil A"im, 0 C R . «(0) - "''-h (;;-i:l:M) é p«iódi" d. p"í'd'
2n. Neste caso, basta estudar o que ocorre para 0 C l0,2nl e observamos, então,

que a curva 'y.,Ó é fechada.
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--a ocos 0,

ou sq%

--(l + a) > cos 0.
b

, temos que 0 Cl02, 2a -- 021. Por outro lado,Se arccos

a -- ocos 0 $ --a -- b < --1,

coso >

:. ', -««('r), «'* « .' -"«":' "«««:«'., ' '' -"«'-'-,',,"-",'

Observemos que:

l a
b

lim r(0) = +.o
o-.}+. o:

lim «(0) = --«,
o-.} ! ',

Se lã a -- b ou se 1 ? ó-- a: como a -- b $ 1< a + b e b --a

em ambos os casos, temos:

3 + b, então,

a -- ocos 0 < --a -- b < --1.

ou sqa,

coso >
1 -- a

, então 0 €1 -- 0i, Oil. Observemos que limo.!o. r(0) = +oo
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Observação 3.2. Notemos que as curvas 'y.,Ó têm propriedades análogas às cónicas eu-

clidianas. Para todo o, seja uo C Ta.,.(o)IHl2 o simétrico de ill:(o,r(o)), com relação ao

vedor 't.,Ó(0) e seja gO(s) = exp,...(suo). A geodésica go é obtida por reflexão, com relação

à normal a 'y.,Ó em l.,Ó(0), da geodésica que passa por F

F

Lema 3.3. 4 equação po/ar das geodésicos de ]fil2 são da /arma

';«h ,
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Z)emonsfração. Como a métrica em coordenadas polares de H2 é

da2 = dr2 + sinh r d02,

concluímos que os coeficientes da primeira forma fundamental são

E = 1, F = 0 e (; :: sinh2r

Daí, obtemos os símbo]os de ChristoRe] de ]EP. Neste caso, temos o seguinte sistema

de equações diferenciais pala as geodésicas da forma 7(0(f)) = (r(t),0(t)) de ]W, em

coordenadas polares:

l f :: sinh r cosh7' 02

l Ó = -2cothr í 0

Vamos, agora, mostrar que tanh r = :;:;;ililg:.õã. é solução de (3.11).

l3.ii)

Fazendo r(t) = arctanh l.i;;;{ q ,l btemos:

qsin 0í - o
cos:(0 - 0o) - q' '

(3.12)

«;:« 'd - .,Ó' '' :« ;.:'(el;.?à.;m$1; "dÓ' ... c.;'P - "d - .,''

Observando que sinh r cosh r = :i;31i;!!i:5g11?. e substituindo a primeira equação de

(3.11) na expressão acima, obtemos:

sinhrcoshr02 = jsinhrcoshr + 2si co0(00o) cos(0q2 0')l 02 + Cosa(0 -- 0o) -- q20'
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Logo,

õ . . :. ;:::le.i; .?à='<' ; '.' ó',

ou sela,

Õ = 2 sinh r cosa rsin(0 -- 0o)

Usando (3.12), obtemos

0 = 2cothr f 0,

o que mostra (lue tanhr = 1;1; q é solução de (3.11).
n

Lema 3.4. S'J«m (r,0) € 1HI' e X - 3 a + y a C Z(',')tHP, co" y # 0. Sda«. (p(a),a)

as coordenadas da geodésica que passa por Qr,0) na direção X. Então temos:

tanhp=1;11 q

onde

e

tanh2r

/tanh2 r + $(1 - tanh' r)'

q

a. arcta« r''(l +?PITrl
ytanhr

Z)emonsfração. A equação polar da geodésica de coordenadas (p(a),a) é

tanhp = i;l;l;il:;it:-il;lÍ pelo lema anterior. Como ela passa pelo ponto (r, 0) na direção
X deve satisfazer

ta.nh r =
cos(0 - ao)
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Escrevendo ./ : U C

acima quando / = 0

IHl2 --} R, com U aberto de Ifl2 , temos que ./

. Neste caso, devemos ter;

«gíü,o +«giü,n -o.

zsech'r -- y tan(0 ao)qsec(0 -- ao) =0

tan(o - ao) - Ílii::l:
3(l -- tanh' r)

«. - ' - «- ("'S=L:'

sin(0 -- ao) - '"'ch2r ..;(0 - '-o),

á= * :) ..;''« - «.' - :,

l /a2sech4r+y2 tanh2r
cos(0 -- ao) V y' tanhr

,.
3/tanhr

ytanh2r tanhZr

/z2sech4r + y2 tanh2 r vtanh2 r + $(1 --

l l l

é o gráfico da geodésica

Ou seja,

Logo,

isto é:

De (3.13), obtemos

que nos

ou sqa)

Então

Daí,

q-

(3.13)

ta«h',)
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Lema 3.5. 4s g«désác« go têm coord.nadas po/a«s (p(a), a) ««$cando

'-"«ko - a;G::M'
com

qo
2b sin 0

/4b2 sim o(à -+ ocos 0y +(b' sin' 0 --(a + ocos 0y + l)'

e

«. - ' - ««- ('' ;:";r;=slX:=: ;': ''' :

Z)emonsfração. Por construção, luol

Fazendo uo = zã- + yãi, temos:

n2 + sinh2 r g2 = 1, (3.14)

ou sqa,

a2
(« + b cos 0)' - 1 '

pois tanh r = i-lÍZlcos 0

Por outro lado,
a

"'+k. R
onde

Ür:';i:lg-n,t(« -'- b «; ©' - :] é:.

Então

.l(« + ocos 0): il
(« + b cos a)'
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.l(« + z,cos o)' - il"'

(« + b cos 0)'

Substituindo em(3.14), obtemos:

.l(«+ Z, cos 0)' - 11(2(a + Z, cosOy+ .l(«+ ocos 0): - il)
(« + b cos 0y

.'l(« + b cos 0y - il'
1(«+ Z, cos 0)' - 11(a+ Z,cos 0)''

ou sqa,

cl(a+ bcos0)' ll + 2(a+ bcos0)' = --cZ,2sin'0

que nos dá

?le t 1? ql?
' a2 + 2ab + b2 -- l

b2 sina 0 -- (a + ocos 0)2 + l
" a2 + 2ab + b2 -- l

2b sin 01(a + b cos 0): -- 11y'

Substituindo as expressões de # e g no lema anterior, obtemos o resultado desejado

à 7.,b tem as segu

Daí

Porta.ntoI'ta,ll'bo,

e

A família de geodésicos go associada antes propriedadesi'ODr]
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Proposição 3.11. -7. Se 1 < a -- b, Zonas as geodés cas go são concorrentes num ponto

' -(.-.'-««(;JL),«) . ,.'., - '','«.'.,,

2. Se 1 < b -- a, todas as geodésicos go são concorrentes num ponto

' - (,-.'.«« (-L) , .) . .,.., - ''-',,'«.';',.

3. Se \ -- a -- b, para todo 0, go tem lm ponto no in$nito na direção 'K, com

lim,--- gO(.) = « . ão(s) = Vb«(go(s)).

4. Se 1 = b -- a, para lodo 0, go tem m ponto no ílzánfo na díreção 0, com

lim,-.»+- g.(.) = 0 . áo(.) = V(--bo)go(.).

5. Se \. > a -- b e \ > b -- a, l)ara todo 0, ge é ortogonal à geodésica g de equação

po/- ta«h p(a) ..,{ Óo(.) (;)), pa««.«cosCI

orientação adequada, de g.

Z)emonstração. Pelo lema anterior, as go têm coordenadas polares (p(a), a) satisfazendo

tanh p(a) - iai;(i3'' ao '

onde qo e ao são dados acima.

Se 1 < a -- b, já vimos que 0 C IR. Neste caso, se a = a, temos:

tanhpo= ,qo . .! ,
cos(«' -- ao) cos a.

com
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2bsin 0 cos 0(a + ocos 0) + sin Oló' sin' a --(a + ocos 0)' + 11
cos(}o=- ' ' ' ' ' '

4b2 sin' 0(a + ZI cÓé Õ)i -+ (êl2 éiÚ2 Ó -- (à + ocos 0)2 + l)'

Logo,

tanhpo
2b

a2 -- Z)2 -- l

Ou sda

po = arctanh Çiã-:::li--:T,l , V 0 C R.

Resumindo, go passa pelo ponto i' = (arctanh (:P:jg=) , n), V 0 C R.

Vamos, agora, mostrar que Vdp(go(s)) = ão(s). Sda se tal que gO(se) = f'. Como go está

parametrizada poi comprimento de arco, temos

dP (g, (.) )

íw;;ü.u) - áo - .a

<VdP (g. (.)) , &. (;) >

Basta mostrarmos que VdF.(go(s)) é paralelo a áo(s). Consideremos o círculo de centro

F e raio dp(go(s)). Pelo lema de Gauss, a fronteira deste círculo é normal às geodésicos

radiais. Em particular, é normal a go em go(s). Por outro lado, esta é a curva de nível da

função dF em go(s). Neste caso, temos que a curva é ortogonal a Vdp(ga(s)). Portanto,

Vdp(go(s)) é paralelo a ão(s) e, então demonstramos o resultado

Os outros casos são análogos
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Corolário 3.1. O ua/or da /unção dr+J é consfanZe ao /ongo de cada comporzente cone?a

de l.,b, onde 8 é Q seguinte função:

/. se 1 < a -- b, (í = dj.;

2. se 1 < b -- a, õ = --dp;

3. se 1 = a -- b, (S = b.;

#. se ] = b -- a, (f = --óo;

5. se 1 > a b ou 1 > b -- a, 5 = ds

Z)emozzstração. Pela proposição anterior, temos (lue ão(s) = V.5(go(s)), onde 8 é a função

dada na hipótese. Observando que go(0) = "y.,Ó(0), vemos que Vá(7.,b(0)) = áo(0). Como,

pela construção de uo, áo(0) = uo, obtemos

vá( "r. ,.(o) )

Assim, Vdp('y.,õ(0)) - ã;("y.,b(0)). Daí,

á(a,('v.,'(o)) + õ(l.,'(o))) - <'t.,'(o), v'íp('y.,'(o)) + vó('v.,'(o))>

+.,.m), g:h.,.m) + «.> - o.

Concluindo,

á(a,'("r.,'(o)) + á('v.,'(o))) - o,

ou seja, dp + (í é constante ao longo de cada componente conexo de '.,Ó.
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Proposição 3.12. 4 curda 'y.,Ó de equação po/ar tanhr(0) = i.P Ócos0' com a C IR,

t) > Q, tem cls seg'vintes propriedades locais:

/. se 1 < a b, entiio -l.,b é lma etipsel

2. 6e 1. < b-- a, então 'ya.b e urna htperbole,

g. se 1 = a b ozt 1 = ó -- a, erzíão '.,Ó á ma parábo/a;

4. se 1 > a b ou 1 > b -- a, então 'y..b é uma parábola generalizada

Demonstração. Pelo corolário (3.1), temos

[. se ] < a -- b, então (i = dp, com r' C ]H]2, e dr + dP = a ao ]ongo de 7.,ó. Ou sda,

'r.,ó é uma elipse.

2. Se 1 < b -- a, então ó = --dP, f' C IHl2, e dp -- dP = a ao longo de '7.,Ó. Logo, 7.,Ó é

uma hipérbole.

3 Se 1 = a -- b ou 1 = b -- a, então (í =! b,, com p C a.IHl2, onde b. é a função de

Buseman centrada em p que se anula em r'. Portanto, dp -+ b. = a ou dr -- b. = a

ao longo de '7.,Õ. Observando que a parábola euclidiana y2 = 2p# pode ser deânida

como o conjunto dos pontos X que satisfazem

d(f', X) + lim(d(X,7(f)) - t)t-+oo

onde F = (5,0) e '({) = (Ç + t,0) (analogamente, y' = --2p# é o conjunto dos

pontos X que satisfazem d(F, X) -- lim.-»-(d(X, 7(f)) -- t) = p), concluímos que se

dp + b. = a ou dp -- b. = a ao longo de '.,Õ, então esta curva é uma parábola.
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4. Se 1 > cz -- b ou 1 > b -- a, então á = ds, onde g é uma geodésica orientada de IHl2,

e dp + ds = a ao longo de 'y..Ó. Neste caso, denominamos esta curva por parábola

generalizada.

D

Proposição 3.13. Sda F' C ]Hl2 e sda 7 ma curda cone a uerlWcarzdo dr + J = a ao

longo de -t, onde õ é Tina. junção do tipo distância. Então e:distem a,b > q tais que, pa,ra

todo m € -1, as coordenadas polares de m centradas em F têm u forma Q'ÇO).0), cowl

ta«h ,(o) - i.Íll:i;;i

Z,)emozzstração. Segue de cálculos trigonométricos no plano hiperbólico

D

Observação 3.3. Como dr + (S é constante ao longo de "y, então sua derivada é nula ao

longo de 7. Mas

á(a, + á)('r(o)) - <t(o), va,("r(o)) + võ("r(o))>

ou sqa,

<+(o), ill:('r(o)) + vá('r(o))> - o

Daí, concluímos que ã;("r(0)) + Vá('y(0)) está na direção normal a 7 em 7(0), VO. Logo,

Vâ('y(0)) é obtido por reli'xão da direção ã;('y(0)) em relação à direção 't(0)-

No teorema a seguir, rolei sem deslizar tem o significado da scção 3.2
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Teorema de Delaunay: Sejam F c irq. e "y Hma curda corzeza de irq. ta/ que dp+õ = a

ao longo de 'l, onde õ é uma junção do tipo distâl-teia. Seja ç\ Q trajetória de F quando

,y ro/a, sem des/azar, sobre uma geodésica I' de IHl2 . ,4 cwrt;a Q saías/az a equação

h2 g + sinh g/ cosh2 g/g! = constante,

.«d. . é o p«á"''''" c.mp«áme«t. d. « d« -«« ç2, «m Q(.) s), y(.)) .m «/«çã.

a V. Em particular, ela gera upllcl sül)erfície de rotação com curuatuta média constante

Além disto, o valor da curvatura média H ueri$ca:

.17 sin

.Z. se â =t dÊ, F C itq. fl é uma e/ãpse ou uma àípéróo/eJ, então H = cothjal > l

2. se ó =! b,, p € õ-iEq. f7 é uma par(íóo/a), então H = 1;

3. se õ = dp, onde g é ma geodésica orientada de IHii f7 é ma parábo/a venera/ázadaJ

então H = tanh lal < l

.j

z)emonstração. Pela proposição (3.13), sabemos que ' tem equação polar tanh r = i.ricos 0

com /' sendo a origem do sistema de coordenadas polares (r, 0) preso a '. Nas figuras que

se seguem temos representadas as imagens de 'r, em ]Hl2, pela isometria @, do movimento

plano sobre o plano hiperbólico. Denotemos por P a projeção de r' sobre I', por Q o

ponto de contado entre 7 e I' e por Ã a geodésica que é a linha de gradiente de õ que passa

por C/.

Dividiremos a nossa demonstração em três casos: (5 = dp, (S = ó, e õ = dp Os outros

três casos (õ = --dp, (í = --Z), e á = --ds) são análogos aos anteriores, respectivamente

trocando somas por diferenças nos lugares convenientes
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1. Suponhamos (S = dÊ, com F C ifq.. Neste caso, 7 é uma elipse e tomamos f' e F

como sendo os focos desta elipse. Seja P a projeção de r' sobre I'. Por hipótese,

Figura 3.2: Elipse no semi-plano superior

dp+ 8 = a ao longo de 7 e, pela observação (3.3), a linha de gradiente de ó passando

por Q - '(0) é obtida por reflexão da geodésica QT' em relação à tangente a ' em

,y(0). Neste caso, o ângulo que a geodésica Ã forma com I' é o mesmo que a geodésica

QT' forma com I'

No triângulo QT'P temos, pela proposição (1.3):

sinh y = sinésinh QT' (3.15)
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cosh QT' = cosh 3/ cosh QP.

Sendo

segue q

De

cosh2 y---L-- sin cv = sin @ cosh QT'
cosny

obtemos:

= sin é cosh Q/'.

No triângulo QT'P te

sinh # = sin @sinh QP,

também pela proposição (1.3). Como dr + dF.

dP(0) + dF.(Q) Q/' + QT'

cosh a = cosh QT' cosh QF' + sinh Qr sinh (2r'

sinh a = cosh QP sinh Q/' + sinh Qr cosh QT'.

Se d(r', r') = c, temos;

cosh c = cosh (2r' cosh QT' -- sinh QT' sinh Qr cos(a'

ue

mos

e
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(3.18)
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conforme a expressão (1.11). Fazendo a diferença de (3.18) e (3.20), obtemos:

cosh a -- cosh c = sinhQF' sinh QF'(2 sina Ó).

Pelas expressões (3.15) e (3.17), temos:

cosh a -- cosh c . sinh y sinh &. (3.21)

Somando(3.18) e(3.20), obtemos:

i:iilglii1l;:i::!!! = cosh (2r' cosh QP + sinh QP sinh QT' cosa .#.

De(3.15),(3.17) e(3.21), temos:

- sinh ysinh& cosh a-- coshc
sinhQf'sinhQT'= s.n ç) zsin-q)

Resumindo,

«:hQT'«;hQF' "sh. + «;h' '.?b.!.:!eEycos'é. (3.22)z z sln' ç)

Multiplicando, agora,(3.19) e(3.16) membro a membro, temos:

cosh2 (2P sinh # + cosh (2r' cosh QP sinh g/,

ou sela,

ã'-sinh a sinh 3/ cosh2 y d# cosh a -- cosh c

*;'««' «(-:FP * ..;" ''..:« .'). ';.,;,
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De (3.22) e (3.23), obtemos

sinh a sinhg/
cosh a -- cosh c

2
+

/'colha--coshc . cosha+coshc colha--coshc ,

+ si«h' yÇ -

cosha--coshc . . .2 /'cosha+coshc . colha--coshc
f-- +smh'y 1. 2 +

cosh a -- cosh c + sinh2 y cosh a,

ou sqa)

sinh a sinh y:: -- cosh a sinh2 g =
cosh a -- cosh c

Resumindo

--colha sinh2 y + sinh y cosh2 p31 =
cosh a -- coshc

Então Q verifica uma equação do tipo

.llr sinh2 y + sinh g/ cosh2 ydz = constante,ds

donde concluímos que H = cothja > 1. Portanto, se rolarmos uma elipse, sem

deslizar, sobre uma geodésica I' e se a curva descrita por um de seus focos é ç2,

então a superfície obtida pela rotação de Q em torno de I' tem curvatura média

constante H > l
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2. Seja (í = 6,, onde p C õ.itq.. Façamos a construção como no caso anterior, mas

supondo que 7 seja uma parábola. Neste caso, temos a seguinte figura:

Pela proposição (1.3), no triângulo QP/' temos

Figura Parábola no semi-plano superior

sinh y = sin @sinh QT'. (3.24)

Pela expressão (1.13) aplicada ao triângulo assintótico QPp, temos

eÚ :: eb'(Q) sin é. (3.25)
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ds cosh y'

cosh2 3/31 :: cosh QT' sin @.

De dp + b. = a, temos:

e' = cbo(Q) cosh QT' + eb'(Q) sinh QP.

Pela expressão(1.12), obtemos:

eb'(F') = cbo(Q) cosh QP -- eb'(Q) sinh QT' cos(n' -- 2@),

que, do fato de bo(F') = 0. nos dá:

1 - eb.(Q) cosh (2/' -- eb'(Q) sinh QT' cos(r -- 2@).

Subtraindo (3.28) de (3.27):

e' -- 1 = cbo(Q) sinh QF(l + cos(n' -- 2@)) = 2eÕ'(Q) sinh OT'sina é,

ou sejam

:::::l--! . cbo(Q) sinh y sin é.

Resumindo,

Soma«do (3.27) e (3.28):

+ 1 - 2eÓ'(Q) cosh QT' + eb'(Q) sinh QF'(l -- cos(n -- 2@))

- eb'(Q) cosh (l?r' + eb'(Q) sin Ós nh 3/ cosa .#.

Como no caso anterior rle ==- obtemosas

(3.26)

(3.27)

(3.28)

(3.29)



Concluindo

eb'(Q) cosh QP = !:ll-;ii.! :l=i'' l cosa .Ó-

Multiplicando (3.27) e (3.26) membro a membro, obtemos:

l2 y(2# = cbo(Q) cosh2 Q.Z? sin @+ eb'(Q) sinh Cj?Fcosh QF'sin é ::ds

:: eb'(Q) cosh2 (?.li' sin é + cbo(Q) sinh g/ cosh (il?r' =

- --:-:L--(eÓ'(Q) sin Ó sinh g + eb'(Q) sin é sinh y sinh2 C2r' + cbo(Q) sinh2 g cosh QT') =smnu

- Ú I'i-' * ;:««' « (;ã * .''''' «:" "'
Resumindo.

ne'cos

(3.30)

.' ;'«" . ..;»' «: - ç * ;:-«' « (;à * .''''' ..:« .,) .
Comparando(3.30) e(3.31), obtemos:

.' .'-" . -;«' «: - (i-' * ;:««' « (âà -- ei '

(3.31)

ou sqa,

sinh2 y + sinh g/ cosh2 3/:! =
e' -- l

Pelo mesmo raciocínio do caso anterior, se rolarmos uma parábola, sem deslizar,

sobre uma geodésica I', seu foco descreve uma curva ç2 que gera uma superfície de

rotação, em torno de I', com curvatura média constante # = l

3. Se õ = ds, onde g é uma geodésica orientada de iíq. . Suponhamos dp > 0 ao longo

de 7.
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Figura 3.4: Parábola generalizada no semi-plano superior

Como na figura, sejam r'' e F as projeções de F' e Q, respectivamente, sobre g

Seja P a projeção de F sobre I'. Denotemos # = FP

Novamente pela proposição (1.3) aplicada ao triângulo QPT', temos:

sinh y = sin ésinh (2P (3.32)

e a mesma proposição aplicada ao triângulo QPP nos dá

sinh & = sin @sinh QT'. (3.33)
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Como nos dois casos anteriores, de :! = ::li;i--, temos:

= cosh QT' sin é. (3.34)

De dp + dp = a, obtemos que QT' + QT' = a, pois ds(Q) = Qf'. Logo,

sinh a = sinh QT' cosh QF' + cosh QT' sinh QT'(3.35)

cosh a = cosh QT' cosh Qi' + sinh QT' sinh QF'.(3.36)

Seja c = ds(f'). Então, pela proposição (1.4) aplicada ao quadrilátero QT'r''r',

temos:

sinh c = cosh QT' sinh C2P -- sinh QT' cosh QT' cos(a -- 2@),

ou sqa}

sinh c = cosh C?f'sina QT' + sina Qr cosh QF'cos 2Ó.(3.37)

Subtraindo (3.37) de (3.35):

sinh a -- sinh c = sinh (2r cosh QF(l -- cos 2@),

ou sqa,

:!!!h a -- sinh c . sinh Qf'cosh QFsin2 @.(3.38)

Somando (3.35) e (3.37) e utilizando (3.38), obtemos:

sinh a + sinh c = 2 cosh Q/' sinh C?F+ sinh QT' cosh QF'(l + cos 2@),

ou sqa,

coshQT'sinhQF= sinha+sinhc sanha-sinhc cosa.#.(3.39)
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Multiplicando (3.36) e (3.34) membro a membro:

cosh a cosh2 yy! = cosh2 C?r' cosh QT' sin @ + sinh QT' cosh QT' sinh QT' sin @.

Usando(3.32),(3.33) e(3.38), obtemos:

cosh a cosh2 3/:! = cosh2 C?F' ( sinh a é+s nh g cosh QT' sinh QT' sina

l
sinh y

cosh2 (l?r' "'f") * ;'««: « ;:«" ., ...« «,]

l fsinh a -- sinh c

sinh g/ l 2

Resumindo,

cosh asinh 3/cosh2 y31i = lsinh a + sinh2y
sinh a -- sinh c

2;i«,.# +

sinh2 y lsinh a - sinh c + sinh C?-F cosh Qr

+ sinh QÊcosh OPI . (3.40)

Substituindo(3.39) em(3.40), obtemos:

cosh asinh y cosh2 y31 = :inh a - sinh c + sinh2 y ji:!nh a - sinhl +

sinh a + sinh c sinh a -- sinh c 2 ,l+ 2 Úili "s''#l
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2
+ sinh' 3/ sinh a.

sinhc

Concluindo

-- tanh a sinh2 y + sinh g/ cosh2 y:! =

sinh a -- sinh c

Logo, se rolarmos, sem deslizar, uma parábola generalizada sobre uma geodésica I',

seu foco descreve uma curva Q que gera uma superfície de rotação, em torno de I',

com curvatura média constante H = tanh lal

D

Observamos que se 'r é uma elipse ou uma hipérbole, então Q satisfaz (3.4) e, como ela gera

uma superfície com curvatura média constante, também satisfaz (2.10), com # = coth lal

e # = U, onde

sinh2 g/ :: t/2

«N-/'

'l + U'2 -- Ü2d

cosh2 g/ds

1 + t/2 -- U2

Daí, vemos que

e, de (2.10),
Ua H -- 'ã

U
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Logo,

dz sinhz g/ coth lal -- ã
ds sinh y cosh2y

Substituindo em (3.4), com H = coth lal, obtemos

-- coth a sinh2y + sinh g/ cosh23/ (sinh23/ coth ja,Z/

cosh a -- cosh c

2sinh a

Ou seja,

ã
2sinh a

-x + v'#7':T
2

Se 7 é elipse, então al > lcl. Daí, obtemos que

< ã<o

Neste caso, Q é um ondulóide. Se ' é uma hipérbole, la < lcl e obtemos que ã > 0, ou

seja, Q é um nodóide. Se ' é uma circunferência, concluímos que

x+«»7-l

e obtemos que n gera um cilindro. Se ' é uma elipse degenerada ou uma hipérbole

degenerada, ou seja, se lal = lcl, temos que a = 0 e n é formada poi gemi-circunferências

tangentes entre si ao longo do eixo de rotação.

Analogamente, se l é uma parábola, n satisfaz (3.4) e (2.10), com H = 1, donde con-

cluímos que

2

Neste caso,

1. se a > 0, então --2 < ã < 0 e Q é mergulhada;
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2. se a < 0, então ã > 0 e Q é uma curva imersa, com uma única auto-interseçãol

3. se a = 0, ou seja, se ' é uma parábola degenerada, então Q gera horoesferas.

Do mesmo modo, se I' é uma parábola generalizada, Q satisfaz (3.4) e (2.10), com

H = tanh lal, e, então,

sinh c -- sinh a

' 2cosh a

Logo,

l

2

3

se jal > lcl, temos ã < 0 e, então, Q é mergulhada;

se lal = lcl, temos ã = 0 e, então, ç2 é uma curva equidistante;

se lal < lcl, temos ã > 0. Neste caso, existe ao = aictanh(0.64), tal que

(a) se 0 < lal < ao, existe ao = ao(lal) tal que

i. se 0 < ã < ao, então ç2 é imersa e tem um

ii. se ã > ao então Q é mergulhada;

iii. se ã = ao, então Q é mergulhada com um único ponto no bordo do

(b) se ao < lal < lcl, então Q é imersa com uma única auto-interseção.

se lal = 0, então H = 0 e

(a) se cl > 0, temos clue Q é mergulhada;

(b) se lcl = 0, temos que Q gera um plano totalmente geodésico.

a única auto-interseção;

4
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