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Resumo

Em 1841 Delaunay provou que se rolamos uma cénica sobre uma reta num plano e em
seguida rotacionamos, em torno desta reta, a curva descrita por um dos focos desta conica,
obtemos uma superficie com curvatura média constante. Nesta dissertacio estudamos o
mesmo problema no espago hiperbdlico, com base nos trabalhos de [CD], [B], [H], [S] e

[CAJ.

Abstract

In 1841 Delaunay proved that if one rolls a conic section on a line in a plane and then
rotates about the line the trace of a focus, one obtains a constant mean curvature surface
of revolution in R® Here we study the same problem in the hyperbolic space based in

works due to [CD], [B], [H], [S] e [CA].
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Introducao

O objetivo desta dissertacao é fazer, no espaco hiperbdlico, o mesmo estudo feito por
Delaunay no espago euclidiano.

No primeiro capitulo damos os modelos para a Geometria Hiperbélica e os conceitos
basicos desta geometria, como suas geodésicas, seus circulos, suas curvas equidistantes
e seus horociclos. Isto é feito através de [CD] e [SU]. Também fazemos o estudo da
trigonometria hiperbdlica, através de [R].

No segundo capitulo estudamos as superficies rotacionais esféricas com curvatura média
constante no espago hiperbdlico, caracterizando-as pelas suas curvas geratrizes. Este
estudo ¢é feito através de [B].

No terceiro capitulo este mesmo estudo é realizado com outro enfoque: as curvas geratrizes
sao vistas como curvas descritas por um dos focos de cénicas quando as fazemos rolar, sem
deslizar, sobre uma geodésica. Este estudo é feito através de [H], de [S] e de [CA]. Este
capitulo tem como objetivo principal a demonstracao do teoremg de Delaunay no espago
hiperbélico que afirma que se rolamos uma cénica sobre uma geodésica e observamos a
curva descrita por um de seus focos, a superficie gerada pela rotacio desta curva em torno

da geodésica tem curvatura média constante.



Capitulo 1

Consideracoes Basicas sobre a

Geometria Hiperbdlica

1.1 Variedade Riemanniana

Definicao 1.1. Sejam M™ e N™ variedades diferencidveis. Uma aplicagdo diferencidvel
©: M — N ¢ uma imersao se dp, : T,M — T,y N ¢ injetiva para todo p € M. Se, além
disto, ¢ € um homeomorfismo sobre o(M) C N, onde @(M) tem a topologia induzida por

N, diz-se que M € uma subvariedade de N .

Definicao 1.2. Uma métrica Riemanniana em wma variedade diferencidvel M ¢ uma
correspondéncia que associa a cada ponto p € M wma forma bilinear simétrica, posi-

tiva definida, (,),, no espago tangente T,M, que varia diferenciavelmente no seguinte



sentido: se o : U C R™ — M € wm sistema de coordenadas locais em torno de p,

com @(1,...,2,) = q € @(U) e %(q) = dp,(0,...,0,1,0,...0), entdo < aixi(q),%(q) Fy=
Gij(Z1, ..., 2,) € uma funcao diferencidvel em U. As funcées 9ij = gji sao chamadas ex-

pressoes da métrica Riemanniana no sistema de coordenadas ¢ : U C R* — M. Uma
variedade diferencidvel com uma dada métrica Riemanniana chama-se uma variedade

Riemanniana.

1.2 O Espaco de Lorentz L*

Consideremos sobre R* a métrica de Lorentz

9-1(2,y) = —zoyo + z1y1 + T2y2 + 3ys,

com ¢ = (Zo,21,%2,%3) € Y = (Yo, Y1,Y2,Y3). Observamos que ela é uma forma bilinear,
simétrica e nao-degenerada de indice 1 sobre R%.

Denotaremos por IL* o par (R*, g_;), que chamaremos espaco de Lorentz.

1.3 A Conexao de Levi-Civita de LA

Definigao 1.3. Sejam V,W € x(L*) (conjunto dos campos de vetores de classe C*° em
LY) e f € F(L*) (anel das fungées reais de classe C™ definidas em L?*). Definimos o

colchete [V, W] € x(LL*) pela expressio

Vs WI(f) = VIW[f]) - W(V[S])
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sendo V[f] = Z?zl vi%f, a derivada de f na dire¢ao de V' = Z?Zl Vige.

Definicao 1.4. Uma conerdo afim V em L* € uma aplicagio V : x(L*Y) x x(IL*) que

satisfaz as sequintes propriedades:

1. VixyovZ = fVXxZ +gVyvZ
2. Vx(Y +2) = VyY + V2

8. Vx(fY) = fVxY + X(f)Y,

onde X,Y,7Z € x(L*) e f,g € F(L*).

Teorema 1.1. Eziste uma tnica conexdo afim V em LL* tal que:

1 [X,Y]=VxY — VyX, para todo X,Y € x(L*)

2. Xg1(Y,Z) = g1(VxY,Z) 4+ g-1(Y,Vx Z), para todo X,Y, Z € x(L*).
V € denominada conexao de Levi-Civita de L.

Demonstragio. Ver [Cl]. O

1.4 Geodésicas de L?

Definicéo 1.5. Sejay: I C R — L* wma curva de L*. Dizemos que v € uma geodésica

de L* se, e somente se, V,Y/'y' =],



Nao € dificil verificar que as geodésicas de LL? sao retas que estio definidas para todo

parametro ¢ € R. Ou seja, L* é uma variedade geodesicamente completa.

Definigao 1.6. Uma subvariedade M de L' € totalmente geodésica se toda geodésica de
M ¢ geodésica de IL*. Equivalentemente, uma subvariedade € totalmente geodésica se toda
geodésica de L*, tangente a esta subvariedade em um ponto, estd totalmente contida nesta

subvariedade.

1.5 Isometrias de L4

Definimos por O;(4) o conjunto dos operadores lineares inversiveis O : L4 — L*, tais que
9-1(0(u),0(v)) = g-1(u,v),Yu,v € L*.

Um elemento O € 0,(4) serd chamado de transformacao ortogonal de L. O1(4) assim

definido é um grupo relativamente & composigao dos operadores.

Teorema 1.2. As seguintes afirmagées sio equivalentes:

1. 0 € 0,(4)

2.0 leva base ortonormal {e;} em wuwma base ortonormal {O(e;)}, com

9-1(€iss €i5) = 9-1(0(e4y), O(eiy)) = —1, para algum iy € {1,2,3,4}.



Demonstragdo. Ver [SU|

1.6 O Espaco Hiperbdlico

Tomemos a hipersuperficie de L*
]HIB('—].) = {’L‘ = (IQ,IIJ],ZEQ,(E,‘_’,) € L4/g_1($,$) = —1,(120 > 0},

que € uma subvariedade de dimensao 3 de L?, denominada espago hiperbélico de
dimensao 3.
Tomemos a parametrizagao de H?(—1) dada pela projecio

z: H(-1) — R

(2o, 1, T2, z3) (561,502,333)

1

Sua inversa z~! é uma carta para H®(—1)

' R® — HB(-1)

(:Bl y L2, $3) — (‘TO) T1,T2, :1:3)

onde

o =1/z?+ 22+ 2+ 1.

Temos

dilﬁ:lUi:%’ i=1,273a VPEHS(_I)’

sendo {U;,U,Us} a base canénica de R3 e {%, 2 2.} base de T,H?(—1), tal que

EIoy dz3

a T

= ,1,0,0 EHJ4)
Oz, (\/m§+m§+x§+1 )

9



3 _( i)
Oz, Vai+azi4+ 22 +1

,0,1,0) € LY,

a _( I3
Oz [P+ 22+ al+1

,0,0,1) € LY,

e sendo £(p) = p a normal unitaria a T,H?(—1) no ponto p.
O operador de Weingarten associado a € é A¢(X) = —(Vy€)T, onde V é a conexao de
Levi-Civita de L* e X € y(HE(—1)).

Temos, para : = 1,2, 3,

ZT; 8
e L) =~
\/:B1+IB2+:L‘3+1 Z

0
Ay (3—1') - —(V%(zo,flaaf%%))T =

Logo,
(Aﬁ)p = —idTpIHP(—l)-
Chamando de R o tensor de curvatura de H?(—1), a equacio de Gauss fica:
9-1(R(X,Y)Z,T) = g.1(AY,2)g1(AX,T) — g_1(AX, Z)g-1(AY, T) =
= g-1(=Y,2)g1(-X,T) — g-1(—X, Z)g1(-Y,T) =
= “Ng-1(Y, 2)g-1(X, T) = g-1(X, Z)ga (Y, T)), Vp € B (-1),
VXY, Z,T € T,H>(-1).
Entao,
g-1(RX,Y)X)Y) = —(=g-1(Y, X)g1(X,Y) + g_1(X, X)g1 (Y, Y)) =

= —g1(XAY,XAY), Vpe H(-1), VX,Y € T,HP(-1).

10



Logo, a curvatura seccional do plano gerado pelos vetores X, Y, tangentes a H?(—1) em
p € —1. Ou seja, o espago hiperbélico H?(—1) tem curvatura seccional constante igual a

=1,

1.7 Isometrias de H’(—1)

Para descrever as isometrias do espaco hiperbdlico usaremos a seguinte

Proposicao 1.1. Sejam f,g: M — N isometrias da variedade Riemanniana conexa M
na variedade Riemanniana N. Se existe um ponto p € M tal que f(p) = g(p) e df, = dg,,

entdo f = g.

Demonstragao. Ver [SU].

O

Proposicao 1.2. As isometrias de H*(—1) sdo as aplicagées O € O,(4) que deizam

invariante o conjunto H’(—1) = {p = (po, p1,p2, ps) € L*/po > 0,9-1(p,p) = —1}.

Demonstragio. Ver [SUJ. O

Indicaremos por OF (4) o conjunto das isometrias de H®(—1).

11



1.8 Outros Modelos da Geometria Hiperbdlica

1. A bola unitaria de Klein ¢ dada pelo conjunto
D’(1) = {(z,y,2) € R¥/2? +y* + 2* < 1},

munido da métrica

4

do? =
M F e ——

2(d.7:2 + dy* + dz2?).

2. O modelo de Poincaré é dado pelo conjunto
B°(2) = {(z,y,2) € R%/a® + y* + 2% < 4},

munido da métrica

16

do? =
g (4_$2_y2_zz)2(

dz? + dy* + d2?).
3. O semi-espaco superior é dado pelo conjunto
Ri = {(:c,y,z) € IRS/Z > 0})

munido da métrica

do® = %(d.’z:2 + dy* + dz?).

Observamos que o modelo do hiperboldide é muito utilizado para efetuar calculos, que
muitas vezes sao mais simples, pois a conexdo de LY, na métrica considerada, € a derivagao
usual. Ja o outro modelo R$ permite uma melhor visualizacio dos objetos geométricos
nele contido. Por esta razao e pelo fato de que os modelos sdao isométricos entre si,

12



optamos por trabalhar com o modelo R%. Vamos, a seguir, enfatizar apenas a isometria

que escolhemos para utilizar neste trabalho, sendo que as demais estio bem detalhadas

em [SUJ.

1.8.1 Isometria entre R} e H?(—1)

Para construirmos um difeomorfismo ¢, entre H*(—1) e R3 e a métrica induzida de R%
daremos os seguintes passos: primeiramente levaremos (H?(—1),9-1) isometricamente
sobre D?(1) munido da sua respectiva métrica; em seguida, passaremos para o conjunto
S(Uo,1)- = {(z0,21,23,23) € S(Up,1)/0 < 2 < 1}, onde S(Up,1) = {(zo, 21, 22,23) €
R*/2f + ¢} + 23 + x5 = 1}, fazendo a seguir uma rotacio deste conjunto para, finalmente,
através da projecio estereografica pelo polo norte atingirmos R3. Seja ¢y : H3(—1) — R%

definida por
1

To — T (:EZ, &3, l)

¢+($0> Ty, T, :1"3) =

Temos que ¢, € inversivel e sua inversa ¢! : R3 — H*(—1) é dada por

1<x?+x§+x§+1 e+ al4al—1 )
» L1, T2 | -

-1 _
¢+ ($17$27$3) - $_3 9 ’ 9

Derivando, obtemos:

(9970 1
Jdz, T3 (#1211, 0)
¢3!
{ Al 0,1
Oxg T3 (a2, 0,1),
063! _ ! —z}—zj+ai+1 —2?—22 4221 — &y, —T2
61:3 _xg 2 b) 2 ) b .

13



Logo,

__<a@?aaf>_§i

9ij = .
N dz; ' Oux; zz’

‘que sdo os coeficientes da métrica de R3. Denotando = = z,, y = z; e z = z3, temos:

1
do® = E(datr‘) +dy® + dz%).

1.9 A Geometria do Espaco Hiperbdlico H?

1. Geodésicas

Seja a : I C R — H?(—1) uma geodésica parametrizada por comprimento de arco
em HP(—1), conforme a definicdo 1.5. Sejam V e V as conexdes de Levi-Civita de
L* e de H®(—1), respectivamente. Entao:

Vama(t) = 0,V € I & (Vanat)T = 0,Vt € I & (&(t))T = 0, com &(t) €

LYVt € I & a(t) € L* é normal a ToyH?(—1),Vt € I < 3X: I C R — R tal que

Entdo
g-1(a(t),a(t)) = =1 = g_1(a(t), a(t)) = 0.
Logo,
9-1((t), a(t)) = —g-1(a(t), &(t)) = —1,
ou seja,

14



Consequentemente, A(t) = 1 e, portanto. a(t) = a(t), Vt € I.
Assim, uma curva a parametrizada por comprimento de arco é geodésica em H®(—1)

se, e somente se, &(t) — a(t) = 0,Vt € I. Ou seja,
a(t) = (cosh t)C; + (sinh ¢)Cy,

onde C,,C; € L%t € R. Impondo condigdes iniciais a(0) = p e ¢(0) = v, com

v € T,H?(—1) e |[v]| = 1, a geodésica de H®(—1) que passa por p com velocidade v é:

a(t) = (cosht)p + (sinh ¢)v,t € R,

de onde concluimos que «a estd inteiramente contida no plano que passa pela origem
e é gerado p‘or p e v. Deste modo, as geodésicas o : [ € R — HP(—1) sao as
intersecgoes H*(—1) N, onde 7 é o plano de L* gerado por a(0) e &(0) e que
passa pela origem. Dai concluimos que as k—subvariedades totalmente geodésicas de
H®(—1) sdo as intersecgdes HB(—1) N V*+1, onde VF+ | k=1, 2,3 é um subespaco

de L. 0 Ay o
. Esferas Geodésicas

Definigao 1.7. Dados um ponto p € H3(—1), um nimero realr > 0 e um conjunto

{v1,..c,vk1}, k= 1,2, de vetores ortonormais em T,H?(—1), o conjunto
k+1 "
SS(r, V) ={a(t) = (coshr)p + Z(sinh r)mvi/t = (t1, ., try1) € R\ {0}},
=1

onde V = [vy,...,vp41] € [t] = (Zf:ll 1)z, ¢ uma subvariedade de H3(-1), de di-

mensao k, chamada k-esfera geodésica de raio r e centro p.

15



Observe que para cada vetor unitario v = v(t) = Zf:ll "t—"lvi em T,H?(—1), o pon-
to x(¢) correspondente esta na geodésica parametrizada por comprimento de arco
v(t) = (cosht)p + (sinh t)v, onde Y(0) = pe~(r) = x(t), isto é, z(t) = exp,(r,v).
Logo.

S;:(r, ‘/) C [p, vl,...,ka] N HB(—].)

Ou seja, 5’5(7‘, V) estd contida na (k + 1)-subvariedade totalmente geodésica de
H®(—1) dada por HE(—1) N [p, vy, .. .,vk+1].

Além disto, para cada t = ({1, ..., ;1) € R¥'|{0} podemos escrever:

k+1
z(t) = (coshr)p + (sinh 7)v; + sinhr ((Iﬂ ) vy + Z |t| )

Considerando o (k + 1)-hiperplano afim de L4 dado por

P! = (coshr)p + (sinh 7)oy + o1, .., vkp]

vemos que z(t) € ?Hl, V¢ € R¥1\ {0}. Entdo S*(r, V) c P N HE(—1). Mas,
P

k+1

como S¥(r, V) eP NH®(—1) sao k-subvariedades de H®(—1) e Sk(r, V) é completa,

obtemos

SEr, V) = P e (-1),

ou seja, S’,’f(r, V) é a intersecgao de H?(—1) com o (k+1)-hiperplano afim P dado
acima.

Observamos que P ¢ ortogonal a p. Logo, sé intercepta uma componente
conexa do hiperboldide, que é a componente {z = (z¢,z,es, z3) € L4/
g-1(z,z) = —=1,z9 > 0}.

16



Em particular, se £ = 1, temos os circulos .e se k = 2, temos as esferas do espaco
hiperbélico. Aqui, os circulos e as esferas estdao totalmente contidos no espaco hi-
perbdlico, pois verifica-se que todo ponto de ambos equidista, na métrica hiperbdlica,
de um ponto fixado, que é o centro delas. Em geral, este centro nao coincide com o

centro euclidiano.
. Horoesferas

Definigao 1.8. Seja N**' uma (k+1)-subvariedade totalmente geodésica de H3(-1),
k =1,2. Tomemos uma geodésica de N**' com ponto inicial ¢ € N¥*! ¢, para ca-
da ponto p desta geodésica, tomemos também a k-esfera geodésica com centro p

que passa por q. Fazendo p tender a infinito, o conjunto limite serd denominado

k-horoesfera de H*(—1), & = 1, 2.

Seja a : [0,+co[— H*(—1) a geodésica parametrizada por comprimento de arco,
com a(0) = g, escolhida para fazer variar os centros das k-esferas geodésicas e con-
sideremos campos ortonormais vy, ..., x4 diferencidveis ao longo de a, satisfazendo,

para todo ¢t > 0:
v1(t) = &(t), g—1(vi,vj) = dij e g_1(a(t),vi(t)) =0,4,7=1,...,k+ 1.

Para cada t > 0 tomemos o nimero real positivo r(t) tal que eXPo(y)(—T(t)v1) = g e

consideremos a k-esfera geodésica de centro a(t) e raio 7(t), dada por:

k+1

S(I;kt)(r(t), ['l)l(t), "'avk-{-l(t)]) = F (ﬁ,t) N Hs(—l),

17



com ?kﬂ(;—),t) =P+ [v1.....viq1] € P = (coshr(t))a(t) + (sinhr(t))vy(¢).
Assim, fazendo t — +oo, temos que &(¢) tende a uma direcio paralela a uma
geratriz do cone z2 = Zf—':ll x? e, portanto, ?Hl(}_), t) tende a um (k+ 1)-hiperplano

afim 7! paralelo a um (k + 1)-hiperplano tangente ao cone. Concluimos, entao,

que as horoesferas de H*(—1) sao da forma 7' NH?(—1), onde 7*! é um (k+1)-

k+1 9
=1 z;

hiperplano afim, paralelo ao cone zf = > e, reciprocamente, todo conjunto
deste tipo € uma horoesfera de H?(—1).
Em particular, se & = 1, chamamos a 1-horoesfera de horociclo. No modelo do

semi-espago superior, temos que as horoesferas siao as esferas ou circulos tangentes

ao bordo do infinito e os planos paralelos ou retas paralelas ao mesmo.

. Superficies Equidistantes
Seja N*? uma subvariedade totalmente geodésica de H®(—1). Entdo podemos escre-
ver N? = V3N H3(—1), onde V3 é um subespaco vetorial de L*. Para cada p € N2,

tomemos 7(p) € T,H?(—1) tal que
g-1(n(p),v) =0, Yv e T,N>.

Observemos que como N é uma subvariedade de codimenséo 1, entio existe uma
tnica diregao normal 7 para todo p € N. Para cada real d > 0, consideremos o

conjunto

HE(N,d) = {B,(d)/p € N},

com f,(s) = (coshs)p + (sinhs)n, s € R, é a geodésica em H®(—1) parametriza-

da por comprimento de arco que passa por p com velocidade 7. E claro que esta
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geodeésica é ortogonal a N. Entao §,(R) = [p,n]NH3(—1) e HE(N,d) é o conjun-
to dos pontos de H®(—1) que estao a uma distincia intrinseca fixa d de N. Seja
V° = (sinh d)n + V3.

Vamos mostrar, agora, que HE(N,d) = V' n H®(—1). Seja B,(d) € HE(N,d).
Entao B,(d) = (coshd)p + (sinh cl).77, onde p € N = V* N H3(-1). Logo, p € V>
e, entdo, (coshd)p € V2, pois V3 é um subespago vetorial de LY. Conclui-se que
By(d) € (sinhd)y + V3 = V" e, como B,(d) € HP(~1), obtemos 3,(d) € V> N HB(—1).
Portanto, HE(N,d) C V' n HP(=1). Reciprocamente, seja g € V' N HR(—1).
Entao qEVB. Ou seja, ¢ = (sinhd)p+v, onde v € V3. Mas g€ HP(-1).

Entao g¢-1(q,q) = —1. Logo, ¢-1(v,v) = — cosh?d. Neste caso, temos

v v 1

g_l(cosh d’ cosh d) - rosh?. dg—l(v,v)

€ H°(—1). Como po-

v
= —1. Ou sej
u seja, oshd

demos escrever ¢ = (sinhd)n + (cosh d) d’ onde € VEPNH3(-1) = N?,

coshd
obtemos ¢ € HE(N,d) e V’n HP(-1) C HE'(N,d). Isto prova o resultado.

Concluimos, entdo, que HE(N, d) é uma subvariedade de codimensio 1 de H®(—1).

Definigao 1.9. HE(N,d) definida acima € chamada superficie equidistante ou

hiperesfera.

Observagao 1.1. Temos que 7 sempre intercepta as duas componentes conexas
de H*(—1). Reciprocamente, uma subvariedade do tipo V' N H3(—1), onde V' é
um hiperplano afim de L* que intercepta as duas componentes conexas de H3(-1) é
uma superficie equidistante, pois existe V*NH?(—1) superficie totalmente geodésica

de H3(—1) da qual os pontos de V° N H?(—1) distam um mesmo valor fixo d > 0.
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No modelo do semi-espago superior, temos que as hiperesferas sio as esferas que nao
estao totalmente contidas em R3 U 0ocR3 ou os semi-planos com origem no plano
do infinito. Se o angulo que formam com o plano do infinito for reto, obteremos

planos totalmente geodésicos.

As esferas geodésicas, as horoesferas, as superficies totalmemte geodésicas e as hi-

peresferas sao as superficies totalmente umbilicas do espaco hiperbélico.

1.10 Trigonometria Hiperbdlica

Como as relagdes trigonométricas obtidas nos triangulos hiperbélicos dependem apenas
das medidas de seus lados e dos angulos entre eles, elas independem do modelo. Neste

caso, escolhemos o modelo do semi-plano superior para desenvolver nossa teoria.

Definigao 1.10. Consideremos r uma reta hiperbélica, s wma perpendicular a r ¢ P o
ponto de intersec¢do entre v e s. Em s, de algum lado de r, marcamos o ponto () a uma
distdncia hiperbélica d de P. A seguir, por Q tracamos um eizo t paralelo ao eizo de
referéncia r. A fungdo de Lobatchewsky 11 : R, — R ¢ dada por II(d) =medida do angulo

entre QP e t.

Teorema 1.3. Seja d como na defini¢io anterior. Entdo:

1. tan <H(2d)> = e'd,'
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1 .
coshd’

S

sin(TI(d)) =

3. cos(Il(d)) = tanh d;

. 1
" sinhd’

4. tan(II(d))

Demonstragdao. Usando a defini¢ao de II, suponhamos que r é um semi-circulo euclidiano
de centro O e raio 1 e s é o semi-eixo y;. Sejam z a altura do ponto @, d = d(P,Q), a

distancia hiperbdlica e P é a interseccao de r e s.

Como o ponto P tem, é claro, altura 1, entdo d(P,Q) = d = In z, ou seja, z = €.
Seja R o centro da circunferéncia euclidiana ¢. Logo, RQ = y + 1, onde RO = y, e o

angulo entre RQ e s é g — 0, onde 0 = II(d). Assim,

2 +y?=(y+1)



o z? —1
T
Do AQOR obtemos:
I 2z
I tanﬂzgz 271
2 tan (%
Como tanf = L(Z)o, segue que:
1 —tan?(3)
0 1 —d
tan <§> == e .
2. sinf = sin(I(d) = —— = —
. sinf = sin = 31" coshd
Y
) 6 = = —— = tanhd.
3. cos cos(II(d)) v+ 1 an
2% 1
4. tan 0 = tan(Il(d)) = 21" sahd

1.10.1 Triangulos Hiperbdlicos

Conforme [R], seja s a semi-circunferancia euclidiana de centro O e raio 1 e seja r o

semi-eixo yi. Sejam A, B e C pontos de H? como na figura, determinando um triangulo

hiperbdlico, tal que d(A,B) = ¢, d(B,C) = a e d(C,A) = b, onde d é a distancia

T

hiperbélica. Sejam a, e Z

0s

tivamente. Sejam 5 a semi-circunferéncia euclidiana de centro O, passando por A, e T a

semi-reta euclidiana com origem em O e ortogonal ao eixo z. Seja D = FN'5.

angulos entre AB e AC, BAe BC e CA e CB, respec-
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S|

Q
Ql

Sejam & = II(b) e v = Il(c 4 d), onde d = d(B, D). Entdo § e v sao como na figura.
Observemos que 8 = II(d). Como ¢ é externo ao AOAO, temos que § = ¢ + 7, onde ¢ é

como na figura. Por outro lado, § = v+ a. Dai, a = ¢ e § = a + v, ou seja

a+I(c+ d) =T11(b). (1.1)

Invertendo agora o AABC na semi-circunferéncia euclidiana s, temos um triangulo con-
gruente aquele, também denotado AABC', onde agora a hipotenusa estd num semi-circulo

euclidiano de centro O e raio R, como na figura.

Sejam ¢ = II(b), ¢ = II(d — ¢), onde d = D(E,B) e 3 = II(d). Do AOAO, obtemos
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E d—c ¢ /
t ¢ ¢
4 B
\\’ c B
8 ¢ ’
fo) (0]
e+ €+ a=m. Logo,
a+1I(d—c) 4+ I(b) = . (1.2)

Observando que 7 — II(d — ¢) = II(c — d) e subtraindo (1.2) de (1.1), obtemos:

__He=d) T(c+d)

2 2

Dai,
tan (H;;dl) — tan (H—(%‘Q>

1+ tan <ﬂ°2;d)-> tan (M;dl) ,

tan o =

e concluimos

ed——e‘

e + e—¢’

d
tana =

Lembrando que tan (—) = e~4, temos:

QW]

cot (g) — tan (g)
2coshe

tana =
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Assim,

cosh ¢ = cot 3 cot a. (1.3)

Eliminando, agora, o de (1.1) e de (1.2), obtemos

I1(b) = 5 + 5
e

tan (l'[(cz—d)) 1 tan (H(c2+d)) 1

tan(T1(b)) = I — tan (n(c—dz) ki (n(c+d1) ~ sinfsinhc
2 2
Assim,
sinff = anhb (1.4)
sinh ¢

E, pela lei dos senos euclidiana aplicada a0 AOAQ inscrito na semi-circunferéncia eucli-

diana, temos

e
T s‘in )
sin
Por outro lado,
1
cos B = =.
B R
Como § = II(b), obtemos
cos f = sin a cosh b. (1.5)
Combinando (1.4) e (1.5), vemos que
. 2 b
1= % + sin? a cosh? b
sinh” ¢

Do
(S]]



e, portanto,

12
1 —cosh?b = s.1nh b — cos? acosh? b.
sinh® ¢
Logo,
cos a = tanh bcothe. (1.6)

Usando (1.5) duas vezes em (1.3), obtemos

cos [3
coshe = 388 _ oshacoshb.
sin o
Cos @
Resumindo:
cosh ¢ = cosh a cosh b, (1.7)

que é o teorema de Pitdgoras hiperbélico.

Como no vértice A a expressao (1.4) se resume a

) sinh a
sina =
sinh ¢’
obtemos
tom sinh a tanh a
a — =
sinh ctanh bcoth ¢ sinh b’
ou seja,
tanh a
tana = — . 1.8
sinh b (1.8)

Resumindo, temos a seguinte

Proposicao 1.3. No tridngulo retingulo em C abaizo sio vdlidas as sequintes relagées

trigonométricas:

1. cosh ¢ = coth a coth 3;
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3. cosa = sin fcosh a;

4. cosa = tanh [ coth¢;

5. Teorema de Pitdgoras Hiperbdlico: coshc = cosh a cosh b;

tanh a
sinhb

6. tana =

Para deduzirmos as férmulas que nos permitem resolver triangulos quaisquer, procedemos
como na Geometria Euclidiana: dividimos o AABC em dois triangulos retangulos, pela
altura relativa ao lado BC, por exemplo. Seja D a interseccio desta altura com o lado
BC'. Temos dois casos a considerar: se D é interior ao segmento BC ou se D é exterior.
Consideraremos apenas o primeiro caso, pois o segundo é andlogo, bastando substituir

somas por diferengas nos lugares convenientes.

Aplicando (1.4) nos AABD e AAC D, obtemos:

sin ysinh b = sinh AD = sin3sinh ¢
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ou seja,

siny _ sinf3

sinhe  sinhb’
Fazendo o mesmo raciocinio para a altura relativa ao lado AC' chegamos 4 lei dos senos

hiperbélica:

sin & sin 3 sin 7y

sinha sinhbd ~ sinhc’

Como cosa = cos(d +¢) e

. sinh BD
sind = ———
sinh ¢
. sinh C'D
ne= ————
J T Tsinnb

cos d = tanh AD coth ¢

cos € = tanh AD coth b

temos:
tanh? AD cosh ¢ cosh b — sinh BD sinh C'D
cos a = , - ' (1.9)
sinh bsinh ¢
ou seja,
sinh bsinh ccos @ = tanh? AD cosh ¢ cosh b — sinh BD sinh C'D. (1.10)
Como

cosha = cosh(BD + CD) = cosh BD cosh C' D + sinh BD sinh CD,
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obtemos:

sinh bsinh ccos a + cosh a = tanh? AD cosh ccosh b + cosh BD cosh CD.

Por (1.7),
cosh b = cosh AD coshCD e coshc = cosh AD cosh BD,
e, entao:
cosh BD coshC' D = coshbfzﬂ,
cosh® AD
que substituido em (1.10), nos da:
cosh a = cosh b cosh ¢ — sinh bsinh c cos «, (1.11)

que ¢ a primeira lei dos cossenos hiperbélica.

Por (1.6), temos:

= tanh BD _tanhC'D
cosp = tanhe © °®7T tanhb ’
ou seja,

cos 3 _ tanh BDtanh C'D _ sinh BD sinh C'D cosh bcosh ¢

OSPCOsY = tanhbtanhe  cosh BD cosh C'Dsinhbsinh ¢’
Como
cosh b = cosh AD coshCD e coshc = cosh AD cosh BD,

obtemos:

sinh BD sinh C'D cosh? AD
sinh bsinh ¢ '

cos fcosy =

Somando esta expressao com (1.10), verificamos que

tanh® AD cosh bcosh ¢ + sinh BD sinh C'D sinh? AD
sinh bsinh ¢

cosa + cos fcosy = )
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isto é,

cos a + cos Fcosy = sin Bsiny(sinh BD sinh C D + cosh C'D cosh BD),

pois
. inh AD
sin § = S22
sinh ¢
. sinh AD
siny = ———
sinh ¢
Portanto obtemos
cos a = — cos [f cos 7y + sin 3 sin 7y cosh a,

que € a segunda lei dos cossenos hiperbélica.

1.10.2 Triangulos Assintéticos

Triangulos simplesmente assintéticos sdo aqueles que tém um vértice no bordo do infinito.
Deduziremos as relagées destes tridngulos a partir daquelas ji obtidas para triangulos
hiperbdlicos.

Seja o AABC como na figura.
Seja 2(t) a geodésica que une A a @ tal que by(z(0)) = 0 e limy 400 2(2) = 6. Se-
jam d(B,z(t)) = a(t) e B(t) = angulo entre AB e Bz(t). Sejam d(A,z(t)) = b+ t,
limiytoo(a(t) —t) = a e limiy10, B(t) = B. Da primeira lei dos cossenos hiperbdlica,
temos:

cosh a(t) = cosh(b+ t) cosh ¢ — sinh(b + ¢) sinh ¢ cos a.

Multiplicando ambos 0os membros por et e passando o limite { — +00, obtemos:
P p p )

e = e’ cosh ¢ — €’ sinh ¢ cos a. (1.12)
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Pela lei dos senos hiperbdlica, temos

sina sinf3(t)
sinha(t)  sinh(b+1)’

Multiplicando novamente ambos os membros por €' e calculando o limite da, expressao

acima quando ¢ — 400, obtemos

sina _ sinf3 (1.13)

ev eb

1.10.3 Quadrilateros Hiperbdlicos

Seja g uma geodésica orientada pelo vetor  em H?. Definimos:

Definigao 1.11. Dizemos que um quadrildtero € tri-retingulo quando ele tem trés angulos

retos.

Lema 1.1. No quadrilitero tri-retangulo abaizo, a, b, c e d representam os comprimentos
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hiperbdlicos de seus lados.

FEntao:

1. sinh ¢ = cosh dsinh a;

2. cosh a = tanh d coth b.

Demonstragdio. Sejam z, 0, 3 e ¢ como na figura abaixo.

Pelas propriedades da trigonometria hiperbdlica, temos:

cosh bcosh ¢ = cosh = cosh a cosh d,

ou seja,
cosh d — cosh bcosh ¢
cosh a
Desde que

cos ) = tanhbcothz e sinf = tanhacothz,
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B
a C
b
obtemos:
tanh a
tan 0 = .
Y= tanhb
Por outro lado,
tanh c
tan f = X
MY = Snhb
Dai,
sinh a cosh b . sinh ¢

coshasinhb  sinhbcosh ¢

e consequentemente mostramos a validade da primeira relacao
sinh ¢ = cosh dsinh a.

Para mostrarmos a segunda, utilizamos a lei dos senos hiperbélica

logo,
cos  sinhd

cosf# ~ sinhc’
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Por outro lado, como
cosp = tanhbcothz e  cosf = tanhacothz,
concluimos, utilizando a primeira relacao, que

cosh a = tanh d coth b.

Seja g uma geodésica orientada pelo vetor n em H?. Definimos:

dg(g(u),z), se x=exp,)(rn(u)), r>0
dg(w) =

“"dg(g(U),.’Z}), se T = eXPg(u)(TU(U)), r<0

(1.14)

Lema 1.2. Sejam A, B € H? e g uma geodésica orientada. Sejam a = d(A, B), b= d,(A),

b#0, ec=dy(B). Sejam ps e pp as projecées de A e B, respectivamente, sobre g e seja

d=d(pa,pB). Entao

cosh a = cosh bcosh ccosh d — sinh bsinh c.

Demonstragdo. Suponhamos b > 0 (se b < 0, a demonstragao é andloga). Neste caso,

temos a figura a seguir.

Seja D a projecao de A sobre a geodésica que une B a pp e y a distancia de D a pg. Neste

caso, obtemos um triangulo retangulo ABD e um quadriltero tri-retangulo ApapgD.
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A
xr C
D
b 4
y
pn UM
pa PB

Pelo lema 1.1 aplicado ao quadrildtero acima, obtemos:

f

sinh b = sinh y cosh z

{ sinhz = sinh dcosh b

coshy = tanh z coth d

\

Logo,

inh hd
cosh z cosh y = cosh z ST €O

coshz sinhd’

Resumindo,

cosh & cosh y = cosh bcosh d.

Por outro lado, o teorema de Pitdgoras hiperbdlico aplicado ao AABD nos d4:

cosh a = cosh z cosh(c — y),

ou seja,

cosh a = cosh z(cosh ¢ cosh y — sinh csinh y).
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Assim,

cosh a = cosh bcosh ccosh d — sinh bsinh c.

O

Proposicao 1.4. Sejam A, B € H e seja g uma geodésica orientada. Sejam a = d(A, B),

b=dy(A) e c =dy(B). Temos:

sinh ¢ = cosh asinh b — sinh a cosh b cos «,

onde a = angulo entre AB e py.

Demonstragdo. Sejam py e pp as projecdes de A e B, respectivamente, sobre g. Se b = 0
o resultado segue das relagoes trigonométricas de um triangulo retingulo. Suponhamos,

entao, b # 0. Temos as figuras que se seguem.

caso b >0 caso b< 0

No ABpapg:

cosh 2 = cosh ccosh d.

No AABpy, utilizando-se a primeira lei dos cossenos hiperbélica, obtemos

cosh z = cosh a cosh b — sinh a sinh b cos a.
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Dai.

cosh ccosh d = cosh a cosh b — sinh a sinh b cos a.

Pelo lema 1.2,

cosh @ = cosh bcosh ccosh d — sinh bsinh c.

Substituindo (1.15) em (1.16), obtemos:

sinh bsinh ¢ = cosh a sinh? b — sinh bsinh « cosh b cos a.

Desde que sinhb # 0, pois b # 0, podemos dividir (1.17) por sinh b.

temos:

sinh ¢ = cosh a sinh b — cosh bsinh a cos a.

(1.15)

(1.16)

(1.17)

Neste caso,




Capitulo 2

Superficies Rotacionais com
Curvatura Média Constante no

Espaco Hiperbélico H?

Este capitulo se baseia no artigo [B], que descreve as superficies de rotacdo com curva-
tura média constante no espago hiperbélico. Isto é feito através da descricio das curvas
geratrizes destas superficies. Observemos que estas superficies sdo do tipo esférico. Para
obtermos uma parametrizacao explicita destas superficies e, portanto, das suas curvas

geratrizes, convém fixarmos coordenadas cilindricas no espago hiperbélico.
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2.1 Coordenadas Cilindricas no Espago Hiperbdélico

Fixamos um ponto O sobre uma geodésica a, que sera a origem do sistema de coordena-
das, e um plano totalmente geodésico II, ortogonal a o e passando por O. Em I’ fixamos
um rajo geodésico a™ que tem origem em O. Se @ € II', definiremos as coordenadas pola-
res (p,0) de @ por: p representa a distancia hiperbélica de Q a O e 0 é o angulo que forma
o raio geodésico a* com OQ, medido no sentido anti-horario. Para um ponto P € H?
qualquer, as coordenadas cilindricas (p, 0 z) de"‘;é sao definidas por: a curva equidistante,
7, de a que passa por P, corta o plano II' num ponto P’, de coordenadas polares (p,0).
Para obter a terceira coordenada z, tomamos o plano totalmente geodésico II que passa
por P e corta ortogonalmente a geodésica a num ponto II N @. Chamamos a distancia
(hiperbdlica) de II N « & origem de .

No modelo do semi-espago superior fixamos o eixo Z como sendo a geodésica a. Como
I deve ser ortogonal a a, entdo deve ser uma semi-esfera ortogonal ao bordo. Seja O
o ponto II' N a. Em II' fixamos um raio geodésico que é um raio da semi-esfera. Para
termos as coordenadas cilindricas de P € H?, tomamos a curva v equidistante de a (que é
a reta que passa por P e pela origem de R3). Chamamos de P’ a interseccio desta reta ¥
com o plano II'. Temos que P’ tem coordenadas polares (p,#). Para obtermos a terceira
coordenada, tomamos um plano totalmente geodésico Il que passa por P e é ortogonal a
a (entao II deve ser uma semi-esfera ortogonal ao bordo). A distancia do ponto Il N« &

origem O do sistema é a terceira coordenada z.
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Figura 2.1: Coordenadas cilindricas no semi-espago superior
2.2 A Familia de Bour de uma Superficie de Rotacao

A relagio entre as coordenadas cartesianas e cilindricas no modelo do semi-espago superior
é dada por

(Z,9,%) = €*(tanh p cos @, tanh p sin 6, sechp).
Daf\obtemos que a métrica do espago hiperbdlico em coordenadas cilindricas é:

do? = dp® + sinh® pdf® + cosh? pdz>. y (2.1)
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Em coordenadas cilindricas, a érbita de um ponto P de coordenadas (po, 0o, zo) é obtida
por
\)
R, (p) = (po, o + ¢, 20),
onde R, é a rotacao de P de angulo ¢. Se S é uma superficie de rotagio em torno
do eixo Z e ¢(s) é sua curva geratriz, parametrizada por comprimento de arco, ento

X(s,t) = Ry(c(s)) é uma parametrizagio para S, que serd chamada parametrizacio

natural. Nesta paramerizagao a métrica de S sera dada por:

do? = ds? + U%d¢?,

—
o
B

=

onde U = U(s) é uma funcao positiva de s. Mostraremos, a seguir, que existe uma familia
de superficies rotacionais isométricas, F, parametrizadas por parametros naturais.

Suponhamos que a superficie rotacional S corte o plano § = 0 numa curva A que, local-
mente, seja um grafico A = A(p) sobre o eixo p. Entao, neste pedaco, a parametrizagao

de S, em coordenadas cilindricas, é dada por:

S X(p, ) = (p, ¢, Ap))-

A restrigao da métrica de H® a S dd a primeira forma fundamental de 5. Como X ,(p,¢) =
(1,0,A\(p)) e X,(p,) = (0, 1,0), escritos na base {dp,df,dz}, entdo temos que os coefi-

cientes da primeira forma fundamental de S sao:
E=1+)(p)cosh’p, F=0 e G = sinh? p.
Logo, a métrica restrita a S é dada por

do® = (1 + /.\2(p) cosh? p)dp? + sinh? p dp?. (2.3)
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Entao podemos definir os parametros s e ¢ de forma que

ds =1/1+ A2 cosh? pdp e dt = dep.

Observemos que a reparametrizagao é possivel, pois

d(s, ) \/1+/.\2cosh2p 0

= = 1+5\2cosh2p 0
o) |, 1 g

Para verificar que (s,t) sdo de fato pardmetros naturais, é preciso verificar que p nao de-

pende de ¢, para que possamos escrever (2.3) na forma (2.2). Como ds® = (1+A? cosh? p)dp

. dA
e A = —, podemos escrever
dp
ds? = dp® 4 cosh? p d)\?,
Finalmente, % = 0 implica em % = 0 e, portanto, p ndao depende de ¢t. Entao temos

U?(s) = sinh® p(s) e, dai

do® = ds® + U?(s)dt?,

o que demonstra que (s,t) sdo parametros naturais de S.

Vamos mostrar, agora, que existe uma familia F de superficies rotacionais isométricas
entre si, parametrizadas por parametros naturais.

Seja S uma superficie de rotagio parametrizada por parametros naturais. Queremos

determinar funcoes p, A e ¢, dependentes de s e ¢, que satisfazem as relacoes

ds* = dp® + cosh’ pd\?

Udt = Tsinhp dy
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Este calculo consiste na determinaciao da aplicacio inversa da mudanca de coordenadas

s =s(p, ) e t = U(p, ), dadas por

ds =1/1+ A2 cosh®p dp e dt = de. (2.5)

Como vimos anteriormente, p nao depende de ¢. Como A = A(p), entdo A também nao

depende de t. De (2.4), obtemos
Iy
25 = 0
99 _

ot ~ \'sinhp

, 0? 0? 0 .
Dai, temos que atg.; =0= 83;915' Portanto. a—f nao depende de s. Entao podemos
U 1
escrever © < - ) = — # 0, onde m é constante. Ou seja,
sinh p m

m?U? = sinh?p (2.6)
Observando que
cosh? p — sinh?p =1
temos
cosh? p = 1 + m?U2
De (2.6) temos

m?UU = sinh pcosh p p.

Dai,
o 77?-40'2[.]2
sinh? pcosh?p’
Logo,
() = m2{?
Pl = T meue
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De (2.5) também obtemos

ds® = dp® + cosh? p d)\?,

dp\? s [d\?
1_(d_s> + cosh p(g)

5= V14 m2U2 — m202
B 1 4+ m2U?

ou seja,

Logo,

Observando que A sé depende de s, temos

, * 1+ m2U? — m202
= dt
Als) 0 1 4+ m2U?

Segue, ainda, de (2.4) que Udt =7 sinh pdyp. Portanto, Udt = mUdy e observando que
ps = 0, temos

w(s,t) = %t.
Portanto, obtemos uma familia de superficies de rotagao F, no parametro m, todas com
a primeira forma fundamental dada por do? = ds® + U?dt®. Portanto, sio isométricas
entre si e isométricas a superficie S, que é obtida tomando-se m = 1.
Entdo a familia de superficies de rotagdo F, em coordenadas cilindricas, é dada pelas

igualdades a seguir

,
sinh®p = m2U?
d \/1 + m2U2 — m2lJ2
{ Als) = { e dt (2.7)
1
plt) = —
\ m

A familia dada acima é chamada familia de Bour da superficie S.
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Observagao 2.1. 1. A suposigao de SN{plano # = 0} ser localmente um gréfico sobre
o eixo p (grafico de A = A(p)) pode ser feita para qualquer superficie de rotacao,

exceto o cilindro ou aquelas que se comportam localmente como um cilindro.

2. E imediato calcular a curvatura Gaussiana da familia F nas coordenadas naturais,
onde do® = ds* + U?dt?. Como E = 1, F = 0 e G = U?, obtemos entao, que a

expressao da curvatura Gaussiana é

—ER = (Ffz)s - (F?I)t + FiQP?I + (F'i)'z)2 - FlegZ - F}IF¥2’

onde: (
I =0
< F%l =0
U U - U?
| Th=g7= (TT2)s = —z
Logo,
. , UU-U? U U
—FEK =-K = T+ (ﬁ) =T
Portanto,
7
K=——.
YT

3. As curvas c(s) ortogonais as drbitas sao geodésicas de S, pois lembrando que se S

tem a parametrizacao natural, entdo .S é dada por

S X(s,t) = Ry(c(s))

Entdo ¢(s) é uma curva coordenada e seu campo tangente é dado por X,. Os



simbolos de Christoffel de S, nesta métrica, sao:

I, =0=r?
re, = %
r, =0
rl,=-UU
r2, =0

Entao o sistema de equagoes diferenciais das geodésicas, dado por
s+ T1(s")? + 2T L8t + T (1) =0

" + F?l(s”)z + 21‘%23/75, + F§2(t,)2 =0

se simplifica para
s — UU@)? =0
(2.8)

n U 147 —
onde s’ e t' sdo as coordenadas do campo tangente escrito na base { X, X;}. Entéo,

para o campo Xj, temos s’ = 1 e t' = 0. Logo, o campo X, satisfaz o sistema acima.

Portanto, ¢(s) é uma geodésica de S.

2.3 Coeficientes da Segunda Forma Fundamental de
uma Superficie de Rotacao em H?

A parametrizacao das superficies de rotacio em coordenadas cilindricas depende do mo-

delo tomado no espago hiperbdlico. Por exemplo, no modelo do hiperboldide, a parame-
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trizagdo natural para uma superficie da familia F é dada por

X(s,t) = (cosh A cosh p, sinh A cosh p, cos p sinh p, sin psinh p)

onde A = A(s), ¢ = ¢(t) e p = p(s) sdo dados por (2.7). Usando esta parametrizacio ex-
plicita, podemos calcular os coeficientes da segunda forma fundamental de uma superficie
de rotagao da familia F. Por conveniéncia, em cada ponto da superficie, consideremos a

seguinte base pseudo-ortonormal de L*:

’

Vi = (cosh A, sinh A, 0,0)

V2 = (0,0, cos ¢, sin ¢)
<

Va = (sinh A, cosh A, 0,0)

Vi = (0,0, — sin ¢, cos ¢)
\
Claramente, < Vj,V} >= —1e < V,,V; >= §;, 1,7 = 2,3,4, na métrica de Lorentz.

Entao, temos

(%:M@ e %:0
%mps%: e %Hotv‘i:%‘@

X
%:)\Vl e %:o
%=—%VZ:0 e %?Wz "
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Por outro lado, temos

VAVLAV; =V

—Vs

J VIAVL AV,

Va

ViAVz AV, 2

VaAVEAVE =W

Observemos que:

X = cosh pV] + sinh pV,

X, = psinh pV; + pcosh pVs + A cosh pVs
§ X, = ¢ sinh pVj

Xyt = @i cosh pVi

Xt = —(p1)? sinh pVj

Dai, obtemos:
N=XAX,AX, = ).\c,o,-, sinh? p cosh? pV} + /.\c,o, sinh p cosh? pVj — pi; sinh pVs

Entao:

§ = (Xut, N) = —A(:)? sinh? p cosh? p

f'—_(XstvN):O

Observemos, ainda, que em coordenadas naturais temos £ =1, F =0 e G = U2, Logo,

IN?=EG-F2=U?¢

§ V1 mU —mrmAUR (1 + mPU?)
I=IN mU(1 + m2U?) '
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Ou seja,

7 :
0= LN ¥ mvr — e
m

e
f
f = —— =0.
||
Para calcular e, usamos que K u ek =K. —1 de K’ 9= f* Entao
ular = —— = N, — 11 e = . ’
’ q g oo T ReT L0 EG — F?
U UV1+ m2U? — m202
——+1|UP=¢| -
o que implica em
mU — mU

€

 V1+m2U? — m?

Resumindo, os coeficientes da segunda forma fundamental de um elemento da familia F

_ mU — mU
Ny
< f=0

e

g= —g\/l + m2U? — m2U?
m

\

Dai, podemos facilmente calcular a equagdo de curvatura média para um elemento da

familia F:
H(s)=— eG —2fF + gE -1 —2m2U? + m2UU + m2U? — 1
- 2(EG — F?) © 2mU V14 m2U? — m20? ’
ou melhor

H(s) =

—2m2U? + m2UU + m2U? — 1
2omUV/1 + m2U? — m2U?
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Proposigao 2.1. Uma superficie de rotacdo em H°® parametrizada por parametros natu-

rais € totalmente umbilica se satisfaz a relacdo:
1+ m?UU —m2U% =0

Demonstragdo. Seja S uma superficie de rotagao em H®(—1) totalmente umbilica. Entao

devemos ter H*(p) = K(p), Vp € S, ou seja: H> — K, =0, Vp € S. Como

H—_ (eG—‘ZfF-+gE) _ <6U2+g>

2(EG — F?) 202
segue que
1
2 _ L oo g2 2
H 4U4(€U + 2egU” + ¢°).
Como
Koo 9= _eg
“TEG-F T UY
temqs
Hz - K = —1—(62U4+ 26gU2 +g2 — 4e U2) = L(6U2 _g)2 =0
¢ = U T '

Assim, eU? — g = 0, ou seja
g Ja,

2f .
mi W — ) : +g\/1+m2U2—m2U2:0.
\/1 +m2U? — m22 ™M

Dali,

U . .
—(m*UU — m*U? + 1 + m*U? — m?U?) = 0.
mV1 4+ m2U? — m2{?
Como U é uma funcao positiva, obtemos:

1+ m?UU — m*U? = 0.
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2.4 Superficies de Rotacao com H Constante

Observando que em superficies existe uma tinica direcio normal, a curvatura média H
pode ser sempre tomada positiva, pois se ela for negativa, basta inverter a orientagao e,
entao, ela fica positiva. Neste caso, fazemos uma divisiao natural em 0 < H <1, H=1¢e

H > 1.

24.1 H>1

Integrando a equacao diferencial (2.9) para H constante, com H > 1, e substituindo
na expressao (2.7), obtemos uma parametrizagao explicita para todas as superficies de
rotagao com curvatura média constante H > 1 do espago hiperbdlico.

Observemos, primeiramente, que:

1 -
— _ 2
H = ST (mU\/l + m2U? —m Uz)

!

Sendo x = mU, obtemos @ = mU. Portanto,

H=oo (oVite—7),

T 2za

ou seja:

Qb = (Tm)’

Integrando ambos os lados da equagao acima, obtemos:

/2:ci~Hd:r =/(a:\/m)dr
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Dai,

2*H —a = zV1 + 22 — 32, (2.10)

com @ € R constante de integracao. Elevando ambos os membros ao quadrado, obtemos:
2?i? = 2'(1 — H?) + 2*(1 4 2aH) — @

Fazendo z = z?, temos z = 2z, e

22

%:(1—H2)z2+(1+25H)z—a. (2.11)
Logo,
dz

= 2ds. 2.12
\/(l—H"’)z2-i-(1-I—QEH)Z—E2 ( )

Resolvamos, agora, a equacao acima para H > 1. Neste caso, podemos escrever:

(1—H*2*+(1+2aH)z —a* = (H* —1) [—22—}-

 rprd 1+2aH \* (1+2aH)?—4(H* - 1)a>

1+ 2aH a?
H2—1°~ H?_-1

A(H? —1)?

A equagao (2.12) fica:

dz
=2V H? — 1ds.

2
1+2aH (1+2aH)2—4(H?2—1)a?
\/— <Z = 2(H2—1)) + 4(H?—1)2

Integrando, obtemos:

. _ 1t2aH

arcsin a1 =2V H? — 1s.

\/(14+2aH)?—4(H2 —1)a?

2(H2—1)
Ou 'seja,
, V(14 2aH)? — 4a%*(H? - 1) 1+ 2aH
2WH? — 1 =
sin s) 2H? — 1) 2(H? — 1)
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Dal,

1 +2aH + /(1 + 2aH)? — 4a*(H? — 1) sin(2V/H? — 1s)
2(H? —1) ’

2 =22 =m2U? =

ou seja,

2 1+2aH + /(14 2aH)? — 4a*(H? — 1) sin(2V/H? — 1s)
B 2(H? —1)

m*U

Escrevendo A = 1+ 2aH, B = V1 + 4aH + 4a* e a = VH? — 1, ficamos com:

A + Bsin(2as)

2772
U® =
m 2a?

Derivando, obtemos:

22 B? cos?(2as)
m*U* =

~ 2(A + Bsin(2as))’

Ainda,

1 + m2U? : H2 -14+A+ Bsin(QO(s).

2a2

Portanto, a familia de Bour das superficies de rotagao que tém curvatura média constante

H > 1 é dada por:

( A + Bsin(2as)
5 h2 _
sinh® p(s) 57

* V2a(2a + H(1 + Bsin(2at)))y/A + Bsin(2at)

¢ - 2.13
Als) o (2a+ H(1+ Bsin(2at)))? 4+ a?B? cos?(2at) dt (213)
1
| p(t) = -

As curvas geratrizes destas superficies sao dadas por £(s) = (p(s), A(s)), onde p(s) e A(s)
sao dadas acima. A geometria destas curvas é esclarecida no préximo teorema.
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Teorema 2.1. Seja Q(s) a curva geratriz de uma superficie de rotagdo com curvatura

média constante H > 1 no espago hiperbdlico. Entio Q € uma curva periddica de periodo
~ 7r
A=) ——— ).
(\/ H? — 1)
Demonstragdo. Observemos inicialmente que as fungoes p(s) e M(s) sao periédicas de

. De fato,

p(s) = arcsinh (+ \/A + Bsi11(2as)> |

periodo

™
vVH? -1

V2a

Logo, o periodo de p(s) é determinado por sin(2as), que é T Ainda, como o periodo de
o

;. T
cos(2as) também é — e como
a

V2a(2a+ H(1 + B sin(2as)))y/A + Bsin(2as)

MN(s) =
(s) (2@ + H(1 + Bsin(2as)))? + a2 B2 cos?(2as)

, T o _ T
temos que o periodo de \'(s) é —. Entao, para todo s € R, se tomarmos 5 = s + —, temos
el a

p(3) = p(s) e\./\’(§))\’\(,s). Integrando esta dltima expressao, obtemos

Mad= % ()

m
com m € R. Tomando s = 0, temos que m = \ (—) Assim,
a

ou seja,

=
—~

ol
SN

Il

0+ 04(3)

Observamos que §)(3) é a translacao de (s), ao longo do eixo de rotacio, cujo compri-

mento é A = ) (E) Logo, Q(s) é uma curva periddica, com periodo A = A (E) O
a a
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Vamos estudar, agora, o comportamento destas superficies através do estudo das suas

curvas geratrizes, conforme varia a constante de integracao @. Observemos, inicialmente,

que @ € |=HEVHE=L VQHQ_I, +o0|. Neste caso, obtemos:
—H+VH? -1 A
v 1. Sea= L , temos 1 +4a H +4a* = 0. Logo, B = 0 e sinh? p(s) = —.
2 & 202

Portanto, p(s) = p = constante, ou seja, a superficie gerada pela rotacao da curva
Q(s) = (p, A(s)) € um cilindro.

—H+VH =1
€
2

de X(s) é determinado por 2a + H + H Bsin(2as).

S

<@ < 0, a fungdo A(s) é estritamente mondtona, pois o sinal

Como 2a+ H + HBsin(2as) <2a+ H + HB,Vs € R,e2a+ H + HB < 0, temos
que X(s) <0, Vs € R. Logo, A é estritamente mondtona. Neste caso, temos que as

curvas geratrizes sao os onduldides.

Se @ = 0, temos que as curvas geratrizes )(s) sdo semi-circunferéncias tangentes

entre si, gerando superficies de rotacao totalmente umbilicas.

Se @ > 0, temos que a equagao 2a + H + H Bsin(2as) = 0 possui infinitas solucoes

m 1 . (—(2a+ H)
. = k_ < = — ——
Sk so + 5 com k € Z, onde sg 50 arcsin < B

infinitos pontos criticos da fungdo A(s). Como o sinal de \’(s), nestes pontos, é

> . Logo, existem

dado por cos(2asy), pois

2V2a*H cos(2ask)\/A + Bsin(2asy)

/\/I —
() (2a + H(1 4 Bsin(2as;)))? + a2 B? cos?(2asy)’
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temos

cos(2asg), se k=2n, nez
cos(2asy) =

—cos(2asp), se k=2n+1, n€Z

Logo, pontos de maximo e de minimo se alternam sucessivamente. Neste caso, as

curvas geratrizes sao os nodoides.

242 H=1

Fazendo H =1 em (2.11), obtemos
(14 2a)z —a%>0,

ou seja,

1+ 4a + 4a* > 0.

Logo, devemos ter @ > —1.

B[ =

Se em (2.12) considerarmos H = 1, temos:

dz
V(1 + 2a)z — @

= 2ds.

Apés integracgao, ficamos com

] _{_225\/(1 + 2a)z — @* = 2s.
Dali,

(14 2a)z —a* = (1 + 2a)%s%.
Logo,

@ + (1 + 2a)?s?

2.14
1+2a ( )

2=’ =mU?* =
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Com isto obtemos
@ + (1 + 2a)%s?
14 2a

sinh?® p =
Derivando a expressao (2.14), obtemos
2m?UU = 2(1 + 2a)s,
ou seja

(1+2a)s>  (1+2a)s?
m2U2 @+ (14 2a)2s?’

m2U2 —

Obtemos ainda:

s /1 4+m2U? — m2U2d

A =
(s) o 1 4+ m20U?

/ \/1+2a(— (1+a)+ (1 + 2a)*?) az+(1+2a)2t2dt
a((1+a)+ (1 + 2a)2t2)2 + (1 + 2a)*t? '

Resumindo, a familia de Bour das superficies de rotacao da familia F que tem curvatura

média constante H =1 é:

;

@ + (1 + 2a)%s?
1+2a

sinh?p =

V14 2a(—a(l +a) + (1 + 2@)%t?)\/a* + (1 + 2a)2t>
| A= /0 i+ +(+2m 1 raaeE . © (2:15)

e(t) = —t

1
\ m
O teorema a seguir descreve a geometria das curvas geratrizes das superficies de rotacio,

Qs) = (p(s), A(s)), onde p(s) e A(s) sao definidas por (2.15).
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Teorema 2.2. Seja 2 a curva geratriz de uma superficie de rota¢ao com curvatura média

constante H = 1. Entao §) € simélrica em relagio ao raio geodésico.

Demonstragao. De

@ + (1 + 2a)’s?

5 2.
sinh®p = T 73 5
obtemos:
@2 4+ (1 +927)2s2
p(s) = arcsinh\/a L i ++26a) =,
Logo,

li = 0.
|s|—l)r-1;-loo ,0(3) o

Entdo p ¢ uma fungdo ilimitada. Ainda, p(—s) = p(s). Logo, p é uma funcio par.

Observamos ainda que p tem um inico ponto de minimo em s = 0, pois

oy (I+2a)s
Als) = (sinh p)(coshp) 0

Dai, temos que s = 0. Como

~ (1 + 2a)
~ (sinh p(0))(cosh p(0))’

temos que o sinal de p(0) é dado por sinh p(0), que é positivo. Logo, p é crescente quando

s > 0. Observemos , agora, que A(s) é impar. Seja

V14 2a(—a(l +a) + (1 + 2a)%s*)\/a* + (1 + 2a)?s?
(—a(1 4+ a) + (1 + 2a)2s?)? + (1 + 2a)*s? '

f(s) =

Claramente f é uma funcao par. Entao

M=) = [ i =- [ it =—(- | " ) = — [ 1w =),
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onde fizemos a mudanga de variavel u = —¢. Logo, a curva § é simétrica em relacio ao

ralo geodésico p.
O
Observacao 2.2. Nesta familia de superficies, devemos ter que @ > —%, para que tudo

que foi feito acima possa ter sentido.

Vamos agora estudar o comportamento das curvas geratrizes destas superficies em funcao

do parametro a.

1. Se —% <@ <0, as curvas sao todas mergulhadas, pois , neste caso, a fungao A(s) é

estritamente mondtona:

V14 2a(—a(1 4 @) + (1 +2a)2s2)\/@ + (1 + 2a)2s?
(—a(14+a)+ (1 4 2a)2s2)% + (1 + 2a)*s? '

N(s) =
Entéo o sinal de A'(s) é dado pela expressao (—a(1 + @) + (1 + 2a)2s?).
Mas para —3 < @ < 0, temos claramente que (—a(1 + @) + (1 + 2a)2s?) > 0. Logo,
A'(s) nao muda de sinal. Portanto, a aplicacio inclusio da curva na superficie é

um homeomorfismo. Como a diferencial da inclusdo é injetiva, temos que é um

mergulho.

]

2. Se @ = 0, as curvas sio duas porcdes de horociclos tangentes na origem, gerando
superficies totalmente umbilicas que sdo as horoesferas, pois sinh? p = s2 nos d4 que

p(s) = arcsinh(s). Ainda temos:

N *ot
A(s):/ di—/ dt =InvV1+s?2—1Inl =InVv1+s2
0

42y 1241
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Logo, 2(s) = (arcsinh(s),In V1 + s2).

No modelo do R%, em coordenadas cartesianas, temos:

S 1
T,Y,2 :\/l+32( ,0, )
( ) V1482 V14 s?

Ou seja,

(z,y,2) = (s,0,1).

O\ A
N

Portanto, {2(s) é uma reta no plano zz que gera um plano paralelo ao plano zz, ou

seja, uma horoesfera em R%.

. Se @ > 0, as curvas possuem uma unica auto-intersec¢ao , gerando superficies de
rotacao imersas. Temos que a funcdo A(s) se comporta como In |s|, pois A'(s) se

£, Como tanh p —» 1, quando |s| — oo, entdo nas coordenadas
s| P » 4 )

comporta como |
cartesianas do modelo do semi-espago temos que z — +0co. Mas a coordenada z

depende de @, pois, neste caso, temos:

z = e*sechp = |s] L+ 26
B P= 1+ 2a+a+ (1+ 2a)2s?

Entao, se @ — 400, temos que z — 0. Se @ — 0, entdo z — 1.
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Curvas geratrizes de superficies de roat¢ido com H constante, H =1

s

0.5 1

R
v
(am)

2.4.3 0<H<1

Neste caso, temos:

5 3 2o | (L, L4+2aH \? /(14 2aH)? +42%(1 — H?)
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Entao a equagao (2.12) fica:

i = 21— H%ds.
1+2aH \?> (1+2aH)? +4a*(1 — H?)
T 2(1 - H?) 4(1 — H?)?
Integrando, obtemos:
- 4 Li2aH
arccosh 20— H) =2V1 — H?%s.
V/(142aH)2+4a2(1-H?)
2(1-H?)
Logo,
1+2aH /(14 2aH)? + 4a*(1 — H?)cosh(2v/1 — H?s)
2(1 — H?) 2(1 — H?) ’
ou seja,
y g 2 — —(142aH) + V1 + 4aH + 4a@° cosh(2y/1 — H?s)
2(1 — H?) '
Portanto,
_ = = =3 — 2
207 — (14 2aH) + V1 + 4aH + 4a* cosh(2v/1 — H?s) (2.16)
2(1 — H?)
Substituindo (2.16) em (2.7), obtemos
(
sinh? p = —A + B cosh(2as)
2a?
*V2a(—2a —1 4+ B cosh — B 2at
) /\(3):/ V2a(—2a + H(—1 + B cos (2at)))+/ A-I—. c:)sh( o )dt (2.17)
o (—2a@a+ H(—1+ Bcosh(2at)))? + a2 B2sinh*(2at)

1

| p(t) =1

onde A=1+2aH, B=+V1+4aH +4a* e a =+/1 — H?,

O teorema a seguir descreve a geometria das curvas geratizes das superficies de rotacéo,
QUs) = (p(s),A(s)), onde p(s) e A(s) sao definidas por (2.17).

62



Teorema 2.3. Seja Q a curva geratriz de uma superficie de rotacdo com curvatura média

constante H, onde 0 < H < 1. Entao:

1. A curva € simélrica em relagdo ao raio geodésico p.

2. 0 bordo assimptotico desta curva € constituido por um ou dois pontos.

3. Existem familias de curvas mergulhadas na superficie.

Demonstragio. 1. A simetria é verificada provando que o raio p(s) é uma funcio par,
ilimitada e que atinge seu inico ponto de minimo em s = 0. Ainda mais, A(s) é
uma fun¢ao impar. De

— A+ Bcosh(2as)

202 ’

sinh® p =

obtemos:

\/—A + Bcosh(2as)
V2a '

Como cosh(2as) = cosh(2a(—s)), segue que p(s) = p(—s). Assim, p(s) é par.

p(s) = arcsinh (

Observando que cosh(2as) — 0o, quando s — oo, temos que

/—A + B cosh(2as)
V2a

arcsinh — 00,

quando s — co. Consequentemente, p(s) é ilimitada. Temos

i(s) = B sinh(2as)
3= 5a sinh(p) cosh(p)
e
cosh? p = 1 + —A + Bcosh(2as)

202 ’
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ou seja,

V=A< +2a? + Bcosh(2as)
V2a '

cosh p =

Logo,
_ a B sinh(2as)
v/ —A+2a? + Bcosh(2as)\/—A + Bcosh(2as)

p(s)
Dai, obtemos que s = 0 é um ponto critico da funcao p(s). Mas

2a? B cosh(0)

= > 0.
V—A+2a?+ By-A+B

p(0)

Logo, s = 0 ¢ ponto de minimo de p(s). Basta mostrar, agora, que A(s) é impar.
N

Como o integrando da fungao A(s) € uma funcéo par, entao p(s) é impar (os célculos

sao os mesmos do caso H = 1). Entao concluimos que as curvas geratrizes das

superficies de rotacdo com curvatura média constante 0 < H < 1 sdo simétricas em

relacao ao raio geodésico p.

. Chamando de f(¢) o integrando da funcao A(s), ou seja,

_ V2a(—2a+ H(—1 + B cosh(2at)))y/—A + B cosh(2at)

@ (—2a + H(—1+ B cosh(2at)))? + a2B?sinh?*(2at)

temos que f € uma fungdo continua. Observando que —2@ + H(—1 + B cosh(2as))

se comporta como a fungéo cosh(2as), que \/—A + B cosh(2as) se comporta como

cosh(2as) e que a? B?sinh?(2as) se comporta como sinh?(2as), temos que f se

cosh(2as)4/cosh(2as)
cosh?(2as) 4 sinh?(2as)
+oco

quando s — oco. Entao f(t)dt é convergente. Logo, a fungao A(s) é limitada
0

comporta como , ou seja, f tende exponencialmente a zero
e possui limite finito quando s — oco. Isto nos dd que cada curva geratriz estd

compreendida entre duas geodésicas ortogonais ao eixo de rotagao. O fato de A(s)
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ser limitada e possuir limite finito quando s — co também demonstra que o bordo
assimptotico das curvas geratrizes consta de um ou dois pontos, de onde temos que
as superficies geradas por estas curvas tém como bordo assimptético uma ou duas

circunferéncias.

. O parametro @ esta definido para todo nimero real, pois em (2.11) devemos ter

(1— H*)2*+ (1 +2aH)z —a* > 0.

Portanto, devemos ter
1 +4aH + 4a”* > 0.
Mas 1 +4aH + 4a*> > 0, Va € R. Logo,(1 — H?)z? 4+ (14 2aH)z —a® > 0, Va € R.

Vamos dividir o estudo das curvas geratrizes em trés casos, conforme o sinal de @.

(a) Se @ <0, temos que a funcido A(s) é estritamente monétona, pois:

B V2a(—2a+ H(-1+ B cosh(2at)))/—A + B cosh(2at)
T (—2a+ H(-1 + B cosh(2at)))? + a2 B2sinh?(2at)

N (s)

Logo, o termo que determina o sinal de X'(s) é —2a + H(—1 + B cosh(2as)).
Mas —2a — H + HB cosh(2as) > —2a— H + HB > 0, Vs € R. Portanto, \'(s)

nao muda de sinal.

(b) Se @ > 0, a equagao

—2a+ H(—1+ Bcosh(2v1 — H%s)) =0

tem duas solugoes: s, = ﬁarccosh(ﬁ;}’) e s, = —s;. Entdo a funcao
- ?
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A(s) possui dois pontos criticos. Mas

_ V2aHB sinh(?asi)\/—A + B cosh(2as;)

a? B2 sinh?(2as;) ’

)\”(S,‘) 1= 1,2

Portanto,

M(si) = V2H\/—A + Bcosh(2as;) _ 1.9
)= aBsinh(2as;) At

Entao o sinal de A(s) é dado por sinh(2as;), 1 = 1,2, onde a = /1 — H?.
Se tomarmos s; < 0, temos que sinh(2as;) < 0 e, ou seja, s; é um ponto de
maximo de A(s). Neste caso, temos que s; > 0 ou seja, s; é um ponto de

minimo de A(s).

Concluimos finalmente que se 0 < H < 1 e se:

()

@ < 0, entao todas as curvas geratrizes estao mergulhadas na superficie, pois
a funcao A(s) é estritamente mondtona, o que nos da que a aplicagao inclusao

da curva na superficie é um mergulho;

a = 0, entao temos que as curvas geratrizes sdo curvas equidistantes, gerando

superficies equidistantes;

@ > 0, entao temos que existem curvas mergulhadas e curvas nao mergu-
lhadas na superficie. Em [G], demonstra-se que existe Hy = 0,64, tal que
se 0 < H < Hy, entdo existe ap = ao(H) tal que, se 0 < @ < ag, a curva
tem uma unica auto-interseccao. Se @ > ag, a curva é mergulhada. Quando
@ = ap, a curva ¢ mergulhada e possui um tnico ponto no bordo do infinito.
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Quando Hy < H < 1, as curvas sao todas imersas com um unico ponto de

auto-interseccao.

Se H = 0, temos que a familia de Bour destas superficies de rotacao é:

_— —1 4+ V1 + 4@* cosh(2s)
sinh” p(s) = 5

As) = * V2(—2@\/~1 + B cosh(2t))
s ~Jo 4@ + (1 + 4a?) sinh?(2t)

onde B = v/1 + 4a%. Neste caso

V2(—2ay/—1+ B cosh(2s))

N(s) = ,
() 4@® + (1 + 4@*) sinh?(2s)

ou seja, o sinal de A'(s) é determinado por @. Assim, se @ < 0 temos que A (s) > 0
e se @ > 0, entao X' (s) < 0. Logo, A'(s) ndo muda de sinal, ou seja, A(s) é estri-
tamente mondétona. Como no caso 0 < H < 1, temos que todas estas curvas estio
mergulhadas na superficie. Se @ = 0, temos A(s) = 70 e, entdo, a curva geratriz
é dada por (p(s),0,0), reduzindo-se ao eixo p. Neste caso, a superficie de rotacio

gerada € um plano totalmente geodésico.

a

Observacgao 2.3. As propriedades referentes ao bordo assintético das superficies com

curvatura média constante 0 < H < 1 estao bem detalhadas em [B1].
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Curvas geratrizes de superficies de rotagao com H constante, 0 < H < 1

H=05ea<0



Curvas geratrizes de superficies de rotagdao com H constante, H = 0.5

aO:aO(H)eO<ﬁ<a0
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Curvas geratrizes de superficies de rotagio com H constante, H =0.5e H =0.85

a > ag

H=085ea<0
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Curvas geratrizes de superficies de rotagao com H constante, H = 0.85

S
Il
o




Capitulo 3

Uma Generalizacao do Teorema de
Delaunay para Superficies com H

Constante em H°

Neste capitulo, estudamos os artigos [H] e [S], sendo que no primeiro estudamos até a
EDO que caracteriza a curva geratriz de uma superficie de rotagao com curvatura média
constante no espaco hiperbdlico e, no segundo, restringimo-nos ao estudo das superficies
com curvatura média constante. Em seguida, estudamos [CA] apenas no que se refere as
superficies de Delaunay. Observamos que aqui é feito o mesmo estudo do capitulo anterior,
mas sob outro ponto de vista: relacionamos as curvas geratrizes de superficies de rotacao
com curvatura média constante com a curva descrita por um dos focos de conicas, quando

as fazemos rolar, sem deslizar, sobre uma geodésica fixada. As superficies obtidas pela
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rotacao destas curvas sao as de Delaunay.

3.1 Movimento Plano sobre o Plano Hiperbdlico

3.1.1 Teoria Geral

As nogoes que se seguem se encontram em [CA] e tém por objetivo esclarecer o movimento

plano sobre o plano hiperbdlico, fazendo uma analogia com o caso euclidiano.

Definicao 3.1. Sejam N uma variedade isométrica a H? e I C R. Um movimento plano
sobre um plano hiperbdlico de N em H? ¢ uma aplicagdo ¢ de classe C?,
w: I xN— H
(L) = plt,n)
tal que, para todot € I, o(t,.) € uma isometria.
Notagao: @, = (¢, .).

Definigao 3.2. Sejam z € H? e, = ®;'(z) € N. O ponto 1, ¢ chamado o t-coincidente

de z. O campo de velocidades no instante t, V;, é definido por
d
‘/t(x) = E((p(s’ nt))|s=t'

Dois movimentos planos sobre o plano hiperbdlico sao ditos tangentes, no instante ¢, se
seus campos de velocidades, no instante ¢, sao iguais. Um movimento plano sobre o plano

hiperbdlico é dito estaciondrio se seu campo de velocidades independe de ¢.
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No que se segue, ¢ designa um movimento plano sobre o plano hiperbdlico e V; designa

seu campo de velocidades no instante .
Proposigao 3.1. Para todo t € I ¢ para toda geodésica c de H?, a aplicagdo
s = (Vi(e(s)), &(s)
€ constante ao longo de c.
Demonstragio. Suponhamos que c esta parametrizada por comprimento de arco. Sejam

s,8' €Rex=c(s),z’ =c(s'). Denotemos n = ®;'(z) € N en' = ®;(z') € N. Seja c,

a geodésica que une ®,(n) a ¢,(n’).

Vi(e(s))

Seja L(u) = d(®,(n),P,(n’)), onde d é a distancia hiperbdlica. Como @, é isometria,

L(u) é constante e aplicando na férmula da variacio primeira, temos:

7

: e HEEAGE
OZE(L(U))I“:':/S a—u|0(u,s)||u=,ds:/s (% | ds.

Is

Observando que




obtemos

0= (Vila"), &(s")) — (Vile), &(s)).

Esta proposicao implica em que a projecao de Vi(c(s)) sobre ¢ é um campo paralelo
ao longo de c¢. Por outro lado, ela permite definir um campo de endomorfismos anti-

simétricos.

Proposigao 3.2. Para todot € I e para todo z € H?, o endomorfismo
Az): T,H? — T,H?
X = (DxVy)(a)
€ anti-simétrico e tem a seguinte propriedade: sejam X € T,H?, y(s) = ®,0 ®;'(z) e

X(s) = (P50 ®)u(X). Entdo X(s) € um campo de vetores ao longo de y que verifica

(D5 X)(z) = Ay(z)X.

Demonstragio. Sejam X € T,H? e c(s) = exp,(sX). Pela proposicao anterior,
(Vi(c(s)), ¢(s)) é constante ao longo de c, ou seja,

0= %((W(C(S)),é(s»)u:o = (Dgo %, €(0)) = (A:(2)X, X),

de onde obtemos que A;(z) é anti-simétrico.
Por outro lado, sejam ¢(u) = exp, (uX) e
I': Ix]—e¢e[— H?
(s,u) > ®,0 07 (c(u)).
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Como D_q_éa—u == Dial, temos:
ds du 98
ar _ ar
Daﬁ' d—u|u=0,s=t - Da%' ds |u=0 s=t
Além disto,
( oT
— =V
55, = Vilew)
g
or
— =X
. au Iu—O (3)
Assim,
Dst_ g5';1:0,5:! = D7X($)
e D%%luzo _, = DxVi(z) = A(a)X
Logo,

Proposicao 3.3. Seja V um campo de vetores sobre H? e, para todo x € H?, seja

A(z): T.H? — T,H?

Se, para todo x € H?, o endomorfismo A(z) € anti-simétrico, entdo os difeomorfismos dos

fluzos de V' sdo as isometrias.

Demonstragao. Seja (f;); o fluxo de V. Sejam z € H?, X,Y € T,H? e, para todo t € R,
sejam y(t) = fi(z), X(t) = (fi)«(X) e Y(¢) = (f).(Y). Por raciocinio analogo ao da

proposicao anterior, temos A(z)X = D;X(z) e A(z)Y = D;Y(z). Entao deduzimos as
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seguintes propriedades:

%(X(t), Y(t)) = (D3 X,Y) +(DsY, X) = (AX,Y) 4+ (AY, X) = (AX +Y), X +Y) =0,

pois A ¢ anti-simétrico. Resumindo, obtemos que (X(¢),Y(¢)) é constante ao longo de ~

e, para todo t € R, temos

(X, Y) = ((f0)=(X), (f)«(Y))-

Desta proposicao, deduzimos que o campo V; é de Killing, pois os endomorfismos de seu

fluxo sao de isometrias.

Seja V um campo de Kiling sobre H? e seja (f;); seu fluxo. Para todo ¢, a isometria f,
se extende a um difeomorfismo f, sobre H que deixa OsH” invariante. A familia (fo)e
restrita & OooH? é um grupo a um paradmetro de difeomorfismos, denotando por V., seu

campo de velocidades derivado.

Proposicao 3.4. Seja V um campo de Killing sobre H?. Uma e sé uma das seguintes

afirmagédes se verificam:

1. existe v € H? tal que V() = 0;
2. V ndo se anula sobre H? e existe um 1inico ponto = € OsH? tal que Vio(z) = 0;

3. V nao se anula sobre H? e V., se anula exatamente em dois pontos sobre 0, H?.
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Demonstragio. Um campo de vetores V' se anula em um ponto = se, e somente se, x é
um ponto fixo de todos os difeomorfismos do fluxo de V.

Seja (f¢): o fluxo de V. Se para todo ¢ temos f; = Id, o campo V é identicamente nulo
e, entao, estamos no primeiro caso.

Sendo, seja t € R tal que f; # Idwe e seja = € H tal que f,(z) = z. Para todo s € R,
temos que f,(z) = f,(f,(z)) = f.(f,(z)). Neste caso, f,(x) é um ponto fixo de ,. Como
o conjunto dos pontos fixos ¢ discreto e a aplicagdo s +— f,(z) é continua, entio, para
todo s € R, f,(z) = f,(z) = . Logo, para todo s € R, o ponto z é um ponto fixo de f,.
Deduzimos que as isometrias sio todas de mesma natureza e que as extensbes a H?
possuem os mesmos pontos fixos.

Se f; sao elipticas, todas elas possuem o mesmo ponto fixo = € H?, e estamos no primeiro
caso.

Se f; sdo parabdlicas, f, tém todas o mesmo ponto fixo z € 9. H?, e estamos no segundo
caso.

Se f; sao hiperbdlicas, f, tém os mesmos dois pontos fixos em 9. H?, e estamos no terceiro

caso.

Os difeomorfismos do fluxo de um campo de Killing V' definem um movimento plano sobre
o plano hiperbélico. Este movimento tem a particularidade de ser estacionario: em todo
instante seu campo de velocidades é igual a V. Por outro lado, se ¢ é um movimento plano

qualquer sobre o plano hiperbélico, para todo ¢t € R, seu campo de velocidades V; é de
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Killing. Ele define, entao, um movimento plano, sobre o plano, estacionario tangente a .
Tem-se, aqui, uma nogao de movimento estaciondrio instantaneo que generaliza a nogao
de rotagao ou de translagao instantanea dos movimentos planos sobre planos euclidianos.
No caso euclidiano, a equiprojetividade do campo de velocidades permite exprimir seu
valor em um ponto y em fungao de seu valor em um ponto z e do vetor z7. Tem-se uma

propriedade analoga para o caso hiperbdlico.

Lema 3.1. Sejam a(u) uma curva de H*, X um campo de vetores ao longo de a(u) e
b(u) = expg(y)(Xu). Temos:

sinh || X,

[P
el px) ) )

i) = P (a0 + cosh Xl + (D)@ +

onde P|Z((1;)) € o transporte paralelo ao longo da geodésica que une a(u) a b(u) e T eV

designam as componentes tangente e normal a X (u), respectivamente.

Demonstragao. Sejam G(s,u) = expy(y)(sXu) € Ju(s) = g—f(s, u). Sevu(s) = exp,(u(sXu),

0 < s <1, entao Jy(s) é um campo de Jacobi ao longo v, com:

J.(0) = g—f—(O,u) = a(u)

dJ, d [(0G .
0= (Geew) =m0

\ =
Entao J, verifica a equacao de Jacobi:

D?],
ds?

+ R(’yu(s)v Ju(S))"Yu(S) = 0.

Ou seja, J, satisfaz a equacao
D2J,

ds? Ju=0,
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que, integrando e observando que b(u) = Ju(1), obtem-se o resultado desejado.

Proposicao 3.5. Sejam x € H?, X € T,H? e y = exp,(X). Para todot € I, temos:

inh || X
Vitw) = Pl (V7 @)+ cosh 11147 0) + S5 L)

T

onde P|; € o transporte paralelo ao longo da geodésica que uney ax e ™ e N designam

as componentes tangente e normal a X, respectivamente

Demonstragdo. Sejam a(u) = ®, o ;' (), b(u) = &, 0 &7 (y) e X(u) = exp;(lu)(b(u)).

Pela definicao, tem-se a(t) = Vj(z), b(t) = Vi(y) e (D:X)(t) = A, X. Pelo lema anterior,
escrevemos:
; inh || X
Vitw) = Pl (V)" + cosh 1X11U(e)" + (430" + Z XLy
Como A:X ¢ anti-simétrico, (4, X, X) = 0, com X € T,H?. Neste caso, (4:X)T =0e

(A X)N = A, X. Logo,

, sinh || X .
Vitw) = PI; (Vo) + cosh 1117 )+ X a ).

3.2 Rolamento sem Deslizar

Suponhamos que as variedades N e H? sejam orientaveis.
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Definicao 3.3. Sejam [ CR e R : 1 — N. B : [ — H? duas curvas C' tais que, para
todot € I, R(t)# 0, B(t)#0 e |[|R(1)|| = [|B(t)||. Seja ®; a isometria positiva definida
por:

O (R(1) =B(t) e (®)(R(1)) = B(t).

O rolamento, sem deslizar, de R sobre B é um movimento plano sobre o plano hiperbdlico,
definido por:
p(t,n) = ®y(n).
A curva R é chamada rolante e a curva B, a base.
No que se segue, ¢ designa o movimento plano definido pelo rolamento, sem deslizar, de

uma rolante R sobre uma base B e V; é seu campo de velocidades.
Lema 3.2. Temos V;(B(t)) = 0 e, para todo z € HZ, temos:

- sinh || X
Vi(z) = PlB(t) (_#Atx) ’

onde X = expg(lt)(a:) e Plg(t) € o transporte paralelo ao longo da geodésica que une B(t) a

Z.

Demonstragio. Pela definicaio de @;, temos que @,(R(t)) = B(t). Ou seja,

B(t) = ¢(t, R(t)). Dai,

B(t) = 8—"°(t,72(t)) + 6—"°(t,R(t))7'z(t).

ot on
Como,  pela definicio de @, %g(t,R(t))R(t):(cbt)*(v'z(t))zzé(t) e
g—f(t,n(t)) = V\(B(t)), obtemos:

B(t) = Vi(B(t)) + B(t),

81



ou seja,

Pela proposicao 3.5,

sinh || X
Vi(z) = Pl (vtw(t))T +VB(0)" cosh || X|| + mx#) |
Assim,
sinh||X||)
Vi(z) = PI3 (AX—,— .
@)= Ploeo \AX g

a

Proposigao 3.6. Seja C(t) = ¢(t,n) a trajetéria de um ponto n € N. Entdo o vetor

C(t) ¢ ortogonal & geodésica que une B(t) a C(2).

Demonstragdo. Sejam X = expg(lt)(C(t)) e g(s) = expg()(sX) a geodésica que une B(t)

a C(t), tal que g(0) = B(t) e g(1) = C(t). Pelo lema anterior,

. sinh || X
Gt = Pl (me) .

Como (A, X, X) = 0, entdo A, X é ortogonal a X = §(0). Mas C(t) é o transporte paralelo

de A;X ao longo de g, ou seja, C(t) é ortogonal a §(1).

a

Consideremos H? como sendo um hiperplano hiperbélico de H?. Cada endomorfismo

Ay(B(t)) se escreve na forma



onde — é um campo de vetores unitarios normal & H?. O valor de p(t) depende das

A
<

curvaturas das curvas rolante e base.
Proposigao 3.7. A funcdo p(t) satisfaz
p(t) = (DyB,v) — (DgR,n),
o .
onde v(t) = 5 AB(t) en(t) = () 1 (v(2)).
2
Demonstragao. Suponhamos, sem perda de generalidade, que R e B estejam

parametrizadas por comprimento de arco. Fixemos ¢t € [ e calculemos p(t). Para to-

do s € I, seja v(s) = 83 A B(s), que é unitério e normal & B. Seja z = expg(t)(lg(t)). Do
z

lema 3.2, temos:

sinh ||X||)
Vi(z) = P|3 (AX— ,
o) = Fli | AX ]
onde X = expg(lt)(x). Por outro lado,
’ 9 i
AX = p(t)a_z A B(t) = p(t)v(t).
Assim,
Vi(z) = Plg(p(t)v(t)sinh 1). (3.1) .

Para calcular p(t), vamos calcular V;(z). Sejam n = ®;'(z) € N, U(s) = exp,"zts)(n) e

Em particular, U(t) = R(t) en = expk(t)(’/'.?,(t)). Derivando a igualdade n = expg(,)(U(s)),
usando o lema 3.1 e calculando em s = ¢, obtemos:

0=R(t) + (DU, RYR(t) + sinh 1{D U, n)n(t),
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que, pela imagem de (®;). nos da:
0 = B(t) + (DU, R)B(t) + sinh 1{D U, n)u(t). (3.2)

Consideremos, agora, a trajetéria do ponto n. Temos ®,(n) = expp(s)(X(s)), com

X(s) = (®,)(U(s)). Como U = (U, R)R + (U,n)n, obtemos:

X = (U,R)B + (U,n)v

DX = (DyU,R)B + (DR, U)B + (U, RYDyB + (DU, n)v + (Dyn, Ul + (U, n) Dyv.

Calculando em s = ¢, temos que algumas das parcelas acima se anulam: como U(t) = R(t),
e R(t) tem norma constante, segue que (U,DpR) = 0. Além disto, (U,n) = 0. Temos
ainda que DyB = (DB, v)v, pois B tem norma constante e (DpR,n) = —(Dpn, U) pois

(R,n) é constante. Logo,
(DgX)(t) = (DpU, R)B(t) + (DB, v) = (DgR,m) + (DpU,m)w(t).

Usando o lema 3.1 e a igualdade acima, obtemos:

d . S
25 @s(m)iey = Pl (B(0) + (DRU.R)B(L) + sinh 1(Dpl, ) (t)+
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+sinh 1((DgB, v) — <Dk7'z,n))u(t)) .
Usando (3.2), obtemos:

V() = S (@,) ()0, = Pligy (sinh 1((DgB, ) — (Dx R m)u())

Comparando com a expressao (3.1), concluimos que:
p(t) = <DBBal/> - (DRRan>

O

Observagao 3.1. Seja C(t) = p(t,n) a trajetéria de um ponto n € N. Entao, pelo lema
(3.2),

: sinh || X
ot = v = PIgf (ax 2l

onde X = expg(lt)(C(t)). Se n nao esta em R, entdao X # 0 e se B é uma geodésica e R
nunca se anula, entio C(t) # 0. Em particular, podemos reparametrizar o movimento

plano, sobre um plano, tomando a abscissa da curva C' como novo parametro.

3.3 A EDO Reduzida de uma Superficie de Rotacgao

com H Constante em H3

Para maiores detalhes do que se segue, ver [H].
Primeiro vamos dar uma descri¢ao da geometria orbital das transformagoes de O(2) em
HP, onde O(2) é o grupo das transformacoes isométricas em H® que fixam uma geodésica,
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ou seja, um grupo de transformacoes rotacionais do tipo usual que fixa um eixo de rotagao

H'. Entao (O(2),H?) tem dois tipos de érbitas: os pontos fixados e érbitas do tipo S,

0(2)
o(1)’

Seja F'(O(1)) ={pontos fixados por O(1)}, onde O(1) é subgrupo isotrépico principal de

onde S! é difeomorfo & variedade

(0(2),H?). Como O(1) é subgrupo de O(2) e O(2) fixa H', entao O(1) também deve fixar
H'. Ainda temos que O(1) também fixa o eixo T do sistema de coordenadas cartesianas.
Logo, podemos escrever F(O(1)) = HZ.

Gostariamos, agora, de obter o plano de érbitas no qual esta localizada a curva geratriz
de uma superficie de rotacao. Primeiramente, observamos que uma superficie de rotacao
¢ obtida pela acao de O(2) em cada ponto da curva geratriz. Logo, esta curva é obtida
tomando-se o quociente da superficie por O(2). Fazendo isto para todas as superficies de
rotagdo esférica em H®, obtemos todas as suas possiveis curvas geratrizes. Para obtermos
o plano de drbitas das superficies de rotagao esférica de H?®, basta tomarmos o quociente
de H® pela acao O(2). Por outro lado, seja £ uma curva geratriz de uma superficie de
rotacdo S em H° e seja p € O um ponto cuja 6rbita é principal (ou seja, p nao estd no
eixo de rotacdo). Neste caso, observamos que o ponto p e o seu antipoda —p (ou seja, o
ponto que estd a mesma distancia do eixo de rotacdo que o ponto p) tém a mesma 6rbita.

Como p é arbitrario, entao isto vale para todos os pontos da curva §). Lembrando que

.S . . -
Z, = {11}, entdo o = Q. Fazendo isto para todas as curvas geratrizes ) que estio em
. 3 H? H?
H? e, portanto, para todas as superficies S em H®, temos —— = —, onde — é o plano
02) Z, Ly

de orbitas que contém as curvas geratrizes das superficies de rotacao em H®. Indicaremos

o plano de érbitas por H2 .
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Fixemos uma geodésica M'. Estamos interessados em estudar o comportamento das
superficies de rotacao em torno de M'. Suas curvas geratrizes estao localizadas no plano
de érbitas H2 , onde M! = OHE . Para isto, vamos parametrizar H2 pelo seguinte sistema
de coordenadas: fixemos um ponto O em M! para ser a origem do nosso sistema e uma
geodésica P, ortogonal a M', passando por O. Seja p € H} com coordenadas (z,y)
definidas a seguir. Tomemos a curva equidistante de M! que passa por p e corta o plano
P num ponto ¢g. Definimos y como sendo a distancia hiperbdlica de ¢ a O. Tomemos,

agora, uma geodésica P’ que passa por p e é ortogonal a M! e definimos z como sendo a

distancia hiperbdlica de P’ N M a O.

Para termos uma melhor visao, faremos uma figura no modelo R3.

Pela definicao, temos que €] — 0o, +o0[ e 0 < y < +oo0.

M!?

p=(zy

Observamos que a métrica orbital é a restricio da métrica a HZ. Entao a métrica em

termos das coordenadas (z,y) é dada por:
ds* = cosh? ydz? + dy?.
Proposigao 3.8. Seja Q = {Q(s) = (z(s),y(s))/a < s < b} uma curva numa variedade

Riemanniana bi-dimensional M? = {(z,y)/ ds® = cosh® ydz* + dy®}. Entio a curvatura
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geodésica de §) € dada por

K(s) = Cé—j + sinh y%,

onde o € o angulo entre o vetor unitario tangente a ) e a —

oy’
Demonstragao. Como é mostrado na figura a seguir, sejam t(s) e n(s) os vetores unitarios

tangente e normal, respectivamente, a ) em Q(s).

Da figura, temos:

Logo,
d_:c = ot sin &
ds  coshy ma-
Portanto,
t(s) = ! sin ai + cos ai
" coshy Ox oy
Como (n(s),t(s)) =0, temos que n(s) = <—ﬁ,sin a>. Ou seja:
coshy
n(s) = cos « i+ )
~ coshyoz smaay'
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Como a curvatura geodésica de § é o valor algébrico de s (8;2) onde:
s

D (00 Pz (dz)? ydzdy . (dy\?| @

d2y dz\* dz dy dz\*| 8
- J - I‘\2 Dt 2 o -
d?-i_F (ds> P 12dsds+F22 (d.s> dy

Observando que os coeficientes da primeira forma fundamental de M? sao

+

E =cosh’y, F=0eG=1,

obtemos:

Fil = F%z = Ffz = F%z =0,

. _ sinhy
27" coshy’

I'?, = —sinhycoshy.

Logo,

D (oay _ d2m+251nhydwdy 0 N dzy b b dzx Q
ds \ 0s ) |ds? coshy ds ds | Oz ds? ~ sinby coshy ds dy’

Como & L
— = sin a, se e
ds  coshy e
d*z sinhy ina 4 1 da
= — cosas cos a —,
ds? coshy coshy ds
ou seja,
d*z 1 da sinhy .
— = ———co — = sinaf .
ds?  coshy ds  coshy
Como =¥ = cos a, segue que
ds
d*y da
— = —sina—.
ds? ds
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Logo,

ﬁ sinhydedy 1 . da  sinhy i " {)sinhy S0 Cos o —
ds? cosh y dsds  cosh Yy ° ds  coshy e " cosh? -
1 da  sinhy . 1 s + sinh dz
= — = ina| = — +si —1,
coshy [ds coshy ° coshy ds Vs
ou seja,
d*z sinhydedy 1 da + sinh dz
ds? coshydsds  cosh Yy cosxlds sinhy 7> ds
Ainda,
& dz\? d
dsy sinh y cosh y (%) — sin aﬁ — sinh y cosh y cosh’y sin’ a =
. da 4+ sinh dz
= —sina |- sinhy— Is
ou seja,
d2y dz ) da dz
FE] smhycoshy(ds) = —sina [ds +smhyds]
Portanto,
ds \ 0s )  coshy OSH s Yas| 8z ~ 0% | ds Vs dy
Logo,
o0 1 , [da dz]* ., [da .
- — h
s (33) coshzycos a [ds +smhyd } cosh” y + sin” a I + sinhy
Portanto,
D (/00 . da dzx
%(83)‘ I\(s)—d—+31nhde
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Proposicao 3.9. Seja S uma superficie de rotagio gerada pela curva Q(s). Entdo as

curvaturas principais de S em §3(s) sdo dadas por:

da . dx
]1,1 = d—s + smh ya;
. coshy
ko = sin a—
sinh y

Demonstragao. Sabemos, da teoria de superficies, que as dire¢oes principais sao a tangente
a 2 em Q(s) e a tangente a dorbita G(2(s)) em Q(s). Logo, a curvatura k;, na dire¢ao

tangente a §) em §2(s), é a curvatura geodésica. Portanto,

da dz

k= T + smhyg.

Para determinar k;, precisamos calcular a curvatura média H, onde 2H = k; + k;. De

(2.9), temos:
2U2 —UU - U% +1

UV1+U?-U?

- d
onde U = sinhy. Logo, U = cosh yd—y = coshycosae
s

2H =

. da
U = sinhy cos® a@ — cosh y sin a—

ds

Portanto,
2 T TT2 12 12 2 . . da 2 2
2U° —UU —U*+1 = 2sinh” y — sinh” y cos a—i—smhycoshysmaa——cosh ycos“ a+1,
s
ou seja,

. d
2U? —UU —U?+1 =sina |cosh?ysina + sinhzysina+sinhyc03hyd—a .
s
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Ainda,

: . dy )\’ .
14+ U*—~U?=1+sinh’y — cosh?y (d—y) = cosh? ysin? a,
s

e, portanto

sin a [cosh2 ysin a + sinh? ysin o + sinh y cosh y‘;—‘s’]

2H =
sinh y cosh y sin
Assim,
d dz  cosh
2H = do +sinhy—$+ Cf)s ysina =k; + ko
ds ds = sinhy
e
coshy .
ky = — sin a.
sinh y

Seja S uma superficie de rotagdo com curvatura média constante em H®. Sua curva

geratriz, () = , € uma curva localizada em H? que tem a caracteristica de gerar uma

S
0(2)

superficie de curvatura média constante. Entao {2 é caracterizada pela seguinte EDO:

d_a dr  coshy

—2H inhy—
+ ds +sin Vs + sinhy

sina = 0. (3.3)

Teorema 3.1. Seja S uma superficie completa de rotagao com curvatura média constante
em H® e seja Q a sua curva geratriz. Entdo Q0 € univocamente determinada, a menos de

uma z-translagdo, pela sequinte integral primeira:

J(1,H) = —H sinh? y + sinh y cosh ysin & = constante. (3.4)
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Demonstrag¢ao. Como §) é a curva geratriz de uma superficie de rotacao S com H cons-

tante, entao §) é caracterizada pela EDO

da dx  coshy
—2H + — + sinhy— ina=0
¥ ds ey ds ~ sinhy sma ’
d: 1 d
onde == — sina e L = cosa. Colocando
ds  coshy ds
J(1,H) = —H sinh? y 4 sinh y cosh y sin o,
temos:
d . 2
d—(J(l, H)) = —2H sinh y cosh y cos a + cosh” y sin o cos a+
s
. 2 . . da
+ sinh” y sin @ cos @ + sinh y cosh y cos a s =
s

cosh ysina +

d
= sinh y cosh y cos a [—2H + sinh ysin a + _a] =

sinh y coshy ds
d d: h
= sinhycoshycosa |[—2H + e + sinh y—t + C?S Ysina| =0.
ds ds = sinhy

d
Portanto, E(J(l’ H)) = 0. Entao concluimos que J(1, H) é constante ao longo de qual-

quer curva integral {2 cuja EDO ¢é dada por (3.3). Observemos, ainda. que se temos duas

curvas {2, e {2, caracterizadas por esta integral primeira, entao elas diferem apenas por

uma x-translacao. O

3.4 A Generalizagao do Teorema de Delaunay em H?

Definicao 3.4. Seja F' um ponto de H? e fizemos uma geodésica o em H?. Nela escolhe-

mos um ponto O para ser a origem do nosso sistema. Dizemos que F tem coordenadas

93



polares (r,0) se a distancia de F' a O € r e o dangulo entre o e a geodésica que une F a O

€ 0.

Suponha que 7 seja uma curva em H} dada como grafico r = r(6) no sistema de coorde-
nadas polares (r,0). Se rolarmos v ao longo de uma geodésica I' de HZ , entdo a origem do
sistema de coordenadas polares preso a v, F', descreve uma curva ). Seja () o ponto de
tangéncia da curva v com a geodésica I'. Suponha que k seja uma geodésica de referéncia
que passa por F', onde § é o angulo entre k e a geodésica que une F' a (). Tomemos em F'
o o . A TR . .
as direcoes — e —. Sejam a e [ os angulos entre ' e — e — e ', respectivamente,
dz Oy dy Oz
medidos no sentido anti-horario, onde §2’ é o vetor tangente a 2 em F'.
Seja ¢ o angulo entre a geodésica que une F' a @ e 4/, onde 4’ é o vetor tangente a vy em

Q. Seja ¢' o angulo entre a geodésica que une F' a @) e a geodésica que une F' a P, onde

P é a projecao de F' em I', que é tinica. Suponha que os parametros comprimento de arco

: dz d
de ) e v sdo s e £, respectivamente. Como 2 = (d_m’ d_y)’ obtemos:
s’ ds
dx 1 .
— = sin a
ds  coshy
dy
— = cosa
ds
ou seja,
dz 1 ¢
— = an a.
dy coshy
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Figura 3.1: Curva rolando sobre uma geodésica no semi-plano superior

Conforme a proposi¢ao (1.3), temos validas as seguintes relagoées no AQF P:

sinh y = sin ¢ sinhr

cos ¢ = sin ¢’ coshy

tanh y

cos ¢ =
¢ tanh r

Observando que

sinhy cosh r

cot ¢’ =

cos ¢ sinhr

cot ¢ = cos -qbsinh r
sinh y
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obtemos:

cot ¢ cot ¢’ = coshr.

Desde que coshr = cosh(z — ¢) cosh y, obtemos por diferenciacao:

sinhrdr = sinh(z — €) cosh y(dz — d¢) + cosh(z — €) sinh y dy.

Mas sinh(z — €) = sin ¢'sinh r. Entao:

dr = sin ¢’ cosh y(dz — d€) + cosh(z — ¢)sin ¢ dy.

Ou seja,
dr = —cos ¢ df + cos ¢ dz + cosh(z — ¢)sin ¢ dy.
L.
cos ¢ dz + cosh(z — £) sin ¢ dy = Cosiligl: &) _cosilo(s:chi 3 + coshy| = 0.
Logo,
dr = — cos ¢ df.

Neste caso, temos vélidas as seguintes relagoes:

(

tanh(z — ¢)

tanh r

(B) sinhy = sin ¢sinhr

(A) cos¢=

(C) dr = — cos ¢d€

(D) coshr = cot ¢cot ¢’
tanh y

(F) cosd =

tanh r

(F') cos¢ = sin ¢’ coshy
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Diferenciando (A) e (B), obtemos;

(A') —sin¢ do = sech?(z — €)cothr(dz — d€) — tanh(z — €)csch®rdr

(B') coshy dy = cos ¢sinh rd¢ + sin ¢ cosh rdr.

Substituindo (A) em (A’) e de (B’), temos:

sech?(z — €)cothr = cothr — cos? ¢ tanh r

e
tanh(z — €)csch®r = cos ¢ sechr cschr.
Portanto,
(A") —sing dp = (cothr — cos® ptanhr)(dz — d€) — cos ¢ sechr cschr dr
e

(B") cos¢ dp = coshy cschr dy — sin ¢ cothr dr.

De (B") temos:

1
d¢ = (coshy cschr dy — sin ¢ cothr dr) 3’
cos

que, substituindo em (A”), nos da:
(— cos ¢ sechr cschr dr + (cothr — tanh r cos® ¢)(dz — d€)) cos ¢+

+(cschr coshy dy — sin ¢ cothr dr)sin ¢ = 0. (3.5)
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Usando (C'), observamos que

— cos® ¢ sechr cschr — sin? ¢ cothr + cothr — tanhr cos® ¢ =

sinh 7 cosh r

. 2 1
= cos? ¢cothr — cos? ¢ (M> = 0.

Entao a expressao (3.5) fica:

(cothr — tanh 7 cos? ¢)dx cos ¢ + cschr coshy dysin ¢ = 0. (3.6)

dz tan o

Usando que — = ———, vemos que a expressao (3.6) fica
dy  coshy
dr —cschr coshy sing
dy — (cothr — tanhr cos?¢)cos¢’
Dai,
cosh? y tan ¢ 1
- inh coshr sinhr 2 = tan X
B W sinhr  coshr COS ¢
ou seja,

coshr = — cot ¢ tan a.

De (D) obtemos que tan a = cot # = — cot ¢'. Resumindo, ¢’ = —3. De (E), temos:

tanh y
cos ¢’

tanhr =

e do fato que cos ¢’ = cos 8 = sin o, obtemos:

tanh r sin @ = tanhy. (3.7)

Combinando (C') e (F'), temos:

dr = —sin¢ coshy df =sinf coshy dé = cosa coshy df.

98



Derivando a expressao (3.7) com relacao a s, obtemos:

1 dr . da 1 dy
—sina + tanh 7 cos a—

cosh?r ds ds _ cosh? Y ds’
Ou seja,
9 3 da
dr = cosh”r cot a | sech®y — tanh T ds. (3.8)
s

Como dr = cos a coshy d€, temos:

9 9 doa

d¢ = cosh®r csca sechy ( sech®y — tanh TS ds.
s
Tomando o sistema de coordenadas cilindricas de H® onde r é o raio, vemos que
dé? = dr® 4 sinh?r d6?.
Logo,
12 2 2 2 2 2 2 2 2 2 da’\” 2
sinh®r d0* = d€*—dr*® = cosh”r | cosh® r(csc? a sech®y — cot? a) [ sech®y — tanh T ds
s

que, simplificando, fica

2
sinh?r d6? = cosh? r (sech2y — tanh r(jl—a> ds?.
s

Ou seja,

1 9 da
df = po— (sech y — tanh TE) ds. (3.9)

Proposigao 3.10. Seja Hf o plano de drbitas em HP e sejam F € H} e (r,0) o sistema
de coordenadas polares centrado em F. Seja I' uma geodésica de H? e seja Q o meridiano
de uma superficie de rota¢ao S, em torno de ', com curvatura média constante. Entdio
existe, em Hf , uma curva v, de equagdio polar

1

tanhr = ——— >
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comb>0ea &R, tal que Q € a curva descrita por F' quando v, rola, sem deslizar,

sobre .

Demonstragdo. Se §) é o meridiano de uma superficie de rotagao .5, entao é curva geratriz

desta superficie, que tem curvatura média constante. Logo, §2 é solucao da equacao

da dx  coshy .

—2H + + sinhy
ds

ds ' sinh Y

dz sin o dy
ds  coshy €Y s Por (3.7), (3.8) e (3.9), obtemos:

dr )
— = cosh rsinh r cot &

do

ou

d
E(ln(tanh r)) = cot c.

Da expressao (3.9), temos:

tanh rdf = sech®yds — tanh rde,

ou seja,
tanh 722 = sech?y® _ tanh
an rda_sec Yy — tanhr.
Como
ds tanhr

= 2 da
df  sech®y —tanhr®

, concluimos que

da , do 1
tanh r— = tanh®r— 5 —1 .
df ds | sech®y — tanh pel
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Observando que sech’y = 1 — tanh ysin o tanh r. obtemos:

da da
sech’y — tanh sy tanhr |22 + tanh ysina| .
ds ds
Resumindo,

da tanh rfi—‘:
dd 11— tanhr (% + tanhysina)

tanh y

Observando que sina = , temos que a EDO anterior fica:

tanh r

tanh r <c(ll_a + tanh y sin a) = —(1 — 2H tanhr)
s

ou
do 2 2
tanh o= —(1 — 2H tanh r 4 tanh” r sin® ).
s
Combinando as relagdes obtidas acima, obtemos a seguinte EDO de r = r(#), por

diferenciacao e por substituicao:

d? d 2| 1 — 2H tanh r + tanh®rsin®
— (In(t = |1 — h : :
pTE (In(tanhr)) [ + (do(lnta,n 7‘)) ] 5 97 tanhy (3.10)

Vamos, agora, integrar explicitamente a EDO anterior por substitui¢des convenientes de

variaveis. Sejam

_du
T de

v =Intanhr e v

d d
Logo, v = cot «, pois — = — (Intanh7) = cot @. Ainda:

do — do
d? dv dv
d—gi(ln tanhr) = 0= "Iu
Neste caso, a EDO (3.10) fica:
dv o [(1—2He" + e*sin’ o (14 v?%)(1 —2He") e
”%‘(H”)( 2 — 2Hev B 2 — 2Hev T 3l
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Observando que

2(1 —2He") _[(14v?)(1 —2He") —e** +2He®]|
2 —2Her (2—2He*)(1 4 v? — e?v) B

2 (1+v%)(1 —2HeY) 5 e ool

1+ v?2— e 2—2Hev 2—2He* B
2 d d

[ - 62"] = —(In(1 4 v* — €*)),

14 92 —e2u v%— "~ du

obtemos:

2(1 —2He")

d 2 2u _
(In(1 +0* —e**)) = Y

du

Integrando ambos os lados da equagao acima:

1—-2He"
2 _2u :2 )
In(1 + v* — ™) /—Q—QHe"du

Se H # 0, fazemos * =1 — 2He". Dai, de = —2He"du = (z — 1)du. Logo,

1—-2He* 2T 2z
2 —d = d — d — _ H?u k
/2—2He"u /($_1)(x+1)x /:c"’—lu u+In| -1+ He™| +k,

onde k € R. Portanto,
In(14+v*—e®™)=u+In|—1+ He™| + k.

Dali,

1+0v?—e® =ae*|— 1+ He",

onde @ = e* > 0. Entéo,
v?=ae*| — 1+ He*| +e* — 1.

Assim,
v="(ae!| -1+ He'| +¢e* — 1)%.
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Desde que

d 1 d
= — tanh = —(tanh
V=gl tanh) = oo gg(tanh)
temos que:
v=" (atanhr| — 1+ H tanhr| + tanh®r — 1)3.
. _ Enti
Seja w P—— Entao
dw 1 d

1 1
tanhr) =% : (@atanhr|—14 Htanhr|+ tanh®r — 1)z =

o - _ta,nh2rﬁ( anhr

1

1 2 H
=+ ;—(atanhr| —1+ Htanhr| + tanh®r —1)| =% |Gw|l - —|+ 1 — w?
tanh*r w

N

Daiconcluimos que

dw 1

— =t (g — 2 _ 2

o=t (@ — H| - (w? ~ 1))},
ou seja,

df =7 [alw — H| — (w? — 1)]" 7 dw,
e
0 =" /b(w)-%dw,

onde w = e b(w) = @lw — H| — (w? - 1). Suponhamos que w — H > 0. Neste caso,

tanh r

|lw— H|=w— H e b(w) = —w?+aw — aH + 1. Entéo:

d _a
=" / v =% arccos i
— — E? —
\/—(w—%)2+(§—aH+1) ToaH+1
Isto €,
cosf = i
T _GH+1
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Sea:geb: \/a;—Q—EH+1, temos:
1
b bcost + a,
ou seja,
1
tanhr = T heosh

Analogamente, se supusermos w — H < 0, obtemos o resultado anterior.
Se H = 0, temos:

In(1 4 v? — ™) = /du:u—l—E,

onde k € R. Logo,

eu+k =1 +'U2 _ eZu

v =1 Vke* 4+ e —1,
onde k = e* > 0. Do mesmo modo como foi feito anteriormente, obtemos

1

tanhr = m

Entao 7 = r(0) e, pelo que foi feito antes desta proposicao, se rolarmos, sem deslizar, uma

curva 7,5, que € grafico em coordenadas polares (r,6) de

1

hr= ——mM—
tanhr a+bcosf’

coma € R eb> 0, ao longo de uma geodésica I' de My, o trago da origem F' do sistema

de coordenadas polares é exatamente a curva 2 dada. g
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1

3.5 As Curvas de Equacao tanhr = ———
a+ bcost

Para melhor estudarmos estas curvas vamos utilizar a seguinte

Definicao 3.5. Se v € um raio geodésico, chama-se fun¢ao de Buseman calculada em x
a func¢do dada por:

by(2) = lim (d(z,7(1)) - ),

t—o0
onde este limite existe e € finito. A fung¢do de Buseman centrada em v que se anula em
F' € aquela em que o raio geodésico v mencionado acima une F a v, onde v € O, H? e

7(0) = F.

Esta fungao é usada para definir pardbola sem levar em consideragao sua curva geratriz.

Sejam 7 e 6 as coordenadas polares de um ponto p de H?, centradas em F' e tomadas com
relacdo a uma geodésica de referéncia k. Temos que r é a distancia de F' a p e § é o angulo

entre a geod’esica que une F' a p e a geodésica k. Adotaremos as seguintes notagoes:

1. Se E € H?, denotemos por dg a fungao definida por dg(z) = d(E, ), onde = € H?

e d é a distancia hiperbdlica;

2. Se v € 0, H?, denotamos por b, a fungao de Buseman centrada em v que se anula

em F';

3. Conforme ja definimos em (1.14), se g € uma geodésica orientada pelo campo normal
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1, denotamos por d, a funcao definida por:

dg(u),2)  se == expy)(rn(u), com r >0
do(z) =

—d(g(u),z) se & =expyy(rn(uw)), com r <0

Chamamos de funcao "tipo distancia” as funcoes tdg, com E € H?, tb,, com v € 0., H?

e d,, com g geodésica orientada de HZ.

Seja 7,4 a curva de equagao polar tanhr =

1

T boosd’ coma € Reb > 0. Daqui por

diante, suporemos 1 < a + b, pois caso contrario teriamos tanh r > 1 e, entao, v, é vazia.

Faremos o estudo destas curvas dividindo em trés casos:

1. Sel <a—b:

l<a—b<a-+bcosh,

ou seja,

l—a

5 < cosé.

—a

Se 0, = arccos (1 ), entao 0 €] — 01, 60,[. Por outro lado, como tanhr # 1,

a+bcosh <1< a+b,

ou seja,

1 —
cosf < ¢

e e [—0,,01]. Assim,0 € Rer(0) = arctanh( ) é periddica de periodo

a+ bcosl

2m. Neste caso, basta estudar o que ocorre para § € [0,27] e observamos, entao,

que a curva 7y, € fechada.
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2. 1<b—a:

l1<—a+b< —a—bcosb,

ou seja,

—(1+ a)

; > cos 0.

—1—a

b

Se 0, = arccos( ), temos que 0 €]02,2m — 6,[. Por outro lado,

—a—bcosh < —a—-b< —1,

isto é

1—a

b

cosf >

1—
Se 6, = a,rccos(Ta> , entao 0 €] — 6, 6,[. Resumindo, 0 €] — 0y, 0,[U]0, 2m — 0,].
Observemos que:

lim 7(0) = 40

9—)i91

lim 7(0) = —oo.

0710,
3.Sel>a—bousel>b—a:comoa—b<l<a+beb—a<1<a+b, entao,

em ambos os casos, temos:
—a—bcosf < —a—b< -1,

ou seja,

cos @ > 1 —a

Se 0, = arccos(l - a) , entao 6 €] — 0,,0,[. Observemos que lim,_+, 7(0) = +co.
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Observacao 3.2. Notemos que as curvas 7, tém propriedades analogas as conicas eu-
clidianas. Para todo 0, seja ug € T.,_,gH? o simétrico de —8—(9,1"(9)), com relacao ao
' 7

vetor ¥,,5(0) e seja gg(s) = exp,_,(sug). A geodésica gy é obtida por reflexao, com relagao

a normal a 7, em 7,,4(0), da geodésica que passa por F.

8|

u|
Il
a

Ug

ge

Lema 3.3. A equagio polar das geodésicas de H? sdo da forma

q

tanhr = —————.
anar cos(0 — b)
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Demonstragao. Como a métrica em coordenadas polares de H? é

do? = dr® 4 sinh r d6?,

concluimos que os coeficientes da primeira forma fundamental sao

E=1, F=0 e G =sinh®r.

Dai, obtemos os simbolos de Christoffel de H?. Neste caso, temos o seguinte sistema
de equacdes diferenciais para as geodésicas da forma (6(t)) = (r(¢),0(t)) de H?, em

coordenadas polares:

# = sinhr coshr 2

(3.11)
§ = —2cothr 7 6
Vamos, agora, mostrar que tanh r = — & solugao de (3.11).
cos(f — 6o)
q
F. = arct —_— :
azendo r(t) = arctanh <cos(9(t) — 00)>, obtemos
) gsiné :
= 0 3.12
" cos?(0 — bp) — ¢? (3.12)
e
_ qcos(0 — o) 6 4 2gsin®(0 — o) cos(6 — 00)9-2 gsin(f — o) i
"~ cos?(0 — bp) — ¢? (cos?(0 — 6p) — ¢?)* cos?(0 — 0o) — ¢*

gcos(f — o)

20— 60) — &7 e substituindo a primeira equacao de
cos?(0 — 6y) — q

Observando que sinhr coshr =

(3.11) na expressao acima, obtemos:

2sin*(0 — 6p) cos(8 — 0) 6 4 gsin(0 — 6y)

0.
cos?(0 — b0p) — ¢ cos?(0 — bp) — ¢?

sinh 7 cosh 76? = |sinh r cosh r +
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Logo,
_2qsi112(9 — b0p) cos(8 — bp) .

6 = 6*
cos?(0 — o) — ¢* ’

ou seja,
, sin(@ — )

0 = 2sinh r cosh r——— —=.
q

Usando (3.12), obtemos

0 = —2cothr r 9,

o que mostra que tanhr = —t solucao de (3.11).
cos(f — bp)

Lema 3.4. Sejam (r,0) e H? e X = xi + y% € Tiro)l?, com y # 0. Sejam (p(a), )

or

as coordenadas da geodésica que passa por (r,0) na dire¢io X. Entio temos:

q

tanhp = —————
e cos(a — ayp)’

onde
tanh?r

q —
\/tanh2 T+ z—z(l — tanh?® r)2

_ 2
ag = 0 — arctan (x(l banh r)> )

y tanh r

Demonstragdo. A equacao polar da geodésica de coordenadas (p(a),a)
tanhp = —————
cos(a — ap)

X deve satisfazer

tanh T = m
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pelo lema anterior. Como ela passa pelo ponto (r,0) na direcao



Escrevendo f : U C H? — R, com U aberto de HZ?, temos que f é o grafico da geodésica

acima quando f = 0. Neste caso, devemos ter;

af af
x—=—(r,0 —(r,0) =0.
25 (r,0) + 45 (. 0)
Ou seja,
zsech®r — ytan(@ — ag)gsec(d — ag) = 0.
Logo,
zsech’r  z(1 — tanh®r)
tan(6 — = = :
an(0 — o) ytanhr ytanhr (3.13)
isto é:
1 — tanh?
ag = § — arctan <:1:( an r)) .
ytanhr
De (3.13), obtemos:
2
sin(d — ap) = % cos(0 — ap),
que nos da:
z2sech’r 2
(m + 1) COs (0—010) = ].,
ou seja,
1 B z2sech’r + y2? tanh® r
cos(f — ap) y?tanhr '
Entao
gV/z?sech’r + y?tanh®r
tanhr = .
ytanhr
Dali,
ytanh?r tanh? r
q= = .
V/a2sech’r + y2tanh®r \/tan112 T+ :—;(1 — tanh®7r)
O
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Lema 3.5. As geodésicas gy tém coordenadas polares (p(c), @) verificando

qe

tanh p(O’) = m,

com
g5 = 2bsin 6§
’ /462 sin? O(a + bcos 0)2 + (b2sin? 0 — (a + bcos 0)? + 1)2
e
iy ; b%sin? 0 — (a4 bcos 0)? + 1
“= archan 2bsin f(a + cos 0)
. . 0
Demonstragao. Por construgao, ||ug|| = 3= 1.
T

Fazendo uy = z— + y%, temos:

or

z? +sinh?®r y? =1,

ou seja,
2
21— _ Y
w1 (¢ +bcosh)2 —1’
; 1
t = —————,
pois tanh r P
Por outro lado,
up + __3_ = ¢4
[} ar - 7’
onde
a bsin 0 G,
c g @  wsiny 2_ 2
¥ = sech o (a+bcoso)2[(a+bcosﬂ) 1]80.
Entao

e[(a + bcosh)? — 1]
(a + bcosB)?

z—1=

(3.14)



_¢€[(a+bcosf)? — 1]
(a + bcos0)?

y:

Dai

2(a + bcos0)? + ¢[(a+ bcos 0)? — 1]

r+1=
= % (a+ bcos 0)?

Substituindo em (3.14), obtemos:

€[(a+bcos8)? — 1](2(a + bcosh)? + €[(a + beos 0)? — 1])
(a + bcos 0)!

€*[(a + bcos )% — 1]
[(¢ + bcos0)? —1](a + bcos 0)*’

ou seja,
e[(a + bcos 0)* — 1] + 2(a + bcos 0)* = —eb®sin 0,

que nos da

_ —2(a+bcosb)’

a2+ 2ab+ 02 -1
Portanto,

_ b?sin®0 — (a+bcosh)® + 1
a? + 2ab+ 6% —1

e

_ 2bsinf(a + bcos)® — 1]
B a®+ 2ab+ b2 -1 '

Substituindo as expressoes de z e y no lema anterior, obtemos o resultado desejado.

A familia de geodésicas gy associada a <,, tem as seguintes propriedades:
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Proposigao 3.11. 1. Sel < a—b, todas as geodésicas gy sao concorrentes num ponto

to

F= (arctanh ((12_2—1)) ,Tf) e go(s) = Vdp(gs(s)).

b2 -1
Se 1 < b — a, todas as geodésicas gy sdo concorrentes num ponto
P = (arctanh (—2—) ,0) € gu(s) = V(~dr)(ga(s)
= |(arctanh | ——— e go(s) = V(—dz s)).
b2 + 1 . (L2 ’ gG F 99
Se 1 = a — b, para todo 0, go tem wm ponto no infinito na dire¢aio m™, com

lims——co go(s) = m € go(s) = Vba(gs(s)).

. S¢e 1 = b— a, para todo 0, go tem um ponto no infinito na dire¢cao 0, com

lim, 400 99(s) = 0 € go(s) = V(—bo)ga(s)-

Sel >a—bel > b—a, para todo 0, gy € ortogonal a geodésica g de equagao

b2 9
,ondeA:+—1i

e go(s) = Vd,(ge(s)), para uma
cos o 2b

polar tanh p(a) =

orientagdo adequada de g.

Demonstragdo. Pelo lema anterior, as gy tém coordenadas polares (p(«), «) satisfazendo

qe

tanh ,D(CY) = m,

onde gy e ap sdao dados acima.

Se 1 < a — b, ja vimos que 6 € R. Neste caso, se o = 7, temos:

com

9 de
tanh Po = = — ;
cos(m — ag) cos ag

( (bzsin29—(a+bcosﬁ)2+l>>
cos ag = cos |  — arctan ,

2bsin §(a + bcos 0)
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ou seja,

2bsin 0 cos @(a + bcos 0) + sin 0[b*sin® O — (a + bcos )% + 1]
V/4b?sin? 0(a + bcos 0)2 + (b2sin0 — (a + beos0)? +1)?

COS (g =

Logo,
2b
tanh pPes = m
Ou seja,
2b
pPe = arctanh (m) 5 V6 € R.

Resumindo, gy passa pelo ponto F' = (arctanh (%) ,m),V 0 €R.
Vamos, agora, mostrar que Vdz(gs(s)) = go(s). Seja so tal que gg(so) = F. Como gy estd

parametrizada por comprimento de arco, temos

dr(90(s)) = 5 = 50

d

= (dplan(s)) = (s = s0),

ou seja,

(Vdr(ge(s)),ge(s)) = 1.
Basta mostrarmos que Vd3(gs(s)) é paralelo a gg(s). Consideremos o circulo de centro
F e raio d;(ge(s)). Pelo lema de Gauss, a fronteira deste circulo é normal as geodésicas
radiais. Em particular, é normal a g em gy(s). Por outro lado, esta é a curva de nivel da
funcao dz em gy(s). Neste caso, temos que a curva é ortogonal a Vdz(ge(s)). Portanto,
Vd;(gs(s)) € paralelo a gg(s) e, entao demonstramos o resultado.
Os outros casos sao analogos.
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Corolario 3.1. O valor da fun¢io dp+6 € constante ao longo de cada componente coneza

de Yap, onde § € a sequinte fung¢ao:

1. sel<a—-0b,6=dg;
2. sel<b—a,d=—dg;
3. sel=a—b,0=0b,;
4o sel=b—a,§=—by;

5.sel>a—-boul>b—a,d=d,.

Demonstragdo. Pela proposicao anterior, temos que go(s) = V(go(s)), onde 6 é a fungao
dada na hipétese. Observando que gg(0) = 7v,,5(0), vemos que Vé(74,5(0)) = go(0). Como,

pela construcio de ug, ¢o(0) = ug, obtemos
V5(a(0)) = s
Assim, Vdp(101(6)) = 2-(74(6)). Dai,
S dr(0(0)) + 874(0))) = {as(0), Vi (704(0)) + V(305(0))) =

= (3es(O)), -(a0)) 4 s ) =0

Concluindo,
d
@(dz-"(%,b(@) +6(7a(0))) = 0,
ou seja, dr + ¢ é constante ao longo de cada componente conexa de v, ;. O
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Proposicao 3.12. A curva v, de equagio polar tanhr(§) = ————— com a € R,
’ a-+bcosb

b> 0, tem as sequintes propriedades focais:

1. se 1 < a—b, entdo v, € uma elipse;
2. se 1 < b—a, entdo v, € uma hipérbole;
3. sel=a—0boul=0>b—a, entio v, € uma pardbola;

4. sel>a—boul>b—a, entio v, € uma pardbola generalizada.

Demonstragao. Pelo corolario (3.1), temos:

1. se 1 < a—0b, entdo 6 = dp, com Fell?,edp+ dp = a ao longo de 74. Ou seja,

Ya,p € uma elipse.

2. Se 1l < b—a,entdo § = —d, Fel, edp— dj = a ao longo de 7,. Logo, va €

uma hipérbole.

3.Sel=a—boul =0b-—a,entio § =t b,, com v € O, H?, onde b, é a funcio de
Buseman centrada em v que se anula em F. Portanto, dp +b, =aoudr—b,=a
ao longo de 7,,. Observando que a parabola euclidiana y? = 2pz pode ser definida

como o conjunto dos pontos X que satisfazem

d(F,X) + lim (d(X,7(1) =) = p,
onde F' = (£,0) e 7(t) = (% +¢,0) (analogamente, y> = —2pz é o conjunto dos
pontos X que satisfazem d(F, X) — limy— 00 (d(X,¥(¢)) — t) = p), concluimos que se

drp + b, =a ou dp — b, = a ao longo de 7,4, entao esta curva é uma parabola.
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4. Sel >a—boul>b—a,entao § = d,, onde g é uma geodésica orientada de H?,
e dr + d; = a ao longo de v,,;. Neste caso, denominamos esta curva por parabola

generalizada.

(]

Proposigao 3.13. Seja F € H? e seja v uma curva coneza verificando dp + 8 = a ao
longo de v, onde § € uma fungdo do tipo distancia. Entdo existem a,b > 0 tais que, para

todo m € v, as coordenadas polares de m centradas em F tém a forma (r(0),0), com

1
a-+bcosh’

tanh r(0) =
Demonstracao. Segue de célculos trigonométricos no plano hiperbdlico.
O

Observagao 3.3. Como dr + 6 é constante ao longo de +, entao sua derivada é nula ao

longo de v. Mas

L (dr +8)(2(0)) = (3(6), Vr(+(0)) + VS(0)),

ou seja,

(40), Z(3(0)) + V3(1(0) = .

Dali, concluimos que %(7(0)) + V4(7y(0)) estd na diregao normal a y em ~(0), V0. Logo,

Vé(7y(0)) é obtido por reflexao da direcao ai('y(ﬁ)) em relacao a diregao (0).
Y i

No teorema a seguir, rolar sem deslizar tem o significado da segao 3.2.
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Teorema de Delaunay: Sejam F € Hf, ey uma curva conexa de H2. tal que dp +6 = a
ao longo de v, onde § € uma fung¢ao do tipo distancia. Seja Q0 a trajetoria de F' quando

v rola, sem deslizar, sobre uma geodésica T' de H?. A curva Q) satisfaz a equagdo

dz

— H sinh? y + sinh y cosh? Vs = constante,
s

onde s € o parametro comprimento de arco da curva 2, com Q(s) = (z(s),y(s)) em relagao
a I'. Em particular, ela gera uma superficie de rotagio com curvatura média constante.

Além disto, o valor da curvatura média H verifica:

1. se§=tds F e H2 (v € uma elipse ou uma hipérbole), entdo H = cothla] > 1;
2. se 6 ="10,, v € O M (v € uma pardbola), entio H = 1;

3. sed =dgy, onde g € uma geodésica orientada de H’, (v € uma pardbola generalizada),

entdo H = tanh |a| < 1.

1

Demonstragao. Pela proposicao (3.13), sabemos que 7 tem equagao polar tanhr = —————
a+ bcosf

com F sendo a origem do sistema de coordenadas polares (7, 0) preso a y. Nas figuras que
se seguem temos representadas as imagens de v, em H?, pela isometria ®, do movimento
plano sobre o plano hiperbédlico. Denotemos por P a projegao de F' sobre I', por @) o
ponto de contato entre v e ' e por h a geodésica que é a linha de gradiente de § que passa
por Q.

Dividiremos a nossa demonstracao em trés casos: § = dz, 6 = b, e § = d;. Os outros
trés casos (6 = —dp, 6 = —b, e § = —d,) sdo analogos aos anteriores, respectivamente,
trocando somas por diferengas nos lugares convenientes.
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1. Suponhamos § = dj;, com Fe HZ . Neste caso, v ¢ uma elipse e tomamos F e F

como sendo os focos desta elipse. Seja P a projecio de I sobre I'. Por hipétese,

8|

i
Rl
Il

—

Figura 3.2: Elipse no semi-plano superior

dr+6 = a ao longo de v e, pela observagao (3.3), a linha de gradiente de § passando
por () = ~(0) é obtida por reflexdo da geodésica Q F' em relagao a tangente a y em

7(0). Neste caso, o angulo que a geodésica h forma com I" é o mesmo que a geodésica
QF forma com I

No triangulo Q) F'P temos, pela proposi¢ao (1.3):

sinh y = sin¢sinh QF (3.15)
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Sendo

segue que

obtemos:

cosh QF = cosh y cosh Q) P.

cosf# _ sina

sing  sin¢’

cosh@QP =

sin o

cosh QF = coshy

sing’

sin & = sin ¢ cosh Q F

h2
oS Y Cosh Y

d
cosh® y% = sin ¢ cosh Q F. (3.16)

No triangulo QF P temos:

também pela

sinh § = sin ¢sinh Q F, (3.17)

proposicao (1.3). Como dr + dp = a, temos que

dr(Q)+dp(Q) = QF + QF = a e

cosh a = cosh QF cosh QF + sinh QF sinh QF (3.18)

sinh a = cosh QF sinh QF + sinh Q F cosh QF. (3.19)

Se d(F, F') = ¢, temos:

cosh ¢ = cosh QF cosh QF — sinh QF sinh Q F cos(m — 2¢), (3.20)
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conforme a expressao (1.11). Fazendo a diferenca de (3.18) e (3.20), obtemos:
cosh a — cosh ¢ = sinh Q F sinh Q F'(2sin? ¢).

Pelas expressoes (3.15) e (3.17), temos:

cosha — cosh ¢
f)

e

= sinh y sinh 3. (3.21)

Somando (3.18) e (3.20), obtemos:

cosh a + cosh ¢
9

L

= cosh QF cosh QF + sinh Q F'sinh Q F' cos? ¢.

De (3.15), (3.17) e (3.21), temos:

sinhysinhy  cosha — coshc¢
sin?¢ 2sin? ¢

sinh QF sinh QF =

Resumindo,

cosha + coshc cosha — coshe

2
5 - 257 é cos” ¢. (3.22)

cosh QF cosh QF =
Multiplicando, agora, (3.19) e (3.16) membro a membro, temos:
. 2 dl‘ 2 . ~ .
sinh a cosh Vs = cosh® @ F'sinh § + cosh @ F’ cosh @ F'sinh y,
s

ou seja,

. : d: ha —coshec
sinh asinh y cosh? yl = =
ds 2

cosha — cosh ¢
2sin? ¢

+sinh?y ( + cosh Q F cosh Qﬁ’) . (3.23)



De (3.22) e (3.23), obtemos:

. _ dz ha — cost
sinha sinhy cosh? yd—T = ; s
s 2

. .2 ([cosha—coshec cosha+coshe cosha—coshe B
+sinh"y ( 2sin® ¢ + 2 B 2sin® ¢ cos™9 ) =

cosh a — cosh ¢ _—r cosha -+ coshe cosha — coshe
= + sinh* y n _
2 5 5
osh a — cosh ¢
= 5 + sinh® y cosh a,
ou seja,
. ) d: . ha — cosh
sinh asinh y_T — cosh asinh?y = cosh a — cosh ¢
ds 5
Resumindo,

_ . dz osha — cosh ¢
—cothasinh?y + sinhy cosh? y— = g
ds 2sinha

Entao 2 verifica uma equagao do tipo
. 2 . 2 d.'l:
— H sinh® y + sinh y cosh Vs = constante,
s

donde concluimos que H = coth|a|] > 1. Portanto, se rolarmos uma elipse, sem
deslizar, sobre uma geodésica I' e se a curva descrita por um de seus focos é (2,
entao a superficie obtida pela rotagao de ! em torno de I' tem curvatura média

constante H > 1.



2. Seja § = b,, onde v € 9, H;. Facamos a construgdo como no caso anterior, mas
supondo que 7 seja uma parabola. Neste caso, temos a seguinte figura:

Pela proposicao (1.3), no triangulo Q PF' temos

T

n|
Il
—

Figura 3.3: Parabola no semi-plano superior

sinhy = sin ¢sinh Q F. (3.24)
Pela expressio (1.13) aplicada ao triangulo assintético Q Py, temos:
e = €@ gin ¢. (3.25)
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dx sin o

Como no caso anterior, de — = , obtemos:
ds  coshy
, dz _
cosh YL = cosh Q) F sin ¢. (3.26)
S
De dr + b, = a, temos:
e® = (@) cosh QF + (@ sinh QF. (3.27)

Pela expressao (1.12), obtemos:
ol = ¢bo(@) cosh QF — e*(@ sinh QF cos(m — 2¢),
que, do fato de by(F') = 0. nos da:
1 = e*(?) cosh QF — (@) sinh Q F cos(m — 2¢). (3.28)
Subtraindo (3.28) de (3.27):
e — 1 = €@ sinh QF(1 + cos(m — 2¢)) = 2e%(?) sinh Q F sin? ¢,

ou seja,
e —1

5 = €%(@) sinh y sin ¢.

Resumindo,

= €¥sinhy. (3.29)

Somando (3.27) e (3.28):

e® 4+ 1 = 2e%(@ cosh QF + €*(?) sinh QF (1 — cos(m — 2¢)) =

. sinhzt
sin
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Concluindo,

“+1 -1

€
481N

cos? ¢. (3.30)

Multiplicando (3.27) e (3.26) membro a membro, obtemos:

d:
e® cosh? yd—T = (@) cosh? Q F sin ¢ + €@ sinh Q F cosh Q F sin ¢ =
s

= (@ cosh? QF sin ¢ + €@ sinh y cosh QF =

1
= T(eb"(Q) sin ¢sinh y 4 (@ sin ¢ sinh ysinh? QF + €@ sinh? y cosh QF) =
sinhy
1 e —1 e —
= inh’ (@) coshQF )| .
sinhy 2 +sinhy (2 sin® ¢ te cosh @
Resumindo.
a__ a_ ]
e” sinhycoshzyd—m oY k. + sinh?y ¢ —— e?(@ cosh QF ) . (3.31)
ds 2 2sin” ¢
Comparando (3.30) e (3.31), obtemos:
de e*—1 e—1 e*"—-1 e*=1
. 2 : 2
e” sinh y cosh VY, = 5 + sinh” y (251112 3 + 5 T ez p cos? ) ,

ou seja,

, d e—1
—sinh®y + sinh ycosh2y£ = eQeu .

Pelo mesmo raciocinio do caso anterior, se rolarmos uma parabola, sem deslizar,
sobre uma geodésica I', seu foco descreve uma curva {2 que gera uma superficie de

rotagao, em torno de I', com curvatura média constante H = 1.

. Se § = dy, onde g é uma geodésica orientada de H2 . Suponhamos dy > 0 ao longo

de ~.
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Figura 3.4: Parabola generalizada no semi-plano superior

Como na figura, sejam F' e F' as projecoes de F e Q, respectivamente, sobre g.
Seja P a projecio de F sobre I'. Denotemos § = .

Novamente pela proposicao (1.3) aplicada ao triangulo Q PF, temos:
sinhy = sin ¢sinh Q F (3.32)
e a mesma proposicao aplicada ao triangulo QPF nos da:

sinh§ = sin ¢sinh QF. (3.33)
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. . dz sin a
Como nos dois casos anteriores, de — =
ds  coshy

, temos:
, dz _
cosh v = cosh @ F sin ¢. (3.34)
s
De dr + d, = a, obtemos que QF + QF = a, pois dy(Q) = QF. Logo,

sinh a = sinh QF cosh QF + cosh QF sinh QF (3.35)

cosh a = cosh QF cosh Q F" + sinh Q F sinh QF'. (3.36)
Seja ¢ = d,(F'). Entao, pela proposi¢ao (1.4) aplicada ao quadrilatero QFF'F,
temos:
sinh ¢ = cosh QF sinh QF — sinh QF cosh Q F' cos(m — 2¢),
ou seja,

sinh ¢ = cosh QF sinh QF' + sinh Q F cosh QF cos 2¢. (3.37)
Subtraindo (3.37) de (3.35):
sinh a — sinh ¢ = sinh QF cosh Q F'(1 — cos 2¢),

ou seja,

sinh a — sinh ¢

2 = sinh QF cosh Q F'sin? ¢. (3.38)

Somando (3.35) e (3.37) e utilizando (3.38), obtemos:

sinh a + sinh ¢ = 2 cosh Q F'sinh Q F + sinh Q F cosh Q F'(1 + cos 2¢),

ou seja,

cosh QF sinh OF = sinha + sinh ¢ B sinh a.—zsmh € os? b (3.39)
2 2sin” ¢
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Multiplicando (3.36) e (3.34) membro a membro:
dz 5 .
cosh a cosh? yzll = cosh? QF cosh Q F'sin ¢ + sinh Q F cosh Q F'sinh Q F' sin ¢.
s

Usando (3.32), (3.33) e (3.38), obtemos:

sinh y

sinha — sinh¢ 1
sin ¢

Ssinh QF sin® § cosh @ F sinh Q F'sin ¢

d:
cosh a cosh? yd—z =cosh®’QF ( ) sin ¢+

ha — sinh )
{cosh2 QF (sm ? 5 o c) + sinh? y sinh Q F' cosh QF] =

sinhy

1 [sinh a—sinhec | 5 (sinh a—sinhec
= +sinh*y | —————

5 Son’d + sinh Q F cosh QF)] .

~ sinhy
Resumindo,

dr  sinha —sinhe¢

i inha — sinh ¢
cosh(:lsmhycosh2 y— = sinha —sinh ¢
ds 9

2sin? ¢

+sinh®y [

+ sinh Q F cosh QF] . (3.40)
Substituindo (3.39) em (3.40), obtemos:

sinha — sinh ¢
2sin? ¢

dx _ sinha — sinh¢
yds - 2

cosh asinh y cosh? +sinh?y [

sinha+sinh¢  sinha—sinhe }
— cos“ ¢| =

2 2sin? ¢
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inh a — sinh
_ o a2 st c—i—sinhzysinha.

Concluindo,

ds inha —sinhc
— tanh asinh?® y + sinh y cosh?y— = ——— ¢
ds 2cosha

Logo, se rolarmos, sem deslizar, uma parabola generalizada sobre uma geodésica I,
seu foco descreve uma curva §) que gera uma superficie de rota¢ao, em torno de I,

com curvatura média constante H = tanh |a|.

Observamos que se v é uma elipse ou uma hipérbole, entao () satisfaz (3.4) e, como ela gera
uma superficie com curvatura média constante, também satisfaz (2.10), com H = coth |a]

ez = U, onde

sinh? y = U?

o= [T O

1402

\

Dai, vemos que

de 14 U2 -2

ds cosh? y

e, de (2.10),

V1i4 U2 U2 = %_

U
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Logo,
dz  sinh’y cothla| —@

ds sinh y cosh®y

Substituindo em (3.4), com H = coth |a|, obtemos

sinh?y coth |a| — E) _ cosha —coshe

— coth |al si h2 inh h2 1
co | |sm Yy +sinh y cosh”y 2sinh a

sinh y cosh?y
Ou seja,

cosh ¢ — cosha
2sinha

a =

Se « é elipse, entao |a| > |c|. Dai, obtemos que

-H+VvH? -1 _
5 <a<0.

Neste caso, () € um onduldide. Se v é uma hipérbole, |a| < |¢| e obtemos que @ > 0, ou

seja, ) é um noddide. Se v é uma circunferéncia, concluimos que

—H+VH?-1
2

a=

e obtemos que {2 gera um cilindro. Se ¥ é uma elipse degenerada ou uma hipérbole
degenerada, ou seja, se |a| = [¢|, temos que @ = 0 e  é formada por semi-circunferéncias

tangentes entre si ao longo do eixo de rotacao.

Analogamente, se v é uma parabola, 2 satisfaz (3.4) e (2.10), com H = 1, donde con-

cluimos que

1—¢€°

2ed

Sy
I

Neste caso,

1
1. se a > 0, entao —5 < a < 0 e ) é mergulhada;

“
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2. se a <0, entao @ > 0 e () é uma curva imersa, com uma unica auto-intersecao;

3. se a =0, ou seja, se v € uma parabola degenerada, entao {2 gera horoesferas.

Do mesmo modo, se v é uma parabola generalizada, §) satisfaz (3.4) e (2.10), com

H = tanh |a|, e, entao,

sinh ¢ — sinh a
2cosha

a=

Logo,

1. se |a|] > |c|, temos @ < 0 e, entao, § é mergulhada;

QY

2. se |a|] = ||, temos @ = 0 e, entao, 2 é uma curva equidistante;

3. se |a| < |c|, temos @ > 0. Neste caso, existe ag = arctanh(0.64), tal que
(a) se 0 < |a| < ao, existe ap = ao(]al) tal que
1. se 0 <@ < ag, entao §) é imersa e tem uma unica auto-interse¢ao;

1. se @ > ag entao {2 é mergulhada;

iii. se @ = ap, entao {2 é mergulhada com um unico ponto no bordo do infinito.

(b) se ap < |a| < [c|, entao ) é imersa com uma tnica auto-intersecao.

4. se |la|] =0, entdo H=0e

(a) se |c] > 0, temos que §) é mergulhada;

(b) se |¢| = 0, temos que 2 gera um plano totalmente geodésico.
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