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Abstract

We investigate some relations between a Bernstein algebra A and its multiplication
algebra M(A). Using properties of these algebras, normal and exceptional algebras and
algebras with nilpotent kernel are characterized. We also study properties of Bernstein
algebras preserved by isomorphisms of their multiplication algebras and compare the auto-
morphism groups of A and M(A). We analyze the variation of the dimension of M(A) for
each Bernstein algebra A of fixed type and try to determine the maximum rank of elements
of M(A).

Resumo

Investigamos algumas relagoes entre uma algebra de Bernstein A e sua algebra de mul-
tiplicagoes M(A). Através de propriedades dessa algebra, caracterizamos as algebras nor-
mais, excepcionais e com nicleo nilpotente. Também estudamos propriedades das algebras
de Bernstein que sao preservadas por isomorfismos de suas algebras de multiplicagoes e
comparamos os grupos de automorfismos de A e M(A). Analisamos a variagao da dimensao
de M(A) para cada algebra de Bernstein A de tipo fixado e procuramos determinar o posto

méximo dos elementos de M(A).
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Introducao

As dlgebras de Bernstein surgiram como formulacio algébrica de um problema sobre
genética de populagoes proposto por S. Bernstein em 1923, que consiste em descrever todos
os operadores de evolugao que estacionam na segunda geragio. Foram definidas independen-
temente por P. Holgate e Y. Lyubich e, atualmente, diversos autores dedicam-se ao estudo
dessas algebras.

Algebras que satisfazem as condigées do Problema de Bernstein formam uma classe de
4dlgebras de Bernstein, que possuem uma base estocastica. O préprio Bernstein classificou
tais algebras com dimensao menor ou igual a 3 e também descreveu alguns casos particulares
em dimensao 4. O problema nos casos regular e excepcional foi resolvido por Lyubich.
Finalmente, a classificacao dessas algebras, no caso geral, foi feita por J.C. Gutiérrez em
[26]. Solugdes parciais podem ser encontradas em [22], [24] e [25].

O problema de classificacao das adlgebras de Bernstein, contudo, tem se mostrado bas-
tante complexo. Em busca de informagoes a. respeito da estrutura dessas algebras, tem-se
feito diversos tipos de abordagens. Citamos algumas delas. E conhecido que essas &lgebras
possuem idempotentes e, para cada idempotente, a algebra tem uma decomposigao, cujos
subespagos tém dimensao invariante sob mudanca de idempotentes. Subespagos obtidos
a partir de somas e produtos dos subespacos da decomposicdo citada levam o nome de
p-subespagos. O problema de decidir sobre a invaridncia ou a invariancia da dimensdo de
certos p-subespacos. quando mudamos o idempotente, tem sido estudado por varios autores.
Recentemente, J. Picanco, em sua tese de doutorado (veja [37]), obteve resultados relevantes
nessa direcao.

As identidades satisfeitas pelas algebras de Bernstein também foram investigadas. L.
Peresi e 1. Correa buscaram as identidades minimais (veja [8]). R. Costa e R. Baeza tra-
balharam com outro tipo de identidades em [4], [5], [6] e [12], conhecidas como identidades
shape. Usando representagoes do grupo simétrico, J. Bernad provou em (7] que as dlgebras

de Bernstein nao possuem uma base de identidades finita.



Também foram consideradas outras estruturas algébricas no estudo das algebras de
Bernstein. Por exemplo, a algebra de derivagdes de uma algebra de Bernstein foi anali-
sada por C. Martinez e S. Gonzalez, em [20], [21] e [35] e por M.T. Alcalde, C. Burguero,
C. Mallol e R. Varro, em [1].

Embora as algebras de Bernstein ndo formem uma variedade de algebras, foi possivel
introduzir o conceito de superalgebra de Bernstein. Um trabalho sobre esse assunto foi
desenvolvido por M.C. Lépez-Diaz, em sua tese de doutorado. Em [23] pode ser encontrada
uma classificacio dos supermédulos de Bernstein irredutiveis.

J4 R. Costa, H. Guzzo e A. Grishkov, em [13] e [16], encontraram conexdes entre grafos
e algebras de Bernstein excepcionais.

Podemos estudar, ainda, outra estrutura algébrica: dada uma dlgebra A arbitraria, sua
algebra de multiplicacoes M(A), que é a subalgebra de End A gerada por {L,, R : € A},
é associativa e, em geral, nao comutativa.

O objetivo deste trabalho é estudar a dlgebra de multiplicagoes de uma algebra de Berns-
tein, apresentar relacoes entre A e M(A), investigando como a estrutura de A influencia a
estrutura de M(A) e vice versa. Este estudo foi iniciado por R. Costa e A. Suazo, em [14].

No Capitulo 0 reunimos os conceitos basicos para a compreensao do restante do tra-
balho. A definicdo, notacoes e algumas propriedades gerais das algebras de multiplicagoes
de algebras de Bernstein sao apresentadas no Capitulo 1. Veremos que essas algebras sao
béricas, possuem idempotentes e faremos a decomposigao de Peirce de M(A). Ja comegarao
a surgir as primeiras conexdes entre A e M(A), provenientes dos subespacos da decompo-
sicio de Peirce de M(A). Classificamos as algebras de Bernstein que tém nulo algum desses
subespagos. E possivel descrever completamente a dlgebra de multiplicagoes de uma dlgebra
de Bernstein normal. Isso sera feito na Secdao 1.4. Ainda nesse capitulo, estabelecemos al-
gumas relagdes entre M (A) e M(A), onde A = A/l e [ é um ideal bérico de A.

O Capitulo 2 é dividido em duas partes. Na primeira, estudamos os idempotentes de
M(A). O principal resultado da segao caracteriza as dlgebras de Bernstein com nicleo nilpo-
tente através do posto dos idempotentes de M(A). Também descrevemos propriedades dos
idempotentes de M(A), para uma algebra de Bernstein arbitraria A. Com a descrigao dos
idempotentes, provamos que M(A), em geral, é uma dlgebra sem unidade; mais ainda, nao
contém nenhum elemento inversivel de End A. Na segunda parte do capitulo, investigamos
o posto méaximo dos elementos de M(A).

Dadas duas algebras de Bernstein de mesma dimensao, nem sempre suas respectivas

algebras de multiplicacoes tém mesma dimensao. Mais ainda, algebras de mesmo tipo



podem ter dlgebras de multiplicagoes com dimensoes diferentes. No Capitulo 3 tratamos
da variacao da dimensao de M(A), onde A ¢é Bernstein de tipo fixado. Em varios casos,
conseguimos estabelecer as dimensoes minima e maxima que M(A) pode assumir. Também
mostramos que as algebras normais e as que satisfazem UV + U?V = 0 tém dimensdo de
M (A) bem determinada.

Os isomorfismos sao abordados no Capitulo 4. Provamos que todo isomorfismo entre
algebras de multiplicagGes é barico, onde a fungdo peso € a considerada desde o inicio do
trabalho. A existéncia de outros caracteres também é investigada. Apresentamos algumas
propriedades das algebras de Bernstein que sio preservadas por isomorfismos entre suas
4lgebras de multiplicagdes. Na utlima secao do capitulo, analisamos o grupo dos automor-
fismos de M(A), descrevendo alguns de seus subgrupos e fazendo uma comparagao com o
grupo dos automorfismos de A.

Outras duas estruturas algébricas associadas a M(A) sdo introduzidas no Capitulo 5. A
4lgebra de multiplicagoes reduzida Mo(A), que é um ideal de codimensao no maximo 1 de
M(A), e a dlgebra com unidade M;(A). A primeira delas tem a propriedade de preservar
a decomponibilidade da algebra de Bernstein, isto é, se A é decomponivel entao Mo(A)
também é decomponivel. O mesmo nao ocorre com M(A). A algebra de multiplicagoes
com unidade sera tratada aqui, pois em alguns contextos sobre algebras de multiplicagoes,
essas algebras sao consideradas com unidade. Faremos um pequeno estudo a respeito dos
idempotentes nessas algebras. Encerraremos o trabalho considerando brevemente o proble-
ma inverso, que consiste em determinar as algebras associativas que podem ser algebra de
multiplicacdes de uma dlgebra de Bernstein. Trabalhamos apenas na classe das algebras

excepcionais, onde a solu¢ao é mais simples.



Capitulo 0

Preliminares

Reuniremos neste capitulo os conceitos bésicos necessarios para a leitura dos capitulos
seguintes. Os resultados aqui serdo apenas citados e as respectivas demonstragées poderao
ser encontradas nas referéncias mencionadas ao longo das segoes. Em todo este trabalho, F’

serd um corpo de caracteristica diferente de 2 e de 3.

0.1 Algebras béaricas

Seja A uma algebra sobre F de dimensao arbitrdria, nao necessariamente associativa
ou comutativa. Uma funcio w : A — F é um caracter de A se w € um homomorfismo
nio nulo de dlgebras. Nem toda algebra possui caracteres; por exemplo, as algebras nil nao
admitem tais homomorfismos. A estrutura interna de cada algebra determina a quantidade

de caracteres que a algebra possui:

Proposicdo 0.1 A correspondéncia w — kerw € uma bijegdo entre o conjunto dos carac-

teres de uma dlgebra A e o conjunto dos ideais bilaterais de A de codimensao 1 ndo contendo

A?
A dimensio da dlgebra também limita o nimero de caracteres:

Proposigio 0.2 Se dimA = n < co entdo o nimero de caracteres distintos de A € no

mdzimo n.

Cada caracter determina uma algebra barica, de acordo com a seguinte definigao: um par
(A,w) é uma dlgebra bdrica sobre F se A é uma élgebra (nao necessariamente comutativa

ou associativa) sobre F e w é um caracter de A.
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Se (A,w) é uma algebra barica, dizemos que w é a fungdo pesode A e, dado = € A, w(z)
é o peso de . Um homomorfismo bdrico de (A, w;) em (Az,w;) é definido como sendo um
homomorfismo de A, em A, que preserva o peso dos elementos, ou seja, um homomorfismo
f: Ay — A, é bérico se wy 0 f = wy. Analogamente, definimos monomorfismos, epimorfis-
mos e isomorfismos baricos. As subdlgebras bdricas de (A,w) sdo as subélgebras de A nao
contidas em kerw e os ideais bdricos de (A,w) sdo os ideais de A contidos em kerw. Esses
conceitos podem ser encontrados em [34], assim como as demonstragoes das proposigoes
citadas anteriormente. A mesma referéncia serve para a maioria dos temas abordados na

proxima segao.

0.2 Algebras de Bernstein

Uma 4lgebra barica comutativa (A,w) é denominada dlgebra de Bernstein se todo ele-

mento z € A verifica a identidade
(z%)? = w(z)?2® (1)

Observacao 0.1 Se (A,w) é uma élgebra de Bernstein, entdo w € o tnico caracter de A,
j4 que os elementos de kerw verificam (2?)? = 0. Dessa maneira, nao ha ambigiidade ao

omitirmos o homomorfismo w e nos referirmos apenas a algebra de Bernstein A.

I conhecido que dlgebras de Bernstein tém idempotentes, isto é, elementos e € A, nao

nulos, tais que €2 = e. Para cada idempotente e € A, a dlgebra tem decomposigao
A=Fe@U.8 V., (2)

onde U, = {z € kerw : 2ex = 2} e V. = {z € kerw : ez = 0}. A decomposi¢io dada em (2)
¢ denominada decomposi¢io de Peirce de A relativa ao idempotente e. Valem as seguintes

inclusoes

U CV,; V2 CUg UV, CU, (3)
bem como as identidades
u® = (u?)? = (w)? = u(uv) = uv® =0, (4)

para todo u € U, e v € VL.
As identidades

ulug = —2uq(uyusg); wy(ugus) + ua(uguy) + us(uiug) = 0; (5)

7



(ulug)ug =0; (ujuz)(usus) + (urus)(uzus) = 05 (6)
(uvy)(uvy) = 0; (w1v)(ugv) = 05 (uyv1)(uvz) + (urv2)(uzvr) = 0; (7)
uy (ugv) + ug(ugv) = 0; u(vive) = 0, (8)

que sao as linearizagoes das identidades dadas em (4), também sao verificadas em todas as
4lgebras de Bernstein. A segunda identidade de (5) € denominada identidade de Jacobi.

O conjunto dos idempotentes ndo nulos, denotado por Ip(A), é formado pelos elementos
da forma z2, onde w(z) = 1. Decompondo cada idempotente de acordo com a decomposi¢ao
dada em (2), prova-se que Ip(A) = {e+u+u® :u € Uc}. Se f=e+u+ u? é outro
idempotente de A, temos que Uy = {u + 2uou : u € Uc} e Vy = {v — 2ugv — 2uiv:v eV}
Além disso, o: U, — Uy e 7: V. — V; dadas por o(u) =u + 2uou e 7(v) = v — 2ugv — 2udv,
para todo u € U e v € V, sao isomorfismos lineares. O par (1 + dimU,,dimV;), que
independe do idempotente e € Ip(A), é denominado tipo de A. A algebra de tipo (1 +r,0)

é denominada dlgebra gamética para heranga mendeliana simples com r alelos.

Observagao 0.2 Quando estiver claro no contexto qual o idempotente usado na decompo-

sicio de Peirce de A, omitiremos o indice dos subespagos, escrevendo apenas U e V.

Uma algebra A é dita nuclear se A> = A. Dada uma dlgebra de Bernstein com decompo-
sicio de Peirce A = Fe®U @V, usando as relagoes em (3), obtemos que A2 =FeUaqU?.
Assim, A? é uma algebra nuclear, qualquer que seja a dlgebra de Bernstein A. Além disso,
A=Fe®U®YV énuclear se e somente se V = U?. Lembramos que uma algebra A, nao
necessariamente associativa, é nilpotente se existe um inteiro positivo n tal que qualquer
produto de pelo menos n elementos de A ¢ nulo. O menor inteiro que verifica essa proprie-
dade é denominado indice de nilpoténcia de A. Para dlgebras de Bernstein nucleares temos

o seguinte resultado, que pode ser encontrado em [27]:

Teorema 0.1 (Teorema de Grishkov) Toda dalgebra de Bernstein nuclear de dimensao

finita tem nicleo nilpotente.

Os subespacos U.V, + V2 e U? tém dimensdes invariantes sob mudanga de idempotentes.
Assim, as condigdes U.V,+ V2 = 0 e U? = 0 independem do idempotente escolhido. Algebras
de Bernstein que satisfazem U, V. + V.2 = 0 sao denominadas dlgebras normais e aquelas que

verificam U? = 0 sao chamadas dlgebras excepcionazs.



Proposicdo 0.3 Se A = Fe® U @V ¢ uma dlgebra de Bernstein de tipo (14 r,s) com
r <1 ous<1 entio A é normal ou excepcional. Em particular, toda dlgebra de Bernstein

de dimensdo menor ou igual a 4 € normal ou excepcional.

Se (A,w) é uma é&lgebra barica e I € A é um ideal bérico, @: A/l — F dada por
w(@) = w(a), para todo @ € A, estd bem definida e é um homomorfismo, pois I C kerw.
Além disso, se w(a) # 0 entdo w(@) # 0. Assim, (A/I,) é uma dlgebra barica que,
naturalmente, chama-se dlgebra quociente de A por I.

Dada uma 3lgebra de Bernstein A = Fe@®@ U@V, se [ C A ¢é um ideal barico entao
A = A/I é ainda uma dlgebra de Bernstein e a decomposicao de Peirce de A, com relagio
ao idempotente € = e + [, é A = FeoaU®V,onde U = {u =u+1:ue€U}e
V = {v =v+1:v € V}. Observa-se que, devido ao idempotente e, todo ideal barico ICA
tem decomposigao [ = (INU) @ (I NV).

Para 4lgebras nio associativas em geral, nem sempre produto de ideais ¢ um ideal. O
mesmo ocorre com as algebras de Bernstein. Em [36], os autores fazem um estudo sobre
produto de ideais em uma éalgebra de Bernstein A e provam, entre outros fatos, que as
poténcias principais do ideal N sao ideais de A. Tais poténcias sdo definidas, recursivamente,
da seguinte maneira: N' = N e N¥*! = N*N, para k > 1.

0.2.1 Algebras de Bernstein Jordan

Uma subclasse importante das algebras de Bernstein sao as dlgebras de Bernstein Jordan.
Recebem este nome as algebras de Bernstein que também sao dlgebras de Jordan, ou seja,
além de (1), seus elementos satisfazem a identidade z(2’y) = 2*(zy). Existem varias

caracterizacOes para essas algebras que sao bastante iteis.

Teorema 0.2 Seja A = Fe® U, @ V. uma dlgebra de Bernstein. Sdo equivalentes:
(i) A € de Jordan;
(i) eziste e € Ip(A) tal que V2 =0 e v(vU.) =0, para todo v € Ve;
(iii) para todo e € Ip(A), temos V> =0 e v(vU.) =0, qualquer que seja v € Ves
(iv) V* =0, para todo e € Ip(A); |

(v) os elementos de A verificam a identidade z® = w(z)z?;



(vi) A € de poténcias associativas.

A demonstracio deste teorema pode ser encontrada em [9] e em (33].

As 4lgebras de Bernstein Jordan aparecem como imagem homomorfa de algebras de
Bernstein, de acordo com o que segue. Seja A = Fe@® U @ V uma algebra de Bernstein

arbitraria. O conjunto L = {u € U, : uU, = 0} é um ideal de A. Prova-se que

L= ﬂ U..

e€lp(A)

Portanto, L nao depende do idempotente. Além disso, usando as linearizagoes das identi-
dades dadas em (4), verifica-se que, para todo u € U e v € V/, os elementos (uv)v e v? estdo
em L. Dessa maneira. pelo teorema anterior, o quociente A/L é uma algebra de Bernstein
Jordan.

O Teorema 4.3 de [39] diz que toda algebra de Jordan nil de dimensao finita sobre um

corpo de caracteristica distinta de 2 é nilpotente. Dessa maneira, temos:
Teorema 0.3 Toda dlgebra de Bernstein Jordan de dimensao finita tem nicleo nilpotente.

Esse resultado sera bastante usado no trabalho.

0.2.2 Algebras de Bernstein excepcionais associadas a grafos

Seja G = (X(G). E(G)) um grafo simples sem loops, onde X(G) = {z1,...,2,} denota
o conjunto de vértices e E(G) = {ai,...,as}, o conjunto das arestas de G. O grau de
z € X(G), denotado por dr, é o nimero de arestas de G que incidem em z. Para cada
ar € E(G), denotamos aj por vij, se ak é uma aresta ligando os vértices z; e z;. Assim,
v;; = vji, pelo fato de G ser simples.

Sejam U e V os F-espagos vetoriais gerados livremente por X(G) e E(G), respectiva-

mente. Seja e um simbolo e -4(G) o espago vetorial
AG)=FeaUsYV (9)
munido da seguinte multiplicacdo comutativa:

e =e; ex; = %1,',' (i=1,...,r); zyvj = zj, para cada v;; € E(G);

outros produtos nulos.

10



Com essa operagao, A(G) é uma algebra de Bernstein excepcional de tipo (1+7,s). Obser-
vamos que e é um idempotente de peso 1 e a decomposicao (9) é a decomposigao de Peirce
de A(G) relativa ao idempotente e. Dizemos que A(G) é a dlgebra de Bernstein associada ao
grafo G. Essas algebras foram definidas e estudadas em [13]. O processo descrito acima nos
permite construir exemplos de dlgebras de Bernstein excepcionais a partir de grafos. E claro
que grafos isomorfos ddo origem a algebras isomorfas. A reciproca também é verdadeira,

embora nio seja evidente. A demonstracio deste fato estd feita em [16].

0.3 Join de algebras baricas e decomponibilidade

O conceito de decomponibilidade de uma &lgebra bérica foi introduzida e estudada em
[10] e [11]. Paralelamente, em [9], o mesmo foi feito para dlgebras de Bernstein.

Uma algebra barica (A,w) com idempotente de peso 1 é decomponivel se existem ideais
bilaterais nao triviais N; e Ny de A tais que kerw = Ny @ Nj. Caso contrario, A é in-
decomponivel. Existe um método para obter dlgebras decomponiveis, através do join de
algebras baricas. Dadas duas algebras baricas (A, w;) e (Az,w;) com idempotentes e, e €2,
respectivamente, o join de (A;,wy) e (Az,w;) é a subdlgebra de A; x Ay = {(a1,0a2) : a1 €
Ay; ag € Ay} formada por elementos de mesmo peso: wi(a)) = wo(az). Essa subalgebra é,
na categoria das dlgebras baricas, o produto direto de (A;,wi) e (Ag,ws). Essa dlgebra é
denotada por (A; V Az,w; V w;) e o idempotente (e1,€2), por e1 V ea.

Algebras béricas que verificam as condigdes de cadeia, como definidas em [10], em parti-
cular, as de dimensao finita, satisfazem o Teorema de Krull Schmidt para algebras baricas,
que garante uma decomposicao (tnica, a menos de isomorfismos) da algebra como join
de um nimero finito de algebras baricas indecomponiveis. Em [11], os autores provam
que as algebras de Bernstein formam uma subclasse fechada de algebras baricas, isto é,
(A V Ag,wy V wy) é de Bernstein se e somente se (Aj,w;) e (A, w) sao de Bernstein. As-
sim, pelo Teorema de Krull Schmidt, toda dlgebra de Bernstein de dimensao finita é join de
um mimero finito de algebras de Bernstein indecomponiveis. Portanto, as algebras de Berns-
tein indecomponiveis exercem um papel importante na teoria. Entretanto, nossa experéncia
tem mostrado que o célculo de élgebras de Bernstein indecomponiveis ¢ complexo. Por
exemplo, cada grafo conexo simples da origem a uma algebra de Bernstein indecomponivel,

conforme provado em [13].
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0.4 Algebras associativas de dimensao finita

Usaremos neste trabalho, alguns resultados bdsicos da teoria das dlgebras associativas
de dimensio finita que serdo citados a seguir. Todas as algebras consideradas nesta segao
serao associativas.

Em relacdo a existéncia de idempotentes, temos:

Teorema 0.4 ([2], Teorema 8) Toda dlgebra de dimensao finita nao nilpotente possui um

elemento idempotente.

Seja A uma algebra. Para todo idempotente e € A, temos uma decomposigao da algebra

em soma de subespacos A = Ay @ Ao @ Ao @ Aoo, onde
A,‘j = {(E,‘]‘ € A: eT;; = il'ij ,Lije = jfB,‘j},

para 7,j = 0,1. Essa decomposicao é denominada decomposicdo de Peirce da dlgebra asso-
ciativa A relativa ao idempotente e. Se a dlgebra A tem unidade entdao A;; = e;Aej, onde
e, = e e eg = 1 —e. Observamos que os subespagos da decomposicao de Peirce satisfazem
Ay Ak C i Aa, para 1, 7, k,l =0,1. Em particular, A;; e Ago sao subalgebras de A.
Outro conceito importante é o de radical. Denotado por J(A), o radical de Jacobson
de A é a interseccio de todos os seus ideais & direita maximais. O radical de A tem a
propriedade de que A/J(A) é uma élgebra semisimples e J(A/J(A)) = 0. No caso das

algebras de dimensao finita, temos os seguintes resultados:

Proposicao 0.4 ([18], Corolério 3.1.8) O radical de uma dlgebra de dimensao finita €

a intersecgio de todos os seus ideais (bilaterais) mazimais.

Usando o Teorema 1.3.1 de [28], que diz que o radical de um anel artiniano € nilpotente

e sabendo que J(A) contém todos os ideais nil de A, temos:

Proposigio 0.5 O radical de uma dlgebra de dimensio finita A ¢ um ideal nilpotente que

contém todos os ideais nilpotentes de A.

Observacao 0.3 Devido aos resultados acima, temos que todo ideal nil numa algebra de

dimensao finita € nilpotente.
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Capitulo 1

A dlgebra de multiplicagoes

Dada uma &lgebra arbitraria A sobre o corpo F, denotamos por End (A) a algebra
(associativa) dos operadores lineares de A. Para cada z € A, as aplicagoes Ly: A — Ae
R,: A — A definidas por L.(a) = za e R.(a) = az, para todo a € A, sao elementos de
End (A). A subdlgebra de End (A) gerada por {Ls, Ry : z € A} € denominada dlgebra de
multiplicagées de A e é denotada por M(A). Sejam X = {X1,X2,..., Xn,...} € F[X] a
algebra associativa livre nao comutativa gerada por X sobre o corpo F. Denotando por

XF[X] o ideal de F[X] gerado pelo conjunto X, temos que
M(A) = {p(Szs---+52,) 1 PE XF[X), Sz = Ls; ou Ry5z: € A}

O estudo das algebras de multiplicagoes de algebras nao associativas tem sido feito por
diversos autores. Em [3], [19], [29] e [38], encontram-se resultados gerais obtidos para essas

algebras.

1.1 Propriedades gerais e notagoes

Seja A uma algebra sobre . Dado um subconjunto S C A, o subespago de A gerado
por S é denotado por (S) e o ideal de A gerado por S ¢é S. Para cada subalgebra B
de A, B* é a subalgebra de M(A) gerada pelo conjunto {Ls, R : ¢ € B}. Se I é um
subconjunto de M(A) e S é um subconjunto de A, I(S) representa o subespago de A
gerado por {r(a): 7 €Z, a € S}. Relacionamos ideais de A e M(A) da seguinte maneira:
dado um ideal I de A, o conjunto (I : A) = {o € M(A):0(A) I} é um ideal de M(A).
Observe que o ideal I= est4 contido em (I : A). Por outro lado, para cada ideal J C M(A),
o subespaco J(A) é ideal de A.

13



Os dois proximos resultados nos serao tteis ao longo do trabalho (veja (19, Lema 2.4]):

Proposicao 1.1 Sejam A e B dlgebras sobre F' e p: A — B um epimorfismo. Entao ¢
induz um epimorfismo @' M(A) — M(B) que satisfaz ©'(La) = Ly) € ¢'(Ra) = Rya),
para todo a € A.

DEMONSTRAGAO: Seja ¢': M(A) — M(B) dada por

@ (p(Szl ey S.rk)) =9 Sotegs + - +Sulenih

para todo p € XF[X] e z; € A. Temos que ¢ estd bem definida: seja ® = p(S;,,...,Sz,)
um elemento em M (A) que representa 0 operador nulo. Vamos mostrar que o operador
P(Su(z1)s - - -+ Sp(ay)) € nulo. Para todo b € 4 sejaa € A tal que q( ) = b. Entédo ¢'(®)(b) =

P (@)(2(0)) = P(Soter)s- -+ Seen)) (#(@) = 9 (p(Srs- -5 S101) = ¢(®(a) = 0. Por-
tanto, ¢'(®) = 0. A sobrejetividade de ¢’ é garantida pela sobrejetlwdade de ¢. O

Proposicao 1.2 Para todo ideal I C A, tem-se M(A/I) = M(A)/(I : A).

DEMONSTRAGAO: Seja m: A — A/I a projecdo canodnica. Pela proposicao anterior, existe um
epimorfismo II: M(A) — M(A/I). Temos ainda que o € kerIl se e somente se Imo C I,
ou seja, kerI1 = ([ : A). Assim, M(A)/(]: A) = M(A/I). o

No caso particular em que a algebra é o préprio corpo F, temos F' = End (F') = M(F).
De fato, o homomorfismo o € F + L, € M(F) C End (F') tem como inversa a aplicagao
f € End F — f(1) € F. Dessa maneira, temos:

Proposicao 1.3 Dada uma dlgebra bdrica (A,w) sobre o corpo I, existe (pelo menos) um

homomorfismo ndao nulo de M(A) em F.

DEMONSTRAGAO: Temos que w: A — F' é um homomorfismo sobrejetor. Assim, pela Propo-
sicdo 1.1, existe um epimorfismo &: M(A) — M(F) tal que ©O(L;) = Lu(z) € O(Bz) = Ru(z),
para todo z € A. Usando o isomorfismo M(F) = F, obtemos que a fungao &: M(A) — F

dada por &(L,) = w(z) = @(R;) estd bem definida e é um epimorfismo. O

A proposicao anterior nos diz que a dlgebra de multiplicacoes de uma algebra barica
é uma algebra bérica. Diremos que o homomorfismo @ obtido na proposigao anterior é a
fungdo peso de M(A) induzida por w. Veremos agora como se relacionam kerw e kerw,

quando A é uma algebra comutativa.
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Notagao: Seja N = kerw. Denotaremos o ideal N~ por N.

Corolario Sejam (A,w) uma dlgebra bdrica e N = kerw. Se & € a fungdo peso de M(A)

induzida por w entio ker® = (N : A).

M(A)/ker&. Além disso, kerw C (N : A). De fato, seja 0 = p(Szy,---,5z,) € kerw.
Para qualquer = € A, temos w(o(z)) = w(p(SI,, . Sxk)(:v)> = P(Suiz1)s - - » Su(ay) ) W(T) =
&(p(Sayy -+ Sy ))w(z) = 0. Logo, kerd = (N : A).

O

Seja (A,w) uma dlgebra barica comutativa. Dessa maneira, M(A) é a dlgebra gerada
por {L, :z € A}. Se c € A é um elemento de peso 1, usando a decomposicao A = Fc® N,
temos que, para todo z € A, existey € N tal que L, = w(z)Lc + Ly. Logo,

L. ...L,, =w(z)...w(zk Lk +0, onde § € N. 1.1
1 k C

Como os elementos de M(A) sio somas de operadores da forma (1.1), obtemos a seguinte
decomposicao:

M(A) = (Le, L2, ..., L5, )+ N, (1.2)

ou ainda, mudando os geradores do subespago gerado pelos Lk,
M(A) = FLo 4 (L = Ley. .o LE = Loy ) + N (1.3)

Temos que L. € (N : A) e (L2 — Ley...,LF —

c

Ley...)+ N C (N : A) é um subespago de

codimensao no maximo 1. Portanto, obtemos que

(N:A)= (L= Ley...,LE=Le,..) + N. (1.4)

c

1.2 A 4&lgebra de multiplicagoes de uma algebra de

Bernstein

Virios métodos tém sido usados para que possamos conhecer melhor as algebras de
Bernstein. Um deles é o estudo de M(A) quando A é Bernstein. Esse estudo foi iniciado
por R. Costa e A. Suazo, em [14]. Em [15] encontram-se outros resultados a respeito dessas
4lgebras. Muitos dos resultados obtidos nesses dois artigos serdo usados neste trabalho.
Eles serio citados de acordo com a necessidade. Algumas demonstragoes foram modificadas

e, portanto, serao feitas aqui. As demais, serao omitidas.
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Seja (A,w) uma algebra de Bernstein com decomposicao de Peirce A = Fe® U @V
relativa ao idempotente e € A. A linearizacdao da identidade (1) nos fornece uma relagao de

dependéncia linear das poténcias do operador L.:

Lema 1.1 Seja (A,w) uma dlgebra de Bernstein. Entdo, para todo idempotente e € A,
tem-se 2L% — 3L2 + L. = 0.

DEMONSTRAGAO: A primeira linearizacao de (1) é

2

2(zy)z? — w(zy)z? — w(z)’zy = 0.

Fazendo z = e, obtemos 2e(ey) — w(y)e — ey = 0, para todo y € A. Substituindo y por
ye: 2e(e(ey)) — w(y)e — e(ey) = 0. Subtraindo da equagdo anterior, resulta que 2e(e(ey)) —
3e(ey) 4+ ey = 0, ou seja, 2L2 —3L2 4+ L. = 0. o

Em grande parte deste trabalho, vamos considerar a dlgebra barica (M(A),w), onde A
é Bernstein e & é a fungao peso induzida por w. A existéncia de outros caracteres de M(A)
sera tratada na Secao 4.3.2.

Pelo Lema 1.1, temos que a subalgebra gerada por L. tem dimensdo 2. Além disso, os
operadores 2L? — L., de peso 1, e 4L, — 4L?% € (N : A) sao idempotentes, pois sao projegoes
sobre os subespacos Fe e U, respectivamente. Por (1.4), temos a seguinte decomposigao

para M(A):
M(A) = F(2L? — L.)& (N : A) = F(2L? — L.) ® (F(4Le —4L2)+ N). (1.5)

Veremos adiante que nem sempre vale (N : A) = F(4L. —4L%) ® N, pois o idempotente
4L, — 4L? pode pertencer a N. O Corolario da Proposicio 2.6, no Capitulo 2, identificard

em quais algebras isso pode ocorrer.

1.3 Decomposicao de Peirce

A partir dos idempotentes encontrados na secao anterior, faremos a decomposicao de
Peirce de M(A). O préximo lema nos fornece algumas propriedades de decomposi¢oes de
subslgebras de operadores lineares obtidas por projecoes, que serao usadas para dar uma

descri¢io geométrica dos subespagos da decomposicao de Peirce de M (A).
Lema 1.2 Dados um espago vetorial W e uma subdlgebra S de End WV, temos:
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(i) Se 6 € End W ¢ um idempotente tal que SO C S entdo ®,:5 — S dada por ®y(0) =

o, para todo o € S, € uma projegao e
Im®, ={c€S:00=0}={0€S :o(kerd)=0};
ker®, = {0 € S:00 =0} ={o€S:0(Imb) =0}
Além disso, Im®, e ker @, sdo ideais a esquerda de S.

(ii) Se € End W € um idempotente tal que 65 C S entdo ®,: S — S dada por ®y(0) =

0o, para todo o € S, € uma projegao e
Im®,={ce€S:00=0}={c€S:a0(W)CImb}

ker®, = {oc €S :00=0}={c€S:a(W)Ckerd}.

Além disso, Im @, e ker ®, sdo ideais a direita de S.

DEMONSTRAGAO: Se 0 € End W é idempotente entao W = ker 0 Im 6 e, como End W € uma
ilgebra associativa, ®; e ®; sao projegoes. Pela decomposigao de W, um elemento o € S
verifica 0@ = o se e somente se, para quaisquer = € kerf e y € Im#0, of(z + y) = o(z +y),
ou seja, o(y) = o(x) + o(y) e, portanto, o(z) = 0. Dessa maneira, Im®; = {c € S:
00 = o} = {0 € 5 : o(kerf) = 0}. Observamos, ainda, que se 0 € Im®, e 7 € 5 entao
(r0)(ker8) = 7(a(ker8)) = 0 e, portanto, Im ®, é ideal a esquerda de S. De modo analogo,

verificam-se as outras afirmagoes. 0O

Usaremos o lema anterior no ideal (N : A) para obter a primeira decomposigao de Peirce

de M(A).

Proposicdo 1.4 Dada uma dlgebra de Bernstein A = Fe ® U@V, sua dlgebra de multi-

plicagdes tem a sequinte decomposigao
M(A)=FQRL:-L)eUaV, (1.6)

onde U = {o € (N : A): o(2L? — e) o}={oce(N:A):0(N)=0} eV ={c€(N:
A): o(2L2— L) =0} = {0 € (N : A) : o(e) = 0}. Além disso, valem as seguintes relagoes:

02 =0, UV =0, VO CU; V2CV. (1.7)

Em particular, U ¢ ideal bilateral de M(A) de quadrado nulo e V € ideal & esquerda de
M(A).
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DEMONSTRAGAO: Basta observar que 2L? — L. é a projegao sobre F'e com nucleo N e usar
o Lema 1.2 (i) na subalgebra (N : A). Observamos que (NN : A)(2L% - L.) C (N : A), pois
(N : A) é ideal de M(A). Os subespacos Ue V sio, respectivamente, a imagem e o nicleo
de ®,. Como os elementos de (N : A) tém imagem contida em N, obtemos U(N : A) =0,
ou seja, U2 =0e UV = 0. As inclusdes VU C U e V2 C V valem pelo fato de U eV serem
ideais a esquerda de (N : A). a

Observacédo 1.1 A decomposigao dada em (1.6) depende do idempotente e € Ip(A) fixado.
Quando houver no contexto mais de um idempotente envolvido, colocaremos indices nos
subespagos de M(A), escrevendo U, e V,, indicando qual é o idempotente usado naquela

decomposicao.

Observacdo 1.2 Os subespagos da decomposicao (1.6) coincidem, respectivamente, com
os subespacos M(A);y, M(A)1o e M(A)go da decomposicao de Peirce de M(A) associada ao

idempotente 2L? — L.. Observamos também que M(A)o1 = 0.

Observacio 1.3 Como U = {0 € (N : A) : o(N) = 0} nao depende do idempotente
e € A, esse subespaco é invariante sob mudanca de idempotentes em A. Em particular,
dim U e dim V também sao invariantes. O subespaco V, no entanto, apesar de ter dimensao

invariante, comporta-se de maneira diferente sob mudanga de idempotentes:

Proposicio 1.5 Seja A = Fe® U. ® V. uma dlgebra de Bernstein e M(A) = F(2L? —
L) ® U. @V, sua dlgebra de multiplicagées. Entdo n V. = {o € M(A):0(A%) =0}.
e€lp(A)

DEMONSTRACAO: Seja o um elemento na intersecgao dos V., e € Ip(A). Para cada u € U,
temos que o(e+u + u?) = 0, pois o € \7f, onde f = e+u+u? Como o(e) = 0, resulta que
o(u +u?) = 0. Tomando agora o elemento —u € U., obtemos também que o(—u+u?) =0,
ou seja, o(u) = 0 = o(u?), para todo u € Ue. Portanto, o(A?) = o(Fed U ®U?) = 0.

Reciprocamente, se o(A?) = 0 entao o(e+u + u?) = 0, para todo u € U, o que implica que

S ﬂ \76 O
e€lp(4)
Corolédrio Se A ¢ uma dlgebra de Bernstein nuclear entao ﬂ V, =0. O
e€lp(A)

Vimos na Proposicao 1.4 que os operadores em U tém posto < 1, pois s6 dependem do

valor que assumem no idempotente e. Como os elementos de M(A) tém imagem contida
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em A? e os elementos de U tém imagem em NN, resulta que se o € U entdo Imo = (o(e)) C
APNN=UaU% A promma proposicao mostra que todo elemento de U @ U? é imagem de
e por algum operador em U: em outras palavras, para cada z € U @ U?, o operador linear

b, € End (A) definido por ¥.(e) = « e ¢,(N) = 0 é um elemento de M(A).

Proposicao 1.6 Para toda dlgebra de Bernstein A = Fe®U®®V, temos que U= {2z €
U & U?}, onde ¢.(e) = z e ¥(N) = 0. Além disso, a aplicagio V:U @ U? — U dada por

T — 5 € um isomorfismo de espagos vetoriais e, em particular, dimU = dimU + dim U2.

DEMONSTRAGAO: Em [14], prova-se que
Ipu = 2LeLu =+ 2LuLe - L,

wuz = ‘)LuzLe + LuLx <+ L:L'Luv
para todo u,z € U. O

Obtemos, assim., uma descrigao completa dos elementos de U. Por outro lado, a estrutura
do subespago V é mais complicada. Em compensagao, reflete muitas propriedades da algebra
de Bernstein A, como veremos ao longo do trabalho.

J& vimos que 4L, — 4L* € (N : A) é idempotente, pois € projegao sobre o subespaco
U, com niicleo Fe@® V. Observamos que 4L, — 4L% € V, pois (4L, — 4L2)(e) = 0. Assim,
temos uma nova decomposlqao de Peirce, agora restrita a subalgebra V, relativa a esse

idempotente: V= \/11 o \/10 &3] Vm &) Voo, onde
‘7,'1' = {0,’_; € iv : U;J’(4Le = 4[’2) = jO’,‘j e (4Le — 4Lg)0','j = 7:0,']'}. (18)

Observamos que os elementos de 1% podem ser considerados como operadores lineares de
N, j& que o(e) =0 e Imo C N, para todo o € V. Assim, combinando as partes (i) e (i)
do Lema 1.2, para V (identificada como subélgebra de End N) e 4L, — 4L2, obtemos:

Proposigao 1.7 Seja o € V. Entdo

ceViieal)CUeoV)=0;
ae\/m@o(U) 0ea(V)CU,;
c€Vo & al)CVeaV)=0;
ceVopeoolU)=0eaV)CV
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Também para essa decomposicao obtemos a invariancia da dimensao dos subespacos,
sob mudanca de idempotentes em A. A demonstragao desse fato encontra-se em [14]. Lem-

bramos que, para todo ¢, j,k,l € {0,1}, vale

Vii Vit C 65V (1.9)
A decomposicao
M(A)= FQL: = L) ® U & Vi ® Vio ® Voy ® Vao (1.10)

é denominada decomposi¢io de Peirce completa de M(A) relativa ao idempotente e. Se

¢ = ae+ u+ v é um elemento de A entdo a decomposicdo de L, com respeito a (1.10) é

Ly = a(2L? — Lc) + 3%u + [Lz]in 4 [Lz]io + [Lz]or + [Lz]oo, (1.11)
onde
[Lz]i = 3a(4Le — ALY) + 2L, Le; (1.12)
[Lzlio = (2Le Ly — 3%u) + (Ly — 2Ly Le); (1.13)
(Lzor = Ly — 2Le Ly; (1.14)
[L2)oo = 0. (1.15)

Para constatar a igualdade em (1.11), basta calcular ambos os lados em elementos genéricos
de A. As parcelas a(2L? — L.) e 31, estdo, respectivamente, em F(2L2 — L.) e U. A
verificagdo de que [L.];; € Vij, para 1,7 = 0,1, pode ser feita usando a Proposicao 1.7:
cada [L,;];; € V pois esses operadores se anulam em e. Para v/ € U e v' € V, temos:
[Lo]u(w') = Jou' + w'v € U e [La)i(v') = 0; [La)io(w') = 0 e [Lz]io(v') = wv’ + v’ € U;
[Le]or(v') = wu’ € Ve [Ly]or(v') = 0. Assim, [Lz]11 € \711, (L]0 € Vio e (Lz]o1 € \701.

Observagdo 1.4 Os elementos de N* tém imagem contida em N¥ e se ¢ € N¥ NV entéo
Imo C N*¥1 para todo k > 1. De fato, como N* é ideal, para todo k > 1, e os elementos
de N* sio somas de operadores da forma L,, ... L,,, com pelo menos k indices em NN, temos
que a imagem desses operadores esta em N¥. No caso em que o estd em ‘7, temos que
o(e) = 0, ou seja, um elemento da imagem de o é da forma o(z), onde @ € N. Assim, os

operadores em N* NV tém imagem contida em N*+1,

A partir da decomposicao dos operadores L, e das relacoes dadas em (1.9), podemos
verificar que Vjg e V4, sao subespacos contidos em N e Voo = V5 Vjo estd contido em N2
Além disso, temos

Vit = F(4L, — 4L%) + (Vi N N). (1.16)
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Como N? = (UV + V) & U? e N°* = (U + (UV)V + V2 + U?V) ® U(UV), usando a
observacao anterior, podemos melhorar o enunciado da Proposicao 1.7 do seguinte modo:

para todo elemento o € V, tem-se:

ceVy & oU)CUeoa(V)=0; (1.17)
ceVunN = olU)CUV+Viea(V)=0; (1.18)
ceVp o o(U)=0ea(V)C UV + V% (1.19)
ceVo & oU)CU?eo(V)=0; (1.20)
ceVo & oU)=0ea(V)CUWUV). (1.21)

Dessa maneira, obtemos o seguinte resultado, que classifica as algebras de Bernstein nas

quais algum dos subespacos V/I'J' é nulo:

Teorema 1.1 Sejam A = Fe® U & V uma dlgebra de Bernstein e M(A) sua dlgebra de

multiplicagées com decomposi¢ao de Peirce (1.10). Entdo
(1) Vio = 0 se e somente se A é normal, isto é, UV + V2 = 0;
(11) Vor = 0 se e somente se A é excepcional, isto €, U* = 0;
(iii) Voo = 0 se e somente se U(UV) = 0.
DEMONSTRAGAO:

(i) Se A é normal entao, por (1.19), Vio = 0. Por outro lado, se A néo é normal, existem
u €U ewv €V tais que uv # 0 ou existe v; € V tal que v? # 0. No primeiro caso,
o operador ¢ = 2L.L, — %1/)u € \710 ¢ nao nulo, pois o(v) = uv # 0. No segundo,

7 =Ly, — 2L, L. € V1o é nio nulo, j& que 7(v;) = v? # 0.

(i1) Suponha que A é excepcional. De (1.20) resulta que Vor = 0. Se A nio é excepcional,
existe u € U com u® # 0 e, assim, o operador 6 = L, — 2L.L, € Vo € ndo nulo, pois

O(u) = u? #0.

(ii1) Temos que 1700 =0se U(UV) =0, devido a (1.21) e se existem Uy, Up € Uev €V com
u1(ugv) # 0 entdo 0 = (Ly, —2LeLy, )(2Le Ly, — 5%u,) € Voo verifica o(v) = uy(ugv) #
0. Assim, Voo = 0 se e somente se U(UV) = 0. O
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Observacao 1.5 Ressaltamos que as condigoes dadas nos itens (i), (ii) e (iii) do teore-
ma anterior nao dependem do idempotente e € A, pois todos os subespacos citados tém
dimensao invariante. A demonstragao de que o subespago U(UV') tem dimensdo invarian-
te encontra-se em [15] e outras consideragdes e resultados sobre subespagos de dimensédo

invariante em dlgebras de Bernstein podem ser encontrados em [17].

Quando U # 0, o operador 4L, —4L? € 1711 ¢é nao nulo. Portanto, o subespago 1711 € nao
nulo. No Capitulo 3, faremos um estudo das dlgebras onde a dimensao de 1711 é minima.
Descreveremos, a seguir, o anulador de M (A). Denotamos por annM(A)y, e ann M (A)rg,

os anuladores a esquerda e a direita de M(A), respectivamente.

Proposicao 1.8 Sejam A uma dlgebra de Bernstein e M(A) sua dlgebra de multiplicagées.
Entdo annM(A)g = (annA : A) e annM(A) = {0 € M(A) : o(A?) = 0}.

DEMONSTRAGAO: Sejam o € (annA : A) e 7 € M(A). Temos que To(z) = 7(o(z)) = 0, pois
o(z) € annA, para todo z € A. Logo, o € annM (A)r. Por outro lado, se o ¢ (annA : A)
entdo existem z,y € - tais que o(z)y # 0. Dal Lyo # 0, pois (L,0)(z) = yo(z) # 0. Ou
seja, 0 € annpM(A). Portanto, ann M (A)r = (annA : A).

Seja agora o € annM(A),. Entio o(2L% — L.) = 0 e o, = 0, para todo z € U @ U?.
Dessa maneira, o(e) = 0 = o(z), para todo = € U ® U?. Assim, o(A?) = 0. Além
disso, como todo o € M(A) tem imagem contida em A2, resulta que 7 = 0, para todo
0 € {oc € M(A) : 0(A?) = 0} e qualquer 7 € M(A). Portanto, annM(A), = {o € M(A) :
o(A?) = 0}. O

Como annM (A) = annM(A)g NannM(A)r, temos:
Corolario 1 Se A € nuclear ou annA = 0 entdo annM(A) = 0. 0

Observagao 1.6 Usando a caracterizagao dos subespacos ‘f:’/l'j dada na Proposicao 1.7, re-
sulta que annM (A)r C U V’m @ Voo e annM (A)L C ‘Nflo @ Vio. Assim, annM (A) C \700.

Em vista da observagao anterior e da parte (iii) do Teorema 1.1, temos:

Coroldrio 2 Se A € uma dlgebra de Bernstein com U(UV') = 0 entdo annM(A) =0. O
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1.4 M(A) nas algebras normais

Através do Teorema 1.1 pudemos caracterizar as algebras normais pela dimensio do
subespaco Vio da decomposicio de Peirce de M(A). O Corolario da Proposicao 1.9 a seguir

descreve os elementos de M(A), para estas algebras.

Lema 1.3 O conjunto {L, — 2L.L, : u € U} € um subespago vetorial de 1701 e sua di-
mensdo coincide com a dimensdao de U/L. Em particular, a dimensdo desse subespago é um
invariante de A e dim ‘701 > dimU — dim L.

DEMONSTRAGAO: Considere a aplicagio linear v € U — Ly —2L.L, € Vp,. Pela Proposigao
1.7, Ly — 2L.L, = 0 se e somente se (L, — 2L.L,)(U) = 0. Assim, o nicleo da aplicagao
dada é L = {u € U : uU = 0}. Dessa maneira, a imagem dessa aplicagdo, que é o conjunto
{L, —2L.L, : u € U}, tem dimensao igual a dimU/L. O

Lema 1.4 Para todou € U ev € V, vale
2(Ly — 2L L,)(LyLe) + (Luy — 2L Ly,) = 0.

DEMONSTRAGAO: Observamos, inicialmente, que L, — 2L.L, € \701 e2L,L. € \711. Dessa
maneira, a composta desses operadores ¢ um elemento de %1. Portanto, basta calcular o
valor desse operador em elementos de U; e, para v’ € U, temos (L, — 2L, L,)(2L, L¢)(u') =
u(u'v) = —u'(uv) = —(Luy—2LcLy,)(u'). Conseqlientemente, 2( Ly, —2Le Ly, )(LyLe) 4 (Luy —
2LcLy,) = 0. O

Podemos agora descrever o subespago Vg, na classe de dlgebras de Bernstein que satis-

fazem U(UV) = 0.

Proposicao 1.9 Se A = Fe® U @ V ¢ wma dlgebra de Bernstein com U(UV) = 0 entdo
1701 ={L, —2L.L, : u € U} ¢, portanto, dim Vo, = dimU — dim L.

DEMONSTRAGAO: Basta mostrar que, para todo k > 1 e xy,...,2x € A, a componente
[Lz, ... Lz Jor € um elemento do subespago W = {L, —2L.L, : u € U}. Provaremos por
indugdo em k. Se k = 1, o resultado vale por (1.14). Suponha agora que [Ly, ... Ly, _ o1 €
W e seja z; = are + up + vip € A. Pelas relagées dadas em (1.7) e (1.9) e devido ao
fato que \700 = 0, obtemos que (L, ... Ly Jo1 = [Ls, - Loy_Jo1[LeJ11- Se u € U é tal
que [Lg, ... Lz, _Joo = Ly — 2L.L, entao, pelo lema anterior, temos que [Ly, ... Lo =
(Lu — 2LoLu)(2an(4L. — 4L2) + 2Ly, L) = Low(Ly — 2LeLy) — (Luyy — 2LeLoy) € W. O

23



Corolario Se A € uma dlgebra de Bernstein normal entio M(A) tem a sequinte decompo-

s1¢ao:

M(A)=FQL: -~ L.)®U® F(4L, — 4L2) ® {L, — 2L.L, : u € U}. (1.22)
DEMONSTRAGAO: Por (1.18), temos que Vit N N = 0. Assim, de (1.16), resulta que V;; =
F(4L, — 4L§). Do Teorema 1.1 segue que \710 = \700 = 0 e, pela Proposigao 1.9, \701 ==
{L,—2L.L,:u€U}. O

1.5 Relacoes entre M(A) e M(A)

Sejam A = Fe @ U @ V uma algebra de Bernstein e I um ideal barico de A, ou seja,
I CN=U®YV. Desse modo, a élgebra quociente A = A/ é Bernstein, A= Fe®@ UV,
ondee=e+[,U={u+l:ucU}eV ={v+1:ve V) Considerando a projecio
candnica de A em A, temos, pela Proposigio 1.1, um epimorfismo m de M(A) em M(A) tal
que m(L;) = Lz, para todo r € A. Observamos que se 0 € M(A) entdo 7(c) = 7, onde
g(la+I)=o0(a)+ 1.

A dlgebra M(A) tem decomposicio de Peirce

MA) = FRLE - L) aTUoV=F2Li - L)@ U Vu® Vie® Vo & Voo

Pela caracterizagdo dos subespagos dessa decomposicao dada nas Proposicdes 1.4 e 1.7,
temos 7r((7) = U; 77'({’;,‘]') = Vij, para i,j = 0,1. Por exemplo, o € U = o(N) =0 =
G(N)=0=7¢ U.

Em geral, a dimensao dos subespagos U e ‘7,-]- de M(A) é maior que a dimensao de suas

imagens em M (A) sob a projegao . Veremos em que casos 7 preserva a dimensao de algum

desses subespagos.

Proposigao 1.10 (i) Se o ideal I estd contido em U entdo dim‘:/m = dim \701 e dim Vo =
dim Vpo. B ~

(ii) Se o ideal I estd contido em V entdo dim V,, = dim ‘711 e dim Vo = dim 1710.
DEMONSTRAGAO: (i) Basta mostrar que a restrigao de 7 a esses subespacos é injetora, pois
ja temos que 7r(\7;-j) = V. Se @ = 0 entio o(A) C [ C U, mas se o € Vy, (ou o € r/oo)
entdao 0(A) = o(U) C V (respectivamente, o(A) = o(V) C V). Assim o(A) cunvV =0,
ou seja, 0 = 0. Portanto, 7|y, e 7|y sdo injetoras e, conseqiientemente, dim Vo, = dim Vj,

e dim Vo = dim Vbo. A demonstracao de (ii) é analoga. O
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Observagao 1.7 [ C U é ideal de A se e somente se ] C L e ] CV éideal de A se e
somente se [ C annA. De fato, se [ C U é ideal entao de U? C V, resulta que IU = 0, ou
seja, I C L. Do mesmo modo, se [ C V é ideal entao, de UV + V2 C U e eV = 0, temos
que I C annA.

Proposigao 1.11 As dimensades de U eU sio iguais se e somente se | C annA e INU? = 0.

DEMONSTRACAO: Sabemos que dimU = dim U + dimU? e dim¥ = dimT + dimT°. Se
I ¢ annA entao, pela observagao anterior, I N U # 0 e, assim, dimU < dim U; se existe
0+#y€eINU?entio Y, # 0 e ¥, = 0, ou seja, 7|5 ndo é injetora. Logo, se dimU = dim U
entdo INU? =0e [ C annA.

Reciprocamente, se I C annA e INU? = 0 entdo I N A> = 0. Seja o € M(A),0c #0 e
z € A tal que o(z) # 0. Como o(z) € A%, temos que o(z) ¢ I. Portanto & # 0 e, assim, 7

é injetora. a

Observagao 1.8 Se [ é um ideal de A tal que I N A* = 0 entdo ([ : A) = {oc € M(A) :
o(A) C I} = 0, pois a imagem dos elementos de M(A) esta contido em A% Dessa ma-
neira, pela Proposicao 1.2, temos que M(A/I) = M(A)/(I : A) = M(A). E claro que
se M(A/I) = M(A) entao dimU = dimU. Assim, dimU = dimU se e somente se
dim M(A) = dim M (A).

Observagao 1.9 Devido a observagdo anterior, podemos supor que annA C U?, sempre
que necessario, pois a parte do anulador de A que nao esta em U? nao interfere na élgebra
de multiplicagdes de 1. Essa consideragao sera util no estudo dos automorfismos de M (A)

e também no estudo da decomponibilidade de M (A).

25



Capitulo 2

Propriedades de elementos de M (A)

Neste capitulo estudaremos propriedades de certos elementos diferenciados da élgebra
de multiplicagées. Os idempotentes, por exemplo, sao elementos importantes da algebra.
Na primeira parte do capitulo, apresentamos algumas caracteristicas desses elementos e es-
tabelecemos um critério para decidir sobre a nilpoténcia do nicleo da 4lgebra de Bernstein
através dos idempotentes de M(A). Provamos também que nao existem elementos in-
versiveis em M(A), a ndo ser em casos triviais. Na segunda parte do capitulo, investigamos
entdo o posto maximo dos elementos da dlgebra de multiplicagoes.

Em [14] jé existe uma caracterizacao das dlgebras de Bernstein com nicleo nilpotente

por meio de alguma propriedade de sua dlgebra de multiplicacdes:

Proposigao 2.1 ([14], Proposigao 1.9) Seja A = Fe @ N uma dlgebra de Bernstein.

Entdo N € nilpotente se e somente se N ¢ nilpotente.

2.1 Idempotentes da algebra de multiplicacoes

Os idempotentes exercem um papel importante na teoria, mas sua descrigao, em geral,
nao é simples. Tentaremos relacionar algumas caracteristicas desses elementos que serdo
tteis no estudo das algebras de multiplicagoes. Inicialmente, veremos como se comporta a

decomposicao de Peirce dos idempotentes.

Proposicao 2.2 (i) Um elemento o € M(A) € idempotente de peso 1 se e somente se
0=2L— L.+, + 0, com 0 € V idempotente e = € ker0 N (U @ U?).

(ii) Um elemento o € (N : A) € idempotente se e somente se ¢ = b, + 0, onde § € V ¢

idempotente e x € Im 4.

26



DEMONSTRAGAO:

(i) Escrevendo o =2L2— L.+, 40, com ¢, € U e € V, temos que o é idempotente se
e somente se 2L2 — L. + ¢, + 0, + 6% = 2L — L. + ), + 0. Como 61, é um elemento
de 17, a igualdade anterior é equivalente a 0¥, = 0 e 02 = 0. Assim, o é idempotente
se e somente se 02 = § e f(z) = 0, onde = € U @ U?, ou seja, se e somente se § € V é
idempotente e x € ker N (U & U?).

(ii) A demonstracao é analoga ao caso anterior. Basta decompor o = Y. + 0 e calcular
o?, para obter que o = v, 4+ 0 é idempotente se e somente se § é idempotente e

P q t p
z € ImdN(U"=U?). Como Imb € U P U?, sempre que § € V, temos que o = b, + 0

é idempotente se e somente se 6 é idempotente e z € Im4. a

Pela proposicao anterior, a descri¢ao dos idempotentes de M(A) se restringe & descricio
dos idempotentes em V. Como V = F(4L, — 4L?) + (N N'V), temos que os elementos em
V sio da forma a(4L, —4L*)+0,ondea € Fefec NNV.

2.1.1 Algebras de Bernstein com niicleo nilpotente

Nesta secao, nosso objetivo é encontrar um critério para identificar as élgebras de Berns-

tein com niicleo nilpotente através do posto dos idempotentes do nicleo de M(A).

Lema 2.1 Se A € uma dlgebra de Bernstein com nicleo nilpotente entdo os idempotentes
ndo nulos em V sdo da forma 4L, —4L? + 6, comf € VN N.

DEMONSTRAGAO: Seja o = a(4L, —4L%) 4+ 0 € V um idempotente, com § € V N N. Temos
que 0® = o*(4L. — 42) + a(4L. — 4L*)0 + af(4L, — 4L?) + 0>. Como N é nilpotente,
temos, pela Proposicao 2.1, que N é nilpotente, assim, 4L, — 4L? ¢ N e, portanto, V=
F(4L, — 4L%) @ (‘~ N V) Logo, 0? = o implica que o? = a, ou seja, a = 0 ou o = 1.
Se a = 0, temos que o = 0 € N’; dai, o = 0, pois N é nilpotente. Dessa maneira, se o é

idempotente nao nulo, devemos ter a = 1. a

Observagao 2.1 Se trocarmos a hipétese N nilpotente por (N : A) = F(4L, — 4L?) @ N,
teremos que todo idempotente em (N : A) é da forma a(4L. — 4L%) + 0, onde o = 1 ou
a=0eleVnN.

Observagao 2.2 Se V' é um espago vetorial, V=V, &V, e W C V é um subespaco com
dimW > dimV; entao Vo N W # 0. De fato, se dimW = n entao existem z,...,z, € W,
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Y1, -->Yn € Vo tais que {+y1,...,Tn+Yy,} € um subconjunto linearmente independente de
W. Como dim V; < n. o conjunto {zy,...,2,} é linearmente dependente. Portanto, existem
Qi, ..., 0y, Nao todos nulos, tais que ) " | a;xz; = 0. Temos entdo 0 # Yo ai(zi i) =
Z:;l yi € VoNW.

Agora podemos caracterizar os idempotentes de V, quanto ao posto, quando /N é nilpo-

tente. Dado um operador o € M(A), denotaremos por rk (o) o posto de o.

Proposicao 2.3 Se A € wma dlgebra de Bernstein de tipo (1 +r,s) com nicleo nilpotente

entdo os idempotentes em V sao operadores lineares de posto r.

DEMONSTRAGAO: Lembramos que os elementos de V podem ser considerados como ope-
radores de N. Pelo Lema 2.1, 0 = 4L, — 4L? 4+ 0, com 0 € VN N. Se tk(os) > r
entao, pela observagao anterior, existe v € Im (o) NV, v # 0. Temos entio v = o(v) =
(4L, — 4L? + 0)(v) = O(v), absurdo, pois 0 € N é nilpotente. Por outro lado, se tk (o) < r
entdo dim(kero) > s. Novamente pela observacao anterior, existe u € U Nkero, u # 0.
Assim, 0 = o(u) = (4L. — 4L? 4+ 0)(u) = u + 0(u) e, portanto, # possui autovalor -1,
contrariando a nilpoténcia de f. Dessa maneira, concluimos que rk (o) = r, ou seja, todo

r

idempotente em (N : 1) tem posto r. O
Corolario Se A € uma dlgebra de Bernstein de tipo (1 +r,s) com nicleo nilpotente entdo
(1) os idempotentes de M(A) de peso I tém posto 1 ou 1 +r;

(ii) os idempotentes de (N : A) tém posto r.

DEMONSTRAGAO: Se o ¢ idempotente de peso 1 entdo, pela Proposiciao 2.2 (i), o = 2L% —
Le+ v, + 0, onde 0 ¢ Vé idempotente e € kerf. Se § = 0 entdo ¢ = 2L2 — L, + ¥,
tem posto 1. Se § # 0 entao, pela proposigao anterior, rk () = r e, conseqiientemente,
rk(s) =1+ r. No caso em que o é um idempotente em (N : A), temos, pela Proposicio
2.2 (ii), que 0 = ¢, + 0. com = € Imf e 6% = 0. Assim, rk (o) = rk (0) = 7. a

Para cada idempotente eg € A, temos que 4L, — 4L§0 € (N : A) tem posto r, pois
esse operador € projecao sobre o subespago U,,. Assim, sua componente no subespaco 1%
também tem posto r. No entanto, observa-se que, em geral, esses operadores nio sio os
dinicos idempotentes de V', embora todos os idempotentes desse subespaco tenham posto r.

O proximo exemplo ilustra esse fato.



Exemplo 2.1 Seja A = Fe@ U@V a élgebra de Bernstein de tipo (6,3) tendo {uy,...,us}

uma base de U, {v;,v2,v3} uma base de V e os seguintes produtos:

(151 Uy Us Uy Us | N1 V2 U3
Uy vz U2 —u Us
U9 (%)) U1
us U1 —Us
Ug | —vy 2us
Us
(] Us
U —Us
U3 2us

Esta algebra € nuclear, portanto, tem micleo nilpotente. O operador ¢ = 4L, — 4L? +
2L.L,, — %@bu, € idempotente com Imo = U e kero = {v —ujv: v € V} = (v; — us, vy, v3).
Se o fosse a restricao a N de algum operador da forma 4L., — 4L? , com ey = € + ug + u}
entao, de Imo = U, resulta U = U,y = {u + 2uup : u € U}, ou seja, up € L = Fus. Dessa
maneira, temos Ve, = {v —2(uo + ud)v : v € V} = {v — 2 usv : v € V} = V # kero.
Portanto, o nao pode ser restri¢ao a N de um operador da forma 4L, — 4L§0, para eg € A

idempotente.

A préxima proposi¢ao mostra que esse resultado é verdadeiro para algumas classes de

algebras.

Proposigao 2.4 Se A € uma dlgebra de Bernstein normal entdo todo idempotente de V ¢

restrigio a N de algum operador da forma 4L., — 4L? , para algum idempotente ey € A.
p 0 €g p

DEMONSTRAGAO: Como A é normal, V, = V}, para quaisquer idempotentes e, f € A. Além
disso, de (1.22), V = F(4L. — 4L?) @ {L, — 2L.L, : v € U}. Assim, o conjunto dos
idempotentes de V é {4L, — 4L} + L, —2L.L, : w € U}. Para cada v’ € U, tomando
o = 4L, — 4Lg + Ly — 2LcLy, resulta que Imo = {u + v'u : v € U} = U, onde

eo=¢e+3u' + 3u? ekerw =V = V,,. Assim, 0 = (4L, — 4L§0)’V. a
1

A classe das algebras de Bernstein que verificam U(UV') = 0 contém as &lgebras normais.
Ja nessa classe um pouco maior, ndo vale o resultado da Proposicio 2.4. O préprio Exemplo
2.1 ilustra esse fato. No entanto, sera possivel mostrar que os idempotentes de posto r, nesse
caso, sao projegoes sobre algum subespaco U,,, embora nao coincidam, necessariamente, com

o operador 4L,, — 4LZO.



Proposicao 2.5 Seja A = Fe®U @V uma dlgebra de Bernstein satisfazendo U(UV) = 0.

Entao os idempotentes de V tém imagem contida em Ue,, para algum idempotente ey € A.

DEMONSTRAGAO: Quando U/(/V) = 0, temos do Teorema 1.1 e da Proposigao 1.9 que
Vio=0e Vpy = {Lu—2L.L,:ueU}. Sejac =4L, —4L%+ 011 + 010+ 0p; um idempotente
em V, onde 0;; € ‘N/,] Entao, de (1.8) e (1.9), temos

9%’1 + 011 + 010001 =0

011010 =0 (2.1)

001011 = 0

001010 = 0
Seja u’ € U tal que 6py = L, —2L. L. Entao 6o;(u) = uv/, para todo u € U. Mostraremos
que Imf C U,,, onde eg = e + ju’ + tu'%: das relagdes em (2.1), temos o(u + v) =
u+ 011(u) 4+ O10(v) + uou = u+ 011 (u) + 010(v) + wou + 0016011 (w) + 001010(v) = u + 011(u) +
O10(v) + uo(u + 011(u) + 10(v)) € Us,. 0

Assim, usando o Corolario da Proposicao 2.3 e a proposicao anterior, temos:

Coroldrio Se A € uma dlgebra de Bernstein com nicleo nilpotente e U(UV) = 0 entdo todo
idempotente em (N : A) € projecio sobre o subespago Uy, , para algum idempotente eq € A.
O

Para caracterizar as algebras de Bernstein com nicleo nilpotente pelos idempotentes de
sua algebra de multiplicagoes, serd necessario descrever os idempotentes em N.
Proposicao 2.6 Se o € N € um idempotente entdo Imo C L.

DEMONSTRAGAO: Seja A = A/L e m: M(A) — 1\’[(75) o epimorfismo dado por 7(L,) = Lz,

onde T =z + L. Temos que 7(c) =7 € TI‘(N) = N. Como A é uma algebra de Bernstein

Jordan, temos que V é nilpotente. Assim, N também é nilpotente. Dessa maneira, & = 0,

ou seja, o(z) € L, para todo z € A. 0
Corolario Se 4L, —4L? € N entio A ¢ excepcional.

DEMONSTRAGAO: Temos que Im (4L, —4L?) = U. Pela proposicao anterior, Im (4L, —4L?) C
O

L. Assim, U = L e, portanto, A é excepcional.

Segue dai que, para algebras nao excepcionais, temos

M(A) = F(2L? — L) ® F(4L. —4L*) ® N. (2.2)
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Observamos, no entanto, que existem algebras excepcionais com (N : A) = F(4L.—4L?)& v

/
<

por exemplo, algebras excepcionais com niicleo nilpotente.

Com os resultados obtidos nas Proposigdes 2.3 e 2.6, provaremos o seguinte teorema:

Teorema 2.1 Seja A uma dlgebra de Bernstein ndo ezcepcional de tipo (1+r,s). Entdo o

nicleo de A € nilpotente se e somente se os idempotentes do nicleo de M(A) tém posto r.

DEMONSTRAGAO: Se .4 tem niicleo nilpotente entao, pelo Corolario da Proposicao 2.3, temos
que os idempotentes de (N : A) tém posto r. Por outro lado, se N nao é nilpotente, pela
Proposicio 2.1, N também nio é nilpotente. Sendo uma algebra associativa de dimensio
finita nao nilpotente, N possui idempotentes. Pela Proposi¢ao 2.6, os idempotentes de N
tém imagem contida em L. Como A ndo é excepcional, L estd propriamente contido em U
e, portanto, existem idempotentes em N C (N : A) que tém posto estritamente menor que
T. a

Outras caracteristicas dos idempotentes de M(A) para uma algebra de Bernstein A

arbitraria serao apresentadas na proxima secao.

2.1.2 Algebras de Bernstein arbitrarias

Vimos na segao anterior que existem idempotentes em NV, quando A nao tem micleo nil-
potente. Também vimos uma caracteristica dos idempotentes contidos em N, na Proposicio

2.6. A partir dela, podemos obter mais informagdes sobre esses idempotentes:

Proposicao 2.7 ('m elemento o € N € idempotente se e somente se ¢ = oy; + 019, onde
o1 € Vi € idempotente e 019 € Vig € um elemento cuja imagem estd contida na imagem

de 0,;.

DEMONSTRAGAO: Se 0 € N é um idempotente entao, pela Proposicao 2.6, sua imagem esta,
contida em L. Assim, ¢ € Vj; @ Vijp. Decompondo ¢ = o,; + 010, de 0% = o, obtemos
o}, + 011010 = 011 + 010, OU S€ja, 07, = 01 € 01,010 = 01p. Portanto, o é idempotente se e

somente se o1; ¢ idempotente e Im (o19) C Im (0y,). m

O Teorema, 2.1 caracteriza as algebras de Bernstein com niicleo nilpotente através dos
idempotentes da sua algebra de multiplicagdes. No caso geral, para élgebras de Bernstein
arbitrarias, também temos informagdes sobre o posto dos idempotentes de M(A), conforme

mostram os préximos resultados.
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Lema 2.2 Para toda dlgebra de Bernstein, existe um inteiro k > 1 tal que N* C L.

DEMONSTRAGAO: Basta considerar a dlgebra A = A/L. Essa algebra é Bernstein Jordan e,

7 5 . =7k :
pelo Teorema 0.3, seu nicleo é nilpotente. Portanto, existe k > 0 tal que N° = 0, ou seja,
Nk C L. 0

Lema 2.3 Para todo o € M(A) ev €V, v #0, tem-se o(v) # v.

DEMONSTRAGAO: Seja 0 € M(A) um elemento arbitrdrio e seja v € V com o(v) = v.
Lembrando que (N : 4) = F(4L. — 4L%) + N e decompondo o = a(2L? — L.) + B(4L, —
4L*) 4+ 0, com 0 € N, temos que v = o(v) = 0(v), ou seja, v = 0*(v), para todo k > 1.
Combinando os resultados do Lema 2.2 e da Observagio 1.4, obtemos v = 6*(v) € N¥+! C
para algum k > 1, ou seja, v € V N L = {0}. Portanto, nao existe v € V, v # 0, com
o(v) = v, para qualquer o € M(A). 0

Proposigao 2.8 Se A = Fe@® U @V € uma dlgebra de Bernstein de tipo (1 + r,8) entdo

os idempotentes de (N : A) tém posto menor ou igual ar.

DEMONSTRAGAO: Pela Proposicao 2.2 (ii), basta provar a proposi¢io para idempotentes
de V, que podem ser considerados operadores lineares de N. Supondo que existe o € V
idempotente de posto maior que r, temos, pela Observagao 2.2, que existe v € V N Imo,
v # 0, o que é uma contradicao, pelo lema anterior. Dessa maneira, fica provado que todo

idempotente em (/N : A) tem posto menor ou igual a r. a
Corolério 1 Os idempotentes de M(A) tém posto menor ou igual a 1 + r.

DEMONSTRAGAO: Se o é um idempotente em (N : A) entdo rk (o) < r, pela proposicio
anterior. Se o é um idempotente de peso 1, pela Proposicao 2.2 (i), 0 = 2L? — L, + 1, + 0,
onde 0 € V ¢ idempotente e x € kerd N (U @ U?). Assim, usando novamente a proposicio
anterior, tk (o) = 1 +rk (8) <1 +r. O

Coroldrio 2 Se A= Fe® U@V € uma dlgebra de Bernstein de tipo (1 +r,s) com s > 0

entdio M(A) ndo contém a unidade.

DEMONSTRAGAO: Pelo corolario anterior, os idempotentes de M(A) tém posto menor ou
igual a 1 +7. Assim, a identidade em A, que é um idempotente de posto 1+ + s, ndo pode
ser um elemento de M(A). O
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Muitas das propriedades provadas nesta segao serao usadas no restante do trabalho.
- Ainda ndo temos a descrigio de todos os idempotentes de M(A). Continuamos na busca
de outras informagoes a respeito desses elementos, com o objetivo de conhecer melhor a
estrutura de M(A).

2.2 Sobre o invariante p(A)

Vimos na segao anterior que o operador identidade em A nado é um elemento de M(A),
quando A tem tipo (1+r,s), com s # 0. Veremos a seguir que, para essas algebras, nenhum
outro elemento inversivel de End (A) estd em M(A). Esta secio estd destinada ao estudo

do posto maximo dos elementos de M(A).

Proposigao 2.9 Seja A = Fe® U @ V wma dlgebra de Bernstein de tipo (1 +r,s), com

s > 1. Entdo M(A) ndo contém elementos inversiveis de End (A).

DEMONSTRAGAO: Suponha que existe o € M(A) inversivel e seja ® : M(A) — M(A)
definida por ®(0) = fo, para 6 € M(A). Esse operador linear é injetor, pois se fo = §'c
entido § = foo~! = 0'oo™! = . Logo, é também sobrejetor, ou seja, existe § € M(A)
tal que o = ¢. Compondo mais uma vez com 7!, temos que § = id,, a identidade em
A, contradicao, pois a identidade em A nao estd em M(A), se s > 1. Conseqiientemente,

M (A) ndo tem elementos inversiveis. 0

Este resultado mostra, em particular, que em toda algebra de Bernstein de tipo (147, s),
com s > 1, todo elemento ¢ um divisor de zero. Quando s = 0, ou seja, A tem tipo (1+7,0),
o operador L. € inversivel. A algebra de multiplicagoes de uma algebra de Bernstein de tipo
(1 +7,0) ja foi descrita em [14]. Assim, suporemos sempre s > 1.

Para cada algebra de Bernstein A, podemos definir o invariante
p(A) = max{rk (¢): c € M(A)}.

Pela proposicao anterior, temos que p(A) < dim A, para A de tipo (1 +r,s) com s > 1. Se
A tem tipo (1 +7,s) entdao p(A) > 1 + r, pois o operador L, tem posto 1 + r. Logo,

l+r<p(A)<s+r.
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Calculo de p(A) em alguns casos particulares

1. No caso em que A é excepcional de tipo (1 + 7,s), temos p(A) = 1 + r. De fato,
se 0 € M(A) entao o(A) C A% e A% tem dimensdo 1 + 7. Assim, tk(0) < r +1 e,
portanto, p(A) =1 +r.

Do

Quando A é normal, também vale p(A) = 14r. Para provar isso, usaremos a decompo-
sicao de Peirce de M(A) obtida no Teorema 1.1. Seja o € M(A). Como Vio = Vo = 0,
temos que 0 = «(2L? — L.) + ¥, + 011 + 001, onde a € F,z € U U? e 0; € \7,]
Logo, o(v) = 0, para todo v € V, ou seja, o(Fe® U) gera a imagem de o e, portanto,
dimIm(o) <1+ 7. Assim, p(A) =1+ r.

Observamos que se A é normal ou excepcional entdo U(UV) = 0. Isto sugere uma
ligagao entre o fato de p ser minimo e as dlgebras onde este subespago U(UV') é minimo.

Mais especificamente, temos:

Proposicao 2.10 Para uma dlgebra de Bernstein A = Fe®U @V de tipo (1+1,s), temos
p(A) =141 se e somente se U(UV) = 0.

DEMONSTRAGAO: Seja A = Fe® U @V uma algebra de Bernstein de tipo (1 + r,s) com
U(UV) = 0. Desse modo, temos que UV C L. Logo, se v € V ez € A entao zv €
UV +V2C L. Se J é um subespago de U complementar a L, ou seja, U = L @ J, entao,
para todo o € M(A), tem-se o(N) C L+o(J). Isso se prova observando que o(u),o(v) € L,
seu € Lev €V, pois L éideal. Assim, Imo = o(Fe)+ o(N) C o(Fe)+ L + o(J) tem
dimensao menor ou igual a 1 + r. Logo p(A) = 1 4+ r. Reciprocamente, se U(UV) # 0
existem uy,ug € U e vy € V tais que uy(ugvy) # 0. Seja o = L. + 2L, L.L,,. Temos

o(e) = e+ juiuy, o(u) = tu, o(v) = uy(ugw), para todo u € U e v € V. Assim,
se {z1,...,2.} é base de U entao o conjunto {o(e),o(z,),...,0(z,),0(v1)} é linearmente
independente, ou seja, rk (o) > r + 2. Logo, p(A) > r +2. O

O proximo exemplo exibe uma algebra de Bernstein A de tipo (1 + r,s) tal que p(A) =
r+ 2.

Exemplo 2.2 Seja A a dlgebra comutativa de base {e,u1,us, us, u4,v1,v2} cuja tabua de

multiplicacao em relacao a essa base é dada por
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Uy Uy U3 Uy (%] V2

Uy —UV2 | U3
Uy U Uy
Us (%]

Ug | —V2

U1 us Uy

V2

Com a funcao w definida por w(e) = 1 e nula nos outros elementos da base dada, A é
Bernstein com decomposigao de Peirce A = Fe® U @ V, onde U é gerado por {uy,...,us}
e V, por {v1,v2}. Logo, A é de tipo (5,2) e U(UV) # 0, pois uj(uzv;) = —vy # 0. Assim,
pelo resultado anterior, temos p(A) > r 4+ 2 = 6. Por outro lado, p(A) < r + s = 6, o que
implica p(A) =6 = r + 2.

Podemos obter exemplos de édlgebras de Bernstein A’ de tipo (1 +r,2), tais que p(A’) =
r+2, para r > 4. Basta fazer o join da dlgebra A com a algebra gamética de tipo (1 + (r —
4),0).

A seguir, veremos qual a dimensao minima de A para que possamos ter U(UV) # 0.

Lema 2.4 Se A ¢ Bernstein e existem uy,u; € U e v € V tais que uy(ugv) # 0 entdo

{uy, uz,wv,uav} € {v, u1(ugv)} sdo conjuntos linearmente independentes.

DEMONSTRAGAO: Sejam oy, ap, 01,02 € F tals que aju; + asus + Biuv + Baugw = 0.
Multiplicando por wu,v e usando as identidades em (4), obtemos aju;(usv) = 0. Como
uy(ugv) # 0, resulta que a; = 0. Analogamente, multiplicando por u;v, concluimos que a; =
0. Agora, multiplicando 3yu v+ fauzv = 0 por u;, obtemos Bou;(uzv) = 0, ou seja, B, = 0 e,
portanto, temos também que 3y = 0. Assim, {uy,uz,u1v,usv} é linearmente independente.
Vamos mostrar que {v,u;(uv)} também é linearmente independente. Suponha que existe
A € F tal que v = Auy(ugv). Isso significa que v é um elemento fixo por 0 = ALy, L,,,
isto é, o(v) = v, contrariando o Lema 2.3. Logo, {v,u;(usv)} é um conjunto linearmente

independente. O

Corolario Se A = Fe®@U®V € uma dlgebra de Bernstein com U(UV') # 0 entdo dimU > 4
edimV > 2. 0O

Dessa maneira, o Exemplo 2.2 exibe uma algebra A de menor dimensao que satisfaz
p(A) >r+1.
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Se a algebra A verifica U(UV') = 0 e, portanto, p(A) = r+1, temos que cada idempotente
e € A é um elemento que verifica a igualdade: rk(L.) = p(A). Uma pergunta que se coloca
€ saber se para uma dlgebra de Bernstein arbitraria A, existe um elemento 2 € A com essa

propriedade. A resposta aparece como coroldrio da préxima proposicao.

Proposicao 2.11 Dada uma dlgebra de Bernstein A = Fe@®U®V de tipo (147,s), tem-se
rk (L;) <7+ 1, para todo x € A.

DEMONSTRAGAO: Seja * = ae + ug+ v com o € F, ug € U evg € V e seja | =
anny(uo, uovo) = {u € U : uuo = 0 = u(upvo)}. Esse conjunto é um subespaco vetorial de
Uedadosu € I,v eV, temos L,(u),L.(v) € I:

L (w)uo = (Su + uvo)uo = uo(uve) = —u(uove) = 0;
Lz (u)(uove) = (uvo)(uovo) = 0, pela linearizagao de (uv)? = 0;
Lz (v)ug = (uov + vvo)ug = 0;

Lz (v)(uove) = (uov)(uove) = 0, novamente, linearizando (uv)? = 0.

Assim, se J é um subespaco de U complementar a [, isto é, U = [ @ J, temos L,(A) =
Lo(Fe)+ Lo(I)+ L:(J)+ Lo(V) € L.(Fe) + I + L.(J) tem dimensido no méximo 1 + r.
Portanto, rk (L;) < 14 7. m]

Corolario Dada uma dlgebra de Bernstein A = Fe ® U @V, existe um elemento z € A
tal que p(A) = rk(L,) se e somente se U(UV) = 0 e, nesse caso, = = e verifica essa

propriedade. a

Prosseguimos no estudo de p(A), agora para algebras com U(UV) # 0.

Lema 2.5 Em qualquer dlgebra de Bernstein A = Fe® U @ V, o subespago I = (UV +
LY@ U(UV) € um ideal de A.

DEMONSTRAGAO: Sejam 2 +y+z € [,comz e UV, ye Leze U(UV) e ae+u+v € A.
Como uz € U(UV), ve,uz € UV e (ae+u+v)y,vz € L, temos que (ae+u+v)(z+y+z) €
(UV+L)yaUUV). ]

Observagao 2.3 O ideal [ dado no lema anterior é a soma do ideal gerado por UV + V2
e L. Assim, [ € um ideal invariante por mudanga de idempotentes. Lembramos que o ideal
gerado por UV 4 V? é também o ideal gerado pelos elementos 2%y — w(z)zy, onde z,y € A,
ou seja, ¢ invariante. A busca de ideais expressos em funciao de U e V e eventualmente
outros ideais de A, é uma questao central na teoria. Alguns resultados sobre esse assunto

podem ser encontrados em [37].
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O proximo resultado estabelece um limitante superior para p(A), dependendo do su-
bespaco U(UV'). Novamente observamos que a dimensao deste subespago € invariante sob

mudanca de idempotentes em A.

Proposigao 2.12 Seja A = Fe® U @ V wma dlgebra de Bernstein de tipo (1 4 r,s), com
dimU(UV) =t. Entdo p(A) <1+r +t.

DEMONSTRAGAO: Seja {uy,..., U, Uspq, ..., U} base de U, onde {uy,...,u;} é uma base de
L 4+ UV. Considere o ideal I do lema anterior. Basta mostrar que, para todo o € M(A),
o(A) C (o(e),o(ut41),...,0(u,)) + 1. Sev € V entao Av € UV + L C I. Como [
é um ideal, temos o(v) € I. Do mesmo modo, o(UV + L) C I. Portanto, o(A) C
(o(e),o(uts1), - o(u,)) + 1. O

Corolario Se A € uma dlgebra de Bernstein de tipo (1 + r,s) e o subespago U(UV) tem
dimensdo 1 entdo p(A) =r + 2.

DEMONSTRAGAO: Ja sabemos que se U(UV') # 0 entao p(A) > r + 2. A proposigao anterior

nos fornece a desigualdade contraria. Portanto, p(A) = r + 2. O

Observacao 2.4 A estimativa dada na Proposi¢ao 2.12 nao piora a condigao ja conhecida,
pois dimU(UV') < s. De fato, se U(UV) = V # 0 entao A é nuclear e, portanto, tem nicleo
nilpotente. Além disso, de V = U? e V = U(UV), resulta que 0 # U? = U*, contrariando
a nilpoténcia de N.

Podemos estabelecer outro limitante para p(A). Seja W um subespaco de V' comple-
mentar ao anulador de A. Assim, A+ Fe® U & W @ annA. Para todo o € M(A), temos

que annA C kero. Portanto,
p(A) <1+r+s—dimannA. (2.3)

Essa limitagao pode ser 1til nos casos onde o anulador de A é nao nulo.

A seguir, um exemplo de uma dlgebra onde dimU(UV') = 2 e p(A) = r+2, como contra

exemplo para a reciproca do corolario anterior.

Exemplo 2.3 Seja A = Fe®U®YV a algebra de Bernstein de tipo (9, 3), tendo {uy,...,us}

como base de U, {vy,v,,v3} como base de V' e os seguintes produtos:
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Uy Uy Uz Uy Us Ug U7t Uus V1 Uy U3
Uy —Ug us
Ug Uy Uy
Us U9
Ug | —V2
Us —U3 | ur
Ug U3 ug
Uz U3
us —7V3
1 us Uy (744 us
V2
U3

Temos U(UV') = (vz,v3), portanto, tem dimensio 2. Além disso, por (2.3), k(o) <
l+7r+s5—-2=10=r+2. Pelo fato de U(UV') ser nao nulo, resulta que p(A) = r + 2.

Obtemos, na Proposi¢ao 2.12 e em (2.3), dois limitantes para p(A). O primeiro deles
depende do subespaco U(UV') e o segundo, de annA. A primeira vista, esses subespagos
parecem nao ter relagao, ja que existem exemplos onde eles coincidem e, em outro extremo
onde a intersecgao entre eles é nula. Os trés exemplos deste capitulo ilustram esse fato.

Ainda existem muitas questoes sobre o invariante p(A). Nio sabemos, por exemplo, se
dados r,s > 1 eptal quer+1 < p < r+s, existe uma algebra de Bernstein de tipo (147, s)

tal que p(A) = p. Também desconhecemos se é possivel melhorar a limitagio superior de

p(A) dada na Proposigao 2.12. para cada tipo fixado.
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Capitulo 3

Dimensao de M (A)

Dada uma algebra de Bernstein A = Fe® U @ V de tipo (1 + r,s), ndo é possivel
determinar a dimensao de A(A) apenas em fungao de r e s, pois algebras de mesmo tipo
nao tém, necessariamente, algebras de multiplicagdées com a mesma dimensdo. Tentaremos
estabelecer, neste capitulo, alguns limitantes para a dimensao de M(A), sendo A uma
algebra de Bernstein de tipo fixado.

Observamos inicialmente que, nos casos onde 7 = 0 ou s = 0, a dimenséo da algebra de
multiplicacoes esta bem determinada, pois existe apenas uma algebra de Bernstein de cada
um desses tipos. Em [14], prova-se que se 7 = 0 entao M(A) = F e, assim, dim M(A) = 1.
No caso em que s = 0, foi provado também em [14] que M(A) = F(2L? — L.) & {¢, :
z € U} ® F(4L. — 4L?); portanto, dim M(A) = 1 + dim A. Na préxima secdo, veremos
exemplos de subclasses de dlgebras que também podem ser caracterizadas pela dimensio de

sua algebra de multiplicagoes.

3.1 Alguns casos particulares

Com o resultado obtido na Proposi¢ao 1.9 a respeito das algebras normais, temos ou-
tra caracterizagao para essas algebras, agora por meio da dimensdo de suas algebras de

multiplicagoes:
Proposigao 3.1 Sdo equivalentes:

1. A € normal;

2. dim M(A) =2+ 2dimU + dim U? — dim L.
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DEMONSTRAGAO: Pelo Coroldrio da Proposicao 1.9, concluimos que se A é normal entao
dim M(A) = 242dim U +dim U*—dim L. Reciprocamente, se A é uma algebra de Bernstein
tal que dim M(A) = 2 + 2dim U + dim U? — dim L, teremos dim V = 1 4+ dim U — dim L.
Como dimvu > 1, pois 0 # 4L, — 4L% € \711, e dimlN/OI > dimU — dim L resulta que
dim 1710 =0, ou seja, A é normal. O

Podemos determinar a dimensao da algebra de multiplicagdes de uma subclasse um

pouco maior do que as normais:

Proposigao 3.2 Seja A = Fe®UDV uma dlgebra de Bernstein que verifica UV +U?V = 0.
Entdo dimM(A) = 24 2dim U + dimU? 4+ dimV — dim L — dim(annA).

DEMONSTRAGAO: Vejamos, inicialmente, como é um elemento o € M(A): em geral temos,
paraz =ae+u+v € A, L, = a(2L] — L.) + 3%u + (3a(4Le —4L2) 4+ 2L, L.) + ((2L.L, —
%1#,,) + (Ly —2L,L.)) + (L, — 2L.L,). Como UV = 0, resulta que L,L. = 0, para todo
veVe2lL, — %l/)u = 0, para todo u € U. Assim, a componente [L.] do operador L, em
Vé

L) =ta(dL. —4L?) + (L, — 2L,L.) + (L, — 2L.L,).
2 e

Seja 1 = are +uy + vy € A Temos (L, — 2L, L)(Ly, — 2Lc Ly, )(¥') = v(uw') = 0, para
todo u/ € U e Voo = 0, pois U(UV') = 0. Portanto,

L;L; ] = taa,(4L, —4L?) + ta(L,, — 2L, L.) + toy(L, — 2L.L,
1 4 e 2 1 1 2

Por indugao em k, prova-se que, para todo zy,...,zx € A, [Ly, ... L, ] tem a forma acima.

Assim, para qualquer o € M(A),
o=a(2L? — L)+ v+ B(4L. — 4L?) + (L, — 2L, L) + (L, — 2L.L,)

Observamos ainda que a aplicagaio v € V + L, —2L,L. € ‘710 é lineare L, — 2L,L. = 0
se e somente se vv’ = 0, para todo v’ € V. Como UV = 0, o nicleo dessa aplicacio é
exatamente annA. Assim, dim Vi, = dim{L, — 2L,L. : v € V} = dimV — dim(annA).
Além disso, dim Vp; = dim U — dim L, pois U(UV) = 0. Logo, dim M(A) = 2 + 2dim U +
dimU? 4+ dimV — dim L — dim(annA). _ m

Para as dlgebras que verificam UV + U?V = 0 temos que dim ‘711 = 1 é minima. O

proximo resultado classifica essas algebras:
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Proposigao 3.3 Uma dlgebra de Bernstein A = Fe® U @ V verifica dimVy; = 1 se e
somente se A € uma dlgebra excepcional com uv = \u, onde \, € F, para todo v € U ¢

v eV, ou A satisfaz UV + U?V = 0.

DEMONSTRAGAO: Se * = ae+ u + v € A, as componentes de L, em 1711, 1710 e 1701 sao,
respectivamente, %a(4Le —4L?) + 2L, L., (2L L, — %wu) +(Ly —2L,L.) e (L, — 2L.L,).
Se dim 1711 = 1 entao, para todo v € V, existe A\, € F tal que 2L, L, = A(4L. — 4L3?).
Calculando nos elementos de U, obtemos uv = A,u, para todo v € U. Se algum dos ), é
nao nulo, temos, para todo u € U, 0 = u(uv) = A,u% logo, u* = 0. Assim, a 4lgebra é
excepcional. Suponha que a dlgebra A é nao excepcional. Desse modo, A, = 0, para todo
v € V,ouseja, UV =0. Parau € Uew € V, o operador (L, —2L,L.)(L,—2L.L,) estd em
1711. Portanto, existe A(,,,) € F' tal que (L, — 2L, L.)(L, — 2L.L,) = AMuw)(4Le —4L2). Se
calculamos em uy € U: (uju)v = A(yp)u1. Como supomos que A é nio excepcional, M) =

ey (wo)oo) €
UV? = 0. Logo, U?V = 0. Assim, se Vj; é unidimensional entio UV + U2V = 0 ou A

€ excepcional e, neste iltimo caso, o operador L, restrito ao subespaco U é multiplo da

0, para todo par (u,v), pois se A(y,4) # 0 entdo, para todo u € U, u? = A

identidade, para todo v € V.
Reciprocamente, se UV + U?V = 0, vimos que dimVj; = 1. Se A é excepcional com a
propriedade que uv = A,u, para todo u € U e v € V, entdo, dado z = ae+u+v € A4, a

componente em VdelL,é
[LI] = (%O + ’\L')(4Le - 4[’2) + (QLeLu - %l/)u) + (Lu - 2LuLe)

Por indugao em k, verifica-se que [L,, ...L,,] tem a forma acima, onde z,...,z; sio
elementos arbitrdrios de 4. Como os elementos de M(A) sdao somas de operadores desse

tipo, temos que a dimensao de 1711 él. O

3.2 A dimensao maxima de M(A)

Em [15], os autores estimam a dimensdo minima para M(A), quando 7 > 1: dim M(A) >
r+2edimM(A) = r+2 se e somente se N? = 0. Neste caso, M(A) = F(2L% — L) & {1, :
z €U} @ F(4L. —4L?). Estudaremos agora, alguns limitantes superiores para a dimensao

de M(A).
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3.2.1 A dimensao maxima de M (A) nas algebras excepcionais

Seja A = Fe® U 3V uma dlgebra de Bernstein excepcional de tipo (14 r,s). J& vimos

que os subespagos Toi e Vo da decomposicdao de Peirce de M(A) sao nulos. Assim,
M(A)=F2L -~ L)@ U e Vi & V.

Temos que dimU = dim(U & U?) = r e, pela caracterizagio dos subespacos 17,-]- dada na
Proposigio 1.7, os elementos de V;; podem ser identificados como operadores em End (U)
e os de \710, como transformagoes lineares de Hom(V,U). Dessa maneira, dim 1711 < r?
e dimVjp < rs. Obtemos, entao, um limitante superior para a dimensio da algebra de

multiplicacoes de uma algebra excepcional:
dimM(A) <1+7r+7r2+rs.

Veremos que, para s > 2, existem dlgebras excepcionais cuja dimensido da algebra de mul-

tiplicagbes atinge esse valor. O mesmo nao ocorre para algebras de tipo (1 +7,1).

Proposicao 3.4 Se A = Fe ®d U @ Fv ¢ uma dlgebra de Bernstein excepcional de tipo
(L+7,1) entdo dim M(A) < 3r 4 1.

DEMONSTRAGAO: Levando em conta a decomposicao dos operadores L., z € A, dada em
(1.11) e a relagao \7,'j Ve C 5jkV}1, concluimos que ‘711 = F(4Le —4L2) + (L, Le, (L, L.)?, . . .).
Identificando os elementos de Vi; como operadores em End (U), seja m(z) o polinémio
minimal de 7" = L,L.. Pelo Teorema de Hamilton-Cayley, m(T) = 0. Assim, se [ é o
grau de m(z) entao [ < re {T',T'-1 ... T, idy} é linearmente dependente e, para todo
m < [, {T™,T™"',....T,idy} é um conjunto linearmente independente. Observando que
tdy estd em correspondéncia com o operador 4L, —4L?, obtemos que Vi, = F(4L.—4L?) +
(T,T?% ..., T, ...) tem dimensdo (. Assim, dim M(A) <1+r+[+r<1+3r. O

O proximo exemplo mostra que existem algebras excepcionais de tipo (1 + r,1), cuja

algebra de multiplicacoes tem dimensdo 1 + 37.

Exemplo 3.1 Seja A = Fe® U @ Fv a 4lgebra de Bernstein excepcional que, em relacio -

a base {u1,...,u,,v} do nicleo, tem a seguinte tabua de multiplicacio:
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Uy Uy ... Up_1 Uy v

75} U9

Uy U3

Ur—1 Uy

Uy Uy
v Ug U3 ... Uy Uy

Temos que 2L,Le = Ly, {L,,L2,...,L} é linearmente independente e L = 4L, — 4L2.
Assim, Vi, = (Ly,L?,... L") tem dimensdo r. Além disso, {2L.L,, — %z,bul, cey2LeL,, —
%apu,} C Vio € um subconjunto linearmente independente. Portanto, Vo tem dimenséo r.
Dessa maneira, dim M (A) = 1 + 3r.

Para estudar o caso em que s > 2, usaremos o seguinte resultado:

Lema 3.1 Para todo n > 2, a subdlgebra de M,(F') gerada por

o1 0 --- 0 0O 0 --- 0
0 0 1 : 00 --- 0
A=1. . . eB=1]. . :
1 0 0 --- 0 1 0 --- 0

coincide com M, (F).

DEMONSTRAGAO: Basta observar que a matriz elementar F;; é obtida fazendo A" *BA’~!,

para todo 7,7 = 1,...,n. Essas matrizes aparecem no artigo [32]. O

Proposicao 3.5 Para todor > 1 e s > 2., existe dlgebra de Bernstein excepcional de tipo
(L+7,8) comndimM(A)=1+r+r2+rs.

DEMONSTRAGAO: A prova sera feita exibindo exemplos para cada tipo.

(i) Ser =1, considere a algebra excepcional A = Fe® Fu® V, com {v,...,v,} base de

V' e a seguinte tabua de multiplicacdo no nicleo:

u | v e Ug

u

(5] u
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(i)

Temos que V’u = F(4L. — 4L?) pois dim \711 <rt=1le{lL
junto linearmente independente de Vjo. Assim, dimM(A)=14+r+r?+rs=3 +s.

wis-- -y Ly, } € um subcon-

Ser > 2,seja A =Fe®U®@®YV a dlgebra de Bernstein excepcional cuja tdbua de

multiplicagao, em relagao as bases {uy,...,u,} de U e {vy,...,v,} de V, é:

73] U2 e Uy V1 V2 s Vs

Uy Uy Uy

U9 Uy

Uy Ur_1

V1 | Upr Uy cee o Upg Uy

[25) Uy Uy

Vs Uy

Novamente considerando os elementos de V}; como operadores de End (U), temos que
as matrizes dos operadores 2L,, L, € 2L,, L., em relacao a base {u1,...,u,}, coincidem,
respectivamente, com as matrizes A e B do Lema 3.1. Assim, a subdlgebra de 17,

gerada por {L,, L., L,,L.} coincide com ‘711. Portanto, dim ‘711 =72,

Para cada j € {1,2,...,s} ei € {l,...,7}, como V;; = End(U), seja o € V1,
tal que o(u;) = u; e o(ux) = 0, para todo k # i. Entdo o(Ly,, — 2Ly, L.) € Vio
e 0(Ly, — 2Ly Le)(vj) = wi e o(Ly, — 2L, Lc)(v;) = 0, se | # i. Dessa maneira,
Hom(V,U) C ‘7'10, ou seja, l710 = Hom(V,U) tem dimensao rs. Conseqiientemente,

dimM(A)=14+r+r*+rs. O

Veremos outros exemplos de algebras de Bernstein excepcionais cuja dimensao da dlgebra

de multiplicagoes é maxima.

Considere GG um grafo conexo, simples e sem loops, com pelo menos 3 vértices e A =

A(G) a dlgebra associada a G. Como G é conexo, existe um caminho 7 ligando u; a uj,

T = Viyigy Vigigy - - - » Vig_yix» ONde 11 =1 € 3 = j. Denotaremos 7 por [i = iy,12,...,1 = j].

Proposigao 3.6 A dimensado da dlgebra M(A(G)) é 1+r+1r%+rs, onde (14+1,s) € o tipo
de A(G).
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DEMONSTRAGAO: Provaremos, inicialmente, que dim V;; = r?. Para isso, basta mostrar que,
para todo 4,5 € {1,...,7} o operador o;; € End (U) dado por o(u;) = uj e o(uy) = 0, para

k # 1, é um elemento de l711.

(1) Supondo que 7 # j, temos:

(a) Sew; e u;j nao sao adjacentes, seja T = [i =1y,...,1; = j] um caminho de comprimento
minimo ligando u; a u;. Como os vértices ndo sio adjacentes, t > 3 e, pelo fato do
caminho ter comprimento minimo, ¢y,. .., sao todos distintos (isto é, o caminho nao

Ly . Ly, .. € V.

tem ciclos). Dessa maneira, temos o;; = Ly, « - Luigig Ly,

(b) Sewu; e u; sdo adjacentes, isto €, existe a aresta v;;, como G é conexo e tem pelo menos
3 vértices, temos que du; > 1 ou Ju; > 1. Se Ju; > 1 entdo existe v;, com k # i e

0ij = Ly, — Ly, L?,Jk € ‘711. Se Quj > 1 entdo existe v;; com k # j. Dai o operador Ti5

2
pode ser representado por L, L7, .
(2) Se1=j,seja k € {1,...,r}, k # i. Pela parte anterior, ok, ok € 1711. Dessa maneira,

o1 = o0k € V1.

Assim, provamos que Vi1 tem dimensdo r2. Para provar que dim \710 = rs, basta observar
que, para todo k € {1,...,r} e v;; € E(G), tem-se que kil (vij) = ug e Oki L, (v1) = 0,

se {l,t} # {i,7}. O

A proposigao anterior mostra que dlgebras de Bernstein associadas a grafos com mesmo
nimero de vértices e de arestas tém algebras de multiplicagdes isomorfas. Por outro lado,
foi provado por R. Costa e A. Grishkov, em [16], que dlgebras associadas a grafos sio
isomorfas se e somente se os respectivos grafos sao isomorfos. Dessa maneira, podemos
obter exemplos de algebras de Bernstein nao isomorfas cujas algebras de multiplicacées sao

isomorfas, a partir de grafos conexos nao isomorfos com mesmo nimero de vértices e arestas.

3.2.2 Dimensao maxima de M(A) no caso geral

A questao a ser estudada é a seguinte: “Fixados inteiros positivos r e s, qual é a
dimensio maxima que assume M(A) quando A tem tipo (1 + r,s)?” Na secio anterior,
pudemos responder essa pergunta na subclasse das algebras excepcionais. Ainda nio temos
uma resposta completa para o caso geral. Apresentamos nesta se¢ao os resultados obtidos

até o momento. Vejamos o que acontece nas algebras normais.
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Vimos no Corolario 2 da Proposicao 1.9 que se A é uma algebra normal, entao
dimM(A) =2+ 2dim U + dimU? — dim L.

Dessa maneira, fixados r, s > 1, a dimensdo maxima de uma &lgebra de Bernstein normal de
tipo (147, s) é atingida em dlgebras com dim U? méxima e dim L minima. Sempre é possivel
obter exemplos de dlgebras normais com L = 0. E, pelo fato da algebra ser comutativa,
o subespago U? é gerado pelos produtos {u;u; : 1 <i < j <r}, onde {uy,...,u,} é uma
base de U. Assim, dimU? < 1r(r 4+ 1). Além disso, U? estd contido em V. Portanto, para

algebras de Bernstein normais de tipo (1 + r, s), temos
dim M(A) <2+ 2r + ¢, onde t = min{r(r + 1), s}. (3.1)

Em particular, se 7 = 1 entao dim M(A) <242+ 1 =5. Para o caso em que s = 1, temos
que dim M(A) <2+ 2r +1 = 2r 4 3. Observe que, para cada um desses casos, existe uma
algebra normal com essa dimensao.

Dessa maneira, podemos estimar a dimensao maxima de M(A) para A de tipo (1 +r,s)

comr=1ous=1.

Proposigao 3.7 Seja A= Fe® U @&V uma dlgebra de Bernstein.
1. Se A € de tipo (2,1) entdo a dimensdo mdzima de M(A) € 5;
2. Para A de tipo (1+1r,1) er > 1, a dimensdo mdzima de M(A) € 3r +1;
3. Se A tem tipo (2,s) com s > 1 entdo a dimensao mdzima de M(A) € 3 + s.

DEMONSTRAGAO: Pela Proposicao 0.3, as algebras relacionadas no enunciado acima sio
normais ou excepcionais, pois 7 < 1 ou s < 1. Assim, basta comparar a dimensao maxima
de M(A) nessas duas classes de dlgebras, para cada tipo fixado. Esses limitantes foram

dados nas Proposicées 3.4 e 3.5 e em (3.1). O

Observamos que. no contexto da Proposicao 3.7, exceto nas algebras de tipo (2,1), a
algebra que da a dimensdao maxima é excepcional. Isso se deve ao fato que nessas algebras
existem exemplos onde os subespacos 1711 e \7}0 coincidem (a menos de isomorfismos) com
End (U) e Hom(V, U), respectivamente. O mesmo nao ocorre nas algebras nao excepcionais,
conforme mostra a proposicao a seguir. Porém, nas algebras excepcionais, os subespacos \701
e Vao sdo nulos. Portanto, nao é possivel afirmar, de imediato, que as algebras excepcionais

sao aquelas onde a dimensao de sua dlgebra de multiplicagdes é maxima, para um tipo

fixado.
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Proposigao 3.8 ([34], Teorema 3.4.22) Se A = Fe®@U®V € uma dlgebra de Bernstein

nao excepcional entao o subespago UV + V% estd propriamente contido em U.

DEMONSTRAGAO: Suponha que UV + V? = U. Como A é nao excepcional, L # U. Assim,
a dlgebra quociente A = A/L tem U # 0. Considerando a projecio candnica m: A — A,

obtemos

UV+V =n(UV+V?) =nU)=T #£0. (3.2)
Como A é Bernstein Jordan, ¥ = 0, ou seja, UV + V' =TV. Dessa maneira, de (3.2),
segue que 0 # U = UV = (UV)V = ..., contradicio, pois N é nilpotente, pelo Teorema
0.3. Portanto, UV + V2 £ U se A nio é excepcional. O

Corolério Se A ¢ uma dlgebra ndo excepcional de tipo (1 + r,s) com r > 1 entdo os
subespagos Vi1 e Vio estdo contidos propriamente (a menos de isomorfismos) em End (U) e

Hom(V,U), respectivamente.

DEMONSTRAGAO: Pelas inclusoes dadas em (1.18) e (1.19), temos que os elementos dos
subespagos Vun N e Vio tém imagem contida em UV + V2. Pela Proposigiao anterior,
a dimensao de UV + V? é menor ou igual a r — 1. Assim, dim 1711 NN <r(r—1)e
dim Vi < s(r—1) < s%. Como Vj;, = F(4L, — 4AL?) @ (\7“ N N’), resulta que Vi, tem

dimensao menor ou igual a 1 + r(r — 1) < r%, se r > 1. 0

A seguir, exibiremos outras circunstancias nas quais a dimensio méxima de M(A) pode
ser dada por uma dlgebra excepcional, ou seja, dim M(A) < 1+r+7r%+rs, onde (1 +7,s)
é o tipo de A.

Estudaremos, inicialmente, a classe das algebras que tém Vo = 0.

Proposicao 3.9 Se A = Fe® U @& V € uma dlgebra de Bernstein de tipo (1 + r,s) com
r>1eU(UV)=0 entdo dim M(A) < 1+r +r? +rs.

DEMONSTRAGAO: Vimos no Teorema 1.1 que U(UV) = 0 se e somente se \711 = 0. E,
pela Proposigao 1.9, a dimensao do subespaco ‘701 é dimU — dim L. Podemos supor que
A é nao excepcional, pois para estas dlgebras ja vale o resultado. De U(UV) = 0 resulta
que UV + V2 C L. Assim, se k = dim L, temos que dimV;; < 1 + rk e dim Vio < sk,
ja que os elementos de \7“ NN e l~/10 tém imagem contida em UV + V2, de acordo com
(1.18) e (1.19). Portanto, dim M(A) = dim (F(2L2 — L) ® U & Vi1 & Vio ® Vo) < 1 +
r+s+l+rk+sk+r—k=1+r+rk+1)+s(k+1)—(k—1). Se k # 0 entdo
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dmM(A) < 14+r+rk+1)+s(k+1) < 1+r4+r*+rs, poisk <r. Se k = 0 entio
dmM(A)=14+r+r+s+1<l+r+r>+rs, poisr > 1. O

Dessa maneira, obtemos a dimensao maxima para algebras de multiplicacées de algebras
de tipo (1 +r,s), com r < 3 ou s < 1, pois, pelo Lema 2.4, dlgebras com estes tipos tém
U(UV) =0 e, portanto, dim M(A) <1+ r+ 7% + rs.

Passamos agora a outra classe de algebras. Para obter a limitagao proposta, usaremos
um resultado conhecido na teoria das dlgebras de Lie.

O Teorema de Lie diz que toda algebra de Lie de transformacoes lineares de um espago
vetorial de dimensao finita sobre um corpo de caracteristica zero algebricamente fechado que
é solivel pode ter as matrizes de seus elementos tomados simultaneamente triangularizados

(veja [31, pag 50]). Com uma demonstracao analoga, temos o seguinte resultado:

Lema 3.2 Sejam W um espago vetorial de dimensdo n sobre um corpo arbitrdrio e A C
End W uma subdlgebra nilpotente. Entao existe uma base B de W tal que a matriz de todo

operador de A, escrita na base B, € triangular inferior. Em particular, dim A < %n(n —1).

DEMONSTRAGAO: Seja k o indice de nilpoténcia de A. Temos

0= A¥W) g AL (W) g g A(W) g Ww.
Seja B = BoU By U...U By_; uma base de W tal que By_, U...U Bj_, é base de Ak"‘(VV),
para 1 <t <k —1. Entdo, para todo o € A, [0]|p é uma matriz triangular inferior. O

Com a ajuda desse lema, podemos estabelecer uma nova classe de algebras de Berns-
tein cuja dimensao maxima da algebra de multiplicacoes pode ser dada por uma algebra

excepcional, para cada tipo fixado.

Proposigao 3.10 Seja A uma dlgebra de Bernstein de tipo (1 +r,s) com r > s e nicleo
nilpotente. Entdo dim M(A) < 14r+r? +rs.

DEMONSTRAGAO: Temos que M(A) = F(2L? — L,) ® F(4L, — 4L*) @ N e, pelo Teorema
2.1, N ¢ nilpotente. Como N C End A e r > s, temos, pelo lema anterior, dim N <
14+ r+s)(r+s) <r?+rs+r. Portanto, dimM(A) < 2 +r + 2 4+ rs, ou seja,
dimM(A) <1+4+r+r2+rs. ]

Com este resultado, fica faltando analisar a dimensdo maxima das dlgebras com s > r

ou N nao nilpotente, com 7 > 4 ou s > 2. Estudaremos agora os casos em que r = 4 ou
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s = 2, tratando das algebras que verificam dimU(UV) = 1. Para isso, descreveremos com
mais detalhe alguns subespagos da decomposicao de Peirce de M(A), para uma algebra de

Bernstein Jordan.

Lema 3.3 Seja A= Fe® U &V uma dlgebra de Bernstein Jordan. Entdo
(i) Vio = {2L. Ly — Lpy : w € U} + (Vio N N3);
(ii) Vor = {Lu —2L.Ly : u € U} + (Vo N N3).

DEMONSTRAGAO: Seja &t = ae+u+v € A,coma € F,u € Uev € V. Como A é
Bernstein Jordan, as componentes de L, nos subespacos \7,-3- dadas em (1.12) a (1.15) ficam
(L] = % (4L —4L2%) + 2L, L., [Ly)10 = 2L, L, 2¢’u, (LzJor = 2Ly —2L.Ly € [Lg)oo =0
Portanto Vio = {2L L, lz,bu u € U}—}—(VloﬂNz) e Voo = {L —2L.L, : u € U+(Voy NN?).
Lembrando que V,JVU - 5 kV,, obtemos Vjq = {2L.L, 1,bu uweU}+{2L,L.(2L.L, —
W) iueUveVr+ (VionN?) e Vo = {Ly —2L.Ly i u € U} + {2(Ly — 2L Ly) Lo L :
ueUveV}+ (Vo1 N N3). Observamos ainda que 2Ly Le(2Le Ly — 330y) = 2Le Ly, — 3w €
2(Lu—2LeLu)LyLe = Luy —2Le Lo, para todou € U ev € V. Assim, Vio = {2L. L, — Ly, :
uEU}+(\~/loﬂlv3)e\701:{Lu—QLeLu:uEU}—i—(%lﬂlvg’). ]

Lema 3.4 Seja A = Fe® U @V uma dlgebra de Bernstein tal que U(UV) = (v). Entdo
UvCL.

DEMONSTRAGAO: Se Uv € L entdo existem uy,uz € U tais que uj(upv) # 0. Como
uy(uzv) € U(UV) = (v), existe A € F, X # 0 tal que u;(upv) = Av, 0 que é uma contradicio

com o Lema 2.4, que diz que {v, u;(usv)} é um conjunto linearmente independente. O

Observagio 3.1 Seja W C annA um subespaco e V = W @ V. Entio cada o € V;, pode
ser considerada como um elemento de Hom(V’, UV + V?), pois W C kero. Do mesmo

modo, o subespaco Voo estd identificado com um subespago de Hom(V', U(UV)).

Proposicao 3.11 Seja A uma dlgebra de Bernstein de tipo (1 +1,5) com dimU(UV) = 1.
Entdo dimM(A) <1+ 7+ 72+ rs.

DEMONSTRAGAO: Como U(UV) # 0, temos que r > 4 e s > 2. Vamos considerar ini-
cialmente o caso L = 0. Seja (v) = U(UV). Pelo Lema 3.4, Uv C L. Logo, Uv = 0.
Temos ainda Vv C L = 0. Portanto, v € annA. Seja V = V' @ Fv. Agora, como
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A ¢é Bernstein Jordan, N ¢é nilpotente. Assim, U 2 UV 2 (UV)V 2 ... é cadeia es-
tritamente decrescente. Em particular, dim((UV)V)V < r — 3. Como U(UV) C annA,
temos que U(U(UV)) = 0 e UV = (UU*)V = (UV)U* C UUUV)) = 0. Des-
sa maneira, N*NU = UUUV)) + U3V + (UV)V)V = ((UV)V)V. Pelo Lema 3.3,
Vig = {2LeLy — Yy :ue U} + (‘710 N N3) Os operadores de N3N V tém imagem contida
em N*, pela Observacio 1.4. Logo, Vio N N3 C Hom(V', ((UV)V)V) é um subespago de
dimensdo no maximo (s —1)(r—3) e {2Lc L, — 3% : u € U} tem dimensdo limitada por r. A
limitagao da dimensdo do subespaco 1710, neste caso, fica r+sr—r—3r+3 = sr—3r+3. Vamos
analisar os outros subespacos. Temos que Vo NN2 C Hom(U, U(UV)) eVio={L.,—2L.L,:
ue U} + (Vm N N2) Portanto, dim Vm < 2r. O subespago Voo estd identificado com um
subespago de Hom(V’,U(UV')), ou seja, dim Voo < s — 1. Usando o Lema 3.2 e lernbrando
que N N V;; é uma sublgebra nilpotente de End U, resulta que dim(N N Vu) ir(r—1).

Assim, dim M(A) = dim (F(ng L)®U® F(AL, —4L%)® (VunN)eavwean@Vm) <

14+r+s+1+3r(r—1)+sr—3s+34+2r+s—1 = 1+r+r2+rs—(%r2—gr+s—3) < 1+4r4ritrs,
pois s > 2 e r > 4. Suponha agora que L # 0 e seja k = dim L. Temos que A = A/L é uma
dlgebra de tipo (147 —k, s) satisfazendo L = 0 e U(U V) = (7). Assim, pela parte anterior,
dimM(A) <14+ (r—k)+(r—k)?+(r—k)s=14+r+r>+rs— (k+2rk — k* + ks) <
l4+r+r*+rs—(k+ks—rk), pois k < r implicark —k* > 0. Como (L : A) C Hom(A, L),
resulta que dim(L : A) < (r + s+ 1)k. Usando o fato que M(A/L) = M(A)/(L : A) (veja a
Proposigao 1.2), concluimos que dim M(A) = dim M(A/L) + dim(L : A) < 1+7r + 72 +rs.
O

Veremos a seguir que, com a Proposigao 3.11, tratamos os casos em que r = 4 ou s = 2.

Proposigao 3.12 Se A ¢ uma dalgebra de Bernstein de tipo (1 + r,s) com s < 2 entdo
dimU(UV) <1

DEMONSTRAGAO: Pela Observacao 2.4, temos que U(UV) # V. Assim, dimU(UV) <
dim V. O

Proposicao 3.13 Se A é uma dlgebra de Bernstein de tipo (1 + r,s) com r < 4 entdo
dimU(UV) <1

DEMONSTRAGAO: Ja vimos no Lema 2.4 que se r < 3 entdao U(UV) = 0. Suponhamos
que 7 = 4 e UUV) # 0. Sejam uj,u; € U e v € V tais que uj(usv) # 0. Desse

modo, {uy, us,u1v,uv} é uma base de U. Além disso, L = 0. De fato, seja u = yju; +
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Y2uz + Yeu1v + Ysuiv € L, com 7vq,...,74 € F. Multiplicando por u;v, obtemos 0 =
u(u1v) = Yauz(u1v), isto é, 72 = 0. De modo similar, usando o elemento u5v, temos v; = 0,
ou seja, u = Y3u v + yqugv. Multiplicando por u; concluimos que 4 = 0 e portanto,
também 3 = 0. Assim, u = 0. Observando que u € (uv,uzv) implica Uu C U(UV) =
(u1(ugv)), basta provar que se w € V entdo ui(usw) € (uy(ugv)). Sejam ay,...,aq € F
tais que wow = aqu; + aguy + azuv + aqugv. Da identidade (uzv)(usw) = 0 segue que
ayui(uzv) = 0, ou seja, a; = 0. Portanto, usw = ayus + asu;v + aqusw. De modo
analogo, escrevendo uyw = Biuy + Bouy + Beurv + Baugv, com By,...,0s € F', obtemos
B2 = 0, isto é, wyw = Biu; + Baugv + Paugv. Se oy = 0 entdo u,w € (u1v,uqv), 0 que
prova que ui(upw) é um elemento de (uj(uzv)). Analogamente se §; = 0, observando
que u;(usw) = —uz(uyw). Consideraremos entdo que a; # 0 e B; # 0. Das identidades
uz(uaw) = 0 e (wpw)? = 0, obtemos ayuf + asus(uiv) = 0 e au? + 2aa3uy(uiv) = 0.
Comparando as duas equagoes, concluimos que u3 = —ay ' azus(u1v) = —205  agus(ugv),
ou seja, uj = 0. Da mesma maneira, usando u;(u;w) = 0 e (u;w)? = 0, chegamos que u? = 0.
Assim, u(ujug) = —juluy = 0 e up(ujuy) = —Sudu; = 0 e, usando também o fato que A
é Bernstein Jordan, (u;v)(ujuz) = —(ui(uiuz))v = 0 e (uv)(wiug) = —(uz(uius))v = 0.

Portanto, ujus € L = 0. Logo, U(UV') C U? C U(u1v,usv) C (u;(uqv)) tem dimenséo 1. O

Com os resultados obtidos até o momento, podemos determinar a dimensao maxima de
M(A) para todas as algebras de dimensao menor ou igual a 8 e para as de tipo (1+7,s), com
r <4 ou s <2, além daquelas com r < s e nicleo nilpotente. Todas as dlgebras estudadas
tem dimensao de M(A) limitada por 1 + r +r? 4+ rs. Nosso objetivo futuro é provar que
nas outras classes restantes vale a mesma limitagao. Observamos que basta mostrar essa
conjectura para algebras com s > r que tém L = 0, e o caso geral poderia ser demonstrado
com um raciocinio semelhante ao da segunda parte da demonstragao da Proposicio 3.11.

Na figura a seguir, temos a variacao das dimensées das algebras de multiplicacées de

algebras de cada tipo fixado.
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1
(2,0) (1,1)
3 1
(3,0) (2,1) (1,2)
4 3—5 1
(4,0) (3,1) (2,2) (1,3)
5 47 3—5 1
(50) | (&) | G2 | @3 | (14
6 9—10 4—11 3—6 1
(6,0) (5,1) (4,2) (3,3) (2,4) (1,5)
7 6—13 5—18 4—13 3—7
(7,0) (6,1) (5,2) (4,3) (3,4) (2,5) (1,6)
8 7—19 6—29 5—22 4—15 3—8 1
(n,0) | (n-1,1) (n-22) | (4,n-4) | (3,m-3) | (2,m-2) | (1,m-1)
n+l |[n—3n-2 |n-1-1-3n4n? 5—143n|4—2n+1| 3—5n+1 1
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Capitulo 4

Isomorfismos

Neste capitulo, estudaremos propriedades das algebras de Bernstein que sdo preservadas
por isomorfismos de suas algebras de multiplicagées. Veremos inicialmente que todo isomor-
fismo entre dlgebras de multiplicagoes de dlgebras de Bernstein € barico, considerando M(A)
sempre munida da fungao peso induzida pela funcao peso de A. Na secdo 4.3 discutiremos
a existéncia de outros caracteres da algebra de multiplicagées e os automorfismos de M (A)

serao abordados na ultima secao.

4.1 Sobre 1somorfismos nao baricos

Vejamos algumas propriedades que tém os isomorfismos entre algebras baricas.

Lema 4.1 Se (A,w) e (A',w') sdo dlgebras bdricas e ®: A — A’ € um isomorfismo tal que
q

®(kerw) C kerw' entdo ® € um isomorfismo bdrico.

DEMONSTRAGAO: Como ® é um isomorfismo, temos que ®(kerw) tem codimensio 1 em
A’. Assim, ®(kerw) C kerw’ implica que ®(kerw) = kerw’. Além disso, se ¢ € A é tal
que w(c) = 1 entdo w'(P(c)) = W' (®(c?)) = '(®(c)?), ou seja, w'(P(c)) = 0 ou 1. Mas
®(c) ¢ kerw'. Portanto, w'(®(c)) = 1. Pela decomposigio A = Fc @ kerw, concluimos que

w' o ® = w, ou seja, ® é barico. O

Lema 4.2 Se (A,w) e (A',w') sdo dlgebras bdricas e ®: A — A’ € um isomorfismo entdo

eziste um caracter wy de A’ tal que ® € isomorfismo bdrico entre (A,w) e (A',w}).

DEMONSTRAGAO: Basta observar que ®(kerw) é um ideal bilateral de codimensao 1 que nao
contém A”. Assim, ®(kerw) é niicleo de algum caracter w; de A’. Pelo lema anterior, ® é

isomorfismo barico entre (A,w) e (A’,w}). O
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Por este ultimo lema, resulta que se estamos em uma classe onde as algebras tém um
unico carater, por exemplo, nas algebras de Bernstein, isomorfismos implicam isomorfismos
baricos. Este nao ¢ o caso das algebras de multiplicacées de algebras de Bernstein. Na Secao
4.3 veremos que, em geral, as algebras de multiplicagdes tém 2 caracteres. Mesmo assim.
isomorfismos entre essas algebras implicam isomorfismos béricos, onde M(A) esta sempre

munida da funcao peso induzida, como mostra o teorema abaixo.

Lema 4.3 Se A= Fe®@U ®V e A’ sdo dlgebras de Bernstein e ®: M(A) — M(A’) € um

isomorfismo tal que ®(2L? — L,) tem peso 1 entdo ® € um isomorfismo bdrico.

DEMONSTRAGAO: Como (2L — L.)(N : A) = 0, temos que ®(2L2 — L,)®((N : A)) = 0. Em
particular, os elementos de ®(2L2 — L.)®((N : A)) tém peso nulo. Mas ®(2L% — L.) tem
peso 1, portanto, ®((NV : A)) C (N’ : A’). Pelo Lema 4.1, ® é isomorfismo bérico. O

Teorema 4.1 Todo isomorfismo entre dlgebras de multiplicagoes de dlgebras de Bernstein

€ bdrico.

DEMONSTRAGAO: Suponha que existe ®: M(A) — M(A’) isomorfismo ndo bérico. Seja
e’ € Ip(A’) um idempotente arbitrario e M(A’) = F(2L% — L) @ (7;, ® ~e', a decomposicao
de Peirce de M(A’) relativa a esse idempotente. Pelo lema anterior, ®(2L%—L,) € (7;, @ 17&',.
Portanto, existem v,/ € ljé, el € 175’, tais que ®(2L? — L) = ¢, +6'. Usando o isomorfismo
inverso, que também nao é bdrico, garantimos a existéncia de 1, € Ued eV tais que
0= +0=0"12L% — Lo). Como o € (N : A), temos que (2L? — L.)o = 0. Aplicando
o isomorfismo ®, obtemos que 0 = (¢ + 0')(2L% — Lo) = 1)y, ou seja, ®(2L: — L,) € V’;’,.
Como esse raciocinio nao depende do idempotente e’ € Ip(A’), concluimos que ®(2L2—L,) €

ﬂ 176',. Mas os elementos dessa intersecgao se anulam em A’2, pela Proposicao 1.5. Dessa
e'€lp(A’)
maneira, o’ = ®(2L?— L,) é uma projegao, cujo niicleo contém Fe'@U'@U". Em particular,

o =®(2L - L.) € ‘71'0 D ‘70'0 C N'. Pela Proposicio 2.7, os idempotentes de N’ estio em
V], ® Vy. Assim, o € V/;, o que é uma contradicao, pois em V/, nao existem idempotentes
11 10 10009 P 10 P

nao nulos. Portanto, ® deve ser um isomorfismo barico. O

4.2 Propriedades preservadas por isomorfismos

Sejam C e D duas categorias e F um funtor de C em D. Consideremos o seguinte

problema: “Dada uma propriedade P a respeito dos objetos de C, é verdade que isomorfismos
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entre objetos de F(D) preservam P via F?” Mais formalmente, dados A e B objetos da
categoria C tais que A tem a propriedade P e F(A) é isomorfa a F(B) entdao B tem a
propriedade P?

Por exemplo, para o funtor “esquecimento” da categoria dos grupos na categoria dos
conjuntos, a cardinalidade do grupo é preservada, mas qualquer outra propriedade estru-
tural, ndo. Em outro extremo, se F é o funtor usual da categoria dos grupos abelianos,
denotado por Ab, na categoria dos Z-mddulos, temos que isomorfismos entre objetos de
F(Ab) implicam em isomorfismos dos respectivos grupos. Assim, propriedades estruturais
dos grupos sao preservadas. O mesmo ocorre entre quaisquer outras categorias equivalentes.

Essa questao nao se encaixa no nosso contexto, ja que A — M(A) nao da origem a um
funtor da categoria das dlgebras de Bernstein na categoria das algebras associativas: nem
sempre € possivel definir um homomorfismo de M(A) em M(A’) a partir de um homomor-
fismo barico p: A —+ A’. Mas quando ¢: A —+ A’ é um epimorfismo, temos um epimorfismo
@: M(A) — M(A’), de acordo com a Proposigio 1.1. Em particular, isomorfismos entre
algebras de Bernstein implicam em isomorfismos de suas respectivas algebras de multipli-
cagoes. A reciproca nao é verdadeira, conforme ja foi visto anteriormente: lgebras de tipo
(1,s) tém algebras de multiplica¢bes isomorfas a F, para qualquer s > 0. Além dessas, te-
mos as algebras de Bernstein associadas a grafos, de acordo com a observacao feita no final
da Segao 3.2.1. Podemos entao considerar o problema acima enunciado, sem o uso da nocio
de funtores: “Se A e A’ sao dlgebras de Bernstein tais que M(A) e M(A’) sdao isomorfas e
A tem a propriedade P entao A’ também tem a propriedade P?” Nesta se¢ao, exibiremos
algumas das propriedades das dlgebras de Bernstein que sao preservadas por isomorfismos
de suas algebras de multiplicacoes.

Vimos na Proposicao 2.2 (i) como sao os idempotentes de peso 1 em algebras de multi-
plicagées de algebras de Bernstein. O préximo resultado mostra como sdo os idempotentes

que podem ser imagem por isomorfismo do operador 2L2 — L..

Proposigao 4.1 Sejam A = Fe@U @V e A' = Fe' @ U' @& V' dlgebras de Bernstein e
®: M(A) — M(A") um isomorfismo. Entio ®(2L% — L.) = 2L% — Ly + v, para algum
el aU™

DEMONSTRAGAO: Seja ®(2L2 — L.) = 2L% — Lo + ¢ + 6'. Pela Proposicio 2.2 (i), 0
é idempotente. Como ® é um isomorfismo barico, temos que ®((N : A)) = (N’ : A').
Assim, para todo o' € (N’ : A’), existe ¢ € (N : A) tal que ®(0) = o/, em particular,
existe 0 € (N : A) tal que ®(0) = 0. Temos entdo, 0 = (2L2 — L.)0 = ®((2L? — L.)0) =
(2L% — Lot + % 4+ 0')0' = 62 = ¢'. Portanto, Q2L — L) = 2L% — Lo + o a
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Observagao 4.1 Existem, de fato, idempotentes em M(A’) que ndo podem ser imagem de
2L? — L. por isomorfismos, por exemplo, aqueles da forma 2L% — Le + 1), + 4L, — 4L2

e’
com z’' € U"”.

Proposicao 4.2 Se A e A’ sao dlgebras de Bernstein e ®: M(A) — M(A') € um isomor-

fismo entdo ®(U) = U’ e, portanto, A2 ¢ A’ tém mesma dimensdo.

DEMONSTRAGAO: Sejam ®: M(A) — M(A’) isomorfismo, A = Fe@U @V e A' = Fe' @
U' @ V'. Pela Proposicao 4.1, temos que ®(2L2 — L.) = 2L% — Lo + 1y, onde z¢ €
U' @& U™. Para cada z € U @ U?, temos que ®(¢,) € (N’ : A’), pelo Teorema 4.1 e,
além disso, q)(d’x) = ¢(¢r(2L§ - Le)) = (I)("pr)q)(QLZ - Le) = (I’(¢x)(2Lz' — Le + 1/),;0)-
Assim, ®(1;)(N') = ®(¢;)(2L% — Le + Pz )(N') = 0. Dessa maneira, concluimos que
P(1,) € (7’, ou seja, <I>([7) c U Portanto, dim U < dimU". Analogamente, usando ®7!,
obtemos dim U’ < dimU. Como dimU = dimU ® U? (e dim U = dimU’ @ U"), resulta
que dim A? = dim A" O

E consequéncia da proposigao anterior que isomorfismos entre algebras de multiplicacdes

de algebras excepcionais preservam a dimensao do subespago U:

Corolério Sejam A = Fe®@ U@V e A= Fe'@U' @V’ dlgebras de Bernstein excepcionais
tais que M(A) e M(A') sdo isomorfas. Entao dimU = dim U’ e, portanto, A*> e A tém o

mesmo tipo. a

Veremos a seguir (Corolario 3 abaixo) que, também nas dlgebras normais, o tipo de A?

¢ preservado por isomorfismos de algebras de multiplicacoes.

Proposicao 4.3 Seja A = Fe® U @ V uma dlgebra de Bernstein. Entdo {¢,:x € U? N
annN} Cann(NV: A) C{¢Y,:z € U’NannN} P %0.

DEMONSTRAGAO: Seja z € U?NannN. Como (N : A) = F(4L,—4L?)+ N, (4L, —4L%), =
VY.(4L, —4L*) =0e Nip, = 1N = 0, temos a primeira inclusdo. Para provar a segunda,
seja 0 = a(2L% — L)+ by + bz + 011+ 010 +001 +000 € ann (N : A),u € U,z € U% Para todo
y € UU?, tem-se 0 = 1,0 = apby, ou seja, & = 0. Além disso, 0 = o(4L, —4L?) = 0,40y,
e 0= (4L, —4L%)o = ¢, + 011 + 010, 0 que implica que o € {¢p,:z € U?} @ Vio. Seja agora
z € U? tal que = ¢ annN. Entdo zU # 0 ou zV # 0. Se zu # 0, para algum u € U,
entdao Ly, = u: # 0 e, portanto, 1, € ann(N : A). Se vz # 0, para algum v € V, entdo
Ltz = tyz # 0. Conseqlientemente, ann(N : A) C {¢p:z € U*NannN} @ Voo m]
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Corolario 1 Se A = Fe® U @ V € uma dlgebra de Bernstein com U(UV) = 0 entdo
ann(N : A) = {¢p,:z € U N annN}. ]

Coroldrio 2 Se A= Fe® U ®V ¢ uma dlgebra de Bernstein normal entdo ann(N : A) =
{Yp:z € U?}. m]

Corolario 3 Se A e A’ sdo dlgebras de Bernstein normais tais que M(A) e M(A') sdo

isomorfas entado A* e A? tém o mesmo tipo.

DEMONSTRAGAO: Basta observar que ann(N : A) é levado em ann(N’ : A’) por qualquer
isomorfismo (bdrico). Pelo Corolério 2, ann(N : A) tem a dimensdo de U? nas 3lgebras

normais. Assim, dim U? = dim U". a

O resultado obtido acima também vale para algebras de Bernstein arbitrarias. Para sua

demonstragao, usaremos a seguinte proposicao:

Proposicao 4.4 Sejam A= Fe® U @V uma dlgebra de Bernstein e W um subespago de
V' complementar a U?, ou seja, V =U? @ W. Se 0 € M(A) € tal que o|w = 0 entdo, para
qualquer isomorfismo ®: M(A) — M(A’), tem-se 1k (o) < rk (®(0)).

DEMONSTRAGAO: Seja o0 = a(2L? — L) + ¥, + 0 € M(A), com 1, € UedcV. Co
mo rk (a(2L2 — Le) + ¥.) < 1, temos que tk (o) = 1 + rk(0) ou rk (o) = rk(d). Se
tk(o) = 1 +1k(d) = 1 + m entdo, como o|w = 0, existem zi,...,z,, € U @ U? tal
que {o(e),o(z1),...,0(zm)} é um conjunto linearmente independente, ou seja, para to-
do (Ao,)\l,...,/\m) Fm+UA {0}, tem-se que 0 # Aoo(e) + Mo(z)) + -+ + Ano(zn) =
(Moo (2L = Le) + Mot + -+ + Ao, )(e). Aplicando o isomorfismo ® e lembrando que
®(U)=U"e ®(2L2 — L,) = 2L? — Lo + by, para algum 2’ € U’ @ U2, obtemos:

M®@(0)(2L2 — Lot + tur) + M@ (0 O)ot + -+ An®(0) . #0,
onde 1 = ®(3,,). Esse operador estd em F(2L2 — Lo) ® U, Assim, calculando em ¢/,
M®(0)(e' +2') + M®(a)(2}) + - + An®(0)(27,) # 0,

para todo (Ao, Ar,...,An) € F™1\ {0}, ou seja, {®(d)(e’ + 2'), ®(0)(2}),. .., P(0)(z),)}
€ um conjunto linearmente independente. Portanto, rk (¢) < rk (®(c)). Se rk (o) = rk(0),
existem zi,...,z, € U @ U? tais que {0(2,),...,0(zm)} é linearmente independente. A

demonstragao de que rk (o) < rk (®(0)) é analoga, ao caso anterior. O
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Coroléario 1 Se ®: M(A) — M(A’) é um isomorfismo e A é uma dlgebra nuclear entdo
tk (o) < rk(®(0)), para todo o € M(A). O

Coroldrio 2 Se ®: M(A) — M(A') € isomorfismo e A, A’ sdo dlgebras nucleares entdo
tk (o) = rk (®(0)), para todo o € M(A), em particular, p(A) = p(A"). O

Proposigao 4.5 Se A=Fe®@U®V e A= Fe ®U' @V’ sdo dlgebras de Bernstein com

dlgebras de multiplicagées isomorfas entdo dimU = dimU’.

DEMONSTRAGAO: Sejam dimU = r e dimU = r’. O idempotente 4L, — 4L? tem posto
r e (4L, —4L?)|, = 0. Pela Proposigdo 4.4, rk (®(4L, — 4L2?)) > r. Por outro lado, o
idempotente ®(4L. — 4L2) € (N’ : A’) tem posto menor ou igual a r’, pela Proposicio
2.8. Assim, r < 1k (®(4L. — 4L?%)) < r’. De modo anilogo, usando o isomorfismo inverso,

obtemos r’ < r. Assim, dimU =r =7’ = dim U’. O

Corolario 1 Se A e A’ sdo dlgebras de Bernstein com dlgebras de multiplicagées isomorfas

entio A% e A" tém o mesmo tipo.

DEMONSTRAGAO: Segue das Proposigoes 4.2 e 4.5. (]

Outro coroldrio da Proposigédo anterior diz respeito & imagem do operador 4L, — 4L%:

Corolério 2 Se A e A’ sdo dlgebras de Bernstein ndo excepcionais e ®: M(A) — M(A') é
um isomorfismo entio ®(4L, —4L2) = 4L — 4L?% + 0, onde 0 € N'.

DEMONSTRAGAO: Suponha que o/ = ®(4L, — 4L2) € N'. Pela Proposicio 2.6, a imagem de
o' esta contida em L' e, portanto, seu posto é estritamente menor que v’ = dim (7', ja que a
algebra A’ nao ¢ excepcional. Pela proposicao anterior, 7 = dimU = dim U’ = 7/. Portanto,
o posto de ¢’ é estritamente menor que 7. Mas, pela Proposigao 4.4, r = rk (4L, — 4L?) <
rk ®(4L. —4L?) = rko’ < r, 0 que é uma contradigio. Portanto, ®(4L, —4L?) ¢ N. Como
(N:A) = F(4L, — 4L%) & N, temos que ®(4L, — 4L?%) tem componente em F(4L, — 4L?)

e essa componente tem coeficiente 1, em vista da Observacao 2.1. o

A proposigao anterior também estabelece uma subclasse de dlgebras de Bernstein pre-

servada por isomorfismos de suas dlgebras de multiplicagdes:

Corolario 3 Se A e A’ sio dlgebras de Bernstein com dlgebras de multiplicagées isomorfas
g

e A € excepcional entio A’ também € excepcional.
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DEMONSTRAGAO: Segue do Coroldrio 1 anterior. O

Assim como as algebras excepcionais, os préximos resultados mostram que as algebras
normais e as algebras nao excepcionais com nicleo nilpotente sao classes preservadas por

isomorfismos de algebras de multiplicagdes.

Lema 4.4 Sejam (A,w),(A’,w") dlgebras baricas ndo necessariamente comutativas, ®: A —
A" isomorfismo bdrico e zo € ann(kerw’). A aplicagio linear f,: A — A’ definida por
fzo(2) = ®(2) + w(z)z0 € isomorfismo se e somente se o = B(e)zo + 2o®(e), para algum

idempotente e € A de peso 1.

DEMONSTRAGAO: Sejam e € A um idempotente de peso 1 e z € A. Entdo z = w(z)e + n,
onde n € kerw e ®(z)zg = ®(w(z)e + n)zo = w(z)®(e)zo. Do mesmo modo, zo®(z) =
w(z)zo®(e). Assim, se z,y € A, temos fu(zy) = D(zy) + w(zy)zo € fuo(z)feo(y) =
(9(2) +u(2)a0)(D(y) +w(y)z0) = B(2)B(y) +w(y)o(2)(c)ao+w(z)o(y)zod(e) = B(ay) +
w(zy)(®(e)zo + z0®(e)). Portanto, fzy(zy) = foo(2)fse(y) se e somente se zo = ®(e)zo +
zo®(e). ]

Observagao 4.2 No caso em que as algebras sao de Bernstein, zo deve ser um elemento
de U Nann kerw'. Para dlgebras de multiplicagées de dlgebras de Bernstein, é suficiente que
zo € UNann(N : A), ou seja, zo € {t,:z € U? NannN'}.

Proposigao 4.6 Se A e A’ sio dlgebras de Bernstein com dlgebras de multiplica¢ées iso-
morfas, e € A idempotente nio nulo e A’ é uma dlgebra normal entdo existe isomorfismo

®: M(A) = M(A") com (2L — L) = 2L?% — Lo, para algum idempotente ¢’ € A’.

DEMONSTRAQAO' Pela Proposi¢ao 4.1, ®(2L% — L.) = 2L% — L + %, onde z € U’ @ U"™.
Sex =u+wv, comu € U ev € U? substituimos ® por f, .2_,- Observe que o operador
y2_y estd em UNann(N : A). Temos entdo Joo (2LE—L.) = QLE, — Lot + Yupy + 02—y, =
2L% — Lo + thyp2 = 2Le(, — Ly, onde e = €' + u + u?. 0

Proposigao 4.7 Se A e A’ sio dlgebras de Bernstein com dlgebras de multiplicacées iso-
P g P

morfas e A’ € uma dlgebra normal entdo A também € normal.

DEMONSTRAGAO: Temos M(A) = F(2L: — L.) & Ua Vi, @ Vi ® Vm @® Voo © M(A’)
F(2L: — Lo) ® U @ F(4Le —4L%) @ {Ly — 2L.L,:u € U'}. Vamos provar que Vlo = (.
Pelo corolario anterior, podemos supor que ®: M(A) - M(A’) é um isomorfismo tal que

59



®(2L% — L.) = 2L% — Le. Assim, ® preserva a primeira decomposicio de Peirce, ou seja,
®(U)=U"e ®(V) = V. Seja o € Vip. Como o2 = 0, temos que (o) e V'NN' = \70'1.
Assim, ®(0) = ®((4L. —4L%)o) = ®(4L. —4L2)D(0) € (V/, 0 V5,) V5, = 0. Portanto, o = 0.

Segue do Teorema 1.1, que A é uma algebra normal. 0

Observagao 4.3 Mesmo assim, algebras de Bernstein normais com mesmo tipo e nucleares
com algebras de multiplicagdes isomorfas podem nao ser isomorfas, como mostra o préximo

exemplo, obtido por J.C. Gutiérrez F.:

Exemplo 4.1 Sejam A = (e,uy,uq,v) e A" = (€,u},u},v’) com as seguintes tabuas de

multiplicacao:
U Uz |V uy uh | v
up | v u] v’
Us v uy | v
v v

Temos que A e A’ sdo normais e nucleares, tém mesmo tipo, tém algebras de multiplicagoes
isomorfas mas nao sao isomorfas se consideradas como algebras sobre o corpo dos niimeros

reais.

Proposigao 4.8 Se A e A’ sdo dlgebras de Bernstein com dlgebras de multiplicagées iso-

morfas, N € nilpotente e A ndo € excepcional entdo N' também € nilpotente.

DEMONSTRAGAO: Se A é ndo excepcional, pelo Corolario 3 da Proposi¢ao 4.5, A’ também é
nao excepcional. Assim, (N : A) = F(4L, —4LZ)€B]\~/ e(N': A")=F(4Ly —4L§,)€B]v’, por
(2.2). Seja ®: M(A) - M(A’) um isomorfismo. Como N é nilpotente, ®(N) C N'. Pela
codimensao desses subespagos, temos que ®( N ) = N Portanto, N’ também é nilpotente.
O

A hipétese de que A nao é excepcional na proposigao anterior é necessaria, como mostra,

o proximo exemplo:

Exemplo 4.2 Seja A = Fe® U @ V a algebra de Bernstein excepcional cuja tdbua de

multiplicagao em relagao as bases {uj,us} de U e {v;,v2} de V é

Uy Uz [ V1 V2
U1
U2
1 Uy Ug
V2 U9
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Temos que M(A) = F(2L2 — L) @ (u,,%u,) ® F(4Le — 4L2) ® (Lyy, Ly,) € N = (L, L,)
é nilpotente.
Considere agora a algebra A’ = F, @ U’ @ V' com a multiplicacio dada por

! 7 ! !
Uy Uy | UV Yy

' ! 4

onde {uj,u3} e {v},v;} sdo bases de U e V, respectivamente. Observamos que M(A’) =
F(2L2 = Let) @ (thu,%ur) ® F(4Le — 4L2) @ (2LcLy; — 5%u1,2Le Ly — 3%u ) é isomorfa
a M(A), sob a aplicagio L. +— L, t,, +— Yut; Ly = 2LeLy — %1,[),4, : = 1,2, mas
N' = F(Ly)® \71’0 = F(4Ls —4AL%) @ \71'0 nao € nilpotente.

E claro que a propriedade de ser nuclear nao é preservada por isomorfismos de dlgebras
de multiplicagdes, ja que a dlgebra A’ obtida fazendo o join de uma algebra de Bernstein
A com a dlgebra de tipo (1, s) tem a dlgebra de multiplicacdes isomorfa a M(A). Podemos
tomar A nuclear e s > 1 e teremos A’ nao nuclear com M(A) & M(A’). Uma problema
ainda nao resolvido ¢ decidir se M(A) = M(A’) e A nuclear implicam que A’ é o join de
uma algebra nuclear com uma algebra de tipo (1,s). Outra questdo que ainda estd sendo
estudada é verificar se a propriedade de ser Jordan ¢ preservada por isomorfismos de lgebras

de multiplicagoes. Estes sio dois dos problemas que dao seqiiéncia ao estudo feito até aqui.

4.3 Caracteres de M(A)

Nesta secao faremos um estudo sobre a existéncia de outros caracteres de M(A). Sabemos
que a quantidade de caracteres de uma &lgebra estd associada ao nimero de ideais de
codimensdo 1 que nao contém o quadrado da &lgebra, de acordo com a Proposicio 0.1.
Estudaremos primeiramente os ideais de M(A) para entdo discutir a existéncia de outros

caracteres nessas algebras.

4.3.1 Ideais de M(A)

Inicialmente, veremos como é a decomposi¢ao de Peirce dos ideais de M(A).

Lema 4.5 Seja S C A um subconjunto ndo vazio.
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1. Se T C M(A) € um ideal a esquerda de M(A) entio o subespago Z(S) gerado pelo
conjunto {o(z):0 € I,z € S} € um ideal de A.

2. Se T C (N : A) é um subespago que verifica VI C T entdo Z(S) € ideal de A.

DEMONSTRAGAO:

1. Seja 7 um ideal de M(A). Para todo a € A,z € S e 0 € Z, temos que ao(z) =
(Lqo)(z) € I(S), portanto, Z(.S) é um ideal de A.

2. Suponha que Z é um subespaco que verifica VI C Z. Para todo u € U, v eV,
z € Seo €I, temos que eod(z) = (5(4L. — 4L2)o)(z), pois o(z) € N; uo(z) =
((Lu - %zﬁu)a)(m), também porque o(z) € N, e vo(z) = Lyo(z). Portanto, Z(S) é
ideal de A. O

Observagao 4.4 Se S é um ideal de A entao Z(S) C S, para todo subconjunto Z C M(A).
A préxima proposicao descreve os ideais de M(A).

Proposicao 4.9 Seja A= Fe@®@U® V uma dlgebra de Bernstein e M(A) = F(2L?—L.)®
UV sua dlgebra de multiplicagées. Entdo

1. TC(N:A)€um ideal de M(A) se e somente se

onde J é um ideal de V e I é um ideal de A satisfazendo J(U B U?) C I C U U?.

2. I € um ideal de M(A) nio contido em (N : A) se e somente se L = F(2L§—Lc)@(7®3,
onde J € um ideal de V.

DEMONSTRAGAO:

1. Seja J um ideal de V. Pelo lema anterior, J(U & U?) é um ideal de A. Além disso,
J(U@U?) CUU? Seja I um ideal de A tal que J(U @ U?) C I C U@ U?. Entao
IT={¢,:z€I}®J éumideal de M(A). De fato, j& temos que (2L? — L.)T =
0; Z2L2 = L) = {¢po : 2 € [} CZ; UL =0eIV = JV C J C I. Falta mostrar
que U CTe VI C Z. Observamos que T = J(j e, dados o0 € J e ¢, € (7, temos
que oYy = Y, (y), com a(y) € J(U @ U?) C I. Assim, ZU C Z. Sejam agora 7 € V
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e x € I. Pela Observagao 4.4, 17(1) C I. Portanto, 7(z) € I e, consequentemente,
Ty = Ur(r) € {Yo: T € [} C I. Logo, T é ideal de M(A). Reciprocamente, seja
Z um ideal de M(A) contido em (N : A). Como Z(2L — L) =1InN U, temos que

=(InN 0 & (In V) e, pelas 1ela§oes de inclusao dadas em (1.7), ZN V é um ideal
de \7 Observamos, ainda, que ZNU = {0(2L2 — L¢) : 0 € I} = {¢po(e) 1 0 €I} =
{, : & € I(e)} e, além disso, Z(e) contém (I N V)(U @ U?), pois dados o € N Vv
ez € U®U? temos que o, € T e, portanto, o(x) = o¢pz(e) € Z(e). Logo, T é da
forma Z = {¢,: = € [} ® J, onde J é um ideal de Ve I =1I(e) contém J(U & U'?)

e estd contido em U @ U2,

9. Seja T C M(A) um ideal tal que 2L2— L. € Z. Entao U = U(2L2—L.) C I. Portanto,
T=F@2L-L)®T®J, onde J =INV éideal de V. Além disso, para todo
7 C V ideal de V, o conjunto Z = F(2L2 — L) ® U @& J é um ideal de M(A). D

De acordo com a proposi¢ao anterior, para conhecer os ideais de M(A), é necessario
descrever os ideais de V e os ideais de A contidos em U @ U*.

A seguir, estudaremos propriedades dos ideais maximais de M(A).

Em [14, Teorema 2], os autores provam que se A é uma algebra de Bernstein com nicleo
nilpotente entdo M(A) tem exatamente dois ideais maximais, ambos de codimenséo 1. Sao
eles (N : A) e F(2L* — L) @ N.

Lembramos que (N : A) é sempre um ideal de M(A) de codimensao 1, qualquer que seja
a algebra de Bernstein A. Se A é ndo excepcional, também temos que F(2L% — L) = N
é ideal de M(A) de codimensao 1; portanto, neste caso, M(A) tem pelo menos 2 ideais
maximais. Vamos agora estudar a existéncia de outros ideais maximais em M(A), quando

A é uma algebra de Bernstein ndo excepcional com nicleo nao nilpotente.

Proposigao 4.10 As subdlgebras Voo € VioVor de M(A) sio nilpotentes, qualquer que seja
a dlgebra de Bernstein A.

DEMONSTRAGAO: Como Voo C N e os elementos de Vy tém imagem contida em V, temos
que Voo nao possui idempotentes, ja que, pela Proposicao 2.6, os idempotentes em N tém
imagem contida em L € U. Assim, por ser uma 4lgebra associativa de dimensao finita
sem 1dempotentes existe k > 1 tal que \ = 0. Além disso, temos que (Vlngl)“" =

Vm(Vgle) Vm = V10V00V01 = 0. Portanto, Voo e VIOVM sao subdlgebras nilpotentes. a

Com o resultado da proposigao anterior, teremos condigoes de determinar um ideal que

est4 contido em qualquer ideal maximal de M (A).
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PI‘OpOSlgaO 4.11 Para toda dlgebra de Bernstein A, o conjunto IT=U ) Vme @ Vw e}

Vgl &) VOO ¢ um ideal nilpotente de M(A). Em particular, T C M, para todo ideal mazimal
M de M(A).

DEMONSTRAGAO: Tendo em vista que V,]VH - JJLV,, observa-se facilmente que Vlon ]
Vm &) V01 @ VOO é um ideal de V. Portanto, pela Proposicao 4.9, temos que Z = U Vme a5
\710 & ‘701 o, \700 é ideal de M(A). Para mostrar que Z ¢ nilpotente, basta verificar que Z nao
tem idempotentes nao nulos, ji que Z é uma algebra associativa de dimensao finita. Como
IcC N, temos, pela Proposigao 2.7, que todo idempotente de 7 ¢ da forma o = o011 + 010,
onde 011 € ZN \711 é idempotente e o9 € \710 é um elemento cuja imagem esta contida na
imagem de o;. Vimos na Proposicao 4.10 que \710\701 =7IN \711 é uma subalgebra nilpotente,
assim, oq; = 0 e, conseqiientemente, o = 0. Logo, Z é um ideal nilpotente de M(A). Pela
Proposicao 0.5, Z esta contido no radical de M (A) e, pela Proposicao 0.4, isso implica que
7 C M, para todo ideal maximal M de M(A). O

Proposicio 4.12 Se A € uma dlgebra de Bernstein nao excepcional com nicleo ndo nil-
potente entdo M(A) possui um ideal mazimal M contendo 2L? — L. mas ndo contendo
4L, — 4L?*. Além disso, M possui um elemento da forma 4L, — 4L? + 6y, onde Oy € um
operador em (L : A) que pertence a subdlgebra gerada por {L,L.:v € V}.

DEMONSTRAGAO: Se (N : A)e F(2L? — L.) ® N fossem os tinicos ideais maximais, terfamos
que N = (N:A)N (F( 2L — L) N) é o radical de M(A). Mas N nao é nilpotente, pela
Proposicao 2.1. Assim, o radical de M(A) nao seria nilpotente, contrariando a Proposigao
0.5. Portanto, existe em M(A) um ideal maximal M distinto de F(2L? - L.) ® N e de
(N : A). Temos que 2L? — L. € M, pois, caso contrario, M C (N : A), o que implicaria
que M = (N : A). Além disso, se tivéssemos também que 4L, — 4L? € M, resultaria
que M(A) = M(A)(F(‘ZL? ~ L)@ F(4L. — 4L§)) M(A) C M e, assim, M ndo seria
ideal maximal. Pela Proposicao 4.9, temos que M = F(2L2 L)®U®J, onde J ¢
um ideal (maximal) de V. Como M # F(2L?— L.) & N, temos que J ¢ N e, como
4L, — 4L? ¢ J, temos que existe 0 € VN N, 0 ¢ J tal que 4L, — 4L? + 6 € J. Pela
proposigao anterior, o operador f pode ser tomado na subalgebra gerada por {LyL. : v € V}}
ja que VioVor ® Vio @ Vor ® Voo € J. Agora 0 + 0% = 9(4L. —4L? 4+ 0) € J. Subtraindo
de 4L, — 4L? + 0, resulta que 4L, — 4L? — 0% € J. Repetimos o processo com 0s novos
elementos obtidos: 02 +63 = 0(0+60%) € J e 4L, —4L*+6° = 4L, —4L2—-0*+0*+60° € J.
Dessa maneira, concluimos que, para todo inteiro k > 1, vale 4L, — 412 + (-1)k6* € 7.

64



Como 0 € N, pelo Lema 2.2. temos que existe ko > 1 tal que 6p = (—=1)%0% € (L : A).

Assim, obtemos o resultado desejado. Og

4.3.2 Sobre a existencia de outros caracteres

Para qualquer algebra de Bernstein A, sabemos que M(A) é barica: existe homomorfismo
@: M(A) = F tal que &(L,) = w(z), para todo = € A. Nosso objetivo, nesta secao, € decidir
sobre a existéncia de outros caracteres de M (A).

Seja A = Fe® U & V uma algebra de Bernstein. Temos 2L —3L2 + L. = 0. Assim, se

&: M(A) — F é um homomorfismo entdo &(L.) = 0,1 ou 5

Proposicio 4.13 Se &: M(A) — F é um homomorfismo com &(L.) = 0 entdo & = 0.

DEMONSTRAGAO: Para todo u € U, tem-se &(L,) = 0, pois L} = 0. Além disso, se v € V,
entio L, = 2L.L, e, portanto, &(L,) = 2&(L.)w(Ly,) = 0. Assim, &(L,) = 0, para todo
z € A, ou seja, © = 0. O

Assim, devemos ter &(L.) = 1 ou %, se @: M(A) — F é um homomorfismo nao nulo.

Podemos garantir a unicidade do homomorfismo no caso em que &(Le) = 1.

Proposigio 4.14 Se &: M(A) — F é um homomorfismo com &(L.) = 1 entdo & € a fungdo
peso de M(A) induzida por w.

DEMONSTRAGAO: Basta provar que kerd = (N : A), ou ainda, que (N : A) C kerd, pois
ambos os ideais tém codimensio 1. Se ¢ € (N : A) entao (2L? — Lc)o = 0. Assim,
0 =&((2L2 — Le)o) = B(2L% — L.)&(o) = &(0o). Portanto, (N : A) C ker@. o

O seguinte exemplo mostra que nem sempre existe homomorfismo de M(A) em F que

assume valor % em L..

Exemplo 4.3 Seja A = (e, uy, us, v1,v2,v3) a dlgebra comutativa com os seguintes produ-

tos:

(73] Ug U1 Vg2 Us

Uy u; U2

Ug U2 Uy

Uy | Uy U2

U2 | U2

U3 Uy
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Essa algebra é de Bernstein e L, = 4L, — 4L% Suponha que & é um homomorfismo de
M(A) em F tal que 3(L.) = 5. Assim, o idempotente 4L, — 4L? tem peso 1. Observamos
que Ly, L,, é a projecao sobre o subespaco F'uz e L,, L,, é a projecao sobre o subespaco F'u;.
Assim, esses operadores tém peso 0 ou 1. Como &(Ly,Ly,) = @&(Ly, Ly,) € LyyLyy + Loy Ly, =
L,, é idempotente, resulta que cada uma dessas projecoes tem peso 0. Assim, @(L,,) =0, o

que é uma contradicao. Portanto, para essa algebra de Bernstein, nao existe homomorfismo

& de M(A) em F tal que &(L.) = L.

2

Observamos que, no exemplo anterior, o idempotente 4L, — 4L? é um elemento de N. Se
AL, —4L% ¢ N, temos que F(2L? - L.) ® N é um ideal de codimenséo 1 que nao contém
M(A)?, pois 4L, —4L? ¢ F(2L? — L.)® N. Portanto, neste caso, existe um homomorfismo
&: M(A) — F tal que &(L.) = 3, pois 2L2 — L, € ker@ implica que &(L.) = %. Ja vimos

que se 4L, — 4L? € \ entao A é uma algebra excepcional. Dessa maneira, temos:

Proposicao 4.15 Se A € uma dlgebra de Bernstein ndo excepcional entdo existe homomor-

fismo &: M(A) = F tal que &(L.) = L. O

2

A unicidade desse homomorfismo nao pode ser garantida, em geral, e os préximos exem-

plos ilustram esse fato.

Observagao 4.5 Se m,...m € End(A) sdo projegoes, duas a duas ortogonais, entdao a
subdlgebra gerada por {m,...,m} coincide com o subespaco gerado por esse mesmo con-
junto.
Exemplo 4.4 Seja & > 1 e considere a algebra Fe & (uy,...,ux) & (vy,...,v), cujos
produtos sdo:
Uy ... Uk |V ... Uk

75} Uy

U Uk

V1 | W1

Uk Uk

Essa algebra é Bernstein excepcional e sua algebra de multiplicacoes tem decomposicdo
F2L? = L) ® U & (Ly,, ... Ly,) @ Vo.
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Para cada i = 1,....k, o subespago [} = F(2L§—Le)@(7@(Lvl,...,Lui,...,ka)6}‘710é

um ideal bilateral de codimensao 1.

Em élgebras nao excepcionais também podemos encontrar exemplos onde existem mais
de dois homomorfismos nao nulos de M(A) em F. Quando a algebra A nao é excepcional,

sua algebra de multiplicagoes tem pelo menos dois ideais de codimensao 1 que nao contém

M(A)?, a saber, F(2L2 — L)@ N e (N : A).

Exemplo 4.5 Seja A = Fe® (ur,uz) @ (v1,v2) a algebra cuja multiplicagdo é dada por:

Uy Uz | V1 Vg
Ui U1
Uz U2
U1
V2 Uz

Essa dlgebra nao é excepcional e sua dlgebra de multiplicagoes tem decomposigao
FL:~ L)@ U = F(4L, —4L%) @ F(Ly,Le) ® F(2LeLu, — 1thuy) ® F(Lu, — 2L, Ly,).

Verifica-se que [ = [F(2L? — L.) U (4L, —4L2—L,,L.)® ‘710@ ‘701 é ideal de codimensao

1, assim, M(A) possui pelo menos 3 caracteres.

Observamos que o terceiro ideal de codimensao 1 do exemplo anterior tem a propriedade

descrita na Proposicao 4.12.

4.4 Automorfismos de M (A)

Sejam A uma dlgebra de Bernstein e ¢ € Aut A. Pela Proposi¢ao 1.1, ¢ induz um

automorfismo ¢ de M(.4). Assim, temos uma aplicagao

A AutA — Aut M(A)

~

¢ @
Observamos que A é um homomorfismo de grupos. De fato, para todo z € A e ¢y, 4 €

Aut A, temos que
Alp192)(Le) = 99/199\2(Lr) = Lyygy(e) = :Q\le(r) = p102(L:) = A1) Alw2)(Lz)-

67



Além disso, A(id4) = idar(a). Dessa maneira, provamos que A é homomorfismo. Nem
sempre A € injetora. Calcularemos, a seguir, o niicleo de A.

Seja ¢ € Aut A tal que @ = idps(4). Temos entdao que @(L;) = Ly(z) = L, para todo
T € A, ou seja, ¢ € kerA se e somente se ¢(z) —z € annA, para todo z € A. Como
@ € Aut A, p(e) é um idempotente de A. Portanto, existe ug € U tal que p(e) = e+ ug+ u?
e de p(e)—e € annA, resulta que uo+u} € annA C V, ou seja, uo = 0, o que implicau? = 0 e
¢(e) = e. Para os elementos u € U, temos que u = 2eu. Logo, ¢(u) = 2p(e)p(u) = 2ep(u).
Assim, ¢(u) € U. Novamente usando ¢(u) — u € annA, obtemos que p(u) = u. Dados

uy,uy € U, temos entdao ¢(ujuz) = @(u;)p(uz) = uyu,. Conseqlientemente,
¢(z) = z, para todo z € A% (4.1)
Decompondo V = U?@ W, para cada w € W, temos que p(w) —w = z,, € annA. Portanto,
p(w) = w + z,, onde z, € annA. (4.2)

Veremos agora que um operador linear de A que verifica (4.1) e (4.2) é um automorfismo
de A. Podemos supor, em vista da Observacao 1.9, que annA C U2,

Seja A = Fe® U @ U? @ W uma algebra de Bernstein. Se {wj,...,w;} é uma base
de W e {z,...,z} C annA entdao o: A — A definida por o(a) = a, para todo a € A?,
e o(w;) = w; + z;, para i = 1,...,{, é um automorfismo de A. De fato, o é linear e,
como annA C U?, o ¢ bijetora, pois, para todo i, w; = o(w; — z;) Dados z = a 4+ w e

y = b+ w' elementos de A, com a,b € A? e w,w’ € W, temos que o(zy) = zy, pois

zy € A%, Como o(w) = w + z, e o(w') = w' + zy, onde z,,z, € annA, resulta que
o(z)o(y) = (z + 2u)(y + 2u) = 2y = o(zy). Denotando esse operador o por o, .. ..,
temos, para toda t-upla (z,...,z;) de elementos de annA, que O(z1,...,ze) € ker A. Portanto,

fixada uma base {w,,...,w;} de W,
ker A = {0, 2 ¢ 21,...,2 € annA}.
Dessa maneira, obtemos duas situacoes onde A é injetora:

Proposicao 4.16 Se A ¢ uma dalgebra de Bernstein nuclear ou annA = 0 entdo Aut M(A)

possui um subgrupo isomorfo a Aut A. a

A proposigao anterior mostra que, em muitos casos, A é injetora. Por outro lado, veremos
que A nao é sobrejetora, o que revela a existéncia, em M(A), de uma quantidade maior de

automorfismos do que em A.
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Seja A = Fe® U @V uma dlgebra de Bernstein e M(A) = F(2L2 — L) ® U & V sua
algebra de multiplicacdes. Lembramos que U = {¢z : 2 € U U?}. Para cada zo € U U?,

definimos

Cgst M(A) — M(A)
2L — L, — 20— L. + g,
Y Yy
0 — 00— 6y,

para todo ¥, € U e 6 € V. Temos que I'z, € linear bijetora. Além disso, ', (o7) =
[2o(0)l2(7), para todo o,7 € M(A). De fato, decompondo o = a(2L? — L.) + ¢, + 0,
e = pB(2L — L) + ¢y + 05, com 9,3, € Ue 0.,0, € \7, temos o7 = af(2L? — L.) +
Bipz+ 01hy + 0105, Assim, [z (07) = aB(2L% — L) + afhz, + Bibz + 0130y + 0,05 — 0,053, €
o (0)Tao(r) = (@(2L2 = Lo) + by +ths—0uthay 40, ) (BRL2 = Le)+Bibuy by~ ot +0:) =
af (2L — Le) + aftpzy + Bve — B013s + 80132, + 0130y — 0102, + 0,0, = T, (o). Portanto,
'z, € um automorfismo de M(A). Dessa maneira, temos definida uma aplicagao

I UpU? — AutM(A)
z — I,

Observe que I' é um homomorfismo do grupo aditivo U@ U? no grupo Aut M(A): o elemento
neutro 0 € U @ U? tem como imagem o operador identidade em M(A) e, dados zq,yo €
U @ U? temos que [zoqyy = gDy, pois Tyl (2L2 — Le) = [y(2L2 — L) + by, +
Pyo =}L3 — Le 4 ¥rotvo = Toorw(2L7 — Le); TugTyo(¥2) = %z = Tugiy (%), para todo
Yz €Ue Eroryo(e) = [0 (0 = 0%y) = 0 = 0tpzy — Oyy = 0 — Oty = gty (0), para
todo 0 € V. Temos ainda que I' é injetora, pois se [, = idy/(A) entdo, em particular,
2L? — L, =2L?% — L. + ¢, ou seja, 1, = 0, o que implica z = 0.

Proposigao 4.17 Para toda dlgebra de Bernstein A = Fe® U @V, o grupo Aut M(A)

possut um subgrupo normal abeliano isomorfo ao subgrupo aditivo U @ U?.

DEMONSTRAGAO: Pelo que foi feito acima, resta provar apenas que I'(U @ U?) é normal.
Sejam I, € [(U ® U?) e ® € Aut M(A). A Proposicio 4.2 diz que ®(U) = U. Assim,
existe yo € U @ U? tal que ®(y,) = 9z, Provaremos que ®~'T', ® = I',,. Pela Proposicio
4.1, temos que ®(2L2 — L.) = 2L — L. + 1, para algum y € U @ U?. Dessa maneira,
(@71 T4y ®)(2L2— L) = O Ty (202 — Lo+ h,) = ®1 (202 — Lobihay +h,) = 202 — Lot gy =
Tyo(2L? — L.). Para 3, € U, temos que ®(y;) € U. Portanto, 'y (®(5)) = ®(3b,), ou
seja, (O Tp®) () = O7'®(hy) = th, = [yy(¥hz). Se 0 € Ve ®(0) = ¢, + 0 entio
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(@71 T2y )(0) = O Ty (0 + ) = O™ (hs -+ 0 — ') = O (b + 0’ — bty — 0hs,)
T+ 0 = (Yo + 0)ey) = 0 — 0y, = [y (). Logo, @', @ =T, € DU @ U?)
portanto, ['(U & U?) é um subgrupo normal de Aut M(A).

¢

)

O

Vamos agora comparar os subgrupos A(Aut A) e [(U & U?) de Aut M(A).

Proposicao 4.18 Com as notagdes anteriores, temos que A(Aut A) N T(U @ U?) € um
subgrupo contido em I'(L), onde L = {u € U : uU = 0}. Além disso, se A € uma dlgebra
de Bernstein nuclear entao A(Aut A)NT(U @ U?) =T(L).

DEMONSTRAGAO: Dados u,z € U, temos que ¥, = 2L L, + 2L L. — L, € ¥y = 2L,z L. +
LyLy+ LyL, (veja na pagina 19). Lembramos também que se ¢ € Aut A e p(e) = f entdo
o(Ue) = Uy e (Vo) = V. Assim,

P(1r) = 2Lg(e) Lo(u) + 2Ly L(e) = Lop(u) = Po(u) ©

P(Yuz) = 2L p(uyo(e) Lote) + Low) Lo() + Lo@) Lo@w) = Yowoa) = Po(uz)-

Seja 'z, € A(Aut A) N T(U & U?). Entdo existe ¢ € Aut A tal que I';, = @. Como
[z (¥z) = ¥z, para todo = € U@ U?, temos que Yy(z) = P(¥z) = ¥, ou seja, ¢(z) = z, para
todo z € U @ U?. Se (€)= eo = e+ up + ud entdo U = p(U) = Uy, = {u+ 2uou : u € U}.
Portanto, 2uou = 0, para todo u € U, isto é, vy € L. Calculando ¢ em 2L? — L., obtemos
@G(2L2— Le) = 2L2 — L, = 2L2 — Lo +1y,. Por outro lado, I'yy(2L2 — L) = 2L% — L. +,,.
Dessa maneira, concluimos que z¢ = ug € L. Logo, A(Aut A) N I'(U @ U?) C I'(L).

Suponha agora que A é nuclear. Vamos provar que cada I',,, com ug € L, é um elemento
de A(Aut A). Sejam ug € L e @i A — A definida por @u(€) = € + ug, @uy(u) = u e
@uo(v) = v, paratodo u € U ev € V. Temos que ¢p,, ¢ linear bijetora e, para z = ae+u,+v,
y = Be+ uy +v,, temos ry = (ae + uy +v1)(Be + uz + v2) = afe + %(QUQ + Buy) + uyvg +
UV + V1V + Uy, Assim, @ (2y) = 2y + afug e, como A é nuclear, os elementos de L
estdo no anulador de L. Logo, pu,(2)@u,(y) = (2 + auoe)(y + Buo) = 2y + 5aPBue + 2afuo =
Ty + afug = py,(zy). Portanto, ¢y, é um automorfismo. Vamos mostrar que A(¢py,) = [y,
Novamente, usando que os elementos de L estao no anulador de N, temos L,, = %‘1/)1,0 e
Lytpy, = 0, para todo € N. Temos entdo 'y (Le) = Tyo(2L2 — Le + 3(4L. — 4L2)) =
2L2 — Le + huy + 5(4Le —4L2) — 29pyy = Le + 24y = Le + Luy = @ug(Le). Para u € U,
Luo(Lu) = Tuo(hthy + Lu — pu) = 1y + Ly — ;zpu (L = 2w = Lu = @un(La)
esev € V, temos ['y(L,) = L, — Lyby, = = Qu(Ly). Portanto, ['y, = A(py,) e,
conseqiientemente, A(Aut A) NT(U & U?) = F(L) o
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No caso das algebras nucleares, provamos entao que Aut M(A) possui um subrupo iso-
morfo a Aut A e, além disso. cada automorfismo ', comz € U@ U? e z ¢ L, nao esta nesse
subgrupo. Portanto. a alpicacao A definida na pdagina 67 esta “longe” de ser sobrejetora.

Usando elementos do anulador a esquerda de M(A), obtemos outros automorfismos de

M(A).

Proposigao 4.19 Para cada elemento og € annM(A)r, a aplicagdo ®,,: M(A) — M(A)
definida por ®,y (2L — L) = 2L% — L., @y, (1hs) = bz € By (0) = 0 — 000, para todo 1, € U
e 0 €V éum automorfismo de M(A).

DEMONSTRAGAO: Lembramos que og € Vm b \700. Vamos provar que ®,, é bijetora. Seja
0 € M(A) tal que ,,(0) = 0. Pela definicao de ®,,, temos que § € V e como Vio ® ‘700 é
um ideal a esquerda de A (A), temos que § = oo € ‘710 ) \700. Decompomos 6 = 019+ 0o €
00 = O10+000. Assim. 0oy = 0 se e somente se 810000+ 000000 = 010+ boo, 0u seja, 019 = 010000
e 0o = Booooo. Assim. 0,9 = 01008, e Ooo = Ooo0l,, para todo k > 1. Pela Proposicio 4.10,
\700 é uma subalgebra nilpotente de M(A). Assim, 019 = g0 = 0. Dessa maneira, ®,, é um
operador linear injetor e, portanto, bijetor. Além disso, para T = a(2L? — L) + . + 0,
e, = [B(2L2 — L.) + ¢y + 04, com Y., 9, € Ue 0,0, €V, temos 173 = aB(2L? — L.) +
Biby + 01y, + 0,05 ¢ ©,,(1172) = aB(2L — L.) + Bz + 013y, + 0,0, — 0,0200. Calculando
separadamente, ®,,(71) = a(2L2—Le) 4+, +01—0100 € Byy (12) = B(2L2— Le ) +1py +02—0200.
Portanto, ®,,(71)®,(72) = aB(2L? — L) + B, + (0; — 0100)y + (61 — 0100)(02 — 0200) =
aB(2L? — L) + By + 0,y + 0102 — 010200 = ®,,(7172). Logo, ®,, é um automorfismo de
M(A). O

Vimos na Proposicao 4.2 que se ®: M(A) - M(A’) é um isomorfismo entao @((7) =0

Com os automorfismos descritos nas proposigoes anteriores, temos:

Corolario Sejam A e A’ duas dlgebras de Bernstein ndo excepcionais. Se ®: M(A") —
M(A) é um isomorfismo tal que, para todo v’ € U', ®(Yy) = by, com u € U e, para todo
v € U?, ®(y) = v, comv € U?, entdo existe isomorfismo entre M(A') e M(A) que

preserva a decomposi¢ao de Peirce.

DEMONSTRAGAO: Basta mostrar que existe um isomorfismo ®': M(A’) — M(A) tal que
®'(Ler) = (L), pois. dessa maneira, teremos ®'(2L% — Lo) =2L? — L, e ®'(4L — 4L%) =
4L, — 4L%. Se ®(2L? — L) # 2L% — L. entdo, pela Proposicao 4.1, existe 9, € U tal que
®(2L% — L) = 2L — L, + 5,. Consideramos, entao, o isomorfismo ®g: M(A") - M(A)

definido como &g = I'_,,®, onde I'_,;, é o automorfismo de M(A) definido na pdgina
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69. Temos que ®g verifica ®o(2L% — L) = [y (2L2 — Le + ty,) = 2L? — L.. Assim,
® é um isomorfismo que preserva a primeira decomposi¢ao de Peirce de M(A’), isto é,
Do(V) = V. Se ®o(4Ly — 4L%) = 4L, — L? entdao @y é o isomorfismo procurado. Caso
contrario, como ®(V') = ®(V'), existe 0 € V N N tal que Po(4Le —4L%) = 4L, — L2 + 0,
pelo Corolario 2 da Proposigao 4.5. Temos entdo 1, = ®o(thu1) = Po(4Ler — 4L%)Po () =
(4L — 4AL% + )Yy = Yy + 0%y, ou seja, O(u) = 0, para todo u € U. Além disso, 0 =
®o((4Ler — AL%)Yy) = (4L — AL? + 0)3p, = 0%, e, portanto, O(v) = 0, para todo v € U?.
Assim, 6 € annM(A), = {c € M(A) : 0(A?) = 0}. Decompondo 6 = 6,y + 0g9, como
®o(4Le —4L?2) é idempotente, devemos ter 4L, —4L% 4019+ 000 = (4L —4L? +0,0+000)* =
4L, —4L2 4 010 + 010000 + 02y- Em particular, 02, = 0. Como Vio é subdlgebra nilpotente,
resulta que fgo = 0. Portanto, ®o(4Le — 4L2%) = 4L, —4L? + 0, onde § € annM (A)L N 1710.
Tomando @' = ®y®P,, onde @y é o automorfismo definido na Proposicao anterior, obtemos
®'(2L2 — Lo) = ®g(2L2 — L.) = 2L? — L, e ®(4La — 4L%) = Bp(4L, — 4L? + §) =
4L — 4L+ 0 — (AL, — AL%)0 — 0% = 4L, — 4L?, pois (4L, —4L%)0 = 0 e 6% = 0. Assim,
®(Ler) = B(2L% — Lo+ 34Le —4L2%) = 2L2 — L. + 34L. —4L? = L.. Portanto, ' preserva
a decomposicao de Peirce completa de M(A), isto é, ®'(U’) = U e ®'(V};) = Vjj, para
ij=0,1. o

Esses novos isomorfismos podem ser iteis para encontrar propriedades de algebras de
Bernstein preservadas por isomorfismos de algebras de multiplicagoes, ja que eles preservam
a decomposicao de Peirce completa de M(A). Por exemplo, poderiamos usar esses isomor-
fismos para provar (novamente) que algebras normais e excepcionais sao classes preservadas
por isomorfismos de algebras de multiplicacoes, pois essas classes sao caracterizadas por ser

nulo, algum dos subespacos da decomposicao de Peirce de M(A).
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Capitulo 5

Outras dlgebras associadas a M(A)

Nos capitulos anteriores, vimos algumas conexdes entre algebras de Bernstein e suas
algebras de multiplica¢oes. Como era de se esperar, nem todas as caracteristicas de uma
algebra de Bernstein A se refletem em M(A). Na Secdo 5.1.2, veremos que, embora a
decomponibilidade seja uma propriedade nao preservada pela algebra de multiplicagoes, ela
sera herdada por uma de suas subalgebras. Estudaremos também a algebra de multiplicacoes
com unidade. Veremos que nessas algebras o comportamento dos idempotentes nao é tao
satisfatorio quanto o dos idempotentes de M (A) para decidir sobre a nilpoténcia do niicleo da
algebra de Bernstein. Na ultima se¢ao do capitulo, trataremos um pouco sobre o problema
inverso. A questao ¢é decidir como sao as algebras associativas que podem ser algebra
de multiplicagoes de uma algebra de Bernstein. Esse problema, no caso geral, parece ser

complexo. Estudaremos apenas o caso das algebras excepcionais.

5.1 A algebra de multiplicacoes reduzida

Seja A = Fe® N uma algebra de Bernstein. Em [14], define-se a dlgebra de multiplicagées

reduzida de A como sendo

Mo(A) = F(2L? — L) & N.

Apesar do idempotente e € A estar envolvido na defini¢ao de My(A), esta subalgebra é

invariante sob mudanca de idempotentes, como mostra o proximo lema.
Lema 5.1 Para quaisquer idempotentes e, f € Ip(A), tem-se

FRL:- L)@ N = F(2Lf, —Ls)® N.
Conseqientemente, My(A) ndo depende do idempotente fizado.
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DEMONSTRAGAO: Sejam e, [ idempotentes e u € U, tal que f = e + u + u?. Como
9[,2 Lf 2L — L. + l/u.l.uz resulta que uLz L€ F(2L: — L) ® N. Assim, F(?L"} —
Lf) © N CFQR2L:-L.)® N. Por simetria, a outra inclusao também é valida. Portanto,
FQL?—L)®N=FQ2L - L;)®N. o

A &lgebra de multiplicagoes reduzida é um ideal de M(A) e, em geral, tem codimensao 1.
Quando o operador 4L, —4L? estd em N, as algebras M(A) e Mo(A) coincidem. Observamos
que isso pode acontecer apenas nas algebras excepcionais, como foi visto no Corolario da

Proposigao 2.6.

5.1.1 Ideais de My(A)

Como foi feito na Secao 4.3.1, faremos aqui um estudo dos ideais de My(A).

Lema 5.2 Seja S C A um subconjunto ndao vazio. Se T C N ¢ um subespago tal que
(VN N)I CT entio Z(S) ¢ um ideal de N que contém (Z(S)NU)N e (Z(S)NV)N.

DEMONSTRAGAO: Seja 7 C N um subespago com (17 NN)I CZI. Paracadaoc €Z, x €
S, u€ Uev eV, temos que uo(z) = ((Ly — 3%)0)(z), pois o(z) € N, e vo(z) = (L,0)(z)
sao elementos de Z(S). Portanto, Z(S) é um ideal de N. Para provar que Z(S) contém
(Z(S)NU)N e (Z(S)Nn V)N, dados o(xz) = uo + vo € I(S) e u € U, v € V, arbritrarios,

devemos mostrar que g, ugv, vou € vov sao elementos de Z(.S). Como

—2LeLu)(uo) = (L = 2LcLy)(0());
)( )=( Le)(o (év));

= (2LeLu — 3%u)(0(2));
(Ly = 2Ly Le)(o(2)),

nvh

temos o resultado desejado. )

~

Proposigao 5.1 Seja A = Fed N uma dlgebra de Bernstein e My(A) = F(2L2 - L.)= N

e

sua dlgebra de multiplica¢oes reduzida.

(i) Um subespago I C N ¢ ideal de Mo(A) se e somente se LT = {p,:x € [} DT, onde J
¢ um ideal de VNN e I € um ideal de N que contém (INU)N e (INV)N e verifica
JUeU*)CICU®U.

(ii) T € um ideal de Mo(A) ndo contido em N se e somente se T = F(2L: — L))o U & J,
onde J € um ideal de VN N.
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DEMONSTRAGAO:

(i) Seja J um ideal de VN N. Como U@ U? é ideal de A, temos que J (U U?) C U U?.
Seja I um ideal de N que contém (I NU)N e (INV)N e satisfaz J(U @ U?) C I C
U®U? Entao T = {v, 1z € [} & J é um ideal de My(A) contido em N. De fato,
temos que (2L2 — L)I =0, Z(2L* — L) = {¢, : 2 € [} CZ, UL CUN =0e
I(\7 NN)=J(VNAN)CJ C I Resta mostrar que ZU C T e (VNN) C1T.
Para todo o € J e ¢, € U, vale que otp, = P,(y. Como o(y) € J(U & U?) C I,
resulta que ov, € {¢, : @ € [} C Z. Portanto, IU = JU C Z. Observando
que o conjunto {2L,Le, Ly — 2Ly Le, Ly — 2LeLyy2Le Ly — 3%y : u € U,v € V} gera a
subdlgebra I'N .V e [ sendo um ideal de N que contém (INU)N e (INV)N, temos que
(VON)IC Z: por exemplo, se y = ug+ vy € I entao 2L, L. I,by zpuo,, € {2z €I}
De maneira andloga, prova-se para os demais geradores de VNN Assim, 7 é um
ideal de My(A). Reciprocamente, dado um ideal Z de My(A) contido em N, temos que
I=(InU)=(I® V) pois ZNU = Z(2L%—L,) C T. E, pelas relagdes (1.7), J = INV
é um ideal de V' N N. Além disso, ZN U = I2L2 - L) ={o(2L? - L.): 0 €I} =
{1 z € I(€)}. Pelo Lema anterior, I = Z(e) é um ideal de N que contém (I NU)N

e (INV)N e, para todo o0 € J ez € U @ U?, temos que o(z) = op.(e) € Z(e), ou
seja, J(U & '*) CI(e) CU & U

(ii) E claro que se J é ideal de V N N entdo F(2L2 — L.) ® U@ J éideal de Mo(A).
Reciprocamente, se Z C My(A) é um ideal nao contido em Neo= 2L — L. +0€Z
entio U = Us CT e 2L — L. = (2L? — L.)o € I. Portanto, T = F(2L* — L.)® U
(INV), onde TNV é ideal de V N . o

5.1.2 Decomponibilidade nas algebras de multiplicagoes

Veremos nesta secao como se relacionam a decomponiblidade entre uma &algebra de
Bernstein A e as algebras M(A) e Mp(A). O primeiro resultado compara decomposigoes de
ideais de uma algebra e de sua édlgebra de multiplicagoes. Dado um ideal I C A lembramos
que [* denota o ideal de M (A) gerado por {L,:z € I}.

Lema 5.3 Dada uma dlgebra arbitraria A e dados I,1,, [, ideais de A com I = I} & I,
temos que I = [ & [‘

DEMONSTRAGAO: Como [* C (I; : A), para i = 1,2, e (I : A)N (I : A) = 0, resulta que
E‘ﬁ[} = 0. Além disso, de I; C I, temos que E" - f*, para ¢ = 1,2. Portanto, ff & f; C I~
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Para a outra inclusao, seja o € [* um monémio arbitrario. Pela definicao de f* existe
z € I tal que ¢ = 01 L,09, onde o; € 1\[( )U {id4}. Decompondo T = + z9, com z; € [;,
obtemos que 0 = 01L;, 09 + 01L,02 € ["‘ ] I* Assim, I = 1* &) ]" 0O

Proposicao 5.2 Dadas duas dlgebras de Bernstein Ay e As, temos que
IV[Q(Al V Ag) & Mo(Al) \ IW()(AQ).

DEMONSTRA(;AOZ Sejam Al = Fé’l b Nl, A2 = F€2 &) 1V2, A= Al V Ag, N = Nl o) N2 e

e = e; V ey. Pelo lema anterior,
Mo(A) = F(2L? — L) ® N = F(2L? — L.) ® N; & Ny.

As aplicagoes ae + n; +ny € A — ae; +n; € A;, para 1 = 1,2, sao epimorfismos. Logo,

pela Proposigao 1.1, existem epimorfismos ®; de M(A) em M(A;) tais que ®;(Laetn,+ny) =

Loe,4n;y para ¢ = 1,2. Um elemento de Ny é soma de operadores da forma L, ... Ls,,
com algum z; € Ny. Assim, 0| = 0. Dessa maneira, Ly, ... Lz, = Ly(g,)- .- Ln(z,), onde

/V2
7 é a projecao de Fe® N; & N; em Fe & N,. Por outro lado, cada operador L,, com
y € Fe® N; estd em correspondéncia com um operador Ly em Ay = Fe; @ N,. Essa

correspondéncia € biunivoca e, portanto, ®,|__ N* — Nl ¢ um isomorfismo. Do mesmo
Nl

modo, ®5| N — /V'z ¢ isomorfismo. Definimos
N2

O =0, x Py: M(A) — M(A) x M(A,)
o = (9(0),P:(0))
Temos que ® é um homomorfismo e a restricao de ® a My(A) é um isomorfismo entre
Mo(A) e Mo(Ay) V My(Az). De fato, (I>(1\[0(A)) Mo(Ay) V Mo(Ay), pois ®(2L2 — L) =
(2L2, — Le,,2L2, — Le,), <I>(N J= (N1,0) e <I>(N )= (0 0, NV;). A injetividade é conseqiiéncia
da injetividade de <I),-’ o ? N/T’ — !Vi, it = 1,2. Portanto, Mo(A;V Az) = Mo(A;)V Mp(Az). O

N,
O préoximo exemplo mostra que o resultado acima nao é valido para as algebras de
multiplicagdes, isto é, em geral, M (A;,VAs) % M(A;)V M(A;z). Lembramos que se A =
Fe®U é a algebra de tipo (1+r,0) entao M(A) = F(2L:2—L.)®{¢, : 2 € U} F(4L.—4L?)

tem dimensao 2 + r.

Exemplo 5.1 Seja A = Fe@® Fu a algebra de tipo (2,0). O join AV A é a dlgebra de tipo
(3,0). Temos que M(A) = F(2L? — L.) ® F1). ® F(4L. — 4L?) tem dimensao 3. Portanto,
a algebra M(A)V M(A) tem dimensdo 5. Mas a algebra de multiplicagbes da algebra de
tipo (3,0) tem dimensao 4. Portanto, M(A) V M(A) 2 M(AV A).
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Lema 5.4 Seja A uma dlgebra de Bernstein. Sdo equivalentes:
(i) A € de tipo (1,s), para algum s > 0;
(i) M(A) = F;

(iii) Mo(A) = F.

DEMONSTRAGAO: A parte (i) = (ii) ja foi comentada, no inicio do Capitulo 3 (a demons-
tragao esta feita em [14]) e a implicagdo (ii) = (iii) é clara. Para ver que (iii) = (i), basta
observar que se A tem tipo (1 + r,s), com r > 1 entao N # 0, pois os elementos ¥,, com
u € U, estdo nesse ideal. Dessa maneira, Mo(A) = F(2L% — L.) & N tem dimensio maior

que 1. Portanto, My(A) = F implica que A é de tipo (1,s), para algum s > 0. O

Proposigao 5.3 Se A € uma dlgebra de Bernstein decomponivel que admite uma decompo-
sicio A = A1V Ay, onde cada A; tem tipo (1 +r;,8;), com r; > 1, entao Mo(A) também €

decomponivel.

DEMONSTRAGAO: Pela Proposicao 5.2, Mo(A) = Mo(A V Az) = Mo(A;) V Mp(Az). Como
A; tem tipo (1 + ri,s;), com r; > 1, resulta que My(A;) # F', pelo lema anterior. Dessa
maneira, Mo(A;) V My(Az) é uma decomposigao nao trivial de My(A), o que mostra que

esta algebra é decomponivel. O

Um exemplo andlogo ao 5.1 mostra que a proposi¢ao anterior também nao é verdadeira
para M(A).

Exemplo 5.2 Sejamr > 2 e A aalgebra de tipo (14r,0). Essa algebra satisfaz as condigoes
da Proposicao 5.3, pois ela € join das dlgebras de tipo (1+p,0) e (14+r—p,0), para qualquer
1 < p < r. No entanto, M(A) é indecomponivel: suponha que 7, e 7, sao ideais de M(A)
tais que (N : A) = I, ® Z,. Em particular, 4L, — 4L? = oy + 02, com 0; € I; C (N : A).
Como (N : A)={¢,: 2 € U} F(4L, — 4L?), existem u;,uz € U e a1,y € F tais que
o; = Uy, + a;(4L, — 4L?). Temos que a; # 0 ou oy # 0, pois oy + 0y = 4L, — 4L%. Assim,
podemos supor que a; # 0. Logo, para todo u € U, v, = (4L, — 4L*), = a7 loyp, € T)
e 4L, — 4L? = aj'oy(4L. — 4L?) € I,, ou seja, (N : A) C Z,. Portanto, Z, = 0 e,

consequentemente, M (A) é indecomponivel.

Observagao 5.1 O exemplo anterior, combinado com a Proposi¢ao 5.3, também mostra

que a decomponibilidade de My(A) ndo implica na decomponiblidade de M(A).
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Veremos a seguir que a reciproca da Proposicdo 5.3 ndo é verdadeira, isto é, a algebra

My(A) pode ser decomponivel, mesmo que A nao seja.

Exemplo 5.3 Seja A = Fed® U @ V a algebra de Bernstein cuja tabua de multiplicacdes
em U@V é

Uy U9 (] V2
Uy V1
U2
V1 Uog
V2 Uy U2

Vamos mostrar que .4 é indecomponivel. Seja I C N um ideal ndo nulo de A. Temos que
I=(INnU)d (INV). Se I CU entao devemos ter I C L, pois os ideais de A contidos
em U estdao em L, ja que U> C V. Como L = (uy) e I é nao nulo, resulta que [ = Fus,
ou seja, us € I. Suponha agora que I Z U, isto é, INV # 0 e seja v = ayv; + avy € [

um elemento nao nulo. Se a; # 0 entao uy; = a;l

vvy € I. Se a; = 0 entao v; € I e, nesse
caso, up; = vivg € [. Portanto, se I C N é um ideal nao nulo, temos que u, € I, ou seja,
quaisquer dois ideais de A contidos em N tém interseccao nao nula. Conseqlientemente, A
¢ indecomponivel. Provaremos agora que My(A) é decomponivel. Observamos inicialmente
que I'L,, é um ideal de M (A). De fato, como L,, (A?) = 0, temos que L,, € ann; M(A), pela
Proposicao 1.8. Portanto, L, M(A) =0 C F'L,,. Por outro lado, Im (L,,) = (uz) = anny N,
ou seja, LyL, =0, para todo € N. Também temos que L.L,, = 3L,, € FL,. Assim,
FL,, éideal de M(.1). Seja T o ideal de M(A) gerado por {Ly,, Ly, Ly, }. Temos que

FL, +T=N. (5.1)

Através de cdlculos, obtemos que Z = (1, , uy, o, = 2L2 YB(Luy Ly )DLy ) B( Ly — 3 uy ),
onde os somandos estao, respectivamente, em U, Vi, Vig € Vo1. O operador L,,, que é um
elemento de \710, nao esta em Z, pois Z N Vio = (L,,). Portanto, a soma em (5.1) é direta,

ou seja, My(A) é decomponivel.

5.2 A algebra de multiplicagoes com unidade

Alguns autores consideram a dlgebra de multiplicagées com unidade de uma algebra
nao associativa arbitraria A; veja, por exemplo, [19] e [38]. Denotaremos por M;(A) tal

algebra, que ¢ a subalgebra de End A gerada por M(A) e id4. No caso das dlgebras de
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Bernstein, vimos que. exceto no caso trivial em que o tipo da algebra é (1 +r,s), a algebra
de multiplica¢ées nao possui unidade (Corolario 2 da Proposigao 2.8). Dessa maneira,
Mi(A) = (ida) ® M(A) e, portanto, M(A) é um ideal (bilateral) de M;(A) de codimensao
1.

Fixada uma decomposicao de Peirce de A, A = Fe@ U @ V, sabemos que as projecoes
sobre Fe e U estao em )M (.4). Denotando por 7y a projecao sobre o subespaco V' que tem

como nucleo o subespaco Fe 3 U, temos que
M,(A) = M(A) & (mv).
A decomposigao de Peirce completa de M;(A) relativa ao idempotente e fica:
Mi(A) = FRL = L) & U @ Vi1 @ Vio ® Vor @ (Voo © ().

Se ®: M(A) — M(A") é um isomorfismo entao M;(A) e M;(A’) também sdo isomorfas,
via aidg + o+ aidy + ®(0), para todo a € F e 0 € M(A). Portanto, isomorfismos entre
algebras de multiplica¢oes implicam em isomorfismos entre as dlgebras de multiplicagoes
com unidade das algebras correspondentes. A reciproca é um problema que ainda esta
sendo estudado. Observamos ainda que os ideais de M(A) sdao também ideais de M;(A).

No Teorema 2.1 vimos uma caracterizacao das algebras de Bernstein com niicleo nilpo-
tente através dos idempotentes de M(A). Para M;(A) temos um resultado analogo em uma

das diregoes:

Proposicao 5.4 Se A € uma dlgebra de Bernstein de tipo (1 + r,s) com nicleo nilpotente
entdo os idempotentes do nicleo de M,(A) tém posto r, s our + s. No ultimo caso, o

tdempotente € 1dy.

DEMONSTRAGAO: C'omo N é nilpotente, temos que N também é nilpotente, pela Proposigao

2.1. Portanto, o nicleo de M;(A) tem decomposigao
F(4L, —4L2) & N & Fry. (5.2)

Seja o0 = ¥, + a(4L, — 4L?) + 6 + By um idempotente, com ), € Uebe (1\7 N 17) Pela
decomposi¢ao dada em (5.2), temos duas possibilidades paraa e f: a =0oule =0 ou
1. Se B =0entao o € (N : A); logo, rk (o) = r, pela Proposicao 2.3. No caso em que 3 = 1

2

e a =1, temos que o = my + ¥, + 0. A condicao 0? = ¢ implica que 2 = —0. Como N é

nilpotente, resulta que § = 0 e, assim, 0 = my tem posto r + s. Resta analisar o caso em
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que f =1e a =0, ou seja, quando ¢ = 7y + 0, onde 0 € N. A prova de que rk (o) = s é
analoga a demonstragao da Proposi¢ao 2.3: Se rk (o) < s entédo, pela Observagao 2.2, existe
v € VNkero, v #0, isto é, existe v € V nao nulo tal que 0+ o(v) = v+ 6(v), o que implica
que 0 tem autovalor —1, contrariando a nilpoténcia de 6. Por outro lado, se rk (o) > s
entao, novamente pela Observagdo 2.2, existe u € U N Im o, nao nulo; ou seja, existe u € U,
u # 0, tal que u = o(u) = f(u), contrariando mais uma vez a nilpoténcia de #. Portanto, o

idempotente o, neste caso, tem posto s. O

Ao contrario do que acontece para as &lgebras de multiplicages (sem unidade), a
reciproca da proposi¢ao anterior ndo é verdadeira, mesmo para o caso das algebras nao

excepcionais, como mostra o préximo exemplo:

Exemplo 5.4 Sejam k > 2 um inteiro e A a algebra de Bernstein de tipo (1 + 2k, k) cuja

tabua de multiplicagoes do nicleo é dada por

Uy cee U Uk v Uk | U1 vee Up
Uy Uy
U Uk
Uk41 V2

U2k

Uy Uy cee Up

Uk
Essa algebra é nao excepcional, pois uf_, = v, # 0. Temos que Vi = F(4L.—4L})® FL,,.
Assim, os idempotentes de Vi, sao 4L, —4L?, L,, e 4L.—4L%— L,,, que tém posto 2k, k e k,
respectivamente. Portanto, os idempotentes de (N : A) tém posto 2k ou k. O idempotente
Ty tem posto k. Assim, se o0 € (N : A) @ my é idempotente entdo o tem posto k, 2k ou
3k, ou seja, s, 7 ou r + s. Contudo, o nicleo de A nao é nilpotente pois, por exemplo,
L} (u1) = uy # 0, para todo n > 1.

5.3 O problema inverso

Como foi comentado no inicio do capitulo, o problema de determinar quais sao as algebras

associativas que podem ser dlgebra de multiplicagoes de uma algebra de Bernstein parece
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ser bastante complexo. Pouco foi feito nesse sentido, até o momento. Nesta secao, descre-

veremos as algebras associativas que sao )M (A) de uma algebra de Bernstein excepcional

A.

5.3.1 M(A) nas algebras de Bernstein excepcionais

Seja A uma algebra de Bernstein excepcional. Vimos no Capitulo 1 que M(A) =
FQL2—L)®{Y.: 2 €U} ® \711 D 1710, onde \N/u pode ser identificada com uma subalgebra
de EndU e Vio com um subespaco de Hom(V,U). Vimos também na Secao 3.2.1 que
existemn algebras excepcionais com V;; & End U e Vi & Hom(V,U). Dados U e V espacos
vetoriais de dimensoes r e s, respectivamente, veremos como sao as subalgebras de End U
e os subespagos de Hom(V,U) que podem aparecer, respectivamente, como \711 e ‘710 de

algebra de multiplicagoes de algebras excepcionais de tipo (1 + 7, s).

Lema 5.5 Sejam A = Fe® U @ V uma dlgebra de Bernstein excepcional, {uy,...,u,}
uma base de U e {vy,...,vs} uma base de V. FEntdo o subespago \711 € a subdlgebra de
M(A) gerada por {4L. —4L?, L, L. :1=1,...,5} ¢ \710 € o produto dos subespagos f/n e
(2L L, — %zbu,.,L,,) — 2Ly Be i =10 0syf; 7 =1,000,8).

DEMONSTRAGAO: Basta lembrar que V= fﬁl ® ‘710 e que \7,~J-17m - 5jkﬁ,. O

Sejam U e V espagos vetoriais de dimensoes r e s, respectivamente. Se W; é uma
subalgebra com unidade de End U e W,, um subespago de Hom(V U), nem sempre existe
uma algebra de Bernstein excepcional de tipo (147,s) tal que Vi & Wi e Vip W,. Basta
tomar W, e W; que nao satisfazem W, W, C IW,. Esta condicao € necessaria, ja que V 11 € Vlo
verificam V} 11V10 - ‘10- Mesmo assim, essa restri¢ao nao determina os possiveis subespacos
\711 e ‘710. Por exemplo, W, = 0 satisfaz W, W, C W,, qualquer que seja W; C End U. Uma
algebra de Bernstein com 1710 = 0 é normal, pelo Teorema 1.1. Assim, verifica UV +V? = 0,
além de U2. Portanto, a suposta algebra deve satisfazer N? = 0 e, pelo que foi visto no inicio
da Secdo 3.2, Viy = F(4L. — 4L?). Dessa maneira, W; # (idy) e Wy = 0 sdao subespacos
que nao aparecem, respectivamente, como V 11 € Vlo de algebra de multiplicacoes de algebra
de Bernstein excepcional.

Suponha agora que W, é uma subdlgebra arbitraria (com unidade) de End U. Se existem
O1,...,05 € W) tais que {idy,01,...,0,} geram W, como &lgebra entido existe algebra
excepcional de tipo (1 4 r,s) tal que 1711 = W,. De fato, fixadas bases {uj,...,u,} de
U e {vi,...,vs} de V e dado um espaco vetorial unidimensional Fe, definimos no espaco

A=Fe®U®V aseguinte multiplicacao comutativa:
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e? =e; eu; = %u;; wiv; = o;(u;); parai=1,...,rej=1,...,s e outros produtos nulos.

A algebra assim obtida é Bernstein excepcional e, para todo 7 = 1,...,s, temos uma
identificacao entre os operadores 2L, L. e o;. Pelo Lema 5.5, V1, ¢ a subalgebra gerada por
{4L, — AL2 2Ly, Le.j=1,...,s}, ou seja, Vi = W,

er~

Fixada a subalgebra W, o exemplo acima determina uma possivel algebra de Berns-
tein excepcional que verifica Vi1 & W,. Existem, em geral, diversas algebras excepcionais
com 1711 = W, e, para cada uma dessas, existem outros subespagos W, de Hom(V,U) que
aparecem como V;o de M (A). A construcdo a seguir, determinara esses possiveis subespagos.

Inicialmente, fixamos as bases {uy,...,u,} de U e {vy,...,vs} de V. Dados ay,...,0, €
W tais que {idy, 0y, ...,05} gera Wy e dados zy € U, 1 < k <[ < s, elementos arbitrarios,
sejam Ti,....7r,01,...,0, € Hom(V,U) definidas por 7,(v;) = oj(w), i = 1,...,r; j =
I...,s e 0 (v) = O(vk) =, 1 <k <1 < s. Tomamos como W, o espago vetorial
Wilry ...y 7ry01,...,05). Dessa maneira, existe uma algebra de Bernstein excepcional de
tipo (1 +7,s) cuja algebra de multiplica¢oes tem \711 =W, e \710 = W;: definimos no espago

vetorial A = Fe@® [/ BV a seguinte tabua de multiplicagoes comutativa:

2 — 1

e’ = e; eu; = ju;; uv; = 0;(u;); vjup = 0(vg); parai=1,...,rejk=1,...,s

e outros produtos nulos.

Observamos que a multiplicacao é, de fato, comutativa, pois 8;(vx) = 0x(v;). Com as devidas
identificagoes. temos 2L.L, = oj; 2L.L,; — %gbu'. =17 e L, —2L, L. = 0;, para todo
i=1,...,rej=1,...,s PeloLema 5.5, temos Vi, = (4L, — 4L,2L. L, : j = 1,...,s)
e Vio = Vit(2Le Ly, — Y0, Lo, = 2Ly, L :i=1,...,7,j=1,...,s). Portanto, V;; = W, e
Vio = W

Reciprocamente, se A é uma algebra de Bernstein excepcional de tipo (1 + r,s) entao

v,

existem oy,...,05 € Viy e 7,...,7,0y,...,0, € Vi tais que {idy,o0y,...,05} gera a

subdlgebra V"“, ‘710 = f’“(rl yoooyTry01,...,05) e, para bases convenientes {uy,...,u,} de
U e {vy,....vs} de V', tem-se 7;(v;) = o;(u;) e 7;(vk) = 7x(vj), para todo 7 = 1,...,r e
Jyk=1,....s. Defato, se {uy,...,u,} e {vy,...,v,} sdo bases arbitrarias de U e V, respec-

tivamente, tomando o; = 2L, Le, i = 2L. L, — %1[){, =1L, —2L, L.,parai=1,...,re

7,k=1,...,s, temos as propriedades desejadas.

Descrevemos, assim, como sao as algebras associativas que podem ser algebra de multi-

plicacoes de uma algebra de Bernstein excepcional.
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