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Abstract

We investigate some relations between a Bernstein algebra Á and its multiplication
algebra ]M(Á). Using properties of these algebras, normal and excepcional algebras and
algebras with nilpotent kernel are characterized. We also study properties of Bernstein
algebras preserved by isomorphisms of their multiplication algebras and compare the auto-
morphism groups of Á and M(Á). We analyze the variation of the dimension of M(Á) for
each Bernstein algebra .4 of fixed type and try to determine the maximum rank of elemento
of M(.4).

Resumo

Investigamos algumas relações entre uma álgebra de Bernstein Á e sua álgebra de mul-
tiplicações iV/(Á). Através de propriedades dessa álgebra, caracterizamos as álgebras nor-
mais, excepcionais e com núcleo nilpotente. Também estudamos propriedades das álgebras
de Bernsteín que são preservadas por isomorfismos de suas álgebras de multiplicações e
comparamos os grupos de automorfismos de Á e iM(Á). Analisamos a variação da dimensão
de M(Á) para cada álgebra de Bernstein Á de tipo fixado e procuramos determinar o posto
máximo dos elementos de M(Á).
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Introdução

As álgebras de Bernstein surgiram como formulação algébrica de um problema sobre
genética de populações proposto por S. Bernstein em 1923, que consiste em descrever todos
os operadores de evolução que estacionam na segunda geração. Foram definidas independen-
temente por P. Holgate e Y. Lyubich e, anualmente, diversos autores dedicam-se ao estudo
dessas álgebras.

Algebras que satisfazem as condições do Problema de Bernstein formam uma classe de
álgebras de Bernstein, que possuem uma base estocástica. O próprio Bernstein classificou
tais álgebras com dimensão menor ou igual a 3 e também descreveu alguns casos particulares
em dimensão 4. O problema nos casos regular e excepcional foi resolvido por Lyubich.
Finalmente, a classificação dessas álgebras, no caso geral, foi feita por J.CI. Gutiérrez em

1261. Soluções parciais podem ser encontradas em 1221, 1241 e l2õl.
O problema de classificação das álgebras de Bernstein, contudo, tem se mostrado bas-

tante complexo. Em busca de informações a respeito da estrutura dessas álgebras, tem-se
feito diversos tipos de abordagens. Citamos algumas delas. E conhecido que essas álgebras

possuem idempotentes e, para cada idempotente, a álgebra tem uma decomposição, cujos
subespaços têm dimensão invariante sob mudança de idempotentes. Subespaços obtidos
a partir de somas e produtos dos subespaços da decomposição citada levam o nome de
p-subespaços. O problema de decidir sobre a invariância ou a invariância da dimensão de
certos p-subespaços quando mudamos o idempotente, tem sido estudado por vários autores.
Recentemente, J. Picanço, em sua tese de doutorado (veja 1371), obteve resultados relevantes

nessa direção.
As identidades satisfeitas pelas álgebras de Bernstein também foram investigadas. L.

Peresi e 1. Correm buscaram as identidades minimais (veja l81). R. Costa e R. Baeza tra-
balharam com outro tipo de identidades em l41, ISI, l61 e j121, conhecidas como identidades

shape. Usando representações do grupo simétrico, J. Bernad provou em l71 que as álgebras
de Bernstein não possuem uma base de identidades finita.
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Também foram consideradas outras estruturas algébricas no estudo das álgebras de
Bernstein. Por exemplo, a álgebra de derivações de uma álgebra de Bernstein foi anali-
sada por C. Martínez e S. González, em 1201, j211 e j3SI e por M.T. Alcaide, C. Burgueõo,
C. Mallol e R. Varro, em jll.

Embora as álgebras de Bernstein não formem uma variedade de álgebras, foi possível
introduzir o conceito de superálgebra de Bernstein. Um trabalho sobre esse assunto foi
desenvolvido por À'l.C. López-Díaz, em sua tese de doutorado. Em l23) pode ser encontrada
uma classificação dos supermódulos de Bernstein irredutíveis.

Já R. Crosta, H. Guzzo e A. Grishkov, em j131 e j161, encontraram conexões entre gratos
e álgebras de Bernstein excepcionais.

Podemos estudar, ainda, outra estrutura algébrica: dada uma álgebra Á arbitrária, sua
álgebra de multiplicações M(Á), que é a subálgebra de End Á gerada por {Z'=, R, : 3 C Á},
é associativa e, em geral, nã.o comutativa.

O objetivo deste trabalho é estudar a álgebra de multiplicações de uma álgebra de Berns-
tein, apresentar re]ações entre .4 e ]W(A), investigando como a estrutura de Á influencia a
estrutura de ]v(.4) e vice versa. Este estudo foi iniciado por R. Costa e A. Suazo, em j141.

No Clapítulo 0 reunimos os conceitos básicos para a compreensão do restante do tra-
balho. A definição, notações e algumas propriedades gerais das álgebras de multiplicações

de álgebras de Bernstein são apresentadas no Capítulo 1. Veremos que essas álgebras são
báricas, possuem idempotentes e faremos a decomposição de Peirce de À/(Á). Já começarão
a surgir as primeiras conexões entre .4 e ]M(Á), provenientes dos subespaços da decompo-
sição de Peirce de i}/(Á). Classificamos as álgebias de Bernstein que têm nulo algum desses
subcspaços. E possível descrever completamente a álgebra de multiplicações de uma álgebra
de Bernstein normal. Isso será feito na Seção 1.4. Ainda nesse capítulo, estabelecemos al-

gumas relações entre ]M(.4) e w(ã), onde Ã = Á// e / é um ideal bárico de Á.
O Capítulo 2 é dividido em duas partes. Na primeira, estudamos os idempotentes de

.M(Á). O principal resultado da seção caracteriza as álgebras de Bernstein com núcleo nilpo-
tente através do posto dos idempotentes de M(Á). Também descrevemos propriedades dos

idempotentes de V(.A), para uma álgebra de Bernstein arbitrária Á. Com a descrição dos
idempotentes, provámos que iW(.4), em geral, é uma álgebra sem unidade; mais ainda, não
contém nenhum elemento inversível de End .A. Na segunda parte do capítulo, investigamos

o posto máximo dos elementos de JM(A).
Dadas duas álgebras de Bernstein de mesma dimensão, nem sempre suas respectivas

álgebras de multiplicações têm mesma dimensão. Nlais ainda, álgebras de mesmo tipo
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podem ter álgebras de multiplicações com dimensões diferentes. No Capítulo 3 tratamos
da variação da dimensão de IV(Á), onde Á é Bernstein de tipo fixado. Em vários casos,
conseguimos estabelecer as dimensões mínima e máxima que M(.4) pode assumir. Também
mostramos que as álgebras normais e as que satisfazem C/y + U2V = 0 têm dimensão de
]M(Á) bem determinada.

Os isomorfismos são abordados no Capítulo 4. Provámos que todo isomorfismo entre
álgebras de multiplicações é bárico, onde a função peso é a considerada desde o início do
trabalho. A existência de outros caracteres também é investigada. Apresentamos algumas

propriedades das álgebras de Bernstein que são preservadas por isomorâsmos entre suas

álgebras de multiplicações. Na útlima seção do capítulo, analisamos o grupo dos automor-
fismos de A/(Á), descrevendo alguns de seus subgrupos e fazendo uma comparação com o

grupo dos automorfismos de .4.
Outras duas estruturas algébricas associadas a À4(.4) são introduzidas no Capítulo 5. A

álgebra de multiplicações reduzida Mo(Á), que é um ideal de codimensão no máximo l de
A/(Á), e a álgebra com unidade Mt(Á). A primeira delas tem a propriedade de preservar
a decomponibilidade da álgebra de Bernstein, isto é, se Á é decomponível então JWo(Á)
também é decomponível. O mesmo não ocorre com JW(Á)- A álgebra de multiplicações
com unidade será tratada aqui, pois em alguns contextos sobre álgebras de multiplicações,

essas álgebras são consideradas com unidade. Faremos um pequeno estudo a respeito dos
idempotentes nessas álgebras. Encerraremos o trabalho considerando brevemente o proble-
ma inverso, que consiste em determinar as álgebras associativas que podem ser álgebra de

multiplicações de unia álgebra de Bernstein. Trabalhamos apenas na classe das álgebras
excepcionais, onde a solução é mais simples.



Capítulo 0

Preliminares

Reuniremos neste capítulo os conceitos básicos necessários para a leitura dos capítulos

seguintes. Os resultados aqui serão apenas citados e as respectivas demonstrações poderão
ser encontradas nas referências mencionadas ao longo das seções. Em todo este trabalho, F

será um corpo de característica diferente de 2 e de 3.

0.1 Algebras bárícas
Seja .4 uma álgebra sobre F de dimensão arbitrária, não necessariamente associativa

ou comutativa. Uma função u : ,4 ---.} f' é um carízcter de .4 se co é um homomorfismo
não nulo de álgebras. Nem toda álgebra possui caracteresl por exemplo, as álgebras nil não
admitem tais homolnorfismos. A estrutura interna de cada álgebra determina a quantidade
de caracteres que a álgebra possui:

Proposição O.1 .4 correspondência u ---> kerw é uma bÜeção emITe o colÜztnto dos carac-
teres de uma álgebra .4 e o conjunto dos ideais bilaterais de A de codimensão l não contendo
.42

A dimensão da álgebra também limita o número de caracteres

Proposição 0.2 Se dirá = n < oo então o rzlímero de caracteres disfÍntos de Á é no
7na3zmo n .

Cada carácter determina uma álgebra bárica, de acordo com a seguinte definição: um par

(Á,u) é uma á/geóra óárica sobre F se Á é uma álgebra (não necessariamente comutativa
ou associativa) sobre /? e w é um carácter de Á.
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Se (Á,u) é uma álgebra bárica, dizemos que w é a /unção peso de Á e, dado # C Á, c''(a)
é o peso de #. Um /zomomor$s«zo Z,árÍco de (ÁI,«'i) em (Á2,co2) é definido como sendo um

homomorfismo de .4t eni Á2 (lue preserva o peso dos elementos, ou seja, um homomorfismo

./': ,4t --} ,42 é bárico se u2 o ./ := w.. Analogamente, definimos monomorfismos, epimorfis-
mos e isomorfismos báricos. As suba/febras óáricas de (Á,w) são as subálgebras de Á não
contidas em kerw e os {dea s óárícos de (.4,u) são os ideais de .4 contidos em kerw. Esses
conceitos podem ser encontrados em 1341, assim como as demonstrações das proposições
citadas anteriormente. A mesma referência serve para a maioria dos temas abordados na

proxima seçao.

0.2 Algebras de Bernstein
Uma álgebra bárica comutativa (Á,w) é denominada á/febra de /3ernsteÍn se todo ele

mento # C ,4 verifica a identidade

(*'): - «(*)'«:. (1)

Observação O.l Se (Á,co) é uma álgebra de Bernstein, então u é o único carácter de Á,
já que os elementos de kerw verificam (#2y = 0. Dessa maneira, não há ambiguidade ao
omitirmos o homomorfismo o e nos referirmos apenas à álgebra de Bernstein Á.

E conhecido que álgebras de Bernstein têm idempotentes, isto é, elementos e C Á, não
nulos, tais que e2 = e. Para cada idempotente e C .4, a álgebra tem decomposição

.4 = r'. © U. Q K, (2)

onde U. = {z C kerw : 2ez = =} e K = {z C keru : e= = 0}. A decomposição dada em (2)

é denominada decomposição de Peãrce de Á re/alIoU ao ídempolente e. Valem as seguintes
inclusões

u:ç K; U'ç u.; u.K ç u., (3)
bem como as identidades

«' - («:)' - (««)' «(-) ««' (4)

para todo u C t/. e D € t'Z
As identidades

«?«, -(«:«,); «-(«,«;) +«:(«;«-)+ ":("-":) - o; (5)

7



(«:«,)u: = 0;(u:«,)(«;«-) +(«:«3)(u:«.) = 0;
(-:)(-,)(«:«)(«,«) = 0;(u.«:)(«:«,)+(u-«,)(",":) - 0;

«.(u:«) + u,(«:«) «(«:«:)

que são as linearizações das identidades dadas em (4), também são verificadas em todas as
álgebras de Bernstein. A segunda identidade de (5) é denominada ídent dado de Jacoó{.

O conjunto dos idempotentes não nulos, denotado por ip(Á), é formado pelos elementos
da forma z2, onde u(z) = 1. Decompondo cada idempotente de acordo com a decomposição
dada em (2), prova-se que ip(Á) = {e + u + u' : u C Ue}. Se .f = e + uo + u' é outro

idempotente de Á, temos que U/ = {u + 2uOu : u C Ue} e V/ = 'tu -- 2uOU -- 2U2U : U C }/e}.

Além disso, o; U. -+ U/ e a'-: K -+ y/ dadas por o(u) = u + 2uou e r(u) = u -- 2uou -- 2uáu,

para todo u C t/ e t; C y, são isomorfismos lineares. O par (l + dimU.,dim%), que
independe do idempotente e C ip(A), é denominado tipo de Á. A álgebra de tipo (l + r, 0)
é denominada (í/febra gamélíca para /zerarzça monde/{arza símp/es com r a/e/os.

(6)

(7)

(8)

Observação 0.2 Quando estiver claro no contexto qual o idempotente usado na decompo-
sição de Peirce de Á, omitiremos o índice dos subespaços, escrevendo apenas U e V

l.Tma álgebra .4 é dita Dize/ear se Á2 = Á. Dada uma álgebra de Bernstein com decompo-
sição de Peirce Á = Fe© Uq) L', usando as relações em (3), obtemos que .42 = Fe© t/© U'
Assim, Áa é uma álgebra nuclear, qualquer que seja a álgebra de Bernstein .A. Além disso,
,4 = f'e q) U © y é nuclear se e somente se }'' = U2. Lembramos que uma álgebra Á, não
necessariamente associativa, é n{/pofenfe se existe um inteiro positivo rz tal que qualquer
produto de pelo menos n elementos de .4 é nulo. O menor inteiro que verifica essa proprie-
dade é denominado írzdÍce de ni/Falência de Á. Para álgebras de Beinstein nucleares temos

o seguinte resultado, que pode ser encontrado em 1271:

Teorema O.l (Teorema de Grishkov) Toda (í/ge6ra de Ber"sZeÍn ,zuc/ear de dome'zsão

Brita tem llúcleo ítilpotente.

Os subespaços U.l,Ç, + l,/e2 e U2 têm dimensões invariantes sob mudança de idempotentes.
Assim, as condições U.%:+Ka = 0 e [e = 0 independem do idempotente escolhido. Algebras
de Bernstein que satisfazen] Uel,G + K2 = 0 são denominadas á/ge6ras normais e aquelas que

verificam U? = 0 são chamadas á/geZ)ras e cepcionais.
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Proposição 0.3 Se Á = Fe © U (D y é wma á/geóra de Bernsfeín de tipo (l + r,s) com

r É l OH s 5; l então .4 á norma/ ou ezcepciona/. .Em partÍcu/ar, toda á/geóra de .Bernsteán

de dimensão menor ou igual a 4 é nol«ma! ou e=cepcionaí.

Se (A,w) é uma álgebra bárica e / Ç .A é um ideal bárico, a:.A/7 -+ F' dada por
O(ã) = co(a), para todo ã C Ã, está bem definida e é um homomorfismo, pois / Ç keru
Além disso, se co(a) # 0 então D(ã) # 0. Assim, (Á//,D) é uma álgebra bárica que,
naturalmente, chama-se á/febra q ocieníe de Á por /

Dada uma álgebra de Bernstein Á = Fe (D U © y, se / Ç À é um ideal bárico então
.4 = Á/7 é ainda uma álgebra de Bernstein e a decomposição de Peirce de À, com relação
ao idempotente ê = e + /, é Á = FE G) U © V, onde U = {íi = u + .r : u C U} e
7 = {iJ = t; + / ; ti C y}. Observa-se que, devido ao idempotente e, todo ideal bárico / Ç '4

tem decomposição / = (/ n u) © (-r n y).
Para álgebras não associativas em geral, nem sempre produto de ideais é um ideal. O

mesmo ocorre com as álgebras de Bernstein. Em 1361, os autores fazem um estudo sobre
produto de ideais em uma álgebra de Bernstein Á e provam, entre outros fatos, que as
potências principais do ideal N são ideais de Á. Tais potências são definidas, recursivamente,
da seguinte maneira: ]Vi = Ar e AÍk+i = Nk.N, para k 2 1.

0.2.1 Algebras de Bernstein Jordan
Uma subclasse importante das álgebras de Bernstein são as á/febras de Berrzsteín Jordan.

Recebem este nome as álgebras de Bernstein que também são álgebras de Jordan, ou seja,
além de (1), seus elementos satisfazem a identidade #(z'y) = z'(ay). Existem várias
caracterizações para essas álgebras que são bastante úteis.

Teorema 0.2 Sda ,4 = r'e © Ue © K: uma á/geóra de Bernstein. São equit;a/entes

(i) A é de borda«-;

Íái) «êste e C ip(Á) fa/ qu' y.2 = 0 e u(oUe) = 0, p"" t.d' " C K;

Ííãi) pa« t.do e C ip(Á), tem" K' = 0 ' u(uU.) = 0, q««/q«e, q«e .ej« " C %;

ri«) %' = 0, P«« tod. . C IP(.A);

r«) o. .le«':'«t« d. .4 «,O«m « {d.«tid«de ''
9



(oi) A é de potê,«ci«s «ss«i.ti««

A demonstração deste teorema pode ser encontrada em l91 e em l33j.

As álgebras de Bernstein Jordan aparecem como imagem homomorfa de álgebras de
Bernstein, de acordo com o que segue. Seja .4 = Fe (D U (D y uma álgebra de Bernstein
arbitrária. O conjunto L = {u C Ue : ut/. = 0} é um ideal de Á. Prova-se que

L- n u..
.clP(.4)

Portanto, Z, não depende do idempotente. Além disso, usando as linearizações das identi-
dades dadas em (4), verifica-se que, para todo u C t/ e t; C }'', os elementos (uu)t; e u' estão
em 1;. Dessa maneira. pelo teorema anterior, o quociente .A/L é uma álgebra de Bernstein
Jordan.

O Teorema 4.3 de 1391 diz que toda álgebra de Jordan nil de dimensão finita sobre um
corpo de característica distinta de 2 é nilpotente. Dessa maneira, temos:

Teorema 0.3 Toda álgebra de Bernstein Jordan de dimensão Jirtita tem núcleo nitpotente

Esse resultado será bastante usado no trabalho

0.2.2 Algebras de Bernstein excepcionais associadas a gratos
Sda G = (X(G). E(G)) um grato simples sem loops, onde X(G) - {zi, - . . , #,} denota

o conjunto de vértices e E(G) = {ai, . . . ,a,}, o conjunto das arestas de G. O grau de

z; C X(G), denotado por a=, é o número de arestas de G que incidem em z. Para cada
clk C E(G), denotamos crk por uij, se ak é uma aresta ligando os vértices af e #j. Assim,
UÍI = uii, pelo fato de G' ser simples.

Sejam U e y os /=-espaços vetoriais gerados livremente por X(G) e E(G), respectiva-
mente. Seja e um símbolo e .4(G) o espaço vetorial

,4(G) (9)

munido da seguinte multiplicação comutativa:

e' = e; e=i = {=i(i = 1,...,r); aÍt'ij = #j, para cada uij C E(G);
outros produtos nulos.
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Com essa operação, ,4(G) é uma álgebra de Bernstein excepcional de tipo (l + r, s). Obser-
vamos que e é um idempotente de peso l e a decomposição (9) é a decomposição de Peirce
de Á(G) relativa ao idempotente e. Dizemos que .4(G) é a á/geóra de BernsteÍn associada ao
gra/o G. Essas álgebras foram definidas e estudadas em j131. O processo descrito acima nos
permite construir exemplos de álgebras de Bernstein excepcionais a partir de gratos. E claro
que gratos isomorfos dão origem a álgebras isomorfas. A recíproca também é verdadeira,
embora não saia evidente. A demonstração deste fato está feita em j161.

0.3 Join de álgebras báricas e decomponibilidade
O conceito de decomponibilidade de uma álgebra bárica foi introduzida e estudada em

j101 e jlll. Paralelamente, em l91, o mesmo foi feito para álgebras de Bernstein.
Uma álgebra bárica (Á,w) com idempotente de peso l é decomporzúe/ se existem ideais

bilaterais não triviais Ari e iV2 de Á tais que kerw = Ni a) Ar2. Caso contrário, Á é ín-
decomporzúe/. Existe um método para obter álgebras decomponíveis, através do join de
álgebras báricas. Dadas duas álgebras báricas (Ái,ui) e (Á2,u'2) com idempotentes ei e e2,
respectivamente, o Joirz de (Ái,wi) e (Á2,w2) é a subálgebra de ÁI x Á2 = {(ai,a2) : ai C
.4:l a2 C ,42} formada por elementos de mesmo peso: col(ai) = wz(aa). Essa subálgebra é,
na categoria das álgebras báricas, o produto direto de (Ái,wi) e (Á2,co2). Essa álgebra é
denotado por(,4i V .42,coi V co2) e o idempotente(ei, e2), por ei V e2.

Algebras báricas que verihcam as condições de cadeia, como definidas em j101, em parti
cular, as de dimensão finita, satisfazem o Teorema de l<rull Schmidt para álgebras báricas,

que garante uma decomposição (única, a menos de isomorfismos) da álgebra como join
de um número finito de álgebras báricas indecomponíveis. Em jlll, os autores provam
que as álgebras de Bernstein formam uma s?lóc/asse /ecAada de álgebras báricas, isto é,
(Ái V Á2,«;1 V «,2) é de Bernstein se e somente se (Ái,(ol) e (Á2,"'2) são de Bernstein. As-
sim, pelo Teorema de l<rull Schmidt, toda álgebra de Bernstein de dimensão finita é join de
um número finito de álgebras de Bernstein indecomponíveis. Portanto, as álgebras de Berns-

tein indecomponíveis exercem um papel importante na teoria. Entretanto, nossa experência
tem mostrado que o cálculo de álgebras de Beinstein indecomponíveis é complexo- Por
exemplo, cada grato conexo simples dá origem a uma álgebra de Bernstein indecomponível,
conforme provado em j131.
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0.4 Algebras associativas de dimensão finita
Usarenaos neste trabalho, alguns resultados básicos da teoria das álgebras associativas

de dimensão finita que serão citados a seguir. Todas as álgebras consideradas nesta seção
serão associativas.

Em relação à existência de idempotentes, temos:

Teorema 0.4 (]2], Teorema 8) Toda á/febra de dimensão ./imita não n Zpotente posszl um
elemento {dempotertte

Seja Á uma álgebra. Pala todo idempotente e € Á, temos uma decomposição da álgebra
em soma de subespaços Á ' Áii © ,4to a) Áoi © .4oo, onde

{zij C .4 : ezÍj i#ij , zije = .jzij},

para í,.j = 0, 1. Essa decomposição é denominada decomposição de Peirce da á/geóra asso-
cÍafáoa Á re/atiça ao idempoZenfe e. Se a álgebra Á tem unidade então Áij = eiÁej, onde

ei = e e eo = 1 e. Observamos que os subespaços da decomposição de Peirce satisfazem
Áíj.4n ç (5jkÁir, para í,j, k,1 = 0, 1. Em particular, ,4tt e Áoo são subálgebras de Á.

Outro conceito importante é o de radical. Denotado por J(A), o rad ca/ de Jacoóson
de Á é a intersecção de todos os seus ideais à direita maximais. O radical de Á tem a

propriedade de que Á/J(Á) é uma álgebra semisimples e J(Á/J(Á)) = 0. No caso das
álgebras de dimensão finita, temos os seguintes resultados:

Proposição 0.4 (j181, Coi'olário 3.1.8) O radica/ de ztma á/geóra de dimensão ./irzíZa é

a intersecção de todos os seus ideais (bit«tereis) ma=imais.

Usando o Teorema 1.3.1 de 1281, que diz que o radical de um anel artiniano é nilpotente

e sabendo que J(,4) contém todos os ideais nil de Á, temos:

Proposição 0.5 0 radica/ de Tina á/geóra de dimensão ./ínifa Á é ltm dea/ n /potente que
contém todos os ideais nilpotentes de A.

Observação 0.3 Devido aos resultados acima, temos que todo ideal nil numa álgebra de
dimensão finita é nilpotente
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Capítulo l

A álgebra de multiplicações

Dada uma álgebra arbitrária ,4 sobre o corpo r', denotamos por End(Á) a álgebra
(associativa) dos operadores lineares de Á. Para cada # € Á, as aplicações Z'z: .A -+ .4 e
R,: Á -+ ,4 definidlas por L,(a) = "a e R.(a) - az, para todo a C Á, são elementos de
End (Á). A subálgebra de End (Á) gerada por {Lr, R, : # € ,4} é denominada á/febra de

mw/tip/{cações de .4 e é denotado por JW(.A). Sejam X = {Xt,X2,. ..,X.,. ..} e P[XI a
álgebra associativa livre não comutativa gerada por X sobre o corpo F' Denotando por
XT'jXI o ideal de r'l-X'l gerado pelo conjunto X, temos que

M(.4 ) , S,.) : P C XT'jXI, S,. = L,. o« R,.; zi C .A}.

O estudo das álgebras de multiplicações de álgebras não associativas tem sido feito por
diversos autores. Em l31, j191, 1291 e 1381, encontram-se resultados gerais obtidos para essas

álgebras.

1.1 Propriedades gerais e notações

Seja À uma álgcbra sobre F'. Dado um subconjunto S ç Á, o subespaço de Á gerado
por S é denotado por <S'> e o ideal de Á gerado por S é S Para cada subálgebra B
de Á, B' é a subálgebra de l}/(Á) gerada pelo conjunto {L,,R, : = c 1?}. Se Z é um
subconjunto de M(Á) e S é um subconjunto de Á, Z(S) repres'nta o subespaço de Á
gerado por {r(a) : r C Z, a C S}. Relacionamos ideais de Á e Àf(Á) da seguinte maneira:
dado um ideal / de ,4, o conjunto (/ : .4) = {a C M(Á) : a(.A) Ç ]} é um ideal de M(Á)-
Observe que o ideal /' está contido em (/ : Á). Por outro lado, para cada ideal J Ç iM(Á),
o subespaço J(Á) é ideal de Á.

13



Os dois próximos resultados nos serão úteis ao longo do trabalho (veja j19, Lema 2.41)

Proposição 1.1 Sejam .4 e B á/geóras sopre F' e p:Á --l B um epámor$smo. l?ntão (p

induz üm epimor$smo g': À/(Á) --} J\4(B) que satís/az g'(L.) = LP(.) e g'(R.) = R«(.),
para lodo a € A.

DnKioNSTKAÇÃo: Seja g': &/(A) --> M(B) dada poi

9'(P(S,., . . .,S,.)) S.(,0, . . ., S,(,0),

para todo p C XT'jXI e z{ C .4. Temos que g' está bem definida: seja '> = p(S,. , . . . , S,.)
um elemento em M(.4) que representa o.operador nulo. Vamos mostrar que o operador
p(S,(,.), . . . , S,(,.)) é nulo. Para todo b C'%! sda cz C Á tal que ?(a) = ó. Então p'('D)(b) =

9'(@)('P(')) - P(S,(,.),...,S,(,O)(p(«)) :: ç'(p(S,.,...,S,.)(«}) ©(')) - 0 P'r-
tanto. g'(®) = 0. A sobrejetividade de (p' é garantida pela sobrejetividade de g. O

Proposição 1.2 P«" lodo id«/ / Ç Á, lem-se M(Á//) = &/(Á)/(/ : Á)

DnhioNSTnAçÃo: Seja n: Á -+ Á// a projeção canónica. Pela proposição anterior, existe um
epimorfismo 11: JW(Á) --} ]V/(Á//). Temos ainda que o C kerll se e somente se Imo Ç /,
ou sda, kerl1 =(/: ,4). Assim, M(Á)/(/: Á) = il/(Á//). O

No caso particular em que a álgebra é o próprio corpo r', temos r' 3 End (F) 3 Àcf(r').
De fato, o homomorfismo a € F' -} L. C A/(r') Ç End (F') tem como inversa a aplicação
/ C End F H /(1) C r'. Dessa maneira, temos:

Proposição 1.3 Dada üma á/geóra óárica (.4,w) sopre o corpo r', existe épe/o menos) um
homomor$smo não nulo de M(A) em F

DnbíoNSTKAÇÃo: Temos que co: Á --} r' é um homomorfismo sobrejetor. Assim, pela Propo-
sição [.], existe um epimorfismo G: ]L/(Á) -+ ik/(r') tal (]ue D(L,) = L«(,) e 8(R,) = R«(,),
para todo = C .A. Usando o isomorfismo /k/(F) = f', obtemos que a função a: À/(Á) -} F'
dada por ü(Z,) = «.,(z) = ü(R,) está bem definida e é um epimorfismo. []

A proposição anterior nos diz que a álgebra de multiplicações de uma álgebra bárica
é uma álgebra bárica. Diremos que o homomorfismo ü obtido na proposição anterior é a
/urzção peso de iV(.4) indtzzida por o. Veremos agora como se relacionam keru e kerü,
quando Á é uma álgebra comutativa.

14



Notação: Sqa JV = kerw. Dénotaremos o idea] J\r' por ]V

Corola.io Soam (.A,«,) üma á/geóra báltica e ]V = ker'o. Se ü á a /unção peso de iM(Á)
indazÍda por «, então kerü = (N : Á).

DnuoNSTRAÇÃo: Pela Proposição 1.2, temos que M(4)/(N : A) = M(Á/N) = F =
M(Á)/kerü. Além disso, kerü Ç (N :,Á). De fato, s'iQ a = p(S,:,.-.,S.) C kerã.
bl-.. q"'lq-- « C Á, '.m« w('(')) - '''(P(S,., . - , S,.)(')) - P(S«(,n, . . , S«(,O)"(') -

D(P(S,.,...,S.))«,(,) = 0. L'go, keru' J(.N: Á) O

Seja (Á,w) uma álgebra bárica comutativa. Dessa maneira, M(Á) é a álgebra gerada
por {Lr : a C ,4}. Se c C Á é um elemento de peso 1, usando a decomposição Á - Fc(D N',
temos que, para todo = C 4, existe y C N tal que 1,, = w(a)Z'. + L3/ Logo,

«,(ak)L: + 0, onde 0 C N-Z'r. z,,. ( 1.1)

Como os elementos de il/(Á) são somas de operadores da forma (1.1), obtemos a seguinte

decomposição:
M(Á) L., L:,.. .,':,...> + N',

ou ainda, mudando os geradores do subespaço gerado pelos Z'k,

(1.2)

.v/(.'1) r'l.+<L: - z..,...,tl?- L.,...>+a'.

Temos que Z. g (]V : Á) e <L: -- L., . . . , Z,: -- 1,., . . .> + N ç (N : Á) é um subespaço de

codimensão no máximo 1. Portanto, obtemos que

(1.3)

(/v : .'{) ,z,: - '', .> + N'. (1.4)

1.2 A álgebra de multiplicações de uma álgebra de
Bernstein

Vários métodos têm sido usados para que possamos conhecer melhor as álgebras de
Bernstein. Um deles é o estudo de M(Á) quando Á é Bernstein. Esse estudo foi iniciado

por R. Costa e A. Suazo, em j141. Em jlSI encontram-se outros resultados a respeito dessas
álgebras. Muitos dos resultados obtidos nesses dois artigos serão usados neste trabalho.
Eles serão citados de acordo com a necessidade. Algumas demonstrações foram modificadas

e, portanto, serão feitas aqui. As demais, serão omitidos.
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Seja (Á,u) uma álgebra de Bernstein com decomposição de Peirce Á = r'e a) U q) }''
relativa ao idempotente e C Á. A linearização da identidade (1) nos fornece uma relação de
dependência linear das potências do operador Z).:

Lema 1.1 Sd« (.4,«,) u«.« á/geZ,« de B.rn.tem. Então, p«« lodo id mpot.nte ' C Á,
tem-se 2Z;! -- 3E? + L. = 0.

DEuoNSTnAÇÃo: A primeira linearização de (1) é

2(zy)«' «,(,y)=' - «,(«)'«y = o

Fazendo z = e, obtemos 2e(ey) -- w(y)e -- ey = 0, para todo y C Á. Substituindo y por

ye: 2e(e(ey)) -- «,(y)e -- e(ey) = 0. Subtraindo da equação anterior, resulta que 2e(e(ey)) --
3e(ey)+ ey = 0, ou seja, 2tÍI -- 3L:+ L. = 0. O

Em grande parte deste trabalho, vamos considerar a álgebra bárica (À/( 4),a), onde Á
é Bernstein e õ é a função peso induzida por co- A existência de outros caracteres de M(Á)
será tratada na Seção 4.3.2.

Pelo Lema 1.1, temos que a subálgebra gerada por L. tem dimensão 2. Além disso, os

operadores 2Z: -- L., de peso 1, e 4L. -- 4L: C (JV : Á) são idempotentes, pois são projeções
sobre os subespaços F'e e U, respectivamente. Por (1.4), temos a seguinte decomposição
p'ra ]M(.4):

&/(Á) - r'(2L: - z'.) a'(A': Á) - r'(2z: - z.) o(r'(4z. - 4L:)+ jV) . (1.5)

Veremos adiante que nem sempre vale (JV : Á) = f'(4L. -- 4L:) © vV, pois o idempotente
4Z,. -- 4L: pode pertencer a ]V. O Corolário da Proposição 2.6, no Capítulo 2, identificará
em quais álgebras isso pode ocorrer.

1.3 Decomposição de Peirce
A partir dos idempotentes encontrados na seção anterior, faremos a decomposição de

Peirce de ]M(Á). O próximo lema nos fornece algumas propriedades de decomposições de
subálgebras de operadores lineares obtidas por projeções, que serão usadas para dar uma
descrição geométrica dos subespaços da decomposição de Peirce de iM(Á).

Lema 1.2 Z)aços wm espaço t'etor a/ W e tina suba/febra S de End tV, lemos
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Íi) Se 0 C End !' á um ídempofente fa/ qwe SO Ç S então Oi: S -.} S dada por Oi(a) -
aO, para todo a ç: S, é uma projeção e

Imq)l {a C S : aO = a} = {a C S : a(ke- 0) = 0l;

kerq': = {a C S : aO = 0} = {a C S : a(Im0) = 0}

.4/ém disso, Imd). e kerQt são deaís â esquerda de S.

rÍ{J Se 0 C End IV á um idempolenle ía/ que OS Ç S então 2: S -} S dada por 'D2(a) -
0a, para todo a C S, é lma projeção e

ImQ'2 ' {a C S: 0a = a} = {.- C S: a(W) Ç Im0l;

ker©2 = {o C S : Ocr = 0} = {a C S : a(W) Ç ker0}

.4/em disso, ImQ2 e kerq)2 sao ideais a dzrezla de S.

DEhioNsvnAçÃo: Se é) C End l,V é idempotente então Wr = ker é?©lm 0 e, como End W é uma

álgebra associativa, q)l e (P2 são projeções. Pela decomposição de W, um elemento a C S
verifica aO = a se e somente se, para quaisquer # C ker 0 e y C Im0, oO(3 + g/) = a(z + y),

ou sda, a(y) = a(=) + a(y) e, portanto, a(z) = 0. Dessa maneira, Im@l = {a C S

aO = a} = {a C S : a(ker0) = 0}. Observamos, ainda, que se a € 1m@i e r C S então
(rc,)(ker0) = ."(a(ker 0)) = 0 e, portanto, Im@l é ideal à esquerda de S. De modo análogo,
verificam-se as outras afirmações. u

Usaremos o tema anterior no idea] (]V : Á) para obter a primeira decomposição de Peirce

de M(,4).

Proposição 1.4 Dada ilha á/geóra de Berrzstein .4 = F'e © U © y, sua á/febra de mu/t
pticações tem a seguirlte decomposição

lk/(.'1) = F'(2Z.: z..)© u ©\'', (1.6)

.«d.Ü {aC(]V:.4):a(2L:-Z..)=a} {ae(N:Á):a(N)=0} '\''-laC(N
.'l) : a(2Z: - É.) = 0} = {a C (N : .A) : a(e) = 0}. Á/ém disso, «/em « s'g«iates «/«iões;

Ü' . o; ÜP -o; ÜÜ c 9'' ç Ü. (i.7)

Em particular, U é ideal bilateral de &l(.A) de quadrado Halo e V é ideal à esquerda de
JM ( .A ) .
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DKuoNSTKAçÃo: Basta observar que 2L: -- L. é a projeção sobre r'e com núcleo Ar e usar
o Lema 1.2 (i) na subálgebra (N : .4). Observamos (lue (N : Á)(2L: -- L.) ç (N : '4), pois
(N : A) é ideal de iv(.4). Os subespaços U e Ü são, respectivamente, a imagem e o núcleo
de 'Di. Como os elementos de (JV : Á) têm imagem contida em iV, obtemos U(.V : Á) - 0,

ou sqa, U2 = 0 e Uy = 0. As inclusões yU C U e y2 C y valem pelo fato de U e y serem
ideais à esquerda de (/V :.4). []

Observação 1.1 A decomposição dada em (1.6) depende do idempotente e C ip(Á) fixado-

Quando houver no contexto mais de um idempotente envolvido, colocaremos índices nos
subespaços de M(Á), escrevendo t/. e l,'l., indicando qual é o idempotente usado naquela
decomposição.

Observação 1.2 0s subespaços da decomposição (1.6) coincidem, respectivamente, com

os subespaços JM(Á)ií, JW(.4)to e À/(Á)oo da decomposição de Peirce de JM(Á) associada ao
idempotente 2L: -- L.. Observamos também que À4(Á)oi = 0.

Observação 1.3 Como U = {a C (N : .4) : o(/V) = 0} não depende do idempotente

e C Á, esse subespaço é invariante sob mudança de idempotentes em Á. Em particular,
dim U e dim }'' também são invariantes. O subespaço y, no entanto, apesar de ter dimensão

invariante, comporta-se de maneira diferente sob mudança de idempotentes:

Proposição 1.5 Sela .4 = F'e a) Ue © K Hma á/febra de Be7'nsleín e JI/(Á) - F(2L'
L.)©Õ.©Ê "' á/g.ó« d. m«/lÍp/á«çõ«. E«tã. n ü Á) :a(Á') -o}

.cç( .'{ )

DnuoNSTKAÇÃo: Seja cr um elemento na intersecção dos 1,:, e C ip(Á). Para cada u C U.,
temos que o(e+ü+ tz') = 0, pois a C V/, onde/ = e+ tl + u2. Como o(e) = 0, resulta que

o(u + u') = 0. Tomando agora o elemento --u C U., obtemos também (lue o(--u + u') - 0,

o« sda, a(u) = 0 = .'(u'), para todo u C Ue. Porta"to, a(.Á') = a(f'e © Uc © U:) - 0-

Reciprocamente, se a(Á:) = 0 então a(e + tz + u2) = 0, para todo té € U, o que implica que

.clP(A)

Corolário Se Á é uma á/ge6ra de BernsteÍn nuc/ear então Í''l
.€1P(.4)

D

Vimos na Proposição 1.4 que os operadores em P têm posto $ 1, pois só dependem do
valor que assumem no idempotente e. Cromo os elementos de zt/(Á) têm imagem contida
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em ,42 e os elementos de t/ têm imagem em Ar, resulta que se o C U então Imo = <a(e)> Ç
.Aa n Ar ;: t/ (D U2. .A próxima proposição mostra que todo elemento de [/ © t/2 é imagem de

e por algum operador em b'; em outras palavras, para cada C C/ © 6r2, o operador linear
@, C End (.A) definido por d'-(e) = z e 'É,(N) = 0 é um elemento de M(Á)-

Proposição 1.6 Para toda á/geóra de Berrzsteín .A = Fe©C/©y, temos qwe U = {V'r : # C

U © U'}, onde V',(e) = z e ./',(N) = 0. Á/é«- d sso, a ap/ícação ©: U © U2 --> t/ dada por
z F-> @, é wm {somor$smo de espaços ueforiaás e, em pari cu/ar, dimU = dimU + dimt/2

DnuoNSTnAÇÃo: Em j141, prova-se que

ü.- 2L.L. +2L«L. L«

$.: = 'ZL..L. -+ L«L, -} L:L«.

para todo u, z C U

Obtemos, assim. uma descrição completa dos elementos de U. Por outro lado, a estrutura
do subespaço y é mais complicada. Enl compensação, refiete muitas propriedades da álgebra
de Bernstein Á, como veremos ao longo do trabalho.

Já vimos que 4L. -- 4L? C (]V : Á) é idempotente, pois é projeção sobre o subespaço
P, com núcleo Fe q) L'. Observamos que 4L. -- 4L: € Ç', pois (4L. -- 4L?)(e) = 0. Assim,
temos uma nova decomposição de Peirce, agora restrita. à subálgebra y, relativa a esse
idempotente: y = Vi l © Vio © Uoi © Uoo, onde

D

{a.j C L' : of.Í(4L. .jofj e (4L. 4L:)a;j (1.8)

Observamos que os elementos de V podem ser considerados como operadores lineares de

N, já (lue a(e) = 0 e Imo Ç N, para todo a C i7. Assim, combinando as partes (i) e (ii)
do Lema 1.2, para L'' (identificada como subálgebra de End JV) e 4L. -- 4L:, obtemos:

Proposição 1.7 Seja a C L''. Boião

. C Vit + .(U) Ç U ' a(}') = 0;
c, C Üo + a(U) = 0 e a(}'') Ç U;
a C Üi + a(U) Ç y ' a(y) = 0;
a C Üo + a(U) = 0 e a(1'') Ç y
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Também para essa decomposição obtemos a invariância da dimensão dos subespaços,
sob mudança de idempotentes em ,4. A demonstração desse fato encontra-se em j141. Lem-
bramos que, para todo i,.j,k, / C {0, 1}, vale

%jUkl Ç .5jkUI. (1.9)

A decomposição

'W(.A) - f'(2Z: - L.) © Ü © Ü: © Ü. © Ü. © Voo (l.lO)

é denominada decomposição de Peárce como/efa de M(A) relativa ao idempotente e. Se
z = ae + u + u é llm elemento de .4 então a decomposição de Z,.; com respeito a (l.lO) é

L, 2t:-z.)+l@«+l.L.;l::+lz,,l-o+lz,,lo:+l ,Im,(1.11)
onde

l ,lii = {a(4L. - 4Z:) + 2Z..,Z,.;

It,l-o (2Z..L« - {@«) + (Z.., 2L.,L.);

IL.;lot = Z,. -- 2Z.L«
IL,loo

(1.12)

(1.13)

(1.14)

(1.15)

Para constatei a igualdade em (1.11), basta calcular ambos os lados em elementos genéricos
de Á. As parcelas a(2É: -- L.) e {V'« estão, respectivamente, em F'(2L: -- Z).) e U. A
verificação de que IZ,,li.Í C Uj, para {,J = 0, 1, pode ser feita usando a Proposição 1.7:
cada lt;lij C y pois esses operadores se anulam em e. Para u' C U e u' C v, temos:
It,l-:(«') a«'+ «'« C U e IZ.,l--(«') :o(u') :o(«')

IZ,,,loi(u') = uu' C \,' e IL.:loi(u') = 0. Assim, IZ,.:lii C Hi, IZ,,lio C Vio e it.;loi C Voi.

Observação 1.4 0s elementos de JVk têm imagem contida em Nt e se cr C .VA n y então
Ima Ç Nk+' , para todo A; ? 1. De fato, como Nk é ideal, para todo k ? 1, e os elementos

de ]Vt são somas de operadores da forma L,. . . . L,,. , com pelo menos k índices em Ar, temos
que a imagem desses operadores está em Ark. No caso em que o está em y, temos que
a(e) = 0, ou seja, um elemento da imagem de o é da coima o(z), onde # € N. Assim, os
operadores em Jvt n }'' têm imagem contida em ]Vk+l

A partir da decomposição dos operadores L, e das relações dadas em (1.9), podemos
verificar que l,/io e Uot são subespaços contidos em N e Uoo = Uoil/io está contido em ]V2
Além disso, temos

ht = F'(4z. - 4z.:) +(vii n &).(1.16)
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Como JV'(Uy + b''') © U: ' iV;(U; +(U}'')y+ }'''+ U'l'') © U(Uy), «s-d' .

observação anterior, podemos melhorar o enunciado da Proposição 1.7 do seguinte modo:
para todo elemento a C L', tem-se:

.'C Wti

.'c utin N

a C Vio

.'C Uot

.' C }'bo

.(U) Ç P e .(}')

.(U) Ç Uy + t'' e a(y)

.(U) e a(}') Ç U}' + y:;
a(U) Ç U' e a(}')
a(U) e .(}') Ç U(U}').

(1.17)

(1.18)

(1.19)

(1.20)

(1.21)

Dessa maneira, obtemos o seguinte resultado, que classifica as álgebras de Bernstein nas
quais algum dos subespaços Uj é nulo:

Teorema 1.1 Sd«m ,'l = F'' © U © y «m. á/g.ó« d. B«te{« . M(Á) s- á/geó« d.
mlltipticações com decomposição de Peirce (l.lO). Então

r&,) Vio = 0 se e son7zenZe se .4 e nor17za/, zelo e, [/}/ + ]/2 = 0,

rÍ{J Uo. 0 se e somente se /4 é ezcepczona/, zsfo e, [/2 = 0,

pÍÍJ Uoo 0 s. . .o«..«Z. .. L'(U}'') 0

DENIONSTRAÇÃO

(i) Se ,4 é normal então, por (1.19), Vto = 0. Por outro lado, se .4 não é normal, existem

tl C U e u C \'/ tais que tiu # 0 ou existe ui C y tal que ui # 0. No primeiro caso,
o operador a = 2L.L« -- {@. C U. é não nulo, pois o(u) = uu # 0. No segundo,

r = Z,,. -- 2L,. L. C Vio é não nulo, já que r(ui) = u? # 0.

(ii) Suponha que .4 é excepcional. De (1.20) resulta que Uoi = 0. Se Á não é excepcional,
existe u C U com u2 # 0 e, assim, o operador é? = L« -- 2L.L« C Uoi é não nulo, pois
a(u)

(iii) Temos que Um ' 0 se U(Uy) = 0, devido a(1.21) e se existem tzi,u2 C C/ eu C y com
«i(u2o) # 0 então a = (Z.«. -- 2L.1,.. )(2.[.L«, -- {@.) C Uoo «rifica a(u) = u:(u2u) :#

0. Assim, Uoo = 0 se e somente se U(t/}') = 0. O
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Observação 1.5 Ressaltamos que as condições dadas nos itens (i), (ii) e (iii) do teore-
ma anterior não dependem do idempotente e C .4, pois todos os subespaços citados têm
dimensão invariante. .\ demonstração de que o subespaço U(Uy) tem dimensão invarian-
te encontra-se em jlSI e outras considerações e resultados sobre subespaços de dimensão
invariante em álgebras de Bernstein podem ser encontrados em j171.

Quando U # 0, o operador 4É. -- 4L: C Vil é não nulo. Portanto, o subespaço ht é não
nulo. No Capítulo 3, faremos um estudo das álgebras onde a dimensão de l,/ii é mínima.

Descreveremos, a seguir, o anulador de M(Á). Denotamos por anniM(Á)L e annM(.4)a,
os anuladores à esquerda e à direita de M(.4), respectivamente.

Proposição 1.8 Soam .4 uma á/geóra de Bernstein e M(.4) süa á/geóra de mw/tip/{cações

E«íãoan«&/(.A)a nÁ:A) .-«M(.4)L M(Á):a(,4')

DnuoNSTnAÇÃo: Sejam a C(annÁ : Á) e r C M(.A). Temos que l"o(z) = r(a(n)) = 0, pois
c,(z) C ann.A, pala todo :« C Á. Logo, c, C annM(,'1)n. Por outro lado, se o # (annÁ : ,4)
então existem :«,y C .4 tais que .(#)3/ # 0. Daí L,a :# 0, pois (É,a)(a) = ya(a) # 0. Ou
sda, a gl a««nM(Á). Porta«t., -nÀ/(Á)n = (annÁ : .4).

Seja agora a C ann v(,4)L. Então o(2L: -- L.) = 0 e oV,, = 0, para todo r C t/ (D U'
Dessa maneira, a(e) = 0 = o(z), para todo C U © U'. Assim, c,(Á') = 0. Além
disso, como todo o € .b/(Á) tem imagem contida em ,42, resulta que 0r = 0, para todo
0 C {a € M(.4) : a(d') = 0} e qualquer ,- C M(Á). Portanto, annM(Á)L = {a C M(,4)

Como ««MM(Á) = an«'v(Á)n n an«iV(,4)t, temos:

Corolário l Se Á é rzttc/cüF ou annÁ 0 .nfã. an«M(A) 0 D

Observação 1.6 Usando a caracterização dos subespaços Uj dada na Proposição 1.7, re
s«lta q- -«iV(Á)n Ç U © Lb: © Uo. e a««M(Á)t Ç Ho ® Uoo. .Assim, annJM(.4) Ç Uoo.

Em vista da observação anterior e da parte (iii) do Teorema 1.1, temos:

Corolário 2 Se .4 é «m« á/g.ó« d. B«t.án com U(Uy) = 0 .«fão annM(,4) = o. a
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1.4 JW(.Á) nas álgebras normais
Através do Teorema 1.1 pudemos caracterizar as álgebras normais pela dimensão do

subespaço ho da decomposição de Peirce de iM(.A). O Corolário da Proposição 1.9 a seguir
descreve os elementos de ]M(Á), pala estas álgebras.

Lema 1.3 0 co?Üunfo {Z,. -- 2L.L. : u C U} tí m suóespaço t;etária/ de Uoi e sua di-
mensão coincide com Q dimensão de UJL. Em particular, Q dimensão desse subespaço é um
nuarÍanfe de ,4 e dim Uoi ? dim U -- dimZ.

DEMONSTRAÇÃO: Considei'e a aplicação linear u C U }--} Z,. -- 2.[eZ« C Uoi. Pe]a Proposição
1.7, Z;« -- 2Z.L« = 0 se e somente se (L« -- 2Z.L«)(U) = 0. Assim, o núcleo da aplicação

dada é Z = {u C U : uU = 0}. Dessa maneira, a imagem dessa aplicação, que é o conjunto
{Z,. -- 2L.L« : u C U}, tem dimensão igual a dim U/Z;. o

Lema 1.4 Para lodo tz C U e u C y, t;a/e

2(Z,« 2Z;.L«)(L,L.) + (Z - 2Z;.L - )

DEMONSTRAÇÃO: Observamos, inicialmente, que Z,« -- 2Lel,. C Uoi e 2L.Z)e C Vlt. Dessa
maneira, a composta desses operadores é um elemento de Uoi. Portanto, basta calculei o

valor desse operador em elementos de U; e, para u' C U, temos (Z« -- 2Z;.L«)(2L,Z,.)(u') =
u(u'u) = -«'(uu) =(L«, - 2Z..Z.-)(u'). Co«seqüentemente, 2(Z.« -2Z..Z«)(Z,,Z .)+(Z;--

Podemos agora descrever o subespaço Uot na classe de álgebras de Bernstein que satis-
fazem U(U}') = 0.

Proposição 1.9 Se .4 = r'c a) U © V é uma á/geóra de Berrzstein com P(Uy) = 0 enfia
Uoi = {L. -- 2Z.L« : u C U} e, porlarzlo, dim Uoi = dimU -- dim L.

DEMONSTRAÇÃO: Basta mostrar que, para todo A ? l e =i,...,zk C ,'l, a componente

It,. . . . Z,*loi é um elemento do subespaço I' - {Z;. -- 2Z.Z« : u C C/l}. Provaremos por

indução em k. Se k = 1, o resultado vale por (1.14). Suponha agora que IZ,,. . . . Z',A..loi c
}r e seja zi; = ake + uk + uk C .4. Pelas relações dadas em (1.7) é (1.9) e devido ao

fato que Uoo = 0, obtemos que it,. .. .I'=.loi = IZ',. . ..I'"-.lollZ'r.lli. Se u C U é tal
que 1.[,. . . . Z=k.,lol = Z,. -- 2L.Z,. então, pe]o tema anterior, temos que IZ,,. . . . ]'=.loi '

(Z.« - 2L.L.)({a*(4L. - 4L:) + 2L«Z.) Z« - 2L.É«) - (Z;-. - 2Z..Z.-.) C }t''. D
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Corolário S' Á á ««,« á/geó« de Be«sfeín n.,ma/ .«lã. A'f(Á) fem a guÍnle dec.mp.
szçao;

M(Á) r'(2Z: L.) © ü © F'(4L. - 4É:) © {Z,. 2Z.L. : u C U}. (1.22)

DnuoNSTnAÇÃo: Por (1.18), temos que Ui í) N = 0. Assim, de (1.16), resulta que UI =
F'(4L. -- 4L:). Do Teorema 1.1 segue que }'lo = Uoo = 0 e, pela Proposição 1.9, yot =

{1,. -- 2.[.Z, : u C U}. []

0

1.5 Relações entre M(.A) e M(.A)
Sejam ..4 = Fe q) U © y uma álgebra de Bernstein e / um ideal bárico de ,4, ou seja,

/ Ç N = t/ © y. Desse modo, a álgebra quociente 7 = ,4// é Bernstein, ãl = f'P© t/ © V,

onde E = e + /, U = {u + / : u C U} e 7 = {u + / : z; C y}. Considerando a projeção
canónica de Á em .4, temos, pela Proposição 1.1, um epimorfismo a de M(Á) em iM(ã) tal
que n(Z;,) = Lr, para todo .z: € .4. Observamos (lue se o C .V(Á) então a(a) = a, onde
a'(a + /)

A álgebra JW(d) tem decomposição de Peirce

M(ã) = r'(2L: - É;) ©F© 'r = r'(2Z{ - Z,;) ©F© 'r:: © 'r:.© 7.: © yoo

Pela caracterização dos subespaços dessa decomposição dada nas Proposições 1.4 e 1.7,
temos «(U) = r7; «-(Kj) = L''ij, para {,.j = 0,1. Por exemplo, o C U + .(N) = 0 :>
a(JV) = 0 + a C U

Em geral, a dimensão dos subespaços C/ e }Çj de ]\:f(.4) é maior que a dimensão cle suas
imagens em iM(À) sob a projeção n. Veremos ern que casos n preserva a dimensão de algum
desses subespaços

Proposição 1.10 r'l) Se o {dea/ / está comido em t/ então dimroi = dimUoi e dim:Í.o =

dim Uoo.

rÍ{J Se o ídea/ / esZ(í cariado em L'' então dim:i7ii = dim Lli e dimrio = dimVto.

Dela«iONSTnAÇÃo: (i) Basta mostrar que a restrição de n a esses subespaços é injetora, pois
já temos q« «(VÇj) = rij. Se a = 0 então .(Á) Ç / Ç C/, mas se a C Ü: (o« a € Üo)
então a( 4) = a(U) Ç }'' (respecti-me«te, a(.A) = a(V) Ç }''). Assim .(.A) ç u n y = o,

ou seja, a = 0. Portanto, n'lÜo. e n'lÜo. são injetoras e, consequentemente, dim'Foi = dim Uoi
e dim Voo = dim Uoo. A demonstração de (ii) é análoga.
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Observação 1.7 / Ç U é ideal de ,4 se e somente se / Ç Z, e / Ç y é ideal de ,4 se e
somente se / Ç ann.4. De fato, se / Ç U é ideal então de t/2 Ç }'', resulta que /P = 0, ou
seja, / Ç L. Do mesmo modo, se / Ç L'' é ideal então, de Uy + V2 Ç U e ey = 0, temos
que / Ç ann,4.

Proposição 1.11 .4s dimensões deU eU são água sse e somente se/ Ç ann.A e /RU2 = 0

DnuoNSTnAÇÃo: Sabemos que dimU :; dimt/ + dimU2 e dimU = dimU + dimU2. Se

/ gl annÁ então, pela observação anterior, / í) C/ # 0 e, assim, dimU < dimU; se existe

o # g c / n P' então V,, # 0 e Úv = 0, ou seja, a IÜ não é injetora. Logo, se dimt7 = dim U
então / n u2 - 0 e / C annÁ.

Reciprocamente, se / Ç ann,4 e / n u' = 0 então / n Á' = 0. Seja a C M(Á), a # 0 e
3 C .4 tal que a(z) :# 0. Como a(z) C Á', temos que a(z) « /. Portanto a # 0 e, assim, T

Observação 1.8 Se / é um ideal de Á tal (lue / n Á' = 0 então (/ : .4) = {o C M(.4)
c,(Á) Ç /} = 0, pois a imagem dos elementos de zV(Á) está contido em .A'. Dessa ma-
neira, pela Proposição 1.2, temos que À/(Á//) = M(Á)/(/ : .4) = M(Á). É claro que
se À/(Á//) = M(.4) então dimU = dimU. Assim, dimU = dimi7 se e somente se
dim M(.4) = dim iv(Á).

Observação 1.9 Devido à observação anterior, podemos supor que annÁ Ç U2, sempre
que necessário, pois a parte do anulador de .4 que não está em P2 não interfere na álgebra
de multiplicações de .4. Essa consideração será útil no estudo dos automorfismos de ]M(Á)
e também no estudo da decomponibilidade de ik/(Á).
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Capítulo 2

Propriedades de elementos de .ZW(.A)

Neste capítulo estudaremos propriedades de certos elementos diferenciados da álgebra
de multiplicações. Os idempotentes, por exemplo, são elementos importantes da álgebra.
Na primeira parte do capítulo, apresentamos algumas características desses elementos e es-
tabelecemos um critério para decidir sobre a nilpotência do núcleo da álgebra de Bernstein
através dos idempotentes de it4(Á). Provámos também que não existem elementos in-
versíveis em M(.4), a não ser em casos triviais. Na segunda parte do capítulo, investigamos
então o posto máximo dos elementos da álgebra de multiplicações.

Em j141 já existe uma caracterização das álgebras de Beinstein com núcleo nilpotente
por meio de alguma propriedade de sua álgebra de multiplicações:

Proposição 2.1 ([141, Proposição 1.9) Sda Á = Fe (D N ama á/febra de Bernstein
Então N é nitpotente se e somente se N é nilpotente

2.1 Idempotentes da álgebra de multiplicações
Os idempotentes exercem um papel importante na teoria, mas sua descrição, em geral,

não é simples. Tentaremos relacionar algumas características desses elementos que serão
úteis no estudo das álgebras de multiplicações. Inicialmente, veremos como se comporta a
decomposição de Peirce dos idempotentes.

Proposição 2.2 ri) t/m e/ementa o € A/(Á) á idempofenZe de peso l se e somente se
. = 2É? -- L. + @, + 0, com 0 C }' {dempofente e 3 C ker0 n (t/ © c/').

riJ Um e/e«,e«Z. a C (]V : .A) á mp.fe«le .e . «m.«Z. se a o«de a C f á
idempolenfe e 3 C Im0.
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DnNioNSTn A (' A o

(i) Escrevendo a = et3 -- É. + Ü, +0, com d,.: C U e 0 C V, temos que o é idempotente se

e somente se 2L: L.+V', +0@, +02 = 2Z,: -- Z.+@,+0. Clamo 0@, é um elemento
de U, a igualdade anterior é equivalente a é?Ü, = 0 e 02 = 0. Assim, o é idempotente
se e somente se 0' = 0 e 0(a) = 0, onde 3 C U (D U', ou seja, se e somente se 0 C P é
idempotente e = C ker0 n (u © u').

(ii) A demonstração é análoga ao caso anterior. Basta decompor a = d',, + 0 e calcular
az, para obter que o = @, + 0 é idempotente se e somente se 0 é idempotente e

z C Imon((' -) U2). Como Im0 C U© t/'. sempre que 0 C t, temos que a = V,, + a
é idempotente se e somente se 0 é idempotente e # C Im0. o

Pela proposição anterior, a descrição dos idempotentes de ik/(.4) se restringe à descrição
dos idempotentes em L'. Como y = F(4L. -- 4L:) + (N n L'), temos que os elementos em
y são da forma a(4L. -- 4L:) + 0, onde a C F' e 0 C JV íl y

2.1.1 Algebras de Bernsteín com núcleo nilpotente
Nesta seção, nosso objetivo é encontrar um critério para identificar as álgebras de Berns.

tem com núcleo nilpotente através do posto dos idempotentes do núcleo de A/(.4).

#

Lema 2.1 Se A é {zrna á/geóra de Bernsleir} com ntíc/eo n /pofenfe erzlão os dempolenfes
não rzu/os em L'' são da /arma 4L. - 4Z: + 0, com o c v' n N

Dni«ÍONSTnAÇÃO: Sqa a = a(4L. -- 4L:) + 0 C v um idempotente, com 0 € y í) Ar. Temos
que a2 = a'(4L. -- 4:) + a(4L. -- 4Z,:)0 + a0(4L. -- 4L:) + 0'. Como iV é nilpotente,
temos, pela Proposição 2.1, que Ar é nilpotente, assim, 4Z,. -- 4Z: # N e, portanto, y =
r'(4L. -- 4L:) a) (v' n /v). Logo, a2 = o implica que a2 = a, ou seja, a = 0 ou a = 1.
Se a = 0, temos (lue o = 0 C Ar; daí, a = 0, pois N é nilpotente. Dessa maneira, se a é

idempotente não nulo, devemos ter a = 1. O

Observação 2.1 Se trocarmos a hipótese iV nilpotente por (N : Á) = F'(4L. -- 4L?) (D N,
teremos que todo idempotente em (N : .4) é da forma a(4Z). -- 4Z;?) + 0, onde a = 1 ou
a =0eOC y n N

Observação 2.2 Se V é um espaço vetorial, y = h (D V2 e W C y é um subespaço com
dimW' > dimH então v2 n }v # 0. De fato, se diml'V = n então existem zi, . . . ,z. C yi,
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y-, . . . , g/. C y2 tais que {.rl +yi , . . . , .=«+y.} é um subconjunto linearmente independente de

1,}'. Como dim Vt < iz. o conjunto {zi, . . . , z.} é linearmente dependente. Portanto, existem

a-, . . . , a., não todos nulos, tais (lue >1,i:;: cua{ = 0. Temos então 0 # }:Z:: cvi(a{ + yi) =

:l:::. g/i c v2 n w

Agora podemos caracterizar os idempotentes de V, quanto ao posto, quando N é nilpo..
tente. Dado um operador a C A/(Á), denotaremos por rk (a) o posto de a.

Proposição 2.3 Se .4 é tina á/geóra de Bernsleín de tipo (l + r,s) com rztíc/eo ni/pofenfe
então os idempotentes em V são operadores lineares de posto r

DEuoNSTnAÇÃo: Lembramos que os elementos de y podem ser considerados como ope-
radores de N. Pelo Lema 2.1, a = 4Z;. -- 4L? + 0, com 0 € V'n N. Se rk(a) > r
então, pela observação anterior, existe u C Im(c,) n y, u # 0. Temos então t, = o(u) =
(4Z}. -- 4L? + 0)(u) = 0(u), absurdo, pois 0 C N é nilpotente. Por outro lado, se rk (a) < r
então dim(kera) > s. Novamente pela observação anterior, existe u c u n kera, u # 0.
Assim, 0 = o(u) = (4Z,. - 4L: + 0)(u) = l& + 0(u) e, portanto, 0 possui autovalor -l,

contrariando a nilpotência de 0. Dessa maneira, concluímos que rk(a) = r, ou seja, todo
idempotente em (À' : .-l) tem posto r. O

Corolário S' Á é ««,« á/g.ó«« de B«Ze{« d' fáp. (1 + ,, .) c.m «:í./eo «i/potente .«fã.

riJ os {dempofenles de .\7(Á) de peso / fém posto l oa 1 + r;

(ü) .s idemp.tens« d. tN A) Zê«. PO.f. '

DnuoNSTnAÇÃo: Se o é idempotente de peso l então, pela Proposição 2.2 (i), a = 2Z2 --
Z,. + @, + 0, onde 0 C L'' é idempotente e a; C ker0. Se 0 = 0 então a = 2L: -- L. + Ü;
tem posto 1. Se 0 # 0 então, pela proposição anterior, rk(0) = r e, consequentemente,

rk(a) = 1 + r. No caso em que a é um idempotente em (N : Á), temos, pela Proposição
2.2(ii), que a = Ü;+0. com r C Im0 e 0' = 0. Assim, rk(o) = rk(0) = r. O

Para cada idempotente eo C Á, temos que 4Z.. -- 4L:. C (N : Á) tem posto r, pois
esse operador é projeção sobre o subespaço C/eo' Assim, sua componente no subespaço V'
também tem posto r. No entanto, observa-se que, em geral, esses operadores não são os
únicos idempotentes de y, embora todos os idempotentes desse subespaço tenham posto r
O próximo exemplo ilustra esse fato.
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Exemplo 2.1 Seja .4 = F'e©U©V aálgebra de Bernstein de tipo(6,3) tendo {ui, . ..,tz5}
uma base de U, {ui, u2, u3} uma base de V e os seguintes produtos:

ul U2 U3U2U4 ulU3 U5

U2U3ul ul U5

U2U2 ul
U3 ul U5

2usU4 ol

U5

ul

U2

2usU3

Esta álgebra é nuclear, portanto, tem núcleo nilpotente. O operador a = 4Z. -- 4Z,? +
2.[eÉ«: -- }@«. é idempotente com ]ma :: {]/ e kera = {u -- ulu : u C L''} = <ul -- u51 u2, u3>.

Se a fosse a restrição a Ar de algum operador da forma 4L. -- 4L:., com eo = e + uo + u2
então, de Imo = U. resulta U = U.. = {u + 2uuo : u € C/}, ou sqa, uo C L = F'u5. Dessa

maneira, temos Ko = {u -- 2(uo + ug)t; : u C L''} = {t, -- 2Àusu : u C }''} = }'' # kera.
Portanto, o não pode ser restrição a N de um operador da forma 4Z,.. -- 4L:., para eo C Á
idempotente.

A próxima proposição mostra que esse resultado é verdadeiro para algumas classes de
álgebras.

Proposição 2.4 Se Á é uma á/geóra de /3ernsÉein norma/ Calão lodo {dempofente de V á
restrição a N de algum operador da forma 4Le. ' 4L'z., para nlgu,'m idempotente eQ Ç: A.

DEuoNSTKAÇÃo: Como .4 é normal, }'' :: y/, para quaisquer idempotentes e,/ C ,4. Além
disso, de (1.22), L' = r'(4L. -- 4Z:) ® {Z,« -- 2Z.L« : u C Lr}. Assim, o conjunto dos

idempotentes de y é {41,. -- 4L? + L. -- 2Z,.Z,. : u € U].. Para cada u' C U, tomando
o' = 4L. -- 4L? + L., -- 2L.L.., resulta que Imo' = .[u + L['u : zz C C/} = Ue., onde

eo = e + ' tl' + }u'' e kero = y = K.. Assim, a = (4Z,« -- 4L:o) .,. O

A classe das álgebras de Bernstein que verificam t/'(Uy) = 0 contém as álgebras normais.

Já nessa classe um pouco maior, não vale o resultado da Proposição 2.4. O próprio Exemplo
2.1 ilustra esse fato. No entanto, será possível mostrar que os idempotentes de posto r, nesse
caso, são projeções sobre algum subespaço Ueo , embora não coincidam, necessariamente, com
o operador 4L. -- 4L:.
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Proposição 2.5 Sda Á = /?e q) U© y uma á/geóra de 13errzsteÍn safes/aze7zdo U(t/}'') = 0
Então os idempoter\tes de V têm imagem contida em U.o, para algum idempotente eQ C A

Dnl«tONSTnAÇÃO: Quando Z.,'(UV) = 0, temos do Teorema 1.1 e da Proposição 1.9 que
Uoo = 0 e Uoi = {L. -- 2Z,.L. : u C U}. Seja o = 4L. --4Z,: +0ii+0io+0oi um idempotente
em y, onde Oij C Uj. Então, de (1.8) e (1.9), temos

Í Of. + Oii + 0io0oi = 0
l 0i:0:. = 0
l 0otOii = 0
l 0o-0:.

Seja u' C t/ tal que Ooi = L., 2L.Z,.,. Então Ool(u) = uu', para todo u C t/. h'lostraremos

que Im0 Ç Ue., onde eO = e + :u' + :u'': das relações em (2.1), temos a(u + t;) =

«+0::(«)+0:o(«)+«o« ,(«)+0-o(«)+«o«+0o:0:-(«)+0o-0-o(«)+0-:(«)+
a.0(«) + «o(u + 0--(U) + 0-o(«)) € U. . 0

Assim, usando o Corolário da Proposição 2.3 e a proposição anterior, temos:

(2.1)

Corolário Se Á é «m« á/geó« de Be«.feín c.m «:íc/eo n{/pot.«Ze . U(C/}') = 0 ente. fod.
{dempotente em (.N : .4'l é projeção sobre o subespaço U«, para algum idempotente eo C A.
D

Para caracterizar as álgebras de Bernstein com núcleo nilpotente pelos idempotentes de
sua álgebra de multiplicações. será necessário descrever os idempotentes em N

Proposição 2.6 Se a C /V é ízm Idempolenfe então Imo Ç É.

Dn}«ÍONSTnAÇÃO: Seja .4 = Á/Z, e n: JW(Á) --> JV(4) o epimorfismo dado por a(.L,) = Z;F,

onde = = z + L. Temos que n(a) = a C n(N) = ]V. Como .4 é uma álgebra de Bernstein
Jordan, temos que /'V' é nilpotente. Assim, N também é nilpotente. Dessa maneira, a = 0,
ou seja, c,(z) C Z,, para todo .r C Á. []

Corolário Se 4Z,. 4 L2e C N então A é e:ccepcional.

DEwoNSTnAÇÃo: Temos que Im (4Z.--4L:) := U. Pela proposição anterior, Im (41,.
Z;. Assim, U :: É e, portanto, ,4 é excepcional.

Segue daí que, para álgebras não excepcionais, temos

.V(.'1) F'(2Z.: - Z.) © F'(4Z. - 4Z:) © &.

D

(2.2)
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Observamos, no entanto, que existem álgebras excepcionais com (N : .4) = r'(4L.--4L:)©N,
por exemplo, álgebras excepcionais com núcleo nilpotente.

Com os resultados obtidos nas Proposições 2.3 e 2.6, provaremos o seguinte teorema:

Teorema 2.1 Sd« .4 ?z«.a á/geóra de Bernslein não e cepcíona/ de tipo (l +r,s). Então o
núcleo de A é nilpotente se e somente se os idempotentes do nlícleo de M(.A) têm posto r

DnuoNSTKAÇÃo: Se . l tem núcleo nilpotente então, pelo Corolário da Proposição 2.3, temos
que os idempotentes de (]V : .4) têm posto r. Por outro lado, se N não é nilpotente, pela
Proposição 2.1, ..V também não é nilpotente. Sendo uma álgebra associativa de dimensão
finita não nilpotente, /V possui idempotentes. Pela Proposição 2.6, os idempotentes de N
têm imagem contida em Z;. Como ,4 não é excepcional, Z, está propriamente contido em U
e, portanto, existem idempotentes em N Ç (N : Á) que têm posto estritamente menor que

n7

Outras característ.ices dos idempotentes de A/(Á) para uma álgebra de Bernstein .A
arbitrária serão apresentadas na próxima seção.

2.1.2 Algebras de Bernstein arbitrárias
d

Vimos na seção anterior que existem idempotentes em Ar, (quando .4 não tem núcleo nil-
potente. Também vimos uma característica dos idempotentes contidos em N, na Proposição
2.6. A partir dela, podemos obter mais informações sobre esses idempotentes:

Proposição 2.7 ('riz e/er7zerzZo a € Ar é ídempolenle se e somente se a = aii + aio, onde
aii C lái é ídempo/erzfe e aio C Vio é um e/ámen/o cuja imagem está cona da rza imagem
de oil.

Dnl«iONSTKAÇÃO: Se a C Ar é um idempotente então, pela Proposição 2.6, sua imagem está
contida em Z;. Assim, o- € Uii © Vto. Decompondo o = aii + alo, de a2 = a, obtemos
a?i + aiiolo = oii + oio, ou sqa, ollt - cria e aiioio = oio. Portanto, a é idempotente se e
somente se aii é idempotente e Im (alo) Ç Im (aii). O

O Teorema 2.1 caracteriza as álgebras de Bernstein com núcleo nilpotente através dos
idempotentes da sua álgebra de multiplicações. No caso geral, para álgebras de Bernstein

arbitrárias, também temos informações sobre o posto dos idempotentes de iM(Á), conforme
mostram os próximos resultados.
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Lema 2.2 Para foda á/geóra de BernsfeÍn, Caíste um nteiro k ? l la/ que Art Ç L

DEmoNsTRAÇÃo: Basta considerar a álgebra Á = .4/1,. Essa álgebra é Bernstein Jordan e,
pelo Teorema 0.3, seu núcleo é nilpotente. Portanto, existe k ? 0 tal que N'k = 0, ou seja,

A

Lema 2.3 Para todo a C M(Á) e u C }'', u # 0, fem-se a(u) # o

DEuoNSTKAÇÃo: Seja a C ]W(.4) um elemento arbitrário e seja o C y com a(u) = z;.
Lembrando que (JV : .4) = r'(4Z. -- 4Z?) + N e decomporldo a = a(2Z)? -- L.) + /i(4Z,. --
4Z,:) + 0, com 0 C 7V, temos que u = a(u) = 0(u), ou seja, u = 0*(u), para todo A ? l.
Combinando os resultados do Lema 2.2 e da Observação 1.4, obtemos u = 0k(u) C Nk+i Ç Z;,
para algum A ? 1, ou seja, u c y n z = .(0}. Portanto, não existe o C y, t; :# 0, com
o(t,) = u, para qualquer a C À/(Á). Q

Proposição 2.8 Se .4 = /?e © C/ © V é uma á/geórrz de BernsfeÍn de fira (l + I',s) então
os idempoterttes de (N : A) têm posto menor ou igual a r

DnuoNSTnAÇÃo: Pela Proposição 2.2 (ii), basta provar a proposição para idempotentes
de L'', que podem ser considerados operadores lineares de N. Supondo que existe a C y

idempotente de posto maior que r, temos, pela Observação 2.2, que existe u c y n Ima,
u :# 0, o que é uma contradição, pelo lema anterior. Dessa maneira, fica provado que todo
idempotente em (7V : ,4) tem posto menor ou igual a r. O

Corolário l Os derrzpolenles de /L/(,4) 1ém posto menor oiz ig a/ a l +r

DEuoNSTKAÇÃo: Se o é um idempotente em (Ar : Á) então rk(a) $ r, pela proposição
anterior. Se o é um idenipotente de peso 1, pela Proposição 2.2 (i), o = 2L: -- L. + @, + 0,

onde 0 C L'' é idempotente e # C ker0 n (u (D u2). Assim, usando novamente a proposição
anterior, rk(a) = 1+ rk(0) 5; 1+ r. O

Corolário 2 Se ,4 = F'e © U a) }'' é tina (í/geóra de Berizsle n de lapa (l + r,s) com s > 0
então iV(Á) não contém a ztrzádade.

DEuoNSTKAÇÃo: Pelo corolário anterior, os idempotentes de M(.4) têm posto menor ou
igual a l+r. Assim, a identidade em Á, que é um idempotente de posto l+r+s, não pode
ser um elemento de .W(,4). o
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Muitas das propriedades provadas nesta seção serão usadas no restante do trabalho.
Ainda não temos a descrição de todos os idempotentes de iM(.A). Continuamos na busca
de outras informações a respeito desses elementos, com o objetivo de conhecer melhor a
estrutura de M(.4).

2.2 Sobre o invariante p(Á)
Vimos na seção anterior que o operador identidade em Á não é um elemento de Ã/(.4),

quando ,4 tem tipo (l + r, s), com s # 0. Veremos a seguir que, para essas álgebras, nenhum
outro elemento inversível de End (.A) está em .A4(Á). Esta seção está destinada ao estudo
do posto máximo dos elementos de M(Á).

Proposição 2.9 Sda Á = r'e © U G) }'' uma á/febra de Bernsfeln de Zàpo (l + r,s), com
s 2 1. .ErzZão M(Á) «ão confé«. e/e«zen os ínuersúeis de End (,4).

DnuoNSTKAÇÃo: Suponha que existe a C M(Á) inversível e seja ® : iW(.4) ---} M(.A)
definida por 'D(0) = 0a, para 0 C M(Á). Esse operador linear é injetor, pois se 0o = 0'a
então 0 = Oao'' = 0'ao--i = 0'. Logo, é também sobrejetor, ou sda, existe 0 C À/(.A)
tal que 0a = cr. Compondo mais uma vez com o'i, temos que 0 = id.,l, a identidade em
Á, contradição, pois a identidade em Á não está em M(Á), se s 2 1. Conseqüentemente,
M(,4) não tem elementos inversíveis. []

Este resultado mostra, em particular, que em toda álgebia de Bernstein de tipo (l +r, s),

com s 2 1, todo elementoé um divisor de zero. Quando s = 0, ou seja, ,4 tem tipo(l+r,0),
o operador L. é inversível. .A álgebra de multiplicações de uma álgebra de Bernstein de tipo
(l + r,0) já foi descrita em j141. Assim, suporemos sempre s ? l.

Para cada álgebra de Bernstein ,4, podemos definir o invariante

p(Á) -lrk (a) : a C M(A)}

Pela proposição anterior, temos que p(Á) < dim.A, para Á de tipo (l + r,s) com s 2 1. Se
,4 tem tipo (l + I',s) então p(Á) 2 1 + r, pois o operador Z. tem posto 1 + r. Logo,

1+, $ P(.'1) $ .+r
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Cálculo de p(.4) em alguns casos particulares

1. No caso em que .4 é excepcional de tipo (l + I',s), temos p(.4) = 1 + r. De fato,

se a C M(Á) então a(Á) Ç Á' e .4' tem dimensão 1 + r. Assim, rk(a) $ r + l e,
portanto, p(.4) = 1 + r

2 Quando .4 é normal, também vale p(.4) = 1+r. Para provar isso, usaremos a decompo-

sição de Peirce de ]\'f(Á) obtida no Teorema 1.1. Seja a C À4(Á). Como Ho = Um = 0,
temos que o = a(2L: -- É.) + @, + Oii + Oot, onde a C F', z C U © U2 e Oij C Uj.
Logo, c,(u) = 0, para todo u C y, ou seja, a(F'e© U) gera a imagem de o e, portanto,
dimlm(a) $ 1+ r. Assim, p(.4) = 1+r

Observamos que se Á é normal ou excepcional então C/(Uy) = 0. Isto sugere uma
ligação entre o fato de p ser mínimo e as álgebras onde este subespaço U(UV) é mínimo.
Mais especificamente, temos:

Proposição 2.10 Para arda á/geóra de Bernsteín Á = r'eq) U© L'' de lira (l +r,s), temos
p(Á) = 1 + « '' .«..«Ze '' U(UL'')

DExioNSTRAçÃo: Sqa .4 = /ze © U (D V uma álgebra de Bernstein de tipo (l + r,s) com

U(t/y) = 0. Desse modo, temos que Uy Ç L. Logo, se u C y e # C .A então zu C
Uy + y2 CI Z,. Se J é um subespaço de U complementar a Z,, ou seja, U = Z, © J, então,
para todo a C M(Á), tem-se a(JV) Ç L+a(J). Isso se prova observando que a(u), a(u) C Z;,
se t' C L e u C L', pois L é ideal. Assim, Im. = .(Fe) + a(N) Ç a(r'e) + Z + .(J) tem
dimensão menor ou igual a 1 + r. Logo p(Á) = 1 + r. Reciprocamente, se t/(UV) # 0
existem til,u2 C [/ e ui C L' tais que ui(ü2ui) # 0. Seja o = Z,. + 2L«.L.L.. Temos

a(e) = e + {uiu2, .(u) = {u, a(t,) = tll(u2u), para todo u C U e o C y. Assim,
se {z:,...,a,} é base de U e«tão o conj««to {a(e),a(z-),. ..,a(z,),a(u-)} é linearmente

independente, ou seja, rk (a) ? r + 2. Logo, p(.Á) ? r + 2. a

O próximo exemplo exibe uma álgebra de Bernstein Á de tipo(l+ r,s) tal que p(Á) =
r+2

Exemplo 2.2 Seja Á a álgebra comutativa de base {e,ul,u2, u3,u4,ut,u2l} cuja tábua de
multiplicação em relação a essa base é dada por
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U2 Ü3 U2ul U4 ul
ül U3U2

U2U2 U4

U2U3

U4 D2

U3 U4ol
U2

Com a função u definida por co(e) = 1 e nula nos outros elementos da base dada, Á é
Bernstein com decomposição de Peirce Á = r'e © U © y, onde U é gerado por {ui, . . . , tz4]
e y, por {ui, u2}. Logo, Á é de tipo (5,2) e U(Uy) # 0, pois ui(u2ui) = --u2 # 0. Assim,
pelo resultado anterior, temos p(Á) ? r + 2 = 6. Por outro lado, p(Á) $ r + s = 6, o que

implica p(.4) = 6 = r + 2.

Podemos obter exemplos de áigebras de Bernstein Á' de tipo (l + r, 2), tais que p(,4') =
r+2, para r > 4. Basta fazer ojoin da álgebra Á com a álgebra gamética de tipo(l+(r --
4) 0)

A seguir, veremos qual a dimensão mínima de .4 para que possamos ter U(t/V) :# 0

Lema 2.4 Se .4 é 23ernsZcín e e islem tzi,u2 C U e u C V cais que ui(u2u) # 0 ertlão
{u:,«,,"-«,u,«} . {«, «-(«2.,)} ;ão co«J««f« /i««,«..«fe i«d.p.«de«f«.

Dnh,tONSTnAÇAO: Sejam ai,a2,Pi,/32 C .l? tais que anui + a2u2 + Piuit; + /32u2u = 0.

Multiplicando por zz2u e usando as identidades em (4), obtemos azul(u2z;) = 0. Como
ui(u2u) # 0, resulta(lue ai - 0. Analogamente, multiplicandopor uiu, concluímos que a2 =

0. Agora, multiplicanclo©itlio+P2u2u = 0 por ui, obtemos ,azul(u2u) = 0, ou seja, P2 = 0 e,
portanto, temos também que Pi = 0. Assim, {tli, u2, uit;, u2u} é linearmente independente.
Vamos mostrar que {u, ui(tz2u)} também é linearmente independente. Suponha que existe
À € F' tal que u = Àul(u2u). Isso significa que u é um elemento fixo por a - ÀL..Zu2'
isto é, c,(u) = u, contrariando o Lema 2.3. Logo, {u,ul(tz2u)} é um conjunto linearmente
independente.D

Corolário Se Á = r'e©U©y á uma á/geó7'a de Bernslein com U(Uy) # 0 então dim U ? 4
e dim y ? 2. o

Dessa maneira, o Exemplo 2.2 exibe uma álgebra Á de menor dimensão que satisfaz
P(.4) > r + l.

35



Se a álgebra Á verifica U(UL'') = 0 e, portanto, p(Á) = r+l, temos que cada idempotente

e C .A é um elemento que verifica a igualdade: rk (Z.) = p(,4). Uma pergunta que se coloca
é saber se para uma álgebra de Bernstein arbitrária A, existe um elemento z C Á com essa
propriedade. A resposta aparece como corolário da próxima proposição.

Proposição 2.11 D'zda alma á/geóra de Bernsfein Á = F'e©U(Dy de tipo (l+r, s), lem-se
rk (Z,) $ , + 1, p«« lod. # C .4.

DEMONSTRAÇÃO: Seja = ae + uo + uo com a C F', uo C Z./ e uo C l,'' e sqa / :=
annU(uo,tzouo) = {u C U : uuo = 0 = u(uooo)}. Esse conjunto é um subespaço vetorial de

U e dados « C /, « C L', temos L;(u), .L.(u) C /:

Z,;(«)«o + -o)«o ) (uo«o)
Z;,(u)(«o«o) = (u«o)(uo«o) = 0, pela li-arização de (uu)' = 0;

L:,(«)uo + «o)«o
Z,,(«)(uo«o) = (uo«)(«o«o) = 0, no«me«te, lineariza«do (uu)' = 0

Assim, se / é um subespaço de U complementar a /, isto é, t/ = / a) J, temos Z;,(,4) =
Z,(f'') + L.;(/) + Z,,(J) + Z,.:(}') Ç Z.:(F'e) + / + L.:(J) tem dome«são no máximo l + ,
Portanto, rk(Z.,) $ 1 + r. o

Corolário Dada izma á/geóra de Berrzsfeán .4 = r'e © U a) V, cz sZe ztrn e/emenlo z € Á
f«/ q«. p(.'{) (Z,..) '' e som'«fe .. U(U}'') . «, z = . «,'W" ""
propriedade. []

Prosseguimos no estudo de p(Á), agora para álgebras com U(UL') # 0.

Lema 2.5 Em qr a/qrzer á/geóra de 23ernsZeÍn .4 = r'e © t/ © }', o saZ'espaço / = (Oy +
Z.) © U(U}'') á «m íd«/ d. ..4.

DnuoNSTnAÇÃo: Sejam z + y + z C /, com z C UV, y C Z; e z C U(Uy) e ae + u + u C Á.

Como «« C U(UI/), «.-, «; C Uy e(a'+«+«)g/,«' C L, temos q-(ae+u+«)(a+y+;) C
(ul'' + z) © u(ul''). []

Observação 2.3 0 ideal / dado no lema anterior é a soma do ideal gerado por C/y + V2
e .[. Assim, / é um ideal invariante por mudança de idempotentes. Lembramos que o idea]
gerado por Uy + }''' é também o ideal gerado pelos elementos #'3/ -- w(i)zg/, onde #, y C .4,
ou seja, é invariante. A busca de ideais expressos em função de U e y e eventualmente
outros ideais de .4, é uma questão central na teoria. Alguns resultados sobre esse assunto
podem ser encontrados em 1371.
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O próximo resultado estabelece um limitante superior para p(,4), dependendo do su-
bespaço t/(t/}'). Novamente observamos que a dimensão deste subespaço é invariante sob
mudança de idempotentes em .4.

Proposição 2.12 Sda 4 = F'e a) U © y uma á/geóra de Bernslein de lira (l + r,s), com
dimU(Uy) = t. FRIA. p(.4) $ 1+ ,+ t.

DnuoNSTKAÇÃo: SqaÍui,...,ut)ut+i)...,u,} base de U, onde {ui,...,ut} é uma base de
Z, + UV. Clonsidere o ideal / do lema anterior. Basta mostrar que, para todo o C M(Á),
a(.A) Ç <a('),a(«.---),...,a(«,)> + /. Se « C }' e«tão Á« C U}' + Z, Ç /. Como /

é um ideal, temos a(o) C /. Do mesmo modo, o(Uy + L) Ç /. Portanto, a(.A) Ç
<a(.), a(u.+-),. .. , a(«,)> + .r. 0

Corolário S' Á é «m« á/geó« d. B.-.l.{« d. fíp. (1 + «,.) . o «ó«p«ç. U(Uy) le«.
dimensão l então p(,4) = r + 2.

DEuoNsvKAÇÃo: Já sabemos que se U(Uy) :# 0 então p(,4) ? I' + 2. A proposição anterior
nos fornece a desigualdade contrária. Portanto, p(Á) = r + 2. O

Observação 2.4 A estimativa dada na Proposição 2.12 não piora a condição já conhecida,
pois dim U(UL') < s. De fato, se U(UV) = y # 0 então ,4 é nuclear e, portanto, tem núcleo
nilpotente. Além disso, de V = U2 e V = t/(Uy), resulta que 0 # C/2 = U4, contrariando
a nilpotência de /V

Podemos estabelecer outro limitante para p(Á). Seja I'P um subespaço de }'' comple
mentor ao anulador de Á. Assim, .4 + F'e © U © W © ann.'l. Para todo a C À/(Á), temos
que ann.A Ç ker o. Portanto,

P(Á) 5; l + , + . dim annÁ (2.3)

Essa limitação pode ser útil nos casos onde o anulador de .4 é não nulo.

A seguir, um exemplo de uma álgebra onde dim U(Uy) = 2 e p(Á) = r + 2, como confia
exemplo para a recíproca do corolário anterior.

Exemplo 2.3 Seja ,4 = r'e©C/(D y a álgebra de Bernstein de tipo (9, 3), tendo {ui, . . - , u8]
como base de U, {ui, u2, u3} como base de L'' e os seguintes produtos:
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tZI tZ2 ZZ3 u4 u5 u6 'tz7 tz8 l ul 'u2 u3
-'u2 l u3

U4

ul
'U2

U3

U4

U6

U7

U8

ol
D2

03

U2

02

02

--'o3 l 'u7
o3 l 'u8

D3

03

U7 U8tZ3 'tZ4

Temos t/(Uy) = <o2,u3>, portanto, tem dimensão 2. .Além disso, por (2.3), rk(a) $

1+ r+ s -- 2 = 10 = r+ 2. Pelo fato de t/(U}'') ser não nulo, resulta que p(Á) = r+ 2.

Obtemos, na Proposição 2.12 e em (2.3), dois limitantes para p(.4). O primeiro deles
depende do subespaço U(Uy) e o segundo, de ann.A. À primeira vista, esses subespaços
parecem não ter relação, já que existem exemplos onde eles coincidem e, em outro extremo,
onde a intersecção entre eles é nula. Os três exemplos deste capítulo ilustram esse fato.

Ainda existem muitas questões sobre o invariante p(Á). Não sabemos, por exemplo, se
dados r,s 2 1 ep tal que r+ l $ p $ r+s, existe uma álgebra de Bernstein de tipo(l+r,s)
tal que p(Á) = p. Também desconhecemos se é possível melhorar a limitação superior de
p(.4) dada na Proposição 2.12. para cada tipo fixado.
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Capítulo 3

Dimensão de 7U(Á)

Dada uma álgebra de Bernstein À = r'e © U © y de tipo (l + r,s), não é possível
determinar a dimensão de /v(.A) apenas em função de I' e s, pois álgebras de mesmo tipo
não têm, necessariamente, álgebras de multiplicações com a mesma dimensão. Tentaremos

estabelecer, neste capítulo, alguns limitantes para a dimensão de M(Á), sendo Á uma
álgebra de Bernstein de tipo fixado.

Observamos inicialmente que, nos casos onde r = 0 ou s = 0, a dimensão da álgebra de
multiplicações está bem determinada, pois existe apenas uma álgebra de Bernstein de cada
um desses tipos. Em j141, prova'se que se r = 0 então À/(.4) = r' e, assim, dim iM(.A) = 1.
No caso em que s = 0, foi provado também em j141 que /k/(Á) = F(2L: -- .L.) G) {@.;
7 C U.} © r'(4Z. -- 4L:); portanto, dimM(.4) = 1 + dimÁ. Na próxima seção, veremos

exemplos de subclasses de álgebras que também podem ser caracterizadas pela dimensão de
sua álgebra de multiplicações.

3.1 Alguns casos particulares

Com o resultado obtido na Proposição 1.9 a respeito das álgebras normais, temos ou-
tra caracterização para essas álgebras, agora por meio da dimensão de suas álgebras de
multiplicações:

Proposição 3.1 São equíua/entes

/. Á é norma/,

2. dim /v(.4) 2 + 2 dim U + dim U2 -- dim Z,
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l)nUONSTKAÇÃO: Pelo Corolário da Proposição 1.9, concluímos que se Á é normal então
dim il/(.A) = 2+2 dim ZIJ+dim t/2 --dim L. Reciprocamente, se ,4 é uma álgebra de Bernstein
tal que dim ]M(Á) = 2 + 2 dim U + dim U2 -- dim L, teremos dim y = 1 + dimU -- diml.
Como diml/li ? 1, pois 0 :# 4Z. -- 4Z: C l,li, e dimUoi 2 dimU -- dimZ resulta que
dim ho = 0, ou seja, .4 é normal. o

Podemos determinar a dimensão da álgebra de multiplicações de uma subclasse um
pouco maior do que as normais:

Proposição 3.2 Sela Á = F'e(DU(Dy uma á/geóra de .Bernsfeín qKe z;erlWca UI,''+O2V' :: 0

Então dim ]W(.A) = 2 + 2 dim U + dim U2 + dim y -- dim Z -- dim(annÁ).

DEuoNSTnAÇÃo: Vejamos, inicialmente, como é um elemento a C M(.A): em geral temos,
para # ' 'le+ ü+ z, C .4, L; = a(2.L: -- L.) + {d'« +({a(4L. -- 4Z:)+ 2.L,L.) +((2Z.L« --

{d,«) + (Z,, -- 2Z,/.,.)) + (L« -- 2Z.Z«). Como Uy = 0, resulta que Z,,Z,. = 0, para todo

u C L'' e 2Z;.L« iÚ. = 0, para todo zz C C/. Assim, a componente 1/,,1 do operador L, em
ré

IZ;,l a(4L. - 4Z?) +(L, -2Z,Z..)+(L, - 2L.Z,«).

S.ja z- = a:' + u + -,. C .4. Temos (L, -- 2L,Z.)(L«. -- 2L.L«.)(u') = «(uu') = 0, para
todo u' C U e Uoo = 0, pois U(Uy) = 0. Portanto,

IZ..;Z,.l L. - 4L:) + {a(Z,. - 2L,. L.) + {a:(Z.« - 2Z..L«)

Por indução em k, prova-se que, para todo zl, . . . , =J; C Á, it,. . . . t,:;.l tem a forma acima
Assim, para qualquer o C ll/(Á),

o = a(2Z,: z,.) + d,.: + P(4z;. 4L:) + (Z;. 2Z;,L.) + (Z.« 2Z.É«)

Obser'ç'amos ainda que a aplicação u C L'' p-> L. -- 2L.,Z. C L/lo é linear e Z,. -- 2Z;,L. = 0
se e somente se uo' = 0, para todo o' C L''. Como UV' = 0, o núcleo dessa aplicação é
exatamente annA. .Assim, dimUo = dimlZ. -- 2L,Z. : u C y} = dimy -- dim(ann.A).
Além disso, dimUoi = dim U -- dim Z, pois U(Oy) = 0. Logo, dim iM(.A) = 2 + 2dimU +
dim t/2 + dim y -- dim L -- dim(annÁ). []

Para as álgebras que verificam Uy + C/2y = 0 temos que diml/ii = 1 é mínima. O
próximo resultado classifica essas álgebras:
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Proposição 3.3 Urna á/geóra de .BernsfeÍn Á = Fe © U @ y uerlWca diml,/ii = 1 se e

somente se A é uma álgebla excepcional com uu = X.u, onde X« C F, para todo u C U e
u C t'', ou ,4 salas/a: ZI/\'' + ü'2V :: 0.

DEMONSTRAÇÃO: Se z = Qe + zz + u C ,4, as componentes de Lr em l,/li, }lo e Uoi são,

respectivamente, {a(4É. -- 4L:) + 2.L,L., (2Z.L« -- {d,.) + (L., -- 2E,Z.) e (L« -- 2Z.Z;«).
Se dimHi = 1 então, para todo u C y, existe À, C r' tal que 2.[,Z). = À,(4.L. -- 4L:).
Calculando nos elementos de U, obtemos uu = À,u, para todo u C U. Se algum dos À, é
não nulo, temos, para todo tl C C/, 0 = u(uo) = À,u21 logo, u2 = 0. Assim, a álgebra é
excepcional. Suponha que a álgebra .4 é não excepcional. Desse modo, À, = 0, para todo
o C }', ou seja, Uy = 0. Para u C t/ e u C y, o operador (Z,., -- 2Z,Z.)(L« -- 2.L.L«) está em

ytt. Portanto, existe À(.,d € F' tal que (.[., -- 2Z,,Z,.)(L« - 2Z,..L«) = À(«,.,)(4Z. -- 4Z)?). Se
calculamos em ul C U: (ulu)u = À(u,')ul' Como supomos que ,4 é não excepcional, À(«,,) '

0, para todo par (u, u), pois se À(«,«) :# 0 então, para todo u C t/, u2 = À-l ,..)u((uuo)oo) C
Uy2 := 0. Logo, U21/ :: 0. .Assim, se Vii é unidimensional então Uy + U2y := 0 ou ,4

é excepcional e, neste último caso, o operador Z,, restrito ao subespaço U é múltiplo da
identidade, para todo u C V

Reciprocamente, se Z./r + U2v = 0, vimos que dim Ui = 1. Se ,4 é excepcional com a
propriedade que uu = À..tt. para todo zl C t/ e u C y, então, dado z = ae + u + u C Á, a
componente em y de L, é

IZ,,l =({o+ À,)(4Z,. - 4Z.:) +(2L.Z,« {V,«) + (z, - 2z,z.)

Por indução em k, verifica-se que IZ,,. .. .Z,,.l tem a forma acima, onde zi,...,zi; são
elementos arbitrários de .-l. Como os elementos de IL/(.4) são somas de operadores desse
tipo, temos que a dimensão de Hi é 1. o

3.2 A dimensão máxima de À/(.4)
Em jlSI, os autores estimam a dimensão mínima para &/(.4), quando r 2 1: dim iM(Á) 2

r + 2 e dim /k/(Á) = r + 2 se e somente se JV: = 0. Neste caso, À/(Á) = f'(2Z? -- L.) © {#,,

z C U} a) f'(4Z. -- 4Z:). Estudaremos agora, alguns limitantes superiores para a dimensão
de iMÍ,4).

41



3.2.1 A dimensão máxima de iM(.4) nas álgebras excepcionais
Seja ,4 = Fe a) U © L' uma álgebra de Bernstein excepcional de tipo (l + z', s). Já vimos

que os subespaços tbl e Uoo da decomposição de Peirce de iM(,4) são nulos. Assim,

M(.A) = r'(2Z.: L.)© U© Ht© Uo

Temos que dimU = dim(U © U') = r e, pela caracterização dos subespaços %j dada na
Proposição 1.7, os elementos de hi podem ser identificados como operadores em End (U)
e os de Ho, como transformações lineares de Hom(y.U). Dessa maneira, dimHi $ r'
e dimUo $ rs. Obtemos, então, um limitante superior para a dimensão da álgebra de
multiplicações de uma álgebra excepcional:

dimiM(Á) $ 1 + r + r' + rs

Veremos que, para s ? 2, existem álgebras excepcionais cuja dimensão da álgebra de mul
tiplicações atinge esse valor. O mesmo não ocorre para álgebras de tipo (l + r, l).

Proposição 3.4 Se A = r'e © U q) r'u é uma á/gesta de 23ernsfein ezcepcíona/ de tipo
(l+ r, 1) então dim .v(.4) $ 3« + 1

DnuoNSTnAÇÃo: Levando em conta a decomposição dos operadores L,, a C ,4, dada em
(1.11) e a relação Kl\'ll Ç .5jkLll, concluímos que qi = f'(4L. -- 4L:) + <L,L., (L:,.[.)', . . .>.
Identificando os elementos de Vit como operadores em End(U), seja rn(a) o polinõmio
minimal de T = L,L.. Pelo Teorema de rÍarnilton-Clayley, m(T) = 0. Assim, se / éo
grau de m(z) então / $ r e {7'/. Tl-', . . . ,T,idu} é linearmente dependente e, para todo

m < /, {T",T" '. . . . . T,idt/} é um conjunto linearmente independente. Observando que

ídu está em correspondência com o operador 4Z. -- 4L:, obtemos que Ui = F(4L. -- 4Z?) +
<T,T',...,7't,...> teii] dimensão /. Assim, dimJL/(Á) $ 1+r+/+r $ 1+3r.[]

O próximo exemplo mostra que existem álgebras excepcionais de tipo (l + r, 1), cuja
álgebra de multiplicações tem dimensão 1 + 3r

Exemplo 3.1 Seja ,4 = F'c © U © /'u a álgebra de Bernstein excepcional que, em relação
à base {ui, . . . , u,, u} do núcleo, tem a seguinte tábua de multiplicação:
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Temos que 2Z.,Z. = Z,,, {Z,.,Z',.. .,Z,;} é linearmente independente e Z;' = 4L. -- 4L:
Assim, Hi = <L,, L:, . . . , Z,;> tem dimensão r. Além disso, {2.L.L«. -- 2V'ui, . . . ,2Z).Z., --
{@«,} C Vlo é um subconjunto linearmente independente. Portanto, Vio tem dimensão r.
Dessa maneira, dim /L/(,4) = 1 + 3r

Para estudar o caso em que s ? 2, usaremos o seguinte resultado

Lema 3.1 Para bodo rz > 2 ü subálgebra de Nt«(.F) gerada por

i : :) ., : (! :l

co{«cid. ««. A/.(/')

DnuoNSTKAÇÃo: Basta observar que a matriz elementar .l:ij é obtida fazendo Á"'iB.4J'i,
para todo {,.j = 1, . . . , iz. Essas matrizes aparecem no artigo 1321. []

Proposição 3.5 Parra /odo r ? l e s ? 2. ezÍsle á/geóra de Bernsfeín ezcepc ona/ de tipo
(l+,,s) ««. dim v(Á) = 1+«+ «'+«.

DnhíoNSTnAÇÃo: A prova será feita exibindo exemplos para cada tipo.

(i) Se r = 1, considere a álgebra excepcional Á = F'e q) r'u a) V, com {ul, . . . , u,} base de

}'' e a seguinte tábua de multiplicação no núcleo:

U

ul U



Temos que Vli = r'(4Z;. -- 4L:) pois dimUi $ r2 = 1 e {Z;.., . . . , 1,,,]. é um subcon.

junto linearmente independente de Vio. .Assim, dim ]L/( 4) = 1 + r + r2 + rs = 3 + s.

(ii) Se r ? 2, seja A = r'e © U a) V a álgebra de Bernstein excepcional cuja tábua de
multiplicação, em relação às bases {ui, . . . ,u,} de U e {Di, . - ,u,} de V, é:

ol U2

ul

ulol

Novamente considerando os elementos de Vti como operadores de End (U), temos que

as matrizes dos operadores 2Z.: Z. e 2L. Z;., em relação à base {ui, . . -, u,}, coincidem,
respecti''.'amente. com as matrizes .4 e B do Lema 3.1. Assim, a subálgebia de I';i
gerada por {Z'«i L., L.Z,.} coincide com Uli. Portanto, dim Vli = r2

Para cada .j C {1,2,...,s} e { C {l,...,r}, como Ui = End(U), seja o C Ut
tal que a(ul) = u{ e '(uk) = 0, para todo k :# i. Então o(L,, -- 2.L.,Z;.) € ilo
e a(Z;,, -- 2L,,L.)(«j) = ui e a(Z)., -- 2L,,L.)(ul) = 0, se / :# i. Dessa ma«ira,
Hom(y, ü') Ç Láo, ou sda, Vio = Hom(V. U) tem dimensão rs. Consequentemente,
dimM(Á) = 1 + r + I'' + rs. a

Veremos outros exemplos de álgebras de Bernstein excepcionais cuja dimensão da álgebra
de multiplicações é máxima.

Considere G um grifo conexo, simples e sem loops, com pelo menos 3 vértices e .A =

,4(G) a álgebra associada a C;. Como G é conexo, existe um caminho l- ligando u{ a uj,
T = Uiii2)Ui2Ía) . )Uft.tik) onde zl = z e ik =.7. Denotarem.os T por lz = zl,z2)...)zk =.jl-

Proposição 3.6 Á dimensão da á/geóra iW(.4((7)) é l +l'+r' +rs, onde (l +r,s) á o fira
de .'l(G).
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Dni«ÍONSTnAÇÃO: Provaremos, inicialmente, que dimUii :: r2. Para isso, basta mostrar que,
para todo i,.j C {l, . . . , r} o operador aÍj C End (t/) dado por a(ui) = uj e a(uk) = 0, para
k # á, é um elemento de Hi.

(1) Supondo que { # .j, temos:

(a) Se u{ euj não são adjacentes, sejam = li = íi,.. .,ít =.jl um caminhodecomprimento
mínimo ligando u{ a uj. Como os vértices não são adjacentes, t ? 3 e, pelo fato do
caminho ter comprimento mínimo, {i, . . . , i. são todos distintos (isto é, o caminho não

tem ciclos). Dessa maneira, temos oij = L.,;.. -. . . . .[.,.,'; Z)«;.., C Hi.

(b) Se uf e uj são adjacentes, isto é, existe a aresta nj, como G é conexo e tem pelo menos
3 vértices, temos que aui > 1 ou auj > 1. Se au{ > 1 então existe üjt com k # { e
aíj = L,., -- L«i, L2,. C h.. Se auj > 1 então existe uÍk com A # .j. Daí o operador o'Íj

pode ser representado por Z.iJ L:i*

(2) Se i = .j, seja k C {l, . . . ,r}, A # i. Pela parte anterior, afk,aA;{ C H:. Dessa maneira,
c'ii = aíx;ox;i C Vii.

Assim, provámos que Vit tem dimensão r2. Para provar que diml,/lo = rs, basta observar
que, p''' todo É C {l, . . . ,r} e uij C E(G), tem-se que akÍÉ.,,(t,ij) = uk e akÍL«,(ul.) = 0,
se {/, f} :# {i,.j}. o

A proposição anterior mostra que álgebras de Bernstein associadas a gratos com mesmo

número de vértices e de arestas têm álgebras de multiplicações isomorfas. Por outro lado,
foi provado por R. Costa e A. Grishkov, em j161, que álgebras associadas a gratos são
isomorfas se e somente se os respectivos gratos são isomorfos. Dessa maneira, podemos
obter exemplos de álgebras de Bernstein não isomorfas cujas álgebras de multiplicações são
isomorfas, a partir de gratos conexos não isomorfos com mesmo número de vértices e arestas.

3.2.2 Dimensão ináxiina de iM(,4) no caso geral
A questão a ser estudada é a seguinte: "Fixados inteiros positivos r e s, qual é a

dimensão máxima que assume ]U(Á) quando ,4 tem tipo (l + r,s)?" Na seção anterior,
pudemos responder essa pergunta na subclasse das álgebras excepcionais. Ainda não temos
uma resposta completa para o caso geral. Apresentamos nesta seção os resultados obtidos
até o momento. Vejamos o que acontece nas álgebras normais.
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Vimos no Clorolário 2 da Proposição 1.9 que se .4 é uma álgebra normal, então

dim ]b/(.4) = 2 + 2 dim U + dim U2 dimZ,

Dessa maneira, fixados r, s ? 1, a dimensão máxima de uma álgebra de Bernstein normal de
tipo (l +r, s) é atingida em álgebras com dim t/2 máxima e dim Z, mínima. Sempre é possível
obter exemplos de álgebras normais com .L = 0. E, pelo fato da álgebra ser comutativa,

o subespaço U2 é gerado pelos produtos {uiuj : l $ i< .j $ r}, onde {ui, . . . ,u,]. é uma

base de U. Assim, dimU2 $ {r(r + 1). Além disso, PZ está contido em y. Portanto, para
álgebras de Bernstein normais de tipo (l + r, s), temos

dimiW(Á) $ 2+ 2r + t, onde t = minlir(r+ l),s}.(3.1)

Em particular, se r = 1 então dim M(.4) $ 2 + 2 + 1 = 5. Para o caso em que s = 1, temos
que dim iW(.4) $ 2 + 2r + 1 = 2r + 3. Observe que, para cada um desses casos, existe uma
álgebra normal com essa dimensão.

Dessa maneira, podemos estimar a dimensão máxima de JM(Á) para À de tipo (l + r, s)
com r = 1 ou s = 1.

Proposição 3.7 Sda Á = r'e (D C/ (D }'' uma á/geóra de Bernsfein.

/. S. .4 é d. aipo (2, 1) '«fão « dím.«.ã. má,{m« d. ]M(Á) é 5,

2. Para ,4 de lapa (l + r, 1) e r > 1, a dimensão mázÍma de À/(.4) á 3r + l;

g. Se .4 Zero tipo (2,s) com s > 1 então a djmerzsão máz ma de Jv(,4) é 3 +s

Dnp«íoNSTnAÇÃo: Pela Proposição 0.3, as álgebras relacionadas no enunciado acima são
normais ou excepcionais, pois r $ 1 ou s $ 1. Assim, basta comparar a dimensão máxima
de iW(.A) nessas duas classes de álgebras, para ca.da tipo fixado. Esses limitantes foram

dados nas Proposições 3.4 e 3.5 e em (3.1). a

Observamos que, no contexto da Proposição 3.7, exceto nas álgebras de tipo (2,1), a
álgebra que dá a dimensão máxima é excepcional. Isso se deve ao fato que nessas álgebras
existem exemplos onde os subespaços Uii e Uo coincidem (a menos de isomorfismos) com
End (U) e Hom(V. U), respectivamente. O mesmo não ocorre nas álgebras não excepcionais,
conforme mostra a proposição a seguir. Porém, nas álgebras excepcionais, os subespaços Uoi
e Uoo são nulos. Portanto, não é possível afirmar, de imediato, que as álgebras excepcionais
são aquelas onde a dimensão de sua álgebra de multiplicações é máxima, para um tipo
fixado.
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Proposição 3.8 (]34], Teorema 3.4.22) Se Á = Fe(DU®y é uma á/geóra de .Bernslein
não ezcepcÍona/ então o süóespaço Uy + y2 está propr amenfe corifído em U

DEuoNSTnAÇÃo: Suponha que Uy + y2 = U. Como Á é não excepcional, Z, # Z./. Assim,
a álgebra quociente A = ,4/Z tem t/ # 0. Considerando a projeção canónica n: Á --} )i,
obtemos

a''r+'r' (t/}''+ }'') (3.2)

Como ã é Bernstein Jordan, :r2 = 0, ou seja, F r + 72 = F:r. Dessa maneira, de (3.2),
segue que 0 # U = a'r - (Íir:P'yP = . . ., contradição, pois N é nilpotente, pelo Teorema
0.3. Portanto, Uy + L''2 # U se .4 não é excepcional. O

Corolário S' Á é ««;« á/g.ó« não «pc o-/ de lip. (l + ,,s) «m « > 1 .nfã. o.

sué'espaços Hi . ho estão contidos proprÍa«.ente ra ,«eras de iso«.or$smosJ em End (U) e
#.«.(y. U), «sp«I'«m.«''.

DEMONSTRAÇÃO: Pelas inclusões dadas em (1.18) e (1.19), temos que os elementos dos
subespaços yti n Ar e Uo têm imagem contida em Uy + V2. Pela Proposição anterior,
a dimensão de t/}'' + y' é menor ou igual a r -- 1. Assim, dimVii n N $ r(r -- 1) e
dimUto 5; s(r -- 1) < s:. Como Ui = F(4Z. -- 41,:) © (Ri n N), resulta que hi tem

dimensão menor ou igual a 1 + r(1' -- 1) < r', se r > 1. []

A seguir, exibiremos outras circunstâncias nas quais a dimensão máxima de À/(.4) pode
ser dada por uma álgebra excepcional, ou seja, dim .M(Á) $ 1+r+ r: + rs, onde(l + r,s)
é o tipo de .4.

Estudaremos, inicialmente, a classe das álgebras que têm yoo = 0.

Proposição 3.9 Se .4 = f'e © U © y (í uma á/geóra de BernsZeín de fira (l + r,s) com

r > 1 e U(U}'') = 0 e«Zão dim iV(.4) $ 1 + r + r' + rs.

DEuoNSTnAÇÃo: Vimos no Teorema 1.1 que U(U\'') = 0 se e somente se Lit :: 0. E,
pela Proposição 1.9, a dimensão do subespaço Uoi é dimU -- dimÉ. Podemos supor que
Á é não excepcional, pois para estas álgebras já vale o resultado. De t/(Uy) = 0 resulta
que Uy + y2 Ç Z,. Assim, se k = dimZ), temos que dim}/ii $ 1 + rÊ e dim}/io $ sk,

já que os elementos de Vit n N e Vio têm imagem contida em C/y + y2, de acordo com
(1.18) e (1.19). Portanto, dimiV(.A) = dim(F'(2.L: -- Z;.) © Ü © ÜI © i4. a) Üi) $ 1 +
,+.+l+«A+sk+,-k = 1+,+,(k+l) +.(k+ l) -(k- 1). Se É # 0 e«tão
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dimM(Á) $ 1+,+«(k+l)+s(k+l) $ 1+r+r'+ rs, pois Ê < r. Se k = 0 então

dimÀ/(Á) = 1+ r+ r + s + l< 1+r + r:+ rs, pois r > 1. []

Dessa maneira, obtemos a dimensão máxima para álgebras de multiplicações de álgebras
de tipo (l + r,s), com r $ 3 ou s $ 1, pois, pelo Lema 2.4, álgebras com estes tipos têm
U(Uy) = 0 e, portanto, dim M(,4) $ 1 + r + r' + rs.

Passamos agora a outra classe de álgebras. Para obter a limitação proposta, usaremos
um resultado conhecido na teoria das álgebias de Lie.

O Teorema de Lie diz (lue toda álgebra de Lie de transformações lineares de um espaço
vetorial de dimensão finita sobre um corpo de característica zero algebricamente fechado que

é solúvel pode ter as matrizes de seus elementos tomados simultaneamente triangularizados
(veja j31, pág S01). Clom uma demonstração análoga, temos o seguinte resultado:

Lema 3.2 Selízm l,l,' tzm espaço ueloráa/ de dimensão n sopre üm corpo aróátráráo e ,4 Ç

End W urna suba/geóra n /potente. Então ezÍsfe lama base B de }t' fa/ que a matriz de lodo
operador de A, escriZ« «a base Z?, á tríangu/ar ín/e,{or. E«. paríicw/ar, dimÁ $ !n(n -- l).

DnuoNSTKAÇÃo: Seja A; o índice de nilpotência de ,4 Temos

0 A*(}í') S 'l*''(w') $ $ Á(}t')$ n'

Seja B = BoU Z?i U...U BÀ;.. uma base de H' tal que Bt.i U...U BA;.* é base de .At''(W),
para l $ f 5; k -- 1. Então, para todo o C .4, lalB é uma matriz triangular inferior. O

Com a ajuda desse lema, podemos estabelecer uma nova classe de álgebras de Berns-
tein cuja dimensão máxima da álgebra de multiplicações pode ser dada por uma álgebra
excepcional, para cada tipo fixado.

Proposição 3.10 Seja .4 uma á/geóra de Bernsteirz de aipo (l + r,s) com r > s e ntíc/eo

ni/pofenfe. Então dimJL/(.4) $ 1+ r+ r'+ rs.

DKI«iONSTnAÇÃO: Temos (lue /L/(Á) = F(2L: -- L.) © r'(4Z,. 4Z:) © JV e, pelo Teorema
2.1, N é nilpotente. Como N Ç EndÁ e r > s, temos, pelo lema anterior, dimiV $
{(l+r+s)(r+s) < 1''+rs+r. Portanto, dimzM(Á) < 2+r+r'+rs, ou sda,

dim M(,4) 5; 1 + r + r' + rs. O

Com este resultado, fica faltando analisar a dimensão máxima das álgebras com s ? r
ou Ar não nilpotente, com r ? 4 ou s 2 2. Estudaremos agora os casos em que r = 4 ou
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s = 2, tratando das álgebras que verificam dimt/(C/y) = 1. Para isso, descreveremos com
mais detalhe alguns subespaços da decomposição de Peirce de M(.A), para uma álgebra de
Bernstein Jordan.

Lema 3.3 Sela ..4 = Fe (D t/ a) y uma á/geóra de Bernste n Jordan. Então

(i) ho = {2Z..L. - {@, : u c u} + (ho n N');

riiJ Uoi = {Z. - 2Z.Z,« : u c U} + (uol n ]v;).

DEMONSTRAÇÃO: Sqa # = ae + u + u C .4., com a C F', u C (/ e u C }''. Como .4 e
Bernstein Jordan, as componentes de Z;.: nos subespaços Uj dadas em (1.12) a (1.15) ficam
IZ',lii = {a(4L. -- 4L:) + 2Z«Z., IZ;,lio = 2Z.Z« -- {V,., l.[,lot = 2L, -- 2Z.Z;« e IZ,,loo = 0.
Portanto, yio = {2L.Z«--l@« : u C Ul+(Hon.&') e %i = {L«--2L.L« : u C Ul+(Voin.&').
Lembrando que %jUki Ç (SjkUI, obtemos Uo = {2LeZ;u -- !@. : U C U'} + {2L,L.(2.L.l,« --

{V,«) : u c c/, u c }''} + (ho n N;) e Üi = {Z.« -- 2.[.Z,« : u C U} + {2(L« - 2L.L«)Z,,Z;.
u c u,u c y} + (uol n /v'). Observamos ainda que 2Z,,.L.(2L.L« -- {V,«) = 2Z.Z- -- {d'«. e

2(Z« -- 2L.L«)L«L. = L., -- 2L.L««, para todo tz C U e u C }''. Assim, Ko = {2L.L« -- +#'"
« € ul+(Ko n iv;) e Uo- = {L. - 2L.Z;«: u € U} +(Ü: n Â'). o

Lema 3.4 Sega .4
Uu C L.

F'e © U © L'' uma á/geó7'a de .Bernsleín la/ qKe U(Uy) = <u>. Então

DEMONSTRAÇÃO: Se Uu gl 1, então existem tzi,u2 C U tais que ui(u2u) # 0. Como
ul(u2u) C U(Oy) =<u>, existe .X C F', À:# 0 tal que ui(u2u) = Àu, o que é uma contradição
com o Lema 2.4, que diz que {u, ui(u2u)} é um conjunto linearmente independente. O

Observação 3.1 Seja W Ç ann,4 um subespaço e y - W a) y'. Então cada o C ho pode
ser considerada como um elemento de Hom(y',Uy + V2), pois }r Ç kero. Do mesmo

modo, o subespaço Uoo está identificado com um subespaço de Hom(y', U(t/y)).

Proposição 3.11 Sda Á zzma á/geóra de BerlzsleÍn de fira (l +r,s) com dimU(Uy)
Então dim M(Á) $ 1 + r + r' + rs.

l

DnhíoNSTnAÇÃo: Como U(UV) # 0, temos que r ? 4 e s 2 2. Vamos considerar ini-
cialmente o caso Z, = 0. Seja <u> = U(Uy). Pelo Lema 3.4, Z./u Ç -t. Logo, C/u = 0.

Temos ainda yu Ç Z = 0. Portanto, u C annÁ. Sqa }'' = y' © F'u. Agora, como
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Á é Bernstein Jordan, ]V é nilpotente. Assim, C/ 12 t/y 2 (C/y)y 12 ... é cadeia es-
tritamente decrescente. Em particular, dim((Uy)}')y 5; r -- 3. Como t/(Uy) C
''mos q« U(U(UV)) = 0 e C/'y = (UU')}' = (C/}'')U' Ç U(U(U}')) = 0. Des-
sa maneira, N' n u = u(u(ul')) + u;\'' + ((Uy)y)}'' = ((Uy)y)}''. Pelo Lema 3.3,

Ho = {2L.L, -- {@. : u C U} + (Ho í] JV3). Os operadores de N3 n }'' têm imagem contida

em .V', pela Observação 1.4. Logo, Ho n N'' Ç Hom(y', ((t/V)y)y) é um subespaço de
dimensão no máximo (s -- l)(r --3) e {2L.L« -- {V,. : u C U} tem dimensão limitada por r. A

limitação da dimensão do subespaço I'/lo, neste caso, fica r+sr--r--3r+3 = sr--3r+3. Vamos

analisar os outros subespaços Temos que yoi n /v' Ç Hom(U, t/(Uy)) e ho = {Z). -- 2Z.Z«

u C P} + (Uol n N'). Portanto, dimUoi $ 2r. O subespaço Uoo está identificado com um
subespaço de Hom(y', U(Uy)), ou seja, dim yoo $ s -- 1. Usando o Lema 3.2 e lembrando
que N n Hi é uma subálgebra nilpotente de End U, resulta que dim(N n ht) $ {1'(r -- l).

Assim, dimM(Á) = dim l F(2É: -- L.)©üq) F'(4z. --4z,:)©(hi n N)©üo© üi © üol $

i+,+'+i+{,(' +2'+.-i - i+,+,:+« l{,'-{,+.-3) $ i+,+,'+«,
pois s ? 2 e r ? 4. Suponha agora que Z) # 0 e seja k = dimZ. Temos que Á = .A/Z, é uma
álgebra de tipo (l + r k, s) satisfazendo lt = 0 e Ü(a7) = <8>. Assim, pela parte anterior,
dim M(.4) $ 1+(, -- k) +(r -- ky +(r -- A)s = 1+ r + r'+ rs --(A + 2rk -- h' + ks) $

l+r+r:+rs--(k+ks --rk), pois k 5; r implicam'É k: 2 0. Como(Z; : .A) Ç Hom(.4,Z,),
resulta q- dim(Z : Á) 5; (, + s + l)k. Usando o fato q- M(.A/Z) = M(Á)/(1, : .4) (vda a

Proposição 1.2), concluímos que dim M(Á) = dim À/(Á/l,) + dim(Z, : .A) $ 1 + r + r' + rs.
n

Veremos a seguir que, com a Proposição 3.11, tratamos os casos em que r = 4 ou s = 2

Proposição 3.12 Se Á á zzma á/geóra de Bernslein de lira (l + r,s) com s $ 2 erzlão

dim U(P}'') $ 1.

DEuoNSTnAÇÃo: Pela Observação 2.4, temos que U(Uy) # y. Assim, dimU(C/y) <

Pi'oposição 3.13 Se Á tí uma á/geZPra de Bernste n de tipo (l + r,s) com r $ 4 erztão

dimU(Uy)$1

DnuoNSTnAÇÃo: Já vimos no Lema 2.4 que se r $ 3 então U(Uy) = 0. Suponhamos
que r = 4 e U(C/y) # 0. Sejam ui,u2 C U e u C y tais que ul(u2u) # 0. Desse
modo, {ui,u2,uiu,u2u} é uma base de U. Além disso, L = 0. De fato, seja u = 7iui +
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"y2U2 + 'eUIU + "y4Utu C E, com 'yi,...,74 C r'. Multiplicando por ulu, obtemos 0 ::
u(uiu) = '2u2(uiu), isto é, l2 = 0. De modo similar, usando o elemento u,u, temos .y. = 0,

ou sqa, u :: 'saiu + '4u2z;. \lultiplicando por ui concluímos que '4 :: 0 e portanto,
também '3 = 0. Assim, tt = 0. Observando que u C ruiu,u2o> implica Uu Ç U(Uy) =
<ui(u,u)>, basta pro"r que se «, C y então ui(u2«,) C <ui(u2u)>. Soam ai,. ..,a, C F'

tais que u2w = anui + a2u2 + a3ulo + a4u2u. Da identidade (u2u)(unto) = 0 segue que

cliui(u2o) = 0, ou sda, ai = 0. Portanto, u2w = a2u2 + aluiu + a4u2u. De modo

análogo, escrevendo alto := PtUi + P2U2 + /3eUIO + /34u2u, com #l, . . . ,P4 C .l?, obtemos

/32 = 0, isto é, u-.« = P-u + /3,ui« + /34u,«. Se a2 = 0 então u,.« C <uiu,u2«>, o que

prova que ui(u2w) é um elemento de <ui(u2u)>. Analogamente se P: = 0, observando

que ui(unto) = --u2(ulw). Cor)sideraremos então que a2 # 0 e /3: # 0. Das identidades

u2(unto) = 0 e (unto)' = 0, obtemos a,u3 + a3u2(uiu) = 0 e a3u! + 2c12a3u2(ulu) = 0.

Comparando as duas equações, concluímos que u: = --a;ia3u2(uiu) = --2a;ia3u2(uiu),
ou seja, u: = 0. Da mesma maneira, usando ui(Mito) = 0 e (alto)' = 0, chegamos que u? = 0.

Assim, u(uiu2) = u?u2 = 0 e u2(ulu2) = --âu:ul = 0 e, usando também o fato que Á

é B'r«st'i" J'rda«, («-«)(u-«,) = --(u:(u-u,))« = 0 e (u,«)(u-u,) = --(u,(u:u,))« = 0.

Portanto, uiu2 € Z = 0. Logo, U(Uy) ç U' Ç U<uio,u2u> Ç <ui(u2u)> tem dimensão ]. []

Com os resultados obtidos até o momento, podemos determinar a dimensão máxima de

JW(.A) para todas as álgebras de dimensão menor ou igual a 8 e para as de tipo (l +r, s), com
I' $ 4 ou s $ 2, além daquelas com r < s e núcleo nilpotente. Todas as álgebras estudadas
tem dimensão de ]k/(Á) limitada por 1 + r + r2 + rs. Nosso objetivo futuro é provar que
nas outras classes restantes vale a mesma limitação. Observamos que basta mostrar essa
conjectura para álgebras com s ? r que têm L = 0, e o caso geral poderia ser demonstrado
com um raciocínio semelhante ao da segunda parte da demonstração da Proposição 3.11.

Na figura a seguir, temos a variação das dimensões das álgebras de multiplicações de
álgebras de cada tipo fixado.

51



1,0

l
(1,12,0

3)
l

(1,42,3)
3-.>6 l

1«-2,2)
n- 1 -+ 1-3n+n 2

3,n-3) (2,n-2) (l,n- l )4,n-4

3-+n+l5-->1+3n l 4-+27z+l l

52



Capítulo 4

lsomorfismos

Neste capítulo, estudaremos propriedades das álgebras de Bernstein que são preservadas
por isomorfismos de suas álgebras de multiplicações. Veremos inicialmente que todo isomor-

fismo entre álgebras de multiplicações de álgebras de Bernstein é bárico, considerando M(Á)
sempre munida da função peso induzida pela função peso de .4. Na seção 4.3 discutiremos

a existência de outros caracteres da álgebra de multiplicações e os automorfismos de À/(Á)
serão abordados na última seção.

4.1 Sobre isomorfismos não báricos

Vejamos algumas propriedades que têm os isomorfismos entre álgebras báricas

Lema 4.1 Se (Á,w) e (.4',«,') são á/geóras óáricas e ®:.4 --> Á' é zzm {somor$smo fa/ que

'>(ker«,) Ç ker«,' então 'b é «m {so«.orPs«.o óáríco.

DEuoNsvKAÇÃo: Como q) é um isomorfismo, temos que õ(kerw) tem codimensão l em
.4'. Assim, 'D(ker«;) Ç kero' implica que 'D(kerw) = keru'. Além disso, se c C ,4 é tal

q« «,(c) = 1 e«tão «.,'('D(c)) = w'('D(c')) = «,'('D(c)'), o« sd;, «,'('D(c)) = 0 ou l. )las

'D(c) g ker«,'. Portanto, «.,'('D(c)) = 1. Pela decomposição .4 = r'cO kero, concluímos que

w' o (D = w, ou seja, q) é bárico. []

Lema 4.2 Se (.A,«,) e (,4',«.,') são á/geóras óáricas e q': .4 -+ Á' á u«z {somor#smo então

«{s'' "m «cf««,{ de Á' f«/ q«. 'D é {«m.r$.mo 6á,{co .«t« (À,«,) e (.4',«,Í).

DEMONSTRAÇÃO: Basta observar que Q(kerco) é um ideal bilateral de codimensão l que não

contém Á'z. Assim, ®(kerw) é núcleo de algum carácter oi de ,4'. Pelo lema anterior, 'D é
isomorâsmo bárico entre(.4,«,) e(Á',«,Í). O
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Por este último lema, resulta que se estamos em uma classe onde as álgebras têm um
único carater, por exemplo, nas álgebras de Bernstein, isomorfismos implicam isomorfismos
báricos. Este não é o caso das álgebras de multiplicações de álgebras de Bernstein. Na Seção

4.3 veremos que, em geral, as álgebras de multiplicações têm 2 caracteres. Mesmo assim,
isomorfismos entre essas álgebras implicam isomorfismos báricos, onde ]M(.A) está sempre
munida da função peso induzida, como mostra o teorema abaixo.

Lema 4.3 Se Á = r'e © U © }' e À' são á/geóras de Bernsfeán e ®: M(Á) --} M(Á') é um
isomor$smo ta! que ®(9-L2e -- L.) tem peso l então q) é um isomor$smo báltico.

DnuoNSTnAÇÃo: Como (2L: -- L.)(N : .A) = 0, temos que a'(2Z: -- Z).)'D((N : Á)) = 0. Em
particular, os elementos de 'D(2.L: -- Z).)'>((N ; Á)) têm peso nulo. alas ®(2L: -- L.) tem
peso 1, portanto, ®((N : .4)) Ç (N' : .4'). Pelo Lema 4.1, 'D é isomorílsmo báltico. O

Teorema 4.1 Todo isomor$smo entre álgebras de muttipticações de álgebras de Bernstein
é báltico.

DEMONSTRAÇÃO: Suponha que existe Q': A/(Á) --} iM(Á') isomorfismo não bárico. Seja

e' C ip(Á') um idempotente arbitrário e M(Á') = F(2Z:, -- L.,) a) t/:, © K'. a decomposição
de Peirce de À/(Á') relativa a esse idempotente. Pelo lema anterior, 'D(2Z: -- Z).) C Ü:, © U'..
Portanto, existem Ü,, C U!, e 0' C U'- tais que ®(2L: -- L.) = @,, +0'. Usando o isomorfismo
inverso, que também não é bárico, garantimos a existência de #,, C U e 0 C V tais que
a = Ú,:: + 0 = 'b-'(2L:, -- L.,). Como a C (JV : Á), temos (lue (2L: -- L.)a = 0. Aplicando
o isomorfismo ©, obtemos (lue 0 = (d',, + 0')(2L:, -- L.,) = V,,,, ou seja, 'b(2L: -- L.) C l,'3.

Como esse raciocínio não depende clo idempotente e' C ip(Á'), concluímos que Q(2Z: -- Z,.) C

Í) K/.. alas os elementos dessa intersecção se anulam em Á'2, pela Proposição 1.5. Dessa

maneira, a' = 'D(21,: -- L.) é uma projeção, cujo núcleo contém f'e'©U'©P'z. Em particular,
a' = õ(2Z: -- 1,.) C VI o © Uo o Ç N'. Pela Proposição 2.7, os idempotentes de N' estão em
H': © K'o. Assim, o C VI o, o que é uma contradição, pois em yt/o não existem idempotentes
não nulos. Portanto, © deve ser um isomorfismo bárico. n

.'clP(.4')P

4.2 Propriedades preservadas por isomorfismos
Sejam C e D duas categorias e /' um funtor de C em Z). Consideremos o seguinte

problema: "Dada uma propriedade P a despeito dos objetos de C, é verdade que isomorfismos
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entre objetos de /'(.D) preservam P via /?" Mais formalmente, dados .A e -B objetos da
categoria C tais que .4 tem a propriedade P e .F(Á) é isomorfa a /'(B) então B tem a
propriedade P?

Por exemplo, para o funtor "esquecimento" da categoria dos grupos na categoria dos
conjuntos, a cardinalidade do grupo é preservada, mas qualquer outra propriedade estru-
tural, não. Em outro extremo, se .F é o funtor usual da categoria dos grupos abelianos,
denotado por Ab, na categoria dos .Z-módulos, temos que isomorfismos entre objetos de
.F(Ab) implicam em isomorfismos dos respectivos grupos. Assim, propriedades estruturais
dos grupos são preservadas. O mesmo ocorre entre quaisquer outras categorias equivalentes.

Essa (questão não se encaixa no nosso contexto, já que ,4 --} M(.4) não dá origem a um
funtor da categoria das álgebras de Bernstein na categoria das álgebras associativas: nem
sempre é possível definir um homonlorfismo de M(A) em M(.4') a partir de um homomor-

fismo bárico y: .A --} .4'. Mas quando p: ,4 --> .A' é um epimorfismo, temos um epimorfismo
Ç;: M(Á) --} M(Á'), de acordo com a Proposição 1.1. Em particular, isomorfismos entre
álgebras de Bernstein implicam em isomorfismos de suas respectivas álgebras de multipli-
cações. A recíproca não é verdadeira, conforme já foi visto anteriormente: álgebras de tipo
(l, s) têm álgebras de multiplicações isomorfas a r', para qualquer s ? 0. Além dessas, te-
mos as álgebras de Bernstein associadas a gratos, de acordo com a observação feita no final
da Seção 3.2.1. Podemos então considerar o problema acima enunciado, sem o uso da noção
de funtores: "Se Á e A' são álgebras de Bernstein tais que M(Á) e ]W(Á') são isomorfas e
Á tem a propriedade P então Á' também tem a propriedade P?" Nesta seção, exibiremos
algumas das propriedades das álgebras de Bernstein que são preservadas por isomorfismos
de suas álgebras de multiplicações.

Vimos na Proposição 2.2 (i) como são os idempotentes de peso l em álgebras de multi-
plicações de álgebras de Bernstein. O próximo resultado mostra como são os idempotentes
que podem ser imagem por isomorfismo do operador 21,: -- L..

Proposição 4.1 Sejam .4 = Fe © U (D }'' e .4' = r'e' (D U' © y' á/geóras de Bernsfein e

4) : M(Á) --} M(Á') {zm isomor#smo. Então (b(2Z: -- L.) = 2L:, -- L., + V',,, para a/gum

z' C U' (D [//2

DnuoNSTnAÇÃo: Sqa ©(2L: -- É.) = 2Z2, -- L., + @,, + 0'. Pela Proposição 2.2 (i), 0
é idempotente. Como 'D é um isomorâsmo bárico, temos que 'D((JV : .A)) = (.N' : Á').

Assim, para todo a' C (]V' : Á'), existe o C (N : Á) tal que q)(o) = o', em particular,
existe 0 C (N : .4) tal q« 'D(0) = 0'. Temos então, 0 = (2Z? -- É.)0 = ®((2É: -- Z;.)0) =
(2É:, -- Z,., + V,,, + 0')0' = 0'' = 0'. Portanto, 'D(2Z;? -- Z.) = 2Z:, -- Z;., + @,,. O
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Observação 4.1 Existem, de fato, idempotentes em M(Á') que não podem ser imagem de
2L: -- L. por isomorfismos, por exemplo, aqueles da forma 2Z):, -- Z., + d,,, + 4Z)., -- 4L:,,
,.--, n/ c /r/2

Proposição 4.2 Se A e Á' são á/geóras de -Bernsteín e Q: M(.A) --} À/(À') á am {somor.
./i.mo .«tão ©(U) po,f««f., ..4' . .4'' têm m«m« dim.«.ã..

DnuoNSTnAÇÃo: Sejam Q': M(.A) --} M(Á') isomorfismo, Á = Fe (D O (D y e .4' = F'e' a)

P' (D y'. Pela Proposição 4.1, temos que ®(2Z' -- L.) = 2L', -- É., + @,., onde ao C

P' © U'2. Para cada r C U © U', temos que Q(Ú,) C (N'' : Á'), pelo Teorema 4.1 e,
;lém disso, '>(V',)(V,,(2Z,: -Z,.)) ©(2Z: - Z.)(V,,)(2Z:, - Z,.,+V,,.).
Assim, 'D(@,)(N') = õ(V,.:)(2.t:, -- .[.. + @,.)(N') = 0. Dessa maneira, concluímos que

®(@,) € U', ou sda, 'D(U) Ç U'. Portanto, dimU 5; dimU'. Analogamente, usando 'D':,
obtemos dimU' $ dimt/. Como dimU = dimU © U2 (e dimU' = dimU' © t/'2), resulta
que dim Á2 :: dim .4'2. []

E conseqüência da proposição anterior que isomorfismos entre álgebras de multiplicações
de álgebras excepcionais preservam a dimensão do subespaço U:

Corolário Soam Á = /?e q) (/© }'' e ,4' = F'e'© U' © y' á/geóras de /3ernsle n e cepcÍorza s

fa s gtte it/(.4) e /V(Á') são ísom07fas. Então dimU = dimt/' e, porfanfo, ,42 e Á'' têm o
mesmo lira. O

Veremos a seguir (Corolário 3 abaixo) que, também nas álgebras normais, o tipo de Á2
é preservado por isomorfismos de álgebras de multiplicações.

Proposição 4.3 Sqa ,4 = F'e (D U a) y üma á/febra de Bernsleín. Então {Ú,:a c [,r2 n

««N} Ç ««(N' : .4) Ç {@.:: , C U' n a««N} © Uoo.

DEmoNsTRAÇÃo: Seja z C t/2í)annJV. Como (N : Á) = r'(4Z;.--4Z:)+N, (4Z.--4Z;:)V,, =
d,,(4E. -- 4L:) = 0 e iVÜ, = V,,X = 0, temos a primeira inclusão. Para provar a segunda,

sda a = a(2Z: -- L.)+@«+V,.::+0ii+0io+0oi+0oo C ann(JV : ,4), u C U,# C t/2. Para todo
g/ C U©U2, tem-se 0 = d,,a = aV',, ou sda, a = 0. Além disso, 0 = a(4Z;. --4.[:) = Ott +0ot

e 0 = (4.[. -- 4Z;:)a = @« + Oit + Oto, o que imp]ica que a C {@,: z C U2} (D Uoo. Seja agora

# C 272 tal que z g ann.N. Então a;C/ # 0 ou al,'' # 0. Se zu # 0, para algum zl C {l/,
então Z)«V,, = @- # 0 e, portanto, @, g ann(JV : Á). Se uz # 0, para algum u C y, então
Z,,@, = @- # 0. Consequentemente, ann(JV : Á) Ç {V,.;: 3 C U' n annN} © i2m. a
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Co-lá-i' l S' Á = r'. © U © }' á «-« á/geó« de Be«atei« com P(Uy)
-«(N : Á) {Ú,:a C U' n a««JV}. D

Corolário 2 Se Á = f'e U © y é tina á/geóra de .Berrzsleín rzorma/ então ann(N
{@,: z C U'}.

Corolário 3 Se Á e Á' sã. á/geó«s de Be-stein -,m«ás país q«e M(Á) . M(Á') sã.
ásom071/as erifão Á2 e Á'2 fêm o mesmo tipo.

DnuoNSTKAÇÃo: Basta observar que ann(N : .A) é levado em ann(N' : Á') por qualquer
isomorfismo (bárico). Pelo Corolário 2, ann(.N : .A) tem a dimensão de U2 nas álgebras
normais. Assim, dim C/2 :: dimU'2. []

O resultado obtido acima também vale para álgebras de Bernstein arbitrárias. Para sua
demonstração, usaremos a seguinte proposição:

Proposição 4.4 Sejam .4 = r'e © t/ (D y ma á/geóra de Bernsfein e W um suóespaço de
}'' c.«.P/'".'«t«, « u', .« .d", }' u' © n'. Se a € M(.A) é 1«/ q«. al« .«fão, P««
qt a/quer {somor$smo 'D: M(.4) -+ M(Á'), tem-se rk (a) $ rk (©(a)).

DEUONSTKAÇÃO: Sd; . = a(2Z;? - L.) + V,, + a C M(.A), com @, C & e 0 C P. C...-

mo rk(a(21,: -- Z,.) + V',) $ 1, temos q- rk(a) = 1 + rk(0) ou rk(a) = rk(0). Se
rk(a) = 1 + rk(0) = 1 + «. então, como .lw = 0, existem ;«:,...,z. C U © üz tal

que {a(e),a(zi),.. .,o(a«)} é um conjunto linearmente independente, ou sda, para to-

do(Ào,.Xi,...,À«) C r'"+' \ {0}, tem-se que 0 # Àoa(e) + À:a(al)+ -.. + .X«a(3«) =

(Àoa(2Z: -- L.) + ÀiaÚ.;. + . - . + À«aV,,.)(e). Aplicando o isomorfismo 'D e lembrando que

®(U) = U' e 'D(2L: -- L.) = 2L:, -- Z;., + Ú,,, para algum z' C t/' © U'', obtemos:

Ào '} (a)(2Z, :, Z;., + V,.;,) + .X:®'(a)V',{ + + À«'D(a)d,,;,. # 0,

onde @,: 'D(#'.;.). Esse operador está em r'(2Z:, L.,) a) U'. Assim, calculando em e',

Àoq'(a)('' + «') + À-@(a)(aÍ) + + .X«'D(a)(.1,.) # 0,

p'r' t'do(Ào,À-,... ,À«) € F'"+' \ {0}, o« sda, {@(a)(''+ z'),õ(a)(z{),... ,©(a)(zl,.)}
é um conjunto linearmente independente. Portanto, rk (a) $ rk (õ(a)). Se rk (a) = rk (0),
existem zl,. . . ,#. C U © U: tais que {o(zi), . . . ,a(z«)} é linearmente independente. A

demonstração de que rk (a) $ rk (õ(a)) é análoga ao caso anterior. O
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Corolário l Se ©: M(A) -+ M(Á') é ««. {so«.o$s«.. . .,4 é «m. á/geó« ««/«, .«lã.
rk(a) $ rk(®(a)), p«-. f.do . C M(Á). o

Corolário 2 Se q': iM(.4) -} M(Á') é i«m.rPsmo . Á, ,4' .ão á/g.ó«; ««/e«e. e«fã.
rk (a) = rk (õ(a)), p«« lodo a C M(Á), e«. p«tic«/a,, p(Á) = p(.4'). O

Proposição 4.5 Se Á = Fe © U (D y e Á' :: f'e' a) U' (D }''' são á/geóras de Bernstein com

á/geóras de mu/fip/{caçães {somorÍas então dim U = dim t/'

DnuoNSTnAÇÃo: Soam dimZI/ :: r e dimil/ :; r'. O idempotente 4.[. -- 4.[: tem posto
r e (4L. -- 4Z,:)IV = 0. Pela Proposição 4.4, rk(©(4Z. -- 4Z:)) ? r. Por outro lado, o

idempotente @(4Z. -- 4Z:) C (N' : .4') tem posto menor ou igual a r', pela Proposição
2.8. Assim, r $ rk (@(4Z. -- 4Z:)) $ r'. De modo análogo, usando o isomorfismo inverso,
obtemos r' 5; r. Assim, dimU = r = r' = dimC/'. o

Corolário l Se Á e .4' são á/geó7'as de BernsteÍn com á/geóras de mw/f p/ cações {som07fas
então Á2 e Á'2 tém o mesmo tipo.

DnuoNsvnAÇÃo: Segue das Proposições 4.2 e 4.5. []

Outro corolário da Proposição anterior diz respeito à imagem do operador 4Z,. -- 4Z;?:

Corolário 2 Se .'i . .A' .ão á/geó«s e e-sfein «ã. e«'pcíon«{. . ©: M(Á) -+ M(.4') é
um isomor$smo então ®(4L. -- 4Z):) = 4Z;., -- 4L:, + 0, onde 0 € .&'

DEMONSTnAÇÃo: Suponha que a' = (b(4Z. -- 4Z:) C iV'. Pela Proposição 2.6, a imagem de
a' está contida em Z,' e, portanto, seu posto é estritamente menor que r' = dim U', já que a
álgebra ..'l' não é excepcional. Pela proposição anterior, r = dim U = dim U' = r'. Portanto,
o posto de a' é estritamente menor que r. Mas, pela Proposição 4.4, r = rk (4Z;. -- 4Z)?) $
rk 'D(4Z,. -- 4Z:) = rk a' < r, o que é uma contradição. Portanto, ©(4Z). -- 4Z:) g N. Como
(N : Á) = F(4L. -- 4L:) © N, temos que 'D(4Z,. -- 4L?) tem componente em f'(4L. -- 4Z:)
e essa componente tem coeficiente 1, em vista da Observação 2.1. O

A proposição anterior também estabelece uma subclasse de álgebras de Bernstein pre-
servada por isomorfismos de suas álgebras de multiplicações:

Coro'latia 3 Se A e A' são álgebras de Bernstein com álgebras de multiplicações isomorfas
e A é excepcional então Ai também é excepcional.
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DnuoNSTnAÇÃo: Segue do Corolário l anterior. []

Assim como as álgebras excepcionais, os próximos resultados mostram que as álgebras
normais e as álgebras não excepcionais com núcleo nilpotente são classes preservadas por
isomorfismos de álgebras de multiplicações.

Lema 4.4 Soam (Á,«,), (.A',o') (í/geóras óárÍcas ,zão necessariamente com falidas, ®: .4 -.}
.4' isomor$smo báráco ' zo C ann(ker«,'). 4 ap/ic«ção /inear ./;.:,4 -+ Á' de#nid« por

/r.(') + «,(,)«o á {««',.r#.mo 'e e s.«.'«I' s' ao (e),o + -o'>(.), P«. «/g«m
ídempotenfe e C .4 de peso .Z.

DEuoNSTnAÇÃo: Soam e C .4 um idempotente de peso l e z € ,4. Então 3 = w(z)e + n,
ond' " C ker«' ' '>(z)«o = q'(',(z)e + n)ao = «,(a)@(')ao. Do mesmo modo, zoõ(a) =

«,(,),o'}(e). Assim, se «,y C .A, temos /=.(«y) = 'P(ag/) + «,(.y)-o e /=.(,)/=.(3/) =
(©(') +',(«)'o)(©(3/)+w(g),o)(«)©(g) +«.,(y)'.(«)©(')'o+«,(.)«,(y)«o'D(.)
«,(,y)('D(e)ao + «oO(')). P.rta«t., ./;.(,g/) = /=.(')/=.(g) se e some«te se ,o = õ(.)«o +

Observação 4.2 No caso em que as álgebras são de Bernstein, zo deve ser um elemento
de t/ n ann kerw'. Para álgebras de multiplicações de álgebras de Bernstein, é suficiente que
-. c u n -«(]v : 'l), o« sda, *o C {V,.;: a c u'' n a««N'}.

Proposição 4.6 Se Á e Á' são á/geóras de BernsZein com á/geóras de mu/fip/{cações íso-
morjas, e ç: A idempotente não nulo e Ai é uma álgebra. normal então existe isomor$smo
Q': M(Á) --} iW(Á') c.m 'P(2Z,: -- L.) = 2.L:, -- Z,.', p«« «/g««. {d.mpof.nte e' C .4'

DEuoNSTKAÇÃo: Pela Proposição 4.1, 'D(2LZ -- L.) = 2Z2, -- 1,., + Ü,, onde z C ü' (D U'2

Se # :; u + u, com u C U e u C [,r2, substituímos (D por /ú.2... Observe que o operador

'#..,.. está em C/na«n(N : Á). Temos então /@.,..(2Z;? -- L.) = 2 :, -- Z., +@.+, +'É.,-, =

2Z:, -- L., + Ú,+.2 - 2L2i -- Z,., , onde el) :: e' + u + u2. []

Proposição 4.7 Se ,4 e Á' são á/febras de BernsleÍn com á/geóras de mu/Zip/ácações iso
m07:fas e .4' é uma á/geóra norma/ então .4 Zamóém á norma/.

Onu'~s'"çÃo: Tem.: M(Á) (2L? - L.) © [7 © Í4 © Ü. © Ü,: © Üm . M(Á')
r'(2Z:, -- L.,) © t/' © r'(4Z,.' -- 4L:,) a) {L« -- 2L.É«: u C U'}. Vamos provar que Ko = 0.
Pe[o coro]ário anterior, podemos supor que 'b: ]W(Á) -+ À/(.4') é um isomorfismo tal que
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©(2L? -- Z.) = 2Z:, -- L.,. Assim, © preserva a primeira decomposição de Peirce, ou seja,

'D(U) = U' e 'D(y) = }''. Sd; a c Vio. Como a' = 0, temos q« 'D(a) c V' n À' = q:.
Assim, '}(a) = Q((4L. -- 4L:)a) = q'(4Z,. --4Z,?)®(a) C (H': © Ug:)yo'. = 0. Portanto, c, = 0.
Segue do Teorema 1.1, que ,4 é uma álgebra normal. D

Observação 4.3 Mesmo assim, álgebras de Bernstein normais com mesmo tipo e nucleares
com álgebras de multiplicações isomorfas podem não ser isomorfas, como mostra o próximo
exemplo, obtido por J.C. Gutiérrez F

Exemplo 4.1 Sejam ,4 = <e,ui,tz2,o> e Á' = <e',u{,ul!,u'> com as seguintes tábuas de

multiplicação:

ui u2 l u
Uul

UU2

U

Temos que .4 e .4' são normais e nucleares, têm mesmo tipo, têm álgebras de multiplicações
isomorfas mas não são isomorfas se consideradas como álgebras sobre o corpo dos números
reais

Proposição 4.8 Se ,4 e Á' são á/geóras de Bernsfeán com á/geóras de mu/fíp/ilações {so-
motfas, N é nilpotente e A não é e=cepcior\al então N' também é nilpotente.

DnuoNSTKAÇÃo: Se À é não excepcional, pelo Corolário 3 da Proposição 4.5, ,4' também é
não excepcional. Assim, (N : Á) = F'(4Z). -- 4.L?) © N e (/V' : .A') = r'(4L., -- 4Z):,) © N', por
(2.2). Sda 'b:M(Á) -+ M(Á') um isomorfismo. Como JV é ni]potente, ©(]V) Ç N'. Pela
codimensão desses subespaços, temos que d)(N) = JV'. Portanto, N' também é nilpotente.
D

A hipótese de que .4 não é excepcional na proposição anterior é necessária, como mostra
o próximo exemplo:

Exemplo 4.2 Seja .4 = r'e (D U (D y a álgebra de Bernstein excepcional cuja tábua de
multiplicação em relação às bases {ui, u2} de U e {oi,u2} de V é

ui u2 l ui
ul
U2

ol UI U2
U2U2



Temos q« M(Á) 2L? - L.) ©<@«.,#,«,> © f'(4Z,. -4Z:) © <Z.,.,.L.> e .&
é nilpotente.

Considere agora a álgebra .A' = Fe' (D U' (D y' com a multiplicação dada por

«; l «í «;
U

«;
U

2

onde {u{,u;} e {z;Í,t;;} são bases de P e y, respectivamente. Observamos que À/(Á') =
F'(2L', -- L..) © <V'«{ , d,«;> (D F'(4-t., -- 4Z;:,) ® <2L.L«{ -- {'#«{, 2Z.,É«; -- {V,.;> é isomoría
a À/(.4), sob a aplicação Z. -> L.., @«. H @.:; .[,. -> 2.[.L«: -- {V,.:, { = 1,2, mas
N' = r'(Z,Í) © Kb = f'(4Z., - 4L:,) © Kb não é nilpotente.

E claro que a propriedade de ser nuclear não é preservada por isomorfismos de álgebras
de multiplicações, já que a álgebra Á' obtida fazendo o join de uma álgebra de Bernstein

,'l com a álgebra de tipo (l, s) tem a álgebra de multiplicações isomorfa a M(.4). Podemos
tomar .4 nuclear e s 2 1 e teremos Á' não nuclear com M(.4) = M(.4'). Uma problema
ainda não resolvido é decidir se M(Á) = M(Á') e .4 nuclear implicam que .4' é o join de
uma álgebra nuclear com uma álgebra de tipo (l,s). Outra questão que ainda está sendo
estudada é verificar se a propriedade de ser Jordan é preservada por isomorfismos de álgebras
de multiplicações. Estes são dois dos problemas que dão sequência ao estudo feito até aqui.

4.3 Caracteres de M(.A)
Nesta seção faremos um estudo sobre a existência de outros caracteres de iM(.4). Sabemos

que a quantidade de caracteres de uma álgebra está associada ao número de ideais de
codimensão l que não contém o quadrado da álgebra, de acordo com a Proposição 0.1.
Estudaremos primeiramente os ideais de M(Á) para então discutir a existência de outros
caracteres nessas álgebras.

4.3.1 Ideais de JW(.A)

Inicialmente, veremos como é a decomposição de Peirce dos ideais de M(Á)

Lema 4.5 Sela S Ç ,4 um suóconyunZo não vazio
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/. Se Z Ç M(Á) é «m íde«/ à «q«e,d« d. M(Á) .«tão o «Z,e.p«ç. Z(S) ge«do pe/o

c.«/-fo {a(z) : a C Z,« C S} é ««. {de«/ de Á.

2. Se Z Ç (N : Á) á um suóespaço que ue7qHca yZ Ç Z então Z($) é dea/ de Á

DEMONSTRAÇÃO

1. Seja Z um ideal de M( 4). Para todo a C Á, 3 € S e a C Z, temos que aa(a)
(L.a)(r) C Z(S), portanto, Z(S) é um ideal de .4.

2 Suponha que Z é um subespaço que verifica VZ Ç Z. Para todo u C U, u C y,
z C S e a € Z, temos que ea(a) = (1(4Z. -- 4.[?)a)(a), pois a(z) C N; ua(a) =

(@« - {«,«).')(,), ',«"« -'-«- .'(,) ' ", . -(,) - '..(,). -.-'-'., 'm '
ideal de Á. []

Observação 4.4 Se S é um ideal de .A então Z(S) Ç S, para todo subconjunto Z Ç iW(.4)

A próxima proposição descreve os ideais de M(.4)

Proposição 4.9 Sda Á = Fe (]) O© y t'ma á/geóra de BernsZeín e M(.A) = r'(2Z,? -- L.)©
U © V sua átgebra de multiplicações. Então

.r. Z Ç (JV : .4) á «m {d.«/ d. M(.A) .. . som.«f. ..

Z = {@, : aç C /} © ./,

onde J é u,m ideal de V e l é um ideal de A satisfazendo JÇU © U'z ) Ç l Ç U © U2

2. Z é «m {de./ de M(Á) «ã. c.«lido '«. (N : .A) se . '.«..«fe .e Z = F(2Z;:--L.)©Ü©./,
onde .J é u,m ideal de V

I'\ n\A r\ Nrc'pn A f"' A rlY--

l Sda ./ um ideal de y. Pelo lema anterior, J(U (D t/2) é um ideal de Á. Além disso,
./(U© U') Ç; t/ © U'. Sda / um ideal de Á tal(lue J(U©U') Ç / Ç U©U'. Então

Z = {d,, : z C /} © ./ é um ideal de M(.4). De fato, já temos (lue (2Z: -- L.)Z =
0; Z(2.[: -- L.) = {@, : C /} Ç Z; ÜZ = 0 e ZÇ' = ./Ü Ç J Ç Z. Falta mostrar

que ZU Ç; Z e VZ Ç Z. Observamos que ZU = ./t/ e, dados a C ./ e @, C U, temos
que ad,, = d,.(v), com a(y) C .7(U © t/:) Ç /. Assim, Zi7 Ç Z. Sejam agora r C y
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e # C /. Pela Observação 4.4, Ç(/) Ç /. Portanto, r(z) C / e, conse(lüentemente,

l-d,, = #',(,) C {y'' : z C /} ç Z. Logo, Z é ideal de iM(Á) Reciprocamente, seja

Z um ideal de /V/(Á) contido em (N : Á). Como Z(2É? -- z'.) = z n U, temos que

z - (z n ü) © (Z n Ü) e, pelas relações de inclusão dadas em (1.7), Z n }' é um ideal

de y. Observamos, ainda, que Z n U = {a(2L: -- L.) : a C Z} - {V'.(') ; a C Z} :

{@, : # C Z(e)} e, além disso, Z(e) contém (z n ü)(U © U'), pois dados a C Z n \''
e a C U © U', temos que aÚ, C Z e, portanto, a(z) = c''P.(e) C Z(e). Logo, Z é da
forma Z = {@, : 3 C /} © J, onde J é um ideal de P e / - Z(e) contém J(U © t;')
e está contido em U © U2

2. Sejam Ç .\'r(,4) um ideal tal (lue 2É:--L. C Z. Então U = t/(2L'--L.) Ç Z Portanto,
Z = F'(2L: -- L.) ® P (D J, onde J = Z n y é ideal de V. Além disso, para todo

./ Ç 9 ideal de Ü, o conjunto Z = F(2L: -- L.) a) Ü © J é um ideal de À4(Á)- O

De acordo com a proposição anterior, para conhecer os ideais de M(.A), é necessário
descrever os ideais de V e os ideais de Á contidos em U a) U'

A seguir, estudaremos propriedades dos ideais maximais de ik/(Á)
Em j14, Teorema 21, os autores provam que se Á é uma álgebra de Bernstein com núcleo

nilpotente então .V/(Á) tem exatamente dois ideais maximais, ambos de codimensão 1. São
eles (A' : Á) e F'(2Z.: - L.) © N.

Lembramos que (]V : Á) é sempre um ideal de Jk/(Á) de codimensão 1, qualquer que seja

a álgebra de Bernstein Á. Se Á é não excepcional, também temos que r'(2L2 -- L.) e ]V
é ideal de ]M(Á) de codimensão 1; portanto, neste caso, iW(Á) tem pelo menos 2 ideais
maximais. Vamos agora estudar a existência de outros ideais maximais em À/(Á), quando
,4 é uma álgebra de Bernstein não excepcional com núcleo não nilpotente.

Proposição 4.10 Ás suba/geóras Uoo e Vioyoi de iM(Á) são ná/potentes, qua/quer que seja

a álgebi'a de Bernstein A.

que Uoo não possui idempotentes, já que, pela Proposição 2.6, os idempotentes em Ar têm
imagem contida em L C Assim, por ser uma álgebra associativa de dimensão finita
sem idempotentes, existe k 2 1 tal que joio - 0. Além disso, temos (lue (Hoyoi)k+i -
yto(yoiVlo)tUot = VloÍ;á.yoi = 0. Portanto, yoo e Vio%t são subálgebras nilpotentes. a

Com o resultado da proposição anterior, teremos condições de determinar um ideal que
está contido em qualquer ideal maximal de iM(Á).
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Proposição 4.11 Pata foda á/febra de BernsteÍn .4, o colÜünto Z = U © l,/ioVoi © Vio ©
Ü,. © Ü,. é «m {d../ «i/P.l.«f. d. M(Á). E«. p",lác«/«, Z ç ,U, p«« l.d. íd«/ m«{m'/
.U d. JM(Á).

DnuoNSTKAÇÃo: Tendo em vista que vijukl C (5jkVü, observa-se facilmente que }toyot O
}/lo a) Vot (D Uoo é um ideal de \ '. Portanto, pela Proposição 4.9, temos que Z = t/ (D Vioyoi ©

Vlo © Vot © }âo é ideal de JW(Á). Para mostrar que Z é nilpotente, basta verificar que Z não
tem idempotentes não nulos, já que Z é uma álgebra associativa de dimensão finita. Como
Z ç N, temos, pela Proposição 2.7, que todo idempotente de Z é da forma o := aii + aio,
onde aii C Z n Vit é idempotente e aio C Vio é um elemento cuja imagem está contida na
imagem de aii. Vimos na Proposição 4.10 que VioUot = ZnVii é uma subálgebra nilpotente,

assim, cria = 0 e, conseqiientemente, a = 0. Logo, Z é um ideal nilpotente de A/(Á) Pela
Proposição 0.5, Z está contido no radical de M(Á) e, pela Proposição 0.4, isso implica que
Z Ç .M, para todo ideal maximal ./\,{ de M(.A). O

Proposição 4.12 Se .'l é {zma (í/geóra de Bernsfein não ezcepcíona/ com ntíc/eo ízão n{/-

potente então M(Á) passai «m {dea/ ma:"íma/ M conferido 21,: -- Z'. mas não conte"do
4L. -- 4L:. Á/ém disso, J\'t possui um e/ementa da /arma 4L. -- 4L: + 0o, onde 0o é um

'pe,«d., em (L : .4) q«. pe,./.«« â -bá/geó« g.«d« po« {l,«L. : « C }'}.

DEuoNSTRAÇÃo: Se (N : Á) e F(2Z;: -- L.) © N fossem os únicos ideais maximais, teríamos

& Á) n (r'(2L: - L.) © iV) é o radic'l de ]M('{) b'l's & não é «np't-t', p'l'
Proposição 2.1. Assim, o radical de iM(Á) não seria nilpotente, contrariando a Proposição
0.5. Portanto, existe em /L/(Á) um ideal maximal ..,\4 distinto de F'(2.L' --: 1,.) © N e de
(]V : A). Temos que 21,: -- L. C u\4, pois, caso contrário, /U Ç (N : Á), o que implicaria
que M = (N : Á). .\lém disso, se tivéssemos também que 4L. -- 4L: C .A4, resultaria

-« WM) - '.'W(,'P': 'J " '0'. '9)"(f) ' '" ', '«:«, ".' «ã. ;«:-
ideal maximal. Pela'Proposição 4.9, temos que M = F(2L' -- L.) © U © J,.onde J é
um ideal (maximal) de Ü. Como iU # r'(2Z: -- L.) © N, temos que J e N e, como
4Z,. -- 4Z,: çZ ./, temos que existe 0 C y í) Ar, 0 g .7 tal que 4L. -- 4L: + 0 C ./. Pela

proposição anterior, o operador 0 pode ser tomado na subálgebra gerada por [L,,L : u C V}
já que VioUot © Vlo © Uo. q) Uoo Ç J. Agora 0 + 02 = 0(4L. -- 4L: + 0) C J. Subtraindo
de 4Le -- 4Z: + 0, resulta que 4L. -- 4L: -- 02 C .7'. Repetimos o processo com os novos

elementos obtidos: 02+03:: 0(0+02) C ./ e 4L. --4L:+03 = 4Z;e --4É2 -- 02+02+03 C ./

Dessa maneira, concluímos que, para todo inteiro É 2 1, vale 4É. -- 4L: + (--1)kOk C J

64



Como 0 C &, pelo Lema 2.2: temos (lue existe Ao 2 1 tal que 0o = (--1)k'0t' C (L : .A)
Assim, obtemos o resultado desejado. og

4.3.2 Sobre a existência de outros caracteres

Para qualquer álgebra de Bernstein .A, sabemos que M (Á) é bárica: existe homomorfismo

ü: iV(.4) -+ f' tal que ü(L,) = w(a), para todo z C Á. Nosso objetivo, nesta seção, é decidir
sobre a existência de outros caracteres de iM(Á).

Seja Á = Fe © b' © L'' uma álgebra de Bernstein. Temos 2L! -- 3L: + Z;. = 0. Assim, se
a: M(.4) -+ F' é «m homomorfismo e«tão ã)(.L.) = 0, 1 - {.

Proposição 4.13 Se ã: J44(.4) -+ f' é um Ao«zomor$smo com D(L.) 0 então a = 0

DEMONSTRAÇÃO: Para todo iz C U, tem-se a(Z«) = 0, pois L3 = 0. Além disso, se o C y,
então Z,, = 2L.Z, e, portanto, a(L.) = 20(Z.)a(L.) = 0. Assim, a(L,) = 0, para todo

# C A, o« seja, G = 0. U

Assim, devemos ter â(L.) = 1 ou {, se 8: A/(Á) -} f' é um homomorfismo não nulo.
Podemos garantir a unicidade do homomorfismo no caso em que a(L.) = 1.

p-oposição 4.14 S'. ã: iV/(.4) --> r' á «m Ao«.om.r$;«':o c.«.8(L.) fã. D á «/u«ção
peso de M(.4) inda:ida por lo.

DKb,ioNSTnAÇÃO: Basta provar que kerG = (N : .4), ou ainda, que (N : Á) Ç kera, pois
ambos os ideais têm codimensão 1. Se a C (N : Á) então (2L? -- Z;.)a = 0. Assim,
0 = O((2L: -- L.)a) = ã(2Z: -- Z,.)8(a) = a(a). Porta"to, (/V : Á) Ç kerO. []

O seguinte exemplo mostra que nem sempre existe homomorfismo de JM(Á) em F que
assume valor { em L..

Exemplo 4.3 Seja .4 = <e,uí, u2,ui,u2,u3> a álgebra comutativa com os seguintes produ
tos:

ul

ul
U2

tzz l 'ui 'u2

UI U2

U2

U2

03

ul
ul

U2

D2

U3 ul
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Essa álgebra é de Bernstein e L,. = 4L. -- 4L:. Suponha que 8 é un] homomorfismo de

M(Á) em F tal que 3(Z,.) = {. Assim, o idempotente 4L. -- 4L: tem peso l. Observamos
que L«:Z,«, é a projeçào sobre o subespaço /?u2 e L.;L., é a projeção sobre o subespaço r'ui.
Assim, esses operadores têm peso 0 ou 1. Como a(Z,.L.) = D(L.L.) e L.L. + Z,.Z,. =
Z,.,. é idempotente, resulta que cada uma dessas projeções tem peso 0. Assim, a(Z,. ) = 0, o
que é uma contradição. Portanto, para essa álgebra de Bernstein, não existe homomorfismo

a de M(.A) em F' tal que õ(Z.) = {.

Observamos que, no exemplo anterior, o idempotente 4L. -- 4L: é um elemento de N. Se

4Z. -- 4É: g N, temos que F(2Z,: -- L.) ® N é um ideal de codimensão l que não contém
À4(.4)', pois 4L. 41,: ç! r'(2L? -- L.) © ]V. Portanto, neste caso, existe um homomorfismo
a: JW(Á) -} r' tal que 8(Z,.) = {, pois 2L: -- Z;. C kerD implica que O(Z.) = {. Já vimos
que se 4Z. -- 4L: C -V então Á é uma álgebra excepcional. Dessa maneira, temos:

Proposição 4.15 Se .4 á ?zma á/febra de BernsfeÍn não e=cepcáorza/ então eaisfe Àomomor-

./isnio D: M(Á) --> f fa/ que ã(L.) = {. O

A unicidade desse homomorfismo não pode ser garantida, em geral, e os próximos exem
pios ilustram esse fato.

Observação 4.5 Se ni, . . . aJ; C End(,4) são projeções, duas a duas ortogonais, então a
subálgebra gerada por {ai, . . . , al;} coincide com o subespaço gerado por esse mesmo con-
junto.

Exemplo 4.4 Seja A ? l e considere a álgebra r'e q) <ui,
produtos são:

, «k> © <«:, . . . ,«k>, c«jos

ul 'tzk l 'oi
ulul

oi l 'ui
'uk

Essa álgebra é Bernstein excepcional e sua álgebra de multiplicações tem decomposição

f'(2L: - Z..) 'D ü © <L.,. , Z,.>© Vo
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Para cada i= 1,...,k, o subespaço /k = F(2Z,: -- Z,.) (D Ü© <É,-,..., Z,"',

um ideal bilateral de codimensão l.
Z.> © Ho é

Em álgebras não excepcionais também podemos encontrar exemplos onde existem mais
de dois homomorfismos não nulos de M(,4) em r'. Quando a álgebra ,4 não é excepcional,
sua álgebra de multiplicações tem pelo menos dois ideais de codimensão l que não contém
W(Áy, ; saber, r'(2L: -- L.) © N e(N : A).

Exemplo 4.5 Seja .4 /=e © <ui, u2> (D <ui, u2> a álgebra cuja multiplicação é dada por

ul
ul

'u2 l 'ui 'o2

ul
U2

ol

U2

U2

U2

Essa álgebra não é excepcional e sua álgebra de multiplicações tem decomposição

F'(2Z.: - Z;.) © ü e, F'(4L. 4L:) © f'(z«-L.) © r'(2L.z«, - !V,.) © r'(L«: 2L.L«. )

Verifica-se que / = /'(2L: -- L.) 8 U© <4Z. -- 4L: -- L.L.> © ho õ Uo. é ideal de codimensão
1, assim, A/(Á) possui pelo menos 3 caracteres.

Observamos que o terceiro ideal de codimensão l do exemplo anterior tem a propriedade
descrita na Proposição 4.12.

4.4 Automor6smos de M(..4)
Sejam .4 uma álgebra de Bernstein e g C Auto. Pela Proposição l.l, (p induz um

automorfismo P (le .v(.+). .\ssim, temos uma aplicação

/\: Aut ,'l ---+ Aut Jv(Á)
P h-'--> (P

Observamos que .'\ é um homomorfismo de grupos. De fato, para todo # C Á e gt, p2 C
Aut ,4, temos que

A(P:9:)( Z,, ) lvlp2(z) :: VIZ'P2(=) 88(z,;) (p-)A(p,)(L,)
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Além disso, /\(id,4) = idA,í(.4). Dessa maneira, provámos que A é homomorfismo. Nem
sempre ]\ é injetora. Calcularemos,.a seguir, o núcleo de /\.

Seja (p C Aut ,4 tal que # = idw(.,i). Temos então que (P(1,,) = L.p(,) ' Z'r, para todo

3 C .4, ou seja, g C kerA se e somente se g(r) -- z C annÁ, para todo # € .4. Como
p c Aut Á, p(e) é um idempotente de .4. Portanto, existe uo c U tal que g(e) = e + uo+ uli
e de g(e) --e C annÁ, resulta que uo+uã C ann.4 Ç y, ou seja, uo = 0, o que implica uli = 0 e
g(e) = e. Para os elementos u C Z,/, temos que u = 2eu. Logo, p(u) = 2p(e)p(u) = 2eg(u).
Assim, g(u) C P. Novamente usando çp(u) -- u C annÁ, obtemos que g(u) = u. Dados
ui, u2 C U, temos então g(ulu2) = g(ui)p(u2) = uiu2. Conseqüentemente,

'p(#) = z, para todo z C Á2. (4.1)

Decompondo y = U2 © W, para cada to C W, temos que (p(to) to = z. C ann.4. Portanto,

ç,(.«) = «, + ;., onde ,. € ann.4. (4.2)

Veremos agora que um operador linear de Á que verifica (4.1) e (4.2) é um automorfismo
de Á. Podemos supor, em vista da Observação 1.9, que ann.4 Ç U2

Seja, ,4 :: r'e (D t/ a) U2 © t'r uma álgebra de Bernstein. Se {wi, . . . , wt]. é uma base

de I'r e {zi,. .. ,zt} Ç annÁ então o:.4 --> Á definida por a(a) = a, para todo a C ,42,

e a(w{) = wi+ zí, para i - l,... ,í, é um automorfismo de .4. De fato, o é linear e,

como ann.4 Ç U', a é bijetora, pois, para todo {, wi = a(wi -- zi) Dados r = a + w e
y = b + to' elementos de /l, com a,b C .42 e zo,w' C [P, temos que a(#y) = zy, pois

zy C .4'. Como o-(zo) = w + z« e a(w') = to' + z«,, onde z.,z., C ann,4, resulta que

o(a)a(y) = (# + z«)(y + :«,,) = #y = o(=y). Denotando esse operador a por a(;-,-.,;.),
temos, para toda t-upla (zi, . . . , z.) de elementos de annÁ, que a(;-,.-,;.) C kerA. Portanto,
fixada uma base {wi, . . . , w,} de }V,

ker /\ = {a(a,..«;.) : zi. , z, C annÁ}

Dessa maneira, obtemos duas situações onde /\ é injetora

Proposição 4.16 Se Á é unha á/geóra de 13erízste n nuc/ear ou annÁ = 0 então Aut A/(Á)
possui um saógrz o ásomor/o a Aut,4. O

A proposição anterior mostra que, em muitos casos, A é injetora. Por outro lado, veremos
que A não é sobrejetora, o que revela a existência, em iM(Á), de uma quantidade maior de
automoiflsmos do que em .4.
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Seja ,4 = r'e ® U (D y uma álgebra de Bernstein e iM(A) = f'(2Z: -- L.) (D U © y sua
ltiplicações. Lembramos que U :: {@, : z C U (D U2].. Para cada ao C U (D U2,álgebra de multiplicações. Lembramos que U = {d,,

dehnimos
I',.: M(Á) --+ M(.A)

2z: -- z. --.> 2.[: -- z. + V,,.
$: --+ $,
o --+ o -- o+.

para todo V,, C U e 0 € L''. Temos que I',. é linear bijetora. Além disso, I',;.(ar) =
I',.(a)I'«(r), para todo o, r C À'f(Á). De fato, decompondo a = a(2L: -- Z,.) + #,, + 0i
e ." = #(2Z: -- Z..) + V,, + 02, com @,,d,, C U e 0:, 02 C y, temos ..- = aP(2Z;? -- Z,.) +
/3d,, + Ol@, + 0i02. Assim, I'«(ar) = a#(2Z: -- Z;.) + aP@.:. + PV,, + Ol@, + 0i02 -- 0i02'É,. '

-,. @')-,. o'-) -(«p'? - 'J--«",,. -'-",,-":",,. --«-)(PP': - 'J--P.',,. -'-",,-",'',,. --,,) -
aP(2L? -- L.) + aP@,. +#@, -- pois. +/iOi@,. + OtÜ, 0i02@. + 0t02 = 1',.(ar). Portanto,
I',. é um automorfismo de ]V(.4). Dessa maneira, temos definida uma aplicação

F: U © U' --+ Aut ]M(.4)
# --.--} I',

Observe que I' é um homomorfismo do grupo aditivo U©U' no grupo Aut JM(Á): o elemento

neutro 0 C a (D U: tem como imagem o operador identidade em iM(Á) e, dados zo,go C
U © U', temos que F,.+,. = 1',,.1',., pois 1'.1',.(2.L? L.) = 1',.(2L: -- Z.) + Ü,. +

V,,. = 21,: -- Z. + 'É.+,. = 1'.:.+,.(2É: -- L.); I',.I',.(@,,) = Ú. = 1',.+,.(@,), pala todo

@, C t/ e 1'«1'«(0) = 1'«(0 -- é?#',.) = 0 -- 0Ú. -- 0@.. = 0 -- 0'P,.+,. = 1'.+,.(0), p«r«
todo 0 C }'. Temos ainda que I' é injetora, pois se I'; = idw(A) então, em particular,
2Z? -- Z. = 2L: -- L. + Ü,:;, ou seja, V'r = 0, o que implica # = 0.

Proposição 4.17 Para foda á/geóra de ernsfeÍn .'{ = F'e © U © V, o grupo Aut .\í(Á)
possui \lm subgrupo normal abeliano isomorlo ao s\tbgrupo uditiuo U 6 U'z

DEMONSTRAÇÃO: Pelo que foi feito acima, resta provei apenas que I'(U © U2) é normal.
Soam I',. C I'(U © U') e 'D C Auto(,4). A Proposição 4.2 diz que 'D(Ü) = Ü. Assim,
existe go C U © U2 tal que ®(V,,.) = @,.. Provaremos que 'P'tl',.© = 1',.. Pela Proposição
4.1, temos que (D(2L2 -- L.) = 2Z,2 -- L. + @,, para algum 3/ C U © U2. Dessa maneira,

('p':l',.'D)(2z;: -- l.) =(p'' 1',.(2z:-- L.+ü,) = 'p''(2z? -- t.+d,,,. +V,,) = 2z;: -- L.+Ú,. =

F,.(2L: -- Z..). Para @, C U, temos q- <'(Ú,) C i7. Porta«to, F,.(®(@,)) = O(d,,), o«
sda, ('>':r«'})(V,,) '®(@,) = @.: (V,,). Se 0 C }' e ©(0) = @; + 0' e«tão
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(õ''i'«'>)(o) = '>'' r,.(d'; + o') = 'p''(V,, + o' - o'Ü.) = '>':(@; + o' - @;d,,. - o'd,.) =
'D-:(@', + 0' -(«';+ 0')''.;.) 0@« = F,.(0). Logo, 'D-:F,.'D © U') e,
portanto, I'(U © U') é um subgrupo normal de Aut ]v(Á). []

Vamos agora comparar os subgrupos A(Aut Á) e I'(C/ © U') de Aut M(Á)

Proposição 4.18 Com as ,zolações anlerjores, temos que A(Aut.4) n I'(u © u') á Hm
s«óg«p. ««tido e«: F(Z,), .«de L = {u C P : uU = 0}. .4/ém dí"., .. .,4 á «m. á/geó«

«;f.á« ««./«- .«zão J\(A«t Á) n I'(u © t/') = 1'(z;).

DEMONSTRAÇÃO: Dados tl, z C (/, temos que Úu :: 2Z,.Z,. + 2Z,.l,c -- .Lu e @., :: 2Z,.,Lc +

Z,.l,, + L,Z,« (veja na página 19). Lembramos também que se g C Aut Á e g(e) = / então
p(He) = U/ e p(K) = V}. Assim,

P(@;) 2L.P(.)Z'P(u) + 2Z.P(,)Zv(.) Z;P(u) ' V'v(u) e

#(V'-) = 2L.p(«)v(=)1'«,(') + Lp(«)Z'p(r) + Ep(=)Lp(u) ' V'p(u)p(=) ' d'p(-)
Seja I',. C A(Aut.4) n F(u © U'). Então existe y C Aut,4 tal que I',. = P. Como
I',.(V',) = @.;, para todo l C U©t/', temos (lue V'P(,) - 'p(Ü,) = @,, ou seja, g(3) = a, para

todo z C t/ © U:. Se p(e) = eo = e + uo + ug então tJ = p(U) = U« = {u + 2uou : u C U}.
Portanto, 2uou = 0, para todo ?l C U, isto é, tzo C L. Calculando P em 2Z: -- É., obtemos
?(2Z: -- L.) = 2L:. -- L.. = 2E: -- Z. +Ú.. Por outro lado, 1',.(2Z): -- Z,.) = 2Z;: -- L. +'Ú,.
Dessa maneira, concluímos que zo = 110 C Z. Logo, A(Aut .A) n I'(u a) t/') ç I'(z,).

Suponha agora que .-l é nuclear. Vamos provar que cada I'.. , com uo C Z', é um elemento
cle A(Auto). Sejam 1.0 C L e y.:Á --} .4 definida por ?«(e) = e + uo, p..(u) = tl e

ç'«.(u) = o, para todo tz C {l/ e u C V. Temos que g.. é linear bijetorae, para = ae+ui+ui,
y = Pe+ u2 + t'2, temos =y =(ae + ui + ui)(/3e+ u2 + u2) = aOe+ li(au2 + Pui) +uio2 +

u2ui + ulu2 + uiu2. .Assim, (p..(zy) = #g/ + a/3uo e, como Á é nuclear, os elementos de Z,

estão no anulador de L. Logo, g.(a)g«(y) = (a + auo)(y +Pz'o) = :«y+ {aPuo + {a/3uo =

z +aauo = g.(zy). Portanto, p. é um automorfismo. Vamos mostrar que A(g«.) = 1'.
Novamente, usando que os elementos de Z, estão no aiiulador de ]V, temos Z,.. = {V'.. e
É,,@. = 0, para todo = C JV. Temos então I'«(Z.) = 1'«.(2Z: -- L. + {(4L. -- 4É?)) =

2L: -- É. + V,. + {(4L. -- 4Z?) -- {#'« = L. + {d,. = Z;. + Z;.. = é=(Z.). Para u C U,

r.(L«) + L« - {d,,) {V,. - (z« - {V'«)@« = z;« = g=(r«)
e s' " C }', t'mos F«(Z.) = Z.., -- Z,.,V,. = É, = é=(t,). Porta«to, I'. = A(p.) e,

conseqü-teme«te, .\(Aut .4) n I'(U © U') = 1'(L). []
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No caso das á.lgebras nucleares, provámos então que Aut M(.A) possui um subrupo iso-
morfo a Aut Á e, além disso. cada automorfismo I',, com = C U © t/2 e r g L, não está nesse
subgrupo. Portanto. a alpicação ]\ definida na página 67 está "longe" de ser sobrejetora.

Usando elementos do anulador à esquerda de iM(Á), obtemos outros automorfismos de
M(.'1)

Proposição 4.19 F'«« c«da e/emenlo ao C annM(Á)t, a ap/{cação '>,.: M(.4) --> M(.A)
de#«id« p« 'D.(2L: L.) 'D..(V,,) (0) - 0.o, p«« Z.do d,, C Ü

. 0 C y á «m ««/o«,or$;mo de A/(Á).

l)KUONSTnAÇÃO: Lciilbramos que oo C l,/io (ID Uoo. Vamos provar que ©.. é bijetora. Sqa
0 C M(Á) tal (lue 'b.(0) = 0. Pela definição de 'D,., temos que 0 C }' e como Ho G) Uoo é

um ideal à esquerda de ]v(.+), temos que 0 = Ooo C Vio © yoo. Decompomos 0 - Oio + é?oo e
ao = oio+aoo. Assiitl. 0o. = a se e somente se Oioooo+aooooo = é)to+0oo, ou seja, Oto = Oioaoo

e Ooo = Oooaoo. Assim. Oio = Oiooá. e Ooo = 0ooa8o, para todo É 2 1. Pela Proposição 4.10,
Uo. é uma subálgebra nilpotente de JW(Á). Assim, Oto = Ooo = 0. Dessa maneira, ®. é um
operador linear injetor e, portanto, bijetor. Além disso, para ri - a(2.L: -- L.) + @, + 0i

e r2 - P(2L: -- 1,.) + ü', + 02, com #,.;,@, C U e 0i, 02 C y, temos rirá - cl/3(2L: -- Z;.) +
P@,; + Ol@, + 0t02 c 'D.(rlr2) = a/3(2L: -- L.) + /3@,; + OiV,, + 0t02 -- 0t02oo. Calculando
sepa-adamente, '>.(,- 1= o(2L: --L.)+@.:+0t --Digo e 'D.(r2) =/3(2L?--Z.)+#,.+02--02ao-
Portanto, q'.(,--)'P.(r2) = od(2Z.: -- Z..) + #@.:; + (0: -- 0:..)@, + (0: -- 0:ao)(0, -- 0,ao) =
a/3(2L: -- L.) + /3d,. + 0-Ü, + 0t02 -- 0i02ao = õ..(rirá). Logo, '>.. é um automorfismo de

Vimos na Proposição 4.2 (lue se '>: lü/(Á) --> &/(.A') é um isomorfismo então 'D(U) = U'
Com os automorfismos descritos nas proposições anteriores, temos:

Co«lábio Sd«m .+ ' Á' d«« á/g.b«. d. B«l.{« «'' '«.Feio-Ís. Se ©:A/(A') --}

MÇA] é um isomor$slno tal q'üe, para todo ui C U' , ©Q$.') -- '0u, com u € U e, para todo
«' € U'', 'D(@,,) ",« « C U', .«fã. «i.fe {;.«,or$;mo .«f« M(..'1') . M(Á) q«.

preserva CL decomposição de Peirce.

DnuoNSTnAÇÃo: Basta mostrar que existe um isomorfismo (D': iM(Á') -+ M(.'1) tal que
'D'(É.,) = (L.), pois. dessa maneira, teremos 'D'(21,:, -- Z,..) = 2L? -- L. e 'D'(4L.. 4L: )=
4Z. -- 4Z,:. Se ©(21,:, -- Z,.,) :# 2Z;? -- Z). então, pela Proposição 4.1, existe V,,. C U tal que
'D(2Z:, -- L.,) = 2L: -- É. + V,,.. Consideramos, então, o isomorfismo 'bo: À/(.4') --} M(.4)
definido como q)o = 1' .:.®, onde I'-,. é o automorfismo de i1/(.4) definido na página
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69. Temos que 'bo verifica 'Po(2É:, -- Z;.,) = 1'-,.(2Z: -- Z. + @,,.) = 2Z,: -- L.. Assim,
Q'o é um isomorfismo que preserva a primeira decomposição de Peirce de iV(.A'), isto é,
@o(y') = y. Se Q'o(4L., -- 4/1:,) = 4L. -- L: então 'Do é o isomorfismo procurado. Caso

contrário, como 'D(}'') = 'D(L''), existe 0 c y n N tal (lue 'Do(4Z,., -- 4-L:,) = 4L. -- L: + 0,

pelo Corolário 2 da Proposição 4.5. Temos então #,« = (Do(@«,) = (Do(4L., -- 4L:,)@o(V,«,) =

(4L. -- 4L: + 0)V,« = ü« + Od'«, ou sda, 0(u) = 0, para todo u C U. Além disso, 0 =
Qo((4Z., -- 4Z;:,)V,,,) = (4L. -- 4L: + 0)@., = 0@, e, portanto, 0(o) = 0, para todo u C U'
Assim, 0 C annJM(Á)t = {a C M(A) : a(Á') = 0}. Decompondo 0 = a-o + Ooo, como

Q'o(4Z;., --4L:,) é idempotente, devemos ter 4L. -- 4Z):+0io+0oo =(4Z,. --4É:+0lo+ 0..): =
4L. -- 4Z: + Oio + 0io0oo + é)lio. Em particular, 02o = Ooo. Como yoo é subálgebra nilpotente,

resulta que Ooo = 0. Portanto, @o(4Z,., -- 4Z:,) = 4L. -- 4L? + 0, onde 0 C annM(Á)t í'l Vto.

Tomando ®' = @oQ'o, onde ©o é o automorfismo deânido na Proposição anterior, obtemos
'D'(2L:. -- Z.,) = ®o(2L: -- Z.) = 2L: -- L. e d''(4L., -- 4L:,) = ®o(4Z,. -- 4L: + 0) =
4L. -- 4Z,: + 0 -- (4L. -- 4L:)0 -- 0' = 4Z). -- 4Z:, pois (4Z. -- 4Z:)0 = a e 02 = 0. Assim,

'D(L.,) = ®(2Z'. -- L., + {4L., -- 4L:,) = 2L: -- Z. + {4Z,. 4Z;? = Z.. Portanto, ©' preserva

a decomposição de Peirce completa de À/(.A), isto é, 'b'(t/') = C/ e 'D'(%;) = Uj, para

Esses novos isomorfismos podem ser úteis para encontrar propriedades de álgebras de
Bernstein preservadas por isomorfismos de álgebras de multiplicações, já que eles preservam
a decomposição de Peirce completa de ]M(Á). Por exemplo, poderíamos usar esses isomor-
fismos para provar (novamente) que álgebras normais e excepcionais são classes preservadas
por isomorfismos de álgebras de multiplicações, pois essas classes são caracterizadas por ser

nulo, algum dos subespaços da decomposição de Peirce de ]v(.4).

l Dj,.j
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Capítulo 5

Outras álgebras associadas a À4(.A)

Nos capítulos anteriores, vimos alguma.s conexões entre álgebras de Bernstein e suas
álgebras de multiplicações. Como era de se esperar, nem todas as características de uma
álgebra de Bernstein Á se refletem em i\4(Á). Na Seção 5.1.2, veremos que, embora a
decomponibilidade seja uma propriedade não preservada pela álgebra de multiplicações, ela
será herdada por uma de suas subálgebras. Estudaremos também a álgebra de multiplicações
com unidade. Veremos que nessas álgebras o comportamento dos idempotentes não é tão
satisfatório quantoo dos idempotentes de iv(,4) para decidir sobre a nilpotência do núcleo da
álgebra de Bernstein. Na última seção do capítulo, trataremos um pouco sobre o problema
inverso. A questão é decidir como são as álgebras associativas que podem ser álgebra
de multiplicações de uma álgebra de Bernstein. Esse problema, no caso geral, parece ser
complexo. Estudaremos apenas o caso das álgebras excepcionais.

5.1 A álgebra de multiplicações reduzida

Seja ,4 = F'e©/V uma álgebra de Bernstein. Em j141, define-se a á/geóra de mu/fãp/{cações
redwzÍda de ,4 como sendo

.b/o(.A) F'(2Z.: - L.) © ]V

'\pesar do idempotente e C .4 estar envolvido na definição cle /V/o(A), esta subálgebra é
invariante sob mudança de idempotentes, como mostra o próximo lema.

Lema 5.1 P«« q««{.q«.« {d.mpole«fe. .,./ C /p(Á), lem-s.

r'(2z;: - z.)©N r(2z} - L/) ©&

Cor\seqüentemente, NiaÇA) não depende do ideinpotente $=üdo.
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l)EMONSTKAÇÃO: Soam e, ./' idempotentes e u C [,/e ta] que / = e + u + u2. Como

2Z} Z;.f = 2L: L. + @'«+«:, resulta que 2.L} -- l,.Í C F'(2Z' -- L.) © /V. Assim, F'(2Z} --
L/) © N Ç r'(2Z: /,.) a) /V. Por simetria, a outra inclusão também é válida. Portanto,
r'(2z: - z.) © N r'l2z,} - z/) © JV'. []

A álgebra de multiplicações reduzida é um ideal de M(Á) e, em geral, tem codimensão l.
Quando o operador 4 Z,. --4L: está em N, as álgebras À/(Á) e iVo(.4) coincidem. Observamos
que isso pode acontecer apenas nas álgebras excepcionais, como foi visto no Corolário da
Proposição 2.6.

5.1.1 Ideais de À/o(.A)

Como foi feito na Seção 4.3.1, faremos aqui um estudo dos ideais de .A4o(Á)

Lema 5.2 Sda S Ç .4 um szzócolÜunfo não vazio. Se Z Ç N é um subespaço fa/ qte
(b'' n .v)z ç z .«fã. Z(S) é «m id«/ d. N q«. ««fám (Z(s) n t/)N e (Z(s) n }'')N

DnworisTnAçÃo: Seja Z Ç JV um subespaço com (y n /v)z Ç Z. Para cada o C Z, .r C
S, u C U e« C }', temos q- «a(,) =((L, -- {Ú«)a)(z), pois a(,) C N, e -(z) =(Z,a)(«)
são elementos de Z(S). Portanto, Z(S) é um ideal de JV. Para provar que Z(S) contém
(Z(S) n U)iV e (Z(S') n L'')/V, d-dos a(z) = uo + «o C Z(S) e « C U, u C y, arbritrários,
devemos mostrar blue tlou, uol', uou e uou são elementos de Z(S). Como

«o« -2Z.L«)(«o)(Z« -2L.Z,«)(a(«));
«o« É.)(«o) Z;.)(a(«));
:'o« L« - {Ú«)(''o) (2L.L« - {V,«)(a('));
-'o -, Z,.)( «o ) Z,.)(a(.)) ,

temos o resultado desejado. 0

Proposição 5.1 SeJ« .4 = f'. © /V ««.a á/geóra de /3ernsZeín e /k/o(.4) = F(2.L: -- L.) '3 1V
sua álgebra de multipticações reduzida.

rO Um s«óe.p«ço Z Ç /V á {d«/ d. Mo(Á) .. . .om.«f. .e Z = {V,,: : , C /}©./, o«d. ./

é Km ideal de V n N e l é um ideal de N que contém Çln U)N e ÇI (\ V)N e ueti$ca
J(U © U') Ç / Ç U © U'

ril2 Z á «m ide«/ de .k/.(Á) «ã. ««tád. .«", JV s. ' se«..«í. .. Z = r'(2L: -- Z).) © U © ./,

or\de J é um ideal de V n N
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DEMONSTRAÇÃO

(i) Seja ./ um ideal de L''n :V. Como t/QU' é ideal de Á, temos que .7(U©U2) Ç U©U'

Seja / um ideal de JV que contém (/ n t/)N e (/ n }')N e satisfaz J(U © U') Ç / Ç
U (D t/'. Então Z = {(,, : 3 C /} ® ./ é um ideal de Mo(Á) contido em N. De fato,

temos que (2Z,: - Z,.)Z = 0, Z(2Z;: -- .L.) = {V,, : # C /} Ç Z, UZ Ç UN' = 0 e
z(}' n iv) = .7(L' n /V') Ç J Ç Z. Resta mostrar q« ZU Ç Z e (}' n N)z ç z.

Para todo a C .7 e d,« C C/, vale que c,Ú, = d,.(v). Como a(y) C J(U © U') Ç /,
resulta que oc', C {d'.; : # C /} Ç Z. Portanto, ZU = .7U Ç Z. Observando
que o conjunto {2L.L., L, -- 2Z;.,L., 1,. -- 2L.L«,2E.Z« -- {V,. : u C U, o C y] gera a

subálgebra L'n .'v' c/ sendo um ideal de N que contém(/nu)N e(/ny)N, temos que
(y n N)z ç Z: por exemplo, se y = uo + uo C / então 2Z,Z.#', = V,.. C {@, : 3 C /}.

De maneira análoga, prova-se para os demais geradores de y n N. Assim, Z é um
ideal de ]Vo(.,1). Reciprocamente, dado um ideal Z de Mo(.4) contido em N, temos que
Z =(ZnU)'3(Z©L'), pois Znt/ = Z(2Z,:--L.) Ç Z. E, pelas relações(1.7), ./ = zn\''

é um idea] c]e \ n ]V. .\lém disso, z n u = z(2L: -- L.) = {a(2Z,: -- Z;.) : a C Z} =
{@.; : z € Z(c)}. Pelo Lema anterior, / = Z(e) é um ideal de iV (lue contém (/ n U)]V
e (/ n y)]V e, para todo a C ./ e # C U © U', temos que a(z) = aÜ,(e) C Z(e), ou
sda,J(U eZ:''lÇ Z(e)Ç U © U'

(ii) É claro que se -7 é ideal de Ü n & então F'(2Z? -- L.) © U (D ./ é ideal de Mo(Á).
Reciprocamente, se Z Ç /k/o(Á) é um ideal não contido em 7V e a = 2L: -- Z. + 0 C Z

então U = (/a Ç Z e 2L: -- Z;. = (2L: -- L.)a C Z. Portanto, Z = F(2L: -- L.) © C/©

(z n v), onde z n L' é ideal de \'' n N. n

5.1.2 Decoinponibilidade nas álgebras de inultiplicações
Veremos nesta seção como se relacionam a decomponiblidade entre uma álgebra de

Bernstein Á e as álgebras /\'/(.4) e JL/o(,4). O primeiro resultado compara decomposições de
ideais de uma álgebra e de sua álgebra de multiplicações. Dado um ideal / Ç Á lembramos
que .r' denota o ideal de /L/(Á) gerado por {L, : = C /}.

Lema 5.3 1)ada uma a/geó7'a arbílraria .4 e dados /,/i, /2 ideais de .4 com / := /1 (ID /2,
temos que I' :: 1; Q í;.

DnhtoNSTnAÇÃo: Como /* Ç (/i : .4), para i = 1,2, e (/i : .4) n (/2 : .4) = 0, resulta que

/;n /; = 0. Além disso, de /i Ç /, temos que /; Ç /', para i ' 1, 2. Portanto, /; a) /; Ç /'
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Para a outra inclusão, seja o- C /' uin monõmio arbitrário. Pela definição de /', existe
z C / tal que o = ai L,o2, onde oi C À/(Á) U {id.4}. Decompondo # = zi + z2, com #Í C /i,

obtemos que o = ail.;.a2 + oiL;,o2 C /; a) /;. Assim, /* = /Í (D /;. O

Proposição 5.2 Dadas duas á/febras de .Bernslein Ái e .42, lemos que

Mo(.4: V .A,) = Mo(.At) V Mo(Á2)

DnuoNSTnAÇAo: Soam ,4i = Fei (D Art, .A2 = F'e2 (D Ar2, .4 = ,41 V /42, Ar = Ari (D AÍ2 e

e := ei V e2. Pelo lema anterior,

Mo(,'1) 2t:-Z.)0N'(2Z:-t.)0©0)q.
As aplicações ae + nl + n2 € Á p-> aei+ ni C Ái, para { - 1,2, são epimorfismos. Logo,
pela Proposição 1.1, existem epimorfismos q){ de /W(Á) em .ü/(Á{) tais que ®f(1,...+«.+«,) =
Z'a'i+ni, para { - 1,2. Um elemento de JVi* é soma de operadores da forma L,. . . ..[",
com algum z{ C JVt. Assim, o'l.. = 0. Dessa maneira, Z,. . . .L,. = 1'r(r-) . . . I'x(=k), onde

n é a projeção de f'e © /Vt © /V2 em r'e © Ari. Por outro lado, cada operador Z;., com
y C r'e © Ni está em correspondência com um operador Z,,, em .4t = Fel © Art. Essa
correspondência é biunívoca e, portanto, q)i 1 :.: N'i --> Ari é um isomorfismo. Do mesmo

modo, ©2l=.: Ar2 -+ ]V2 é isomorfismo. Definimos

/\'2

l

2

'D='Di xQ2: ]W(,4) --} M(.4i) x JV(Á2)
. -> (@-(a), 'D,(a))

Temos que 'D é um homomorfismo e a restrição de q) a i\do(Á) é um isomorfismo entre

/LZo(,4) e ik/o(.4-) V /}/o(,'12). De f,to, ©(À%(.A)) = Mo(Át) V /k/o(Á2), pois 'D(2Z.: -- L.) =
(2L:: -- -L..,2L:, -- L.), 'D(iVJ') = (JVi,0) e 'D(/V;) = (0, .N2). A injetividade é conse(lüência
da injetividade de 'Dil . : JV; -} ]Ví, i= 1, 2. Portanto, Mo(Ái V Áa) 3 &/o(.Ai) V Mo(Á2). []

O próximo exemplo most.ra que o resultado acima não é válido para as álgebras de
multiplicações, isto é, em geral, iV(Át, VÁ2) # il/(ÁI) V JL/(Á2). Lembramos clue se .A =
F'e©t/ é aálgebra cle tipo (l+r,0) então i1/(.4) = F'(2L: L.)©l@.; : z C U}(Df'(4L. 4L:)
tem dimensão 2 + r

/vl

Exemplo 5.1 Seja Á = r'e © f'tz a álgebra de tipo (2, 0). O join Á V Á é a álgebra de tipo
(3,0). Temos que /V(Á) = F(2L: -- L.) © F@, q) F'(4L. -- 4Z?) tem dimensão 3. Portanto,
a álgebra iV(.4) V A/(Á) tem dimensão 5. Mas a álgebra de multiplicações da álgebra de
tipo (3,0) tem dimensão 4. Portanto, iW(.A) V ik/(Á) # M(.4 V Á).
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Lema 5.4 Sda Á uma á/febra de BernsZein. São equ ua/entes

ri) .4 é d. tiPO (1,.), P«« «/g«m . 2 0,

ri0 .l.r(Á) = r',
r J .'l/o(Á) 3 r'

DKuoxsTKAÇÃo: A parte (i) ::> (ii) já foi comentada, no início do Capítulo 3 (a demons-
tração está feita ern j141) e a implicação (ii) :::> (iii) é clara. Para ver que (iii) ::> (i), basta
obser't'ar que se ,4 tem tipo (l + r,s), com r ? l então N # 0, pois os elementos @., com

u € L', estão nesse ideal. Dessa maneira, .A/o(.A) = r'(2L? -- L.) © N tem dimensão maior
que 1. Portanto, À/o(Á) = r' implica que .4 é de tipo (l,s), para algum s 2 0. O

Proposição 5.3 Se Á é u na á/geóra de BernsteÍn decomponz'ue/ que adm le uma decompo-

.íção -4 V .4,, .«d. c«d. ,'l{ tem tipo (l + ,i,;i), c.m «i 2 1, .«tão Mo(.'1) f.«,óém é

peco mpoTtÍuet.

DnmoxsTnAÇÃo: Pela Proposição 5.2, Mo(Á) = À/o(,4t V Á2) = Mo(Ái) V Mo(.42). Como
.4i tem tipo (l + rf,sf), com rf 2 1, resulta (lue À/o(Áí) # r', pelo lema anterior. Dessa
maneira, IV/o(Ái) V vo(,42) é uma decomposição não trivial de À/o(Á), o que mostra que
esta álgebra é decomponível. O

Um exemplo análogo ao 5.1 mostra que a proposição anterior também não é verdadeira
para .'l/(A).

Exemplo 5.2 Sejam r ? 2 e .4 a álgebra de tipo (l+r, 0). Essa álgebra satisfaz as condições
da Proposição 5.3, pois ela éjoin das álgebras de tipo(l+p, 0) e(l+r --p, 0), para qualquer
l $ p < r. No entanto, /V/(.4) é indecomponível: suponha que Zi e Z2 são ideais de ik/(Á)
tais que(]V : ,4) =Zt ©Z2 Em particular, 4L.--4Z,: = al +a2, comam CZ Ç(N : Á).

Como (N : Á) = {«'., : z C (/} © f'(4L. -- 4Z):), existem ui,u2 C U e ai,a2 C F' tais blue

a{ = t.'«. + ai(4Z,. -- 4L:). Temos que cvi # 0 ou a2 # 0, pois ai + a2 = 4L. -- 4.L:. .\ssim,
podemos supor que ai # 0. Logo, para todo u C U, @. = (4L. -- 4t:)V,« = a'ialÜ« C Zi

e 4L. -- 4Z: = aÍ:ai(4L. -- 4L:) C Zt, ou sda, (N : .Á) Ç Zi. Portanto, Z2 = 0 e,
conseqüentemente, À/(Á) é indecomponível.

Observação 5.1 0 exemplo anterior, combinado com a Proposição 5.3, também mostra
que a decomponibilidade de À/o(Á) não implica na decomponiblidade de iv(Á).
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Veremos a seguir que a recíproca da Proposição 5.3 não é verdadeira, isto é, a álgebra
Mo(Á) pode ser decomponível, mesmo que .4 não seja.

Exemplo 5.3 Seja .4 = F'e © U G) y a álgebra de Bernstein cuja tábua de multiplicações
em U©V é

ul u2 l ol u2

ul ul
U2

ul U2

U2 U2 U2

Vamos mostrar que .4 é indecomponível. Sqa / Ç Ar um ideal não nulo de ,4. Temos que
/ = (/ n u) (D (/ n l,''l. Se / Ç U então devemos ter / Ç Z, pois os ideais de ,4 contidos
em U estão em 1,, já que U2 Ç V'. Como Z, = <tz2> e / é não nulo, resulta que / = F'u2,
ou seja, u2 € /. Suponha agora que / gl U, isto é, / n v # 0 e seja u = ait;i + a2u2 C /

um elemento não nulo. Se a2 # 0 então u2 :: cl;iuu: C /. Se a2 = 0 então ui C / e, nesse

caso, u2 :: oiu2 C /. Portanto, se / Ç N é um ideal não nulo, temos que u2 C /, ou sqa,
quaisquer dois ideais de .4 contidos em Ar têm intersecção não nula. Consequentemente, .4
é indecomponível. Provaremos agora que A/o(.4) é decomponível. Observamos inicialmente
(lue FZ'.,. é um ideal de /\1'(.4). De fato, como L,. (Á') = 0, temos (lue Z;«- C annLM(.4), pela

Proposição 1.8. Portanto, É,. ]L/(.4) = 0 Ç F'l,,.. Por outro lado, Im (L,. ) = <u2> = annXN,

ou seja, Z,,Z,,. = 0, para todo # C Ar. Também temos que L.Z,«: = {L.,. C F'Z;.,.. Assim,
F'Z,,. é ideal de J4/(.-1). Seja Z o ideal de ]v(,4) gerado por {Z;«., Z,., L.}. Temos que

FL,.+ 1 - N. (5.1)

Através de cálculos, obtemos que Z = <d'.: , V'u2, V,.. = 2L:. >©<L.L«.>©<L.>G)flui 'iV'ui>'
onde os somandos estão, respectivamente, em U, \ái, Vlo e Uoi. O operador É,: , que é um
elemento de Uto, não está em Z, pois Z n Ho = <Z;..,>. Portanto, a soma em (5.1) é direta,
ou sda, iMo(Á) é decompo"ível.

5.2 A álgebra de multiplicações com unidade
Alguns autores consideram a álgebra de multiplicações com unidade de uma álgebra

não associativa arbitrária Á; veja, por exemplo, j191 e 1381. Denotaremos por A4't(.4) tal
álgebra, que é a subálgebra de End.4 gerada por /k/(,4) e id..{. No caso das álgebras de
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Bernstein, vimos que. enceta no caso trivial em que o tipo da álgebra é (l + r, s), a álgebra
de multiplicações irão possui unidade (Corolário 2 da Proposição 2.8). Dessa maneira,
JMi(.A) = <id.4> © .v(.41 e, portanto, i44(Á) é um ideal (bilateral) de Mt(.4) de codimensão

Fixada uma decomposição de Peirce de ..4, ,4 = r'e (D U © V, sabemos que as projeções
sobre f'e e t/ estão em .'l/(,+). Denotando por nt' a projeção sobre o subespaço V que tem
como núcleo o subespaço /re © U, temos que

l

À/- ( ,'1)

A decomposição dc I'cerce completa de Mi(.4) relativa ao idempotente e fica

M.(U- 'P': 'J«Ü«Ü:«Ü.«Ü:«(Ü.«<«>)

Se '>: M(,4) --} .v(.4') é «:n isomorfismo então Mt(.4) e JMI(,4') também são isomorfas,
via a id.4 + o -> o id.4, + '}(a), para todo a C r' e o C M(Á). Portanto, isomorfismos entre
álgebras de multiplicações implicam em isomorfismos entre as álgebras de multiplicações
com unidade das álgebras correspondentes. A recíproca é um problema que ainda está
sendo estudado. Observamos ainda que os ideais de it/(,4) são também ideais de ]Wi(.4).

No Teorema 2.1 vimos lama caracterização das álgebras de Berrlstein com núcleo nilpo-
tente através dos i(lempotentes de iV(.4). Para Mi(Á) temos um resultado análogo em uma
,] nc H i rprÃpc'

Proposição 5.4 .Se .l e' t/rifa á/geóra de BernsfeÍrz de lápo (l + r,s) com nzíc/eo ná/poZerzte

.«fão « {d'mpo].«:/.., d. ,,.í./eo d. À4-(.4) íê«, p«]' ', ' .« « + .. ]Vo .í/I'mo c«o, .

ídempotenle á id/v

DnuoNsvnAÇÃo: ('omo ]V é nilpotente, temos que Ar também é nilpotente, pela Proposição
2.1. Portanto, o núcleo de .vt(.4) tem decomposição

r'(4L. - 4Z,:) © & 'D r'««. (5.2)

Seja o = @, + a(41,. -- 4L:) + 0 + aav um idempotente, com @.; C t/ e 0 C (N n }''). Pela
decomposição dada em (.5.2), temos duas possibilidades para cl e /3: a = 0 ou l e /3 = 0 ou
1. Se P = 0 então o € (iV : .4); logo, rk (o) = r, pela Proposição 2.3. No caso em que /3 = 1
e a :: 1, temos que a = n'JN + Ü, + 0. A condição a2 = o' implica que 02 :: --0. Cromo N' é

nilpotente, resulta (lue 0 = 0 e, assim, o = n/y tem posto r + s. Resta analisar o caso em
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que P = 1 e a = 0, ou seja, quando c, = ay + 0, onde 0 C .N. A prova de que rk (a) = s é
análoga à demonstração da Proposição 2.3: Se rk (a) < s então, pela Observação 2.2, existe
u C V n kera, u # 0, isto é, existe t; C y não nulo tal (lue 0 + o(o) = o + 0(u), o que implica

que 0 tem autovaloi --l, contrariando a nilpotência de 0. Por outro lado, se rk(a) > s
então, novamente pela Observação 2.2, existe u c u n Ima, não nulos ou seja, existe u C U,
u :# 0, tal que u = a(u) = 0(tt), contrariando mais uma vez a nilpotência de 0. Portanto, o
idempotente a, neste caso, tem posto s. O

Ao contrário do que acontece para as álgebras de multiplicações (sem unidade), a
recíproca da proposição anterior não é verdadeira, mesmo para o caso das álgebras não
excepcionais, como mostra o próximo exemplo:

Exemplo 5.4 Sejam Ã 2 2 um inteiro e Á a álgebra de Bernstein de tipo (1 + 2k, k) cuja
tábua de multiplicações do núcleo é dada por

ul ... 'üA 'uk+l ... 'tz2AI'oi ''. uA
ul ul

'tz k+ l 02

Essa álgebra é não excepcional, pois u2+i = u, # 0. Temos que l,/it = r'(4L. -- 4Z:) q) r'É,..
Assim, os idempotentes de Ui são 4É. -- 4Z:, .L,. e 4L. -- 4Z: -- Z;,. , que têm posto 2k, Â e k,
respectivamente. Portanto, os idempotentes de (.N : Á) têm posto 2É ou A. O idempotente
ny tem posto k. Assim, se a C (]V : ,4) © ay é idempotente então o tem posto k, 2A ou
3k, ou seja, s, r ou r + s. Contudo, o núcleo de .4 não é nilpotente pois, por exemplo,

Lll.(ui) = ul # 0, para todo 1} 2 1.

5.3 O problema inverso

Como foi comentado no início do capítulo, o problema de determinar quais são as álgebras
associativas que podem ser álgebra de multiplicações de uma álgebra de Bernstein parece
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ser bastante complexo. Pouco foi feito nesse sentido, até o momento. Nesta seção, descre-
veremos as álgebras associativas que são .v(.A) de uma álgebra de Bernstein excepcional
4

5.3.1 .A/(.A) nas álgebras de Bernstein excepcionais
Seja Á uma álgebra de Bernstein excepcional. Vimos no Capítulo l que M(.A) =

r'(2L: -- Z).) q) {Ü.: : = C U} q) ht © Vio, onde Hi pode ser identificada com uma subálgebra

de EndU e Ho com um subespaço de Hom(y,t/). Vimos também na Seção 3.2.1 que
existem álgebras excepcionais com Hi = End U e Ho = Hom(y. U). Dados U e y espaços
vetoriais de dimensões r e s, respectivamente, veremos como são as subálgebras de End t/
e os subespaços de Hom(y.t/) que podem aparecer, respectivamente, como Hi e Ho de
álgebra de multiplicações de álgebras excepcionais de tipo (l + r, s).

Lema 5.5 Soam .4 = F'e a) U © V ?zma (í/geóra de BernsleÍn eacepcÍona/, {ui,. . .,u,}
tema base de U e {ui,...,u,} uma base de }''. Então o suóespaço Vii é a suóá/geóra de
A/(Á) gerada por {4Z,. -- 4L:, L,.Z,e : j = 1, . . . ,s} e I'/IO é o proa?zto dos suóespaços }/ll e

<2L.L«. -- {Ü«., Z,,, -- 2É,, L. : i= 1,...,r; .j = 1,...,s>.

DnwoNSTKAÇÃo: Basta lembrar que ],'' :: \ái (D Uio e que ]'ÇJU#i C (5jÃ;tÇI. []

Sejam t/ e y espaços vetoriais de dimensões r e s, respectivamente. Se I'i é uma
subálgebia com unidade de End U e IV2, um subespaço de Hom(y. U), nem sempre existe
uma álgebra de Bernstein excepcional de tipo (l +r,s) tal que Ht T'rt e Ulo = W2. Basta
tomar I'rt e ['Ha que não satisfazem ]'rl ]'H2 Ç ]'U2. Esta condição é necessária, já que Vti e Ho

verificam }/listo Ç \'lo. h'lesmo assim, essa restrição não determina os possíveis subespaços
1,/ii e Vlo. Por exemplo, I'r2 = 0 satisfaz lriT,Ue ç }K2, qualquer que seja IVi Ç End t/. Uma
álgebra de Bernstein com Uio = 0 é normal, pelo Teorema 1.1. Assim, verifica Uy+ y2 = 0,
além de t/2. Portanto, a suposta álgebia deve satisfazer N2 = 0 e, pelo que foi visto no início
da Seção 3.2, Ui = /?(4L. 4L:). Dessa maneira, l,yi # <idu> e I'r2 = 0 são subespaços

que não aparecem, respectivamente, como l,/ti e yio de álgebra de multiplicações de álgebra
de Bernstein excepcional.

Suponha agora que I't''i é uma subálgebra arbitrária (com unidade) de End U. Se existem
al,... ,a, C }ri tais que {idu,ai,...,a,} geram I'Vi como álgebra então existe álgebra
excepcional de tipo (l + r,s) tal que Ui 3 1'T''t. De fato, fixadas bases {ui,...,u,} de
U e {oi, . . . ,u,} de b'' e dado um espaço vetorial unidimensional F'e, definimos no espaço
,4 = Fe © U (D y a seguinte multiplicação comutativa:
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e2 := el eu{ = !üi; uio.j a.(tlí); para i - l, ,, e.j = 1, ,s e outros produtos nulos

A álgebra assim obtida é Bernstein excepcional e, para todo .j = 1, . . . ,s, temos uma

identificação entre os operadores 2L., Z;. e aj. Pelo Lema 5.5, 1,/ii é a subálgebra gerada por

{4L. -- 4Z?,2L., Z,.,.j = 1, ... ,s], ou seja, l,/ii 3 t,yi-

Fixada a subálgebra }rl, o exemplo acima determina uma possível álgebra de Berns-
tein excepcional que verifica yti = 1,ri. Existem, em geral, diversas álgebras excepcionais
com Uii = IV't e, para cada uma dessas, existem outros subespaços I'Ha de Hom(y, U) que
aparecem como Vio de /V(,4). .A construção a seguir, determinará esses possíveis subespaços.

Inicialmente, fixamos as basesÍui,...,u,]. de Ue {t;i,...,t;,} de y. Dados ai,...,a. C
I'rl tais que {idu, ai, . . . , o,} gera }ri e dados zkl C U, l $ A 5; / $ s, elementos arbitrários,
sejam TI,....Tr,0-,...,0, C Hom(y.P) definidas por n(uj) = aj(ui), i= 1,...,r; J =
1,...,s e 0k(ul) = 01(uk) = ..kl, l $ k $ / 5; s. Tomamos como t'K o espaço vetorial

l,Vi<7'i, . . . , T ,0i, . . . ,0,>. Dessa maneira, existe uma álgebra de Bernstein excepcional de

tipo (l +r, s) cuja álgebra de multiplicações tem hi lyt e Vio = T'H2: definimos no espaço
vetorial ,4 = f'e © [r © r a seguinte tábua de mu]tip]icações comutativa:

e' = e; eüi = {tlí; z' uj = aj(u{); ujut = 0j(uk); para { ' l,...,7' e .j,k = 1,...,s
e outros produtos nulos.

Observamos que a multiplicação é, de fato, comutativa, pois 0j(uk) = 0k(uj). Com as devidas

identificações. temos 2L.Z,,, = ajl 2L./.,.. -- {V'... = rí e Z., -- 2.L,,É. = 0.Í, para todo

i= 1,...,re .j = 1,...,s. Pelo Lema 5.5, temos Ht = <4L. -- 4Z;:,2Z,.Z,.j : .j = 1,...,s>
e Ho = Kl<2Z..Z,«. {Ú.., Z,.., -- 2Z,,,Z. : i = 1,. . . ,r,.j = 1, . . . ,s>. Portanto, V'ii = !yi e

Ho = }Ua-

Reciprocamente, se Á é uma álgebra de Bernstein excepcional de tipo (l + r,s) então
existem ai,...,a, C Utt e ri,...,t,0i,...,0, C Vio tais que {idu,at,...,a,} gera a
subálgebra Lli, Ulo = Ull<rl,...,Tr,01,...,0,> e, para bases convenientes {ul,...,u,} de

U e {oi,..., «.} de L , tem-se ,í(«j) = aJ(uf) e =(«k) = rk(«j), para todo i = 1,...,, e

.j,Ê = 1,...,s. De fato, se {tzi,...,u,} e {ui,...,o,} são bases arbitrárias de U e y, respec-

tivamente, tomando aj = 2Z,,, L., a = 2L.Z,.. -- +V,í, Ot = Z,. -- 2Z,,*Z,., para { ' 1, . . . , r e

.j, A = 1, . . . , s, temos as propriedades desejadas.

Descrevemos, assim, como são as álgebras associativas que podem ser álgebra de multa
plicações de uma álgebra de Bernstein excepcional.
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