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REsuMO.

Define-se a energia de um campo de vetores unitdrio X numa var-
ledade riemanniana M™ como a energia da secdo X : M — T'M que
determina. No fibrado tangente T M consideramos a métrica de Sasaki.
Analogamente, a energia de uma distribuigdo de dimenséo g é a energia
da secao no fibrado de g-planos tangentes a M. Os minimos triviais do
funcional energia sao os campos paralelos ou as distribuicdes totalmente
geodésicas com complementar também totalmente geodésico. Quando
nao existem estes campos ou distribuigdes, como no caso das esferas
S%*+1 k > 1, estudamos os pontos criticos, minimos locais e globais do
funcional.

Para campos de vetores, é apresentado um teorema que d4 uma limi-
tacao inferior para a soma das energias de n campos ortogonais. Para
distribuigdes conseguimos provar um teorema para variedades quaisquer
que aplicado as esferas S**! fornece uma limitagao inferior para a en-
ergia. Esta cota inferior é atingida pela folheagdo Norte-Sul (com duas
singularidades). Num andlise variacional, mostra-se também que as fi-
bragoes de Hopf S® < S*+2 530 pontos criticos instéveis.

O volume de um campo de vetores unitdrio é o volume da imagem
da se¢ao correspondente no fibrado tangente unitério, sendo este fibra-
do munido da métrica de Sasaki. De novo, os campos paralelos sio os
minimos triviais.

Demonstra-se nesta tese que o volume ¢ limitado inferiormente pela
soma, com certos coeficientes combinatérios, das integrais das funcdes
simétricas de ordem 2i da segunda forma fundamental da distribuicio
complementar ao campo X. Estas integrais resultam ser independentes
de X em espagos de curvatura seccional constante. Deste modo con-
seguimos dizer que nas esferas S?**!, o volume de um campo unitdrio é
sempre maior que o volume do campo Norte-Sul.

O teorema, principal do volume é aplicado também a espacos hiper-
bélicos compactos obtendo assim uma limitacdo nao trivial do volume de
um campo unitdrio.
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ABSTRACT.

If X is a unit vector field on a Riemannian manifold M™", its energy is
defined as the energy of the section X : M — T'M it determines. On the
tangent bundle 7' M we consider the Sasaki metric. Similarly, the energy
of a distribution of dimension ¢ is the energy of the corresponding section
of the bundle of g-planes tangents to M. The trivial minima of the energy
functional are the parallel fields or the totally geodesic distributions with
also totally geodesic complement. When these fields or distributions do
not exist, as in the case for spheres S**! k> 1, we study the critical
points, local and global minima, of the functional.

For vector fields we present a theorem giving a lower bound for the
sum of the energies of n orthogonal fields. For distributions, we obtained
a theorem on arbitrary manifolds which provides, when applied to spheres
S%*+1 3 lower bound for the energy functional. This lower bound is
attained by the North-South foliation (with two singularities). We also
show, with a variational analysis of the energy, that the Hopf fibrations
S% < S%*3 are unstable critical points.

The volume of a unit vector field is the volume of the image of the
corresponding section of the unit tangent bundle, for the Sasaki metric.
Again, the parallel fields are the trivial minima.

In this work, we prove that a lower bound for this volume is the sum,
with certain combinatory coefficients, of the integrals of the 2i symmetric
functions of the second fundamental form of the orthogonal distribution
to the field X. It turns out that these integrals are independents of X in
spaces of constant sectional curvature. So, we may say that in the spheres
S%*+! the volume of a vector field is always greater than the volume of
the North-South field.

‘The main theorem on volumes is applied also to hyperbolic compact
spaces, giving a non-trivial lower bound of the volume of unit fields.
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Introducao

O objetivo deste trabalho € investigar dois funcionais, energia e vol-
ume, que aparecem de um modo natural dentro da geometria riemanni-
ana.

A energia de uma aplicagao diferencidvel entre variedades rieman-
nianas, ver [EL], tem sido amplamente estudada. O estudo de pontos
criticos da energia de funcbes, as chamadas aplicagdes harménicas, e
a estabilidade destes entre espagos com alguma particularidade é, sem
duvida, um tema interessante.

Um campo de vetores pode ser visto como uma aplicacdo entre a
prépria variedade e seu espago tangente. Assumimos que nossa variedade
M ¢ riemanniana, fechada (compacta e sem bordo) e orientdvel. Nestas
condigoes, chamamos energia do campo de vetores X & energia da apli-
cagio X : M — TM. O estudo da energia se restringe ao estudo de
aplicagoes entre M e T'M que sejam se¢bes. Numa segunda restri¢ao
exigimos que o campo seja unitdrio. A existéncia de campos unitérios
em M implica que a caracteristica de Euler tem de ser zero.

Todo campo unitdrio pode ser perturbado localmente de modo que o
novo campo tenha maior energia. Com isto, ao procurar pontos criticos
estamos buscando minimos pelo menos de caréter local.

Como veremos nesta monografia, os minimos triviais da energia sio
os campos paralelos. Quando a variedade ndo admite a definicdo de
campos paralelos, tentamos obter os campos de menor energia ou pelo
menos obter informagéo sobre estes.

Com a motivagao de campos de vetores, consideramos 0 mesmo prob-
lema em dimensédo maior, isto é, consideramos a energia de distribuicdes.
Uma distribuicdo de dimensdo ¢ é uma se¢do da grassmanniana de g-
planos tangentes a M. Chamamos energia da distribuicdo a energia des-
ta segdo. De novo, os pontos criticos desta energia sio as distribuigdes
que definem uma estrutura local de produto riemanniano, i.e. que tanto
a distribuicdo considerada como a distribui¢do ortogonal sio totalmente
geodésicas.

Nas esfera de dimensdo impar maior ou igual a 3 nao existem cam-
pos unitdrios paralelos ou distribuigées que determinem localmente um
produto. Estes agradédveis espacos foram o primeiro objetivo de nosso
estudo. Mesmo assim, varios resultados sao provados em geral e depois
aplicados as esferas.
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Para campos de vetores ja sdo conhecidos alguns resultados em S*
[Wi2] [B] e também em S%**! [Wo]. No Capitulo II é demonstrado um
teorema que da uma limitacdo inferior da soma das energias de n cam-
pos ortogonais, Teorema II.10. Esta limitagao é a integral da curvatura
escalar da variedade a menos de uma constante.

No Capitulo III fazemos um extenso estudo da energia de distribuicées.
Conseguimos caracterizar os pontos criticos, Proposicdo II1.8. As fi-
bragoes de Hopf sdo o exemplo de referéncia e conseguimos provar na
Proposigao II1.9 que estas fibragdes sdo pontos criticos da energia. Com
a segunda derivada do funcional e com uma variagio especifica mostramos
no Teorema III.11 que as fibragoes de Hopf sdo instdveis. Num andlise
global, conseguimos provar que a energia de uma distribuigdo integravel
é sempre maior ou igual 3 integral da curvatura escalar cruzada da es-
trutura quase-produto a menos de uma constante, Teorema, II1.7.

Sem achar os minimos da energia, os resultados apresentados sug-
erem que nas esferas de dimensao impar nao existe um minimo porém
um infimo. O campo Norte-Sul e o de Pedersen, definido no Capitulo
II, e suas generalizagdes a distribuigdes aparecem como objetos impor-
tantes do funcional energia. Particularmente os campos de Pedersen se
apresentam como sérios candidatos a ser infimos da energia.

Dentro do tratamento dado ao funcional energia de distribuicdes ¢ in-
teressante incorporar uma corre¢cao em termos das normas das segundas
formas fundamentais da estrutura quase-produto considerada. A ener-
gia corrigida, definida anteriormente para campos de vetores [B], é um
funcional mais tratdvel que a energia. No Teorema III.6 serd demonstra-
do que a energia corrigida nas esferas tem como minimos as fibracdes
de Hopf. E este minimo global que da importancia ao funcional energia
corrigida.

O volume do campo de vetores [GZ] é também um conceito bem geo-
métrico. Consideramos a subvariedade do espago tangente determinada
pela secao X : M — T'M. Chamamos volume de X ao volume des-
ta subvariedade X (M). Como no caso anterior procuramos os campos
unitdrios de menor volume. Os minimos triviais do volume sio também
os campos paralelos. Novamente o problema de minimos é estudado nas
esferas unitdrias.

Em S* é conhecido que o campo de Hopf é o tnico minimo (GZ] e
que nas outras dimensdes ndo é nem minimo local [J]. As técnicas usadas
para obter estes resultados sdo muito pesadas.

De um modo totalmente diferente, no Capitulo IV conseguimos esten-
der os resultados de (GZ] para espagos de curvaturas seccional constante.
No Teorema IV.5 conseguimos limitar inferiormente o valor do volume
de um campo unitdrio pelas integrais das curvaturas 2i-ésimas da dis-
tribuicio complementar a X. Com este modo mais natural de tratar
o funcional volume, conseguimos identificar os campos que atingem a
limitagao.
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Particularizando o teorema principal do volume as esferas, obtemos
uma limitagdo que depende somente da dimensdo. Em S°® o resultado
de [GZ] segue fécil. Para as outras esferas, apoiando-nos em resultados
conhecidos, mostramos na Proposicdo IV.15 que nido existem campos
unitdrios globalmente definidos que atinjam esta nova limitacio.

E importante também o fato de que obtemos uma limitacao nao trivial
do volume em espagos de curvatura seccional constante negativa, Teore-
ma IV.17. O conjunto deste espagos hiperbédlicos compactos é muito rico
e amplo.

Em S%**! o defeito em termos de volume que todo campo unitdrio
tem em relacdo a ser paralelo, isto é, a diferenca entre o valor minimo
trivial e o valor da nova limitagdo aqui obtida, tem um carater topolégico.
Como serd mostrado no Teorema IV.16, a nova limitacdo pode ser vista
como uma integral que envolve a forma de Euler do subfibrado definido
pelo ortogonal ao campo X em S%¢*!,

Finalmente, o cardter natural da defini¢io dos funcionais energia e
volume fazem com que os pontos criticos, os minimos ou {nfimos sejam
campos unitdrios ou distribuicoes geometricamente distinguidos.



CAP{TULO 1

Preliminares

I1.1. Métrica de Sasaki

Neste capitulo vamos descrever a métrica de Sasaki. Esta métrica
é, talvez, mais conhecida na variedade tangente mas pode-se definir do
mesmo modo na variedade de g-planos tangentes.

Para definir a métrica de Sasaki precisamos de certa notacdo e de
alguma definicao bésica que passamos a enunciar.

1.1.1. A variedade G(q,M). Seja (M",g) uma variedade com-
pacta riemanniana e orientada de dimensdo n = p+¢. Denotamos por V
a conexdo de Levi-Civita de g. Seja G(g, M) a variedade de Grassmann
de g-planos orientados tangentes a M definida por:

Glg, M) = | G(q, M)
TeEM
onde G(q,T;M) é a grassmanniana de g-planos orientados no espago
euclidiano T, M.

Descrevemos um ponto de G(q, 7, M) como um multivetor. Isto é,
para cada £ € G(g,T; M) pegamos {v,}¢_, uma base ortonormal e orien-
tada do plano e identificamos £ com vy A+ - -Av,. O g-vetor & = v, A-- ‘Avg
pertence a algebra exterior de T, M de grau ¢, AYT,M). Somente
os g-vetores unitdrios e decomponiveis (também chamados simples) de
AI(T, M) representam um g-plano.

Em cada G(g,T,M) temos um produto escalar induzido da métrica

de AY(T,M). Denotamos este produto pela mesma letra que a métrica
em M, g. Assim para

E=v ANy, e n=wA--Awy,

temos

9(&,m) = det(g(vn wj)lsi,jSQ)'

Seja m : G(qg,M) — M a projecao do fibrado. Para uma carta
(U, (2%)) de M, seja (7= }(U),p = (2% &*%)) uma carta de G(g, M),
onde para

0 0
zeU e f: Z fal'"aquz'(l')/\"'/\ (I)

0z%
1<a;<<aq<n

o
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a aplicagdo coordenada ¢ estd dada por

w(z,€) = (21(12), .. .,zn(x),fl»"-:q:‘”)§p+l,...,n) ‘

Freqiientemente esqueceremos o ponto base z € M e diremos que ¢

pertence a G(g, M) quando para ser exatos deverfamos dizer que (z, ¢)
pertence a G(gq, M).

I.1.2. O fibrado tangente 7 :TG(q,M) — G(q,M). Antes de
mais nada. especificamos umas coordenadas locais para o espaco
TG(g,M). Denotamos por 7 a projecao do fibrado tangente a G(q, M),
T : TG(q,M) - G(q,M). Seja (U, (z*)) uma carta de M ao redor de
z € M. Para um ponto (z,£) € G(g, M) e 7 um vetor tangente a (z, &),

: 0 0
(I].) n= ZX“ aza (é) + Z ,r}al...aq afal---ﬂq (6) € TEG(q7 M),
= a=1

1<a; <<aq<n

a carta ( } =~ Y (U)),zp) é dada por

PY(E,n) = (2" (z),...,2"(z), 9, ..., eplem XL
o ’Xn,,r]l,...,q’ el T]p-}-l,...,n) )

Define-se o subespaco vertical de T;G (g, M) como U = Ker(dm). O
¢ € o subespaco de vetores tangentes a & que provém de curvas £(t) em

G(q,T;M), i.e. de curvas que Vt 7(£(¢)) = n(€) = z. Nas coordenadas
locais descritas antes temos

QJ( = TEG((],TIM) = { (za’gal...aq,o’nal...aq) }

Existem muitos complementares algébricos de U em T;G(q, M), mas
pode-se definir um naturalmente usando a conexdo de Levi-Civita de M.
Isto é feito do seguinte modo.

Para um vetor 7 tangente a (z,£) € G(q, M) como em (I.1) seja
£(t) = 228 % (t) g2 (t) A-o- A afaq (t) o transporte paralelo de ¢ ao
longo da curva integral de X = 5 X*® a(Za que passa por z. A condigao
Vx&(t)|t=0 = 0 implica que

a1...aq ! a . a
Dl (1) g N At

1<a) < <ag<n
0 G,
+ EM %V ( Ao A ) = 0.

0z 0z%

Dizemos que 7 é o levantamento horizontal de X em £ se as coor-
denadas 7% de (I.1) provém da variagdo descrita acima, isto é, se

’I']al g — £a| ~iOq (t)llt=0~
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O subespago horizontal $¢ de T¢G(g, M) é o espaco de todos os lev-
antamentos horizontais dado por

5’)5 — {(za’fal.‘.aq,Xa’nal...aq) € TgG(q,M)/

al...aqi 9 — __f£01...0q 9 i
Z n e /\azaq—f Vx(azan/\ Aazaq)}'

1<aj<+<aqg<n

Observamos que $H¢ N Ve = {0} e também que
TeG(q, M) = $He © Ve.

Um vetor n € T¢G(q, M) se decompde com respeito a esta soma direta
do seguinte modo,

n=(z%&""%, X n"%)=ng+ny  onde

5 a a aj...a 6 a
nﬁ:zx 8za_ Z g qu(azal/\"‘/\a_zz)

a=1 a;<:<aq
e
0 0 0 0
_ aj...a . ajy...a i e —_—
"o <2:< ! qaz‘“/\ /\(9z“q+E "V <6z‘“ " Aaz“Q>.
a1<+<ag

Definicao I.1. Define-se o conector K da conexio de Levi-Civita V
de M, K :TG(¢q,M) = G(q, M) como

0 0
/C(E)T]) = nal...aq—al/\”_/\ - +
15a|<~~Z-<aq§n 0z az !
ai...aq 0 0
+ MMV x (azal/\ Aazaq>'

Como foi mencionado antes, o subespago vertical U é o espaco tan-
gente a subvariedade G(q,T,M). Como G(q,T,M) é um espago ve-
torial, podemos identificar seu espago tangente com ele mesmo, i.e.
Be = TeG(q, TxM) = G(¢q,T:M). A aplicacio K faz esta identificacio
natural da componente vertical de 7 como ponto de G(g, M). Temos as
seguintes propriedades de K.

Proposigao 1.2 ([S]). O conector K : TG(q, M) — G(q, M) verifica
l)toK=mo@ e moK =modr.
2) Para v € T,M e uma secio £ : M — G(q, M) temos

K (d(v)) = V€.

I.1.3. Definicdo da métrica de Sasaki. Uma vez dividido o es-

pago tangente a grassmaniana T;G(q, M) = $H ® V¢, usaremos 7 e K
para tomar a parte horizontal e vertical, respectivamente, e medir assim
vetores em T,G(q, M).
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Definigao 1.3. Para 7,7, € T¢G(q, M) definimos

(L.2) 9s(m,m2) = g(dr(m), dm(m)) + g(K(m), K(n2)).

A gs define uma métrica riemanniana sobre G(g, M) e é chamada métrica
de Sasaki.

A métrica gg converte a projecao 7 : G(g, M) — M em uma imersio
riemanniana. Da definicdo pode-se observar que o espago vertical U e o
horizontal §) sdo ortogonais.

1.2. Fibracoes de Hopf

Existem trés tipos diferentes de fibracoes de Hopf dependendo da
dimenséo da fibra: S' — §?"*! 83 4 §143 ¢ §7 G5,

Considere-se a esfera SZ”“ R?"+2 > C*+!, Qs diferentes modos
de identificar R***2 com os complexos C**! dario distintas fibracoes da
esfera mas, evidentemente, todas elas congruentes.

Considerem-se todas as retas complexas em C**' que passam pela
origem. Todo ponto de S*"*!' ¢ C**! pertence a uma tnica destas retas.
As retas complexas sao subespacos lineares reais de dimensao 2 em R2%+2,

Definem-se as fibras como a intersec¢do destes 2-planos com S2**!
Por todo ponto passa uma e sé uma fibra. Este procedimento define a
fibracdo de Hopf S' < S*™*! As fibras sdo circulos méximos e portanto
subvariedades totalmente geodésicas de S***'. As fibras representam o
conjunto de diregdes complexas em C**! e portanto o espaco base da
fibracao é o projetivo complexo CP™.

Denotando por I a estrutura quase-complexa de C**!, a reta com-
plexa que define a fibra que passa por z € S*"*! tem {z, Iz} como vetores
geradores em R***2. Como z é normal & esfera, Iz serd sempre tangente
a esfera. Assim Vz € S*™*! o vetor Iz é o vetor tangente & fibra.

A distribuicdo complementar & fibragao de Hopf, (Iz)*, ndo é inte-
gravel. Para ver isto pegamos uma base de R?"*? adaptada & esfera,
a fibragdo e também & estrutura quase-complexa: {z,Iz,e),Ie, e,,...

.yen,Ie,}. Para calcular V, (Iz) primeiro derivamos em R?***2 onde I
é paralela:

D, (Iz) = I(De,z) = Ie;.
Assim,Vi=1,...,n

Ve lz = Ie; € TS™!,
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Com isto podemos calcular a segunda forma fundamental A de (Iz)*.
A matriz associada a A é:

0 -1/ 0
1 0] 0
00 o —=1]0
(1.3) A= : : |1 00
0 0 0 —1
\oo 1 0

Como A néo ¢ simétrica, a distribuigdo (Iz)* nio é integravel.

Para definir a fibragao de Hopf em S**** com fibra de dimensdo 3,
basta considerar a esfera dentro do espaco quaterniénico S***3 ¢ Hm+!
e pegar a interseccao da esfera com as retas quaterniénicas que passam
pela origem (subespagos reais de dimensdo 4 em R****). Definimos assim
a fibragdo S* < S™*3 _, HP™ Como no caso complexo, a distribui¢ao
complementar & fibragio nio é integravel.

A definicdo da fibracdo de Hopf S” < S'5 — CaP nio segue 0 mesmo
padrdo. Se tentamos fazer a mesma construgdo que antes, percebemos
que o que seriam as retas de Cayley em Ca®? ndo sdo Ca-subespagos
lineares e que tém interseccdo ndo trivial. Isto acontece porque a dlgebra
dos nimeros de Cayley nio é associativa.

Assim se (a1, az) € S' C Ca?(= R'®) denotemos por Ly, 4,) a “reta”
de Cayley que passa por (ay, a,)

)

L(a1 02 = {(P,q) € Ca’ /3 € Ca, (p, q) = a(a1, az) = (aa,, aay)}.

Evidentemente (a),a;) € Ly, ,q,) mas se outro (by,b,) = a(ay,ay) =
(aay,aay) € L(q, a,) Pode acontecer que B(by,b,) ¢ L(q, a5) POIS

B(br,b2) = (Bby, Bby) = (B(aai), B(eas)) # v(ay,as),

mesmo com vy = fa. Assim, (bi,b2) € La;,a0) N Lp, b) MAS L(g, ) #
L(b, b,)- Tendo a mao a tabela de multiplicacio de Cayley (ver por ex-
emplo [E]) ndo é dificil obter exemplos deste fato.

Para construir a fibragdo de Hopf S” < S'® fazemos o seguinte. Seja
a € Ca e sejam

L= {(a,b) € Ca®/b = aa},
Ly = {(0,b) € Ca?}.

Estes subespagos também nido sio Ca-subespacos mas a diferencia
dos anteriores, estes L, e Ly, ndo tem interseccio em Ca’ - {(0,0)}. Em
Lapy 0 ponto (a,b) determina a direcdo enquanto em L, o a determina
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a pendente. Trabalhando em C ou em H os dois tipos de conjuntos sao
equivalentes mas nao quando trabalhamos em Ca.

Para definir as fibras em S'®, pegamos interseccdo das linhas Ly, e L,
com a esfera.

Ao contrario das outras fibracoes de Hopf, as fibras de S7 < S!5 nio
vém determinadas pelas estruturas quase-complexas I,,...,I; induzidas
pela multiplicacdo pela unidades imagindrias de Cayley. Sez = (z,,1,) €
S'®* c Ca’comz € Ea, entdo I,z = (i,z,,1,22) ndo tem porque pertencer
a Za pois

To=az; e i1zo =i(az))# a(iiz)),

e portanto I,z ¢ L.

As estruturas quase-complexas definidas em C**! e H**! serdo forte-
mente usadas ao estudar o comportamento das fibracées de Hopf em
relagdao ao funcional energia. Por isto, os teoremas expostos nao poderio
ser demonstrados do mesmo modo para a fibracdo S7 — S!® — CaP.

1.3. Laplaciano da conexao

Seja (M™", g) uma variedade riemanniana, compacta e orientada. De-
notamos por V a conexao de Levi-Civita de g. Usando o produto interno
pontual do espago tangente 7'M e a integragao sobre M podemos definir
um produto interno em X'(M), o conjunto das secdes do fibrado tangente
m:TM — M.

Sejam X e Y campos vetoriais sobre M, definimos

(X, YY) = / 9(X, Yy,

M
onde v é a n-forma volume de M. Se a variedade ndo for compacta
deveriamos considerar se¢oes C*° com suporte compacto.

Através deste produto definimos V*, o adjunto de V como

(V'X,Y)) = (X, VY)).

Definicao I.4. Seja X um campo vetorial sobre M. O laplaciano da
conexdo de X é a secao V*(VX).

O laplaciano da conexdo também aparece na literatura matemdtica
como rough laplacian mas neste trabalho serd referido simplesmente como
laplaciano.

Outro modo de definir o laplaciano é mediante o trago das segun-
das derivadas. Seja {e,}"_, um referencial local ortonormal de M. A
expressao

Xn: VecVe,,X - VVCQeQX)

a=1

onde X € X(M), é invariante.
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Proposicao 1.5. Se X € X(M) temos
V'VX = (Z Ve, Ve, X — Vv,‘,eaX).
DEMONSTRAGAO. Por definicao, VY € X (M),

(V*VX,Y)) :/Mg(vx,VY)uzZ/Mg(v%x,veumu -

:i/M (Veu (9(Vee X, Y)) = 9(Ve, Ve X, Y))z/.

Por outro lado, para X e Y fixos, seja Z € X (M) definido por
9(Z,v) = g(V,X,Y) Yv e TM.

Assim, para um referencial local ortonormal {e,}?_,, a divergéncia
de Z é

divZ = g(V..Z,¢e,) = ZVE,, (Z,es)) gles,ea) +
a=1

a,b=1

+ > 9(Z,e)9(Veoes,€a) =

a,b=1

n

—Zvea (9(Ve X, Y)) = D 9(Ve, X, Y)g(Ve,ea, €) =

a,b=1

- Z (Ve (9(Ve X, V) = 9(Vo,,e X, Y) )
Portanto, usando o Teorema de Stokes
(V*VX,Y)) = Z/ 9(Vy. e X =V, Ve X, Y)v.
M
Como a igualdade é satisfeita VY € X' (M) temos

V'VX =) -V, Ve X +Vy, e X

a=1
O

O laplaciano pode-se definir analogamente para se¢oes do fibrado ten-
sorial, AY(M) — M.



CAPITULO II

Energia de campos de vetores

I1.1. Introducéao

A energia de uma aplicagao diferencidvel entre duas variedades rie-
mannianas f : M — N é dada por [EL]:

1 f e
5 | N,

onde v é a forma volume de M. Para evitar problemas com o sinal
consideramos M orientada. Para garantir que a integral converge ou bem
pedimos que M seja compacta ou s6 consideramos fungoes de suporte
compacto. '

Um campo de vetores X sobre uma variedade riemanniana pode ser
visto como uma simples aplicagao diferencidvel entre a variedade e seu
espaco tangente X : M — TM. Em TM temos definida a métrica de
Sasaki (ver Capitulo I) e portanto podemos calcular a energia de X.

Definigao I1.1. Seja X um campo de vetores sobre uma variedade
riemanniana compacta e orientada M™. A energia de X é a energia da
aplicagdo X : (M, g) = (T'M, gs).

No Capitulo I foi descrita a métrica de Sasaki para o fibrado de g-
planos orientados. Agora, com ¢ = 1, podemos calcular ||dX|| a partir
da definicao de gs.

Seja {eq}5—, um referencial local ortonormal de M. De (1.2),
9s (dX (eq),dX (e4)) =

= g(dr(dX(ed)), dr(dX (ed))) + g(K(dX (ea)), K(dX (ea))),

onde 7 : TM — M é a projecdo do fibradoe X : TTM — TM é o
conector da conexao de Levi-Civita V.

Como X é uma se¢do, drodX = d(moX) =d(Idpy) = Idrps. Também
sabemos pela Proposicdo 1.2 que IC(dX(ea)) = V., X. Portanto,

Zgg dX (€q),dX( ea Zg (€ar€a) + g (Ve, X, Ve, X).

a=1 a=1

Proposicao I1.2. A energia de X ¢ dada pela expressao

£(X) = Zvol(M / Zuwxn?

12
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onde {e,}1_, € um referencial local ortonormal de M.
Com esta proposicao podemos ver que
£(X) > gvol(M).

Restringimos o estudo da energia a campos unitarios pelo seguinte
fato. Para qualquer campo vetorial X podemos definir X} = iX eé
facil ver que £(Xy) — svol(M). Isto é, quando problema ¢ con-

—00

siderado em X (M) todo campo é instdvel. Daqui para frente consider-
aremos o funcional energia definido para campos de vetores unitérios,
E: XY (M) > R

O valor minimo da energia, vol(M), é atingido se e somente se X é
paralelo. Assim o funcional £ tem um minimo trivial. Podemos dizer que
a energia mede por quanto se afasta o campo de vetores de ser paralelo.

Existem muitas variedades compactas que nao admitem a definigao de
campos paralelos. Nestas circunstancias podemos nos perguntar se existe
uma limitagao inferior para a energia melhor que 5vol(M). Podemos nos
perguntar quais sdo os pontos criticos do funcional e se tem um minimo
ou um infimo (talvez ndo tnico). A grosso modo, dizemos que os minimo
ou infimos sao os campos melhor ordenados.

A existéncia de campos unitdrios globalmente definidos em uma var-
iedade compacta implica que a caracteristica de Euler é zero. Em var-
iedades de dimensao impar isto sempre acontece.

Nosso primeiro objetivo foi estudar a energia nas esferas de dimensao
impar maior que 3 mas varios dos teoremas aqui expostos sao validos em
variedades arbitrarias. Nestas esferas nao existem campos paralelos mas
temos um exemplo bdsico de campo de vetores que a priori estd muito
bem ordenado. O ponto de referéncia é o campo de vetores unitdrio
tangente 4 fibragao de Hopf que foi definida no Capitulo I.

Pode-se encontrar na literatura matemadtica outro funcional bem pare-
cido chamado total bending [Wil]. O total bending B é uma renormal-
izagdo da energia:

1 2 _
B(X) = o [, IVX I =
2

= T (£(X) - %vol(M")).

I1.2. Resultados conhecidos

Wiegmink [Wil] estudou a energia de campos de vetores unitdrios no
toro bidimensional. Ele achou em cada classe de homotopia um minimo
para a energia.

Também é conhecida uma caracterizagao dos pontos criticos da ener-
gia.
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Teorema I1.3 ((Wil] e [Wo)]). Um campo campo unitdrio X em M™
€ ponto critico de £ se e somente se

(IL.1) V'VX = |VX|*X
onde V*V X ¢€ o laplaciano de X definido no Capitulo I.

DEMONSTRAGAO. Seja I um intervalo real contendo o zero e seja uma
aplicagao diferencidvel ¢ : M x I — T'M de modo que ¢(z,0) = X(z).
Denotamos por X(z) = ¢(z,t). A X; é uma variacdo do campo X
através de campos unitdrios. Queremos calcular a variacdo de £ para
uma X; qualquer.

Denotamos por {e,}?_, a extensdo ao espaco M x I de uma base
local ortonormal em M. Seja Ot a extensdo a M x I de um vetor unitdrio
em 7'/. Abusando de notagdo, denotamos a conexao em M x [ por V.
Assim, partindo da expressdo da energia da Proposigao I1.2

0 (X) \ i
ot 28t/ IVXelTy = /Zat Ve Xty Ve XoJv =

= | 3 6(VorVe, Xo, Ve, Xe)y =
M a=1

2/ Zg(veavatXt,VeaXt)u.
M a=1

Na ultima igualdade podemos trocar a ordem das derivadas V., e
Va pois a variedade M x I é um produto riemanniano. Agora fazemos
uso da propriedade que define o laplaciano,

/ > 9(Ve,VorXe, Ve, Xo)v = / 9(VorXe, V'V X,)v.
Mo M
Entao,

9E(Xy)
ot

=/ g(VatXt|t=0,V*VX)u.
t=0 M
O campo X serd ponto critico de £ se e somente se %@] oo = 0
para qualquer X;. Entdo, X serd ponto critico se e somente se para
qualquer variacdo temos g(V g X¢|t=0, V*VX) = 0. Como X ¢ unitério e
a variacao é feita entre campos unitdrios, sabemos que o vetor diretor da
variagao V,
v
ot lt=o0
é ortogonal a X. Portanto X serd ponto critico se e somente se o lapla-
ciano tem a direcao do X, isto é, se

V'VX = fX com f € C®(M).



II.2. RESULTADOS CONHECIDOS 15

E facil calcular o valor da funcao f,

n

F=9(V'VX, X) = =9(Ve, Ve, X, X) + 9(Vy, e, X, X) =
a=1
= 9(Ve X, Ve, X) = D [IVe X|? = | VX
a=1 a=1

O

NOTA. Se a variacdo de X fosse em X' (M) e ndo em X'(M) o vetor
diretor da variagao V' poderia ter componente ndo nula na direcao de X.
Neste caso, X seria ponto critico se e somente se V*VX =0 e como X é
unitdrio isto implica que VX = 0, i.e. os pontos criticos serdo os campos
paralelos (minimos triviais).

NoTta. Em [GM] a autora determina uma condigéo tensorial para
que um campo de vetores seja ponto critico da energia. Esta condigio
é pontual e portanto ndo precisamos assumir compacidade. Quando a
variedade é compacta o teorema de caracterizagao de (GM] e o aqui
exposto coincidem.

Teorema 11.4 ((Wi2] e [Wo]). Os campos de Hopf em S sdo
pontos criticos da energia Vn > 1.

A estabilidade dos campos de Hopf como pontos criticos foi estudada
em [Wi2] e em [Wo).

Teorema I1.5 ((Wi2]). Os campos de Hopf em S° sdo minimos en-
tre 0s campos que, escolhendo como base do tangente a formada pela es-
truturas quaterniénicas de R' = H, tenha como coeficientes polinémios
quadrdticos homogéneos e harménicos de R.

Deste teorema ainda nao se pode afirmar que os campos de Hopf sao
minimos absolutos da energia em S®. Para as outras esferas temos,

Teorema I1.6 ((Wo)). Os campos de Hopf em §"*' sio instdveis
quando n > 1.

Para a demonstragdo deste teorema foi calculado o hessiano da en-
ergia. Mesmo em [Wo] um detalhe da prova estd errado, o teorema
enunciado continua sendo certo.

Com técnicas completamente diferentes as de Wiegmink e Wood,
Brito provou o seguinte

Teorema I1.7 ([B)). O campo de Hopf em S° ¢ o tinico minimo da
energia.

Para isto foi introduzido o funcional energia corrigida.
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Definicao I1.8. Seja X um campo unitdrio em M™, riemanniana e
compacta. A energia corrigida é:

p(x) = [ (IVXIF = (0= )i - s ) o

onde para um referencial ortonormal adaptado {e,...en-1,e, = X},
T - -1 ’ s Qs o « o
Hyi = =L 5" g(Ve, X, €;)e; é 0 vetor curvatura média da distribuigdo
complementar a X.

O teorema principal de [B] é,

Teorema I1.9 ([B]). A energia corrigida em M™ estd limitada por,

1
Ricei(X
n—Q/M icci(X)v,

onde Ricci(X) € a curvatura de Ricci de X. Sen > 3, a igualdade é
satisfeita se e somente se X € totalmente geodésico e conforme.

D(X) 2

NoTA. Quando o grupo 1-paramétrico de difeomorfismos que todo
campo vetorial define é formado por aplica¢oes conformes, entao o campo
¢ chamado conforme. Uma condigdo para isto acontecer pode ser dada
em termos da segunda forma fundamental da distribuigdo complementar
a X, hij = —g(Ve,X,e;) onde os {e;}} sio ortonormais e também
ortogonais a X. Assim um campo X é conforme se e somente se

hiizh'jj Vi,jzl,...,n—l € h'ij=_hji 275_7
Esta condicdo é também equivalente a
Lxg(Y,Z)=X(Y,Z) VW, Z1LX e IeC®M),

onde Lx é a derivada de Lie na direcdo de X. Os campos de Killing sio
campos conformes com A = 0.

Notar que para a dimensdo 3, a energia corrigida ¢ igual a energia
pura, D = £. Pode-se comprovar que os campos de Hopf sao os unicos
que satisfazem as condigées de minimizacdo do Teorema I1.9.

I1.3. Soma da energia de n campos

Teorema I1.10. Seja M", n > 4, uma variedade riemanniana com-
pacta e paralelizdvel. Sejam X,,..., X, n-campos de vetores unitdrios e
mutuamente ortogonais. Seja Ty a curvatura escalar de M. Entao,

- 1 n?
> E(Xa) 2 MV + —vol(M).
“ 2 Ju 2

n.—

A igualdade € satisfeita se e somente se todos os X, definem dis-
tribui¢des complementares umbilicas.
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DEMONSTRAGAO. Os vetores {X,}7_, formam um referencial global
de M. Denotamos por hS, = —g(V,,e.,e;). Notar que como os X, sdo
ortogonais e unitdrios temos hS, = —h’, quando b # ce h®, = 0. O
integrando da energia de cada X, é:

IVXall?> = D (he)* + D (h&)* =
b,c#a b#a
= Z ( gc)2 + Z(h’gb)2 + Z(h’ga)z‘

b#c b#a b#a
b,c#a
Entao temos 3 tipos de somandos. O primeiro é a parte nao diagonal
da segunda forma fundamental de X;-. O segundo é a parte diagonal
e o terceiro é a componente da aceleracio de X,. Este ultimo tipo de
termos, os hl,, pode-se acrescentar & parte simétrica de outros X,. Assim
somando os integrandos de todos os X,,

m2) IVl =Y (T e+ 2308 2

a=1  b#c b#a
b,c#a
- 1
223 (755 T8+ S s)).
a=1 b#c b#a
b,c#a

Notar que temos retirado 2= vezes 0 ) (hg,)? com b # c. Para um a
fixo, temos as seguintes igualdades:

(IL3) Y (hgy—he)?=(n—2)> (hg)— 2>  hg,he,

b<c b#a b<c
b,c#a b,c#a
(I1.4) D (he +h)? = (hg)?+2 ) hehs,
b<c b#c b<c
b,C#G b,C#O b,C}L-O.

Portanto somando (I1.3) e (IL.4),

(L5) S0+ ——5 (k4

b#a bc
b,c#a
> 2 > (hgyht, — hghS,) = 2 oo (XE)
—n_2b<c bb'“cc be'“ch n_22 a/n
b,c#a

onde 0,(X;") é asegunda fungdo simétrica da segunda forma fundamental
da distribuigdo complementar a X, (se X;- fosse integravel, g,(X}) seria
a segunda funcao simétrica elementar das curvaturas principais de X;").
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De (I1.2) e (IL.5)

n

SIVXP 2 — 5 on(X7)

a=1

Para obter a soma das energias precisamos integrar esta expressao.
Em (W] é demonstrada a seguinte equacio

div(\'/’xa Xty h,‘,‘,,Xa) =" cw — 202(X3),
b#a b#a

onde ¢, € a curvatura seccional do plano gerado por {e,, e;}. Com isto,
obtemos que a integral de 205(X ;") é a integral da curvatura de Ricci de
X, (ver também [B]). Deste modo

>etxz 2

1 . n?
= / E Ricci(X,)v + —vol(M) =
M 2
a=1

n—2

n?
(X )+ —vol(M)

1 2
-— /MTMV + %vol(M).

Das desigualdades (II.2) e (II.5) pode-se observar que a igualdade é
satisfeita se e somente se as X" fossem todas integraveis e umbilicas. O

As tnicas esferas paralelizdveis sio S',S® e S”. Entdo o Teorema
I1.10 aplicado a esfera fica:

Teorema 11.11. Em S a soma das energias de 7 campos {X.}_,
unitdrios globalmente ortogonais estd limitada por

ZE ) > @vol(y)

A igualdade € atingida se e somente se as distribuigées complementares
a cada X, fossem formadas por esferas.

DEMONSTRAGAO. A curvatura escalar de S’ ¢ constante igual a 7g7 =
n(n — 1) = 42. Agora o resultado segue facilmente. O

11.4. Campos de Pedersen

O campo de Pedersen foi definido em [P] em relagdo ao funcional
volume mas também é importante para o funcional energia.

Partindo de um vetor fixo v unitdrio e tangente & esfera no Polo Sul,
define-se o campo de Pedersen em z € S™, P(z), como o transporte par-
alelo de v ao longo da geodésica que une o Polo Sul com z. As geodésicas
partindo do Polo Sul, que sao circulos maximos, vdo se encontrar todas
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no Polo Norte. Como o transporte paralelo depende da curva, nio pode-
mos definir um valor no Polo Norte. Assim o campo de Pedersen tem
uma singularidade. Notar que se v é unitdrio, P(z) serd também unitdrio
Vz € 8" — {Polo Norte}.

Como o transporte paralelo mantém o angulo entre vetores, escolhen-
do n-vetores unitdrios e ortogonais tangentes no Polo Sul, conseguimos
definir n campos de Pedersen em S™ — {Polo Norte} unitérios e mutua-
mente ortogonais.

Para obter em coordenadas um campo de Pedersen raciocinamos do
seguinte modo. Em S™ C R**! temos

Polo Norte = (0,...,0,1) e Polo Sul = (0,...,0,-1).
Consideramos a proje¢ao estereogréfica centrada no Polo Norte.

¢ : 8" — {Polo Norte} — R"

T z
e ) o (=2, )

e
1 = 2py 1 =2z
e sua inversa

¢! i R* — S™ — {Polo Norte}

(z a3 ( 2z 22, Z?zlz?—l)
AR VI RS LD S R A S S v
Como ¢(Polo Sul) = 0, consideramos a base canonica de R*, {e;}™_,,
tangente em 0 € R*. O transporte paralelo desses {e;} em R" serdo
os mesmos vetores s6 que em outro ponto. Como a carta ¢ é conforme
(mantem os angulos), o transporte paralelo na esfera pode ser calculado
em R" via ¢. Definimos o campo de Pedersen P; como o transporte

paralelo na esfera do vetor dipy ' (e;). Assim,

_ d(p‘;(lz)(e,-) .
lldip i (e3)ll

Calculando as derivadas de ¢~! obtemos as coordenadas de P;(z):

P,‘ (IL‘)

2
T —T1T2 —T1T
Pl(z)=<1— , S— ,...,*",:m)
1 =2p 1= 2pia l = Zpqy
2
=TT b 1} —T9oT3 —T9oT
P2(z)= <—l211_ 2 ) ""’—n7$2>
(IL.6) l—2zn4 1 —Zpny1 1-2Znq | R
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As curvas integrais dos {e;} em R" sdo retas e por tanto, via a pro-
Jecdo estereografica, as curvas integrais dos P; sdo circulos. Pela mesma
racao a distribuigao ortogonal a P; € integrdvel e umbilica.

Para calcular a energia de P,(z) precisamos saber o valor de ||Vp,P,||.

Para calcular Vp, P, primeiro derivamos em R**! e depois projetamos na
esfera. Assim

se b ?/—‘ a VP,,Pa = Pb-

1— Tn41
Notar que com esta tltima derivada se comprova a umbilicidade de
PL. Agora pode-se obter a norma de VP,

IVl =3 IVe,Pll* =
=2 Toan

b 1—31n+1 w 1= Za41)?
1 —z2 >
=Mt (n-2)—*— =
(1 = Zp41) (1= 2n41)
1 2
it Tavl (n— 2)$—°2_
1 —2Zpp (1 —2zny1)

Finalmente calculamos a energia integrando a expressio anterior
1 9 n i

E(P,) == IVP,||*v + =vol(S™) =
2 Jgn 2

1 l4+Zpy n-— 2/ 2 n
=— v+ E v+ —vol(S") =
2 /S“ 1 —zp4y 2 sn (1 = Zn41)? 2 (5

n+tl ntl
2nm 2 n—2 2m 2

l n+1 + n+l ( )
2(n—2T(EL) " T2 (n-2)T(%) T 2

1

2

( ) vol(s") =

n? -2 n
—2(n—_2)V0](S )

Mesmo com uma singularidade os {P,}7_, em S7 satisfazem as con-
digoes de minimizagdo do Teorema II.11. Reparar também que a esfera
menos um ponto é paralelizdvel em qualquer dimensdo. Assim amplian-
do o Teorema II.10 & variedade completa S™ — {Polo Norte}, temos que
a soma das energias de n campos ortogonais em todo ponto atinge o
minimo com os campos de Pedersen.




CAPITULO III

Energia e energia corrigida de distribuicoes

I11.1. Introducgao

Seja (M™, g) uma variedade riemanniana de dimensdo n = p+gq. Seja
V? uma distribuicdo de dimensdo g que chamaremos vertical. Denotamos

por H a distribuicdo complementar a V que chamaremos horizontal e que
tem dimensao p.

Usaremos como convencdo de indices
1<a,b<n , 1<4j<p , p+1<a,B<n.
Seja {e,} um referencial local ortonormal adaptado a estrutura quase-
produto (#,V), isto é, Vz € M
{ei(z),...,ep(z)} CHe e {epyi(T),...,e0(2)} C Vs

Como foi visto no Capitulo I, em todo ponto z € M a distribuicao
V define um g-vetor £(z) = epi1(z) A+ A en(z). Podemos ver V como
a aplicacao diferencidvel ¢ entre (M, g) e a grassmanniana de g-planos
tangentes a M, (G(q, M), gs), onde gs é a métrica de Sasaki,

E: M — G(g, M)
T E(z) = ept1(T) A+ Aen().

Lembramos que a energia de uma aplicacdo diferencidvel entre duas var-
iedades riemannianas f : M — N é dada por:

1
&)= [ Naries
M
onde v é a n-forma volume de M.

Definicao III.1. A energia de uma distribuicio V é a energia da
segdo & : (M, g) — (G(g, M), gs) que induz.

Para obter o valor de ||d¢||* fazemos uso da expressdo da métrica de
Sasaki (I.2) vista no Capitulo I,
gS(dé.(ea)) df(ea)) =

= g(dm(d¢(ea)), dm(d€(ea))) + (K (dé(ea)), K(dE(ea))),

onde 7 : G(g, M) — M é a projecdo do fibradoe K : TG(q, M) — G(q, M)
€ o conector da conexao de Levi-Civita V.

Como ¢ é uma secdo, dn(df) = d(w o &) = d(Idy) = Idra. Pela
Proposicao 1.2 sabemos que K(dé(e,)) = V£ Portanto,

21
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> 9s(dé(ea), dé(ea)) = g (earea) + g (Verf, Ve 8).

a=1 a=1

Proposigao II1.2. A energia da distribuicio V € dada pela ezpressio
1 n
(1) £W) = Fvol() + 5 [ S IVeellw
M o=

onde {e,}?_, € um referencial local ortonormal de M™.

Podemos calcular V¢ em termos da segunda forma fundamental de A

e V. Lembrar que a V atua como derivagao na dlgebra de multivetores.
See; €H,

n
Ve = ) epri A ANeasi AVeia Aoyt Ao Ay
a=p+1
Como e, € unitdrio g(V,eq,€q) = 0. Por tratar-se de um produto

exterior, o resto da componente vertical de V,.e, vai dar um g-vetor nulo.
Assim sé nos interessa a parte horizontal de Ve.€a-

Vei€=zz—h§;ep+l/\---/\ea_1/\ej/\ea+1/\~--/\en,
a j

onde hf; = —g(Veeq, €;). Quando derivamos na diregdo vertical eg obte-
mos

VesfzZZhéaep_’_l/\“'/\ea_lAej/\ea+1 /\-'-/\en,
a j

pois g(vegea, e;) = —g(VEgei) ea) = h';a-
Deste modo,

(IIL2) oIVl =S (he) + 3 (hip)™.

a,i,j Q,ﬂ,i

Com isto pode-se ver que o minimo trivial da energia de distribuicGes,
n
E(V) 2 §VO1(M))

é atingido por distribuigGes totalmente geodésicas com complementar
também totalmente geodésico, i.e. quando a variedade é localmente um
produto riemanniano. Como no caso de campos de vetores, podemos
nos propor a pergunta de que distribuigoes sao as de menor energia em
variedades que nao sio localmente um produto.

Os primeiros espagos onde pensamos estudar a energia de distribuicoes
sao as esferas. Nas esferas temos definidas as fibragoes de Hopf (ver
Capitulo I). As fibragdes de Hopf estdo definidas de um modo muito
natural e estdo a priori muito ordenadas. Por isto sdo candidatas a ser
minimos da energia. No préximo Capitulo refutaremos tal afirmacio.
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II1.2. Energia corrigida

Como antes, seja {e,} um referencial local adaptado a estrutura
quase-produto (H?, V?). Sejam h{; os coeficientes da segunda forma fun-
damental da distribuicao #, hi = —9(Veeq,€;). Analogamente sejam

Lﬂ = _g(veaei,eﬁ)'

Denotamos por ﬁ'){ e ﬁv os vetores curvatura média, das distribui-

coes H e V,

) Hi=lY (D) Br=l1Y(Y Ko)e

a=p+1 i=1 i=1 a=p+l

A Definicdo I1.8 de energia corrigida de campos de vetores, pode ser
generalizada a distribui¢oes do seguinte modo.

Definigao II1.3. Seja V uma distribui¢io de dimensio ¢ em M™.
Define-se a energia corrigida de V como

DY) = 26(V) = rvol(M) + | (plo = D + N ) v,

ou mais explicitamente,

(IlL4) D)= /M (Z ||Vea§||2+P(P—2)||ﬁul|2+q?|]ﬁv||2> v,

Notar que esta corregdo nao é uma simples generalizacio da dada por
Brito em [B] pois aparece a norma da curvatura média de V (comparar
Definicao I1.8).

Um exemplo basico que desde o comeco temos em mente é o das
fibragdes de Hopf S* < S***3. No caso de campos de vetores, a CorTecao
da energia se anulava quando n = 3. A idéia de generalizar a energia
corrigida a distribuicdes incluia a esperanga de que para o primeiro caso,
S* — S” — HP, a correcdo se iria anular também. Para obter um
resultado interessante, a correcdo teve que ser dada de um modo que
resultou nao nula no caso esperado. Como serd visto na préxima secio, a
conjectura inicial de que a fibracido de Hopf S* — S era minimo absoluto
da energia ¢é infundada.

Teorema II1.4. Se V for integrdvel entdo
DW) 2 [ can
M i,a

onde ciq € a curvatura seccional do plano gerado por {e;,e,} come; € H
e e, € V. A igualdade € satisfeita se e somente se V for totalmente

geodésica e os vetores verticais forem conformes em relagdo aos horizon-
tais.
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Nota. Como foi comentado no Teorema I1.9 um campo é conforme
se Lxg(Y Z)=MXg(Y,Z) paraY,Z L X e A € C®°(M). Agora, dizer que

Xa € V € conforme em relagdo aos vetores horizontais quer dizer que a
equagao acima € valida para Y e Z horizontais.

DEMONSTRAGAO. De (II1.2) e da definigdo de curvatura média, (I11.3)
temos

D Vel +plp = 2| o]l =

"2 [Z () + 2 i*ﬁ’”’%Q(Z"gﬂ -

—Z[Zz" 2 (he)? + gj(h"
+§(gﬂ)2].

(I1L.5)

h&

i1} J]

2 2 :
« Q
Para cada o, as somas ) (hg)” e >-(h%)" podem ser escritas de um
modo mais conveniente:

(P—1)> (h8)?* =" (hg - h%)” + 2h%h;

(I11.6) : < -
D (hg)" =" (g +h3)" — 2hghs;
i#£j i<j

Assim de (II1.5) e (IIL.6)

ZIIVea£II2+pp 2| Hal|? = pZ( — h%)? +

1<),a
(IL7)  +2) h8h%+ > (h§ + hS)? -2 > hEhS+ > (kL
i<j 1<j,a i<j,a 1i,a,8
>9 Z (h&hs; — hhS) + D (ki) = 2202 + ) (hip)?,
1<j,a i,a,8 i,a,8

onde o5 é a segunda fungdo simétrica elementar da segunda forma fun-
damental de H na direcio e,.
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Sob a condicao de integrabilidade de V, podemos relacionar a cur-
vatura media de V com a segunda funcéo simétrica o do seguinte modo:

(Cai) Zh e =
_Z )2+ (Rhahbs — highby, + highl,) =

(IIL8) A
=Z Rio +QZ hoahss = haghiba) +Z( us)’
a<p py’

—202 + Z

Agora, lembrando que o vetor curvatura média (II1.3) estd normal-
izado, podemos escrever a partir de (II1.8),

(IIL9) ||| = > (Zhg ) 2202 + (R

i,a,8

De (IIL.7) e (II1.9) temos
DIVl +p(p — 2l Hxll* + | Hy >

I11.10 ¢
( ) >2202+2Zag+22

L,a,8

Para avaliar a integral do 0§ e do o}, precisamos de um lema provado
em [GN].

Sejam {f,} a co-referéncia dual a {e,} e wyy as formas de conexio,
wab(€c) = g(Ve.€q,€5). As 2-formas de curvatura serdo denotadas por
Qap(X,Y) = g(R(X,Y)eq, €5) onde R é o tensor curvatura da variedade.
A curvatura seccional do plano gerado por {e,, ey} serd expressada por
Cab = —$lap(€q, €5).

Em [GN] encontramos definidas as formas

0= D c0)e(T)woyr(pr1) Aoiz) A+ ABaigy A Bripazy A+
g€G, TEGH
o A
= Z Z e(o)e(r) <Z Wo(l)a /\wm,(g)> A Oq(3) A
a€BG, TEGY a

2 Nop) Ar(piy Av - A Orn)
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=D > e0)e(T)bory A+ Al A (Zwrmmi /\wfr(p+2)) A

oe6y TEGY
AOr(pra) A=+ Alrn)

Q= Z Z E(T a(1)7(p+1) A 9 (2) ARERRA ga(p) A 01(p+2) A

o€y TEGY
A e'r (n) »

onde G, denota o grupo de permutacdes de {1,...,p}, G as permutacdes
de {p+1,...,p+ q} e €(7) denota o sinal da permutagio 7. As formas
¥, 1, ¢2 e {2 sdo invariantes por mudancas de referencias ortonormais.
Estas formas satisfazem o seguinte lema.

Lema IIL5 ([GN]). Para ¢, ¢1, ¢y e Q definidas acima,

do=(-17 |2o2g,+ L0, 40
q p
NoTA. Os autores de [GN] trabalham com a hipétese de integra-
bilidade das duas distribuigdes ortogonais mas estas nio sdo necessarias
para a demonstragao do lema. Na prova somente sdo usadas as equacdes
de estrutura da variedade M e propriedades do grupo de permutacdes.

Avaliando as formas ¢, ¢, e 2 na base {e,,...,e,} temos
i, en) = —q!(p—2)!> 208,
(III].I) ¢2(€1,...,€n)= —p|(q—2)'z205 y
Q(el) " 7en) = (_l)P(p - l)l(q - l)l Zcia'

Agora aplicamos o Teorema de Stokes ao Lema IIL.5 e com (III.11)
deduzimos

(I11.12) /A ) (; 208 + Z 20{,) v = /M Za Cial.

Para obter a energia corrigida integramos a equacao (I11.10) e usamos
(ITL.12):

(I11.13) / Zcm +2> (K,
M

i,a,8

Agaau,

como tinhamos enunciado.
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Nas desigualdades (II1.7) e (II1.13) temos perdido vérios termos.
Estes termos fornecem as condigdes para a folheagao V ser minimo de
D. As condigoes s@o

(IL14) 3 (W) =0 D (kG —h§Y =0 5 3 (kg +h$)* =,

avﬂ)i i<j,a i(j,(l

Entdo, para atingir a limitagdo da energia corrigida do enunciado
do teorema, a V tem que ser totalmente geodésica e os vetores verti-
cais {ept1,...,en} devem ser horizontalmente conformes. Isto é, Vo e
VX, Y e H, L. g(X,Y)=Ag(X,Y), A € C®(M).

a

Notar que a limitacao inferior do Teorema III.4 depende a priori da
prépria distribuicido. Em qualquer caso o limitante ¢ interessante pois
€ a integral da curvatura seccional cruzada da estrutura quase-produto.
Esta curvatura seccional cruzada é um invariante de ordem 2 da estrutura
quase produto (também chamados invariantes lineares) (C]. Em espacos
de curvaturas seccional constante a limitagao inferior depende sé de n e
q.

Teorema II1.6. Entre as distribuicdes integrdveis, as fibragdes de
Hopf ' — &' 5 CP" ¢ §° — S™ L HP" Vn > 1 sdo minimos
absolutos de D .

DEMONSTRAGAO. Descrevemos aqui a prova para a S"*3 com fibras
de dimensdo g = 3 por ser mais interessante. No outro caso a prova é
muito similar.

Como foi visto no Capitulo I, as fibras de S* — S'"*3 s30 total-
mente geodésicas. Para comprovar a outra condi¢cdo de minimalidade
de (II1.14), usamos as estruturas quase-complexas I,J e K definidas em
H'+!. Para cada ponto z € S™*® C H'*!, os vetores tangentes & fi-
bra sio 1(Z), J(Z) e K(Z). Consideramos a base real {Z,1z,Jz, KZ,v,,
Tvy, Ju;, Kvy, vy, ..., Kv, } em H'*! que é adaptada & esfera e & fibracéo.
Nesta base é facilmente calculdvel a segunda forma fundamental Ay de
H com X € V. Sé precisamos usar que as estruturas quase-complexas
sdo isometrias e paralelas (em Ri"+).

A matriz da segunda forma fundamental estd formada por blocos 4 x 4
na diagonal do tipo

0 -1 0 0 0 0 =10
1 0 0 0 0 0 0 1
A, =110 0 0 -1 o Ay = | |1 0 0 O
0 0 1 0 0 -1 0 0
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_— O O O
o= OO
|
P

Com isto obtemos a condigao de (II1.14) que faltava.

II1.3. Energia de distribuigoes. Andlise global

Como foi visto na Proposigdo IT1.2 a energia de uma distribuicdo V é
dada por

1 = n
EW) =5 [ S lITatly + Juol(an),
a=1

onde £ é o g-vetor associado & distribuicao.
Para a energia pura primeiro fazemos um estudo global e depois,

nas seguintes segoes, faremos um estudo variacional. O teorema que
queremos provar é

Teorema II1.7. SejaV uma q-distribuigdo integrdvel e orientada em
M™ riemanniana, compacta e orientada. Entdo

(ITL15) EV) > ﬁ /M Za Giab + Dvol(M),

onde ¢, € a curvatura seccional do plano {e;,ea} come; € H e eq € V.
A igualdade € satisfeita se e somente se V € totalmente geodésica e H
umbilica.

DEMONSTRAGAO. Pela equagdo (I11.2) sabemos que

oIVl =" (h)*+ D (hiy)" >

a,t,j i,a,8
(I1L.16) >3 (Swgr Yogr) 2
a i#j i

33 (2 gy + Z(hs:-)?).

i#]
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Como nos teoremas anteriores, para cada c, escrevemos as somas
Y (he)’ e > (he )* do seguinte modo

(IIL.17) > (e -hg) =(@-1) Z —2) hghg,

i<j 1<J
(I11.18) Yo(hg+hs) =5 (hg)" +2 > hehs; .
1<J 177 i<j

Somando (II1.17) e (III.18) conseguimos

(=02 "+ D (h5)" =D (k6 - 45)" +
i#] i<j
(1L19) +Z(h%+h§i-)2+22 (hshS; = hih;)
i<j i<j
>2035.

Portanto integrando (II1.16) e de (II1.19) obtemos

2 a n
—] /M ; oV + gvol(M).

Como V ¢é integrdvel, a integral do o¢ pode ser calculada através da
divergéncia de certo campo e das integrais das curvaturas seccionais cy;
com e; € H, ver [W] e Teorema I1.10. Assim conseguimos

1 n
L / > cia + Zvol(M),

onde c;, € a curvatura seccional do plano gerado por {e;, €a}-

Pelas equagoes (II1.16) e (II1.19), a igualdade ser4 satisfeita se e so-
mente se Yo

(hip)* =0 Vi,8 ; (h%)2=0 se i j

(hg —h%)’ =0 Viji=1,..p.

Ou equivalentemente, se V' é totalmente geodésica, e H for umbilica. O

O valor
3 cie

é a curvatura seccional cruzada da estrutura quase produto (H, V), [C].
Para espagos de curvatura seccional constante a limitacio do Teorema
I[I1.7 é independente da estrutura quase-produto. Com isto temos uma
limitagdo ndo trivial para a energia de distribuicoes.

Na esfera, a generalizacdo a distribuigées do campo Norte-Sul atinge
o valor da limitacdo pois é totalmente geodésico e o complementar é
umbilico. Este Norte-Sul de dimensdo ¢ tem também 2 singularidades.
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II1.4. Primeira variacao da energia

Com a primeira derivada do funcional energia obteremos uma carac-
terizacao dos pontos criticos para depois, com a segunda variacao, decidir
sobre a estabilidade de certos pontos criticos.

II1.4.1. Caracterizagao de ponto critico. O critério para identi-
ficar pontos criticos da energia é muito similar ao dado para campos de
vetores (ver Teorema I1.3 [Wil] [Wo]). A diferenca vem da interpretagio
das equagdes ji que agora temos codimensao maior.

Proposigao I11.8. Uma distribuicao V € um ponto critico da ener-
gia se e somente se o laplaciano V*VE € ortogonal a todos os vetores
tangentes de £ na dlgebra AY(M). Isto é,

V*VE = || VE|I*¢ + Z termos de tipo HAHAVA--- AV,

DEMONSTRAGAO. Seja (t),t,) um intervalo real aberto que contenha
o zero. Na variedade produto M x (t,1;) consideramos a aplicacio

n:M x (t,t2) = G(g, M)

onde

m(n(z,t)) =z e n(z,0)=E&(z).

A &(z) = n(z,t) é uma variagdo arbitrdria de V através de dis-
tribuigoes orientadas. Queremos derivar a energia para todas as variacoes
deste tipo. Estendemos o referencial ortonormal {e,} de M a M x (¢,,1,)
denotando-o pela mesma letra. Do mesmo modo, seja Ot a extensdo a
M x (t1,t) de um vetor tangente ao intervalo. Da definigdo (IIL.1),

%E(ft) = %/M 3t<ig(vea§hved§t)>y _

a=1

= /M > 9(VarVe,be, Ve o)y = /M Y 9(Ve,Vark, Vo &)v =
a=1 a=1

= / o(Vouke, V' Ve,
M

Como no caso de campos de vetores, podemos trocar de ordem as
derivadas Vg e V,, pois M x (t,,t3) é um produto riemanniano. Avalian-
do em ¢ =0 temos

(I11.20) %(f‘) = /Mg(Vatﬁtltzo,V*VS)V-

O g-vetor Vaéi|i=o pertence ao espaco tangente no ponto (z,£) €
G(q, M) e portanto de tipo H AV A--- AV. A distribuicdo V serd um

t=0
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ponto critico se e somente se d—‘ii(f—‘l ‘ ,—o = 0 para todos as possiveis escolhas
de ft-

Lembrar que em V*V¢ derivamos duas vezes o £ original. O g-vetor
§ € de tipo VA -+ AV, portanto V*V¢ serd a soma de g-vetores de tipo
VA AV, HAVA---AVeHAHAVA---AV. A equagio (II1.20) nos

diz que para que £ seja ponto critico de £, V*V¢€ nio deve conter termos
de tipo HAV A--- A V.

Lembrando que £ é um g-vetor unitdrio, podemos calcular a parte de
V*V¢ tangente a &:

I(V'VEE) =D 9(-Ve, Ve + Vv, el 8) = = Y 9(Ve, Ve £, £) =
a=1

a=1
=3 9(Ve,Verf) = 3 VeI = | VE2
a=l a=I

Entéo os pontos criticos da energia devem satisfazer a equacio
V'VE=|[VEIPE+ Y HAHAVA---AV.

O reciproco é claro. Uma distribuicdo que satisfaz esta tltima equacio
é ponto critico de £. O

I11.4.2. A fibracdo de Hopf é ponto critico. Como foi dito antes,
0 objetivo e estudar a energia das fibragoes de Hopf.

Proposicao I11.9. A fibracdo de Hopf S° — S — HP™ ¢ um
ponto critico da energia £ Vn > 1.

DEMONSTRAGAO. Queremos aplicar a Proposicdo I11.8 a M = Si+3
sendo V gerada por {Iz,Jz,Kz}. Agora £ é o 3-vetor

£ =IzANJz ANKz.

Primeiro derivamos ¢ em R*** onde as estruturas quase-complexas
I,J e K sdo paralelas.

Dx& =Dx(Iz) AJz AKz + Iz A Dx(Jz) AKz + 1z AJz A Dx(Kz)
=IXANJzAKz+IzAJX AKz+IzAJz AKX,
Notar que se X € V entdo IX,JX e KX podem ter parte normal

esfera ou componente vertical que se iria anular com o produto exterior.

Notar também que I,J e K sdo fechadas em H. A parte de Dy tangente
a esfera, é:

IXANJzANKz+1zAJX AKz + o X X
(IT1.21)  Vxé= +Iz AJz AKX

0 se X €V
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O valor Vx¢é = 0 quando X € V era esperado pois as fibras de
S3 « 893 530 totalmente geodésicas. Agora, para obter V*V¢ calcu-
lamos VxV x & para X € H.

Dx(Vx€) =I(DxX)ANJz AKz +2IX AJX AKz + 2IX AJz AKX
+Iz AJ(DxX)ANKz +2Iz AJX AKX + Iz AJz AK (Dx X) .

Antes de tomar a parte tangente, calculamos

Vyyx€=Vwyx),E=
=1(VxX) AJzAKz+IzAT (Vx X), AKz+1IzAJzAK (VX X),,

Notar que I(Yy) = (IY),, VY € TM e similarmente para as outras
estruturas quase-complexas. Entao, se X € H,

VxVx€—=Vyyxf =1(DxX)), NJzAKz+ 1z A (J(Dx X)), ANKz
+Iz AJz A (K(Dx X)), + 2IX AJX AKz + 2IX AJz AKX +
+2Iz AJX ANKX.

Dos termos com Dx X s6 precisamos tomar conta de g(I(Dx X),Iz) =
9(J(DxX),Jz) = g(K(DxX),Kz) = g(DxX,z) = —g(X, X). Assim

VxVxé—Vy,x&=-3]|X||* Iz AJz AKz +

+2AXANIXAKz+2IX AJz AKX +2Iz AJX AKX

4n+3

VVE=D (~VeVerk + Vv,0b) =

a=1
_ 2 . ‘ B - N
(I11.22) 23”61” £+ Z —2Ie; ANJe; ANKz — 2Ie; A Jz A Ke;
= 21$ A Jei N KC,’) = 12n€ _

— > (2Te; A Je; AKz + 20e; A Jz A Ke; + 21z A Jei A Ke;).
i=1
Finalmente, e por pura formalidade, calculamos ||V£ ||. De (IIL.21),
dn+3

(IL23)  [IVEI* =) [IVe&l* = ZIIV £l = Zi’)lle,H2 = 12n.
a=1

Com as equagdes (II1.22) e (III.23) comprova-se que a fibracdo de
Hopf satisfaz a Proposicio I11.8 e portanto S* < S*"*3 — HP™ ¢ ponto
critico de £.

[
—J
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Aproveitamos os célculos feitos na demonstragiao para obter o valor
da energia da fibragdo de Hopf. Da definicio de energia (IIL.1) e de
(II1.23),

£(S? < S +3) = (8n + %) vol(S™+3).

II1.5. Segunda variagao da energia

IT1.5.1. Célculo do hessiano. Com a seguinte proposicao obtemos
uma expressao razodvel do hessiano da energia em termos do laplaciano
e dos campos diretores da variacao.

Proposicao II1.10. Seja V uma distribuicdo orientada de dimensdo
q e & uma variagcao a 2-parametros de V por distribui¢oes orientadas.
Sejam os vetores diretores da variacdo

V _ 6§st W= 8£st .
Os I(s.t):(0,0) ot (s,£)=(0,0)
Entao,
%€ (&, .
(urog) LEED| - _ | (6(Va: Vbl V98 + 90, 99V

NoTA. Para obter uma equagdo mais clara, na tese da proposicao nao
temos usado a caracterizagao de ponto critico que nos dd uma expressao

para V*VE&.
DEMONSTRAGAO. Agora trabalhamos na variedade M X (s, s;) X

(t1,t2), onde (sy, s9) X (t,, t2) contem a origem de R?. Da primeira deriva-
da de £ na Proposigdo I11.8, temos

6 n
2 E(6) = /N DIALANSE

Continuamos derivando esta expressdo na diregdo Js,

62
asat g(&st) =

= / Z(g(vasvea Va:fst, vegfst) + g(veuvat€3t7 V(’)sveafst))’/-
M

a=1
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Como antes, podemos trocar de ordem as ¥y, e Vy, com as Ve.-

62
wg(ést) =

= [ (019 Vo Vorban Verkid) + (Ve Vo, Ve Vasku)) v
M a=1

= /A I (g(vasvacé‘st, V*Vés) + 9(Vaka, V‘V(Vasfst)))y_

Avaliando em (s,t) = (0,0),

azg(fst)
0sot

como foi anunciado.

= / (g(vasvatfstko,m, V*VE) + g(W, V'VV)) V.
(0,0) M

g

Notar que uma boa expressio do hessiano ndo deveria depender da

variagdo. Em qualquer caso a equagdo (II1.24) é suficiente para nosso
objetivo.

II1.5.2. Instabilidade. Para estudar a instabilidade da fibragio de
Hopf §° — S _ HP™ usaremos a forma quadrética associada ao
hessiano. Em geral, quando se pretende provar a instabilidade de um
ponto critico de um funcional qualquer, sé se precisa achar uma, variacao
pela qual o valor do funcional decresga. Para a energia, tomaremos uma
variagdo &, da fibracao de Hopf e derivaremos duas vezes em t. Isto ¢, na
Proposigao II1.10 os parametros s e t representam o mesmo.

A variacdo & que nos permitird afirmar que as fibracdes de Hopf
S® < S 530 instaveis estd inspirada em [X]. Ao contrério do caso
unidimensional (¢ = 1) onde os fluxos de Hopf S' < S***!' — CP™ sdo
instdveis exceto quando n = 1, agora temos instabilidade em todas as
dimensoes. Isto ¢, a fibragio S® < S” é também instdvel.

Definimos o campo Norte-Sul em S™ do seguinte modo. Pegamos
uma aplicacdo linear f de R™*!. Restringimos f a S™ e definimos

Y (z) = gradf(z).

A aplicacdo f determina uma diregdo em R™*! que privilegia dois
pontos antipodais na esfera, os que chamaremos Polo Norte e Polo Sul.
O campo Y ¢ tangente as geodésicas que saem do Polo Sul. Este campo
C® ¢ conforme, ndo de Killing, e se anula em dois pontos.

Por ser f linear, existe um vetor fixo w em R tal que f(z) = (z,w)
onde (,) é o produto escalar usual em R****. Entdo o gradiente de f em
R+ ¢ o vetor constante w e para obter gradf (o gradiente em S™+%)
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sO precisamos tirar a parte normal:
Y(z) = gradf(z) = w — (w,2)& = w — f(z)Z.
As derivadas de Y em R e em S""*3 530

(I11.25) DxY = —=(Dx ) — fX = —(w, X)Z — fX,
VxY =-fX.
Definimos a variagao & como o transporte paralelo do ¢ ao longo das

curvas integrais de Y por um tempo ¢. Notar que &(z) é um g-vetor

unitdrio Vz € S**3, assim ¢, representa V¢ uma distribuicdo orientada
¢
de dimensao gq.

Teorema III.11. As fibragoes de Hopf S° — S™3 sqo instdveis
como pontos criticos da energia Vn > 1.

-~ . 2 ’
DEMONSTRAGAO. Queremos verificar que a—g}f—'lhzo <0,onde& éa
descrita acima. Da definigao de &, o vetor diretor da variagao é

1':Vyf=IYH/\Jz/\Ka:+IxAJYHAK$+I$/\JzAKYH.

Para avaliar o hessiano (II1.24) com W = V, primeiro calculamos o
fator g(V, V*VV). Para X € TS™* a derivada de V em R+ ¢

DxV =I(DxYy) NIz AKz +IY3 AJX AKz + 1Y, AJz AKX +
HIXAIJYy AKz + Iz AJ(DxYy) AKz + Iz AJYy AKX +
+IX AJz AKYy + Iz AJX AKYy, + 1z A Jz AK(Dx V).

Para obter Dx Yy é mais ficil calcular a derivada da parte vertical e
depois subtrair de DxY. Como

Yy = g(Y,1z)Iz + g(Y,Jz)Jz + g(Y,Kz)Kz,
a derivada é

DxYy = (DxY)y + g(¥,1X)Iz + g(Y, Iz)LX +
+9(Y,JX)Jz + g(Y,J2)IX + g(Y,KX)Kz + (Y, Kz)KX.

Entéo junto com (IIL.25),

DX}/’H = D,\’Y - nyv -
(II1.26) =—g9(X,w)T - fXy — g(Y,IX)Iz — g(V,IX)Jz —
—9(YKX)Kz — g(Y,Iz)IX — g(Y,Jz)JX — g(Y,Kz)KX.
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Observar que g(X,w) = ¢g(X,Y) pois X é tangente a esfera. Assim a
derivada de V projetada na esfera fica

VxV ==39(X,Y)¢ — fVx€ — g(Y,1z) Dixé|, —

— (Y, J2)Dyx €|, — 9(Y,Kz) D€, +
(II1.27) +IVu A (JX)r AKz + 1Y AJz A (KX) 1 +

+ (IX)r AJYy AKz + 1z AJYy A (KX) 7 +

+ (IX)r AJz AKYy + Iz A (IX)r A KYqy,
onde o subindice 7 indica a parte tangente a S, Notar que escrevemos
Dix€|r e ndo Vix€ pois IX pode ter componente normal & esfera (isto
é, IX pode nao ser tangente a esfera). E mais fécil continuar os cdlculos
se distinguimos os casos X € Ve X € H.

Primeiro se X € V, notar que IX,JX e KX podem ter componente

normal a esfera. Entao dos termos Dix€|r, Dyx€|r € Dk xé|r de (I11.27)

s6 temos que levar em conta a derivada na, diregao normal pois por (111.21)
a derivada da parte vertical é nula. Assim

—9(Y,12) D1x€ — 9(¥, Jz) Dyx€ — g(Y, Kz) Dex§ | =
=+ g(Y,1z)g(X,1z) D€ + g(Y,Jz)g(X, Jz) D, £ +
+ 9(Y, Kz)g(X,Kz) D€ = g(Y, X)) D€ = g(Y, X)E.
Assim a equagdo (II1.27) com X € V fica
VxV ==-29(X,Y)§+ 1Yy A (JX)y AKz +
+ IV AJz A (KX)y + (IX)y A J¥ A Kz +
+Iz AJYy A (KX)y + (IX)y AJz AKYy +
+Iz A(IX)y AKYy

Derivamos separadamente os termos de (II1.28) uma segunda vez na
direcdo X € V. Lembrar que V" é de tipo HAV AV e que queremos saber
quanto vale g(V, V*VV).

(IT1.28)

(II1.29) Vx(9(X,Y)€) |, = 9(X,Y)VxE =0,

Dx (I¥ A (3X)y A Kz + IV AJz A (KX)y) =
+1(DxYs) A (3X)y A Kz + Ty A Dx (IX)y) A Kz +
+IYy A (JX)y AKX +I(Dx Vi) A Jz A (KX)y +
+1Yy A JX A (KX)y + Iy A Jz A Dx ((KX)y).

Dos termos de (II1.30) que contém DxYy ndo vai aparecer nenhum

do tipo H AV AV pois por (I11.26) se X € V, DyYy serd vertical ou
normal a esfera.

Avaliamos a parte vertical das derivadas Dx ((JX)y) e Dx ((KX)y)
junto aos fatores comparaveis de (II1.28) com X = V. e, € V.

(I11.30)
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Vx((IX) )|v (IVxX)y =
=vx( (IX,1z)Iz + g(IX, Jz)Jz + g(IX, Kr)K:c) ]v -
— 9(IVx X, In)Iz — g(IVx X, Iz)Jz — g(IVx X, Kz)Kz
(IIL31) vy, (g (X,Kz)lz — g(X, Im)Kz)1 — g(VxX,Kz)Iz +
+ 9(

VxX,1z)Kz = g(X, Vx(Kz))Iz + g(X,Kz)(IX)y
- 9(X,Vx(Iz))Kz — g(X,Iz)(KX)y =
=9(X, Kz)(IX)y — g(X, Iz)(KX)y.
Do mesmo modo
(II1.32) Vx((KX)y)|, - (KVxX)y =
= —g(X,Jz)(IX)y + g(X,Iz)(TX)y.

Escolhemos como vetores verticais da base os {Iz, Jz, Kz} e somamos
(ITL.30) para estes vetores verticais. Por (II1.31) e (II1.32)

Z [VX(IY’H A(IX)y AKz +1Yy AJz A (KX)y) -

X=Iz,Jz,Kz
—IVy A (3VxX)y AKz — IVy A Jz A (KVXX)V]HW =
= _ 91y AJz A Kz,

(I11.33)

Do mesmo modo para a derivada dos outros termos de (II1.28), saben-
do que

Vx((IX)y)], = AVxX)y = —g(X, Kz)(IX)y + 9(X, Iz)(KX)y,
temos

Z [VX((IX)V ANIYy ANKz 41z AJYy A (KX)y) —

X=Iz,Jz,Kz
— (IVxX)y A J¥y AKz — Iz A IV A (KVXX)V] .
=—2Iz A JYy AKz,

(I11.34)

> [(IX)V AJz AKYy + 1z A(IX)y AKYy, —
X=Iz,Jz,Kz

- (IVxX)v A JIL‘/\ KY;\{ b IIII A (JVxX)V/\ KY‘H S =
= —2Iz A Jz A KY3.

De (II1.29), (II1.33), (II1.34) e (II1.35) concluimos que a soma das
derivadas nas direcGes verticais do laplaciano de V é

(I11.35)
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Y Ve Ve V-Vg. V| =
HVY

11136 ea=Iz,Jz,Kz
(HIL.36) ==2IY;3 AJz AKz =2z AJYy A Kz — 21z AJz AKYy, =
= — 2Vyf = -2V,

Consideremos agora X € H. Na equagdo (II1.27) podemos escrever

Vix€ em vez de Dyx€|r pois agora I1.X serd sempre tangente a esfera. Se
XeH

VxV =-39(X,Y)§ - fVx€ -
= 9(Y,1z)Vix€ — g(Y, Jz)Vix€ — g(Y,Kz) Vi x € +
FIVuAIX AKz + 1Yy AJz AKX +1X AJYy A Kz
+Iz AJY AKX +IX AJz AKYy + 1z A JX AKYs,.

(I11.37)

Derivamos uma segunda vez e procuramos de cada termo os de tipo
HAVAV. Assim

(I11.38) Vx(9(X.Y)E) |, = 9(X,Y)VxE,
(L39)  Vx(fVxE)iyy, = 9(X, Y)Vxé+ fVXVxeE|
pois Vx f = g(X, gradf) = g(X,Y). Também
Vx(g(Y, Iz)Vix¢) |71vv = g(VxY,1z)Vix€ +
+ 9(Y, VxIz)Vix€ + (Y, Iz)(Vx Vix€
=—g(fX. Iz)Vix€ + g(Y,IX)Vix€ +
+g(Y, II)(VXVIX‘E)lev-
Para (II1.40), como

(I11.40) Ny =

Vix€ ==X ANJzAKz - Iz AKXAKz+IzAJz AJX,

entao

Vx(Vix€) = -VxX AJzAKz — X AJX AKz —
—XANJz AKX —IXAKX AKz -1z AVx(KX)AKz +
+IXAJzAIX +1zAJz A Vx(IX).

Notar que (Vx (KX)), = (Dx(KX)),, = (KDxX)y = K(DxX)y, =
K(VxX)y pois X € H. Assim (II1.40) fica

Vx (90, 12)Vix€)|,,, = (Y, 1X)Vixé +
(IIL.41) + g(Y, Iz)( - (VxX)u NIz AKz = Iz AK(Vx X))y A Kz +

+IzAJz A J(VXX)H> = g(Y,IX)Vix€ + (Y, Iz) Vo, x)€.
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Também a derivada dos outros termos de (I11.37),

(IL42) Vi (9(Y,Iz)Vix€)|, =

= g(Y,JX)Vix€ + g(Y, Jz)Vyw, x)E,

(IIL43) Vx(g(Y,Kz)Vkx§) iy =
= g(Y,KX)Vkx¢ + g(Y,Kz) Vv, x).

Por finalizar com a segunda derivada de 1", derivamos os termos do
tipo IYy A JX A Kz de (II1.37),

Vx(I¥y AIX AKz)|,,,, = (Vx(IY3)), AJX AKz +
+ IY’H A (Vx(JX))v A Kz.

Por (III.26) sabemos,

(I11.44)

(VxIYn)y = (IDxY3)y = —g(Y, X)Iz — g(Y, IX)Kz + ¢(Y, KX)Jz.
Calculamos também (Vx(JX)),,

(Vx(3X)), = (Dx(IX)),, = (IDxX)y =
=(JVxX)v+J( DxX :E ) JVxX v— ||X”2JIE
Portanto, como os X sdo unitdrios, (II11.44) fica

Vx(I¥y AJX AKz)|,,, = —9(Y, X)Iz AJX AKz +
(I11.45) +9(VKX)I(KX)ANJz AKz —IYy AJz AKz +
+1¥y A (JVxX), AKz.
O 1ltimo termo desta equacdo vai se anular com o correspondente de

(II1.37) para X = V..e;. Analogamente, a derivada de todos os termos
de (II1.37) do tipo IYy% A JX A Kz ficam

Vx(I¥y AJz AKX)|,,, =
(II146)  =—-g(X,Y)Iz AJz AKX +g(Y,JX)I(IX)AJz A Kz —
—IYy ANJz AKz + IYy AJz A (KVx X))y,
Vx(IX AJYy AKz)|,,,), =
(IIL47)  =—g(X,Y)IX AJz A Kz + g(Y,KX)Iz A J(KX) A Kz —
—IzAJYy AKz + IV X)y AJYy A Kz,
Vx(Iz AJYy AKX)|,,, =
(II1.48)  =-g(X, Iz AJz AKX + g(Y.IX)Iz AJ(IX) A Kz —
—IzANIJYy AKz + Iz AJYy AN (KVxX)y,
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Vx(IX AJz AKYy)|, ), =
(II149) =-g(X,Y)IX AJz AKz 4 g(V,IJX) Iz AJz AK(IX) —
—Iz AJz AKYy + (IVxX)y AJz AKYy,
Vx(Iz AIX AKYy) |, =
(IIL30)  =—-g(X,Y)IzAJX A Kz + g(Y,IX)Iz A Jz A K(IX) —
—Iz AJz AKYy + Iz A (JVXX)y AKYy.

Se somamos as equagées de (II1.45) a (II1.50) para todos os vetores
horizontais e subtraimos os mesmos que derivamos mas com X = V
obtemos

egei

Z —29(Y, X)[IX AJz AKz + Iz AJX AKz +
XeH
e AJz AKX] + Y [g()’, KX)I(KX) A Jz A Kz +
XeH
+9(Y,IX)I(IX) A Jz A Kz + g(¥, KX)Iz A J(KX) A Kz
+9(Y, IX)Iz AJ(IX) A Kz 4 g(V,JX)Iz AJz AK(IX) +
+g(Y,IX)Iz A Jz A K(IX)] ~23 [y AJzAKz+

XeH
+Iz AJYy AKz + 1z AJz AKYy] =

= —2VY_H§ + QVYﬂf — 8nVyé€ = —8nVyé.

Por tanto de (II1.38), (III.39), (IIL41), (IIL42), (II1.43) e (II1.51)
obtemos,

(I1L.51)

4n

Y Ve VeV =V, V] =
(ITL.52) *=!
== TVy & — fV'VE|,,, —8nVyE = (=7 — 8n)Vyé =
=—(8n+T7)V,
pois o laplaciano da fibragdo de Hopf V*V¢ ndo contem termos do tipo

H AV AV (é ponto critico, ver equacado (II1.22)). Conseguimos calcular
o laplaciano de V somando (II1.36) e (IIL.52),

v*vv]ﬂW - Z:l Ve Ve V4 Voo V| =
=2V + (8n +T)V = (8n + 9)V.
Portanto,
(I1L.53) A(V*VV, V) = (8n + 9)g(V, V).

O outro termo de hessiano (II1.24) que precisamos calcular é
9(VerVarli|,_,, V*'VE).  Sabendo que a fibragio de Hopf é ponto
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critico (IT1.22),

(II1.54)  g(VarVaki|,_, V'VE) =

= 9(VaVabi|,_y 12n€) + 9(VoeVali|,_,, Gunv),

onde &gy = — Y i7 (2Des AJe; AKz + 2Ie; AJz AKe; + 21z A Je; AKe;).
Para o primeiro termo de (III.54), como & é sempre um g-vetor
unitdrio

9(VarVake, &) + 9(Vark, Vaks) =0 V.
Para ¢ =0,
(11L55) 9(VorVokd g &) = —a(V, V).

Para calcular o segundo termo de (I11.54), g(VaVaids|,_y, Exny), us-
amos fortemente o fato de que & é um 3-vetor

€ = v1(t) A va(t) A ws(t),

onde v,(0) = Iz, v2(0) = Jz e v3(0) = Kz. A primeira derivada é

Varle = v (t) A va(t) Avs(t) + vi(t) A vy(t) Avs(t) + vi(t) Ava(t) Avh(t).

Para a segunda derivada, somente escrevemos os possiveis termos de
tipo H AH AV quando t =0,

VatVatft‘ = 20, (t) A vp(t) A vs(t) + 201(2) A va(t) A vy(t) +

HHY
+ 20 (t) A vy(t) A vy (2).

Mas (v}(0)),, = (Vy(Iz)), = Vs, (v5(0)), = (Vv (Iz)),, = Iy,
e também (v3(0)),, = (Vv (Kz)),, = KY3. Entao,

=21Yy A JYy AKz + 21y A Jz A KYy + 21z A TV A KYy,.
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Assim,
9(VorVoke|,_y» Ery) = —42( (I¥y A JYy Te; A Jeg) +
g1V AKYy ,Te; A Ke;) + g(I¥a A Ky, Jes A Ke,-))
(IIL56) = — 42 ( (Vi €)? + g(KYy, €)? + g(Va, &) =
9(IY3, e:)? + g(Ya, €)® + !I(IYn,ei)Q) =

=— 24 gle;, Yu)? = —24g(Ya, Yor) = —8g(V, V).

Finalmente, de (III.53), (I11.55) e (II1.56),

"€ (&)
ot?

=(—12n—8+8n+9)/ gV, Vv =
M

t=0
=(1- 4n)/ g(V,V)v <0.
M
Assim &, é uma variacdo de energia decrescente Vn > 1.
O

Em outras palavras o Teorema III.11 diz que as fibracoes de Hopf
S% < S*"*3 nao sdo minimas nem localmente entre as distribuigoes orien-
téaveis de dimensdo 3 em S*"*3.



CAP{TULO 1V

Volume de campos de vetores

IV.1. Introducgao

Definigao IV.1. O volume de um campo de vetores unitirio X,
vol(X), numa variedade (M™,g) compacta e orientada é definido co-
mo o n-volume da subvariedade X : M — T'M onde em T' M, espaco
tangente unitdrio, consideramos a métrica de Sasaki gs.

Da definicdao temos,

VO](X) = /;((A{) VX(M)(QS);

onde vx(ar)(gs) é o pull-back na subvariedade X (M) da forma volume
de T'M com a métrica de Sasaki gg. Queremos calcular o volume como
uma integral sobre M. Para isto temos que considerar outra métrica em

M,
[ uxonles) = | milx0s)
X(M) M

A métrica X*gs e a g estdo relacionadas do seguinte modo. Sejam
Y,Z € TM, usando a definicdo de métrica de Sasaki (1.2) temos

(X79s5)(Y, Z) = gs(dX(Y),dX (Z)) =
=g((dm(dX (Y)), dn(dX (2))) + g(K(dX (Y)),K(dX (Z))) =
:g(Y, Z) + g(VYX, VZX))

onde 7 € a projegao do fibrado tangente 7 : TM — M e K : TTM — TM
é o conector de V. Assim, a mudanca da métrica é

vm(X*gs) = v/det(A)vm(g)

onde para um referencial ortonormal de M™", {e,}"_,, A é a matriz

A=

1+9(Ve1Xxve|X) g(velX,Ver) g(venX’VenX)
IV X, Ve, X)) 14 9(Ve, X, Ve X) .. 9(Ve, X, Ve, X)
g(ven'/Yf VCIX) LR 1 + g(ven‘X7 VenX)

43
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Com um simples cédlculo chegamos a que o determinante de A vale

det(A) =1+ [V, X[IP+ > IV, X AV, X2 +...
a=1 a<b
A Y Ve XA AV, X2
a2 <<Gn-1

Notar que o seguinte termo que deveria aparecer na equagio acima,
Ve, X A--- AV, X, énulo pois X é unitdrio. Primeiro notar que o n-
vetor Vg, X A+ AV, X é independente da base ortonormal escolhida.
Agora, se consideramos uma base ortonormal onde e, = X, ao avaliar

9(Ve, XA AV X e1 A- Aepoy A X) = det (9(Ve X, e)),

percebemos que a ultima coluna da matriz (g(VeaX , eb)) estd formada
por g(V,, X,X)=0 Va.
Assim, da Definigdo IV.1 podemos escrever,

Proposicao IV.2. Seja X campo de vetores unitdrio em (M™, g)
compacta e orientada. O volume de X € dado pela ezpressdo

vol(X) = /M Vdet(Id + (VX)*(VX)v =

(IV.1) —/M(1+BZ=;IIV€,,XII +D IVe X AV X[ + ...

a<b

1
2
4 ||ve,,lX/\---/\ve%_1X||2) V.

a1<<@n-1
Depois desta proposicao fica evidente que
vol(X) > vol(M)

e que a igualdade é satisfeita se e somente se X é paralelo. Existem
variedades que ndo admitem campos paralelos e entdo surge naturalmente
a pergunta de se existe outra limitacdo inferior para o volume melhor
que o préprio vol(M). Podemos-nos perguntar se a nova limitacdo vai
ser atingida ou néo, isto é, em variedades que ndo admitem a definicio
de campos paralelos, existem campos unitdrios com volume menor que
qualquer outro campo unitério?.

Nosso primeiro objetivo é estudar o problema nas esferas unitérias
de dimensdo fmpar maior ou igual a trés. Na S' os dois tinicos campos
unitdrios que existem sdo paralelos. Para S* é conhecido o teorema,

Teorema IV.3 ([GZ]). O inico campo de vetores unitdrio de vol-
ume minimo na $° € o campo de Hopf.

O campo de Hopf estd definido no Capitulo I. Para mostrar este
teorema foram usadas calibragdes. Uma calibragio de dimensio ¢ numa
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variedade qualquer M" é uma ¢-forma diferencidvel p fechada tal que
Yu, € T,M,

pw(ur A+ Aug) < volume(uy A+ Aug) = [Jur A Ayl

Dizemos que uma calibragéo calibra uma subvariedade NV se a igual-
dade da equagdo acima é atingida somente para vetores {u,} tangentes
a N. Neste caso é imediato que N tem volume minimo em sua classe de
homologia. Seja N’ outra g-subvariedade na mesma classe de homologia
que N. Entao,

vol(N):/IVuz/,pS/luN:=v01(N').

Em [GZ], os autores encontram uma 3-forma p em T"S® fechada que
calibra a subvariedade determinada pelo campo de Hopf. Assim o campo
de Hopf tem volume minimo em sua classe de homologia. Todo campo
vetorial pertence a mesma classe de homologia e portanto Hopf é minimo
global. Para a unicidade, em [GZ] menciona-se que existem outras sub-
variedades de dimensdo 3 em T'S? calibradas por x mas nenhuma delas
vem determinada por um campo de vetores global.

Para as esferas de outras dimensoes esta técnica nao serve. Se existisse
uma calibracdo de dimensdo 5 que calibrasse o campo de Hopf em S°,
terfamos que o dobro homolégico da subvariedade de Hopf, que estd
em outra classe de homologia, teria volume minimo em sua classe. Em
(GZ)] encontra-se uma subvariedade que pertence a classe de homologia
do dobro dos campos de Hopf e que tem menos volume que o dobro do
campo de Hopf. Assim fica inutil procurar uma 5-forma fechada que
calibre Hopf.

Além da dificuldade mencionada nas esferas de dimensao maior, a
técnica de calibragoes parece muito complicada em outro tipo de espacos.

Voltando as esferas, os campos de Hopf continuavam sendo candidatos

a minimos absolutos do volume em S® S7, etc. até aparecer o seguinte
resultado.

Teorema IV.4 ([J]). O campo de Hopf em S° é instdvel para o fun-
ctonal volume.

Para demonstrar isto, foram desenvolvidos cdlculos diretos para ver
que certa variagdo do campo de Hopf era de volume decrescente.

Outro artigo neste assunto é [P] onde é apresentado um campo de
vetores unitdrio com uma singularidade e de volume muito pequeno. O
campo de Pedersen P foi definido na Se¢do II.4. A grande vantagem
de P(z) é que pode ser aproximado por campos unitdrios globalmente
definidos.

Em [P) é conjecturado que o volume de campos unitdrios em S**'
s6 é atingido por uma seqiiéncia de campos que convergem a um campo
com singularidades. Isto é, que a melhor limitagdo inferior do funcional
volume é um infimo e ndo um minimo.
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IV.2. Resultado principal

O teorema principal que queremos provar é,

Teorema IV.5. Seja X campo de vetores unitdrio em M2+ entdo,

(IV.2) vol(X) > /M (1 + é (’;) (2];>_1]02i(XL)|)1/,

onde 04;(X*) € a funcio simétrica elementar de ordem 2i da seqgunda
forma fundamental da distribuicao ortogonal a X (ndo necessariamente
integrdvel). Para k > 1, a igualdade € satisfeita se e somente se X é
totalmente geodésico e X+ ¢é integrdvel e umbilica.

O valor da integral dos g9;(X*) em variedades com curvatura sec-
cional constante foi calculado em [BLR]. Esta integral resulta ser inde-
pendente do campo X. Deste modo em S**! a limitacdo do Teorema
IV.5 € realmente uma limitacao inferior para o funcional volume.

No caso da S**' em [GZ] afirma-se que existe uma limitacio numé-
rica que coincide com a do Teorema IV.5 usando os célculos de [BLR).
Afirmagao que ndo encontramos demonstrada nos artigos que os autores
fazem referéncia.

Para provar completamente o Teorema IV.5 vamos a realizar uma
série de redugdes. Para comecar, trabalhamos com a matriz da segunda
forma fundamental de X,

Seja {e1,es,...e5%, X} um referencial local de M?*+!  Sejam
hi; = —g(Ve, X, e;) as entradas da matriz da segunda forma fundamental
A da distribuicdo complementar a X (ndo necessariamente integravel).
Esta matriz define um endomorfismo do subespago X} ¢ T,M Vz €
M. Desde o ponto de vista algébrico, X+ é um espaco vetorial V que
tem definido um produto escalar.

Definicao IV.6. O volume de uma aplicacdo linear 7 : V" — Vn é o

volume de seu grafico. Isto é,se ¢ : V' — V' xV é dada por ¢(v) = (v, Tv),
entdo

vol(T) = vol(p(V)).

Para calcular o volume de ¢(V') fazemos o seguinte. Definimos a
aplicagao

<p,:Vx.’.‘).><V—)A"(VxV)
(V1o 0n) = (V1) A A p(un)

que € multilinear e anti-simétrica. Pela propriedade universal da 4lgebra
tensorial, ¢, define uma tunica aplicagdo, que denotamos pela mesma
letra, @, : A"V — A™(V x V) tal que

(V1 A Avg) = p(vr) A A ©(vn).
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Por definigdo, para uma base {e;}", de V.
(IV.3) vol(T") = vol(p(V)) = ||les(er A -+ Aen)]

Mas esta igualdade é independente da base escolhida, isto é, sejam {e;}1-_,

e {&}", duas bases ortonormais de V. E claro que e; A -+ A e, =
+€é, A+ A€, e por tanto,

‘,0,.(81 /\---/\en) = :t(P*(él/\"'/\én).

Assim,

vol(T) = [lpu(er A -+ Aen)ll = [l (1 A== A&n)]l.

Isto é, o volume de T expressado em (IV.3) nao depende da base ortonor-
mal escolhida para calculéd-lo.

Vamos supor que a matriz de 7" na base {e;}, é A = (a;;). Calcu-
lamos vol(T'). Abusando de notacdo, denotamos a base de V x V por
{ei = (€i,0),enti = (0,€;)},. O n-vetor (e, A---Aey) é

n n
pler) A Aplen) = (81 + Z ai1€n+i> JARBRRA <€n + Z ain€2n)-
i=1 i=1

Agora queremos expressar o n-vetor ¢(e;)A---Ap(e,) na base usual
de A"(V x V), {e;, A+ Aei, /1< 0 <+ <ip < 2n).

ple)) A ANpley) =e A+ Nep +

+ Z aijelA.'./\ej—l/\en+i/\ej+1/\-'-/\en+
ISiijﬂ

+ E (ai,j,aim = ailjzaizjl)el AR AN € —1 Aenti; N €j1+1 AR
i) <12
71<72
o Nej i Nenpip Nejapn A Neg — .

ot > (21T et ALy Aengiy A Aengin, +

11...in—1
i1 < <in—y
N<<Jn-1

+det(A)enyr A+ A e,

onde no peniltimo somatério j, € o unico elemento de {1,...,n} \
{nsdna1} e Af:f: é a submatriz de A formada pelas filas (4, ...1x)
e as colunas (Ji ... Jjk).

Entdo, como coeficientes de ¢(e;) A+ A ¢(e,) na base de A™(V x V)
aparecem todos os determinantes menores de A, além do 1 que acompa-
nha a e A---Ae, Com isto calculamos ||¢(e;) A+ A p(e,)||? elevando

ao quadrado cada coeficiente. Assim fica demonstrada a seguinte
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Proposicao IV.7. Seja T uma aplicagdo linear e A = (a;;) a matriz
de T associada a alguma base ortonormal. Entao,

V) o) = (14 3 a3 (det )’

1<1,7<n 11 <12

N1<32
S (detA{; dn- ) +(detA)2>

1< <in-|

N <Jn—y

Abusando de linguagem, chamamos de volume da matriz A ao lado
direito da expressao (IV.4). Sabendo que se fizermos uma mudanca de
base ortonormal em V nao muda o volume de A, tentaremos obter outra
matriz semelhante B = PAP~' de modo que seja mais simples calcu-
lar o volume segundo a equagdo (IV.4). Esta mudanca de base em V"
representard uma mudanga de referencial ortonormal em M?**! quando
identifiquemos A com a segunda forma fundamental de X*.

Com o objetivo de demonstrar o Teorema IV.5, nas transformacdes
consecutivas deveremos controlar tanto o volume da matriz com os valores
dos 09; que aparecem na limita¢do inferior.

As entradas da matriz A sdo reais e portanto nada garante que A
tenha valores préprios reais. Cada valor préprio real, se existir, tem
associado um vetor préprio unitdrio. Entdo se A, for valor préprio real,
existe um vetor unitdrio v, tal que Av;, = Ajv;. Podemos modificar a
base original {e;}* , de modo que v, seja o primeiro elemento da nova
base. Na nova base a matriz de T serd

Al b ... big
0 b22 W bgn
0 bn2 ... bnn

Os valores préprios complexos tém associados dois vetores unitérios
vy, Up tais que o subespago gerado por eles (v;, v,) é invariante por T. Isto
¢, se complexificamos o espago V' e estendemos a aplicagdo 7" do modo
natural, T : V x iV — V x iV, o valor préprio z; € C serd tal que para
certos vy, v € V temos T'(v; + ivg) = 2z (v + ivg) . Mas,

z1(v1 +ive) = (Re(z1)vy — Im(z1)va) +i(Im(21)v1 + Re(z1)v2)

T(vy +ivg) = T'(v)) +iT (vg).
Portanto,
Tv, =Re(z)v; — Im(z2,)v,
Tvy =Im(21)vy + Re(z))vy
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Se tomamos uma base ortonormal tal que v, e v, sejam os dois
primeiros elementos, a matriz de 7' na nova base sera

Re(zl) Im(zl) b13 Qs bln
—Im(zl) R,E(Zl) b23 b?n
0 0 b33
0 0 buy .. bum

Tanto no caso de valores préprios reais como complexos, temos um
subespago invariante V) (de dimensdo 1 ou 2). O segundo passo e re-
stringir T' a0 complementar ortogonal V, de V; em V.

T,=T|: Vo — V
v Ty,

De novo pegamos um valor préprio real ou complexo, agora de T, e
procedemos a modificar a base de V4 do mesmo modo que foi descrito
antes. Os novos vetores proprios de T3, que ndo tém porque ser vetores
proprios de T, sao evidentemente ortogonais aos anteriores e sao escolhi-
dos unitdrios. Repetimos o processo até completar uma base ortonormal
de V na qual a matriz de T terd a forma

B=
/\1 *
0 )\2 *
0 0 A | *
0 0 |a b
0 0 ‘_bl ap *
0 a9 bg
0 —b-z a9
0 |a, b
0 |—b, as}

Isto é, a matriz B estard formada por uma parte supradiagonal (a
dos A;) e outra parte com caixas na diagonal de tamanho 2 x 2 e embaixo
todo zeros. A parte de acima da diagonal ndo nos importa.
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Lema IV.8. Partindo de wma mairiz genérica A e construindo B
como foi descrito antes, temos

vol(B) = vol(4) e 0i(B)=o0;(4) Vi.

DEMONSTRAGAO. No processo descrito acima sé temos mudado de
base de V' mediante uma transformagéao ortogonal. Como j4 foi explicado
antes, para mudangas ortogonais o volume nao muda. Portanto, se B =
PAP~! com P ortogonal temos

vol(B) = vol(A).

Por defini¢do as fungdes simétricas elementares o; sdo tais que
det(A — tId) = i(—l)”“iai(A)t"‘i.
Mas, -
det(A — tId) = det (P(A - tId)P“) = det(PAP™' - tId) =
=det(B — tId) = i(——l)”‘iai(B)t"_".
i=0
Assim, 0;(B) = 0;(A) Vi=1,...,n.
d

A partir de B construimos outra matriz C' tomando sé os valores
proprios reais da diagonal ou bem as caixas 2 X 2 correspondentes a

valores préprios complexos. Preenchemos o resto da matriz de zeros.
Isto é,

A0 :
0 A 0
Ar 00
0 a b[ 0
C = e 0 |=b a| O

0 | a; b
0 |—b, asv

Esta construgao é completamente artificial mas conseguimos provar
que

Lema IV.9. Sendo B e C as matrizes descritas acima, temos

vol(C) <vol(B) e 0;(C)=0i(B) Vi
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DEMONSTRAGAO. Para calcular o volume de B necessitamos todos
os determinantes menores de B ao quadrado. Alguns destes determi-
nantes formam o volume de C' enquanto que o resto sio os que dio a
desigualdade. Os determinantes que sobram sdo os formados por ele-
mentos de acima da diagonal. A igualdade em vol(B) > vol(C) serd
satisfeita quando acima da diagonal todos os elementos sejam zero, isto
é, quando B =C.

‘Também ¢é evidente que 0;(B) = 0;(C) Vi=1,...n. O 0; nada mais
€ que a soma de todos os determinantes diagonais de ordem i. Como
B e C tém a mesma diagonal e embaixo todo zeros, os determinantes
diagonais sao iguais se calculados com as entradas em B ouem C. O

Modificamos ligeiramente C' tomando os valores absolutos dos ele-
mentos da diagonal. Isto é, seja C' a matriz

(|/\1| 0

0 M| 0
Al 0

~ 0 |a1I b 0

C= 0 —bl |a1| 0
0 |las| bs
0 |=by ||/

E evidente que

(IV.5) vol(C) = vol(C) e 0x(C) > |oa:(C)| Vi.

A partir de C construimos também a matriz diagonal D,
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/|/\1| 0
0 [

[Ar]

a? + b? 0
0 a? + b?

/a2 + b? 0
\ 0 VEE

Lema IV.10. Sendo C e D as matrizes descritas acima,

vol(C) =vol(D) e 0i(C)<o;(D) Vi.

DEMONSTRAGAO. Para melhorar a notacdo vamos assumir que 0s A;
€ 0s a; sao positivos evitando assim escrever em todo momento |);| ou

laj|. A diferenca das matrizes C e D estd na parte dos a;, b;. Para obter
vol(C), se calculamos os determinantes de ordem 1 referente as entradas
de C ( b b".) obtemos

—b; a;

2a? + 207

a?+b? 0
Se fazemos o mesmo com as entradas de D, ( P ), obtemos

0 \/a?+b‘?

(a2 +62)* + (/a2 + 12)* = 242 + 202,

Isto €, 0 mesmo valor. Para os determinantes de ordem 2, em C temos
det2 (% D) = (a2 g2y
—b,' a; ! 10
mas em D temos

Vva?+b? 0
oot (VA i) = e,

que também ¢é igual. Se quebramos uma das caixas 2 x 2 em C aparecem
os determinantes
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2 )‘i 0 _ 9 o 2 /\i 0 _ 212
2det (0 aj) = 2)%a2, 2det” (', ) = 20005,
adet? (% V) = 4g2q2 adet? (4 0 = 4q2p2

0 aj A 0 bj vty

2 bi 0 212 2 bi 0 212

4det (0 8l = = 4ab;, 4det 0 b))~ 4b;b

Mas em D também aparecem

i 0
2 o202 | 12
2det (0 /—a? . bf) = 2A{(aj + b3),
Va2 + b? 0
4det? o o ) = 4(a? + b?)(aj? - b'j),

isto é, obtemos os mesmos valores.

Observar que este raciocinio é vélido para os determinantes de qual-
quer ordem. Assim

vol(C) = vol(D).

Para comprovar a desigualdade dos o, perceber que os determinantes
diagonais que ndo quebram as caixas 2 x 2 correspondentes aos valores
proprios complexos, sdo exatamente 1guals em C e em D. Justamente
os determinantes menores diagonais em C que pegam s6 um a; e 0s

correspondentes em D que pegam s uma raiz y/a? + b? serdo iguais se
e somente se b; = 0 (e a; > 0). Portanto,

~

0i(C) <oi(D) Vi=1,...,n.

Quando a dimensao da matriz é 2 ou 3 acontece um fenémeno a ter em
conta. Se a matriz C é 2 x 2 e tem somente um valor préprio complexo,
entdo 05(D) = 05(C) mas o b, # 0. Isto é possivel pois ao calcular o
02(6') nao temos a possibilidade de quebrar a caixa correspondente ao
valor préprio complexo. Também na dimensdo 3, se C tiver um valor

préprio complexo, e u outro logicamente real, o o3(D) = ag(C) onde de
novo b; # 0.

Se a dimensao da matriz é maior ou igual a 4, a igualdade na equacéao
0i(C) < 0i(D) serd satisfeita se os valores préprios forem todos reais. [

Redefinindo as entradas de D, depois destas sucessivas reducoes temos
chegado a uma matriz diagonal
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X O e O
p=|" ,
0 Aok

onde os A; sao todos positivos.

Teorema IV.11. Se D é uma matriz diagonal e positiva de dimensao
2k temos que

k 2
(1V.6) vol(D ( +Z ) ,

onde 09;(D) sdo as fungées simétricas elementares de ordem 2i dos el-

ementos da diagonal {\;}*,. A igualdade ¢ satisfeita se e somente se
D= /\Idgk.

DEMONSTRAGAO. Se as entradas da matriz D sao {A,..., A}, é

facil ver que o volume de D (a soma dos quadrados de todos determi-
nantes menores) é

2k
(IV.7) vol(D)P =1+ Nt 3 M2 42202

12k—1
11 < <igk_1

Desenvolvemos o quadrado da direita de (IV.6):

(IV.8) = _ ,
<t><’;> Ay [
+ Z QW 2i02; ZZ (2k T ) 21025 -2i-

1<i<j<k \2i/\2j 2i)(2j—2i
Por 0y entendemos a unidade (op = 1) e lembrar que
0j(D) = 0; = E: Aiy - A
1 <<

A desigualdade (IV.6) é na verdade uma relagao entre polindmios nas
varidveis {);} e portanto teremos que comparar os termos de igual grau
de cada membro da desigualdade.

A 1ltima igualdade da equagdo (IV.8) agrupa os distintos termos de

grau 2j. Isto é, em
k 2
(1 + Z >
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o
(1]

os termos de grau 2j nos A; vém dados por

NI
ZW 2i02;j-2i-

i=0 \2i/\2j-2i

Assim, de (IV.7) e (IV.8), para demonstrar o teorema teremos que
ver que para j = 1,...,2k se satisfaz

A ) | s
(IV.9) > Ai,---Aisz(zk—Tk—)og,ogj_gi-

i) << i=0 21') (2;'—21'

Notar que no somatério da direita aparecem muitos termos duplicados
(de fato todos ou todos menos um dependendo da paridade de j). Por
exemplo parai=1ei = j— 1 aparece 0,09;_ com o0 mesmo coeficiente.

Para ter uma idéia do que queremos provar, a expressao (IV.9) para
0S primeiros j é:

Z/\'—Qk—l %

6 1
2,2 2
2 M2 k- 1)(2k-3)" T k-1

11<13
3006 60’204
AQ )\2 )\2
“;ms nomRtR = 9k — 1)(2k — 3)(2k - 3) * (2k — 1)2(2k — 3)’
Z /\2 )\2 /\2 )\2 21008

i1 Mo N3Ny = (Qk_ 1)(2k—3)(2k—5)(2k—7) +

11 <i2<13<i4
) 30020‘5 + 90‘3
(2k - 1)2(2k - 3)(2k-5)  (2k—-1)2(2k —3)%
Passamos a demonstrar (IV.9). E conhecida a desigualdade (a? +
a+...+a2) > (e +ay —{~...+an)2 e dela obtemos

2
(IV.10) Z ’\:21 X )\2 > _2k_< Z A, - z,) - Tlrg?_
11 <<y ( i1 <<y (])

Para relacionar o ¢? com os distintos 09;09;_9; desenvolvemos a
J J =<1

férmula que aparece em [HLP, pag. 52| vélida quando todos os A; sdo
positivos. Seja

entao,

(IV.11) P! >pisipis1 i=1,...,2k— 1.
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Em (IV.11) temos a igualdade se e somente se os A; sdo todos iguais.
A partir desta férmula pode-se conseguir

P? > Pj_2Dj42

pois a equagdo (IV.11) parai=j—1le i=j5+1¢
(IV.12) Pi_y 2 Pj-2Pi Dy 2 Pibjse.

Assim, como os p; > 0 pois 0s A; sdo positivos por hipdtese, multipli-
camos (IV.11) por p;_; € pj41. Com (IV.12)

Pj-1P3Pis1 2 Pi_1Pj41 2 Pj-2P;Pjs2:

Simplificando esta expressao:
(IV.13) DPj—1Pj+1 = Pj—2Pj+2-

Entdo juntando (IV.11) e (IV.13) temos

P? 2> Dj-2Dj+2-

Consecutivamente, deste modo pode-se provar facilmente que se j é

par,
P} > pj-asPis2s Vs =0,...,7/2.

e portanto,

@)
S b . T T Vs =0,...,7/2.
(2k)(2k)3-83+s po oy
j

i—2s) \j+2s

(IV.14) o? >

Quando j seja impar nos interessard a expressao

P? > Pj-25—1Pj42s+1 s=0,...,( —1)/2
ou equivalentemente
(%) |

% S 0i—25-10542s+1 s=0,...,(j—-1)/2.
(j—2s—1) (j+25+1)

Caso j par

De (IV.10) e de (IV.14) temos Vs =0,...,5/2

()

(IV.16) SN 2 Waj_zsaj+23.

1 << j—28/ \j+2s

(IV.15) of >

Para que apareca o coeficiente de 0;_2,0;42s da expressao geral (IV.9)
temos que multiplicar esta equagao por

(50 (:5s) (50 GE)
i E ’ ’\?l )\12 o o s AP Y
() aty S ORI I

j—2s/ \j+2s

(IV.17) 2
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se s=1,...,7/2 e para o caso s = 0,
(e) (5)
j/2? 2 2 i/2) 2
) Z Ayt Ay 2 o 05
3/ << (J)
Para demonstrar (IV.9) faltard ver a soma dos coeficientes de (IV.17)
Vs =1,...,5/2 com o coeficiente de (IV.18) d4 exatamente 1. Isto é,

faltara ver se
2 EIE) ()

(IV.19) 2) -2 (2{9)2 + &

Reordenando o somatério, queremos provar que

o (1) =25 (G50 (7) -2 (02D

1=0
Esta igualdade é certa pois ambos nimeros combinatdrios podem se
obter desenvolvendo o polinémio (1 + z)%* de maneira direta ou bem
desenvolvendo primeiro (1 + z)* e depois elevando ao quadrado.

2k = T Ik ZEk:
Z(J) =(1+2)*=01+2)f1+1)

3=0

-(EO)ER)-E2, 00

q2=0 7=0 q1+g2=J
k k :
J
()G
Caso 7 iTmpar

2k

A demonstracio de (IV.9) para j impar é andloga a do caso par.
A pequena diferenca é que agora ndo aparecem termos do tipo 0;‘-’. De
(IV.10) e (IV.15) temos Vs =0,...,(j —1)/2

2%
(IV.21) Z /\?l---)\fj > ( = ()J() T )Uj—23—10j+23+l-

i1 <<y j—28—1/ \j+2s+1

(IV.18)

Mu.

7=01

Il
=

Devemos ajustar esta equagdo para que 0S Oj_g,—10j42¢41 l€vem o
coeficiente que aparece em (IV.9),

2(;‘/2-]:-1/2) (]/2+3+1/2 Z /\

() b <y

(‘/2-k—1/2)('/2 ] 1/2) j—1
CE (L orenome $=00T

> 2
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Para demonstrar (IV.9) faltard ver que

-1

SN PR

que, como no caso anterior, é certo pois basta desenvolver (1 + z)%* y
(1 + z)*¥(1 + z)* por separado.

Para finalizar observar que tanto no caso par como no impar as de-
sigualdades sdo estritas se e somente se os {\;} nao sdo todos iguais. Isto
é, a igualdade e satisfeita somente quando A\, = Ay = ... = Ay

O

O teorema dd uma desigualdade para A; > 0 onde {A;,... Ay} sdo
as entradas da matriz diagonal D. Acompanhando a demonstragao de-
talhadamente percebemos que expressao pode ser um pouco mais geral.
Sem exigir que os A; sejam positivos temos que

w22 vol0) 2 S W (12 2 3 W o)

k
i
2k
i=0 (2:‘) i=0 (21’)
Jd temos todas as ferramentas para provar o Teorema IV.5.

DEMONSTRAGAO DO TEOREMA IV.5. Seja {ey, ..., e, 41 = X}
um referencial local ortonormal de M%*!. Seja A = (h;;) a matriz da se-
gunda forma fundamental de X+ (que ndo necessariamente € integravel).
A partir da expressao do volume de um campo unitdrio na Proposi¢ao
IV.2 e do volume de uma matriz da Proposicao IV.7 temos que

(IV.23) vol(X) > / vol(A)v,
M

onde a igualdade é satisfeita se e somente se X ¢ totalmente geodésico.
Através de uma mudanca de base ortonormal em X+ podemos modificar
a matriz A como foi descrito no Lema IV.8 e obtemos uma matriz B
supradiagonal com, tal vez, caixas 2 x 2 na diagonal. Como no Lema
IV.9 construimos uma matriz C quase-diagonal (o de quase € pelas caixas
2 X 2 que podem aparecer na diagonal). Tomando os valores absolutos
na diagonal definimos C. Por tltimo seja matriz diagonal D como no
Lema IV.10 (com entradas positivas). Entao,

(IV24) /M vol(A)y = /M vol(B)v > /M vol(Cly =

= /A Ivol(é)u= /Mvol(D)v-

Também pelos Lemas IV.8, IV.9 e IV.10 e de (IV.5) temos as de-
sigualdades

(IV.25) 02i(D) > 09i(C) 2 |02i(C)| = |oai( B)| = |o2:(A)].
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Por tanto usando (IV.23), (IV.24), Teorema IV.11 e (IV.25) consec-
utivamente,

vol(X) 2/MVOI(D)V2/ <1+Xk: : Zarv02il ) V2

2/ (HZ . I)v,

como foi dito em (IV.2).

Com k > 1, as desigualdades dos Lemas IV.9 e IV.10 sdo igualdades
se e somente se o endomorfismo A é diagonalizavel (i.e. com todos os
valores préprios reais). O Teorema IV.11 nos diz que para a igualdade
todos os valores proprios tém que ser iguais. Entdo, a igualdade em (IV.2)

¢ satisfeita se e somente se X é totalmente geodésico e X+ é umbilica,
A = Mdy. O

I1V.3. Conseqiiéncias

Como foi mencionado antes, as integrais das curvaturas i-ésimas foram
calculadas em espagos de curvatura seccional constante.

Teorema IV.12 ([BLR]). Seja M™*! uma variedade com curvatura
seccional constante ¢ e X um campo de vetores unitdrio. Entdo,

"2 i/2y0l(M) sen e i sdo pares
/ Ui(XJ-)l/ = (1/2) ( ) ' P )
M 0 se n ou v forem impares
De este modo o Teorema, IV.5 aplicado a esfera fica

Teorema IV.13. Sejo X campo de vetores unitdrio em S?**! entdo

vol(X) > Wvol(sok“)
valendo a igualdade, com k > 1, se e somente se X é totalmente geodésico
e X+ integrdvel e umbilica.

DEMONSTRAGAO. Pelo Teorema IV.12
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Assim do Teorema IV.5 obtemos

k
vol(X) > i—kvol(SQk“).
k)

As condigoes para a igualdade sdo, pelo Teorema IV.5, que X seja
totalmente geodésico e que a distribuigdo X+ seja integravel e umbilica
(A = Mldg). O valor de A pode mudar de ponto a ponto e também pode
mudar de sinal.

Nestas condigdes, a desigualdade (IV.26) serd sempre igualdade, pois
0s 02; nao mudam de sinal, ja que a ordem destas func¢ées simétricas é
par.

O

O valor
4k
gz(k) = ]
k
j4 tinha sido sugerido como limitacao inferior do volume de campos com
outras técnicas (GZ). Mesmo sem estar demonstrada esta afirmacio, as
técnicas de [GZ] e [GMZ] indicam que o valor gz(k) corresponde ao
volume de uma calibragdo x em T'S?**!'. Todo indica que os autores de
[GZ] e [GMZ] néo sabiam se p calibrava ou nao algum campo vetorial
quando k > 1 (sabia-se com certeza que ndo calibrava o campo de Hopf).
Com o Teorema IV.13 temos encontrado a mesma limitagao de um
modo muito mais natural e agora sabemos a quem calibraria essa p: a um
campo de vetores totalmente geodésico com complementar umbilico. O
campo Norte-Sul unitdrio, tangente as geodésicas que unem o Polo Norte
e 0 Polo Sul, é um campo com estas condi¢oes. Este campo Norte-Sul
tem duas singularidades.
Procurando campos de vetores unitarios globalmente definidos nas
condigoes de minimizagdo do Teorema IV.13 achamos na literatura mate-
matica o seguinte resultado.

Teorema IV.14 ([BW]). Seja M uma variedade riemanniana com-
pleta com curvatura de Ricci nao negativa. Se F € uma folheacdo de
codimensao 1 sobre M e F*, o fluzo normal a F, € geodésico, entdo F
€ totalmente geodésica e F* ¢é paralelo. Portanto M é localmente um
produto riemanniano.

Com este teorema temos a seguinte proposigao.

Proposicio IV.15. Nio eziste em S**' com k > 1, um campo de
. : -1
vetores unitdrio com volume igual @ 4F (2:) vol (§2F+1),

DEMONSTRAGAO. Se existir em S**! um campo de vetores X que
atingisse a limitagao inferior do Teorema IV.13, X seria totalmente geodé-
sico e pelo Teorema IV.14 a esfera seria um produto local. Contra-
dicao. O
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Para k =1, isto é em S3, 0 Teorema IV.13 d4 a limitacao
vol(X) > 2vol(S?).

A partir da segunda forma fundamental da distribui¢ao ortogonal ao
campo de Hopf, calculada em (I.3), é facil obter o volume de Hopf em
S3,

vol(Hopf(3)) = 2vol(S?).

Entao, o campo de Hopf atinge a limitagao inferior, é totalmente geodésico
mas o complementar nem ¢é integrdvel. As condigbes da igualdade do
Teorema IV.5 sdo validas s6 em dimensdo maior ou igual a 5. Como foi
notado na demonstragao do Lema IV.10, ao construir a matriz diagonal
D a partir de uma quase-diagonal C em dimensao 3 (n = 2k = 2) e com-
provar o comportamento dos o;(D) em relacdo aos 0;(C), poderia se ter
a igualdade sem ser a parte imaginaria do valor préprio complexo (o b)
igual a zero. Com isto, em dimensao baixa poderiamos ter o;(D) = a]-(é’)
sem ser todos os valores préprios reais.
O Teorema IV.13 também tem uma leitura topoldgica.

Teorema IV.16. Seja X um campo de vetores unitdrio em S*+!,
Seja x(X*) a 2k-forma de Euler do subfibrado ortogonal a X e O,y a
forma dual de X. FEntao,

s 1
(2k)' /50k+1 X(X ) A 92k+1'

DEMONSTRAGAO. Pelas equacdes de estrutura, a 2-forma de curvatu-
ra {; de X* estd relacionada com a 2-forma de curvatura Q;; = 6; A 6;
de S**! do seguinte modo,

(IV.27) Qij = wigk+1 AWwjaks1 + ﬁih

onde w;ox4+1(Y) = (Vye;, ear41) para Y tangente a X+ sdo umas das
formas de conexdo de S***'. Os valores de w; 9,1 (Y") vdo nos fornecendo
a segunda forma fundamental de X*.

Por definigdo, ver por exemplo [Gr, pag. 83], o Pfaffiano de Q = (Q;;)
é a 2k-forma

1
PL()) = Rl Z €(T)Qr1yr2) A+ A Qr2k-1)r(2k),

TEG ok

onde G, denota o grupo fundamental de permutagdes de {1,...,2k} e
€(T) é o sinal de 7.
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Por (IV.27),

Qkklpf(ﬂ) = Z 6(7’) (wT(l),ng A wT(g),ng + 97(1) A 9-,-(2)) AN

TEG,

o A (Wr(2k-1),2k41 A Wr(2k),2k+1 T Or(2k—1) A Or(2k)) =

= ZE(T)QT(U A 91-(2) A=A 9r(2k) +

.
+k Z €(T)wr(1) 2641 A Wr2) 2641 AOr(a) Ao Aoy + ..
T

k
’ (j > D €)wr) k41 A Awripaia Abriain A+ A ey

¥
et Z E(T)wr(l),ng A N Wr(2k),2k+1-
T

Avaliamos o termo genérico de Pf(2) na base tangente a X+ {e, ..., ex},

Zf(T)wr(l),2k+l A Awrgy okt A Orjny A AlOrary(er, ... ex) =
-
= wa(l),2k+l A Awr(aj)2k+1 A Or2ie1) A A Orgary (€7(1), - - - €r(2k))
.

=(2k = 2)! ) Wkt Ao AWrai) 241 (€r(1), - - - €x(2g)) =
T

Assim o Plfiano fita,
PI(Q) = Qkik, [(’5) (2K)! + (’;) (2 — 2)12l05 (X 1) + ...
- (’;) (2K — 2§)!(2)lons (X) + ...

k
s (k> (Qk)!agk(X“L)] O1 A Al =
2k)! [ (k) (2k\ 7
2% (Z ( ) (2) ‘721(Xl)> 01 Ao A By
! 3=0 J ]
Também sabemos, [Gr, pdg. 84], que

1
(2m)*

X(X1) = = Pi(Q)
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e portanto
k . ) k
N I P . ) Lo
(; <J> <2J) e )> S A = g XX

Assim o integrando da limitacao inferior do Teorema IV.5 é também

(2.—k)02j1/ = 2K X(X) A O

2j

ij (’;) _ 2%qkE!
=0
Em particular,

2k k]
VOI(X) > —(27)'— A2k+1 X(X'L) A 92k+1-

a

Para finalizar, podemos aplicar o Teorema IV.5 a espagos compactos
com curvatura seccional constante negativa. Este tipo de espacos sao
os quocientes de H" por um grupo discreto de isometrias de H*. A
demonstracao do seguinte teorema é andloga & do Teorema IV.13.

Teorema IV.17. Seja M**! uma variedade compacta, orientada,
riemanniana e com curvatura seccional constante ¢ < 0. Seja X um
campo de vetores unitdrio, entdo

kN | i
(3)le
2k

vol(X) > Z ( ')|

k
vol(M).
i=0
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