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.RKSUMO

Define-se a energia de um campo de vetores unitário X numa -.,ar-
iedade riemanniana À/" como a energia da seção X : M --} TiÀ/ que
determina. No vibrado tangente TIÀ4 consideramos a métrica de Sasaki.
Analogamente, a energia de uma distribuição de dimensão q é a energia
da seção no vibrado de q-planos tangentes a .A/. Os mínimos triviais do
funcional energia são os campos paralelos ou as distribuições totalmente
geodésicas com complementar também totalmente geodésico. Quando
não existem estes campos ou distribuições, como no caso das esferas
S2k+i k > 1, estudamos os pontos críticos, mínimos locais e globais do
funcional.

Para campos de vetores, é apresentado um teorema que dá uma limi-
tação inferior para a soma das energias de n campos ortogonais. Para
distribuições conseguimos provar um teorema para variedades quaisquer
que aplicado às esferas S2t+i fornece uma limitação inferior para a en-
ergia. Esta cota inferior é atingida pe]a fo]heação Norte-Su] (com duas
singularidades). Num aná]ise variaciona], mostra-se também que as vi-
brações de Hopf S3 '-+ S4k+3 são pontos críticos instáveis.

O volume de um campo de vetores unitário é o volume da imagem
da seção correspondente no vibrado tangente unitário, sendo este obra-
do munido da métrica de Sasaki. De novo, os campos paralelos são os
mínimos triviais.

Demonstra-se nesta tese que o volume é limitado inferiormente pela
soma, com certos coeficientes combinatórios, das integrais das funções
simétricas de ordem 2{ da segunda forma fundamental da distribuição
complementar ao campo X. Estas integrais resultam ser independentes
de X em espaços de curvatura seccional constante. Deste modo con-
seguimos dizer que nas esferas S2k+t, o volume de um campo unitário é
sempre maior que o volume do campo Norte-Sul.

O teorema principal do volume é aplicado também a espaços hiper-
bólicos compactos obtendo assim uma limitação não trivial do volume de
um campo unitário.
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ABSTRACT

IfX is a unit vector field on a Riemannian manifold À/", its energy is
defined as the energy of the section X : M --} 7'tÀ/ ít determines. On the
tangent bundle TtÀ/ we consider the Sasaki metric. Similarly, the energy
of a distribution of dimension q is the energy of the corresponding section
of the bundle of q-planes tangente to M. The trivial mínima of the energy
functiona] are the parallel fields or the totaJly geodesic distributions with
also totally geodesic complement. When these fields or distributions do
not exist, as in the case for spheres S2k+l, k > 1, we study the criticam
points, local and global mínima of the functional.

For vector fields we present a theorem giving a lower bound for the
sum of the energies of n orthogonal fields. For distributions, we obtained
a theorem on arbitrary manifolds which provides, when applied to spheres
S2k+i a ]ower bound for the energy functiona]. This lower bound is
attained by the North-South foliation (with two singularities). We also
show, with a variationaJ analysis of the energy, that the Hopf fibrations
S3 :-+ SóÀ;+3 are unstable criticam points.

The volume of a unit vector field is the volume of the image of the
corresponding section of the unit tangent bundle, for the Sasaki metric.
Again, the parallel fields are the trivial mínima.

In this work, we prove that a lower bound for this volume is the sum.
with certain combinatory coeHicients, of the integrais of the 2á symmetric
functions of the second fundamental form of the orthogonal distribution
to the field X. It turns out that these integrais are independente ofX in
spaces of constant sectiona] curvature. So, we may say that in the spheres
S2k+l the volume of a vector field is always greater than the volume of
the Norte-South field.

The main theorem on volumes is applied algo to hyperbolic compact
spaces, giving a non-trivial lower bound of the volume of unit fields.
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Introdução

O objetivo deste trabalho é investigar dois funcionais, energia e vol-
ume, que aparecem de um modo natural dentro da geometria riemanni-

A energia de uma aplicação diferenciável entre variedades rieman-
nianas, ver lnLI, tem sido amplamente estudada. O estudo de pontos
críticos da energia de funções, as chamadas aplicações harmónicas, e
a estabilidade destes entre espaços com alguma particularidade é, sem
dúvida, um tema interessante.

Um campo de vetores pode ser visto como uma aplicação entre a
própria variedade e seu espaço tangente. Assumimos que nossa variedade
M é riemanniana, fechada (compacta e sem bordo) e orientável. Nestas
condições, chamamos energia do campo de vetores X à energia da apli-
cação X : .M --} TM. O estudo da energia se restringe ao estudo de
aplicações entre M e TM que sejam seções. Numa segunda restrição
exigimos que o campo seja unitário. A existência de campos unitários
em .A4 implica que a característica de Euler tem de ser zero.

Todo campo unitário pode ser perturbado localmente de modo que o
novo campo tenha maior energia. Com isto, ao procurar pontos críticos
estamos buscando mínimos pelo menos de caráter local.

Como veremos nesta monografia, os mínimos triviais da energia são
os campos paralelos. Quando a variedade não admite a definição de
campos paralelos, tentamos obter os campos de menor energia ou pelo
menos obter informação sobre estes.

Com a motivação de campos de vetores, consideramos o mesmo prob-
lema em dimensão maior, isto é, consideramos a energia de distribuições.
Uma distribuição de dimensão q é uma seção da grassmanniana de q-
planos tangentes a À4. Chamamos energia da distribuição a energia des-
ta seção. De novo, os pontos críticos desta energia são as distribuições
que definem uma estrutura local de produto riemanniano, i.e. que tanto
a distribuição considerada como a distribuição ortogonal são totalmente
geodésicas.

Nas esfera de dimensão ímpar maior ou igual a 3 não existem cam-
pos unitários paralelos ou distribuições que determinem localmente um
produto. Estes agradáveis espaços foram o primeiro objetivo de nosso
estudo. Xlesmo assim, vários resultados são provados em geral e depois
aplicados às esferas.

ana
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Para campos de vetores já são conhecidos alguns resultados em SS
IWi21 IBj e também em S2k+t IWol. No Capítulo ll é demonstrado um
teorema que dá uma limitação inferior da soma das energias de n cãin-
pos ortogonais, Teorema 11.10, Esta limitação é a integral da curvatura
escalar da variedade a menos de uma constante.

No Capítulo 111 fazemos um extenso estudo da energia de distribuições.
Conseguimos caracterizar os pontos críticos, Proposição 111.8. As vi-
brações de Hopf são o exemplo de referência e conseguimos provar na
Proposição 111.9 que estas vibrações são pontos críticos da energia. Com
a segunda derivada do funcional e com uma variação específica mostramos
no Teorema 111.11 que as vibrações de Hopf são instáveis. Num análise
global, conseguimos provar que a energia de uma distribuição integráve]
é sempre maior ou igual à integral da curvatura escalar cruzada da es-
trutura quase-produto a menos de uma constante, Teorema 111.7.

Sem achar os mínimos da energia, os resultados apresentados sug-
erem que nas esferas de dimensão ímpar não existe um mínimo porém
um ínfimo. O campo Norte-Sul e o de Pedersen, definido no Capítulo
11, e suas generalizações a distribuições aparecem como objetos impor-
tantes do funcional energia. Particularmente os campos de Pedersen se
apresentam como sérios candidatos a ser ínfimos da energia.

Dentro do tratamento dado ao funcional energia de distribuições é in-
teressante incorporar uma correção em termos das normas das segundas
formas fundamentais da estrutura quase-produto considerada. A ener-
gia corrigida, definida anteriormente para campos de vetores IBI, é um
funcional mais tratável que a energia. No Teorema 111.6 será demonstra-
do que a energia corrigida nas esferas tem como mínimos as vibrações
de Hopf. E este mínimo global que dá importância ao funcional energia
corrigida.

O volume do campo de vetores IGZj é também um conceito bem geo-
métrico. Consideramos a subvariedade do espaço tangente determinada
pela seção X : À/ --> TiM. Chamamos volume de X ao volume des-
ta subvariedade X(À/). Como no caso anterior procuramos os campos
unitários de menor volume. Os mínimos triviais do volume são também
os campos paralelos. Novamente o problema de mínimos é estudado nas
esferas unitárias.

Em S3 é conhecido que o campo de Hopf é o único mínimo IGZI e
que nas outras dimensões não é nem mínimo ]oca] IJI. As técnicas usadas
para obter estes resultados são muito pesadas.

De um modo totalmente diferente, no Capítulo IV conseguimos esten-
der os resultados de IGZI para espaços de curvaturas seccional constante.
No Teorema [V.5 conseguimos limitar inferiormente o valor do vo]ume
de um campo unitário pelas integrais das curvaturas 2{-ésimas da dis-
tribuição complementar a X. Com este modo mais natural de tratar
o funcional volume, conseguimos identificar os campos que atingem a
limitação.
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Particularizando o teorema principal do volume às esferas, obtemos
uma limitação que depende somente da dimensão. Em Sa o resultado
de IGZI segue fácil. Para as outras esferas, apoiando-nos em resultados
conhecidos, mostramos na Proposição IV.13 que não existem campos
unitários globalmente definidos que atinjam esta nova limitação.

E importante também o fato de que obtemos uma limitação não trivial
do vo]ume em espaços de curvatura seccionar constante negativa, Teore-
ma IV.17. O conjunto deste espaços hiperbólicos compactos é muito rico
e amplo.

Em S2t+l, o defeito em termos de volume que todo campo unitário
tem em relação a ser paralelo, isto é, a diferença entre o valor mínimo
trivial e o valor da nova limitação aqui obtida, tem um caráter tipológico.
Como será mostrado no Teorema ]V.16, a nova limitação pode ser vista
como uma integral que envolve a forma de Euler do subfibrado definido
pelo ortogonal ao campo X em S2k+l

Finalmente, o caráter natural da definição dos funcionais energia e
volume fazem com que os pontos críticos, os mínimos ou ínfimos sejam
campos unitários ou distribuições geometricamente distinguidos.



CAPnULO l

Preliminares

1.1. Métrica de Sasaki
Neste capítulo vamos descrever a métrica de Sasaki. Esta métrica

é, talvez, mais conhecida na variedade tangente mas pode-se definir do
mesmo modo na variedade de q-planos tangentes.

Para definir a métrica de Sasaki precisamos de certa notação e de
alguma definição básica que passamos a enunciar.

1.1.1. A variedade G(q,M). Seja (À/",g) uma variedade com-
pacta riemanniana e orientada de dimensão n = p + q. Denotamos por V
a conexão de Levi-Civita de g. Seja G(q, À/) a variedade de Grassmann
de q-planos orientados tangentes a M definida por:

c(q,w) U G(q,ZA/)

onde G(q,TzM) é a grassmanniana de q-planos orientados no espaço
euclidiano T=.A4

Descrevemos um ponto de G(q,T=.4/) como um multivetor. Isto é,
para cada ( € G(q, T=.A4') pegamos dual::.. uma base ortonorma] e orien-
tada do plano e identificamos ( com ul /\. . /\t;q. O q-vetor € = t;i A. At;,
pertence à álgebra exterior de T=À/ de grau q, AÇ(T=À/). Somente
os q-vetores unitários e decomponíveis (também chamados simples) de
AÇ(T=M) representam um q-plano.

Em cada G(q,T=À/) temos um produto escalar induzido da métrica
de AÇ(T=M). Denotamos este produto pela mesma letra que a métrica
em M, g. Assim para

€ = t;i A /\ uq e 77 = wi /\ /\ wq

temos

g(e, ,7) = det(g(«:, .«j)-$:.j$,) .

Seja a : G(q,M) -+ .&/ a projeção do vibrado. Para uma carta
(U,(z')) de M, seja (r-:(U),p = (z',('' '.)) uma carta de C(q,M),
onde para

z € U' '~ õi-(.) " A ã;a'(')<aq$n
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a aplicação coordenada p está dada por

p(',0(;'('),. . .,,"('),e:'''., ,. . . ,e,-''',''''")
Freqüentemente esqueceremos o ponto base z c À/ e diremos que (

pertence a G(q, M) quando para ser exatos deveríamos dizer que (z, e)
pertence a G(q, M).

1.1.2. O obrado tangente # : TG(q,M) --> G(q,M). Antes de
mais nada. especificamos umas coordenadas locais para o espaço
TG(q, .IW). Denotamos por ã a projeção do vibrado tangente a G(q, .A/),
ã : TG(q,M) --} G(q,M). Sda (U, (z')) uma carta de M ao redor de
z € M. Para um ponto (z,C) C G(q, .M) e 77 um vetor tangente a (z,C),

U.0 ?-Ex' ;m+ }l:.. "'-'''''ãF:Rm'zcck,.w),

; ««, lü - *-'(«-:w»,@) é .,-, «-
@(e,,7) =(z'lz),.. .,;"(z),(''''', , . .. ,ep'''','',",X',

,x",q', ' ,. ,,/'''', '")
Define-se o subespaço vertical de ZeG(q, .M) como 21( = .Ker(dr)C. O

ge é o subespaço de vetores tangentes a € que provêm de curvas {(t) em
G(q,Z,À/), i.e. de curvas que Vt a(((t)) = a(O = sç. Nas coordenadas
locais descritas antes temos

0€ = TeG(q,T=M) {(;',(''.'''',0,q'-''''') }

Existem muitos complementares algébricos de me em TeG(q, M), mm
pode-se definir um naturalmente usando a conexão de Levi-Civita de M
Isto é feito do seguinte modo.

Para um vetor z7 tangente a (sç,C) c G(q,M) como em (1.1) seja
e(t) = Ee'' ''(t)aÊí(t) A . . . A Õ3Í(t) o tra«porte paralelo de € ao
longo da curva integral de X = }j:X'ãa que passa por z A condição
Vx((t)It;o = 0 implica que

E e'' '' m'õl " ' ' ' " M --
l$ai<..'<aç$n

* ''-"'~,* (â «

Dizemos que v7 é o levantamento horizontal de X em ( se as coor-
denadas 77'- '. de (1.1) provêm da variação descrita acima, isto é, se
?'-.-'' = e'-''''' (tyl.:o.



1.1. METRICA DE SASAKI 7

O subespaço horizontal .6€ de TeG(q, M) é o espaço de todos os lev
antainentos horizontais dado por

8€ = {('', (''-'''', x', ?'''-'') c ZP(q, M)/

E «','.;L"
l$ai<..-<aÇ$n ''

Observamos que 8€ n Oe = {0} e também que

rcc(q, À/) = 8€ © ©(.

"õh- '''''v.*(õ3i A «ã:-)}

Um vetor 77 C TeG(q, M) se decompõe com respeito a esta
do seguinte modo,

,7 =(z',('' '',X',77''-'') = qÕ + m onde

» -$.*';} - . x. .'- ~»* lâ«a=1 ''' al<'..<aq \

soma direta

e

-..x.r'' ~;l« «;:--''- ~,* lá«
De6nição 1.1. Deâne-se o conector X: da conexão de Levi-Civita V

de M, X: : TG(q, M) --> G(q, M) como

X:((, ,7) = E «'- '.;L
l$at<..'<aç$n

a
A
'' Õz''

+

* '''''''.,* (â «

Como foi mencionado antes, o subespaço vertical 9 é o espaço tan-
gente à subvariedade G(q,Tz.A/). Como G(q,T=M) é um espaço ve'-
tonal, podemos identificar seu espaço tangente com ele mesmo, i.e.
Oe = Z(G(q,T=À/) = G(q,T=À/). A aplicação K faz esta identificação
natural da componente vertical de 77 como ponto de G(q, M). Temos as
seguintes propriedades de K.

Proposição 1.2 (ISI). O colector K: : 7'G(q, M) -} G(q, M) ueh$c«
1) « . X: = « . ã e «- . X:
2) Para u € T=M e uma senão ( : M --> G(q, .A/) lemos

x: (de(«)) = v,(
1.1.3. Definição da métrica de Sasaki. Uma vez dividido o es-

paço tangente à grassmaniana TeG(q, .A/) = .õe © qlo usaremos a e X:
para tomar a parte horizontal e vertical, respectivamente, e medir assim
"t"" em TeG(q, M).
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Deânição 1.3. Para 77i, 772 € TeG(q, iA/) definimos

(1.2) gs(,7- , W) g(d«'(,7-), d«'(m)) + g(X:(q-), X:(W))

A gs define uma métrica riemanniana sobre G(q, .a/) e é chamada métrica
de Sasaki.

A métrica gs converte a projeção a : G(q, À/) --> M em uma imersão
riemanniana. Da definição pode-se observar que o espaço vertical tZJ e o
horizontal .Õ são ortogonais.

1.2. Fibrações de Hopf

Existem três tipos diferentes de vibrações de Hopf dependendo da
dimensão da fibra: Si --.} S2n+l , S3 --.> S4n+3 e S7 --.> Sts

Considere-se a esfera S2n+l C ]R2"+2 = (y+l. Os diferentes modos
de identificar R2"+2 com os complexos (:"+i darão distintas vibrações da
esfera mas, evidentemente, todas elas congruentes.

Considerem-se todas as retas complexas em (:"+l que passam pela
origem. Todo ponto de S2"+i C C"+i pertence a uma única destas retas.
As retas comp]exas são subespaços lineares reais de dimensão 2 em ]R2"+2

Definem-se as fibras como a intersecção destes 2-planos com S2"+t
Por todo ponto passa uma e só uma fibra. Este procedimento define a
vibração de Hopf Si '-} S2n+l. As fibras são círculos máximos e portanto
subvariedades totalmente geodésicas de S2"+1 . As fibras representam o
conjunto de direções complexas em C"+l e portanto o espaço base da
vibração é o projetivo complexo CP"

Denotando por l a estrutura quase-complexa de ('"+l , a neta com-
plexa que define a fibra que passa por z C S2"+i tem {JÇ, ls} como vetores
geradores em Ru"+2. Como z é normal à esfera, lz será sempre tangente
à esfera. Assim Vz C S2"+1 o vetor lz é o vetor tangente à fibra.

A distribuição complementam à vibração de Hopf, (lz)l, não é inte-
grável. Para ver isto pegamos uma base de R2"+2 adaptada à esfera,
à vibração e também à estrutura quase-complexa: {z,lz,el,let,e2, ..

, e., le.}. Para calcular V..(lz) primeiro derivados em IR2"+2 onde l
é paralela:

o.. (1.) ,)

Assim. V{ = 1.

'Veill = lei C 7'S2n+l
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Com isto podemos calcular a segunda forma fundamental A de (lz)z
A matriz associada a A é:

o -il o
l o o

(1.3)

Como A não é simétrica, a distribuição (lz)x não é integrável.
Para definir a vibração de Hopf em S4"+3 com fibra de dimensão 3.

basta considerar a esfera dentro do espaço quaterniõnico S4"+3 c IfJP'+i
e pegar a intersecção da esfera com as netas quaterniõnicas que passam
pela origem (subespaços reais de dimensão 4 em R4"+4 ). Definimos assim
a vibração S3 --.} S4n+3 --.> IH[Pn. Como no caso comp]exo: a distribuição
complementar à vibração não é integrável.

A definição da vibração de Hopf Sz 'w Sis --} Clip não segue o mesmo
padrão. Se tentamos fazer a mesma construção que antes, percebemos
que o que seriam as retas de Cayley em Ca2 não são Ca-subespaços
lineares e que têm intersecção não trivial. Isto acontece porque a álgebra
dos números de Cayley não é associativa.

Assim se (al, a2) € S's C Ca2(a R'6) denotemos por Z(a.,a:) a "rega"
de Cayley que passa por (ai, a2),

Lb-,«) = {(p,q) € Ca'/]a c Ca,(p, q) = a(a:, a,) =(aa:, aa2)}

Evidentemente (al,a2) C .Lh.,.D mu se outro (ói,b2) = a(al,a2)
(oval, Cla2) C .L(..,a,) pode acontecer que #(Z)i, Z)2) çl .L(a.,a:) pOiS

#(b-,h) =(#Z,-,#h)),#(a',)) # 7(a-,«2),

mesmo com "r = #c!. Assim, (bi,Z)2) C L(..,aa) n I'(bi,b2) mas L(ai,a2) #

Z)(bi,b2)'. Tendo a mão a tabela de multiplicação de Cayley (ver por ex-
emplo IEI) não é difícil obter exemplos deste fato.

Para construir a vibração de Hopf S7 '-} Sis fazemos o seguinte. Soja
cl c Ca e soam

Z..: = {(«, b) C Ca'/b = aa},

21« (0, ó) c Ca'}
Estes subespaços também não são Ca-subespaços mas a diferencia

dos anteriores, estes Z,. e Z,. não tem intersecção em Ca2 -- {(0, 0)}. Em
I'(a,b) o ponto (a, b) determina a direção enquanto em 1,. o a determina
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a pendente. Trabalhando em C ou em m os dois tipos de conjuntos são
equivalentes mas não quando trabalhamos em Ca.

Pala definir as fibras em Siõ, pegamos intersecção das linhas 1,. e .L.
com a esfera.

Ao contrário das outras vibrações de Hopf, as fibras de S7 --.} Sis não
vêm determinadas pelas estruturas quase-complexas it, . . . , l7 induzidas
pela multiplicação pela unidades imaginárias de Cayley. Se a; = (zl , z2) c
Sis c Ca2 com iç C L., então liz :: (iliçl, iiaç2) não tem porque pertencer
a .[. pois

Z2 == (.EZI i z, i(a:«-) # a(i-.-),
e portanto liso « .L..

As estruturas quase-comp]exas definidas em (:"+i e ]H"+l serão forte-
mente usadas ao estudar o comportamento das vibrações de Hopf em
relação ao funcional energia. Por isto, os teoremas expostos não poderão
ser demonstrados do mesmo modo para a vibração Sz --.> Sts -.> CaP

1.3. Laplaciano da conexão

Seja (À4", g) uma variedade riemanniana, compacta e orientada. De-
notamos por V a conexão de Levi-Civita de g. Usando o produto interno
pontual do espaço tangente TM e a integração sobre À4 podemos definir
um produto interno em .Y(À4), o conjunto das seções do vibrado tangente
It : TM. -+ M

Sejam X e y campos vetoríais sobre M, definimos

<<x, }''>> = / g(x,}'')«,

onde p é a n-forma volume de M. Se a variedade não for compacta
deveríamos considerar seções C" com suporte compacto.

Através deste produto deânimos V', o adjunto de V como

<<v'x, y>> <x, vY''>>

l)eânição 1.4. Seja X um campo vetorial sobre M
conexão de X é a seção V'(VX).

O laplaciano da

O laplaciano da conexão também aparece na literatura matemática
como rouge lap/acían mas neste trabalho será referido simplesmente como
laplaciano.

Outro modo de definir o laplaciano é mediante o traço das segun-
das derivadas. Seja {e.}l::i um referencial ]oca] ortonormal de M. A
expressão

>.: V..V.. X -- Vv....X,
a::l

onde X € À'(M), é inva-jante.
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o 1.5. Se X C .Y(M) temo.

''- - -lx ''«»«" - '-«*la=l

DEMONSTRAÇÃO. Por definição, Vy c ,Y(M),

ç(v'vx,v l g(vx,'v\'')" g(v..x,v..\')"-

Por outro lado, para X e y fixos, seja Z € ,Y(M) definido por
g(Z, t;) = g(V.X, y) Vu c TM.

Assim, para um referencial local ortonormal {e.}::l, a divergência
de Z é

di«Z - >1:g(V..Z,e.) >1: V..(glZ, e.)) g(..,..) +
a=1 a,b= l

+ >: g(Z, e.)g(V..e., e.)
a,b=l

>l: v.. (g(v..x, }'')) - >1: g(v..x, v)g(v...., ..)
a=1 a,b= l

-E(v..b('..x,v» ,....x,n).
Portanto, usando o Teorema de Stokes

<<v'vx, }''>> - >: .L g(v,....x - v..v..x, }')«.
Como a igualdade é satisfeita Vy C Â'(Àcí) temos

V'VX =1>:--V..V..X + Vv....X.

-EL v..(,(v..x, }')) - 'N..v..x, *')) «.

Proposiçã

n

n

n

n

la

n

n

D

O laplaciano pode-se definir analogamente para seções do vibrado ten
soria[, AÇ(À4) -+ ]W
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Energia de campos de vetores

ll.l. Introducão
A energia de uma ap]icação diferenciáve] entre duas variedades rie-

mannianas / : .A/ -+ .N é dada por IELj:

f(/) llóyll'«,

onde z/ é a forma volume de M. Para evitar problemas com o sinal
consideramos À4 orientada. Para garantir que a integral converge ou bem
pedimos que À/ seja compacta ou só consideramos funções de suporte
compacto.

Um campo de vetores X sobre uma variedade riemanniana pode ser
visto como uma simples aplicação diferenciável entre a variedade e seu
espaço tangente X : M --> TM. Em TM temos definida a métrica de
Sasaki(ver Capítulo 1) e portanto podemos calcular a energia de X.

Definição 11.1. Seja X um campo de vetores sobre uma variedade
riemanniana compacta e orientada .A4". A energia de X é a energia da
aplicação X : (M, g) --> (TM, gS).

No Capítulo l foi descrita a métrica de Sasaki para o vibrado de q-
planos orientados. Agora, com q = 1, podemos calcular llaxll a partir
da definição de gs.

Seja {e.}l::. um referencial local ortonormal de À4. De (1.2),

g. (dX(e.), dX(e.)) =

(dX(e.)), d«(dX(e.)))+ g(X:(dX(e.)), X:(dX(..))) ,

onde n : TM --} M é a projeção do vibrado e K : 7'TM --> T.IV é o
conector da conexão de Leva-Civita V

Como X é uma seção, daodX = d(roX) = d(Idw) = Idem. Também
sabemos pela Proposição 1.2 que X:(dX(e.)) = V..X. Portanto,

>l: g;(dX(e.), dX(e.)) >1: g(e., ..) + g(V..X, V..X)
a=1 a=l

n n

Proposição 11.2. .4 enery a de X é dada pe/a eipressâo

f(x) - ;«i(.w) + li. v..xll'«,
12
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onde {e.}:;. é um re/erenciaJ /ocas ortonormaZ de À/

Com esta proposição podemos ver que

C(X) ? :"l(M)
Restringimos o estudo da energia a campos unitários pelo seguinte

fato. Para qualquer campo vetoria] X podemos definir Xk = {X e é
fácil ver que f(Xk) -----> $vol(À/). Isto é, quando problema é con-
siderado em ,Y(M) todo campo é instável. Daqui para frente consider-
aremos o funcional energia deânido para campos de vetores unitários,
8 : .Y'(M') -+ ]R.

O valor mínimo da energia, ?vol(M), é atingido se e somente se X é
paralelo. Assim o funcional C tem um mínimo trivial. Podemos dizer que
a energia mede por quanto se afasta o campo de vetores de ser paralelo.

Existem muitas variedades compactas que não admitem a definição de
campos paralelos. Nestas circunstâncias podemos nos perguntar se existe
uma limitação inferior para a energia melhor que $vol(M). Podemos nos
perguntar quais são os pontos críticos do funcional e se tem um mínimo
ou um ínfimo (talvez não único). A grosso modo, dizemos que os mínimo
ou ínfimos são os campos melhor ordenados.

A existência de campos unitários globalmente definidos em uma var-
iedade compacta implica que a característica de Euler é zero. Em var-
iedades de dimensão ímpar isto sempre acontece.

Nosso primeiro objetivo foi estudar a energia nas esferas de dimensão
ímpar maior que 3 mas vários dos teoremas aqui expostos são válidos em
variedades arbitrárias. Nestas esferas não existem campos paralelos mas
temos um exemplo básico de campo de vetores que a priori está muito
bem ordenado. O ponto de referência é o campo de vetores unitário
tangente á vibração de Hopf que foi definida no Capítulo l.

Pode-se encontrar na literatura matemática outro funcional bem pare.
lido chamado total bending IWill. O total bending Zi é uma renormal
ização da energia:

--+ (x

23(X) Ümt '* '@

-i'ÊãÕ5-(f(x) ;«l(M"))F
11.2. Resultados conhecidos

Wiegmink I'Will estudou a energia de campos de vetores unitários no
toro bidimensional. Ele achou em cada classe de homotopia um mínimo
para a energia.

Também é conhecida uma caracterização dos pontos críticos da ener-
gia
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Teorema 11.3 (IWiil e IWol). Um campo ca"zpo uniláho X em M"
é ponto crítico de € se e somente se

(n.i) v'vx =llvxll'x
onde 'V''VX é o laplaciano de X de.unido no Capítulo l.

DnMONSTKAçÃo. Seja .r um intervalo real contendo o zero e seja uma
aplicação diferenciável g : À/ x / --> 7''À/ de modo que p(z, 0) = X(z).
Denotamos por Xt(z) = g(]ç,t). A Xt é uma variação do campo X
através de campos unitários. Queremos calcular a variação de f para
uma Xt qualquer.

Denotamos por [e.}":i a extensão ao espaço M x / de uma base
local ortonormal em À/. Seja at a extensão a M x / de um vetor unitário
em 7'/. Abusando de notação, denotamos a conexão em .ü/ x / por V
Assim, partindo da expressão da energia da Proposição 11.2

af(x )
:iâÁ »*. '«- }

,. n

.l 'y-J g('V' at'V' eaXt,'i7e.Xt)y =

. n

J ).,g(v..''ç..x.,v..x-)«.

l,X ;,w...*., '...*.,«

Na última igualdade podemos trocar a ordem das derivadas V.. e
Vat pois a variedade .A/ x / é um produto riemanniano. Agora fazemos
uso da propriedade que define o laplaciano,

.E,çv..v,.x., -..xà« - f.,p;.x., ~''''xà«
Então,

af(x.)
at It=o g(Va.X. l.:o, V'VX)«.

O campo X será ponto crítico de f se e somente se eeál;al.:. = o
para qualquer Xt. Então, X será ponto crítico se e somente se para
qualquer variação temos g(VaXtjt:o, V'VX) = 0. Como X é unitário e
a variação é feita entre campos unitários, sabemos que o vetor diretor da
variação }'',

y ax,
Õt It:o

é ortogonal a X. Portanto X será ponto crítico se e somente se o lapla-
ciano tem a direção do X, isto é, se

V''yX = jX cam f C C' ÇM)



11.2.RESULTADOS CONHECIDOS 15

E fácil calcular o valor da função /,

/ :g(v'vx,x)
a=l

g(V.. V..X, X) + g(Vv....X, X)

>l:p(v..x,v..x)
a=l

Ellv..x 1' lvxll:
a=l

B

NOTA. Se a variação de X fosse em À'(M) e não em ,Y' (M) o vetor
diretor da variação y poderia ter componente não nula na direção de X
Neste caso, X seria ponto crítico se e somente se V'VX = 0 e como X é
unitário isto implica que VX = 0, i.e. os pontos críticos serão os campos
paralelos(mínimos triviais).

NOTA. Em IGMI a autora determina uma condição tensorial para
que um campo de vetores seja ponto crítico da energia. Esta condição
é pontual e portanto não precisamos assumir compacidade. Quando a
variedade é compacta o teorema de caracterização de IGMI e o aqui
exposto coincidem.

Teorema 11.4 (IWi21 e IWol)
pontos crúlcos da energia Vn ? l.

Os canil)os de Hopj em p"FI são

A estabilidade dos campos de Hopf como pontos críticos foi estudada
em IWi21 e em IWol.

Teorema 11.5 (IWi21). Os campos de #op/ em .SO são mhimos en-
tre os campos que, escolhendo como base do tangente a .formada pela es-
truturas quater'náonácas de Ró Ç;g 11, tenha con7zo coe/icÍe7ztes poZirzómáos
quadralícos homogéneos e Aarmonjcos de R4

Deste teorema ainda não se pode afirmar que os campos de Hopf são
mínimos absolutos da energia em S3. Para as outras esferas temos,

Teorema 11.6 (IWol)
quando n > 1.

Os campos de Hopf em g"+\ são instáveis

Para a demonstração deste teorema foi calculado o hessiano da en-
ergia. Mesmo em IWol um detalhe da prova está errado, o teorema
enunciado continua sendo certo.

Com técnicas completamente diferentes às de Wiegmink e Wood,
Brito provou o seguinte

Teorema 11.7 (IBI). O campo de #op/ em .g é o zí,zÍco rnhimo da
eneryza.

Para isto foi introduzido o funcional energia corrigida
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Deânição 11.8. Seja X um campo unitário em À/", riemanniana e
compacta. .A energia corrigida é:

D(X) IEt-ii' u(« 3)ll.#x-- ll2) «

onde para um referencial ortonormal adaptado {ei,. . .e. l,e. = X},
Hxx ' ;i3' )1,=':' g(V..X, eí)ei é o vetor curvatura média da distribuição
complementar a X

O teorema principal de IBI é,
Teorema 11.9 (IBI). .A energia corhgída em M" est(i Jímitada por,

D(X) ?
l

Rác.{(X) «,
n -- 2 Ju

onde Ricc{(X) é a cumatura de Rica de X. Se n > 3, a igualdade é
satisfeita se e somente se X é totalmente geodésico e confonne.

NOTA. Quando o grupo l-paramétrico de difeomorfismos que todo
campo vetorial define é formado por aplicações conformes, então o campo
é chamado col!/orbe. Uma condição para isto acontecer pode ser dada
em termos da segunda forma fundamental da distribuição complementar
a X, AÍj = --g(V..X,ej) onde os {eil=.' são ortonormais e também
ortogonais a X. Assim um campo X é conforme se e somente se

hi = hjj V{,.j = 1, . . . ,n -- l e hlj

Esta condição é também equivalente a

Cxg(y,Z)=Àg(y,Z) W.ZIX e .XcC"(M),
onde Zx é a derivada de Lie na direção de X. Os campos de Killing são
campos conformes com À = 0.

Notar que para a dimensão 3, a energia corrigida é igual a energia
pzzra, 2) = e. Pode-se comprovar que os campos de Hopf são os únicos
que satisfazem as condições de minimização do Teorema 11.9.

11.3 Soma da energia de n campos
Teorema 11.10. Seja M", n > 4, tina uahedade hemannáana com-

pacta e parale/ízáue/. Sejam Xi, . . . , X. n-campos de uetores unífáhos e
mutuamente odogonaís. Seja rÀ/ a cumatura isca/ar de À4. Então,

'M" '- 'Í"\(M).
A igualdade é satisfeita se e somente se todos os X. de$nem dis

tribuições complementares umbtüicas.
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DEMONSTRAÇÃO. Os vetores {X.}a;i formam um referencial global
de M. Denotamos por /z:ó = --g(V..e., eó). Notar que como os X. são
ortogonais e unitários temos /z:b :: --h:c quando b # c e /z:b :: 0. O
integrando da energia de cada X. é:

lvx.ll' (hg.)' + >1:(A:.)'
b,c#a b#a
E

(àg.): + }:(hg.y + >1:(A:.):
b;Éc b#a b#a

b,c#a

E
Então temos 3 tipos de comandos. O primeiro é a parte não diagonal

da segunda forma fundamental de Xal. O segundo é a parte diagonal
e o terceiro é a componente da aceleração de X.. Este último tipo de
termos, os h:., pode-se acrescentar à parte simétrica de outros Xb. Assim
somando os integrandos de todos os X.,

n

E
a=l

(n.2) lvx.ll'
a=1 ~ b7Éc b#a

b,c#a

Ê E'"*''* 'x'«;.,'l *

a=1* b#c ójéa /
b,c#a

;1l >1: ni.)' + >1:0a)'

Notar que temos retirado lig vezes o }:(Ag.y com b # c
fixo, temos as seguintes igualdades:

Para um a

(n.3)

(n.4)

(hg. - h:.y
b<c

b,c#a

>l: (A:. + AS): :
b<c

b,c#a

E - 2) }:lhh)' - 2 >ll: hgbhu,
b#a b<c

b,c#a

>l: IAg.y + 2 }: h:.h...
b#c b<c

b,c?éa b,c#a

Portanto somando(11.3) e(11.4),

(n.5) (Ag.)' + --]
b#a
E

>

;-l'! }: niJ' z
.z

;L il o;":.
b,c#a

hg.h:.) ;L., '.*J-) ,

onde a2(X/) é a segunda função simétrica da segunda forma fundamental
da distribuição complementar a X. (se XaJ- fosse integrável, a2(XaJ-) seria
a segunda função simétrica elementar das curvaturas principais de XaJ-).
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De (11.2) e (11.3)

Para obter a soma das energias precisamos integrar esta expressão.
Em IWI é demonstrada a seguinte equação

-:«(»*..*. -: E "g.x.) - E ...b#ab#a

onde c.ó é a curvatura seccionar do plano gerado por {e., eó}. Com isto,
obtemos que a integral de 2a2(Xal) é a integral da curvatura de RÍcc{ de
X. (ver também IBI). Deste modo

/ E«,(xn«+Ç«i(w)-

:;-LÃX ":«:(.*J« --Ç«-pa -

:-«l(.M).
R - 'z JM 'z

Das desigualdades (11.2) e (11.5) pode-se observar que a igualdade é
satisfeita se e somente se as XJ fossem todas integráveis e umbí]icas. []

2

As únicas esferas paralelizáveis são Si, S3 e S7.
11.10 aplicado à esfera fica:

Então o Teorema

Teorema 11.11. Em Sr a soma das energias de 7 campos {X.};:.
unitários globalmente odog07tais está Limitada por

Ef(x.) ? q«iHO.a=l

A igualdade é ativtgidti se e somente se as disthbuições compteTnentares
Q cada X. fossem formadas por esferas.

DEMONSTRAÇÃO. A curvatura escalar de S7 é constante igual a TS7 =
n(n -- 1) = 42. Agora o resu]tado segue facilmente. []

11.4. Campos de Pedersen

O campo de Pedersen foi definido em IPI em relação ao funcional
volume mas também é importante para o funcional energia.

Partindo de um vetor fixo u unitário e tangente à esfera no Polo Sul,
define-se o campo de Pedersen em z C S", P(z), como o transporte par-
alelo de u ao longo da geodésica que une o Polo Sul com z. As geodésicos
partindo do Polo Sul, que são círculos máximos, vão se encontrar todas
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no Polo Norte. Como o transporte paralelo depende da curva, não pode-
mos definir um valor no Polo Norte. Assim o campo de Pedersen tem
uma singularidade. Notar que se u é unitário, P(z) será também unitário
Vz C S" -- {Polo Nortes.

Como o transporte paralelo mantém o ângulo entre vetores, escolhen-
do n-velares unitários e ortogonais tangentes no Polo Sul, conseguimos
definir n campos de Pedersen em S" -- {Polo Nortes unitários e mutua-
mente ortogonais.

Para obter em coordenadas um campo de Pedersen raciocinamos do
seguinte modo. Em S" C ]R"+i temos

Polo Norte = (0, , 0, 1) e Polo S«1 = (0, ,o,-l)
Consideramos a projeção estereográfica centrada no Polo Norte

p : S" -- {Polo Nortes ---.} R"

',-, . - ..«*-' - (.h, ' 1 -- z.+i

e sua inversa

g-i : R" ----> S" -- {Polo Nortes

',« ,'«,-heh, ,zêh,g-ãJ)
Como g(Polo Sul) = 0, consideramos a base canónica de R", {eil::.,

tangente em 0 C Rn. O transporte paralelo desses {ei} em R" serão
os mesmos vetores só que em outro ponto. Como a carta g é conforme
(mantem os ângulos), o transporte paralelo na esfera pode ser calculado
em R" via p. Definimos o campo de Pedersen P{ como o transporte
paralelo na esfera do vedor dpi'(ei). Assim,

P:(«) aP;l(L)(': )
ldp;&)(e: )

Calculando as derivadas de g'' obtemos as coordenadas de Pi(z)

P.(,) l

l

1 -- z.+i' l

ZIZ2

. ,Ê=, .-)

=,...,e=,.,)
- Zn+l

- J;«+i ' lP:(,)
(n.6) :l=:-,:' i

-«'., - (É=, . . . ,p=, : - .L,,«)
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As curvas integrais dos {ei} em R" são retas e por tanto, via a pro-
jeção estereográfica, as curvas integrais dos PÍ são círculos. Pela mesma
ração a distribuição ortogonal a Pj é integrável e umbílica.

Para calcular a energia de P.(z) precisamos saber o valor de llVP.P.ll.
Para ca]cu]ar 'tZPbP. primeiro derivamos em ]R"+t e depois projetamos na
esfera. Assim

v.. p. - = í:l= Pü

se b # a l Zn.+l
VpbP. =

Z,l

Notar que com esta última derivada se comprova a umbilicidade de
Pf. Agora pode-se obter a norma de VP.

Pó.

lvp.ll2 = >.llvp.p.ll2 =
b:l

-i=h * '« - ,,,aw -
-í:;= + (« - q(1 - .«-..-)'

Finalmente calculamos a energia integrando a expressão anterior

fp.) -; .Z. llvp.ll'" + ;«]®") -

l /' l+z.+i . n-- 2

'i 7;. í:;=" ''' ''i
2na''# n -- 2

2 (n- 2)r('#) ' 2 (n

-;(B * : * «) «:';«, -

l
C. rlh« * ;«.:';", -

2zq ... ;...S")-

2 ''~' '

-f;;}«-w").
Mlesmo com uma singularidade os {P.ll7:i em S7 satisfazem as con-

dições de minimização do Teorema 11.11. Reparar também que a esfera
menos um ponto é paralelizável em qualquer dimensão. Assim amplian-
do o Teorema 11.10 à variedade completa S" -- {Polo Norte}, temos que
a soma du energias de n campos ortogonais em todo ponto atinge o
mínimo com os campos de Pedersen.
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Energia e energia corrigida de distribuições

lll.l. Introdução
Seja (M", g) uma variedade riemanniana de dimensão n = p+q. Seja

PÇ uma distribuição de dimensão q que chamaremos vertical. Denotamos
por H à distribuição complementar a P que chamaremos horizontal e que
tem dimensão p.

Usaremos como convenção de índices

l $Í,.j $ P , p+l $ a,P $ n.

Seja {e.} um referencial local ortonormal adaptado a estrutura quase-
produto (H, P), isto é, Vz C M

{.-(a),...,e,(')} CH, e {e,-.--(,),...,e.(c)} cy,.
Como foi visto no Capítulo 1, em todo ponto ]ç € M a distribuição

y define um q-vetor ((z) = e,+i(z) A . . A e.(z). Podemos ver P como
a aplicação diferenciável ( entre (M, g) e a grassmanniana de q-planos
tangentes a M, (G(q, M), gS), onde gs é a métrica de Sasaki,

( : M --} G(q, .A4')

« H ((,) = e,---(z) A

Lembramos que a energia de uma aplicação diferenciável entre duas var-
iedades riemannianas / : .A4 --> N é dada por:

f(/) IÓFll'«,

)l $ a, Ó 5; n

A e.(,).

onde p é a n-forma volume de À/

Definição 111.1. A energia de uma distribuição y é a energia da
seção € : (M, g) -+ (G(q, M), gs) que induz.

Para obter o valor de lld€112 fazemos uso da expressão da métrica de
Sasaki(1.2) vista no Capítulo l ,

gs(d{ (e.) , d{ (e.))
= g(d«(d((e.)), d«(d((e.))) + g(X:(de(e.))

onde a : G(q, M) -+ M é a projeção do vibrado e K : TG(q,
é o conector da conexão de Leva-Cívica V

Como € é «ma seção, dr(d{) = d(, o O = d(Idw)
Proposição 1.2 sabemos que X:(d{(e.)) = V..(. Portanto,

21

K(«(e.)
][/) --> G(q, ]W

Idrw. Pela
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>:gs(de(e.), d(('.)) }: g(e., e.) + g(V..(, V..O
a=1 a=l

Proposição 111.2. .A erzeryía da dista buáção P é dada pe/a expressão

f('n - ;«](w) +;Z,X lv..€11'«,
(ni.i)

onde {e.}l::. é um rd'erenciaZ local ortorzormaZ de M"

Podemos calcular 'Ve em termos da segunda forma fundamental de H
e 'P. Lembrar que a V atum como derivação na álgebra de multivetores.
Se e{ € '1{,

v..e- }: ',+- " /\ e.-l /\ V..e. /\ e.+i /\ /\ en.

Como e. é unitário g(V..e.,e.) = 0. Por tratar-se de um produto
exterior, o resto da componente vertical de V..e. vai dar um q-vetor nulo.
Assim só nos interessa a parte horizontal de V..e..

V..( -A$',...-A

onde /zl} = --g(V..e., ej). Quando derivamos na direção vertical eo obte
mos

CI J
/\ ea-l A ej /\ e.+l /\ /\ en,

v.,( - E E hÊ.',...- « /\ e.-i /\ ej A e.+i /\ . ' /\ e.,

p'is g(V.,e.,e.) (V.,.:,e.)
Deste modo,

lm.2) lv..(ll' - >1:(h$)' + >:(hi.õ):
a,i,j a,Ó,{

E
a

Com isto pode-se ver que o mínimo trivial da energia de distribuições,

f('P) ? ;«](M)
é atingido por distribuições totalmente geodésicos com complementar
também totalmente geodésico, i.e. quando a variedade é localmente um
produto riemanniano. Como no caso de campos de vetores, podemos
nos propor a pergunta de que distribuições são as de menor energia em
variedades que não são localmente um produto.

Os primeiros espaços onde pensamos estudar a energia de distribuições
são as esferas. Nas esferas temos definidas as vibrações de Hopf (ver
Capítulo 1). As vibrações de Hopf estão definidas de um modo muito
natural e estão a priori muito ordenadas. Por isto são candidatas a ser
mínimos da energia. No próximo Capítulo refutaremos ta] aârmação.
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111.2. Energia corrigida

Como antes, seja {e.} um referencial local adaptado a estrutura
quase-produto (%', Pq). Sejam à3 os coeficientes da segunda forma fun-
damental da distribuição 'H, hl} = --g(V..e., ej). Analogamente sejam
ül.a = -g(V.. eí, eB).

Denotalnos por 'ax e 'i:?v os vetores curvatura média, das distribui-
ções % e P

l n . P . . P n

'":.;, 'ü~-;.!i.(E";)'. 'ü«- ;E( É."L.)'..
' a=P+l {=1 'z {=1 'a=P+l '

A Definição 11.8 de energia corrigida de campos de vetores, pode ser
generalizada a distribuições do seguinte modo.

Definição 111.3. Seja P uma distribuição de dimensão q em M"
Define-se a energia corrigida de P como

"m - '''n - -.-(«) -- .L (,@ - nil;« i' -- «'ii'«n') «,
ou mais explicitamente,

:Âm.4) D(y }: llv..€11' + p(p - 2)ll.#xll'+ q' l.ã.ll' l «.
a

Notar que esta correção não é uma simples generalização da dada por
Brigo em IBI pois aparece a norma da curvatura média de y (comparar
Definição 11.8).

Um exemplo básico que desde o começo temos em mente é o das
vibrações de Hopf S3 '-} S4n+3. No caso de campos de vetores, a correção
da energia se anulava quando n = 3. A idéia de generalizar a energia
corrigida a distribuições incluía a esperança de que para o primeiro caso,
S3 --.} S7 --} ]EJIP, a correção se iria anular também. Para obter um
resultado interessante, a correção teve que ser dada de um modo que
resultou não nula no caso esperado. Como será visto na próxima seção, a
conjectura inicial de que a vibração de Hopf S3 --} Sz era mínimo absoluto
da energia éinfundada.

Teorema 111.4. Se P /or integrada/ então

D(V) >. .1 '}.q. ",

07zde ci. é a cumatura lecciona/ do plano gerado por {e{, e.} com e{ c 'H
e e. € y. .4 água/date é safes/Cita se e somente se P /or fofa/mezzte
geodésica e os uetores ueüicais forem conformes em relação aos horizoTt-
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NOTA. Como foi comentado no Teorema 11.9 um campo é conforme
s: .Cxg(y, Z) = Àg(y, Z) para y, Z -L X e À € C'"(M). Agora, dizer que
X. C P é conforme em relação aos vetores horizontais quer dizer que a
equação acima é válida para y e Z horizontais.

DEMONSTRAÇÃO. De(111.2) e da definição de curvatura média(111.3)
temos

}:llV..(ll' + P(P - 2)ll'RXll'
a

-E E(h$)'+E(AI..y+
a L iJ {,ê

- ; l; *# .«:,' -- :l '«

P

:(; «;)']
(m.5)

P

gç-DE ":"; --

Para cada a, as somas E(hS)' e E(h3)' podem ser escrita de «m
modo mais conveniente:

i) >:( Sy
t

}: (A$)'

(àl: - àZ)' + 2ASAZ ,

}: (h3 + A3)' - 2À$Aâ

E
(ni.6)

Assim de (111.5) e (111.6)

v..(ll' + p(p
a

2)ll'RWll' -: }: (àS - A%y +
' {<j,a

+2 : àS B + >: (A$ + h;l)' - 2 >1: h3h$ + }.1(AI.õy z:
!<i i<j,a {<j,a í,a,P

?2 >: (h3ÀÊ - Acha) + }:(àl:ó)' >:(Àl*#)',
t<j,a {,a,ó Q i,a,#

E
(ni.7)

onde a2a é a segunda função simétrica elementar da segunda forma fun
damental de % nã direção e..
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Sob a condição de integrabilidade de P, podemos relacionar a cur.
vatura média de P com a segunda função simétrica a; do seguinte modo

«L.y - E «:."i, -
c- a,ê
E

- }:(Al*.:y -'' }: (hl:.*h%. -

): + 2 l>: (AI..*àl,a

hi..AI,. + Àl*.hl,.)
(ni.8)

hl.aAI,.) + }l:(ài.õy

(Al:a)'

Agora, lembrando que o vetor curvatura média (111.3) está normal.
azado, podemos escrever a partir de (111.8),

ln1.9) ç'll.Ü,ll' 2.'{ + >: (AI,ayE
í i,a,g

De (111.7) e (111.9) temos

v..€11'+p(p 2) l.#xll: + q' l.#,ll' à
(ni.lo)

2E: g+2 : i+2>..:(AI,ó)'
a { i,a,P

Para ava]iar a integral do a2a e do a;, precisamos de um lema provado
emjCNI.

Sejam {0.} a co-referência dual a {e.} e w.ó as formas de conexão,
w.ó(e.) = g(V..e.,eÓ). As 2-formas de curvatura serão denotadas por
Ç2.ó(X, y) = g(R(X, y)e., eü) onde R é o tensor curvatura da variedade.
A curvatura seccional do plano gerado por {e., eõ} será expressada por
c.. = -QÜ(e., eó).

Em IGNI encontramos definidas as formas

9 }: >1: c(o')c(r)co,U.b+0 A 0.m A
aeGP rege

A O.(«)

/\ 0.(P) /\ 0r(P+2) A

'éi ; E .'.,.',, (x «,.-,. " "-.,,l « '..,, "
aeC5P rCC)q '' a

/\ é?.(p) /\ 0.-(p+l) A A O,(«)
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aeG.rÉGq \ f /", - E x: .'.).',)',.-, " . ' " '..,, « lx«,.«-,. ""',.,*,,) «aeGP rego \ { /

/\ 0r(p+3) A ' ' ' /\ 0,.(n)

e

Ç2 = }, >, c(a)c(r)ç),(i), +i) A 0.(2) A ' ' A 0.(P) A a.(p+') A
aeC5P 'reC)ç

/\ 0r(n) ,

onde 6P denota o grupo de permutações de {l, . . . , p} , 6ç as permutações
de {p + l, . . . ,p + q} e c(1) denota o sinal da permutação r. As formas
p, éi, é2 e Q são invariantes por mudanças de referencias ortonormais.
Estas formas satisfazem o seguinte lema.

Lema 111.5 (IGNI). Pa7'a g, éi, é, e Q de$rzidas acima,

'« - (-n' le-#ó- -''"
NOTA. Os autores de IGNI trabalham com a hipótese de integra-

bilidade das duas distribuições ortogonais mas estas não são necessárias
para a demonstração do lema. Na prova somente são usadas as equações
de estrutura da variedade À4 e propriedades do grupo de permutações.

Avaliando as formas Ói, Ó2 e ç2 na base {ei, , e.} temos

Q(.

1 )

1 }

1 )

,.«)

,.«)

,..)

-q!(p - 2)1 }: 2a;,
a

-p!(q - 2)! }: 2a; ,

(-iy(P - l)!(q - 1)! }: c{..

Z

(111.11)

Agora aplicamos o Teorema de Stokes ao Lema 111.5 e com (111.11)
deduzimos

lni.12) Á l; :.; -- ; ,.il/
Para obter a energia corrigida integramos a equação (lll.lO) e usamos

1111.12):

(111.13) D('P) ? /'. }: q.. + 2 >1:(hl.ó)'« ?
"''=' :a

como tínhamos enunciado
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Nas desigualdades (111.7) e (111.13) temos perdido vários termos.
Estes termos fornecem M condições para a folheação P ser mínimo de
21) As rnDdirãp .ãn

(in.i4) >1:(ài.ay
Q,#

; }: (A: -ABy ; }: (A$+hÊy
{<.j,a i<.j,a

Então, para atingir a limitação da energia corrigida do enunciado
do teorema, a P tem que ser totalmente geodésica e os vetores verti-
cais {ep+i, - - , e.} devem ser horizontalmente conformes. Isto é, Vct e
VX, y c %, ,c..g(x, }'') = Àg(x, y), .à c C"(M).

D

Notar que a limitação inferior do Teorema 111.4 depende a priori da
própria distribuição. Em qualquer caso o limitante é interessante pois
é a integral da curvatura seccionar cruzada da estrutura quase-produto.
Esta curvatura seccionar cruzada é um invariante de ordem 2 da estrutura
quase produto (também chamados invariantes lineares) ICI. Em espaços
de curvaturas seccional constante a limitação inferior depende só de n e
q

Teorema 111.6. E7zlre as d sthZ)lições ntegráueÍs, as ./ibrações de
#O )/ St -+ .SCZn+l --.> Cpn e .S3 --.> .S-in+3 ...} llllpn Vn > 1 são mÍhi7zzos
absolutos de 'D

DEMONSTRAÇÃO. Descrevemos aqui a prova para a S4n+3 com fibras
de dimensão q = 3 por ser mais interessante. No outro caso a prova é
muito similar.

Como foi visto no Capítulo 1, as fibras de Sa --.} S4n+3 são total-
mente geodésicas. Para comprovar a outra condição de minimalidade
de (111.14), usamos as estruturas quase-complexas 1, J e K definidas em
lll"+i. Para cada ponto z C Sa"+a C IEP+i, os vetores tangentes à fi-
bra são l(e), J(í) e K(f). Consideramos a base real {g,IZ,JZ,KZ, ol,
It;t , Jt;l , Koi , u2, . . . , Ku.} em IEil"+i que é adaptada à esfera e à vibração.
Nesta base é facilmente calculável a segunda forma fundamental Ax de
7Z com X c P. SÓ precisamos usar que as estruturas quase-complexas
são isometrias e paralelas (em R4"+4).

A matriz da segunda forma fundamental está formada por blocos 4 x 4
na diagonal do tipo

o -l o
l o o o
o o o -l
0 1 0

0 0 1 0
o o o l
l o o oAJ, o l o o
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e

Com isto obtemos a condição de (111.14) que faltava
n

111.3. Energia de distribuições. Análise global
Como foi visto na Proposição 111.2 a energia de uma distribuição P é

dada por

v..( l« + ;«i(w),

onde { é o q-vetar associado à distribuição.
Para a energia pura primeiro fazemos um estudo global e depois,

nas seguintes seções, faremos um estudo variacional. O teorema que
queremos provar é

Teorema 111.7. Seja P uma q-d strábuÍção ánfegráue/ e ohentada ern
À/" ríernalznía7za, compacta e oãentada. .Então

(111.15) ÁE ':.« -- ;«-(w),

onde c{.: é a curvatura lecciona/ do p/ano {ei, e.} com e{ C 'H e e. c P
A igualdade é satisfeita se e somente se V é totatmeTtte geodésica e 'H,
umbz#ica.

DEMONSTRAÇÃO. Pela equação (111.2) sabemos que

lv..€11' (À$): + }: (hl*o)' à
a,i,j {,a,#
E

(ni.16)
:='";,'*;'«;,') *

l

E

:Ú:'";'' *;'«;,')
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Como nos teoremas anteriores, para cada a, escrevemos as somas
E(hSy e E(Àlly do seg«ante modo

lii1.17) }:(A:l - AZ)'(p- i)l>:(hl:)'

lni.i8) }:(A$+AB)' >:(h3y+2 1: 1} 3
i<J {#j <j

Somando(111.17) e(111.18) conseguimos

(p - i) >:(h3y+ }:(Al}): - )l:(à:

+ >: (À; + àa)' + 2 >: (hSA$ - Al:AB) à
i<j 'i<j

22aoo .

Portanto integrando (111.16) e de (111.19) obtemos

t

IH1.19)

'çcn z i'!T L E ';« -- ;«i(w).P

Como P é integrável, a integral do og pode ser calculada através da
divergência de certo campo e das integrais das curvaturas seccionais c.l
com ei c %, ver IWI e Teorema 11.10. Assim conseguimos

E ':. + ;«i(w),

onde ci. é a curvatura seccionar do plano gerado por {ei, e.}.
Pelas equações (111.16) e (111.19), a igualdade será satisfeita se e se.-

mente se Vcv

t.af(p)? ;;'T

(hi.a): = o v{,õ (A3y se { # .j
e

(ã: - AB)'
Ou equivalentemente, se P é totalmente geodésica, e % for umbílica.

O valor

D

é a curvatura seccional cruzada da estrutura quase produto (H, P), ICI.
Para espaços de curvatura seccionar constante a limitação do Teorema
111.7 é independente da estrutura quase-produto. Com isto temos uma
limitação não trivial para a energia de distribuições.

Na esfera, a generalização a distribuições do campo Norte- Sul atinge
o valor da limitação pois é totalmente geodésico e o complementar é
umbílico. Este Norte-Sul de dimensão q tem também 2 singularidades.

a
t.a



111. ENERGIA E ENERGIA CORRIGIDA DE DISTRIBUIÇÕES 30

111.4. Primeira variação da energia

Com a primeira derivada do funcional energia obteremos uma carac-
terização dos pontos críticos para depois, com a segunda variação, decidir
sobre a estabilidade de certos pontos críticos.

111.4.1. Caracterização de ponto crítico. O critério para identi-
ficar pontos críticos da energia é muito similar ao dado para campos de
vetores (ver Teorema 11.3 IWill IWol). A diferença vem da interpretação
das equações já que agora temos codimensão maior.

Proposição 111.8. Uma d s&ribuÍçâo P é urn ponto etílico da ener-
gia se e somente se o /ap/aclama V'Ve é ortogona/ a todos os velares
tangentes de € na álgebra A.q(.M). Isto é,

V'V( = llV( I'e + }1: termos de tipo % A 'H A P A

DEMONSTRAÇÃO. Seja (tl, t2) um intervalo real aberto que contenha
o zero. Na variedade produto .A4 x (tl , t2) consideramos a aplicação

? : M x (tl , t2) --> G(q, M)

onde

« (?(,,t)) e ,7(z, 0)

A (t(z) = q(z,t) é uma variação arbitrária de y através de dis-
tribuições orientadas. Queremos derivar a energia para todas as variações
deste tipo. Estendemos o referencial ortonormal {e.} de À/ a À4 x (tl , t2)
denotando-o pela mesma letra. Do mesmo modo, seja õt a extensão a
M x (tl, t2) de um vetor tangente ao intervalo. Da de6nição (111.1),

n

: :} l..at Ç'}.,g(v..ü,'z..eõb« -c' J h,t

n

l >:g(VaV..e.,V..e.)"

Z...Ju \ " ea''st} ' ea''stJ )

a=l
n

l }:g(V..Va.(.,V..(.)u

g(Va(t , 'V'V(t) u

Como no caso de campos de vetores, podemos trocar de ordem as
derivadas Va e V.. pois À/ x (tl , t2) é um produto riemanniano. Avalian-
do em t = 0 temos

(111.20)
dé' (e. )

t:o p(v.«(.l,:., v'v0«.

O q-vetor Vaet t:o pertence ao espaço tangente no ponto (z,{) C
G(q, À/) e portanto de tipo 'H A P A . . A P. A distribuição P será um
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ponto crítico se e somente se !!1llliO l.:o = 0 para todos as possíveis escolhas

Lembrar que em V*V{ derivamos duas vezes o € original. O q-vetor
( é de tipo P A ' ' ' A P, portanto V'V( será a soma de q-vetores de tipo
VA..-A P, 'HA PA.--,A Pe%A'NAPA.. A P. Aequação(111.20) nos
diz que para que € seja ponto crítico de f, V'Ve não deve conter termos
de tipo % A P A ' . . A 'P

Lembrando que ( é um q-vetor unitário, podemos calcular a parte de
V'V{ tangente a (

e t

g(V'V(,e) ->:g(-v..V..( + Vv....e,0 g(V..V..(,0
a=1 a=l

v..(,v..0 1v..(ll'
a := 1 a = l

Então os pontos críticos da energia devem satisfazer a equação

v'v( VC I'e+1:'wA'HA'pA
O recíproco é claro. Uma distribuição que satisfaz esta última equação

é ponto crítico de e. [1

111.4.2. A vibração de Hopfé ponto crítico. Como foi dito antes,
o objetivo e estudar a energia das vibrações de Hopf.

Proposição 111.9. .,4 .pbração de .17op/ Sa -+ .g"+a --> IfllP" é um
ponto critico da energia f Vn ? l.

DnuoNSTnAÇÃo. Queremos aplicar a Proposição 111.8 a .M
sendo P gerada por {lz, Jz, Kz}. Agora € é o 3-vetor

S4"+3

( = lz /\ Jz A Ka;.

Primeiro derivamos € em R4"+4 onde as estruturas quase-complexas
1, J e K são paralelas.

Oxe =0x(1,) A J' A K« + I' A .0x(J,) A K. + 1. A J« A .0x(K.)
=lX /\ JI /\ Kz + ll /\ JX A Kz + lz A Jz A KX.

Notar que se X € P então ]X, JX e KX podem ter parte normal à
esfera ou componente vertical que se iria anular com o produto exterior.
Notar também que 1, J e K são fechadas em %. A parte de .Dx( tangente
à esfera é:

IX /\ Jz /\ Kz + lz A JX /\ KI +
+lz A Jz A KX(111.21) Vxe= se X c H

0 se X € P
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O valor Vxe - 0 quando X C P era esperado pois as fibras de
Sa --> S4n+3 são totalmente geodésicas. Agora, para obter \Z''V'( calcu-
lamos 'tZxVxe para X c 'H

l)x(Vx0 = 1(DxX) A Jz A Kz + 21X/\ JX A Kz + 21X A JI A KX
+k A J(DxX) A K.+ 21« A JX A KX+ 1:, A J. A K(DxX)
Antes de tomar a parte tangente, calculamos

VVxXe = V(VxX)X( '

= 1(VxX)wAJzAKz+lzAJ(VxX)xAKz+lzAJzAK(VxX)x .

Notar que l (yH) = (ly)X Vy C TM e similarmente para as outras
estruturas quase-complexas. Então, se X c 'H,

VxVx( -- Vv,.xe =(1(.DxX))v A Jz/\ Ka; + lz/\(J(.DxX))p A Kz

+lz A Jz A(K(Z)xX))v + 21X A JX A Kz + 21X /\ Jz A KX +
+21z /\ JX /\ KX.
Dos termos com DxX só precisamos tomar conta de g(l(.DxX), ll)

g(J(Z)xX), Jz) = g(K(OxX), Kz) = g(DxX,aç) = --g(X, X). Assim

VxVxe -- Vvxx( = --3ljXll2lz A Jz/\ Ka +
+ 21X/\ JX/\ Kz + 21X/\ Jz/\ KX + 21z/\ JX /\ KX

4n+3

v've (-v..v..(+ v,....e)
a=l

4n, 4n

= >1. 3ljeill'e + >: ( -- 21e{ A Jei A Kz -- 21el A Jz A Ke{ --
{ = 1 { :: 1

21z A Jei A Ke{) = 12n( -
4n,

>l: (21e{ A Je{ A Kz + 21e{ A Jz A Kei + 21z A Je{ A Kei)
lt

(ni.22)

Finalmente, e por pura formalidade, calculamos llV(ll. De (111.21),
4n+3 4n 4n

IVejj' = }: llV..(ll' = }: IV..(ll: = >:3jjeijl' = 12n.
a=1 {=1 {=1

Com as equações (111.22) e (111.23) comprova-se que a vibração de
Hopf satisfaz a Proposição 111.8 e portanto S3 -+ S4n+3 --> ]H[P" é ponto
crítico de f.

(ni.23)
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Aproveitamos os cálculos feitos na demonstração para obter o valor
da energia da vibração de Hopf. Da definição de energia (111.1) e de
(111.23),

'w; --, s'«") - l :« -- ;l l «-w'«*n

111.5 Segunda variação da energia

111.5.1. Cálculo do hessiano. Com a seguinte proposição obtemos
uma expressão razoável do hessiano da energia em termos do laplaciano
e dos campos diretores da variação.

Proposição 111.10. Seja y uma distóbu ção orientada de dimensão
q e est uma uahação a 2-parárnefros de 'P por distribuições orientadas.
Sejam os uetores diretores da uahação

y õs (,:t)=(o,o)

Então,

e
(,,t) (o,o)

(m-24) ?:gP- ..,' - .L(P ,,v. G.IP,n, v'vC) + g(w, v'vl'))«-
NOTA. Para obter uma equação mais clara, na tese da proposição não

temos usado a caracterização de ponto critico que nos dá uma expressão
para V*V(l

DnMONSTnAÇÃo. .Agora trabalhamos na variedade .A/ x (si, s2) x

(tl, t2), onde(sl, s2) x(ti,t2) contem a origem de R'. Da primeiraderiva.
da de f na Proposição 111.8, temos

/ >1:p(v..vac,.,v..c,.)".

Continuamos derivando esta expressão na direção as,

:;'K,o
>l:(p(v.,v.. va.{,., v..(,.) + g(v.. va.(,., v,,v..(,.))«.

n
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Como antes, podemos trocar de ordem as Vae e Va, com as V..

ã:laf((,. )

>:(g(V..Va,V, (,., '7..(,.)+ glV..V..e,., V..V.,e,.)) «

(.(v,,,..C,., ''vâD+ ,(»«e«, *'' ,,e,Ü)«.
Avaliando em (s, t) = (0, 0),

Â

õ o,., - .L (p(v,,v,.G*ln,n, v'vO + sOV, v'v\')) "
como foi anunciado.

n

Notar que uma boa expressão do hessiano não deveria depender da
variação. Em qualquer caso a equação (111.24) é suficiente para nosso
objetivo.

111.5.2. Instabilidade. Para estudar a instabilidade da vibração de
Hopf S3 '-+ S4n+3 --> IEJlpn usaremos a forma quadrático associada ao
hessiano. Em geral, quando se pretende provar a instabilidade de um
ponto crítico de um funcional qualquer, só se precisa achar uma variação
peia qual o valor do funcional decresça. Para a energia, tomaremos uma
variação (it da vibração de Hopf e derivaremos duas vezes em t. Isto é, na
Proposição 111.10 os parâmetros s e t representam o mesmo.

A variação (t que nos permitirá afirmar que as vibrações de Hopf
S3 --.> S4n+3 são instáveis está inspirada em ÍX.l. Ao contrário do caso
unidimensional (q = 1) onde os fluxos de Hopf S' --> S2"+t --} CP" são
instáveis exceto quando n = 1, agora temos instabilidade em todas as
dimensões. Isto é, a vibração S3 --.> Sz é também instável.

Definimos o campo Norte-Sul em S" do seguinte modo. Pegamos
uma aplicação linear / de R"+i . Restringimos / a S" e definimos

}'(z) = g,ad./'(z).

A aplicação / determina uma direção em IR"+i que privilegia dois
pontos antipodais na esfera, os que chamaremos Polo Norte e Polo Sul.
O campo y é tangente as geodésicas que saem do Polo Sul. Este campo
C'' é conforme, não de Killing, e se anula em dois pontos.

Por ser / linear, existe um vetor fixo w em p'+' tal que /(z) = <sç, u>
onde < , > é o produto escalar usual em IR4"+4. Então o gradiente de .f em
R4"+4 é o vetor constante w e para obter grad/ (o gradiente em S4"+3)
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só precisamos tirar a parte normal

}''(') /(z) <«,, ,>ã' «, - .f(.)f
.As derivadas de y em R4n+4 e em S4'l+3 são

lni.eõ) (..Dxj): - jX
yxY =--fX

k«,x)e- fx,

Deânimos a variação Ct como o transporte paralelo do € ao longo das
curvas integrais .de.y por um tempo t. Notar que Ct(z) é um q-vetar
unitário Vz € S4"+3, assim (t representa Vt uma distribuição orientada
de dimensão q.

Teorema 111.11. .4s ./iórações de Hop/ .S3 --> .g"+3 são nstáueís
como ponto.s crüÍcos da energia Vn ? l.

DEMONSTKAÇÃo. (12ueremos verificar que ê:gilfdlt:o < 0, onde Ct é a
descrita acima. Da definição de Ct, o vetor diretor da variação é

\ Vv€ IVh A Jz A Ka + lsç /\ JVh A Kz + lz /\ Jz /\ K}'x

Para avaliar o hessiano (111.24) com W' = y, primeiro calculamos o
fator g(}''', V*Vy). Para X c 7'S4"+3, a derivada de V em R4n+4 é

Z)xl'' =1(1)xyw) A Jz A Kz + IVh A JX A Kz + lyw A Jz A KX +

+lX A J}'x A Kz + lz A J(.Dxlh) A Kz + lz A Jyx A KX +

+IX A JZ A KYH + IZ A JX A KVH + IZ A JZ A K(DXYH).

Para obter Z)xyX é mais fáci! calcular a derivada da parte vertical e
depois subtrair de .Dxy. Como

g(y, ll)lz + g(y, Jz)JI + g(y, KI)Kz,

a derivada é

Dxyv =(DxY'')v + g(y, IX)lz + g(y, ll)IX +

+g(y, JX)J« + g(y, Jz)JX + g(y, KX)K, + g(y, Kz)KX

Então junto com (111.25),

l)xyx = Z)x'y -- Z)xyv =

j111.26) = -- g(X,w)F--/Xx -- g(y,IX)lz -- g(y,JX)Jz --

--g(y, KX)KI -- g(y, lz)IX -- g(}''l Jz)JX -- g(y, Kz)KX
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Observar que g(X, u) = g(X, y) pois X é tangente à esfera. Assim a
derivada de y projetada na esfera fica

Vxl'' = - 3g(X,y)e -/Vxe - g(y, lz)Oix€1,
- g(y, J-)0JX€1, - g(y, Kz).0KX(l, +

+ IYH A(JX)T .A KZ+ IYH A JZ A(KX)T+
+(IX)T A JYH A KZ+ IZ A JYH A(KX)T+
+(IX)T A Ja; A KVH + IZ A(JX)r A KYH,

(n1.27)

onde o subíndice r indica a parte tangente a S4n+3. Notar que escrevemos
l)ix€1r e não Vix( pois IX pode ter componente normal à esfera (isto
é, IX pode não ser tangente à esfera). E mais fácil continuar os cálculos
se distinguimos os casos X € y e X C 'H.

Primeiro se X € y, notar que IX, JX e KX podem ter componente
normal à esfera. Então dos termos Z)Íx€1r, Z)ix€1r e z)KX(Ir de (111.27)
só temos que levar em conta a derivada na direção normal pois por(111.21)
a derivada da parte vertical é nula. Assim

-g(y, l.)Dlx(l - g(y, Jz).0JXe - g(y, K«)-0KX(l . =
1.)g(X, 1.).0,( + g(y, J.)g(X, J«)D,( +

+ g(y, Kz)g(X, KJÇ).0,e = g(y, Xp)D,e = g(y, X)e

Assim a equação (111.27) com X C P fica

Vxy = - 2g(X, y)( + lyx A(JX)v A Kz +

+ lyx A Jz A(KX)v +(IX)v A Jyx A Ka +
+ lz A Jyx A(KX)v +(IX)v A Jz A Kyw +

+ lz A (JX)v A Kyx

Derivamos separadamente os termos de (111.28) uma segunda vez na
direção X C P. Lembrar que I' é de tipo HA yAP e que queremos saber
quanto vale g(y. V'V}'').

(m.28)

lui.29) Vx (g(X, }'')(1) lx,p = g(X, y)Vxe = 0,

Dx(lyx A(JX)v A K« + lyx A J« .'\(KX)v)
+l(.Dxyx) A (JX)v A Kz + lyx A Z)x ((JX)v) A Kz +

+lyx A(JX)v .A KX + l(Dxyw) A Jz .A(KX)v +

+lyx .'\JX A(KX)v+lyx AJ A Dx((KX)v).
Dos termos de (111.30) que contêm DxyX não vai aparecer nenhum

do tipo H A P A P pois por (111.26) se X c P, .DxyX será vertical ou
normal à esfera.

Avaliamos a parte vertical das derivadas l)x ((JX)v) e Z)X ((KX)v)
junto aos fatores comparáveis de (111.28) com X = V..e. c P

(ni.30)
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Vx((JX)v) l, - (JVxX)v

-',* (,U.*, :.):. -- .U.*, ',)'. -'- ,H..*, :',)«,) . -
-- g(JVxX, lz)la -- g(JVxX, Jz)Jz -- g(JVxX, Kz)Kz

(X,K«)l« - g(X,l«)K,l .. - g(VxX,K')l« +

+ g(VxX, l«)K' = g(X, Vx(K'))l« + g(X, Kz)(IX)v
- g(X, Vx(1«))K, - g(X, l,)(KX),

Kz) (IX)v - g(X, l,)(KX)v.
L)o mesmo modo

(ni.31)

(n1.32) vx((KX)«)l.- (Kvxx)v
Jz) (IX)v + Ér(X, l.)(JX)v.

Escolhemos como vetores verticais da base os {ll, Jz, Kz} e somamos
(111.30) para estes vetores verticais. Por (111.31) e (111.32)

>l: IVx(lixa(JX)-AK"+lh AJ.A(KX)«)X=lz.Jz.Kz
r111.33) .
' ' -lixa(JVxX)vAKz-lywAJ.A(KVxX)vl =' JHyy

= -- 21yH A Jz /\ Kz

Do mesmo modo para a derivada dos outros termos de (111.28), saben-
do que

Vx((IX)«) l. -(IVxX), -g(X, K«)(JX)« + g(X,J«)(KX),,
temos

>l: IV*((iX)«AIVw A K'+l"Acha(KX)»)
X=1=.Jsc.Kz

(m.34) .(lvxx)«AJyx AKz - l"AJyw A(Kvxx),l... -' JXPy
= -- 211 A Jyx A Kaç,

r ' l

P

>l: l(ix)vAJzAKVx +laçA(JX)VAKYXX=lz,Jz,Kz

(111.35) .(IVxX)v AJzA Kyw -- lz A(JVxX)vA KYHj
= -- 21z /\ Jz /\ Kyw.

De (111.29), (111.33), (111.34) e (111.35) concluímos que a soma das
derivadas nas direções verticais do laplaciano de V' é
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: :: ,..,..'' - ',...." "-, -
lm.36) :: . l;lÍl:lz ,A JI A Kz - 21z A Jyw A Kz - 21z A Jz A Kyx

= -- 2Vve = --21''.

Consideremos agora X C 'H. Na equação (111.27) podemos escrever
Vtx( em vez de l)lx( r pois agora IX será sempre tangente à esfera. Se
X e'H,

Vxy = -3g(X, }'')e - /Vxe
- g(y, lz)Vix( - glV, Jz)VIX{ - g(y, K«)VKXe +

+ lyx/\ JX/\ Kz + ll'h A Jz A KX+ IX/\ Jyx A Kz
+ ll A JVh/\ KX+ IX/\ Jz A K}''x + lz A JX/\ Kyx.

Derivamos uma segunda vez e procuramos de cada termo os de tipo
% /\ y /\ P. Assim

(111.37)

(in.38)
(n1.39)

Vx (g(X, y)e) 1x.. = g(X, y)Vxe,
Vx(/Vxe) i.,, }'')Vx( +/V.*Vx(l.,.,

pois Vx/ = g(X, grada) = g(X, y). Também

Vx (g(y, ll)Vlx0 x),v = g(Vxy, ll)Vix(l +

+ g(}'', VxlZ)V:xe + g(y, l.)(Vxvixe)1X,. :
/X: l«)V:xe + g(y, IX)V:xe +

+ g(y, l.)(VxV:x{)l,.,,

(111.40)

Para (111.40), como

então

.X A Jz /\ Kz Ir /\ KX /\ Kz + lz A Jz /\ JX,

Vx(Vlx0 = --VxX A JI A Kz -- X A JX A KI --

-- X A Jz /\ KX -- IX /\ KX A Kz -- lz A Vx(KX) A Kl+
+ IX /\ JI /\ JX + lz /\ Jz A Vx(JX).

Notarque(Vx(KX))X =(Dx(KX))X =(K.OxX)x = K(.OxX)X
K(VxX)X pois X € 'H. Assim (111.40) fica

Vx(g(y, l«)V:xe) 1,.,, = g(y, IX)V:x( +

(111.41) +ç(V,ll)l. -(VxX)x AJzA KI --lzA K(VxX)xAKl+
+ 1. " J« " J(V.*X)« l g(y, IX)Vixe+ g(y, lz)VI(v* x)C
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Também a derivada dos outros termos de (111.37)

(11142) Vx (g(y,J.)vJXe)1..,
= g(y, JX)V'JX'e + g(y, Jz)VJ(v*x)(

(n1 43) vx (g(y, K:«)vKxe) 1,,,, =
= g(y, KX)VK.Xe + g(y, Kz)VK(V,.X)(

Por finalizar com a segunda derivada de \', derivarnos os termos do
tiPO lyx A JX A Kz de (111.37)

Vx(lyx A JX .'\ Kz) lxv, =(Vx(lyx)), A JX A KI +

+ lyw A (Vx(JX)). A K,.
(ni.44)

Por (111.26) sabemos,

(Vxlyx)v = (1.Dxyx)p = --g(y, X)lz - g(y JX)Kz + g(y, KX)Ja;

Calc«Íamos também (Vx(JX)),,

(Vx(JX)), (JX)), (JDxX),
=(JVxX)v + J(g(.OxX,z)Z) =(JVxX)v - IXjl'Jz.

Portanto, como os X são unitários, j111.44) fica

Vx (lyx A JX .A Kz) lxvv = -g(y. X)lz A JX A Kz +

+ g(y, KX)l(KX) A Jz A Kz -- lyw A Jz A Kz +

+ lyx A (JVxX)v A Kz

(m.45)

O último termo desta equação vai se anular com o correspondente de
(111.37) para X = V..ei. Analogamente, a derivada de todos os termos
de (111.37) do tiPO lyX A JX A Kz ficam

Vx (lyx A J« A KX) l,.,. -
= -- g(X, y)l:r A Jz A KX + g(y. JX)l(JX) A Jz A Kz

- lyx A Jz A Ka + lyw A Jz A (KVxX)v,
Vx (IX A Jyx A K') l.,,

= -- g(X, y)IX A Ja; A Ka; + g(y, KX)ll A J(KX) A KI --
-- lz A Jyx A Kz + (IVxX)v A Jyx A Kz,

Vx (l« A J}'« A KX) l.,, -
(111.48) = - g(X,y)lzAJz AKX+g(y.IX)lzAJ(IX) AKz --

- lz A Jyw A KI + lz A JYH A (KVxX)v,

(ni.46)

(111.47)
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V.* (iX A J' A K}'h) l.,.
= - g(X, y)IX A JI A KI + g(}'', JX)lsç A JI A K(JX)

-- lz A Jsç A Kyx+(IVxX)v A Jz .". Kyx,
V* (l- A JX A KYH)l~,.

= - g(X, y)l« A JX A K', + g(y, IX)l« A Jz ,'- K(IX) -
-- la A Jz A Kyx+ lz A(JVxX)v A Kyw.

Se somamos as ecluações de (111.45) a (111.30) para todos os vetores
horizontais e subtraimos os mesmos que derivamos mas com X = V,;e;
obtemos

(ni.49)

(111.30)

E
XCH

2g(y, X) llX A JI A Kz + lz A JX A KI +

+lz AJI A KXI + }: ip(}'jKX)i(KX) AJz A Kz +
XCH

+g(y, JX)l(JX) A Jz A Kz + g(y, KX)l« A J(KX) A K«
+g(y, IX)lz A J(IX) A K« + g(y, JX)lz A J. A K(JX) +llil.õi)

+g(r, lx)lz A JI /'\ K(lx) 1 - 2 >1, 11yx A Jz A Kz +
X€H

+lz A J}'h A KI + lz A Jsç A Kyxl =
= --2VVW( + 2VVX{ -- 8nVVe = --8nVre

Por tanto de(111.38),(111.39),(111.41),(111.42),(111.43) e(111.31)
obtemos,

>l: v..v.. }''
(m.32) ::'

v....y

= - 7Vvwe -/V'V€1,{., - 8"Vv( =(-7 - 8n)V*'( =

pois o laplaciano da vibração de Hopf V'V( não contem termos do tipo
H A P A P (é ponto crítico, ver equação (111.22)). Conseguimos calcular
o laplaciano de y somando (111.36) e (111.52),

v'vy =>1:-V..V..V'+ Vv....}''
a=l

+7)y +9)y.
Portanto,

(n1.33) g(v'v\'', '1') = (8n + 9)g(y. y).

O outro termo de hessiano (111.24) que precisamos calcular é
g(VaVatetlt;o,V'Ve). Sabendo que a vibração de Hopf é ponto
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crítico (111.22),

(111.54) g(Vaca (i.l.:., V'VO =

= g(Va.Võ«(. l.:o, 12ne)+ g(Va.Va.e. 1,;., (xxv),

onde Cxxv = -- >1:111.(21e{ AJe{ AKz+ 21e{ AJz/\ Kei + 21z/\Je{ AKeí).
Para o primeiro termo de (111.54), como Ct é sempre um q-vetar

unitário

g(Va.Va.(., (.)+ g(Vó«(*, Va.(1.) o vt

Para t = 0,

(in.55) g(Va.Võ«(. *;., 0 -g(}'', }'')

Para calcular o segundo termo de (111.54), g(Va.Va.et .:., élxxv), us-
amos fortemente o fato de que Ct é um 3-vetor

e. (t) A «,(t) A «;(t),

o«de u-(0) lz, u2(0) = Jz e us(0) Kz. A primeira derivada é

«{(t) A «,(t) A «,(t)+ «-(t) A «;(t) A «,(t) + «-(t) A «,(t) A «;(t)

Para a segunda derivada, somente escrevemos os possíveis termos de
tipo 'H /VH /\ P quando t = 0,

Vaca(* ., = 2«{ (t) A ";(t) A "3(t) + 2"Í(t) A ",(t) A ";(t) +
+ 2«- (t) A «;(f) A «;(t)

M" («{(O)). :

e t«nbém («á(0)).
(v*(k)). («;(o)). :
: (VY(KZ))H = KYH. E«tãO,

(V«(J«)).

(V'«Vae.1.:.) .., -
=21yH A JYH A KI + 21}'H A JZ A KYH + 211 A JYH /. KYH
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Assim,
4n

,(',.",.âl.:., e-ü - -' E (,o:ü « '''h , :.. " '.., -.-
l&

2., ( g(ll'h A J}'h , 1.. A Jei) +

+ g(ll'h ,'\ Kyx, lef A Keí)+ g(J}'h A KYh,Jei A Kei))

(m.36) - 'E(,Hx, .D' -- .(Kyx, 'D' -* ,«x, .D' '
lt

+ g(Jyx, e:y + g(yx, e:)' + g(lyx, e:yl
4n

}.Ip(e:,VXy (yX,yX) (}'', V).
Finalmente, de(111.53),(111.33) e(111.56),

eiigêP .-(-:'«-*+'«--n

lt

t:o
g(y, y)« =

/ g(v. }'')« < o.
Assim Ct é uma variação de energia decrescente Vn ? l

n
Em outras palavras o Teorema 111.11 diz que as vibrações de Hopf

S3 --.> S4n+3 não são mínimas nem localmente entre as distribuições orien-
táveis de dimensão 3 em S4'l+3



CAPnULO IV

Volume de campos de vetores

IV.l. Introdução

Definição IV.l. O volume de um campo de vetores unitário X.
vol(X), numa variedade (.&/",g) compacta e orientada é definido co-
mo o n-volume da subvariedade X : M --> 7't.A4 onde em 7'tÀ/, espaço
tangente unitário, consideramos a métrica de Sasaki gs.

Da definição temos,

voÀ(x)= 1 ux(u)(gs),JX(M)

onde z.'x(w)(gs) é o pula-back na subvariedade X(.A4') da forma volume
de TiÀ/ com a métrica de Sasaki gs. Queremos calcular o volume como
uma integral sobre M. Para isto temos que considerar outra métrica em

Jx(M)
A métrica X'gs e a g estão relacionadas do seguinte modo. Sejam

y, Z C TM, usando a definição de métrica de Sasaki(1.2) temos

«x(@ (gs)

(x'g.)(}'', z) (}''),dx(z))
=g((d«(dx(y)), d«(dx(z))) + g(x:(dx(y)), x:(dx(z)))

Z) + g(VTX, VzX),
onde a- é a projeção do obrado tangente n- : T]W --> M e X: : TTM --} TM
é o conector de V. Assim, a mudança da métrica é

««.(X'gs) = «débil.À)««.(p)

onde para um referencial ortonormal de M", {e.}li:i, .4 é a matriz

Á

l+g(v..x,v..x)
g(v'.,x, v'..x)

g(v..x,v.,x)
l+g(v.,x,v.,x)

g(v..x,v..x)
g(v.,x,v..x)

g(v..x:v..x) l+g(v..x,v..x
43
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Com um simples cálculo chegamos a que o determinante de .4 vale

det(.4 lv..xll'+ )l:iiv..x A v..xll:+2.,ilv..x AV.xll:+

}l: llv...XA- Av'....x I'
al <'''<an- l

Notar que o seguinte termo que deveria aparecer na equação acima,
Veia /\ ' ' . /\ Ve.X, é nulo pois X é unitário. Primeiro notar que o n-
vetor V..X /\ . - /\ V..X é independente da base ortonormal escolhida.
Agora, se consideramos uma base ortonorma] onde e. = X, ao avaliar

g(V..X A ' .. A V..X,e- A ' ' ' A e.-- A X) = det(g(V..X, e.)),
p'rcebemos que a última coluna da matriz (g(V..X, eó)) está formada
por g(V..X, X) = 0 Va.

Assim, da Definição IV.l podemos escrever,

A V..X, ei A

Proposição IV.2. Sda X campo de velares unitáho ern (À4",g)
compacta e oüentada. O volume de X é dado pela expressão

«l(x) /déilliá + (VX)'(VX)«

(lv.l) v..xll'+E:llv..XAV.xll'+
a<b

V...XA AV.....xl'
a l < ...<an

Depois desta proposição fica evidente que

«l(X) 2 «1(M)
e que a igualdade é satisfeita se e somente se X é paralelo. Existem
variedades que não admitem campos paralelos e então surge naturalmente
a pergunta de se existe outra limitação inferior para o volume melhor
que o próprio vo](À/). Podemos-nos perguntar se a nova limitação vai
ser atingida ou não, isto é, em variedades que não admitem a definição
de campos paralelos, existem campos unitários com volume menor que
qualquer outro campo unitário?.

Nosso primeiro objetivo é estudar o problema nas esferas unitárias
de dimensão ímpar maior ou igual a três. Na St os dois únicos campos
unitários que existem são paralelos. Para S3 é conhecido o teorema,

Teorema IV.3 (IGZI). O tínÍco campo de uetores unátáóo de uo/-
ume mínimo n,a g é o campa de Hopj.

O campo de Hopf está definido no Capítulo 1. Para mostrar este
teorema foram usadas calibrações. Uma calibração de dimensão q numa
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variedade qualquer À/' é uma q-forma diferenciável p fechada tal que
Vu.* C %,.M

A «,) $ «1«me(u- A ' ' A u.) = llu- A
Dizemos que uma calibração caZ bra uma subvariedade NÇ se a igual-

dade da equação acima é atingida somente para vetores {u.} tangentes
a N. Neste caso é imediato que N tem volume mínimo em sua classe de
homologia. Seja N' outra q-subvariedade na mesma classe de homologia
que Ar. Então,

A «,l

«l(N') J J.n J,"~.-«t(N''ll.=.

Em IGZI, os autores encontram uma 3-forma p em TiS3 fechada que
calibre a subvariedade determinada pelo campo de Hopf. Assim o campo
de Hopf tem volume mínimo em sua classe de homologia. Todo campo
vetorial pertence a mesma classe de homologia e portanto Hopf é mínimo
global. Para a unicidade, em IGZI menciona-se que existem outras sub-
variedades de dimensão 3 em TtS3 calibradas por p mas nenhuma delas
vem determinada por um campo de vetores global.

Para as esferas de outras dimensões esta técnica não serve. Se existisse
uma calibração de dimensão 3 que calibrasse o campo de Hopf em Sõ,
teríamos que o dobro homológico da subvariedade de Hopf, que está
em outra classe de homologia, teria volume mínimo em sua classe. Em
IGZI encontra-se uma subvariedade que pertence à classe de homologia
do dobro dos campos de Hopf e que tem menos volume que o dobro do
campo de Hopf. Assim fica inútil procurar uma 5-forma fechada que
calibre Hopf.

Além da dificuldade mencionada nas esferas de dimensão maior, a
técnica de calibrações parece muito complicada em outro tipo de espaços-

Voltando as esferas, os campos de Hopf continuavam sendo candidatos
a mínimos absolutos do volume em SÕ, S7, etc. até aparecer o seguinte
resultado.

Teorema IV.4 (IJI). O campo de Hop/ em .SÓ é instáue/ para o /un-
czonaZ uolurne

Para demonstrar isto, foram desenvolvidos cálculos diretos para ver
que certa variação do campo de Hopf era de volume decrescente.

Outro artigo neste assunto é IPI onde é apresentado um campo de
vetores unitário com uma singularidade e de volume muito pequeno. O
campo de Pedersen P foi definido na Seção 11.4. A grande vantagem
de P(]ç) é que pode ser aproximado por campos unitários globalmente
definidos.

Em IPI é conjecturado que o volume de campos unitários em S2k+l
só é atingido por uma seqüência de campos que convergem a um campo
com singularidades. Isto é, que a melhor limitação inferior do funcional
volume é um ínfimo e não um mínimo.
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IV.2. Resultado principal

O teorema principal que queremos provar é,

Teorema IV.5. Sda X campo de uetores unátáho em M2t+i então,

(IV.2) «l(x) 2 If) (:fy'
onde a2i(XI) é a /unção siméthca e/emendar de ordem 2{ da segunda
fomta fundamental da distribuição ortogonal a X (não necessariamente
integráue!). Para k > \, a igualdade é satisfeita se e somente se X é
totalmente geodésico e X-t é integráuel e umbtüica.

O valor da integral dos a2i(XI) em variedades com curvatura sec-
cional constante foi caJcu]ado em IBLRI. Esta integral resulta ser inde-
pendente do campo X. Deste modo em S2k+i a limitação do Teorema
IV.5 é realmente uma limitação inferior para o funcional volume.

No caso da S2t+i , em IGZI afirma-se que existe uma limitação numé-
rica que coincide com a do Teorema IV.5 usando os cálculos de IBLRj.
Afirmação que não encontramos demonstrada nos artigos que os autores
fazem referência.

Para provar completamente o Teorema IV.5 vamos a realizar uma
série de reduções. Para começar, trabalhamos com a matriz da segunda
forma fundamental de Xx

Seja {ei,e2,-..e2J;,X} um referencial local de À/2k+i. Sejam
hij = --g(V..X, ej) as entradas da matriz da segunda forma fundamental
A da distribuição complementar a X (não necessariamente integrável).
Esta matriz define um endomorfismo do subespaço XIJ' c TzM Vz c
À/. Desde o ponto de vista algébrico, Xx é um espaço vetorial }'' que
tem definido um produto escalar.

Definição IV.6. O volume de uma aplicação linear T : V'n --> yn é O
volume de seu grá6co. Isto é, se g : V ''> y x V' é dada por g(u) = (u, Tu),
então

«i(r)
Para calcular o 'ç'olume de g(V) fazemos o seguinte.

aplicação
Definimos a

y x ."'. x }'' ---} A"(y x y)
(ui,...,u«) -} P(ui)A ..A9(u«)

que é multilinear e anui-simétrica. Pela propriedade universal da álgebra
tensoria], p. define uma única aplicação, que denotamos pela mesma
letra, g. : A"V --} A"(V x y) tal que

P.(«: A A «.) = 9(U-) A . . A P(«.)
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Por definição, para uma base {eil::i de 'l'

(lv.3) «1(r) = «1(P(}')) = llp.(e- A . - A e.)

Mas esta igualdade é independente da base escolhida, isto é, sejam {eilZ:t
e {êili::i duas bases ortonormais de y. É claro que ei /\ . - . A e.

Êêi A . . - A ê. e por tanto,

P.(.: ,'\ A e.) = :Ep.(ê- A . . A ê«)

Assim,

vo1(7') = ip.(e- A . - A e«) 9.(ê- A . . . A ê.)ll

Isto é, o volume de T expressado em (IV.3) não depende da base ortonor-
mal escolhida para calcula-lo.

Vamos supor que a matriz de T na base {eíl::. é .4 = (aÍj). Calcu-
lamos vo1(7'). Abusando de notação, denotamos a base de y x V' por
{e: =(.:,0),.«--: =(0,.:)}L.. O n-"tor p(e- A .-A..) é:

«'.-,"..-"«'.«, -(' *$': .«*:) «

Agora queremos expressar o n-vetor y(el) A A p(e.) na base usual
deA"(y x y), {ei. A ..Aei./l $ íl < .-- < í« $ 2n}.

p(e-) .'\ A p(e.) /\ e. +

+ }. aÍjei A
l${,.j$n

+ }: (':.j, «:,j, - "'-j,«:,j.)e- A
ii<i2
J l <J2

/\ ej:.i /\ e,}+{, A ej,+t /\

i l < . . .<{,t -- l
.j l < . . . <.j. - l

+ det(Á)e..t A . - A e2.,

+

/\ ej.i /\ e.+i /\ ej+i /\ /\ e. +

/\ ej,-i /\ e.+í. /\ ej.+i A

/\ e. --

l)j'' 'det .AÍl:ii:::.' ej. A e.+i. A /\ en+i... 'F

onde no penúltimo somatório .j« é o único elemento de {l,...,n} \
{.ji, . . . ,.j...} e .AÍliiiÍf é a submatriz de Á formada pelas filas ({i . . . {k)
e ,' col-u (.j: . . ..jk).

Então, como coeficientes de g(el) A . - A 7(e.) na base de A"(I' x V)
aparecem todos os determinantes menores de .4, além do l que acompa-
nha a el A . . . A e.. Com isto calculamos llp(ei) A . . . A g(e.)ll' elevando
ao quadrado cada coeficiente. Assim fica demonstrada a seguinte
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Proposição IV.7. Sela T uma ap/ilação linear e Á
de T associada a alguma base ortonov'mat. Então,

(a.j) « m«th;

liv.4) «i(r) (:* }l: «S + )ll: (det.4?l#)'+
l${ ,.j Sn { l <Í2

Jt <J2

+
t l <.''<tn- l '
.jt<...<.jn-t

E Ha l4Ji ---Jn-- l'''''ii...i..i
2

+ (det ..4y
{

Abusando de linguagem, chamamos de volume da matriz .A ao lado
direito da expressão (IV.4). Sabendo que se fizermos uma mudança de
base ortonormal em }' não muda o volume de .4, tentaremos obter outra
matriz semelhante B = P,4P'i de modo que seja mais simples calcu-
lar o volume segundo a equação (IV.4). Esta mudança de base em V"
representará uma mudança de referencial ortonormal em M2k+t quando
identifiquemos ..'l com a segunda forma fundamental de XI

Com o objetivo de demonstrar o Teorema IV.5, nas transformações
consecutivas deveremos controlar tanto o volume da matriz com os valores
dos a2i que aparecem na limitação inferior.

As entradas da matriz .4 são reais e portanto nada garante que .,4
tenha va]ores próprios reais. Cada va]or próprio real, se existir, tem
associado um vetor próprio unitário. Então se ÀI for valor próprio real,
existe um vetor unitário ui tal que .4ut = Àlt;l. Podemos modi6car a
bme original {eili::l de modo que ui seja o primeiro elemento da nova
base. Na nova base a matriz de T será

ÀI 012

0 b.2

Os valores próprios complexos têm associados dois vetores unitários
z;i , u2 tais que o subespaço gerado por eles <ui , u2> é invariante por T. Isto
é, se complexificamos o espaço V' e estendemos a aplicação T do modo
natural, T : y x iV --> y x il/, o valor próprio zl C C será tal que para
certos ul,u2 c V temos T(til + it;2) = zl(ui + it;2) . Mas,

;-(«- + i«,) =(Re(,-)«- -- Im(,:)«,) + i(Im(z-)«-+ Re('-)«,l
e

r(«- + i«:) = r(«-) + i7'(«,)
Portanto,

r«: =R,e(,-)«- -- Im(z-)«,
Tu, =lm(z-)u: + Re(z-)«,
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Se tomamos uma base ortonormal tal que t,-l e u2 sejam os dois
primeiros elementos, a matriz de 7' na nova base será

Re(z:) Im(,:) b-3

-lm(z,) Re(zl) ha
0 0 b33

bl.
b2.

0 0 b.3 ... b..

Tanto no caso de valores próprios reais como complexos, temos um
subespaço invariante }'i(de dimensão l ou 2). O segundo passo e re-
stringir T ao complementar ortogonal V2 de V'i em y

72 ' rl : Va ---> V2

« -> T«lv

De novo pegamos um va]or próprio real ou complexo, agora de T2, e
procedemos a modificar a base de V2 do mesmo modo que foi descrito
antes. Os novos vetores próprios de T2, que não têm porque ser vetores
próprios de T, são evidentemente ortogonais aos anteriores e são escolhi-
dos unitários. Repetimos o processo até completar uma base ortonormal
de }'' na qual a matriz de T terá a forma

0 a, b,
0 l-ó, a,

[sto é, a matriz 13 estará formada por uma parte supradiagona] (a
dos ÀÍ) e outra parte com caixas na diagonal de tamanho 2 x 2 e embaixo
todo zeros. A parte de acima da diagonal não nos importa.



IV.VOLUME DE CAMPOS DE VETORES se

Lema IV.8. Partindo de uma matiz genéóca .4 e co zs&rtzí7zdo 23
como joi deschto antes, temos

*'ol( .B )

DEMONSTRAÇÃO. No processo descrito acima só temos mudado de
base de y mediante uma transformação ortogonal. Como já foi explicado
antes, para mudanças ortogonais o volume não muda. Portanto, se .B =
P.4P'l com P ortogonal temos

e a:(.B) (..4) VÍ.

«l(.B)
Por definição as funções simétricas elementares oi são tais que

det(Á -- tid) = 1>:(
{=0

1)" :a:(Á)t"''

Mas,

det(.A - tld) = det (P(..4 -- tld)p'') = det(P.4P'' tl(i) =

= det(B -- tld) = 1>1:(--i)"':ai(-a)t"':í:o
Assim, a{(.B) = ai(.4) V{ :: 1, . . . , n.

D

A partir de .B construímos outra matriz C' tomando só os valores
próprios reais da diagonal ou bem as caixas 2 x 2 correspondentes a
valores próprios complexos. Preenchemos o resto da matriz de zeros.
Isto é,

'Ài 0

0 À2 0

À,
0
0C

0

0

Esta construção é completamente artificial mas conseguimos provar
que

Lema IV.9. Sendo B e C' as matizes deschÉas acima, lemos

«l(C') $«1(.B) e a!(C')=a:(.B) V{.
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DEMONSTRAÇÃO. Para calcular o l.,olume de 1? necessitamos todos
os determinantes menores de .B ao quadrado. Alguns destes determi-
nantes formam o volume de C enquanto que o resto são os que dão a
desigualdade. Os determinantes que sobram são os formados por ele-
mentos de acima da diagona]. A igualdade em vo](B) ? vol(C') será
satisfeita quando acima da diagonal todos os elementos sejam zero, isto
é, quando B = (7.

Tambéméevidente(lue ai(.B) = ai(O) Vá = 1, . . .n. O a: nadamais
é que a soma de todos os determinantes diagonais de ordem {. Como
B e C' têm a mesma diagonal e embaixo todo zeros, os determinantes
diagonais são iguais se calculados com as entradas em B ou em C'. []

Modificamos ligeiramente C' tomando os valores absolutos dos ele.
mentos da diagonal. Isto é, seja C' a matriz

À-l o
0 l.X21 0

À,l o
o 11«-1 ó- o
o l-z,- «:ll o

o 1«,1 z,,
0 l-Z', ja,l

É evidente que

(IV.5) «](c) «l(c') e a2i(C') ? la2i(O)l VÍ

A partir de C construímos também a matriz diagonal .D,
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D-
IÀ-l o
o IÀ,

À,l

0

0

'.? -; b?
0

0

Lema IV.IO. Se7zdo C e .D as matizes deschfas acima,

«l(c') . a:(C') $ a.(O) V{

[)EMONSTRAÇAO. Para me]horar a notação vamos assumir que os Ài
e os aj são positivos evitando assim escrever em todo momento IÀil ou
ajl. A diferença das matrizes C' e -D está na parte dos ai, bj. Para obter

vo](C), se calculamos os determinantes de ordem l referente as entradas

d. Õ l !é. 1l l .bt'm"

2al! + 2ó?

S. fm.m« . m«. «m « «'«du d. n, l ~/êR a;R) , .bt.m"

(««l iü)' * («ãi+)' 2a? + 2b?

Isto é, o mesmo valor. Para os determinantes de ordem 2, em C temos

det2
b,

0
d.t' r'«

1.? + ó?)',

mas em .D temos

0
1.? + ó?y,

que também é igual
os determinantes

Se quebramos uma das caixa 2 x 2 em O aparecem
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E)
8)
:)

2À?b},

4a?b?,

Mas em .D também aparecem

2det2 - 2.x?('3 + z,j

4det2
0 4('? + ó?)(«j + 4),

isto é, obtemos os mesmos valores.
Observar que este raciocínio é válido para os determinantes de qual

quer ordem. Assim

«l(c)

Para comprovar a desigualdade dos aí, perceber que os determinantes
diagonais que não quebram as caixas 2 x 2 correspondentes aos valores
próprios complexos, são exatamente iguais em C e em Z). Justamente
os determinantes menores diagonais em O que pegam só um a{ e os
correspondentes em .D que pegam só uma raiz x/c ? -+.. e serão iguais se
e somente se b{ = 0 (e af > 0). Portanto,

a:(C') $ a:(.O) V{ l,. . . ,n

Quando a dimensão da matriz é 2 ou 3 acontece um fenómeno a ter em
conta. Se a matriz (.; é 2 x 2 e tem somente um valor próprio complexo,
então a2(D) = a2(C') mas o bl # 0. Isto é possível pois ao calcular o

a2(C') não temos a possibilidade de quebrar a caixa correspondente ao
valor próprio complexo. Também na dimensão 3, se O tiver um valor
próprio complexo, e u outro logicamente real, o a3(.D) = a3(O') onde de
novo bl # 0.

Se a dimensão da matriz é maior ou igual a 4, a igualdade na equação
a{(O) $ aÍ(1)) será satisfeita se os va]ores próprios forem todos reais. []

Redefinindo as entradas de D, depois destas sucessivas reduções temos
chegado a uma matriz diagonal

,..'' (à' :) = 2.X?a}, «'li'
««: (: :)  ««'ll
  :) = 4ajó?,  
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Ài 0
0

0

D

0

onde os cisão todos positivos

Teorema IV.ll. Se 1) é uma matiz dÍagozzaZ e pos t ua de dámerzsão
2k temos que

«l(Dy 2: l l + >: -l&.,:(n)
Í= 1 \. 2i ./

onde a2i(.D) são as /Mações siméthcas elementares de ordem 2{ dos el-
ementos da dÍagona/ {Ài}2t. .4 igualdade é satÍs/Cita se e somente se
Z) :: Àld2k.

k k 2

(IV.6)

DnMONSTnAÇAO. Se as entradas da matriz 1,) são {ÀI, . . . ,À2k}, é

fácil ver que o volume de l) (a soma dos quadrados de todos determi-
nantes menores) é

(iv.7) «1(0y
2k

: --E .x? -* +.x? ..'"
i:l <Í2k - l

Desenvolvemos o quadrado da direita de (IV.6)

:*Ê g«, '«,)' - : *Ê#.;. *Ê:g ,: *i=i \. 2{J {=i \.2{/

- .z*,á$«:.« -ÊÉ ã4'«'"-"
(IV.8)

Por o-o entendemos a unidade (ao 1) e lembrar que

«j(o) - .j

{t<...<ij
Ài,

A desigualdade (IV.6) é na verdade uma relação entre polinõmios nas
variáveis {Ài} e portanto teremos que comparar os termos de igual grau
de cada membro da desigualdade.

A última igualdade da equação (IV.8) agrupa os distintos termos de
grau 2.j. Isto é, em

: *Ê g.,:'",:
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os termos de grau 2.j nos Ài vêm dados por

>l, {il?1111;5-a2ía2j-2í.
Assim, de (IV.7) e (IV.8), para demonstrar o teorema teremos que

ver que para.j = 1,...,2k se satisfaz

UV.9) >: À?. ' . . ,x: ? >1: 7nÍ7-5Q',:'''-':.
{t<'..<ij {=0 \.2{./ \2.j--2Í./

Notar que no somatório da direita aparecem muitos termos duplicados
jde fato todos ou todos menos um dependendo da paridade de .j). Por
exemplo para { = 1 e { = .j -- l aparece a2a2j-2 com o mesmo coeficiente.

Para ter uma idéia do que queremos provar, a expressão (IV.9) para
os primeiros .7 e:

2k

E *? 2 üHn-':,{:1

E» »?, : («..hn'- -- $2-:p'g,

X:, *?.*:*â : -- @.J%
« E «: .x?.ÀÍ:Àâ': z éi-DPk -:Hk - HPk - n '''"

3'

30a2o6 . 9a2
- ly(2k - 3)(2k - õ) ' (2k - i)'((2k (2k - 1)'(2k 3)'

Passamos a demonstrar (IV.9). É conhecida a desigualdade (a' +

+«li) ? :(a-+«,+.. +««)' edelaobtemos':+

(lv .lO) E À'.
it<'''<ij *: ;à(..:., «.. *: )' - à';

Para relacionar o o? com os distintos a21o2j 2í desenvolvemos a
fórmula que aparece em IHLP, pág. õ21 válida quando todos os À{ são
positivos. Seja

então,

(lv.ll) Pf ? Pi-iPí+l á - 1. . . . . 2k - l
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Em (lv.ll) temos a igualdade se e somente se os À{ são todos iguais
A partir desta fórmula pode-se conseguir

P3 ? Pj-2Pj+2

pois aequação(IV.ll) para { = .j -- le { =.j + l é

(iv.i2) p$-: ? z'j-,pj p3+- ? pj,j--:.
Assim, como os pj 2 0 pois os À{ são positivos por hipótese

cimos (IV.ll) por pj-i e pj+t. Com (IV.12)

Pj-iP}Pj+t ? P3- iPj+l ? Pj-2PJPj+2

Simplificando esta expressão:

(IV.13) Pj-tPj+i 2 Pj 2Pj+2

Então juntando (IV.ll) e (IV.13) temos

Pj ? Pj-2Pj+2-

Consecutivamente, deste modo pode-se provar facilmente
par,

Pj 2 Pj-2,Pj+2, Vs = 0,... ,.j/2
e portanto,

r2k\2

(IV.14) 'j Z 'Í]J'f7a-Vl-,,'j+,, Vs = 0,...,.j/
\.j--2S/ \.j+2s/

Quando .j seja ímpar nos interessará a expressão

P ZPj-2,-1Pj+2,+1 s=0,...,(.j- 1)/2

ou equivalentemente
r2k\2

(IV.15) aj ? -Í--:Í--Í7''ãi''Íaj-2,-taj+2,+t s = 0, . . . , (.j -- 1)/2.
\j-2s- l,J \j+2S+l l

Caso 7 Dar
De(IV.lO) e de(IV.14) temos Vs = 0,. . . ,.j/2

(iv.i6) }l.: À?. '''À: ? r " \r « \'j-','j--,,.
it <...<ij \.j--2s/ \j+2a/

Para que apareça o coeficiente de aj-2,aj+2, da expressão geral (IV.9)
temos que multiplicar esta equação por

(iv i7) 2Íãllêgl: i-« «'j .x?. . . . .x: 2 2-êllllll33-aj-,,aj...,,

multipli

que se J e

2
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se s :: l, , .j/2 e para o caso s = 0,
/ k \ 2

yg- E *?.
\. j / it <'''<ij

Para demonstrar (IV.9) faltará ver a soma dos coeficientes de (IV.17)
Vs = 1, . .. ,.j/2 com o coeficiente de (IV.18) dá exatamente l. Isto é,
faltara ver se

(IV.18)

.g ({!,) ({\,)
" Z.a /2k\

s=1 \ .j /

Reordenando o somatório, queremos provar que

Esta igualdade é certa pois ambos números combinatórios podem se
obter desenvolvendo o polinõmio (l + a;)'k de maneira direta ou bem
desenvolvendo primeiro (1 + 1)k e depois elevando ao quadrado.

'-Ê
k

j -z

j/2- 1

-,E
t:o

k
.j -z * (,;,

k2A

J

* \ -:.(IV .19)

( IV .20 )

Ê (Y)' - ': * ''" - ': * .''':+.)*

:Ê (;)''':Ê (:),'':
f) (, ! ,) ,'.j=o z=o

Caso j ímpar
A demonstração de (IV.9) para .j

A pequena diferença é que agora não
(IV.lO) e(IV.15) temos Vs = 0, . . . ,(j

ímpar é análoga à do caso par.
aparecem termos do tipo aj. De
- 1)/2

llv.2t) 1>: À?. ' . . .xi Z 7-1i'-Jf/'n'''Í'j-,,--'j+',-'---
{i <-.<ii \.j--2s-- 1/ \.j+2S+l/

Devemos ajustar esta equação para que os aj-2s-laj+2,+1 levem o
coeficiente que aparece em (IV.9),

' :.E:j*?-

2s -- l a.j +2s+ l .-.,...,tF
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Para demonstrar (IV.9) faltará ver (lue

,â (,,, -: - :,,)
k ;'' *:* :,,) - (T)

que, como no caso anterior, é certo pois basta desenvolver (l + z)2k y
(l + z)*(l + z)k por separado.

Para finalizar observar que tanto no caso par como no ímpar as de-
sigualdades são estritas se e somente se os {.Xi} não são todos iguais. Isto
é, a igualdade e satisfeita somente quando Ài := À2 :: . . . = À2k.

D

O teorema dá uma desigualdade para Ài ? 0 onde {Ài, . . .À2k} são

as entradas da matriz diagonal D. Acompanhando a demonstração de-
talhadamente percebemos que expressão pode ser um pouco mais geral.
Sem exigir que os À{ sejam positivos temos que

k /k\ k /k\

Í:0 \2{/ i-0 \2{/
«](.o) ?: }: -l tl.,:({ .xj }3: . )EÇ-.::({l.xjllj:.) ?

ZZ

2k2k(IV.22)

Já temos todas as ferramentas para provar o Teorema IV.5.

DEMONSTRAÇÃO DO TEOREMA IV.5. Sela {ei,. . .,e2k,e2k+i:= X}
um referencial local ortonormal de M2k+i . Seja A = (àÍj) a matriz da se--
funda forma fundamental de Xz (que não necessariamente é integrável).
A partir da expressão do volume de um campo unitário na Proposição
IV.2 e do volume de uma matriz da Proposição IV.7 temos que

(IV.23) «1(X) ? / «l(A)«,
onde a igualdade é satisfeita se e somente se X é totalmente geodésico.
Através de uma mudança de base ortonormal em Xa podemos modificar
a matriz A como foi descrito no Lema IV.8 e obtemos uma matriz .B
supradiagonal com, tal vez, caixas 2 x 2 na diagonal. Como no Lema
IV.9 construímos uma matriz C quase-diagonal (o de quase é pelas caixas
2 x 2 que podem aparecer na diagonal). Tomando os valores absolutos
na diagonal definimos C. Por último seja matriz diagonal Z) como no
Lema IV.lO (com entradas positivas). Então,

(IV.24) / «1(A)«
M JM

= 1 «\(ê)«= 1 «\(n)«.
M JM

Também pelos Lemas IV.8, IV.9 e IV.lO e de (IV.3) temos as de-
sigualdades

(IV.23) a,:(D) ? a::(C') ? la,:(O)l a,i(Z?)l
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Por tanto usando (IV.23), (IV.24), Teorema IV.ll e (IV.23) consec-
utivamente,

«l(x) 2 «l(D)« 2
:: *Êg.,:'«,) « :

como foi dito em (IV.2).
Com k > 1, as desigualdades dos Lemas lv.9 e IV.lO são igualdades

se e somente se o endomorfismo A é diagonalizável (i.e. com todos os
valores próprios reais). O Teorema IV.ll nos diz que para a igualdade
todos os valores próprios têm que ser iguais. Então, a igualdade em (IV.2)
é satisfeita se e somente se X é totalmente geodésico e Xa é umbílica,
ÍA := Àia2k. U

IV.3. Conseqüências

Como foi mencionado antes, as integrais das curvaturas {-ésimas foram
calculadas em espaços de curvatura seccionar constante.

Teorema IV.12 (IBLRI). Sda .A/"+t uma uaráec/ade com cu atura
seccíona/ c07zstante c e X um campo de uetores u7zitáho. Então

.:(x'), - .l(H)':''"i(.w)
M l u

se n e z sao pares
se n ou i forem ímpares

De este modo o Teorema IV.5 aplicado à esfera fica

Teorema IV.13. Sda X campo de uefores unátár o em .gzk+i então

«l(x) ? ;a'"l(s'''''''),
Batendo a igualdade, com k > L, se e somente se X é totalmente geodésico
e X-t integráuel e umbzüica.

E

k

DEuoNSTnAÇÃo. Pelo Teorema IV.12

.c,.*.â8 '*'««*ágh (:)

-: ©«-H"*D.

r".... .,: (x')«
(IV.26)

Em IPI foi desenvolvido este somatório e pode-se comprovar que

â (:) (T)
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Assim do Teorema IV.3 obtemos

«i(x) ? 'ân-«i(s"'''').

As condições para a igualdade são, pelo Teorema IV.5, que X seja
totalmente geodésico e que a distribuição Xx seja integrável e umbílica
IA = Àld2J;). O valor de À pode mudar de ponto a ponto e também pode
mudar de sinal.

Nestas condições, a desigualdade (IV.26) será sempre igualdade, pois
os o2i não mudam de sinal, já que a ordem destas funções simétricas é
par.

k

k

E)u \ ' ' / /') l.\

já tinha sido sugerido como limitação inferior do volume de campos com
outras técnicas IGZj. Mesmo sem estar demonstrada esta afirmação, as
técnicas de IGZI e IGMZI indicam que o valor gz(k) corresponde ao
volume de uma calibração p em TIS2t+t. Todo indica que os autores de
IGZI e IGMZj não sabiam se p calibrava ou não algum campo vetorial
quando k > 1 (sabia-se com certeza que não calibrava o campo de Hopf).

Com o Teorema IV.13 temos encontrado a mesma limitação de um
modo muito mais naturall e agora sabemos a quem cali.brada essa p: a um
campo de vetores totalmente geodésico com complementar umbílico. O
campo Norte-Sul unitário, tangente as geodésicos que unem o Polo Norte
e o Polo Sul, é um campo com estas condições. Este campo Norte-Sul
tem duas singularidades.

Procurando campos de vetores unitários globalmente definidos nas
condições de minimização do Teorema IV.13 achamos na literatura mate-
mática o seguinte resultado.

4k

k

O valor

Teorema IV.14 (IBWI). S©a M urna uahedade ríemann ana corn-
pteta com cumatura de Rica não negativa. Se J: é uma jotheação de
codimensão l sobre M e /-L, o ./Zuzo normal a .F, é geodésico, então .F
é totalmente geodésica e J:L é paralelo. PoHanto M é localmente um
produto hemanniano.

Com este teorema temos a seguinte proposição.

Proposição IV.15. Não eàste em .S2k+i com k > 1, um campo de

«*"e. -itáho c.m «/«me ig-Z â 4'(T)''«i(S"''').
DEMONSTRAÇÃO. Se existir em S2k+i um campo de velares X que

atingisse a limitação inferior do Teorema IV.13, X seria totalmente geodé-
sico e peão Teorema ]V.14 a esfera seria um produto ]oca]. Contra-
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Para k = 1, isto é em S3, o Teorema IV.13 dá a limitação

«l(X) ? 2«1(S3).

A partir da segunda forma fundamental da distribuição ortogonal ao
campo de Hopf, calculada em (1.3), é fácil obter o volume de Hopf em
S }

«l(H@/(3)) «1(S;)

Então, o campo de Hopf atinge a limitação inferior, é totalmente geodésico
mas o complementar nem é integrável. As condições da igualdade do
Teorema IV.5 são válidas só em dimensão maior ou igual a 5. Como foi
notado na demonstração do Lema ]V.lO, ao construir a matriz diagonal
Z) a partir de uma quase-diagonal C em dimensão 3 (n = 2k = 2) e com-
provar o comportamento dos aj(Z)) em relação aos aj(C), poderia se ter
a igualldade sem ser a parte imaginária do valor próprio complexo (o bl)
igual a zero. Com isto, em dimensão baixa poderíamos ter ajll)) = aj (C')
sem ser todos os valores próprios reais.

O Teorema IV.13 também tem uma leitura tipológica.

Teorema IV.16. Sda X um campo de uelores unitário em .gk+i
Seja X(XL) Q 2k-joT"ma de Enter do sub$brado ortogonal a X e o2k+\ a
fomta dual de X. Então,

«i(x) z lliZr .L'.... *(x') " o«---

DEMONSTRAÇÃO. Pelas equações de estrutura, a 2-forma de curvatu-
ra QÍj de XI está relacionada com a 2-forma de curvatura Qij = 01 /\ 0{
de S2k+i do seguinte modo,

(IV.27) f2íj = CO ,2k+l A wj,2k+i + Ç2ij,

onde uí,2j;+l(y) = <VVe{,e2k+i> para y tangente a XI são umas das
formas de conexão de S2k+i. Os valores de w{,2k+l (y) vão nos fornecendo
a segunda forma fundamental de X-t

Por definição, ver por exemplo IGr, pág. 831, o PfaKiano de Q = (ç2Íj)
é a 2k-forma

Pf(Q) = 1 1>, c(r)Q,(i).-(2) A ' ' ' A Ç2,(2k-i)'(2t),

onde 62t denota o grupo fundamental de permutações de {l:
f(1) é o sinal de r

2k} e
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Por (lv.27),

62

2*klPf(Ç2) (,') («,,.u,2*-''- A "'m,«--- + 0,m ''- 0,m) A

A («,,(«-D,«--- A "'("),"-'.- + 0.(«-D '\ 0,(«))

= >1' c(r)0,(t) A 0.(2) A ' ' A 0.-(2k) +

+k >: c(1-)u.(i),2k+i /\ w.(2),2k+l /\ a,(3) A ' ' ' /\ a,(2k) +

--(;) E..,,«,'-,,,.*. " "",''",,.*- " ".'«*-, " " ','",
+ 1> c(r)wr(1),2k+l /\ . ' ' A ur(2k),2h+l-

Avaliamos o termo genérico de Pf(ç2) na base tangente aXz {ei, . . . , e2k}

T

T

T

>l:.(')«'.W,«--- A ' A ".PD,«--- A 0,pj--D A A 0,(@ (e: , .

= }./Wr(1),2k+l /\ . ' ' /\ Wr(2j),2k+l /\ Ol-(2j+l) A ' ' ' /\ 0v(2k)(er(1)

=(2k -- 2.j)l }. w,(i),2k+i /\ ' ' ' /\ w.(2j),2k+t (e,(i), - e.(2j))

=(2k - 2.j)1(2.j)!a,j(X').

Assim o Pfaãiano fica,

-''-, - à[(:) ',*,, *(f) ',* - ,,:''.,'*',
* (;) ,* - ,.'''''''.,,'*', *
* (:) ,*,, ,* *',],- «.. «":.

-w IÊ (i) (:ii
Também sabemos, IGr, pág. 841, que

x(x") - Õ;Fprm)

T

7

7

, - . - e,(2k))

+
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e portanto

IÊoc ''«.*',l «-« «««-np*'*',
Assim o integrando da limitação inferior do Teorema IV.3 é também

E ©':.« - l:F*P'') " '«*..
Em particular,

.:j (x " ) ai /\

«i(x) ã ?;:F .Z".... x(x") A o«.....
D

Para finalizar, podemos aplicar o Teorema IV.3 a espaços compactos
com curvatura seccional constante negativa. Este tipo de espaços são
os quocientes de ]H[" por um grupo discreto de isometrias de ]fj]". A
demonstração do seguinte teorema é análoga à do Teorema IV.13.

Teorema IV.17. Sqa .A/2k+t uma t;ar idade compacta, orientada,
hemanníana e com curuafura seccÍorza/ constante c < 0. Sqa X um
campo de uetores unitário, então

«-(x) zE (ll/«:(w)-
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