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RESUMO

Soam Ã um corpo, G um grupo e y(KG) o grupo das unidades normalizadas na

álgebra de grupo -R'G. O anui-automorfismo em G, g H-lp g'i , estende-se linearmente ao
anel-automorhsmo

~ - E«,g » «* - E «,.-:
em l/(K'G). Define-se o subgrupo unitário de Ã.G o seguinte:

K(K'G) X'G)la'

O objetivo deste trabalho é determinar a ordem do subgrupo unitário K.(KG), onde

K é um corpo finito de característica p (p um número primo) e G é um p-grupo finito.

Numa primeira etapa, determinamos a ordem do subgrupo unitário %(.ZTG) no caso

da característica p > 2. No restante deste trabalho, determinamos a ordem do subgrupo

unitário l,/*(-KG), quando K é um corpo finito de característica 2 e G é um grupo finito

dentre os seguintes:

(i) G é um 2-grupo extra-especial;

lii) G é um produto central de um 2-grupo extra-especial com um grupo cíclico de ordem
4

(iii) G é um 2-grupo contendo um subgrupo abeliano .A de índice 2 e um elemento ó tal

que b inverte cada elemento de .4.

Ressaltamos que pot (iii) obtemos a ordem do subgrupo unitário X.(.KG) para os

2-grupos diedrais D2« e os quatérnios generalizados Q2- (n ? 3).



ABSTRACT

Let -K be a field, G be a group and V(K'G) be the group of normalized units in

the group algebra KG. The anui-automorphism in G, g » g'l, extends linearly to an

anel-automorphism

'* = }, a,g H a'' = }: a.g':

of V(.lrG). Define the unitary subgroup of -KG the following

K.(Ã'G) Ã'G)la''

We determine in this work the order of unitary subgroup l,/+(Ã.G), where .K is a rinite

field of characteristic p (p is a number prime) and G is a rinite p-group.

In a first step, we determine the order of unitary subgroup %.(-lrG) in the case of the

characteristic p > 2. In the remainder of tais work, we determine the arder of unitary

subgroup % (.KG), when }r is a rinite field of characteristic 2 and G is a rinite p-group
among the following:

li) G is an extraspecial 2-group;

(ii) G is a central pioduct of an extraspecial 2-group with a cyclic group of order 4;

(iii) G is a 2-group which contains an abelian subgroup .A of index two and an element

Z) suco that b'iab = a'i for all a C ,4.

We emphasize that by (iii), we obtain the arder of unitary subgroups %(.lrG) for all

dihedral group Z)2" and for all generalized quaternion Q2« (n ? 3).
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Introdução

O Subgrupo Unitário I''+ (K'G) tornou-se um objeto de grande interesse dentro da teoria

de Algebras de Grupo Modulares, no sentido de que o conhecimento deste aproxima-nos

do conhecimento do grupo das unidades normalizadas y(Ã'G) e de possíveis respostas a

muitos problemas abertos nesta teoria.

Em 1995, A. Bovdi e A. Szakács l4,51 descreveram plenamente a estrutura de }''+(KG),

dando uma base para este grupo) quando -KG é uma álgebra de grupo de um p-grupo

abeliano finito G sobre um corpo finito /r de p" elementos.

Muito pouco se sabe no caso em que G é um p-grupo finito não abeliano (vede jll).

Pode-se considerar que um primeiro passo nesta direção é um resultado de V. Bovdi e

L.G. Kovács l61. Eles determinaram condições sobre a á]gebra ]FpG, de um p-grupo não

abeliano (-;, nas quais as unidades bicíclicas de y(B',G) são unitárias.

Muitos problemas ainda permanecem abertos sobre X.(K'G) quando G é não abeliano

Podemos citar dentre muitos os seguintes:

l



(i) Determinar um sistema de geradores para K(-KG)

(ii) Quando é que G tem um complemento normal em U.(KG)?

(iii) Qual a classe de nilpotência de %(XG)?

(iv) Se .KG é finito, (dual é a ordem de U.(-KG)?

É claro que, para responder as questões (i), (ii) ou (iii) resulta necessário primeiro

responder (iv).

Neste traba]ho, vamos determinar a ordem de K.(ÃG) quando a característica de ]i"

é p > 2, p primo, para todas as famílias de p-grupos finitos não abelianos. Já no caso

mais complexo da característica p = 2, determinamos a ordem de }';(KG) para diversas

famílias de 2-grupos finitos não abelianos.

A tese é apresentada em quatro capítulos. O primeiro inclui noções preliminares que

serão usadas em resultados dos capítulos seguintes. Este se divide em resultados prelimi-

nares sobre a Teoria dos Grupos, a Teoria de Anéis e em resultados preliminares sobre a

Teoria de Anéis de Grupo. Nosso propósito aqui não é uma completa dissertação sobre

tais assuntos, mas simplesmente recordarmos o essencial para uma completa compreensão

dos resultados obtidos nos capítulos seguintes.

No segundo capítulo, determinamos a ordem do subgrupo unitário }':(.KG) no caso

em que a característica de -K é p > 2. Aqui, não há restrição a nenhum p-grupo finito

2



não abeliano G

No terceiro capítulo, determinamos a ordem do subgrupo unitário l,/+(-KG) quando

G é um determinado produto central. Incluímos aqui o caso em que G é um 2-grupo

extra-especial.

Por fim, no quarto capítulo, determinamos a ordem de %:(KG) quando G contém um

subgrupo abeliano .4 de índice dois e um elemento b que inverte cada elemento de .A.

Como casos particulares, determinamos a ordem de l/*(.lrG) quando G é do tipo 2-grupo

diedral ou um quatérnio generalizado.

Os resultados aqui contidos foram recentemente publicados no Communications in

Algebra l91.



Capítulo l

Resultados preliminares

Neste capítulo apresentamos resultados básicos que serão utilizados nos capítulos se-

guintes.

Clomeçamos expondo a parte sobre grupos e anéis, recordando apenas o que for essen-

cial para a compreensão dos mesmos. Em seguida, expomos a parte referente a Anéis de

Grupos, em que recordamos os principais resultados obtidos até o momento e que serão

fundamentais em nossas conclusões.



1.1 Grupos

Seja (7 um grupo. O suZ)grupo de Frafíin de G é, por definição, a intersecção de todos

os seus subgrupos maximais. Denotaremos este subgrupo por FratG.

Teorema 1.1.1 rWie/andtJ Sega G um gr po ./imita. .Então G tí n /potente se e somente

se G' < FratG.

Prova: lpp.13Z, lll

Teorema 1.1.2 ÍB rnside9 Seja G am p-grupo ./imita. .Então Prata = G'GP

Prova: lpp.140, 11l

Um p-grupo finito G é dito ser um grtzpo entra-especáa/ se G' e Z(G), o subgrupo

comutador e o centro de G, respectivamente, coincidem e têm ordem p.

Lema 1.1.3 Sega G um grupo e u, u e/emerzfos de (7. .Então oa/e a ident dado

«", «l l«, «l""'''''""-'+...+«'''"'': (m C N)

.4/ém disso, se lu,t;l peMence ao centro de <u,u>, então lu",t;l = lu,ul" :: lu,u"l

5



Prova: Se m = 1, é evidente a identidade. Agora temos que

[«", «] -[«"':.«, «] -[«"':, «]".[«,«]

e o resultado segue porindução.

1. G = G:

Teorema 1.1.4 Sda G um p-grt'po ezfraespec{.z/. .Então FratG, Z(G) e G' co nade«. e

Lêm ordem p.

Prova: Que Z(G) e G' coincidem e têm ordem p segue por deânição. Agora, pelo Teo-

rema 1.1.2, temos que FratG = G'GP, e pelo Lema 1.1.3, segue que para todos a,g C G,

la,pPI = [z,g]p = 1 e disto gP C Z(G) = G'. Portanto, GP = <gp]g C G> Ç G' e disto

Prata = G'.

Um grupo G é dito ser um produto centra/ de seus subgrupos normais Gi, ,G.se

G.;

2. ICi, Cjl :: 1, para í # .7;

3. G{ n jyiGj = c' Ç Z(G), para to(io i

Ao subgrupo C', chamaremos de subgrupo /alar centra/.

6



Como C' Ç Z(G) «tão Z(Gi), para todo d

Notaremos GiNGa . .''IG.

Temos,

' - (Ú ') , ' .
Temos ainda que,

n

Uz(a;) Z(G)
i-l

Observamos que todo produto direto de grupos G

produto central destes grupos com C' :: <1>.

.lr pode ser visto como um

Exemplo 1: Sejam

.4 z,l«' .':> {l,a,«',as,b,«b,«'b,«;b}

e

.B dlc' d'

{ 1 , c, c', c3, d, .d, c'd, c;d, d' , cd' , c'd' , c;d' , d;, cd;, .'d', .;d:}

Temos

(i) Qs,I''ll , Z(.4) = {1,a'} , IZ(.A)l = 2;

F7
f



(Ü) B = <c>x<d>,<c> <-B, l-al = 16 , Z(-B) =ÍI,c',d',c'd'} , IZ(.a)l =4.

Logo é possível obter 3 grupos do tipo G = .AY.a, a, sab

1. G: - .4YB com C' = <a'ja' = c'>, isto é,

G: b,c,dl«' «' c3d,l.,cl 4

lz,,d

2. G, - ..4Y.e com C' l.' isto é,

(?2 :: <a)b,c,dla4 := c4 := d4 := 1,a2 =

ló,d

3. C: - .,{YB com O' = <''ja' = c'd'>, ist. é,

G: ó, c, al«' .' - z,' .'d, 1«, cl

ló,d

Apesar de IGi = (8

isomorfos.

Exemplo 2: Sej

A * . \f .. \f

er

b2 - d dc = c;d, ja .] [«,4 lb,clv w91w)

x 16)/2 = 64 para i = 1,2,3, temos que Gi G2 e G3 não sãoe )

am

..}:a 2 l= 1,bi' {', ai"' = (zi''> := C28}l 2 a- 9 v2C b;ja?



um 2-grupo extra-especial , e

B - <açla4 = 1>, um grupo cíclico de ordem 4

Temos

(i) l.AI = 2'"+:, Z(.A) = {1,a'} , lz(.A)l = 2;

(n) l.al =4 , z(.B) =.B=tl,a:,a',z;} , lz(-a)l =4

Logo é possível obter o seguinte grupo do tipo G = .AYB com a - <a2ja2 = a2>,

101 = 2, O' Ç Z(.A) e a Ç Z(.B), - saber:

G z,;,al«:' i,«? l«., «l ló;, ,l

Temos ainda que

lal = 2:=:;.:4 - 2'"+'

Lema 1.1.5 Se (x e am grupo não aóe/cano de ordem p3, então (? é entra-especia/

Prova: Sendo G não abe]iano, então G :# Z(G) e G' # ]. Por outro lado, sendo lal = p;,

então Z(G) # l e disto IZ(a)l = p ou p'. Mas se IZ(C)l = p', G/Z(G) é cíclico e

portanto G abeliano, o que é uma contradição. Portanto lz(a)l = P.

9



Agora, como G é um grupo nilpotente e l # G' 4 G, então G' fl Z(G) # 1. Mas

G' n Z(G) Ç Z(G) e disto G' n z(G) = Z(G), i.e, Z(G) Ç G'

Por outro lado, .Zlb} = p2, i.e, i?lãÕ. é abeliano. Logo, G' Ç z(a). Portanto,
G' ejG'l lz(a)l

E natural pensar um p-grupo extra-especial (? como um produto direto de grupos Gi

nos quais subgrupos centrais dos Gi são identificados por um subgrupo favor central (.7.

/

Teorema 1.1.6 ZI/}n p-grupo ezfra-especía/ é tlm proa to centra/ de n suógr pos não aóe-

lianos de ordem ps e tem ordem pa"+t. Reciprocamente, um, produto central anito de

grupos não {tbetianos de ordem ps com subgrupo jator central não trivial é um p-grupo

entra.- especial.

Prova: [pp.146, 11]

Lema 1.1.7 Sejam Z)8 o grupo ateara/ de ordem 8 e (?8 o grupo guatérnzo de ordem cg.

Então

DsND: Q8NQ*.

Prova: lpp.139, 121 Seja Z)s :: <a)y l z4 := 1 :: g/2, zv :: z-i>. Deste modo, .D8

{z;3/j; 0 $ i $ 3, J = 0, 1} e temos a regra (z'3/j)(a*y') = a'y', onde « = { + (--1)jk

10



(mod 4,l e D = .7 + l (mod z,l l.isto segue da relação ag/ :: yz-',l.

Sda zig/j C Z(.D8), 0 $ { $ 3, j = 0, 1. Então, visto que .Ds = <a, y>,

(ziyj)a = a(ziyj) :+ ai+(-i)j.3/j - ni+iyj :> z(-i)j-i - l

(a'yj)g/ = g/(a'?) + :«'y:+j = a-;yl+j ::> a" - l.

Logo, devemos ter(--1)j = 1(mod 4) e 2i = 0(mod 4), com 0 $ i$ 3 e .j = 0,1. Disto

segue que .j = 0, i= 2 e zÍyj C Z(.DS) com niyj = z'. Portanto, temos Z(Z)8) = <z'>.

Sejam .Di(i = 1,2) grupos isomorfos a -D8. Consideramos o produto central G

z).Y.o, identificando o centro. Isto é, IZ):, Z)21 = 1, G = -Di-D2 e Z(-D8) = .Di n Z)2-

SeJam Z)t := <ai) yi> e Z)2 := <a2, g/2>. Identificando os centros, fazemos z?

Definimos agora dois subgrupos QI e C?2 por

Q- = <«:,p:«,>, Q,

devemos ter

e

«,>== \ ul .y2 ) u2

Faça z3 = 3/iz2 e a4 = ziy2. Visto que l-Di,.D21 = 1, temos:

,: ,,)(3/:«,) ,:
«3 - (,:z/,)(.:y,) ?z/$

«;:a:a3 '(y:,,)':«-(y:,,) :3/:",

11



a;:ai':"2 = a;:

(,:y,)':,,(,:g/,) = ;:,i:z,":y,
-l .l

g2 a2g/2 = z2 '

(,:«;)(,:,,) =(,:y:,,)(,:g:«,)
.1 9

g/iai 'a2ziZ/ia2 = g/ia2g/iz2 = z3 = c

(«,,.)(,,,.) =(a,a:3/,)(,,«:y,)

z2ziz2 Z/2ziy2 := aig/2ziy2 := a3 := c.

.1
Z4'a2Z4

(,:.;)'

(,,..)'

Logo,

C?: ,,3 l ,Í = i,,3= «?,«Í' =«;:> =C?8

e

c2, <,,,,. 1 ,$ i,,: «;' > = Q,.

Portanto, temos IQil = IQ21 = 8 e o único elemento de ordem 2 em Qi, i

do mais, valem:

1,2, é c. Além

al.a4

Z293

Z3a4

zl .ai3/2 = zi3/2zi = a4.al

z2yta2 = yiz2z2 = a3z2

(Z/-«,)(a:y,) = y-«:a,y, = «;:y:3/,.-:

zia?g/ig/2z2n: :: zicg/ig/2z2c - ztyiZ/2z2c2

ziyiy2a2 - ztg/2yia2 :: a4a3

Assim também G = oiYQ,

12



Como nem -D8 e nem Qi podem ser escritos como um produto central de subgrupos

próprios, temos que .D8Y.D; = O,YQ,.

Corolário 1.1.8 Se/a (; um grzipo entra-especia/ de ordem 22"+i. .Então C? é tlm produto

central de grupos, todos eles isomorjos Q D8, OI um produto central de cópias de Ds com

'ün7z C?8.

Assim, se G é um grupo extra-especial de ordem 22"0, então (; pode ser visto como

G - GJ Ya., com Gí= QS, l$i$n

Agora, se Gi = <a{,bi> e Z(G) = G' = <c l c' = 1>, então cada elemento em G pode ser

escuto como

« .f'óf-«;'óg' ...«l;«e",

com k = 0, 1, ai = 0, 1 e #{ = 0, 1, 1 $ i $ n, visto que a;] :: a? = ca{ e Z)ii = b? = cb{,

l $ i $ n. Então, temos a2 = b?P' ...b:Pn = cx, com À = 0,1, pois a!' = aii e

g2 C Z(G) = G', para todo g C Gí, í qualquer. Assim, a ordem de z é 4 se À = 1 e À será

0 se a ordem de a é 2. De qualquer forma, cada elemento de G pode ser escrito

ÍZ; := Zii .ZÍ2 ' ' ' ZtA)

onde zi, C (7{. tem ordem 4 e ii < í2 <

13



1.2 Anéis

Seja R um anel com unidade 1. Uma indo/uçâo # sobre R é uma aplicação a » a' que

é um anta-automorfismo de período 2. Isto é, # é um anta-automorfismo sobre .R tal que

(,:,,)* - ,;,: . (,;)* - «. (,; C R)

Um elemento u C .R é chamado um e/emenfo nifárÍo se uu* = 1 = u*u. Um elemento

k C 1? é chamado anui-simétrico se Ã;* = --k.

Lema 1.2.1 Seja A um e/ementa anta-simétMco em E ta/ gwe 1 + A sega nuersz'ue/ em R

.E«tã. . ./eme«t. « - k)(l + A)': é -itá,i..

Prova: Primeiro, observamos que

(l + k)(l - A) 1 - k' - A)(l + k)

Visto que 1 + k é inversíve], segue também que

(l - A)(l + k)': + A)':(l - k)

Assim, tomando

« k)(l +A)': + À)':(l - k) C R,

obtemos

«(l + Ê) 1 - k

14
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«(l + A)

1«(1 + k)l*

(l + A)'''«*

(l + A*)«'

(l - k)«*

Além disso, usando (1) obtemos

«'''(l - k) u'''(l + A*) k)' + A)ul*

(i - AF' - A)«*l

Portanto,

# [(l + k)':(l - A)]«* +k)':](] - k)u*]

(l + A)':(l + k)

e

ul''tl «*l(t - A)(i + k)':j - A)l(i + k)':

(l + k)(l + À)':

Os elementos unitários da forma u = (1 -- k)(l + k)'', onde k é um elemento anel

simétrico tal que 1 + k é inversível em 1?, são chamados e/ementas Ditar os de C'ay/ey.

15



Lema 1.2.2 Sega R um ane/ com {nz;o/anão no qua/ 2 á inoersúe/. Então am e/ementa

zln lár o u á m e/ementa zln lado de OaZ//ey se, e somente se, 1 + u é {nuersúe/ em .R.

Prova: j101 Suponha que u sda um elemento unitário de Cayley. Isto é, u = (1 -- k)(l +

k)': para algum elemento anui-simétrico k tal que 1 + k seja inversível em .R.

(l - k)

(i - k)(i + A)'' (i + A)l(i + k)

« + A)': - l

« + 1 + A)':

Logo, vê-se que 1 + u é inversível em R.

l

Reciprocamente, suponha que u sda um elemento unitário tal que 1 + u sqa inversível

em.R.

Considere k (1 - «)(1 + «)':. Vemos -tã.

h(1 + «)

IA(1 + «)l*

(i + «y'A*

(1 + «*)A*

16



«l(l + u*)k*l

1«(1 + «*)1A*

(« + 1)k*

k* +«)':(l - u) - «)(l +u)':

isto é, A é um elemento anta-simétrico em R. Além do mais, l +A

em.R.

k,

2(1 + u)': é inversível

Assim

l+k

(l + k)(l + u) = 2

(l + A) + (l + k)u = 2

(l + A)u

(l + k)«

(l + k)':(l - A) (l - k)(l + A)

isto é, u é um elemento unitário de Cayley. H

l
)

17



1.3 Anéis de Grupos

Soam Ã' um corpo e G um grupo. A á/geóra de grupo .lrG de G sobre .lr é definida

como sendo o /(-módulo livre sobre os elementos de G, com a multiplicação induzida pela

multiplicação de G, i.e, /rG consiste de todas as somas formais finitas da forma

cv ' }, asg, ag C K,

com a soma, multiplicação e multiplicação por escalar dadas por

(i) >1: a.g + 1>: #pg (a, +Ps)g;
pcG peG scG

onde (it = >1:,h., a.PA;

(iii) À 1 1: aPpl = >1:(ÀaP)g, para todo À C K
\9ç:G J sÇ:G

(Ü) E-,g E: /3«ÀI E a,P«gA
heG / g,heG teG

Para qualquer elemento a = }, aigi em /rG, deÊne-se o suporte de a como sendo o

conjunto supp(a) = {g C G l ai # 0}.

r

lt

Seja -# um subgrupo normal de G. Definimos A(G, H) como sendo o idem/ de Ã"G

gerado pelo conjunto {A -- 1 1 Ã C .#}. Se -H = G, então denotamos .A(G, G) por a.(G) e

o chamamos de {dea/ de aumento de -KG. Note que A(G) é o núcleo do homomorâsmo

e : KG -.> K

18



definido por c(Eg:G aPg)

mento.

Este homomorfismo é chamado o Aomomor$smo aw

O conjunto de unidades em X'G forma um grupo denotado C/(Ã(7), o grt&po das tlni-

d«de' de -KG. Se a C U(KG), então c(a) C K* = -K\l0}. Definimos y(XG) como sendo

o conjunto

{a C U(Ã'G) l c(a)

que, obviamente, é um subgrupo de U(-KG). y(.KG) é chamado o grupo das n dados

normalizadas em KG.

O anel-automorfismo em G, g b-lp g'i, estende-se linearmente a um anel-automorfismo

a H a* de Ã.G, onde se cv = EPcaasg, então a* = Escaasg'i. E fácil observar que

V'(ÃG) é invariante sob este anta-automorfismo. Além disso, a restrição desta aplicação

a V(Ã'G) seguido por u » t'': dá-nos um automorfismo de y(.KG). Os elementos de

y(-KG) Êxodos por este automorfismo são as tln dados norma/ízadas u z farias de -KG, e

estas formam um subgrupo ao qual denotamos por I'/+(KG), o subgrupo unitário de Ã.G.

Em outras palavras, temos:

H.(-KG) Ã'G) l a* «':}

O subgrupo unitário K(-KG) será o objeto de nosso estudo neste trabalho

Consideramos o caso moda/ar em que K é um corpo finito de característica prima p e

G é um p-grupo finito. E bem sabido que nestas condições temos:
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(i) IK'al = lx'li'1 .}

(ii) a.(G) = {a C .KG l c(a) = 0} é um ideal nilpotente;

(iii) U(K'G) Ã'6' l .(a) # 0J;

(i«) Ã'G U'(K'G) U A(G);

(«) }''(Ã'G) + A(G);

(«i) ll''(K'a)l

A estrutura do grupo I'';(.lrG) de uma álgebra de grupo de um p-grupo abeliano finito

G sobre um corpo finito K de p" elementos foi plenamente determinada por A. Bovdi e

A. Szakács em l4,SI. Já sobre H.(KG) quando G é não abeliano pouco se sabe (vede jll).

A. Bovdi e L. Erdei l21 descreveram o subgrupo unitário %.(F2G) para todos os grupos

de ordem 8 e 16.

Um dos primeiros resultados na investigação do subgrupo unitário %.(Ka) no caso

não abeliano pode ser considerado o seguinte resultado devido a V. Bovdi e T. Rozgonyi

Teorema 1.3.1 Seja G um 2-grupo ./mito contendo um s ógrupo aóe/cano .A de {hdice

2. Suponha que exista um elemento b (i G\A de ordem 4 ta! que b'tab = a'l para todo

a C .4. -Então o subgrupo un faria }/+(]F2G) é wm produto semídÍreto de G e lzm suógrlzpo
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normal H. O subgru'po H é o produto semidireto do 2-grupo abetiüno elementar normal

w' + (i + ó'),z, 1 , c w',.4}

e o subgrupo aóe/cano Z, onde l,/+(F2.A) = .4 x .L. O trapo aóe/cano H'' á o produto direto

de il.41 copias do gr?zpo ad tiz;o do corpo ]F2.

Tal resultado foi baseado no seguinte importante resultado de A. Bovdí e A.A. Szakács

4

Teorema 1.3.2 Sejam Ã. um c07'po de 2" e/ementas e (; um 2-gr po aóe/cano .#nifo

En tão :

(i) V*(.KG) = G x L, onde L é um ssbgrzpo abeliano;

éO IK(X'a)l = IC'1211 IKl{(ICl+lCl2ll)-i, onde al21 = {g C (7 l g2 = 1}

Em seguida, ]istamos alguns resultados preliminares essenciais na obtenção de nossos

novos resultados. Estes são devidos a V. Bovdi e L.G. Kovács l61.

Lema 1.3.3 Sejam -K um ane/ comutatiuo com ] e G um grupo gaa/quer. Para C

y(-KG) . 3/ C K(KG), temo; g«. «':3/a C K(Ã'G) s. . ;.me«te s' z,* ««.«*" "m y.
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Prova: Basta notarmos que (a':yz)''' = (a':g/z)': significa que z*y'''(z''')': = z':y-:a, o

que é equivalente a az'':y* :: y-iaz*. Visto que por hipótese y* = 3/'i, segue o resultado.

É fácil observarmos que, visto que G $ %.(-KG), qualquer elemento cv C .KG que

comuta com cada elemento de l,'+(ÃG) é central em KG. Deste modo, o Lema 1.2.3 nos

dá o seguinte:

Corolário 1.3.4 0 s«óg«p. K(-KG) é norma/ e«. y(ÃG) se . somente s. todos os

e/emerztos da /arma zz* com z C }''(-KG) são centrais em Ã.G.

Teorema 1.3.5 Sejam .lr um corpo de caracterútica p e G um p-grzipo:/oca/mente ./frito,

não aZ)e/ ano. O suógrz&po }/+(.R'G) á norma/ em y(K(-;) se e somente se p = 2 e G é o

produto direto de lm grupo abeliano elementar com u'm gru'po H para o qual vale 'ümü düs

seguintes;

(i) n não possui fatos direto de ordem 2, müs ele é o produto semidireto de um g«upo

<b> de ordem 2 e um 2-gr po aóe/cano .4 ta/ gue b'ia6 = a-i, para todo a C ,4.

(ii) H é hm 2-grupo Cairá-especial ou o produto central de 'um tal grupo com wm grIFo

cíclico de ordem Á.
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Uma unidade a C y(.KG) diz-se siméfMca se possui a propriedade que a* = a.

Ao contrário das unidades unitárias, em geral, as unidades simétricas não formam um

subgrupo em y(.KG). V. Bovdi, L.G. Kovács e S.K. Sehgal l71 caracterizaram os grupos

G e os corpos -K para os quais o conjunto de unidades simétricas forma um subgrupo,

com algumas hipóteses restritivas:

Teorema 1.3.6 Sejam p um primo, .Zr um alce/ comutar oo de caracter&tÍca p, e G ?zm

p-grupo localmente anito não-abeliano. As unidades simétricas de KG formam um gru'po

mvltiplicatiuo se, e somente se, p = 'Z e G é o produto direto de wm grupo abetiano

elementar e um gru'po H para o qual Date uma düs seguintes:

(i) H possui um subgrupo abeliano A de {ndi,ce 2 e um elemento b ãe ordem 4 tal que

b'lab = a'i, para todo a C .A;

(ii) H é o produto direto de um grupo q'uatérnio de ordem 8 e um grupo cíclico de ordem

4) ou o produto direto de dois grupos q'uatérnios de ordem 8;

(üi) n é o proa,'üto central do gmpo

<,,w l ,' i, ,' lv,,l>

com um gtul)o quatérnio de ordem 8, o elemento não-t iuiat co'm'uln, aos dois grIFos

s.«.do «'ya;

(iu) H é isomorfo Q um dos gr' pos

H32
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<,,z/,«,« l .' «l ,' l3/,,l

y' lu,.l,«'Z/' PI ,l>.

Visto (lue (a''')* = a e (aP)* = /?"a*, para todos a,P C KG, segue que todos os

elementos da forma aa*, com a C }'(-KG), é uma unidade simétrica.

Observamos que se X.(K'G) é normal em y(.ZTG), pelo Corolário 1.3.4, todo elemento

da forma na' com z C y(ÃG) é central em .K'G. Como cada unidade em KG é um

múltiplo escalar de uma unidade normalizada, a mesma conclusão é adequada se z é uma

unidade qualquer em .KG. Deste modo, se z € U(.KG), então

«,' - «':(,«')« - «*.

Agora, se a çí U(-KG), então a C z\(G) e disto 1 + z é uma unidade e então vale

(1 + ,)(1 + «)* (1 + ,),

e, conseqüentemente, novamente temos içn* :: a*a

Uma álgebra de grupo KG na qual aa''' = a'''z vale para cada elemento z C .K(7 é

chamada norma/. A. Bovdi, P.M. Gudivok e M.S. Semirot provaram em l31 que a álgebra

de grupo de um grupo não abe]iano G sobre um anel comutativa .K é normal se e somente

se G é hamiltoniano ou a característica de K é 2 e G é um produto direto de um 2-grupo

abeliano elementar com um grupo -# tal que (i) ou (ii) do Teorema 1.3.5 vale.
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Capítulo 2

A ordem do subgrupo unitário para
característica p > 2

Neste capítulo determinamos a ordem do subgrupo unitário l,/+(-/rG) da álgebra de

grupo KG no caso em que a característica de K é p > 2 e G é um ;»grupo finito.

Ainda neste, determinamos a ordem do importante conjunto

S*(Ã'6') {a C }''(K'G) l a*

o conjunto das unidades norma]izadas simétricas da á]gebra de grupo ]rG para a carac-

terística p > 2.

25



2.1 p-grupos finitos (p > 2)

Sejam K um corpo anito com char(-K) = p > 2 e G um p-grupo finito

1 « - E a.g C À'G l .(a) - E ., - 0 l
1. pcG scG ,J

é um ideal na álgebra de grupo ÃG, denotado por a.(G) e chamado de {dea/ de awmerzto

da álgebra KG. Isto é, A(G) é o conjunto de todos os elementos em .KG de aumento

zero

O co«junto

Considere

S+(A(G)) a.(G) l a*

o conjunto de elementos simétricos de aumento zero em KG e

S-(A(G)) C A(G) l a'':

o conjunto de elementos anui-simétricos de aumento zero em KG

Lema 2.1.1 $dam -K um corpo com char(K) = p > 2 e G um grupo de ordem ímpar.

Então,

© Z\(G) (G)) + S-(A(G));

00 s+(A(c» n s-(A(a))
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.4«{«., A(G) (A(G)) © S-(a.(G)) com. K'-"p"ç"

Prova: (i) Sda a C A((7)

Tomemos /3 = !z:yC e ' = !a=::C. Facilmente, vê-se que P* = P, '* - --'y e a = P + 7,

donde de conclui que A(G) C S+(6.(G)) + S-(A(G)). Porá-to, A((7) = S+(A(G)) +

S- (A(G) ) .

(n) Seja a = E a.g C S+(A(G)) n s-(A(G))
gCG

Então,

(lly == (IY' =: --CY

2a =0

qg ç:. G,

visto que char(K') # 2

Portanto, a = 0 e S+(A(G)) n S-(A(G)) = {0}

Clorolário 2.1.2 Sega .lrG uma á/geóra de grupo ./imita de caracterútÍca p > 2, então

lz\(a)l (a))l . ls-(a(a»l

Exemplo 2.1.3 Considere a álgebra de grupo Z3G, onde G :: <aja3 = 1>. Temos então
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kiJ la3\-rl :; la3l' ' ;; o :: óí j

(ii) lT''(Z3G)l = IZ3jicl-: = 3' = 9;

(ni) la.(a)l

E fácil observarmos que

{0, 1+2a, 1+2a2, 2+a, 2+a2,a+2a2,

2a + a2, 1 + a +a2, 2+ 2a+ 2a2}

(a.(a)) l .«'

{0, 1 +a + a2, 2 + 2a+ 2a2l}

S-(a.(G)) a.(G) l a'

{0, 2a + a2, a + 2a2},

onde se «ê, ls+(A(a))l ls-(A(a))l = IA(a)l e A(G) = S+(A(G)) © S-(A(G».

Lema 2.1.4 Sejam -K wm corpo ./inato de caracter&Zjca p > 2 e (7 wm grupo ./inata

. .J .. ,/:. . . . Z?. J .'

ls+(A(a)) l

A(G) a .; C Z,G l .(a)

G 3

Assimssii.n )

s+

e

C Z3G

1 + 2a, 1 + 2a2,



Prova: Seja E a,g C S+(A(G)). Visto que a''' = a, temos que

;«pp(,) (a') e a. Vg C .«pp(,)

Logo,

«: + Ea,(g+g':) «m E«, = 0 (mod p)
eeagcGg#l

Mas,

.(,) = ai+2>1:as =0,
g€G
g#l

isto é,

= 0 (mod p)

2 }: a, (m.d p)
g#l

Portanto,

a: + 1>1: a,(g + g':)
g€G
g#l

>l: a,(g + g':)
g€G
g:#l

E a,(g + g

Assim,

E .,o+, ' -oi., ' KI
S+ (a. (G) )

donde se conclui que

ls+ (a. (a)) l IK-luP
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Exemplo 2.1.5 Considere a álgebra de grupo ZSG, onde G = gajas = 1>. Temos pelo

Lema 2.1.4 que IS(A(a))l = 5' = 25. A saber,

S(A(G)) {a:(a + a' -- 2) + a2(a' + a: -- 2) l a{ C Zs, i= 1, 2}

{--2(ai + a2) + ai(a + a') + a2(a' + a;) l a{ C Z5, í = 1, 2}

{3(ai + a2) + ai(a+ a') + a2(a'+ a;) l c-i C Zs, i = 1,2}.

Corolário 2.1.6 Sigam .lr um corpo .#nÍto de caracfe7'ética p > 2 e G tlm p-grupo ./inato

Então

l$- (A(a)) l

Corolário 2.1.7 Sejam K um corpo .#nÍto de caracteráfÍca p > 2 e G tlm p-g7'upo ./frito

E;nta,o

IS, (-KC) l

Prova: Seja a = E a.g € S*(ÃG). Logo a* = a e c(a) = E a,peGscG

;«PP(a')

Assim.

«, - «,--, Vpc ;«pp(a) e E.,
Assim, a = ai + E ag(g + g':).

g€G
g#l
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Logo,

c(a) = a: + >1: 2a.
g#l

«: = 1 - 2Ea, (m.d p)
g#l

Deste modo,

a, (g + g':)

1 + E .,(g + g': - 2)

eentão

IS.(x'c')l

Na realidade, observamos que

S*(K'G) = 1 + S+(A(G))

Teorema 2.1.8 $qam Ã. &m corpo ./frito de caracterútica p > 2 e (; um p-grupo ./imita

IX.(-Ka)l

Prova: Observemos que, se z C S-(A(G)), então visto que U(-K(7) = {a C -KGlc(a) #

0}, o elemento 1 + 3 é uma unidade em .KG e, pelo Lema 1.2.2, u = (1 -- z)(l + #)': é

uma unidade unitária de Cayley.
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E fácil observarmos que qualquer elemento em }';(KG) é uma unidade unitária de

Cayley para cear(K) > 2.

De fato, se u C X.(KG) então c(u) = 1 e 1 + u é uma unidade, visto que

U(.KG) {a C XG l e(a) # 0}

Assim, k = (1 -- u)(l + u)'' é um elemento anui-simétrico em Ã"G. Logo, l +k

2(1 + u)': é uma unidade em -KG, e u = (1 -- A)(l + k)': é uma unidade unitária de

Cayley.

Portanto.

1%(Ã 'a) l ls- (A(a)) l lx'luF'
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(capítulo 3

A ordem do subgrupo unitário para
alguns produtos centrais

Neste capítulo determinamos a ordem do subgrupo unitário l,/+(Ã'G) da álgebra de

grupo .lrG quando -K é um corpo finito de característica 2 e G é um 2-grupo extra-

especial ou um produto central de um 2-grupo extra-especial com um grupo cíclico de

ordem 4.
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3.1 2-grupo extra-especial

Para uma álgebra de grupo .K(7, denotamos S'K(G) = {açz''' l 3 C V'(ÃG)} que é, como

já visto, um conjunto de unidades simétricas em .KG.

l,ema 3.1.1 Se K(-K(7) á «.,m«/ .m y(-KG), .«tã. SK(G) é «m s«óg«p. -,m«/ '".

y(Ã'G).

Prova: Sendo %.(ÃG) < }'(XG), segue que a álgebra KG é normal, i.e, za' :: a;"z,

para todo = C /fG, pela conclusão do capítulo 1. Pelo Corolário 1.3.4, temos também

que aa* é central em -KG sempre que z € y(Ã(-;). Logo,nós temos

(-*)(gg/')': ':3/': :)*y''

(y':)*-*y': *«*,g/': ,y':)*(,y':)

(,y':)(,y'')*,

para todos z,3/ em y(XG), o que nos diz que SK(G) é um subgrupo em y(Ã'G). A

normalidade de SK(G) segue do fato que cada elemento de SK(G) é estável por conjugação

em }'(Ã'G)

Lema 3.1.2 $dam .Z( wm corpo de caracferática 2 e G um 2-grzzpo entra-especia/. Então

« «p/{«ção « H -* á «. .pám.$s«.o 'J' g«p. y(Ã'G) - «óg«p. SK(G). Á/ám di«.,

se y(-KG) á./inifo, então a ordem do st&ógrupo un faria }':(.ZTG) coincide com o z'ndice do

.«Óg«P. SK(G) .m }''(Ã'G').
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Prova: Pelo Teorema 1.3.5 e Corolário 1.3.4, temos que zz* é central em y(.K(?) para

todo z C }'(-KG). Fazendo Ó(a) = «z", temos

é(,y) ,z/)(«w)* /z/'''«* **g/z/'''

para todos z, y C V(-KG). Portanto, é é um epimorfismo. Agora, o núcleo de é é

{« C }'(K'G) l za"

facilmente visto ser l,';(-KG), donde segue o resto do Lema

Para um 2-grupo finito G com subgrupo comutador G' ;: <c l c2 = 1>, definimos .La

como sendo um subconjunto de elementos de ordem 4 em G tal que .[c íl Z)Cc é vazio e

ZC U .Lac coincide com o conjunto de todos os elementos de ordem 4 em (7.

Lema 3.1.3 Sda G um 2-gr po entra-especía/ de ordem lal = 22"+i, com n ? 2. -Então

leal :(2" - (-1)")

Prova: Sendo G um 2-grupo extra-especial de ordem lal :: 22"+1 , com n ? 2, então, pelo

Clorolário 1.1.8, n(5s temos G = GiY . . . Ya., onde (7i é um grupo quatérnio de ordem 8.

Então, Z(G) = G' = <c l c2 = 1> e Gi n Gj = <c> para quaisquer i# j. Evidentemente

cada elemento de ordem 4 de G pode ser escrito como

Z == Z iZi2 ' . . ZIÍs9
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onde z{. C Gi* tem ordem 4 e {i < {2 < . . - < {,. Chamamos s o comprimento de z. Pelo

fato (lue Z(G) = G' e do Lema 1.1.3, nós temos que zã: = c e a' = zâz' '- .z:, = c'.

Sendo a ordem de z igual a 4, devemos ter s = 1 (mod 2), i.e, s deve ser ímpar.

Considere Xk = X(íl,í2,.. . ,ik) = Gi.YGi,Y .. . Ya{., onde k é ímpar eii < i2 < '.. <

áA. Nosso objetivo aqui é mostrar que existem precisamente 3t elementos de comprimento

Ã; em Z,H. . Cada .[a. contém três diferentes e]ementos e cada elemento de comprimento

k da forma (1) tem ordem 4. Portanto, o número de elementos de -LX* é 3k. Agora, o

número de diferentes subgrupos HA de G é (:) e, então, o número de el'm'ntos de Z;C é

l,,: :l;«-:,
onde m = !!jl se n é ímpar e m " ? se n é par.

Se escrevemos

" - '" - ': * ;,« - $ 1Tl;',
e

"-'-:,"'"-': -âlTI.
então podemos obter

lz}.l Ê l,,T:);"-: - ; IÊ l l;'-ÊITI :,:;;l
1;(W: - M2) - (-1)').
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l,ema 3.1.4 Sejam J( tém corpo ÓBIto de caracfer&tica 2 e (; um 2-grupo ezfra-especia/

de «d'«. lal = 2'"+:, ««. n ? 2. .anta., p«. todo « C }'(Ã'G),

«," -+ a.Z,(l + c)),
bc.Lc

onde aó C .li.

Prova: Seja 3 = EI.: a ai C }'(-KG). Então z''' = Xl;: aias: e

«3' ': +...+a...)(a:«Í: +..' +a.at':)

(a? + ' ' ' + a?) + >ll: a;aj(«:«;: + .j«í:)

Temos que analisar dois casos sobre a ordem de aía;i

Se a ordem de aia;: é 2, então caía;: = (aia;')':
não contém elementos de ordem 2.

Assim, o suporte de zz*

Portanto, a ordem de a a;l deve ser 4. Visto que g2 C G' = <c l c2 = 1>, para todo g C

G, de«mos ter (aÍa;:y = ' e disto 'ia;: - c«ja;:. Como c(z)

característica de -K é 2, segue que

-* E a.j«:.;:(l + c),

com aia;i C .LC. Denotando aia;i por b e observando que (l + c)2 = 0, segue que

«,* - 1 + }: a.Z,(l+c) +a.Z,(1 +.))
beZ,cbCLc
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Teorema 3.1.5 Sejam .lr um c07'po ./inifo de caracter&ZÍca 2 e G um 2-grupo entra

espec a/ de ordem ICI = 22"+:, com n 2: 2. -Então

I'Ç'+(-Ka)l = IKl2"':(2"+'-2"+(-i)")-i

Prova: Vemos claramente pelo Lema 3.1.4 que a ordem de SK(G) = {az''' l a C V(KG)}
é no máximo IÃ.'llLGI. Nosso objetivo aqui é provar que ISK(G)l é exatamente IKllZal.

Tome b C Za arbitrário e um ab € Ã.. Então existe um elemento wb € G de ordem 2

tal que loÓ, ól # 1. De fato, sendo b = zi:z{, ' ' ' zi,.+: C .La, então escolhemos um ui C GÍ:

de ordem 4 tal que lui, zi.l # l e um elemento u2 do conjunto {zí,, . . . } zÍ2h+.} se k # 0, e

caso k = 0, escolhemos u2 de (;t para algum t # íi com lu21 :: 4. Assim, wb = uiu2 é um

elemento de ordem 2 em G tal que lwÓ, ól # l.

Agora,

(l + a.(b + o.)).(l + a.(b + «.,.))* (l + ab(6+ «,õ)).(l + ab(Ó': + «,ó':)

(l + a.(b + w.)).(l + a.(.b + «,.)

1 + a.(.b + «,.) + a.(6 + «,.)

+a? (b + w.)(cZ, + «.,.)

1+ a.b(l+ c) + a?(l+ h«.+ «..b+ l)

1 + a.b(1 + .) + a?(&«. + &«.)

1 + a.Z,(l + c)
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que nos mostra que qualquer favor do produto ]lóc.C.(l + abb(l + c)) pertence ao subgrupo

SK(G).

Cromo uu* é central em -KG para qualquer u C y(KG), conforme Corolário 1.3.4,

temos ainda que

ll(i+ a.(Z, -+ «,.))(l + a.(b + w.))'''
bC.Lc

(Ó: + «,..))(l + a.:(Z,:+ «,.:))*(l + a.,(b + w.,))(l + a.,(b, + «,.,»*

(l + a..(Z,. + «,ó.))(l + a..(b. + w..»*

(l + aó. (bl + «,ó. ))(l + ab,(Z,2 + «.,ó,))(l + ab,(b2 + «,ó,))'''(l + aó. (bl + wb. ))*

(l + a..(b. + «,..))(l + a.. (Z,. + «,..»*

(l + ab.(b: + «.,.:))(l + a.,(b, + wõ,))(l + a.,(k + wó;))(l + ab,(h + «,ó;))*

(l + a..(Z,. + «,..))(l+ .«..(Ó.+ «,..)y'',

assim, observando que

(u:u, -.. u««= ' ' . u;ul.)u«+:u=+: - ":", ' ' ' "«u«+:u +:u;l ' ' ' u;u;,Vn

emos que após (t -- 1) passos obtemos,

ll(i + a.(b + «,.))(l+ a.(b + «,.))*

(b:+«,..))(l + a.,(Z,, +«,.,)).(l+ a..(Z,. + «,..))(l + a..(Z,. +«,..))*

(l + a.,(b, + w.,))*(l + a.: (b: + «,.,))*

(b: + «,..))(l + a.,(Z,, + «,.,)) . ..(l + a..(Z,. + w..)).

((l + a..(b:+ «,.:))(l + a.,(Z,,+ «,.,)). . -(l + a..(Z,. + «.,.,)))*
/ \ #

ll(t+aÓ(Z,+«,Ó)). l ll (l+aÓ(Ó+«,Ó))l ,
bela\bela./

t
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o que nos mostra que nÓ.L.(l + aÓ(b+wÓ))(l + aÓ(b+«,ó))* pertence ao subgrupo SK(G)

Portanto, temos (lue ISK(G)l = IK'jlz'GI. Agora, pelo Lema 3.1.2, temos que IK(X'a)l =

lT'(-K(7)l/ISK(G)l. Como IV(.K(7)l = 1-Kllal--: = IKI''"':': e, pelo Lema 3.1.3, vemos que

leal :(2" - (-1)"), seg- q-

IK.(x'a)l 1.1(pj22"+i'l l.Kl-2"'i(2"-(-1)")

l .lr l2"'i(2"+2 --2"+(-- 1)")-1

3.2 Produto central de um 2-grupo extra-especial com
um grupo cíclico de ordem 4

Neste parágrafo determinamos a ordem do subgrupo unitário l,/+(Ã'G) quando .K é

um corpo finito de característica 2 e G = -#Ya4, onde .17 é um 2-grupo extra-especial de

ordem l-#l = 22"+i e a4 - <d> é um grupo cíclico de ordem 4. Uma vez já analisado o

caso em que G é um 2-grupo extra-especial, torna-se de fácil análise esta nova situação.

Lema 3.2.1 Sejam K wm corpo ./frito de caracferática 2 e G m produto centra/ de m

2-grupo entra-especía/ .H' de ordem l.27'l :: 22n+l com un7} grupo cíb/ico <d> de ordem 4.

Então ü aplicação = P-:F ==+ é um epimorjismo do grupo VÇKG'') no subgrupo SKQG).

,4/ém dã«., ;. }''(Ã'G) é ./frito , .«Zã. « .,d.m d. s«óg«.p. -itá,{o X.(Ã'G) c.{nci'Z'

com o z'ndíce do suógrtzpo SK(G) em y(.ZTG).
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Prova: E só observarmos que, pelo Teorema 1.3.5 e Corolário 1.3.4, nós temos que aa''' é

central em y(KG) para todo z C y(KG). A conclusão deste Lema segue análoga à do

Lema 3.1.2. H

Lema 3.2.2 Sela G um prodtita centra/ de &m 2-grupo entra-especia/ .a de ardem l.Zíl =

22n'n com um grupo cíclico qaà de ordem 4. Então

1.[al = 22"

Prova: Sendo G = .i7Y<a> com .27 um 2-grupo extra-especial de ordem 22"+i e <d> de

ordem 4, temos identiâcado que (!2 = c, onde G' = Z(G) = <c l c2 = 1>. Logo, visto que

n' - .K:Y . . . Y#n, com -Zt = Q8, l $ i$ n, temos que cada elemento de ordem 4 em G

pode ser escrito como

onde zi. C .l&. tem ordem 4, com ii < - . . < i, e À = 0, 1. Como antes observamos no

Lema 3.1.3, visto que ordem de z é 4 e z2 = zjlzã . . . z:l(!2# :: c'+k, devemos ter # = 0 e s

ímpar ou que A = 1 e s par. Deste modo, concluímos que qualquer elemento de ordem 4

em (7 ou pertence a -H ou pode ser escrito como Àd, onde À C -H e IÀI # 4. .O número de

elemento de ordem 4 exclusivamente de .fr é igual a l.[WI. Agora, o número de elementos

h € .# com IAI # 4 é igual a l.#l -- 2l-LXI. Portanto, concluímos que

IZ;al = 1.txl + !11CL:;iZl11:d - !Ç.! . 22«.

Z = .Zit -Zi2
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Teorema 3.2.3 Soam K ttm corpo ./imita de caracterútíca 2 e G um prodtifo centra/ de

un7z 2-grupo entra-especia/ .# de ordem'i} l.27'l :: 22n+l com m grupo cÍb/{co <d> de orden7z ,4.

Então

lu(K'a)l 1; ''"':

Prova: De forma análoga à análise feita no Lema 3.1.4, vê-se que para todo a C y(-KG),

com G = nY<a>, temos que

«,''' E a.Z,(l + c) +a.Z,(1 + '))
beZ,c bcl,c

Como H = .17iY . . . Y.27n, onde .Zt = Q8 e l $ i$ n, é um 2-grupo extra-especial de

ordem lnl = 22"+: , pela prova do Teorema 3.1.5 vemos que 1 + abb(l + c) C Sk(G), para

todo b C -LX, e por conseguinte 1 + EÓ.z,. abZ,(l + c) C SK(G). Portanto, nós temos (lue

IK'li'"15;lsK(G)l $ 1K'li''i

Objetivamos aqui mostrar que ISK(G)l = j-KllLcl. Para isto, devemos mostrar que

1 + aA.íAd(l + c) C SK(G) com À C # e IAI # 4.

Sda dado o elemento Ãd C G com À C .# e IAI # 4. Obviamente, temos que Ad C .[a
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Se A = 1, então tomando z = 1 + ai + d e g/ = 1 + ai+ 6íd, que são unidades

evidentemente, onde Xi = <a{, 6i> para algum iC {1, 2, . . . , n}, obtemos então que

+

(l+'Í+d)(l+«:+d)* +«:+d)(l+.í:+d':)

(l + .. + d)(l + «.c + d.)

1+ aic + dc+ ai + 1+ aidc + d + dais + l

1 + («: + d)(l + c)

e

(l +'{ +Óid)(l+'í+ bid)*(1 + «.+6.d)(l +«Í: +d''bÍ')

(1 + «. + 6;d)(l + «.c + Z,.d)

1+ aic+ bÍd + ai + 1+ aióid + bid + óiaidc + l

1 + ..(1 + c),

visto que ab' [.i7i, <d>] = 1 e g' € G' = Z(G) = <c ] c' = 1>, para todo g C G

Portanto, obtemos que

1 + d(l + c) 1 + («: + d + «;)(1 + .)

(l + («; + d)(l + c))(l + «;(l + c))

(-*)(yg/*)

«yg/*a''' = (,y) (,y)* C SK(G),

visto que, pelo Teorema 1.3.5 e Corolário 1.3.4, temos que Z/3/* é central em KG
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Agora, se IAI = 2, então h pode ser escrito como

À == ZiiZi2 ' ' ' Zi2h )

onde zi. € ]%. tem ordem 4, com {i < ... < i2k. Neste caso, basta-nos tomar g

1 + zi. + Ad e y = 1 + zi: + uiÀd, onde ui é um outro elemento de }L. de orde m 4 e tal

que lui, zi.l # 1. E óbvio que a ordem de uiAd é 2. Assim, temos que

+

(l + ,.: + Ad)(l + ,;. + Àd)*

(i + ,;. + Aa)(i + ,i: + (ÀÚ)'')

(l + ,;. + Ad)(l + ,;: . + Ad.)

1 + zi.c + Àdc + z{, + 1 + zi: /zdc + Ad + /zzÍ:dc + l

1 + (,;. + Ad)(1 + .)

e

(i + ,.: + «:Aa)(l + ,:: + «:Àay'

(l + ,..+ «-Àd)(l + ,i: +(u:Ad)':)

(l + ,.. + u:Ad)(l + ,;.c + «:Ãd)

1 + zí:c + uiAd + z{.+ 1 + z{.uiÀd+ uiAd+ uiz{.Adc + l

1 + ,.: (1 + c),

visto que, se lui, zÍ:l # 1, então lui,zÜI = c, pois (l;' ;: <c l c2 :: 1>. Da mesma forma que

acima. nós temos

l+Ãd(l +c) = z *#y* =(zg/)(ay)' C SK(G)
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Deste modo, concluímos que ISK(G)l = IX'llz'GI. Visto que IV(Ka)l

l.Kl2'"+'-i, pelo Lema 3.2.1 e Lema 3.2.2 obtemos que

IÃ'li'i--

IU.(-Ka)l l.K l2''+' -i.l.K 1- 2'' l.K l2'"(2' -i) -- l l.K l322n -- l
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Capítulo 4

A ordem do subgrupo unitário para
os 2-grupos diedrais e para os
quatérnios generalizados

Neste capítulo determinamos a ordem do subgrupo unitário }/+(-KG) quando .R' é um

corpo anito de característica 2 e G é um produto semidireto de um 2-grupo abeliano

.4 de índice 2 com um grupo <ó> tal que b inverte cada elemento de .4, i.e, aó = a'i,

para todo a € .,4.

Observamos que sendo .4 um subgrupo abeliano de índice 2 em (17, então G = .4 U b..4

e disto b2 C Á. Logo, b2 :: b'ib2b = b'2 e disto 64 :: 1. Portanto, a ordem de b só pode

ser 2 ou 4.

Se ordem de b é 2, inclui-se neste caso os 2-grupos diedrais e se ordem de b é 4, inclui-se
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então os quatérnios generalizados

4.1 2-grupos diedrais

Lema 4.1.1 Sejam .K tlm corpo de caracferút ca 2 e G um 2-grupo contendo um swógrupo

aóe/ ano ,4 de {hdice 2 e um e/ementa Z) gue nuerte cada e/ementa de .A. Então a ap/ cação

« H -* á «m epim.r$sm. d. g«po }'(Ã'G) - -óg«p. SK(G). Á/é«. 'Z'"o, s. V'(KG)
é anito, então Q ordem do snbgru'po unitário V+ÇKG) coincide com o índice do subgrupo

SK(G) .m }'(Ã'G).

Prova: Análoga à prova do Lema 3.1.2

Para o grupo abeliano .4, definimos .Al21 = {a C .A l a2 :; l}

Lema 4.1.2 Sejam -K zlm corpo ./frito de caracterútica 2 e G um 2-grupo conte zdo um

subgrupo abeliano A de índice 2 e wm elemento b de ordem 2 que inverte cada elemento

de .A. .Então, para todo a C y(.K'G), rzós lemos gue

««* Ea.(«+ «':),

onde .L é um sistema como/eto de representantes do suóconlt&nto {a-', a l a c ,'!\.4l2l} e

cr. C -K pata lodo a C ,4.
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prova: Qualquer elemento z C b/ l.J( G) pode ser escrito como # :; zo+aló, onde z{ C .lí.4,

i= 0, 1, e e:(ao)+c(zi) = 1. Pelo fato que aó = a':, para todo .z C .A, segue imediatamente

que a? = z:, i= 0, 1. Logo, temos que

-* +«:6)(«o+«:b)''' +«:b)(,;+b':,;)

('o + «:b)(,; + *:Ó) oa; + ,o«:ó+ «:b,; + ":«;

zoz; + zozib + zozib + alz:

"o"; + a:«l.

Agora, se y = aias + . . . + a.a, C K.4, com ai C .A, e l 5; i $ s, então

Vy* ': +...+a,.,)(a:«Í: +...+a,«;')

(a? + ' ' ' + a:) + >1: a;aj(«.';: + «j«i:).

é um elemento de ordem 2, então aias 1 = ajaÍi e, portanto, o suporte do

elemento g/y''' não contém elemento de ordem 2. E disto temos que

yy" (y)y + >1: a.(. + «':).
aCL

Como uma conseqüência, temos que para todo z C y(KG) vale

-* + >: a.('+ «':)

Teorema 4.1.3 Sejam K um corpo ./inifo de caracter&t ca 2 e G um 2-grupo ./imita con-

tendo Km subgrupo abeliano A de índice 2 e um elemento b de ordem 2 qüe inverte cada
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e/ementa de .4. .Então

IK(.KC)l = IX'l:'"'''''"t'ti-'

Prova: Considerando Z um sistema completo de representantes do subconjunto {a-i , ala c

Á\Ál2D , vemos que o número de elementos de Z é / = ] , . Logo, pelo Lema 4.1.2,

a ordem do subgrupo Sk(G) é no máximo IK'lz. Provaremos que esta é exatamente a

ordem de SK(G). Para isto, basta-nos mostrar que para qualquer z da forma

, E a.(« + «':) (a. C K')

existe z C y(.KG) tal (lue az* = z.

Se , +a:(': +«Í:) + a,(«,+ «;:) +..- + a,(«,+ «;:), então colos.mos «o

cvlal + a2a2 + ' ' ' + asas e zl := 1 + #o. Então temos que

.(,o) + .(':) 1 + 2(a: + a, + + a,)

e

" + «:z, c }''(K'G)

Além do mais, vemos que

#

"o"; + "-,: «;l + (l + «o)(1 + «;)

«.«i; + l + -: + «o + ',o";

1 + zo + z;.
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Isto é,

+

1+(a:«-+...+a.«,)+(a:«:+. -+a,«,)*

1+(a:«:+. +a,.,)+(a:«Í:+...+a..;:)

l +a:(«: + «;') +. . + a,(«, +«;:)

Deste modo, temos que a ordem do subgrupo SK(G) é igual a l.KI/. Visto que

IV(-Ka)l = 1.Kllc?l-i = IKI'l'li-:, pelo Lema 4.1.1, obtemos que

IU(Ã'G) l I'i"i-' . IK'l-!4e:4alZ!!

l.Klai'u+ IAl2ll-2

Corolário 4.1.4 Sejam .K' um corpo ./inifo de caracferúZáca 2 e

o,«-.- = <.,ó l .'" = ó' = i, «' = «':>

um grupo diedral de ordem 2n'+l . Então temos qne

IK.(-KO,«+:)l IÃ'l;'''''

Prova: Temos que ZI)2n+i ;; .4H<b>, onde .A :: <aja2" ;: 1>. Daí, temos que l.Al2ll :: 2 e

l.AI = 2". Portanto, segue que

IK(Ã'D2--. :)l IK' l;''"''

50



4.2 Quatérnios generalizados

O resultado seguinte trata-se de uma mera generalização do Teorema 1.3.1. Aqui

uti[izamos o mesmo método ]á desenvo]vido com pequenas modificações. No que se segue,

denotamos .4121 :: {a C .4 l a2 :: 1} para .4 um grupo abeliano.

Teorema 4.2.1 Sejam .K um corpo ./mito de caracteráfica 2 e G am 2-grupo ./frito con-

tendo um subgrupo abetiano A de Índice 2 e zm elemento b de ordem 4 q'üe inunde cada.

e/ementa de .4. .Então o stzógrtzpo un faria }/+(-/rG) é o produto semidÍreto de G e um

subgrupo nol-mal H. O subgrupo H é o produto semiãireto do 2-grupo abetiar\o elementar

{l + (l + Ó'),b l z C .KÁ}

. o -óg«p. ó /i-o P, -de K(K'Á) = .4 xH

Prova: Sqa G = .4>q<b>, onde Á é um 2-grupo abeliano de índice 2 e b de ordem 4 com

aõ = a-i , para todo a C .4.

Sendo .A um 2-grupo abeliano finito, pelo Teorema 1.3.2, temos que l,/+(.K.4) = .A x U

IX.(K.4)l = 1.A'l21 1.1K'lja''1l+l412lD-l

e

Sendo G = <.A, 6>, então cada elemento g em .lrG pode ser escrito como

r := zi + z2Z)
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com ai C /i.Á, á = 1, 2

Em particular, se a C %.(-KG), então a = ai + z2b, com z{ € Ã',4,

.(a:) + .(,,)
1,2, '(,)

Agora, visto que G 5; %.(Ã.'G), se :« C %.(KG), então «:b = ió + z; C K(Ã'G), com

z3 = z2b2 C K.4. Portanto, sem perda de generalidades, podemos assumir que c(ai) = l

e c(z2) = 0. Logo, ai C y(K.4) e disto z pode ser escrito como

, +«;:z,Ó)

Logo, todo z C %.(.KG) pode ser tomado como z = z1(l + =2b) com z{ C Ã.4, i= 1, 2,

c(z:) = 1 e c(z,) = 0. Então temos que

,*(l+«,b))* +«,ó)''',; +b'',;),;

Deste modo segue que

+

«:(l + «,b)(l + b':a;)«;

(,: + «:',z,)(,: + b':';,:)

ia: + zib'lz;z; + ia2Óa: + ziaç2a;zi

Zla; + alZ;Z23 + alZ2Ó'lZ; + Zla2alÓ

«:a;(1 + ,,,;) + «:,,,:b-: + ":,,,:Ó

«.,:(1 + «,,;) + «?«,(z,': + z,),

onde usamos o fato que ab :; a'i, para todo a C .A, implica que zl' = z:, i= 1, 2

52



Assim, temos que g C %.(KG) se e somente se

r «:,;(l + «2z;)
1. «?,,(ó': + z,) = o

o que equivale a

.Í «:,;(l + «,a;)
1. ,,(i + z,')

Mas o anulador de (l + b') em K.A é exatamente

.4nnK«(l + b') * 1 , C Ã'..4},

(1)

(2)«, + Z,'), (, C Ã'.4)

,,.; + b')«'(l + z,')

Assim, de (1) temos que ziz; = 1 e então zi C X.(-K.4).

Considere agora o seguinte subgrupo

R +(i+z,'),z,l,cx'.A} +À«(i+ó')ól.xcx'>,

onde T é um transversal para <b2> em Á. Temos assim que para todo z C Ã..A,

(l +(l + Ó'),6)(1 +(1 + Z,'),Z,)* +(l +b'),Z,)(l +b'',*(l + b'))

(l +(l + b'),b)(l+(l + b')b':,*)

(l + (l + b'),b)(l + (l + b')b.''')

(l + (l + z,'),z,)(l + (l + z,'),ó)

1 + (1 + ó'),b + (l + b'),ó
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pois (l + ó')b': = (1 + Z,')6' = (1 + b')b e z' = z''', para todo z C -K.4

Assim, R é um 2-grupo abeliano elementar de ordem l.Zrj#l'!i e R Ç l,/+(KG). Obser-

vamos, por (2), que 1 + z2b C R. Logo, vemos que X.(Ã'G) é gerado pelos grupos G,

K(K.4) e R.

Além disso, para todo z C .KÁ, nós temos que

b':(l +(l +ó'),b)b l+(l +b')z,':,b' 1 + (1 + b'),'''b C R

e para cada «, C K(-K.4), temos

«.,':(l + (l + b'),z,)«, 1 + (1 + z,')«,':,&«

1 + (1 + b')«.,':w*,b

1 + (1 + b')(«,*)',b C -R

porque

Zw = w*b= w'ib

Deste modo, R é um subgrupo normal em K(KG) e R íl U = <1>, onde X.(Ã.A) = .4 x U

Considere -H = <R, U>. Como visto acima, temos que w'l.l?co Ç R, para todo w C

}C.(-/í.A), e disto segue que .]] é um produto semidireto do subgrupo normal R e o subgrupo

abeliano C/. i.e. H = Uo<.R
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portanto, temos que }'*(ií u,l

subgrupo normal de %.(-KG) e que

%.(.KG) = (7o<.# = GK(t/o<R)

Da.s identida.d es a.cima.>

Corolário 4.2.2 Sejam -K um corpo ./imita de caracterúfáca 2 e ( zlm 2-grupo .#nÍto

contendo um subgruT)o abeliüno A de índice 2 e um elemento b de ordem 4 tüt que d' = a'l

para todo Q C A. Então temos que

IK.(K'a)l = 2.IÁ'l21 1 1-Kll'1l+ã'l.412Jl-i

Prova: Pelo Teorema 4.2.1, temos que

%.(ÃG) KB), com IZI

Sabemos também que %.(-K.4) = .4 x U tem ordem

IK.(K'.A) l = 1.A' l21 1 1KI ã'(1'41+1.41211)-i

Logo, IPI = IÁl-:.l.4'1211. IÃ.'l{(1'41+1.41211)-l

Portanto, segue que

IX.(-Ka)l lal .lu' l.l-R l

2.l.41.1,4l':.l.4'l21 1 1.Kl#a''il+l.412lD-i. IÃ'l 4'1'u

2.l.A2 l21 1.1 .Zr l I'il+{ l.41211-i
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e:jam K um corpo anito de característica 2 e

tl?2n+i := <a,6 l a2" := 1, ó2 :: a2"':, ab :: a--l>

de ordem 2n't\ . Então temos que

IK(.Kc22«+-)l = 4.l-KI'"

Prova: Temos que (22n+i :: '4x<b l b4 := 1> com ,4 = <a l a2" :: 1>. Logo, temos que

l.41 = 2", l.41211 ;: 2 e l.A2l2ll = 2. Portanto, concluímos pelo Corolário 4.2.2 que

IK(.zrQ2«+-)l = 4l-KI'"
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