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RESUMO

Sejam K um corpo, G um grupo e V(KG) o grupo das unidades normalizadas na
dlgebra de grupo KG. O anti-automorfismo em G, g — g~ !, estende-se linearmente ao
anti-automorfismo

a= Zaggr—nx* :z:ozgg_1

em V(K G). Define-se o subgrupo unitario de KG o seguinte:
Vi(KG)={a e V(KG) | a* =a'}.

O objetivo deste trabalho é determinar a ordem do subgrupo unitario Vi(KG), onde
K é um corpo finito de caracteristica p (p um nimero primo) e G é um p-grupo finito.

Numa primeira etapa, determinamos a ordem do subgrupo unitario Vi.(KXG) no caso
da caracteristica p > 2. No restante deste trabalho, determinamos a ordem do subgrupo

unitario Vi(KG), quando K é um corpo finito de caracteristica 2 e G é um grupo finito

dentre os seguintes:
(i) G é um 2-grupo extra-especial;

ii) G é um produto central de um 2-grupo extra-especial com um grupo ciclico de ordem
g
4
iii) G € um 2-grupo contendo um subgrupo abeliano A de indice 2 e um elemento b tal
g g

que b inverte cada elemento de A.

Ressaltamos que por (iii) obtemos a ordem do subgrupo unitario Vi(KG) para os

2-grupos diedrais Dzn € os quatérnios generalizados Qs (n > 3).



ABSTRACT

Let K be a field, G be a group and V(KG) be the group of normalized units in
the group algebra K'G. The anti-automorphism in G, g — g~!, extends linearly to an
anti-automorphism

a= ZaggHa* = Zagg'l

of V(K G). Define the unitary subgroup of KG the following
Vi(KG) ={a € V(KG) | a* =a'}.

We determine in this work the order of unitary subgroup Vi(KG), where K is a finite
field of characteristic p (p is a number prime) and G is a finite p-group.

In a first step, we determine the order of unitary subgroup Vi.(KG) in the case of the
characteristic p > 2. In the remainder of this work, we determine the order of unitary

subgroup V,(KG), when K is a finite field of characteristic 2 and G is a finite p-group

among the following:
(i) G is an extraspecial 2-group;
(ii) G is a central product of an extraspecial 2-group with a cyclic group of order 4;

(iii) G is a 2-group which contains an abelian subgroup A of index two and an element

b such that b~ lab = a~! for all a € A.

We emphasize that by (iii), we obtain the order of unitary subgroups Vi(K @) for all
dihedral group Dj» and for all generalized quaternion Qqn (n > 3).
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Notacao

char(K) Caracteristica do corpo K

K Corpo

G, H, (}rupos

KG Algebra de grupo de um grupo G sobre um corpo K

z¥ ylzy

[z,y] z~ty "y

Z(G) Centro do grupo G

G =[G, G Subgrupo comutador de um grupo G

H=G H é isomorfo com G

H<LG H é um subgrupo do grupo G

HaG H é um subgrupo normal de G

H\H,---H, Produto de subconjuntos de um grupo

(e |&™ =1) Subgrupo gerado pelo elemento z de ordem n

(Ar,..., Ap) Subgrupo gerado pelo conjunto Ay,..., A,

G" Subgrupo gerado por todos ¢g”, onde g € G

G|n] Subgrupo gerado por todos g € G tal que g" =1

| K| Ordem do corpo K

|G| Ordem do grupo G

[G: H] Indice do subgrupo H no grupo G

|z| Ordem do elemento z

G xH Produto direto

HxN Produto semidireto

HYN Produto central

FratG Subgrupo de Frattini de G

Dyn Grupo diedral de ordem 2"

Qan Grupo quatérnio generalizado de ordem 2"

A(G: H) Ideal de KG gerado pelos elementos h — 1, onde h € H

A(G) Ideal de aumento de KG

Q= ZG agg Elemento na algebra K'G onde o, € K para todo g € G
9€

e(a) Aumento do elemento o € KG

UKG Grupo das unidades de KG

VEK G; Grupo das unidades normalizadas de KG

Vi(KG) Subgrupo unitario de KG

Annge(a) Anulador do elemento a em KG

supp(a Suporte do elemento @ em KG

S+(A(G Conjunto de elementos simétricos de aumento zero em KG

S_(A(G Conjunto de elementos anti-simétricos de aumento zero em

KG

S«(KG) Conjunto das unidades normalizadas simétricas em KG



Introducao

O Subgrupo Unitério Vi (K G) tornou-se um objeto de grande interesse dentro da teoria
de Algebras de Grupo Modulares, no sentido de que o conhecimento deste aproxima-nos

do conhecimento do grupo das unidades normalizadas V(K G) e de possiveis respostas a

muitos problemas abertos nesta teoria.

Em 1995, A. Bovdi e A. Szakécs [4,5] descreveram plenamente a estrutura de Vi(KG),
dando uma base para este grupo, quando KG é uma élgebra de grupo de um p-grupo

abeliano finito G sobre um corpo finito K de p™ elementos.

Muito pouco se sabe no caso em que G' é um p-grupo finito néo abeliano (vide [1]).
Pode-se considerar que um primeiro passo nesta direcdo € um resultado de V. Bovdi e
L.G. Kovécs [6]. Eles determinaram condigbes sobre a dlgebra IF,G, de um p-grupo nao

abeliano (7, nas quais as unidades biciclicas de V(IF,&) sdo unitarias.

Muitos problemas ainda permanecem abertos sobre Vi(KG) quando G é nao abeliano.

Podemos citar dentre muitos os seguintes:



(i) Determinar um sistema de geradores para Vi(KG).
(ii) Quando é que G tem um complemento normal em Vi (KG)?
(iii) Qual a classe de nilpoténcia de Vi(KG)?

(iv) Se KG é finito, qual é a ordem de V,(KG)?

E claro que, para responder as questdes (i), (ii) ou (iii) resulta necessdrio primeiro

responder (iv).

Neste trabalho, vamos determinar a ordem de Vi (K@) quando a caracteristica de K
é p > 2, p primo, para todas as familias de p-grupos finitos ndo abelianos. J4 no caso

mais complexo da caracteristica p = 2, determinamos a ordem de V.(KG) para diversas

familias de 2-grupos finitos nao abelianos.

A tese é apresentada em quatro capitulos. O primeiro inclui nogdes preliminares que
serao usadas em resultados dos capitulos seguintes. Este se divide em resultados prelimi-
nares sobre a Teoria dos Grupos, a Teoria de Anéis e em resultados preliminares sobre a
Teoria de Anéis de Grupo. Nosso propésito aqui ndo é uma completa dissertagao sobre
tais assuntos, mas simplesmente recordarmos o essencial para uma completa compreensao

dos resultados obtidos nos capitulos seguintes.

No segundo capitulo, determinamos a ordem do subgrupo unitério Vi(KG) no caso

em que a caracteristica de K é p > 2. Aqui, ndo hd restricio a nenhum p-grupo finito



nao abeliano G.

No terceiro capitulo, determinamos a ordem do subgrupo unitario Vi.(KG) quando

G é um determinado produto central. Incluimos aqui o caso em que G é um 2-grupo

extra-especial.

Por fim, no quarto capitulo, determinamos a ordem de Vi.(KG) quando G contém um
subgrupo abeliano A de indice dois e um elemento b que inverte cada elemento de A.
Como casos particulares, determinamos a ordem de Vi(KG) quando G é do tipo 2-grupo

diedral ou um quatérnio generalizado.

Os resultados aqui contidos foram recentemente publicados no Communications in

Algebra [9].



Capitulo 1

Resultados preliminares

Neste capitulo apresentamos resultados basicos que serao utilizados nos capitulos se-

guintes.

Comecamos expondo a parte sobre grupos e anéis, recordando apenas o que for essen-
cial para a compreensdo dos mesmos. Em seguida, expomos a parte referente a Anéis de

Grupos, em que recordamos os principais resultados obtidos até o momento e que serdo

fundamentais em nossas conclusdes.



1.1 Grupos

Seja G um grupo. O subgrupo de Frattini de G €, por definigio, a intersec¢ao de todos

os seus subgrupos maximais. Denotaremos este subgrupo por FratG.

Teorema 1.1.1 (Wielandt) Seja G um grupo finito. Entio G € nilpotente se e somente

se G' < FratG.

Prova: [pp.137, 11].

Teorema 1.1.2 (Burnside) Seja G um p-grupo finito. Entdo FratG = G'GP.

Prova: [pp.140, 11].

Um p-grupo finito G' é dito ser um grupo eztra-especial se G' e Z(G), o subgrupo

comutador e o centro de GG, respectivamente, coincidem e tém ordem p.

Lema 1.1.3 Seja G um grupo e u,v elementos de G. Entdo vale a identidade

m

Jv] = [u, o] T T A L () € ),

[u

Além disso, se [u,v] pertence ao centro de (u,v), entdo [u™,v] = [u,v]™ = [u,v™].

)



Prova: Se m = 1, é evidente a identidade. Agora temos que
[u™,v] = [u™ o, v] = [u™ o] [u, v]

e o resultado segue por indugao. I

Teorema 1.1.4 Seja G um p-grupo extraespecial. Entdo FratG, Z(G) e G' coincidem e

tém ordem p.

Prova: Que Z(G) e G’ coincidem e tém ordem p segue por definigao. Agora, pelo Teo-
rema 1.1.2, temos que FratG = G'GP, e pelo Lema 1.1.3, segue que para todos z,g9 € G,
[z,9°] = [z,9]” =1 e disto ¢g* € Z(G) = G'. Portanto, GP? = (g”|g € G) C @ e disto

FratG = G [ ]
Um grupo G é dito ser um produto central de seus subgrupos normais Gy, ...,G, se:
1. G=Gy - Gy;

2. [G;,G;] =1, para i # j;

3. Gi N ]-];[iGj = C C Z(G), para todo i.

Ao subgrupo C, chamaremos de subgrupo fator central.



Como C C Z(@) entdo C C Z(G;), para todo 1.

Notaremos G = G, YG,Y ---YG,,.

Temos,
) = ( |G,-|) e
=1

Temos ainda que,

QZ(Gi) — 7(0).

Observamos que todo produto direto de grupos G = H x K pode ser visto como um

produto central destes grupos com C = (1).

Exemplo 1: Sejam

A= (a,bla* =1,a> = b*,a® = a7') = {1,0,d?,d%, b, ab, a’h, a®b}

B = {e,dle* = 1,d* = 1,de = °d)

B ={l,¢,c% ¢, d,cd,?d,c?d,d?, cd?, *d*, >d®, &%, cd®, P d®, Bd®}
Temos:

() A=Qs, A =8,2(4)={1,¢}, |Z(A)| =2;

7



(ii) B = (c)x(d), (c) « B, |B| =16 , Z(B) ={1,c d* ?*d*}, |Z(B)| = 4.

Logo é possivel obter 3 grupos do tipo G = AYB, a saber:

1. Gy = AYB com C = (a?|a® = ¢?), isto §,
G1 = (a,b,¢c,dla* = ¢* = d* = 1,a® = b = &?,dc = ®d,[a,c] = [a,d] = [b,c] =

[b,d] = 1);

2. G = AYB com C = (a?|a® = d?), isto &,
Gz = (a,b,¢c,d|a* = ¢* = d* = 1,a® = b = d? dc = &d,[a,c] = [a,d] = [b,c] =

[b,d] = 1);

3. Gz = AYB com C = (a*|a® = c*d?), isto é,
Gr = (a,b,c,dla* = ¢! = d* =1,a® = V® = Ad?,dec = d,[a,c] = [a,d] = [b,c] =

[bv d] = ]-);

Apesar de |G;| = (8 x 16)/2 = 64 para 7 = 1,2,3, temos que Gy, G2 e G3 ndo sio

isomorfos.

Exemplo 2: Sejam

A=mYHY .. YH,, H;={(a;,bial=1,b7=0a?0a" = a;™) = Qs,



um 2-grupo extra-especial , e

B = (z|z* = 1), um grupo ciclico de ordem 4

Temos:

(i) [A] =27, Z2(A) ={1,e°}, |Z(A)| = 2;

(i) |B|=4,2Z(B)=B={l,z,2%,2%} ,|Z(B)| = 4.

Logo é possivel obter o seguinte grupo do tipo G = AYB com C = (a?|a® = 2?),
|C|=2,C C Z(A) e C C Z(B), a saber:

G = (a;, b, z|a;* = 2* = 1,a? = b? = 2%, a% = ;7 [a;, 2] = [b;, 2] = 1).

Temos ainda que
22n+1 X 4
2

— 22n+2

|G| =

Lema 1.1.5 Se G € um grupo ndo abeliano de ordem p?, entio G € extra-especial.

Prova: Sendo G ndo abeliano, entdo G # Z(G) e G’ # 1. Por outro lado, sendo |G| = p3,
entdo Z(G) # 1 e disto |Z(G)| = p ou p>. Mas se |Z(@)| = p?, G/Z(G) é ciclico e

portanto G abeliano, o que é uma contradi¢do. Portanto |Z(G)| = p.



Agora, como GG é um grupo nilpotente e 1 # G’ 4 G, entdo G' N Z(G) # 1. Mas
G'NZ(G) C Z(G) edisto G'N Z(G) = Z(G), i.e, Z(G) C G".

Por outro lado, é abeliano. Logo, G’ C Z(G). Portanto,

G| ,. @&
m( IR ()]
@' =2(G)e|F|=12(G)| =p. H

E natural pensar um p-grupo extra-especial G como um produto direto de grupos G;

nos quais subgrupos centrais dos G; sdo identificados por um subgrupo fator central C.

Teorema 1.1.6 Um p-grupo extra-especial € um produto central de n subgrupos ndio abe-
lianos de ordem p* e tem ordem p?*1. Reciprocamente, um produto central finito de
grupos ndo abelianos de ordem p* com subgrupo fator central ndo trivial é um p-grupo

extra-especial.
Prova: [pp.146, 11].

Lema 1.1.7 Sejam Dg o grupo diedral de ordem 8 e Qg o grupo quatérnio de ordem 8.

Entao
DsYDs = Qs Y Qs.

Prova: [pp.139, 12] Seja Dg = (z,y | z* = 1 = y?, 2¥ = z7!). Deste modo, Dg =

{z'y’; 0 <1 <3, j =0,1} e temos a regra (z'y?)(z*y') = 2°®, onde a = 7 + (=1)k

10



(mod 4) e b =7 + [ (mod 2) (isto segue da relagao zy = yz~1).

Seja z'y’ € Z(Dg), 0 < i< 3,5 =0,1. Entdo, visto que Dg = (z,y), devemos ter:

() = 2(ziyd) = HEW i = giHigd o g1 g

(='y')y = y(z'y’) = 2'y't = a7y = ¥ = 1.

Logo, devemos ter (—1) =1 (mod 4) e 2 = 0 (mod 4), com 0 <7 < 3 e j = 0,1. Disto

segue que j =0, i = 2 e z'y’ € Z(Dg) com 'y’ = 2. Portanto, temos Z(Dg) = (z?).
)

Sejam D; (¢ = 1,2) grupos isomorfos a Ds. Consideramos o produto central G =

D, YD, identificando o centro. Isto é, [D1,D;] =1, G = D1Dy e Z(Dg) = Dy N Ds.

Sejam D; = (z1,y1) € Dy = (@2,y2). Identificando os centros, fazemos z? = z2 = c.

Definimos agora dois subgrupos @), e Q)2 por

Q1= (331,3!1&32), Q2 = (5613/2,552)-

Faca z3 = y122 € 4 = 1y2. Visto que [Dy, D;] = 1, temos:

5’33 = (h122)(y122) = yf:c% = 333 =c
332 = (21y2)(z192) = 5”??!% = 5”% =c
z3'lzizs = (niz2) tm(nize) = 23y Ty

11



— -1 — 1
= =z, zy £U2—1L‘1

Ty eats = (2192) 7 2a(2192) = y; 27 wamaye
= Yy Tay2 =a;
(331333)2 = (501333)(5’31333) = ($1y1$2)($1y1$2)
= ylxl—1$2$1y1$2 = Y1T2Y1%2 = $§ =c
(z224)" = (2224)(2224) = (222192)(T22192)

-1 2
= ZaZ1T, Y2T1Y2 = T1Y2T1Y2 = Ty = C.

Logo,
Q1= (21,23 | o] = 1,23 = a3,2P = 27") 2 Qs
e
Q2 = (72,24 | 23 = 1,2} = 22,27 = 2;!) = Q.
Portanto, temos |Q1| = |@2] = 8 € o tinico elemento de ordem 2 em Q;, i = 1,2, é c. Além
do mais, valem:
T1.T4 = T1.T1Yp = T1YaT1 = T4.T1
T2Z3 = T2Y1%T2 = Y1T2T2 = T3T2
324 = (1122)(2192) = Y1122y = 27 'Y1yaz;

_ 2 2 _ _ 2
= T12Y1Y2T2T5 = T1CY1Y2T2C = T1Y1Y2L2C

= T1Y1Y2T2 = T1Y2Y1T2 = T4T3.

Assim também G = Q;YQ,.

12



Como nem Dg e nem (); podem ser escritos como um produto central de subgrupos

proprios, temos que DsY Dy = QgYQg. ||

Coroldrio 1.1.8 Seja G um grupo extra-especial de ordem 22"+, Entio G € um produto

central de grupos, todos eles isomorfos a Dg, ou um produto central de copias de Dg com

um Qg.

Assim, se G é um grupo extra-especial de ordem 2?"*!, entdo G pode ser visto como
G=GY---YG,, comG;=2Qs, 1<i<n.

Agora, se G; = (a;,b;) e Z(G) = G' = (¢ | ¢ = 1), entdo cada elemento em G pode ser
escrito como

z = ka1 ag?by - - - ambr,

comk=0,1,a;=0,1e B =0,1,1 <1< n, visto que a; ! = a? = ca; e b;! = b} = cb;,

1 < 1 < n. Entdo, temos z? = be‘---bﬁﬁ" = ¢* com A = 0,1, pois a¥ = a;' e

g? € Z(G) = @, para todo g € G;, ¢ qualquer. Assim,aordem de z é 4se A =1 e ) serd

0 se a ordem de z é 2. De qualquer forma, cada elemento de G pode ser escrito
T =242 * 2y

onde z;, € G;, tem ordem 4 e 1; < 13 < -+ < 1p.

13



1.2 Anéis

Seja R um anel com unidade 1. Uma involugdo * sobre R é uma aplicacio = — z* que

¢ um anti-automorfismo de periodo 2. Isto é, * é um anti-automorfismo sobre R tal que

(rire)* =ryry e (r)*=mr (i € R).

Um elemento v € R é chamado um elemento unitdrio se uu* =1 = u*u. Um elemento

k € R é chamado anti-simétrico se k* = —k.

Lema 1.2.1 Seja k um elemento anti-simétrico em R tal que 1+ k seja inversivel em R.

Entdo o elemento u = (1 — k)(1 + k)~! € unitdrio.

Prova: Primeiro, observamos que
14+k)(1—-k)=1-K=(1—-k)(1+k).
Visto que 1 + k € inversivel, segue também que
A=k +E)"=(1+Ek)(1-k).

Assim, tomando

u=(1-k)(1+k) "' =0Q+k)7(1-k) €R,

obtemos

uw(l+k)=1—k=(1+ku (1)

14



u(l+k)=1—k
fu(L + &) = (1 — k'
1+ k)u* = (1 - k)*
(L4 E W = (1 - k)

1—ku =1+Fk.

Além disso, usando (1) obtemos

W(l-k) = w(l4k) = (L +R) = [(1+ k)"

= 1=-k)'=01-k)=14+k=(1-k)u"

Portanto,

wu* = [(L+k)7H1 —Kk)u* = (1+E)71 - k)u*]

= (14+k)7(1+k)=1

wu = uw[(l-k)(1+E)7]=p1-k))1+E)

= (I4+k)(1+Ek) =1

Os elementos unitarios da forma u = (1 — k)(1 + k)™, onde k£ é um elemento anti-

simétrico tal que 1 + k € inversivel em R, sdo chamados elementos unitdrios de Cayley.

15



Lema 1.2.2 Seja R um anel com involugdo * no qual 2 € inversivel. Entdo um elemento

unitdrio u € um elemento unitdario de Cayley se, e somente se, 1+ u € inversivel em R.

Prova: [10] Suponha que u seja um elemento unitério de Cayley. Isto é, u = (1 — k)(1 +

k)~! para algum elemento anti-simétrico k tal que 1 + & seja inversivel em R.

Assim, temos

(1—k)=2—(1+k)
1-k)(Q+k)"T=2-1+k)])Q+k)
u=21+k)""1-1
u+1=2(1+k)""

Logo, vé-se que 1 + u é inversivel em R.

Reciprocamente, suponha que u seja um elemento unitério tal que 14 u seja inversivel

em R.

Considere k = (1 — u)(1 + u)~!. Vemos entdo
E(14+u)=(1—u)
k(1 +u)]" = (1 —u)*
Q1+u)k"=1—u"
(1+uw)k* =1 —u*
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u[(1+w)k] = u(l —u”)
[w(l + u)k* = u — 1
(u+1)k*=u—-1
o= —(1+u) (1 —u) = —(1 —u)(1 +u) = -k,

isto é, k é um elemento anti-simétrico em R. Além do mais, 1+k = 2(1+u)™! é inversivel

em R.
Assim,
1+k=2(14+u)"!
Q1+k)(Q+u)=2
1+Ek)+(1+Eku=2
14+ku=2—(1+k)
1+ku=1-k
u=(1+k)'1-k)=>0-k1+Ek)
isto é, u é um elemento unitario de Cayley. |
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1.3 Anéis de Grupos

Sejam K um corpo e G um grupo. A dlgebra de grupo KG de G sobre K é definida
como sendo o K-médulo livre sobre os elementos de G, com a multiplicagio induzida pela

multiplicagdo de G, i.e, KG consiste de todas as somas formais finitas da forma

&= Z g9, a4€K,
9€G

com a soma, multiplicacdo e multiplicagdo por escalar dadas por:

(i) Z Qg9 + Z Beg = Z(O‘y +ﬂg)g;

geG geG geG
(ii) (Z agg) . (Z ,th) = Z ayBrgh = z&tt,
g€eEG heG 9,h€G teG

onde 6; = 3 p—; 0yfh;

(i) A (Z agg) = > (Aay)g, para todo ) € K.

geG geG

Para qualquer elemento a = E a;g; em KG, define-se o suporte de a como sendo o

1=1
conjunto supp(e) = {¢; € G | a; # 0}.

Seja H um subgrupo normal de G. Definimos A(G, H) como sendo o ideal de KG
gerado pelo conjunto {h —1 | h € H}. Se H = G, entdo denotamos A(G, @) por A(G) e

o chamamos de ideal de aumento de KG. Note que A(G) é o niicleo do homomorfismo

e: KG—- K
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definido por &(3,cq @g9) = 2 a,. Este homomorfismo é chamado o homomorfismo au-

mento.

O conjunto de unidades em K'G forma um grupo denotado U(KG), o grupo das uni-
dades de KG. Se o € U(KG), entdo e(a) € K* = K\{0}. Definimos V(K G) como sendo
o conjunto

{a € U(KG) | e(a) =1}
que, obviamente, é um subgrupo de U(KG). V(KG) é chamado o grupo das unidades

normalizadas em KG.

O anti-automorfismo em G, g — g~!, estende-se linearmente a um anti-automorfismo
a = o de KG, onde se a = 3 cq g, entdo a* = ¥ 5 ayg™". E facil observar que
V(K@) é invariante sob este anti-automorfismo. Além disso, a restrigao desta aplicacio
a V(KG) seguido por v — v~! déd-nos um automorfismo de V(KG). Os elementos de
V(K Q) fixados por este automorfismo sdo as unidades normalizadas unitdrias de KG, e
estas formam um subgrupo ao qual denotamos por Vi.(KG), o subgrupo unitdrio de KG.

Em outras palavras, temos:

Vi(KG) ={a € V(KQG) | a* = a7 }.

O subgrupo unitario Vi(KG) serd o objeto de nosso estudo neste trabalho.

Consideramos o caso modular em que K é um corpo finito de caracteristica prima p e

G é um p-grupo finito. E bem sabido que nestas condigoes temos:
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(i) IKG| = |K]19;
(ii) A(G) ={a € KG | ¢(e) =0} é um ideal nilpotente;
(i) U(KQ) = {a € KG | e(a) # 0};
(iv) KG = U(KG) U A(G);
(v) V(KG) =1+ A(G);

(vi) [V(KG)| = |K|I¢I-1.

A estrutura do grupo Vi (K G) de uma dlgebra de grupo de um p-grupo abeliano finito
G sobre um corpo finito K de p™ elementos foi plenamente determinada por A. Bovdi e
A. Szakécs em [4,5]. Ja sobre V(K G) quando G é ndo abeliano pouco se sabe (vide [1]).
A. Bovdi e L. Erdei [2]| descreveram o subgrupo unitdrio V,(IF;G) para todos os grupos

de ordem & e 16.

Um dos primeiros resultados na investigagdo do subgrupo unitario Vi(KG) no caso

nao abeliano pode ser considerado o seguinte resultado devido a V. Bovdi e T. Rozgonyi

[8].

Teorema 1.3.1 Seja G um 2-grupo finito contendo um subgrupo abeliano A de indice
2. Suponha que exista um elemento b € G\ A de ordem j tal que b=tab = a™! para todo

a € A. Entdo o subgrupo unitario Vi(IF,G) € um produto semidireto de G e um subgrupo
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normal H. O subgrupo H € o produto semidireto do 2-grupo abeliano elementar normal
W= {1+ (1+0b")2b |z € IF,A}

e o subgrupo abeliano L, onde V,.(IF3A) = A x L. O grupo abeliano W € o produto direto

de 3|A| cdpias do grupo aditivo do corpo IF.

Tal resultado foi baseado no seguinte importante resultado de A. Bovdi e A.A. Szakécs

[4].

Teorema 1.3.2 Sejam K um corpo de 2™ elementos ¢ G um 2-grupo abeliano finito.

FEntao:

(i) Vi(KG) = G x L, onde L € um subgrupo abeliano;

(i) |[Va(KG)| = |G?[2]]| |K|%(IG|+|G[2”)"1, onde G[2) ={g € G| ¢* =1}.

Em seguida, listamos alguns resultados preliminares essenciais na obtencao de nossos

novos resultados. Estes sdo devidos a V. Bovdi e L.G. Kovécs [6].

Lema 1.3.3 Sejam K um anel comutativo com 1 e G um grupo qualquer. Para z €

V(KG) ey € Vi(KQG), temos que z7'yz € Vu.(KQ) se e somente se zz* comuta com y.
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Prova: Basta notarmos que (z7'yz)* = (z7'yz)~! significa que z*y*(z*)"! = "'y~ 1z, o
g

que é equivalente a za*y* = y~'zz*. Visto que por hipétese y* = y~!, segue o resultado.

E fcil observarmos que, visto que G < Vi(KG), qualquer elemento a € KG que

comuta com cada elemento de Vi,(KG) é central em KG. Deste modo, o Lema 1.2.3 nos

da o seguinte:

Corolario 1.3.4 O subgrupo V,(KG) € normal em V(KQG) se e somente se todos os

elementos da forma xzz* com x € V(KG) sdo centrais em KG. |

Teorema 1.3.5 Sejam K um corpo de caracteristica p e G um p-grupo localmente finito,
nao abeliano. O subgrupo Vi.(KG) € normal em V(KG) se e somente sep=2¢ G € o
produto direto de um grupo abeliano elementar com um grupo H para o qual vale uma das

sequintes:

1) H ndo possui fator direto de ordem 2, mas ele € o produto semidireto de um grupo
p grup

(b) de ordem 2 e um 2-grupo abeliano A tal que b='ab = a™', para todo a € A.

(i) H ¢ um 2-grupo extra-especial ou o produto central de um tal grupo com um grupo

ciclico de ordem 4.
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Uma unidade o € V(K@) diz-se simétrica se possui a propriedade que o* = a.
Ao contrario das unidades unitarias, em geral, as unidades simétricas ndo formam um
subgrupo em V(KG). V. Bovdi, L.G. Koviacs e S.K. Sehgal [7] caracterizaram os grupos
G e os corpos K para os quais o conjunto de unidades simétricas forma um subgrupo,

com algumas hipéteses restritivas:

Teorema 1.3.6 Sejam p um primo, K um anel comutativo de caracteristica p, e G um
p-grupo localmente finito nao-abeliano. As unidades simétricas de KG formam um grupo
multiplicativo se, e somente se, p = 2 e G € o produto direto de um grupo abeliano

elementar e um grupo H para o qual vale uma das sequintes:

(i) H possui um subgrupo abeliano A de indice 2 e um elemento b de ordem 4 tal que

b~lab= a™!, para todo a € A;

(it) H € o produto direto de um grupo quatérnio de ordem 8 e um grupo ciclico de ordem

4, ou o produto direto de dois grupos quatérnios de ordem 8;
(i1i) H € o produto central do grupo
(z,y | 2* =y" =1, 2” = [y,])

com um grupo quatérnio de ordem 8, o elemento ndo-trivial comum aos dois grupos

sendo z%y?;
(iv) H € isomorfo a um dos grupos

Hs; = (z,y,u|a* =y* =12 =[y,2],y* = v* = [y, 2], 2%* = [4,9])
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Hys = (-’E,y,u,v | &t = y4 = [v,u] = 1)1"2: V¥ = [y)x] = [v,y]

y2 =’ = [uax]ax2y2 = [u,y] = [v,x]).

Visto que (*)* = a e (af)* = B*a*, para todos o, 8 € K@, segue que todos os

elementos da forma aa*, com a € V(KG), é uma unidade simétrica.

Observamos que se Vi(KG) é normal em V(K G), pelo Corolério 1.3.4, todo elemento
da forma zz* com z € V(KG) é central em KG. Como cada unidade em KG é um
multiplo escalar de uma unidade normalizada, a mesma conclusao é adequada se = é uma

unidade qualquer em K'G. Deste modo, se € U(KG), entdo
zz* =z~ zz')e = 2’2,
Agora, se z ¢ U(KG), entdo ¢ € A(G) e disto 1 + z é uma unidade e entao vale
(1+2)(1+2)" = (1+2)(1+2),

e, consequentemente, novamente temos zz* = z*z.

Uma algebra de grupo KG na qual zz* = z*z vale para cada elemento z € KG é
chamada normal. A. Bovdi, P.M. Gudivok e M.S. Semirot provaram em [3] que a dlgebra
de grupo de um grupo nao abeliano G sobre um anel comutativo K é normal se e somente
se G € hamiltoniano ou a caracteristica de K é 2 e G é um produto direto de um 2-grupo

abeliano elementar com um grupo H tal que (i) ou (ii) do Teorema 1.3.5 vale.
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Capitulo 2

A ordem do subgrupo unitario para
caracteristica p > 2

Neste capitulo determinamos a ordem do subgrupo unitario V,(KG) da élgebra de

grupo KG no caso em que a caracteristica de K é p > 2 e G é um p-grupo finito.

Ainda neste, determinamos a ordem do importante conjunto
S«(KG)={a e V(KQG) | a* = a},

o conjunto das unidades normalizadas simétricas da algebra de grupo K'G para a carac-

teristica p > 2.
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2.1 p-grupos finitos (p > 2)

Sejam K um corpo finito com char(K) = p > 2 e G um p-grupo finito.

O conjunto

{a: ZaggEKGls(a)zz%:O}

geG geG
é um ideal na algebra de grupo K'G, denotado por A(G) e chamado de ideal de aumento

da algebra KG. Isto é, A(G) é o conjunto de todos os elementos em KG de aumento

Zero.

Considere

S+(A(G)) ={a e A(G) | " =}

o conjunto de elementos simétricos de aumento zero em KG e
S_(A(G)) ={a € A(G) | " = —a}

o conjunto de elementos anti-simétricos de aumento zero em KGQG.

Lema 2.1.1 Sejam K um corpo com char(K) = p > 2 e G um grupo de ordem impar.

Entdo,

() A(G) = 54+(A(G) + S-(A(Q));

(it) S+(A(G)) N S-(A(G)) = {0}.
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Assim, A(G) = S4(A(G)) ® S-(A(G)) como K -espagos.

Prova: (i) Seja a € A(G).
Tomemos B = 1"—'5“—‘ e v = 2% Facilmente, vé-se que f* =B, v* = —yea =B +7,
donde de conclui que A(G) C S4(A(G)) + S-(A(G)). Portanto, A(G) = S+(A(G)) +

S_(A(G)).

(ii) Seja a = gEZG ay9 € S+(A(G)) N S_(A(G)). Entao,

a=a" =—a
20=0
a; =0, Vgeaq,
visto que char(K) # 2.
Portanto, a = 0 e S4(A(G)) N S_(A(G)) = {0}. ||

Corolario 2.1.2 Seja KG uma dlgebra de grupo finita de caracteristica p > 2, entdo

|AG)] = |5+ (A(G))] - [S-(A(G))]- i

Exemplo 2.1.3 Considere a algebra de grupo Z3G, onde G = (a|a® = 1). Temos entao:
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(i) |ZsG| = |Zs|I° = 3° = 27;
(ii) |V(Zs@)| = |Z5|I91* =32 = 9;

(iii) |A(G)] = |V(ZsG)| =9.

E fécil observarmos que

AG) = {a = zzja,-a" € Z3G | e(a) = g(:)a,- = 0}

=0

= {0, 1+4+2a, 1+2d% 2+a, 2+ %, a+ 242,

2a + a®, 1+ a+a®, 2+ 2a+24?}.

Assim,

S+(A(G) = {aeA(G) | o =a}

= {0, 1 +a+d?® 2+2a+2d*}

S-(A(G)) = {a€A(G)|a"=—a}

= {0, 2a + @?, a+24%},

onde se v, |54 (A(G))] - [S-(A(G))] = [A(G)] e A(G) = S4(A(®)) ® S_(A(G)).

Lema 2.1.4 Sejam K um corpo finito de caracteristica p > 2 e G um grupo finito de

ordem impar. Entao

15+(A(Q)) | = K]
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Prova: Seja ¢ = ), oy9 € S4(A(G)). Visto que z* = z, temos que
9€G

supp(z) = supp(z*) e oy = o -1, Vg € supp(z).

Logo,
g=o14 Y, oy(g+97") com » a, =0 (mod p).
9EG g€eG
9#1
Mas,
e(@)=a1+2) a,=0,
9EG
9#1
isto €,
o1 +2) a; =0 (mod p)
g#1
o1 = —2)  a, (mod p).
9#1
Portanto,
T = o+t Z a(g+97")
9€EG
9#1
= —2 Z og + Z ag(g—{-g_l)
9€G 9€G
g#1 9#1
= Z ag(g+97" —2).
9€G
g#1
Assim,

S+(A(@)) = {z = 2;%(9+g'1 —2)|ay€ K} ;

donde se conclui que

IS+(A(G))] = | K|

29



Exemplo 2.1.5 Considere a dlgebra de grupo ZsG, onde G = (a|a® = 1). Temos pelo
Lema 2.1.4 que |S(A(G))| = 5% = 25. A saber,

S(A@) = {a(a+a*—2)+ay(a®+a®—2) | s €Zs, i=1,2}
= {2(a1 + @) +i(a+a?) +az(a®+d®) | s € Zs, i = 1,2}

= {3(a1 + @)+ ai(a + a*) + as(a® + a®) | a; € Zs, i = 1,2}.

Corolario 2.1.6 Sejam K um corpo finito de caracteristica p > 2 e G um p-grupo finito.
Entao
IG]-1
IS-(A(G)| = | K| =

Corolario 2.1.7 Sejam K um corpo finito de caracteristica p > 2 ¢ G um p-grupo finito.
Entdo
IG|—
IS.(KG)| = | K] "5

Prova: Seja a = ) ayg9 € Si(KG). Logo a* = aee(a)= Y a, = 1. Assim,
geG geG

supp(a”) = supp(),

ay =ag1, Ygesupp(a) e > a,=1
9€G

Assim, o = oy + EG a,(g+g7h).
g€
g9#1
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Logo,

Deste modo,

e entao

ela) = al+z2ag =3
g9#1

1-2>" a, (mod p).
9#1

Qg

C T (1—220‘9) + > alg+g™)

9€G geG
g#1 9#1

a = 1+ ayg+g7' —2)

geG
g9#1

IS.(KG)| = |K|"F.

Na realidade, observamos que

S.(KG) =1+ S.(A(G)).

Teorema 2.1.8 Sejam K um corpo finito de caracteristica p > 2 e G um p-grupo finito.

FEntao

I6|-1
IVi(KG)| = |K[ =

Prova: Observemos que, se z € S_(A(G)), entdo visto que U(KG) = {a € KGle(a) #

0}, o elemento 1 4+ = é uma unidade em KG e, pelo Lema 1.2.2, u = (1 —z)(1 + z)! é

uma unidade unitaria de Cayley.
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E f4cil observarmos que qualquer elemento em V,(KG) é uma unidade unitaria de

Cayley para char(K) > 2.
De fato, se u € V,(KG) entdo e(u) =1 e 1 + u é uma unidade, visto que

U(KG) = {a € KG | ¢(a) # 0}.

Assim, k = (1 — u)(1 + »)™! é um elemento anti-simétrico em KG. Logo, 1 + k =
2(1 4+ u)™' é uma unidade em KG, e u = (1 — k)(1 + k)~ é uma unidade unitéria de

Cayley.

Portanto,

IV.(KG)| = |S-(A(G))] = |K|"F.
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Capitulo 3

A ordem do subgrupo unitario para
alguns produtos centrais

Neste capitulo determinamos a ordem do subgrupo unitério Vi(KG) da élgebra de
grupo KG quando K é um corpo finito de caracteristica 2 e G é um 2-grupo extra-

especial ou um produto central de um 2-grupo extra-especial com um grupo ciclico de

ordem 4.
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3.1 2-grupo extra-especial

Para uma algebra de grupo K'G, denotamos Sk (G) = {zz* | z € V(K G)} que é, como

ja visto, um conjunto de unidades simétricas em KG.

Lema 3.1.1 Se V,(KG) € normal em V(KG), entdo Sk(G) € um subgrupo normal em
V(KG).

*

Prova: Sendo Vi(KG) « V(KG), segue que a algebra KG é normal, i.e, zz* = z*z,
para todo ¢z € K@, pela conclusdo do capitulo 1. Pelo Coroléario 1.3.4, temos também

que zz* é central em K'G sempre que z € V(K G). Logo,nds temos
(zz)(yy")™ = =z2’(y") 7y =22ty Y
= (y ) ez’y™ = (y ) wtey T = (2y7) (2y )
= (zy )@y ™),
para todos z,y em V(KG), o que nos diz que Sk(G) é um subgrupo em V(KG). A

normalidade de Sk (G) segue do fato que cada elemento de Sk (G) é estivel por conjugacao

em V(KG). |

Lema 3.1.2 Sejam K um corpo de caracteristica 2 e G um 2-grupo extra-especial. Entdo
a aplicagio x — zx* € um epimorfismo do grupo V(K G) no subgrupo Sk(G). Além disso,
se V(K@) € finito, entdo a ordem do subgrupo unitdrio V.(KG) coincide com o indice do

subgrupo Sk(G) em V(KGQG).
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Prova: Pelo Teorema 1.3.5 e Corolario 1.3.4, temos que zz* é central em V(K G) para

todo ¢ € V(K G). Fazendo ¢(z) = zz*, temos
$(zy) = (zy)(zy)” = zyy"z” = zz™yy" = $(z)$(y)
para todos =,y € V(K@). Portanto, ¢ é um epimorfismo. Agora, o niicleo de ¢ é
{z € V(KG) | zz* = 1},

facilmente visto ser Vi(KG), donde segue o resto do Lema. ]

Para um 2-grupo finito G com subgrupo comutador G’ = (¢ | ¢* = 1), definimos Lg
como sendo um subconjunto de elementos de ordem 4 em G tal que Lg N Lgc é vazio e

Lg U Lgc coincide com o conjunto de todos os elementos de ordem 4 em G.

Lema 3.1.3 Seja G um 2-grupo extra-especial de ordem |G| = 22"t com n > 2. Entdo

|Lg| =2"71(2" — (-1)").

Prova: Sendo G um 2-grupo extra-especial de ordem |G| = 22"*!, com n > 2, entdo, pelo
Corolério 1.1.8, nés temos G = G1Y --- YG,,, onde G; é um grupo quatérnio de ordem 8.
Entdo, Z(G) = G' = (¢ | ¢ = 1) e G; N G = (c) para quaisquer 7 # j. Evidentemente

cada elemento de ordem 4 de G pode ser escrito como

T = Z§,245 - - Zig, (1)



onde z;, € G;, tem ordem 4 e 2; < 13 < -+ < 7,. Chamamos s o comprimento de z. Pelo
fato que Z(G) = G’ e do Lema 1.1.3, nés temos que 2}, = ce 2® = 2222 ---2% = ¢".

Sendo a ordem de z igual a 4, devemos ter s = 1 (mod 2), i.e, s deve ser impar.

Considere Hy = H(t1,1%2,...,i) = Gi, YG,-2Y ‘e YG,-k, ondek éimparet; < i3 < -+ <

ix. Nosso objetivo aqui é mostrar que existem precisamente 3* elementos de comprimento

k em Ly,. Cada Lg; contém trés diferentes elementos e cada elemento de comprimento

k da forma (1) tem ordem 4. Portanto, o nimero de elementos de Ly, é 3*. Agora, o

numero de diferentes subgrupos Hj de G é (Z) e, entdo, o numero de elementos de Lg é
1bal = 2:3 (23 = 1)3%_1’

onde m = 21 se n é fmpar e m = 2 se n é par.

Se escrevemos

My =2 = (1+3)" i(”)

=0

entdo podemos obter

- £

= (M~ Mp) = 22" — (-1)").
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Lema 3.1.4 Sejam K um corpo finito de caracteristica 2 e G um 2-grupo extra-especial

de ordem |G| = 2*"*1, com n > 2. Entdo, para todo z € V(KGQG),
za* = [[ (1+ awb(l+c)),
bELG

onde ap € K.

Prova: Seja z = i, o;a; € V(KG). Entdo z* = 3!, aya; ' e

gzt = (nar+ -+ oar)(aar + -+ aa;t)

(of + - +a§)+za,a,(a, + aja;?t).

l<]

Temos que analisar dois casos sobre a ordem de a,-aj_l:
Se a ordem de a;a;" € 2, entdo a;a;' = (a;a;')™! = aja;'. Assim, o suporte de zz*

nao contém elementos de ordem 2.

Portanto, a ordem de a;a;"' deve ser 4. Visto que g> € G' = (¢ | ¢ = 1), para todo g €
G, devemos ter (a;aj')? = c e disto a;a;' = caja;’. Como e(z) = Yl v = 1 e

caracteristica de K é 2, segue que

T —1+Za,]a, 11+ ¢),
t<J

com a;a;"' € Lg. Denotando a; a3' por b e observando que (1 + ¢)? = 0, segue que

zz" =14+ Y ab(l4¢c)= [] (1+ab(l+c)).

bELG bGLG
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Teorema 3.1.5 Sejam K um corpo finito de caracteristica 2 e G um 2-grupo extra-

especial de ordem |G| = 22", com n > 2. Entdo

V.(KG)| = | K[ @2 4(-1m)-1

Prova: Vemos claramente pelo Lema 3.1.4 que a ordem de Sk(G) = {zz* | z € V(KG)}

é no maximo |K|/F<l. Nosso objetivo aqui é provar que |Sk(G)| é exatamente |K|[ILol,

Tome b € Lg arbitrario e um o € K. Entao existe um elemento w, € G de ordem 2
tal que [wp, b] # 1. De fato, sendo b = z;, 2, - - - zi,,,, € Lg, entdo escolhemos um u; € G;,
de ordem 4 tal que [u1, 2] # 1 e um elemento u; do conjunto {zi,...,z,,,,} se k #0, e
caso k = 0, escolhemos u; de Gy para algum ¢ # ¢; com |up| = 4. Assim, wp, = ujuy é um

elemento de ordem 2 em G tal que [w;, ] # 1.

Agora,
I+a(d+w)).I+abdtw) = 1+ad+w)).0+abd +v?)
= (14 ap(b+ws)).(1 + cp(chb+ ws)
= 14 a(chb+wy) + ap(b+ wy)
+atp (b + ws)(cb + wy)
= 1+ ab(l+c)+ aj(1+ bwy + cwyb+ 1)
= 14 ob(1l + c) + af (bws + buwy)
= 1+ apb(1l+¢),
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que nos mostra que qualquer fator do produto [Ty (14 b(1+ c)) pertence ao subgrupo

Se(G).

Como uu* é central em KG para qualquer u € V(KG), conforme Corolério 1.3.4,

temos ainda que

bl—L[ (1+ ap(b+wp))(1 + aw(b+wp))" =
s (1 + by (b1 + ws, )) (1 + e, (b + w5, )™ (1 + sy (b2 + wp, )) (1 + b, (b2 + ws,))" - -
oo (14 ap, (b + wp,))(1 + ap, (b + ws,))”
= (L + e, (b1 +ws, ) (1 + @, (b2 + wp,))(1 + e, (b2 + wi, ) (1 4, (by 4wy, )" -+
S (L4 o, (b + wp, ) ) (1 + a, (b + wy, )"
= (1 + s, (b1 + wp, ) (1 + iy (b2 + wi, ) )(1 + b (b3 + wey )) (1 + 0y (b3 + wiy )" -+ -
e (14 o, (b + wp,)) (L + a, (bt + wi,))%,
assim, observando que
(gt -+ - Ut -+ U Yl 1 Uy = Uty Uiy g U g0 - -~ U, Vi

temos que apés (¢ — 1) passos obtemos,

IT (1 + (b +w))(1 + an(b+ wp))* =
bELi (1 + i, (b1 4w, )) (1 + a, (bg 4+ wiy ) -+ (1 + e, (be + wy, ) (1 + (b + we, ))* - - -
o (14 ap, (b2 + wi, ) (1 + ap, (by 4 wy,))*
= (1 + ap, (b + we,)) (1 + ap, (b2 +wy,)) - -+ (1 + ap, (b + ws,))-

((1 + abl(bl + wbl))(]‘ + ab2(b2 + wbz)) Tt (1 + abt(bt + wbt)))*

= ] (1 + (b +wp)). ( I+ O!b(b+wb))) )

beLg be€Lg
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o que nos mostra que [T,er, . (1 + ap(b+ws)) (14 ap(b+ws))* pertence ao subgrupo Sk (G).

Portanto, temos que | Sk (G)| = |K|/'sl. Agora, pelo Lema 3.1.2, temos que |V, (K G)| =
[V(KG)|/|Sk(G)|. Como |V(KG)| = |K|I-1 = |K|**"*'~! ¢, pelo Lema 3.1.3, vemos que
|Lg| = 2"71(2™ — (—=1)™), segue que

Vi(KG)| = |K|¥" LK==

IKlzn—l (2n+2_2n+(_1)n)_1 )

3.2 Produto central de um 2-grupo extra-especial com
um grupo ciclico de ordem 4

Neste paragrafo determinamos a ordem do subgrupo unitdrio Vi(KG) quando K é
um corpo finito de caracteristica 2 e G@ = HYC,, onde H é um 2-grupo extra-especial de
ordem |H| = 2°"*! e Oy = (d) é um grupo ciclico de ordem 4. Uma vez j4 analisado o

caso em que G é um 2-grupo extra-especial, torna-se de facil andlise esta nova situacao.

Lema 3.2.1 Sejam K um corpo finito de caracteristica 2 e G um produto central de um
2-grupo extra-especial H de ordem |H| = 2?"*! com um grupo ciclico (d) de ordem 4.
Entdo a aplicagio x + zx* € um epimorfismo do grupo V(KG) no subgrupo Sk(G).
Além disso, se V(KG) € finito , entdo a ordem do subgrupo unitdrio V.(KG) coincide

com o indice do subgrupo Sk (G) em V(KQ).
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Prova: E sé observarmos que, pelo Teorema 1.3.5 e Coroldrio 1.3.4, nés temos que zz* é
central em V(K G) para todo z € V(KG). A conclusao deste Lema segue andloga a do

Lema 3.1.2. |

Lema 3.2.2 Seja G um produto central de um 2-grupo extra-especial H de ordem |H| =

227+ com um grupo ciclico (d) de ordem J. Entdo

|Lg| = 2°".

Prova: Sendo G = HY(d) com H um 2-grupo extra-especial de ordem 22"+ e (d) de
ordem 4, temos identificado que d? = ¢, onde G’ = Z(G) = (c | ¢ = 1). Logo, visto que
H=HY-. YHn, com H; = Qg, 1 <1 < n, temos que cada elemento de ordem 4 em G

pode ser escrito como
| T :zglz,-z---z,-sdk,

onde z;, € H;, tem ordem 4, com ¢; < -+ < i3 e k = 0,1. Como antes observamos no
Lema 3.1.3, visto que ordem de z é 4 e 2 = 2} 22 - -- 22 d** = ¢***, devemos ter k=0 e s
impar ou que k = 1 e s par. Deste modo, concluimos que qualquer elemento de ordem 4
em G ou pertence a H ou pode ser escrito como hd, onde h € H e |h| # 4. O ntimero de
elemento de ordem 4 exclusivamente de H € igual a |Ly|. Agora, o nimero de elementos
h € H com |h| # 4 é igual a |H| — 2|Lg|. Portanto, concluimos que

|H|—2|Lu| _ |H]

— 2217,.
2 2

|La| = |Lul| +
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Teorema 3.2.3 Sejam K um corpo finito de caracteristica 2 e G um produto central de
um 2-grupo extra-especial H de ordem |H| = 2***1 com um grupo ciclico (d) de ordem /.

FEntado
Vi(KG)| = K7

Prova: De forma analoga a analise feita no Lema 3.1.4, vé-se que para todo z € V(KG),

com G = HY(d), temos que

za*=1+ > opb(l+c)= ] (14 ab(l+c)).
beLg beLg

Como H = H;Y---YH,, onde H; ®s el <1 < n, éum 2-grupo extra-especial de

ordem |H| = 2?1 pela prova do Teorema 3.1.5 vemos que 1 + apb(1 + ¢) € Sk (G), para -

todo b € Ly, e por conseguinte 1 + Y ey, asb(1 + ¢) € Sk (G). Portanto, ndés temos que

|K|Pl < ISk (G)] < K[,

Objetivamos aqui mostrar que |Sk(G)| = |K|'’sl. Para isto, devemos mostrar que

1+ apghd(l 4 ¢) € Sk(G) com h € H e |h| # 4.

Seja dado o elemento hd € G com h € H e |h| # 4. Obviamente, temos que hd € Lg.
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Se h = 1, entdo tomando z = 14+ a; +d e y = 1 + a; + b;d, que sao unidades

evidentemente, onde H; = (a;,b;) para algum i € {1,2,...,n}, obtemos entdo que

za" = (I+a+d)(l+a+d) =1+a+d)(l+ae" +d7)
= (14 a;+d)(1 + aic+ dc)
= l14ac+dec+a; +1+ajdc+d+dac+1

= 1+ (aitd)(1+0)

yy* = (14 ai+bid)(1 + a; + bid)* = (1 + a; + bid)(1 + a;* + d~b7)
= (1 + a; -I-b,d)(]. +a,-c+b,-d)
= l+4+aic+bid+a; +1+ a;b;d+ b;d+ b;a;de + 1

= 1+4+a(l+¢),

visto que af = a7 = ac, [Hi, (d)] =1 e g? € G' = Z(G) = (c | ¢ = 1), para todo g € G.

i

Portanto, obtemos que

1+4d(l4+¢) = 14 (ai+d+a;))(1+c)
= (14 (e +d)(1+¢))(1 + ai(1+c))
= (zz")(yy")

= zyy'z” = (zy)(2y)" € Sk(G),

visto que, pelo Teorema 1.3.5 e Corolario 1.3.4, temos que yy* é central em KG.
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Agora, se |h| = 2, entao h pode ser escrito como

h = Zi1%ip """ Riggy

onde z;, € H; tem ordem 4, com i; < --- < 1. Neste caso, basta-nos tomar z =
1+ 2, +hdey=1+z, +uihd, onde u; é um outro elemento de H;, de ordem 4 e tal

que [uy,z;,] # 1. E ébvio que a ordem de u;hd é 2. Assim, temos que

zz* = (14 2z, + hd)(1+ 2z, + hd)*
= (142, +hd)(1 42"+ (hd)™)
= (14 zi, + hd)(1 + zi,c + hdc)
= 1+4z,c+ hde+ z, + 1+ z;, hde + hd + hz;, de + 1

= 1+ (zi, + hd)(1 +¢)

yy* = (142, +whd)(l + 2z, + uihd)*
= (14 z, + wihd)(1 + ;" + (urhd)™)
= (14 2, + uihd)(1 + 2z, ¢ + uihd)
= 1+4zc+uhd+ 2z, + 1+ z;,urhd + uihd + uyz; hde + 1

= 14+2z,(1+¢),

visto que, se [uy, z;,] # 1, entdo [u1, 2;,] = ¢, pois G’ = (¢ | ¢ = 1). Da mesma forma que

acima, nds temos

1+ hd(1 + ¢) = za”yy" = (zy)(zy)" € Sk(G).
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Deste modo, conclufmos que |Sk(G)] = |K|bel. Visto que [V(KG)| = |K|I™! =

|K|#"**~1, pelo Lema 3.2.1 e Lema 3.2.2 obtemos que

Vi(KG)| = |[K[P" L K|~ = | K7 @071 = | g 277
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Capitulo 4

A ordem do subgrupo unitario para
os 2-grupos diedrais e para os
quatérnios generalizados

Neste capitulo determinamos a ordem do subgrupo unitério Vi(K'G) quando K é um

corpo finito de caracteristica 2 e G é um produto semidireto de um 2-grupo abeliano

A de indice 2 com um grupo (b) tal que b inverte cada elemento de A, i.e, a® = a™!,

para todo a € A.

Observamos que sendo A um subgrupo abeliano de indice 2 em G, entdo G = AU bA

e disto b* € A. Logo, b* = b~10?b = b2 e disto b* = 1. Portanto, a ordem de b s6 pode

ser 2 ou 4.

Se ordem de b € 2, inclui-se neste caso os 2-grupos diedrais e se ordem de b é 4, inclui-se
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entao os quatérnios generalizados.

4.1 2-grupos diedrais

Lema 4.1.1 Sejam K um corpo de caracteristica 2 e G um 2-grupo contendo um subgrupo
abeliano A de indice 2 e um elemento b que inverte cada elemento de A. Entdo a aplicagdo
x — xza* € um epimorfismo do grupo V(KG) no subgrupo Sk (G). Além disso, se V(KG)
€ finito, entdo a ordem do subgrupo unitirio Vi,(KG) coincide com o indice do subgrupo

Sk(G) em V(KQG).

Prova: Analoga a prova do Lema 3.1.2. |

Para o grupo abeliano A, definimos A[2] = {a € A | a* = 1}.

Lema 4.1.2 Sejam K um corpo finito de caracteristica 2 e G um 2-grupo contendo um
subgrupo abeliano A de indice 2 e um elemento b de ordem 2 que inverte cada elemento

de A. Entdo, para todo € V(KG), nés temos que

zz* =14+ as(a+a?),
a€L

onde L € um sistema completo de representantes do subconjunto {a™',a | a € A\A[2]} e

a, € K para todo a € A.
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Prova: Qualquer elemento z € V(K G) pode ser escrito como & = zo+2,b, onde z; € K A,
i =0,1, ee(zo)+e(z1) = 1. Pelo fato que a® = a™?, para todo a € A, segue imediatamente
que z¢ = z¥, i = 0,1. Logo, temos que
™ = (xo+ x10)(zo + 210)* = (zo + z1b)(zf + b a}
= (2o + z1b)(z5 + 21b) = wozy + ToT1b + 7162} + 717}
= zoZy + Toz1b + zoT1b + z12]

= 370273 + $1IB;.

Agora, se y = aja; + -+ a,a; € KA, com a; € A,e 1 <1< s, entdo

yy* = (a1a1 +--+ asas)(alal—l Foeert asa.s_l)

= (ef +--+ad) + ) ciaj(aiaj’ + aja;).
6J

.' .
1<J

Se a;a;' é um elemento de ordem 2, entdo a;a;! = a;a7! e, portanto, o suporte do
J ’ 7 Rt ’ b

elemento yy* nao contém elemento de ordem 2. E disto temos que

yy" = (e())’ + D aa(a+a™").

a€L

Como uma conseqiiéncia, temos que para todo z € V(KG) vale

zz* =14 a(a+a™).

a€L

Teorema 4.1.3 Sejam K wm corpo finito de caracteristica 2 e G um 2-grupo finito con-

tendo um subgrupo abeliano A de indice 2 e wm elemento b de ordem 2 que inverte cada
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elemento de A. Entdo

IVU(KG)| = | K|

Prova: Considerando L um sistema completo de representantes do subconjunto {a~1, ala €
A\ A[2]}, vemos que o nimero de elementos de L é £ = lAI:iAB]l_ Logo, pelo Lema 4.1.2,
a ordem do subgrupo Sx(G) é no maximo |K|*. Provaremos que esta é exatamente a

ordem de Sk (G). Para isto, basta-nos mostrar que para qualquer z da forma

z=14> a(a+a™?!) (a, € K)

a€L

existe ¢ € V(K@) tal que zz* = 2.
Sez=1+oq(a; +a7') + oz(az +a3') +--- + as(as + a;'), entdo colocamos zp =
ora; + azas + - - + asas e v1 =1+ zo. Entdo temos que

e(zo) +e(z1) =142(ar+az+ -+ a;) =1

T =z + 216 € V(KG).
Além do mais, vemos que

za* = zoxg+ T12] = zoxg + (1 + o) (1 + z5)
= zo%y+ 1+ 25 + zo + Tozy

= 14 zo + zp,.
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Isto é€,
.’1333* = 1 + (alal + s asas) + (alal + o + asas)*
= 14 (a1 + -+ aa,) + (anay' + -+ + asa;t)

= l4+a(ar+ai')+- +as(a, +a;t) = 2.

Deste modo, temos que a ordem do subgrupo Sk(G) é igual a |K|‘. Visto que

[V(KG)| = |K|I1-1 = |K|?MI-1, pelo Lema 4.1.1, obtemos que

Vi(KG)| = |K]PMI-t | k|-
_ II(I 3|A|+|;4|2“—2 .

Corolario 4.1.4 Sejam K um corpo finito de caracteristica 2 e
Donyr = (a,b | ¥ =% = 1, a® = a_l)
um grupo diedral de ordem 2™, Entdo temos que

[Vi(K Dynir)| = | K22,

Prova: Temos que Dant1 = Ax(b), onde A = (ala®” = 1). Dai, temos que |A[2]| = 2 e
|A| = 2". Portanto, segue que

lV,(I{DgnH)I _ lKIa.znziz—z _ IKIB'ZH—I.
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4.2 Quatérnios generalizados

O resultado seguinte trata-se de uma mera generalizagdo do Teorema 1.3.1. Aqui
utilizamos o mesmo método la desenvolvido com pequenas modificagdes. No que se segue,

denotamos A[2] = {a € A | a®> = 1} para A um grupo abeliano.

Teorema 4.2.1 Sejam K um corpo finito de caracteristica 2 e G um 2-grupo finito con-
tendo um subgrupo abeliano A de indice 2 e um elemento b de ordem j que inverte cada
elemento de A. Entdo o subgrupo unitirio V.(KG) € o produto semidireto de G e um

subgrupo normal H. O subgrupo H € o produto semidireto do 2-grupo abeliano elementar
R={1+4+(1+b%2b| z€ KA}

e o subgrupo abeliano U, onde Vi,(KA) = A x U.

Prova: Seja G = Ax(b), onde A é um 2-grupo abeliano de indice 2 e b de ordem 4 com

a® = a!, para todo a € A.

Sendo A um 2-grupo abeliano finito, pelo Teorema 1.3.2, temos que Vi(KA) = Ax U

[Vi(K A)| = |A[2]].| K |7(AHARID-1

Sendo G = (A, b), entdo cada elemento z em KG pode ser escrito como

T =2+ z2b
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comz; € KA, 1 =1,2.

Em particular, se z € Vi,(KG), entdo = &1 + 230, com z; € KA, i = 1,2, ¢(z) =

e(z1) +e(zy) =1 eza* =1.

Agora, visto que G < Vi(KG), se z € Vi(KG), entdo xb = 21b+ 23 € V,(KG), com
z3 = z2b* € KA. Portanto, sem perda de generalidades, podemos assumir que g(zy) =1

e e(z2) = 0. Logo, z1 € V(K A) e disto = pode ser escrito como

z = z1(1 + 27 2b).

Logo, todo = € V,(KG) pode ser tomado como z = z1(1+22b) comz; € KA,i=1,2,

e(z1) =1 e g(z2) = 0. Entao temos que
a* = (21(1 4 220))* = (1 4 z2b)*z} = (1 + b~ 'a})=].
Deste modo segue que
zz* = z1(1+ 22b)(1 + b7 2}t

= (21 + z1220) (2] + b7 'zjz]

= mz]+ :vlb'la:;m’{ + zyxobal + Tz

= 2] + T12]T225 + xlwgb‘lx‘{ + 2129710

= z12}(1 + z223) + 212021671 + 120200

= z12;(1 + z22}) + 2z (b7 +0),

onde usamos o fato que a® = @™, para todo a € A, implica que =z 1=1,2
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Assim, temos que & € Vi(KG) se e somente se

{371:13’;(1 + $2$;) = 1,
zizy(b71+0) =0

0 que equivale a

{xlm’{(l + z223) =1,
(L'z(l + bz) =0

Mas o anulador de (1 + %) em K A é exatamente
Annga(1+0%) = {(1 + %)z | z € KA},
e entao z, é da forma
z2 =140z (z€ KA)
e disto segue que
zoxy = (14 b%)z2*(1 + b%) = 0.

Assim, de (1) temos que z 27 = 1 e entdo z; € V(K A).

Considere agora o seguinte subgrupo

R={14+(1+b")zb|ze KA} = [T (1 + (1l +6*)b | A € K),
ueT

onde T é um transversal para (b?) em A. Temos assim que para todo z € K A,
(1+(14+0%)zb)(1 4+ (1 +8%)2b)* = (1+ (1 +b%)2b)(1 +b712*(1 +b?))
= (141 +06)2b)(1+ (1+6*)b712%)
= (L4 (1 +6%)2b)(1 + (1 + b*)bz*)
= (14 (1 +0%)2b)(1 + (1 +b%)zb)
= 14 (1+0b%)2b+ (1 +b%)zb

= 1,

(2)



pois (1 4+ 6%)b71 = (1 +b?)b® = (1 4 b?)b e 2° = 2*, para todo z € K A.

Assim, R é um 2-grupo abeliano elementar de ordem |K |zl e R C Vi(K@). Obser-
vamos, por (2), que 1 + z2b € R. Logo, vemos que Vi(K @) é gerado pelos grupos G,
Vi.(KA) e R.

Além disso, para todo z € KA, nés temos que
b4+ (14+06%)2b)b=1+ 1+ 20> =1+ (1+b)zbe R
e para cada w € V(K A), temos

w1+ (1462w = 1+ (1 +b)w  zbw
= 14+ (146w 'w*zb

1+ (14 (w*)*2be R

porque

bw = w*b = w1b.

Deste modo, R é um subgrupo normal em V,(KG) e RNU = (1), onde V,(KA) = Ax U.
Considere H = (R,U). Como visto acima, temos que w™'Rw C R, para todo w €

V(K A), e disto segue que H é um produto semidireto do subgrupo normal R e o subgrupo

abeliano U, i.e, H = UXR
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Portanto, temos que Vi(KG) = (G, H). Das identidades acima, vemos que H é um

subgrupo normal de Vi(KG) e que

Vi(KG) = GxH = Gx(UXR).

Corolario 4.2.2 Sejam K um corpo finito de caracteristica 2 e G um 2-grupo finito

b 1

contendo um subgrupo abeliano A de indice 2 e um elemento b de ordem 4 tal que a® = a~
para todo a € A. Entdo temos que

Va(KG)| = 2.|A2[2]| | K MI+5141-1,

Prova: Pelo Teorema 4.2.1, temos que
V.(KG) = Gx(UxR), com |R| = |K|z¥.
Sabemos também que V(K A) = A x U tem ordem
[Va(KA)| = |A%(2]] | K¢ |204HAED2,

Logo, |U| = |A|71.|A2[2]|.| K |2 (4l+14EID-1,

Portanto, segue que
IVuKG)| = |G|.|U||R|
= 2.|A|.|A|"1|A%[2]] | K|z (AHARID-L | 714l
= 2.|A2[2]|_|[(||A1+§|A[2]|—1.
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Corolario 4.2.3 Sejam K um corpo finito de caracteristica 2 e
Q2n+l = (a,b | a2n = ]., b2 = azn—l, ab = a—l)
um grupo quatérnio de ordem 2"*'. Entdio temos que

“/*(I{anﬂ)l =4, |I{|2"

Prova: Temos que Qant1 = Ax(b | b* = 1) com A = (a | a®" = 1). Logo, temos que

|A| =27, |A[2]| = 2 e |A%[2]| = 2. Portanto, concluimos pelo Corolario 4.2.2 que

[Vi(KQgnt1)| = 4| K|*".
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