Aplicagoes do teorema da
transversalidade a genericidade
em alguns

problemas de contorno elipticos

Marcone Corréa Pereira

DISSERTACAO APRESENTADA
" AO
INSTITUTO DE MATEMATICA E ESTATISTICA
DA
UNIVERSIDADE DE SAO PAULO
PARA
OBTENCAO DO GRAU DE MESTRE
EM
MATEMATICA

Area de Concentragdo: Andlise
Orientador: Prof. Anténio L. Pereira

Durante a elaboragio deste trabalho o autor recebeu apoio financeiro do CNPgq

Sao Paulo, margo de 2001



Aplicagoes do teorema da
transversalidade & genericidade
em alguns

problemas de contorno elipticos

Este exemplar corresponde & redagao
final da dissertagio devidamente corrigida
e defendida por Marcone Corréa Pereira

e aprovada pela comissao julgadora.

Sao Paulo, 28 de margo de 2001.

Banca examinadora:

e Prof. Dr. Anténio L. Pereira (Presidente) - IME-USP
e Profa. Dra. Marina Pizzotti - IME-USP

e Prof. Dr. Orlando Lopes - IMECC - UNICAMP



il

“Portanto todo aquele que ouve estas minhas palavras e as pratica, serd semelhante ao
homem prudente, que edificou a sua casa sobre a rocha. Desceu a chuva, transbordaram
os rios, sopraram os ventos e deram contra aquela casa; contudo, ela nao caiu porque
estava edificada sobre a rocha.” Mateus 7:24,25.
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Resumo

Nesta dissertagao apresentamos cinco aplicagoes do teorema da Transversalidade enunciado
e provado por D. Henry em [11]. Os quatro primeiros exemplos sdo de perturbacio de
fronteira para o problema de Dirichlet em equagodes elipticas. O Wltimo exemplo é uma
aplicacao do teorema da Transversalidade para uma equacdo parabdlica unidimensional

" com condigoes de contorno de Neumann.



Abstract

In this dissertation we present five applications of the Tranversality Theorem in a version
due to D. Henry [11]. In the first four examples we consider perturbation of the boundary
problems with Dirichlet boundary conditions. In the last example we apply the Transversa-
lity Theorem to obtain generic hyperbolicity for the equilibria of a unidimensional parabolic

equation with Neumann boundary conditions.
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Introducao

O problema de perturbagao de fronteira recebeu atencao apenas esporadica na literatura
matemdtica até o trabalho exaustivo de D. Henry em [11] (onde também se encontram
muitas referéncias). Nessa obra o autor introduz novos métodos e obtem vérios resultados

inéditos, além de simplificar resultados conhecidos.

O objetivo central desta dissertagao é expor alguns desses resultados e métodos. Em es-
pecial apresentamos uma versao generalizada do Teorema da Transversalidade de Abraham

e Thom obtida em [11] com algumas aplicagdes.

No capitulo 1 algumas definicoes e notagoes sao dadas bem como teoremas preliminares,
alguns sem demonstragao. Neste mesmo capitulo introduzimos a técnica desenvolvida por

Henry em [11] para trabalhar com o tema de perturbacao de fronteira.

No capitulo 2 desta dissertagao enunciamos a versao generalizado do teorema da Trans-
versalidade por Henry, definimos operadores de Fredholm no espago dos operadores limi-
tados e provamos algumas propriedades importantes destes operadores que sio tteis nos

exemplos apresentados no capitulo 3.

O terceiro e dltimo capitulo é sem divida o mais importante pois é nele que algumas
aplicagoes do teorema da Transversalidade sdo desenvolvidas. O primeiro exemplo é a
prova de que os autovalores do Laplaciano com condigoes de contorno de Dirichlet sao
genericamente simples no conjunto das regides limitadas C3-regulares do R™. Este resultado
foi originalmente demonstrado por Micheletti [15] e Uhlenbeck [17] mas uma prova curta
¢ apresentada aqui. Nosso segundo exemplo estd intimamente relacionado com o primeiro
e é a prova de que as autofuncoes v do Laplaciano com condigoes de contorno de Dirichlet
satisfazem genericamente no conjunto das regices ng(u) # 0 onde g é uma funcgao real
qualquer de classe C3. Este problema foi originalmente proposto por K. Rybakowski para
g(u) = u® em conexdo com um problema de bifurcacdo e foi generalizado sem maiores

dificuldades. A prova de tal resultado é simples e exemplifica de maneira elegante a versao



Introducao 2

do teorema da Transversalidade apresentada aqui.

O terceiro exemplo do capitulo 3 é apenas uma generalizagio do primeiro exemplo.
Consideramos agora um operador uniformemente eliptico geral em vez do Laplaciano e
provamos que também nesse caso todos os autovalores reais do problema de Dirichlet sio
genericamente simples no conjunto das regides limitadas C3-regulares. Este exemplo é
aplicado no quarto exemplo que € a prova de que a equacio nao linear Au+ f (hu,Vu) =0
com condigoes de contorno de Dirichlet possui todas as solugoes simples genericamente no
conjunto das regides limitadas C3-regulares. Este exemplo é mais trabalhoso e requer o uso

da versao generalizada do teorema da Transversalidade.

O quinto e 1ltimo exemplo é tambem uma aplicagdo do teorema da Transversalidade
mas nao é um exemplo de perturbagdo de fronteira. Provaremos que, para uma funcio
monétona fixada a € C2([0,1], (0,400)), genericamente no conjunto das funcdes reais de

classe C? na topologia de Whitney todos os equilibrios da equagao
us = (aug)g + f(u), 0<z < 1 (1)

com condigoes de contorno de Neumann u4(%,0) = u.(¢,1) = 0 sao hiperbélicos.

P. Brunovsky e S. Chow em [7] provaram tal afirmacéo para a constante. A. L. Pereira,
em [16] prova que para uma funcéo f fixa todos os equilibrios de (1) sdo genericamente
hiperbdlicos com relagéo a fungao a e que para uma funcgio a fixada todos os equilibrios de
(1), satisfazendo uma hipétese adicional, sdo genericamente hiperbélicos em f na topologia
de Whitney.

O problema no caso geral permanece, tanto quanto saibamos, em aberto.



CapriTUuLO 1

Perturbacao de Contorno

Para tratar problemas de variacao de dominios em problemas de EDP D. Henry desenvolve

em [11] uma espécie de célculo diferencial onde a varidvel independente é o dominio.

Neste capitulo preliminar vamos introduzir a técnica desenvolvida em [11] para tratar
este tipo de problema bem como notagoes e alguns outros resultados que serao necessarios

nas aplicagoes.

1.1 Definigoes, notacgoes e resultados preliminares

Denotaremos um ponto z qualquer do espago n-dimensional Euclidiano R” por z = (z1, ..., Z,,).
g\« g™ g%
() = B
onde a = (a1,..,0,) € N* e a |a] = a1 + ... + ap. De maneira andloga z® = z{*...z0n.

Usaremos também a seguinte notagdo para derivadas parciais,

0
Di = a—wz e D% = D?ID.?L"

Seja f uma aplicacao que assume valores reais m-diferencidvel em z € R*. A m-ésima

derivada de f em z pode ser considerada como uma m-forma linear simétrica sobre R",
h — D™ f(z)h™.
Entao a norma |- | de D™ f(z) pode ser definida como o
mazp<1| D™ f (z)h™|.

Vale a pena observar que a m-ésima derivada de f em z pode ser considerada também

como uma colegao de derivadas parciais de f, ou seja,

a7l

1) = () slal = m}.

3
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Denotaremos por §2 um subconjunto aberto do R* com fronteira 0X2 e fecho Q. Se E é al-
gum espago vetorial normado, C™ (2, E') é o espaco das fungoes limitadas m-diferencidveis f
sobre {2 com derivadas limitadas e valores em F cujas derivadas se extendem continuamente
até  com a norma usual ,
IR
Ifllem@,z) = Mazo<j<msupseal Df (z)|.

Se o espago vetorial normado E = R, escreveremos apenas C™(52).

Ci* () é o subeconjunto de C™(2) consistindo de todas as fungoes com suporte compacto
em {2.

Canif (S, EY) é o subespago fechado de C™ (2, E) consistindo das fungdes cuja a m-ésima
derivada ¢ uniformemente continua. Observe que se 2 é limitado, este conjunto é o préprio
C™(Q, E).

C™%(£2, E) é o espago consistindo de todas as fungoes cuja a m-ésima derivada é Holder

continua com expoente o, 0 < a < 1, e norma
1 llema o,z = maz{ Ifllem @,y HED™ ) }

onde

1f(z) = f(y)l.

HY(f) = sup{ T i EEYE Q}

Dizemos que um conjunto aberto 2 C R™ é C™-regular se existe ¢ € C™(R™,R), que é

pelo menos C} ; +(R*,R), tal que
Q= {z e R*;¢(z) > 0}

e ¢(z) = 0 implica |V¢| > 1.

D. Henry em [11] mostra, para abertos limitados, que esta definigao de regiao C™-regular
é equivalente as definicoes usadas por E. Browder [4] e Agmon-Douglis-Nirenberg [6] em

seus artigos de problemas de contorno para operadores elipticos.

Seja m um inteiro nao negativo, p um nimero real > 1 e £ um aberto limitado. Para

uma funcao u € C™ () defina a norma
1
lul = (/ > [Deupdz)”. (L.1)
2aj<m

O espago vetorial C™({2) nao é completo sob a norma (1.1). Completando tal espago,
obtemos um espago de Banach que denotamos por H™P(2). Fixamos a notacao || || Hmp ()

para a norma (1.1) em H™P(Q2).
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Introduzimos outro espaco linear W”P(2) da seguinte maneira. Uma funcio de valores
reais u pertence a W™P(Q) se u € LP(2) e se todas as suas derivadas fracas de ordem
menor ou igual a m pertencem a LP(§2). Friedman prova em [9] que se 9§ é C™-regular
entao W™P(Q) = H™P(2). Quando p = 2 tem-se a notagao especial H™P(Q2) = H™(1)).

De maneira andloga introduzimos os espagos Hy""(Q2) e Wy"P(S2), onde Hy"P(2) é o
completamento do espago CJ*(£2) e WP (2) é o espago das fungdes u cuja m-ésima derivada

pertence a LP(2) satisfazendo D®u = 0 para todo |a| < m em 99.

Teorema 1.1 Seja Q C R* uma regido C*-reqular e h € C%((—¢,€) x Q,R*) para algum
€ >0 com h(0,-) = iq. Seja também f : R x R* — R C? pelo menos numa vizinhanca de
t =0 com suporte compacto. Entdo, se Q(t) = h(t,Q), t — [, f(t,z)dz é C' prézimo de

t=0ce
d

— ft,z)dz = / a—f(t, z)dz +/ f(t,z)V - NdA,
dt Ja) o) Ot a9(t)

onde V' € o campo de vetores %!t‘-(t,x) =V(t,h(t,z)) e N é o vetor normal unitdrio apon-

tando para fora de ).

Prova. B suficiente calcular tal derivada em ¢ = 0.
h(t,z) = z + tV(z) + O(t?)
que nos da

Z—Z(t,z) = I+ tVy(z) + O(t?).

o0 ft,y)dy = /Qf(t, h(t,z))det(g—:(t,z)) dz
- / {f(o, z) + t(ft(O, z) + £2(0,3) - V + £(0,z)det'(I) - Vm(x)) + 0(t2)}dz
Q
= / {f(O, z) + t(ft(O,:I:) + fz(0,z) -V + f(0, :c)tracon(z)) + O(tz)}dx
Q
= / {£0,2) +¢(£:0,2) + £:(0,2) -V + 7(0,2)divV (z)) + O(#2) bds.
Q
Portanto em ¢ = 0 temos que
C%/Qf(o,y)dy - {ft 0,2) + £2(0,) - V+f(0,a:)divV(:c)}dm
{f; (0,z) + div(f(0,z)V (z )}dx

fi(0, x)dz-l—/ f0,z)V(z) - NdA,

I
S~ 5—5—
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de onde segue o resultado desejado. ]

Algumas vezes se faz necessario o uso de operadores diferenciais em hipersuperficies

S C R*. As seguintes definigoes sao intrinsecas a S e nada dizem sobre o ambiente R”.

Seja S uma hipersuperficie C! em R* e seja ¢ : S — R de classe C! de maneira que
possa ser estendida C! a uma vizinhanca S. Entdo Vg¢ é o campo vetorial tangente sobre

S tal que para cada curva z(t) C S de classe C!, temos
d ;
Z0(a(0) = V() - 5(0)

Seja S uma hipersuperficie C2 em R" e @ : S — R® um campo vetorial C!, definimos
divsd : S — R* como a funcao continua tal que, para toda fungao ¢ : S — R de classe

C! com suporte compacto em S,

/S (divgd) = — /S - Vs

Finalmente, se u : S — R é C?, entdo Asu = divs(Vsu) ou equivalentemente, para toda

¢ :S — R C! com suporte compacto em S,

/quagu: —/Svs¢-vsu.

Teorema 1.2 1. Se S é uma hipersuperficie C' e ¢ : R* — R é C! numa vizinhanca

de S, entdo, sobre S, Vsp(z) é a componente do Vd(z) tangente a S em z, ou seja,
9¢
Vsé(z) = Vi(z) - 55 (@)N
onde N ¢é um campo vetorial normal sobre S.

2. Se S é uma hipersuperficie C2 em R* @ : S — R* é um campo vetorial C' numa
wizinhanga de S, N : R* — R"* ¢ um campo vetorial unitdrio sobre uma vizinhanca

de S, e N sobre S € o campo normal a S nos pontos de S. Entao

divsd = divi — (divN)d - N — aiN(a . N)

sobre S.

3. Se S é uma hipersuperficie C?, u : R* — R ¢é C? sobre uma vizinhanca de S e N é

um campo vetorial normal unitario a S no sentido de 2 acima. Entdo

. ou o%u ON
AS’U,—A’LL—CI’M)Na—N —W-l-VSUW

sobre S.
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Prova. Veja [10]. |

Frequentemente citaremos o teorema de unicidade de Cauchy para equacgoes elipticas
de seqgunda ordem. Enunciaremos este resultado com detalhes aqui. A prova pode ser
encontrada em Hormander [13] teorema 8.9.1, ou em Agmon [3] assumindo a;; de classe
c?.

Teorema 1.3 Suponha que @ C R* é um aberto conezo; B € uma bola que intercepta 9Q
numa hipersuperficie BNOQ; a;j = aj; : @ — R € uma funcdo C' com ZZj:l a;;(z)&:&5 >
colé]? Vz € Q e £ € R* para alguma constante co > 0. Assuma que u € H*(Q) e que para

alguma constante K

A K([Vu(z)] + [u(2)])

n
0%u
‘ Z aij(m)az'z
ij=1 ’
para quase todo ponto de QQ e que em quase todo ponto de B NAQ temos u =20 e g—}\‘, =0.

Entao u =0 em quase todo ponto de Q).

1.2 Perturbacao de Contorno

Consideremos o operador linear diferencial matricial formal

ou ou 0%u o*u n
Lu(z) = (u(a), 5,-(2), - (), 57 (@) 5o, @)y s € R

com a quantidade de termos que se fizer necessario. Dada uma fungao f de vérias varidveis

podemos definir um operador diferencial formal nao linear por
v(z) = f(z,Lu(z)), z € R".

Mais precisamente, suponha que Lu(-) assume valores em RP e f(z,\) estd definida para
(z,A) em algum conjunto aberto O C R* x RP. Para subconjuntos 2 C R definimos Fq

por
Fq(u)(z) = f(z, Lu(z)), z € Q

para fungoes u suficientemente suaves sobre € tal que (z, Lu(z)) € O para todo z € Q. Por
exemplo, se f é continua, 2 é limitado e L envolve derivadas de ordem menor ou igual a
m, o dominio de Fn é um subconjunto aberto de C™(52), (talvez vazio) e os valores de Fq
se encontram em C%(£2). Outros espacos de funcdes podem ser usados com modificacoes

naturais.
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Seja h : @ — R™ um mergulho m vezes diferencidvel, isto é, um difeomorfismo sobre
sua imagem h(§2) de ordem m. Definimos a aplicagao de composicao (ou o pull-back) h* de

h por
h*u(z) = (uoh)(z) = u(h(z)), z € Q

onde u é uma funcao definida em A((2).

Proposigio 1.4 h* : C™(h(2)) — C™(Q) : u —> uo h é um isomorfismo com inversa
Rt = (h7h)x.

Prova. Seja h :  — h(2) um mergulho de ordem m, h*u € C™(Q)) para todo u €
C™(h(§2)) pela regra da cadeia, portanto h* estd bem definido. Observe também que h*
é limitado, de fato, ||A*ullem(q) = [lu o Allem(q) < cllullem h(a)) para algum c¢ > 0 ja que
h € C™(2,R™). Além disso h* é claramente linear, injetora e sobrejetora. Logo h* é um

isomorfismo ja que h* 7! = (h=1)* também satisfaz a desigualdadeque acima. |

Proposicao 1.5 Sejam hy : Qg — h1(20) = Q1 e hy : Q1 — ha() = Qo difeomorfis-
mos sobre suas imagens onde Q; C R™ para ¢ = 0,1,2. Entdo (hg o h1)* = hih}.

Prova. Temos que
(hgohy)*v =vohgohy = h’{(v o hy) = hi(h3v) = hihjv

de onde segue o resultado. fl

E importante observar que as proposigoes anteriores sdo validas em outros espacos de
fungdes, como por exemplo, os espagos de Sobolev, h* : WP (h(Q)) — WkP(Q) 0 < k <
m, 1 <p < oo.

Dado um mergulho h de uma regido limitada 2 podemos considerar o operador dife-

rencial Fj,(g) com dominio aberto D, o, C C™(h(S2)). A aplicagao
Fi@) : DRy C C™(R(Q)) — C°(h())

é chamada a forma FEuleriana do operador diferencial formal néao linear v — f(-, Lv(-))

sobre h(2), enquanto
h*Fyyh* ™" : B*Dp, g, C C™(Q) — C(Q)

¢é chamada forma Lagrangeana do mesmo operador diferencial formal nao linear. Os mesmos

termos sao usados para outros espagos de funcoes.
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A forma Euleriana é frequentemente mais natural e simples para se fazer célculos, a
forma Lagrangeana é usada para provar teoremas. De fato, provaremos no capitulo de

aplicagoes que, para nossas aplicagoes, ambos os métodos sao equivalentes.

A vantagem da forma Lagrangeana é que ela age em espagos de fungdes que nao de-
pendem de h facilitando entao o uso de teoremas como o teorema da fungao implicita e o

teorema da Transversalidade. Entretanto precisamos garantir que
(u,h) — h*Fygyh*'u (1.2)

é diferenciavel e calcular derivadas com respeito a h. Como h* é linear, a diferenciabilidade
em relagdo a w nao apresenta problema algum. Antes de estudarmos a diferenciabilidade

da aplicagao (1.2), provaremos o seguinte resultado.

Proposicao 1.6

Diff™(Q) = {h € C™(Q,R*); h € injetora e ¢ limitado em Q}

1
|deth!(z)|

€ aberto se ) C R™ ¢ aberto limitado de classe C™.

Prova. Tome hy € Diff*(£2) e suponha por absurdo que existe {h,} C C™(§2, R*)—Diff™(Q2)
tal que ||hn, — hollcm — 0 quando n — co. Entao ||h';, — h/gl|¢gm-1 —> 0 e como por
- 1 2 s . 1 v qao

hipétese e @) © limitado, existe ng € N tal que et @) € limitado para n > ng.
Se hy, ¢ Diff™(2), hy, deve ser ndo injetora. Assim para todo n > ng existe p,, ¢, tal
que hn(pn) = hn(gn). Sendo Q limitado em R™ existem subseqiiéncias {p,; } C {pn} e
{an;,} C {gn} convergentes para p e ¢ € Q2 tal que hy;, (Pn;, ) = hn; . (@n;, ). Suponha, sem
perda de generalidade p, — p, gn — ¢ € hn(pn) = hn(gn). Agora

lho(P) = ho(9)] < |ho(p) — ho(pn)l + [ho(Pn) = hn(Pn)| + [An(Pn) — hn(gn)| +
+1hn(gn) = ho(gn)| + |ho(gn) — ho(q)] — 0
quando n — co. Entao p = q pois hg € injetora.

Portanto até agora nossa hipdtese de absurdo resultou em duas seqiiéncias {p,} e {ga}
distintas convergindo para um mesmo ponto p € § tal que hy(pr) = hn(gn). Mostraremos
agora que existe uma vizinhanca U de p em Q tal que todo h suficientemente préximo de
ho em C™ ¢é injetora em U implicando entdo que a partir de algum n; > ng, h, é injetora
em U e portanto p, = ¢,, contradicao.

Seja 0 = inf {[[K/(p) - kll; [kl| = 1 e [Ih — holl < ¢ em C™}.

(a) Afirmamos que 6 > 0 se € é suficientemente pequeno, de fato,

I8 (p) - kIl = Iho(p) - kIl = (A (p) — ho(p)) - I
156 (p) - kIl = 11K (p) — R (p)]I-

V

IV
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Basta tomar 2e = in fjjx=1 [|ho (p) k|| (que é positivo pois ho, € Diff™(£2)) e h suficientemente
préximo a hg para que ||h'(p) — hi(p)]| < e.

(b) Afirmamos também que para h numa vizinhanga de hg e p + k& numa vizinhanca de
p temos ||K(p + k) — h'(p)|| < §. De fato,

1K' (p+k) =R (D)l < K (p+k) = holp+ k)l + llho(p + &) — ho (@)l + [Iho(p) — B (P)|
0,0,60_0
6 6 6 2
se fizermos ||’ — hj|| e ||hh(p + k) — hy(P)|| < &
Tomando V' vizinhanca de hg e U vizinhanca de p para que (a) e (b) sejam vélidos,

temos ]
h(p + k) :h.(p)-l-/ h'(p +tk)-kdtVk € U e Vh € V.
0

Entao podemos obter que

1 1
I(p + k) = h(P)Il = II/O h'(p) - kdt|| —/0 1A' (p + tk) — B ()| l| %] dt
> || (p) - kll — IR (p + TE) — K (0)Il| |l
k
> [|A(p) - mllllkll — I8 (p + k) = ' ()l
0
> |k
> |kl >0
de onde segue o resultado. |

Diferenciabilidade. Voltando a questao de suavidade, sejam h € Diff*(Q2), v =
R lu, y = h(z), z € Q '

W Fyayh* " u(z) = Fyayv(y) = f(y, Lv(y)) = £(h(z), F"Lh* " u(z)).
Consideremos primeiro o operador diferencial
ad\@ LA R
(3,) —}_Tl(a—y)

onde @ = (ay, ..., an) para «; inteiro ndo-negativo. Pela regra da cadeia temos que

% a * = — a =k
haylh, lu(z) = a—yi(uoh )(h(z))
B " ou . _ AR~ 1)
= 3 g )% i)
_ Zaa_“(h*(y))(h;‘)m(h(x))
k=1 Tk
B
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0 que nos da

1 (55) 0wt = (35) o) = TT (200 o)) w60,

=1

Entao, a aplicagao
F : C™(Q) x Diff™(Q) — C°(Q) : (u,h) — h*Lh* tu

é funcéo racional dos coeficientes de h;! e suas derivadas parciais de ordem menor ou igual
a m, logo é analitica no aberto Diff”*(§2) em h. Portanto se f é uma fungdo C" ou analitica

em O temos que a aplicagao
F :C™(Q2) x Diff™(Q) — C%(Q) : (u, h) — A* Fh(g)h* f(h(-),h*Lh*_lu)

é C" ou analitica respectivamente em seu dominio de definigdo. Outros espagos de fungoes

podem ser empregados e os resultados de suavidade sdo essencialmente os mesmos.

1.3 Calculo da diferencial

Em vista dos resultados da segao 1.2, para calcular a derivada de
h —s B* Fyoyh*'u,

basta calcular a derivada de Gateaux, isto €, a t-derivada ao longo de uma curva de mer-

gulhos ¢ — h(t,-) de classe C'. Suponha entao que queremos calcular

0
5100 () (Y) = (y,Lv(y))

com y = h(t,z) fixo em Q(t) = h(t,Q2). Para que y permanega fixo devemos ter z = z(t),
y = h(t,z(t)) tal que

oh  Oh Oh._, Oh

0= 25 + 50t = o)) = ~(50) 15

ou seja, U(z,t) = (%)‘1‘3—?, z(t) deve ser solugao da equagdo diferencial ‘fi—f = —U(z,1).

Assim a derivada parcial com relagao a t na forma Eureliana com y = h(t, z) fixado corres-

ponde a derivada anti-convectiva D; da forma Lagrangeana na regiao de referéncia 2

) ) Oh,_, Oh

Dy = a - U(x7t)%: U(z,t) = ('a_x)_ a

Mais precisamente, temos o seguinte.
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Lema 1.7 Suponha 1 : R* x R — R de classe C!, h: Rx R* — R™ de classe C! e h(t,-)

um difeomorfismo de classe C' sobre sua imagem §(t) para cada t. Entdo

* * a¢
Dis) = h*(50).
Prova. Para 0 < k,j < n sejam
Oh 1 _1y, Oh;
( ) = (Uh,...,U,) onde Uy = zj:(hz ki E elU- — ZUA 51111:'
Entao temos
Di(h*)(z) = Di(3(h(t,z),t))
= B OOy
= at+Zayj = ZUk @b(hta:) t)
_ Oh;
= Zay]( =2 Uk
Mas
oh; oh;
;Uk% - Z(Z(h Jes Ht)axk
_ Oh;
= Z Z( ml)kl( )
Oh;
= 2
_ o
ot
de onde segue o resultado. |

Teorema 1.8 Suponha que f(t,y,\) € de classe C* num conjunto aberto de R x R* x RP,
L ¢ um operador diferencial com coeficientes constantes de ordem menor ou igual a m com
Lv(y) € RP. Para um conjunto aberto @ C R™ e fungoes v definidas em Q, seja Fg(t)v a
aplicagao
y — [y, Lo(y)), y € Q.

Suponhamos que t — h(t,-) é uma curva de mergulhos de um conjunto aberto Q2 C R?,

Q(t) = h(t,Q) e para |5| < m, |k| <m+1 (¢, z) — 9,0%h(t, :r) OFh(t,z), OFu(t,z) sejam
continuas em R x Q numa vizinhanca de t = 0 e que h(t,-)* u(t,-) estd no dominio de

Foy- Entao nos pontos de

Dy(h* Fagy (t)h* ™) (u) = (h* Fagy ()71 () + (A" Fhgy (Oh* 1) () - Dy
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onde Dy € a derivada anti-convectiva definida anteriormente,

Fo(th(y) = %(ny, Lu(y))

Fo(e - w(y) = 9% (9, Low) - Lu(y), y € Q

¢ a linearizagdo de v — Fg(t)v.

Prova. Defina como antes v = h* 1, isto &, u(t, z) = v(t, h(t, z)). Pelo lema (1.7)
R 'Di = (Dwu)oh™?
= Dy(h*v)oh™!
_ < v -1
= (h"5)oh
v
at’
Portanto
(W Foy R (w) - Deul(z) = [Fhpy()(uoh™) - (D) o b1 (h(z))
ov
= (Fout)w- 5 )
_of Ov
= Ly )]s
Agora

[(R*Fouh* ) (W)l(z) = Foguy(t)(uwo k™) (h(z))

= Fou(t)(v)(y)

= %(t’ Y, L'U(y))

logo, pelo lema (1.7) temos que

[Duh* Fogy ") @(@) = [ (o (Fagy(©0)) (@)

0
= 5 lf (6 Lo())](h(z))

_ <%§(t, S Lu(-) + g—i(t, o Lo()) - g—;}) (h(z))

13

= (" Fog ()R )(w)](z) + (A" Fagpy ()h* 1) (w) - Dyu)(a)

de onde segue a afirmagao.

Exemplos:
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a7
1. Suponhamos que A = zlal<m aq(y) (6%) ¢ um operador diferencial linear que nao
depende explicitamente de ¢ e h(t,z) = z + tV(z) + o(¢t) numa vizinhanga de t =0 e

z € ). Entao pelo teorema (1.8) temos

2 * x—1 _ * *—1
(AR T)| = Di(h* Ah u)l
- A(%-V-WHV-V(AU)
ou

A5t

R h, V(R ARF!
O+ fery tv( ’Ll.) =0

+ V-V, A

ja que %A = 0.[V -V, 4](-) é chamado comutador e ainda é uma operador de ordem
m embora V - VA e AV - V sejam operadores de ordem m + 1. Portanto ainda pode

ser calculado em funcoes de classe C™.

2. Dizemos que \¢ é autovalor do problema de Dirichelet para o operador de Laplace

2 . o
A=Y, ;%7 se existe solugao nao nula ugy de
i

Au+ dou =0em 2, u=0 em I (1.3)

onde  C R* é uma regiao C2-regular. Dizemos ainda que \g é autovalor simples do
problema de Dirichlet se dim ker(A 4+ Ap) = 1. Seja ug autofungéo de (1.3) associada
ao autovalor A\g com [, u§ = 1. Provaremos que em alguma vizinhanga C? de iq, h(Q)
é também uma regido C2-regular e existe um tnico autovalor simples Ah(Q) Préximo
a Ao tal que a aplicagao h — Ap(q) € analitica. Isto segue facilmente do teorema da

fungao implicita, de fato, defina
F:H?*NH;(Q) xR x Diff*(Q) — L%(Q) xR
(A h) — (h*(A+)\)h*_1u,/ )W)
Q

F(ug, Xo,i0) = (0,1) e sempre que F(u, \,h) = (0,1), v = h*~'u satisfaz

Av+ dv =0em h(2), v =0 em 0h(R), / v? =1.
_ h(9)
Observe que F' é analitica ja que cada fungao coordenada de F' é analitica. A derivada

OF

m(UQ,AO,’I;Q) ZH2 OH&(Q) xR — LQ(Q) x R

(i, A) —» ((A+A0)u+2\u0,2/nuou)

¢ um isomorfismo, de fato, sendo A\p um autovalor simples temos que, dado qualquer
(f,€) € L*(Q) xR A
(A+)\0)'U+au0=fe2/ upv = &
Q
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tem solugdo tnica (v, @) € H2N H}(2) x R
1
a:/uofev=v0+—§uo
%) 2

onde (A + Xg)vg = f — aug, voLug e vg € H2N HE(Q). [Os detalhes da prova de que
tal derivada é um isomorfismo podem ser vistos na segao (3.3).]

Entao, pelo teorema da funcao implicita existem aplicagdes analiticas h — uy e
h — A\, numa vizinhanga C? de iq tal que F(up,\, k) = (0,1), de onde segue a

afirmacao.



CAPIiTULO 2

Operadores de Fredholm e o

Teorema da Transversalidade

Na primeira parte deste capitulo estudaremos os operadores de Fredholm e semi-Fredholm

obtendo algumas propriedades importantes que serao utilizadas no capitulo de aplicacoes.

Na segunda parte enunciaremos o Teorema da Transversalidade, que serd a principal

ferramenta utilizada nas aplicagoes.

2.1 Operadores de Fredholm

Neste capitulo X, Y e Z denotarao sempre espagos de Banach a néo ser que haja mengao
contrdria. Dado qualquer elemento z € X, a norma de z em X serd denotada por ||z x.
Um operador linear, ou simplesmente um operador 7' : X — Y é continuo em z € X
se ||lzn — z|lx — 0, z, € X, implica que ||[T'z, — Tz|ly — 0 quando n — +oo. T é
continuo em todo o dominio X se é continuo em z = 0 e T' é continuo se somente se T' é
limitado, ou seja, ||Tz|y < M||z|lx Vz € X. O menor nimero M com esta propriedade
¢ a norma de T' que serd indicada por ||T||. Denotamos por kerT' o niicleo do operador
T e ImT a sua imagem. Dado um subespago M qualquer de um espago de Banach,
chamamos de codimensao de M a dim X/M que é denotada por codim M. Denotamos
ainda por B(X,Y) o conjunto de todos os operadores lineares continuos com dominio X e
contra-dominio Y. B(X,Y’) é um espago vetorial normado com norma ||T|x,y) acima. O
produto (composicao) T'S com T € B(Y,Z) e S € B(X,Y) pode ser definido e pertence a
B(X,2Z).

Dizemos que T' é Fredholm se ImT é fechada e dim kerT e codim ImT sao ambas

finitas. Neste caso
ind(T') = dim kerT ¢ codim ImT

16
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que é um numero inteiro. Se I'mT é fechada e ao menos dim kerT ou codim ImT é finita,

T é semi-Fredholm e o ind(T') é 400 ou —oo respectivamente.

Exemplos:

1. Se X e Y sao espagos de Banach de dimensao finita, todo operador 7' : X — Y
é Fredholm com ind(T") = dimX — dimY . De fato, se o posto de T' é igual a r a
dim kerT = dimX —r e a codim ImT = dimY — r. Se ao menos um dos X, Y é de
dimensao finita, todo operador continuo é semi-Fredholm e ind(T") = dimX — dimY

como no caso anterior.

2. Suponha X e Y espagos de Banach de dimensao infinita. O operador nulo nao é semi-
Fredholm e qualquer outro operador compacto de X para Y nao é semi-Fredholm.
De fato, se T' € um operador compacto com I'mT fechada, temos que dim ImT < co.
Dai como dim Y é infinita temos que a codim ImT é infinita. Observe que a dim X
ser infinita e a dim ImT < oo com ImT fechada implica que dim kerT é infinita pois
se nao existiria um isomorfismo entre um espago de dimensao finita e um espago de

dimensao infinita. Logo 7" compacto nao pode ser semi-Fredholm.

3. Seja X =Y =12 o conjunto de todas as sequéncias = (z1,Z2, ..., Tp, ...) de nimeros
reais tais que J“:°f 7?2 < 0o. A identidade em 1% ou qualquer isomorfismo é Fredholm
de indice zero. A translagao S : (z1,%2,...,Zn,...) — (z2,23...,Zn,...) é Fredholm
com indice 1 e §™ é Fredholm com indice m. O adjunto S* : (z1,z2,...,zp,...) —
(0,z1,22,...,Zp, ...) é Fredholm com fndice —1 e (S§*)™ é Fredholm com indice —m.
L : (z1,22,...,Zn,...) — (21,0,22,0,...) é Fredholm de indice —co e seu adjunto
L* : (z1,22,...,Zn,...) — (z1,23,2s,...) é semi-Fredholm de {ndice +co. Note que

L*L é a identidade que é Fredholm de indice zero, mas LL* nao é semi-Fredholm.

Vale a pena observar também que se a dim kerT e a codim ImT séo finitas, podemos
provar, em vez de assumir, que ImT é fechada. De fato, seja X = X1® Xy, X1 = kerT e X5
seu complementar fechado e seja Y7 um subespago de dimensao finita tal que Y = Y1 ®ImT.
Defina G : Y1 x Xo — Y : (y1,22) — y1 + Tz2. G é um isomorfismo, y; + Tzs = 0 se
somente se y; € ImT o que nos da (y1,z2) = (0,0) e G é claramente sobrejetora. Portanto
G ¢ uma bijecao e pelo teorema do Gréfico Fechado é um isomorfismo. Logo, como 0 x X5
é fechado e G' é um isomorfismo, G(0 x X3) = I'mT é fechado.

ol
Teorema 2.1 T € B(X,Y) € semi-Fredholm se somente se B(X*,Y*) é semi-Fredholm.
Neste caso ind(T) = —ind(T™).

2

Prova. De fato, pelo teorema 5.13 em [14] temos que a ImT é fechada se somente se
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ImT* é fechada e neste caso ImT+ = kerT*, kerT+ = ImT*, dim kerT* = codim ImT e

codim ImT* = dim kerT, de onde o resultado segue imediatamente. |

Teorema 2.2 Se T € B(X,Y) é semi-Fredholm, eziste 6 > 0 tal que se ||S—T||zx,y) < 6,
S € semi-Fredholm e o ind(S) = ind(T'). Ou seja, o conjunto dos operadores semi-Fredholm

com dado indice ¢ aberto em B(X,Y).

Prova. Suponha inicialmente que 7' é Fredholm. Entdo X; = kerT e Yo = ImT sao
subespacos fechados. De dim kerT < oo e codim ImT < oo temos X = X; & X, para
algum subespaco fechado X3 de X e temos Y = Y] @ Y, para algum subespago fechado
de dimensao finita Y7 C Y. Feita tal decomposi¢ao, todo S € B(X,Y) pode ser escrito na

forma matricial

g St Sz : X1 N Y; S U N Sz + S1272
Sa1 Sa2 Xo Yy T3 So1z1 + S22

onde S;; € B(X;,Y;) com 4,5 = 1,2. Em particular

T T
T — n Tz )
To Tho
Agora Ti1m1 + Tixe = 0 Vz € X pois ImT =Y, dai Ty = T2 = 0. T(X,) = {0} =
To1z; =0, Vz1 € X;, entao Ty = 0. Logo

T 00
0 T

onde Ty : Xy — Y, € isomorfismo. Qualquer 73 préximo a T' pode ser escrito na forma

A B
T =
C T+ D

com [l Allsx, va)s 1Bllscxsyiys IC1B(x,,v2) € IDNlB(xs,v2) Pequenas. Se ||T — Ti|lcx,y) < €
temos que || D||(x,,v;) < coe onde ¢y é uma constante que depende apenas das projegoes
em Xy e Y. Daf como T2 é um isomorfismo e o conjunto dos isomorfismos é aberto, temos

que Ty + D é também um isomorfismo. Seja

le(.r P)TI(I 0)
0 I Q I

com P = —B(Ty + D)™}, Q = —(Tra + D)"'C e I aidentidade. Note que

)-(n) e (L ) (6 )"
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(7)< (a3)

sdo isomorfismos de Y em Y e de X em X respectivamente e ind(T}) = ind(T}). Agora,

~ A 0
T =
0 Ty + D

com A = A — B(Tys + D)~1C € B(X1,Y1). Observe agora que

- - A
ImT, = ( ;mA > e kerT) = ( /ger )
2

portanto, temos que a codim I mT) = codim ImA e que dim kerT) = dim kerA. Logo Ty é
Fredholm e portanto Ty é Fredholm com ind(T}) = ind(T}) = ind(A) = dimX, — dimY; =
ind(T) ja que A € B(X;,Y7) com X; e Y] espagos de dimensao finita.

Portanto

fazendo a multiplicagao obtemos

Suponha agora T semi-Fredholm com indice —co. Como no caso anterior, seja X =
X1 ® Xy com X, = kerT. Seja Yo = ImT que é fechada e possui codimensdo infinita. A
restrigao de T' a B(X32,Y2) é uma bijecdo continua e entao, pelo teorema do grafico fechado,
existe T~! € B(Ya, X2) o que implica |[Tzz|ly > c||z2x para algum ¢ > 0 e Vzy € Xo.
Vamos mostrar que qualquer 71 com ||T' - T1||z(x,y) < § é semi-Fredholm com indice —oo.
Suponha z = z1 + z2 € kerTi. Entao, se A =T — T com ||Allgxyy < § temos que
Tzo + A(zy + 22) = 0. Assim

I1AllBex,y)
cllzzllx < [[Tz2lly < 1AIsxy)(I21lx + ll22]lx) = ll22llx < —————lz1l|x-
c+ |Allgx,y)
2.1)

De tal desigualdade podemos provar que kerT) estd contido num gréfico sobre X; o que
nos da dim kerT; < co. Com efeito, seja P : X — X a projecao sobre X, e defina

@ : P(kerTy) — X : Pt — (I — P)z.

oz’ + Xy') = p(Pz + APy) = ¢(P(z + \y)) = (I — P)(z + \y) = p(z') + \p(y') para 2/,
y' € P(kerTt), o que implica ¢ linear. Como P(kerT;) C X; que tem dimensao finita, ¢
é continua. Observe agora que ¢ estd bem definida, de fato, dados 'y’ € P(kerT}) tal
que ' = 9/, existem z e y € kerT}, z =z’ +z9 e y = y' + 43 para 9 e y3 € Xy. Pela

desigualdade (2.1), ja que z — y € kerTy,

AN,y

e |l =l =0
c+1AllBx,y) ’

O S ||‘,‘C2 - y2”/‘< S
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portanto @(z') = z2 = y2 = ¢(y’), ou seja, ¢ estd bem definida. Mostraremos agora
que ImT; é fechada. Seja entdo y # 0 € ImT) e 2" € X tal que Ty2" — y quando
n — +o0o0. J& que y # 0 podemos supor que z" ¢ kerT}, mais ainda, podemos supor
que dist(%,kerﬂ) > 1 = dist(2", kerTy) > slz"||x Vn € N. Se {z"} ¢ limitada, j&
que a dim X, < oo, X; € localmente compacto e portanto podemos supor que {z}} C X,

converge. Agora
clzy — 23"l x < |T(z5 — 23)ly < ITi(zf — 2z3)lly + [1Allsey) oz — 25 ]x

o que implica

o — 2 llx € —— [Ty (e} ~ =)y (22)

c— ”A”B(X,Y)

que tende a 0 quando n, m — +o00, de onde podemos concluir que {z5} também converge
e entdo {z"} converge para algum z € X. Logo, como T} é continuo, T1z" — Tz =y =
ImT; é fechada. Agora suponha que {z"} néo é limitada, ou seja, passando a subsequéncia
|z"||x — 4+oco. A componente da sequéncia {ﬂ% em X, passando a subsequéncia,
converge e isto, como no caso anterior, implica na convergéncia de ﬂf,%; para algum u € X
tal que ||ul]|x = 1. Entao Tlﬁ — Thu = 0 pois T1z™ — y # O e ||z"™||x — oo quando
n — +o00. Mas, por construgao, dist(”—f,%,kerTl) > 1, contradigdo. Portanto ImT; é
fechada. Mostraremos agora que a codim T} = oco. Sendo a codim T = co podemos definir
uma sequéncia {y,} C Y com |[ynlly =1, dist(yn, ImT U {y1,...,yn—1}]) > % ([] significa
subespago gerado). Suponha que ImT} tem codimensdo finita. Entio Y = T} (X2) ® Ys
para algum subespago Y, de dimensao finita. Desta maneira todo ponto de Y pode ser
escrito como § + Thz2, § € Y e 22 € Xy. Assim Yn = Yn + T122¥n € N. Observe que
{¢n} € limitada num espago de dimensao finita, portanto possui subsequéncia convergente.

Passando a subsequéncia temos como em (2.2)

1
lz5 — 28|lx < ————|T1(2% —z3)|ly
2 2 I & — “A”B(X,Y)I ( 2 2 )”
1
S —ar——C+ 9 — ymlly
c_”A“B(X,Y)( " mlly)
2

c— “A"B(X,Y)

se n, m — +0c0. Temos também para n > m, pela defini¢do de {y,}

S < g ym - T - a2y
< g~ U + Tala? — a) ~ T(ah — )y
< g — ym + Az} — 20y
< NAlagerlle? - o lx
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se m — +oo (n > m). Assim
1 2|1 Allsx,v)
5 < ——— = ¢ <5 Allsx,yy,
27 c— “A“B(X,Y) (.¥)
mas nés assumimos que ||A[|px,y) < g, contradigao. Assim codim ImT) = +0o0 o que nos

d4 ind(T;) = —co.

Finalmente se T é semi-Fredholm com indice +oo, T* pelo teorema (2.1) é semi-
Fredholm com indice —co. Agora para todo 77 préximo a T', T} estd préximo a T* e
é semi-Fredholm com indice —co pelo que provamos anteriormente. Entao, novamente pelo
teorema (2.1) temos que T} é semi-Fredholm com indice +co de onde segue o teorema. N

Teorema 2.3 Sejam T, K € B(X,Y) com T semi-Fredholm e K compacto. Entao T + K
é semi-Fredholm com ind(T + K) = ind(T").

Prova. Suponha que ind(T") < +oco (podemos ter ind(T") = —o0). Entao X = X; & X5 onde
X, = kerT que possui dimens&o finita. A restrigdo T|x, — ImR(T') é um isomorfismo,

portanto ||[T'zz|ly > c||zz||x Vz2 € X2 e algum ¢ > 0.

Afirmamos que dim ker(T+K) < +o00, de fato, tome uma sequéncia {z, } C ker(T+K),
Tn, = zL+z2 e|lzn|lx = 1Vn € N. {zL} C X; e {Kz,} possuem subsequéncias convergentes
pois {z, } é limitada, X; é localmente compacto e K é um operador compacto. Ent&o como
(T + K)z, = 0Vn temos que Tz2 = —Kz, é uma sequéncia convergente. Como T é
Fredholm, T possui imagem fechada e entdo T'z2 converge para algum 7'z na imagem de 7.
Daf como ||Tzs|ly > c||lz2||x Vo2 € X5 temos que a sequéncia {z2} converge para z € X.
Portanto {z,} possui subsequéncia convergente implicando que ker(T + K) é localmente
compacto. Logo, como o ker(T + K) é também fechado, tal subespaco possui dimensao

finita.

Mostraremos agora que Im(7T'+ K) é fechada. Suponha que a sequéncia (T'+K)z, — y
com dist(zn, ker(T + K)) > 3|lzn]lx Vn € N como na prova do teorema (2.2). Se {z,} é
limitado, podemos assumir que {z.} e {Kz,} sdo convergentes e assim obter {z2} conver-
gente como acima e entdo concluiremos que {z,} converge para algum z € X o que nos d4
(T'+K)z =y, ou seja, Im(T+ K) é fechada. Agora se {z,} nao é limitada, passando a sub-

sequéncia podemos assumir ||z, ||x — +o00. A sequéncia {ﬁI—Y} é limitada, portanto as
nil

1 2
~ . Tn T, 3 ~ 3 3 _Tn
sequéncias {K eSS } e {—Ilwnllx } possuem subsequéncia convergente implicando {T” wllx }

2
convergente que nos da {”TanX} convergente pois ||Tzz|ly > c||z2||x Yz2 € X,. Portanto,
n

passando a subsequéncia, a sequéncia {Iltv_znTIIIT} converge para algum u € X onde ||ul|x = 1.
Entao (T + K)”:ﬁ — (T'+ K)u = 0 pois (T' + K)z, — y e ||zn|]|lx — 400, contra-
digdo, j& que por construgao dist(z,,ker(T + K)) > L|zallx Vn € N. Logo Im(T + K) é

fechada.
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Temos entao que 7'+ K é um operador semi-Fredholm como é o operador T' + oK
para todo a € [0,1]. Pelo teorema (2.2) a aplicagao ¥ : @ —» ind(T + oK) é continua
e localmente constante. Como [0, 1] é conexo temos que 9 é uma aplicagao constante, de

onde podemos concluir que nd(T") = ind(T + K).
Suponha agora que T é apenas Fredholm, pela afirmagao anterior
ind(T) = ind(T + K) = dim ker(T + K) — codim Im(T + K)
que ¢ finito. Portanto temos que codim I'm(7T+ K) é finito o que implica T+ K um operador

de Fredholm.

O caso em que o ind(7T") = +oo nos da pelo teorema (2.1) que o ind(T*) = —oco. Daf
pelo que foi mostrado anteriormente temos que 7% + K* é semi-Fredholm com indice —oo
o que implica novamente pelo teorema (2.1) que T+ K é semi-Fredholm com indice +oo

de onde segue o teorema. |

Corolario 2.4 Se K € B(X,Y) é compacto, I + K e I* + K* sao operadores Fredholm
com indice zero. Assim se I+ K ou I* + K* € injetivo, ambos sdo isomorfismos. Em geral

temos
dim ker(I + K) = codim Im(I + K) = dim ker(I* + K*) = codim Im(I* + K*)
que € finita.

Prova. Segue diretamente do teorema anterior. |

Embora o préximo resultado nao vé ser usado no que segue, ele é uma propriedade

bésica dos operadores de Fredholm (ou semi-Fredholm).

Teorema 2.5 Se S € B(X,Y) eT € B(Y,Z) sao semi-Fredholm e se 0 ind(S) e o ind(T)
podem ser somados, entao T'S € B(X, Z) é semi-Fredholm com ind(T'S) = ind(T) +1ind(S).

Prova. Inicialmente assumiremos 7" e S sobrejetor ou injetor.

T e S sobrejetores Sendo T' e S sobrejetores temos que T'S é sobrejetor com ker(T'S) =
S~1(ker(T)), dai dim ker(T'S) = dim kerS+dim kerT finito ou ndo. Assim ind(T'S) =
ind(T) + ind(S). Observe que Im(T'S) é obviamente fechada j& que T'S é sobrejetor.

T e S injetores T e S injetores implica T'S injetor. Observemos que a Im(T'S) é fechada
pois || T'Sz|ly > c||z||x Vz € X para algum ¢ > 0 j& que os operadores T' e S satisfa-
zem o mesmo tipo de estimativa. Provermos que a codim Im(T'S) = codim Im(T) +
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codim Im(S) finita ou nao, de onde segue o teorema. Suponha que T' e S sdo ope-
radores Fredholm, caso contrario a codimensdo da imagem de um dos operadores é
infinita e a afirmagao segue facilmente pois ambos os operadores sao injetores. Entao
Y =Y ®Y3 onde Y; = ImS e Yy é umn subespaco de dimensao finita e Z = Z; @ Z,
onde Z; = ImT e Z3 é um subespago de dimensao finita. Sendo 7" injetivo e a dim Y5
finito temos que Z = Z, @ Zy = T(ImS) ® T(Yz) ® Z3 onde a dim Yy = dim T(Ys).
Entao codim Im(T'S) = dim T(Y3) + dim Zy = codim Im(T) + codim Im(S).

T injetora e S sobrejetora ker(T'S) = kerS e Im(T'S) = Im(T), entdao Im(TS) é fe-
chada e se a0 menos um dos 7" e S possui indice finito, os indices podem ser somados
e T'S é semi-Fredholm com indice ind(7T) + ind(S).

T sobrejetora e S injetora Observe que ao menos um dos operadores deve ter indice
finito. Se ind(T) = +oo, codim ImS é finita o que implica codim ImTS finita, de
onde segue que a ImT'S é fechada. Entao T'S é semi-Fredholm com indice +00. Se
ind(T') é finito, dim kerT = ind(T) é finita. Dai se Y; = kerT N ImS, ker(TS) =
S~1(Y1) que tem dimensdo finita igual a dim Y] j4 que S é injetora. Escolha Y5 tal que
Y1®Y; = kerT. Temos entao que Im(T'S) = T(ImS+kerT) = T(ImS®Y3) de onde
segue que a codim Im(TS) = codim ImS — dim Y3 j4 que o niicleo de T est4 contido
na ImS @ Y. Assim ind(T'S) = dim Y1 + dim Y3 — codim ImS = ind(T) + ind(S).

Caso geral Em geral se S € B(X,Y) é semi-Fredholm com indice menor ou igual a 0, a
dim kerS = m nos déa codim ImS > m. Escolha um espago m dimensional ¥; C Y
com Y1 N ImS = {0} e uma bijegdo S; do kerS sobre Y;. Seja X = X; ® X5 onde
X1 = kerS e tome o operador de posto finito G : X1 @ X3 — Y1 : (z1,22) — Si73.
O operador S+ G : X — Y ¢ injetor, de fato, (S + G)z =0 < Sz + S1z1 =0,
como ImS; NImS = {0}, z; = 29 = 0 = z = 0. Agora, se ind(S) > 0 entdo
codim ImS = m < co e dim kerS > m. Entao podemos escolher subespacos de
dimensao finita m, X; C kerS e Y; C Y onde Y1 N ImS = {0} de tal maneira que
X = X ® X, para algum subespaco fechado Xs e Y = Y; ®Y, com Y5 = ImS. Tome
entao S bijecao qualquer de X; paraYj edefinaL : Xi® Xy — Y : z1+29 — Sq71.
Por éonstrugéo o operador L é sobrejetor. Dados entdao T e S operadores semi-
Fredholm com ind(T') 4+ ind(S) definido podemos escolher L; tal que T'+ L € S + Lo
sao injetores ou sobrejetores com imagem fechada. Pelo que foi provado anteriormente,
(T + L1)(S + La) é semi-Fredholm de indice ind(T' + L;) + ind(S + Lo). Agora se
K = 1,58+ TLy + L1 Ly temos que

TS =(T+ Ll)(S-i-Lz) - K

onde K é um operador de posto finito, ou seja, K é um operador compacto. Entao
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pelo teorema (2.3) T'S é semi-Fredholm e
ind(TS) = ind(T + L1)(S + L2) = ind(T + L1) + ind(S + Ly) = ind(T) + ind(S)

como querfamos provar.

As estimativas de Schauder sao tipicamente da forma
lzllx < CUITz|ly + |z]x) V2 € X

com T' € B(X,Y) onde |-|x é uma semi-norma compacta em X, isto é, qualquer sequéncia
{z,} limitada na norma || - || x possui subsequéncia de Cauchy em respeito a | - |x. Isto
facilmente implica dim kerT < oo e ImT fechada de onde podemos concluir que T é

semi-Fredholm com indice < +o0 - tipicamente 7' é Fredholm de indice zero.

Exemplo 4 Para um conjunto aberto conexo limitado 2 C R", seja

L= g::l aij(z)m + K : WP WP (Q) — LP(Q)
um operador eliptico de ordem dois, onde a;j(z) = aji(z) € C? > ori=1 aij(z)Eks >
col¢]? Vz, £ € R™ e para alguma constante cg > 0 e K = b(z) - V + ¢(z) é um operador dife-
rencial de ordem menor ou igual a 1 com coeficientes pelo menos continuos. Pelo coroldrio 1
de [5] temos que existe uma constante A > 0 tal que o operador L+ X : W2PNW, P () —
LP(§)) é um isomorfismo. Como o operador A : W2P N I/VO1 P(Q) — LP(Q) é um operador
compacto segue pelo teorema (2.3) que L = L + A — X é um operador Fredholm de indice

Zero.

2.2 O Teorema da Transversalidade

O teorema da Transversalidade de Thom e Abraham [1] é uma ferramenta 1itil em muitos
ramos da Geometria e Anélise. Em [11], Henry prova uma versao generalizada desse teo-
rema visando aplicagdes em dimensao infinita com atengao especial para o caso de indice

negativo. Vamos estudar alguns exemplos com indice negativo no capitulo de aplicacoes.
Antes de enunciar o teorema precisamos de algumas definicoes.

Dizemos que um conjunto F' de um espago topoldgico X é magro se F estd contido na
unido enumerdvel de conjuntos raros, ou seja, se F' estd contido na uniao enumeravel de
conjuntos cujo fecho nao possui interior. Segue da definicao de conjunto magro que a uniao

enumeravel de conjuntos magros é magro.
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Dizemos que F' € residual se seu complementar é magro, ou seja, F' é a intersecao

enumeravel de abertos densos.

Dizemos ainda que um espago topolégico X ¢é espaco de Baire se todo subconjunto

residual é denso.

Seja f uma aplicacio C* entre espacos de Banach. Diremos que z € ponto regular de
[ se a derivada f'(z) é sobrejetora e possui niicleo de dimensao finita. Se z nao é ponto
regular de f, z é chamado ponto critico de f. Em nossas aplicagoes o niicleo de f’ sempre
serd de dimensao finita, portanto, para z ser ponto critico de f serd necessario e suficiente
f'(z) ser néo sobrejetora. Um valor critico de f é a imagem por f de algum ponto critico de
f. Todos os outros pontos do contradominio sdo chamados valores regulares de f, incluindo
todos os pontos fora da imagem de f.

Sejam agora X um espago topoldgico de Baire e I = [0, 1]. Para qualquer subconjunto
fechado ou o-fechado F' C X e um inteiro m > 0, dizemos que a codimensao de F' é maior ou
igual a m (codim F' > m) se o subconjunto {¢ € C(I™, X); $(I™)NF é ndo vazio } é magro
em C(I™, X). Dizemos que codim F = k se k é o maior inteiro satisfazendo codim F > m.

Teorema 2.6 Sejam k, m inteiros positivos; X, Y e Z wvariedades de Banach de classe
Ck; A C X xY um conjunto aberto; f : A — Z uma aplicacdo de classe C* e um ponto
€ € Z. Assuma que para cada (z,y) € f~1(£):

1. %(z,y) 1 Te X — T Z € semi-Fredholm com indice < k.

2. (a) Df(z,y) : To X x T,Y — T¢Z é sobrejetora
ou

() dim {%DH} > m+dim ker (5 (z,y)-

3 (z,y) — y: fY€) — Y € o-prépria, ou seja, f~1(€) é a unido enumerdvel
de conjuntos M; tais que (z,y) — y : M; — Y € uma aplica¢io prépria para
cada j.[Dado (zn,yn) € M; tal que {yn} converge em Y, existe uma subsequéncia

convergente de {(zn,yn)} com limite em M;.]

Observamos que (3) se verifica se f~1(¢) € Lindelof, ou mais especificamente se f~1(¢)

€ um espago métrico separdvel, ou se X eY sao espacos métricos separdveis.
Seja Ay = {z € X; (z,y) € A} e

Yerit = {y € Y€ € valor critico de f(-,y) : Ay — Z}.
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Entao Yoy € magro em Y e se (z,y) —> y : fH(€) — Y € prépria, Yo também é
fechado. Se ind(%—a’%(x,y)) < —m <0 em f71(&) entio 2(a) implica 2(B) e

Yoiu ={y € Y;¢ € f(Ay,9)}

tem codimensdo maior ou igual a m em Y .[Note que Y.t € magro em Y se somente se
codim Yerit > 1.]

A hipétese usual é a de que £ é valor regular de f, assim sempre temos 2(c). Se 2(8)

se verifica em algum ponto, entao ind( %(x, y)) < —m neste ponto ja que a

In(D/@,5))}

T ~
codim Im(%(z,y)) = dim { Im(g%(il?,y))

Se o ind(g%(x,y)) < —m e 2(a) se verifica, entao 2(8) também se verifica como nos diz o

teorema. Portanto a hipétese 2(/3) é mais geral para o caso de indice negativo.



CAPITULO 3

Aplicacoes

Suponhamos que P é uma propriedade que depende de um parametro z € X, onde X é
um espago topolégico de Baire. Dizemos que P é genérica (em z) se ela vale para todo z

em um conjunto residual de X.

Em nossas aplicagoes (exceto a dltima) X serd a classe de regices C™ difeomorfas a uma

regiao fixa €y de classe C™, ou seja,
X = {h(Qo),h € Diffm(Qg)}.

Introduzimos uma topologia em X definindo uma sub-base das vizinhancas de um € X

por
{R(Q); 1A — iallem@rn) < € € > 0 suficientemente pequeno}.

Michelleti prova em [15] que este é de fato um espago topolégico metrizével, portanto de
Baire. De fato, provaremos nas aplicacées é que a propriedade P vale para todo h fora de

um conjunto magro de Diff"(£2p).

Entretanto nessas aplicagoes, o conjunto F' de mergulhos excluidos sera sempre definido
pelas propriedades da imagem do mergulho, portanto é invariante por composicao com
difeomorfismos de classe C™ de Qp em €. Isto implica (ver [11]) que o subconjunto das

regioes definidas por F' também é magro no nosso espaco X.

27
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3.1 Preliminares

Consideremos o operador diferencial eliptico de segunda ordem

n 62 n a
AN = ]zzjl aij(x)m + jgbj(z, A)%j + ¢(z, \) (3.1)

onde aij(z) = aji(z) € C?, bj(z,)), c(z, ) sdo polinémios em A com coeficientes C! todos
assumindo valores reais quando A\ é real. Assumimos também que ZZJ':I aij(z)&:& >

colé|? Vz, & € R* para alguma constante ¢y > 0.

Impondo condigoes convenientes de contorno, podemos definir operadores sobre diversos
espagos de fungées. Aqui consideramos A(A) como um operador em L?(f2) com dominio
H?N HL(SQ).

Dado uma regido limitada C2-regular Q C R, dizemos que \ é autovalor de A(X) se

existe uma solugao nao nula u de

AMNu=0em Q, u =0 em IN. (3.2)
A € autovalor simples se o niicleo de A()) é unidimensional e sua imagem contida em L2(Q)
nao contém % (A(/\))u para u # 0 no nicleo.
Proposicao 3.1 Seja h € Diff*(R2). A aplicagdo

Grn:H*NHNQ) - {0} xR — L)
(u,\) — h*ANR* '

tem zero como valor regular se somente se todos os autovalores reais de

R* AR 'u =0 em 2, u =0 sobre 9, u # 0 (3.3)
sao simples.
Prova. Considere A’(\) = % (A(/\)) A diferencial de G, em (u,)\) € H2NH{(Q) -0 x R
é

DGh(u,\) : HFNH}Q) xR — L%(Q)
(4, \) — B*ANR* "+ AR* A (W)R* .
Pelo exemplo 4 capitulo 2 temos que ind(A(X)) = 0 como aplicagdo de H2 N HE(Q) em

L*(£2), portanto ind(A(A)) = 1 como aplicagdo de H?> N HE(Q) x R em L2(Q). Dai, como
h* é um isomorfismo temos ind(h*A(A\)h*~1) = 1. Agora, a aplicacao linear continua
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3.2 Simplicidade Genérica dos Autovalores do Laplaciano

Nesta secao mostraremos que genericamente no conjunto das regides abertas, conexas,

limitadas C3-regulares Q C R™, todos os autovalores A de
Au+ A u=0em Q, u =0 sobre 90, u # 0 (3.5)
sao simples. Isto foi demonstrado originalmente por Micheletti [15] e Uhlenbeck [17].

O operador (A + \) com dominio H? N H}(Q2) é um operador do tipo (3.1), logo as
proposigoes da segao 3.1 podem ser aplicadas. Observe que A é autovalor simples de (3.5)
se somente se a dimensao do espago gerado pelas autofungoes associadas a A é 1. Tal

afirmacao segue facilmente do lema a seguir.

Lema 3.3 Consideremos o operador (A + X) : H>N HY(Q) — L%(Q). Entio temos
Im(A + X) = {ker(A + \)}+.

Prova. Dado v € H> N HY(2) e u € ker(A + ) temos pela segunda identidade de Green

que
/Qu(AH)v:/QU(AH)u:o

implicando que a imagem do operador (A+)) em H2NHE(R) esta contida no {u}L. Vimos
no exemplo 4 capitulo 2 que o operador (A + ) : H2 N H () — L?(Q2) é Fredholm de
indice zero, portanto a dim ker(A+X) = codim(A+ ) de onde segue a afirmacio do lema.

Considere a aplicagao diferencidvel
F:H*NH}(Q) - {0} x RxDiff*(Q) — L3(Q)
(u, \,h) — h*(A 4+ \)hr* " tu.

Segue da proposigao (3.2) que estudar a simplicidade genérica dos autovalores de (3.5) é

equivalente a estudar a simplicidade genérica dos autovalores de (3.3) para A(\) = (A+\).
R

Desta maneira, mostraremos a simplicidade genérica de todos os autovalores do pi‘blﬁéma
de Dirichlet para A mostrando que 0 é valor regular de Gp,, com A()\) = (A + ), para
todo h € Diﬁ3(Q), exceto um conjunto magro, através do teorema da Transversalidade.
Portanto, nossos esforcos agora se concentram em verificar as hipéteses do teorema da

Trasversalidade para a aplicacao diferencidvel F.

Observe que as hipdteses (1) e (3) do teorema sao satisfeitas diretamente ja que o

operador linear

e A)(u,/\,h):HgﬂH&(Q)xR — L*(Q)
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(i1, \) — Ah* A'(A\)h* "1 de H? NH(Q) x R em L2(Q) € compacta, e entao, pelo teorema
(2.3), temos que ind(DGp(u,\)) = 1.

Suponha que zero é valor regular de G}, ou seja, DGp(u,\) é sobrejetora para todo
(u,\) € G;1(0). O ind(DG}(u,))) = 1 implica que o niicleo de DG, (u, A) é unidimensional
e igual ao subespaco gerado por (u,0). Isto implica que o nicleo de A*A(A\)R*~! como
aplicagao de H? N HE () em L2(Q) é unidimensional. Além disso, como

DGh(u,\)(,A) =0 <= AR*A' (V)R u = —R* AR 1a
temos que h*A’(A\)h*~'u ndo pertence a imagem de h* A(\)h* | 2, () implicando que
A é autovalor simples. Logo todos os autovalores de (3.3) sdo simples.

Reciprocamente, suponha que todos os autovalores reais de (3.3) sao simples. Entdo
se (u,\) € G, (0) temos que ker(h*AMNR* ™) = [u] e AR*A'(A\h*~'u # —h*A(N)R* 14
para todo % e A # 0 o que implica DGh(u,A\)(i,)) =0 < w=uel =0, ou seja,
dim ker(h*A\)R*1) = 1.

Assim, sendo ind(DGp(u,)) = 1 temos que codim Im(DGp(u,)\)) = 0 o que nos da
DG} (u, M) sobrejetora, de onde segue o resultado. |

Proposicao 3.2 A € autovalor simples de (3.3) se somente se A € autovalor simples de

A(XN)v =0 em h(Q2), v =0 sobre Oh(S2), v # 0. (3.4)

Prova. Observemos que
R*FAMNR* lu=0 < AN lu=0

pois h* é um isomorfismo. Entdo v = h* 'u € H?N Hi(h(Q)) é autofungio de (3.4)
associada a A em h(§2) se somente se u é autofungao de (3.3) associada a A, ou seja, \ é
autovalor de (3.3) se somente se é autovalor de (3.4) em h(£2), portanto o ker(h* A(A\)h*~1) C
H?*NH{(2) é unidimensional se somente se o ker(A(\)) € H2NHL(h(R)) é unidimensional.

Para concluirmos a prova, basta mostrarmos que
%(A()\))v € Im(A())) < %(h*A()\)h*_l)u € Im(h*A(/\)h*_l).
De fato, como %(h*A()\)h*‘l) = h*%(A()\))h*_1 e h* é um isomorfismo temos

d d .
AN € Im(AN) & (AR ™ "u € Im(A(N))

= h*%(A(A))h*_lu € Im(R*A(N)h*™Y),

de onde segue o resultado. |
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(i,A) — RB*(A+ MM+ du.

é Fredholm de indice 1 e as variedades de Banach Diff*(Q), R, H?> N H}(Q) — {0} sdo
separéveis. Resta-nos entao verificar a hipétese 2(a) do teorema, ou seja, basta-nos mostrar

que F' possui zero como valor regular. Faremos tal prova por absurdo.

Suponha que exista um ponto critico (ug, Ao, ho) de F' tal que F(ug, Ao, ho) = 0. Sejam
Qo = ho(82) e vo = h§ 'ug e defina uma nova aplicacao diferencidvel

F:H?n HL Qo) — {0} x R x Diff3(Qy) — L*(Q)
(v, \,h) — A*(A+NA*"to.

Sabendo que (h o ho)* = h{h* temos que
hy T F(h§v, A\, hoo ho) = h§ ™ (h o ho)* (A + A)(h o ho)* " hiv = F(v, A, h).

Sabendo isto e tendo que h§ um isomorfismo, temos que F(v, A, h), com ﬁ'(vg, A0,10,) = 0
possui (vp, Ag,%n,) como ponto critico se somente se (ug, Ao, ho) é ponto critico de F' com

F(ug, Ao, ho) = 0. Desta forma temos a seguinte observacao:

Observagao 3.1 Podemos supor sem perda de generalidade que o ponto critico (ug, Ao, ho)
de F tal que F(ug, Mo, ho) = 0 tem ho = iq, simplificando assim nossos cdlculos e notagdo.

E importante observar também que tal observacao é vélida para qualquer operador
diferencial A(A) no lugar de (A + )) pois a forma particular do operador nao foi usada no

argumento acima.

Calculando entao a diferencial de F' no ponto critico (ug, \o,%q) através do teorema

(1.8) obtemos pela hipé6tese de absurdo que

DF(Uo,/\o,’iQ)(’ll,).\,il) = (A—I—)\o)ﬂ—{—)‘\u()-i-[h'V,A—l—/\o]’u.o
= (A+Ao)(ﬂ—h-VUO)+j\uO

nao é sobrejetora.

Observemos que a imagem de DF(ug, Ag,in) em {& € H?N H}(Q), A = 0, h = 0}
coincide com a imagem do operador de Fredholm (A + X\g) em H2 N H(Q) que é fe-
chada e possui codimensao finita. Agora, como tal conjunto estd contido na imagem de
DF(ug, Ao, iq), podemos concluir que a imagem de DF (ug, \o,%q) tem codimensio finita e

portanto é fechada. Como este operador é nao sobrejetor, podemos afirmar também que a
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codimenséo de sua imagem ¢ positiva. Assim sendo, como L?(§2) é um espaco de Hilbert e
a imagem de DF(ug, Ao, i) € fechada, existe 9 € L?(Q2), nao nula, ortogonal a imagem de
DF(ug, Mo, 10).

Tomando A = A = 0 temos Jo (A +Xo)u =0V u e H>N H(Q), ou seja, 9 é solugio
fraca de (3.5). Pelo fato de estarmos trabalhando com (A + A\g) em H? N H (), com £
conexa limitada C3-regular, podemos afirmar que 9 € H2NHE(Q) e é solugdo forte de (3.5).
Tal afirmagéo segue, por exemplo, do teorema (8.2") de [2]. De fato, sendo € C3, segue
do teorema (15.2) de [6] que ug, ¥ € H?(Q2), entdo pelo teorema (11.1) de [9] ug, ¥ € C2(R)
de onde obtemos pelo teorema (2.28) em [8] que ug, ¥ € C>*(Q) Ya > 1, j& que ug, ¥

satisfazem (3.5).

Tomando entdo & em Tj, (Diff3(2)) = C3(2, R™) temos
0 = / P(A + )\o)h - Vug
Q

= /{¢(A + /\O)iz - Vug — (A + AO)"/JA - Vug}

B oh - Vug) O
= {1/)— 5

= /{mh Notanr VheCHQR).

——h - Vug}

Portanto g}/\’, g’;\, = 0 em 052 e nossa hipétese de absurdo implica na existéncia de 1 € L?(Q),

nao nula, solugao de (3.5) tal que g}é%ﬁ =0 em 0.

Para concluirmos nosso exemplo, utilizaremos o teorema de Cauchy (1.3) para equagdes
elipticas de segunda ordem. Suponha que para algum zy € 9 3“0 # 0. Entao % #0
numa vizinhanca V de zg em 912, implicando g—}é = 0 nesta v1z1nhanga. A331m temos
g—}(’, =0e? =0em V enquanto (A + X\)¥ = 0 em Q. Portanto, as condicdes do teorema
de Cauchy (1.3) estdo satisfeitas resultando que 9 = 0 em . Mas por hipStese 1 é nao
nula, entao temos que ‘3’1‘\‘,’ = 0 em 02. Podemos entdo repetir o argumento anterior para
ug e obtermos que ug = 0 em 2, mas por hipétese ug € H? N H}(Q) — {0}, contradigéo.

Logo podemos concluir que 0 é valor regular de F', como queriamos mostrar.
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3.3 Uma Propriedade Genérica para as Autofuncoes do La-

placiano

No exemplo anterior trabalhamos com uma condigdo sobre os autovalores do problema
de Dirichlet. Neste exemplo trabalharemos com uma condigao sobre as autofuncoes deste
problema, mostrando que, genericamente no conjunto das regices 2 C R* abertas, conexas,
limitadas, C3-regulares, as autofungdes normalizadas u de (3.5) satisfazem Jo9(u) # 0,
onde g : R — R é uma fungao de classe C* cujas rafzes formam um conjunto discreto.

Suponha entao g uma fungéo de classe C? como acima e @ C R* uma regido aberta,
conexa, limitada, C3-regular. Através do teorema da Transversalidade provaremos que o

subconjunto

B = {h € Diff3(Q); / g(u) = 0 para alguma autofungéo normalizada u de (3.5) em h(Q2)}
hQ)

é magro em Diff>(Q) de onde segue o resultado desejado.

Inicialmente vamos mostrar que as autofungoes associadas a autovalores simples meno-
res ou iguais a algum N € N satisfazem genericamente fﬂ g(u) # 0, depois obteremos o
resultado desejado para todas as autofungoes de (3.5) através de um argumento simples.

Precisamos antes dos seguintes lemas.
Lema 3.4 Dado hy € Diff?(Q) eziste uma vizinhanga Vi de ho em Diff?(Q) tal que para
todo h € V temos
I(h* AR — RS ARG ull L2 < e(B)lull g2nm o)

onde e(h) tende a zero quando h — hy em C%(Q, R™).

Prova. Basta considerarmos o caso hy = ig. Da secdo 1.2 temos

9 i
h* ——h* " u(z) = D
5o ulo) )(h(@)
n
ou -
= aTj(x)(hxl)ji(ﬁ)
Jj=1
n
ou
= Zbij(ﬂ?)g—(m)
g=1
onde b;j(z) = (hz')ji(z), ou seja, bij(z) é a 4,j-6sima entrada da transposta da matriz

Jacobiana inversa de hy; = gff ?j:r Portanto

B ai/ B szh (Zbu(m)—) (2)

3
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_ me i[ (:v) (m)ég%(“’)]

j=i

=Y b @ (s )mzbzk o) (5 )(®)) (2) 50

7,k=1

= (%g(u)) (z) + Li(u)(z)

onde
32
Li(u)(z) = (bg,.(x)—n(a 2(u)>(:z:)+];1(1— 560 ()83 () (52 3$J)(x)+
+ 3 bisle) ( bis) (=) <z)a—§<z).
7,k=1 J
Entao
(h*Ah*‘l(u)) = Au+ Lu
com

Lu = i Liu.
=1

Jé que bjx —> ;) em C%(Q, R™) quando h — ig em C%(Q,R*) temos que os coeficientes
de L tendem a 0 uniformemente quando h — iq em C?(2, R*). Entdo segue que

I Lullz20) < e(P)llull z2nma o)
onde e(h) tende a zero quando h —» ig em C2(2, R?). |
Seja
Dy = {h € Diff*(Q); N nio é autovalor de (3.5) em h(Q)
e todos os autovalores em (0,/V) de (3.5) em h(£2) s@o simples}.

Lema 3.5 Dy ¢ um subconjunto aberto e denso de Diff3(Q).

Prova. Defina

D = {h € Diff*(Q); todos os autovalores de (3.5) em h(Q) sdo simples }

Dy = {h € Diff3(Q); todos os autovalores em (0,N) de (3.5) em h(S2) sao simples}.

Vamos mostrar primeiro que Dy é aberto. Sejam hg € Dy e Aq, ..., \; autovalores de A

em ho(§2) menores que N. Considere um circulo y de raio N.
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O lema anterior e os teoremas 2.14 e 3.16 de [14] nos garantem que existe uma vizinhanca
Vo de hg tal que a dimensao de auto-espago associado aos autovalores de norma menor que
N é k para todo operador A* Ah*~! com h € V;. Pelo exemplo 2 capitulo 1 temos que cada
autovalor simples de hg*Aho* ! depende continuamente de h numa vizinhanca C? de hyg.
Entao, para cada 1 < 7 < k existe V; C Diﬂ3(Q) vizinhanga de hg e A; : V; — (0, N)
continuas tal que A;(h) é autovalor simples de h* Ah*~! para todo h € V; com A;(hg) = \;
e os conjuntos A;(V;) sdo dois a dois disjuntos. Defina entao V = ﬂf:o Vi, vizinhanca de
ho em Diff? (£2). Observe que VA € V, h* Ah*~! possui k autovalores menores que N todos
simples. Portanto Dy é aberto.

No exemplo anterior vimos que o complementar de D é magro, logo temos que D é denso
em Diff3(€2). Como Dy D D, podemos concluir que Dy é denso em Diff3(2). Portanto,
para provar que Dy € denso basta mostrar que se NV é autovalor de (3.5) em uma regiao
(2, entao existe h préximo de iq tal que isto nédo se verifica em h(f2). De fato, basta tomar
h(z) = (1+¢€)z. Urn célculo simples mostra que cada autovalor A de A em {2 se transforma
em um autovalor mf em h(§2). |

Seja 2 C R™ uma regido C3-regular, aberta, conexa, limitada e considere a aplicagao

diferenciavel
F:H*NH}Q)-{0} x (0,N) x Dy — L*Q)xRxR
(u,\,h) —> (h*(A-{—)\)h*—lu,/ u’det h',/g(u)det n).
Q Q

Através do teorema da transversalidade mostraremos que o subconjunto
By = {h € Dy;(0,1,0) € F(H* N H}(R) — {0}, (0,N), h)}

é magro em Dy de onde segue o resultado.

Afirmamos inicialmente que o operador continuo 6 /\) (u, A\, h) de H*N H}(Q) x R em
L%*(Q) x R x R é Fredholm com md(a(u N (u, A\, h)) < —=1V(u,\, k) € F71(0,1,0).

Seja (u, A, h) € F~1(0,1,0). Podemos supor sem perda de generalidade h = iq como na
observagao (3.1). De fato, sempre que F(u, A\, h) = (0,1,0), v = h*lu satisfaz

Av+)\v:0emh(§2),v=0em8h(ﬂ)e/ v? = 1.
h(R)

Calculando as derivadas temos
DFy(u,\,iq) (0, \h) = (A+N(d—h-Vu)+ du
DFy(u, \,iq)(u, A\, h) = /2uu+/ u?(h- N)
an

= /Zuﬂ
9}
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DPFs(u, A, iq)(w, A\, h) = /Qg'(u)ﬂ-l-/(mg(u)(iz-N)
= [ dwi+g0) [ Gi-m)
Q on

onde IV é o vetor normal unitario a 2. Logo

DF(u, ), i) (i, \ h) = (DFi(u,\iq), DFy(u, ) in), DF3(u, A, iq))(w, A, A)
= ((A+A)(u—h-Vu)+xu,/(12ua,/ng'(u)u+g(0) /BQ(A-N))

oF  pas o0F
3(u’/\)(ua)‘azﬂ)(u’)‘) = (8( /\)

(A + i + Aa, /Q out /Q ¢ (u)i)

('U' A ZQ) ( )( Ny Q) 3( /\) (u,)\,ig))(ﬂ,;\)

Claramente %(u, A,10) é Fredholm pois (,)(L:f\—)(u, A,iq) é Fredholm e os operadores Fy,

F3 tem imagem em espacos de dimensao finita. Observe agora que a aplicacio

OF . 0F,
B n ™) 33y

é sobrejetora. De fato, dado (f,z) € L?(2) x R definidas por seja (v,£) € H2N H} () x R

(u, \yiq)) : H2 N HE(Q) x R — L%(Q) x R (3.6)

v=1p+ = eéZ/Uf
2 Q
onde vg € H? N H(N) satisfaz
(A4 MNwvg = f — €u e vglu.

Note que existéncia de vp é garantida pelo lema (3.3) pois (f — u) Lu. Entdo temos

%(u,x,in)(u,X)=(A+A)u+§u=f_§u+E(A+A)U+§u:f

2

OF,

Sw=gz [ w? =2z
3, )(u i) (i, A) = /QQu(vo-l—2 ) /Q

Observe também que (a(u 5 (u, A\, iq), %(u, A, iq)) é injetora, de fato,

oF, , OF,
(8(71:, )\) (U, }‘7 /LQ)) a(u’ A)

Agora (A + AN)v+&u =0= u(A + A\)v +&u? = 0 o que implica — Jou(A+ XNy =¢ <=
£ =0. Dal (A +X)v =0 com [,2uv =0, ou seja, ulv e (A + A\)v = 0. Portanto, como

(A, i0))(0,€) = (0,0) <= (A+A)v+§u=Oe/92uv=O.
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A é autovalor simples associado a autofungao u, temos que v = 0. Agora, como (3.6) é
um operador continuo, sobrejetor com dominio H%N H}(Q) temos pelo teorema do Gréfico

Fechado que a sua inversa é continua em L?(f2). Portanto (3.6) é um isomorfismo.

Sendo a aplicacdo (3.6) um isomorfismo, podemos concluir que %(u,/\,ig) nao é
sobrejetora. Mais ainda, como o nicleo de tal aplicagdo é o subespago nulo temos que o
ind(%(u, A,iq)) < —1. Desta maneira podemos afirmar que V(u, \,h) € F~1(0,1,0) o
ind(%(u, A h)) € —1, como queriamos verificar.

Agora vamos verificar a sobrejetividade da diferencial de F' V(u,\,h) € F~1(0,1,0).
Antes de mais nada observamos que basta verificar tal afirmagao para h = iq como ji foi
justificado anteriormente.

Seja (f,z,y) € L*(Q2)xRxR. Temos que determinar (i, A, ) tal que DF (u, \, i) (4, A, h) =

(f,z,y), ou seja, devemos resolver o sistema

(A+N(—h-Vu)+iu=f (3.7)
/ ity = (3.8)
Q

| 45/ + 9(din(i)) =y (3.9)

para (i,A,h) € H? N H}(Q) x R x C3(Q,R?). Observemos que [, (h- N) = [, div(h).
Suponha k variando em C3(Q,R™), isto é h em C3(Q, R™) e suporte compacto. Multiplicando

(3.7) por u e integrando dos dois lados temos que

/Qu(A—l—)\)(u—h-Vu)+)‘\u2=/uf = )'\=/Quf

Q

j4 que i —h-Vu € H*NH}(Q). Fixemos A = Jouf- Entao como f— Au_Lu, pelo lema. (2.3)
existe w € H2NHE(Q), wlu tal que (A4)\)(w+au) = f — u. Tomemos & = w+au+h-Vu
paraa € Re A = Jquf. Observe que u € H2N H(Q). Entéo para todo A em C3(Q, R") e

a € R, temos que % e A satisfazem (3.7).

Se tomarmos o = § — [ u(h - Vu) temos que @ também satisfaz (3.8), de fato,

/92ua /Q2u[w+(g—/Qu(iL-Vu))u+ﬁ-Vu]

- /5;{2u2§— (Lu(ﬁ-Vu))2u2+2u(h-Vu)}

Agora observemos que

/gzu(fz-Vu) = %/Q(h-Vtﬂ)
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_ %(/muz(h.zv)—/guzdw@))
= —%/Qu2div(ﬁ)

onde div € o divergente. Logo a = £+ 1 [, u?div(h). Substituindo % em (3.9) encontramos
a equacao:
B , z 1 o 3 .
¥ = / {g (u) [w + (2 o o= 5 /Qu dw(h))u-{-h Vu] +g(0)dw(h)}
= /{g (u)|lw+ +2/ 2dw(h))u+h V'u,]}-i—gO) h-N

= /{g (u) w—l— / 2afz'u(h))u—l—h Vu]} i

que € equivalente & equagao

/{ (u) w+m } /{ /29(u ))u? - g(u )]div(h)} (3.10)

ja que [ g w)(h-Vu) = — I g(u)div(h). Observe que w, z, u, g(u) e ¢'(u) estio deter-
minados e o lado direito da equagao (3.10) é linear em fz, portanto podemos definir um

funcional linear continuo em C3(£2, R")

®:h— /Q {[(/n gg'(u))u2 — g(u)] dw(h)}

Se mostrarmos que ® é nao nulo em Cg (£2,R™), a equagdo seré resolvida para algum h €
C3(Q,R™) e portanto DF(u, ), iq) ser sobrejetora como queremos mostrar. Assim, basta,
mostrar que existe i € C3(Q, R") tal que ®(h) # 0.

Para isto observemos que ® se estende a um funcional linear continuo ® em C3(Q2, R?)

h—)/{ / 2o/ () u” — o) din(h) }.

Observemos que dado qualquer fungéo v € C3(2) existe h € C3(Q, R?) tal que div(h) = v,
de fato, tome h = (R, ..., hy) com hy(z1, T2, N — f;ol v(€, T3, ..., n)dE € h; = 0 para
2 < i < n, div(h) = v. Sendo assim, para que ® ndo seja identicamente nulo basta

mostrarmos que (fQ 29’ u))u —g(u) nao é a fungdo nula, pois se <fQ u))u —g(u) #0
podemos tomar h € C3(©2,R*) tal que o div(h) = (fﬂ 59 (u))u — g(u) o que nos d4

h) = [ {[(fﬂ 1§‘g’(u)) u? — g(u)r} > 0. Agora

(/Qggl(u))uZ —g(u) =0 < g(u) = (/Q gg’(u)>u2'
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Observemos agora que se g(u) = ( Ja %9’ (u))u2 temos que

o que implica g(u) = 0. Mas u € H>N H(2) — {0} e g por hipétese é uma funcio de classe
C? cujas raizes formam um conjunto discreto, portanto g(u) # 0 e temos que @ é ndo nulo

de onde segue imediatamente que ® nao é identicamente nulo.

Portanto, até aqui verificamos as hipéteses (1) e (2) do teorema da Transversalidade.
A hipétese (3) é diretamente verificada pois H2 N H}(Q) — {0}, (0, N) e Dy sdo variedades
de Banach separdveis. Logo, podemos concluir pelo teorema da Transversalidade que para

cada N € N temos By magro em D).

Vamos agora mostrar que B é magro em Diff3(Q). Para isso, observamos primeiro que
(0,1,0) € F(H?> N H}(Q) — {0}, (0, N),h) para h € Dy se somente se

Au+ Au =0 em h(Q), u2=1e/ g(u) =0
h(9) &)

para algum A € R autovalor simples e algum u € H2 N H}(h(Q)) — {0}. Observe que tal
resultado segue facilmente da proposigao (3.2). Dai podemos dizer que By é o conjunto
dos h € Dy tal que fh(Q) g(u) = 0 para alguma u autofungéo de (3.5) em h(f2) associada a
algum autovalor simples A < N satisfazendo || Q) u? = 1. Assim, temos diretamente que

B C {UNGNBN} U {Diﬁs(ﬂ) = D}

Como a uniao enumeravel de conjuntos magros é magro, temos que B estd contido num
subconjunto magro de Diff?(f2), ou seja, B é magro em Diff3(Q2). Assim obtemos o resultado

desejado para toda g de classe C? cujas raizes formam um conjunto discreto.
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3.4 Simplicidade Genérica dos Autovalores Reais

Estudaremos agora a simplicidade genérica dos autovalores reais de (3.1).

Seja Aq(A) o operador A()) definido de H? N H} () em L2%(Q) considerados com a

estrutura de espaco vetorial sobre R e considere o problema

Ag(AN)u=0em Q, u =0 em 9. (3.11)

Suponha  C R™ uma regido conexa, limitada, C3-regular e considere a aplicacio dife-
p g g

rencidvel

F:H*NH}(Q) - {0} x Rx Diff3(Q) — L%(Q)
(u, \,B) — B*Apy(M\h* .

O objetivo desta segao é mostrar que, genericamente no conjunto das regides Q C R
abertas, conexas, limitadas C3-regulares todos os autovalores reais de (3.11) sao simples. E
importante observar que nossas hipéteses permitem o caso em que Aq(A) nao depende de
A. Neste caso, A, (A) =0 e como 0 pertence a qualquer subspaco linear, nao podem existir
autovalores simples para (3.11). Sendo assim, provaremos que Aq(\) é genericamente um

isomorfismo se nao depende de \.

A proposicao (3.2) nos garante que estudar a simplicidade genérica dos autovalores de
(3.11) em A(S2) é equivalente a estudar a simplicidade genérica dos autovalores de (3.3) para
A(A) = Aq(A). Desta maneira, mostraremos a simplicidade genérica de todos os autovalores
do probema de Dirichlet para Ag(A) mostrando através do teorema da Transversalidade
que genericamente em Diff3(£2), 0 é valor regular da aplicagao G}, definida na proposicao
(3.1) supondo neste caso que A(A\) = Aq(A). Portanto, nossos esforcos agora se concentram

em verificar as hipéteses do teorema da Trasversalidade para a aplicagio diferenciavel F'.

Observe que as hipéteses (1) e (3) do teorema sao verificadas diretamente pois para h
fixo a aplicagao (u,A\) — F'(u, A, h) é Fredholm de indice 1 e todos os espacos envolvidos

sao separdveis. Assim precisamos apenas mostrar que zero é valor regular de F.

Suponha por absurdo que F' tenha um ponto critico (u,A,h) com F(u,\,h) = 0. Po-
demos supor sem perda de generalidade que h = ig como jé foi justificado na observacao
(3.1).

Calculando entdo a diferencial de F' no ponto critico (u, A, %iq) através do teorema (1.8)

obtemos pela hipdtese de absurdo que

DF(u, )\ i0)(t, A\ h) = Aq(\)i + Ay(A\u+ [h -V, Ag(N)]u
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= Ag\)(@ — k- Vu) + AAL(\)u

nao é sobrejetora.

A imagem de DF(u, \,ig) em {1 € H> N H}(Q), A = 0, h = 0} coincide com a imagem
do operador Fredholm Aq()\) em H? N H} () que é fechada e possui codimensdo finita.
Agora, como tal conjunto estd contido na imagem de DF(u, A, iq), podemos concluir que a
imagem de DF'(u, ), iq) tem codimenséo finita e portanto é fechada. Como este operador
¢ nao sobrejetor, podemos afirmar também que a codimens@o de sua imagem é positiva.
Assim sendo, como L?(£2) é um espago de Hilbert e a imagem de DF(u, \,iq) é fechada,
existe 9 € L%(R2), ndo nula, ortogonal a imagem de DF(u, A, ig).

Tomando A = h = 0 temos JoPAa(X\)i =0V @ € L%(Q), ou seja, 9 é solugdo fraca
de (1.10). Pelo fato de estarmos trabalhando com An(\) em H2 N HE (), com § conexa
limitada C3-regular satisfazendo as hipéteses citadas anteriormente, podemos afirmar que
Y € H2N H}(Q) e é solugao forte de

AG(N)Yp =0em Q, 1 =0 em 0. (3.12)

Tal afirmagao segue do teorema (8.2') de [2]. Observe ainda que u, % € C2() N H3(Q), de
fato, sendo 2 € C3, segue do teorema (15.2) de [6] que u, ) € H3(Q) e do seu coroldrio que

u, P € C3(9).
Entéo, YA € C3(2, R") temos
0 = / PAq(N)h - Vu
Q

- /Q {$Aa(Nh - Vu — A*o(\)ph - Vu}

- —/(miz-Vu > Vwaij ()N

ij—l

ou

= -/ aNh NZN VY - (a1j(z), ..., anj(z))
oY Ou = B - a : 3 n
~ Jaa Wa—Nh.N(iJZ:;aU(z)NzN]) v h e C(Q,RY).

Portanto —}(’,—“NQ =0 em 99 ja que (EZj:I a,-j(x)N,-Nj> > ¢o|N|? > co.

Logo nossa hipétese de absurdo implica na existéncia de % € L?(£2), nao nula, solucao

de (3.12) tal que 2 9ug = () em HQ. Mas isto, como na primeira aplicagdo, viola a unicidade
ON ON G

do problema de Cauchy para equacoes elipticas de segunda ordem (1.3), de onde podemos
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concluir que zero é valor regular de F'. Portanto, genericamente em 2, todos os autovalores

reais de (3.11) s@o simples.

3.5 Simplicidade Genérica das solugoes de Au+ f(z,u, Vu) =0

Seja @ um conjunto aberto em R* x R x R” e seja f : @ — R uma fungdo C? limitada.

Provaremos que, genericamente no conjunto das regioes 2 C R" abertas, conexas, C3-

regulares, limitadas, todas as solugoes u de
Au + f(z,u,Vu) =0 em 2, u = 0 sobre 9Q (3.13)

sao simples, isto é, a linearizacao
. .0 .. 0 .
Ly :u— Ad+ 8—;:(-,11, Vu) - Vi + (9_1}:("% Vu)u
é um isomorfismo. E importante observar que parte da definigdo de solucdo é que se u de
classe C! é solugdo de (3.13), (z,u, Vu) € Q Vz € Q.

Segue diretamente do teorema da fungao inversa em espagos de Banach que, se todas
as solugoes de (3.13) sao simples, tais solugbes formam um conjunto discreto. Além disso,
sendo f limitada, afirmamos que o conjunto das solugoes de (3.13) é finito. De fato, se Au+
f(@,u, Vu) =0, [[Au|lLr) = | f(z,u, Vu)||Lr(q) < M para algum M > 0. Agora sendo A :

1, .
W2PNW,P(Q2) — LP() um isomorfismo temos que M > lAul| Loy > m]lu[]Wz,ng,p(Q)
para algum m > 0, o que nos dé |lu||W2,mW01,p(Q) < % Como W?2P N W()l,p(ﬂ) esté imerso
em LP($2) por imersdo compacta e todas as solugoes sao discretas, temos que o niimero de
solugoes deve ser finito. Desta forma, se f é limitada, a equagdo Au + f(z,u, Vu) = 0 em

2 com u = 0 em Jf) tem somente um nimero finito de solugoes.

Proposicao 3.6 Se para algum h € Diff*(Q) a aplicacio

Fp: WP OW,P(Q) — LP(Q)
u — h*(A+ fh

tem zero com valor regular, entao todas as solucdes de (3.13) em h(2) sao simples.
Prova. 0 valor regular de Fj, = h*L,h*~! é sobrejetora para u € F,~1(0). Agora o indice

de Fredholm de tal aplicacao é zero, logo tal aplicagao é bijetora e entao pelo teorema do

Grafico Fechado é um isomorfismo. |
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Proposicao 3.7 u € WP n Wol’p(Q) € solugao simples de
R (A+ f)R*tu=0 em Q, u=0 sobre 99 (3.14)

se somente se v = h*"'u € solucdo simples de (3.13) em h(Q).

Prova. Sejau € WP N WO1 P(Q2), como h* é isomorfismo temos que
R A+ R u=0 < (A+f)R* lu=0,

ou seja, u € solugéo de (3.14) se somente se h* " u é solugao de (3.13) em h(Q2). Novamente
usando o fato de que h* é isomorfismo temos que h* L, h*~! é isomorfismo em W 2P ﬂWol ()
se somente se L, é isomorfismo em W?2? N W, P (h(()). |

A proposigéo (3.7) nos diz que estudar a simplicidade genérica das solugdes de (3.13) é
equivalente a estudar a simplicidade genérica das solugdes de (3.14), portanto, de acordo
com a proposicao (3.6), obteremos a simplicidade genérica de todas as solugdes de (3.13)
se mostrarmos que para a maioria das h € Diff3 () a aplicagdo F} tem zero como valor

regular.

Seja E o seguinte subconjunto de C3(£2, R™)

E = F;UE>5 onde
Ey = {heC*Q,R");f(z,0,0) = 0 numa vizinhanga de dh(Q)} e
Ey = {f(z,0,0) # 0 em algum ponto de dh(Q)}.

E ¢é aberto, de fato, dado ho € E com f(z,0,0) = 0 numa vizinhanga de dho(2) existe uma
vizinhanga Vj, de hg em C3(Q,R™) tal que f(z,0,0) = 0 em dh(Q) VA € Vho; se f(z,0,0) # 0
em algum ponto de dho(f2), f(z,0,0) # 0 numa vizinhanca de dho(2) o que implica na
existéncia de uma vizinhanga Vho de ho tal que f(z,0,0) # 0 em algum ponto de dhg(£2)
para todo h € V'ho. Portanto E' é aberto. E também é denso. De fato, qualquer perturbacio
da regiao h(£2) na direcdo da normal N, pertence a E. Logo podemos afirmar que E é aberto
e denso em C3(£,R").

D = E NDiff*(Q) é um subconjunto aberto e denso de Diff® (€2). Observe que
D= D, U D, onde

Dy = {E; NDiff*(Q)} e Dy = {E, N Diff3()}
que sdo abertos disjuntos de Diff3(Q).

Para todo h € D temos que h € D; parai =1 ou i = 2. Seja Vj, uma vizinhanga
de h € D; contida em D; de maneira que se h € Vi, Oh(Q) esté contida numa vizinhanga
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tubular de 9h(€2). O conjunto C de tais vizinhangas forma uma cobertura de abertos para D,
portanto, sendo Diff3(Q) Lindelof, D é Lindelof e entdo podemos tomar uma subcobertura
enumerdvel {Vy,, ..., V,,...} de D onde cada Vi, €C.

Provaremos que para cada k e para todo h € V},, exceto um subconjunto Hy magro de
D contido em Vh,, todas as solugoes de (3.13) em h(f2) s@o simples. Mais precisamente,
provaremos que para todo h € Up>1{Vh, — Hi} todas as solugdes de (3.13) em h(f2) sdo
simples. Observe que Ug>1{Vh, — Hr} é um subconjunto denso de D, daf como D é
um subconjunto aberto e denso de Diff?(Q2) teremos que todas as solugdes de (3.13) sio

genericamente simples em Diff‘q’(Q) como queremos mostrar.

Para isso considere a aplicagao diferencidvel

F:W* AW, P (Q) x Vo, — LP(Q)
(u,h) — h*(A+ f)h* "t

para algum p com n < p < oo de tal maneira que W?P C C! e algum k € N. Através
do teorema da Transversalidade aplicado a F' mostraremos que existe Hy magro em Vhis
portanto magro em D, tal que em {Vh, — Hi} todas as solugoes de (3.13) sdo simples, de

onde segue o resultado desejado.

As hipéteses (1) e (3) do teorema para a aplicagao F sdo satisfeitas diretamente bastando
apenas provar a sobrejetividade da diferencial de F'.

Suponha por absurdo que exista (u,in) ponto critico de F' com F(u,iq) = 0, ou seja, a
diferencial de F'

DF(u,iq) : WP N Wy P(Q) x C3(Q,R") — LP(Q)
(i,h) — Ly(i—h-Vu)

nao é sobrejetora. Como DF(u,iq) é Fredholm néo sobrejetor existe 1 néo nulo em L9(),

p~! + ¢! =1, ortogonal a imagem de DF(u,iq) tal que
/ WLu(i — h- Vi) = 0 Vi € W2 N WIP(Q) e Vi € C3(Q, RY)
Q

Pelo teorema, (15.2) de [6] u € W3P(Q) j& que 2 € C3. Daf pelo teorema (11.1) de [9] temos
que u € C*(€2). Como u ¢ solugao de (3.13) e f € C? temos pelo teorema (2.28) de [8] que
u € C?% para todo a < 1, logo os coeficientes de L, sao ao menos de classe C!.

Fixando h = 0 temos que [,%L,% =0 Vi € WP N W, P(Q). Dai pelo teorema (8.2')
de [2] 9 € W?P N Wol’p(ﬂ) e é solugao de L9 = 0 em Q com 3 = 0 em 9. Observe que

b como u é de classe C>°.
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Tomando 7 = 0 temos que
0 = Ly(h-V
/Q WLy (h - Vu)
= [ Whuh- v - (- Vo) L)

B A(h-Vu) 8y af
- /m{zp—aN - s V) =i Vuy L )

_ oY Ou 3 n
_ /mh N XV hecho,r)

de onde obtemos que g}%g—; =0 em 0. Agora

of

)
Lip=0 < Ay — g—ﬁ(-,u, Va) - Vi + (~8—u(-,u, V) — dw(a—g(-,u, Vu)))x,b =0

— 18w <15 (2,0, Va) - V(o) +|Z o3, V(@) + |2 (@, V()

para todo z € Q. Portanto sendo §2 limitado, f € C? e u solugdo de (3.13) ao menos C!

temos que

|Ap(z)] < C(IVP(2)| + [ (2)]), Vo € Q

onde

0 = maz,co{ 5 (5., V), |Z oo @0, VUl 1 2L 0, V)

Logo, como 9 € W?2P ﬂW 1P(€2) — {0} e satisfaz a desigualdade anterior, temos pelo teorema
de Cauchy (1.3) que W # 0 em quase todo ponto de 952 implicando que =0 em 992.
Portanto a hipétese de contradigao implica que a solugéo u de (3.13) satlsfaz ainda a“ =0

em 0f).

Como por hipétese Q € D, temos que iq € D; para 1 = 1 ou ¢ = 2. Suponha que
ig € D;. Entdo existe uma vizinhanga V de 9 tal que f (z,0,0) = 0 para todo z € V.
Dadoz €V

|Au(z)] = |f(z,u(z), Vu(z))|
= 'f((L','U.((L‘), Vu(m)) - f(iL‘,O, 0)]
< K(lu(@)| + [Vu(z)|) Vo e V

para algum K > 0. Logo pelo teorema de unicidade do problema de Cauchy, como u =
g—]’\‘,— =0em 00, © =0 em V. Assim nés obtemos uma solugao especial u = ug que se anula
numa vizinhanga V' de 92, ou seja, obtemos uma solugao ug de (3.13) que satisfaz (3.13)

para todo h € V},, (up nao depende de 2 para pequenas pertubagoes). Observe que ug esta
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definida em Q UV pois se anula em V e 9 C V. Observe também que ug é tnica em
LUV pois é tnica em Q. De fato, sejam u} e u2 satisfazendo (3.13) em Q e % =0em
00 i =1,2. v =u} — u3 satisfaz

Av+ f(z,up, Vug) — f(z,ud, Vud) =0 em Q, v =0e 88—;\)[ = 0 sobre 912.

Para todo z € Q) temos que

|Av(z)] = |f(z,up(2), Vug(2)) - f(z, u§(z), Vg (2))]
< M(Jo(2)] +[Vo(z)])

para algum M > 0. Entao segue pelo teorema de Cauchy (1.3) para operadores elipticos

de segunda ordem que v = 0 em 2 0 que nos dé u} = u3.

Suponha entao que desde o inicio do argumento de contradicdo u € W2P N Wol P(Q) —
{up}. Repetindo todo o argumento temos que u = ug pois a solugao especial ug é tinica em
2 de onde obtemos contradigao, o que nos permite concluir que DF' é sobrejetora.

Sendo assim temos que todas as solugoes de (3.13) sdo genericamente simples em Vj,
exceto talvez a solugao ug. Mas tal solucao também é genericamente simples. De fato, pelo
exemplo anterior L,, ¢ um isomorfismo em V}, exceto um subconjunto magro H. Entao,
como todas as outras solugoes de (3.13) sao simples em V},, exceto um subconjunto magro
Hy, segue-se que todas as solugdes de (3.13) sao simples em V}, exceto um subconjunto

magro Hy, = H U Hy, de onde segue o resultado.

Suponha agora que iq € Dy. Entao f (z,0,0) # 0 em algum ponto de 95). Defina

G:WeP(Q) xV,, — LP(Q)
(u,h) — h*(A+ f)R* .

Note que G é de classe C! e que u € WP N Wo1 P(Q) estd em Wo2 () se somente se

uzg%:OemBQ.

Suponha que para todo u € Wo2 P(Q) e para todo h € Vh,, exceto um subconjunto
fechado e magro O, G(u,h) # 0. Sendo tal afirmagdo verdadeira podemos restringir F
ao subconjunto {Vj, — O} aberto e denso em V}, e concluir que a solugao u de (3.13)
satisfazendo g—}\‘, = 0 em 0€) nao poderd existir de onde obtemos uma contradi¢ao para
nossa hipétese de absurdo implicando que DF' é sobrejetora e enfim segue-se o resultado

desejado.

A demonstragao de que G(u,h) # 0 genericamente em V},, para todo u € W02 P(Q) sera
feita usando a hipétese (2) do teorema (2.6) no caso n > 2. O caso n = 1 serd estudado

separadamente.
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Para usarmos o teorema verificaremos inicialmente a hipétese (23) supondo G(u,iq) =
0, n > 2. Observe que g—f(u,ig) = Lu|WOz,p(Q) é injetivo pelo teorema de unicidade de

Cauchy para operadores elipticos.

Suponha 4
m = dim{[m(DG(u,iQ))/Im(E(u,iQ))} < oo0.

DG(u,ig) : WZP(Q) x C3(Q,R*) — LP(Q)
(i,h) — Ly(d—h-Vu)
entdo existem {f1, ..., fm} em LP(Q) com f; = Ly (t;—h;-Vu) 1; € Wg’p(Q) e h; € C3(Q,R")
tal que para todo (i, ) € Woz’p(Q) x C3(, R™) existem v € Wg’p(ﬂ) e tnicos ¢, ...,cym € R

tal que

m
> cifi+ Lyt = Ly (i — h- Vu)
=1

de onde obtemos que
m . .
> €iLy(tis — b - V) + Lyt — Ly (i — b - Vu) =0
=1
ou seja

L(u — - icim —(h— iqhi) : vu) =0.
i=1 i=1

Seja {¢1,-.., dx} base do nicleo do operador de Fredholm Lulwz’pnw(;,p(n). Assim para

constantes by, ..., br temos que
m m k
U= — Y ety — (b= Y cihi) Vu= bigs.
i=1 i=1 i=1

J4 sabemos que u € W3P(Q). Logo u € W3P N WOZ’p(Q) o que implica g—; € W?Pn
W,?(Q) para cada i.

Calculando a derivada normal de tal expressao em 952 temos que

PR N 31
~(i= 3o k) N zb :
=1

Pelo teorema (1.2), Agou = Au — dz’v(N)g—;(, - 327“2. Como u = 0 em 02, temos que

Agqu = 0. Portanto temos que em OS2 ggT% = Aulgq = —f(z,0,0). Assim

h-Nf(z,0,0) = Zczh N f(z,0,0) + Z a}f;emag.
i=1
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Entdo para todo h € C3(Q2, R™) existem constantes ci, ..., cm, b1, ..., b tais que a equagao

anterior se verifica em 952, ou seja, o operador limitado
h — h- Nf(z,0,0)|a0

tem posto finito. Como f(z,0,0)|aq # 0en > 2 ,ou seja dimdS > 0, isto nao pode ocorrer,

contradigao.
Logo dim{]m(DG(u, iq))/Im (g—g(u, m)) } é infinita e a condicdo (2f3) esté verificada.

Como a codimg—g > dim{]m(DG(u,iQ))/Im(%(u,iQ))} e %g é injetivo, o ind(g—f) =
—o0 Y(u, h) € G71(0), satisfazendo também a condigao (1) do teorema da Transversalidade.

Agora, sendo f limitada a aplicagao (u,h) — h : G71(0) — V}, é prépria, de fato,
(tn, hn) € G7L(0) — ||ARE " Luy | rr(©) < M Vn. Sendo A isomorfismo temos que passando
a subsequéncia ||A% " Lu,|| LP(ha(q)) converge. Como h:~1 é uma sequéncia de isomorfismos
convergindo para um isomorfismo h existem mg,, m; > 0 tal que ||A% ™ u,|| LP(ha () =
mnllunﬂwoz,p(m > mhllunHWOz,p(Q) para todo n o que nos dé {u,} uniformemente limitada
em WO2 P(Q) . Mas, {u,} de fato é uniformemente limitada em W37 N WO2 P(Q) ja que Q6
uma regiao C3-regular. Portanto como W3P(§) est4 imerso compactamente em Woz’p (),
existe subsequéncia de Cauchy convergente em W02 P(2), ou seja, existe u € WO2 P(Q) tal

2 .
que u, — u em Wy () e segue a afirmagao.

Verificado (3) podemos concluir pelo teorema da Transversalidade que se n > 2 Vh €
V., exceto para um subconjunto magro e fechado, nao existe solugao para (3.13) em A(Q)
satisfazendo g]“v = 0 em 0S2. Basta agora considerar o caso n = 1 para concluirmos nosso

resultado.

Suponhamos entdo n = 1.
u" + f(z,u,u') =0ema < z < b, u(a) = u(b) = 0. (3.15)

Perturbar Q = (a,b) significa apenas mudar a e b. Mostraremos que para muitas escolhas
de a e b nao existe solucao de (3.15) com u'(a) = u/(b) = 0. Seja U(z,a) solugao de (3.15)
com Uy = 0 em z = a. Assuma que para algum b > a f(b,0,0) # 0e U(b,a) = U,(b,a) = 0.
Considere a equagao de duas varidveis U(z, ) = 0. J& que Ugz(b,a) = f(b,0,0) # 0 temos
que VU(b,a) # 0 e entao pelo teorema da fungao implicita existe uma tnica aplicacao
B :(a—¢€a+e) — R tal que Uz(B(a), @) = 0 para todo o € (a —€,a + ¢€), logo ndo existe
solugao para (3.15) em Wog’p(a, B) para (o, B) perturbacao de (a,b), a menos que 8 = B(a)
e U(B(a),a) = 0.
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3.6 Hiperbolicidade Genérica dos Equilibrios de u; = (auy), +
f(u)
Considere a equacao parabdlica nao linear
ur = (aug)z + f(u), 0<z < 1 (3.16)
com condigoes de Neumann para o contorno uz;(0,t) = uz(1,¢) =0 onde f : R — R é C?
ea:[0,1] — Rt = (0,00) é uma funcao C2.

Uma fungao u é equilibrio de (3.16) se somente se
(aug)z + f(u) =0,0<z < 1 (3.17)

com u4(0,%) = ug(1,2) = 0. Dizemos ainda que u equilibrio de (3.16) é hiperbdlico se

somente se o operador

Ly¢ = (apz)s + f'(u)¢
com ¢(0) = ¢5(1) = 0 é um isomorfismo.
Dado f de classe C? considere a aplicacio diferencidvel
vy HY(0,1) — L*(01)
v — (aug)s + f(u)
onde H3(0,1) = {u € H%(0,1);u;(0) = uz(1) = 0}. Observe que tal conjunto é um subes-

pago fechado de H?(0,1) j& que H?(0,1) C C'(0,1). Logo H3/(0,1) pode ser considerado

um espago de Banach.

Proposicao 3.8 Os equilibrios de (3.16) sao todos hiperbdlicos se somente se 0 é valor

reqular de 1.

Prova. 0 é valor regular de 9y se somente se Yu € 9%~!(0) o operador
Ly : Hy(0,1) — L2(0,1) : ¢ — (adz)z + f'(u)eh

é sobrejetor. L, é um operador Fredholm de indice zero ja que (a(-);), é Fredholm de indice
zero e f'(u)(-) é um operador compacto em H3/(0,1). Portanto temos que L, é sobrejetor

se somente se L, é um isomorfismo. |

Nesta segao faremos uma aplicagao diferente do teorema (2.6). Nao perturbaremos o
dominio, mas sim a fungdo f na equagao (3.16). Mostraremos que se a € C2([0,1],R*) é
uma fungdo mondtona, entao todos os equilibrios de (3.16) sao hiperbdlicos em f: R — R
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C? na topologia de Whitney [12] exceto em um conjunto magro, ou seja, todos os equilibrios
de (3.16) sao genericamente hiperbélicos em f C? na topologia de Whitney.

Para obtermos a hiperbolicidade genérica de todos os equilibrios de (3.16) em f na topo-
logia de Whitney, mostraremos primeiro a hiperbolicidade genérica de todos os equilibrios
de (3.16) em f no espago de Banach C%(R,R). Provada a afirmacéo em C2(R, R), obtemos

com certa facilidade a afirmagao para f de classe C? na topologia de Whitney.

Dito isto, provemos primeiro que se a € C?([0,1],R*) é uma funcdo mondtona, entio
para todo f € C?(R,R), exceto um subconjunto magro, todos os equilibrios de (3.16) sao

hiperbdlicos.

Para isto, vamos mostrar que, dado N € N, todos os equilibrios u da equagdo (3.16)
com ||u||szv(0’1) < N sao hiperbélicos para toda f € C%(R,R), exceto em um conjunto
magro. Logo, fazendo intersegao enumerdvel obtemos que todos os equilibrios de (3.16) sao

hiperbélicos em C?(R, R), exceto em um conjunto magro.

Inicialmente, vamos provar que os equilibrios constantes de (3.16) com médulo limitado
por N € N sao todos hiperbélicos num subconjunto aberto e denso de C2(R,R). De fato,

seja u = ug € R equilibrio constante de (3.16) e Ag, Ay, ..., Ay, ... 08 autovalores do operador
T :H%(0,1) — L2(0,1) : ¢ — (adhy)e-

Observemos que ug é solugao de (3.16) se somente se f(ug) = O e, nesse caso, Ly, é
nao sobrejetor se somente se f'(ug) = A; para algum i. Observe que tais autovalores sdo
enumeraveis e nao possuem ponto de acumulagdo ji que T' é um operador limitado de
resolvente compacto. Seja K € N o niimero de autovalores de 7' contido no intervalo

[N, N] e defina a aplicagdo continua

S:[-N,N] x C3(R,R) — R xR : (z, f) — (f(z), f'(z)).

571(0,\;) é fechado em R x C?(R,R), portanto possui complementar S~1(0, ;)¢ aberto.
Seja Oy, a projegao de S71(0,);)° em C?(R,R). Oy, é aberto j4 que a projecdo é uma
aplicagao aberta. Afirmamos que O); é também denso em C2(R,R). Seja f uma funcao de

classe C? e considere a aplicacdo diferencigvel
AR — R : (2,0, ) — (f(&) + Az +p, f'(z) + A).
Seja (z, A, ) € A71(0, ).

fll@)+ X =z 1>
f'@) 10

é sobrejetora, portanto pelo teorema da Transversalidade de Thom a aplicacao

DA(z, )\ p) = (

Upp:R— Rz — Az, \, )
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possui (0, A;) como valor regular num conjunto residual de (A, ) € R?. Agora, (0,);) ser
valor regular de ¥, , implica que o ponto (0, );) ndo pertence a imagem de W Ap- Entao,
se Az, A\, p) = (0, );), existem ), i € R préximos a A, 4 respectivamente, de maneira que
(f(z)+ A&+, f'(z)+ ) # (0, \;) para todo z € [~N, N|. Suponha entdo que f € 0,,€, ou
seja, existe ug € [—N, N] tal que A(ugp,0,0) = (0,);). Pelo fato observado acima existem

A, ¢t € R proximos de 0 tal que
(f(z) + Az +p, f'(z) + A) # (0,\;) para todo z € [-N, N].

De fato, g(z) = f(z)+ Az +p pertence a O),. Modificando-a fora de [~ N, N| podemos obter
g € O,, tal que § estd préxima de f em C2(R,R). Portanto O, é denso como querfamos
provar. Entao U{iOO,\iC é um conjunto magro e fechado de C?(R,R) e todos os equilibrios
constantes de (3.16) limitados por N sao hiperbdlicos no subconjunto aberto e denso de
C%(R,R)

Yy =C* (R R) — UK, 0,.°

De fato, para toda funcdo constante u < N equilibrio de (3.16) temos que f(u) = 0, dai
como f € Yy, f'(u) # X\ para 0 < i < K implicando que u é equilibrio hiperbdlico de
(3.16).

Sendo assim, para mostrarmos que todos os equilibrios de (3.16) sdo genericamente hi-
perbdlicos, basta mostrar que todos os equilibrios de (3.16) limitados por N sao hiperbélicos
em Yy, exceto um subconjunto magro Xy de Yy, pois assim, todos os equilibrios de (3.16)
sdo hiperbdlicos em C%(R,R) exceto o subconjunto magro { U, Xi} U { oy O)\l.c} de
C (R, R).

Para este fim, considere entao a aplicagao diferencidvel

F:ByxYy — L%*0,1)
(u’f) — (aum)m+f(u)

onde
By = {u € H3(0,1); lull o) < N},

Yy é o subconjunto aberto e denso de C*(R,R) definido anteriormente e a € C1([0, 1], Rt)
¢ uma funcdo monétona. Usando o teorema da Transversalidade mostraremos que para
todo f em Yy, exceto um conjunto magro, a aplicagdo u — F'(u, f) tem zero como valor
regular. Entao pela proposicao (3.8) segue que todos os equilibrios de (3.16) em By sao
genericamente hiperbédlicos em Yy de onde segue o resultado desejado.

As hipéteses (1) e (3) do teorema da transversalidade sdo imediatas, bastando apenas

verificar a hipétese 2(a).



3.6 Hiperbolicidade Genérica dos Equilibrios de u; = (aug), + f(u) 52

Suponha por absurdo que exista (u, f) € F~1(0) tal que a diferencial

DF(u,f) : Hy(0,1) x CA(R,R) — L?(0,1)
(@, f) — (otg)s + f'(u)ih + f(u)

nao é sobrejetora.
f

Observe que a fungao u nao pode ser constante, de fato, se u fosse constante o conjunto
{DF(u, f)(u,0);% € H2/(0,1)} seria igual a L?(0,1) j4 que f € Yy implicando que o
operador DF(u, f) é sobrejetor.

Entao u é ndo constante e como sempre, existe ¢ € L2(0, 1) ndo nula ortogonal & imagem

do operador DF(u, f), ou seja,
1
/ ${(@tia)s + f'(w)i + f(u)} = 0 Va € HY(0,1) e Vf € C2(R R).
0 .

Tomando f = 0 temos que fol ${(atiz)e + f'(u)u} = 0Vu € H2/(0,1) implicando que
¢ € H3-(0,1) N C?(0,1) é solucao fraca, portanto solugio forte de

Lypg=0em0<z<1 (3.18)

ja que a > 0. Fazendo agora % = 0 temos que fﬂl fu)p=0Vfe C%(R,R).

Lema 3.9 Seja u : [0,1] — R solu¢ao ndo constante de (3.17). Se fol fw)pdz =0 Vf €
C%(R,R) temos que
$(p) $(p)
2 Y ) s 4B
pel,N(0,1) V " (p)] permiony V4" (P)l

onde I, = {p € [0,1];u(p) = ¢ e v'(p) = 0}.
Prova. Observe que u, equilibrio de (3.17) é uma funcéo C3(0, 1), de fato,

(augz)e = —f(u) € C1(0,1) — au, € C%(0,1)

com a € C%([0,1],R*). Observe agora que I, é um conjunto finito, j4 que u é solucao nao
constante de (3.17). De fato, se I, fosse ao menos enumerdvel, existiria p € I, tal que
u"(p) = 0 implicando que u; € C%(0,1) é solucdo da equacdo de segunda ordem

(a)ez + f'(u)v =0

satisfazendo ug(p) = uz,(p) = 0, e entédo, pelo teorema de unicidade de EDOs u, =0 e u é

constante, absurdo.
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Suponha p € (0,1) um ponto critico da fungao u. Numa vizinhanca de p podemos

escrever 4 como ”
(;D)

u(z) = u(p) + ——=(z — p)* + O(z — p)°.

Sendo u solugao nao constante de (3.17) temos que u”(p) # 0. Suponha u”(p) < 0, (o caso
positivo é andlogo). A imagem de um pequeno intervalo I = (p — d1,p + d2) ao redor de
p € entao um intervalo da forma (¢ —¢,¢|, onde ¢ = u(p) e € > 0. Entdo paraz € I e

Y € [q — ¢, q] temos que

we)=y = y—g="Pe_p210(@-p)P)

2
= y-q= “—é’”(w 2 + 0l ~ p?1})
= (@-p’= ,,(p) == —9) + Oy — q?)
Observe que u é um a um em cada um dos intervalos [p — 61, p] e [p, p + d2] sobre [g — ¢, g,
com
(z—p) = i\/% +O0(ly — |?)
= i\/ ,,(p \/1+0 (ly — ql?)
D0+ 0(y - 1),
ou seja,
(@ =5 =252 1 gy . (3.19)

Seja ge : R — R a seguinte fungao:

1
L —q| <

g =1 V% sely—q|<e
0 caso contrario.

Através de (3.19) podemos determinar aproximadamente o valor de d;:

2¢€
"=\ ) OO

Portanto, a integral

P p 1
[, sz = [* T
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= @
1, 2¢
= 7 +00)

= 9@/ gy + OWA).

para algum Z € (p — d;1,p). Fazendo e —> 0 temos que a integral tende a

2

¢(p) )

De maneira anédloga obtemos o mesmo valor para a integral [ ; 2 g (u(z))$(z)dz quando
e — 0. Entao somando sobre todos os p € u~!(q) temos que
1
¢(p) ¢(p)
ge(u(z))p(z)dz — V/2(2 R ——
'/0 ( p€1q;(0,1) VIu"()] pelqnz{m} V IU"(p)I)

quando € — 0, onde I, = {p € [0,1];u(p) = q e v'(p) = 0}. Observe que qualquer funcao
em C?(R,R) pode ser aproximada por funcées do tipo ge. Portanto, podemos afirmar que

¢(p) $(p)
2 — =0
;DEI%O,I) v Iu”(p)l PGIq;{O,l} V |u”(p)|
j& que por hipdtese fol f(u)pdz = 0 Vf € C2(R, R). |

Observe que se I, o) = {0} temos que ¢(0) = 0. Como ¢ € H2,(0,1)NC?(0, 1) e satisfaz
(3.18), temos pelo teorema de unicidade de solugdes de EDOs que ¢ = 0, contradizendo o
fato de que ¢ é nao nula. Portanto, ¢(0) # 0.

Dado p € I(g) temos que a(p)uzz(p) + f(u(p)) = 0, 0 que nos dé uz,(p) = __fgzg))_

Portanto, ja que a > 0 temos que para todo p € Iy(g), Uzz(p) possui o mesmo sinal. Entao,

se Uz (p) > 0 (o caso negativo é andlogo) temos que Vp € L)

‘f’(P) ¢(p)
i S ~ 0.
pEI“%%(O’I) Vi(e) pEI,,(oz)r;{O,l} V" (p)

Defina a aplicagao diferencidvel

(e, v(z), w(a)) = 5 (aw)? + [ axlw(s)?ds) + Go(a)

onde G' € uma primitiva de f. Sendo u solugao de (3.17) temos que

we(z,u,uzy) = (%(auﬁ-{—/o af,;qucls)+G’(u)>z

= ug(auzg + azug, + f(u))
= 0.
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Portanto, w(z,u,u,) é uma fungao constante e para p € Iy (o) temos que

0 = w(p,u(0),0) —w(0,u(0),0)

1 [P
= 5/0 azuds.

Como u nao é constante em [0, 1], para todo € > 0 a func¢@o u, é nao nula em (0,¢). De
fato, se isto nao fosse verdade a solugdo constante v = u(0) satisfaria a EDO (3.17) com
valor inicial v = %(0) e entéo pelo teorema de unicidade de EDOs v = u mas por hipétese
u nao é constante. Logo podemos concluir que a; = 0 em [0, p], j4 que a é uma fungao
monétona, e daf temos que a equagao (3.16) é uma equagao com coeficiente constante em

[0, p] para todo p € I).
Seja p = maz{ly)}, P € Iyq), de fato, como foi visto na demostragdo do lema, o
conjunto I, ¢ finito para todo g ja que a funcao u nao é constante.

Entao, até aqui, nossa hipétese de absurdo implica na existéncia de uma funcio ¢

solugao cléssica da equagao (3.18) e que a é constante em [0,p] C [0, 1].
Considere agora a equacao
vy + f(u)v =0,0< z < p. (3.20)

J& que (3.16) é uma equagdo com coeficiente de difusdo constante em [0, 7] temos que as
fungoes u; e ¢ satisfazem (3.20) com u4(0) = 0, uz2(0) # 0, ¢(0) # 0 e ¢,(0) = 0. O
Wronskiano de (3.20) é constante para qualquer duas solugdes dadas, portanto temos que

para alguma constante ¢
Ug Pz — Ugep = c VT € [0,]5]

Dado p € I,,(g) temos que p € [0,] e

(& ca

$0) = ")~ FEO)

que € constante em Iyq).

Entao, pelo lema (3.9) temos que

ca 1 1
=il —_— — ] =0
7o pe,%(o,n )] pe,ufj:{o,l} Ty

de onde podemos concluir que ¢(p) =0 Vp € I, e portanto ¢(0) = 0 contradizendo nossa
hipétese de absurdo. Logo a hipétese 2(«) do teorama da Transversalidade estd verificada
e segue afirmagao de que todos os equilibrios de (3.16) sao hiperbélicos em C?(R, R), exceto

em um conjunto magro.

Vamos agora mostrar o resultado principal desta segao.
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Teorema 3.10 Se a € C%([0,1],R*) € uma funcdo mondtona, entio todos os equilibrios

de
ur = (atg)z + f(u), 0<z <1

com condigoes de Neumann para o contorno u;(0,t) = u,(1,t) = 0 sao genericamente

hiperbdlicos em f C* na topologia de Whitney.

Prova. Para provar o teorema, basta mostrar que o conjunto Fy das f na topologia de
Whitney que possui todos os equilibrios em By C H,Q\/(O, 1) hiperbdlicos é aberto e denso
na topologia de Whitney ja que tal espago topoldgico é de Baire.

Primeiro observe que Fy é denso. Seja f uma funcdo de classe C2. Como todos os
equilibrios de (3.16) pertencem a By, existe um intervalo [a,b] C R tal que a imagem de
todos estes equilibrios estdo contidos em [a, b]. Tome g € C*(R,R) tal que g = f em [a, b].
Se g nao possui todos os seus equilibrios hiperbdlicos em By existe § € C?(R, R) préxima a
g em C2(R,R) que possui todos os equilibrios hiperbélicos pelo que foi demonstrado antes
no exemplo. Seja f = f — g + g. f estd préxima a f na topologia de Whitney e todos os
equilibrios de (3.16) em By para f sdo hiperbélicos. Portanto Fy é denso na topologia de
Whitney.

Provemos agora que Fy é aberto. Suponha por absurdo que exista uma sequéncia
{fn} fora de Fy convergindo para f € Fpy. Entdo existem sequéncias {u,} C By e
{¢n} C HZ(0,1), fol (¢n)? = 1 satisfazendo

(a(un)m)m‘ -+ fn(un) =0e (a(¢n)z)m + f,’L(un)qbn =0 Vn.

Na demonstragdo do lema (3.9) vimos que u, € C3(0,1). Portanto cada wu, pertence a
H?3(0,1) N H2:(0,1). Observe também que cada u, possui imagem em [a,b] e portanto a
sequéncia {u,} € uniformemente limitada em H3(0,1). Como H3(0, 1) est4 imerso compac-
tamente em H?(0,1), passando a subsequéncia, existe u € H%(0,1) tal que u, — u. Por
argumento anélogo temos que cada ¢, € H3(0,1) N H3/(0,1) e, passando a subsequéncia,
existe ¢ € H2,(0,1) ndo nula j& que fol (#n)? = 1 tal que ¢, — ¢. Sendo assim, quando

n — oo temos que

(atz)s + f(u) =0 e (ads)s + f'(u)$ = 0.

Logo, nossa hipétese de absurdo produziu um equilibrio v € By para f que nao é hi-

perbdlico, absurdo. [
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