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"Portanto todo aquele que ouve estas minhas palavras e as pratica, será semelhante ao
homem prudente, que edificou a sua cma sobre a rocha. Desceu a chuva, transbordaram

os rios, soprarem os ventos e deram contra aquela casal contudo, ela não caiu porque
estava edificada sobre a rocha." Mateus 7:24,25.
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Resumo

Nesta dissertação apresentamos cinco aplicações do teorema da IZtarzsuersaládczde enunciado
e provado por D. Henry em jlll. Os quatro primeiros exemplos são de perturbação de
fronteira para o problema de Dirichlet em equações elípticas. O último exemplo é uma
aplicação do teorema da 'lYansversalidade para uma equação parabólica unidimensional
com condições de contorno de Neumann.



Abstract

In this dissertation we present tive applications of the 7+arzuezsalifg/ TAeorem in a version
due to D. Henry jlll. In the first tour examples we consider perturbation of the boundary
problems with Dirichlet boundary conditions. In the last example we apply the 'lYansversa-
lity Theorem to obtain generic hyperbolicity for the equilibria of a unidimensional parabolic
equation with Neulnann boundary conditions.

VI
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Introdução

O problema de perturbação de fronteira recebeu atenção apenas esporádica na literatura

matemática até o trabalho exaustivo de D. Henry em jlll (onde também se encontram
muitas referências). Nessa obra o autor introduz novos métodos e obtem vários resultados
inéditos, além de simplificar resultados conhecidos.

O objetivo central desta dissertação é expor alguns desses resultados e métodos. Em es-
pecial apresentamos uma versão generalizada do Teorema da lr ansuersaZídade de Abraham
e Thoin obtida em jlll com algumas aplicações.

No capítulo l algumas definições e notações são dadas bem como teoremas preliminares,
alguns sem demonstração. Neste mesmo capítulo introduzimos a técnica desenvolvida por
Hemy em jlll para trabalhar com o tema de perturbação de fronteira.

No capítulo 2 desta dissertação enunciámos a versão generalizado do teorema da 'lYans-
versalidade por Henry, definimos operadores de Fredholm no espaço dos operadores limi-
tados e provámos algumas propriedades importantes destes operadores que são úteis nos
exemplos apresentados no capítulo 3.

O terceiro e último capítulo é sem dúvida o mais importante pois é nele que algumas
aplicações do teorema da 'lYansversalidade são desenvolvidas. O primeiro exemplo é a
prova de que os autovalores do Laplaciano com condições de contorno de Dirichlet são
genericamente simples no conjunto das regiões limitadas C3.regulares do IR" . Este resultado
foi originalmente demonstrado por Micheletti j151 e Uhlenbeck j171 mas uma prova curta
é apresentada aqui. Nosso segundo exemplo está intimamente relacionado com o primeiro
e é a prova de que as autofunções u do Lap]aciano com condições de contorno de ])irichlet

satisfazem genericamente no conjunto das regiões /n g(u) # 0 onde g é uma função real
qualquer de classe C3. Este problema foi originalmente proposto por K. Rybakowski para
g(u) = u3 em conexão com um problema de bifurcação e foi generalizado sem maiores
dificuldades. A prova de tal resultado é simples e exemplifica de maneira elegante a versão

l
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do teorema da Transversalidade apresentada aqui.

O terceiro exemplo do capítulo 3 é apenas uma generalização do primeiro exemplo.
Consideramos agora um operador uniformemente elíptico geral em vez do Laplaciano e
provámos que também nesse caso todos os autovalores reais do problema de Dirichlet são
genericamente simples no conjunto das regiões limitadas Ca-regulares. Este exemplo é
aplicado no quarto exemplo que é a prova de que a equação não linear Au + /(., u, Vu) = 0
cona condições de contorno de Dirichlet possui todas as soluções simples genericamente no
conjunto das legiões limitadas C3-regulares. Este exemplo é mais trabalhoso e requer o uso
da versão generalizada do teorema da Transversalidade.

O quinto e último exemplo é Lambem uma aplicação do teorema da 'ltansversalidade
mas não é um exemplo de perturbação de fronteira. Provaiemos que, t)ara uma função
monótona fixada a C C2(lO, ll, (O, +oo)), genericamente no conjunto das funções reais de
classe C2 na topologia de Whitney todos os equilíbrios da equação

u. ), + /(u), 0 < z < l (1)

com condições de contorno de Neumann u,(f, 0) = u,(t, 1) = 0 são hiperbólicos.

P. Brunovsky e S. Chow em l71 provaram tal afirmação para a constante. A. L. Pereira
em j16] prova que para uma função / fixa todos os equilíbrios de (1) são genericamente

hiperbólicos com relação a função a e que para uma função a fixada todos os equilíbrios de
(1), satisfazendo uma hipótese adicional, são genericamente hiperbólicos em / na topologia
de Whitney.

O problema no caso geral permanece, tanto quanto saibamos, em aberto



CAPÍTULO I

Perturbação de Contorno

Para tratar problemas de variação de domínios em problemas de EDP D. Henry desenvolve
em jlll uma espécie de cálculo diferencial onde a variável independente é o domínio.

Neste capítulo preliminar vamos introduzir a técnica desenvolvida em jlll para tratar
este tipo de problema bem como notações e alguns outros resultados que serão necessários
nm aplicações.

1.1 Definições, notações e resultados preliminares

Denotaremos um ponto z qualquer do espaço n-dimensional Euclidiano Rn por z - (zl , ..., sç.)
/8\a a 'i a a«
\.ÕZ,/ aZi '''aZn

onde a = (cli, ..., a.) c IN" e a lal = ai + ... + a.. De maneira análoga z' = zl':...za«
Usaremos também a seguinte notação para derivadas parciais,

O: - ã-- . -O' - D?' . .Pg"

Seja / uma aplicação que assume valores reais m-diferenciável em z C IRn . A m-ésima

derivada de / em z pode sei considerada colmo uma m-forma linear simétrica sobre R" ,

h -+ D' jÇ=)hm

Então a norma 1 1 de -D"/(z) pode ser definida como o

m-lhl$:1 O"/(z)h"l.
Vale a pena observar que a m-ésima derivada de / em z pode ser considerada também
como uma coleção de derivadas parciais de /, ou seja,

""'(«) - {(Êy; i«í- «}.

3



1. 1 Definições, notações e resultados preliminares 4

Denotaremos por Q um subconjunto aberto do R" com fronteira a{2 e fecho (2. Se .E é al-
gum espaço vetorial formado, C"(Q, E) é o espaço das funções limitadas m-diferenciáveis /
sobre f2 com derivadas limitadas e valores em E cujas derivadas se extendem continuamente
até Q com a norma usual

ll.fljcm(n,a) - ma":o$j$".'t'p'cnl.Ó®y('ç)l.
\

Se o espaço vetorial normado -D = IR, escreveremos apenas C"(Q).
COm (Q) é o subeconjunto de C"(Q) consistindo de todas as funções com suporte compacto

em (2.

C" {/(Q, E) é o subespaço fechado de C'(Q, -E) consistindo das funções cuja a m-ésima
derivada é uniformemente contínua. Observe que se Q é limitado, este conjunto é o próprio
C"(Q, -E) .

C"''(f2, E) é o espaço consistindo de todas as funções cuja a m-ésima derivada é Holder
contínua com expoente cv, 0 < cr $ 1, e norma

ll/llCm,.(n,a) ' magç{ ll/jjCm(n,a)' Ha(-D'/)}
onde

m - .«pÍl:C19:á;ld; « ,' y ' o}
Dizemos que um conjunto aberto Q C R" é C"-regular se existe é C C"(R", R), que é

pe[o menos C;l.i.r(R" , ]R) , ta] (iue

= {Z C Rn ; @(Z) > 0}

e #(z) = 0 implica IV@1 2 1.

D. Henry em jl ll mostra, para abertos limitados, que esta definição de região C"-regular
é equivalente às definições usadas por E. Browder l41 e Agmon-Douglis-Nirenberg l61 em
seus artigos de problemas de contorno para operadores elípticos.

Seja m um inteiro não negativo, p um número real ? l e Q um aberto limitado. Para
uma função u C C"(Q) defina a norma

« - (zã "'« ,-«);'
(1.1)

O espaço vetorial C"(Q) não é completo sob a norma (1.1). Completando tal espaço,

obtemos ul-n espaço de Banach que denotamos por H"'P(Q). Fixamos a notação ll - llH«..p(ç2)

para a nonna (1.1) em #"'z'(Q).
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Introduzimos outro espaço linear W'"'P(Q) da seguinte maneira. Uma função de valores
reais u pertence a W"'P(Q) se u C #'(Q) e se todas as suas derivadas fracas de ordem
menor ou igual a m pertencem a -Z],P(Q). ]#iedinan prova em l91 que se aQ é C"-regular
então W"''(Q) = -H"''(Q). Quando p = 2 tem-se a notação especial #",P(n) = H"(Q).

De maneira análoga introduzimos os espaços -H0 ''((2) e WOm,'(Q), onde -HOm,p((2) é O
colnpletamento do espaço COm (Q) e WOm,p(Q) é o espaço das funções u cuja m-ésima derivada
pertence a l,P(Q) satisfazendo Zyu = 0 para todo lal $ m em ÕQ.

Teorema 1.1 Sda Q C R" unia região C'-regtz/ar e A C C2((--c,c) x Q,R") para algum
c > 0 con7i A(O, .) :: {n. .9(ya fan7 bén71 / : ]R x ]Rn --...> R C2 pelo menos numa oázànÀança de

É = 0 com suporte co«pacto. Então, se Q(f) = h(t, Q), t ---> /n /(t, z)dz é C: próximo de
t=0 e

dt InUtçt,«)a= e:(t,«)d«-} l ftt,-)v. NaA,

.«d. I''' é . ««p. de «t«e. g(t,z) = }'(f,h(t,z)) e .V é . «to« -,m / -átá,{. .p.n-
tündo parca forca de çl

Prova. E suficiente calcular tal derivada em t = 0

h(t,z) (z) +0(f')

que nos dá

g;(t,") - Z' + tyz(") + 0(t')

fqt,u)au
Q(t) .Á '«, "«, «),'..(2'', «)) '«

C{'o, «) -- *('.p, «) -'. 'o, «)
{l {.o, «) -- * ('.o, «) --- '@, «)

41 {.,o, «) -- ' ('.o, «) -- '@, «)

" -- /o, .)~.*'m . ''(«)) -- .ool'«
" -- /o, «)*-«'';(«)) -- .«ql'«
" -- /0, «)''««(«)) -- OQD}'«.

Portanto ein f = 0 temos que

' laço,u)ú /l {.f.(o, «) + .f,(o, ") ' I''' + /(o, ")'zi"l''(") }a«

{/.(0, z) + d{«(/(0, «)}''(:«)) Fa«

Q
ft1.0, )d + l f1.0,ac)V(=)-NdA.
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de onde segue o resultado desejado. l

Algumas vezes se faz necessário o uso de operadores diferenciais em hipersuperfícies
S C R" . As seguintes definições são intrínsecas a S e nada dizem sobre o ambiente R"

Seja S uma hipersuperfície Ci em R" e seja é : S ---+ IR de classe Ci de maneira que
possa ser estendida Ci a uma vizinhança S. Então Vsé é o campo vetorial tangente sobre
S tal que para cada curva z(f) C S de classe Ci , temos

Éé(z(t)) - Vs#(n(t)) ' á(f).

Seja S uma hipersuperfície C2 em IR" e ã : S ---> Rm um campo vetorial Ci, definimos
dãusã : S ---} Rn como a função contínua tal que, para toda função é : S ---> iR de classe
Ci com suporte compacto em S,

ã-'Vs+.

Finalmente, se u : S ----} IR é C2, então a.su = deus(Vsu) ou equivalentemente, para toda
ç5 : S --> R Ci com suporte compacto em S,

Sl:.««:«*-

+ê's"',
S

'VS+-'ySU
S

Teorema 1.2 /. Se S é uma àdpersupe7y2'cáe Ct e é : Rn ---} R é Ct numa u zdnAança

de S, eTttão, sobre S, 'ys+(.zà é ü covTtpo'r\e'r\te do 'V(bQz) tangente ü S evl\ u, ou sejct,

v.@(") - v@(") - ig$(")N'
ovtde N é um campo uetorial normal sobre S.

2. Se S é uma Aipersuper$ücãe C2 em R" ã : S --} R" é um campo uefor a/ Ci numa
uázdnAança de S, .V : R" ----> Rn é um campo uefor aZ unitário sobre uma uázínàança
de S, e N sobre S é o campo normal Q S nos pontos de S. Então

diusã - divã -- ÇdiuN)ã

sobre S

g. Se S e um.a Azpersupe71/tcze C2, u : Rn --} IR e C2 sopre urrza z;zztnAança de S e /V e
um campo uetorial normal unitário ü S no sentido de '2 acima. Então

».«-»« ~,«~ã 3*,.«.=
sobre S
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Prova. Veja lt01. 1

l#equentemente citaremos o teorema de unicidade de C'aucAy para equações elípticas
de segunda ordem. Enunciaiemos este resultado com detalhes aqui. A prova pode sel
encontrada em Hormander j131 teorema 8.9.1, ou em Agmon l31 assumindo aÍj de classe

[Feorema 1.3 Suponha que Q c R" é umz aóerfo conexo; -B é uma boca gae infercepfa ÕQ

-«.. Àíp"«pe,:Óíêie -B n aQ; «í.j = 'j{ : Q -.--} IR é «m« /unçã. C: ««. EL.i «ij(z){Íej 2

col(l: Vz C C? e { C IR" para aZgu«.a c07zslante co > 0. .4ssu«.a que u C n'(Q) e que para
alguma constante K

n n2

1: 'ij(")ã;l: $ K'(lv"(")l + i"(")1)

para quase todo ponto de Q e que em q ase todo ponto de B n aQ temos u = Q e {lh = o
Então u, -- Q em qt ase todo ponto de Q.

1.2 Perturbação de Contorno

Consideremos o operador linear diÊerencid matricial formal

"«'«, - («.«,,â'«,, , :.«,,$.«,,JL'«,, ), « ' «"

com a quantidade de termos que se 6zer necessário. Dada uma função / de várias variáveis
podemos definir um operador diferencial formal não linear por

«(Z) (Z,-LU(Z)), :« C Rn

Mais precisamente, suponha que Zu(-) assume valores em RP e /(z, À) está definida para
(z, À) em algum conjunto aberto O C IR" x RP. Para subconjuntos Q C R" definimos Fn

Fn(u)(:«) Lu(n)), :« C Q

pol

pala funções u suficientemente suaves sobre Q tal que (z, -Lu(z)) C O para todo z C Q. Por
exemplo, se / é contínua, Q é limitado e .L envolve derivadas de ordem menor ou igual a
m, o domínio de Fn é um subconjunto aberto de C"(Q), (talvez vazio) e os valores de Fn
se encontram ein Co(Q). Outros espaços de funções podem ser usados com modi6cações
naturais.
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Seja h : Q ---+ Rn um mergulho m vezes diferenciável, isto é, um difeomorfismo sobre
sua imagem A(Q) de ordem m. Definimos a aplicação de composição (ou o pub-baGA) A* de
h por

h*u(3) (z) (A(z)), n C Q

onde u é uma função definida em ã(Q).

Proposição 1.4 h* : C"(h(Q)) : u --+ u o h é um isomor$smo com {nuersa
h*''

Prova. Seja h : Q um mergulho de ordem m, A*u C C"(Q) para todo u c
C"(h(Q)) pela regra da cadeia, portanto h* está bem definido. Observe também que à*
é limitado, de fato, llA*ullC«.(n) = llU o ÀllCm(n) $ CllUllCm(/z(Q» para algum c > 0 já que
h C C"(Q,R"). Além disso h* é claramente linear, injetora e sobrejetora. Logo h* é um
isomorfisnlo já que h*'i = (h'i)* também satisfaz a desigualdadeque acima. l

Proposição ]-.5 Soam Ai : no --> hi(Qo) = Qi e À2 : Qi -+ h2(Qi) = Q2 d{/eomor$s

«.os sopre s"as imagens onde Qi C R" para { = 0, 1,2. -E,'lã. (h2 o ãl)* = A;h .

Prova. Temos que

(h2 . hl)*« . , . l h;(« . h2) «)

de ondesegue o resultado. l

E importante observar que as proposições anteriores são válidas em outros espaços de
funções, como por exemplo, os espaços de Sobolev, A* : Wt'p(h(Q)) ,P(Q) 0 $ k$
m, l $ P $ oo.

Dado um mergulho h de uma região limitada Q podemos considerar o operador dife-
rencial Fh(Q) com domínio aberto -DFh(.) C C"(h(n)). A aplicação

Fh(Ç2) : -0Ph(.) C C"(A(Q))

é chamada a forma -Euleriana do operador diferencial formal não linear u --} /( ,Z)u( ))
sobre h(Q), enquanto

h*Fh(n)/l : h*Z)Fh.., c C"(Q) --> CO(Q)

é chamada forma Lagrangeana do mesmo operador diferencial formal não linear. Os mesmos
termos são usados para outros espaços de funções.
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A forma Euleriana é frequentemente mais natural e simples para se fazer cálculos, a
forma Lagrangeana é usada para provar teoremas. De fato, provaremos no capítulo de
aplicações que, para nossas aplicações, ambos os métodos são equivalentes.

A vantagem da forma Lagrangeana é que ela age em espaços de funções que não de-
pendem de A facilitando então o uso de teoremas coiro o teorema da função implícita e o
teorema da 'lkansversalidade. Entretanto precisamos garantir que

(u, h) -+ /z*Fh(n)A ' u (1.2)

é diferenciável e calcular derivadas com respeito a h. Como /z* é linear, a diferenciabilidade
ein relação a u não apresenta problema algum. Antes de estudarmos a diferenciabilidade
da aplicação (1.2) , provaremos o seguinte resultado.

Pi'oposição 1.6

Dia"(Q) - {h C C"(Q, Rn); A é i"Jefora e Í:il;ij; (z)l e lã"ífado em Q}
é aberto se Q C R" é aóerlo /{mátado de classe C"

Prova. Tome ho C Diff"(Q) e suponha por absurdo que existe {À«} C C"(Q, R")--Dia"(Q)
tal que llh. Aollcm ---> 0 quando n ----} oo. Então llA'« -- h'0llC«-i ----} 0 e como por

hipótese l é limitado, existe no C N tal que Íãêijii é limitado para n ? no.
Se A« g Diff"(Q), h. deve ser não injetora. Assim para todo n ? no existe p«, q. tal

que h.(p.) = An(q«). Sendo Q limitado em R" existem subseqüências {pnj.} C {p«} e
{q.,*} C {q.} convergentes para p e q C Q tal que A.,.(p«j.) = Anj.(q«,.). Suponha, sem

perda de generalidade p« --> p, q. (p.) = h.(q«). Agora

lho(P) ho(q)l 5; IAo(P) - Ao(P«)l + lho(P«) - h«(P«)l + IÀ.(P«) - h«(Ç«)l+
+lh«(Ç«) ho(q.)l + lho(q«) ho(g)l --+ 0

quando n --} oo. Então p g pois Ao é injetora

Portanto até agora nossa hipótese de absurdo resultou em duas seqüências {p.} e {q.}
distintas convergindo pala um mesmo ponto p C Q tal que à.(p.) = A«(q«). Mostraiemos
agora que existe uma vizinhança U de p em Q tal que todo A suficientemente próximo de
ho em C" é injetora em U implicando então que a partir de algum ni > nO, h. é injetora
em t/ e portanto p. = q., contradição.

Sda 0 ín.fIlIA'b) .kll;llkll Àoll < . em C"}.
(a) Afirmamos que a > 0 se c é suficientemente pequeno, de fato,

lh'(p) .k11 2 11AI,(p) kll - ll(ü'(p) - ÀI,(p)) .kl

? llhl,(p). kll llA'(p) hl.(p)ll.
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Basta tomar 2c = ín/llkll-t llhl)(p) All (que é positivo pois ho, € Dia"(Q)) e h suficientemente
próximo a ho para que llA'(p) AI)(p)ll $ c.

(b) Afirmamos também que pala A numa vizinhança de ho e p + A numa vizinhança de
p temos llA'(p + k) À'(p)ll $ g. De fato,

llh'(p+k)-h'(p)ll $ 11À'(p+k) hb(p+k)ll +llAI,(p+k) hl)(p)ll +llhl,(p) -A'(p)ll

< õ+õ+õ < ã
se fizermos llA' - hl,ll e llhl,(p + k) - hb(p)ll < g.

Tomando I'' vizinhança de Ao e U vizinhança de p para que (a) e (b) sejam válidos,
temos

h(p + #) À'(p + fk) - kdt Vk C U e Vh C y.

Então podemos obter que

lhb+k) h(p)11 2 ll / h'(p).katll- / llh'(p+tk)-h'(p)llllkllat
0 JO

2 11h'(p) . kll - llh'(p + ,-k) - h'(p)llllkll

? llh'(p) ' Í:jiÍllllkll - llh'(p + ''-k) - h'(p)llllkll

? l;llkll > o

l

0

l l

de onde segue o resultado.

Diferenciabilidade. Voltando a questão de suavidade, sejam A C Diff"(Q), u
h* :u, Z/ = h(z), z C Q

h*Fh(o)A*':u(z) = Fh(n)t'(Z/) = /(y, Z;u(y)) = /(h(aç), h*.Lh*':u(z)).

Consideremos primeiro o operador diferencial

G;y -nGg)'
onde a = (al, ..., an) pai'a ai inteiro nãc-negativo. Pela regra da cadeia temos que

* 1 *':«(") - 2iL'("'h':)(h("))

E :!n-:u)e%;bn(«»

>ll: :l:(h':(z/))(A;:)':(h("))
.=. Õu
>: :1:- (")(À;:)*:(")k-l '' ~
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o que nos dá

«* (á)'"*':«(«) - (;y«u
n n .

Ü(E'«:,«..,;:r:«'«,
Então, a aplicação

r' : C"(Q) x Oiff"(Q) ---+ C'(Q) : (u, A) ---} A*.Lh*-:l,

é função racional dos coeficientes de h;i e suas derivadas parciais de ordem menor ou igual
a m, logo é analítica no aberto Diff"(Q) em À. Portanto se .f é uma função C' ou analítica
em O temos que a aplicação

F' ; C"(Q) x Dia"(Q) : (u, h) -----> h*Fh(n)h*':u = /(h(-),A*Lh*':u)

é Cr ou analítica respectivamente em seu domínio de definição. Outros espaços de funções
podem ser empregados e os resultados de suavidade são essencialmente os mesmos.

1.3 Cálculo da diferencial

Em vista dos resultados da seção 1.2, para calcular a derivada de

h ----} h*Fh(n)A ' u,

basta calcular a derivada de Gâteaux, isto é, a t-derivada ao longo de uma curva de mer-
gulhos t --> h(t, .) de classe Ci. Suponha então que queremos calcular

i-nu(")(z/) - â/(y, I"(z'))
co-n y = h(t,z) fixo em Q(t) = h(f,Q). Para que 3/ permaneça fixo devemos ter z = a(t),
y = A(f, :«(t)) tal que

o - $ -'- g;«'w -+ «'© -

ou sda, U(z,t) = (Ü)':$, z(t) deve ser solução da e(iuação diferencial $ = --U(aç,t).
Assim a derivada parcial com relação a t na forma Eureliana com Z/ = h(f, z) fixado corres-
ponde à derÍuada anta-conueclíua -Dt da forma Lagrangeana na legião de referência Q

z'. - i c'(«,oi, t''(«,o - (g;) :g
Mais precisamente, temos o seguinte
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Lema 1.7 SzzponÀa @ : Rn x IR classe Ct, h : IRx IR" -.-.> R" de classe Ci e à(f, .)

unl difeom,or$smo de classe C\ sobre sua imagem ÇL(}Õ para cadcl t. Então

D.(h*@') - h*(=:)-

Prova. Para 0 $ k, .j $ n sejam

U = (ãl;)': -# - (UI, ---, Un) ond' uk - >1:(/';:)kj-ãÍ ' H
J

Então temos

D. (h*@)(z) 0. (@(h(t, z) , f))

g--;g(%
Eukãl M«,,),0

-;«ã)'
Mas

;«ã ;(;'";:'.:g )ã
YÇ ;'";:,*:(n)

Z

de onde segue o resultado. l

Teorema 1.8 Suponha gue ./'(t,y, À) é de classe C: nu«. co@un]o aóerfo de ]R x R" x RP,
L é um operador diferencial com coe$cientes coTtstantes de ordem menor o% igual Q m com
Lu(g/) C RP. Pa« um co«junto .berço Q C Rn e /uniões u de$nÍd« em Q, sd« EQ(t)u a
a'pl,'tca,ça,o

y ,L«QN», u c Q.

Suponhamos que t ---> h(t, .) é tina czzrua de merytzZAos de um c07Üunfo aperto Q C Rn,
Q(t) = h(t,Q) e para l.jl $ m, lkl $ m + l (t,z) -+ anda(f,z), õfh(t,,ç), a=ku(t,z) sd«.
co«th-. em IR x Q n«ma. «í,inA-ç« de t = 0 e g«e à(f,-)* :u(t, ) e;tá «o d.«.h{. d.

lh(t)' Então nos pontos de Q

D. (h*FnM (t)h* ':)(u) (A*lhm(t)h*':)(") + (h*-r%M(t)A*':)(") ' 0.u
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onde D* é Q derivada. anta-con,u

13

e,ct't'ua a,eB'n'ta

EQ (t)«(y) a/
(t, g/, -L«(Z/))

J%(f)« ' ««(y)

é Ün«,d«Çã. d' « ----> FQ(t)«.

P««. Defina como antes u = h*':u, isto é, u(t, z) = «(f,A(t,#)). Pelo lema (1.7)

h'- l Dtu

e
a.f

g/, L«(Z/))=- (t 1«,(v), y c Q

(-0.u) . h

D.(h*«) . A

(h oh=)

Portanto

l(A*1%W(f)h*':)(") ' -D."I(z) - 1/%W(t)(u' h':) ' (D.u) ' A :l(h(«))

(4w(t)" ':)(z')
g«, «, ."«u) .l.$.

Agora

l(h*-ZhW(t)h*':)(u)l(z) W(t)(u ' A :)(h(z))
EnW (t)(«)(Z/)

%(f, y, z«(y))

logo, pelo lema (1.7) temos que

[".o*';..,w"*'u(«)](«) - t«'(ia; ,u«))](«)

ãii/(f, ', L"('))l(A("))

(%«, -, "«(.» -- g@, ., "«m .G)@(«»
l(A*É.m(t)h*':)(")1(") + 1(ã*FhM(t)h*':)(u) ' -0.ul(«)

de onde segue a agir

Exemplos:
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l
depende explicitamente de t e A(t, z) = # + tV(z) + o(f) numa vizinhança de t = 0 e
r C Q. Então pelo teorema (1.8) temos

;(ã*.4A*':") ... 0. (h* .4h* ' :u) +t-o

H +lt''

;: tV(h*-Ah*':t') ..o

Vu) + }'' . V(-Au)

V,.4lu

já que â.A = 0. lt' V, .41( ) é chamado comutador e ainda é uma operador de ordem
m embora V' - V.A e .4}''' . V sejam operadores de ordem m + 1. Portanto ainda pode
ser calculado em funções de classe C"

2. Dizemos que Ào é autovdor do problema de Dirichelet para o operador de Laplace

A - >,{-i ill} se existe solução não nula uo de

Au + Àou = O em Q, u = 0 em aQ (1.3)

onde Q C R" é uma região C2-regular. Dizemos ainda que Ào é autovalor simples do
problema de Dirichlet se dãm ker(z\ + Ào) = 1. Seja uo autofunção de (1.3) associada
ao autovalor Ào com /n ug = 1. Provaremos que em alguma vizinhança C2 de án, h(Q)
é também uma região C2-regular e existe um único autovalor simples Àh(n) próximo
a Ào tal que a aplicação A ---} ÀA(n) é analítica. Isto segue facilmente do teorema da
função implícita, de fato, defina

F' : -H' nx(l(o) x R x Dia;(Q) -} L:(Q) x IR

(", À, h) ----> (A*(A + À)À*':", Á u:l).j k\ )
F'(uo, Ào, dn) = (0, 1) e sempre que F(u, À, h) = (0, 1), u = h* :u satisfaz

A«+À«=0e---À(Q),«=0emah(Q),/ «2-l.
h(Q)

Observe que F' é analítica já que cada função coordenada de F' é analítica. A derivada
nk'

ããl.ij(uo,xo,{n) : -a: n -K(l(o) x R ---> .c'(n) xR

(Ü,À) -+((A+Ào)Ü+,iuo,2/ uoü)

é um isomorfismo, de fato, sendo Ào um autovalor simples temos que, dado qualquer
(./', e) C L'(Q) x R

Q

(Z\ + Xo)u + cvuo = / e 2
Q

uou = €
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tem solução única (u, a) c -H' n x(l(n) x R

1 .
u - uo + ãeuo

onde (A + .XO)uo = / -- au0, t;olho e uo C -H' n -Ht!(Q). IOs detalhes da prova de que

tal derivada é um isomorfismo podem ser vistos na seção (3.3).l

Então, pelo teorema da função implícita existem aplicações analíticas h --} uh e
h ---+ Àh numa vizinhança C2 de in tal que f'(uA,Àh,h) = (0, 1), de onde segue a
n firmnpãn



CAPÍTUI,0 2

Operadores de F'redholm e o
Teorema da Transversalidade

Na primeira parte deste capítulo estudaremos os operadores de Fredholm e semi-H'edholm
obtendo alguma propriedades importantes que serão utilizadas no capítulo de aplicações.

Na segunda parte enunciaremos o Teorema da 7 ansuersa/idade, que será a principal
ferramenta utilizada nas aplicações.

2.1 Operadores de F'redholm

Neste capítulo X, y e Z denotarão sempre espaços de Banach a não ser que haja menção
contrária. Dado qualquer elemento z c X, a norma de z em X será denotado por llzllx
Um operador linear, ou simplesmente um operador T : X --.> y é contínuo em z C X
se liga -- zllX --> 0, r. C X, implica que 1117'zn -- 7'zllv --> 0 quando n --} +oo. Té
contínuo em todo o domínio X se é contínuo em z = 0 e 7' é contínuo se somente se T é
limitado, ou seja, ll7'zllr $ mllzllx vz € X. O menor número M com esta propriedade
é a norma de T que será indicada por llrll. Denotamos por kart o núcleo do operador
T e /m7' a sua imagem. Dado um subespaço M qualquer de um espaço de Banach,
chamamos de codimensão de M a dim X/]l/ que é denotado por codãm M. Denotamos
ainda por 23(X, y) o conjunto de todos os operadores lineares contínuos com domínio X e

contra-domínio y. 6(X, y) é um espaço vetorial formado com norma llTllz3(x,}') acima. O
produto (composição) TS com 7' C B(y, Z) e S C 23(X,y) pode ser definido e pertence a
}:2 / V' r7\

Dizemos que 7' é PredÀo/m se /m7' é fechada e dím ker7' e codãm /mT são ambas
finitas. Neste caso

indqT) -- dim kart # cotim ImT

16
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que é um número inteiro. Se ]m7' é fechada e ao menos ddm kart ou cotim /mT é finita,
T é gemi-PredÃolm e o {nd(7') é +oo ou --oo respectivamente.

Exemplos

l Se X e y são espaços de Banach de dimensão finita, todo operador T : X --> y
é Fredholm com {nd(T) = dímX -- dimy. De fato, se o posto de T é igual a r a
dãm AerT = dámX r e a codám /mT = dãmy -- r. Se ao menos um dos X, y é de

dimensão finita, todo operador contínuo é semi-H'edholm e índ(T) = ddmX -- dimy
colho no caso anterior.

2 Suponha X e y espaços de Banach de dimensão infinita. O operador nulo não é semi-
F\:edholm e qualquer outro operador compacto de X para y não é semi-lüedholm.
De fato, se T é um operador compacto com /mT fechada, temos que dám .ímT < oo.
Daí como dám y é infinita temos que a codãm .ímT é infinita. Observe que a dám X
ser infinita e a dím /m:r < oo com /m7' fechada implica que d m kart é infinita pois
se não existiria um isomorfismo entre um espaço de dimensão finita e um espaço de
dimensão infinita. Logo T compacto não pode sei semi-Fredholm.

3 Seja X = y = Z2 o conjunto de todas as sequências z = (zi, z2, ..-, z,,, ...) de números
i-eais tais que )l:;tllr z? < (n. A identidade em Z2 ou qualquer isomor6smo é Fredholm
de índice zero. A translação S : (zl,z2,-..,sç«,...) -+ (z2,z3..-,zn,...) é Fredholm
com índice l e S" é Fredholm com índice m. O adjunto S* : (zi,iç2, ..-,z,., ...) -+

(0,zl,z2, ..-,z«, ...) é H'edholm com índice --l e (S*)" é Fredholm com índice --m.
.L : (zi,sç2,-..,z«,...) --> (açi,0,z2,0, ...) é Fredholm de índice --oo e seu adjunto
.L* : (zl,g2,...,zn,...) z5, --.) é semi-Fredholm de índice +oo. Note que

1,*.L é a identidade que é H'edholm de índice zero, mas -L,Z;* não é semi-H'edholm.

Vale a pena observei também que se a dim kart e a codãm /mT são finitas, podemos
provar, em vez de assumir, que -ím7' é fechada. De fato, seja X = Xi ©X2, XI ' ker7' e X2
seu complementar fechado e seja yi um subespaço de dimensão finita tal que y = yi ©/m7'
Defina G : yl x X2 ---} y : (Z/i,z2) --> Z/i + Tsç2. G é um isomorfismo, 3/1 + Tz2 = 0 se
somente se Z/i € /m7' o que nos dá (3/1 , z2) = (0, 0) e G é claramente sobrdetora. Portanto
G é uma bijeção e pelo teoretna do Gráfico Fechado é uln isomoríisino. Logo, como 0 x X2
é fechado e G é uin isomorfismo, G(0 x X2) = /m7' é fechado.

Teor'ema 2.1 7' C B(X,y) é se«.í-FredAo/« se se«.CRIE se /3(X*,y*) é semã-ãedAo/m

Ne;fe « {nd(1") d(7'*).

l

Prouct . De fato, pelo teorema 5.13 em j141 temos que a /m7' é fechada se somente se
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.ímT* é fechada e neste caso ,ímTX - ker7'*, É;erTX = /mT*, ddm kerT* = codÍm /mT e

codÍm /mT* = dim X;erT, de onde o resultado segue imediatamente. l

Teorema 2.2 Se T c B(X, y) é gemi-FredAolm, ezisfe á > 0 faJ gue se llS -- TllB(x,r) < õ,
S é gemi-Fredholm e o in,dtS) -- in,dqT). Ou seja, o conjunto dos operadores gemi-Fredhotm
com dado abdica é aberto em 6(X, y).

Prova. Suponha inicialmente que T é l+edholm. Então Xi = kart e y2 = /mT são
subespaços fechados. De dim kart < oo e cotim .ímT < oo temos X :: Xi (1) X2 pala

algum subespaço fechado X2 de X e temos y = yl (D y2 para algum subespaço fechado
de dimensão finita yl C y. Feita tal decomposição, todo S C B(X, y) pôde ser escrito na
forma matricial

onde Sij € 23(XJ, b) com {,.j = 1, 2. Em particular

, . r Ti: TI, )
\ T2: Ta' /

Agora Tltzi + Tt2z2 = 0 Vz C X pois /m7' = y2, daí Tíi = Ti2 = 0. 7'(Xi) = {0} -+
T2iaçt ' O, Vsçl C Xi, então T2i = O. Logo

. /o o \
\ 0 T2, /

onde T22 : X2 '-> ya é isomorfismo. Qualquer Ti próximo a T pode ser escrito na forma

..4 .B \

C Taz -bD l

s- Sit Si2
S2i S22 = :: ...l lf' Siizi + .Si2z2

\. S2izi + S22z2

n-

com ll-AllB(X.,Vi), ll-BllB(X,,vi), ll(7llB(Xi,y2) e ll-DllB(Xz,v2) pequenas. Se ll7' -- rlllB(X,r) < c
temos que ll-DllZg(X,,y2) < coé onde cO é uma constante que depende apenas das projeções
em X2 e y2. Daí como T22 é um isomorfismo e o conjunto dos isomorfismos é aberto, temos
que Z22 + Z) é também um isomorfismo. Sela

com P = ---B(Z22 + -D)'l, Q = --(T22 + l))'t(7 e -r a identidade. Note que

lá ;' l - l: ; I''. l ~ ;l - l : ;l':

/ P

0 /

l P
0 /
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Portanto
11 p\ íi o'\
\..o . y ' k Q . J

são isomorfismos de y em y e de X em X respectivamente e dnd(TI) = ánd(h)
fazendo a multiplicação obtemos

Agora,

T22+-0
0

com a. = .4 -- B(T22 + -D)':(7 C B(Xi, yl). Observe agora que

'««-l:''l.*««-l:"'l
portanto, temos que a codãm /mTi :: codám /mA e que dim verti :: dim hera. Logo Ti é

Hedholm e portanto Ti é Hedholm com ãnd(h ) = ánd(Ti) = {nd(A) = dãmXi -- dãmyl =
ãnd(7') já que A C 23(XI, yl) com Xi e yl espaços de dimensão finita.

Suponha agora T semi-H'edholm com índice --oo. Como no caso anterior, seja X ::
Xi (D X2 com Xt ::: kart. Seja y2 = /mT que é fechada e possui codimensão infinita. A
restrição de T a B(X2, y2) é uma bijeção contínua e então, pelo teorema do gráfico fechado,
existe IZ''i C 23(y2,X2) o que implica llrz2llv 2 cllzallx para algum c > 0 e Vze € X2.
Vamos mostrar que qualquer Ti com llr Ti lla(x,r) < 5 é semi-H'edholm com índice --oo.
Suponha z = çi + z2 C Ã;erTi. Então, se A. :: TI - T com llA.llB(x,r) $ 5 temos que
Tz2 + A(zl + n2) = 0. Assim

cllz2llx $ 117'z2llv' $ 11allB(x,n(ll"illx + llz2llx) -4'' ll"2llx $ ;JlllllillZL-llzi llx.

De tal desigualdade podemos provar que verTI está contido num gráfico sobre Xi o que
nos dá ddm verti < oo. Com efeito, seja P : X --> X a projeção sobre Xt e defina

(2.1)

p : P(verTI) : Pz -+ (.r P)z

P(g' + À3/') = P(p«: + Àp3/) = P(p(:« + Àz/)) = (-r -- p)(z + .xg/) = p(z') + Àp(Z/') pa:a :«',

3/' C P(verti), o que implica p linear. Como P(verti) C Xi que tem dimensão finita, p
é contínua. Observe agora que p está bem definida, de fato, dados z',g/' € P(verti) tal
que sç/ := Z//, existem g e Z/ C kerTt, z := z/ + z2 e y ;= y/ + y2 para z2 e Z/2 C .X2. Pela

desigualdade (2.1), já que z -- 3/ C verti ,

0$11z2--y2llx $ 11a' BX.y) llz'
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portanto p(z') = z2 = y2 = p(3/'), ou seja, p está bem definida. À'lostraremos agora
que /mTi é fechada. Seja então Z/ # 0 C /mTi e z" C X ta] que Ttz" --> Z/ quando

n ---> +oo. Já que Z/ # 0 podemos supor que z" g kerTt, mais ainda, podemos supor

que dást(ÍÍ;;:R-,verTI) ? : :;::+ dãsf(aç",verTI) 2 : 11aç"llx Vn c N. Se {n"} é limitada, já
que a dãm Xi < oo, Xi é localmente compacto e portanto podemos supor que {sçf} C Xt
converge. Ágata

.ll«; «711x $ 111"(zl} :«r)llv $ 11zi(n; zr)llr + llAllB(x,r) ll:«; «?llx

o que implica

llz; - zrllx $ ;.-1ÍÃ ,!(XM llTI ("; - zr)llY' (2 2)

que tende a 0 quando n, m --+ +oo, de onde podemos concluir que {z;} também converge
e então {z"} converge para algum z C X. Logo, como Ti é contínuo, Tiz" ---> Tiz = Z/ ::::>

/mTI é fechada. Agora suponha que {z"} não é limitada, ou sda, passando a subsequência

llr"llx ---> +oo. A componente da sequência { Íliê:iK-} em Xi, passando a subsequência,
converge e isto, como no caso anterior, implica na convergência de Íi;ÍÇii; para algum u C X
tal que llullx -: 1. Então Ti '" --+ Tiu ;: 0 pois Tlz" --+ y # 0 e llaç"llx ---} oo quando
n por construção, dísf( '" , verTI) 2 i, contradição. Portanto ]mTi é

fechada. Mostraremos agora que a coddm Ti = oo. Sendo a cod m T = oo podemos definir

uma sequência {Z/n} C y com llZ/«llV = 1, dÍst(Z/«, jJ'mT U {Z/i, ..-, Z/n-l11) 2 { (1 1 significa
subespaço gerado). Suponha que /mTI tem codimensão finita. Então y = h(X2) q) y2

para algum subespaço ye de dimensão finita. Desta maneira todo ponto de y pode ser
escrito como Ú + Tlaç2, Z/ C y2 e z2 € X2. Assim g/n = Z/'n + rlZliVn C N. Observe que

{ZÃ.} é limitada num espaço de dimensão finita, portanto possui subsequência convergente.
Passando a subsequência temos como em (2.2)

tl«; :«?llx $
wLiii" («; -

-Êái=o -'- n"
2

llAllB(x,v')

«r)llv'

- z/Lllv)<
C

<

C

se n, m --> +oo Temos também para n > m, pela definição de {3/.}

i $ 11y« -3/.-r(zli zà)llr
$ 11Ü. -ZÜ,+Ti(z: zà) -7'(«i -z:)llV
$ 11Ú. - Vh + A(:«: - :«à)llr

$ 11AllB(x,v-)ll:«li :«:llx
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se m ---} +oo (n > m). Assim

ã $ ;ylliaa-U -+ c $ 5llz\ll«(x,D,

mas l-lós assumimos que llAllB(x,r) < 5, contradição. Assim codím /mTI = +oo o que nos

dá ánd(TI )

Finalmente se T é semi-Fredholm com índice +oo, T* pelo teorema (2.1) é semi-
li\eedholm com índice --oo. Agora para todo T] próximo a 7', rT está próximo a T* e
é seini-H'edholm com índice --oo pelo que provámos anteriormente. Então, novamente pelo
teorema (2.1) temos que Ti é semi-H'edholm com índice +oo de onde segue o teorema. l

Teorema 2.3 Se/am T, K C /3(X, y) com T gemi-.14'edAoZm e K compacto. .Então 7' + .K
é «mi-greda./m «m índ(T + -K) = índ(7').

Prova. Suponha (lue índ(T) < +oo (podemos ter índ(T) = --oo). Então X = Xt ©X2 onde

Xi :: kart que possui dimensão finita. A restrição Tlx, --> .rmR(T) é um isomorfismo,
portanto llZ'z2llr )' cllz2llx Vz2 C X2 e algum c > 0.

Afirmamos que dãm ker(T+K) < +oo, de fato, tome uma secluência {z«} C ker(T+-K),
zn ;: zJ,+zli e llz.llx :: l Vn C N. {zl} C Xi e {Kz.} possuem subsequências convergentes
pois {z«} é limitada, Xt é localmente compacto e -K é um operador compacto. Então como
(7' + K)z« = 0 Vn temos que Tzl: = -Kz. é uma sequência convergente. Como Té
F\:edholm, 7' possui imagem fecharia e então Tz2 converge para algum Tz na imagem de T

Daí como ll7'z2llr > clla2llx Vz2 € X2 temos que a sequência {zli} converge para z C X
Portanto {#«} p(5ssui subsequência convergente implicando que ker(7' + K) é localmente
compacto. Logo, como o ker(T + -K) é também fechado, tal subespaço possui dimensão
finita

Mostraiemos agora que /m(T+-K) é fechada. Suponha que a sequência (T+K)z«
com dãst(z«,ker(T + -K)) 2 {11z«llx Vn C N como na prova do teorema (2.2). Se {z«} é

limitado, podemos assumir que {zi} e {Kz.} são convergentes e assim obter {nli} conver-
gente como acima e então concluiremos que {zn} converge para algum n C X o que nos dá
(T+-K)z = 3/, ou seja, /m(T+-K) é fechada. Agora se {z«} não é limitada, passando a sub-

sequência podemos assumir llznllX ---} +(x). A sequência {Íl;Ê?lTi} é limitada, portanto as

sequências {KTÍãZ''} e { If;:'lT; } possuem subsequência convergente implicando {rii;lll; }

convergente que nos dá { H:illz lx } convergente pois llZ'z2llV > cllz2llX Vz2 C X2. Portanto,

passando a subsequência, a sequência { '« } converge para algum u C X onde llullx = 1.
E«tão (7' + B')Ífl:h' --> (T + K)u - o pois (r + -K)z« -+ Z/ e ll"«llx ---+ +.n, contra-
dição, já que por construção dÍst(n., ker(T + K)) 2 {11aç«llx Vn € N. Logo /m(T + K') é
fechada.
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Temos então que 7' + .K é um operador selni-H'edholm como é o operador 7' + a.K
para todo a C 10, 11. Pelo teorema (2.2) a aplicação @ : a -+ ánd(T + aK) é contínua
e localmente constante. Colho 10, 11 é conexo temos que V' é uma aplicação constante, de
onde podemos concluir que {nd(7') = ãnd(T + K).

Suponha agora que T é apenas Fredholm, pela afirmação anterior

ánd(7') Índ(7' + K') dám ke,(7' + K) «dÍm -rm(r + K')

que é finito. Portanto temos que codám /m(7'+-K) é finito o que implica 7'+-K um operador
de ]li\:edholm.

O caso em que o ánd(T) = +oo nos dá pelo teorema (2.1) que o {nd(T*) = --m. Daí
pelo que foi mostrado anteriormente temos que 7'* + .K* é semi-l#edholm com índice --oo

o que implica novamente pelo teorema (2.1) que T + Ã.' é gemi-H'edholm com índice +oo
de onde segue o teorema. l

Coro[ário 2.4 Se -K C B(X,y) é compacto, .r + K e ]* + K* são operadores .]q'edAo/m

comi índice zero. Assivn se l-\- K ou l* -tK" é injetiuo, ambos são isomor$smos. Em geral
[e 77z os

ddmAe,(.r+K') -rm(/+-K)(/*+K*) .rm(-r*+K'*)

que é $nit..

Prova. Segue diretamente do teorema anterior. l

Embora o próximo resultado não vá ser usado no que segue, ele é ulTi& propriedade
básica dos operadores de Fredholm (ou gemi-n'edholm).

Teorema 2.5 Se $ C B(X, y) e 7' C 6(y, Z) são se«.i-M'edÀoZ«a e se o ãnd(S) e o índ(T)
p.d'"' ", «m«dos, 'nfã. 7'S C 23(X, Z) é .emi--ceda.Zm «m índ(rs) +dnd(s).

Prova. Inicialmente assumiremos T e S sobrejetor ou injetor

T e S sobrejetores Sendo T e S sobrejetores temos que TS é sobrejetor com ker(7'S) =
S : (ker(T)), daí d{«. ker(TS) = dãm kerS+dám kart finito ou não. Assim ind(T$)
{nd(7') + ind(S). Observe que /m(TS) é obviamente fechada já (lue TS é sobrejetor

T e S injetores 7' e S injetores implica TS injetor. Observemos que a ]m(7'S) é fechada
pois llrsnllr ? cllzll.x Vz C X para algum c > 0 já que os operadores 7' e S satisfa-
zem o mesmo tipo de estimativa. Provermos que a codám /m(TS) = codám /m(7') +
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coddm /m(S) finita ou não, de onde segue o teorema. Suponha que T e S são ope-
radores Fredholm, caso contrário a codimensão da imagem de um dos operadores é
infinita e a afirmação segue facilmente pois ambos os operadores são injetores. Então
y :: yi © y2 onde yl = /mS e y2 é um subespaço de dimensão finita e Z := Zi (1) Z2
Ollde Zi = /mT e Z2 é um subespaço de dimensão finita. Sendo 7' injetivo e a dám y2
finito temos que Z = Zi O Z2 = (-rm$) GO T(y2) © Z2 onde a dàm y2 = dim T(y2).
Então codím /m(7'S) = dím T(y2) + dàm Z2 = coddm -rm(T) + cotim -Zm(S).

r injetora e S soar'getora ker(TS) = kerS e /m(TS) = -rm(T), então -rm(7'S) é f&

chada e se ao menos uin dos T e S possui índice finito, os índices podem ser somados
e TS é semi-H'edholm com índice índ(T) + ánd(S).

T sobrejetora e S injetora Observe que ao menos um dos operadores deve ter índice
finito. Se ãnd(T) = +oo, codám /mS é finita o que implica coddm -ímTS finita, de
onde segue que a /m7'S é fechada. Então TS é gemi-H'edholm com índice +oo. Se

ãnd(7') é anito, dã«. ke,T finita. Daí se n = ker n rmS, ke,(7'S) =
S-i (yi) que tem dimensão finita igual a dÍm yi já que S é injetora. Escolha y2 tal que
yi ©y2 ' kart. Temos então que -rm(TS) = T(/mS+ker7') = T(/«.S©yu) de onde

segue que a coddm /m(TS) = cotim /mS -- dám ye já que o núcleo de T está contido
na /mS © y2. Assim ind(7'S) = dím yi + dim ya -- cotim /mS = {nd(T) + {nd(S).

Caso geral Em geral se S C B(X, y) é gemi-li'redholin com índice menor ou igual a 0, a
dim ÉerS = m nos dá cotim /mS ? nl}. Escolha um espaço m dimensionar yi C y
com yl n /ms = {0} e uma bijeção SI do kerS sobre }'"l. Seja X = Xi © X2 onde

Xi = kerS e tome o operador de posto finito G : Xt (D X2 ---> yl : (zi, z2) --> Sizi.
O operador S+G : X injetor, de fato, (S+ G)z = 0 +-> Szu +Siiçi = 0,
como -rmsi n /mS = {0}, açi = z2 = 0 -+ z = 0. Agora, se ãnd(S) 2 0 então
codãm -rrrzS ;::: m < oo e dàm kerS 2 m. Então podemos escolher subespaços de
dimensão finita m, Xi C kerS e y] C y onde yl í"l .ímS = {0} de tal maneira que
X :: Xi © X2 para algum subespaço fechado X2 e y = yi © y2 com ye ::; /n7}S. Tome
então Si bijeção qualquer de Xt para yi e defina .L : Xiq)X2 ---} y : zi+z2 ---} Stzt.
Por construção o operador -L é sobiejetor. Dados então T e S operadores semi-
Fredholm com ánd(7') + ãnd(S) definido podemos escolher -L{ tal que 7' + .Li e S + .EU
são injetores ou sobrejetores com imagem fechada. Pelo que foi provado anteriormente,
(T + -Li)(S + -L2) é gemi-Fredholm de índice {nd(T + -Li) + ánd(S + -Z)2). Agora se

K = ],l$ + T-L2 + LiZ;2 temos que

rs z:)(s + -L,) -K

onde .l( é um operador de posto finito, ou seja, -K é um operador compacto. Então
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pelo teorema (2.3) 7'S é semi-lüedholm e

ãnd(TS) = {nd(7' + Li)(s + .L2) = {nd(r + -Li) + índ(s + -L2) = ind(r) + ímd(s)

como queriamos provar

l

As estimativas de Schauder são tipicamente da forma

lzllx $ c(llrzllr + lzlx) vz c x

com T € 6(X, y) onde l . lx é uma gemi-norma compacta ein X, isto é, qualquer sequência
{z«} limitada na norma ll llx possui subsequência de Cauchy em respeito a l . lx. Isto
facilmente implica dim kart < oo e /mT fechada de onde podemos concluir que T é
semi-H'edholm com índice < +(x) - tipicamente T é l#edholm de índice zelo.

Exemplo 4 Para um conjunto aberto conexo limitado Q c R", seja

>l: «ij(z)ã;;llj8 + K : »'',P n wo'''(Q)

um operador elíptico de ordem dois, onde aij(z) = aji(g) C C2, >:;1.Í.i a{.Í(z)eiej ?
col(l2 Vz, € C R" e para alguma constante co > 0 e K = b(n) . V+ c(z) é um operador dito
rencial de ordem menor ou igual a l com coeficientes pelo menos contínuos. Pelo corolário l

de l51 temos que existe uma constante À ? 0 tal que o operador 1) + À : W'2,P n Woi,P(Q) ---+
LP(Q) é um isomoríismo. Como o operador À : w2,p n wol'P(Q) --} -P'(Q) é um operador
compacto segue pelo teorema (2.3) que L = L + À -- À é um operador H'edholm de índice
zero

2.2 O Teorema da IYansversalidade

O teorema da Transversalidade de Thom e .4óraAam jll é uma ferramenta útil em muitos
ramos da Geometria e Análise. Em jlll, #enry prova uma versão generalizada desse teo-
rema visando aplicações em dimensão infinita com atenção especial para o caso de índice
negativo. Vamos estudar alguns exemplos com índice negativo no capítulo de aplicações.

Antes de enunciar o teorema precisamos de algumas definições.

Dizemos que um conjunto F' de um espaço topológico X é magro se F' está contido na
união enuinerável de conjuntos raros, ou seja, se F' está contido na união enumerável de
conjuntos cujo fecho não possui interior. Segue da definição de conjunto magro que a união
enumerável de conjuntos magros é magro.
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Dizemos que .F é resãdua/ se seu complementar é magro, ou seja, -F é a interseção
enumerável de abertos densos.

Dizemos ainda que um espaço topológico X é espaço de Barre se todo subconjunto
residual é denso.

Seja / uma aplicação Ck entre espaços de Banach. Diremos que z é ponto regular de
/ se a derivada /'(z) é sobrejetora e possui núcleo de dimensão finita. Se z não é ponto
regular de /, z é chamado ponto crúíco de /. Em nossas aplicações o núcleo de /' sempre
será de dimensão finita, portanto, para z ser ponto crítico de / será necessário e suficiente
/'(aç) ser não sobrejetora. Um ua/or cr#áco de ./' é a imagem por ./' de algum ponto crítico de
.f. Todos os outros pontos do contradomínio são chamados valores regra/ares de /, incluindo
todos os pontos fora da imagem de /.

Sejam agora X um espaço topológico de Barre e / = 10, 11. Para qualquer subconjunto
fechado ou a-fechado f' C X e um inteiro m 2 0, dizemos que a codimensão de F' é maior ou
igual a m (cotim -F 2 m) se o subconjunto {@ C C(/", x); @(-r")n-F é não vazio } é magro
em C(/", X). Dizemos que codãm -F = k se k é o maior inteiro satisfazendo cotim F 2 m.

Teorema 2.6 Sejam k, m {rtteiros positivos; X, Y e Z variedades de Banach de classe
CK; A C X x Y um conjunto aberto; f : A --} Z uma aplicação de classe CK e um ponto
( c Z. .,4s."m" qu. p«« c«d« (z,y) c / :(O;

1. g!(z,3/) : T=X --} TeZ é sana-FredàoZm com hdice <k

2. (a) DfÇu. U) : T.;X x TuY --} TeZ é sobrejetorü

Í m {:l Hl:Eg} 2m+dãm k«(g(«,W.
(aç,g/) --} g/ : ./'-i({) --+ y é a-própria, ou sda, / i({) é a união enumeráue/

de corÜuntos À/j tais que (z,3/) ---} Z/ : MJ --> y é uzrza aplicação própMa para

c«d« .j./P.a. (=«,y«) € MJ f'J q«e {3/.} «n«rye e«. y, .«ás*' ««.« ;«ó.eguênc{.
"-'ry.«f. d. {(««,Z/«)} com Zãmif' 'm .a6./

3.

C)bseruamos q' e (R) se ueri$ca se f'L (.{1) é Lindelof, OI mais especi$camente se f-\ Çe)
é um espaço métrico separáuel, ou se X e Y são espaços métricos separáveis.

Se/a .4, = {z C X; (n,y) € ..4} e

yc,{t {Z/ C y;e é ua/or cráÍco de/(,y): .A,
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.Ente. yc,{t é m«g« e«. y . se (z,3/) : .f':(e) ----+ y é p,óp,i., yc,it t«mbé«. é

/e.Ã«d'. Se á,'d(g(z,Z/)) $ --m < 0 em /--l(C) então 2(a) ámp/ác« 2(/3) .

yc,ié = {y C y;{ C .f(-Á,,V)}

Lem codimensão maior ou àgl al CL 'm, em Y.Incite qbe Ycrit é magro em Y se somente se
codÍm yc,ãÉ 2 1./

A hipótese usual é a de que ( é valor regulam de /, assim sempre temos 2(a)
se verifica em algum ponto, então ánd(gli(z, g)) $ --m neste ponto já que a

Se 2(P)

«':m '«(g(«,W 2 ':m {;i=lgá::#}.
Se o ind(g(z, 3/)) $ m e 2(a) se verifica, então 2(/3) também se verifica como nos diz o
teorema. Portanto a hipótese 2(/3) é mais geral para o caso de índice negativo.
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-A.plicações

Suponhamos que P é uma propriedade que depende de um parâmetro z C .X, onde X é
um espaço topológico de Barre. Dizemos que P é genérica (em z) se ela vale para todo z
em um conjunto residual de X

Em nossas aplicações (exceto a última) X será a classe de regiões C" difeomorfas a uma
região fixa Qo de classe C", ou seja,

X (Qo); h c Dia"(Qo)}

Introduzimos uma topologia em X definindo uma sub-base das vizinhanças de um Q C X
por

{A(Q); llh -- inllc"(n,K") < e, c > 0 suâcientemente pequenos.

Michelletí prova em j151 que este é de fato um espaço topológico metrizável, portanto de
Barre. De fato, provaremos nas aplicações é que a propriedade P vale para todo A fora de
um conjunto magro de DiR"(Qo)

Entretanto nessas aplicações, o conjunto .F de mergulhos excluídos será sempre definido
pelas propriedades da imagem do mergulho, portanto é invariante por composição com
difeomorfismos de classe C" de Qo em Qo. Isto implica (ver jlll) que o subconjunto das
regiões definidas por -F também é magro no nosso espaço X.

27
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3.1 Preliminares

Consideremos o operador diferencial elíptico de segunda ordem

.4(À) - >1: .:j(«)ã;lló8- + 1: ój(«, À)ã} + .(', À)
(3.1)

onde aij(z) = aj{(z) C C', ój(z, À), c(z, À) são polinâ-aios em À com coeâcientes Ci todos

assumindo valores reais quando À é real. Assumimos também que E::lj.i aij(z)(i(j 2
c0l€12 Vz, € C IRn para alguma constante cO > 0.

Impondo condições convenientes de contorno, podemos definir operadores sobre diversos

espaços de funções. Aqui consideramos -A(À) como um operador em -b2(Q) com domínio
n' n xtl(o).

Dado uma região ]imitada C2-regular Q C ]R", dizemos que À é aufoualor de -A(À) se
existe uma solução não nula u de

.4(À)u u (3.2)

À é aufot/azar simp/es. se o núcleo de .A(À) é unidimensional e sua imagem contida em -L2(Q)

«ã. ««tém Â (.A(À))« p.-, « '' 0 - «ú.l-.

Proposição 3.1 Sela A € Diff"(Q). .4 aplicação

Gh:.n'n#oi(Q) {olxR --+ -L:(Q)

(u, À) ---+ h*-A(.X)A*':u

tem zero como valor regular se someTtte se todos os autouatores reais de

h*-.4(À) * :u 0 em Q, u = 0 sopre aQ, u # 0 (3.3)

são simples

P« C-;id«. .A'(À) - á (.A(À)) . A dize""i.l d. G« .m (", À) c #: n xJ(n) -- o x IR
e

DGÀ(u,.X) : .K'n-ü(l(n) x R -+ .L:(Q)

(à,.i) --} h*.A(À)à* iÜ+.XA*.4'(À)h* iu

Pelo exemplo 4 capítulo 2 temos que ãnd(.A(À)) = 0 como aplicação de H2 n Xrl(n) ein
l,2(Q), portanto ánd(Á(À)) = 1 como aplicação de ã2 n X(l(O) x R ein -L'(Q). Daí, como
h* é um isomorfismo temos ánd(h*-A(À)h* :) = 1. Agora, a aplicação linear contínua
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3.2 Simplicidade Genérica dos Autovalores do Laplaciano

Nesta seção inostraiemos que genericamente no conjunto das regiões abertas, conexas,
limitadas C3-regulares Q C Rn , todos os autovalores À de

Au + Àu = 0 em Q, u = 0 sobre aQ, u # 0 (3.5)

são simples. Isto foi demonstrado originalmente por Micheletti j151 e Uhlenbeck j171.

O operador (A + À) com domínio ã2 n -KJ(n) é um operador do tipo (3.1), logo as
proposições da seção 3.1 podem ser aplicadas. Observe que À é autovalor simples de (3.5)
se somente se a dimensão do espaço gerado pelas autofunções associadas a À é 1. Tal
afirmação segue facilmente do lema a seguir.

Lema 3.3 Co'lsáderemos o operador (A + À) : -H' n -m(l(n) (Q). -Então lemos

-rm(a. + À) {ker(a. + .X)}X

Prova. Dado u c -H2 n -Hot(Q) e u € ker(A + À) temos pela segunda identidade de Green
que

«(a.+À)« / «(a.+À)u

implicando que a imagem do operador (A+À) em n2n-Hi(Q) está contida no {ull. Vimos
no exemplo 4 capítulo 2 que o operador (a. + À) : -H2 n xol (Q) --> -L2(Q) é lüedholm de

índice zero, portanto a dim ker(a. + À) = cotim(A + À) de onde segue a aârmação do lema.

Q Q

Considere a aplicação diferenciável

f' : n' n x(l(o) - {o} x R x Dn;(Q)
(u, À, A) ---> h*(a. +,\)h* iu

Segue da proposição (3.2) que estudar a simplicidade genérica dos autovalores de (3.5) é
equivalente a estudar a simplicidade genérica dos autovalores de (3.3) para .A(À) = (A + À).

Desta maneira, mostraremos a simplicidade genérica de todos os autovalores do 8rl:lÉ;êma: \
de Dirichlet para A mostrando que 0 é valor regular de GÜ, com .A(À) = (A + À), para
todo A C DiffS(Q), exceto um conjunto magro, através do teorema da b'ansversalidade.

Portanto, nossos esforços agora se concentram em verificar as hipóteses do teoretna da
Ttasversalídade para a aplicação difeienciável f'

Observe que as hipóteses (1) e (3) do teorema são satisfeitas diretamente já que o
operadorlinear

ã:liD(", À, A) : x' n -Htl (o) x ]n -c:(n)
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(à, Á) --> .ih*.4'(À)h* :u de -#' n -H(l(n) x IR em L'(Q) é compacta, e então, pelo teorema
(2.3), temos que ánd(-OGh(u, À)) = 1.

Suponha que zero é valor regular de Gh, ou seja, DGh(u,À) é sobiejetora para todo
(u, À) C C;i:(0). O ind(-DGh(u, À)) = 1 implica que o núcleo de -DGh(u, À) é unidimensional
e igual ao subespaço gerado por (u,0). Isto implica que o núcleo de A*.A(À)h*'i como
aplicação de H2 n -atl(O) em L2(Q) é unidimensional. Além disso, como

0GA (u, À) (ã, .X) 0 .W#. ,ih*..4'(À)h*':u -h*..4(À) * : Z

temos que h*.A'(À)A*'iu não pertence a imagem de h*.4(À)h*'i IX, x:(n) implicando que
À é autovalor simples. Logo todos os autovalores de (3.3) são simples.

Reciprocamente, suponha que todos os autovalores reais de (3.3) são simples. Então
se (u,À) C G;:(0) temos que ke,(à*.A(À)h*':) = lul e .Xh*.4'(À)h*':u # --h*.4(À)h*':ü
para todo à e À # 0 o que implica -DGh(u,À)(t2,À) = 0 .+-> à - u e .i- = O, ou seja,
di«. k«(h*.4(.X)A*':)

Assim, sendo {nd(DGÜ(u, À)) = 1 temos que codÍm /m(-DGh(u, À)) = 0 o que nos dá

Z)Gh(u, À) sobrejetora, de onde segue o resultado. l

Proposição 3.2 À é autora/or simples de ÍS.32 se somente se À é autora/ar simples de

-.4(À)u 0 .m h(Q), « ó« ah(Q), « # 0. (3.4)

Prova. ObservelBos que

h*..4(À)h*':u 0 'H+ -A(À)A* :u

pois h* é um isomorfismo. Então u = h*'tu c H2 n #i(A(Q)) é autofunção de (3.4)
associada a À em h(Q) se somente se u é autofunção de (3.3) associada a À, ou seja, À é
autovalor de (3.3) se somente se é autovalor de (3.4) em A(Q), portanto o ker(A*-A(À)h* ':) c
H:nx(l (Q) é unidimensional se somente se o ke7'(Á(À)) C n:nXJ(A(n)) é unidimensional.

Para concluirmos a prova, basta mostrarmos que

lã(.4(À))u C -r"''(.A(À)) +::+ ;:(h*A(À)A*':)" C -rm(h*.4(À)A*':)

De fato, como á(À*-A(À)h*':) = A*Á(.A(À))/z*': e à* é um isomorfismo temos

++ ;á-(.A(À))h*':u C ]m(.4(À))

+:::> h* :-(,4(À))h*':u C /m(ã*-A(À)h*':)

H

á('!(À))" c -r"''('{(À))

de onde segue o resultado. l
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(ü, ,i) --> h*(A +À)h* iÜ+Áu

é l#edholm de índice l e as variedades de Banach DifT3(Q), R, -H2 n #oi(Q) -- {0} são
separáveis. Resta-nos então verificar a hipótese 2(a) do teorema, ou seja, basta-nos mostrar
que -F possui zero como valor regular. Faremos tal prova por absurdo.

Suponha que exista um ponto crítico (uo, Ào, Ao) de -F tal que F'(uO, Ào, Ao) = 0. Sejam
Qo = Ao(Q) e uo = h8 iuo e defina uma nova aplicação diferenciável

f' : .H' n .f4(Qo) - {o} x ]R x Dia;(Qo)
(u, À, h) -+ h*(A + À)h*'tu

Sabendo que (h o ho)* = A;lh* temos que

h; 'i.F(à;t,, À, h o hO) h8':(h . Ao)*(Z\ + À)(h . ho)*':h;u = .P(u, À, À)

Sabendo isto e tendo que h8 um isomorfismo, temos (lue -F(u, À, h), com .F(t;o, ÀO,ãç2o) = 0
possui(uo, ÀO,dno) como ponto crítico se somente se (uo, Ào, ho) é ponto crítico de -F com
-F(uO, Ào, Ao) = 0. Desta forma temos a seguinte observação:

Observação 3.1 Podemos super se«. perda de venera/idade que o pondo cr#ico (uo, Xo, ho)
de f' t«/ q«. /'(uo, Ào, Ao) = 0 f.«. ho = án, .{«.p/@««a. «s;m -«o; .áíc«/« . -maçã..

E importante observei também que tal observação é válida para qualquer operador
diferencial .A(À) no lugar de (.A + À) pois a coima particular do operador não foi usada no
argumento acima.

Calculando então a diferencial de -F no ponto crítico (uO,Ào,{n) através do teorema
(1.8) obtemos pela hipótese de absurdo que

0-F(uo , Ào , {n) (tz, À, h) (a. + Ào)ü + Àuo + IA - V, A + poluo

(a. + Ào)(ü - À - Vuo) + Àuo

não é sobrejetora.

Observemos (lue a imagem de l)-F(uo,Ào,in) em {ü C -H' n xd(o), .i = o, À = o}

coincide com a imagem do operador de Fredholm (A + Ào) em H2 n -a(l(n) que é f&
chada e possui codimensão finita. Agora, como tal conjunto está contido na imagem de
Z)F'(uo, Ào, iQ), podemos concluir que a imagem de l)F(uo, Ào, in) tem codimensão finita e
portanto é fechada. Como este operador é não sobrejetor, podemos afirmar também que a
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codimensão de sua imagem é positiva. Assim sendo, como -L2(ç2) é um espaço de Hilbert e
a imagem de -DF'(uo, Ào, dn) é fechada, existe @ C .L2(Q), não nula, ortogonal a imagem de
-0-F(uo , Ào , {n ) .

Tomando À = À = 0 temos /n @(A + Ào)ü = o v ü c H' n -Htl(o), ou seja, @ é soluça
fraca de (3.5). Pelo fato de estarmos trabalhando com (A + Xo) em H2 n -HJ(O), com Q
conexa limitada C3-regular, podemos afirmar que @ C .H2 n.aJ(í2) e é solução forte de (3.5).
Tal afirmação segue, por exemplo, do teorema (8.2') de l21. De fato, sendo Q C Ca, segue
do teorema (15.2) de l61 que uO, #' € .H3(Q), então pelo teorema (11.1) de l91 uO, @ c C2((2)
de onde obtemos pelo teorema (2.28) em l8j que uO, @ C C2,a(Q) Va > 1, já que uO, @
satisfazem (3.5).

Tomando então À em Z. (Dia;(Q)) = C:(Q, R") temos

@(a. + .Xo)À Vuo
Q

{@(Z\ + ,Xo)À- Vuo (a. +Xo)@À
Q

'l.:*«w\;"a ~«.'

' h. m:hÇ=: v h cc'(n,w).

V«o}

Portanto gg g# = 0 em aQ e nossa hipótese de absurdo implica na existência de @ C L2(Q),
não nula, solução de (3.5) tal que g$gW. = 0 em aQ.

Para concluirmos nosso exemplo, utilizaremos o teorema de Cauchy (1.3) para equações
elípticas de segunda ordem. Suponha que para algum zo c aQ aV # 0. Então g#. # 0
numa vizinhança V' de zo em aQ, implicando g$ = 0 nesta vizinhança. Assim temos
gg = 0 e @ = 0 em V'' enquanto (A + Ào)@ = 0 em f2. Portanto, as condições do teorema
de Cauchy (1.3) estão satisfeitas resultando que @ = 0 em Q. Mas por hipótese @ é não
nula, então temos que ;# = 0 em ÕQ. Podemos então repetir o argumento anterior para
uO e obtermos que uO = 0 em Q, mas por hipótese uo C -l?2 íl -Hoi(Q) {0}, contradição.
Logo podemos concluir que 0 é valor regular de /', como queríamos mostrar.
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3.3 Uma Propriedade Genérica para as Autofunções do La.
placiano

No exemplo anterior trabalhamos com uma condição sobre os autovalores do problema
de Dirichlet. Neste exemplo trabalharemos com uma condição sobre as autofunções deste
problema, mostrando que, genericamente no conjunto das regiões Q C Rn abertas, conexas,
limitadas, C3-regulares, as autofunções normalizadas u de (3.5) satisfazem /n g(u) # 0,
onde g : ]R --} IR é uma função de classe C3 cujas raízes formam um conjunto discreto.

Suponha então g uma função de classe C3 como acima e Q C R" uma região aberta,
conexo, limitada, C3-regular. Através do teorema da ll'allsversalidade provaremos que o
subconjunto

B = {h € Diff3(Q); /.,.. g(u) = 0 para alguma autofunção normalizada u de (3.5) em h(Q)}

é magro em Diff3(Q) de onde segue o resultado desejado.

Inicialmente vamos mostrar que as autofunções associadas a autovalores simples meno-

res ou iguais a algum N C N satisfazem genericamente /n g(u) # 0, depois obteremos o
resultado desejado para todas as autofunções de (3.5) através de um argumento simples.

Precisamos antes dos seguintes lemas.

Lema 3.4 .Dado ho C DifT2(Q) ezÍsfe uma u zãnAança Mo de ho em Diff2(Q) fa{ que para
bodo h C Uo ferrzos

ll(h*Ah*'i -- h;AA8'i)ulll,(n) $ '(h)llull ,nxê(n)

onde c(A) fende a zero quando h --} Ào em C2(Q,R").

Prova. Basta considerarmos o caso ho = ãn. Da seção 1.2 temos

*il *':«(«) - ã;i(«.À-uo(«»

i:g:( ;u.j:(«)

E ':.(«)g(«)
onde Z'ij(z) = (h;:)j{(z), ou seja, Z,ij(z) é a {,J-ésima entrada da transposta da matriz
Jacobiana inversa de À, = (ê&-)i,j:i ' Portanto

7} ,-. 72, .-.

il'*.«,á'«'($ '«'«,â) '«,

lJ

,* :«(«) -
h*
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Ê '*'«, $ [.;:'«««,e -- '«.«,JL'.,]

1;. '*'«''«.«, (JL) '«, -- ,E: '«.«, G;'*"«0 '«,g'«,

(;'«)) '«' -- ':'«''«,

onde

L{ (u) (z )
''z'., - :, ($'«0 '«, -- ,X:': '':,.'«'':,,',, (JL) '«, --

jx: '.,*'«,Ci'«",0 '«,â'«,
Então

com
(«*'«*-:(«)) - *« -* ««

Já que ój,# ---> ój,À; em C2(Q, Rn) quando A ---> {Q em C2(Q, R") temos que os coeficientes
de É tendem a 0 uniformemente quando A ---> án em C2(Q, R"). Então segue que

ll-Lullt2(n) $ '(h) llullx2nKtl(n)

onde e(h) tende a zero quando h --> ãn em C'(Q, ]R").

Seja

l

-Dw {Â € Dirá(Q); -N não é autovalor de (3.5) em A(Q)

e todos os autovalores em (0,N) de (3.5) em h(Q) são simples}

Lema 3.5 -DW é um subcotÜunto aberto e denso de Diff3((2)

Pro'ua. Deâna

D {A C Diff3(Q); todos os autovalores de (3.5) ein A(Q) são sitnples }

e

.Dw = {h C Diff3((2); todos os autovaloi-es em (0,-N) de (3.5) em h(Q) são simples}

Vamos mostrar primeiro que Z.)X é aberto. Sejam Ao C DX e Ài, ..., ÀA; autovalores de A
ein Ao(Q) menores que N. Considere um círculo 7 de raio N
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O lema anterior e os teoremas 2.14 e 3.16 de j141 nos garantem que existe uma vizinhança
Uo de ho tal que a dimensão de auto-espaço associado aos autovalores de norma menor que
.V é k para todo operador h*6.h*'i com h C Uo. Pelo exemplo 2 capítulo l temos que cada
autovalor simples de Ào*a./zo*'i depende continuamente de A numa vizinhança C2 de ho.
Então, para cada l $ í $ k existe H C Diff3(Q) vizinhança de ão e A{ : % ---} (0,.M)
contínuas tal (;lue AÍ(h) é autovalor simples de A*A/z*-i para todo h C % com Ai(ão) = À{
e os conjuntos A{(K) são dois a dois disjuntos. Defina então y = Rk o U, vizinhança de
ho em Dias(Q). Observe que Vh C y, ã*d.h*'i possui k autovalores menores que .V todos
simples. Portanto .D/y é aberto.

No exemplo anterior vimos que o complementar de D é magro, logo temos que D é denso
em Diff3(Q). Como DW D D, podemos concluir que DJy é denso em DifT3(Q). Portanto,
para provar que .Z)N é denso baeta mostrar que se -iV é autovalor de (3.5) em uma região
Q, então existe A próximo de in tal que isto não se verifica em h(Q). De fato, basta tomar
h(z) = (1 + c)z. Um cálculo simples mostra que cada autovalor À de zX em ç2 se transforma

'm um «to«lor (i:àp 'm h(Q). l

Seja Q C R" uma região C3-regular, aberta, conexo, limitada e considere a aplicação
diferenciável

.F : .H'2n.Ho(Q) -- {0} x (0,.M) x Dw -+ .Z)2(Q) x R x IR

(u, .X, à) -} (A*(A +À)h*'iu,
Q

Através do teorema da transversalidade mostrareinos que o subconjunto

ua det h' , l gl.u)det h')
Q

{A c -ow; (o, 1, 0) c F'(-H' n xfl(o) {0}, (0, .M), h)}

é magro em -DJy de onde segue o resultado.

Afirmamos inicialmente que o operador contínuo a' (u, À, A) de -H2 íl aJ (Q) x IR ein

.L'(Q) x R x IR é H'edholm com {nd(a(iN(", À, h)) $ --1 V(", À, A) c F'':(0, 1, 0).

Seja (u, À, h) C -F'i(0, 1, 0). Podemos supor sem perda de generalidade h = {n como na
observação (3.1). De fato, sempre que /'(u, À, h) = (0, 1,0), u = à* iu satisfaz

a.«+À«=0emA(Q),«=0emah(Q)e/ .2-l
h(n)

Calculando as derivadas temos

0& (u, À, {n)(ü, À, À)

DF2 (u, À, {n)(ü, À, À)

(A + .X)(Ü h . Vu) + Àu

2uü -t l ua (L . N)

2uÜ
Q
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DF3 (u, À, in)(ú, À, À) g'(u)ü -F l g(u)(h . N)

g'l.u)ü -F g(0) l (Ü N)

onde Ar é o vedor normal unitário a aQ. Logo

.O-P(u, .X,{n)(Ü,.i,À) =(O-FI(u, À,{n),-OF2(u, .X,ãn), OFa(u, À,{n))(Ü,.i, À)

1.(a.-tX)(Ü- h.''7u)-tXu, l '2uü. l g'(u) +g(0) l (h.N»

(agíb- (", À, i.), õ:;b (", À, í.), õ:;ib-(", À, {.))('z, À)

«A +X)Ü -t Xu, l 2«.Ü, l g'(u)Ü).

Cllaramente a(ii;D(u, À, {Q) é H'edholm pois a u.À) (u, À, {Q) é Fredholm e os operadores F2,
F3 tem imagem em espaços de dimensão finita. Observe agora que a aplicação

(ãg;3$(«',À,in),}jl:lliÜ(",X,ín)): -H'nHoi(Q) x ]R(n) x R(3.6)

é sobrejetora. De fato, dado (/, z) C Z;2(Q) x IR definidas por seja (u, {) C -H2 n -aJ(n) x IR

Q Q

ãg:J («', À, {. ) ('z, Á)

e€=uo + -=- U
2

onde uo € -H2 n -a(l(O) satisfaz

(A + À)«o {u e «olu.

Note (lue existência de uo é garantida pelo lema (3.3) pois (./: -- eu)lu. Então tem

ãll;lb$(",À,in)(ü,Á) -(A+À)u+e" .f-eu+ ;(A+À)"+e"=/

Õlii3ij (", À, {n)(ü, À) -

Observe também que (a(i:»(u, À, {n), ã(i:»(u, À, {o)) é injetora, de fato,

(ãll;b-(«',X,{n), ãllllb-(",À,{n))(",{) -(o,o) 'b+ (A +À)«+e" - 0 e .Á2u« = o.

Agora(A+À)t'+(u = 0::+ u(A+À)u+eu: = 0 o que implica --/nu(A+À)u ={ -w+
( = 0. Daí (A + À)u = 0 com /n 2uu = 0, ou seja, ulu e (A + X)u = 0. Portanto, como

os

Z 2
2u(uo + «) Z U

2
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À é autovalor simples associado a autofunção u, temos que u = 0. Agora, como (3.6) é
um operador contínuo, sobrejetor com domínio .H2 n xll (Q) temos pelo teorema do Gráfico
Fechado que a sua inversa é contínua em -L2(Q). Portanto (3.6) é ul-n isomorâsmo.

Sendo a aplicação (3.6) um isomorfismo, podemos concluir que êl:EIJ(u, À,{n) não é
sobrdetora. Mais ainda, como o núcleo de tal aplicação é o subespaço nulo temos que o
{nd(ãÍil»(u,À,in)) $ --1. Desta maneira podemos afirmar que V(u, À,À) C .F''(O, 1,0) o
ina(zí81k (u, À, A)) $ --1, como queríamos verificar.

Agora vamos verificar a sobrejetividade da diferencial de f' V(u, À,h) C -F'i(O, 1,0).
Antes de mais nada observamos que basta verificar tal afirmação para h = {n como já foi
justificado anteriormente.

Seja (/, z, Z/) C -L:(Q) x IRxlR. Temos que determinar (ü, ,i, À) tal que -D-F(u, À, {n)(ü, ,i-, À)
(/, z, 3/), ou seja, devemos resolver o sistema

(A + .X)(á - À - Vu) + Àu (3.7)

2u22 = z
Q (3.8)

{g' (u)á + g(0)d{«(À)}

para (t2,.i,À) c -H2 n -atl(o) x R x C3(Q,]R"). Observemos que /an(À - N) = /n díu(À).
Suponha h variando em Co3 (Q, R" ), isto é h em C3 (Q, R" ) e suporte compacto. Multiplicando
(3.7) por u e integrando dos dois lados temos que

Q

u(a.-+X)(Ü h.vu)+Xu2 . l .f 4::» X

já que tZ À- vu c -H2n-17oi(Q). Fixamos Á = /n 'u/. Então como / -- Aula, pelo lema (2.3)

existe w C -H'nHoi(Q), «lu tal que (A+À)(m+au) = /--Xu. Tomemos ü = +au+À.Vu
para a C IR e À = /n u/. Observe que ü C .172 n .HJ(n). Então para todo À em Cã(n, R") e
cv C IR, temos que ü e À satisfazem (3.7).

Se tol-naimos a = f -- /n u(À ' Vu) temos que à também satisfaz (3.8), de fato,

Q Q Q

2uÜ
Q .Á,«l«-'(; - .Á«ó ',«))«--"' ',«l

{l {,«'; - (.Á «ó ' '«))'«: -- '«ü . ,«)}
Z

Agora observemos que

u(A . Vu)
Q ;z'" . '«:,
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'çü.«n- l.«;-.«ÜÜaQ ./Q /

u'dÍ«(À)Q

onde ddu é o divergente. Logo a = $ + /n u2dÍt;(À). Substituindo l2 em (3.9) encontramos
aequaçao:

41 {.'(«) i« -- (; -- ;
ZI {,'(«) i« -- (i; -- i
{l {.'(«) i« -- (; -- ;

c «:':«'",) « * "
c «:-:«@) « -- "
1: «'~'«@) « -- "

v«l + çma{«ü)}

v«l } -- .w

,«]}

que é equivalente à equação

« (d(« -- T) } - .Á { l( .Z ;.'(«))«' - .(«)I':«@} (3.10)

já que /n g'(u)(À Vu) = -- /n g(u)diu(À). Observe qt-e t«, z, u, g(u) e g'(u) estão deter-

minados e o lado direito da equação (3.10) é linear em À, portanto podemos definir um
funciona[ linear contínuo em Cã(n, ]R" )

.:ÀH.ZÍI(.Á;.'(«))«' ''«@}
Se mostrarmos que '} é não nu]o em Co3(Q, ]R"), a equação será resolvida para algum À C
Cã(n, R") e portanto -DF'(u, À, io) será sobrejetora como queremos mostrar. Assim, basta
mostrar que existe À C C:(Q, R") tal que ®(À) # 0.

Para isto observemos que ® se estende a um funcional linear contínuo Õ em CS(Q, R")

' : À --'-, .Á { l( .Á ;.'(«))«' ':«M}

Observemos que dado qualquer função o € C3(Q) existe À C CS(Q, R") tal que diu(À) = u,

de fato, tome h = (Ai,--.,/z.) com ÀI(zl,g2, -..,«;.) = /=zo' u({,z2,...,:«.)d{ e ÀÍ = 0 para
2 $ { $ n, diu(h) = u. Sendo assim, para que 4' não seja identicamente nulo basta

«""'-m« «-( /n $,'(«))«: «ã. ' , '-,ã.«-,, -.:; «(J. $.'(«))«'-,(«) #'

p'd':"" toma: À C C;(Q,R") t'l qu' o dãu(À) - (/n $g'(u))u: - g(u) o que "'s dá

ÕM - /nÍI(/n $.'(«))«: - ,(«)1*J:» .. «:.-.

{l ;,'(«))«' («) : ' -: ,(«) - (.Á ;''(«))«'.
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Obs""m's agora q« se g(u) - ( /n $g'(«))«: temo; q-

.Í. \,' ©U2Q \ ./Q 's

:g'(«)

o que implica g(u) = 0. Mas u C H2 n .H&(Q) -- {O} e g por hipótese é uma função de classe
C3 cujas raízes formam um conjunto discreto, portanto g(u) # 0 e temos que ® é não nulo
de onde segue imediatamente que ® não é identicamente nulo.

Q

Q

Portanto, até aqui verificamos as hipóteses (1) e (2) do teorema da 'lYansversalidade.
A hipótese (3) é diretamente verificada pois H2 n X(l(O) -- {0}, (0, N) e -DJV são variedades
de Banach separáveis. Logo, podemos concluir pelo teorema da 'ltansversalidade que para
cada N € N temos .BW magro em .DX.

Vamos agora mostrar que .B é magro em Diff3(Q). Para isso, observamos primeiro que
(o, 1, 0) c -F(H' n -HJ(n) -- {o}, (0, .V), A) para h C OW se somente se

Àu-+Xu--0emhl.Q), l uZ=le l g(u)--Q
h(Q) JA(Q)

para algum À C R autovalor simples e algum u C .H2 n .HJ(h(o)) -- {0}. Observe que tal
resultado segue facilmente da proposição (3.2). Daí podemos dizer que .B/v é o conjunto

dos h C -DW tal que /h(n) g(u) - 0 para alguma u autofunção de (3.5) em A(Q) associada a

algum autovalor simples À < -N satisfazendo /h(n) u " l Assim, temos diretamente que

-B C {UXCN.BX} U {Diff3(Q) - -0}.

Como a união enumerável de conjuntos magros é magro, temos que -B está contido num
subconjunto magro de Dirá(Q), ou seja, B é magro em Diff3(Q). Assim obtemos o resultado
desejado para toda g de classe C3 cujas raízes formam um conjunto discreto.
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3.4 Simplicidade Genérica dos Autovalores Reais

Estudaremos agora a simplicidade genérica dos autovalores reais de (3.1).

Seja .4n(À) o operador .4(À) definido de H2 n WJ(n) em L2(Q) considerados com a
estrutura de espaço vetorial sobre IR e considere o problema

.4n(.X)u u (3.11)

Suponha Q C IR" uma região conexo, limitada, C3.regular e considere a aplicação dif&
rendável

F' : .ü' n Hoi(Q) - {o} x ]R x DiR;(Q)

(u, À, h) --'> h*.Ah(n)(À)h* iu

C) objetivo desta seção é mostrar que, genericamente no conjunto das regiões Q C IRn
abertas, conexas, limitadas C3-regulares todos os autovalores l edis de (3.11) são simples. E
importante observar que nossas hipóteses permitem o caso em que ,4çt(À) não depende de
À. Neste caso, -4b(À) = 0 e como 0 pertence a qualquer subspaço linear, não podem existir
autovalores simples para (3.11). Sendo assim, provaremos que .4n(À) é genericamente um
isomorfismo se não depende de À.

A proposição (3.2) nos garante que estudar a simplicidade genérica dos autovalores de
(3.11) em A(Q) é equivalente a estudar a simplicidade genérica dos autovalores de (3.3) para
.A(À) = -An(À). Desta maneira, mostraiemos a simplicidade genérica de todos os autovalores
do probema de Dirichlet para -4ç2(À) mostrando através do teorema da b'ansversalidade
que genericamente em Diíf3(Q), 0 é valor regular da aplicação Gh definida na proposição
(3.1) supondo neste caso que .A(À) = .Açt(À). Portanto, nossos esforços apoia se concentram
em verificar as hipóteses do teorema da b'asvetsalidade pala a aplicação diferenciável .P

Observe que as hipóteses (1) e (3) do teorema são verificadas diretamente pois para A
fixo a aplicação (u, À) -+ F'(u, À, h) é Fredholm de índice l e todos os espaços envolvidos
são separáveis. Assim precisamos apenas mostrar que zero é valor regular de -F

Suponha por absurdo que F' tenha um ponto crítico (u, À,h) com f'(u,À, h) = 0. Po-
demos supor sem perda de generalidade que h = ín como já foi justificado na observação
(3.1)

Calculando então a diferencial de -F no ponto crítico (u, À, {n) através do teorema (1.8)
obtemos pela hipótese de absurdo que

0/'(u, À, {n) (t2, .X, h) .4n(À)Ü + ,i-4b(À)u + IÀ V, .An(À)lu
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.4ç2(.X)(Ü - À - Vu) + Á.Ab(À)u

não é sobrdetora.

A imagem de -D.F(u, À, {n) em {ú C -H2 n Hi(Q), .X = 0, À = 0} coincide com a imagem

do operador H'edholm .4ç2(À) em -H2 n lloi(Q) que é fechada e possui codimensão finita.
Agora, como tal conjunto está contido na imagem de DF'(u, À, ín), podemos concluir que a
imagem de l)-F(u, À, {n) tem codimensão finita e portanto é fechada. Colho este operador
é não sobrejetor, podemos afirmar também que a codimensão de sua imagem é positiva.
Assim sendo, como .L2(Q) é um espaço de Hilbert e a imagem de -Df'(u, À,in) é fechada,
existe @ C .L2(Q), não nula, ortogonal a imagem de -D/'(u, À, ín).

Tomando .X = À = 0 temos /n @.An(À)ü = 0 V à C -L'(Q), ou seja, @ é solução fraca

de (l.lO). Pelo fato de estarmos trabalhando com .Aç2(À) em -H: n .r4(n), com Q conexa
limitada CS.regular satisfazendo as hipóteses citadas anteriormente, podemos afirmar que
@ C -H2 n -Kll(O) e é solução forte de

.48 (.X)@ = 0 em Q, @ = 0 em aQ. (3.12)

Tal afirmação segue do teorema (8.2') de l21. Observe ainda que u, @ C c2(Q) n -H3(Q), de
fato, sendo Q € C3, segue do teorema (15.2) de l61 que u, @ C -H'3(Q) e do seu corolário que
u, @ C C:(Q).

Então, VÀ C C3(Q, -R") temos

@.Án(À)h . Vu
Q

{@..4n(À)À - Vu - .A*n(À)@À Vu}
Q

7Z

an := j(=)Nj
,... 7Z

ZI g3 ' -v>11:.%v@ - (':j("),. .,"«j("))

P'-t-t' gg# = 0 .m aQ já q- (E:,-: .:j(")N,NJ) 2 «1W1' 2 «.
Logo nossa hipótese de absurdo implica na existência de @ C -L2(Q), não nula, solução

de (3.12) tal que aÚ a"o = 0 em aQ. Mas isto, como na primeira aplicação, viola a unicidade

do problema de Cauchy para equações elípticas de segunda ordem (1.3), de onde podemos
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concluir que zero é valor regular de r'. Portanto, genericamente em Q, todos os autovaloies
reais de (3.11) são simples.

3.5 Simplicidade Genérica das soluções de Au+/(z, u, Vu) = 0

Seja Q um conjunto aberto em R" x IR x IRn e seja / : Q ---} R uma função C2 limitada.

Provaremos que, genericamente no conjunto das regiões Q C Rn abertas, conexas, C3
regulares, limitadas, todas as soluções u de

Au + /(z,u, Vu) = O em Q, u = 0 sobre é?Q (3.13)

são simples, isto é, a linearização

.'.: ú «, v«) - vü -'- gi(-,«, v«)ü

é um isomorfismo. E importante observar que parte da definição de solução é que se u de
classe C: é solução de (3.13), (z,u, Vu) C Q Vz € Õ.

Segue diretamente do teorema da função inversa em espaços de Banach que, se todas
as soluções de (3.13) são simples, tais soluções formam um conjunto discreto. Além disso,
sendo ./' limitada, afirmamos que o conjunto das soluções de (3.13) é finito. De fato, se Au+
/(z, u, Vu) = 0, llAulll,p(Q) = ll/(z,u, Vu)llLP(Q) $ ]1/ para algum M > 0. Agora sendo A

w'2,pnwol'p(Q) um isomorfismo temos que M 2 11AullLP(n) 2 mllullw,,PnWn'''(Q)

para algum m > 0, o que nos dá llUllw2,pnWn'''(Q) $ «, ' Como W'2,P n woí,P(Q) está imerso
em -Z}P(Q) por imersão compacta e todas as soluções são discretas, temos que o número de

soluções deve ser finito. Desta forma, se / é limitada, a equação Au + /(z, u, Vu) = 0 em
Q com u = 0 em ÕQ tem somente uin número finito de soluções.

Proposição 3.6 Se para algum h C DiffS((2) a apZácaçâo

Fh : w:,pnwol'p(Q) --> z'(Q)
u -+ A*(A + /)h* 'u

fem zero co«. ua/or regular, então todas « soluções de (3.13) e«. A(Q) são s{«.p/es

Prova. 0 valor regular de Fh :;-> A*Z,.h*'i é sobrejetora para u C Fh i(0). Agora o índice
de Fredholm de tal aplicação é zero, logo tal aplicação é bijetora e então pelo teorema do
Gráfico Fechado é um isomorfismo. l
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Proposição 3.7 u C W2,P íl Woi'P(Q) é se/ração simples de

h*(A + /)h* :u 0 em Q, u = 0 sobre ÕQ (3.14)

se somente se u h*-:u é «Zuçã. .í«.ple. d. (3.13) em h(Q)

Prova. Seja u C w2'p n woi'P(Q), como h* é isomorfismo temos que

A*(a. + /)A* ':u 0 <-> (A +/)h* :u

ou seja, u é solução de (3.14) se somente se h* iu é solução de (3.13) em h(Q). Novamente
usando o fato de que h* é isomorfismo temos que h*Z).A*'i é isomorfismo em W2'pnwol,p(Q)
se somente se Z« é isomorfismo em TV:,p n woi'P(A(Q)). l

A proposição (3.7) nos diz que estudar a simplicidade genérica das soluções de (3.13) é
equivalente a estudar a simplicidade genérica das soluções de (3.14), portanto, de acordo
com a proposição (3.6), obteremos a simplicidade genérica de todas as soluções de (3.13)
se mostrarmos que para a maioria das A C DiífS(Q) a aplicação Fh tem zero como valor
regular.

Seja .D o seguinte subconjunto de CS(Q, ]R")

.Et U.E2 onde

{h C C;(Q, R"); /(sç, 0, 0) = 0 numa vizinhança de ÕA(Q)} e

{/(z, 0, O) # 0 em algum ponto de aÀ(Q)}.

.B é aberto, de fato, dado ho C -D com /(z, 0, 0) = 0 numa vizinhança de aAo(Q) existe uma
vizinhança VÀo de Ao em Ca(Q, R" ) tal que /(aç, 0, 0) = 0 em aA(Q) Vh C Mh. ; se /(z, O, 0) # 0

em algum ponto de aho(Q), /(z,0,0) # 0 numa vizinhança de aão(Q) o que implica na
existência de uma vizinhança Mh. de ho tal que /(aç,0,0) # 0 em algum ponto de aAo(Q)
pala todo A C Mh.. Portanto .F é aberto. E também é denso. De fato, qualquer perturbação
da região h(Q) na direção da normal Arh pertence a -D. Logo podemos a6rmar que B é aberto
e denso em C3(Q, R" ).

.Õ = E n Diff3(Q) é um subconjunto aberto e denso de DifT3(Q). Observe que

1) = 1)t U Z)2 onde

.Õi = {.Ei n oiff3(Q)} e -Ó2 = {E2 n Dias(Q)}

que são abertos disjuntos de Diff3(Q).

Para todo h C D temos que h C l)i para á - l ou i= 2. Seja Mh uma vizinhança
de h C Z){ contida el:n Di de maneira que se A C Vh, ah(Q) está contida numa vizinhança
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tubular de ah(Q) . O conjunto C de tais vizinhanças forma uma cobertura de abertos para -D,
portanto, sendo Diff3(Q) Lindelof, -D é Lindelof e então podemos tomar uma subcobertura

enumerável {Uh: , ..., Mh., ...} de Z) onde cada Mh. C C.

Provaremos que para cada k e para todo A € Vh. , excito um subconjunto .27Ã; magro de
Z) contido em uh., todas as soluções de (3.13) em h(Q) são simples. Mais precisamente,
provaremos que para todo A C UkZttMA. -- .Hk} todas as soluções de (3.13) em A(Q) são
simples. Observe que UA;2tlUÜ. -- .HÊ} é um subconjunto denso de -Õ, daí como .D é

um subconjunto aberto e denso de Diff3(Q) teremos que todas as soluções de (3.13) são
genericamente simples em Diff3(Q) como queremos mostrar.

Para isso considere a aplicação diferenciável

F' : w',P n woi''(Q) x uh. -+ -L'(Q)

(u, h) -} A*(a. + /)h* :u

para algum p com n < p < oo de tal maneira que W2,P C Ci e algum k C N. Através
do teorema da Transversalídade aplicado a -F mostraremos que existe Hk magro em Uh. ,
portanto magro em -D, tal que em {Mh. -- Hk} todas as soluções de (3.13) são simples, de
onde segue o resultado desejado.

As hipóteses (1) e (3) do teorema para a aplicação -F são satisfeitas diretamente bastando
apenas provar a sobrejetividade da diferencial de .F

Suponha por absurdo que exista (u,{Q) ponto crítico de -F com -F(u,ín) = 0, ou seja, a
diferencial de f'

-o-F(u, {n) : w:'' n woi'P(Q) x c;(Q, R")

(á, A) ----> Z«(tl - À - Vu)

não é sobrejetora. Como -DF'(u, {n) é Fredholm não sobrejetor existe V' não nulo em LÇ(Q),
p-t + q't = 1, ortogonal a imagem de .D-F(u, {n) tal que

@l.(ü À Vu) :,' nwoi'P(Q) e VÀ C C;(Q,Rn)
Q

Pelo teorema (15.2) de l61 u C Wa'P(Q) já que Q € C3. Daí pelo teorema (11.1) de l91 temos
que u C C2((2). Como u é solução de (3.13) e / C C2 temos pelo teorema (2.28) de l81 que
U C C2,a para todo cv < 1, logo os coeficientes de ],. são ao menos de classe Ci

Fixando À = 0 temos que /n @Z.ü = 0 vá c w'2,p n woi'f'(Q). Daí pelo teorema (8.2')

de l21 @ C W2'P n Wol'P(Q) e é solução de -L;@ = 0 em n com @ = 0 em aQ. Observe que
@ como u é de classe C2,a
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Tomando ü = 0 temos que

®l«Çh.''qu]
Q

{@É«(à Vu) (À Vu)Z;@}
Q

ZI {.peebl;y-g:ü v«)-@ó-

. ". «.%h~ h . ':w,"n

«}

de onde obtemos que g$igi = 0 em ÕQ. Agora

";", - ' *- »"- gí(.,«,'«). ',«--(g!(',«,'«) -':«(gí(',«,~'«)))" -'
-+ lz\@(«)l $ iZ(«,«, v«) . v@(«)l + 1 >: ó:lll(", ", v")@(,)l + igÍ(«, «, v«)@(«)l

para todo z C Q. Portanto sendo Q limitado, / C C2 e u solução de (3.13) ao menos Ci
temos que

IA@(z)l $ C(IV@(z)l + l@(z)l), Vz C Q

onde

' ' m-,..{l gÍ(«, «, V«)l, iE ã:ll(', «, V«)l, igÍ («, «, v«)l}.

Logo, como @ C w2,pnwol'P(Q) -- {0} e satisfaz a desigualdade anterior, temos pelo teorema

de Cauchy (1.3) que gg # 0 em quase todo ponto de aQ implicando que igl$ = 0 em aQ.
Portanto a hipótese de contradição implica que a solução u de (3.13) satisfaz ainda ;gi = o
em8Q.

Como por hipótese Q C D, temos que án C Dí para ã = 1 ou ã :;= 2. Suponha que
áç2 C .Di. Então existe uma vizinhança V' de aQ tal que /(z,0,0) = 0 para todo z C V'
Dado z C V'

la.u(z)l u(z), vu(«))l
/(z,u(z), Vu(z)) .f(g, 0, 0)

$ K(lu(z)l + IVu(z)l) Vz € }''

para algum K > 0. Logo pelo teorema de unicidade do problema de Cauchy, como u =
l?N = 0 em ÕQ, u = 0 em V. Assim nós obtemos uma solução especial u = uo que se anula
numa vizinhança V' de aQ, ou seja, obtemos uma solução uo de (3.13) que satisfaz (3.13)
para todo h € uh* (uo não depende de ç2 para pequenas pertubações). Observe que uO está
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definida em Q U V' pois se anula em V e a(2 C V'. Observe também que uo é única em
(2 U y pois é única em Q. De fato, sejam uà e ug satisfazendo (3.13) em Q e auh = 0 em
aQ { = 1, 2. u = u& - uã satisfaz

Au + /(z, "à, Vuil) - .f(", «'g, vuã) - 0 em Q, u = 0 e ãR = 0 sobre am-

para todo sç C Q temos que

lz\«(z) l 1/(z, u&(z), Vuã(z)) -/(z, uã(,), V«ã(z))l

w(l«(z)l + lv«(z)l)

para algum M > 0. Então segue pelo teorema de Cauchy (1.3) para operadores elípticos
de segunda ordem que u = 0 em Q o que nos dá uà = ug.

Suponha então que desde o início do argumento de contradição u c lv2,p n wol'P(Q) --
{uo}. Repetindo todo o argumento temos que u = 'u0 pois a solução especial uo é única em
Q de onde obtemos contradição, o que nos permite concluir que D.F é sobrejetora.

Sendo assim temos que todas as soluções de (3.13) são genericamente simples em Mh.
exceto talvez a solução uO. Mas tal solução também é genericamente simples. De fato, pelo
exemplo anterior L«. é um isomorfismo em uh. exceto um subconjunto magro -H. Então,
como todas as outras soluções de (3.13) são simples em Vh. exceto um subconjunto magro
H#, segue-se que todas as soluções de (3.13) são simples em MA. exceto um subconjunto
magro -Hx: = 1] U .liík, de onde segue o resultado.

Suponha agora que {n c -D2. Então /(z, 0,0) # 0 em algum ponto de aQ. Defina

G : Wo2,p(Q) x Vh* -+ #'(Q)

(u, h) --} h*(a.+ /)h* 'u

Note que G é de classe Ci e que u C w2'P n wol'P(n) está em Wo2,P(Q) se somente se
u = gi: = 0 em aQ.

Suponha que para todo u c Wo2,P(Q) e para todo h c Vh., exceto um subconjunto
fechado e magro O, G(u,A) :# 0. Sendo tal afirmação verdadeira podemos restringir F'
ao subconjunto {yh. O} aberto e denso em Mh. e concluir que a solução u de (3.13)
satisfazendo i98 = 0 em aQ não poderá existir de onde obtemos uma contradição para
nossa hipótese de absurdo implicando que .D-F é sobrejetora e enfim segue-se o resultado
desdado.

A demonstração de que G(u, A) # 0 genericamente em Uh. para todo u C Wo2,P(Q) será
feita usando a hipótese (2/3) do teorema (2.6) no caso n 2 2. O caso n = 1 será estudado
separadamente.
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Para usarmos o teorema verificaremos inicialmente a hipótese (2P) supondo G(u, {n) =

0, n 2 2. Observe que gli(u,{0) - LulWn'''(n) é injetivo pelo teorema de unicidade de
Cauchy para operadores elípticos .

Suponha

« - ':«{-'«(«'(«,'.»/'-«(=(«, 'd) } « -.

DG(u,{n) : Wo2,p(Q) x C; (Q, R" ) ---> -P(Q)
--+ -L.(Ü À . Vu)(á,h)

ente existem {/l, ..., /m} em -P(Q) com /, = -L.(üi--À{ Vu) üi C W02,P(Q) e Ài C C;(Q, R")

ta[ que para todo (ü, À) C Wo2,z'(Q) x C3(Q, ]R") existem ó C Wo2,P(Q) e únicos ci, ..., c. C ]R
tal que

E
{-1

c.ifi -F L.õ -- L.({t - h . 'vÚ

de onde obtemos que

c{ -L« (Üí vu) + z«ó - -L.(ü - h vu)

ou sqa

.' (« ó - Ê --o . ',«)i-l {-l

Seja {Ói,..., Ók} base do núcleo do operador de lü'edholm -Z)ulw2,pnwol'p(o)
constantes bt, ..., bk temos que

Assim para

\'qü:Z.Z - ' (À >l: QÀ.) ' Vu
{-1

k

á-lá:=l

Já sabemos que u C W3'P(Q). Logo u c w3'p n wo2,P(Q) o que implica ãã- C W2'P í")
Wol'P(Q) para cada í.

Calculando a derivada normal de tal expressão em aQ temos que

(À i)
â2., k

E':
á-l{-1

Pelo teorema (1.2), Aanu = zXu -- diu(-v)ã: -- g#ê-
Aanu = 0. Portanto temos que em aQ igÉ%- :: Aulas =

Como u = 0 em ÕQ, temos que

/(z, 0, 0). Assim
m k .,

E
{-l {-l

h . N'/(z, 0, 0) Eqhi ' .v.f(«;, o, o) + ó:g11 em açl.
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Então para todo h C C3((2,R") existem constantes ci, ...,c.,bi, ...,bÀ; tais que a equação
anterior se verifica em aQ, ou sqa, o operador limitado

h .V/(z, 0, 0)lan

tem posto finito. Como /(z, 0, 0)lan # 0 e n 2 2 ,ou seja dàm Q > 0, isto não pode ocorrer,
rnntrndirãn

'... ':«{.'m(«'(«, '.»/'«(g(«, :.)) } é :«'«''' . . ««':,;. Pm «'á --:'«''.

''«" , «':«.g ? -'«{-'m«''(«,:M/-'m(g(«,:d) } . g é :«j.':-, . :«'W) -
--oo V(u, A) C G'i (0), satisfazendo também a condição (1) do teorema da Transversalidade.

Agora, sendo ./' limitada a aplicação (u, à) --+ uh. é própria, de fato,
(un, hn) C G'i(0) -+ llAh;'lunllLP(Q) 5; -M Vn. Sendo A isomorfismo temos que passando

a subsequência llA«'lu«llLP(h.(n)) converge. Como A;'i é uma sequência de isomorfismos
convergindo para um isomorfismo A existem m., mÀ > 0 tal que llA.'iu lltP(A.(n)) 2
m,,llu.llWo2,p(Q) 2 mAllunllWo2,p(Q) para todo zz o que nos dá {un} uniformemente limitada
em Wo2,P(Q) . Mas, {u«} de fato é uniformemente limitada em W'3'p n wo2,P(Q) já que Q é
uma região C3-regular. Portanto como W'3'P(Q) está imerso compactamente em Wo2,P(Q),
existe subsequência de Cauchy convergente em Wo2,P(Q), ou seja, existe u C Woe,P(Q) tal
que u. -.-> u em Wiz''(Q) e segue a afirmação.

Verificado (3) podemos concluir pelo teorema da 'lYansversalidade que se n ? 2 Vh C
Uh* , exceto para um subconjunto magro e fechado, não existe solução pala (3.13) em h(Q)
satisfazendo i98 :; 0 em aQ. Basta agora considerar o caso n = 1 para concluirmos nosso
resultado.

Suponhainosentão n ::l

u" + /(z,u,u') 0 em « < n < b, u(.) = u(b) = 0. (3.15)

Perturbar Q = (a, b) significa apenas mudei a e Z). Mostraremos que para muitas escolhas
de a e Z, não existe solução de (3.15) com u'(a) = u'(b) = 0. Seja U(r, a) solução de (3.15)

com U= = 0 em 3ç = a. Assuma que para algum b > a /(b, 0, 0) # 0 e U(b, a) = Un(ó, a) = 0.

Considere a equação de duas variáveis U(z, a) = 0. Já que U=,(b,a) = /(b, 0, 0) # O temos

que VU(b, a) # 0 e então pelo teorema da função implícita existe uma única aplicação
P : (a c, a + c) ----} ]R tal que Uz(P(a), cl) = 0 para todo c- C (a -- c,a + c), logo não existe

solução para (3.15) em WHz''(a,P) pala (a,P) perturbação de (a, b), a menos que P = /7(a)

e U(P(a), a)
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3.6 Hiperbolicidade Genérica dos Equilíbrios de uí (-«),+

Considere a equação parabólica não liceal

u. ), + /(u), 0 < z < l (3.16)

comi condições de Neumann para o contorno u«(O,t) = u,(l, t) = 0 onde / : R ----} IR é C:

e a : 10, 11 ----.} R+ = (0, oo) é uma função CU

Uma função u é equilíbrio de (3.16) se somente se

(-,), + /(u) (3.17)

com u,(0, t) (l,t)
somente se o operador

Dizemos ainda que u equilíbrio de (3.16) é hiperbólico se

L«+ = (c.+.), -F f' Quà+

com @,(0) = @:.(1) = 0 é um isomor6smo.

Dado / de classe C2 considere a aplicação diferenciável

'P/ : .r;G(o, l)
« ---+ (-:.), + /(u)

onde -fÜ(0, 1) = {u C H'(O, 1); u:,(0) = u,(1) = 0}. Observe que tal conjunto é um subes-

paço fechado de -H2(0, 1) já clue n2(0, 1) C (;:(0, 1). Logo -rilã (0, 1) pode ser considerado
um espaço de Banach.

Proposição 3.8 0s equÍJzürÍos de ÍS..ZÕ) são todos Àiperóó/ecos se somente se 0 é ua/ar
regular de 'QÍ.

Prova. 0 é valor regular de @/ se somente se Vu C @ l(0) o operador

.L« : -Z:?.h(0, 1) --+ L:(0, 1) : # -} (aÓ.), + /'(u)Ó

é sobrejetor. -E« é um operador H'edholm de índice zero já que (a( ),), é lüedholm de índice
zero e /'(u)(') é um operador compacto em ]?.}(0, 1). Portanto temos que L« é sobrejetor
se somente se .L. é um isoinorfismo. l

Nesta seção faremos uma aplicação diferente do teorema (2.6). Não perturbaremos o
domínio, mas sim a função / na equação (3.16). Mostraremos que se a € C2(lO, ll, IR+) é
uma função monótona, então todos os equilíbrios de (3.16) são hiperbólicos em / : IR --> IR



3.6 Hiperboiicidade Genérica dos Equilíbrios de ut (-.:), + /(u) 50

C2 na topologia de Whitney j121 exceto em um conjunto magro, ou seja, todos os equilíbrios
de (3.16) são genericamente hiperbólicos em / C2 na topologia de Whitney.

Para obtermos a hipeibolicidade genérica de todos os equilíbrios de (3.16) em / na topo-
logia de Whitney, mostraremos primeiro a hiperbolicidade genérica de todos os equilíbrios
de (3.16) em / no espaço de Banach C2(]R, ]R). Provada a afirmação em C2(]R, R), obtemos
com certa facilidade a afirmação para / de classe C2 na topologia de Whitney.

Dito isto, privemos primeiro que se a C C2(lO, 11, R+) é uma função monótona, então
para todo / C C2(IR, IR), exceto um subconjunto magro, todos os equilíbrios de (3.16) são
hiperbólicas.

Para isto, vamos mostrar que, dado -N € N, todos os equilíbrios u da equação (3.16)
com llullXX,.(o,i) $ N são hiperbó]icos para toda / c C2(]R,IR), exceto em um conjunto
magro. Logo, fazendo interseção enumerável obtemos que todos os equilíbrios de (3.16) são
hiperbólicos em C2(R, R), exceto em um conjunto magro.

Inicialmente, vamos provar que os equilíbrios constantes de (3.16) com módulo limitado
por -N C N são todos hiperbó]icos num subconjunto aberto e denso de C2(]R, R). De fato,
seja u = uo C IR equilíbrio constante de (3.16) e Xo, Ài, ..., À., ... os autovalores do operador

r : -rÜ(o, 1) --+ L'(o, 1) : # --+ (aÓ,),.

C)bseivemos (lue uo é solução de (3.16) se somente se /(uo) = 0 e, nesse caso, .L.. é
não sobrejetor se somente se /'(uO) = Ài para algum i. Observe que tais autovalores são
enunleráveis e não possuem ponto de acumulação já que T é um operador limitado de
resolvente compacto. Seja -K € N o número de autovalores de T contido no intervalo
1--.W, .WI e defina a aplicação contínua

S : l-.V,X'l x C'(R,]R) ---+ R x IR : (z,/) .f'(z)).

S i(0, Ài) é fechado em IR x C2(R, IR), portanto possui complementar S i(0, Àiy aberto.
Sda OÀ. a projeção de S't(0,ÀÍ)' em C2(IR, R). OÀ. é aberto já que a projeção é uma
ap[icação aberta. Afirmamos que OÀ: é também denso em C2(]R, R). Seja .f uma função de
classe C2 e considere a aplicação diferenciável

A: Rs ..> ]R2 : (z,À,p) -+ (/(sç)+Àz+p,/'(z)+À).

Seja (z,À,p) C A :(0, À{).

-'«,»,«,-1 ;:8** : :
é sobrejetora, portanto pelo teorema da Transversalidade de Thom a aplicação

q'À,, : R a R: : z -} A(«,À,p)
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possui(0, À{) col-no valor regulam num conjunto residual de (À,p) C R2. Agora, (0, À{) ser
valor regular de üx,p implica que o ponto (O, Ài) não pertence a imagem de q'X,P. Então,
se A(z, À, p) = (0, ,Xi), existem À, /Z C ]R próximos a À, p respectivamente, de maneira que

(/(z) +Àz+jZ, /'(sç) +À) # (0, À{) pala todo a € 1--a, JVI. Suponha então que / C OÀ:', ou

seja, existe uo € 1--X, XI tal que A(uo,0,0) = (0, À{). Pelo fato observado acima existem
À, p C R próximos de 0 tal que

(/(z) + À:« + p, /'(z) + À) # (0, À{) para todo z c l--.V, al

De fato, g(g) = /(z) +Xz+/z pertence a OÀ. . Modificando-a fora de l---V, .VI podemos obter

Õ C OÀ: ta] que ã está próxima de / em C2(]R, IR). Portanto OÀ: é denso como queríamos
provar. Então UJ{ oOÀ;' é um conjunto magro e fechado de C2(]R, ]R) e todos os equilíbrios
constantes de (3.16) limitados por N são hiperbólicos no subconjunto aberto e denso de
C:(]R, IR)

yw = C'(R, R) - Uáo0x.'

De fato, para toda função constante u $ N equilíbrio de (3.16) temos que /(u) = 0, daí
como / C yly, /'(u) # À{ para 0 $ ã $ K implicando que u é equilíbrio hiperbólico de

(3.16).

Sendo assim, para mostrarmos que todos os equilíbrios de (3.16) são genericamente hi-
perbó[icos, basta n)ostras que todos os equi]íbrios de (3.16) ]imitados por ]V são hiperbó]icos
em Vh, exceto um subconjunto magro XX de }'w, pois assim, todos os equilíbrios de (3.16)

são hiperbó[icos em C2(]R, ]R) exceto o subconjunto magro { Ui:0 XÍ} U { Ui-0 0X.c} de
C2(R,IR).

Pata este fim, considere então a aplicação diferenciável

F' : Bw x yw --} -L2(0, 1)

(u, /) --+ (au:,), + .f(u)

onde

= {u C n'$(0, 1); llullxR,(o,t) $ -M}'

yW é o subconjunto aberto e denso de C2(R, IR) definido anteriormente e a C Ci(lO, ll, IR+)
é uma função monótona. Usando o teorema da Transversalidade mostraremos que para
todo / em yw, exceto um conjunto magro, a aplicação u --} -F(u, .f) tem zero como valor
regular. Então pela proposição (3.8) segue que todos os equilíbrios de (3.16) em -BW são
genericamente hiperbólicos em ylv de onde segue o resultado desejado.

As hipóteses (1) e (3) do teorema da transversalídade são imediatas, bastando apenas
verificar a hipótese 2(a).
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Suponha por absurdo que exista (u, /) c F'i(0) tal que a diferencial

Of'(u,/) : -Kã(0, 1) x C'(]R,R) ---> -L:(0, 1)

(á, ./) ----> (aü.), + /'(u)ü + .f(u)

não é sobrejetora.

Observe que a função u não pode ser constante, de fato, se u fosse constante o conjunto
{-D/'(u,/)(t2,0);l2 C J:r.}(0, 1)} seria igual a -L2(0,1) já que / C yW implicando que o

operador D-F(u, .f) é sobrejetor.

Então u é não constante e como sempre, existe çb € L2(0, 1) não nula ortogonal à imagem
do operador -D-F(u, /), ou seja,

#{('à:,), +/'(u)ü + .f(u)}(0, 1) e V./ C C'(R, R).

'f

l

0

Tomando / = 0 temos (lue áoi é{(at2,), + /'(u)ü} = 0 VÜ C -i;File(0,1) implicando que

# € .Fí}(0, 1) n C'(0, 1) é solução fraca, portanto solução forte de

.L.é = 0 em 0 < z < l (3.18)

já que a > 0. Fazendo agora ü = 0 temos que áol /(u)é = 0 V/ C C2(R, ]R)

Lema 3.9 Sey'a u : 10, 11 --> R solução não constante de Í3..ZV9.

C'(R, R) fe«.« q«.
S. ià j(uà+d« - Ü vf C

',.=,:, Üh * ,',:,:, Jh - 'Pe/çn(0,1) V l

.nde /ç lO, ll;u(p) = q . u'(p)

Prova. Observe que u, equilíbrio de (3.17) é uma função C3(0, 1), de fato,

(««,), -/(u) C C: (O, 1) H au. C C'(0, 1)

com a C C2(lO, 11, R+). Observe agora que /ç é um conjunto finito, já que u é solução não
constante de (3.17). De fato, se /ç fosse ao menos enumerável, existiria p C /a tal que
u"(p) = 0 implicando que u, C C2(0, 1) é solução da equação de segunda ordem

(-)- + /'(u)«

satisfazendo u,(p) = u.-(p) = 0, e então, pelo teorema de unicidade de EDOs u. = 0 e u é
constante, absurdo.
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Suponha p C (0, 1) um ponto crítico da função u. Numa vizinhança de p podemos
escrever 'ü como

u(") = u(p) + !!ill0 (« - py + o(z - p);

Sendo u solução não constante de (3.17) temos que u"(p) # 0. Suponha u"(p) < 0, (o caso
positivo é análogo). A imagem de um pequeno intervalo / = (p -- õi,p + õ2) ao redor de

p é então um intervalo da forma (q c,çl, onde q = u(p) e é > 0. Então para z C /e
y C lç c, çl temos que

u(z) <-+ y-q !1l1l©(z-p):+o(l(z p)l;)

++. z/ - q - !!i:l0(« - p)' + o(l(« - p):l{)

'-: (" - py - Ü;lil»(y - q) + o(l3/ - çl{)

Observe que u é um a um em cada um dos intervalos b -- ãi,pl e b,p + (i21 sobre lç
com

c,ql,

(z -P)

?3ãP V't + OGy - ql b

Z9i-ãP (i + o(lv - çl{)),

ou seja,

ü - :-.1%S:iP- -- oq,
Seja g. : R --} R a seguinte função:

çl) (3.19)

,.-{ f se IZ/ -- çl $ '

caso contrário

Através de (3.19) podemos determinar aproximadamente o valor de ãi

+ o(.)

Portanto, a integral
P

g.(u(z))é(z)dz .z'': é-'(«)~«
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3*'',(«ljã -- .'.o
*'',(«@h * ''*,)

õi,p). Fazendo € --} 0 temos que a integral tende apara algum i C (p

De maneira análoga obtemos o mesmo valor para a integral InP+Õ' g.(u(z))#(z)dz quando
c -.} 0. Então somando sobre todos os p C u-l(q) temos que

,.'«'«"*'«,~« - "e,.=,:, ]% * ,..,..,:,
quando c ---> 0, onde /ç = {p C IO, lj; u(p) = q e u'(p) = 0}. Observe que qualquer função

em C2(]R, ]R) pode ser aproximada por funções do tipo gc. Portanto, podemos afirmar que

, \- .Égl .... s-- .É22:. -.
..(;h,o '«I" (p)l ,./S:Õ,:} '«l«'"(p)

jú que por hipótese Xol /(u)édz = 0 V/ c C2(]R, ]R). l

Observe que se lu(0) ' {0} temos que @(O) = 0. Como @ C -ii.irP(o, 1) nc2(o, 1) e satisfaz
(3.18), temos pelo teorema de unicidade de soluções de EDOs que @ = 0, contradizendo o
fato de que # é não nula. Portanto, @(0) # O.

Dado p c lu(o) temos clue a(p)u-(p) + /(u(p)) - o, o que nos dá u-(p) - --JEliÍSI»

Portanto, já que a > 0 temos que para todo p C /u(0), uzz(p) possui o mesmo sinal. Então,
se u-(p) > 0 (o caso negativo é análogo) temos que Vp C lu(0)

s-- e©. .... s--
"/.P)nO,O ««'"(P) «/.H)nlo,:} V«'"(P)

l

0

2

Defina a aplicação diferenciável

«(«, «(«), «(«» - ; ('(«(«»: -- /' «,(«N)'~.) -'- '@(«»
onde G é uma primitiva de /. Sendo u solução de (3.17) temos que

(1}(-,' -- /1' .,«,''4 -- '(«))x'L ./ 0 / z

u,(-- + ««u, + /(u))
0

«,(«,«,«,)
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Portanto, w(z, u, ur) é uma função constante e para p C /u(0) temos que

«,(P, u(0), 0) - «,(0,u(0), 0)

ã l a,.uâds.

Como u não é constante em 10, 11, para todo € > 0 a função u, é não nula em (0, c). De
fato, se isto não fosse verdade a solução constante u = u(0) satisfaria a EDO (3.17) com
valor inicial u = u(O) e então pelo teorema de unicidade de EDOs u = u mas por hipótese
u não é constante. Logo podemos concluir que a. = 0 em lO,pl, já que a é uma função
monótona, e daí temos que a equação (3.16) é uma equação com coeficiente constante em
lO,pl para todo p C lu(0)-

Seja P = maná/u(O)}, P C /u(O), de fato, como foi visto na demostração do lema, o
conjunto /ç é finito para todo q já que a função u não é constante.

Então, até aqui, nossa hipótese de absurdo implica na existência de uma função #
solução clássica da equação (3.18) e que a é constante em lO,PI c lO, ll.

Considere agora a equação

P

0

«- + /'(u)u 0 < z < ». (3.20)

Já que (3.16) é uma equação com coeficiente de difusão constante em lO,PI temos que as
funções u, e @ satisfazem (3.20) com u,(0) = 0, u-(0) # 0, @(0) # 0 e #,(0) = 0. O
Wronskiano de (3.20) é constante para qualquer duas soluções dadas, portanto temos que
para alguma constante c

u,é, -- u-Ó = c Vz C lO,»l

Dado p c .C4(0) temos que p c lO,PI e

*"' - -ah - xh
que é constante em /u(0).

Então, pelo lema (3.9) temos que

Hh e,.,.h..,:, ah ''' ,.,...,...,:, ví;m) - .
de onde podemos concluir que @(p) = 0 Vp C /u(0) e portanto @(0) = 0 contradizendo nossa
hipótese de absurdo. Logo a hipótese 2(cv) do teorema da 'l:ransversalidade está verificada
e segue afirmação de que todos os equilíbrios de (3.16) são hipeibólicos em C2(R, R), exceto
a-r] uin conjunto magro.

Vamos agora mostrar o resultado principal desta seção
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Teorema 3.10 Se a C C2(lO, lj,IR+) é uma /unção monátorza, enfio todos os equilíórÍos

u. ), + /(u), 0 < « < 1

de

"«. ««dÍçõ« d. .Ne«m'nn p"« . ««'"n. u.(0,t) = u.(l,t) .ã. g.««ác.m.n''
hiperbólicas em j Ca na tipologia de WhitneU.

Prova. Para provar o teorema, basta mostrar que o conjunto Fly das / na topologia de
Whitney que possui todos os equilíbrios em -BW C -ljr}(0, 1) hiperbólicos é aberto e denso
na topologia de Whitney já que tal espaço topológico é de Baire.

Primeiro observe que FW é denso. Seja / uma função de classe C2. Como todos os
equilíbrios de (3.16) pertencem a BW, existe um intervalo la,ól C R tal que a imagem de
todos estes equilíbrios estão contidos em la, ól. Tome g c C2(R, IR) tal que g = / em la, ól.
Se g não possui todos os seus equilíbrios hiperbólicos em -BW existe g C C2(IR, IR) próxima a
g em C2(]R, R) que possui todos os equilíbrios hiperbólicos pelo que foi demonstrado antes
no exemplo. Seja / = / g + ©. / está próxima a / na topologia de Whitney e todos os
equilíbrios de (3.16) em .B/y para / são hiperbólicos. Portanto Fw é denso na topologia de
VVhitney.

Provemos agora que FW é aberto. Suponha por absurdo que exista uma sequência
{/n} fora de FX convergindo para / C F/V. Então existem sequências {u.} C .BX e

{@«} C /7.&(0, 1), ]ol(Ó«): = 1 satisfazendo

('(u«),), + /n(u«) = 0 e (a(Ó«),), + .Ü(u«)@. 0Vn

Na demonstração do lema (3.9) vimos que u. C C3(0, 1). Portanto cada u« pertence a
.IJa(0, 1) n -llí}(o, l). Observe também que cada u« possui imagem em la, ól e portanto a
sequência {u«} é uniformemente limitada em -Ha(0, 1). Como HS(0, 1) está imerso compac-
tamente em H2(0, 1), passando a subsequência, existe u C l/2 (0, 1) tal que u. ---+ u. Por

argumento análogo temos que cada é« C -H's(o, 1) n liíirP(0, 1) e, passando a subsequência,
existe @ C JIÜ.(0, 1) não nula já que /oi(Ó«)2 = 1 tal (lue Ó« o @. Sendo assim, quando
n ----.> oo temos que

(-,), + /(u) ), + /'(u)é

Logo, nossa hipótese de absurdo produziu um equilíbrio u C -BX para .f que não é hi-
perbólico, absurdo. l
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