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Resumo

Neste trabalho, apresentamos uma versão do teorema de Ovcyannikov-'lYeves no

ambiente das funções generalizadas de Colombeau. Introduzimos as aplicações gene-

ralizadas a valores em escalas de espaços de Banach, estabelecemos, para o problema

linear, coladições para existência e unicidade de solução, assim como compatibilida-

de com a solução clássica C'-. Para o problema não linear estabelecemos condições

para existência de soluções.

Abstract

In this work, we study a version of the Ovcyannikov-Treves theorem in the Co-

lombeau's generalized functions framework. We introduce generalized mappings

taking their values on scales of Banach spaces, we also establish conditions for exis-

tence, uniqueness and compatibility with the classical (l;' solution in the linear

case, and, for the nonlinear problem, we state conditions for existence of generalized
solutions.
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Introdução

Desde sua criação, no início da década de 1980, a teoria das Funções Generali-

zadas de Colombeau tem sido utilizada, com sucesso, no estudo de problemas não

lineares envolvendo distribuições sem, é claro, excluir o tratamento dos problemas

lineares. Inicialmente concebida para resolver o problema de definir um produto

geral de Distribuições, a teoria criada por J. F. Colombeau origina métodos cuja
elegância e flexibilidade têm permitido que seja utilizada em muitas áreas diferentes

da Análise. Uma apresentação detalhada de várias aplicações e extensões da teoria,

assim como várias referências, pode ser encontrada nos trabalhos de M. Obergug-

genberger 1221 e M. Kunzinger j171. Neste trabalho, propomo-nos estudar algumas

possíveis versões do Teorema de Ovcyannikov no contexto da teoria de Colombeau;

para isso, será necessário, antes de mais nada, que recordemos esse resultado clássico

assim como alguns conceitos a ele relacionados e estabeleçamos algumas notações.

Denotaremos com o símbolo K indistintamente tanto o corpo IR dos números reais

quanto o corpo C dos números complexos, e o símbolo l denotaiá o intervalo lO, lj;

além disso, dado a > 0, a bola aberta de centro na origem de K" e raio a será

denotada por Ja.

1.1.1 Definição (Escala de espaços de Banach). Seja Xo um espaço de Ba-

nach e consideremos (X,, 11.11,),.: uma família de subespaços de Xo, verificando a

propriedade

l(EB)l para cada r, s C 1, cola r < s, X. --, X, com a inclusão natural de norma
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menor ou igual a um, isto é, as aplicações

z: : X, --, X,

« - .;(«) -«

verificam

lt:(u)ll, 5; llull. , para todo u C X,

Uma escala de espaços de Banach é um par, (X, (X.)), constituído pelo IK-espaço

vetoiial X := U.cl X,, obtido como o limite indutivo na categoria dos espaços veto-

riais, e a família de espaços de Banach, (X,, ll-ll,).ci.

O clássico Teorema de Ovcyannikov linear foi apresentado por L.V. Ovcyannikov

em l23j. Nesse artigo, o autor introduz uma classe de operadores lineares, L(t),

chamados por ele de operadores de tipo 1), que amuam sobre escalas de espaços de

Banach (não necessariamente com parâmetro limitado) e destaca a subclasse dos

operadores s ng lares numa escala de espaços de l?anata, que podem ser descritos

da seguinte forma:

(HI) L(.) é contínuo em J.., para algum a > 0, a valores em Z:(X,; X,), para cada
r, s com 0 $ r < s $ 1;

(H2) existe uma constante a > 0 tal que para, cada t C Ja e quaisquer que sejam
0 < r < s < 1 verifica-se

lll(t)ll'W,;x,) $ ;:; (1.1)

L.V. Ovcyannikov exibe, ainda nesse primeiro artigo, alguns exemplos de escalas

de espaços de Banach e prova um teorema de existência e unicidade de soluções para

problemas de Cauchy da forma

u(0) C X.

com 0 < se $ 1 dado. Aplica seu resultado em problemas de Cauchy do tipo

-#-E«'',:«+«'« «i.-.-«.(«)
2
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com coeficientes contínuos em t e analíticos em z. Seu resultado passou também a

ser conhecido como a versão abstrata do Teorema de Cauchy-Kovalevsky, uma vez

que esse conhecido resultado é um caso particular de seu Teorema. Logo após o

trabalho de L.V. Ovcyannikov, F. Treves publica uma monografia, l27j, onde, em

seu Capítulo 1, reapresenta o resultado de Ovcyannikov com uma prova detalhada

do teorema de existência e unicidade de soluções para problemas da forma

:= "+/(t), u(0)

com .f C C'(Ja;XI). F. Tteves estende esse estudo para a dependência contínua e

regularidade de soluções; além disso, avança mais ainda ao considerar o problema

dual, que é a consideração do dado /(t) como uma distribuição (é claro que L(t)
deve ser tomado na classe (J' e não se considera condição inicial alguma), o que Ihe

permite dar uma prova mais simples do teorema de Holmgren. Algo que deve ser

observado é a indicação de F. Treves sobre as possibilidades de extensão e aplicações

a outros problemas, além da consideração de uma versão não linear para esse teo..

rema. No artigo 1281, F. 'lYeves inicia o estudo de uma formulação não linear para

o Teorema de Ovcyannikov. Nesse trabalho, F. 'lFeves considera um problema da
forma

(1.2)

$-F'(", t), "(0)-". (1.3)

no qual o termo F(u, f) é uma aplicação analítica nas duas variáveis, ou seja, aqui

ele considera que .F(u, t) tenha uma representação da forma
+oo +oo

r'(«, t) - >: >11: 4,,(« - «.)t'
p-o q-o

onde

e Eo,ç = Eo.ç c X, para cada s < 1;

Cn q
e existe uma constante c > 0 tal que lIXo,çll, $ c' ?7 ' com q :; 0, 1, . . .;

' para p - 1,2,.. . e para cada u € X,, FP,q(u) = FP,q(u,.. . ,u), onde FP,ç é

uma aplicação p-linear XsP --} X, para 0 $ r < s $ 1, satisfazendo ainda a

condição: existe uma constante r > 0 tal que para cada (ui, . . ,u.) c XT

llFp.,(«:, . . . , «,) 11, $ q;::l-- llu- ll. . . . ll«,ll,
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F. 'lleves prova então existência e unicidade de solução analítica para o problema de

Cauchy (1.3) . Nesse artigo, também são apresentados vários exemplos significativos

de escalas de espaços de Banach, bem como dos operadores não-lineares singulares

nas escalas consideradas. Dando continuidade ao programa estabelecido por F. lYe-

ves de exploração do Teorema de Ovcyannikov, F. 'lYeves e P. Duchateau publicam

j141, artigo no qual estudam o problema (1.3), porém eliminam a hipótese de ana-
liticidade da função F'(u,t) em relação à variável u. O método de demonstração

também é por aproximações sucessivas como considerado no caso linear em 1231 e

em 1271. Novos exemplos de escalas são construídas, com os respectivos operado-

res singulares. Estudam também a regularidade (Gevrey) da solução e, do mesmo

modo que F. Treves já havia explorado no caso linear, aplicam seus resultados a

problemas de Cauchy nos quais aparecem operadores pseudodiferenciais. Observa-

se, no entanto, que é necessário que o termo F'(u, t) esteja definido globalmente com

respeito a u na escala (X, (X;)). Em 1241, L. V. Ovcyannikov apresenta sua versão

para o caso não linear. Nesse novo trabalho, Ovcyannikov introduz o conceito de

operador quase-diferencial numa escala de espaços de Banach e a aplicação F(u, t),
embora não necessitando ser analítica em u, deve verificar a condição de ser quase-

diferencial. Essa condição também limita o tipo de escalas que são consideradas,

uma vez que envolve propriedades de convexidade e diferenciabilidade das normas

na escala. O método de demonstração de seu teorema de existência e unicidade
é uma modificação conveniente do método de aproximações sucessivas já usado no

caso linear. Em j181, L. Nirenberg apresenta uma nova versão para o teorema de

Ovcyannikov. Nesse trabalho, suas hipóteses são bastante diferentes de 1241 e, num

certo sentido, mais simples. Exigindo uma certa diferenciabilidade do termo F'(u, t)

em relação a u e condições sobre a "derivada de Fréchet" -D«F(u, t), que implicam

em ser um operador linear singular na escala (X, (X.)), acrescida de uma outra con-

dição que controla o tipo de singularidade apresentado por F(u, t), ele apresenta

inicialmente uma nova forma do teorema linear (com hipóteses mais fortes que o

exposto em l27j) e, em seguida, seu resultado para o caso não linear. Seu método

de demonstração, baseado numa análise detalhada da prova do caso linear em 1271,

utiliza o teorema do ponto fixo de Banach conjugado com um processo de lineari-

zação do problema (1.3). T. Nishida apresenta, em j191, uma versão mais simples do
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teorema não linear de Ovcyannikov (agora na versão não linear chamado também

de Teorema de Nirenberg). Sua hipótese mais importante sobre o termo -F(u,t)
pode ser descrita como: para cada r < s < 1 , para cada u, t; C X, com llull, < R,
llull, < R e para cada t com ltl < a

llP(", t) - r'(", t)ll, $ !ia!!:;l® (1.4)

onde C' é uma constante independente de f, u,u, s ou r. Outro fato curioso é não ha-

ver hipóteses sobre "diferenciabilidade" de F'(u, t). Voltando às origens do teorema

abstrato de Ovcyannikov, que sempre esteve ligado a problemas da hi(hodinâmica

como pode ser conârmado em 1251, T. Kano e T. Nishida, em j161, apresentam uma

forma um pouco mais geral desse resultado, baseando-se na prova do Teorema de

Nirenberg e com hipóteses semelhantes a (1.4). Outras aplicações e uma nova for

mulação são exposta em 1201. Em l41, K. Asano apresenta uma nova extensão para

o Teorema de Nirenberg, e o método de demonstração também consiste em aplicar

o teorema do ponto fixo. Finalmente, citamos o trabalho de Russel E. Cafiisch,

l61, no qual uma nova versão do teorema de Nirenberg é demonstrada e novamente

hipóteses adicionais sobre a "derivada de H'échet" de -F(u, t) são exigidas.

O breve resumo acima nos coloca frente à possibilidade de extensão dos resulta-

dos mencionados (pelo menos os abstratos) para a Teoria de Funções Generalizadas

de Colombeau. Uma tal possibilidade se apóia em que J. F. Colombeau utiliza o

teorema de Ovcyannikov em j101 para um estudo do teorema de Cauchy-Kovalevska

linear no ambiente das funções generalizadas e ressalta a importância, para apli-

cações nesse novo contexto, das estimativas apresentadas por F. 'rYeves em 1271.

Em um outro trabalho j121, Colombeau volta a sugerir a utilização do teorema de
Ovcyannikov, juntamente com o método de tomar "derivadas regularizadas" , para

o estudo do teorema de Cauchy-Kovalevsky (linear e não linear) no ambiente das
funções generalizadas. As possibilidades de concretização deste projeto, surgiram a

partir das aplicações levadas a efeito por J. F. Colombeau e do trabalho de Roseli

Fernandez apresentado em sua tese de doutorado j151 .

No desenvolvimento deste trabalho, devemos destacar algumas particularidades

de uma nova formulação para (1.2), dentro da teoria de Colombeau:

(a) a introdução de uma nova classe de funções generalizadas definida sobre abertos
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de um espaço de Banach E e a valores em uma escala de espaços de Banach.

Quando E=lR" é esse tipo de espaço, aqui denotado por Ç(Q; X) que será o
universo de variação do dado / e da solução u. Observa-se que o dado uo deve

ser tomado como um vedor generalizado em XI

(b) a consideração de aplicações generalizadas a valores nos espaços Z:(X,, X,) e
também uma lei de composição de modo a fazer sentido o lado direito de (1.2)l

(c) uma reformulação de (1.2) de modo que seu caráter pontual não esteja presente

Para a consecução dos itens destacados acima, procuramos adorar um programa

dividido em três etapas.

Etapa 1: No Capítulo 1, após recordarmos alguma definições relativas a
funções generalizadas em espaços de Banach, e os elementos de Clálculo Diferencial

que são necessários, não só para essa revisão como também para o desenvolvimen-

to do material subseqüente, introduzimos a definição para o espaço das aplicações

generalizadas definidas sobre abertos de IR" tomando valores numa dada escala de

espaços de Banach. Estudamos as principais propriedades desses espaços e introdu-

zimos também a definição de vetores generalizados numa escala.

Etapa 2: No Clapítulo 2, oferecemos a definição de aplicações generalizada

admissíveis e provámos ser possível definir uma regra de composição entre tais apli-

cações e os elementos de Ç(Q; X). Por razões técnicas, tivemos de destacar as apli-
cações localmente limitadas.

Etapa 3: Estudamos o problema (1.2), no Capítulo 2, quando -L é uma aplicação

linear generalizada singular localmente limitada. Nesse caso, mostramos existência

de solução pelo método de aproximações sucessivas usado clmsicamentel verificamos

também, usando os resultados clássicos de existência e unicidade, um resultado

sobre unicidade de solução generalizada e também a compatibilidade com soluções

clássicas (;". Como no caso clássico, aplicamos o resultado abstrato ao problema

de Cauchy-Kovalevsky linear com coeficientes generalizados de um tipo conveniente.

Observamos que o resultado obtido por esse procedimento é, de certa forma, o mesmo

que o obtido por J. F. Colombeau e exposto em j101.
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O estudo do problema não linear em escalas de espaços de Banach

l $w --p«,«w

l «(o) - o

(1.5)

foi dividido em duas etapas.

Etapa l: Introduzimos uma nova classe de funções generalizadas definidas sobre

um produto de um aberto Q c ]R" por um subconjunto ]Ba := U,ci-BÊ(0) da escala

de espaços de Banach X e a valores na mesma escala. Definimos então o espaço das

aplicações singu]ares -R-limitadas na esca]a (X, (Xs)), denotado por ÇR(Q x ]Ba; X).

No Capítulo 3, definimos também uma regra de composição entre elementos de
Çn(Ç2 x ]Ba; X) e elementos de Ç(Q; X).

Etapa 2: Estudamos existência de soluções generalizadas para (1.5), usando

o mesmo método usado em j161. Aplicamos também o resultado abstrato a um
problema da forma

1. u(0,;)

com (f, ,) C ]R x C"

E$«,4 - «j(t, ', "(t, '))g;(t, ')+ ".(t, ', "(t, '))

n

lJ
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Capítulo l

Funções Generalizadas em escalas

de espaços de Banach

Neste capítulo, apresentamos uma construção do espaço das aplicações genera-

lizadas definidas em abertos de IR" e tomando valores em uma escala de espaços de

Banach. O objetivo deste capítulo é o de estabelecer notações e também recordar

alguns resultados da teoria de Colombeau.

1.1 Definições e propriedades das funções genera-

lizadas

No que se segue, K denotará indistintamente tanto o corpo IR dos números reais

quanto o corpo C dos números complexos. Além disso, denotaremos por l o intervalo

aberto em 0 e fechado em 1, isto é, 1 :=10, ll c IR. N sempre indicará o conjunto

dos inteiros não negativos e N* o dos inteiros positivos. Recordaremos inicialmente

a construção do espaço das aplicações generalizadas definidas em abertos de um

espaço de Banach E, e tomando valores em um espaço de Banach F e para isso

utilizaremos como referência 1301, cujas notações e resultados serão brevemente, e

sempre que necessário, reunidos aqui.

Sejam E e F dois K-espaços de Banach. Por Z:(PE; F), denotaremos o IK-espaço

l



de Banach das aplicações p-lineares contínuas de EP em F com a convenção de que

quando p = 0, r(oEI F) := F. Convencionámos também que, quando p # 0, a norma

em r(PE; F) será denotado por ll - 11.. Usaremos ainda a identificação ,C(]K; F) = F

1.1.1 Definição. Sejam E e F dois IK-espaços de Banach e Q / ü um subconjunto

aberto de E. Denotaremos por Cln; FI o conjunto das funções â : l xQ ----, F tais

que para cada c € 1,

â(e, .) c C'(Q; F)

Verifica-se que silo; FI é um K-espaço vetorial quando munido das operações

pontuais, quais sejam, dadas â, õ c CIO; FI e À c K, (â+i)) c Cln; FI e Àâ c CIO; FI

são definidas por

(â + õ) (., :«) â(., z) + õ(., z) e (.Xâ)(., z) Àâ(c,z)

para cada c € 1 e z C Q

1.1.2 Notação. Se p € N e â C Cln; Fj, podemos considerar a aplicação IK-linear

cr' : â c Cln; FI -, (#'â üü' € 8ln;Z('E;F)l (1.1)

definida do seguinte modo, para cada c C l e z € Q,

âQ»(c,z) : ,.)l@(z)

1.1.3 Definição. Sejam E e F IK-espaços de Banach e Q # ü um subconjunto aberto

de E. Denotaremos por eMIr; FI o conjunto das aplicações â C CIO; FI tais que para

cada K CC Q e p C N existem /V C IV, c > 0 e ?7 C l verificando

sup llâ(p)(c, z)llP $ ce'x para cada 0 < c < ?7

Uln elemento de 8MIQt Fj é chamado apZácação rrzoderada em Q a valores ein F

Verifica-se que fMIQt Fj, munido das operações pontuais, é um IK-subespaço vetorial

de €1(2; FI.

aCK
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1.1.4 1Jehniçao. :Sejam E e F ]K-espaços cle Banach e SZ f W um subconjunto aberto

de E. Denotaremos por ./V'jn; FI o conjunto das aplicações â € CIO; FI tais que para

cada K CC Q, p € N e q C ly, existem c > 0 e ?7 C l tais que

sup llü(P)(c, z)llP $ ccq para todo c cl0, 771

Um elemento de ./V'jn; FI é chamado apZícação nula em Q a valores em F. Verifica-

se facilmente que ./V'jO; FI é um subespaço vetorial de 8M 10; FI.

1.1.5 Definição. Sejam E e F ]K-espaços de Banach e ç2 # 0 um subconjunto

aberto de E. Denotaremos por Ç(Q; F) o ]K-espaço vetorial quociente de 8MIQ; FI

por ./V'jO; Fj, isto é,

zcK

ç(Q;F):= 8w tn ; F\

Um elemento de Ç(ç2; F) é chamado aplicação generalizada em Q a valores em

A demonstração da seguinte proposição também é encontrada em l30, pág. 101.

1.1.6 Proposição. Sejam E e F dois K-espaços de Banacà e Q # 0 um suóconyunta

aberto de E. -Dados p, q c N valem as seguintes aármações

(a) Se â c 8MIQ; FI, então âM c 8MIQ; Z(PE; F)l.

(b) Se â c .Vln; FI, então â@ c .VIQ;.C(PE; F)l.

Dado p C N, a Proposição 1.1.6 mostra que a aplicação definida por (1.1) induz

uma única aplicação K-linear de Ç(Q; F) em g(Q; C(PE; F)) que ainda é denotado

por dP e chamada derivada de ordem p; além disso, essa aplicação é tal que, se

/ C g(Q; F), então, dado um representante qualquer / C é:MIQ; FI, teremos

.fw:- a''/:- .fw + .V(O;r('n; F)) .(1.2)

1.1.7 Proposição. Sejam E e F dois IK-espaços de Banana e Q 7é 0 um suóc07Üunto

aberto de E. f'fiado p C N e dada / € a'(Q; Z(PE; F», consideramos a aplicação

.f : l xQ --, Z:('E; F) de$nÍd« po,

.f(c, z) : P«« c«d« (c,z) C l xQ ,

F
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então / C eMIr; r(PE; F)l, a aplicação

.f C 0'(Q; Z:('E; F)) -» / C eMIr; r('E; F)j

ê K.-linear e inJetora. e, po'rtanto, de$ne o K.-horTtomor$smo inletiuo de espaços

uefoãaãs

.í8,. : a'(o; ,c('n; p)) --, ç(o; .c('n; p)) ,

com Jã.p(/) = / + ./V'jO; ,C('E; F)) e, em pa ocular, podemos ident@car C'-(Q; F)

com um suóespaço de g(Q; F) e escrever

a'(Q;F)c Ç(Q;F)

ll'ando erríl 'esta esse fato, e sempre qwe for conveniente, não farePítos distinção

entre a .@mção / C O''(Q;F), o elemento moderado / C eMIr;FI, ou a aplicação

generalizada .jn.F(/) C Ç(Q; F) .

l.l.l Complem.entos do Cálculo

Recordaremos aqui a definição de derivadas parciais; tais objetos serão muito

importantes para o entendimento das noções a serem introduzidas no capítulo 3.

Sejam Et , E2 e F, IK-espaços de Banach, E = Ei x E2 o IK-espaço de Banach produto

e Q Ç E um subconjunto aberto de E. Seja / : Q --, F uma aplicação contínua.

Para cada ponto a = (ai, a2) C Q consideramos as aplicações injetoras Ài : Ei --, E
(á = 1, 2) definidas por

À:(«:) («:,«,) e À,(z,) - («:,«,)

A aplicação composta / o Ài, (á = 1, 2) está definida no aberto Ài:(Q) C EÍ que
contém ai C Ei; essa aplicação, / o À{, é chamada {-ésima aplicação parcial no ponto

a

1.1.8 Proposição (Cartan l71). Oorn as notações precedentes, se / é di@renciáueZ

no ponto a, então, para cada { = 1,2, ü aplicação parcial f a Xi é dã.ferevLcãáuel no
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ponta ai. Representaremos com Dif(aà ou DilF(.üx,CLaà Q deüuada dessa apticctção

parcáa/ no ponto a. .Di/(a) é um elemento do espaço ,C(Ei; F) e é chamado deüuada

parcáaZ de / com respeito a içi no ponto a. .4Jém disso, se /'(a) C É(E; F) denota a

deriuüda de f no ponto CL, tem-se

/'(«)(h,k) OI.f(a)h + Ozj(a)k

para (A, k) C Ei x E2

De modo geral, vale a seguinte

1.1.9 Proposição. S(yam F, Ei e E2 IK-espaços de l?aDaGA e E ;: Et x E2 o espaço

proa fo. Soam Q Ç E um subconjunto aberto de E e / c Ck(Q; F), então para cada

p = 1, . . . , k tem-se, para cada a C Q

.fW(')' (A:, ,hp) - >1: .Oj:
l$.ji , . . ..jP $ 2

para cada hi = (An, hi2) C E, ã = 1, 2, .

n.,/(.) l A:.: , h'', (1.3)

r)nmnmn mnnnn vomAci nnf)nao oa \anrlp n riam
l/t-llÜvrbübl urs url/. v CXlllvo cbl/UllCxa /v\cDX CD \x\./lll

a prova completa deve ser feita por indução.

Sendo / duas vezes diferenciável em a, segue-se que existe uma vizinhança aberta

V C Q de a tal que /'(z) € ,C(Ei x E2; F) para cada z C I''. Além disso, vale, para

cada h = (hl, h2) C E,

2,sendo queonstração para o caso p eS

.f'(z)(hi, h2) = 1>: Z)j/(z)hj para cada " € 1''

Aplicando (1.4) a /" no ponto a, resulta, para cada (kl, k2) C E,

/"(«)(k:,k,) («)k;

Observe que /"(a) C ,C(E; .C(E; F)); desse modo, teremos /"(a)(ki, k2) C Z(E; F)

e .D:./'(a) C Z(Ei;É(E;F)). Assim, Z)i/'(a)ki c Z:(E;F). Seja (Ai,h2) C E =

2

lJ

2

l&

5
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Et x l$2, então por (1.5), teremos

(/"(«)(k:, k,))(h-, h,) .f'(«)k:)(h:, h,)

Vamos reinterpretar o segundo membro de (1.6). Consideremos a função z C

y -, /'(z)(hi, A2) C F, então derivando parcialmente em relação a iç: e, levando em

consideração (1.4) (veja também l7, Th.2.4.31), segue-se que

(-0:/'(«)k:)(h:, h,) - >:lD: (.0i/) (.)h} hj

De fato, temos a aplicação z c y -, /'(z) € r(E;F) e também a aplicação

constante A : z C }' -» (hl, h2) C E. A forma -B : .C(E; F) x E --, F, B(-L,u) := -L(u)

é bilinear e contínua; portanto, a função @ : z C y -» B(/'(z),A(aç)) C F coincide

com a aplicação z € y -, /'(z)(hi , /b) C F, que se deriva parcialmente em relação a

z: usando-se a forma @ e o Teorema l7, Th.2.4.31. Como .Di@(a) C Z(Ei; F), segue-se

que, se kí C Eí, teremos Z)i@(a)k{ C F. Pela fórmula de Leibnitz, aplicada a B, e da

definição de @, resulta, usando a l7, Prop.2.5.21,

2

lZ

2

lJ

(1.6)

(1.7)

0:@(a)k: B(-0:/'(«)k:, À(')) (0./'(«)#:)(A: , h,)

Isso mostra como se pode obter o primeiro membro de (1.7). O segundo membro

de (1.7) é obtido de modo análogo usando-se as derivadas parciais em lugar da
derivada. Define-se

DiDifQaÕ O: (Dj/) (a) C Z(E;; Z(Ej; F))

Portanta, para cada k{ C E{, tem-se .Di(Z)j/)(a)ki C r(Ej; F). Assim, para cada

hj c E, teremos l D:(-Oj/)(«)k: l j C F. P'd'm" "tão escre«r (1.6) d' seg«ante
modo

(/"(')(k: , k,)) (h: , h,) - >: >1:(n:ní/(.)k;)hj
; l ;-l

2 2
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Agora podemos induzir a fórmula geral pondo

1(/w(«)(h::, h«))(h«, h«)) . .)(h.:, À.,)

}:( .((-o- -.o:..f(«)A«:)A,:,)
l$ei ' ' .ip $2

Considerando agora o isomorfismo

É(E:: ; r(E{,; . . . ; ,C(Ei.; F))

P

.) çg Z(ll E{,; F
P-

e definindo A, := (A,l, h,2) C Et x E2 = E para l $ r $ p, podemos escrever

.fM(«) '(A-, - .. ,h,) nj. . . .-0j./(")(h:j:,h',',.. . ,h,j,) € F
l$.ji , . . ..jp $2 '' '

D

1.1.10 Observação. Sendo /(p)(a) C r(PE; F) uma aplicação planear simétrica,

é possível verificar que, se (.jt,...,.j,) C {1,2l' e (ii,...,i,) C {1,2l' for uma

permutação de (jl, . . . , .j.), então

Dj.f(a) (.hlj. , hzj. , , h.,.) - -o:: D:..f(.) (A«: , h,', ,

No caso particular em que Ei :: IR", usaremos a notação -Dt para a derivada

parcial correspondente e -D, para a derivada parcial em relação a E2. Assim, resulta

que existe uma constante c(n,p) > 0 tal que

ll./'U(«)ll $ '(n,P) >1:11-oÍ "-0g.f(«)l

P

:0q

(1.8)

com Of çDIÍ/(a) C r(h'dR"; É(qE2;F))

Quando ,E = IK", podemos dar uma caracterização das aplicações generalizadas

em termos de derivadas parciais (veja l30, prop. 1.2.19 l)

1.1.11 Proposição. Sejam Q # 0 um swbc07%junto azedo de IK" e F um espaço de

Banach. As seguintes a$mnações são verdadeiras
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(a) u c cMI(2) FI se e s07nente se para cada K C:(= í2 e cada a C IVn ezzste77z Ar C IN

c > 0 e ?7 C l ta s gue

sup l8'â(c, z)l $ cc'Jvpara cada 0 < c < ,7

(b) â € A/'K2; FI se e somente se para cada K CC Q, cczda a C N" e q € N ezásfem

c > 0 e 77 C l tais qzzc

sup la'â(c, z)l $ cs' para cada 0 < c < ,7
z€K

Ueri$ca-se também que Õ'(fMIQ; FI) c é:Mlç2; FI e que a'(.A/'lO; FI) c .WIO; FI,

parca cada, cl çi N" o que justi$ca de$nir Q deüuada parcial de ordewt a de f C g(ç \ F)

por

a'/ := õ'/ + ./V'jn; FI ,

com f se'n,do um re7)resentante qualquer de f

Sejam E, Fi, F2 e G K-espaços de Banach e seja -B : Fi x F2 --} G uma aplicação

bilinear contínua. Dadas as aplicações .Ai C r(PE; Fi) e Á2 C Z(ÇE; F2) com p, q C N,

definimos a aplicação .4i..42 C C(H'ÇE; F2) por

.4i-Á2 : (]çl, z2) c EP x EÇ H .B(..'lt(sçi), .A2(z2)) c G

Para simplificar, usaremos a notação

-B(.4:(z:), -.4,(#,)) - .A:(z:).4,(z:)

Em particular, se .'!i C ,C(PE;Fi) e u C F2 = Z(oE;F2), então a aplicação

.,'i:u C ,C(PEI G) é definida por

.'l:u : z C E' n -B(.A:(z),«.,) C G e (.4t(z))u := -B(.Á:(z),u)

De modo análogo, se .42 C r(ÇE; F2) e u C Fi, então a aplicação u.42 C É(ÇE; G)
é definida pol

u..4, : z C -E' -* -B(u,-Á,(z)) C G e u(.A,(z)) : -B(u,-.'l,(z))

Usando as notações acima, podemos enunciar a fórmula para a derivada do pro-

duto -B (ver l30, prop. 1.1.31)

(1.9)
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1.1.12 Proposição. Soam E, Fi, F2 e G K-espaços de Banana, B : (Z/i,3/2) C

Fi x F2 r--> .B(Z/i,Z/2) C G uma apiácação bãiàzzear conláhua, Q 7é 0 um swbc07Üun-

ío abeto de E, / C C*(Q;Ft), g C Cr*(Q;F2) e a aplicação (/,g) : z C Q -,

(/(z),g(z)) C FI x F2. Então a apZãcaçãa

/g B . (/, g) : z € Q n .B(.f(z), g(z)) .f(z)g(z) c G

é de classe C"k e, para cada p = 1, 2, . . . , k, temos, para cada z C Q,

'',,"'',, - É (;) '''''«,,"-'''«, ,

onde o produto em cada parcela é no sentada de (1.9).

(l.lO)

Usando a proposição 1.1.12, podemos dar a Ç(Q; F) uma estrutura de a"(Q; K)-

módulo. De fato, dadas a € G'(Q;lK) e / c g(n;F), consideremos / c 8MIQ; Fj
um representante qualquer de / e definimos a aplicação a/ : l xç2 --} F por

(a/)(c,z): a(z)..f(c,z)(c,z) € 1 xQ

E claro que, se .B for a aplicação bilinear contínua

.B : K x F

(À, 3/)

F

B(À, y)

então

(a/)(c,z) (a(,), /(c, z)) ,

e a proposição 1.1.12 nos diz que OE/ c 8MIQ; FI e que a/ € .A/'lO; Fj se / c ./V'lO; FI.
Além disso, usando-se a bilinearidade de -B, resulta que, se ã -- â c .VJO;lKI e

/ .fi C .VIO; FI, então

B . çã, j) 13 o (â, .fl) c .Vln; FI

Portanto, podemos definir o produto de a C C'(Q; ]K) por / C g(Q; F) por

a/ := a/ + .Vl0; PI

Verifica-se que, com o produto definido desse modo, o espaço g(Q; F) pode ser

dotado de uma estrutura de a"(Q; ]K)-módulo.
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1.1.13 Proposição. Sejam E, F e G K-espaços de BarzacÀ, Q # 0 m suóconlunto

aberto de G, .4 c Ç(Q;r(E; F)) e u C Ç(Q; E). Soam .Â C 8MIQ;Z(E, F)j represen-

tarzte de .4 e u C eMlí2; EI representante (Ze u, então a apZzcaçao .4 . u : l xl12 --} F

de.fanada 'por

(.Â ' â)(c,z) - .À(c,z)(â(.,z))(.,z) C l xQ

é um elemento de fMIQ; FI, sua classe em g(Q;F) será denotado por .4 . u e não

depende da escolha, dos representantes de A OI de u.

Demonstração. De fato, consideremos a aplicação

B\CÇE,F)x E
(.4,u) n .B(.A,u) - .A(u

É claro que -B é uma aplicação bilinear e contínua. Pela proposição 1.1.12 resulta

imediatamente que

.4 â C eMIr;FI

Além disso, se .A C ./VT(2; r(E; F)j ou se â C ./«IO; FI, então

.,Â.â c./V'K2;FI

Supondo agora que .Â -- .Âi c .VIO; r(E; F)j e â -- âi € ./V'jO; EI, então, usando a

bilinearidade de .B, resulta

.,4 . â .Â.â: c .Vl0; FI

De fato,

B(.4, â) -B(.A:,â-) B(.A, â â:) + -B(..'1 - .4:, â:)

Essas collsiderações nos permitem conc]uir a validade da proposição. []

Encontra-se em l30, prop. 3.1.61 a seguinte formulação um pouco mais geral.
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1.1.14 Proposição. Soam E, Fi, . . ., F. e G K-espaços de .Banana e Q # Ü um

subconjunto azedo de E. Se F« := Fi x . . . x F., -B C Z:(Fi,. ..,F«IG), espaço

das apZ cações rnuZtáZãneares contúluas de$nidas em Fi x . . . x F. a valores em G,

e u C é:MIQtF«l, então B o u C eMIQt GI e -B o u -- .B o u C ./V'jn; GI, para cada

u c 8MIQ;F«,l taZ que u -- u c ./V'jO;F«l. -Em t;agia disso, se / c çjO;F«l e

B C r(F:, . . . , F.; G), de$ná«.o. « .pZác«çã' "mp"*«

B o / := .B o / + ./V'j0; GI

onde B o j = (.e,à) C 1. xç} n B(.j;(c,3c» c G e .f é um representante qualquer de .f

Para podermos tratar de composições entre funções generalizadas, repetiremos

aqui alguns resultados e notações apresentados em 1301, no que se refere à fórmula

c[ássica para a derivada da composta. No que se segue E, F e G denotarão ]K-espaços

de Banach. Fixado c! =(cvi,...,cv.) c N", se p := lal,

a(1) 0 , a(2) a: e a(j) c1l + . . . + aj-t , para j 2 3

todo elemento T = (zi, , iç,) de E' = E'' x x E'" pode ser escrito na forma

n = (zc1l, zcv', ,za.) c E':x E'' x E~m

onde zcEj := (z«(j)+l, . . . , Za(j+l)), para cada l $ .j $ m. Dadas

-BeZ("F;G) e .ÁJCZ('jE;F) , l$j$m

e considerando a aplicação p-linear contínua

B.Ai ... .4m :(ZI,..., Zp) C EP -} B(.Ai(ZCVI),..., Am(Za«)) C G ,

define-se uma aplicação (m + l)-linear contínua

r : (-B, .41 ) , .4.) -, -B.A: . . . '4«

de r("F; G) x r(':E; F) x . . . x ,C('-E; F) em ,C(PE; G). Se p C N, então O, indica

o grupo das p l permutações de {l, . . . ,p}. Dados n C N e o- C O«, consideremos o
isomorfismo linear

Z# :(ZI,...,Z.) € E"F-}(z«(i),. -,Za(n)) C E"

11



Dada o- C O,, seja -B.Ai ,4«Z# C Z(PE; G) definida por

B.4i....4«Z# (-B.4: . . . .4«) o € , (1.1 1)

isto é,

(aç[, . .., içP) C EP n B(.4i(Z.(i), ' ' ', ]ça(a:)),. . ., Am(SÇ.(.(«)+1), - .., aça(p))) € G

Usando as notações acima, podemos enunciar

1.1.15 Proposição (Regra da cadeia). Soam E, F e G espaços de Z?anacà,

Q # 0 um aberto de E e t/ # ü um aberto de F. Se k C N, / C a*(Q;F) com

./'(Q) C P e g C C'(U;G), então g o / C Ck(Q;G) e, para cada z C Q e cada

p ;: 1, . . . , k, temos

(g . /)w(") - : >1: ;;il >ll: p(w(.f('))/''''(") ' ' ' /''a(')z:
aCb;m]

on e o produto em ca a parcela é como de/unido em (1.11) e

ll.iz/

@;ml {~ -(«:, , .«« ) C N" / lal - P }

1.1.16 Observação. Se ç2 # 0 for um subconjunto aberto de ]R", pode-se mostrar,

usando-se o teorema de representação local para distribuições a valores vetoriais (ver

1291), e, procedendo-se do mesmo modo que em j17j, que existe uma inclusão, não

canonzca

D'(Q; E) C ç(Q; E)

1.1.17 Definição. Seja F um K-espaço de Banach. Denotaremos por 8u(F) o

conjunto de todas as funções p : 1 ---, F verificando a condição seguinte: existem

/V C N, c > 0 e 77 C l tais que, para cada 0 < c < 77,

Ip(.)l $ .«''''
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Denotaremos por ./V'(F) o conjunto das funções p : 1 --, F tais que para cada

g C N, existem c > 0 e ?7 C l tais que

IP(.)l $ u'

para todo c cl0,?71.

Munidos das operações pontuais, verifica-se que 8M(F) é um IK-espaço vetoríal
e que .V(F) é um K-subespaço vetorial de 8M(F). Os elementos de ew(F) são
chamados elementos moderados e os de N'(F), elementos nulos.

1.1.18 Definição. Seja F um K-espaço de Banach. Denotaremos por F o IK-espaço

vetorial quociente de 8M(F) por ./«(F), isto é,

. 8w(F)
' ' .V(F)

Um elemento de F é chamado uetor generalizado. Verifica-se a existência das

seguintes inclusões naturais

F C F C ç(Ç2;F)

1.1.19 Observação. Em 1301, mostra-se que, se F for uma álgebra de Banach, então

natura[mente Ç(Q; F) tem uma estrutura de ]K-á]gebra.

1.1.20 Definição (Valor pontual de uma aplicação generalizada). Sejam E

e F K-espaços de Banach e Q # ü um subconjunto aberto de E. Dados ./: C Ç(f2; F)

e z C Q, denotaremos por /(aç) a classe em F da função p : 1 ---, F definida por

p(c) := /(c, z) , sendo / um representante qualquer de /

1.1.2 Composição de aplicações generalizadas com elemen-

tos (le ç;.

Existem várias formas de se considerar operações não lineares com funções gene-

ralizadas. No que se refere a aplicações generalizadas em espaços de Banach, veremos
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que tais operações são muito bem comportadas quando compomos funções genera-

lizadas com aplicações generalizadas que são temperadas (ou do tipo temperadas).
No capítulo 3 deste trabalho, iremos estudar um problema não linear, onde, antes

de qualquer outra coisa, deveremos introduzir aplicações não lineares de aplicações

generalizadas. As idéias para tratar a composição nesse capítulo, estão contidas, de

modo simplificado, na forma como compomos elementos de g com aplicações de Ç,;

por isso vamos apresentar aqui essa composição mais simples.

1.1.21 Definição. Sejam E e F IK-espaços de Banach e ü # Q Ç E um aberto.

Denotaremos com (9M(Q; F) o conjunto das funções .f C (J-(Q; F) tais clue para

cada p C IV, existe .ÍV C N tal que

suP(l+ llzll) "ll/W(z)ll, < +«,z€Q

Munido das operações pontuais, segue-se que OW(Q; F) é um K-espaço vetorial.

Denotaremos com &lO; FI o IK-espaço vetorial, para operações pontuais, das funções

./' : l xQ ---, F tais que /(c, .) C (9U(Q; F) para cada c C l.

Denotaremos por é:M.,-lQ; FI o conjunto das funções / C &lO; F) tais que

(T) para cada p C N, existem /V C N, c > 0 e 7? C l tais que

sup(l + llaçll)'Wll.f(P)(e,z)ll. $ cc w, para cada 0 < e < ?7

É claro que eM,,-lQ; FI é um IK-subespaço vetorial de &lO; FI. Denotaremos com

X,IO; FI o conjunto das funções / C 8M...IQ; FI tais que

(NT) para cada p C N, existe N C N tal que para cada g > 0 existem c > 0 e ?7 C l

tais que

sup(l + llaçll)'Xll/(P)(c,aç)ll, $ csq , para cada 0 < c < 77

Tem-se que X,ln; FI é um IK-subespaço vetorial de eM,,.IQ; FI. O espaço uetohaZ

das apZácações generalizadas temperadas em Q a valores em F é definido como o
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K-espaço vetorial quociente

1.1.22 Exemplo. Resulta do teorema de representação local de distribuições tem

peradas, que existe uma inclusão, não canónica,

S'(n"; P) c g,(R"; F)

1.1.23 Observação. E possível mostrar que, em geral, não existe uma aplicação

linear injetora de Ç,-(Q; F) em g(Q; F).

1.1.24 Proposição. Sejam E, F e G ]K-espaços de .Banana, ü # Q Ç E um abano,

u C g(Q; F) e / C Ç,(F; G). Se â .Dr um represe7ztante de u, e / .»r um represen-

tante de f, ehtõ,o a, aplicação

Õ : l xQ --, G

degrada por

Õ(.,z) : â(c, ,))

é um elemento de 8MIQ; GI, swa classe em Ç({2; G) será denofada por / o u, e nâo

depende da escolha dos representantes de .f e u.

Demonstração. Em primeiro lugar, verifiquemos que ã C 8MIQ; GI. Sejam K CC Q

e p € N. Se p = 0 então existem Ari C N, ci > 0 e w7i C l tais que para cada

0 < c < ?7t e z C Q,

.f(',Ü(', z))ll $ c:'''''': (l + llÜ(', «)11)~:

Para o compacto K fixado, existem Ar2 C N, c2 > 0 e q2 C l tais que para cada

0 < c < ?72

s«pllâ(c,z)ll $ c,. "''
açeK
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portanto, existem .rv € N, c > U e 77 C l tais que para cad

supll.f(.,â(c,z))ll $ a''''zcK

egra da cadeia nos dá, para p c IV*

õ@k,«) - >ll: al >ll: .f(@k,ük,«»â('ok,,) . . . ü('ak,«)z
acb;ml

para cada c C l e z C Q. Podemos escrever

llõoo(',«)ll, :$ )11: 11.f(w(.,ü(., ,))ll«. >: ilh ll llü('a(',«)ll.,

Sendo / C eM,,IF;Gj, segue-se que, para cada m, existem /Vi C N, ci > 0 e

77i C l tais que

a 0 < c < v7

Ar

(1.13)

ll.f(W(',Ü(c,z))ll« $ ': c'''':(l+ llÜ(.,z)lly'' ,(1.14)

para cada z C Q e 0 < c < ?7t. Como â c eMIr; FI, .segue-se que existem Ar2 C IVI

c2 > 0 e 772 C l tais que, para cada l $ rn $ p
l m

,« .p àl;. i:a ll llü''''k, ')H., $ ., .-"';
para cada 0 < f < 772 e ainda

s«P (l + llÜ(c,z)ll)'''' $ .2 c' '

Voltando a (1.13), segue-se que existem .M C N, c > 0 e ?7 C l tais que

suP lIaM(c, z)ll, $ . .-'''

para cada 0 < c < 7?.

Vamos agora verificar que a classe de Õ não depende dos representantes escolhidos

para / ou u. Sejam õ C 8MIQ;FI outro representante de u e /l C eM,TJFIGI um

outro representante para /. Temos então, para cada (c, ]ç) € 1 xQ,

.f(',Ü(', «)) - .f-(', Õ(', «)) .f:)(.,â(c, «)) + j:(.,Ü(., «)) - .f:(.,Õ(., z))

Í1.15)

IK



Observamos, em primeiro lugar, que as contas feitas acima nos permitem con-

cluir, a partir de (1.13), que, como / -- .fi C M,IFi Gj, então a primeira parcela do

lado direito de (1.15), (/ -- /i)(c,â(c,z)) é um elemento de A/'lO; Gj. Para a se

funda parcela, /i (c, â(c, z)) -- /i (c, õ(c, aç)), vamos supor que seja válida a seguinte

n fl rm n pã n -

1.1.25 Aârm

taf s q'ue

Para cada K CC Q e cada m, q € N erú.sfem7} c > 0 e 77 > 0açao

s«p ll.ãw(., â(., z)) .H@(., o(., z))ll. $ . .'

Para concluirmos a prova da proposição, a partir dessa afirmação, devemos usar

o mesmo tipo de argumento que aparece em j31, Prop. 3.1.l. Usando aqui as mesmas

notações que são utilizadas em j31, Prop. 3.1.l, escrevemos, para cada (c, ]ç) C l xQ,

(/: .u -/: . «)a»(., .) - ««-(', z) + w,(', «) .

Nessa expressão, wi e w2 são dadas por

.«:(', «)- }: 0= >1: (.H@(', â(', «)) -X@(',Õ(', «)))â('0(', z) . . . â('d(', ")Z#,
l$m$p aeOP
aCb;ml

««,(',«) OT >1: )1:(/f") . «)(',z) llu('D(c,«)-R('J(',«) ll «('D(',z)Z#,
l$ml$p aCOp i'l .j=1 .j=i+l
clC jp;ml

para cada (c, aç) C l xQ onde -R := u -- u e (7= = i!;a ' A afirmação feita garante

que wi c ./V'jn; r(PEI G)l e, sendo R c ./V'jO; FI, segue-se que w2 c .Vivi r(PE; C)l.

Portanto, a segunda parcela de (1.15) também é nula, isto é, usando uma notação

mais conveniente, (/l . u -- ./': . u) c .Vln; G). []

Vamos agora verificar a afirmação feita.

l2
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Proucz da .4./ír'mação -7.].25. Fixemos K CC Q e m,q € N. Seja -R ::: 0 âc
./«ln; FI, para cada (c, z) C l xQ consideremos o segmento 0(t, e, z) definido por

o(f, ., «) â(c, z) + t.Ê(c, z) 0 $ f 5; l

Pelo teorema do valor médio, resulta que para cada c C l e z C Q,

ll.H@(c,â(c, z)) -- .H@(C,õ(c,z))ll« $ 11Ê(c,z)ll suP ll.H"'''0(c,0(t,C,z))ll(«+0
lEIo,il

Por hipótese, temos que existem .NI C N, ci > 0 e 77i C l tais que

ll.H-+o(., ,))ll(-*n : .'": (i + ii,lly''

para cada 0 < c < ?7i e z C F. Resu]ta então que existem ]Vi C N, ci > 0 e 77i C l

tais que

''t.,: ll.H"-''n(', 0(t,', z))ll $ ': '-''':(1 + llÜ(', ")ll+ llÊ(', ")lly'':

para 0 < e < v7i e z C Q. Por outro lado, existem c2 > 0, ?72 C l e Ai2 C IV tais que

(: -- n'k, «)u -'- fi"k,,)ny'' : ., .-",
para cada 0 < c < ?72 e z C K. De modo semelhante, existem c3 > 0 e v73 C l tais

que para cada 0 < e < v73

;«P ll-Ê(., z)ll $ c; .''''":+",z€K

Portanto,

suP ll.ãW(., â(., «))zcK .H@(.,õ(., «))ll. $ c .'

D

1.1.26 Observação. Sejam E e F IK-espaços de Banach e Q # ü um subconjunto

aberto de E. Seja u c g(QiF), suponha que exista um representante â c 8MIQ; FI

para u possuindo a propriedade: existem constantes R > 0, 77 C 1, e uma função

limitada 0 : 1 --} lO, pool tais que

IQ



1. suP«ia(c) < R ;

2. sup..n llü(c, 3ç)ll $ 0(c), para cada 0 < c < v7

Então, todo representante O C EMlsz;F'l de u tem a propriedade de que existe

77 C leal que

{0(c, z) ; 0 < c < ?7 e z C Q} C -Ba(0)

Nestas condições, se .f C Ç,(.Ba(0); G) e se Õ : l xQ --, G for definida por

õ(.,«) :- -l o " 'clo,il
se 0 < c < ?7

obtemos a mesma conclusão da proposição (1.1.24).

/(c,â(.,z))

1.1.27 Exemplo. Fixemos p > 0. Então a aplicação

.f : z c in" --} llzllp c R

é um e]emento de .S'(R";IR). Se Q Ç ]R" é um aberto e u C Ç(Q;R"), então

.f(u) = ./' o u c g(Q; R) será denotado por llullP

Recordemos as seguintes definições encontradas em l30, p.12-131 .

1.1.28 Definição. Sejam E e F espaços de Banach e 0 # Q Ç E um subconjunto

aberto.

(a) Denotaremos por fM.ZólQ; FI ao subespaço vetorial de eM lni Fj dos elementos â

que verificam a condição: para cada subconjunto compacto K CC Q, existem

c > 0 e 77 C l tais que para cada 0 < c < ?7

suplâ(c, Z)l $ c
z€K

(1.16)
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\u,l Demo cremos por yZÓtlz; rJ ao sut)espaço vetorlal de Ç/(SZ; F') dos elementos u

que possuem um representante â em eM.iõlQ; FI. Verifica-se facilmente que,

nesse caso, todo representante â de u € Çzõ(Q; F) é um elemento de 8M.zólQ; Fj.

Os elementos de giÓ(Q; F) são chamados ./funções generalizadas /ocaimente Zà.

mátadas.

De forma análoga, diremos que um elemento u C F é !imitado se existir um

representante â € eM(F) satisfazendo a condição: existem constantes c > 0 e ?7 € 1
tais que para cada 0 < e < 77

â(.)l :$ c.

Usaremos a notação â C eu,zó(F). É claro que, se u C .F tem um representante

â C eM,zó(F), então todo representante de u é um elemento de 8w,ló(F).

1.2 Aplicações generalizadas a valores numa esca-

la de espaços de Banach

Vamos agora apresentar a construção do espaço das funções generalizadas defi-

nidas sobre abertos de ]R" a valores numa escala de espaços de Banach. Parte do

material que se segue foi extraído de l21.

1.2.1 Definição (Escala de espaços de Banach). Consideremos que Xo seja

um K-espaço de Banach e que (X,, ll.ll,),c: seja uma família de subespaços de Xo,

verificando a propriedade

l(EB)l para cada r, s C 1, com r < s, X, --, X,, com a inclusão natural de norma

menor ou igual a um, isto é, as aplicações

S 'Ü) ::'Ü'Ü F--} 'Zr

verificam

ll&:(u)ll, $ 11ull, , para todo u C X,
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Uma escala de espaços de Banach é um par, (X, (X;)), constituído pelo IK-espaço

vetorial X := U,ciX., obtido como o limite indutivo da família (X,),ci para as

inclusões X. C X na categoria dos espaços vetoriais, e a própria família de espaços

de Banach, (X,, ll.ll,),ei.

1.2.2 Observação. Na definição dada acima, não levamos em consideração qual-

quer topologia que eventualmente se possa definir sobre X. Sobre Categorias e

Limites Indutivos, estamos adorando o ponto de vista apresentado em 1261 em seu

capítulo 0

1.2.3 Observação. Para cada s C l denotaremos por %s a aplicação de inclusão

x,-b x;

são essas inclusões que nos permitem escrever Xls C X.

1.2.4 Exemplo. Um exemplo de escala de espaços de Banach é o seguinte.

0 # Q C R" um subconjunto aberto e limitado. Para cada s C 10, 11 ponha

l +oo se s ::l

Desse modo, podemos considerar, para 0 $ s $ 1, os

Í't= s''C lO,ilP

coniuíltosonJ

Seja

L. : l,'(Q)

Observe que 2 $ p $ +oo. Dotamos esses conjuntos com a norma seguinte, que os

tornam espaços de Banach

u c L, + llull,:(med(n))Tllull,.

E fácil verificar que para 0 < r < s < 1 temos L --, L, com norma menor ou igual a

um. De fato, sabemos que, se p < q, então Lq(Q) --, LP(Q); ora, para 0 < r < s < l

temos Í-!-f < 2 daí Liâ(Q) '-' Lí!;:(Q) e

llull:à $ jmed(Q)l:?';9 llull:à
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daí resulta a afirmação feita

1.2.5 Observação. Admitimos como um exemplo, trivial, de escala de espaços de

Banach, a escala (X, (Xs)) na qual todos os espaços X, são iguais a um mesmo espaço

de Banach EI nesse caso, e a menos que surjam outras necessidades, consideraremos

X = E com sua dada estrutura de espaço de Banach.

Vamos agora introduzir os espaços que serão a base
.íamos fazer

para a construção que dese-r StT Ç

1.2.6 Definição. Sejam 0 / Q um subconjunto aberto de ]R" e (X,(X:)) uma

escala de espaços de Banach. Fixada uma seqüéncãa ezaustãua de compactos para

Q, (Kj)ícn, definimos o conjunto, (]:"(Q; X), por

OÍ''(Q;X): {/:Q--,X/VjcN].cl toque/lv' cC"(Rj;X,)}

Dadas /, g C O:"(Q; X) e À C ]K definimos ainda a soma e o produto por escalar

da seguinte forma

J

(/ + g)(z) /(z) + g(z) e (À/)(z) À/(z)

1.2.7 Proposição. Soam g # Q um aberto de ]R" e (X, (X;)) uma escala de espaços

de BQTLCLCh.

(a) C"(Q; X) é um espaço uetohaZ quando mamado das operações pontuais

(b) C:"(Q; X) não d'p.nde d« 'êgüêncá« «-stãu« (Kj)Í.w «sa'í"

(c) Para ca a s C l te«.os C'(Q;X,) c O:"(Q;X)

Z)emonstração. (a) Sejam /,g C O:"(Q;X) e À C ]K. Será suficiente verificarmos

que O:"'(Q; X) é fechado para a soma e para o produto por escalar. Fixado J C N

sejam 0 < si, s2 $ 1 tais que

c C''(Kj; X.)
0

c a'(Kj; X.)
0



Se 0 < s $ min(sl, s,), então

/IÉí C C''(Kj;X,) e plê, C C''(Kj;X,) ;

portanto, (/ + p)l#, c C'"(Kj; X,) e também (À/)IÉ, € C'(Kj; X,), ou seja,

(/ +g) C OF'(Q;X) e À.f € O=(Q;X).

n

(b) Se (Hi)z.N é uma outra seclüência exaustiva de compactos para Q e C3'(Q; X)

é o espaço vetorial correspondente, então vamos verificar que

ol"'(Q; x) (o; x)

Seja / C O:"'((2; X) e tome Z C IV (dual(quer. Escolha j € N tal que Hi cKj

/ c O:"'(Q;X), eüste s C l tal que /l.P C O'(Kj;X,), daí,

.Ílá. - (/la,)lá. c c'(Hz; x,) ;

portanto / C O3'(Q; X). A outra inclusão é análoga.

(c) Imediata a partir das definições.

0

0

J

0

Como

D

Sejam y C O'(Q;lK) e / C O:''(Q;X). De modo natural, podemos definir o

produto p/ como um elemento de CF'(Q; X). De fato, basta definir

P/: Q d X
z -, P(z)/(z) .

É fácil verificar que, se Z./ C Q for um subconjunto aberto e / c (JF'(Q; X), então

/lu C C;'(U; X). De fato, fixemos seqüências exaustivas (Kj)jcN e (-Lk)ÊCN respecti-

vamente pala Q e para U. Fixemos k C N. Como Z,k CC C/ C Q, segue-se que existe

j C N tal que Z,k CC Kj e, associado a esse .j, existe s C l tal que /lv' C C"(Kj; X,)l

portanto,

00

J

(/1«)1,1 - (/1,1) c 0'(E';x,)
1.2.8 Definição. Sejam (X, (X;)) uma escala de espaços de Banach e Ü # Q um

subconjunto aberto do ]R". Fixemos uma seqüência exaustiva de compactos, (Kj)}cN,

para SZ
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(a) Denotaremos com fjQ;Xj o conjunto das aplicações u : l xQ --, X tais que,

para cada c C l fixado, u(c, ) € C=(Q;X). Verifica-se que CJO;XI, munido

das operações pontuais, é um IK-espaço vetorial.

(b) Denotaremos com 8MIQ; XI o conjunto de todas as aplicações u C CIO; XI tais

que, para cada .j C N, existe s C l tal que

0

C eMJKj; X,l'Ü 0
lxKj

Essas aplicações serão chamadas apZácações moderadas

(c) Denotaremos com ./V'jO; XI, o conjunto de toda as aplicações u C CIO; XI tais

que, para cada .j C N, existe s C l tal que

0

c ./V'jKí ; X,l0'Ü
lxK.j

Essas aplicações serão chamadas apZãcações nulas.

Vamos agora verificar que tais conjuntos estão de fato bem definidos

1.2.9 Proposição. Soam Ü # Q um abe o de IR" e (X, (X;)) uma escala de espaços

de BüncLch.

(a) eMIr;xl não depende da segãêncàa ezaustáua de compactos (Kj)jcw e é um

subespaço uefoMaZ de Cln; XI.

(b) .VJQ;XI nã. d.pena. qüên.áa «-'tá« 'Z' "mp«tos (Kj)j.~ e é u«. ;u

bespaço uetoàaZ de fMIQ; XI.

Demonstração. (a) Seja (.Hi)z.W uma outra seqüência exaustiva de compactos para

Q e seja eM,llç2;xl definido a partir de (-HI)zeN do mesmo modo que 8h,íjQ;XI o foi

a partir de (K.f)jcn. Mostremos então que

élh,i ln; XI = éIM,i l(2; XI
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Seja u € eMIr;xl e escolha Z C N qualquer. Tomemos .j C N tal que Hz C Kj

Como u C .fMIQ; X.l, existe s C l tal que

0

Uli,.É, c é:MJKJ; X,l

Daí,

ul . :: (ul .)l .
'l xHJ \' 'l xK.j/ 'l xl%

Portanto, u C eM,llQ; XI. A outra inclusão é análoga.

Vamos agora apenas verificar que, se u,u c EMIR;xl, então u + u c 8MIQ; X.l

Fixemos .j € 1N arbitrário. Existem r, s C / tais que

'ü,i ::= UI .
'J ' '': xK:j

Podemos supor que r $ s, daí, X. c X, e (EB) implica a inclusão eMJKj;X,l c

8MJKi; X,l, daí

n

0

0 0

c 8MJKJ;X.sl e uj := ullxKj c 8MJKj;X,l

0

Uj + Oj € eMJKj; Xi,l

portanto,

« + « C 8M ln; XI

(b) Análogo ao item (a). n

1.2.10 Definição. O espaço vetorial das aplicações generalizadas definidas num

aberto Q # ü de IR" a valores em uma escala de espaços de Banach (X, (X;)), é

definido como o ]K-espaço vetorial quociente

8M 10; XI

ç(n; x) :- Baía'
) são chamados aplicações generalizadas(simplificadas)tos de g(Q; X e T' Z\JD CIClllÇll

derem X

1.2.11 Observação. É fácil verificar que existe uma inclusão natural

0:"(Q; X) c g(Q; X)
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De fato, consideremos a aplicação ]K-linear

or' (o; x)
/

8MIQ;xl

/

com / : l xQ --, definida por

/(c, z) : para to(io (c,z) c l xQ.

Observe que, dada uma seqüência exaustiva de compactos (Kj).
para cada.j C IV fixado

/l:*#, - /IÉ: € C"(Kj;X,)
0

0 0
0'(Kj; X,) C eMJKj; X,l ,

segue-se que
n

de espaços vetoriaisP

n

n

C 8MJKj; X,l .

Essa aplicação define um K-homomorfismo injetivo natural

/ c OF'(Q; x) -, / + .vln; xl c ç(o; x) .

Observamos também que g(Q;X) é um C'-(Q)-módulo. De fato, sejam a c

C''(Q), / c g(Q; X) e (Kj)}cN uma sequência exaustiva de compactos para Q. Seja

.f C fMlf2; Xj; então, para cada .j C IV existe s € 1 tal que

/l.xK ceMJKí;X,l.

De6nimos a aplicação CE/ : l xQ --} X por

(a/)(c,z):= a(z)/(c,z) , para cada(c,3) C l xQ.

Fixados c C l e .j C IV, como

a.f(', ')l:C - '-(')./(c, ')l.L € a'(Kj; X,)

para algum s C l e

a/l....p
]

0

C 8MJKj;X,l



segue-se que a/ C 8MIQt XI e que, se .f € ./V'jn; X.l , então a.f C ./V'jn; X.l. Isso permite

definir o produto de ce C (;'"(Q) por / C Ç(Q; X) por

a/ := a/ + .Vl0; XI

com / representante qualquer de .f. Não é difícil verificar que, com o produto assim

definido, Ç(Q; X) torna-se um C"(Q)-módulo.

1.2.1 Derivação parcial em ÇJO;XI

Sejam 0 # Q um subconjunto aberto de IR", (X, (X;)) uma escala de espaços de

Banach, u C eMIr; XI e a C N". Dado .j C N existe s C l tal que
0

Uj := UlixKj C 8MJKj; Xsl .

T)pflnimnn n fllnpãn

Õ'u : (c, z) C l xQ -» a'U(C, JÇ) C X

por

a'ul. x#, :- Õ'uj -

Como conseqüência, õ'u € 8MIQt X.l e temos uma aplicação ]K-linear

Õ" : U C eM 10; XI F--} Õ'U C é:MIQ; XI

Além disso,

Õ'(.Vl0; xl) c .Vl0; XI ;

em consequência, a aplicação õ" acima define por passagem ao quociente um opera

dor de dehuação parcáaZ de ordem c!, que ainda denotaiemos por a',

a' : ç(Q; X)

e, para cada / c g(Q; X), o elemento a'/ C g(Q; X) é chamado dehuada parcial de
ordem a de /'.
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1.2.2 Propriedades locais

Sejam Q / ü um subconjunto aberto de ]R" e (X, (X;)) uma escala de espaços de

Banach. Seja H / 0 um subconjunto aberto de Q e fixemos seqüências exaustivas
de compactos

(LÍ)jcN para C/ e (KI)z.N para Q

Se u C éIMIQ; X.l e J € N, como .[j CC U C Q, segue-se que existe Z C N ta] que

Lj CC Kz e, associado a esse Z, existe s C l tal que ul. *R. C eMJKi; X,l. Portanto,

UI.. P € fMlz;j;x,l'lxLj

0 n

n

e isso mostra que

uli *n C é:MIU; xl .

Portanto, fica definida uma aplicação

X8 : u C 8MIQ; XI n uli xH € 8Mlu; XI

e é fácil verificar que

a3(./V'jn; XI) c .VIU; XI .

O que mostra, por passagem ao quociente, que a8 determina uma aplicação K-linear
do rna+r;p;'.'y"

ry : / C g(Q; X) -- /lu C Ç(g; X) .

O elemento /lu := r8(.f) é chamado rest«áção de / a H

1.2.12 Proposição. Sejam (Q.)..J uma /amz#áa de azedos não uaz os de IR", de-

Pn« Q : U..iQ, . sd' (X, (X.)) u«.« «c«la d. esp«ç« de -B-«A. Ás s'gudnt«

ü$rmações são verdadeiras.

(i) Se .f e g ;ão .Zemento' de g(Q;X) t gu /in. gln. para todo & C J, então

(ii) Se (/.).- é u«.' /a«z#áa taZ qu. /. c g(Q,;X) p«a to o c J e /.In.nn,

/,in.«, p«« t.d. (',.7) C J x J com Q. n Q, # 0, e«tão e«í.te / C Ç(Q;X)

com f\n. = J. para, todo L C J.
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Demonstração. A prova é análoga à encontrada em l3j, quando temos aplicações

generalizadas a valores em espaços de Banach. De qualquer modo, incluiremos aqui

apenas as passagens mais importantes.

(i) Sejam / C eMIr;xl e Õ C eMIr;xl representantes, respectivamente, de / e

g. Vamos mostrar que

h : c X'lo; xl .

Fixemos uma seqüência exaustiva de compactos (Kj)jcN para Q. Devemos então

verificar que para cada J € N existe s C l tal que

hl. *ê, € JV'jKj; X,l . (i.i7)

Seja (L.)..K uma /amz#ãa .#ndta de subconjuntos compactos, com K C J, tal

que

n

Por hipótese, temos

].,. CC Q. , para cada H C K

hli*n. C ./V'jn.;XI para todo ü C J

Agora, para cada H C .f( seja W. CC Q. tal que

Z,. C WK C W.
0

Logo, para cada K C K' existe s. € 1 tal que

0

ÀI c.Vjwn;X,.l
X

Seja s minis« ; K C .K}, daí,

0

ÂI C .VIWK; X,l0
xW. para todo K C .f(

Assim, fixados a C N" e q C N, existem c. > 0 e ?7. C l tais que

sup lla'À(c,iç)ll, $ c.cç para todo c cl0,?7«l
ze.L.
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Tomando c maxlc« ; K C Ã.} e ç7 minÍ77« ; K C Ã.}, concluímos que

suP lla'h(c,iç)ll, $ Ocç para to(io f cl0,OI
zeKj

Em particular, segue-se(1.17)

(ii) Para cada & C J, seja /. C 8MIQ.t XI uma representante de /.. Por hipótese,

temos, para cada (&,.7) C J' tal que Q. n Q, # ü,

/[llx(n.nQ,) /Jli x(Q.nQ,) C -/v'ln. n Q;; xl (1.18)

Consideremos agora uma partição C'' da unidade, localmente finita, (cl.).c.l,

subordinada à (Q.)...Í. Assim temos a condição

para cada z € Q, existe uma vizinhança W, de z tal que o conjunto

Fz := {& C J / a.lw, # 0} é finito.

Se SL supp(a.) C Q., então definimos a extensão de /. a Q pondo

Á(.,«) 0 paracada c CI e paracada z c Q\SL

Definimos agora a aplicação / : l xQ --} X por

/(', '):- }: «.(«)Ê(',') - E «,(«)É(', «)
LCIQ, z.eJ

Facilmente são verificadas as seguintes aârmações:

(a) / c 8MIQ;xl.

De fato, dados z C ç2 e c C l arbitrários, temos (lue /(c, 3/) = }1:cv.(Z/)/.(c, y)

para cada g/ c W,. Se z c Qi, .j C J, podemos supor que W, C QÍ; em

conseqüência, segue-se que .f C jn;XI. Seja agora (Kj)jcN uma seqüência

exaustiva de compactos para Q. Fixemos J C N e mostremos que existe s C l

tal que

C 8MJK.í; Xsl
n
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Fixemos um aberto 1,%í tal que KJ C t,l/b C b4''j CC Q. Pela compacidade de

H''j, existe uma parte finita F de J tal que

cv.IW, = 0 para cada ü C J\F

Assim, pala cada (c, z) C l xl,yj

/(', «) - E(~Â)(',,) .

Por outro lado, para cada & C F existe s. C l tal que

(a.À)l:,.É,

minis, / & C F'} segue-se que

(aá.) l: ,..L c c.IÉj; x,l

C eM IKj ; X,.l

Tomando s

para cadat € F'. Portanto,

. 0

'fl. xKj € eMJKj; X,l

(b) Para cada H C J , /li *n. /K C .W'ln«; XI

De fato, basta usar um argumento análogo ao do item (a)

Assim, basta definir ./: := classe (.f) € g(Q; X) n

Podemos resumir a construção feita até o momento no seguinte

1.2.13 Teorema. Sda (X, (X,)) uma escala de espaços de Banana. Então g( ;X)

ê «-««, jei« $«.o de K.-«p«ços «t.«'i«ts (C'- módulos).

1.2.3 Valor pontual

Vamos agora introduzir a noção de vetores generalizados em uma escala de es-

paços de Banach (X, (Xs)). Isso é necessário para que possamos dar sentido ao

conceito de valor pontual de uma aplicação generalizada e, desse modo, podermos

tratar de problemas de valor inicial.
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'y''" ' '-/UJt'o \'l a'} \.'r xS././ uxxxcb t,o\..fcü.la, u.K:; t;o.b.pa,\uõ i.JX:; lia,IJ.a,\-ll.

(a) Denotaremos por eM(x) o conjunto de todas as aplicações /z : l

quais existe s C l tal que p C 8U(X,).

Munido das operações pontuais, eM(x) é um ]K-espaço vetorial.

(b) Denotaremos por À/'(X) o conjunto de todas as aplicações /z : 1 ---, X para m

quais existe s C l tal que p C .V(X,).

Verifica-se facilmente que ./V'(X) é um K-subespaço vetorial de 8U(X) .

(c) Definimos o espaço vetorial dos vetores generalizados em uma escala de e

de Banach (X, (Xs)), como o ]K-espaço vetorial quociente

, eM(x)
.v(x)

Se ü # Q é um subconjunto aberto de IR" e â C 8u(X), podemos considerar a
aplicação

1.2.14 D

--} X para as

spaços

Rn(â) : l xQ --, X

(c, z) n â(c) ;

então, tem-se

(a) Rn(â) c eMIr; XI

(b) A ap]icação Rn : 8m(X) --, eMIr; XI é um homomorfismo injetor de ]K-espaços

vetoriais tal que

nol.V(x)l ; xl n Im(Rn)

a, nn induz um homomorfismo injetor

Rn : X --* g(Q; X)

Em conseqüênci

que nos permite escrever

x c g(Q;x)
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1.2.15 Proposição. 5'eram S2 C R" um aZ)edo não vazio e (X, (Xs)) uma isca/a de

espaços de J?anacÀ. Sejam / C Ç7(Q; X) e a;o C Q e consideremos um representante

qualquer .f c 8MIQ;xl de /. .Então a aplicação Ê : 1 --, X, de$ndda por A(e) =

/(c,zo), é «m fazem nf. d. eu(X), e .- .Z«se .m X não dep.md' d' "p«s.nt-*'

f escathido.

Z)emonstração. De fato, fixado um compacto K CC Q com zo C K, temos que existe

s C leal que

0

n

/l: xi c 8MJK; X,l ;

portanto, a aplicação l 3 c -, /(c, zo) C X,, é um elemento de 8M(x,). Do mesmo

modo, se .f C ./V'jO; XI, então A C .A/'(X). []

1.2.16 Definição. Sejam Q C ]R" um aberto não vazio e (X,(X;)) uma escala

de espaços de Banach. Dados ./' C Ç(Q;X) e iço C Q, o valor pontual de / no

ponto no, a ser denotado por /(zo), é a classe em X, da aplicação Â construída na

proposição 1.2.15

1.2.4 Funções generalizadas localmente limitadas

A noção que vamos agora introduzir tem, no caso de aplicações generalizadas

em espaços de Banach, aparecido com muita frequência, principalmente quando
de aplicações de técnicas que envolvam alguma forma de aplicação de teoremas

(clássicos) de ponto fixo.

1.2.17 Definição. Sejam ü # Q C IR" um aberto e (X, (X;)) uma escala de espaços

de Banach. Diremos que uma aplicação generalizada u C ç;(Q;X) é /ocaZmente

Z mátada se existir um representante â C eMIr;xl, de u, verificando a seguinte

condição: para cada subconjunto compacto K cc Q, com K # 0, existem c > 0,

v7 C l e s € 1 tais que

0
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(i) â(c,t) € X,, para cada 0 < c < q e t C k, e a aplicação0

por

l xK -+ X,, definida
0

''.,',:. { '':''' : ';:;.'
é um elemento de 8MJK; Xlsl

n

(ii) supllâ(c,t)ll, 5; c para cada 0 < c < ?7.0
tçK

1.2.18 Observação. Sejam 0 # Q C R" um aberto e (X,(X;)) uma escala de

espaços de Banach, então qualquer elemento â C ./V'jn; XI verifica as condições da
HDf;mina.. 1 9 17

Usaremos a notação ÇzÓ(Q; X) para indicar o conjunto das aplicações generaliza-

das localmente limitadas, definidas em Q a valores na escala (X, (X:)).

1.2.19 Proposição. Soam ü # Q C IR" um azedo e (X,(X;)) uma escala de

"p«ços de B«À. Se u C Ç..(Q;X), .nfã. to'Z' "p«nt-te â C 8MIQ; XI d. u

««i$" .s condições (i) e (ü) da De$nição 1.2.1'T.

l)emonstração. De fato, sejam â , O C éIMIQ; XI representantes de u e suponhamos

que â verifique as condições da Definição 1.2.17. Fixemos um compacto K C Q, com

K # a. Logo, existem constantes ci > 0, 77t C l e si € 1 tais que
Q

(i) â(c, t) C X. , para cada 0 < e < 77i e t C K

(ii) supllâ(c,f)ll,: $ c para cada 0 < c < ?7:

tcK

Tomemos um compacto L CC Q tal que K C L. Então, existe s2 C l tal que

n

0

(â
0

o)l. *z € ./v'lz,; x.l ,
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ou seja, existem constantes c2 > 0 e 772 C l tais que para cada 0 < c < v72

supllâ(c,t) - 0(C, t)ll. $ Q .

Seja c := ci + c2, 0 < ç7 < min(77i,?72) e 0 < s < min(sl, s2). Como X,. --, X, e

X. --, X,, segue-se que para cada t C K e 0 < c < ?7, i)(c,t) C X, e, além disso,
n

llo(c, t)ll, $ 11ü(., t) õ(c,t)ll,, + llü(c, t)ll,. $ c

Portanto, 4) também verifica as condições da Definição 1.2.17. D

1.2.20 Proposição. Se ü # f2 Ç R" é um azedo e (X, (X;)) é uma escala de

espaços de Banana, então ÇtÓ(Q; X) é u«. suZ,espaço uetodaZ de g(Q; X).

Demonstração. Soam u ,u C Ç;zÓ(Q;X) e À € ]K. Sejam â ,í) C 8MIQ;xl represen-

tantes quaisquer de u e u respectivamente e, seja K CC Q, um compacto fixado,

com K # 0. Ora, â verifica as condições da Definição 1.2.17 com constantes, di-

gamos, ci > 0, ?7i C l e si € 1. Da mesma forma, i) verifica as condições da

Definição 1.2.17 com constantes c2 > 0, ?72 C l e s2 € 1. Logo, Àâ verifica as con-

dições da Definição 1.2.17 com constantes ci > 0, ?7i C l e sl C l e ü + ú verifica

as condições da Definição 1.2.17 com constantes c := cl + c2, 0 < ?7 < min(771,?7z) e

0 < s < min(sl, s2). Portanto, Àu C ÇIÓ(Q; X) e também u + u C çzõ(Q;x). n

n

1.3 Algumas aplicações especiais

Seja (X, (X;)) uma escala de espaços de Banach. Para, que possamos formular

mais adiante uma versão do teorema de Ovcyannikov, vamos considerar, para cada

s € 1, a aplicação

0, : g(Q; X,) --, ç(Q; X) ,

definida do seguinte modo: dada .f C Ç;(Q; X,), seja / C 8MIQ; X,l um representante

qualquer de ./. Como

Cb4lQ; X,l C cMIQ; XI ,
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definimos O,(/) c ç(Q; X) como a classe de .f em g(Q; X). Como

.Vl0; x,l c .V'ln; XI ,

segue-se que O,(/) de fato não depende do representante escolhido para /. Em
geral, essas aplicações não são inclusões, isto é, a aplicação O, em geral não é uma

aplicação K-linear injetora de Ç(Q; X,) em Ç(Q; X) para cada s C l fixado.

Por outro lado, para cada 0 < r < s $ 1 dados, definimos a aplicação

0; : ç(Q; X,) --, g(Q; X,)

do seguinte modo: dada / € g(Q; X,), seja .f C 8MIQ; X,l um representante qualquer

de /. Como 8MIQ; X,l C eMIr; X,l, podemos definir O;(.f) C g(Q; X,) como a classe

de ./: em g(Q; X,). Como ./«IO; X,l c ./X/'lO; X,l, segue-se que a aplicação O: está bem

definida. Em geral, essas aplicações também não são inclusões, isto é, a aplicação

O? em geral, não é uma aplicação K-linear injetora de g(Q; X,) em Ç(Q; X,) para
carta 0 < r < s < 1.

Os próximos resultados são uma tentativa de caracterização do kernel das apli-

cações O,.

1.3.1 Proposição. Sejam 0 # Q um subco@unfo abano de R" e (X, (X;)) uma

e"'Z" de e'p«ços d. B-«à. S«p-h« q« u C ç(Q;X,) sd. um« .pZãc«ção t«Z

gue O,(u) C g(Q;X) ue7qHque a condição O,(u) = 0. .Então para cada subcangunto

compacto K CC Q, com K # Ü Caíste 0 < r $ s faZ guie
a

0:(u)IÊ 0:(ulÊ) 0 , em g(K; X,)
0

l)emonstração. Seja (K.j)jcN uma seqüência exaustiva de compactos para Q e seja

â C eMIr; X,l um representante qualquer de u. Para cada .j C N fixado, temos

Por outro lado, existe sj C l tal que



Seja 0 < rj $ min(sj, s), então

0 0

âli xK, M IKj ; x,,l n .A/'jKj; x,,l

D

Como uma conseqüência da proposição acima, temos

1.3.2 Coro]ário. Soam 0 # (2 um subco@unto aberto de ]R" e (X, (X:)) uma esguia

de espaços de Banana. SuporzAa que u C g(ç2;X,) sda uma apZicaçâo taZ que a

sua imagem O,(u) C Ç(Q;X) ue7q$que a condição O,(u) = 0. .Então Z'ara cada

subc07%junto compacto K CC Q, com K # ü eàsie 0 < r $ s faZ que para cada

repres.nt-te â € eMIr; X,l d. u e p«« cad« p C Oom(K) tem-s'

n

0

lim /. p(t)â(.,t) dt X,. (1.19)

l)emonstração. De fato, sejam K CC Q com K # ü e â C é: 4lQ; X,l um represen-

tante de u. A proposição 1.3.1 nos diz que existe r Cl0, sl tal que

K

n

0

1: ,.Ê c .VJK; X,l'Ü (1.20)

Sda g C (8"(K) e .L : supp(p), então p(.)â(c,

existem constantes c > 0 e ?7 C l tais que

0 0

) € Oom(K;X,) e, por (1.20)

1, P(t)â(', f)ll, $ a ,
K

para cada E cl0,?zl

n

Pala o caso de aplicações regulares, teremos a seguinte

1.3.3 Proposição. Soam 0 # Q um subconjurzto abono de IR" e (X, (X;)) uma

escala de espaços de Banana. StzponAa que u C a"(Q;X,) sda uma aplicação

taZ que a s a imagem O,(u) C g(Q;X) uehPqwe a cardação O,(u) = 0. Então

necessariamente u = 0.
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Z)emonstraçâo. Basta observar que podemos tomar para representante da aplicação

u C g(Q;X,) a aplicação ã : lxQ --, X,, definida por ã(c,t) := u(t), e usar o
corolário anterior. []

1.3.4 Observação. O que a proposição 1.3.3 nos diz é que o seguinte diagrama, no

qual as setas indicam as inclusões já verificadas.

a'(Q; X,) (Q; X,)

1 1 o.
C:"'(Q; X) (Q; X)

é comutativo, apesar da aplicação O, em geral não ser injetora
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Capítulo 2

Um teorema do tipo

Ovcvannikov-C['neves

2.1 Aplicações lineares admissíveis numa escala

Neste capítulo, consideramos um problema abstrato linear da forma

l S(t)-x(t)"(t)+/(t), ltl<õ

l «(o) - o.
Esse problema, como já foi dito na introdução deste trabalho, foi estudado em escalas

de espaços de Banach por Ovcyannikov e logo depois por F. 'lteves. Estaremos

procurando uma formulação conveniente para (2.1) e soluções que devem ser funções

generalizadas, definidas em um intervalo aberto Jó :=1 -- õ, õl, com (í > 0, a valores

numa escala de espaços de Banach (X, (X,)). Iniciamos o estudo do Teorema de

Ovcyannikov-'lYeves introduzindo uma classe de aplicações lineares conveniente.

Seja (X, (X;)) uma escala de espaços de Banach. Consideremos uma aplicação

linear .4 : X --} X satisfazendo a propriedade de que para cada s C l fixado

..4lx, c ,C(X,; X,) para todo 0 < r < s.

(2.1)

(2.2)

Para simpli6car, sempre que quisermos nos referir a essa propriedade, diremos que a

aplicação linear Á é uma aplicação adm ssúeZ. Denotaremos por 4d(X) o conjunto
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das aplicações admissíveis. Tal conjunto é um K-espaço vetorial quando o munimos
das operações pontuais.

Veremos agora como as aplicações admissíveis amuam sobre as aplicações gene-
ralizadas.

2.1.1 Lema. S©a«. (X, (X;)) u«.a essa/a de espaços de -Banana e Q w«. suZ'cona.','to

«b.d. . nã. «,ã. de ]R". Sd«m u C g(n;X), .A c .4d(X), â c cMIQ;xl u«.

representante de u e Ãl: = (Kj)jcN uma seq2Zência ezaustãua de compactos pata Q

Então são batidas üs asseüimas seguintes:

(a) -Existe uma seqüêncáa estàfamenfe decrescente (sj)jcN em l tal que para cada

UJ ::; lixKj C 8MJKj;Xs,l.

(b) Para cada .j C N a apZ cação 81, de$nída em l xKÍ por

n

Ü(c, t) :- .A(uj(c, t)) C X

e u71z e/ementa de eMJKj, X.l

(c) .Hüsfe u C Ç(Q; X) laZ que, se 0 C 8M ln; XI /or um representante qua/quer de u,

en,Z:ao

()

0

oli ,.Ê, -- õy C .VJKj; XI .

Z)emonstração. O item (a) é imediato a partir das definições.

(b) Para cada .j C N temos que uJ C eMJKj; X,,l e .4lx., C Z(X,,; X,) para cada r C

10, sjl. Concluímos então, usando a proposição 1.1.13 (pág. 10), que 8j c eMJKj; X,l

e, em particular, que Õj € 8MJKj; XI
n

(c) Para cada .j C IV seja uj C Ç(Kj;X) a classe de i)j, resulta então, usando-se o

item (ii) da proposição 1.2.12 (pág. 28), (lue existe u C g(Q;X) tal que ulB = uj

para cada J C N. []

0

J
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Vamos verificar agora que a construção do elemento u C Ç(Q; X) do lema 2.1.1

anterior não depende das escolhas feitas.

2.1.2 Proposição. O elemento o € g(Q;X) não depende do ref)resentante de u e

nem da seqilêncãa exaustiva de compactos para çt.

/)emonstraçâo. Sela {Zi C 8MIQ; X.l um outro representante para u e consideremos

(-Lk)k.m uma outra seqüência exaustiva de compactos para Q. Seja (sk)kcm uma

seqüência em l estritamente decrescente e tal que para cada k C N

Ui.k := Ulli xLü C eMll'kt X,.l .

Além disso, seja õi,h C eMl-Lk; X,*l tal que

0

n

0:.*(',t) :- Á(u:,*(., t)) ,

e seja õi C é:MIQ; XI tal club

ul 0
0

O:,* c .Arl.L*; X,.l

Vamos veri6car que

0 - õi C .Vln; XI .

Será suficiente verificar que existe r C l tal queSeja K CC Q tal que K # g
0

(Õ
0

õi)l: xÊ € ./V'jK; X,l

Tomemos então .j C N e k C N tais que

0 0
K c Kjnl,e

Escolhemos s C l tal que (0 < s < mintsk; sj})

0 0
uj - ui,k c .VJKj n .Lk; x,l

00

uj c eujKj;Xsl , Ui.k C fMlz'h;x,l
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.4lx, C C(X,;X,.) , para cada 0 < r <s

Assim, para (c, z) € 1 xK, teremos

(q - Õ-..)(', z) - .A(uj(.,z) - u:,*(', z))

()

e, como

(õ o:)l:,.Ü -((õ - 8í)+(8i -o:,*)+(õ:,. -õ:))l:..Ê
e

uj -- ui,k c .VJKj n Lk; x,l

resulta, pela proposição (1.1.13) (pág. 10), que

(i) -- Oi) ll xÊ C Jv'jK; X,l para cada 0 < r <s

n

n

2.1.3 Definição. Soam (X, (Xs)) uma escala de espaços de Banach e Q um sub.-

conjunto aberto não vazio de IR". Dadas .4 € .4d(X) e u C Ç(Q;X), definimos a

ação de .4 sobre u, e denotamos esse resultado por .4u, como a aplicação u, obtida

no item (c) do lema 2.1.1.

Por comodidade, vamos resumir a construção feita no seguinte

2.1.4 Teorema. Soam (X, (X,)) uma escala de espaços de .Banach e ü # (2 um

subconjunto aberto de R" . Ehste uma apEácação bitinear

.4d(X) x g(Q; X) --, g(Q; X)

(.Á,u) -, .,4u

de$náda de taZ modo gHe, se K /or um subc07Üunto compacto de Q com K # Ü e se

â /or um representante qualquer de u C g(Q; X), então um representante (Áu)lê de

(.4u)l& é obtido por

n

Üu)IÉ(', t) - .A(â(', t)) , (c,t) c l xK
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2.1.5 Observação. Sejam ü # Q um aberto de R", (X, (X;)) uma escala de espaços

de Banach, Á uma aplicação linear admissível, u e u elementos de g(Q; X) e k C IK,

então

(a) .4(u + «) - .Au + .4«

(b) .A(ku) - k(.Au)

Demonstração. Imediata a partir das definições. Observamos apenas que, dados k c

ÍK e u c ç(Q; X), se i; c ew(]K) for um representante qualquer de k e â c eMIr; XI

for um representante qualquer de u, podemos definir a aplicação

kâ : l xQ -+ X

(., z) -* Â(c)â(c, z)

É fácil verificar que Ã;â C eMIr;xl e que ku := classe(kâ) é um elemento bem

definido de g(Q; X), isto é, que não depende dos particulares representantes usados

em sua definição. []

2.1.6 Observação. É fácil verificar que tanto g(Q; X) quanto .4d(X) possuem uma

estrutura de ]K módulos.

Vamos agora considerar uma certa extensão da definição anterior. Fixemos um

número real a > 0. Denotaremos com Ja o intervalo aberto 1 -- a, al

2.1.7 Definição. Sejam (X, (X:)) uma escala de espaços de Banach e a > 0. Usa-

remos a notação fila; .4d(X)l para indicar o conjunto das aplicações

.Â : l XJa --, .4d(X)

tais que, pala cada c C l e para cada s C 1, a aplicação

Ja 3 t-* .Â(c,t)lx, c Z(X,;X,), éde cl«;se C-, paracada 0 <r <s (2.3)
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2.1.8 Observação. Por simplicidade (e comodidade), escreveremos

.A(C, .) € a'(Ja; ,C(X,; X,))

em lugar da expressão (2.3) usada acima

2.1.9 Definição. Sejam a > 0 e (X, (X;)) uma escala de espaços de Banach. Deno-

taremos por 8MIJa; -4d(X)l o conjunto das aplicações

.4 c fila; Hd(X)j

tais que para cada K CC Ja, e para cada p C N, existem .N C N, c > 0 e v7 C l tais

que para cada s € 1

suP ll.4'''(c, t)ll0.,) É i.;
sempre que c Cl0, 7?l e 0 < r < s.

(2.4)

2.1.10 Definição. Sejam a > 0 e (X, (X;)) uma escala de espaços de Banach. De-

notaremos por A/'jla; .4d(X)j o conjunto das aplicações ..Â C 8jla; .4d(X)j verificando

a propriedade de que, dados quaisquer K CC Ja, P € N e q C N, existem c > 0 e

77 € 1tais que, para cada s C l

suP LIAM(c, t)ll0.,) $ i:; ,

sempre que c Cl0, 771 e 0 < r < s.

(2.5)

2.1.11 Observação. Verifica-se facilmente, que o conjunto Cuja; .4d(X)j é um K-

espaço vetorial, eMIta; Ád(X)j é um IK-subespaço vetorial de fila; .4d(X)j e que o

conjunto .Vida; -4d(X)j é um IK-subespaço vetorial de 8M IJa; .4d(X)l

Justifica-se assim a introdução da seguinte

2.1.12 Definição. Sejam a > 0 e (X, (X;)) uma escala de espaços de Banach. O

espaço vetorial das ap/ácações Zámeares venera/ázadas s zzgu/ares na escala (X, (X;))
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é, por dehnição, o K-espaço vetorial quociente

SÇ(J.; Ád(X» :=
8Mtla; Ád(X))
.vtJ.; .,4d(x)}

Um elemento ,4 C SÇ(Ja; .4d(X)), será chamado ap/{cação linear generalizada

.{ng«Z« « «c«Z« (X, (X;)).

2.1.13 Exemplo. Um modo de se produzir alguns exemplos de aplicações .A €

éIMIJa; 4d(X)j pode ser o seguinte:

Suponhamos que uma aplicação -A C .4d(X) veriâque também a condição

(OT) existe uma constante c > 0 tal que para cada s c l e para cada r cl0, sl

tenhamos para cada z C X,

l.A:«ll, $ -=

Exemplos de escalas (X, (X;)) e de operadores .A C Ád(X) verificando a condição

(OT) são abundantes na literatura, em particular veja l29, pág. 151 a 1551. Con-

sideremos agora uma aplicação À C Ç(Ja) e seja À C eMIJal um seu representante.

Definimos a aplicação .A : l x Ja --, .4d(X) do seguinte modo:

l x Ja 3 (c, t) -, .Â(c, t) := .i(C, t).A C .4d(X)

Verifica-se facilmente (para isso veja também o Lema 3.3.2 (pág. 105)), que .A C

fMIJa; Hd(X)j .

Por razões técnicas, que aparecem na prova do Teorema 2.2.1, somos levados a

introduzir também a seguinte

2.1.14 Definição. Sejam a > 0 e (X,(X,)) uma escala de espaços de Banach.

Diremos que uma aplicação .A C .Sg(Ja; .4d(X)) é localmente ZÍmÍ&ada se existir

um representante .4 C eMIta; .4d(X)j satisfazendo a propriedade de que para cada

K CC Ja, existem c > 0 e 77 > 0 tais que para cada s C l

suP ll.Â(c, t)llb,,) $
tcK

para cada 0 < c < ?7 e para cada 0 < r < s
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2.1.15 Proposição. Sejam a > 0 e (X, (X.)) uma escala de espaços de BanacÀ.

Se «ãst{, "m "p«seno-te de .4 € SÇ(á.;.4d(X)) s«tãs$a*ndo (2.6), então tod.

re'presentante de A satisfará Q mesma condição.

Z)emonstração. De fato, sejam .4 e ..41 em 8MIJa; 4d(X)l representantes de A. Su-

ponhamos que .4 verifique a condição (2.6). Fixemos K CC Ja; logo existem q) > 0

e v7o € 1 tais que, para cada s € 1 e para cada 0 < r < s,

sup llÂ(c, t)ll(,.,) $ ;':; ' para cada 0 < c < 77o. (2.7)

Como

.Â - .ât € ./V'jla; .4d(X)l ,

segue-se que, para p = q :: 0, existem ci > 0 e ?71 C l tais que, para cada s c l e

para cada 0 < r < s,

sup ll (Â -- -Âi)(c,t)ll(,,,) $ i:; , para cada 0 < c < qi . (2.8)

Portanto, resulta de (2.7) e (2.8) que existem c > 0 e 77 = min(qo , qi) CI

tais que para cada s € 1 e para cada 0 < r < s

sup llÁi(c, t)ll(,,,) $ i':7 ' para cada 0 < c < 77.

Vamos agora definir a ação de um elemento .4 C .Sg(Ja;.4d(X)) sobre um ele-

me«to % C g(Ja; X)

D

2.1.16 Lema. Soam (X, (X:)) uma escala de espaços de Banach e Ja -- a,al,

ante aZo abeto com a > 0. Se/am u € g(Ja; X), â C 8MIJa; XI um representante de

U, .4 C Sg(Ja;.4d(X)), .A C é:MIJA;.4d(X)l um representante de .4 e X: = (Kj)jcN

uma seqiiência e=austãua de compactos para J.. As seguintes assediuas são válidas.
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(a) -Eüste uma següêncáa estüfamente decrescente (sj)jcW em l taZ gue para cada

.j € N

Uj :;: lixKí C 8MJKjlXsjl
n

e para cada r cl0,sjl

..4j : Âl:*É C eMJKj; ,C(X,,; X,)l

(b) Para cada .j C N a apiãcação 8j, de$ndda em l xKj por

8j(',t): .Aj(',t)(uJ(.,t)) CX

e Hln eZe7ne7}to de 8MJKj, XI
0

(c) Existe u C g(Ja;X) taZ que, se 0 C 8MIJa;xl /or um representante qualquer de

u, então
0

tlli xi, -- 0j € ./X/'jKl; XI .

iediato a partir das definições dad/ ) :trarão. O item (a)

(b) Para cada J C N temos que uj C eM IKj; X,,l e, para cada r Cl0, sjl fixado, temos

.4} C 8MJKj; ,C(X,,;X,.)l. Concluímos então, usando a proposição 1.1.13 (pág. lO),

que 8j c cMll<j; X.,l e, em particular, que 8j c CMJKj; X.l.

0

0

0n

(c) Para cada .j C N seja uj C g(Kj;X) a classe de 8j, resulta então, usando-se o

item (ii) da proposição 1.2.12 (pág. 28), que existe u C g(Ja;X) tal clue ulÊ, = uj

para cada .j C N. []

Vamos agora veriÊcar que a construção do elemento u C ç(J.; X), no lema 2.1.16

anterior, não depende das escolhas feitas.

Q

2.1.17 Proposição. O elemento u € Ç;(J.;X), do lema 2.1./6 anterior, não depen-

de dos representantes de u ou de A e nem da seqiiência esaustãua de compactos para

À



Z)emonstrnção. Sejam âi C é:MIJA; XI e ..Â: C 8MIJa; '4d(X)) outros representantes de

u e Á respectivamente, e seja (-Lk)kcN uma outra seqüência exaustiva de compactos

para Ja. Seja (sk)j;cN uma seqüência estritamente decrescente em l e tal que, para

cada k C N, tenhamos

UI,k :" Uni xLh C eMll'h; X.,.l
0

0

'4i,k :- Ál: ,.Ê. € 8Ml-Lh; Z(X,.; X,)j

Além disso, seja i)l,k € eMl-Lk; XI tal que
0

õ:,. (., t) .'l:,*(', t) (u:,*(., t)) ,

e seja i)l C 8MIJa; XI tal que

õl 1: xjl. -- OI,k C .A/'jla; XI

Devemos verificar que

Õ - Oi C .N'jla; XI .

Para isso, será suficiente verificar que, dado K CC Ja com K # 0, existe r C l tal

que

0

0

(õ - 01)l: ..Ê C .VJK; X,l .

Tomemos então .j C N e k C N tais que

0 0
K c Kjnz;t

Escolhemos s C l tal que 0 < s < minlsk;sj} e tal que possamos escrever, para

r C10.sl.
0

Uj C 8MJKj; X,l
0

Aj C eMJKj; r(X,; X,)j ,
0

..'!:,. C 8Ml-L'; r(X,; X,)l ,
0

U:,* c 8Mll''; x,l
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e ainda

(üj {z:.*) l: *..ê.,l, € .VIRÁ n .E.; x,l .

Então, para cada (c, t) € 1 xK, e para cada r C 1, 0 < r < s, teremos

(Õj -- 0:,k)(c, f)(e, f)(uj(c, t)) - -A:,k(C, t)(u:.k(C, t)) =

,k)(c, t)(uj(c, t)) -- .A-,k((u:,. - uj)(c, t))

0

Logo

(0 0i)l.,.Ê 0j)+(@ 0i,h)+(õi,k -0i))l:xÊ c.N'jK;X,l

Portanto

n

0

(8 -- 01)l. ,.ê C A/'jK; X,l

D

2.1.18 Definição. Sejam (X, (Xs)) uma escala de espaços de Banach. Dados -4 c

SÇ(Ja; .4d(X)) e u c Ç(Ja; X), definimos a aplicação

.A . U € Ç(Ja; X)

como o elemento u C Ç(Ja; X) obtido no item (c) do Lema 2.1.16

Para comodidade, vamos resumir a construção feita no seguinte

2.1.19 Teore«ia. Soam (X, (X,)) uma escala de espaços de Banana, a > 0 e Ja O

enter"l/aZo 1 -- a, al. Ezáste tina apZlcação bíZánear

.Sg(Ja; .4d(X)) X g(Ja; X)

(.A,u)

degrada de taZ modo gue, se K /or um subc07Üunto compacto de Ja com K # 0, .A

/or H« rep«s.nt-t. qu«Zqu« de ,4 C .SÇ(Ja; .4d(X)) e, « â .h, «"'' "p«nl-*e

q-Zque, de u C g(Ja; X), '«tã' «m «p«nt«nte (.A ' ")lê 'Z' (.A ' ")IÉ é 'Z'tá'Z' P"
........------.....o
(.4 u)lê(c,t) = .A(e, t)(â(c, t)), t c K

n

--» g(aa; X)

.4'u
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2.2 Um resultado de existência de soluções
O resultado que apresentamos a seguir é uma possível versão do teorema clássico

de Ovcyannikov-Treves no contexto da teoria de Colombeau. Sua demonstração se-

gue, em linhas gerais, aquela apresentada em 1291, que chamaremos contexto clássico,

com as adaptações necessárias ao novo contexto.

2.2.1 'teorema. Suam a > 0, (X,(X;)) uma escala de esp«ços de Banana e

.A C .SÇ(Ja; .4d(X)) u«'« «plic«ção gen««Zã-d« sãngui« n« «c«/. (X, (X.)). Sup.-

nÀ«m« t«.bém g«. .,'l ;d« Z««Zmenfe Zímdt«d«. Zom.mos / C Ç(Ja; X) . UO C X.

Ente. .«isfe .5 Cl0, .l e u C g(JÓ; X) «fisga«nd'

u + .f em Ç(Já;x)
(2.9)

u(0) - uo

Demonstração. No que se segue, e é a constante tal que in(e) = 1.

Sejam / C eMIta;XI, .4 C eMIta;Ad(X)l e âo € eM(x) representantes respecti

vamente de /, .A e uo. Fixemos 0 < ó < a' < a. Então existe se C l tal que

.fllxJ., C 8MIJa';x.l e âo C eM(x.)

Acém disso, existem ]V C ]V, c > 0 e 77 € 1 tais que

s«P ll.f(.,t)ll. $ u'''' , ' < € < ,7,

lâo(c)ll,. $ ce'fv , 0 < c < ?,

(2.10)

(2.11)

e ainda, sendo A localmente limitada, temos que para cada 0 < s < se,

supllÂ(c,f)ll(,,,) $ ;:; ' 0 < c < ?7, para cada0 < r < s.

Podemos ainda escolhem a constante c suficientemente grande de tal modo que

também se verifique a desigualdade (c e)'i < b. Para cada c cl0,VZI fixado, de-

finimos a seqüência (ui)k.m do seguinte modo:

«8(t) : (.) + / /(., e) «, f C Jó ,

t

0

(2.12)
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e, para cada A; € 1N e t C JÕ

«Ê+.(t) :- âo(') + / .f(.,0 @

Vamos verificar, por indução, e simultaneamente, que a seqüência (t;i)kcN não só

está bem definida como também

0 -ç .[Â(e, Q(«i;(ei» 'K . (2.13)

uli C cr(Jb; X) para cada k C N

Fixemos uma seqüência exaustiva de compactos (Kj)jcN para JÓ Iniciamos então

com u8. Fixado .j C N, como, para cada 0 < s < s., .f(c, .) c a"(Jb;X,), teremos

então

«81 0 c C'(Kj; X,)
Kj

para cada 0 < s < se

Fixemos 0 < s < se qualquer e suponhamos que

0

«Ê c a"(Kj; X,)0
Kj

Como, para cada 0 < r < s,

..Â(c, .) € a'(Jõ; Z:(X,; X,)) ,

resulta da proposição 1.1.13 (pág. 10), que para cada 0 < r < s

.À(c, -)(uÊ(.))l,p c 0'(Kj; X,) .
0

J

Portanto, para cada 0 < r < s, teremos uÊ+il,9

qualquer, podemos escrever
J

0

c C"(Kj;X,) Sendo 0 < s < se

0

"il#, c C~(Kj; X,)
(2.14)

para cada 0 < s < se e para cada k C N. Em particular, para cada 0 < c < v7,

uli C OF'(Jb; X) para cada k C N
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Definimos agora, para cada 0 < c < 77 fixado, uma nova seqüência wli c

O:"(Jõ; X) do seguinte modo: pomos m8 := o8 e para cada k 2 1

'',Ê := '"Ê -- '"il-:

as a (2.13) temos, para cada É C JÓ,

«,Ê...:(t) - /. .À(c,C)(«'Í({)) 'e , para c'da 0 < c < '7

e para cada k C N. Definimos agora, para cada c Cl0, 771 e cada t C :7ó

M'(f) : âo(.)ll.+ l / ll/(c,Oll. «l . (2.15)

É fáci[ verificar que a função ]W'(t) verifica a seguinte propriedade: em cada um

dos intervalos 10, ól ou 1 -- ó,01, se ltil $ 1t21, então M'(ti) $ M'([2); acém disso,

existe uma constante 1, > 0 tal que, para cada t C Jb se verifica

M'(t) $ 11Üo(c)ll,. + ltl suP ll.f(c, e)11,. $ Lc-''' . (2.16)

Usaremos indução para mostrar que para cada t C JÓ, para cada 0 < c < ?7, para

cada k € N e qualquer que seja 0 < s < se,

com a constante c > 0 a mesma que aparece em (2.10), (2.12) e (2.11). Fixemos

0 < s < se. Para k = 0 teremos

1«8(t)ll, $ 11üo(c)ll,+ ll//(c,e) @ll, $ 11üo(c)ll. + ll

$ 11üo(')ll. + l/ ll/(.,e)11. «1

ll.«Ê(t)ll. $ w'(t)
se - s

(2 17)

rlrn''

t

t

0

t

0

ou seja,

/(., e) @ll. $

1«8(t)ll, (t)ll, $ w'(t) .

A desigualdade acima é verdadeira para cada 0 < s < se. Para k = 1 teremos

1««Í(t)ll, $ 1 / ll.Â(c,{)(«8({))11. «
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Escolhemos r > 0 de modo que 0 < s < s + r < se. Observemos que u8(e) C X,. e,

portanto, u8(e) C X,+,. Sendo Á admissível, teremos

..'{(c,e)(u8({)) C X.

Daí, usando (2.12) resulta

ll.Â(c, 0(«8(0)11, $ c llu8({1)11b+,)

Portanto

ll««Í (t)ll, $ ;

0)

/ 11«8(e)11,+,' «

11«8(t)ll, $ w'(t)

para cada 0 < s < se e, portanto,

1«8(t) 11,--, $ w' (t)

Usando a propriedade de não decrescimento de ]W', resulta

llwÍ(t)ll, $ !iPW-'(t)

Sendo r €10, se sl arbitrário, segue-se que

«:'*' *, : «''*, (=)

A desigualdade acima é válida para cada 0 < s < se.

Suponhamos agora que (2.17) seja válida para k 2 1 e mostremos que também

será verdadeira para k + 1. Fixemos então 0 < s < se e tomemos r > 0 de tal modo

que 0 < s < s + r < se. Como wi(e) € X,+,, segue-se que ..Â(c,e)(wi(e)) C X,; daí

«s«do (2.12),

ll««Ê...:(t)ll. $ ; ./ llwÊ(e)11@--,) 'e
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"«:*.'*" '*,;(;-:T.,yP;
Para cada k 2 1 seja rk = ::!.;-Í' então

'.-. -(l b.-4 - F.}i0.-4
Tendo escolhido rA; desse modo, teremos

ll.«Ê...:Wll, $ w'W.:11--14@'.Di;gl;:J\yF= :
- "''*,''*:M-p.' (T)' * **: .
' «''*, (Ú)'': .'*: * '*:
- «''*, (=)'*' * '*: ,

Usando a hipótese de indução, resulta0 S

ou sela
.,,, . \ k+l

A desigualdade é válida para cada 0 < s < se.

Para cada 0 < s < se fixado, definimos B, := {t c JÓ / ltl < (c e)

Resulta de (2.16) e de (2.17) que a série

ll«,Ê..:(t)ll, $ w''(t)
se - s

c e
ltl'''':

'(.0 .)}

(2.18)

converge absolutamente e uniformemente sobre as partes compactas de -B,, na to-

pologia de X,.

Seja á := -!! e Já := {t C JÓ / ltl < õ}. Para cada c cl0,v71 definimos a função

u' : Jó --} X do seguinte modo: dado to € Jó, existe 0 < s < se tal que to C Z?.
Como a série



é convergente em Xs, pomos

«'(tO) :- >1:'"Ê(to) - ,jlnm"Ê(tO) 'm X, -k-o

Observe que, se to C -B,, com 0 < r < s, então, como 1?, C -B, e X, --} X,, segue-

se que o elemento u'(fo) € X, está bem definido. A convergência uniforme sobre

compactos de .B,, nos dá ainda que u'lB, C C'(-B,l X,) para cada 0 < s < se. Além

disso, pelo que acabamos de verificar, podemos concluir que u'lB,+. C C'(.B,+o; X,+o)

Resulta da definição de ui que para cada t € .B,

u'(t) -âo(c)+ / /(c,O@+ / ..4(c,0(u'(e))@ , te-B,. (2.20)
0 JO

Seja 0 < 0 < se -- s, qualquer. Sendo .4 admissível, ou seja, sendo .A(c, .) C

C'-(aó; Z(X,; X,)), resulta

t t

(2.19)

u'lB,.. . C a:(.B,+o; X,) ,

e daí resulta, pela arbitrariedade de 0,

u'lB, C C''(.B.; X,), 0 < s < s.

Repetindo o argumento, concluímos que para cada c cl0, 771,

u'le, C C'(.B,;X,) (2.21)

Vamos agora verificar uma desigualdade que também será importante mais adi-

ante quando discutirmos a, unicidade de solução generalizada. A função u' que

verifica (2.20) satisfaz, para cada 0 < s < se e para cada t € -B,

De fato, temos, para cada t C .B,

ll«'(t) 11, $ 11Üo(.)ll,. +
se -- s -- cejtl

ltl
cejlíZo(.)ll. + s«p ll.f(., e)11. } . (2.22)1(1$õ J" J

M'(t) $ 11Ü.(c)ll. + ltl suP ll/(c,e)11.
l€1ÉÓ
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Agora, por (2.-L9), temos

+00

E
k-l

«'(t) - ««8(f) + wÊ(t) ,

daí,
+00

llu'(t)ll, $ 11«,8(t)ll« + >1: 11w;l(t)ll«
k-l

Assim,

"«''*,", :; "~'.,". -'- ,'.,;'",. -- "''',:(=gy ' ««'''",.--

-'- ,'.,''««--(««'',«,.''- m",'.,;,««)(;:Wm) -
- "'.'.'"« ''' lz ",'., ',«« ( -- ;:l'':m)-- «~'.,«« (-Wm)-
- "".';'"« ''' m ",'.,',«« IJ9:!àl -- ««.'.,«« (-?L@) '
"'.'.,"« ''' m ",'., ',«« (;-. J4.-m) -- ««.'.,«« (;:ggm) -

- llü.(')ll« + ;i.al!-:i;kÍ l"iiü'(') 11« + i2B ll j(', e)11«l

Portanto, obtivemos (2.22). Em particular, utilizando (2.10) e (2.11), teremos

também o seguinte: para cada s Cl0, sol e para cada K CC B, existe uma cons-

tante M = M(s, K') > 0 tal que para cada 0 < c < q, verifica-se

\Ã.-N
suP llu' (t) 11. S ivic
tcK

Definimos a função â : l xló ---} X do seguinte modo:

â(.,t) :-l (t) " 'clo,ol
ug (t) se . c l,7, il .

Em primeiro lugar, vamos mostrar que â C 8lló; XI. Fixemos uma seqüência exaus-

tiva de compactos (Kj)jcN para Jõ. Agora, para cada .j C N, existe s Cl0,sol tal

que

(2.23)

Kí c-B,.
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x VI \. z''z' x/ } uu.

cadac € 1

0
'Kj

0

c C'(Kj;X,)

â(c, -) C 0F'(Jó; X) .

Vamos mostrar agora que

â C é:MIJA; XI

Tomemos a seqüência exaustiva de compactos (Kj)jcN para Jd e mostremos que

para cada .j C N existe s C l tal que

'Ü 0
lxKj C é:MJKj; X,l

Fixemos então .j C IV e consideremos .L ccKÍ. A idéia aqui é usar indução sobre

a ordem de derivação m c N. A prova será conseqüência da seguinte afirmação cuja

prova faremos mais adiante

2.2.2 Afirmação. S(ya 0 < s < se ./irado. Para cada p C N e quaisquer que s(yam

s $ r < Z < se, ezÍslem M > 0, N C N e 77 C l tais gue

0

sup lIaM(c,t)ll, $ Mc'X para ca a 0 <e < 77.(2.24)

Para concluirmos a moderação de â, a partir dessa afirmação, será suficiente

escolhermos s $ r < Z < se tais que

K.ícc.Bic B,c.Bs

Sda u C Ç(Jó; X) a classe de â. Da definição do produto .A

l -ã -.4.« -- / .m gM;X)

1. «m - «..

u, resulta que

(2.25)

n
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Prova da .4./armação 2.2.2. A prova será feita por indução sobre a ordem de de-

rivação p. Verifiquemos, em primeiro lugar, a afirmação para p :: 0. Sejam

0 < r < Z < se. Temos que .BI CC .B, e, portanto, pela desigualdade (2.23),

resulta que existe uma constante M > 0 tal que, para cada 0 < c < 77

sup llü(c, t)ll, $ M c'w

Verifiquemos agora a afirmação para p - 1. Resulta de (2.20) que, pata cada

0 < 6 < v7 e para cada t C B,,

dâ, .
=(', t) - .A(', t)(ü(', t))+/(', t) ,

daí, para t C -Bz

ll$(',t)ll, $ 11.f(',t)ll, + ll.Â(',t)(ü(',t))ll, -

Como vale a afirmação para o caso p ;: 0, segue-se que para cada ri > 0 tal que

r < ri < ! e t C .Bi existem constantes Ot > 0 e .A4 > 0 tais que,

ll::(c,t)ll, $ ce'x + Cillâ(c,t)ll,. $ Mc'/v

Seja m ? l e suponhamos que a afirmação sela verdadeira para cada p tal que

0 $ p $ m. Vamos verifica-la também para p - m + 1. Para cada 0 < c < 77 e

[ C .B, temos

llÜ("+0(c, f)ll, $ 11.f(W(c, f)ll, + ll(.Â(c, t)(â(c, t)))(')ll, (2.26)

Usando a Proposição 1.1.12 (pág. 9), teremos

Como .fli *J; C éIMIJõ; X,.l e .,Âli *Jõ c eMIJó; .4d(X)l, resulta que existem constantes

.ÍVi C N, Mi > 0 e 0 < 77i < ?7 tais que

(Â(', t)(â(', t))) (") - >:
n--n

.Â@ (â("'o (', t))
q

supll.f(")(c, t)ll, $ Mi c'Jv' pala cada 0 < € < v7i
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e para cada q = 0,1,. . . ,m e 0 < r < ri <Z

supllÁ(ç)(c,t)ll(,.,,) $ Mt c'/'': para cada 0 < c < 77:

Logo, para t C BI

Usando a hipótese de indução, segue-se que existem constantes M2 > 0, Ai2 € N e

0 < v72 < ?7t tais que para cada t C .Bi,

llâ("+i)(c, t)ll, $ M2 c'N2 para cada 0 < € < v72

1(.Â(c,t)(â(c,t))(")ll, $ >1, Mi
q-o

.-"' llü(" ü(.,t)ll.
q

D

2.2.3 Proposição. .4 .»nção u C Ç(JólX), obtida no Teorema 2.2.1, sat slfaz a

seguinte propóedade: ezáste se C l taZ que para cada s cl0, sol ezáste uma aplicação

u C g(-B,; X,) onde .B, := Jõ(« ,) taZ gue apara a de$náção de O, uda a pág. 35)

ula, - 0,(«) .

l)emonsÉração. De fato, por construção, obtivemos um representante â c eMIJó; XI

de u que verifica, para cada 0 < s < se, a condição

â(c, .)IB, C C'(-B,; X,)

para cada c C 1. Vamos então verificar que

âli *B, C ehll-B,; X,l

De fato, dado K CC B,, podemos repetir todo o argumento de indução, que foi base-

ado no fato de â verificam (2.22) e, conseqüentemente, concluirmos a Afirmação 2.2.2,

isto é, para cada p C N existem c > 0 , N C N e 77 € 1 tais que

sup llâ(p)(c,t)ll, $ cc'w para cada 0 < c < 77.
te K

Tom«mos e«tão « := classe(âl: *B,) em g(-B,; X,). n
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Os seguintes Corolários seguem-se facilmente do que foi visto acima e são enun.

dados apenas para comparação com as formulações clássicas.

2.2.4 Corolário. Sda (X,(X;)) uma escala de espaços de .BanacÀ, a > 0 e ..4 C

.Sg(Ja; .4d(X)) um« «pZá«ção g.ne«Zã«d« .ãnguJ« n« e.c«!« (X, (X;)) e localmente

limitMa. Dados / C g(Ja;Xi) e uo C Xli, eàste õ cl0,al e u € Ç(Jó; X) satisfazem o

r du
l -ã --'l'" + Q:(/) 'm g(Jó;X)

1. «(0) - 0:(«o).

2.2.5 Corolário. f'demos (X, (X;)) uma escala de espaços de BanacÀ. Suponhamos

que sejam dados

(2.27)

(i) uma api cação .A c .4d(X) adm ssz'ueZ para a qual Casta uma constante C > 0

uehBcando

ll-4ll(,,,) $ 1i-:; para cada 0 $ r < s;

(ii) um número 7' > 0 e uma apZ cação / C g(Jr;Xi);

(iii) uma aplicação uo C Xi

nfão eãstem ó > 0 e u C Ç(4; X) ta s que

{ :, ::::: (2.28)

2.3 Unicidade de soluções

Nesta seção, estudamos algumas condições que nos permitem obter unicidade de

soluções pala o problema (2.9).
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2.3.1 Teorema. Sda«. a > 0, (X,(X,)) uma escala de espaços de Banana e

.4 C .Sg(Ja; .4d(X)) um. aplác«ção g ne«Zá«d« .{ng«Z« n« «c«Za (X, (X.)). Sapo

nÀa que .A sega ZocaZmente iámitada e suponha também que para algum (5 cl0, al, a

aplicação u C Ç;(Jó; X) sda soZ.'ção

l «(o) - o.
cv Cl0, (SI taZ que ulJ. = 0.Então, existe.s

(2.29)

Z)ernonstração. Seja (a.).:N uma seqüência estritamente crescente em 10, ól e tal

que a. --, õ, n --, +oo. Para cada n C N seja Ã', := 7.., então (.Z(n)..N é

uma seqüência exaustiva de compactos (intervalos fechados com centro em 0) para

JÓ. Fixemos representantes 0 C eMIJó;xl e .A C 8MIJa;'4d(X)l para u e para Á

respectivamente. Resulta de (2.29) que existem aplicações h C ./VJJõ; XI e Õ C ./«(X)

tais que para cada (c, f) C l xló verifica-se

(.A . «)(c, f) + h(., t)

(2.30)

Õ(.)

onde .Á . u C 8MIJó; XI é um representante de .A u que, pelo Teorema 2.1.19 (pág. 49),

pode ser tomado de tal modo que

õ(.,o)

(i'';) l: ,.,a (', t) - 'Â(', t) (õ(', t))

para cada n C N. Desse modo, fixado n C IV, teremos para (c, t) C l xÃ«
0

0

(c, t) C l xÃ'«

.Â(', t)(õ(., t)) + À(.,t)
(2.31)

o(.,o) Õ(.)
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Sendo .4 localmente limitada e (í Cl0, al, segue-se que existem constantes c > 0 e

?7 c l tais que para cada s € 1, para cada r cl0, sl e para cada c cl0, ?71

suPllÂ(', t)ll0.,) $ ;:;

Consideremos se C l tal que hl:x/:. C ./V'l.Kn;X.l, â C ./U(X«) e que também

tenhamos i)li ..K. € 8MI/(n; X,.l. Portanto, pai'a cada s cl0, sol e para cada c cl0, ?71

fixado, tem-se que a função õ(c, ) € (7'(-Kn;X,) é solução do problema (2.31).

Como .A(c, ) verifica (2.32), A(e, ) c O''(Kn; X,) e â(c) C X,. resulta, pelo Teorema

clássico de Ovcyannikov-Treves (ver l27, pág. 20-211), que 8(c, .) é a única solução

de (2.31) e ainda mais, existe d > 0 com :7Ú CC ](n e tal que i)(c, ) satisfaz a

seguinte condição: para cada r Cl0, sol e para cada t € JÓ com ltl < d(se -- r) tem-se

liõ(', t)ll, $ ilõ(')íl« + =;:'llÇ':i;í4 {"llõ(')ll« + EE, llÀ(', e) 11«}

A partir da desigualdade (2.33), podemos usar o mesmo tipo de argumento de

indução já usado na prova de existência de solução, para concluir que para cada

subconjunto compacto K CC Jdso com K # g, existe sl C l tal que

n

0

0

n

0

(2.32)

(2.33)

0

í)l: ,.É c .VJK; X,.l

Portanto

ulJ.,. = 0

Tomamos então a = dso. []

Como um corolário, podemos obter unicidade de solução para o problema 2.9

ou seja:

2.3.2 Corolário. Soam a > 0, (X,(X;)) t.ma escala de espaços de Banacà e

.4 € .Sg(Ja; .4CI(X)) uma apZ cação genes'aZ fada singular na escala (X, (X;)). Supo-

nhamos também que .4 sda localmente limitada. Tomemos / € Ç(Ja; X) e uo € X.
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Então e«êste õ Cl0, «l e um« únic« .plã«çâo u C Ç(Jó; X) s«t{./a*nd.

l :l: =..4.u + / .m g(Jó;X)

l «m-« .

com a formulação clássica, enunciámos também o corolárioomparaçao

(2.34)

.Para c

seguinte.

2.3.3 Corolário. Soam a > 0, (X,(X,)) uma escala de espaços de Banana e

..4 C .SÇ(Ja; .4d(X)) Um« «pZic«çâ. gene«Zá«d« sánguZ« n« esc«Z« (X, (X:)). Su-

ponhamos também que .4 sqa localmente limitada. Suponhamos que para cada

0 < Z, < " ' P«« «d« 0 < . < 1, « «plãc«çã. u c g(JÓ;X,) 'd« t«Z q"e

u := O,(u) c Ç(Jõ;X) sda soZ.'çã. de

(2.35)

«(o) - o

nfâo e:«{sle um atem«Zo Ja C Jó [aZ que O,(u)IJ. 0

2.3.4 Observação (Compatibilidade com soluções clássicas). De acordo com

a proposição -Z..?.3 (pág. 37), podemos extrair também a seguinte conclusão: sejam

a > 0, (X,(X,)) uma escala de espaços de Banach e .A C Sg(Ja;.4d(X)) uma

aplicação generalizada singular na escala (X, (X,)). Suponhamos também que ,4 seja

locaZmenle Zimátada. Suponhamos que para cada 0 < b < a e pala cada 0 < s < 1,

a aplicação u C C''(Jó; X,) sda tal que u := O.(u) C Ç(Jb; X) seja solução de

r du
l - /l.ul at

l «(o) - o

Jó tal que ulJ.Então existe um intervalo J. Cr aS
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2.3.5 Observação. Observamos que, diferentemente do caso clássico, a unicidade

de soluções generalizadas foi obtida usando-se a desigualdade (2.33), que, em 1271,

é obtida ao se estudar a dependência contínua de soluções com os dados iniciais.

2.4 O Teorema de Cauchy-Kovalevska linear

Consideremos um problema do tipo

1. u(0, ,) - uo(,) .

Vamos reinterpretar esse problema e procurar formula-lo de acordo com as con-

dições do Teorema (2.2.1) . Para simplificar, trabalharemos aqui com poiãd ecos aber-

tos e limitados A C C'. Como no caso clássico, denotaremos por w(ãl) o espaço
das funções contú&uas em A e que são ÀoZomor/as em A. Munido da norma

$(t, ') - >1:Á.(t, ')g:(t, ')+ Á.(t, ')"(t, ')+ /(f, ')J
(2.36)

ll/lla := suP 1/(,)1 , / C x(ãl) ,

segue-se que H(A) é um espaço de Banach.

Sejam Ao e A. polidiscos abertos e limitados com mesmo po/ácenÉro e tais que

zC.â.

0# a..C ÀoC A.

Podemos supor que, para algum do > 0,

A. {z c C" / dist(z; Ao) < do},

onde dist(.;.) é na norma do máximo. Seja 7' > 0, denotaremos por (t,z)
(t, ZI, . . . , Zn) um ponto genérico de Jr x A.. Suponhamos que sejam dados

(a) para cada j = 0, 1, . . . ,n, uma coleção de n + l aplicações generalizadas local.

mente limitadas .4j C ÇIÕ(Jr X A.; À4m(C)) satisfazendo as condições

ll:Ç{ = 0 para cada k:: 1,2,...,ne para cada J = 0,1,...,n;
k
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(b) uma função / C g(Jr x a..;C") tal que para cada k = 1,2, . . . ,n tenhamos

(c) uma função uo C HÇ(A.;C") (para uma definição das funções holomorfas

generalizadas veja jlll).

a./'
0;

Queremos estudar o problema de existência e unicidade de solução local para

1. ullolxao :; uo -

Para que possamos fazer a tradução de modo conveniente, devemos introduzir uma

família de polidiscos entre Ao e z\. do seguinte modo: seja 0 < d < do e seja

$ - $«.g * ".« * '
(2.37)

{z c C" / dist(z; Z\o) < d}

E claro que Z\o C Ao C zXi C At C A. Agora, para cada 0 < s < 1 definimos

A, := {z € C" / dist(z; Ao) < sd}

Observamos que para 0 $ r < s $ 1

dist(A, ; C"\a., )

Definimos agora uma família de espaços de Banach pondo

Xo H(Z\o; C") e Xi = H(Ai;C"),

e, para cada 0 < s < 1, X, := H(A,;C'). E fácil verificar que para a aplicação de
r a rinãn

z: X, -+ XI,, com 0 Sr<s $ 1

/ -* .(/) :- /t&
a família (X,),.l define uma escada de espaços de Z?anach (X, (X,))

Vamos necessitar também do seguinte Lema, cuja demonstração pode ser encon-

trada em l29, pág. 144-1451
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2.4.1 Lema. Para cada 0 $ r < s $ 1 e para cada k = 1,2,.. . ,n temos gue o

.p««do, de deM-ção }lâ de$ne «m 'Z'mento de Z(x,; x,) '
. õ .. , l/d
llããllb,o $ ;.T

Vamos agora, usando as aplicações .Aj, construir o operador .A C .Sg(Jr; .4d(X)).

Tomemos dl > 0 tal que d < di < do e consideremos o polidisco aberto e limitado

:= {z c C" / dist(z; Z\o) < cZi}

Observamos que para cada 0 < 7- < s < 1 temos

a.o C Ao C a., C a., C A. C a.. C a.i C 6.i C A C A.

O Teorema que nos fornece a estrutura local de funções holomorfas generalizadas

(ver jl, pág. 2721 ou l9, theor. 8.4.51) nos diz que para cada.j = 0, 1, . . . , n , existe um

representante .Aj C 8MIJr X A; .R/m(C)l de .AÍI.4*a tal (lue para cada (c,t) C l xlr,

.Àj(c, t, -) € H(A; .A4m(C))

A mesma propriedade é possuída por /IJr».a, isto é, existe um representante / C

8ullr x A; C"l de /IJrxA tal que para cada (c, t) C l xlr,

/(c, t, ) € H(Z\; C") (2.38)

Para cada (c, t) C l x Jr definimos a aplicação .Â(c, f) : X --, X do seguinte modo
para cada s C 1, se u C X. então

.Â(', t) (") :- >ll: .Âj(', t, ')gl: + Âo(', t, ')" -
De acordo com o Lema 2.4.1, segue-se que para cada (c, t) € 1 xlr, .4(c, t) € ,4d(X)

Portanto, temos uma aplicação

J

.Á : l xlr --, .4d(X)
(., t) n ..4(.,t) .

É claro (ver Lema 3.3.1 (pág. 99) e Lema 3.3.2 (pág. 105)), que para cada s € 1,

para cada 0 < r < s e para cada c C 1, a aplicação

;r 3 t -, .A(c, t)lx, C r(X,; X,)
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é de classe C'". Vamos verificar que .4 C eMIJr; .4d(X)l e para isso, diminuindo A

se necessário, e usando o Lema l0.2.1 de jl, pág. 2671 , podemos supor que para cada

p C N e para cada compacto K CC Jr existem constantes c > 0, ?7 C ] e ]V C N tais

que para cada 0 < c < ?7, para cada .j = 0, 1 . . . , n e para cada z C a.

ap.Â, (c, t, ,)l $ a'"ÕP'suP
t€K

(2.39)

Assim, (2.39) juntamente com o Lema 2.4.1, nos mostram que a aplicação .A é

um elemento de 8MIJr;.4d(X)l e, além disso, como a aplicação .4j é um elemento

de gZb(Jr X Z\.; À4m(C)), segue-se que, quando p = 0, podemos tomar ]V = 0 em

(2.39). Isso mostra que a aplicação .Â C éIMIJr X A; À/m(C)l, define um elemento

,4 C SÇ(Jr; .4d(X)) localmente limitado. Vamos agora trabalhar com os outros
dados / e uo. O representante / de /IITxa, define uma aplicação F : l xlr ---} Xi,

pondo-se i'(c,t) := /(c,t, .)l&-. Do mesmo modo que procedemos com .Á, isto

é, usando o Teorema de estrutura local de funções holomorfas generalizadas e o

Lema l0.2.1 de jll, segue-se que F C Cujlr;Xil e, portanto, define um elemento
F € Ç(Jr;Xi). De modo análogo, tomamos um representante âo c eMpA;c l

de bola. de tal modo que para cada c c 1, âo(c, ) C H(A;C"). Consideramos a

aplicação

l 3 c -» h(C) C X:

definida por À(c) := âo(c, )l2ii. Temos (lue h C 8U(Xt) e, portanto, define um

elemento A C Xi. Pelo Teorema 2.2.1, existe õ Cl0,rl e uma única função u C
Ç(Jõ;X) satisfazendo

l «(o) - o:(h).
Além disso, existe se C l tal que para cada 0 < s < se existe uma aplicação

o c Ç(Jó(.-O; H(A,; C")) tal que

du -À « + 0:(F')
(2.40)

ul'40..,,

De modo mais preciso, se â C eMIJó; XI for o representante construído no teorema

de existência, então existe 77 C l tal que para cada s Cl0, sol, para cada t C Jõ(se-a),

67



para cada c Cl0, 771 e para cada z € a.s (observamos que a aplicação Jó(«-,) 3 t ''

â(c, t) c H(a,; C") é um elemento de C'(Jó(.-4; H(Ã,; C")) para cada r cl0, sl)
teremos

1. ü(., o) - A(.)(,)

Se, para cada s Cl0,sol definirmos a aplicação õ, : lu xla(«-,) x A, --> C' por
(c, t, z) -, i),(c, t, z) := â(c, t)(z) , então podemos concluir enunciando o seguinte

$(', t)(') - >ll:Âj(', t)(;)igl:(', t)(') + À(', t)(')ü(', t)(') + -Ê(', t)(')
J

2.4.2 Teorema. Seja T > 0 e seja z\. um poZ düco abano e Zámátado de C" e

den.te«.o. po, (t,,) - (t, ,:, . . . , ,.) wm p.nt. genéM« de JP x .â.. S«ponh«m"
da,dos

(a) para cada .j = 0, 1, . . . ,n, uma colação de n + l apZàcações generalizadas ZocaZ.

«.ente Zámit«das .Áj C Ç7ib(Jr X A.; .A4m(C)) saÉás$azendo as co,«lições

3ilj. = 0 para cada k= 1,...,n e para cada.j = 0,1,...,n;

(b) u«aa apZãcação / C g(Jr x 6..;C") taZ gue para cada k = 1, . . . ,n tenhamos

g- - o ,-

(c) uma apZácação uo C HÇ(a..; C") .

Balão eüsíeín õ > 0 e se C l tais que para cada s Cl0,sol existe um poládÍsco

azedo A, C A. e Hma apZ cação u, c Ç(Jõ(«-,) x a''; C"), com aus - 0 para cadaozk
k = 1, . . ,rz e uen»bando

!3F = >1,'4jllõ(,..oxa,g:! + '4ollõ(,..o"A' + '/'lló(,..,)xa,J

u,llolxa, = aDIa.
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Clapítulo 3

Sobre uma versão não linear do

teorema de Ovcvannikov

3.1 Aplicações generalizadas definidas numa es

cala de espaços de Banach

Neste capítulo, estudaremos, sob hipóteses apropriadas, um problema abstrato
não linear da forma

l T(t) - /(t,u(t)) , ltl <õ , õ>o

l u(0)
Empreenderemos nosso estudo do problema (3.1), no ambiente das funções gene-

ralizadas, seguindo os passos dados em j161, quando do tratamento do problema em

sua formulação "clássica" , isto é, sem usar as funções generalizadas de Colombeau.

Para que seja possível estabelecer uma formulação adequada para o problema, deve-

mos introduzir certas classes de funções / que serão admitidas no segundo membro.

Devemos também tornar preciso o significado da composição que aí aparece, uma

vez que a formulação em (3.1) se apóia em valores pontuais.

3.1.1 Notação. Seja (X, (X;)) uma escala de espaços de Banach. Para cada s C l
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e para cada R > 0 denotaremos com Z?% o conjunto BÊ := {sç € X,/llaçll, < R},

denotaremos por ]Ba :- U,ci -BÊ. Denotaremos por (t,z) um ponto genérico de

Q x ]B/z C IR" x X.

3.1.2 Notação. Neste capítulo, usaremos também a seguinte notação: para cada

s c l denotaremos por 1, o intervalo 1, :::l0, sl.

3.1.3 Definição. Sejam (X, (X;)) uma escala de espaços de Banach, Q um sub-

conjunto aberto de ]R" e -R > 0. Denotaremos por fala x ]BX;XI o conjunto das

ap[icações / : ] xQ x ]]Ba --, X, (c,t,z) -, /(c,t,z), verificando as seguintes con-

(i) para cada s c 1, para cada r c 1, e para cada c c l a restrição /(c, ', )IQxB% é

uma aplicação a valores em X,;

(ii) para cada s c 1, para cada c c l e para cada r c is a restrição /(c, -, ')InxBi é

uma aplicação de classe a" de Q x -BÊ em X,.

3.1.4 Exemplo. Soja .4 C .4d(X) então a aplicação

/ : ] xQ x ]Ba --., X

(.,t, «) n ..4«

é um elemento de 8/ilQ x ]Ba; XI.

Podemos verificar que / veri6ca a condição (ii) da deãnição 3.1.3, da seguinte
forma. Seja

R"x X .!$

(t, z) -* «-,(t, z) - «

considerando a composição

R" x X, B, X, 4, X,

Uu sela

/(., t, a) - (.A . «',)(t, z) .
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3.1.5 Observação. Munido das operações pontuais, 8nlQ x ]Ba; XI é um IK-espaço

vetorial.

Para a notação de derivada parcial usada neste capítulo, usaremos a interpretação

estabelecida na página 7.

3.1.6 Definição. Sejam (X, (X;)) uma escala de espaços de Banach, ç2 um sub-

conjunto aberto de R" e R > 0. Denotaremos por eM.XIQ x ]lBn; XI o conjunto das

ap[icações / C Cala x ]Ba; XI que verificam a seguinte condição:

(MR) para cada K CC Q e para cada (p, q) C N', existem constantes c > 0, ?7 C l

e N C N tais que para cada s C 1, para cada r C 1, e para cada c C l,

sup .1112ãllp?-og/(c, t, z) llo,o $ i.T
3.1.7 Observação. Munido das operações pontuais, fKI,aK2 x ]BX; XI é um K-espaço

vetoria[ (subespaço de fala x ]Ba; XI).

/v

3.1.8 Definição. Sejam (X, (X;)) uma escala de espaços de Banach, Q um sub-

conjunto aberto de R" e R > 0. Denotaremos por #RIQ x ]lBa; XI o conjunto das

ap[icações / C éIM,alQ x ]]Bn; X.l que verificam a seguinte condição:

(NR) para cada K CC Q, para cada (p,q) C N2 e para cada m C N existem

constantes c > 0 e v7 C l tais que para cada s C 1, para cada r C 1, e para cada

c C l.

suP ::lEnllD?Dg/(', t, z) 110.,) $ ;.:;

3.1.9 Observação. Observamos que, quando munido das operações pontuais, o

espaço XaK2 x IBn; XI é um IK-subespaço vetorial de 8M.alQ x IBa; XI.

Usando-se a Proposição 1.1.9 (pág. 5, vei também a observação 1.1.10 na pág. 7)

podemos fazer as seguintes observações
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3.1.10 Observação. Sejam (X,(X;)) uma escala de espaços de Banach, Q um

subconjunto aberto de ]R" e R > 0. Se .f C 8M.alQ x ]Ba;XI, então para cada

subconjunto compacto K CC Q e para cada p C N, existem constantes c > 0, ?7 C l

e -N € N tais que para cada s € 1 e para cada r C is

sup .:!H:ÍI .fw(c, t, z) llb,,-) $ ;:;

N'

pa'i d' çdMd e e i77'

3.1.11 Observação. Sejam (X,(X.)) uma escala de espaços de Banach, Q um

subconjunto aberto de IR" e R > 0. Se ./ C #alQ x IBa;XI, então para cada

subconjunto compacto K CC Q e para cada (p, q) C N2, existem constantes c > 0 e

77 € 1 tais que para cada s C l e para cada r C l,

supj:B:ll.foo(', t, z)llk,,) $ "'

3.1.12 Definição. Sejam (X, (X,)) uma escala de espaços de Banach, Q um sub..

conjunto aberto de ]R" e R > 0. O espaço vetorial das aplicações generalizadas

singulares na escada (X, (Xs)) é, por definição, o ]K-espaço vetoria] quociente

ÇR(Q x ]Ba; X) :
eM,RIQ X ]BR; XI

XxlQ x ]BX; XI

Um elemento / C ÇR(Q x ]BXI X) é chamado aplicação generalizada singular na

escala (X, (X,)). Essas serão as funções que, essencialmente, interessar-nos-ão como

segundo membro de (3.1).

3.1.13 Exemp]o. Podemos construir exemp]os de aplicações em fM,alQ x ]Ba; XI

a parta de aplicações .4 C Sg(Ja;.4d(X)). De fato, sda .Â C 8MIJa; 4d(X)j um

representante qua[quer de .4, definimos uma aplicação -B € eM.Rija X ]Ba;XI do

qpcrilintp moda

para cada c C l,zr

l XJa X Ba 3 (C, t,Z) -, -B(e, t, 3Ç) .Â (., t)(«)
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3.1.14 Observação. Se / C éIM.xlQ x ]Ba;XI e 0 # C/ C ç2 é aberto, então a

ap[icação Õ : ] xU x ]Ba --} X definida por

Õ(e, t,aç) := /(c, t, z)

é um e]emento de é:M.alZ]/ x ]BXtX.l e, é c]aro, se / € NnlQ x ]Ba;XI então g €

XnlU x ]BX; XI. Assim, podemos definir uma aplicação de restrição

.f C ÇR(Q X ]BR; X) -, /IU C ÇR(C/ X BR; X)

via restrição de representantes

3.1.1 Uma com.posição particular

O nosso próximo objetivo é, para .R > 0 fixado, dar sentido à composta de uma

ap[icação / C gR(P x ]Ba;X) com uma ap]icação u C g(Q;X). Numa primeira

etapa, vamos determinar condições para definir a composta num caso mais simples,

qual seja, em que / C g(Q x -Ba; G) e u C g(Q;/'), onde E, F e G são espaços
de Banach, Q é um aberto não vazio de É; e -BX :: {aç C F' / ll:çll < R}. Numa

segunda etapa, reduziremos o caso que nos interessa ao caso mais simples. Vamos

então iniciar nosso programa com o seguinte

3.1.15 Lema. Sejam .E, F e G espaços de .Banacà, Q C .E zlm aberto nâo vazão,

R > 0, Ba :- {« c F' / 11,11 < R} . den.te«.« po, , - (t,z) «m p.nto g.«édc. d.

Q x .BR. Seca â C é:MIQ; PI uma aplicação uerq$cando a prophedade

r.A.) ezíste ?7Ü € 1 taZ que para cada c C l,Z. tem-se

s«pllâ(c,t)ll < R .
t€Q

(7onszderem.os um.a apZzcaçao .f c CM ISi2 x -Bn; C;l

(a) Se, para cada compacto K CC Q e p"a cada Z' c N, eãstãrem co"soantes c > 0,

77 C ] e ]V C N tais que

sup ll.f@(c,z)ll $ a'p'' para cad« c € 1. ,
zcKx.Ba
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então a apZácação Õ : l xQ --.} G, de$ndda por

ik.o;-l/ü,','@,*» " .'-,..
(3.2)

é um eZemenlo de eu [n; G]

(b) Se, para c.da co«.pacto K CC Q e para cada (p,q) C N:, e«ístã,«m constantes

c > 0 e v7 C l cais que

suP ll.f@(.,,)ll $ a« P«« «d' ' C l.,
zeK x.B.n

então a apZícação Õ : l xQ --, G, de$ndda por (3.2), é wm elemento de .VIO; CI

(.) Se zli C é:MI(2) p'l e u -- tói C ./V'l(2, .r?l, então ue7ql/ica-se a condãçaa

ÍZ) «êste qÜ: C l ta/ gue supllâl(c,t)ll < R para cada c C qa:.

.Aievn disso, se /i c eMI(2 x -Ba; (;l uerll/ica a condição / -- /l c ./V'lí2 x -Bn; (;l

e se valem as condições

para cada compacto K CC (2 e para cada p C N eàstem constantes

rc9ll c>0,?€1e.MCNtaÍsque sup ll.HÜ(c,z)ll 5;a N
zeK x .B.a

para cada e c l,z

p«« «d« K CC Q e p«« «d« (p, q) C N' e«í.tem «n.í-*"

ÍO)ll c>0,?7cl e c faisgue sup ll(.f-/t)OÜ(c,z)ll$aç
zeKx.Ba

para cada c c l,z,

então a apZácação h : l xo --+ G, de$nída por

.f(c,t,{Z(c,t)) -- /i(c,t,ât(c,t)) se c C l..

0 « c#l

é um elemento de .Vln; CI, onde qi ::; minl77ü, 7?ãi}

h(., t)
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Z)em07zstração. Vamos verificar apenas a afirmação (c), as outras duas decorrem

facilmente das definições dadas e da regra da cadeia. Sejam K CC Q e p,q C N.

Para cada c C 1.. temos

h(., t) (/ Â.)(c, t, â:(e, t)) + .f(e, t, â(c, t)) .f(c, t, â:(e, t)) ;

como / -- /i verifica a condição (D) e ÍZI veriâca a condição (B), segue-se do item

(b) que a primeira parcela acima é um elemento de ./V'jO; al. Para que possamos

analisar a segunda parcela, suponhamos que se verifique a seguinte

3.1.16 Afirmação. Para cada m C N, ezãstem c > 0 e 77 C l tais que

s«Pll.r(@(., f, â(., t)) - .f(@(., t, â:(., t))ll« $ a'

Usando a afirmação acima, segue-se que, existem constantes c > 0, ?7 C l e /V C N

tais que para cada c € 1,z

suPll./(@(c, t, â(e, t))ll. $ a'" ;
t€K

logo, podemos repetir o argumento usado na Proposição 3.1 de j311 (ver também o

final da prova da aârmação 1.1.25 na pág. 17) para concluir que h c ./«ln; CI.

n

Vamos agora veri6car a afirmação feita

Prova da aármação. De fato, seja Ê := âl -- â c A/IO; PI, para cada (c,t) €

1.. xQ, consideremos o segmento 0(À, c, t), deânido por

0(À, c, t) : t) + ÀR(c, t) , 0 $ À $ 1

Pelo teorema do valor médio, resulta que para cada c € 1q: e t C Q

l.f(@ (., t, ü(. , t) ) ..f(m)(c, t, âl(e, t))ll«S ll.Ê(c, t) ll sup ll/("+O(c, t, 0(À, e, t))ll(«+i)
xclo.il
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ror nlpotese, temos que existem constantes cl > 0, 772 C ] e ]Vi C N tais que

para cada e C ll7:

suP ll/("+0(c, t, z)ll(«+0 $ c:c-w
(t,=)eK x Bn '

Além disso, existem constantes c2 > 0 e ?73 € 1 tais que para cada c € 1,7,

s«Pll.Ê(c, t)ll $ c,."''"t€K

Portanto, para c < minl77i, ?72, 773} e c > cic2 teremos

suPll.f(@(', t, â(., t)) - .f(@(., t, â:(., t)) 11. $ a't€K (3.3)

D

3.1.17 Definição. Sejam (X, (X;)) uma escala de espaços de Banach, Q um subcon-

junto aberto de R" e R > 0. Diremos que uma aplicação generalizada u C Ç(Q; X)

é R-limitada se existir um representante â C éIMIQ; XI de u verificando a seguinte

condição: para cada subconjunto compacto K CC (2, com K # 0, existem ?7 C l e

s C ltais que

(i) â(c, t) C X,, para cada c € 1. e t C K e, além disso, a aplicação õ

definida por

0

n

''.,*,:-{ ''=''' :: :;:.
é um elemento de eMJK; Xlsl

0

(ii) supllâ(c,t)ll, < R, para cada c c l,.

3.1.18 Observação. Se u C g(Q;X) é n-limitada, então todo representante de u

possui as propriedades (i) e (ii).

Os dois próximos Lemas e a Definição 3.1.22 são baseados, inclusive as notações,

nos Lemas 1.1.21 e 1.1.22 e na Definição 1.1.23 de j151 e, num certo sentido, os
estendem para espaços e escalas de Banach.

0t KC
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3.1.19 Le«ia. Soam (X, (X.)) uma escala de espaços de -Banach,

«Z,.d. de R" e R > 0. Sd«m / C ga(Q x ]Bx;X), u C ç(Q;X),

representante de /, â Hm representante de u e K: = (Kj)j« uma s

de compactos para Q. Então

(i) eústem següêncdas estãtamente decrescentes (?b)jcN e (sj)jcN

cada .j C N

(a) â(c,t) C X,,, p«« c«d" c € 1« e t C Kj ' " "pZácação

de$nàdü por

0

n

0

Q um subconjunto

R-ltmitüdct, f um

eqüêncãa ezaustiua

em l tais que para

0

í)j : l xKj ---+ X,j,

{ '
e u7n ele77zento de CMJKÍ, XsÍI.

(b) supllâ(c,t)ll,, < R, p«« «d. c c lo,0

(ii) para cada .j C N a aplicação à, de$ndda em l xKj por

8j(.,t) :
se c C l«,

« e#l.,,

âj (c, t)
/(c,t, â(c, t)) « c C l.

s' c # l«,

e urn fazem.anta de é:MJKÍ, XI

(iii) eüste Or,.f.. C eMIr;xl taZ que

0K,.f,üli ».Éj -- Õj c .VJKj; XI

0

J)emonstração. O item (i) resulta da própria deÊnição de u C Ç(Q; X) ser R-limitada

e do fato de que X, --} X, sempre que r < s.

(ii) Seja (-Lk)hcN uma seqüência exaustiva de compactos para KÍ e fixamos k C N.

Devemos mostrar que existe s C l tal que

gjl:*Z € eMlz'k;X,l

0

0
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Para o compacto Lh CC Kj, e para cada m C N, decorre da Observação 3.1.10

que existem constantes c > 0, q C l e Ar C N tais que para o sj C 1, dado no item

(i), e para cada r C l,,

n

sup sup ll.f'"''(c, t,z)ll $
tela ae.BqJ'' ' ' '' S.j --T

Tomemos esse sj C l e fixemos r C 1,,. Vamos verificar que (3.4) é verdadeira

para s - r. Seja p C IV fixado e tomemos um subconjunto compacto K CC l,k.

Podemos escolher em (3.5) c > 0, ?7 C l e N' c N de modo a servir para todo

m C {0,1,...,p}. De modo análogo, segue-se de (i)-(a) e (i)-(b) que existem

/Vi € N, ci > 0 e Õ C lqí tais que para cada m C {l, . . . ,l)} e c C l$

N'

n

(3.5)

supllâ(c, t)ll., < R < ..c ''''
0

t€K

. m

lcLü .àl;. i ..! Hnú('Jk, OH., $ .:.-''':

ond' ú(c, t):=(f,â(c, t)) com(c, t) € 1«, xKj

Tomando então .M = maxÍ]V, /Vt}, ê = maxÍc, ci} e q = mini?7, Õ}, teremos pela

regra da cadeia, aplicada se p 2 1, para cada c C lq e f € 1,k
P - m

iiõP)(', t)ll,' $ >11:ti.r(w(', t, ü(', f))il >1: iÍh lliiú('a(', t)ll..
m=1 aCb;ml ''''"'j=i

Portanto, existem constantes O' > 0 e (J" > 0 tais que, para cada e C le

suPllÕjd(', t)ll, $ C'!:-- $ C'".-X ,
tcK ' Sj r

quando p = 0, teremos da mesma forma, que existe uma constante (17 > 0 tal que

para c C lq,

e

n

n

suPllÜ(c, t)ll, $ C'c "
tcK

Isso mostra que âíli xz;. c eMlz'k; X,l e, portanto, Õj € eMJKj; XI
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(iii) Seja, para cada .j € N, gj C Ç(Kj;X) a classe de Ü, resulta então da

proposição 1 2.12-(ii) (pág. 28) que existe g C g(Q; X) tal que glÊ = gj para cada

J C N, basta então considerar Ox:,.f,ü C é:MIQ; Xil um representante qualquer de g

para que tenhamos

Ox:,.f.üli xi, -- Õj C ./«IKj; XI

n

n

n

Nosso objetivo agora será verificar que a aplicação g c ç(Q; X), obtida no lema

anterior, não depende das escolhas particulares feitas para K: ' (Kj)jcN, .f ou â.

3.1.20 Lema. Soam (X, (X;)) uma esGUia de espaços de Banach, Q uml suóconyunto

aóeMo de R" e -R > 0. Sda«a .f C ÇR(Q x ]BR; X), u c g(n;X), -R-limitada, .f um

representante de f, ü um representante de u. Usando-se as mesmas notações do

Lema 3. 1.19, as seg'vintes apor"rnnções são verdadeiras.

(1) Se X: = (Kj)jcN é uma seqiiência ezausfãua de compactos para Q, /l é um

representante de f e üi é um representante de u, então

C)x:,f,ü -- Ox:,.f.,ü: C X'ln; XI

(n) Se X: = (Kj)jcm e H = (HJ)jcw sâo seqüêncdas eraustíuas de compactos Z'ara

Q, .ft um representante de f e {lt um representante de u, então

0K,j,ü 0x,j.,.. c./«jn;XI

Z)emonstração. (1) Devemos verificar que, se (-Lk)kcN é uma seqüência exaustiva de

compactos para Q, então para cada k C N existe s C l tal que

(o«,/,. - o-,j..,..) l: *,l

Fixemos então k C N. Como estamos usando as notações do Lema 3.1.19, segue-

se que existem seqüências estritamente decrescentes (77j)jcN e (sj)jcW em l tais que

0

c .vlLh; x,l



valem (a) e (b) do Lema 3.1.19 para â e âi e as aplica.ções Ü,õl,i : l xKj

definidas por

são elementos de 8MJKj; X,,l. Além disso, as aplicações pÍ, gj,i : l xKj --+ X, defini-

das Dor

oj(., t) :- â(c,t) se CCln e Ü.i(c,t) :=
0 se .# l.,

âi(e,t) se c C in

0 se . g l.,,

n

à(',t) :- -l 'f(',t,ü(',t)) " 'c l«
l o * 'íi,,,

õj,-(',t) :- l /'(',f,ü:(',f)) s' ' c l-,
l o « 'íi,,,

são elementos de eMJKj; Xil e são tais que

OK,.f.üli,.Ki gj IKj;XI e OK..f.,Üili».Kí gj'i € .A/'jKj;XI
o o o

para todo .j C N. Seja .j C N tal que Li; CC Kj, como 0 # .Lk C Kj, segue-se que

existe s € 1, que podemos tomar de tal modo que s < sj, tal que

0

(â: - ü) 1: ..,1 c .Vl-L*; x,l

e

0
0 c eM IZ'*; X,l e'Ü

l x.Lk

0r./.úl. *E: àl. ..E: C N'j-Z;k; X,l

0

oK,Â,ú: l: *É: - Õj,:l: *E: c .A/'lLk; x,l ;

para esse r, temos que /lixtixx, : l xLk x X, --} Xr e /ilixZkxx, : l x-Lk x X, --} X,

verificam, juntamente com âli *Lk as hipóteses do Lema 3.1.15. Portanto, teremos

àl. *,: - à,-l. *,l € .Vl-Lh; x,l ,
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logo

o,::,/..l.,..:l o~..f.,.: 1: *,1 o,::,.r,.l:*,l - àl. *,l) + (Õj.:l:,.,:

+ (õjl: *,l - âj.:l: *..l)
0

pertence a .Vll,k; X,l e assim concluímos (1).

(n) Co:no

o~..Ê ,.: l. ,. ,l) +

õK,Í.ü Qx,j-.ü- Q)c,jÃ Ox:,Â .ü: + Ox:,.A,ü. 0x ..f. ,a -

e vale (1) basta veri6car que

0K,Â,'. 0X,.f.,.. C ./V'j0;XI

Devemos verificar que, se (.Lk)kcW é uma seqüência exaustiva de compactos para

ç2, então para cada k C N existe s C l tal que

(o~,Â,.: - o,',.Ê,..)l.,.,l

Fixemos então k C N. Como estamos usando as notações do Lema 3.1.19, segue-

se que existem seqüências estritamente decrescentes (0j)jcN e (3j)jcN em l tais que

valem (a) e (b) do Lema 3.1.19 para âi e a aplicação új : l xHJ --, X3,, definida

por

0

0

C .VILA; X,l (3.6)

l â:(., t) se
új(', t) :

l o « '#l-,,

é um elemento de fMIHj; X3ÍI. Além disso, a aplicação Zj : l xHj --> X, definida por

Zj (c, t)
/:(c, t, â: (c, t)) *

0 se c # lq,,

é um elemento de eMIHj; XI e é tal que
0

0X./.,ü.l.*á, Zj C.A/'jHj;XI
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para todo j € N. Seja .j C N tal que l,k CC KÍ U -l/j, como g # -Lt C KÍ, segue-se

que existe s C 1, que podemos tomar de tal modo que s < minlsj,gj}, tal que,

usando as notações de (1),

0z,Â,ü. 1: xã: - Zjl. xá: C .Vl-LÊ; X,l

n n 0 0

n

e

0K,.f..ü: l. *á: -- Õj,l 1. xã: C .VILA; X,l

Seja © := mini?7j, qj} então Zj = Õj,i em lq xZ,k e

(0,::,.f.,.. - 0,',j.,..) l.,,.,l - (0,::,.f...: - âj,:) l.,,.,l - (0w.Â,.. &) l:. ;.,l

e isso é suficiente para que se possa garantir a validade de (3.6). []

3.1.21 Notação. Seja Q um aberto de R", denotaremos com in, a classe em

Ç(Q; IR") da ap]icação moderada Ín : ] xQ --., ]R", definida por

Í.(c, t) :

Usando os Lemas anteriores, podemos introduzir a seguinte definição:

3.1.22 Definição. Sejam (X, (X;)) uma escala de espaços de Banach, f2 um subcon-

junto aberto de R" e R > 0. Sejam / C ÇR(Q x ]Bx;X) e u € Ç(ç2;X), R-limitada.

Denotaremos por / o (lç2, u) a classe em g(Q; X) da aplicação moderada OK,.f,ü, defi-

nida no Lema 3.1.19 (iii), sendo K: = (Kj)jcu uma seqüência exaustiva de compactos

para Q, ./' um representante de / e â um representante de u. A aplicação / o (in, u)

será chamada a composta de .f C Ç;n(ç2 x ]Bx; X) com u C Ç(Q; X).

3.1.23 Observação. A notação para a composta, introduzida na Definição 3.1.22,

sugere, corretamente, que (in, u) € Ç(Q; R" x X) e que essa definição seria um caso

particu[ar de uma composição entre ap]icações / C Ç7a(Q x ]BR; X) com ap]icações

w C g(Q;JR' x X) possuindo certas propriedades. Como, neste trabalho, não ne-

cessitaremos de um nível de generalização tão mais alto quanto o que já possuímos

optamos por apresentar a composta do modo feito acima.

n

0
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3.2 Um resultado de existência de soluções

Nesta seção, apresentaremos uma possível versão do Teorema de Ovcyannikov

não linear no ambiente das funções generalizadas de Clolombeau.

Se.jam (X, (X;)) uma escala de espaços de Banach, a > 0 e se C 1. Consideremos

a classe de todas as funções u : Ja.. ''} X, que, munida das operações pontuais, é um

espaço vetorial. Denotaremos por Baste o espaço vetorial das funções u : Ja.. --} X

que verificam as seguintes condições

1. para cada s C 1,. tem-se que ulJ.(,..Ü C Cl:(Ja(«-,); Xs) ;

=: "«'*,«,(:sCI,. \
ltl<a(se -- s )

3.2.1 Lema. Soam (X, (X;)) uma escala de espaços de Banacà, a > 0 e se C l

Então a aplicação ]Wa : 13«se '-) R+, de$neda por

@h) « *«

«''"-:- H "«'',«,(:
ltl<a(se s)

é umü nolvrlLa sobre B... que o torna um espaço de Bctnach.

l)emonstração. E fácil verificar que JWa verifica as propriedades de uma norma.

Vamos verificam que B.,. é completo. Seja (u.).CN uma seqüência de Cauchy em

23a« Então, dado c > 0 existe nO C N tal que

u«l < c para cada m, n 2 no

Para cada s C 1. fixado, e para cada t C Ja(«-,), teremos

«.'*, «.'*,,(:-®l)«.
Tomemos um compacto K CC Ja(,o-s) Então, existe clK > 0 tal que, para cada

lc K,

cvKllu«(t) -- u«(t)ll, < c para cada m, n 2 no .
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Logo a seqüência (u«) é de Cauchy em C'(Ja(.-,); X,), estando esse espaço munido

de sua topologia natural de espaço de Fréchet. Assim, para cada s C 1,. existe

u, C C(Ja(.-,);X,) tal que

Un --' u. , em a(Ja(«-,); X,)

Fixado s C 1.. , segue-se que para cada r C 1, teremos

Un --' z', , em (.;(Z.(«-,);X,) e

Unjla(,.-,) ''} U'lJ-(,.-,) , em (lr(Ja(«-,); Xt)

Como X, --} X,, segue-se que

u'lJ.O. ,) = u. em (-;(Ja(se--,);X,)

De6nimos então u : B.. --} X, pondo, para cada s C l,.,

u(f) u,(t) , para cada t € Ja(«-,)

Não é difícil verificar que

M[«. ul --+ 0 , quando n ---» +oo

D

Vamos agora enunciar e demonstrar o principal resultado deste capítulo que consiste

em uma versão, isto é, uma adaptação ao nosso contexto, do clássico teorema de

Ovcyannikov. O resultado que apresentamos é baseado na formulação de T. Kano

e T. Nishida em j161.

3.2.2 Teorema. Soam (X, (X;)) uma escada de espaços de -Banana, d > 0, JÓ

l d, alc IR e R > 0. Sda .f C Ça(Jd x Bn;X) uma ap ácação para a qual ezáste um

representante / C cM,alló x Ba; XI saía:s/azertdo as seguintes condições;
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(1) para cada suóconlunÉo compacto K CC JÚ, ezãstem consÉamtes c > 0 e ?7 C l tais

que para cada s C l e para cada (aç, g/) € .eã x .BÊ urze , para cada r C l.

?uPll.f(',t,') - .f(',t,Z/)ll, $ 1l5llZ ,
para cada c C l

(ii) para cada sueco«junto compacto K CC Jó, ezdstem constantes c > 0 e ? C l,

t«'; qu. p«« «d« . C l e p«« c«d« «piác'çã. ã c eM(x,) «m i(1,) C BÊ,

[em-se, para cada r C is ,

suPll.f(c, t, ã(c))ll, $ --S-- ,
tCK S ' 7'

para cada e C lo

Suponhamos também que seja dada uo C X para a qual existe um representante

âo C eU(X) Batas/acendo a propriedade: eàstem s C l e 77 C l tais que âo(lq) C .BX/2.

N""s c-dãçõe., .«i.t. õ > 0 . «m« /Maçã. u C g(JÓ; X) «tás$a«ndo « ""-

(}] 'u, é R-\imitada. (De$nição 3.1.1'1);

(n)

l $-/.0.,,«) .mgUõ;x)

l «(o) -«o.

Z)emonstração. A idéia é seguir bem de perto a demonstração do caso "clássico"

apresentada em j161. Sejam / C fM,alló x IBK; XI e {Zo € em(X) representantes de /

e uo verificando as condições do enunciado. Fixemos b € 1.z e o compacto JÕ CC JÓ

Sejam c > 0, 77 € 1 e sn C l tais que

(3.7)
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(iy para cada s C l e para cada (z,g/) c .B% x -BÊ para cada r C 1, e para cada

c C l,

supll j(', t, z) .f(., t, v) 11, $ !Jk-.:.yb
tc7õ ''' S -- T

(ii)' para cada s C 1, para cada aplicação ã c 8W(X,) com ê(1,) C .eà, para cada

r C 1, e para cada c € 1,z

} (3.8)

suPll/(c, t, i(c))ll, $
tc'jõ '''' S -- T

(3.9)

(iii)' leão(c)ll« < ", para cada € C l«-

Seja ao > 0; inicialmente o escolhemos de tal modo que também verifique as

condições: 0 < cioso < b. Mais adiante, será feita uma escolha mais conveniente.

Como no caso "clássico" , uma candidata a representante da solução será construída

por meio de uma seqüência (uZ)hcn, definida por recorrência, de modo impreciso, da

seguinte forma: para cada e C l?

ui...:(f) :(e) +/ ./(c,(,uÊ(0) d(,
t

0

para cada k = 0, 1, . . . com u8(t) := âo(c).

Vamos agora tornar precisa a definição acima. Seja 0 < ao < mina b ; R ; l }

Inicialmente definimos uma sequência (ak)hcN por

ao

"k-'-: :' "' 5in

para cada A :: O,1,2 ou sela

«* -ã *T
Assim,

Fixamos c C lq e definimos, para cada t € Ja.«, u8(t) := âo(c). Observamos que
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(a) u8 C a"(Ja.«; X,) p.ra cad, s € 1« . Além disso,

(b) llu8(t)ll. < T para cada t € Jao., para cada s C l«

Definimos agora, para cada t C Ja...,

q©-.- l fQc,G«B©) d(

É claro que para cada s c 1., U8 C O''(Ja...l X,); além disso, para cada é? cl0, se--sl

como llu8(t)ll,+o < ; segue-se, usando-se a hipótese (3.9), que

1«8(t)ll, $ 1 / 11/(.,(,u8(0)11, a(
t

0

Daí

seja, osoj

11«8(t)ll, $ =fllÇ , t c Ja«. ' ' c i.

;.', *' :- .:z,. "«;'',«, (: - aF:a) . -«'« '«.« *. ' '.', -
ltl<ao (« -- . )

uli C Zi..... Definimos agora para cada t C Ja

uÍ(t) : u8(t) + «8(t)

Temos que uÍ C O'(J..;X,) para cada s C l.. Observamos que, para cada s c l«

e para cada ltl < ao(se -- s) ,

11«8(t)ll, $
Ào

. ltl
«.(.. .)

Desse modo, se ltl < ai(se -- s), teremos

ao

ao

x'r



Como 4aoc < -ã, então flui(t)ll, < R. Assim, para cada t C Ja.. podemos definir

«i(t) :- ./. ].f(', (,«'Í(0) - .f(',(,"8(0)] a(

Se t* C Ja.«, então existe s € 1. tal que lt'l < ai(se -- s) e daí t,i(t*) c X,

para r C 1,. Por outro lado, para cada s € 1,. e para cada 0 Cl0,se -- sl, como

lluÍ(t)ll,+o < R, para { - 0, 1, se ltl < ai(se -- s -- 0), então

t

UÍ C C'(Ja.(«-,-O; X,)

Podemos então concluir que

uÍ c c''(aa.(.-4; X,)

para cada s c 1.. Fixemos s € 1.. Para cada (, t tais que l(l < ltl < al(se -- s),

seja s(O := :(se -- -© + s); então tem-se s < s(O < se -- -H. Obser«mos também
ó ul ' al

que 1(1 < al(se s(O), o (lue implica em uÍ(O € B#o e também em u8(0 c .e;lo

Assim, por (3.8), teremos

u«íwii, $ . .Z .ü=il$1ü® a(
Ào

Como llu8(011, ltlt
«.('. .(o)

ll«ÍUll,'./ XÉl:.;' /' Ào a(

} segue-se que

portanto,

"««*,", : '~«: .Z' .;!:gi.a (m#a)
e, substituindo s(O = 1(s. -- (l + s), segue-se que

«:'*, , ' ,'*.«: /' ...'.. - .' - . ,, '' : '.*..: (J95%) ,
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ou seja,

+),
' «:(.. .)

tl < ai(se -- s). Logo, se definirmos

s= "««*,«,(:-a#b)
ltl<ai (se s)

"««*'", : '.*«: (i
para cada ttal que

teremos

Xi $ 4cÀoao

Assim, para ltl < a2(se s) teremos, pala cada s C l,.,

ll«Í(t)ll, $ . ltl
' .-(.. .)

Definimos agora, para cada t € Ja:«,

u;(t) := uÍ(t) + «i(t)

Temos que ug C (;='(Ja:.;X) e, para cada s € 1«, Uã C (;'(Ja.(. ,); X.). Por outro

lado, temos

á l -- --: l -- --:11«8(t)ll, $ 11u{(t)ll, + ll«Í(t)ll, $ { + --ah- + --3-@
ao al

Vamos agora estabelecer o processo de indução. Suponhamos que, para cada

á = 0, . . . ,k e c C 1. fixado, estejam definidas funções u; C C?:"'(J««;X) e t;Í C

O:"(Ja..; X) tais que

(i) para cada { = 0,. . . ,k, para cada s C 1. e para cada t C J..(« ,) tenhamos

lluÍ(t)ll. < R. Além disso, que se verifique também u; C (7'(Ja.(«-s); X,) ;

(ii) para cada { = 0, 1, , k e para cada s C 1. tenhamos uÍ C C''(Ja:(«-,); X,) ;
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(iii) para cada t C Ja.. e para cada á 0, ,k l,

u8(t) - âo(c) ,

uh:(f) +«f(t) ,

«h:(t) - / ].f(.,(,uh:(0) /(.,(,u]í(0)] ó( ,
0

(iv) para cada ã = 0, . . . , k l tenhamos,

ltl<ai(se -- . )

À: : ll«f(t)ll,
s€1.o

: .
' q(,o -- .) < +oo,

f

Xin $ 4Àicao e

A partir daqui, as contas são as mesmas de j16l; porém, para facilitar a leitura,

vamos incluí-las aqui. Para cada t C Ja.., teremos

uZ.. :(t) - u;l(t) + «li(t) ,

segue-se que teremos uil+: c OF'(aa..;X), e, para cada s C 1., tecemos

C'(J«(«-,); X.). Mais ainda, para ltl < ak+i(se -- s) teremos

lluÍI.. : (f)ll. $ T-:à;m- + lluil(f)ll, .

.Por recorrência, resulta

li«í...:uii, $ E ;--:àb:n + }
.j=0 l

A idéia é estimar (Àh) de modo que Àk --, 0 quando k --, +oo ; e fazê-]o de ta] modo

que também tenhamos
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independente (le /c. lemos

«Í...:(t) : (c, (,uÊ...:(0) - /(., (, uÊ(0) 1 d(

Resulta, desse modo, que oÊ+: c (-J:''(J«,:s.;X) e ainda, para cada s c 1«, uÊl+i c

(7'(Ja.....(se-,);X,). Mais ainda, para cada l(l < ltl < ak+l(se -- s), isto é, s <

s. -- -JÉL. Escolhemos s(O com s < s(O < se -lg- . Daí,
ak+l ' ' ' ' ak+l

t

ll«Ê...:(t)ll, $ / 11.f(',(«Ê..:(0) - /(', ui1(0)11, a( $ ' / '!:11$11® d(

««,«.; ;'., -;(.. -á *.) . '.«.

«:''', ,(: aJLn):**,
segue+se que

"«:*:'*",''/'t--JqÜ : ' 'Á'C--n«). .« «

\

k

Ou seja,

ll«Ê...:(t)ll, $ 2'À*.'''' / l.«i(se - s) - l(ll''<
Como l(l < ltl < «*--:(;o -- s), teremos

"«:*:'*'", ' '.*«: (..H?i?
(.)u seja

"«:*:'*,", ' '.*«. (i-
l

m
«**:(.. .)

:)
Portanto,

Xü+i < 4cÀi;ao

Como Ào $ aoc < 4aoc, pela escolha inicial de ao, temos que 4aoc < ;. Assim, para

cada .j = 0, 1, . . . , k teremos



Logo,

Finalmente, observamos que ao foi escolhido de modo que 9aoc < n. Portanto,

concluímos que, para cada k = 0, 1, . . ., teremos uÊ € O:''(Ja..; X) e, para cada

s C 1., teremos uÊ C a'(Ja.(«-,); X,) e ainda para cada t C Ja.(«-,)

gl ,-::u - gl '': * ',*, ' ! "u" ' «. $1 :)'. ,*.« ,«.'.
J

3nlluÊ(t) 11, $ =
4

Como .a4klt'ÊI = Àj;, segue-se que para ltl < a(se -- s) < ak(se -- s) teremos

ll«Í.. :W - «ÊUll, $ 'ii::11;j ' 'il - id:::J
Portanto

Mal«'il+t -- UÍI $ Àk

Como a série >1: Àk é convergente, segue-se que a seqüência (ui) converge a um

elemento u' C B.. e, além disso, para cada f € Ja(« .) teremos,

llu'(t)ll. $ 3n para cada s c l«

Verifica-se também, do mesmo modo que em j161, que para cada s C l,o e t C

Ja(« ,), teremos

(3.10)

u'(t) - u8(f) +//(.,(,u'(O) d( em X,.

De fato, íixemos s C lso e seja 0 Cl0, se sl qualquer. Então, para cada t C Ja,

tal que ltl < .z(se -- s -- 0), teremos

llu8(f) + / ./;(., (, u'(0) d( - u'(t)ll, $

$ 1/. 11/(',(,u'(0) -/(',(,uÊ(0)11, d(l + llu'(t) - uÊ...:(t)ll. $

$ ã /. llu'(0 - uil(Oll,--o d(l + llu'(t) - "il+:(t)ll, ,L/ 1 / n

t

0

0

f

0t

t

(3.11)
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e as duas parcelas do segundo membro convergem a zero quando k --} +oo.

Para cada s C 1., seja 0 > 0 tal que 0 < s < s + 0 < se, como u' C

(7(Ja(«-,-0); X.+0) e X,+0 --, X,, segue-se, de (3.11), que u' c C':(Ja(.-,-0);X,) e

da arbitrariedade de 0, segue-se que, para cada s C 1., teremos u' C C'l(Ja(s.-s); X,).

Repetindo o argumento, concluímos que para cada c € 1,7 e para cada s C l,.

u' C a"(Ja(.-4; X,) (3.12)

Fixemos s C 1. e seja K CC Ja(« ,) de (3.10) obtemos

suPllu'(t)ll, < R . (3.13)
t€K

Seja (5 := aso. Para facilitar a escrita, usaremos, daqui por diante, a seguinte

notação: para cada s € 1, .B, := Ja(«-,). Definimos a função â : l xlõ --} X do

seguinte modo:

â(., f)
u'(t) se c C l,

0 se ' # l.

Em primeiro lugar, vamos verificar que â € ejJÓ;Xj. Fixemos uma seqüência

exaustiva de compactos (Kj)jcN para Jõ- Para cada j C N existe s C l,o tal que

Kj C B,. Por (3.12), segue-se que para cada € C l teremos â(c, .)l.P C C'(Kj; X,);

portanto, para cada c C l,

0

J

â(c, ) C 0F'(Jó; X) .

Vamos agora verificar que â C eMIJó; XI. Seja (Kj)j.N uma seqüência exaust

de compactos para Jõ e mostremos que para cada .j € N existe s C l tal que

0

€ 8MJKj; X,l0'Ü
lxK.j

Fixemos .j C N e consideremos um compacto L CC KÍ. A idéia é usar indução

sobre a ordem de derivação m C N. A prova será conseqüência da seguinte

0
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3.2.3 Afirmação Pa« cada p € N, pa« cada s C 1« e para cada para (r,Z) C

lso X lso, tais que s =; r < Z, e:ústem constantes ]1/ > 0, .ÍV C IV e 77 C l tais que para

cada c C l.,

supllâh0(c, t)ll, $ Mc-/''

Vamos concluir a verificação de que â é uma aplicação moderada e, em seguida,

demonstrar a afirmação. Escolhemos s, r, Z C 1,. tais que

Kj cc-Blc.B,c.B,

Pela a6rmação feita acima, resulta que para cada p C N, existem constantes À/ > 0,

AÍ C N e 77 C l tais que para cada c C l,z

supllâG»(c, t)ll, $ Mc-/''
te.Bz

Conseqüentemente, para o compacto É CC Kj teremos
n

s«PllÍZM(., f)ll, $ M'.-'''
t€1

Seja u € Ç(Já; X) a classe de â. Observando que â C eMIJó; XI e que (3.11) nos

diz que existe ?7 C l tal que para cada s C 1,., para cada t C .B, e para cada € C l,z
teremos

â(c,t) -âo(.)+//(c,(,â(c,O) d( em X

Além disso, (3.13) nos diz que u é R-limitada. Portanto, usando a definição da

composta / o (IJ., u) , segue-se que

r du
l ã-/.(ta,") 'm ç(Jó;x)

t

S
0

«(o) - o
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Prova da aár'mação. A prova dessa afirmação, será feita por indução sobre a ordem

de derivação p. Verifiquemos, em primeiro lugar, a afirmação para p - 0. Seja

s C 1. e consideremos r,Z € 1,o tais que s $ r < /. Como .B! CC B,, resulta de

(3.13) que existem constantes M > 0, /V c N e ?7 C l tais que para cada c C l,7

supllâ(c, t)ll, < -R $ M'c-/"
te.Bz

Verifiquemos a afirmação para p - 1. Seja s c 1,. e consideremos

que s $ r < Z. Resulta de (3.11) que existe ?7 C l tal que para cada

cadat C.B,

r, Z c 1.. tais

c C l,z e para

dâ,
=(',t) - /(',t,â(',t)) 'm X,.

Portanto, para f € .Bt

ll$(', t)ll, - ll.f(', t, ü(',t))ll,

Tomando ri c 1. tal que r < ri < Z, teremos -BZ CC -B,: e â(c, .) c C'" (.B,. ; X,.. )

s«pllâ(c, t)ll,: < -R
te.Bz

Segue-se que existem constantes M > 0 e Ar C N tais que -da e C lo

s«Pll.f(c, t, â(c, t)) 11, $ M'c-'''
te.Bt

Portanto

supll!?(e, t)ll, $ Mc-,«
te.B u'u

Seja m 2 1 e suponhamos que a afirmação seja verdadeira para cada p C N

tal que 0 $ p $ m. Vamos veriâcá-la também para p - m + 1. Seja s C 1,. e

consideremos r, Z c 1.. tais que s $ r < Z. Resulta de (3.11) que existe ?7 € 1 tal que

para cada c € 1,ze para cadat e.B,

llÜ("-''0(', t)ll, ll(.f(., t, â(c, t)))(")ll, .
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Seja ri C l,o tal que r < ri < Z; então, pela regra da cadeia, teremos para cada

c C 1. e t C .B,:

77z .- m

ll (.f(', t, ü(', t)))(")ll,: ll:iÍ/@(', t, ü(', t))ll >1: ;i;lh llllü('a(', t)ll,-
crejq;m] "'' ' ' ' j=i

Como ./: c eM,Rija X ]Ba; XI resulta, da Observação 3.1.10, que existem constantes

c > 0, 77i C l e /V C N tais que para cada c € 1,z

suP >1:11.ÍU(', t, â(', f))ll $ -f!---
tcB. ;:; rl -- r

Usando a hipótese de indução, podemos concluir que existem constantes M > 0,

.V C N e 77 C l tais que para cada c C l,z

q-l

s«pll(.f(.,t,â(',f)))(")ll. $ M. "

Portanto, existem constantes .A/ > 0, .V C N e 77 C l tais que para cada c C l,7

supllâ("'''0(., t) 11, $ Me''''

D

3.3 Uma aplicação do teorema abstrato

Veremos nesta seção um exemplo simples de aplicação do Teorema 3.2.2

se de estudar existência de soluções para um problema de Clauchy do tipo

l g«,;) - E..«,;,«o,,»g:«,4+. o,,,««,aJ .j=1 '''J

1. u(0, z) - «o(,)

b. ata.

(3.14)

com (t, z) C R x C"

Vamos considerar condições que nos permitam reinterpretar esse problema e re-

formula-lo de acordo com as condições do Teorema 3.2.2. Recordemos, antes de
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qualquer coisa, algumas notações: seja Q um subconjunto aberto de C". Denotare-

mos por H(Q) ao espaço das funções holomorfas em ç2. Se Õ CC C", denotaremos

por H(Q) ao espaço dm funções u € a(Q) tais que u € H((2). Munimos o espaço
/{(S Z) da norma

lull: s«Plu(z)
zeS Z

Verifica-se que, desse modo, 7{(Q) é um espaço de Banach.

Para podermos reformular o problema (3.14), vamos começar fixando dois po-
lidiscos abertos e limitados, Z)iO e A.., que suporemos tenham sido tomados de tal

modo que se verifiquem as relações

Ü # Ao C Ao CC A.

Podemos supor ainda que para algum cZo > 0 tenhamos

A. = {z c C" / dist(z; Z\o) < do} ,

onde dist(.; .) é tomada relativamente à norma do máximo. Seja 0 < di < do (que

podemos tomar, por exemplo, como di = f;) e consideremos também o polidisco

:= {z c C" / (iist(z; Ao) < di}

Seja T > 0 fixado e JP := {t C R /ltl < T}. Denotaremos por (t,z)

(t,zl,...,z.) um ponto genérico de Jr x Z\. e por(f,z,O =(t,zi,...,z.,O um

ponto genérico de JP x Z\.. x C. Vamos agora considerar as seguintes hipóteses so-

bre os dados do problema: seja d Cl0, dil (que podemos tomar, por exemplo, como

d = :T) e consideremos Ba(0) C (C um disco aberto com centro na origem.

(a) Suponhamos que para cada .j = 0, 1, . . . , n sejam dadas as aplicações

aj C glÓ(Jr x A. x Ba(0); C) ,

para as quais existe um representante âj satisfazendo as seguintes condições

(i) para cada c € 1e para cadat C Jr

âj(c, t, ., -) C H(A x -BÚ(0); C) , j o, l, ,n;
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(ii) para cada subconjunto compacto -K c(: Jr x .&. existem constantes c > 0 e

z7 C l tais que para cada c C 1. e para cada ( C -B.i(0)

..SP 11%i(',t,;,Oll $ '- (3.15)

(b) Suponhamos também, que seja dada uma aplicação uo c Hg(A.) para a
qual podemos supor que exista um representante tlo de tal modo que, para cada
E C 1, tenhamos {Zo(c, .) c H(A).

Vamos agora retomar a construção feita na página 66, isto é, vamos introduzir

uma família de polidiscos entre Z\o e z5. do seguinte modo: seja

l : {z c C" / dist(z; Ao) < d}

Para cada s cl0, ll definimos

A. := {z c C" / dist(z; Ao) < sd}

Observamos que para cada 0 $ r < s $ 1 teremos

dist(A,.; C\Z\,) (s - r)d

Consideremos a aplicação

l Cn %(C, ')la: C H(Ã:),

e suponhamos que exista v7 C l tal que

(3.16)

À := sup lüo(c,z)l < d/2 para cada c € 1,

Definimos agora uma família de espaços de Banach pondo

(3.17)

Xo :- H(Ao) e X- :

Ainda, para cada s Cl0, ll definimos

x.:

Verifica-se facilmente que, para cada 0 $ r < s $ 1, as aplicações de restrição

.; : x, ----, x,

.f n .;(./') :
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fazem com que a família (X,)«i defina uma escala de espaços de Banach (X, (X;)).

Vamos agora, a partir das aplicações aj e ao, construir o operador não linear que
deve ser usado na formulação abstrata do problema, como em (3.7). Esse operador,

/, deve verificar .f C Çd(Ja X ]Ba; X), onde a Clo, rl. Para que isso seja feito, vamos

utilizar o seguinte Lema, cuja demonstração pode ser encontrada em l81 .

3.3.1 Lema. Sejam M um espaço méfóco compacto, .D, F e G espaços de .Banacà,

çt um subconljunto aberto de E e U um subconjunto aberto de F. Seja

f '. U x M x ÇI

(t, ,, .«) n /(t, z, ««)

««.« .pZác«ção -@««.«..«te c.«tú«- . Zimif«d.. Mu«amos a(M; -E) (C(M; G))

da norma

lull:- s«Pllu(,)llZ(suPllu(,)llC) .zCÀ4 zeÀ4

Oenotaremos por y*(M; Q) o subco@unto de C(M; .E), /o,',7t«do rezas apZácações

u C C(-M;E), tais que u(M) C Q. MeriHca-se que P*(M;Q) á um suZ,co@unto

Cabe'rto de C(.M\E). De$nimos a aplicação

F': C/ x 'P*(M;Q) ----, C'(M';G)

(t, u) -, F'(t, u)

p« -F(t,u)(,) : ,,u(,», p«« «d« , C M. Será. / uni/o«demente contou"

e limitada, segue-se que F está bem de$nida e é contilnua. Suponhamos que as

aplicações

U x M x Q 3 (t, ','«) n ='(t, ', '") C É(.F; G)

U x M x Q 3 (t, ','") n 3t(t, ', '") € 'C(E; G)

sejam un#oT"demente contínuas e !imitadas. Então a aplicação F : U x \?.(M; Q) --,

CÇM\G) , de$nida acima, 'possui dedmadas 'para,nàs DtF e D«F e

e
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(i) para cada f ./fiado e pa« cada u € y*(M; Q) fem-se que a deüuada O«F'(t,u) c

r(C'(M;-D);C(M;G)) é obtida 'ío seguinte modo para ca a h C C'(M;E)
Z).F'(t, u)(A) C C'(.A4; G) coincide cam a apZ cação

M 3 , H l;t(f, ', "('))(h(')) C G ;

(ii) ./i;c;ado u, para cada t c g a dehuada Dtf'(t,u) c Z:(F; C(M; G)) é oZ,fada do

seguinte mo o; para cada k C F, -OtF(t,u)(Ã;) C a(M;G) coincide com a

a.f
M 3 , n ã (f, ', "('))(k) C G

Em pcLvticular,

llo«p'(t, «')ll $ :=11ã:(t, ', ''('))ll
e

ll-o.-p(t, ") ll $ :Hil !}(t, ', "(')) ll
AléTít disso, supoTthamos que as CLpticações

U x M x Q 3 (t, ;,«") n :;:(t, ','") C Z(F'; Z(E; G)) ,

u x M x Q 3 (t, ', '«) --' }:lâ(t, ', '") c z:(z; .c(r'; c)) ,

U X M' X Q 3 (t, ','«) H :{(f, ','") C r(F'; r(F; G))

U x M x Q 3(t,',w) n ãá (t,',«') € C(-E;É(.E; G)) ,

sejam bnifo'r'demente cont(nIJ,as e limitadas. Então eMstem üs deüuadüs parciais

segue,düs de F e Datem as desigKaldüdes

e
2

ll-0i-0jP(t, u) ll $ suPll-0iDj.f(t, z, u(z)) ll ,
ze.À4

onde Z)i denota deMuaçâo pare aZ e {,.j C {t, u}.
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Z)emonstração. Em primeiro lugar, devemos observar que, para cada (t, u) C Z./ x

y*(M; Q) , temos F(t, u) C C(.A4; G) , pois / é Zãmítada e contínua. Vamos ve«ificar

que a aplicação F' é contínua. Sejam (t*,u*) C U x y.(M;Q) e (t.,u.) c Z./ x

y*(M; Q) tais que (f«, u.) --, (t*, u*), então

IF'(t., u«) - .F(t*,u*)ll - s«Pll/(t.,,,u.(,)) -/(t*, ., u*(,))ll

Sendo ./' uniformemente contínua, segue-se que, dado E > 0, existe (5 > 0 tal que

It -- t*ll < õ e llm -- w*ll < õ implicam que

ll/(t, ., .«) - ./'(t., ,, «,,)ll < .

Para esse (i > 0 , existe no C N tal que, para cada n 2 no, tem-se llt. -- t*ll < ti e

lu.(z) -- u*(z)ll < õ para todo z C .A/. Logo, para n 2 no resulta

supll.f(t«, ,,u«(,))/(t., ,,u*(,))ll < c,

ou sela:

lr'(t«, u«) -- F'(t,, u*)ll < c, para " 2 no .

Vamos agora verificar a existência da derivada parcial Z).F. Fixemos (t, z) C

U x ]t4. Para cada u C y*(.A4; Q) e h C C(.A/; -E) ta] que u+h C y.(]14; Q) , definimos

a aplicação R por

/(t, ',"(')+ h(')) -/(t,', "(')) - 3:1(t, ',"('))(h(')) + a«(t, ')

Pelo Teorema do Valor Médio (ver j13, (8.6.2), pág. IS91) ,

lla«(t, ;)ll $ .jg iigÍ(t, ', «'(') + o(')h(')) - gi(t, ', "('))ll llh(')ll $

'wl%:llãÕ(t, ', "(') + o(')h(')) - gá(t, ', "('))ll :Hllh(')ll

Observamos que, para t C U fixado, a aplicação

(3.18)

M zn h(t,z) CG
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i'ugu) nAtü} ',J e b tiug ; UJ e, cla aesigualclade acima, teremos

1.:Íqi%r'U $ .:313:;:U W «, ,, «M + OUÀU) - gi! «, ,, «(,» H .

Graças à continuidade uniforme e limitação de a/ , segue-se que, quando llAll --+ 0,

'''up :llig((t,',"(;) + o(')À(')) - gl:(t, ', "(;))ll - o .
z€M

!qiEli-2 --,o se À--,o em a(W;a). (3.i9)

é um elemento de ,C(-D;G). Além disso, a

é contínlla.0

Portantor lho,

Para cada z C À/,

aplicação

a/
,, «(,))-ál-(t

M 3 ; -, gÍ(f, ;, "(;)) c z(z; c)

é contínua. Portanto, para cada h C a(M; -E) a aplicação

M 3 , n gl:(t,',"('))(A(')) C G (3-20)

é contínua. Logo, para h C (J(.A/; .E), podemos definir o elemento -D.r'(t, u)(à) €

C(M; G) por (3.20). Isso define uma aplicação

0«F'(t, u) : 0'(M; E) --, C(M; G)

h n D«-F(t, u)(A)

ão linear e cona hua; de fato, tem-se

ll-o«r'(t, ")ll $ :=itig{(t, ', "('))ll -

Voltando a (3.18), podemos escrever então, onde r(t, A)(z) := nJ.(t, z),

F'(t,u + A) F'(t,u) - -0«F'(t,u)(A) + ,(t, h),

onde, por (3.19), r(t h) .. 0 quando llhll --' 0.
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cação

De modo análogo

U x 'P*(M; Q) 3 (t,U) -, -0«-F(t,u) C r(0'(M; E); a(M; G))

é contínua.

Fixemos (t*, u*) C U x P*(M; Q) e c > 0. Sendo a aplicação

U x M x Q 3 (t, z, .«) n e!(t, z, ««) C Z:(.E; G)

uniformemente contínua e limitada, existe (5 > 0 tal que llt -- t*ll < õ e llw -- w*ll < (í,

implicam em ll Õ/ (t, z, w) -- Õ/ (t., z,w.)ll < c qual(quer que seja z C M. Portanto,

para llt -- t*ll < ó, para u C P(À4;Q) com llu -- u*ll < õ e para cada h C (7(À/; .E)

com llhll $ 1 tem-se

:upllgi(t, ',«'('))(h(')) - gi(t*, ',".('»(ü('))ll < ' -
(,)u sela

1-0.P(t, u) - -0«F'(t*, u.)ll < € .

l)e modo análogo, veriHca-se que a aplicação

C/ x y.(M'; Q) 3 (t,u) -, -0tF(t,u) C Z(-F; 0'(M; G))

é contínua. Verificamos então (lue a aplicação F : U x 'P.(.A/; Q) --, (7(À/; G) é de

classe Oi . Suponhamos agora que a aplicação

H x M x Q 3 (f, ,, .«) -, -P!{(t, ,, «,) c r(.E; z(r'; c))âto ât ~'

seja uniformemente contínua e limitada. Vamos verificar a existência da derivada

parcia[ -D«Z)tF. Fixemos (t, z) c U x ]W. Para cada u C P*(M; Q) e h C C'(M; E)

tal que t' + h C y*(M; Q) teremos

Z(t, ',"(') + A(')) - S(t, ',"(')) - glgi(t, ',"('))(h(')) + a«(t, ') -
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Observamos que, para cada t C U 6xado, a aplicação

M 3 z -, Rh(t, z) € .C(F'; G)

é continuai além disso, do mesmo modo que foi feito anteriormente, veriâca-se que

inZqillP - 0 .m c'(M;c(/';C)) .

Para cada z c W fixado, temos 2l:á;(t, z,u(z)) c z:(-E;r(r'; C)). Além disso, a
aplicação

2

M' 3 , n }glâ(t, ', u(')) C Z(E; É(F'; G))

é contínua. Portanto, para cada h c C'(.A4; .B) e para cada k C F', a aplicação

a'.f
M' 3 , n }lãbi(t, ', «'('))(A('))(k) C G (3.21)

ê continua.

Por tudo o que foi feito acima, podemos concluir que para (A, k) c C(Mi -E) x F'

podemos definir o elemento l).l)tf'(t, u)(A, k) C C(Jt4; G) por (3.21). Isso define

uma aplicação

D«.D.F'(t,u) : a(M;-E) x F' --, C'(M;G)

(h, k) n 0«0.F'(t,u)(A, k)

que é uma apZácação b{/arear e contíhzéa. De fato tem-se

llo«-o.f'(t, ") ll $ :=iizglá(f, ', "(')) ll -

De modo análogo, tratamos as outras derivadas parciais de segunda ordem

Verifica-se também, usando a continuidade uniforme e limitação de ã;;;ãi' que a
aplicação D..DtF é contínua. []

Além desse Lema, vamos também usar os dois seguintes lemas; o primeiro tem

prova muito simples, e o segundo já foi utilizado no problema linear e, por comodi-

dade, vamos relembra-lo aqui também.
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3.3.2 Lema. Soam .E, .F,G e .]] espaços de Banana, Q Ç R" um azedo e C/ C ]7

aberto. Seãü B . E x F --+ G uma, aplicaçiío bitinear contínua, L . H --+ F umcl

aplicação linear e contínvü e a, l çl x U --» E umcl CLplicctção de classe C- . Então a,

aplicação

Q X -E 3 (f, u) n -B(«(t, u), .L(u)) C G

é de classe C-

l)emonstração. Veja a proposição 1.1.12 na pág. 9. D

Recordemos que a prova do seguinte Lema pode ser encontrada em l29, pág
144-145]

3.3.3 Lema. Para cada 0 $ r < s $ 1 e para cada k = 1,2,. .. ,n temos que o

.pe«do, de d.h-çã. ;=- de$ne um eZ.«..nt. de ,C(X,; X,) .
k

a .. l/d
iiãã'íi(,,,) s ;'.T

Fixemos R cl2À,al, onde À foi definido em (3.17) na pág. 98. Se usarmos a
notaçã. p . . . ,q.,s) C N x N" x N, q = (q:,. . . ,q.), então denota«mos

por ÕP qualquer um dos operadores de derivação parcial de ordem lpl, por exemplo,

a'' = g;l;(Õa ( a' )). Sd' 0 < ' < T. Se, p'ra "d' , C 1, deHnirmos o comp"t'
/(, por, Ã:, := J. x A, x -Ba(0) CC Jr x A. x Ba(0), então, pela moderação de âj,
existem constantes c > 0, v7 € 1 e /V C N tais que, pala cada .j = 0, 1, . . . ,n

supllõ'âj(c,t, z, Oll $ cc lv para cada e C 1. . (3.22)

Além disso, não podemos nos esquecer de que, para cada c C l fixado, âj(c, -, -, .) C

C'(Jr x Z\. x Ba(0); C). Mais ainda, para cada c € 1 e para cada t C Jr tem-se

K,..

âj(c, t, -, -) € H(.& x -Ba(0); C)

Logo, para cada c C 1, para cada s C l e para cada t € Ja as aplicações

a., 3 , n âj(e, t, ,,u(z)) € C
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são elementos de X,, para cada u C .aà , com r C 1, qualquer. Sendo, para cada
s C 1, X, uma álgebra, segue-se que, para cada c C 1, para cada s C l e para cada
f C Ja a aplicação

A, 3 , -- /(c, t, u)(,) C C ,

definida por

.f(', t, ")('):- }: âj(', f, ', «('))ig:'(') + âo(', t, ', «(')) ,

é um elemento de X,, para cada u c BÊ , com r € 1, qualquer. Assim, para cada
c C l definimos a aplicação

J
(3.23)

/(e, -, .) : Ja x ]Ba

(t, u)

do seguinte modo: para cada s c 1, se u € B% , então .f(c, t, u) é a aplicação definida

acima em (3.23). Assim, para cada s C 1, para cada r C 1, e para cada c c l
a restrição /(c, ', -)IJ.xBÊ é uma aplicação a valores em X,. Para verificarmos a

questão da diferenciabilidade de /(e, ', ')IJnxBi, observamos que, para cada € € 1,
para cada multi-índice p C N x N" x N e para cada J = 0, 1, . . . ,n, a aplicação

a''âÍ(c, ', ', .) : J. x Ál; x -Bx(0) --, C é uniformemente contínua e limitada. Assim,
se considerarmos a aplicação

.4$ : Ja X -B%

l t,. tó /

definida por .A;(t,u)(z) := âj(c, t, z,u(z)), para z C A; e, observando que a norma
em H(A,) ( ou X(2\:)) é a norma do sup, podemos proceder exatamente como no

Lema 3.3.1 para demonstrar que .45 C O~(Ja X -BÊ; X,). Além disso, se para cada

j = 1, . . . , n considerarmos a aplicação linear e contínua (ver Lema 3.3.3)

Z;j : X, --, X,

u n Zj(u)

e a aplicação bilinear contínua

X,xX, x,
(«, «) - A(«, «)
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então podemos aplicar o Lema 3.3.2 para podermos concluir que /(e, ', -)1J.xai é de

classe C'". Esses mesmos Lemas, juntamente com (3.22), nos garantem também que

/ C é:M,Rija X B/z;XI, definindo portanto, um e]emento / C gR(Ja X ]Ba; X). Além

disso, sendo aj localmente limitada, para cada .j = 0, 1, . . . , n , segue-se, usando-se

o teorema do valor médio, que / verifica a condição (i) do Teorema 3.2.2. De fato,

é suficiente observar que, para (u,u) C -BÊ x -BÊ, para z C A,, r C l,,

aj(', t, ', «(;))ig;(') - âj(', t, ', «('))ig:'(') - âj(', t, ', «('))eçbi'Ü(')+

+ jaj(', t, ', «(')) - aj(', t, ', «('))1 :1:-(')
Se -K CC Ja, então L := Ã' x A, x .BX(0) CC Jr x A. x BÚ(O) e, por hipótese,

existem v7 C l e À/ > 0 tais que

sup jâj(c,t, z, OI $ .A4 para cada c C l,L
(3.24)

Sendo .K x A, CC Jr x A., a hipótese (3.15) nos diz que existem constantes

c > 0 e 77 C l tais que, para cada c C l,z,

..aâ.,
s«P ll =:7(c, t, ,,Oll $ ..

Isso é suficiente para garantir a condição (i) do Teorema 3.2.2. Por outro lado,

os Lemas já citados e (3.24) são suficientes para garantir que / também veriâca a

condição (ii) do Teorema 3.2.2. Quanto ao dado inicial, observamos que (3.16) define

um elemento h C eM(xi) com a propriedade de que existe v7 C l tal que À(1,) C -BX/2
(observe que À < R/2; veja (3.17)). Sejam então / C ÇR(Ja X ]Bn; X) a classe de / e
Oi(h) € X o elemento definido por h C Xi, classe de h. Pelo Teorema 3.2.2, existem

õ Cl0, al e uma função u C Ç;(Jd; X), R-limitada, tais que

l $-/.O.,«) .mÇ;Uó;©

l «(o) - o:(h)

Além disso, a solução construída no Teorema verifica a condição: para cada s C l,

se B, := {t C Ja / ltl < (5(1 -- s)} e, se â for o representante construído na prova do

K'xa-,X
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'J.êorema, então existe v7 C l tal que para cada s C 1, para cada t C -B,, para cada

E € 1. e z C A, (observamos que â(c, .) c C;"(-B,; H(Ã,)) para cada r C l,)

$(', t)(') - >1: âj(', f, ', ü(', t)('))}tllü(', t)l(') + âo(', t, ', â(', t)('))

Assim, se para cada s C l definirmos 0, : 1. x.B, x a., --, C, (c, t,z) -» i),(c,t, z) :=

â(c, t)(z) e observando que as funções âj verificam as condições do Lema 3.1.15 na

terceira variáveli, podemos concluir que existe u, C ÇzÓ(-B, x .6,) tal que

a«. .ç:- ,. . .a".
:f - >1: '. .(i«,, i',, «,)3= + ". '(i«,, i',, «,)

J

J

com usll0lxA, = uO

Podemos resumir o que foi feito acima enunciando o seguinte:

3.3.4 Teorema. Soam 7' > 0 e Po wm poZádisco abano e limitado de C". Seca P o

polidisco de$nido por

P := {z c C" / dist(z; Po) < do}

p«« aZg«m do > 0. Sd' " - T ' .B,(0) C C ««. dü« «bodo c.m ««t« -
ohgem. Z)enoternos por (f,z) = (t,zl,. . . ,zn) um ponto genéhco de Jr x P e por

(t, ,, O . . , .«,O «. ponto genéhc. d. Jr x P x -B,(0). S«poria«.« d«'Z"

(a) para cada .j = 0, 1, . . . ,n uma co/eção de n + l aplicações generalizadas local-

mente Zámítadas aj € gib(Jr x P x .B,(0); C) com Çl? C ÇZÕ(Jr x P x -B,(0); C)

e íaás que

:: U Z)czz'u c(z(Z(z # = 1, . . . ,n e

(b) uma apZ cação uo C HÇ(P) faZ que uo C Ç,(P; -B,/2(0)) apara uma de$n ção dos

co'.ju«tos Ç*, «ia IS, pág. tt41).
iA rigor, deveríamos definir a classe das funções que verificam as condições do Lema 3.1.15 na

terceira variável, e mostrar que a composição é possível. Porém, como essa tarefa, além de não ser

difícil, alongada desnecessariamente esta exposição, optamos por emiti-la aqui
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Então ezáste õ > 0 1aZ gue, para cada s C 1, eãste am poZádásco Z\. C P e uma

«pZá«çã. «, c Ç;..(40-4 x A') "m g: - 0, p«« «d. k - :, . . . , « , . «ÜH««''
n C r'flui fJQnnP e

Õus - >:'.. 0«.,i.,,«Jg= +. .H,,,l.,,«J

com u,llol*a, = bola.

J

3.3.5 Observação. Até o momento não sabemos sob que condições podemos es-

perar unicidade de solução para o problema estudado no Teorema 3.2.2. Também,

ainda não nos foi possível verificar a relação entre soluções generalizadas e soluções

clássicas CJ~ quando essas ocorrem. Observamos que, em muitas situações, proble-

mas de Cauchy não lineares foram investigados no ambiente de funções generalizadas

de Colombeau; além dos trabalhos já citados , R. Fernandez jlSI, M. Oberguggen-

berger j211 e J. F. Colombeau j121, podemos nos referir a H. Biagioni ISj; porém,

aqui, a autora trata com não linearidades de classe O", e sua técnica é diferente da

que adotamos neste trabalho.
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