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Resumo

Neste trabalho, apresentamos uma versao do teorema de Ovcyannikov-Treves no
ambiente das fungoes generalizadas de Colombeau. Introduzimos as aplicacoes gene-
ralizadas a valores em escalas de espagos de Banach, estabelecemos, para o problema
linear, condigoes para existéncia e unicidade de solugio, assim como compatibilida-
de com a solugao cldssica C'°. Para o problema nao linear estabelecemos condigoes

para existéncia de solugoes.

Abstract

In this work, we study a version of the Ovcyannikov-Treves theorem in the Co-
lombeau’s generalized functions framework. We introduce generalized mappings
taking their values on scales of Banach spaces, we also establish conditions for exis-
tence, uniqueness and compatibility with the classical C*° solution in the linear
case, and, for the nonlinear problem, we state conditions for existence of generalized

solutions.
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Introducao

Desde sua criagao, no inicio da década de 1980, a teoria das Funcoes Generali-
zadas de Colombeau tem sido utilizada, com sucesso, no estudo de problemas nao
lineares envolvendo distribui¢ées sem, é claro, excluir o tratamento dos problemas
lineares. Inicialmente concebida para resolver o problema de definir um produto
geral de Distribuigoes, a teoria criada por J. F. Colombeau origina métodos cuja
elegancia e flexibilidade tém permitido que seja utilizada em muitas dreas diferentes
da Anélise. Uma apresentagio detalhada de vérias aplicacoes e extensoes da teoria,
assim como vérias referéncias, pode ser encontrada nos trabalhos de M. Obergug-
genberger [22] e M. Kunzinger [17]. Neste trabalho, propomo-nos estudar algumas
possiveis versoes do Teorema de Ovcyannikov no contexto da teoria de Colombeau;
para isso, serd necessario, antes de mais nada, que recordemos esse resultado classico
assim como alguns conceitos a ele relacionados e estabelecamos algumas notagoes.
Denotaremos com o simbolo K indistintamente tanto o corpo R dos numeros reais
quanto o corpo C dos nimeros complexos, e o simbolo I denotara o intervalo |0, 1];
além disso, dado a > 0, a bola aberta de centro na origem de K" e raio a sera

denotada por J,.

I.1.1 Definicao (Escala de espacos de Banach). Seja X, um espago de Ba-
nach e consideremos (X, .|| 5)3 o; uma familia de subespagos de X, verificando a
propriedade

[(EB)] paracadar,s € I, com 7 < s, X; < X, com a inclusdo natural de norma

il



menor ou igual a um, isto é, as aplicagoes

2 Xy — X,

t 2
u - d(u) =u
verificam

ley(w)|l» < |lulls , paratodou € X, .

Uma escala de espacos de Banach é um par, (X, (X)), constituido pelo K-espago
vetorial X := J,¢; X;, obtido como o limite indutivo na categoria dos espagos veto-

riais, e a familia de espagos de Banach, (X, ||||s)ser-

O cléssico Teorema de Ovcyannikov linear foi apresentado por L.V. Ovcyannikov
em [23]. Nesse artigo, o autor introduz uma classe de operadores lineares, L(t),
chamados por ele de operadores de tipo D, que atuam sobre escalas de espagos de
Banach (ndo necessariamente com paradmetro limitado) e destaca a subclasse dos
operadores singulares numa escala de espagos de Banach, que podem ser descritos

da seguinte forma:

(H1) L(-) é continuo em J,, para algum a > 0, a valores em L(X,; X;), para cada

r,scom0§r<s§1;

(H2) existe uma constante C' > 0 tal que para cada ¢t € J, e quaisquer que sejam
0 <7 < s <1 verifica-se

C

S—7T

(L.1)

”L(t) ”L(Xs}xr) S

L.V. Ovcyannikov exibe, ainda nesse primeiro artigo, alguns exemplos de escalas
de espacos de Banach e prova um teorema de existéncia e unicidade de solugoes para

problemas de Cauchy da forma

% = L(t)u, u(0) = up € Xy,

com 0 < sy < 1 dado. Aplica seu resultado em problemas de Cauchy do tipo

o =~
i Z a'Diu+ a’u Ul¢=0 = uo()
i=1

il



com coeficientes continuos em ¢ e analiticos em z. Seu resultado passou também a
ser conhecido como a versao abstrata do Teorema de Cauchy-Kovalevsky, uma vez
que esse conhecido resultado é um caso particular de seu Teorema. Logo apés o
trabalho de L.V. Ovcyannikov, F. Treves publica uma monografia, [27], onde, em
seu Capitulo I, reapresenta o resultado de Ovcyannikov com uma prova detalhada

do teorema de existéncia e unicidade de solugoes para problemas da forma

du
dt

L(t)u+ f(¢), u(0) = up € X3 (1.2)
com f € C(J,;X1). F. Treves estende esse estudo para a dependéncia continua e
regularidade de solugGes; além disso, avanga mais ainda ao considerar o problema
dual, que é a consideragdo do dado f(¢) como uma distribuicao (é claro que L(t)
deve ser tomado na classe C'™ e nao se considera condi¢ao inicial alguma), o que lhe
permite dar uma prova mais simples do teorema de Holmgren. Algo que deve ser
observado ¢ a indicagao de F. Treves sobre as possibilidades de extensao e aplicagoes
a outros problemas, além da consideracdo de uma versao nao linear para esse teo-
rema. No artigo [28], F. Treves inicia o estudo de uma formulacdo nao linear para

o Teorema de Ovcyannikov. Nesse trabalho, F. Treves considera um problema da

forma
du
dt

no qual o termo F(u,t) é uma aplicacdo analitica nas duas varidveis, ou seja, aqui

= F(u,t), 1u(0) = uo (1.3)

ele considera que F'(u,t) tenha uma representacdo da forma

+00 4o

Flu,t) = > Fypolu—up)t

p=0 ¢=0

onde

13‘0,(, = Fpq € X, para cada s < 1;

comqg=20,1,...;
-8

existe uma constante ¢ > 0 tal que || Fp4||s <

para p = 1,2,... e para cada u € X, ﬁ‘p,q(u) = Fpq(u,...,u), onde F,, é
uma aplicagao p-linear X? — X, para 0 < r < s < 1, satisfazendo ainda a
condigdo: existe uma constante 7 > 0 tal que para cada (u,...,u,) € X2

C’rn

”Fp,q(ul: S r“p)”r = flualls - - - ”up“s .
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F. Treves prova entéo existéncia e unicidade de solugao analitica para o problema de
Cauchy (I.3). Nesse artigo, também sdo apresentados vérios exemplos significativos
de escalas de espagos de Banach, bem como dos operadores nao-lineares singulares
nas escalas consideradas. Dando continuidade ao programa estabelecido por F. Tre-
ves de exploragdo do Teorema de Ovcyannikov, F'. Treves e P. Duchateau publicam
[14], artigo no qual estudam o problema (I.3), porém eliminam a hipétese de ana-
liticidade da fungdo F'(u,t) em relagao a varidvel u. O método de demonstragao
também é por aproximagoes sucessivas como considerado no caso linear em [23] e
em [27]. Novos exemplos de escalas sao construidas, com os respectivos operado-
res singulares. Estudam também a regularidade (Gevrey) da solugao e, do mesmo
modo que F. Treves ji havia explorado no caso linear, aplicam seus resultados a
problemas de Cauchy nos quais aparecem operadores pseudodiferenciais. Observa-
se, no entanto, que é necessario que o termo F'(u, t) esteja definido globalmente com
respeito a u na escala (X, (Xs)). Em [24], L. V. Ovcyannikov apresenta sua versao
para o caso nao linear. Nesse novo trabalho, Ovcyannikov introduz o conceito de
operador quase-diferencial numa escala de espacos de Banach e a aplicagao F' (u,t),
embora nao necessitando ser analitica em u, deve verificar a condigao de ser quase-
diferencial. Essa condigdo também limita o tipo de escalas que sao consideradas,
uma vez que envolve propriedades de convexidade e diferenciabilidade das normas
na escala. O método de demonstracio de seu teorema de existéncia e unicidade
é uma modificagao conveniente do método de aproximagdes sucessivas jé usado no
caso linear. Em [18], L. Nirenberg apresenta uma nova versao para o teorema de
Ovcyannikov. Nesse trabalho, suas hipéteses sao bastante diferentes de [24] e, num
certo sentido, mais simples. Exigindo uma certa diferenciabilidade do termo F'(u,t)
em relagdo a u e condigdes sobre a “derivada de Fréchet” D,F(u,t), que implicam
em ser um operador linear singular na escala (X, (Xs)), acrescida de uma outra con-
digdo que controla o tipo de singularidade apresentado por F(u,t), ele apresenta
inicialmente uma nova forma do teorema linear (com hipéteses mais fortes que o
exposto em [27]) e, em seguida, seu resultado para o caso nao linear. Seu método
de demonstragao, baseado numa anélise detalhada da prova do caso linear em [27],
utiliza o teorema do ponto fixo de Banach conjugado com um processo de lineari-

zagao do problema (1.3). T. Nishida apresenta, em [19], uma versdo mais simples do



teorema nao linear de Ovcyannikov (agora na versao nao linear chamado também
de Teorema de Nirenberg). Sua hipétese mais importante sobre o termo F'(u,t)
pode ser descrita como: para cada 7 < s < 1, para cada u,v € X; com |julls < R,
lv|ls < R e para cada t com [t| < a

Cllu = vls

F(u,t) — F(v,t)]|, <
1P, t) - F@,0)l, < S

(L4)

onde C' é uma constante independente de ¢, u,v, s ou . Qutro fato curioso é nao ha-
ver hipéteses sobre “diferenciabilidade” de F(u,t). Voltando as origens do teorema
abstrato de Ovcyannikov, que sempre esteve ligado a problemas da hidrodindmica
como pode ser confirmado em [25], T. Kano e T. Nishida, em [16], apresentam uma
forma um pouco mais geral desse resultado, baseando-se na prova do Teorema de
Nirenberg e com hipdteses semelhantes a (I.4). Outras aplicagoes e uma nova for-
mulacdo sdo expostas em [20]. Em [4], K. Asano apresenta uma nova extensio para
o Teorema de Nirenberg, e o método de demonstragao também consiste em aplicar
o teorema do ponto fixo. Finalmente, citamos o trabalho de Russel E. Caflisch,
[6], no qual uma nova versao do teorema de Nirenberg é demonstrada e novamente
hipéteses adicionais sobre a “derivada de Fréchet” de F(u,t) sdo exigidas.

O breve resumo acima nos coloca frente a possibilidade de extensao dos resulta-
dos mencionados (pelo menos os abstratos) para a Teoria de Fungdes Generalizadas
de Colombeau. Uma tal possibilidade se apéia em que J. F. Colombeau utiliza o
teorema de Ovcyannikov em [10] para um estudo do teorema de Cauchy-Kovalevska
linear no ambiente das fungGes generalizadas e ressalta a importancia, para apli-
cagOes nesse novo contexto, das estimativas apresentadas por F. Treves em [27].
Em um outro trabalho [12], Colombeau volta a sugerir a utilizagdo do teorema de
Ovcyannikov, juntamente com o método de tomar “derivadas regularizadas”, para
o estudo do teorema de Cauchy-Kovalevsky (linear e nio linear) no ambiente das
funcoes generalizadas. As possibilidades de concretizacao deste projeto, surgiram a
partir das aplicagoes levadas a efeito por J. F. Colombeau e do trabalho de Roseli
Fernandez apresentado em sua tese de doutorado [15].

No desenvolvimento deste trabalho, devemos destacar algumas particularidades

de uma nova formulagao para (1.2), dentro da teoria de Colombeau:
(a) aintrodugdo de uma nova classe de fungdes generalizadas definida sobre abertos

vi



de um espago de Banach E e a valores em uma escala de espagos de Banach.
Quando E=R" ¢é esse tipo de espago, aqui denotado por G(£2; X) que seréd o
universo de variagao do dado f e da solugao u. Observa-se que o dado uy deve

ser tomado como um vetor generalizado em X

(b) a considerac@o de aplicagoes generalizadas a valores nos espagos L(X,X;) e

também uma lei de composigao de modo a fazer sentido o lado direito de (I.2);
(c) uma reformulagéo de (I.2) de modo que seu carater pontual nao esteja presente.

Para a consecugao dos itens destacados acima, procuramos adotar um programa
dividido em trés etapas.

Etapa 1: No Capitulo 1, apés recordarmos algumas definigoes relativas a
funcdes generalizadas em espagos de Banach, e os elementos de Calculo Diferencial
que sdo0 necessarios, ndo sé para essa revisao como também para o desenvolvimen-
to do material subseqiiente, introduzimos a definigdo para o espago das aplicagtes
generalizadas definidas sobre abertos de R™ tomando valores numa, dada escala de
espacos de Banach. Estudamos as principais propriedades desses espagos e introdu-
zimos também a defini¢io de vetores generalizados numa escala.

Etapa 2: No Capitulo 2, oferecemos a definigdo de aplicagoes generalizadas
admissiveis e provamos ser possivel definir uma regra de composicao entre tais apli-
cagdes e os elementos de G(Q; X). Por razdes técnicas, tivemos de destacar as apli-
cagoes localmente limitadas.

Etapa 3: Estudamos o problema (1.2), no Capitulo 2, quando L é uma aplicagao
linear generalizada singular localmente limitada. Nesse caso, mostramos existéncia
de solucéo pelo método de aproximagoes sucessivas usado classicamente; verificamos
também, usando os resultados cldssicos de existéncia e unicidade, um resultado
sobre unicidade de solucdo generalizada e também a compatibilidade com solugdes
cléssicas C*°. Como no caso classico, aplicamos o resultado abstrato ao problema
de Cauchy-Kovalevsky linear com coeficientes generalizados de um tipo conveniente.
Observamos que o resultado obtido por esse procedimento é, de certa forma, o mesmo

que o obtido por J. F. Colombeau e exposto em [10].
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O estudo do problema n&o linear em escalas de espagos de Banach

du
- &) = F(t,u(?))

(L5)
u(0) =0

foi dividido em duas etapas.

Etapa 1: Introduzimos uma nova classe de funcgoes generalizadas definidas sobre
um produto de um aberto 2 C R™ por um subconjunto Bg := Us1B%(0) da escala
de espagos de Banach X e a valores na mesma escala. Definimos entdo o espaco das
aplicagoes singulares R-limitadas na escala (X, (X)), denotado por Gr(Q2 x Bg; X).
No Capitulo 3, definimos também uma regra de composicao entre elementos de
Gr(2 x Bg; X) e elementos de G(£2; X).

Etapa 2: Estudamos existéncia de solugbes generalizadas para (I.5), usando
o mesmo método usado em [16]. Aplicamos também o resultado abstrato a um

problema da forma

%(t, )= ;aj(t, z,u(t, z))%(t, z) + ao(t, z,u(t, 2))

(0, 2) = up(2),

com (¢,2) € R x C™.
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Capitulo 1

Funcoes Generalizadas em escalas

de espacos de Banach

Neste capitulo, apresentamos uma construgao do espago das aplicacoes genera-
lizadas definidas em abertos de R™ e tomando valores em uma escala de espagos de
Banach. O objetivo deste capitulo é o de estabelecer notagoes e também recordar

alguns resultados da teoria de Colombeau.

1.1 Definicoes e propriedades das funcoes genera-

lizadas

No que se segue, K denotara indistintamente tanto o corpo R dos niimeros reais
quanto o corpo C dos niimeros complexos. Além disso, denotaremos por I o intervalo
aberto em 0 e fechado em 1, isto é, I :=]0,1] € R. N sempre indicard o conjunto
dos inteiros nao negativos e N* o dos inteiros positivos. Recordaremos inicialmente
a construgao do espago das aplicagoes generalizadas definidas em abertos de um
espago de Banach E, e tomando valores em um espago de Banach F e para isso
utilizaremos como referéncia [30], cujas notagdes e resultados serao brevemente, e
sempre que necessario, reunidos aqui.

Sejam E e F dois K-espagos de Banach. Por L(PE;F), denotaremos o K-espago



de Banach das aplicacGes p-lineares continuas de E? em F com a convencao de que
quando p = 0, L(°E; F) := F. Convencionamos também que, quando p # 0, a norma

em L(PE;F) ser denotada por || - ||,. Usaremos ainda a identificagio £L(K; F) = F.

1.1.1 Definicao. Sejam E e F dois K-espagos de Banach e 2 # () um subconjunto
aberto de E. Denotaremos por £[Q2; F] o conjunto das fungoes % : Ix{) — F tais

que para cada € € I,

u(e, ) € C®°(QF).

Verifica-se que £[2;F] é um K-espago vetorial quando munido das operagdes
pontuais, quais sejam, dadas @, 0 € £[Q;F] e A € K, (4+70) € E[Q; F] e A\a € E[Q; F)

sao definidas por
(G4 0)(e,z) :=ule, z) + (e, z) e (Mi)(g,z) := Mg, z)
paracadae€lex € Q.
1.1.2 Notagao. Se p € N e @ € £[Q2; F|, podemos considerar a aplicagao K-linear
P : 4 € E[Q; F] — dPi = 4P € E[Q; L(PE; F)] (1.1)
definida do seguinte modo, para cada e € I e z € Q,
1P(e,z) := [a(e, )| (a)

1.1.3 Definicao. Sejam E e F K-espagos de Banach e Q2 # () um subconjunto aberto
de E. Denotaremos por & [Q; F] o conjunto das aplicagées @ € £[Q; F] tais que para

cada K CC N ep e Nexistem N € N, ¢ > 0 e n €1 verificando
sup |4 (e, z)|l, < ce™™ paracada 0 <e <.
zeK

Um elemento de Ev[; F] é chamado aplicagdo moderada em Q) a valores em F.
Verifica-se que Ey[€2; F], munido das operagdes pontuais, é um K-subespago vetorial

de E[Q; F.



1.1.4 Definigao. Sejam E e F K-espagos de Banach e  # () um subconjunto aberto
de E. Denotaremos por N[Q; F] o conjunto das aplicagoes @ € £[; F] tais que para

cada KCC Q,pe NeqgeN, existem ¢ > 0en €l tais que

31615 |a® (e, z)||, < ce? para todo € €]0,n] .
x

Um elemento de N[2; F] é chamado aplica¢io nula em 2 a valores em F. Verifica-

se facilmente que N[Q; F] é um subespago vetorial de &Ev[Q; F].

1.1.5 Defini¢ao. Sejam E e F K-espagos de Banach e  # () um subconjunto
aberto de E. Denotaremos por G(Q;F) o K-espago vetorial quociente de Ev[Q2; F]

por N[Q; F], isto é,
_ Em[; F
N F]

Um elemento de G(; F) é chamado aplicagao generalizada em 2 a valores em

G F):

A demonstracdo da seguinte proposi¢do também é encontrada em (30, pag. 10].

1.1.6 Proposicao. Sejam E e F dois K-espagos de Banach e  # () um subconjunto

aberto de E. Dados p,q € N valem as seguintes afirmagoes
(a) Sed € En[F], entdo 4 € Eu[Q; L(PE; F)).

(b) Se i € N[Q;F], entdo 0 € N[Q; L(PE; F)].

Dado p € N, a Proposigao 1.1.6 mostra que a aplicagdo definida por (1.1) induz
uma tnica aplicagdo K-linear de G(©2;F) em G(Q; L(PE;F)) que ainda é denotada
por dP e chamada derivada de ordem p; além disso, essa aplicacao é tal que, se

f € G(4; F), entdo, dado um representante qualquer F&E8u [2; F], teremos
f® = drf = f®) 4 N(Q; L(PE;F)) . (1.2)
1.1.7 Proposicao. Sejam E e F dois K-espagos de Banach e Q # () um subconjunto

aberto de E. Fizado p € N e dada f € C®(Q; L(PE; F)), consideramos a aplicagao
[ :1xQ — L(?E;F) definida por

f(e,z) := f(z) para cada (g,z) € IxQ,

3



entdo f € Ey[Q; L(PE; F)], a aplicacdo
f € C®(QL(PE;F)) > [ € Em[; L(°E; F)]

¢ K-linear e injetora e, portanto, define o K-homomorfismo injetivo de espacos
vetoriais

Jor 1 C%( L(PE;F)) — G(Q; L(°E; F))

com jS,F(f) = f+N[Q;£(”E; F)] e, em particular, podemos identificar C*(§; F)

com um subespago de G(2; F) e escrever
C*®(;F) Cc G(4F) .

Tendo em wista esse fato, e sempre que for conveniente, nao faremos disting¢ao
entre a fungio f € C®(Q;F), o elemento moderado f € Em[Q; F), ou a aplicagao

generalizada jor(f) € G( F).

1.1.1 Complementos do Célculo

Recordaremos aqui a defini¢cdo de derivadas parciais; tais objetos serao muito
importantes para o entendimento das nogoes a serem introduzidas no capitulo 3.
Sejam E,, E; e F, K-espagos de Banach, E = E; x E; o K-espago de Banach produto
e 2 C E um subconjunto aberto de E. Seja f : 2 — F uma aplicagdo continua.
Para cada ponto a = (a1,az2) € 2 consideramos as aplicagoes injetoras \; : E; — E

(1 = 1,2) definidas por
/\1(.’171) = (231,(12) e Ag(l‘g) = (al,CL‘g) 3

A aplicagao composta f o \;, (i = 1,2) estd definida no aberto A;'(Q2) C E; que
contém a; € E;; essa aplicagdo, f o );, é chamada i-ésima aplicagao parcial no ponto

a.

1.1.8 Proposicao (Cartan [7]). Com as notagdes precedentes, se f € diferencidvel

no ponto a, entdo, para cada v = 1,2, a aplicagao parcial f o \; € diferencidvel no
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ponto a;. Representaremos com D;f(a) ou D;f (a1, as) a deriwada dessa aplicagdo
parcial no ponto a. D;f(a) é um elemento do espago L(E; F) e é chamado deriada
parcial de f com respeito a z; no ponto a. Além disso, se f'(a) € L(E;F) denota a

derwada de f no ponto a, tem-se
f'(a)(h,k) = D1 f(a)h + Do f(a)k

para (h, k) € E; x Es.

De modo geral, vale a seguinte

1.1.9 Proposigao. Sejam F, E; e E; K-espagos de Banach e E = E; X Ey o0 espago
produto. Sejam Q C E um subconjunto aberto de E e f € C*(Q; F), entdo para cada
p=1,...,k tem-se, para cada a € 2
fPa) - (h1,...,hp) = > Dj...D;f(a) <h1,-1,h2]-2, e h,,jp) eF (1.3)
1<51,..5p<2

para cada h; = (hi, hi2) €E, 1 =1,2,...,p.

Demonstra¢ao. Vamos apenas esbogar a demonstragao para o caso p = 2, sendo que
a prova completa deve ser feita por indugao.
Sendo f duas vezes diferencidvel em a, segue-se que existe uma vizinhanga aberta
V C Q de a tal que f'(z) € L(E; x Ey; F) para cada z € V. Além disso, vale, para
cada h = (h1, hs) € E,
2
f'()(h1, ko) = Y D;f(z)h; paracadaz €V . (1.4)
j=1

Aplicando (1.4) a f” no ponto a, resulta, para cada (k;, k2) € E,

2

(@) (k1 ka) = > Dif'(a)k: (1.5)

i=1
Observe que f”(a) € L(E; L(E;F)); desse modo, teremos f”(a)(k1, k2) € L(E; F)
e D;f'(a) € L(BE;L(E;F)). Assim, D;f'(a)k; € L(E;F). Seja (hi,h) € E =
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E; x Ej, entao por (1.5), teremos

2

(f"(a)(k1, k2)) (Ba, B2) = > (Dif (a)ki) (b, ha) - (1.6)

=1
Vamos reinterpretar o segundo membro de (1.6). Consideremos a funcio z €
Vi f'(z)(h1, he) € F, entao derivando parcialmente em relagéo a z; e, levando em

consideragao (1.4) (veja também (7, Th.2.4.3]), segue-se que
2
(Dif'(a)k,-)(hl,hz) = Z{Dz(Djf)(a)kz}hg 3 (17)
=1

De fato, temos a aplicacgo z € V +— f'(z) € L(E;F) e também a aplicacio
constante h: z € V = (hy, hy) € E. A forma B : L(E;F) xE — F, B(L,u) := L(u)
é bilinear e continua; portanto, a fungéo ¢ : z € V +— B(f'(z),h(z)) € F coincide
com a aplicagao z € V +— f'(z)(h1, ha) € F, que se deriva parcialmente em relacao a
z; usando-se a forma. 1) e o Teorema (7, Th.2.4.3]. Como D;¥(a) € L(E;; F), segue-se
que, se k; € E;, teremos D;1(a)k; € F. Pela férmula de Leibnitz, aplicada a B, e da

definigao de 9, resulta, usando a [7, Prop.2.5.2],

Dip(a)k; = B(D;f'(a)ks, h(a)) = (Dif'(a)k:) (1, he) .

Isso mostra como se pode obter o primeiro membro de (1.7). O segundo membro
de (1.7) é obtido de modo andlogo usando-se as derivadas parciais em lugar da

derivada. Define-se
D;D;f(a) := D;(D;f)(a) € L(E; L(E;; F)) .

Portanto, para cada k; € E;, tem-se D;(D; f)(a)k; € L(E;; F). Assim, para cada
h; € E; teremos (Di(Dj f) (a)ki) h; € F. Podemos entdo escrever (1.6) do seguinte

modo
2 2

(f"(@)(kx, ko)) (b, h2) =Y > (DiD;f(a)ki)h; -

i=1 j=1



Agora podemos induzir a férmula geral pondo

(- ((f(”)(a)(hn, hi2)) (hat, ha2)) « -+ ) (hp1,y hp2) =

= Y (- ((Da- D, f(@)hi, ) haiy) -+ ) P, -

1<iyip<2

Considerando agora o isomorfismo
p
L(Eiy; L(Bi - . L(Ey,; F))..) = L[ Eos F)
p=1
e definindo h, := (hy1, h2) € E; X Ey = E para 1 <7 < p, podemos escrever

f(P)(a,) . (hl, v ,hp) = Z Djl i .D]-pf(a) (h1j17h2j21 SR ,hpjp) € F.

1<51,...3p <2

a

1.1.10 Observagao. Sendo f®(a) € L(PE;F) uma aplicacio p-linear simétrica,
é possivel verificar que, se (j1,...,5,) € {1,2}? e (i1,...,%p) € {1,2}? for uma

permutacao de (71, ..., Jjp), entdo
Djl NN Djpf(a)(hljl,hgjz, . )hpjp) = Di1 ces Dipf(a)(hh-l,h%, “ o 1h'pip) .

No caso particular em que E; = R", usaremos a notagdo D, para a derivada
parcial correspondente e D, para a derivada parcial em relagao a E,. Assim, resulta
que existe uma constante c(n,p) > 0 tal que

P
172 (@) < e(n,p) D _IDF"DLf (@)l (1.8)
q=0
com DI™DIf(a) € L(PDOR™; L(9E,; F)).

Quando E = K", podemos dar uma caracterizagao das aplicagoes generalizadas

em termos de derivadas parciais (veja [30, prop. 1.2.19 |).

1.1.11 Proposicao. Sejam Q # 0 um subconjunto aberto de K* e F um espago de

Banach. As sequintes afirmagoes sao verdadeiras
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(a) @ € Eu[Q; F] se e somente se para cada K CC Q e cada a € N® ezistem N € N,

c>0 enel tais que

sup [0%(e, z)| < ce N para cada 0 <e <7 .
z€K

(b) @ € N[Q;F] se e somente se para cada K CC Q, cada o € N* ¢ g € N ezistem

c>0 en €l tais que

sup |0%G(e, z)| < ce? para cada 0 <e <7 .
zeK

Verifica-se também que 0%(Em[QY; F]) C Em[ F] e que 8*(NV[Q; F]) € N[ F],
para cada o € N o que justifica definir a derivada parcial de ordem « de f € G(; F)
por

8 f = 0%f + N[ F],
com f sendo um representante qualquer de f.

Sejam E, F,,Fy e G K-espagos de Banach e seja B : F; X F; — G uma aplicagao
bilinear continua. Dadas as aplicagées A; € L(PE;F;) e A; € L(E; F;) comp,q € N,
definimos a aplicacao A; A, € L(PTIE; F,) por

A1A2 : (:1:1,:172) € EP x B — B(Al(wl),Az(mz)) eG. (19)
Para simplificar, usaremos a notagao
B(Al(ml),Az(mg)) = Al(xl)Ag(l‘z) s

Em particular, se A; € L(PE;F;) e v € F, = L(°E;F;), entdao a aplicagao
Ayv € L(PE; G) é definida por

A :z € EP — B(Ai(z),v) € G e (Ai(z))v:= B(Ai(z),v) .
De modo analogo, se A, € L(E;F3) e u € Fy, entdo a aplicagao ud, € L(7E; G)
¢é definida por
uAy 1z € E?— B(u, As(z)) € G e u(Az(z)) := B(u, Ax(z)) .

Usando as notagoes acima, podemos enunciar a férmula para a derivada do pro-

duto B (ver [30, prop. 1.1.3]).



1.1.12 Proposicao. Sejam E, F;, Fy e G K-espagos de Banach, B : (y1,y2) €
Fi x Fy — B(y1,y2) € G uma aplicagdo bilinear continua, Q # 0 um subconjun-
to aberto de E, f € CK(Q;F), g € C*(Q;Fy) e a aplicagio (f,g) : ¢ € Q —

(f(z),9(z)) € FA x Fy. Entao a aplicagio

f9:=Bo(f,9):z€Qwr B(f(z),g(z)) = f(z)9(z) € G

¢ de classe C* e, para cadap =1,2,...,k, temos, para cada z € Q,

J9)P (@) =3 (p) 19 (@)g®)(a) (1.10)

q=0 q

onde o produto em cada parcela € no sentido de (1.9).

Usando a proposigao 1.1.12, podemos dar a G(§2; F) uma estrutura de C*(Q; K)-
médulo. De fato, dadas o € C°(%K) e f € G(; F), consideremos f € En[Q; F

um representante qualquer de f e definimos a aplicagao o/z;c : IxQ — F por
(@f) (e, z) = alz).f(e,2) (e,7) € IxNQ.
E claro que, se B for a aplicagao bilinear continua

B:KxF — F
(Ay) = BAy) =Xy,
entao
(af)(e,2) = B(a(z), f(e,2)) ,
e a proposigao 1.1.12 nos diz que &? € Em([Q; F] e que c/v? e NQ; F] se f e N F).
Além disso, usando-se a bilinearidade de B, resulta que, se & — & € N[Q;K] e

f— f1 € N[Q; F], entao
Bo(a f)—Bo(a,fi) e NIQ;F].
Portanto, podemos definir o produto de o € C*®(Q;K) por f € G(Q; F) por
af = af + N[ F.

Verifica-se que, com o produto definido desse modo, o espago G(2; F) pode ser

dotado de uma estrutura de C*(Q; K)-médulo.
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1.1.13 Proposicao. Sejam E, F e G K-espacos de Banach, 2 # 0 um subconjunto
aberto de G, A € G(2; L(E; F)) ew € G(E). Sejam A € En[Q; L(E,F)] represen-
tante de A e 1 € Ev[Q; E] representante de u, entdo a aplicagio A -4 : IxQ — F
definida por

(A-0)(e,z) = A(e,z)(ale,z)) (e,2) € I xQ

€ um elemento de Em[Q; F|, sua classe em G(F) serd denotada por A - u e ndo

depende da escolha dos representantes de A ou de w.

Demonstragao. De fato, consideremos a aplicacao

B:L(E,F)XE — F
(A,u) — B(A,u)=A(u) .

E claro que B é uma aplicagao bilinear e continua. Pela proposicao 1.1.12 resulta

imediatamente que

A-ie EuQ;F.
Além disso, se A € N[Q; L(E; F)] ou se & € N[Q2; F], entao
A-de NQ;F].

Supondo agora que A — A, € N[Q; L(E;F) e &t — 4 € N[Q; E], entao, usando a

bilinearidade de B, resulta
Ao — Ay e N[O F] .

De fato,
B(A, @) — B(A,1,) = B(A, & —iiy) + B(A — Ay, 1) .
Essas consideragoes nos permitem concluir a validade da proposigao. O

Encontra-se em [30, prop. 3.1.6] a seguinte formulagio um pouco mais geral.
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1.1.14 Proposigao. Sejam E, Fy, ..., F,, e G K-espagos de Banach e Q # () um
subconjunto aberto de E. Se F, := F1 x ... x Fp,, B € L(Fy,...,Fn;G), espago
das aplicagoes multilineares continuas definidas em Fy x ... x Fp, a valores em G,
eu € Eu[QFr), entio Bou € Ey[Q;G] e Bou— Bowv € N[Q; G|, para cada
v € Eu[4Fyy] tal que u — v € N[Q;F,). Em wvista disso, se f € G[Q;Fn] e

B e L(Fy,...,Fn; G), definimos a aplicagdo composta
Bof:=Bof+N[;]

onde Bo f : (e,z) € IxQ+— B(f(e,z)) € G e f é um representante qualquer de f.

Para podermos tratar de composigoes entre fungoes generalizadas, repetiremos
aqui alguns resultados e notagdes apresentados em [30], no que se refere & férmula
cléssica para a derivada da composta. No que se segue E, F e G denotarao K-espagos

de Banach. Fixado a = (ay,...,an) € N™, se p := |a],

a(l):=0, a2) =0 e a(j) =1 +...+ -1, para j >3

todo elemento z = (z1,...,z,) de EP = E*! x ... x E® pode ser escrito na forma
z = (zay,Tan,...,TQy) € EM xE* . x E*"
onde za; = (Za(j)+1, - - - » Ta(j+1)), Para cada 1 < j < m. Dadas

Be L(MF;G) e A;j € L(WE;F) , 1<j<m
e considerando a aplicagao p-linear continua
BA, ... Ay (z1,...,7p) € EP — B(Ai(zaz),..., An(zom)) € G,
define-se uma aplicagao (m + 1)-linear continua
T:(B,A,...,An)— BA; ... A,

de L(™F;G) x L(ME;F) x ... x L(®*E; F) em L(’E;G). Se p € N, entao O, indica
o grupo das p! permutagoes de {1,...,p}. Dadosn € N e o € O,, consideremos o

isomorfismo linear
Ig : (.’121,...,.'17”) ceE"— (:Ea(l), ,:Ea(n)) e E™ .
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Dada o € O,, seja BA; ... A,IP € L(’E;G) definida por
BA;.. . ApTY = (BA; ... Ay) o TP, (1.11)
isto é,
(Z1,- -+, Tp) € EP > B(A1(zoq1), - - - s Zo(ar))s - - 1 Am (Za(atm)+1)s - - - To(p))) € G .
Usando as notagoes acima, podemos enunciar
1.1.15 Proposicao (Regra da cadeia). Sejam E, F e G espacos de Banach,
Q # 0 um aberto de E e U # O um aberto de F. Sek € N, f € C*%;F) com

f(Q) c U eg e CHU;G), entdo go f € C*%G) e, para cada © € Q e cada
p=1,...,k, temos
1
GoNP@ = 3 = 3 ¢ e) - fo @I (112

1<m<p o€0p
a€lp;m]

onde o produto em cada parcela é como definido em (1.11) e

[p;m]:={a=(c,....amn) EN™ /|a|=p}.

1.1.16 Observagao. Se Q # () for um subconjunto aberto de R®, pode-se mostrar,
usando-se o teorema de representagéo local para distribuices a valores vetoriais (ver
[29]), e, procedendo-se do mesmo modo que em [17], que existe uma incluséo, ndo
canodnica,

D'(QE) C G(UE).

1.1.17 Definigao. Seja F um K-espago de Banach. Denotaremos por Ey(F) o
conjunto de todas as fungdes p : I — F verificando a condigdo seguinte: existem

N € N, c> 0en el tais que, para cada 0 < e < 7,

lu(e)] < ce™.
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Denotaremos por N(F) o conjunto das funcgoes p : I — F tais que para cada

g € N, existem ¢ > 0 e n € I tais que
|u(e)| < cet

para todo € €]0,7].

Munidos das operagoes pontuais, verifica-se que &y(F) é um K-espago vetorial
e que N(F) é um K-subespago vetorial de Ey(F). Os elementos de &y (F) séo

chamados elementos moderados e os de N (F), elementos nulos.

1.1.18 Definigao. Seja F um K-espago de Banach. Denotaremos por F o K-espaco

vetorial quociente de Ey(F) por N (F), isto é,

= &u(F)
F =i

Um elemento de F é chamado vetor generalizado. Verifica-se a existéncia das

seguintes inclusoes naturais
FCcFcgG(Q;F).

1.1.19 Observagao. Em [30], mostra-se que, se F for uma dlgebra de Banach, entao

naturalmente G(2; F) tem uma estrutura de K-élgebra.

1.1.20 Definigao (Valor pontual de uma aplicagdo generalizada). Sejam E
e F K-espacos de Banach e 2 # () um subconjunto aberto de E. Dados f € G({; F)
e = € §, denotaremos por f(z) a classe em F da fungdo p: I — F definida por

u(€) := f(e,z) , sendo f um representante qualquer de f.

1.1.2 Composicao de aplicagoes generalizadas com elemen-

tos de G,

Existem varias formas de se considerar operagdes néo lineares com fungoes gene-

ralizadas. No que se refere a aplicagoes generalizadas em espagos de Banach, veremos
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que tais operagoes sao muito bem comportadas quando compomos fungoes genera-
lizadas com aplicagbes generalizadas que sdo temperadas (ou do tipo temperadas).
No capitulo 3 deste trabalho, iremos estudar um problema nao linear, onde, antes
de qualquer outra coisa, deveremos introduzir aplicacdes nao lineares de aplicagoes
generalizadas. As idéias para tratar a composigio nesse capitulo, estdo contidas, de
modo simplificado, na forma como compomos elementos de G com aplicagoes de G, ;

por isso vamos apresentar aqui essa composigao mais simples.

1.1.21 Definicao. Sejam E e F K-espagos de Banach e § # Q C E um aberto.
Denotaremos com Ou(§;F) o conjunto das fungdes f € C®(Q; F) tais que para

cada p € N, existe V € N tal que
sup(1 + [l2[) 1P (@)l < +oo.

Munido das operagoes pontuais, segue-se que Oy (§2; F) é um K-espago vetorial.
Denotaremos com & [Q2; F] o K-espago vetorial, para operagdes pontuais, das funcdes
f:1xQ — F tais que f(e,") € Ou(Q;F) para cada € € L.

Denotaremos por Eu,[2; F] o conjunto das fungdes f € &,[2; F] tais que
(T) para cadap € N, existem N € N, ¢ > 0 e n € I tais que

sup(1 + [|lz]) M| f®P (e, z)||, < ce™™, paracada 0<e<n.
zeQ
E claro que Em,r [ F] € um K-subespago vetorial de &,[(2; F]. Denotaremos com
N,[€; F] o conjunto das fungdes f € Em,-[Q; F] tais que
(NT) para cada p € N, existe N € N tal que para cada g > 0 existem ¢ > 0en €l
tais que
sup(1 + ||z]]) ™| /P (e, z)||, < ce?, paracada 0<e<7.
z€eN

Tem-se que N [Q; F] é um K-subespago vetorial de €y -[Q2; F]. O espaco vetorial

das aplicagoes generalizadas temperadas em ) a valores em F é definido como o
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K-espago vetorial quociente

En [ F]

G- (K F) = NGF]

1.1.22 Exemplo. Resulta do teorema de representacio local de distribuicées tem-

peradas, que existe uma inclusdo, nao canénica,
S' (R F) C G-(R™F) .

1.1.23 Observagao. B possivel mostrar que, em geral, ndo existe uma aplicagao

linear injetora de G, (2; F) em G(Q; F).

1.1.24 Proposig¢ao. Sejam E,F e G K-espacos de Banach, ) # Q C E um aberto,
u€ GG F) e fe g, (F;G). Sed for um representante de u, e f for um represen-
tante de f, entdo a aplicagdo

§g:IxQ -G
definida por
g(&',.’L‘) = f(giﬂ(s,m))

¢ um elemento de Eu[Q; G|, sua classe em G(2; G) serd denotada por f ou, e ndo

depende da escolha dos representantes de f e w.

Demonstra¢do. Em primeiro lugar, verifiquemos que § € Eu[Q2; G]. Sejam K CC 2
ep € N. Sep =0 entao existem N; € N, ¢; > 0 e n € I tais que para cada

O<e<mez€eq,
A - _ a N].
/(e ae, 2)Il < cre™ (1 + |lace, 2)[)) ™ -

Para o compacto K fixado, existem N, € N, ¢; > 0 e 72 € I tais que para cada

0<e<n

sup||ti(e, z)|| < cae™™2.

zeK
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Portanto, existem N € N, ¢ > 0 e n € I tais que para cada 0 < £ < n

Sg}gllf(s,ﬂ(e,z))ll <ce ™V

A regra da cadeia nos d4, para p € N*,

5(P) = F(m) (1) o (am)

P (e, z) Z Y Z ™ (e, a(e, z))a' " (e, z) ... 4\ (e, z) TP
1<r[;<;i anp
ag|p;m)|

para cada e € [ e z € . Podemos escrever

6% (e, z)|, < Z 17 (e, ale, 2))llm Y a%]‘[||a<af>(e,z)”aj. (1.13)
! 21

m=1 a€lpym]
Sendo f € Em,[F; G, segue-se que, para cada m, existem N; € N, ¢; > 0 e

m € I tais que
17 (e, ae, 2)lm < e e7™ (1 + [lafe, ) )™ (1.14)

paracadaz € Q e 0 < e < 7,. Como 4 € Ey[Q; F|, segue-se que existem N, € N,

ca > 0emn €ltais que, paracadal1 <m <p

sup 37 = ,Hnu(%) &,2)llo; < 267

zeK aelp; m]

para cada 0 < € < 772 e ainda
sup (14 ||a(e, z)|)™M < cpe™™ .
zeK

Voltando a (1.13), segue-se que existem N € N, ¢ > 0 e n € [ tais que

sup [|§® (e, z)|[, < ce™™
zeK

paracada 0 <e <.
Vamos agora verificar que a classe de § nao depende dos representantes escolhidos
para f ou u. Sejam 9 € Ev[;F] outro representante de u e f; € Ev.[F; G] um

outro representante para f. Temos entdo, para cada (g,z) € I xQ,
./2:(57'&(5)37)) - fl(e,f)(a,a;)) == (f - fl)(a,ﬂ(e,m)) + fl(a,ﬁ(e,x)) - fl(E’ﬁ(E’z)) ¢
(1.15)
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Observamos, em primeiro lugar, que as contas feitas acima nos permitem con-
cluir, a partir de (1.13), que, como f — f, € N [F; G], entao a primeira parcela do
lado direito de (1.15), (f — f1)(e,@(e, z)) é um elemento de N[Q;G]. Para a se-
gunda parcela, f; (e,0u(e, z)) — fi(e, (e, z)), vamos supor que seja valida a seguinte

afirmacao:

1.1.25 Afirmacao. Para cada K CC ) e cada m,q € N, ezxistemc > 0en > 0
tais que

SUII{’ ||f1(m)(€,71(5,$)) — Al(m)(s, (e, 2))||lm < ce?.
T€E

Para concluirmos a prova da proposigao, a partir dessa afirmacao, devemos usar
o mesmo tipo de argumento que aparece em [31, Prop. 3.1.]. Usando aqui as mesmas

notagdes que sdo utilizadas em [31, Prop. 3.1.], escrevemos, para cada (g, z) € I X,
(frou—fiov)?(e,2) = wile,z) + wile, ).
Nessa expressao, w; e wy sao dadas por

wi(e,2)= Y C Y (e ale, 2) - F (e, (e, 2))) @D (e, 7). .. 4 (e, )T,

1<m<p o€0p

a€lp;m]

e
m i—1 m

wz(e,x)zz cr Z Z( (m) ov)(e, z) Hu("‘f)(s,:z:)R(“")(a,:c) H v (g, 2) TP,

1<m<p  0€0, i=1 j=1 j=i+l

a€(p;m)

1 o

para cada (¢,z) € IxQ2 onde R :=u —v e C' = —— . A afirmacéo feita garante

alm!

que w; € N[Q; L(PE;G)] e, sendo R € N[Q; F], segue-se que wy € N(Q; L(PE; G)].
Portanto, a segunda parcela de (1.15) também é nula, isto é, usando uma notagao

mais conveniente, (fi ou — fi ov) € N[Q;G]. (]

Vamos agora verificar a afirmagao feita.
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Prova da Afirmagdo 1.1.25. Fixemos K CC Q em,g € N. Seja R := 9 — @ €

N§; F], para cada (g,2) € I xQ consideremos o segmento 8(¢, e, z) definido por
0(t,€,z) == 1(e,z) + tR(e,z) 0<t<1.
Pelo teorema do valor médio, resulta que para cadae €I e z € (,
I (e e, 2)) = £ (e, (e, 8)lm < I R(e,2)] i 106,006, 2))im-
Por hipétese, temos que existem N, € N, ¢; > 0 e n; € I tais que
A7 2D llmey < 2 7™ (1+]12)™

para cada 0 < & < m e z € F. Resulta entdo que existem N; € N, ¢; > 0en €1

tais que

Sfé‘iluffm“’(e,9<t,e,m>>n <o e M1+ [lale, 2| + | RGe, @) )™
te|o,

para 0 <& <m e z € Q. Por outro lado, existem ¢; >0, m; € e N € N tais que
(1+ e, @)l + 1R D) < e

para cada 0 < € < 7 e v € K. De modo semelhante, existem c3 > 0 e 73 € I tais

que para cada 0 < € < 13
sup || R(e, z)|| < c5 €M1z
zeK
Portanto,
sup IIfI(m)(s,ﬂ(e,a:)) — '™ (e, 0(e,2))|lm < c 7.
z€eK
O
1.1.26 Observacao. Sejam E e F K-espagos de Banach e Q2 # () um subconjunto
aberto de E. Seja u € G(Q;F), suponha que exista um representante @ € Ey[Q; F]

para u possuindo a propriedade: existem constantes B > 0, n € I, e uma funcao

limitada 6 : I — [0, +o0] tais que
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1. sup,¢0(e) < R ;
2. sup,eq ||u(e, z)|| < 6(e), para cada 0 <e < 7.

Entdo, todo representante 0 € Ey[Q; F| de u tem a propriedade de que existe
n € I tal que

{i(e,z) ; 0<e<nez € Q} C Bg(0).
Nestas condiges, se f € G, (Bg(0);G) e se § : [ xQ — G for definida por

) 0 se €¢€n1]
9le,z) =9 |
fe,i(e,z)) se 0<e<n

obtemos a mesma conclusao da proposicao (1.1.24).
1.1.27 Exemplo. Fixemos p > 0. Entao a aplicagao
f:zeR*—|z||P eR

é um elemento de S’(R*;R). Se 2 C R™ ¢é um aberto e u € G(;R™), entdo

f(u) = f ou € G(22; R) serd denotada por ||ul.

Recordemos as seguintes definigdes encontradas em [30, p.12-13].

1.1.28 Definigdo. Sejam E e F espagos de Banach e ) # Q@ C E um subconjunto

aberto.

(a) Denotaremos por Ev (S2; F] ao subespago vetorial de Eu[Q; F] dos elementos 4
que verificam a condigdo: para cada subconjunto compacto K CC 2, existem

c>0emneltais que paracada 0 <e <7

sup|i(e, z)| <c. (1.16)
zeK
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(b) Denotaremos por Gy;(§2; F) ao subespago vetorial de G(Q; F) dos elementos u
que possuem um representante i em Eyv[Q2; F]. Verifica-se facilmente que,
nesse caso, todo representante 4 de v € Gip(2; F) é um elemento de Eyp [2; F.
Os elementos de Gj;,(2; F) sdo chamados funcées generalizadas localmente li-
mitadas.

De forma anéloga, diremos que um elemento u € F é limitado se existir um
representante 1 € &y (F) satisfazendo a condigdo: existem constantes ¢ > 0en €1

tais que paracada 0 <e <7
la(e)| < e.

Usaremos a notagao 4 € Eyp(F). E claro que, se u € F tem um representante

4 € Evp(F), entdo todo representante de u é um elemento de En p(F).

1.2 Aplicacoes generalizadas a valores numa esca-

la de espacos de Banach

Vamos agora apresentar a construgdo do espago das funcoes generalizadas defi-
nidas sobre abertos de R™ a valores numa escala de espagos de Banach. Parte do

material que se segue foi extraido de [2].
1.2.1 Definigao (Escala de espagos de Banach). Consideremos que X seja
um K-espago de Banach e que (Xj, “”3)3 <1 seja uma familia de subespagos de X,
verificando a propriedade

[(EB)] paracadar,s € I, com r < s, X, — X,,, com a incluséo natural de norma

menor ou igual a um, isto é, as aplicagoes

1 Xy — X,
ur—1i(u) =u
verificam

le2(w)]l» < ||lu|ls, paratodou € X, .
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Uma escala de espagos de Banach é um par, (X, (X)), constituido pelo K-espago
vetorial X := [J ¢ X;, obtido como o limite indutivo da familia (X;)se1 para as
inclusoes X; C X na categoria dos espagos vetoriais, e a propria familia de espagos

de Banach, (XS) ”'”s)sel~

1.2.2 Observacao. Na definicao dada acima, ndo levamos em consideragao qual-
quer topologia que eventualmente se possa definir sobre X. Sobre Categorias e
Limites Indutivos, estamos adotando o ponto de vista apresentado em [26] em seu

capitulo 0.

1.2.3 Observacao. Para cada s € I denotaremos por 7; a aplicagao de inclusao

sao essas inclusoes que nos permitem escrever X; C X.

1.2.4 Exemplo. Um exemplo de escala de espagos de Banach é o seguinte. Seja

0 # © C R™ um subconjunto aberto e limitado. Para cada s € [0, 1] ponha

2
= 0,1
T se s € [0,1]

+00 ses=1.

p:

Desse modo, podemos considerar, para 0 < s < 1, os conjuntos
L, :=LP(Q).

Observe que 2 < p < +o00. Dotamos esses conjuntos com a norma seguinte, que os

tornam espacgos de Banach,

s—

we Ly = ||ulls == (med())*7 |lul,.

E f4cil verificar que para 0 < r < s < 1 temos Ly — L, com norma menor ou igual a

um. De fato, sabemos que, se p < g, entao L(Q2) — LP({Q); ora, para 0 <r <s <1

2
temos 1 < 1% dai le_s(Q) — L%(Q) e

=

r__1l—s
2

lull 2 < [med ()]

flull =,
1—s
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dai resulta a afirmagao feita.

1.2.5 Observagao. Admitimos como um exemplo, trivial, de escala de espagos de
Banach, a escala (X, (X;)) na qual todos os espagos X, so iguais a um mesmo espago
de Banach E; nesse caso, e a menos que surjam outras necessidades, consideraremos

X = E com sua dada estrutura de espaco de Banach.

Vamos agora introduzir os espagos que serao a base para a construcio que dese-

jamos fazer.

1.2.6 Definigdo. Sejam () # Q um subconjunto aberto de R™ e (X, (X)) uma
escala de espagos de Banach. Fixada uma segiéncia eraustiva de compactos para

Q, (K;)jen, definimos o conjunto, C®(Q; X), por
Co@X) == {f: QX /VjeNIsel talque fl; € C°(K;X,)}.

Dadas f,g € C(92;X) e A € K definimos ainda a soma e o produto por escalar,

da seguinte forma

(f +9)(z) = f(z) + 9(z) e (Af)(z) :=Af(z).

1.2.7 Proposicao. Sejam ) # Q2 um aberto de R e (X, (X,)) uma escala de espagos
de Banach.

(a) C2(;X) € um espago vetorial quando munido das operagées pontuais.
(b) C(X) nao depende da seqiiéncia ezaustiva (K;)jen usada.
(c) Para cada s € 1 temos C®(£;X,) C C®(Q;X) .

Demonstragdo. (a) Sejam f,g € C=(Q;X) e A € K. Sera suficiente verificarmos
que C(Q;X) é fechado para a soma e para o produto por escalar. Fixado j € N,

sejam 0 < s1,5, < 1 tais que
o &5 o}
fllej € Coo(Kj;Xsl) € gllgj eC (Kj;st) .
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Se 0 < s < min(sy, s3), entdo
flg, € C¥(KiXs) e gl € CF(K;5Xs);
portanto, (f + g)lﬁ. € Cw(Igj;Xs) e também (/\f)|I€. € C’°°(KOJ-;XS), ou seja,
(f +9) € CR(X) e Af € CX(X).

(b) Se (H,)en é uma outra seqiiéncia exaustiva de compactos para 2 e C(§; X)

é o espago vetorial correspondente, entdo vamos verificar que
Co O X) = CR (5 X) .

Seja f € C(2;X) e tome [ € N qualquer. Escolha j € N tal que H; CK;. Como
f e CX(02;X), existe s € I tal que fl;&’. S C°°(KOJ-;XS), dai,
2

flg = (flg)lg € C=(H;X,);
portanto f € CX(92;X). A outra inclusao é andloga.
(c) Imediata a partir das definigdes. O

Sejam ¢ € C®(;K) e f € CP(Q;X). De modo natural, podemos definir o
produto ¢ f como um elemento de C°(2; X). De fato, basta definir

pf: Q2 — X
z = o(z)f(z).
E facil verificar que, se U C Q for um subconjunto aberto e f € C(Q2;X), entao
flu € C2(U; X). De fato, fixemos seqiiéncias exaustivas (K;);en € (L) ren respecti-
vamente para §) e para U. Fixemos k € N. Como L, CC U C {2, segue-se que existe
j € Ntal que Ly CC K; e, associado a esse j, existe s € I tal que f|}€. € C*(K;; Xs);
portanto,
(fIU)ILf’k = (fli’k) € C%°(Lk; Xs) .-

1.2.8 Definigao. Sejam (X, (X;)) uma escala de espagos de Banach e ) # Q um

subconjunto aberto do R™. Fixemos uma seqiiéncia exaustiva de compactos, (K;);en,

para €.
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(a) Denotaremos com £[S2;X] o conjunto das aplicagdes u : I xQ — X tais que,
para cada ¢ € I fixado, u(e,-) € C®(;X). Verifica-se que £[Q; X], munido

das operagoes pontuais, é um K-espaco vetorial.

(b) Denotaremos com Eu[€2;X] o conjunto de todas as aplicagdes u € £[2; X] tais

que, para cada j € N, existe s € I tal que
o
u|1x12j € &ulK;; X -
Essas aplicacoes serao chamadas aplicagées moderadas.

(c) Denotaremos com N[;X], o conjunto de todas as aplicagdes u € £[Q;X] tais

que, para cada j € N, existe s € I tal que
| o
u|1x}gj e NK;; Xq].
Essas aplicagoes serao chamadas aplicagdes nulas.
Vamos agora verificar que tais conjuntos estao de fato bem definidos.

1.2.9 Proposigao. Sejam () # Q um aberto de R™ e (X, (X)) uma escala de espagos
de Banach.

(a) Em[X] nado depende da segiiéncia ezaustiva de compactos (K;)jen € € um

subespago vetorial de E[Q; X].

(b) N[Q;X] ndo depende da seqiéncia ezaustiva de compactos (K;)jen € € um su-

bespaco vetorial de Ev[Q;X].

Demonstracdo. (a) Seja (H;)eny uma outra seqiiéncia exaustiva de compactos para
Q) e seja &1 [Q; X] definido a partir de (H;);en do mesmo modo que Ey[Q; X] o foi
a partir de (K;)jen. Mostremos entéo que

Em[; X] = Eva [9;X] .
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Seja u € Eu[Q;X] e escolha | € N qualquer. Tomemos j € N tal que H; C I(oj.

Como u € Ey[Q; X], existe s € I tal que

U'IIXIEJ' (S gM[K],Xs] i

Dai,

o
ullxﬁj = (ullej)llxﬁj € Eu[Hj; Xy -

Portanto, u € &u,1(Q; X]. A outra inclusdo é andloga.
Vamos agora apenas verificar que, se u,v € Ey[;X], entao u + v € Ey(R; X].

Fixemos 7 € N arbitrario. Existem r, s € I tais que

uj = u|IxI€j € EmK;; Xs] e vj = 'Ullx}?j € &m[K;; X, .

Podemos supor que r < s, dai, X; C X, e (EB) implica a inclusdo 5M[Igj;Xs] C
EulK;; X,], dai

Uj + v € SM[IEJ-; Xel;
portanto,

u+v € Eu[R; X].
(b) Anélogo ao item (a). O

1.2.10 Definigao. O espago vetorial das aplicacoes generalizadas definidas num
aberto 2 # @ de R™ a valores em uma escala de espacos de Banach (X, (Xs)), é
definido como o K-espago vetorial quociente

_ &u[9;X]
N X
Os elementos de G(£2; X) s@o chamados aplicagoes generalizadas (simplificadas)

de 2 em X.

g X) :

1.2.11 Observagéo. E facil verificar que existe uma inclusdo natural
C=(%X) € G(4X).
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De fato, consideremos a aplicagao K-linear
ORI X) — Em9;X]
f - f
com f : I xQ) — definida por

f(e,x) := f(z) para todo (g,z) € IxQ.

Observe que, dada uma seqiiéncia exaustiva de compactos (K;)jen, para Q, teremos,

para cada j € N fixado

Fli, = Flg € C¥(Ks5X,)

para algum s € I e, como
COO(KJ,XS) - SM[KJ';XS] y

segue-se que

ngj C SM[K]-;XS] .

7l
Essa aplicagao define um K-homomorfismo injetivo natural de espacos vetoriais
fECX(QX) — f+ N[ X] € G X).

Observamos também que G(Q;X) é um C*°(Q)-médulo. De fato, sejam o €
C>(Q), f € G X) e (K;)jen uma seqiiéncia exaustiva de compactos para 2. Seja
fe Em[; X]; entdo, para cada j € N existe s € I tal que

Fly i, € EmlK;5 X
Definimos a aplicagao &? : IxQ — X por
(&})(s,z) = a(z) f(e,z) , para cada (¢,z) € IxQ.

Fixados e € I e j € N, como

af(e, ) =a()fle, ) €C=(K;X,)

J J

para algum s €l e
~ o
af|mgj € EulKj; X,
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segue-se que af € Eu [ X] e que, se f € N[ X], entdo af e N [©; X]. Isso permite
definir o produto de a € C*(Q) por f € G(©; X) por

of :=&7+N[Q;X]

com f representante qualquer de f. Nao é dificil verificar que, com o produto assim

definido, G(2; X) torna-se um C*°(§2)-médulo.

1.2.1 Derivacao parcial em G [Q, X]

Sejam () # Q um subconjunto aberto de R™, (X, (X)) uma escala de espagos de
Banach, u € Ey[Q2; X] e @ € N, Dado 7 € N existe s € I tal que

Uj = U|IXI€]~ € SM[KJ';XS] .

Definimos a fungao

9% : (e,z) € IxQ — 0%le,z) € X

por

0%u| o = 0%;.
I XKJ'
Como conseqiiéncia, 0%u € Em[; X] e temos uma aplicagao K-linear

0% 1 u € Em[ X] — 0%u € Em[Q; X] .

Além disso,

"N X)) c N([9; X

em conseqliéncia, a aplicagao 0% acima define por passagem ao quociente um opera-

dor de deriwagdo parcial de ordem «, que ainda denotaremos por 0%,
9% : G(Q; X) — G(Q; X)

e, para cada f € G(Q;X), o elemento *f € G(9; X) é chamado derivada parcial de

ordem « de f.
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1.2.2 Propriedades locais

Sejam Q # () um subconjunto aberto de R™ e (X, (X,)) uma escala de espacos de
Banach. Seja U # () um subconjunto aberto de Q e fixemos seqiiéncias exaustivas

de compactos

(Lj)jen paraU e (K)eny para Q.
Se u € Em[;X] e 7 €N, como L; CC U C Q, segue-se que existe | € N tal que
L; cC Izt e, associado a esse [, existe s € I tal que ulle?, € EM[]EEI; Xs]. Portanto,
o
u|1);ij € Em([L;; X4
e isso mostra que
ulixu € Em[U; X].

Portanto, fica definida uma aplicagao
RY i u € Em[ X] = ulixy € Em[U;X]

e é facil verificar que

RGN X]) C NU;X].

O que mostra, por passagem ao quociente, que Rg determina uma aplicagao K-linear

de restri¢ao
0 f € G(4X) = fly € G(U;X).
O elemento f|y := ri}(f) é chamado restrigio de f a U.
1.2.12 Proposigao. Sejam (2,).cs wma familia de abertos ndo vazios de R™, de-

fina Q = U,e;Q, e seja (X, (Xs)) uma escala de espagos de Banach. As seguintes

afirmagoes sdo verdadeiras.
(i) Se f e g sio elementos de G(Q;X) tais que fla, = gla, para todo 1 € J, entdo
f=g9

(ii) Se (f.)es € uma familia tal que f, € G(Q,;X) para todo ¢ € J e flang, =
Filauna, para todo (1,7) € J x J com Q,NQ, # 0, entio eziste f € G(Q; X)

com fla, = f, para todo v € J.
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Demonstragdo. A prova é analoga & encontrada em (3], quando temos aplicagoes
generalizadas a valores em espagos de Banach. De qualquer modo, incluiremos aqui
apenas as passagens mais importantes.

(i) Sejam f € &y [©2; X] e § € Em[; X] representantes, respectivamente, de f e
g. Vamos mostrar que

h:=f-§eNX].

Fixemos uma seqiiéncia exaustiva de compactos (K;);en para €. Devemos entao

verificar que para cada 7 € N existe s € I tal que
~ o
Bly o, € N5 X (117

Seja (Li)xex uma familia finita de subconjuntos compactos, com K C J, tal

que

0#1?,“ L,CccC Q. ,paracadax € K e Kj = Uger L.

Por hipétese, temos
ﬁ|IxQL € N[Q,;X] para todo ¢ € J.
Agora, para cada k € K seja W, CC (), tal que
L.CcW,cCWg.
Logo, para cada k € K existe s, € I tal que

iLlI xﬂ‘}n € N[WE;XSN] .

Seja s := min{s, ; kK € K}, dai,

o € N[VIO/K;XS] para todo k € K .
I xWe

hl
Assim, fixados a € N™ e g € N, existem ¢, > 0 e 7, € [ tais que
sup ||8%h(e, z)||s < cee? para todo € €]0,n[.

€Ly
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Tomando ¢ := max{c,; k€ K} en:=min{n,; &€ K}, concluimos que
sup [|0%h(e, z)||s < Ce? para todo ¢ €]0,n[.
zeK;

Em particular, segue-se (1.17).
(ii) Para cada + € J, seja f, € Eu [,; X] uma. representante de f.. Por hipétese,

temos, para cada (¢, 7) € J? tal que Q, N Q, # 0,

flix@uney) — filix@unn,) € N[Q.NQ,;X]. (1.18)

Consideremos agora uma particgado C* da unidade, localmente finita, (c,).cs,

subordinada & (2,),e;. Assim temos a condicdo

para cada z € (2, existe uma vizinhanga W, de z tal que o conjunto

F,:={teJ / a|w, # 0} é finito.
Se S, :=supp(a,) C Q,, entdo definimos a extensido de fL a ) pondo
f(e,z) :==0 paracada e€l e para cada z € Q\S,.

Definimos agora a aplicacdo f : IxQ — X por

fle,z) = Z a,(z)f.(e,z) = Z a,(z)f.(e,z).

LEF, edJ

Facilmente sao verificadas as seguintes afirmacoes:

(a) f € Eu[; X].

De fato, dados z € Q2 e ¢ € I arbitrarios, temos que f(e,y) = ZaL(y) f.le,y)
para caday € W,. Se z € Q;, 7 € J, podemos supor queLEI/}{Z,,. C Qj; em
conseqiiéncia, segue-se que f € E[Q;X]. Seja agora (K;);en uma seqiiéncia
exaustiva de compactos para 2. Fixemos 7 € N e mostremos que existe s € I
tal que

fIIxKDJ- € 5M[Koj;Xs] :
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Fixemos um aberto W; tal que K; C W; C W]- CC 2. Pela compacidade de

W, existe uma parte finita ' de J tal que
aul, =0 para cadat € J\F.
Assim, para cada (g,z) € I xW;

fle,z) = Z(aﬁ) (e,2).

LEF

Por outro lado, para cada ¢ € F existe s, € I tal que
(afL)IIngj € &m(K;; X, -
Tomando s := min{s, / ¢ € F'} segue-se que
~ o
(O!fL) |I ngj € gM[Kj, Xs]
para cada ¢ € F'. Portanto,

f|m€,. € EulK;;X,] .

(b) Paracadak € J, Flisea, — = N[Q4; X].
De fato, basta usar um argumento anélogo ao do item (a).
Assim, basta definir f := classe (f) € G(€; X). O

Podemos resumir a construcgao feita até o momento no seguinte

1.2.13 Teorema. Seja (X, (X;)) uma escala de espagos de Banach. Entdo G(-;X)

¢ um feize fino de K-espagos vetoriais ( C*- mddulos).

1.2.3 Valor pontual

Vamos agora introduzir a nogao de vetores generalizados em uma escala de es-
pagos de Banach (X, (Xs)). Isso é necessdrio para que possamos dar sentido ao
conceito de valor pontual de uma aplicagiao generalizada e, desse modo, podermos

tratar de problemas de valor inicial.
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1.2.14 Definigao. Seja (X, (X;)) uma escala de espacos de Banach.

(a) Denotaremos por Ev(X) o conjunto de todas as aplicagdes p : I — X para as
quais existe s € I tal que p € Ey(X,).
Munido das operagoes pontuais, Ey(X) é um K-espago vetorial.

(b) Denotaremos por N(X) o conjunto de todas as aplicagdes p : I — X para as
quais existe s € I tal que p € N (X,).
Verifica-se facilmente que N(X) é um K-subespago vetorial de £y (X).

(c) Definimos o espago vetorial dos vetores generalizados em uma escala de espagos

de Banach (X, (Xs)), como o K-espago vetorial quociente

< ._ &u(X)
X =¥

Se @ # © é um subconjunto aberto de R™ e % € £y(X), podemos considerar a

aplicagao

Ro(d) : IxQ — X

(€,2) = d(e);
entao, tem-se
(a) RQ('&) S gM[Q,X]

(b) A aplicagéo Rq : Em(X) — Em[Q; X] é um homomorfismo injetor de K-espagos
vetoriais tal que

Ro[N(X)] = N[Q; X] N Im(Rp) .

Em conseqiiéncia, Rq induz um homomorfismo injetor
Rq: X — G(9;X)

que nos permite escrever
XcCgG(X).
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1.2.15 Proposicao. Sejam 2 C R™ um aberto ndo vazio e (X, (X)) uma escala de
espagos de Banach. Sejam f € G(Q;X) e zo € Q e consideremos um representante
qualquer f € Eu[Q;X] de f. Entdo a aplicagio ji : 1 — X, definida por i(e) =
f(e, o), € um elemento de Ev(X), e sua classe em X ndo depende do representante

f escolhido.

o
Demonstragao. De fato, fixado um compacto K CC §2 com zy € K, temos que existe
s €1 tal que
~ o]
flI <K € gM[K; Xs] )
portanto, a aplicagio I3 € — f(g, zo) € X, é um elemento de Ev(X;). Do mesmo

modo, se f € N[Q;X], entdo i1 € N(X). (]

1.2.16 Definigdo. Sejam  C R™ um aberto néo vazio e (X, (X;)) uma escala
de espagos de Banach. Dados f € G(2;X) e zp € §, o valor pontual de f no
ponto g, a ser denotado por f(zo), é a classe em X, da aplicagdo /i construida na

proposi¢ao 1.2.15 .

1.2.4 Funcoes generalizadas localmente limitadas

A nogao que vamos agora introduzir tem, no caso de aplicagoes generalizadas
em espacos de Banach, aparecido com muita freqiiéncia, principalmente quando
de aplicagoes de técnicas que envolvam alguma forma de aplicacao de teoremas

(cléssicos) de ponto fixo.

1.2.17 Definigao. Sejam @) # Q C R™ um aberto e (X, (Xs)) uma escala de espacos
de Banach. Diremos que uma aplicacao generalizada v € G(Q;X) é localmente
limitada se existir um representante 4 € Ey[Q;X], de u, verificando a seguinte
condigao: para cada subconjunto compacto K CC 2, com IO( # (), existem ¢ > 0,

n€les el tais que
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(i) 4(e,t) € X, para cada 0 < e <net € K, e a aplicagio 9 : I xK — X, definida

por

u(e,t) se 0<e<
ot = | HED ’

0 se €2>n,

é um elemento de £y [I%, Xs] -

(ii) sup|li(e,t)||s < c paracada 0 <e < 7.
teK

1.2.18 Observagao. Sejam ) # Q C R" um aberto e (X, (X;)) uma escala de
espagos de Banach, entao qualquer elemento 4 € N[(;X] verifica as condigdes da

definigao 1.2.17.

Usaremos a notagao Gj,(2; X) para indicar o conjunto das aplicaces generaliza-

das localmente limitadas, definidas em Q2 a valores na escala (X, (X;)).

1.2.19 Proposicao. Sejam 0 # Q C R™ um aberto e (X, (X;)) uma escala de
espagos de Banach. Se u € G;(§2; X), entdo todo representante i € Ey[Q; X] de u

verifica as condigoes (i) e (4) da Defini¢do 1.2.17.

Demonstragao. De fato, sejam 4 ,0 € Ey[Q2; X] representantes de u e suponhamos
que 4 verifique as condicoes da Defini¢ao 1.2.17. Fixemos um compacto K C 2, com

K # 0. Logo, existem constantes ¢; > 0, 7; € I e s; € I tais que

o
(i) a(e,t) € X;,, paracada0<e<n et e K.

(ii) supl|li(e,t)||s, < cparacada 0 <e <.
teK

o
Tomemos um compacto L CC  tal que K C L. Entao, existe s, € I tal que

(@—9)| o €NLiXa),
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ou seja, existem constantes c; > 0 e 1y € I tais que para cada 0 < € < 7
sup||i(e, t) — v(g, t)|]s, < c2.
teK

Seja c:=¢; + ¢z, 0 <7 < min(ny,n2) e 0 < s < min(sy, $2). Como X;, — X, e

o
X5, — X, segue-se que para cada t € K e 0 < & <, i(¢,t) € X e, além disso,
lo(e, Dlls < lla(e, t) — (e, O)ls, + [, Dllsy < -
Portanto, ¥ também verifica as condigoes da Definigao 1.2.17. a

1.2.20 Proposigao. Se § # Q C R"™ é um aberto e (X, (X)) € uma escala de

espacos de Banach, entio Gip(2; X) € um subespago vetorial de G(2;X).

Demonstragdo. Sejam u ,v € Gp(2;X) e A € K. Sejam 4,0 € Ev[Q; X] represen-
tantes quaisquer de u e v respectivamente e, seja K CC 2, um compacto fixado,
com Io( # 0. Ora, 4 verifica as condigdes da Defini¢do 1.2.17 com constantes, di-
gamos, ¢; > 0, m € I e s; € I. Da mesma forma, 9 verifica as condigoes da
Definigao 1.2.17 com constantes c; > 0, 172 € I e s € 1. Logo, i verifica as con-
di¢oes da Defini¢do 1.2.17 com constantes ¢; > 0, 7, € L e s; € [ e @ + 0 verifica
as condi¢des da Definicdo 1.2.17 com constantes ¢ := c; + ¢z, 0 < 7 < min(n;,72) e

0 < s < min(sy, s7). Portanto, Au € Gjy(2; X) e também u + v € Gip(2; X). O

1.3 Algumas aplicagcoes especiais

Seja (X, (X)) uma escala de espagos de Banach. Para que possamos formular
mais adiante uma versao do teorema de Ovcyannikov, vamos considerar, para cada
s € 1, a aplicagao

0, : G2 X,) = G(%X),

definida do seguinte modo: dada f € G(£2; X;), seja f €&y [€2; X5] um representante

qualquer de f. Como
EM[Q;XS] C EM[Q; X] ;
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definimos ©,(f) € G(€2; X) como a classe de f em G(; X). Como
N X, c N9;X],

segue-se que O,(f) de fato nao depende do representante escolhido para f. Em
geral, essas aplicacoes nao sao inclusdes, isto é, a aplicagio ©; em geral nao é uma
aplicagao K-linear injetora de G(Q2; X;) em G(£2; X) para cada s € I fixado.

Por outro lado, para cada 0 < 7 < s < 1 dados, definimos a aplicagio
ei : g(Q;Xs) —3 g(QIXT)

do seguinte modo: dada f € G(;X,), seja f € Em[; X,] um representante qualquer
de f. Como &u[Q; Xs| C Em[; X, ], podemos definir ©5(f) € G(;X,.) como a classe
de f em G(Q;X,). Como N[ Xs] € N[Q; X,], segue-se que a aplicagao ©F estd bem
definida. Em geral, essas aplicagbes também nao sao inclusoes, isto é, a aplicagao
©; em geral, nao é uma aplica¢do K-linear injetora de G(€; X;) em G(©; X,) para
cada 0 <r<s<l1.

Os préximos resultados s@o uma tentativa de caracterizagao do kernel das apli-

cagoes O;,.

1.3.1 Proposigao. Sejam 0 # Q um subconjunto aberto de R™ e (X, (X)) uma
escala de espagos de Banach. Suponha que u € G(Q;X;) seja uma aplicagdo tal
que O,(u) € G(Q; X) verifique a condigdo Os(u) = 0. Entdo para cada subconjunto

compacto K CC §2, com Io( # 0 existe 0 < r < s tal que
O (u)lg = OJ(ulg) =0, em G(K;X,).

Demonstragao. Seja (K;)jen uma seqiiéncia exaustiva de compactos para ) e seja

U € Em[; X;] um representante qualquer de u. Para cada j € N fixado, temos
" o
ullxﬁ:j € Em[Kj; Xs) -

Por outro lado, existe s; € I tal que

UlI xlg_.,- S N[K],ij] :
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Seja 0 < r; < min(s;, s), entao

’allegj € SM[K]';XTJ.] ﬂN[KJ,X,J] .

Como uma conseqiiéncia da proposigao acima, temos

1.3.2 Corolario. Sejam @ # Q um subconjunto aberto de R™ e (X, (X;)) uma escala
de espagos de Banach. Suponha que u € G(2;X;) seja uma aplicagio tal que a
sua magem O,(u) € G(Q; X) verifique a condigio Os(u) = 0. FEntdo para cada
subconjunto compacto K CC 2, com Io( # 0 existe 0 < r < s tal que para cada

representante 4 € Ev([Q; X] de u e para cada ¢ € C§° (I%) tem-se
lin(l)/a p(t)u(e,t) dt =0, em X,. (1.19)
E—* K

o
Demonstragdo. De fato, sejam K cC Q com K # 0 e 4 € Eu[?; X;] um represen-

tante de u. A proposigao 1.3.1 nos diz que existe r €]0, s] tal que
o
il o € NIGX,). (1.20)

Seja ¢ € C§°(I0() e L := supp(yp), entdo ¢(-)u(e,-) € C’g"(]&%;Xr) e, por (1.20),

existem constantes ¢ > 0 e n € I tais que

|I[’ o(t)i(e, )| < ce, para cadae €]0,n|.
K

Para o caso de aplicagbes regulares, teremos a seguinte

1.3.3 Proposigao. Sejam 0§ # Q um subconjunto aberto de R™ e (X, (X)) uma
escala de espagos de Banach. Suponha que u € C*®(Q;X;) seja uma aplicagao
tal que a sua imagem O,(u) € G(;X) verifigue a condigio O4(u) = 0. Entdo

necessartamente u = 0.
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Demonstragao. Basta observar que podemos tomar para representante da aplicacao
u € G(9;X;) a aplicagdo @ : IxQ2 — X, definida por (e, t) := wu(t), e usar o

coroléario anterior. O

1.3.4 Observagao. O que a proposigéo 1.3.3 nos diz é que o seguinte diagrama, no

qual as setas indicam as inclusées j4 verificadas,

C®(Q;X,) —— G X,)

|

Cr(X) —— G(9;X)

€ comutativo, apesar da aplicagdo ©; em geral nao ser injetora.
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Capitulo 2

Um teorema do tipo

Ovcyannikov-Treves

2.1 Aplicagoes lineares admissiveis numa escala

Neste capitulo, consideramos um problema abstrato linear da forma

% (6) = AGule) + £2), 1o <8
(2.1)
u(0)=0.
Esse problema, como j4 foi dito na introdugéo deste trabalho, foi estudado em escalas
de espacos de Banach por Ovcyannikov e logo depois por F. Treves. Estaremos
procurando uma, formulagio conveniente para (2.1) e solugdes que devem ser fungoes
generalizadas, definidas em um intervalo aberto J; :=] — §, [, com d > 0, a valores
numa escala de espacos de Banach (X, (Xs)). Iniciamos o estudo do Teorema de
Ovcyannikov-Treves introduzindo uma classe de aplicagoes lineares conveniente.
Seja (X, (X)) uma escala de espagos de Banach. Consideremos uma aplicagao

linear A : X — X satisfazendo a propriedade de que para cada s € I fixado
Alx, € L(X;X,) paratodo0 <7 <s. (2.2)

Para simplificar, sempre que quisermos nos referir a essa propriedade, diremos que a

aplicacdo linear A é uma aplicagdo admissivel. Denotaremos por Ad(X) o conjunto
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das aplicagoes admissiveis. Tal conjunto é um K-espago vetorial quando o munimos
das operagoes pontuais.
Veremos agora como as aplicagoes admissiveis atuam sobre as aplicacbes gene-

ralizadas.

2.1.1 Lema. Sejam (X, (X;)) uma escala de espagos de Banach e 0 um subconjunto
aberto e nao vazio de R™. Sejam u € G(Q;X), A € Ad(X), © € Em[%X] um
representante de u e K = (K,)jen uma seqiéncia exaustiva de compactos para .

Entao sao vdlidas as assertivas sequintes:

(a) Eziste uma seqiiéncia estritamente decrescente (s;)jen em 1 tal que para cada

JEN

(b) Para cada j € N a aplicagio 9;, definida em 1 XI%J- por
(e, t) = A(u;(e,t)) € X,
€ um elemento de Ey [IO{J-; X].
(c) Ezistev € G(Q;X) tal que, se 9 € Ev[Q; X] for um representante qualquer de v,

entao

o
Ullxﬁj — vy € N[KJ,X]
Demonstragao. O item (a) é imediato a partir das definigdes.

(b) Para cada j € N temos que u; € &y [Kj; Xs;) e AIXSj € L(X,,;; X,) para cada T €
10, s;[. Concluimos ent&o, usando a proposigao 1.1.13 (pag. 10), que 9; € Em[K;; X,

o
e, em particular, que 9; € Eu[K;; X] .

o
(c) Para cada j € N seja v; € G(K;;X) a classe de 9;, resulta entdo, usando-se o
item (ii) da proposigao 1.2.12 (pdg. 28), que existe v € G(£2; X) tal que vlf(_ = y;
v

para cada j € N. O
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Vamos verificar agora que a construgio do elemento v € G(2; X) do lema 2.1.1

anterior nao depende das escolhas feitas.

2.1.2 Proposigao. O elemento v € G(Q;X) ndo depende do representante de u e

nem da sequéncia eraustiva de compactos para €.

Demonstragao. Seja i1 € Ev[Q; X] um outro representante para u e consideremos
(Li)ren uma outra seqiiéncia exaustiva de compactos para Q. Seja (Sk)ren uma

sequiéncia em I estritamente decrescente e tal que para cada k € N
. o
Wy, = ul'lek € Em[Li; X, -
o
Além disso, seja 01 € Em[Lx; Xs,] tal que
o
U1k (e,t) == A(ul,k(e,t)) , (e,t) e IxLy
e seja 01 € Em[Q; X] tal que
’allleok — Dyp € N[Lg; Xs,] -

Vamos verificar que

D — Uq EN[Q,X]

o
Seja K cC Q tal que K # . Serd suficiente verificar que existe r € I tal que
" . o
('U - 1)1)'[)(}% S N[K, XT] .
Tomemos entao j € N e k € N tais que
KcK;NnLg.
Escolhemos s € I tal que (0 < s < min{s;s;})

o o [o} o
u; € Em[K;; Xs) , vk € Em[Le; Xs) , uj — urg € N[Kj N Li; Xy
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e ainda

Alx, € L(X5;X,), paracada0<r < s.

o
Assim, para (g,z) € I xK, teremos
(U5 — 01k) (e, 7) = A(uj(e, ) — urx(e, 7))
e, como
(0= ), g = (0= 05) + (B — 014) + (Bre — 01))],_¢
o (o]

Uj — Uk € N[KJ N Lk;Xs] s

resulta, pela proposigao (1.1.13) (pag. 10), que
o
(d _ﬁl)lle( e NK;X,] paracadaO<r <s.

a

2.1.3 Definigao. Sejam (X, (X)) uma escala de espagos de Banach e  um sub-
conjunto aberto nao vazio de R*. Dadas A € Ad(X) e u € G(©;X), definimos a
agao de A sobre u, e denotamos esse resultado por Au, como a aplicacdo v, obtida
no item (c) do lema 2.1.1.

Por comodidade, vamos resumir a construgéao feita no seguinte

2.1.4 Teorema. Sejam (X, (Xs)) uma escala de espagos de Banach e O # Q um
subcongunto aberto de R™. Existe uma aplicacdo bilinear
Ad(X) X G(%X) - G@X)
(A, u) — Au
definida de tal modo que, se K for um subconjunto compacto de Q0 com I% # 0 e se

@ for um representante qualquer de u € G(2;X), entao um representante (Au)|ﬁ de

(Au)|& é obtido por

—_—

(A4 (e,t) = Alile, 1), (,8) € TxK.
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2.1.5 Observagao. Sejam ) # Q2 um aberto de R, (X, (X;)) uma escala de espagos
de Banach, A uma aplicagao linear admissivel, u e v elementos de G(Q;X) e k € K,

entao
(a) A(u+v) = Au+ Av.
(b) A(ku) = k(Au).

Demonstracdo. Imediata a partir das definigoes. Observamos apenas que, dados k €
Kewue G X), se k € Eu(K) for um representante qualquer de k e & € Eu[Q; X]

for um representante qualquer de u, podemos definir a aplicagao
ki :IxQ— X

(g,2) ¥ k(e)i(e, ) .

E facil verificar que kit € &y X] e que ku := classe(kd) é um elemento bem
definido de G(§; X), isto é, que ndo depende dos particulares representantes usados

em sua definicéo. a

2.1.6 Observacao. E f4cil verificar que tanto G(€; X) quanto .Ad(X) possuem uma

estrutura de K médulos.

Vamos agora considerar uma certa extensio da defini¢cdo anterior. Fixemos um

niimero real @ > 0. Denotaremos com J, o intervalo aberto | — a, af.

2.1.7 Definigao. Sejam (X, (X;)) uma escala de espagos de Banach e a > 0. Usa-

remos a notagio £[J,; Ad(X)] para indicar o conjunto das aplicagoes
A: IxJ, = Ad(X)
tais que, para cada € € I e para cada s € I, a aplicagao

Jadt— Ale, t)|x, € L(Xs;X,), édeclasse C, paracada 0 <r <s. (2.3)
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2.1.8 Observacao. Por simplicidade (e comodidade), escreveremos
Ale,) € C%(Ja L(Xs: X))
em lugar da expressao (2.3) usada acima.

2.1.9 Definicao. Sejam a > 0 e (X, (X)) uma escala de espagos de Banach. Deno-

taremos por &m[J,; Ad(X)] o conjunto das aplicagdes
A € £[J,; Ad(X)]

tais que para cada K CC J,, e para cada p € N, existem N € N, ¢ > 0 e n € I tais

que para cada s € |

CE_N

S—T

sup | AP (e, 1)) < (2.4)
teK

sempre que € €]0,n7[ e 0 < r < s.
2.1.10 Definicao. Sejam a > 0 e (X, (X;)) uma escala de espagos de Banach. De-
notaremos por N'[J,; Ad(X)] o conjunto das aplicagdes A € £[J,; . Ad(X)] verificando

a propriedade de que, dados quaisquer K CC J,, p € Neg € N, existem ¢ > 0 e

n € I tais que, para cada s € I,

(2.5)

)

cel
-7

sup | AP (e, 1)||¢s.r) <
teK S

sempre que € €]0,n[e 0 <7 < s.

2.1.11 Observagao. Verifica-se facilmente, que o conjunto £[J,; Ad(X)] é um K-
espago vetorial, Ev[Ja; Ad(X)] é um K-subespago vetorial de £[J,;.Ad(X)] e que o
conjunto N[J,; Ad(X)] é um K-subespago vetorial de Ey[J,; Ad(X)].

Justifica-se assim a introdugao da seguinte

2.1.12 Definigao. Sejam a > 0 e (X, (X5)) uma escala de espagos de Banach. O

espago vetorial das aplicacdes lineares generalizadas singulares na escala (X, (Xs))
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é, por definigao, o K-espago vetorial quociente

8G(Ja; Ad(X)) := %'

Um elemento A € §G(J,;.Ad(X)), serd chamado aplicagdo linear generalizada

singular na escala (X, (Xs)).

2.1.13 Exemplo. Um modo de se produzir alguns exemplos de aplicacoes Ae
Em|Ja; Ad(X)] pode ser o seguinte:

Suponhamos que uma aplicagdo A € Ad(X) verifique também a condicao
(OT) existe uma constante ¢ > 0 tal que para cada s € I e para cada r €]0, s[
tenhamos para cada = € X,

c

| Azl <

s—r
Exemplos de escalas (X, (X;)) e de operadores A € Ad(X) verificando a condigao
(OT) sdo abundantes na literatura, em particular veja (29, pdg. 151 a 155]. Con-
sideremos agora uma aplicacio A € G(J,) e seja A € Em[Jo] um seu representante.

Definimos a aplicacdo A : I xJ, — Ad(X) do seguinte modo:
IxJ, 3 (e,t) — A(e, t) == Ae, t)A € Ad(X).

Verifica-se facilmente (para isso veja também o Lema 3.3.2 (pag. 105)), que A€
EmlJa; Ad(X)] -

Por razoes técnicas, que aparecem na prova do Teorema 2.2.1, somos levados a
introduzir também a seguinte
2.1.14 Definic¢ao. Sejam a > 0 e (X, (Xs)) uma escala de espagos de Banach.
Diremos que uma aplicagio A € SG(J,; Ad(X)) é localmente limitada se existir
um representante A € Ey[J,; Ad(X)] satisfazendo a propriedade de que para cada

K cc J,, existem ¢ > 0 e n > 0 tais que para cada s € I

c

sup [|A(e, t) sy < (2.6)
teK S—7T

para cada0 <e <neparacada0<r <s.
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2.1.15 Proposigao. Sejam a > 0 e (X, (X;)) uma escala de espagos de Banach.
Se ezistir um representante de A € SG(J,; Ad(X)) satisfazendo (2.6), entdo todo

representante de A satisfard a mesma condigéo.

Demonstragio. De fato, sejam A e A, em Em[Ja; Ad(X)] representantes de A. Su-
ponhamos que A verifique a condicao (2.6). Fixemos K CC J,; logo existem ¢y > 0

e 1o € I tais que, para cada s € I e paracada 0 < r < s,
sup ||A(5,t)||(s,,.) < , paracada 0 <e <. (2.7)
teK s—r

Como

A— A e N[Js; Ad(X)),

segue-se que, para p = g = 0, existem ¢; > 0 e 1; € I tais que, para cada s € I e

paracada 0 <7 < s,
sup || (A — A1) (&, ) ||s) < ir , paracada0 <e <. (2.8)
teK s —

Portanto, resulta de (2.7) e (2.8) que existem ¢ = cg+c; > 0en = min(ny ,71) € I

tais que para cada s € [ eparacada 0 <r < s
A c
sup || Ay (e, t)||(s;) < —— , paracada0 <e <n.
teK sS—T

a

Vamos agora definir a acao de um elemento A € SG(J,;.Ad(X)) sobre um ele-
mento u € G(J,; X).
2.1.16 Lema. Sejam (X, (Xs)) uma escala de espagos de Banach e J, =] — a,a,
intervalo aberto com a > 0. Sejam u € G(Jo; X), @ € Enm[Jq; X| um representante de
u, A € §G(J,; Ad(X)), A € Eu[Jq; Ad(X)] um representante de A e K = (K;)jen

uma sequéncia ezaustiva de compactos para J,. As sequintes assertivas sao vdlidas.
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(a) Euwiste uma seqiéncia estritamente decrescente (s;)jen em I tal que para cada
JEN
o
uj 1= ullxﬁj € Em[K;; X))

e para cada T €]0, s4]

Aj = A P EmKj; L(Xs,3 X)) -

Ix
(b) Para cada j € N a aplicagdo ¥, definida em I xI%j por
83(6,0) = Aye, ) (us(e, ) €X,
¢ um elemento de Ey [I%j; X].

(c) Emiste v € G(J,;X) tal que, se © € Em[Jq; X] for um representante qualquer de
v, entao

g

IxI%j —ﬁj EN[K],X]

Demonstragao. O item (a) é imediato a partir das definigoes dadas.

(b) Para cada j € N temos que u; € Ey[Kj; X;] e, para cada 7 €]0, s;[ fixado, temos
A; € EulK;; L(X,,;X;)]. Concluimos entéo, usando a proposicao 1.1.13 (pag. 10),

o o
que v; € Em[K;; X, e, em particular, que 0; € Em[K;; X].

(c) Para cada j € N seja v; € G(K;; X) a classe de 9;, resulta entao, usando-se o

item (ii) da proposicao 1.2.12 (pag. 28), que existe v € G(J,; X) tal que vlﬁ =y
i

para cada j € N. O

Vamos agora verificar que a construgao do elemento v € G(J,; X), no lema 2.1.16

anterior, ndo depende das escolhas feitas.

2.1.17 Proposigao. O elemento v € G(J,;X), do lema 2.1.16 anterior, ndo depen-
de dos representantes de u ou de A e nem da sequéncia ezaustiva de compactos para

Ja-

47



Demonstragdo. Sejam 4y € Em[Jq; X] € A e Em[Ja; Ad(X)] outros representantes de
u e A respectivamente, e seja (Li)ren uma outra seqiiéncia exaustiva de compactos
para J,. Seja (Sk)reny uma seqiiéncia estritamente decrescente em I e tal que, para
cada k € N, tenhamos

°k € SM[Lk; Xsk]

U1k = ulll xI

e para cada r €]0, si[
Al,k = Allxzk € gM[Lk, E(Xsk)Xr)] .
Além disso, seja U1 % € SM[zk;X] tal que
Ok(e,t) = Arr(e,t) (urk(e,t) , (e,8) € IxLy
e seja U1 € Em[Jy; X] tal que

o — 'Dl,k (S N[Ja,X] .
k

i}IIIxL

Devemos verificar que

D — 0y € N[Ja; X].

o
Para isso, serd suficiente verificar que, dado K CC J, com K # 0, existe r € I tal
que

(@—5)|_p € NKX,].

Tomemos entao 7 € N e k € N tais que
KcC Kj NLy.

Escolhemos s € I tal que 0 < s < min{s;s;} e tal que possamos escrever, para
r €]0, s,

u; € Em[Kj; Xs], Aj € Em[K;; L(Xs; Xr)],
Uk € Em[Li; Xs|, Ark € Em[Li; L(Xs; Xs)],
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e ainda

o o
(Uj — ’Ulllk) |Ix(I€jﬂl?k) € N[KJ N Lk; Xs] .
o
Entao, para cada (g,t) € [ XK, e para cadar € I, 0 < r < s, teremos

(05 — 0 p)(et) = Aj(e, 1) (u;(e, 1)) — Ari(e, t)(uan(e,t)) =
= (A = Ap)(e, ) (ui(e, 1) — Arp((ure — uj)(e,t)) -

Logo,
(0 — ﬁl)llei = ((0 — ;) + (9 — D) + (D16 — ﬁl))llei e NK; X,].
Portanto,
(0 — ﬁl)lle& e NIK; X;].
O
2.1.18 Definigao. Sejam (X, (X)) uma escala de espagos de Banach. Dados A €
8G(Ja; Ad(X)) e u € G(Jq; X), definimos a aplicagdo
A-u€ G(Jy; X)

como o elemento v € G(J,;X) obtido no item (c) do Lema 2.1.16 .

Para comodidade, vamos resumir a construcao feita no seguinte

2.1.19 Teorema. Sejam (X, (X;)) uma escala de espagos de Banach, a >0 e J, o

intervalo | — a,a[. Eziste uma aplicagdo bilinear

8G(Ja; Ad(X)) x G(Ja; X) — G(Ja; X)
(A, u) —  A-u

o -
definida de tal modo que, se K for um subconjunto compacto de J, com K # 0, A
for um representante qualquer de A € SG(J,; Ad(X)) e, se & for wum representante

—

qualquer de u € G(J,; X), entdo um representante (A - u)|ﬁ de (A- u)|& é obtido por

(AW (e,t) = Ale, 1) (ale, 1)) , t € K.

49



2.2 Um resultado de existéncia de solucoes

O resultado que apresentamos a seguir é uma possivel versao do teorema cléssico
de Ovcyannikov-Treves no contexto da teoria de Colombeau. Sua demonstracao se-
gue, em linhas gerais, aquela apresentada em [29], que chamaremos contexto classico,
com as adaptagoes necessarias ao novo contexto.

2.2.1 Teorema. Sejam a > 0, (X,(X;)) uma escala de espagos de Banach e
A € 8G(Ja; Ad(X)) uma aplicagao generalizada singular na escala (X, (Xs)). Supo-
nhamos também que A seja localmente limitada. Tomemos f € G(J,;X) e up € X.

Entao eziste 6 €]0,a[ e u € G(J5; X) satisfazendo

Z_;‘:A.u + f em G(J5;X)
(2.9)
u(0) = up .

Demonstragdo. No que se segue, e é a constante tal que In(e) = 1.
Sejam f € Em(Ja; X], Ae Em[Ja; Ad(X)] e tp € Em(X) representantes respecti-
vamente de f, A e up. Fixemos 0 < b < @’ < a. Entéo existe sy € I tal que

Flixs, € Euldw; Xy € o € Em(Xsp) -

Além disso, existem N € N, ¢ > 0 e 5 € I tais que

sup || f(e,8)|lsg <ce™, 0<e<n, (2.10)
tE_J_b
lao(e)llsy <ce™, 0<e<n, (2.11)

e ainda, sendo A localmente limitada, temos que para cada 0 < s < s,

sup I A(e, )l (simy < ﬁ , 0<e<mn, paracada0 <7 <s. (2.12)
tedy

Podemos ainda escolher a constante c suficientemente grande de tal modo que
também se verifique a desigualdade (c e)™! < b. Para cada € €]0, 7| fixado, de-

finimos a seqiiéncia (vf)ren do seguinte modo:
¢
§(0) = a(e) + | (e, de, e,
0
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e, paracada k € Net € Jp,

) =) + [ fle,6) de + / AOwie)d.  (213)

Vamos verificar, por indugao, e simultaneamente, que a seqiiéncia (v§)ken nao sé

estd bem definida como também
vy € CP(Jp; X) para cada k € N.

Fixemos uma, seqiiéncia exaustiva de compactos (K;) en para J,. Iniciamos entao
com v§. Fixado j € N, como, para cada 0 < s < sq, f(s, ) € C*®(Jp; Xs), teremos
entao

0
Ugl;?. € C(K;;Xs), paracada 0<s<sg.
J

Fixemos 0 < s < sg qualquer e suponhamos que
0
vglo € C®(K;j;Xs) .
K;
Como, para cada 0 <7 < s,
Ae,) € C®(Jy L(Xs; X,)),
resulta da proposic¢ao 1.1.13 (pdg. 10), que para cada 0 <7 <'s
p . o0
Ale, YR,y € O® (K5 %),

: 0
Portanto, para cada 0 < r < s, teremos vfc+1|lg € C*®(K;;X,). Sendo 0 < s < s
3

qualquer, podemos escrever
0
'U,il}g' € COO(K],XS) (214)
J
para cada 0 < s < sg e para cada k € N. Em particular, para cada 0 <& <,
vy, € C°(Jp; X) para cada k€ N.
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Definimos agora, para cada 0 < ¢ < 7 fixado, uma nova seqiéncia wf €
C(Jp; X) do seguinte modo: pomos w§ := v§ e para cada k > 1
W 1= Uf — VE_; -

Gragas a (2.13) temos, para cada t € Jp,

wia(® = [ Al OWEE) &, paracada 0<e <y

e para cada k € N. Definimos agora, para cada € €]0,7[ e cada t € J,,

ME(t) = o(e)llse + ‘ 16 de' . (2.15)

E facil verificar que a fungio M¢(t) verifica a seguinte propriedade: em cada um
dos intervalos |0,b[ ou | — b,0], se [¢1] < |t2|, entdo M*(¢;) < M®(tz); além disso,

existe uma constante L > 0 tal que, para cada t € J, se verifica
M*(t) < |ldo(e)llso + Itlg) 17 (e, )llse < Le™™. (2.16)
b

Usaremos indugao para mostrar que para cada t € J,, para cada 0 < € < 7, para

cada k € N e qualquer que seja 0 < s < sp,

k
i@l < preo) (L) (217)

So —
com a constante ¢ > 0 a mesma que aparece em (2.10), (2.12) e (2.11). Fixemos

0 < s < sp. Para k = 0 teremos
t t
W5 (Olls < llto(e)ls + II/0 f(&,€) délls < llto(e)lls + II/0 f(&,€) d€llso <
t ~

< [lgo(e)llso + I/ £ (e, E)llso d&| = M=(2),

0

ou seja,

v ()lls = llwg(O)ls < M=(2).

A desigualdade acima é verdadeira para cada 0 < s < sp. Para k = 1 teremos

lwi@s <

/0 1AGe,€) (W5 (). de] -
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Escolhemos 7 > 0 de modo que 0 < s < s+ 7 < s9. Observemos que v5(§) € X, €,

portanto, v§(£) € Xs4r. Sendo A admissivel, teremos

A, O)(v5(€)) € X,
Dai, usando (2.12) resulta
e, s, < I8

Portanto,
wwm_l/Mﬂmwﬂ

J& vimos que (caso k = 0)

lu5(@)lls < M*(2)

para cada 0 < s < sg e, portanto,
VG (O)lls+r < ME(2) .

Usando a propriedade de ndo decrescimento de M€, resulta

clt|

lwi(@)lls < ——M=(2).

Sendo 7 €]0, sg — s[ arbitrario, segue-se que

celt
o, < o) (1)
A desigualdade acima é valida para cada 0 < s < sp.

Suponhamos agora que (2.17) seja valida para k£ > 1 e mostremos que também
seré verdadeira para k + 1. Fixemos entdo 0 < s < sp e tomemos 7 > 0 de tal modo
que 0 < s < s+7 < 8. Como w§(§) € Xs4r, segue-se que Ae, &)(wi(€)) € Xs; dai,
usando (2.12),

lw @ls <

/m%@mm@}

93



Usando a hipétese de indugao, resulta

ce )'“ [t]F+1

(4
£ ts< E(H)Z s
It @l < ie)f (22— ) A0

Sp— S8
E+1

Para cada k > 1 seja r, = , entéo

1
k+1

k
)(so—s):k+l(so—s).

so—s—'rkz(l—

Tendo escolhido 7, desse modo, teremos

k+1 (k+1)% Je[**!
€ < ME v koK —
lwia (B)ls < (t)CSO — s( )kk(so — )k k+1

k

(so — s)*H k

c k+1
< ME(t) ( ) ek+l|t'k+1 —

Sop— S
k+1

ce

= M°®(t ¢+,
(=)

ou seja,

k+1
ce
i@l < o0 (2] 1

A desigualdade é vélida para cada 0 < s < sp.
Para cada 0 < s < s fixado, definimos B; :={t € J, / |t| < (c €)™ (sp — 5)}.

Resulta de (2.16) e de (2.17) que a série

> wi(t) (2.18)
k=0

converge absolutamente e uniformemente sobre as partes compactas de B,, na to-
pologia de X,.

Seja § := cs_oe e Js ;== {t € J, / |t| < &}. Para cada ¢ €]0,7n[ definimos a funcao
u® : Js — X do seguinte modo: dado ty € Js, existe 0 < s < sg tal que tg € B;.

Como a série
+c0
(3
E :wk(to)
k=0
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é convergente em X, pomos

(o0}

u(to) := Y wi(to) = lim v§(to) em X,. (2.19)
k—o0

k=0
Observe que, se ty € B,, com 0 < r < s, entdo, como B, C B, e X, — X,., segue-
se que o elemento u®(ty) € X, estd bem definido. A convergéncia uniforme sobre
compactos de By, nos da ainda que uf|p, € C(Bs;X,) para cada 0 < s < s5. Além

disso, pelo que acabamos de verificar, podemos concluir que uf|p,,, € C(Bsig; Xs14)-

s+6

Resulta da definicao de v§ que para cada t € By

W = tale) + [ fe.6)ie + [ AW ©) d L teB,. (220

Seja 0 < 6 < sp — s, qualquer. Sendo A admissivel, ou seja, sendo fl(e, ) €

C(Jp; L(Xs; X;)), resulta
u€|35+9 € 01(B8+9; Xs) s
e dai resulta, pela arbitrariedade de 8,

uf|p, € C*(By;X,), 0<s<sp.

Repetindo o argumento, concluimos que para cada € €]0, 7],
U‘E'Bs € Coo(Bs; Xs) . (2'21)

Vamos agora verificar uma desigualdade que também serd importante mais adi-
ante quando discutirmos a unicidade de solugao generalizada. A fungao u® que

verifica (2.20) satisfaz, para cada 0 < s < sq e para cada t € Bs

¢l

! t < o
5Ol < lao(e)ll + -y o

{cenao(e)MSD g ||f(e,5>||50} C @2)
[€]<b
De fato, temos, para cada t € B,,

ME(t) < |lfo(e)llso + It] sup 1 (£, )llso -
l¢I<b
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Agora, por (2.19), temos

ut(t) = wi(t) + ) wilt),

dai,
+o00
lu@lls < lw§@llso + Y Nwg®)llso
k=1
Assim,

@)l < o(e)ley + I sup 1£ (e, &)l + Mf(t)Z( celt] ) < |ltio(&) oo+

Sgp— S
g>1 V70

So — s — celt]|

1t 500 1766, )+ (Hao@)la e s0p 17 Ol ) (=) =
lel<b lel<b

. s celt|? . celt|
— 4 , t ——— e —_— =
(el + a2 (e, €)1 1+ 5= L (el (5

s — celt|

s — celt|

oo s 1s A=) 1, 1 cel
= @)l + 502 1)l LAD =] et (=22 <

S ”’&0(6)“80 + sup “f(g)E)HSO <_¢> =+ ”’&0(6)”50 (_thl_> ==
€]<b So S

s — celt| 0o — s — celt]|
I¢]
— s — celt|

= lio€)lo + - Jela(e)l + 05 176,
0 l€]<b

Portanto, obtivemos (2.22). Em particular, utilizando (2.10) e (2.11), teremos
também o seguinte: para cada s €]0, so[ e para cada K CC B, existe uma cons-

tante M = M(s, K) > 0 tal que para cada 0 < € < 7, verifica-se
sup [lu(t)]|s < Me™N. (2.23)
teK
Definimos a funcao 4 : I xJs — X do seguinte modo:

i) = us(t) se € €J0,n|
uz(t) se €€ [n,1].
Em primeiro lugar, vamos mostrar que 4 € £[Js; X|. Fixemos uma seqiiéncia exaus-
tiva de compactos (K;);en para Js. Agora, para cada j € N, existe s €]0, so tal
que

KjCBs.
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0
Por (2.21), temos, para cada € € I, que '&(6,-)|§ € C*(K;;X;). Portanto, para
i

cadaec el

i, ) € C®(Jg; X).

Vamos mostrar agora que

U € gM[J‘;; X] .
Tomemos a seqiiéncia exaustiva de compactos (K;);en para Js e mostremos que
para cada j € N existe s € I tal que

0
U|IXI(%_-" S gM[Kj;X_,] .

0
Fixemos entao j € N e consideremos L CCK;. A idéia aqui é usar indugao sobre
a ordem de derivacao m € N. A prova serd conseqiiéncia da seguinte afirmacao cuja

prova faremos mais adiante
2.2.2 Afirmacgao. Seja 0 < s < sg firado. Para cada p € N e quaisquer que sejam

s<r<l<sg, eristem M >0, N € Nen el tais que

sup 12® (e, )|l < Me™ para cada 0 < e <7. (2.24)
teB,

Para concluirmos a moderagao de 4, a partir dessa afirmagao, serd suficiente

escolhermos s <1 < [ < s tais que
K; cCc BiC B, C B;.

Seja u € G(J5; X) a classe de 4. Da definigdo do produto A - u, resulta que

Z—?:A-u + f em G(J5;X)
(2.25)
u(0) = uo .
O
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Prova da Afirmagdo 2.2.2. A prova sera feita por inducio sobre a ordem de de-
rivagao p. Verifiquemos, em primeiro lugar, a afirmagdo para p = 0. Sejam
0 <7 <!l < s. Temos que B, CC B, e, portanto, pela desigualdade (2.23),

resulta que existe uma constante M > 0 tal que, para cada 0 < € < 7

sup ||[t(e, )|, <M eV,
tG—El

Verifiquemos agora a afirmacdo para p = 1. Resulta de (2.20) que, para cada

0 < e <neparacadat € B,,

%(5, t) = fi(&, t)(’fl.(&',t)) & = f(&,t) )

dai, para t € B,

~

di . - )
1= (&0l < £ (e, Ol + [ A(e, ) (e, 1))
Como vale a afirmagéo para o caso p = 0, segue-se que para cada r; > 0 tal que
r <711 <let¢€ B, existem constantes Ci > 0e M > 0 tais que,

A

di
“E(Sﬁt)nr < CE—N + Cl”’&(&t)”n < Ms_N'

Seja m > 1 e suponhamos que a afirmagao seja verdadeira para cada p tal que
0 < p < m. Vamos verificd-la também para p = m + 1. Paracada 0 <e <ne

t € B, temos
[V (e, )1l < 17 (e, 6)ll- + [ (Ae, ) e, )™, (2.26)
Usando a Proposigao 1.1.12 (pag. 9), teremos

(A, t)(ate, )™ = <’;‘) AW (gm0 (g, 1)) .

Como flixs; € EnlJs; X € Alixs; € EmlJs; Ad(X)], resulta que existem constantes

N, €N, M; >0e 0 <n <n tais que

Sufllf(m)(&t)”r <M; e ™ paracada 0 <e<m
teB,
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eparacadag=0,1,....me0<r<r <l

su_pllA(q)(s,t)N(Tm) <M; e™ paracada 0<e <.
teB;

Logo, para t € B,

I(Ae, t)(ale, )™, < > My (7;) e M a0 (e, 8)]lr, -

q=0

Usando a hipétese de indugao, segue-se que existem constantes My > 0, N € N e

0 < 72 < 71 tais que para cada t € By,
|+ (g, 8)||, < My e™™2 para cada 0 <e <.
a

2.2.3 Proposicao. A fungio u € G(J5;X), obtida no Teorema 2.2.1, satisfaz a
sequinte propriedade: eziste sg € 1 tal que para cada s €)0, so| existe uma aplicagdo

v € G(Bs; X;) onde Bs := Jg(so—s) tal que (para a definigao de O veja a pdg. 35)
ulp, = Os(v) .

Demonstracdo. De fato, por construgao, obtivemos um representante 4 € Ev[Js; X]

de u que verifica, para cada 0 < s < sg, a condigao
i(e,")|s, € C*(Bs; Xs)
para cada € € I. Vamos entao verificar que
Ul xB, € Eni[Bs; Xs) .

De fato, dado K CC By, podemos repetir todo o argumento de indugao, que foi base-
ado no fato de 4 verificar (2.22) e, conseqiientemente, concluirmos a Afirmagao 2.2.2,

isto é, para cada p € Nexistemc>0, N € Nen € I tais que
sup |4 (g, )]s < ce™ para cada 0<e <7.
te K

Tomamos entéo v := classe(i|;xp,) em G(Bs; Xs). O
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Os seguintes Coroldrios seguem-se facilmente do que foi visto acima e sdo enun-

ciados apenas para comparagio com as formulacoes cléssicas.

2.2.4 Corolério. Seja (X, (X;)) wma escala de espagos de Banach, a > 0 e A €
8G(Ja; Ad(X)) uma aplicagao generalizada singular na escala (X, (Xs)) e localmente
limitada. Dados f € G(Jq;X1) eup € Xy, eziste § €]0,a e u € G(Js5; X) satisfazendo

du

= =Au + 0:(f) em G(J5;X)

(2.27)
2.2.5 Corolario. Fizemos (X, (Xs)) uma escala de espagos de Banach. Suponhamos

que sejam dados

(i) wma aplicagio A € Ad(X) admissivel para a qual erista wma constante C' > 0
verificando

C
Al sy < S, para cada 0 <7< s;
s p—
(ii) uwm ndmero T > 0 e uma aplicacdo f € G(Jr;X1);
(iii) uma aplicacdo up € X, .

Entao existem 6 > 0 e u € G(J5; X) tais que

du

E =A'U.+@1(f)

(2.28)

2.3 Unicidade de solugoes

Nesta secao, estudamos algumas condigdes que nos permitem obter unicidade de

solugbes para o problema (2.9).

60



2.3.1 Teorema. Sejam a > 0, (X,(Xs)) uma escala de espagos de Banach e
A € 8G(Ja; Ad(X)) uma aplicagdo generalizada singular na escala (X, (Xs)). Supo-
nha que A seja localmente limitada e suponha também que para algum § €]0,al, a

aplicagio v € G(Js; X) seja solugao de

dv
E = A v

(2.29)
v(0) = 0.

Entao, existe o €]0,6[ tal que v|;, = 0.

Demonstragdo. Seja (an)nen Uma seqiiéncia estritamente crescente em ]0,4[ e tal
que a, — 6, n — +oco. Para cada n € N seja K, := J,,, entdo (K,)nen é
uma seqiiéncia exaustiva de compactos (intervalos fechados com centro em 0) para
Js. Fixemos representantes © € Ey[Jy; X] ¢ A € Em[Ja; Ad(X)] para v e para A
respectivamente. Resulta de (2.29) que existem aplicagdes h € N[J5;X] e § € N (X)

tais que para cada (g,t) € [ x Js verifica-se

%(E,t) = (A-0)(e,8) + (e t)

(2.30)
9(€,0) = §(e)
onde A-v € Em|Js; X] é um representante de A-v que, pelo Teorema 2.1.19 (pég. 49),
pode ser tomado de tal modo que

(f@hﬁ@@=A@wwgm,@weuﬁn

o]
para cada n € N. Desse modo, fixado n € N, teremos para (g,t) € I XK,

do
E (67 t)

A(e, t) (9(e, t)) + h(e,t)
(2.31)

0(g,0) = g(e).
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Sendo A localmente limitada e § €]0, a[, segue-se que existem constantes ¢ > 0 e

n € I tais que para cada s € I, para cada r €]0, s e para cada ¢ €]0, |

- c
sup||A(e, )]l (s;r) < -

teJs

p— (2.32)

Consideremos sy € I tal que fz|1 2 € N [Ign;Xso], g € N(Xs,) e que também
tenhamos f)lI &, € Em [Ign; X, Portanto, para cada s €]0, so[ e para cada € €]0, 7|
fixado, tem-se que a funcdo o(e,-) € C”(Ign;Xs) é solucdo do problema (2.31).
Como A(e, -) verifica (2.32), h(e, ) € Cm(fgn; Xs) e g(e) € X, resulta, pelo Teorema
classico de Ovcyannikov-Treves (ver [27, pag. 20-21]), que 9(e,-) é a tnica solugao
de (2.31) e ainda mais, existe d > 0 com J; CC Ig'n e tal que 0(g,-) satisfaz a

seguinte condicao: para cada r €]0, sp[ e para cada t € J; com |t| < d(sp— ) tem-se

I
— 5 —celt|

(e, 0l < 13l + - {celatel + sup e, 0l (239)

A partir da desigualdade (2.33), podemos usar o mesmo tipo de argumento de
indugao ja usado na prova de existéncia de solugdo, para concluir que para cada

subconjunto compacto K CC Jy, com I% # (0, existe s; € I tal que
o
@II € NK; X, ]
Portanto,
|, =0.

Tomamos entao o = dsg. O

Como um corolario, podemos obter unicidade de solugdo para o problema 2.9,

ou seja,

2.3.2 Corolério. Sejam a > 0, (X, (Xs)) uma escala de espagcos de Banach e
A € 8G(Ja; Ad(X)) uma aplicagio generalizada singular na escala (X, (Xs)). Supo-

nhamos também que A seja localmente limitada. Tomemos f € G(Jq; X) e up € X.
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Entao existe 6 €)0,a[ e uma unica aplicagio v € G(Js; X) satisfazendo

2—1: =A-u+ f em G(J5;X)
(2.34)
u(0) = up .

Para comparacdo com a formulagdo cldssica, enunciamos também o coroldrio

seguinte.

2.3.3 Corolédrio. Sejam a > 0, (X,(X;s)) uma escala de espagos de Banach e
A € 8G(J,; Ad(X)) uma aplicagio generalizada singular na escala (X, (Xs)). Su-
ponhamos também que A seja localmente limitada. Suponhamos que para cada
0 <b<aeparacada 0 < s < 1, a aplicagio v € G(Jp; X;s) seja tal que

v := O4(u) € G(Jp; X) seja solugdo de

dv
E’;- =A-v

(2.35)
2(0) =0.

Entao eziste um intervalo J, C Jy tal que ©4(u)|,, = 0.

2.3.4 Observagao (Compatibilidade com solucdes classicas). De acordo com
a proposicio 1.3.8 (pég. 37), podemos extrair também a seguinte conclusdo: sejam
a > 0, (X,(Xs)) uma escala de espagos de Banach e A € SG(J,; Ad(X)) uma
aplicagao generalizada singular na escala (X, (Xs)). Suponhamos também que A seja
localmente limitada. Suponhamos que para cada 0 < b < a e para cada 0 < s < 1,
a aplicagao u € C°°(Jy; X,) seja tal que v := O,(u) € G(Jy; X) seja solugao de

dv
@w_ 4.
dt v
v(0) =0.

Entéo existe um intervalo J, C J, tal que u|;s, = 0.
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2.3.5 Observagao. Observamos que, diferentemente do caso cldssico, a unicidade
de solugoes generalizadas foi obtida usando-se a desigualdade (2.33), que, em [27],

é obtida ao se estudar a dependéncia continua de solugoes com os dados iniciais.

2.4 O Teorema de Cauchy-Kovalevska linear

Consideremos um problema do tipo
t (t,2) = ZA (t, z) (t 2) + Ao(t, 2)u(t, z) + f(t, 2)
(2.36)

u(0, 2) = up(2) .

Vamos reinterpretar esse problema e procurar formul4-lo de acordo com as con-
digoes do Teorema, (2.2.1). Para simplificar, trabalharemos aqui com polidiscos aber-
tos e limitados A C C™. Como no caso cléssico, denotaremos por H(A) o espago

das fungdes continuas em A e que sio holomorfas em A. Munido da norma
Iflla :=sup|f(2) . feHA),

segue-se que H(A) é um espaco de Banach.

Sejam Aj e A, polidiscos abertos e limitados com mesmo policentro e tais que
0 # My CAyCA,.
Podemos supor que, para algum dy > 0,
A, ={ze€ C"/ dist(z; Ap) < do},

onde dist(;-) é na norma do méaximo. Seja T > 0, denotaremos por (t,z) =

(t,21,...,2,) um ponto genérico de Jp x A,. Suponhamos que sejam dados

(a) para cada j =0,1,...,n, uma colegao de n + 1 aplicacdes generalizadas local-

mente limitadas A; € G (Jr X Aq; My, (C)) satisfazendo as condigoes

0A;
F—Oparacadak—12 .,neparacada 7=0,1,...,n;
Zk
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(b) uma fungéo f € G(Jr x A,;C™) tal que para cada k = 1,2,...,n tenhamos
0

oz

(c) uma funcdo uy € HG(A.;C™) (para uma definicio das fungdes holomorfas

generalizadas veja [11]).

Queremos estudar o problema de existéncia e unicidade de solugao local para

ou - ou
E = Z_;Aja—z]-i-Ag’U.'f'f
= (2.37)

Ul{o}on = Ug -

Para que possamos fazer a tradugdo de modo conveniente, devemos introduzir uma

famfilia de polidiscos entre Ay e A, do seguinte modo: seja 0 < d < dp e seja
Ay :={ze€C"/ dist(z; o) < d}.
E claro que Ag C Ay C Ay C Ay C A,. Agora, para cada 0 < s < 1 definimos
Ag:={z € C" / dist(z; Ag) < sd}.
Observamos que para 0 <r < s <1
dist(A,; C"\A;) = (s —7)d.
Definimos agora uma familia de espagos de Banach pondo
Xo := H(Ap;C™) e X, := H(A;C™),

e, para cada 0 < s < 1, X, := H(A,; C™). E f4cil verificar que para a aplicagéo de
restricao
1 Xg— X, com0<r<s<l1
[ alf) =[x
a familia (X;)ser define uma escala de espagos de Banach (X, (Xs)).
Vamos necessitar também do seguinte Lema, cuja demonstragao pode ser encon-

trada em [29, pdg. 144-145].
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2.4.1 Lema. Para cada 0 < r < s < 1 e para cada k = 1,2,...,n temos que o

0
operador de derivagao P define um elemento de L(Xs;X,) e
k

1/d

0
|| azk ”(S,T) — s—7r

Vamos agora, usando as aplicagdes A;, construir o operador A € SG(Jr; Ad(X)).

Tomemos d; > 0 tal que d < d; < dy e consideremos o polidisco aberto e limitado
A= {z e C" [ dist(z; Ap) < d1}.
Observamos que para cada 0 < r < s < 1 temos
AgCAyC A CA CACA;CACACACA,.

O Teorema que nos fornece a estrutura local de fungdes holomorfas generalizadas
(ver [1, pag. 272] ou [9, theor. 8.4.5]) nos diz que paracadaj =0,1,...,n, existe um
representante fl]- € EulJr x A; M, (C)] de Aj|srxa tal que para cada (g,t) € I x Jr,

Aj(e,t,-) € H(A; M,(C)).

A mesma propriedade é possuida por f|;.xa, isto é, existe um representante f €

Em[Jr x A;C™) de f|srxa tal que para cada (g,t) € I xJr,
fle,t,-) € H(A;C™). (2.38)

Para cada (¢, t) € I x Jr definimos a aplicacdo A(e, t) : X — X do seguinte modo:
para cada s € I, se u € X, entao

- - 0 »
AW =Y Ailet )5+ Aolest, Ju.
J

Jj=1

De acordo com o Lema 2.4.1, segue-se que para cada (g,t) € I xJr, A(g, t) € Ad(X).

Portanto, temos uma aplicagao
A: IxJr — AdX)
(,8) +— Ale,t).

E claro (ver Lema 3.3.1 (pag. 99) e Lema 3.3.2 (pag. 105)), que para cada s € I,

para cada 0 < r < s e para cada € € I, a aplicagao
Jrat— Ale t)|x, € L(Xs; X,)
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é de classe C. Vamos verificar que A € Ey[Jr;.Ad(X)] e para isso, diminuindo A
se necessdrio, e usando o Lema 10.2.1 de [1, pdg. 267], podemos supor que para cada
p € N e para cada compacto K CC Jr existem constantesc > 0,7 € I e N € N tais
que para cada 0 < € < 7, para cada 7 =0,1...,n e para cada z € A

OPA;

(e t,2)| < eV, 2.39
sup| 5 (&4, 2)| < ce (2.39)

Assim, (2.39) juntamente com o Lema 2.4.1, nos mostram que a aplicagao Aé
um elemento de Ey[Jr; Ad(X)] e, além disso, como a aplicacdo A; é um elemento
de Gp(JT X Ao; M, (C)), segue-se que, quando p = 0, podemos tomar N = 0 em
(2.39). Isso mostra que a aplicagio A € Ey[Jr X A; M,,(C)], define um elemento
A € S8G(Jr; Ad(X)) localmente limitado. Vamos agora trabalhar com os outros
dados f e up. O representante f de f|srxa, define uma aplicagao FIxJr — Xy,
pondo-se F(e,t) := f(e,t,-)|A—1. Do mesmo modo que procedemos com A, isto
é, usando o Teorema de estrutura local de fungdes holomorfas generalizadas e o
Lema 10.2.1 de [1], segue-se que F € Eu[Jr;X1] e, portanto, define um elemento
F € G(Jr;X;). De modo andlogo, tomamos um representante g € Em[A; C™]
de ug|a de tal modo que para cada € € I, dg(e,-) € H(A;C™). Consideramos a
aplicagao

I3em h(e) € X

definida por h(e) = (e, )la;. Temos que h € Eu(Xy) e, portanto, define um
elemento h € X;. Pelo Teorema 2.2.1, existe § €]0,7[ e uma unica funcgéo u €

G(Js; X) satisfazendo

du
(2.40)
u(0) = 6, (h).

Além disso, existe sp € I tal que para cada 0 < s < sp existe uma aplicagao

vE Q(Jg(so_s);’H(K;; C™)) tal que
u|J6(so_s) = 04(v).

De modo mais preciso, se 4 € Ey[Js; X] for o representante construido no teorema

de existéncia, entdo existe n € I tal que para cada s €]0, so, para cada t € Js(sy—s),
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para cada ¢ €]0,7[ e para cada z € A, (observamos que a aplicagao Js(s,—s) D t
i(e,t) € H(As;C™) é um elemento de C*(J5(s—s); H(A,;C™)) para cada r €]0, s])

teremos

(5 £)( ZA €, t)(z (e t)(2) + Ao (e, t)(2)ile, t)(2) + F(e, t)(2)

(e, 0) = h(e)(2).
Se, para cada s €]0, so[ definirmos a aplicagdo 95 : I, X J5(s9—s) X Ay — C™ por

(e,t,2) — U5(e, t, 2) :== 1(g,t)(2), entdo podemos concluir enunciando o seguinte

2.4.2 Teorema. Seja T > 0 e seja A, um polidisco aberto e limitado de C™ e

denotemos por (t,z) = (t, 21,-..,2,) wm ponto genérico de Jpr X A,. Suponhamos
dados
(a) para cada j = 0,1,...,n, uma colecdo de n + 1 aplicacées generalizadas local-

mente limitadas A; € Gu(Jr X Ae; M (C)) satisfazendo as condigdes

0A;
—2 =0 para cada k=1,...,n e para cada § =0,1,...,n;
0z

(b) uma aplicagao f € G(Jr x A,;C™) tal que para cada k = 1,...,n tenhamos

of

oz

(c) uma aplicagio ug € HG(A,.;C™).

Entao existem § > 0 e so € I tais que para cada s €0, so| eziste um polidisco

0
aberto As; C A, e uma aplicag@o vs € G(Js(s9—s) X As; C™), com 6‘l = 0 para cada
Z

k=1,...,n e verificando

(
Bvs Ovs
ZA |J‘5(50"5)XA58 + AOIJA'(.;O S)XAS + flJ&(so—s)XAs
j=1

{ Usl{O}xAs = Uo|A, -
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Capitulo 3

Sobre uma versao nao linear do

teorema de Ovcyannikov

3.1 Aplicagoes generalizadas definidas numa es-

cala de espacos de Banach

Neste capitulo, estudaremos, sob hipéteses apropriadas, um problema abstrato

nao linear da forma

%(t) _ ftul), [t <5, 650
(3.1)

u(0) = up .

Empreenderemos nosso estudo do problema (3.1), no ambiente das funcoes gene-
ralizadas, seguindo os passos dados em [16], quando do tratamento do problema em
sua formulagdo “cldssica”, isto é, sem usar as funcoes generalizadas de Colombeau.
Para que seja possivel estabelecer uma formulagio adequada para o problema, deve-
mos introduzir certas classes de fungoes f que serdo admitidas no segundo membro.
Devemos também tornar preciso o significado da composi¢ao que ai aparece, uma

vez que a formulagdo em (3.1) se apdia em valores pontuais.

3.1.1 Notagao. Seja (X, (X;)) uma escala de espagos de Banach. Para cada s € I
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e para cada R > 0 denotaremos com Bj, o conjunto By := {z € X,/||z|s < R},
denotaremos por Br := |J,.; Bf. Denotaremos por (¢,z) um ponto genérico de

QxBp CR™ x X.

3.1.2 Notagao. Neste capitulo, usaremos também a seguinte notagao: para cada

s € I denotaremos por I o intervalo I :=]0, s|.

3.1.3 Definicao. Sejam (X, (X;)) uma escala de espagos de Banach, {2 um sub-
conjunto aberto de R® e R > 0. Denotaremos por Eg[2 x Bg;X]| o conjunto das
aplicagdes f : IxQ x Bg — X, (e,t,z) — f(e,t,z), verificando as seguintes con-

digoes:

(i) para cada s € I, para cada 7 € I, e para cada € € I a restrigio f(e, -, )laxss, é

uma aplicagao a valores em X,;

(ii) para cada s € I, para cada € € I e para cada 7 € I, a restrigao f(e, -, axss, é

uma aplicagao de classe C* de 2 x B}, em X,.

3.1.4 Exemplo. Seja A € Ad(X) entao a aplicagio
fi IxQxBg — X
(e, t,z) +— Az
é um elemento de Eg[Q2 x Bg; X].

Podemos verificar que f verifica a condigao (ii) da definigao 3.1.3, da seguinte
forma. Seja
R*xX & X
(tz) > mtzr)==z
considerando a composigao

R*xX, ™ X, & X,.

Ou seja
fle,t,z) = (Aom)(t ).
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3.1.5 Observagao. Munido das operagoes pontuais, Eg[Q X Bg; X] é um K-espago
vetorial.

Para a notagao de derivada parcial usada neste capitulo, usaremos a interpretagao

estabelecida na pagina 7.

3.1.6 Definicao. Sejam (X, (X;)) uma escala de espagos de Banach, 2 um sub-
conjunto aberto de R® e R > 0. Denotaremos por &y g[Q x Bg; X] o conjunto das

aplicagoes f € ER[Q x Bg; X] que verificam a seguinte condigao:

(MR) para cada K CC ) e para cada (p,q) € N?, existem constantes ¢ > 0, n € I
e N € N tais que para cada s € I, para cada r € I; e para cada € € I,

—N

sup sup || Df D2 (e, t, 2) o) <
teK zeBy, S—T

3.1.7 Observagao. Munido das operagdes pontuais, &, g[Q2 X Bg; X] é um K-espago

vetorial (subespaco de Eg[Q X Bg; X]).

3.1.8 Definicao. Sejam (X, (X)) uma escala de espagos de Banach, {2 um sub-
conjunto aberto de R* e R > 0. Denotaremos por Ng[§2 x Bg; X] o conjunto das

aplicagdes f € En,r[2 X Bg; X] que verificam a seguinte condigao:

(NR) para cada K CC Q, para cada (p,q) € N? e para cada m € N existem
constantes ¢ > 0 e ) € I tais que para cada s € I, para cada r € I, e para cada

eel,

m

sup sup | DY D f (e, t, )]sy <
teK z€B s—r1

3.1.9 Observagao. Observamos que, quando munido das operagoes pontuais, o

espaco Ng[Q x Bg; X] é um K-subespago vetorial de Ey,r[Q x Bg; X].

Usando-se a Proposigao 1.1.9 (pag. 5, ver também a observagao 1.1.10 na pég. 7)

podemos fazer as seguintes observacgoes.
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3.1.10 Observagao. Sejam (X, (X;)) uma escala de espagos de Banach, £ um
subconjunto aberto de R* e R > 0. Se f € Emr[Q X Bg;X], entdao para cada
subconjunto compacto K CC 2 e para cada p € N, existem constantes ¢ > 0, € I

e IV € N tais que para cada s € I e para cada r € I,

-N

. ce
sup sup IIf(p)(«E,t,fE)”(s.r) S
teK z€B3, s—rT

para cada € € I,,.

3.1.11 Observagao. Sejam (X, (X;)) uma escala de espacos de Banach, 2 um
subconjunto aberto de R* e R > 0. Se f € Ng[Q2 x Bg;X], entdo para cada
subconjunto compacto K CC Q e para cada (p, q) € N?, existem constantes ¢ > 0 e
1 € I tais que para cada s € I e para cada r € I,

cel

sup sup “f(p)(g’ t: -'17)”(3,7‘) S
teK z€Bs, §—r

para cada € € I,

3.1.12 Definicao. Sejam (X, (X;)) uma escala de espagos de Banach, 2 um sub-
conjunto aberto de R®™ e R > 0. O espaco vetorial das aplicacbes generalizadas

singulares na escala (X, (Xs)) é, por definicdo, o K-espaco vetorial quociente

- SM,R[Q X BR;X]
T NR[Q x Bg;X]

Gr(2 x Bg; X) :

Um elemento f € Gg(2 x Bg; X) é chamado aplicagio generalizada singular na
escala (X, (X;)). Essas serao as fungdes que, essencialmente, interessar-nos-ao como

segundo membro de (3.1).

3.1.13 Exemplo. Podemos construir exemplos de aplicagdes em &y g[2 X Bg; X]
a partir de aplicagbes A € SG(J,; Ad(X)). De fato, seja A € Ev[Jq; Ad(X)] um
representante qualquer de A, definimos uma aplicagio B e Em,r[Ja X Bg; X] do

seguinte modo:
IxJ, x Bg 3 (6,t,z) — B(e, t,z) = A(e, t)(z) .

72



3.1.14 Observagéo. Se f € Empr[Q x Br;X] e @ # U C Q é aberto, entao a

aplicagao §: I xU x Bgr — X definida por

g(E,t,:lI) = f(e,t,m)

é um elemento de &y g[U x Bg;X] e, é claro, se f € Ng[Q x Bg; X] entdo § €

NR[U x Bg; X]. Assim, podemos definir uma aplicagao de restrigao
f € Gr(Q x Bg; X) — flu € Gr(U x Bg; X)

via restricao de representantes.

3.1.1 Uma composigao particular

O nosso préximo objetivo é, para R > 0 fixado, dar sentido & composta de uma
aplicagdo f € Gr(U x Bg;X) com uma aplicagio v € G(€;X). Numa primeira
etapa, vamos determinar condigdes para definir a composta num caso mais simples,
qual seja, em que f € G(Q x Bg;G) e u € G(Q; F), onde E, F e G sao espagos
de Banach, 2 é um aberto nao vazio de E e Bg = {z € F' / ||z|| < R}. Numa
segunda etapa, reduziremos o caso que nos interessa ao caso mais simples. Vamos
entao iniciar nosso programa com o seguinte
3.1.15 Lema. Sejam E, F e G espagos de Banach,  C E um aberto ndo vazio,
R >0, Bg:={z € F /||z|| < R} e denotemos por z = (t,z) wm ponto genérico de
Q x Bg. Seja i € Ey[Q; F) uma aplicagdo verificando a propriedade

(A) eziste ny €1 tal que para cada € € 1), tem-se
sup||i(e, t)|| < R.
teQ

Consideremos uma aplicagio f € Ey[Q x Bg;G).

(a) Se, para cada compacto K CC Q e para cada p € N, ezistirem constantes ¢ > 0,

n€leN €N tais que

sup ||fP (e, 2)|| < ce™ para cada e €1,
2€K x B
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entao a aplicacdo § : 1 xQ — G, definida por

iet) = f(e,t,i(e,t)) se eel, (32)
0 se €¢ 1y,

€ um elemento de Eu[Q; G].

(b) Se, para cada compacto K CC Q e para cada (p,q) € N?, existirem constantes

c>0en€l tais que

sup ”f(p)(é‘,Z)H < ce? para cada e €1,,
z€K xBpg

entdo a aplicagdo § : I xQ — G, definida por (3.2), € um elemento de N'[Q2; G].

(c) Se iy € Eu[Q; F] e d— 1y € N[Q; F|, entdo verifica-se a condigdo
(B) existe ng, € I tal que sup||i(e,t)|| < R para cada € € g, .
teQ

Além disso, se fi € Ey[Q x Bg; G] werifica a condigio f — fi € N[Q x Bg; G|
e se valem as condigdes
para cada compacto K CC ) e para cada p € N ezistem constantes

(C)llc>0,n€eleN €N tais que sup ”fl(p)(e,z)ll <ce N
2€K xBpr

para cada € € I,

para cada K CC Q e para cada (p,q) € N? ezistem constantes

(D)||c>0,n€TleN €N tais que sup ||(f — f1)®@(e,2)| < ce?

z2€K xBp

para cada € € I,),

entdo a aplicagdo h : IxQ — G, definida por

h(e,t) == flet (e ) - Aletiet) se eely,
0

se €¢1,,

€ um elemento de N(Q; G|, onde m; := min{na,na, }.
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Demonstragio. Vamos verificar apenas a afirmagao (c), as outras duas decorrem
facilmente das defini¢oes dadas e da regra da cadeia. Sejam K CC Q e p,q € N.

Para cada € € I,;, temos

iL(E,t) = (f - fl)(&i,t,ﬁl(e,t)) + f(s)t>ﬁ(€>t)) - f(E,t,ﬁ,l(E,t)) )

como f — fi verifica a condigao (D) e @, verifica a condigao (B), segue-se do item
(b) que a primeira parcela acima é um elemento de N[Q; G]. Para que possamos

analisar a segunda parcela, suponhamos que se verifique a seguinte

3.1.16 Afirmacgao. Para cada m € N, ezistem ¢ > 0 en € 1 tais que
Sulgllf(’”)(&t,ﬂ(&t)) — [ (e, t,t(e,1))lm < ce? .
te

Usando a afirmagao acima, segue-se que, existem constantesc > 0,7 € le N € N

tais que para cada € € [,
sup|| f™ (e, t, e, 1)) lm < ce™
teK

logo, podemos repetir o argumento usado na Proposigao 3.1 de [31] (ver também o

final da prova da afirmagao 1.1.25 na pég. 17) para concluir que heN Q; GI.

Vamos agora verificar a afirmagao feita.

Prova da afirmacdo. De fato, seja R := iy — @ € N[Q; F], para cada (e,t) €

I, X, consideremos o segmento 6(A, €, t), definido por
O(\e,t) :=d(e,t) + AR(e,t), 0< A< 1.
Pelo teorema do valor médio, resulta que para cadae € I,,, et € Q

17 (e, 8, e, 1))~ (e, 8, (e, 1)) lm< | (e, D] S 1F™ (e, 8,87, &, )l nray.
€10,
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Por hipétese, temos que existem constantes ¢; > 0, 7, € I e N; € N tais que

para cada € € I,

sup (| F D (e, t, )| ms1y < 16V .
(t,z)eK xBgr

Além disso, existem constantes c; > 0 e 73 € I tais que para cada € € L,
supl||R(e, t)|| < cae®™N .
tek
Portanto, para € < min{n:, 72,73} e ¢ > c;c; teremos
fulgllf‘"‘)(e, t, (e, ) — F™ (e, b, (e, 1)) lm < ce? . (3.3)
€
O

3.1.17 Definigao. Sejam (X, (X;)) uma escala de espacos de Banach, 2 um subcon-
junto aberto de R™ e R > 0. Diremos que uma aplicagao generalizada u € Q(Q; X)
¢ R-limitada se existir um representante 4 € &v[Q; X] de u verificando a seguinte
condigdo: para cada subconjunto compacto K CC £, com Io( # 0, existemn €l e

s € I tais que

i) u(e,t) € X, paracadae € I, e t € K e, além disso, a aplicacdo 9 : I xK — X,
7
definida por

u(e,t) se ee€l
(e, t) = (&) "

0 se e¢l,,

é um elemento de &y [Io(, X

(ii) supla(e,t)|ls < R, para cada € € I,.
teK
3.1.18 Observagao. Se u € G(Q; X) é R-limitada, entdo todo representante de u

possui as propriedades (i) e (ii).

Os dois préximos Lemas e a Definigao 3.1.22 sao baseados, inclusive as notagoes,
nos Lemas 1.1.21 e 1.1.22 e na Definicdo 1.1.23 de [15] e, num certo sentido, os

estendem para espacos e escalas de Banach.
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3.1.19 Lema. Sejam (X, (X;)) uma escala de espagos de Banach, Q0 um subconjunto
aberto de R™ e R > 0. Sejam f € Gr(Q2 X Bg; X), u € G(Q; X), R-limitada, f um
representante de f, 4 um representante de u e K = (K;)jen uma segqiéncia ezaustiva

de compactos para ). Entao

(i) ezistem segiiéncias estritamente decrescentes (1;)jen € (5;)jen em I tais que para

cada j € N

o

o
a) u(e,t) € X,., para cada € € 1, et € K; e a aplicagdo v; : I xK; — X,
J ;5 ] J J 4

definida por

u(e,t) se €€l
'l}j(E,t) = ( ) K
0 se €¢Iy,

é um elemento de SM[I%j;ij].

(b) suap||'&(5,t)|[sj < R, para cada € € I;.
tEKj

o
(ii) para cada j € N a aplicagdo §;, definida em I xK; por

~

~ f(67t>ﬁ'(€’ t)) se €€ IT)].
gj(ﬁ,t) =
0 se €¢Iy,

€ um elemento de Ey [Io(j; X].
(iii) eziste Oy ;, € Em[Q; X] tal que

Ok falyuiz, —9i € NKj;X].

Demonstragdo. O item (i) resulta da prépria defini¢ao de u € G(Q; X) ser R-limitada
e do fato de que Xy — X, sempre que 7 < s.
(o]
(i) Seja (Lx)ren uma seqiiéncia exaustiva de compactos para K; e fixemos k € N.

Devemos mostrar que existe s € I tal que
" e}
ol g € Eullei X (3.4)
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o
Para o compacto Ly CC Kj, e para cada m € N, decorre da Observacao 3.1.10
que existem constantes ¢ > 0,7 € I e N € N tais que para o s; € I, dado no item

(i), e para cada r € I

—N

(3.5)

sup sup || /™ (e, t,z)|| <
teLy ZGB S5 Jj T

Tomemos esse s; € I e fixemos 7 € I,;. Vamos verificar que (3.4) é verdadeira
para s = 7. Seja p € N fixado e tomemos um subconjunto compacto K ccC ik.
Podemos escolher em (3.5) ¢ > 0, n € I e N € N de modo a servir para todo
m € {0,1,...,p}. De modo andlogo, segue-se de (i)-(a) e (i)-(b) que existem

Ny €N, ¢1 > 0e7 €l,, tais que para cadam € {1,...,p} e € [;

sup|li(e, t)|ls; < R < cie™™

teK;

[ _
el | (CACOINET

teL; E[P, ] .
onde (e, t) := (t,1(e, t)) com (g,t) € I, XK; .
Tomando entdo N = max{N, N}, ¢ = max{c,c;} e j = min{7, 7}, teremos pela
regra da cadeia, aplicada se p > 1, para cadae € Iy e t € Ly
p ) m
16, )l < SN (e, t, e, o)l Z Hllw("’) &)l -
m=1 aEIp,m] 3=l
Portanto, existem constantes C' > 0 e C” > 0 tais que, para cada ¢ € I,

C{—,‘N

sup” P (e, )]l < C’ <C" N,

.7
quando p = 0, teremos da mesma forma, que existe uma constante C' > 0 tal que

para € € Iz,

sup||g;(e, )l < Ce™™
teK
o o
Isso mostra que lelxi € &wm[Lk; X, e, portanto, §; € Em[K;; X].
k
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(iii) Seja, para cada j € N, g; € g(]%j;X) a classe de §;, resulta entao da
proposicao 1.2.12-(ii) (pag. 28) que existe g € G(Q; X) tal que g|&j = gj para cada
j € N, basta entao considerar O ;;, € Em [©2; X] um representante qualquer de g
para que tenhamos

o —gJEN[K],X]

G’C'f»ﬁhxxj

a

Nosso objetivo agora sera verificar que a aplicagéo g € G(©; X), obtida no lema

anterior, ndo depende das escolhas particulares feitas para K = (K;);en, f ou u.

3.1.20 Lema. Sejam (X, (X)) uma escala de espagos de Banach, () um subconjunto
aberto de R™ e R > 0. Sejam f € Gr(Q x Bg; X), u € G(; X), R-limitada, f um
representante de f, 4 um representante de u. Usando-se as mesmas notagées do

Lema 38.1.19, as segquintes afirmagdes sGo verdadeiras.

(I) Se K = (K;)jen € uma seqiéncia ezaustiva de compactos para 2, fi € um

representante de f e iy é um representante de u, entdo
elcvf»ﬁ - 9K,f1.ﬁ1 € N[Q’ X] .

(I1) Se K = (K;)jen € H = (Hj)jen sdo seqiiéncias eraustivas de compactos para

Q, fi um representante de f e iy wm representante de u, entdo
O fa— Onpam ENIEX].

Demonstragio. (I) Devemos verificar que, se (L )ken é uma seqiiéncia exaustiva de

compactos para €2, entao para cada k € N existe s € I tal que
o
(@}C,f,ﬁ - @’C'fl'ﬁl)llek € N[L; X .

Fixemos entdo k € N. Como estamos usando as notagoes do Lema 3.1.19, segue-

se que existem seqiiéncias estritamente decrescentes (7;)jen € (S;)jen em I tais que

79



o
valem (a) e (b) do Lema 3.1.19 para @ e 4, e as aplicagdes 9;,9;; : I xK; — Xs;»

definidas por

t(e,t) se e€l,. u1(e,t) se e€l,
’ljj(éf,t) = b e ﬁj’1(€,t) = 1( K
0 se e¢l, 0 se e¢I,,

sao elementos de &uv[K;; Xy;]. Além disso, as aplicagdes §;, §;,1 : I XK; — X, defini-

das por
. fle,t,a(e,t)) se eel,
gi(e,t) =
0 se ¢,
e
. file,t,01(e, 1)) se eel,
gj,l(E,t) =

0 se €¢1,,

o]
sao elementos de Ev[K;; X] e s@o tais que

— gj1 € N[K;;X]

o
@K,f-ﬁllxigj —g; € N[Kj;X] € elcyflrﬁlllxlgj

o o o
para todo j € N. Seja j € N tal que Ly CC K;, como @ # L; C K;, segue-se que

existe s € I, que podemos tomar de tal modo que s < s;, tal que

IxL, EN[L/C;XS] .

ﬂllek (S EM[Lk;Xs] € ('&1 = ’ll)l

Além disso, existe r < s tal que

o
@}C,f,ﬂlle“k = gjll <L, € N|Lg; X,

o
Ol = 9l e, € NIk Xl
~ o ~ o
para esse 7, temos que fllxz'kaxs IXLpx X, — X, e flllekxx, IxLp x Xy — X,
verificam, juntamente com ﬁlIxI? as hipéteses do Lema 3.1.15. Portanto, teremos

k

o
Gl = Gl o NI X

k
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logo

Oc.jal, 2 = Ol g, = Ocfali e — il 2) + (@il 2 — O funly 2 )t

= Gjal e

+ (ngIXLok IXLk)

pertence a N [Ly; X,] e assim concluimos (I).

(IT) Como
Ocia ~ Onpam = Oxja ~ Ocpim + Ochia ~ Onpa
e vale (I) basta verificar que
@’C’fl,ﬁl - @H,fl,ﬁl € N[Q;X] .

Devemos verificar que, se (Lg)ken € uma seqiiéncia exaustiva de compactos para

Q, entdo para cada k € N existe s € I tal que
(O it = Orfusin) e, € NLwi K] - (3.6)

Fixemos entao k € N. Como estamos usando as notagoes do Lema 3.1.19, segue-

se que existem seqiiéncias estritamente decrescentes (ﬁj)]’eN e (5;)jen em I tais que
o

valem (a) e (b) do Lema 3.1.19 para 4; e a aplicagdo W, : I xH; — Xj,, definida

por
i1(e,t) se € €z,
W;(e,t) = et b

0 se e¢ly,,

é um elemento de &y [Hj; X5,]. Além disso, a aplicagéo l} | xf}j — X, definida por

R f g, t,u1(e,t)) se €€ Iz,
L(e,t) = 1(e,t, (e, 1)) 75
0 se e¢ly,,

é um elemento de & [Hj; X] e é tal que
G)H,fl,ﬁlll xI;,- - lj S N[HJ,X]
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o o o o
para todo j € N. Seja j € N tal que Ly CC K; U Hj, como 0 # Ly C K;, segue-se
que existe s € I, que podemos tomar de tal modo que s < min{s;,5;}, tal que,

usando as notagoes de (I),

@H-fl,ﬁlllek - lJl o € N[Lk;Xs]

| XLy,
e
o
Ok ranlyyz, —Jinly,z € NI X] -
~ o
Seja 7 := min{n;,7,} entdo l; = g;; em Iz XLy e
(eﬁ,fl,ﬁl - @H,flgﬁl)lIﬁ XLy - (@/C,fl,fu - gj,l) llﬁxlfk - (eH,fl,ﬁl - lj)llﬁxfk '

e isso € suficiente para que se possa garantir a validade de (3.6). a

3.1.21 Notacao. Seja 2 um aberto de R", denotaremos com 1g, a classe em

G(9;R™) da aplicagio moderada 1g : I xQ — R", definida por

lo(e,t) :==1t.
Usando os Lemas anteriores, podemos introduzir a seguinte defini¢ao:
3.1.22 Definicao. Sejam (X, (X;)) uma escala de espacos de Banach, £ um subcon-
junto aberto de R™ e R > 0. Sejam f € Gr(2 x Bg;X) e u € G(2;X), R-limitada.
Denotaremos por fo(lg,u) a classe em G(Q2; X) da aplicagdo moderada © x.f.a» defi-
nida no Lema 3.1.19 (iii), sendo K = (K;);en uma seqiiéncia exaustiva de compactos
para ©, f um representante de f e @ um representante de u. A aplicacio f o (1q,u)

serd chamada a composta de f € Gr(22 x Bg; X) com u € G(; X).

3.1.23 Observagao. A notagdo para a composta, introduzida na Definigao 3.1.22,
sugere, corretamente, que (1g,u) € G(Q; R™ x X) e que essa defini¢ao seria um caso
particular de uma composigao entre aplicagoes f € Gr(2 X Bg; X) com aplicagoes
w € G(Q;R™ x X) possuindo certas propriedades. Como, neste trabalho, ndao ne-
cessitaremos de um nivel de generalizacao tdo mais alto quanto o que ja possuimos,

optamos por apresentar a composta do modo feito acima.
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3.2 Um resultado de existéncia de solucgoes

Nesta se¢ao, apresentaremos uma possivel versdao do Teorema de Ovcyannikov
nao linear no ambiente das fungoes generalizadas de Colombeau.

Sejam (X, (Xs)) uma escala de espagos de Banach, a > 0 e so € I. Consideremos
a classe de todas as fungdes u : Jus, — X, que, munida das operagoes pontuais, € um
espago vetorial. Denotaremos por B,s, 0 espaco vetorial das fungoes u : Jo5, — X

que verificam as seguintes condigoes

1. para cada s € I, tem-se que u|,, € C(Ja(ao—s); Xs) 5

2. sup ||u(t (1—— < 400.
s€ " ” ( )“3 a(so _ s)
|t|<a(so—s)

(so—s)

3.2.1 Lema. Sejam (X, (X;)) uma escala de espagos de Banach, a > 0 e 5o € L

Entao a aplicagio M, : B,s, — R, definida por

|| >
Mylul ;= su u(t)lls| 1 — ——— ),
= up uun( 1
|t|<a(so—s)

¢ uma norma sobre By,s, que o torna um espago de Banach.

Demonstracao. E ficil verificar que M, verifica as propriedades de uma norma.
Vamos verificar que B,,, é completo. Seja (un)neny uma seqiiéncia de Cauchy em

B.s,. Entao, dado € > 0 existe ng € N tal que
Mg [tum — un) < € para cada m,n > ng.
Para cada s € I, fixado, e para cada t € Ju(s,—s), teremos
Jim@) = w0l (1 - 5715 ) <
a(sp — s)

Tomemos um compacto K CC Jy(sp—s). Entdo, existe ax > 0 tal que, para cada
teK,

ak||um(t) — un(t)||ls < € para cada m,n > ng.
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Logo a seqiiéncia (u,) é de Cauchy em C/(Jy(sy—s); Xs), estando esse espago munido
de sua topologia natural de espago de Fréchet. Assim, para cada s € I, existe

us € C(Jg(so-s); Xs) tal que

Up = U, em C(Jg(s0—s); Xs) -
Fixado s € I, segue-se que para cada r € I, teremos

Un = Uy, em C(Jgse—r); Xr) €

'u'nlJa — urlJa

em C(Ja(so_s); X,.) .

(sp—s) (sg—s) ?

Como X; — X, segue-se que

Ur|Jyogosy = Us €M C(Ja(so-s); Xs) -

Definimos entao u : B,s, — X, pondo, para cada s € [

S0
u(t) := u,s(t) , para cada t € Ju(s—s)-
Nao é dificil verificar que
M,[un, —u] — 0, quando n — +o00.

a

Vamos agora enunciar e demonstrar o principal resultado deste capitulo que consiste
em uma versao, isto é, uma adaptacido ao nosso contexto, do cldssico teorema de
Ovcyannikov. O resultado que apresentamos é baseado na formulagao de T. Kano
e T. Nishida em [16].

3.2.2 Teorema. Sejam (X, (X;)) uma escala de espagos de Banach, d > 0, Jq :=
|]—d,d[CR e R>0. Seja f € Gr(Jq x Bgr; X) uma aplicacao para a qual existe um

representante f € Em,r[Ja X Br; X] satisfazendo as sequintes condigdes:
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(i) para cada subconjunto compacto K CC Jy, existem constantes c > 0 en € I tais

que para cada s € 1 e para cada (z,y) € By X B§, vale , para cada r € I,

supllf, ) ~ Fe ), < A=Yl
teK s_1r

para cada € € 1, ;
(ii) para cada subcongunto compacto K CC Jy, ewistem constantesc > 0 en € I,

tais que para cada s € I e para cada aplicagdo & € Em(X;) com Z(I,) C B,

tem-se, para cada r € I,

c
)

sup||f (e, t, &)l <
teK S—7T

para cada € € 1.
Suponhamos também que seja dada ug € X para a qual eziste um representante
Uy € Em(X) satisfazendo a propriedade: existem s € 1 en € 1 tais que Uo(1) C By

Nessas condigées, existe § > 0 e uma fungdo u € G(J5;X) satisfazendo as con-

di¢des

(I) u € R-limitada. (Definicao 3.1.17);

(ID)
du
= = 1o (u) em G(J5X)
(3.7)
u(0) =ug .

Demonstragdo. A idéia é seguir bem de perto a demonstragdo do caso “classico”
apresentada em [16]. Sejam fe Em,r[Ja X Br; X] e 1y € Em(X) representantes de f
e ug verificando as condigbes do enunciado. Fixemos b € I; e o compacto Jy CC Jg.

Sejam ¢ >0, n € I e 59 € I tais que
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(i)’ para cada s € I e para cada (z,y) € By x B para cada r € I, e para cada

eel,
A a Cl|T — s
supl (e, ) ~ e, 4, 9)l; < DE=Lle (58)

tedy
(ii)’ para cada s € I, para cada aplicagio & € Ey(X,) com z(I,) C Bj, para cada
r € [; e para cada € € I,

A - c
sup||f (e, t, Z(€))|l- < ; (3.9)
ted, =7

" R
(iii)* ||lto(e)]ls, < 5 para cadae €1,.

Seja ap > 0; inicialmente o escolhemos de tal modo que também verifique as
condigoes: 0 < agsp < b. Mais adiante, sera feita uma. escolha mais conveniente.
Como no caso “cldssico”, uma candidata a representante da solucdo sers construida,
por meio de uma seqiiéncia (uf)xen, definida por recorréncia, de modo impreciso, da

seguinte forma: para cada € € I,

@A@:%@+Afma@wma

para cada k=0, 1,... com u§(t) := dp(e).

}.

R 1
Vamos agora tornar precisa a definicdo acima. Seja 0 < ap < min{—; —; —
so 36c 12c¢

Inicialmente definimos uma seqiiéncia (ax)reny por

. %o
Qk41 = A — ﬁ

para cada k=0,1,2,..., ou seja,

Qo )
U= Ty

Assim,

i ao
a:= lim g = —.
k—oo 2

Fixemos € € I, e definamos, para cada t € J,ys,, u§(t) := Go(€). Observamos que
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(a) u§ € C*°(Jyps; Xs) para cada s € I, . Além disso,
R
(b) JJug(®)|ls < 5 bara cada t € Jyys,, Para cada s € I, .

Definimos agora, para cada t € Juysy,

1aw=A7ma%@»«.

E claro que para cada s € Iy, v§ € C°(Jagso; Xs); além disso, para cada 6 €0, so—s],

R
como ||u§(t)||s+e < = segue-se, usando-se a hipStese (3.9), que

Mwmskﬁwwg%mmmc clt

<

7 .

Dai
£ cl|
g (®)]ls < s L€ Jagse €8 € Ly, .
t
Seja Ao :=  sup |lv5(t)[ls <1 — i ) . Entao teremos Ay < agc, ou
0<s<sp ao(so —_ s)

|t|<ao(so—s)
seja, v§ € Bays,- Definimos agora para cada t € Jyys,

ui(t) == ug(t) + v5(t) -
Temos que uj € C®(Jgys0; Xs) para cada s € I,. Observamos que, para cada s € I,

e para cada |t| < ap(sp — s),

Ao
Ol < —0 —
N
ao(so — 8)
Desse modo, se [t| < ai(so — s), teremos
Ao
los()lls < —7 -
ag
Dali, para |t| < a1(sp — s),
R Ao
(ol < 5+ 2
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R ~
Como 4apc < 3 entdo [|uf(t)[ls < R. Assim, para cada t € J,,,, podemos definir

() = / [Fe, ¢, u5(0)) — Fle, ¢, g (€))] de

Se t* € Jas, entdo existe s € I, tal que [t*| < a;(sp — s) e daf v5(¢*) € X,
para r € I;. Por outro lado, para cada s € I, e para cada 6 €]0, so — s[, como

llui (t)lls+0 < R, para i = 0,1, se |t| < a;(so — s — 0), entdo
v} € C%(Jay(so-s-); Xs) -
Podemos entao concluir que
V] € C%(Jay(so—s); Xs)

para cada s € I;,. Fixemos s € I,,. Para cada ¢, ¢ tais que |[¢| < [t| < ai(so — 5),
1
seja s(() = E(SO _ L + s); entdo tem-se s < s(¢) < 5o — l—CI Observamos também
ay
que [¢] < a1(so — 5(¢)), o que implica em u$(¢) € BX9 e ta.mbém em u§(¢) € B3O,

Assim, por (3.8), teremos

l o(C IIS(C) .
vi(t s<c d
Ao
Como [|v5(¢)|ls(e) < ] , segue-se que

' a0 - 35(0)

/t Ao d¢
0 <] )S(C) —-S

R P 7y

/ot al(SoSO—;(SC()C))— ¢l ((S(CC;C— 8)> '
S

1
e, substituindo s(¢) = 5(30 — = + s), segue-se que
a1

/t ax(so — s) + (] dc <4c)\ga< a1(so — ) )
o ( = ! it

a1(so — 8) — [¢])? ai(so — s) —

88

<c

Sl <o t Xo ¢
lvi@)lls < /0 (1- I<] ) s(()—s
a1(s0 — 5(C))

portanto,

o1 (@)]ls < choar

o7 (@®)ls < 2coas




ou seja,

15 )]s < 4ehoar (——1—) ,
1

a1(so — )

para cada t tal que |t| < a;(sp — s). Logo, se definirmos

¢
A= sup ||v§(¢ (1 — |—) ,
s€lng ” 1( )”3 a1(30 _ S)
|t|<a1(so—s)

teremos

/\1 S 40)\00,0 .
Assim, para |t| < ay(sp — s) teremos, para cada s € I,

M <M .
|t| 1 %

ai(sp — 8) a1

o1 (@®ls <
1—

Definimos agora, para cada t € Jg, 5,,
ug(t) = u§(t) + vi(t).

Temos que u§ € C(Jy,50; X) €, para cada s € I, u§ € C°(Ja,(so—s); Xs). Por outro

lado, temos

R
lua@ls < llui(@lls + i@l < 5 + @ T a;

Vamos agora estabelecer o processo de indugdo. Suponhamos que, para cada
i =0,...,k e e € I, fixado, estejam definidas fungdes uf € C®(Ja;s0; X) € ¥§ €

C2(Jagso; X) tais que

(i) para cada i = 0,...,k, para cada s € I, e para cada t € Jg,(s,—s) tenhamos

lug(t)||s < R. Além disso, que se verifique também uf € C°°(Jy,(s9—s); Xs) ;

(ii) para cadai=0,1,...,k e para cada s € I, tenhamos v§ € C™(Ja,(s9—s); Xs) ;
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(iii) para cada ¢t € J,,, € paracadai=0,...,k—1,

ug(t) = do(e),
ui (t) = ug(t) + vi(t),

U (t) = / [Fe, ¢ 4 (Q)) — Fle ¢ us(0))] de

(iv) paracadai=0,...,k — 1 tenhamos,
Ai:= sup ||vi(t)|ls (1 - L) < 400,
s€l, ai(so — s)
|t|<ai(so—s)
Aiy1 < 4Xicag e
R Qit1 4

a;
A partir daqui, as contas sdo as mesmas de [16]; porém, para facilitar a leitura,

vamos inclui-las aqui. Para cada t € J,,,, teremos
U1 (1) = ui(8) + vi(0)

segue-se que teremos uj,; € C°(Jas; X), €, para cada s € I, teremos uf,, €

C®(Jay(so—s); Xs). Mais ainda, para [t| < axy1(so — 5) teremos

Ak .
lug 1 (Dl < ﬁk_ﬂ + [luz (@]l -

3
Por recorréncia, resulta
k
A R
luksa s < Z l—ﬁ + PR
=0 aj
A idéia é estimar (\;) de modo que A\; — 0 quando k — +o00 ; e fazé-lo de tal modo

que também tenhamos
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independente de k. Temos

alt) = [ [f<e,<,uz+1(<)>-— Fe ¢ de.

Resulta, desse modo, que vg,; € C°(Ja,,,s;X) € ainda, para cada s € I, viy; €

C>(J, Xs). Mais ainda, para cada |¢| < [t| < ary1(So — ), isto é, s <

k+1(50—8))
e IC |

So =~ . Escolhemos s(¢) com s < s(¢) < s9 — . Dali,
k+1

o| [ 10 o)

nwﬂwhﬂ/Wecwﬂm>f@aw«ms

Tomamos s(¢) = 1( 0 — 1 + s) . Como

2 Qg1

Qo (1= sl ) < v,

/Ot (1 AedC

- m%m)@(o —9)!

segue-se que

<c

vk ()]s <c

Ll I (3))

/ot ( l,_) S(C()K— s

Ou seja,

”Ulsc+1(t) ls < 2cArar41

/t [ak+1(s0 — 5) + <[]
0

[ak+1(80 —s)— |C| 2

“|

Como [¢| < [t| < ag+1(s0 — s), teremos

F1®ls < deA
A s

Ou seja,

1
o201l < deduan( —— )
1—

ak+1(30 —5)

Portanto,

Akt1 < derag

1 .
Como g < agc < 4age, pela escolha inicial de ag, temos que 4apc < 3 Assim, para
cada j =0,1,...,k teremos

1
)\j+1 < 5)\] ;
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Logo,

k+1

k+1 k+1 k+1 - 1
s . 2(1 + 27)\ 237
Zﬁ = 21+ 2\ < > % <3% ) :(5) < 9Xg < 9agc.
=0 l=="" = =0 =0
i

R
Finalmente, observamos que ag foi escolhido de modo que 9agc < T Portanto,
concluimos que, para cada k = 0,1,..., teremos u§ € C2°(Jagse; X) €, para cada
s € I, teremos uf € C%°(Jyy(s0—s); Xs) € ainda para cada t € N

. 3R
@l < =

Como Mj[v§] = A, segue-se que para || < a(sp — s) < ax(sp — s) teremos

€ € Ak Ak
lluzs1 () — uz(@®)ls < - < -y
ai(so—s) a(so—s)

Portanto,

€ E
Malugyy — ug] < Ak
Como a série ) A é convergente, segue-se que a seqiiéncia (uf) converge a um
elemento u® € B,, e, além disso, para cada t € Ja(so—s) teremos,

[[uf(t)]|s < % para cada s € [, . (3.10)

Verifica-se também, do mesmo modo que em [16], que para cada s € I,, e t €

Ja(so—s), teremos
W) =50+ [ fle.Cu(0) d¢ em X, (311
De fato, fixemos s € I, e seja 6 €]0, so — s[ qualquer. Entéo, para cada t € J,q,
tal que |t| < a(sp — s — ), teremos
460+ [ Fe.G.ue(0) d ~ w0l <
< | [ 176060006 - F GO e+ 10 sl <

< 5| [ 10 = w8 (©hors e + o) ~ a0,
0
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e as duas parcelas do segundo membro convergem a zero quando k — +oo.

Para cada s € I, seja 8 > 0 tal que 0 < s < s+ 6 < sp, como uf €
C(Ja(so—s—0); Xs10) € X9 — X, segue-se, de (3.11), que u¢ € C(Jy(so—s—0); Xs) €
da arbitrariedade de 0, segue-se que, para cada s € I, teremos u® € C(Jy(s0—s); Xs)-

Repetindo o argumento, concluimos que para cada € € I,, e para cada s € I,
u® € C%(Ja(sp-s); Xs) - (3.12)
Fixemos s € I, e seja K CC Jy(s0—s) de (3.10) obtemos
sup||uf(t)|ls < R. (3.13)
teK

Seja § := asp. Para facilitar a escrita, usaremos, daqui por diante, a seguinte
notagao: para cada s € I, B 1= Jy(s0—s). Definimos a fungao 4 : IxJs — X do

seguinte modo:
e t) = u(t) se ee€l,
0 se e€¢I,.
Em primeiro lugar, vamos verificar que @ € £[Js; X]. Fixemos uma seqiiéncia
exaustiva de compactos (K;)jen para Js. Para cada j € N existe s € I, tal que
K; C B,. Por (3.12), segue-se que para cada € € I teremos (e, -)|£j € Cw(Igj;Xs);

portanto, para cada e € I,
(e, ) € C°(Js; X) -
Vamos agora verificar que @ € Eyv[Js; X]. Seja (K;)jen uma seqiiéncia exaustiva

de compactos para J; e mostremos que para cada j € N existe s € I tal que

ﬂ|IX12j € gM[Kj;XS] :

o
Fixemos 7 € N e consideremos um compacto L CC K;. A idéia é usar indugao

sobre a ordem de derivagao m € N. A prova sera conseqiiéncia da seguinte
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3.2.3 Afirmagao. Para cada p € N, para cada s € I, e para cada para (r,1) €
L, X Is,, tais que s <1 < I, existem constantes M >0, N € N e n € 1 tais que para
cada € € I,

sup|[a® (e, t)||, < Me™V.
teB,

Vamos concluir a verificagdo de que 4@ é uma aplicagio moderada e, em seguida,

demonstrar a afirmagao. Escolhemos s,7,! € I, tais que
Kj CCB[ CBTCBS'

Pela afirmagao feita acima, resulta que para cada p € N, existem constantes M > 0,

N € N e n €1 tais que para cada € € I,

sup||i® (e, t)||, < Me™ .
teB;

o
Conseqiientemente, para o compacto L CC K; teremos
sup“'&(”)(s,t)”s < Me™V,
teL

Seja u € G(J5; X) a classe de 4. Observando que 4 € Ev[Js5; X] e que (3.11) nos
diz que existe € I tal que para cada s € I, para cada t € B, e para cada € € Ly,
teremos

¢
U(e, t) = to(e) +/ f(e,¢,u(g,¢)) d¢ em X,.
0
Além disso, (3.13) nos diz que u é R-limitada. Portanto, usando a definicdo da

composta f o (1, u), segue-se que

‘2_1: = fo(1ly,u) em G(J5;X)
u(0) =0.
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Prova da afirmagdo. A prova dessa afirmagao, serd feita por inducao sobre a ordem
de derivagao p. Verifiquemos, em primeiro lugar, a afirmacao para p = 0. Seja
s € I, e consideremos r,l € I, tais que s < r < [. Como B, CC B,, resulta de
(3.13) que existem constantes M > 0, N € N e i) € I tais que para cada € € [,
sup|lie, t)[l» < R < Me™V.
t€B,

Verifiquemos a afirmagéo para p = 1. Seja s € I, e consideremos r,[ € L, tais
que s < r < [. Resulta de (3.11) que existe n € I tal que para cada ¢ € I, e para
cadat € B,

di

d_t(s’t) = f(E,t,’ll(E,t)) em X, .

Portanto, para t € B,

dis .
Ild—?(s,t)llr = ||f(e,t, (e, 8))]l--

Tomando 7; € I, tal que r < r; < [, teremos B; CC B,, e (g, ) € C®(B,,; X;,)
com

sup|li(e, t)||-, < R.
teB;

Segue-se que existem constantes M > 0 e N € N tais que para cada € € I,
supl|f (e, t, ie, &) [l < Me™".
tGEl

Portanto,

di _
su_pHE(a,t)“T < Me™V.
teB;

Seja m > 1 e suponhamos que a afirmagdo seja verdadeira para cada p € N
tal que 0 < p < m. Vamos verificd-la também para p = m + 1. Seja s € I, e
consideremos 7,1 € I, tais que s < r < [. Resulta de (3.11) que existe € I tal que

para cada € € I, e para cada t € B,

2D (e, )l = 1 (Fe, b, a(e, £) ™, -
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Seja 1 € I, tal que 7 < r; < [; entdo, pela regra da cadeia, teremos para cada
ecl,ete B,
B 4 o (m) o' T ;
I(f(est, (e, ) ™l < D IFD (et ule, 1)) Z ,Hllu("")(e E)llr -
g=1 ae[q,m]

Como f € Em,r[Ja X Bg; X] resulta, da Observagéo 3.1.10, que existem constantes

c>0,m €leN €N tais que para cada € € [,

sup lef(") O] -

tEBl g=1 T

Usando a hipétese de indugao, podemos concluir que existem constantes M > 0,

N € Nen el tais que para cada € € I,

sup||(f(e, ¢, ale, ) ™, < Me™N
teB;

Portanto, existem constantes M > 0, N € N e € I tais que para cada € € I,

sup|| @™ (e, t)||, < Me™V .
teB;

3.3 Uma aplicagao do teorema abstrato

Veremos nesta secao um exemplo simples de aplicacdo do Teorema 3.2.2. Trata-

se de estudar existéncia de solugdes para um problema de Cauchy do tipo

t (t,2) = Za] t,z,u(t, 2)) : (t,2) + ao(t, 2, u(t, 2))
’ (3.14)

u(0, 2) = up(2)

com (t,z) € R x C™.
Vamos considerar condigdes que nos permitam reinterpretar esse problema e re-

formula-lo de acordo com as condigdes do Teorema 3.2.2. Recordemos, antes de
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qualquer coisa, algumas notagoes: seja 2 um subconjunto aberto de C". Denotare-
mos por H(§2) ao espago das fungdes holomorfas em Q. Se 8 cC C*, denotaremos
por H(f2) ao espago das fungdes u € C(Q) tais que u € H(Q). Munimos o espago

H(S2) da norma

[lull := sup |u(2)].
2EQ

Verifica-se que, desse modo, H(£2) é um espago de Banach.
Para podermos reformular o problema (3.14), vamos comegar fixando dois po-
lidiscos abertos e limitados, Ay e A,, que suporemos tenham sido tomados de tal

modo que se verifiquem as relagbes
0 # Do C Dy CC A,
Podemos supor ainda que para algum dy > 0 tenhamos
A, = {z € C" / dist(z; Do) < do},

onde dist(+;-) é tomada relativamente & norma do méximo. Seja 0 < d; < dy (que

d , -
podemos tomar, por exemplo, como d; = 30) e consideremos também o polidisco
A = {z € C" [ dist(z; Do) < di}.

Seja T' > 0 fixado e Jr := {t € R /|{| < T'}. Denotaremos por (t,z) =
(¢,#1,...,2,) um ponto genérico de Jr x A, e por (t,2,() = (¢,21,...,%,,() um
ponto genérico de Jr X A, X C. Vamos agora considerar as seguintes hip6teses so-
bre os dados do problema: seja d €]0,d;[ (que podemos tomar, por exemplo, como
d= ZO) e consideremos By(0) C C um disco aberto com centro na origem.

(a) Suponhamos que para cada j =0,1,...,n sejam dadas as aplicagdes
aj € Gu(Jr x Ae x By4(0);C),
para as quais existe um representante a; satisfazendo as seguintes condigoes:
(i) para cada € € I e para cadat € Jr

aj(e,t,-, ) € H(A x B4(0);C), j=0,1,...,n;
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(ii) para cada subconjunto compacto K CC Jr x A, existem constantes ¢ > 0 e
7 € I tais que para cada € € I, e para cada ¢ € B,(0)

sup 125 e, 1, 2,0)]| <. (3.15)
(t,2)eK ac

(b) Suponhamos também, que seja dada uma aplicagio uy € HG(A,) para a
qual podemos supor que exista um representante 7y de tal modo que, para cada
e € I, tenhamos (e, -) € H(A).

Vamos agora retomar a construcio feita na pagina 66, isto é, vamos introduzir

uma familia de polidiscos entre Ay e A, do seguinte modo: seja
Ay = {z € C" / dist(z; Ao) < d}.
Para cada s €]0, 1] definimos
A= {z € C" / dist(z; o) < sd}.
Observamos que para cada 0 <7 < s < 1 teremos
dist(A,; C\A;) = (s —r)d.
Consideremos a aplicagao
I3em (e, )|z € H(DY), (3.16)
e suponhamos que exista n € I tal que

A= sup |dg(g, z)| < d/2 paracadac€]l,. (3.17)
z€A,

Definimos agora uma familia de espagos de Banach pondo
Xo :=H(Do) e X;:=H(A)).
Ainda, para cada s €]0, 1[ definimos
Xy :=H(D,).
Verifica-se facilmente que, para cada 0 <7 < s < 1, as aplicagoes de restricao

g Xy — X,
fo= g =g
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fazem com que a familia (X;)ser defina uma escala de espagos de Banach (X, (Xj)).
Vamos agora, a partir das aplicagGes a; e ag, construir o operador néo linear que
deve ser usado na formulagao abstrata do problema, como em (3.7). Esse operador,
[, deve verificar f € Gq4(J, x By; X), onde a €]0,T[. Para que isso seja feito, vamos

utilizar o seguinte Lema, cuja demonstragdo pode ser encontrada em [8].

3.3.1 Lema. Sejam M um espago métrico compacto, E, F' e G espagos de Banach,

Q um subconjunto aberto de E e U um subconjunto aberto de F. Seja

f: UxMxQ — G
(t, z,w) —  f(t,z,w)
uma aplicag@o uniformemente continua e limitada. Munimos C(M; E) (C’(M ; G))
da norma
llull := sup|lu(z)|lz (sup|lu(z)llc)-
zeEM zeEM
Denotaremos por Vi(M;Q) o subconjunto de C(M;E), formado pelas aplicagies
u € C(M;E), tais que u(M) C Q. Verifica-se que V.(M;Q) € um subconjunto

aberto de C(M; E). Definimos a aplicagdo
F: UxV,(M;Q) — C(M;QG)
(t,u) —  F(t,u)

por F(t,u)(z) = f(t, z,u(2)), para cada z € M. Sendo f uniformemente continua
e limitada, seque-se que F estd bem definida e € continua. Suponhamos gque as
aplicagoes

Ux MxQ53 (tzw) g—‘:(t,z,w) € L(F;G)

UxMxQ>3(tzw)— %(t,z,w) € L(E;G)

sejam uniformemente continuas e limitadas. Entdo a aplicagio F' : U X V,(M; Q) —

C(M;G), definida acima, possui derivadas parciais DiF e D, F e
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(i) para cada t fizado e para cada u € V,(M;Q) tem-se que a derivada D,F(t,u) €
L(C(M; E);C(M;G)) é obtida do sequinte modo: para cada h € C(M;E),
D, F(t,u)(h) € C(M;G) coincide com a aplicacio

M>z— of t,z,u(2))(h(z2)) € G;

(9w(

(ii) fizado u, para cada t € U a derivada D,F(t,u) € L(F;C(M;G)) é obtida do
sequinte modo: para cada k € F, DyF(t,u)(k) € C(M;G) coincide com a
aplicagao

M>z+— %(t,z, u(2))(k) € G.

Em particular,

0
[ DuF'(¢,w)|| < SuPll—af (t, z,u(2))|l
2eM OW

0
IDF(tw)] < supll 2L (¢, 2, u(z))]).
zEM 8t

Além disso, suponhamos que as aplicacies
0*f
UxMxQ>(tzw)— M(t,z,w) € L(F;L(E; @),

0% f
UxMxQ> (t,Z,’LU) — m(t,z,U)) € [:(E,L:(F,G)),

2

UxMxQ5 (& 2,w) — %(t,z,w) € L(F: L(F: G))

2
UxM x> (tz,w)— %(t,z,w) € L(E; L(E; @),

sejam uniformemente continuas e limitadas. Entdo evistem as derivadas parciais

sequndas de F' e valem as desigualdades
1 D:D; F(¢, )| < SUAI;”DiDjf(t, zu(2)|
EAS

onde D; denota derivagdo parcial e 1,5 € {t,u}.
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Demonstragao. Em primeiro lugar, devemos observar que, para cada (¢,u) € U x
Vi(M; Q) , temos F(t,u) € C(M;G), pois f é limitada e continua. Vamos verificar
que a aplicagdo F' é continua. Sejam (t,,u.) € U X Vo(M;Q) e (tn,u,) € U x

Vi(M; Q) tais que (tn, Un) — (ti,us), entdo

I b ) = )] = 80Pt 2,1n(2)) = £ty 2 0. ()

Sendo f uniformemente continua, segue-se que, dado € > 0, existe § > 0 tal que

|t —t.]| < ¢ e ||lw — w.|| < § implicam que

”f(t1 Z,’LU) - f(t*,z, ’UJ*)” < E.

Para esse § > 0, existe ng € N tal que, para cada n > ng, tem-se |[t, — t.|| < Jd e

lun(2) — us(2)|| < § para todo z € M. Logo, para n > ng resulta

SUp|| £ (tn, 2, un(2)) = f(te, 2, ua () <,

ou seja,

| F'(tn, un) — F(ts,us)|| <€, paran>ng.

Vamos agora verificar a existéncia da derivada parcial D,F. Fixemos (,z) €
Ux M. Para cadau € V,(M;Q) e h € C(M; E) tal que u+h € V.(M;Q), definimos
a aplicacao R por

f(t,z,u(z) + h(z)) — f(t,z,u(z)) = g—i(t, z,u(2))(h(2)) + Ra(t, 2) . (3.18)
Pelo Teorema do Valor Médio (ver [13, (8.6.2), pag. 159]) ,
1RGNS sup 19562, u(2) +0(IRG) — 5ot (N IME] <

0<0(2)<1 ow

of _of
< os?(lzl):’g”%(t’ z,u(z) + 0(2)h(2)) 5 (t, z,u(2))| fél}\};"h(z)ﬂ .
zeEM

Observamos que, para t € U fixado, a aplicagao

M > z+— Ry(t,z) € G
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é continua. Logo, Ry(t,-) € C(M;G) e, da desigualdade acima, teremos

IRAE (o 18 B
T = apb s 6 0E) + M) — oy o .

X o . o 0
Gragas & continuidade uniforme e limitacao de —f , segue-se que, quando ||| — 0,

ow
of af
= (t . .
og%?}))gluaw( 2, u(z) + 0(2)h(2)) 5 b2 u2)] = 0
zEM
Portanto,
Bilb) 0 s b0 em o(M1:0). (3.19)

Il

Para cada z € M, g—f(t,z,u(z)) € um elemento de £(E;G). Além disso, a
w

aplicagao

M>zw— g—l{)(t,z,u(z)) € L(E;G)

é continua. Portanto, para cada h € C(M; E) a aplicagao

M>zw— g—’l{)(t,z,u(z))(h(z)) €G (3.20)

é continua. Logo, para h € C(M; E), podemos definir o elemento D, F(t,u)(h) €

C(M; G) por (3.20). Isso define uma, aplicagéo

D,F(t,u) : C(M;E) — C(M;G)
h +— D,F(t,u)(h)

que € uma aplicagdo linear e continua; de fato, tem-se
of
1D (t, w)ll < supll = (2, 2, u(2))] -
zeM OW
Voltando a (3.18), podemos escrever entdo, onde (¢, h)(z) := Ra(t, 2),

F(t,u+h) — F(t,u) = D F(t,u)(h) +r(t, h),

r(t, h)
17l

onde, por (3.19), — 0 quando [[A]| — 0.
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De modo analogo, procedemos com D, F'(t,u). Vamos verificar agora que a apli-
cagao

U X Vu(M;8) 3 (t,u) — D, F(t,u) € L(C(M;E);C(M;Q))

¢é continua.

Fixemos (t.,u.) € U X V.(M; Q) e € > 0. Sendo a aplicagao

Ux MxQ>3(tzw)w— g—i(t,z,w) € L(E;G)

uniformemente continua e limitada, existe § > 0 tal que |[t—t.|| < d e ||w—w.|| <6,
of
ow
para ||t — t.|| < &, para u € V(M;Q) com ||u — u,|| < & e para cada h € C(M; E)

N 0 .
implicam em || z—(¢, z,w) — B_i(t*’ z,ws)|| < € qualquer que seja z € M. Portanto,

com |[h]| <1 tem-se

supll 52 (,2,u(2)(h) - 5 (b0 2 0B < e

Ou seja,

”DuF(t,U) - DuF(t*a U’*)” <E€.

De modo anélogo, verifica-se que a aplicagao
U x Vu(M;Q) 3 (t,u) — D:F(t,u) € L(F;C(M;G))

é continua. Verificamos entdo que a aplicagao F' : U x V,(M;Q) — C(M;G) é de
classe C'. Suponhamos agora que a aplicagao
2

o°f L(F
UxMxQ>(tzw)r— m(t,z,w) € L(E; L(F;G))

seja uniformemente continua e limitada. Vamos verificar a existéncia da derivada
parcial D,D,F. Fixemos (t,z) € U x M. Para cada u € V.(M;Q) e h € C(M; E)

tal que u + h € V,(M; Q) teremos

of = O 4 () (b)) + Balt, 2)

0
/ Lz = ot

—6—t(t, z,u(z) + h(z)) —

103



Observamos que, para cada t € U fixado, a aplicacio
M >z Ry(t, z) € L(F;G)

é continua; além disso, do mesmo modo que foi feito anteriormente, verifica-se que

Rh(t, )
m——————==0 em C(M;L(F;Q)).
AT (M; L(F; G))
*f L
Para cada z € M fixado, temos m(t,z,u(z)) € L(E; L(F;G)). Além disso, a

aplicagao
2

13}
M>z— ﬁi(t,z,u(z)) € L(E; L(F;@))

é continua. Portanto, para cada h € C(M; E) e para cada k € F, a aplicacdo

2

M5z ;w—({;t(t,z,u(z))(h(z))(k) cc (3.21)

é continua.
Por tudo o que foi feito acima, podemos concluir que para (h, k) € C(M; E) x F

podemos definir o elemento D,D;F(t,u)(h,k) € C(M;G) por (3.21). Isso define
uma aplicagio
DyDF(t,u) : C(M;E)x F — C(M;G)
(h,k) — D,D.F(t,u)(h,k)
que é uma aplicacao bilinear e continua. De fato tem-se

0% f
Owot

| DuDF (2, w)|| < sup]| (t, z,u(2))]| -
zE

De modo anélogo, tratamos as outras derivadas parciais de segunda ordem.
2

Verifica-se também, usando a continuidade uniforme e limitacdo de 09t que a
w

aplicacao D, D;F' é continua. O

Além desse Lema, vamos também usar os dois seguintes lemas; o primeiro tem

prova muito simples, e o segundo ja foi utilizado no problema linear e, por comodi-

dade, vamos relembra-lo aqui também.
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3.3.2 Lema. Sejam E, F,G e H espagos de Banach, Q C R™ um aberto e U C H
aberto. Seja B : E x F — G uma aplicagio bilinear continua, L : H — F uma
aplicagdo linear e continua e a : 2 X U — E uma aplicagdo de classe C*®. Entao a
aplicagdo

Qx E > (t,u) — B(a(t,u), L(u)) € G
€ de classe C°.

Demonstragao. Veja a proposigao 1.1.12 na pag. 9. O

Recordemos que a prova do seguinte Lema pode ser encontrada em [29, pag.

144-145)

3.3.3 Lema. Para cada 0 <7 < s <1 e para cada k = 1,2,...,n temos que o

operador de deriva¢do aiz define um elemento de L(Xs;X,) e
k

1/d

12 o <
Oz &) = g

Fixemos R €]2),d[, onde \ foi definido em (3.17) na pdg. 98. Se usarmos a
notagédo p = (p1,¢1,---,¢n,8) € NxN*xN, g = (qu,...,¢), entdo denotaremos

por 9? qualquer um dos operadores de derivagdo parcial de ordem |p|, por exemplo,
apl 6‘1 63

r = (o
Otr1 1929 20¢=" "
K, por, K, := J, x A\, x Br(0) CC Jr x A, x By(0), entdo, pela moderagao de a;,

)) Seja 0 < a < T. Se, para cada r € I, definirmos o compacto

existem constantes ¢ > 0,7 € I e N € N tais que, para cada 7 =0,1,...,n,
sup||0Pa;(e, t, z,¢)|| < ce™ paracadac € l,. (3.22)
ja

Além disso, ndo podemos nos esquecer de que, para cada € € I fixado, (e, ,-,-) €

C*(Jr x As x By(0);C). Mais ainda, para cada € € I e para cada t € Jr tem-se
ai(e,t,-,-) € H(A x By(0);C).
Logo, para cada € € I, para cada s € I e para cada t € J, as aplicagoes

A, 3z a4(e,t,z,u(z)) € C
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sao elementos de X,, para cada u € B$, com r € I, qualquer. Sendo, para cada
s € I, X, uma élgebra, segue-se que, para cada € € I, para cada s € I e para cada
t € J, a aplicagao

A, >z f(e,t,u)(z) eC,

definida por
et w)@) = 3ot u) o (2) +do(e bz u(z),  (3.23)

é um elemento de X,, para cada u € B}, com r € I, qualquer. Assim, para cada

€ € I definimos a aplicagao

~

fle,,): JuaxBr — X
(tu) —  flet,u)

do seguinte modo: para cada s € I, se u € B, entdo f(e,t,u) é a aplicacio definida
acima em (3.23). Assim, para cada s € I, para cada r € I, e para cada € € I,
a restricao f (€, )| uux B; € uma aplicagdo a valores em X,. Para verificarmos a
questdo da diferenciabilidade de f(e, -, )|/ x Bs,, observamos que, para cada ¢ € I,
para cada multi-indice p € N x N* x N e para cada j = 0,1,...,n, a aplicagao
Paj(e, ) 1 Jo x Dy x B_R(F) — C é uniformemente continua e limitada. Assim,
se considerarmos a aplicacao
As:J,x By — X,
(t,u) — As(t,u),
definida por A5(t,u)(2) := a;(e, ¢, z,u(2)), para z € A, e, observando que a norma

em H(A,) (ou H(A,)) é a norma do sup, podemos proceder exatamente como no

Lema 3.3.1 para demonstrar que A% € C°(J, x Bg; X;). Além disso, se para cada

J=1,...,n considerarmos a aplicagdo linear e continua (ver Lema 3.3.3)
L : X, — X,
ou
Li(u) = ==
u = J(u) azJ

e a aplicagao bilinear continua

B : X, xX, — X,

(u,v) +— Bj(u,v) =wv,
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entdo podemos aplicar o Lema 3.3.2 para podermos concluir que f(g, -, -)| 7.x B;, éde
classe C*. Esses mesmos Lemas, juntamente com (3.22), nos garantem também que
f € Emr[Ja X Bg; X], definindo portanto, um elemento f € Gg(J, X Bg;X). Além
disso, sendo a; localmente limitada, para cada j = 0,1,...,n, segue-se, usando-se
o teorema do valor médio, que f verifica a condigdo (i) do Teorema 3.2.2. De fato,
é suficiente observar que, para (u,v) € B, x B$, para z € A, r el

O(u —v)
aZj

v

57, (2)+

a;(e, ¢, z,u(z))—z“_(z) —ai(e,t, 2,0(2)) o= (2) = d;(e, t, 2, u(2))

15}
+a,(e, t, z,u(2)) — aj(e, t, z,v(z)) —U(z) .
82j
Se K CC J,, entdo L := K x A, x Bg(0) CC Jr x A, x By(0) e, por hipétese,
existem n € I e M > 0 tais que

sup |a;(e,t,2,{)| < M paracadac€l,. (3.24)
L

Sendo K x A, CC Jr x A,, a hipétese (3.15) nos diz que existem constantes

c> 0 en el tais que, para cada € € I,

Baj

sup || == (et 2, Q) < c.

KxA, o¢
Isso é suficiente para garantir a condi¢do (i) do Teorema 3.2.2. Por outro lado,
os Lemas jé citados e (3.24) sao suficientes para garantir que f também verifica a
condigao (ii) do Teorema 3.2.2. Quanto ao dado inicial, observamos que (3.16) define
um elemento & € Ey(X;) com a propriedade de que existe 77 € I tal que iz(I,,) C B}, /2
(observe que A < R/2; veja (3.17)). Sejam entdo f € Gr(J, X Bg; X) aclassede f e
©4(h) € X o elemento definido por h € X;, classe de h. Pelo Teorema 3.2.2, existem
¢ €0, a[ e uma fungéo v € G(Js5; X), R-limitada, tais que

= fo(lsu) em G(UsX)

u(0) = O1(h) .

Além disso, a solugao construida no Teorema verifica a condigao: para cada s € I,

se Bs:={t € J,/ |t|]| < (1 —s)} e, se G for o representante construido na prova do
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Teorema, entao existe 7 € I tal que para cada s € I, para cada t € B,, para cada

€ €1, e z€ A, (observamos que (e, -) € C®(Bs; H(A,)) para cada r € I,),
B ) =3 (et 2 (e, () Lo (e, D](2) + oles b 7 e
7 &t=) = 2. aj(e,t, z,u(e, )(z))a—zj[U(& N(2) + o(e, t, 2, (e, £)(2)) -

Assim, se para cada s € I definirmos 95 : I, X By x A, — C, (e,t,2) — 94(e,t, 2) ==
(e, t)(2) e observando que as fungdes d; verificam as condigdes do Lema 3.1.15 na

terceira varidvel', podemos concluir que existe v, € Gj(B; x A,) tal que

3’0 n a’U
Bts = Zaj o (1g,,1a,, Us)a*sf +ag o (1p,,1a,,vs)
j=1 4

com Vg|{oyxa, = Up -

Podemos resumir o que foi feito acima enunciando o seguinte:

3.3.4 Teorema. Sejam T > 0 e Py um polidisco aberto e limitado de C™. Seja P o

polidisco definido por

P:= {z € C" / dist(z; Py) < do}

d,
para algum dy > 0. Sejar = —42 e B.(0) c C wm disco aberto com centro na
origem. Denotemos por (t,z) = (t,21,...,2,) um ponto genérico de Jr x P e por

(t,2,0) = (t,21,- .., 2n, () um ponto genérico de Jr x P x B,(0). Suponhamos dados

(a) para cada j = 0,1,...,n uma cole¢io de n + 1 aplicacies generalizadas local-
mente limitadas a; € Gu(Jr X P x B,(0); C) com %%i € Gu(Jr x P x B.(0);C)
e tais que
0a; Oa:
%Z:o para cada k=1,...,n e % =0;

(b) uma aplicagdo uo € HG(P) tal que ug € G.(P; B,2(0)) (para uma defini¢ao dos

conjuntos G, veja [3, pdg. 11/]).

LA rigor, deveriamos definir a classe das funcdes que verificam as condigoes do Lema 3.1.15 na
terceira varidvel, e mostrar que a composigao é possivel. Porém, como essa tarefa, além de nao ser

dificil, alongaria desnecessariamente esta exposi¢do, optamos por omiti-la aqui.
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Entao existe 6 > 0 tal que, para cada s € 1, eziste um polidisco As C P e uma

aplicagdo vs € Gy (Js5(1-s5) X Ds) com — =0, para cada k= 1,...,n, e verificando

0z

Ov,
k

as condigoes

v i v
8; = ; a; o (]-Bsa lAs’US)a—Zj +ag o (lBs’ ]‘AS’US)

com Us'{O}xAs = ’U;()lAS .

3.3.5 Observacao. Até o momento nao sabemos sob que condigbes podemos es-
perar unicidade de solu¢do para o problema estudado no Teorema 3.2.2. Também,
ainda nao nos foi possivel verificar a relacao entre solugdes generalizadas e solugoes
classicas C* quando essas ocorrem. Observamos que, em muitas situagoes, proble-
mas de Cauchy nao lineares foram investigados no ambiente de fungoes generalizadas
de Colombeau; além dos trabalhos j4 citados , R. Fernandez [15], M. Oberguggen-
berger [21] e J. F. Colombeau [12], podemos nos referir a H. Biagioni [5]; porém,
aqui, a autora trata com nao linearidades de classe C*, e sua técnica é diferente da

que adotamos neste trabalho.
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