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ABSTRACT. We show that the small cardinal number d
mimll.ÁI : .4 is a maximal independent family} has the fol-
lowing topological characterization { = mimlK .$ c : {0, 1jl" has
a dente irresolvable countable subspace}, where {0, 11" denotes
the Cantor cube of weight K. As a consequence of this faca, we
have in ZFC plus á = c a submaximal countable dente subspace
of the Cantor cube of weight c. ÀVe also cave in a model of ZFC
plus { :: NÍ < c the some fact.

RESUMO. Vamos mostrar que o pequeno número cardinal
{ = mÍmÍI.H.l : .4 é uma família independentes tem a seguinte
caracterização topológica { := mánlK $ c : {0, 11" tem um su-
bespaço denso enumerável e irresolúvel}, onde {0, 11" denota o
cubo de Cantor de peso K. Como uma consequência deste fa-
to, temos em ZFC mais á = c um subespaço denso enumerável
submaximal no cubo de Cantor de peso c. Vamos mostrar que
o mesmo fato vale em um modelo de ZFC mais { = Ni < c.
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Capítulo l

Introdução

1.1 Apresentação

Vamos considerar algumas questões neste trabalho relativas à
existência de espaços regulares enumeráveis com "tipologias ma-
ximais" . Há uma forte relação entre estas topologias e as sub-
álgebras de Boole do conjunto dos subconjuntos dos números
naturais p(w) .

Questão l.l.l .E« .ZFC' o cubo de TycÃono#l0, il' comfé«. u«
subespa,ço denso en' 'm,eráuel subrríllazi'mal,?

Esta, questão está proposta exatamente nestes termos em
IASTTWI, e lá os autores obtiveram em ZFC + BL ( BL sig-
nifica Lema de Booth, que é a afirmação p = c ) a existência
destes espaços. Vamos obter uma resposta em ZFC + ({ = c),
onde á é o pequeno cardinal relativo às famílias independentes
de p(w). Como é consistente que p < {, este novo resultado é
um pouco mais forte que o obtido anteriormente pelos autores
de IASTTWj.

l
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Questão 1.1.2 .Dar uma caracterização topo/ógàca para o car
di'n,al i,.

A proposta acima foi feita pelo professor Koszmider durante
um seminário apresentado no IME.

Questão 1.1.3 0ófer uma cardação sa#càemfe para ámerydr den-
samente um espaço regular e enumeráuet e (mais algumas covl-
dições que temos que descobr'ir) no cubo de Cantor de peso
K, Nt $ K $ c.

Questão 1.1.4 S'©a X um espaço regular, emumeróueZ, de peso
«,(X) e d' pã-««á.f« /o«/ rX(«,X) [o'. "C
X. Se PX denota. o compacti$cado de Cech-Stome do espaço X,
.mfâo «-X(P,#X) = N: P«« todo P € pXP

Vamos obter que os grupos topológicos enumeráveis boolea-
nos cujas topologias são subconjuntos da topologia de Bolar para
estes grupos, são densamente imersíveis nos cubos de Cantor de
mesmo peso que o peso do grupo. Esta é a melhor resposta que
nós obtivemos para a questão1.1.3. A questão 1.1.4 tem resposta
afirmativa. Ao respondo-la temos uma prova de que { ? Ni, que
difere de um simples exercício, uma vez que as construções en-
volvidas na sua demonstração foram feitas dentro da topologia
do espaço em (questão e não em p(w).

Questão 1.1.5 Ezãsfe wm espaço regular e emu«aeráue/ X, de
P«o ««(X) «,á.f« /««Z «-X(«, X) fo'Zo
x C X, que não pode ser densamente i'm,urso u,o cubo de Ca'n,tor
.{0. 1'Fn: ?
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Em ZFC + CH temos ul-n exemplo que responde esta, per-
gunta. Veremos no estudo dos espaços regulares enumeráveis de
menor peso possível, e que ainda são irresolúveis, que o corres-
pondente caidinal ãrr que definiremosl satisfará p .$ {rr $ d.

Um outro cardinal m será definido, este estará ligado aos
espaços maximais, e satisfará {rr $ m. Entretanto, somente o
cardinal {rr não terá uma definição nos termos das álgebras de
Boole.

A conjectura mais natural é: {rr = {?
Todavia sua resposta depende de ser estabelecida uma con-

dição suficiente pala imersões densa em cubos de Clantor
Algumas vezes chamamos os cardinais menores ou iguais ao

continuum de pequenos cardinais.

Faremos ainda um estudo a respeito do conjunto dos auto-
homeomorfismos dentro da classe dos espaços completamente
metrizáveis, zero-dimensionais, homogêneos X tais que X" é
homeomorfo ao própio X. Neste estudo veremos uma caracteri-
zação destes entes envolvidos. Em seguida estudamos uma ge-
neralização, para os casos onde tais espaços não são metrizáveis,
nos termos de espaços uniformes. O cubo de Cantor 2" para um
cardinal infinito K ? No é um exemplo de tais espaços que não
é metrizável se K > No.

Buscamos estabelecer alguns resultados que nos dessem uma
resposta de como seus subespaços densos iníiuiam nas topologias
que é usual impor ao conjunto dos seus automorfismos.
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1.2 Notações e definições

Vamos relembrar as definições de algumas das funções cardinais
que usaremos com muita frequência neste texto.

Definição 1.2.1 (Juh) ,9©a (X, I'-) um espaço topo/ógãco.
O peso do esta,ço X é o mem,or cardo'n,al, 'in,$'n,'lto K tal que

e='late uma, base de sulcam,liuntos abe'dos em X com cara'total'idade
$ «. .Not«Ção «,(X).

Uma pi,-base para, um empa,ço X é uma, famaia, A C. T \ $,
tal que para, todo aberto vtão nazi,o V T existe N C A td,
gue N C }'. O pá-p«. é; «-««(X) = minljJ.l : .4 é pi-Z,«. d'

..X } + No.
O carácter de um ponto z € X mo espaço X é o menor

cardãnaZ á7z#nãfo K fct/ que ezàste uma Z)ase /oca/ B C r \ {14},
isto é; Vy(z € 1/ C r), ezásfe ( C B fa/ que z C G C r, com
co,Faina,cidade < K. Notação XÇ=,X).

O 'pi-ca,rácter local de u,m T)oito ]c C X vlo esta,ço X é o menor
cardãnaZ árz#mãfo K fa/ gue ezisfe uma pá-Z)ase ZocaZ r,6 C r \ {Ql},
ásfo é; VV(z C }'' C r), ezisfe (; € nB ta/ gue G C y, com
ca,rdinal,ida,de <. K. Notação 'KXÇu,X).

O "«te«,t" de «,« esp-ço X, é o me«o« c«d't«.d i«,$'«ito -,

fa/ gue, se ./? C X é d screto e /achado, amido l-PI $ K. ./Votação
eÇX). Nota'm,os q'üe 'no caso em q'u,e X é 'u'm, es'paço comia,cto,
os f«h,.«dos d,i,sc«tos são $.«'idos, ««s o "e«te,«t" é i«,$«ito.

Um "netmork" para um esT)üço X é qma, famaia N C pÇX) \
Ü, ta/ que para todo aZ)ergo mão vazão y € r e todo ponto z C y
ex'êste N C N ta\ que x ç: N C V

Z)àzemos gue C C r \ {0} é uma /am?#ãa ce/u/ar se seus e/e-

me'Rios são subconiu,vimos Cobertos dois a, doi,s di,s:luTLtos. A'n,al,o-
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gemente, de$nimos celularida.de em outras fama'i,as de pÇX) tal
co'm,o 'n,os 'n,etuorks.

.4 ce/u/aridade de um espaço X é; c(X) = supÍIJ.l : .4 C
1- \ {çl} é uma suó/amz#ãa ce/u/ar } + No. .4n.z/ogamzenfe, sd.z .V
um melHorA, ou wm pá-melHorA;, de$mãmos. mc(X) = supllJ.
.,4 C ./Ü é uma suó/amz#ãcz ce/Miar } + No. Analogamente para n-

network; nmc(X) = supllJ.l : .Á C JV' é uma sub/amz#áa ce/azar
j' t l\o

Vamos definir exatamente o que chamaremos de álgebra de
Boole de p(w).

Definição 1.2.2 (Kun) [/ma /amlaia ]. C p(u) será caem zda
de átgebra de Book,e ( os de álgebra bootea'n,CL) se eta satisfaz a,s
seg'wi'n,tes com,di,ções:

r-zJ ü,«, c .4,
r21 u', 'r € .Á :::+ u' u v, u' n v', u' \ 'r € .4.

.Z)ã,gemas que G C .4 é um átomo de J. se y € Á é fa/ g e
1/ n G # ç) então (; C V. .Em outros lermos, G rz(ío pode

ser gueZ)fado dentro de J. em dois elementos pr(ípráos de .Á
.Dizemos que .4 separa pontos de u se Vz,Z/ C w,z :# Z/ ,]y € .4

faZ que z C V e y € w \ r. -Em outros termos. ílly C .Á : z C
y} :: {z} para cada z C u. .4ssãm se r] é ct topoZogãa cuja Z)ase

d. «"«t« é .4, .«fã. X U) é «m «p«ço «g«/«. {«}

é wm átomo de .4 se e somente se {z} C .4, se e somente se
{z} C r], porfamfo z é um ponto áso/ado em X

Selva T C 'pl.u) 'ü.m,a, famüia, n,ão ua,zia. A ügebra, $nita,'m,en-

te gerada, por esta, famQüia, denotcLmos 'por \ln, é de$nida, por
indução $nita, como segue:

['7'] = U{P« : m C w} onde
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© po «,} u {«, \ r : r c 'r} u T.
00 'P.+i = {S \ T, S n T, S U 7' : $, T c 'P.}

Vamos recordar as definições de espaços zero-dimensionais,
nas ires versões mais comuns,

ind(X) 0, dám(X) /md(X)

Seja X um espaço de Tychonoff

1.2.3 (Eng) ríJ -Dizemos gue a pequena dimensão ndutáua do
espaço X é zero, e escrevemos tnd(.X) se dados um ponto
x € X e u,vrl subcon:ju'n,to 3:achado, F C X, a,o qual o po'nto 'rtã,o

pente'n,ce, ex'istem s'ubcon:juntos a,becos-fecha,dos U, V C X tai,s
Rala'

z € u, .F c y. u n r = g, u u v = x
E equ,i'Date'rate dizer que 'i'rtdÇX) e some'nte se todo

ponto x de X a,omite bm sistema fundavíLentat de vizinhanças
a, bentas- fechüdcts.

l2) Onze««,os que Q dimensão por recorri«üe«\to do esp'"ço X
é zero, e escreuevrlos dimÇX) = Q, se todo recobr'ivnento forma-
do por doi,s subconli' 'n,tos fum,ci,o'n,filme'nte abertos \.A,B'\ de X
a,dmàte u'm, re$'n,ame'r\to for'rna,do 'por dois sulco'n,:i'untos jun,c'lo
ma/memfe aóerfos e d syumtos {U, V} gue recai)re o espaço X

(3) Dizemos q'u,e a gra'ride dimensão indutiva de 'um espaço
normal X é zero, e escrevemos Index) = Q, se dados dois sub-
con5'untos fechados disjuntor, F,G C. X, existem s'übco'n,j'untos
abertos-fechados U,V C X tais que:

.p c u,c c'KU'n'r =g,u'u'r

J

X

Temos o seguinte fato
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Fato 1.2.4 (Eng) Sda X é um espaço métrico separáue/. -Então

ámd(X) = 0 4-:> cZám(X) = 0

<:::::> /md(X)

1.2.5 (Kun) -D.zelos dois com#umfos .E,.A usamos 'z notação;
-Fm(-E,.4) : p é./ü«çâo e d«m(p) C l-EI'" . {«.(p) C .A}
l.El<" para ndãcar' os subconlunfos .Pratos do c07Üunto .E.

Definição 1.2.6 (Co) S'dam G wm grupo aZ,e/gamo, e T = {,z C
C : 11,11 = 1}, o .«Z,g"po ««/f@/ã«fà« d. (C S©« Âom(G',r)
o co'n,j'u'nto de todos os ho'm,omor$s'm,os do grupo G no gr'upo
T. A topologi,a de Bolar do grupo G, de'n,ota.mos T)or TB.h.,
é a topotog'la, c'ulja, subba,se, o' con,li'u'nto gerador, é da,da, por
{Â :(}') : r € ,"(T), A € À.m(G',r)}. -E«. .«t«; *"«.«, .d«
$ : G '"tC.V) de$ni,da por $Ç4Çh] = hÇ.x]. Dê ao grupo
G a topo\ogi,a, i'nd' zi,da 'pela, f'wr\ção '$ de G sobre o s%besta,ço

@lal do espaço produto GA'm(G,r)

Vamos fazer algumas observações, cuja finalidade é destacar
as notações que serão usadas. Dados dois conjuntos ..4- e X
denotamos p" '4X - {/ : / é função e dom(/) = .A,ám(/) C
X}. Isto é, o conjunto das funções de .A em X. Definimos para
cada a C .A a projeção n-. : 'lX ---} X tal que a-.(/) = /(a). A
topologia produto %,.a tem por conjunto gerador ou subbase a
família {n-. l(y) : r € T e a C .4}. O espaço topológico produto
denotamos por X''! - (''lX, rp«a).

Usamos com frequência as notações
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c/x(.4) e cJB(,4) para indicar a aderência em relação a um
espaço X ou em relação a uma álgebra Zi e

ántx(.4) e {nfB(.A) para indicar o interior em relação a um
espaço X ou em relação a uma álgebra 6.

/og indica a composição de funções e/ l a restriçãode funções.

Definição 1.2.7 .S'dcz (X, r) um espaço topoZógÍco. .Dizemos
que o espaço X é homogéneo, se dctdos dois po'fetos z,U C X
existe um homeo'm,or$smo h : X .---.} X tal que hÇz)

Vamos a seguir, relembrar alguns resultados, que foram esta-
belecidos ao longo do século XX. Entre eles dois em particular
usamos no capítulo 4.

Fato L.'Z.8 (UTUsohn e Atenandrof, 1928). Todo espaço topos,ó-
gi,co completa'm,ente metro,záuel, separáuel,, zerodi'm,en,sioTtnl X,
que vtão conté'm, com'pactos abertos, exacto o ua,zio, é homeo'm,or-
/o ao espaço dos números irracionais P C IR.

Em 1909, Baire mostrou que P H -/\r", onde N = u, é o es-
paço discreto dos números naturais. Seja K um nún-leio cardinal
infillito. O espaço de Barre de peso K, denotamos por -B(K), é
o produto topológico de u cópias do espaço discreto -D(K) de
cardinalidade K. Observamos que .B(w) = N'''. Dizemos que
um espaço X é homogêneo em peso de peso m(X) = K ? No se
todo aberto não vazio V C X, como subespaço de X tem peso
w(}'"l = K.
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Fa\o L.2.9 (A. n. stone, 1962). Todo espaço topotógico co'rn-

p'et«me«te m't,i*á«el, X, co««, l«aÇXb gê«,« .««, p.s'
e de T)eso K Z'ü-t, é homeomorfo ao esT)aço de Baile de 'peso K.

Em 1986, Medvedev,IMedl, obteve a caracterização de -B(K) x
Q, o que é bem recente; e Sierpinski em 1920, caracterizou to-
pologicamente Q, Brouwer em 1910 caracterizou o conjunto de
Cantor. Estes resultados podem ser encontrados, como proble-
ma proposto, em IEngl, capítulo 7

Na medida de nossas necessidades vamos, oportunamente,
definindo as noções que usaremos. Em geral na forma " recor-
damos que ..."
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Capítulo 2

Espaços maximais

2.1 Os cardinais árr, m

Em 1943, Hewitt introduziu as noções de espaços maximais,
submaximais e irresolúveis. Vamos rever estes conceitos neste
estudo, dando ênfase às demorlstrações que serão mais simples,
por estarem com hipóteses adicionais bem fortes. Também va-
mos introduzir dois novos pequenos números cardinais, que "tra-
duzem" estas noções nos termos das sub-álgebras de Boole do
conjunto das partes de w.

As idéias desenvolvidas na demonstração, do famoso resul-
tado de Sapirovskii, por Juhász,IJuhjpg63, foram decisiva para
muitos dos resultados que nós alcançámos neste capítulo.

Em todo este capítulo a palavra espaço indica um
elemento da classe dos espaços regulares enumeráveis
densos em si mesmos.

Fato 2.1.1 Todo espaço regular e emumeráueZ X é um espaço
«o,«.«/, . {md(X) (X)

10
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Vamos denotar por Do(X) a álgebra de Boole dos abertos
fechados do espaço X

Definição 2.1.2 S'qa X um espaço. .Dizemos gue o espaço X
é àrresolú'uel se todo de'n,se D C X tevn, interi,or vtão ua,zi,o e'm, X

l Escrevemos intxÇD) :# $). Dizemos q«,e o espaço X é super-
irresolú'uet se todo aberto 'n,ão vazio V C X é, como subespa,ço

de X, um espaço 'trresotú'uet.
Ainda, dizemos q'u,e o esta,ço X é hereditariame'nte 'trresolú'uel

se todo sabes'paço denso em si mesmo de X é, ete mesmo, um
esta,ço irresol,úuel,.

A um par de snbconljuntos densos disliuntos Dç}, D\ de uvrl

espaço X cha'rna,mos de 'unia resot'ração de X

As duas proposiçoes que seguem abaixo têm demonstrações
do mesmo tipo e relativamente naturais. Usamos que a reunião
de famílias celulares maximais, são densas no espaço correspon-
dente.

Proposição 2.1.3 .S'eya X um espaço atraso/lide/. -8z;isferrz czbe7'

tos fechados V C X que são subespaços super-'irresol,úue'ts.

Proposição 2.1.4 S'qa X um espaço super-trresoZúueZ. -Edis
te'm, abertos fechados V C X qu.e são subespaços hereditária.
me'n,te irresol.suei,s.

Prova. Suponhamos que para cada aberto-fechado não vazio
}' C X existe um subconjunto denso em si mesmo D(}') C y
que é resolú«el. Sej, então D C {Z)(}') : }' C Do(X) \ {çjl}
uma subfamília celular maximal do a--network {.D(r) : }' C
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Do(X) \ {ell}. Para cada .A C D seja {..4o,.4i} uma resolução
deste ..4., e tomamos assim G{ = U{.4Í : .A C Z)} para { = 0, 1
Como Z) é maximal G = Go U GI é denso em X e {Go,Gt} é
uma resolução de G. Absurdo, pois X é um espaço irresolúvel.
n

Definição 2.1.5 Sqa o pequeno mtímero cardÍma/,
{« = mi«{w(X) : X é «« «p«ç. :«o/á«Z }

RelembraTnos que a palavra espaço signi$ca espctços regulares,
en,umeráue'is densos em st mesmos.

Fato 2.1.6 Seja X um espaço /zeredãtaràczrrzemfe atraso/?íue/. S'e

o, co$n,a,l,ida,de cfQ,rr) > 'R0 e'ntão o s'ubcon,:junto l.x C X
«'X(«,X) 2 ,,} é d.m.. .« X
Prova.Suponhamos, por absurdo, que exista um aberto-fechado
não vazio -F C X que, como subespaço de X, este espaço sa-
tisfaça: Vz C -F(n-X(z,-F) < ãrr). Então podemos obter uma
topologia regular a C rp, que tem por base de abertos-fechados
uma álgebra, que separa pontos, finitamente gerada, por uma n-
base de -/? de cardinalidade supÍTX(z, -/?) : z € X} < {rr. Assim
(/', a) é reso]úve],e então (.F, a) t-,:--bé:n o é. []

Definição 2.1.7 Z)ázemos gue um espaço X = (w, r) sem pon-
tos i,sola,dos, é ma,z'i'rn,al se 'não ex'êste 'um,a, topolog'ta, a, estrita.-

me'r\te mais $'na do q'u,e T que ja,z de Y 'u'm, es'paço se'rn
po'ritos isolados.

Dize'm,os q'u,e 'um es'paço X é submali'm,al se todo subconlj'u'nto
den,se D C. X é a,perto em X

Dizemos q'u,e 'u'm, espaço X é extrema,me'r\te di,sco'rtezo se a
a,derênci,a, de todo aberto em X a,inda, for um aberto em X
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Vamos caracterizar os espaços maximais em termos das álgebras
de Boole dos abertos fechados destes espaços. Observamos que
se um espaço X for resolúvel, então tomando uma resolução
deste espaço, -Do, .Z)l, podemos refinar a topologia de X, decla-
rando cada um dos elementos -Do, .Dt abertos nesta nova, topolo-
gia. Assim fica evidente que todo espaço maximal é um espaço
irresolúvel.

Proposição 2.1.8 S'Üa X = (w, r) urn espaço. São aguava/en
tes as segui'ates a.armações:

(1) o espaço X é maximall
(2) a sub-atgebra 'D0(.X) C p(co) é mazãmat sem átomos.

Prova.(1)::::> (2) Suponhamos que .4,.B C p(w) são tais que
.,4 n .B = 0 e ..4 U -B = w e IDo(X) U {..4, .nll = ]. é um- sub-
álgebra de Boole sem átomos. Seja cr = rJ a topologia que reúna
r. Como X é maximal, e a não tem pontos isolados, temos que
'' = ,, «ssim J, = Do(X).

(2) ::::+ (1) Suponhamos que uma topologia regular a retina
a topologia r, seja y = (w, cr) o espaço regular obtido. Como
Do(X) C Do(y) implica que Do(X) = Do(y) segue que c, = r
n

Proposição 2.1.9 Se X = (w,r) é um espaço maa;anal então
todo s'ubcon,:junto fecha,do den,se e'm, si, 'rales'm,o F é també'm, aber-

Prova. Suponhamos que .F é um subconjunto fechado denso em
si mesmo, e que existe um ponto z c -/?nczx(x\-F). Então, seja
y = (w, cr) o espaço cuja topologia tem por subbase a família
Z)o(X) U {-F, X \ -/?}. Como a topologia de y retina a topologia
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de X, se supormos que X é um espaço maximal, então existe
um ponto isolado a C y. Este ponto está necessariamente em
czx(x \ .F) n -/?. Seja W C X um aberto-fechado de X tal que
{a} = W íl .F. Assim a é um ponto isolado de .F C X. Absurdo.
H

Proposição 2.1.10 S'©a X = (w,l-) um espaço suZ,magana/.
São aqui'Date'rttes as seg'u't'ates a,$r'rna,ções:

(1) o «P«ÇO X é ««i«-l
l2) P«« todo u € X e t.do p« de s«bconj'«'«tos abe«t«

..l,.a c x t«i; g«. ..4 n B = 0 . i- u -a \ {«} «« a.z«
é fecha,do.

Prova. Suponhamos que existam z € X e um par de subcon-
juntos abertos não fechados ..4,-B C X tais que ,4 fl -B = Ü e
.4 U .B = .X \ {z}. Então seja, .4 U {z} = }' e definimos a, sub-

álgebra IZ)o(X) U {y.X \ rll, que não tem átomos. Assim a
negação de (2) imp[ica a negação de (1). []

Definição 2.1.11 Sqa .4 C p(w) uma áZgeZ,ra sem álamos.Z)ázemos
gue uma sub-á/geóra 6 C .4 é uma r-base de .4 se para todo eZe-
memfo mão ua,záo r C .Á existe T C B \ {14} taZ qzze T C y
Sda

«-(J.) = minljZ51 : B é «--b«e de J.}
Selva, o pequeno cardinat,
«. = mi«{«-(X) : X é «m «p«ç. m«ã««Z },

.«d. «(x) («,x) : « c x}

Proposição 2.1.12 S'ela .4 uma á/geZ)ra de .BooZe maa;àma/ de
n-carácter máhímo. -Então m = n-(.,4) .
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Prova. Pela definição destes números cardinais, usando os fa-
tos estabelecidos acima na proposição 2.1.8, e observando que a
noção de n--base tanto para os espaços topológicos, como para
as álgebras de Boole são equivalentes, segue o fato enunciado.
n

Proposição 2.1.13 {rr .$ m

Prova. Por absurdo, suponhamos que m < {rr. Seja X = (w, r)
um espaço maximal com n-base de abertos-fechados ,6 C Z)o(X)
tal que IBI = m < {rr

Como o espaço X é enumerável, existe J. C Do(X) tal que
para cada z C X a família .4(z) = {.A C Á : z C ..4} C J.
satisfaz:

n.'l(«) - {«} . IÁ(«)l = «,.
Seja o- C r a topologia que tem por base de abertos-fechados

a álgebra de Boole finitamente gerada por P = 6U .4. O espaço
y = (w, a) é resolúvel, porque tem peso «"(y) $ 1PI = m < árr
Por outro lado, se Z,) C y é denso ein y e {mfr(.D) = Ü então
pala um aberto-fechado não vazio ]'V C X temos que ]r C P
ta[ que Ç] # y C W e V n -D :# Ü. Assim -D é denso em X e
portanto tem interior não vazio em X. Mas então {mtr(-D) # Ü.
Absurdo []

Lema 2.1.14 Todo espaço regular, enumeráue/, denso em sã
«.«mo, X ,"), g«.tenra-p«o«w(X) é««. «-
paço resolúvel.

Prova. Como na demonstra,ção da proposição 2.1.13, podemos
escolher uma família enumerável, .4 C Do(X) , qxte separa pontos
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de X, e que contém uma pi-base de X, e cuja álgebra de Boole
finitamente gerada por esta família, l.ÁI, é base de uma topologia
c' C r, que faz de y = (w, a), uma cópia do espaço dos números
racionais (Q. Logo y é resolúvel. Então, como no argumento
fina[ da proposição acima, X é um espaço reso]úve]. []

Construção 2.1.15 Mamas construir uma cadeia crescente de
topos,ogiüs regulares < 'r. \ a C T >, on,de F é 'um ordivtal li-

mpe, de 'm,odo que se H é sma topos,ogi,a reg'alar, q'üe satisfaz:
U... ,.. C p, emfâo o espaço («,,p) fem &« ponto isolado.

.Pagamos Xo = (w, zo) uma copia do espaço dos m inatos racl-
om,ais, e 23o C 'Do(Xo) uma base evtu,meráuel de Xo. Suponhamos
X.. p«« tod.os a ç: li jú fo«« de$'«idos, o«de P é «-m
ordin,at ti'm,'ite, e q' e t3 C Ta é wma, pi-base de ca,da, ' Tn, destes

es'pa,Ços, X... Seljcl e'r\tão ÇI,i,Tpl espaço reg'fitar, c'filia
fopoZogá" *.m p« Z,«' d. «b«to. « /amai« U{Do(X.) : a C P}
Há dua,s possibilita,des:

.ge W C .JQ é um átomo, sÜa I' = #, e terminamos.
Se W C XP é u,m, abeto-fechcLdo in$nito, existe cl C l3 e

C4 :# }' C D.(X«) t«/ g«. r C W, po«f-fo .«ã.fe B C Zio t«/ g«.
.B C y C W', o que mos mostra que ,6o é pã-bczse de XP.

Va'm,os s'apor q' e Xa está de$ni,do, scLtisj:a,z todas as conde,ções
pedidas, n,ão te'm, po'n,tos i,somados. Podem,os tomar wm, s'ubcon,-

.j-fo «Ó.«f. mão .&.A«do ..'{ C X., f«/ q«. X. \ ./x.(..4) #: Ü.
Selva então, a topotogàa v~-vl, cu.ja base de abertos é Q álgebra.

./i«àf«.'"*. g««d« po, Do(X«) U {-Á, X \ .A}. -Então X....:
l.u,v«+-t'l é u,m espaço regular, sem pontos 'isolados, e que tem
BO por 'p'i-base. Portanto n,ão é um es'paço 'max\mal, pel,o l,ema,

Assim a, 'ind'u,ção trcLns$n'i,ta, terra'l'na qua'rido para, 'ü'm, ordena,l
li'm'ite F o esta.ço X.t, tem u'rn ponto iso\ado.

2.]
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O exemplo acima serve para mostrar que a construção de es-
paços maximais depende de alguma condição forte, como iniciar
o procedimento com um espaço irresolúvel, e ainda essegurar
que nos passos limites não ocorram pontos isolados. O fato logo
abaixo enunciado, é bem conhecido, mas o procedimento usado
na demonstração, não é comum, pois em geral,as construções de
exel-nplos de espaços maximais, são feitas por indução transfini-
ta. Daí, o nosso interesse.

Fato 2.1.16 .Ezdstem espaços regulares emumeráue s densos em
s'L mesmos q'üe sao espaços man't'm,a'ls.

Prova. Seja .Á/g(w) a família de todas as sub-álgebras de p(w)
ordenadas pela inclusão, que satisfazem as seguintes condições:
VA € ,4Zg(«,) temos

(1)g # V C ]. implica ll'l = u.
(2)vm c .«, nlT' c Á : n c }'} = {m}
Se Z) C .4Zg(w) é uma subfamília não vazia totalmente or-

denada pela inclusão, então a sub-álgebra UZ) ainda satisfaz
(1) e (2), portanto .Á/g(w) é ordenada indutiva. Pelo lema de

Kuratowski-Zorn existem .4 C .4/g(w) que são maximais. Seja

X = (w,7H) o espaço cuja topologia tem por base de abertos
uma á[gebra maxima] ].. Por (1) X é denso em si mesmo, e por
(2) X é um espaço regulam. Da proposição 2.1.8, X é um espaço
maxima[. []

A pedido da banca examinadora dessa tese, vamos
acrescentar uma demonstração do fato acima por in-
dução transfinita.

Vamos construir uma cadeia crescente de topologias regulares
< Ta : a € 1' >, onde I' é um ordinal limite, de l-nodo que se
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/z é uma topologia regular, que satisfaz: U.eFTa C p, então o
espaço (w, /z) é maximal.

Fixamos um espaço hereditariamente irresolúvel Xo = (w, zo)
e ,8o C 'Z)o(Xo) uma base desse espaço Xo. Ainda pedimos que
todo subconjunto desse espaço cujo interior é o vazio
tenha um ponto isolado.

Suponhamos X.. = (w, Ta) para todos « C # já foram defini-
dos, onde # é um ordinal limite, e que ,80 C Ta é uma pi-base
de cada um destes espaços, X.. Seja então (w,rP) = XP o es-
paço regular, cuja topologia tem por base de abertos a família
U{D.(X«) : a C P}

Se W' C .)Q é um aberto-fechado (infinito), existe cv € /3 e
ç] :# y € Do(X. tal que r C W, portanto, existe .B C ,Bo tal
que -B C r C W, o que nos mostra que Zio é pi-base de XP.

Vamos supor que X. está definido, satisfaz todas as condições
pedidas, não tem pontos isolados.

Tomamos um subconjunto aberto regular não fechado ,4 C

Seja então, a topologia ra+l, cuja base de abertos é a álgebra
finitamente gerada por Do(X..) U {.4,X \ .4}. Então X«+i =

(w,ra+l) é um espaço regular, sem pontos isolados, e que tem
Zio por pi-base.

Assim a indução transfinita, para um ordinal limite I' estabe-
lece o espaço Xr, denso em si mesmo, de modo que todo aberto
regular desse espaço é um aberto-fechado, e todo subconjunto
cujo interior é o vazio, tem pontos isolados. Logo Do(Xr) é
maxima[. []

Xa

Definição 2.1.17 À = mámlK $ c
denso enumeráueZ ãrreso/úue/}

].,4 C {0, 11" suZ,espaço
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Teorema 2.1.18 ãrr < À

Prova. Pela definição de À seja ,4 C {0, 11À um subespaço denso
enumerável e irresolúvel. Pela definição de árr temos que árr $
«,(..4)

Uma questão natural, que é oportuno colocar aqui, é a se-
guinte: árr = À? Para respor)dê-la é necessário saber fazer a
imersão densa de um espaço regular e enumerável no cubo de
Clantor de peso ãrr. Não teremos uma resposta a esta questão.
Vamos obter mais adiante algumas condições, que nos permi-
tirá mostrar a grande dificuldade que envolve responder a esta
pergunta.

2.2 0 n--carácter

Fato 2.2.1 (Eng, capa) ,S'da (X,7-) um esp.zço de TycAon(d
Denotamos o campa,cti$ca,do de Cech-Stone deste espaço por j3X
co'm,o é 'usu,al,. Temos:

r.Z2 d{«.(X) = 0 <::::> dÍm(#X) = 0.

Pode«os, co"'"' "«seq«ê«ci,« d. (1), c.«,sàd« ISX como o
comi' nto de todos os bILros max'i'm,ais T) ç: 'DQÇX), com a, topo-
logia culta, a base de abertos-fechados é da,da, Teta famtaia, \W*
W C Do(X)}, ond., po« de#mição, W'* C PX : W € p}, .
«.{«., '/PX(W)

Vamos fixar um espaço regular enumerável denso eln si mes-
mo(X, r) de peso «,(X) = Nt e com pi-carácter local «-X(z,X) =
Ni para cada ponto z C X. Uma questão que nos propusemos
responder é: vale que a-X(p,/3X) = Ni para todos os pontos de
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p C pX? Outra destas questões é estabelecer um exemplo de
tais espaços X que não é subespaço denso do cubo de Cantor
2N:

Proposição 2.2.2 Para lodo p C #.X temos
«-X(P,#X) $ Ni.

Prova. Fixemos uma base de abertos-fechados Zi C Do(X) com
cardinalidade l,61 = Ni. Dado um ponto p C PX e um elemento
V deste filtro maximal p existe um elemento .B C ,6 tal que
.B C y porque B é base de X. Assim c/PX(B) C c/PX(r),
portanto, {cZPX(y) : r C 25} é uma pi-base de PX. []

Lema 2.2.3 ,S'da .4 C Z)o(X) \l14} uma swb/amz2ãa enumzeráueZ.
.Ezàstem aZ,ermos-./êcA.zelos Uo, H e7« X tais que Uo n K = g e
Uo U U = X e para todo T C .4 u«/e T n vo # ü # T nH
Prova. Por indução finita, vamos construir uma família celular
de abertos-fechados D, que recobre o espaço X, tal que:

(1) Se D é finita, então D = {Uo,UI,...,Z.G} é tal que os

abertos-fechados VO = U.Í<. Zl& e 'K = Un satisfazem, para todo
T C .4. vale que T n vo # 0 # T n vi, ou

(2) se D é infinita, então 'Z) = {Un
" C «,, -le que (vr € .4)(T Z U.f.:. Q)

Neste caso (2), dado 7' € Z) o conjunto JV(T) = {m C w

un nT # ü} é infinito. Assim podemos escolher um subconjunto
/ = {mr,mr : T C .4} C w cujos elementos são dois a dois

distintos, e tais que Un, n T # Ü # Z.,r«, íl T. Para tanto, é
suficiente enumerar .4, na forma,(Á, <) e(u, C), e por indução
finita, escolher J. Agora definimos os abertos-fechados:

yo= Ur..4G,,e

m C u},e para todo
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% : 7' C ,4})
e então, por (2), para todo T C J. vale que:
Mo n r # çõ # r n Ur..4 Um, ' Ur:.,t Z:4,:. C 'U.
Seja (X, <) uma enumeração do conjunto X, na forma de um

conjunto bem ordenado do tipo de (w, C).
Por indução em (X, <) vamos escolher uma família de sub-

conjtmtos abertos-fechados D = {Un : m C w}, usando a hipótese
de que l.41 = w e rX(z,X) > w tais que:

(3) zo (X) C Uo e vr c i.,r ( uo
(4) z«+l = «.{m..(X \ U.jf;. q) C Un+l C X \ U.j.. q e vr c

.4, r \ Uj.«. Q z un+l.
Se, {Q : .j $ m}, é t*l q«e:

U.f.$. Uj = W e X \ W,
satisfazem as condições pedidas, então terminamos, nossa in
dução neste passo rz. Vamos supor que não podemos obter as
condições pedidas, num número finito de passos indxttivos. As-
sim, a família obtida 'Z) = {Un : m C w} é celular, e dado z C X
existe m C u tal blue z. $ z < z«+i, e então por (4) temos que

z C Uj$« UI'. L'go D = {Un : m € w}, satisfaz (1) e (2). U

Proposição 2.2.4 Para todo p C /3X temos
«'x (p,PX)

Prova. Por absurdo, suponhamos que p C #X, é um ponto
cujo pi-carácter é enumerável. Seja .4 uma família de abertos-
fechados não vazios, em X ,ta] clue (VW C p)(]T C ].) tal que
T C W. Em outros termos, .4* = {T* : T C .4}, é pi-base local

deste ponto p de /3X. Do lema 2.2.3 podemos tomar um par de
abertos-fechados, não vazios, Uo, ç/l C X tais que:

uonK =üeVoUVt=X
(vr € .4) (T e Uo) e (T e VI).
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Portanto, Vo C p ou h C p, mas não existe T* C .4* que
esteja contido em %*, { = 0, 1. Contradição. []

Definição 2.2.5 S'dcz Á C p(u) uma sub-áZgeZ)ra. -Dizemos gue
T C w é fransuersa/ â áZgebra .4 se para todo y C .H. \ {çÕ} ua/e
}'' n r # ü :# 'r \ T

Em outros termos lpodemos d'izer que T cinde todos os ele-
mentos de .4 gue não seja o vazão.

Acabamos de ver que se rX(z, X) = Ni,Vz C X, e se IZI = w
então existem elementos T C Do(X) transversais à Á.

Proposição 2.2.6 Fizemos um espaço rega/ar e emumeráue/ X ::
(«,,,-) «m p«. «,(X) . pã-««á.fe, /o«Z «X(«,X)
parca lodo z C X, e uma swZ)-áZgebra ertumeráue/ .4 C Do(X),
que se'para .po'r\tos de u. Seja, Y (u,TÀà. São aqui'uateTttes as
seg'«i«,tes a$r««,«ções:

rIJa«do ü # W € Do(X) ta/ que ánf.4(W) = Ç) e«{sfe r c
Do(X) Iramsuersa/ â ]. e r C .4 faZ que 7' í) V' = W,

l2) '« : j3X eüa, onde T é Q únic., este«»são
covttívtua da, i,de'n,ti,da,de de X sobre Y

Prova.(1)-::> (2). Dado um aberto Á C /3X e um ponto p C ..4.
podemos tomar um aberto-fechado W' C p tal que ámt.4(W) = Ü,
e p C W* C .A. Por hipótese existe T C Do(X) transversal à J.
e }' C Á t,l q«e T n }' = W, e assim, P n z)o(y) = «-(p) é tal
flllÍI

«-(p) € «-1w*l = «lr* n }'*l zp*(}') c «-l.41.
Logo a função n- é aberta,.

(2):::> (1). Dado um aberto-fechado não vazio W C X tal
que, qualquer que seja y C .4, y Z W,', no aberto-fechado /3X \
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z-i(rlW*l), podemos tomar um aberto-fechado G C X, tal que
paratodoçl # }'' C.Á,y C X\r(rlW*l valeynG# çl#
y \ G. Seja T = W U G, o transversa] procurado. []

A função a que estamos tomando acima, "a única, extensão
contínua da identidade", pode ser definida em termos da in-
clusão das respectivas álgebras de Boole. Sejam .Á, B com .4 C 23
duas álgebras de Boole que separam pontos de w. Para cada fil-
tro maximal p C Zi definimos o único filtro maximal n-(p) =
]. np. Sejam ?7.4X e 77By, as respectivas extensões dos espaços
X, y cujas álgebras acima são suas respectivas bases de abertos.
Então a função a- é a única extensão contínua da identidade.

Nota 2.2.7 .Nas comdáçães acama, vamos supor gue W' € ,6\J..
. q«. « /UnÇãO T á «Z,«t«, 6 (X) . .4 Do(y). -Então
lemos y C .4 e Wo C ,B faás gue;

}'' uwo =w .}' nwo =0 ámtv(wo)=g.

Com efeito, usando a hipótese que a- é aberta, temos o aberto-
fechado de /3X dado por G* = n--i(a-lW*l) \ W'*, e o aberto-
fechado, w* n n (nlG*l) = Wo* é subconjunto de W*, Temos
P C(W'\tVo)* <::::> «-(P)) C(W\Wo)* <::::> W'\Wo € .4.

Sej, }'' = W' \ Wo = {ntV(W). []

2.2.8 Seja X um swbespaço denso e emumeráueZ do cubo 2n:, e
Q C X 'um a,perto-fechado não uaz'to do espaço X. Para cada
p c F'm(N:,2) .q« y(p) c X : «fd.m(p)
« C Q .«ã;f. P« C F'm(a:,2) f«/ g«. « C }'''(P.) C Q. C'omo
X é enu'm,eráuet, e domÇp.Õ é anito, cada aberto-fecha,do de X
depende de no máximo uma, q%ü'ntida,de en'umeráuel de ndices,
ou coordenadas, a € Ni
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Seja B C 'Do(.XI) uma s'ub-álgebra enumera'uet,e então, pa-
ra cada $ # T C t3 e cada, a, € T, escolhem,os p.ÇT) tat que
}'(P«(r)) c r, . f.mo' . «''/-'. '-««á«Z d« úd'"'
/B (uldom(P.(T)) : « c r})
dos quais B depende.

Um aZ)arfa:/ecÀado Z)ásico W(g) C X, é framsuersaZ â B, se e
«m.«[. « .zo«.(g) n /B .4«ã«. *'mo. q« « «{,á«A-ç"
bás cas W(q) em X sâo do tipo.
}''(Po)n\''(P:) o«d.Po do«.(g)n/a) .P: dom(g)vB).

Oeste, últi'm,a, observa,ção, se Y é o empa,ço reg'u\ar (su'pomos
qve t3 separa, po'ritos de X ), de s'uporte X e topos,ogia c'ü:iü base
de abertos é 13, a função T de piX sobre j3Y, é aberta, pel.a

proposição 2.2.6.

Exemplo 2.2.9 -/?ãzemos, wm espaço regra/ar' e enumeráueZ X
(«,,,) «m p«. ««(X) . pã-«,á.f« Z..«/ «X(«,X)
para lodo z C X, e umza suó-á/gebrcz enumeráue/ .4 C Z)o(X),
que se'para, po'ritos de X. Beija, Y (u,'rA3. SuponhaTn,os q'u,e

Q função 'n l jiX é abertct, ovtde 'K é ü ún,i,ca, exten,são

cona'ín,'u,a, da ide'n,ti,ande de X sot)re Y. Como Y é uma, cópia
do es'pa,ço dos números ra.c'to'na'ts, Sxa'mos 'u'rn par de a,bertos-

fechados não ua,z'tos e compl,ementares A,B C Y em Y e um par
F,G onde F é uma, có'pia fecha,da de Y com interior
vazio e'rn Y De$nimos n'rncl Junção comi'ínua, e biljetora
A : y ---+ y, fa/ que hl,41 = .F e Al-nl = G,
onde 'para, obtê-ta, é s'u$cie'nte tomar h de modo que suü restrição
a, A e a B seljcLm homeomor$smos. Beija, p . PX
ente'nsão contín,u,a, de h o id. Esta, fu,'n,ção 'não é aberta,. Asse'm, a,
co«,lição (1) d« p«posição «à«« f.«tt«« e-t««e«-te 'p«« A = W
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que podemos s'upor satisfazer as co'adições pedidas no e'n,unciado
da 'm,esvna.

Com este exemplo fica claro, que para fazer imersões densas
nos cubos de Cantor, iremos precisar de hipóteses bem fortes
para os nossos espaços Vamos obter sucesso no caso dos grupos
booleanos enumeráveis, com uma topologia bem específica. Pala
complementar esta,s observações o próximo teorema mostra-nos
que topologias extremas são decisiva,s para que a questão1.1.3,
tenha alguma resposta.

Teorema 2.2.10 r .ZF'C' .+ C# J .Zlzãsfem espaços regulares emu-

«..,á«.{. X «m p«. ««(X) e pá-««á.t« Zoc«'
n-X(z, X) = Ni parca todo z € X, gue mão podem ser densamente
ãmersúeãs mo cuZ)o de (7amfor {0, 11n:

Prova. Em IASTTWI na proposição 2.1 os autores mostram
que uin espaço maximal não pode ser subespaço denso de um
produto de espaços metrizáveis, e o cubo de Cantor é um des-
tes produtos. Assim é suficiente mostrar que existe um espaço
maximal X = (w,r) uniforme em pi-carácter local. Usando a
proposição 2.1.16, seja y um espaço maximal, e definimos o sub-
co«j-to /' = {y C )'' : «-X(3/,y) = «,} C }'' Se {mtr(/') # çl
então como subespaço de y o espaço -F contém ui-n subconjunto
aberto-fechado que é um espaço resolúvel,temos uma contra-
dição com o fato de que espaços maximais são espaços submaxi-
mais e então são também espaços superirresolúveis.Logo existe
um aberto-fechado Ü # X C y \ -F, e assim este espaço satisfaz:
n-X(z,X) = Ni para todo z € X. []
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2.3 P,drz'

Vamos estabelecer o fato p $ ãrr onde relembramos a definição
do pequeno cardinalp.

Deânição 2.3.1 Uma /amz#ãcz Á C p(w) tem a propriedade da
forte in,terseção $n'ita,, e abreui,a,'m,os por A te'm, p.f.i.f, se toda,

subia.maia $n'tta vtão vazia, Aü C A tem i'rtterseção 'tn$nita,,isto
é, l n Áol = w. .Dizemos gue urn suZ)conjunto ãn#mãfo .B C w é
u"'*.« pse«-do-i«.terseção i«-brita d- fa«tüi.« A se p«.« todo V C A
lemos gue -/3 está quase todo contado em y,isto é; l.e \ V'l < o,
e também usamos a notação BC'*V. De$n,amos

p = mámll.41 : .4 fem p./.{./ e não ezásfe pseudo-inferseçâo
ín#máfa de .A}

Relembramos que um espaço de HausdorR X é um espaço de
Fréchet se vale que:

(VG C X)(Va C cZx(G)), existe uma sequência
< z. : m € w > de pontos de (;, que converge para o ponto

a, escrevemos r. ou lim z. :: a.

Fato 2.3.2 Todo espaço de .#ausdorX X = (w, r) defeso w(X) <
p, é um esta,ço de Fréchet.

Para ver que vale o fato acima, notamos que todo ponto z tem
um sistema, fundamental P de vizinhanças abertas com p./.á.p
( se não for um ponto isolado) cuja cardinalidade é menor que
p. Se G' C X e « C 'Zx(G') e«tão {G n }' : }'' C y} tem
p./.{./, e cardinalidade menor que p. Uma pseudo-interseção
.B = {z. : m C w} desta família, é uma sequência que converge
para o ponto z.
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Fato 2.3.3 S'e X = (w,r) é um espaço de PrécÀet, então o
esta,ço X é resolúvel.

Prova. Primeiro vamos descrever o espaço X, como uma reunião
de fechados com interior vazio em .X, e com esta finalidade, defi-
nimos o conjunto enumerável seq, que irá indexar as sequências
de X. Enumerámos X = {z. : m C u}

Se -F C X, é um dos fechados que obtivemos, e na ordem que
vamos definir, z € -F, é o primeiro ponto a ser considerado na
indução, então acrescentamos uma sequência, {a(m) : n C u} tal
que lim a. = z e (Vm C «,)(a. C X \ F').

Seja seg o conjunto das sequências finitas de números natu-
rais, onde a, sequência vazia <>C seg e se s::< mo,mi, ..., nk >C
seg então para todo m C u definimos s#m =< mo,mi, ..., mÊ, m >C
seg, e ainda tomamos como comprimento destas sequêcias Z(<>
) = 0 e Z(< mo,nl,...,mk >) = k+ 1. Definimos uma ordem $
em seg, tal que:
[ < ; se e some«te se: Z(t) < Z(;) o« Z(f) = /(.) m;s e«tão
existe 0 $ .j $ /(s) -- l tal que f(.j) < s(J), usando a notação
; ,.(1), ...,;(/(;)) >

Por indução no comprimento destas sequências, definimos
uma sequência crescente de subconjuntos fechados < Fn : m C
w > em X, todos com interior vazio em X, tais quem

(1) Fo {«.::::»} e «..:»

(2) Fn+l \ Fn = {z, : s C seq,Z(s) = m + 1} para cada m C c«,
é discreto ein X

(3) z« «o = zk onde A = minam C u
x\ {«, : t < .}).

Assim , U.:.Pn = X e definimos os subconjuntos .DO
{«..:»}U{«,: ;(n)(«od2),1$ m $Z(;) -l} e -O:
;(n) = n + l(moda), 1 .$ m $ /(.) 1}, é «ma resol«ção de X

zs, e zsl.0 z. C
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Teorema 2.3.4 p .$ {rr

Prova. Com efeito, se supormos que rr < p então não existe
espaço X de peso {rr que seja irreso]úve]. Absurdo. []

Para finalizar esta seção vamos relembrar que os espaços ma-
ximais são também sub-maximais, e estes por sua vez são here.
ditariamente irresolúveis.

Fato 2.3.5 .gela X um espaço sub-mazàma/. ,ge .F C X é um

subconjunto cu,:lo o interi,or em X é o nazi,o, e'n,tão F é 'u'm, sul-
co'«j«,«to disc«to de X

Prova. Como X \ -F = G é um subconjunto denso em X e X é
um espaço sub-maximal, então G é um subconjunto aberto de
X. Agora, se o fechado ./? tem um ponto de acumulação z C X
então G U {z} é um subconjunto denso de X, que não é aberto,
porque X\ (GU {z}) = -F\ {z} não é fechado. Contradição. []

Fato 2.3.6 S'e7a X um espaço sub-marãrrza/. ,9e todo .F C X
subconlj'unto fechado em X, denso em s'l lrlesmo, é aberto em X,
então X é um espa,ço 'm,a=imül,.

Prova. Por hipótese, a álgebra dos fechados regulares de X,
coincide cole a álgebra dos abertos-fechados de X, e também
coincide com a álgebra dos abertos regulares de X. Assim Z)o(X)
é maximal, portanto X é maximal. Também X é extremamente
disconexo. []



Capítulo 3

Caracterização do cardinal i

Este capítulo é dedicado a responder as questões 1.1.1 e 1.1.2.
Também estabelecemos uma condição suficiente para imergir
um espaço regular num cubo de Cantor. E a resposta "melhor
possível". O que veremos é que a questão 1.1.3, está definitiva-
mente emanada aos grupos booleanos com uma, topologia que
é um subconjunto da topologia de Bohr. E uma consequência
do teorema 3.4.11

3.1 0 cardinal ã

Vamos definir este pequeno número cardinal, que está associado
às famílias independentes do conjunto das partes do conjunto
dos números naturais, e estas famílias, por sua vez, caracterizam
as topologias dos subespaços densos e enumeráveis dos cubos de
Cantor

DeÊnição 3.1.1 (Kun,pag 257) J. C p(w) é uma /amzaía àn-
deT)e' de'n,te se e some'nte se pa,ra, todo m,,wl G u e pctra. toda, sub-

fawLüi,a $'feita de eteme'n,tos doi,s a dois distiTLtos aü, ... , CL., bo. ... , b.
d. .A z.mo. 1". n .. n«« n(«, \z,o) n .. n(«, \b«)l

29
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Manos supor sempre gue l.41 > w e dizemos qwe .4 á uma
/amzaã« ánd.p.«d.«f. «.«im«/ « p«« tod. « C p(«,) \ .4, .4U {«}
n,ã,o é u,'m,a, famaia independente.

Sempre que for conveniente, vamos usar a abreviação
para indicar que é uma família independente. E o caso abaixo,
para que a definição não fique quebrada em duas linhasl

"f.i."

Definição 3.1.2 Manos de#nár o pequeno n2ímero cardárzaZ,

á = minÍI.ÁI : ]. C p(«,) é «m« '7i. " m-{«.«/ }

Queremos estabelecer o seguinte fato, á = À. Este cardinal
foi definido em 2.1.17. Para este fim, que é a caracterização
topológica do caidinal {, precisamos mostrar os dois lemas que
seguem. O primeiro destes lemas estabelece a função, cuja ima-
gem é um subespaço denso num cubo de Cantor, e usaremos
a notação introduzida neste lema, para esta fullção, em todo o
nosso trabalho. O segundo lema é uma forma de recíproca do
primeiro.

Lema 3.1.3 Sda A um.z/amz#ãa independente de p(w) e @.4umza

/unção de u em {0, 11''{ de$máda por;
Vz C w , V}''C.4 ,
Ú.,{(z)(r) = 0 se z C y ou
@.,t(:«)('r) = 1 .. z C «, \ }''
.Então o suZ)espaço #'.4lwl = .4 é um subespaço denso do cubo

de C'actor {0, 1J'4 de peso l.4

Prova. Para cada função parcial finita,
p C /'m(Á, 2) \ {çÕ},definimos
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}'(p) }' c d.m(p) : p(}') (n{«, \ }'
do«. (P)) IP ( }'')

Pela definição de família independente:
y(p)l = w, assim podemos escolher um ponto z C }'(p), e

pela definição da função Ó.,i temos que:
@.,{(:«)(y) = p(}''), p»r* t'do y C do«.(p).
Denotamos por:

{W(P) : P C -Fm(]., 2) \ {ÇÓl},
a subbase canónica da topologia do cubo de Clantor, onde os

subconjuntos abertos-fechados são dados por:
W(p) = {' C 2''t : s l .Zo«(p) = p}. Então @.4lT''(p)l

,4 n w(p) . n

P(}'') (}'' c

Seja, .A um subespaço denso enumerável do cubo de Can-
tor, {0, 1J' para um cardinal infinito K $ c. Vamos supor que
.A = (u, l-) ,e denotamos os abertos-fechados da subbase canónica
deste cubo por W(a,{) = {s C 2" :s(w) = {},para todo a C /ç e

ã C 2. Definimos a correspondente família de subconjuntos de w
p'r: J. - {.4 n W(a,0): a < «} C p(«,).

Lema 3.1.4 .Nas condições acimcz, emfão
(1) A é 'uma, fava\tüã,a, i'ndependente.
l2) .A é «m« f.miai« ã«-d.p.«de«.t. m«im-t se e som.«t. se

,4 é um subespaço ãrresoZúueZ.

Prova. (1).Dados m,m C w e B = {UI,...,Un,h,...,14,} um
conjunto de elementos dois a dois distintos de .4, escolhemos
p C F'n(Á, 2) = -Fm(K, 2) de i-nodo que:

(a) d.«.(p)
(b) p(Q) = 0 e p(UÀ) = 1 p-«a .j - l,...,m e A = 1,
Uma vez que .4 é denso em {0, 11" temos

)
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w'(P) n.AI(p) n..4 .. nuns(«,\l'i) n...n(«,\%«)
o que mostra a veracidade de (1).
Para provar (2) suponha que existem dois subconjuntos den-

sos .Do, -Dt no espaço .4 tais que .Do U .Z)i :: ..4. e .Do n -Di = ü

Então Do g] .Á e assim ]. U {-Z)o} = B seria uma família inde-
pendente.

Vamos supor agora que X C w(= .Á), X g À e J. U {X} é
uma família independente. Então para todo p C -Fm(.4, 2) \ {ü}
temos que:

w(p) n x # g # w(p) n (.A \ x).
Assim mostramos que o espaço .A será resolúvel se e somente

se a famí]ia independente .,4. não for maxima]. []

Teorema 3.1 .5 { :: À

Prova. Primeiro vamos mostrar que { < À .Escolhemos um su-

bespaço denso, enumerável e irresolúvel H- C {0, 11À no cubo de
Cantor de peso À. Do lema 3.1.4 , temos a família independente
maximal J. = {w'(a, o) n ..4 : cv < .X} de cardinalidade l..'il = À ,

portanto { < À

Agora vamos provar que À $ {. Seja Á = {y(cv) : a C
á} C p(w) uma fai-nília independente maximal de cardinalidade
ã. Vamos supor que 'l # /3 ::::> y(a) # }'(/i) para todo c-,/3 C {.

Do lema 3.1.3, seja .Á = @.,{lul um subespaço denso e enu-
merável do cubo de Cantor 2'4. Precisamos mostrar que ..4 é um
espaço irresolúvel. Por absurdo, suponha que .Do, -Dt são dois
subconjuntos densos e disjuntor do espaço .A ,e que satisfazem
DoU.Ot = ..'{. Então Vp C F'm(ã, 2) , w(p)n-oo # ü # w(P)n.oi
e assai-n temos que .Á C .4 U {Ú.,4 } = 23 e para todo
PC -Fn(ã,2)eT'(p) {r(a) cJ.:P(.«) n(O{«,\r(a)
p(a) = 1}) o«de a C dom(p) temos }'(P) n @.,i



CAPiTUL03. CARACTERIZAÇÃO DO CARDiNALr 33

}'(P) n (w \ @.4':(Do)). Assim mostramos que B é uma família
independente de p(u). Contradição, uma vez que .4 é maximal.
Logo ,4 é um subespaço denso, enumerável e irresolúvel do cubo
{0, 11i. Assim À $ á. []

A proposição que vem a seguir, é um fato que complementa
as nossas observações a respeito das imersões densas nos cubos
de Cantor. Ela está diretamente ligada à proposição 2.2.6.

Proposição 3.1.6 Fyzamos um espaço regra/ar e enumeráueZ X ::
(«,, ,'-) «« P«. ««(X) . Pi-.-á.t« /o«/ «'X(«, X)
ra lodo z C X. Para cada suó-áZgeZ)ra emwmeráueZ .4 C Do(X),
g«. ..p«" p.mf« d. «,, de«of«... p« yH o «e.-
po'n,dente esT)aço regntar. Se T l ISX ----} j3Y.A é aberta,então XI
é densamente ãmersz'ueZ em 2K:

Prova. Enumerainos a família de todos os pares (z, .F), formados
por um ponto z e um fechado ./? de X, ao qual o ponto não
pertence, na forma {a : f C c}, onde .R = (zt,Fí).Seja 23 =
{Wp : /3 C Ni} uma base de abertos-fechados do espaço X

Por indução transfinita, vamos construir uma sequência trans-
finita de sub-álgebras enumeráveis {.4« : a < Ni},tal que:

(1)Áo C Do(X), separa pontos de X
(2).'t.+: «}l, com {mtyÁ.(Ta--:)
(3) Se I' é ordinal limite, então Ar = U{.Á.. : a C I'}.
(4).4 = U{J... : a C Ni}, é base de abertos de X
Suponhamos que .4. está escolhida. Seja f(cv) = minlf

.4. não separa -R}, e seja, /3(a) = minÍ# : WP separa a(a)}
Usando a proposição 2.2.6, seja .4.+i = 1.A. U {T, X \ Tll,onde
r c Do(X) é tr-verá-l à Á« e existe }' C Do(yJ.), tal q-
}' ÍI T = WP(«) \ {ntya(WP(..)), usando a nota 2.2.7. No caso em
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que I' C Ni é limite, tomamos U{.,4.. : a C I'}, completando a

indução. Seja .4 = U..K: Á.. a álgebra resultante.
Como fizemos a escolha, em cada passo da indução, .4.+i =

l.4. u {T,x \ rll, com este transversal T tal que L'' íl T :=
WP(a) \ ãmtX..(Wp(.)), a álgebra resultante, separa todos os pares
-R, que a subfamília {WP : /3 $ /3(a)} já separavam. Logo J.
separa todos os pares .f'í formados por um ponto z e um fechado
F' ao qual este ponto não pertence, isto é; .4 é base do espaço

Se 7: é uma "f.i." que gera .4.. então 'Za U {T} :: 'na+l é uma
"f.i." que gera .4.+l. Assim, a imersão de X por meio da "f.i"
'r = U{'La : a C Ni}, usando o lema 3.1.3, é uma cópia densa
em 2R: do espaço X. []

X

O teorema 3.1.5 é a caracterização topológica das famílias
independentes maximais. Como consequência desta caracteri-
zação, e das proposições 2.1.3 e 2.1.4, e do fato que todo aberto-
fechado básico ç] # W C 2" é uma cópia de 2", podemos afir-
mar que existem "f.i."maximais .,4 tais que, se y C .4 então
{7' n v : T c .4}, ainda é uma "f.i."maximal. Tal fato equivale
à proposição 2.1.3.

Vamos a seguir dar uma caracterização dos espaços regula-
res enumeráveis deílsos em si mesmos, densos no cubo de Can-
tor de peso c, e que sao espaços submaximais, nos termos das
"f.i."maximais. E uma forte aplicação do teores-na 3.1.5.

3.2 Espaços Submaximais

Em IASTTWI os autores l-mostram que no cubo de Tychonof
lO, lj', dentro de um modelo de ZFC mais BL ( Booth Lel-nma
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ou p = c ), existem subespaços densos enumeráveis submaxi-
mais.Também é bem conhecido IVaul que p $ { e que p < ã
é consistente. Malykhin IMajmostrou que num modelo de Bell-
Kunen o cubo de Cantor de peso wi contém um subespaço denso,
enumerável e irresolúvel. Assim pelo teorema 3.1.5 é verdade que
á :: col, dentro do modelo de Bell-Kunen. Mlostraremos que nes-
te modelo, onde o continuum c = N..,: , o cubo de Cantor de peso
c contém um subespaço denso enumerável submaximal. Assim a
existência de tais subespaços densos enumeráveis e sumaximais
no cubo 2' é independente de { := c ou p = c.

Seja .4 uma família independente de p(w). Nesta secção va-

mos supor sempre que X = (w, r) é um espaço topológico cuja
subbase é a famí]ia ]. U {u \ }'' : r C .4}, e .A = @.,{lwl é um

subespaço denso do cubo de Cantor {0, 1J4. Também fixamos
a notação .d. :: {Va : a C K}, onde supomos que l.H.l = K.

Recordamos que um espaço topológico (X,l-) é um espaço
submaximal se todo subconjunto denso .D C X é um subcon-
junto aberto de X

Para cada p C -/?m(K,2) denotamos por I''(p) ao sub-
co«junto (nÍya : P(a) = o})Í](n{«, \ ya : P(.«) = 1}). Em
particular se p = Ü, então vamos supor que y(p) = w.

Definição 3.2.1 -Dizemos que um subcozÜunto .D C co é denso

.«. J. .. IPnr(p) fodoP c -F«(«,2). -oí*m« g«. «.
subconjunto G C w é um aberto em J. se Vz C G, ]p C .Fn(K, 2)
[«/ q«. « C 'r(P) C G'

Proposição 3.2.2 Às segwántes czármações sâo eguáuaZentes
rO .D é denso em J.,
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00 .4(-0) {Va nD : .« C «} é «.« /amz#ã« ãnd.p.md.«f. d'

pÇO) (partes de D),
0i0 @.,{lPI é denso em ..4-.

Com efeito, suponhamos que -D C co é denso em .4. Para
p c -Fn(«,2) temos(n{.on%.:p(a) n(nlD\ya:P(a)
[}) = -o n }'(p), e este ú]timo é infinito. Mas, se ].(D) é uma
"f.i' ' então da igualdade acima segue a afirmação (i). Que (i) é
equivalente a (iii) são os lemas 3.1.3 e 3.1.4 e a definição de @.4.

Proposição 3.2.3 São equàua/entes as seguámfes a$rmações
11) G C .« é aberto e« A

(2) G é nbe«to .« X
r3y @.,llGI é aZ,arfa em .4.

Também, esta proposição é imediata

Vamos descrever a seguir uma família independente enumerável,
que será útil nas construções futuras de outras famílias indepen-
dentes, que faremos, para mostra,r que existem subespaços den-
sos enumeiáveis e submaximais no cubo de Cantor de peso c,
sob certas condições especiais,isto é, em algum modelo de ZFC.

Exemplo 3.2.4 -/?iremos o subespaço derzso e emumeráue/ .Z ::
{z : {n : z(m) #: 0} é ./inato } C 2". -EscoZAemos s C 2" de
mod. q«. lln: ;(n)(m). S©« 'r «/amz#ã«
independente de$m da por T = {Ta : a C w}, onde Va C w, Ta =
.z n w(a,'(a)), ' ««.o ''mp«, W(a,á) C 2" : .(a)
para todo w € u ,e { C 2 ..Ent(io T satii/az ; n 'T = ç] bem como
U'r Z

O lema que segue é imediato
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Lema 3.2.5 ,S'eram .4, e Zi duas /amt#ãas ndepemderzfes, com
.4 C 23..Então,

li) D C u é denso em 6 implica, D também é denso em A;
lii) G C u é aberto em .A implica G também é aberto e'm, B.

l.ev:ln 3.2.6 Selva, D 'u'm, s'übconju,nto de u que satisfa,z a,s se-
g'ui'ates covtdi,iões:

Íiy .O = U.:.-0. para todo m C u, j-O«l ? l,
00 n # m ::+ -o. n .o. = g.
Seja, T a, famaia indepe'n,dente do exemplo 3.2.4. Então
'Z) = {Va : a < w} dada por ya = U{.O« : n € Ta} é uma

famtüia independente de pÇu) e D é abeto em'D

Prova. Dado p C -Fm(w,2), temos que z C r(p)(pg 35) se e
somente se V.' C do«-(P) , ]m € r(a,p(a)), t-l que « C D.,
por (i) e (ii), se e somente se , ]m € (p), tal que z C .O..
O«de, T(a,p(a)) = Ta, se p(a) = 0, o« 7'(a,p(a)) = «, \ Z:.,
se p(a) = 1. Assim, }'(p) = Ul-O« : m C T(p)}, onde 7'(p) =

ÍI.*''.«@ T(a,P(a)). []
Relembramos que um espaço X é co-resolúvel se exis-

te uma família inâníta ( enumerável ) de subconjuntos
densos em X, dois a dois disjuntos.

e
Lema 3.2.'7 Selva A uma famíl.ia indo'pendevtte e sapo'nhamos
gue l.41 < {. S'e -D C u é derzso em .4 emlão ez sfe uma sequência
{.D. : m C w]. de s ócomgwmfo de -Z.) faZ gue

rO para cada m C w , -D. é denso em .4,

00 m # m :+ .o. n .o. = 0,
010 U....,-o.

Prova. Como l.41 < {, o subespaço denso @.41.OI C 2''t é resolúvel,
e se G C @.41.OI é denso em @.,{l-OI, então este (; também é
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resolúvel. Assim @.4 lul é w-resolúvel, e portanto ./) é w-resolúvel
( Usamos a proposição 3.2.2).[]

Lema 3.2.8 Seja -D c w denso em .4 e supomAamos gwe l.41 <
i. Então ez'i,ste 'u'm,a, famlü'i,a independente B C pl.u) tctl, que:

@ J. c zj . l,6 \ ÁI = «,,
(ii) D é dev«se e aberto em t3.

Prova. Escolhemos {-D« : m C u} satisfazendo as condições do
lema 3.2.7, e então seja, Z) a família independente definida no
lema 3.2.6. Definimos B = .A U Z), que é uma família indepen-
dente, e coi-no, .D = UZ), é claro que -D é aberto em Zi. Vamos
introduzir uma notação.

Para cada p € -Fm(,6,2), podemos fixar s C -Fm(].,2) e
t C .Fn(D, 2) tais que
; Pf n d.«.(P) . f P[P n dom(P)
e assim, se W C l,nl, isto él W é um elemento da álgebra fi-
nitamente gerada por ,6; podemos supor que W' = .B(p) =
(nÍ-B.. : P(a) = o}) R(n{«, \ -B.* : p(a) = 1}) onde, de modo
análogo, .4(s) n -D(t) = W, são definidos por .Á(s) = (n{,4.
;(a) O(nlu\.A«: .(a) = 1}), e D(t): f(a)
o}) O(n{«, \ D.* : f(a)

Como para cada m C w cada .D. é denso em .4, temos que
.A(') n -o.l = «,, e ;ssim, lw' n -ol = «,. n

O nosso principal corolário do teorema de caracterização do
cardinal { é a tradução da existência de subespaços densos enu-
meráveis subi-máxima,is no cubo de Cantor 2', nos termos das
álgebras de Boole, que vem logo a seguir.

[Feoreina 3.2.9 r' { :: c 2.afaste uma /amz#ãa ãndepemdemfe .4 C
P(«,) f«/ g«.;
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@l.41
00 se -D C w é denso em J. emfão -D é aZ)arfa em .4

Prova.Seja {.E. : a' < c} uma enumeração de todos os sub-
conjuntos infinitos de w com .Eo = w e escolhemos uma família
independente ].o com cardina]idade l].ol < c e U.4o = u. Por
indução transfinita em c \ {0} vamos definir uma sequência
{Á.. : a C c \ {0l} de famílias independentes tais que:

(i) .'{« c Á«+:
(n) l.4..--: \ ..4«l

(iii)se -E« é denso em ]... então -E« é denso e aberto em .4.+l
usando o lema 3.2.8 para definir estes conjuntos, e

(iv) se P é limite então seja ÁP = U~.P H..
A família independente que õca definida por

.4= U...Á.
tem cardinalidade l.AI = c e se -D C w é denso em .4 então
]w C c tal que .D = -E.. e este conjunto é denso em J.. portanto
é também aberto em .4«+i, pela construção por indução, assim
é ainda aberto em .4. []

Corolário 3.2.10 Õ :: c JO chão de C'arfar {0, 1J' contem um
subespa,ço denso ell' 'rnerá'uet subwta=im,al.

Prova.Escolhemos uma família independente .H. que satisfaz o

teorema 3.2.9. Seja @.4lcol = .4 o subespaço denso do cubo de
Cantor de peso c- Se -D é denso em .4 então @.4 (.D) é denso
em .4, assim também é denso e aberto em .4 e portanto .D é
aberto em .4. []
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3.3 Modelo de Bell e Kunen

Seja .A/ um modelo transitivo enumerável para ZFC mais GCH
Bell e Kunen IBKI construíram em Ã/ uma família crescente de
ordens parciais {-f:,, : a $ wi} com as seguintes propriedades:

(i) cada Pa tem c.c.c.

(ii) se /3 é limite PP = U{Pa : a < /3}
(iii) se a não é limite então Pa é tal que MA (axioma de

Martin ) é verificado em lUPa
Seja G = G.: um filtro Pu:-genérico sobre JU' e G. = G n Pa

para cada a $ ui. Em .Adia...,:l existe uma sequência crescente
transfinita de modelos {-Adia«l : a $ wi}, e se a > 0 é um
ordinal não limite então em JWIC«l valem MA e c = N«. Obser-
vamos também, que em .A/IC.:l, o conjunto das partes de w é a
reunião da sequência crescente {p(u) n MIG«+il : a < wi}

[l'eorema 3.3.1 .No made/o de .Be/Z e ./(unem, ezãsfe uma /amz# a

independente A. C. p(u) tal que todo subconliunto D C u den,se
em .Á é aberto em .,4.

Prova. Por indução transfinita dentro de -Adia«:l, vamos cons-
truir uma sequência crescente de famílias independentes {.4.
a < ui}, tais que dentro de JWI(;.+il, a família .4. satisfaz o
teorem 3.2.9. Isto é possível porque dentro de 7WIG.+ll vale
MA , então á = c = N«. Agora olhamos esta família den-

tro de ]WI(;.+21, e dentro deste modelo tei-nos que l.,4..+ll $
N.+i < N«+2 := c, e então pela prova do teorema 3.2.9, den-
tro de JWIC.+21, podemos escolher uma família independente
.4«+2 ] -4c.+l, e tal que dentro de .A/l(;.v+21 se .D é denso em

J.«+2 então também é aberto. (Para um ordinal limite tomamos
a reunião ). A família Á = U{J.. : cr < wi} é uma família,
independente dentro de JWIC.:l e se -D C u é denso em J. então



CAPITUL03. CARACTERIZAÇÃO DO CARDINALI 41

]a < coi tal que -D C p(w)n.A/IG..+il e assim .D é aberto em .Á.+2
dentro MIG.*+21, portanto é aberto em .H. dentro de JWIC.,,:l. []

Coro[ário 3.3.2 .No moda/o de .Be/Z e ](unem Ãá um s bespaço
denso enumerada/ s bmazimaZ do cuZ)o de C'arfar {0, 11'

Prova. Tomamos uma família independente .Á como no teorema
3.3.1. Seja, @.,{lul um subespaço denso enumerável submaximal
de 2'. []

Malyhin mostrou que neste modelo valem os fatos

Fato 3.3.3 (Ma) -/Vo moda/o de -Be// e Kumen ezãste um gru-
po booleano e'n,uvrteráuel co'm, topologia maxi'm,al. Também vieste

m,odeio, o cubo de Cantor 2u" conte'm, um subespa,ço den,se en%-
'm,eráuel e irresotúuel.

Fato 3.3.4 (BIK) S'©a Pw \ co = w*. .No moda/o de .Be// e ./(u
m.n, VP € «,* ««/. «'X(P, «,*)

3.3.5 -4 ezãsfêncáa de um suóespczço denso enumerava/ s'uóma-
lã,mal X C '2', foi estabelecida, em modelos onde ual,em: BL,

]#], á = c, e mo rnodeZo de -BeZZ e /(unem, onde { = Ni < c = N.,,:.

3.4 Grupos Booleanos enumeráveis

O objetivo desta secção, é mostrar que se dois subgrupos den-
sos e enumeráveis G, -/7 do cubo de Cantor 2' tem a topologia
de Bohr como subespaço de 2' então existe um isomorfismo bi-
contínuo @ do cubo de Cantor 2' tal que @lCI = #. Vamos
estabelecer uma condição suficiente para, imersões densas nos
cubos de Cantor de peso K, Ni $ K $ c.
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Um grupo booleano (G,+) é um grupo abeliano cujos ele-
mentos tem ordem 2. Podemos considerar estes grupos G como
espaços vetoriais sobre o corpo Z2 :: 2. Assim é fácil ver que
G, .H são isomorfos se e somente se lal = lnl.

Seja G um grupo booleano com ICI = K. Um conjunto de
vetores linearmente independente .B C G é uma base de (; se e
somente < .B >= G. Sejam ,4 = {a« : a < K}, .B = {b« : a < K}
bases de dois grupos booleanos G, .# de mesma cardinalidade.
A função p : G ---+ ./7 definida por p(a.) = Z)« estendida line-
armente é um isomorfismo linear entre G e .//

Definição 3.4.1 S'da (G, +,r) um grupo óoo/earzo topo/ógãco
enumeráuet de'n,se em s\ mesmo. Denotamos por homQG) o
conjunto de lodos os Aomorrzor$smos de G em {0, 1}. -Dizemos
q'u,e G é um grua)o pseudo-maz'lmat se todos os homomor$s'mos
f c ho«qG) fo«m f'«,«,çõ.s co«-tí«.«-«s.

O conjunto Aom(G) é ele mesmo um grupo booleano se de-
finirá-nos para todo par de homomorfismo /, g C Aom(G) e pala
cada « C G a som- p"(/ + g)(z) =/(z) + g(z).

Vamos denotar por K-HOIW(G) o conjunto {/-:(0) : / C
/zom(G)} que é o conjunto de todos os subgrupos W C G tais
que se z, Z/ € G\W' então z+3/ € W'. Se G é um grupo booleano
finito então ICI = 1-/r./701W(C)l = 2" pa,ra algum m € w. ( Para
cada W C -K./701W(G) existe um e somente um homormofismo
h C Ào«(G) t-l que h :(0) = W ). Obser-mos que Aom(G) éo
dual algébrico de G, assim ICI = 2" se e somente se IAom(G)
2"

Proposição 3.4.2 S'e7a G um grupo óooZeano ã7z#nàfo enwmeráue/
e selva'D um comi'unto vtão uaz'i,o co'n,ti,do em ho'm,ÇG). Sã,o aqui,-
uatebtes as sega'im.tes a$rma,ções:
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(i) 'D é «« co,«5-to li«e«me,«te à«-depend.«tte e« t-om ÇGb;
(i'i) \.f qOb : f C 'D\ é «,m« f..«a,ã,« i«,d.epe«de«.te de s«bg«,

pos de G.

Pi'ova. (i) -:» (ii). Seja -F = {/1, ...,/n} um subconjunto fini-
to de Z). Precisamos mostrar que para todo p C 2P' cada um
d" sub"njuntos W(p) = Í")/.p/ (/)), é um s«bconj-to
infinito de G.

Primeiro vamos observar que ./? é um conjunto linearmente
independente se e somente se 1 < -/? > 1 = 2". Com efeito, para
{l, ..., m} = / o subgrupo de Aom(G) que é gerado por -F é dado

por: < F >= {h. : s € 2/} onde Â, = >1:{./ s(á)É = >-,({)=i Â
Então 1 < -/? > 1 = 2" se e somente se ã. = 0 ::::> s = 0 se e

somente se -F é um conjunto linearmente independente.
Agora, seja W = ÍI.r.J, /-i (0) C (; o subgrupo fixado por -/?.

Definimos a função a- : G tal que «-(a;)(/) = /(z) para
todo z C G e todo / C -F. Tomamos, .4 = nlGI C 2P' a imagem
do homomorfismo n, e então .4 é um subgrupo de 2P', tal que:

VP C ..'! , W(P) /.p ./' (P(/))
todo z C G tal que «-(z) = p. Se y C z + W então z + g/ C
W ::+ «-(« + 3/) .« «-(«)

O subgrupo .Á é isomorfo ao grupo quociente

$ : « C G'} :P C ,4}.
Precisamos mostrar que .A = 2P'. Seja A = A, um ponto de

< F >. Então temos:

W C n.(i)-t Â (0) C A':(0), então, definimos a função,@
2' M(.A) tal que @(s) = ..4. = {p C .4 : W(p) C
A t(0)}, onde pelo teorema do isomorfismo da álgebra linear, te-

mos, ê--iP {«+W :« c A:p c «IÀ-:(0)l} C
#, portanto ,4; é o subgrupo n-lA i(0)l = .4. C .4, e ele é tal
que p, q C J. \ ,4. implica p + g C .4.. Com efeito, escolhemos
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«,yCG'\A calque«-(«) e«-(y) ãop+g
«-(« + g/), mas « + y C A-:(0). Porta«to, ..4, C .KnOM(..4).
Se s,t C 2' e ..4, = .A. e«tão «- (.4.) = A. = A.':(0) =
n--i(.Át) :::> A, = Àf :::> s = f. Assim mostramos que @ é uma
função injetora,logo

2" = 1 < -p > 1 .$ 1Àom(.A)l = 1-K-aow(..'1)l .É 2"

portanto, ,4 :: 2f'

(ii) :::+ (i). Para um p C F'm(D,2) \ {Ü} vale que W'(p) é

um subconjunto infinito de G. Seja À = >1:.fado«(P) /. Então
A :(1) : d.«(g) E/.a.«M q(/) 1} # 0.
H

Corolário 3.4.3 -S'da Z) C Aom(G) um com#urzfo /ãnearmenfe
indo'pendente São equiuatevttes as seguintes covtdi,ções:

(1) 'D é ««i«al co«. co,«j-t. ti«-«,«e,«te i«»dele«d.«-te
em Aom(GI

(2) <'D'>
(3) \.K«Çf) : f C ho«qG')\ é '««,« f-mtüà« i«,de'pe'"l.,«te ««-

li'm,d de subgruT)os de G
.4ssàm, se D é maz ma/ então IPI = c.

Agora, vamos fixar um grupo topológico booleano infinito
enumerável (G, +, 1-). Seja D uma base para Aom(G) e definimos
a função:

@: G' t-l q«e@(«)(/) =/(z);V« C G',/ CD. Toma-
mos a sua imagem, e por (3) do corolário acima, @lCI - ./7 C 2P
é um subgrupo topológico denso do cubo de Cantor {0, 11P de
peso IPI :: c.
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Proposição 3.4.4 .4 /unção @ de$náda czcãma, é um ãsomor#s-
mo de G sobre H. Se a topolog'lü de G é pseudo-ma='tmat e'r\tão

$ é unia, j' nção contín'u,a,, o'nde IH. te'n\ a, tipologia de subespa,ço
de 2P

Proposição 3.4.5 .S'e G tem a foro/ogãa de .Boas e -/7 tem a

l;opolog'ta, de subespa,ço de 2n , então $ \ G ---} H é um homeo-
morRsn71fo.

Corolário 3 .4.6 -Züràsfe um suZ)grupo topo/ógàco denso enumeráueZ
pseudo-'m,aximd H C '2'

Proposição 3.4.7 $e G terra umü topo/ogáa árreso/?íue/ emfão (;
é 'uvn gr'upo total,ógico pse'udo-.m,CLzi'm,al.

Prova. Suponhamos, por absurdo, que A € Àom(G) é um homo-
morfismo tal que A :(0) = W é um subgrupo com arfa(W) = g.
Definimos o homeomorfismo V'. : G que @.(z) = z + a
para todo z € G, onde a c G \ W. Então, temos @.IWI ::
G\ W, e portanto ambos os subconjuntos W e G\W são densos
em G. (Contradição, pois G é um espaço irresolúvel). Assim
{mtG(W') :/ ló e isto mostra que W e G \ W são subconjuntos
abertos e fechados de (;. Logo /z é uma função contínua. []

O fato que usamos {mta(W') # ç] implica que W é um aberto-
fechado, é devido a W' ser um subgrupo do grupo topológico G.
l IKelley, pg 106,T,cl.

Not;a 3.4.8 (Fréchet e Broutoer, 19í0)
Sejam A, B dois subespa,ços densos e enume suei,s da Teta real

IR. .EzÍste urra homeomor#smo A : R ---} IR faZ q'ue AI,41 = -B
Há inú'm,elos problemas e'rn abeto, até os (lhas de holje, q'ue

pedem alg'uma, generalização deste fato, IOpl. Os esT)aços o'n,-

de Date'n\ fatos ü'n,ál,egos, q' e são co'nhecidos, são o con,lihnto de
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C'andor 2", e o espaço dos números {rrczciomads P C IR, e o nosso
l;eore'rna CLC'tma,, 'n,os dá ma,i,s u,lll ezem'pto, o ú'n'tco q'u,e co'nhece-
mos, n,a ctctsse dos espaços mão vrtetrizáuei,s.

Atg' mcl técnicct, deve ser desenuotui,da,, para, 'wm,a, abordagem
n,esta classe de probl,Chás, e assim, devemos est'usar as posa'íueis
topos.ogias, que podemos de$n'ir, nos es'paços dos homeomor$s-
m,os, de u'm, espaço sobre si mesmo, com boas propriedades, tais
co'm,o serem homogéneos, etc.

Proposição 3.4.9 Sejam ,4, .B dois subespaços derzsos do cubo
de Can,tor '2c .São eq'u'i,Date'n,tes as seg'ü'i'ates a.brrrTilações:

rO ezãste um Àomeomor#smo @ : 2' ---> 2' fa/ gue @l,41 = -B,
lii) existe um homeomor$s'rno 'p : A --+ B tal, que '0 \B =

{plrl : T C D l-.'i} onde Z) denota a áZgebra booZeana de todos os
suZ)con#unfos apertos e /ecAados de 2' e Zi)IX = {w' n .x : w c
D}

Lema 3.4.10 $(#a (-; C 2' wm suZ)grupo denso, emwmeráue/ e
pseudo-maximat do c'ubo de Cantor de peso c. Para ca,da, cl C c
de$nimos h. l G ---} 'Z to'm,ando'q= C G, h.(:c] = xÇaà. Então
< A. : a C c >= hom(G, 2).

Prova. Como G é subespaço denso, a família definida por
{A..-i(0) : a C c} é uma família independentes assim pela pro-
posição 3.4.2, o conjunto-B = {A. : cv C c} é linearmente in-
dependente. Suponhamos que / C Aom(G)\ < -B >1 então
.B U {/} é um conjunto linearmente independente, assim pela
proposição 3.4.2, o subgrupo / é denso em G, e o subcon-
junto G \ / (0) também é denso em G. Isto mostra que /é
um homomorfismo não contínuo de G em 2. O que contradiz a
hipótese de G ser um subgrupo pseudo-maxima] de 2'. []
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'lFeorema 3.4.11 Sejam (;, .É/ does subgrupos densos enumeráueàs
pseudo-maz'i'm,a'ts do cubo de Cantor de peso c. Existe wm, i,so-
mor#smo óácomfz'nuo @ : 2' gue @lCI = -//

Prova.Seja G =< cz. : m C w > e a =< Z,. : m C u >, e
seja g : G ---> .H um isomorfismo algébrico tal que p(a.) = Z,«.
Então p é uma função bicontínua porque G e ./7, têm a topologia
de Bohr

Com efeito, primeiro vamos observar que se A C Aom(#)
então existe um e somente um homomorfismo g C A07«(G) tal
que g = Ap. Assim Vá C 2 e VA C Aom(./7) temos g-:({) =
p-l(A ({)), e do lema 3.4.10 e da proposição 3.4.4 vemos que
p é uma função bicontínua. Então, da proposição 3.4.9, existe
um isomorfismo bicontínuo @ : 2' --+ 2' tal que @(]ç) = p(z),vv C /': r]

O próximo teorema, nos dá uma resposta à questão 1.1.3.
Observando que se X é um subespaço denso e enumerável

do cubo 2", então < X >, é um subgrupo booleano,denso neste
cubo, e contem X como subespaço denso, é difícil imaginar uma
resposta, à questão 1.1.3, com hipóteses mais fracas.

Teorema 3.4.12 S'da (G,+, r) um grupo topo/ógico óooleano
'm«m«á«/ d. p«o «(G) = « o«d. N: $ « $ '. S. ,- C rn.«,
evttão eni,ste u'm, i,somor$s'm,o bi,com,tín,'u,o + . G ---.» H, o'n,de

H C 2' , é um subgrupo topotógi,co dem,se n,o cut)o de CcLntor de

peso K.

Prova. Por hipótese, r C rn.h, implica que existe um siste-

ma fundamental de vizinhanças de 0 C G da forma Zi(0) =
{A.-i(0) : a C K} C /t'.HOM(G). Da proposição 3.4.2 podemos
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obter uma família independente .4 C 23(0) com a propriedade
maxima[, isto é, {n].o : .4o c l.Ál<''' \ {üJ} = B(0). Considere-
mos agora a imersão canónica Ú.4 :: @, do grupo G, que é defi-
nida por V:« C G,VA C À,@(z)(A) = A(z). Seja -# = @lCI C 2''t
o subgrupo denso. []

Vamos agora fazer mais uma observação a respeito deste pro-
blema. Os teoremas que obtivemos nesta seção, dependem da
proposição 3.4.2. Vamos mostrar que esta proposição depende
da, estrutura algébrica dos grupos booleanos.

Nota 3.4.13 rC'W)
Beija X um espctço regular, enumeráuet, denso em s\ mesmo,

'' P«o ««(X) ' Pá-«,á.f., /o«Z «-X(«, X)
Selva Clon,tÇX) o co'n,junto de todas cls funções cona'ínucts de X

."' :, ''"'' « ;o«.« de$mÍd« PO« (/+g)(«) = /(«)+g(«),V« C X
Tem« Do(X) : ./ € C'omf(X)}, . (C'onf(X), +) é «m
grupo booteaTto.

Beija, B C ContÇX) u'rn conjun,to linearmente independente,
c'umas funções do subgr'u'po < B > seta,ram T)o'ritos de fecha,dos,
P«f««foÁ (0):/e } é ÓZ,«..d'"P«Ç.X. ma-

nos s'ü.por q'üe X. é ' m esT)aço 'rnax't'mal. Pel,cb proposição 2.1

de IASTTWI, o espaço X não 'pode ser densctmente imerso em
2A, portanto, do l,ema, 3.1.3, segue q'u,e A 'não é 'u'm,a fa'rn'ü'ta,

independente.



Capítulo 4

Espaços homogêneos especiais

4.1 Tipologias para .Áuf(X)

Nesta seção, vamos estudei as topologias mais naturais, que po-
demos definir para o conjunto dos homeomorfismos de um espaço
X sobre si mesmo. Um dos problemas que motivaram este es-
tudo, foi proposto em IMillj: "caracterizar o produto topológico
de w cópias do espaço dos números racionais (Q"

Recentemente Alan Dow e Elliott Pearl estabeleceram o se-

guinte fato.

Fato 4.1.1 (DP) S'e X é um espaço de -#ausdor: zerodámen-
.{o««Z, . X(X) f'' ' "p"ço p«d«fo X*' é «m «p«ç.
homogên,eo.

Também este fato nos motivou a estudar quais as topologias
que podemos definir no conjunto dos homeomorfismos de um
espaço homogêneo não metrizável, e que resultassem em espaços
cona boas propriedades, preferivelmente, espaços já conhecidosl

Seja (X, 1-) um espaço topológico com as seguintes proprie
dades:

49
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(1)X é um espaço de Hausdorff denso em si mesmo,
(2)X é um espaço homogêneo,
(3)X é um espaço separável ( existe um subconjunto denso e

'-mera«el .4 C X),
(4)V« C X, X(«, X)

Definição 4.1.2 -Denofarnos por ..4.uf(X) o con#wrzfo de todos
os hovrteo'm,or$smos de X sobbre X. Para cada x € X a, função
a,Dali,tição no po'nto = é de$ni,da por: e. : ArutÇ.X)
.«(A) P«« «d« A C .'l«f(X).

Fato 4.1.3 .4 topo/agia de suZ)espaço ..4uf(X) C Xx é gerada
pe/« /a«í#ã« {.. :(r) : r C .- . « C X}

Prova. Para todo z C X e todo y C r(X) temos e.
.'l«t(x) n «-,

:(}'')

Ainda vamos considerar alguns fatos gerais, que tem mais o
sentido de fixar uma notação. Seja ,4 C X um subconjunto
denso e enumerável.

Fato 4.1.4 .A /l Tição @.4 : .,4ut(X) --+ -''iX degrada por
@..*(A)(«) («),V« C .A é {«/.to«. S. d««« « .4uf(X) «
foPoZ.g{« .uy« .«Z,b«.. é {..-'(}'') : 'r C , . « C -,4}, g«. d.mo*"-
mos por aA, e'r\tão $A é 'um ho'm,eo'mor$smo sobre su,a, 't'm,a,ge'm,

@,.il.'luf(x)l.

Prova. Se /,g C .Auf(X) são duas funções diferentes, existe a C
.4 tal que /(a) :# g(a), uma vez que X é um espaço de Hausdorff,
e .A é denso em X. Assim, Ó.4(./:) = @.,l(g) implica / = g, o
que l-mostra que Ú,4 é injetora. Como para todo a C .4 e todo
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/ C Áuf(X) temos q'-e v,le @...l(/)(«)
então Ú.4 é um homeomorfismo sobre sua imagem @..,ll,4uf(X)l.
n

Fato 4.1.5 .Nas cona cães a' ma, o espaço (.4ut(X), a.4) s«fÍs-
faz o pr'ime'iro az'iomü de enumerabãlÍdade, 'isto é, X(Aut(X» =
N.. .9. X é «m «p«ço d. Ty.Ào«o# .«fâ. . "p«ç. (.A«f(X), «..*),

também é uurn/ espaço de Tychonof. Se o espaço produto X.A é
homeomorfo ao esta,ço X, e o espaço X é hereditari,amevtte se-
p«á«.Z, r p'« «.mp'., ;. e/' é «..t«d,á«/ J .«fã. (..4«f(X), ««)
também é separáuel.

Com efeito, como .Á é enumerável, e X satisfaz o primeiro
axioma de enumerabilidade, o mesmo vale para o espaço produto
X':i, o mesmo ainda vale para seus subespaços.

Vamos supor que o espaço (X, r) é completamente metrizável,
separável, zero-dimensional, e que X" é homeomorfo ao espaço
X. Então fixado um subconjunto denso e enumerável .4 C X,
podemos considerar (.Auf(X), a.4) como um subespaço de X
Assim -Auf(X) como subespaço de X é metrizável, separável e
zero-dimensional.

Questão 4.1.6 @,.ll..4ut(X)l é um suZ,espaço denso de X'l Ç'

Vamos a seguir introduzir uma noção mais forte de espaços
homogéneos,e que responde à questão acima proposta.

Definição 4.1.7 -Dizemos gue um espaço X é ./inãÉamemfe ho-

rrtogêneo, se para todo n ç u e todcl função bijetora 3 . F ---» G,
o«d. l-PI . -F,G' C IXI'", .«{.f. A C .A«f(X) f«Z q«e
h \F Em o'uivos termos, toda, b'tljeção e'ntre su,bcom,li' 'n,tos
hmitos de X estende-se ü um a'uto-homeomor$smo de X
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Na topologia que estamos definindo para .Aut(X), que deno-
tamos por a,4, somente usamos a topologia de X e as funções
avaliações nos pontos de .Á. Assim, podemos tomar esta defi-
nição para espaços X de carácter não enuinerável, e que satis-
fazem as demais hipóteses que consideramos.

A próxima proposição, também é válida num contexto um
pouco mais geral, por exemplo, no cubo de Cantor X :: 2" para
um cardinal Ni $ K $ c.

Proposição 4.1.8 SuporzÀamos gue X, a/ém de todas as con
lições já $züdas, ( de l a 4 ), também é $nstamente homogê«eo

.anta. @..-l..4ut(X)l é «« .«Z'"P«ÇO d.m;. d. X'

Prova. Seja ç] :# W = RÍ<.n-.. (%) um aberto básico da topo-
logia produto de X'4. Coi;io cada um dos abertos K é infinito, se
temos / C W (portanto /(a{) C H para cada 0 $ { $ m) pode-
mos escolher {ó{ C K : $ m} = G tal que a função, J : .F ---.> G

definida por .j(aÍ) = Z)i seja uma bijeção de -F = {aí : á .$ n}
sobre G. Por hipótese, existe /z C ..4uf(X) tal que hl.P = .j. Mas
então V{ $ m,A(«.) C H ou sej, ; @..,*(A) c w n @...il.Aut(x)l, o
que mostra, que @..ll.4uf(X)l é um subespaço denso de X'4. []

Recordamos a definição de espaços densamente enumeravel
mente homogêneos.

Definição 4.1.9 Um espaço topo/ógãco X é dertsczmenfe emu

m,era'fielmente homogéneo,se dados A,B C X densos e ens
«,«ú«.i., .«i.t. p c ..l«t(x) f«z g«. pl..41

Proposição 4.1.10 $upomAamos que X seja densamente enu-

mera'fielmente homogêvteo. A fu'n,ção de$ni,da por q Çh] = tpohop l ,
p«« «d« à C ,4«t(X), é ««. Aom««..$.«.o de (..4«t(X), .«)
.ob« (..4«t(X), «,).
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Prova. Fixemos a C .4, Z) C -B tais que p(a) = ó. Considerando
as funções avaliações e., eó temos que .bo©(A) = p(A(p
poe.(A) para, todo A C .A©f(X). Assim
tP-:(eÓ':(}')) = e.':(p (}'')). Assim efetivamente W é um ho-
meomorfismo. []

Seja R a rega real. Este é um exemplo de um espaço ho-
mogêneo , densamente homogêneo, mas que não é finitamente
homogéneo. Para ver que esta afirmação é verdade, é sufici-
ente consider-r -F = {--1,0, {},GÍ1,0, {} e .j(--1) = 1,.j(0)
0,.j({) = {, e não exi'te A C .Aut(]R) t-l q« A f.P = J.

Proposição 4.1.11 Seja X um espaço horrzogêmeo zero-d meras amai
cubos abertos-fechados Ttão nazi,os, são, dois Q dois, homeomor-
fos. En,tão X é $Ttita'm,e'nte ho'm,ogêneo.

Prova. Por indução em m C w. Seja Jn = {(ai,bi) : á .$ m} tal
que a função j(a{) = bí : 0 $ { $ m é bijetora. Para m = 0 e
Jo = {(ao, óo)} como o espaço X é homogêneo temos que existe
h € .Auf(X) tal que Â(ao) = Z,o. Sejam .4 = {q : .j $ m} e
23 = {TÕ : .j $ m} recobrimentos celulares de X tais que V.j $ rz
valha exatamente Jn n uJ' x q = {(.z.Í,Z,j)}. Como cada um
dos abertos-fechados, acima, envolvidos na, construção, é uma
cópia de X, temos os homeomorflismos, A.j : Z.,G ----> K tal que
hj(aj) = Z,j para cada .j $ m. Seja A = U:Í<. Aj o homeomorfismo
result-te. Te:nos q«e h(«j) = A:Í(«j) = bj. n

4.2 Métricas completas para .'4ut(X)
Vai-nos supor que (X, p) é um espa,ço métrico completo separável,
zerodimensional, homogêneo, que satisfaz XNo H X. Vamos
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definir uma métrica para .Auf(X) que faz deste conjunto um
espaço métrico completo, e cuja topologia retina a topologia a.4
que introduzimos na seção anterior. Estamos interessados na
caracterização de .Aut(X), com estas "novas topologias" , quando
X = 2" e X = .B(K) para No $ "; $ c.(pg 8)

Definição 4.2.1 Sda (X, d) um espaço métrico como/eto, onde
d(«,3/) $ 1 (V«,y C X). D.mot«.o; po, (C(X,X),p) . e.p«ço
métr'ico das f'unções contínuas de X em X, onde Q Tnétri,ca é
de$nidcl por:

P(/, g) («),g(«)) : « € x}.
Usa'm,os a, 'r\otação p-sequêmcàct de Cla'uchU pa.ra, 't'n,di,car as

sequêvtcias de Ca.uchU, do esta,ço QCÇX,X), pb.

Fato 4.2.2 S'e {/n}.C. é uma p-seguêmcãa de C'czucAZ/,

(V« € X){/n(«)}... é ««« ..g«êm.ã« d. C'-.hZ/ .m X

então

Assim os limites de sequências no espaço das funções, como
estamos considerando, é o limite uniforme, portanto também
temos o fato abaixo enunciado.

Fato 4.2.3 Se {/n}.c. é uma p-seguênc a de C'aucÀy, então a
f'un ção f l X ----+ X, tal, que

(V« € X)(./(«) = lim..«./'«(«)) p«f.«« « C'(X, X),
. (C'(X,X), P) é ««. «P«Ç. mét,'" co"',P'.*'.

Vamos considerar (..'lut(X), p) onde a nova métrica é a modifi-
cação necessária da métrica de subespaço de Áut(X) C C'(X, X),
para fazê-lo um espaço métrico completo.
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Definição 4.2.4 .S'düm /,g C ,4uf(X). De$mimos

P(/,g) m-Íp(.f, g) , p(/': , g':) }

S'd« (..4ut(X), p) . «p«ço méf,{« «.«/f««*'.
Ê i'm,edi,ato que eÇf,g) = el..f \). Também pÇf,a) '$

eÇf,g) e pÇj l ,g 1 ) É eÇf

Usamos a notação p-sequência de Cauchy para indicar as
sequências de Cauchy do empa,ço (.4ut(X), p). O fato abaixo é
uma generalização do mesmo fato em IAOI, para empa,ços métricos
não localmente compactos.

Fato 4.2.5 (,4ut(X), p) é um esp zço métrico compZefo

Prova.Toda p-sequência de Cauchy {/n}.C. determina duas p
sequências de Cauchy, e seus respectivos limites:

I'turTI/pf« g, t't'm,pfn h CCÇX,X).
Ainda as duplas sequências {/n ]..,mCw e {/m O/n}.,.Cw

convergem pala a identidade {d : X ---+ X, em C'(X,X). Fixa-
do z C X, dado € > 0 existe J > 0 e para este 8 < c existe no tal
que m ? mO implica m-ld(/n(y),g(3/)),d(/ :.(g/),À(y))} $ J <
c, para t'do y C X. Mas então, d(z,g(A(z))) < e, o que mostra
que h

Supomos que (X, d) é um espaço métrico completo, homogéneo,
separável, com /md(X) = 0 e que d é uma ultramétrica, de X
Logo abaixo, na próxima seção, relembramos a definição de ul-
tramétrica.

Vamos descrever a relação que existem entre as topologias
que introduzimos acima para o conjunto .4ut(X). Primeiro, a.4,
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é menos fina que rp que é a topologia induzida pela métrica p.
Com efeito, dados a C .4 e y C r tal que existe um homeo.
morfismo A C ..'lut(X), e e.(A) = A(«) C }', então existe . > 0
tal que .B.í(A(a), c) C }', portanto -B.(A, c) C e. (}'), pois p'la
definição dest; métric-, se / C -B,(A, c) então d(/(«), A(«)) $ .
Seja , /mu : h C .4ut(X) C .4ut(X) a inversão de come
omorfismos em .Auf(X). Para cada / C .Auf(X) e cada € > 0 de-
fi«imosW(/,') je.(.Ba(/(«),.))n'«(/
Como -.4 C ,r é denso em X, e temos que

h c W(/,') <:::::+ (V« c .A)(A(.) c -Ba(/(«),') n .Bd(/ («),.))

+::::+ h ç: B.Ç.f, q,

e«tão, W(/, .)

Assim, temos uma idéia de como tentar generalizar alguns
fatos para os espaços não metrizáveis. Por exemplo .Auf(2") para
o cardinal Ni $ K $ c. Observando os fatos acima, padeceu-nos
que devíamos procurar uma estrutura uniforme, que faria da
inversão /mu, um isomorfismo desta, estrutura. Nas condições
acima, /mu é uma isometria.

4.3 Ultramétricas

Nesta seção vamos citar os fatos relevantes, para as nossas apli-
cações, a respeito dos espaços metrizáveis, X, col-n a grande
dimensão indutiva igual a zero, /md(X) = 0.

Vamos relembrar a definição das ultramétricas. Uma métrica
d : X x X ---+ 10, 11 é uma ultramétrica ou métrica não arqui-
mediana, se Vz, y, z € X a desigualdade triangular tem a forma:
d(«, ') $ maxld(«,y), d(y, ,)}



CAPITUL04. ESPAÇOS HOMOGÉNEOS ESPECIAIS 57

Se d é uma ultramétrica, então as bolas abertas .B.Í(z, c) , para
todos os pontos z C X e todo € > 0, são abertos-fechados na
topologia induzida por esta métrica.

Fa\o 4.3.L (Hausdor$, 1934)IEngjSe:ja, X um espaço metrizáuel,.
São aqui'Date'r\tes a,s seg'ü'l'ates aPrmüções:

(1)1«dçx b
(2) .« topologia de X admite «-«a ult««étnica
d : XxX ----> lO, ll.

Fato 4.3.2 Seja C' = {0, 11N' o conjunto de C'amfor. [7ma u/
tramétrica, compat'íuet com a, sua, topotogia, é da,da por

d(.,f) =(1+mi«{m:.(m)#t(n)})'' ; # f . ;,f C 2"

lpa 8)

Fato 4.3.3 Seja P = ./VNo o conjunto de .Barre, isto é, o espaço
dos números irraciona'ts. U'm,a, u,ltramétrica compat'íuet com a,
s'u,ü topos,og'la é dada, por

d(;,f) =(1 + mi«{n: .(m) # f(n)})': .. .:# f ' ;,f C ',"
(Pg 8)

Fato 4.3.4 Sda .B(K) = Z)(K)R' o espaço de .Barre, ãsfo é, o

espaço produto de'üü cópias do esta,ço discreto D Çi4
ul,tra'm,étri,ca compatível com a s'ucl topotog'ta é dada por

d(.,t) =(1+mi«{m:;(n)#f(m)}):#f ' ;,t C «"
(Pg 8)

4.4 (.Aut(P), p) é homeomorfo a -B(.)

Nesta seção vamos mostr;r que (.Auf(C'), p) H P, (..4ut(P), p) =
-B(2"'), . üc» claro q«e (..4«t(-B(«)), p) H -B(2").
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Teorema 4.4.1 Sd'z P = (7Vn',d) o espaço méfráco de .Barre
de peso No. .Então

(.Áut(P), p) é Ao«e.«.or/o « -B(2'')

Prova. Do fato 4.3.3, n(P) = (..4ut(P), p) é um espaço métrico
completo, e p é uma ultramétrica. Precisamos mostrar que .H(P)
é homogéneo em peso, (pg 8) de peso t«(#(P)) = c. Vamos
tomar um recobrimento celular infinito de P x P,

6« = {Un X Un : m C W}
cujos elementos são as bolas na métrica produto,
-B.(«, ih) x -B.(Z/, =:h) C P x P, (V«, y C P).
Para cada n C w podemos escolher um homeomorfismo A«,«

Un ---> 1{,,, e denotamos por gra/(A«,«) o seu gráfico, e para
cada permutação a c Sw c "w tomamos U.:.gra/(A«,,(«)) =
gra/(h«), que é o gráfico de um elemento A, C n(P). Dados
al # a'2 C Su temos p(A..,Aa,) 2 ;:i:Í o que mostra-nos que
{A« : a € Sa} é fechado e discreto em .#(P). Assim w(#(P)) =
e(.H(P)) = ISwl = c, onde e(.H(P)) é o extent deste espaç'.(pg
4)

Agora, precisamos mostrar que ./7(P) é homogêneo em peso.

Dado A € #(P) e uma vizinhança h € -Bp(A,;;h-) deste pon-
to, fixamos os elementos do recobrimento celular {.Ba(z, ih-) x
.Ba(A(«:), ;h) : z C P} d' gráfico deste homeomorfismo, A, esco-
Ih'm" uma desta vizinhanças Q = Bd(z, ih) x -Bú(A(z), ;h-), e
como no parágrafo anterior definimos uma família discreta e fe-
chada de homeomorâsmos, cujos os gráficos diferem de gra/(h)
somente nesta vizinhança {2, mas nela estando contidos.

Assim, w(.B,(A, ;h-)) = c. Do teorema de A. H. Stone,(pg 8)
s'g«e q«e (.Á«f(P), p) H .B(.). []

Uma demonstração totalmente análoga vale para o seguinte
teorema.
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Teorema 4.4.2 ,S'da -B(K)
Baile de peso K. E'ntão

(..4«f(-B(«)), P) é A.«««or/o « -B(2")

Prova. Do fato 4.3.4, n(.B(«;)) = (..4uf(.B(K)), p) é um espaç'
métrico completo, e p é uma ultramétrica. Precisamos mostrar
blue H(.B(K)) é homogêneo em peso, (pg 8) de peso «;(n(P)) =
2". Vamos tomar um recobrimento celular infinito de -B(K) x
Zi(K), 23« = {Un x Un : m C «,} cujos elementos são as bolas na

métrica produto,
.B.(«, ;h') x .B.(y, ;:h) C -B(«) x -B(«), (V«,Z/ C .B(«)).
Para cada a € K podemos escolher um homeomorâsmo Ã«,P

Ua ---} yP, e denotamos por gra/(A«,p) o seu gráfico, e para
cada permutação o- € S. C "K tomamos U.c.gra./(A.,,(~)) =
gr«/(A.), que é o gráfico de um elemento À« C n(.B(K)). Dados
c'l # a2 C S. temos p(A..,#.,) ? l o que mostra-nos que {À.
.' € Sa} é fechado e discreto em .H(-B(K)). Assim ««(n'(.B(K))) =
.(-#(-B(«))) = IX.,l = 2", onde .(-H(-B(«))) é o extent deste
espaço.(pg 8).

Agora, precisamos i-mostrar que ./7(-B(K)) é homogêneo em pe-

so. Dado A C //(-B(K)) e uma vizinhança A C .B.(À, ;h) deste
ponto, fixamos os elementos do recobrimento celular {-Ba(z, ;ih-) x
-B.í(A(«), ih-) : «: C -B(K)} do gráõ" deste homeomorfismo, A,

escola'm's uma d"ta vizinhanças ç2 = .Bd(«;, ;h-) x .Ba(A(z) , ;h-),
e como no parágrafo anterior definimos uma família discreta e fe-
chada de homeomorfismos, cujos os gráficos diferem de gra/(A)
somente nesta vizinhança Q, mas nela estando contidos.

Assim, w(BP(À, ;h)) = 2". Do teorema de A. H. Stone,(pg
8) seg«e q«e (.A«t(-B(«)), p) = .B(2"). n

Teorema 4.4.3 S'da C' = (2N', d) o cuZ)o de Cantor de peso No.
Então

(-o(«)"',d) . «P«ç. «.ét,ã« ''
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(.Auf(C'), P) é Ao«««or/o « .B(No)

Prova. Como o conjunto de Cantor C' é compacto, em IAOI
prova-se que o espaço métrico completo (.Áut(C), p) é um grupo
topológico separável, para a composição de homeomorfismos,
não compacto. Assim, nenhum aberto-fechado, exceto o vazio,
é compacto. Do teorema de Ulysohn e Alexandroff, segue-se
(.Á«f(C'), P) H P. []

4.5 Para espaços uniformes

Nesta seção, vamos estudar uma generalização de alguns dos
fatos que obtivemos nas seções precedentes. Para tal fim, vamos
necessitar da noção de espaços uniformes, e recordamos logo
abaixo as principais definições e proposições a respeito deste
tema.

4.5.\- (Kette'y, pg 65)
[Jwta, ordem parcial, Z d'trigo um conliunto T, se T é não ua,-

z'to,e se s e t são membros de T, anta,o existe r C T tat que

" Z s, « Z t. O p« ÇT,2] é ch,«««,do co«j«.«to di«i.lido, e co«o
é us'u,at, o represa'ntctmos por T

U«« «d. («»et ), l«t : t C T\, é «-«« f-ção de «« comi-'.
dirigido T em u,'m, co'n:iu,'n,to 'n,ã,o 'ua,zio X

S'uponhü'mos que X é wm, espaço de Hassdor$. Dizemos que a,
rede {zt : f C T]. converge para um ponto z C X, e escrevemos
zt da limz{ = z, se para toda u{,zimhança aZ)efta
yCX dopomtoz emX, ezstetv CT faZguet2t ãmpZãca

z. C r. .É usua/ dizer a rede {zt : íl C T} está euenfuaZmemfe
corzfida em y. Uma rede {z, : s C S}, é uma swó-rede da rede

{«,:fcr} scT, .(s,2) é.o$n«/.«.(r,2).
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Vamos relembrar a definição de uniformidade e de espaços
uniformes, e também alguns fatos básicos desta teoria.

4.5.2 (KetteU, pg 1'76)
Seja, X um comi'unto Ttão ua,z'to. A diagovtal do quadrado

XxX é..«b«n#-fo; a.(X)(«,«): « C X}. Pm«
uniforme,dado para, o con,liunto X, é u,m,a, famaia, não vazia p, de
subconliuvLtos de X x X, tais que

(1) cada, membro de » co«té-« a diabo«\c.l b.ÇX),
r29 ;.U'eP .«faca'(y,:«):(«,y) CU'lCP,
r3y se U € /z então ezãsfe y C p fa/ gue r o V C U,
r92 se U e y são membros de p, então u n y C p e
(5) s. U C » e U C V C. X x X, e«-tão V C H.
Ao par ÇX,nà chctmamos de espaço 'uni,forme. A topologi,a

rF induza,dü pela u'niformi,ande H, é a família de todos os sub-
««;junto. ..'] C X t«d' g«e (V:« c .Á)(]U c p) t«Z q«e Ul:«l
{y C X : (z,y) C U} C .A. .Demoramos o espczço topo/ógdco
correspondente por (X, rp).

Dizem,os q' e ' ma função f de u'm espaço 'wn,'teor'm,e ÇX. , nà em
""'" "p'*ç' '"«,ifo««. W,«) é «-«ifo««eme«t. co«-tí«,«-« se e so-
«..mf. .. (V}''' C «)({(«, b) € X x X : (/(«), /(Z,)) € 'r} C P. $'
a, f'uvLçã,o f é u'n,i,firmemente contínua,, e'n,tão el.a. é co'n,tínua, em

Feia,ção as to'pologias 'l'n,du,z'i,das pel.as respect't'ua,s 'u'ni,dormi,da,des.

Se a, f' 'nção f é b'iljetora,, e a'rnbcts f e f't sã,o 'u'n,iforme'm,e'n,te
conta'n,u,as, e'ntão dizemos q'ue f é 'um iso'rnor$smo 'ü'n,iforme.

U'm,ü subfamai.a, B, é um,a, base da 'ü'ni,formidade H se e so-
ntente se ca,da membro de H contém um membro de B. Uma
subfamtüia A, é uma, subbase ( ow cona'w'Lto gerador) da, unifor-
me,dado H se e somente se a, famaia düs interseções de anitos
membros de A, formam uma, base de ».
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Um, catüre ( gago ) P para u'm espaço uniforme ÇX,HÕ é Q
fam'üi,CL de toda,s as pse'udo-'m,étri,cas d : XxX ---+ 'R. q'u.e são
u'n,'iformemente contínua,s em X xX

4.5.3 ( KelteU, pg 190 )
g«« «d. {«, : f C 7'} .«. «m «p«ço -W,m. (X,p) é

u,wla, rede de CaqchU, escrevemos rede »-ClauchU, se e some'nte
;.(VU' C P)(]fp C T)(;,f ? fu:::>(«., «.) C U').

Um es'paço 'ü'rLiforme ÇX, HÕ é uniformeTítente completo se to-

da rede »-CauchU converge em l..X. ,vpÕ.

4.5.4 ( KetleU, T)g 226)
Seljcl F Q famtüi,a, de todas as funções de bm conjunto X em

u'rn essa,ço 'uniforme (y,v); e seja. p Q uniformidade da, con-
vergência, uniforme. Ente,o:

(a) A u«\iformidade » é gerada pe\a famtüia de todas as pse« do-
m,étri,cas da for'rna,:

P(/, g) 'z(/(«),g(«)) : « c x}

om,de d é um elemento l,i.mirado do calibre de ÇY,v''l.
(b) Uma rede \.ft \ t C T\ em F converge ' n'iformemente

pczrcz g se e somente se {/z(z) : t C T} é uma rede z/-C'aucA3/ e
/í(z) (z) par.z c.zd.z z € X

(c) Se ÇY,«) é co«ptet., e«.tã. ÇX,nà é «mpteto

Fixamos o espaço topológico produto

X

para um cardinal não enumerável, K $ c, onde cada espaço (C, d)
é um espaço métrico completo, zero-dimensional, separável, com
ultramétrica d, limitada em 10, 11. Como K $ c, o espaço X é
separável.
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Supomos também que C é fortemente homogêneol isto é; to-
dos os abertos-fechados, exceto o vazio, são dois a dois homeo-
morfos.

Portanto, os abertos-fechados básicos do espaço produto são
homeomorfos ao próprio espaço produto, e assim estes também
são finitamente homogêneos.

Usamos, a notação n-« para as projeções nos espaços produtos,
«-.*(z) = «:(a), para cada «: C X

Fixamos um subconjunto denso e enumerável, .4 C X, e para
cada a € .A seja e. : ,4ut(X) ----> X, a avaliação no ponto cz C ..4,
e pala cada a C K e cada / C .Áut(X), para cada e, 0 < c < 1,
em relação à ultramétrica, que estamos considerando, definimos:

W'(«,/,a,.) :(«'..(-B.(/(«)(a),.)) C J-«t(C")
d(À(«)(a),/(«)(a)) $ .}

Seja o espaço topológico (.4uf(C"), c,.4) cuja topologia têm
por subbase a, família:

23 {W(«,/,a,.): « C ..4,/ C -Auf(C'"),a C «,. > 0}
Esta definição é tomada de modo que valha o fato 4.1.3.

Também C'" é finitamente homogéneo, e assim vale a proposição
4.1.7. Vamos reenunciar abaixo estas duas afirmações:

Fato 4.5.5 .4 /umçã. @ : ..4uf(C'") )" de#nid«po,@(A)(«)
hÇaÕ é inljetora. Se dam,os a, A,ut(C') a, to'potog'ta aA, e'ntão $

é «« A'«.«mora'mo .oZ,« .«« im«g'm @l-.4ut(C'")l, . «f« p"
sala uez, é um subespaço denso em (C'")''i

Vai-nos defirlir a seguir a topologia r que refina o-...l, e estabele-
ce (.4uf(C'"), r), que de modo análogo aos dos espaços métricos
que estudamos,(.4ut(C"), r) resulte em um espaço uniformemen-
te completo. Para destaque, vamos usar a notação (C = (C', d).
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Definição 4.5.6 Para cada / C .4.uf((C"), cv C K e c > 0 sOa o
subcon,:junto de Au,t(CK ), de$n,i.do por

H''(/,a,') llÀ C .Á«f(C"): d(À(«)(a),/(.)(a)) $ ..
d(A (a),/ :(«)(a)) $ .}1.

Sejcl T a, topotogi,a, para, AutÇCK ), culta, subbase de abertos é:
Ç {W(/,a,'):/C.Auf(C"),ae«..>0}, ..d«

(..4«f(C") , ,'-), o «P«Ç. fop./Ógà« «.«'f««*'.

Vamos a seguir definir os espaços uniformes ((C", p) e
(.Auf((C"), p), cujas topologias induzidas pelas uniformidades,
são às tipologias neles já definidas, e que resultam em espaços
uniformemente completos.

Definição 4.5.7 Para cada cv C K ãnd carrzos por d. a mesma
uttramétri,ca de C, que temos usa,do neste texto. Seja,'D
.« C «\ « famai« «s«.tt«'«te. Sej« (ICK , »à o «p«ço «,«.if«««,e c«.j.«

uvLiformi,da,de H é 'lnduzi,da 'pela, famtüia de pseudo-métricas 'D
Para, ca,da, cl C K 'in,di,ca'rrtos por Q. ca,da, psesdo-uttra'métrica,

sobre o con,:junto Au,tl.CK b, q'u,e são de$nida,s por:

p«(/,g) axlp.*(/,g),p.*(/ ,g :)} .«d.
P«(/,g) «PÍd«(/(«)(a),g(«)(a)): « C C")}
S©« € : a C K} «/a«z2ã« «.«/t-t'. S©« (..4uf(C"), «)

o esT)aço uvL'tforme c'uja un,iformida,de v é induzida Teta, famtüia,
de pseudo-'m,étnicas 8.

Fato 4.5.8 Para cada / C .4uf((C")), a C K,c > 0 temos;
W'(/, a, .)
Portanto, a, topotogi,a, 'r é i,n,luzida pela, 'u'nifor'm,'tda,de v
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Teorema 4.5.9 (,4uf((C"), p) é «« «p«ço unà/o'm.m.m*' "m
pZefo.

Prova. Seja {/í : f C I'} = S uma rede de Cauchy no espaço
uniforme (.Aut((C'), p). Para cada uma das pseudo-métricas p«,
a rede {p..(/t, /,) : f, s C I' x I'} converge para o zero. Assim,
Hx-,dos « C (C" e w € «, temos g.(:«) = lim,.r /t(«)(a) e À..(«) =

limÍcr/í (a), e então podemos deânir as duas funções g,À
de (C" em si mesmo, como limites uniformes (g = limtcr./ e
A = limtCr /í ').

Por outro lado, a rede {/to/,-l : (f, s) C I' x I'} = JV converge
pala a identidade {d C .Áut((C"), e portanto, temos Vz C (C":

{d(«) ljm /í ./,

nj" nP. /. (./'.':(«) )

nJ« /{ (ii!"/.': (") )
nJ« /t (h(«) )

g.A(«).

Analogamente, Aog = {d. Assim, mostra,mos que (.Aut((C"), p) é
uniformemente completo. []
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