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ABSTRACT. We show that the small cardinal number i =
min{|A| : A is a maximal independent family} has the fol-
lowing topological characterization ¢ = min{x < c¢: {0,1}* has
a dense irresolvable countable subspace}, where {0,1}* denotes
the Cantor cube of weight x. As a consequence of this fact, we
have in ZFC plus 7 = ¢ a submaximal countable dense subspace
of the Cantor cube of weight c. We also have in a model of ZFC
plus i = Ny < ¢ the same fact.

RESUMO. Vamos mostrar que o pequeno nimero cardinal
i = min{|A| : A é uma familia independente} tem a seguinte
caracterizagao topolégica ¢« = min{x < c¢: {0,1}* tem um su-
bespaco denso enumeravel e irresolivel}, onde {0,1}* denota o
cubo de Cantor de peso k. Como uma conseqiiéncia deste fa-
to, temos em ZFC mais 7 = ¢ um subespago denso enumergvel
submaximal no cubo de Cantor de peso c¢. Vamos mostrar que
o mesmo fato vale em um modelo de ZFC mais 1 = N; < c.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Apresentacgao

Vamos considerar algumas questoes neste trabalho relativas a
existéncia de espagos regulares enumeraveis com “topologias ma-
ximais”. H4 uma forte relagao entre estas topologias e as sub-
algebras de Boole do conjunto dos subconjuntos dos ntimeros
naturais p(w).

Questao 1.1.1 Em ZFC o cubo de Tychonoff [0,1]° contém um
subespaco denso enumerdvel submazimal?

BEsta questao estd proposta exatamente nestes termos em
[ASTTW], e 14 os autores obtiveram em ZFC + BL ( BL sig-
nifica Lema de Booth, que é a afirmagao p = ¢ ) a existéncia
destes espacos. Vamos obter uma resposta em ZFC + (1 = ¢),
onde 7 é o pequeno cardinal relativo as familias independentes
de p(w). Como é consistente que p < i, este novo resultado é
um pouco mais forte que o obtido anteriormente pelos autores

de [ASTTW].
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Questao 1.1.2 Dar uma caracterizagio topoldgica para o car-
dinal 1.

A proposta acima foi feita pelo professor Koszmider durante
um seminario apresentado no IME.

Questao 1.1.3 Obter uma condigdo suficiente para imergir den-
samente um espago reqular e enumerdvel e (mais algumas con-
digoes que temos que descobrir) mno cubo de Cantor de peso
k, W < k<e.

Questao 1.1.4 Seja X um espago regular, enumerdvel, de peso
w(X) = Ny e de pi-cardcter local mx(z, X) = N para todo © €
X. Se BX denota o compactificado de Cech-Stone do espago X,
entdo mx(p, fX) = Ry para todo p € BX ?

Vamos obter que os grupos topolégicos enumeraveis boolea-
nos cujas topologias sao subconjuntos da topologia de Bohr para.
estes grupos, sao densamente imersiveis nos cubos de Cantor de
mesmo peso que o peso do grupo. Esta é a melhor resposta que
nos obtivemos para a questaol.1.3. A questao 1.1.4 tem resposta,
afirmativa. Ao respondé-la temos uma prova de que i > N;, que
difere de um simples exercicio, uma vez que as construcées en-
volvidas na sua demonstragao foram feitas dentro da topologia
do espago em questao e ndo em p(w).

Questao 1.1.5 Eziste um espago regular e enumerdvel X, de
peso w(X) = Ny e pi-cardcter local wx(z,X) = N; para todo
v € X, que nao pode ser densamente imerso no cubo de Cantor
{0,1}?
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Em ZFC + CH temos um exemplo que responde esta per-
gunta. Veremos no estudo dos espagos regulares enumeraveis de
menor peso possivel, e que ainda sao irresoldveis, que o corres-
pondente cardinal irr que definiremos; satisfard p < irr < 1.

Um outro cardinal m serd definido, este estard ligado aos
espagos maximais, e satisfara ¢rr < m. Entretanto, somente o
cardinal 477 nao terd uma definicao nos termos das élgebras de
Boole.

A conjectura mais natural é: irr =17

Todavia sua resposta depende de ser estabelecida uma con-
digao suficiente para imersées densa em cubos de Cantor.

Algumas vezes chamamos os cardinais menores ou iguais ao
continuum de pequenos cardinais.

Faremos ainda um estudo a respeito do conjunto dos auto-
homeomorfismos dentro da classe dos espacos completamente
metrizaveis, zero-dimensionais, homogéneos X tais que X% é
homeomorfo ao propio X. Neste estudo veremos uma caracteri-
zacao destes entes envolvidos. Em seguida estudamos uma ge-
neralizacao, para os casos onde tais espagos nao sao metrizdveis,
nos termos de espacos uniformes. O cubo de Cantor 2° para um
cardinal infinito K > Ny é um exemplo de tais espacos que nao
é metrizavel se Kk > Ny.

Buscamos estabelecer alguns resultados que nos dessem uma
resposta de como seus subespacos densos influiam nas topologias
que é usual impor ao conjunto dos seus automorfismos.
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1.2 Notacoes e definicoes

Vamos relembrar as definigoes de algumas das funcoes cardinais
que usaremos com muita frequéncia neste texto.

Definicao 1.2.1 (Juh) Seja (X, 1) um espago topoldgico.

O peso do espago X é o menor cardinal infinito k tal que
existe uma base de subconjuntos abertos em X com cardinalidade
< k. Notagao w(X).

Uma pi-base para um espagco X € uma familia A C 7\ 0,
tal que para todo aberto mao vazio V € 1 existe N € A tal
que N C V. O pi-peso é: mw(X) = min{|A| : A é pi-base de
X} - No.

O caracter de um ponto x € X mno espagco X é o menor
cardinal infinito k tal que existe uma base local B C 7\ {0},
isto ¢; VYV (z € V € 1), existe G € B tal que x € G C V, com
cardinalidade < k. Notagdo x(z,X).

O pi-caracter local de um ponto x € X no espago X é o menor
cardinal infinito k tal que existe uma pi-base local B C 7\ {0},
isto €&; YV (x € V € 1), existe G € wB tal que G C V, com
cardinalidade < k. Notacdo mx(z,X).

O “extent” de um espago X, € o menor cardinal infinito k
tal que, se F' C X € discreto e fechado, entdo |F| < k. Notagdo
e(X). Notamos que no caso em que X € um espago compacto,
o0s fechados discretos sao finitos, mas o “extent” € infinito.

Um “network” para um espago X € uma famdlia N' C p(X)\
0, tal que para todo aberto nao vazio V € T e todo ponto x € V
existe N € N tal quex € N C V.

Dizemos que C C 7\ {0} é uma familia celular se seus ele-
mentos sao subconjuntos abertos dois a dois disjuntos. Analo-
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gamente, definimos celularidade em outras familias de p(X) tal
como nos networks.

A celularidade de um espago X é: ¢(X) = sup{|A| : A C
7\ {0} € uma subfamilia celular } + Rg. Analogamente, seja N
um network, ou um pi-network, definimos: nc(X) = sup{|A4| :
A C N é uma subfamilia celular } + Ng. Analogamente para -
network: mnc(X) = sup{|A| : A C N € uma subfamilia celular

}+N0.

Vamos definir exatamente o que chamaremos de algebra de
Boole de p(w).

Definicao 1.2.2 (Kun) Uma familia A C p(w) serd chamada
de dlgebra de Boole ( ou de dlgebra booleana) se ela satisfaz as
sequintes condigoes:

(1) B,w € A,

2)U,VeA=UUV,UNV,U\V €A

Dizemos que G € A é um dtomo de A se V € A ¢é tal que
VNG # 0 entao G C V. Em outros termos, G nao pode
ser quebrado dentro de A em dois elementos proprios de A.
Dizemos que A separa pontos de w se Ve,y Ew,x #y , AV € A
tal que x € V ey € w\ V. Em outros termos: N{V € A:x €
V} = {2} para cada © € w. Assim se 74 € a topologia cuja base
de abertos é A, entio X = (w,74) € um espago reqular. {z}
¢ um atomo de A se e somente se {z} € A, se e somente se
{x} € T4, portanto x € um ponto 1solado em X .

Seja T C p(w) uma familia nao vazia. A dlgebra finitamen-
te gerada por esta familia, denotamos por [T], é definida por
inducdao finita como seque:

[T]=U{Vy:n € w} onde :
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(1) Vo={0,w} U{w\T:TeT}UT.
(1) Voy1 ={S\T,SNT,SUT : S,T € V,,}.

Vamos recordar as definicoes de espagos zero-dimensionais,
nas tres versoes mais comuns,

ind(X) =0, dim(X) =0, Ind(X) = 0.

Seja X um espago de Tychonoff.

1.2.3 (Eng) (1) Dizemos que a pequena dimensdo indutiva do
espaco X € zero, e escrevemos ind(X) =0, se dados um ponto
r € X e um subconjunto fechado, F' C X, ao qual o ponto nao
pertence, existem subconjuntos abertos-fechados U,V C X tais

que:
zeUFCV,UNV=0UUV =X.
E equwalente dizer que ind(X) = 0 se e somente se todo

ponto x de X admite um sistema fundamental de vizinhancas
abertas-fechadas.

(2) Dizemos que a dimensdo por recobrimento do espago X
€ zero, e escrevemos dim(X) = 0, se todo recobrimento forma-
do por dous subconjuntos funcionalmente abertos {A, B} de X,
admite um refinamento formado por dois subconjuntos funcio-
nalmente abertos e disjuntos {U,V'} que recobre o espago X .

(3) Dizemos que a grande dimensdo indutiva de um espaco
normal X € zero, e escrevemos Ind(X) =0, se dados dois sub-
conguntos fechados disjuntos, F\G C X, existem subconjuntos
abertos-fechados U,V C X tais que:

FcUGCV,UNV=0)UUV =X.

Temos o seguinte fato.
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Fato 1.2.4 (Eng) Seja X € um espago métrico separdvel. Entdo

ind(X) =0 < dim(X)=0
& Ind(X)=0

1.2.5 (Kun) Dados dois conjuntos E, A usamos a notagao:
Fn(E,A) ={p:p € fungio e dom(p) € [E]<¥ e im(p) C A}.
[E]<¥ para indicar os subconjuntos finitos do conjunto E.

Definigao 1.2.6 (Co) Sejam G um grupo abeliano, e T = {z €
C : ||z|| = 1}, o subgrupo multiplicativo de C. Seja hom(G,T)
o conjunto de todos os homomorfismos do grupo G no grupo
T. A topologia de Bohr do grupo G, denotamos por Tgop,
é a topologia cuja subbase, ou conjunto gerador, é dada por
{RY(V):V e 7(T), h € hom(G,T)}. Em outros termos, seja
Y1 G — GG definida por () (k) = h(z). Dé ao grupo
G a topologia induzida pela fung¢ao v de G sobre o subespaco
Y[G] do espago produto Ghom(GT),

Vamos fazer algumas observacoes, cuja finalidade é destacar
as notagoes que serao usadas. Dados dois conjuntos A4 e X
denotamos por AX = {f : f é funcdo e dom(f) = A,im(f) C
X}. Isto é, o conjunto das fungoes de A em X . Definimos para
cada a € A a projegao m, : AX — X tal que m,(f) = f(a). A
topologia produto 7,.,¢ tem por conjunto gerador ou subbase a
familia {m," (V) : V € Tea € A}. O espaco topolégico produto
denotamos por X4 = (X, Tprod)-

Usamos com frequéncia as notagoes:
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clx(A) e clg(A) para indicar a aderéncia em relagdo a um
espaco X ou em relacao a uma algebra B e

intx(A) e intg(A) para indicar o interior em relagao a um
espaco X ou em relacao a uma algebra 5.

fog indica a composi¢ao de funcgoes e f[ a restricaode funcoes.

Definicao 1.2.7 Seja (X,7) um espago topoldgico. Dizemos
que o espagco X é homogéneo, se dados dois pontos z,y € X
existe um homeomorfismo h : X — X tal que h(z) = y.

Vamos a seguir, relembrar alguns resultados, que foram esta-
belecidos ao longo do século XX. Entre eles dois em particular
usamos no capitulo 4.

Fato 1.2.8 (Urysohn e Alezandroff, 1928). Todo espago topold-
gico completamente metrizavel, separavel, zerodimensional X,
que nao contém compactos abertos, exceto o vazio, € homeomor-
fo ao espago dos nimeros wrracionais P C R.

Em 1909, Baire mostrou que P =~ N¥, onde N = w, é o es-
pago discreto dos nimeros naturais. Seja k um nimero cardinal
infinito. O espaco de Baire de peso k, denotamos por B(k), é
o produto topolégico de w cépias do espago discreto D(k) de
cardinalidade k. Observamos que B(w) = N“. Dizemos que
um espaco X é homogéneo em peso de peso w(X) =k > Ry se
todo aberto nao vazio V' C X, como subespaco de X tem peso

w(V) = k.
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Fato 1.2.9 ((A. H. Stone, 1962). Todo espago topoldgico com-
pletamente metrizavel, X, com Ind(X) = 0, homogéneo em peso
e de peso k > Ny, é homeomorfo ao espago de Baire de peso k.

Em 1986, Medvedev,[Med], obteve a caracterizagao de B(k) x
Q, o que é bem recente; e Sierpinski em 1920, caracterizou to-
pologicamente ), Brouwer em 1910 caracterizou o conjunto de
Cantor. Estes resultados podem ser encontrados, como proble-
ma proposto, em [Eng], capitulo 7.

Na medida de nossas necessidades vamos, oportunamente,
definindo as nogoes que usaremos. Em geral na forma “ recor-

damos que ...”



Capitulo 2

FKspacos maximais

2.1 Os cardinais irr,m

Em 1943, Hewitt introduziu as nogoes de espacos maximais,
submaximais e irresoliveis. Vamos rever estes conceitos neste
estudo, dando énfase as demonstragoes que serao mais simples,
por estarem com hipdteses adicionais bem fortes. Também va-
mos introduzir dois novos pequenos numeros cardinais, que “tra-
duzem” estas nocoes nos termos das sub-algebras de Boole do

conjunto das partes de w.

As idéias desenvolvidas na demonstragao, do famoso resul-
tado de Sapirovskii, por Juhdsz,[Juh]pg63, foram decisiva para
muitos dos resultados que nds alcancamos neste capitulo.

Em todo este capitulo a palavra espaco indica um
elemento da classe dos espagos regulares enumeraveis

densos em si mesmos.

Fato 2.1.1 Todo espago reqular e enumeravel X é um espago
normal, e ind(X) = dim(X) = 0.

10
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Vamos denotar por Dy(X) a algebra de Boole dos abertos
fechados do espacgo X.

Definigao 2.1.2 Seja X um espago. Dizemos que o espaco X
¢ wrresoluvel se todo denso D C X tem wnterior nao vazio em X.
( Escrevemos intx (D) # (). Dizemos que o espago X ¢é super-
wrresoluvel se todo aberto nao vazio V. .C X €, como subespago

de X, um espago wrresoluvel.

Awnda dizemos que o espago X € hereditariamente irresolivel
se todo subespago denso em si mesmo de X €, ele mesmo, um
espago rresoliuvel.

A um par de subconjuntos densos disjuntos Dy, D1 de um
espago X chamamos de uma resolugcdo de X.

As duas proposicoes que seguem abaixo tém demonstragoes
do mesmo tipo e relativamente naturais. Usamos que a reuniao
de familias celulares maximais, sao densas no espago correspon-
dente.

Proposigao 2.1.3 Seja X um espago wrresolivel. Fxistem aber-
tos fechados V. C X que sao subespagos super-irresolivers.

Proposicao 2.1.4 Seja X wm espago super-irresolivel. FExis-
tem abertos fechados V. C X que sao subespagos hereditaria-
mente wrresolivers.

Prova. Suponhamos que para cada aberto-fechado nao vazio
V C X existe um subconjunto denso em si mesmo D(V) C V
que é resoluvel. Seja entdo D C {D(V) : V € Dy(X) \ {0}}

uma subfamilia celular maximal do 7-network {D(V) : V €
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Dy(X) \ {0}}. Para cada A € D seja {Ag, A1} uma resolucao
deste A, e tomamos assim G; = U{A4; : A € D} parai = 0,1.
Como D é maximal G = Gy U G é denso em X e {Gy,G1} é
uma resolucao de G. Absurdo, pois X é um espaco irresolivel.
O

Definicao 2.1.5 Seja o pequeno nimero cardinal,

irr = min{w(X) : X € um espago irresohivel }.

Relembramos que a palavra espago significa espagos requlares,
enumerdveis densos em Si Mesmos.

Fato 2.1.6 Seja X um espago hereditariamente irresolivel. Se
a cofinalidade cf(irr) > Ry entdo o subconjunto {x € X :
wx(z,X) > irr} € denso em X.

Prova.Suponhamos, por absurdo, que exista, um aberto-fechado
nao vazio F' C X que, como subespaco de X, este espaco sa-
tisfaca: Vo € F(mx(z,F) < irr). Entao podemos obter uma
topologia regular ¢ C 7, que tem por base de abertos-fechados
uma algebra que separa pontos, finitamente gerada por uma 7-
base de F' de cardinalidade sup{mx(z, F) : x € X} < irr. Assim
(F,0) é resoluvel,e entdo (F,7p) também o é. O

Definigao 2.1.7 Dizemos que um espaco X = (w, ) sem pon-
tos 1solados, é mazimal se nao existe uma topologia o, estrita-
mente mais fina do que T que faz de Y = (w,0) um espago sem
pontos solados.

Dizemos que um espago X € submazimal se todo subconjunto
denso D C X ¢€ aberto em X.

Dizemos que um espago X € extremamente disconezo se a
aderéncia de todo aberto em X ainda for um aberto em X .



CAPITULO 2. ESPACOS MAXIMAIS 13

Vamos caracterizar os espagos maximais em termos das algebras
de Boole dos abertos fechados destes espagos. Observamos que
se um espaco X for resoltuvel, entao tomando uma resolucao
deste espago, Dy, D1, podemos refinar a topologia de X, decla-
rando cada um dos elementos Dy, Dy abertos nesta nova topolo-
gia. Assim fica evidente que todo espago maximal é um espaco
irresolavel.

Proposigao 2.1.8 Seja X = (w,7) um espago. Sao equivalen-
tes as sequintes afirmagoes:

(1) o espago X é mazimal;

(2) a sub-algebra Dy(X) C p(w) é mazimal sem dtomos.

Prova.(1)== (2) Suponhamos que A,B € p(w) sdo tais que
ANB=0e AUB =w e [Dy(X)U{A, B} = A é uma sub-
algebra de Boole sem atomos. Seja o = 74 a topologia que refina
7. Como X é maximal, e o nao tem pontos isolados, temos que
o =7, assim A= Dy(X).

(2) = (1) Suponhamos que uma topologia regular ¢ refina
a topologia 7, seja Y = (w,0) o espago regular obtido. Como
Dy(X) C Dy(Y) implica que Dy(X) = Dy(Y) segue que g = 7.
U

Proposigao 2.1.9 Se X = (w,7) é um espago mazimal entao
todo subconjunto fechado denso em si mesmo F' ¢é também aber-
to.

Prova. Suponhamos que F' é um subconjunto fechado denso em
si mesmo, e que existe um ponto ¢ € FNcly (X \ F'). Entao, seja
Y = (w,0) o espago cuja topologia tem por subbase a familia
Do(X)U{F, X\ F}. Como a topologia de Y refina a topologia
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de X, se supormos que X é um espaco maximal, entao existe
um ponto isolado a € Y. Este ponto esta necessariamente em
cdx(X \ F)NF. Seja W C X um aberto-fechado de X tal que
{a} =WNF. Assim a é um ponto isolado de F' C X. Absurdo.
O

Proposigao 2.1.10 Seja X = (w,7) um espago submazimal.
Sao equivalentes as sequintes afirmagoes:

(1) o espago X é mazimal

(2) Para todo © € X e todo par de subconjuntos abertos
A,B C X tais que ANB =0 e AUB = X \ {z} um deles
¢ fechado.

Prova. Suponhamos que existam z € X e um par de subcon-
juntos abertos nao fechados A,B C X tais que AN B = 0 e
AUB = X \ {z}. Entao seja AU {z} =V e definimos a sub-
dlgebra [Do(X) U{V,X \ V}], que ndo tem &tomos. Assim a
negacao de (2) implica a negagao de (1). O

Definicao 2.1.11 Seja A C p(w) uma dlgebra sem atomos. Dizemos
que uma sub-dlgebra B C A € uma mw-base de A se para todo ele-
mento ndo vazio V€ A emiste T € B\ {0} tal que T C V.
Seja

m(A) = min{|B| : B é n-base de A}.

Seja o pequeno cardinal,

m = min{7(X) : X é um espagco mazimal },

onde m(X) = sup{rx(z,X):z € X}.

Proposicao 2.1.12 Seja A uma dlgebra de Boole maximal de
m-cardcter minimo. Entao m = w(A).
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Prova. Pela definicao destes nimeros cardinais, usando os fa-
tos estabelecidos acima na proposicao 2.1.8, e observando que a
nogao de m-base tanto para os espagos topoldgicos, como para
as algebras de Boole sao equivalentes, segue o fato enunciado.
O

Proposicao 2.1.13 irr <m

Prova. Por absurdo, suponhamos que m < irr. Seja X = (w, 7)
um espaco maximal com m-base de abertos-fechados B C Dy(X)
tal que |B| =m < irr.

Como o espago X é enumeravel, existe A C Dy(X) tal que
para cada € X a familia A(z) = {A e A:z € A} C A
satisfaz:

NA(z) = {z} e |A(z)| = w.

Seja o0 C 7 a topologia que tem por base de abertos-fechados
a algebra de Boole finitamente gerada por V = BU A. O espaco
Y = (w,0) é resoluvel, porque tem peso w(Y) < [V|=m < irr.
Por outro lado, se D C Y é denso em Y e inty(D) = (} entao
para um aberto-fechado nao vazio W C X temos que AV € V
tal que 0 AV Cc W eVND #). Assim D é denso em X e
portanto tem interior nao vazio em X. Mas entdo inty (D) # 0.
Absurdo OO

Lema 2.1.14 Todo espago regular, enumerdvel, denso em si
mesmo, X = (w,T), que tem pi-peso Tw(X) = Ny, € um es-
pago resolivel.

Prova. Como na demonstracao da proposicao 2.1.13, podemos
escolher uma familia enumeravel, A C Dy(X), que separa pontos



CAPITULO 2. ESPACOS MAXIMAIS 16

de X, e que contém uma pi-base de X, e cuja algebra de Boole
finitamente gerada por esta familia, [A], é base de uma topologia
o C 7, que faz de Y = (w, o), uma cépia do espago dos niimeros
racionais Q. Logo Y ¢é resoluvel. Entao, como no argumento
final da proposicao acima, X é um espaco resoliuvel. (J

Construcao 2.1.15 Vamos construir uma cadeia crescente de
topologias regulares < 7, : a« € I' >, onde I' é um ordinal li-
mate, de modo que se p é uma topologia reqular, que satisfaz:
User 7o C u, entdo o espago (w, i) tem um ponto isolado.

Fizamos Xy = (w, 79) uma copia do espago dos nimeros raci-
onats, e By C Dy(Xp) uma base enumerdvel de Xy. Suponhamos
Xo = (w,7a) para todos o € B ja foram definidos, onde 8 ¢ um
ordinal limaite, e que By C T, € uma pi-base de cada um destes
espagos, Xo. Seja entio (w,73) = Xp o espago regular, cuja
topologia tem por base de abertos a familia U{Dy(X,) : « € B}.
Ha duas possibilidades:

Se W C Xpg é um dtomo, seja I' = B, e terminamos.

Se W C Xp é um aberto-fechado wnfinito, existe « € 8 e
0 #V € Dy(X,) tal que V C W, portanto existe B € By tal que
B CV CW, o que nos mostra que By € pi-base de Xg.

Vamos supor que X, esta definido, satisfaz todas as condicdes
pedidas, ndao tem pontos isolados. Podemos tomar um subcon-
gunto aberto ndo fechado A C X,, tal que X, \ clx, (A) # 0.

Seja entao, a topologia T4y1, cuja base de abertos é a dlgebra
finitamente gerada por Dy(X,) U{A, X \ A}. Entio X, =
(W, Tat1) € um espago regular, sem pontos isolados, e que tem
By por pi-base. Portanto nao é um espago mazimal, pelo lema
2.1.14.

Assim a inducao transfinita termina quando para um ordinal
limate T" o espago Xr, tem wm ponto solado.
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O exemplo acima serve para mostrar que a construcao de es-
pacos maximais depende de alguma condigao forte, como iniciar
o procedimento com um espago irresoluvel, e ainda essegurar
que nos passos limites nao ocorram pontos isolados. O fato logo
abaixo enunciado, ¢ bem conhecido, mas o procedimento usado
na demonstracao, nao é comum, pois em geral,as construgoes de
exemplos de espagos maximais, sao feitas por inducao transfini-
ta. Dai, o nosso interesse.

Fato 2.1.16 Existem espagos requlares enumerdveis densos em
S MeSmMos que Sao eSpagcos Marimais.

Prova. Seja Alg(w) a familia de todas as sub-dlgebras de p(w)
ordenadas pela inclusao, que satisfazem as seguintes condigoes:
VA € Alg(w) temos

(1)0 #V € A implica |V| = w.

2Vnew, {VeA:neV}={n}

Se D C Alg(w) é uma subfamilia nao vazia totalmente or-
denada pela inclusao, entao a sub-algebra UD ainda satisfaz
(1) e (2), portanto Alg(w) é ordenada indutiva. Pelo lema de
Kuratowski-Zorn existem A € Alg(w) que sdo maximais. Seja
X = (w,74) o espaco cuja topologia tem por base de abertos
uma &lgebra maximal A. Por (1) X é denso em si mesmo, e por
(2) X é um espago regular. Da proposigao 2.1.8, X é um espago
maximal. [

A pedido da banca examinadora dessa tese, vamos
acrescentar uma demonstragcao do fato acima por in-
ducgao transfinita.

Vamos construir uma cadeia crescente de topologias regulares
< Tyt €' >, onde I' é um ordinal limite, de modo que se
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p € uma topologia regular, que satisfaz: |, 7o C g, entao o
espago (w, pt) é maximal.

Fixamos um espacgo hereditariamente irresolivel Xy = (w, 1)
e By C Dy(Xp) uma base desse espago Xy. Ainda pedimos que
todo subconjunto desse espago cujo interior é o vazio
tenha um ponto isolado.

Suponhamos X, = (w,7,) para todos a € B j4 foram defini-
dos, onde 8 é um ordinal limite, e que By C 7, é uma pi-base
de cada um destes espagos, X,. Seja entao (w,75) = Xp o0 es-
pago regular, cuja topologia tem por base de abertos a familia
U{DO(Xa) RS /B}

Se W C Xp é um aberto-fechado (infinito), existe a € f e
0 +V € Dy(X, tal que V. C W, portanto, existe B € By tal
que B CV C W, o que nos mostra que By é pi-base de Xp.

Vamos supor que X, esta definido, satisfaz todas as condicoes
pedidas, nao tem pontos isolados.

Tomamos um subconjunto aberto regular nao fechado A C
Xa-

Seja entao, a topologia 7,41, cuja base de abertos é a dlgebra
finitamente gerada por Dy(X,) U {A,X \ A}. Entdo X, =
(W, Ta+1) € um espaco regular, sem pontos isolados, e que tem
By por pi-base.

Assim a inducao transfinita, para um ordinal limite I" estabe-
lece o espaco X, denso em si mesmo, de modo que todo aberto
regular desse espaco é um aberto-fechado, e todo subconjunto
cujo interior é o vazio, tem pontos isolados. Logo Dy(Xr) é
maximal. [J

Definigao 2.1.17 A = min{x < ¢ : 3A C {0,1}* subespago
denso enumerdvel irresolivel}.
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Teorema 2.1.18 irr < .

Prova. Pela definigao de A seja A C {0,1}* um subespaco denso
enumeravel e irresolivel. Pela definicao de rr temos que irr <

w(A)=A. O

Uma questao natural, que é oportuno colocar aqui, é a se-
guinte: irr = A7 Para respondé-la é necessario saber fazer a
imersao densa de um espago regular e enumerdvel no cubo de
Cantor de peso irr. Nao teremos uma resposta a esta questao.
Vamos obter mais adiante algumas condigoes, que nos permi-
tird mostrar a grande dificuldade que envolve responder a esta
pergunta.

2.2 O mw-caracter

Fato 2.2.1 (Eng, cap7) Seja (X,7) um espago de Tychonof.
Denotamos o compactificado de Cech-Stone deste espago por X
como € usual. Temos:

(1) dim(X) =0 < dim(X) = 0.

Podemos, como consequéncia de (1), considerar BX como o
congunto de todos os filtros mazimais p € Dy(X), com a topo-
logia cuja a base de abertos-fechados é dada pela familia {W* :
W € Dy(X)}, onde, por definicio, W* = {p € BX : W € p}, e
assim, clgx (W) = W*.

Vamos fixar um espaco regular enumeravel denso em si mes-
mo (X, 7) de peso w(X) = Ry e com pi-cardcter local my(z, X) =
N; para cada ponto z € X. Uma questao que nos propusemos
responder é: vale que 7x(p, X) = N; para todos os pontos de
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p € BX7? Outra destas questoes é estabelecer um exemplo de
tais espacos X que nao é subespaco denso do cubo de Cantor
2%,

Proposicao 2.2.2 Para todo p € X temos:
ﬂ_X(prX) S N1-

Prova. Fixemos uma base de abertos-fechados B C Dy(X) com
cardinalidade |B| = N;. Dado um ponto p € X e um elemento
V' deste filtro maximal p existe um elemento B € B tal que
B C V porque B é base de X. Assim clgx(B) C clgx(V),
portanto, {clgx (V) : V € B} é uma pi-base de fX. O

Lema 2.2.3 Seja A C Do(X)\{0} uma subfamilia enumerdvel.
Ezistem abertos-fechados Vi, Vi em X tais que VoN'Vi = 0 e
VWwUWVi =X eparatodoT € Avale TNVy#D AT NV,

Prova. Por inducao finita, vamos construir uma familia celular
de abertos-fechados D, que recobre o espaco X, tal que:

(1) Se D ¢é finita, entao D = {U,, Uy, ...,U,} é tal que os
abertos-fechados V) = Uj<n U; e Vi = U, satisfazem, para todo
TeAvaleque TNVy#0#TNV, ou

(2) se D é infinita, entdao D = {U, : n € w},e para todo
n € w, vale que (VI' € A)(T ¢ U,, Uj).

Neste caso (2), dado 7" € D o conjunto N(T) = {n € w :
U, NT # (0} é infinito. Assim podemos escolher um subconjunto
J =A{np,mp : T € A} C w cujos elementos sao dois a dois
distintos, e tais que Un,, N T # 0 # Uy, NT. Para tanto, é
suficiente enumerar A, na forma, (A4, <) = (w, €), e por indugao
finita, escolher J. Agora definimos os abertos-fechados:

Vo= UTEA UnT e
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Vi= X\ Vo =UD\{Up, : T € A})

e entdo, por (2), para todo T' € A vale que:

VWNT #0#T 0 Ures Unp € Upey Ump C VA

Seja (X, <) uma enumeragao do conjunto X, na forma de um
conjunto bem ordenado do tipo de (w, €).

Por indugao em (X, <) vamos escolher uma familia de sub-
conjuntos abertos-fechados D = {U,, : n € w}, usando a hipétese
de que |A| = w e mx(z, X) > w tais que:

(3) xg =min(X) e UyeVT € A, T ¢ Uy

(4) Tpy1 = min<(X\Uj§n Uj) € Un41 C X\ Ujgn UjeVT €
AT Ujgn Uj € Unya.

Se, {U; : 7 < n}, é tal que:

Ujgnt:WGX\Wa
satisfazem as condigoes pedidas, entao terminamos, nossa in-
ducgao neste passo n. Vamos supor que nao podemos obter as
condigoes pedidas, num ntumero finito de passos indutivos. As-
sim, a familia obtida D = {U, : n € w} é celular, e dado z € X
existe n € w tal que z, < 2 < T,41, e entdo por (4) temos que
& € Ujcn Uj- Logo D ={U, : n € w}, satisfaz (1) e (2). O

Proposicao 2.2.4 Para todo p € X temos:
mx(p, BX) = N1

Prova. Por absurdo, suponhamos que p € X, é um ponto
cujo pi-caracter € enumeravel. Seja A uma familia de abertos-
fechados nao vazios, em X ,tal que (VW € p)(3T € A) tal que
T C W. Em outros termos, A* = {T* : T € A}, é pi-base local
deste ponto p de fX. Do lema 2.2.3 podemos tomar um par de
abertos-fechados, nao vazios, Vy, V4 C X tais que:

VonVi=0eWuVi=X

(VT € AT ¢ Vi) e (T ¢ Va).
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Portanto, Vj € p ou Vi € p, mas nao existe T* € A* que
esteja contido em V;*,7 = 0,1. Contradicao. [J

Definicao 2.2.5 Seja A C p(w) uma sub-dlgebra. Dizemos que
T C w ¢é transversal a dlgebra A se para todo V € A\ {0} vale
VNT#0#V\T.

Em outros termos podemos dizer que T cinde todos os ele-
mentos de A que ndo seja o vazio.

Acabamos de ver que se mx(z, X) =N;,Vz € X, ese |A| =w
entao existem elementos 7' € Dy(X) transversais a A.

Proposicao 2.2.6 Fizemos um espago reqular e enumerdvel X =
(w,T) com peso w(X) = Ry e pi-cardcter local mx(z,X) = N
para todo v € X, e uma sub-dlgebra enumerdvel A C Dy(X),
que separa pontos de w. Seja Y = (w,74). Sao equivalentes as
sequintes afirmagoes:

(1)dado B # W € Dy(X) tal que inty(W) = 0 existe T €
Do(X) transversal a A eV € A tal que TNV =W,

(2) m : BX — BY € aberta, onde m € a iinica extensdo
continua da identidade de X sobre Y .

Prova.(1)= (2). Dado um aberto A C X e um ponto p € A
podemos tomar um aberto-fechado W € p tal que int4(W) = 0,
ep € W* C A. Por hipétese existe T" € Dy(X) transversal a A
eVeAtalque TNV =W, e assim, pNDy(Y) = n(p) é tal
que
m(p) € nW*| =w[T* N V*] = n[V*] = clgy (V) C n[A].
Logo a funcao 7 é aberta.

(2)== (1). Dado um aberto-fechado nao vazio W C X tal
que, qualquer que seja V € A,V ¢ W, no aberto-fechado fX \
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7r‘1(7r[W*]), podemos tomar um aberto-fechado G' C X, tal que
para todo 0 #V € A,V C X\ n 1 (n[W*] vale VNG # § #
V\G. SejaT =W UG, o transversal procurado. []

A funcao 7 que estamos tomando acima, “a tdnica extensao
continua da identidade”, pode ser definida em termos da in-
clusao das respectivas algebras de Boole. Sejam A, B com A C B
duas dlgebras de Boole que separam pontos de w. Para cada fil-
tro maximal p C B definimos o tnico filtro maximal 7(p) =
ANp. Sejam ny4X e ngY, as respectivas extensoes dos espagos
X,Y cujas algebras acima sao suas respectivas bases de abertos.
Entao a fungao 7 é a unica extensao continua da identidade.

Nota 2.2.7 Nas condigoes acima, vamos supor que W € B\ A.
e que a funcao m é aberta, B = Dy(X) e A = Dy(Y). Entdo
temos V€ A e Wy € B tais que:

VUWO =W GVﬂWO :(D e’inty(Wo) :(D

Com efeito, usando a hipétese que 7 é aberta, temos o aberto-
fechado de X dado por G* = 7= }(n[W*]) \ W*, e o aberto-
fechado, W* N = 1(7[G*]) = Wy* é subconjunto de W*, Temos
pE (W \ W())* & W_l(ﬂ(p)) C (VV\W())* — W\I/VO € A.
Seja V. =W \ Wy = inty(W). O

2.2.8 Seja X um subespago denso e enumerdvel do cubo 2%, e

Q C X um aberto-fechado nao vazio do espaco X. Para cada
p € Fn(Xy,2) seja V(p) = {z € X : z[dom(p) = p}. Dado
a € Q) emiste p, € Fn(a,2) tal que a € V(p,) C Q. Como
X € enumeravel, e dom(p,) € finito, cada aberto-fechado de X
depende de no mazimo uma quantidade enumerdvel de indices,
ou coordenadas, o € Ny.
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Seja B C Dy(X) wma sub-dlgebra enumerdvel,e entdo, pa-
ra cada ) # T € B e cada a € T, escolhemos pa(T) tal que
V(pa(T)) C T, e temos o conjunto enumerdvel dos indices
Ig = Urep(U{dom(p.(T)) : a € T})
dos quais B depende.

Um aberto-fechado basico W(q) C X, é transversal a B, se e
somente se dom(q) N Ig = 0. Assim temos que as vizinhangas
basicas W (q) em X sdo do tipo:

V(po) NV (p1) onde po = q[(dom(q) N13) e p1 = ql(dom(q) \ Is).

Desta 4iltima observagao, se Y € o espago regular ( supomos
que B separa pontos de X ), de suporte X e topologia cuja base
de abertos € B, a funcio m de BX sobre BY, é aberta, pela
proposigao 2.2.0.

Exemplo 2.2.9 Fizemos, um espacgo reqular e enumerdvel X =
(w,7) com peso w(X) = Ny e pi-cardcter local mx(z,X) = Ny
para todo v € X, e uma sub-dlgebra enumerdvel A C Dy(X),
que separa pontos de X. Seja Y = (w,74). Suponhamos que
a funcao m : BX —> BY é aberta, onde w € a unica extensao
continua da identidade de X sobre Y. Como Y € uma cdpia
do espago dos miumeros racionais, fizamos um par de abertos-
fechados nao vazios e complementares A,B CY emY e um par
F,G =Y \ F onde F' € uma cdpia fechada de Y com interior
vazio em Y Definimos uma fung¢do continua e bijetora

h:Y —Y, tal que h[A] = F e h[B] = G,

onde para obte-la, é suficiente tomar h de modo que sua restri¢do
a A e a B sejam homeomorfismos. Seja ¢ : BX — BY a inica
extensao continua de hoid. Esta func¢ao ndo é aberta. Assim a
condigdo (1) da proposicio acima falha exzatamente para A = W
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que podemos supor satisfazer as condigoes pedidas no enunciado
da mesma.

Com este exemplo fica claro, que para fazer imersoes densas
nos cubos de Cantor, iremos precisar de hipdteses bem fortes
para os 1nossos espagos. Vamos obter sucesso no caso dos grupos
booleanos enumeraveis, com uma topologia bem especifica. Para
complementar estas observacoes o préximo teorema mostra-nos
que topologias extremas sao decisivas para que a questaol.l.3,
tenha alguma resposta.

Teorema 2.2.10 ( ZFC + CH ) Exzistem espagos requlares enu-
merdvers X = (w,T) com peso w(X) = Ny e pi-cardcter local
wx(z, X) = Ny para todo x € X, que nao podem ser densamente
imersiveis no cubo de Cantor {0,1}%,

Prova. Em [ASTTW] na proposicao 2.1 os autores mostram
que um espago maximal nao pode ser subespaco denso de um
produto de espagos metrizaveis, e o cubo de Cantor é um des-
tes produtos. Assim é suficiente mostrar que existe um espago
maximal X = (w,7) uniforme em pi-caricter local. Usando a
proposicao 2.1.16, seja Y um espaco maximal, e definimos o sub-
conjunto F' = {y € Y : mx(y,Y) = w} C Y. Se inty(F) # {§
entao como subespaco de Y o espaco F' contém um subconjunto
aberto-fechado que é um espago resolivel,temos uma contra-
dicao com o fato de que espacos maximais sao espagos submaxi-
mais e entao sao também espagos superirresoliveis.Logo existe
um aberto-fechado } # X C Y \ F, e assim este espaco satisfaz:
mx(z,X)=N; para todo z € X. O
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2.3 p,arr

Vamos estabelecer o fato p < ¢rr onde relembramos a definicao
do pequeno cardinal p.

Definicao 2.3.1 Uma familia A C p(w) tem a propriedade da
forte intersegao finita, e abreviamos por A tem p.f.i.f, se toda
subfamilia finita nao vazia, Ay C A tem intersegdo infinita,isto
é& | N Ag| = w. Dizemos que um subconjunto infinito B C w €
uma pseudo-intersecao infinita da familia A se para todo V € A
temos que B estd quase todo contido em V jisto é: |B\ V| < w,
e também usamos a notacao BC*V . Definimos

p = min{|A| : A tem p.f.i.f e nao eriste pseudo-intersecio

infinita de A}

Relembramos que um espago de Hausdorff X é um espaco de
Fréchet se vale que:

(VG C X)(Va € clx(G)), existe uma sequéncia

< Zn :m € w > de pontos de G, que converge para o ponto
a, escrevemos ©, — a, ou limz, = a.

Fato 2.3.2 Todo espago de Hausdorff, X = (w,T) de pesow(X) <
p, € um espago de Fréchet.

Para ver que vale o fato acima, notamos que todo ponto z tem
um sistema fundamental V' de vizinhancas abertas com p.f.i.p
( se nao for um ponto isolado) cuja cardinalidade é menor que
p. Se G C X ez € cx(G) entdao {GNV : V € V} tem
p.fa.f, e cardinalidade menor que p. Uma pseudo-intersecao
B ={z, : n € w} desta familia, ¢ uma sequéncia que converge
para o ponto x.
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Fato 2.3.3 Se X = (w,7) € um espago de Fréchet, entdio o
espago X € resolivel.

Prova. Primeiro vamos descrever o espaco X, como uma reuniao
de fechados com interior vazio em X, e com esta finalidade, defi-
nimos o conjunto enumeravel seq, que ird indexar as sequéncias
de X. Enumeramos X = {z, : n € w}.

Se F' C X, é um dos fechados que obtivemos, e na ordem que
vamos definir, z € F', é o primeiro ponto a ser considerado na
indugao, entao acrescentamos uma sequéncia, {a(n) : n € w} tal
que lima, =z e (Vn € w)(a, € X \ F).

Seja seq o conjunto das sequéncias finitas de niimeros natu-
rais, onde a sequéncia vazia <>€ seq e se § =< Ny, Ny, ..., N} >E
seq entao para todom € w definimos sxm =< ng, nq, ..., g, m >€
seq, e ainda tomamos como comprimento destas sequécias [(<>
) =0e (< ng,n1,...,nt >) =k + 1. Definimos uma ordem <
em seq, tal que:

t < s se e somente se: I(t) < I(s) ou [(t) = I(s) mas entao
existe 0 < 7 < I(s) — 1 tal que ¢(j) < s(j), usando a notacio
s =< s(0),s(1),...,s(l(s)) >.

Por inducao no comprimento destas sequéncias, definimos
uma sequéncia crescente de subconjuntos fechados < F,, : n €
w > em X, todos com interior vazio em X, tais que;

(1) Fo={z<s} e s =29

(2) Foy1 \ Fro ={zs : s € seq,l(s) =n+ 1} para cada n € w,
é discreto em X.

(3) Tsum —> @5, € Tyg = 2 onde k = min{n € w : z, €
X\ A{z 1t < s}).

Assim , (J,e, Fn = X e definimos os subconjuntos Dy =
{zs}U{zs 1 s(n) = n(mod2),1 <n <I(s) -1} e D; = {z; :
s(n) =n+ 1(mod2),1 <n <I(s) — 1}, é uma resolucao de X.
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Teorema 2.3.4 p < irr.

Prova. Com efeito, se supormos que irr < p entao nao existe
espaco X de peso irr que seja irresolivel. Absurdo. [

Para finalizar esta se¢ao vamos relembrar que os espagos ma-
ximais sao também sub-maximais, e estes por sua vez sao here-
ditariamente irresoluveis.

Fato 2.3.5 Seja X um espaco sub-mazimal. Se FF C X é um
subconjunto cujo o intertor em X € o wvazio, entdo F' é um sub-
conjunto discreto de X.

Prova. Como X \ F' = G é um subconjunto denso em X e X é
um espago sub-maximal, entao G é um subconjunto aberto de
X. Agora, se o fechado F' tem um ponto de acumulacao z € X
entao G U {2} é um subconjunto denso de X, que nao é aberto,
porque X \ (GU{z}) = F'\ {z} nédo é fechado. Contradicao. O]

Fato 2.3.6 Seja X um espaco sub-mazimal. Se todo FF C X
subcongunto fechado em X, denso em si mesmo, é aberto em X,
entao X € um espago mazximal.

Prova. Por hipdtese, a algebra dos fechados regulares de X,
coincide com a &lgebra dos abertos-fechados de X, e também
coincide com a dlgebra dos abertos regulares de X. Assim Dy(X)
é maximal, portanto X é maximal. Também X é extremamente
disconexo. [J



Capitulo 3

Caracterizacao do cardinal

Este capitulo é dedicado a responder as questoes 1.1.1 e 1.1.2.
Também estabelecemos uma condigao suficiente para imergir
um espago regular num cubo de Cantor. Ea resposta “melhor
possivel”. O que veremos é que a questao 1.1.3, estd definitiva-
mente amarrada aos grupos booleanos com uma topologia que
é um subconjunto da topologia de Bohr. E uma consequeéncia
do teorema 3.4.11.

3.1 O cardinal 7

Vamos definir este pequeno nimero cardinal, que estd associado
as familias independentes do conjunto das partes do conjunto
dos ntimeros naturais, e estas familias, por sua vez, caracterizam
as topologias dos subespacos densos e enumeréaveis dos cubos de

Cantor.

Definicao 3.1.1 (Kun,pag 257) A C p(w) € uma familia in-
dependente se e somente se para todo n,m € w e para toda sub-
familia finita de elementos dois a dois distintos ay, ..., Gy, by, ..., by
de A temos |agN...Nap N (w\bp) N...N(w\ by)| = w.

29
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Vamos sﬁpor sempre que |A| > w e dizemos que A é uma
familia independente mazimal se para todo x € p(w)\ A, AU{z}
nao € uma familia independente.

Sempre que for conveniente, vamos usar a abreviacao “f.i.”
para indicar que ¢ uma familia independente. E o caso abaixo,
para que a definicao nao fique quebrada em duas linhas!

Definicao 3.1.2 Vamos definir o pequeno nimero cardinal;
i = min{|A| : A C p(w) é uma “f...” mazimal }.

Queremos estabelecer o seguinte fato, i = A. Este cardinal
foi definido em 2.1.17. Para este fim, que é a caracterizacao
topolégica do cardinal 7, precisamos mostrar os dois lemas que
seguem. O primeiro destes lemas estabelece a funcao, cuja ima-
gem é um subespaco denso num cubo de Cantor, e usaremos
a notagao introduzida neste lema, para esta funcao, em todo o
nosso trabalho. O segundo lema é uma forma de reciproca do
primeiro.

Lema 3.1.3 Seja A uma familia independente de p(w) e 9 4uma
fungdo de w em {0,1}* definida por:

Veew,VWWeA,

Ya(z)(V)=0sex €V ou

Ya(z)(V)=1sexzew\V.

Entéo o subespago 1 4[w] = A € um subespago denso do cubo

de Cantor {0,1}* de peso |A|.

Prova. Para cada funcao parcial finita,

p € Fn(A,2)\ {0},definimos
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V(p) = (N{V € dom(p) : p(V) = 0} (Hw \ V : (V' €
dom(p))(p(V) =1)}).

Pela definicao de familia independente:

|V (p)| = w, assim podemos escolher um ponto z € V(p), e
pela definicao da funcao 14 temos que:

Ya(z)(V) =p(V), para todo V' € dom(p).

Denotamos por:

B={W(p):p€ Fn(A,2)\{0}},

a subbase canonica da topologia do cubo de Cantor, onde os
subconjuntos abertos-fechados sdo dados por:

W(p) = {s € 24 : s | dom(p) = p}. Entao ¥4[V(p)] =
ANW(p). O

Seja A um subespaco denso enumerdvel do cubo de Can-
tor, {0,1}* para um cardinal infinito ¥ < c. Vamos supor que
A = (w, 7),e denotamos os abertos-fechados da subbase canénica
deste cubo por W(w, 1) = {s € 2" :s(a) = i},para todo @ € k e
2 € 2. Definimos a correspondente familia de subconjuntos de w
por: A={ANW(e,0) : o < k} C p(w).

Lema 3.1.4 Nas condigoes acima, entdo

(1) A é uma familia independente.

(2) A € uma familia independente mazimal se e somente se
A é um subespago wrresolivel.

Prova. (1).Dados n,m € we B = {Uy,....,Upn,V1,..., Vi } um
conjunto de elementos dois a dois distintos de A, escolhemos
p € Fn(A,2) = Fn(k,2) de modo que:

(a) dom(p) =B

(b) p(U;) =0ep(Vy) =1paraj=1,..,nek=1,..m.

Uma vez que A é denso em {0, 1}* temos
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[W(p)NA| =weW(p)NA =UiN...A0,N(w\V1)N...0(w\Vp)

o que mostra a veracidade de (1).

Para provar (2) suponha que existem dois subconjuntos den-
sos Dy, D1 no espago A tais que DU D; = A e DyN Dy = 0.
Entdao Dy € A e assim AU {Dy} = B seria uma familia inde-
pendente.

Vamos supor agora que X C w(=A), X ¢ Ae AU{X} ¢
uma familia independente. Entao para todo p € F'n(A,2) \ {0}
temos que:

W(p) N X # 0 £ W(p) 0 (4) X).

Assim mostramos que o espaco A sera resolivel se e somente
se a familia independente A nao for maximal. I

Teorema 3.1.5 7 = )\

Prova. Primeiro vamos mostrar que ¢ < A .Escolhemos um su-
bespago denso, enumerdvel e irresoltivel A C {0,1}* no cubo de
Cantor de peso A. Do lema 3.1.4 | temos a familia independente
maximal A = {W(a,0) N A : o < A} de cardinalidade [A] = A,
portanto ¢ < \ .

Agora vamos provar que A < 7. Seja A = {V(a) : a €
i} C p(w) uma familia independente maximal de cardinalidade
i. Vamos supor que o # f = V(«) # V() para todo «, B € 1.

Do lema 3.1.3, seja A = 9 4[w] um subespago denso e enu-
merével do cubo de Cantor 2. Precisamos mostrar que A é um
espaco irresolavel. Por absurdo, suponha que Dy, D; sao dois
subconjuntos densos e disjuntos do espaco A ,e que satisfazem
DyUD; = A. Entao ¥p € Fn(i,2) , W(p)NDgy # 0 # W (p)ND;
e assim temos que A C AU {¥47'(Dy)} = B e para todo
pe€ Fn(i,2) e V(p) = (({V(a) € A: p(a) = 0})N((Hw\V () :
p(a) = 1}) onde a € dom(p) temos V(p) N4 (Dy) # 0 #
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V(p) N (w\ %4 (Dy)). Assim mostramos que B é uma familia
independente de p(w). Contradigdo, uma vez que A é maximal.
Logo A é um subespaco denso, enumeravel e irresolivel do cubo
{0,1}". Assim A\ < 4. O

A proposi¢ao que vem a seguir, é um fato que complementa
as nossas observacoes a respeito das imersoes densas nos cubos
de Cantor. Ela estad diretamente ligada & proposicao 2.2.6.

Proposicao 3.1.6 Fizamos um espago reqular e enumerdvel X =
(w, T) com peso w(X) = Ry e pi-cardcter local mx(z, X) = N pa-
ra todo © € X. Para cada sub-dlgebra enumerdvel A C Dy(X),
que separa pontos de w, denotamos por Y4 = (w,T4), o corres-
pondente espago reqular. Se m: BX — BYy € aberta,entdo X
¢ densamente imersivel em 2%,

Prova. Enumeramos a familia de todos os pares (z, F'), formados
por um ponto z e um fechado F' de X, ao qual o ponto nao
pertence, na forma {P, : t € ¢}, onde P, = (xy, F}).Seja B =
{Wp : f € i} uma base de abertos-fechados do espago X .

Por indugao transfinita, vamos construir uma sequéncia trans-
finita de sub-algebras enumeraveis {A, : @ < Ny },tal que:

(1) Ay C Dy(X), separa pontos de X.

(2) Agy1 = [Aa U {Taq1}], com inty, (Tat1) = 0.

(3) Se I' é ordinal limite, entdo Ap = U{A, : « € T'}.

(4)A = U{A, : « € N;}, é base de abertos de X.

Suponhamos que A, estd escolhida. Seja t(a) = min{t :
A, nao separa B}, e seja f(a) = min{f : Wj separa Py}
Usando a proposicao 2.2.6, seja Ay1 = [Aq U{T, X \ T'}],onde
T € Dy(X) é tranversal a A, e existe V € Dy(Yy,), tal que
VNT = Wpa) \ inty,(Wp()), usando a nota 2.2.7. No caso em
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que I' € Ny é limite, tomamos U{A, : « € I'}, completando a
indugao. Seja A = [J,en, Ao 2 dlgebra resultante.

Como fizemos a escolha, em cada passo da inducao, A,y =
[Aq UA{T, X \ T}], com este transversal T tal que V NT =
Wa(a) \ inty,(Wp(a)), a dlgebra resultante, separa todos os pares
P,, que a subfamilia {Wj : 8 < f(«)} j& separavam. Logo A
separa todos os pares P, formados por um ponto z e um fechado
F' ao qual este ponto nao pertence, isto é; A é base do espago
X.

Se To é uma “f.i.” que gera A, entdo T,U{T} = 7441 € uma
“fi.” que gera Ayy1. Assim, a imersao de X por meio da “f.i”
T = U{7s : « € N1}, usando o lema 3.1.3, é uma cépia densa
em 2% do espaco X. O

O teorema 3.1.5 é a caracterizacao topolégica das familias
independentes maximais. Como consequéncia desta caracteri-
zagao, e das proposicoes 2.1.3 e 2.1.4, e do fato que todo aberto-
fechado bésico ) # W C 2* é uma cépia de 2°, podemos afir-
mar que existem “f.i.”maximais A tais que, se V € A entao
{T'NV :T € A}, ainda é uma “f.i.”maximal. Tal fato equivale
a proposicao 2.1.3.

Vamos a seguir dar uma caracterizagao dos espagos regula-
res enumeraveis densos em si mesmos, densos no cubo de Can-
tor de peso c, e que sao espacos submaximais, nos termos das
“fi.”maximais. E uma forte aplicacao do teorema 3.1.5.

3.2 Espacgos Submaximais

Em [ASTTW] os autores mostram que no cubo de Tychonof
[0,1]°, dentro de um modelo de ZFC mais BL ( Booth Lemma,
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ou p = c ), existem subespagos densos enumeraveis submaxi-
mais. Também é bem conhecido [Vau] que p < i e que p < i
é consistente. Malykhin [Ma]mostrou que num modelo de Bell-
Kunen o cubo de Cantor de peso w; contém um subespaco denso,
enumeravel e irresoluvel. Assim pelo teorema 3.1.5 é verdade que
t = w1, dentro do modelo de Bell-Kunen. Mostraremos que nes-
te modelo, onde o continuum ¢ = N, o cubo de Cantor de peso
c contém um subespaco denso enumeravel submaximal. Assim a
existéncia de tais subespagos densos enumeraveis e sumaximais
no cubo 2¢ é independente de 1 = c ou p = c.

Seja A uma familia independente de p(w). Nesta secgao va-
mos supor sempre que X = (w,7) é um espago topoldgico cuja
subbase é a familia AU{w \V : V € A}, e A = 94[w] é um
subespaco denso do cubo de Cantor {0,1}4. Também fixamos
a notacao A= {V, : a € ¥}, onde supomos que |A| = k.

Recordamos que um espago topoldgico (X,7) é um espago
submaximal se todo subconjunto denso D C X é um subcon-
junto aberto de X.

Para cada p € Fn(k,2) denotamos por V(p) ao sub-
conjunto (N{V;, : p(a) = 0})(N{w \ V : p(a) = 1}). Em
particular se p = (}, entdo vamos supor que V(p) = w.

Definicao 3.2.1 Dizemos que um subconjunto D C w € denso
em A se | DNV (p)| = w para todo p € Fn(k,2). Dizemos que um
subconjunto G C w € um aberto em A se Yz € G, Ip € Fn(k,2)
tal que x € V(p) C G.

Proposicao 3.2.2 As sequintes afirmagées sao equivalentes:

(i) D é denso em A,
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(1) A(D) ={VoND: o€k} é una familia independente de
p(D) (partes de D),
(111) Y[ D] € denso em A.

Com efeito, suponhamos que D C w é denso em A. Para
p € F'n(k,2) temos (N{DNV, : p(a) = 0}) (N{D\ Vs : p(a) =
1}) = DN V(p), e este ultimo ¢ infinito. Mas, se A(D) é uma
“f.i”” entao da igualdade acima segue a afirmagado (i). Que (i) é
equivalente a (iii) sdo os lemas 3.1.3 e 3.1.4 e a definicao de 1) 4.

Proposicao 3.2.3 Sao equivalentes as sequintes afirmacoes:
(1) G C w € aberto em A
(2) G é aberto em X
(3) ¥ 4|G] € aberto em A.

Também, esta proposicao é imediata.

Vamos descrever a seguir uma familia independente enumerével,
que sera 1til nas construcoes futuras de outras familias indepen-
dentes, que faremos, para mostrar que existem subespacos den-
sos enumeraveis e submaximais no cubo de Cantor de peso c,
sob certas condigoOes especiais,isto €, em algum modelo de ZFC.

Exemplo 3.2.4 Fizemos o subespago denso e enumerdvel Z =
{z : {n : z(n) # 0} € finito } C 2“. Escolhemos s € 2 de
modo que [{n : s(n) =0} = {n: s(n) = 1}|. Seja T a familia
independente definida por T = {T, : « € w}, ondeVa € w,T, =
ZNW(a,s(a)), e como sempre, W(a,i) = {s € 2 : s(a) =1}
para todo o € w ,e v € 2 .Entao T satisfaz : (T = 0 bemn como
U7 =2

O lema que segue é imediato.
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Lema 3.2.5 Sejam A e B duas familias independentes, com
A C B. Entao,
(i) D Cw € denso em B implica D também é denso em A;
(1) G C w € aberto em A implica G também é aberto em B.

Lema 3.2.6 Seja D um subconjunto de w que satisfaz as se-
guintes condigoes:

(i) D = U, enDn para todo n € w, |D,| > 1,

(i) n #m = D, N D, ={.

Seja T a familia independente do exemplo 8.2.4. Entdo

D = {Vy:a < w} dada por Vo, = | {D, : n € T,} é uma
familia independente de p(w) e D é aberto em D.

Prova. Dado p € Fn(w,2), temos que z € V(p)(pg 35) se e
somente se Yo € dom(p) , In € T(a,p(a)), tal que z € D,,
por (i) e (ii), se e somente se , In € T(p), tal que z € D,,.
Onde, T(a,p(@)) = Tq, se p(a) = 0, ou T(a,p(a)) = w \ Ty,
se p(a) = 1. Assim, V(p) = U{D, : n € T(p)}, onde T(p) =
maedom(p)T(a7p(a))‘ L]

Relembramos que um espaco X é w-resoltivel se exis-
te uma familia infinita ( enumerdvel ) de subconjuntos
densos em X, dois a dois disjuntos.

Lema 3.2.7 Seja A uma familia independente e suponhamos
que |A| <i. Se D C w é denso em A entdo existe uma sequéncia
{D, :n € w} de subconjunto de D tal que : |

(1) para cadan € w , D, é denso em A,

(i) n#m = D, N D,, =0,

(i) Uy D = D

Prova. Como |A| < 1, o subespago denso 1 4[D] C 24 é resolivel,
e se G C Yu[D] é denso em 9 4[D], entio este G também é
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resolivel. Assim 1) 4[w] é w-resolivel, e portanto D é w-resolivel.
( Usamos a proposigao 3.2.2 ). O

Lema 3.2.8 Seja D C w denso em A e suponhamos que |A| <
i. Bntao emiste uma familia independente B C p(w) tal que:
(1) AC B e |B\ Al =uw,

(1) D € denso e aberto em B.

Prova. Escolhemos {D, : n € w} satisfazendo as condicdes do
lema 3.2.7, e entao seja, D a familia independente definida no
lema 3.2.6. Definimos B = AU D, que é uma familia indepen-
dente, e como, D = UD, é claro que D é aberto em 5B. Vamos
introduzir uma notacao.

Para cada p € Fn(B,2), podemos fixar s € Fn(A,2) e
t € Fn(D,2) tais que
s =plANdom(p) et =p[D Ndom(p)
e assim, se W € [B], isto é; W é um elemento da dlgebra fi-
nitamente gerada por B; podemos supor que W = B(p) =
(M{Ba : p(a) = 0}) N(N{w \ By : p(e) = 1}) onde, de modo
analogo, A(s) N D(t) = W, sao definidos por A(s) = (N{A, :
() = 0}) (e \ Aa : 5(a) = 1}), e D(t) = (M{Dy : t(a) =
0}) (" {wr\ D : t(ar) = 1}).

Como para cada n € w cada D, é denso em A, temos que
|A(s) N Dy| = w, e assim, [WND|=w. O

O nosso principal coroldrio do teorema de caracterizacao do
cardinal ¢ é a traducao da existéncia de subespacos densos enu-
merdveis submaximais no cubo de Cantor 2¢, nos termos das
algebras de Boole, que vem logo a seguir.

Teorema 3.2.9 (i = ¢ )Eziste uma familia independente A C
p(w) tal que:



CAPITULO 3. CARACTERIZACAO DO CARDINAL I 39

(i) | =c e

(i) se D C w é denso em A entio D é aberto em A.

Prova.Seja {E, : @ < ¢} uma enumeragao de todos os sub-
conjuntos infinitos de w com Ey = w e escolhamos uma familia
independente Ay com cardinalidade |Ay| < ¢ e UAy = w. Por
inducao transfinita em c \ {0} vamos definir uma sequéncia
{As:a € c\ {0}} de familias independentes tais que:

(1) Aa C Aa+1

(i) [ a1 \ Aal =

(iii)se B, é denso em A, entdao E, é denso e aberto em A, 1
usando o lema 3.2.8 para definir estes conjuntos, e

(iv) se B é limite entdo seja Ag = [Jyep Aa-

A familia independente que fica definida por
A = UaEc ‘AOI
tem cardinalidade |[A| = c e se D C w é denso em A entéo
do € c tal que D = E, e este conjunto é denso em A, portanto
é também aberto em A, 41, pela construcao por inducao, assim
é ainda aberto em A. O

Corolario 3.2.10 (7 = c )O cubo de Cantor {0,1}° contem um
subespago denso enumerdvel submazimal.

Prova.Escolhemos uma familia independente A que satisfaz o
teorema 3.2.9. Seja Y 4[w] = A o subespago denso do cubo de
Cantor de peso c. Se D é denso em A entao 14 (D) é denso
em A, assim também é denso e aberto em A e portanto D é

aberto em A. (J
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3.3 Modelo de Bell e Kunen

Seja M um modelo transitivo enumerdvel para ZFC mais GCH.
Bell e Kunen [BK] construiram em M uma familia crescente de
ordens parciais { P, : & < w1} com as seguintes propriedades:

(i) cada P, tem c.c.c.

(ii) se B € limite Pg = U{P, : o < 3}

(iii) se o nao é limite entdo P, é tal que MA (axioma de
Martin ) é verificado em MT=.

Seja G = G,,, um filtro P, -genérico sobre M e G, = GNP,
para cada o < w;. Em M[G,,] existe uma sequéncia crescente
transfinita de modelos {M[G,] : @ < w1}, e se & > 0 é um
ordinal nao limite entao em M[G,] valem MA e ¢ = R,. Obser-
vamos também, que em M[G,, ], o conjunto das partes de w é a
reuniao da sequéncia crescente {p(w) N M[Gyt1] : @ < wy}.

Teorema 3.3.1 No modelo de Bell e Kunen, existe uma familia
independente A C p(w) tal que todo subconjunto D C w denso
em A € aberto em A.

Prova. Por inducao transfinita dentro de M[G,,], vamos cons-
truir uma sequéncia crescente de familias independentes {A, :
o < wi}, tais que dentro de M[Gqq1], a familia A, satisfaz o
teorem 3.2.9. Isto é possivel porque dentro de M[G,41] vale
MA | entao = = ¢ = N,. Agora olhamos esta familia den-
tro de M[Gq42], e dentro deste modelo temos que |Aqq;| <
Not1 < Ngyg = ¢, e entao pela prova do teorema 3.2.9, den-
tro de M[Gy42], podemos escolher uma familia independente
Aotz D Aayi, e tal que dentro de M[Gyy2] se D é denso em
Aqto entao também € aberto. (Para um ordinal limite tomamos
a reuniao ). A familia A = U{A4, : @ < w;} é uma familia
independente dentro de M[G,,,] e se D C w é denso em A entao
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da < w; tal que D € p(w)NM[Gyy1] e assim D é aberto em Ayo
dentro M[Gg42], portanto é aberto em A dentro de M[G,,]. O

Corolario 3.3.2 No modelo de Bell e Kunen hd um subespaco
denso enumerdvel submazimal do cubo de Cantor {0,1}°.

Prova. Tomamos uma familia independente A como no teorema
3.3.1. Seja 9 4[w] um subespago denso enumerével submaximal
de 2¢. O

Malyhin mostrou que neste modelo valem os fatos:

Fato 3.3.3 (Ma) No modelo de Bell e Kunen existe um gru-
po booleano enumerdvel com topologia mazimal. Também neste
modelo, o cubo de Cantor 2“ contem um subespaco denso enu-
meravel e 1rresoluvel.

Fato 3.3.4 (BK) Seja fw \ w = w*. No modelo de Bell e Ku-
nen, Vp € w* vale mx(p,w*) = Ny.

3.3.5 A emisténcia de um subespago denso enumerdvel subma-
zrmal X C 2°, for estabelecida, em modelos onde valem: BL,
MA, i = c, e no modelo de Bell e Kunen, ondei = R; < c=1N,,.

3.4 Grupos Booleanos enumeraveis

O objetivo desta seccao, é mostrar que se dois subgrupos den-
sos e enumeraveis G, H do cubo de Cantor 2° tem a topologia
de Bohr como subespaco de 2¢ entao existe um isomorfismo bi-
continuo 1 do cubo de Cantor 2¢ tal que |G| = H. Vamos
estabelecer uma condigao suficiente para imersoes densas nos
cubos de Cantor de peso x,N; < k < c.
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Um grupo booleano (G,+) é um grupo abeliano cujos ele-
mentos tem ordem 2. Podemos considerar estes grupos G como
espacos vetoriais sobre o corpo Zy = 2. Assim é facil ver que
G, H sao isomorfos se e somente se |G| = |H|.

Seja G' um grupo booleano com |G| = k. Um conjunto de
vetores linearmente independente B C G é uma base de G se e
somente < B >=G. Sejam A ={a,: a < k},B={by: @ < Kk}
bases de dois grupos booleanos G, H de mesma cardinalidade.
A funcao ¢ : G — H definida por ¢(a,) = b, estendida line-
armente é um isomorfismo linear entre G ¢ H.

Definicao 3.4.1 Seja (G,+,7) um grupo booleano topoldgico
enumerdvel denso em st mesmo. Denotamos por hom(G) o
conjunto de todos os homomorfismos de G em {0,1}. Dizemos
que G é um grupo pseudo-mazximal se todos os homomorfismos
[ € hom(G) forem fungdes continuas.

O conjunto hom(G) é ele mesmo um grupo booleano se de-
finirmos para todo par de homomorfismo f, g € hom(G) e para
cada z € G a soma por (f + ¢g)(z) = f(z) + g(z).

Vamos denotar por KHOM(G) o conjunto {f~1(0) : f €
hom(G)} que é o conjunto de todos os subgrupos W C G tais
que se z,y € G\W entdo z+y € W. Se G é um grupo booleano
finito entao |G| = |[KHOM(G)| = 2" para algum n € w. ( Para
cada W € KHOM (G) existe um e somente um homormofismo
h € hom(G) tal que h=1(0) = W ). Observamos que hom(G) é o
dual algébrico de G, assim |G| = 2" se e somente se |hom(G)| =
2%,

Proposicao 3.4.2 Seja G um grupo booleano infinito enumerdvel
e seja D um conjunto nao vazio contido em hom(G). Sao equi-
valentes as sequintes afirmacgoes:
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(1) D ¢ um conjunto linearmente independente em hom(G);
(1) {f710) : f € D} é uma familia independente de subgru-
pos de G.

Prova. (i) == (ii). Seja F' = {fi, ..., fn} um subconjunto fini-
to de D. Precisamos mostrar que para todo p € 2 cada um
dos subconjuntos W(p) = (Vep f~'(p(f)), é um subconjunto
infinito de G.

Primeiro vamos observar que F' é um conjunto linearmente
independente se e somente se | < F' > | = 2". Com efeito, para
{1,...,n} = I o subgrupo de hom(G) que é gerado por F é dado
por: < F >={h,:s €2} onde hy =3, ;s(i)fi = > s(i)=1 fi-
Entdo | < F' > | = 2" se e somente se h; = 0 => s = 0 se e
somente se /' é um conjunto linearmente independente.

Agora, seja W = (;cp f71(0) C G o subgrupo fixado por F'.
Definimos a fungao 7 : G —» 27 tal que 7(z)(f) = f(z) para
todo z € G e todo f € F. Tomamos, A = 7[G] C 2¥ a imagem
do homomorfismo 7, e entdo A é um subgrupo de 27, tal que:

Vp e A, W(p) = Nyer F0(F)) = 7(p) = o+ W para
todo z € G tal que n(z) = p. Sey € z+ W entdo v +y €
W= nm(z+y)=0oun(z)=mn(y).

O subgrupo A é isomorfo ao grupo quociente

S ={z+W:z€G}={W(p):pec A}

Precisamos mostrar que A = 2. Seja h = h, um ponto de
< F' >. Entao temos:

W C Ny@=1 £i71(0) € h71(0), entéo, definimos a funcdo, :
2! — KHOM(A) tal que 9(s) = A, = {p € A : W(p) C
h=1(0)}, onde pelo teorema do isomorfismo da dlgebra linear, te-
mos, %0—) ={e+W:zeh™(0)}={W(p) :pen[h1(0)]} C
& portanto A, é o subgrupo 7[h~'(0)] = A, C A4, e ele é tal

W)
que p,q € A\ A implica p 4+ ¢ € A,. Com efeito, escolhemos
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z,y € G\ h71(0) tal que 7(z) = p e 7(y) = q entdo p + ¢ =
m(z + y), mas  +y € h~'(0). Portanto, A, € KHOM(A).
Se s,t € 2/ e A, = A, entdo 77(A4,) = hs_l(O) = ht_l(O) =
7 YA} = hy; = by => s = t. Assim mostramos que 7 é uma
funcao injetora, logo

" =| < F>|< |hom(A)| = |[KHOM(A)| < 2"

portanto, A = 2%,

(ii) = (i). Para um p € Fn(D,2) \ {0} vale que W (p) é
um subconjunto infinito de G. Seja h = Zfedom(p) f. Entao
h1(1) = LW (q) : dom(q) = dom(p), X jeaomy 4(F) = 1} # 0.
O

Corolario 3.4.3 Seja D C hom(G) um conjunto linearmente
independente Sao equivalentes as sequintes condicoes:

(1) D é mazimal como conjunto linearmente independente
em hom(G)

(2) <D >= hom(G)

(3) {ker(f) : f € hom(G)} € uma familia independente ma-
zimal de subgrupos de G.

Assim, se D € mazimal entdo |D| = c.

Agora, vamos fixar um grupo topolégico booleano infinito
enumeravel (G, +, 7). Seja D uma base para hom(G) e definimos
a funcao:

P G — 2P tal que ¥(z)(f) = f(z);Vz € G, f € D. Toma-
mos a sua imagem, e por (3) do coroldrio acima, ¥[G] = H C 2P
¢ um subgrupo topoldgico denso do cubo de Cantor {0,1}? de
peso |D| = c.
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Propdsigéo 344 A fungdo Y definida acima, é um somorfis-
mo de G sobre H. Se a topologia de G ¢é pseudo-mazimal entao
Y € uma fungao continua, onde H tem a topologia de subespago
de 27

Proposigcao 3.4.5 Se G tem a topologia de Bohr e H tem a
topologia de subespaco de 27, entdo 1 : G — H é um homeo-
morfismo.

Corolario 3.4.6 Eziste um subgrupo topoldgico denso enumerduvel
pseudo-mazimal H C 2°.

Proposigao 3.4.7 Se G tem uma topologia irresolivel entao G
é um grupo topologico pseudo-maximal.

Prova. Suponhamos, por absurdo, que 2 € hom(G) é um homo-
morfismo tal que A~1(0) = W é um subgrupo com intg(W) = ().
Definimos o homeomorfismo 1, : G — G tal que ¥,(z) =z +a
para todo z € G, onde a € G\ W. Entao, temos ,[W] =
G\ W, e portanto ambos os subconjuntos W e G\ W sao densos
em G. (Contradicdo, pois G' é um espago irresolivel). Assim
intg(W) # 0 e isto mostra que W e G\ W sao subconjuntos
abertos e fechados de GG. Logo h é uma funcao continua. O

O fato que usamos intg(W) # 0 implica que W é um aberto-
fechado, é devido a W ser um subgrupo do grupo topoldgico G.
[ Kelley, pg 106,Tc|.

Nota 3.4.8 ( Fréchet e Brouwer, 1910)
Sejam A, B dois subespagos densos e enumerdveis da reta real
R. Eziste um homeomorfismo h : R — R tal que h[A] = B.
Hd inimeros problemas em aberto, até os dias de hoje, que
pedem alguma generalizagdo deste fato, [OpJ. Os espagos on-
de valem fatos andlogos, que sao conhecidos, sio o conjunto de
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Cantor 2¥, e o espago dos nimeros irracionais P C R, e o nosso
teorema acima, nos dd mais um exemplo, o Uunico que conhece-
mos, na classe dos espagos nao metrizivers.

Alguma técnica, deve ser desenvolvida, para uma abordagem
nesta classe de problemas, e assim, devemos estudar as possiveis
topologias, que podemos definir, nos espagos dos homeomorfis-
mos, de um espago sobre si mesmo, com boas propriedades, tais
como serem homogéneos, etc.

Proposicao 3.4.9 Sejam A, B dois subespacos densos do cubo
de Cantor 2°.5ao equivalentes as sequintes afirmacoes:
(i) eziste um homeomorfismo 1 : 2¢ — 2° tal que Y[A] = B,
(11) existe um homeomorfismo ¢ : A — B tal que D|B =
{o[T): T € D[A} onde D denota a dlgebra booleana de todos os
subconjuntos abertos e fechados de 2° e D[ X ={WNX: W €
D}.

Lema 3.4.10 Seja G C 2° um subgrupo denso, enumerdvel e
pseudo-mazimal do cubo de Cantor de peso c. Para cada a € c
definimos ho : G — 2 tomando Vz € G, ho(z) = z(a). Entdo
< hy € c >= hom(G,2).

Prova. Como G é subespago denso, a familia definida por
{he '(0) : a € ¢} é uma familia independente; assim pela pro-
posicao 3.4.2, o conjuntoB = {h, : o € ¢} é linearmente in-
dependente. Suponhamos que f € hom(G)\ < B >; entao
B U{f} é um conjunto linearmente independente, assim pela
proposigao 3.4.2, o subgrupo f71(0) é denso em G, e o subcon-
junto G'\ f~1(0) também é denso em G. Isto mostra que f é
um homomorfismo nao continuo de G em 2. O que contradiz a
hipdtese de GG ser um subgrupo pseudo-maximal de 2¢. O
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Teorema 3.4.11 Sejam G, H dois subgrupos densos enumerduveis
pseudo-mazimais do cubo de Cantor de peso c. Existe um iso-
morfismo bicontinuo 1 : 2° — 2° tal que Y[G] = H.

Prova.Seja G =< a, : m € w >e H =<b, : n € w e
seja ¢ : G — H um isomorfismo algébrico tal que 90( i) = b
Entao ¢ é uma funcao bicontinua porque G' e H, tém a topologia.
de Bohr.

Com efeito, primeiro vamos abservar que se h € hom(H)
entao existe um e somente um homomorfismo g € hom(G) tal
que g = hp. Assim Vi € 2 e Vh € hom(H) temos ¢g~1(i) =
¢ 1 (h7(:)), e do lema 3.4.10 e da proposicio 3.4.4 vemos que
¢ € uma funcao bicontinua. Entao, da proposicao 3.4.9, existe
um isomorfismo bicontinuo ¢ : 2° — 2° tal que 9(z) = ¢(z),
Ve e G. O

O préximo teorema, nos dd uma resposta a questao 1.1.3.

Observando que se X é um subespaco denso e enumerivel
do cubo 2%, entao < X >, é um subgrupo booleano,denso neste
cubo, e contem X como subespaco denso, ¢ dificil imaginar uma
resposta, a questao 1.1.3, com hipdteses mais fracas.

Teorema 3.4.12 Seja (G,+,7) um grupo topoldgico booleano
enumerdvel de peso w(G) = k onde Ny < k < c. Se T C Tgopr
entao existe um 1somorfismo bicontinuo ¥ : G — H, onde
H C 2%, é um subgrupo topoldgico denso no cubo de Cantor de

peso K.

Prova. Por hipdtese, 7 C 7po, implica que existe um siste-
ma fundamental de vizinhancas de 0 € G da forma B(0) =
{he ' (0): €k} C KHOM(G). Da proposicao 3.4.2 podemos
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obter uma familia independente A C B(0) com a propriedade
maximal, isto é, {NAy : Ay € [A]* \ {#}} = B(0). Considere-
mos agora a lmersao canonica ¥4 = 1, do grupo G, que é defi-
nida por V& € G,Vh € A,9(z)(h) = h(z). Seja H = 9[G] C 24

o subgrupo denso. [J

Vamos agora fazer mais uma observacao a respeito deste pro-
blema. Os teoremas que obtivemos nesta secao, dependem da
proposicao 3.4.2. Vamos mostrar que esta proposicao depende
da estrutura algébrica dos grupos booleanos.

Nota 3.4.13 (CH)

Seja X um espaco regular, enumerdvel, denso em s1 mesmo,
de peso w(X) = ¢, e pi-cardcter local mx(z,X) = ¢, (Vz € X).

Seja Cont(X) o conjunto de todas as fungoes continuas de X
em 2, com a soma definida por (f+g)(z) = f(z)+g(z),Vz € X.
Temos Do(X) = {f1(0) : f € Cont(X)}, e (Cont(X),+) ¢ um
grupo booleano.

Seja B C Cont(X) um conjunto linearmente independente,
cujas fungoes do subgrupo < B > separam pontos de fechados,
portanto A = {f71(0) : f € B} ¢ subbase do espago X. Va-
mos supor que X € um espago mazimal. Pela proposicio 2.1
de [ASTTW], o espago X nao pode ser densamente imerso em
24, portanto, do lema 38.1.3, seque que A nio é uma familia
independente.



Capitulo 4

FEspacos homogéneos especiais

4.1 Topologias para Aut(X)

Nesta secao, vamos estudar as topologias mais naturais, que po-
demos definir para o conjunto dos homeomorfismos de um espaco
X sobre si mesmo. Um dos problemas que motivaram este es-
tudo, foi proposto em [Mill]: “caracterizar o produto topolégico
de w cépias do espaco dos numeros racionais Q7.

Recentemente Alan Dow e Elliott Pearl estabeleceram o se-
guinte fato.

Fato 4.1.1 (DP) Se X ¢ um espaco de Hausdorff, zerodimen-
sional, e x(X) = Ny, entdo o espaco produto X™ ¢é um espaco
homogéneo.

Também este fato nos motivou a estudar quais as topologias
que podemos definir no conjunto dos homeomorfismos de um
espaco homogéneo nao metrizavel, e que resultassem em espacos
com boas propriedades, preferivelmente, espacos ja conhecidos!

Seja (X, 7) um espago topolégico com as seguintes proprie-
dades:

49
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(1)X é um espago de Hausdorff denso em si mesmo,

(2) X é um espago homogéneo,

(3).X € um espaco separdvel ( existe um subconjunto denso e
enumeravel A C X),

(4)Vz € X, x(z, X) = N,.

Definigao 4.1.2 Denotamos por Aut(X) o conjunto de todos
0s homeomorfismos de X sobre X. Para cada v € X a funcdo
avaliagdo no ponto x € definida por: e, : Aut(X) — X tal que
ez(h) = h(z) para cada h € Aut(X).

Fato 4.1.3 A topologia de subespago Aut(X) C X* € gerada
pela familia {e,”1(V):V €T ea € X}.

Prova. Para todo z € X e todo V € 7(X) temos e,~ (V) =
Aut(X) N, 1(V). O

Ainda vamos considerar alguns fatos gerais, que tem mais o
sentido de fixar uma notagao. Seja A C X um subconjunto
denso e enumeravel.

Fato 4.1.4 A funcdo ¢, : Aut(X) — 41X definida por

Ya(h)(a) = h(a),Ya € A ¢é injetora. Se damos a Aut(X) a
topologia cuga subbase é {e,”* (V) : V € 7 e a € A}, que denota-
mos por g4, entao Y4 é um homeomorfismo sobre sua imagem

Ya[Aut(X)].

Prova. Se f,g € Aut(X) sao duas fungoes diferentes, existe a €
A tal que f(a) # g(a), uma vez que X é um espaco de Hausdorff,
e A é denso em X. Assim, 9Y4(f) = ¥a(g) implica f = g, o
que mostra que ¥4 ¢é injetora. Como para todo a € A e todo
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f € Aut(X) temos que vale Y4(f)(a) = f(a) = m(f) = ea(f),
entao 14 é um homeomorfismo sobre sua imagem ) 4[Aut(X)].

O

Fato 4.1.5 Nas condi¢cdes acima, o espago (Aut(X),04) satis-
faz o primeiro azioma de enumerabilidade, isto €, x(Aut(X)) =
Ng. Se X éum espaco de Tychonoff entdo o espago (Aut(X),04),
também é um espaco de Tychonoff. Se o espago produto X4 é
homeomorfo ao espago X, e o espaco X ¢é hereditariamente se-
pardvel, ( por exemplo, se ele é metrizdvel ) entdo (Aut(X),04)
também € separavel.

Com efeito, como A é enumeravel, e X satisfaz o primeiro
axioma de enumerabilidade, o mesmo vale para o espaco produto
X4 0 mesmo ainda vale para seus subespacos.

Vamos supor que o espago (X, 7) é completamente metrizdvel,
separavel, zero-dimensional, e que X“ é homeomorfo ao espaco
X. Entao fixado um subconjunto denso e enumerdvel A C X,
podemos considerar (Aut(X),04) como um subespago de X.
Assim Aut(X) como subespaco de X é metrizdvel, separdvel e
zero-dimensional.

Questao 4.1.6 Y [Aut(X)] é um subespago denso de X4?

Vamos a seguir introduzir uma nogao mais forte de espacos
homogeneos,e que responde a questao acima proposta.

Definigcao 4.1.7 Dizemos que um espaco X € finitamente ho-
mogéneo, se para todo n € w e toda func¢ao byjetora j : F — G,
onde |F| =n=|G| e F,G € [X]<¥, existe h € Aut(X) tal que
hIF = 3. Em outros termos, toda bije¢cdo entre subconjuntos
finitos de X estende-se a um auto-homeomorfismo de X .
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Na topologia que estamos definindo para Aut(X), que deno-
tamos por o4, somente usamos a topologia de X e as fungoes
avaliacoes nos pontos de A. Assim, podemos tomar esta defi-
nicao para espagos X de cardcter nao enumeravel, e que satis-
fazem as demais hipdteses que consideramos.

A proxima proposicao, também é valida num contexto um
pouco mais geral, por exemplo, no cubo de Cantor X = 2 para
um cardinal ¥ < k < c.

Proposicao 4.1.8 Suponhamos que X, além de todas as con-
digoes jd fixadas,( de 1 a 4 ), também é finitamente homogéneo.
Entdo 1 a[Aut(X)] é um subespaco denso de X4.

Prova. Seja ) # W = (),.,,ms, (Vi) um aberto bésico da topo-
logia produto de X4. Como cada um dos abertos V; é infinito, se
temos f € W (portanto f(a;) € V; para cada 0 < i < n) pode-
mos escolher {b; € V; : i < n} = G tal que a fungao, j: FF — G
definida por j(a;) = b; seja uma bijecdo de F' = {a; : i < n}
sobre GG. Por hipétese, existe h € Aut(X) tal que h[F = j. Mas
entao Vi < n,h(a;) € V; ou seja ; Ya(h) € W N hg[Aut(X)], o
que mostra que 4[Aut(X)] é um subespaco denso de X4. O

Recordamos a definicao de espagos densamente enumeravel-
mente homogéneos.

Definigao 4.1.9 Um espago topoldgico X ¢é densamente enu-
meravelmente homogéneo,se dados A,B C X densos e enu-
meravess, eziste ¢ € Aut(X) tal que p[A] = B.

Proposicao 4.1.10 Suponhamos que X seja densamente enu-
meravelmente homogéneo. A funcgao definida por U (h) = pohop™!,
para cada h € Aut(X), € um homeomorfismo de (Aut(X),04)
sobre (Aut(X),0p).
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Prova. Fixemos a € A,b € B tais que p(a) = b. Considerando
as fungdes avaliacoes eq, e, temos que €0 (h) = ¢(h(p1(b))) =
@oe,(h) para todo h € Aut(X). Assim

U1(e, (V) = e, (™ 1(V)). Assim efetivamente ¥ é um ho-
meomorfismo. [

Seja R a reta real. Este é um exemplo de um espaco ho-
mogéneo , densamente homogéneo, mas que nao ¢ finitamente
homogéneo. Para ver que esta afirmacao é verdade, é sufici-
ente considerar F = {-1,0,1},G{1,0,3} e j(-1) = 1,5(0) =
O,j(%) = %, e nao existe h € Aut(R) tal que h[F = j.

Proposicao 4.1.11 Seja X um espago homogéneo zero-dimensional
cujos abertos-fechados nao vazios, sao, dois a dois, homeomor-
fos. Entao X é finitamente homogéneo.

Prova. Por inducao em n € w. Seja J, = {(a;,b;) : 1 < n} tal
que a funcao j(a;) = b; : 0 < i < n é bijetora. Paran = 0 e
Jo = {(ag, by) } como o espaco X é homogéneo temos que existe
h € Aut(X) tal que h(ag) = by. Sejam A = {U; : j < n} e
B ={V; : 7 < n} recobrimentos celulares de X tais que Vj < n
valha exatamente J, N U; x V; = {(a;j,b;)}. Como cada um
dos abertos-fechados, acima, envolvidos na construgao, é uma
coépia de X, temos os homeomorfismos, k; : U; — V; tal que
hj(a;) = bj paracada j < n. Seja h = |J;, hj 0 homeomorfismo
resultante. Temos que h(a;) = hj(a;) =b;. O

4.2 Meétricas completas para Aut(X)

Vamos supor que (X, p) é um espaco métrico completo separdvel,
zerodimensional, homogéneo, que satisfaz X® ~ X. Vamos
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definir uma métrica para Aut(X) que faz deste conjunto um
espaco métrico completo, e cuja topologia refina a topologia o4
que introduzimos na secao anterior. Estamos interessados na
caracterizacao de Aut(X), com estas “novas topologias”, quando
X =2¥e X = B(k) para Ny < k < c.(pg 8)

Definigao 4.2.1 Seja (X, d) um espago métrico completo, onde
d(z,y) <1 (Vz,y € X). Denotamos por (C(X, X),p) o espago
métrico das fungoes continuas de X em X, onde a métrica é
definida por:

p(f;9) = sup{d(f(2),9(z)) : = € X}.

Usamos a notagao p-sequéncia de Cauchy para indicar as
sequéncias de Cauchy, do espago (C(X,X), p).

Fato 4.2.2 Se {fn},c, € wma p-sequéncia de Cauchy, entdo
(Vz € X){fu(2)} e, € uma sequéncia de Cauchy em X.

Assim os limites de sequéncias no espaco das funcoes, como
estamos considerando, é o limite uniforme, portanto também
temos o fato abaixo enunciado.

Fato 4.2.3 Se {fn},c, € uma p-sequéncia de Cauchy, entio a
funcao f : X — X, tal que

(Vo € X)(f(z) = limpew fu(z)) pertence a C(X, X);
e (C(X,X),p) € um espago métrico completo.

Vamos considerar (Aut(X), o) onde a nova métrica é a modifi-
cagao necessaria da métrica de subespaco de Aut(X) C C'(X, X),
para fazé-lo um espaco métrico completo.
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Deﬁniééo 4.2.4 Sejam f,g € Aut(X). Definimos

o(f,9) =max{p(f,9),p(f ", 97"}

Seja (Aut(X), 0) o espago métrico resultante.
E imediato que o(f,g9) = o(f~',97"). Também p(f,g) <
o(f,9) ep(f97) <o(f97h).

Usamos a notagao p-sequéncia de Cauchy para indicar as
sequéncias de Cauchy do espago (Aut(X),p). O fato abaixo é
uma generalizagao do mesmo fato em [AO], para espagos métricos
nao localmente compactos.

Fato 4.2.5 (Aut(X), 0) é um espaco métrico completo.

Prova.Toda p-sequéncia de Cauchy {f,}nec. determina duas p-
sequéncias de Cauchy, e seus respectivos limites:

lim,f, =g, lim,f,"' = h € C(X,X).

Ainda as duplas sequéncias {fn_lofm}n,meu, e {fm_lofn}n)m@,
convergem para a identidade id : X — X, em C(X, X). Fixa-
do z € X, dado € > 0 existe d > 0 e para este § < € existe ng tal
que n > ng implica max{d(fa(v),9(¥)),d(f L. (v),h(y))} < § <
€, para todo y € X. Mas entao, d(z, g(h(z))) < €, 0 que mostra,
que h~ 1 =g¢. O

Supomos que (X, d) é um espago métrico completo, homogéneo,
separavel, com Ind(X) = 0 e que d é uma ultramétrica de X.
Logo abaixo, na proxima secao, relembramos a definicao de ul-
tramétrica.

Vamos descrever a relacao que existem entre as topologias
que introduzimos acima para o conjunto Aut(X). Primeiro, o4,
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¢ menos fina que 7, que é a topologia induzida pela métrica p.
Com efeito, dados a € A e V € 7 tal que existe um homeo-
morfismo h € Aut(X), e eqs(h) = h(a) € V, entdo existe € > 0
tal que By(h(a),€) C V, portanto B,(h,€) C e, *(V), pois pela,
definicao desta métrica, se f € B, (h,€) entdo d(f(a),h(a)) < e.
Seja , Inv : h € Aut(X) — h™! € Aut(X) a inversio de home-
omorfismos em Aut(X). Para cada f € Aut(X) e cada e > 0 de-
fnimos W (f,€) = Maealea (Balf (a), 6) 0 eq™ (Bl =1 (a), )]
Como A C X é denso em X, e temos que

heW(fe) < (Vae A)(h(a) € Ba(f(a),e) N By(f(a),e))

< h € B,(f,e),
entao, W(f,e) = B,(f,¢).

Assim, temos uma idéia de como tentar generalizar alguns
fatos para os espagos nao metrizaveis. Por exemplo Aut(2*) para
o cardinal 8; < k < ¢. Observando os fatos acima, pareceu-nos
que deviamos procurar uma estrutura uniforme, que faria da
inversao Imv, um isomorfismo desta estrutura. Nas condigoes
acima, Inv é uma isometria.

4.3 Ultramétricas

Nesta secao vamos citar os fatos relevantes, para as nossas apli-
cagoes, a respeito dos espagos metrizaveis, X, com a grande
dimensao indutiva igual a zero, Ind(X) = 0.

Vamos relembrar a definicao das ultramétricas. Uma métrica
d: X x X — [0,1] é uma ultramétrica ou métrica nao arqui-
mediana, se Vz,y, 2z € X a desigualdade triangular tem a forma:

d(z,z) < max{d(z,y),d(y, z)}.
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Se d é uma ultramétrica, entao as bolas abertas By(z, €), para
todos os pontos © € X e todo € > 0, sao abertos-fechados na
topologia induzida por esta métrica.

Fato 4.3.1 (Hausdorff, 1934)[Eng] Seja X um espago metrizdvel.
Sao equivalentes as sequintes afirmacgoes:

(1)Ind(X) =0,

(2) a topologia de X admite uma ultramétrica

d: XxX —[0,1].

Fato 4.3.2 Seja C' = {0,1}* o conjunto de Cantor. Uma ul-
tramétrica compativel com a sua topologia é dada por

d(s,t) = (1 + min{n:s(n) #t(n)}) se s £t es,t €2
(g 8)

Fato 4.3.3 Seja P = N™ o conjunto de Baire, isto é, o espago
dos numeros irracionais. Uma ultramétrica compativel com a
sua topologia é dada por

d(s,t) = (1 + min{n:s(n) #t(n)}) 1 ses #testecw.
(pg 8)

Fato 4.3.4 Seja B(k) = D(/{)N" o espago de Baire, isto €, o
espago produto de Xy copias do espago discreto D(k) = k. Uma
ultramétrica compativel com a sua topologia é dada por

d(s,t) = (1 + min{n:s(n) #t(n)})" ! se s £t e s,t € k“.
(pg 8)

4.4 (Aut(P),p) é homeomorfo a B(c)

Nesta secao vamos mostrar que (Aut(C), o) = P, (Aut(P), o) =
B(2%), e fica claro que (Aut(B(k)), o) ~ B(2").
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Teorema 4.4.1 Seja P = (N™,d) o espagco métrico de Baire

de peso Ny. Entao
(Aut(P), o) é homeomorfo a B(2")

Prova. Do fato 4.3.3, H(P) = (Aut(P), 0) é um espago métrico
completo, e p é uma ultramétrica. Precisamos mostrar que H (P)
é homogéneo em peso, (pg 8) de peso w(H(P)) = c. Vamos
tomar um recobrimento celular infinito de P x P,

B, ={Upx V,:n €w}

cujos elementos sao as bolas na métrica produto,

By(, 7+7) X Ba(y, ;37) C P x P, (Vz,y € P).

Para cada n € w podemos escolher um homeomorfismo Ay, p, :
Up, — Vi, e denotamos por graf(hn,m) o seu grafico, e para
cada permutagao o € S, C “w tomamos (J,c, 970 f(Pn o) =
graf(hy), que é o grafico de um elemento h, € H(P). Dados
01 # o9 € S, temos o(hy,, hy,) > H%H 0 que mostra-nos que
{hs: 0 € S,} é fechado e discreto em H(P). Assim w(H(P)) =
e(H(P)) = |Su| = ¢, onde e(H(P)) é o extent deste espaco.(pg
4)

Agora, precisamos mostrar que H(P) é homogéneo em peso.
Dado h € H(P) e uma vizinhanca h € Bg(h,%l-) deste pon-
to, fixamos os elementos do recobrimento celular {By(z, n+r1) X
By(h(z), 77) : @ € P} do gréfico deste homeomorfismo, k, esco-
lhemos uma desta vizinhancas 2 = By(z, ﬁ) X Ba(h(z), n+r1)’ e
como no paragrafo anterior definimos uma familia discreta e fe-
chada de homeomorfismos, cujos os graficos diferem de graf(h)
somente nesta vizinhanca {2, mas nela estando contidos.

Assim, w(B,(h, #1)) = ¢. Do teorema de A. H. Stone,(pg 8)
segue que (Aut(P),p) = B(c). O

Uma demonstracao totalmente analoga vale para o seguinte
teorema.
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Teorema 4.4.2 SejaiB(K,) = (D(k)™,d) o espago métrico de
Bazre de peso k. Entao
(Aut(B(k)), 0) € homeomorfo a B(2")

Prova. Do fato 4.3.4, H(B(k)) = (Aut(B(k)), ) é um espago
métrico completo, e ¢ é uma ultramétrica. Precisamos mostrar
que H(B(k)) é homogéneo em peso, (pg 8) de peso w(H(P)) =
2%. Vamos tomar um recobrimento celular infinito de B(k) X
B(k), B, = {U, x V,, : n € w} cujos elementos sao as bolas na
métrica produto,

Bd(ac,#l) X Bd(y,n—_lH) C B(k) x B(k), (Vz,y € B(k)).

Para cada o € k podemos escolher um homeomorfismo A, g :
Uy — V3, e denotamos por graf(hep) o seu grifico, e para
cada permutagao o € Sy C "k tomamos |J, ¢, 97af(ha,o(a) =
graf(hs), que é o grafico de um elemento h, € H(B(x)). Dados
01 # 09 € S, temos o(hg,, hy,) > n+r1 o que mostra-nos que {A, :
o € S, } éfechado e discreto em H(B(k)). Assim w(H(B(k))) =
e(H(B(k))) = |Su| = 2%, onde e(H(B(k))) é o extent deste
espago.(pg 8).

Agora, precisamos mostrar que H (B(k)) é homogéneo em pe-
so. Dado h € H(B(k)) e uma vizinhanga h € B,(h, -nJlr—l) deste
ponto, fixamos os elementos do recobrimento celular { By(z, ﬁ_l) ®
By(h(z),=5) : © € B(k)} do gréfico deste homeomorfismo, h,
escolhemos uma desta vizinhancas 2 = By(z, #) X By(h(z), n}rl ),
e como no paragrafo anterior definimos uma familia discreta e fe-
chada de homeomorfismos, cujos os graficos diferem de graf(h)
somente nesta vizinhanca ), mas nela estando contidos.

Assim, w(B,(h, nl?)) = 2%. Do teorema de A. H. Stone,(pg
8) segue que (Aut(B(k)), o) =~ B(2%). O
Teorema 4.4.3 Seja C' = (2%,d) o cubo de Cantor de peso N,.
Entao
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(Aut(C), 0) € homeomorfo a B(Ry) = P

Prova. Como o conjunto de Cantor C' é compacto, em [AQ]
prova-se que o espago métrico completo (Aut(C), o) é um grupo
topolégico separavel, para a composicao de homeomorfismos,
nao compacto. Assim, nenhum aberto-fechado, exceto o vazio,
é compacto. Do teorema de Urysohn e Alexandroff, segue-se

(Aut(C),0) = P. O

4.5 Para espacgos uniformes

Nesta secao, vamos estudar uma generalizacao de alguns dos
fatos que obtivemos nas secoes precedentes. Para tal fim, vamos
necessitar da nocao de espacos uniformes, e recordamos logo
abaixo as principais definicoes e proposicoes a respeito deste
tema.

4.5.1 (Kelley, pg 65)

Uma ordem parcial > dirige um conjunto T, se T € ndo va-
zto,e se s e t sao membros de T, entdo existe v € T tal que
r>s,r>t Opar(T,>) é chamado conjunto dirigido, e como
¢ usual, o representamos por T

Uma rede (net ), {z; : t € T}, é uma fungdo de um conjunto
dirigido T' em um conjunto nao vazio X.

Suponhamos que X € um espago de Hausdorff. Dizemos que a
rede {x; : t € T'} converge para um ponto x € X, e escrevemos
vy — ¢ ou ainda limz; = x, se para toda vizinhanca aberta
V C X do ponto x em X, existe ty € T tal que t > ty implica
2, € V. E usual dizer a rede {z; : t € T} estd eventualmente
contida em V. Uma rede {xs : s € S}, € wma sub-rede da rede

{zy:t€T} se SCT, e(S,>) € cofinal em (T,>).
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Vamos relembrar a definicao de uniformidade e de espagos
uniformes, e também alguns fatos basicos desta teoria.

4.5.2 (Kelley, pg 176)

Seja X um conjunto nao vazio. A diagonal do quadrado
X x X é o subconjunto: A(X) = {(z,z) : © € X}. Uma
uniformidade para o conjunto X, € uma familia ndo vazia p de
subconjuntos de X x X, tais que

(1) cada membro de p contém a diagonal A(X),

(2) se U € p entio U™ = {(y,z) : (z,y) €U} € p,

(8) se U € pu entao existe V € p tal que VoV C U,

(4) se U eV sio membros de p, entao UNV € p e

(5)seUepeUCVCXxX,entioV € p.

Ao par (X, p) chamamos de espago uniforme. A topologia
7, wnduzida pela uniformidade p, € a familia de todos os sub-
conguntos A C X tais que (Vo € A)(AU € p) tal que Ulz] =
{y € X : (z,y) € U} C A. Denotamos o espago topoldgico
correspondente por (X, 7,).

Dizemos que uma funcao f de um espago uniforme (X, ) em
um espago uniforme (Y,v) € uniformemente continua se e so-
mente se (VV € v)({(a,b) € X x X : (f(a), f(b)) €V} C p. Se
a fungao f € uniformemente continua, entdo ela é continua em
relagao as topologias induzidas pelas respectivas uniformidades.
Se a fungdo f € bijetora, e ambas f e f~1 sdao uniformemente
continuas, entao dizemos que f € um isomorfismo uniforme.

Uma subfamilia B, é uma base da uniformidade p se e so-
mente se cada membro de p contém um membro de B. Uma
subfamilia A, é uma subbase ( ou conjunto gerador) da unifor-
midade |1 se e somente se a familia das interseg¢oes de finitos
membros de A, formam uma base de p.
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Um calibre ( gage ) P para um espago uniforme (X, p) € a
familia de todas as pseudo-métricas d : X xX — R que sdo
uniformemente continuas em X x X.

4.5.3 ( Kelley, pg 190 )

Uma rede {z; : t € T} em uwm espago uniforme (X,p) €
uma rede de Cauchy, escrevemos rede u-Cauchy, se e somente
se (YU € p)(3ty € T)(s,t > ty = (x5, 1,) € U).

Um espago uniforme (X, ) é uniformemente completo se to-
da rede p-Cauchy converge em (X, 7,).

4.5.4 ( Kelley, pg 226)
Seja F' a familia de todas as fungdes de wm conjunto X em

um espago uniforme (Y,v); e seja p a uniformidade da con-
vergéncia uniforme. Entao:
(a) A uniformidade p € gerada pela familia de todas as pseudo-

métricas da forma:

p(f,g9) =sup{d(f(z),9(z)):z € X}

onde d ¢ um elemento limitado do calibre de (Y,v).

(b) Uma rede {f; : t € T} em F converge uniformemente
para g se e somente se {fi(z) : t € T} é uma rede v-Cauchy e
fi(z) — g(z) para cada z € X.

(c) Se (Y,v) é completo, entio (X,p) é completo.

Fixamos o espago topolégico produto
X = (C, 7'(1)'C

para um cardinal nao enumeravel, x < ¢, onde cada espago (C, d)
é um espago métrico completo, zero-dimensional, separdvel, com
ultramétrica d, limitada em [0,1]. Como k < ¢, o espaco X é

separavel.
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Supomos também que C' é fortemente homogéneo; isto é; to-
dos os abertos-fechados, exceto o vazio, sao dois a dois homeo-
morfos.

Portanto, os abertos-fechados bésicos do espago produto sao
homeomorfos ao préprio espago produto, e assim estes também
sao finitamente homogéneos.

Usamos, a notagao m, para as projecoes nos espagos produtos,
To(z) = (), para cada z € X.

Fixamos um subconjunto denso e enumeravel, A C X, e para
cada a € A sejae, : Aut(X) — X, a avaliagao no ponto a € A,
e para cada o € k e cada f € Aut(X), para cadae, 0 < e < 1,
em relacao a ultramétrica, que estamos considerando, definimos:

Wa, f,a,€) = e, (ma  (Ba(f(a)(@),€)) = {h € Aut(C*) :
d(h(a)(@), £(a)(@)) < e}.

Seja o espago topoldgico (Aut(C*),04) cuja topologia tém
por subbase a familia:

B={W(a,f,a€):a€c A, feAut(C*),a € k,e >0}

Esta definicao é tomada de modo que valha o fato 4.1.3.
Também C* é finitamente homogéneo, e assim vale a proposigao
4.1.7. Vamos reenunciar abaixo estas duas afirmacoes:

Fato 4.5.5 A funcao ) : Aut(C*) — (C*)4 definida por1)(h)(a)
h(a) € injetora. Se damos a Aut(C*) a topologia 4, entdo 1
¢ um homeomorfismo sobre sua 1magem Y[Aut(C*)], e esta por
sua vez, é um subespago denso em (C*)4.

Vamos definir a seguir a topologia 7 que refina o4, e estabele-
ce (Aut(C*),7), que de modo andlogo aos dos espacos métricos
que estudamos,(Aut(C*), 7) resulte em um espago uniformemen-
te completo. Para destaque, vamos usar a notacao C = (C, d).
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Definicao 4.5.6 Para cada f € Aut(C*), « € k e € > 0 seja o
subcongunto de Aut(C*), definido por

W (£,,6) = Noeallh € Aut(C) : d(h(a)(a), F(a)()) < € ¢
A (a)(@), f(a) @) < ).

Seja T a topologia, para Aut(C”*), cuja subbase de abertos é:

G ={W(f,a,e) : [ € Aut(C*) , « € Kk e € > 0}, e seja
(Aut(C*), 1), o espago topoldgico resultante.

Vamos a seguir definir os espacos uniformes (C*, 1) e
(Aut(C*),v), cujas topologias induzidas pelas uniformidades,
sao as topologias neles ja definidas, e que resultam em espacos
uniformemente completos.

Definicao 4.5.7 Para cada o« € k indicamos por d, a mesma
ultramétrica de C, que temos usado neste texto. Seja D = {d, :
a € k} a familia resultante. Seja (C*, 1) o espago uniforme cuja
uniformidade p € induzida pela familia de pseudo-métricas D.
Para cada oo € Kk indicamos por o, cada pseudo-ultramétrica
sobre o conjunto Aut(C*), que sdo definidas por:
0a(f>9) = max{pa(f,9), pa(f™,97)} onde

pa(f>9) = sup{da(f(z)(a), g(z)(@)) : v € C*)}.
Seja & = {04 : @ € K} a familia resultante. Seja (Aut(CF),v)

o espago uniforme cuja uniformidade v € induzida pela familia
de pseudo-métricas .

Fato 4.5.8 Para cada f € Aut(C*)),a € k,e > 0 temos:
W(f,a,€e) = B,,(f,¢).

Portanto, a topologia T € induzida pela uniformidade v.
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Teorema 4.5.9 (Aut(CF),v) é um espago uniformemente com-
pleto.

Prova. Seja {f; : t € '} = S uma rede de Cauchy no espaco
uniforme (Aut(C*),v). Para cada uma das pseudo-métricas g4,
a rede {o4(fi, fs) : t,s € I' x I'} converge para o zero. Assim,
fixados z € C* e a € K, temos go(z) = limyer fi(z)(a) e ho(z) =
limger f; ' () (), e entdo podemos definir as duas funcées g, h
de C* em si mesmo, como limites uniformes (¢ = limyer f e
h = limtep ft—l).

Por outro lado, arede {fiof, ™! : (t,5) € 'xI'} = N converge
para a identidade id € Aut(C*), e portanto, temos Vz € C*:

id(z) = lim fyof,"}(x)
= li;mlignft(fs‘l(fﬂ))
= lim f,(limf, ™" (z))
= lim fy(h(z))
= goh(z).

Analogamente, hog = ¢d. Assim, mostramos que (Aut(C*),v) é
uniformemente completo. O
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