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Resumo

Neste trabalho estudamos as superficies de revolugao de tipo espaco, com curvatura
média constante no espaco de Lorentz-Minkowski. Neste caso, o eixo de revolugao pode ser
de tipo espago, de tipo tempo ou de tipo luz e, nos dois primeiros casos, obtemos resultados
analogos aos que Delaunay obteve no caso Euclidiano. No entanto, o comportamento
geométrico das quadricas, neste novo ambiente, é bastante diferente. Abordamos também,

neste trabalho, o estudo da completude destas superficies.



vil

Abstract

In this work we study spacelike surfaces of revolution with constant mean curvature
in the Lorentz-Minkowski 3-space. In this case, the axis of revolution is either spacelike,
timelike or lightlike and, in the first two cases, we obtain results of the same kind Delaunay
obtained in the Euclidian space, but, in this case, the behavior of the quadrics is quite

different. We study also the completeness of these surfaces.
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Introducao

As superficies rotacionais com curvatura média constante no espago Euclidiano foram
caracterizadas por Delaunay em 1841 como sendo superficies rotacionais geradas por cuvas
descritas pela trajetoria do foco de secgoes conicas que rolam, sem deslizar, ao longo de

um eixo. Tais superficies sdo exatamente o cilindro, o catendide, o nodéide, o onduldide,

a esfera e o plano.

Uma generalizagao para este problema foi apresentada por W.Y. Hsiang, em [8], onde

foram obtidas as hipersuperficies rotacionais com curvatura média constante, no espago

Euclidiano.

Em 1984, J. Hano e K. Nomizu apresentaram em [4], a mesma construcdo para su-
perficies de tipo espago no espaco de Lorentz-Minkowski, com base na construcao feita
por Hsiang e Yu em [8]. Convém ressaltar que no Espaco de Lorentz-Minkowski, o eixo
de revolugao pode ser de tipo espaco, tipo tempo ou tipo luz. Nos dois primeiros casos,
eles provam resultados analogos ao de Delaunay, embora o comportamento geométrico

das conicas no plano de Lorentz-Minkowski seja bastante diferente.
Neste trabalho, fazemos um estudo detalhado de [4], sendo que:

No capitulo 1, com base em [7], apresentamos resultados basicos da Geometria Lo-
rentziana em L2, como trigonometria, semelhanca de tridngulos, e conicas no plano de
Lorentz-Minkowski. Apresentamos as Definicoes 1.2.6 e 1.2.8 e os Lema 1.2.10, que sao
fundamentais na obtencdao da parametrizacao da curva geratriz das superficies de revo-
lugdo de tipo espaco e com eixo de tipo espago (ver 4.1) e na obtencdo da parametrizacao
da curva geratriz das superficies de revolugdo de tipo espaco e com eixo de tipo tempo

(ver 5.1).

No capitulo 2, com base em [3], apresentamos resultados bésicos da Geometria Lo-
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rentziana em L® (ver 2.1), os grupos de isometrias (grupo Hiperbélico, Eliptico e Pa-
rabdlico)(ver 2.2), que sdo fundamentais na obtencao da parametrizacao das superficies
rotacionals com eixo de revolucao de tipo espago (ver 3.1), tipo tempo (ver 3.2) e tipo luz
(ver 3.3). Apresentamos também a definigao de circulo no plano de Lorentz-Minkowski
(ver Definicao 2.2.5) e mostramos que estes circulos, podem ser vistos do ponto de vista

Euclidiano, como um circulo, uma hipérbole ou uma parabola.

Iniciamos o capitulo 3, definindo superficie de revolucao (ver Definicdo 3.1.1) e su-
perficie de tipo espaco em LL* (ver Definigao 3.1.2). Em seguida , fazendo uso dos grupos
de isometrias, obtemos as parametrizagoes das superficies de revolugio de tipo espaco,
em L3, com eixos de tipo espaco, de tipo tempo e de tipo luz. Para finalizar o capitulo,
apresentamos alguns resultados, como o Teorema 3.2.5 (Hopf e Rinow) e o Lema 3.2.7,
que serao utilizados nos capitulos 4, 5 e 6, para decidirmos se as superficies de revolucao

com eixos de tipo espaco, tipo tempo e tipo luz, em L., sao completas.

O capitulo 4 é dedicado ao estudo das superficies de revolucao, em L3, com cur-
vatura média constante, de tipo espaco e com eixo de revolucao de tipo espago. Com
base em [4], discutimos o rolamento de uma conica I', dada em coordenadas polares por
[' = (r(0)sinh 0,7(0) cosh ), ao longo do eixo z, que é de tipo espaco, obtendo assim, a
parametrizacao da curva {2, gerada por um dos seus focos. Tomando-se a curva ) como
geratriz da superficie de revolucao e considerando o caso em que o centro de curvatura de
2 ndo pertence ao eixo z, obtemos no Teorema 4.1.4, a equacado diferencial que a funcao
r = r(#) deve satisfazer. Considerando o caso em que o centro de curvatura nao per-
tence ao eixo z, obtemos no Teorema 4.1.6, uma superficie de revolucao de tipo espaco
congruente a um hiperboléide. Fazemos um estudo detalhado das conicas de tipo espaco,
através das equagdes polares de (@), obtidas como solucdo da equacéo diferencial (4.8).
Fazemos ainda, uma comparacao entre as conicas Lorentzianas e as conicas Euclidianas,
ou seja, olhamos as conicas Lorentzianas do ponto de vista Euclidiano, observando que
uma hipérbole Lorentziana tem o aspecto grafico de uma elipse Euclidiana e vice-versa,
embora os focos e as diretrizes tenham um posicionamento geométrico diferente. Para
finalizar o capitulo, caracterizamos as superficies de revolucao de tipo espaco em L3
(ver Teorema 4.3.1), estudamos a completude destas superficies (ver Teorema 4.3.2) e
tomando valores particulares, na Secao 4.4, fazemos a representacdo grafica de algumas

conicas, das curvas geratrizes e das respectivas superficies de revolucgao.
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O capitulo 5 é dedicado ao estudo das superficies de revolugao, em L3, com curvatura
média constante, de tipo espaco e com eixo de revolugao de tipo tempo. Fazendo um
estudo andlogo ao capitulo 4, obtemos também, neste caso, a mesma equacao diferencial
(4.8). Caracterizamos as superficies de revolucao de tipo espago, com eixo de tipo tempo
(ver Teorema 5.3) e mostramos no Teorema 5.3.2 que estas superficies sdo todas nao

completas.

No capitulo 6, usando um sistema de coordenadas de tipo luz, obtemos a equacao
diferencial satisfeita pela curva (), cujas solugdes nos permitem caracterizar as superficies
de revolucgio, em L3, de tipo espago e com eixo de revolucao de tipo luz. Finalizamos o
capitulo com o estudo da completude destas superficies e com os graficos das geratrizes e

das respectivas superficies.
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Capitulo 1

O Plano de Lorentz-Minkowski L2

As defini¢oes e resultados deste capitulo serao utilizados para o estudo das seccoes

conicas no plano de Lorentz-Minkowski, que estudaremos nos capitulos 4 e 5.

1.1 Generalidades sobre 1.2

Seja L% o plano de Lorentz - Minkowski, que é o espaco vetorial R? munido da métrica:
ds® = dz? — da2,

onde z1,z; representam as coordenadas candnicas em IL2.

Denotaremos a métrica por g_;, que é uma forma bilinear simétrica, ndo - degenerada
de indice 1 sobre R%. Lembramos que o indice v de uma forma bilinear simétrica 3 sobre
um R- espago vetorial V, é a maior dimensao de qualquer subespaco W C V no qual se

w € W,w # 0 entao f(w,w) < 0, isto é, § é negativa definida em W.

Proposicao 1.1.1 O indice v da forma bilinear simétrica gy € igual a 1 e g_, € ndo-

degenerada.

Demonstracgao:

Seja W_ = {(0,2;) € R?} e z = (0,z,) € W_, entao

g-1(z,z) = —z} <0 e g_1|w_ é negativa-definida, logo v > 1.

5
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Por outro lado, se W} = {(z1,0) € R*} e y = (21,0) € W, , entdao g_1(y,y) =22 > 0
e g-1|w, € positiva - definida.
Suponhamos que exista um subespaco W C V, com dimW > 2, tal que g_,|w é

negativa - definida.

Como dimW > 2, existe zinW N W,, z # 0 tal que g_1(z,z) < 0 < g_4(z,z), o
que é absurdo. Logo ndo existe tal subespaco W. Portanto v = 1.

Suponhamos que existe z = (21, z3) € R? tal que g_;(z,y) = 0,Vy € R% Tomando-se
y = (z1,0), temos g_1(z,(z1,0)) =0. Logo 22 =0, 2, =0 e g_i(z,z) = —z% Como
g-1(z,y) = 0,Vy € R? em particular, vale para y = z, entao g_i(z,z) = —z2 = 0. Logo

x = 0, o que é absurdo. Portanto g_; é nao - degenerada.

Definicao 1.1.2 Um vetor v € .2 € chamado:

(1) de tipo espago (spacelike) se g_1(v,v) > 0,Yv # 0 ou se v = 0;
(11) de tipo tempo (timelike) se g_,(v,v) < 0,Vv # 0;

(11i) de tipo luz (lightlike) se g_,(v,v) = 0,Vv # 0.

A categoria na qual um vetor se enquadra é chamada seu cardter causal.

Definigao 1.1.3 Seja v € L2, definimos a norma de v por:
o]l = Vg-1(v,v)I.

Assim, em L%, podemos falar em ortogonalidade, vetores unitarios e ortonormalidade.

Considerando a norma acima, definiremos a distancia lorentziana entre dois pontos de

L2 e a distancia entre um ponto e uma reta em L2

Definigao 1.1.4 Dados P e @) dois pontos quaisquer em L2, a distincia Lorentziana entre
P e @ € dada por:

d(P,Q)=11(PQ)|lu

Definigao 1.1.5 Sejam P e r, um ponto e uma reta, respectivamente, em L2 e Q € r a

projegdo ortogonal de P sobre r. Entdo, a distancia do ponto P a reta r € dada por:

d(P,r) =d(P,Q).
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Lema 1.1.6 Dados um ponto P = (z.,y,) € uma reta r, em L2, a distdncia Lorentziana

de P a r € dada pela formula:

_ lazo + by. + ¢
=

d(P,r)

Demonstracgao:

Considere a equagao geral de r dada por az+by+c¢=0, A= (z,y) e P(zo,y) um
ponto qualquer de r. O vetor normal & reta r serd indicado por ;. = (a,—b). Como AP =

ZTop — x,Yo — Y ), obtemos
Y )

. AP}
d(P,r) = ||pr0]77r>ﬁ|| = |—7?—| =

_ (o —z)a+ (yo —y)b| _ |azo + byo — az — by|
Vi —e2] N ‘

Como o ponto A = (z,y) esta na reta r, temos az +by +c = o, ou seja, ¢ = —az — by.
Logo
d(P,r) = lazo + byo + ¢
| e
|

1.2 Trigonometria no plano de Lorentz - Minkowski

Para algumas defini¢ées e resultados desta secdo nos baseamos em [3].

Denotemos por O1(2) o conjunto dos operadores lineares O : L? — L? tais que
g-1(0(u),0(w)) = g-1(u,v),Vu,v € L? e, em particular, por G, o grupo de Lorentz

SO*(1,1), que consiste de todos as matrizes da forma:

cosh sinh

A(‘P):[ } ¢ €R.

sinh ¢ cosh

Definigao 1.2.1 Uma tranformagao linear de IL? preserva a orientagdo tempo se preserva

o cardter causal de qualquer vetor.

Afirmacgao 1.2.1 O grupo G preserva a orientagio e a orientagdo tempo.
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Demonstragao:

Como G preserva o produto interno, segue que G preserva a orientacao tempo e como

detA(p) =1 > 0 segue que G preserva a orientacdo.

Definigao 1.2.2 Sejam v = (z,y) e e = (0,1) vetores de 2. Dizemos que v aponta para

0 futuro ( passado) se g_1(v,e) <0 (g_1(v,e)>0).

Proposigao 1.2.3 Um vetor v = (z,y) € L? € de tipo tempo e aponta para o futuro se e

somente se 2 —y> <0 ey > 0.

Demonstragao:

O vetor v é de tipo tempo & g_;(v,v) <0 & 22 —y% < 0. Por outro lado, v aponta.
para o futuro & g_1(v,e) <0 <& g-1((z,y),(0,1))=—-y <0 & y>0.

Lema 1.2.4 Sejam u e v vetores de tipo tempo que apontam para o futuro, entéo:
(i) g-1(w,v) <0

(ii) u + v é um vetor tipo tempo que aponta para o futuro;

(i) —g-1(w,v) > ||u||-||v]|; ocorrendo a igualdade se e somente se v = au;

(iv) |lu+ v|| > ||u|| + ||v]|; ocorrendo a igualdade se e somente se v = au.

Demonstracgao:

Sejam u = (z1,y1) € v = (z3,y2), vetores de tipo tempo que apontam para o futuro.
Entao,
g-i(uu) =22 -y <0egq(u,e)=—-y1 <0 = y1>0 = |z1|<wye
goi(v,v) =23 —yi<0egy(v,e)=—y2<0 = y2 >0 = |z3] < yo.

Portanto temos:
(l) g—l(u: ’l)) =9-1 ((mbyl)) ($2) y2)): T1Z2 —Y1Y2 < 0.

(i) w+v = (2142291 +32). Logo g-i(u+v,u+tv)= (214 22)* — (11 +12)* =
21 +2 2122 + 25— y; — 2 yay2 — y3 = (21 — y1) + 2 (2122 — n1ye) + (23 — v3) < 0. Logo
u+ v € de tipo tempo.
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Por outro lado,

g-1(u+v,e) =g ((5’31 + 22,1 + y2), (0, 1)>: —(y1 + y2) <.

Logo u+v aponta para o futuro.

(ii1)) Suponhamos u e v vetores de tipo tempo que apontam para o futuro. Para Vo € R
temos por (ii) que g—1(u + av,u 4+ av) < 0. Logo,

g-1(u+ av,u+ av) = g-1(u,u) + 2ag9_1(u,v) + g_1(v,v)a? =
= —llull> + 2ag, (u,v) — [Io]]?a < 0.

Portanto, [|u||® — 2ag, (u,v) + ||[v[|?*a¢® > 0 ¢ um trinémio de segundo grau em o, que

é sempre maior ou igual a zero. Logo seu discriminante deve ser negativo, ou seja,

492, (w,v) — AllulP|Pol* < 0 = g2y (w,v) < [Pl = g-i(u,v) < —|lull[lv]]
ou g-1(u,v) > |[ulll|v]], mas g-1(u,v) <0, entdo g_1(u,v) < —|lull|lv]|=
= g-1(u,v) > [[ull[]o]]

Agora, analisemos o caso em que ocorre a igualdade:

—g-1(u,v) =|lu[lP]] & —(z122 —y12) =
= \/Ilf — ¥ \/|332 — Y3l & (2122 — y112)? =
= (2 = yi)(2F — ¥3)| & zi2] — 2212501y + yiys =
= ziz] — o{y; — 23y +yiys & aly; — 2e1zayys + 2dy] =

= (z1y2 — 211)? = 0 & 21y — z9y; = 0.

Se z3 = 0, claramente, g_;(u,v) < 0. Suponhamos que z; # 0, entao,

x Y 1 1 . 1
(1,'_: = y_: =k. LOgO, Ty = Z,: 1 € Yz = E Y1, ou s€ja, ($2>Z/2) = g(mlayl)-

(iv)
et ol* = lg-1(u+v,utv)l=—go1(utv,utv)=

= _g—l(uau) - g_l(’U,,'U) - g_l(U,U) - g—l(”)”) =
= |[ull® = 2g-1 (w,0) + [[ol* = [Jull* + 2l [ulll]o]] + [[ol* = (]l + [Jv]])*.

Extraindo-se a raiz quadrada em ambos os membros da desigualdade, temos:

[lw+ o] = [l + [Jv]].
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Agora, analisemos o caso em que ocorre a igualdade:

llu+oll = [l + oIl & (Il +oll)* = (el +]]v]])?
& [l = 29-1(u,v) + [Jo]|* =
= [Jull* + 2[ulllloll + [l]]* & —g-1(u,v) =
= [lullll]].

Por (iii) sabemos que esta dltima igualdade ocorre & v = au.

Definicao 1.2.5 Sejam u e v dois vetores unitdrios de L%, de tipo tempo e que apontam
para o futuro. Dizemos que ¢ € R € o angulo orientado de u para v se A(p)u = v. Neste

caso, o angulo orientado de v para u € obviamente —¢.
Lema 1.2.6 Sejam u = (z1,y1) € v = (22,Ys) vetores unitdrios de L2, de tipo tempo, que
apontam para o futuro. O dngulo orientado ¢ de v para v € dado por:

cosh ¢ = —g_1(u,v).

Demonstracao:

Da definigao 1.2.6 segue que

cosh ¢ sinh @ T Zy )
' = , ou seja,
sinh @ cosh ¢ U Y2
(z2,Y2) = (z1c0shp + y1sinhe, z1sinhe + yicoshyp). Logo

g-1(w,v) = g-1((z1, 1), (z1c0shep + yi1senhp, z1senhp + y; coshyp))=
= zicoshp + z1y1senhy — z1y1senhp — yicoshp
_ (a2 — y})cosho

= —coshp.
|
Assim, quando u e v sao vetores de tipo tempo, ndo unitarios e apontam para o futuro,
A . , U v )
o angulo ¢ orientado de u para v € o angulo entre os versores ﬂ e W, ou seja,
u v

coshy = 911

[lullllo]l
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Observagao: A definicao acima, ainda vale, se u e v sao vetores de tipo tempo e apontam

para o passado.

De modo analogo, definimos o angulo para dois vetores de tipo espago.

Definigao 1.2.7 Sejam u e v dois vetores unitdrios de tipo espago em L2, tais que
g-1(u,e) >0 e g_i(v,e) > 0, onde e = (1,0). Dizemos que ¢ € R é o angulo orientado
de u para v se A(p)u =v.

Lema 1.2.8 Sejam u = (z1,y1) € v = (@q,Y2), vetores unitdrios de L2, de tipo espago,

tais que g_1(u,e) >0 e g_1(v,e) > 0. O angulo ¢, orientado de u para v, é dado por:

cosh p = g_1(u,v).

Demonstragao:

Pela Definicao 1.2.8 segue que

cosh sinhe T Tq i
_ = , ou seja,
sinh cosh ¢ U1 Y2
(z2,y2) = z1 cosh ¢ + y sinh ¢, 21 sinh ¢ + y; cosh ).

Logo g-1(u,v) = g-1((z1,¥1), (21 cosh ¢ + y; sinh ¢, z; sinh @ + y; cosh p))=
= z? cosh ¢ + z1y; sinh ¢ — z1y; sinh @ — y? cosh
o g2 coship
= cosh ¢.
Il

Assim, se u,v # 0 sdo vetores nao unitdrios de tipo espaco em L%, o dngulo orientado

¢ de u para v é dado por:
g-1(u,v)
[ []]v]]

Observagao: A definicao acima ainda vale se tivermos u e v vetores de tipo espago, com

cosh p =

g—l(u)e) <0 e g—l(v)e) <0.

Dados trés pontos nio colineares em L2, podemos considerar o tridngulo de vértices

A, B e C. O lema e a proposicao seguintes, mostram que para um tridngulo em IL?, que
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possui dois lados ortogonais, vale uma férmula analoga a de Pitdgoras e um analogo 3

relagoes trigonométricas dos triangulos retangulos Euclideanos.

Lema 1.2.9 Sejam A, B e C trés pontos nao colineares de IL? tais que zﬁ e ;18 sdo
vetores de tipo tempo, apontando para o futuro ou para o passado, ﬁ' de tipo espago e
1—4_B) L B? Como B € obtido pela proje¢io ortogonal de C sobre a reta AB, temos:

(1) coshp = m ”,

~liAc’
onde @ € o angulo orientado de A_B) para @

Demonstragao:
(i) Pela Definigao 1.2.8, temos:

o _=9(AB,AC) _ —g.\(AB,AB+BC) _ _[9-1(AB, 4B) +g1(4B, BO)]
° TAByIAC) . lABIAC) IAB||||AC]|

IABI*  _ |lAB]|

~AB|I[ACI  |[AC

ii) Como cosh®¢ — sinh®?p =1, para todo ¢ real positivo, segue que:
® ® ¥ p ) S€g

il =TT :J(nfén lz\lnmv—n@nw

1ac)) DG

Mas,
||AB| || AC|[2 = —g-1(AB, AB)—[—g-1(AC, AC)| = —g_1(AB, AB) + g1 (AC, AC) =
—g_1(AB, AB) + g_1(AB, AB) + g_1(AB, BC) + g_1(BC, AB) + g_1(BC, BC)
= g_l(B?, R’) = ||@||2, onde na peniltima igualdade usamos AC = AB + BC.
. 1BC|
Logo, sinhy = :
T A

Observagao: O lema 1.2.10, ainda vale, se tivermos A_B) e /ﬁ' de tipo espago e B?
de tipo tempo.
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Proposigao 1.2.10 Sejam A, B e C trés pontos ndo colineares de L, tais que ﬁ € de
tipo espago, 1@ ¢ de tipo tempo e A_B) L ﬁ O vetor ﬁ satisfaz:

(i) Se BC ¢ de tipo luz, entdo Hzﬁll = ||fﬁ||,

(ii) Se BC & de tipo tempo, entio ||BC| = ||AC| — ||AB];

(iii) Se BC ¢ de tipo espago, entao |lﬁ||2 = ||z@||2 - ||1ﬁ||2

Demonstragao:
(i) Como BC éde tipo luz e @:ﬁ+ﬁ, temos:
0= [|BC|? =< BC, BC >=< BA+ AC, BA + AC > =
= <BA,BA>+ < BA,AC> + < AC,BA> + < AC,AC > =
=< BA, BA> + < AC,AC >= |[BAIP —||AC|? = ||BA|l* —|JAC|1"

(i1) Como l% é de tipo tempo e l% BA—}—@ temos:
IBC|2 = — < BC,BC >= — < BA+ AC,BA+ AC > =
(<BA,BA>+<B_A)E>+<1@BA>+<1@?>

£—<B_1>4, BA > — < AC, AC >=||AC|* — || BA|]

(iii) Como BC & de tipo espago, temos:

||B?||2—<B? BC >= <BA+? BA+AC > =
<BA,BA>+<BA@>+<mBA>+<@@>_
< BA,BA > + < AC,AC >=||BA|* — ||AC|P.

l

Il

1.3 Caracterizacao do rolamento em L2

Sabemos que no caso Euclidiano, o rolamento de um ponto ao longo de um eixo fixo

é expresso pela operacdo matricial:
T cos u —sin u 1 a
? . + y U = R)
T sinu  cosu Ty b
que é a composicao de uma rotagao com uma translagao.

Por exemplo, a cicléide em R? pode ser descrita como o lugar geométrico da origem,

quando o circulo unitario centrado no ponto (—1,0), rola sobre o eixo y. Esta curva pode
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ser vista como uma aplicagao que a cada u € R, associa a imagem do ponto (1,0) pela

rotacdo de angulo —u composta com a translacao (—1,u).

De modo anélogo, temos que o rolamento em L2, é expresso pela operacio matricial
T3 coshu sinhu 1 a
— , 4+ , u€R.
Ty sinhu coshu Tq b
1.4 Semelhanca de triangulos no plano de Lorentz -

Minkowski

Nesta secao, daremos a definicao de semelhanca de triangulos no plano de Lorentz-
Minkowski e apresentaremos dois lemas, que serao de grande importancia na identificaciao

dos angulos que aparecerao nos capitulos 4 e 5.

Defini¢ao 1.4.1 Dois tridngulos em L?, cujos lados ndo sdo de tipo luz, sdo semelhan-

tes, se possuem os trés angulos ordenadamente congruentes e os lados correspondentes

PTOPOTCLONGIS.

O esquema a seguir resume esta definigao:

AABC - AA'BC «—{ B =B e

Q
Il
Q

Sendo K a razao entre os lados correspondentes, temos:

I4B|l _ IIBC) _ NIAC) _

'I—)I P/ [P K
[AB] |[BC| [[AC

K é chamada razao de semelhanca dos triangulos.

Lema 1.4.2 Considere em L%, AABC e ADEF, de modo que os vetores diretores dos
lados sdo dados pelas condig¢oes do Lema 1.2.10, AB L. AC e DE L DF. Se o angulo E,

) = , . o . - - A B
orientado de BA para 1_3_(5 € igual ao angulo orientado E de E_D) para ﬁ, entio C = F.
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Demonstracao:

Pelo lema 1.2.10 temos: sinh B = %— e sinh B = %—
~_ |I4B]] ~_ IDE||

cosh B = e coshF =

EJ

Como B = E segue que

IAC)  |IDF|

IBCIl IR

) AB DB

(1.1)

= (1.2)
IBCI  |IEF)|
Pelo Lema 1.2.10 temos também que:
4Bl . ~_|IDE|
sth—?— e smhF—ﬁ—
[|BC| [|EF||
A lAC - |IDF|
COShO = ? e COSh F 7
I|BC| [|EF]|
Logo, de (1.1) e (1.2) , segue que C = F
|

Lema 1.4.3 Nas condi¢ées do lema anterior, NABC ~ ADEF.

Demonstracao:

Como no lema anterior, ja mostramos que C' = F, falta mostrar que os lados sao

. . IAC|| _ 1B
proporcionais. Mas das igualdades (1.1) e (1.2), segue que T
DR\ BRI

IAB| _||BC]

IDE||  ||EF|]

. Logo os lados sao proporcionais.

1.5 Conicas no Plano de Lorentz - Minkowski.

A teoria das conicas no plano de Lorentz - Minkowski é pouco conhecida. Portanto

trataremos aqui somente o essencial para o desenvolvimento deste trabalho. Notemos que a
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defini¢do e a caracterizacao de uma conica Lorentziana que daremos a seguir, sao andlogas
ao caso BEuclidiano. Mas mostraremos, no capitulo 4, que ha diferencas nos graficos,
em especial, no comportamento dos focos e das diretrizes das conicas Lorentzianas, em
comparacao com os graficos andlogos da geometria Euclidiana. Por exemplo, uma elipse

Lorentziana pode ter aparéncia de uma hipérbole Euclidiana e vice-versa.

Definicao 1.5.1 Seja F um ponto fizo, D uma reta fiza em L? = (R?,<,>1) € € >0 um

nimero real. Uma conica I de foco F, diretriz D e excentricidade €, € o lugar geométrico

d(P, F
de um ponto P tal que, u =¢, onde d(P,D) € a distincia Lorentziana do ponto

d(P,D)
P a reta diretriz D.

Definicao 1.5.2 Uma conica Lorentziana € dita uma elipse, se 0 < e < 1, uma pardbola,

se € =1 e uma hipérbole, se € > 1.



Capitulo 2

O Espaco de Lorentz-Minkowski L3

Este capitulo se baseia em [7], sendo que alguns dos resultados foram adaptados para

o caso particular n = 3.

2.1 Generalidades sobre 1.2

Seja L2 o espago tridimensional de Lorentz-Minkowski, que é o espago vetorial R®

munido da métrica:

2 _ g2 2 2
ds* = dzi + dzj — dz3,
onde z,, z3, 3 representam as coordenadas candnicas em IL3.

Denotaremos a métrica acima, por g_;, que é uma forma bilinear simétrica, nao -

degenerada de indice 1 sobre R

Proposigao 2.1.1 O indice v da forma bilinear simétrica g_1 € igual a 1 e g_; € ndo-

degenerada.

Demonstracgao:

Seja W_ ={(0,0,z;) € R*} e z = (0,0,2,) € W_ , entdo
g-1(z,2) = —z% < 0 e g_;|w_ é negativa-definida, logo v > 1.

Por outro lado, se Wy = {(z1,%2,0) € R?*} e y = (21,22,0) € W, , entdo g_1(y,y) =

zi+22>0,eg_1|lw, épositiva - definida.

17
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Suponhamos que exista um subespagco W C V| com dimW > 2, tal que g_¢|w é

negativa - definida.

Como dim W > 2, existe w € WNW,, w #0 tal que ¢_1(z,2) <0< g_1(2,2), o

que € absurdo. Logo nao existe tal subespaco W. Portanto v = 1.

Suponhamos que existe z = (z1,z2,23) # 0 € R tal que g_4(z,y) = 0,Vy € R3.
Tomemos y = (21, z2,0), temos:
g-1(z, (21,22,0)) =0 = 22+27=0 = z1=2,=0 = g_4(z,z) = —z2 Como
g-1(z,y) = 0,Vy € R? em particular, vale para y = z, entdo g¢g_i(z,z) = —z3 = 0. Logo

z = 0, o que é absurdo. Portanto g_; é nao - degenerada.

Usaremos a seguinte notacao:
Se X : U — L® é uma parametrizacio de I.> em um aberto U C R?3, denotamos os

coeficientes de g_;, em U, por:

0 0 .. 0
9i(p) = 9-1(5 () 5-(P)) 45=1,2,3, onde o—(p)=dzy(e;), pelU
7 7 7

e {e1,e2,e3} éa base canonica do T,R®

Logo, se V e W sao campos de vetores tangentes a > definidos em U, podemos

€SCrever:

3 3 3
9 0
V= E 'U,'a—mi, W = E wja_:lrj7 g_l(V,W)z E Gi; VW5
1=1 1=1

1,7=1

Como g¢_; é nao - degenerada, a matriz g;;(p), de ordem 3, possui inversa, a qual

denotaremos por (¢”(p)). Além disso, pelo fato de g_; ser simétrica, obtemos:
Do mesmo modo que em LL?, temos:

Definicao 2.1.2 Seja v € .3, definimos a norma de v por:

o]l = V/lg-1(v, v)|-
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Definicao 2.1.3 Um vetor v € L3 € chamado:

(i) de tipo espago (spacelike) se g_1(v,v) > 0,Vv # 0 ou se v = 0;
(i2) de tipo tempo (timelike) se g_1(v,v) < 0,Vv # 0;

(173) de tipo luz (lightlike) se g_1(v,v) = 0,Vv # 0.

Assim, em L3, também podemos definir ortogonalidade, vetores unitarios e ortonor-

malidade.

Definigao 2.1.4 Sendo a e b vetores de IL*, definimos o produto vetorial a A b por:

al b = (a2b3 - (13b2, (1,3b1 — a1b3, G,zb1 — albz), onde a = (al, az,ag) e b= (bl,b2, 63)

Observagao: Para o produto vetorial acima definido e para qualquer z em L3, vale a

relacdo g_1(a A b,z) = det(a,b, z).

Definigcao 2.1.5 Um plano em I3 € de:
(1) tipo espago se seus vetores normais unitdrios sio de tipo tempo.
(12) tlipo tempo se seus vetores normais unitdrios sio de tipo espago.

(i51) tipo luz se seus vetores normais sdo de tipo luz.

Proposigao 2.1.6 Se W € um K- subespago de L3, entdo dimW + dimW+* = dimL® e
(WHt =W, onde W+ = {v e L?/ g_i(v,w) =0, Ywe W}.

Demonstragao:
Seja {ei, ez, €3} base de L3 com {ey,... ,ex}, 0 < k < 3 base de W.
Consideremos a aplicagdo f : L3> — W dada por f(v) = Ele g-1(v, €;)e;

Observemos que f(v) = 0 se e somente se g_1(v,e;) = 0,1 =1,...,k, ou seja, kerf =

W+, Por outro lado, dado w = Zle w;e; € W, tomemos W = Z?:l Ele w;g'e;.

Entao:

=1 =1 1,7=1

k 3 k
W) = Zg 1 Z Zwlg e, €j)ej, logo f Z w;dije; = w,
j=1

o que mostra que f é sobrejetora.
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Portanto, dimW+ = dim kerf =3 — dim Imf =3 — dimW, isto é,
dimW + dimW+ =3 .

Para todo v € W, temos g_(v,w) = 0, Yw € W+, logo v € (Wt)*te W C (W)L,
Analogamente obtemos a inclusdo (W+)* C W. Portanto, segue que W = (W+)+.

Proposigao 2.1.7 Se w € L® € tal que g_;(w,w) < 0, entdo:
(i) 9-1lw) € ndo - degenerada de indice 1 e L* = [w] @ [w]*;
(ii) g1l € positiva - definida.

Demonstracao: (i) E imediato que se g-1(w,w) < 0, entdo o subespago [w] é nao -

degenerado de indice 1.

Temos:

3 = dim[w] + dim[w]* = dim([w] + [w]*) + dim([w] N [w]*)

Mostremos que [w] N [w]* = {0} e dai L3 = [w] & [w]*.

v € [w] N [w]t C [w] entdo, existe a € R tal que v = aw

v € [w]N [w]* C [w]t entdo, 0=g_1(v,w)=ag_;(w,w)

Mas g_;(w,w) < 0 e portanto a = 0, isto é v = 0, logo L* = [w] & [w]*.

(i) Observamos que g_i|p, . € positiva semi - definida. Suponhamos, por absurdo, que
existe z € [w]* tal que g_i(z,z) < 0. Como g_i(z,w) = 0, segue que g_i|pu €
negativa - definida e dim[w,z] =2 > 1 (indice de L?), o que é absurdo. Portanto,
g_i(z,z) >0, Vz € [w]*.

Suponhamos que z € [w]* e g_;(z,z) = 0. Pela desigualdade de Cauchy - Schwarz
temos:
1 (z,y) < g-a(z,2). 9-1(y,y) =0, Vy € [w]*. Entio g_4(z,y) =0,Yy € [w]*, logo
z € [w]. Como =z € [w]", segue que z = 0. Assim, para z € [w|t,z # 0, te-
mos g¢g_i(z,z) #0.

Portanto g_i|p,)L € positiva - definida.
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Proposigao 2.1.8 Se W € um subespago de L*, entdo g_i|w € nao-degenerada de indice

1, se e somente se g_1|w1 € positiva - definida.

Demonstracao:

Suponhamos que g_;|w é nao degenerada de indice 1. Entdo existe w € W, w # 0
tal que g_;(w,w) < 0. Tomemos z € W,z # 0, entdao g_;(z,w) = 0. Pela proposicio
2.1.7, g-1lw+ é positiva - definida e como z € [W]*, temos g_1(z,z) > 0, isto é, g_i|w
é positiva - definida.

Suponhamos agora que g_i |+ é positiva - definida. Se w € W é tal que g_;(w,z) =
0,Vz € W, entdao w € Wt e g_1(w,w) = 0. Mas como g_;|w. é positiva - definida,

devemos ter w = 0 e g_1|w é nao - degenerada. Pela proposigao 2.1.6, temos:

dimW + dimW=* =3, entdao L3 =W @ Wt.

Como o indice de g_; em L? é 1, 3v € L3, v # 0 tal que g_;(v,v) < 0 e desta forma
veEWev¢ W, Logo g_1|w possui indice maior ou igual a 1. Mas o indice de g_;|w é

menor ou igual ao indice de g_1|p3, que é 1. Portanto, g_;|w tem indice 1.

Proposigao 2.1.9 Seja W um subespago k - dimensional de L3,k > 2. Sao equivalentes:
(1) g-1|lw € nao - degenerada de indice 1;
(ii) W contém dois vetores tipo luz, linearmente independentes;

(iii) eziste w € W, w # 0, tal que g_;(w,w) <0.

Demonstragao:

(1) = (17) Se g_i1|w é ndo - degenerada de indice 1, deduz-se da proposigao 2.1.7, que
existe uma base ortonormal {ey,...,ex} de W, tal que g_i(e;, e;) = ;5,7 # 1. Entéo,
e1+ e, €1 — ey sao vetores tipo luz linearmente independentes, pois g_1(e1 + €2, €1+ €2) =
0 = g_i(e1 — ez,€1 — €3) e se a,b € R sdo tais que a(e; + e3) + b(e; — e2) = 0 entao
a+b=b—a=0,o0useja,a=b=0

(11) = (112)  Sejam u e v vetores de tipo luz, linearmente independentes de W.
Temos, g-1(u,v) # 0.

De fato,
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Suponhamos, por absurdo, que g_;(u,v) = g_1(u,u) = g_1(v,v) = 0. Como e; é um
vetor unitdrio de L3 tal que g_;(e;, e;) < 0, entdo pela Proposicio 2.1.7, existem reais,
unicos ¢ e d, que podemos supor, sem perda de generalidade, ambos positivos (trocando,

S€ NeCessario u por -u ou v por -v), tals que:

u = ce; + u;
v =de; + 7.
onde @t # 0 e © # 0 pertencem ao subespaco [e;]*.

Observemos que

g-1(v,u) =0 = g.4(%,0) = = |li]| = || = ¢
g-1(v,v) =0 = g.4(9,9) =d®> = ||3||=|d|=4d.

Além disso,
g-1(u,v) = 0, entdao c¢d = g_1(@,0) < |c||d|. Logo existe A € R /@& = A9 e portanto
A =c/d. Entdou =X d e+ A7, o queé absurdo. Logo, g_1(u,v) = —cd+g_1(@,d) # 0.

Temos entao,

g-1(u+v,utv) =—(c+d)?®+9g-1(3 ) + g-1(9,9) + 29-1(@, D)
= 2[—cd + g-1(, D)] = 29-1(u,v) # 0,

g-1(u —v,u—v) =—(c—d)*+g-1(d,a) + g-1(9,9) — 29-1(@,)
= 2[cd — g-1 (%, 9)] = —29-1(u,v) # 0,
sendo pois, um deles menor que zero.
(#41) = (i) Seja z € W tal que g_i(z,z) < 0. Entdo W+ C [z]* e sendo g_iye
positiva - definida, g_i|p+ também o é. Entdo, como W = (W)L, segue que g_,|w é

nao - degenerada de indice 1, pela Proposicao 2.1.8.

2.2 Isometrias de L?

Denotemos por 01(3) o conjunto dos operadores lineares O : L® — L3 tais que

g-1(0(u), 0(v)) = g-1(u,v), Yu,v € L3.

Definicao 2.2.1 Um elemento O de O1(3) serd chamado de transformagao ortogonal de

L3.
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Observagao: O conjunto O;(3) é um grupo relativamente a composigao dos opera-
dores. Por outro lado, identificando os elementos de 0;(3) com matrizes (a;;) ¢,7 = 1,2,3
relativamente a uma base ortonormal fixada {e;} : = 1,2,3, onde a;; = g_1(0(ei), O(e;)),
podemos concluir que O;(3) é um grupo relativamente a multiplicagao de matrizes e ad-
mite uma estrutura de variedade diferenciavel de modo que O;(3) é um grupo de Lie de

dimensao 3.

Definicao 2.2.2 As isometrias de L3 sio aplicagées F : L — L2 tais que para cada
peL?
g_l(de(v),de(w)) = g_1(v,w),Yv,w € T,L®, ou seja, dF, € Oy(3).

Assim, as isometrias de L® sdo precisamente, as aplicacoes da forma F' : L3 — L3

dadas por F(p) = O(p) + ¢, onde O € 0,(3) e q € L3.

Definicao 2.2.3 Se £ ¢ uma reta de L2, dizemos que £ € de tipo espago se a restri¢io
g-1|¢ € positiva - definida, ou seja g_1|; € uma métrica Riemaniana; (£ € de tipo tempo
se g_1le € ndo degenerada de indice 1 (métrica Lorentziana) e £ € de tipo luz se g_1|; €

degenerada.

Denotemos por O({) o conjunto das transformagoes ortogonais de L3 com determinante
positivo, que deixam £ fixa ponto a ponto. Assim, a matriz de O é dada, em cada caso,

pela seguinte proposicao:

Proposicao 2.2.4 Seja O uma transformagio ortogonal de O(£). A matriz de O em
relagdo a uma base ortonormal € dada por:
1 0 0
(1) Os=| 0 cosht sinht |, sel € de tipo espago;
0 sinht cosht

cos 8 —sin 6 0
(i) Or=| sin & cos 8 0 |, sel éde tipo tempo;
0 0 1
1 -t t
(i) Op=| ¢t 1-— 323 % , se £ é de tipo luz.
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Demonstragao:
(i) No caso em que £ é de lipo espago, pela Proposicao 2.1.8, g_i|y+ é ndo - degenerada
de indice 1 e pela Proposicao 2.1.9, existe w # 0 € [{]* tal que, g_; |} (w,w) < 0. Além
disso, existe uma base ortonormal Bs = {fi, f2, fa} de L® com f; fixo na direcio de £ e
w /
fs = ——. Agora, Og € LL? é tal que:
|[w]]
l, sei=3=1,2:
g—l(OS(f'i))OS(fj)) :g—l(fiyfj): —1 ,Sei:j :3,
0 ,sez#7.

Tomando - se
aij; G2 @13

OS: Q21 G2 a3 |,
az1 @32 ass

e escrevendo Og na base Bs temos:

OS(fl) = fi;
Os(f2) = aiafi + axafz + asafs;
Os(fs) = aisfi + assfz + assfs.

(a) 9-1(0s(f1), Os(f3))= g-1(f1, a1sfi+azsfrt+assfs) = a1zg-1(f1, fi)+azsg-1(f1, f)+
as3g-1(f1, fs) = a13. Como g_4 (Os(fl), Os(fg))z 0 segue que a3 =0

(b) g- (Os(f1), OS(fz)): 9—1(f1,‘112f1 +agzfo + a32f3) = 0129—1(f1, fl) + azzg—l(fl, fZ) aa
az2g-1(f1, f3) = a1z.  Como g_1(Os(f1),0s(f2))=0 segue que a1z =0

(c) 9—1(05(f1),os(f1))= g-1(f1, 1) =1

(d) g-1 (Os(fz), OS(fZ)): g-1(azsfa + asafs, a2 fo + asafs) = a%zg—l(fz, f2) +
a22a329-1(f2, f3) + as2a229-1(f3, f2) + a%zg—l(f& f3) = agy — “:232 =1

(€)g-1 (Os(fs), Os(fs))= g-1(azsfz + asafs, azsfa + assfs) = ajsg-1(f2, f2) +
2a220339-1(f2, f3) + a339-1(f3, f3) = a3 — a3y = —1
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(f) 9-1 (Os(fz), OS(fB)): g-—l(a22f2 + aszfs, stfz + a33f3) = anazsg-l(fz, fz) +
a220339-1(f2, f3) + a23azag-1(f3, f2) + aszassg—1(f3, f3) = aznaaz — azzazz = 0

Das condicées (d), (e) e (f) temos:

2 2 _ 1.
azy — a35 = 1
2 2 _ .
ass — a3z = —1;

(22093 — @32a33 = (.

Portanto, existe um nimero real t tal que ag; = azz = cosh t e ayz = as; = senh t.

Logo a matriz Og é da forma:

1 0 0
Os=| 0 cosht sinht
0 sinht cosht

(ii) No caso em que £ é de tipo tempo, o vetor diretor v de £ é tal que g_1(v,v) < 0 e, pela

proposigao 2.1.7, g_i|+ € positiva - definida. Além disto, existe uma base ortonormal

By = {hy,ha, h3} de L? tal que hz = - e h3 esta fixado na diregao de .

[[v]]

Suponhamos que Or € L?, nas mesmas condigoes de (i), seja da forma:

bi1 b1z bis
OT = 521 bzz 523
531 532 b33

Escrevendo O7 na base Br temos:

Or(h1) = byihy + barhy + bahs;
Or(hy) = bighy + bashy + bagha;
OT(hg) = h3.
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(a) g-1 (OT(hl), OT(hg)): g—1(b11h1 + ba1hy + b3ihs, h3) =
= b119-1(h1, hs) + ba1bg_1(ha, hs) + b31g—1(hs, hs) = —bs; = 0,
() g-1 (Or(h2),Or(ha))= g-1(bizh + bashs + bsshs, ha) =
= b129-1(h1, h3) + bzag—1(ha, hs) + bsag-1(hs, hs) = —baz = 0,
(¢) g-1 (OT(hI), OT(hl))z g-1(b11h1 + ba1ha, by1hy + barhy) =
= b?lg_l (h1,h1) + b11b21g—1(h1, h2) + ba1bi1g-1(h2, k1) + b;lg_l(h% hy) =
=b}, +0b3, =1,
(d) g-1 (OT(hz), OT(h2)): g—1(b12h1 + baaha, bishy + baghy) =
= b159-1(h1, h1) + biabasg—1(ha, ha) + bazbrag—1 (ha, ha) + b329-1(h2, ha) =
= b2, + b3, =1,
() g-1 (Or(hr), Or(ha))= go1(buahs + baaha, bisha + baghs) =
= b11b129—1(h1, h1) + b11b22g_1(h1, h2) + ba1ba1g_1(h2, k1) + bi2baag_1(hs, he) =
= by1b21 + b12bez = 0.
Das condigées (c), (d) e (e) temos:
b3, + b, = I
b}, + b2, = ]
b11b12 + bigbyy = 0.

Portanto, existe um nimero real 0 < 60 < 27, tal que by = bz = cos 6,

by = —bya = sinf. Logo, a matriz Op é da forma:

cos@ —sinf 0
Or=| sinf cos @ 0
0 0 1

( ii1) No caso em que £ é de tipo luz, tomemos uma base ortonormal By, = {ej, €2,€3}

que fixa o vetor e; + e3 na direcao de £, sendo ey, e; vetores de tipo espago e e3 um vetor

de tipo tempo.

Suponhamos que Oy, € L?, nas mesmas condicdes de (i), seja da forma:
€11 C12 Ci13
OL= | cu ¢z ca3

C31 C32 C33
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Escrevendo Op, na base By, temos:

Or(e1) = ciier + caes + cares;
Op(e2) = cize1 + cae2 + cazes;
Op(es) = cizer + cazez + cazes.

Entao temos:

(a) g-1 (OL(61)> OL(el)): g-1 (61161 + Ca1€2 + Ca1€3,c1€1 + 1€z + 63163)=

= c}19-1(e1, 1) + c3,9-1(e2, €2) + c5191(es, €3) = ¢, + 3, — 3y =1,

(b) g-1 (OL(Cl), OL(ez)): g-1 (01161 + ca1€2 + ca1€3, ci12€1 + €262 + 63263)2

= ci1¢129-1(€1, €1) + ca1¢a29-1(€2, €2) + carcazg-1(es, €3) = cr1c12 + €a1¢22 — 31632 = 0,

(c) g-1 (OL(61)> OL(Cs))Z g-1 (01161 + c21€2 + c31€3, C13€1 + Ca3€3 + 03363>:

= c11c139-1(€1, €1) + ca1cazg—1(es, €2) + ca1cazg-1(es, €3) = cr1c13 + ca1¢23 — ca1c33 = 0,

(d) g-1 (OL(CZ), OL(es)): g-1 (61261 + c22€2 + cazes, Cizer + Cazez + C3363):

= C126139—1(191, 61) g 0220239—1(62, 32) e 0320339—1(63, 63) = c12€13 + €22€23 — €32¢33 = 0,

(e) g-1 (OL(ez), OL(ez))Z g-1 (01261 + ca2€2 + c32€3, C12€1 + C2€2 + 63263)2

= szg_l(el, el) + 6329—1(32, 62) + C§2gl(e37 33) = C%z o3 C%z - c§2 =1,

(f) Como Oy, fixa o vetor e; + e, temos:

Ci11 Ci2 C13 0 0
OL(O, 1, 1) = C21 Cg22 Ca3 1 = ]. —
C31 C32 C33 1 1
cig+cz =0
Co2 + Coz3 = 1 (21)

caz +c33 =1
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Usando-se (2.1) em (d) e (e), respectivamente, temos:
—C?z + 622(1 — 622) — (1 — 633)033 =0 = —C%Z — ng + C§3 + Cg9 — C33 = 0

cfz —I—c%2 — (1 — c33)2 =] = cfz—l-cgz — c§3+2c33 =2

De (2.2) e (2.3) segue que

Cy2 +c33 =2
Usando-se a 3° equacao de (2.1) em (b) temos ci1c12 +ca1¢22 —c31(1 —¢c33) = 0
c11€12 + €21¢22 + c31633 — ¢33 = 0
Usando-se a 1“ e 2% de (2.1) em (d) temos: —c11¢12 — ca1(1 — c22) — 31633 = 0

—C11C12 — C21C32 — €31€33 + €31 = 0

De (2.5) e (2.6) segue que

€21 = C31
Somando-se a 2° e 3% equacio de (2.1), temos:

Cap + C3+ c32 + ¢33 =2

Usando-se (2.4) em (2.8) segue que

C23 = —C32

2 2 2 _ 2 _ 2 2
Por (e) temos que ¢}y +¢cjy — iy =1 = ¢}y =1—c2, + 3.

(2.2)

(2.3)

(2.4)
_—

(2.5)

=

(2.6)

(2.7)

(2.8)

(2.9)

Da 2% equacio de (2.1) segue que ¢33 =1+ cs, logo 2y =1—(1+cz2)?+2, =

2

2 C12
— Cig = —2632 —> C33 = — 9 s
2
a - ~ C13
Usando-se a 1~ equacdo de (2.1) temos que ¢j5 = —cy3, entdo 3y = —5

) , 2 .
Portanto existe um numero real t tal que: ¢j3 =t e ¢33 = —%. Entao, ¢ = —t

?
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2 tZ t2
02325, 622:1_57 C33:1+E, 611:1 e C31:t. LOgO,
1 —t t
_ 2 2
Op=1|1t 1-— T %
2 t?
t —£ 14%

A Definicdo seguinte pode ser encontrada em [5]

Definigao 2.2.5 Um circulo em I € a drbita descrita por um ponto p fora de uma reta

l sob a agdo do grupo de rotagio em IL® que deiza £, ponto a ponto, fizada.

Assim, um circulo Lorentziano esta contido num plano ortogonal a £. Dependendo

do cardter causal de ¢, descreveremos os circulos de I.* como segue:

(1) No caso em que ¢ é de tipo espago, tomemos o grupo de rotagio Os em relacao a
uma base ortonormal {ej, ey, €3}, com e; na direcio da reta £. Neste caso, os circulos

Lorentzianos sao dados por:

a(s) =r(eysinhs + escoshs)+¢, r>0, ecel.

Do ponto de vista Euclidiano, estes circulos sdao hipérboles em planos paralelos ao

plano yz.

De fato: Sejam P = (z,,Y,,2,) um ponto de L> e Og o grupo de rotagao obtido pela
proposicdo 2.2.4 (i). A 6rbita o descrita por P sob a acido desse grupo é dada por:

a(t) = (2o, Yo cosht + z,sinh ¢, y, sinh t + z, cosh ¢).

Tomando - se z = z,, y = yo,cosh t+ z,senh t, z = y,senh t + z,cosh t, temos:

y? — 22 = (y,cosht + z,sinh¢)? — (y, sinh ¢ + z, cosh?)? =
= y2 cosh®t + 2y,2,sinh ¢ cosht + z2sinh®¢ — y2sinh®t — 2y,2,sinht¢ cosht
—22cosh®t = (y2 — 22) cosh®t — (y? — 22) sinh® ¢(y? — 22)(cosh® ¢ — sinh* )

= (y2 — 22).
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Logo, a(t) menos a translacdo ¢ = (z,,0,0) é da forma y?—2? = (y2—22), que é uma

hipérbole Euclidiana no plano yz.

(2) No caso em que £ é de tipo tempo, tomemos o grupo de rotacdo Or em relagao
a uma base ortonormal {ej, ez, €3}, com e3 na direcdo da reta £. Neste caso, os circulos

Lorentzianos sao dados por:

B(s) =r(escoss+eysins)+¢, comr>0ecel.

Do ponto de vista Euclidiano, estes circulos Lorentzianos, sao realmente circulos Eu-

clidianos em planos paralelos ao plano xy.

De fato: Sejam P = (,,Y,, %) um ponto de L® e Or o grupo de rotacao obtido pela

proposicao 2.2.4 (ii). A érbita descrita por p sob a acao desse grupo é dada por:
B(0) = (z,cos — y,sin b, z,sin b + y, cos b, z,)
Tomando - se z = z,cos0 —y,sinf, y = z,sinf + y,cosf e z = z, temos:

2?2 +y? = (z,co86 — y,sin0)? + (z,sin 6 + y, cos 0)?
= 22 cos? 0 — 2z,y,sin 0 cos b + y2sen?d + z2sin® 0 + 2z,y, sin 0 cos O + y? cos? O

= z2(sin? 0 + cos? 0) + y2(sin® 0 + cos? ) = 22 + y2.

2

Logo, B(#) menos a translagao (0,0,z,) é da forma z?+4y?=22+y? =12 queé

um circulo no plano xy.
(3) No caso em que £ é tipo luz, consideremos £ na direcao do vetor e; + e3, onde
{e1, €2, €3} é base ortonormal de L? e e3 é um vetor de tipo tempo. Os circulos Lorentzianos,

neste caso, sao dados por:

1
Y(s)=c+se+ 57‘82(62 +e3), comr > 0.

Do ponto de vista Euclidiano, estes circulos Lorentzianos, sao parabolas Euclidianas

em planos paralelos ao plano y = z.
De fato: Sejam P = (zg, Yo, 20) um ponto de L e Oy, o grupo de rotagao obtido pela
proposicao 2.2.4 (iii). A 6rbita descrita por P sob a acdo desse grupo é dada por:

W) = (20— ot +2t, Tt + (1= $ho+ 570, 2ot = 530+ (1+ 5)20)
= ($0,y0, ZO) + ((zo - yo)t) mot + (Zo - yo)%v ﬂ)ot . (ZO - yo)%)
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Logo, v(¢) menos a translacao ¢ = (2o, Yo, 20), pode ser escrita na forma:
2
T )

+
2(z0 — %) (%0 - Yo)
substituimos em y = z. Assim, ¥(¢) é uma parabola no plano y = z.

z , onde isolamos ¢ na igualdade z = (z, — y,)t e

Y=g =

‘Como as érbitas descritas pelos grupos Og, Ot e Of, sdo hipérboles, elipses e parabolas
Euclidianas, respectivamente, tais grupos sio chamados, respectivamente de: Grupo Hi-

perbolico, Grupo Eliptico e Grupo Parabélico.
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Capitulo 3

Superficies de Revolucao de Tipo

Espaco em L3

Neste capitulo, estudaremos as superficies de revolugao de tipo espago em 2. Mostra-
remos que dependendo do carater causal do eixo de revolugao, tais superficies, sao obtidas
pela acao dos Grupos Hiperbdlico, Eliptico ou Parabdlico na curva geratriz. Obteremos,
para cada caso, a parametrizagao da superficie e apresentaremos alguns resultados bésicos

para o estudo da completude destas superficies.

3.1 Superficies de Revolucao em L?

Definigao 3.1.1 As superficies em L2, invariantes pela agdo do grupo a um pardmetro
P ’ grup p

de 1sometrias, que deizam uma reta fiza, sio denominadas superficies de revolugdo.

Definigao 3.1.2 Uma superficie de revolugdo S , em I3, € de tipo espago, se a métrica
induzida em S € a métrica Riemanniana. Isto equivale a dizer que para p € S, todo
v € T,S € de tipo espago, ou ainda, que o vetor normal unitdrio € de tipo tempo, em todo

ponto de S.

O teorema seguinte nos permite definir para cada ponto de uma superficie de tipo

espago, um campo de vetores normal e unitario.

33
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Teorema 3.1.3 Toda superficie de tipo espago em I3 € orientdvel.

Demonstragao:

Seja X : M — L3 uma superficie de tipo espago. Entao para todo p € M,T,M é
um plano de tipo espago em L? e (T, M) é uma reta de tipo tempo. Esta condigao nos
permite escolher para cada ponto p € M um tnico vetor N(p) € (T,M)*, que é unitario

e aponta para o futuro. Portanto obteremos uma aplicagdo N : M — H2. Além disto,
Xy A Xy

| X A Xy

para qualquer sistema de coordenadas (u,v), temos N = + , que € diferenciavel

em todos os seus pontos.

Logo N é um campo de vetores normal e unitario globalmente definido sobre M.

Portanto M é orientavel. : |

O campo de vetores N : M — H? que acabamos de construir acima, é denomi-
nado aplicagdo normal de Gauss da superficie M e a imagem N(M) é a imagem

hiperbdlica de M.

O cardter causal dos eixos de revolucao é dado pelo cardter causal de seus vetores
diretores (ver Definigdo 2.1.3). Na Figura 3.1, estamos supondo que u é de tipo espago ,
v é de tipo tempo e w é de tipo luz, ou seja, os eixos y,z e y = z sao respectivamente, de

tipo espago,tempo e luz.

Figura 3.1: Cone de luz
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Considerando o carater causal dos eixos de revolucdo, obteremos a parametrizagao da
superficie em cada caso:

1¢ caso: No caso em que o eixo de revolugao é de tipo espago, seja () =(z(6),0, z(9)),
uma curva regular, a < 6 < b, a,b € R. A superficie de revolucdo S, com eixo x, de tipo

espago, gerada pela curva () sob a acao do grupo hiperbdlico, é parametrizada como

segue:
1 0 0 z(0)
X(0,t) =] 0 cosht sinht 0
0 sinh¢ cosht z(0)
Entao,

X(0,t) =((0), z(0) sinht, z(f) cosht), teR. (3.1)

Tomando-se a superficie S com a parametrizagao (3.1), substituindo @ pelo parametro
comprimento de arco s de {2 e admitindo-se que z < 0, faremos o calculo de suas curvaturas
priﬂéipais. Observamos que, para superficies no espago de Lorentz-Minkowski os coefici-
entes da primeira forma fundamental sao calculados de modo analogo ao caso Euclidiano
e que os coeficientes da segunda forma fundamental sao dados por e = —g_;(X,s, V),
f==9-1(Xst, N) e — g-1(Xa, N).

Calculando-se, obtemos:

X, :(a'v,é sinh ¢,z cosh t) e X, :(O,z cosht,z sinh t).

Logo E = g_1(Xs, X,) = 22+ 22 sinh? t—2% cosh®?t=22-22=1, F = g-1(Xs, X)) =
z z sinht cosht —z Z sinht cosht =0e G =g_;(X;, Xy) = 22 cosh? ¢t — z2sinh? t = 22
Além disso,

Xss :(5:,2 sinh ¢,z cosht), Xt :(0,73 cosht,z sinht) e X :(O,Z sinh ¢,z cosh t).

Computando-se o produto vetorial Lorentziano, conforme Defini¢ao 2.1.4, obtemos:

€1 €2 €3
XsANXy =| % 2sinht 2z cosht | = (—zz,—zz sinht,—iz cosht).
0 =z cosht =z sinht
Logo
[|Xs A XLl = \/|z2732 + 2222sinh® ¢ — £222 cosh? tl = \/lzzéz — 2222| =

= /727 — %) = —=.
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Escolhendo-se N apontando para o passado, segue que

Xs AN Xy
N =———"——— = (—z—zsinht¢, —Z cosh).
xAX ’
Agora, computando-se os coeficientes da segunda forma fundamental, temos:
e=—g_1(Xss, N) = #2z + &5 sinh® ¢ — £5 cosh®t = 32 — 33
Como #?— 2% =1, por derivacdo obtemos 2zi — 227 = 0, ou seja, z = —.
z
Assim,
.. % 222 —2%F %, ) &
e:—g_l(Xss,N) =Lz — — = - :—,(ZZ—:I:Z):——.-;
z z z z

f=—-9-1(Xst, N) =0+ zzsinht cosht — zzsinht cosht = 0;
g=9-1(Xu, N) =0+ zzsinh®t — £z cosh?t = —3z.

c e € g9
Como as curvaturas principais sao dadas por k; = 7 © ky = & Segue que
zZ/z & Tz Z
kII—L:—Tekzz——Zz——_
1 z z z

22 caso: No caso em que o eixo de revolugao é de tipo tempo, consideremos §(6) =
(x(@),O,z(G)), uma curva regular, a < 0 < b, a,b € R. A superficie de revolu¢ao com

eixo z, de tipo tempo, gerada pela curva (2, sob acao do grupo eliptico, é parametrizada

por:
cost —sint 0 z(0)
X(0,t)=| sint cost 0 0 ’
0 0 1 z(0)
ou seja,

X(0,t) =(z(8) cost,z(0)sint, z(d)), 0<t<2m. (3.2)

Tomando-se a superficie S com a parametrizacao (3.2), substituindo € pelo parametro
comprimento de arco s de () e admitindo que z > 0, faremos os calculos de suas curvaturas
principais. Temos:

X, =(2 cost,i sint,z) e Xy =(—=z sint,z cost,0). Logo E = g;(X;, X,) = 22 cos®t +
&? sin’t — 22
G = q1(X;, X;) = 22 sin®t + 2? cos?t = 2. Além disso,

X,s =(& cost,i sint, 2), Xy =(— 2 sint,& cost,0) e Xy =(— 2 cost,—z sint,0).

=32-22 =1, F = ¢1(X,,X;) = —z&costsint + zsintcost = 0 e
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Computando-se o produto vetorial Lorentziano, conforme Definicao 2.1.4, obtemos:

€1 €2 €3
XsANXy =| 2 cost zsint z | =(—zz cost,—zz sint,—zd).
—z sint z cost 0

Logo
[| Xs A Xi|| = \/lxzz'z cost + z222sin* ¢t — :v2:i:2| =4[ 6242 — 2243] = o/ |z} — 2?)| = 2

e, escolhendo-se N apontando para o passado, segue que

Xs N Xy
N=————-=(—2z cost,—zsint, —z).
v I
Assim, e = —g_1(Xss, N) = 2 cos®t + iz sin’t — 35 = 2 — &3
Como #? — 2% = 1, derivando-se novamente em relagao a s, obtemos 22& — 227 = 0,
. zZZ
ou seja, T = —.
Assim,
-2.- .2.. -2-. . -2 .2
w. .. 2z .. zz—1z2z z(Z"—x z
e:,.-—g_l(Xss,N):a:z—a:z:—,—a:z: - = ( : ):—T;
. . . a: . . . z z a:
f=—-—9-1(Xs, N) = —@z sintcost + zzsintcost = 0;
g=—g-1(Xs, N) = —zzcos’t — zzsin’t = —z2.
e mr e z z
Logo as curvaturas principais sao ky = —— e kp = —— .
z z

32 caso: No caso em que o eixo é de tipo luz, consideremos §(0) =(0,y(s), z(s))
uma curva regular parametrizada pelo parametro comprimento de arco. A superficie de
revolucao com eixo y = z, de tipo luz, gerada pela curva () sob a agdo do grupo parabdlico

é parametrizada por:

1 —t t 0
X(S,t) = i — % £ y(S) )
2 2
t =L 1+4£ z(s)
ou seja,
t? i t ¢
X(s,8) =( - ty(s) +als), (1= 5)y(s) + 52(s), —53(s) + (1 + 5)2().
Logo,

t2 2

X(s,8) = (=t(uls) = 2(5)), 9(s) — (u(s) — #(5)) 5, 2(5)— () = =(5)5 ), tER (33)
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Tomando-se a parametrizacdo (3.3), considerando-se que a curva {) é de tipo espaco,
ou seja, y2(s)— z*(s) = 1, temos que o vetor tangente unitario (y(s) , z(s)) de 2 pode
ser escrito como 4 (cosh(¢) , sinh(¢)) e, neste caso, o vetor unitdrio normal & Q pode

ser dado por +(sinh(¢) , cosh(¢)).

Sabemos que uma das curvaturas principais de uma superficie de revolucao é a curva-
tura da curva geratriz e a outra é a curvatura da orbita, ou seja, é a curvatura do circulo
Lorentziano. Como (y ; z) = :i:(sinh(qS) 5 cosh(¢))q2> e g_l(g : z) , (7, z)) =
= g_1(¢ sinh(¢), & cosh(¢)), (cosh(¢),sinh(¢)) = ¢ sinh(¢) cosh(¢)—¢ sinh(¢) cosh(¢) =
0, segue que (y(s),z(s)) 1 (y(s),z(s)) Dneste modo, a curvatura kg da curva geratriz £

é tal que (y,2) = ka(2,7), ou seja, kg = g =¢.

Como a reta (y,z) + r(2,9) = (y + 72,z + ry) intercepta o eixo de revolugio y = z,

. . ” . s -z s g s
segue que y+rz = z+ry. Entdloy—z=r(y—2)er = 4 - . Logo a curvatura da érbita
y—z
1 o s / 1 == 2
é —— e portanto as curvaturas principais da superficie sao k; = 2 ek = ——= _(y—).
r z ™" y— 2z

3.2 Superficies Completas

Para decidirmos se uma superficie S é ou nao completa, usaremos o Teorema 3.2.5

( Hopf e Rinow) e o Lema 3.2.7, a seguir.

Definigao 3.2.1 Uma variedade semi-Riemanniana € uma variedade (M™, g),
n > 2, em que M™ € uma variedade regular e g ¢ uma métrica sobre M™ com indice

v>1.

Observagao: Sev=1en > 2, M"™ é uma variedade de Lorentz e se v = 0, M™ é uma

variedade Riemanniana.

Definigao 3.2.2 Uma variedade Riemanniana M € completa se o comprimento de qual-

quer caminho divergente diferencidvel A sobre M € infinito.

Definicao 3.2.3 Seja S uma superficie reqular em R3. Uma curva reqular

v: I CR — S € uma geodésica se §(t) € normal a S em (t), Vt € I.
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Exemplos:
1) Os circulos maximos de uma esfera sdo geodésicas;
2) Toda reta contida numa superficie é uma geodésica;

3) Os meridianos de um cilindro sdo geodésicas.

Deﬁnigéo 3.2.4 Uma variedade Riemanniana M € geodesicamente completa se para todo
p € M, a aplicagio exponencial exp,, estd definida para todo v € T,M, isto €, se as

geodésicas y(t) que partem de p estio definidas para todos os valores do parametrot € R.

Teorema 3.2.5 (Hopf e Rinow). Seja M uma variedade Riemanniana coneza. Entdo,

M é completa (como espago métrico) se e somente se M € geodesicamente completa.

Demonstagdo: Pode ser encontrada no O’Neill [6].

Definicao 3.2.6 Suponha que B e F' sejam variedades semi - Riemannianas e seja f > 0
uma fungdo diferencidvel em B. O produto torcido M = B x; F' € a variedade produto
B x F munida do tensor métrico g = n*(gg) + (f o m)*0*(gr), onde gp € gr sdo os
tensores métricos em B e F, respectivamente, w e o sdo as projegoes de B x I’ sobre B e
F, respectivamente. Ou seja, se © € tangente a B x F' em (p, q), entdo,

< z,z >=<dr(z),dr(z) > +f2(p)(do(z), do(z)).

Observagao: B é chamado de base de M = B x; F' e IF de fibra ese f = 1, entdo B x; F
reduz-se a uma variedade produto direto. Assim, poderemos expressar a geometria de M

em termos da funcdo f e das geometrias de B e F.

Lema 3.2.7 Se B e F sio variedades Riemannianas completas, entio M = B x; F €

uma variedade Riemanniana completa para toda fungdo f.

Demonstracgao:

Sev € T,M para algum p € M, entao como f > 0 e F é Riemanniana, segue que
< v,v > =2 < dn(v),dr(v) >, onde m é a projecao de M sobre B. Entdo, se L é o
comprimento de arco de uma curva «, segue que L(a) > L(moa), para qualquer segmento

de a. Assim, d(m,n) > d(m(m),n(n)) para todo m, n em M. Portanto se {(p;, ¢;)} é uma
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seqiiencia de Cauchy em M, entao {p;} é uma seqliencia de Cauchy em B. Como B é uma
variedade Riemanniana completa, segue que a seqiiéncia {p;} converge para algum ponto
p € B. Podemos supor que a sequencia pertence a um subconjunto K contido em B.

Entdo f > ¢ > 0 em K. Assim, d(m,m’) > d(w(m),n(m")) param,m’ € K x F.

Por outro lado, {¢:} é uma seqiéncia de Cauchy em F, que é uma variedade Rie-
manniana completa, entdo converge. Logo a seqiiencia {(p;,¢;)} converge. Portanto M é

completa.



Capitulo 4

Superficies de Revolucao de Tipo
FEspaco com Eixo de Tipo Espaco

Neste capitulo, estudaremos as superficies de revolugao, em L3, de tipo espaco com cur-
vatura média constante e eixo de revolugdo de tipo espago. Para obtermos tais superficies
faremos um estudo andlogo ao que Delaunay fez para o caso euclidiano, com base em [4].
Tomaremos como curva geratriz, a curva descrita pelo foco de uma cénica Lorentziana,

quando esta rola, sem deslizar, ao longo de um eixo fixo.

4.1 A equacao diferencial das superficies de revolucao

com eixo de tipo espaco

Agora, discutiremos o rolamento da coénica I', obtendo assim, a parametrizacio da

curva {) gerada por um dos seus focos.

Seja I' uma cénica de L? e F um dos seus focos. Rolando-se esta conica sem deslizar
ao longo do eixo x, conforme 1.3 e acompanhando-se o foco F, obteremos uma curva {2,

que sera a geratriz da superficie de revolucao.

Tomando-se o foco I da conica como origem polar e F'(),, o eixo polar, a forma polar

de I', onde @), é a origem do arco de I' dado na Figura (4.1), é dada por:
I'(0) =(r(6)sinh 8, r(0) cosh 0).

41
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Assumindo que r > 0 e que o vetor tangente de I' é de tipo espago, temos:
9-1(T(0),T(8))= r?(#) sinh® @ — r*(f) cosh® § = —r*(§) < 0 , ou seja, o vetor I'(d) é de
tipo tempo.

Como TI'(0) =(r'(0) sinh 0 + () cosh 0, ' (0) cosh 6 + r(6) sinh §), segue que
g-1(I'(6),I'(0))=(r'(0) sinh 6 + r(0) cosh 0)2— (r'(0) cosh 6 + r(0) sinh 0) -

r'() sinh? @ + 2r'(8) sinh 0 cosh 0 + r2(0) cosh® § — 7' (0) cosh? § — 2r'(#) sinh @ cosh §—
r2(0) sinh® @ = r'(6)(sinh® 6 — cosh®0) + r2(0)(cosh® § — sinh® @) = —r'(8) + r2(0).

Assumindo que o vetor tangente de I' é de tipo espago, segue que 1%(0) — 7"2(9) > 0.

Seja £ o comprimento de arco de [' com origem em (o, s o comprimento de arco de §)

. A . ! . .
com origem em Fj e ¢ o angulo orientado de { para o eixo x, como mostra a figura abaixo.

Pelo lema 1.2.10 segue que sinh ¢(6) = €0) = 675(9;)) —2(0) e cosh ¢(0) = —%. Logo
Q) : { 2(0) = €(0) — £(0) — 7(0) sinh ¢(0); w)
z(0) = —r(0) cosh ¢(6).

Figura 4.1: Parametrizacdo da curva geratriz
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Proposigao 4.1.1 Seja ¢ o dngulo orientado de Q) para o eizo z. Entio, ¢ = (0) € tal

que r(0) sinh @ € igual ao produto interno de Lorentz do vetor posicio I'() com o vetor

nitdrio FI(G) e consequentemente
u ! )
T (O)]]
0 —r'(8
cosh ¢(0) = (%) e sinhg(0) = r (6)
r2(0) — r"(6) r2(0) — r"”(0)
Demonstragao:

Sejam ¢ o angulo orientado de Q' para o eixo x, 8 o angulo orientado de I’ para o
r'(0)

eixo z e a o angulo que I' = Fﬁ faz com W , como mostra a Figura 4.1, onde

transportamos o vetor I para o ponto ). Pelo Lema 1.4.2 segue que f§ = ¢.
r I
Pela Definicao 1.2.6 segue que cosh a() = g_l(m,m). Como ||T'(0)|| = r(6),

segue que 7(0) cosh ¢(8) = g_, (F, W) Mas pela demonstragao do Lema 1.4.2, temos

que cosh a(f) = sinh ¢(f). Logo sinh ¢(0) = g_; (T, ”11::—,”)

Assim, temos:
Fl
91l =) =
AT

, r'(0)sinh 0 +r(0) cosh @ (r'(0) cosh 6 + r(6) sinh 0
= g-1((r(0)sinh 0,7(0) cosh ), , =
9o (r0)sin 0710 conh 0, (L2 n L )
r(0)r'(0) sinh® @ + r2(0) sinh 0 cosh 6 — r(8)r'(0) cosh? § — 72(6) sinh 6 cosh 8 u
| 70— (0)
r(0)r'(0)(sinh®0 — cosh®6  r(0)r'(0)

r?(0) — " (0) r2(0) — " (6)

Como g_ (T, Hg—,ll) = r(0) sinh ¢(0), segue que

— (%) e, conseqientemente, cosh ¢(0) = () . (4.2)

sinh ¢(0) =
7o) r2(0) —r(0) r2(0) — r”(0)

Proposigao 4.1.2 O vetor tangente a Q) € ortogonal ao vetor

F@ = (r(0) sinh ¢(8),7(0) cosh ¢(9)).

Demonstragao:
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. . F
Como a ortogonalidade nao depende do compromento do vetor, tomemos —%—
F

IFQl|
Entdo como () = (z'(0),2'(9)), segue que g_; ((\QI,F@) = 2 sinh ¢(6) — 2’ cosh $(9).
Mas

2'(0) = % - % sinh ¢(6) — r(0) cosh ¢(9)j—j e 2(0) = —Z—g cosh ¢(6) — r(6) sinh ¢(0)Z—f.
Logo g-1(,FQ) = = %sinh $(0) — Z—gsinhz #(0) — r(0) sinh §(6) cosh ¢(0)Z—§ v
j—; cosh? $(8) + r(6) sinh ¢(8) cosh ¢(9)% - Z—g sinh $(0) + j—;.
Como sinh $(0) = \/7%?@ = —%/j—z segue que % = —%sinh (0).
Assim, g_(Q, FQ) = j—gsinh $(8) — %sinh $(6) = 0. Logo @' L FO.
B

Consideraremos dois casos:

(A) O centro de curvatura de () nao pertence ao eixo x.

Com relacdo a este caso, temos a seguinte proposigao:

Proposicao 4.1.3 Se o centro de curvatura de () ndo pertence ao eizo z, entdo
1
Fr()d0s) _
r(s)

Demonstragao:

Sendo s o parametro comprimento de arco para ) e levando em conta que §(s) é tipo

espago, ou seja, &2(s) — 22(s) = 1, podemos tomar §)(s) de modo que

Q(s) = (2(s), 2(s)) = (cosh ¢(3),sinh #(s)), onde o ponto significa di Por (4.1) temos:

is) = d ( —2(s) ) - —5(s) cosh ¢(s) + z(s) sinh $(s)(s)
~ ds ‘sinh ¢(s) cosh? ¢(s)
_ : 1 z(s) sinh ¢(s) ;
= —#ls) cosh ¢(s) = cosh ¢(s) cosh é(s)¢(s)
_ —sinhg(s) T(S)sinh #(s) i(s)
c.osh é(s) cosh ¢(s)
)y )he)).

cosh ¢(s)
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Logo

7(s) = —tanh ¢(s)(1 + r(s)d(s)). (4.3)

Ainda pela 1 equacio de (4.1) temos:

f(s) = &(s) + 7(s) sinh ¢(s) + r(s) cosh ¢(s)(s)

= cosh ¢(s) — :;I;E Z((Z; sinh ¢(s)(1 + r(s)é(s)) + 7(s) cosh b(s)d(s)
_ cosh? ¢(s) — sinh? ¢(s)(1 4 7(s)d(s)) + r(s) cosh? ¢(s)d(s)
_ cosh ¢(s)
_ (14 7(s)p(s))(cosh? ¢(s) — sinh? p(s)
cosh ¢(s) '
Logo _
f(s) = AR (4.4
Como ¢(0) :/0 || (6)]|d6 :/0 \/72(0) — 7'%(8) df, segue que
£ (0) = y/r2(8) — r'*(6). Logo £7(8) = r2(0) — r'*(0) e r2(0) = £°(0) + r'*(0). Assim,
PO = (VG + (VG0 ou sea, 120 5 = (o) + (5
Logo ‘ 1 .
0(s) = o VEP () + (). (45
Usando-se (4.3) e (4.4) segue que 0(s) = r(l—s)\/(sechzqﬁ-k tanh? @)(1 + r(s)p(s))2.
Logo -
f(s) = LA T()ds)] :8“5(5)'. (4.6)
Como £'(0) = /7 0) —7r2(0) > 0 eé(s) = % = (%)(%) segue de (4.4) e (4.6) que
5(3):%20, Vs €R.
Logo
1+7(s)é(s) >0, Vs €R. (4.7)

Sejam s o pardmetro comprimento de arco de 2, Q(s) = (cosh ¢(s), sinh ¢(s)) e n(s) =

(sinh ¢(s), cosh ¢(s)) o vetor normal unitério, a curva .



46 Superficies de Revolugcao de Tipo Espaco com FEixo de Tipo Espaco

A curvatura de Q é dado por kq(s) = ||Q(s)||, mas como

Q(S) = (sinh ¢(s), cosh ¢(s))¢(3), segue que ||Q(s)|| = \/l(sinh2 é(s) — cosh? §(s))B2(s)| =
|¢(s)|. Portanto kq(s) = |4(s)].

O centro de curvatura de £ é dado por: C(s) = Q(s) — ; )77(3). Entao
Qs
C(s) = (é(s) — &(so) — r(s)sinh ¢(s), —7(s) cosh §(s)) — |<,75(18)| (sinh ¢(s), cosh ¢(s))
. sinh ¢(s) —(1+7(s)l4(s)])
= (€(s) — &(sg) — r(s) sinh ¢(s) — — , : cosh ¢(s
(66 = €(s0) = r(o)sinh ) - A, CES #6))

L+ TS cooh gs) 4 0. Logo 1r(s)]d(s)[ # 0, ou

. |6(s)]
seja, 147(s)p(s)#0 e 1—r(s)p(s)#O.

Como C(s) ¢ O,. Entao z(s) =

1+ r(s)d(s)
(s)

Portanto de (4.7) segue que 1+ r(s)¢(s) >0 e > 0.

Observagao:

- . ; 1 -
Da proposi¢ao anterior segue que 6(s) = M > 0 e portanto a solucgao

r(s)

1 ;
f=0(s)= /m(l + r(s)¢(s)) ds é uma funcdo monétona de s. Logo escrevendo s em

termos de 6 e substituindo em 7 = r(s), obtemos novamente r = r(6).

Agora, seja S a superficie de revolugido cuja geratriz é a curva {) obtida acima. Do

capitulo 3 temos que as curvaturas principais de S sao dadas por:

. & _sinh¢(s)q13(s) 3 . _ & coshg(s) 1
k= i sinh é(s) #s) e k= z  —rcosh(s) r(s)

Conforme [1], a curvatura média de uma superficie S, em L3, é definida por:
H(S) = _%(kl + k’g)

1

Neste caso, H = —5( — &(s) + ! r(s)éls) = 1.

r(s)) B 2r(s)

Assim, temos o seguinte teorema:
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espago

Teorema 4.1.4 Seja S a superficie de revolugdo gerada pela curva §). Se o centro de

curvatura de §) ndo pertence ao ewwo z, S tem curvatura média constante se e somente se

a fung¢io r(0) satisfaz a equagao diferencial:

(4.8)

Demonstracao:

Seja S a superficie de revolugao gerada pela curva §2, cujo centro de curvatura nao

L+ 7(s)¢(s)

pertence ao eixo. Pela proposicao 4.1.2 temos que T >0 e por (4.7), temos:
r(s
I —tanh ¢(1 + r(;S)
o = Zz — Tir —r tanh ¢.
Logo
10T anhid (4.9)
g = tan :
Disto segue que dg(lnr) = —tanh ¢. Derivando-se novamente esta expressdo em

relacdo a 0 temos:

d? 5\ AP d? d¢o
e —(Inr) = (sech qS) = d02(lnr) (=1 + tanh® ¢)— Tk
i ot O o
Portanto ﬁ(ln r) = (tanh” ¢ — 1)% = dﬁz(ln r) = (tanh®¢ — 1)1+r<i6’ ou
. d? 9 r& ) d? d ré
seja, —o —(Inr) = (tanh® ¢ — 1)1 raee s Finalmente T —(lnr) = [(E Inr)? —1] T rd

Segue de [5], pagina 165, que a superficie de revolucao gerada pela curva ) tem cur-

vatura média h constante se e somente se {2, dada como o grafico da funcao z = f(z), é

solucdo da equacao diferencial zz — zZ + — = h.
z

satisfaz esta equacao. Logo a superficie S tem curvatura

Observemos que H =
T .
média constante e da expressao do H segue que r¢ = 1+2rH. Portanto a fungao r = r(0)

satisfaz a equacdo diferencial (4.8).

Agora, sejam I', uma conica dada em coordenadas polares pela solucdo r = r(),

da equacao diferencial (4.8) e 2, a curva gerada por um dos focos de I' quando esta
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rola, sem deslizar, ao longo do eixo z. Vé-se, facilmente, que §) pode ser vista como o

grafico da fungéo z = f(z). Seja ¢, o angulo dado pela Figura (4.1). Por (4.9), segue

que ——@ = tanh ¢, ou seja, 7 —(Inr) = — tanh ¢. Derivando-se esta equagao em relacio
0, temos:

2 I 2
;%mﬂ:%m%%(;wmCQMﬂ=wmw—n%4memmwa
a7 =[Gy nr) =1 5

o rd d$ _ ré
== = r(0) sat g - :
Como b T4 e r = r(0) satisfaz a equagdo (4.8), segue que d@ g ou

ainda, r¢ =1+ rH. Isto prova que Q é solucio de ¢ — = = 25 — 2& + — = H. Portanto
T z

H é constante.

1
Afirmacao 4.1.1 A solugao de (4.8) € W =a coshf +b sinhf +c, >0,
r

onde

2Hc =a®>—-b*—c%, a,b,ceR.

Demonstracgao:
Seiam u | _d_u_ldrEt d2_@_dudv_ dv
A= C VT T g T 42 T 49 T d0du T Udu
De u = Inr segue que 7 = e*. Substituindo-se em (4.8) temos:
dv 5 1+2He* d 14+ 2He"
v = O D g = @ ) =2

Integrando-se em relacao a u segue que

N 1 +2He", _/ 1+2He"
In(v® — 1) —2/(72_'_2]_[6“) du = (—1+He“)du
B 1+ He* He*
= [ () du+ [ ()

/ / (1+ He*)
1+ Hev

=u+In(l + He*) + ¢;.
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Portanto

o1z e+ He) +al /1y peveln(l+ He'),

d
Mas v = 1_7" entao

T rde’

d u
r

Assim,

B dr
r\/1+kr(1 +rH)‘

do

Integrando-se em relagao a 0 segue que

/ / dr
do = .
r/1 4 kr(l +rH)

Logo
0+c = ln(Z\/l =kr+kHr?—kr—2)—Inr
B ln(2\/1+kr—l—rHrz—kr—2)
- . .
Fazendo-se ! = ¢, isolando-se a raiz quadrada e elevando-se ambos os membros da

igualdade ao quadrado temos:

((ce9+k)r+2)2 = (2\/1 +kr+ rHr2)2 = (ce’+k)*r?+4(ce’ +k)r+4 = 4(1+kr+kHr?)

Logo
4celr

AKH — (ce? + k)2

AkHr? = (ceg + k)r? + deer = r =

Reescrevendo a igualdade acima temos:

1

= Too? (4kH — c2e?® — 9kce? — k2)
ce

1
-

1

C

[(4kH — k2)6_9 — e’ — 2kc]
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0

Sabemos de E.D.O que, toda solucido da forma c;e? 4 cye? pode ser escrita na forma

acosh @ + Bsinhf, com a=c +c; e f=c —cy.

Assim, a expressao acima pode ser escrita nesta forma, ou seja,

1 c (4kH —k?) c (4kH —K?), . k
;—(_Z+4—c) coshH-}-(—Z—T) smh9—5
Portanto
l:a cosh@ + b sinhf 4+ ¢, onde
r
c (4kH — k?) c (4kH — k?) k
=gt 4 e ST 72
Além disso,
2 22 _(_C¢ (GRH k)2  c (4kH k)2 K
?-¥-d =(-gt—F ) (-3 )3
B c ,(4kH — k?) kz_ B

Portanto 2¢H = a? — b* — 2.

Discutindo-se as solugoes em termos das constantes a,b,c temos a seguinte proposicao:

Proposigao 4.1.5 A curva I' origina uma superficie de revolugdo com curvatura média

constante e eizo de tipo espago se e somente se 1(0) € de uma das seguintes formas:

1 _
(D) r(6) ==, com H = {,(c £0);
c

1 + X g
(H)@——/\cosh(ﬂ-}-u)—l—c, comA>0, H= 5 ,(c#0);

1 _ /\2 2
(111) 0 T Asinh(0 4 p) + ¢, com A >0, H = (—2:L),(c# 0);
([V)—T(l—g):aee-l—c ou ae”? +c comH:%c,(c;éO).

Demonstracao:
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Considerando-se ¢ = 0 na Afirmagdo 4.1.1 e r(€) > 0 temos:

2

= acoshf + bsinhf e 0 = a? — b Assim, b> = a? e b . a. Logo, ha duas

L
r(9)
solugoes:

1
L a(cosh @ + sinh @) = ae’ e —— = a(sinh @ — cosh @) = ae™.

r(0) r(0)
Estas solucoes serao excluidas, pois os vetores tangentes a [' em cada caso sao de tipo

luz. De fato, no primeiro caso, temos

sinh @ cosh @ , cosh @ae? — sinh fae’ sinh fae? — cosh fael
re) = (F’ 7) e I'(0) = ( 0229 ) a2e20 )
B ((cosh § — sinh @) (sinh @ — cosh 9)) _ (d —6“9) e g
- ae? ’ ae? - ae?’ aef = a ' a )
, ’ e—40 40
Portanto g_; (I'(0),"(0))== T = 0.

sinh @ cosh

ae=9’ qe-?

Il
=

Analogamente para ['(0) =( ) temos g_; (I'(6),T°(9))

Considerando-se ¢ # 0 e r(€) > 0 temos:

1 1 =
ofe a=b=0 => 7‘(—0):0 = r(@):z e 2Hc= - = H:TC;
1
e se a=0,#0 = r—(le—):bsinhﬁ-l-c =5 ;@:—Asmh(ﬂ)—{—c,
=3 2
A>0e 2Hc= —b%— 2, ou seja, 4H:2—
e

Se duas curvas I'; e I'y, simples, diferem por uma transformacao Lorentziana fixando

a origem, entdo as curvas resultantes () e {), geram superficies de revolugao congruentes.

Assim, a equagao %0) - Asinh @ + ¢ gera uma superficie de revolugao congruente a
¥
gerada pela equagao —% o Asinh(0 + p) + c.
r
1 1

e se a #£0,b=0 = @) =acoshf +¢c = =) - Acosh(0) + ¢, A > 0 e

—\2_ 2 222
2He = 46, ou seja, H = s

2c 2c

L
r(0)

1
revolucao congruente a gerada pela equagao —0) = acosh(8 + p) + c.
T

Pela mesma razao anterior, a equacao = acosh @ + ¢ gera uma superficie de

1 . 1
0 = a(cosh 0 4 sinhf) + ¢ = 0)

== aeo—i-c ou

e se b:iagéo —
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=) = a(cosh @ — sinh ) + ¢ e, neste caso, Tl —ge?+e, onde H— _76

Portanto, I' origina uma superficie de revolucao com curvatura média constante se

7(6) é de uma das formas acima.

(B) O centro de curvatura de {2 pertence ao eixo x.

Assim, temos o seguinte teorema:

Teorema 4.1.6 Se o ceniro de curvatura de () pertence ao eizo z, a superficie S de
revolugdao com eizo de tipo espago tem curvatura média constante H # 0 se e somente se
€ congruente ao hiperboloide:

2

224y —-2F= > 0. (4.10)

-1
ek
Demonstragao:

Se o centro de curvatura de () pertence ao eixo x, claramente, 1 + ¢ = 0.

.o —1 _ ) A | .
Logo ¢ = - Como a curvatura média de S é dada por 2H = ¢ — - segue que H = ¢.

Portanto, por integracao, temos ¢ = Hs + ¢,. Tomemos, entao

(¢, 2)= (cosh(Hs + &) , sinh(Hs + qb(,)) Logo Q) é dada por

sinh(Hs + ¢, cosh(Hs o
(:v,z):( (H ¢), (H+¢))

Portanto a superficie de revolucao gerada por {2 é

sinh(Hs + ¢,) cosh(Hs+ ¢,) cosh(Hs + ¢,)

X(s,t)=( i , 7 sinht , i cosht).
sinh?(Hs +@,) cosh’(Hs+@,) . ,,, cosh’(Hs+ ¢,) .
o byt -z = " gz + y gz sinh®¢ — 2 cosh®t =
-, 20 (Hi + ¢0) 48 ( 25 + o) (sinh®¢ — cosh®t) =
sinh®(Hs + ¢,)  cosh’(Hs + ¢,)
= H? B H? -

—1
'ﬁ.
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segue que a superficie S é congruente ao hiperboléide (4.10).

Agora, resumiremos (A) e (B) no seguinte teorema:

Teorema 4.1.7 (a) Seja Q uma curva de tipo espago no plano zz tal que o seu centro de

curvatura nao pertence ao eizo x. Entao a superficie de revolugdo gerada pela rotagdo de

) em torno do eizo x tem curvatura média constante se e somente se §) € gerada pelo foco

de uma quando sua parte de tipo espaco € rolada, sem deslizar, ao longo do eizo z;

(b) Seja 2 uma curva de tipo espago no plano zz tal que o seu centro de curvatura pertence

ao ewxo z. Entdao a superficie de revolugio com geratriz ) tem clurvatum média constante
. —

se e somente se € congruente ao hiperboldide z? + y? — 2% = -5 2> 0.

4.2 Quadricas de tipo espaco no plano de Lorentz-

Minkowski

Mostraremos, nesta secao, que cada curva I' dada pelas equacoes polares (¢) — (iv)
da proposigao 4.1.4 é parte de uma curva quadratica e que hd diferengas nos gréficos,
em especial, no comportamento dos focos e das diretrizes das conicas Lorentzianas em
comparacao com os graficos analogos da Geometria Euclidiana. Explicitaremos, também,
o dominio da funcdo r(f) em cada caso.

(I) Consideremos a equacao da forma r(8) = —,¢ > 0.

c
Neste caso, a curva [' é parte de uma hipérbole Euclidiana contida no plano xz, pois

de T(0) =(-

1
sinh 6, — cosh 9) segue que z2 — z? = —
c c

Como r(0) > 0,V € Re 33'2(9) —Z%(9) = %(coshz(ﬂ) —sinh?(0)) = c% > 0, segue que

c
r esta definida para todo 6 real.

1 +
(II) Consideremos a equagao da forma m =— Acoshf + ¢, comec>0ouc<0.
r
1
Para classificarmos todas estas curvas, tomemos d = 3 >0ee= ﬂ > 0. Entao
&

temos:
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1°) Sec>0e0 < e <1, a equagdo polar é da forma:

s 1 cosh 0 1 L
O@="a ta

Esta equacao pode ser reescrita como €(d — r cosh ) = 7, cujo significado geométrico

é o seguinte:

Denotemos a origem por F' = (0,0) e consideremos a reta de tipo espago L : v = d.
Nossa equacao mostra que I' consiste dos pontos P = (7(0) sinh 8, 7(6) cosh 8) abaixo da
reta L, tais que sua distancia a F é € vezes sua distancia a reta L, ou seja, [' € uma conica
Lorentziana.

De fato,

d(P,F) = ||Iﬁ'|| = ||(rsinh @,r cosh 0)|| = r e d(P,L) = d(P,A) = d — rcosh#f, onde
A = (rsinh 8,d). Logo d(P, F) = ed(P, L).

Como 0 < e< 1, a conica [' é uma elipse Lorentziana.

Agora, fazendo-se uma mudanca de coordenadas, mostraremos que [' é parte da

hipérbole Euclidiana:

-2 2

z?  z
_—2+b_2:1’ coma=0bV1—¢€2, z>0 (4.11)

a

, . . . b , b .
e esté estritamente entre as interseccbes, G = (—d, =) e G5 = (d,-) da hipérbole com a
€ €
reta L.

Considere a transformacao de coordenadas de modo que, nas novas coordenadas, u e

v,

b 1
F = (0,be) e que L :v = —,onded = b(z —¢€). Sendo (u,v) o novo sistema de
€

coordenadas , temos:
U = z =rsinh6;
e
v = z+ be, z =rcoshd.

u? N v z° 3 (z+be)®  —a®+ (2% + 22be 4+ b27) (1 — €)
a? 2 b1 —€) b2 b2(1 — €2)
—2% + 2% 4 22be + b2 — 222 — b2 — ¢!
b2(1 — €2)
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Usando-se as novas coordenadas na expressao acima, temos:

—r2sinh®(0) + 7 cosh?(0) — er?cosh?(0) + 2ber cosh 6 — 2be®r cosh 0 + b?e? — b2e?

B b2(1 — 622)

724 2b(1 — é)er cosh 0 — €?r’cosh?(0) + b2*(1 — ¢?)

B b3 (1 — €?) B

1?4 2dé*r cosh§ — ?r’cosh®(0)  €*(d — r cosh 0)® + 2de®r cosh O — €’r?cosh?(0)
- b%(1 — €?) B b2(1 — €?) -
_ed+Pe(1-¢)  P1-P+(1-¢€) 1

B b2(1 — €?) B b2(1 — €2) -

Logo, I' satisfaz a equacdo da hipérbole Euclidiana (4.11).

A interseccao da hipérbole (1) com a reta L é dada por :

b
z=-,
€
2?2 X
2 + 7= b
: 22 Y , a’(l — €*)?
Assim, para obtermos x, fazemos: —— + 55 =1, ou seja, Pl o= —
a b? €2
Substituindo-se o valor de a , obtemos:
, b1 —¢€)? ) 0 + b
g’ = —————, ouseja ¢ = *b(-—¢) eportanto z = *d. Logo G| = (—d,-)e Gy =
€ € €
b

As retas F'Gh e F'G; sao de tipo luz tangentes a hipérbole.

Além disso,
ed —e?dsinh 0

= eR (9) = :
() 14 € coshd >0, YOER = rif) (1 + € cosh 6)? hoge
2(9) ,2(9) B e2d? e'd?sinh®(0)  d*(1 + ecoshf)? — e'd? sinh*(9)
' ' ~ (14€ cosh#)?2  (1+4¢ cosh@)t (14 € coshf)*
_ d?(1 4 2ecosh 0 + €?cosh?(0) — €?sinh?(0))
B (1 + € cosh)*
_ d?(1 4 2ecosh 0 + €2) -0
B (14 € cosh 6)* ’
V0 € R. Logo, r esta definida para todo @ real.
dsinh 0
Como lim z(f) = lim _cdsinhf = *£d concluimos que I' estd estritamente
-t oo g_)iool—}-e cosh 0

entre GGy e (.
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Observamos na figura (4.2) que esta elipse Lorentziana tem aspecto de uma hipérbole
Euclidiana e que ha diferenca na aparéncia do foco F e da diretriz L da hipérbole Lorent-

ziana em comparacao com a da hipérbole Euclidiana.

z

F += (0, be)

Figura 4.2: Elipse Lorentziana

. 1 —cosh(f) 1
i

Reescrevendo esta equagdo na forma r = ¢(d + rcosh#), concluiremos, de modo

analogo ao caso (i), que [' é uma elipse Lorentziana e descreve a mesma curva que (i),

exceto, que devemos tomar ﬁ = (rsinh 6,0, cosh #), onde F = (0, —be).

: : 1 .
Neste caso, # estd definida no intervalo |in €,ln — [, pois:
€

ed e +e? 1
- _ ho FTE s
r(6) 1—ecosh9>0<:>1 ecoshf >0 5 <6 —

_ ) )
1—-+v1 6)<9<ln(1+\/1 6);

ee? — 29 4+ e< 0 = ln(
€ €
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’ €*dsinh 6 o 12 e2d? e*d*sinh 0
r(0) = e r*—r = — =
(1 — ecosh 6)? (1 —ecoshf)? (1 —ecoshf)?
_ €2d*(1 — 2ecosh 0 + *cosh?(0))
B (1 — ecoshf)?

) -0
e’ +e
) >0 = e

>0 < 1+ e?cosh?f —2ecoshf >0 —

1
—(E+1)e +e>0 <= Ine< 0 < In-.
€

1+ € — 2¢(
. . - : 1

Da interseccao das condigoes acima segue que |in ¢, ln — |.
€

22) Sec< 0 e 0<e<1,aequagao polar é da forma:

: 1 cosh(d) 1
O H=—a @

Neste caso, a curva [' é de tipo tempo e serd estudada no préximo capitulo.

1 —cosh @ 1

(i) r(e  d  ed

—ed
(1 + ecosh )

3%2) Sec>0 e ¢=1,aequagao polar é da forma:

<0, V0eR.

Neste caso, nao existe I', pois r(0) =

(i) 1 _cosh9+l
VoreyT T4 Td

Esta equagao pode ser reescrita na forma r = d — rcosh . Denotando-se por

F = (0,0) e considerando-se a reta L : v = d a equagao acima mostra que [' consiste
dos pontos P = (rsinh 8,7 cosh 6) abaixo da reta L, tais que sua distancia a F é igual sua

distancia a reta L, ou seja, [' € uma parabola Lorentziana.

De fato, d(P, F) = ||FB|| = ||(r sinh 0, rcosh8)|| =7 e d(P,L) = d(P,A) =
=d—rcoshf =r,onde A= (rsinhé,d). Logo d(P,F)=4d(P,L).

Agora, fazendo uma mudanca de coordenadas, mostraremos que I' é um arco da

parabola Euclidiana

v = au’, com a = — (4.12)

d : : .
com extremos nos pontos GG; = (—d, =) e Gy = (d, 5), obtidos pelas intersecgoes da

parabola com a reta L.
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Consideremos uma transformacao de coordenadas de modo que F = (0, 7) e que

d

L:v= 5" Sendo (u,v) o novo sistema de coordenadas, temos:

u =1 {a, = rsinh 0;
e

z = rcoshd.

1
Entao , v = ﬁuz — u®—2dv=0.

Usando-se o sistema de coordenadas (z,y), temos:

u?—2dv =2? —2d(z — %) = 2% — 2dz + d*> = (rsinh 0)? — 2d(r cosh 0) + d* =
= 72 sinh? 6 — 2dr cosh 0 + d* == r?(cosh® @ — 1) — 2dr cosh 0 + d* =

=72 cosh® 0 — 2dr cosh @ + d* —r? = (d — rcosh §)? — r? = 72 — r? = 0.

Logo, I satisfaz a equacao da parabola Euclidiana (4.12).

Notemos que a interseccao da pardbola FEuclidiana (4.12) com a reta L é dada por:

_d
v 5
_ 1.
v 57U
1, d 5 " ) d
Logo 5% =3 % = d*, ou seja, u = +d o que fornece os pontos (G =(—d,§)
d
€ GQ—(d)‘é‘)
d ' —dsinh 6
Além di )= —>0,V0eR )= ————.L
ém disso, r(0) [T ooshd = 0 ceRer(0) (1 cosh 0)? 0go

_ d*(2 + 2cosh(0)

2(9) —r'"*(0) = 0 eR { definida .
r2(0) —r " (0) (L cosh 0’ >0, VO eR,er() esta definida para todo 8 real.

. . dsinh 6 . , .
Como lim z(f) = lim +d, concluimos que I' estd estritamente

8t oo 9t o 1 + coshd
entre GG; e G,.
Observemos na figura 4.3 que esta parabola Lorentziana tem o mesmo aspecto de uma
parabola Euclidiana, mas ha diferenca no posicionamento do foco e da diretriz em com-

paracao com o que ocorre na Geometria Euclidiana.
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z

|
=W

? F(Ov _é)

Figura 4.3: Parabola Lorentziana

1 —coshf 1

) 57 =—¢  *a

Como devemos ter 7(0) > 0, este caso nao ocorrera.

De fato,
d

1 —cosh @

Portanto, I' ndo existe para este valor de r(6) .

4%) Se c < 0 e e =1, aequagao polar é

(,)L_coshﬂ_l
Vo) T 4 d

da forma :

>0 <= 1—cosh@ > 0. Mas isto € impossivel, pois coshf > 1, V0 € R.

A curva definida por esta equagao polar tem vetores tangentes de tipo tempo e sera

estudada no préoximo capitulo.

Neste caso, nao existe I', pois r() =

14 cosh @

<0, VoeR.
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52) Sec>0eec>1,aequagao polar é da forma:

(i 1 cosh 0 1
1) —— =

S0 d '

Neste caso, I' é uma hipérbole Lorentziana(ver Figura 4.4).

Agora, fazendo-se uma mudanca de coordenadas, mostraremos que I' é um arco da

elipse Euclidiana

u? 2P

— 4+ =1, coma=bV/e2 -1 (4.13)

a? b2

—b —b . : "
com extremos nos pontos G = (—d,—) e G2 = (d,—), obtidos pelas intersec¢des da
€ €

elipse com a reta L.

Consideremos uma tranformagao de coordenadas de modo que F' = (0, —) e que
€

— b
L:v= —b, onde d = be — —. Sendo (u,v) o novo sistema de coordenadas, temos:
€ €
u =@ z =rsinhb,
e
v =2z — be z =rcoshf.
Entao ,
u? N v 2? i (z—be)®> 2+ (2% — 2zbe + b*e*)(* — 1)
a? b2 b2 —1) b2 b2(e2 — 1) B
B 22 + 2% + 22be — b%€? + €222 — b2 — €4
b2(e2 — 1) '

Usando as expressoes de X e z na equacao acima obtemos:

2 g2 r?2sinh? @ — r cosh? 0 + €2r? cosh? 6 + 2ber cosh 6 — 2be®r cosh 0 + b%e? — b2et

u
aTE < B2 1)

_ —r? —2b(e® — 1)er cosh 0 + €*r? cosh® 0 4 b2 *(e? — 1)

B b (e — 1)

_ —r?—2dé’r cosh § + €*r® cosh® 0

- b%(e? — 1)

_ —€*(d — rcosh 0)? + 2de’r cosh § — e*r? cosh? §

B b2(e? — 1)

—e2d* + b?e2(e* — 1)
B (2 — 1)

(e —-1) 40 (e —1) 1
B b2 —1) o
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Logo, I' satisfaz a equacao da elipse Euclidiana (4.13).
Sua interseccao com a reta L é dada por :
—b
v=—
2 So
u v
ate =t
2 B2 bHe® —1 b
Logo u—2+i =1, ou seja, u?= L—) Portanto u = *(be—-), ou ainda, u = * d.
a? b2 €2

—b b
Os pontos de interseccao sao, entdo, dados por Gy = (—d,—) e G; = (d,-).
€

€

Como r(0) esta definida para todo @ real segue que lim z(#) = £d e z < 0. Con-

0— *oo
cluimos assim que [' esta abaixo da reta L, entre Gy e G,.

Ly

Ly

I' com F

I com F

Figura 4.4: Hipérbole Lorentziana

i 1 —cosh @ 1 i
)9 d ed
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Neste caso, I' representa a mesma curva que no caso anterior, exceto que devemos

tomar F'P = (rsinh6, rcoshf), onde F' = (0, —be).

62) Sec<0eec>1,aequacao polar é da forma :
1 coshf 1

(0) d  ed

Fazendo uma mudanca de coordenadas, mostra-se facilmente, que I satisfaz a equacéao

da elipse Euclidiana (4.13). Além disso, a funcdo r(€) esta definida no intervalo | In —, Ine€ .
€

De fato:

(0) 4 0 e —14ccoshd>0 1+e(66+6_0
= — cos —

r —1+ cosh@

—e?dsinh @
20 _ 9 > 0 €R.C "0) = ——
e e +e>0 € omo 7 (0) 1+ ccosh 6)?

) >0 —

segue que

r2(0) — 7(8) = ed? & sinh? @
(—1+€cosh8)? (—1+ ecoshf)*
_ €2d*(1 — 2ecosh 0 4 € cosh? 0) — €'d® sinh®0
B (1 — ecosh #)4
_ e2d*(1 + €* — 2ecosh @
- (1 — ecosh )4

/ 1
Assim, r2(0)—r2(0)>0 < 1+e—2coshf >0 < In- <0< Ine.
€

(I11) 7,(1—9) = Asinhf +¢, ¢>0o0u ¢<0.

12) Quando ¢ > 0 e € > 0, a equacao polar é da forma:

Q) 1 sinhf + 1
VIe) T T d Ted
Reescrevendo esta equagdo na forma 7 = e(d — r sinh 6) e fazendo uma mudanca de

coordenadas, mostraremos que I' é parte da hipérbole Euclidiana

2 2

LY =1, comb=a+1+ e, (4.14)

a? b2

com extremos nos pontos (7 e (3, obtidos pela interseccao da hipérbole com as re-

a a
tas L1: z=— Lo=——.
€ €

Consideremos uma transformacao de coordenadas de modo que F = (—ae,0) e
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a 1 .
L: v=—,onde d=a(-+c¢). Sendo (u,v) o novo sistema de coordenadas temos:
€ €

U =z —ace x = rsinhd,;
e
v o=z z = rcoshf.

Entao ,
u?  v? (z —a€)? 2
—— o = — +
a® b2 a? a?(l+ €?)
_ =72 — 232 4 2a z€ — a* @ +2a €z — a*ct 4 £*
B a?(1+ €?)
_ —72sinh? 0 — €2r? sinh? @ + 2aer sinh 6 + 2a€3r sinh 6 + 2 cosh? § — a’(e? — et
B a?(1 + €?)
a1+ @) —a?@(14 )P a1+ E)P1+e—¢) I
N a?(1 + €?) N a?(1l + €?) N
Temos
(9) cd >0 < 1+ 'h0>0<:>1+(620_1>0(:>
() = — — €
" 1+ € sinh@ st ¢ 2 el
e+ 2 —e>0 < 0 >Ine.
3 —€e%dcosh 6
Como T (0) = m, segue que
2,12 4 2
7"2(9)—7"’2(9) _ ecl. e*d?cosh? 0
(1+e¢€ sinh0)? (1 + esinh 2)
e2d? + 2€3d? sinh 9 + ¢*d? sinh? 0 — e*d? cosh?6

(1 + € sinh 0)*
€2d?(1 — €2 4 2¢ sinh 6
(14 € sinh 0)*

26

Assim, 72(0) —r’ ( ) >0 < 1—€*+2¢ sinhf >0 <— 1-{—26(62 - >0 <
e
e+ (11—l —e>0 <= 0> Ine.

Logo , () esta definida para 6 > In e. Além disso,

) . ed sinh @ a
0—1)”1];11 51(6)—0—{”12514-6 sinhf _E+a ‘
© d sinh?
111’1’1:12(0)—111’1’1&—3—*-&6.

f—co f—c0 1 + € sinh @ €
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, ) a a
Portanto I' estd contida entre as retas L1: 2 =——4ae e Ly: z=—+ac
€ €

Observamos que, sem fazer restricoes para € > 0, obtemos que I' com equacao polar

1 sinh 0

1
0 =— + — é parte da hipérbole Euclidiana (4.14), ou seja, este é um caso em
T
que a elipse(0 < € < 1), a hipérbole (e > 1) ou pardbola (e = 1) Lorentzianas tem aspecto

grafico de uma hipérbole Euclidiana.

F(_a 6)0) Ll

Figura 4.5: Hipérbole Euclidiana ( L: diretriz z = E)
€

22) Quando ¢ < 0 e € > 0, a equagdo polar é da forma:

1 sinh @

1
r(H)_ d ed

Neste caso, [' é de tipo tempo e sera estudada no proximo capitulo.

Finalmente estudaremos o caso em a equagao polar é da forma:

(IV) %:ae"e—kc,coma#Oec#O.

para isto consideremos A, B > 0, de modo que a equacao polar acima é dividida em trés

CasS0os:
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1
N — A —9
(1) mr) e"+B
Reescrevendoo esta equacao na forma r(0) = 11 B temos que r(f) >0, Vd € R e
) —Ae
)= ——. L
r(6) (A 1 B)? 0go
, 1 A2 20 A 0 B)? — AZ 20
r2(0) — *(8) = | A WG BF A
(Ae + B)?  (Ae? + B)4 (Ae? + B)*
_ A% + 2ABe’ + B? — A%¢*  2ABe’ + B? 50 VOeER
- (Aef + B)* ~ (Aef + B)? ’ '
Portanto 7(6) esta definida para todo 6 real.
2 2+/2 1
Tomando a >0 ek >0 tal que B= -e A = i__a, temos r(f) = —(——.
k r2 2\/2—ﬂae—9 +%

Assim 7(2v/2a 4+ 2ke’) = ’k? = k? = r(2v/2ae~’ + 2k). Somando —2kr + r? a ambos
os membros, obtemos k? — 2rk + r? = r(2v/2ae~? 4 2k) — 27k + r?, ou seja,

(k —7r)? = 2v/2ae™ % + r2. (4.15)
2 1 B 1 2 1 1
Como B = T ou seja, t=3 ¢ 7= \]{;a + Z’ segue que — > z e
consequentemente k —r > 0.

Logo de (4.15) temos:

k= \/2\/5(17‘6_0 + 72+ (4.16)

A interpretacao geométrica de (4.16) é a seguinte. Se P = (r sinh#@,r coshf), entao
r= ||—O?||, onde O = (0,0). Consideremos o ponto O = (—v/2a,v/2a). Entéo
OL (r sinh @ 4+ \/2a,7 cosh @ + v/2a).  Assim, ||OT>3|| = v/2v2are=? + 2. Logo
Pl| +|[0P|| = k.

Usando o sistema de coordenadas de tipo luz {u,v} tal que O = (a,0)e O" = (—a,0),

mostraremos que I' é o ramo superior u > 0 e v > 0 da hipérbole Euclidiana
8k*uv — 16a’v? = k*, (4.17)

com assintotas v =0 e k%u = 24%v.
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Consideremos a transformacao de coordenadas

:L'+z+ 66-'_

U = a=r——+a

V2 V2
—xz+z e ?

v = =r—

Entao,usando (4.15), obtemos:

S8k%uv — 16a2v?

8k*(Z +a re\;;) — 1602127 =
= 8(2v/2are~® + 2kr)(% + ar%) — 8a’rte? =
= 8v2are? + 16a%r?e=2% + 8kr® + lGakrzi/— 8alrle=% =
= 4r%(2v/2are=% + 2kr) + 8akr?e™® + 8a’r?e 2% =
= 8a?r?e~2 4+ 8/2akr?e=? + 4kr? =
= (2v2are=? 4 2kr)? =
= k*.

Observemos na Figura 4.6 que v = 0 é uma assintota da hipérbole. Além disso, pela
.2

interseccao da hipérbole com a reta u = a segue que G = (a , 4—) Logo a interseccao da
a

.2
reta v = a com a outra assintota é Q) = (a , 2—) Portanto a equacao desta assintota €
a
k?*u
242’
(ii)—~ = Ae™ — B.

( )

Neste caso, de maneira analoga ao caso (i) anterior mostra-se que I' € parte da hipérbole

Euclidiana (4.17), mas é de tipo tempo e portanto sera estudada no préximo capitulo.

7
Neste caso, usando O' = (—a,0) como origem, ou seja, O' P = (r sinh@ , r cosh (9),
mostra-se facilmente que ' representa a mesma curva obtida no caso (i). Além disso, a

2
funcéo r(6) estd definida no intervalo ] In 5 +oo[, pois
1

A
= —— —Ae* + B 6 > In—. : i
r(0) (CAcT T+ B) >0 <= e +B>0 <= > 5 Além disso,



4.3 Caracterizacao e estudo da completude das superficies de revolucao

com eixo de tipo espago 67
' —Ae™f?
"O=Caerr By ©
12(0) — r'2(9) _ 1 3 Abg—2 _ (—Ae™? + B)? — A%e20 _
(—Ae?4+ B)? (—Ae? + B)* (—Ae~? + B)*
B A%e % —2ABe™? + B? — A% B —2ABe~% + B?
(—Ae~? + B)4 ~ (—Ae? +B)?’

In2A
0)>0 < —24Be?+ B?>0 < 0> i

Logo r%(0) — 7'

Figura 4.6: Hipérbole Euclidiana

4.3 Caracterizagao e estudo da completude das su-

perficies de revolugao com eixo de tipo espaco

Nesta secao, resumiremos as secoes 4.1 e 4.2 no teorema 4.3.1 e estudaremos a

completude das superficies de revolucao de tipo espaco, obtidas acima.
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Teorema 4.3.1 As superficies de revolugdo, de tipo espago, com curvatura média cons-

tante H em I3, obtidas pela rotagio de §5(0) ao longo do eizo z, sio dadas pelas equagoes

polares:
S)r0) = —%  VOER, e=1, H=0,
o) T " 14 coshf’  E=4L A4=1
S1) (9)—L VOER, 0<e<1 H—Ez;l-
v 14 e€ecosh®’ ’ ¢ ’ 2’
S2) r(0) = cd he<O<ini 0<e<t, H=S_1L
DI T Tecosho € no es b ==
5)(9)—L VOER, e>1 H—ﬂ-
¥ T Tbecoshs” T e H HE e
€ _ 2
54 T(H)—m, 1D2<0<1n6,6>1,H:W,
55 7'(0):—, VGER,H:{,C#O,
c

0:(0)€ dada por 2* — 2* = %, z<0,V0eR,H #0;
d 2
: 0% lne e 0, f =t

)
)
)
S7) (6)
)
)

:W’ ed

) r(0) = ———, VO ER, a>0, c>0, H=—_",
a.e"1+c - 9 .
So) 1(0) = ——=——» 0>In—, a>0,¢>0, H=—

Observemos que a superficie Sg corresponde a superficie do Teorema 4.1.6.

Sabemos que uma superficie de revolucao pode ser vista como produto cartesiano da
curva geratriz () pelas orbitas. Entao para estudarmos a completude dessas superficies,
basta mostrarmos que a curva geratriz {) é completa, jd que, claramente, as drbitas (os
circulos Lorentzianos) sdao completas. Por outro lado, () é uma geodésica em S e se é
nao completa, a superficie é nao geodesicamente completa e consequentemente S é nao

completa.

Agora, observando que a curva geratriz, em cada caso, € uma geodésica da superficie,

temos o seguinte teorema:

Teorema 4.3.2 As iunicas superficies de revolugdio de tipo espago com curvatura média H
constante em L3, que sdo obtidas pela rotagao de () ao longo do eizo z sao Sy, Sy, Ss, Ss

€ 59.

Demonstragao:
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9
O parametro comprimento de arco para §2;(6) é dado por s() = / \/x'Q(u) — 2" (u)dr.
bo
Tomando p = 0 calcularemos o limite de s(f) para 6 tendendo aos extremos do intervalo

de defini¢ao, em cada caso:
i
(a) Para Sp, a fungao r(0) esta definida em todo R e s(8) = §tanh( )-

v
2
V& Vd?
2

e elim s(f) =— , segue que o o parametro comprimento
—>00

Como alim s(0) =
——00
de arco de 2(f) ¢ finito . Logo €(#) ndo é completa. Assim, a superficie Sy nao é

geodesicamente completa e portanto pelo Teorema 3.2.5, ndo é completa.

d -0
(b) Para S;, temos s(0) = 626_ ] ln(f::e_o)) 0<e<l, VoeR.
C lim s(6) cd lim s(0) sl segue que dmet
o lim s(0) = ————— e lim s(0) = egue que o pari
e l—€e’lne b--oco —1=Flge’ "o ¢ parametro

comprimento de arco de §}(#) é finito. Logo §2(#) nao é completa. Assim, a superficie

S1 nao é geodesicamente completa e portanto pelo teorema 3.2.5, ndo é completa.

Analogamente, calculando-se os convenientes limites concluimos que as superficies

S3, S7 e Sg sao nao completas.

ed —e79% 4 ¢ef/?
(c) Para S, temos s(6) = el lee—9/2 — Ee_e/zl-f-k, k constante, 0 <e<1, VO e
R.
Como elirln s(0) = —c0 e lim_ s(f) = oo segue que Q(0) é completa. Portanto, Sy é
—lne 6—In L
completa.

Analogamente, calculando-se os limites convenientes concluimos que as superficies Sy

e S sao completas.

(c) S5 e Sg sao claramente completas, pois correspodem ao cilindro Lorentziano e ao

hiperboléide, respectivamente.

4.4 Graficos das geratrizes e das superficies de revo-

lucao com eixo de tipo espaco

Nesta secao, tomaremos casos particulares para representar os graficos de algumas

conicas obtidas acima, das curvas geradas por um dos seus focos e das respectivas su-
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perficies de revolucdo de tipo espago.

Nas figuras abaixo, cGi, cgi e Si sao a conica [';, a curva §); e a superficie .5;, respecti-

vamente.

Figura 4.7: Graficos cGO,cgle SO comd=2, e=1, —-7T<0<7 e =3<t<3.



4.4 Graficos das geratrizes e das superficies de revolugao com eixo de tipo

espago 71

2
1.8
1.6
1.4
1.2

-2 -1 1 2

0.8

1
Figura 4.8: Graficos ¢G1l ,cgleSlcomd=—-,e=2,0€]—-7,7 e -3 <t<3.

Do
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1 1
Figura 4.9: Graficos cG2, cg2 e S2 comd:l,e:§, ln§<9<ln2 e —2<t<2.
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0.5
0.475

0.425

1
Figura 4.10: Graficos cG3 , cg3 e S3 com ¢ =2,d = 5 0e]—-7,7 e -3<t<3.
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1 1
Figura 4.11: Graficos ¢G4 , cg4 e S4 com e =2,d = 7 g €]ln §,ln2[ e —-3<t<3.
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H

1 1
Figura 4.12: Graficos ¢G5, cgb e S5comc=1 e b <0< 2 -3 <t<.
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60 -1}

50 -1.2¢

40 -1.4

30 -1.6}

20 -1.8y

o | RTINS 3
_2 2

2 4 6 8 10 12

Figura 4.13: Graficos cG9 ,cg9e S9coma=1,c=1,In2<0<5 e -3 <t<3.



Capitulo 5

Superficies de Revolucao de Tipo

Espaco com Eixo de Tipo Tempo

Neste capitulo, estudaremos as superficies de revolugao,em L., de tipo espaco com cur-
vatura média constante e eixo de tipo tempo. Novamente, para obtermos tais superficies,
usaremos a idéia de Delaunay apresentada por Hsiang em [8]. Tomaremos como curva
geratriz, a curva descrita por um foco de uma conica Lorentziana, quando esta rola, sem

deslizar, ao longo de um eixo fixo.

5.1 A equagao das superficies de revolucao com eixo

de tipo tempo

Agora adotando-se o método similar ao capitulo anterior, discutiremos o rolamento de

uma conica ao longo de um eixo fixo, que é de tipo tempo .

Sejam I', uma conica, em L?, e F, um dos seus focos. Tomando-se o foco F como
. A . , .
origem polar e F'()y, o eixo polar, onde @), é a origem do arco da curva I'; temos que a

forma polar de I' é dada por:

['(0) =(r(0)sinh @, r(6) cosh 6).

Rolando esta conica, sem deslizar, conforme 1.3, ao longo do eixo z e acompanhando

o foco F, obteremos uma curva {2, que sera a geratriz da superficie de revolucao.

7
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Assumindo que () > 0, temos:

g-1(L(0),T(0))= r*(0) sinh® @ — r?(0) cosh® @ = —r?(0) < 0 , ou seja, o vetor ['(#) é de

tipo tempo.

Como F =(r'(0) sinh @ + r(0) cosh 0, r'(0) cosh & + 7(0) sinh §), segue que
g-1(T'(0 ) (r'(0) sinh 0 + r(0) cosh 0)2—(7“'(9) cosh 6 + r(@)sinhf))z:
r'(0) sinhz 9+z '(0)r(0)sinhOcosh+r%(0)cosh20 —r'*(0)cosh?0 — 2r'(9)r(9)sinh0cosh9—
r2(0)sinh?0 = r' (9)(smh2 — cosh?8) + r*(0)(cosh?0 — sinh?0) = ( ) +7r%(8).

Assumindo que o vetor tangente de I' é de tipo tempo, segue que —r' (9) +7(9) < 0,
ou seja, r 2(19) —r%(0) > 0.

Seja ¢ o comprimento de arco de I' com origem em (),, s o comprimento de arco de
Q com origem em F, e ¢ o angulo orientado de ' para o eixo x, onde transportamos

1 .
o vetor §) para o ponto (), como mostra a figura a seguir.

Figura 5.1: Parametrizacao da curva geratriz
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§O) —80) ==(0) | O

Pelo lema 1.2.10 segue que cosh ¢(0) = () 0)
Logo
) { z(0) = r(6)sinh $(0); 51)
2(0) = £(0) — £(8) — r(6) cosh 4(0).

Proposicao 5.1.1 Seja ¢ o dngulo orientado de Q' para o eizo z. Entio, ¢ = #(0) €

tal que —r(0)cosh ¢(0) € igual ao produto interno de Lorentz do vetor posi¢io I'(8) com

L. T'(0) .
o vetor tangente unitirio ——; e consequentemente,
I (O
(6 0
cosh () = —= r (9) e sinh@(f) = —= r(0)
r'2(0) —r*(0) r'(0) —r2(0)

Demonstracao:

’

I

Sejam ¢ o angulo orientado de Q' para o eixo x e a o angulo que I' faz com W,

como mostra a Figura 5.1. Pelo Lema 1.4.2 segue que o = ¢.

!

Pela Definicao 1.2.6 segue que cosh ¢(0) = —g_l(ﬁ, H_gﬂ) Como |[T'(0)|| = r(0),
segue que —r(0) cosh ¢(0) = g4 (F, ﬁ)

Assim, temos:

' ()
g-1(T'(9), m):

_ (r'(0) sinh 0 + () cosh@ 7'(0) cosh 6 + r(8) sinh )
~1((r(8) sinh 8,7(0) cosh 8), , =
9-1((r(0) ©) ) 2(0) — r2(0) R OR

r(0)r' (0) sinh® @ 4 r%(0) sinh 0 cosh @ — r(8)7'(#) cosh® & — 2(#) sinh 6 cosh 6 _
2(0) — r2(0) a

_ r(0)r' (0)(sinh® @ — cosh® 0) _ —7(0)r'(0) _
r'2(0) — r2(0) r'2(0) —r2(0)
M = —7(0) cos segue que
Como g_l(F(H), HF'(H)H)— () cosh ¢(0) segue q
r'(0) . : r(f)
cosh ¢(0) = e, consequentemente, sinh ¢(0) = . (5.2
W= gy =gy o omeestentements, S0 = gy ¢
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Proposigéo 5.1.2 O vetor tangente a ) € ortogonal ao vetor

F@ 0) sinh ¢(6), r(0) cosh #(8)).

Demonstracgao:

. N : A, .
Como a ortogonalidade nao depende do comprimento do vetor, tomemos —3—— Entao

= |FEll

como '(0) = (z'(0),2'(9)), segue que g_; (€, 7 H) = —z sinh ¢(0)—z cosh ¢(#). Mas

y dr d , d¢  dr ) d
z (0) = T sinh ¢(0) —r(0) cosh ¢(0)£ e z(0)= %—@ cosh ¢(8)—r(0)sinh ¢(0)£
' F@ dr : d d

Logo g-1(%, 7 ”) =—2 sinh? ¢(6) — r(0) sinh ¢(0) cosh ¢(9)d—? - d—g cosh ¢(0) +
dr ; d¢p  d¢ dr
70 cosh? ¢(0) + () sinh ¢(0) cosh ¢(0 )dH ~7 cosh ¢(0) + TR

r (0 dr d dr d
Como cosh ¢(0) = r'2(0)(—)r2(9) = d—g d—g, segue que 0= Jg—COSh ().

. FQ | de dé

Assim, g_1(f, 7) cosh ¢(0) — — cosh ¢(0) = 0. Logo Q' L 1@
IIFQ|| do do

Consideraremos dois casos:

(A) O centro de curvatura de ) nao pertence ao eixo z.
Com relacdo a este caso, temos a seguinte proposicao:

Proposigao 5.1.3 Se o centro de curvatura de () ndo pertence ao eizo z, entdo
1—r(s

(:90s) _
r(s)

Demonstracgao:

Sendo s o parametro comprimento de arco para {2 e levando em conta que §) é de tipo

espago, ou seja, 2(s)—2%(s) =1, podemos tomar (Us) de modo que Q(s) = (&,2) =
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d
(cosh ¢, — sinh ¢), onde o ponto significa —. Por (5.1) temos:

ds
P(s) = ( z(s) ) _ &(s) sinh @(s) — z(s) cosh ¢(s)¢(s)
ds “sinh ¢(s) sinh? ¢(s)
— (s 1 __a(s) coshg(s); ;
= & )sinh #(s)  sinh @(s) sinh ¢(s) 9(s)
_ cosh ¢(s) (s cosh ¢(s) . )
~ sinh¢(s) ( sinh ¢(8)<;5( )
_ cosh ¢(s) ()
~ sinh ¢(s) (1= r(s)é(s))
Logo
#(s) = coth¢(s) (1 — 7(s)(s))- (5.3)

Ainda pela 2° equagio de (5.1) temos:

£(s) = z(s) + 7(s) cosh ¢(s) + 7(s) sinh $(s)(s)

= sinh ¢(s) + :);E Z((j)) cosh ¢(s)(1 — 7(s)¢(s)) + r(s) sinh B(s)d(s)
_ sinh? ¢(s) + cosh? ¢(s)(1 — r(s)(s)) + r(s) sinh? $(s)d(s)
sinh ¢(s)
_ (1 — r(s)p(s))(— sinh® ¢(s) + cosh? ¢(s))
sinh ¢(s) ‘
Logo _
oy = L=1(s)é(s)
és) = sinh @(s) (5.4)
Como £(0 / INOIE / \V/r'2(0) — r2(0) db, segue que
¢(0) = \d/ f)d) —r? df Loio ¢%0) = r 2(0) — dg(e) e 7‘;(9 = 7;1 ( ) — 6'2(9). Assim,
2(0) = (LY () — (o) ou seia, r2(0)(2) = (S — (S
Portanto 1
0(s) = ) (7)2(s) = (£)*(s)- (5.5)

Substituindo-se (5.3) e (5.4) em (5.5) segue
0(s) = %\/(coth2 ¢(s) — cossech?d(s))(1 — r(s)d(s))?.
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Logo

_ L=r(9)ds)] -

r(s)

b(s)

Pela expressao dada na Proposicdo 5.1.1, temos que sinh¢(s) > 0,Vs € R e como

€(8) =+/r*(0) - r2(0) >0 e £(s) = (%)(%), segue de (5.4) e (5.6) que

g(s):l—s‘ig}f;—)z()‘s—)zo, Vs €R.

Logo

1 —r(s)¢(s) >0, Vs €R. (5.7)

Seja s o pardmetro comprimento de arco de £, entio Q(s) = (cosh ¢(s), — sinh ¢(s)).
Assim, Q(s) = (sinh ¢(s), — cosh ¢(s))(s).

Logo ||€)(s)|| = \/I(sinh2 #(s) — cosh? $(s))¢2(s)| = |¢(s)|. Portanto kq(s) = |H(s)].

O centro de curvatura de 2 é dado por C(s) = Q(s) — kgl( )n(s).

Sendo 7(s) = (sinh ¢(s), — cosh ¢(s)) , o vetor normal unitério de  , segue que

C(s) = (r(s)sinh ¢@(s),£(s) — €(so) — 7(s) cosh ¢(s)) — |Q5(13)| (sinh ¢(s), — cosh ¢(s))
_(ZLHrONE b sy e(s) — e(sg) — TN + 1) cosh é(s)
( o] $(s) , €(s) —&(s0) 36| )-

Como o centro de curvatura de {1 ndao pertence ao eixo z, segue que

= —1+r(s)|q5(s)| sin 8 0go — r(3)|o(s ssim, |(s L ou
v= s ) £0. oo 1 r(9)ld(9)] #0. Asim, (o)l £ 5,

. : 1 : -1
ainda, ¢(s) # @ e ¢(s) # ;@ )
Portanto de 5.7 segue que 1 — r(s)cﬁ(s) > 0 e conseqlientemente, 1= TES;QS(S) < 0.
(s

Observacgao:

1 .
Pela Proposi¢do 5.1.2 segue que a funcao 6 = 0(s) = /@(l —1(s)¢(s))ds é uma

funcao mondtona de s. Logo, escrevendo-se s em termos de 0 e substituindo-se em r = r(s)

temos novamente, 7 = 7(0).
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Agora, seja S a superficie de revolugao cuja geratriz é a curva ) obtida em (5.1).

Vimos no capitulo 3, que as curvaturas principais desta superficie sao dadas por:

) __EZ_—coshng(s)qﬁ(s): V) o :_é:_ —sinh ¢(s) _ !
k= & cosh ¢(s) #s) k2 ® r(s)sinh ¢(s)  r(s)

Sabemos também que a curvatura média de S é dada por :

1 1,
= —— k‘ k‘ = —— =
H(s) 2( et 2) 2(¢(3) + r(s)) 2r(s)
Assim temos o seguinte teorema:

Teorema 5.1.4 Seja S a superficie de revolu¢do gerada pela curva §). Se o centro de

curvatura de §) nao pertence ao eizo z, a superficie S tem curvatura média constante se e

somente se a fungio r(0) satisfaz a equagdio diferencial (4.8).

Demonstragao:

- :
Pela proposi¢ao 5.1.3 temos que M > (0 eusando (5.3) e (5.6), obtemos:

r(s)
dr _
dr  ds _ coth ¢(1 — r¢) _
dﬁ_ig__ l—ré = r coth ¢.
ds r
Logo i
e

d
De (5.8) segue que —0(1n r) = coth¢. Derivando-se novamente esta expressao em

relacao a 6 temos:

d’ 2\ 49 d? , . ddb

dT?;(]n r) = ( — cossech i)é@ = 2W(ln r) = (1 — coth qﬁ)@ 2:>

d - d o

—ga(Inr) = (1 — coth” ¢)§—_§' Logo —5(In7) = (1 — coth® §) =~ (In7) =
—ré . d _ré

= (coth® ¢ — 1)1 et ou seja, W(lnr) :[(Elnr)z . 1] o
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Analogamente ao Teorema 4.1.4 segue que a superficie S tem curatura média
_—rgp—1
- 2r

A volta também é andloga a do Teorema 4.1.4.

H

, constante e a funcdo r = r(f) satisfaz a equacao diferencial (4.8).

Deste modo, analogamente ao capitulo 4, temos a seguinte proposi¢ao; cuja demons-

tracao é idéntica a da Proposicao 4.1.5.

Proposicao 5.1.5 A curva I' origina uma superficie de revolugdo com curvatura média

constante e eizo de tipo tempo e r(0) € de uma das sequintes formas:

2, 2
(1) r(l—(g):i Acosh(8 + p) + ¢, com A >0, H= A ;;C ,(c#0)
()24 2
(1I) r_(lﬂ—) 2 Asinh(0 + p) +c, com A >0, H= % (c#0)
(I11) % =ae’ +¢c ou ae™’ +ccom H = :2_c>(c7é 0)
Observacgao:

1
Na Proposicao 4.1.5 tinhamos também o caso 7(0) = —, que agora é descartado, pois
c
r'(0)
r'2(0) —r2(0)

() = 0V0 € R e como cosho(f) = > 0, V8 € R, devemos ter

r'(0) > 0, V0 € R.

(B) O centro de curvatura de {2 pertence ao eixo z.

Neste caso, temos o seguinte teorema:

Teorema 5.1.6 Se o centro de curvatura de §) pertence ao eizo z, entdo a superficie S
de revolugio com eizo de tipo tempo tem curvatura média constante H # 0 e somente

se € congruente ao hiperboloide:

-1
2?4y -2 = ek z > 0. (5.9)

Demonstracao:

Se o centro de curvatura de ) pertence ao eixo z, temos claramente, que —147|¢| = 0.
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. .1 . 1
Logo |¢| = ~, ou seja, qb:; ou qS:—;.

.1 .
Como a curvatura média de S é dada por 2H = —¢— — segue que H = —¢ ou H = 0.
‘ F
Mas como H # 0, segue H = —¢ . Por integracdo, temos que ¢ = —Hs+ ¢,. Tomando,

entao

(¢, 2) = (cosh(—Hs + ¢,) , —sinh(—Hs + ¢,)), segue que Q2 é dada por

(z, 2) = (—sinh(—HHs+¢o) , cosh(—gs+¢o))‘

Portanto a superficie de revolucao, gerada por ), pode ser parametrizada por:

; —sinh(—Hs + ¢,) —sinh(—Hs+ ¢,) . cosh(—Hs + ¢,)
X(s, t)=( i cost , T sint , i ).

Temos entao:

sinh®(—Hs + ¢,) 2, sinh®(—Hs + ¢,) . cosh?(—Hs + ¢,)

g2 +y? -2 = cos”t + sin?t — =

L 2 2
. = o (- o

:smh( 25+¢)(Coszt+sin2t)_cosh(H[is—}—d))
sinh?(—Hs + ¢,) — cosh?(—Hs + ¢,)

H2

—1
ﬁ'.

cosh(—Hs + ¢,)
H

Como¢ >0, H<O0 e #la ) =
congruente ao hiperboldide (5.9).

< 0, segue que a superficie S é

Agora, resumiremos os casos (A) e (B) no seguinte teorema:

Teorema 5.1.7 (a) Seja ) uma curva de tipo tempo no plano zz tal que o seu centro
de curvatura ndo pertence ao eizo z. Entdo a superficie de revolugio gerada pela rotagao
de ) em torno do eixo z tem curvatura média constante se ) € gerada pelo foco de uma
conica quando sua parte de tipo tempo € rolada, sem deslizar, ao longo do eizo z;

(b) Seja Q uma curva de tipo tempo no plano zz tal que o seu centro de curvatura pertence
ao eixo z. Entio a superficie de revolugdo com geratriz ) tem curvatura média constante

se e somente se € congruente ao hiperboloide (5.9).
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5.2 Estudo das quadricas de tipo tempo no plano de

Lorentz-Minkowski

Mostraremos, nesta secdo, que cada curva [', dada pelas equacgoes polares da Proposicao
5.1.5, é parte de uma quadricas obtidas na secao 4.2. Explicitaremos, também, o dominio
da fungao 7(f) em cada caso, lembrando que as condi¢bes para r(f) nas superficies de

revolucao, com eixo de tipo tempo, sao:

r(0) >0, r'(0)>0, e r () —r%6) > 0. (5.10)

1 +
(I) A equacdo polar é da forma —— =— Acosh@+ ¢, comc> 0ouc<0.

r(0)

1
Para classificarmos todas estas curvas, tomemos d = X >0ee= ﬂ > 0. Entao
c

temos:
1°) See¢>0e0 < e <1, aequagao polar é da forma:
Q) 1 coshd N 1
. r(0)  d ed’

Este caso, [' ndao ocorrera, pois

,2(0) 2(0) = (—edsinh §)? e2d? _ (¢*d?sinh 0)® — (1 + ecosh §)?
’ " ~ (14 e€ecoshf)* (1+ecoshf)? (1 —e2d?)4

_ €'d’sinh 0)? — €d* — 2¢%d? cosh § — €*d” cosh §
B (1 4+ ecosh 6)*

e'd® + €*d* + 2¢d* cosh 0
N (1 + ecosh #)* <0, VER,

o que contraria a 3° condicdo de 5.10.
oy 1 —cosh(f) 1
(i) = =
r(0) d ed
J4 vimos no capitulo 4, que neste caso, I' satistaz a equacao da hipérbole Euclidiana

1 1+m)[

(4.11). Além disso, a funcdo r(f) esta definida no intervalo Jln— , In(
€

De fato,
ed

r(@) - 1 —ecosh @

/e
ln(l——e—) < 0 < In(
€

>0 < 1 —ccosh0 >0 < -2 +e< 0 =

14++V1 - 62)_
6 b)
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ed(— sinh 0)

r'(0) = — (1—ecosh€)2 >0 & sinh0>0 <= 0>0 e

2 _ e'd’sinh® 0 €2 d?
a " (1 —ecosh @)t (1 — ecosh0)?
¢ld? sinh® @ — €2d?((1 — ecosh 0)?
1 — ecosh §)4
—e'd? — €*d? + 2%d? cosh 0

(1 — ecosh)?
—e2d*(1 + €* — 2¢ecosh 6)

(1 — ecosh 0)*

Logo r’(&)z—rz(ﬂ) >0 < 1+e?—2ecoshf <0 <= ee?—(?+1)e’ - >0 <
1
0 E]lne y In Z[

1 l 1+ +v1—¢€?

Considerando a intersec¢ao das trés condigoes acima, segue que | In— , In ——— |[.
€ €

d 0
Como lim z(f)= lim _SasBY o suth =d e lim z(0) = o0,
6— Inl o—inL 1 — ecoshd s 1 LEV/I=Z

segue que [' é a parte da hipérbole pontilhada a direita de G5, na Figura (4.2).
22) Sec<0 e 0<e<1,aequagao polar é da forma:

Q) 1 cosh(d) 1

' r(0)  d ed’

Ja vimos no capitulo 4 que, neste caso, I' é de tipo tempo e pode ser mostrado que

também é parte da hipérbole Euclidiana (4.11). Além disso, a funcdo r(f) estd definida

141 —¢?

no intervalo | —oo , In ———.
€
De fato, p
r(8) = < >0 < —1l+ecosh0 >0 < e” -2 +e>0 <

—1+ ecosh?

_Ji-é 1+vVI—e
0 <ln(1——€) ou 0 >]n(—-|;);
€ €
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2
r(0) = ¢’dsinh 0 >0 < sinh0 <0 <= 0<0 e
(—1 + ecosh )2

2 _ e*d? sinh? 0 e2d?
B (=1 4+ €ecosh#)* (—1+ ecosh8)?
_ e*d?sinh? 0 — €2d*(—1 + e cosh 0)?
n (—1 + ecosh 0)*

—etd? — 2d? + 263d? cosh @

(=1 + ecosh #)*
—€e2d*(1 4 € — 2ecosh 0)
(—1 4 ecosh §)*

Logo r'(9)2—7’2(9) >0 < 1+e8—2ecoshf < 0 < —ee?+(+1)e’—e <0 <=

f <lne ou 6 >1In-.
€

Considerando a interseccao das trés condicoes acima, segue que

1+\/1—€2)[

6 €]—co , In(

Como lim z(0) = —d e lim z(0) = —o0,
b0 b—sin(It1=2)
segue que I' € a parte da hipérbole pontilhada a esquerda de Gy, na Figura (4.2).
(i) 1 —coshf 1
" r(@)  d ed’
Est A rerd, pois r(f) = —d__ ), voeR
ste caso néo ocorrerd, pois r(f) = 7 T ccosh 0 , .

32) Sec>0 e e=1,aequagao polar é da forma:

Q) 1 coshd N 1
Vore T d Td
Este caso também nao ocorre pois,
2 el 2 2
2—7"2(0) _ d* sinh” 0 B d
(14 cosh@)* (14 cosh)?
& sinh? @ — d?(1 + cosh 6)?
B (1 + cosh 0)*
—dz( — sinh? @ + 2 cosh @ + cosh? 9)

(1 4 cosh 0)*

_—d2(1+2005h0) 0. VieR
(14 cosh @)t =% €&

r'(0)




5.2 Estudo das quadricas de tipo tempo no plano de Lorentz-Minkowski 89

Pela mesma razao descrita no Capitulo 4, este caso, ndo ocorrera.

4%) Sec< 0ee=1,aequagao polar é da forma :

L1 coshf 1
() = 2" - 2
() d d
Fazendo-se uma mudanca de coordenadas, mostra-se facilmente que, neste caso, I, sa-

tisfaz a equagao da pardbola Euclidiana (4.12), que também é uma pardbola Lorentziana.

Além disso, a fungao r() esta definida no intervalo | —oco , 0 [.

De fato,

r() = ———=>0 <= —1+coshf >0 «— ¥ -2 +1>0 <= 0cR;
_l+dCO'Shh99
/ —dsin
0) = 0 inh 0 0
r(0) (—1+cosh9)2> & sinhf <0 <= 0<0 e

2 d? sinh® 0 d?

" (=14 cosh6)* (=1 + cosh0)?
d?sinh® @ — d?((1 — cosh 0)?

B (=1 + cosh 6)*
—2d* + 2d° cosh 0

(=14 cosh @)*
—d*(1 — cosh 0)

- (—1+ cosh 0)*

Logo r'(0)2—r2(0)>0 <= 1l—cosh0 <0<+ 0eR.

Analisando a interseccao dessas condigoes segue que 0 € | —oo, 0 [.
dsinh @
Como 0—l>iriloo z(0) = 0—l>ir£loo _—1—%@ =—d e Bli)m()a:(@) = —oo0, concluimos que

I, neste caso, é a parte da pardbola pontilhada & esquerda de Gy, na Figura (4.3).

(i) 1 —coshf 1
Vo) T T d d
Neste caso, [ ndo existe, pois 7(8) < 0,V0 € R.

52) Sec> 0 eec> 1, aequagao polar é da forma:
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Q) 1 coshf + 1
Vre) T T d Td
Neste caso, nao existe [', pois

'2 —(e*d® + 2ed® 4 2€*d? cosh 0)

2
= 0) = .
r(0) —r*(8) (1 + cosh 03 <0, V8eR
(i) 1 —coshd +i
" r(0)  d ed’
Neste caso, nao existe [', pois

ed
r(6) = 1 —cosh @
Mas isto € impossivel, ja que, cosh@ > 1, VO € R.

>0 < 1 —coshf >0 <= coshf < 1.

62) Sec<0ee>1,aequacio polar é da forma :

Q) 1 _cosh@_i
Vo) T T d d

Neste caso pode ser mostrado que I' satisfaz a equagao da elipse Euclidiana (4.13).

1
Além disso, a funcgao () estd definida no intervalo | —co , In—[.
€

De fato,

r(9)

ed

=— >0 —1 ho >0
"1+ ccosh 0 > < + ecos >

In(1 — 1+ €2 v/ P
<:>6620—269—6>0<:>9<n( e u0>1n(1+ 1+€;
€ €
) —e*dsinh 0 ’
r(0) = s >0 <= sinh0 <0 <= 0 <0 e r(0)2—7~2(9) _

(—1 + ecosh §)?
—€2d2(1 + € — 2ecosh 0)

(—1+ cosh 0)*
e+ (1+f —e<0 = 9<lnl ou 0 >Ine.
€

. ) ed cosh 0 )
Como ekr_noo z(0) = ekr_noo T ccoshd - d e oglrx?i z(0) = —d, segue que, neste

>0 < 1+ €2 —2coshf <0 <—

caso, I' é o arco pontilhado, com extremos G; e G, na elipse Euclidiana (4.4), que é

uma hipérbole Lorentziana.
(i) 1 —coshf® 1
O ed’

Ja vimos que, neste caso, nao existe I, pois r(0) < 0, V0 € R.




5.2 Estudo das quadricas de tipo tempo no plano de Lorentz-Minkowski 91

(11I) L Asinh 0 +¢, ¢>0ou c<0.
r(9)

12) Quando ¢ > 0 e € > 0, a equagao polar é da forma:

Q) L B sinh @ n 1
1 r(0)  d ed’

—e?d cosh 0

—— 0 € R.
(1 + esinh 0)? <8, We

Este caso nao ocorrera, pois 7 (0) =
(ii) I —sinh9+ 1
Yo T T d ed’

Fazendo uma mudanca de coordenadas, mostra-se facilmente que I satisfaz a equacao

da hipérbole Euclidiana (4.14). Além disso, r(0) estd definida no intervalo

1 1 2
] In=, 1n(1_+—+€_) [
€ €
De fato,
1 \/ 2
r(0) >0 <= 1—esinhf >0 < e’ -2 -e<0 0<ln($),
€
’ ¢?d cosh 0
)= +————=>0, VoeR
r(0) (1_sinh0)2> ’ € ©
' 42 2d2
7‘(9)2—7'2(9) _ €*d* cosh 0 €

(1 —esinh ) (1 —sinh6)?

_ €2d*(€? — 1+ 2¢sinh 0)
B (1 — esinh §)*

' 1
Logor(@)z—r2(9)>0 < —1+ e +2sinhf >0 < 6>In-.

€
1 1+V1+4¢€
€

A interseccao dessas condigdes, nos da 8 €] In—, In( ) [
€

ed sinh 6
m ————=4d e lim  z(0) = +o0, segue que T, é
1 l—e¢ Slnh 0 0—sIn 14142
f—In — f—In — €
€ é

o arco pontilhado da hipérbole que aparece a direita da reta Lo, na Figura (4.5).

Como lim1 z(0) = 1

22) Quando ¢ < 0 e € > 0, a equagao polar é da forma:

1 sinh 6 1

ed’

~
bt
N—r
=
—~
%‘
N—r
Il
U
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, —é? 6
Neste caso, nao existe I', pois r (0) = (—lldei(?ii e <0, Vo e R.
(i) 1 —sinhf 1
O] ed’

Ja vimos no capitulo 4 que, neste caso, I' é parte da hipérbole euclidiana (4.14). Além
—14+VI1+ 62) (

disso, a funcdo 7(f) estd definida no intervalo ] — co , In(
€

De fato,

r(0) >0 <= —1—esinhf >0 <= e? +2' —e<0 < 0 <In(
€?d? cosh 0

—1 +\/1—I—e2)
€ ?

1 _ 0 R
r0) = T comngy > % VER €
4d? cosh® @ e’d?
’ 0 2 .2 0 — ¢ —
r () —r*(0) (=1 —esinh §)* (=1 — esinh 6)2
—e2d? sinh 0)
~ (=1 — esinh §)*

Logo 7"(«9)2 —r%(0) >0 <= sinhf >0 < 6 <0.

—14++v1+4 €2

Da interseccdo dessas condicoes, segue que 6 € | — oo, In( ) [
€
, dsinh ¢ )
Como lim z(f) = lim e lim z(0) = —oo, segue que
f——co f——0co —]1 — CSIHhH 6—ln —14V/14€2

', neste caso, é a parte pontilhada que aparece a esquerda da reta L;, na hipérbole da

Figura (4.5).

Finalmente vamos examinar o caso em que a equagao polar é da forma:

(IV) r(l—a):ae_0+c,coma7é0ec7é0.

Para isto consideremos A, B > 0, de modo que a equagao pode ser dividida em trés

CasSo0sS:

1

= Ae % + B.
(0 Ae " +

(i)
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Neste caso, nao existe [, pois

iod g A%e? el —(2ABe* + B2%et?)
— = Vo € R.
r(0) =m0 = Gy ~ (AT By (At By <0 Ve

1
) =

Ja vimos no capitulo 4 que, neste caso, I', satisfaz a equacao da hipérbole Euclidiana

Ae”? — B.

(4.17). Além disso, a funcdo 7() estd definida no intervalo] —oco, In— [.

B
De fato, A
>0 < Ae’—-B>0 «— 9<1n§,

Aef
’(m>0, \VIQGR e

A?e? B 1 _ 2ABe™? - B?
(Ae=? — B)*  (Ae=? — B)?2  (Ae? — B)*’

r'(O) ~r(0) =

/ B 2
Logo r (0)2—7"2(9) >0 < 24ABe™? - B?>0 < > oA & VRS lan.
A
A intersecgao destas condigbes, nos fornece 60 €] —oo, In 5 [.
inh 1
Como HEI;noox(g) = AeSl“r:’——B = gq. B g_l)ilrr?% z(0) = +oo, segue que I', neste

caso, é o arco que aparece pontilhado na hipérbole da Figura (4.6).

(iii)r(l—e) =—Ae’ + B.
= . . 1] —Ae_o
Neste caso, ndo existe I, pois r (6) = (CAe? 1 B)? <0, V0 e R.
—Ae

5.3 Caracterizacao e estudo da completude das su-
perficies de revolugao com eixo de tipo tempo
Nesta secao, resumiremos as secoes 5.1 e 5.2 no teorema 5.3.1 e estudaremos a

completude das superficies de revolucao de tipo espaco, com eixo de revolucao de tipo

tempo.
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Teorema 5.3.1 As superficies de revolugdo, de tipo espago, com curvatura média cons-
tante H em L2, obtidas pela rotagio da curva Q(0) dada em (5.1) ao longo do eizo z,

s@o dadas pelas equagdes polares:

T) r(6) = — oy 0 <0, e=1, H=0,

TQr(&):%, 1n%<9<1n(£), 0<e<l, H:%;

Ty) 7 ):ijsh—a’ 9<m(£), 0<e<l, H:%;

T3) r(e):ﬁdmho, 0<1n%, e>1, H:%;

Ty r(0) = T_ﬁ ln%<9<ln(1+——\/;+—€2), >0, H= _12;152;

) r(0) = #dsinha’ 0 < iln(@), >0, H:;;;f;

Tg)T(H)Zm, 9<ln‘§, e>0, A>0, B>0, HZ?
Observacgao:

Optamos por nao acrescentar nesta lista a superficie do Teorema 5.1.6, pois ela é

congruente a superficie Sg, ja listada no Teorema 4.3.1.

Agora, estudando a completude das superficies de revolucdo com curvatura média

constante obtidas acima, temos o seguinte teorema:

Teorema 5.3.2 Todas as superficies de revolugao com curvatura média H constante em

L? que sdo obtidas pela rotagio de Q dada em (5.1) ao longo do eizo z, ndo sio completas.

Demonstragao: Pelo lema 3.2.7, basta mostrar que, em cada caso, {) nao é completa.

8
O comprimento de arco de () é dado por s(f) = / \/a:'z(u) — 2*(u)du. Tomando-se
o

6o = 0 e computando-se o limite de s(f) para # tendendo aos extremos, em cada caso,

temos:

(a)Para a superficie Ty, s(0) = —gcoth(g), onde § < 0. Como lqEr_noO s(0) = g, segue

que §2(0) ndo é completa. Logo a superficie To_?éo é sompleta..

(b) Para a superficie T1, s(6) = cd In | —e—TQ + Eii |+%, k constante, onde lnl <
=1 € ez —ez ¢

f <In # Como lim  s(f) é um numero finito, segue que §2(f) nao é

g—sln 12V1=
€
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completa. Logo a superficie 7} nao é completa.

(c) Para a superficie T, s(f) tem a mesma expressdo acima, mas agora, § < In 1=Y1=< v£1—e2,
0 < e< 1. Como, lim _ s(@) é um ndmero finito, segue que §(#) nao é completa.

f—In L—AE
Logo a superficie T, nao é completa.
’ . ~ . 1
(d) Para a superficie 75, s(f) tem a mesma expressao acima, mas agora,  <In—, ¢ > 1.
€

delne

Entdo glirn s(0) = 1 + k, k constante. Logo (#) nao é completa e portanto a
——00 = €

superficie T3 nao é completa.

Analogamente,
(e) Para a superficie Ty, lim _ s(f) é um ndimero finito;
fyin V142
€
(f) Para a superficie T, lim s(0) é um numero finito;
fsln =1V/1+Z
€

(f) Para a superficie Tg, elim 5(0) é um numero finito.
—+—00

Portanto, todas as superficies de revolucao acima sao nao completas.
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Capitulo 6

Superficies de Revolucao de Tipo

Espaco com Eixo de Tipo Luz

Neste capitulo estudaremos as superficies de revolucao de tipo espago com eixo de tipo
luz. Trabalhando com um sistema de coordenadas de tipo luz, determinaremos a curva

geratriz da superficie.

6.1 A equacao diferencial das superficies de revolucgao

com eixo de tipo luz.

Seja Q(s) = (0,y(s), z(s)) , parametrizada pelo pardimetro comprimento de arco s, a

curva geratriz da superficie de revolucao S de tipo espaco e com eixo de tipo luz dado por
y+z
e

V2

y = z. Consideremos o sistema de coordenadas (u,v) de tipo luz tal que u =

—y+z ; y+=z —y+z
v = . Assim §) se escreve como u = = >0. L t
v 7 s =" e v. 2 com v 0go o vetor
i pe B . Yyt+tz . —y+z i ;
tangente unitario §) é da forma u = ev = . Como (2 é de tipo espaco, ou
g V2 /2 p pag
seja, y?(s) — 2%(s) = 1, podemos escolher y(s) = cosh(¢)(s) e z(s) = sinh(¢)(s). Assim
cosh(#)(s) + sinh(¢)(s)  €?) . —cosh(¢)(s) +sinh(¢)(s) —e ¢
= = >»Dev= = < 0.
V2 V2 V2 V2
—d(s) . . . —
Logo © = eﬂ @d(s) = —vp(s) e ¢(s) = % No capitulo 3 vimos que as curvaturas
v

97
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principais desta superficie sao expressas por k; = g =¢ = :3 ek, = M = 2
Z v y—z v
& s . s 1 l '_"i} ll.)
A curvatura média H da superficie é dada por H = 5(/91 +k;) = 5(— ——).
v

Proposigao 6.1.1 A superficie de revolugio S tem curvatura média H constante se e

somente se v = —2Hv0 — 0%, comv >0 ev <0.
1,—-v 1 —vi—vo 1, —vd —v?
Demonstragio: H é constante & H = -(— — -) = =(——m) = =(—) &
e g ons 2( v -v) 2( VU ) 2( ) )

—200H = v+ 0% & v = —200H —v*,v>0e 0 < 0.

Proposicgao 6.1.2 A curva geratriz Q) € obtida como o grafico da fungio u = u(v) e € de

uma das sequintes formas:

. c 2 - 1 v 1
(1)) Se H #0 e — =a" >0, entao u(v) = 4W(m—%log(v+a

v—a

)+ k), k

SN

constante e v € (a,0), a > 0;

1
(11) S(e H ?; 0e % = —a® <0, entio u(v) = ﬁ(ﬁ - —arctgs-}—k), k constante
ev € (0,00);
1 /1
(i) Se H#0 ec=0, entio u(v) = VL (=+k), k constante e v € (0,00);
2
3
w) Se H=0ec# 0, entdo u(v)= - + k, onde k € uma constante arbitraria.
6c?

d

Demonstra¢io: Tomando-se v = pe v = & , a equacao obtida na proposicao anterior
P pdv quag PTOPOSIC

d
transforma-se na equacao exata vdp + (2Hv + p)dv = 0, ou seja, -vp£ + 2upH + p* =

d
0. Entao p(vd—p +2vH +p) =0 = vdp+ (2vH + p)dv = 0. Logo vp+ Hv? = c. Assim
v
c—v’H . c—viH
p = — =) = —,
v v
: g? . —e™? .. -1 du —p?
Comou = —= e v = segue que uv = ——. Logo — =

2 2 2 o = 2 HP

Integrando-se esta equacdo, obtemos a curva geratriz como o grafico da funcido u(v) =

.2
/Z(T_%)—zdv. Entao temos:

. c —'Uz —1 '1)2
() Se H #0e H ¢’ >0 segue que ufy) = / 2(c— Hv2)2dv T om? / (v? — a2)2dv'
v 1 v —

m—— a 7’
:4H2(v2—a2 2a10g(v+a)+k),0ndeke

Calculando-se a integral segue que u(v)
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uma constante arbitraria.

—1 v? —1 v 2v
De fato, como u(v) = 572 / (07— a2)2dv = 57 /5(?)2 —a7)? dv, fazendo-se u =
v 2v dv dv -1
5 edmzm seguequedu:gem: T

_v
(,02 _ (12)2
1 —v 1 —1 —1 v 1
ur — /Idu = 5(—) — 5/ _a2d’U = —-2—( = /md’v) Agora,

dv por partes temos

Calculando-se /

v? — a2 v2 v2 — a?
/ = i azdv = %/ (v__{_la + - i a)dv = ;—a(log (v—a)—log(v+a)) = ilog (Z ; Z)
Logo u(v) = #(rvaz - % log(: ; Z) + k)
2 02
(ii) Se H # 0e - = —a” < Osegue que u(v) = / 2H2(;2”+ = 2;[12 / G - porlid
. v 1 v

Soai:;22:52?;;;2?gm1 segue que u(v) = 1 (v2 i ;arctg; + k), onde k é uma

De fato, como u( _1 / (v ; = 2;]1 5 W ia2) dv, fazendo-se u =
% e dr = ( 2p ay 2] segue que du = ? ez = 1)2:_—10’2. Calculando-se / 2 _T_:z)zdv por
partes temos uz — /a:du = vz _T_ a2)+%/ v—zﬁdv = :21(1)2 i a2)—|—21—aarctgs+k.
Logo u(v) = 4;[2 (%arctgB T a + k).
(ii1) Se H # 0 e ¢ = 0 segue que u(v) = /2[_{224dv 2;12 /—dv Calculando-se a

1,1

integral segue que u(v) = ( + k), onde k é uma constante arbitréria.

2H?
(iv) Se H = 0, entdao ¢ # 0. Logo u(v) = / 52 dv. Calculando-se a integral segue que
i
u(v) = F + k, onde k é uma constante arbitraria.
c

Em resumo temos o seguinte teorema:
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Teorema 6.1.3 A curva geratriz de uma superficie de revolugdo com eizo de tipo luz

£5= . u(v)—v u(v)+v
z = 0, y = z e curvatura média constante H é dada por Q(v) = (0, ; 5
y P (v) ( NG NG )

onde u = u(v) é uma das quatro fung¢oes acima.

Proposigao 6.1.4 As iunicas superficies de revolugao completas com eizo de tipo luz sao

as geradas pelas curvas do caso (i) e (iii) da Proposigio 6.1.2.

Demonstragdo : Pelo Teorema 6.1.3 temos Q(v) = (0, u(1:)/_2— v, u(v\)/—Q_# U)) Logo ' (v) =

1 ! 7 A . ’
(0,u (v) — Lu(v)+ 1). O pardmetro comprimento de arco para {2 é dado por:

V2

v T
T’ —‘Z dr = —dr
/ Vo) v V2]c — Hr?|

Tomando-se o valor de H obtido em cada caso acima e chamando de (L;), (L2), (L3) e
(L4) as superficies de revolucao geradas pelas curvas (z), (22), (¢12) e (1v) respectivamente,
temos:

(In(v? — a®) — In(v2 — a*), v € (a,00). Logo

(L;) Para esta superficie s(v) =

2f|HI

]i111L s(v) = —co e lim s(v) = 4oo. Portanto pelo Teorema 3.2.5 segue que (L;) €

v—a v—00

completa. .

(Lz) Para esta superficie s(v) = 4IHl(log(a2 + v?) — log(a® + v¢), v € (0,00). Como
1 2

}’I_I')Il s(v) = 4|H| (loga — log (a® + 'vg)) = m log (aZC—LI——vg) segue que a superficie nao é

completa.

(L3) Para esta superficie s(v) = (logv—log o), v € (0,00). Logo lir(l)‘}+ s(v) = —o0
v

1
V2|H|
e lim s(v) = 4oco. Portanto pelo teorema 3.2.5 segue que a superficie é completa.

v—00
1 2

2\/—|C|( ) Como vll)rg}r s(v) = 2\/_|C|

(L4) Para esta superficie s(v) = segue que a

superficie ndao é completa.
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6.2 Graficos

Nesta secao tomaremos casos particulares para representar os graficos das geratrizes g;

e das respectivas superficies de revolucao L;.

Figura 6.1: Graficoscgl e Ll coma=1, k=0, H=1, I1<v<10 e -3<t<3

(8] 2](6]



102 Superficies de Revolugao de Tipo Espaco com Eixo de Tipo Luz

Figura 6.2: Graficos cg2 e L2coma=1, k=0, H=1,0<v<1 e —-3<t<3



6.2 Graficos 103

10¢

Figura 6.3: Graficos cgd e L3 coma=1, k=0, H=1,0<v<3 e —2<t<2
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Figura 6.4: Graficoscgd e L4 comc=1, k=0, H=0,0<v<3 e -2<t<2
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