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Resumo

Neste trabalho estudamos as superfícies de revolução de tipo espaço, com curvatura
média constante no espaço de Lorentz-Minkowski. Neste caso, o eixo de revolução pode ser

de tipo espaço, de tipo tempo ou de tipo luz e, nos dois primeiros casos, obtemos resultados

análogos aos que Delaunay obteve no caso Euclidiano. No entanto, o comportamento
geométrico das quádricas, neste novo ambiente, é bastante diferente. Abordamos também,
neste trabalho, o estudo da completude destas superfícies.



Abstract

In this work we study spacelike surfaces of revolution with constant mean curvature

in the Lorentz-Minkowski 3-space. In this case, the axis of revolution is either spacelike,
timelike or lightlike and, in the .6rst two cases, we obtain results of the some kind Delaunay
obtained in the Euclidian space, but, in this case, the behavior of the quadrics is quite
di#erent. We study also the completeness of these surfaces.
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Introdução

As superfícies rotacionais com curvatura média constante no espaço Euclidiano foram

caracterizadas por Delaunay em 1841 como sendo superfícies rotacionais geradas por cuvas

descritas pela trajetória do foco de secções cónicas que rolam, sem deslizar, ao longo de
um eixo. Tais superfícies são exatamente o cilindro, o catenóide, o nodóide, o ondulóide,
a esfera e o plano.

Uma generalização para este problema foi apresentada por W.Y. Hsiang, em ]8], onde
foram obtidas as hipersuperfícies rotacionais com curvatura média constante, no espaço
Euclidiano.

Em 1984, J. Hino e K. Nomizu apresentaram em l41, a mesma construção para su-
perfícies de tipo espaço no espaço de Lorentz-Minkowski, com base na construção feita

por Hsiang e Yu em l81. Convém ressaltar que no Espaço de Lorentz-Minkowski, o eixo
de revolução pode ser de tipo espaço, tipo tempo ou tipo luz. Nos dois primeiros casos,
eles provam resultados análogos ao de Delaunay, embora o comportamento geométrico

das cónicas no plano de Lorentz-Minkowski seja bastante diferente.

Neste trabalho, fazemos um estudo detalhado de l41, sendo que:

No capítulo 1, com base em l71, apresentamos resultados básicos da Geometria Lo-
l.entziana em L2, como trigonometria, semelhança de triângulos, e cónicas no plano de
Lorentz-Minkowski. Apresentamos as Definições 1.2.6 e 1.2.8 e os Lema 1.2.10, que são
fundamentais na obtenção da parametrização da curva geratriz das superfícies de revo-

lução de tipo espaço e com eixo de tipo espaço (ver 4.1) e na obtenção da parametrização
da curva geratriz das superfícies de revolução de tipo espaço e com eixo de tipo tempo

(ver 5.1).

No capítulo 2, com base em l31, apresentamos resultados básicos da Geometria Lo-

l



2 Introdução

rentziana em L3 (ver 2.1), os grupos de isometrias (grupo Hiperbólico, Elíptico e Pa-
rabólico)(ver 2.2), que são fundamentais na obtenção da parametrização das superfícies
rotacionais com eixo de revolução de tipo espaço (ver 3.1), tipo tempo (ver 3.2) e tipo luz

(ver 3.3). Apresentamos também a definição de círculo no plano de Lorentz-Minkowski
(ver Definição 2.2.5) e mostramos que estes círculos, podem ser vistos do ponto de vista
Euclidiano, como um círculo, uma hipérbole ou uma parábola.

Iniciamos o capítulo 3, definindo superfície de revolução (ver Definição 3.1.1) e su-
perfície de tipo espaço em L3 (ver Definição 3.1.2). Em seguida , fazendo uso dos grupos

de isometrias, obtemos as parametrizações das superfícies de revolução de tipo espaço,
em L3, com eixos de tipo espaço) de tipo tempo e de tipo luz. Para finalizar o capítulo,

apresentamos alguns resultados, como o Teorema 3.2.5 (Hopf e Rinow) e o Lema 3.2.7,
que serão utilizados nos capítulos 4, 5 e 6, para decidirmos se as superfícies de revolução

com eixos de tipo espaço, tipo tempo e tipo luz, em L3, são completas.

O capítulo 4 é dedicado ao estudo das superfícies de revolução, em L3, com cur-
vatura média constante, de tipo espaço e com eixo de revolução de tipo espaço. Clom
base em ]4], discutimos o rolamento de uma cónica I', dada em coordenadas polares por
I' = (r(0) sinh 0,r(0) cosh0), ao longo do eixo z, (lue é de tipo espaço, obtendo assim, a
parametrização da curva Q, gerada por um dos seus focos Tomando-se a curva Q como

geratriz da. superfície de revolução e considerando o caso em que o centro de curvatura de

Q não pertence ao eixo z, obtemos no Teorema 4.1.4, a equação diferencial que a função

r = r(0) deve satisfazer. Considerando o caso em que o centro de curvatura não per-

tence ao eixo z, obtemos no Teorema 4.1.6, uma superfície de revolução de tipo espaço
congruente a um hiperbolóide. Fazemos um estudo detalhado das cónicas de tipo espaço,

através das equações polares de r(0), obtidas como solução da equação diferencial (4.8).
Fazemos ainda, uma comparação entre as cónicas Lorentzianas e as cónicas Euclidianas,

ou seja, olhamos as cânícas Lorentzianas do ponto de vista Euclidiano, observando que
uma hipérbole Lorentziana tem o aspecto gráfico de uma elipse Euclidiana e vice-versa,
embora os focos e as diretrizes tenham um posicionamento geométrico diferente. Para

finalizar o capítulo, caracterizamos as superfícies de revolução de tipo espaço em L3

(ver Teorema 4.3.1), estudamos a completude destas superfícies (ver Teorema 4.3.2) e
tomando valores particulares, na Seção 4.4, fazemos a representação gráfica de algumas
cónicas, das curvas geratrizes e das respectivas superfícies de revolução.
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O capítulo 5 é dedicado ao estudo das superfícies de revolução, em L3, com curvatura

média constante, de tipo espaço e com eixo de revolução de tipo tempo. Fazendo um
estudo análogo ao capítulo 4, obtemos também, neste caso, a mesma equação diferencial

(4.8). Caracterizamos as superfícies de revolução de tipo espaço, com eixo de tipo tempo

(ver Teorema 5.3) e mostramos no Teorema 5.3.2 que estas superfícies são todas não
completas.

No capítulo 6, usando um sistema de coordenadas de tipo luz, obtemos a equação
diferencial satisfeita pela curva n, cujas soluções nos permitem caracterizar as superfícies

de revolução, em L3, de tipo espaço e com eixo de revolução de tipo luz. Finalizamos o
capítulo com o estudo da completude destas superfícies e com os gráficos das geratrizes e

das respectivas superfícies.
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Capítulo l

O Plano de Lorentz-Minkowski L2

As definições e resultados deste capítulo serão utilizados para o estudo das secções

cónicas no plano de Lorentz-Minkowski, que estudaremos nos capítulos 4 e 5.

1.1 Generalidades sobre L2

Sela L2 o plano de Lorentz - Minkowski, que é o espaço vetorial IR2 munido da métrica

d.'

onde zi, z2 representam as coordenadas canónicas em L2

Denotaremos a métrica por g-i, que é uma forma bilinear simétrica, não - degenerada

de índice l sobre IR2. Lembramos que o índice p de uma forma bilinear simétrica /3 sobre

um IR- espaço vetorial V, é a maior dimensão de qualquer subespaço W C 1/ no qual se

w € 1,'r, w # 0 então P(to, to) < 0, isto é, P é negativa definida em W.

Proposição 1.1.1 0 íhd ce p da /arma ó / cear simétr ca g.i é {gwa/ a .Z e g-i é não
degenerada.

T)nmnn trnr n.

Sd,W-(0,«-) C]R'} e«=(0,,:) CW., e«tão

g.l(a, z) = --iç? < 0 e g-ilw. é negativa-deânida, logo p ? l

5



6 O P/ano de .Lorentz-Minkowskí L2

Por outro lado, se I'r+ = {(zi, 0) C R'} e y = (zi, 0) C PU+ , então g.:(y,g/) = z? > 0

e g-ilw+ é positiva - definida.

Suponhamos que exista um subespaço W C V, com dimT'r ? 2, tal que g-ilw é
negativa deânida.

Como dimW ? 2, existe zinw n w+, z # 0 tal que g.l(z,z) < 0 < g-i(z,z), o
que é absurdo. Logo não existe tal subespaço W. Portanto p = 1.

Suponhamos que existe = = (zi, z2) C ]R' tal que g.:(z, g/) = 0,Vy C R'. Tomando-se

y= (z-,0),temos g.:(,,(«:,0)) =0. Logo «? = 0, «: = 0 e g :(z,«) = --,:. Como

g-l(z, y) = 0,Vy C R', em particular, vale para y - z, então g-l(z, #) = --zg = 0. Logo
# = 0, o que é absurdo. Portanto g-i é não - degenerada.

Definição 1.1.2 t/m uetor u C L2 tí cAarnado;

Í{) d. tãp' espaço espace/í e) s' g.l(u,u) > 0,Vu :# 0 .a .. u = 0;

00 ' tãp. t.«.p. fZím./{Ê ) g-,(«,«) < 0,V«#0;
({ü) de tipo luz (lightlike) se g-t (u,u) = 0,vu :# 0.

A categoria na qual um vetor se enquadra é chamada seu caráter cansa/.

Definição 1.1.3 Seja u C L2, d(:/inámos a norma de u por

1«11 - vqã:;Í;:M.

Assim, em L2, podemos falar em ortogonalidade, vetores unitários e ortonormalidade

Considerando a norma acima, definiremos a distância lorentziana entre dois pontos de
L2 e a distância entre um ponto e uma teta em LZ

Deânição 1.1.4 -Dados P e O dois pontos q a sg er em L2, a distância Zorentzáana entre

P . Q é d«d« po":

d(p,Q) iiÍÍQ511.

Definição 1.1.5 Sejam P e r, Hm ponto e wma rifa, respectíoamente, em L2 e Q C r a
proJeção ortogonal de P sobre r. Então, a distância. do l)auto P à Teta. T é dada por:

d(P, ,)
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Lema 1.1.6 Z,)aços «m ponto P = (aç., 3/.) e wma Teta r, em L', a d stáncÍa Z,atenta ana

de P ü r é dada Teta jórm,Kla:

d(P, ,)
1-. + óv. + cl
VI«' - ó'

Demonstração:

Considere a equação geral de r dada por az + by+ c = 0, .4 = (z,y) e P(zo,yo) um

ponto qualquer de r. O vetar normal à reta r será indicado por iã - (a, --b). Como Ã? -

(zo - z, yo - y), obtemos

ÜP,0 -ii,-.j;:tÁMtl.i;l:a-
@:2)g+ (3/o - y)Z,l

l.'-ó'l
l-o + Z,yo - - - Z'"

'ja' ó'l

Comoo ponto Á =(z,y) .stand reter,temos «z+by+c = o, ou seja, c = --a"

Logo

d(P, ,)
l-o + Z,yo + cl

by.

1.2 :lYigonometria no plano de Lorentz Minkowski

Pala algumas definições e resultados desta seção nos baseamos em l3j.

Denotemos por OI(2) o conjunto dos operadores lineares O : L2 --} L2 tais que
g-i(O(u),O(u)) = g-i(u,t;),Vu,u C L' e, em particular, por G, o grupo de Lorentz

SO+(1, 1), (lue consiste de todos as matrizes da forma:

coshg sinhg l
,4(p) '. . ' '""' l

l ;i«hp «:hp J
P C R.

])efinição 1.2.1 Uma trará/armação /{rzear de L2 presertia a ar entaçâo tempo se preserva

o caráter causal de qzalqwer vetar.

Afirmação 1.2.1 0 grupo G preserva a or estação e a orientação tempo
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T)nm .n + rnpnn'

Como (l? preserva o produto interno, segue que G preserva a orientação tempo e como

aCtA(g) = 1 > 0 segue que G preserva a orientação.

Definição 1.2.2 Soam u = (z,y) e e = (0, 1) uetores de L'. D lemos gwe u aponta para

. /utu« rP«;«d.) .. g.l(«, .) < 0 rg-:(u,.) > 0).

Proposição 1.2.3 Z./m uefor u = (aç,y) C L2 é de t po tempo e aponta para o /wfuro se e

somente se z2 -- y2 < 0 e g > 0.

T) n -. . n a+ p n p; n'

O vetou védetipotempo + g-l(u,u) < 0 $ z' y2 < 0. Por outro lado, vaponta
p'r''f«Euro O g.:(«,e)<0 + g-:((«,y),(0,1))= y<0 + y>0.

Lema 1.2.4 Sejamz u e u z;etores de tipo tenra que apontam para o futuro, então

(i) g-.(u, «) < 0;
(ii) u + u é um vetor tipo tempo que aponta para o futuro;
(iii) g-l(u, u) 2 11ull.llull; ocorrendo a igualdade se e somente se z; = au;
(iv) lu+t;11 2 1 ull+ llull; ocorrendo a igualdade se e somente se u = au.

T) .«. n n a+ p n p; n '

Sejam u = (içl,yl) e u = (aç2,y2), vetores de lapa tempo que apontam para o futuro
Então,

g-:(u,u) -y?<0eg.:(u,.) <0:> y->0:> jz-l<y-e
g.:(«,«) -g/1<0eg.-(«,.) <0:+ y,>0:+ lz,l<3/,.

Portanto temos:

(i) g-(«,«) ,y-),(,,,y,)) -y:y,<..

(n) «+«(«:+«,,y:+ ,). Logo g.-(u+«,u+«)(«:+,,y-(g/:+ ,y

zf + 2 ziz2 + aç: -- y? -- 2 gly2 -- yj = (]ç? -- y?) + 2 (acta;2 -- yiy2) + (a3 -- y!) < 0. Logo

u + u é de topo tempo.
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Por outro lado,

g.:(«+«,e)+«,,y:+y,),(0,1))+y,) <0

Logo u+v aponta para o futuro

(iii) Suponhamos u e v vetores de tipo tempo que apontam pala o futuro

temos por(ii) que g-l(u+ cvu,u+ au) 5; 0. Logo,

g.:(«+ a«,«+ a«)(u,u) + 2ag--(«,«)+g-:(«,«)a'
llull' + 2ag.(u,«) - ll«ll'a' 5; 0.

Para Vcr C R

Portanto, llull' -- 2ag: (u, u) + llo l2a2 2 0 é um trinâmio de segundo grau em a, que

é sempre maior ou igual a zero. Logo seu discriminante deve ser negativo, ou seja,

4g!:(u,«) 41«11'11«11' < 0 :» g!:(u,«) < llull'll«ll' ::> g--(u,«) <

óü g-:(u,«) > 11«1 11«11, mas g-:(u,«) < 0, então g--(u,«) < - lul ll«ll:>
- g--(U, «) > llull l«ll.

Agora, analisemos o caso em que ocorre a igualdade:

-g-:(u,«) ll«ll + -(z-«, y:g/,)

- ,«i«? -y?.,«;: -lã#(«-«, - z/: ,y
(z? Z/?)(z: -- #g)l $ z?aç3 -- 2zlzzyiy2 + y?y!
z'z: -- z?yj -- zBg? + g/Íy$ -+:1p #?y! -- 2ziz2yiy2 + z:yf
(:«lg2 -- "'yiy = 0 0 :«:y, - z,y: = 0.

ll«1111«ll

Se z2 = 0, claramente, g-l(u, u) < 0. Suponhamos que iç2 # 0, então,

=- = k. Logo, iç2 = T açi e y2 = T yi, ou seja, (aç2,3/2)
z2 y2 K /c ;

açi } g/i

liv)

1«+«11'(«+«,«+«)1 :(«+«,«+«)

«) - g--(«, «) - g-:(«, u) - g-:(«, «) =

I'-2g--(u,«)+ll«ll'? l«ll'+2ll«lll«ll+ll«ll' l«ll+ l«lly

Extraindo-se a raiz quadrada em ambos os membros da desigualdade, temos

llu + «ll ? ll«ll + l«ll



]0 O Plano de .Lorentz-Minkowsk; L2

Agora, analisemos o caso em que ocorre a igualdade:

llu+«ll +ll«llo(ll«+«lly=(flui +ll«lly
$ 11«11' - 2p-- («, «) + l «ll'

I'+2llullll«ll+ ll«ll'« g.-(u,«)
- ll«1111«ll.

Por (iii) sabemos que esta última igualdade ocorre « u = au

Definição 1.2.5 Soam e u dois z;etores anÍtários de L2, de tipo tempo e q e apontam

para o Jbtnro. Dizemos q'ue (p ç: 'R. é o ângulo orientado de T para u se AÇgüu

caso, o ângulo orientado de para, 'u, é obviamente tp.

Lema 1.2.6 Soam u = (zl,yl) e u = (#2,y2) uetores unítár os de L', de tipo tempo, que
apontam pura, o futuro. O ângulo orienta,do \p de u para u é dctdo por:

co.A P (u,«)

T) n -i n n q+ pn '' n n-

Da definição 1.2.6 segue que

(#2,y2) = (zlcosAp + yisinA9, çisinAç' + g/ices/z9). Logo

g :(«,«)((«-, y-),(,:«'AP+ y:..«"Ç', «-;.«"Ç,+ 3/:«.A9))
= z?cosas + zlyisenAg ziyisenAg -- y?cosas

)c«Àç,
-- -- coshtP.

sana'P
cosa p

ou sqa

l

Assim, quando u e u são vetores de tipo tempo, não uílitários e apontam para o futuro,

o ângulo g orientado de u para u é o ângulo entre os versores ÍÍ;a e ÍÍ;;ÍÍ' ou sela,
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Observação: A definição acima, ainda vale, se u e u são vetores de tipo tempo e apontam

para o passado.

De modo análogo, definimos o ângulo para dois vetores de t po espaço

Definição 1.2.7 Sejam H e u do s uetores unÍfáráos de aipo espaço em L2, tais que
g-l(u,e) > 0 e g-l(u,e) > 0, onde e = (1,0). Dizemos que g € ]R é o ângulo orientado

de u para t' se .4(g)u = u.

Lema 1.2.8 Soam u = (içl,yl) e D = (a;a,y2), uetores unitários de L', de lapa espaço,

tais que g-l(u, e) > 0 e g-l(t;, e) > 0. O ângulo g, orientado de u para o, é dado por:

cosh9 («, «)

11 n rn n n a 1- t" n '' ; n '

Pela Definição 1.2.8 segue que

(a;2, y2) = zi coshp + 3/i sinh g,zi sinh p+ yi cosh g).

Logo g-l(u,u) = g-i((zi,yi),(zi coshç'+ g/i sinhp,zi sinhg + yi coshg))=
= ]ç? cosh g + ztyi sinh p -- ziyt sinhg -- y? cosh g

= (z? - y?) cosh 9

coshp sinhp
sinhp cosh p : [ , ou sqa

= coshpS

Assim, se u, t; # 0 são vetores não uílitários de tipo espaço em L2, o ângulo orientado

p de u para u é dado por:
. g.:(u,«)

«;h . - liiiii:ÉaÍ
Observação: A definição acima ainda vale se tivermos u e D vetores de Zípo espaço, com

g-l(u, .) < 0 . g-l(«,.) < 0.

Dados três pontos não colineares em L2, podemos considerar o triângulo de vértices
A, B e C. O lema e a proposição seguintes, mostram que para um triângulo em L2, que
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possui dois lados ortogonais, vale uma fórmula análoga à de Pitágoras e um análogo à
relações trigonométricas dos triângulos retângulos Euclideanos.

uetores de tipo tempo, apontando para. o j'aturo ou, para o pa,ssctdo,'ÉÕ de tipo espaço e

Ãià .L'ii?i. Como B é obti,do Teta, projeção oüogonal de C sobre a, Teta. AB, temos:

Í'9 «."'- Ã ;
IÁall

r;'9 ..«""- ã
' ll..'ic'll

onde p é o ángu/o orientado de ãiiê para À8.

T)Dr..,ina+rnp;n.

(i) Pela Definição 1.2.8, temos:

([iB,ÁM) p-:(]]]à,]]B+ X8')
1..4BI.lll.,4c'll . l.4Bll l,4C'll
l Bii, '' iiÀBii

1..a-üllll,4C'll l..4c'll

(ii) Como cosh2 p -- sinh2 g = 1, para todo p real positivo, segue que:

;i«h«,- ~'«:h'p-l- . (l13lr-: . . llÃBn'- nãàm
'll.AC'll' \l ll.4c'll'

cosh p
[p.: (Àià, ;iB) + g-- (ÀB, Ba)]

1.,4z?lll .4é'll

IVlas,

IÃBll' - ilÀ811' -p.:(ÀB, ]]B)-l-p-:(ÁM, ÁM)l - -g-:(]llB, ÃIB)+p--(Àã, À8')
(iiià, ÁM) + g-- (ãiB, iiB) + g-- (aiB, Ba) + g-- (ã8', iiB) + g-: (Êa, Ba)
(Ba, B8) = llBÕll', onde na penúltima igualdade usamos ÀÕ = ãiB + Bã.

11 ãíi
Logo, sinhp =

Observação: O lema 1.2.10, ainda vale, se tivermos ãiB e .Ã8 de t@a espaço e ã8

de tipo tempo.
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Proposição 1.2.10 Sejam .4, -B e O' três pontos não co/ teares de L3, tais g e ÀB é de
tipo esta,ço, A(.} é de tipo tem,po e

)

á tp. '", «tã. llÀBll- llÁMll;

e«tão llBÓ'll' ..4é'll'

O uetor BC satisfaz:

©s.ãa
(ii) Se BC' é de tipo tempo ÃBll';
(üi) s. llPÓll' ll.,4.Éll' 1..4é'll'

(i) Como Bã é de tipo /u, e B8 = ãl+ ãiâ, temos:

o - iiãatl' -< ÊÕ, Bã :;,.-< B+Á + Á#, B2 + Àa >
---+--+ --+--+ --+--+ -.--+---+

= < B.4, .B.4 > + < B.Á, ,40' > + < ,4(7, .B..4 > + < ,40', .,4C'> -

Demonstração:
é de fira /az

-« m,m » « Àa, ÁM >- lira llÁMll' IP.Áll' llããll'

(Ü) Como é de tipo tempo
-----+ ----+ + À?',t.«.,::

+.40'> =
---4 ...+

< BC'..PO >:
----.+ ---+

+Áa,BÁ
- -(< B],ã.2:»+ < BÂ,ã8'> +... ---+ ----+ ---+ ---+
=-- <.BÁ,B..4 > - <.4C',.,'lC'>=

<;i8,Bl> + -.-+ ---+
<,4C',.4a > ) -

1..4Ó'll' - ll.a.411'

(iii) Como ã8 é de tipo espaço, temos:

xa'il' -< B8, Bã »-< B.À + ÁM, B] + À8 > -
- < x], x] >+ < B],ÁM >+ < ÁM, Z2 > + < Ãã,Á#>
- < ã],ã3 >+ < ÁM,ÁM >- llB.Àll' - liÁMii'

1.3 C[aracterização do ro]amento em ]L2

Sabemos que no caso Euclidiano, o rolamento de um ponto ao longo de um eixo fixo

é expresso pela operação matricial:

zl

a2 J
+

a

cos

que é a composição de uma rotação com uma translação.

Por exemplo, a ciclóide em R2

1,0), rola sobre o eixo y. Esta curva pode
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ser vista como uma aplicação que a cada u C IR, associa a imagem do ponto (1,0) pela
rotação de ângulo --u composta com a translação (--l, u).

De modo análogo, temos que o ro]amento em L2, é expresso pe]a operação matricial

::
coseu sinal
sinal coseu :: + , u C ]R.

a

b

1.4 Semelhança de triângulos no plano de Lorentz
Minkowski

Nesta seção, daremos a definição de semelhança. de triângulos no plano de Lorentz-
Minkowski e apresentaremos dois lemas, que serão de grande importância na identificação

dos ângulos que aparecerão nos capítulos 4 e 5.

Definição 1.4.1 /,)o s tríáng /os em L2, ctÜos /aços não são de íápo /uz, são serre/Âarz-

Les, se possuem os três ângulos ordena.dam,ente congruentes e os lados correspondentes
proPorctonats.

O esquema a seguir resume esta definição:

À -À'

'"""-'"',,., . ] ; -;, . P+ ] D

ê - ê'

Sendo K a razão entre os lados correspondentes, temos

Bll ll all iiÁMii

l.4'B''ll llB'o'll llÁ'a''l

K é chamada razão de semelhança dos triângulos.

Lema 1.4.2 (.7onsídere em L2, A.Á-B(l; e Z\.Z)EP', de modo qwe os t;etores dÍretores dos
lados são dados pelas condições do Lema 1.2.10, AB -L AC e DE .L DF. Se o ângulo B,

orienta.do de'iiÀ para.'iãã é igu,ül ao ânglto orientado E de'ÉIB para'ii}, então CI -- F
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DemonstFarão

Pelo lema 1.2.10 temos: sina .B =

..;.B.H@.....,ê.@@
l-Dali llzp'll

Como B :: .E segue que

1 1
1 1

Ü .
1 1

sinh E
1 '

llÁMll

IBd'll 1 1

1 1

E

E.

1 1

1 1

(1.1 )

(1.2)

e

11 Bii
1.ad'll

2.10 temos também que:

llzp'll

...:.p.llÕ
lzP'l

) e (1.2) , seg- q- C'

Pelo Lema l

IBC'll

..;.õ . .ü4ã
IBO'll

Logo, de (l.l

Lema 1.4.3 Aras condições do /ema anterior, Z\.4Z?O .n .6Z)E/'

Demonstração:

Como no lema anterior, já mostramos que a = F', falta mostrar que os lados são

proporcionais. Mas das igualdades (1 1) e (1-2), segue que lii;l = jãÕI
11 Bit llãõll
-!!;;b.u = J.!-i-=. Logo os lados são proporcionais.

l

1.5 Cónicas no Plano de Lorentz Minkowski

A teoria das cónicas no plano de Lorentz Minkowski é pouco conhecida. Portanto

trataremos aqui somente o essencial para o desenvolvimento deste trabalho. Notemos que a
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deÊnição e a caracterização de uma cónica Lorentziana que daremos a seguir, são análogas

ao caso Euclidiano. R/las mostraremos, no capítulo 4, que há diferenças nos gráficos,
em especial, no comportamento dos focos e das diretrizes das cónicas Lorentzianas, em
comparação com os gráficos análogos da geometria Euclidiana. Por exemplo, uma elipse

Lorentziana pode ter aparência de uma hipérbole Euclidiana e vice-versa.

Definição 1.5.1 Sda r' am ponto./izo, 1) ma Teta./iza em L' = (IR', <, >L) e c > 0 am

núm,ero real. Unte. cânicü t de foco F, diretriz D e excentricidade c, é o lugar geométrico

'' «m p.«t. P t«/ g«., ;bÍ-m - ., .«d. d(P, D) é " 'íÍ'tá«.{« .L.««t,á-« 'í" p.«'.
P à Teta diretri,z D.

Definição 1.5.2 t/rna cónica Z,atenta ana á dita ma e/àpse, se 0 < € < 1, uma paráóo/a,

se c = 1 e wma Aápéróo/e, se c > 1.



Capítulo 2

O Espaço de Lorentz-Minkowski L3

Este capítulo se baseia em l71, sendo que alguns dos resultados foram adaptados para
o caso particular n = 3.

2.1 Generalidades sobre L3

Sela L' o espaço tndlmenslonal de Lorentz-Mmkowski, que é o espaço vetorial R
munido da métrica:

3

a.' - a«? + a«: - a«3,

onde zl , z2, z3 representam as coordenadas canónicas em L3

Denotaremos a métrica acima, por g-i, que é uma forma bilinear simétrica, não
degenerada de índice l sobre R3.

Proposição 2.1.1 0 íhdíce u da /arma ó{/{near simétrica g.t á igwa/ a / e g.i é nâo
degenerada..

T) Q «-. ,. n a+ p n '' n n'

Sd;W.(0,0,«:)€1R;le« 0,«-)CW.,então
g.l(a,z) = --z? < 0 e g l lw. é negativa-definida, logo p 2 1.

Por outro lado, se t'h. = {(zi,z2,0) C R'} e y = (zi,z2,0) € Wh- , então g..(y,y) =

z? + : > 0 , e g.ilw+ é positiva - definida.

17
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Suponhamos que exista um subespaço I'r C }'', com diml/r ? 2, tal que g.ilw é
negativa - deânida.

Como d{«. W 2 2, existe «« C H'' n w+, .« # 0 tal que g-l(z,z) < 0 < g--(=,z), o
que é absurdo. Logo não existe tal subespaço W. Portanto u = 1.

Suponhamos que existe z = (zi,z2,iç3) :# 0 C IR' tal que g-i(z,y)
Tom.mos 3/ «,,0), temos:

g.:(a,(zi,zZ,0))=0:> a?+z1=0:> z: =z,=0::> g-i(z,z)= z:. Como
g-l(z, y) = 0,Vy € R;, em particular, vale para g/ ' z, então g.l(z, z) = --z: = 0. Logo
z = 0, o que é absurdo. Portanto g-i é não - degerlerada.

0, Vy C R3.

Usaremos a seguinte notação:

Se X : U -+ L3 é uma parametrização de L3 em um aberto U C IR3, denotamos os
coeficientes de g-i, em U, por:

gi.í(p)-p-:( Õ (p), a (p)) i,j-i,2,3, -d'

e {ei, e2, e3] e a base canónica do lrpR.3.

Logo, se V e W são campos de vetores tangentes a L3
escrever:

d«, (e:) ,

definidos em U, podemos

g..(v. w') - 1>1: g:j"''"j

Como g-l é não - degenerada, a matriz gij(p), de ordem 3, possui inversa, a qual
denotaremos por (gij(p)). Além disso, pelo fato de g-i ser simétrica, obtemos:

3

l

g:j (P) g'' (P) í,J - 1,2, 3, p c u.

Do mesmo modo que em L2, temos

Definição 2.1.2 Sqa u C L3, de$nimos a norma de t; por

l«ll-
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Definição 2.1.3 Um actor t; C L3 é chamado;

fi) de tipo espaç. (spacelike) se g-l(u,t,) > 0,Vu # 0 ou se u = 0;
(i{) de tipo te«.po (timelike) se g-l(o, o) < 0,Vu # 0;
({ii) de fàpo /wz (lightlike) se g-l(t,,o) = 0,Vu # 0.

Assim, em L3, também podemos definir ortogonalidade, vetores unitários e ortonor.
m alidade.

Definição 2.1.4 Sendo a e b uetores de L3, dePnímos o produto uetorÍa/ a A b por

«Ab b.-«.Z,,,..Z,--«:b;,«,Z,--«-b,),ond.« «,,«,) . Z, b,,Ó,)

Observação: Pala, o produto vetorial acima definido e para qualquer z em L3, vale a
rel.ção g-: (a A ó, «) = det(a, Z,, «).

])efinição 2.1.5 t/m p/ano em L3 é de;

l=Ü tipo esta,ço se sets uetores notmai,s u,notários são de tipo te'm,po.

(.ii) tipo tempo se seus uetores normais unitários são de tipo espaço
(iii) tipo luz se seus uetores normais são de tipo luz.

Proposição 2.1.6 Se }'r é wm /(- swóespaço de ]L3, então d n?zl/r + din7 Wrt = dimL3 e

(W')' W'' C L;/ g--(«,,«) = O, V«,C W'}.

Demonstração:

Sqa {ei,e2,e3} base de L3 com {ei,.. . ,ej;}, 0 <k 5; 3 base de W'

Consideremos a aplicação / : L: -} W dada por ./'(u) = )i:2:;: g-l(u, ei)e{.

Observemos que /(u) = 0 se e somente se g-l(«, .i) = 0, á = 1, . . . , k, o« sda, ker./ =

WI. Por outro lado, dado to = )1:Ê::i toie{ C W, tomemos ú = ;1:i;i },k . toÍgiiel.

Então:

/('D) - >1: g-: ( )l: }: «,;g".., .j)ej, l.g. ./(ú) - }: '«.'S;j'j
j-t z:l {:l {,j-i

o que mostra que f é sobrejetora.
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Portanto, dimliyi = dÍm ker./' = 3 -- dÍm /m/ = 3 dimW', isto é,

dimW + dimWi = 3

Par' todo « C H', temos g..(u,«,) = 0, V:« C W', logo « C (W')'. W C (W')l
Analogamente obtemos a inclusão (WX)i C W. Portanto, segue que W = (WX)X

Proposição 2.1.7 Se to C L3 é ta/ gae g-l(m,to) < 0, então

ÍO g-i 1[«] tí não - degenerada de íhdíce / e L3 :: rol © lwli;
00 g.i lt«]x é posítÍoa - de$nida.

Demonstração: (i) E imediato (lue se g-l(m,w) < 0, então o subespaço lwl é não
degenerado de índice ]

Temos:

3 dám[.«] + djm[«,]' + ].«]") + aim(]w] n ].«]')

Mostremos que ]w] fl ]to]X :: {0]. e daí L3 = lwl a) [tolX

u € [wl n ]to]X C ]w] então, existe a C R tal que u = aw
« c 1«,1 n l.«I' C lwl' e«tão, 0 («,.«)

Mas g.l(«,, .«) < 0 e portanto a = 0, isto é u 0, logo L3 :: lwl a) lwlx

(ii) Observamos que g-il[«]l é positiva semi definida. Suponhamos, por absurdo, que

existe z C 1.«1" tal que g-l(z,z) < 0. Como g.:(z,«,) = 0, s'gue que g.ilt,,«] é
negativa - definida e dim]to, z] = 2 2 1 (índice de L3), o que é absurdo. Portanto,

g-:(Z,Z) 2 0, V« € 1«,1'

Suponhamos que z C lwlX e g-l(aç,z) = 0. Pela desigualdade de Cauchy - Schwarz
temos:

g!:(a,y) $ g-:(.,.). g-:(y,g/) = 0, Vy c l.«I'. E«tão g.:(«,y) = 0,Vg/ c l«,I', logo
a; C rol. Como # C lwll, segue que z = 0. Assim, para C lwli,a # 0, te-

mos g.:(z,,) # 0.

Portanto g.i 11.]1 é positiva definida.
l
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Proposição 2.1.8 Se }'r é um s óespaço de L3, então g-ilw á não-degenerada de índice

], se e somente se g.ilwl é posítiua - de#nida.

Demonsti'ação:

Suponhamos que g-ilw é não degenerada de índice 1. Então existe to C IV, w # 0

tal que g-l(t«,w) < 0. Tomemos z € WX,z # 0, então g..(z,w) = 0. Pela proposição
2.1.7, g-illwl-- é positiva - definida e como # C IWIZ, temos g.l(aç,aç) > 0, isto é, g :lw.-
é positiva definida.

Suponhamos agora que g.ilWX é positiva definida. Se to C W' é tal que g.l(w,z) =
0,Vz C W, então w C W'Z e g-l(m,to) = 0. Mas como g-ilWX é positiva - definida,

devemos ter to = 0 e g.i lw é não - degenerada. Pela proposição 2.1.6, temos:

dimW+dimWi 3, então L3 :: W (D Wri

Como o índice de g-i em L3 é ], ] u C L3, o # 0 tal que g.l(t;,u) < 0 e desta forma
u C W e z; g WX. Logo g-ilw possui índice maior ou igual a 1. Mas o índice de g-ilw é

menor ou igual ao índice de g.i IL3, que é 1. Portanto, g.i IW tem índice l.
l

Proposição 2.1.9 Seja W um suóespaço A - dímensiona/ de L3, A ? 2. São eqait;a/entes

rO g-ijw á não - degenerada de índice Z,
Íí0 Wr contém do s z;etores tipo /wz, /{nearmente ndependentes;

rÍi0 .«{.t. «, C PI'', :« # 0, t«/ gu. g.:(«,, «) < 0.

Demonstração:

(ã) ::::> ({á) Se g-i lw é não - degenerada de índice 1, deduz-se da proposição 2.1.7, que

existe uma base ortonormal {ei, . . .,ek} de W, tal que g.i(e{,ej) = áij,i # 1. Então,

ei + e2, ei -- e2 são vetores tipo luz linearmente independentes, pois g.i (ei + ez, ei + e2) =

0 = g--(e- -- e,,e- -- .,) e se «,Z, C ]R são t.is q- «(e: + e,) + b(.: -- .,) = 0 e«tão

a + Z) = b -- a = 0, ou seja, a = b = 0

(á{) -::> (ííí) Sejam u c o vetores de tipo luz, linearmente independentes de W

Temos, g.:(u, «) # 0.

De fato.
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Suponhamos, por absurdo, que g-l(u, u) = g-l(u,u) = g-l(u,u) = 0. Como ei é um
vedor unitário de L3 tal que g.l(el, el) < 0, então pela Proposição 2.1.7, existem reais,

únicos c e d, que podemos supor, sem perda de generalidade, ambos positivos (trocando,
se necessário u por -u ou v por -v), tais que:

cei + ã;

dei + ü.

onde ã # 0 e ã :/ 0 pertencem ao subespaço leili

Observemos que

r g.:(«,«)
'l g.-(«,«)

g.:(ü,ü) llüll

ç-:(ü,o) llõll

Além disso,

g.l(u,t;) = 0, então cd = g-i(ã,8) 5; lclldl. Logo existe À C IR / ã = À ã e portanto
À = c/d. Então u = À d ei + À ü, o (lue é absurdo- Logo, g-l(u,u) = --cd+g-i(ã,õ) # 0.

Temos então,

g.:(« + «,u + «) + g--(ã, {Z)+ g-:(Ü,Õ) + 2g--(ã,Õ)
2[-cd+g--(ã, Ü)] :(u, «) :/ 0,

-(. - ay+p--(ü,ü)+p--(õ,ü) 2p-:(ü,ü)
2lcd g.-(ã,Õ)l -2g-:(u,«):# 0,

sendo pois, um deles menor que zero.

(iÍÍ) -:> (í) Seja :« C W tal que g.-(z,a) < 0. Então m'" C [zl" e sendo p-:]l,t--
positiva - definida, g-ilw-- também o é. Então, como W' = (Wt)X, segue que g-ilw é
não - degenerada de índice 1, pela Proposição 2.1.8.

g.:(« - «, u - «)

2.2 Isometrias de L3

Denotemos por Oi(3) o conjunto dos operadores lineares

g-i(0(u), 0(u)) = g-i(u,u), Vu,u c L3
O : L3 --> L3 tais que

Definição 2.2.1 üm e/ementa O de Oi(3) será chamado de frans/armação orfogona/ de
L3
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Observação: O conjunto Oi(3) é um grupo relativamente à composição dos opera-

dores. Por outro lado, identificando os elementos de Oi(3) com matrizes (aij) i,.j = 1, 2, 3
relativamente a uma base ortonormal fixada {eÍ} i= 1, 2, 3, onde aij = g-i(O(ei), O(ej)),
podemos concluir que Oi(3) é um grupo relativamente a multiplicação de matrizes e ad-

mite uma estrutura de variedade diferenciável de modo que Oi(3) é um grupo de Lie de
dimensão 3.

Definição 2.2.2 ,4s isometrias de L3 são ap/ cações F' : L3 --} ]L3 leis que para cada
m /- ll o

g-:(dFp(«),d4(w)) («,.«),V«,«, c %,L', .« 'd«, dFp c 0:(3).

Assim, as isometrias de L3 são precisamente, as aplicações da forma F' : L3 --} L3
dadas por F(p) = O(p) + q, onde O C Oi(3) e q € L'

Definição 2.2.3 Se Z é ama Teta de L3, dizemos q e Z é de tipo espaço se a restrição
g-ilz é positíua - de$nÍda, oa seja g-ilz á wma métr ca RiemanÍana,, / é de tipo tempo
se g-ilz é não degenerada de índice / rmtítrica .Lorentzáana) e r é de tipo /uz se g-ilz é

degenerada.

Denotemos por O(Z) o conjunto das transformações ortogonais de L; com determinante
positivo, que deixam / fixa ponto a ponto. Assim, a matriz de O é dada, em cada caso,
pela seguinte proposição:

Proposição 2.2.4 Sda O wma trens/armação ortogona/ de O(/)
relação à umü base oüonormat é dada por:

l o o

ÍO Os = 1 0 cosht sinht
0 sinht cosht

,4 matriz de O ern

se 1l é de tipo espaço;

cos 0 --sin 0 0 l
(ii)O7'= 1 sin 0 cos 0 0 l,scZédetipotempo;

o o l l

'",..:li :;} .i;,se,e é de tipo /uz.
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n n «. nn .tra rã o '

(i) No caso em que 1? é de tipo espaço, pela Proposição 2.1.8, g-illllx é não - degenerada
de índice l e pela Proposição 2.1.9, existe to :# 0 C lílx tal que, g.ijzl(to,to) < 0. Além
disso, existe uma base ortonormal .Bs :: {/i,/2, yl3J' de -L3 com .ft fixo na direção de Z e

/3 :: ír'-n. Agora, Os € L3 é tal que:
1 1 f) l

1, se í =J = 1,2;
l ,se i = .j = 3;

0 , .e i :# J.

g.:(o;(/, ) , o.(.6)) g...Çj:,ji)

Tomando - se

..-r::: ;:; :]
e escrevendo Os na base Bs temos:

Í o.(./::)
'l 0.(./L) + «2,/2 + "«yl;;
l 0.(/3) +««/2 +"«/3.

(a) g-:(O.(/), O.(/3)) «:;/1+««/2+'"/3) = «:;g-:(./:, /i)+««g-:(./-, /2)+
"«g.:(./-,Jb) . Como g..(O.(/1),O.(/3)) q- «:.

(b) g--(0.(./'-),0.(/2))(/1,«:,.f- +«,,/2+""/3) ,g-:(/l,/i)+««g--(/i,/2)+

"«g.:(/-,/3) ,. Como g..(O.(/1),O.(/2)) seg-q-«-,

(c) g-:(0.(/), 0.(./':)) g-:(./:,/-)

(d) g-:(O.(/2),O.(/2)) :(««/2 +««yl,,««/a+"«Jb) :,g--(yl;,/2) +

"«"«g.:(/2, /3)+ «3,««g-:(/3, /2)+ «:,g-:(/3, yl,)

(e)g-:(O.(JI,),O.(/3)) g-:(«23/2 + ""/3,'"/2 + "«./b) -(/2,/2) +

2«,,««g-:(/2, /3) + «:;g-:(/3, ./b) - «IÍ,
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(f) g--(0.(/2),0.(/3)) /2 + ""yl;,««/2 + ""/3) «,,««g.:(/2,/2) +

",,"«g.- (/2, /3) + ««««g.:(/3, /2) + ««««g.: (Jl;, Jl;) = «««« - ""««

Das condições (d), (e) e (f) temos:

«g, «lã, - ";

«g, - «:;

(z22a23 (i33 = 0

Portanto, existe um número real t tal que a22 - a33 ' cosa t e a23 = a32 = seRÁ t
Logo a matriz Os é da forma:

0

cosh t

sinht

(ii) No caso em que/é de lapa tempo, o vetor diretor vde/étal quem.i(t;,u) < 0 e, pela

proposição 2.1.7, g-ilt,]l é positiva - definida. Além disto, existe uma base ortonormal

Br :: {Ài, A2, A3} de L3 tal que A3 :: Íil::TÍ e A3 está fixado na direção de /.

Suponhamos que Or C L3, nas mesmas condições de (i), seja da forma:

bi3

b21

bi2

b22

Escrevendo Or na base Br temos

0,(A- )
o,(À,)
0,(A,)

= bilAi + b2iA2 + b31A31

:: bi2Ài + b22À2 + b32A3;

= A3-
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(.)

(z,)

(.)

P.-(0,(A:),0,(A;))(b::A:+ b,:A, + Ó«A;,A;)
(A-, A;)+ b,:Óg--(A,, A;) + b;-g--(A;, À;) -Z,.-

g.: (O,(A,), O«(Aa))- g-- (Z,:,A: + b,,A, + b«A,, Ã;) -

(A:, A;)+ b«g--(h,, A;) + Z,«g-:(A3, A,)

g.:(0,(A-),0,(À:))(b::À:+ Z,,:À,,Z, : :+ 6,:A,)
(A:,A:) + Ó: b, g--(A-,A,) + Z,,:b::g-:(A,,A-) + b!:g-:(A,,A,)

g-:(0,(À,), 0r(Â,)) g--(b-,A-+ Z,«A,, b:,A:+ b,,A,)
bí,g.-(A:, A:) + b ,Z,,,g.:(A:, A,) + b«b-,g-:(A,, A:)+ Z,:,g-.(A,, A,)
óf, + ó:, - i,

S.:(0,(A:),0,(A,))(b-:A- +b,:h,,b:, : + b«A,)
b::Z':,g-:(A:, A-) + 6:-b«g-:(A-, A,)+ Ó,-b,:g-:(A,, A:) + b-,6«g.:(A,, A,)

biibzi + bizb22 = 0

l
l
0

(d)

(.)

Das condições (c), (d) e (e) t.mos:

l ó?: +z,:. -
'l z,?, +ó!, -

l blióiz + óizb22 ::

Portanto, existe um número real 0 5; 0 < 2a, tal que bi
b2t = --bi2 :: sino. Logo, a matriz Or é da forma:

( iii) No caso em que / é de tipo /uz, tomemos uma base
que fixa o vetor e2 + e3 na direção de /, sendo ei, e2 vetores

de tipo [ernpo.

Suponhamos que Oz, C L', nas mesmas corldições de (i)
r i

... ::: ::: :::
1 1
L ':: ';' ';; J

Or=
coso sin 0 0
sin a cos 0 0
o o l

)

1 = Z)22 = cos 0,

oito«ormal BL = {e-, .2, .3}
de tipo espaço e e3 um vedor

seja da forma
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Escrevendo OL na base Z?L temos

o«(.-)
o.(.,)
O. (e,)

cli el + c21 e2 + c31e3;

c12el + c22e2 + c32e3;

c13ei + c23e2 + c33e3.

Então temos:

(,) g--(0«(.:), 0.(':))- g--(.::.. + ',-', + ',-'.,'::'-+ ',-', + .,:.,)-
.?:p-:(.:, .:) + .:.p--(.,, .,)+ .::g:(.;, .;) - .g:

(b) g-:(O.(.:),O.(',))(.::.: + ',:', + ';:',,':,'-+ '«',+ .«.;)

':-':,g-: (.:, .:) + c2:c«g-: (.,, .,) + c3-c3,g-:(e3, e;) c:, + ',:',, - ';:.«

(') g-:(0.(.:), 0.(';))- g--(.-:.-+ ',-', + ';:';,':;'-+ '«', + .«.;)-

'::':;g-:(e:, e:)+ c,:c«g-:(.,, .,) + c.:.«g.-(e;,e;) :c-; + ',:'« - ''-c«

(d) g-:(O«(.,),O.(',))- g-:(.:,.- + .«', + '«',,':;':+ '«', +

;g-:(.:, e:) + c«c«g-: (.,, .,) + c3,c3'g-:(e;, .;) c:; + '22'« - '"'«
c33e3

(.) g-:(0.(.,), 0.(',))- g--(.-,.-+ '«', + '«';,':,': + '«', + .«.;)-

(.:, .:) + .g,p--(.,, .,)+ .g,p:(.;, .:) - ':,

(f) Como Ot âxa o vedor .2 + .3, temos

Cll C12 C13

C21 C22 C23

C31 C32 C33] [
0

l
l

o,,(o, l, l)

C12 + C13

C22 + C23

C32 + C33

(2.1)
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Usand.-se (2.1) em (d) e (e), respectivamente, temos:

-c?,+.«(1-.«)-(1 -.«)c33= 0:::::> -cf,-':2+'*+'',-c«(2.2)

.f,+.::-(l-c«y=1:::> c?,+c!, 4;+2c«=2(2.3)

De (2.2) e (2.3) segue que

',, + c« 2 (2.4)

Usando-se a 3' equação de (2.1) em (b) temos c.ic12 + c2ic22 -- c31(l -- c33) = 0 :::>

ciic12 + c2ic22+ c31ca3 c3i ' 0(2.5)

Usand«se a I' e 2' de(2.1) em(d) temos: --.ll'i2 -- c2:(l -- c22) -- c3i.33 - 0::+

-'--':, - ',:'« - ';:'3; + ''- - 0 (2.6)

De (2.5) e (2.6) segue que

',: (2.7)

Somando-se a 2' e 3' equação de (2.1), temos:

c22 + c23 + ca2 + c33 = 2 (2.8)

Usando-se (2.4) em (2.8) segue que

'2; ' -'" (2.9)

Por (e) temosquecÍ2+cg2--c:, = 1 -:+ c?, = 1 cg,+cg,.

Da 2' equação de (2.1) segue que c22 = 1 + c32, logo c?, = 1 -- (1 + c32y

:::+ c22:: 2c32 ::::::> c32:: --''T

Usando-se a I' equação de (2.1) temos que ci2 = ci3, então c;, = !a3

Portanto existe um número real t tal que: c13 = t e c32 = --{. Então, ci2 = --f,

2

2
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c33 = 1+ 2) cli = e c3i

Ot= ' 1

'

l
2 'C22 -t Logo,

l

A Definição seguinte pode ser encontrada em ]5]

Definição 2.2.5 t/m cz'rczl/o em La tí a órbífa descrita por m ponto p /ora de uma Tela

[ sob a. ação do grupo de rotação em L3 qwe dei=ü [, ponto ü ponto, $=adü.

Assim, um círculo Lorentziano está contido num plano ortogonal a /. Dependendo

do caráter causal de Z, descreveremos os círculos de L3 como segue:

(1) No caso em que / é de tipo espaço, tomemos o grupo de rotação Os em relação a
uma base ortonormal {ei,e2,e3}, com ei na direção da rega /. Neste caso, os círculos
Lorentzianos são dados por:

«(.) r(e2sinhs+e3coshs)+c, r>0, ecC/

Do ponto de vista Euclidiano, estes círculos são hipérboles em planos paralelos ao
plano yz.

De fato: Sejam P = (3.,y.,z.) um ponto de L3 e Os o grupo de rotação obtido pela
proposição 2.2.4 (i). A órbita a descrita por P sob a ação desse grupo é dada por:

a(t) =(z., y. cosht + z. sinh t, y. sinht + z. cosh t)

Tomando se z y.cosa t -+ z.sen,h t, z y.seDA t + z.cosa t, temos

y2 -- z' =(g/.cosht+z.sinhty --(y.sinht + z.coshty =

= y3 cosh2t + 2y.z.sinht cosht + z3 sinh2t -- yZsinh2t -- 2y.z.sinhZ cosht

--z? cosh' t = (y3 -- z3) cosh' t -- (y? -- z?) sinh' t(y3 -- z3)(cosh' Z -- sinh' t)
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Logo, cy(t) menos a translação c = (z., 0, 0) é da forma y' -- z' = (y3 -- z?), que é uma
hipérbole Euclidiana no plano yz.

(2) No caso em que g é de tipo tempo, tomemos o grupo de rotação Or em relação
a uma base ortonormal {ei, e2, e3}, com e3 na direção da. reta /. Neste caso, os círculos
Lorentzianos são dados por:

P(.) (e: cos . + e, si« .) + ., com r > 0 e c C /

Do ponto de vista, Euclidiano, estes círculos Lorentzianos, são realmente círculos Eu-
clidianos em planos paralelos ao plano xy.

De fato: Sejam P = (z.,y.,z.) um ponto de L3 e Or o grupo de rotação obtido pela

proposição 2.2.4 (ii). A órbita descrita por p sob a ação desse grupo é dada por:

P(0) =(z. cos 0 -- 3/. si« 0, z. sino + y. cos 0,,.)

Tomando - se z = r.coso --y.sino, y = z.sin0+3/.coso e z = z. temos:

z'+y' =(aç.coso -- y.sinOy+(z.sin0+v.cosOy
= JÇ:COSA é? 2zayosin0 coso + y2sen20+ z2sin20+ 2zoyosin0 coso + y2cos20

= zã(sin' a + cos' 0) + y3(sin' 0 + cos' 0) = z: + y:

Logo, /3(0) menos a translação (0,0,z.) é da forma z2 +y2 = : +y: = r2, que é

um círculo no plano xy.

(3) No caso em que / é tipo /uz, consideremos Z na direção do vetor e2 + e3, onde

{ei, e2, e3] é base ortonormal de La e e3 é um vedor de taro tempo. Os círculos Lorentzianos,
neste caso,são dados por:

7(')-c+' e:+;«'(',+e;), c'm'>0.

Do ponto de vista Euclidiano, estes círculos Lorentzianos, são parábolas Euclidianas
em planos paralelos ao plano y = z.

De fato: Sejam P = (zo, yo, zo) um ponto de L3 e Oz., o grupo de rotação obtido pela

proposição 2.2.4 (iii). A órbita descrita por P sob a ação desse grupo é dada por:

7(t) -(,. -y.t+,.t, «.t+(l - Ç-)g.+ e-,., «.t - Ç-y.+(l +Ç-),.)
,.) +((,. - y.)t, «.t+(,. - y.)e-, «.t+(,. - y.)Ç)
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Logo, 7(t) menos a translação c = (zo, yo, zo), pode ser escrita na forma:

--- de isolamos t na igualdade z = (z. -- g/.)t e
2(,. - y.)

substituímos em y = z. Assim, '(t) é uma parábola no plano g/ = z.

Como as órbitas descritas pelos grupos Os, Or e OL são hipérboles, elipses e parábolas

Euclidianas, respectivamente, tais grupos são chamados, respectivamente de: (7rKpo #í-
Gru,po Elipti,co e Grupo Parabólico

2

petbóli,co,
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Capítulo 3

Superfícies de Revolução de Tipo
Espaço em L'

Neste capítulo, estudaremos as superfícies de revolução de tipo espaço em L3. Mostra-

remos que dependendo do caráter causal do eixo de revolução, tais superfícies, são obtidas

pela ação dos Grupos Hiperbólico, Elíptico ou Parabólico na curva geratriz. Obteremos,
para cada caso, a parametrização da superfície e apresentaremos alguns resultados básicos

para o estudo da completude destas superfícies.

3.1 Superfícies de Revo[uçao em ]L3

Definição 3.1.1 .As swpe7:/;'cães em L3, amuar antes pe/a anão do grupo a um parâmetro

de isometrias, q'ue dei am uma Teta Sla., são denomina,das sqperjícies de reuot'tição.

Definição 3.1.2 Uma supezfz'cie de reco/ração S , em L3, é de tipo espaço, se a métrica

induzida em S é a, m,étnica, Riemanniana.. Isto eqKiuate a. dizer que para. p ç: S, todo

u C TpS é de tipo esta,ço, ov ainda, qKe o uetor normal unitári,o é de ti,po tempo, em todo

ponto de S.

O teorema seguinte nos permite definir para cada ponto de uma superfície de tipo
espaço, um campo de vetores normal e unitário.

33
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Teorem.a 3.1.3 7bda super:/{bÍe de tipo espaço em L3 á orientáue/.

T) n r. . n q 1- r n r' n n.

Seja X : .ll/ --.> L3 uma superfície de tipo espaço. Então para todo p C M,TPA4= é
um plano de tipo espaço em L3 e (TPM)Z é uma neta de tipo tempo. Esta condição nos
permite escolher para cada ponto p C M um único vetor N(p) C (TPM)t, (lue é unitário

e aponta para o futuro. Portanto obteremos uma ap]icação ]V : JI/ .í71Í. Além disto,

para qualquer sistema de coordenadas (u, u), temos Ar = üi:l::!-ê-:ê\., que é diferenciávellx«.'\x,l
em todos os seus pontos.

Logo /V é um campo de vetores normal e unitário globalmente definido sobre M
Portanto M é orientável. l

O campo de vetores ]V : M que acabamos de construir acima, é denomi-
nado aplicação normal de Gauss da superfície M e a imagem N(M) é a imagem
hiperbólica de M

O caráter causal dos eixos de revolução é dado pelo caráter causal de seus vetores
diretores (ver Definição 2.1.3). Na Figura 3.1, estamos supondo que u é de tipo espaço ,
u é de tipo tempo e w é de tipo /uz, ou sela, os eixos 3/, z e y = z são respectivamente, de
Eito espaço,temi)o e t'uz.

Figura 3.1: Cone de luz



3.1 Superílbies de Revolução ein L3 35

Considerando o caráter causal dos eixos de revolução, obteremos a parametrização da
superfície em cada caso:

la caso: No "se 'm que o eixo de revolução é de tip. espaç., sda Q(0) =(z(0), 0, z(0)),
uma curva regular, a < 0 < b, a, b C IR. A superfície de revolução S, com eixo x, de tipo
espaço, gerada pela curva Q sob a ação do grupo hiperbólico, é parametrizada como
segue:

*',,:,-li :ú; :i::
Então,

X(0,t) =(z(0),,(0)si«ht,z(0)cosht), t c R. (3.1)

Tomand(»se a superfície S com a parametrização (3.1), substituindo 0 pelo parâmetro
comprimento de arco s de n e admitindo-se que z < 0, faremos o cálculo de suas curvaturas

principais. Observamos que, para superfícies no espaço de Lorentz-Minkowski os coefici-
entes da primeira forma fundamental são calculados de modo análogo ao caso Euclidiano

e que os coeficientes da segunda forma fundamental são dados por e ' g-i (X«, N),
/ (x.., /v) . g :(x«, JV).

Calculando-se, obtemos:

X, =(á,É sinht,,i co;ht) e X. =(0,z cosht,z sinht).

Logos g.:(X,,X,) +2' si«h' t-É' cosh'f á'-É' l,r' g.:(X,,X.)
z ,á sinht cosht -- z .à sinht cosht= OeG= g.i(Xt,Xt) = z2cosh2 t -- z2sinh2 t= z2
Além disso,

X.. =(ã,,2 si«ht,2 c'sht), X,. =(0,.à cosht,É sinht) e X« =(0,z si«ht,z c.sht).

Computando-se o produto vetorial Lorentziano, conforme De$nição 2.1.4, obtemos:

ei e2 e3

á ,à sinht .á cosht l = (--z,à,:zz sinht,--ãz cosht)
0 z cosht z sinht

X,b.Xt

Logo

lx.AX.ll z2z2 + z2z2 sinh2 t -- a2zz cosh2

í;i(;í- ;q- ,.
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Escoljfndo=se N apontando para o passado, segue que

]v = --ili;l-;i;h = (--É, t, --ã cosa t)
Agora, computando-se os coeficientes da segunda forma fundamental, temos:

e = --g.i (Xs., N') = ãz + á2 sinh2 t -- á.2 cosh2 t = ã,á -- ã.2.

Como é2 -- 22 = 1 , por derivação obtemos 2áã -- 22,2 :: 0, ou seja,

Assim,

.- g.:(x«,x') -ã,i- !2 . "''-"'' - {(.á'-á') -
3
:;

/ = --g-t(X,t, JV) = 0+ á2sinht cosht -- áásinht cosht = 01
g = g-i(Xtt,Ar) = 0+ ázsinh2t ázcosh2t = --áz.

Como as curvaturas principais são dadas por Ai :: -H e k2 :: y;, segue que
zlz = . sz 3

ki :: --:i-: = --=- e k2 :: ----T =

2Z caso: No caso em que o eixo de revolução é de tipo tempo, consideremos n(0) =

(z(0),0,z(0)), um. cur- reg«lar, a < 0 < b, «,b C IR. A s«perfície de -evolução com

eixo z, de tipo tempo, gerada pela curva n, sob ação do grupo elíptico, é parametrizada
por:

Z Z Z

post

sina

0

sina
cosa

0

x(o, t)

ou sela,

x(o, t) :(«(0)cosa,«(0)si«t,'(0)), 0 < t < 2r (3.2)

Tomando-se a superfície S com a parametrização (3.2), substituindo 0 pelo parâmetro

comprimento de arco s de Q e admitindo que # > 0, faremos os cálculos de suas curvaturas

principais. Temos:

X,=(é post,ã si«t,2) eX. =(--« si«:,, cosa,0). 1,ogo =g:(X,,X,)=é' cos't+
á2 sin2t 22:: á2--22 = 1, F':: gi(X,,Xt) = --zácostsint+zi;sintcost:: 0e
G = g:(X.,X.) = z' sin't + z' cos't - ;«2. Além disso,

X«-(ã «;t,ã .i«t,,2),X,.-(-ã ;i«t,á «;t,0) .X«-(-« «.t, t,0).
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Computando-se o produto vetorial Lorentziano, conforme Definição 2.1.4, obtemos

ei e2 e3

X,AX, =1 á cosa ásint 2 =(--«,àcost,--«ásint,--aà)
--z sina z cosa 0

Logo

Xs /\ .Xtjl = ,v'la2z2 cos f + z2z2 sln2 t -- ç2ã2

e, escolhendo-se N apontando para o passado, segue que

JV = ÍÍi;:l;hÍ = (-2 "s t, --} sin t, --á)

Assim, e = --g-i(X«, .V) = ã,à cos't + ã,à sin't à,2 = ãÉ -- á.2.

Como ã2 -t.,à2 = 1, derivando-se novamente em relação à s, obtemos 2áã 222 0,

' -. -g.: (x-, a') - ã,i - á2 . e-Z
./ = --g-:(X,., N) = --á,á si«tcost+ á,ásin tcost = 0;
g = --g.i (Xtt, N) = --a;,à cosa t -- #,à sin' t = --#;à

Logo as curvaturas principais são ki := --: e Ê2 :: --'

3' -se: No "se em q- o eixo é de tipo /a', co«sideremos n(0) =(0,y(.),,('))
uma curva regular parametrizada pelo parâmetro comprimento de arco. A superfície de
revolução com eixo 3/ = z, de tipo /wz, gerada pela curva n sob a ação do grupo parabólico

é parametrizada por:

Assim

*',,:,- ( ; ; )
ou sela)

+2 +2 +2 +2

x(',t) -(-tv(;)+t'('),(l - b')p(')+ }'('), -b-v(') +(l + t')'('))
Logo,

.J2 .l2

x(',t) -(-t(w(')-,(')), v(')-(z/(')-,('))t-, ,(')(y(')-,('))t-), t c R(3.3)
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Tomando-se a parametrização (3.3), considerand(»se que a curva Q é de tipo espaço,

- seja, Ú'(s) 2'(s) = 1, temos que o vetar t-gente unitário (Ú(s) , ,à(;)) de Q pode

ser escrito como :L(cosh(@) , sinh(é)) e, neste caso, o vetar unitário normal à Q pode
ser dado po«:E(.inh(é), cosh(é)).

Sabemos que uma das curvaturas principais de uma superfície de revolução é a curva-
tura da curva geratriz e a outra é a curvatura da órbita, ou seja, é a curvatura do círculo

1,.re«tzi-o. Como (# , 2) = ::E(si«h(Ó) , cosh(@))Ú e g-:(# , 2) , (Ú , É)) =

= g-: (Ó sinh(@),Ú cosh(@)) , (cosh(@),si«h(Ó)) = á sinh(@) cosh(@)--á sinh(@) cosh(é) =

0, seg«e que (#(.),2(')) 1 (Ú(.),É(')). Deste modo, . c«r-t«r, Én d-, c«r- ge-atroz n

é t.i q- (i,l) ú), - ;d,, A. - {

Como a ret;(y,z) +«(,à,Ú) =(y+,2,,+,Ú) i«tercepta o eixo de re«lução y = z,
segueque y+r2=z+rÚ. Entãoy z=1'(Ú ,à)er= Z- - . Logoacurvaturadaórbita

é -- l e portanto as curvaturas principais da superfície são Xa = g e A2 = ---- = -- Ú ' Ji)

3.2 Superfícies Completas

Para decidirmos se uma superfície S é ou não completa, usaremos o Teorema 3.2.5

( Hopf e Rinow) e o Lema 3.2.7, a seguir.

Definição 3.2.1 Uma variedade se«.{-Ríemann ana 'í ama variedade (]W",g),
n Z 2, em qKe M" é u'm,a ucttiedade regxtar e g é um,a métrica sobre M" com índice
u>l

Observação: Se p= len ? 2, M" é umavariedade de Lorentz ese p=0, M" éuma
variedade Riemanniana.

Definição 3.2.2 Urrza uar idade RÍemannÍana .A4' é completa se o comprimento de qaa/.
quer caminho divergente diferenciáuel X sobre M é in$vtito.

Definição 3.2.3 Seja S wma s?zperl/ã'cÍe rega/ar em IR3. t/ma cwrt;a rega/ar

7: .rc IR s é««.«g«dáic« ..+(f) é«««.«/« s .«.7(t), vtc/
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Exemplos:
1) 0s círculos máximos de uma esfera são geodésicos;
2) Toda rega contida numa superfície é uma geodésica;

3) Os meridianos de um cilindro são geodésicos.

Definição 3.2.4 Uma t;ar idade Riemann ana M á geodesicamente como/eta se para lodo
p C M, a, aplicação exponencial e=pp, está de$nida pa,rct todo u C TpM, isto é, se üs
geodésicos -Í(.t] que partem de p estão de$nidas para. todos os valores do parâmetro t C ®.

Teorema 3.2.5 r/lrop/ e RÍnomJ. Sela .44 wma uarÍedade Riemann ana coReI;a. Então,
M é completa (como espaço métrico) se e se«Rente se M é geodésica«ente completa.

r) P'-' '- " ct n P ã n-y"' Pode ser encontrada no O'Neil1 l61

Definição 3.2.6 SwponÀa q e .B e F' sejam variedades semá - R emannianas e sela / > 0

UTnCL f'uT\Ção difereTiciáuel em B. O produto torcido M = B xj F é a. variedade produto

B X F' m-id« 'Í. ''«;., «.ét,:« g (gB) + (/ . «'ya*(gF), O«d. g« . gF .ã. «

l,engates métricos em B e F, respectivamente, T e a são üs projeções de B x F sobre B e

F, respectivamente. Ou seja, se = é tangente Q B x F em Çp,qb, então,

< ",« > dr(«),d«(,) > +/'(p)(da(«),d«(«)).

Observação: B é chamado de base de M = B x.f F' e F de fibra e se / = 1, então Z? x/ r'
reduz-se a uma variedade produto direto. Assim, poderemos expressar a geometria de M

em termos da função f e das geometrias de B e F

Lema 3.2.7 Se B e F' são uarÍedades Riemann amas como/eras, então M = B x.f F' é
uma variedade Ri,em,anniana cam,poeta. para. todcl função f.

T)Olm nn q t.n r n

Se u C TPM para algum p C .A4, então como .f > 0 e F é Riemanniana, segue que

< u,o > > < dr(u),da(u) >, onde a é a projeção de M sobre B. Então, se L é o

comprimento de arco de uma curva a, segue que Z,(a) a: L(n o cv), para qualquer segmento

de a. Assim, d(m, n) a: d(«(m), «(n)) par- todo m, « em M. Port-to se {(p{, q{)} é «m.
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seqüencia de Cauchy em M, então {pi} é uma seqüencia de Cauchy em B. Como B é uma

variedade Riemanniana completa, segue que a sequência {pi} converge para algum ponto
p C Z?. Podemos supor que a seqüencia pertence a um subconjunto K contido em B.

Ente. / >: c > 0 em K. Assim, d(m, m') > d(r(«.), «(m')) p;ra m, m' C K x F'

Por outro lado, {qi} é uma sequência de Cauchy em F, que é uma variedade Rie-
manniana completa, então converge. Logo a seqüencia {(pi, qi)} converge. Portanto M é
completa.



Capítulo 4

Superfícies de Revolução de Tipo
Espaço com Eixo de Tipo Espaço

Neste capítulo, estudaremos as superfícies de revolução, em L3, de tipo espaço com cur-

vatura média constante e eixo de revolução de tipo espaço. Para obtermos tais superfícies

faremos um estudo análogo ao que Delaunay fez para o caso euclidiano, com base em l41.
Tomaremos como curva geratriz, a curva descrita pelo foco de uma cónica Lorentziana,
quando esta rola, sem deslizar, ao longo de um eixo fixo.

4.1 A equação diferencial das superfícies de revolução
com eixo de tipo espaço

Agora, discutiremos o rolamento da cónica I', obtendo assim, a parametrização da
curva n gerada por um dos seus focos.

Seja I' uma cónica de L2 e F um dos seus focos. Rolando-.se esta cónica sem deslizar

ao longo do eixo x, conforme 1.3 e acompanhando-se o foco F, obteremos uma curva n,
que será a geratriz da superfície de revolução.

Tomando-se o foco F da cónica como origem polar e r'Q., o eixo polar, a forma polar

de I', onde Q. é a origem do arco de I' dado na Figura (4.1), é dada por:

F(O) (O) ;i«h O, ,(O) «;h a)

41
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Assumindo que r > 0 e que o vedor tangente de I' é de tipo espaço, temos:

g-i(1'(0), 1'(a))= r'(0)sinh' 0 -- r'(0) cosh' 0 = --r'(0) < 0 , ou sda, o vetar 1'(0) é de

tipo tempo.

Como 1''(0) =(,'(0)si«h 0+ ,(0)cosh 0,,'(0) c.;h0+ ,(0)si«hO), seg- que

g..(1''(0), 1''(0))=(,'(0) sina 0+ ,(0) cosh Oy--(,'(0) cosh 0 + ,(0) si«h Oy=
.'(0) sinh' 0 + 2r'(0) sinh 0 cosh 0 + 7''(0) cosh' 0 -- r'(0) cosh' é? -- 2r'(0) sinh 0 cosh a--

r'(0) sinh' a = r'(0)(sinh' 0 -- cosh' 0) + r'(0)(cosh' 0 sinh' 0) = --r'(0) + r'(0).

Assumindo que o vedor tangente de I' é de tipo espaço, segue que r'(0) -- r''(0) > 0.

Seja ( o comprimento de arco de I' com origem em Qo, s o comprimento de arco de Q
com origem em Eo e Ó o ângulo orientado de Q' para o eixo x, como mostra a figura abaixo.

Pelo lema 1.2.10 segue que sinh@(0) - ((0) '- ((eo) - :c(0) e cosh .É(0) - --z(0). Logo

Q(0)
«(0)(0) - ((0o) - ,(0) si«hé(0);
,(0) «(0) cosh Ó(0).

(4.1)

Q((, o

P(a, z

Figura 4.1: Parametrização da curva geratriz
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Proposição 4.1.1 Sd« @ . áng«/. .,á.«t«d. de Q' p«« o .i- ,. Então, @ @(0) é t«/

gw. ,(0) sina 0 é àgu«/ - pr.dut. nt«n. de -Lo«nt, d. "'t., po.içã. 1'(0) co«. . «.t.,

z&n farão ÍÍI ,(0)H e consegzientemente ,

r 0

.;h m - -Zsif9:;;® .i«h'éW - 7slã;lg??8:
T) nna nn q+ pnp n .

Sejam Ó o ângulo orientado de Q' para o eixo x, P o ângulo orientado de I' para o

eixo z e a o ângulo que I' = }i;Õ faz com íl-;;lgàii ' como mostra a Figura 4.1, onde
transportamos o vetor I'' para o ponto Q. Pelo Lema 1.4.2 segue que /3 = é.

Pela Definição 1.2.6 segue que cosh'-(0) - g-i (ÍÍiW' ÍÍil). Como ljl'(0)ll - r(0),

segue que r(0) cosh @(0) - g-i (I', Í ll ) M's pela demonstração do Lema 1.4.2, temos

que cosh a(0) - sinh#'(0). Logo sinhÓ(0) - g-i(I', Í r"ll)'

f

Assim. temos:

.-:(r, ih) -
= g..((,(0)si"h 0,'(0) "sh0),('(a)'i:-h 0 -F , 0) «'h 0,(';(O\"'h 0 + '(0}si"h 0))=

nh2 0 + r'(0) sinh 0 cosh 0 -- r(0)r'(a) flosh' 0 -- r2(0) sinh 0 cosh 0
','(o) - ,' (ó)

,'(0)(si«h' 0 - cosh' 0 ,(0),'(0)
','(o) - ," (o) «,'(o) - ;' (ó)

Como g-- (I', Í 1«1 ) - '(0) sinh @(0), seg- que

sinhé(0) - '1 (0) ., c.nseqüentemente, coshé(0) =

/

,(0)
'r2(0) -- r'' rO

(4.2)

Proposição 4.1.2 0 oetor tangente a n é ortogona/ ao uetor
r'0(0) sinh@(0),,(0) coshÓ(0)).

T) n rn n n q+ p n p n.
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Como a ortogonalidade não depende do compromento do vetor, tomemos --11:=
lr'Qll

Ente. como Q'(0) = (,'(0),,'(0)), seg- que g.. ((Q', }?Q) = z' sinhÓ(0) -- ,' cosh @(0)

Mas

z'(0)- d( --ãOsinh@(0)--'(0)"sh@(0)d@ ' z'(0) - "shÓ(0) si"hçó(0)dÓ

Logo g-i(Q', }i;ã) - - d( 'inh .É(0) -- 2ê sinh'Ó(0) -- r(0)sinh@(0) cosh#'(0)d@ +

:: cosh' @(0) + r(0) sinh #'(0) "sh @(0) dÓ - d( sinh .É(0) + aÕ

c.m. ::«",'m - -üpÓIÉg;;m - - --
Assim, g.:(Q', }iQ) - d( sinh.É(0) -- d( sinh .#(0) - 0 Logo Q' l

$ sinh @(0)

l

Consideraremos dois casos:

(A) O centro de curvatura de Q não pertence ao eixo x

Com relação a este caso, temos a seguinte proposição:

Proposição 4.1.3 Se o centro de curuafzéra de Q não pertence ao eÍzo z, então

l + ,(')é(') > or(s)

Demonstração:

Sendo s o parâmetro comprimento de arco para n e levando em conta que Q(s) é lapa

espaço, ou sda, ã'(s) -- É'(s) = 1, podemos tomar O(s) de modo que

Õ(') -(ã('),2(')) -("shÓ('),sinhÓ(')), -d' o p-t' signifi" É. Por(4.1) t'mos:

d , -,(s) ~ -.à(.)cosh@(;) + ,(s)sinh@(.)Ó(.)
ds ~sinh @(sy cosh' Ó(s)

-;w==Jm+ 3Sh:: 8ú

-il:Sl:go + ,Húu).
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Logo

45

í(.) t-h @(.)(1 + ,(.)Ó(.)). (4.3)

Ainda pela l equação de (4.1) temos

((.) á(.) + f(.) si«h @(.) + ,(.) cosh @(.)Ó(.)

cosh @(') .É(')(1 + '(')Ú(;)) + '(') "sh '#(')'À(')

cosh' Ó(s) -- sina' é(s)(l+ r(s)á(s))+ r(s) cosh' é(s)@(s)
cosa ó(s)

(l + ,(s)@(s))(cosh' Ó(s) -- sinh' Ó(s)

cosh é(.)

Logo

((.) l + ,(.)é(.)
cosh Ó(.) (4.4)

Como ((o) lr'(z?)lido (o) - ,''(o) aa, :.g- q-
Qo J 8a

/,'(0)-,''(0). 1.ogo (''(0) -,''(0) .,'(0) +«''(0)

- (:r(g +($p(Zp,-;ü-, ,'m(g -(:r+(â)'.

0

('(o)

,'m(gr
1,0a0

Assim,

ó(') - ;lb«(é)'(') + (f)'(').

(4.3) e (4.4) segue que Ó(s) = =il=V(seca'Ó + tanh' é)(i + ,(s)V'(s))'

(4.5)

Usando-se

Logo

'u - ü-yEPW.

C.m. r(o) - «'"(o) -2(0) > 0 ' é(') - g

é(') - -!:::Í-11110 ? O, V. c R.
Logo

(4.6)

segue de (4.4) e (4.6) que

l + ,(s)é(s) ? 0, V. C R. (4.7)

Soam s o parâmetro comprimento de arco de Q, Q(s) = (cosh Ó(s), sinh Ó(s)) e ,7(s)
(sinh Ó(s), cosa é(s)) o vedor normal unitário, à curva Q.
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A curvatura de Q é dado por kn(s) = llÕ(s)ll, mas como

Õ(s) =(sinhÓ(s),cosh@(s))é(s), segue que llÕ(s)ll = 'vl(sinh' Ó(s) cosh' Ó('))é'(s)l =
Ó(.)l. Porta«to AQ(.) = lé(.)l.

O centro de curvatura de Q é dado por: O'(s) = n(s) -- i-l--77(s). Então
kn(.)

C'(') -(((')-(('o) -'(')'i"hÓ('), '(')"sh@(')) - " (sinh'ó('),"shÓ('))

- («4 - «.a - ,H :í«h ów - l:lli0., :(!.\:El@ÇIU «;h ÓH)

Como C(') ( O, Então ,(') - l 't" '(') qb(') ..;h.é(') :# 0. L'go i+,(')IÓ(')l # 0, ou

sqa, l+,(.)@(.)#O e l ,(;)@(.)#O.

Portanto de (4.7) segue que l + I'(s)Ó(s) > 0 e :l-:

l

Observação:

Da proposiçã-o anterior segue que 0(s) = - rr.Ü > 0 e portanto a solução

0 = 0(s) = / ::7=-(i + r(s)á(s)) d' é uma função mo«ótona de s. Logo escre-ndo s em

termos de 0 e substituindo em r = r(s), obtemos novamente r = r(0).

Agora, seja. S a. superfície de revolução cuja geratriz é a. curva Q obtida. acima. Do
capítulo 3 temos que as curvaturas principais de S sã.o dadas por:

bl
Z

Z -e::f:SiÍP- ú(')
e k2 =

Z

Z
cosh Ó(.) l
.,cosa Ó(;) ,(.)

Conforme jll, a curvatura. média de uma. superfície S, em L3, é definida por

a'(') - -lí(k: + A,).

Nestecmo, x=--li(--Ú(')+ 1 )-
,(.)ó(.) - l

2,(.)
Assim, temos o seguinte teorema.:
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Teorema 4.1.4 Sel/a S a supe77z'cie de rez;o/ ção gerada pe/a czlrua . Se o centro de
curuütuta de ç\ não pertence ao eito =, S tem curuatqra média constante se e someTtte se

a, junção rt0) satisfaz a equação diferencial:

áo«o - i(á/«o' - "i }l:l;. (4.8)

T) . 1.. . «. a+ '" n p n n'

Seja S a. superfície de revolução gerada pela curva n, cujo centro de curvatura não

pertence ao eixo. Pela proposição 4.1.2 temos que L-it-;l:li4(.:) > 0 e por (4.7), temos:

dr
ds

g
== nhÓ(l + rÓ) .

r

l,oao
.IH-
--l;b - tanh @. (4.9)

Disto segue que :l;Í(/nr) = --tanh Ó. Derivando-se novamente esta expressão em
,.l,,;n à O t......

;l;-(i"') -('«A'ó)S::* :l;(i"') -(-i+ t-h'é)$.

Portanto ;l:(inr) - (tanh'4'-- 1)'@ -::> 'P(Inr) - (tanh'@-- l)T'É , ou

sda, ã@(Inr) -(tanh'@--l) rÓ Finalmente d2(Inr)-l(jãlnr)'--ll rÓ .

Segue de ISI, página 165, que a superfície de revolução gerada pela curva n tem cur-

vatura. média h constante se e somente se Q, dada como o gráfico da função z = ./(]ç), é

solução da equação diferencial á,2 -- ,àã + - = A

S r

Z

Observemos que .17 = !-!;-:-! satisfaz esta. equação. Logo a. superfície S tem curvatura

média constante e da. expressão do H segue que ré = 1 +2r#. Portanto a função r = r(0)

satisfaz a. equação diferencial (4.8).

Agora, sejam I', uma cónica. dada em coordenadas polares pela solução r = r(0),
da equação diferencial (4.8) e Q, a curva gerada. por um dos focos de I' quando esta.
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rola, sem deslizar, ao longo do eixo z. Vê-se, facilmente, que Q pode ser vista como o

gráfico da funçã.o z = /(z). Seja Ó, o ângulo dado pela Figura. (4.1). Por (4.9), segue

que --!dr . tanh Ó, ou seja, :lâ(/nr) - -- ta-nh @. Derivando-se esta equação em relação
a. temos:

;l;o«o - (;«h'ó)S,
g,o« o - i(á i« d'

l)dÓ, que é equivalente, a.ou sela) (tanh2 @ -

@.
'''''' do

e

rÓ = 1 + rJlí. Isto prova que Q é solução de Ó -

r = r(0) satisfa.z a. equação (4.8), segue que
«Ó

do l+,ú
Z #
Z

ainda. : = á,2 -- 2ã + Portanto

H é constante.

l

Afirmação 4.1.1 .4 se/wção de Íy.X) é ;:(ã} = a cosh 0 + b sinh 0 + c, r > 0,

onde

)H, h2 /1 a, b, c c R

Demonstração

Sejamu=lnr e u=2d' Idr. Então :lí2 .du dudu du

De u = Inr segue que r = e". Substituindo-se em (4.8) temos:

«: - («' -u({-:-Íl;:) -:» ái«(«'''~2 + 2]7e"' du '"~' ''

Integrando-se em relação a. u segue que

'«(«'-n -'/(i-:iÍl;;) '«:

({-;;:) '« -'-

.i« .[ .l#:l:...IE-} '«

= « + 1«(1 + H.") + c-
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Portanto

«, 1«(1 + #'") + ':l :-:+ , - 'V/i + k.«.In(l + He')

então

l dr
iÜ - Vi+ k."."'L' ''' ''' J - v'i + k,(l +'x).

e

Mas

'u

49

l+k,(l+,#

Integrando-se em relação a. 0 segue que

«Vi + k«(i + ,x)

0+c: = in(2v''l =Ar+kHT'--Ar--2) --lnr

i« (2vn'21F;';:ã;'

Fazendo-se e'- = c, isoland(>se a raiz quadrada e elevando-se ambos os membros da
igualdade ao quadrado temos:

((ce'+k)r+2y = (2«1 -t ;«- -t- rXr2y -:> (ce'+kyr'+4(ce'+A)r+4 = 4(1+kr+kHT')

Logo

4À;#r2 = (ceo + A)r2 + 4ceor -:> r =
4ceor

revendo a igualdade acima temos:

- abokx ''." «'-kD

= ;1(4ka - k')''' - ce' - 2kcl

. .:..+ (44lg:#lTI.-.
/l H . n

r

Reesc

Logo
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Sabemos de E.D.O que, toda solução da forma cimo + c2eo pode ser escrita na forma.
acosh0+Psinh0, com cl::ci +cz e/3::ci --c2.

Assim, a. expressão acima. pode ser escrita nesta forma, ou seja,

1: - ( - ;1 + ee-el:f--êa-) «;h O + (
Portanto

-- = a cosh a + b sina a + c, onde

. (4k#- k') - c (4k# -A')
-ã+' '-

r

Além disso,

«' ; -- avL::-wr - ( - ;

k2

4

- -4 IÍ ({i1}4;i.}0 :l - -AH' - 2.x.

Portanto 2c.f/ = a2 -- b2 -- c2

l

Discutindo-se as soluções em termos das constantes a,b,c temos a seguinte proposição

Proposição 4.1.5 .4 cwrua I' origina uma super/z'c e de rez;o/wção com cüruat ra média
constante e ei,=o de til)o espaço se e somente se r(0) é de uma. das sega,iates formas:

W ,(0) - j;, "m # - -f, (' :# 0);

Í//) ;lb -! .X«;h(0 + p) + ', "m À > o, # - Õ:jl-<, (' # o);

W/) ;lb- -! À;i«h(0 + p) + ', "m À > O, # - :(Àli;-=?}, (' # 0);

í/u ;à- «.'+' .« «.-'+' «« x- ?-,«:#Q.

Demonstração
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Considerando-se c = 0 na Afirmação 4.1.1 e r(0) > 0 temos:

7=T = acosh0 +bsinhé) e 0 := a2 -- b2. Assim, ó2 :: a2 e ó =-- a. Logo, há duasrl r7 1
..l..,Ã...

-rVVU -

;&J=a(cosh0+sinh0) - ae0 e l =a(sinh0--cosh0) -ae''.

Estas soluções serão excluídas, pois os vetores tangentes a I' em cada caso são de [Ípo

/zlz. De fato, no primeiro caso, temos

-m . ( (=,=) -G;,:=---)
.-40 .-40

P"t-t' g-:(I''(a),F'(0))-- -=i- -=i- =0

A-l'g'me«te p''' 1'(0) -(=:la-, =;=-) tem« g-: (1''(0), 1''(0))- 0.

Considerando-se c :# 0 e r(0) > 0 temos:

.Se a=Z)=0 :::> ;:(ãJ=c -:> r(0)- c e 2Hc'-c' :::> H=-2 '

. se a=o,b#o :::> ;ibj=bsinho+c -::> ;jbJ--:Àsinh(o)+c
À > 0 e 2.f7c = --b2 -- c2, ou sqa, 4JÍ := ----

Se duas curvas I'i e I'2, simples, diferem por uma transformação Lorentzíana fixando

a. origem, então as curvas resultantes Qi e Q2 geram superfícies de revolução congruentes.

Assim, a equação ; (0) - ' Àsinh 0 + c gera uma superfície de revolução congruente à

gerada pela equação ;lb. =-= À sinh(0 + p) + c-

e se a:#o,b=o -::> ;jãj=acosho+c -::>
À2 C2 . ,. À2 C2

2c ' ' ' 2c

Pela mesma razão anterior, a equação ;(0) - acosh0 + c gera uma superfície de

revolução congruente à. gerada pela equação ;lb} = a cosh(0 + p) + c.

Z,-!a:#0 ::::> ;llij=a(cosh0+sinh0)+c -:> ' -ae'+c ou

2 .2

C

l
,(0) À«sA(0) + c, ,X > 0 e

'2.t-{ c

;:Í4- = «' -t- ' 'u
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;lbÍ = a(cosh0 -- sinh0) + c e, neste caso, ;:(ãJ = ae-' + c, onde # = -1=
Portanto, I' origina uma superfície de revoluçã.o com curvatura média constante se

7'(0) é de uma das formas acima.
l

(B) O centro de curvatura de Q pertence ao eixo x

Assim, temos o seguinte teorema:

Teorema 4.1.6 Se o centro de c rt;atura de perterzce ao eãzo #, a stépe7:/%'cÍe S de
reuotução com eito de tipo esta,ço tem clruatura média covtstctnte H :# q se e somente se

é congr'u,ente üo hiperbotóide:

z'+y' z' ;> 0. (4.10)

T) n -l n ]l c+ ]. n r' n n.

Se o centro de curvatura de Q pertence ao eixo x, claramente, 1 + rÓ = 0.

Logo Ó = - . Como a. curvatura média de S é dada. por 2.17 = Ó -- - segue que .llr

Portanto, por integração, temos é = //s + é.. Tomemos, então
7'

é

(á , ,à) = (co.A(#' + é.) , 'ánA(#' + Ó.)). Logo Q é d,da por

(« , ,) - püu;--!w , e4úlÍtw).
Portanto a. superfície de revolução gerada por Q é

X(' , t) -(Ülb(!;Í.t.44. , !eg!(l:.J.4a ;i«h t , ""u" ''J «;" 0

z' + g2 z' =E!e(g!.!@4 ..;h ' ..172 uvuAI u -
cosh' t) =
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segue que a superfície S é congruente ao hiperbolóide (4.10)
l

Agora, resumiremos (.4) e (Z?) no seguinte teorema

Teorema 4.1.7 raJ Sda Q ma c rz;a de lira espaço rzo p/ano az ta/ qae o sea centro de
czruatlra não pertence a.o eito =. Er\tão Q su,perjíci,e de teuolzção gera.da pela rotação de

n em torno do eito = tem curuatKra medi,ü constctnte se e somente se n, é gera,dct Feto foco

de »ma qvündo ssa parte de tipo espaço é rotctdct, sem desliza,r, a,o longo do eito =;
(b) Se:jü n Kma czruü de tipo espaço no plano =z tat qze o seu, centro de c'üruatura pertence

üo eito 1. Então a sl perjície de reuot'ração com geratriz çl tem cxruaturct médi,a, constante

se e somente se á congruente ao /z perco/ÓZde z2 + y2 -- z2 = iíê., z > 0.

4.2 Quádricas de tipo espaço no plano de Lorentz
Minkowski

Mostraremos, nesta seção, que cada curva I' dada pelas equações polares ({) --} (iu)

da proposição 4.1.4 é parte de uma curva quadrático e que há diferenças nos gráficos,
em especial, no comportamento dos focos e das diretrizes das cónicas Lorentzianas em
comparação com os gráficos análogos da Geometria Euclidiana. Explicitaremos, também
o domínio da função r(0) em cada caso.

(1) Consideremos a equação da forma r(0) = !,c > 0.

Neste caso, a curva I' é parte de uma hipérbole Euclidiana contida no plano xz, pois

d' 1'(0) =(!sinh0,i"sh0) seguem- z' ,'= ---

Como r(0) > o,vo C R e z''(a) -- z''(0) = =(cosh'(0) -- sinh'(0)) = d > o, seg«. que

r está definida para todo a real.

C

(11) Consideremos a equação da forma ;ib == À cosh 0 + c, com c > 0 ou c < o.

Para classificarmos todas estas curvas, tomemos d = ! > 0 e c = i2 > 0. Então
À ' ' lcl

temos:
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I') Se c > 0 e 0 < c < 1, a equação polar é da forma

, . l cosh a l
,(o) d ' .d
Esta equação pode ser reescrita como c(d r cosh 0) = r, cujo significado geométrico

é o seguinte:

Denotemos a origem por P' - (0,0) e consideremos a. reta de tipo espaço L : t; = d.

Nossa equação mostra (lue I' consiste dos pontos P = (r(0) sinh 0, r(0) cosh 0) abaixo da
reta. L, tais que sua distância à. F é c vezes sua distância à reta L, ou seja, I' é uma cónica
Lorentziana.

De fato,
d(P,F') = llF$11 = 11(rsi«hO,rcosh0)ll = , e d(P,L) = d(P,,4) = d ,cosia, onde

.4 si«h 0,d). Logo d(r',F')

Como 0 < c < 1, a cónica [' é uma. e]ipse Lorentziana.

Agora, fazendo-se uma mudança. de coordenadas, mostraremos que I' é parte da
hipérbole Euclidíana:

Ê+;-l, «m« Z,y'Í:?,,>. (4.11)

e está estritamente entre as intersecções, G: = (--d, !) e GZ = (d, 1l) da hipérbole com a
neta L.

Considere a transformaçã.o de.coordenadas de modo que, nas novas coordenadas, u e
v , f' =(0,Z,c) e que L : u = =, onde d= Z,(=---c). Sendo(u,o) o novosistemade
coordenadas , temos:

e
rsinh 0;
r cosh 0

Então ,

«' .(,+b.y -,'+(,'+2,ó.-+ó'.')(i-.')
b'(1 - .') ' b' z,'(1 - .')
.Jç2 + z2 + 2zbc + b2c2 -- c2z2 -- b2 -- c4

b'(1 - .')
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Usando-se as novas coordenadas na expressão acima, temos

r2 sinh2(0) + r cosh2(0) -- c2r2cosA2(0) + 2bcr cosh 0 -- 2bc37' cosh a + b2c2 -- b2c4

b'(1 - .')
,'+ 2b(1 .')«cosh0 '','co.A'(0)+b'.'(1 - .')

z,'(1 .')
r2 + 2dc2r cosh 0 -- c2r2cosA2(õ) c2(d I' cosh 0)2 + 2dc2r cosh 0 -- c2r2cosA2(0)

b'(1 - .') b'(1 .')
.'a'+ó'.'(i- .') ó'(i-.'y+ó'(i-.') . '

b'(1 - .') z,'(1 - .') ''

Logo, I' satisfaz a equação da hipérbole Euclidiana (4.11)

A intersecção da. hipérbole (1) com a teta L é dada. por

b
'z ')

C
Z2 Z2

l

Assim, para obtermos x, fazemos

Substituindo-se o valor de a , obtemos:

z' - {i:(!il;!i:r, ou sda " - IZ'(;l--c) e p'rtanto r - t d. Logo Gi G,

As retas F'Gi e F'G2 são de tipo /uz tangentes a. hipérbole

Além disso.
.#

"(0) - . t . ..s«« > 0,
V a CiR e ,'(o)

(l + c cosh0)'' Logo

,'(o) ,''(o) c4d' sinh'(0) c2d2(l+ ccoshay -- c4d2 sinh'(0)
(l+' cosh0)'(1+. cosh0)'(1+. coshOy
.'d'(1 + 2. co;h 0 + .'co;A'(0) - .';inA'(0))

(l + . cosa 0y

- ''"ÍI l :'.=1'Ã: ''' ::» .,

c2d2

VO C IR. Logo, r está de6nida para todo a real
c r/ al ,l k. ÉJ

lim «(0) =
0-..> Ê' oo

entre Gi e G2.

Como lim
p..}'i' . 1 + c cosa é?

üd concluímos que I' está estritamente
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Observamos na figura (4.2) que esta elipse Lorentziana tem aspecto de uma hipérbole
Euclidiana. e que há diferença na aparência do foco F e da diretriz L da hipérbole Lorent

ziana em comparação com a. da hipérbole Euclidiana.

(o,b.

Figura 4.2: Elipse Lorentziana

l cosh(0) . 1
(ii) ;(Ü -
Reescrevendo esta equação na forma. r = c(d + rcosh 0), concluiremos, de modo

análogo ao caso (i), que I' é uma elipse Lorentziana e descreve a mesma curva que (i),

exceto, que devemos tomar i7 =(rsinh 0,0,rcosh 0), onde F' =(0, --Z,c).

Neste caso, 0 está. definida no intervalo IZn. c, /n ! 1, pois:
cd . . ... e0+e-0 l

r(0) - 1 . ccosh a > 0 '+::> 1 -- ccosh0 > 0 -e::::> ::'--f-- < -- <:::>

20 r').0 1 , / n l + ..,/í -?
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Fr/0\ cadslnh0 e r2 r/ -- c2d2 c4d2sinh0
-s""J- ' ' ' iÓiii;Óli li-éiÓii;Ó)à

c2(/2(1 - 2ccosh 0 + c'cosa'(0)) > o .+::::> 1 + cz cosh' 0 -- 2ccosh 0 > 0
(l .cosh é?y
eo + e a

1 + .' - 2.(=:--!;=--) > 0 «" -(.'+1).'+.>o Znc < 0 < /n--
C

Da intersecção das condições acima segue que

2g) Se c < 0 e 0 < € < 1, a equação polar é da forma

,.~ l cosh(0) 1

,(o) d 'd
Neste caso, a curva I' é de tipo tempo e será estudada no próximo capítulo

1 -- cosh a

(ii) ;R - 'j:
Nestecaso, nãoexistel',poisa(0)= '.cd <0

3g) Seca 0 e c=1, a.equação polaré deforma:

l
cd

VO C IR

l cosh0 1
,(o) d ' d

Esta equação pode ser reescrita na forma r := d -- r cosh 0. Denotando-se por

F' = (0,0) e considerando-se a rega L : D = d a equação acima. mostra. que I' consiste

dos pontos P = (rsinh 0, r cosh 0) abaixo da reta L, tais que sua distância a F é igual sua
distância a reta L, ou seja, I' é uma parábola Lorentziana.

De f;to, d(P,f') = llF$11 = 11(rsinh0,«o.AO)ll =« e d(P,L) = d(P,.4) =

= d-- rcosh0 = r, onde Á =(rsinh0,d). Logo d(P,F') = d(P,Z,).

Agora, fazendo uma mudança de coordenadas, mostraremos que I' é um arco da
parábola Euclidiana

(4.12)

com extremos nos pontos Gi

parábola. com a rota L.

e G2 = (d, "), obtidos pelas intersecções da
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Consideremos uma transformação de coordenadas de modo que e que

Sendo (u, u) o novo sistema de coordenadas, temos

d e
u = z --

2

z = r sinh a;

z := r cosh é?

u2 2du = 0

Usando-se o sistema de coordenadas (z, g), temos

«'-2d« {)-«' 2d,+d' si«hOy-2d(«cosh0)+d'-
- r2sinh20 -- 2drcosha+ d2 == r2(cosh20 -- 1) 2drcosha+ d2::
- r2 cosh2 é? -- 2dr cosh 0 + d2 -- r2 = (d -- r cosh a)2 -- r2 = r2 -- r2 = 0

Logo, I' satisfaz a equação da. parábola Euclidiana (4.12).

Notemos que a intersecçã.o da parábola Euclidiana (4.12) com a reta L é dada por:
l 'u == --

l u :: .ü'
L ' 2d

Logo l u2 :: d e u2 :: (Z2, ou seja, u = :Ld o que fornece os pontos

. a, - (a, l;).

Alémdisso,r(0)- d >0,VOCIRer'(0)- ''í;nh0 .L.g.,

r'(0) -- 7'''(0) - (!2(2 -F 2'' s/z(0) > 0, V 0 C ]R, e r(0) está definida para todo 0 real.

Como lim z(0) = li
U--+ 'L 00

entre Gi e G2.

Observemos na. figura 4.3 que esta. parábola Lorentziana. tem o mesmo aspecto de uma.

parábola Euclidiana, mas há diferença no posicionamento do foco e da diretliz em com-

paração com o que ocorre na Geometria Euclidiana.

dsinh0
' lm Í:f--;l;;;i--ã = üd, concluímos que I' está estritamente
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Z

59

F'(0, -{)

Figura 4.3: Parábola Lorentziana

mà - :TW -- 3
Como de«mos ter «(0) > 0, est. c-se «ão ocorrerá.

1 -- cosh 0 > 0 . À/las isto é impossível, pois cosh 0 > 1, V a C R

Portanto, I' não existe pala este valor de r(0)

4g) Se c < 0 e c = 1, a equação polar é da forma

':,Ü -T - i.
A curva definida por esta equação

estudada no próximo capítulo

'::, à - -# - i.
Neste caso, não existe I', pois r(0) = 1-- -:l;;--= < 0, V 0 C R.

polar tem vetores tangentesde tipo tempo e seráe 1'

De fato

cosh 0
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5Q) Seca 0 ec> 1, aequaçãopolar éda.forma:

l cosh 0 1
(i) ;(©- - -::::ã-- + ã

Neste caso, I' é uma hipérbole Lorentziana(ver Figura 4.4).

Agora, fa.lendo-se uma mudança de coordenadas, mostraremos que I' é um a.rco da
elipse Euclidiana.

F'''ã:--", «m«-'~'?':'í 0.'D
com extremos nos pontos G': = (--d, =1) e G2 = (d, ::l!), obtidos pelas intersecções da

elipse com a. neta. L.

Consideremos uma. tranformação de coordenadas de modo que F' - (0, -:) e que

Z, : t; = =1, onde d = bc -- !. Sendo (u, u) o novo sistema de coordenadas, temos:

'ü :: zl

o := z -- Z)c

C

e
z = r sinh 0;

z := r cosa 0.

ETltãO
)

«' .«' «' .(,-b.y «'+(,' 2,ó.+ó'.')(.'-i)
«' ' z,' b'(.' 1) ' z,' b'(.' - 1)

za+z2+2zbc b2c' +c'z2 --b2 -- c4

b'(.' - 1)

Usando as expressões de x e z na equação acima obtemos:

r2 sinh2 a -- r cosh2 é) + c2r2 cosh2 a + 2bcr cosh é? -- 2bc3r cosh 0 + bôca -- b2c4

b'(.' - 1)
--r2 2b(c2 -- l)crcoshé)+ c2r2cosh20 + b2c2(c2 l)

b'(.' - 1)
--r2 -- 2dc2r cosh + c2r2 cosh2 é?

b'(.' - 1)
--c2(d rcosh0)2 + 2dc2rcoshé? czr2cosh20

b'(.' - 1)
-.'d' -F b'.'(.' - 1)

b'(.' 1)
ó'(.' - íy + ó'(.' 1)

b'(.' - 1) ''

'/
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Logo, I' satisfaz a equação da elipse Euclidiana (4.13)
Sua intersecção com a reta L é dada por

Logo u2 + b2 :; 1, ou sqa, u2 :: ----:lÍ--. Portanto u=

Os pontos de intersecção são, então, dados por Gi - (--d,

-),ou ainda,

a,- W,!).

Como r(0) está definida pala todo 0 real segue que . lim #(0)
cluimos assim que I' está abaixo da rega L, entre Gi e G'2.

J:d e z < 0. Con

Z'2

Z

Z'i

I' com F

I'' com F

Figura 4.4: Hipérbole Lorentziana

':',Ü - -P *L.
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Neste caso, I' representa a. mesma curva que no caso anterior, exceto que devemos

tom;r r''F' = (,si«hO, ,cosh0), onde -F' = (0 , --b').

6g) Seca 0 e c> 1, aequação polar édaforma
l coshé) l

,(o) d 'd

Fazendo uma mudança de coordena.da.s, mostra-se facilmente, que I' satisfaz a equação
da. e]ipse Euc]idiana(4.13). Acém disso, a função r(0) está definida no interva]o l ]n =- , in c [

De fato:

,(0)- t..sna >0
ce20 2eo + c > 0 -ê::::::> 0

-i + . «;h0 > O -:» -i + .(sl\-s--) > O
elR. Como r'(0)- "'' segue que

c2d2 c4d2 slnh2 0

(-l + .cosh 0)' (-1 + .cosa 0)'
c2P(1 -- 2ccosh 0 + c2 cosh2 0) -- c4d' sinh' é?

(l - . cosh 0y
c2P(l + c' -- 2c cosh 0

(l .cosh 0y

-'(o) «''(o)

Assim, r'(0) -- r''(a) > 0

(111) " -Àsinh0+c, c>0ou c<0.

l9) Quando c > 0 e c > 0, a. equação polar é da. forma:

l+c2 2ccosh0>0 +:::> In! <0< Inc
C

,. l sina 0 1
(i) ;il© - ::7

Reescrevendo esta equação na. forma r = c(d -- r sinh 0) e fazendo uma. mudança de

coordenadas, mostraremos que I' é parte da hipérbole Euclidiana

U' D"
r + -n = 1, com b = a

com extremos nos pontos Gi e G2, obtidos pela. intersecção da. hipérbole com a.s re-
tas Z,i : z = : 1.'2 ' --

Clonsideremos uma transformação de coordenadas de modo que r' = (--ac, 0) e

CC

(4.14)
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Z, : t, - !, onde d = a(! + c). Sendo (u, u) o novo sistema de coordenadas temos

'ü == z -- a cl
e

z = r sinh a;

z := r cosh é?

Então ,

U2 D2
+ »-

(« « .)' . .
«' ' «'(1 + .')

--z2 -- c2z2 + 2a zc -- a2 c2 + 2a c3z -- a2c4 + z2
«'(1 + .')

--r2 sinh2 0 -- c2r2 sinh2 0+ 2acr sinh 0+ 2ac3r sinh 0 + r2 cosh2 a

«'(1 + .')
«'(1 + .')'(1 + .' - .')

«'(1 + .')

2

a2(c' .')

«:(i + .'y «'.'(i + .')'

«'(1 + .')
- 1

Temos

r(0) - 1 + . sinh0
ce20 + 2eo c > 0

cd >0 1 + c sinh0 > 0 : -- .({; ::, ' -*
1) > tn, e.

-- c2d cosh 0

(l + c sinh 0y ' segue que
Como ,'(0)

,'(o) - ,''(o)
ead2 eA da colha 0

(l + . si«h 0)' (1 + .si«h 0y
c2(12 + 2c3d2 sinh 0 + clcl2 slnh2 0

(l + . si«h 0y
c2d2(l c2 + 2c sinh0

(l + . si«h 0y

c4d2 cosh2 0

Assim,r'(0)--r''(0) > 0 '+-:> 1--c'+2c sinh0 > 0 '+::::> 1+2c((20 " l

c e20 + (l -- c2)eO -- c > 0 .+::::> 0 > /n c

c2 > 0

Logo , r(0) está definida para 0 > Zn c. Além disso,

,.}= . "m - ,.9'= . i.Í';;$m - --; -.r " .
e

.H sinh0 a

.J!=, '(o) - .J!=, Íl-T:=im
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Portanto ]'estácontidaentreas retas Z,i : a; =--!+a c e l2 : z= !+ac

Observamos que, sem fazer restrições pala c > 0, obtemos que I' com equação polar

;:i©- = ::Ü:l!-e + i;L é parte da hipérbole Euclidiana (4.14), ou seja, este é um caso em
que a elipse(0 < c < 1), a hipérbole (c > 1) ou parábola (c = 1) Lorentzianas tem aspecto

grá.fico de uma hipérbole Euclidiana.

C C

F'(-« ., 0) L. Z' Z;,

Figura 4.5: Hipérbole Euclidiana ( L: diretriz 3 = ;)

2Q) Quando c < 0 e c > 0, a equação polar é da forma

l sinh 0 1
,(o) d . d

Neste caso, I' é de tipo tempo e será estudada. no próximo capítulo

Finalmente estudaremos o caso em a. equação polar é da forma:

(IV) ;7;--«''+', «m«:/0 ..:#0.

para. isto consideremos ,4, B > 0, de modo que a equaçã.o poça-r acima. é dividida. em três
casos:
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m ;h - .'l.-' + B
Reescrevendo esta equação na forma r(0) - ãe-o .t. B' temos que r(0) > 0, VO C R e

,'(o) - t.ã:;4=ãp' ''g'

,'(o)-,''(o) - --;-!:-;. .'1'." (.4.'+ By -.A'."
-- /4#-D\ =

: ,-\u.n%'"-,y$'»., ''«

V

Portanto r(0) está definida para todo a real

Tomandoa >oek > OtalqueB= 2;eÁ= 11-Ílie,temosr(o) - l

Assim r(2vãa+2keo) = eok' -::> k' = r(2vãae'o + 2A). Somando --2Ar+r' a ambos

os membros, obtemos k2 -- 2rA + r2 = r(2vãae'o + 2A) -- 2rk + r', ou seja,

(k-,y 2«2ae 0r + r2 (4.15)

9 1
''«' ' - ;l, - ;'j', i

conseqüentemente k -- r > 0.

Logo de (4.15) temos:

B l
e

2 r +.'' * ;, '':«. -«. ! » { '

& = v2.v/2are-o + r2 + r. (4.16)

A interpretação geométrica de (4.16) é a seguinte. Se P = (r sinha,rcosh0), então

liÕ7it, onde O = (0,0). Consideremos o ponto O' = (--«ãa, .«ãa). Então
O'P.= (r sinhé? + «ãa,rcosho + vãa). Assim, ljO'Pjl = v2vãare'o+r2. Logo
IÕ$11 + 11Õ711

Usando o sistema de coordenadas de tipo /uz {u,t;} tal(lue O =(a,0) e O' =(--a,0),
mostraiemos que I' é o ramo superior u > 0 e u > 0 da hipérbole Euclidiana.

8Ã;2uu -- 16a2o2 = k4 (4.17)

com assÍntotas u 0 e k2u = 2a2u
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Consideremos a transformação de coordenadas

' = : " '.:7; ''' '
' ?í''a'

Então,usando (4.15), obtemos

8Azu-u 16a2uu - 8k'(-T + ar-7i) -- 16a'r'!;--- =

= 8(2'«2are'0 + 2É;r)(-T + ÜT'-o ) -- 8a2r2e'20 =

- 8v'2ar3e'o + 16a2r2e'20 + 8kr3 + 16akr2gç1; -- 8a2r2e'ZO =

:: 4r2(2«2are'o+ 2kr)+ 8akr2e'o + 8a2r2e-20::
- 8a2r2e'20 + 8v2aÃ;r2e'o + 4Ar2 =

.''+2k,y -
k4

Observemos na. Figura 4.6 que u = 0 é uma assíntota. da. hipérbole. Além disso, pela.

intersecção da hipérbole com a. rega u = a segue que G = (a , i:). Logo a. intersecçã.o da

rega u = a com a outra assíntota é Q = (a , =-). Portanto a equação desta assíntota é

2

w;h - ".-' - '.
Neste caso, de maneira análoga. ao caso (i) anterior mostra-se que I' é parte da hipérbole

Euclidiana. (4.17), mas é de tapa tempo e porta.nto será. estudada. no próximo capítulo.

0i0;Ü -
Neste caso, usando O' = (--a,0) como origem, ou sda, O'/' = (r sinh0 , r cosh0),

mostra-se facilmente que I' representa. a. mesma. curva obtida no caso (i). Além disso, a.

função r(0) está definida no intervalo l in --a- , +oo[, pois

r(0)- " >0 '+::> --,'1e'"+B>0 <::+ 0>ln". Alémdisso
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,'ro) '' .
(-Á.-'+ B)'

04e

67

,''' ''' - nh=;,4%à,- ':=:i?;;"
(-.4.-'+ By (-.A.-'+ B)'

Logo ,'(0)
.n

r''(0) > 0 -ê::::> .2,4Be'o + .B2 > 0

Figura 4.6: Hipérbole Euclidiana

4.3 Caracterização e estudo da completude das su-
f'b/-+ 'S 'B # + 'B l

perfícies de revolução com eixo de tipo espaço

Nesta seção, resumiremos as seções 4.1 e 4.2 no teorema 4.3.1 e estudaremos a
completude das superfícies de revolução de tipo espaço, obtidas acima.
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Temi'ema 4.3.1 .As super:/Zcies de reco/ração, de tipo espaço, com cura;atura média cons-
t,ante H em, La , obtidas pela, rota.ção de ns ÇO) a,a longo do eito =, são da.dcts l)elas equações

polares:

S.) r(0) = Í:;-=:;1;i;-i, VO C R, c = 1, H = 0;

S-) ,(O) R, O < . < 1, #

S,) '(0) - Í::ll:;in' in ' < 0 < 1« !, 0 < . < i, #

S;) '(O) = Í:Íf:;i;im, VO c R, . > i, #' FJ ] ]--c2
S.) '(0) = ::i-:i:;::l;in, in t < 0 < in ', ' > 1, H - --ã:li-;

l

c - .
S;) '(a) - =, VO C ]R, H' c # ';

Sõ) Q.(0)ádadaporz' z'=lP, z<0,VOAR,H#0;

s.) '(o) - i;:l:li;iü, o > i"., . > o, # - -s;+ i;
S8) r(0) - ;..o .+ .:' VO C R, a > 0, c > 0, # = -Í-;

s,) '(o) - .:i;:lí;=, o > :« --, « > o, . > o, H

e2 l
2cd '

Observemos que a. superfície S6 corresponde à superfície do Teorema. 4.1.6.

Sabemos que uma superfície de revolução pode ser vista como produto cattesíano da.

curva geratriz Q pelas órbitas. Então para estudarmos a completude dessas superfícies,

basta mostrarmos que a curva geratriz Q é completa, já que, claramente, as órbitas (os
círculos Lorentzianos) são completas. Por outro lado, Q(0) é uma. geodésica em S e se é
não completa, a. superfície é não geodesicamente completa e consequentemente S é não

completa.

Agora, observando que a curva geratriz, em cada caso, é uma. geodésica. da superfície,

temos o seguinte teorema:

Teor'ema 4.3.2 .4s únicas stépe7:/ícíes de reco/lição de tipo espaço com curuat ra mád a J7

constante em, tz , q'ue são obtidas pela. rotação de ç\(~t)) ao longo do eito = são Sa, S4, SS, Ss

Sse

Demonstração
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O parâmetro comprimento de arco para n.(0) é dado por s(0) = / «z''(u) -- z''(u)dr

Tomando 0o = 0 calcularemos o limite de s(0) para 0 tendendo aos extremos do intervalo
de definição, em cada caso:

(a) Para So, a função r(a) está definida em todo R e s(0) = 1} tanh({).

Como ,li!::,:, s(0) - --Í e 0o. s(0) - --l-, segue (lue o o parâmetro compram'nto
de arco de Q(0) é finito . Logo Q(0) não é completa. Assim, a superfície So não é
geodesicamente completa e portanto pelo Teorema 3.2.5, não é completa.

(b) P"ra S:, temos .(a) - :li-:T in( ' 'f' '' ), 0 < c < 1, VO C R.

Como,.m s(0) - cd e..!::,.,s(0) - cd ,seguequeoparâmetro
comprimento de arco de n(0) é finito. Logo Q(0) não é completa. Assim, a superfície
Si não é geodesícamente completa e portanto pelo teorema 3.2.5, não é completa.

Analogamente, calculando-se os convenientes limites concluímos que as superfícies
S3, Sz e S8 sao nao completas.

(c) ParaS2, temoss(0) - cd Inj''''lV''l"ceo/ l+k, kconstante, 0<c<1, VOC

0

0o

2 '2

R

Como .lim s(0) = --oo e lim. s(0) = .o segue que Q(0) é completa. Portanto, S, é
P-.FINE ' ' 0-.}ln l

completa.

Analogamente, calculando-se os limites convenientes concluímos que as superfícies Só

e S9 são completas.

(c) SS e SÕ são claramente completas, pois correspodem ao cilindro Lorentziano e ao
híperbolóide, respectivamente.

l

4.4 Gráficos das geratrizes e das superfícies de levo
lução com eixo de tipo espaço

Nesta seção, tomaremos casos particulares para representar os gráficos de algumas

cónicas obtidas acima, das curvas geradas por um dos seus focos e das respectivas su-
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perfícies de revolução de tipo espaço

Nas figuras abaixo, cGI, cgi e Si são a cónica I'{, a curva n{ e a superfície Si, respecti-
vamente.

Figura 4.7: Gráficos cGO , cgO e SO com d = 2, 1, 7<0<7 e --3<t<3
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Figura 4.8: Gráficos cGI , cgl e SI com ã,c= 2, 0 CI -- 7, 71 e --3 <t< 3
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2.25
2.5

2.75

l
3 .25

-3.5

2 1 2

Figura.4.9: Gráficos cG2 , cg2 e S2 coma:: l,c=1;, Inã<0<ln2 e --2<t <2
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0 .2 0 . 4

Figura 4.10: Gráficos cG3 , cg3 e S3 com 2,d= ;-, 0 CI 7, 71 e --3<t <3
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Figura 4.11: Gráficos cG4 , cg4 e S4 com : 2,d = ;, 0 CI in l,In21 e --3 < t < 3.
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Figura4.12: Gráficos cG5 , cg5 e S5 com c=1 e --=<0<=, --3<t<3
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Figura. 4.13: Gráficos cG9 , cg9 e S9 com l,c 1,1n2 < 0 < 5 e --3



Cl:apítulo 5

Superfícies de Revolução de Tipo
Espaço com Eixo de Tipo Tempo

Neste capítulo, estudaremos as superfícies de revolução,em L3, de tipo espaço com cur-

vatura média constante e eixo de tipo tempo. Novamente, para obtermos tais superfícies,
usaremos a idéia de Delaunay apresentada por Hsiang em l81. Tomaremos como curva
geratriz, a curva, descrita por um foco de uma cónica Lorentziana, quando esta rola, scm
deslizar, ao longo de um eixo fixo.

5.1 A equação das superfícies de revolução com eixo

de tipo tempo

Agora adotando-se o método similar' ao capítulo anterior, discutiremos o rolamento de
uma cónica ao longo de um eixo fixo, que é de fira tempo

Sejam I', uma cónica, em L2, e F, um dos seus focos. Tomando-se o foco F como
origem poial e F'C?o, o eixo polar, onde Q. é a. origem do arco da curva I', temos que a
forma. polar de I' é dada por:

F(O) -(,(O) :i«h O, «(O) «;h O).

Rolando esta cónica, sem deslizar, conforme 1.3, ao longo do eixo z e acomparlhando

o foco F, obteremos uma curva Q, que será a geratriz da. superfície de revolução.

77
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Assumindo que r(0) > 0, temos:

g-i(1'(0),1'(0))= r'(0)sinh' 0 -- r'(0) cosh' é? = --r'(0) < 0 , ou sda, o vetou 1'(0) é de

tipo tempo.

Como 1''(0) =(,'(0) sinh 0 + ,(0) cosh 0,,'(0) cosh 0+ ,(0)sinh 0), seg- q-
g-:(1''(0), 1''(0))=(,'(0) si«h 0+ ,(0) cosh Oy--(,'(0) cosh 0 + ,(0)'IRÃO) :=

,''(0) si«h' 0+2,'(0),(0).{nAO«.A0+,'(0)c«A'0 «''(0)c«A'0 - 2,'(0),(0).{nAOc«ha-
«'(0).inA'0 (.inA'0 co.h'0)+«'(0)(co;A'0 sina'0) '(0)+,'(0).

Assumindo que o vedor tangente de I' é de tipo tempo, segue que --7'''(0) + r'(0) < 0,
ou sda, ,''(0) - ,'(0) > 0.

Seja { o comprimento de arco de I' com origem em Q., s o comprimento de arco de
Q com origem em Fo e @ o ângulo orientado de Q' para. o eixo x, onde transportamos

o vedor n' pa-ra o ponto Q, como mostra. a figura. a seguir.

Figura. Para«aal'r-.,,;. 'ln ''''''lrn nnrnl'.'-a
x wl ullLUUllZJw:Ítov \.tu- v XI vw i5vlq-lfUllu
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Pelo lema 1.2.10 segue que coshÓ(0) - ((0) e sinh.É(0) - ](0)

Logo

nw: I' "I(ll -,w:i«h@w; . ,,.* o.o
,(0) (0) - ((0o) ,(0) cosa @(0).

P-'opo'ição 5.1.1 Sd« ó o áng«/o o,{.«t«d. d. Q' p-« . .{«o «. EnZã., ó = @(0) á
[a/ que r(0)coshÓ(0) á água/ ao produto eterno de Éorenfz do petor posição 1'(0) com

I''(o)
o uetor tangente xniZár o ÍÍf;iilÕ.ÍÜ e consequentemente

cosh#'(0)- '(0) e si«h.É(0)- r(0)

T)n«.-,nnatr.,,-;n.

Sejam Ó o ângulo orientado de Q' para o eixo x e cl o ângulo que I' faz com

mo mostra a. Figura 5.1. Pelo Lema 1.4.2 segue que a = é.

Pela Definição 1.2.6 s'gu' que coshÓ(0) - --g-l(ÍÍ}H' Í r«l )' C'"o ljl'(o)ll - r(o),

:'g- q- ,(O) «;h «'(O) - g-: (r, ÍÍtl-).
Assim, temos:

.-:(F@, iF$àí)-
g.:((,(0)si"h0,'(0)"sh 0), (''(0);i"h 0-f" 'l0 ''(0)";h0 + ' 0)sinh0))=

,(0)r'(0)sinh' 0 + r'(0) sinh 0cosh0 -- r(0)r'(0) cosh'0 r'(0) sinh Ocosh 0

,''(o) ,'(o)
«(0),'(0)(si«h' 0 - cosh' 0) -,(0),'(0)

',''(o) - ,'(o) ««''(o) - ,'(o)

Como g..(1'(0), 1'(0) )= --,(0)"shé(0) s'g- q"

cosh@(0)- '(0) e,c.«seqüentemente,sinh@(0)- 7(0) .(5.2)

l

co

/

lr'll'
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Proposição 5.1.2 0 uetor tangente a ç2 á ortogona/ ao actor

}i;Õ =(,(a) si«h @(0), «(0) cosh @(0)).

Demonstração:

/'l - I'll NI ll . .l . . X\CÜ
Como a ortogonalidade não depende do comprimento do vetar, tomemos ---;; =. Então11 z?

como Q'(0) -("'(0),''(0)),"gu'q-g.:(Q', li'Õ )- @(0) "'Aé(0) M's

«'(0) - --ããsi«h@(0) (0)"sh@(0)dÓ ' ''(0) - de é(0)--'(0)sinh @(0)dÓ

Logos-i(n', 'li0)- nh'Ó(0) sinhé(0)-shé(0)dÓ-- d(cosh @(0)+

$ cosh' Ó(0) + r(0) sinh @'(0) -sh Ó(0) dÓ - -- d( «sh .É(0) + 2ã

''m. «'" -'m - -7?jlgg:Pm - $/ã, ;.:- -- ã - a(«;"-'@.

Assim, g-i(Q', li0 ) - d( cosa .É(0) -- d( "sh.#(0) - 0. Logo Q' l FÕ.

Consideraremos dois casos

l

(A) O centro de curvatura de n não pertence ao eixo z

Com relaçã.o a este caso, temos a. seguinte proposição

Proposição 5.1.
l - ,(')é(') > o.

rts)

Demonstração:

Sendo s o parâmetro comprimento de arco para Q e levando em conta. que Q é de tipo

espaço, ou sda, ã'(s) --.à'(s) = 1, podemos tomar õ(s) d. modo que O(s) = (á,.à) =

Se o centro de curvatura ãe não pertence ao eito3 4
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(cosh é, sinhÓ), onde o ponto significa -;. Por (5.1) temos

'm-É(ãÇâJ é(;) si«h @(.) - «(.) cosa Ó(.)@(.)
si«h'Ó(.)

'unam - =#ib" ' óu.ÀW

=H - ,'.,=n*'.,
:illl-11:(i - '(')ü'('))'

' RLÚ=Í'BMJ '

Logo

f(.) cota @(') (1 -- ,(.)Ú(')) (5.3)

Ainda pela 2' equação de (5.1) temos

((.) = ,â(.)+ í(.) co:h Ó(.) + ,(.) sinh Ó(.)Ó(.)
= si"hÓ(') + '' hq5(') ..;h .É(')(1 - '(')Ü'(')) + '(')'i"h Ó(;)'Ã(')

sinh' Ó(s) + cosh' é(s)(l -- r(.)Ó(s))+ ,(s) sinh' Ó(s)Ó(s)
sinh Ó(s)

(1 - ,(.)Ó(.))(- si«h' @(.) + cosh' @(.))

sinh Ó(s)

1,0a0

éu-q=SZP. (5.4)

Como ((0)

0

lr'(a)lido ',''(0) - ,'(0) dO, seg- que

('(o)
,'(o)

',''(0) -,'(0). Logo (''(0)

(gp($ (gp($p, -
Portanto

,'(0) e ,'(0)

g''-':,'
(''(0). Assim,

sd', ,'(0)

0(.)
l

,(.) (5.5)

Substituindo-se (5.3) e (5.4) em (5.5) segue

Ó(') - ;lb-V("th' d'(') - "''"A'Ó('))(i -- '(')Ü'(')y
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0(.) l - ,(.)@(.)l
«(.)

(5.6)

Pela expressão dada na. Proposição 5.1.1, temos que sinhÓ(s) > 0,Vs C IR e como

('(0) - «"''(o) '2(a) > o ' é(') -(ao(2;), s'gu'd'(5.4) '(56) qu'

<lH - l-Ü:SEP ? o, v. ' R.
Logo

l - ,(.)Ó(.) 2 0, V. cin. (5.7)

Sda s o parâmetro compram-to de arco de Q, então õ(s) = (coshÓ(s), sinhé(s))

Assim, Q(.) = (sinhÓ(.), coshÓ(.))Ó(.)

Logo llÕ(s)ll = vl(sinh'Ó(s) cosh'é(s))d''(s)l = l@(s)l. Portanto kQ(s) = Id'(s)l

O centro de curvatura de Q é dado por C'(s) = Q(s) --L-q(s).
hn(.)

Sendo ,7(s) = (sinh Ó(s), -- cosh Ó(s)) , o vedor normal unitário de n , segue qu.

("(')si"h#'(;),((') "sh «'(')) - " (si"hé('),

=] J::iÍl1l11@Ç:ll si«h Ó(') , ((') - (('o) - ('(')IÓ(')1 + 1) "sh é(')).@(.)l '''' '~' '~ '' ló(;)l '

c'(.)

Como o centro de curvatura de Q não pertence ao eixo z, segue que

=:!-F'(') qb(') ;i«h.É(.) # 0. Logo l -- ,(.)lá(.)l :# 0. Assim, IÚ(.)
ó(.)l

-inda, Ü'(') # ;(.) ' 'É(;) :# ;(.4
Portanto de 5.7 segue que 1 -- r(s)Ó(s) > 0 e consequentemente,

l

r) h q n t'yn '' n n .

Pela Proposição 5.1.2 s'gue q«e a função a = 0(s) = / =7=(1 -- r(s)@(s))ds é uma

função monótona de s. Logo, escrevendo-se s em termos de 0 e substituindo-se em r = r(s)

temos no«me«te, ,
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Agora, seja S a superfície de revolução cuja geratriz é a curva n obtida em (5.1)
Vimos no capítulo 3, que as curvaturas principais desta superfície são dadas por:

*. --;- :=hylw-'u . «,--í--i:::i3b-ü
Sabemos também que a curvatura média de S é dada por

XH--{(k:+A,)- úu+;b)-
-,(.)ó(.) - l

2,(.)

Assim temos o seguinte teorema

Teor'ema 5.1.4 Sega S a sapezfz'cÍe de reco/ração geradcz pe/a curda . Se o centro de
cu,ruptura de ç\ não pertence üo eito z, a, su,perfície S tem cutuatüra média. COTLStante se e

somar-te se a, fu'"ção rÇO) satisfaz Q eq"""ção d,afere-«ciüt (4.8).

D ein o nstração :

Pela proposição 5.1.3 temos clue !=-!:Ç-:)É(:} > 0 e usando (5.3) e (5.6), obtemosr(s)

dr

@ - "#7 - , ..'" *.
Logo l dr

-2i = coth é. (5.8)

De (5.8) segue que
..l ,,;. à D +D«lnQ
Z vl t+:5- t»v W V VUI l IVU Ç

j;(in') - ( -- «'''cA''é)d@ -4" 2».(In') - (l -- -th' ó):gi -#'
;l;(Inr) - (l -- coth'Ó) aó Logo ;l;(Inr) - (l -- cota'Ó)iJ;; d2 (1«,) -

= (coth' Ó - i)i=fl-11;t, ou sda, :l;(in ') - l(:É in 'y -- il i'-';:8

S r

= coth Ó. Derivando-se novamente esta expressão em
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Analogamente ao Teorema 4.1.4 segue que a superfície S tem cuiatura média

H = ---;;:---, constante e a função r = r(0) satisfaz a equação diferencial (4.8)

A volta também é análoga à. do Teorema 4.1.4.
l

Deste modo, analogamente ao capítulo 4, temos a seguinte proposiçãol cuja demons

oração é idêntica à da Proposição 4.1.5.

Proposição 5.1.5 ,4 cura;a I' orág na wma supergZ e de reco/ ção com cwruat ra média

constante e eito de tipo tem'po e rÇO) é de uma das seguintes formas:

r/) ;&J -! .x«.A(o + p) + ', "m À > o, # - .4::ll-e, (' # o)

íll) ;lb. -! À.i«A(o + p) + ', ""'' .x > o, # - -.ÇÀli;!n, (' # o)

Í//0 ;à-«.'+' .« «.-'+. «m #- !:,k:#Q
f) h ç: n pyn f' n n .

Na Proposição 4.1.5 tínhamos também o caso r(0) = -:, que agora é descartado, pois

r'(0)-0V0 C]R e comocoshó(0)- '(0) >0, VaCR,devemoster

r'(a) > 0, VO C R.

(B) O centro de curvatura de (2 pertence ao eixo z

Neste caso, temos o seguinte teorema:

Teorema 5.1.6 Se o centro de c rt;at ra de Q pertence ao e zo z, então a supe7fz'cÍe S
de teuolvção com eixo de tipo tempo tem czruatura, média, consta,nte H :# q e som,ente

se é congruente ao h perbolóide:

z+y2--z2= ''1, z>0.Z (5.9)

T) n m . n ct r n r; n.

Se o centro de curvatura de Q pertence ao eixo z, temos claramente, que --l+rl@l = 0
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L.g. IÚI ;, - ;d', Ó- = -

Como a curvatura média de S é dada por 2-17 = --«'-- -- segue que /7 = --@ ou ]/ = 0.

Mas como .f7 # 0, segue H = --@ . Por integração, temos que Ó = --/7s + Ó.. Tomando,
entã.o

(á , É) («.h(-X' + é.) , s n/z(--Hs + Ó.)), segue que n é dada por

(« , 4- ( (.X'+Ó.) , «;h(-Xq@'+)
Portanto a superfície de revolução, gerada por Q, pode ser parametrizada por:

x(s , t) - ( "h(--H'+'É.) ...t , .- , "shr--/7'+ó.\

Temos então:

z2 + y2 -- z2:: i:i:!!!:(:ilÇ!:!-@el! cosa t + i:!!!!1lÇ:l;;!=iE--iéla sina t -- !:oshz( - /]r -+ (ibJ

sinhzr--.17s + Ó.) ( cosa t + sina t) -- cosh2f--/7.s + @.)

sinh'(--Hs + @.) -- cosh'(--//s + @.)
Fr2

l

Como @ > 0, # < 0 e z(s,t) =

congruente ao hiperbolóide(5.9).

cosh(-- //'s + Ó.
< 0, segue que a. superfície S é

l

Agora, resumiremos os casos (Á) e (B) no seguinte teorema

Teorema 5.1.7 ra) Sda ama cwrua de [ápo tempo no p/ano zz [a/ g«e o sea centro

de curuat'ura não pertence üo eito z. Então a, superfície de reuolwção gerada pela rotação

de çl em torno do eito z tem curuatu,ra, média constante se çl é gerada pelo foco de uma,

cónica quando sua parte de tipo te'rapo é rota.da, sem deslizar, üo longo do eixo zl

(b) Seja ç} uma curda de tipo tempo no plano =z tal que o seu centro de curvatura pertence

a.o eito z. Então Q SKperfíci,e de revolução com geratri,z Q, tem c'üruatura. média constante

se e some-«te se é congr«,ente ao hiperbolói,de (5.9).
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5.2 Estudo das quádricas de tipo tempo no plano de
Lorentz-Minkowski

Mostraremos, nesta. seção, que cada curva. I', dada. pelas equações polares da Proposição

5.1.5, é parte de uma quádricas obtidas na seção 4.2. Explicitaremos, também, o domínio

da função r(0) em cada caso, lembrando que as condições pa.ra r(0) nas superfícies de
revolução, com eixo de tipo tempo, são:

r(0) >0, r'(0) >0, e r''(0)--r'(0)>0. (5.10)

(1) A equação polarédaforma ;lb =! Àcosh0+c, com c> Oou c< o.

Para classificarmos todas estas curvas, tomemos d = -= > 0 e c = r-Í > 0. Entã.o
À lcl

temos:

I') Se c > 0 e 0 < c < 1, a equação polar é da forma.

,.. l cosh f? l

(i) ;(Ü - :::j:': + ã
Este caso, I' nã.o ocorrerá, pois

,''(o) - ,'(o) =(--"linho) . c2P .(c'd'sinhOy--(l+c

!!.A:;::soBrE .,.PIJ::$\;Slil . . .,. ....f' - .''n'
(l + . cosh 0y

c4d2 + c2(12 + 2c3'/2 '',...l.. a

- VOC R,

o que contraria a 3' condição de 5.10
l -cosa(0) . 1

(ii) ;(©- - ':i:'' + ã
Já vimos no capítulo 4, que neste caso, I' satisfaz a equação da hipérbole

(4.11). Além disso, a função r(0) está definida no intervalo l in ; , in(l+
De fato.

r(0)- cd >0 '+::::> 1--ccosh0>0 -+::::> ce'e--2eP+c<0 .e::::>

cosh 0y

Euclidiana

}d'..

l + .,/í -'?l - ..,/Í:'a
< 0 <ln(In

CC
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,'(o) -.d(- si«h 0))

(l .cosh 0)'
> 0 sinh 0 > 0 +:::> a > 0 e

,'(o)' ,'(o)
c4d2 sinh2 é) c2d2

(l - .cosh 0y (l - .cosh 0)'
c4({2 sinhz 0 -- c2d2((l -- c cosh 0)2

(l - .cosh 0y
--c4d' -- c2d' + 2c'd' cosh 0

(l - .cosh 0y
-.'d'(i + .' - 2. Úsh a)

(l - . cosa 0y

Logo ,'(0)'--,'(0) > 0
a c li«. , i« :l.

1 + cz -- 2c cosh 0 < 0 ..'' -(.'+ 1).' -- . > o

Considerando a. intersecção das três condições acima., segue que l in !

Como lim a(0)= lim :--Sg:!!!b..!..a e lim z(0)=+.«,
0-.F Ini ' ' 0-.>lni l --CCOSht/ 0..} Inl:tZ!=!!

segue que I' é a parte da hipérbole pontilhada à direita de G2, na Figura (4.2).

2g) Se c < 0 e 0 < c < 1, a equação polar é da forma:

,.* l cosa(0) 1

«(o) d .d

Já vimos no capítulo 4 que, deste caso, I' é de tipo tempo e pode ser mostrado que

também é parte da hipérbole Euclidiana (4.11). Além disso, a. função r(0) está definida
C2

no intervalo l In
C

De fato,
cd

1 + c cosh a > 0> o .+:+
-- 1 + c cosh 0
l 1+

ou 0 > ina <ln
C C

ce20 -- 2eo + c > 0 .+:::::>
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(o) - Í sina a < 0 .t::::::> é? < 0 e

,'(o)' ,'(o)
c4d2 slnh2 0 c2d2

(-l + .cosh 0y (-l + .cosh 0)'
c4cZ2 sinhz 0 c2d2(--l + c cosa 0)2

( 1 + . cosh 0y
c4cP -- c'd2 + 2c3d2 cosh 0

( 1 + . cosh 0y
:-.'d'(1 + .' - 2. «:h O)

( l + .cosh 0y

Logo ,'(0)'-,'(0) > 0
0 <lnc ou 0> In:

Considera.ndo a. intersecção das três condições acima, segue que

i«(+ t V+ : $?) 1.

C

l+c2 2c cosh 0 < 0 -«"+(.'+1)e' -- . < 0

0 cl-
hm «(0)

P-.}ln(!+V} !f )

segue que I' é a parte da hipérbole pontilhada. à. esquerda. de Gi, na Figura. (4.2).

Como .lim ;«(0) = --d e
0-+oo

-- cosh 0 l
cdd

Este caso não ocorrerá, pois r(0) = Í.}.. .cosh 0 < 0,
3g) Sec>0 e c= 1,aequaçã.opolai édaforma:

-- cd
VaC R

(i)
,(0)

Este caso também não ocorre pois,

,'(o)' - ,'(o) ph'q . 'í'
h 0y (l + cosa 0y

d2 sinh20 - d2(l + cosh 0)2

(l -F cosh 0y
-- sinh2 0 + 2 cosh 0 + cosh2 0)

li + cosh 0y

- -:::;;(!íll VO € R'

l cosh 0 l

d

-d'(

(Ü) ,(0)
-- cosh 0

d
]

+ ã
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Pela mesma razão descrita no Capítulo 4, este caso, não ocorrerá

4g) Se c< 0 e c 1, a. equação polar é da forma

,.. l cosh 0 1
,(o) d d

Fazendo-se uma mudança de coordenadas, mostra-se facilmente que, neste caso, I', sa-

tisfaz a equação da parábola Euclidiana (4.12), que também é uma parábola Lorentziana

Além disso, a função r(0) está definida. no intervalo 1 -- oo , 0 l.

De fato,

r(0)- +cosh0 >0
-- d sinh 0

,(0)-L "-J' 0 <:::::> si«h0<0 'F::::>0<0 e

1 + cosa 0 > 0 e20 -- 2eo + 1 > 0 a C R;

,'(o)' - ,'(o) . a' ?i!!Tq

S':E.l:Z;!T«, !':jQ'hQ'
( 1 + cosh 0y

--2d' + 2d3 cosh 0

(-l + cosa 0y
-a'(l - cosh Ó)

(- 1 + cosh 0y

Logo 7''(0)' -- r'(0) > 0 .+::::> 1 -- cosh0 < 0 +:-> 0 € 1R.

Analisando a intersecção dessas condições segue que 0 c 1 -- oo , 0 l.

Como,.-!.,.,z(0) -,.". 'í'nh0 . Z(0) - "ncluim's qu'

I', neste caso, é a parte da parábola pontilhada à esquerda de (7i, na Figura (4.3).

l --cosh0 1

oo ;@ - '5:'-
Neste caso, I' não existe, pois r(0) < 0,Va C IR

5Q) Se c> 0 ec > 1, aequaçãopolar é deforma
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l rnSh 0 1

(i) ;il©- - 'i:': + ã
Neste caso, não existe I', pois

,'m' ,'m- (''d'+fcd+:il('"shq .o, Você

',:,Ú - :W *L.
Neste caso, não existe I', pois

r(0)- cd >o '+::::> 1--cosh0>0 't::::> cosh0<1

Mas isto é impossível,já que, cosh 0 > 1, VO € 1R.

6g) Seca 0 ec > 1, a.equaçãopolar édaforma.

,.. l cosh 0

,(o) d
Neste caso pode ser mostrado que I' satisfaz a equação da elipse Euclidiana (4.13)

Além disso, a função r(0) está definida no intervalo 1 -- oo , in .:l.

l
cd

De fato,

,(0)

f

C

cd

--l + ccosh0 > 0 '+::::> --1 + ccosh0 > 0
.." 2.'-.>o .e:::> o< IP(+:V++S'

r'(0) - ''c2'í'nh0 > 0 .t::::> sinh0 <0

:<'TXl;- :.;';" "' :::, o

ce" + (l + c')e' -- c < 0

ou 0 > 1«(1 + v'í:í?
C

0 < 0 e «'(a)' - ,'(o)

1 + c2 -- 2c cosh 0 < 0 {:::>

a < in .: ou é? > in c

C'mo ,li!:.,'(a) - ,.!=, ::Íi#:;lllliÜ - 'í ' ,i2.,:,(0) - -d, s'gu' que, «este

caso, I' é o arco pontilhado, com extremos (7i e al na elipse Euclidiana. (4.4), que é
uma hipérbole Lorentziana.

] -- cosa a l
(Ü) ;(©- - 'j::::'
Já. vimos que, neste caso, não existe I', pois r(0) < 0, VO C IR.

d
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(iii);lb'-À'inh"+., .>o- .<o.
IQ) Quando c > 0 e c > 0, a equação polar é da forma

,.. l sinh 0 1

H ;@ - ::i:- + à

Este caso não ocorrerá, pois r'(0) - ''c2'ícosh0 < 0, VO C IR.

l --sinh0 1

,(o) d ' .d
Fazendo uma mudança. de coordenadas, mostra-se facilmente que I' satisfaz a equação

da hipérbole Euclidiana (4.14). Além disso, r(0) está definida no intervalo
1 + v''l +c'l

) [l i« In
CC

De fato

r(0) > 0 -+::::> 1 -- csinh 0 > 0

-'(O) = (f;:i-=ll::Âí > O, VO c R

,:p20 o «:: i«(!-t

e

c4d2 cosh 0 c2d2

(l -- csinh 0y (l -- sinh 0)'
,'(o)' - ,'(o)

c2d2(c2 -- 1 + 2c sinh 0)

(l csinh ay

Logo ,'(0)' - ,'(0) > 0 1 + c2 + 2csinh 0 > 0 a >ln:
C

A intersecção dessas condições, nos dá 0 CI
1 + v'Í:F'?

C

'«\"m - «. i1l!:im-' ' ,...L::;:"m-+m, *:----,'
o arco pontilhado da hipérbole que aparece à direita da rega Z2, na Figura (4.5).

CC

2Q) Quando c < 0 e c > 0, a equação polar é da forma

] sina a ]
(i) ;(Ó' - ::2
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Neste caso, não existe F, pois " (0) - "'c2dcosh 0 < 0, VO C IR.

l --sinh 0 1
(ii) ;(©-- -lí

Já vimos no capítulo 4 que, neste caso, I' é parte da. hipérbole euclidiana. (4.14). Além

disso, a função r(0) está definida. no intervalo l

De fato,

r(0) > 0 -+::::> --1 -- csinh0 > 0 -t:::> ce'o +2eo -- c < 0

,'(o) - (:i?11:=:11õP. > o, vo C R e

«'(o)' - ,'(o)
c4(Z2 cosh2 0 czd2

( . ' (--l--csinhOy
(--l -- c sinh 0y

Logo r'(a)' -- r'(0) > 0 -e::::> sinh0 > 0 .+::::> 0 < 0.

Da intersecção dessas condições, segue que 0 C 1 -- oo , in(-:L-!- V' -+ c2) l.

C'm. ,.!=,.,"m - ,.!=,:f'::;Üm - -' e !=L -m, ;.g- q-
I', neste caso, é a parte pontilhada. que aparece à esquerda da rega Li, na. hipérbole da

Figura (4.5).

Finalmente vamos examinar o caso em que a equação polar é da. forma:

(IV) ;Ü-"'''+', «m.#O..:# 0.

Para isto consideremos .4, B > 0, de modo que a. equaçã.o pode ser dividida. em três
casos:

u ;h - '*.-' + ,.

C

1+ Vi+.'
) [oo , in

C

1+
-)0 <ln

C
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Neste caso, não existe I', pois

,'m' - ,'m - (ÃllÊy - (T;'B;$ - '« o, vo c ]n.

oo;b-.'i.-' B
Já vimos no capítulo 4 que, neste caso, I', satisfaz a equação da hipérbole Euclidiana

(4.17). Além disso, a função r(0) está definida no intervalo 1 «) , in T l.

De fato,

,(o) - ;i;=i:'X > .
,4e-a

,'(O)- (.4.:'--By >0, VOAR '

/q.e " -- .ZJ > U

,'m' 2,4,E?e'o -- .Bz

e'a >' a A

A intersecção destas condições, nos fornece 0 C 1 -- oo , in ii l.

Como ,.y=.z(0) = t;ii:il;llo l . ,ll.4z(0) = +'o, segue que I', neste
caso, é o arco que aparece pontilhado na hipérbole da Figura (4.6).

B
Logo r'(0)' -- r'(0) > 0 -t::::> 2ÁBe'' -- B' >0

uo;h -
Neste caso, não existe ]', pois r'(0) - il..,,le. .F B) < 0, VO C ]R

0

5.3 Caracterização e estudo da completude das su-

perfícies de revolução com eixo de tipo tempo

Nesta seção, resumiremos as seções 5.1 e 5.2 no teorema 5.3.1 e estudaremos a
completude das superfícies de revolução de tipo espaço, com eixo de revolução de tipo
tempo.
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Teorema 5.3.1 .4s supe7fz'cães de reco/ração, de tipo espaço, com curoatara mád a cons-
tante H em t' , obti,das veta. rotaçã,o da cxrua, çtt0) dcLda, em (5.1) ao longo do eito z,
são dadas pelas eqza,ções po\ares:

To) '(o) - :i:i:l;;im, o < o, .
Ti) ,(0

T2) ,(0

n) ,(o
T4) ,(0

Ts) ,(0

r) }\ a n para '- n n -
T ub-uv -

Opta.mos por não acrescentar nesta. lista. a superfície do Teorema 5.1.6, pois ela é
coTtgruente à superfície S6, já listada no Teorema 4.3.1.

Agora, estudando a completude das superfícies de revoluçã.o com curvatura média
constante obtidas acima, temos o seguinte teorema:

Teorema 5.3.2 Todas as supezl/ü es de reco/ração com cwruat ra média # constante em

LS que são obtidas pela rotação de Q dada em (5.1) a.o longo do ei30 z, leão são completas.

Demonstração: Pelo lema. 3.2.7, basta mostrar que, em cada. caso, n não é completa.

O comprimento de alce de Q é dado por s(0) = / «z''(u) -- z''(u)du. Tomando-se

0. = 0 e computando-se o limite de s(0) pala 0 tendendo aos extremos, em cada caso,
temos:

(a)Para ' sup"fí'i' To, '(0) - (ã), -d' 0 < 0. Como ,.!:,:,'(0) - ã, s'gue
que Q(0) não é completa. Logo a superfície To nã.o é completa.

(b)Paraasup'rfícieTt, s(o) - cd Inj:'e'ã'-f ce5l+k, Aconstante, onde Inj: <

Como lim s(0) é um número finito, segue que Q(0) não é
0-..>ln l+Vl-'z

0

0o
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completa. Logo a superfície Ti não é completa.

(c) Para a superfície T2, s(0) tem a mesma expressão acima, mas agora, a < in

0 < c < 1. Como, lim s(0) é um número finito, segue que Q(0) não é completa.

Logo a superfície T2 não é completa.

(d) Para a superfície irb, s(0) tem a mesma expressão acima, mas agora, 0 < in =, c > l

Então .lim s(0) = «S-!:g + k, k constante. Logo Q(0) não é completa e portanto a
g-+--oo ~ ' 1 -- C2

superfície Ts não é completa.

2l0-.>ln .! É

Analogamente,

(e) Parda superfície T4, lim s(0) é um númerofinito;
0...}ln ++X/+tc2

(f) Pala asuperfície Ts, lim s(0) éum número finitos
0....}ln 'l+vl+c2

(f) Para a superfície Tõ, .lim s(0) é um número finito.0-+--oo

Portanto, todas as superfícies de revolução a.cima sã.o não completas.
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Capítulo 6

Superfícies de Revolução de Tipo
Espaço com Eixo de Tipo Luz

Neste capítulo estudaremos as superfícies de revolução de tipo espaço com eixo de tipo

luz. Trabalhando com um sistema de coordenadas de [ápo /uz, determinaremos a curva
geratriz da superfície.

6.1 A equação diferencial das superfícies de revolução
com eixo de tipo luz.

S4a Q(s) = (0,y(s),z(s)) , parametrizada pelo parâmetro comprimento de ;rco s, a

curva geratriz da superfície de revolução S dc tipo espaço e com eixo de tipo luz dado por

g/ = z. Consideremos o sistema de coordenadas (u,u) de tipo /wz tal que u = !C-l;=- e

u = :::y-:1-3. Assim n se escreve como u = !L:=:' e u = =!L;- , com u > 0. Logo o vedor«2 «2 «2 '

tangente unitário n é da. forma ü = i1l:bei e ó = :::ilJ.:-Ê. Como n é de tipo espaço, ou
sd,, ú'(.) -- 2'(.) = 1, podemos escolher Ú(s) = cosh(é)(.) e ,à(s) = sinh(@)(.). Assim

si??11qll?l plp!(d')(') . file. > o . ó . -";h(Ó)(?) ?i?lll llril . .:si:!2. < ..a ©'''' a ã
.-Ó(s). . .

Logo ü = ---R-@(s) = --óÓ(s) e @'(s) = --:--. No capítulo 3 vimos que as curvaturas

97
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principais desta superfície são expressas por Ãa " - :: @ :: =! e k2 :: -:JI
z 'u 'y -- z

1 1 q l Q }

A curvatura média H da superfície é dada por # - ã(X;i + k2) - !(i- -- ;).

0
U

Proposição 6.1.1 .4 swpezl/Zcíe de reco/anão S ferra caruatwra média // constante se e

somente se ut; := --2.f/ut; -- z;2, com u > 0 e u < 0.

Demo«st«ção: n é co«sta«te + # = ã(=Í -- ;) - ã(=---;Í--) - ã(
--2uó// := oü + ó2 .+:> uu :: --2uó,fl' ó2, u > 0 e ó < 0.

l

Proposição 6.1.2 .A cura;a geratriz Q á oófáda como o gráHco da /unção u = u(u) e á de
u,m,ü dus seguintes formas:

ÍO s. # ::' o . ; - «' ::» o, .«'a. «(«) - il(;,!P - i"'g(:-iq + k), A
con.t-te e u C (a, .n), a > 0;

ro s x#o ..i- .«'ã. «(«)- ih(;íÍ-p lt-.'.IÍ+A), k ««'*-''
. « c (o, .«),'

íüo s x#o ..-o, .«[â. «(") - ãi:i(l;+k), k ««'t-t. .«c (o,m);

rO S #= 0 . c# 0, e«tã' "(") - -ÕÍ+k, o«de Ê é «m« «t-t. «óít,á,á«
3

Demonstração: Tomando-se ó = p e õ = File , a equação obtida na proposição anterior

transforma-se na equação excita. udp + (2Ht; + p)du = 0, ou seja, uple + 2up# + p2

0. Então p(ule + 2u-H+p) = 0 ::::> t;dp+ (2t;#+p)du = 0. Logo up+ Hu' = c. Assim
c -- ul H c -- ul H

P = :::> u ::

.. eó . eÓ 1 . du --t;2

Como ú = 1?; e ó = --i?7 segue que úó = --Í-. Logo 2-- = zl. 'J'
Integrando-se esta. equação, obtemos a. curva geratriz como o gráfico da função u(u)

......... J., n«+;« +--«..
2(.- x«'y''' '""" "'"'"''

(i) s. H :/ o . -i - «' > . :'g- q« «(«) - / iÕ;:'ã;q'« - ã@

Calculando-se a integral segue que u(u) - ã#}( " -- $ãlog(l onde ké

U

DU

2

2U
du

'02 a



6.1 A equação diferencial das superfícies de revolução com eixo de tipo ItlH)

uma constante arbitrária.

).'-'., «m.«(«) - n:.l "' 'i« - 8ip.l ã-G,:-pS:ú«,t«.«'',-;' "-
u . 2u du . du --l

ã ' 'í" ' GÍ.'Z? ;'g- q- 'í" - t' ' " ' ;í--P

Calculando-se / tl;í-.-iiFat; por partes temos

l«'« - l:(-;=$ \l.-L-« - :;(*-:.- l*-h-ü «:««,

p".-p'« - i./' çil -- ;L)'« - io.: (« - .) 4 - i:"; e-=).
L.;. «(«) - ib(;,:p' - i i.:(:t=) + k)

\ll) Se H :# Q e Jh-- --aa < Q segue que uÇu)

Calculando-se a integral s.g«e que u(") = i;ln-( t' -- ;arcZg! + k), onde k é uma
constante arbitrária

2

D.:'~'.«m.«Çu)- i;:l "' -«- Í®lãt?-T;Wd«,\m.«''.:':"-
; e dz :: Õ;:l-ii:'=i.li segue que du = !; e z = ;íiil:ii' Calculando-se / Í;Í:Í--l;ij7dt; por

-;-'« *'"« - ;h-l-J --; ./' p-:la'« - ;h-h) --i-''.=-'-«
'.;. «(«) - ã;,(:-''.=
(iii) Se H # 0 e c = 0 segue que u(u) - ./ ã#ia-dt' = si7 / =Ídz'. Calculando-se a

integral segue (lue u(1') - 5»;(; + k), onde k é uma constante arbitrária.

(iv) Se H = 0, então c # 0. Logo u(u) = / -5;Ídu. Calculando-se a integral segue que

u(u) = -ã:Í + k, onde k é uma constante arbitrária.

2

3

l

Em resumo temos o seguinte teorema
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Teorema 6.1.3 .4 curda geratr z de ma s per/z'c e de reuoZução com eira de t po /uz

z = 0, y = z e curvatura média constante H é dada por Q(u) = (0,

onde u = u(u) é uma das quatro funções acima.

Proposição 6.1.4 4s líricas supezfz'eles de relia/ração como/eras com eito de lapa /uz são
üs gerada,s Teta,s curdas do caso (i) e (iii) da Proposição 6.1.2.

Dem.n;f«çã. : Pelo Teorema 6.1.3 temos n(u) = (0, !!(!!!:Y, :!(:!+;lEO). Logo Q'(u) =
'V z. 'V z.

.-b(0, u'(u) l,u'(«') + 1) . O parâmetro compram"to d' arco p''' Q é dado por:

;(«) - 1" J'FÇ{'- ,''ü')-« -JU0 1:. vÚ;N«.

Tomando-se o valor de H obtido em cada caso acima e chamando de (Zi), (L2), (Z3) e

(-L4) as superfícies de revolução geradas pelas curvas (i), (i{), (ii{) e ({u) respectivamente,
temos:

(LI) Para esta superfície s(u) = 5{t?ária-(1"("' - «') - 1«(«g - «'), " € (", m) L'g'
--oo e lim s(u) = +oo. Portanto pelo Teorema. 3.2.5 segue que (Z,l) éu--too

2

]im síu)
u-->a+

completa.

(-L,) P-ra 'st; s«p"fí'i' ;(") - ã XI(/'p("' + «') -- J'g(a' + «g), " € (0,m) C'mo

llU'(") - l (log«'-log("'+"g)) - l I'g(ií;-8) "g-q-'s«p"fí'i'"ãoé
completa.

(-L;) P:'r' 'st, s«p"fí'i' '(") - 7ãlwl (I'g"-log«o), « c (0, m). L'g' .yla. .(") - --''''
e lim s(t;) = +oo. Porta.nto pelo teorema. 3.2.5 segue que a superfície é completa.'u--too

(Z4) P;'a'stasup"fí'i''(o)- 5v2cl("' C'm'.ao+'(") - " "guequea
superfície não é completa.

l



6.2 GráHcos 101

6.2 Gráficos

Nesta seção tomaremos casos particulares para representar os gráficos das geratrizes g{

e das respectivas superfícies de revolução L{.

Figura Gráficos cgl e LI com # la 1. 0, 1, 1 <u< 10 e --3

l81 121161
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Figura. Gráficos cg2 e L2 com 1. 0. 1, 0 < t; < e 3< <
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Figura Gráficos cg3 e L3 com 1, 0, 1, 0 <u <3 e 2 < <2
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6

Figura Gráficos cg4 e L4 com c = 1, 0, 0, 0 <u < 3 e 2< <2
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