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Resumo

Seja A = KQ/I um quociente de uma algebra de caminhos. O objetivo deste trabalho é apresentar
os resultados obtidos por De la Pefia e Saorin, em [PS], que permitem computar a dimensio do primeiro
grupo de cohomologia de Hochschild H!(A) de A e determinar condicdes necessarias e suficientes para

que H1(A) se anule.

Para computar a dimensio de H'(A) eles primeiramente identificam esse grupo com um quociente
do K-espago vetorial das derivacoes normalizadas de A, para posteriormente obterem uma decomposicao
adequada de H'!(A) em subespacos. Essa decomposicao é obtida através do resultado principal de [PS],
no qual é provado que H'(A) é o termo médio de uma seqiiéncia exata curta de K-espagos vetoriais, cujo
termo a esquerda € o quociente do espago das derivacdes F? - lineares de A pelas internas, e i direita é

um subquociente do K-espago vetorial de dimensao finita Endg (A/J?).

Através da extensao de alguns resultados de [AP], eles obtém um K-monomorfismo de
Hom(m (@, 1), K*) em H'(A), o que lhes permite relacionar a dimensio de H!(A) com o posto e o
p-posto do grupo abelianizado do grupo fundamental 7, (Q,I) de (Q,I). Esta é a estratégia usada para

obter condigoes necessdrias e suficientes para que H!(A) se anule.

Como contribui¢ao pessoal, este trabalho também estuda a estrutura de dlgebra de Lie de H! (A), que
¢ induzida pela de Endg(A). Considerando alguns tipos de quiver @ e as dlgebras A = KQ/I, onde I
€ um ideal admissivel de K@, estudamos condicdes necessérias e suficientes para que H'(A) seja uma

algebra de Lie abeliana.

Abstract

Let A = KQ/I be a factor of a path algebra. The purpose of this work is to present the results
obtained by De la Pefia e Saorin, in [PS], to compute the dimension of the first Hochschild cohomology
group H'(A) of A and to determine necessary and sufficient conditions for this group to vanish.

In order to compute the dimension of H!(A), they identify it with a quotient of the K-vector space
of the normalized derivation of A and then obtain an adequate decomposition into subspaces. This
decomposition is obtained in the main result of [PS], in which it is proved that H'(A) is the middle term
of a short exact sequence, whose left term is given by the quotient of the K-vector space of F2 - linear
derivations of A by the inner ones, and the right term is a subquotient of the finite-dimensional K -vector

space Endg (A4/J?).

Extending some results in [AP], they obtain an embedding from Hom(m(Q, I), K*) into H'(A), which
allows them to connect the dimension of H!(A) with the rank and the p-rank of the abelianization of the
fundamental group 7, (@, I) of (@,7). This is the strategy used to get necessary and sufficient conditions
for H'(A) to vanish.

As a personal contribuition we also study, in this work, the Lie algebra structure of H'(A), which is
induced by the one of Endg (A). We consider some kinds of quiver Q and algebras A = KQ/I, where [
is an admissible ideal of the path algebra K Q. We study necessary and sufficient conditions for H(A)

to be an abelian Lie algebra.
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Introducao

Seja A uma K-algebra, onde K é um corpo qualquer. Os grupos de cohomologia de
Hochschild de A foram introduzidos por Hochschild, em [Ho], como grupos de cohomo-
logia de um complexo “especial”, que hoje é conhecido como complexo de Hochschild.
Esses grupos, denotados por H'(A), para i > 0, por serem invariantes da algebra sob
equivaléncia derivada (em [Hal) e sob equivaléncia de Morita (em [We]), tém sido ampla-
mente estudados na teoria de representagées de 4lgebras por véarios autores. O primeiro
grupo de cohomologia de Hochschild, por exemplo, estd intrinsecamente relacionado com
a caracterizacdo da classe das algebras simplesmente conexas e, sua generalizacio, & das
fortemente simplesmente conexas (ver [Sk]). A importancia das dlgebras simplesmente
conexas na teoria de representagdes esta assentada no fato de que, muitas vezes, o estudo
dos médulos indecomponiveis de uma dada &lgebra pode ser reduzido, via teoria de re-
cobrimento, ao dos seus correspondentes médulos sobre algebras simplesmente conexas -

esse € o caso, por exemplo, das algebras de tipo de representacéo finito.

Entre outros resultados que relacionam as conexdes simples e o primeiro grupo de
cohomologia de Hochschild podemos citar, a titulo de ilustracio, os seguintes: Happel,
em [Hal], mostra que uma K-algebra A de dimensio finita e de tipo de representacao finito
(K um corpo algebricamente fechado) é simplesmente conexa se, e somente se, o quiver
de Auslander-Reiten de A ndo contém ciclos e H'(A) se anula; Skowroriski, em [Sk], prova
que uma f{-algebra triangular A é fortemente simplesmente conexa (ou seja, tal que toda
subcategoria plena e conexa é simplesmente conexa) se, e somente se, H'(C) se anula

para toda subcategoria plena e conexa C' de A.

De outro lado, é bastante conhecido que o primeiro grupo de cohomologia de Hochs-
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child de uma K-dlgebra qualquer é um quociente do espago das derivacoes de A. Para
as algebras do tipo A = K@Q/I, onde Q é um quiver finito e 7 é um ideal admissivel de
K@), essa conexdo entre H'(A) e as derivagdes tem permitido estabelecer relagdes entre o

anulamento do H'(A) e a existéncia de ciclos em () (ver [FGM] e [Ha)).

Um dos objetivos deste trabalho é apresentar principalmente a estratégia que foi de-
senvolvida por De la Pefia e Saorin, em [PS], para computar a dimensio de H' (A) e

determinar condigdes necessérias e suficientes para que H'(A) se anule.

Um outro objetivo é o de estudar a estrutura de algebra de Lie de H'(A), estrutura

essa que € induzida pela natural estrutura de Lie da 4lgebra associativa Endg (A).

Para o objetivo inicial, as dlgebra consideradas sio do tipo A = KQ/I, onde K é
um corpo qualquer, @ é um quiver finito e / é um ideal da &lgebra de caminhos KQ
contido em F? (F denota o ideal de KQ gerado pelas flechas de @), para o qual est3
fixado um conjunto de geradores que satisfaz uma condicio de minimalidade. Nesse caso,
o primeiro grupo de cohomologia de Hochschild H'(A) pode ser identificado, na verdade,

com o espago das derivagoes normalizadas de A, médulo as internas (em [Ha] e [PS]).

A estratégia desenvolvida, em [PS], para computar a dimensdo de H'(A) consiste em
decompd-lo, a partir dessa identificacdo, “em pecas menores”, cujas dimensdes se possa
calcular. Tal idéia aparece claramente no resultado principal do artigo, que mostra que
o H'(A) é o termo médio de uma seqiiéncia exata curta (de K-espagos vetoriais), cujo
termo a esquerda é o quociente das derivagoes F? - lineares de A pelas internas, e o &
direita € um subquociente do K-espago de dimensao finita Endg(A/J?), onde J = F/]

(Teo. 3.6 neste trabalho).

A “decomposigao” sugerida pela seqiiéncia mencionada, junto com uma melhor iden-
tificagao do seu termo a direita, através de particulares derivacoes de A, e a intervencao
do grupo fundamentental [) de I) permitem, entao, relacionar a dimensio de

p 1 ) ) ) )

H'(A) com o posto e o p-posto do grupo abelianizado de 7, (Q, I).

Essa mesma relagao e a existéncia de um K-monomorfismo de Hom(my(Q, I), K+)
em H'(A) (K" denota o grupo aditivo do corpo K'), por sua vez, levam & obtencao de

condigoes necessarias e suficientes para que H'(A) se anule.

Para o outro objetivo deste trabalho, que é o de estudar a estrutura de algebra de Lie

de H'(A), as algebras consideradas sio do tipo A = KQ/I, onde @ é um quiver finito e [
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€ um ideal admissivel de K@) (ie: F™ C [ C F?, para algum n > 2). Nosso interesse nesse
assunto originou-se da sugestao do Prof. Dr. Eduardo N. Marcos, dada durante nosso
exame de qualificacdo, de tentar estudar a estrutura de dlgebra de Lie de H'(A). Além
disso, até onde sabemos, essa estrutura do H'(A) tem sido pouco explorada (com excecio
do tratado, em [FGGM], sobre derivacées diagonalizéveis de uma K-4lgebra de dimensao
finita, quando carK = 0 ou K é algebricamente fechado de caracteristica positiva). Desta
forma, optamos, como contribuigao pessoal ao trabalho, por estudar a estrutura de algebra
de Lie de H'(A) de forma a determinar condigdes sobre o quiver Q ou sobre o ideal | que

garantam a sua abelianidade, em alguns casos.

Os resultados obtidos por De la Pefia e Saorin, em [PS], e o nosso estudo sobre as
condigbes para que a algebra de Lie seja abeliana ficardo mais evidenciadas na descricao

que segue da organizacao deste trabalho.

O capitulo 1 contém defini¢es, alguns resultados e propriedades bdsicas sobre quivers,
quivers com relagoes e algebras de quivers, que serao utilizados no decorrer deste trabalho.
Em especial, as segées 1.2 e 1.3 sdo dedicadas & construgio e ao estudo de propriedades dos
grupos fundamentais 7, (Q)) de um quiver finito @ e 7, (Q, I) de um quiver com relacdes
(@,1). Um resultado bastante conhecido é que, sendo @ conexo, o grupo fundamental
m,(Q) é um grupo livre de posto igual a x(Q), a funcio caracteristica de Euler de Q
(em [Mal). Através das “parade data” utilizadas por Farkas, Green e Marcos, em [FGM],

apresentamos uma “versao algébrica” da prova desse resultado.

No capitulo 2 introduzimos os grupos de cohomologia de Hochschild H(A), para

1 > 0, e os K-espagos vetoriais Der(A) e Inn(A), respectivamente, das derivacoes e das

derivagoes internas de uma K-dlgebra A qualquer, mostrando, entdo, que H'(A) = ?:7:((2;

Para as algebras de quivers com relagées A = KQ/I, sio definidas outras derivacoes mais

especificas (como as derivagdes normalizadas, especiais, lineares e F'2 - lineares). Como

em [Ha] ou [PS], mostramos que as derivagdes normalizadas permitem uma identificacao
. . 1 . 1 ~ Nor(A)

mais conveniente de H'(A), ou seja, que H'(A4) = Nor (A T () (Nor(A) denota o espaco

das derivaces normalizadas de A).

No entanto, cabe as derivagoes normalizadas da élgebra K'Q desempenhar um papel
fundamental na obtengdo dos resultados contidos em [PS], pela particular propriedade

de serem determinadas por seus valores sobre as flechas de @ e, por isso, decompostas
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em uma soma de derivagoes mais simples. Por esse motivo, incluimos neste capitulo a
mencionada propriedade, através da Prop. 2.3, cuja demonstracdo é uma sugestio do

Prof. Dr. Eduardo N. Marcos, a quem agradecemos muito pelo interesse e incentivo.

Ainda no capitulo 2, apresentamos as dlgebras de Lie e algumas de suas propriedades
e exemplos, com o intuito de mostrar que o primeiro grupo de cohomologia de Hochschild
H'(A), além de estrutura de K-espaco vetorial, possui também a de algebra de Lie,
induzida que é pelo colchete de Lie da algebra associativa Endg(A). A é4lgebra de Lie

H'(A) serd objeto de estudo no capitulo 5.

Assim, os capitulos 1 e 2 contém as ferramentas basicas para o desenvolvimento
da parte central deste trabalho. Os resultados contidos nos dois capitulos seguintes

(capitulos 3 e 4) foram essencialmente obtidos, em [PS], por De la Pefia e Saorin.

No capitulo 3 apresentamos, no Teo. 3.6, o principal resultado em [PS], que mostra
que o H'(A) é o termo médio de uma seqiiéncia exata curta de K-espacos vetoriais, na
qual os outros termos sdao um quociente do subespago das derivacdes F2 - lineares de A
(& esquerda) e um subquociente do espago Endx(A/J?) (a direita), iniciando, assim, o
“fatiamento” de H'(A) mencionado no inicio desta introducio. A prova desse teorema se
baseia na propriedade de que as derivagoes normalizadas de A = KQ/I sdo obtidas pelas
classes das derivagbes normalizadas de K@ que sio [-admissiveis, médulo aquelas que
tém imagem em /. Um outro ingrediente importante no Teo. 3.6 é o grupo ch(@, K) dos
caracteres aditivos aciclicos de @) que, passivel de um célculo completo, permite melhor
identificar o termo a direita da seqliéncia do H!(A), onde comparece. Um “refinamento”
desse termo é obtido na Prop. 3.12, por meio das derivacoes lineares e especiais de A, nos

casos particulares em que a algebra A = KQ/I é quase fortemente aciclica ou o ideal I é

homogéneo

No capitulo 4, com o Teo. 3.6 e as “aproximacdes aprimoradas” dos casos particulares

em maos, tratamos da relagio do grupo fundamental 7, (Q, ) do quiver com relacdes
I) com a dimensao de H'(KQ/I), em primeiro lugar, e com as condicdes necessarias
b ) ) =

e suficientes para o seu anulamento, em segundo lugar.

Como em [PS], apresentamos férmulas para a dimensio de H'(A) em fungao do posto
e do p-posto do grupo abelianizado II de 7,(Q,I) (Prop. 4.4 e Cor. 4.5). Notamos

aqui que o Cor. 4.5 inclui, como casos particulares, alguns resultados obtidos por Happel
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(em [Hal, Teo. 2.2 e Prop. 2.3).

Na secao 4.2, apresentamos um exemplo, Ex. 4.6, que mostra que os resultados obtidos
podem ser aplicados ao caso em que a algebra A = K@/ nao é de dimenséo finita sobre

K (isto é, em que o ideal [ considerado nao é admissivel).

Para a obtencao de condigdes de anulamento de H!(A), a ferramenta essencial é
a existéncia de um K-monomorfismo canénico de Hom(m(Q, 1), K*) em H'(A). A
existéncia desse monomorfismo ja fora obtida por Assem e De la Pefia, em [AP], para
as algebras triangulares (aquelas cujo quiver nao contém circuitos) e, mais tarde, por
Farkas, Green e Marcos, em [FGM], para o caso geral. Embora De la Pefia e Saorin
desenvolvam, em [PS], uma demonstracio desse fato, optamos por apresentar uma outra
mais simples que se baseia na defini¢do de H'(A) e em argumentos similares aos usados

em [AP] para o caso triangular.

Desse monomorfismo e das “férmulas” da dimensao de H'(A) que envolvem o posto
e o p-posto de II, surgem as condicoes necessarias e suficientes para o anulamentento de
H'(A). Essas condigbes, conforme o Cor. 4.11, dependem da finitude do grupo II, da
relagao de sua ordem com a caracteristica de K e das derivacoes lineares e F'? - lineares

de A.

Por fim, o capitulo 5 contém uma contribuigao pessoal ao trabalho, através do estu-
do da estrutura de Lie de H'(A), quanto & propriedade de ser abeliana, para algebras

A= KQ/I, com o par (Q,I) sob certas condigdes.

Consideramos, primeiramente, as algebra A = K@, onde @ é um quiver finito, nao
contendo circuitos orientados (algebras hereditérias); as dlgebras locais A = KQ/I, onde
( € constituido por umlago ave I = ( @™ ), para algum m > 2 (A = K[X]/(X™), m > 2);
as algebras locais A = KQ/I, onde @ é um quiver formado por dois lagos, cujos quadrados
estao no ideal [ admissivel; e as algebras que sio quociente da algebra de caminhos de

um circuito orientado, ndo laco, por um ideal admissivel.

Determinamos, nos casos considerados, as condigoes necessarias e suficientes para que
a algebra de Lie H'(A) seja abeliana. O resultado obtido para as algebras locais A =
K[X]/(X™), m > 2 (Prop. 5.4), motivou-nos a impor, no caso das locais de dois lacos,
que os quadrados desses estivessem no ideal de relagoes. Para essas algebras, as condicoes

impostas ao ideal / o caracterizam, entdo, como um ideal homogéneo (Prop. 5.13) e
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determinam que [/'(A) é uma algebra de Lie abeliana somente quando I = { o?, 8%, off )
ou quando A" é um corpo com pelo menos quatro elementos e I = ( o, #%, aff + M\ba )
com A € K\ {0,1,-1} (Prop. 5.23).

Conhecendo a estrutura de Lie de H'(A) das dlgebras acima mencionadas (quanto a
ser abeliana ou nao), estudamos a possibilidade de adoté-las como “exemplos bésicos” a
partir dos quais possamos contruir novas algebras e garantir algo sobre a abelianidade ou

nao dos respectivos grupos de cohomologia de Hochschild.

Esse estudo é feito na secao 5.5. Consideramos uma dada dlgebra B = KQpg/Ip, onde
K é um corpo qualquer, @ é um quiver finito (conexo) e Ig é um ideal admissivel de
KQ@p. A partir do par (@p,/) construimos um outro (Q,/), onde @ é obtido de Qg
por adjungao de novos vértices e/ou novas flechas, sob certas condicdes, e / é um ideal
admissivel de K@), contendo as relagoes geradoras de I e de forma que as novas relacdes

nao envolvam flechas de ().

Mostramos que existe um monomorfismo de 4lgebras de Lie do espago das derivacoes
normalizadas de B mno correspondente Nor(A), onde A = KQ/I. Em conseqiiéncia,
obtivemos que se B é tal que H'(B) é uma 4algebra de Lie nio abeliana, entdo a algebra,

de Lie H'(A) é também nao abeliana (Teo. 5.28).

Assim, a partir do par (¢)p,/p) dos exemplos adotados como “bésicos”, podemos obter
inimeros exemplos de algebras A = K@Q/I em que Nor(A) e H'(A) sio 4lgebras de Lie

nao abelianas.



CapPiTULO 1

Preliminares

O objetivo deste capitulo é apresentar um resumo dos conceitos basicos que serio

utilizados ao longo deste trabalho.

Na segao 1.1, introduziremos a nogao de quiver e de 4lgebras de caminhos e assu-
miremos alguns resultados aqui apresentados, sem explicitar suas demonstracoes. Uma

exposi¢ao detalhada desses resultados pode ser encontrada em [ASS], [CLS] e [IM].

Em 1.2 definiremos o grupo fundamental 7, (Q) de um quiver @) e apresentaremos
uma prova algébrica de que o grupo 7,(Q) é livre de posto x(Q), onde X(@) denota a
caracteristica de Euler do quiver @). Tal prova serd feita com a utilizagio de argumentos
andlogos aos usados por Farkas, Green e Marcos, em [FGM], para mostrar que esse grupo
¢ finitamente gerado. Uma abordagem topolégica do assunto pode ser encontrada no
capitulo VI de [Mal].

Na secao 1.3, apresentaremos duas descrigdes do grupo fundamental de um quiver
com relagées (Q),/): uma primeira como imagem epimérfica do grupo , (@), através da
construgao efetuada na segao anterior; a outra - a chamada construcao formal - como uma
espécie de extensao da descri¢do tradicional de m,(Q) (em [AP] e [Sk]), supondo que o
conjunto de relagdes gerador de [ satisfaga uma condigdo de minimalidade. A primeira
construgao mencionada é a que permite, de uma forma bastante simples, garantir que o

grupo fundamental de um quiver com relagées (Q,/) é finitamente gerado.
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1.1 Quivers e algebras de caminhos

Nesta secao, descreveremos a construgao da édlgebra de caminhos de um quiver com
relagoes (Q,/). Tal conceito é essencial para o desenvolvimento de nosso trabalho, uma vez
que estudaremos certas propriedades de dlgebras dadas por quivers e relacdes. Indicamos,

para maiores detalhes, [ASS], [CLS] e [JM].

Um quiver @ = (Qo,Q1) é um grafo orientado, onde Qo é o conjunto dos vértices e Q,
é o conjunto das flechas. Dada uma flecha o € @Q; de origem no vértice z e término no
vértice y, denotamos z por o(a) e y por ¢(a). A notagio o : = — y indica que o é uma
flecha em @) com o(a) = z e t(a) = y.

Ao longo deste trabalho, estaremos sempre supondo que @ é um quiver finito, isto &,

que Qo € ()1 sdo conjuntos finitos.

Uma caminho v em () de z para y é uma seqiiéncia de flechas v = oy ... a,, com
r > 1, tal que o(a;) = z, t(e,) = y e t(;) = o(ai1) (1 < ¢ < r—1). O nimero 7 de
flechas que aparece em  é chamado de comprimento de v e denotado por {(y).

A cada vértice z € Qo, associamos um caminho trivial, que é um caminho sem flechas,
entendendo-o como de comprimento zero, e denotando-o por e,. Por definicio, olez) =z
= (és)-

Dizemos que dois caminhos 7; e 1, em @ sdo paralelos se o(y1) = o(ys) e t(n1) = t(72).

Um caminho v em @), com {(y) > 1, é chamado um ciclo, um circuito orientado ou
um caminho fechado se o(y) = t(y). Um circuito orientado v em @ tal que {(y) = 1 é

chamado simplesmente um laco.

Um quiver () é conexo se, para qualquer par de vértices z, y € Qy, existe uma seqiiéncia
de flechas a1, a, ..., an € Qy tal que o(a;) = z ou t(ay) = 2, o) = y ou tan) =ye
{o(a;), t(a;)} N {o(ajt1), t(ajp)} # D, para todo j, com 1 < j < n (isto é, flechas
consecutivas tém um extremo em comum).

Dados um quiver () e um corpo K, denotamos por K@Q o K-espaco vetorial cuja base

é o conjunto formado por todos os caminhos de @, inclusive os triviais. E possivel munir

K@ de uma estrutura de K'-dlgebra, definindo primeiramente o produto de dois caminhos
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¥ =aiay...a, ed = [1f...05; em @ por:
{ ajay ..o f1fy...Bs , set(ar) = o(B)
78 =

0 , caso contrario

e estendendo este produto por linearidade a todos os elementos de K@Q. A K-algebra
assim construida, também denotada por K@), é denominada a dlgebra de caminhos do

quiver (). Observamos que K@) é uma algebra associativa.
Denotamos sempre por [ o ideal esquerdo de K@) gerado pelas flechas de (). Clara-
mente, /' é um ideal bilateral de K@) e nos referimos, por isso, ao ideal F'.

Observagao: K@ = €B e.KQe, (como K-espaco vetorial), onde e, KQe, indica o

$1yeQ0
K-espaco vetorial com base nos caminhos de z para y em Q.

Reunimos, na proposicao abaixo, algumas propriedades de K'@. Uma demonstracao

detalhada destes resultados pode ser encontrada no capitulo 2 de [CLS].

Proposigao 1.1 Sejam K um corpo, ) um quiver finito e KQ a dlgebra de caminhos de

Q. Entao:

(1) {es | € Qo} € um conjunto completo de idempotentes primitivos e ortogonais de

KQ. Além disso, KQ ¢ uma dlgebra bdsica com 1 = Z €x;
z€Qo

(2) KQ € uma dlgebra de dimensao finita e F € o radical de Jacobson de KQ se, e

somente se, ) ndo contém circuitos orientados;

(3) KQ € uma dlgebra indecomponivel se, e somente se, Q € um quiver conezo.

Veremos, mais adiante, que as algebras bésicas e indecomponiveis de dimensao finita
sobre um corpo algebricamente fechado K podem ser identificadas com o quociente de

algebras de caminhos por certos ideais convenientes: os chamados ideais admissiveis.

Definigao 1.2 Sejam @ wm quiver finito e K um corpo. Dizemos que um ideal [ de KQ

¢ admissivel se existe um inteiro t > 2 tal que F* C [ C F2.

Observamos que se ) é um quiver finito que nao contém circuitos orientados, entio

todo ideal de K'Q contido em F? é admissivel. Em particular, o ideal nulo é admissivel
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se, e somente se, () ndo contém circuitos orientados. Além disso, para todo r > 2, F” ¢

um ideal admissivel de K(Q).

Enunciaremos, a seguir, o resultado que estabelece a identificacio das algebras bésicas
e indecomponiveis de dimensao finita sobre um corpo algebricamente fechado com quoci-

entes de algebras de caminhos por ideais admissiveis.

Teorema 1.3 (Teorema de Gabriel) [Ga] Sejam K um corpo algebricamente fechado
e A uma dlgebra bdsica, indecomponivel e de dimensdio finita sobre K. Entio existem um
quiver conezo e finito @), e um epimorfismo de dlgebras : KQ, — A tais que [, = Ker)

¢ um ideal admissivel de KQ,.

Notamos que o quiver ), obtido no Teorema de Gabriel é tinico, 0 mesmo nao ocor-
rendo com o ideal /,, que depende do epimorfismo construido. Muitas vezes denotamos
o quociente A = KQ,/I, por A= K(Q,,l,). O par (Q,,I,) é denominado uma apre-

sentagao da dlgebra A.

Definicao 1.4 Sejam Q um quiver finito e K um corpo. Uma relagdo em Q é um elemento
de KG) que € uma combinagdo linear de caminhos de comprimento maior ou igual a dois,
todos com mesma origem e mesmo término. Em outras palavras, € um elemento ndo nulo

do K-espago vetorial e, F%e,, com z, y € Qo.

E facil verificar que se () é um quiver finito e / é um ideal admissivel de KQ, entao I é
finitamente gerado e admite um sistema gerador formado por relacdes em Q. Isso motiva

a seguinte definicao.

Definigao 1.5 Sejam Q) um quiver finito e K um corpo. Seja I um ideal bilateral de KQ,
com I C F?. Se I admitir um conjunto gerador R formado por relagées em @, entdo
dizemos que o par (Q,R) € um quiver com relagies e que a dlgebra KQ/(R) = KQ/I € a
dlgebra de caminhos de (Q,R) sobre K.

Observagao: (i) Por abuso de linguagem, referimo-nos indistintamente ao quiver com
relagoes (Q,R2) ou (@,/). Da mesma forma, a 4lgebra de caminhos de (Q,R) sobre K é

denotada por K(Q,/) ou K(Q,R);
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(i1) O ideal I de K'Q) pode, entao, ser descrito como o K -espago vetorial [ = @ I(z,y)
z,y€Qo
tal que, para cada par (z,y) € Qo % Qo, I(z,y) = e.le, C e, KQe, e sao satisfeitas as

condigoes (e. K Qe,)I(z,y) C I(z,y) e I(z,y)(e, KQe;) C I(z,t), para quaisquer z,t € Q.
Assim, o Teorema de Gabriel garante que toda 4lgebra bésica, indecomponivel e de
dimensao finita sobre um corpo algebricamente fechado K é isomorfa a uma algebra de

caminhos dada por um quiver com relagoes.

Proposigao 1.6 Sejam K um corpo e A = KQ/I uma dlgebra dada por wm quiver finito
@ com relagoes. Entao:

(1) A € uma dlgebra bdsica. Além disso, A ¢ indecomponivel se, e somente se, Q) é
conero;

(2) {rs = ex + 1| 2z € Qo} € um conjunto completo de idempotentes ortogonais e
primitivos de A;

(8) Se I € admissivel, entao A € de dimensdo finita e J = F/I € o radical de Jacobson
de A.

A demonstragao do resultado acima também ¢ encontrada em [CLS].

Finalmente definiremos certas relacées com algumas propriedades especiais, que serao

uteis na construgdo do grupo fundamental de um quiver com relagdes (Q,1).

Definicao 1.7 Dado um quiver com relagéoes (Q,I), seja p = Z/\-i’)’i € I(z,y) uma re-
=1

lagio em @, com \; € K, nao nulo, para todo 1 € {1,2,...,m}.

(i) Se m =1 (ou seja, se p € um caminho de comprimento maior ou igual a dois em
Q), entdo dizemos que p € uma relagdo zero ou uma relagio monomial em Q;

(it) Se L(y:) = L(v;), quaisquer que sejam i, j € {1,2,...,m}, entdo dizemos que p €
uma relagio homogénea em @) de grau L(v;);

(iti) Dizemos que p € uma relagio minimal em Q se m > 2 e ndo existem subconjuntos

proprios, nao vazios, X de {1,2,...,m} tais que Zbﬂj € I, com algum b; # 0.
71X
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Exemplo 1.8 Sejam K um corpo, @ o quiver
(2 D

Iy o ideal de K@ gerado por Ry = {o® — %, aff — Ba} e I, o ideal de KQ gerado por
Ry ={a® — % off — a(a® — f?)B — Ba}. I, é gerado por relacdes minimais, mas a

relagiao p = aff — a(a® — B%)B — Ba € I,(1,1) nao é minimal. E facil ver que I = I,.

1.2 O grupo fundamental de um quiver

O grupo fundamental de um quiver com relagdes (Q,/) desempenha um papel im-
portante na obtencao de “férmulas” para a dimensado de H'(A), o primeiro grupo de

cohomologia de Hochshild de A = K(Q,I), conforme veremos no capitulo 4.

Um resultado conhecido é que o grupo fundamental de um quiver @ finito e conexo é
um grupo livre de posto igual a x(@Q), onde x(Q) denota a caracteristica de Euler de Q.

No entanto, uma prova conhecida desse resultado é topolégica (ver em [Mal).

Nosso objetivo nesta segao €, pois, fornecer uma prova algébrica desse fato, utilizando
argumentos bastante semelhantes aos usados por Farkas, Green e Marcos, em [FGM], para

provar que tal grupo € finitamente gerado.

Vejamos, entao, a construcao do grupo fundamental de um quiver Q.

Seja @ um quiver finito e conexo. Dada uma flecha o de z para y em Q, denotamos
por o~ ! sua inversa formal, cuja origem é y e cujo término é z (a seguinte notacgao é

utilizada: o(a™) =y e t(a™!) = 2).

Dados z e y vértices em Qo, um passeio nao trivial em @, de  para , é uma composicio

o(al') =z, t(ef") = y e o(af') = t(ai'7'), para todo i, com 2 < i < r. Convencionamos
que o passero trivial em z € Qo é o caminho trivial em z. Como foi feito para caminhos,
podemos também definir o comprimento de um passeio em  como sendo o nimero

de flechas ou de inversas delas que compéem o passeio. Dizemos, ainda, que w é um
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passeio fechado em @ se o(w) = t(w), e que dois passeios w; e wy em Q sao paralelos se

o(wy) = o(ws) e t(w) = t(ws).

Observacao 1.9 Para facilitar a notacio, referimo-nos simplesmente ao passeio nao tri-
vial aj'ay’ -+ afr de z para y em @ (z e y € Qo), supondo sempre que as seguintes
condigoes estejam satisfeitas: 7 > 1; a; € @ e e; € {1, -1}, para cada i, com 1 < { < r;

o(af') = z; t(af") =y e o(af') = t(ai7'), para todo 7 € {2,3,...,7}.

. Observamos, ainda, que se w; é um passeio em ) de z para y e w, é um passeio em
@ de y para z, entao wyw, é um passeio em @ de z para z, denominado o produto dos

passeios wy e wy. Notamos que o produto de dois passeios de ) nem sempre esté definido.

Seja W(Q) o conjunto dos passeios de Q. Definimos sobre W(Q) a “relacio de homo-
topia ~” como sendo a menor relacio de equivaléncia sobre W(Q) que satisfaz as seguintes
condigoes:

1

(i) Para cada flecha a de @, a: z — y, tem-se que aa™! ~ e, e que a ‘o ~ Eys

(ii) Se u, v, wy e w; sdo passeios em @ tais que u ~ v, entdao W uwW, ~ W VW2, sempre

que tais produtos estiverem definidos.

Vamos denotar por [w] a classe de equivaléncia do passeio w em W(Q)/~.

Seja z, um vértice fixo em (o e consideremos W(Q,z,) o conjunto dos passeios de
W(Q) que tém origem e término em z,. Sobre tal conjunto o produto de passeios est4
sempre definido e, pela condigao (ii), podemos considerar o grupo quociente W(Q,z,)/~.

Esse grupo é denominado o grupo fundamental de @ com base em z, e denotado por
WI(Q:‘TO)'

Usando a conexidade de @ ¢é facil verificar que tal grupo independe do ponto base z,.

Assim, iremos denoté-lo simplesmente por m,(Q) e chamé-lo de grupo fundamental de Q.

Exemplo 1.10 Seja @) o quiver

O grupo fundamental 7, (Q) é gerado por [afvy~'], ou seja, 7, (Q) = Z.
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Observagao: No caso em que () ndo é conexo, a construcao do grupo fundamental de

cada componente conexa de () é feita de forma andloga a acima descrita e temos, entao,

m(Q)
que m,(Q) = H m1(QY)), onde Q. ..., Q™@) denotam as componentes conexas de
J=1

Q.

Seja  um quiver finito e conexo. Com o intuito de provar que 7, (Q) é um grupo

livre, introduzimos algumas notagoes e defini¢ées adicionais, como foi feito em [FGM].

Seja z, um vertice fixado. Para cada vértice z de Qo, escolhemos um passeio de z,

para z em (), que denotamos por Wg, 2, convencionando que wy 2, S€Ja 0 passeio trivial

- _1 . _1 . . - . . .
em z, e que w, ", = €, = €z . O conjunto W = {w, , | z € Qo} € W(Q) assim obtido
€, entao, denominado uma escolha de “parade data”. Além disso, se w € W(Q) é um
- ‘ : . : _ -1 w1
passeio qualquer de z para y em (), entao definimos c,,(w) = Wg 2 WWg, "5 onde wy .y €

W(Q) denota o passeio de retorno de y para z, através da “parade data” W, y-

Observagao 1.11 Fixada uma escolha de “parade data” W, pode-se verificar facilmente
que:

(i) Para todo w € W(Q), ¢, (w) € W(@.z,)

(ii) Se w € W(Q,z,), entao c,,(w) = w;

iii) Para todo w € W(Q), a classe [c,, (w)] é um elemento do subgrupo de = (Q

w 1

gerado por {[c,, ()] | @ é uma flecha de Q};

(iv) m,(Q) é gerado pelo conjunto {[c,, ()] | € @} e

(v) Seja wg o € W. Se wy » = af'af? -+ afr, com r > 1, temos entdo que a classe

Ly (a1 )rey, (02)?. . ey, (0 )] = 1 em 7 (Q).

Fixemos uma escolha de “parade data” ¥V como acima. A Obs. 1.11, e em particular
o item (v), permite-nos considerar a seguinte construgéo. Seja F,, o grupo livre com base
em {c,,(a) | @ € Q1} e, para cada w, o = o]'a3? -+ a2 € W, com 7 > 1, consideremos o
elemento c,, (a1)® ¢, (a2)®. .. ¢, (a, )™ € F,,, que é denominado uma “relagio parade” em
F,,. Seja H,, o subgrupo normal de F,, gerado pelas “relagoes parade”. Com tais notacoes

e definicoes obtemos, como Farkas, Green e Marcos, em [FGM], a seguinte descricao do

grupo 7, (Q).
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Proposigao 1.12 7,(Q) € isomorfo ao grupo quociente F,,/H,,.

Prova. Consideremos a aplicagio ¢ : W(Q) — F,,/H,, dada por ¢(e,) = H,,, para cada
z € Qo, e p(af'ay’ - af") = (¢, (1) ¢,y (a2)2. .. ¢, () )H,,, para todo passeio nio
trivial of'a3? -+ a7 € W(Q).

Da definicao de H,, resulta que go(wxo =) = H,, para cada wy o € W. Claramente,
temos que (p(a))™" = (o), para toda o € Qy, e que se w; e w, sdo passeios em W(Q)
tals que o produto wyw, estd definido, entao @(wiwz) = ¢(w;)p(w,). Decorre dai que
p(aa™) = p(a™'a) = H,,, para toda flecha o, e que se u, v, w; e w, sdo passeios em Q
tais que (1) = p(v) e os produtos uw;, vw,, wou e wyv estio definidos, entao w(uw,) =
p(vwn) & p(wyu) = plw).

Mostremos que ¢ respeita a homotopia ~ de W(Q), ou seja, que se u e v € W(Q) sio

tais que u ~ v, entao p(u) = ¢(v).

Observamos, primeiramente, que se u, v € W(()) sio passeios triviais quaisquer, entao
¢(u) = H,, = ¢(v). Portanto, basta mostrar que ¢ respeita a homotopia quando um dos

passelos considerados é nao trivial.

Suponhamos, pois, que tal ndo aconteca, isto é, que u seja um passeio nao trivial
p ) » 4 ) » 4 ] p
em W(Q) para o qual exista um passeio v € W(Q) com u ~ v, mas @(u) # o(v).
Suponhamos, ainda, que u seja o passeio nao trivial de comprimento minimo com tal
propriedade. Se escrevemos u = aj'ay’ ---of, entdo de af'ajy’ - - ot ~ v resulta que
up = af'ay’ .. oy~ vor . De l(uy) < £(uw), u; ~ va " e da minimalidade de u
-4 E Er—1 = =& . _
segue que p(u1) = p(af'ey’ ... a,7') = (va;®) = ¢(v)p(a,)™. Portanto, p(u) =

aftaz? ..o )e(afr) = ¢(v), o que contradiz a hipStese de que o (u v).
¥ 1 2 ® 7 ® ®

(g

Como ,(Q) ¢é gerado por {[c,, ()] | @ € @1} (pela Obs. 1.11 (iv)) e ¢ respeita as
classes de homotopia, podemos entao considerar a aplicacao (também denotada por ©)
¢:m(Q) = F,/H,, definida por ¢([c,,(a)]) = ¢, (a)H,,, para toda o € Q. Claramente,
¢ € um morfismo de grupos e sobrejetivo. Mostremos que ¢ é injetivo. Para tanto,
consideremos a aplicagao A : {c,,(a) | @ € @1} = 7,(Q) dada por A(c,,()) = [c,,(a)]
e a inclusao natural ¢ : {c,(a) | @ € @} = F,,. Como F,, é um grupo livre com base
em {c,,(a) | @ € @1}, entdo existe um tinico morfismo de grupos 0 : F, — m, (@) tal que
0(i(c,y () = 0(c,y (@) = [e,,(a)]. E facil ver que 0(H,) = [ex,] =1 em 7, (Q). Logo,
podemos definir o morfismo de grupos 6 : F, /H,, — m,(Q) dado por 8(aH,,) = 6(a),
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para cada afl,, € F,,/H,,. Assim, (6¢)([c,,(2)]) = O(c,,(a)H,,) = [c,, ()], para cada o
€ G, ou seja, fop = z'd,,l (@), © que mostra que ¢ € injetivo. Portanto, ¢ é um isomorfismo

de grupos e a proposicao estd demonstrada. 1

A prova de que 7, (@) é um grupo livre de posto x(Q) =1 — |Qo| + |Q1] é feita através

da escolha de uma “parade data” conveniente, conforme seré descrito a seguir.

Seja T' = (To, T) uma arvore maximal de @, isto é, 7' é um subquiver conexo de Q, tal
que o conjunto de vértices Ty é o conjunto )y dos vértices de @, e o conjunto de flechas
T; é formado pelas flechas de Q tais que, omitidas suas orientacoes (isto é. olhadas como

1 ) )
arestas), nao determinam uma seqiiéncia fechada de arestas. Fixemos, entdo, essa 4rvore
maximal 7" em () e uma fonte z, em 7' (isto é, um vértice que nao é término de nenhuma
flecha de T'). Para cada vértice z € Qo = Ty, seja w,_ , o passeio de comprimento minimo
) 07
de z, para @ em 7. Seja W7 o conjunto dos passeios w, , acima escolhidos sobre a
0 p T 3:0:

arvore 7'

Proposigao 1.13 Seja ) um quiver finito e conezo. Entdo m,(Q) é um grupo livre de
posto x(Q) = 1 — |Qo| + |Q1], onde |Qo| € |Q1] indicam, respectivamente, o nimero de
vértices e de flechas de ().

Prova. Fixemos a “parade data” VW7 construida através da escolha de uma 4rvore maximal
T em () e de uma fonte z, em T'. Pela Prop. 1.12, 7,(Q) = FWT/HWT (para simplificar

a notagao, F., e c, denotardo, respectivamente, FWT’ HWT e CWT)'

Mostremos, agora, que F/H_ é isomorfo ao grupo livre com base no conjunto
X" ={c,(a) | a ¢ T1}. De fato, da escolha de Wy, formado pelos passeios de compri-
mento minimo sobre a arvore 7', e da fixagao da fonte z, € T} resulta que todo elemento
¢ (a), com a € T, estd em H_ e, conseqiientemente, que H_. coincide com o subgrupo
normal de F_ gerado por {c (o) | @ € T1}. Logo, F./H, é o grupo gerado pelo conjunto
{e ()H | ¢ Ti}.

Consideremos I o grupo livre com base em X' = {c (a) | @ ¢ T1} e a inclusio
10 X' = F7. Seja A1 X' = F_/H_ a aplicagdo definida por A(c (a)) = c (a)H,,
para toda o € @);\7). Por ser F” um grupo livre, existe um tinico morfismo de grupos
A F! — F /H,_ tal que Mot = ), isto &, tal que A(c(a)) = ¢ (a)H,, para cada o ¢ T.

Claramente, A é sobrejetivo. De maneira analoga, usando o fato de que F. é um grupo
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livre com base em {c () | @ € @1}, construimos um morfismo de grupos (que é tinico)
Y Fo— F7, tal que ¥(c (a)) = 1p, se a € T, e P(c (a)) = c(a), se a € Q,\T}.
Logo, podemos considerar o morfismo de grupos ¢ : F_/H_ — F”_ definindo ¥ (c, (o) H..)
= ¢, (a), para toda o ¢ T;. Temos entdo que, para cada o ¢ Ti, (¥ A)(c (@) = ¢ (a);
ou seja, que A é injetivo. Portanto, X é um isomorfismo de grupos e ™ (Q) = F_é livre
de posto | X" |.

A prova de que | X’ | coincide com a caracteristica de Euler x(Q) = 1 — |Qo| + |Q,]

de @ independe de argumentos topoldgicos e pode ser encontrada em [Ma). |

1.3 O grupo fundamental de um quiver com relacgoes

Seja (Q,I) um quiver com relagées e suponhamos que o ideal I seja gerado por um
conjunto R de relagoes em (). O grupo fundamental m,(Q,R) pode ser descrito “abstra-
tamente”, como em [Sk], ou de uma forma mais “tradicional”, a partir da descricio de
7,(Q), como em [FGM]. E essa tiltima descricao que garante, de uma forma bastante sim-
ples, que ele € um grupo finitamente gerado e que escolhas adequadas de R determinam

0 mesmo grupo, conforme veremos a seguir.

(A) Descrigao “tradicional” de m(Q,R)

Seja (@,]) um quiver com relagdes, onde () é um quiver conexo e finito. Suponhamos
que esteja fixado um conjunto R de geradores de I e que 7,(Q) tenha sido descrito,
conforme a secdo anterior, através da fixagao de uma “parade data” W. Denotemos por
N(R) o subgrupo normal de 7, (Q) gerado por c,,(v)c,,(uv™!), com v e u variando sobre
todos os caminhos que aparecem com coeficiente nao nulo em uma mesma relacao nao

monomial p € R. O grupo quociente 7, (¢))/N(R) é denominado o grupo fundamental
m (Q,R)
Decorre diretamente da definicao que 71(Q,R) é finitamente gerado (pois 7,(Q) o é).

Além disso, se R é constituido de relagées monomiais, entao m(Q,R) = 7,(Q).

O exemplo abaixo mostra que o grupo ;(Q,R) depende do conjunto de geradores R

de I.
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Exemplo 1.14 Sejam K um corpo, @ o quiver
2 D

e os conjuntos R; e Ry de relagdes em @ tais que Ry = {a®—fB% aff — Ba} e

Ry = {o® — B2 aff — ala? — BB — Ba}.

Conforme vimos no Ex. 1.8; R; e Ry geram um mesmo ideal [ de K@,

~o

Claramente, 7, (Q) = F( «, 8 ) éo grupo livre gerado por o e 8 (ou seja, ,(Q)
ZXZ). Por definicao, N(R;) é o subgrupo normal de m, (Q) gerado por {872, afa™' g1}
e, 1501‘ta.nto, m(Q,R1) = 7 (Q)/N(R1) = (=, y | 2*> = y?, 2y = yz ), que é um grupo
abeliano finitamente gerado.

Desde que zy~" € m(Q,R,) é um elemento de ordem dois e y possui ordem infinita,
temos entao que m(Q,R;) = G1Gy = Gi x Gy = Zy x Z, onde G, é o subgrupo ciclico

1

de m(@,R:) gerado por 2y~ e G é o subgrupo ciclico de m,(Q,R,) gerado por y.

De outro lado, N(R;) é o subgrupo normal de 7,(Q) = F( a, 8 ) gerado por {a?87%;
af(c®B)" = % af(af?)t = aflal; aBalfl ®B(af?)! = o?af o,
?Ba”f7 = PafaifY aflalifT! = af’a " afa' 71}, Portanto, N(R,) é ge:
rado por {a?, A%, afa™'B71} e, conseqiientemente, m(Q,R2) = (z,y | 2?2 =1 =2

QIy:yIIJ)gZZXZZ.

Logo, m1(Q,R1) Z m(Q,R»).

Tal dependéncia, no entanto, pode ser superada: o grupo fundamental m(Q,R) é
o mesmo para duas escolhas quaisquer de R nas quais as relacdes nio monomiais sao
minimais (Def. 1.7 (iii)), conforme Prop. 1.1 em [FGM]. Nesse caso, esse mesmo grupo é

denominado o grupo fundamental de (Q,7) e denotado por =, (Q,I).

A descrigao “abstrata” de m, (@, I), em [Sk], mencionada no inicio desta secio, é feita
a partir da hipotese de que esteja fixado um conjunto R de geradores de I satisfazendo
a condicao de minimalidade (isto é, relagdes nao monomiais sdo minimais). Apresenta-

remos, aqui, sua descricao, que sera utilizada nos capitulos posteriores, com o intuito de
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simplificacao.

(B) Descrigao “abstrata” de m(Q,[)

Seja (@,1) um quiver com relagoes, onde @) é um quiver conexo e finito e / é um ideal
.] b q )

de K@ gerado por um conjunto R que satisfaz a condigio de minimalidade. Seja “~” a
menor relagao de equivaléncia no conjunto de todos os passeios em @ tal que:

(i) Se a : z — y é uma flecha, entao aa™ ~ e, e a7la ~ e,;

(ii) Se u, v, w; e w, sao passeios em @ tais que u ~ v, entdo wyuwy ~ W VW,, sempre
que tais produtos estiverem definidos;

(iii) Se p = Z/\.i’yi € R é uma relacdo minimal, entdo v; ~ <;, para todo

i=1

1<i, j<m.
A classe de equivaléncia de um passeio u é denotada por [u].

Fixemos z, um vértice arbitrario de ). O conjunto m1(Q,/,z,) das classes de equi-
valéncia de todos os passeios fechados de (), comecando e terminando em z,, tem uma
estrutura de grupo definida pela operacao [u][v] = [uv]. Claramente, o grupo m(Q,/,z,)
nao depende do ponto z, escolhido (pela conexidade de Q) e, por isso, sera denotado
simplesmente por m,(Q, ) e denominado o grupo fundamental de (Q,/). Também da
definigao da relagao de equivaléncia, segue que esse grupo depende somente das relacoes

minimais e, portanto, do ideal I.

Observamos que essa construgao é equivalente a considerar o quociente 7,(Q)/N(R),

vista anteriormente.

Além disso, para ambas as construgoes, se o quiver @ nao é conexo, vale que 7, (Q, I)

m(Q) ,
o H Wl(Q(j),[j), onde QW ..., Q@) denotam as componentes conexas de ) e
7=1

L =KQWNT(1<j5<m(Q):=nimérode componentes conexas de Q).

Na secao 4.2 o grupo fundamental 7 (@), /) serd uma ferramenta bastante til pa-
ra o estabelecimento de “férmulas” mais simplificadas para a dimensdo de alguns es-

pacos vetorials relacionados com o espaco das derivagbes da K-dlgebra A = KQ/I.
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Mais explicitamente, tais “férmulas” dependerao, em certa medida, do K-espaco veto-
rial Hom(m (@, 1), KT), onde Kt denota o grupo aditivo do corpo K. Por esse motivo,
encerramos esta secao com algumas observacoes decorrentes de resultados bastante co-

nhecidos da Teoria de Grupos.

Lembramos, inicialmente, que dado um grupo abeliano finitamente gerado G (utiliza-
remos notagao multiplicativa para grupos abelianos), entao o teorema de estrutura para
tals grupos permite escrever uma decomposi¢ao de G como produto direto de grupos
ciclicos indecomponiveis (inica, a menos de isomorfismo). Mais especificamente, G =
Y/ Zp? X ... X Zys, comn € N, onde os p;’s sao nimeros primos (nao necessariamente
distintos) e 7; € N (1 < < 's). Entao, o posto de G (denotado por rk(G)) é, por definicéo,
n (:= a multiplicidade do grupo ciclico infinito em uma decomposicio de G' como acima);
e se p € um nimero primo, entao o p-posto de G (denotado por rk,(Q3)) é o niimero (finito)

de p-grupos indecomponiveis numa decomposicao de G como a explicitada acima.

Vejamos, pois, as observacoes mencionadas acima.

Observagao 1.15 (i) O grupo =,(Q,I) é finitamente gerado e ,(Q, ) = 7,(Q), se o

ideal [ é gerado por relagbes monomiais (conforme o comentario anterior ao Ex. 1.14);

(ii) Se denotarmos por II o grupo abelianizado de 7,(@Q,I), entdo II é um grupo
abeliano finitamente gerado (via (i)) e Hom(m(Q, ), K*) & Homg(II, K*+) (como grupos
abelianos). Além disso, ambos possuem uma estrutura natural de K-espago vetorial, que
é induzida pela estrutura multiplicativa do corpo K, e o isomorfismo referido é também

um isomorfismo de K-espacos vetoriais;

(iii) A dimensdo do K-espago vetorial Hom(m(Q,I), K*) é finita e tal que
dimgHom(m1(@Q, ), K*) = tk(Il) + r, onde r = 0, se carK = 0, e r = rk,(IT), se
carK = p > 0 (tal afirmacao é conseqiiéncia de (ii), da deéomposigéo de II em pro-
duto direto de grupos ciclicos indecomponiveis - como acima - e dos seguintes isomorfis-
mos (de K-espagos vetoriais): Homgz(Z™ K*) = K™ e, para cada primo p e todo m €
N, Homg(Zym, K*) = {0} (se carK # p) e Homg(Zym, K*) = Homgz(Z, K+) = K (se
car K = p)).



CAPITULO 2

O Primeiro Grupo de Cohomologia

de Hochschild de uma Algebra

O objetivo deste capitulo é definir o primeiro grupo de cohomologia de Hochschild
de uma dlgebra A, denotado por H'(A), e verificar de que forma é possivel interprets-lo
como um quociente de subespacos de derivagdes de A. Foi através de tal interpretacio que
De la Pefia e Saorin obtiveram, em [PS], uma “férmula” para a dimensio de H'(A) para
algebras do tipo A = K@Q/I, onde @ é um quiver finito e / é um ideal bilateral de KQ

contido em F2. Decorre, ainda, dessa interpretacio de H'(A), sua estrutura de algebra

de Lie.

Utilizaremos, aqui, as notagdes introduzidas no capitulo 1. Lembramos que F' denota
o ideal de K@ gerado pelas flechas de @ e que, para todo z € Qo, e, denota o caminho

trivial em z.

Na secao 2.1, definiremos o primeiro grupo de cohomologia de Hochschild de uma
K-algebra, onde K é um corpo.

Em 2.2, voltaremos a nossa atencao para o estudo das derivacoes de uma algebra
A, introduzindo algumas defini¢ées, notacoes e estudando certas propriedades, que serao
bastante titeis nos capitulos subseqiientes, quando A = KQ/I, com @ um quiver finito e
[ um ideal de K@) contido em F*. Destacamos a Prop. 2.3, que tem como conseqiiéncia
o fato de que uma derivagao normalizada de KQ fica completamente determinada se

conhecemos suas imagens sobre as flechas de ().

23
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Na secao 2.3, veremos como H'(A) pode ser interpretado como o quociente do espaco

das derivacoes de A pelo subespaco das derivacdes internas de A.

Em 2.4 definiremos as algebras de Lie. Verificaremos, também, que a interpretacao do
primeiro grupo de cohomologia de Hochschild de uma algebra A em termos de subespacos
de derivacoes permite definir em H'(A) uma estrutura de lgebra de Lie, estrutura essa

que sera estudada no capitulo 5, em alguns casos.

2.1 O grupo H'(A)

Nesta secao definiremos o primeiro grupo de cohomologia de Hochschild de uma

[ -algebra, onde K é um corpo.

Os grupos de cohomologia foram inicialmente definidos para algebras sobre anéis co-
mutativos com unidade (ver [CE]). Os grupos de cohomologia de Hochschild, porém,
foram introduzidos, em [Ho|, para dlgebras sobre corpos, e serd nesse contexto que traba-

lharemos. As defini¢oes abaixo podem ser encontradas em [Ha], [AP].

Sejam, entdao, K um corpo e A uma K-4lgebra. Para cada i > 1, denotamos por A®:

o produto tensorial A®, A®, ...®, A.
i vezes
Seja M um A-A-bimédulo. O Complexo de Hochschild associado a M, denotado por

C* = (C", d')iez, é definido como segue:

Parai < 0, C" = {0} e d' = 0; C° = M e, para cada ¢ > 0, C* = Homg (A%, M);
d®: M — Homg(A,M) é dada por d°(m)(a) = am—ma, para todo m de M e todo a de A;
e, para cada i > 0, d' : " — C**! é definida por d'(f)(a:1®...Qai1) = a1 f(02®. . .@ait)
+ Z(—l)jf(al ® ... Q066541 ® ... @ aip1) + (1) f(a1®...® a;)aiy1, para toda f €

i=1

Cietodo a; @ ...® ajy € A®HL
Para cada € Z, o 1-ésimo Grupo de Cohomologia de Hochschild de A com coeficientes
em M, denotado por H'(A,M) é, por definicao, o quociente Kerd'/Imd'~!. Observamos
que H'(A,M) = {0}, para todo i < 0, e que H°(A,M) = {m € M | am = ma, ¥ a € A}.
Como A é um A-A-bimddulo, podemos falar do i-ésimo Grupo de Cohomologia de

Hochschild de A (com coeficientes em A), que denotamos simplesmente por H'(A). Nesse
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caso temos, em particular, que H°(A) = Z(A), o centro de A.

Nosso objeto de estudo é o primeiro grupo de cohomologia de Hochschild de A, ou

seja, H'(A) = Kerd' /ITmd°.

2.2 Derivagoes de uma K-algebra

Nesta secao definiremos o espago vetorial das derivagoes de uma K-algebra A e o das
derivagoes internas de A, onde A é uma algebra arbitréria sobre um corpo K. Para as
K-dlgebras que admitem um conjunto completo de idempotentes primitivos e ortogonais,

definiremos as derivacoes normalizadas de A.

Desta forma, pela Prop. 1.6, para as algebras A = KQ/I, onde @ é um quiver finito e
I C F? é um ideal de K@), podemos entdo considerar as derivagdes normalizadas e definir,

dentre essas, algumas com propriedades especiais.

Sejam /{ um corpo e A uma K-algebra.

Uma derivagdo de A é um morfismo K-linear 9 : A — A que satisfaz a condicao de
que d(ab) = d(a)b + ad(b), para quaisquer @ e b € A. E facil verificar que Der(A) =
{0 € Endg(A) | 0 é uma derivagao de A} é um K-subespago de Endy(A) e é denominado

o espago das derivagoes de A.

Para cada a € A, seja d, : A = A o morfismo K-linear definido por 9,(z) = az — za,
para todo z € A. E claro que J, é uma derivacao de A e é denominada a derivagdo interna
determinada por a. O conjunto {J, | @ € A} é um subespago de Der(A), denominado o

espago das derivagoes internas de A e denotado por Inn(A).

Seja A uma [K-dlgebra que admite um conjunto completo de idempotentes primitivos
e ortogonais {ei, €3, ..., €,}. Dizemos que uma derivacio 8 € Der(A) é uma derivagio
normalizada de A se d(e;) = 0, para todo 7 € {1,2,...,n}. Verifica-se com facilidade que
Nor(A) = {0 € Der(A) | 0 é uma derivagdo normalizada de A} é um K-subespaco de

Der(A), denominado o espago das derivagoes normalizadas de A.

Definiremos, a seguir, algumas derivacoes especificas para as K-algebras do tipo A =

K@/I, onde @ é um quiver finito e / é um ideal bilateral de K'Q) contido em F2. Tais
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algebras, conforme vimos no capitulo 1, admitem um sistema completo de idempotentes
primitivos e ortogonais (a saber, o conjunto {7, = e, + I | 2 € Qp}). Portanto, para elas
podemos considerar o subespaco Nor(A) das derivacoes normalizadas de A. Algumas
derivacoes normalizadas de A recebem, ainda, uma classificacao adicional, como veremos
a seguir.

Estaremos, entao, ao longo do que segue neste trabalho, considerando K-4lgebras do
tipo A = KQ/I, onde @ é um quiver finito (ndo necessariamente conexo) e I C F? é um

ideal de K'(). Lembramos que J denota o quociente F/I.

Definicao 2.1 Seja 0 uma derivagio normalizada de A. Dizemos que O € uma derivagio

F? - linear de A se 9(J) C J?.
Em particular, se A = K () definimos:

(i) O € uma derivagao especial de KQ se O € nula em cada flecha que néo é um lago e

d(a) = Apey, com A, € K, em cada lago o no vértice z € Qo;

(i) O € uma derivagio linear de KQ se, para cada flecha o € Qy, (a) é uma combi-

nagao linear de flechas paralelas a o;

(i) O € uma derivagio diagonal de KQ se ezistir uma aplicagio ) : Q, — K tal que
d(a) = Na)a, para cada o € Qy;
(iv) Seja I C F* um ideal de KQ. Dizemos que 9 € I-admissivel se 3(I) C I

Observagao 2.2 Resulta diretamente da definicdo de derivacao que, para toda 0 €
Nor(A), 9(@) = To(a)0(@)T(a), qualquer que seja o € Q;. Além disso, se [ é um ide-
al gerado por relagées monomiais, entao toda derivagao diagonal 9 de K'Q é [-admissivel
(isto é consequiéncia de que se vy é um caminho nao trivial em @, entdo d(y) = \y, para

algum A € K).

Denotamos, respectivamente, por s(K@Q), [(KQ), d(KQ), F*(KQ) e h(Q,I) os con-
juntos das derivagoes especiais, lineares, diagonais, F? - lineares e [-admissiveis de K Q).
Verifica-se com facilidade que esses conjuntos sao K-subespacos de Nor(KQ) e que os
subconjuntos s(Q, 1), {(Q, 1), d(Q, ) e F*(Q, I) das derivacdes [-admissiveis de KQ que

sao, respectivamente, especiais, lineares, diagonais e F? - lineares sio K-subespacos de

h(Q,1).
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A préxima proposicao mostra que as derivacées normalizadas de K() ficam deter-
minadas por seus valores sobre as flechas de @), fato esse que sera fundamental para o
desenvolvimento deste trabalho. A sugestao de sua inclusdo aqui, bem como a de sua

prova, foi do Prof. Dr. Eduardo N. Marcos, a quem agradecemos.

Para demonstra-la precisaremos da seguinte notagao:

Notagao: Sejam v um caminho em ), com £(y) > 1, e @ uma flecha de Q). Se o é uma
flecha contida em +, entdo dizemos que « divide v (notagao : a|y); caso contrario, dizemos
que a nao divide v (notacdo : af«). Convencionamos que, para os caminhos triviais v de
@ (caminhos de comprimento zero), a f 7, qualquer que seja a flecha . Assim, dados um
caminho v, com ¢() > 1, e uma flecha « tal que aly, escrevemos v = yiaya93. . . V10141,

comt > 1, de forma que « f; e {(y;) > 0, paratodoi =1,2,...,t+ 1.

Com essa notagao, podemos enunciar a seguinte proposicao, sobre cuja afirmacao esté

a idéia central do desenvolvimento dos resultados de [PS].

Proposigao 2.3 Os K-espagos vetoriais Nor(K Q) e H €o(a) K Qet(a) sG0 150morfos.
a€Q

Prova. Pela Obs. 2.2, podemos definir a aplicacdo ¥ : Nor(KQ) — H Eo(a) K Qet(a)
a€Q;
dada por 9(9) = (9())acq,, para cada 0 € Nor(K(Q). A aplicacao ¥ é claramente um

morfismo de K-espacos vetoriais e injetivo. Mostremos que v é sobrejetivo.
Seja (Ya)aeq, € H €o(a) K Qei(ar) qualquer, com Yo € €5(a) K Qey(a).
a€Q '

Fixada uma flecha o € @;, definimos um morfismo de K-espacos vetoriais
Or © KQ — K@ sobre a base de caminhos de K@), utilizando a notacdo acima, da

forma:

i
Z’Yla’h o YilYaYigr - Yen s sealy
aa(r)/) = =1

0 ysea [y

Segue, imediatamente da definicdo de 0,, que O4(e;) = 0, para todo z € Qo;
Ou(a) = Yo € que 04(B) = 0, para toda flecha f # a. Mostremos que d, é uma deri-
vacao de K@), para o que é suficiente provar que Ox(7172) = Oa(m1)72 + 7104(72), para

caminhos 7; tais que {(v;) > 2 e a | 9 (¢ = 1, 2). Com essas hipdteses, se escrevemos



2.2 Derivacoes de uma K-algebra 28

N =apa . geyyy, coma [f (1 <i<t41) ey = yarda. . .ylayl,,, coma [
(1 <7 <k+1), temos entao que:

Oa(n72) = Oa(miapya. . Yoy Vierda. . yRonl,,) =

t
dorena. . Ayar - Aertariorta. . el +
=1
k
Z'yllay;a. ) .'ytlafytlﬂfyfa'yga .. .fyfyafyfﬂ .. .fyfa'y,fH =
=1
71
(Z NV Y YaVips - - -7§a73+1)7fa73a- VYo
=1

k
neme. . Aar, (D Heda. . Vyarly - -72a7§+1) =
Jj=1
Oa(1 )72 + 710a(12)-

Seja, agora, 0 = 0p. Pela construcdo das dp, temos que & € Nor(KQ) e, além
g B B

BEQ,
disso, que %(9) = () 9p())aca; = (9a(®))acq, = (Ya)acqs, isto é, que 1 & sobrejeti-
BEQ:
va. |

Como dissemos anteriormente, o isomorfismo 1 dessa tltima proposicio nos permite
definir as derivagbes normalizadas de K@ por meio de seus valores sobre as flechas de

@, fato que sera utilizando livremente neste trabalho. Mais ainda, ele permite também,

por meio da identificagao de s(KQ), [(KQ) e F?(KQ) em H €o(a) K Qe4(a), destacar a
a€EQ
seguinte observacao:

Observagao 2.4 Cada derivacao d € Nor(K Q) pode ser escrita da forma d = 9, + 0, +

03, onde 0y, 0, e 05 sao, respectivamente, derivacoes especial, linear e F? - linear de KQ.
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2.3 A descricao de H'(A) em termos de derivacoes

Veremos, nesta secdao, que o primeiro grupo de cohomologia de Hochschild de uma
K-algebra A coincide com o quociente do espago das derivagdes de A pelo subespaco das
derivagoes internas de A. Mostraremos, ainda, que, para as algebras que admitem um
conjunto completo de idempotentes primitivos e ortogonais, podemos considerar apenas as
suas derivagoes normalizadas. Os resultados mencionados acima podem ser encontrados
em [Ha], para as dlgebras de dimensao finita, e em [PS], para as algebras KQ/I (I C F?).
No entanto, a finitude da dimensao da &lgebra ou o fato de ser ela uma 4lgebra de quiver
com relagdes nao constituem restricdes a eles. Por isso, serdo aqui apresentados de uma

forma mais geral.

Proposicao 2.5 Seja A wma K-dlgebra, onde K € um corpo qualquer. Entio H'(A) =

Der(4)
Inn(A) "

Prova. Lembramos que H'(A) = Kerd' /Imd°, onde d° é, por definigio, dada por d°(z)(a)
= ar — za, quaisquer que sejam z, a € A, e que d' é dada por d!(f)(a ® b) = af(b) —
f(ab) + f(a)b, para cada a @ b € A®? e f € Endg(A).

Logo, Kerd" = {f € Endg(A) | d'(f) =0} = {f € Endg(A) | f(ab) = f(a)b + af(b),
Va,be A} = Der(A) e Imd® = {f € Endg(4) | d°(z) = f, para algum z € A} =
{f € Endg(A) | f = 0., para algum z € A} = Inn(A), o que conclui nossa demons-

tracao. |

No entanto, se consideramos A uma K-dlgebra que admite um conjunto completo
de idempotentes primitivos e ortogonais, veremos a seguir que H'(A) pode ser entdo
identificado com um quociente das derivagdes normalizadas de A. Para isso, necessitamos

do lema abaixo, que podemos encontrar em [Ha).

Lema 2.6 Seja A uma K-dlgebra que admite um conjunto completo de idempotentes pri-
mitivos e ortogonais {ey, €, ..., €,}. Entdo, dada 0 € Der(A), existe a € A tal que

d — 0, € uma derivagdo normalizada de A.
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Prova. Consideremos o elemento a = Z@(ev,»)e.i € A. Seja 7 € {1,2,...,n} qualquer.

=1
n

Temos, por um lado, que 9,(e;) = ae; — eja = O(e;)e; — e;0(e;)e; — Zeja(ez-)ei .
i
Por outro lado, de d(eje;) = e;d(ei) + O(e;)e; resulta, para j # i, que e;d(e;) =
— 9(e;j)ei e, portanto, que e;d(e;)e; = — d(e;)e;. Além disso, de d(e;) = 0(e;%) = d(e;)e;
+ €;0(e;) segue que d(e;j)e; = d(e;)e;® + €;0(e;)e; = d(ej)e; + e;0(ej)e;, ou seja, que
e;0(e;)e; = 0.

n

Assim, 8a(e;) = (ej)e; — ej0(ej)e; — Y e;0(ei)ei =D(e;)e; +Y  A(ej)es = (e;)) e
i=1 =1

i=1

. 5 i#
= 0(e;). Mostramos, pois, que (0 — d,)(e;) = 0, para todo j € {1,2,...,n}, ou seja, que
0 — 0, é uma derivacao normalizada de A. |

Proposigao 2.7 Seja A uma K-dlgebra que admite um conjunto completo de idempoten-

tes primitivos e ortogonais. Entao H'(A) = #r%.

Prova. Consideremos a composigdo ¢ = 7 o 7 : Nor(A) — H'(A) = %, onde 7 é a

inclusdao Nor(A) — Der(A) e m : Der(A) — 2;:((21)) é a projegao canodnica. Claramente,

 é um K-morfismo. Mostremos que ¢ é sobrejetivo.

Seja 0 € Der(A). Entao, pelo Lema 2.6, existe um elemento a € A tal que (0 — 0.)
€ Nor(A). Portanto, dada 9 + Inn(A), com @ € Der(A), existe a € A tal que §; =
0 — 0. € Nor(A), com 9, € Inn(A) e, portanto, ¢(8;) = (8 — 9.) + Inn(A) =

0 + Inn(A), o que mostra que ¢ é sobrejetivo.
E facil verificar que Kerp = Nor(A) N Inn(A).

A Nor(4)
Logo, H'(A) = Nor(A)nﬁm(A)' '

Observacao 2.8 Seja A = KQ/I, onde Q é um quiver finito e I C F? é um ideal de

K@ (F éoideal de KQ gerado pelas flechas). Conforme j4 dissemos, a Prop. 1.6 garante

a aplicabilidade da proposi¢do acima a essas algebras, ou seja, H'(A) = Wmﬁz—(m'

Além disso, para tais lgebras temos que Nor(A) N Inn(A) = {0, | a € @ T AT}, ou
z€Qo

seja, que ele é o subespago gerado pelas derivagdes internas determinadas por 7, = €z,
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z € Qo, € pelas classes 0 # 7 € A dos caminhos fechados (nao triviais) y de @ (de fato,
se 0. € Nor(A) N Inn(A), a € A, entdao 7,at, = 7,4, para cada z € Qp. Portanto, a =

( Z TI)CL € @ T ATs)-

TEQo z€Qo

2.4 A estrutura de dlgebra de Lie de H!(A)

Na secao anterior vimos que H'(A) = %. Nesta secdo veremos que H'(A) possui
uma estrutura natural de algebra de Lie. Para tanto definiremos as algebras de Lie
e destacaremos algumas de suas propriedades. Maiores detalhes do exposto aqui, bem

como propriedades adicionais, podem ser encontradas em [SM].

Observamos que, embora as dlgebras de Lie tenham sido definidas para médulos sobre
anéis comutativos com unidade (ver [CE]), estaremos aqui nos referindo a algebras de Lie

para espacos vetoriais sobre corpos.

Definigcao 2.9 Seja K um corpo. Uma dlgebra de Lie sobre K € um par (A,p), onde A
€ um K-espago vetorial e ¢ ¢ uma aplicagio v : A x A = A, cuja imagem w(z,y) é
denotada por [z,y] e denominada colchete ou comutador de z ey (z,y € A), satisfazendo

as sequintes condigdes:

fi) g & E-bilinear;

(it) [z,z] = 0, para todo z de A e

(uir) Para quaisquer @, y e z de A, vale que [[z,y],z] + [[y,2],z] + [[z,z],y] = 0 (Iden-
tidade de Jacobi).

Quando nao houver risco de confusdo, omitimos a aplicacio ¢ e nos referimos simples-
mente a algebra de Lie A. Além disso, a dimensio da algebra de Lie A é definida como

sendo a dimensdo do K-espago vetorial A.

Decorre diretamente da definigao que o colchete é anti-comutativo, isto &, que [z,y] =
—[y,z], quaisquer que sejam z, y € A. Observamos que se K é um corpo tal que car K # 2,
entdo [z,2] = 0, para cada = € A, se, e somente se, [2,y] = —[y,2], quaisquer que sejam

z,y € A.

Definicao 2.10 Seja A uma dlgebra de Lie. Dizemos que A € uma dlgebra de Lie abeliana
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se [z,y] = 0, quaisquer que sejam z, y € A.

Notamos que se car K # 2, entdao A é abeliana se, e somente se, [z,y] = [y,z], quaisquer

que sejam z e y em A. Claramente, toda algebra de Lie unidimensional é abeliana.

Exemplo 2.11 Consideremos o R-espago vetorial R? e seja {e, f, g} uma base qualquer
de R®. Definindo o colchete por [f,g] = e = —[g,f] e por zero nos demais pares de elementos

da base dada de R®, obtemos uma algebra de Lie.

E facil verificar que a élgebra de Lie obtida no exemplo anterior é também associativa
(isto é, o colchete é associativo), o que em geral nio acontece (um exemplo pode ser

encontrado em [SM]).

Sejam K um corpo e A uma K-ilgebra (associativa) qualquer. £ possivel munir A de
uma estrutura de algebra de Lie definindo seu colhete pelo comutador [z,y] = zy — yz,

para quaisquer z, y € A.

Um exemplo que, particularmente, vai nos interessar é o seguinte.

Exemplo 2.12 Seja A uma K-algebra e consideremos o K-espaco vetorial Endg(A).
Definimos em Endg(A) o colchete [f,g] = fog — gof, para quaisquer f, g € Endg(A).
E facil verificar que esse colchete define em Endg(A) uma estrutura de algebra de Lie.
Esse exemplo, embora bastante simples, merece ser aqui destacado, pois queremos ga-
rantir, via o colchete considerado em Endg(A), uma estrutura de algebra de Lie para
H'Y (A) = 7’%. Para isso, introduziremos novas definigoes e resultados gerais sobre
algebras de Lie.

Definigao 2.13 Sejam A wma dlgebra de Lie e B um subespago de A. Dizemos que B ¢
uma subdlgebra de Lie de A se [z,y] € B, quaisquer que sejam z, y em B; B € dito um
ideal de Lie de A se [x,y] € B, para todo x € A e todo y € B.

Decorre imediatamente da defini¢ao acima que todo ideal de Lie de uma &lgebra de
Lie é uma subalgebra de Lie. No entanto, a reciproca desta afirmagcio é, em geral, falsa,

como mostra o exemplo abaixo.



2.4 A estrutura de algebra de Lie de H'(A) 33

Exemplo 2.14 Consideremos o espaco vetorial das matrizes 2 x 2 sobre R, com o colchete
definido por [X,Y] = XY — YX, para quaisquer X e Y € My(R). E facil verificar que,
também nesse caso, obtemos uma algebra de Lie sobre R.

1

0
Lie (pois é unidimensional). Afirmamos que V nao é um ideal de Lie de M5(R). De fato,

| 0 —1 0 2
seja M = < - ) € M,(R). De [M,N] = < O_ 0 ) ¢ V segue que V nao é um ideal

de Lie de M5(R).

0
O subespago V C M;(R) gerado pela matriz N = ( ) ¢ uma subalgebra de

Vamos, agora, introduzir rapidamente a nogao de quociente de algebras de Lie.

Sejam A uma algebra de Lie sobre um corpo K e B um ideal de Lie de A e conside-
remos o K-espago quociente A/B. Denotando por T a classe de z em A/B e definindo
[z,79] = m, para dois elementos quaisquer de A/B, é facil verificar que a definicao des-
te colchete independe dos representantes de Z e § e que, portanto, através dele pode-se
definir uma estrutura de dlgebra de Lie em A/B. Mais ainda, que a projecio candnica
m: A = A/B é um morfismo sobrejetivo de 4lgebras de Lie (isto é, 7 é K-morfismo

sobrejetivo e m[z,y] = [m(z), 7(y)], para quaisquer z, y € A).

E através dessa nogao de quociente que podemos definir uma estrutura de dlgebra de
Lie em H'(A) = %. Para isso, mostraremos que Der(A) é uma subdlgebra de Lie
de Endg(A) e que Inn(A) é um ideal de Lie de Der(A), usando o colchete definido no
Ex. 2.12. E imediato ver que, dadas ; e 8, € Der(A) C Endg(A), temos que [9;,0,] €

Der(A). Portanto, Der(A) é uma subélgebra de Lie de Endg(A).
Mostremos que Inn(A) é um ideal de Lie de Der(A). Sejam d € Der(A) e 9, €

Inn(A) a derivagio interna de A determinada por z. Temos, entio, que [0,0,](a) =
9(0s(a)) — 9:(0(a)) = O(za — az) — (zd(a) — I(a)z) = I(z)a — ad(z) = Oa(z)(a), para
todo a € A, isto é, [0,0:] = O5(z) € Inn(A).

Portanto, H'(A) = %} ¢ uma K-algebra de Lie, cujo colchete de Lie é dado por:

[01 + Inn(A), Oy + Inn(A)] = [0y, 05] + Inn(A), para 0 e 0y € Der(A).

Em particular, para as algebras de quiver com relagées A = KQ/I, o espaco
H'(A) & ——Norld) __ ¢ yma algebra de Lie, visto que %T) é uma algebra de

Nor(A)NInn(A)
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Lie e o K-isomorfismo ¢ : Nar(l\:;;;(ﬁl)n(f‘) — II)ne;((ﬁ)) = H'(A) é um morfismo de lgebras de
Nor(A)

Lie. Notamos que o colchete de Lie em 0 é dado por:

Nor(A)NInn
(01 + Nor(A) N Inn(A),0; + Nor(A) N Inn(A)] = [01,02) + Nor(A) N Inn(A),

para 01, 0y € Nor(A).



CAPITULO 3

Uma Férmula para dimygH'(A)

Este capitulo tem como objetivo apresentar uma “férmula” para a dimensao do pri-
meiro grupo de cohomologia de Hochschild H!(A) de uma algebra de quiver com relacoes
A = KQ/I. Os resultados aqui apresentados foram desenvolvidos por De la Pefia e Sa-
orin, em [PS]. Nesse trabalho, eles constréem uma seqiiéncia exata curta de K-espacos
vetorials cujos termos, além de H'(A), estio relacionados com o espago das derivacdes
F? - lineares de A e com o K-espago Endg(A/J?). Além disso, para os casos em que
A = KQ/I é uma algebra quase fortemente aciclica ou em que I é um ideal homogéneo
de K@), eles apresentam um aprimoramento da seqiliéncia inicialmente construida, através

da qual se obtém a “férmula” para dimg H'(A), quando tal dimenséo é finita.

Iniciaremos o capitulo mostrando que o espaco Nor(A) das derivagdes normalizadas
de A pode ser entendido como o espaco h(Q,I) das derivagoes normalizadas de KQ
que sao [-admissiveis, médulo as que tém imagem em [. Em seguida, introduziremos a

nocao de carater aditivo aciclico, o que permite identificar, de uma forma mais simples, o

Nor(A)NnInn(A Nor(A
subespago Fz(A)nI,m((A)) de F2(A)r\§n7)r,(

o resultado mais importante do capitulo, o Teo. 3.6, que trata da construcao da seqiiéncia

I Tais identificagoes permitirao, na secao 3.1, obter

exata mencionada acima. A secao 3.2 trata da aplicacdo do Teo. 3.6 para os casos em

que A = KQ/I é quase fortemente aciclica ou o ideal 7 é homogéneo.

Observamos que as algebras consideradas ao longo deste capitulo sao do tipo A =
KQ/I, onde @ é um quiver finito e [ C F? é um ideal de KQ (F denota o ideal de KQ
gerado pela flechas de ()). Assumimos, ainda, que esteja fixado um conjunto R de gerado-

res de [ formado por relacgées em () (isto é, combinagoes lineares de caminhos com mesma

39
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origem e mesmo término) de forma que as nao monomiais sejam relagdes minimais (con-
forme Def. 1.7 (iii)). Notamos que nao exigir que / C F? seja um ideal admissivel de KQ
permite que A seja uma élgebra de dimensao infinita. Lembramos, ainda, que J denota
o quociente F'/[ e que 7, e @ denotam, respectivamente, as classes do caminho trivial e,
(z € Qo) e da flecha a € @y em A. Além disso, estaremos utilizando a identificacio
HY(A) = N(me%m onde Nor(A) = {0 € Der(A) | d(rs) = 0, V = € Qo} e
Nor(A) N Inn(A) = {0, | a € €P oA} (Obs. 2.8).

z€Qo

3.1 Uma decomposicao do H'(A)

Lembramos, inicialmente, do capitulo anterior, que h(Q,I) = {0 € Nor(KQ) |
O(I) C I} denota o espago das derivagoes normalizadas e [-admissiveis de KQ. Indi-
cando por ho(@,I) o subconjunto {0 € Nor(KQ) | Imd C I} (que claramente é um
subespaco de A(Q), I)), mostraremos, no lema abaixo, que toda derivacao normalizada de
A = KQ/I pode ser vista como uma derivagao normalizada e [-admissivel de K@, médulo
ho(@,I). Essa visdo permitirad também identificar os subespacos s(Q, I), I(Q, I) e d(Q, I)
de h(Q,I) das derivacbes [-admissiveis de K@ que sdo especiais, lineares e diagonais,

respectivamente (Def. 2.1), com subespagos de Nor(A).
Lema 3.1 Nor(A) € isomorfo a h(Q,I)/ho(Q,I).

Prova. Para cada 0 € h(Q,I), podemos definir o K-morfismo @’ : KQ/I — KQ/I dado
por 0’(a + I) = d(a) + I, para cada a € KQ, pois d é [-admissivel. Além disso, de 9(e,)
= 0, para todo z € Qo, e de d(ab) = 9(a)b + ad(b), quaisquer que sejam a, b € KQ,

resulta que 0’ é uma derivagao normalizada de A.
Consideremos, entao, a aplicagdo f : h(Q,I) — Nor(A) que a cada d € h(Q, I) associa
@’ € Nor(A), como acima. A aplicagao f é um K-morfismo tal que Kerf = ho(Q,1) (isso

¢ consequéncia imediata da defini¢do da f).

Mostremos que o morfismo f é sobrejetivo. Seja 0’ € Nor(A) qualquer. Queremos
definir uma derivagao @ € h(Q,I) tal que f(9) = @’. Pela Prop. 2.3, basta definir a 0

requerida por seus valores sobre as flechas de @.
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Para cada flecha «, escolhemos a, € €o(a) K Qey(a) tal que 0'(a + I) = a, + [. Entao
a aplicagao 0 : K@ — K( dada por d(e;) = 0, para todo = € Qo, e d(a) = aq, para toda
a € (1, € uma derivagao normalizada de K'@Q). Da definicao da @ e do fato de 9’ ser uma
derivacao em A, segue que 9(/) C I e que @’(a + I) = d(a) + I, para todo a de KQ, o
que mostra que f é sobrejetivo. Portanto, Nor(A) = h(Q, I)/ho(Q,I). |

Notamos que as restri¢ges do K-morfismo f definido na prova do Lema 3.1 aos subes-
pagos s(Q, 1), I(Q,]) e d(Q,T) sdo injetivas, o que nos permite identificar esses espacos
com suas imagens, via f, em Nor(A). Por isso, denotaremos por s(A), I(A) e d(A) as
correspondentes imagens de s(Q, I), {(Q, ) e d(Q, I), médulo ho(Q,I), em Nor(A).

Introduziremos, a seguir, a nocdo de carater aditivo aciclico de um quiver finito @,
o que possibilitard identificar o subespaco ’}ﬁ;”(;*‘))r:‘[m%) C F2(§)(:§:3»(A) com o K-espaco
vetorial dos caracteres aditivos aciclicos de @ (lembramos que F?(A) = {8 € Nor(A) |

d(J) C J*} denota o espago das derivagdes F'2 - lineares de A). Tal identificacio, por sua

vez, serd utilizada na construcao de um seqiiéncia exata curta de K-espagos vetoriais cujo

termo do meio é H'(A) = ﬁ%'

Lembramos que, conforme o convencionado na Obs. 1.9, os passeios nao triviais em Q

serao denotados por u = af'a3? - - ",
Definicao 3.2 Seja Q um quiver finito. Um cardter aditivo aciclico de Q € wma aplicagio
£ : @ — K satisfazendo a condi¢io {(u) = € (v), quaisquer que sejam os passeios nio

triviais w e v de ), com mesma origem e mesmo término, convencionando que £(u) =
r

E eif(a;), comu = af'a? - afr.

=1

Denotamos por ch(Q, K) o conjunto dos caracteres aditivos aciclicos de @, que clara-

mente € um K-espago vetorial.

Notamos, por exemplo, que se @ é um circuito, entdo ch(Q,K) = {£ € K9 |
Z {(a) = 0}; em particular, ch(Q,K) = {0}, se Q ¢é um lago. Um outro exemplo

a€Q,
é que ch(Q,K) = K9, se () é uma arvore.
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Com o objetivo de mostrar que os espacos %m e ch(Q, K) sado isomorfos,

rovaremos que ch(Q, K) é isomorfo a um quociente de K?°. Esse tltimo fato foi de-
p q ) q

monstrado, em [GS], para o caso mais geral em que o quiver () nao era necessariamente
finito. No entanto, exibiremos aqui uma prova distinta da que se encontra em [GS], para

o caso em que @ é finito.

Proposicao 3.3 Seja Q wm quiver finito (ndo necessariamente conezo). Entdo existe
uma sequéncia ezata de K-espagos vetoriais 0 — W — K9 — ch(Q, K) — 0, onde

W ={X € K° | X € constante em cada componente coneza de Q}.

Prova. Para cada A € K9, seja A : @Q; — K a aplicacio definida por
Aa) = Mo(a)) — A(t(a)), para cada a € Q;. Convencionando que, quando a~! é a
inversa de uma flecha o de @, 5\(01_1) = —:\(a), podemos estender ) aos passeios nao tri-
viais w = of'a5? -+ - o em @, definindo \(af' a2 - - - afr) = Z A(e%). Com a convengio

=1

adotada, ¢ facil verificar que A(af'a5? - - @) = Mo(oy®)) — A(t(ey*7)), resultando, entao,

que \ € ch(Q, K).

Portanto, podemos considerar a aplicagao ¢ : K% — ch(Q, K) dada por w(A) = X,
para cada A € K9. ¢ é claramente um morfismo de K-espacos vetoriais e, além disso,
decorre diretamente da definicdo que Kerp = W =2 K™@) onde m(Q) denota o nimero

de componentes conexas de ). Mostremos, pois, que ¢ é sobrejetivo.

Seja { € ch(Q, K). Queremos definir uma aplicagao A : Qo — K, através da determi-
nagao de suas imagens em cada componente conexa C de @, e provar que ¢()\) = £ em C.

Portanto, nao ha perda de generalidade se assumirmos que () = C é conexo.

Usaremos a construgao e as notagdes contidas na prova da Prop. 1.13, ou seja, fixados
um vértice 2, em (o e uma arvore maximal 7' = (7o,71) em @), denotamos por Wy o O

tinico passeio em 7', de comprimento minimo, de origem em z, e término em z € Q.

Seja, pois, A : (Qo = K dada por A(z,) = 0 e, para cada = # z,, \(z) = —&(Wa, z)-
Observamos que A independe da arvore maximal fixada inicialmente, pois ¢ € ch(Q, K).
Mostremos que ¢(A) = ¢ em @;. Consideremos, primeiramente, o caso em que o €
Ty. Se o(a) = z,, temos entdo que t(a) = z # =z, e que w, » = a. Logo, p(N)(a) =
Alo(@)) = AtH(@)) = AMz,) — M=) = é(ws, ) = é(a). Um argumento analogo pode ser

utilizado para o caso em que t(a) = z, e o(e) = 2 # z,. Suponhamos, agora, que « seja
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uma flecha em 73 e que o(«) e t() sejam ambos distintos de z,. Nesse caso, temos que
Wg, t(a) = Way,o(a)X OU qUE Wy o(a) = wzo,t(a)a_l. Para ambas as possibilidades, vale que
p(A)(a) = &(a).

Resta, agora, verificar que ¢(A) = £ em Q;\T1. Se o é um lago, é imediato que ¢()\)(a)
=0 = {(a). Suponhamos, pois, que a ndo seja um lago. Logo, o(a) # t(e). Como Ty =
Qo, entao o(a) e t(a) sdo vértices de T'. Segue da conexidade de T que existe um tinico
passeio nao trivial w = £ B,2... f,% em T, de comprimento minimo, tal que o(8;") =
o(a) e 1(Bs"*) = t(a). Se o(a) = z,, entdo w = w,_ya) €, Nesse caso, temos que p(A)(a)
= AMo(a)) — A(t(a)) = {(w) = £(). O mesmo argumento pode ser utilizado se t(a) =
z,. Suponhamos que o(a) e t(a) sejam distintos de z,. Dependendo de z, ser ou nao
um vértice percorrido por w, temos que ou w = 11);01’O(O()UJ$0 )y OU Wa t(a) = Wz o(a)W,
OU Wy o(a) = wxo,t(a)w_l. Em qualquer desses casos, verifica-se facilmente que ¢(\)(a) =

¢(@).

Assim, ¢(X) = € em @)1, o que mostra que ¢ é sobrejetivo. |

A Prop. 3.3 nos conta, no caso em que Q é conexo, que dimgch(Q, K) =

| Qo | — 1, pois W = K™ onde m(Q) denota o nimero de componentes conexas

de Q.

Estamos, agora, em condigbes de caracterizar o K-espago vetorial ch(Q, K') em termos
de derivagoes de A, utilizando o isomorfismo, garantido pela proposicio acima, entre

ch(Q,K) e K% /W.

Lema 3.4 Os K-espagos vetoriais ch(Q, K) e % sdo tsomorfos.

Prova. Desde que, pela Prop. 3.3, ch(Q, K) & K% /W, entdo, para obtermos a afirmacao

do lema, ¢é suficiente mostrar que % ~ K9 /W,

A cada A € K9 podemos associar a derivagao interna 9 de A, onde a = Z Mz) Ty
T€EQo
Afirmamos que 8’\ é uma derivagdo normalizada de A. De fato, para cada y € Qo, temos

que 92 (r,) = ( Z Az T,:)Ty Ty< Z A 1)7,;) = My)ry — AMy)7y = 0 em A. Assim,

z€Qo z€Qo
podemos definir a aplicagao 9, : K9 — Nor(A)NInn(A) dada por #,(\) = 9, para
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cada A € K9. Claramente, 1; é um morfismo de K-espacos vetoriais.

Seja i = mo1y, onde 7 : Nor(A)NInn(A) — %{%—% é a projecao canonica.
Mostremos que Kerip = W. Seja, pois, A € Kerp. Entdo 9) € F2(A) e, portanto, para
cada flecha o, 9,(a@) = a@ — @a = (M(o(a)) — A(t()))@ € Ty *Tya)- Segue, entdo, que
AMo(@)) = A(t()), para toda a € Q1, e, conseqiientemente, que A € W. Assim, Keryp =

W, uma vez que a inclusao contréaria é imediata.

Resta, pois, provar que % é sobrejetiva. Seja a € A e consideremos a derivacio 9,
€ Nor(A) N Inn(A). Conforme Obs. 2.8, temos que a = Z AeTe +b, com N\, € K e
be P 7J.. Consideremos a aplicagio A : Qo — K deﬁ;iEdQ; por A(z) = A, para cada
z € Z;O?OEnt&o, pela definigao de 1, temos que y1(A) = 87, onde c= Y " A;7, €, além
disso, que (8, — 0)) = 0 € F*(A) N Inn(A)(pois b € @ Tod Tz Logf)fqeoxiste e K
tal que P(A) = m(1(X)) = 92 + F*A) N Inn(A) = Bazj—qj’?z(A) N Inn(A), o que mostra

que 1 € sobrejetiva.

Portanto, dos isomorfismos K90 /W = ch(Q, K) e K% /W =2 %‘Ml’ resulta que
Ch(Q,]() ~ Nor(A)ninn(A) |

= F2(A)NnInn(A)

O isomorfismo estabelecido no Lema 3.4 serd utilizado na construcio da seqiiéncia

exata curta de K-espagos vetoriais cujo termo médio é H'(A), principal resultado desta

Secao.

. R Nor(A)nInn(A) @ -

No que segue, denotaremos por ¢ e # os isomorfismos FR ) AIn(d) ch(@,K) e
Nor(A)

Nor(4) 8 FZ(A)nInn(A)

Nor(A)NInn(A) — I;‘ZT(,S:]I::(,S

, respectivamente.

Definiremos, a seguir, alguns morfismos que, além de ¢ e 0, serdo necessérios pa-
ra a construcao da seqiiéncia exata acima mencionada. Inicialmente, construiremos um

K-morfismo de Nor(A) em Endg(A/J?).
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Como A/J? = @ K(r +J*) & J/J? podemos fixar uma base B = {r, + J2,

z€Qo
a+J?|z€ Qo ac @} para A/J? e definir o K-morfismo e : Nor(A) — Endg(A/J?)

dado por:
0)(Zx\$('rz+J2)+ZAa(a+J2) Z/\ a) + J?),
z€Qo a€Qq aEQ
para cada @ € Nor(A), onde A, e )\, estio em K. E imediato ver que Kere = F?(A).

Indiquemos por o isomorfismo canonico "[m((A‘; = Ime induzido por €.

Observagao 3.5 (i) As restricdes de € aos subespagos s(A), ((A) e d(A) de Nor(A)
(notagdes decorrentes do Lema 3.1) sao injetivas, pois s(A) N F2(A) = [(A) N F*(A) =
d(A) N F*(A) = {0}. Esse fato permite a identificacdo de s(A), I(A) e d(A) com suas

imagens £(s(A)), €(I(A)) e €(d(A)) em Ime e nao os distinguiremos no que segue;

(i) E facil verificar que s(A) N Inn(A) = {0}.

Podemos, entao, enunciar agora o resultado principal deste capitulo, que é o seguinte

teorema:

Teorema 3.6 O K-morfismo € acima definido induz uma seqiéncia exata de K-espagos

vetoriais da forma: 0 — F_Z(AL)I"I(IAnnL — H'(A) — hfg’i,\) — 0.

Prova. Primeiramente, vejamos que € induz um K-epimorfismo & de FZT% sobre
Ime. De fato, como F?(A) N Inn(A) C F?(A) = Kere, podemos definir o K-morfismo
E: ——FQ(Z)";E:L(A) — Ime dado por (0 + (F*(A)NInn(A))) = (0 + F*(A)) = &(9), para,
cada 0 € Nor(A). Claramente, € é sobrejetivo e Keré = W/ﬁzfﬁ(lf;)n—(/i)‘

Além disso, uma vez que Nor(A)NInn(A) = {0, | a € @ 7 A7} (Obs. 2.8), verifica-

TEQo
facilmente que a restricio de & a SgrAnnn(4) .4 a fismo Nor(A)ninn(A)
§¢ lacllmente que a resirigao dee & “mp fnfmald) S° ermina um isomorfismo F (D) Tnn ()

e(Nor(A) N Inn(A)) C Ime. De outro lado, como %% 5 ch(Q, K) (Lema 3.4),
podemos, via tal isomorfismo e a restricio mencionada acima, considerar ch(Q,K) =

e(Nor(A) N Inn(A)) C Ime.

112

Obtemos, entdo, o seguinte diagrama comutativo com linhas exatas:
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0
(4 .
Fz(A)n(In)n(A) Kert:

0

o
Nor(A)
0 Nor(A)nInn(4) 4 Nor(A) T F2(A)n1:n(A) 0
F2(A)nInn(4) FZ(A)nInn(A) Nor(A)nInn(A]
~ Fz(A)InInn(A)
| (L Q i
> 1" e Ime
0 ch(Q, K) I'me ch(7Qn,K) 0

onde 7, e m. sdo as projegdes candnicas. A existéncia do K-morfismo %, tal que ¥m; =

Te€, € garantida pela propriedade universal do Cokers.

Por construcao, 1 é um epimorfismo e, da comutatividade do diagrama resulta que

(Nor(A%?!)nn(A)z+)F2(A) B (Nor(A)nInn(A4))+F2(A) 5 2 (4)

. F2(A)nInn(A ~ or nn ~

Kery = Nor(ANInn(A] - Portanto, Kert) = Nor(A)nInn(A) = Nor(A)nInn(A))NF2(A)
FZ(A)nInn(A)

_ F2(A)

— F2(4A)nInn(A)"

Logo, obtemos a seguinte seqliéncia exata curta de K-espacos vetoriais:

-1 —15—-1
F2(A) el W Im
0 = manimmem » HY(A) = 5% — 0,
5 Nor(A)
onde 6 € o isomorfismo H'(A) = 7GR, € o teorema est4 provado. |

F2(A)nInn(A)

. 7% ImE 7 . . A .
Notando que a dimensao do subespaco F0.R ¢ finita, observamos que a seqiiéncia do

Teo. 3.6 mostra que a finitude da dimensao de H'(A) depende da dimensao do subespaco

F?2(A
F2(A)nInn(A)"

3.2 Casos particulares da decomposicao do H'(A)

Nesta secdo apresentaremos um “aprimoramento” da seqiiéncia exata do Teo. 3.6 para

os casos particulares em que A = K@Q/I é uma &lgebra quase fortemente aciclica ou em
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que [ € um ideal homogéneo de K'Q, através dos subespacos {(A) e s(A), como em [PS).

Retomamos aqui a Obs. 2.4, que assinala que cada derivacao normalizada 8 de KQ
pode ser escrita como uma soma 0 = 9y + d; + 03, onde 0, 9 e 5 sdo, respectivamente,

derivagoes especial, linear e F'? - linear de KQ.

O fato crucial utilizado em [PS] para “refinar” a referida seqiiéncia é que, nos casos
mencionados, se d é uma derivagao normalizada e [-admissivel de KQ e 9 = 0; + 95 + 8,
como acima, entao as derivagdes 0y, 0, e 03 sao também /-admissiveis, conforme veremos

no préximo lema. Antes vejamos a definigao de algebras quase fortemente aciclicas.

Definicao 3.7 Seja A = KQ/I. Dizemos que A ¢ uma dlgebra quase fortemente aciclica
se T:DJLZTy ?5 {0} (com T,y € Qo) implica que frxJZTy = {0}

Decorre imediatamente da definicdo que se A é uma algebra quase fortemente aciclica,
entio A é de dimensao finita e e, F%e, = e,le, sempre que T35y # {0}. Além disso,
todo caminho em @), de comprimento maior ou igual a dois, paralelo a uma flecha de Q
(se existir) estd em /. Em particular, se A é quase fortemente aciclica e @ contém um
lago a, entdo o € I. Por exemplo, se A = KQ/I, com [ = F?, entao A é trivialmente

quase fortemente aciclica.
Recordemos, agora, a defini¢do de ideal homogéneo de K Q).

Dados um quiver @) e um ideal I C F? de KQ, dizemos que I é um ideal homogéneo
de KQ se I é gerado por relagées homogéneas em () (Def. 1.7 (ii)). Nesse caso, se p é
uma relagdo em () geradora de I, entdao o comprimento dos caminhos que aparecem em p

¢ chamado de grau de p e denotado por grau(p).

Exemplo 3.8 Seja ) o quiver
3 B2 4
B1 A " Ps
] / \ .
D

i
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(1) O ideal [} = ( ayaa, ayyay — Bi1fafs, ~° ) € um ideal homogéneo de K(Q) e a
K-ilgebra A, = KQ/I, nao é quase fortemente aciclica, pois n%n # {0} e

2% # {0};
(i) O ideal Iy = { ayy, Yoo, v2, ajas — B1B2fs ) ndo é um ideal homogéneo de KQ e

a K-éalgebra Ay = KQ/I, é quase fortemente aciclica;

(i) O ideal I3 = ( a1y, yaz, v* ) é um ideal homogéneo de KQ e a K-lgebra

As = KQ/ I3 é quase fortemente aciclica;

(iv) O ideal Iy = ( 4°, ayorg - B152f3 ) ndo é um ideal homogéneo de KQ e a K-4lgebra
A4 = KQ/I4 ndo é quase fortemente aciclica, pois 7157 # {0} e mJ%m # {0}.

Com as defini¢bes acima, temos o seguinte resultado:

Lema 3.9 Seja A = KQ/I wma dlgebra tal que A € quase fortemente aciclica ou o ideal
[ € homogéneo. Seja 0 € h(Q,I). Entio 0 se escreve da sequinte forma: 8 = 8; + 0,
+ O3, com 0y € s5(Q,I), 0, € I(Q,I) e 3 € F*(Q,I). Em particular, toda derivacio O
€ Nor(A) pode ser escrita como O = 8y + 9y + O3, com 8 € s(A), Oy € I(A) e 05 €
F?(A). (Equivalentemente, %;;)) = s(A) @ U(A)).

Prova. Seja 0 € h(Q,I). Entao, utilizando a Obs. 2.4, podemos escrever que d = 9, +
02 + 03, com 0; uma derivagao especial de K@, 8, uma derivagio linear de KQ e 85 uma

derivagdo F'? - linear de KQ. Mostremos, pois, que 0;(I) C I, para todo i = 1, 2, 3.

Suponhamos, primeiramente, que A seja quase fortemente aciclica. Entao, para cada
flecha o :  — y, temos que Os(r) € e F%e, = e,le, C I. Logo, Imds C I, ou seja, 95 €
ho(@,I). Portanto, 93 e 9; + 0, sdo [-admissiveis (pois 0 o é).

Se () nao contém lagos, entao, por definicao, 9; é nula (logo, I-admissivel) e conseqiien-
temente d; é [-admissivel. Portanto, analisemos o caso em que @ contém lacos. Seja o
um lago qualquer em (), com vértice em z, e consideremos 8 uma flecha em @ tal que
o(B) = z ou t(B) = z. Suponhamos que ¢(8) = z (o outro caso é analogo). Das hipéteses
de que A € quase fortemente aciclica e de que & + 0 é I-admissivel, resulta que Bo €
I'e (01 + 0:)(Ba) € eypyles = eopyF?e; C F2. Portanto, desde que 95(Ba) € F? (pois
0y € linear), resulta que 0)(Ba) € eo(p)F*e; C F*. De outro lado, por ser 0i1(Ba) uma

combinagio linear de a e 3, temos que 0;(Ba) = 0. Assim, no caso em que f # «, segue
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imediatamente que d;(a) = 0. Conseqiientemente, d; serd nao nula somente em lagos
isolados a de Q. Nesse caso, para tals lagos isolados & em z € Q, vale que O0i(a) = Aeg,
para algum A, € K, nao nulo. Usando os mesmos argumentos acima, concluimos que o

€ I eque 0 = §;(a®) = 2)\;a, o que acarreta que cark = 2.

Portanto, se carK # 2, entdo d; = 0. No caso em que carK = 2 e 0, é nao nula, 8; é
trivialmente /-admissivel. Em qualquer caso, temos que 0, é I-admissivel e a afirmacao

do lema esta verificada para o caso em que A = KQ/I é quase fortemente aciclica.

Suponhamos, agora, que o ideal I C K () seja homogéneo. Seja p uma relacio gera-
dora de I e suponhamos que grau(p) = d. Logo, d > 2. Podemos escrever, entdao, que
p=a1n +ayys + ...+ ayys (s > 1), onde a; € K e os 7;’s sao caminhos de comprimento
d, de mesma origem e mesmo término. Observamos que se s > 2, entdo p é uma relacao
minimal em (). Temos, pois, para cada i = 1, 2, ..., s, que 9;(7;) = 0 ou 9, (7:) é uma
relagio homogénea ndo nula em @ de grau d — 1; 5(7;) = 0 ou &y(y;) é uma relacio
homogénea nao nula em @ de grau d e que 93(y;) = 0 ou 03(i) é uma relagdo homogénea.
nao nula em () de grau maior do que d. Portanto, 8(p), 5(p) e 5(p), quando nao nulas,
sao relagoes homogéneas em @) de graus d — 1, d e maior do que d, respectivamente. Lo-
go, de d(p) = 0i(p) + Oa(p) + Os(p) € I, das observagdes sobre os graus de 9;(p) (para
1 <1 < 3) e do fato de que I é gerado por relagbes homogéneas, resulta que di(p) € I,
parat = 1, 2, 3. Logo, 01, 0, e 05 sao [-admissiveis e a primeira afirmacio do lema esté

provada.

Mostremos a parte final do lema. Seja & € Nor(A). Pelo Lema 3.1, temos que
d = 0 (mod ho(Q,1)), para alguma derivacio @ € h(Q,I). Portanto, usando a primeira
parte do lema, podemos escrever que § = (; + 8, + 85)(mod ho(@,1)), onde 9, € s(Q, I),
92 €(Q,I)e 03 € F*(Q,]). Das identificagdes decorrentes do Lema 3.1, reescrevemos 0 =
01 + 05 + 03, onde 8, € s(A), 9, € I(A) e b5 = 05 + ho(Q,1) € F*(A). No caso particular
em que A é quase fortemente aciclica, observamos que d=20 + 0a, com 0y € s(A) e 0,
€ I(A), pois F*(Q,I) C ho(Q,I). Assim, o lema estd completamente verificado. |

Para o caso em que o quiver @ contém lagos, alguns fatos merecem ser mencionados

sobre o subespaco s(Q, 1) C h(Q,I), através da seguinte observagcio:

Observacao 3.10 (i) Seja a um lago em @, tal que o™ € [ e o™ ¢ I, para algum n > 2.



3.2 Casos particulares da decomposicao do H'(A) 46

Se d(a) # 0, para alguma 0 € s(Q, ), entao a [-admissibilidade de @ implica que car K’
divide n. Em particular, se carK = 0 e os lagos de () tém a propriedade acima, temos
entao que s(@, /) = {0} (em conseqiiéncia, s(A) = {0}).

Particularmente, se A = K(Q)/I é quase fortemente aciclica, entdo a prova do Lema
3.9 possibilita ainda observar que:

(ii) s(@Q,I) # {0} somente quando carK = 2 e A admite um somando direto (como
algebra) isomorfo a K[X]/(X?). Nesse caso, A = (K[X]/(X?))"x B (como &lgebra),
onde m = dimgs(Q, I).

Daremos, a seguir, um exemplo para mostrar que em geral a afirmacio do Lema 3.9

nao se verifica.

Exemplo 3.11 Seja A = KQ/I, onde Q) é o quiver

1 a 2 B 3

4

e [ éoideal de K@) gerado pela relagao aff — ajasf.

O ideal I nao é homogéneo, nem a élgebra A = KQ/I é quase fortemente aciclica

pois 5Ty #+ {0} e 1J%n, 0}). Além disso, como @ nao contém lagos, s(Q,I) = {0}.
J

A derivagio normalizada @ de K@Q dada por d(a) = aqay, 9(B) = =B, d() = o
e d(az) = 0 é claramente [-admissivel. Podemos escrever que & = 9, + 0,, onde 8; e
0, sdo, respectivamente, as derivagoes linear e F? - linear de KQ definidas por 9,(8) =
—B, 0i(a1) = au, O1(a) = Oi(a2) = 0; Oz(a) = ayaz, Do(B) = Oa(c1) = Ba(z) = 0. No

entanto, ambas nao sao [-admissiveis.

Na proposicao que segue daremos uma descrigao do termo a direita da seqiiéncia exata
no Teo. 3.6 somente em termos de derivagdes /-admissiveis de K Q nos casos em que A =

K@Q/I é uma algebra quase fortemente aciclica ou em que I C K Q é um ideal homogéneo.
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Estaremos ainda utilizando as identificacoes, obtidas a partir do Lema 3.1, de (@, 1)
e s(Q, I), médulo ho(@Q,I), com os subespagos {(A) e s(A) de Nor(A), e desses dltimos

com subespagos de Ime, onde ¢ é o K-morfismo definido para o Teo. 3.6.

Proposigao 3.12 Seja A = KQ/I wma dlgebra tal que A € quase fortemente aciclica ou I é
um ideal homogéneo de KQ. Entio a restricio (também denotada por €)
e : l(A) @ s(A) — Ime € um isomorfismo. Em conseqiéncia, obtemos a sequinte seqiéncia

ezata de K-espagos vetoriais:

F?(4 I(4)
0— F2(A)n(1n)n(A) — H'(A) = s(A) @ aor 0

Além disso, se A € quase fortemente aciclica, entio F?(A) = {0} e H'(A) =
I(4)
s(A) ® g

Prova. Vimos, na Obs. 3.5 (i), que a restricao € : s(A) @ [(A) — Ime é injetiva. Seja 9
€ Nor(A). Pelo lema anterior, podemos escrever & = 9 + 0 + 05, com & € s(A), 0, €
I(A) e 05 € F*(A). Portanto, £(0) = €(d1 + 05) + €(93) = (01 + 8,), pois 05 € F?(A) =
Kere. Assim a restricao € é sobrejetiva e entdo Ime = e(s(A)) @ (I(A)) = s(A) @ I(A).

Portanto, usando a seqiiéncia exata do Teo. 3.6, construimos a seguinte seqiiéncia exata

FHA) s H(A) - 4401 _, o

de K-espacos vetoriais: 0 — F2(A)n Inn(A) Q1)
Mostremos que sif()g’ll({;) = s(A) @ chl((QL)K) Para isso, é suficiente mostrar que

s(A)Nch(Q, K) = {0} em Ime e, para tanto, usaremos novamente o diagrama contido

na demonstracao do Teo. 3.6.

Seja d € s(A) N ch(Q,K) C Ime. Entao, de um lado, 8 = €(8;), para alguma 6,
€ s(A) e, de outro lado, 0 = £(0, + F*(A) N Inn(A)) = &(0,), para alguma 9, €
Nor(A)N Inn(A) (estamos usando diretamente que ch(Q, K) = E(%“%—"&%Z) C Ime,
a exemplo do que fizemos na prova do Teo. 3.6). Portanto, de £(8;) = &(d,) resulta
que 9y — 9, € Kere = F?(A). Logo, para cada flecha o : = — y em @, temos que
(01 = 0u)(@) € T J?7, C J? e, em conseqiiéncia, que d; = 0. Assim, & = 0 e estd provado
que s(A)Nch(Q,K) = {0} em Ime, resultando, pois, na obtencio da seqiiéncia exata

requerida.

A dltima afirmagao da proposicao decorre imediatamente do fato j& observado de que
F?(A) = {0} quando A é quase fortemente aciclica (pois, nesse caso, Imd C ho(@,1), para
toda 0 € F?(Q,1)). i



CapriTULO 4

O Primeiro Grupo Fundamental e

o H'(A)

O objetivo deste capitulo é apresentar uma “simplificagao da férmula” para a dimensao
do espago H'(A), obtida no Teo. 3.6, para as algebras A = K@Q/I nas condicdes do
capitulo anterior, através da utilizagdo do grupo fundamental 7, (Q, ). A existéncia de
um K-monomorfismo de Hom(m(@, ), K*) em H'(A) permitird essa “simplificacao”
que, por sua vez, resultard na determinagao de condigoes necessirias e suficientes para
que H'(A) se anule. Os resultados aqui desenvolvidos foram obtidos por De la Pena e

Saorin, em [PS], e por Assem e De la Pefia, em [AP], e serdo apresentados da seguinte

forma:

Na secao 4.1 mostraremos que o espago Hom(7(Q, I), K*) é isomorfo ao espaco quo-
ciente ch‘é%{—). Utilizando esse isomorfismo obteremos, na secio 4.2, a mencionada “sim-
plificagao da férmula” para a dimensao de H'(A), em termos do posto e do p-posto do

grupo abelianizado de 7 (@, I) (ver Obs. 1.15 (iii)).

Na se¢ao 4.3 mostraremos que existe um K-monomorfismo entre Hom(m(Q, I), K+)
e H'(A), onde K+ denota o grupo aditivo do corpo K; em conjunto com os resultados
das secoes anteriores, tal monomorfismo possibilitard, na segio 4.4, a determinacio de

condigdes necessarias e suficientes para que H'(A) se anule.

As algebras aqui consideradas sao, como no capitulo anterior, 4lgebras do tipo A
= KQ/I, onde @ é um quiver finito e I é um ideal bilateral de KQ contido em F?

para o qual esta fixado um conjunto gerador R satisfazendo a condigio de minimalidade,

48
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isto €, toda relacdo p € R que ndo é monomial é uma relagao minimal (Def. 1.7 (1ii)).
Usaremos as mesmas notagoes e identificagdes adotadas nos capitulos anteriores. No

entanto, recordaremos aqui algumas delas, com o intuito de facilitar a leitura.

Conforme a Obs. 1.9, um passeio nao trivial u em Q é sempre denotado por u =
o'ay® - af (r > 1). Também serdo necessarias as definicdes, notagdes e convengdes
adotadas em (B) da segao 1.3 para a construgido do grupo fundamental (@, ). Assu-
mimos que estd fixado um vértice z, € Qo e que m,(Q, I) é o grupo formado pelas classes
de equivaléncia dos passeios fechados de @) de origem e término em z, (a relagao de equi-
valéncia considerada é denotada por ~). Além disso, est4 fixada uma arvore maximal T’ =
(To, Th) em Q e, para cada z € Q, Wy, denota o passeio (linico) em 7', de comprimento

minimo, de z, para z.

Por dltimo, convencionamos que dada uma derivacio 0 normalizada e I-admissivel de
K@), a sua correspondente classe em Nor(A) = %%% (Lema 3.1) ser4 também denotada

por d e mencionada, por simplicidade, por “a correspondente & em Nor(A)”.

4.1 7,(Q,I) e as derivagoes de A

Conforme foi dito na introdugao deste capitulo, o grupo fundamental m, (@, I) desempe-
nha um papel importante na obtencao de férmulas para a dimensio do K-espaco vetorial
H'(A), quando essa ¢ finita. Esta secdo tem, pois, como objetivo relacionar o referido
grupo com as derivagoes de A. Estabeleceremos, como em [PS], que Hom(m(@Q, I), K+)y=
_4A) _ onde K+ denota o grupo aditivo do corpo K. Para isso, iniciamos com a definicio

ch(Q,K)?
de um novo espago vetorial, introduzido em [JAP] e [AP], que contém como subespaco

Ch(Q) [")

Denotamos por Z'(Q,I,K) o conjunto formado pelas aplicacées A : @) — K que
satisfazem a seguinte condicdo: se v, = aj0y...a € 72 = B1f,.. .Bs sao caminhos que
aparecem com coeficientes nao nulos em alguma relagao minimal p € R, entio Alm) =

T

A(72), onde A(y1) := E A(a;). Convencionamos que se u = of'a5? - - - 5" é um passeio

1=1

nao trivialem @ e A € Z'(Q, I, K), entao A\(u) := Ze.,-/\(a.i). E facil ver que ZYQ, [, K)

=1



4.1 7 (Q,1) e as derivagées de A 50

¢ um K-espaco vetorial e que ch(Q), K) C Z1(Q, I, K).
Lema 4.1 Z'(Q,I, K) € canonicamente isomorfo a d(Q, I).

Prova. Dada A € Z(Q,1,K), a ela associamos a derivacio diagonal 8" de KQ tal que
0 a) = Ma)a, para toda o« € @Q;. Assim, podemos considerar a aplicacdo
¢: Z1(Q,1,K) = d(KQ) que, a cada A € Z1(Q, I, K), associa a derivagao ¢(A) = 9 €
d(KQ).

Claramente, ¢ ¢ um K-morfismo e injetivo. Mostremos que Im¢ = d(Q, I), inician-
do pela prova de que ¢(A) = 0" é uma derivacio [-admissivel de KQ, para cada A €

10,1, K).
Seja p € R qualquer. Se p = oqoy ... (r > 2), entdao ¢(\)(p) = cp € I, onde

c= Z Aa;) (pois ¢(A) é uma derivagao diagonal). Se p = Z a;y; é uma relagdo minimal

i=1 7=1
(m > 2), entdo de A(y1) = A(y;) (para 1 < 7 < m) resulta que ¢(\)(p) = z a;A(m)y; =
7=1
A(m1)p € I. Portanto, Im¢ C d(Q, I).

Para a inclusao contraria, seja 0 € d(Q, I). Como 0 é uma derivacao diagonal de K Q,
entdo ela determina uma aplicacdo A : ) = K tal que A(@)a = d(), para toda o € Q.
Portanto, para concluir a prova do lema, resta mostrar que A € Z'(Q, I, K).

Seja, entao, p = Za{yi € R, com m > 2, uma relagdo minimal em (). Suponhamos

1=1
que existam 7, j € {1,2,...,m} tais A(y;) # A(7;). Renumerando os indices, caso ne-
cessario, podemos supor que A(y1) # A(y2) e que A(11) #0. Dep € [ ede d € d(Q, ),
decorre que 9(p) — A(71)p € I, o que contradiz a minimalidade de p, pois 3(p) — A(y11)p =
Z(x\(’)’,’) — Mm))aivi € 1, com A(y2) — A(m1) # 0. Portanto, A € ZY(Q, I, K). |

1=2

Observamos que, via o isomorfismo do lema acima, o subespaco ch(Q, K) C ZY(Q, I, K)

serd entendido como um subespaco de d(Q, I), quando necessério.

O objetivo agora é construir uma seqiiéncia exata de K-espacos vetoriais que relaciona,

ZYQ, 1, K) com Hom(m(Q, ), K*), como em [AP]. Utilizaremos, nessa construcio, o
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epimorfismo ¢ : K9 — ch(Q, K) considerado na Prop. 3.3.

Lembramos que tal epimorfismo associa a cada fungdo A\ € K9 a aplicacio \ €
ch(Q, K) dada por A(a) = Ao(a)) — A(t(a)), para toda flecha o € Q;. Em particular,
A = @(A) € 21(Q,1,K) e, dessa forma, podemos considerar ¢ como um K-morfismo de
K9 em Z'(Q,,K). Como na prova da referida proposicao, temos que Imp = ch(Q, K)
e que Kerp = {\ € K9 | )\ é constante em cada componente conexa de Q} = K™Q),

onde m(()) indica o nimero de componentes conexas de Q.

Proposigao 4.2 Sejam Q um quiver finito e m(Q) o nimero de componentes conezas de

Q. Entdo existe uma sequiéncia ezata de K-espagos vetoriais:

0— K@) — K% — 21(Q,I,K) 5 Hom(m(Q, 1), K*) — 0, tal que o € um epi-

morfismo que cinde.

m(Q)
Prova. Desde que 7, (Q, ) = H WI(Q(j), I;), onde QV) denota cada componente conexa
7=1

de Qe I; = KQU N I (para 1 < j < m(Q)), resulta que nio ha perda de generalidade

em se supor que () seja conexo.

Seja @ : K9 — ZNQ,I,K) o K-morfismo acima referido, para o qual vale que
Kerp = K e Imp = ch(Q, K).

Vamos, agora, construir o K-morfismo ¢ do enunciado. Seja g € Z1(Q, I, K). Levando
em conta que g(aa™') = 0 = g(a™'a), para toda flecha o de Q (por convencao, temos que
gla™) = —g(a)) e que Zg(a,—) = Zg(,@j), para dois caminhos quaisquer aja;. ..,

i=1 7=1
e fifa...Bs (r, s > 2) que aparecem em uma mesma relagdo minimal, segue facilmente

que g respeita a relacdo de equivaléncia ~ (ver definicio de m,(Q,I) da secdo 1.3 (B))
sobre o conjunto dos passeios de (). Com essas consideragdes, podemos definir a aplicacio
o: Z2Y(Q,I,K) — Hom(m(Q, ), K¥) que associa, a cada g € Z2'(Q, I, K), a funcio
o(g) : m(Q,I) = K* dada por o(g)([es,]) = 0 e, para cada [af'af? - -] # [ez,] em

7,(Q,1),0(9)([af' a3? -+ afr]) = E eig( ). B facil ver que o(g) é um morfismo de grupos

T

1
e, portanto, o(g) € Hom(m(@, I), K*). Da mesma forma, verifica-se facilmente que o é

um K-morfismo.

Desde que Im¢p = ch(Q), K), segue que, para completar a prova, resta verificar que a
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aplicacao o € um epimorfismo que cinde e que Kero = ch(Q, K).

Mostremos, primeiramente, que Kero C ch(Q, K). Sejam g € Kero e w; e w, passeios
em () de mesma origem ¢ € )y € mesmo término y € ()y. Consideremos o passeio fechado
w em () de origem em z, dado por w = wc,,.o,lewz,_lwm P onde W, o € o passeio z, para
z fixado anteriormente. De 0 = o(g)([w]) = g(ws, 2) + g(w1) — g(ws) — g(ws, ) segue,
entao, que g(w;) = g(wy). A inclusdo contréria resulta do fato de que, para cada f €
ch(Q, K), a igualdade f(w;) = f(w,) se verifica, para passeios quaisquer w; e w, de Q

com mesma origem e mesmo término, o que mostra que Kero = ch(Q, K) = Imep.

Exibiremos uma inversa a direita de o, provando, assim, que o é um epimorfismo que
cinde. Para cada h € Hom(m(Q, ), K*), podemos definir a funcdo g5 : Q; — K dada
por gn(a) = h([wxo,o(a)awglt(a)]), para toda a € ;. Mostremos que g, é um elemento de

0)

ZYQ, I, K). Notamos inicialmente que, para um caminho qualquer ¥ = a3 . .. a,, vale a

igualdade Zgh(a,-) = h([wxmo(a])fyw;‘)l’t(ar)]) (esse fato é uma conseqiiéncia direta de que
=1

h é K-morfismo e de que H[w%,o(m)a;w;ol,t(m)] = [wzo,o(al) ooy ... Qp w;ol’t(ar)]). Sejam,
=1
entdo, 71 = oqy... ay e 73 = B1f;... 0, (1,5 > 2) caminhos de z para y que aparecem em

uma mesma relacao minimal p € R. Temos, entdo, que y; ~ 7, e, portanto, que Z gn(c)
=1
= "([wey e 1wz ) = A([we, o725 ) Zgh(ﬂj) Logo, g» € Z2(Q, I, K).
§=1
Consideremos a aplicacdo ¢ : Hom(m(Q,I),K*) — ZY(Q,I,K) que, a cada h €
Hom(m(Q, I), K*), associa a fungdo g, € Z'(Q, I, K) acima definida. Claramente, ¢ é
um morfismo de K-espagos vetoriais que, para cada h € Hom(m(Q, ), K*) e para cada

[0 05 -+ 7] € m, (Q, 1), satisfaz (ooc) (h)([of o - - afr]) = ) eih([way ey @i} ()

=1

= Z h([ W o(ai) ofiw™? E,.)]) = h([wz, », 07 a5? - - af‘rw;ol:fl’o]) = h([a51 0 - - - afr]). Lo-

zg,t(o;
go, 0 oc = ZdHom(m(Q,]),K*‘)' Portanto, obtemos a seqiiéncia exata de K-espacos

vetoriais pretendida. |

A Prop. 4.2, o isomorfismo Z1(Q, I, K) = d(Q, I), estabelecido no Lema 4.1, e o fato

de que ch(Q, K) = K% /K™ trazem como conseqiiéncia direta o seguinte corolario:
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Corolario 4.3 FEziste uma seqiéncia ezata de K-espagos vetoriais:

0— ch(Q,K) = d(Q,I) = Hom(m (Q,I), K*) — 0. |

4.2 A dimensao do H!(A) e o grupo fundamental

O objetivo desta se¢ao é aprimorar a “férmula” obtida para a dimensdo de H'(A),
quando essa ¢ finita, a partir do Teo. 3.6 e da seqiiéncia exata da Cor. 4.3. Esse aprimora-
mento, portanto, vai envolver a dimensao do K-espaco vetorial Hom(m(Q, I), K¥) e, por
isso, vamos retomar aqui alguns fatos necessarios que foram estabelecidos no capitulo 1.
Lembramos que, na Obs. 1.15 (iii), vimos que dimg Hom(m(Q, ), K*) = tk(II) + r, onde
II denota o grupo abelianizado de T(Q, 1), r = rk,(II), se carK = p #0,er =0, caso

contrario.

Utilizaremos, ainda, as identificacbes consideradas no capitulo anterior, como as de-
correntes do Lema 3.1 dos subespagos s((,]) (das derivacoes especiais), [(Q, ) (das
derivagdes lineares) e d(@Q, I) (das derivagdes diagonais) do espaco h(Q, I) das derivacdes
normalizadas e [-admissiveis de K'() com as suas correspondentes imagens em Nor(A)
= Nor(KQ/I) = h(Q, I)/ho(Q,]) (denotadas, respectivamente, por s(A), [(A) e d(A)),
e dessas tltimas com as suas imagens (denotadas da mesma forma) em Ime, onde € é o

K-morfismo contruido para o Teo. 3.6 (Obs. 3.5).

A proposicao abaixo apresenta uma “férmula” para dimg H!(A), que é obtida das

sequéncias exatas do Teo. 3.6 e do Cor. 4.3.

Proposicao 4.4 Seja A = KQ/I uma dlgebra. Suponhamos que a dimensio de H'(A)
seja finita. Entdo:

dim H'(A) = dimﬁ'% + dimg Ime — dimgd(A) + rk(1l) + 7,
onder =rk,(11), se carK =p # 0, er = 0, caso contrdrio.

Em particular:

(1) Se A € quase fortemente aciclica, entdo:

dimy H'(A) = dimgs(A) + dimgl(A) — dimgd(A) + k(1) + r;
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(2) Se I € um ideal homogéneo de K@, entdo:

dimg H'(A) = dimﬁ-%m + dimps(A) + dimil(A) — dimgd(A) + rk(l) +r.

Prova. A afirmagao geral da proposicao é conseqiiéncia imediata do Teo. 3.6, do Cor. 4.3

e da observagao acima sobre a dimensao de Hom(m(Q, I), K).

Para os casos particulares, a afirmagéo segue diretamente do fato de que dimy Ime =
dimgs(A) + dimgl(A) (Prop. 3.12). Notamos que se A é quase fortemente aciclica, ento
[*(A) = {0} e, portanto, dimy H'(A) é finita. |

O coroldrio que segue mostra que, para as algebras A = KQ/I cujo quiver Q nao
contém flechas muiltiplas, é possivel obter “férmulas” mais simples para a dimensao de
H'(A) nos casos em que A é quase fortemente aciclica ou em que o ideal I é homogéneo.
Notamos que para as algebras A = KQ/I cujo quiver @ ndo contém flechas multiplas,
vale que os espagos (@, I) e d(@Q, I) coincidem e, em conseqiiéncia, que /(A) = d(A) em
Nor(A).

Corolario 4.5 Seja A = KQ/I uma dlgebra tal que o quiver Q ndo contém flechas

multiplas.

(1) Se A € quase fortemente aciclica, entdo dimix H'(A) = rk(ll) +r +t, onde t = 0,
se carK # 2, et € a multiplicidade da dlgebra K[X]/(X?) como somando direto da dlgebra
A, se carK = 2.

(2) Se I € um ideal homogéneo de KQ e H'(A) tem dimensdo finita, entdo:
dimg H'(A) = dimk—%m + dimgcs(A) + rk(l) + 7.
(3) Se I € monomial e a dimensdo de H'(A) € finita, entdo:
. . 2 .
dimg HY(A) = dmeleﬁ + dimgs(A) + x(Q),

onde x(Q) =1 —| Qo | +| Q1| € a caracteristica de Euler do quiver Q.

Prova. Lembramos que, se A é quase fortemente aciclica, entdo s(A) = s(@Q, ) # {0} so-
mentese carK =2e A= B x (K[X]/(X?))", ondem = dimgs(A) > 1 (ver Obs. 3.10 (i1)).
Logo, as afirmagoes (1) e (2) decorrem diretamente da proposicao anterior, usando essa

ultima observagao e o fato de que I(A) = d(A) (como foi observado acima).
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Para a verificagao de (3), basta notar que a hipétese de [ ser monomial implica,
pela Obs. 1.15 (i), que 7, (Q,I) = 7, (Q) (o grupo fundamental de Q) e, portanto, é um
produto direto de grupos livres, cada um deles de posto X(Q(".)), a caracteristica de Euler

da correspondente componente conexa Q@ de Q (Prop. 1.13). Logo, pela Obs. 1.15 (iii),
m(Q)

dimg Hom(m1(Q, 1), K*) = tk(I) = rk(m,(Q)) = Z x(QD) = x(Q) (poisT =0 e rk(TI)

1=1

= rk(m, (Q)), uma vez que m(Q®W) é livre). Assim, a igualdade em (3) segue de (2), pois

I também é homogeéneo. |

A seguir daremos um exemplo mostrando que os resultados obtidos podem ser aplica-

dos para algebras de dimenséo infinita.

Exemplo 4.6 Seja A = KQ/I, onde @ é o quiver

e I é o ideal gerado pelas relagbes oy e affy. Observamos que A é uma K-algebra de

dimensao infinita, pois f € A, para todo n > 1.

Dada uma derivacao normalizada e /-admissivel 0 de K@, verifica-se facilmente que:

( d(a) = apa + Z a;of , coma; € K,\V1>0
i>1
d(pf) = boes+bif + (—a; — cl),B2 , comby, by ec € K
(y) = coy +afy — Zazﬂi’y , comcyg € K
i>2

Consideremos as seguintes derivagoes normalizadas de K Q:

[ i(e) = 0 0y(a) = a 93(a) = 0
51(ﬂ) = €3 92(/6) =0 33(5) = B
Oi(y) = 0 D(y) = 0 d(y) = 0

[ 0u(a) = 0 0s(c) = af s(a) = 0
04(B) = 0 O5(B) = —p? O6(B) = —p*
du(y) = d(y) = 0 d%(v) = By
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() = ap?
3@(5) =0 ( para todo j > 2)
07() = —py
As derivacoes 0;, parai = 1,2, ..., 6, e 8@, para 7 > 2, sao l-admissiveis. Além

disso, dada uma derivagido 0 normalizada e [-admissivel de K@, podemos escrever que:

0 = ag0y + boO1 + b105 + 004 + 105 + 106 + Zaﬁ?),
722
com by, b1, co, €1 € a; em K, mostrando assim que o espago h(Q, I) é gerado por D = {0,
0oy ..., O, aéj) | 7 > 2} (o conjunto D, na verdade, é uma K-base de h(Q,1)). E facil
verificar que o conjunto D, com seus elementos vistos como derivacdes de A, também é

uma K-base de Nor(A).

Observamos que Nor(A) N Inn(A) é gerado pelo conjunto {9;,, 0., 9513 > 1} e que
02 = 0r, 04 = =0, Os — 05 = Oz e 0§’) = — 0, para todo j > 2. Portanto, podemos
concluir que {51, 53, 55} é uma K-base de Wg‘%%, onde &; indica a classe de 0;,

médulo Nor(A) N Inn(A) (i =1, 3, 5) e, conseqiientemente, que dimg H'(A) = 3.

De outro lado, é de facil verificagao que os K-espagos vetoriais #ﬁlw e s(A) sdo
ambos unidimensionais, pois s, 9 € O, j > 2, formam uma K-base de F?(A) e s(A)é
gerado por 0;. Como [(A) = d(A) e I é monomial, temos, entéao, pelo ftem (3) do corolario

anterior, que dimg H'(A) = dimKFQ—(AF)ﬂn%L%—(A—) + dimgs(A) + x(Q) = 3.

4.3 Um monomorfismo de Hom(m(Q, ), K) em H'(A)

Nesta secio mostraremos que existe um K-monomorfismo de Hom(m(Q, ), K*) em
H'(A). A existéncia de tal monomorfismo foi inicialmente demonstrada por Assem e De
la Pefia, em [AP], para o caso das algebras triangulares (4lgebras do tipo A = KQ/I, cujo
quiver () nao contém circuitos orientados), e em [FGM] e [PS], sem a restricio de que A
seja triangular. Na prova que desenvolveremos aqui usaremos, no entanto, argumentos

similares aos utilizados em [AP].

Teorema 4.7 Seja A = KQ/I wma K-dlgebra.  Entio eziste um K-monomorfismo
5 : Hom(m(Q, 1), K*) — H'(A).
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Prova. Definiremos, inicialmente, uma aplicagao s' : Hom(m(Q, I), K*) — Der(A).
Para cada f € Hom(m(Q,I), K*), podemos definir uma funcio f : KQ — KQ da
seguinte maneira: dado a = ZAm € KQ (onde, para cadai =1,2, ..., n, \; € K
1=1

e 7; € um caminho em @), seja ZA f( ([way o(v)Yiw o t(v)])7i' E claro que f €

Endg (K Q). Mostremos que f(I) C 1. Para isso, é suficiente provar que f(p) € I, para
toda relacdao p € R. -

Seja, entao, p = Z A% € R, onde \; € K e ; sdo caminhos de z para y em @, com

1=1
) 22 (1 <i<n) Sep=Am (M #0), entdo f(p) = /\lf([wzo,xfylw;:,y])'yl € L. Se
p € uma relacao minimal (portanto n > 2), entao f([w_,,,.o ,;71w;0],y]) = f([w%,mfij;ol’y]),

para todo 1 < 7 < n (pois 41 ~ v;, para cada j =1,2,...,n). Decorre dai que f(p) =
Z/\zf wmo,z’)'i T, ,y])’)/i = ([wmo,z")’lw 0¥ (Z /\1’)’2) S [
1=1

Desta forma, a cada f € Hom(m,(@Q, I), K*), podemos associar o K-morfismo (também

denotado por f) f:A= A definido, para cada a = Z a7¥; € A (com a; € K e; caminhos

=1
r r

em Q), por f(D aF) =Y aif ([wey o(r) Vi, o)) T

1=1 1=1
Observamos que, para cada z € Qo, f(7,) = f([w%,zeww;olyz])m = 0. Mostremos que
f é uma derivacao de A. Sejam a = Zafﬁ e b= ZbilLTj € A, onde a;, b; € K e ;, p;

p=i 71=1
sao caminhos em ). Temos, entao, que:

flab) = FOQ aibmims) = Y aidif ([Way 0wy Yittiwy ) DTG =

%] 1,3
@ibs f([Way ot Vi3 VT + Y i F([Way o)ty )] TiFG =
105 z,,0(vi) Vi g, (i) Yilks 1Yy @4,0(15 ) zg,t(15) Yilts
t(“l.‘)l=’]0(#j) t(‘Y.‘)‘=,J°(l-l_7')
(D2 @i ([way 1005 g F78) ( sz/@ +( ECMW)(Zbjf([wxo,o(m-)ﬂj‘w;ol,t(u,-)])#_j>
1=1 i=1 j=1

= f(a)b + af(b).
Portanto, f é uma derivacao normalizada de A e podemos considerar a aplicacao

s' : Hom(m(Q, 1), K*) — Nor(A) C Der(A) dada por s'(f) = f, para cada f €
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Hom(m(Q, 1), K™). E de simples verificacio que s' é um K-morfismo.  Seja

s=mos': Hom(m(Q,I), K*) — #%, onde 7 denota o K-epimorfismo candnico
Der(A

de Der(A) €m Wﬂ(]n)n(fl—) = HI(A)

Mostremos que s ¢ injetivo. Para tanto, seja f € Kers. Temos, entio, que s'(f) e
Der(A) N Inn(A) e, conseqiientemente, s'(f) = f = d,, para algum a € A. Escrevamos
g = Z AsTz + b, com A\, € K eb e J = F/I, e provemos, inicialmente, que b € Z(A), o

z€Qo
centro de A. Com efeito, de um lado, de ar, — 7,0 = 0,(7y) = f(7,) = 0 em A, para cada

Yy € Qo, resulta que bty = 7,b, para todo y € Qo. De outro lado, vale que (Z AeTy + b)a
TEQo

— 5(2 Xslts - b) = Oo(@) = f(a) = f([w%,xaw;;,y])a, para cada flecha o : z — y.

z€Qo
Dessa igualdade, concluimos que ba — @b = 0 em A (pois ba — @b € J? = F?/[) e

f([w%,zozw;ol’y]) = Az — Ay. Obtemos, assim, que b comuta com todos os elementos de

{7z | z € Qo} e com todos os elementos de J = F/I. Logo, b € Z(A) e a derivacao de

A determinada por b é nula. Logo, podemos assumir que s'(f) = f = 8,, para algum
a= Z ATz € A.
z€Qo

Mostremos, finalmente, que nessas condigbes, f é nula. Seja w um passeio fechado em

@, com origem em z,. Se w = e, , entdo é claro que f([w]) = 0. Suponhamos, pois, que

T

w = of'ay’ - -+ o) seja um passeio nao trivial em Q. Vimos acima que, para cada flecha
a, vale que f([wauo,‘,(Ol)cvwm te@)]) = Ao(@) — Mi(a) €, portanto, que f([wg, o(ar)*w] (az)])
= Ao(as) — A(a), Para € = £ 1. Temos, entdo, que:

f(['U)]) = f([w-’ﬂo Ty ail w;ol,t(afl)'wxo,o(agz)agz me’t(a;Z)‘ o wwo’o(aﬁr) af‘rw;ol,zo]) =
f([w’”o’“’o ail w;ol,t(ail)]) T f([w% ro(a;2)a§2w;olyt(a;2)]) Tt f([w“’o"’(o’ir) a’e‘rw;olxxo]) -
(Aey = Ayary) + (Aoezz) = Aiazz)) + -+ (Aogir) = Ag,) = 0. Portanto, 5 é um

K-morfismo injetivo e o teorema esté provado. |

As observagoes sobre Ims e sua dimensao que faremos a seguir serao bastante tteis na

proxima secgao.

Observagao 4.8 (i) Ims C d(A4) & d(A]z;xar)%)::&")( ) (conseqiiéncia de que s'(f)(@) =
([wro,o(a)onul () ])@, para cada « € @1, e de que H'(A) = N%)
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(ii) dimg I'ms = dimgd(A) — dimgch(Q, K) (conseqiiéncia de s ser K-monomorfismo

e do Cor. 4.3).

4.4 Condicoes necessarias e suficientes para H'(A) se

anular

As “férmulas” para dimyx H'(A) e o monomorfismo 5 : Hom(m(Q, ), K*) — H'(A),
apresentadas nas secGes anteriores, possibilitarao, nesta secio, o estabelecimento de con-

dicdes necessarias e suficientes para que H'(A) seja um K-espaco vetorial nulo.

A determinagao de condigbes para que H'(A) se anule tem sido objeto de estudo de
vérios autores. Por exemplo, Happel, em [Ha], mostrou que, para as algebras hereditarias
indecomponiveis A = K@) e para as algebras indecomponiveis A = KQ/F?, vale que
H'(A) = {0} se, e somente se, () é uma arvore. Farkas, Green e Marcos, em [FGM],
mostraram a mesma equivaléncia para as algebras A = KQ/I, onde I C F? é um ide-
al monomial. Os resultados de Happel, mencionados acima, podem ser obtidos como

consequeéncia do tltimo corolario desta secgao.

Com o objetivo, pois, de caracterizar as dlgebras A = KQ/I tais que H'(A) = {0},

consideremos as seguintes condigoes:

(*) Toda derivagdo F - linear é interna;

(**) Para toda 0 € h(Q,I), que niao é F? - linear em K@, existe uma aplicagdo A €
ZNQ, I, K) tal que () = Aa)a(mod F?);

(***) II é um grupo finito de ordem prima com p = carK.

[niciamos a secdao com a demonstracio do resultado que estabelece condicdes ne-

cessarias e suficientes para que o monomorfismo 5 do Teo. 4.7 seja um isomorfismo.

Corolario 4.9 O monomorfismo 5 : Hom(m(Q,I),K*) — H'(A) do Teo. 4.7 é um
isomorfismo se, e somente se, as condigies (*) e (**) se verificam. Nesse caso, temos
que dimg H'(A) = k(1) + r, onde r = rk,(11), se carK = p# 0, e r = 0, se cark = 0.

Em particular:
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(1) Se A € quase fortemente aciclica, entdo s € um isomorfismo se, e somente se,
[(A) C d(A) e A ndo possui nenhum somando direto (como dlgebra) isomorfo a K[X]/(X?),
quando carK = 2.

(2) Se I é um ideal homogéneo de K@), entdo s € um isomorfismo se, e somente se, a

condi¢io (*) se verifica, [(A) C d(A) e s(A) = {0}.

Prova. Lembremos, inicialmente, que o subespago d(A) é levado injetivamente por & em

Ime (Obs. 3.5 (i)).

Suponhamos que s seja um isomorfismo. Temos entdo que dimyx H'(A) = dimg Ims

= dimgd(A) — dimgch(Q, K) (ver Obs. 4.8 (ii)) é finita. Da seqiiéncia exata do Teo. 3.6

obtemos que dimgd(A) ;: dimg Ime + dimh—%. Portanto ﬁ%ﬁ = {0} e
d(A) = %. De %}iﬂﬁ = {0} resulta a condigao (*) e de Z}(Q, [, K) = d(A) =

AI;ZT(%), a condicao (**) (pois Nor(A) = }Z((QQ’,II)), conforme o Lema 3.1).

Reciprocamente, suponhamos que sejam validas as condi¢des (*) e (**). Da condigao
(*) resulta que Wfﬁzﬂjﬁ;w = {0}. Logo, pelo Teo. 3.6, H'(A) é um K-espago vetorial
de dimensao finita e dimg H'(A) = dimg Ime — dimgch(Q, K). Da condicdo (**) e da
identificacao Nor(A) = }Z((%II)) segue que, para cada derivagdo 0 € Nor(A), d ¢ F?(A),
existe uma derivagdo 0; € d(A) tal que 9 — 9, € F?(A); portanto, Ime = d(A). Lo-

go, dimgH'(A) = dimgd(A) — dimgch(Q, K) = dimgIms e, em conseqiiéncia, 5 é um

isomorfismo.

No caso particular em que A é quase fortemente aciclica, vimos que dimgH*(A) =
dimgs(A) + dimgl(A) — dimgch(Q, K) (Prop. 3.12). Através dessa igualdade e do fato
de que s(A) = {0}, exceto quando carK = 2 e A admite (como algebra) somando direto
isomorfo a K[X]/(X?) (Obs. 3.10 (ii)), a primeira parte deste corolario garante que 5 é
um isomorfismo se, e somente se, [(A) = d(A) e A ndo admite somando direto isomorfo a

K[X]/(X?) (como &lgebra), caso carK = 2.

Para o caso particular em que o ideal [ é homogéneo, o resultado segue também
da Prop. 3.12 e da primeira parte deste corolario, através de argumentos similares aos

utilizados acima. |

O exemplo abaixo mostra uma aplicacao direta deste resultado.
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Exemplo 4.10 Seja A = KQ/I, onde Q é o quiver
2 4
3
i s X .5
6

7

e [ = ( ayagazaq — P1P2fsfa, araafafs — Prfrazay )-

Claramente, A é uma édlgebra quase fortemente aciclica. Além disso, s(A) = {0} (pois
@ nao contém lagos) e I(A) = d(A) (pois @ nao contém flechas miiltiplas). Entao, pelo
corolario anterior, 5 ¢ um isomorfismo e dimy H'(A) = rk(ﬁ) + 7.

Fixemos o vértice 3 como ponto base. De ajasaszay ~ B12B384 segue que azaqyf;! 3!

~ a{lal_l,ﬁlﬁg. Por outro lado, de ajayf384 ~ Pifsazay resulta que a3a4ﬁ4_1,33_1 ~
oy o aaafsBaa; ozt ~ BaPacy ozt Portanto, azaufy By asaufy B3 ~ es. Temos,
entdo, que 7, (Q, 1) = W(Q,3)/~ é gerado por z = [ezauf; B3] e 2* = 1. Logo, m,(Q, I)
= Z3, o que implica que dimg H'(A) = r, ou seja, H'(A) = {0}, se carK # 2, e H'(A)

= K, se cari{ = 2.

Estamos, agora, em condigoes de estabelecer as condigoes para que H'(A) seja nulo.

Corolério 4.11 Seja A = KQ/I uma dlgebra. Entao H'(A)= {0} se, e somente se, as

condigoes (*), (**) e (**%) se verificam. Em particular:
(1) Se A € quase fortemente aciclica, entdo H'(A)= {0} se, e somente se,
[(A) C d(A) e a condigio (***) se verifica.

(2) Se I € um ideal homogéneo de K@), entio H'(A)= {0} se, e somente se,
[(A) C d(A) e as condigdes (*) e (***) se verificam.

Prova. Observamos inicialmente que Hom(m(Q, I), K*) = {0} se, e somente se, a con-
digao (***) é verificada. Portanto, segue dai, via o Cor. 4.9, que H'(A) = {0} se, e

somente se, (*), (**) e (***) se verificam.
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- Os resultados relativos aos casos particulares em que A é quase fortemente aciclica
(1) ou que / é um ideal homogéneo de K@ (2) decorrem da aplicagio da Prop. 4.4 e do

Cor. 4.9, desde que mostremos que, nesses casos, a condi¢ao (***) implica que s(A4) = {0}.

Suponhamos que A seja quase fortemente aciclica e que (***) esteja verificada. Se
{0} # s(A) = s(Q,I), entdo, pela Obs. 3.10 (ii) , temos que carK = 2 e A admite um
somando direto (como dlgebra) isomorfo a K[X]/(X?). Portanto, existe um laco isolado
aem @ com o® € 1. Seja f: @ — K tal que f(a) =1 e f(B) = 0, nas demais flechas
p de Q. Temos que f € ZY(Q,I,K) e f ¢ ch(Q, K) (pois, se f € ch.(Q,IK), entdo f(a)

= f(c®) = 2f(a) = 0 em K). Logo, Hom(m (Q,I), K*) = Zc;((%lj\l;) # {0} (Cor. 4.3),

contrariando assim a hipétese de que (***) se verifica.

Suponhamos, agora, que / seja um ideal homogéneo de K@Q e que (***) se verifique.
Desde que / é homogéneo, entdo a funcdo g : @; — K dada por g(a) = 1, para toda «
€ @1, étal que g € Z'(Q, 1, K). De {0} = Hom(m(Q,I), K*) = Z:,L(((?Tlg;l, resulta entao
que g € ch(Q, K). Logo, ) nao contém lagos (pois caso contrario, ¢ se anularia em tais

lagos) e, por conseqiéncia, s(A) = {0}. |

O exemplo abaixo mostra uma aplicagao direta desse resultado.

Exemplo 4.12 Sejam K um corpo com pelo menos quatro elementos e Ay, Ay, A3 ele-

mentos de K, nao nulos e distintos. Seja A = KQ/I, onde @ é o quiver

e E
" T

e 3

e I éoideal de KQ gerado por {a1f3; + A\janf3;, 7 = 1,2, 3}.

Claramente, A é uma algebra quase fortemente aciclica. Observamos que Nor(K Q)
= (K Q) (pois @ nao contém lagos e F*(KQ) = {0}). Mostremos que [(A) C d(A). Seja
3 € l([&rQ) Entao a(al) = a1 + Aoy, 8(&2) = b1a1 + szlg e (7(/3,) = C’i,B-i (1 S ) S 3),

com ay, Gs, by, by, ¢y, c3 € c3 em K.

Suponhamos que 0 seja [-admissivel. Portanto:
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OB + Ajazf;) = (a1 + ¢ + Aibi)auB; + (a2 + Ajby + Ajej)enf; € 1(5,5) C I,
para cada j € {1, 2, 3}. Destas igualdades segue que:

a1 + by = %—I—bz,paracadajz 1,2, 3. (1)
7

Utilizando o fato de que os A; sédo dois a dois distintos no sistema (1), obtemos facil-

mente que a; = 0, b; = 0 e que a; = by. Logo, I(A) C d(A).

E facil ver que m,(Q, 1) = 1 e, entao, o Cor. 4.11(1) implica que H'(A) = {0}.

O Cor. 4.9 garante que quando A é uma &lgebra quase fortemente aciclica, cujo
quiver nao contém flechas multiplas nem lagos, entdo o monomorfismo
s : Hom(m(Q, 1), K*) = H'(A) é um isomorfismo. No entanto a reciproca dessa afir-

magao nao é verdadeira, conforme mostra o exemplo acima.

Finalmente, daremos um exemplo mostrando que, no caso geral, a condicao (*) é, de

fato, necesséria no Cor. 4.11.

Exemplo 4.13 Seja A = KQ/I, onde Q é o quiver

e I =(af, azf, 2°, zy, y2?, 2° — y*, yz — 22).

Seja 0 uma deriva¢ao normalizada e [-admissivel de K'Q. Notando que 27 € I (para
j>3),y €1 (paraj >4),zy’ €1 (paraj > 1) ey’z €[ (para j > 2) e usando as
relagoes que envolvem apenas = e y, obtemos, por ser d uma derivacao [-admissivel de
KQ, que 9(z) = az® + by* + 21 e O(y) = —bz + ca® + dy* + zg, com a, b, c,d € K e z,
73 € ealey. Por ser d normalizada, resulta também que () = ay e 9(8) = B, com 7,
£ € e2KQez. Seja 0_, a derivagao interna de K'Q) determinada por —y. Uma vez que
(0 — 9_4)(a) = 0, podemos assumir que () = 0 (se necessario, substituimos @ por

0 — 0_,). Se escrevemos ¢ = bgey + byz + byz® 4 bsy + byy? + 2z (com b; € K, para
Y
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0 <1<4, ezé€ ele) acondicao d(aff) = ad(B) = aff € I implica que 9(8) =
(boez + biz + z)B, com by, by € K e z € ezley. De outro lado, da condigao d(azf3) =
ad(z)B + azd(P) € I segue que b = 0. Logo, d(z) = 0(mod F?), d(y) = 0(mod F?),
d(a) = 0(mod F?) e 9(B) = boff(mod F?), o que mostra que (**) é trivialmente satisfeita.

Mostraremos, agora, que 7,(Q, /) = 1 e que, portanto, a condigdo (***) também é
satisfeita. Fixemos o vértice 2 como ponto base para a construcio de (@, I). De yz ~
2% segue que y ~ z, e de 2% ~ y® ~ 2% decorre que z ~ e3. Logo, o grupo fundamental

7 (@, 1) = W(Q,2)/~ é trivial e a condigdo (***) também é satisfeita.

Seja 0 a derivagdo normalizada de K@ dada por d(a) = 0, 9(8) = —z, d(z) =z* =
d(y). Pela construgdo acima, temos que § € F*(Q, ). Logo, a correspondente derivacao
d em Nor(A) é tal que d € F?(A). Como o subespago Nor(A)NInn(A) é gerado por {0,
Oryy Oa | @ = a4 T + ayz? + a3y + aqy?, a; € K (1 <4 < 4)} resulta entao das igualdades
0.(T) = azz?, 0u(¥) = —a12?, 9,(a) = —aa e 8a(B) = aB que 3 ¢ Nor(A) N Inn(A).

Assim, a condigdo (*) ndo esta satisfeita e, além disso, H'(A) # {0}.



CAPITULO 5

A Algebra de Lie HI(A)

Vimos, no capitulo 2, que é possivel munir H!(A) de uma estrutura de algebra de Lie,
através de sua identificagio com o quociente ﬁ%. Nosso interesse em estudar
H'(A), sob o ponto de vista de sua estrutura de 4lgebra de Lie, surgiu da tentativa de
aplicar os resultados obtidos em [PS] como forma de obter propriedades interessantes
dessa sua outra estrutura. Também atuou como incentivo ao nosso interesse o fato de que

essa estrutura nao tem sido quase estudada na literatura pertinente.

Optamos por buscar condigées sobre algumas algebras A = KQ@/I de dimensao finita
que garantissem que a algebra de Lie H'(A) fosse abeliana. Neste capitulo estudare-
mos, inicialmente, os seguintes casos: (1) O das 4lgebras hereditirias A = K(Q, com
| Qo | > 2; (2) O das algebras do tipo A = K@Q/I, onde Q é o quiver dado por um lago;
(3) O das algebras do tipo A = KQ/I, onde @ é o quiver dado por um circuito orientado
de comprimento maior ou igual a dois; e (4) O das élgebras do tipo A = KQ/I, onde
@ € o quiver conexo formado por dois lagos « e B, impondo que I contenha o? e B2,

Resumidamente, obtivemos os seguintes resultados:
Proposigao 5.2 Seja A = KQ uma dlgebra hereditiria, com | Qo | > 2. Entdo a dlgebra
de Lie H'(A) € abeliana se, e somente se, dimy e K Qe, = 1 sempre que ezistir uma flecha

a:z—=>yem @ comz,yem Qq.

Proposicao 5.4 Seja A = KQ/I, onde Q € o quiver

65
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>

e [ =(a"), para algum n > 2. Entdo a dlgebra de Lie H'(A) € abeliana se, e somente

se, carK # 2 e[ =(a*).

Proposicao 5.8 Seja A = KQ/I, onde Q € o quiver

|
noa/n1. %o 2

.. .3

e I € um ideal admissivel de KQ. Entdo a dlgebra de Lie H'(A) € abeliana se, e somente

se, algum caminho em @) de comprimento n+1 estd em I.

Proposicao 5.23 Seja A = KQ/I, onde Q € o quiver
-2 D

e [ € um ideal admissivel de KQ contendo o’ ¢ B°. A dlgebra de Lie H'(A) ¢ abeliana se,
e somente se, [ = ( o®, f?, af ) oul = ( o?, B2, aB + Mo ), onde K um corpo com no

minimo quatro elementos e A € K, X\ ¢ {0, 1, -1}.

Com esses resultados, como dissemos na introducio, pensamos em adotar as algebras
consideradas como “exemplos basicos” para estudar uma estratégia de como construir, a
partir delas, novas algebras A em que pudessemos garantir algo sobre a abelianidade ou

nao de H'(A).

Trataremos dessa construcao na secdo 5.5 onde, a partir de uma K-algebra
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B = KQp/Ip de dimensao finita, adotamos um procedimento técnico de construcao de
um quiver com relagées ((),/), sob certas condigoes (CQ) e (CI). Com esse procedimento,

provamos o seguinte resultado:

Teorema 5.28 Sejam K um corpo qualquer e a K-dlgebra B = KQp/Ig, onde Qg € um
quiver finito, conezo e Ip € um ideal admissivel de KQp. Consideremos a
K-dlgebra A = KQ/I, para um par (Q,I) nas condigées (CQ) e (CI) vistas anterior-
mente. Suponhamos que H' (B) seja uma dlgebra de Lie ndo abeliana. Entio a dalgebra de

Lie H'(A) € ndo abeliana.

Utilizaremos, neste capitulo, algumas notagdes, identificacies e resultados estabeleci-

dos nos capitulos anteriores, que recordaremos a seguir.

As dlgebras com as quais trabalharemos sdo do tipo A = KQ/I, onde Q é um quiver
finito e conexo e I é um ideal admissivel de K@Q). Além disso, o conjunto R de geradores
de [ é formado por relagdes em @ (isto é, combinacoes lineares de caminhos em Q, de
comprimento maior ou igual a dois, todos com mesma origem e mesmo término) de forma
que as relagées ndo monomiais sejam minimais (Def. 1.7 (iii)). Como antes, para todo
T € Qo e para toda o € @y, 7, e @ denotam, respectivamente, as classes, médulo I, do
caminho trivial e, em 2 e da flecha .

Como vimos na secao 2.4, H'(A) = 1#% ¢ uma édlgebra de Lie, cujo colchete [, ]

é definido por [0) + Nor(A)NInn(A), 9, + Nor(A)NInn(A)] = [0,,0:] + Nor(A)NInn(A)
= (0100, — 02001) + Nor(A) N Inn(A), para 01, 0; € Nor(A). Assim, H'(A) é uma
algebra de Lie abeliana se, e somente se, [0),0;] = 01005 — 9,00; € Nor(A) N Inn(A),
para quaisquer 0y, 0 € Nor(A).

Lembramos que o subespaco Nor(A) N Inn(A) = {8, | a € @ 7 A7, } (conforme

z€Qo
Obs. 2.8), ou seja, é gerado pelo conjunto das derivacoes internas determinadas pelas

classes, médulo 7, dos passeios fechados em (). Lembramos, ainda, que as derivacoes de
Nor(A) sao determinadas pelas derivacdes normalizadas [-admissiveis de K@, moédulo
ho(Q,1). Além disso, como j4 foi feito nos capitulos anteriores, utilizaremos a mesma no-
tagao para uma derivagao normalizada e [-admissivel de K'Q e a correspondente derivacao

em Nor(A) determinada por ela.
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5.1 As algebra hereditarias

As dlgebra hereditarias aqui consideradas sdo as algebras de caminhos A = K@, onde
K € um corpo qualquer, @ é um quiver finito (com | Qo | > 2), conexo e que nio contém
circuitos orientados. Estamos interessados em verificar que condicdes devem ser impostas

sobre o quiver () para que H'(A) seja uma algebra de Lie abeliana.

Nesse caso, temos que Nor(KQ) N Inn(KQ) = {0, | a = Z A€z}, isto é, coincide
zEQo
com o K-subespago de Nor(K Q) gerado pelas derivacoes internas 0., determinadas pelos

caminhos triviais e,, com z € Qo (pois @ nao contém circuitos orientados). Decorre

imediatamente desse fato que toda derivacio normalizada e interna de A = K@ é diagonal.

Lema 5.1 Seja A = KQ uma dlgebra hereditiria, com | Qq | > 2. Suponhamos que ezista
uma flecha a : ¢ — y em Q e que dimge,KQe, > 2. Entio a dlgebra de Lie H'(A) nao

€ abeliana.

Prova. De fato, das hipéteses de que dimge, K Qe, > 2 e de que @ nao contém circuitos
orientados resulta que existe em @ um caminho v = ay. .. oy, de 2 para y, com n > 1,

onde as flechas o;’s sdo todas distintas, e o; # «, para todo 1 < i < n.

Seja 0y € Nor(KQ) tal que 9i(e) = a e 8;(8) = 0, para as demais flechas 8 de
). Afirmamos que a derivacdo 9; ndo é interna. Suponhamos, por absurdo, que 0, €

Inn(K(@). Entao existe a = Azey € KQ, com ), € K, tal que 8, = 0,. Logo, de
g

TE€EQo
0 = 0d1(7) = du(7) = (\e — Ay)7, resulta que A\, = \,, contrariando o fato de que

a = 0i(a) = Ou(a), pois Ju(@) = (Ag — Ay)a = 0.

Seja 0, € Nor(KQ) a derivagio definida por d;(a) = v e 02(B) = 0, para toda flecha
B # a. 0, também ndo é uma derivacdo interna, pois nio é diagonal. Como [01,05]()
= 0i(7) — Bu(a) = —v e [01,85)(B) = 0, para as demais flechas B de Q, temos que
[01,02] = =0, ¢ Inn(KQ), o que mostra que a 4lgebra de Lie H'(A) = HY(KQ) nio é

abeliana. ]

Decorre do lema acima que se ) contém flechas multiplas ou caminhos de comprimento

maior ou igual a dois paralelos a flechas, entdao a dlgebra de Lie H'(A) nao é abeliana.
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Proposigao 5.2 Seja A = KQ uma dlgebra hereditdria, com | Qo | > 2. Entio a dlgebra
de Lie H'(A) € abeliana se, e somente se, dimp e, KQe, = 1 sempre que existir uma flecha

a:z =y, comz,y € Q.

Prova. O Lema 5.1 garante a condicao necessaria.

Para a demonstragao da reciproca, suponhamos que o conjunto de flechas de Q seja Q,
= {a1, @3, ..., ap}, comn > 1. Para cada i € {1,2,...,n}, consideremos 9; a derivacio

normalizada de K@ dada por 0;(ci;) = o e 9;(a;) = 0, se j # i. De dimg e, (o) K Qeya;) =
1, para todo 7 € {1,2,...,n}, e de Nor(KQ) = Heo(a_.)KQet(m) (Prop. 2.3), segue que

=1
o K-espago vetorial Nor(K (@) é gerado pelo conjunto {8; | i = 1, 2, ..., n}. Mostremos,

’

pois, que a algebra de Lie Nor(K Q) é abeliana, o que implica trivialmente que H'(A) é
uma algebra de Lie abeliana. A abelianidade de Nor(KQ) decorre imediatamente de que

[0:,0;](ax) = 0, para quaisquer ¢, 7, k € {1,2,...,n}. |

5.2 A algebra do lago

Nesta se;;éo consideramos a algebra A = K'@Q)/I, onde K é um corpo qualquer, Q é o

Figura 5.1: A algebra do lago

quiver formado por um laco o

e [ é um ideal admissivel de KQ.

Estamos interessados em estabelecer condicoes necessirias e suficientes sobre o ideal
I para que H'(A) seja uma &lgebra de Lie abeliana. Para isso, iniciamos fixando certas

notagoes e fazendo algumas observagdes que serao titeis para o que segue.

Desde que / é um ideal admissivel de K@, entdo I = ( o™ ), para algum n > 2. Tal

fato € conseqiiéncia de que o anel K@ é isomorfo ao anel K[X], que é um dominio de



5.2 A algebra do laco 70

ideais principais, e de que F* ¢é isomorfo ao ideal (X?2) de K[X].

Para cada 7 > 0, denotamos por 0; a derivacdao normalizada de KQ que leva o em
o', convencionando que o® = e;. Por indugao, verifica-se facilmente que, para quaisquer
¢, J > 0 e para todo k > 1, sao vélidas as igualdades: 0;(c*) = ka't*! e [0:,0;](a*) =
k(j — 1) «'**=2 Como conseqiiéncia, temos que: (a) O é [-admissivel se, e somente se,
carK | n; (b) Para cada i > 1, 0; é [-admissivel. Além disso, 0, € ho(Q,I), para todo

m > n.

As consideragdes acima e o fato de que se 7 # j, entdo §; # 9;(mod ho(Q,I))

(¢, 7 < n — 1), permitem explicitar o espago vetorial Nor(A) da seguinte forma:

(i) Se carK | n, entdo Nor(A) = K[X]/(X™) (como K-espago vetorial), pois as deri-

vagoes 0o, O1, ..., On—y formam uma K-base de Nor(A);
(ii) Se carK /| n, entdo o conjunto {0, ds, ..., 9,1} C Nor(A) é uma K-base de
Nor(A).

Observamos, ainda, que H'(A) = Nor(A), pois Inn(A) = {0}.

Lema 5.3 Seja A = KQ/I, onde Q ¢ o quiver dado por um lago a da Figura 5.1 e
I=(a"), para algumn > 2. Sen = 2 ¢ carK = 2, ousen > 3, entio a dlgebra de Lie

H'(A) ndo € abeliana.
Prova. Para o caso n > 3, basta escolher as derivacées 9, e , e verificar que [01,02](@) =
a? #0em A.

Se I = (o®)ecarK =2, entdo a afirmacao decorre do fato de que [00,01](@) = 7 #

0 em A. |

Proposicao 5.4 Seja A = KQ/I, onde Q € o quiver

B

«

el =(a"), para algum n > 2. Entdo a dlgebra de Lie H'(A) € abeliana se, e somente

se, carK # 2 e [ = (o).
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Prova. Se H'(A) é uma 4lgebra de Lie abeliana, entdo, pelo Lema 5.3, € imediato que

car # 2 eque I = (a?).

Para mostrar a reciproca, basta observar que se carK # 2 e [ = ( a® ), entdo

dimg H'(A) = 1 e, portanto, H'(A) é uma algebra de Lie abeliana. |

5.3 A algebra do circuito

Esta secao tem como objetivo o estabelecimento de condicSes necessarias e suficientes
sobre o ideal admissivel I da dlgebra de caminhos K@, onde K é um corpo qualquer e
@ € o circuito orientado de comprimento n > 2, para que a algebra de Lie HY (KQ/I)
seja abeliana. Consideremos, pois, a dlgebra A = KQ/I, onde @ é o circuito orientado

de comprimento n > 2 com a seguinte enumeracio dos vértices e das flechas:

Figura 5.2: A algebra do circuito

e [ é um 1deal admissivel de KQ.

Iniciamos o nosso estudo através da determinacdo dos possiveis geradores de I, que

sabemos ser em numero finito, pois / é admissivel.
Afirmagao: O ideal I € monomial (isto é, I é gerado por relacées monomiais em Q).

Com efeito, seja R um conjunto finito de geradores de /. Suponhamos que exista em
R uma relagao p minimal em () da forma p = a;y; + ayy, + ... + a7, (r > 2), onde os
7i's sao caminhos em @ tais que £(y;) > 2, de mesma origem e mesmo término, e os a;’s
€ K, nao nulos, para todo 1 < ¢ < r. Renumerando os indices, se necessario, podemos
supor que 2 < £(71) < {(y2) < ...< €(y) e reescrever p da forma p = a;y; (1 + bydy +
...+ b9;), com b; € K, b; # 0, e §; um caminho de comprimento maior ou igual a um

em @ (2< 5 <7).
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Dep=0em Aedebyd,+...0,0, € J= F/I =rad(A), segue que 1 + byd5 + ...5b,9,
€ invertivel em A e que, portanto, a137 = 0 em A. Logo, v, € I (pois a; # 0), o que

contradiz a minimalidade de p. Portanto, toda relacao p geradora de [ é monomial.

Observagao 5.5 Resulta, pois, da afirmagao acima, da definicio de derivacio e do fato
de @ ser um circuito que toda derivagdo normalizada de KQ é I-admissivel. Assim,
Nor(A) é gerado pelas derivagdes determinadas por aquelas de Nor(K(Q), cujas imagens

nao estao contidas em /.

Adotamos as seguintes convengdes ao longo desta segao: para cada i = 1, 2, A
denotamos por ; o caminho fechado em @, de comprimento minimo, com origem no
vértice <. Por exemplo, temos que 4, = a;j0s. .. a,. Desde que [ é admissivel, entao existe

m > 1 tal que v;* € I, paral <1 < n.

Lema 5.6 Seja A = KQ/I, onde Q € o circuito orientado da Figura 5.2 ¢ I é um ideal
admissivel de KQ). Se todo caminho em @) de comprimento n+1 estd fora de I, entdo a

dlgebra de Lie H'(A) ndo € abeliana.

Prova. Com a enumeragao dos vértices e das flechas adotada no quiver @ da Figura 5.2, su-
ponhamos que v;e; = @;viy1 ¢ I, para todo z € {1,2,...,n}. Consideremos d; a derivacio
normalizada de K'Q) definida por 0y(c;) = a; e 9;(aj) = 0, para j # 1. Segue da Obs. 5.5

que 9 é [-admissivel. Afirmamos que a correspondente 9, € Nor(A) nio é uma derivacio
n

interna de A. De fato, se 0; € Inn(A), entdo d; = d,, para algum a = Z AiTi + b€ A, com

i=1
MeEK(1<i<n)ebe @Tif”'ri C J™. Desde que, para cada j (1 < 7 <n), d,(a;) =

i=1
(Aj = Ajp1)ag + bj, com by € J™ (para j = n, A\jy1 = A1), entdo 0,(a;) = 0 em A, para
2 <7 < n, o que implica que A\; = A; e, portanto, d,(ay) = b; € J**', contrariando,

assim, a hipétese de que @y = 0;(ay) = d.(ay).

Seja 0 a derivacao normalizada e [-admissivel de K@) (ver Obs. 5.5) dada por d5(a;)
= 71 e Oy(a;) = 0, para j # 1. Mostremos que a correspondente 9, € Nor(A) nio
é interna. Suponhamos que Jy seja uma denvacao interna de A; entdo 0, = 0,, para

alguma—Z)\T,—l—Z,uk'yk—l—bEA com b € @TiJznTingn. De 0 = 0y(;) = ()

=1 k=1 i=1
= %01 + (45 — py) 7505 + i, com z; € JH (2 < j < n), resulta que A, = Ay
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e = p2. Segue-se daf que 0,(aq) € J*™! e que, portanto, d,(ar) # Fian = Oy(ay),

mostrando assim que 0 ¢ Inn(A).

Além disso, em Nor(A) temos que [0y, 8;)(o7) = 0i(Fian) — Ou(a7) = Fioq e que
[01,02)(a;) = 0, para j # 1, ou seja, em Nor(A) vale que [0y, 0] = 0, ¢ Nor(A)NInn(A).

Portanto, H'(A) nao é uma algebra de Lie abeliana. |

Lema 5.7 Seja A = KQ/I, onde Q € o quiver da Figura 5.2 ¢ I é um ideal admissivel
de KQ. Se algum caminho em @ de comprimento n+1 esti em I, entdo toda derivagao

F? - linear de A € interna.

Prova. Por hipétese, existe um caminho em @ de comprimento n+1 que estd em I.
Renumerando, se necessério, os vértices e as flechas de @, podemos supor, sem perda
de generalidade, que y;a; € I. Se todos os outros caminhos de @ de comprimento n+1

estiverem em /, entao F'?(A) = {0} e a afirmacao segue trivialmente.

Suponhamos, pois, que exista algum caminho em () de comprimento n+1 que esteja
fora de /. Entao existe um subconjunto préprio {j, ja, ..., j.} de {1,2, ... ,n} tal que
Y5, & I, paratodo 1 <4 <r,com1 <r <n-—1. Reordenando os indices, se necessario,
podemos supor que 2 < j; < j3 < ...< j,. Para cada j; (1 < i < r) consideremos a
derivacio normalizada 8% de KQ definida por & (a;,) = ;a4 e 9%(B) = 0, para as
demais flechas 8 de Q. Tais derivagdes sao [-admissiveis (ver Obs. 5.5) e, por definicao,
F? - lineares; mais ainda, sdo tais que 8% # 9% (mod ho(Q,1)), para 1 < j # k < r.
Portanto, as correspondentes derivagdes 8 € Nor(A) (1 <4 < r) determinadas por elas
sao ['? - lineares em A e duas a duas distintas. De outro lado, a hipétese moq € I implica
quey; € I, para 1 < i < n, o que garante, pois, que o conjunto {9% € Nor(A) |1 =1,
2,..., 7} gera ['*(A). Logo, para obter a afirmacio do lema, resta provar que as 8% sio

derivagoes internas de A (1 <1 < r).

Para tanto, observamos que, para cada 1 = 1, 2, ..., 7, a derivacao interna 577
determinada por ;; € tal que dv(ay;) = 75,05, O5-(a5,2,) = — Vo1 e 85(B) = 0,

para as demais flechas 8 de Q.

Como j; = min{k | yeox ¢ I}, entdo 74 _105,-1 € I e, portanto, & = Oy~ € uma

derivacao interna de A. Se r = 1, a prova est4 concluida. Se r > 1 e j, = j; + 1,
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entao Oy -(a;,) = 7,05, Oy(@5,) = — 75,05, e O5;-(B) = 0, para as demais flechas § de
Q. Logo, 02 = O5;; + Oy, que é uma derivacio interna de A. No entanto, se r > 1

. . - . . j2 . .
e j2 > 71 + 1, temos entao que v;,_105,-1 € I e que §” coincide com 55—, mostrando
assim que, também neste caso, 9" é uma derivagao interna de A. Repetindo esse mesmo

argumento um nimero finito de vezes, obtemos a afirmacio do lema. |

Proposicao 5.8 Seja A = KQ/I, onde Q € o quiver

1

noay. &1‘. 2

|

° .. '03

e [ € um ideal admissivel de KQ. Entio a dlgebra de Lie H'(A) ¢ abeliana se, e somente

se, algum caminho em @ de comprimento n+1 estd em I.

Prova. Se H'(A) é uma &lgebra de Lie abeliana, entao, pelo Lema 5.6, existe algum
caminho de comprimento n+1 em [.

Reciprocamente, suponhamos que exista algum caminho de comprimento n+1 em I.
Entao, pelo Lema 5.7, F?(A) C Inn(A). Por outro lado, como ) nao contém flechas
multiplas, s(A) = {0} (pois @ nao contém lagos) e o ideal I é monomial, podemos aplicar
o Cor. 4.5 (3), seguindo entdo que dimg H'(A) = x(Q) = 1. Portanto, H'(A) é uma
algebra de Lie abeliana. |

5.4 A algebra dos dois lacos

Em toda esta segio consideramos a dlgebra A = K@Q/I, onde K é um corpo qualquer,

@ € o quiver
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D

Figura 5.3: A algebra dos dois lagos

e I é um ideal admissivel de K@) contendo o? e 52

Como nas secdes anteriores, queremos estudar condigdes sobre I que garantam que a

algebra de Lie H'(A) seja abeliana.

O fato de A ser uma K-algebra de dimensao finita (pois 7 é admissivel), implica que
existem n,m > 1 tais que n = min{k | (ef)* € I} e m = min{t | (Ba)* € I}. Podemos
supor que n < m. Nessas condigbes, como a? e 42 estdo em I, segue imediatamente que
m =noum =n + 1. Portanto, o ideal I contém o?, B, (o)™ e (Ba)™, mas ndo contém

(af)* e (Ba)™ !, comm=noum=n + 1.

As consideragoes sobre m e n, feitas acima, permitem descrever as diferentes possibili-
dades para o ideal /, com a explicitacao de seus geradores. Tal descricio serd feita através
do estudo dos seguintes casos: (i)n=m=1; (ii)n=m>2e(iii)l<n<m=n+ 1.

No que se refere ao caso (i), temos que I = F2.

Antes, porém, de iniciarmos a explicitagao dos geradores de I para os casos (i1) e (i)
acima mencionados, vamos estabelecer alguns resultados sobre os caminhos de @, médulo

I, que serao tuteis para tal.

Lema 5.9 Sejam @ o quiver de lagos a e 8 da Figura 5.8 e I um ideal admissivel de KQ,
contendo o® ¢ 8%, Suponhamos que (af)” € I e que (af)** ¢ I, comn > 2.

n—1
(1) Se Zaj(a'ﬂ)j = 0O(modl), com a; € K, entio a; = 0, para todo j = 1, 2, ...,
7=1
n—1;

r—1
(2) Suponhamos que r = min{k | (aff)fa € I} > 2. Se Za]-(aﬁ)ja = 0(modl), com
7=1
a; € K, entao a; = 0, para todoj =1, 2, ..., r—1.

n—1

Prova. (1) Suponhamos que n > 2 e que Zaj(a,ﬁ)j = 0(mod/). Se n = 2, entdo a
=1

afirmacao segue trivialmente.
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3
|

n—1
Se n > 2, entdo Zaj(aﬁ)j(aﬂ)"—z
J=1 J
imediatamente que a; = 0, uma vez que (af)’

a;(af)t"? = 0O(mod/), o que implica

'M

~
g

"?eclpara2<j<n-2 Repetindo

o mesmo argumento n — 1 vezes, obtemos o resultado desejado.

A verificagdo da parte (2) é feita de forma anéloga. |

Observagao 5.10 Resultados similaresa (1) e (2) do Lema 5.9 sdo também validos para

os caminhos (Ba)’ e (Ba)’f, respectivamente.

Nosso préximo objetivo, considerando os casos mencionados anteriormente, é explicitar
as possibilidades para o ideal I e, através desta explicitacio, mostrar que [ é um ideal

homogéneo de K@. Iniciamos com as possibilidades de (ii) (isto é, n = m > 2).

Lema 5.11 Seja A = KQ/I, onde Q € o quiver de lagos o ¢ 8 da Figura 5.3 e I € um
ideal admissivel de KQ contendo o® e B°. Seja n > 2 tal que (af)™ € I, (Ba)™ € I,
(eB)" ' ¢ Ie(Ba)" ™' ¢ I Entio as sequintes afirmagées sio vdlidas:

(1) Se (aB)* 'a € Te (Ba)* '8 € I, entdo ou I = ( o?, B2, (af)* a, (Ba)™ 1 ) ou
I=(a? B2 (aB)™ + MBa)™ ), com A € K, A £ 0;

(2) Se (af)* ‘o € T e (Ba)""'B ¢ I, entdo [ = (o?, B% (aB)*'a) (analogamente,
se(@f)" 'a ¢ Ie(Ba)" B € I, entdo [ = (a?, B2, (Ba)"'B));

(8) Se (afB)* ' ¢ I e (Ba)"'B ¢ I, entdo ou I = ( o B2 (aB)", (Ba)™ ) ou I =
(a®, B2 (aB)" ' + A(Ba)" '8 ), com X € K, X # 0.

Prova. (1) Suponhamos que (af)*'a € I e (Ba)"'B € I, com n > 2. Entao o ideal
(o B (aB)" 'a, (Ba)" !B ) C 1. Sejape IC F?  p # 0. Entao p, como elemento de

F? C KQ, pode ser escrito da seguinte forma:

n—1

p=Y alap) +Zb (Ba) +Zq af)ta +Zdzﬂa B +y,

=1 k=1 =1

com a;, bj, cp, di € K ey € (a?, 2, (aB)" 'a, (Ba)" '8 ) C I. Temos, portanto, que:

n—1

n—1 n—2 n—2
p1 = Zai(aﬁ)i + ij(ﬁa Iy ch (aB)fa + Zdl Ba)'B = 0(modI).
k=1

1=1 1=1

Logo, vale que pyor = 0(mod/) e segue-se dai que:
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n—2

p2 = ai(af) -}—Zdl(ﬁa)“rl = 0(mod[),

1 =1

3
|
N

I

3

pois (af)* 'a € I e an_1(af)" o + Zb (Ba) a +Zc;_ = O(mod/). De

p2 = 0(mod[) resulta que Bp; = 0(modI) e, portanto, que Z a;(Ba)™ = 0(modI). Pela
=1
aplicacdo do andlogo ao Lema 5.9 (1) (ver Obs. 5.10), obtemos que a; = 0, para todo

n—2
1=1,2,...,n—2e, em conseqliéncia, que p; = Zdl(ﬂa)““l = 0(mod/). Pela Obs. 5.10
I=1

concluimos que d; = 0, para { = 1,2, ..., n — 2. Assim,
n—1 n—2
pr = an_1(aB)" 4+ > bi(Ba) + > er(af) e = 0(modl).
71=1 k=1

Utilizando argumentos analogos aos de acima para p,3 = 0(mod/) e o fato de que

(Ba)* B € I, obtemos que:

n—

N

ck(aB)! = 0(modI) e, portanto,

M

Zb (Ba)'B +

o~
1l

1

l\)

n—

aps = Zb af)it 4 ckcx./(ozﬂ)kJrl = 0(modI).
1

o~
Il

=1

A aplicagao do Lema 5.9 (1) a aps = 0(modI) e a ps = 0(mod/) leva-nos a concluir
que bj =0 ec, =0, para j,k € {1,2,...,n — 2}. Logo, todo elemento p € I é da forma
p=a(af)" " + bBa)" ! +y,coma, be Keyc€ (o, B2 (af)" v, (Ba)" 1B )y C I
Portanto, de (o)™ e (Ba)™"! ¢ I, segue que ou [ = (o, B2 (af)" e, (Ba)" !B ) ou
I=(ao? B% a(aB)" " +b(Ba)"'), com a e b, ndo nulos, em K. Nesse segundo caso, é
possivel reescrever I como ( o, f*, (aB)"' + MBa)* '), para algum ) € K, \ #0,0

que conclui a demonstragéo de (1).

(2) Seja n > 2 e suponhamos que (a8)" ™' ¢ I, (af)" o € I e (Ba)" '8 ¢ I. Seja 0
# p um elemento qualquer tal que p € I C F'2. Podemos, entio, escrever que:

n—1 n—1 n—2

p= > aiaB) + ) bi(Bay + Y a(af)e + Y di(a)f +y,

=1 j=1 k=1 =1
com a;, bj, ¢k, dyem K ey € ( o?, B% (af)"'a ) C I. Considerando o elemento

p1 = p — y = 0(mod/) e multiplicando-o a direita e/ou a esquerda, alternadamente por



5.4 A algebra dos dois lagos 78

a e f3, obtemos, através das hipoteses, do Lema 5.9 e da Obs. 5.10, que todos os a;, bj,
ck e di sdo nulos. Portanto, p € ( o?, f?% (af)"'a ), o que mostra que I = ( o, B2,

(eB)" 'a).

(3) Sejan > 2 e suponhamos que (af)" € I, (Ba)™ € I, mas que (af)* 'ae (Ba)" 1B

nao estejam em [. Seja 0 # p € I C F? qualquer e escrevamos:

n—1 n—1
p= Za,(aﬂ +Zb (BaY + > e(ap)fa + > di(Ba)B +y,
k=1 =1

com a;, bj, cx, dijem K ey € (o, 8%, (aB)", (Ba)" ) C I. Através de argumentos analogos
aos utilizados nos itens (1) e (2), concluimos também que a; = b; = ¢ = d; = 0, para i, j €
{1,2,...,n—1}eparak,l €{1,2,...,n—2}. Portanto, p = ¢(af)" 'a + d(Ba)* 1B +y,
comcedem K ey € (a’, B2 (af)”, (Ba)*) C I. Logo, ou I = ( o?, 2, (aB)", (Ba)™ ) ou
[=(a? B% c(af)" ‘o + d(Ba)™ '8 ), com c e d, ambos nio nulos, em K. Reescrevendo

[ de maneira conveniente nesse segundo caso, obtemos o resultado desejado. |

O lema a seguir trata do caso (iii) mencionado anteriormente (isto é, 1 < n < m).

Lema 5.12 Seja A = KQ/I, onde Q € o quiver de lagos o e § da Figura 5.3 ¢ I € um
ideal admissivel de KQ), contendo o® e B%. Seja n > 1 tal que (@B €I, (af)* 1 ¢ Ie
(Ba)™ & I. Entdo o ideal I € gerado pelas relagies o, B* e (aff)".

Prova. Suponhamos, pois, que (af)" € I, (af)* ' ¢ [ e (Ba)" ¢ I. Sen = 1, entdo é
claro que I = ( o, 8%, @B ). Suponhamos que n > 2. Da hipéteses impostas acima,
resulta que (af)"'a ¢ I, mas que (Ba)"B € I e, portanto, que (Ba)**t € I. Seja 0 £ p
€ I C F?. Podemos escrever entio que:

n—1

=Y a(aB) + Y 6By + S ale)a + 3 d(Ba)B +y,
7=1 k=1 =1

i=1
com a;, bj, ¢k, dy em K e y no ideal ( o®, B2, (af)" ) C I. Repetindo os argumentos
utilizados na prova do Lema 5.11 (1) sobre plodutos de p, por a e ,6 escolhidos conveni-

n=1
entemente, onde p; = Ea, af)! + Zb ﬂa)’ + ch ozﬁ a + Zd, Ba) '8, obtemos
i=1

igualmente que todos os escalares sao nulos. Assnn, p € (o’ ﬁ2 (aﬂ) ) e, portanto,

I ={da* B (af)™ ). |
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As observagdes iniciais e os Lemas 5.11 e 5.12 propiciam apresentar a seguinte propo-
si¢ao, que caracteriza os ideais admissiveis da dlgebra de caminhos do quiver de dois lagos

a e f3, contendo o e B2

Proposigao 5.13 Sejam @ o quiver de dois lagos o e 8 da Figura 5.3 e I um ideal

admissivel de KQ, contendo o® e B%. Entio I é um dos segquintes ideais:
(1= = &, B, of, Bor);
, (@), (Ba)™'B ), para algum n > 2;
o?, B2, (af)* ™' + MBa)*™ ), para algum n >2, com \ € K, A #0;

n—1

a ), para algum n > 2;

az, B2, (af)* 'a + AN(Ba)"'B ), para algum n >2, com A € K, A # 0;

-~
&=
~
I
—~ S —_~ N N N
o
[\e]
=
\_N
— — P /5\ P —~~~
=

)
)
aB)", (Ba)™ ), para algum n > 2:
)
)

, (af)™ ), para algum n > 1.

Em conseqiiéncia, I € um ideal homogéneo de K().

Prova. De acordo com o observado acima, a afirmacdo é conseqiiéncia dos comentéarios

iniciais desta secdao e dos Lemas 5.11 e 5.12. |

Notamos, também, que Nor(A) N Inn(A) = {9, | a € J}, pois 3,, = 0; dessa forma,
temos que 9,(@) e 0,(B) sdo elementos de J2.

Agora, que ja conhecemos as diferentes possibilidades para o ideal I, estamos em con-
digoes de determinar em quais casos a algebra de Lie H'(A) é abeliana. Apresentaremos,
primeiramente, os casos nos quais '(A) nao é abeliana como é4lgebra de Lie, exibindo
derivagoes normalizadas nao internas convenientes, cujo colchete resulte numa derivacgao
nao interna de A. Estaremos, no entanto, fazendo tal apresentacio numa ordem diferente
da lista que aparece na Prop. 5.13, de forma a agrupar os casos em que podem ser usadas

derivagoes particulares em comum.

Antes, no entanto, visando facilitar a verificacio de que certas derivacdes sio

) ) 5 l 1
I-admissiveis, explicitamos algumas “férmulas” de cilculo das mesmas sobre caminhos
de @, nas Obs. 5.14, 5.15 e 5.16 que seguem. A validade de tais “férmulas” decorre

diretamente da definigio de derivacao e do processo de inducéo.
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Observagao 5.14 (1) Seja 0 a derivagao normalizada de KQ tal que d(a) = a e 9(f)
0. Entao 9(a®

) = 2a” e, para todo j > 1, sao validas as seguintes igualdades:
(i) 8((aB)) = j(aB) e A((Ba)’) = j(Ber)’;
(ii) 0((aB) @) = (j+1) (aB)a e A((Ba)’B) = j(Ba)'B.

Dessas igualdades segue facilmente que 0 é I-admissivel em qualquer das possibilidades

listadas na Prop. 5.13, exceto a de niimero (6). Além disso, vale o andlogo, com as devidas

adaptagoes, para a derivacao normalizada de KQ que leva a em 0 e 3 em 3

(2) Seja 9 a derivagdo normalizada de K@) dada por d(a) = a e d(8) = B. Entdo

d(a?) = 2a’, 9(B*) = 2% e, para todo j > 1, as seguintes igualdades se verificam:
(i) 8((aBY a) = (2) + 1)(af) e
(ii) 8((Ba)’B) = (25 + 1)(Ba)'B.

Observagao 5.15 Seja d a derivagdo normalizada de K@ definida por d(a) = afia e

9(8) = 0. Entao d(a?) = o’Ba + afa’ e, para todo j > 1, vale que:

(i) A((aB)’) = j(aB)*' e B((Ba)’) = j(Ba)*;
(i) d((ef) ) = (j+1) (aB)'a e d((Ba) B) = j(Ba) *'B.

Observagao 5.16 Seja A € K, nao nulo. Consideremos a deriva¢io normalizada 0 de

K@ dada por 9(a) = Aey e O(B) = ;. Entdo 9(a®) = 2\, 9(B%) = 28 e, para todo j >

1, as seguintes igualdades se verificam:

(i) 0((eB) a —/\(01,3 ,Ba"—l—zaﬁ Yap?a ﬂa)JkZ .|_
k=0

-1
O{Bk 2ﬂa)]k1
0

=1

(Be)* B (aB)y~51).

k=0

(i) O((Ba)’ B) = (aB) + ﬁa“rz (Ba)*Ba?B(af)' =% + (

=0

Conforme mencionamos anteriormente, iniciamos o nosso estudo pelas possibilidades
para o ideal / em que H'(A) nao é uma &lgebra de Lie abeliana. Dentre essas (conforme

a lista da Prop. 5.13), analisamos os casos (2) € (4) com n = 2 e o caso (3) paran = 2 e

A = —1 através do seguinte lema:
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Lema 5.17 Seja A = KQ/I, onde Q € o quiver de lagos o e B (Figura 5.3) ¢ I ¢ um dos
sequintes tdeats: ou [ = ( o*, B? afa ) ou I = ( o?, B?, afa, Baf youl = ( a?, B2
aff — Ba ). Entio a dlgebra de Lie H'(A) ndo € abeliana.

Prova. Consideremos as derivagdes normalizadas 0; e d, de K@) definidas por 8;(a) = 0,
A(B) = B, Oy(cx) = aff e 2(B) = 0. As [-admissibilidades de 8, e 9, seguem facilmente
da defini¢ao de derivagao, em qualquer dos casos; além disso, & # 9(mod ho(Q,1)).
Mostremos que as correspondentes derivagées 9; e 9, em Nor(A) determinadas por elas

nao sao internas.

A derivagdo 0, € Nor(A) nao pode ser interna, pois 0 # 8;(f) = f € J e, pelo
observado anteriormente, d,(3) € J?, para qualquer derivacio interna de A. A verificagao
de que 0; nao é uma derivacao interna depende de cada ideal I considerado. Quando
I =(a* B% aB — Ba ), a afirmacio segue trivialmente do fato de que Nor(A)NInn(A)
= {0}. Para as outras possibilidades, denotando por I; = I = ( &%, f? afa ), por
I =1={(d" B? aPa, Baf ) e as correspondentes dlgebras A = KQ/I por A, e A,,
temos que Nor(A;) N Inn(A;) = {0, | @ = a1@ + asf + azaf, com ay, as, a3 € K} (pois
J* = {0} e 055 = —055 e 0555 é nula) e Nor(A) N Inn(A;) = {0, | ¢ = a1@ + a8, com
a1, az € K} (pois J° = {0} e d55 e d55 sdo nulas). A condicio 9,(f) = 0 implica, no
primeiro caso, que a; = 0 = a3 e, no segundo caso, que a; = 0. Portanto, para ambos,
temos que 9,(@) = az(Ba — aff), o que mostra que d; ndo é uma derivacao interna (pois
32(5) = aﬁ)

De [0, )(@) = d1(afB) — 02(0) = afB e [0y, Da)(B) = 0,(0) — 92(B) = 0, segue que
[01, O3] = 02 ¢ Nor(A) N Inn(A) e, portanto, que a dlgebra de Lie H'(A) nao é abeliana.

|

Analisemos, agora, o caso (1) e a parte correspondente an = 2, carK # 2e A = 1 do

caso (3) (conforme a lista da Prop. 5.13).

Lema 5.18 Seja A = KQ/I, onde Q) € o quiver de lagos a e 8 da Figura 5.3. Suponhamos
que ou o ideal [ = F* = (o, 8, aff, Ba') ou [ = ( &%, B%, af + Ba ), com carK # 2.

Entio a dlgebra de Lie H'(A) ndo € abeliana.

Prova. Consideremos as derivagées normalizadas 9, e 9, de KQ definidas por Oi(a) =

a, i(B) = 0, 0:(a) = B e 0(B) = 0. Claramente, essas derivacdes sio [-admissiveis e
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O # Oy(mod ho(Q,1)). As derivacdes normalizadas 9 e 0y, quando vistas como derivacoes
de A, ndo sao internas, pois, em qualquer das possibilidades para o ideal I, as derivacdes

internas de determinadas por a € J sdo tais que 9,(@) € J% e 9,(@), 0y(a) ¢ J>.

Logo, a dlgebra de Lie H'(A) nao é abeliana, pois em Nor(A) temos que [0y, 85] = —
¢ Nor(A) N Inn(A). |

O préximo lema mostra que H'(A) também é uma algebra de Lie nio abeliana se o
ideal I é um dos listados em (2), (3) e (4) (todos eles com n > 3), (5) e em (7) (esse

tltimo com n > 2).

Lema 5.19 Seja A = KQ/I, onde Q) € o quiver de lagos o e B da Figura 5.3. Suponhamos
que I seja um dos sequintes ideais:
(a) I ={c? B (af)" 'a, (Ba)"1p ), para algum n > 3;
(b)) I =(a? B2 (af)" ' + AX(Ba)"™" ), para algumn > 3, com )\ € K, X\ # 0;
(c) I=(ca? B> (af)"'a ), para algum n > 3;
(d) I ={a? B (af)", (Ba)" ), para algum n > 2;
(e) I={o? B2 (

Entio H'(A) ndo € uma dlgebra de Lie abeliana.

af)™ ), para algum n > 2.

Prova. Sejam 0 e 0, as derivagdes normalizadas de K definidas por 9)(a) = a, 8y(8)
=0, 0z(a) = affa e 02(f) = 0. As Obs. 5.14 e 5.15 garantem a [-admissibilidade de 8, e

de 05, em qualquer dos casos considerados.

Desde que 8; # 92(mod ho(Q,/)), mostremos entao que as correspondentes derivacdes

normalizadas 0; e 0; em A, determinadas por elas, nio sio internas.

Retomando, mais uma vez, que Nor(A) N Inn(A) = {0, | a € J} e escrevendo a =
@@ + ayB + asaf + ayfa + y, coma; € K (1 <i<4)ey e J? temos que a condicio
9a(B) = 0 implica que a; = 0 e que ay = as. Portanto, 0u(@) = ay(Ba — af) + ya — ay
(observe que ya — @y € J*). Logo, em qualquer das possibilidades consideradas para [,
0; ¢ Nor(A) N Inn(A), pois ;(B) = 0 e 8;(@) # 0.(@), para toda derivacio interna de A
(i=1,2).

Vejamos, agora, o colchete [9,,0,] em Nor(A). De [01, d5](a@) = di(afa) — 0y(a) =
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ofa e de [0y, 02)(B) = 0 resulta que [d;, 9,) = 0, ¢ Inn(A) e que, portanto, a dlgebra de
Lie H'(A) nao é abeliana. |

O lema a seguir trata do caso (6) listado na Prop. 5.13.

Lema 5.20 Seja A = KQ/I, onde Q € o quiver de lagos o ¢ 8 da Figura 5.9 ¢ T = ( o,
B, (aB)"ta + A(Ba)* '8 ), com A€ K, X\ # 0en> 2 Entio a dlgebra de Lie H'(A)

nao € abeliana.

Prova. Consideremos 0, a derivagdo normalizada de KQ dada por 8(e) = a e 8, (B) =

B. As igualdades da Obs. 5.14 (2) garantem que 9; é [-admissivel.

Para a escolha de uma outra derivagdo em Nor(A), vamos levar em conta a carac-
teristica do corpo K. Se carK = 2, entdo consideramos a derivagao 0, € Nor(KQ)
tal que 0z(a) = Xey e 95(B) = ey; se, no entanto, carK # 2, entdo escolhemos para
92 € Nor(KQ) a derivagio tal que dy(e) = affa e 04(8) = 0. No primeiro caso, a
[-admissibilidade de 0, é garantida pelas igualdades na Obs. 5.16 e, no segundo caso, pe-
las da Obs. 5.15. Notamos, ainda, que 9; # 9;(mod ho(Q,1)), independente da escolha de
5. Claramente, a derivagao 9y, entendida como uma derivacio de A, nao é uma derivagao
interna, pois, por exemplo, 0i(@) = @ ¢ J? e 9,(a) € J?, para cada derivagao interna 8,
de A. A derivagdo 0; normalizada em A, associada a aquela escolhida no caso em que
carK = 2, é claramente uma derivacao nao interna de A. Se a carK # 2, um argumento
analogo ao usado na prova do Lema 5.19 mostra que a 9, associada em Nor(A) também
nao é interna.

Portanto, em Nor(A) temos que [0,0:) = 9, ¢ Inn(A), se carK = 2, e [01,02) = 20,
¢ Inn(A), se carK # 2, o que mostra que H'(A) nio é uma algebra de Lie abeliana I

Notamos, agora, que dentre as possibilidades do ideal I, listadas na Prop. 5.13, as
Gnicas que ainda nao foram analisadas sio aquelas em que ou [ = (o? B af + \Ba )
comAem K, XA ¢ {0,1,-1}, ou [ = ( a?, B2, af ). Esses sao exatamente os tnicos casos

em que a dlgebra de Lie H'(A) é abeliana, como veremos no que segue.

Lema 5.21 Seja K wm corpo com pelo menos quatro elementos. Consideremos A —
KQ/I, onde Q € o quiver de dois lagos a e B da Figura 5.3 ¢ [ = (o?, B% af + \ba )
com A€ K, A\¢ {0, 1, -1}. Entio a dlgebra de Lie H'(A) € abeliana.
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Prova. Observamos, primeiramente, que A, como K-espaco vetorial, tem como uma
K-base o conjunto {7, @, B, fa}. Além disso, é imediato ver que Nor(A) N Inn(A) é

gerado pelas derivacoes internas dx e 05, determinadas por @ e f3, respectivamente.

Para determinar Nor(A), vejamos, pois, quais derivacées normalizadas de K@ sao

[-admissiveis. Seja d uma derivagao normalizada de K'Q. Entao, temos que:
d(a) = are; + aza + asf + asaf + asfa + y e
9(B) = bier + bya + b3f + bsof + bsPa + ya,

com a;, bj em K (1 <4,7 <5) ey, ys € F* C I. Entdo 9 é [-admissivel se, e somente se,
estao satisfeitas as condigdes (i) 2a1a + ag(fo + aff) € I; (ii) 26,8 + ba(af + Ba) € L e
(iii) (A 4+ 1)(a18 + bie) € 1.

De (iii) e da hipdtese de que A # —1 segue que a; = b; = 0. Por outro lado, afirmamos
que aff + Ba ¢ I pois, caso contrério, terfamos que (1 — NBa € I, o que contradiz as
hipéteses de que A # 1 e far ¢ . Portanto, das condigdes (i) e (ii) e de aff + Ba ¢ I
resulta que b3 = 0 = a;. Reescrevendo convenientemente (o) e 8(8) obtemos, entéo, que

0 € h(Q,I) se, e somente se,
O(a) = M + Xa(af + \Ba) + Xsfa +y; e

9(B) = mP + pa(af + ABa) + pafa + y,,

com A, p; € K (1 <4, 7<3) ey ey em F* C [. Logo, o K-espaco vetorial
h(Q, I)/ho(Q,I) é gerado pelas classes, médulo ho(Q,I), das seguintes derivacoes:

{ B(a) = a { dy(a) = 0 { 8(a) = Pa { dy(e) = 0

(B) = 0 h(B) = B d5(B) = 0 04(B) = Ba
Como tais classes sdo duas a duas disjuntas, entao Nor(A) é gerado pelas correspon-

dentes i, 03, 03 e 04 em Nor(A). Porém, em Nor(A), temos que 95 = (1 +A)“la; €

Nor(A)NInn(A), 0y = —(1 4+ X)"'8z € Nor(A)NInn(A) e que d, — 9, ¢ Nor(A)NInn(A).

Portanto, as classes de 9, e 95, médulo Nor(A) N Inn(A), determinam uma K-base de
A 2 [(A) (isto é, dimg H'(A) = 2). A abelianidade da dlgebra de Lie H'(A)

Nor(A)NInn(A)
decorre, entao, de que [0y, 02] = 0 em Nor(A). |

Lema 5.22 Seja A = KQ/I, onde Q ¢ o quiver de lagos o e B da Figura 5.8 e
I=(a% B? aB ). Entio a dlgebra de Lie H'(A) € abeliana.
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Prova. Iniciamos observando que o conjunto {r;, @, 3, Ba} é uma base do K-espaco

vetorial A e que o subespago Nor(A)NInn(A) é gerado pelas derivacoes internas dx e d5.

Encontremos, agora, as derivagoes normalizadas de A através das derivacdes normali-
zadas de K() que sio [-admissiveis. Seja d uma derivagio normalizada de K'Q. Podemos
escrever entao que:

O(a) = arer + aza + azf + asfa + yy e (B) = biey + bya + bsf + byBa + s,
com a;, bj em K (1 < 1,7 < 4) ey, y em I. Logo, & é I-admissivel se, e somente
se, as seguintes condigdes sao satisfeitas : (i) 2a1a + asBa € I, (ii) 2018 + byBa € I e
(iii) @18 + b € 1.

Segue de (iii) que a; = b; = 0; em conseqiiéncia, de (i), (ii) e de fa ¢ I, resulta
também que az = 0 = b,. Reescrevendo d(c) e 9(B) de forma conveniente concluimos que
0 € h(Q, 1) se, e somente se, I(a) = Mo + Apfa + y1 e A(B) = 1B + paPa + Yz, com
Ai, pjem K y; em [ (2 = 1, 2). Logo, como no lema anterior, as derivacoes normalizadas

de A obtidas das derivagdes 0y, 0, 03 € 94 em h(Q, I), médulo ho(@,I), dadas por

{31(01) = o {az(a) = 0 {83(01) = Ba {a,(a) =0
a(p) = 0 0(B) = B 0s(B) = 0 04(B) = Pa

determinam uma K-base de Nor(A). Mas em Nor(A) temos que 95 = 95 € Inn(A),
04 = =0z € Inn(A) e 0, — 0y ¢ Inn(A). Assim, H'(A) é gerado pelo conjunto
{01 + Nor(A) N Inn(A), 0, + Nor(A) N Inn(A)} e, portanto, é uma élgebra de Lie
abeliana (pois [0y, 0;] = 0 em Nor(A)). |

A proposigao abaixo sintetiza os resultados obtidos ao longo desta secio.

Proposigao 5.23 Seja A = KQ/I, onde Q € o quiver
- 2 D

e [ € um ideal admissivel de KQ) contendo o® e B?. A dlgebra de Lie H'(A) € abeliana se,
e somente se, [ = ( o®, %, af ) oul = {( a?, B2, aff + \Pa ), onde K um corpo com no

minimo quatro elementos e X € K, A ¢ {0, 1, -1}.
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Prova. As hipoteses sobre [ acarretam que [ é um dos ideais da lista na Prop. 5.13.
Os lemas 5.17, 5.18, 5.19 e 5.20, por sua vez, garantem que se H'(A) é uma &lgebra
de Lie abeliana, entdo, dentre as possibilidades de I listadas na Prop. 5.13, apenas
I=(dB%aB)oul ={(a% B2 af + \a ), com A € K \ {0, 1, -1}, permane-

cem.

A reciproca segue imediatamente dos Lemas 5.21 e 5.22. |

5.5 Construindo H'(A) - Lie nao abeliana

Nesta secao mostraremos que dada uma dlgebra B = KQp/Ip tal que H'(B) é uma
algebra de Lie nao abeliana, podemos construir, a partir de B, intimeros exemplos de
algebras A = KQ/I, cujo H'(A) é também uma 4lgebra de Lie nio abeliana. A estratégia
utilizada é a de construir, a partir do par (@p,/p), um novo quiver com relacdes (Q,1),
por adjungao de novos vértices e/ou novas flechas a @ p, porém mantendo certo controle

sobre essas adjuncdes e sobre as novas relagoes de K ().

Desta forma, os casos estudados nas secoes anteriores deste capitulo podem ser vistos
como “exemplos basicos” de K-algebras de dimenséo finita, cujo primeiro grupo de coho-
mologia de Hochschild é uma élgebra de Lie ndo abeliana, a partir das quais se poderia

obter uma gama diversificada de exemplos com a mesma propriedade.

Vejamos, pois, a construcao de (Q,[).

Sejam K um corpo e B = KQp/Ip uma K-ilgebra, onde Qg é um quiver finito
e conexo e Ip = ( Rp ) é um ideal admissivel de KQp (Rp denota um conjunto de
geradores de /g fixado).

(CQ) Construgéo de Q: Q = (Qo,@,) é obtido acrescentando novos vértices (deno-
tados por &) e/ou novas flechas (denotadas por &) ao quiver Qp = (Qp.0, ®@B,) de forma
que:

(CQ1) & é um lago ou & tem pelo menos um de seus vértices em algum # € Qo =

QO\QB,O;

(CQ2) Caminhos fechados de @ contendo alguma flecha & (se existirem) nao inter-
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ceptam nenhum caminho fechado de )p (isto é, nio passam por vértices de caminhos

fechados de @ B).

(CI) Construcao de I: Construido o quiver @ como em (CQ), seja I o ideal admissivel
de K@ gerado pelo conjunto R = Rp U R;, onde R, é finito e seus elementos §; sao
combinagdes lineares de caminhos em (), de comprimento maior ou igual a dois, de mesma

origem e mesmo término, contendo apenas flechas & € Q; = Q1\Q5,1.

Para ilustrar, exibiremos alguns exemplos:

Exemplo 5.24 Sejam K um corpo e o par (Qp,/g), onde Qp é o quiver:

o Q3
lLeo—=» 03
Qg 2

e Ig = {0}. Consideremos o par (Q,[), com @Q sendo o quiver:

o
(451 ag
1 [ [ ] 3
Qg 2

e o ideal I de K@ gerado por R = {&*}. Claramente, F* C [ C F?, 0 que mostra que [ é
um ideal admissivel de KQ. O par (Q,[) respeita as condigdes (CQ) e (CI) consideradas

acima.

Exemplo 5.25 Sejam K um corpo qualquer e o par (Qp,/g), onde Qp é o quiver:
2 D

e Ip é o ideal admissivel de KQp gerado por Rg = {a?, %, aff — Ba}. Seja Q o quiver:
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(07 ~

O, O
O N

(que satisfaz as condigées em (CQ)) e consideremos o ideal I de K@ gerado por R = Rg U
{B% 47, 77 — 7B7}. Desde que F C I C F?, entdo [ é um ideal admissivel satisfazendo
(CI). Logo, o par (Q,I) satisfaz as condigdes (CQ) e (CI).

Exemplo 5.26 Seja K um corpo qualquer. Consideremos o quiver Qp:

O

«

e o ideal admissivel Iz = ( @® ) C KQp. O par (Q,]), onde Q é o quiver:
C—
o ° °

e I é o ideal de K() gerado pelas relagdes o = 0 e o®8 = 0 satisfaz a condi¢do (CQ), mas

nao a (CI).

Seja a K-édlgebra B = KQpg/Ip (Qp é um quiver conexo e finito e /g é um ideal
admissivel de K(Q)p) e consideremos (Q,/) obtido de (@p,/5) por (CQ) e (CI).

Destacamos que, por construgao, cada elemento de I é uma K-combinacao linear de
expressoes da forma yipy;, com p = p, € Rgoup =5 € R ey, e v, caminhos em
K@Q. Além disso, também por construgao, temos que um caminho fechado em Q ou é
um caminho fechado em @p (s6 contém flechas de @p) ou é um caminho fechado que sé

contém flechas novas (do tipo &), cuja origem pode pertencer a Qg g ou a @y = Qo\@B 0.
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A seguir, faremos algumas observagoes sobre o comportamento relativo das derivacoes

normalizadas de B = KQp/lg ede A = KQ/I.

Primeiramente, notamos que, via a Prop. 2.3, podemos assumir que Nor(KQpg) é um
K-subespago de Nor(K(@)), ou seja, dada uma derivacio normalizada 8 € Nor(KQg), 0
sera entendida como uma derivagio normalizada de K@ de tal forma que d(&) = 0, para

toda flecha & de Q, = @1\@B,1.

Recordemos que h(@p,Ip) denota o K-subespago de Nor(KQp) das derivagdes nor-
malizadas O tais que d(/g) C Ip. Assim da construgdo de I, que garante que Ig C
I, resulta que h(Qp,Ip) e ho(@B,I8) = {0 € Nor(KQp) | Imd C Ip} sio subespacos
de h(Q, 1) e ho(Q,I), respectivamente. Segue, ento, facilmente que € possivel obter um
K-monomorfismo % : h(Qg,Ig)/h(Qp,/8) — h(Q,1)/ho(Q,I), que é dado por
P(0 + ho(@B,IB)) = 0 + ho(Q,1), para cada 9 € h(Qp,I5).

Para seguir adiante e relacionar as derivacdes normalizadas de B com as de A, lem-
bremos do Lema 3.1 que trata do isomorfismo h(@B,18)/ho(QB,IB) 4 Nor(B), onde
fB - M(@B,I) = Nor(B) (ver a prova do lema citado) é tal que fz(d)(b + Ip) = a(b) +
Ip, b € KQp. Também no Lema 3.1, a prova de que f é sobrejetiva sugere o isomorfismo
inverso g : Nor(B) — h(Qs,/8)/ho(@5,I5) de f, do qual trataremos agora de forma

suscinta.

Seja 0 € Nor(B) e, para cada flecha o de 5, escolhamos z,, € €o(a) K @ BE1() tal que
d(a + Ig) = z4 + Ip. Definimos g; : Nor(B) — h(Qp,I5) de modo que 91(0)(a) = z4
(é facil ver que, para todo caminho u de z para y em Qp, vale que 91(0)(u) = z,, onde z,
¢ tal que d(u + Ip) = 2, + Ip e, portanto, que ¢,(9) € h(Qp,Ip)). A g é, entio, obtida
pela composi¢ao de g; com o epimorfismo canénico h(Qg,/5) — h(@B,IB)/ho(QB,IB).

Portanto, através dos isomorfismos ¢, f4 e do K-monomorfismo ) anterior, obtemos
o K-monomorfismo 1) = fotpog : Nor(B) — Nor(A) que, a cada € Nor(B), associa
0= (), tal que A(& + I) = I, para toda flecha & € Q; e, para cada a € Qp1, O(a + I)
= 2o + I, com z, € e, KQpe, escolhido de forma que d(a + Ig) = x4 + Ip. Além disso,
se u € um caminho de z para y em Qp, entio d(u + I) = z, + I, tal que d(u + Ig) =
z, + Ip, onde z, é obtido em funcao dos z, escolhidos nas imagens de 0 nas classes das

flechas de Q g, médulo Ig.

Com essas consideragoes e convengoes, podemos tratar de obter alguma relacao entre
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as derivagoes internas de B e de A, através do lema que segue.

Lema 5.27 Sejam as dlgebras B = KQp/lp ¢ A = KQ/I sob as hipoteses anteriores
e : Nor(B) = Nor(A) o K-monomorfismo definido acima. Se & € uma derivacdo
normalizada de B tal que 0 = ¥ (0) € um derivagdo interna de A, entdo 0 € uma derivagdo

interna de B.

Prova. Seja 0 € Nor(B) tal que 9 = %(d) € Nor(A) n Inn(A). Logo, existe
a € @(ez-l— IA(es+ 1) C A tal que d = 8,. Como j3 observamos, os caminhos fe-

z€Qo
chados em @ sdo ou caminhos fechados de Q g, ou caminhos que contém apenas flechas

do tipo & (novas). Assim, podemos escrever que:

a=> Aleat+ D+ > ay(u+T)+ > a3 +1) + > ag(@ + 1),

T€Qo ueCp Y€CpBa P€EC A
onde 0s Az, @y, a3, as sio escalares em K, Cp denota o conjunto dos caminhos fechados de
@ B, de comprimento maior ou igual a um; Cg4 o conjunto dos caminhos fechados de @, de
comprimento maior ou igual a um, com origem em vértices de Qp, mas contendo apenas
flechas de Q; e Cus denota o conjunto dos caminhos fechados de @, de comprimento

malor ou igual a um, com origem em ), e contendo apenas flechas de Q-

Portanto, temos que a(& + I) — (& 4 I)a = I, para toda & de Q, e, para toda flecha
ade @, a(a + 1) — (a + I)a = z, + I, onde z, € €o(a) K@ BE1(a) € tal que O(a + Ip)
= z4 + Ip.

Estudemos, pois, as igualdades acima para as flechas & € (), acrescentadas em algum
vértice z € Qg (tais flechas sempre existem, pois Q é construido com preservacao de

conexidade) e flechas @ € Qp incidentes nesse vértice.

(i1) Suponhamos que & € @, seja tal que o(@) =z € Qpoet(@ =7 € Qo Supo-
nhamos, também, que exista pelo menos um caminho fechado u € Cp, com u ¢ I e o(u)

=a. Dea(a@+ I) — (& + I)a = I obtemos que:
(e =)@ + D)+ Y au(ud +1) — Y ap(ap +1) =1 (pois, se 5 € Cya,

u€Cp PECAA
o(u)=o(a) o(¢)=7

entao ¥ e u nao se interceptam), ou seja, obtemos que:

(*) (A = Ag)a + Z aub — Z agap € I.
ueCp PEC A4
ou)=o(a) o(7)=1(3)
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Usando a observagdo feita anteriormente sobre os elementos de [ e o fato de que u ¢
I, de (*) podemos concluir que a, = 0, para todo u € Cp, u ¢ I, cuja origem é origem

de alguma flecha & € Q.

De forma andloga, obtemos que a, = 0, para todo uw € Cp, u ¢ I, cuja origem é

término de alguma flecha & € Q;.

Seja Cpp o subconjunto de Cpg, formado pelos caminhos fechados de (B, sobre cujos
vertices nao incidem flechas do tipo & (flechas novas). Temos, entéo, por (i1), que:

a= > Ales+1)+ Z ay(u+ 1) + Z as(y +1) + Z ag(p +1).

z€Qo uweCpp YECBA P€eC s

Vejamos outra possibilidade.

(iz) Seja z € Qp o tal que z é origem de uma flecha o de g e de um caminho fechado

4. Portanto, t(a) = y # z (pois, por (CQ2), a nao pode ser um laco).
Dea(la+ I) — (a+ Na=z4 + I, com z, € e.Fpe, C e, KQpe,, resulta que ou

a) o — (A — A\))a — azyo + azyay € I, se existem caminhos 74 €
v ¥ g v

FECpA YECBA
o(¥)=o(a) o(¥)=t(a)

CBA) ¥ ¢ !, com 0(5’) = t(a) =Y, ou
(b) zo — (A — Ay + Z ayou — Z azya € I, se existem caminhos u €

u€Cpp YECpBA
o(u)=t(a) o(7)=o(a)

Csa, u ¢ I, com o(u) = t(a).

Desde que o, — (As — A\y)) € e, KQpe, € Z azya — Z azoy ¢ I (a) ou
o(¥)=o(a) o(7)=t()
Z azya & I (b) (pela observagido sobre as combinagcoes lineares das expressoes num

o()=o(a)
elemento de I e de 7 ¢ I), entdo podemos inferir que a; = 0, para 5 € Cpa, 5 ¢ I, com

o(7) = = € @B,o, tal que z é origem de um caminho fechado @ e de uma flecha (nao lago)
de @p.

Vale o andlogo se € Qp, € tal que z = o(1), para algum caminho fechado U, ex =

t(a), para alguma flecha o (nao lago) de Qp.

Logo, a5 = 0, para todo ¥ € Cpa, ¥ ¢ I e podemos reescrever:
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a = Z Ao(ex + 1) + Z au(u+ 1) + Z az(¢ + 1), onde A,, a, e az sio esca-

z€Qo "Ech ‘f”é_%}m
u @

lares em K.

Conseqiientemente, para cada flecha o de Qp, vale que:

(**) 2a = ((/\o(a) = )\t(a))a + Z QU — Z auozu> (modIg).

ueCpp u€Cpp
o(u)=o(a) o(u)=t(a)
ugl ugl
Seja, pois, b = g Ao(ez + 1) + E ay(u+ Ip) € @ (e$+[B)B(e$+[B) C B.
T€EQ R0 "EgﬁB T€QR,0
uglp

Consideremos a derivagao interna d, de B, determinda por b. Temos, entao, que 8, €
Nor(B) N Inn(B) e por (**), para cada flecha o de Q, vale que O(a + Ig) = 24 + Ip
= 0(a + Ip); logo, d = 8, € Nor(B) N Inn(B) e o lema est4 provado. |

O Lema 5.27 nos mostra que as derivagbes normalizadas de B, que nao sdo internas,

sao aplicadas por % em derivagdes normalizadas de A, também nio internas.

Estamos agora em condigdes de estabelecer o resultado que mostra que é possivel
construir, a partir de uma dada K-algebra B em que H'(B) é uma élgebra de Lie nao

abeliana, novas K-algebras A com a mesma propriedade sobre H'(A).

Antes, porém, vamos convencionar que [, ], e [, ], denotam, respectivamente, o

colchete de Lie de H'(B) e H'(A).

Teorema 5.28 Sejam K um corpo e a K-dlgebra B = KQg/Ip, onde Qp € um quiver
finito, conezxo e Ip € um ideal admissivel de KQpg. Consideremos a dlgebra A = KQ/I, para
um par (Q,1) nas condigies (CQ) e (CI) vistas anteriormente. Suponhamos que H'(B)

seja uma dlgebra de Lie ndo abeliana. Entio a dlgebra de Lie H'(A) € ndo abeliana.

Prova. Sejam (@,I) um par obtido de (Qp,/g) dado, nas condicdes (CQ) e (Cl),e A =
KQ/I. Ahipétese de que H'(B) é uma algebra de Lie nao abeliana implica que existem 0,
e 0 derivagées normalizadas (ndo internas) de B tais que [01,0:], € Nor(B), mas [01,04) ,
¢ Inn(B). O Lema 5.27 garante que as correspondentes 9, = D(0) e 0y = ¥(y) sdo

deriva¢oes normalizadas de A, ndo internas. Para completar a demonstracao do teorema,
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resta provar que [0y,0,], ¢ Inn(A). Pelo Lema 5.27, basta mostrar que ¥([01,0],) =
[5(01),(82)).,, pois se [01,02], = [$(91)(:)], = P((01,02],) € [nn(A), entio [81,8,],
€ Inn(B), contrariando a hipétese de que [0,0,], ¢ Inn(B).

Mostremos, pois, que 1 preserva colchete de Lie, para o que é suficiente garantir que
P(0100;) = 1(0y)0(d,), para duas derivagdes quaisquer J; e d, em Nor(B), ou ainda,
que 9y 0 Oy e 9y o J, coincidem nas classes, médulo I, das flechas de Q. E imediato que,

para cada flecha & € @, a igualdade (87352)(& +1)=1=(0y08)(a+ I) se verifica.

Para cada flecha a de ()p, fixemos as escolhas z,, y, € o(a) K QBE(a) tals que
Ol + Ip) = zo + Ig e Oy(a + Ig) = yo + Ig (recorde-se da contrucio de
fB : Nor(B) — h(Qp,Ig)). Entdo dy(ar 4+ I) := 2z, + [ € (e + I) := yo + I. Com
a escolha fixada dos z,, para cada a, e do fato de que cada vy, é uma combinagao line-
ar de caminhos em ()p, paralelos a o, obtemos que existe Wy, € eo(a) K QBei(a) tal que
o (Ya + I) = wy, + Ip (w,, é uma combinagio linear de expressdes contendo Ly'S
correspondentes as flechas que formam os caminhos da combinacéao linear Ya). Portan-
to, (01od:)(a + Ig) = w,, + Ip, resultando entdo, para cada flecha o em Qp, que
(Bi00)(a + 1) i= wy + [ = Gy + I) = 8i(Ba(a + 1) = (81 0 &)(a + ). Logo,
P(01 0 83) = (1) 0 1(8,), e portanto p([01,84),) = [%(81),%(8,)] ., ou seja, ¥ &, de fato,

um morfismo de algebras de Lie. |

Como tltima observagao, chamamos a atencao do fato de que se Nor(B) é uma algebra
de Lie nao abeliana, entdo Nor(A) é também uma 4lgebra de Lie néo abeliana, pois 1 é

um K-monomorfismo de algebras de Lie.

Voltemos aos exemplos considerados no inicio desta sego, ou seja, Exs. 5.24, 5.25 e

0.26

Exemplo 5.24.1 Seja B = KQp/Ip, onde Qp é o quiver do Ex. 5.24. Pelo Lema 5.1,
H'(B) é uma algebra de Lie nio abeliana, pois B é uma 4lgebra de caminhos (hereditaria),
cujo quiver )p contém flechas miltiplas. Consideremos A = K@Q/I, onde (@Q,), como
no citado exemplo, é obtido de @) acrescentando o laco & no vértice 2 e [ = (& ). Pela
Prop. 5.28, H'(A) é uma algebra de Lie ndo abeliana. No entanto, este fato pode ser

verificado diretamente se considerarmos 8y, 9, € Endg(A), definidas por:
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3 3 2 2
51(2 N + Zaja_jJr wd + ) beagas + Z o + csias) = a,@y + bianos + crona

i=1 j=1 k=1 =1
3 3 2 2

e 82(2/\#3_1"*‘ E a;a; + asa + E brogaz + 5 ama + ¢z aaz) = (a1 + ax)an +
=1 i=1 k=1 =1

(by + br)agzas + (a1 + c2)aed, com A, aj, bg, ¢ escalares em K (1 <1,1< 3,1 <
7 <4,1 <k <2),onde 7 indica a classe de z € KQ, médulo I. E facil ver que 8, e 0,

sao derivagoes normalizadas nao internas de A e tais que [0),0],, ¢ Inn(A).

Exemplo 5.25.1 Seja B = KQp/Ip, onde (@p,/5) é o par tal que Qg é o quiver de
dois lagos a e B e Ip = { o?, B?, aff — Ba )- Pelo Lema 5.17, a dlgebra de Lie H!(B) é
nao abeliana. Como no Ex. 5.25, seja (Q,]) contruido a partir de (@B,IB) pela adjuncao
de dois novos vértices 2 e 3 e das flechas f3 (lago), ¥ e 7 a @p e escolhendo-se o ideal
[ =(d B aB —Ba, %, 77, 77 — 77 ). A lgebra A = KQ/I é de dimensio finita
(1 é admissivel). Pela Prop. 5.28, H'(A) é uma élgebra de Lie nio abeliana.

Os exemplos que seguem mostram que se construimos, a partir de um par (@B,1B)
tal que H'(KQp/Ip) é uma élgebra de Lie ndo abeliana, um par (®,]) nao satisfazendo
alguma das condigées (CQ) ou (CI), entéo a algebra de Lie H!(KQ/I) pode ser abeliana

ou nao abeliana.

Exemplo 5.26.1 Seja o par (p,/5), onde @p é o quiver de um laco « no vértice 1 e I
=(o®) C KQp. A dlgebra B = KQp/Ip é tal que H'(B) é uma &lgebra de Lie nao
abeliana (pelo Lema 5.3). Construido o par (Q,), como no Ex. 5.26, pela adjuncao de
um novo vértice 2 e de uma flecha B : 1 — 2 e pela escolha de I = ( o®, o®f3 ), vimos, no
citado exemplo, que (@,[) ndo satisfaz a condigo (CI). Seja A = KQ/I (I é admissivel,
pois F° C I C F?). A dlgebra de Lie H'(A) ndo é abeliana. Para a verificacio disto,

basta considerar as derivagdes 0; e d; normalizadas de A, dadas por:

2 2 ~ - m— ———y
81(2 i€ + ZaiE + azf + aqaf) = ay@ + (az + az)a® + agaf e

=1 =1

2 2 - = - ~ R
32(2 Aie; + Za.,—ai + azf + asafl) = a102,

=1 =1

onde \jea; (1 <i1<2,1<75< 4) sao escalares em K e 7 denota a classe de x, modulo

I.
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Verifica-se facilmente que 0, e 0; nao sao derivagdes internas de A e que [01,0), ¢

Inn(A).

Exemplo 5.29 Seja K um corpo tal que carK = 2. Consideremos o par (@B,IB), onde
@B € o quiver:
1

o

e Ip é o ideal gerado por a®. A K-dlgebra B = KQp/Ip é tal que H'(B) é uma algebra

de Lie nao abeliana, conforme foi visto no Lema 5.3.

Seja (@,]) onde Q é o quiver:

e é [ o ideal de K@ gerado por o2, af. O quiver @ satisfaz a condi¢do (CQ), o ideal I,
embora admissivel, ndo satisfaz a condigao (CI); portanto o par (Q,/) nao satisfaz (CQ)
e (CI).

Consideremos a [K-dlgebra de dimensao finita A = KQ/I. O conjunto {e, €, a, E}
é uma K-base de A. [ de verificagao imediata que os K-endomorfismos 9; e 0, de A,

definidos por :
O(MET + Ao + a1 T+ a3 f) = m@ e
Oa(Mer + Aogs + ay @ + ay ,E) = azE,

onde \;, a; (1 <12 < 2) sdo escalares em K, formam uma K-base do espaco Nor(A). Além
disso, temos que 9, = 0;, e que d; ¢ Inn(A). Logo, a classe da derivacio 8;, médulo

Nor(A)N Inn(A), gera H'(A) que, sendo unidimensional, é uma 4lgebra de Lie abeliana.
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