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Resumo

Seja .4 = /ÍQ// um quocient.e de uma álgebra de caminhos. O objet.ivo deste trabalho é apresent.ar
os resultados obtidos por De la Pedia e Saorín, em [PS], que permit.em comput.ar a dimensão do primeiro
grupo de cohomologia de Hochschild #i(.4) de Á e determinar condições necessárias e suficíent.es para
que H'(À) se a«ule.

Para computar a dimensão de Hi(.4) eles primeiramente ident.ificam esse grupo com um quociente
do /{'-espaço vetorial das derivações normalizadas de .4, para post.eriormente obt.erem uma decomposição
adequada de Hi('4) em subespaços' Essa decomposição é obt.ida at.ravés do result.ado principal de ]PS],
no qual é provado que Xi (.4) é o t.ermo médio de uma seqüência exat.a curt.a de .ri.-espaços vet.oriais, cujo
t.ermo à esquerda é o quociente do espaço das derivações /'2 - lineares de .4 pelas internas, e à direita é
um subquociente do /{'-espaço vetorial de dimensão finita EndK(A/./2).

Através da ext.ensão de alguns resultados de [API, eles obtém um /t'-monomorfismo de
Hom(ni(Q, /),A+) em H:(-A), o que lhes permit.e relacionar a dimensão de #:(.4) com o post.o e o
p-posto do grupo abelianizado do grupo fundament.al n':(Q,/) de (Q,/). Est.a é a est.rat.égua usada para
obt.er condições necessárias e suflcient.es para que #' (Á) se anule

Como coi)t.ribuição pessoal, est.e trabalho também est.uda a est.rutura de álgebra de Lie de Hi (Á), que
é induzida pela de EndK(-Á). Considerando alguns t.ipos de quiver Q e as álgebras ,4 = /{'(2//, onde /
é um ideal admissível de /i'Q, est.udamos condições necessárias e suficientes para que Hi(.4) sqa uma
álgebra de Lie abeliana.

Abstract

Let Á = /rQ// be a factor of a path algebra. The purpose of this work is t.o present. the results
obtained by De la Peíía e Saorín, in [PS], to compute t.he dimension of t.he first Hochschi]d cohomology
group Hi(.4) of .4 and t.o determine necessary and suMcient conditions for this group to vanish.

In ordem to compute t.he dimension of Xi (A), t.hey ident.ify it. wit.h a quotient of t.he /{'-vector space
of t.he normalized derivat.ion of .4 and then obt.ain an adequat.e decomposition int.o subspaces. Tais
decomposition is obt.ained in the main result of ]PS], in which it is proved that Xi (.4) is t.he middle t.erm
of a short. exact. sequence, whose left. t.erm is given by the quot.ient. of the /f-vect.or space of f'2 - linear
derivat.itens of Á by t.he inner ones, and t.he right. t.erm is a subquot.ient. of t.he finite-dimensional .lx'-vector
space EndK(.4/J')

Ext.ending some result.s in [API, t.hey obtain an embedding from Hom(ri(Q, /), /{'+) unto Hi (.A), which
allows t.hem t.o connect t.he dimension of HI (.A) wit.h t.he rank and the p-rank of t.he abelianization of t.he
fundament.al group ?r- (Q, /) of (Q,/). This is the st.rat.egy used t.o get necessary and suMcient. conditions
for /r' (,4) t.o vanish

As a personal contribiiition we algo study, in this work, the Lie algebra st.ruct.ure of Xi(À), which is
induced by t.he one of EndK(.4). We consider some kinds of quiver Q and algebras ,4 = /(Q//, where /
is an admissible ideal of t.he pat.h algebra .r\'C?. We study necessary and sufhcient. conditions for Hi(.4)
t.o be an abelian Lie algebra
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Introdução

Seja .A uma /r-álgebra, onde Ã' é um corpo qualquer. Os grupos de cohomologia de
Hochschild de .4 fora.m introduzidos por Hochschild, em IHo], como grupos de cohomo-
logia de um complexo "especial", que hoje é conhecido como complexo de Hochschild.
Esses grupos, denotados por ]7'(.4), para á ? 0, por serem invariantes da álgebra sob
equivalência derivada (em IHal) e sob equivalência de Monta (em IWel), têm sido ampla-

mente estudados na teoria de representações de álgebras por vários autores. O primeiro
grupo de cohomologia de Hochschild, por exemplo, está intrinsecamente relacionado com

a caracterização da classe das álgebras simplesmente conexas e, sua generalização, à das
fortemente simplesmente conexas (ver ISkl). A importância das álgebras simplesmente

conexas na teoria de representações está assentada no fato de que, muitas vezes, o estudo

dos módulos indecomponíveis de uma dada álgebra pode ser reduzido, via teoria de re-

cobrimento, ao dos seus correspondentes módulos sobre álgebras simplesmente conexas
esse é o caso, pol exemplo, das álgebras de tipo de representação finito

Entre outros resultados que relacionam as conexões simples e o primeiro grupo de
cohomologia de Hochschild podemos citar, a título de ilustração, os seguintes: Happel,
em IHal, mostra que uma. /í-álgebra ,'! de dimensão finita e de tipo de representação finito

(K um corpo algebricamente fecha.do) é simplesmente coTlexa se, e somente se, o quiver

de Aus[ander-Reiten de À não contém cic]os e ]/'(Á) se anulam Skowroúski, em ISkl, prova

que uma J{'-álgebra. triangular ,4 é fortemente simplesmente conexo. (ou seja, tal que toda

subcategoria plena e conexo é simplesmente conexo) se, e somente se, #'(C') se anula
para- toda subcategoria plena e conexo. C' de .4.

De outro lado, é bastante conhecido que o primeiro grupo de cohomologia de Hochs-
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Introdução 4

child de uma /t'-álgebra. qualquer é um quociente do espaço das derivações de .4. Para
as á[gebras do tipo Á = ]$'C?//, onde Q é um quiver finito e / é um ideal admissível de
/{'Q, essa conexão entre #' (Á) e as derivações tem permitido estabelecer relações entre o

anulamento do H'(.4) e a existência de ciclos em Q (ver IFGMI e IHal).

Um dos objetivos deste trabalho é apresentar principalmente a estratégia que foi de-

senvolvida por De la Peão e Saorín, em IPSO, para computar a dimensão de H'(Á) e
determinar condições necessárias e suficientes para que ã:(.4) se anule.

Um outro objetivo é o de estudar a estrutura de álgebra de Lie de #:(.4), estrutura
essa que é induzida pela natural estrutura de Lie da álgebra associativa Endx-(Á).

Para o objetivo inicial, as álgebra consideradas são do tipo .4 = /{'Q//, onde ]í' é
um corpo qualquer, C? é um quiver finito e / é um ideal da álgebra de caminhos /\'Q
contido em F'2 (f' denota o ideal de /rQ gerado pelas flechas de Q), para o qual está
fixado um conjunto de geradores que satisfaz uma condição de minimalidade. Nesse caso,

o primeiro grupo de cohomologia de Hochschild Hi(Á) pode ser identificado, na verdade,

com o espaço das derivações normalizadas de Á, módulo as internas (em IHal e IPSO).

A estratégia desenvolvida, em IPSO, para computar a dimensão de //'(Á) consiste em

decompõ'lo, a partir dessa identificação, "em peças menores", cujas dimensões se possa

calcular. Tal ideia aparece clara.mente no resultado principal do artigo, que mostra que
o H:(Á) é o termo médio de uma. sequência exala, curta (de Ã'-espaços vetoriais), cujo
termo à esquerda é o quociente das derivações F'2 - lineares de .A pelas internas, e o à

direita é um subquociente do Ã'-espaço de dimensão finita Endx-(A/J'), onde J = r'//
(Teo. 3.6 neste trabalho).

A "decomposição" sugerida pela, sequência. mencionada, junto com uma melhor iden-

tificação do seu termo à direita, através de particulares derivações de .A, e a intervenção
do grupo fundamentental r. (Q, /) de (Q,/) permitem, então, relacionar a. dimensão de

#:(.4) com o posto e o p-posto do grupo abelianizado de a. (Q, /).

Essa mesma relação e a existência de um /{-monomorüsmo de Hom(ri(Q, /),Ã"+)
em /í:(A) (Ã'+ denota o grupo aditivo do corpo Ã), por sua vez, levam à obtenção de
condições necessárias e suficientes para. que H' (Á) se anule.

Pala o outro objetivo deste trabalho, que é o de estudar a estrutura de álgebra de Lie
de H"(A), as á.lgebras coTlsiclerada.s são do tipo .A = /{'Q//, onde Q é um quiver finito e /
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é um ideal admissível de /rQ (ie: r'" Ç / Ç F'', pala. algum n ? 2). Nosso interesse nesse
assunto originou-se da sugestão do Prof. Dr. Eduardo N. h/barcos, dada durante nosso

exame de qualificação, de tentar estudar a. estrutura de á.lgebra de Lie de .1/:(.4). Além
disso, até onde sabemos, essa estrutura do #: (.4) tem sido pouco explorada (com exceçã.o
do tratado, em IFGGMj, sobre derivações díagonalizáveis de uma Ã'-álgebra de dimensão

finita, quando car/í = 0 ou Ã' é algebricamente fechado de característica positiva). Desta.

forma, optamos, como contribuição pessoal ao trabalho, por estudar a estrutura de álgebra.
de Lie de Wi( 4) de forma a determinam condições sobre o quiver Q ou sobre o ideal / que
garantam a sua abelianidade, em alguns casos.

Os resultados obtidos por De la Peça e Saorín, em IPSO, e o nosso estudo sobre a.s
condições para que a álgebra de Lie seja. abeliana ficarão mais evidenciadas na descrição
que segue da organização deste trabalho.

O capítulo l contém definições, alguns resultados e propriedades básicas sobre quivers,

quivers com relações e álgebras de quivers, que serão utilizados no decorrer deste trabalho.

Em especial, as seções 1 .2 e 1.3 são dedicadas à construção e ao estudo de propriedades dos

grupos fundamentais a-:(Q) de um quiver finito Q e r.(Q, /) de um quiver com relações
(Q,/). Um resultado bastante conhecido é que, sendo Q conexo, o grupo fundamental

r.(Q) é um grupo livre de posto igual a X(Q), a função característica de Euler de Q
(em IMal). Através das "parede data" utilizadas por Farkas, Green e Marcos, em IFGMj,
apresentamos uma "versão algébrica" da prova desse resultado.

No capítulo 2 introduzimos os grupos de cohomologia de Hochschild /7{(Á), para
i2 0, e os /r-espaços vetoriais Z)er(.4) e /nn(.4), respectivamente, das derivações e das

derivações internas de uma /r-álgebra ,4 qualquer, mostrando, então, que H:(,4) - P!!:(4}
Para as álgebras de quivers com relações ,4 = /rQ//, são definidas outras derivações mais

específicas (como as derivações normalizadas, especiais, lineares e /?2 - lineares). Como

em IRAI ou IPSO, mostramos que as derivações normalizadas permitem uma, identificação

mais conveniente de H:(A), ou seja, que H:('4) = /v«(.,1)nr-(.4) (]Vor(.4) denota o espaço
das derivações normalizadas de ,4).

No entanto, cabe às derivações normalizadas da álgebra /{'Q desempenhar um papel
fundamental na obtenção dos resultados contidos em IPSO, pela particular propriedade
de serem determinadas pot seus valores sobre as flechas de Q e, por isso, decomposta.s
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em uma. soma. de derivações mais simples. Por esse motivo, incluímos neste capítulo a
mencionada. propriedade, através da Prop. 2.3, cuja demonstração é uma sugestã.o do

Prof. Dr. Eduardo N. Marcos, a quem agradecemos muito pelo interesse e incentivo.

Ainda no capítulo 2, apresentamos as álgebras dc Lie e algumas de suas propriedades

e exemplos, com o intuito de mostrar que o primeiro grupo de cohomologia de Hochschild

XI(Á), além de estrutura de }í-espaço vetorial, possui também a de álgebra de Lie,
induzida que é pelo colchete de Lie da álgebra associativa End/ç(.4). A álgebra de Lie
H:(H) será objeto de estudo no capítulo 5.

Assim, os capítulos l e 2 contém as ferramentas básicas para o desenvolvimento

da. parte central deste trabalho. Os resultados corridos nos dois capítulos seguintes

(capítulos 3 e 4) foram essencialmente obtidos, em ]PS], por De la Peça e Saorín.

No capítulo 3 apresentamos, no Teo. 3.6, o principal resultado em IPSO, que mostra

que o #'(.4) é o termo médio de uma seqüência exala curta de K-espaços vetoriais, na
qual os outros termos são um quociente do subespaço das derivações F'z - lineares de .4

(à esquerda) e um subquociente do espaço Endx-(.4/J') (à direita), iniciando, assim, o
"fatiamento" de #:(.4) mencionado no início desta. introdução. A prova desse teorema se

baseia na propriedade de que as derivações normalizadas de ,4 = KQ// são obtidas pelas

classes das derivações normalizada.s de .rrQ que são /-admissíveis, módulo aquelas que
têm imagem em /. Um outro ingrediente importante no Teo. 3.6 é o grupo cA(Q, -K) dos
caracteres aditivos acíclicos de Q que, passível de um cálculo completo, permite melhor

identificar o termo à direita da seqüência do H'(,4), onde comparece. Um "reÊnamento"
desse termo é obtido na Prop. 3.12, por meio das derivações lineares e especiais de .4, nos
casos particulares em que a álgebra ,4 = /rQ// é quase fortemente acíclica ou o ideal / é
homogêneo

No capítulo 4, com o Teo. 3.6 e as "aproxim.ações aprimoradas" dos casos particulares

em mãos, tratamos da relação do grupo fundamental a.(Q,/) do quiver com relações

(Q,/) com a dimensão de X'(/rQ//), em primeiro lugar, e com as condições necessárias
e suficientes para o seu anulamento, em segundo lugar

Como em IPSO, apresentamos fórmulas para a. dimensão de #'(.4) em função do posto

e do p-posto do grupo abelianízado R de r.(Q,/) (Prop. 4.4 e Cor. 4.5). Notamos
aqui que o Cor. 4.5 inclui, como casos particulares, alguns resultados obtidos por Happel
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(em IHal, Teo. 2.2 e Prop. 2.3).

Na seção 4.2, apresentamos um exemplo, Ex. 4.6, que mostra que os resultados obtidos

podem ser aplicados ao caso em que a álgebra ,4 = /rQ// não é de dimensão finita sobre

Ã. (isto é, em que o ideal / considerado não é admissível).

Para. a. obtenção de condições de anulamento de //'(,4), a ferramenta essencial é

a existência de um /T-monomorfismo canónico de Hom(«l(Q, /),/T+) em n'(Á). A
existência. desse monomorfismo já fora obtida por Assem e De la Peão, em IAPj, para
as álgebras triangulares (aquelas cujo quiver não contém circuitos) e, mais tarde, por
Fa.rkas, Clreen e Marcos, em IFGMj, para o caso geral. Embora De la. Peíía e Saorín
desenvolvam, em IPSO, uma demonstração desse fato, optamos por apresentar uma outra
mais simples que se baseia na definição de -f/i(.4) e em argumentos similares aos usados
em IAPI para o caso triangular

Desse monomorfismo e das "fórmulas" da dimensão de #'(.4) que envolvem o posto
e o p-posto de 11, surgem as condições necessária.s e suficientes para o anulamentento de

Hi(Á). Essas condições, conforme o Cor. 4.11, dependem da finitude do grupo 11, da
relação de sua ordem com a característica de -/r e das derivações lineares e F'2 - lineares
de 4

Por fim, o capítulo 5 contém uma contribuição pessoal ao trabalho, através do estu-
do da. estrutura de Lie de //i(.A), quanto à propriedade de ser abelíana, para álgebras
.4 = /rQ//, com o pal (Q,/) sob certas condições.

Consideramos, primeiramente, as álgebra ,4 = /ÍQ, onde Q é um quiver finito, não
contendo circuitos orientados (álgebras hereditárias)l as álgebras locais Á = /ÍQ//, onde

a é constituído por um laço cv e / =< a">, para algum m ? 2(.4 ÇX /rjXI/(X"), m 2 2);
as á.lgebras locais 4 = /ÍQ//, onde Q é um quiver formado por dois laços, cujos quadrados

esta.o no ideal / admissívell e as álgebras que são quociente da álgebra de caminhos de
um circuito orientado, não baço, por um ideal admissível.

Determinamos, nos casos considerados, as condições necessárias e suficientes para que
a á.lgebra. de Lie #i(.4) seja abeliana. O resultado obtido pala. as álgebras locais .4 =

X'lXI/(X'), m ? 2 (Prop. 5.4), motivou-nos a. impor, no caso das locais de dois laços,
que os quadrados desses estivessem no ideal de relações. Para. essas álgebras, as condições

impostas ao ideal / o caracterizam, então, corno um ideal homogêneo (Prop. 5.13) e
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determina.m que /7i(.4) é uma álgebra. de Lie abeliana somente quando / = < cr', a2, a/3 >

ou quando /f é um corpo com pelo menos quatro elementos e / = < a2, P2, aP + À#cy >
com À C A' \ {0,1,-1} (Prop. 5.23).

Conhecendo a. estrutura de Lie de #i(.4) das álgebras acima. mencionadas (quanto a
ser abeliana. ou não), estudamos a possibilidade de adotá-las como "exemplos bá.sicos" a

partir dos quais possamos contruir novas álgebras e garantir algo sobre a abelianidade ou

não dos respectivos grupos de cohomologia de Hochschild.

Esse estudo é feito na seção 5.5. Consideramos uma dada álgebra. B = ÃQB//B, onde
A é um corpo qualquer, QB é um quiver finito (conexo) e /B é um ideal admissível de
Â.QB. A partir do par (OB,/a) construímos um outro (Q,/), onde Q é obtido de QB
por adjunção de novos vértices e/ou novas flechas, sob certas condições, e / é um ideal
admissível de /{'(2, contendo as relações geradoras de /B e de forma que as novas relações
não envolvam flechas de QB.

Mostramos que existe um monomorfismo de álgebras de Lie do espaço das derivações

normalizadas de B no correspondente JVor(.4), onde .4 = /ÍQ//. Em conseqüência,

obtivemos que se B é tal que HI(B) é uma álgebra de Lie não abeliana, então a álgebra

de Lie H'(Á) é também não abeliana (Teo. 5.28).

Assim, a partir do par (QB,/o) dos exemplos adotados como "básicos", podemos obter

inúmeros exemplos de álgebras .4 = /rQ// em que 7Vor(.4) e H:(,4) são álgebras de Lie
não abeliarlas.



CAPÍTULO I

Preliminares

O objetivo deste ca.pítulo é apresentar um resumo dos conceitos básicos que serão
utilizados ao longo deste trabalho.

Na seção 1.1, introduziremos a noção de quiver e de álgebras de ca.minhos e assu-
miremos alguns resultados aqui apresentados, sem explicitar suas demonstrações. Uma

exposição detalhada. desses resultados pode ser encontrada em IASSj, ]CLS] e IJM].

Em 1.2 definiremos o grupo fundamental n-.(Q) de um quiver Q e apresentaremos

uma prova algébrica de cine o grupo r.(Q) é livre de posto X(Q), onde X(Q) denota a
característica de Euler do quiver Q. Tal prova será feita com a utilização de argumentos
análogos aos usados por Farkas, Green e Marcos, em IFGMj, para mostrar que esse grupo
é finitamente gerado. Uma abordagem topológica do assunto pode ser encontrada no
capítulo VI de IMaj.

Na seção 1.3, apresentaremos duas descrições do grupo fundamental de um quiver
com relações (Q,/): uma primeira como imagem epimórfica do grupo a. (Q), através da
construção efetuada. na seção anteriorl a outra - a chamada construção formal como uma

espécie de extensão da. descrição tradicional de n.(Q) (em IAPI e ISkl), supondo que o

conjunto de relações gerador de / satisfaça uma condição de minimalida.de. A primeira

cor)strução mencionada é a que permite, de uma forma bastante simples, garantir que o
grupo fundamental de um quiver com legações (Q,/) é ílnitamente gerado.
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[.] Quivel's e álgebras de caminhos

1.1 Quivers e álgebras de caminhos

Nesta seção, descreveremos a. construção da álgebra. de caminhos de um quiver com

relações (Q,/). Ta] conceito é essencial para o desenvolvimento de nosso trabalho, uma vez

que estudaremos certas propriedades de álgebras dadas por quivers e relações. Indicamos,
para maiores detalhes, IASS], ICLSI e IJMI.

Um qü oer Q = (Qo,Qi) é um grato Orientado, onde Qo é o conjunto dos vértices e Q.
é o conjunto das flechas. Dada uma flecha a C Qi de origem no vértice z e término no
vértice g/, denotamos z por o(cx) e y por t(cr). A notação cv : z --} y indica. que cv é uma
fiech, em Q com .(a) = :« e t(a) = y.

Ao longo deste trabalho, estaremos sempre supondo que Q é um quiver finito, isto é,
que Qo e (21 são conjuntos finitos

Uma camÍnÀo ' em Q de z para y é uma seqüência de flechas ' = clia2 . . . a,, com

« 2 1, t-l q- o(a-) = «, t(a,) = y e t(ai) = o(ai+,) (l 5; í 5; , -- l). O «úmero , de

flechas que aparece em 'r é chamado de comer mento de ' e denotado por Z('y).

A cada vértice z C Qo, associamos um camÍnAo trio; a/, que é um caminho sem flechas,

entendendo-o como de comprimento zero, e denotando-o por ez. Por definição, o(e,) = z

Dizemos que dois caminhos 71 e 72 em Q são para/e/os se o('h) = o(72) e t('h) = t(72)

Um caminho 'r em Q, com l?('y) ? 1, é chamado um các/o, um Gare to orientado ou
um ca«.{nÀo /ecA«do se o('y) = Z('r). Um circuito orientado 'r em Q tal que /(7) = 1 é
chamado simplesmente um /aço.

Um quiver Q é conexo se, para. qualquer par de vértices z, y C Qo, existe uma seqüência

de qech;s '-i, '*,, . . . , a. C Q- t,l q« o(ai) = z ou t(a:) = z, o(a«) = y o« t(a«) = y e

{o(a.í), t(aj)} n {.(a.í+:), t(a.Í+-)} # a, p;ra t'do .j, com l $ .j < n (isto é, flechas

consecutivas têm um extremo em comum).

t(.Z

Dados um quiver Q e um corpo /{, denotamos por /{'Q o /T-espaço vetorial cuja. base

é o conjunto formado por todos os caminhos de Q, inclusive os triviais. E possível munir
/rQ de uma estrutura de /t'-álgebra, definindo primeiramente o produto de dois caminhos
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7 (]l CV2 clr e á :: #iP2. . . Z?s em (l? por

a,a:a, . . . P. , se t(a,)
, caso contrário

e estendendo este produto por linearidade a todos os elementos de .rt'Q. A A'-álgebra.
assim construída, também denotada. por ÃQ, é denominada a á/geóra de cam nãos do
guít;er Q. Observamos que /r(2 é uma á.lgebra. associativa.

Denotamos sempre por f' o ideal esquerdo de /rQ gerado pelas flechas de Q. Clara-
mente, F' é um ideal bilateral de /r(2 e nos referimos, por isso, ao ideal F'

Observação: Ã'Q = (D e,Á"Qe. (como /{'-espaço vetorial), onde e,ÃQe, indica o
a;,3/CQo

/T-espaço vetorial com base nos caminhos de ]ç para y em Q

«'- { ='~'

Reunimos, na proposição abaixo, algumas propriedades de /rC2. Uma demonstração

detalhada destes resultados pode ser encontrada no capítulo 2 de ICLSI.

Proposição 1.1 Sejam /í am corpo, Q um qüioer ./inato e /rQ a á/geóra de camÍnÂos de

Q. Então:

Í/2 {e, l z C Qo} á am cona nto como/eto de idempoferztes prím lidos e ortogorzaãs de

iÇQ. Além disso, t<Q é ' ma, átgebra básica com 1 = '>'. e.l
reco

(2) i<Q é «.ma álgebra, de di«ae«'são $nit-, e F é o radical de Ja,cobson de i<Q se, e
som..«te se, Q «ã,. c.nté« ci««-it.s o«i.nt«dos;

(S) i<Q é uma, álgebra, indecomponíuel se, e se«Rente se, Q é um qKiuer conexo.

Veremos, mais adiante, que as á.lgebras básicas e indecomponíveis de dimensão finita
sobre um corpo algebricamente fechado /( podem ser identificadas com o quociente de
á.lgebras dc caminhos por certos ideais convenientes: os chamados ideais admissíveis.

Definição 1.2 Sejam. Q üm qüit;er ./irziZo e /( m corpo. D demos qüe zzm idem/ / de Ã'O

é adm,iss'íuel se existe 'um inteiro t Z 'Z tat qle F'* C l Ç F'z

Observamos que se Q é um quiver finito que não contém circuitos orientados, então
todo ideal de .rfC? contido em F'2 é admissível. Em particular, o ideal nulo é admissível
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se, e somente se, Q nã.o contém circuitos orientados. Além disso, para todo r ? 2, F'' é
um ideal admissível de .rç.Q

Enunciaremos, a seguir, o resultado que estabelece a. identificação das álgebras básicas

e indecomponíveis de dimensão finita sobre um corpo algebricamente fechado com quoci-
entes de álgebras de caminhos por ideais admissíveis

Tearexna \-.3. ÇTeorewta, de Gabtie]) [Ga] Sejam, ]'i u,in corpo atgebricam,ente fecha.do

e A zma. álgebra. básica,, indecomponíuet e de dimensão $nita, sobre i<. Então e=i,stem u,m

quiser conexo e anito Q. e 'üm epimor$smo de á]gebras + : ]<QA --} A tais qu,e ]A = ]<el"Ü

é um id,.«l «d«is;í«et d. i<Q.

Notamos que o quíver Q. obtido no Teorema de Gabriel é único, o mesmo não ocor-
rendo com o ideal /,i, que depende do cpimorfismo construído. Muitas vezes denotamos

o quociente Á = /rQ.//. por .4 = K(O.,/.). O par (Q.,/.) é denominado ama apre-

sentação da, álgebra. A.

Definição 1.4 Suam Q wm guáuer./inato e /(' ünz corpo. Uma re/anão em Q tí um e/ementa

de t<Q qze é zma, combinação linear de caminhos de comprimento ma,ior ou igual CL dois,
Lodos com, in,esmo ori,ge'm, e mesma térm,i,no. E,m, o'utras palavras, é um elemento não TtU,lo

do l<1-espaço uetorial e.F'e~, com, =, U ç: Qo.

E fácil veriâcar que se Q é um quiver finito e / é um ideal admissível de /TC?, então / é

finitamente gerado e admite um sistema gerador formado por relações em Q. Isso motiva
a qp'n 1 ; nt. ,] .e . ; .-â.w u vt) uxJLIL v v u vx &xxA b-wv n

Definição 1.5 Soam C? um qu uer ./imita e /( am corpo. Sdc& / zlm ídea/ b{/afora/ de /('e,

com l C F2. Se r cudmitir um cona'unto gerctdor R forra,ado por Tela.ções em Q, então

dizemos qKe o T)ar (Q,R) é um, qziuet com Tela,ções e que a. álgebra i<Q/knà = i<Q/l é a
álgebra. de c-,««,anhos de (Q,R) sobre l<.

Observação: (i) Pol abuso de linguagem, referimo-nos indistintamente ao quiver com

relações (O,R) ou (Q,/). Da mesma coima, a álgebta de caminhos de (Q,R) sobre /r é
denotado por Ã (Q,/) ou X(Q,R);
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(ii) O ideal / de A'Q pode, então, ser descrito como o Ã'-espaço vetorial / = (11) /(z, y)
r ,3/ eQ o

ta] que, para cada pai (z,y) C Qo x Qo, /(z,Z/) = e,/e, Ç e.Ã'Qe. e são satisfeitas as
condições (',Ã"Q',)/(«,y) Ç /(',y) e /(z,y)(.,-KQ..) Ç /(:«,t), p;r; qu'isq«« ;,t € Q..

Assim, o Teorema de Gabriel garante que toda álgebra básica, indecomponível e de

dimensã.o finita sobre um corpo algebricamente fechado /t' é isomorfa a. uma. álgebra de
ca,mlnhos dada por um quiver com relações

Proposição 1.6 Sejam ]f m corpo e 4 = /(Q// üma á/geóra dada por m qaÍuer./inÍÍo
Q co'm Tela,ções. Então

Í/J ,4 á uma á/geóra óásíca. .4/ém disso, Á é índecomponz'ue/ se, e somente se, O á
conexo.'

rPO {rz = e, -t / l z C Qo} á wm corÜunto c077tp/elo de dempotenles ortogonais e

pr m t t;os de .4,

(3) Se l é a.dmi,ss'íuel, então A é de dim,ensã,o jinitü e J = F/l é o radical de Ja.cobson
de .4.

A demonstração do resultado acima também é encontrada em ICLSI

Finalmente definiremos certas relações com algumas propriedades especiais, que serão

úteis na construção do grupo fundamental de um quiver com relações (Q,/).

Definição 1.7 Z)ado wm qwíz;er com re/anões rQ,/), sda p = :Ài7{ C /Íz,y,) ama re-

/anão em Q, com À{ C Á', não nw/o, para todo { C {1,2, . . . ,m}.

(i) Se m = 1 (oü sejct, se f) é lm caminho de corrtprimento maior ou igwat a dois em

Q), então dizemos qKe p é uma relação zero ou vma. relação mono'm,ial en-L Qi

ri0 S'e ZI('7Í) = 1?rb), guaísg er g e sejam i, .j C {1,2, . . . ,m}, então dizemos qüe p á

u«a Tela,ção ho«logo«\eü e«l Q de oral [('yi);

(iii) Dizem.os q'üe p é uma, relação minimal em Q se m Z 2 e não ezã,saem subconljuntos

próprios, não Dúzias, X de {1,2, . . . ,m} país gue l:Z)jlJ C /, com a/gunz bj # 0.

]2
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Exemplo 1.8 Sejam K um corpo, Q o quiver

l
P

/i o ideal de Ã'C? gerado por R] :: {cv2 -- aa} e /2 o ideal de /{'Q gerado por

R2 = {a2 -- Õ2, aa a(cr2 -- /32)/3 Pcr}. /l é gerado por relações minimais, mas a

relação p = cr/3 -- cr(a' -- /3')/i -- Pa C /2(1,1) não é minimal. É fácil ver que /: - /,.

1.2 O grupo fundamental de um quiver

O grupo fundamental de um quiver com relações (Q,/) desempenha. um papel im-
portante na obtenção de "fórmulas" para a dimensão de #i(,4), o primeiro grupo de
cohomologia de Hochshild de .4 = Ã'(Q,/), conforme veremos no capítulo 4.

Um resultado conhecido é que o grupo fundamental de um quiver Q finito e conexo é
um grupo livre de posto igual a X(Q), onde X(Q) denota a cara.cterística de Euler de Q

No entanto, uma prova conhecida desse resultado é topológíca (ver em IMal).

Nosso objetivo nesta seção é, pois, fornecer uma prova algébrica desse fato, utilizando

argumentos bastante semelha.ates aos usados por Farkas, Green e IVlarcos, em IFGMI, para
provar que tal grupo é finitamente gerado.

Vejamos, então, a construção do grupo fundamental de um quivei Q.

Seja. C? um quiver finito e conexo. Dada uma flecha cr de # para y em Q, denota.mos

por a': sua inversa. formal, cuja origem é g/ e cujo término é # (a seguinte notação é
«tiliz;da: o(a ') :)

Dados z e y vértices em Qo, um passeio nã.o trivial em Q, de z para- y, é uma. composiçã.o

w = cvÍi a;' .'' cv;', com r ? 1, cr{ C Qt e c.i C {l,-l}, para. cada{ € {1,2,...,r},e tal que
.(ai') = z, Z(.«;') = 3/ e .(alf') = Z(a;h'), p;«a todo i, com 2 $ í $ ,. Con««cio«.mos
que o passeio tríuja/ em z C Qo é o caminho trivial em z. Como foi feito pala caminhos,
podemos também definir o comprÍmenfo de um passeio em Q como sendo o número

cle flechas ou de inversas delas que compõem o passeio. Dizemos, ainda, que w é um
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passeio /ecAczdo em (2 se o(w) = Z(to), e que dois passeios w] e m, em Q são para/e/os se

o(.«:) = o(««2) e t(«,-) - t(«,,).

Observação 1.9 Para. facilitar a notação, referimo-nos simplesmente ao passeio não tri-
vial cvÍ-a;' . . .a:' de z para # em Q (# e y C Qo), supondo sempre que as seguintes

condições estejam satisfeitas: r ? 1; ai C QI e ci C {l, -l}, para cada i, com l 5; $ rl
.(ai:) = z; t(a;') = y e o(ai') = t(aib'), para todo { € {2,3,...,r}

Observamos, ainda., que.se wi é um passeio em Q de z para y e w2 é um passeio em
Q de y para z, ente.o wlw2 é um passeio em Q de z para z, denominado o produzo dos

passe os wi e w2. Notamos que o produto de dois passeios de Q nem sempre está definido

Seja )'V(Q) o conjunto dos passeios de (2. Definimos sobre )'V(Q) a "relação de homo-

topia -" como sendo a. menor relação de equivalência sobre )'V(Q) que satisfaz as seguintes
r,-..H;rÃn..

yvvv-

(i) Para cada flecha cr de Qi, a : aç -+ y, tem-se que acr'' -- e, e (lue a''a --, e..
(ii) Se u, o, wl e w2 são passeios em Q tais que u -' u, então toiuw2 ' wit;to2, sempre

que tais produtos estiverem definidos

Vamos denota.r por lwl a classe de equivalência do passeio m em )'V(Q)/«.,

Seja z. um vértice fixo em Qo e consideremos )'V(C2,z.) o conjunto dos passeios de
)'(Q) que têm origem e término em z.. Sobre tal conjunto o produto de passeios está
sempre definido e, pela condição (ii), podemos considerar o grupo quociente )'V(Q,z.)/--
Esse grupo é denominado o grupo fuíldamental de Q com base em #. e denotado por
'zi(C2,z.).

Usando a conexidade de Q é fáci] verificar que ta] grupo independe do ponto base z.

Assim, iremos denota-lo simplesmente por a.(Q) e chama-lo de grupo /undamenta/ de e.

Exemplo 1.10 Seja. Q o quivei

1'
7

3

O grupo fundamental n:(Q) é gerado por la/3,y':l, ou seja, n:(Q) B Z
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Observação: No caso em que Q rJã.o é conexo, a construção do grupo fundamental de
cada componente conexa. de Q é feita. de forma análoga à acima descrita e temos, então,

rn l (,/ )

que a.(Q) = ll ri(Q(Í)), onde Q('), . . . , Q("'(e)) denotam as componentes conexas de
lJ

Q

Seja Q um quiver finito e conexo. Com o intuito de provar que r.(Q) é um grupo
livre, introduzimos algumas notações e definições adicionais, como foi feito em IFGMj.

Seja z. um vértice fixado. Para cada vértice z de Qo, escolhemos um passeio de z.
para # em Q, que denotamos por wro,=, convencionando que w,.,,. sela o passeio trivia!

em zo e que w;::,,. = e= = e,.. O conjunto }' = {w,,.,, l z C Qo} Ç )'V(Q) assim obtido

é, então, denominado uma asco/Aa de 'barade data". Além disso, se w C )'V(Q) é um
passeio qualquer de z para y em C?, então definimos c.,(w) - loz.,,,zow;:,,, onde w:;.],, C
)'(C2) denota o passeio de retorno de g/ para zo através da "parede data" to,.,,.

Observação 1.11 Fixada uma. escolha de "parede data" )N, pode-se verificar fao
que:

(i) Par; todo «, C W(Q), '.(.«) C W(Q,z.);

(ii) Se .« C W(Q,z.), e«tão ..(«,) = .«;

(iii) Pala todo w C )N(Q), a c]asse [c.fm)] é um elemento do subgrupo de

gerado por { [cw Óa,)] a é uma. flecha de Qli

[iv) «.(Q) é gerado p.]o conjunto {[.. 6aJ] ] .« C Ql} e

(v) S4; w,.,, C W. Se «,,.,, = ai-'-;' . '*l:', com r 2. 1, temos então que a

[.. @:J'' .. 6«,J" . . . c. r«,)''] em «: (Q).

Imente

«. (o)

classe

Fixemos uma escolha. de "paiade data" )'v como acima. A Obs. 1.11, e em particular

o item (v), permite nos considerar a. seguinte construçã.o. Seja F'. o grupo livre com base

em {c.(a) l a C Qi} e, para cada. to:,.,, = ai-a;' . . . a;l' C )', com r ? 1, consideremos o

elementos.(ai)':c.(a2)". . . c.(a,)'' € F'., que é denominado uma "«/anão p««de" em
/?w. Sqa #w o subgrupo normal de .fih, gelado pelas "relações parede". Com tais notações

e definições obtemos, como Farkas, Green e Marcos, em IFCMI, a seguinte descrição do

grupo n'-(CJ,l.
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P"p'sição 1.12 «.(Q) á {'.m..r/o «. g««p' g««{e«Z. F'./#w

Prol;a. Corlsideiemos a aplicação ç' : )'V(Q) --> r'./#. dada por p(e,) = #., para cada

« C Qo, e ç'(ai'a;' . . al:') = ('.(a:)'''.(a,)". . ...(a,)'')X., par; todo p;usei' não

trivial aÍ' a;' . . . al:' C W(Q).

Da definição de H« resulta que g(to,.,,) = #«, para cada m,.,.; C )'v. Claramente,

temos que (g(cv))'' = ç:'(cr':), para toda a C Qt, e que se 10: e «,a são passeios em )'V(Q)
tais (lue o produto toiw2 está definido, então p(wlto2) = g(toi)p(w2). Decorre daí (lue
ç:'(acr :) = p(a':cr) = #., para toda. flecha. a, e que se u, t;, tol e w2 são passeios em Q

tais que p(u) = g:'(u) e os produtos uwi, z''"i, t"2" e w2u estão definidos, então p(u«,l) =
p(t;wl,l e p(m2u,l :: g(to2u)

Mostremos que p respeita a homotopia -- de )''V(Q), ou sda, que se u e u € )'v(Q) são
tais que u -. u, então p(u) = g(u).

Observamos, primeiramente, que se u, u C yy(Q) são passeios triviais quaisquer, então

p(u) = #. = p(u). Portanto, basta mostrar que p respeita a homotopia quando um dos
passeios considerados é não trivial

Suponha.mos, pois, que tal não aconteça, isto é, que u seja um passeio não trivial
em )'V(Q) p,ra o qual exista «m país'io o C W(Q) com u «' u, mas p(u) # g(u).
Suponhamos, ainda, que u seja o pa-sseio não trivial de comprimento mínimo com tal
propriedade. Se escrevemos u = ai-cv;: . a;l', então de cvi'cr;' . . . af' '"- u resulta que

ui = c-i:a : .. .a;L' '"- ucr;''. De r(ui) < /(u), ul -. ucvÍ'' e da minimalidade de u

s'g- q«e p(u:) = p(ai:a;' .. .a;=') = 9(«aÍ'') = p(«)p(a,)'''. Porá-to, g(u) =
p(aÍ' a;' . . . a==' )p(a;') = g(u), o que contradiz a hipótese de que y(u) :/ p(u).

Como n-.(Q) é gerado por {lcw(c-)l l a C Qi} (pela Obs. l.ll (iv)) e p respeita as
classes de homotopia, podemos ente.o considerar a aplicação (também denotado por p)
p : «. (Q) --} /h/#. definida por ç::'(lc.(a)l) = c.(a)H., para toda a C Qi. Claramente,

p é um morfismo de grupos e sobrejetivo. Mostremos que (p é injetivo. Para tanto,

consid«'mos a aplicação À : {c.(a) l a C Ql} --> «-.(Q) dada por À(c.(a)) = lc.(a)l
e a inclusão natural á : {c.(a) a C Qi} -} /Ü,. Como .iq,., é um grupo livre com base

em {c«(a) l a C Qi}, então existe um único morfismo de grupos é? : r',., --> n. (Q) tal que

0({(c«(a))) - 0(c«(a)) = lc«(a)l. É fácil -r q- 0(#«) = je,.l = 1 em «.(Q). Logo,

podemos definir o morfismo de grupos 0 : F'w/#. --} «-.(Q) dado por ê(a#.) = 0(a),
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pa" "da "H« C .IÜ,/H.. Assim, (êp)(l..(a)l) = ê(c.(a)#.) = 1..(a)l, p.ra -d« a

C Q] , ou seja, Oop = ád.. (Q), o que mostra. que p é injetivo. Portanto, p é um isomoi'filmo
de grupos e a proposição está demonstrada. l

A prova. de que r.(Q) é um grupo livre de posto ÀI(Q) = 1 -- IQo+ IQljéfeitaatravés
da escolha. de uma "parede data" conveniente, conforme será descrito a. seguir.

Seja T = (To, T]) uma árvore maximal de O, isto é, T é um subquiver conexo de (2, tal
que o conjunto de vértices To é o conjunto Qo dos vértices de Q, e o conjunto de flechas

7'i é formado pelas flechas de Q tais que, omitidos suas orientações (isto é, olhadas como
arestas), não determinam uma seqüência fechada de arestas. Fixemos, então, essa árvore
maximal T em Q e uma fonte z. em T (isto é, um vértice que não é término de nenhuma

flecha. de T). Para cada vértice z C Qo = To, seja w,.,, o passeio de comprimento mínimo
de z. para # em T. Sqa )W7- o conjunto dos passeios w,.,, acima escolhidos sobre a
árvore T

Proposição 1.13 Sd'z Q um qw uer ./iniÉo e conexo. Então n.(Q) á um grupo /cure de

posto xrQ9 1Qol -+ IQil, onde IQol e l(ll?ll indicam, respect z;amante, o número de
vértices e de $echüs de Q.

Prosa. Fixamos a "parede data" )'v7- construída abra.vés da escolha de uma árvore maximal

T em Q e de uma fonte a;. em T. Pela Prop. 1.12, n-.(Q) = /i' ./H.. (para simplificar

a notação, /i',-, H,. e c,- denotarão, respectivamente, /Ü.,, Hw, e c«,).

A/mostremos, agora, que .IÇ./#r é isomorfo ao grupo livre com base no conjunto
X' = {c,.(cr) a ( Ti}. De fato, da. escolha. de )'V7-, formado pelos passeios de compra

mento mínimo sobre a árvore 7', e da Éxação da fonte z. C To resulta que todo elemento

c,r(a), com cr C TI, está em HI.- e, consequentemente, que Hr coincide com o subgrupo
normal de &- gerado por {cl-(a) l a C Tt}. Logo, .IÇ-/HI.- é o grupo gerado pelo conjunto
{.::,(a)X, l a g Tl}.

Consideremos q- o grupo livre com base em X' = {cl.-(a) cr gl Tj} e a inclusão
i: X' --> /%. Sda À X' --> ]i',-/H, a aplicação definida por À(c,(a)) = c,(a)H,,
pala toda. a € Qi\7'l. Por ser .ry. um grupo livre, existe um único morfismo de grupos
li : e. --} /i',-/H, ta] que .i.{ = À, isto é, ta] que li(c,(cr)) = c,(a)H,, para cada c* g T].
Claramente, À é sobrejetivo. De maneira análoga, usando o fato de que .IÇ é um grupo
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livre com base em {c,(a) l c- C Qi}, construímos um morfismo de grupos (que é único)
d' : &- --} e., tal q- Ó(c,(a)) = ip,, se a C TI, e Ú(c,(a)) = .,(a), se a C Q:\Ti.
Logo, podemos considerar o morfismo de grupos «' : &-/Xr --> / ,- definindo «'(c,(a)Hr)
= c,(a), para tod; '« gl TI. Temos então que, para cada a g TI, (@ .i)(c,(a)) = ',(a);
ou seja, que À é injetivo. Portanto, À é um isomorfismo de grupos e n-(Q) B /:. é livre
de posto l X'

A prova de que l X' l coincide com a característica. de Euler X(Q) = 1 -- 1(2ol + IQil
de Q independe de argumentos topológicos e pode ser encontrada em IMal. l

1.3 O grupo fundamental de um quiver com relações

Seja. (Q,/) um quiver com relações e suponhamos que o ideal / seja gerado por um

conjunto R de relações em Q. O grupo fundamental n-i(Q,R) pode ser descrito "abstra-

tamente", como em ISkl, ou de uma forma mais "tra.dicional", a partir da descrição de
n-. (Q), como em IFGMI. É essa última descrição que garante, de uma forma bastante sim-

ples, que ele é um grupo finitamente gerado e que escolhas adequadas de R determinam
o mesmo grupo, conforme veremos a seguir.

(A) Descrição "tradicional" de a-i(Q,-R)

Seja ((2,/) um quiver com relações, onde Q é um quiver conexo e finito. Suponhamos

que esteja fixado um conjunto R de geradores de / e que n.(Q) tenha sido descrito,
conforme a seção anterior, através da fixação de uma. "parede data" )W. Denotemos por
]V(R) o subgrupo normal de n.(Q) gerado por c.(u)c.(ü :), com u e u variando sobre

todos os caminhos que aparecem com coeficiente não nulo em uma mesma relação não

monomial p C R. O grupo quociente n.(Q)/;V(R) é denominado o grupo /undamenta/
«« (Q,K).

Decorre diretamente da definição que n-l(Q,R) é finitamente gerado (pois n:(Q) o é).

Além disso, se R é constituído de relações monomiais, então n-i((?,R) = n.(Q).

O exemplo abaixo mostra. que o grupo ni(Q,R) depende do conjunto de geradores R
de /
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Exemplo 1.14 Soam .rf um corpo, Q o quiver

l
Õ

e os conjuntos Ri e R2 de relações em Q tais que Ri :: {a2--P2, crP
R, = {a' --/3', a/7 a(a'--#')/3 Pa}.

Conforme vimos no Ex. 1.8, Ri e R2 gelam um mesmo ideal / de /TC?

Claramente, «.(Q) = -F< a, # > é o grupo livre gerado por a e /3 (ou sda, «.(Q) =

ZxZ). Por definição, JV(Ri) é o subgrupo normal de r. (Q) gerado por {a'P ', cvPcr-'P :}
e, portanto, «i(Q,RI) = n.(Q)/7V(Ri) = < z, y l z' = y', zy = gz >, (lue é um grupo
abeliano finitamente gerado.

Desde que /y': C al(Q,RI) é um elemento de ordem dois e g possui ordem infinita,

temos então que n-i(Q,Ri) = GtG2 = Gi x G2 = Zz x Z, onde (7t é o subgrupo cíclico

de n[(Q,R]) gerado por #y': e Gz é o subgrupo cíclico de ni(Q,Ri) gerado por y.

De outro lado, 7V(RZ) é o subgrupo normal de n:(Q) = F'< a, P > gerado por {cl'P'2.
aP(a'#)'' = a''; aP(aP')': = aP''a''; a#a''/3':; a'P(a#;)': = a'a/3-'.--;
a;Pa :/3-: = a'aPa '#':; a#;a''P': = .«p'a':aPa':/3 '}. Portanto, N(R2) é ge-

rado por {cv2, Õ2, aPa-l/7'i} e, conseqüentemente, n-i(Q,R2) = < =, y l a2 = 1 = y2,

zy :: 3/z > :g Za X Z2.

Logo, «'-(Q,R:) g «:(Q,X,).

P«} .

Tal dependência, no entanto, pode ser superada: o grupo fundamental n-i(Q,R) é
o mesmo para duas escolhas quaisquer de R nas quais as relações não monomiais são
minimais (Def. 1.7 (iii)), conforme Prop. 1.1 em IFGMI. Nesse caso, esse mesmo grupo é

denominado o grupo fundamental de (Q,/) e denotado por n-:(Q, /).

A clescriçã.o "abstrata" de n-. (q, /), em ISkl, mencionada. no início desta. seção, é feita

a. partir da hipótese de que esteja fixado um conjunto R de geradores de / satisfazendo

a condiçã.o de minimalidacle (isto é, relações não monomiais são minimais). Apresenta-
remos, a.(lui, sua. descrição, que será. utilizada nos capítulos posteriores, com o intuito de
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simplificação

(B) Descrição "abstrata" de a-t(Q,/)

Seja (Q,/) um quiver com relações, onde Q é um quiver conexo e finito e / é um ideal
de /{Q gerado por um conjunto R que satisfaz a condição de minimalidade. Seja "-," a
menor relação de equivalência no conjunto de todos os passeios em Q tal que:

(i) Se a : «: --> y é uma flecha, então aa-: -- e« e a :cr -- e.;

(ii) Se u, o, wi e w2 são passeios em Q tais que u «' u, então miuto2 - toium2, sempre
que tais produtos estiverem definidosl

liii) Se p
l $ j, .j $ m.

A classe de equivalência de um passeio u é denotado por ]u].

Fixemos z. um vértice arbitrário de Q. O conjunto n-i(Q,/,iç.) das classes de equi-
valência de todos os passeios fechados de Q, começando e terminando em z., tem uma

estrutura de grupo definida pela operação lullol = luul. Claramente, o grupo ai(Q,/,z.)
não depende do ponto zo escolhido (pela conexidade de Q) e, por isso, será denotado

simplesmente por n.(Q, /) e denominado o grupo fundamental de (Q,/). Também da
definição da relação de equivalência, segue que esse grupo depende somente das relações
minimais e, portanto, do ideal /

Observamos que essa construção é equiva]ente a considerar o quociente n-l(Q)/]V(R),
vista anteriormente.

C R é uma relação minimal, então 7i -a 7j, para todo

Além disso, para a.mbas as construções, se o quiver Q não é conexo, vale que 7r. (Q, /)

= ll n-l(Q(j),4), onde Q(1), ..., Q("'(c2)) denotam as componentes conexas de Q e

4 = Ã'Q(j) n / (l $ .j $ m(Q) := número de componentes conexas de Q).

l]

Na seção 4.2 o grupo fundamental n-.(Q,/) será uma ferramenta bastante útil pa.
ra. o estabelecimento de "fórmulas" mais simplificadas para a dimensã.o de alguns es-

paços vetoriais relacionados com o espaço das derivações da. /{'-á.lgebra ,4 = /rQ//
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Mais explicitamente, tais "fórmulas" dependerão, em certa. medida, do ]t'-espaço veto-

rial Hom(ai(Q, /), Ã'+), onde Á'+ denota o grupo aditivo do corpo /T. Por esse motivo,
encerramos esta seção com algumas observações decorrentes de resultados bastante co-
nhecidos da Teoria de Grupos.

Lembramos, inicialmente, que dado um grupo abelíano finitamente gerado G (utiliza-
remos notação multiplicativa pala grupos abelianos), então o teorema de estrutura. para
tais grupos permite escrever uma. decomposição de G como produto direto de grupos
cíclicos indecomponíveis (única, a. menos de isomorfismo). Mais especificamente, G' =

Z" x ZpT- x . . . x Z,;,, com n. C N, onde os pi's são números primos (não necessariamente

distintos) e r{ C N (l .$ í 5; s). Então, o posto de G' (denotado por rk(G)) é, por definição,

n (:= a multiplicidade do grupo cíclico infinito em uma decomposição de G como acima)l
e se p é um número primo, então o p-posto de G' (denotado por rk,(G)) é o número (finito)
de p-grupos indecomponíveis numa. decomposição de G como a explicitada acima.

Vejamos, pois, as observações mencionadas acima.

Observação 1.15 (i) O gr«po «-(Q,/) é finitamente gerado e «-.(Q,/) = «.(Q), se o
ideal / é gerado por relações monomiais (conforme o comentário anterior ao Ex. 1.14)l

(ii) Se denotarmos por H o grupo abelianizado de n,(Q,/), então n é um grupo
abelha«o finitamente gerado (via (í)) e Hom(«i(Q, /), Ã'+) = nome(Ü, Ã+) (como grupo'
abelianos). Além disso, ambos possuem uma estrutura natural de K-espaço vetorial, que
é induzida pela estrutura. multiplicativa do corpo 7r, e o isomorfismo referido é também
um isomorfismo de /r-espaços vetoriaisl

(iii) A dimensão do /T-espaço vetorial Hom(al(Q,/),/T+) é finita e tal que
dimÃ Hom(rl(Q,/),Ã+) = rk(11) + ,, onde r = 0, se car/T = 0, e r = rk.(R), se

car/T = p > 0 (tal afirmação é consequência de (ii), da decomposição de R em pro-

duto direto de grupos cíclicos indecomponíveis - como acima - e dos seguintes isomorfis-

mos (de K-espaços vetoriais): nome(Z", /T+) = Ã" e, para cada primo p e todo m C

N, H'mz(Z.m,/(+) = {0} (se ca«K # p) e Homo(Z.m,Ã''F) = Homo(Z,Ã"+) = /r (se
cara



CAPÍTULO 2

O Primeiro Grupo de Cohomologia
de }lochschild de uma -A.lgebra

O objetivo deste capítulo é definir o primeiro grupo de cohomologia de Hochschild
de uma álgebra .4, denotado por //l(.A), e verificar de que forma é possível interpreta-lo

como um quociente de subespaços de derivações de Á. Foi através de tal interpretação que

De la Peão e Saorín obtiveram, em IPSO, uma "fórmula" para a. dimensão de n:(,4) para.
álgebras do tipo 4 = /rQ//, onde Q é um quiver finito e / é um ideal bilateral de /{'Q
contido em p'Z. Decorre, ainda, dessa interpretação de //t(.4), sua estrutura de álgebra
de Lie.

Utilizaremos, aqui, as notações introduzidas no capítulo 1. Lembramos que F' denota
o ideal de /rQ gerado pelas flechas de Q e que, para todo = C Qo, e, denota o caminho
trivial em z.

Na seção 2.1, definiremos o primeiro grupo de cohomologia de Hochschild de uma
K-álgebra, onde /T é um corpo.

Em 2.2, voltaremos a nossa atenção para o estudo das derivações de uma álgebra

,'l, introduzindo algumas deflrlições, notações e estudando certas propriedades, que serão

bastante úteis nos capítulos subseqüentes, quando .4 = /rQ//, com Q um quiver finito e
/ um ideal de /r(2 contido em F'2. Destacamos a Prop. 2.3, que tem como consequência

o fato de que uma derivação normaliza.da. de /rQ fica. completamente determinada. se
conhecemos suas imagens sobre as flechas de C?

23
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Na seção 2.3, veremos como #t(.4) pode ser interpretado como o quociente do espaço

das derivações de .4 pelo subespaço das derivações internas de Á

Em 2.4 definiremos as álgebras de Lie. Verificaremos, também, que a. interpretação do

primeiro grupo de cohomologia de Hochschild de uma álgebra. .4 em termos de subespaços

de derivações permite definir em #:(.4) uma. estrutura. de álgebra de Lie, estrutura essa.
que será estudada no capítulo 5, em alguns casos.

2.1 O grupo -H" (.A)

Nesta seção deflnlremos o pnmelro grupo de cohomologia de Hochschild de uma
/T-álgebra, onde /r é um corpo

Os grupos de cohomologia foram inicialmente definidos para álgebras sobre anéis co.

mutativos com unidade (ver ICEM). Os grupos de cohomologia de Hochschild, porém,
foram introduzidos, em IHo], para álgebras sobre corpos, e será nesse contexto que tuba

Ihatemos. As definições abaixo podem ser encontradas em IHal, IAPI

Sejam, então, /r um corpo e Á uma /T-álgebra. Para cada ã ? 1, denotamos por .4®'

o produto tensoria1 ,4 e),. ,4 ®K . . . ®,. Á..
{ vezes

Seja M um .4-.4-bimódulo. O Como/ezo de HocAscAá/d associado a il/, denotado por
C'' = (C'{, d{)icz, é definido como segue:

Para { < 0, O'{ = {0} e di = 01 C'' = M e, para. cada i> 0, C'{ = Homo(.A®;, M)l
d' : M -+ bom/{(,4,M) é dada por d'(m)(a) = a«. ma, para todo m de /W e todo a de .4;

e, para cada { > 0, d;: C': --> O'i+l é definida por d:(/)(«i(9. . .®«{+i) = .«i/(a2®. . .Oaá+i)

+ )l:(--i)j/(«: 'D . . . ® "j«j+: ® . . . ® «:+:)+(--1):'F'./'(«- ®. . .® «{)«i+:, p'r' t'd;/ C

O'i e todo ai ® . . . ® ai+: C ,4®i+i

Pala. cada {. E % , o i-ési,'m.o Gru,po de Corou.elogia de Hochschild de A com coe$cientes

em À4, denotado poi #'(.4,M) é, por definição, o quociente l<erd{/Imdi':. Observamos

que H'(Á,M) = {0}, para todo i< 0, e que H'(Á,M) = {m € M l am = ma, V a C ,4}

Como .4 é um .A-,4-bimódulo, podemos falai do í-ésí7no Grupo de C'aAomo/og a de

#ocAscA /d de A (com coeficientes em ,4), que denotamos simplesmente por #'(.4). Nesse

'z

lJ
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caso temos, em parti"lar, que H'(Á) = Z(,4), o centro de .4

Nosso objeto de estudo é o primeiro grupo de cohomologia. de Hochschild de .A, ou
sej-, #:(,'1) = Ke:d'/Tmd"

Derivações de uma ]{.-álgebra

Nesta. seção definiremos o espaço vetorial das derivações de uma /r-álgebra .4 e o das
derivações internas de .4, onde .A é uma álgebra arbitrária sobre um corpo Ã.. Para as
/T-álgebras que admitem um conjunto completo de idempotentes primitivos e ortogonais,
definiremos as derivações normalizadas de ,4

Desta. forma, peia Prop, 1.6, para as á]gebra.s .4 = ]\'C?//, onde Q é um quiver finito e
/ Ç F'2 é um ideal de /{'Q, podemos então considerar as derivações normalizadas e definir,
dentre essas, algumas com propriedades especiais.

Seja.m /\' um corpo e H uma /r-álgebra.

Uma derit;açãa de Á é um morfismo /T-linear õ : Á -} ,4 que satisfaz a condição de
que a(aZ,) = õ(a)b + aõ(6), para quaisquer a e b C ,4. É fácil verificar que Z)er(.4) =

{õ C EndÀ'(.4) l õ é uma derivação de 4} é um /r-subespaço de End/{(.4) e é denominado
a espaço düs aGriDa,ções de A.

Pala cada a C À, seja õ. : .4 --> .4 o morfismo /T-linear definido por a..(áç) = az -- za,
para todo z C .A. E claro que a. é uma derivação de .4 e é denominada a deríuação interna

determinada por a. O conjunto {õ. l a C ,4} é um subespaço de Z)er(Á), denominado o
esp'zço das der fiações internas de 4 e denotado por /nrz(,4).

Seja. .4 uma /r-álgebra que admite um conjunto completo de idempotentes primitivos

e ortogonais {ei, e2, . . . , e.}. Dizemos que uma derivação 0 C Z)er(À) é uma. der fiação

norn2,a./içada de 4 se Z?(eÍ) = 0, para todo i C {1,2, . . . ,n.}. Verifica-se com facilidade que

/Vor(d) = {a C Z)er(Á) l a é uma derivação normalizada de ,4} é um Ã'-subespaço de

Z)er(.4), denominado o espaço das derÍt,anões nornza/ázadas de .4.

Definiremos, a seguia, algumas derivações específicas para a-s /r-álgebras do tipo ,4 =
/{'Q//, onde e é llm quiver finito e / é um ideal bilateral de .KQ contido em F'2. Tais
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ájgebras, conforme vimos no capítulo 1, admitem um sistema completo de idempotentes

primitivos e ortogonais (a. saber, o conjunto {Tz = e, + 1 1 # C Qo}). Portanto, para- elas

podemos consideram o subespaço /Vor(Á) das derivações normalizadas de ,4. Algumas

derivações normalizadas de Á recebem, ainda, uma classificação adicional, como veremos
a seguir.

Estaremos, então, ao longo do que segue neste trabalho, considerando /T-álgebras do

tipo H = A'Q//, onde Q é um quiver finito (não necessariamente conexo) e / Ç p'' é um

ideal de /rC?. Lembramos que J denota o quociente F'//.

Definição 2.1 S'ela a üma deriz;anão norma/ã,fada de .4. Dizemos que é ma deráuação

F' - linear de A se õ(J) Ç J'

Em particular, se ,'l = /{'Q definimos:

(i) a é um.a, deTiDa,ção especial de iÇQ se a é nu,lcl em cada fecha qle não é u,m laço e

a6aJ e,, com À, C /(, em cada /aço a no vértice z C (2o,

lü) õ é «m' d«i««ção ti«-e« d,. KQ ;e, p-« "d" fte'h,« a ç: Q*, õ(a) é «,m« co«bi-
rtação linear de Pechas pa,rülelas Q cx;

(üi) a é -« d«i««ção di«gon.í d,. KQ se e«isto« u«« «pti,c«çã,o X : Q- -'* ]< t«t q«-e

a(a) = X (a)a, p«« c«d,« a c Q«

(i«) S.j« l Ç F' '«m id,e"L 'l' KQ. Onze«o; q«-e õ é l-«dmi,ssí«.t se a (i) Ç l.

J

Observação 2.2 Resulta diretamente da definição de derivação que, para toda Z? C
/Vor(.A), a(a) = To(«)a(&)Tt(..), qualquer que seja CY € Q:. Além disso, se / é um ide-

al gerado por relações monomiais, então toda derivação diagonal Z? de /rQ é /-admissível

(isto é consequência de que se 7 é um caminho não trivial em Q, então a('y) = À,y, para.
algum À C /\').

De-ramos, «esp"ti"ame«te, p'- '(Á'Q), /(Ã'Q), a(X'Q), r''(ÃC?) e A(Q, /) os co«-

juntos das derivações especiais, lineares, diagonais, r'2 - lineares e /-admissíveis de Jii'(2
Verifica-se com facilidade que esses conjuntos são /x'-subespaços de JVor(/TQ) e que os
subconjuntos s(Q, /), Z(Q, /), d(Q, /) e r''(Q, /) das derivações /-admissíveis d. -KQ q«e
são, respectivamente, especiais, lineares, diagonais e F'2 lineares são /{-subespaços de
A(Q /))
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A próxima proposição mostra que as derivações normalizadas de Ã'Q ficam deter-
minadas por seus valores sobre as flechas de Q, fato esse que será fundamental para o
desenvolvimento deste trabalho. A sugestão de sua inclusão aqui, bem como a de sua

prova, foi do Prof. Dr. Eduardo N. Marcos, a quem agradecemos.

Para demonstra-la precisaremos da seguinte notação:

Notação: Sejam "r um caminho em Q, com Z(7) ? 1, e cv uma flecha de Q. Se cv é uma
flecha contida em 'y, então dizemos que a divide 7 (notação : al7)1 caso contrário, dizemos

que a não divide ' (notação : a,r7). Convencionámos que, para os caminhos triviais ' de

Q (caminhos de comprimento zero), aJ''y, qualquer que seja a flecha a. Assim, dados um
caminho ', com r('y) ? 1, e uma flecha cl tal que cvl'y, escrevemos ' = 'i a'y2a'3 . . ' tcv"yt+l,

com f 2 1, de forma que cv ]'7i e /(7{) 2 0, para todo i= 1, 2, . . . , t + l.

Com essa notação, podemos enunciar a seguinte proposição, sobre cuja afirmação está

a ideia central do desenvolvimento dos resultados de IPSO.

Proposição 2.3 0s /{-espaços uetor ais Nor(-KQ) e ll e.(.).ls''Qet(a) são {somorlfos.

Prol;a. Pela Obs. 2.2, podemos definir a aplicação V' : N'or(.It.'Q) --> ll e.(«)/(Qet(a)

dada por @(õ) = (a(a))..CQ:, para cada 0 C JVor(KQ). A aplicação @ é claramente um
morfismo de /í-espaços vetoriais e injetivo. Mostremos que @ é sobrejetivo.

Seja (ya)..Q: C ll e.(«)Ã'Qet(a) qualquer, com y. C e.(a)}rQet(a)-

Fixada uma flecha a C Qi, definimos um morfismo de /r-espaços vetoriais

a~ : KQ --} KQ sobre a base de caminhos de KQ, utilizando a notação acima, da
forma:

}: 'y: «,,
{=1
0

Õ« (1)
"yiya7;+l 'yt+i ,se crl7

,.e a ,r7

Segue, imediata.mente da definição de õ., que õ.(e,) = 0, para todo a; C Qol
õ-(CY) = y.. e (lue õa(P) = 0, para toda flecha /3 # a. Mostremos que õ. é uma deri-

vação de XQ, para o que é suficiente provar que a.(,h'ya) = Õ«(,h)72 + 'ia«(72), para

caminhos % tais que Z(7{) ? 2 e a l 7i(i = 1, 2). Com essas hipóteses, se escrevemos
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= fa,rJ'-.. .7;a'yh:, com a ]''y;(l 5; í $ t+l) e'y, = 7fa7j'-.
(l $ .j $ k + 1), temos então que:

'yía'7Z+- , com a ,r 7?

Õ.(7:'y,) ('yi a74 a. . . 'Ja71,.:7?a7ja.

1 : a Ja...7Jg/.'Ü....7Ja7i..: ?« ja
{-1

A

}: 1{ «71 " - . . 1; «7:...v?«7j« . . . 'Çv.'y,..:

(E,i«,J« . ,;«."L. . ..,J«,i.-.),f««j«{::1

«i «,;'- . . . ,;«,;*: (E ,?«,?« . . . v«.''h:
Õ«(7:)72 + 7:Õ.(7,).

f

t

k

7Z a'Í.t: )

7Za7Z.... +

'y;cl'k+l

7Í a'Í... . +

,z«,z.:)

Seja, agora, a = )1: õD. Pela construção das õD, temos que õ C Nor(KQ) e, além

disso, que @(a) = ( }: õP(a))«CQ: = (õ«(a))..CQ. = (y.)«CQ., isto é, que @ é sobrdeti-

Clomo dissemos anteriormente, o isomorfismo @ dessa última proposição nos permite
definir as derivações normalizadas de Ã.Q por meio de seus valores sobre as flechas de
Q, fato que será utilizando livremente neste trabalho. Mais ainda, ele permite também,

po' meio da identificação de s(Ã'Q), /(X'Q) e F''(Ã'Q) em ll e.(..)Ã'Qet(a), destacar a
seguinte observação:

Observação 2.4 Cada derivação a C 7Vor(-lk.Q) pode ser escrita da forma a = õi + õ2 +

õ3, onde ai, õ2 e õ3 são, respectivamente, derivações especial} linear e .l?2 - linear de .r((il?
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2.3 A descrição de -Hi(.A) em termos de derivações

Veremos, nesta seção, que o primeiro grupo de cohomologia de Hochschild de uma

/r-álgebra ,4 coincide com o quociente do espaço das derivações de .4 pelo subespaço das

derivações internas de .4. Mostraremos, a-inda, que, para as álgebras que admitem um
conjunto completo de idempotentes primitivos e ortogonais, podemos considerar apenas as

suas derivações normalizadas. Os resultados mencionados acima podem ser encontrados

em IHaj, para as álgebras de dimensão finita, e em IPSO, para as álgebras XC?// (/ Ç p'').

No entanto, a finitude da dimensão da. álgebra ou o fato de ser ela uma álgebra de quiver
com relações não constituem restrições a eles. Por isso, serão aqui apresentados de uma
forma mais geral.

Proposição 2.5 Sda 4 uma Ã'-á/geóra, onde /( á wm corpo gwa/quer. Então Hi(.4)
.Der(..4
/nn(.4)

Prova. Lembramos que #:(.4) = Kerd'/Imd', onde do é, por definição, dada por d)(z)(a)
= az -- za, quaisquer que sejam z, a C 4, e que d: é dada por d:(.f)(a ® b) = a/(b) --
./'(aZ,) + ./(a)ó, para cada a ® b C Á®' e / C EndK(Á).

L'g', K"d: = {./ C EndK( 4) l d'(/) = 0} = {./' € E«dK(Á) l .f(«b) = /(«)Z, + «/(b),

V a, b C ,4} = Z)-(.4) e Imd" = {.f C EndK(.4) l d"(z) = /, p;ia algum :« € ,4} =
{/ C EndÀ'(.4) / = õ,, para algum z C ..4} = /nn(.4), o que conclui nossa demons-

No entanto, se consideramos .4 uma ]í'-álgebra que admite um conjunto completo
de idempotentes primitivos e ortogonais, veremos a seguir que #i(,4) pode ser então
identificado com um quociente das derivações normalizadas de .4. Para isso, necessitamos
do lema abaixo, que podemos encontrar em IHal.

1..ema 2.6 Seja A uma }Ç-álgebrü que admite um conjunto completo de idempotentes pri-

«2iliz'os e oríogonaÍs {el, e2, . .., e«}. Erztão, dada C Z)er(.4), Crista a C .4 fa/ gwe

t) -- a. é 'uma deriuctção normaliza,dü de A.
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Prova. Clonsideremos o elemento a = },a(ei)ei C .4. Seja J C {1,2,. . . ,n} qualquer
]

Temos, p" "" I'd', qu' õ.('j) - «'j -- ..f« = õ('j)ej -- 'ja(ej)'j -- }: ..Ía(ei)'i

Por outro lado, de a(eje{) = ejZ?(eÍ) + a(ej)ei resulta, pala J :# i, que eja(ei)
õ('j)ei e, p''t-t', que ejõ(ei)'{ = õ(e.f)'i. Além disso, de Z?(ej) = Z?(e.Í') = a(.j).j

+ .ja('j) seg«e q- õ('j)'j 'j' + e.Íõ(ej)'j ej + eja(ej)ej, o« sd,, que
eiõ(e{)e{ = 0.

i=l

A"im, a('j) - õ('j)'J 'jõ('j)'j -- }: e.íõ('{)'i - õ('.í)ej +>1..1 a(ej)e{ = a('j))l: '{
t=1 {=1 ;.l

= õ(ej). Mostramos, pois, que (õ -- aa)(ej) = 0, para todo .j C {1,2, . . . ,n}, ou s'âa, que

Z? -- õ. é uma derivação normalizada de Á. l

Proposição 2.7 Sqa .4 wma /{-áZgeóra que admífe um conUt&nfo como/eto de {dempoten

fe' p,á«.it:". ' "'.go-{.. ntã. #:('4) 3 x;;ãÇn;;m

Prosa. Consideremos a comp'sição ç' - «- o i : Nor(Á) --> #'('4) - PS1(4}, .nde ié a

inca«são No,('4) '-> D«(Á) ' " : Z)«(Á) --> ;if:lB é a pr'jeção c-única. Clar;mente,
p é um /r-morfismo. Mostremos que g é sobrejetivo.

Seja a C Der( 4). Então, pelo Lema 2.6, existe um elemento a C .Á tal que (a -- õ.)
C Nor(.4). Portanto, dada a + /nn(.4), com é? C Z.)«(.4), existe a C ,4 tal que a: -
é? -- õ. C JV«(.A), com a. C /nn(.4) e, porta"to, g(õ-) = (a -- a.) + /nn(Á) =

a + /nrz(.4), o que mostra (iue 'p é sobrejetivo.

E fácil verificar que Kerp = Nor(.4) n /nn(,4).

Logo, ]7i(.4) 3 lv.,(4)n/nn(.4) ' l

Observação 2.8 Seja .4 = .KQ//, onde Q é um quiver finito e / Ç r'2 é um ideal de

/rC? (F' é o ideal de K(2 gerado pelas flechas). Conforme já dissemos, a. Prop. 1.6 garante

a aplicabilidade da proposição acima a essas álgebras, ou seja, #'(.'1) = /V.«(-4)nl«n(A) '
Além disso, pa'a tais álgebras hemos que Nor(.4) n /nn(Á) = {Õ. l a C (1) T,;,4t.:}, ou

seja, que ele é o subespaço gerado pelas derivações internas determinadas por Tn = ê;,
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z C Qo, e p'las classes 0 :# 7 C .4 dos caminhos fechados (não triviais) ' de O (de fato,
se õ. C /vor(Á) n /nn(.4), a C Á, então t,ar= = 'ba, para "da # C Qo. Portanto, a -

( }: «.;)« c (ID «.;.4h).
reco rCQo

2.4 A estrutura de álgebra de Lie de -Hi(.4)

uma estrutura natural de álgebra de Lie. Para tanto de$niremos as álgebras de Lie
e destacaremos algumas de suas propriedades. Maiores detalhes do exposto aqui, bem

como propriedades adicionais, podem ser encontradas em ISMI.

Observamos que, embora as álgebras de Lie tenham sido definidas para módulos sobre

anéis comutativos com unidade (ver [CEI), estaremos aqui nos referindo a á]gebras de Lie
para. espaços vetoriais sobre corpos.

Definição 2.9 Sela /( m corpo. t/ma á/geóra de L e sopre /{ (í um par Ía,(p,), onde Á
á tlm /í-espaço z;etor a/ e p á ma ap/ cação p ; .4 x .4 --} .4, cada imagem g6z,yJ á
d,.not«d,a p" ]'-,U] e d'nomin«.l« c.l.h,ete o«. co«ut«d,o« de « . U (=, U C A), ;«tisf««nd.
as seguintes condições:

(i) P é K-t,iti«-'-;

(ii) [z,=] = 0, para todo = de A e

Íiii) Pata quaisquer =, y e z de A, Date que [[=,U],z] + [[y,z],=] + [[z,=],U]= 0 (1den-
Li,dado de Jücobi)

Quando não houver risco de confusão, omitimos a aplicação g e nos referimos simples-
mente à álgebra de Lie .4. Além disso, a dimensão da álgebra de Lie .4 é definida como
sendo a dimensão do /T-espaço vetoria1 ,4

Decorre diretamente da definição que o colchete é anui-comutativo, isto é, que lz,yl =

--ly,al, quaisquer que sejam z, y C Á. Observamos que se .ll' é um corpo tal que car/r # 2,
então lz,zl = 0, para cada z C .4, se, e somente se, lz,pl ' --ly,a;l, quaisquer que sejam

Definição 2.10 Seja .4 wma á/geórct de Zíe. Z){zemos qae 4 á uma á/febra de Z,{e aóe/cana
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se [«,U] 0: q'üaisqu,er qüe sejam. s, y e: A

Notamos que se car-K # 2, então .4 é abeliana se, e somente se, lz,yl - ly,zl, quaisquer
que sejam # e y em .4. Claramente, toda álgebra de Lie unidimensional é abeliana.

Exemplo 2.11 Consideremos o R-espaço vetorial R3 e seja {e, f, g} uma base qualquer
de R3. Definindo o colchete por jf,g] = e = --]K,f] e por zero nos demais pares de elementos

da base dada. de IR3, obtemos uma álgebra de Lie.

E fácil verificar que a álgebra de Lie obtida no exemplo anterior é também associativa

(isto é, o colchete é associativo), o que em geral não acontece (um exemplo pode ser
encontrado em ISMI).

Sejam Ã' um corpo e Á uma Ã.-á]gebra (associativa) qua]quer. E possível munir ,4 de

uma estrutura de álgebra de Lie definindo seu colhete pelo comutador lz,yl = z3/ -- yz,
para quaisquer z, g/ C .A.

Um exemplo que, particularmente, vai nos interessar é o seguinte.

Exemplo 2.12 Seja .4 uma K-álgebra e consideremos o /T-espaço vetorial EndK(.4).
Definimos em EndK(.Á) o colchete jf,gl = fog -- gof, para quaisquer f, g C EndK(.4).
E fácil verificar que esse colchete define em EndK(Á) uma estrutura de álgebra de Lie.

Esse exemplo, embora bastante simples, merece ser aqui destacado, pois queremos ga-
rantir, via o colchete considerado em EndK(.4), uma estrutura de álgebra de Lie para
Xi(Á) - 21=(©. Para isso, introduziremos novas definições e resultados gerais sobre
álgebras de Lie.

l)efinição 2.13 Sejam .4 ama á/geóra de -LÍe e /3 m suZ)espaço de Á. Z)ízemos qwe Bá
um,a, szbálgebra de Lie de A se ]u,'] C B, qvaisq' er que sejam =, y em B; B é dito -u,m

ideal de Lie de A se ]=,U] ç: B, l)ara todo = G A e todo U C B.

Decorre imediatamente da definição acima que todo ideal de Lie de uma álgebra de
Lie é uma subálgebra de Lie. No entanto, a recíproca desta afirmação é, em geral, falsa,
como mostra. o exemplo abaixo.



2.4 A estrutui'a de álgebra de Lie de H' (A) 33

Exemplo 2.14 Consideremos o espaço vetorial das matrizes 2 x 2 sobre IR, com o colchete

definido por IX,Y) = XY -- YX, para quaisquer X e Y C iW2(R). E fácil verificar que,
também nesse caso, obtemos uma álgebra de Lie sobre R

O subespaço V Ç i\42(IR) gerado pela matriz N = 1 . ' 1 é uma. subálgebra de

Lie (pois é unídimensiona]). Afirmamos que V não é um idea] de Lie de .ü/2(]R). De fato,

C M,(R). D'ÍM,Nj= 1: . 1 gVseg-queVnãoéumide'l
de Lie de M2(IR).

Vamos, agora, introduzir rapidamente a noção de quociente de álgebras de Lie.

Sejam .'l uma álgebra de Lie sobre um corpo /{ e B um ideal de Lie de ,4 e conside-

remos o /T-espaço quociente .4/.B. Denotando por E a classe de z em Á/B e definindo
IZ,gl = lJÇ, yl, para dois elementos quaisquer de .4/-B, é fácil verificar que a definição des-

te colchete independe dos representantes de E e i7 e que, portanto, através dele pode-se
definir uma estrutura de álgebra de Lie em Á/B. Mais ainda, que a projeção canónica
a- : Á --} ..'l/B é um moríismo sobrdetivo de álgebras de Lie (isto é, n- é A'-morfismo
sobrejetivo e «-lz,yl = in(r), n(y)l, para quais(quer z, y C ,4).

E através dessa noção de quociente que podemos definir uma estrutura de álgebra de

Lie em H'(Á) - 211-(&. Para isso, mostraremos que Z)er(Á) é uma subálgebra de Lie
de EndK(.Á) e que /nn(Á) é um ideal de Lie de Z)er(.A), usando o colchete definido no
Ex. 2.12. E imediato ver que, dadas õi e õ2 C Z)er(.4) Ç EndK(Á), temos que lâi,Õ21 C
Z)er(.4). Portanto, Z)er(.4) é uma subálgebra de Lie de EndK(Á).

Mostremos que /nn(.4) é um ideal de Lie de Der(.4). Sejam a C Der(Á) e õ, C
/nn(.4) a derivação interna de .4 determinada por z. Temos, então, que la,õzl(a) =

a(a.(«)) -- &(a(«)) = a(«« -- -) -- («a(«) -- a(')«) = a(«)« -- «a(«) = õ,(,)(«), p'r'
todo a C Á, isto é, la,Õ,l = Õa(«) C /nn(Á).

Portanto, Hi(.4) - e!!-(4) é uma Ã-á.lgebra de Lie, cujo colchete de Lie é dado por:

la- + /nn(Á), õ, + /nn(.4)l = lõ:, õ,l + /nn(A), par. a: ' õ, C Z)«(.4).

Em particular, para as álgebras de quiver com relações .4 = /rQ//, o espaço

#i(.4) = /v«(..1)n/nn(A) é uma álgebra de Lie, visto que N.,(.4)n/nn(.4) é uma álgebra de
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Lie e o Ã'-isomorfismo p : /V.,('1)n/nn('1) ''> /«n(A) ' # (Á) é um morfismo de álgebras de

Lie. Notamos que o colchete de Lie em }v;i;f:5t$ílà;í.ÃÍ é dado por:

la: + No,(Á) n /nn(Á),a, + ]vo,(Á) n /nn(Á)j = la:,õ,l + Jvo,(À) n /nn(,'1),

para al, õ2 C ]Vor'(.4).
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Uma Fórmula para dimÃ-Ht(.A)

Este capítulo tem como objetivo apresentar uma "fórmula" para a dimensão do pri-
meiro grupo de cohomologia de Hochschild #i(.4) de uma álgebra de quiver com relações

,4 = Ã'Q//. Os resultados aqui apresentados foram desenvolvidos por De la Peão e Sa-
orín, em IPSO. Nesse trabalho, eles constroem uma seqüência exala curta de -K-espaços

vetoriais cujos termos, além de H'(.A), estão relacionados com o espaço das derivações

F'2 - lineares de Á e com o K-espaço EndK(.4/J2). Além disso, para os casos em que
,4 = /rQ// é uma álgebra quase fortemente acíclica ou em que / é um ideal homogêneo

de /rQ, eles apresentam um aprimoramento da sequência inicialmente construída, através

da qual se obtém a "fórmula" para dimÃ. #:(.4), quando tal dimensão é finita.

Iniciaremos o capítulo mostrando que o espaço JVor(Á) das derivações normalizadas

de 4 pode ser entendido como o espaço A(Q,/) das derivações normalizadas de Ã'Q
que são /-admissíveis, módulo as que têm imagem em /. Em seguida, introduziremos a

noção de caráter aditivo acíclico, o que permite identificar, de uma forma mais simples, o

subespaço !;g(.4)n.r«n(À) de ];2(.,{)n.r«n(A) ' Tais identificações permitirão, na seção 3.1, obter
o resultado mais importante do capítulo, o Teo. 3.6, que trata da construção da seqüência

excita mencionada acima. A seção 3.2 trata da aplicação do Teo. 3.6 para os casos em
que Á = /rQ// é quase fortemente acíclica ou o ideal / é homogéneo.

Observamos que as álgebras consideradas ao longo deste capítulo são do tipo Á

ÃQ//, orJde Q é um quiver finito e / Ç f'' é um ideal de KQ (F' denota o ideal de -KQ
gerado pela flechas de Q). Assumimos, ainda, que esteja fixado um conjunto R de gerado-

res de / formado por relações em C? (isto é, combinações lineares de caminhos com mesma

35
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origem e mesmo término) de forma que as nã.o monomiais sejam relações minimais (con-
forme Def. 1.7 (iii)). Notamos que não exigir que / Ç /'' seja um ideal admissível de KQ

permite que .4 seja uma álgebra de dimensão infinita. Lembramos, ainda, que J denota
o quociente F// e que Tn e a denotam, respectivamente, as c]asses do caminho trivial e,
(z C Qo) e da flecha a C Qi em 4. Além disso, estaremos utilizando a identificação

#:(Á) = ]v.,(.4)n/-(.4)' '"de Nor(.4) = { C Der(Á) l a(T=) = 0, V :« C C2o} e
/Vo,(.A) n /nn(.4) {õ. 1 « c (11) T=.'lTn} (Obs. 2.8).

rCQo

3.1 Uma decomposição do -/7"(,4)

Lembramos, inicialmente, do capítulo anterior, que A(Q,/) = {a C Nor(ÃQ)
a(/) Ç /} denota o espaço das derivações normalizadas e /-admissíveis de XQ. Indi-

cando por Ao((2,/) o subconjunto {a C JV«(ÃQ) Imõ Ç /} (que cla-amente é um
subespaço de h(Q, /)), mostraremos, no lema abaixo, que toda derivação normalizada de

,4 = /rQ// pode ser vista como uma derivação normalizada e /-admissível de Ã.(2, módulo

ho(Q,/). Essa visão permitirá também identificar os subespaços s(Q, /), /(Q, /) e d(Q, /)
de A(Q,/) das derivações /-admissíveis de KQ que são especiais, lineares e diagonais,

respectivamente (Def. 2.1), com subespaços de JVor(.4).

Lema 3.1 Nor(Á) é {somor/o « À(Q, /)/bole,/J

Prova. Para cada õ C h(Q, /), podemos definir o Ã'-morfismo a' : XQ// -} KQ// dado
por a'(a + /) = a(a) + /, pala cada a C ÃC?, pois a é /-admissível. Além disso, de a(e,)
= 0, para todo z C Qo, e de õ(ab) = a(a)b + aa(b), quaisquer que sejam a, 6 C ÃC?,
resulta que õ' é uma derivação normalizada de .4.

Consideremos, então, a aplicação / : A(Q, /) --> Nor(A) (lue a cada a C h(Q, /) associa
a' C ]Vor(.4), como acima. A aplicação .f é um /T-morfismo tal que Ker./ = Ao(Q,/) (isso

é consequência imediata da definição da /).

l\'mostremos quc o morfismo ./ é sobrdetivo. Seja a' C Nor(.4) qualquer. Queremos

definir uma derivação a C #(Q,/) tal que /(a) = a'. Pela Prop. 2.3, basta definir a a
requerida por seus valores sobre as flechas de C?
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Para. cada. flecha. a, escolhemos a« C e.(a)K'Qet(a) tal que a'(a + /) = a. + /. Então

a aplicação a : /ÍQ --> ÃQ dada por a(e,) = 0, para todo z C Qo, e a(cl) = a., para- toda

a C Qi , é uma derivação normalizada de /t.Q. Da definição da é? e do fato de a' sei uma

derivação em Á, segue que õ(/) Ç / e que a'(a + /) = a(a) + /, para todo .z de Ã Q, o
q«e mostra que / é sobrejetivo. Portanto, ]Vor(.4) = A(Q, /)/Ao(Q,/). l

Notamos que as restrições do /T-morfismo / definido na prova do Lema 3.1 aos subes-

paços s(C?, /), /(Q, /) e d(Q, /) são injetivas, o que nos permite identificar esses espaços

"m suas imagens, via ./:, em ]Vor(.4). Por isso, de«ot'remos por s(.4), /(.4) e d(.4) as

""e'po"dentes imagens de '(Q, /), Z(Q, /) e d(Q, /), módulo Ao(Q,/), em .V«(.4).

Introduziremos, a seguir, a noção de caráter aditivo acíclico de um quiver finito Q,

o que possibilitará identificar o subespaço !;;(.4)n/«n(a) Ç I"(.'i)fl/«n(d) com o /í-espaço
vetorial dos caracteres aditivos acíc]icos de Q (]embramos que F''(.A) = {a C ]Vor(.4) l

a(J) Ç ./'} denota o espaço das derivações F'' lineares de .4). Tal identificação, por sua

vez, será utilizada na construção de um sequência exala curta de K-espaços vetoriais cujo
termo do meio é #:(Á) = N-(A)

Nar(A)nlnn(.A) '

Lembramos que, conforme o convencionado na Obs. 1.9, os passeios não triviais em Q
serão denotados por u " ai:a;' . ac'

Definição 3.2 Sela C? um gaíuer./imita. Um caráfer adÍtíuo acz'c/{co de Q é mcz ap/ cação

E, : Q\ --+ K satislüzend,o Q c..«lição ((u) = ((u), q'«isq''e« que sej«m os p«sseios .«ão

Lriuiüis «, e D de Q, cona mesma, origens e n«esmo término, conuenci,amar.do qve ((u)

>l:ci((a{), «m u = ai-'-;' . . a',
l2

Denotümos por chÇQ,K) o conjunto dos cara.cteres adiei,uos acícti,cos de Q, que ctarü-
Tnente é um K-espaço uetorial.

Notamos, por exemplo, que se Q é um circuito, então cA(Q,Ã') = {( c Xe-
>: ((a) = 0l; em particular, cA(Q,Ã ) = {0}, se Q é um laço. Um outro exemplo

é q« .A(Q, .K) = Ã'Q- , se Q é «m; árvore.
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Com o objetivo de mostrar que os espaços Z;;llÍIW e cA(Q, Ã) são isomorfos,
provaremos que cA(Q, Ã') é isomorfo a um quociente de ]rQ'. Esse último fato foi de-
monstrado, em IGSI, para o caso mais geral em que o quiver Q não era necessariamente

finito. No entanto, exibiremos aqui uma prova distinta da que se encontra em IGSI, para
o caso em que Q é finito.

Proposição 3.3 Sela Q am qw t;er ./imita Irão necessariamente conezoJ. Então ez ste
"m« «güê«í« ««t« d. /{-e'p«ç« «Z«{«{. 0 -+ H'-q /@' --+ cA(Q,Ã') --> a, .«d'
}'r --- {À C /('Qo l À e constante en7 cada componente coneza de C2}

Prol;a. Para cada À C /rQo, seja À : QI --.} Ã' a aplicação definida por
À(a) = À(o(a)) À(t(a)), para cada a C Qi. Co-encionando que, quando a'' éa
inversa de uma flecha cr de Q, À(a':) = --li(cr), podemos estender li aos passeios não tri.

adorada, é fácil verificar que À(ai: a;' . . . a:') = À(o(al'- )) -- À(t(a,'')), resultando, então,

q«e .X C cA(Q, Ã.).

Portanto, podemos considerar a aplicação p : Ã'Q' -} cA(Q, Ã) dada por g(À) = li,
para cada À C ]i'Qo. (p é claramente um morfismo de /r-espaços vetoriais e, além disso,
decorre diretamente da definição que Kerp = W = X-(O), onde m(Q) denota o número

de componentes conexas de Q. Mostremos, pois, que g é sobrejetivo.

Seja ( C cA(Q, K). Queremos definir uma aplicação À : Qo --} Ã., através da determi-

nação de suas imagens em cada componente conexo C de Q, e provar que g(À) = ( em C

Portanto, não há perda de generalidade se assumirmos que Q = C é conexo.

Usaremos a construção e as notações contidas na prova da Prop. 1.13, ou seja, fixados

um vértice zo em C?o e uma árvore maxima1 7' = (Zo,TI) em C?, denotamos por '",.,,, o
único passeio em T, de comprimento mínimo, de origem em zo e término em z C Qo.

Sda, pois, À : Q. --} Ã dada por À(#.) = 0 e, para cada z :# ;«., À(]ç) = --((m,.,,)
Observamos que À independe da árvore maximal fixada inicialmente, pois ( C cA(C2, A').
Mostremos que p(À) = ( em Qi. Consideremos, primeiramente, o caso em que cv C

Ti. Se o(a) = «., temos então que t(a) = « # z. e q« ««,.,, = .«. Logo, y(,X)(a) =

À(o(a)) À(t(a)) = À(z.) -- À(«) = ((««,.,,) = ((a). Um »rg«me«to -álogo pode ser

utilizado para o caso em que t(a) = #. e o(a) = a; # z.. Suponhamos, agora, que cv seja

r

lt
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uma flecha em TI e que o(cl) e t(cr) sejam ambos distintos de ]ç.. Nesse caso, temos que

toro,t(a) ' Wr.,.(a)Cr ou que w,o,.(a) ' tor..t(a)cl' ' Para ambas as possibilidades, vale que
P( .X )(a)

Resta, agora, verificar que 'p(À) = ( em Qi\Ti . Se cr é um laço, é imediato que p(À)(a)
= 0 = {(a). Suponhamos, pois, que a não sda um laço. Logo, o(a) # t(a). Como Zo =
Qo, então o(a) e t(a) são vértices de T. Segue da conexidade de 7' que existe um único

passeio não trivial w = Pi'i PZ '' ' ' /i,t, em T, de comprimento mínimo, tal que o(/il 'i ) =

.(a) ' t(/3.'') = t(a). Se o(a) = #., e«tão «, = «,,.,'(«) ', nesse c;se, temos q«e g(À)(a)
= À('(a)) À(t(a)) = ((«,) = {(a). O mesmo «g«mento p'de ser utilizado se t(a) =

r.. Suponhamos que o(cr). e t(a) sejam distintos de z.. Dependendo de z. ser ou não

um vértice percorrido por to, temos que ou w = to;l,.(a)m,o,t(a), OU Wzo,t(a) ' 20=.,.(a)W,
OU tO,.,.(a) ' ZO,o,t(a)W ' Em qualquer desses casos, verifica-se facilmente que g(À)(a) =

Assim, p(À) = ( em Qi, o que mostra que p é sobrejetivo. l

((«)

A Prop. 3.3 nos conta, no caso em que Q é conexo, que dimx-cA(Q,/r)
Qo -- 1, pois W = Ã"(Q), onde m(Q) denota o número de componentes conexas

Estamos, agora, em condições de caracterizar o /T-espaço vetorial cA(O, K) em termos
de derivações de A, utilizando o isomorfismo, garantido pela proposição acima, entre
cA(Q, X') e K'O'/H'

Lema 3.4 0s /{-espaços uetoriais cA(Q, Ã') e #e=(4)911111(4) são ísomor/os

Prosa. Desde que, pela Prop. 3.3, cA(C?, Ã) = Ke'/W/, então, para obtermos a afirmação

do lema, é suficiente mostrar que ÍlgllÍll;;€11111Í? = ,lç.'Qo/W.

A cada À C /TQ' podemos associar a derivação interna aÀ de Á, onde a = 1>: À(z)Tn.

Afirmamos que aaÀ é uma derivação normalizada de .4. De fato, para cada g/ C 0o, temos

-«';(~)-(E»(«).,)~ ).) -» ~ »u.,-'.«". "«,",
zeQoa;CQo

podemos definir a aplicação @: : Ã'Q' --> Nor(.A)n/nn(.4) dada por @l(À) = õaÀ, para
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cada. À C Ã'Qo. Claramente, @l é um morfismo de Ã'-espaços vetoriais.

Sd' 'P - " ' Úi, ond' T : N«('4)n/""(Á) -"> ge=(4)!!!ee(4) é a pr'jeção canonica.

Mostremos que Ker@ = W'. Seja, pois, À C KerV,. Então aaÀ C r''(.A) e, portanto, para
c;d. Hech' a, õ3(a) = «a -- a« = (À(o(a)) À(t(d)))a C To(«)J'Tt(.). Seg-, ente., q-
À(o(a)) = À(t(a)), para toda a C Qi, e, conseqÍientemente, que À C W. Assim, Ker@ =
l.r, uma vez que a inclusão contrária é imediata.

Resta, pois, provar que @ é sobrejetiva. Seja a C A e consideremos a derivação õ.

c /Vor(.4) n /nn(.4). Conforme Obs. 2.8, temos que a = >, .à,t.; + b, com À, € Ã' e

b C (11) T=JTa. Consideremos a aplicação À : Qo --} Ã' definida por À(aç) = À,., para. cada
Teço

r C Q.. Então, pela definição de V'i, temos que Üi(À) = õÀ, onde c = )ll: À,r=, e, além

disso, q- (õ. -- õ*) - aó c F''(Á) n /"n(.4)(pois b c (ID TzJT=). Logo, existe À C Ã'Q.

t;l que @(À)(@:(À))(.A) n /nn(.A) r''(.A) n .rnn(Á),o q-mostr;
que V' é sobrejetiva.

Portanto, dos isomorfismos Ã'O'/W = cA(Q, Ã) e KÇ'/W = !!e=(d)e!!!!1(4), resulta que

cA(Q, /Ç.') = P(..1)n/nn(.4) ' l

O isomorfismo estabelecido no Lema 3.4 será utilizado na construção da. seqüência

exala curta de -K-espaços vetoriais cujo termo médio é #:(.4), principal resultado dest'a
seçao.

No que segue, denotaremos por p e 0 os isomorfismos !;gl.4)R/«n(A)
N' orÍ ..4

(A)n/nn(À) ''> Blg(41211111(©, respectivamente.
FZ (A) nlnn(.4)

4 .A(O,K) e

Definiremos, a seguir, alguns morfismos que, além de p e 0, serão necessários pa-
ra a construção da sequência exala acima mencionada. Inicialmente, construiremos um
K-morfismo de Nor(Á) em EndK(.4/J').
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Cromo ,4//' = (:E) X'(r= + J') © J/J', podemos fixar uma. base B = {r= + J',

a + J' 1 = C Qo, a C Qi} para Á/J' e definir o Â.-morfismo c : N07'(.4) --> Endx(,4/J2)
dado por:

.w( E »,ü. + 'o -- E *.(-+ ,o) - E *.WFÜ -- 'o,
zec? o cr eQ l cvcQ l

para cada õ C Nor( 4), onde À, e À. estão em Ã". É imediato ver que Kerc = F'(.4).

Indiquemos por E o isomorfismo canónico !;;tlÍ? = Imc induzido por c.

Observação 3.5 (i) As restrições de c aos subespaços s(Á), /(.4) e d(.4) de JVo,(.4)
(notações decorrentes do Lema 3.1) são injetivas, pois '(Á) n F''(Á) = z(.4) n f''(.A) =

d(.4) n p''(Á) = {0}. Esse fato permite a identificação de s(.4), Z(.4) e d(.4) com su;s
image«s c(.(Á)), c(Z(.4)) e e(d(.4)) em Imc e não os disting«:remos «o q- s'gu';

lii) É fácil verificar que ;(Á) n /nn(.A) = {o}.

Podemos, então, enunciar agora o resultado principal deste capítulo, que é o seguinte
teorema:

Teorema 3.6 0 /(-m07:/esmo c acima de#n do induz tina segdêncía ezãfa de /r-espaços

z,etor a s da /arma; 0 '> /«(A)n/-(.4) '} H ('4) --> ;iÍÕ;lD --> 0.

Prova. Primeiramente, víamos que c induz um K-epimorfismo ê de PZ(l;l??l:iiíai sobre
Imc. De fato, como F''(Á) n /nn(.4) Ç F''(.A) = Kerc, podemos definir o K-morfismo

p''('1)'r-(.4) ''} Imc dado por ê(õ + (F''(Á)n/nn(.4))) = E(a + F''(.4)) = c(a), par,
cada õ C ]Vor(.4). Claramente, ê é sobrejetivo e Kerê = F''(A)

W(A)nlnn(.4) '

Além disso, uma vez que JVor(Á)n/nn(Á) = {õ. l a c (ID hÁn,} (Obs. 2.8), verifica-

se facilmente que a restrição de ê a !;;11111;lliiillÍ? determina um isomorfismo !;;illÍW =

c(N"(Á) n /""(À)) Ç Imc. De o«tro lado, como Ç;ilÍlii)i=:ii# -$ cA(Q, K) (L'm' 3.4),
podemos, via tal isomorâsmo e a restrição mencionada acima, considerar cA(Q,Ã) =
.(/v«(.'1) n /nn(Á)) Ç Im..

Obtemos, então, o seguinte diagrama comutativo com linhas exatas:

rego
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0

r''(.4)
A)n/nn(A)

0

Ke-$

9

.rme
ch(Q,K)

a

No À

:J"
.A(Q, K)

0

0I'm,e z"€

onde ri e n. são as projeções canónicas. A existência do -Zr-morfismo @, tal que Úri
n-.ê, é garantida pela propriedade universal do Cokeri.

Por construção, V' é um epimorfismo e, da comutatividade do diagrama resulta que
N or( .A) n .rnn( .A)) + .F' ( .A) n .

Ker@ = ---1;18Í?!y8i--. Portanto, Ker@ = (11Í! /v«.('1)'''1' n(A)

P(A)
/nn(.4))nW(A)

r'' (Á)
P(A)n .rnn(A )

Logo, obtemos a seguinte sequência exala curta de Â.-espaços vetoriais:

o -'» p,ü$;1Él;m /:)l:('í) :% a;l$h --* o,

onde 0 é o isomorfismo H:(.4) a e o teorema está provado. l

Notando que a dimensão do subespaço l;} ]m' é finita, observamos que a sequência do

Teo. 3.6 mostra que a finitude da dimensão de //:(Á) depende da dimensão do subespaço

P(A)n/nn(.4) '

F'2Í.4

3.2 Casos particu]ares da decomposição do ]7i(A)

Nesta seção apresentaremos um "aprimoramento" da seqüência excita do Teo. 3.6 para
os casos particulares em que Á = /rQ// é uma álgebra quase fortemente acíclica ou em
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que / é um ideal homogêneo de /\'Q, através dos subespaços Z( 4) e s(Á), como em IPSO.

Retomamos aqui a Obs. 2.4, que assinala que cada derivação normalizada a de KQ
pode ser escrita como uma soma a := ai + õ2 + õ3} onde ai , õz e õ3 são, respectivamente,
derivações especial, linear e F'2 . linear de À'Q

O fato crucial utilizado em IPSO para "refinar" a referida seqüência é que, nos casos
mencionados, se õ é uma derivação normalizada e /-admissível de /ÍQ e a = õl + õ2 + õ3,
como acima, então as derivações õi, õ2 e õ3 são também /-admissíveis, conforme veremos

no próximo lema. Antes vejamos a definição de álgebras quase fortemente acíclicas.

l)eRnição 3.7 Seja A --- í(Q/i. Dizemos que A é uma álgebra quase fortemente acíclicü

s' %$-%, # {0} Íco«. «, y € QO2 {mp/{« q«e TzJ''%

Decorre imediatamente da definição que se .Á é uma álgebra quase fortemente acíclica,

então .4 é de dimensão finita e e,-/?2ey = e,/ey sempre que Tz=ÉTg 7é {0}. Além disso,
todo caminho em Q, de comprimento maior ou igual a dois, paralelo a uma flecha de Q
(se existir) está em /. Em particular, se ,4 é quase fortemente acíclica e Q contém um
laço cv, então c12 C /. Por exemplo) se '4 := Ã.Q//, com / :: F'2, então ,4 é trivialmente
quase fortemente acíclica.

Recordemos, agora, a definição de ideal homogêneo de .iíQ

Dados um quiver Q e um ideal / Ç p'2 de /(Q, dizemos que / é um {dea/ Aomogêneo

de ÃQ se / é gerado por relações homogêneas em (2 (Def. 1.7 (ii)). Nesse caso, se p é

uma relação em Q geradora de /, então o comprimento dos caminhos que aparecem em p
é chamado de grazi de p e denotado por grau(p).

Exemplo 3.8 Sqa. Q o quiver

3 4

"NP:,/'''/
2 5
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(i) O ideal /i :: < alar, cri"ya2 -- #i/i2P3, 73 > é um ideal homogêneo de /ÍC2 e a

Ã'-álgebra ,4i = /(Q//i não é quase fortemente acíclica, pois r2J7-l # {0} e
r21 ': # {0l;

(ii) O ideal /2 :: < cvi'y) ,yaz, '2, cria #2/33 > não é um ideal homogéneo de ÃQ e

a, K-álgebra. .42 :: }íQ//2 é quase fortemente acíclical

(iii) O ideal /3 = < al'y, 'cr2, ' 2 > é um ideal homogêneo de /rQ e a K-álgebra
'43 := ]((1?//3 e qua-se fortemente acíclica;

(iv) O ideal /4 = < '3, cvlcv . Pl#2P3 > não é um ideal homogêneo de /rQ e a /í-álgebra
'44 = /T(l?//4 não e quase fortemente acícllca, pois 'ri:É-r1 74 {0} e li./2ri 74 {0}.

Com as definições acima, temos o seguinte resultado

Lema 3.9 Sejcl A = KQjl u,ma. álgebra. tüt que A é quase fortemente acíctica OI o i,dea,l

l é homogéneo. Seja. a C hÇQ.i). Então a se escreve da seguinte forma: a = at + aa
-t i)3, co«l at ç: sÇQ.l), aa e tÇQ,t) e aS C F' (Q,I'). Em particular, toda derivação õ

C N«(Á) p. ' '', «c,{Z« «m. Õ = 8: -F õ, .- ã:,, «m õ: C (.'1), Õ, C /(.4) . ã C
F'('4). ÍEquÍ-/.«t.m'"t', 4Çll# = .(.4) © Z(.4)J.

Praz;a. Seja a € /z(Q, /). Então, utilizando a Obs. 2.4, podemos escrever que é? = a. +
az + as, com 8i uma derivação especial de JTQ, a2 uma derivação linear de KQ e a3 uma

derivação F'' linear de /ÍQ. À/mostremos, pois, que &(/) Ç /, para todo { = 1, 2, 3.

Suponhamos, primeiramente, que .4 seja quase fortemente acíclica. Então, para cada

flecha a : # --> 3/, temos que a3(cr) C c.F''e, = e,/e. Ç /. Logo, Imõ3 Ç /, ou seja, õ3 C

Âo(Q,/). Portanto, aa e ai + õ2 são /-admissíveis (pois õ o é).

Se Q não contém laços, então, por definição, Z?i é nu]a (fogo, /-admissível) e consequen-

temente õ2 é /-admissível. Portanto, analisemos o caso em que Q contém laços. Seja a
um laço qualquer em Q, com vértice em z, e consideremos /3 uma. flecha em Q tal que
o(P) = z ou t(©) = z. Suponhamos que t(P) = z (o outro caso é análogo). Das hipóteses

de que .4 é quase fortemente acíclica e de que ai + õ2 é /-admissível, resulta que Pa €

/ e (al + az)(/3a) C e.(p)/ez ' e.(p)f''ez Ç r'2. Portanto, desde que õ2(Pa) C r'' (pois
a, é linear), resulta que a:(#cv) C e.(p)F'2e, Ç p'2. De outro lado, por ser ai(#a) uma
combinação linear de cv e P, temos que Z?i(Pa) = 0. Assim, no caso em que P # a, segue
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imediatamente que õi(cr) = 0. Conseqüentemente, a. será não nula somente em laços

isolados a de Q. Nesse caso, para tais laços isolados a em z C Qo, vale que O:(CY) = À,e,,

para algum À, C /(, não nulo. Usando os mesmos argumentos acima, concluímos que cv2
C / e que 0 = a:(a') = 2À,a, o que acarreta que cara' = 2.

Portanto, se car/{' # 2, então al = 0. No caso em que cara' = 2 e õi é não nula, al é
trivialmente /-admissível. Em qualquer caso, temos que aZ é /-admissível e a afirmação
do lema está verificada, para o caso em que Á :: .lrQ// é quase fortemente acíclíca.

Suponhamos, agora, que o ideal / Ç /rQ seja homogêneo. Seja p uma relação gera-

dora de / e suponhamos que grau(p) = d. Logo, d ? 2. Podemos escrever, então, que
P = ai'yi + a2'y2 + . + a,'y. (s ? 1), onde a{ C /r e os 7i's são caminhos de comprimento

d, de mesma origem e mesmo término. Observamos que se s 2. 2, então p é uma relação
minimal em Q. Temos, pois, para cada { = 1, 2, . . . , s, que a:(7;) = 0 ou ai('») é uma

relação homogênea não nula em Q de grau d -- 1; õ2(7.) = 0 ou õ2(1;) é uma relação
homogénea não nula em Q de grau d e que a3(7i) = 0 ou õ3('y{) é uma relação homogênea

não nula em Q de grau maior do que d. Portanto, Z?i(p), õ2(p) e õ3(p), quando não nulas,

são relações homogêneas em Q de graus d -- 1, d e maior do que d, respectivamente. Lo-

go, de 8(p) = õ:(p) + a,(p) + Z?;(p) C /, d's observ'ções sobre os gr-s de õi(p) (par;
l $ i 5; 3) e do fato de que / é gerado por relações homogêneas, resulta que õi(p) C /,
para i= 1, 2, 3. Logo, õi , õ2 e õ3 são /-admissíveis e a primeira aârmação do lema está
provada.

Mostremos a parte fina] do ]ema. Seja Õ C ]Vor(.4). Pelo Lema 3.1, temos que
a = õ (mod Ao(Q,/)), para alguma derivação a C A(Q, /). Portanto, usando a primeira

p''te do lema, pod'mos escrever que Õ = (õl + õ2 + õ3)(mod Ao(O,/)), onde ai C s(Q, /),
aZ C /(Q, /) e õ3 C r''(Q,/). Das identificações decorrentes do Lema 3.1, reescrevemos Õ =

1 + õ2 + õ3, onde õ: C s(.4), õz C /(.4) e õ3 = Õa + Ao(Q,/) C F''(,4). No caso particular

em que .4 é quase fortemente acíclica, observamos que a = õi + õ2, com ai C s(Á) e é?2

C /(.4), pois f''(Q, /) Ç Ao(C?,/). Assim, o lema está completamente verificado. l

Para o caso em quc o quiver Q contém laços, algtms fatos merecem ser mencionados

sobre o subespaço s(Q, /) Ç A(Q, /), através da seguinte observação:

Observação 3.10 (i) Seja cv um laço em (2, tal que cl" C / e a"-: g /, para algum n ? 2
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Se a(cl) # 0, para alguma a C s(Q, /), então a. /-admissibilidade de õ implica que cara'
divide n. Em particular, se cara = 0 e os laços de Q têm a propriedade acima, temos

então que s(Q, /) = {0} (em conseqüência, s(.A) = {0}).

Particu[armente, se .4 = ]íQ// é quase fortemente acíc]ica, então a prova do Lema
3.9 possibilita ainda observar que:

(ii) s(Q, /) # {0} somente quando cara' = 2 e .4 admite um somando direto (como

álgeb'') isomorfo a Ã'lXI/(X'). Nesse "se, .4 = (ÃJXI/(X'))"x B (como álgebra),
onde m = dimKS(Q, /).

Daremos, a seguir, um exemplo para mostrar que em geral a afirmação do Lema 3.9
dão se veriâca.

Exemplo 3.11 Seja .4 = Ã'Q//, onde Q é o quiver

3

e / é o ideal de /rQ gerado pela relação aP -- cria2P.

O ideal / não é homogêneo, nem a álgebra ,4 = Ã'Q// é quase fortemente acíclica

lpois ri$r2 # {0} e riJ'r2 :# {0}). Além disso, como Q não contém laços, s(Q, /) = {0}.

A derivação normalizada é? de ÃQ dada por Z?(a) = aicr2, a(/3) = --#, õ(cr]) = al
e a(CY2) = 0 é claramente /-admissível. Podemos escrever que a = ai + õ2, onde at e

õ2 são, respectivamente, as derivações linear e F'2 . linear de -KQ de$nidas por ai(/3) =

#, A(al) = a:, al(a) = al(a,) = o; õ2(a) = a:a,, ,(P) = a,(al) = a,(a2) = 0. No
entanto, ambas não são /-admissíveis.

Na proposição que segue daremos uma descrição do termo à direita da sequência exala

no Teo. 3.6 somente em termos de derivações /-admissíveis de /(Q nos casos em que ,'l =

Ã'Q// é uma álgebra quase fortemente acíclica ou em que / Ç KQ é um ideal homogêrleo.
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Estaremos ainda utilizando as identificações, obtidas a partir do Lema 3.1, de /(Q, /)
e '(Q, /), módulo Ao(Q,/), com os subesp;ço' J(,4) e .(.4) de No,(.4), e desses últimos
com subespaços de Ime, onde c é o /(-morflsmo definido para o Teo. 3.6.

Proposição 3.12 Seja .4 ma á/geóra ta/ gue .4 á quase/orfemente acú/{ca ou /á

um ideal homogéneo de i<Q. Então a restrição (també«a de.«atada, por e)
É: ; Z(Á) © s(.4) a /mc á um ísomor$smo. Em conseqlZêncÍa, obtemos a sega nte segáênc a

e=aict de ]'(-esta,ços uetoriüis:

F''00n/-GD -} H:('4) --> '(.4) © ;j;lgh --} 0.

.'i/é« d{«o, .. .4 á g««. .»,f.m'«f' «cú/;", .«tão F''(Á)
.('4) © alga

Prova. Vimos, na Obs. 3.5 (i), que a restrição c : s(.4) © /(.4) --} Imc é injetiva. Sda a
C JVor(.4). Pelo lema anterior, podemos escrever a = ai + õ2 + õ3, com at C s(.4), õ2 C

[(.4) e õ; C F'(Á). Porá-to, c(õ) = c(a: + a2) + c(õ;) = c(a: + õ,), pois a C F'(.4) =

K'rc. Assim ' «striçã' c é sobrdeti« e e«tão Imc = c(;(.4)) © c(J(.4)) çg .(.4) a) /(Á).
Portanto, usando a seqüência exala do Teo. 3.6, construímos a seguinte sequência excita

de Ã'-espaços vetoriais: 0 --} /«('1)./nn(A) ''> # (Á) -'> 1(4)@1(4) --} 0.

Mostremos (lue 1liâ+$1ili? = s(.4) a) ;iÍ©:ja Para isso, é suficiente mostrar que

s(.4)nch(Q, Ã') = {0} em Imc e, para tanto, usaremos novamente o diagrama contido
na demonstração do Teo. 3.6.

Sda õ C '(À) n cA(Q,Ã) Ç Imc. Então, de um lado, a = c(õi), para alguma a.
C .(Á) e, de outro lado, a = ê(a., + F''(.4) n /nn(À)) = c(a.), p.r; algum. a. C
N«('1) n /"('1) ("t'm" ":«d. di«t.m«t. q- .A(Q, Ã') = ê( «G.W«nU) ) Ç Im.,
a exemplo do que fizemos na prova do Teo. 3.6). Portanto, de c(õi) = c(õ.) resulta
que ai -- õa C Kerc = F2(.4). Logo, para cada flecha cv : z --} y em Q, temos que

(al õ.)(d) C h,J''% Ç J' e, em conseqüência., que a. = 0. Assim, a = 0 e está provado

que s(.4)ncA(Q,Ã') = {0} em Imc, resultando, pois, na obtenção da sequência excita

requerida.

A última afirmação da proposição decorre imediatamente do fato já observado de que
F'Z(.4) = {0} quando .4 é quase fortemente acíclica (pois, nesse caso, Imõ Ç A.(Q,/), para
toda a C f''(C?,/)). l



CAPÍTUI.0 4

O Primeiro Grupo Fundamental e
o #"(,4)

O objetivo deste capítulo é apresentar uma "simplificação da fórmula" para a dimensão

do espaço J7i(.4), obtida no Teo. 3.6, para as álgebras .4 = KQ// nas condições do

capítulo anterior, através da utilização do grupo fundamental n.(C2, /). A existência de

um Ã'-monomorfismo de Hom(ri(Q, /), Ã'+) em #:( 4) permitirá essa "simplificação"
que, por sua vcz, resultará na determinação de condições necessárias e suficientes para
que #i(.4) se anule. Os resultados aqui desenvolvidos foram obtidos por De la Peíía e

Saorín, em IPSO, e por Assem e De la Peíía, em IAPI, e serão apresentados da seguinte
torrna:

Na seção 4.1 mostraremos que o espaço Hom(ni(Q, /), Ã'+) é isomorfo ao espaço quo-
ciente =ia(À) . Utilizando esse isomorâsmo obteremos, na seção 4.2, a mencionada "sim-

p[ificação da fórmula" para a dimensão de ]7i(.4), em termos do posto e do p-posto do

grupo abelianizado de r:(Q, /) (ver Obs. 1.15 (iii)).

Na seção 4.3 mostraremos que existe um Ã'-monomorfismo entre Hom(ri(Q, /), Ã+)
e #i(.4), onde Ã'+ denota o grupo aditivo do corpo Ã'l em conjunto com os resultados
das seções anteriores, tal monomorfismo possibilitará, na seção 4.4, a determinação de
condições necessárias e suficientes para. que H' (Á) se anule.

As álgebras aqui consideradas são, como no capítulo anterior, álgebras do tipo Á
/ÍQ//, onde Q é um quiver finito e / é um idea] bi]atera] de /i.Q contido em r'2

para o qual está fixado um conjunto gerador R satisfa.zendo a. condiçã.o de minimalidade,

48
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isto é, toda relação p C R que não é monomial é uma relação minimal (Def. 1.7 (iii)).
Usaremos as mesmas notações e identificações adoradas nos capítulos anteriores. No
entanto, recordaremos aqui algumas delas, com o intuito de facilitar a leitura.

Conforme a Obs. 1.9, um passeio não trivial u em Q é sempre denotado por u
ai-a;' - .. a;' (r 2 1). Também serão necessárias as definições, notações e convenções

adoradas em (B) da seção 1.3 para a construção do grupo fundamental r.(Q, /). Assu-

mimos que está fixado um vértice z. € Qo e que n: (Q, /) é o grupo formado pelas classes

de equivalência dos passeios fechados de Q de origem e término em z. (a relação de equi-
valência considerada é denotado por -'). Além disso, está fixada. uma árvore maxima1 7' =

(Zo, TI) em Q e, para cada z C Qo, m,.,, denota o passeio (único) em T, de comprimento
mínimo, de z. para z.

Por último, convencionámos que dada uma derivação õ normalizada e /-admissível de

Ã'Q, a sua correspondente c]asse em ]Vor(.4) = -ê(gd- (Lema 3.1) será também denotado

por a e mencionada, por simplicidade, por "a correspondente a em JVor(Á)"

r

>l: .;À(«: )

4.1 a-:(Q, /) e as derivações de .4

Conforme foi dito na introdução deste capítulo, o grupo fundamental 7r. (Q, /) desempe-
nha um papel importante na obtenção de fórmulas para a dimensão do /r-espaço vetorial
#'(.4), quando essa é finita. Esta seção tem, pois, como objetivo relacionar o deferido

grupo com as derivações de .4. Estabeleceremos, como em IPSO, que Hom(ri(Q, /), Ã'+) =

1;/. Q K) ' onde K+ denota o grupo aditivo do corpo Ã'. Para isso, iniciamos com a definição
de um novo espaço vetoria], introduzido em IJAPj e IAPI, que contém como subespaço
câ(Q, A').

Denotamos por Zi(Q,/,Ã') o conjunto formado pelas aplicações À : Q: -+ Ã' que

satisfazem a. seguinte coíidição: se 'i :: aias. . -ar e ''2 :: #iP2. .#, são caminhos que

ap''icem com coeficientes não nulos em alguma relação minimal p C -R, então À('y]) =

não trivial em Q e À C .Z' (Q, /, K), então À(u) := > .1 ciÀ(ai). É fácil ver que .Zi(Q, /, Ã)

lt
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é um Ã-espaço "tonal e que cb(Q, Ã') Ç Z'(Q, /, X)

Lema 4.1 Z:(Q, /, Ã') á «no«{c««.nfe í..mor/o « d(Q, /)

Praz;a. Dada. À C Z:(Q, /, ,fS.), a ela associamos a derivação diagonal aÀ de ÃQ tal que
aÀ(a) = À(a)a, para toda a C Qi. Assim, podemos considerar a aplicação

é : Z'(Q, /, Ã) -} d(Ã'Q) que, a cada À C Z'(Q, /, K), .ssocia a derivação Ó(À) = õ* C

d(Ã'Q) .

Claramente, Ó é um /T-morfismo e injetivo. Mostremos que Im@ = d(Q, /), inician-
do pela prova de que Ó(À) = aÀ é uma derivação /-admissível de /ÍO, para cada À C
.z:(Q, /, Ã').

Seja p C R qualquer. Se p = afaz ...a, (r ? 2), então Ó(À)(p) = cp € /, onde

c = }: À(ai) (pois @(À) é uma derivação diagonal). Se p = }, ajb é uma relação minimal

(m ? 2), e«tão de À(7-) = À(b) (par; l 5; .j 5; «») r.s«lt; q«e Ó(.X)(p)

À(7-)p C /. Port«nto, ImÓ Ç d(Q, /).

Para a inclusão contrária, seja a C d(Q, /). Como a é uma derivação diagonal de KQ,
então ela determina uma aplicação À : Qi -} Ã. tal que À(cr)a = a(a), para toda cv C Qi.
Portanto, para concluir a prova do lema, resta mostrar que À C Z'(Q, /, Ã)

Seja, então, p = :a 'i € R, com m ? 2, uma relação minimal em Q. Suponhamos

que existam i, .J C {1,2, . . . ,m} tais À('yi) # À(7j). Renumerando os índices, caso ne-

cessário, podemos supor que À(7t) :# À('y2) e que À('h) # 0. De p C / e de a c a(Q,/),
decorre que é?(p) -- À("yt)p C /, o que contradiz a minimalidade de p, pois a(p) -- À('yi)p =

>l:(À(7;) À(7:))«;'y; C /, com À(7,) -- À(7-) :/ 0. Port-to, .X C Z:(Q,/,X'). l

r

l ]2 J

lZ

2t

«jÀ(7:)b

Observamos que, via o isomorfismo do lema acima, o subespaço cA(Q, Ã') Ç Z:(Q, /, Ã')

será entendido como um subespaço de d(Q, /), quando necessário.

O objetivo agora é construir uma seqüência exala de /r-espaços vetoriais que relaciona

.Z:(Q, /, /r) com Hom(«i(Q, /), Ã +), como em IAPj. Utilizaremos, nessa construção, o
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epimorfismo p : /TO' --} cA(Q, Ã') considerado na Prop. 3.3.

Lembramos que tal epimorfismo associa a cada função À C /ÍQo a aplicação À C
c/z(Q,-K) dada por À(a) = À(o(a)) -- À(t(a)), para toda flecha a C Qi. Em particular,

À = p(À) C Z:(Q, /, K) e, dessa forma, podemos considerar p como um Ã'-morfismo de

KQo em .Z:(Q, /, Ã'). Como na prova da referida proposição, temos que Imp - cÀ(C2, Ã.')
e que Kerg = {À C .frio l À é constante em cada componente conexo de Q} = /r"(Q),
onde m((2) indica o número de componentes conexas de Q

Proposição 4.2 Sejam Q m gw oer./inato e mrQO o número de componentes conexas de

Q. Então existe umü sequência, ezütct de l<1-espaços uetoriais:

0 --} /fm(Q) -.> /@o -} Z:(Q,/,X') -$ #om(n'i(Q,/),Ã'+) --} 0, ta/ qwe o- é wm epí-

mor$smo que cinde.

F'rot;a. Desde que n. (Q, /) = ll rl(Q(Í), 4), onde Q(j) denota cada componente conexo

de Q e /] = Ã'Q(j) n / (para l $ .J $ m(Q)), resulta que não há perda de generalidade

em se supor que CJ sqa conexo.

Seja p : ÃQ' --} Zi(Q,/,Ã.) o -lr-morfismo acima, referido, para o qual vale que

Kerp = Ã. e Img C?, X).

Vamos, agora, construir o K-morfismo o do enunciado. Seja g C .ZI (Q, /, /í). Levando

em conta que g(aa'') = 0 = g(a':a), para toda flecha a de (2 (por convenção, temos que

g(a':) - --g(c-)) e que }:g(cv{) = )1,g(#j), para dois caminhos quaisquer c*.c-2. . . a,

e /3l#2. . P' (r, s ? 2) que aparecem em uma mesma relação minimal, segue facilmente

que g respeita a relação de equivalência «' (ver definição de n:(Q,/) da seção 1.3 (B))

sobre o conjunto dos passeios de Q. Com essas considerações, podemos definir a aplicação

. : .Z:(Q,/,Ã) --} Hom(ri(Q,/),Ã.+) q-.e -ssocia, a c;d' g C ,Z:(Q,/,Ã'), - função

.(g) : ":(Q, /) --> Ã'+ dada por ''(p)(le,.l) = 0 e, para cada lai'a;' . . .a:'l # je,.l em

«.(Q, /), a(P)(lai'a;'. - . a;'l) = )ll: cig(ai). É fácil ver q- .-(g) é um morfismo de gr«pos

e, portanto, a(g) C Hom(rl(Q, /), -K+). Da mesma forma, verifica-se facilmente que a é
um /í. morfismo.

].?

r S

l lt J

r

l2

Desde que Im(p cA(Q, K), segue que, para completar a prova, resta verificar que a
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aplicação c, é um epímorflsmo que cinde e que Kero = cA(Q, K).

Mostremos, primeiramente, que Kera Ç cA(Q, Â.). Sejam g C Kero e tol e w2 passeios
em Q de mesma origem z C Qo e mesmo término y C Qo. Consideremos o passeio fechado

w em Q de origem em z. dado por w = wr.,,to.to;lw,ol,,' onde zo,.,, é o passeio zo para
« fix;d' -feri'rm-t'. D' 0 = a(g)(1««1) = g(«,,.,,) + g(«,1) g(,«,) g(,«,.,,) seg«e,
então, clue g(wl) = g(w2). A inclusão contrária resulta do fato de que, para cada / C
cA(Q, K), a igualdade /(wi) = /(to2) se verifica, para passeios quaisquer w. e to, de C?
com mesma origem e mesmo término, o que mostra que Kera = ch(Q, K) = Imp.

Exibiremos uma inversa à direita de a, provando, assim, que a é um epimorfismo que

cinde. Para cada À C Hom(n'l(Q, /), Ã'+), podemos definir a função gÀ : Q: --} Ã dada

por gh(CY) = A([w,.,.(a)Cruzo,t(a)]), para toda, a C Qi. Mostremos que gA é um elemento de
Zi(Q, /, K). Notamos inicialmente que, para um caminho qualquer ' = aicv2. . . a,, vale a

igualdade }: gh(a{) = /z(lwz.,.(a:)"rto=o ,t(a,)l) (esse fato é uma conseqüência direta de que

A é /r-morfismo e de que lllto,.,.(ai)crÍwzo,t(ai)l ' lto'o,.(ai) crícr2 ' . a, m=o,t(a,)l)- Sejam

então, 7i = aicv2. . a, e '2 = Pl#2. . . /3. (r, s ? 2) caminhos de z para 3/ que aparecem em

uma mesma relação minimal p € R. Temos, então, que 7i «., ' 2 e, portanto, que }, gh(a{)

= A(I'«,.,,'r:.«;',,l) l«',.,,'7,«ã',,l) )ll: g (Pj). Logo, g« c Z:(Q, .r, Ã').

Consideremos a aplicação c : Hom(ri(Q,/),Ã'+) --} Z:(Q,/,Â.) que, a cada Â C
Hom(ri(Q, /), .K'F), associa a função gÀ C ,Z'(Q, /, Ã') acém. definida. Clarim«te, cé

um morfismo de /r-espaços vetoriais que, para cada A C Hom(ai(Q, /), K+) e para cada

lai'c-;' . . al:'l C r. (Q, /), satisfaz ('''c)(A)(lai:a;' . . . al:'l) = }1: ciÀ(I'«,.,.( 0'*i"ao,*(.JI)

= }1: h(lw,.,.('-i')a{ wzo,t(a:')l) - A(lw,o,,.cv: cr;' . . . a;'w- ,'ol) - A(laÍ'a;' . a:'l). Lo-

go, o- o c = {dH.m(a:(Q, /), B.'+)' Portanto, obtemos a seqüência excita. de Ã'-espaços
vetoriais pretendida. l

r

lt
r

l'z
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A Prop. 4.2, o isomorfismo Z'(Q, /, Ã') çi d(Q, /), estabelecido no Lema 4.1, e o fato
de que cA(Q, K) = -KÇ'/Ã'"(O) trazem como consequência direta o seguinte corola.rio:
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Corolário 4.3 Ez ste ama seq#ênc a e ata de /(-espaços ueloría s

0 --> cÃ(Q, Ã') --> d(Q, /) --} #om(rt(Q, /), Ã+) --} 0. l

'+

-F rArnJ -f r,

4.2 A dimensão do ]7i(.A) e o grupo fundamental

O objetivo desta seção é aprimorar a "fórmula" obtida para a dimensão de #:(.A),
quando essa é finita, a partir do Teo. 3.6 e da seqüência exala da Cor. 4.3. Esse aprimora-

mento, portanto, vai envolver a dimensão do K-espaço vetorial Hom(nl(Q, /), X+) e, por
isso, vamos retomei aqui alguns fatos necessários que foram estabelecidos no capítulo l.

Lembramos que, na Obs. 1.15(iii), vimos que dimK-Hom(«i(Q, /), Ã +) = rk(R)+ r, onde
11 denota o grupo abelianizado de n-.(Q, /), r = rk,(R), se cara' = p # 0, e r = 0, caso
contrário.

Utilizaremos, ainda, as identificações consideradas no capítulo anterior, como as de-

correntes do Lema 3.1 dos subespaços s(Q, /) (das derivações especiais), /(Q,/) (das
derivações lineares) e d(Q, /) (das derivações diagonais) do espaço A(Q, /) das derivações

normalizadas e /-admissíveis de Ã'Q com as suas correspondentes imagens em Nor(.4)
= No,(Ã'Q//) = A(Q, /)/Ao(Q,/) (de-t;da;, resp"ti"m"te, p'' '(.4), Z(.A) e d(.Á)),
e dessas últimas com as suas imagens (denotadas da mesma forma) em Imc, onde c é o
Ã-morfismo contruído para o Teo. 3.6 (Obs. 3.5).

A proposição abaixo apresenta uma "fórmula" para dimKHi(.4), que é obtida das
sequências exatas do Teo. 3.6 e do Cor. 4.3.

Proposição 4.4 Sda .A = /{C2// wma á/geóra. Suponhamos qwe a dimensão de Xi(Á)
selva, limita. Então:

dímK-#'(Á) - divã F,G;ll;lÉà;(© .'- dimx-/mc - dímKd(.'{) -+ ,#ÜJ -+ ',

.nd' « (K), ;. ««K ««t«á«i.

Em pürticulctr:

(1) Se A é qu,ase fortim,ente acíclica, eT«tão:

dám/(H:(.4) m/. .(H) -+ djmÃ-/(Á) - dímKd(.'1)
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(2) S. l é u«- id«l t-omogê-«eo de KQ, .-«tão:

dÍmKn:(Á) = dama' P,(;ll;$Íll;;Ín -f dímK.(.A) -+ dimx-/(.A) d{«.Ad(.4) -f ,Arn) -+ ,

Prova. A afirmação geral da proposição é consequência imediata do Teo. 3.6, do Cor. 4.3

e da observação acima sobre a dimensão de Hom(ai(Q, /), Ã'+).

Para os casos particulares, a afirmação segue diretamente do fato de que dimK/mc =

dimKS(.4) + dimX-Z(.4) (Prop. 3.12). Notamos que se Á é quase fortemente acíclíca, então
F''(.4) = {0} e, portanto, dimxH:(.4) é finita. l

O corolário que segue mostra que, para as álgebras Á = K(2// cujo quiver Q não
contém flechas múltiplas, é possível obter "fórmulas" mais simples para a dimensão de

#'(Á) nos casos em que .4 é quase fortemente acíclica ou em que o ideal / é homogêneo.
Notamos que para as álgebras ,4 = Ã'Q// cujo quiver Q não contém flechas múltiplas,

vale que os espaços /(Q, /) e d(Q, /) coincidem e, em conseqüência, que /(.4) = d(.4) em
/Vor( .4 ) .

Corolário 4.5 $Üa .4

mlíttiplas.

(1) Se A é quase fortemente ücíctica., então dimKn~ ÇA] = rk(ü) + r + t, o.«de t = 0,
se cürl< :# 2, e t é a. mqttipti,cidade da. álgebra. l<]X]/(X: ) como somando direto da, álgebra
.4, se car/T = 2

(2) Se l é u,m ideal ho«logêneo d,e iÍQ e n* ÇA) te« dim,então $nüa, então:

dÍmKH:(Á) - dÍm* p,ü;l;lÍlàKRJ -f dÍ«.K.(.'1) -f ,ATD -f ,

IS) Se l é m,onoTn,ial e a, dimensão de H* ÇA) é Brita,, então:

dÍm*'#:(Á) - dim*'F,(;l;lÉl;M -+ dí«.K.(.'1) -f XTQJ,

onde XTQy = ] 1 Qo l -f l QI l é a caraclerútica de Ez&/er do quíuer Q.

KQ/l 'uma átgebra tüt que o quiser Q não contém Pechas

Prova. Lembramos que, se .4 é quase fortemente acíclica, então s(Á) = s(O, /) # {0} so-

me«tese car-K = 2eÁ= B x(Ã'lXI/(X'))", onde m= dimK'(.4) 2 1(ver Obs. 3.10(ii)).
Logo, as afirmações (1) e (2) decorrem diretamente da proposição anterior, usando essa

última observação e o fato de que Z(.4) = d(.4) (como foi observado acima)
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Para. a. verificação de (3), basta notar que a hipótese de / ser monomial implica,
pela Obs. 1.15 (i), que «-.(Q, /) = n:(C?) (o grupo fundamental de Q) e, portanto, é um

produto direto de grupos livres, cada um deles de posto X(Q(i)), a característica de Euler

da correspondente componente conexo Q({) de C? (Prop. 1.13). Logo, pela Obs. 1.15 (iii),

dimx-Hom(ri(Q, /), Ã'+) = rk(R) = rk(«.(Q)) = }1: X(Q(:)) = X(Q) (pois r = 0 e rk(ÍÍ)

= rk(r.(Q)), uma vez que a:(Q(:)) é livre). Assim, a igualdade em (3) segue de (2), pois
/ também é homogêneo. l

«(Q)

l2

A seguir daremos um exemplo mostrando que os resultados obtidos podem ser aplica-
dos para álgebras de dimensão infinita.

Exemplo 4.6 Seja Á = .rr(2//, onde Q é o quiver

t '-.' 7 :

P

e / é o ideal gerado pelas relações a' e cv/3'y. Observamos que .4 é uma K-álgebra de
dimensão infinita, pois # C Á, para todo n 2 1.

Dada uma derivação normalizada e /-admissível a de Ã.Q, verifica-se facilmente que:

a('-) +>: «;aP; , "m «: c /Cvi? o

a(P)
a('y)

bo., + Ó:P + (-«: - c- )#'

'o7 + ciP7 - }l: «{P''y
{>2

com bo, bi e ci C /(

corri co C /(

Consideremos as seguintes derivações normalizadas de /(Q:

li;lilii, l;l?li: l;l?l
l:iii:i l i?i;;' l iii

0

0

0

P
0

«#

P'
0
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Í a$d(.,) - aPj
l a,d(P) = 0 ( para todoj 2 2)
l õÍ'a('y) - -p''7

As derivações a{, para i- 1, 2, ... , 6, e õ$j), para .j ? 2, são l-admissíveis. Além
disso, dada uma. derivação õ normalizada e /-admissível de KQ, podemos escrever que:

a = aoõ2 + boas + Z'lõ3 + coõ4 + aiõ5 + ciõ6 + >, a.Ía,j),

com bo, bl, co, ci e aj em /r, mostrando assim que o espaço A(Q, /) é gerado por D = {õ.,

a', . . . , õ., õ,j) l J ? 2} (o conjunto 1), na verdade, é uma Ã-base de A(O, /)). É fácil

verificar que o conjunto D, com seus elementos vistos como derivações de Á, também é
um' K-base de /Vo,(.4).

Observamos que N07'('4) n /nn(Á) é gerado pelo conjunto {õ,-. , õ,;, a©- l .j ? 1} e (lue

a2' âri)â4:: --é),;, Õ6 aFeõ$j):: paratodo.j 22. Portanto,podemos

concluir que {õi, õ3, as} é uma .lr-base de }v;;f;;iilflà;ízJ, onde õi indica a classe de a,
módulo No,(.4) n /nn(.4) (i = 1, 3, 5) e, consequentemente, que dimK#:(.4) = 3.

De outro lado, é de fácil verificação que os /r-espaços vetoriais lpzÍ=;1;1Éà;í© e s(.4) são
ambos unidimensionais, pois õ5, õõ e õ,j), .j ? 2, formam uma -K-base de p''(.4) e s(.4) é
gerado por ai . Como /(.4) = d(.4) e / é monomial, temos, então, pelo item (3) do corolário

anterior, que dimK#:(Á) - dimÃ'W(..i)nlnn(.4) + dimÃ's(.A) + X(Q) = 3.

4.3 Um monomorüsmo de nom(«-«(Q, /), Ã''') em -H:(.A)

Nesta seção mostraremos que existe um K-monomorfismo de Hom(ri(Q, /), Ã+) em
Hi(A). A existência de tal monomorfismo foi inicialmente demonstrada por Assem e De

la Pefía, em IAPI, para o caso das álgebras triangulares (álgebras do tipo .4 = ÃQ//, cujo

quiver Q não contém circuitos orientados), e em IFCMI e IPSO, sem a restrição de que ,4

seja triangular. Na. prova que desenvolveremos aqui usaremos, no entanto, argumentos
similares aos utilizados em IAPj.

Featema. A:.7 Seja, A = 1'iQ/l uma l<-átgebra.. Então e=i,ste lm l<-monos,orfismo

s . #.«.(r-(Q, /), Ã +) -} #:(,'1).
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Prol'a. Definiremos, inicialmente, uma aplicação s: : Hom(al(Q, /), /T+) -} Der(,4).

Para cada ./ C Hom(ni(Q, /), Ã'+), podemos definir uma função .f : XQ --> Ã'Q da

seguinte maneira: dado a = ,> :Ài7; C ÃQ (onde, para cada i= 1, 2, . . . , n, Ài C Ã'

e 7, é um caminho em Q), sda /(a) - }, Ài/(lu',.,.(,')'7iu'no,t(1.)1)'yí. É claro que / C

EndK(XQ). Mostremos que ./(/) Ç /. Para isso, é suficiente provar que ./'(p) C /, para
toda relação p C R.

Seja, então, p = >1: Ài7i € R, onde Ài C Ã' e 7i são caminhos de z para. y em Q, com

Z(%) 2 2 (1 $ { 5; "). Se p - À:7: (À- :/ 0), -tã' /(p) = À-/(l«',.,,'y-.«;'.,l)'y- C 1. Se

p é uma relação minimal (portanto n ? 2), então ./'(]«',.,,'yl«,=,.]) = ./(1«',.,,'Ü«,;',.l),
para todo l $ J 5; n (pois 71 ' 7j, para cada .j = 1, 2, . . . , n). Decorre daí que ./'(p) =

E *;.fa«,.,,,:«;',,D,: - /G«,. ,,,:«I',,D ( E »;,;) . .,.
Desta forma, a cada ./ C Hom(ri(Q, /), Ã'+), podemos associar o Ã'-morfismo(também

denotado por /) ./ : Á --> ..4 definido, para cada a = : aili C Á (com a{ C Â. e 1{ caminhos

em Q), por /(}- aiB) - )I' 'z{/(lw,.,.(','y7Íw=o ,,(1.)1)$'.

Observamos que, para cada 3 C Qo, ./'(Tz) - ./'(lw,.,,e,w;,',,l)Ta = 0. Mostremos que

.f é uma derivação de Á. Sejam a = }: ai;B e b = : bíP; C ,4, onde ai, bi C /r e 7,, pj
i=i .j=l

são caminhos em Q. Temos, então, que:

.f("Z') - /(}: «{Z'j$©) - >1: «i6j./'(]'«,.,.(,«J'':PJ'";l ,.@J])?:M'

>l: «;z,j/(I'",.,.hJ"r;",.,.ool)ViM'+ >1..: «:ój./(l«-,.,. pj'"ã'..ÜJI)liM' -
t(-R ) : o(Pj ) e(7i) = Q( pj )

( E «:.''a«,. ,..-.,,;.- ',..~.,D,) ( E ':©) -- ( E «.d ( É './G«,. ,..«.,«.«;',...,,D")

« ./' (b )

Portanto, / é uma derivação normalizada de .4 e podemos considerar a aplicação
s' : Hom(«i(Q,/),Ã'+) --} Nor(.4) Ç Z)«(.4) dada por s'(./') = ./, para cada / C

l2
n

]Z

n

l2

r

ltr r

l lZ 2

r 5

t,J

r
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Hom(ri(C?,/),À'+). É de simples verificação que s] é um Ã'-morfismo. Sej.
s = a o s' : Hom(ri(Q, /), Ã'+) --> .nde « denota o Ã'-epimorfismo canónico

d' D"('4) 'm o«(oÁjn/nn(Á) ' # (Á).

Mostremos que 5 é injetivo. Para tanto, sda ./: C Kers. Temos, então, que s'(/) C
Z)er(.4) n /nn(.4) e, conseqüentement., s:(/) = ./ = õ., para algum a C .4. Escrevamos

a = }: À,Tz + 6, com À. C Ã' e b € J = F'//, e provemos, inicialmente, que b C Z(Á), o

centro de Á. Com efeito, de um lado, de 'zrv -- rva = õ.(rv) = /(rp) = 0 em .4, para cada

y C Qo, res«lt; q- Z,rv = rvó, p;'' t'do 3/ C Q.. Oe o«tro l-do, «le que ( }, À,h + b)a

'(E »,«; -* ') - '.(-) - .f(') - .fa«,.,,««i',,n-, -«; -'. "«"' '- : ' --* «.

Dessa igualdade, concluímos que b 6 = 0 em ,4 (pois ba b C J2 = r'2//) e

./'(]to,.,,aw;',.]) = À, -- À.. Obtemos, assim, que b comuta com todos os elementos de
{Tz l aç C Qo} e com todos os elementos de J = F'//. Logo, 6 C Z(.4) e a derivação de
,4 determinada por b é nula. Logo, podemos assumir que si(.r) = ./ = õ., para algum

« = > 1 ,x,t.; c ,4.

Mostremos, finalmente, que nessas condições, / é nula. Sqa w um passeio fechado em

a, com origem em a.. Se to = e,. , então é claro que ./'(]to]) = 0. Suponhamos, pois, que
zo = cvi-cv;' . . cr:' seja um passeio não trivial em Q. Vimos acima que, para cada flecha

a, vale que /(lto,.,.(a)atoao ,t(a)l) - À.(a) e, portanto, que ./'(lw,.,.(a')a'toro ,t(a')l)
= À.(a') (a'), para c - ü 1. Temos, então, que:

/(lwl) - /(I'«,. ,.:;. ai: .- ,'(.iD"'.,.(~;n";' ";,,'(-;0 ' ' ' "'.,.(~F') '-;''"ã',,.l) -

/(I'«,.,,.aÍ: w- ,:(.Íul) + /(I'«,.,.(«;n";''"i,'(«;nl) + . . . + ./'(l«',.,.(-F') a;'";',,.l) -

(À,. Àt(-i')) + (À.(«;2) À.(«;')) + ...+(À.(.},') = 0. Portanto, s éum
/T-morfismo injetívo e o teorema está provado. l

rCQo

Peço

As observações sobre Ims e sua dimensão que faremos a seguir serão bastante úteis na.
proxima seçao.

Observação 4.8 (i) Ims Ç d(.4) = N«(..1)n/n«('!) (conseqüência de que s'(./')(a)
/(IW,o,.(«)Clmzn,t(-)1)a, para cada a C QI, e de que #:(.4) = N;;:Í;ijiiÍ;;;;(©)i
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lii) dimX/ms = dimKd(.4) -- dimÃc/z(Q, Ã.) (conseqüência de s ser Ã.-monomorâsmo
e do Cor. 4.3).

4.4 Condições necessárias e suficientes para -Hi(.4) se
anular

As "fórmulas" par- dimK#:( 4) e o mo«omorfismo s : Hom(«i(Q, /), Ã'+) --> #:(.4),
apresentadas nas seções anteriores, possibilitarão, nesta seção, o estabelecimento de con

dições necessárias e suficientes para que n'(.4) seja um K-espaço vetorial nulo.

A determinação de condições para que #'(Á) se anule tem sido objeto de estudo de

vários autores. Por exemplo, Happel, em IHal, mostrou que, para as álgebras hereditárias

indecomponíveis .4 :: KQ e para. as álgebras indecomponíveis .4 :: KQ/F'2, vale que

f/i(.A) = {0} se, e somente se, Q é uma árvore. Farkas, Green e Marcos, em IFGMI,
mostraram a, mesma equivalência para as álgebras .4 :: Ã.Q//, onde / Ç F'z é um ide-
al monomial. Os resultados de Happel, mencionados acima, podem ser obtidos como
conseqüência do último corolário desta seção.

Com o objetivo, pois, de caracterizar as álgebras .4 = .KQ// tais que Ht(Á) = {0}
consideremos as seguintes condições:

(*) Toda derivação F'' - linear é interna;

(**) Para toda a C A(Q, /), que não é F'' - linear em Ã Q, existe uma aplicação À C
.Z'(Q, /, Ã) t'l q- õ(a) = ,X(a)a(mod p'');

(***) ll é um grupo finito de ordem prima com p = car/T

Iniciamos a seção com a demorlstração do resultado que estabelece condições ne.
cessárias e suficientes para que o monomorfismo s do Teo. 4.7 seja um isomorfismo.

Cor'lário 4.9 0 «.',''m.'$.mo s ; #.m(«-(Q,/),K'F) --> H:(.4) d. Te.. #.'7 á &«.

:s.mo«esmo «, . se«e«.te se, «s «adições (*) . (**) s. ««i$c««. N«s' "se, *'"'-os

qu,e dimKH" ÇA] = rk([\-) + r, onde r = rk.(n), se cür]< = p :# 0, e r - 0, se car1< = 0.

Em particular:
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(1) Se A é quase fortemente ücíclica, então s é um isomor$s«o se: e somente se,
IÇAR Ç d,ÇA] e A não possui .«e-«hu« se««nd,o di«to (como álgebra) iso«orla ü K[XI/(X; ),
quando carl< = 2.

(2) S. l é «.m id,eal }«omogê.«eo de }<Q, então 5 é u« isomor$sm. se, . s.«e«le se, «

c.«alça. r'2 .. «,@c«, Z(Á) Ç d(..'1) . .(Á) {0}.

Prosa. Lembremos, inicialmente, que o subespaço d(.4) é levado injetivamente por € em

Imc (Obs. 3.5 (i)).

Suponhamos que s seja um isomorfismo. Temos então que dimÃHi(,4) = dimK/ms

= dimKd(.4) -- dimKcA(Q, K) (ver Obs. 4.8 (ii)) é finita. Da seqüência exala do Teo. 3.6

obtemos que dimKd(.4) - dimK/mc + dimK FTí;ll;ÍÉà;íãJ Portanto /«(..,1)n/nn(..'1) ' {0} e

d(A) = !;;illd. De l«(..,1)'./nn(.4) ' {0} resulta a condição (*) e de Z:(Q, /, K) = d(.A) =

!;g1ll#, a condição (**) (pois flor(.A) = };ÍaD, conforme o Lema 3.1).

Reciprocamente, suponhamos que sejam válidas as condições (*) e (**). Da condição

(1') resulta que ];.;(,4)'./«n(A) ' {0J' Logo, pelo Teo. 3.6, H:(.A) é um Ã'-espaço vetorial

de dimensão finita e dimKH:(.4) = dimK/mc -- dimKcA(Q, K). Da condição (**) e da

identificação JVor(.4) = iiían segue que, par' cada derivação é? C Nor(Á), a ( f''(Á),
existe uma dera-ção ai C d(.A) tal q«. Z? -- at C F''(.A); portanto, Imc = d(.4). Lo-
go, dimKH:(.4) = dimKd(.4) -- dimKcA(Q, K) = dimK/ms e, em consequência, 5 é um
isomorfismo.

No caso particular em que Á é quase fortemente acíclica, vimos que dimK#i(.4) =
dimKs(.4) + dimK/(.4) -- dimx-c/z(Q, Ã') (Prop. 3.12). Através dessa igualdade e do fato
de que s(,4) = {0}, exceto quando cara - 2 e A admite (como álgebra) somando direto

isomorfo a XIXI/(X') (Obs. 3.10 (ii)), a primeira paire deste corolário garante que s é

um isomorfismo se, e somente se, Z(.4) = d(Á) e .4 não admite somando direto isomorfo a

X'lXI/(X') (como álgebr-), c.se c.rX' = 2.

Para. o caso particular em que o ideal / é homogéneo, o resultado segue também
da Prop. 3.12 e da primeira parte deste corolário, através de argumentos similares aos
utilizados acima. l

O exemplo abaixo mostra uma aplicação díreta deste resultado
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Exemplo 4.10 Seja ,4 /rQ//, onde Q é o quiver

. 1 = Ç a~a,a.a~ 0«B,l3.l3', a-a,l3sF3 -- Í3«P,aaa. ).

Claramente, Á é uma álgebra quase fortemente acíclica. Além disso, s(.A) = {0} (pois
Q não contém laços) e J(.4) = d(.4) (pois Q não contém flechas múltiplas). Então, pelo
corolário anterior, s é um isomorfismo e dimKH'(..'1) = rk(Ü) + r

Fixemos o vértice 3 como ponto base. De aicv2cv3cv4 '' Pi/32P3P4 segue que a3a4P4 P3

.- cra icri /3iP2. Por outro lado, de alcr2P3/34 '- #tP2a3cv4 resulta que cr3cr4P4 /33 ''

'*;' '-i-' afaz/33P4'-i:a;: - #;/3.a;-ia;l . Portanto, a3a,#;'#;:a,a./3;:/3;' «., e,. Temos,

então, que n: (Q, /) = )'V(Q,3)/-' é gerado por sç = la3a4#; /3;'l e iç' = 1. Logo, n.(Q, /)

= Z2, o que implica que dimKH:(.4) = r, ou seja, #'(.4) = {0}, se cara' # 2, e #:(.4)
= /T, se car/T = 2

Estamos, agora, em condições de estabelecer as condições para que Hi(Á) seja nulo

Corolário 4.11 Sda .4 = /(Q// wma á/geór.z. Então #'(,4)
condições (*), (**) e (***) se ueri$cam. Em partia'-tar:

r-ZJ S. .'l á q««. ./b,tem.«t. «cü/:", .«tão H'(.4):
Z(Á) Ç d(.4) ' « c.«diga. r**9 s. «.,'W".

(2) S' l é «« id,e«l ho««,.gê«eo d,e KQ, e'«tão n'tA]
Z(Á) Ç d(.'1) . « ««dÍçõ« r''.) . r;''*#9 .. «.,@'"m

{0} se, e son7}ente se, as

{0] se, e somente se,

{ 0} se, e somente se,

Prova. Observamos inicialmente que Hom(ni(Q, /), /T+) = {0} se, e somente se, a con-

dição (***) é verificada. Portanto, segue daí, via o Cor. 4.9, que H:(Á) = {0} se, e

somente se, (*), (**) e (***) se verific.m.
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Os resultados relativos aos casos particulares em que J é quase fortemente acíclica.
jl) ou que / é um ideal homogêneo de Ã'Q (2) decorrem da aplicação da Prop. 4.4 e do

Cor. 4.9, desde que mostremos que, nesses casos, a condição (***) implica que s(.4) = {0}.

Suponhamos que .4 seja quase fortemente acíclica e que (***) esteja verificada. Se
{0} # s(.4) = s(Q,/), então, pela Obs. 3.10 (ii) , temos clue cara' = 2 e .4 admite um

somando direto (como álgebra) isomorfo a Â.IXI/(X'). Portanto, existe um laço isolado

cv em Q com cl' C /. Seja / : Qi --} Ã' tal que /(a) = 1 e ./(/3) = 0, nas demais flechas

P de Q. Temos que ./: C Z'(C?, /, K) e ./ € cA(Q, Ã') (pois, se ./ C cÀ(Q, Ã), então /(a)

= ./('-') - 2/('-) - 0 em Ã') Logo, Hom(ri(Q,/),-KF) = j:l#$1Çt? # {0} (Cor. 4.3),
contrariando assim a hipótese de que (**#) se verifica.

Suponhamos, agora, que / seja um ideal homogêneo de Ã'Q e que ('k##) se verifique.
Desde que / é homogêneo, então a função g : Qi -.} Ã' dada. por g(a) = 1, para toda cv

C Q:, é tal q«e g C Z:(Q, /, Ã'). o' {o} = nom(ri(Q, .r), X'l) = j;;#$1Ç;?, res«it. então

que g C cA(Q, /T). Logo, (2 não contém laços (pois caso contrário, g se ar)ularia em tais

laços) e, por consequência, s(Á) = {0}. 1

O exemplo abaixo mostra. uma aplicação direta desse resultado

Exemplo 4.12 Sejam /( um corpo com pelo menos quatro elementos e Ài, À2, À3 ele

mentos de Ã, não nulos e distintos. Seja Á = KQ//, onde Q é o quiver

e / é o ideal de ,rí'Q gerado por {aiPj + Àjaz/3j, .j = 1, 2, 3}.

Clara.mente, 4 é uma álgebra quase fortemente acíclica. Observamos que Nor(/rQ)
= /(/TQ) (pois Q não contém baços e F''(Ã'C2) = {0}). Mostremos q«e /(.'1) Ç d(.'!). Sd-

a C Z(Ã'Q). Então a(a-) = «-a: + «,a,, õ(a,) = :a:+b,a, .õ(/3{) = ciP{(l .g i$ 3),

com (zl) (z2) bi, b2} cl, c2 e c3 el:rl /(

Suponhamos que a seja /-admissível. Portanto:
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a(ai/3j + .Xja2#j) = (al + c.f + Àjbi)aipo + (a2 + Àj 2 + .Xjcj)a2#j C /(5,.j) ç .r,
para cada J C {1, 2, 3}. Destas igualdades segue que:

«-+ Àjó: - T+ ó,, p;-- "d'.j - i, 2, 3.(i)

Utilizando o fato de que os Àj são dois a dois distintos no sistema (1), obtemos facil-
mente que a2 = 0, b] = 0 e que al = b2. Logo, /(.A) Ç d(..'1).

E fácil ver que a.(Q, /) = 1 e, então, o Cor. 4.11(1) implica que #'(.4) = {0}.

J

O Cor. 4.9 garante que quando .4 é uma álgebra quase fortemente acíclica, cujo
quiver não contém flechas múltiplas nem laços, então o monomorfismo

s : Hom(ri(Q, /), Ã+) --> #'(.4) é um isomorfismo. No entanto . recíproca dessa afir-

mação não é verdadeira, conforme mostra o exemplo acima.

Finalmente, daremos um exemplo mostrando que, no caso geral, a condição (+) é, de
fato, necessária no Cor. 4.11.

Exemplo 4.13 Seja ,4 .r(Q//, onde Q é o quiver

.l a.B,=3.«U.y«':,«':-Us.U«-«' ).

Seja 8 uma derivação normalizada e /-admissível de -A'Q. Notando que zj C / (para

J ? 3), yj C / (para .j ? 4), zyj C / (para .j ? 1) e g/jz C / (para .j ? 2) e usando as

relações que envolvem a.pena.s # e y, obtemos, por ser a uma derivaçã.o /-admissível de

Ã'Q, q- a(«) = ««' + by' + ,- e é?(y) = --bz + ca' + 'í3/' + ,,, com «, b, c, d C /T e .:,
z2 C e2/e2. Por ser 8 normalizada, resulta também que a(a) = a' e a(P) = (P, com ',

( C e2/(Qe2. Seja. a 7 a derivação interna de /rQ determinada. por --'y. Uma vez que

(a -- 8-v)(a) = 0, podemos assumir que a(a) = 0 (se necessário, substituímos a por
a -- a ,.,). Se escrevemos { = 60.2+Z,iz+b,z'+b3y+b4y'+; (com bi C Ã, par;
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0 $ i$ 4, e z C e2/e2), a condição a(a#) = cva(/3) = cr(P C / implica que õ(/3) =

(Z'oe2 + ói;« + z)/3, com bo, Z,l € Ã' e z C e2/e2. De outro lado, da condição õ(az/3) =
aa(«)P + a«õ(P) C .r seg- q« b Logo, a(«) = 0(mod F''), a(y) = 0(mod F''),
a(a) = 0(mod F'') e a(Õ) = bo©(mod F'), o que mostra que (**) é trivialmente satisfeita.

Mostraiemos, agora, que r.(Q,/) = 1 e que, portanto, a condição (***) também é
satisfeita. Fixamos o vértice 2 como ponto base para a construção de n. (Q, /). De y# .-
z' segue que y -, z, e de #' -a yJ ,- aç3 decorre que T «' ez. Logo, o grupo fundamental
n:(Q, /) = )'v(C?,2)/-. é trivial e a condição (***) também é satisfeita.

Seja a a derivação normalizada de ÃQ dada por Z?(cr) = 0, a(/3) = --;«P, õ(#) = #' =
õ(y). Pela construção acima, temos que a C p''(Q, /). Logo, a correspondente derivação

a em JVor(.A) é tal que a C r''( 4). Como o subespaço JVor(Á)n/nn(.4) é gerado por {a,.,
Í),,, Õa l a = aiZ + a2z2 + a3y + a4y2, a{ C K' (1 < { < 4)} resulta então das igualdades

a.(F) - «;«', õ.(#) , õ.(a) = -a« ea.(P) q-a g No,(.4)n/nn(,4).
Assim, a condição (*) não está satisfeita e, além disso, #'(Á) :# {0}.



CAPÍTULO 5

A Algebra de Lie 77'(,4)

Vimos, no capítulo 2, que é possível munir /líi (.4) de uma. estrutura de álgebra de Lie,
através de sua, identificação com o quociente 7f /v'-(H) . Nosso interesse em estudar
#:(Á), sob o ponto de vista de sua estrutura de álgebra de Lie, surgiu da tentativa. de
aplicar os resultados obtidos em IPSO como forma de obter propriedades interessantes

dessa sua outra estrutura. Também atuou como incentivo ao nosso interesse o fato de que
essa estrutura não tem sido quase estudada. na literatura pertinente.

Optamos por buscar condições sobre algumas álgebras ,4 = Ã'Q// de dimensão finita

que garantissem que a álgebra de Lie #i(.4) fosse abeliana. Neste capítulo estudare-
mos, inicialmente, os seguintes casos: (1) O das álgebras hereditárias .4 = ÃQ, com

Qo 1 ? 21 (2) O das álgebras do tipo Á = Ã"Q//, onde Q é o quiver dado por um laços
l3) O das álgebras do tipo 4 = /(Q//, onde Q é o quiver dado por um circuito orientado

de comprimento maior ou igual a doisl e (4) O das álgebras do tipo .4 = /t.Q//, onde
Q é o quiver conexo formado por dois laços cv e #, impondo que / contenha az e P2
Resumidamente, obtivemos os seguintes resultados:

Proposição 5.2 Seja ,4 --- /{Q azlza á/geóra Aered [ár a, com Qo 1 > 2. Então a á/geóra

d,e Li,e H\ tA] é abeliana se, e somente se, dimKe.KQeu = 1 sempre qKe existir lmü $ech.a
''' : * -'* U em Q, co« :«, U .m Q-

Proposição 5.4 Seja .4 l<Q/i, o,«d. Q é o q«-i««

65
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e; 1 = ç an ), para, a'lgum TI 2. 2. Então a, átgebrct de Lie H\ ÇA] é abetiüna se, e somente

se, carl< :# 2 e 1 = Ç o? )

Proposição 5.8 Seja .4 = /{(2,//J onde Q á o q oer

l

'!''''\g-
n e

6

B l é um ideal admissível de í<Q. Então a. álgebra de Lie H\ ÇA] é abeliana se, e somente
se, algum caminho em Q de comprimento n+l está em l.

Proposição 5.23 Seja Á = K'C2//, onde a é o qwát;er

«( ;tt. )/3

e l é um ideal admissível de i<Q contendo aa e l3'z . A álgebra, de Lie HI (.A) é übetiana se,

e se««,ente se, 1 = Ç d' , l3' , af3 ) o«, 1 = Ç d' , D' , .«li + \Pa ), o.«de l< .«m corpo com ,«o

mz'n mo gwafro e/ementas e À C /(, À g1 {0, ], -/}

Com esses resultados, como dissemos na introdução, pensamos em adotar as álgebras
consideradas como "exemplos básicos" para estudar uma estratégia de como construir, a
partir delas, novas álgebras .4 em que pudessemos garantir algo sobre a abelianidade ou
não de #'(.4)

Trataremos dessa construção na seção 5.5 onde, a partir de uma Ã'-álgebra
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B = A'QB//a de dimensão finita, adoramos um procedimento técnico de construção de

um quiver com relações (Q,/), sob certas condições (CQ) e (CI). Com esse procedimento,
provámos o seguinte resultado:

Teorema 5.'Z8, Sejam 1< u,m corpo qwütquer e Q l<-átgebra B = KQBlIB, onde Qn é Km
quiser anito, conexo e IB é um ideal a,dmissíuel de KQB. Consideremos a.
1<-álgeb- A = 1<Q/i, p«« «'"'" P" (Q,l) n«s co.«diçõ« (CQ) e (CI) «ist«s -te«io«-
m,ente. Suponhamos que H* (B) seja vma, átgebra, de Lie não ctbeliüna.. Então a, átgebra de
Z,{e #l(,4) á não aóe/cana.

Utilizaremos, neste capítulo, algumas notações, identificações e resultados estabeleci-

dos nos capítulos anteriores, que recordaremos a. seguir.

As álgebras com as quais trabalharemos são do tipo 4 = /rQ//, onde Q é um quiver

finito e conexo e / é um ideal admissível de Ã.Q. Além disso, o conjunto R de geradores
de / é formado por relações em (2 (isto é, combinações lineares de caminhos em Q, de
comprimento maior ou igual a dois, todos com mesma origem e mesmo término) de forma
que as relações não monomiais sejam minimais (Def. 1.7 (iii)). Como antes, para todo

z C QO e para toda CY C Qi, Tz e a denotam, respectivamente, as classes, módulo /, do
caminho trivial e, em z e da flecha cl

Como vimos na seção 2.4, H:(Á) = é uma álgebra de Lie, cujo colchete ] , ]

é definido p" la- + No,(.A)n/nn(.4), õ, + No,(Á)n/nn(.4)l = la:,a,l + N«(Á)n/nn(Á)
= (a-'õ, -- a,.a-) + Jvo,(A) n /nn(.4), p»ra õ:, a, € 7V«(4). Assim, H:(.4) é um.
álgebra de Lie abeliana se, e somente se, IA,a21 = aioõ2 -- õz'ai C Nor(.4) n /nn(.4),
para quaisquer at, õ2 C /Vor(.4).

Lembramos que o subespaço N"(Á) n /nn(Á) = {a. ] a C (]11) Tn 4t=} (conforme

Obs. 2.8), ou seja, é gerado pelo conjunto das derivações internas determinadas pelas
classes, módulo /, dos passeios fechados em (2. Lembramos, ainda, que as derivações de

/Vor(.4) são determinadas pelas derivações normalizadas /-admissíveis de Ã'Q, módulo
ho(Q,/). Além disso, como já foi feito nos capítulos anteriores, utilizaremos a. mesma no-

tação para uma derivação normalizada. e /-admissível de /r(2 e a correspondente derivação
em Nor(,4) determinada por ela.

n
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5.1 As álgebra hereditárias

As á.lgebra. hereditárias aqui consideradas são as álgebras de caminhos .4 = /TC?, onde

Ã' é um corpo qualquer, Q é um quiver finito (com Qo 1 ;. 2), conexo e que não contém
circuitos orientados. Estamos interessados em verificam que condições devem ser impostas

sobre o quiver Q para. que //i(.4) seja uma álgebra de Lie abeliana.

Nesse caso, temos que Nor(Ã'Q) n /nn(Kc2) = { 1 a = }: À,e,}, isto é, coincide

com o Ã'-subespaço de Nor(KQ) gerado pelas derivações internas õ., determinadas pelos

caminhos triviais e,, com z C Qo (pois Q não contém circuitos orientados). Decorre
imediatamente desse fato que toda derivação normalizada e interna de ,4 = /rQ é diagonal.

Lema 5.1 Sda .4 = /(Q wma á/geóra Àered faria, com l Qo 1 2 2. Suponhamos qKe exista

üma fecha ci : = -+ y em Q e que dimKe.KQelJ Z. 2. Então a átgebra. de Lie H\ (.A] não
é abeliana,.

Prova. De fato, das hipóteses de que dimKe,Ã.Qev ? 2 e de que Q não contém circuitos

orientados resulta. que existe em (? um caminho ' = cvia2. . . cv«, de # para y, com n ? l,

onde as flechas cvi's são todas distintas, e cri 74 a, para todo l 5; à $ n

Seja al C Nor(Ã'Q) ta] que al(a) = a e A(P) = 0, para as demais flechas P de
Q. Afirmamos que a derivação Z?i não é interna. Suponhamos, por absurdo, que ai C

/nn(Ã'Q). Então existe a = )1. À,e, C Ã'Q, com À, C Ã, tal que a. - õ.. Logo, de

0 = A('y) - õ.(7) = (À, -- À«)7, resulta que À, = À,, contrari-do o fato de que

a a:(a) (a), pois a.(a)

Seja õ, C ]Vor(KQ) a derivação definida por a2(a) = ' e õ2(P) = 0, para toda flecha

P :# a. a2 também não é uma derivação interna, pois não é diagonal. Como la.,õzl(a)
= ai(7) -- õ2(a) = --7 e lai,õzl(P) = 0, para as demais flechas /3 de C?, temos que

lé?i,õ21 = --a2 gl /rz.n(ÃQ), o que mostra que a álgebra de Lie #'(Á) = H:(/TQ) não é

rCOo

Decorre do lema acima que se Q contém flechas múltiplas ou caminhos de comprimento

maior ou igual a dois paralelos a flechas, então a álgebra de Lie //:(.4) não é abeliana.
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Proposição 5.2 S©a .4 = Ã'e wma á/geóra /z.e7'edÍtária, com l Qo ? 2. EnZâo a á/geóra

de Lie H* tA] é übelictna se, e somente se, dimKe,KQe. = 1 sempre q'ue existir uma Pecha.
cv ; z -+ y, com a, y C Oo.

Prova. O Lema 5.1 garante a condição necessária

Para a demonstração da. recíproca, suponhamos que o conjunto de flechas de Q seja OI

- {ai, cr2, . , a,.}, com n ? 1. Para cada { C {1, 2, . . . ,n}, consideremos a; a derivação

normalizada de Ã'Q dada por &(cvi) = cv{ e õi(aj) = 0, se J :# {. De dimx'e.(a.)Ã'Qet(a.) -

[, para todo iC {1, 2, . . . ,n}, e de ]V'or(Ã'Q) = ll e.(.;)K'Qet(ai) (Prop. 2.3), segue que

o -K-espaço vetorial JVor(KQ) é gerado pelo conjunto {õ{ l i= 1, 2, . . . , n}. Mostremos,

pois, que a álgebra de Líe /Vor(KQ) é abeliana, o que implica trivialmente que #l(.4) é
uma álgebra de Lie abeliana. A abelianidade de JVor(Ã'Q) decorre imediatamente de que
la,,all(ak) = 0, para quaisquer i, .j, Ã; C {1, 2, . . . , n}. l

l2

5.2 A álgebra do laço

Nesta seção consideramos a álgebra ,4 = Ã"Q//, onde .l( é um corpo qualquer, Q é o
quiver formado por um laço a

Figura 5.1: A álgebra do laço

e / é um ideal admissível de /ç.Q.

Estamos interessados em estabelecer condições necessárias e suficientes sobre o ideal

/ para que /7i(.4) seja. uma. álgebra de Lie abeliana. Para isso, iniciamos fixando certas

notações e fazendo algumas observações que serão úteis para o que segue.

Desde que / é um ideal admissível de /rQ, então / = < a" >, para algum n ? 2. Tal

fato é consequência de que o anel /(Q é isomorfo ao anel /ílXI, que é um domínio de
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ideais principais, e de que r'z é isomorfo ao ideal (X2) de Ã'lXI.

Para cada i2 0, denotamos por a a derivação normalizada de /rQ que leva a em
a', convencionando que ao = ei. Por indução, verifica-se facilmeí)te que, para quaisquer
{, .j 2 0 e para todo k ? 1, são válidas as igualdades: &(ak) = kc*Í+t'' e lõ{,41(c-*) =
k(.j -- i) a:+Í+k-2. Como conseqüência, temos que: (a) âo é /-admissível se, e somente se,

cara' l n; (b) Para cada i ? 1, & é /-admissível. Além disso, õm C Ao(C2,/), para todo
n'7Z > n

As considerações acima e o fato de que se i :# J, então a # 4(mod ho(Q,/))
({, J 5; n -- 1), permitem explicitar o espaço vetorial 7Vor(Á) da seguinte forma:

(i) Se -r-/í l n, então 7Vor(Á) = Ã'jXI/(X") (como Ã'-espaço vetorial), pois as deri-

vações õo, ai, . . . , an.: formam uma K'-base de 7V'or(Á);

lii) Se car-K /Í n, então o conjunto {õi, õz, . . . , an-l} Ç JVor(.4) é uma Ã'-base de

JV o,( .'1) .

Observamos, ainda, que H:(.4) = JVor(.4), pois /nn(.4) = {0}.

l.ema. 5.3 Seja. A = KQ/i, onde Q é o qui,uet dado por 'um laço cx da Figura 5.1 e
1 = q Qn ), para atgKm 'n '2. 2. Se n, = 2 e cür1< = 2, OI se 'n, '> 3, então a álgebra de l,ie

H:(.'1) «ão á «Ó./'-".

Prol;a. Para o caso n 2 3, basta escolher as derivações õi e õ2 e verificar que lai,õ21(a) =
c12 74 0 em .r4.

Se / = < a' > e cara = 2, então a afirmação decorre do fato de que lõo,ail(a) = 1-i #

Proposição 5.4 Sda .4 = /{Q//, onde Q á o q uer
l

B 1 = Ç Qn ), para ateu'm, n. 'Z 2. Então a, átgebra. de Lie H'L QA] é aboli,o.na se, e somente

se, carl< :# 2 e 1 = k #' ).
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Prova. Se H:l.a) é uma álgebra de Lie abeliana, então, pelo Lema. 5.3, é imediato que
car7t' # 2 e que / :: < a2 >.

Para. mostrar a recíproca, basta observar que se carlí # 2 e l
dimKH'(Á) = 1 e, portanto, #:(.4) é uma álgebra de Lie abeliana.

5.3 A álgebra do circuito

Esta seção tem como objetivo o estabelecimento de condições necessárias e suficientes

sobre o ideal admissível / da álgebra de caminhos /rQ, onde .fr é um corpo qualquer e

Q é o circuito orientado de comprimento n 2 2, para que a álgebra de Lie -17i(/rQ//)
seja abeliana. Consideremos, pois, a álgebra. .,'l = /(Q//, onde Q é o circuito orientado
de comprimento n ? 2 com a seguinte enumeração dos vértices e das flechas:

'!'"''\g:
n e

Figura 5.2: A álgebra do circuito

e / é um ideal admissível de .irQ

Iniciamos o nosso estudo através da determinação dos possíveis geradores de /, que
sabemos ser em número finito, pois / é admissível.

Aârmação: O dea/ / á monomÍa/ (isto é, / é gerado por relações monomiais em Q).

Com efeito, seja R um conjunto finito de geradores de /. Suponhamos que exista em

R uma relação p minimal em Q da. forma p = ai71 + aa'y2 + . . . + a,'y, (r ? 2), onde os

,yi's são ca.minhos em Q tais que I'(7{) ? 2, de mesma origem e mesmo término, e os ai's
C /T, não nulos, para todo l $ í $ r. Renumerando os índices, se necessário, podemos

suP" qu' 2 $ .e('h) < /('yz) < . . . < Z?(7,) e reescrever p da form-, p = a,'yl(l + b2á2 +

+ b,'5,), com bj C /r, bj # 0, e .5i um caminho de comprimento maior ou igual a um
em Q (2 5; .j $ ,).
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De P = 0 em 4 e de b2áz + . . . b,(í, C ./ = F'// = rad(Á), segue que Í:-f'b2ã2 'f- b,ó,

é invertível em .A e que, portanto, a:?i' - 0 em Á. Logo, 71 C / (pois ai # 0), o que
contradiz a minimalidade de p. Portanto, toda. relaçã.o p geradora de / é monomial.

Observação 5.5 Resulta, pois, da afirmação acima, da definição de derivação e do fato
de (2 ser um circuito que toda derivação normalizada de /{'Q é /-admissível. Assim,
Nor(Á) é gerado pelas derivações determinadas por aquelas de JVor(Ã'Q), cujas imagens
não estão contidas cm /

Adoramos as seguintes convenções ao longo desta seção: para cada i= 1, 2, . . . , n,
denotamos por '7{ o caminho fechado em Q, de comprimento mínimo, com origem no

vértice i. Por exemplo, temos que 'h = cvia2. . . a.. Desde que / é admissível, então existe
nlz ? l tal que ,y;" € /, para l $ i< n.

1..ema 5.6 Seja, A = i<Q/i, onde Q é o circui,to orienta.do d Fig\J,ra. 5.2 e l é lm i,leal

«d«isso«et d,' KQ. Se todo c«mine. em Q d,' como«iment. n+l «tá f«« de 1, e,«tão «
átgebra de Lie H\ ÇA) não é a,bati,ana.

Prol;a. Com a enumeração dos vértices e das flechas adorada no quiver Q da Figura 5.2, su-

ponhamos que miai = cvi'yi+i € 1, para todo i C {1, 2, . . . ,n].. Consideremos al a derivação

normalizada de ÃQ definida por õi(ai) = cri e al(aj) = 0, para .j # 1. Segue da Obs. 5.5
que ai é /-admissível. Afirmamos que a correspondente A C JVor(Á) não é uma derivação

internadeÁ. Defato, se iC /mn(Á),entãoZ?. = õ., paraalgum a = >ll:Àin + bC ,4, com

À{ C Ã'(l 5; à 5; n)eZ'C (11)nZ"n Ç J". Desdeq«e,para'ada.j(l $.j 5; n),õ.(ã;) =

l.Xj -- Àj+:)q + 6j, com b.Í C J"+' (par, .j = n, .Xj+: = À:), então õ.(ã;) = 0 em ,4, par;
2 $ J 5; n, o que implica que Ài = À2 e, portanto, a.(ai) = bi C J"+l, contrariando,
assim, a hipótese de que ®' = al(ai) = a.(©').

Seja õ, a derivação normalizada e /-admissível de Ã'Q (ver Obs. 5.5) dada por õz(cvl)

- 7ia: e a2(aj) = 0, para .j # 1. Mostremos que a. correspondente õ2 C JVor(.A) não

é interna. Suponhamos que õ2 sela uma, derivação interna de ÀI então õ2 = õ., para

algum a - >: Ài% + >.:pkli+ b C ,4, com b C (11) nJ'"n Ç ./'". De 0 = õ2(ã;) = (Àj
{:: l A :: l { :: l

Àj+-)q + (pj p.Í+-)$a; + ,j, "m ,j C J'"+' (2 5; .j $ n), res«lt; q« À: = À,

]2

l'z
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e pi = p2. Segue-se daí que õ.(©') € J'"+' e que, portanto, a.(©') :# ?iai = õ2(di'),
mostrando assim que õ2 g /nn(.4).

A[ém disso, em ]Vor(.4) temos que lõi, õ21(©) = õt(?iai) -- õ2(ai) = jiõi e que
la-,õ,l(q) = 0, p;r', .j # 1, ou sd',, 'm No«(.4) «le q- la- , õ,l = a, g1 7v«(.4) n /nn(.4).
Portanto, #'(Á) não é uma álgebra de Lie abeliana. l

l.ema 5.'T Selou A = 1<Q/l, onde Q é o q'uiuer da Figura 5.2 e l é lln ideal üdmissíuel

de KQ. Se algum caminho em Q de co«tprim,ente n+l está em 1, então toda derivação
r'' - /{near de .4 á ánZerna.

r'rot;a. Por hipótese, existe um caminho em Q de comprimento n+l que está em /
Renumerando, se necessário, os vértices e as flechas de Q, podemos supor, sem perda
de generalidade, que 'hai C /. Se todos os outros caminhos de Q de comprimento n+l
estiverem em /, então F''(Á) = {0} e a afirmação segue trivialmcnte

Suponha.mos, pois, que exista algum caminho em Q de comprimento n+l que esteja
fora de /. Então existe um subconjunto próprio {.ji, .jz, . . . , .j,} de {1,2, . . . ,n} ta] que

7j:aj. g /, para todo l $ á $ r, com l 5; I' $ n 1. Reordenando os índices, se necessário,

podemos supor que 2 $ .ji < j2 < . . . < .j,. Para cada .Ji(l $ i$ r) consideremos a

derivação normalizada aj; de ÃQ definida por õj'(a:Í.) = 7j.aj: e õj'(P) = 0, para as
demais flechas # de Q. Tais derivações são /-admissíveis (ver Obs. 5.5) e, por definição,

r'z - linearesl mais ainda, são tais que õjj # aj*(mod Ao(Q,/)), para l $ .j # A 5; r

Portanto, as correspondentes derivações õj' C N07'(Á) (l $ i $ 1') determinadas por elas

são r'2 - lineares em Á e duas a duas distintas. De outro lado, a hipótese 'hai C / implica

que 7Í C /, para l $ i $ n, o que garante, pois, que o conjunto { ji C Nor(Á) l i= 1,
2, . . . , r} gera F'2(.4). Logo, para obter a afirmação do lema, resta provar que as 0Í: são
derivações internas de .4 (1 5; { $ r).

Para. tanto, observamos que, para cada ã = 1, 2, . . . , r, a derivação interna af=-
determinada por %' é tal que an-(@:) = $;q:, aa-(a;=') = $:-iq:-i e aç(?) = 0,
para as demais flechas # de Q.

Como .ji :: minÍk l 'kak g /}, então 7j..ia.Í:-i C / e, portanto, Z?j' :: aV=- é uma

derivaçã-o interna de .4. Se r = 1, a prova está concluída. Se r > 1 e .7z = .ji + l,
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então aÇ(õi) - ;b;ai, ai;;(aã') = -- %;õã' e a$;(?) = 0, para as demais flechas # de

Q. Logo, a" = a$; + i%;i-, que é uma derivação interna de Á. No entanto, se r > l
e .j2 > Ji + 1, temos então que 7j,.iaj,-i C / e que õj' coincide com õlf=-, mostrando

assim que, também neste caso, Z?" é uma derivação interna de Á. Repetindo esse mesmo
argumento um número finito de vezes, obtemos a afirmação do lema- l

Proposição 5.8 Sda .4 = /((2//, onde Q é o q uer

%'"' Ne:
l

n e

e

B l é um ideal üdmissíuel de i<Q. Então a, álgebra de Lie H\ ÇA] é ctbeliana se, e somente
se, algum. comi,nho e'm, Q de comprimento n+l está em l.

Prol;a. Se #:( 4) é uma álgebra de Lie abeliana, então, pelo Lema 5.6, existe algum
caminho de comprimento n+l em /.

Reciprocamente, suponhamos que exista algum caminho de comprimento n+l em /
Então, pelo Lema. 5.7, r''(.4) Ç /nn(Á). Por outro lado, como Q não contém flechas

múltiplas, s(Á) = (0} (pois Q não contém laços) e o ideal / é monomial, podemos aplicar

o Cor. 4.5 (3), seguindo então que dimK#:(.A) = X(Q) = 1. Portanto, //:(.A) é uma
álgebra de Lie abeliana. l

5.4 A álgebra dos dois laços

Em toda esta seção consideramos a álgebra .4 = /rQ//, onde /{' é um corpo qualquer,
Q e o quiver
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l
P

Figura 5.3: A álgebra dos dois laços

e / é um ideal admissível de /rQ contendo cv2 e Pa

Como nas seções anteriores, queremos estudar condições sobre / que garantam que a
álgebra de Lie #:(Á) seja abeliana.

O fato de .4 ser uma. Ã'-álgebra de dimensão finita (pois / é admissível), implica. que
existem ",m ? l tais que n = mima l (a/i)* € /} e m = minÍt (P.«y C /}. Podemos

supor que n $ m. Nessas condições, como cv2 e P2 estão em /, segue imediatamente que

"'' = " ou m = n + 1. P"tanto, o ideal / contém a', P', (aP)" . (Pa)", mas «ão contém
(aP)"': e (Pa)"':, com m

As considerações sobre m e n, feitas acima, permitem descrever as diferentes possibili-

dades para o ideal /, com a explicitação de seus geradores. Tal descrição será feita através

do estudo dos seguintes casos:(i) n = m = 1;(ii) n = m ? 2 e(iii) l$ n < m = n + l.
No que se refere ao caso (i), temos que / = F''

Antes, porém, de iniciarmos a explicitação dos geradores de / para os casos (ii) e (iii)
acima mencionados, vamos estabelecer alguns resultados sobre os caminhos de Q, módulo
/, que serão úteis para tal.

l.em.a 5.9 Seja,m Q o quiser de laços cx e B da, Figura 5.3 e l um, ideal a,dmiss'íuet de i<Q,
contendo a2 e Pa. Suponh.amos qu,e Çcxl3)" ç: l e que taIS'\B'\ { l com n'> 2.

(1) Se ).,aiÇaB'\i = 0(moda), co« aj € K, .ntão «,j = 0, P«« todo j

l

lJ

n -- l;

rPJ S«P.«A«"''" q«. « k ('-P)*a C 4 2 2. S. >:«j(aa)ja = 00«od/), c.m.

üj ç: I';, então ai = 0: pctra, todo j = 1, 2,

lr

lJ
, r -- l.

Prova. (1) Suponhamos que n ? 2 e que >ll:a.f(aP)j = 0(mod/). Se n = 2, então a

afirmação segue trivialmente.

l

lJ



5.4 A á]gebra dos dois laços 76

n -- l n. -- l

Se n > 2, então l>,aj(a#)f(aP)"'' = },a.Í(aa)j+"'' = 0(mod/), o que implica

imediatamente que ai = 0, uma vez que (cl/3)j+"'2 C /, para 2 5; .j 5; n -- 2. Repetindo
o mesmo argumento n -- l vezes, obtemos o resultado desejado.

A verificação da parte (2) é feita de forma análoga. l

l lJ .?

Observação 5.10 Resultados simula.res a (1) e (2) do Lema 5.9 são também válidos para
os caminhos (#'«y e (#ay/3, resp"uva:mente.

Nosso próximo objetivo, considerando os casos mencionados anteriormente, é explicitar
as possibilidades para o ideal / e, através desta explicitação, mostrar que / é um ideal

homogêneo de Ã'Q. Iniciamos com as possibilidades de (ii) (isto é, n = m ? 2).

l.ema 5.LI Seja A = iÇQ/í, onde Q é o qu,quer de laços cx e l3 da Figura 5.3 e l é km,
Ideal a.dmissíuel de I'iQ cor\tendo al e í3a. Seja n > 2 tal qu,e Çal3'F € 1, Ç13oT C i,
t.al3')B'l { l e Çl3cK)"-\ 4: 1. Então as seg'uintes a$rmüções são válidas:

(1) S' (al3'F-'a c l e tB.4''' 8 ç: 1, e.«tão ou 1 ( aa , 6', çaP'f'~a, ÇD.q'''*B ) '«
/ #', (aP)"': + À(aa)"': >, c.m À C K, À :# 0,

l2) Se ÇaBF'*a C l e (D.q"'* B q: l, .«.tão 1 = k d' , P', Ça13'F''a ) (-«tog«me.«t.,
s. Ça0'r'~a + l e Çli©"'* l3 ç: 1, então l P', ÇP.a''~ P ));

l3)S' ÇaB'y':a l ÇB.q"''l3 € 1, .ntão oul= Qd', li', çaD)", çli'Ü" ) o«l
( a', #', (aP)" 'a + À(#a)"':P >, «m À C K, À # 0.

Prova. (1) Suponhamos que (aÕ)"':c- C / e (Pa)"''P C /, com n ? 2. Então o ideal

( a', #', (aP)"''a, (#a)"':P > Ç /. Sda p C -r Ç p'', p :# 0. Então p, como ele«e«to de

F2 C /ÍC2, pode ser escrito da seguinte forma:
n -- l n, -- l n -- 2 n --2

í'(aP):+ l>1:z,j(P'*)j+ }:'*(aP)*a + l:d(#ayP+ 3/,
{-l j-i k:l z:l

com aí, Z)j, cA, di € K e y C < a:, #', (aP)"'la, (Pa)"''/7 > Ç /. Temos, portanto, que:
m, -- l n, -- l n, -- 2 m, - 2

P ll:«.('-#):+ }:Ói(Pa)j+ }ll:c*(aP)*a + : ,(#ayP = 0(mod/).
{:l J-l A:l z-i

Logo, vale que pia = 0(mod/) e segue-se daí que:
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n,--2 n,--2

E
í-l l:l

P2 :: E«:(a#ya + d.(Pay'''' = 0(mod/),

n -- l n, -- 2

p'i' (aa)"':a C / e ««--('-P)"''a + l:ój(Pa)ja +ll.:'k(aP)*a' = 0(mod/). De

p2 = 0(mod/) resulta que /7p2 = 0(mod/) e, portanto, que }l: ai(Pc*):+: = 0(mod/). Pela.

aplicação do análogo ao Lema 5.9 (1) (ver Obs. 5.10), obtemos que aí = 0, para todo

i= 1, 2,.. ., n--2 e, em consequência, que p, = )1:dl(pa)l+' = 0(mod/). Pela Obs. 5.10

concluímos que di = 0, para / " 1, 2, . . . , n -- 2. Assim,
n, -- l n, -- 2

P- - ('*P)"': + >1: 6j(#a)j + )ll: c*(aa)*a = 0(mod.r).

Utilizando argumentos análogos a.os de acima pala pi/3 = 0(mod/) e o fato de que
(Pa)"''/3 C /, obtemos que:

n,--2 m,--2

P; = :bj(Pa)j# + }ll:ci:(aa)*+: = 0(mod/) e, po«t-to,

n,--2 m,--2

'*P; Ój(aP)j''' + }: .*a(aP)''''' = 0(mod/).
.j=i k=i

A aplicação do Lema 5.9 (1) a ap3 = 0(mod/) e a pS = 0(mod/) leva-nos a concluir
que bj = 0 e ck = 0, para .7,A C {1,2, . . . ,n -- 2}. Logo, todo elemento p € / é da forma

p aP)"': + b(#a)"':+y, com ., óC X ey C<a',#',(a#)" :a,(Pa)"':#> ç/
Porá-to, de (aP)"'' e (/3a)"'' g /, seg«e q- o« / = < a', #', (aP)"''a, (P.«)"':P > ou
/ = < a', #', a(aP)"': + b(Pcr)"': >, com a e b, não nulos, em /(. Nesse segundo caso, é

possível reescrever / como < cv', P', (clP)"'' + À(Pa)"'i >, para algum À C /r, À # 0, o
que conclui a demonstração de (1).

l k lJ
27Z

l2

2

/ l

l k lJ

l k lJ

(2) Sda n ? 2 e suponhamos que (a/3)"'' g /, (a/7)"''a C / e (#a)"''P g /. Sda 0

# p um elemento qualquer tal que p C / C r'2. Podemos, então, escrever que:
n, -- l n, -- l n, -- 2 n -- l

P ('*#); + :ój(Pa)j + }:'*(aP)*a + )l:a.(Õ'«yP + y,
{=1 .j=1 k=1 i=l

com cz{, b:Í, ck, di em /çl' e y C < a', /i2, (cvP)" ia > Ç /. Corlsiderando o elemento

pl = p y 0(mod/) e multiplicando-o à direita e/ou à esquerda, alternadamente por
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a e /3, obtemos, através das hipóteses, do Lema 5.9 e da Obs. 5.10, que todos os a{, 6j,

ci: e dl são nulos. Portanto, p C < cv', #', (a/3)"''a >, o que mostra que / = < a', P',

(«#)"''« >.

(3) S'ja n 2 2 e sup-hemos que(a#)" C /,(aa)" C /, mas que(a/3)"''a e(#a)"''P
nã.o estejam em /. Seja 0 :# p C / C F'2 qualquer e escrevamos:

n, -- l n, -- l n, -- l n, -- l

P ('-#):+ll:Z'.Í(#a)}+l l:'*('-P)*a + : ,(Para +y,
{-l j-i A-l z-l

com a{, Z)j, cA, di em Ã' e g/ C < cr', P', (clP)", (Pa)" > Ç /. Através de argumentos análogos

aos utilizados nos itens (1) e (2), concluímos também que ai = ój = cl; = dí = 0, para i, .j C

{1,2, ...,n--llepara Ã;,/ C {1,2,...,n--2}. Portanto, p= c(a/7)"':cv + d(/3a)" 'P + g,
com.edema'eyC <a',#',(a#)",(Pa)"> ç /. Logo,o« /<a',#',(aP)",(pa)">o«
/ = < c-', P', c(cv/3)"':a + d(/3cv)"':# >, com c e d, a.mbos não nulos, em À.. Reescrevendo

/ de maneira conveniente nesse segundo caso, obtemos o resultado desejado. l

O lema a seguir trata do caso (iii) mencionado anteriormente (isto é, l 5; n < m)

l.ema 5.1'Z Seja A = i<Q/l, ovLde Q é o qliuer de laços cl e B da Figura 5.3 e l é zln,
ideal admissível de i<Q, contendo aa e B' . Se:jct n Z l tül qze ÇcEi3)'' ç: 1, ta13'F'' { l e

Kl3q" { 1. E.«tão o id.«t l é g««do p.L«s «t«ções aa , l3' . ÇaB'f

P«ua. Suponhamos, pois, que (aP)" C /, (aP)"'' g / e (/3a)" g /. Se n = 1, então é

claro que / = < cr2, P2, clP >. Suponhamos que n ? 2. Da hipóteses impostas acima,

res«lta que (a/3)"''a g /, mas que (Pa)"/3 C / e, po'tanto, que (Pa)"+' C /. S4a 0 :# p

C / C F'2. Podemos escrever então que:
n-- l n m,-- ] n, -- l

r' (aP):+ :Ój(Pa)}+ ll:'*(aP)'a + : (PayP+y,
i:: l j:; l k =1 r=]

com ai, bj, ck, di em Ã' e y no ideal < a', P2 (a/i)" > Ç /. Repetindo os argumentos

utilizados na prova do Lema 5.11 (1) sobre produtos de pi por a e # escolhidos conveni-
n -- l n n, -- l n,-- l

entemente, o«d' p: = >: «:('-Py + >1: Z'j(Pa)j + >: 'A(aP)*a + >: dl(Para, obt'mos
{-l j:i A-l z:l

igualmente que todos os escaleres são nulos. Assim, p C < cl', P', (cra)" > e, portanto,
/ P:, (aP)" >. l
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As observações iniciais e os Lemas 5.11 e 5.12 propiciam apresentar a seguinte propo-

sição, que caracteriza os ideais admissíveis da álgebra de caminhos do quiver de dois laços
cr e #, contendo cr2 e /32

Pi'oposição 5.13 Soam Q o qa uer de dois /aços a e # da r'Ígura 5.g e /
üdmissíuel de i<Q, contendo aa e li' . Ente,o l é u,m dos seguintes ideais:

(1) 1 aB, l3a );

(2) 1 ç #, li' , ça13)"'* a, ç13.-àn'' l3 ), P-« «lg'«m ,« 'Z 2;

rSy / #', (aP)"'' + À(Pa)"'' >, P-« «Zg«m n ;.2, «m .X C /{, À#
14) 1 = Ç d; , 0' , Çal3'y'' a ), p"" "lg"'« «- Z 2;

(5) 1 l3', tala)" , Ç13.4" ), p-« «lgum « Z 2;

ÍÓ) / P', (aP)"':a + .à(Pa)"''p >, P«« «/g«m n ?2, ««. À € Ã', À

('7) 1 = ( d; , P' , Çal3'F ), p«« .lg«,« «'z l.

Em conseqiLênciü, l é um ideal homogéneo de i<Q.

a,'

# a,'

Praz;a. De acordo com o observado acima, a afirmação é conseqüência dos comentários
iniciais desta seção e dos Lemas 5.11 e 5.12. l

Notamos, também, que JVor(Á) n /nn(Á) = {õ. l a C J}, pois õ,-. = 01 dessa forma,
temos que õ.(a) e õ.(P) são elementos de J'

Agora, que já conhecemos as diferentes possibilidades para o ideal /, estamos em con

dições de determinar em quais casos a álgebra de Lie #'(Á) é abeliana. Apresentaremos,

primeiramente, os casos nos quais Hi(.A) não é abeliana como álgebra de Lie, exibindo
derivações normalizadas não internas convenientes, cujo colchete resulte numa derivação

não interna de .A. Estaremos, no entanto, fazendo tal apresentação numa ordem diferente

da lista que aparece na Prop. 5.13, de forma a agrupar os casos em que podem ser usadas
derivações particulares em comum.

Antes, no entanto, visando facilitar a verificação de que certas derivações são
/-admissíveis, explicitamos algumas "fórmulas" de cálculo das mesmas sobre caminhos

de Q, nas Obs. 5.14, 5.15 e 5.16 que seguem. A validade de tais "fórmulas" decorre
diretamente da definição de derivação e do processo de indução.
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Observação 5 14 (1) Sda é? a derivação normalizada de Ã'Q tal que a(a) = a e a(#) =
0. Então a(a') = 2c12 e, para todo .j 2 1, são válidas as seguintes igualdades:

(i) Õ((aP)}) )j . a((#a)j)

(ii) a((a#)Ía) (aP)ja e a((Pa)j#) .j(Pa)jP.

Dessas igualdades segue facilmente que a é /-admissível em qualquer das possibilidades

listadas na. Prop. 5.13, exceto a de número (6). Além disso, vale o análogo, com as devidas

adaptações, para a derivação normalizada de KQ que leva cr em 0 e /3 em /3.

(2) Seja a a derivação normalizada de KQ dada por a(a) = a e a(P) = #. Então
a(a2) = 2a', õ(/32) = 2#2 e, para todo J ? 1, as seguintes igualdades se verificam:

(i) a((aP)fa) )(aP)ja e

(ii) a((#ay#) + l)(Papa.

Observação 5.15 Seja 8 a derivação normalizada de KQ definida por Z?(a)
é?(/3) = 0. Então a(a') = a'Pa + .«P'r' e, para todo .j ? 1, vale que:

(i) a((a#)Í) )j+' e a((Pa)j) a)j'F:;

(ii) õ((aP)ja) (aP)f'':a e a((#a)jP) a)j'F:#.

Observação 5.16 Seja À C /(, não nulo. Consideremos a derivação normalizada O de
ÃQ dada por a(a) = .Xet e a(#) = el. Então a(cy') = 2Àa, a(#') = 2# e, para todo .J 2
1, as seguintes igualdades se verificam:

(i) Õ(('-P)ja) - À((aP)j + (Pa)j + )ll:(aP)*aP'a(Pa)j'*'') + }:(aP)*a'(#a)j'*': ;
k::O k:o

(ii) a((#a)j#) -(a#)j+(Pa)j+ >:(#a)'Pa'P(aP)j'*''+ À( }:(Pa)*P'(a#)j'*'').
k-ok:o

2 lJ J

2 lJ J

Conforme mencionamos anteriormente, iniciamos o nosso estudo pelas possibilidades

para. o ideal / em que #'(.4) não é uma álgebra de Lie abeliana. Dentre essas (conforme
a lista da Prop. 5.13), analisamos os casos (2) e (4) com n = 2 e o caso (3) para n = 2 e
À = 1 através do seguinte lema:
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L.ma 5.1'í S.j« A KQ/i, o«'d,e Q é o q«i«« d,e t«ços a e l3 (Fig«.« 5.3) . 1 é «« d,os

s.guintes ide.,is: o«. 1 = ( d: D' alça ) ou 1 = Ç d, l3' , a13a, Dali ) ou T = k d' , l3',

cxB -- É3ct ). Então Q átgebra de Lie H\ ÇA] não é abeliana.

Prova. Consideremos as derivações normalizadas al e õ2 de }rQ definidas por al(a) = 0,

al(#) = P, õz(a) = crP e õ2(a) = 0. As /-admissibilidades de ai e õ2 seguem facilmente

da definição de derivação, em qualquer dos casosl além disso, ai # õ2(mod Ào(Q,/)).
Mostremos que as correspondentes derivações õi e õz em ]Vor(.A) determinadas por elas
não são internas.

A derivação é?i C ]Vor(Á) não pode ser interna, pois 0 :# ai(P) = /i C J e, pelo
observado anteriormente, õ.(#) C J', para qualquer derivação interna de .4. A verificação

de que õz não é uma derivação interna depende de cada ideal / considerado. Quando
/ = < cv', P', ctP -- /3a >, a afirmação segue trivialmente do fato de que /Vor(.4) n /nn(.4)
= {0}. Para as outras possibilidades, denotando por /i = / = < a2, # Pcr >) por
/2 := / := < a , P ) a/ia, Pcl# > e as correspondentes algebras .4 :: Ã'(l?// por .4i e ,42,

temos que JVor(.4i) n /nn(.4-) = {õ. l a = «.a + a,? + a,ãã, com «i, «,, a3 C Ã'} (pois

J' eqF õbMé-l,)eJVo«(Á,)n/nn(A,) l« «,B,com
al, a2 C Ã'} (pois J; = {0} e ha e qi são nulas). A condição õ.(#) = 0 implica, no

primeiro caso, que ai :: 0 :: a3 e, no segundo caso, que ai :: 0. Portanto, para. ambos,

temos (lue õ.(a) = a2(acl a/3), o (lue mostra que õz não é uma derivação interna (pois

õ,(a)

D' la:, õ,j(a) = õ:(a/3) -- õ2(0) = ã# e la-, a,l(P) = a:(0) -- í?,(F) = 0, seg«e q«e

lai, õ21 = õ2 g] ]Vor(.4) n /nn(Á) e, portanto, que a álgebra de Lie #:(,4) não é abeliana.

Analisemos, agora, o caso (1) e a parte correspondente a n = 2, cara # 2 e À = 1 do
caso (3) (conforme a lista da Prop. 5.13).

Lema 5.L8 Seja, A = i<Q/l, onde Q é a qliuer de laços a e l3 da, Fig'ura 5.3. Sul)tenhamos

qHe ou o idem,t 1 = P' = 1.. aa , l3a , a13, l3cx ) ou, 1 = Ç (P, l3a , al3 + l3cx ), com carl< :# 2.

Então a. álgebra de Lie H\ tA] Ttão é abeliana.

Prova. Consideremos as derivações normalizadas õi e õz de /rQ definidas por al(a) =
a, ai(#) = 0, õ2(a) = /3 e õ,(/3) = 0. Claramente, essas derivações são /-admissíveis e
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al # õ,(mod Ao(Q,/)). As deriva.ções normalizadas ai e õ2, quando vistas como derivações

de Á, não são internas, pois, em qualquer das possibilidades para o ideal /, as derivações
internas de determinadas por a C J são tais que õ.(a) C J' e ai(a), õ2(a) g /'

Logo, a álgebra de Lie #'(.4) não é abeliana, pois em JVor(.4) temos que la:, õ21 = õ2
é No,(.'1) n /nn(..4). l

O próximo lema mostra que Hi(,4) também é uma álgebra de Lie não abeliana. se o

ideal / é um dos listados em (2), (3) e (4) (todos .les com n ;. 3), (5) e em (7) (esse
último com I' 2 2).

l,ema b.19 Sejcl A = KQ/l, onde Q é o quiser de laços cx e l3 da. Figura 5.3. Suponhamos
qu,e l seja, zm, dos seguintes ideais:

(«) l k d', P', (aP'f'"a, ÇB©"'*Í3 ), p-« «lg'«« «'z 3;

ÍÓJ / a', P', (aP)"'' + À(Pa)"': >, P-« «Zg«. n ? 3, «m À C K, À # 0,'

(c) i Ç #' , l3' , Ça13l"''"a ): P«« «lg«-« ,« 'Z 3;

ld) 1 = Ç d' , P', Çal3)" , tBa)" ), P«« «lg'«m «.'Z 2;

(e) i k #', l3', taP)" ), p"" "tg''« «, Z 2.

Então Ht ÇA] não é uma álgebra de Lie aboli,ana,.

Prova. Sejam õi e õ2 as derivações normalizadas de ÃQ definidas por al(CY) = a, ai(P)
= 0, õ,(a) = capa e õz(a) = 0. As Obs. 5.14 e 5.15 garantem a /-admissibilidade de al e
de õ2, em qualquer dos casos considerados.

Desde que ai # a2(mod Ào(Q,/)), mostremos então que as correspondentes derivações
normalizadas A c az em .4, determinadas por elas, não são internas.

Retomando, mais uma vez, que /Vor(H) n /nn(Á) = {õ. l a C J} e escrevendo a =

aia + a2/3 + a3a/3 + a4Pa + Z/, com ai C /r (l < d $ 4) e y C J3, temos que a. condição

a.(P) = 0 implica que al = 0 e que a. = a3. Portanto, a.(a) = a2(#a -- aP) + ya dy

(observe que ya -- ay C J4). Logo, em qualquer das possibilidades consideradas para. /,

a g N«(.4) n /nn( 4), pois a(F) = 0 e õi(a) :# a..(a), para toda derivação interna de ,4

Víamos, agora, o colchete lõj,õ21 em JVor(.4). De lõi, õ21(a) = ai(cl#a) -- Õ2(a)

(Í 2)l )
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aPa e de lai, õ21(P) = 0 resulta que lé?l, õ21 = õ2 g /nn(.4) e que, portanto, a álgebra de
Lie H' (Á) não é abeliana. l

O lema a seguir trata do caso (6) listado na. Prop. 5.13.

l.ema 5.2ç) Seja, A = i<Q/l, onde Q é o qKiuer de laços a e l3 da. Figura 5.3 e 1 = k (g',

P', (aP)"':a + .X(Pa)"''P >, ««, À C Ã', À # 0 e n ? 2. .8nfã. « á/g.b« d. Z.{e H'(.A)
não é abetictncb.

p'roz;a. Consideremos é?i a derivação normalizada de /rQ dada por al(cv) = a e al(/3) =
#. As igualdades da Obs. 5.14 (2) garantem que ai é /-admissível.

Para a escolha de uma outra derivação em ]Vor(.4), vamos levar em conta a carac-

terística do corpo /r' Se cara = 2, então consideramos a derivação az C Nor(/ÍQ)
tal que õ2(c-) = Àei e õz(P) = ei; se, no entanto, cara' # 2, então escolhemos para
õ, C Nor(KQ) a derivação tal que a,(a) = aPa e õZ(P) = 0. No primeiro caso, a
/-admissibilidade de õ2 é garantida pelas igualdades na Obs. 5.16 e, no segundo caso, pe-

las da Obs. 5.15. Notamos, ainda, que õi # õ2(mod Ào(Q,/)), independente da escolha de

í?z. Claramente, a derivação A , entendida como uma derivação de .4, não é uma derivação

interna, pois, por exemplo, A(a) = a g J' e õ.(a) C J', para cada derivação interna a.

de Á. A derivação õ2 normalizada em Á, associada a aquela escolhida no caso em que
cara' = 2, é claramente uma. derivação não interna de .4. Se a cara' # 2, um argumento

análogo ao usado na prova do Lema 5.19 mostra que a õ2 associada em N07'(Á) também
não é interna.

Portanto, em /Vor(Á) temos clue lé?i,a21 = a2 Í /nn(.4), se cara' = 2, e lai,õ21 = 2õ2
€ /nn(.4), se car/T :# 2, o que mostra que #'(.4) não é uma álgebra de Lie abeliana l

Notamos, agora, que dentre as possibilidades do ideal /, listadas na Prop. 5.13, as
únicas que ainda não foram analisadas são aquelas em que ou / :: < az, P2, crP + ÀPcv >,
com À em /T, À g {0, 1, -1}, ou / = < c12, /32, a/? >. Esses sao exatamente os únicos casos

em que a álgebra de Lie Hi(.4) é abeliana, como veremos no que segue.

Lema 5.21 Seja /\' wm corpo com pe/o menos guafro e/emenfos. Consideremos .4 =

i<Q/l, onde Q é o quiser de dois la.ços a e Í3 da. Figura 5.3 e 1 = Ç aa , l3' , aB + )'-E3cl ),

c.m À C /{, .à g {0, /, --7}. E«íã. « á/geó« d. Z{. #'(Á) á «Ó./á-..
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Prova. Observamos, primeiramente, que ,4, como /t'-espaço vetorial, tem como uma

Ã'-base o conjunto {l-i, a, #, /3a}. Além disso, é imediato ver que Nor(Á) n /nn(.4) é

gerado pelas derivações internas dr e ilb, determinadas por & e /3, respectivamente.

Para determinar Nor(.4), vejamos, pois, quais derivações normalizadas de Ã'Q são
/-admissíveis. Seja a uma derivação norma]izada de ]rC?. Então, temos que:

a(a) .-+ ",a+ «;# + «.aP+ «;P'*+y. e

a(P) ':+ b,a+ Ó;# + 6 aP+Z,5P'-+y,,

com ai, bj em X (l $ i, J $ 5) e yi, yZ C /'; Ç /. Então a é /-admissível se, e somente se,

estão satisfeitas as condições (i) 2aicr + a3(/Jcv + cva) € /; (ii) 2Ói/j + b2(a/3 + Pa) C l e

(iii) (,à + l)(«-P + b: a) C /

De (iii) e da hipótese de que À # --l segue que ai = bi = 0. Por outro lado, afirmamos

que crP + Pa gl / pois, caso contrário, teríamos que (l -- À)Pa C /, o que contradiz as

hipóteses de que À :# l e /3a g /. Portanto, das condições (i) e (ii) e de aP + Pa g /
resulta que b3 = 0 = a2. Reescrevendo convenientemente a(a) e õ(P) obtemos, então, que
8 C Ã(Q, /) «, e somente se,

a(a) + ,à,(aP + ÀPa) + .à,Pa + Z/: e

aÇP) -} }«,tala -F XB4 -} P,.l3a -} "',

com À{, pj C Ã (l $ {, J 5; 3) e 3/i e y2 em /'; Ç /. Logo, o Ã'-espaço vetorial
h(Q, /)/Ao(Q,/) é gerado pelas classes, módulo Ào(Q,/), das seguintes derivações:

a:(a) - « J Õ,(a) - 0 r Õ;(«)

a.(P) (P) 1. Õ3(P)

a,(a)
0

a.(a)

Como tais classes são duas a duas disjuntas, então Nor(.4) é gerado pelas correspon-

d"tes ai, õ,, õ: e a4 '" JV"('4). P'rém, em ]Vo,(Á), temos que õ3 ' (l + À)''% C

No,('1)n/""(.4), a4 + À)''ã c N«( 4)n/«n(Á) e q- a: - õ, g No,(.4)n/nn(.4).
Portanto, as classes de õl e õ2, módulo JVor(.4) n /nn(Á), determinam uma Ã'-base de

N«(Á)n/n«(A) (isto é, dimX-#'(Á) = 2). A abelianidade da álgebra de Lie H:(,4)
decorre, então, de que lai, õ21 = 0 em JVor(.4). l

l.ema E).2'Z Seja A = i<Q/l, onde Q é o qKiuer de ta,ços cx e l3 da Fi,g'ürü 5.3 e
1 = Ç al , ]3'z , aD ). Então a. áLgebra, de Lie H'L l..A] é a,betiavLa.
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Prol;a. Iniciamos observarJdo que o conjunto {l-i, a, #, acl} é uma base do Ã'-espaço

vetoria1 .4 e que o subespaço ]Vor(Á) í) /nn(.4) é gerado pelas derivações internas &í e %-.

Encontremos, agora, as derivações normalizadas de ,4 através das derivações normali-
zadas de Ã'Q que são /-admissíveis. Seja a uma derivação normalizada de Ã'Q. Podemos
escrever então que:

a(a) '-+",a+«3P+".P'*+y- ea(#) Z,-e- +b,a+b;#+b.#'-+g/,

com ai, bj em Ã' (l $ ã, .j $ 4) e yt, y2 em /. Logo, é? é /-admissível se, e somente
se, as seguintes condições são satisfeitas : (i) 2aicr + aaPcr C /, (ii) 2Z)i/3 -F Z)2Pa C / e

(iii) «-# + b:a C /

Segue de (iii) que ai = bi = 01 em conseqüência, de (i), (ii) e de /3cl g /, resulta

também que a3 = 0 = 62. Reescrevendo a(cl) e õ(P) de forma conveniente concluímos que

a C À(Q,/)se,esome«tese,a(a)+ À,Pa+3/- e a(P) p:P+p,#'*+y,,com
À{, /zj em K 3/{ em / (i = 1, 2). Logo, como no lema anterior, as derivações normalizadas

de Á obtidas das derivações ai, aa, õ3 e õ4 em A(Q, /), módulo Ao(Q,/), dadas por

JÕ-(a)-a Ja,(a)-o Ja;(a)-/3a fa,(a)
l Õ:(#) (#) 1. a;(#) 0 1. Õ4(P)

.Ó

0

0

determinam «ma Ã-base de ]Vor(.4). Mas em JVor(Á) temos que õ3 ' © C /""(Á),
õ4 = --êr C /nn(Á) e al -- õ, g /nn(.4). Assim, #'(.4) é gerado pelo conjunto

{ai + 7V«(Á) n /nn(.4), õ2 + ]Vor(.4) n /nn(.4)} e, portanto, é uma álgebra de Lie

abeliana (pois lõi, õzl = 0 em Nor(Á)). l

A proposição abaixo sintetiza os resultados obtidos ao longo desta seção

Proposição 5.23 Seja .4 --- /{Q//, onde Q á o gu uer

«( ;:t. )p

e l é 'um ideal CLdmissíuet de I':Q contendo aa e ]3'X - A átgebra. de Lie H\ ÇA] é abeliana se,

' somente se, 1 = ( d; , É3' , aÉ3 ) .u 1 = ç d' , P' , a13 + Xf3a ), ond. 1< «« c«po com '..

mz'Ramo qKafro e/eventos e À C /{, À g1 {0, /, -.7}.
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Prosa. As hipóteses sobre / acarretam que / é um dos ideais da. lista. na. Prop. 5.13.
Os lemas 5.17, 5.18, 5.19 e 5.20, por sua vez, garantem que se H'(Á) é uma. álgebra
de Lie abeliana, então, dentre as possibilidades de / listadas na. Prop. 5.13, apenas

/ = < c12, /32, aP > ou / :: < cv2, P2, crP + ÀPa >, com À C J{' \ {0, 1, -1}, permane-
cem

A recíproca. segue imediatamente dos Lemas 5.21 e 5.22. l

5.5 Construindo -#:(.A) Lie não abeliana

Nesta seção mostraremos que dada uma álgebra B = /TQa//B tal que Hi(-B) é uma
álgebra de Lie não a.beliana, podemos construir, a partir de B, inúmeros exemplos de

álgebras ,'l = Ã'Q//, cujo #:(.4) é também uma álgebra de Lie não abeliana. A estratégia

utilizada é a de construir, a partir do par (Qa,/a), um novo quiver com relações (Q,/),
por adjunção de novos vértices e/ou novas flechas a QB, porém mantendo certo controle

sobre essas adjunções e sobre as novas relações de Ã'Q.

Desta. forma, os casos estudados nas seções anteriores deste capítulo podem ser vistos
como "exemplos básicos" de K-álgebras de dimensão finita, cujo primeiro grupo de coho-

mología de Hochschild é uma álgebra de Lie não abeliana, a partir das quais se poderia
obter uma gama. diversificada de exemplos com a mesma propriedade.

Vejamos, pois, a construção de (C2,/).

Sejam /{' um corpo e B ' /ÍQB//B uma /í-álgebra, onde QB é um quiver finito
e conexo e /B = < RB > é um ideal admissível de ÃQB (RB denota um conjunto de

geradores de /a fixado).

(CQ) Construção de Q: Q = (Qo,QI) é obtido acrescentando novos vértices (deno-

tados por ã) e/ou novas flechas (denotadas por â) ao quiver QB = ((2B,o, QB,i) de forma
que:

ICQI) ã é um laço ou ã tem pelo menos um de seus vértices em algum ã C O. =
Qo\QB,o;

(CQ2) Caminhos fechados de Q contendo alguma flecha â (se existirem) não inter-
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ceptam nenhum caminho fechado de QB (isto é, não passam por vértices de caminhos
fechados de QB).

(CI) Construção de 1: Construído o quiver (2 como em(CQ), seja / o ideal admissível

de Ã'Q gerado pelo conjunto R = RB U RI, onde Ri é finito e seus elementos /Ji são
combinações lineares de caminhos em Q, de comprimento maior ou igual a dois, de mesma

origem e mesmo término, contendo apenas flechas (ã C Qi = Ql\QB,i.

Para ilustrar, exibiremos alguns exemplos:

Exemplo 5.24 Seja.m Ã' um corpo e o par (QB,/a), onde QB é o quiver

l .===:=:g:.------==--> e 3

cv2 2

e /B = {0}. Consideremos o par (Q,/), com Q sendo o quiver

a

l e:::::::=:R.-
a2 2

e o ideal / de .rí(2 gerado por R = {âz}. Claramente, F4 C / C F'2, o que mostra. que / é

um ideal admissível de Ã'Q. O par (Q,/) respeita as condições (CQ) e (CI) coílsideradas
acima.

Exemplo 5.25 Sejam Ã' um corpo qualquer e o par (QB,/B), onde QB é o quiver

cv
l

P

e /a é o ideal admissível de /il'QB gerado por Ra " {c12 /32 cvP Pa}. Seja. Q o quiver
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(que satisfaz as condições em (CQ)) e consideremos o ideal / de Ã'Q gerado por R = RB U

{# } 'y77, 77'y -- Õ#j}. Desde que F'o CI / C F'2, então / é um ideal admissível satisfazendo

(CI). Logo, o par (C?,/) satisfaz as condições (CQ) e (CI).

Exemplo 5.26 Sela }k. um corpo qualquer. Consideremos o quiver QB
l

e o ideal admissível /a = < cr3 > Ç /rQB. O par ((2,/), onde Q é o quiver

e / é o ideal de Ã'Q gerado pelas relações a3 = 0 e a2a = 0 satisfaz a condição (CQ), mas
não a (CI).

Seja a. /r-álgebra B = XOB//B (QB é um quiver conexo e finito e /B é um ideal

admissível de Ã'C?B) e consider.mos (C2,/) obtido de (QB,/B) por (CQ) e (CI).
Destacamos que, por construção, cada elemento de / é uma /r-combinaçã.o linear de

expressões da forma 7ip"y2, com p :: pn C .f?B ou p :: p C Ri e 'h e 'r2 caminhos em
/{'Q. Além disso, também por construção, temos que um caminho fechado em Q ou é
um caminho fechado em QB (só contém flechas de Qa) ou é um caminho fechado que só

contém flechas novas (do tipo â), cuja origem pode pertencer a QB,o ou a Qo = Qo\QB,o.
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A seguir, faremos algumas observações sobre o comportamento relativo das derivações
normalizadas de B = ]rQB//B e de .4 = /\'C?//

Primeiramente, notamos que, via a Prop. 2.3, podemos assumir que /Vor(Ã'QB) é um

Ã'-subespaço de JVc'r(Ã'Q), ou seja, dada uma derivação normalizada a C JVor(ÃC?B), a
será entendida como uma derivação normalizada. de KQ de tal forma que õ(â) = 0, para
toda flecha. â de Qi = Qi\QB,i.

Recordemos que A(QB,/B) denota o /T-subespaço de N07'(Ã'QB) das derivações nor-
malizadas a tais que a(/a) Ç /B. Assim da construção de /, que garante que /n ç
/, resulta que A(QB,/B) e Ao(QB,/B) = {a C ]Vo,(KQB) l Im0 Ç /a} são subespaços

de h(Q, /) e Ao(Q,/), respectivamente. Segue, então, facilmente (lue é possível obter um

Ã'-monomorfi'm' 'P : A(QB,/n)/Ao(QB,/a) --} A(Q,/)/Ao(C2,/), que é dado por

@(a + Ao(Qa,/n)) = é? + Ao(Q,/), p-r; c;da a € A(QB,/B).

Para. seguir adiante e relacionar as derivações normalizadas de .B com as de ..4. lem-

bremos do Lema 3.1 que trata do isomorfismo A(QB,/a)/Ào(Qa,/n) :B Nor(-B), onde
/n : A(QB,/n) --} JVo,(B) (ver a pr-; d' lema cit.do) é tal que /n(a)(b + .rB) = a(6) +
/a, b C /r(2a. Também no Lema 3.1, a prova de que .f é sobrejetiva sugere o isomorfismo

inverso g : /Vor(Z?) --> A(C2B,/B)/Ào(QB,/a) de .Í, do qual trataremos agora de forma
suscinta.

Seja a € JV'or(-B) e, para cada flecha CY de QB, escolhemos 3.. C e.(a)Ã'QBet(a) tal que
é?(a + /B) = "« + /a. D'fi«amos g: : No«(B) --} A(QB,/n) de modo q«e g:(õ)(a) = #.

(é fácil ver que, para todo caminho u de z para y em (2a, vale que g. (a)(u) = z., onde z.
é tal que a(u + /B) = z« + /B e, portanto, que gi(a) C A(QB,/B)). A g é, então, obtida
pela cc'mp'sição de gl com o epimorfismo canónico A(QB,/n) -+ A(Qa,/a)/Ao(C?B,/a).

Portanto, através dos isomorfismos g, /À e do K-monomorfismo @ anterior, obtemos

o X-m-'m'rfismo d' = /.i'V,.g : No,(B) --} /Vo,(.4) q«, ; c.da a C JVor(B), associa

õ = @(a), tal que a(ã + /) = /, para toda flecha â C Qi e, para cada cv C QB,l, Õ(a + /)

= z. + /, com z« C e,-KQne. escolhido de forma que a(a + /B) = z.* + /B. Além disso,

se u é um caminho de :« para y em QB, então Õ(u + /) = z« + /, tal que a(u + /B) =

z.. + /B, onde #« é obtido em função dos z« escolhidos nas imagens de a nas classes das
flechas de QB, módulo /n.

Com essas considerações e convenções, podemos tratar de obter alguma. relação entre
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as derivações internas de B e de .4, através do lema. que segue

l,ema 5.'n Se:lum as átgebras B = KQBjIB e A = KQjl sob as hipóteses anteriores

B + : Nor(B) --+ Norma) o l<1-monorr\or$s'mo de$ni,do a.cim,a. Se a é u,m,a deTiDa,ção

normalizada, de B tüt qze õ = +(a) é um derivação interrt«, de A, e«-tão a é w«,ü derivação
interTLa de }3.

P««. S.ja a € Nor(B) tal que Õ = @(â) € 7Vor(Á) n /nn(,4). 1,ogo, existe

a C (:11) (e, + /)Á(e, + /) Ç .A tal que Õ - õ.. Como já observamos, os caminhos fe-

chados em C? são ou caminhos fechados de Qa, ou caminhos que contém apenas flechas
do tipo ã (novas). Assim, podemos escrever que:

« (',+/) + 1>1: ««("+/)+ >1: «+(1 +/)+ >: «.ê(p +/),
rCQo uCaB ICaB,q #ea.A..{

onde os À.;, a«, a+, a.ê são escaleres em Ã', C'a denota o conjunto dos caminhos fechados de

QB, de comprimento maior ou igual a uml aa..l o conjunto dos caminhos fechados de Q, de
comprimento maior ou igual a um, com origem em vértices de QB, mas contendo apenas
flechas de Qil e O..l..l denota o conjunto dos caminhos fechados de Q, de comprimento

maior ou igual a um, com origem em Qo e contendo apenas flechas de QI.

Portanto, temos que a(â + /) -- (ã + /)a = /, para toda â de QI e, pala toda flecha

c* de QB, a(cr + /) -- (a + /)a = Jça + /, onde #. C e.(«)Ã'QBet(a) é tal que a(a + /B)

rCQo

= =. + /B

Estudemos, pois, as igualdades acima para as flechas ã C Qi acrescentadas em algum
vértice z C QB,o (tais flechas sempre existem, pois Q é construído com preservação de
conexidade) e flechas a C QB incidentes nesse vértice.

(il) Suponhamos que 'ã C Qi seja tal que o(ã) = z C QB,o e t(ã) = # c Qo. Supo-
nhamos, também, que exista pelo menos um caminho fechado u C C'B, com u g / e o(u)
= z. De a(ã + /) -- (ã + /)a = / obtemos que:

(À,--Àg)(ã +/)+ )l: ««("â +/) -- }l: «.ê(â@ +/)= / (poi;, s' } C C'B..*,
ueC.B . eCC.A..4

.(u) = o(ã) .(P); ã'

então ? e u não se interceptam), ou seja, obtemos que:

(*)(À,-Àg)â + )l: ««uã' - }, "pâ@c /.
"cc.a . eCc;.,4..,1

o(u)=o(ã) o(e)=tÍã)
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Usa.ndo a. observação feita. a.nteriormente sobre os elementos de / e o fato de que u g

/, de (*) podemos concluir que a. = 0, para todo u C (7B, u g /, cuja. origem é origem
de alguma. flecha â C Qi.

De forma. análoga, obtemos que a. = 0, para todo u C C'B, u g /, cuja origem é
término de alguma flecha â € Qi.

Seja. C'BB o subconjunto de Ca, formado pelos caminhos fechados de QB, sobre cujos
vértices não incidem flechas do tipo â (flechas novas). Temos, então, por (il), que:

« (',+/)+ >: ««("+/)+ 1>: «+(? +/)+ }: «.ê(P +/).
I' CQ 0 ueaBB C (7a.4 @C (7.q,{

Vejamos outra possibilidade.

(i2) Seja. z C QB,o tal que # é origem de uma flecha a de Qn e de um caminho fechado

ã. Portanto, t(c-) = g/ # z (pois, por (CQ2), a não pode ser um laço).

l)e «(a + /) -- (a + /)a = z. + /, com r« C e,FBe, Ç e,Ã'QB.,, resulta que ou

(a)"« (À, À«)a- }: «.t5''-+ >, «+alC /,seexistemc-mi«hoste
?caB,4 +ecB.4

.('k)=o(a) o(+)=t(a)
aa«, { g /, com .(+) = t(a) = y, o«

jb) '- - (À, - À«)a + )l: ««a«
ueCBJ?

o(u)=t(a)

an«, « gl /, com o(u) = t(a).

Desd'que :«. (À, -- À,)'* C e,XQBe,e }l, a+?'* >: ala't g / (a) ou
.(+)=.(a) .(j)=t(a)

}, aula g / (b) (pela observação sobre as combinações lineares das expressões num
.(+):.(«)

elemento de / e de ? ( /), então podemos inferir que a+ = 0, para { C aa.,i, l gl /, com

o(1) - z C Qa,o, tal que z é origem de um caminho fechado ã e de uma flecha (não laço)
de QB.

)l. alia C 1, sc existem caminhos uC
I'CC.a.A

.(?) : .( «)

Vale o aná.logo se z C QB,o é ta] que 3 = o(â), para. a.lgum caminho fechado ã, e z =
t(a), para alguma flecha a (não laço) de QB.

Logo, aj = 0, para todo { C C'B..{, l g / e podemos reescrever:
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« - >: ,x,(', + /) +

lares em /\'.

««(" + /) + >.: «.ê(# + /), o«de À,, «« e «.ê são es--
'ea.B.B +eC.A...{
E

Conseqüentemente, para cada flecha a de QB, vale que:

("),.:(o..,-»..«o«+ E ««-- E ««-)(«.',ü.
ueCBB ueCBB.(-):.(.) .(«) :iG)ué.r ue.r

Sd',p'i:,z'' }: ,à,(',+/n)+ }: ««(«+/n)c (D (',+/,).B(',+.r.)ç B
reQB,ouecBBzeQB.o

Consideremos a. derivação interna õb de B, deteiminda por b. Temos, então, que aÓ C

Nor(B) n /""(B) ' por (**), para cada flecha a de Qa, vale que õ.(a + /B) = a. + /B
= a(a + /B); logo, a = õó C JVo,(B) n /nn(B) e o lem; está pro«do. l

O Lema. 5.27 nos mostra que as derivações normalizadas de Z?, que não são internas,
são aplicadas por V' em derivações normalizadas de .4, também não internas.

Estamos agora em condições de estabelecer o resultado que mostra que é possível
construir, a partir de uma dada /r-álgebra B em que //i(B) é uma álgebra de Lie não
abeliana, novas Ã'-álgebras .4 com a mesma propriedade sobre Hi(.4).

Antes, porém, vamos convencional que l , IB e l , l,i denotam, respectivamente, o
colchete de Lie de #'(B) e //:(Á).

Teorema 5.28, Sejam K lm corpo e a l<-átgebrü B = KQnjIB, onde QB é u,m quiser

anito, camelo e in é um i,leal admi,ssíuel de iÇQB. Consideremos a. álgebta. A = i<Q/i, pa,ra

«m p« (Q,l) '««s co-«di,çõe; (CQ) . (CI) «ist«,s «nte«io«mente. Szpont«'m's que n' (B)
seja. u,mü álgebra de Lie não abeliana.. Então a átgebra, de Lie HI ÇA) é não abelianü.

Prova. Soam (Q,/) um par obtido de (QB,/B) dado, nas condições (CQ) e (CI), e ,4 =
X'Q//. A hip(5tese de que #i(B) é uma álgebra de Lie não abeliana. implica que existem at

e õ2 derivações normalizadas (não internas) de B tais que IZ?l,a21, € Nor(Z?), mas lal,aula

( /nn(B). O Lema 5.27 garante que as correspondentes Ó: = #i(ai) e õ2 = @(az) são
derivações normalizadas de .4, não internas. Para completar a demonstração do teorema,
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resta provar que lõt,õ21. gl /nn(Á). Pelo Lema 5.27, basta mostrar que @(lai,õ21,) =
IV;(Õ:),®(Õ2)l«, p'is s' IÕ.,ãl. = l@(a:),®(a,)l« = @([a-,õ21,) C /nn(Á), e«tão ]õ:,õ,],
C /nn(.B), contraria.ndo a. hipótese de que lai,a2l; g /nn(.B).

Mostremos, pois, que @ preserva colchete de Lie, para o que é suficiente garantir que

@(ai'õ2) = V'(ai)o«'(a2), para duas derivações quaisquer 8: e õ2 em JVor(B), ou ainda,
que A o õ2 e al o õ2 coincidem nas classes, módulo /, das flechas de Q. E imediato que,

p'r' 'ada fl«ha â C Qi, a igualdade (al . õ2)(ã + /) = / = (Õi . Õ2)(â + /) se verifica.

Para cada flecha a de QB, fixemos as esco]has z., y. C e.(a)]íQBet(a) tais que
al(a + /n) = :«« + /a e õ2(a + /a) = y« + /B (recorde-se da contrução de

/n : JVo,(B) --} h(O-,/B)). Então ã(a + /) := «. + / e ã(a + /) := g/« + /. Com
a escolha fixada dos z«, para cada a, e do fato de que cada y.. é uma combinaçã.o line-

ar de caminhos em (2B, paralelos a a, obtemos que existe to,. C e.(a)/TQ et(a) tal que
al(ya + /B) = zo,. + /B (w,- é uma combinação linear de expressões contendo z~'s

correspondentes às flechas que formam os caminhos da combinação linear y«). Portan-

to!...(õ!'a2)(c* + /a) = z«,. + /B, resultando então, para cada flecha c- em Qa, que
(al ' a2)(a + /) := wv. + / = al(y. + /) := Õi(õ2(cv + /)) = (A o õ2)(cl + /). Logo,

ii(a: ' õ,) = @(a:) ' @(õ,), e pare-t' @(]õ-,õ,],) = l@(õ:),7(a,)l., o« sda, @ é, d. f-to,
um morfismo de álgebras de Lie. l

Como última observação, chamamos a atenção do fato de que se ]Vor(B) é uma álgebra
de Lie não abeliana, então 7Vor(.4) é também uma álgebra de Lie não abeliana, pois V' é
um /T-monomorfismo de álgebras de Lie.

Voltemos aos exemplos considerados no início desta seção, ou seja, Exs. 5.24, 5.25 e
5.26

Exemplo 5.24.1 Seja B = /ç.QB//B, onde Qa é o quiver do Ex. 5.24. Pelo Lema. 5.1,
//i (B) é uma álgebra de Lie não abeliana, pois .B é uma álgebra de caminhos (hereditária),

cujo quiver QB contém flechas múltiplas. Consideremos .4 = ÃQ//, onde (Q,/), como

no citado exemplo, é obtido de C?B acrescentando o laço ã no vértice 2 e / = < ã2 >. Pela

Prop. 5.28, Hi( 4) é uma álgebra de Lie não abeliana. No entanto, este fato pode ser
verificado diretamente se considerarmos at, õ2 C EndX-(Á), definidas por:
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{=1 .j=i k =1 Z::l

. a,(>1: À;6 + >1,"jq' + «.ã+ >.: '*ai@+ >1: ..iB + .. ãa)
{=1 .j=i k= 1 Z::l

(Z'l + Z'2)õ;® + (ci + c2)a2à, com Ài, aj, 6k, ci escaleres em Ã' (l $ í, / $ 3, 1 $

.j $ 4, 1 $ k -$ 2), onde F indica a, classe de z € ]rQ, módulo /. E fácil ver que ai e õz

são derivações normalizadas não internas de .4 e tais que lõi,õ21. g /nn(.4).

3 3 2 2

3 3 2 2

(«- + «,)© +

Exemplo 5.25.1 Seja Z? = KQ //B, onde (QB,/B) é o par tal que QB é o quiver de
dois laços cv e P e /B = < a2, /3', aP -- /3a >. Pelo Lema 5.17, a álgebra de Lie #l(B) é

não abeliana. Como no Ex. 5.25, seja (Q,/) contruído a partir de (QB,/B) pela adjunção
de dois novos vértices 2 e 3 e das flechas P (laço), { e Õ a QB e escolhendo-se o ideal
/ :: < a2, P2, aP -- Pcr /3 ) '?7, v7'y Õ#q >. A álgebra ,4 :: /r(i2// é de dimensão finita

(/ é admissível). Pela Prop. 5.28, #'(Á) é uma álgebra de Lie não abeliana.

Os exemplos que seguem mostram que se construímos, a partir de um par (QB,/B)
tal que Hi(Ã.QB//n) é uma álgebra de Lie não abeliana, um par (Q,/) não satisfazendo
alguma das condições (CQ) ou (CI), então a álgebra de Lie #:(Ã Q//) pode ser abelíana
ou não abeliana.

Exemplo 5.26.1 Seja o par (QB,/n), onde QB é o quiver de um laço cl no vértice l e /B

= < cv3 > Ç KQB. A álgebra 1? = ÃQn//B é tal que Hi(B) é uma álgebra de Lie não

abeliana (pelo Lema 5.3). Construído o par (Q,/), como no Ex. 5.26, pela adjunção de

um novo vértice 2 e de uma flecha # : 1 --} 2 e pela escolha de / = < cr3, azP >, vimos, no

citado exemplo, que (Q,/) não satisfaz a condição (CI). Seja .4 = KC?// (/ é admissível,

pois r'3 Ç / Ç F'2). A álgebra de Lie -ll/i(Á) não é abeliana. Para a verificação disto,
basta considerar as derivações al e a2 normalizadas de .4, dadas por:

a:(}: À:a + }l: «:a' + «;Õ + «,iÓ') - «:a + («, + «,)a + «.=ã' .

a,(}: À.© + }l:«:a + «;Õ + «,aÕ) - «:a',

onde Ài e aj (l $ í .$ 2, 1 $ J $1 4) são escaleres em Ã' e F denota a classe de z, módulo

2 2

l lt t
2 2

l lZ t

/
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Verifica-se facilmente que A e õ2 não são derivações internas de ,4 e que lai,õ21,! g
/nn( ,4 ) .

Exemplo 5.29 Seja Ã. um corpo tal que cara = 2. Clonsideremos o par (QB,/B), onde
qB e o qulver:

e /a é o ideal gerado por a2 A /r-á]gebra B = /rQB//n é ta] que Hi(Z?) é uma álgebra
de Lie não abeliana, conforme foi visto no Lema 5.3.

Seja (Q,/) onde Q é o quiver:

e ' e

e é / o ideal de ÃQ gerado por az, aP. O quiver Q satisfaz a condição (CQ), o ideal /,

embora admissível, não satisfaz a condição (CI); portanto o par (C2,/) não satisfaz (CQ)
e (CI).

Consideremos a Ã-álgebra de dimensão finita Á = Ã'Q//. O conjunto {ZI, ê;, a, /3).
é uma .li'-base de .4. E de verificação imediata que os .fr-endomorfismos ai e õ2 de ,4,
definidos por

a:(À-q' + ,à,%' + «: a + «, Ó)

a,(À-6' + ,X,q' + «: a + «, ,Õ)

onde Ài, ai(l $ i $ 2) são escaleres em K, formam uma Ã-base do espaço ]Vor(.4). Além

disso, temos que a2 = õ,. e que ai g /nn.(.4). Logo, a classe da derivação ai, módulo
Jvor(Á) n /nn(.4), gera. #'(.4) que, sendo unidimensional, é uma álgebra de Lie abeliana
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