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Abstract

Let Z[G] be the group ring of the group G over the ring of rational integers 7Z,
and let U(Z[G]) be its group of units. In [HP], Hartley and Pickel prove that if G
is a finite group then U(Z[G]) contains a free subgroup except when G is an abelian
group or a Hamiltonian 2-group.

In [G1],[G2],[G3], and [G4] J.Z.Gongalves study the existence of free subgroups
in the groups of units of group algebras. In [MS] Sehgal e Marciniak show how to
construct free subgroups in U(Z[G]), provided that there exists a non-normal finite
subgroup H in G, using a bicyclic unit and its conjugate.

From another direction Dokuchaev e Gongalves [DG1] show that U(Z[G]), with
G a torsion group, does not satisfy a semigroup identity, except when G is an abelian
group, or a Hamiltonian 2-group. In this proof, they make use of two units u and v,
with v a bicyclic unit, and u a Bass cyclic unit that do not satisfy a special type of
semi group identity called R-equation. This result lead us to the following questions:

1) Do u and v generate a free semigroup in U(Z ?
g
(2) Do u and v generate a free group in U(Z[G]) ?

Let Go be the group generated by w and v. In the first chapter of this Thesis we
prove

THEOREM. The group Go = (u,v) is isomorphic to A x Cs, where A is abelian
torston free and Co, infinite cyclic.

And so we conclude that u and v do not generate a free group in U(Z|G)). We
show also u and v do not generate a free semigroup.

In the second chapter we modify the bicyclic unit v. And so with this new unit,
when G = D,, the dihedral group of 2n elements, the group (u,v) contains non-
abelian free subgroups. Also, in the second chapter, we construct free groups of rank
greater than 2 making use of the bicyclic unit v and the generator of order n of D,,.

In the third chapter we characterize the central units of U;(Z[D,]), the group of
normalized units of Z[D,]. Using similar techniques we characterize the central units

of Ui(Z[DC,]), where DC,, denotes the dicyclic group of order 4n.
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vi ABSTRACT

Finally in the fourth chapter we construct free subgroups in U(Z[G]), G a hamil-
tonian group containing an element of odd order using only Bass cyclic units.



Introducao

Sejam G um grupo, Z o anel dos inteiros, e seja Z[G] o anel de grupo de G
com coeficientes em Z. Em [HP] Hartley e Pickel mostraram que a menos que G
seja abeliano ou 2-Hamiltoniano, o grupo de unidades de Z[G], U(Z[G]) contém um
grupo livre. Denotaremos por U;(Z[G]) as unidades de Z[G] de aumento 1.

Em [G1],[G2],[G3], e [G4] J.Z.Gongalves estudou a existéncia de grupos livres
no grupo de unidades de anéis de grupo. Em [MS] Marciniak e Sehgal construiram
grupos livres em U(Z[G]) a partir de unidades biciclicas e do anti-automorfismo *.
Até o momento este é o tinico método explicito de se produzirem unidades que gerem
um grupo livre.

A partir de uma diregio diferente Dokuchaev e Gongalves [DG1] mostraram que
U(Z|G]), com G de torgao, ndo satisfaz uma identidade de semigrupo, a menos que G
seja abeliano ou 2-Hamiltoniano. Nesta demonstracao sao construidas duas unidades
u e v, com v biciclica, e u unidade de Bass, que nio satisfazem um tipo especifico de
identidade de semigrupo, chamado equacao-R (R-equation). Este resultado nos leva
as seguintes questoes:

1) v e v geram um semigrupo livre em U(Z ?
g
(2) u e v geram um grupo livre em U(Z[G]) ?

No primeiro capitulo mostraremos que o grupo gerado pelas unidades u e v como

construidas em [DG1], que chamaremos de Gy é na verdade metabeliano. Além

disso provaremos o

TEOREMA. O grupo Go = (u,v) € isomorfo a AxCy, onde A € um grupo abeliano
livre e C'y, denota o grupo ciclico infinito.

Com isto concluimos que u e v ndo geram um grupo livre em U(Z[G]). Mostra-
remos ainda que o semigrupo gerado por u e v nao é o semigrupo livre.

Contudo, no segundo capitulo modificaremos um pouco a unidade biciclica v, em
relagio a unidade ciclica de Bass u e com isso teremos que no caso em que G é o

grupo diedral de 2n elementos, que denotaremos por D,, existirdo no subgrupo (u,v)
grupos livres nao abelianos. Ainda no segundo capitulo construiremos grupos livres
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viii INTRODUCAO

de posto maior em D, gerados a partir da unidade biciclica v e do gerador de ordem
n de D, que denotaremos por z.

Muito se tem estudado em relagdo ao grupo de unidades de Z[D,], onde D,, é o
grupo diedral de ordem 2n.

Em [HP2], Hughes e Pearson caraterizam U;(Z[Ds]) como um subgrupo de ma-
trizes de G'Ly(Z). Em [Polc], Polcino caracteriza U (Z[Dy4]) também como subgrupo
de GLy(Z). Na mesma diregao temos os trabalhos de Passman e Smith [PasSmi] e
Fernandes [Fer]. Porém ha pouca coisa feita no intuito de caracterizar U;(Z[D,]) em
termos de geradores e relacdes. Neste sentido temos em [PS], um descricdo quando
n = 3. Afim de aprofundar nossos conhecimentos sobre as unidades de Z[D,] carac-
terizamos no terceiro capitulo as unidades centrais de U;(Z[D,]), e aproveitando as
mesmas técnicas caracterizamos as unidades centrais de U;(Z[DC,)]), onde DC, é o
grupo diciclico de ordem 4n.

E um resultado bastante conhecido em Teoria de Grupos que se todo subgrupo
H de um grupo G é normal entdao ou G é abeliano ou é hamiltoniano, isto é, G é da
forma Ks x A x E, onde Kz é o grupo dos quatérnios de ordem 8, A é um grupo
abeliano onde todo elemento tem ordem impar, e E é um 2-grupo abeliano elementar.
Se A for trivial diremos G é 2-hamiltoniano.

Devido a [HP] temos que U(Z[G]) nao contém grupos livres se e somente se G é
abeliano ou 2-hamiltoniano. Se G’ for hamiltoniano mas nao 2-hamiltoniano, teremos
que U(Z[G]) contém grupos livres. Contudo nao poderemos usar as técnicas de [MS]
para construir tais grupos, visto que se G' nao tem subgrupos nao normais U(Z[G])
nao tera unidades biciclicas.

No quarto capitulo construiremos grupos livres em U(Z[G]) quando G é um grupo
hamiltoniano, nao 2-hamiltoniano, usando apenas unidades ciclicas de Bass.
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CAPITULO 1

Subgrupos metabelianos em U(Z[G])

1. Consideragoes iniciais

Nesta primeira segao daremos definicées e fixaremos notagdes que serio usadas
durante o desenvolvimento da tese.
Sejam G um grupo, Z o anel dos inteiros, denotaremos por Z[G] o anel de grupo

de G com coeficientes em Z. Denotaremos por U(Z[(]) seu grupo de unidades. Além

disso se R é um anel unitario denotaremos por U(R) o seu grupo de unidades. Se g
n—1

for um elemento de ordem finita » em G notaremos por § o elemento ) g¢*.
=0

Definimos por morfismo de aumento o-morfismo ¢ de Z[G] em Z dado por

5(2 ayg) = Z g

geG geG

Definimos o ideal de aumento como sendo o niticleo do morfismo . Dizemos
que uma unidade u de Z[(] é normalizada se e(u) = 1, e denotaremos por U, (Z[G))
o grupo formado por estas unidades.

Definimos a involucéo * por

O g =D a7,

geG geG

Diremos que um elemento o pertencente a Z[(] é *-simétrico, ou simplesmente
simétrico, se o* = a.

Se R é um anel e G um grupo notaremos por Z(R), e Z(G), o centro do referido
anel R e do referido grupo G.

Denotaremos por ¢(n), a cardinalidade do conjunto {0 < j < n|mdc(j,n) = 1},
isto é, a conhecida funcao ¢ de Euler . E notaremos por i a quantidade imaginaria
do corpo de nimeros complexos C.

A propésito C sempre notara o corpo dos niimeros complexos, assim como N, Z, Q,
e R sempre notarao o conjunto dos nimeros naturais, o anel dos inteiros, o corpo

1



2 1. SUBGRUPOS METABELIANOS EM U(Z[G])

dos racionais, e o corpo dos niimeros reais respectivamente. Se n for um natural,
notaremos por (, a raiz n-ésima da unidade e» . Por Q[(,], o corpo ciclotémico
gerado por (,, e por Z[(,] o seu anel de inteiros algébricos.

No decorrer desta tese usaremos com freqiiéncia duas unidades que iremos des-
crever mais detalhadamente na proxima secao: As unidades Biciclicas e as unidades

Ciclicas de Bass.

2. Unidades biciclicas e ciclicas de Bass

Seja G um grupo. Vamos aqui definir duas unidades em Z[G] que usaremos com
bastante freqliencia nesta tese.

A primeira unidade é a unidade biciclica. Sejam h e g pertencentes a G, tais
que g tenha ordem finita, digamos n e que h ndo normalize (g) isto é hgh™! ¢ (g)
(equivalentemente: h~'gh ¢ (g)). Denotaremos por § o elemento de Z[G] dado por

l1+g+---+g"'. Seja

v=1+4(1-g)hg.
PROPOSIGAO 1.1. O elemento v € Z[G] construido acima € wma unidade de
ordem infinita de Z[G]. Além disto para todo r € Z temos v" =1+ r(1 — g)hg.

DEMONSTRAGCAO:

Seja @ = v — 1 Primeiramente vamos mostrar que v é diferente de 1, ou equiva-
lentemente que

a=(1-g)hg#0.

n—1

(1-g)hg=h+hg+---+hg"' —gh—---— ghg

Concluimos entao que para termos a = 0 teremos de ter para algum &, 0 < k <
n—1, h = ghg*, e portanto h~'gh € (g), o que contradiz a escolha de h e de g. Logo

v é diferente de 1.

Do fato que (1 — g)g = 0 segue que o = 0 e portanto segue facilmente

v(l—a)=1-a®=1.

E portanto v é inversivel com inversa v=! =1 — a.



2. UNIDADES BICICLICAS E CICLICAS DE BASS 3

Pelo mesmo motivo temos v" =1+ ra=1+4+7(1 —g)hg # 1, para todo r € Z. E
assim concluimos a demonstracao. 0

A unidade v construida acima sera chamada de unidade biciclica . Vamos agora
analisar unidades contidas em subgrupos ciclicos de ordem finita de G. Seja z um
elemento de ordem finita digamos n de G e seja o elemento

u=(14z+ - +277") ki

ji*=1

3

Onde mde(j,n) =1, 1 < j < n—1, j° é congruo a 1 médulo n, e k =
Podemos observar que k € Z, e que o aumento de u é 1, visto que o aumento de & é
n. Vamos a seguinte

PROPOSIGAO 1.2. O elemento u construido acima ¢ uma unidade de ordem in-
finita em Z[G]. Além disso seja t, o unico elemento tal que 1 <t < n—1 e gt €
congruo a 1, mdodulo n entdo

wl = (1 4ad 2% gf Y g
onde s e 7 sdio 0s mesmos da defini¢gio de u e | = tsn;l
DEMONSTRAGAO:

Vamos mostrar que u é unidade. Seja u; = (1 + 27 + 2% 4 ... 4 2(-1)" — 13
com 7, s, I, e t como definidos no enunciado da proposigao.

Temos de mostrar que uu; = 1. Vale notar que pelo fato de j° e j¢ serem céngruos
a 1 médulo n temos que t° € congruo a 1 médulo n, e portanto [ é um niimero inteiro,

e o aumento de u; é 1.

Existe w € Z, tal que 5t = wn + 1, temos entéao
IT+z+-+z7 1 +ai - 4270D) =
14zt a? T gl oo g gd- 1) -

L+t =14 42" =1+ wi.

Temos assim
A+z+ -+ YQ+a7 +- - +3;j(t—1))s:
(1 4+wz)’ =1+ 95z,

onde S é um ndmero inteiro, visto que para qualquer poténcia r maior que 1
temos 2" =n""'2, ez - = 3.
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Desta forma fazendo A=1+z+---+27 e B=1+274--- 4+ 23D teremos
vuy = (A° — k2)(B° —12) = 14+ 5S¢ — 7°12 — t°kz + lknt =
1+ (S =7l = t°k + lkn)3.

Mas como u e u; tem aumento igual a 1, uu; tem aumento 1, e portanto teremos
(8 = 7°l = t°k + lkn)n = 0, e conseqiientemente (S — j°l — ¢*k + lkn) = 0. Logo
uu; = 1.

Vamos agora mostrar que u tem ordem infinita. Seja 7 o morfismo de Z[(z)] em
C definido por 7(z") = (T = e"%" e estendido por linearidade.

Vamos entdo calcular 7(u)

Tuw)=7(l+z+ - +2771) —ki) =
I4+7(@)+ - +7(27™Y) = kr(2).
Como 7(2) =14+ + 24 -+ (71 =0, temos que

Tw)=04+G+---+ ¢,

Se provarmos que 7(u) tem ordem infinita teremos que u tem ordem infinita, e
para mostrarmos que 7(u) tem ordem infinita basta mostrar que 1+ (, 4 --- 4 (77,
tem ordem infinita em C. E aqui observamos que

A+G+-+EN1-G)=1-¢,

logo 1+ (-4 ¢! = 1%62 Vamos, pois, mostrar que v = I:—C’]‘ tem ordem
& n 1=(n T 17

infinita.

Para tanto, basta demonstrar que seu médulo é diferente de 1. Digamos que
(n = a1+bi1l, com a; e by em R e (] = a3+byi com ay e by em R. Como |(,| = |¢7] =1,
temos que a? + b} = a2 + b2 = 1, e assim temos

,1—43;2_|1—cz;|2_

I—Cn Il—Cnlz
(l—al—bli)(l—al—l—bli) _ l—l—af—i—b%—?al _2—2(11 . 1—(11
(1—a2—bzi)(1—a2+b2i)_1+a§+b§—2a2_2—2a2_1—a2'

Donde concluimos que |y| = 1 somente se a; = a;. Mas como a? + b? = a2 + b2,
terfamos b, = +b; e portanto ou (] = (,, e portanto j = 1, 0u (, = (, = ("' e
portanto 7 = n — 1, casos descartados na construcgao de u, e portanto concluimos a

demonstragao. 0



3. O GRUPO G, 5

Se s = ¢(n), temos 74 congruo a 1 médulo n, e portanto podemos construir a
unidade
u:(l-l—:z:—{—---—l—xj“l)(ﬁ(n)—ka},
onde k = jqb(n%. Diremos nesta situagdo que v é uma unidade ciclica de Bass.Se
s for diferente de ¢(n) diremos que u é uma unidade ciclica de Bass modificada.

Além disso temos que se j for igual a 1 ou an — 1 o elemento
u=(14+z+ - +271° — ki,

como construido acima sera uma unidade trivial de Z[G]. De fato, se j = 1, temos
que v = 1. Vamos entdo ao caso j =n — 1. Sen = 2, temos 1 = n — 1. Portanto,
podemos supor n diferente de 2. E claramente se (n — 1)* é céngruo a 1 médulo n,
com n > 2 temos que s é par. Com estas consideragoes temos

— s A A — S A
u=(14+az+ - +2"?) —ki=(3-2"1) — ki
Temos 22 = &, e 2" = n"~'%, para todo natural nio nulo 7. Segue daf que para

algum R € Z,

w= Rz + (—z)" _ kg = glr-Ds 4 (R—k)z.
E por construgao u tem aumento 1, logo 1 + (R — k)n = 1, e temos portanto
R —k =0, e portanto u = z(®~1s.

OBSERVAGAO 1.3. Para podermos construir uma unidade ciclica de Bass (ou de
Bass modificada), precisamos de wm nimero j primo com n, tal que 1 < j < n — 1.
Portanto precisamos que existam pelo menos 3 elementos menores que n, relativa-
mente primos com n. Ou seja precisamos ¢(n) > 3. Logo se n = 1,2,3,4, ou 6, ndo
poderemos construir unidades ciclicas de Bass (nem ciclicas de Bass modificadas) a

partir do elemento z.
3. O grupo Gy

Seja G um grupo e seja Z[G] o anel de inteiros sobre este grupo. Suponha que
existam g e h neste grupo (7 tais que h nao normalize (g), e que a ordem de g, que
denotaremos por n seja igual a 5 ou maior que 6.

Seja a unidade biciclica

v=1+4(1-g)hg

E a unidade ciclica de Bass
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u=(1+g+--+go 1) _ k.
com kg e jo nas condicdes da proposicao 1.2.

Em [DG1] Gongalves e Dokuchaev estudaram o subgrupo Gy de U,(Z[G]) gera-
do pelas unidades v e u construidas acima. Neste artigo os autores demonstram o

seguinte

TEOREMA 1.4. O subgrupo Gy, gerado pelas unidades u e v como construidas
acima ndo salisfaz a nenhuma identidade de semi-grupo.

Tendo em vista este teorema ficam as questoes:
O grupo Gy é livre gerado livremente por u e v?
Os elementos © e v geram um semigrupo livre ?

Demonstraremos nesta secao que para qualquer grupo G e quaisquer elementos u
e v construidos como acima o subgrupo Gy de U(Z[G]) é metabeliano e portanto u
e v ndo geram um grupo livre. Também demonstraremos que u e v nao geram um

semigrupo livre em U;(Z[G]).

Primeiramente vale lembrar que como o aumento de u é 1, gu = ug = §, e que
dai temos gu’ = u’g = g, para 7 em Z. Portanto

wou™l = u(l+4(1— g)hf])“—j = uj(u—j +(1-9)hg) =1+ uj(l —9)hg

E do fato que v* = 1 + k(1 — g)hg, para k inteiro, temos

Woru™T =14 kv (1 — g)hg

TEOREMA 1.5. Seja G um grupo finito, e seja Z[G], o anel de grupo de G sobre o
anel dos inteiros. Suponha que em G ezistam dois elementos g e h com as condigies
acimas citadas, e que portanto déem origem as unidades v e v construidas como
acima em U(Z[G]). Entdo o subgrupo Go = (u,v) € um subgrupo metabeliano de

U(Z|G)).

DEMONSTRAGAO:

Basta mostrar que Gg possui um subgrupo abeliano A normal, tal que %ﬂ também
é abeliano. Tomemos A = (uw/vu=i|j € Z). A é claramente um subgrupo normal de
Go. Vamos mostrar que A é abeliano. Para tanto basta mostrar que os geradores de
A comutam. Como vimos acima temos:
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Wou™l =14+ u(1 - g)hg.
Assim para 2 geradores arbitrdrios de A, w'vu™, e u?vu =% temos
wWou T - wPou? = (14w (1 - g)hg) (1 + u?(1 — 9)hg) =
(14 (u +u??)(1 - 9)hg) = uwvu=2 . yItyy I,

Donde concluimos que A € abeliano. Do fato de v € A, temos que (A,u) = Gp.

Logo €2 = (u) é um grupo ciclico, portanto abeliano. Logo Gy é metabeliano. m
Usando a equacdo w/v*u=7 = 1 + kuwi(1 — g)hg, com j e k inteiros, podemos

demonstrar a seguinte

PROPOSICAO 1.6. O subgrupo A = (Wou™|j € Z) de Gy € livre de tor¢io.

DEMONSTRAGAO.

Para facilitar a notagao vamos notar por v; o elemento u/vu™’. Seja agora a € A,
— kg, K
a=v; v;,", com a # 1. Temos

a=1+ (kiw” + -+ k,u?)(1 — g)hg.

Se a # 1 entao

(k1w + - + k) (1 = g)hg # 0,
assim temos para todo m € Z,m # 0

m(kiu? + - -+ kau'*) (1 — g)hi # 0.

Logo para m # 0 temos

a™ = v, ™y ™ = 1 m(ku? - kude) (g — DA # L
E portanto A € livre de torgao.
Vamos mostrar agora que Gy € livre de torgao.
PROPOSIGAO 1.7. O grupo Gy € o produto semi-direto de A por (u), logo % ~ (u).
Por conseqiéncia temos que Gy € livre de torgdo.

DEMONSTRAGAO:

A é normal em Go. Como Gy = (A,u) e A é normal em Gy, temos Go = A - (u).
Basta mostrar portanto, que A N (u) = 1. Para isto tomemos a € AN (u). Como
a € A, a é da forma
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a=1+ (k1us‘ + -4 ktust)(l — g)hg,
com k;’s e s;’s pertencentes a Z. Como u tem suporte em (g) temos que @ — 1 tem o
suporte no conjunto H, -

H={g'hg'li,j € Z}.

Por outro lado se a € (u), a, e conseqiientemente a—1 tem suporte em (g). Vamos
mostrar que

HnN{(g)=0.

De fato, se supormos que g*hg’ = g", com 1,5,r € Z teremos h = ¢~~~/ e
portanto A € (g), o que por construcao é absurdo. Logo concluimos que H N (g9) = 0.
Assim temos que o suporte de a — 1 € vazio, e portanto @ = 1. Assim

G():AN(’LL),

e claro, & ~ (u).

Para obtermos que Gy € livre de torgao basta tomarmos um elemento w € Gy com
ordem finita. Seja f a aplicacdo canoénica de Gy em %. Como w é de torgao temos
que f(w) também o é, mas como & ~ (u), e (u) é livre de torgio temos f(w) =1, e
portanto w € A. Pela proposicao anterior A é livre de torgio, logo w = 1. Portanto
Gy € livre de torcao. O

Vamos agora caracterizar melhor o grupo A, e conseqlientemente o grupo Gj.
Antes faremos dois lemas auxiliares.

LEMA 1.8. Seja O um anel de inteiros algébricos, digamos com corpo de fragées
K extensao algébrica de Q. Se pn € uma unidade de Oy entio eziste um polinémio
ménico minimal p € Z[z] com coeficiente independente +1 tal que p(p) = 0.

DEMONSTRAGAO:

Como p € inteiro algébrico, é conhecido o fato que o polindmio minimal ménico
satisfeito por 4 em Q[z], que chamaremos p tem coeficientes em Z[z], digamos p(z) =
ama™ + -+ + ag, com a,, =1 e a; € Z, para todo 2. Vamos mostrar que ag = +1.

Como p(p) = 0 temos:

p" A+t ap +ag = 0.

Se multiplicarmos a equacao acima por =™ e chamarmos w = u~! teremos:
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1+ amogw+ - +aw™ ! + g™ =0

Se existisse um polindémio ¢ em Q[z] de grau menor que m tal que g(w) = 0,
usando raciocinio andlogo ao acima teriamos um polinémio ¢;(z), de mesmo grau
de g tal que ¢i(p) = 0. Absurdo pois p é o polinémio ménico minimal de . Logo
concluimos que py(z) = 1 + @1z + -+ + @;2™ ! + @pz™ é um polindémio minimal
que satisfaz p;(w) = 0. Ora w também é inteiro algébrico, logo o polinémio ménico
minimal que w satisfaz em Q[z] tem coeficientes inteiros e 0 mesmo grau de p;. Assim
como o coeficiente independente de p; é 1 temos que o coeficiente dominante de p;
serd uma unidade de Z, isto é ag = +1. O

LEMA 1.9. A unidade ciclica de Bass u construida acima satisfaz um polinémio
monico p(z) em Z[z], que tem o coeficiente independente igual a +1.

DEMONSTRAGAO:

Seja 1) a inclusdo canonica de Z[(g)] em P Z[{4], que leva g em
dln

":b(g) = (1)C¢lz) < )C’n)>

onde d; sao os divisores de n (n é a ordem de g), e (4; sdo as raizes d-ésimas primitivas

da unidade.

Seja 1y, a composta de ¥ com a projegao canonica g, de € Z[(4] em Z[(y,].
d|n

Claramente g, (u) é inversivel em Z[(4] para cada d;, e como Z[(z,] é um anel de
inteiro algébricos, temos pelo lema anterior que 14, (u) satisfaz um polindmio ménico
pa;(z) com coeficiente independente igual a +1 em Z[z].

Se tomarmos p(z) = [] pa(z) teremos que p(u) = 0, com p polinémio mdnico em

dln

Z[z] e com coeficiente independente igual a 1. O

Notaremos por U, 0 grupo ciclico infinito, e por CZ o produto direto de m cépias
de Cy, isto é

O = Coo X -+ X Us .

m Vezes

Vamos agora ao seguinte

TEOREMA 1.10. O subgrupo A de Gy, descrito acima, € finitamente gerado e
portanto € abeliano livre. Isto € A = CZ, para algum m natural. Conseqiientemente

Go’l’cg NCQO.
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DEMONSTRAGAO:

Voltaremos a utilizar aqui a notacdo v; = u'vu™. Pelo lema 1.9 temos que u

satisfaz um polinémio ménico p(z) em Z[z] tal que p(z) tem coeficiente independente
igual a £1.

Digamos que p tenha grau s. Entao
U = a, U a4 agu+ ap.

Temos portanto que
v, =u'vu =14+ u’(l —g)hg =

1+ (as1u’™ 4 aoau® > + - + aju + ag)(1 — g)hg =

us—lvas_lul—sus—Z,vas_zu—(s—Z) . uv‘“u_lv“ —
As—1,@s—2  _.ai,aq
vs-—l s—2 vl v
Assim temos v; € Ag = (vs-1,Vs-2,...,V1,V0), Vamos agora usar indugio para

provar que para t > s, temos vy € Ap. Vamos supor que para todo ¢/, 0 < t' < ¢,
vy € Ag. Temos
v=uvlvut =1+ ut(l — g)hg.
Agora temos
w=u"u = v (g g gy ag) =

t—1 t—2 t— -
= a;1u' " a,ut TP 4 - gt T Ut

E assim
v =1+ (a1’ + a5 u 2 4 - agut T 4 aou' %) (1 — g)hg =
= ,v;"_sIlv:s§2 U;Ils—i—lv;lgs
Pela hipétese de inducao temos que vy_y, ..., v;_s, pertencem a Ay. Logo v; per-
tence a Ap.

1

Seja agora v_; = u” vu.

s—1 5—2 5—3 -1
U =05 " Fasun T A4+ ap+agu .

Como ag = +1, temos

-1 __ s—1 s—2 5—3
U = du F as—u T as—ou + - Fa,

1

e portanto concluimos de forma analoga ao caso anterior, que u~lvu pertence a

Ao = (vs—1,Vs-2,. .., 1, Vo).

Por um argumento de indugao temos que u”vu~7 pertence a Ay, para todo J < 0.

Logo concluimos que A = Ay. Como A é livre de torgio e finitamente gerado A é
abeliano livre de posto m para algum m natural.
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Tendo em vista os resultados anteriores podemos concluir que

Go~ClxCy O

Vale ressaltar aqui que estamos provando apenas que m < s, e nao a igualdade.
Usaremos este resultado para demonstrar o seguinte

TEOREMA 1.11. Sejam G wm grupo, Z[|G] o anel de inteiros sobre G, u e v
construidas como acima. Enlio u e v ndo geram wm semigrupo livre em U(Z[G]),

independentemente da escolha de G, dos elementos h,g € G e do inteiro jo,utilizados
na construg¢ao de u e v.

DEMONSTRAGAO

Seja v; = wvu™?. Como vimos no teorema 1.10 para algum s, teremos

v, = votuyt vl
Sejam 0 <41 <4z < -++ < iy < 8, todos os indices para os quais 7;, é positivo, e

0<y <j2<- < <s,todos os indices para os quais r;, é negativo.

Usaremos a notagao hy = r;,, para k entre 1 e m, e t = —r;, para k entre 1 e [.
Vale notar que os hy “s e os t; s sao positivos. Teremos entdo

t v e e t — hl . hm
v VU5 = U v
Escrevendo cada v; como u'vu™"* teremos
witytiydz—an .. L —Jz_lvtzus—nvu—s — u”vhlu”"" . u"m—"m—lvhmu_"m'

Multiplicando os dois lados a direita por u® teremos

utptiyd2=in il gty s=itgy — iy ia—i L im—ime g hmy s—im

Por construgao temos que para cada k, 7x — jz—1 > 0 e cada 2 — 1x_; > 0. Além
disso s € malor que %, € que 7, e portanto s —,, > 0, e s — 5; > 0. E como citado
anteriormente os ¢ ’s e os hy’s sdo positivos. Tendo isto em vista temos que u e v
satisfazem a igualdade ndo trivial de semi-grupo

:L,letlm.h_]l L. xJz—Jl—lytzms—Jzy = xnyhl Pt S mtm—lmthmms—%m

e portanto nao geram um semi grupo livre em U(Z[G]). ]






CAPITULO 2

Grupos livres em U(Z[D,))

No primeiro capitulo trabalhamos com uma unidade ciclica de Bass u e uma
unidade biciclica v, com u € Z[(g)] e v da forma 1 4 (1 — g)hg, com hgh~' ¢ (g). E
concluimos que o grupo gerado por u e v nao continha subgrupos livres.

Neste proximo capitulo trabalharemos com uma unidade ciclica de Bass, (ou
ciclica de Bass modificada), u, que serd gerada a partir do grupo (z), e com uma
unidade biciclica v, da forma 1+4(1—y)zg. Isto é o elemento que gera a unidade ciclica
de Bass, estd agora no "meio”e nao nas pontas do termo (1 —y)z§. Mostraremos que
quando G’ é o grupo diedral de ordem 2n que denotaremos por D, o grupo gerado
por (u,v) contém um subgrupo livre.

1. O grupo de Mobius e o morfismo ¢

Nesta secdo introduziremos o grupo de Mobius M, e com ele o morfismo ¢ que
sera de grande importancia na demonstragao do principal teorema do capitulo.

Seja C o corpo dos nimeros complexos, e seja M o grupo das fungoes de CU {0}
em CU {co} que podem ser escritas como

az +b
f(2) = cz+d’

com a, b, c, e d pertencentes a C, e ad — bc # 0, com a operacio de grupo dada pela
composicao de fungdes.

Com a hipétese que ad — be # 0 temos que de fato cada f ¢ inversivel e o grupo
M esta bem definido. Denominaremos tal grupo como grupo de Mébius .

Seja agora G'Ly(C) o grupo das matrizes 2 x 2 inversiveis sobre C.
PROPOSIGAO 2.1. A fungio T de GLy(C) em M dada por

T ( T11 Z12 > (2) = T11Z2 + T2

T21 T2 T912 + x99

13
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¢ wm morfismo sobrejetor de grupos. Além disso o nicleo de Y € igual ao centro de
GLy(C). Temos portanto que

M ~ ZGLz(C) ~ PGL,(C).

(GLy(C))

DEMONSTRAGAO: Ver [Ahl], pdgina 76.

Seja D,, o grupo diedral de 2n elementos

(z,yle” = 1,9" = Lyzy™' = a71).

Vamos agora construir um morfismo que relacionara o grupo de unidades U(Z[D,,])
do anel Z[D,] com o grupo M definido acima. Para isto construiremos um morfismo
o entre Z[D,] e M3(C), que por sua vez estd relacionado com o morfismo 7 que

construiremos abaixo.

27

Seja (z) C D, o grupo ciclico de ordem n contido em D, Seja (, € C, (, = e
Denotaremos por 7 o morfismo de Z[(z)] em C definido da seguinte forma

m(z) = G,
estendido por linearidade a Z[C,]. Seja agora o morfismo de grupos o de D,, em

G Ly(C) dado por:

@=m= (7 ).

a(y):My:<(l) (1))

Como 7(z)" = 1 temos facilmente que M} =1, M2 =1, e que My M. M;' = M,
e que portanto o é morfismo de grupos. Podemos estender entdo ¢ a um morfismo
de anéis entre Z[D,] e M3(C). Vale notar que
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com k e [ inteiros. Assim seja w um elemento de Z[D,] digamos w = 8 + vy, onde
B e vy pertencem a Z[(z)], e seja * a involugao que leva z em 2! estendida a Z[(z)],

teremos

o(w) =o(B+yy) = ( 7-7((7@) TQ%Y*)) ) '

Além disso como (! = (,, onde ~ denota a conjugacao em C e ~ é Z-linear temos
que 7(6*) = 7(J) para todo § € Z[(z)], e portanto temos

o(w) = o(B+yy) = ( % :Eg; )

Vale notar que o restrita a U(Z[D,]) tem imagem em G'L,(C) e que portanto
podemos definir o morfismo ¢ = T o o de U(Z[D,]) em M. Tendo em vista as
observagoes anteriores teremos que se w = f + vy pertencer a U (Z[D,)]), teremos

(T8 @) ) _ Bzt ()
”Wz‘T<ww ﬂ@) ) 170

A funcao ¢ definida acima ocupara posigao central no teorema principal da se¢ao.
Podemos notar que a imagem de ¢ em M é composta por elementos da forma

az+b
f(z) ==—,
bz +a
com a e b elementos de C. Motivados por este fato, faremos aqui a seguinte

PROPOSIGAO 2.2. Sejam S' = {z € C||z| = 1} e f(2) uma aplicagio de Mébius

da forma
az + b
f(z) = ——,
bz+a
com a e b pertencentes a C. Entdo temos f(S') = S, isto ¢ se z pertencente a C
tem modulo 1, entdo f(z) terd mddulo 1.

DEMONSTRAGAO:

Basta demonstrar que [z| = 1 implica [f(z)| = 1, ou equivalentemente que 2] =
zz = 1 implica |f(2)|* = f(2)f(z) = 1.

f@ﬁz=($iﬁ($iﬁz
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la|?|z|? + abz + baz + |b|? B
|6]2|2|2 + baz + @bz + |a|?
|a|? + abz + baz + [b]*
b|? + baz + @bZ + |a]?

2. Unidades Ciclicas de Bass nao centrais em U(Z[D,))

Nesta segao estudaremos quando o grupo de unidades de Z[D,] contém unidades
ciclicas de Bass nao centrais. Quando nao as contiver como construiremos unidades
ciclicas de Bass modificadas nao centrais.

OBSERVAGAO 2.3. Um elemento w pertencente a Z[(z)] serd central em Z[D,)],
se e somente se comutar com y. Como yzy™' = 271, temos a igualdade ywy™' = w*,
para todo w em Z[(z)]. Logo concluimos que w serd central em Z[D,)], se e somente

se w for igual a w*.

Motivados por esta observagao faremos o seguinte lema
LEMA 24. Sejaus = (1 +z+ -+ + 2771)® — k2 uma unidade ciclica de Bass ou
ciclica de Bass modificada. Temos

* __ . (1-7)s
us—m( )us.

DEMONSTRAGAO: Se notarmos que #* = #, e z°k# = k&, para todo § inteiro

temos .
wi=(Q+z 42t ki =

[ (1 +z+- 42O — ki =
x(l—j)S[(l g oennd :BJ'—I)S — ki) = a:(l_j)s'u,s 0

Vamos agora a uma proposicao que nos garante a existéncia de unidades ciclicas
de Bass que nao sao centrais, quando n é impar.

PROPOSIGAO 2.5. Sejam n wm inteiro impar maior ou igual a 5, D, o grupo
diedral de 2n elementos, e x um elemento de ordem n em D,. A unidade ciclica de

Bass us = (1 + x)é(n) — k& € ndo central em Uy(Z[D,)), onde k denota %.

DEMONSTRAGAO:

Pela observagao 2.3 basta mostrar que u; # wuj. Pelo lema 2.4 temos u} =
z=%™y,. Ora se uy = u; teriamos

=My, = u,.
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Como u, é inversivel, terfamos 7% = 1, o que implicaria que n divide é(n).
Absurdo, pois n > ¢(n). Logo u; nao é central em U;(Z[D,]) O

Vamos agora demonstrar que existem unidades ciclicas de Bass nao centrais em
D,,, mesmo com n par, desde que n nao seja uma poténcia de 2.

PROPOSIGAO 2.6. Seja n = 2°r, com r wm nimero impar maior que 1, s maior
ou igual a 1 en # 6. Entdo existe uma unidade ciclica de Bass v em Z[D,] tal que
u nao € central.

DEMONSTRAGAO:
Como mdc(r,2°) = 1 temos que ¢(n) = ¢(2°)p(r) = 2°~1¢(r)

E pelo teorema do resto chinés temos que existe j, 0 < 57 < n, tal que
J=2mod r

7 =1mod 2°

Queremos primeiramente mostrar que j # 1, 7 # n — 1 e mdc(j,n) = 1. Cla-
ramente temos que j # 1. Para concluirmos que mdc(7,n) = 1 basta mostrar que
mdc(7,7) = 1 e que mdc(y,2°) = 1. A primeira igualdade é conseqiiéncia da primeira
congruéncia juntando o fato que 2 nao divide r, e a segunda igualdade é conseqiiéncia
imediata da segunda congruéncia. Resta mostrar que 7 # n — 1.

Se r ¢ diferente de 3 segue como conseqiiéncia da primeira congruéncia. Agora se
r = 3 teremos pelo fato que n # 6, que s é maior ou igual a 2 e portanto segue da
segunda congruéncia que j é diferente de n — 1.

Entao para este 57 temos a unidade ciclica de Bass

u=(1+a:—l--~-+:1:j“l)¢(n)—k:i.

Onde k e & sao os como definidos convencionalmente. Mostraremos agora que u
nao é central. Para tanto basta mostrar que u # u*.

Pelo lema 2.4 temos u* = z~0~1D%(")y, logo temos que mostrar que z=(=18() £ ]
ou equivalentemente mostrar que n nao divide (j — 1)¢(n). Para tanto basta mostrar
que 7 nao divide (7 — 1)¢(n) = (5 — 1)2°¢(r). Como mdc(2,r) = 1 basta mostrar que
r nao divide (7 — 1)¢(r).

Como j é congruo a 2 médulo r, 7—1 serd congruo a 1 médulo r. Conseqiientemen-
te (j — 1)¢é(r) sera congruo a ¢(r) médulo r. Por outro lado como ¢(r) < r, teremos
que r nao divide (7 —1)¢(r). Assim n néo divide (j —1)¢(n). Donde concluimos que

u nao é central. O
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Ja quando temos n uma poténcia de 2, digamos n = 2" temos que toda unidade
ciclica de Bass é central. De fato:

Se tomarmos um 7 impar j < n teremos a unidade ciclica de Bass

u=(14z+ - 42710 _ ki

Sabemos que u* = z~9M™y. Do fato que j — 1 é par e ¢(n) = 2"!, temos que
n divide (§ — 1)¢(n), e portanto u = u* logo u é central.

Para termos uma unidade que faca o mesmo papel que a unidade ciclica de Bass
nos casos anteriores usaremos o fato que para todo 7 impar, e 7 > 3, temos que
4277 = j% & congruo a 1 médulo n = 27. Em particular 3% é céngruo a 1 médulo n.
Podemos entdo construir a unidade ciclica de Bass modificada

uy = (1 +:1:+a:2)% — ko,

n
34 -1
o

Pela proposicao 1.2, temos que u, é unidade. Pelo lema 2.4 segue que u; =
(2)Tuy = z3u,;. Como a ordem de z é n temos que uj # uz. Logo uz é uma unidade
ciclica de Bass modificada nao central.

onde ky =

3. O Teorema Central

Nesta secao iremos demonstrar o principal teorema do capitulo, isto é o teorema
que nos permite construir subgrupos livres em (u,v). Vamos antes enunciar um lema
que nos sera util na demonstracao do teorema principal. Conhecido como lema do
ping-pong. Uma demonstracao detalhada deste resultado pode ser encontrada em
[Harpe|. Denotaremos o produto livre de dois grupos G; e Gy por G * Gs.

LEMA 2.7. [Klein]

Sejam G um grupo agindo em um conjunto S, T'1, [y, dois subgrupos de G e
seja I' o subgrupo gerado por eles. Assuma que 'y contém pelo menos 3 elementos.
Suponha também que existem 2 sub-conjuntos ndo vazios de S, S7 e Sy tais que S
ndo estd contido em Sy, que v1(S1) C Sy para todo v, € Ty — {1}, e 72(S2) C S,
para todo v, € Iy — {1}. Entdo I' =Ty % ['5.

Vamos agora ao teorema central.

TEOREMA 2.8. Seja n um niumero igual a 5 ou mator que 6 e seja D, o grupo
diedral de ordem 2n

Dp = (z,ylz" =1=¢’ yay™' =a7").
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Tomemos a unidade biciclica v = 1 + (1 — y)z(1 +y) e wma unidade ciclica de
Bass ou ciclica de Bass modificada da formau = (1+z+ -+ 277" — k.2, ambas
em Z[D,), com j, k,, e m satisfazendo as condigées da proposi¢io 1.2.

Para um r adequado temos

_wv) MEICH
Z((u,vr))_<> ( >>

onde Z((u,v")) denota o centro de (u,v"), e -, denota a imagem pelo morfismo
canonico. Como conseqiéncia podemos afirmar que v e uv"u formam um par li-

vre em U(Z[D,)).

DEMONSTRAGAO:

Utilizaremos o morfismo ¢ definido acima, demonstrando que (¢(u),¢(v")) C M
é o produto livre (p(u)) * (¢(v")) para um r adequado, e depois provaremos que o
nicleo de ¢ restrita ao grupo (p(u),p(v")) é o centro de (p(u),e(v")).

Vamos primeiramente calcular ¢(u), e ¢(v*), para ¢ um niimero inteiro. Temos

t
ey T
p(u’)(2) )
visto que suporte de u esta contido em (z). Como 7(Z) = 0, temos 7(u) =

P+ ot oo+ G, @ portanto (u!) = 7(1 4 Gy + -+« + G171)™, assim
)"z (Gt G

T(u)z (L+C+--+ ¢, 31 _
7(u)! (1+Cn_|_...+<‘nj—l)tm 1+ _|...._|_Cn1—j)‘m

tm

(1+Cn+"'+€nj_l) ol )—1)tm
= (1—j)im j—1ytm = (Ui,
Cﬂ (1+Cn++<n ) z

Vamos agora calcular ¢(v*):

v'=1+t1-y)z(l+y) =1 +t(z—27") +t(z -2y
Assim se chamarmos ¢/ = z — 27!, e ¢ = 7(¢/) = 7(2) — 7(27!) e notarmos que

€ = —c, temos que v* = (1 + tc) + tc'y e portanto

; _ (I+tc)z+tc
#(v)(z) = —tez + (1 —tc)’
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para todo ¢ € Z. Daqui em diante dividiremos a demonstracao em 3 partes:
Primeira Parte: (p(u),@(v")) =~ (@o(u)) * (p(v")), com n impar.

Denotemos por S = {z € Cl|z| = 1}. Pela proposigao 2.2 temos ¢(u)(5') = $?,
e ¢(v)(S') = S'. Vamos agora tomar 2 subconjuntos disjuntos de S,

P={rele=cs, "1 4 0+,
n n
e
Q:{z651|2:6i9’039<W(n—l),OU, W(n+1)<052ﬂ_}
n n

Vale notar que P N Q = ), e que o grupo (v") tem ordem infinita, para todo
r # 0. Assim, se provarmos que ¢(u‘)(P) C Q para ¢ entre 0 e a ordem de ¢(u),
que denotaremos por k e que ¢(v"°)(Q) C P para todo s € Z,s # 0 e r com médulo
suficientemente grande, teremos pelo lema do ping pong que

(p(u), o (v7)) = (p(u)) * (L(v")) .

Comegaremos mostrando que p(u')(P) C Q para 0 < t < o(¢(u)) = k, onde
k = o(¢(u)) denota a ordem de ¢(u).

Como ¢(u)(z) = (U™ basta mostrar que para todo z € P temos (,‘z € O
2mi

desde que 0 < t < n. Vale lembrar que {, = e™ .

Podemos notar com facilidade que f,(z) = (,z, é uma rotagao de angulo zn—"
n—1
radianos, a mesma medida em radianos do angulo formado pelos pontos (.2 ,0, e

n41

(n? . Assim se dividirmos S* em n angulos de mesma medida

g 2m(k—1 2k
Pr :{ZESIIzze’e,M <f< L},
n n
teremos que a rotacao f, age em {P;,...,P,} da seguinte forma para 0 < j; < n,

31 (Ps) = Pirtins
se jl + j2 S n, e

k& (,sz) = Pjrtia—ns
se j1+ J2 > n, em particular para todo ji, 0 < j; < n, temos fi1(P;,) # P;,.
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E facil notar que P = 735-21-_1 e que P; s estao contidos em Q, sempre que 7 # 2.
Assim concluimos que para 0 < t < n temos
G(P)cQ
e portanto ¢(u)!(P) C Q, sempre que 0 < t < k.
Vamos agora mostrar que para r € Z com médulo suficientemente grand temos
p(v"™)(Q) C P, para todo s € Z, s # 0.
Para tanto usaremos a bijecao w definida de CU {oo} em CU {co}:

(a® +1,2—1
w(z) = (3 )
an 1 z + 1
rL—-l
Para facilitar a notagao vamos denotar a = &? +1 Vale notar que w™l(z) = &tz
C’:l—f—_l ax—z

‘”+b levam circunferéncias de C ou em

E conhecido que transformagoées do tipo 22
outras circunferéncias ou em retas. Vamos anahsa.x w(Sh):

w(— 1)—a"i+}:—‘0—2:oo.

Assim temos que w(S?) é uma reta mais o ponto do infinito. Vamos mostrar que
é a reta real mais o ponto do infinto:

1-1
1) =a——==1

w1} =or——s
n-1 :;1 —1

w(n? ):ag,,_1 =aal=1
? +1

anl 1 anl( anl)
ntl n - n 1_ n F
w(n?® )=« =T = a5 —~ = a(—a™') = —1.

(n? +1 ? (1+67)

Assim 0,1, e —1 pertencem a w(S?) e portanto temos que w(Sl) é a reta real

n—1
mais o ponto do infinito. Como 1 € Q, os elementos (,> e Cn sao os pontos
de fronteira entre P e Q e w é continua para z # —1 temos que w(Q) =] — 1,1 e
w(P) = (R\ [-1,1]) U {co}. Vamos mostrar que

wop™)ow (] —1,1[) C (R\[~1,1]) U {co},

para r com moédulo suficientemente grande, e s # 0.
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wop(v™)ow (z) =
wo (o) (1) =

" ( (1 —i—r.sc)(g—f—z) + rsc ) _

(—rsc)(&2) +1 —rsc

( o+ z+ rscz + rsca + rsca — rscz )
w

—rsca —rscz +a — z —rsca + rscz

a+ z+ 2rsca
w =
o — z — 2rsca

atz42rsca 1
a a—z—2rsco _
a+z+2rsca +1 -

a—z—2rsca

(a-l—z+2rsca—a+z+2rsca> B

a+z+ 2rsca+ a— z — 2rsca

(22 + 4rsca
a J—

e ) =z + 2rsca

Se tomarmos r > || teremos |rsca| > 1, para todo s # 0, e portanto

wop(vw (]-1,1[) CR\[-1,1],
para todo s # 0.
E como w é uma bijecdo, concluimos que (¢(v"))°(Q) C P, para todo s # 0.
Desta forma usando o lema do ping-pong (2.7), temos que

(p(u), p(v7)) = (p(w)) * (p(v")) -

Segunda Parte: (p(u)) * (¢p(v")), com n par.

Basicamente a demonstragdo segue os mesmos moldes do caso impar. Seja [ = 7.
Aqui usaremos outros subconjuntos de S! a saber P* e Q*:

P*={ze S z= ew,_w(n—2) <b< —w(n+2)}’
n n
€
Q*:{ZESI|Z:6W,OS9<ﬂ.(n_z),OU, 7T(n+2)<0§27r}
n n

Comegaremos mostrando que ¢(u')(P*) C Q* para 0 < t < k = o(¢(u)), onde
o(¢(u)) denota a ordem de ¢(u).
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Seja gn(2) = (2(2). Como @(u)(z) = (V" V™z e j —1 é par, temos (p(u)) C {gn),

e portanto é suficiente mostrar que para todo z € P* temos ¢! (z) = (*z € Q*, com
0<t< =1

Seja
g m(n—2 dr(y — 1 -2 47y
Pr={z€ S'z=¢", ( )+ U-b 5 7l )+ iy
n n n
Como no caso n impar temos que g, age em {P5,..., P/} da seguinte forma

97]11 (,P;z): ;1+]'2’
se 1 +72 <1, e

g (P}) = Pjtiois
se 71+ 72 > L.
Temos que P; = P*, e que para todo j # 1, j < [, P; esta contido em Q*,
Assim temos que para todo 0 < t < [, g% (P*) C O*.

A demonstragdao que ¢(v"*)(Q*) C P* para um r adequado, e s # 0, é bastante
similar ao caso n impar. Tomemos a fungdo

wz(z>:<c’:%“>z“l

—2 .
G —1/) %% 1
n
Célculos similares ao caso anterior, mostram que w(—1) = oo, wy(l) = 0,
n=2 nt2
w2((n® ) =1, wa(Cn? ) = —1.
n—2
(n? +1 , .
Se tomarmos ay = 2" de forma analoga ao caso anterior teremos
(n? -1

wy 0 (V") 0wy TN(2) = z + 2rscay.
Assim tomando 7 > Iil, temos

p(v")(Q7) C P,

para s # 0.

Assim usando o lema 2.7 temos

(p(u), p(v")) = (p(u)) * {p(v7)) .
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Terceira Parte: ker @[,y = Z((u,v"))

Sejam ¥ = ¢[(u,,) € k a ordem de %(u). Sabemos que ¥ (uF) = 7(u*)/7(uF) = 1.
Logo 7(u*) = r(u*) = 7((u*)"). Dai temos que (u*)" — u* pertence ao niicleo de 7.

Por 2.4, (uk)® = 2~mkG-Dyk Logo 7(1 — 27™*(-1)) = 0 e conseqiientemente
D 1 Tsto implica que n divide —mk(j — 1), ™™ 01 = 1, e (u*)* = uF

Por 2.3 temos que u* é central.

Assim, todo elemento de (u,v”) é da forma u*“y(u,v") onde w é um inteiro e v
¢ um elemento do grupo Cj * Coo. Como ja vimos 9 (v(u,v")) = v(h(u),(v")) # 1
a menos que v = 1. Logo o nucleo de 9 € igual a (uk> . E assim concluimos que
keryp C Z((u,v")).

Claramente temos que Z((u,v")) esta contido no nicleo de %, pois a imagem de
¥ nao admite elementos centrais nao triviais. Portanto temos que o nicleo de ) é
igual ao centro de (u,v"). E assim temos:

<u,v’"> _ (U,vr) . s o
o))~ k() = [0 = (@) + () O

4. Grupos livres de posto maior em U(Z[D,])

Nesta secdo construiremos grupos livres de posto maior em D,,, com n maior igual
a 3. Usando a unidade biciclica v construida acima e o elemento z de D, faremos

uma separagao entre o caso impar e o caso par.

Comecaremos com o caso impar.
PROPOSIGAO 2.9. Seja n um nimero tmpar, n # 1 e seja D, o grupo diedral de
ordem 2n

D, = <$,y|:z:“ =1=9y yzy ' = $“1>.

Tomemos a unidade biciclica v = 1 + (1 — y)z(l +y) em Z[D,]) . Para um r
adequado, temos

(z,07) = (z) * (v").
DEMONSTRACAO:

Utilizaremos aqui o mesmo morfismo ¢ das segoes anteriores, obtendo

plo)(z) = 22 = &2

2= = (2.

HONNS
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Como n € impar temos que a ordem de ¢(z) é n.

Usando parte da demonstragao do teorema 2.8 e o mesmo r temos que

(e(2), (V")) = {p(z)) * (p(v")).

Vamos mostrar que o nicleo de ¥ = () € trivial. Tomemos um elemento
a # 1 de (z,v"). Ele serd da forma

a =z ... gt

Com 0 < 5,0 <% <n,amenos quek = louk =35, 0 < ki,k, < n e

Jk # 0. Temos . . _
p(a) = P(z) ()" - p(a)* # L,
visto que a ordem de % (z) é igual a n. Logo v é injetora e portanto

(2,07) > (9(2), (7)) = ($(2)) * (Y(v")) = () * (v") .0

Vamos agora construir explicitamente grupos livres de posto n:

TEOREMA 2.10. Sejam n,z,v e r como no teorema anterior. Os elementos

o' evteTl L 2 e, geram (livremente) um grupo livre de poston em U(Z[D,)).

DEMONSTRAGAO:
Sejam v; = z'v"z~", 0 < i < n — 1. Podemos notar que vf = z'"* 2=, Vamos

mostrar que

S51,,52 Sk
vivz vk £

J1 T2
sempre que J; # Jiy1, $i # 0, e k # 0.
De fato,
TSy J2—J1,,rs2 | . mjk_jk—lvrskx—jk

Ap2...p¢ = ghy ™y v

v.?l J2 Ik

Segue dej,-#ji_; que 3; —Ji-1 #0ede 0< 5, <n—1que —n < j; — ji_; < n.
Portanto temos z77%-1 2 1. Do fato de s; # 0 temos que v"% # 1. Assim como
(z,v") = (z) * (v"), temos

510452 |, 05k
Y5, Vi, Vi # L,

e portanto vg, vy, ...,vs—1 geram um grupo livre em U(Z[D,])O.

Diferentemente do caso impar, onde construimos grupos livres de posto n no caso
par construiremos grupos livres de posto n/2. Vamos a uma proposicio auxiliar.
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PROPOSIGAO 2.11. Seja n uwm nimero par, digamos n = 2l, n # 2 e seja D,, o
grupo diedral de ordem 2n

D, = <:v,y|:::” =1=9y%yzy 1= x_1>.
Tomemos a unidade biciclica v =14 (1 —y)z(1+y) em Z[D,] .

Para o mesmo morfismo @, e o mesmo r do teorema 2.8 teremos

@) @)
Z(wo) (@) .

DEMONSTRAGAO:
Temos ¢(z)(z) = T($) = (?z. Logo o(¢(z)) = . J& vimos na demonstracio do

teorema 2.8 que p(z) e go( ") geram um produto livre isomorfo a Cj * C.,.
Seja 1 = ¢|(z,ory. Vamos mostrar que

(z') = Z((z,v")) = ker 9.

Como a imagem de 1 nao admite elementos centrais nao triviais, temos que
Z((z,v")) estd contido em kery. Como z' é central em Z[D,], temos que z' €
Z((z,v")). Vamos mostrar agora que ker) C <:1:I>

l

Sejaw € (z,v"), w = 21" .- vk % +1, Como z' é central temos
) b

7 ;
w = gz .. g

com k < K, t inteiro, 0 < 43,...,% < 1,0 < 4y,2041 <l e J1,...,5k # 0. Se
¥(w) = 1, teremos

1= ¢($tl$11vrs1 3 3 .,U'I‘Skm’l:k+1) = S‘9(:2:)1'1(10(,l)r)51 . '(,9(1)’)3"90(1:)""“.

E como ¢(z) e ¢(v") geram um produto livre temos £ = 0 e 7; = 0. Donde
concluimos w = z*.

Logo temos que ker C <m1>, concluindo assim a demonstracao. O
COROLARIO 2.12. Seja w € (z,v"), w = 0™ - .. gy kg1 Suponhamos que

k>1, s1,...,5 sejam ndo nulos e que | nio divida 1,,...,1;. Entdo w # 1.
DEMONSTRAGAO:

Aplicando a funcao % e usando a proposicao 2.11, teremos

Ph(w) = P(x) 1 (v7)* - - () *ep(v” ) e (z) k41,
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onde cada 1; é congruo a z; médulo [. Logo I nao divide 7,...,7. Por 2.11 segue
P (w) # 1, e conseqlientemente w # 1. 0

Vamos agora construir explicitamente grupos livres de posto I:

TEOREMA 2.13. Sejam n, [, z, v e r como na proposi¢ao 2.11. Os elementos

v vl L e el geram (livremente) wm grupo livre de posto [ em U(Z[D,))

DEMONSTRAGAO:

Notaremos por v; = z'v"z™*, para 7 entre 0 e [ — 1.

Seja agora uma palavra v nao trivial pertencente a J, o grupo livre de posto .

Temos

S1 Sk

v(vo,v1, ..., vim1) = v;t -0k,
com ¢; # ;41 € s; # 0.
Assim
I/(vo, Viy.ss ,’01_1) = gl T2 2 L Lty Sk T —
levrsl m’lg—’l]_vTSQ . m’k_"lk—l vrskm—-zk.

Em vista de 2.12 temos que um elemento w = g v"™! - - . %" kz*+1  pertencente
a (z,v"), é diferente de 1 sempre que k& > 1, sy,..., s # 0, e ndo dividir 44, 23, . . . , 2.
Por hipétese temos que os s; sdo nao nulos. Basta mostrar que [ nio divide 7; —7._
7 J 7—1
para 7 entre 2 e k.

Por hipétese temos 4; —4;_; # 0. Além disto temos 0 < i; <! —1 < [. Logo
temos a desigualdade
=l <iy—i54 <1,
que nos faz concluir que [ ndo divide ¢;—1;_,. Portanto temos que v (v, ...,v_1) # 1,
concluindo assim a demonstracao. 0

5. Estimando r

Durante a demonstracao dos teoremas das duas dltimas segdes mostramos que
era possivel gerar grupos livres a partir de uma poténcia de v que chamamos de r.
Nesta secao faremos algumas estimativas para o tal r. Isto é calcularemos os nimeros
|ace| ™! (usado no caso fmpar) e |asc| ™! (usado no caso par).

Comecaremos calculando ||
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2m 2m 27 2m
= — (1 = —_— — —_— =
c=0GC— ¢, cos(n)—l—sen(n)l cos(n)+sen(n)1
2m
= 2sen(ZD)i.
sen( - )i

e temos |c| = 2sen (%), para todo n > 3.
Com a finalidade calcular o médulo de «, comecaremos estudando o médulo de

numeros do tipo

A+l
B—1
onde |B| = 1. Podemos assumir B = € = cos # + isenf. Assim teremos  + 8 =
2 cos 0. Mostraremos que ﬁ'” = ltailﬂl :
2

ﬁ+1.:\/<ﬂ+l> <3+1):\/1+|ﬂ12+ﬁ+3:
p—1 -1)\F-1) \1+1pr—8-5

14 cosé 1+cosz——sen29 ZCOSZ% 1
V1 —cost 1—cosz‘9+senzg_ ZSen2%—|tang|
Com este resultado calcularemos «, quando n é impar, e ay quando n é par.
B+1 jizlz=n)

Quando n é impar temos o = o> com B = (n® =e"n pelo resultado anterior

temos
1 1

ol = =
|| |ta,nﬂ72’7_ll| |tan(Z — )|

2n

E para todo w temos cos(5 — w) = senw. Assim se cosw, senw # 0, temos

1
tanw = :
tan(f — w)
Com esta observacao temos
T T
|a| = |tan —| = tan —.
2n 2n
n—2 sa(n—
No caso n par, temos a; = %, com f =(n? = é —. Como no caso impar
temos
o 1 1 ; T
| = = = tan —.

2n
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Temos assim, as seguintes estimativas para r: Se n é impar tomamos

1
r Z 27 T ?
2sen 2L tan X~
n 2n
e se n € par tomamos
1
r >

~ 2sen Ztan T
n n

29
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CAPITULO 3

Unidades centrais em Z[D,] e Z[DC,)]

Neste capitulo estudaremos as unidades centrais de Z[D,], onde D, denota o
grupo diedral de ordem 2n, e as unidades centrais de Z[DC,], onde DC,,. denota o

grupo diciclico de ordem 4n

DC, = (z,ylz™ = 1,y* =2, yzy ™' = z7).
1. Introducgao

Seja G um grupo, temos U(Z[G]) = U(Z) x Uy(Z[G]), onde U,(Z[G)) denota o
grupo das unidades normalizadas de Z[(G]. Caracterizaremos as unidades centrais
de U;(Z[G]) e teremos por conseqliéncia uma caracterizacao do grupo das unidades

centrais de U(Z[G]).

Seja R um anel comutativo unitario e G um grupo que a principio suporemos
finito. Tomemos para cada elemento g de G, o conjunto C¥(g) = {hgh~'|h € G},
que chamaremos de classe de conjugacao de g , e seja A, o elemento de R[],

A= > h

heC¢(g)

O elemento A, é denominado soma da classe de conjugacgao de g E um fato
bastante conhecido que o centro do anel R[G], Z(R[G]) é gerado livremente sobre
R pelos elementos A,, isto é um elemento central de R[G] serd da forma a3, +
-+ a,Ags, com os o; s pertencentes a R. Portanto para comegarmos o estudo de
elementos centrais em U, (Z[G]) faz-se necessirio conhecer as classes de conjugacéo

de G.
2. Unidades centrais em U, (Z[D,])

Relembraremos quais sdo as classes de conjugagao de D,

D, = (z,ylz" =y’ = 1,yzy~' = 1Y,

Eis as classes de conjugacao de D,.
31
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e Se n é impar temos :
R SR P L W P Y
e Se n é par com n = 2/, temos :
{]‘}7 {xl}{m? Iﬁl} Tt {$1_17 "EH—l}) {:By; 1'3% ey $n_1y}) {y) 332.% ey wn_2y}'

Se n = 2, temos D; = V4, o grupo de Klein, e sabemos que V4 é um grupo
abeliano, logo toda unidade é central. Vamos agora a um teorema que nos esclarece
melhor o que acontece quando n # 2.

TEOREMA 3.1. Seja D,, com n >3 o grupo diedral de 2n elementos,

O centro de Uy(Z[D,)) estd contido em Uy (Z[(z)]).
DEMONSTRAGCAO:
Vamos dividir em 2 casos:
n impar:

Sejam X; = 2+ 27, com1 < i< (n—1)/2, e Y =y +ay+--- + a1y,
elementos de Z[D,]. Como vimos os X;’s e Y sdo soma das classes de conjugacio
de D, e portanto formam junto com 1 uma base para o centro de Z[D,], logo uma
unidade u; central em U;(Z[D,]) deve ser da forma:

ur = ao+ a1 Xy + -+ apn-1y/2X(n-1)/2 + bY
com os ;s e b, nimeros inteiros. Tendo em vista que u; € Uy(Z[D,]), temos,
usando a funcao aumento

l=ao+2ay+ -+ Za(n_l)/z + nb.

Em contra partida temos o morfismo p de Z[D,,] em Z extensao linear do morfismo
de grupos, que leva  em 1 e y em —1. Como u; é unidade p(u;) = %1 e portanto
temos a equacao:

+1 = a0+ 2a1 + - + 2a(n-1)/2 — nb.

Subtraindo da primeira equagao a segunda temos:

1F1=2nb.
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Ou seja ou b =0 ou b = 1/n. Como b pertence a Z, nao podemos ter a segunda
opcao. Logo temos que b = 0 e portanto u; € Z[(z)].

n par:
Temos que o centro de Z[D,] tem como base os elementos 1, 7, X; = a* + 2,
coml<i<Z-1,Yo=y+2’y+---+a2"%y,eY; =azy+a’y+ - +2" 1y Assim
todo elemento do centro de Uy(Z[D,]) é da forma
ag+a; Xy +--- 4+ Cbg—ng.—l 4 agwg + boYo + b1 V5.

De forma anéloga a anterior temos via aumento e via o morfismo p, as equagdes:

n n
1:a0+2a1-|—---+2a§_1+a§+§bo+§b1,

izzﬂ:l:ao+2a1+"'+2a.§_1+a§——gbo—gb1_

Como a ordem de (z) é par temos dois novos morfismos de grupos entre D,, e
{1,=1}: m1 e na.

O morfismo 7; leva z em —1 e y em 1. Jan,; leva z em —1 e y em —1. Podemos
estendé-los a um morfismo de anéis entre Z[D,] e Z, e assim calculados na unidade

central de U;(Z[D,]), teremos por 7y,
. n n
23 = dp — 2(1,1 + -I— (—1)2a§ + 560 = gbl,
onde i3 € {—1,1}, e via
i4 = Qg — 2&1 + -4 (—1)%(1% = ’gbo + gbl
onde 74 € {—1,1}. Subtraindo da primeira equagio a segunda, obtemos :
. n
1 — 19 = 25([)0 —|— b]) = Tb(bo + bl))

e subtraindo da terceira equagdo a quarta obtemos:

’1:3 = i4 = zg(bo = bl) = n(bo — bl)

Verificando que |1 — 23423 —14] < 4 e que |1 —i;—i3+14] < 4, obtemos facilmente

|2nbo] < 4, e [2nb] < 4.
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Como n é um inteiro maior ou igual a 4 temos que a tinica possibilidade inteira
de by e by é bg = b; = 0, e portanto u € Z[(z)]. 0

Tendo em vista a observagao 2.3, temos que um elemento & de Z[(z)] sera central
em Z[D,] se € s6 h = h*, onde * denota a involucdo que estende o anti-morfismo,
z + z~'. Assim um elemento de Z[( :)] serd central em Z[D,] se for #-simétrico,
ou como chamado na literatura da area, se for simétrico. Com esta observacio e o
teorema anterior temos o seguinte.

TEOREMA 3.2. Sejamn D, comn > 3 o grupo diedral de 2n elementos, Z(U,(Z[D,))),
o centro de (U\(Z[D,]), e Us(Z[C,]) as unidades simétricas de (Uy(Z[C,]). Temos
Z((U1(Z[Dy])) = Us(Z[Ch])

Vamos entio estudar os elementos simétricos do grupo U;(Z[C,]).

Se n = 3,4 ou 6 temos que o grupo de unidades, U,(Z[C,]) sera o proprio Cre
Neste caso teremos que o centro de Uy(Z[Ds]) sera {l} o de Uy(Z[D4]) serd {1,z%},
e o de Uy(Z[Ds]) sera {1,z3}.

Quando n = 5, ou n > 6, temos que o grupo de unidades de C,, contém grupos
abelianos livres. Enunciaremos agora uma proposicao que no ajudara a identificar os
elementos simétricos de Uy(Z[C,)). Vamos antes a algumas notacoes.

Seja G um grupo finito e seja € a fungao aumento de Z[G] em Z, denotaremos por
A(G) o niicleo de ¢, e por A?(G), o ideal A(G) - A(G). Seja 1 + A%(G) o conjunto
formado pelos elementos da forma 1 + 4 com v € A*(G), e seja U(1l + A¥G)) =
UL(ZIG) N (1 +A%(G))

Vale notar que U(1 4+ A%*(@)) é de fato um grupo visto que A%(G) é um ideal.
Com estas definicoes enunciaremos a proposicao.

PROPOSIGAO 3.3. [Cliff,Sehgal, Weiss, [CSW81]] Seja A um grupo abeliano fini-
to.

Ui(Z[A]) = Ax U(1 4+ A%(A)).

Ui(Z[A)) € ﬁmtamente gerado.

U(1+ A%*(A)) € um grupo abeliano livre.
Seue U(l+ A?*(A)), entio u* = u.

Uma demonstracdo detalhada desta proposigao pode ser encontrada em [Karp]
ou [CSW8&1].

Segue do resultado acima que toda unidade u pertencente a U;Z[C,], com n nas
condigoes acima é da forma z*v, onde v € U(1 + A%*(C,)), e em particular v é uma
unidade simétrica de UZ[C,], 1sto é v = v*. Concluimos assim que u = u* se e s6 se

; "
=z,
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Assim utilizando o teorema 3.2 temos o seguinte.

TEOREMA 3.4. Seja n um inteiro diferente de 1,2,3,4 €6, e U(1 + A%(C,) como
definido acima. Entdo o centro do grupo Uy(Z[D,]) € dado por U(1 + A¥C,)), sen
Jor impar e por (z3) x U(1 + A%(C,)), se n for par.

DEMONSTRAGAO:

Se n € {mpar temos que as unidades *-simétricas de U;(Z[C,]) sdo precisamente
os elementos de U(l + A*(C)), visto que para todo elemento g de C,,, nio trivial,
teremos g* = g~! # g. Logo pelo teorema 3.2, teremos

Z(UA(Z[D.) = U1 + AX(C,)).

Se n for par digamos n = 2[, temos que o grupo das unidades simétricas serd o
subgrupo (z') x U(1 4+ A?(C,)), visto que como z' tem ordem 2, z~! = z!* = 2.
Assim

Z(U\(Z[Da]) = (22) x U(1 + A¥(C,)).0
3. Unidades Centrais em Z[DC,)]

Vamos estudar agora as unidades centrais de uma familia de grupos que sio
semelhantes de uma certa forma com a familia dos grupos diedrais. Se trata da
familia dos grupos diciclicos definidos na forma de geradores e relacdes por

DCy = (z,yle™ = L,y* = 2", yay™ =z7'),
onde n > 2. Se n = 2 temos o grupo K3 dos quatérnios. Se n for uma poténcia de 2
este grupo é também conhecido por quatérnio generalizado , e costumeiramente
denotado por (); onde temos que k é tal que n = 2*. Temos facilmente que a ordem
de DC,, = 4n, e além disso podemos notar que todo elemento de DC,, pode ser escrito
de forma tinica como z"y®, com 0 <7 < 2n—1er entre 0 e 1. Vamos agora estudar

as classes de conjugacao de DC,,.

Claramente temos que 1 e 2™ sdo os tinicos elementos centrais de DC,. Como (z)

centraliza z*, temos que a classe de conjugacao de z*, para 7 diferente de 0 e n tem

ordem DG, = — 9, logo como z7! = yay~!, ternos que a classe de conjugacao de
@ ~ 2~ % %8 8ac

z' serd {z', 27"}

J& os elementos da forma z'y tem como centralizador o grupo (z'y), e portanto
sua classe de conjugagdo terd cardinalidade n, visto que a cardinalidade de (2 y) é
igual a 4. Vamos ver agora quem sao os elementos da classe de conjugacao de z'y.

Temos
F2iyzr™? = latrly = Y
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Dal concluimos facilmente que os z'y se dividem em duas classes de conjugacao
de cardinalidade n:

C'l = {y) xzyu $Eay $2n—2y}

Cy = {zy,2%, ...,z 1y}.

Chamaremos de X; o elemento z* + 27*, com 0 < ¢ < n, e de Y a soma de classe

da classe de conjugacdo Cj, isto €, o elemento ), g. Sabemos que tais elementos
.‘IEC’]'

formam juntamente com 1 e ™ uma base para o centro de Z[DC,].

Vale notar que (z?) é subgrupo normal de indice 4 em DC,. Vamos notar tal
grupo por N. Vamos agora a

PROPOSICAO 3.5. Seja u, uma unidade central de Uy(Z[DC,)). Entdo u, pertence
a Uy(Z[(z)])-
DEMONSTRAGAO: Seja K = %. Seja o morfismo de grupos 7 definido por
m: DC, — K
g +— gN

e estendido por linearidade ao morfismo 7 de anéis entre Z[DC,,] e Z[K]. E seja.
u. uma unidade central de U;(Z[DC,)), teremos

U =ap+aXy + -+ apz” + Y1 + B2Ya.

7(uc) = ag + aym(z) + npin(y) + nfar(zy),

Onde ap = ap + 200 + -+ - + 20p—2 + 0, € 0y = 2(a; + -+~ + ap—1) se n é par e
ap =0ap~+ 202+ -+ 2a,-1 € a1 =209+ -+ 20,2 + a, se n é impar. Claramente
7(u.) é unidade central de U(Z[K]), e como K tem ordem 4 temos que toda unidade
é trivial, logo temos que exatamente um dentre os nimeros ag, a1, nf, e nf3; é igual
a 1, e os outros sao iguais a 0. Como n é maior que 1 teremos nf; = nf, = 0, e
assim f; = f2 = 0, donde concluimos que

ue=0ap+aXi+- -+ o,z".0

Usando agora do mesmo raciocinio do caso diedral temos o seguinte.
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TEOREMA 3.6. Seja DC,, o grupo diciclico de ordem 4n, com n > 1. Temos
Z(U,(Z]|DC,))) = (2™) x U(1 + A((z))>.

DEMONSTRAGAO:

Como no caso diedral temos yzy~' = z~!, e portanto temos que os elementos
centrais contidos em Z[(z)] sao os elementos simétricos. Logo concluimos que as
unidades centrais contidas em U, (Z[(z)]) sao as unidades simétricas de U;(Z[(z)]),
e como (z) é um grupo ciclico de ordem par, utilizando 3.3, e seguindo o mesmo

raciocinio de 3.4 temos que

Z(UL(Z[DC,)) = (2™) x U(1 + A({z)))*.0

4. Unidades centrais em Z[D,,)

Vamos agora determinar o grupo das unidades centrais do anel Z[D,], onde D,
denota o grupo diedral infinito que tem a seguinte apresentacao:

Dy = <:l;,y|y2 =1,yzy~ ! = a:_l>.
Usaremos fortemente que existem 2 classes de conjugacao infinitas em D, .

A saber as classes

{.,27%,y,2%,2%,...} e{...a7 'y zy,2%,...}
Com isto podemos demonstrar o teorema

TEOREMA 3.7. O centro do grupo Uy(Z[Dy)) estd contido em Uy(Z[(z)]).

DEMONSTRAGAO:

Seja u um elemento central em U;(Z[D..)), e digamos que exista no suporte de u
um elemento da forma z"y, com r € Z.

Como o suporte de u é finito existe um s tal que z"12°y nao pertence ao suporte
p q Yy p p
de u. Como u é central teremos a igualdade

Sabemos porém que z°z"yz~* = 22"y, e que portanto z%**"y pertence ao suporte
de z*uz~°. Absurdo visto que z?**"y nao pertence ao suporte de u. Logo no suporte
de v nao hé elementos da forma z"y, e conseqiientemente o centro de U;(Z[D..]) esta

) q

contido em U (Z[(z)]) O
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Se notarmos que (z) ~ Cy, € usarmos o fato que U;(Z[Cy)) ~ Co. Teremos o

TEOREMA 3.8. O centro de Uy(Z[Dy)) € trivial, isto €, igual a {1}

DEMONSTRAGAO:

A luz do teorema anterior e da observagdo acima, nos resta apenas analisar quais
elementos de C, sao centrais. E claramente temos que z"y # yz" = 27"y, sempre
que 7 # 0, concluindo assim a demonstracao. a



CAP{TULO 4

Subgrupos livres em U(Z[K3 x Cy))

Nesta secao construiremos subgrupos livres no grupo de unidades do anel Z[G],
onde G é um grupo Hamiltoniano, mas nao 2-Hamiltoniano, a partir de unidades
ciclicas de Bass. Para tanto construiremos subgrupos livres nas unidades do sub anel
Z[Ks x Cp). Como ferramenta usaremos a construgio do anel dos quatérnions sobre

um anel R para alguns anéis especificos.
1. O Anel H(R)

Seja R um anel comutativo com unidade. Nesta secao construiremos o anel dos
quaternions sobre R, e estudaremos algumas de suas propriedades. Denotaremos tal

anel por H(R).

DEFINIGAO 4.1. Seja R um anel comutativo com unidade, definimos o anel de
quatérnions sobre R, como o anel

H(R) = R & Ri ® Rj & Rk,

com o produto dado pelas relacoes

P=32=—1, ij=k=—ji.
Em H(R) temos o subanel R; = R @ Ri. Com este anel podemos construir um
morfismo injetivo Fr entre H(R) e M;(R,), usando a seguinte.
PROPOSIGAO 4.2. A fungdo Fr definida de H(R) em My(R;) por
ay + azi a4i + as )

CL4i — a3z ay — azi

Fr(ay + azt + asjy + ask) = (

com ay,ay,a3 € ag pertencentes a R, € um monomorfismo de anéis.

DEMONSTRAGAO :

Temos que H(R) é um R, médulo livre & esquerda, com base {1, 5}.

39
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Associaremos agora a cada a € H(R) o endomorfismo (a direita) 7}, de Ry-médulos

em H(R) (T, € Endg H(R)):

()T.: H(R) — H(R)

z — ra

Temos assim o morfismo de anéis T

T H(R) — EndgH(R)
a — T,
Claramente 7" ¢ injetor pois T, = T}, implicaria (1)7, = (1)T} e portanto a = b

Fazendo uso do isomorfismo canénico entre Endg H(R) e M;(Rz) construiremos

Fr: H(R) — M;(Ry)
Aqui ressaltamos que como a composi¢ao de fungdes é tomada da direita para
esquerda, os vetores (1)7, e (7)7, serdo as linhas da matriz Fg(a). (e ndo as colunas.)
Assim se a = ay + agt + azj + a4k, temos
(1)Te = 1(ay + azi + azg + aqk) =
ar + agt + azy + ask = (a1 + as1)l + (a3 + aqg1)j

(1)Ta = j(a1 + azt + asj + aqk) =
a1j — azk — az + aqi = (—as + agi)l + (a; — ag)y.

Assim obtemos

Fa(a) = ( ai + ar aql + as >’

a4i — a3 a3 — ag?:
e concluimos a demonstragao. O

Vamos agora estudar o caso em que R é uma extensio algébrica de @, o corpo
dos racionais, ou um anel de inteiros algébricos. Vamos supor primeiramente que R
€ um corpo. Temos a seguinte.

PROPOSIGAO 4.3. Seja R uma extensdo algébrica de Q, e seja i a quantidade
imagindria de C. Suponha que i ¢ R. Entdo Ry como construido acima € isomorfo
a R[i], e portanto pode ser imerso em C, via o morfismo ¢

L(al + azi) =a;+ azi,

com ay,aq € R.
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DEMONSTRAGAO:

Claramente ¢ é morfismo de anéis. Vamos mostrar que a imagem de ¢ é R[i]. Seja
a1+ as1 pertencente a R[i]. Basta tomar a; +ay: em R, e temos t(ay+ast) = a; +asi.

Vamos mostrar que ¢ € injetora. Suponha que exista ¢ + dz tal que ¢(c + di) = 0.
Entao temos ¢+ di = 0. Entao ou d = 0 o que implicaria ¢ = 0, ou d # 0 e terfamos

i= —cd™! € R, absurdo. Logo concluimos que ¢ é injetor e portanto isomorfismo de

anéis entre Ry e RJ[i]. O

Podemos ver ¢« como um monomorfismo de R; em C, e estender a um monomorfis-
mo entre M,(Ry) e M,(C), da forma natural isto é coordenada a coordenada. Sendo
assim temos o morfismo injetor ¢ o Fg entre H(R) e M,(C), sempre que R for uma
extensao algébrica de Q e i ¢ R, ou quando R for um sub anel com unidade de um

corpo satisfazendo as condi¢des acima.
Daqui em diante p denotard sempre um primo mpar, e (, a raiz p-ésima da
2mi

unidade e » . Nossos objetos de estudo serdo corpos algébricos da forma Q[(,], e

seus anéis de inteiros algébricos Z[(,]. E sabido que i ¢ Q[(,], e portanto temos a
inclusdo de H(Q[(,]) e H(Z[(,]) em M;(C) via o morfismo ¢ o Fgj,j, que a propésito
chamaremos nas préximas sec¢oes de Fy.

2. Subgrupos livres em U(H(Z[(,)))
Construiremos aqui grupos livres em H(Z [(,]), com unidades da forma (a; + ayi)™
e (a1 + azg)™ com a; e ay pertencentes a Z[(,] € m um niimero inteiro.

A primeira observacgio a ser feita consiste no fato de que (a1 + azt) e (a; + asy)
sao conjugadas em Q[(,], isto é

a1 + azg = o7 (a1 + ayi)o,

onde o =1 + 7 é uma unidade de Q[(,], com inverso —%
E de fato:
1+ 7 N i+, . :
_2] (a1 +azt)(z+J) = _2] (@12 + a17 — ag + azk) =
—ay + a1k — azt — agy — a1k — ay —azj + axt —2a; — 2ay7 )
5 = 5 = a1 + ay).

Usando a funcao Fjy construida na segdo anterior definida de H(Q[(,]) em M;y(C).

Teremos
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. i 0
FH(al—i_a’ZZ): ( al—EGZI G,l—a‘)i>

Fu(i+7) = < B _1i>.

Seja U = U(H(QI(;))) o grupo de unidades de H(Q[(,]). Temos que Fy restrito
a Umg é um morfismo de grupos entre Uy e GLy(C). Assim se tomarmos T como
definida no capitulo 2 teremos uma funcdo I' = T o Fiy definida de Uy em M, o

grupo de Mobius.
Teremos
((11 + azi)Z a + (Zgiz

F(CLI + agi)(z) = =

a; — (lzi a; — azi

iz+1 _ z—i

I'(z+7)(2) = —— =T

Vale notar que como —% é central temos que F(—%) = 1, e portanto

z—1

r(-552) () = 16 +5)(2) =

iz—1

Logo I'(a1 + azg) = I'(z + 7)I'(a1 + a22)'(Z + 7).

O teorema abaixo, nos d4 uma condicao suficiente para que duas unidades gerem
um produto livre da forma C5 * Co, em M

TEOREMA 4.4. Seja A pertencente a C, tal que 0 < |A| < 3 — 2v/2. As transfor-
magoes de Mobius g1(z) = Az e g3(2) = £=}, de ordem respectivamente co e 2 geram

um grupo (g1, 92) que € isomorfo a (g1) * (g2). Como conseqiiéncia temos que g e
029195 " = 920192 geram wm grupo livre em M.

DEMONSTRACAO: Veja [GMS1] 0

Com este teorema e com as observacoes feitas acima demonstraremos o seguinte.

TEOREMA 4.5. Sejam a; + azt e ay + ayj duas unidades em U(H(Z[(,))), com a
e ay pertencentes a Z[(y]. Suponha que para algum m tenhamos

s |m
a; + asl

a; — asl

< 3—2/2.

Entdo (a1 + as2)™ e (a1 + agg)™ gerardo um grupo livre em H(Z[(,)).
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DEMONSTRAGAO:

E suficiente mostrar que ['((a1 + a22)™) e I'((a1 + az7)™) geram um grupo livre.

Como vimos .
F((a] + a2,&')m)(z) _ <al + a21> P

ay — asl

Por hipétese temos I'((a1 + a22)™)(2) = Az, com |A| entre 0 e 3 — 2v/2.
Por outro lado

P((a1 + a27)™) = T(2 + 5)T((a1 + a2i)™ )L (3 + 5).

['(z + j) é exatamente o g, do teorema anterior. Portanto pelo teorema 4.4 temos
que I'((ay + az1)™) e I'((a1 + a27)™) geram um grupo livre, e assim concluimos que
(a1 + as2)™ e (a1 + az7)™ geram um grupo livre. O

Sejam Ks = (a,bla* = 1,0 = a®,aba™" =b7!) e C, = (c|c? = 1). Usaremos os
resultados obtidos nesta se¢do para mostrar que determinadas unidades ciclicas de
Bass geram grupos livres em U(Z[Ks x C,]). Tais unidades sao obtidas a partir de
dois subgrupos ciclicos de ordem 4p de Ky x C,, a saber os subgrupos H, = (ac) e

Hy = (be).
3. Ocasop=3

Estudaremos nesta segao o subgrupo gerado pelas unidades ciclicas de Bass,

u, = (1 +ac+ a*c® +da® + c)4 —52(ac),
onde Gc =1+ ac+--- + (ac)'' e

w, = (1 4 be+ b + b° + ¢)* — 52(6\6),

pertencentes a Z[Kg x Cs]. Note que ¢(12) = 4 e que 541—;1 = 52.

Seja o subgrupo G = (1, 7, (,) das unidades de H(Z[(,]). Definiremos o isomorfis-
mo de grupos W de Kg X C, em Gy, tomando ¥(a) =7, ¥(b) = 7, ¥(c) = (,. Podemos
estender este morfismo a um morfismo de anéis ¥ de Z[Ks x C,] em H(Z[(,]) por
linearidade. Através deste morfismo obtemos o seguinte.

TEOREMA 4.6. As unidades u, e uy construidas acima geram um grupo livre em
Z[Kg X 03]
DEMONSTRAGAO

Aplicando ¥ a u, e u; teremos:
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U(uy) = U((1 4 ac+ a®c® + a® + ¢)* — 52(ae)) =
(U(1) 4 U(ac) + U(a®c?) + U(a®) + U(c))" — 52U (ae) =
(L+Gi— G —i+G) = (=2 + (G — 1))

e de forma analoga

U(w) = (—2¢2 + (G — 1)7)",

Usamos acima o fato que ¥(ac) = (1+ G+ )(1+i—1—i)=0e \P((;E) = 0. Se
observarmos que

(1—¢2i)" = (1 G —2i(2) = i(—2¢2 + (G — 1)i),
teremos
(1—¢2i)° = 4(=2C2 + (G — 1)0)" = (—2C2 + (G — 1)) = U(wa).

Analogamente

(1—¢29)° = U(wy).

Logo se mostrarmos que (1 — (2)* e (1 — (25)?, geram um grupo livre em H(Z [¢)),
teremos em particular que u, e u; geram um grupo livre em Z[K3 x Cj3).

Pelo teorema 4.5 basta demonstrar que

2

1— A4
}1+C§i & 3— 2,
De fato
'1— Al (-@ha+Gi)) _ (- @G+ Gi) _
14 ¢ (1+ ¢2i)(1 — ¢3i) (1+Gi)(1 — Gi)

24 (G— )i 2+ (2sen Fi)i 1—\/75_2_\/§_

2+(<§‘43)i_2~(2senij—”i)i‘1+¢T§—2+\/§—(7+4\/§) .

Como 7+ 4v/3 > 3+2/2 = (3 - 2ﬁ)_1, temos que (7 +4\/§)_1 <3-2/2,e

portanto concluimos que u, e u; geram um grupo livre em Z[Kg x Cs]. 0O
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4. O casop#3

Neste caso usaremos as unidades

U = (1 + ac+ a2c2)¢(4p) — kac

up = (1 + be+ b2c2)¢(4p) - kl;\c,
__ 3%(4p) 1
onde k£ = -
Analogamente ao caso p = 3, temos o seguinte.
TEOREMA 4.7. As unidades u, e wy construidas acima geram um grupo livre em

Z[Ks x Cp).
DEMONSTRAGAO:
Denotaremos ¢, por ¢. Vamos calcular ¥(u,) e W(u). Vale lembrar que ¥(ac) =
U(bc) = 0.
\Il(ua) = \I}((l + ac + a2c2)¢(4p) . ké\c) _ (1 + (i — CZ)¢(4P)'

De forma analoga temos

q](ub) — (1 + (5 — <2)¢(4P)‘

Vamos mostrar que ¥(u,) e W(u;), geram um grupo livre em U(H(Z[¢])). Em
vista do teorema 4.5 basta mostrar que

(1 . CZ + Cl) $(4p)
et <o
Vamos entao calcular % :
l(l_C2+Ci) " (l=¢+i _ ‘—ZSen(w)i—}-i _
(1-¢2-(1) (-1—(—i —2sen(w)i—i|
'—ZSen(w) + 1' _ ll — 2sen(w)
—2sen(w) — 1| |1+ 2sen(w)|’

2
-

Afim de retirarmos o médulo, iremos estudar os dois casos possiveis: 2sen(w) > 1
e 2sen(w) < 1. Vale notar que 0 < w < 7 e portanto sen(w) > 0, e que ndo teremos

2

2sen(w) = 1, visto que para tanto terfamos w = = e 12 néo é primo.

onde w =
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Primeiro caso: 2sen(w) > 1 (isto é p < 11).

Neste caso teremos

1 — 2sen(w) _2sen(w)—1_l~ 2 <1_2_1
1+2sen(w)| 1+ 2sen(w) 2sen(w) +1 — 3 3

Visto que sen(w) < 1 e portanto 2sen(w) +1 < 3.

Como 9 = 3% >3 +2/2 = (3 — 2\/5)—1, temos que 3 é menor que 3 — 2v/2, e
portanto para todo m > 2 temos

Q-+ _1
m S§<3—2\/§.

Como ¢(4p) = 2(p — 1) > 2, temos que este caso est3 resolvido.
Segundo caso: 2sen(w) < 1 (isto é p > 13).

Teremos neste caso
1 — 2sen(w)
1 4 2sen(w)

_ 1—-2sen(w) 2
"~ 1+2sen(w)  2sen(w)+ 1

= [,

2 i3 1 :
Como w < 17 < %, temos que cos(w) > 3 e assim

sen(w) = cos(w) tan(w) > % ‘W= g
Logo temos
2 1< 2 1= 2 1=
2sen(w) + 1 w+1 —27"+1

2p 1~_p—27r
p+ 27 —p+27r'

Faremos agora uma estimativa para m tal que

<p—27r)m <3-2V2.

p+ 2w
Para tal estimativa inverteremos a desigualdade, isto é, procuraremos m tal que

2 m
<p+ ”) >34 92V/2.

p—2m

Podemos minorar o lado esquerdo,
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27 \" 4 "
Pt W) = | J o ST4m—2T s
p— 27 p—2m p— 2T

e estudar a desigualdade

4
14+ % 5 34 9v2,
P

> (1 _*2_7:/5> p.

que tem como solucgao

Assim para m > (%)p vale

(1—-¢+ )"
e < 3—2V/2.

47

dm
P

Como ¢(4p) = 2(p—1) > 2 > (%)p, concluimos este segundo caso e a demons-

tracao.

Como conseqiiéncia obtemos o seguinte.

O

COROLARIO 4.8. Seja G um grupo Hamiltoniano, nio 2-Hamiltoniano. Eristem
unidades ciclicas de Bass em Uy(Z[G]), u, € uy, que geram wm subgrupo livre em

UL(Z[GY).
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