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Abstract

Let Zlq be the group rins of the group G over the rins of racional integers Z,
and let P(Zjal) be its group of units. In IHPI, Haitley and Pickel prove that if G
is a finito group then U(ZI(H) contains a free subgroup except when G is an abelian
group or a Hamiltonian 2-group.

In [Gl[,IG2],IG31, and [G41 J.Z.Gonça]ves study the existence of free subgroups
in the groups of units of group algebras. In IMSj Sehgal e Marciniak show how to
construct free subgroups in t/(Zlq), provided that there exists a non-normal finito
subgroup .# in G, using a bicyclíc unir and its conjugate.

From another direction Dokuchaev e Gonçalves IDGll show that t/(Zrq), with
G a torsion group, does not satisfy a semigroup identity, except when G is an abelian
group, or a Hamiltonian 2-group. In this proof, they make use of two units u and t;.
with u a bicyclic unit, and u a Baús cyclic unir that do not satisfy a special type of
semi group identity ca]]ed R-equation. This resu]t ]ead us to the following questiona:

(1) Do u and u generate a free semigroup in U(ZI(H) ?
(2) Do u and u generate a free group in U(Zlq) ?

Let Go be the group generated by u and u. In the first chapter of this Thesis we
prove

THEOREh/i. 7''he growp (;rO :: <u,tJ> is {somorpAic to .A X (7.o toÃere .4 {s aÓe/ an
Lorsi,on jree ünd C. in$nite CUcli,c.

And se we conclude that u and u do not generate a free group in t/(ZI(?1). We
show also u and u do not generate a free semigroup.

In the second chapter we modify the bicyclic unit t;. And se with this new unir.
when 6' = Z)., the dihedral group of 2n elements, the group <u,u> contains non-
abelian free subgioups. Algo, in the second chapter, we construct free groups of rank
greater than 2 making use of the bicyclic unit u and the generator of order n of Z)

In the third chapter we characterize the central units of C/i(Zll)«l), the group of
normalized units of ZIO.l. Using similar techniques we characterize the central units
of Z./i(ZIZ)anl), where Z)Cn denotes the dicyclic group of order 4n.
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vl ABSTRACT

Finally in the fourth chapter we construct free subgroups in U(ZICI), G a ha.mil
tonian group containing an element of odd ordem using only Base cyclic units.



IHtrodurãny-'

Sejam G um grupo, Z o anel dos inteiros, e seja ZÍq o anel de grupo de G
com coeficientes em Z. Em IHPI Hartley e Pickel mostraram que a menos que G
seja abeliano ou 2-Hamiltoniano, o grupo de unidades de Z[(H, t/(Z[CI) contém um
grupo livre. Denotaremos por Ui(Zjq) as unidades de Zlq de aumento l.

Em [Gl[,IG21,IG31, e IG4] J.Z.Gonça]ves estudou a existência de grupos livres
no grupo de unidades de anéis de grupo. Em IMSI Marciniak e Sehgal construíram
grupos livres em C/(Z[(H) a partir de unidades bicíc]icas e do anui-automorfismo +
Até o momento este é o único método explícito de se produzirem unidades que gerem
um grupo livre.

A partir de uma direção diferente Dokuchaev e Gonçalves IDGl] mostraram que
C/(Z]a]), com G de torção, não satisfaz uma identidade de semigrupo, a menos que G
seja abeliano ou 2-Hamiltoniano. Nesta demonstração são construídas duas unidades
u e u, com u bicíclica, e u unidade de Base, que não satisfazem um tipo específico de
identidade de semigrupo, chamado equação-R (R-equation). Este resultado nos leva
às seguintes questões:

(1) u e D geram um semigrupo livre em P(Zlq) ?
(2) u e u geram um grupo livre em U(ZI(H) ?

No primeiro capítulo mostraremos que o grupo gerado pelas unidades u e u como
construídas em IDGl], que chamaremos de Go é na verdade metabeliarlo. Além
disso provaremos o

TEOREMA. O grupo (;o :: <u, u> e {somor:/o a .4 x ('.. onde ,4 á wm grupo aóe/áarzo
livre e C. denota. o grupo c'tctico in$nito.

Com isto concluímos que u e u não geram um grupo livre em C/(Zlal). Mostra-
remos ainda que o semigrupo gerado por u e u não é o semigrupo livre.

Contudo, no segundo capítulo modificaremos um pouco a unidade bicíclica u, em
relação a unidade cíclica de Base u e com isso teremos que no caso em que G é o
grupo diedral de 2n elementos, que denotaremos por Dn, existirão no subgrupo <u, u>
grupos livres não abelianos. Ainda no segundo capítulo construiremos grupos livres

vll
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de posto maior em D« gerados a partir da unidade bicíclica. u e do gerador de ordem
11. de Z). que denotaremos por z.

Muito se tem estudado em relação ao grupo de unidades de ZIZ).l, onde 1). é o
grupo diedral de ordem 2n.

Em IHP21, Hughes e Pearson caratelizam t/i(ZIZ)31) como um subgrupo de ma-
trizes de (7Z2(Z). Em IPolcl, Polcino caracteriza UI(ZIZ)41) também como subgrupo
de GL2(Z). Na mesma direção temos os trabalhos de Passman e Smith IPasSmil e
Fernandes [Per[. Porém há pouca coisa feita no intuito de caracterizar t/i (Z[D«]) em
termos de geradores e relações. Neste sentido temos em IPSO, um descrição quando
n = 3. Afim de aprofundar nossos conhecimentos sobre as unidades de Z]Z)«] carac-
terizamos no terceiro capítulo as unidades centrais de Ui(Z[Z).]), e aproveitando as
mesmas técnicas caracterizamos as unidades centrais de t/l(ZJDan]), onde Z)(7. é o
grupo dicíclico de ordem 4n.

E um resultado bastante conhecido em Teoria de Grupos que se todo subgrupo
.f/ de um grupo (7 é normal então ou G é abelíano ou é hamiltoniano, isto é, G' é da
forma /t.8 x Á x E, onde /(8 é o grupo dos quatérnios de ordem 8, .A é um grupo
abeliano onde todo elemento tem ordem ímpar, e Z? é um 2-grupo abeliano elementar.
Se .4 for trivial diremos G é 2-hamiltoniano.

Devido a lnpl temos que U(Zlq) não contém grupos livres se e somente se G é
abeliano ou 2-hamiltoniano. Se G for hamiltoniano mas não 2-hamiltoniano. teremos
que U(Zjq) contém grupos livres. Contudo não poderemos usar as técnicas de IMSI
para construir tais grupos, visto que se G não tem subgrupos não normais C/(Z[(H)
não terá unidades bicíclicas.

No quarto capítulo construiremos grupos livres em t/(ZÍal) quando G é um grupo
hamiltoniano, não 2-hamiltoniano, usando apenas unidades cíclicas de Baús.
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CAPÍTULO l

Subgrupos metabelianos em ü(ZICI)

1. Considerações iniciais

Nesta primeira seção daremos definições e fixaremos notações que serão usadas
durante o desenvolvimento da tese.

Sejam (17 um grupo, Z o anel dos inteiros, denotaremos por Z]a] o anel de grupo
de G com coeficientes em Z. Denotaremos por U(ZÍq) seu grupo de unidades. Além
disso se R é um anel unitário denotaremos por U(R) o seu grupo de unidades. Se g

for um elemento de ordem finita m em G notaremos por g o elemento }' gí

Definimos por morfismo de aumento o morfismo c de Zlq em Z dado por

lm.

0'1

( l:«, - >1:«,.
gCGgeG

Definimos o ideal de aumento como sendo o núcleo do morfismo c. Dizemos
que uma unidade u de ZIC'l é normalizada se c(u) = 1, e denotaremos por t/i(Zlq)
o grupo formado por estas unidades.

Definimos a involução # por

(>1: a,g)*
gcG'
E -1

apg 'E
Diremos que um elemento cr pertencente a ZI(H é +-simétrico, ou simplesmente

simétrico, se a* = a.

Se R é um anel e G um grupo notaremos por Z(R), e Z(G), o centro do referido
anel R e do referido grupo (7.

Denotaremos por 'É(n), a cardinalidade do conjunto {0 < J < njmdc(.j,n) = 1},
isto é, a conhecida função Ó de Euler E notaremos por ia quantidade imaginária
do corpo de números complexos C.

A propósito C sempre notará o corpo dos números complexos, assim como N, Z , Q,
e IR sempre notarão o conjunto dos números naturais, o anel dos inteiros, o corpo
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dos racionais, e o corpo dos números reais respectivamente. Se n for um natural,
notaremos por (n a raiz n-ésima. da. unidade e'F. Por Q](.], o corpo ciclotõmico
gerado por (n, e por ZI(nl o seu anel de inteiros algébricos.

No decorrer desta tese usaremos com frequência duas unidades que iremos des-
crever mais detalhadamente na próxima seção: As unidades Bicíclicas e as unidades
(Jicllcas cle .b ass.

2 Unidades bíciclicas e cíclicas de Bass

Seja G um grupo. Vamos aqui definir duas unidades em Z[(H que usaremos com
bastante freqüencia nesta tese.

A primeira unidade é a unidade bíciclica. Sejam A e g pertencentes a G, tais
que g tenha ordem finita, digamos n e que A não normalize <g> isto é Ag#-i g <g>
(equivalentemente: A':gÀ g <g>). Denotaremos por â o elemento de Ztq dado por
1 + g + - . . + g"':. Seja

« -g)Aã
PROPOSIÇÃO 1.1. (1) e/en7tenfo u C ZI(H construído acÍnlza e ama n dado de

«d.m án$«{t« d. Zlal .4/ém dásZ. p«« iodo , C Z t.m« «' = 1 + «(1 g)hâ.

T) nç h # rn hrarp 1) A rn i rx .
&/ [JIY[ v [[ [J Ú. XLf]\rJ].\./ e

Seja a = D -- l Primeiramente vamos mostrar que u é diferente de 1, ou equiva
lentemente que

a - g)hâ # 0

(i g)Aâ -} hg"'' -- gh gAg"':

Cloncluimos então que para termos a = 0 teremos de ter para algum A, 0 5; k $
n -- 1, A = gago, e portanto A-igA C <g>, o que contradiz a escolha de h e de g. Logo
u é diferente de l.

Do fato que (l -- g)â = 0 segue que a' = 0 e portanto segue facilmente

«(l a) a'

E portanto u é inversível com inversa u'i = l
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Pelo mesmo motivo temos u' = 1+ ra = 1+ r(l
assim concluímos a demonstração.

g)Aj # 1, para todo r C Z. E
1 1

A unidade o construída acima será chamada. de unidade bicíclica . Vamos agora
analisar unidades contidas em subgrupos cíclicos de ordem finita de G. Seja # um
elemento de ordem finita digamos n de G e seja o elemento

« + «'í'')' - kâ
Onde mdc(J,n) = 1, 1 < .j < n -- l, .j' é cângiuo a l módulo n, e k = j:=l

Podemos observar que A C Z, e que o aumento de u é 1, visto que o aumento de â é
n. Vamos a seguinte

PROPOSIÇÃO 1.2. O e/ementa u consfrüÍdo acima á wma n dado de ordem {n-
./imita em ZI(H. .4/ém disso sela t, o Único e/ementa ta/ gwe 1 < t < n -- l e .7t é
cõngruo cl \, mód'ülo n então

u': =(1+zj+z2j+...+:«jG-0)' /â,

onde s e j são os mesmos da de$nição de u e t -- !:-\

DEMONSTRAÇÃO:

Vamos mostrei que u é unidade. Seja ui =(1 +zj+z2j+...+zj(t i))' -- /â,
com .j, s, /, e t como definidos no enunciado da proposição.

Temos de mostrar que uui = 1. Vale notar que pelo fato de .j' e Jt serem cângruos
a, l módulo n temos que t' é cângruo a l módulo n, e portanto Z é um número inteiro,
e o aumento de ui é l.

Existe w C Z, tal clue Jt = ton + 1, temos então

(l+«+.. +«j':)(l+«j+ ..+«jo-o)
1 + z + . . . + zj-i + aj+. . . + zj-i+j(t-i) .

1+...+ zjt-l = 1 +.. + z"" = 1 + wâ.

Temos assim

(l + :« + -. . + z'j'')'(l + «j +. . . + ,j0-0)'
(l + .«â)'

onde S é um número inteiro, visto que para qualquer potência r maior que l
temos â' :: n'''i. e z . â :: â.
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Destaformafazendo .4 = 1+z+...+zj-l e B = 1+açj+...+zj(' i), teremos

-: -Aâ)(B'-/â) +Sâ J'Zâ-t'kâ+/ nâ

l + (S - .j;/ - t'k + /An)â.

Mas como u e ui tem aumento igual a 1, uul tem aumento 1, e portanto teremos
(S J'/ t'&+ /kn)n = 0, e consequentemente (S -.j'/ -t'A+ /X;n) = 0. Logo

/

Vamos agora mostrar que u tem ordem infinita. Seja r o morfismo de Zl<:ç>1 em
C definido por r(z') = G = ez: e estendido por linearidade.

Vamos e«tão c.lc«lar ,-(u)

,(u) (l + « + . . + «j-:)'
(1 + ,'-(«) +

kâ)
k ,'- (â) .+ ',(,j''))'

Como .-(â) + ("-i :: 0, temos que

.'-(u) + d-')'
Se provarmos que I'-(u) tem ordem infinita teremos que u tem ordem infinita, e

para mostrarmos (lue r(u) tem ordem infinita basta mostrar que l + (,. + . . . + (i':,
tem ordem infinita em C. E aqui observamos que

(l + G.+ -.. + d':)(i - G.) 1 - d,

lOgO l + (n + . . . + <1:-l = }:ÍÍ. Vamos, pois, mostrar que ' = {:Íz tem ordem
infinita.

Para tanto, basta demonstrar que seu módulo é diferente de 1. Digamos que
(in = at+bii, com. ai e bi em R. e (J = a2+b2i com a2 e ó2 em R.. C'omo l(Inl = 1(JI = 1,
temos que a? + b? = ag + óg = 1, e assim temos

1- al' li- al'
1 - G.l li - G,I'

ai + bii) 1 + a? + b? -- 2ai

a2 + b2i) 1 + a2 + b: -- 2a2

(1

(1
«: - b:i)(l
«, - b,i)(l

Ó

q
2ai l
9n. l

al
a2

Donde concluímos que l,yl :: l somente se a] = a2. Mas como a? + óf = a! + bz,
teríamos b2 :: übi e portanto ou (li ;: (n, e portanto .j :: l, OU (n = (n :: ("-l e

portanto .j = n 1, casos descartados na construção de u, e portanto concluímos a
demonstração.[]



3. 0 GRUPO Go

Se s = é(n), temos .jÓ(") cângruo a l módulo n, e portanto podemos construir a
unidade

u = (1 + z + - . . + aj-i)ó(")
onde A = j=!!::!:Ü. Diremos nesta situação que u é uma unidade cíclica de Baús.Se
s for diferente de Ó(n) diremos que u é uma unidade cíclica de Bass modificada.

Além disso temos que se .j for igual a l ou a n l o elemento

como construído acima será uma unidade trivial de ZI(.;l. De fato, se .7 = 1, temos
que u = 1. Vamos então ao caso .j = n -- 1. Se n = 2, temos 1 = n -- 1. Portanto.
podemos supor n diferente de 2. E claramente se (n -- l)' é cângruo a l módulo n,
com n > 2 temos que s é par. Com estas considerações temos

Sl+z'«

« +«+ .. +«"-')' Aâ -«"'')' - Aâ.

Temos zâ = â, e â' = n' iâ, para todo natural não nulo r. Segue daí que para
algum R C Z,

« +(-«)("'0' -X;â - ,("-0'+(R-A)â
E por construção u tem.aumento l, logo l + (R - A)n = 1, e temos portanto

R -- k = 0, e portanto u = z(" i)'

OBSERVAÇÃO 1.3. Para podermos consfr ir uma unidade cü/ ca de Baús ro de
Baús m,odi$cada), precisamos de u'm, número 5 primo com 'n, tal que L <. :1 < n - L.
Portanto T)recusamos q'u,e existam pelo menos 3 elementos menores qwe 'r\, retatiuü-
mente primos com n. Oa sda precisamos Ó(n) ? 3. Logo se n = 1,2, 3,4, ow 6, rzão
poderemos co«'str«,it unidades cíctic«,s de B«,ss (.«em cíclic.,s de Base modi$c.«d,«) «
partir do elemento =.

3. O grupo Go

Seja (l? um grupo e seja ZI(;l o anel de inteiros sobre este grupo. Suponha que
existam g e A neste grupo G tais que A não normalize <g>, e que a ordem de g, que
denotaremos por n sela igual a 5 ou maior que 6.

Seja a unidade bicíclica

« (i - g)Aâ

E a unidade cíclica de Baús
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u = (1 + g + . . . + d'-i)Ó(") -- A.â.

com ko e .jo nas condições da proposição 1.2.

Em IDGll Gonçalves e Dokuchaev estudaram o subgrupo Go de t/i(ZI(71) gera-
do pelas unidades u e u construídas acima. Neste artigo os autores demonstram o
seguinte

TEOREMA 1.4. O s Ógrupo Go, gozado pe/as un Jades u e u como consta idas
a,cima não satisfaz a nenhu,mü identidade de gemi-gr'üpo.

Tendo em vista este teorema ficam as questões:

O grupo Go é livre gerado livremente por u e u?
Os elementos u e u geram um semigrupo livre ?
Demonstraremos nesta seção que para qualquer grupo (; e quaisquer elementos u

e u construídos como acima o subgrupo Go de U(Zlq) é metabeliano e portanto u
e u não geram um grupo livre. Também demonstraremos que u e u não geram um
semigrupo livre em Ui (Zlq).

Primeiramente vale lembrar que como o aumento de u é 1, âu = uâ ' g, e que
daí temos âuJ = u'g - g, para .j em Z. Portanto

.j.u'j -g)Aâ)u'j (u'j+(l -g)Aâ) l-g)Aâ

E do fato que uk = 1 + É;(l -- g)hâ, para Ã; inteiro, temos

.j.'«-' +k«'(l

TEORES/IA 1.5. Seja (., an7z trapo ./imita, e sqa ZI(H, o ane/ de gr po de (7 sopre o

anel dos i,nteiros. Suponha. q'ue e'm, G ezi,stüm dois etementas g e h com üs condições
ücimas citadas, e que poüanto dêem origem às unidades u, e D cortstruídcts como
«{«.« .m U(ZIC'l). nfã. o -óg«p. Go = <u,«> á «m «óg«p. m.t«óe/{-. d.

u(zÍq).

DEh,lnNqTn A r'' Ã n '

Basta mostrar que Go possui um subgrupo abeliano .4 normal, tal que go- também
é abeliano. Tomemos .4 = <uluu'JI.j € Z>. .4 é claramente um subgrupo normal de
Go. Vamos mostrar que 4 é abeliano. Para tanto basta mostram que os geradores de
,4 comutam. Como vimos acima temos:
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«'«u'' + u'(l g)Aâ

Assim para 2 geradores ai'bitrários de Á, ujiuu-ji , e uj'ou'j', temos

«'-«" '- .«"«« " +«':(i -p)Aâ)(i+«"(i -g)Aâ)
(l + (uj' + u")(l - g)Aâ) = uj'uu-j, . .,j-..-':

Donde concluímos que Á é abeliano. Do fato de u C Á, temos que <,4,u> = Go.
Logo !ã!- = <ii> é um grupo cíclico, portanto abeliano. Logo Go é metabe]iano. []

Usando a equação ujoku-j = 1 + X;uj(l g)Aâ, com J e Ã; inteiros, podemos
demonstrar a seguinte

PROPosiçÃo 1.6. O subgrupo .4 = <ujuu-jlJ C Z> de (7o á /cure de torção

T) nç xx rl Nra'pn A ía i rl
x/ AJIVX v 1 1 bJ a- Abri.l3r/X.v a

Para facilitar a notação vamos notar por t;J o elemento uluu'j. Seja agora a C Á,
a :: u.f ki . . . t;j,k, com a 7é 1. '1'emos

« (k:u'' + + k,u'')(l - g)Aâ
Se « # l e«tão

(k:«'' + . . + A,u'')(l - g)Aã # 0,
assim temos para todo m C Z, m # 0

m(k:u'' + . + A,u'')(l - g)Aâ # 0

Logo para m # 0 temos

a" :: U.j mki "*' = 1 + m(kiuj' + + #,«'')(g - l)Aâ # l
E portanto Á é livre de torção. D

Vamos mostrar agora que Go é livre de torção.

PROPOSIÇÃO 1.7. O grupo (.7o é o produto gemi-dÍreto de .4 por (u>, /ogo ..l = <u>.
Por con,seqlLênci,a. temos q'üe Go é ti,ure de torção.

Deita nNq'pp A r' i n -

,4 é normal em Go. Como Go = <.4,u> e .4 é norm,l em Go, temos Go = Á <u>.

Basta mostrar portanto, que .4 n <u> = 1. Para isto tomemos a c Á n <u>. Como
a C ,4, a é da forma
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« (k- u'' + . . . + k.u'')(l - g)Àâ,
com A{'s e si's pertencentes a Z. Como -tz tem suporte em <g> temos que a l tem o
suporte no conjunto H,

»'

# Ap'l{,.j c z}.

Por outro lado se a C <u>, a, e conseqüentemente a-- l tem suporte em <g>. Vamos
mostrar que

# n <g>

De fato, se supormos que g'Ag' = g', com i,.j,z' C Z teremos A = g''i'j, e
portanto A € <g>, o que por construção é absurdo. Logo concluímos que H í"} <g> :: 0.
Assim temos que o suporte de a -- l é vazio, e portanto a = 1. Assim

Go

e cl;ro, #- z <u>.

Para obtermos que Go é livre de torção basta tomarmos um elemento to C Go com
ordem finita. Seja / a aplicação canónica de Go em -T' Como m é de torção temos
que .f(to) também o é, mas como # = <u>, e <u> é livre de torção temos ./(to) = 1, e
portanto w C ..'l. Pela proposição anterior .4 é livre de torção, logo to = 1. Portanto
Go é livre de torção. D

Vamos agora caracterizar melhor o grupo .A, e consequentemente o grupo Go.
Antes faremos dois lemas auxiliares.

l.Ew\A. \..8.. Seja OK um ün,et de inteiros algébricos, digam,os com corpo de fiações
K extensão a,lgébrica de (}. Se p. é uma zr\i,da,de de ok então e:custe vm poli,nâmio
módico mínima/p C Z]z] com coe$cienZe ndependenZe ül fa/ gae p(p) = 0.

TI ns h Arn xí arpl} A rn Í rn .
XJ allYI v 1 1 J X XLfl \r /l \ / e

Como p é inteiro algébrico, é conhecido o fato que o polinõmio minimal mânico
satisfeito por /z em (Qlzl, que chamaremos p tem coeficientes em Zjzl, digamos p(z) =
a.z" + . + ao, com a« = 1 e a{ C Z, pata todo á. Vamos mostrar que ao = ül.
Como p(p)

b

p" + . + ai/z + ao =0
Se multiplicarmos a equação acima por p " e chamarmos o = u'i teremos
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l+a..iw + +aiw"-i+aow" =0

Se existisse um polinâmio q em (Qllzl de grau menor que m tal que q(w) = 0,
usando raciocínio análogo ao acima teríamos um polinâmio qi(z), de mesmo grau
de q tal que qi(p) = 0. Absurdo pois p é o polinõmio mânico minimal de p. Logo
concluímos que pl(z) = 1+a«-iz + -+ a:z"-i+aoz" é um polinâmio minimal
que satisfaz pl(w) = 0. Ora w também é inteiro algébrico, logo o polinâmio mânico
minimal que u satisfaz em (Qlaçl tem coeficientes inteiros e o mesmo grau de pi . Assim
como o coeficiente independente de pi é l temos que o coeficiente dominante de pi
será uma unidade de Z, isto é ao = i:l. []

LEMA 1.9. 4 unidade cü/{ca de Baús u constra da ac ma saZÍs/az um po/{nóm o
móDIco p(z) em Zlzl, que Zem o coeáciente ándependenfe {gwa/ a ül.

DEIK4nNÇTn A r' i n '

Seja @ a inclusão canónica de Z]<p>1 em (IE) Z](a], que leva g em
dln

@(g) (.,,. . . ,(«),

onde d{ são os divisores de n (n é a ordem de g), e (IÚ. são as raizes d-ésimas primitivas
da unidade.

Seja Úa. a composta de @ com a projeção canónica aú. de (D Z](]a] em Z[(ú.].
dln

Claramente Úd.(u) é inversível em ZI(la.l para cada d{, e como ZI(la.l é um anel de
inteiro algébricos, temos pelo lema anterior que Ú.i.(u) satisfaz um polinâmio pânico
pd.(z) com coeficiente independente igual a :LI em Zlzl.

Se toma-mos p(z) = H p.Í(z) teremos q- p(u) = 0 , com p p'li«âmio mânico em

Zlsçl e com coeficiente independente igual a i:l.

Notaremos por C'm o grupo cíclico infinito, e por O=1 o produto direto de m cópias
de C'., isto é

n

o= -ç: X xa.

Vamos agora ao seguinte
7n 'vezes

TEORENIA 1.10. 0 swógrtzpo .4 de (.70, descrito acima, é ./in fanzzente gerado e
portanto é a,bela,ano livre. Isto é A Clmm, para ütg'üm m natural. ConseqÍLentem,ente

Go= 0= NC'm
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DEtvlONSTR A CA 0

Voltaremos a utilizar aqui a notação z;{ :: uit;u-{. Pelo lema 1.9 temos que u
satisfaz um polinâmio mânico p(z) em Zlzl tal que p(#) tem coeficiente independente
igual a ül.

Digamos que p tenha grau s. Então
t&s = as.IUs'l + as.2t&s'2 ++ as.2U' + + alu + ao.

Temos portanto que
«, ««'' + u'(l - g)Aâ

1+(«,-:u'-' + «,.,u'-'+ . . .+ «:u + «o)(l - g)Aâ
U'-lU',--Ul-'U'-20',-,U-(;-2)

«=:«='

UD'i,Ü--l

u:':.o''

Assim temos u, C .Ao :: <u.-i)u.--z, - - . )ui,uo>, Vamos agora usar indução para
provar que para t > s, temos ut € .4o. Vamos supor que para todo t', 0 5; t' < t,
t;., € ,4o. Temos

«, - "'-'' + U'(l - g)Aã.
A ..., +.'-l,...& xe)VE w VUI Alvo

"' - «'''«' ''(«,-:«'-: + «..,u'-' +

= a..:u'-: +

' + as.2t& +

+ aiut-'+i + aou
+ alu + ao)

+ a..,u'-' ++
E assim

«. («,-:u'-: + «..,u'-' ++ as.2U' +

-«=i'«=;'

+ alu'-'+l + ao'u

«2. ,.F : «= .

''')(l g)Aâ

Pela hipótese dc indução temos que ot-i,
vence a .4o.

pertencem a .4o. Logo t;t per

Seja agora u-i = u-iuu.
u'-l = a..lu' ' +' + a,.,u'-' + + al + a.u-l

Como ao = ÉI, temos

u-l = :Lus-l :F (zs.ltls-2 :F as.2t&s'3 :F ' . . +: (11)

e portanto concluímos de forma análoga ao caso anterior, que u'iou pertence a
z40 = <t;s-l ) t;s--2} . ' - ) t;l) 00>.

Por um argumento de indução temos que ulz;u J pertence a .4o, pala todo J < 0.
Logo concluímos que Á = .4o. Como .4 é livre de torção e finitamente gerado ,4 é
abeliano livre de posto m para algum m natural.
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Tendo em vista os resultados anteriores podemos concluir quc

G'o = 0=1 >q (7..,. o

Vale ressaltar aqui que estamos provando apenas que m 5; s, e não a igualdade.
Usaremos este resultado para demonstrar o seguinte

TEOREMA 1.11. Sejam (x #nlz grupo, ZI(;l o ane/ de nte ros sopre (7, u e u
constrtéÍdas como acima. Então u e u não geram um semdgrupo / ure em U(Zlq),
indo'pendentemente da escolha. de G, dos elementos h,g € G e do inteiro jo,utilizados
na corzstrwção de u e u.

])EMONSTR A n A 0

Seja u.f = filou-J. Como vimos no teorema 1.10 para algum s, teremos

«, - «:'«;: ' . . «:=:

Sejam 0 $ {1 < 2 < . . < í« < s, todos os índices para os quais r{. é positivo, e

0 $ .ji < J2 < < .jz < s, todos os índices para os quais rj* é negativo.

Usaremos a notação AA ::: ri*, para k entre l e m, e ti; :: --r.Í. para Ã; entre l e /.
Vale notar que os At 's e os tÀ; 's são positivos. Teremos então

«}: . . . «};«. - «â'

Escrevendo cada ui como uit;u'i teremos

,Uji .Dti .Ü.j2--ji . . . .Ü.jZ--jZ-i Utl.Üs--jZ 'OU-' :: .Ü'it .OÀi U'i2--ii . . . .Üi--'im-l .UAm.Ü-'i«.

Multiplicando os dois lados a direita por u' teremos

.üji oti uj2 --.ji Uji--ji-i tias--ji0 :: UÜ UhiUi2-Ü ,Ü'i. --'Í«.- l .UÀ'm US--'im

Por construção temos que pala cada k, .jk -- .jk.i > 0 e cada ík -- íA.i > 0. Além
disso s é maior que &. e que .7i, e portanto s -- i. > 0, e s -- .7i > 0. E como citado
anteriormente os tk 's e os Aj; 's são positivos. Tendo isto em vista temos quc u e D
satisfazem a igualdade não trivial de semi-grupo

Zjz-ji -yfiZ'-jiy = ZÜyhiZ{,-'l #i--im-iyAm3'-'m

e portanto não geram um gemi grupo livre em P(Zlq). D





CAPÍTULO 2

Grupos livres em U(ZI.O«l)

No primeiro capítulo trabalhamos com uma unidade cíclica de Baús u e uma
unidade bicíclica u, com u C Zl<g>1 e u da forma 1 + (1 -- g)#â, com AgA-' g <g>. E
concluímos que o grupo gerado por u e u não continha subgrupos livres.

Neste próximo capítulo trabalhaiemos com uma unidade cíclica de Base, (ou
cíclica de mass modificada), u, que será gerada a partir do grupo <z>, e com uma.
unidade bicíclicau, da forma 1+(1 y)aç0. Isto é o elemento que gera a unidade cíclica.
de Base, está agora no "meio"e não nas pontas do termo (l -- g/)z&. Mostraremos que
quando G é o grupo diedral de ordem 2n que denotam'emos por Z)n, o grupo gerado
por <u, t;> contém um subgrupo livre.

l O gi'upo de Mõbius e o morfismo p

Nesta seção introduziremos o grupo de Mõbius .A4, e com ele o morfismo p que
será de grande importância na demonstração do principal teorema do capítulo.

Seja C o corpo dos números complexos, e seja .A4 o grupo das funções de (CU {oo}
em (C U {oo} que podem ser escritas como

cz + d

com a, b, c, e d pertencentes a C, e ad -- bc # 0, com a operação de grupo dada pela
composição de funções.

Com a hipótese que ad -- bc # 0 temos que de fato cada / é inversível e o grupo
.A,4 está bem definido. Denominaremos tal grupo como grupo de Mõbius

Seja agora GZ,2(C) o grupo das matrizes 2 x 2 invetsíveis sobre (C.

Z }

PRoposiçÃO 2.1. .4 /unção T d' GZ2(C) e«. .M dad« por

*(::: :::).,,-=2=
13
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é lln ll-Lor$sm,o sobrejetor de grupos. Além di,sso o nd.óleo de T é i,g'uat CLO ceTttro de
GLa\jCà. Temos portanto que

.M= z:i;llih- : 'a',«:).
DnMONSTKAÇÃO: Ver IAhll, página 76.

Seja D. o grupo diedral de 2n elementos

<«, z/l«" - i,v' - i, p«v-:

Vamos agora construir um morfismo que relacionará o grupo de unidades t/(Z[Z)«])
do anel ZIZ).l com o grupo .A4 definido acima. Para isto construiremos um morfismo
o entre Z[O«] e A/2(C), que por sua vez está re]acionado com o morfismo a'- que
construiremos abaixo.

Seja <aç> Ç Z)« o grupo cíclico de ordem n contido em Z). Sela (n C C, (n = e f
Denotaremos por r o morfismo de Z]<z>] em C definido da seguinte forma

,(«) - G,
estendido por linearidade a ZICnl. Seja agora o morfisino de grupos o' de Z). em
G.L,(C) dado por:

«(«) - A6 ,(«)
0

«'«,-«-(? ã

Como I'-(z)" = 1 temos facilmente que A#zn = 1, Mv2 = 1, e que MgA4z.&/g': = ]b/;:,
e que portanto a é morfismo de grupos. Podemos estender então o- a um morfismo
de anéis entre Z]Z)«] e iW2(C). Vale notam que

«(«'y) =

krtz
.'-(«)'* o

e

«(«')
0rlz

0 rtz
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com A e / inteiros. Assim seja m um elemento de ZIZ).l digamos to = # + 7y, onde
# e 7 pertencem a Zl<z>1, e sqa + a involução que leva z em a;'l estendida a Zl<z>1,teremos

a(«,) .'-(P) .'-(1)
,(7*) ,(#*)

Além disso como {l;'i = (n, onde ' denota a conjugação em (C e
que r(á'') = r(á) pala todo á € Zl<z>1, e portanto temos

é Z-linear temos

«'«,-.''*,«,-(g g
Vale notar que o restrita a P(Zj-O«l) tem imagem em (7Z)z(C) e que portanto

podemos definir o morfismo ç, = T o o' de U(ZIZ)«l) em .A,{. Tendo em vista as
observações anteriores teremos que se = # + ,yy pertencer a U(ZIZ)«l), teremos

«'«,,-*(g g) '', - gFH.
A função g definida acima ocupará posição central no teorema principal da seção

Podemos notar que a imagem de g em .A4 é composta por elementos da forma

, . az+b
r(ZJ = =-- .

com a e b elementos de C. A/louvados por este fato, faremos aqui a seguinte
T) nnnaTn in ') 9X & Lv X v bJ &\r/l \./ Z.r B éd l

da forma,

j

Sd«m S: {z C Cll,l . ./:(z) «m« «p/{c«çã. de MJóÍu;

r(.z) = =
bz+ã

:om a. e b pertencentes a. ç,. Então temos jÇSL ) = S\ , isto é se z pertencente a, ç,
fem mádu/o 1, então /(z) terá módw/o l

T) E\RA fI NT arFI} A /q I fI .
A../ XJIYA v 1 1 LJ J. XLfl. \Pfl.v B

Basta demonstrar que lzl :;:: l implica l/(z)l = 1, ou equivalentemente que lzlZ =
.2 pii''l/(,)1' )/(,)

'',,m - (=E) (Eg
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«I'l,I' + «ã, + óm + lól'

ól'l,I' + ó- + aóz + l«I'

lal' + aóz + bm+ IÓI' . .
lbl2 + i;az + ãóZ + laia

2. Unidades Cíclicas de Bass não centrais em t/(ZJO«l)

Nesta seção estudaremos quando o grupo de unidades de Z]Z).] contém unidades
cíclicas de Bass não centrais. Quando não as contiver como construiremos unidades
cíclicas de Bass modificadas não centrais.

OBSERVAÇÃO 2.3. t/m. e/ementa w pertencerzte a Z]<z>1 será centra/ en7z Z]Z).],
se e somente se comvtat com U. Como UXU-t em,os a. igualdade UWU'\ -- co ,
para todo w em Z]<z>1. Logo corzc/uÍmos qwe w será centra/ em Z]Z)«], se e somente
se u for igual a, u*

Nlotivados por esta observação faremos o seguinte lema.

l.nMA 2.4. Sd« u. = (1 + « +

cíclica, de Bass m,odi$ca.da. Temos
+ zj-l)' -- Aâ ama unidade cü/{ca de Base ou

.,* (i-j),.,
ws

DnuoNSTnAÇÃo: Se notarmos que â* = â, e zákâ = kâ, para todo (í inteiro
temos

«:

lz'-j(l + :« +

,o-D'l(l + « +

+ «:-jy - Aâ
+ «j':)I' - hâ

+ açj-i)' -- kâl = a;(t-j)'u, []

Vamos agora a uma proposição que nos garante a existência de unidades cíclicas
de Bass que não são centrais, quando n é ímpar.

PROPOSIÇÃO 2.5. Sejam n m nteíro ímpar maior ot água/ a 5, Z). o gr po
iiedral de '2n elementos, e = um elemento de ordem n em D.. A unida,de cícti,ca de
Baús u2 = (1 + z)ó(") -- kâ é não centra/ em Ui(ZIZ)«l), onde A denota 21 '0'i

DEMONSTR A CAO :

Pela observação 2.3 basta mostrar que uz # u;. Pelo lema 2.4 temos u,
z-Ó(n)u2. Ora se u2 := u2 teríamos

. Ó(n).,.
'u wz
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Como u2 é inversível, teríamos z-ó(") - 1, o que implicaria que n divide Ó(n).
Absurdo, pois n > '#(n). Logo u2 não é central em Ui(ZIZ)«l) []

Vamos agora demonstrar que existem unidades cíclicas de Bass não centrais em
Z),,, mesmo com n par, desde que n não seja uma potência de 2.

PROPOSIÇÃO 2.6. Sega n = 2'r, com r wm ntÍmero á ripar maior que 1, s maior
ou igwa/ a l e n # 6. Então ezísfe ma unidade cz'c/ ca de Baús u em Z]Z)«] fa/ gwe
u nã,o é cevttTat.

DEl\ lnN qTn A r'' i n '

Como mdc(«, 2') = 1 temos que Ó(n) = @(2')@(r) = 2'':@(,)

E pelo teorema do resto chinês temos que existe .j, 0 $ J .g n, tal que

.j = 2 mod r
e

j = 1 mod 2'

Queremos primeiramente mostrar que J :# l, .j # n -- l e mdc(.j,n) = 1. Cla-
ramente temos que J :# 1. Para concluirmos que mdc(J,n) = 1 basta mostrar que
mdc(.j, r) = 1 e que mdc(.j, 2') = 1. A primeira igualdade é conseqüência da primeira
congruência juntando o fato que 2 não divide r, e a segunda igualdade é consequência
imediata da segunda congruência. Resta mostrar que .j # n -- l.

Se I' é diferente de 3 segue como consequência da primeira congruência. Apoia se
r = 3 teremos pelo fato que n 7é 6, que s é maior ou igual a 2 e portanto segue da
segunda congruência que .j é diferente de n -- l.

Então para este .j temos a unidade cíclica de Bass

« + zj-í)Ó(") À;â

Onde k e â são os como definidos convencionalmente. Mostraremos agora que u
não é central. Para tanto basta mostrar que u # u*

Pelo lema 2.4 temos u* = z-(j l)é(n)u, logo temos que mostrar que z'(j l)d(n) # l,
ou equivalentemente mostrar que n não divide (J -- l)@(n). Para tanto basta mostrar
que r não divide (J -- l)@(n) = (.j -- 1)2'@(r). Como mdc(2, r) = 1 basta mostrar que
r não divide (J l)@(r).

Como J é cângruo a 2 módulo r, J-- l será cângruo a l módulo I'. Consequentemen-
te (.j -- l)@(r) será câ«gruo , @(,) mód«lo ,. Por outro lado como @(,) < r, teremos
que r não divide (.j -- l)@(r). Assim n não divide (J -- l)@(n). Donde concluímos que
u não é cerjtral. []
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Já quando temos n uma potência de 2, digamos n
cíclica de Bass é central. De fato:

2' temos que toda. unidade

Se tomarmos um .j ímpar .j < n teremos a unidade cíclica de Base

u = (1 + z + . . . + açj-i)Ó(") -- Aâ.

Sabemos que u" = z(j i)ó(")u. Do fato que .j -- l é par e Ó(n) = 2''l, temos que

n divide (.j l)Ó(n), e portanto u = u* logo u é central.

Para termos uma unidade que faça o mesmo papel que a unidade cíclica de Bass
nos casos anteriores usaremos o fato que para todo .j ímpar, e r ? 3, temos que
J2''' = .jf é cõngruo a l módulo n = 2'. Em particular 3? é cõngruo a l módulo n.
Podemos então construir a unidade cíclica de Bass modificada

«, +«+ «')f - A,ê,
1 7 3'T .l..H. l,. . .}q -- l

'"z ' n

Pela proposição 1.2, temos que u2 é unidade. Pelo lema 2.4 segue que u;
(a2)fuz = zlu2. Como a ordem de z é n temos que u; :# uz. Logo u2 é uma unidade
cíclica de Base modificada não central.

3. O Teorema Central

Nesta seção iremos demonstrar o principal teorema do capítulo, isto é o teorema
que nos permite construir subgrupos livres em <u, u>. Vamos antes enunciar um lema
que nos será útil na. demonstração do teorema principal. Conhecido como lema do
pino-pong. Uma demonstração detalhada deste resultado pode ser encontrada em
IHarpe]. Denotaremos o produto livre de dois grupos (17i e (l?2 por (l;l # (32.

Lxu\P.. '2.'T. [l<lein]

Seljam G zm grupo agindo em um conjunto S, t\, T.z, dois subgrupos de G e
seja [' o stéógrupo gerado por e/es. .4ssuma qwe ]'i contém pe/o menos 3 e/emenfos.
Suponha também, qze e istem, 2 s'ub-conjuntos não nazi,os de S, S.L e Sz tais que S.z
«ã. «tá««f{ . mS:, q«.7-(S:) CS, p««t. . : C I':-Íl}, .7,(S,) CS-,
para todo '2 C I'z -- {l}. Então I' = 1'i + I'a.

Vamos agora ao teorema central.

TEORES/IA 2.8. Sqa n m número água/ a 5 ow maior qwe 6 e sqa Z,)« o grupo
d Cara/ de ordem 2n

D. <«,pl«" - l y2,yzy-i :: z-l>
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Tomemos a z n dado óúíc/{ca u = 1 + (1 -- 3/)z(l + y) e ama wn dado cíc/{ca de
B". .« .ü/{c« de B«. «..dWc«d« d«.»,m«« =(1+« +.. +«j :)"--A«â, «mó«
em Zln«l, com .j, k« e m saí s/agenda as corzd cães da proposição .7.2.

Para u,m r adequado temos

.zll)l:h - <'> * <8o ,
.«d. Z(<u,«'>) d.«.t« . ««t,« d. <u,«'>, . ', d.«.f« « :m«g.«. p./. «,.r$.m.
canónico. Como conseqiLência podemos a$rmcLr que u' e u'u'u Jor T am zm pat li-
«e .m P(ZJO«l).

DEMONSTRAÇÃO

Utilizaremos o morfísmo p definido acima, demonstrando que <g(u), g(u')> C M
é o produto livre <p(u)> # <p(u')> para um r adequado, e depois provaremos que o
núcleo de g restrita « grup' <p(u), p(«')> é o centro de <g(u),p(u')>.

Vamos primeiramente calcular g(u'), e g(u'), para t um número inteiro. Temos

«(«o(,) - -:iF,
visto que suporte de u está contido em <z>. Como r(â) = 0, temos l-(u)

r(l +G.+..- +a-:)", e pare-to .'-(u') =.'-(1+G.+ .. +e':y", assim

,(«)',

,(«)'

(i+ G.+
lt+ G.+

+(.j-:y", (l+ G.+
+ C..j-:y" (l + («': +

+G.j-')'"',. .(,.0-0'm,
+ (,.j-:y", "

+(,.j-'y',
+ (,.:-jy"

(i+ G.+
'"(i + G.,+

' z.

Vamos agora calcular g(t,')

l +t(l y)«(l + z/) + t(« « :)) +t(, «':)y

Assim se chamarmos c' = 3 -- "--: , e c = T(c') = .'-(z)
ê = --c, temos que t;' = (1 + tc') + tc'y e portanto

.'-(z':) e -termos q-

,(«o(,) -Ji;-:l':m,
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para todo f C Z. Daqui em diante dividiremos a demonstração em 3 partes:
PrimejrB P rtç; <p(u),g(«')> = <p(u)> * <p(«')>, com n ímpar.

Denotemos por S: = {z C (Cllzl = 1}. Pela proposição 2.2 temos p(u)(S:) = S',
e g(u)(S:) = S'. Vamos agora tomar 2 subconjuntos disjuntos de S',

P' = {, C S:l, - .i', !(!!--D < 0 < !(:Lt-D},
m m '

e

Q = {, C S:l, = e:', 0 5; 0 < !!(Z-:.D, -, !Jl!!:E-D < 0 $ 2"}

Vale notar que 7) n ç2 = g, e que o grupo <u'> tem ordem infinita, para todo
r :# 0. Assim, se provarmos que p(u')(7') C Q para t entre 0 e a ordem de p(u),
que denotaremos por k e que p(u")(Q) C 7' para todo s C Z, s # 0 e r com módulo
suficientemente grande, teremos pelo lema do pino pong que

<P(«) , 9(«')> <9(u)> * <P(«')>

Começaremos mostr«do q- g(u')(7') C Ç2 par; 0 < t < .(g(u)) = k, onde
A = o(g(u)) denota a ordem de g(u).

Como g(u)(z) = G.(j-:)mZ basta mostrar que para todo z € P temos G.'z C Q
desde que 0 < t < n. Vale lembrar que (n = ez=

Podemos notei' com facilidade que /n(z) = (nz, é uma rotação de ângulo
ra:dignos, a mesma medida em radianos do ângulo formado pelos pontos («' ,0
(l,.' . Assim se dividirmos Si em n ângulos de mesma medida

7'k = {zC Silo- eio,2ark--l'l < 0 2zk}

teremos que a rotação /n age em {PI, . . . , Pi} da seguinte forma para 0 $ .ji < n,

f: çpi.] = pi.-ti,,
se Ji + .j2 $ ,', e

.e' (%,) = a.+j,-«,
se ji + .j2 > n, em particular para todo .jl, 0 < Jt < n, temos ./:- (1%,) # 7\,
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E fácil notar que P' = Pnu e que Pi 's estão contidos em Q, sempre que á # !!+ln
Assim concluímos que para 0 < f < n temos

G(Z')c Q
e portanto y(uy('P) C (2, sempre que 0 < t < k.

Vamos agora mostrar que pala r € Z com módulo suficientemente grand temos
p(«")(Ç2) C 7', par' todo ' € Z, . :# 0.

Para tanto usaremos a bijeção w definida de (C U {oo} em (C U pool:

n l

Para facilitar a notação vamos denotar a = {%;rtl Vale notar que w': (z) = z&

E conhecido que transformações do tipo ;a:7 levam circunferências de C ou em
outras circunferências ou em netas. Vamos analisar «,(S:):

«.,(-1) - a:+3' - f - '«.

Assim temos (iue w(SI) é uma reta mais o ponto do infinito. Vamos mostrar que
é a rega real mais o ponto do infindo:

l

«u - «{-H - o.

n l

«KP) - ..ÇÇ:-J - --: - l

(,.' + l

nti
«((;') .ÇC.u . .(« ' o - CCP - .*(

G.' +l (n: (l+G: )
«'') l

l pertencem a «,(S') e portanto temos que «,(S:) é a rega realn--l n+l
mais o ponto do infinito. Como l € Q, os elementos (n2 e (ni são os pontos
de fronteira entre P e Q e o é contínua para. z # l temos que w(Q) =1 -- 1, 11 e
«,('P) l--i, il) U {.«}. Vamos mostr.r q«e

«, . p(«") . «,':(l - 1, il) c(R\ l-i,il) u {m},
para z' com módulo suficientemente grande, e s :# 0.

Assim 0, 1, e
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«, . 9(«") . «,':(,)

« . p(«q(::{) -

(l + «c)(lf=) + «'
"t(-«')(i:e) + l - «'

cr + z + rscz + isca + isca -- rscz
isca rscz + a z isca + rscz

cv + z + 2rsccr
cv z -- 2rsca
gt t?!!çg

. f «-'-?'''« '

l:!:!::::l: + l
cr + z + 2rsca -- cv + z + 2rsccr
a + z + 2rsccl + a -- z -- 2rsccv

2z + 4rsccl
2cv

= z + 2rsca

Se tomarmos r 2 1;;1 teremos lrsccrl ? 1, para todo s :# 0, e portanto

«, . p(«")«,':(] - i,ll) c R \Í-i, il,

para todo s:P 0.

E como w é uma bijeção, concluímos que (g(u'))'(Q) C 7', para todo s # 0

Desta forma usando o lema do pino-pane (2.7), temos que

<P(u),P(«')> * <P(«')>

Segunda Parte: <g(u)> + <g(t,')>, com n par.

Basicamente a demonstração segue os mesmos moldes do caso ímpar. Seja / = ?
Aqui usaremos outros subconjuntos de Si a saber 7'* e Q":

'P* - {z C Silo - eiP, nfn

Q* - {z C S'lz = ei0, 0 5; 0 < !!(Z--?), ou, :!(!!:E-D < 0 .$ 2r}.

Começ,r.mo; mostr«do que g(u')(7''*) C Ç2* p»-' 0 < t < A = .(p(u)), onde

o(ç,(u)) de«ot. ' ordem de g(u).

e

n-(n + 2
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Sda g.(,) = G(,). Como g(u)(z) = G.(j-:)", e .j -- l é par, temos <g(u)> C <g.>,
e portanto é suficiente mostrar que para todo z C p'* temos gi(z) = (n2'z C Q*, com
o<t<?=/

sd;
PI'-ÍzCSljz-eio,nrn--2\+4nri--l) <0 r 2)+4zJ}

Como no caso n ímpar temos que g« age em {'P;, . . . , 7';} da seguinte forma

gâ'(7';)
se .ji + .jZ .$ /, '

gâ' (1'; )

se .ji + .j2 > /.

Temos que 7'l+ = 7'*, e que para todo .j # l, .j $ Z, 7); está contido em Ç!*

Assim temos que para todo 0 < t < /, pi(7)*) C Q*

A demonstração que g(u")(Q*) C p'* para um r adequado, e s # 0, é bastante
similar ao caso n ímpar. Tomemos a função

n 2
(l«' +i \ ,- l

z+l«,(,)- n--2
l

Cálculos similares ao caso anterior, mostram que w(--1)
«,,({1;'') w,((;7'')

n 2

Se tomarmos cv2 = !;él:7-U de forma análoga ao caso anterior teremos
bn '.l

W2 o 9(Urs) o W2 l(z) :: z + 2rsca2

Assim tomando r 2 i;L-l, temos

p(«")(Q*) c 7'*,

.«, «,,(1) 0,

para. s # 0.

Assim usando o lema 2.7 temos

<P(«), P(«')> B<P(u)>* <9(«')>
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TercejFB Pprtç; kerpj<«,.,} = .Z(<u, u'>)

Soam 'P = ç'l<«,.,> e k a ordem de d'(u). Sabemos que Ú(u*) = ,-(u*)/.-(tzk) = 1.
Logo .-(u*) = ;(;é) = .'-((u*)*). Daí temos que (u*)* -- u* pertence ao núcleo de ,-

Por 2.4, (uk)* = z'"k(j-i)uk. Logo 7-(l -- z'"k(j-i)) = 0 e consequentemente
(;mk(j--l) . l. Isto implica que n divide mA(.j -- 1), aç'"k(j-l) = 1, e (uk)* = uk
Por 2.3 temos que üA é central

Assim, todo elemento de <u,o'> é da forma u#"p(u,u') onde to é um inteiro e p
é um 'l'ment' d' gr«p' ak * am. Como já vimos @(u(u,u')) = u(@(U),@(«')) # l
a menos que p = 1. Logo o núcleo de @ é igu.al a <uk> . E assim concluímos que
ker @ C ,Z(<u, «'>).

Claramente temos que Z(<u, u'>) está contido no núcleo de @, pois a imagem de
@ não admite elementos centrais não triviais. Portanto temos que o núcleo de Ü é
igual ao centro de <u,u'>. E assim temos:

.ãR;$© - Í:Hâ = /mWO = <,> * <80 .o

4. Grupos livres de posto maior em U(ZIZ)«l)

Nesta seção construiremos grupos livres de posto maior em .D., com n maior igual
a 3. Usando a unidade bicíclica u construída acima e o elemento z de Z)., faremos
uma separação entre o caso ímpar e o caso par.

Começaremos com o caso ímpar.

PROPOSIÇÃO 2.9. Sda n m nlÍmero ímpar, n :# l e sda D. o grupo díedra/ de
ordem 2rz

o« vl«"- 1 - p',v«v': - « :>

Tom'«',« « -íd« óüic/ic« « l+(l -y)«(l+y) .m ZIP.l . P«« ««,
üdequctdo, temos

(«, «'> - <«> * <«'>

DEMnNÇTn A í'' i n '

Utilizaremos aqui o mesmo morfismo g das seções anteriores, obtendo

,( (,)-;8-H-e,.
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Como n é ímpar temos que a ordem de g(3ç) é n.

Usando parte da demonstração do teorema 2.8 e o mesmo r temos que

<P(«),P(«')> * <P(«')>

Vamos mostrar que o núcleo de @ = pl{,,.,> é trivial. Tomemos um elemento
a # l de <z,u'>. Ele será da forma

a = Ztt.OTJI . . . Z's,

Com 0 < s, 0 < ik < n, a menos que k = 1 ou k := s, 0 $ Ai,X;, < ne
.jA # 0. Temos

@(«) (z)"@(«'y' . . . @(.y' # i,
visto que a ordem de Ú(aç) é igual a n. Logo @ é injetora e portanto

<,, «'> =<@(«),@(«')> = <@(«)>*<@(«')> = <z>*<«'> .0

Vamos agora construir explicitamente grupos livres de posto n:
TEOREMA 2.10. Sejam n,z,u e r como no teorema cznZer or. Os e/emenfos

«', ««'«-:, . . , ," :«',:'", g««m ÍZ{«.«..«t.) "m g«po /{«e de p«t. n .«. U(ZJO«l)
T) nç Na rX XT arV 1} A ra Í rn .
a..r LJIYX v IT bJ J. &Lfl.\r/X. v B

Sejam ui = ziu'z-{, 0 5; i$ n -- 1. Podemos notar que uf = {t;'ksç i. Vamos
mostrar que

«;; «# ' ' ' «# # ',

sempre que J{ # .ji+i, s{ # 0, e k # 0.

De fato,

'»;'l'uil: ' ' ' u:: - :cj- .u''* zj,-j- u''. . . . z:i*-j*-- u';* z-j*

Segue de .ji # JÍ--i que Ji -- .j{.i # 0 e de 0 $ J{ .g n -- l que --n < .ji -- .ji-i < n.
Portanto temos 3çJ''Ji-t # 1. Do fato de s{ # 0 temos que t;"; # 1. Assim como
(«,«'> >, temos

";:«= «= #:,

e portanto uo, t;i, . - . , un-l geram um grupo livre em U(ZIZ).l)o.
Diferentemente do caso ímpar, onde construímos grupos livres de posto n no caso

par construiremos grupos livres de posto n/2. Vamos a uma proposição auxiliar.
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PROPOSIÇÃO 2.11. Sda n m núm.ero par, digamos n = 2/, n # 2 e sda Z). o
grupo diedrat de ordem 2n

D. <«,vl*" l y',yzy-i - # i>

Zom'm« « -id« óú{./íc« « = 1 +(1 y)'(1+3/) .maio.l
Para, o mesa,o m,orSsmo (p, e o mes'mo r do teorema 2.8 teremos

IHh - V - «'» * «"
DEb4nNq'rp A í' i n '

Temos g(z)(z) - ;i; - Gz. Logo o('p(z)) - Z. Já vimos na demonstração do
teorema 2.8 que p(aç) e g(u') geram um produto livre isomorfo a Cz # (:?l,.,.

Seja @ = pl(,,.,.>. Vamos mostrar que

<:«'> = Z(<z, «'>) = kerV,.

Como a imagem de @ não admite elementos centrais não triviais, temos que
,Z(<z,t;'>) está contido em kerÚ. Como zi é central em Z]O.], temos que zi C
.Z(<#, u'>). Vamos mostrar agora que ker@ C <zl>.

Sd- «, C <z,u'>, «, = #:-.-: «-.,z'''+:. Como a' é central temos

W :: ZtZZii.Orst . . . Urs Zik+t

com k < A', t inteiro, 0 < {2,...,ãk < Z, 0 < ii,i +i < / e.ji,...,.jk:# 0. Se
@(«,) teremos

l "«:'«": . . ..--«:'+') = P(«):'9(«')''. -.P(«')"P(z);*-'-'

E como p(z) e p(u') geram um produto livre temos k
concluímos w = zt'

0 e it Donde

Logo temos que ker@ C <al>, concluindo assim a demonstração. n

COROLÁRIO 2.12. Seja w C <z,u'>, W = ZilUrsl . . . ZikUrskZí +i . Suponhamos gae

k > 1, sl,...,sk soam não na/os e gwe / não d t;ída i2,...,ík- -Enlao w 7É l.

T) N/IfIN'q'T'R À fI A rI .

Aplicando a função @ e usando a proposição 2.11, teremos

@(«,)(«);í@(«'y' . @(,):l@(«')"@(,yl+-,
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onde cada ilÍ é cângruo a. ij módulo /. Logo / não divide il!,. . . ,íi;. Por 2.11 segue
#,(«,) # 1, e conseqüenteme«te «., # l. []

Vamos agora construir explicitamente grupos livres de posto /:

TEOREMA 2.13. Suam n, /, z, u e r como na proposição 2.//. Os e/en7zentos

«', -'« :, . . . , «'--«'«:-', g««m é7{«em.«t.J «, g«p. /{«. 'í' p«to / em C/(Zln«l)

DEMONSTR A (' A O

Notaremos por t;{ - z'u'z ', para i entre 0 e / -- l.

Seja agora uma palavra p não trivial pertencente a .7:}, o grupo livre de posto /
Temos

«(«., «- , . . . , «,-:) - «i'

com ij # ij+- e .j # 0

Assim

E'(UO, UI , ) UI.l) == ZtiUrsi Z'ti 7t20rs2 Z'k 'OrskZ--t* ::

ÍZ;tt Ut'si ÍZ't2'tl ,Ut's2 . . . Z'tA'tA--l .t;rsA:2;--4A

Em vista de 2.12 temos que um elemento co = ziit;"i . . . zihu-kzi*+' , pertencente
a<z,u'>, édiferentedel semprequeA ? 1, si,.. ,sA; # 0, e/não dividirá2,i3,...,tx;.
Por hipótese temos que os sj são não nulos. Basta mostrar que / não divide ij -- ij--,
para .7 entre 2 e A.

Por hipótese temos ij -- ij.l # 0. Além disto temos 0 5; ij $ / -- 1 < /. Logo
temos a desigualdade

--t < i5 -- ij.l <. l
que nos faz concluir que / não divide {j -- {j.i. Portanto temos que p(uo,
concluindo assim a demonstração.

UJ l

5. Estimando r

Durante a demonstração dos teoremas das duas últimas seções mostramos que
era possível gerar grupos livres a partir de uma potência de u que chamamos de I'
Nesta seção faremos algumas estimativas para o tal r. Isto é calcularemos os números
acl-' (usado no caso ímpar) e lc12cl-' (usado no caso par).

Começaremos calculando lcl
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. - c. - ç': - «;(T) + ««(?)i - «;(T)+ ««(;)i -

= 2 sen(=-)i

e temos lcl = 2sen(%), para todo n ? 3.

Com a finalidade calcular o módulo de cv, começaremos estudando o módulo de
números do tipo

# I'

onde l#l = 1. Podemos assumir # = ei0 = cos 0 + isen 0. Assim teremos # + P =
2 cos 0. Mostraremos que 'Í=@P-t

P -i
P+l
.# - l

i+l#l'+# +P
i+l#l'- # - P

l +«;o /í;''ú;'$-*«'{
l - «;o «;'g + ;-';

Com este resultado calcularemos cv, quando n é ímpar,

Quando n é ímpar temos cv = Êi9, com P = («' = ei!(
temos

í«i - Ü=-Ü$q - l t-({ -- â)l

E para todo w temos cos(: -- w) = seno. Assim se cosa,

tan u ::
tan(f - «,)

l

2 cos2

2sen2
{

e cr2 quando n é par
pelo resultado anterior

sen «, # 0, temos

Com esta observação temos

«i-l'-â
No caso n pal') temos (x2 = âlÍ, com # := <ln-a i'-rn'n Como lio caso impar

temos 1 1 T
1"1 - 1 t- '%/l ' ÍÜ;Íi:'Í}Í - t- ;.
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Temos assim, as seguintes estimativas para r: Se n é ímpar tomamos

'?,«"?""ã'
e se n é pai tomamos

2sen

29





CAPÍTULO 3

Unidades centrais em ZI.O«l e Zj-OChl

Neste capítulo estudaremos as unidades centrais de ZIZ).l, onde Z). denota o
grupo diedral de ordem 2n, e as unidades centrais de ZlnOLI, onde Z)(7.. denota o
grupo dicíclico de ordem 4n

OG. vl«'" - «",v«w-: - «''>

[ Tn+p,. ,] i i '- n .u b- q.L v

Seja G «m grupo, t'm's U(Zjq) = U(Z) x U:(Z]a]), onde U-(Z]a]) denota o
grupo das unidades normalizadas de ZICI. Caracterizaremos as unidades centrais
de Ui(ZI(H) e teremos por consequência uma caracterização do grupo das unidades
centrais de P(Zjal).

Seja R um anel comutativa unitário e G um grupo que a princípio suporemos
finito. Tomemos para cada elemento g de G, o conjunto O'/(g) = lApA''lA c G},
que chamaremos de classe de conjugação de g , e seja Àg o elemento de RI(;l,

Àcaz(g)
EÀ Àg

O elemento À, é denominado soma da classe de conjugação de g .E um fato
bastante conhecido que o centro do anel Rlq, .Z(X[(H) é gerado livremente sobre
R pelos elementos Àg, isto é um elemento central de Rlq será da forma cviÀg. +

+ cr.Àg,, com os ai 's pertencentes a R. Portanto para começarmos o estudo de
elementos centrais em t/i(Zlq) faz-se necessário conhecer as classes de conjugação
deG

2. Unidades centrais em Ui(ZJZ)«l)

Relembraremos quais são as classes de conjugação de D.

o« -<,,vl«" - p' - :, z/«p-: - «':>
Eis as classes de conjugação de Z,)..

31
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B Se n é Ímpar temos

{l}, {«,« '} Z

8 Se n é par com n = 2Z, temos

{l},{«'J{«,« '} . . . {«'-:,«'''''},{«y,,;y,. . .,«"''y},{g/,«'y,

{#("-1)/2, Z(n+1)/2} , {g/, Zy, y}

,z"''y}

Se n = 2, temos -D2 :: U4, o grupo de Klein, e sabemos que U4 é um grupo
abeliano, logo toda unidade é central. Vamos agora a um teorema que nos esclarece
melhor o que acontece quando n 7é 2.

TKOKnMA 3.1. Sqa .Z.)., com n 2. 3 o gr po díedra/ de 2n e/ementas,

D« - <', vl«" - v' - ", v"v-' - «''>
O ««t« U (Z[D«]) «tá ««tÍd. .m ü-(Zj<«>1).

DEh4nNÇTP A ('' i n '

Vamos dividir em 2 casos

n impar

Sd'm Xi = z' + z'', com l$ { S(n -- 1)/2, e y = y + zy+ ...+ z"-:y,
elementos de ZIZ)«l. Como vimos os Xi's e y são soma das classes de conjugação
de .D. e portanto formam junto com l uma base para o centro de Z].O.], logo uma
unidade ui central em UI(ZIZ)«l) deve ser da forma:

ul = aO+ai.Xi + ' '+a(n 1)/2X(n-1)/2 +by
com os ai's e b, números inteiros. Tendo em vista que u. C Ui(Z[Z)«]), temos,

usando a função aumento

1 = ao + 2ai + + 2a(« i)/2 + nZ)

Em contra partida temos o morfismo p de Zln.l em Z extensão linear do morfismo
de grupos, que leva z em l e y em --l. Como u] é unidade p(ul) = :LI e portanto
temos a equação:

:l:l :: ao + 2al + . . . + 2a(«-i)/2

Subtraindo da primeira equação a segunda temos:

1 1: 1 = 2nb
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Ou seja ou b = 0 ou b = 1/n. Como b pertence a. Z, não podemos ter a segunda
opção. Logo temos que b = 0 e portanto ui C Zl<z>1.

n par

Temos que o centro de ZIZ)«l tem como base os elementos 1, z;,X{ = iç{ + z-i,
com l <z <C 2 -- l, }o:: y+z23/+...+zn 2y, e }'] = zy+ z3y+...+zn-lg. Assim
todo elemento do centro de Ui(ZID«l) é da forma

ao+alXi+ + a?-iX?-l + a? + boxe +6ih
De forma análoga a anterior temos via aumento e via o morfismo p, as equações

1 = ao + 2ai + + 2"?-- + «? +;Z,o + ;Z,i,
e

i, = ül = ao + 2ai + . ' + 2a?-t + a{ -- ;óo - ;Z'i

Como a ordem de <z> é pal temos dois novos morfismos de grupos entre Z). e
{l, --ll: 77i e 772.

O morfism0 77i ]eva z em ] e 3/ em ]. Já772 leva z em l e y em --l. Podemos
estendê-los a um morfismo de anéis entre ZIZ)«l e Z, e assim calculados na unidade
central de t/i(Z[D«]), teremos por 77i,

;;-«. '": --...-'- (-o;«?+;ó.
onde z3 C {--l, 1}, e vla 772

;--«. 2«:+...+(-0?«? ;ó.+;':.

onde i4 C {--l, 1}. Subtraindo da primeira equação a segunda, obtemos

1 - i, - 2;(b. + Z,:) - «(6o + b:),

e subtraindo da terceira equação a quarta obtemos:

Í; ã - 2g-(Óo - Z'-) - «(Z'. b:)

Verificando que jl -- i2 + i3 -- í41 < 4 e que jl -- í2 -- i3+ i41 < 4, obtemos facilmente

l2nZ,ol $ 4, e l2nóil $ 4.
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Como n é um inteiro maior ou igual a 4 temos que a única possibilidade inteira
de bo e bl é óo = bi = 0, e portanto u C Z]<aç>]. []

Tendo em vista a observação 2.3, temos que um elemento A de Z ]<z>] será central
em ZIZ)«l se e só A = A*, onde # denota a involução que estende o anta-morfismo.
z p-..> z-i. Assim um elemento de Zf<z>1 será central em ZI.O.l se for #-simétrico,
ou como chamado na literatura da área, se for simétrico. Com esta observação e o
teorema anterior temos o seguinte.

TEOREMA 3.2. Soam Z)«, com n ? 3 o grupo diedra/ de 2n e/ementas, Z(üi(Z]Z)«])),
o «nf« d. (U-(ZJO«l), ' Us(Zlanl) « -id«d« .ímét,{c« de (U-(Zlanl). Te«o.
.z ((u- (zlo«l) )

Vamos então estudar os elementos simétricos do grupo U](Z]an]).
Se n = 3,4 ou 6 temos que o grupo de unidades, Ui(ZICnl) será o pr(5prio O..

Neste caso teremos que o centro de Ui(Z]-D3]) será {l}, o de Ui(ZIZ)41) será {l, iç'},
e o de Ui(ZIZ)01) se:á {l, z'}.

Quando n = 5, ou n > 6, temos que o grupo de unidades de CL contém grupos
abelianos livres. Enunciaremos agora uma proposição que no ajudará a identificar os
elementos simétricos de Ut(Z[Cnl). Vamos antes a algumas notações.

Seja G um grupo finito e seja c a função aumento de Zlq em Z, denotaiemos por
A(G) o núcleo de c, e por 'Ã'(G), o ideal A(G) . A((7). Sd. 1 + A'(G) o co«j«nto
formado pelos elementos da forma 1 + 'r com ' C A'(G), e seja U(l + .A'(G)) =
u: (zlq) n (i + A'(a)).

Vale notar que g(l + A'(G)) é de fato um grupo visto que A2(G) é um ideal.
Com estas definições enunciaremos a proposição.

PKOPosiÇÂ0 3.3. /aZlj#;Seara/, I'reÍss, ICSW811./ Seja ,4 am grupo aóe/cano ./iní-

(i) u:(z[.41) + z\'(..1)).
(2) t/-(ZIÁI) á ./í«{t«m'"'. g««d..
(3) U(l + Z\'(.4)) á «m g«p. «ó./{-o /'"'
(4) S. « C U(l + Z\'(.4)), .«tão u*

Uma demonstração detalhada desta proposição pode ser encontrada em IKarpl
ou ICSW'811.

Segue do resultado acima que toda unidade u pertencente a UiZICnl, com n nas
corJdições acima é da forma z'u, onde u C ü(l + A'(Cn)), e em particular u é uma
unidade simétrica de UZIOil, isto é u = u*. Concluímos assim que u = u* se e só se
z'i - z.i*
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Assim utilizando o teorema 3.2 temos o seguinte.

TEOREMA 3.4. Sda n um ante ro dil/Crente de 1, 2, 3,4 e 6, e U(l + z\2(OL) como
de$«ído «{«.«. Então . ««t« 'Z' g«po t/-(Zln«l) é d«d. PO« Ü(l + A'(Cn)), .. n
./b« Z'mP- . PO, <-?> X U(l + A'(Cn)), ;. n /O« P-

DEh/lnNÇTn A r'' i n '

Se n é ímpar temos que as unidades #-simétricas de Ui(ZJCn]) são precisamente
os elementos de C/(l + A'(On)), Visto que para todo elemento g de an, não trivial,
teremos g* = g'i # g. Logo pelo teorema 3.2, teremos

Z(C/:(Zj-O«l) U(l + A'(Cn)).
Se n for pai digamos n = 2/, temos que o grupo das unidades simétricas será o

subgrupo <al> x U(l + A'(an)), visto (lue como açl tem ordem 2, z'l = zl* - 3'
Assim

Z(U:(Z]n«])<,?> X U(] + A'(On)).[]

3. 1.Jnidades Centrais em Z]nOh]

Vamos estudar agora as unidades centrais de uma família de grupos que são
semelhantes de uma certa forma com a família dos grupos diedrais. Se trata da
família dos grupos dicíclicos definidos na forma de geradores e relações por

Oan -<«,VI«'" - l,y' - «",y«y-: - «':> ,

onde n 2 2. Se n = 2 temos o grupo .Ks dos quatérnios. Se n for uma potência de 2
este grupo é também conhecido por quatérnio generalizado , e costumeiramente
denotado por Qk onde temos que k é tal que n = 2A. Temos facilmente que a ordem
de Z)a. = 4n, e além disso podemos notar que todo elemento de DCn pode ser escrito
de forma única como aç'y', com 0 .$ r $ 2n -- l e r entre 0 e 1. Vamos agora estudar
as classes de conjugação de Z)an

Claramente temos que l e z" são os Únicos elementos centrais de Z)On. Como <z>
centrali.la z', temos que a classe de conjugação de zi, para i diferente de 0 e n tem
ordem !Íê:# = 4n . 2, logo como z'i - yzy-i, temos que a classe de conjugação de
z' será lz',z '}.

Já os elementos da forma zi3/ tem como centralizador o grupo <z'y>, e portanto
sua classe de conjugação terá cardinalidade n, visto que a cardinalidade de <açi3/> é
igual a 4. Vamos ver agora quem são os elementos da classe de conjugação de aiy.
temos

ja;iy=-j zialjy= i+zj
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Daí concluímos facilmente que os #'y se dividem em duas classes de conjugação
de cardinalidade n:

(l,i :: {y, Z2y, . . . , Z2n'2y}

e

(,2 :: {z3/, z3y, . . . , z2"'iy].

Chamaremos de -X. o elemento z' + a:'', com 0 < i < n, e de }$ a soma de classe

da classe de conjugação C'i, isto é, o elemento )ll: g. Sabemos que tais elementos

formam juntamente com l e z" uma base para o centro de ZIZ)Onl.

Vale notar que <z2> é subgrupo normal de índice 4 em Z)a«. Vamos notar tal
grupo por Ar. Vamos agora a

geaJ

PRoposIÇÃO 3.5
« u:(zl<«>1).

Sd« u. «m« -Íd«d. c.«t«/ d. t/:(Z]DCn]) Então u. pertence

DEMONSTRAÇÃO: Seja /r :: l$1u. Seja o morfismo de grupos n' definido por
x: DC. -.+ K

g b-'+ gN

e estendido por linearidade ao morfismo n' de anéis entre Z]Z)an] e ZIX'l
u. uma unidade central de Ut(ZIZ)Cnl), teremos

Essa

u.= ao+aXi+ + cv.z" + Pi }'l + #2y2

«-(u.) r(«) + nP:«(y) + nP,«(zg/),

Ondear = clo+2cvz+'- +2c!«-2+cv«, eai = 2(al+ ..+a..i) sen épare
ao:: cvo+2a2+...+2cv..i e ai = 2cri + .+2cv..2+a. se n éímpar. Claramente
7r(u.) é unidade central de P(ZIÃ'l), e como Ã tem ordem 4 temos que toda. unidade
é trivial, logo temos que exatamente um dentre os números ao, ai, n/3i, e n/32 é igual
a 1, e os outros são iguais a 0. Como n é maior que l teremos n/3t = n/J2 = 0, e
assim /ii :: P2 :: 0, donde concluímos que

u. = cro + aXi + . . + cv.a".[]

Usando agora do mesmo raciocínio do caso diedral temos o seguinte
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TEOREMA 3.6. Seja Z)C7. o trapo dÍcíb/áco de ordem 4n, com n > 1. Temos
Z(t/-(ZlnC'«l)) «"> x U(l + a(<«>y

T) nR,r rIN'q'rP A rl A r) .

Como no caso diedral temos 3/zy'i = #-], e portanto temos que os elementos
centrais contidos em Zl<z>1 são os elementos simétricos. Logo concluímos que as
unidades centrais contidas em UI(Zl<z>1) são as unidades simétricas de Ui(Zj<z>1),
e como <sç> é um grupo cíclico de ordem par, utilizando 3.3, e seguindo o mesmo
raciocínio de 3.4 temos que

Z(U-(Z[Oanl) <«"> X U(l + A(<«>)y.O

4. Unidades centrais em ZIZ)-l

Vamos agora, determinar o grupo das unidades centrais do anel ZJZ)«l, onde Z).
denota o grupo diedral infinito que tem a seguinte apresentação:

o- - <,, 3/lp' 1, yzg/-i - z-i>

Usaremos fortemente que existem 2 classes de conjugação infinitas em Z).
A saber as classes

{
,z''y,'y,=''y,='y, .} e{. . . z':y, içy,iç3y,

Clom isto podemos demonstrar o teorema

TEOREMA 3.7. 0 ««t« do g«PO t/-(ZIZ,)-l) «{á c.«lido .«', U:(Zl<«>1)

T)aRAr) NÇ'rn A n i r) .

Seja u um elemento central em t/i(ZIZ)-l), e digamos que exista no suporte de u
um elemento da forma z'y, com r C Z.

Como o suporte de u é finito existe um s tal que aç'+2'y não pertence ao suporte
de u. Como u é central teremos a igualdade

#''üz " =:'u

Sabemos porém que ='z'yz-' - z2'+'y, e que portanto #2'+'y pertence ao suporte
de z'uz''. Absurdo visto que #2'+'3/ não pertence ao suporte de u. Logo no suporte
de u não há elementos da forma #'y, e conseqüentemente o centro de t/i(Zl-Z)-l) está
contido em t/i (Zj<z>1) o
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Se notarmos que <sç> z C'-, e usarmos o fato que Ui(ZIO-l) = C'-. Teremos o

TnOnEUA 3.8. O ««t« d. U-(ZJO-l) é t,Í«à«/, {.to é, ig««/ « {l}

T) nRrr rIN'q'rR À n A f'l -

A luz do teorema anterior e da observação acima, nos resta apenas analisar quais
elementos de O- são centrais. E claramente temos que z'y # yaç' = z''y, sempre
que r :# 0, concluindo assim a demonstração. O



CAPÍTULO 4

Subgrupos livres em U(ZI./í8 x Cbl)

Nesta seção construiremos subgrupos livres no grupo de unidades do anel ZI(;l,
onde (; é um grupo Hamiltoniano, mas não 2-Hamiltoniano, a partir de unidades
cíclicas de Baús. Para tanto construiremos subgrupos ]ivres nas unidades do sub anel
ZIÃ'8 x CJ;)]. Como ferramenta usaremos a construção do anel dos quatérnions sobre
um anel R para alguns anéis específicos.

1. 0 Anel IH(R)

Seja R um anel comutativo com unidade. Nesta seção construiremos o anel dos
quaternions sobre R, e estudaremos algumas de suas propriedades. Denotaremos tal
anel por W(R).

DEFINIÇÃO 4.1. Sqa f? m ane/ comtltatiuo com unidade, de#n mos o anel de
quatérnions sobre R, como o anel

m(R) RÍ©.rü © Rk,
com o produto dado pelas relações

í' =.j' i5= k

Em m(R) temos o subanel R2 = R a) R{. Com este anel podemos construir um
morfismo injetivo Fn entre W(R) e M2(R2), usando a seguinte.

PRoposiçÃO 4.2. .4 /unçã. Fn de#nid« de n(R) .«. M2(R2) PO,

al + a2Í a4 + a3
a4Z a3 al a2t

""'" "".a,,"- ' '«. pe«t.,«cena« « R, é u« «dono««esmo d. «-«éis.

FB(«: + «,j + «;.j + «.k) }

DEMON.STR A cÃ 0

Temos que H(R) é um -R2 módulo livre à esquerda, com b.ase {l,.j}

39
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Associalemos agora a cada a C m[(R) o endomorfismo (à direita) Ta de R2-módulos
em H(R) (Ta C -EndZ m(R)):

(.)Ta : m(R) --> M(R)
z }-+ za

Temos assim o morfismo de anéis T

r m(R)
a

.8«aZ w(x)
n

Claramente T é injetor pois Ta = Zb implicaria (1)Ta = (1)Zb e portanto a = b

Fazendo uso do isomorfismo canónico entre EndZM(R) e M2(R2) construiremos

Fn : n(R) -} M2(R,)

Aqui ressaltamos que como a composição de funções é tomada da direita para
"querda, os vetores (1)Ta e (.j)Za serão as linhas da matriz Fn(a). (e não as colunas.)

Assim se a:: ai + azi+ a3j+ a4k, temos

(1)Ta («: + «,{ + «:.j + «.k)
«- +«,{+«,.j+«.k i)i+(«;+«.{)J

e

(.j)Ta («: + «,i + «;.j + «,k)
«:.j-«,A-«3+".á+«-j)l+(«: «,{).j.

Assim obtemos

FR(«) al + a2Z a4Z + a3

a4Z a3 al a2Z

e concluímos a demonstração. n

Vamos agora estudar o caso em que R é uma extensão algébrica de Q, o corpo
dos racionais, ou um anel de inteiros algébricos. Vamos supor primeiramente que R
é um corpo. Temos a seguinte.

PnoposlçÂ0 4.3. Sda -R wma extensão a/gáórica de (Q, e sega iü qwant dada

imaginária de C. Suponha que \ « R. Então Rz como constou,ído acima é isomorjo
a /?]l], e portanto pode ser {7nerso em (l:, uÍa o m07:/esmo z,

ü(ai + a2{) = al + a2i,

com al, a2 C 'f?,
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DEivlnNÇTP A r'' i n -

Claramente & é morfismo de anéis. Vamos mostrei que a imagem de & é Rlil. Seja
ai + a2i pertencente a RELI. Basta tomar a: + a2i em R2 e temos &(ai + a2{) = ai + a2i

Vamos mostrar que & é injetora. Suponha que exista c + d{ tal que z,(c + di) = 0.
Então temos c + di = 0. Então ou d = 0 o que implicaria c = 0, ou d # 0 e teríamos
i= --cd'i C R, absurdo. Logo concluímos que z, é injetor e portanto isomorfismo de
anéis entre R2 e Rlil. o

Podemos ver & como um monomorfismo de R2 em C, e estender a um monomorfis-
mo entre À/2(R2) e .A42((C), da forma natural isto é coordenada a coordenada. Sendo
assim temos o morfismo injetor & o Fn enfie m(R) e M2(C), sempre que R for uma
extensão algébrica de Q e i g R, ou quando R for um sub anel com unidade de um
corpo satisfazendo as condições acima.

Daqui .em diante p denotará sempre um primo ímpar, e (p a. raiz p-ésima da
unidade eT. Nossos objetos de estudo. serão corpos algébricos da. forma (QIGI, e
seus anéis de inteiros algébricos Z[(p]. E sabido que ig (Q](P], e portanto temos a
inclusão de m((QilGI) e M(Z IGI) em M2((C) via o morfismo & ' EQ[G:], (]ue a propósito
chamaremos nas próximas seções de .lih.

2. Subgrupos livres em t/(]H(Z ]G]))

Construillemos aqui grupos livres em W(Z IGI), com unidades da forma (al + a2í)'
e (ai + a2.j)" com ai e a2 pertencentes a ZIGI e m um número inteiro.

A primeira observação a ser feita consiste no fato de que (ai + a2{) e (ai + a2.j)
são conjugadas em (Q]](p], isto é

«: + «,J' « '(«: + «,á)a,

onde o = { + .j é uma unidade de ©lGI, com inverso --1l-Í

E de fato:

!]/(«: + «,{)(ã + .j) - !]/(«:{ + .-.j - «, + «,k)

ai+aiA--a2á--a2.j--aiX;--ai a21 +a2í --2ai --2a2j .
== -- n. -L n. an a 'wilwZJ

Usando a função Fx construída na seção anterior definida de mt((QIGI) em .114z(C)
Teremos
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"'.- * «:, - ( '' -b ": al -- a21

0

e

FH(á + .j)
i l
-l i

Seja Ua = U(m[(QI(PI)) o grupo de unidades de ]U(QilGI). Temos que FX restrito
a, Un é um morfismo de grupos entre Un e GL2(C). Assim se tomarmos T como
definida no capítulo 2 teremos uma função I' = T o /ih definida de [/H em .A'4, o
grupo de Mõbius.

Teremos

r(«: + «,i)(,) (": + ",i)' . ettJ--,al a21 al a21
e

]''(i + .j)(') - :l:fL{ - z --i

Vale notar que como --{ é central temos (lue I'(--{) = 1, e portanto

-( Ç).,,--.:*',.,,-H
Logo I'(«: + «,.j) I'({ + .j)t'(.- + «2{)I'(í + .j).

O teorema abaixo, nos dá uma condição suficiente para que duas unidades gerem
um produto livre da forma (72 # (7. em ./U

TEOREMA 4.4. $da À pertencente a C, ta/ que 0 < IÀI < 3 2v2. .4s trarzs/or-

«,«iões d' Mãói« g:(,) = À, ' g,(,) = á3, de .,dem «sp«ti-m.nt' «, . 2 g««,
u'm grupo Çgt,gà q'ue é isom,orfo Q Çg\) '': kgah. Como covtseq'üênci,a. temos qve g\ e
gag\g;' geram 'um grupo tigre em .M. .

DnwonsTKAçÃo: Veja. IGMSll []
Com este teorema e com as observações feitas acima demonstraremos o seguinte.

TEOREMA 4.5. Sd«m «: + ",i ' «- + «,.j d-. -íd«d« .m U(W(ZI(,1)), c.«. «:

e a2 pertencentes a ZI(PI. SuporzÁa que para a/gwm m tenhamos

ai + a2i < 3 - 2#ã0<
al a21

E«tão («: + «,í)" e («: + «,.j)" g«ã. «m g«p. /'«e .m n(zl(.1)
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DEh4 nNÇTP A í'' i n '

E suâciente mostrar que I'((ai + a,á)") e I'((ai + a2.j)") geram um grupo livre
Como vimos

r((«-+«,{)")(,)- re!--tW~l ,
al a21

Por hipótese temos I'((ai + a2i)')(z) = Àz, com IÀI entre 0 e 3 -- 2y''ã.
Por outro lado

r((«: + «,.j)") i'({ + .j)i'((«: + «,i)")r(i + j).
I'(i +.j) é exatamente o g2 do teorema anterior. Portanto pelo teorema 4.4 temos

que I'((al + a2{)") e I'((al + a2.j)") geram um grupo livre, e assim concluímos que
(ai + «2{)" e (ai + a2j)" geram um grupo livre. O

Sejam .lk.a = <a,óla4 = 1,b2 :: a2,aba'i :: b i> e ('p :: <clcP :: 1>. Usaremos os
resultados obtidos nesta seção pa.ra mostrar que determinadas unidades cíclicas de
Baús geram grupos livres em U(Z]](8 x aP]). Tais unidades são obtidas a partir de
dois subgrupos cíclicos de ordem 4p de /(8 x OP, a saber os subgrupos .17a - <ac> e
Hb= Qcà.

3. O caso p = 3

Estudaremos nesta seção o subgrupo gerado pelas unidades cíclicas de Base,

u. + -+ «'c'+«;+ c)'
+ (-):: e

52(â) ,
onde á2: = 1 + ac +

«. +bc+ b'c' +b;+ c)' - 52(Ü),

pertencentes a Z]Jk.8 x a3]. Note que @(12) = 4 e que ê;? = 52.

Seja o subgrupo Gi ' <i,J, (p> das unidades de m(ZIGI). Definiremos o isomorfis-
mo de grupos tP de K8 x OP 'm Gi, tomando W(a) = {, @(b) = .j, W(c) = G. Podemos
estender este morfismo a um morfismo de anéis W de ZIK8 x ql em mt(ZIGI) por
linearidade. Através deste morfismo obtemos o seguinte.

TEOREMA 4.6. ,4s n Jades u. e ub construídas acin7}a geram um grupo /cure em
z IÃ'; x GI.

DElvlnNq'rp A r' A n

Aplicando W a u. e uó teremos



44 4. SUBGRUPOS LIVRES EM U(Z[/G x Cp])

W(u.) W((l+-+«'c'+«;+c)' 52(â))
(W(1)+ ©(-)+ W(«'c') + q'(«;)+ W(c))' 52W(â)

l)i)'(l + aÍ-G {+(3)' -2(!+ ((3
e de forma análoga

©(«.) (-2(! + ((3 - i)J)',
Usamos acima o fato que ©(áb)

observarmos que
(1 + (3 + (!)(l + j - 1 - i) 0 e W(b.) Se

(1 (:á)' (, 2 (!) -2G+ (G l)i),
teremos

(i-Gi)8(-2G+(G 1){)'(-2(!+((3-1)i)'

Analogamente

(i - G.Í)'
Logo se mostrarmos que (l -- GÍ)' e (l -- (:.Íy, geram um grupo livre em W(Z l(31),

teremos em particular que u. e uó geram um grupo livre em ZIÃ's x 031.

Pelo teorema 4.5 basta demonstrar que

.(32i <3-2,«ã.

De fato

i- Gil' (l - Gi)(i + Gi)
(i + Gi)(i - Gi)

(l - Gi)(i + Gi)
(l + ({i)(l - (3i)

2 + ((3
2 + (<11

G)i (2sen #i)i
(3)i (2sen 2ri)i

(7 + 4«ã)':

Como 7 + 4«ã > 3 + 2Vã = (3 -- 2Jã)':, temos que (7 + 4#li)': < 3 -- 2«ã, e
portanto conc]uimos que u. e ub geram um grupo livre em ZIÃ'8 x C31. D
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4. O caso p # 3

Neste caso usaremos as unidades

u. = (1 + ac + a2c2)é('') -- k(ü

uõ = (1 + óc + 62c2)Ó('') kbc,
onde k := 3+(4P).l4p

Analogamente ao caso p = 3, temos o seguinte.
TEOREMA 4.7

ZIK; x apl.
As u,cidades 'u,. e ub constrvídcts acima geram 'um grupo livre em

DEh4 nNq'rn A í'' in -

Denotaremos (p por (. Vamos calcular @(u.) e ©(ub). Vale lembrar que W(âc) =
@(Z,c)

W(u.) = ©((l + 'zc + a2c2)d('') -- káb) = (1 + ({ (')é('P)

De forma análoga temos

W(ub) = (1 + (J -- (a)ó('')

Vamos mostrar que tP(u.) e W(uÕ), geram um grupo livre em U(n(ZI(1)). Em
vista do teorema 4.5 basta mostrar que

(l - ( '+ (i) óOd <

Vamos então calcular l (i-('-(i)
(1

(1

('+(i)l l(':--(+il j--2sen(o)i+i
('--(i)l 1(-:--( il j--2sen(w)i--i

--2s-(«.,) + 1 1 jl 2se«(«,)
2 "n(«,) -- 1 1 1 1 + 2 se«(«.,) l '

Afim de retirarmos o módulo, iremos estudar os dois casos possíveis: 2 sen(w) > l
e 2sen(«,) < 1. Vale notar que 0 < «., < n e portanto scn(w) > 0, e que não teremos
2 sen(w) = 1, visto que para tanto teríamos w = {; e 12 não é primo.
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Primeiro çasQ; 2sen(«,) > 1 (isto é p 5; ll).
Neste caso teremos

1 -- 2se«(o) l 2sen(«,) -- 1 . 2
1+2sen(«,)l 1+2sen(«,) ' 2se«(«,)+l

Visto que sen(o) $ 1 e portanto 2sen(o) + l 5; 3

Como 9 = 32 > 3 + 2vã = (3 - 2x/ã)'i, temos
portanto para todo m 2 2 temos

H-$g-:-g " .} .: ; - ,©.
Como @(4p) = 2(p 1) > 2, temos que este caso está resolvido

Segundo caso: 2sen(«,) < 1 (isto é p 2 13).
Teremos neste caso

1 -- 2sen(«,)l 1 -- 2sen(«,) 2 .
1+2se«(«,)l 1+2sen(«,) 2sen(«,)+l

Como «, $ % < f, temos que cos(o) > { e assim

que 9 e menor que 2~,'ã, e

se«(«') - c«(") t«(") > 1;

Logo temos
2 2 2

2s-(«,)+l <;:H---l =-i--
2P . P--2a'

p + 2n' p + 2r

Faremos agora uma estimativa para m tal que

1-

< 3 -- 2«ã

Para. tal estimativa inverteremos a desigualdade, isto é, procuraremos m tal que

Podemos minorar o lado esquerdo,

H)" » ; * ,".
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iF=)" - (: * JL)" » : * «Jh » : * 'r
e estudar a desigualdade

l + 1lTITI > 3 + 2v9,
P

que tem como solução

« » (v) ,.

Assim para m > (1:!gã)p vale

(l -- ( -+ (i) " <3-2.«2.

Como @(4p) = 2(p -- l) > { > (ltgã)p, concluímos este segundo caso e a demons-

Como conseqüência obtemos o seguinte.

=OB.Oti.Kx0 4.8. Sejct G um grupo Hamittoniano, não '2-Hümiltoniano. E=isteTn
-íd«d« cú/{«. de B«; '«. U:(Zlq), u. e «. g«e ge««. «m «óg«p. /{"' '«,
u: (zlq) .
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