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Resumo

O objetivo deste trabalho é a.presentar a. primeira. solução para o problema de

Schroeder Bernstein para espaços de Ba.nach construída. por W. T. Gowers.

Dois espaços não isomorfos são construídos, tais que cada um é um subespaço

complementado do outro. Além disso, os empa-ços são da forma. Z e Z2, onde .Z é

isomorfo a. Z3

Abstract

The purpose of tais work is to piesent the first solution to the Schroeder-

Beinstein problem for Banach spaces constructed by Clowers, W. T

Two non-isomorphic Banach spaces are constructed, such that either is a com

plemented subspace of the other. Moreover, the spaces ale of the foim Z and Z2,
where Z ís isomornhic tn Z3
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Notações

Seja. X um espaço de Banach sobre IRi se y é um subespaço fechado de .X',
escrevemos y < X

Seja.m .X' e y espaços de Banach, dizemos que X é isomorfo a y e escrevemos

X -. y, se existe uma. aplicaçã.o linear limitada, bijetora, T : .X --} y, com inversa

limitada.

Sejam X e y espaços de Banach, dizemos que X contém uma cópia. isomorfa de

y e escrevemos y --> X, se existe Z, Z < X com .Z ,~ y

Sejam X e y espaços de Banach, dizemos que X contém uma cópia. isomorfa

de y complementada em X e escrevemos y '-\ X, se existem Z < X, Z -- y e
W < X, tais que X -. W a) Z, isto é, X é a. soma. direta. dc W e Z.

Sejam X e y espaços de Banach, escrevemos xgr para designar a. soma. direta

externa. de X e y, isto é,

XgY' y):« CX egC }''}, com ll(«,3/)ll ll,ll#ll}

Seja X um espaço de Banach, ente.o X" denota a. soma. de n. cópias de X, n C IN*

Seja. X um espaço de Banach, B(X) indica o espa-ço cle Ba.nach dos opcradoies

lineares limitados, T : ..V --> X, com a. norma l rll = suPÍll7'(z)ll : ll#ll .$ 1}.
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Seja X um espaço de Banach, indica.mos por À'* o espaço de Banach de todos

os funcionais lineares limitados de X (dual tipológico de X). Escrevemos z'', para

indicar um funcional linear limitado de X

Seja X um espaço de Banach, por dim X denota.mos a. dimensã.o linear do espaço

X, isto é, dim X pode ser flrlita. ou infinita..

Sejam X um espaço noimado e 1/ C X, escrevemos it/] pa.ra representar o fecho

do subespaço linear gerado pelo con.Junto V'

Sejam X um espaço de Banach e T C -B(X), por kerT derrotamos o núcleo de

T e por ImT denota.mos a. imagem de T

Denotamos por coo, o espaço vetorial das sequências de escaleres com a.pena-s um

número finito de coordenadas nã.o nulas, e a base vetoria.l unirá.ria. desse espaço por

\'nln=1'

Um interva[o/[ de inteiros é um subconjunto de ]N da. forma.{a,a+ l,...,b}
para algum a, b C JFq.

Seja.m E e F' interval

Sejam z = E a e C coo e E um interva]o de ]N. Denotamos por E(z) o vetou

E a:íe{{€E

Por supp(z) derrotamos o suporte de um vetor z = :atei C coo, isto é,

supp(z) =Í{ C]N : ai # 0} e por ian(z) denotamos o menor intervalo/ç, contend

o seu suporte.

os, escrevemos < mln, se ma.x

li

0

P..r F P P

Para z,y C coo, escrevemos # < y cluando má.xsupp(#) < minsupp(y) ou

equivalente, ian(#) < t'an(y). Se zi < a2 < . < z., dizemos que z.,z:,...,z.

9



Denota mos por tõí o

é igual a. zero, ou seja,

s ao sucessivos

, '«,.. .) : «. C Re ]im «.
n-++'':' '' J

m a «arma 11(««)=:11- = máxll««l: n c N}.

Por ZIP denotamos o espaço de Banach das sequências p-soma.vens, l $ p < oo,

isto é,
00 )

«« c R . E l«.I' < «, }
n=1 .,J

«" ' --«- n(««)::. n. - (,ã i««p);

Por /. denotamos o espaço de Ba.nach das

a. € 1Re

'om a norma 11(««)=:.11 = suplla«l : n C ]N}.

Se (Xn)=:1 for uma sequência de espaços de Banach, ( )ll: X«'l é o espaço de
\n;=1 / n

Banach das sequências # = (zi,z2, . - .,gn, . . .), a;n C X«, tais que .!E. ll#«ll = 0

Ba.nach das sequências a = (z],z2, - . . ,z,,, . .), #« C X«, tais que E llz.llP < oo,

«" ' --«. n«n - (,ã n««n,) ;

Usamos a V ó pala- indicam máx {a, b}

Pala. indicar o término de uma. demonstração, usa.mos o símbolo H

''m a no:ma ll#ll {ll:«.ll : n C N} e x*« , l $ p < oo, é o empa.ço de

isto é,sequem

, com a, b C IR

al ) (Z2 }

n ,/ n :: l

ç.,.l tJ-O J. 1 1 1 1 1 U CI.\.l CI..b) )

«-}
(««)=. suP
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Introdução

O principal objetivo desta dissertação é a.presentar dera.Iha.damente a primeira. so-

luça.o para o problema. de Schroeder Bernstein para. espa-ços de Banach, que consiste

na seguinte questã.o: "Se:jam X e y espaços de Banach. Se X '-; y e y '; X, ente.o

X -- y?" A solução que apresentaremos (contra-exemplo) foi construída. por W. T

Gowers em 1996.

O problema de Schroeder-Bernstein surge naturalmente, vela. leal, a pa.rtir dos

seguintes métodos de decomposiçã.o em espa-ços de Ba.nach:

(MI) Soam X e y espaços de Banach. Se X --} y, y --.> ..V, X2 ,- X e y2 -u y,
então X -- y

(M2) Sd'" X ' }'' "p;ç's d' B-"h S' X '-\ }'', y 4 x, (= x«). - x ou
l E X. 1 - X, então X -. y
\.n=1 ./ Z,

Esses métodos foram apresentados por A. Pelczynski na. década. de 60, e têm até

hoje um papel muito importante na teoria isomorfa, de espaços de Banach.

O contra. exemplo para o problema. de Schroeder-Bernstein, proposto por W. T.

Gowers, é formado por dois espaços de Ba.nach da. forma.: X (D W e W. O espaço

X é a veisã.o real do primeiro espaço de Ba.nach heredita.riamente indecomponível,
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e U. Maurey em 1993, veja IG Mll e ICI

O-espaço-W-&daíforma :W - E õ):X:i; (nideradlaíXi e uma col

X e a soma. direta. infinita é uma decomposição de Schauder de 'W

corlstruído por W T GowersS Ll]

ia. isometrita'dê
'z

Escrevendo Z = X a) W, mostraiemos que Z '; .Z2, .Z2 .-S> Z e também Z3 ,., Z

(Lema. 1.22), mas pelo Teorema. 2.22, obteremos Z ?Ó Z2, logo .Z e Z2 formarão o

contra-exemplo pa.ra o problema. cle Schroeder-Bernstein. Além disso, obteremos o

primeiro espaço de Banach Z, com Z ?6 .Z2 mas Z -J .Z3

Finalmente, observamos que outras soluções pai'a o problema. de Scht'oeder

Bernstein foram apresentadas por W. T. Gowers e B. Maurey em ICl-M2j.



Capítulo O

Preliminares

INeste capítulo apresenta.i'emos definições e resultados sobre a. teoria dos espaços

de Banach e ta.mbém sobre o espaço X, construído por W. T. Gowers e B. Maurey

em [G-Ml]. Estes resulta.dos e c]efinições serão utilizados nos capítulos seguintes.

Definição 0.1 Uma. seqüência (#«)=:. em um espaço de Banach E é uma. base de

Schauder de E se, e somente se, pa-ra cada z C E, existe uma. única. sequência. de

escolares (a«)=:. tal que z = E a.z..

Pela proposição l.a.2 IL-T, pág. 11, a.s projeções Pn : E } E definidas por

suplll/'LI : n C IN} é cha.mado de constante bá.saca. de (z«)=. e quando esse núrr

fot igual a 1, a base é cha.meda. monótona..

n,::l

mero

Definição 0.2 Uma. sequência (z«)=i que é base de Schauder do subespaço fechado

gelado por ela, isto é, l(z«)=;:1, é chamada de sequência básica..

Teorema 0.3 (Ga, pág. 47) Sda (#«)=: ümr següêrzcía de e/ementas não nü/os

no espaço de Banuch E. Então Ç .:)';Ê;. é -üllta seqiLência básica se, e somente se,

Existe unl número real positivo k: tal que para qualquer seqiiênciü de escaleres Çcl.Ü'' .
m ll ll n,

e níeírosm<n, /em-se Eaizil $À;lEaízi
l l
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Definição 0.4 Seja.m E um espaço de Banach, (sç«)=. uma. sequência básica em

E, (p«)=i uma sequência estritamente crescente de inteiros positivos e (a«)=;: uma

seqüência de números reais. Uma. sequência. (uj)j:. dada. por uj - E an#,., com
n =P.j + l

uj :/ 0, V.j C ]N, é chamada de base de bloco de (#«)=::.

Observação 0.5 Se (#«)=. é uma. sequência bá.sica. de E, ente.o pelo Teorema. 0.3

toda. base de bloco (uj)jZ. de (z«)=;. é também uma sequência. básica. de E. O

subespaço fechado de E, gelado poi (uj).j-i, l(u.f)+il, é cha.mado de subespaço de
bloco de E.

Definição 0.6 Sejam E um espaço de Ba.nach e (z«)=i uma. sequência. básica

em E. Para. todo inteiro positivo .j, o funcional linear limitado /l+ definido por
/ oo \

.a 1 .>11: aiz{ 1 = a.f é chamado de funciona.l biortogonal ou funciona.l coeficiente d\.{::l ,/

scqüência básica (#«)=::.

Definição 0.7 Duas bases de Schaucler (#«)=:. e (y.)nm--: de espaços de Banach E

e r' respectivamente, são ditas equivalentes se }' ü.z. converge se, e somente se

E Z,.z. também converge. Escrevemos ("«)=: - (y«)=i.

Pi'oposição 0.8 (Ga, pág. 50) Sdarn E e r' espaços de Banana. Uma base de

Schctuder Ç=..)';lL~ de E é eqKiua,lente a ulnü base de Schüuder Çy«)==\ de F se, e

somente se, existe um isomor$svn.o T : E --+ F, tat qze TÇ=n] = U.: Wn ç: R\

Proposição 0.9 (L-T, pág. 53) Sda E tém. dos espaços de Banacà, co ou Z,, l $

p < «,, . (;«)=: «m« ó«. d. ó/«. d. ('.)=- «.-:«/Í«d« .m E. E«Zão (.«)=:. á

'q«{«/.«f. « ('«)=:. . 1(,«)=:.1 á Í..«.áf,ác. « E

P-'op'siçã' 0.10 (L-T, pág. 7) Sd« (:««)=:: ««-« Ó«. d. S.Ã««d« d' "m "p"ç'

ie Band,ch. E e yK -- 't akn=.: k -- \,2. . . .: 'uma seq'üênc.ia. de etores tais qu,e:

k.ytE, sup llw*ll >o ' *liTm":

a

n,::l
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E«Zã., .«{s'' ««.« .«Ó qúê«.{« (3/*,)=;: d' (y*)E:., q«. á .q«{-/.«'. « ««.« Ó«. d'

ó/.« d. («.)=.

Observação O.ll (Ga, pág. 52) Seja f' um subespa.ço de dimensã.o infinita. de

um espaço de Banach E e (z«)=. uma. base de acha.uder de E, ente.o pala. todo

inteiro positivo p existe # C r' tal que y :: }l: a,.zn, com llyll = 1.

Proposição O.12 (}1o, pág. 189) S'eya f' üm espaço de Banal/z. reWea;it;o, então

Lodo subesl)a,ço uetorial Jech.a,do F de E é refteTiuo.

Pi'oposição O.13 (Ho, pág. 183) Sqrzm. /ç wrn. es/baço rzorm.ado, F' rlm st(óespaço

üetor-ial fech.ado de E: F' o conjunto de todos os fUTLCiOTlais lineares =* C E* : tais

q'üe =* Ç ) = ü pctrü todo uetor = C F e =\ ç: E UTlt uetor com. =\ q F. Então e:cisne

a;* C r'', la/qüe llz*ll = 1, z*(zi) =J=d(ai,f')=infÍllzl #ll := c F'}

Corolái'io O.14 (Ho, pág. 182) Soam. E ur7z espaço rzormado, Eo wz71. süóespaço

linear de F e Jo . Eo -} n, um. f\ nciona,l li,Ttectr tim.irado. Então existe un-L fuT\cionat

r n a, /ámáfad. ./ : E -} R, Z«/ gue ./(z) = /o(z) p-a Z.d. z C Eo ««. ll./ll = ll./bll.

Definição O.15 Sejam E um espaço de Banach e (z«)=: uma. base de Schaudei'
de E

(a) (a«)=1 é contrátii se para todo #* C E* sendo z*lt(,:)=.] : 1(zi)=.1 --> IR
Vzz. C liq, a. restrição de #* a.o fecho do subespaço gerado por (zi)=.: tem se

z*l[(,.)=.]ll :!:y" o

(b) (z«)=. é limitada.mente completa., se pa-ra- qualquer sequência. cle escaleres

(a{)l=i com sup { ::l aiz{ : n C ]N} < .», a série .E aizi é convergente.Lll.Í-l ll J .i-l

Proposição O.16 (L-T, pág. 8) Soam (a«)=:. tlm.a base de Sc/z..z.üder de üm. es-

paço de Bctr\ach. E e Çf )E:\ a sequência de funciona.is biortogonuis associa.dct à base

8



k:c.]'=;t A seqiiência ÇJ:)';L. é base de Schauder de E" se, e somente se, a, bctse

(«.)=. é comi«áÍá/.

Teorema O.17 (L-T, pág. 9) Soam E m espaço de /3anacA e (=«)=;: um.a base

de Schau,der de E. O espaço E é re$e=iuo se, e somente se, Ç=..)'::* é comi,rátil e

lim.itüdílmente completa.

Definição O.18 Sejam E um espaço normado e (#.)=:. uma. seqüência. de E. Di-

z'mos que (z«)=- converge fracamente p'ia " C E, se .lj\n..z*(;««) = z*(z),n,-...}+oo \ ''/ \ / /

Va;* C E*. Escrevemos ente.o, z. ---> z.

Definição O.19 Uma. seqüência inânita. (G«)=., G« # {0}, de subespaços (não

necessariamente fechados) de um espaço de Ba.nach E, é chamada. de decomposição

(ou urna base de subespaços) de E, se V# C E existe uma. única sequência (y«)=:*

com y. C G., tal que z :: >ll: y..

Definição 0.20 Seja. (G.)=:: uma. decomposiçã.o do espaço de Banach E. A se-

qüência das projeções (Pn)=: em E, definidas por Pn(z) = y«, z = E y« C .E, onde

y. C G., Vn C ]N, é chamada. de sequência. de projeções coordenada. associada. à

decomposição (G.)=:. .

l

lZ

Definição 0.21 Uma decomposição (G«)=:: de um espaço de Banach E é uma

decomposiçã-o de Schauder (ou uma. base de Schauder de subespaços) de E, se toda.

projeção coordenada /l. em E é limitada..

Teorema 0.22 (S, pág. 489) Umrl decora.posição (G«)=:: de üz7 espaço de Ba

rtach E é uma decomposição de Sela,uder se, e som.ente se, G« é fech.ado, Nn ç: Rq

Teorema 0.23 (S, pág. 502) Sdan2 E m espaço de Barzac/i e (G.)=:. üma se

qdáncía de süóespaços /ecÁados de E, com G« :# {0}, Vn c IN e l U C.l - E

Então as seguintes a$rmu.ções são equivalentes:
l7Z
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la) ÇG.Ü==. é uma decora,posição de Sch-,uder de E;

(Çt«á;strzma--const;-,«tcGr-.on-, 1 <. C <. «.T+üFque

Vm,n C IN e Vy{ C G{ Ó = 1,. ..,n+ mJ.

n+m

{-1

Definição 0.24 Seja X um espaço de Banach. Um operador T : .V -} X é estrita-

mente siílgular, se a restrição de T a qualquer subespaço fechado de X de dimensã.o

infinita não é um isomorfismo.

Proposição 0.25 (L-T, pág. 76) ra,) ,4 sorri.a de do s operadores esírífamenfe

singulares é um opera,dor estritaTnente singular. 8

-.---J

lb) A c.mposiçã' d' «-m ope"'''do, «ttit«m.,«t. si,ngul.,* . -'m op«udo« li«ü-,do é

tLm opertidor estrita,m.ente singular.

Definição 0.26 Sejam X e y espaços de Ba.nach, 7' : .V --} y um operador ]ineai

limitado com 7'(X) fechado, a(T) = dim kerT e /3(T) = dimy/T(X) (espaço

quociente de y por T(X)). Se a(T) < «) ou /3(T) < .o, definimos o índice de T

p'r i(T) = a(T) -- ,8(T).

Definição 0.27 Sejam X e y espaços de Banach e T : X --> y um operador linear

limitado. Se a(T) e #(T) são ambos finitos (logo í(T) é definido e é finito), então T

é chamado de operador de Fredholm.

Proposição 0.28 (L-T, pág. 77) Soam. X e y espaços de BünacA, 7'i : X -} y

B T.z : Y --» Z operadores de Fredholm. Então TaT\ é um. opera,dor de Fredholm e

á(T27'-) + j(7'-),

Proposição 0.29 (L-T, pág. 79) $dam. X e y espaços de BczrzacA, 7' : À' -+ y

üln. operctdor com imagem fechada, S l X --» Y xm. operador estritüln,ente singKtar.

Ent(io a(T + S) < oo, T + S feno imagem /ecAadcz e {(T + S) = i(T).

10



Definição 0.30 Uma. álgebra linear sobre o corpo JR é um espaço vetorial V sobre

IR, com uma. operação adicional dita. multiplicação de vetores, que associa. a. cada.

par de vetores z e y C V, o vedor zy C v' e que satisfaz as seguintes propriedades:

(a) «(y,) ,, V«,y, ., C L'

(b) «(y + ;) "3/ + «, e (« + #), zz + yz, V#, y, z € 1/

(c) a(«y) (a«)y «(ay), Va C R, V:«, y C \,''

Sejam 1/ e V' duas á.lgebras lineares. Uma. transformação linea.r (> : v --> 1/' dizs-

e um homomorfismo de álgebra, se satisfaz a seguinte condição: 'D(#y) = ®(z)'b(g/),

V#,y C L''

Apresentaremos agora. algumas definições e resultados que fora.m utilizados na

construção do espaço X de Gowers e Ma.urey e no estudo de suas propriedades. A

teoria. apresentada. pode ser encontra.da. em IG-MI) e ICI.

Definição 0.31 Denota.mos por /' o conjunto das funções ./ : jl, +oo) -+ jl, +oo),

satisfa.zendo as seguintes propriedades:

(1 ) ./'(1 ) l e ./'(z) < «, V« > 1;

(2) / é estritament. crescente e ii«. .f(:«) = +«,;z--+

(3) ,!!i},., '''.f(") - o, vq > o;

(4) A função .7Ía é cõncaval

(5) ./(«y) $ .r(«)./'(3/), V«, y ? l

Pelas observações 2.1 e 2.2 IC, pá-g. 39 a 431 as funções ./(z) = log,(z + 1) e

'./(:«) pertencem a .F

1 1



Definição 0.32 Seja ,Y a classe dos espaços normados da forma X = (coo, ll

que para. ca.cla. espaço X, (ei)=. é uma base normalizada. e monótona de X.

./ C .F e X C ,4', se para todo vedor z C X ocorrer a. desigualdade:

,ll ?s«P l./'(JV)''E:llZ.(,)ll: /V C W, E: < .. < E«,},

onde Ei , . . . , Efv são intervalos, dizemos que .V satisfaz uma / estimativa. inferior

tal

Sejam

Observação 0.33 Se X satisfa.z uma. ./-estimativa inferior, então para- todo vetou

z C X e todo intervalo /ç C W, teremos llE(z)ll $ 11zl

Definição 0.34 Sejam X C .t" e um vedor z € X, dizemos que z é um /:+-average

com constante C', se llzll :: l e z :: .>ll: z{ pa.ra. alguma. seqüência z. < . . . < z. de

vetores não nulos de X, tais que llzill .$ C'n'i , l $ i $ n.

Lema 0.35 (G-MI, pág. 857) Soam ./' C /' c X C ,Y saí s/acendo ma /-esZí-

m.atiutt inferior. Então, para. todo n, e Rq e C > 3., qualquer subespctço de bloco Y de

X contém vm Ot.t-auerage com cottsl,aTtte C

Definição 0.36 Sejam / C .F e JM/ : ]R q it, definida por A//(#) = ./':(36#').

Dizemos que uma. sequência. zi < z2 < . . < zw é uma. sequência. rapidamente

crescente de /i+-averages, ou RIS, pala. ./ de comprimento /V com consta.nte l +c, se

zk é um /Tj--average com constante l +c para "da #, ni ? 2(1 +c)M/(JV/c')/c'./:'(1)

e ''/(nky/' ? jran (zk-l)l para cada A = 2, . . . , ]V, onde ./'(1) é a derivada à direita

de / em l e c' é a notação usua.l para. minÍc:, l}

Observação 0.37 Um ponto importante na definiçã.o de uma. RIS é que os nx;'s

aumentam rápida.mental a. velocidade dependerá do Lama.nho cla ran dos zj's a.nte

Flores. Algumas vezes será. conveniente chamar um vetou de um vedor-RIS, se ele for

um múltiplo nã.o nulo da. soma. de uma. RIS.
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Definição 0.38 Seja g C .F. Um funciona.l g* C X* é chamado de uma (A/,g)-

forma. se lly*ll $ 1 e y* = >' y;, para alguma. seqüência g/; < . . . < yh de funcionais

sucessivos, tais que lly;ll $ g(M)': , para cada J, l $ .j $ M.

;\4

J

Definição 0.39 Sda. J C lrq o conjunto denotado por {.7i,.j2,

IO10io400 , .72 = IO10io4(ji)2 .j +l :: 110]0io4(J«)2

.}, onde Ji

Lema 0.40 (C, pág. 83) /'ara os e/em.enZos do conjünZo J, Zem.os

(.j,*)à i: !gy4qTU, VA c w,

.«d. ./'(«) (« + 1)

Definição 0.41 Seja.m /( e L subconjuntos de J, ]f = {.7i,.73,.7s,...l} e L

{.j2,.74,.76, . . .}, Q o subconjunto de coo de todas as sequências cujas coordenadas

são números racionais de módulo menor ou igual a um e o- uma. funçã.o injetora de

flnida no conjunto das seqüências bnitas de elementos sucessivos de Q com imagem

no conjunto L, ta.l que se ZI, . . . ,Z. é uma. qualquer dessas seqiiências sucessivas

S,...,Z.)eZ É.Z;,e«tãoÜ./(Si'){ ;. jr-(Z)

Definição 0.42 Seja. X = (coo, ll . 11) um espaço formado sobre as sequências de

suporte finito. Para todo m C ]N, definimos d=(X) como sendo o conjunto dos

funcionais lineares da forma ./(m)'' E /. tais que
]

Çt'l f* < .f, < ... < J.

(2) ll./:ill $ 1, Í = 1, 2, ,7n

Definição 0.43 Seja. X = (coo, ll . 11). Se Ã; C IN, seja I'x o conjLmto clãs sequências

gi < g2 < ' ' ' < gk tais que gi C C?, pa'; cada. í, gi C Á;:*(X) e gÍ+i C .4;(s.:...,s.)(X)

para qualquer í, l $ { .$ k 1. Estas sequências sã.o chamadas de seqüências

especiais

13



Definição 0.44 Seja X = (coo, ll - 11), para todo Ã C IN, definimos B;(X) como o

conjunto dos funcionais lineares da forma /(A)'{ E gj tal que (g], . . . ,gÊ) € 1'Í

Estes funcionais são chamados de funciona.is especiais.
J

Definição 0.45 (C, págs. 85 e 86) Seja Xo = (coo, ll llo), onde llzll. = llzll. e
para Ar ? 0 definimos:

lzllx,,*. = llzllx,., vsup 'l ./'(n)'' >,llEí(z)lx,, : n ? 2, Ei < . - . < E. l-

VsuP {lg(Z(,))l: k C Ã',g C B;(X«,), -E C m} ,

onde E, Ei, . . ., E. são intervalos. A sequência de normas (llzllx,.,)#.. é crescen

te e é limitada. pela- norma /i, logo existe /vj3m llzllx/., Definimos ente.o llzll =

Wlim. llzllx,, e o espaço normado X = (coo, ll . 11). Além disso, pela proposição 4.10

[C, pág. 87],

;11 1;11- Vs«P l./'(n)': >:llEí(')ll: n ? 2, E. <
\ 'z=l

VsuPÍlg(E(,))l: k C Ã',g C B;(X), E C N}

é uma forma implícita para. a. norma. de z C X ('.., ll . 11)

Definição 0.46 0 completado dc X = (coo, ll 11) é o espaço de Gowers e Mauley,

denotado por Xa&/ ou simplesmente X

Observação 0.47 (G-MI, págs. 863 e 865) A sequência. (e.)IB. é uma. base

normalizada do espaço X de Gowers e R/la.urey. Além disso, o espaço X satisfaz uma

/-estima.uva. infet'ior

Lema 0.48 (G-MI, pág. 865) Soam N C Z,, n € jlogAr,exp JVj; c > 0 e z.,

;. «m« R/S «m ««.f-f. 1+.. E«[ã. IÊ ,:ll $(1 +.+.')«/(«)''
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Lema 0.49 (G-MI, pág. 866) Soam A C /\', sT,...,sZ um.a seqdêncÍa especia/

tle coTnpri,xrtento k, onde ca,da si e urna ÇMi. f)-forTítü. Selva zl, . . . ,zk unia. sequência

de uetores sucessivos tais que todo zi é um. vetar RIS rtormcLli,züdo de comprimento

« . ««.'-*' ' --.'', ' - :b «""«« «- l:i.;l l:â , ,:,l : : ,«« ..'.

í«f«/. z. z«fã' l;E ,;l $ (i + 2')k/.f(A),

Proposição 0.50 (C, pág. 110) 0 espaço X de Gowers e Maurey é um espaço
reflexivo.

Definição 0.51 Um espaço de Banach X de dimensã.o infinita é H.l. (hereditari-

amente indecomponível) se nenhum subespaço fechado de X de dimensã.o infinita,

pode ser decomposto como soma. direta topo1(5gica de dois subespaços fechados de

X de dimensão iJlfinita.

Teorema 0.52 (G-MI, pág. 867) O espaço de Banana X de Goloers e A/aurey

é hereditctrium,ente indecomponíuel.

Lema 0.53 (C, pág. 121) Um espaço de Banana X tí Àeredáfariamerzfe ndecom-

poníuel se, e somente se, para quaisquer Y e Z su,bespaços fechados de distensão

ín$n Za de X e para qua/quer c > o, ezisZem C y e z C z, llyll = llzll = le

lv -- .ll < ..
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Capítulo

O espaço W

Neste capítulo construiremos o espaço de Banach W. Como já. foi dito na antro

clução, mostraremos que este espa-ço e o espaço X a) W formam o contra-exemplo

para o problema. cle Schroeder-Bernstein. Para. facilita.r a. leitura., faremos agora um

esboço da estrutura deste capítulo.

Inicialmente apresentaremos duas propriedades importantes do espaço X de

Gowers e Maurey. A primeira. (Lema. 1.1) se refere a. uma desigualdade vá.lida. para

a. norma. de vetores de X, que sã.o soma finita. de vetores sucessivos de X, e será.

utilizada. no ca.pítulo seguinte.

A segunda. propriedade (Lema. 1.7) garantirá a existência. de uma. sequência nor-

malizada de vetores sucessivos (zi)=. C X tal que, para todo T C B(X), existirá

À C IR, com ;.!:ln 7'(#í)--À#í = 0. Esta sequência. e a propriedade do limite, terá.o um

papel importa-nte na constiuçã.o cla. soluça.o para. o problema. de Schoreder-Beinstein.

Para a construção cle W, utiliza.remos o espaço vetorial V, de todas as sequências

finitas de vetores pettenccntes a. Xa)X

A partir do Lema. 1.8, clefiniremos uma. sequência (a;:)=i de funcionais lineares

associados à. seqüência. (a{)=i, que nos ajudarão a definir uma. norma ll . 11, em V
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O espaço de Banach W será. o completado de V com a norma ll . ll.

No fina:lÍeoncluiremos que a-seqttêirciar(Xi);=ÍdiTri5Í)íar isõííii$t;i;ítãídeKé tmã

decomposiçã-o de Schauder de W (Lema. 1.17 e Observaçã.o 1.20). Além disso, pelo

Lema. 1.22, prova:amos W --> X © W e X © W --> W e também que (X © W)' «..,

(X © W) e (X © Wy - W

A teoria. apresenta.da. neste capítulo pode ser encontrada. em IG-Mll e IGI

Lema 1.1 Seyanz X o espaço de (/owers e Jk/a rey e zi < z2 < '' < z. unha

seq'üência de uetores szcessiuos de X. Então Date u desiguütda(Le

E;:ll ?(l.g,(n + l))': E ll;;ll.
i-l ll {-l

Demonstl'ação: Soam ; = E,{, ./(;«) = log,(z + 1) € / (veja a Deílnição

0.31) ' Ei(z) = ra« (z{). Como X satisfaz «ma ./'-estimativa inferior (vda a De-

finição 0.32 e Observação 0.47) e EÍ(z) < Ei+l(z), { = 1,...,n -- 1, teremos

1;11 ? (./'(n))'' E llZ.(,)ll log,(n+ l))': É 11,:11. H{-l '' {-l

Definição 1.2 Sejam X o espaço de Gowers e À/laurey, 7' C B(X) e y € X, tais

que Z/ e T(y) têm suporte finito. Definimos /(y) como sendo o menor intervalo que

contém supp (y) e supp (7'(g/)).

n

m.

Lema 1.3 Sd«m X . esp«ço d' (7.«,e« e JM««ey, T C B(X), (y«)=. ü«.a .e-

gtléncáa cona da em X de rT+-at;erages s cessiuos com. consfanZe 1 + i, c = â, para

f.d. n C N, . f«móém á > 0. /ç«fã. «i;í. "m« «ós.qüê«ci« (y«)E:. d. (g«)=:.;

a« .pe«'Z.r /{«fiado T : y --> X .nde }'' = 1(y«.)E::l; í«/ q#. se T' : }' --} X á «

zesZríção do operador 7' ao süóespaço y, então 117' r'll < (í. .4/tím disso, /)odemos

.Z'''' "m« .«ós.qdê«.í« (y«.. )=- d' (V«.)E- f«/ q«., ;. /(3/«.:) á « m'«., í«í««/.

gu. «nÍá"'' s--PP (y«*.) ' s«PP (Í(y«.) '«Íã., /(y«.) < /(y«*.+. ); VÍ C N.
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Demonstração: Mostremos inicialmente que y. --J!; 0. A sequência de /T+-averages

(yn)=1 (veja Definição 0.34), é uma. sequência. básica. de XI pois y« # 0, Vn C

]N, e se (a«)=1 é uma sequência de escaleres e m,n são inteiros com m < n,

teremos ll;E aiyill $ 11;X aÍZ/{ll , pois se considerarmos .E a yi = = C X e E(z) =

E a g/il então pela. Observação 0.33, ll E(z) ll $ 11#ll, pois X satisfaz uma. ./-estimativa

inferior.

n

Assim, (g/n)=1 é base de acha.uder noi'ma.lizada. clo subespaço fechado Z

l(yn)' ll de X. Pela Proposição 0.50, .X é um espaço reflexivo, logo pela. Proposiçã.o

0.12 Z é reflexivo, então pelo Teorema. 0.17 a. base (y«)=:. é shrinking.

Considera.ndo os funcionais biortogonais /n+ : Z* --> m,, associados à. base (y«)=;.

(veja. Definição 0.6) temos pela. Proposição 0.16 que (/n+)=;. é base de Z". Em

pa.rticular, temos /n+(y«) = 1, logo ll/n+l ? ], Vn C ]N.

Sda. z* C .Z*, existe uma. única sequência. de esca.lares (6«)=:: ta.l que z*

E b«/n+, logo .liP,.,llÓ«/n+ll = 0, cm particular, .iiiii},.,IÓ«l = 0, mas z''(yn)

E bi/.'(y«) - bn e po''tanto, .1li},.,z*(yn) - .li+.b« - 0, logo para qualquer

«* C X*, teremos .ilp.. «*(g«) «*lZ(y.)n,--.}+oo *' ''' n-++oo

Olhemos agora para a sequência de vetores (7'(g/«))=:.. Como y. --% 0 e T C

B(X), segue que T(y«) -Jb 0. Considerando os funcionais biortogonais e; associados

à b's' ('j)=i d' X, t'mos.t=,, ';(T(y«)) - 0, V) C IN. Escr-emos .;(T(y«)) = À;

(a .j-ésima coordenada do vedor 7'(y«) na base (ej)Et), logo ..y!},., À; = 0 para todo

Nlostremos agora. que da.do (i > 0 é possível determinar urna. subseqtiência. de

(T(y«))=::, (7'(y«*))P;: e uma seqüência ZX: de blocos finitos contida em X e co.
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lill:., minsupp (zk) - +'o, em relação à base (ej)=i de X e tal qu. ,E llr(y«*)
«ll<á.

De fato, existe ni c ]N tal que 7'(y«.) = >1: ÀJ'ej tem llÀf-e.ll <

JV] C ]N, Ni > 1, tal que j.:l: À;'ej < }. Consideremos zi = >1: À;'e.f, logo

r(w«.) ;:ll= ÀT'e-+j.m>1+ À Í <i+j=ãeminsupp(zl)=2.

Existe n2 > n: C ]N tal que T(g/«,) = .1l ÀJ'ej tem llÀT:ei + Àl;:e2ll < ie e-

xiste Ar2 C ]N, N2 > Arl tal que .f.:li: À.j:ej < :. Tomemos z2 = }' À;'e.Í, logo

l7'(y«,) --z2ll= ÀT:ei+À;:e2 .f.;li: À;:ej <â+õ=} e também minsupp(z2) - 3.

Vamos provar a.gola. por indução que pala todo # € 1N, existem 7'(y«*) e zx;, tais

q«e llr(Z/«*) 'All < & e mi«s«pp (;A)

Suponhamos que para. A > 2 tenha.mos 7'(y«.)

Existirá n*+. C N, I'k+i > nÀ;, tal que T(y«*.,..) = E À;*+' ej C X tem llÀ.'+'el+

+ÀÀ;+l'eA+lll < ãin- e existirá. ATA:+i C ]N, JVk+i > 7Vk ta.l que

2k+2

Cons
j:k+2'\'j cJ ) logo llltynt+iJ ill :: ll(Ài""'ei +

+ÀEn'ek+l)+j.]E.+i ' .fll< J + á = 'S eminsupp(zt+i)-A+2.

'-.-«'"« -- Ã ií'ü«J ii «::: (,ã 1) ' « ', -,'« -:"' *.yn., ":" ;""
(.k)=.lim A+l= +.«k-.}+oo

Seja. y = 1(:1/..)Fal, y < X, conforme veiiflcamos anteriormente pa.ra o subes-

pa.ço Z, a seqiiência (y.)E:. é base de Schauder normalizada de y

J

J

ã

idelemos ?7

â e existe

*;"'..ll :+J:=
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D.fí-im.; «m. .pli"çã' 7' : y --} X p" 7(y«-) - '*, i;t. é, 7 (.= «*y«*)

)l, aj;zA. Mostremos que 17: está bem definida.. Antes 12elén!-abs.elmos q:uejakj-

llaky.*ll $ 11.>i' aiyn.ll pa-ra. todo A,/ C JN, com / > kl pois X satisfaz uma ./'-
estimativa inferior.

/

y --} X por 7'(y«.

Consideremos a sequência. das somas pa.rciais SP = >1: akzk, se p,/ C IN com

/ > p teremos:
]

llsr - .$11

/ /

/ /

near
k l

E "*,*ll$ E «*(.* «Jll+ll E «*rb.J
k=p+i ll llk l ll llk

$ E l«*lllr(v«*) '*ll+ >..1 «*r(z/.)
A=p+i llA=p+l

$ 1 E «*y«*llá+ ll E «*r(y«*)
k=p+i ll llA=p+l

oo oo

Como as séries ÀE aAy,,* e XE atT(3/«*) convergem, ente.o llS/ S.ll --> 0 quando
/,p --> +oo, isto é, 1: a zk converge. Obviamente 7 é li

Falta. mostra.r que T é limitada. Consideremos para isso o operador limitado T'

Como x satisfaz uma. ./'-estimativa inferior, temos lai;l = llaky«* ll $ 11.>ii: a*y«* ll - l

'.:., ii''-'oü,n- F(X«*««.) - .ã«.,.««i::Ei«*ln'ü.J
--;kll $ E l]Z'(y«.) ztll < á. Porta«to, 7 é limitada e 117-- 7''

Pa.ra. finalizar, como y«: é um /i+-avara.ge, sejam qi = minsupp(y«.) e pi

máxsupp(#«.). Como 7(y«.) é um bloco finito, soam '] = minsupp(7(y«:)) e ri

máxsupp (T(y«.)). Tomemos Z'l = minlqi, s:} e /k/t = máx {p:,7'i} e consideremos

/(y«.) = /(y«*.) = {Zi,Ét +l,. . . , A/i }, logo/(y«.) éo menor enter«lo que ««té«

s«pp (y«. ) e s«pp (7(p«. ))

y --} X definido por T' .â «««.) -,'(,E «*««). :.'. «-,g ""«* «« ií«il -".
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Agora, como ..yli!:,., minsupp (7(y«*)) - +'o e (y«.)Êi é uma seqüência cres-

cente de /Tj-averages, existe X;2 C ]N tal que minsupp(7(y«*:)) - s2 > il'fi e

minsupp (y«.:) - q2 > 7M:. Soam máxsupp (7(y«*,)) = r2 e máxsupp (y«*,) = P2.

Tomemos L2:: mínÍs2, q2} e J142:: máxÍp2, r2} e consideremos /(y«*,):= {L2, É2 +

", . . . , M2l-

Continuando desta foi'ma obtemos uma subseqtiência (yn*. )EI de (y«k)Z:: con

tida em y ta] que /(y«-.) < /(y«..*. ), VÍ C ]N. l

Lema 1.4 Sejam X o espaço de G'otoers e ]k/atire.y; T : .V -} X zlm operador

limitctdo, õ > Q, k C K, '* = ).. U: u,ma ÇM, fb-forma, M ç: L e z C X, z - }.. zi,

l,m uetor RIS Ttorm,atiça,do de compram.ente b'l satisfazendo taxi QU:) C IÇzÕ, \ $:

t 'Ê M, y" Çz) :: 0 e y' ÇTÇz» > õ. Então, existe Hnla, ÇM.f)-forma, s* C Q tctl qKe

.*(')l -$ A'', «« ('*) c /(') ' '*(1'(,)) > 1;

Demonstração: Temos por hipótese (veja. Definição 0.36, Observaçã.o 0.37 e De-

âniçã-o 0.38) que lly* l $ 1, lly;ll $ ./(À/)'', VI' < g/; < < ph. Além disso,

', < < ,À4 e t-mbém ra« (y;) C /(.i).

-i-]

Sd'm "i - máxlmáx ra«('i), máxran(y;)}, p. = minlmi« -an(,i), minta«(#;)},

l$ i5; M, JV -maxi"i pi: l${ $ M} e colos--amos y; =(c;.,c;.+i,...,cl..),
onde alguns desses cl's são nulos.

Seja. c C IR, definindo

(1) a ./(M') 1 .

(2) #(.)

(3) 7(.) - .JVM + l;
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(4) o(') -(i - aã:;)(.A'm' + i)+ '/VM';

(slv(;) - agem

Como .llH. 0(c) - 0, p(0) - 1, p(c) $ 1, Vc C R e p é contí««a, pelo teorema do

valor intermecliá.rio do cá.óculo, existe c C IR tal que:

numero ra,dona.l

k'2, ãÇÍÍI, onde A C /f(veja Definições 0.39 e 0.41)i
min

im

tuJ v \ü ,/ '-.

(7) P(.) é -

Sda r; - (Z'l,.,Z';:+ ,. . .,ól,.) C Q (v':ja Definiçã' 0.41), onde os bl's são não

nulos, l $ i $ ]14, com lc} -- ó;l $ c, pi $ .j $ ni

Sda t C X, llZll $ 1, com t = E «;.;, temos l,;(t) -- W;(f)l =

E l«.j(c} -ó})l $'(n:-pi)máxÍI«jl :p: $.j $ ni} $ .

l.ogo l,;(t)l -$ 1';(t) v;(z)l+ ly;(z)l $ 'Jv + llv;llltll $ 'x+./'(w')''
assim llr;ll $ a(c), isto é, ll " ll $ 1, 1 $ j $ M

Consideremos agora, r* = :: r;. Seja Z C X, llZll $ 1. Logo, lr*(f) y*(t)l $

E 1,;({) - y;(t)l $ .xw.

P'rt-t', l,*(t)l $ 1'*(t) -- y"(t)l+ IW*(t)l $ 'NM+ llV*llllZll $ cNM + 1= '(C)

e assim llr*ll 5; 7(c), isto é, l :ib l $ 1

Vamos finalmente definir s" pondo s* = BÍ;l:;ÍÕr*, ou seja., s* = êl: BÍ:ij:;Í r
Portanto, s* tem as seguintes propriedades

a ll r*

' ;n l Pml $ «i - /0W'';
a .ll a ll r:''

?EFi:m''l ' am ;m $ ';

&

e

l

(b) ll.*ll P(.) "r (. )
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(') ,; < "; < ' < ,h e r- ('*) C /(,);

(dF+:k)i - 1;*(;) y*(;)l - B-(t;l\?ã'*(;t-v:('} $ ?(i;;l:©,'(') - '*(n
* -«*';«- l@h ,*.,,* -i*.,]
: l« «,"'.-'l: ãl ~.«*''*.-
= a(c) < k''

Po: (a),(b),(') e(d), t'm's q- .* é uma(À/, ./)-forma, '* C Q, ra«(.*) C /(,) .

1.*(.)1 < A '

Finalmente, temos pelo item (d) que ls*(Z) -- y*(t)l $ 0(c), VZ C X com lltll - l,

logo 11.* y*ll .$ 0(') e assim I''''(r(,)) -- y*(r('))l = 1('* p*)(r(;))l $ 11;* --

V*llll7'(')ll $ 11''" - W*llllrll $ o(')ll7'll < ãÍÍ}ÍÍll7'll - ;. Co«cl«amos q«e .*(T(')) >

v*(1'(,)) - IÍ > IÍ

L'ma 1.5 Sd«m X . «p«ç. d' G''«,'« . ]M-«y, T C /?(X) . (3/«)=: «.«

segdêncÍa contida em X, de ZT+-at;erages sucessivos com consíanle 1 + c, c = ---

P-« f.do « C W. E"Íâ' ..!!!n., d(7'(y«) - l3/«l) - 0, j'f' 'â .!U,. i«flll7'(g/«) - ay«ll

a cIR} = 0.

Demonstração: Suponhamos que o resultado nã.o sqa vá.lido, então existem 7' C

B(X), â > 0 e uma subseqüência. de (y«)=i, que continuaremos denotando poi

(y«)Zi, tais que d(7'(y«), ly«]) > 2á para todo n C ]N. Seja (ej)E:: a base de X

Aplicamos os resultados do Lema. 1.3 à seqüência. (y«)=:. 1 logo existem um subes-

paço fechado y de X, um operador limitado T : y --> X tal que, se 7'' = Tlr, então

lr 7''ll < 8 Além disso, obtemos uma. subseqtiência de (y«)=i, que para facilitar

a notação clenotaremos novamente por (y«)=i, contida em y e tal que, se /(g/.) é
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o me"or enter«lo que contém supp (y«) e supp (7(y«)), .ntão /(y«) < /(g/«+l) para

todo n c N.

Como consequência do teorema. de Hahn-Banach (veja. Proposiçã.o 0.13), pode-

m's tomar Sl; C X*, tal q« para t'do n C N, 11411 = 1, .%(7(z/«)) = a(7(y«), lv«l)
> á e .=(y«)

Consideremos os enter«los /(y«) = {n«,n. + l,...,m.} e as projeções E.

\J=1 ,/ ;=n. 'X -+ le.., e..+i, . . . , e««l, definidas por En rêl: aje.Í'l = >1: a.fe.j. Definimos ente.o,

os funcionais lineares yl; : X --> IR pondo yl;(z) = S;(E«(z)), Vz C X

O funcional yl; é limitado, pois Sl; é limitado e llE«(z)ll $ 11zll pa.ra. todo

n C IN, já que X satisfaz uma ./'-estimativa inferior, além disso vale também

v=(w«)-e(Z«(w«))(7(v«))(7(p«)) y«))>á.

Temos também que supp(3/;1) C /(y«), logo ran(y;) C /(g/.). Para justificar

esta última afirmação, observemos que se z C X, z = E a.ej então, yl;(z) =

n. $.j $ ""«, teremos g/=(z) = E ajó.Í, isto é, suPP(yl;) CÍn«,n.+ l,.. .,«.«} =

/( 3/« ) .

< E. ,$ «11 - * 1,$. «1 - ,$. «'««, . «:'«--'. '««' - '.,
n

À/mostremos agora quc dados p C Z, e m C ]N, é sempre possível tomar um vedor

RIS normalizado z C y de comprimento p e constante 1 + ã e uma (p, ./')-forma y*

t;is q« «. < /('), ''« (y*) C /('), y*(') - 0 e y*(7(;)) > ;

De fato, dados p C Z, e m C ]N, podemos escolher uma. subseqtiência. finita

y«-,y",, -. ., y«, (n,l > n2 > '.. > n.) da sequência (y«)=::, de tal forma que

«- 2. 2(1 + ')JW (f) /.'.f'(i) com mi«s«pp(g«:) > «. e (/(«.y/' ? l«n (y«.--)l

para. cada. í = 2,...,p. Logo y..,...,y«, coima.m uma. RIS de comprimentos C Z, e
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consta"t' 1 + i tal qu. «. < /(y«.). Escolhemos então , = (y«. + ' - + y«,)/llV«: +

+ y,,.ll, que é um vetor R]S normalizado, pertencente a. y de comprimento p

dado, constante l + li e tal que «z < /(z).

Além disso, comop C jloKP,ePI, temos pelo Lema.0.48 que >1: y.: $ 2P

Sd' ag«a y* + y=, + ' ' ' + y;,)./'(p)'' c X*, temos y* (.E7(y«.))

(:â ''w-:,;.) (:â 'ü«.,) - .Ê ''w''«;.'''««.», -.:; -« ü;J ' 'ü«J. '...
«* (.ã 'u«J)

Tem« ''mb'" -- "* (;' ««.) - :E .f(,) '";.("«.) - o

)'' «*(;â''««.,) ; #A - ; ' «*',, -( É««.)''«*(:â««.)

0. Obtemos também «n(3/*) C/(z), pois ra--(y=.) C /(y«.), i = 1,2,... ,P

Agora, g*(T(z
P

Falta mostrar que y* é uma. (p,/)-forma. Pela. Definiçã.o 0.38, provemos que

/alem as propriedades a seguir

(a) ./(p)':y;l. < ./(p)''yl;..... , pa" { ' 1, 2, . . . ,p l

(b) Sd' ; € X c'm ll,ll .$ 1 logo, lyl;.(,)l (Z«.(;))l $ 11.S:.llllZ«.(,)

IZ«:(')ll $ 11;11 .$ 1, assim ll/(p)':y=.ll $ /(p)'' para i- 1,2,...,p.

(c) Sda'c Xc'mjl.ll $ 1,entãojy*(,)l ' Êy=.(') $/(P)'' É ly;.(z)
i-l ' l {-l

$ ./(P)': E llE«:(z)ll .$ 11&ll, pois X satisfaz uma ./-estimativa inferior

Concluímos entã.o, que llp"ll < l

Baseados neste resulta.do, falemos a. seguia a. seguinte construçã.o. Dado A C ]\',

seja zi C }', zi =(y«.+ +y«,,.)/ g«.+ . +y««.ll um vetor RIS normalizado
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de comprimento J14i = J2k € Z, e constante (l + ã), onde pelo Lema 0.40, /Wf/4 .

4M./'(!)/'./'(1) ' s'i. y;+ + yl;..)/(W-)'' a(M-,./)-fo«ma tal q-

ra« (g/;.) C /(y«.), l $ i $ M:, y;(':) - 0 e Wf(7(':)) > ;

Pel' L'ma 1.4, existe uma(À/-, ./')-forma 'l' € Q com l.Í(z:)l $ k'' e .i(7(y:)) >

1, p'demos assumir também que ran (sT) C /(zi).

Seja. agora. p = /U/2 = o(sT) (veja a. Deflniçã.o 0.41). Tomemos um vedor RIS nor-

malizado z2 € y de comprimento JM2 e constante 1 + 4 ' ta.l que m - má.x supp (y««: )

< /(z2) (a. construçã.o de z2 é análoga. à. feita pa.ra zi).

Como no caso anterior, podemos determinar pelo Lema. 1.4 uma. (A/u, ./')-forma

s; C Q com ls;(',)l $ k'', .;(7(;,)) > ; e r'« (';) C /(,,).

Continua.ndo esta construção, dado k C /\', obtemos um par de seqüências

zz)z2) -. ., zk e si) s;, . . .,sil, com várias propriedades que necessitaremos

(1)/(.i) </(,i+-) para todo i, l$ i $ k l

(2) llzill = 1, 11.;1 $ 1e ran(':) C /(z{), para t'do á, l$ i $ k

(3) 1';('{)1 $ A'' ' .;(7:(,i)) > ; pa« todo i, l $ i $ A.

(4) A sequência sT, s;, . . . , sZ foi construída de forma. a ser uma. seqüência. especial

de comprimento k, pois sl' < s:+i, s; C Q, s; C .4;,*(X) e s;+i C d;(,;:...,.:)(X),
para. todo i, l $ í 5; Ã; -- l (veja. a. Definiçã.o 0.43)

Vamos determinar uma. ]imitaçã.o superior para 1 >1: zíll. Para. isso usaremos

intervalo E

o Lema. 0.49, porém antes é necessá.iio que
E /ç(zí),ll $ 2 para bacio

]
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.-"«'-«'. . «"«-. «:«- ''"«: l:Íi .;l l:ei '(,ol - ;Ê É .;w(*»
Tpois-xan(s;} C+(zi) r+(;:i} :('+(zil-iJ ãêã:intiãin <'(Z(4)T =0

pa-r

Podemos verificar, utiliza.ndo a. demonstraçâ.o do Lema. 1.4, item (d), que para

.:(E('i)) «I' também l.;(Z(,i))l $ k ', sda q--al for o i«t.««lo E ei- l,...,X;.

".;:«,(:Ê.;)(Ê '.;;,) :Ê .;.'',.', : "*'' «,

Utiliza.ndo o Lema. 0.49, teremos $ (1 + 2c)k./'(k)'' < 2A./'(k)''

Pela. definição de norma (veja Definição 0.45),

:;«-Í;('(Ê''';,)) :'' «, ,' ';'*,, ''«}
c-.:-«--. ' - :« l:ei'oll, *.« .á''(;J : ,l:<i'bol

''',-;.à,. l:Ê ,'.,:,l ; ',-;,à,. l:Ê ,.::,l , -'.'.«'f:. ' -"' «-"-:-

especial de comprimento Ã; C Ã e g = ./'(k)'{ >ll: gj um funciona.l especial (veja. a.

Definiçã.o 0.44).

k

:=1

f(K)- b E g,J-]

Consideremos, em particular, gj = s; para. qualquer .j, l $ .7 $ A. Logo, temos

Ê '',:, : '.',-; Ê .; (:Ê ,.,:,) - ..«,-;Ê :i .;''',..,,.
r.an (';) C. /('') ' /(';) < /(':+:) te-erros t.mbém ;;(7(,.)) = 0 se { :# j.

P'rt'«to, :* 7(';) ? ./'(A)'i:* ';(7(;')) ? ./'(A)'àAã

Concluímos que dado A C /\', é possível construir uma. sequência. zl, . . . ,zk de

-t.«;d.y,t.i;q- :X;; S2k./'(h)'' ' Ê7(';) - 7l:11';l >",
isto é, 11711 ? !/iglP-. Como 117--r'll < ã, teremos llZ'' 1 ? 11711 -; ? :(./(A){--l),
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o que contraria a. hipótese de que 7' é um operador ]imitado

t'""+' .'q«. ,. o «p"ç. 'Z' UõüêfrÍ'N7ããi:êl=7' C B(X) ' (y«)=: «m«

seqúêncáa cona da em .X de /T+ -auerages s cessáuos com. cozzsfanfe 1 + i, c = Ü para

[.d.«C]N. E«Zã. t ÀCm,, f«/g«e ljm T(y.) Ày.=0.n-++(»

Demos-sti'ação: S' T = 0, .ntão tomemos À = 0, logo .lili},.,r(v«) -- À3/« = o.

Suponhamos T # 0. h/mostremos inicialmente que, sob a. hipótese do lema., é possível

obter uma. subseqiiência. (y«*)E:. de (y«)=:. e À C IR ta.is que

..yT.,(v«*) Àv«* - o. (i.i)

De fato, pelo Lema. 1.5 e utilizando a hipótese, obtemos .nh, d(T(yn), lv«l) = o, o

que signiHca, .lli},., infÍllT(yn)--cYgnll : a C IR} = 0. Podemos então determinar uma

subseqíiência. (g/« )=i , ta-l que para todo iC IN, infÍjl7'(y«.) -- ag/«. ll : a C ]R} < !

Logo, existe uma. sequência (a{)=i C IR, ta.l que llr(g/«.) -- ai3/«.ll < !, isto é,

;.!jl:., r(v«.) «;v«: - '

Z

Além diss', llaÍy..ll = mail = llr(y«.) -- aiy«; + r(g/«.)ll $ 1 I'(y«.) -- aiy«.ll +

7'(g/n.)ll $ c' + llrll, c' > 0, pois a seqüência T(y«.) -- aiy«. é limitada. Segue

quc (ai)l=1 é limita.da, logo existem uma. subseqtiência. (ai*)Z:: e À C ]R tais que
lim cvi. = À

b-.}+oo

Obtemos então, uma subseqüência (y«.*)=i de (y«)=;. e À C IR tais que

*.yn, 7'(y«;*) a;*y«.* - 0 ' *.yn.,('*;* - À)y«.* - 0. L'g' *.yn, 7'(y«..) - Ày«..

*.y:2,., r(y«.* ) - '-;*3/«.* + (a'* - À)y«.* - o.

Suponha.mos a.gota, que pa-ra. todo À C IR nã.o va.le ..llr.p 7'(y«) Ày. =0n. -->+oo

n c,d C IR* e subseqüências de (y«)=:. que
Afirmamos neste caso, existemque S

28



p'ra facilitar a notação, escreveremos (u«)=:, e (u«)=::, tais que

;;.li:E'F(uli)--cur- 0 '-;l!!=(r-"0("ã.}-Uü;- 0 P 2:l

Pelo resultado (1 1) obtido anterioremente é possível encontrar a C R e (y«*)E;:

uma subseqüência. de (y«)=;. , tais que

~.ylP.:. r(3/«*) - ay«* - o. (1.3)

Como não «le .:9n, 7'(3/«) -- ay« = 0, então existe uma outra subs'qüência (y«.)E:

de (y«)=: e ci > 0 tais que llr(y«,) -- aZ/«.ll > c-, V/ C IN.

Aplicando o resultado (1.1) para (7' -- a/) C B(X) e a sequência (g/«.)E: de

ZTj-averages sucessivos, existe /3 C R e uma subseqüência (y«..)=i de (Z/«.)E. e

consequentemente de (g/«)=;., tais que

l7'(y«..) a(y«.. )ll > ci, V{ C N (1.4)

:.yi::,(r - '«/)(v«.;) - py«.. (i.5)

Notemos que /3 / 0, pois se P = 0 teríamos por (1.5) .h+. T(y«-;) -- ayn.. = 0, o
que contraria (1.4)

e

Analisemos atola a C m,. Se a / 0, então por (1.3) e (1.5) a afirmação (1.2)

está provada. onde c = CY, d = #, 'u. - ynt e z;. = y.,

Vamos supor então, que cv = 0. Utilizando a. afirmação (1.5), teremos

,]l::, r(y«-. ) - /3v«..

e também como não vale ..y111,:, T(y«) -- /3#« - 0, existe uma subseqüência (y«,)=

de(y«)=: .c2 > Otais q«e llr(v«,) #(P.,)ll >c2, VTCN
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Aplicando novamente o resultado (1.1) para (T /3/) C B(X) e à seqüêítcia

(yn,)=1 de /i;-averages sucessivos, existe ' C IR e uma. subseqüência (y«,,)=. de

(y«,)=i e consequentemente de (y«)=:: , tais que:

..yl:.,(r a/)(v«,. ) - "r(y«,. )

Notemos que também nesse caso 7 # 0, logo por (1.6) e (1.7) a afirmação (1.2) está

provada, onde /3 = c, ' = d, u. = y... e u. = y.

Voltando ao resultado (1.2), como .llh, T(u«) -- cu« = 0, podemos obter uma

subseqüência ("«*)E:l de (t'«)Zi tal que llr('z«) -- cü«*ll < ;L-!!i, A c ]N. Isto
oo l,-/l

gare«te que .E llr("«*) cu«*ll < c-

ana.logamente, podemos tomar uma subseqüência (u«*)E:: de (o«)=:., ta.l que

l(r - '/)("«*) - a"«*ll < IT, i.g. ,= ll(7' - '/)("«*) - a"«* ll < T-.

Sejam /, = 1(u«*)E:l e ]W = 1(u«.)P:.l- Fazendo uso de argumentos idênticos aos

utilizados para ' sequência (y«)=i no Lema ].3, concluímos que (u.*)r;: e (u«*)il=.

são seqüência.s básicas e portanto são ba.ses de Schauder normalizadas de Z, e il/,

lespectivameilte .

Pelo Teorema. 0.52, .Y é um espaço hereditariamente indecomponível, logo pelo

Lema. 0.53, existem z C L e u C M com llzll = llull = 1 e ll# -- ull < á, onde

Observemos que se # C Z,, 3ç = >1: a 'ün* com ll#ll = ll ente.o lata = llatté«*ll $

zll = 1, VA C IN, já. que X satisfaz uma /-estimativa. inferior

J= min al lal

2lcl ' cllrl

Assim, llr(") -- '';ll = ;=«k(7'("«.) -'"«*) $ x- l"klllr("«.) -- "«*ll $

E llr("«*) --'ü«*ll < IJ-. Utilizando o mesmo raciocínio, chegamos a ll(T--c/)(u)--
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'«n «V
If.«

Concluímos que

(c+d)«ll $ 11«-7'(«)ll+ llr(«) r(u)ll + ll7'(u) - (c + d)ull

al
2

e também

lc:«('+d)ull(-cz+«)ll?ll-d«ll llc(« «)l

» " .B-T,
o que é uma. contradição

Lema 1.7 Se X á o espaço de Gowers e Ma rey, então X contém uma seqãêrzcia

norma/içada (zi){-i de uetores s cessíuos, Za/ gue para todo T C Z?(.V) ezisfe À C IR

.«Zis/a«nd. lim T(«.) -- À«: = 0.
'&

Demonstração: Sejam (e.f):HI base de X e c = 1 + ã, com c = ib. Pelo Lema.

0.35, existe zl C X, zi um ri+-average com constante c. Consideremos nl C ]N,

«. > máxsupp (ai) e X2 = 1(e.j)=;..1.

Como X2 é um subespaço de bloco de X existe novamente, pelo Lema 0.35, um

vedor z2 C X2 < X, z2 um l??+-average com constante c.

Continuando este raciocínio, obtermos uma seqüência (zi)=: contida. em X, tal

que zí C X{ = 1(e.Í)=:....1 (no = 1) e z{ é um ri-.--average com constante c, para

todo j c IN.

Assim, (a;i)l=: é uma. sequência normalizada. de vetores sucessivos de X. Apli

cando o Lema 1.6, dado T C B(X), existe À C IR, ta] que .lim T(z{) Àzí = 0.
l
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Vamos agora associar, à seqüência (açi)=1 do lema anterior, uma sequência de

funcionais lineares (]ç;)=. contida. em X*. Estes funcionais são chamados de funci-

onais suporte para. a. sequência (z{)=. .

Lema 1.8 Se X á o esp'zço de G'ot«ers e Madre e (:«i)=. á a seqüênc a de oefores

contida em X caiu a.s propriedades do tem.a, anterior: então existe u,nl.a seqliência

(«;)=- ««Zid« .«. X* de /u-{.««ã. /ín""., Z«{' q«. s«pp («;) C ra« (zi). d/á«.

d'"o,«;(«.j) z;ll P««f.d.ÍCN.

«

cyz

- 1

Í

Demonstração: Sejam (z{)=i a sequência. do lema. anterior e R; : l il --> IR definido

por R;(azi) - cv. O funcional R; C X* para todo i € ]N; pois R;(az{ + Õz{)

R;((a + Õ)z;)(a«;) + R;(#«:) e R;("r('«{))((7a),;)
'yR;(a«:) .

Temos também que sup {lR;(clz{)

disso lla;ll pois R;(«:) ejl«;ll

$ 1} suP {la lcvl $ 1} $ 1. Além

Consideremos ran (]çi) = {n{,n{ + l, . . . ,n{ + mÍ}. Como conseqüência do Te-

orema de Ha.hn-Banach (veja o Corolário 0.14), existe /q' : le«:, e«.+l, . . . , e«.+«.l

--> IR, R; C X*, tal que R:lt.;.l :: R; e ll/Çll = llni ll = l

Vamos agora definir "; : X --} IR por :«I'(a) = /Ç(Ei(z)), V:« C X. Cada

z; C X*, pois R; C X* e decorrente da. desigualdade llEí(z)ll $ 11#ll, Vz C X, temos

que E{ : X -> le«., e«;+l, . . . , e«.+«:l é uma. a.placa.çã.o liílear limitad

por Eí Ê"''. = E a.j'j.

Dado # E X dadassejamJ ,e..+..líJ) a.s projeçoesJ .7 ) leni,en;+t }
lJ

a

A seqiiência. (a.i)=. assim construída., satisfaz as seguintes propriedades
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i,l ui Lzj,J :: o{.f. ue la.to, se & :: .7, então z;(zjJ := .rí;(lç{(z{,IJ

l e se í # .j, e«tão «;(«j) a(«j))

(2) 11«;11 p'is s"Pll'RÍ(E:(«))l : 11«11 $ 1} $ s"PÍll'RÍlll Z.(«)ll : 11«11 $ 1} $

", mas «;(«:) «;ll logo lla;l

+
R;(«.)

(3) s«pp («;) C ran («.)

' ;E. a.ÍR:('j). Considerando 7?Í('j) = bj, ni $ .j $ ,'Í+mí, teremos :«;(#) =

Podemos então escrever, supp(z;) CÍnÍ,nÍ + l,...,ni + mi}

ra.n (z{).

Seja « € X, ;« = E «j'j, então «;(:«) = Pi E "j'j - R*
.7 :=n {

(4) (z;)Pi é uma seqüência de vetores sucessivos. Como supp(z;) C ran (#i) e

ran(z{) < ran(zi+i) para todo { C]N, então máx supp(z;) < minsupp(zh.).

Vamos iniciar ágata. a. construçã.o do espaço de Ballach W, espaço importante

na. apresenta.ção da. primeira. solução para. o problema. de Schroeder-Bernstein.

Sejam X o espaço de Gowers e Maurey, )V = (XgX) = {(zl, z2) : zi, z2 C X}
com ll(zl,z2)ll = máxÍllzill, llz2ll} e (Wj)J=: uma sequência de cópias isométricas

de )W

Definição 1.9 Definimos um espaço vetorial V do seguinte modo: V = {(wl, m2,

, loj, . . .) : wj C )'V e zo.Í # 0 somente pa.ra. um número finito de índices J C IN}.

Observação 1.10 Consideraremos cada. cópia. W, um subespaço vetorial de V,

atra.vés do isomorfismo sobre a. imagem, 7' : W, --> V definido por T(toj)

(o, o, . . . , .«.í, o, . . .) c v
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Faremos então a. seguinte identificação: W, = {(0,0, . . . , wj, 0, . . .) : wj C )'v} e
o vetor wj de V como o vedor wj =(0,0, ..., wj,0,.. .), onde «,:Í C )''

Definição 1.11 Seja w C V, definimos supp (w) = {.j C ]N : wj # 0} e escrevere.

mos w < u, se máxsupp(w) < minsupp(u).

Fixamos agora. uma. sequência. normalizada. de vetores (zi)=: de X, satisfazendo

a. propriedade do Lema. 1.7 e também a. sequência (zi)l=i de funcionais suporte para.

(zi)=. definida no Lema. 1.8.

Estas duas sequências serão muito utilizadas no decorrer do tuba.Iho. Inicial-

mente vamos definir funcionais lineares limitados que serão utilizados na. definiçã.o de

uma norma. que daremos ao espaço VI antes porém faremos a seguinte observaçã.o.

Observação 1.12 Temos, )'V* = (X©X)* -' (X*gX'''), pelo isomorfismo T

(X*9X*) -->(X9X)* defi«ido por T(z;, z;)(;:, ;,) = ,;(z:) + ,;(.,).

Assim, identificaremos cada funcional linear limitado w* C )W'' com um funcional

li«ea: limit'do (';,';) C (X*gX*) tal que «,*(,-,;,) = z;(,:) + ';(.;,), (.-,,,) C

(xgx), com ll('1',';)11 {11.;11, 11.;11}.

Definição 1.13 Para. cada i,.j C IN, definimos os funcionais lineares limitados

ü;,u: e '": em W.' como cópias dos fundo«ais (z;,--:«;), (al',0) e (0,.«;), res-
pectivamente.

Observação 1.14 0s funcionais ul, u.: e w: pertencem também a. V'''. Por exem-

plo, fixado iC IN, u: : V --> IR é definido por ü:(w) = uB(wl,w2,. - - ,zoj,. . .) =

u:(0,0, . . . , t«i, 0, . . .) = u:(«,.i) = (z;, --z;)(zij,z2j) = :«;(;ij) + (--;«;)(,2j), ond.

w C V e (,:j, ',j) = «,j.
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Antes de definirmos uma conveniente norma em V, será necessário que façamos

uma partição de ]N em cinco subconjuntos infinitos que denominaremos Aro, Ari , Ar2,

Na e N4.

Dada. uma. sequência. w =(u'i,w2,..-, wJ,.. .) C V, definimos ll . llv : V -+ IR+

por:

"«"« - «-««";''",«llÊ ««««,l;::'~l

«ll$ -1;::'«1««-11$ ««,1;;;'«1

«lê '-«««-l::''~.l
Observemos inicialmente que ll llv' : I'' --} IR+ está bem definida.l pois supÍlltoj

.j C INlj} < oo, já. que wj :# 0 somente para um número finito de índices .j € ]N.

".".: '.«"" «- l l.Ü i«:(«)Í'l : ; ' '»- l ': m
De fato, sejam .j C ]N e w C V. Fixado { C 7Vt, temos luÜ(w)l = lu:(toi, to2,

"'i,...)l (.«i)l5;lluLllll«,ill «;ll,l z;11111.«jll .Sd.mP
suPP (w), S = supÍllto.jll : .j C P} e IPI a. cardinalida.de do conjunto P. Ente.o.

l,8 .«, -1,ã, .«, .l,s,««,«,l;:«,'',;''
A"'",;"pll,=r";,(")I'l::' ":l $ 1'1s «m Raciocínios aná.logos lenos

va,rn a

;«-{($ ,;'«, ,); ;;' ~,} . ,'« «

--{($ «;.«, ') ; :: ' ~,} . , '.-S
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*gi«"««'l:;; b'
h/mostremos agora aue llwll. é ílorma, em V

e sup
($ «;.«' '

(1) Se llwllv = 0 ente.o, supÍllto:fll : .j C JN} = 0 logo, llw.fll = 0 e porta.nto w

Se w = 0 então, ll«,jl = 0 logo supll "jll : .J C N} = 0 e ub(w) = 0, «8(w) = 0,

w:(w) = 0, para todo .j C IN e { C ]N segue que llwllv

(2) llwllv ? suPlll«,jll : .j C m} ? 0;

(3) ll.àwll« IÀlllwll«, VÀ C R,.

Inicialmente temos que supÍllÀw.Íll : .7 C ]N} = suPllÀllwjll : .7 C ]N}

Àlsuplllt".fll : J € ]N}. Sejam w c V e .j c IN, fixado í C 7Vt, temos lul(Àw)I'

»«;'«"' - ', ..:. lx .*««'l; - l
ã

ÀI 2#

'Ü

"«'", :«- l l.ã i«:,(»«)í'l

llE .««,l;:'.«,:

;«- { (
* ll.ã

suP

e

~ } - ;«- { ,
De forma aná.Ioga obteremos

* llÊ .««,l;::'~,l,
» ll.Ê .««,l;:;'«'l

«;'»«, «) ; : ; ' ~.}

l;$ .«, ~}

1«; (Àw)I' «& («)I'

1«,:( .xw)I' l«:(«)l:

Àw)I'+Ei«i,

4 4+lw J
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Concluímos que

llÀwll« d
')C

Í .t«;(w)I' + E l««;(w)I'

(4) llw + ull« $ 1lwll« + llull«, Vw,u C V

Caso [: llw+ u]lV:: suPlllw.j +u.Íll : .7 C ]N}

1«,j + u.íll $ 11«,jll + ll «.í VI' C N,

logo supÍllw.í + u.fl .j C N} $ suPlll«,jll + llujl suPÍllw.f

NJ+ supÍllujll : .j € 1N} $ 1lwllv + llullv

c«. 2: llw + «ll« - ;«p l l.= 1";:;("+
Sejam w, u C V e J C ]N. Fixado á C N-, temos lu:(w + u)I' «;,:(w) +

«L(u)I' $ (1ul(w)l + lu&(u)l)'

'.:.,l,Ê
(x «;.«, ,) ; .

l.Ê

A"im,'"pll.EI

* (É '«;.«, ,) ; : '
J 1«:(«)1'

l 2

;«-{(E
}2

'u UJ
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"«- «-l(Ê -««,l;::'«,l

n«,Im-t., « llw+«ll = ;«p l(- l«:(w+ ")I' + l"i}(" + ")I'l;: j c x41

-.«l;Ê *«"'* *««'):-l,ã .«'*«;'«"'*
*«;'«, .«,

"«'", :«,ll.8 l«;(«+ «)I'-'- l«;(w+«)I'l: ' ' X41

:«-ll,ã '* .««'l;*Ü '«"'* 'l;::'«~l
-«-lix '* '««'l;::'«l*«-ll,ã
í c N4 } ' llwll« + ll«ll«

Definição 1.15 0 comple

remos de W

Observação 1.16 Cada. cópia. WJ de )'v = (Xa)X) é isomorfa ao subespaço WJ

{(0,...,to:Í,0,0,...) : wj C W} de V ou W. De fato, pela. deflniçã.o de norma. em

V ' em(X9X), teremos llwjll .g ll(0,0,.. ., «,j,0,...)llV 5; 2ll«,jl

Concluímos também que cada. subespaço WJ de W é fechado

Lema 1.17 d seqúéncía (WJ)=. de suóesp.aços de W é tl«la deck«2p

Sch.ctuder de 'W

wlly para os casosDe forma análoga obteremos llu + wllv $ 1lullV +

te

Lado de (V, lv) é o espaço de Banach que denomina(:

deoszçao

+ l.«i}(w + u)I'
4

+ l«-;(w + u)I'
l

+ l«,L (w)I' «&(u)1' + 1«,8(u)I'

4

1«:(w)I' + l«,:(w 4
«)I' + l.«:(u)I'+ '0 J

4

+ l«,:(w)I'
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Demonsti'ação: Inicialmente observemos que W, # {0]., VJ C ]N. Dado w C

V, com máxs«pp (w) temos q« w (t01 , t02 , , mp, 0, 0,
P

.7=l

lü««l ....,«'- lç.««l
Como Ü LJ w,l

J
pois fecha.do Ainda, pelo fato

de que V U }v;'J '
[xrl C U )w.

J
l

ma.s lv]

l oo l

Concluímos que W = IVI c l U W, l C W, isto é,
L.7=i ]

H«] (1.8)

Mostremos agora. que existe C', com l $ C < (x), tal que lE' wj $ C' I'>ii: wj
F=t llv' llj=i 'llv

V«,n C IN, e w.f C )'V,(.j = 1,2,. . .,«+ m).

Caso l Sda E wj
J=i llv'

supill«,.íll : l $ J' $ n}

Como supÍll«,jll l $ .J 5; n} $ suPlll'".ÍI l $.j $ n +«-l; «tã' ,:w.ll $
supill.«jl l $ .j $ n + «.} .$

n+m
E wj

.j=i llv

Caso 2: Seja. E w:f
.7=l y «--llÊ «;.a«J 'i; : : ' «-l

-'-'. ; ' «,-, '«.« l,â «a IÊ ".l 'l ; oo l n,

k=il.j=i ')
l
2

«L; (wj )

#

E l«;*(wk)I' <
k:l E

k l

/'m+n
l
2

I'ü
+ («*)I' rE n+m

+

U W
] ')

l
.7

1«,-t«,
\

/

2\

\

Z
«,)');

/

k:l
w. Logo sul) E
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' «- l l.Ê «: (:e'«o 'l ; : : ' ~-l
De maneira. análoga, teremos ll >- wjll $ 1"t"w.i l ,P

«-iiÊ ;i «,i'i;;:'~,l
«- llÉ «; (l«,i 'l; : : ' «l

«,iiÉ ,;i «.i '* «;i$«,i 'l::'.«l
Concluímos que existe (;' :: ] ta] que Vm,n C ]N e w.í C )VJ,

a.ra. os ca.sos
J

7Z

< WJ
y

J
y

(1.9)

De(1.8) e(1.9), utiliza.ndo o Teorema. 0.23, temos que(W,)j=. é uma decomposição

de Schauder do espaço W. Escreveremos 'W = }1: ©W,.

Observação 1.18 Pela Definição 0.19 segue que, dado w C W, existe uma. única

seqÍiência (wj)»l com w:f C WJ tal que w - E w.f.

Observação 1.19 Como consequência. do lema anterior, temos também que llw

.!!n,.,.:l wJ = .]11i= j;ll wj e como a constante de decomposição
n ll lln+t

C' :'g"'q«. IEwill $ 11:wjll V« C N. C«.l«ím.;q . llwll
J-i. ll'r llj=i 'llv

Além disso, a projeçâo coordenada. PJ associada. à. decomposiçã.o (W,)J=., Pj

W -+ W definida. por Pi(w) = wj é, pela. Definição 0.21, limitada. para todo .j C IN

etambém ll&(w)llv' = llwjllv $ 11,Z wtll 5; llwll, istoé, llell = i,y.j C IN

suP E w.íll : n c N
.7=i ll-r

, onde w C W, w = >1: wj.

J

lJ

y
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Observação 1.20 Considerando cada subespaço WJ de W, concluímos que a se

qüência. (Xi)=t de cópias do espaço X, é também uma decomposiçã.o de Schauder
deW

De fato, supondo por exemplo que i :: 2.J para algum .7 C ]N, a. cópia. X{ de

X é isométrica ao subespaço de V, X2.f ={(0,0,...,(0,z2j),0,0,.. .) :(0,zzj) C

)'v} pela isometria T : Xi -+ X2:f definida por 7'(zi) = (0,0,...,(0,z{),0,0,...),
p'is llr(;{)llv' = ll(0,0,...,(0,zí),0,0,.. .)llv = llzíll. Assim, para "da .j C ]N, os

subespaços de W, X2j-l e X2j, são fechados.

Além disso, dado w C W, existe uma. única. seqüência. (wj)j=: com wj C W, e

)ll: w.Í - w, mas como wj C }VJ -- X2J-i @X2j, existe um único par (z2j-i, z2j) com

w, =(0,0,...,(z,.f i,z2.Í),0,0,...).

Assim, dado w C W, existe uma. única. seqüência. (z2j-l,z2.Í)=;. com z2{.i C

XZ.f-l e z2.j C X2j tal que >ll: (z2,-i + z2.Í) := w

oo oo
Escreveremos simplesmente W = >, ©.Yi e w :: .El: z{, zi C Xi, observa.ndo que

a convergência se dá. na norma definida. em W

lJ

'z 2

Observação 1.21 As projeções a : W --> W associadas a. decomposição (Xi)E.

de W sã.o, pela Definição 0.21, limita.das. Além disso, supondo novamente i= 2.j,

temos llâ(w)ll« 0,.. ,(0,',J),0,0,.. )llv ll,,jll 5; máxljl,,j--ll,llz,jll}

to:Íll 5; llwjllv $ .)11: wjll $ 1lwll, isto é, llPi 1 = 1, V{ C IFV.

Lema 1.22 Se X é o esprzço de 6'otoers e /Ma7zrey e W o espaço de Banana da
De$nição 1.15, eTttão

Í«J w 4 x © w . x © w4w

y

róJ (x © wy - w
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rO (x © w)' - x ® w

-Demonstração=(a) W:'::F-#©:W;potro(kt;e9f ::HW'Íml tÍÜEX(lJW';=X©W

E w'v, - w- © E o)v, - (x: 'D x,) © l E mv, l
j=i .j=2 \J=2 ./

(l.lO)© l x, © E 'DW

Nlostraremos que >1: (1))VJ -a W, logo o subespaço de W, X2 (1) r >, (1))'vj~l , será iso-
J;z \..Í=2 ,/

morfo a xa)w, pois x2 é cópia. isométrica. de .v e daí teremos xiq)rx2 (ID r }' (i))'vj'l'l
\ \j=i ',/,/

«' X©(X©W) «ssim, por(l.lO), obteremos W -. X©(X ©W) e X©W '-; W

Para mostrarmos que W -u >: q)}VJ, observemos que >1: ©)'% é a. decomposição
.7 = iz .7 = 2

de Schauder de um subespaço fechado 'Wo de W (W -- )'VI (1) Wo) e que dado

w C Wo, existe uma. única seqüência (w.Í)j-: com wi = 0 ta.l que w - E wj.

Associamos a. w a. seqüência(0, w2,w3,. . ., wj, wj+l,. . -), com llwll =

suPlllEwjll :neNI(0,«,,,w.,-..,',j,0,0,...)ll«:.JCN}L llJ=i llv' J

Definimos entã.o, a. aplica-ção linear T : W --} Wo por 7'(w) = 7'(tol, w2, - . . , w.f,

) «,-,w,, . . ., '".í, . . .).

]J

A aplicação T está. bem definida., pois T(w)

c-"rge,já q«e w =(«,i, «,2,. . ., '".Í,. ..) C W

(0 , w- , «,, , ,m.j, .) e E wÍ
.7=l

7' é isometria, pois ll7'(w)ll = llr(.«1, «,2,...,'".j,.. .)ll = ll(0, :«i, «,2,-.., "':f,.. .) l

s«Plll(0,«'-,«,,,...,'',j,0,0,...ll«:j C N} {ll(«-,«,2,'',"j,0,0,...)ll«
j C N} llwll.

Finalizando, dado z C Wo, z = (0,w2, w3,...,w.Í'.. .), temos que z = E w.f

converge, logo existe x =(to2, w3, . . ., t"j,. . .), x C W, tal que 7'(x) = z.

2J
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Assim, ./ é isometria sobre Wo e W -a >, ©W,

(b) X a) W --, Xi a) W e X © W -., X2 © W, logo

(x G wy - (x: © w)g(x, © w). (i ii)

Observemos que >1: a))'V2.f é a decomposiçã-o de Schauder de um subespaço fe-
/. \

chado W2 de w (w «' ÇJ::i a))'v2j.l,l O W2) e dado w C W2, existe uma única
sequência (wj)=. com w2.Í-l = 0, tal que w = E w.j.

Identificamos w com a seqüência(0,w2,0,to4,0,w6,...,0, w2j,0, . . .) e llwll

;"pl ;="j . :«c wl(o,"',,o,«,.,o,...,o,«,,j,o,...)ti«: .íc w}.

Dado w C W, w = (wl, to2, . - ,w.j, . . .), definimos a. ap]ica.çã.o linear T : W

W2 por T(w) =(0, tol,0,to2,. ..,0, t«.Í,.. .).

A aplicação T está bem definida, pois T(w) =(0,toi,0,w2,...,0,wj,0,...) e

E w:i converge,já que w =(toi, w2,. .., '".Í,. . .) C W

A aplicação Té isometria, pois llr(w)ll = llr(wi, to2,. . - , u'j,. . .)ll = 11(0, wi, 0, m2,

o, ...,o,«,.í,...)ll {ll(o,.«-,o,««,,o, ...,o,«,.í,o,o,...)ll«:.í:«,}Íll(«,-,«,,,
, '«j, o, o, . . .)ll«:j;« }

Temos também que se z C W,, z =(0,w2,0,w4,0,...,0, w2.Í,...), z = E w2.Í

converge, segue que existe x =(t«2, lo4,. .., u'2:f,. . .), x C W, ta] que 7'(x) = z

Assim, 7' é isometria. sobre W2 e W -- }- ©h/2j.

Considerando >ll: ©)W2.Í+i a. decomposição de Schauder do subespaço W3 de

43
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J-l

.7=2

M

J

J

.7::l

0,w.,
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W e definindo a aplicação linear T : W --> W3 por T(wi,w2,...,wj,...)

(0, 0, wi , 0, w2, 0, . . . , wj, . . .), concluímos, utilizando raciocínio análogo ao caso an.

tenor, que W -u W3.

":.-;, '. (: '")' '"'"" (""r - G*: " a *",'---ll elx," l E "w,,ll
G'- « ,*, « (E "«,«*-ll , l,Ê *«,,D - l«,: « l,ã «,«*-ll , l.$ *««1

l.Ê «««-:l , l;Ê «««l - l,$ *««--1 « 1,8 «««1 - «
(')(x © w)' -(x © wy9(x © w) - wg(x © w) - w o(w ® x)
(W © W) © X - W © X -XQW

-««--l « l;Ê «,«l
A partir deste lema. concluímos que W e X a) W são espaços de Banach, tais

q«e W 4 X © W e X © W4W

Observemos que W © W ,v

Nosso principal objetivo é mostrar que W ?6 X © W. Observemos que se

X (D W, o contra exemplo para. o problema. de Schroeder-Bernstein será dado por

Z = X a) W e .Z' -' W (pelo item (b) do lema. anterior). Tecemos também, Z -. .Z3

(peão item (c) do mesmo lema).
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Capítulo 2

Uma solução para o problema de
Schroeder-Bernstein para espaços
de Banach

Neste capítulo mostraremos que o par de espaços de Ba.na.ch W e X a) W,

definidos no capítulo anterior, é contra-exemplo para o problema de Schroeder-
Bernstein.

Novamente, para facilitar a leitura, apresentaremos a seguir a estrutura dos

resultados deste capítulo.

Apoiados na propriedade do Lema. 1.7 do Capítulo 1, será possível a. cada. opera-

dor T C B(W) associar uma única matriz infinita de números reais, Ar C JW-(]R)

e um único operador TA C co, de tal forma. que TA(a) = Ara, Va C coo. Indicaremos

p'r '> : B(W) --> B(co) esta associação, isto é, ®(7') = TA.

Mostiaremos no Lema. 2.18 que Q é um homomorfismo sobre a álgebra. dos ope-

radores de W. No Lema 2.21 mostraremos que, se (>(7') = TA é um operador de

Fredholm, então {(TA) é par.

No resultado principa-l (Teorema. 2.22), iremos supor que exista. T : W --> X©W,
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T um isomorfismo e concluiremos que, neste caso, (b(7') = TA é um operador de

Fredho[m com i(TA) ímpar, logo W # X © W

A teoria. apresentada. neste capítulo pode ser encontrada. em IG]

Plovaremos inicialmente um lema, que será. utilizado posteriormente por razões
essencialmente "técnicas"

Lema 2.1 Se wi, w2, . . . ,w/v é uma segúênc a de uefores sucessíuos de \V, então

N ll /.N \{
E w*ll ; l E llw*ll} l
k=1 11V' \A:l /

Demonstração: Observemos antes da. demonstração, que os vetores wk no enun-

ciado do lema, não são rlecessariamente os vetores wk = (0, 0, . . . ,wx;, 0, . . .) C )'yk,

definidos anteriormente na. decomposiçã.o de Schauder de W, mas sim quaisquer

vetores de suporte finito de W. Seja. .E wk = (u'i, u'2, . . . , w.Í, . . .).

Caso l

Como wi < w2 < < wk, existirá Ao com 1 < ko < Ar e .jo C IN, tais que

fN \

;«P{ l8lEw*ll:JCN> - 118.(w*.)ll« .$ 1lw*.ll«-(llw*.ll}){
\A-l /

Neste caso, supÍllwjll : .j c ]N} < sup l ll/ç Ê«. P
: .j c N

E if«*ll}
A-l

Caso 2: Seja.
'«; (É «*)

«: (x. «*) '
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Com' w- < w, < ' ' < ww, l.E ul(wk)l = lu;(wk)I' para "m ú«ico k

t.l q« &(wk) # 0 o« l.n ul(wA)l = 0, se &(wA) = 0, 1 5;

:., Ê«* . . (Ê «* ,);
De maneira. aná.Ioga., obtemos a. desigualdade ao trocarmos ul por u.: ou to;f no

valor de ll E wk
A=i ll./

Definição 2.2 Sejam P{ : W --> W as projeções coordenada. associadas à decom-

posição (Xí)=i de 'W e T : 'W --> 'W um operador limitado. Definimos para. cada.

í,J € ]N o operador Z.Í : .XJ --} Xí como sendo a. restrição de P..7' em X:j, isto é

nj

,Ê ":

Concluímos que

x«*
N l2 N
Ã «;("*) - E

A-l

.Ê "& Ê

= 1'«L("*)I'

Ê«*

2

2

k N< Assim,

l

2

/v

N
.$ E llwkllÍk-]

«*lf} pa-ra todo í C Ari. Lo-

lwx<
V

Observação 2.3 Zj é limitado para todo i,.j C IN pois 7' C B(W) e a é limitado

para todo i C IN (pela Observaçã.o 1.21).

Pe[o Lema. 1.7, para. cada. i,.j C ]N existe Àij C IR, tal que .liU. Z.f(3nj)--Àij#..Í =

0, onde (a«{)=i indica. a. cópia. da sequência de X, (z«)=;: do Lema. 1.7, em cada.
X

Observação 2.4 Para. cada. {,.j C IN, À{.j C IR é único, pois se ÀÍj e Pí.Í sã.o tais que

.!=mZ}««j -- Àíj«.{ - 0 ' .l=mZj««j #í.j"«i e«tão .11h,(Pij Àij)"«i -0
segue que 1l:l l#ij -- À{.fIlIa;.íll :: 0, logo .lirn l#ij -- Àíjl :: 0 e consequentemente
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Definição 2.5 Dado T C Z?(W) pela observação anterior, podemos definir uma.

aplicação Ó : .B(W) --> À4m(R) por Ó(T) = (Àíj)8-., onde o termo geral Ài; C ]R, é

tal que .iilN,:, Zj(z«j)--Àijz.i = 0 e il/m(IR) é o espaço vetorial das matrizes infinitas
sobre ]R.

Escreveremos @(T) = A7' = (ÀÍj)8:., para representar esta matriz associada ao

operador 7' C B(W).

Observação 2.6 Ó : B(W) -+ iW-(]R) é uma aplicação linear. De fato, sejam

T, S € B(W), Ar = (Ài.Í)=-i ' As = (Pij)=:: as matrizes associadas aos ope-adores
e

Para todo í, J' c N, teremos .11E,., Zj("nj) -- Àij".i - 0 e ..yU. &.f('-«j) --#i.f"«{ '

0. Log', ..5ii},., Zj("«j) + Síj("-j) -- (Àij + #ij)"«i - 0, então .!T.(Zj + &j)(';«J) --

(À;j+P'j)"«; - 0, p'rta"to .!!R,.,(r+s){j("«j) --(À'.í+#;j)"«; = o, isto é, @(r+s) =
Aras =(Àíj+#{.j)8;:+ As = @(T)+ Ó(S).

Além disso, dado ' C IR, ..qU. Z.Í(znj) Àij';«i = 0, logo ..yUm "rlZtj(a'«J) --

Ài:Í;««{] = 0, p'rt-nto .:ql=,('rZ.Í)("«j) -- (7Àij)';«{ - 0, conseqüenteme«te

..11h,(v7');j(««.j) - ('yÀ:j)««' - o, isto é, @(7r) )=:.
Mostraremos a seguir que a. cada. operador 7' C B(W) podemos a.ssociar, a

partir de uma. aplica-ção que denominaremos de ®, um único opera-dor 7A C co, tal

que TA(a) - @(T)(a) = Ara, Va C coo, onde Ar = (Àíj)= é a matriz associada ao

operador T

Nosso objetivo imediato será. mostrar que a' : W --> co é na. verdade um homo-

morflsmo de á.lgebra.l para isso piecisaremos dos lemas que vira.o a. seguir (2.10, 2.11,

2.12, 2.14 e 2.16). Antes porém, clatemos a. definiçã.o de um produto que utilizaremos
nesses lemas.
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Definição 2.7 Sejam S = {(a{)=.,a C R} o espaço vetorial das sequências de

números reais e X o espaço de Gowers e Maurey. Dados a C S e z C X, dslil11;Dias

o produto aa z pelo vedor(alz, a2z, . . ., a,.z, . . .).

Escreveremos (a G) z)i, para. representar a. projeçã.o do vetor em cada. cópia. Xí

de X, isto é,(a® z)í = a zi e(a® z)j para representar a projeção do vetou' em Wj,

isto é, (a (9 z).Í = a2j iz2j-l + 'z2jz2j. Assim, representaremos também o vetor a (8 z,

a. partir da. seqüência:(alzl,a2z2,-..,aizi,...) onde zi é cópia. de z € X, em cada.

cópia. X{.

Observação 2.8 Se a e) z C W, esci'everemos também a ) z = .E aiz{ e (a ® z)i =

8(a ® z), onde a são as projeções associadas à decomposição (.X{)=. de W

Analogamente, se a ® z C W, escreveremos também a G) z = E wj e (a ® z)j =

R(a e) z), onde Pj são as projeções associadas à decomposição (W,)jZ: de W

'1

lJ

Observação 2.9 Se a C coo, então a (8 z € W, pois a ® z C V, já. que supp (a) é
finito.

Lema 2.10 S' a C coo, T C B(W) ' Ar = (Àk,j)Q á « «-«fr{, ass«íad« a T

.«I'. « ..qdê«c{. T(« ® «.) (Ar«) ® «« «««ry' p.«Z-/m.«f. « ,e«, {sfo á

.!!p,.,(r(" ® ««)): - (A« '8 ««):

Demonstração: S'ja a C coo com máxsupp (a) = p, então 7'(a e) z«) = 7'(a13«l +

":,.,+ +«,:«.,) Ê «jr(z«j), vn c N.

Assim, (7'(« ®««)); = É «.j(7'(««j)); = É .jZÍ(««j)..7=i J=i

Poroutlo lado, Ara =(À]iai+Ài2a2+.+Ài.a,,À2]a.+. +À2,a.,...,Àkiai+
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Portanto, (ATa ® #«)i = E mija.fz
.7=l

Assim, fixad' icIN,(T(ae)z«))i --(Ar«®z«){ = Í: a:ÍZj(««.j) -- Ê Ài.f«.
.?=1 .í=l

E aj]Zj(a«.i) -- Àijz«i], para todo n C IN.

n'z

P

]J

Com' .:91i},., Zj(z«.j) -- Àij".i = 0, e«tão ..1lB,., ajlZj(';«j) -- Àij"«il = 0, par' cada

.j, l .$ .j $ p.

Podemos concluir ente.o que

.lil?,., >1: «j IZj("«J) -- À{J«.;l

Lema 2.11 ra,) Se c c co e n C Aro, então c8) z. C W e llc® a;.l

róJ Se a C coo e n € A/4, então lla ® z.llv = llall4.

l)emonstração: (a) Sejam c € co, c = (c{)=: e n C 7Vo. Mostremos que c ® z. =

(ciz«i, c2z«2,. -. , ciz«i,.. .) é um vetor de W, isto é, que E ciz.i converge na norma

definida em V

P

J

lZ

- ll.

Consideremos a seqüência das somas parciais St

com / > Ê, logo llSi StllV = llX c #.Í -- E ci"«í
í=1 .i=1 ll.,

+ crz«rllv.

/
>l: ciz.i. Sejam /,k C IN,i-l

ICk+ta;nk+t + Ck+2#nk+2 +

A

Observemos que se n C JVO e { C Ni, então pa-ra todo J' C ]N, tz:(C2.í IZ«2j 1 , C2jZn2j)

= (";, -«;)(c,j--z«,.f :, ',.Íz«,.Í) = ',J-:z:(z«,j i) c,j«;(a«,j) = c,j-:0- c,jO = 0;
pois A/o n ivi = ü.

O mesmo ocorrerá com t;.y se i C Ar2, wü se i C Ar3 e também com u; e zo: se

i C N4. Assim, llSI -- Sx;llr = má.xÍllcíz.ill : k + l $ ; $ /} = má.xllcillla«ill

É+l$í$/}=má.xÍlcil:Ã;+l$i$/},mas .lim lcíl=o,logo llSi SkllV-->ol }.}oo' ' ' v ll ''ll

se /, À -+ +oo, isto é, }l: ciz.i converge e c (8 z. C W
l
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Pela Observaçã.o 1.19, temos llc6) z.ll =

s«Plllc;«;«ll-Fe-lF+t- s«Pfl'iF'l € mt- llcllX
:«'«}

(b) Sejam no C JV4 e a € coo com máx supp (a) = p. Como rl. € 7V4, pela definição de

"orma 'm V, se i C /VI, então para todo .j C ]N, temos u:(w.Í) = u:(a2j-:z«.,.í-l +

",.í««.,j) - («;, --«:)(«,.í--««.,:f-- + ",j««.,j) --«:(,«.,j-:) «:j«;(««.,j)

a2j-i0 a2j0 := 0, pois Ar4 n Ari := 0.

O mesmo ocorrerá. com u,y se { C N2, wü se i € N3 e também com uiÍ e w: se

i C N4 com i 7é no. Assim, lla®z«.llv = ll.>ii: aiz«.ill = má.x {llaÍz..íll : l $ í $ Plv
t :: 1 11 y

«-ll.â *«."'* «««');:''«l-«;*. :::,,»

(l«;.(«:««.OI' + l«;.h,,..al' + ... + l«;.(«.«««)1')+ - má*lÊ«:l: iS i:$ «} "

(:á t«:i') : - (;â i«.í') : - n«n-

Lema 2.12 Se T C B(W) e A7' á a malríz üssocíadü a T, (Ó(7') = AT), então

ezisZe üm lírico operador TA C B(co), ta/ qtée TA(a) = Ara, Va C coo. ,'l/árn disso,

lrAll $ 11r

]

D'm'nst:''çã': Sd' 7' € B(W), 7' - 0, e«tão .1lH,.,Zj("«j) -- Àij("«{) - 0 é

equivalente a .!!Í!., Ài.f("«i) = 0, isto é, À{.í = 0, logo Ar = (0)=-i ' TA éo

operador nulo de co.

Ca.se contra.rio podemos supor, sem perda. de veneta.cidade, que ll7'll = l

Consideremos L : coo -+ /. definida por L(a) Ara Ó(7')(«), V« C co.

Afirmamos que se llall- = 1, ente.o jjArajl. $ 1. Provada. esta. afirmaçã.o,

tecemos mostrado que L está. bem definida., pois dado a c coo, lIATÍÍiÍi=ll. $ 1

aca.treta. llArall.. .$ 11all- e Ara C /.., e também que a aplicação linear Z, de coo
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para. /m é limitada, com norma. menor ou igual a l.

süpmhãífíõüjüaã aniíãêãaã:üüõnõí3õ]rrãiiã]

l e c > 0, tais que ljArajl. ? 1 + 3c.

Seja. b = Ara, fixamos í, tal que lóí1 2 1 + 2c (isto é possível, pois ljArall. ?

1 + 3c).

Pelo Lema 2.10, temos que 7'(a ® #«) -- b ® z« converge pontualmente a. zelo,

isto é, .:qli!},., 8(T(a (8 "«)) -- Z'i';«i = 0, para todo í C ]N.

Logo, para. í fixado anteriormente, existirá. ni tal que se n > n{, ente.o llPí(7'(a ®

««)) z':««:ll < 1;

Temos também llZ'i:««íll = lóil ? 1+2c, Vn C IN. Como llói:««{ll = lla(T(a6)z«))+

i';z«. -- ã(z'(« e) ««))ll $ 118(r(«® ««)) -- ó;««;ll+ lle(r(«® ««))ll, podemos tomar

no € No, no > n. t'l q«e llã(r(« ® ««.))ll ? lló.«...11 - 118(7'(« ® z«.)) - ó.«.íll ?

Segue que l +c .$ 11/%(r(a8)z«.)l .$ 11T(a®z«.)ll, mas n. C No, logo pelo Lema

2.11 item(a), lla® ;«..llV = ll.zll. = 1;

Obtemos assim l+c $ 117'(ae)z«o)ll $ 11a(az..llv = 1, o que é uma. contradiçã.o.

Assim, Z : coo --> /. é uma. aplicaçã.o linear limitada com l Z,ll 5; 1. Podemos

estender L a um operador único TA : co --> /., com TA(a) = Z,(a) = Ara, Va C c..

e llrAll 5; 1. Mostramos, que se llrll = 1, então lIrA $ 1, isto é, V7' C B(W),

lrAll $ 11rll.

Vamos agora, utilizando argumentos semelhantes, mostrar que TA é um operador

limitado de co para. co.

C
1+2c ? l+c2



C-;id«-«m.; p''' " ' '", «m má*;«pp (") - p, 11"11. = ( ' 1«.1') +.

Dado T C Z?(W), seja Z,l : coo --> Z, definida por ZI(a) = Ar.z, Va C c..

Afirmamos que se llall4 :: 1, ente.o jjAralj4 < 1, onde denotando b :: Ara, ljArall4 =
/ oo \ i

l E ló;l'l'

Provada. esta. afirmaçã.o, teremos mostrado como no ca.se anterior que dado a C

coo, lIAm'ii=iiill, < 1 acarreta ljA7'alj4 < llall4, logo Ara C /4 e Zi estará. bem definida

e assim, mostraremos que se a C coo, ente.o Ara € co

lZ

Suponhamos novamente que a. afirmação seja. falsa, logo existem a C coo com

1«11. = 1>0t.i;q- llA«ll. -(àl IÓ:l'): ? 1+3.. R-m.' ve N t.l q-

l >ll: lbi1'.l 2. 1 + 2c (isto é possível, pois ljA7'all4 ? 1 + 3c).

Pelo Lema. 2.10, temos que 7'(a ® #«) -- ó ® z« converge pontualmente a. zero,

isto é, ..!!!E,., p,(r(" ® "«)) z':««;

Portanto existem rzi, n2,.- ., nM naturais, tais que se n > máxÍni,n2,. . .,nm},
e«tão 118(r(«W ««)) ó;«..

€
l

Segue que existe no C Ar4, no > máx {ni, ,n&/} tal que

P, (7'(« ® ««. )) báz«.i
6

< l $ j $ M.2j (2.1)

Temos também que para todo , l $1 i $ M, lz;.(a(T(a ® ;««.))) biz«.í)l $

«l;.fIlIa(7'(«®««.)) ó.««.;ll r(«a««.)) - ó;««.;ll.

Assim, de (2.1) teremos ta.mbém

1«1;.(R(r(« ® ««.))) z,:««.;)l 5; :-, l 5; i $ A4. (2.2)
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Além disso, d; Observação 1.19, ll7'(a ® z«.)ll ? E â(T(a ® z«.))

Pela definição de norma em V e considerando 8(T(a ® z«.)) = zá C Xi e

w.j - z2.í-i + z2j, teremos:

? (1«;1.(;:)1' + 1«=.(,,)1' +

lãí«;. .'*'"'« " «««,t'l; ., ;,
Obs"-mos também que bi = z;l.(Z'i"«.{) -- =;1.(a(r(« ® #«.))) + #;l. (â(7'(a ®

z".))), logo pela desigualdade de Minkowsky IHo, pág. 98], podemos escrever:

l$1«:..''''««««.«,i'l::l$ 1lÉi«;..''''«««.."' ;,í'l;
(2.4)

Assim, de(2 2),(2 3) '(2 4), 'bt'm's llr("®"«.)ll ? I" l";i.(p(r(" ® "«.)))t'l ; ?

1+2c c = 1+c. Mas,no C N4,logopeloLema2.11 item(b), lla®z..llV = llall4 = 1.

Obtemos então, l+c $ 11T(a®z«o)ll $ 11a® z«.llv = 1, o que é uma. contradiçã.o.

Concluímos que dado T C B(W), podemos definir uma. aplica.çã.o linear limitada

L : coo -+ co por L(a) = Aza, Va C c.. e estender L a. um operador único limitado

TA: co-+ co com TA(«)= Z(«) = Ap«,V« c coo, alémdisso lIrA $ 11rll.

Definição 2.13 A partir do lema. anterior podemos definir uma. apli

B(W) --> B(co) por 'D(T) = TA, VT € B(W).

: ;"P

c 2:E IÓ;l'

)l: l«l=j(wj)I' + I'«=j(wj)I'
.7::l

: rz. C /Va

} À/ É.4

EIÓ,I'
i:=l

l
4

::l':l' C

'z V

l

É

r ,- ,. ; . (hY'x--/ x

>l: a(r(« ® ««. ))

l

+ l«;l. (,«.)1') '
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Lema 2.14 ra) Soam a C coo e 7' C B(W). Suponhamos q e ez s a c C co fa/ que

7'(« ® z«) - ' ® «« c'""ry' post-/«.ent' ' «. E'nZã« c = TA(«).

lb) SejcLm c ç: cü, n C No e S ç B(W ). Então a. sequência. Stc®=,.]
Sp.ç.cà (ã =. converge pontuatmertte a zero.

Demonstração: (a) Sda ó = TA(a) -- c. Consideremos a sequência b® #.. Mostre

mos que Z) ® z. converge pontualmente a. zero.

D'fat', ó'9"« =(TA(«) c)'g«« = TA(')'g««--c8'z« = --T(«®««)+TA(«)®

«« + r(« ® ««) - c ® «..

Pelo Lema 2.10, T(a (8 z«) -- TA(a) (8 z« converge pontualmente a zero e pela

hipótese 7'(a ® #«) -- c ® #« converge pontualmente a. zero, logo b ® z. converge

pontualmente a. zero.

Concluímos que ..Bli},.,(ó ® 3n)í - 0 pa-ra todo {'e ]N, isto é, .iiil!!., llóiz.Íll = 0,

consequentemente, lóil = 0 e óÍ = 0. Assim, Z, = 0 e TA(a) = c.

(b) Suponhamos que S = 0, logo S(cg) z«) = 0. Temos também sA = 0, logo

S(c ® z«) -- sA(c) ® :«« = 0 pala todo n C ]N e, portanto, converge pontualment. .

zero.

Soam ente., S C B(W), S # 0, c C co, ' = E ':.: e . > 0.i-l

>l: cieí ta] que llc óll. < ã IS

Consid.remos para " C ]Vo a sequência S(c (8 #« b ® z«) = S((c -- b) (g #.).

I'm's q- ll.S'(('-Z')a"«)ll $ 11Sll ll('-Z')'8««ll - llSllllc Óll- < llsllãljlgÍÍ -ã
Logo, pata. cada í C IN,

l(s(c®««)); -(s(ó®««)).ll a(s((. ó)®««))ll $
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5; llElllls((c - z') ® ;««)ll < ;

]\iüli

SA(c)) ® «« = SA(6 -- c) ® ««. Neste caso, temos llS«(ó -- c) ® ««ll = LISA

ISAllllZ) -- cll- 5; llSlli+ Sll - 4' Assim, para cada i € ]N

(S«(Z,)®««);(S«(c)®««);ll a(S«(Ó c)®«.)ll

$ 11BllllsA(z' - C) ® ««ll < ;

Sabemos, pelo Lema. 2.10, que S(b ® z«) -- SA(Z,) ® z. converge pontualmente a.

zero logo, para. cada. í C IN, existe n{ € 1N tal que se n > ni, teremos

(2.5)

.)ll- $

(2.6)

l(s(z' 'D "«)): -(s«(z') ® ««).ll < ;(2.z)

Finalizando, p'dem's esc-ever: ll(S(ca z«)){ --(SA(c) ® :««)ill $ 11(S(c® #.)i --

(s(z' ® ««)).ll+ ll(s(z' 'D ««)): -(s«(b) ® :««);ll + ll(s«(ó) ® ««); -(sA(.) ® ««):l

Assim, pa.ra cada iC IN, dado c > 0, ]n{ C No e b C coo tais que, se n > n.í,

utilizando(2.5),(2.6) e(2.7), obt'mos ll(S(c)®"«)i --(SA(c)®z«)ill < c + c + '

C

Concluímos que para " C No, a sequência S(c 6) z«) -- SA(c) ® z. converge

pontualmente a. zero. H

Observação 2.15 Podemos também concluir que pa-ra. n, C No, c C c. e S C B(W),
se existe d € co ta] (lue a- sequência. S(c® z«) -- d® a;« converge pontualmente a. zero,

então d = SA(c). A demonstração é idêntica à do item (a) do lema anterior. Assim,

esse resultado e o item (b) do lema. anterior, caracterizam a imagem do opera-dor

TÀ, isto é, se r c B(w), (b(7') = TA : co --} co é ta] que ]mTA - {d C co ta] que

T(c (D z«) -- d ® z« converge pontua-lmente a. zero, pa-ra c C co e n C /Vo}.
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Lema 2.16 Se 7' C B(W) e (z«)=:: C W é H«,a sequência /{milada gue conuerye

P.«t««/«..«*' " "«, '«tã. (r(z.))=:: «««.ry' PO«t««/"',.«'' " "".

Demonstração: Vamos supor que (T(z«));:. não converge pontualmente a zero,

em consequência existem á > 0, i € 1N e uma subseqüência de (T(z«))=:., que

continuaremos denotando por(T(z«))=;., tais que lla(r(z«))ll > á, para todo nC IN.

Além disso, podemos a. partir da hipótese, obter também uma subseqüência. de

(z«)=1,(z«*)F:i e uma seqüência de vetores(vk)E:i de V, tais que llz.* -- vkll < $-
e máxsupp(vk) < minsupp(vk+i), para todo Ã C]N

De fato, consideremos z.. C W, z«. = >1: z«.i. Existe sl C IN, ta] que
l sl

< 1}. Seja. vi :: )ll: z«.{ € V, portanto.ó {=l

2

oo ll l

l ,«. -«-ii - ll E ,«.:ll < 1;
'i='i+l ll '

Agora, como (zn)=:1 converge pontualmente a. zero, existem rn., m2, . . . ,m.:+l

naturais, tais que llz..ill < ll , para.todo {, l$ i$ si +l

Tomemos n2 C IN, n2 := maxlnl,7nl)7n2) ..)7nst+l}, assim teremos llzn2Íll <

ãããi, para todo i, l $ { $ si + l

Uonsid.eremos então, z«, C W, z«,
oo ll l

;.=. '«:' « Ú

Existe s2 > si + 2, tal que

Seja. v2 = . >1:..z«,{ C V, portanto llz«, v2ll :: 'i+l )l- Zn:i $
i=st+2 ll {=1 ' i=;2+l

Temos também que máxsupp(vi) < minsupp(v2).

.E',.,. :-.,.., ;.:. ,E: ii.«,:ií'''" ;.,:... '.:; «i- 111' íl -- i «:: i- -- :i- é-
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Vamos provar por mduçao que para todo k C ]N, existem z.* C W e vx; C V,

com llz«* -- vx;ll < ;i e vk-i < y&.

Suponhamos que para- A > 2 exista. z.* = i:l

Como(z«)=:: converge pontualmente a zero, existe

tais que llz..{ll < =i::=-=, para. todo í, l $ í $ sx; + l2A+2 2i'

Tomemos nk+l C IN, rzk+l :: maxllzl,lz2)

znk.r.{ll< 1 1,para.todos,l$i$sh+l

Considerando z.*+. C 'W, z«*.P. = .>1:z,.k+.i, existe sx;+i > sx; + 2, tal que
oo ll l

':.E...:'«~-:; < ãin

, m..+i naturaisI'n 77ZI ) 7'72,2) k

portanto) n.k } 77'&l > 7'n2 ) m..+l} rk

sk
\ ,., .z--/ wnk z

t ::sk - l +2

Seja então vk+. = =..:zn.*.i. Portanto, obtemos llz«*+. --vt+ill $ )11:i llz«.+.ill

* ;:,:*.'.«.: « À lx'il --b « #. .«"««*«".-

Novamente, para facilitar a. notação, denotemos a. subseqüência. (z«.)2:: obtida,

por (z«);Eil assim supondo falso o resultado do lema, obtivemos até aqui, uma

seqüência (z«)=i de W, uma seqüência (v«)=: de V, ã C IN e â > 0 tais que

llz« v«ll < & e ll-R(r('«))ll > á,vncN

Olhemos agora par' os "etores a(T(z«)) pertencentes à cópia X;. Sda a(T(z.))
E Àjjek p''a todo n C ]N (pois (ek)Êi é base de X). Para. estes vetores pode

ocorrer uma. das duas situações:

(i) .l!!E., ,xz VÃ c w, -
(2) existem ko C ]N, c > 0 e uma subseqüência (z«,)=:. de (z.)=., tais que

l,\Kl> c,VrcIN
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Comecemos pela (2). Neste caso, podemos supor sem perda de generalidade

que ÀÊ; > c, V7' C ]N (pois haverá uma subseqüência de (z«,)=: , que denotaremos

também por (z«,)=i de termos positivos ou negativos que verificam a. desigualda.de

(2))

p;'' todo r C IN, teremos llT(z«. + z«, + . + z«,)ll ? lla(r(z.. +

+z«,))ll r('«.))+ + R(r('«,))ll ? ll(À21 + À:l;+ + Àil;)'*.

ÀÍl: + À:l; + ' ' ' + ÀZI + ,x= > «.

Logo,

"«'«, « : ,(:ÉI'«.) : '(:€1,«:) ««.) -- ,(.$1««.) :

-- '' (:â ««.) : n,lí (:â ú-) -- li«ii
l7'l

Como (v«.)=1 é uma. sequência de vetores sucessivos de W, pelo Lema. 2.1, temos

l,n(:â ú) -- ií'li :Ê««, :ií'il-'-ii«n Cà il««.il');: il,ií-'-ir,ií(:Ê pl.«:n'); :

lrll+ ll7'll(rc'){, pois(z«)=. ilimitada, logo llz..ll $ c, c> 0, para todo iC IN

Conc[uímos então que para todo r € ]N, rc $ 117'll(l + râc), logo para. r >

isto é, ràc > 1, teremos

rc $ 117'll2ríc e cr{ $ 2llZ'llc,

o que é um a.bsurdo, pois lim e:r! = +oo

Analisemos então a situação (1). Suponhamos que .jlln Àt = 0 pa-ra todo

A C ]N. Neste caso, mostraremos que existirá. c > 0, c = ; e uma. subseqüência

(z«,)Zi de (z«)ZI, tais que i3g2 r -+.. l) llT(z«- + z«, + . + z«,)ll, para todo
r c ]N
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uv) üqa l .i\.-z \.z'nlJJ ç= ''\{) J {l..-z l..zniJJ :: .&- nA'ek. lbXISt,e SI e -ll'q

.-}«,-'-««llg?:'«IFthwí:«('©» t l-w

Sd' ": C Xi, u- = E À:l'.k, p'"t'"to 11«-11 > ; e 118(7'(z«:)) -- "-ll < i
Como .li= ÀÍI :: 0, existem ml,m2,- . .,m.. tais que IÀx; kl < '5 1 , pa.ra. todo

É, l$ k $ s]. Tomemos n.2:= maxlnl,7nl)-.-)ms.} e obtemos llÀÀ;'ekll <
á l
FF'

para. todo k, l $ k $ sl.

Consideremos R(T(zn:)) - xn À2' * C Xí. Existe s2 > si, ta] que l *:E+:À

De fa /' n.

tal que)k-l

e'

k:;si + l

Seja-L&, C Xí, u, = >ll: ÀÍI'eA;, porta.nto llã(7'(z«,)) u2ll =
k=si + ]

Temos também llü2ll > 1; e minsupp(ui) < má.xsupp(u2) (suporte em relação

base ('k)E:: de X{).

Vamos provar por indução que pa-ra todo I' C ]N, existem R(

c x;, t;i; q«. l a(r('«,)) - ",ll < ãi:=, ll«,ll > ; . «,.: < ",.

Suponhamos que para r>2, tenhamos 8(T(z«,))= E À2'ek e u,.= E ÀT'eÉ
k=1 k:: sr . l+ l

Como.hlln À2=0,existemmi,m2,...,m.*taisque IÀkkl < á l ,pa.i.a

o À;, l $ k $ s,.

Tomemos n.r+l:= maxlnl,n2,...)nk,7nll7n2)...)7nsk} e obtemos llÀA'+tekll <

---:-:--. para. todo k. 1 < A < s

*l'.*ii-'- *:$.,.:*z:.* .:â
,1 ]

.=B

a

r(z ))n'r

tod

22(, r

+ Ê Àt:.*ll $
k=s2 + ] k-l
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Conside«mos a(T(z«,....)) E ÀÍI''''' 'k ck-l xi Existe s,+i > s,, tal que

Sd' ",+- CXi, u,+: = E . ,XZ''''k, p'rta"to 118(T(z«,.,..)) «,+:ll=
k=:sr+l '' ' ' ''''' - -'

' 22(,+i)+2 "' 22(,-+i)+i

Obtemos também lltt,+lll > ; e u, < u,+i

As;im, p'" t'd' , C , teremos lla(T(z«:))+&(7'(z«,))+. . .+a(T(z«,))ll ?

1«-+«,+ ...+u,ll -(llu: - a(r('«-))ll + '+ 11«, a(r('«,))11).

Como ui < u2 < < u,, pelo Lema. 1.1, temos que llui+u2+ ..+u,ll >
á ]

2 1og,(, + 1)

*:'«-''': *''* $ Ê llÀI'*'..l + *.,Ê.....ÀZ'*:'* ': ãq;nm .ã#

7

ekll <k
k=sr+l +]

p"t-t', llr('«. + z«: + . - + z«,)11 ? 118(r(z«.)) + .. + p.(r(z.,))ll >

«;-t:. » ,:-L-«-; - :l-h-«l ;
:(Gfa Gín)-}(: ín).

Concluímos como no caso anterior, utilizando o Lema. 2.1, que para. todo r C ]N,

,;GJn: ,(É,«.) : ' '"*,; ,'':',-. .,»i,::..',,;.»-,
teremos

J l ....... . (Í rà-

4log2tr-tl) llTll2ric e 41og,(r+l) ll7'llc,

o que é um a.bsurdo, pois ,hm Í;;l11;il;-:Í-i} = +oo.

L'n'a 2.17 S' S . 7' € B(W), 'nZã. 'D(S7') = '>(S)q'(T), í.f. é, (ST)A = SAFA

l2ríc
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Demonst:'ação: Dados S, T C B(W), a C coo, sd'm ©(7') = TA C B(co) e 'b(S) =
S« C B(co).

Pelo Lema 2.10, a seqüência (z«)=. = 7'(a e) z«) -- TA(a) (8 z« converge pontu-

almente a. zeros ainda pelo Lema. 2.12, temos ljAra.ll- = lIrA(a)ll- 5; llrÀllllall. $
rllll«ll..

Se n C No, então z« € W; pois TA(a) C co (pelo Lema 2.12) e TA(a) e) z. C W

(pelo Lema. 2.11, item (a)). Temos também que (z«)«eNo é limita.da., pois llz«ll =

lr(«®««)-rA(«)®««ll -$ 11r(«®z«)ll + lIrA(«)®«.ll $ 11rllll«®z«ll« + lIrA(«)ll.,

mas, pela observação anterior, llrlllla® z«llv + lIrA(a)ll- $ 117'llllall-+ llrllllall. =
2117' ll ll«ll- .

Agora, consideremos

(sr)(«®««)-s(r(«®««))(«)®««+z«)(«)®««)-S«(TA(«))

®z« + sÀ(TA(a))® «« + S(z«) = sr(TA(a)) ® ««+ w«+ S(z«),(2.8)

onde W« = S(TA(«) ® ««) -- SA(TA(«)) ® Z..

A seqüência (z«)«CNo converge pontualmente a. zero, logo pelo Lema. 2.16

(S(z«))»cw. converge p-tualmente a zero.

Além disso, a. sequência (wn)nC/vo converge pontua.Imente a. zero, pelo Lema 2.14,

item (b).

Assim, voltando à expressão (2.8), temos (ST)(a ® z«) SA(TA(a)) 8) z.

w. + S(zn), que converge pontualmente a. zero se n C ivo. Logo, pelo Lema. 2.14,

item (a), temos S«(TA(«))

Co«cl«ímos q«e, pa" t'd' " c coo, SA(TA(«)) = (ST)A(«), logo (S7')A = sAfA,
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isto é, q'(sr) 'b(r)

:l::ema 2.1& © =a(W:)-LBGc(+éaz?: =Àomom07$smo de á/geóra

Demollstração: Para « C coo, ®(T + S)(a) = @(7' + S)(a) e pela Observação 2.6,

ó(T+S)(«) -Ó(1")(«)+ó(S)(«)(«)+S«(«)(')+'>(S)(«).

Assim, pa'' t'd' « c 'oo, '>(T + S)(a) = 'D(T)(a) + 'D(S)(«). Co«cluímos q-
'b(7' + S) + 4'(S).

Analogamente, '>(7T)(a) - Ó('y7')(a) e novamente p'la Observação 2.6, é(7T)(a)

'yó(r)(«)(«)(r)(«),istoé,©('yr) v7cm,.

O lema anterior garante q)(TS) = ©(T)Q(S). Pela Definição 0.30, 'D é um

homomorfismo de á.lgebra. H

A seguir, iremos enunciar e demonstrar dois resultados de á.lgebra linear, que

será.o utilizados na demonstraçã.o do Lema. 2.21.

Lemia 2.19 ra,) Sejam V' -üm espaço ueZoria/ e S m s-üóespaço de dimensão ./irzáfa de

m' "m " ;'g«á"'' p«p,á.d«d.. s' (',b) C S, 'nfão (b,«) C S, (., 0) € S

. (0,b) € S. Então, dimS á p«.

ÍÓ,) Sejam y Hm espaço oeZoráa/, W = 1/ a) }'', Pt,P2 : W' -+ W'

p«j.çõ« de$«{d« p., P-(',Z') = («,0) ' P2(«,b) = (0,b), Z = /:'-(Z) © p2(Z)

m szlóespaço de W de codámensão ./frita com a propriedade; (a,0) C Pi(Z), se e

"«,."fe «, (0,«) C P2(Z). E«Zã. P-(Z) ' P2(Z) Zém «dám'«.ão ./i«{t« .m 1/ ©O

e 0 a) L'', respecZít;amenle. ,4/ém disso, Z fem. codímensão par.

Demonstração: (a) Consideremos os seguintes subespaços cle S: s n (I''a) o) = si

e s n (o a) I'') = SZ. Temos S = Si ® S2, pois s] n s2 = {(0,0)} e dado (.z,b) C S:

(«,Z')(«,0)+(0,b) com(«,0) CS: e(0,b) C S,.
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Suponhamos inicialmente que Si = {(0,0)}. Então, pela propriedade de S,

S2 = {(0,0)}. Assim, S = {(0,0)} e dimS = 0. Se S. # {(0,0)}, tomemos uma

bases,/3 = {(«t,0),(a,,0),. .,(«k,0)} de S-.

Pela propriedade do subespaço S, temos que #' ={(0,ai),(0, a2), . . .,(0, ak)} é

um conjunto de vetores de S2 e #' é base de S2.

De fa.to,

al(0,a:)+a,(0,«,) + +aA(0,aA)=(0,0)Oa-ai+'*2a,+ .. +aX;ax;=0,

se e somente se, cvi =cr2= =ak =0, pois o conjunto /3 é l.i. Porta.nto, /i' é

um conjunto l.i. (2.9)

Agora, dado (0,a) C S2, consideremos o vedor (a,0) C St. Como l#l

exí'tem a:,'«,,.. ,aA tais que(a,0) = a:(a:,0)+a2(«,,0) +'..+ak(ak,0), isto é,

'*,"-+'-,«,+...+a*«* logo(0,«)(0,«:)+a,(0,«,)++a*(0,«*),
porta.nto

IP'l (2 .io )

De (2.9) e (2.10), #' é base de S2. Como S = S: a) S, e S tem dimensão finita,

teremos dim S = dim Sl+ dim S2:: 2A

(b) Se H' }' © V tem dimensão finita, então Pt(Z) e P2(Z) têm codimensão finita

Segue que v q) 0 = Pi (Z) © FI e 0 a) I'' = P2(Z) a) F2, com dimensão de F] c F2
finita.

Logo, dim 1/ a) 0 dimPi(Z)+ dimFj = climP2(Z)+ dim F2 dim0® r.

Mas, F'í(Z) - P2(Z), pelo isomorfismo T : /'i (Z) --> P2(.Z) definido por 7'(a, 0)

10, a), V(a, 0) C Pi(Z), assim dim P2(Z) = dim /:'i(Z) e dim f't = dim F2.
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Agora,(a, b) C I''G)I'' se escreve de maneira única como soma de(a-, 0)+(/i, 0) C

P](Z)+ F] e(0,«,)+(0,/2) C P2(Z) + F2, mas((«-,0)+(./*,0))+((0,«,) +

(0, /2)) -((«:,0)+(0,«,))+((.f:,0)+(0, /2)), o«de(«-,0)+(0, «,) C P-(Z)+ P2(Z)

e (./'- , 0) + (0, /2) C r'- + F2.

L'g', p'd'm's ""e«r W = y©v =(P-(Z)OP2(.Z))©(F'-©F2) = Z©(Fl@F2).

Concluímos que a. codimensã.o de Z é igual a. dim f't © F2 = dimFt + dimF2 =

2dim FI.

Ana.lisemos agora. o caso em que dim T'V é infinita. Inicialmente observemos que,

dada uma base {(a{,0)ic/} de r'l(Z), devido à hipótese:(a,0) C Pi(Z), se e somente

se,(0,a) € P2(Z), tem's q- {(0, a{)íc/} é b'se de P2(Z) e como Z = PI(Z)OPz(Z),
teremos também que B = {(ai, 0)ie/ U (0, ai){c/} é base de Z.

Suponhamos quc Pt(Z) tenha. codimensão infinita, logo existe um conjunto in-

finito {(cj,0)jcJ} de «fores de V © 0 tal que ,4 = {(ai,0)ic/ U (cj,0).fci} é um

conjunto linearmente independente em y' a) 0.

Pela hipótese, os vetores (0,cj)jCJ C P2(Z) e considerando o conjunto .4' =

{(0,ai){c/ U (0,cj)jc/}, temos que .4' é um conjunto de vetores linearmente inde-

p'"d'ntes em 0 © y. Segue que o conjunto Z) = {(a{, 0){C/ U (0, aí){c/ U (c.f, 0)jcJ U

(0, c.f)jcJ} é um conjunto de vetores linearmente independentes dc W

De fato, dada. uma. combinaçã.o linear desses vetores e igualando ao vetar nulo

de T'r, teremos a-(«-,0) + + a,(«-,0) + P-(0, «i) + + #,(0, «;)+ "r-(.-,0) +

+'y,(',,0)+J:(0,c{) + +á.(0,c:)(0,0), se e som.«te se,

«ial + ' + crpap -t 'yici + + ',c, = 0

#:«l + . . + p,«; + J:cl + . + J,c:

(2.11)

(2.12)e
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Como ,4 é um conjunto l.i., de(2.11) teremos ai

e como .4' é um conjunto l.i., de(2.12), teremos ai li. = õ\ = 8. - 0

Concluímos que existe uma base B de Z e um conjunto infinito C' = {(cj, 0)jcJ U

(0, cj)jcJ} de vetores de W, tal que .B U C' é um conjunto de vetores linea.rmente in-

dependentes de I'P', contrariando a. hip(5tese de que Z tem codimensã.o finita. Assim,

a "dimensão de /'i(Z) e de P2(Z) é finita.

Para finalizar, consideremos então que 1/ © 0 = /:'t(.Z) © F] tenha. uma. base

{(aí,0)iC/ U (c«, 0)l;.:}, onde (c«,0)á:: é base de f'l e portanto dimFI = k.

Com' {(0,"{)ie/ U(0,c«):-:} é uma base de 0 (D v = P2(Z) © F2 e(0,«{)ic/ é

base de P2(Z), resulta que (0, c«):.: é base de F2 e assim dim F2 = k.

Podemos escrever, como «o caso fl«ito, que W = L'©V = (PI (Z)©P2(Z))©(r'i©

F2) - Z © (F] a) F2). Concluímos que a codimensão de Z é igual a dim (FI a) F2) =

dim F] + dim F2 = 2A. H

Lema 2.20 Sejam y üm espaço uetoría/, W = V © 1/, .4 : V --> v m operador

/;«««, Z : W' --> W "m .p.«d., /í««, e$ní . p., L(«,ó) («), Á(b)), V(«,6) C

H''. Se dimKerl < m e codÍmensão de Z,(W') < .», então a dí/crença entre

diml<er L e a codimensão de L(}'r) á par.

Dem'nst:'açã': Se (",ó) C KerZ., e«tão (.4(«),Á(b)) = (0,0), logo ,4(«) = 0,

,4(Z') - 0 e c'mo .A(0) = 0, teremos(b,«) C Içar Z.,(«, 0) C l<er L e(0, b) C Ker Z,.

Concluímos pelo lema anterior item (a), que dim l<er Z, é par

Mostremos agora que codimensão de Z,(W) é pa.r. Preliminarmente, observemos

q«e se(,4(a), '4(ó)) c z(n'), então existe(a, Z') € H', tal que L(«, Z,) =(.'!(«), ,4(6)),
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logo Z.(Z',«) (Z'),Á(«)) C L(W), L(«,0) Á(«),0) C Z.(H') e L(0,b)
(0, Á(b)) C Z,(H'').

Considerando as projeções Pi,P2 : W '} W definidas por F'i(a,b) = (a,0) e

Pu(a,Z') - (0,Z'), t'm's p'la observação anteri'r que Pi(Z(W)) C Z(W), pois se

(Á(«), À(Z')) C }r, e«tão P-(Á(«), À(ó)) = (Á(«), 0) C Z.(W). A«alogame«te, t.«os
P2(L(m'')) C L(Pr).

Definindo Pll].,(kr) : Z'(H') --> L(W), temos que P.IL(n') é projeçã.o, o mesmo

ocorr'ndo com P2ll(w) : É(H') -+ Z,(m').

Assim, podemos escrever que

z,(n') (z,(w)) © P2(z,(w)) (2.13)

Temos também que

('{(«), o) c P-(z,(H'')) +(o, .4(«)) c p2(z(n')).(2.14)

Oe fato, se ('1(«),0) c P (Z.(W)), então existe (Á(«),.4(b)) c z(n') t.l q«e

P-(Á("), 'l(Ó)) - (H(«),0). Como (A(«),Á(ó)) € L(W), e«tão (Á(ó),.4(«)) C

L(H'), seg- q- P2(Á(Z'), H(«)) = (0,Á(a)) e (0,.4(«)) c P2(L(W)). A recíproca

se prova. de forma aná.Ioga.

Finalizando, por hipótese temos que a codimensã.o de Z(W) é finita., além disso

valendo (2.13) e (2.14), concluímos pelo lema anterior, item (b), que Z,(n') tem

codimensã.o pa-r e assim, a diferença entre dim Kei L e a. codimensão de L(W) é par.

Lema 2.21 Sda T C B(W). Se 'b(T) = TA á m .pe«d., de FredÃ..,,/m "n. hdice

rl, então it é par.

67



Demonstração: Dado T C B(W), seja õ(T) = TA : co --> co o operador determi
nado no Lema. 2.12.

Identifiquemos co com coa)col a partir da isometria: Z'(al, bl, a2, ó2, . . .) H((al, a2,

), (b- , 6,, . . .)).

Se (a,Z') C coq)co e z C X, definimos o produto (a,b) O z por (a,b) O z

Z':(«,Z')6', ',Ó-',«,;,b,',-.-,«.,,Ó;,,...) '-,b-',,«,;.,b,'',...,";;"-:,
Z':z2i, . . .) (veja Definiçã.o 2.7).

Seja. TA : co9co --> co9co o oper'dor limitado definido por TA(a, b) =1?TA/' (a, b),

V(«, Ó) C co Oco.

Podemos pa.ra- este opera-dor escrever,

TA((«,0)+ (0, Z,)) 0) +A(0, b)

(PIÃO:(«), P2Ãj:(«)) +(r'-ã{,(ó), P2Ü{,(b)),(2.15)

onde Pi e P2 são as projeções Pi , P2 : coWco --> co©co definidas por P] (a, ó) = (a, 0)

e P2(",b) - (0,Z') r«p"ti"'mente, e í. e i2 sã' as i«cl«iões i:,í, : 'o -} 'og?'o,
definida:s Dor i.r.«) . r., n\ p ;.rA\ -- ín h\ .... ivam ente')) )

TA (a , 6'1

Assim, definindo os operadores limita.dos de co, .4 = F'iTAji, Zj = PiTAj2, C' =

P2TÀzi e Z) = P2TAz2, podemos, da. expressão (2.15), escrever:

TA(«,Z')(.'1(«),Cr(«)) +(B(b),D(Ó))(Á(«)+ B(Ó),C'(«)+ 0(Ó))

('1(«)+ B(b), C'(«)+ D(ó))(O,.4(b))+(0, ,4(b))

(Á(«), .4(Z')) +(B(Ó), 0)+(0, C'(«)) -(0, .4(Ó) - 0(Ó));

V(«, Z,) C cogco.

Agora., considerando os opera.dores de co©col TA., TA,, TA. e TÀ... definidos
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por

(H(;);#(©), â,(«, õ) (B(ÕINt

(0,C'(«)) e TA...,(«,b)(0,.4(Ó) O(Ó))

Podemos finalmente escrever:

h.(«, ó)

h(«, ó) ó) +ã.(«,ó); (2.16)

onde

ã,(«,z')(«,ó)+ Ã.(«,ó) - Ã...(«,ó).

Nosso objetivo é demonstrar que os operadores B, C' e .4 -- Z) sã.o estritamente

singulares e daí como TA, = ii Bi;lP2, pela Proposição 0.25 item (b), TA, é estrita-

mente singular, o mesmo ocorrendo com TAc ' í2C'ii'' Pi e TAA-o - í2(Á -- D)i;iP2

Logo, pela. Proposiçã-o 0.25, item (a), teremos TA. um operador estritamente

singlular

Além disso, TA é um operador de Fredholm de índice n, já que por hipótese TA é

um op'r'dor de Fredholm com {(TA) = n e i(r) = 0 = {(/''), pois / é um. isometria

sobrejetora.

Logo, pela. Proposição 0.28, teremos í(TA) = {(TÀ) = n. Mas, da expressa.o (2.16)

e pela. Proposição 0.29, TA,{ = TA TAs é um operador de Fredhom com

i(%.) - {(Ã - ã,)

Finalizando a. argumentaçã.o, como TA,* : cogco --> coq)co é um operador de

Fredholm definido por TA.., ' ( 4(a), A(b)), onde d é um operador de co, temos pelo

Lema. 2.20 que a. diferença- entre diml<erTA. e a codimensã.o de TA.(coa)co) é par,

isto é, {(TA.) é par. Logo, por (2.17), n é par e assim, í(TA) = n. é par.
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Comecemos anta.o, supondo que o operador B definido anteriormente não seja.

estritamente singular. Sendo assim, mostremos inicialmente qJleá lmsmetermi:

nar uma seqüência (a«)=i de vetoies de co, normalizada, com a. < a.+i e c > 0

tais que ll B(a«)ll- > c, Vn € ]N.

De fato, se Z? nã.o é estritamente singular, existe um subespaço fechado .4 de

co com dim .4 = oo e tal que BI.4 é um isomorfismo sobre a. imagem. Logo, existe

M' > 0 tal q«e llB(c)ll- &/ll.ll-, VcC .4.

Seja. cl C ,4, com llcill. = 1. Como ci C co, podemos escrever ci =

.!T. S., onde Sn = 1: a eÍ e também conc]uir que existe ni C ]N tal que

icm} l
má.x ] lcv

Consideremos então, Sn: = >: alem. Logo, llSn.ll. = 1. Além disso, BI.4 é um

op"''d'r limitado, logo .liU. B(Sn) - B(c-), isto é, ..yU. llB(Sn)llm - llB(c:)llm.

Assim, existe ml C ]N tal (lue llB(S«..)llm > -3--

Podemos ente.o, determinar pi C ]N, pl = máxlnl,ml}, tal que SP.

tem as seguintes propriedades: llSP.ll- = 1 e llB(SP.)llm > ]W. Tomemos al = SP

Agora, como ,4 é um subespaço de dimensã.o infinita. de co e (ei)=. é base de

Schauder de co, pela. Observação 0.11, existe c2 C ,4 da forma. c2 = }1: cr?ei e
t=Pt+l

c,ll-

m.

Entã.o, utilizando o raciocínio a.nterior, podemos encontrar p, C ]N (p2 ? pi + l)

talquejl.Sp,ll.. =1,ondeSp, :: ] l IZ?(Sp:)llm > Jt4. Ponhamosa2=Sp,.

Continuando desta. forma., obtemos uma sequência (a«)=:. de vetores de co, com

i=P.-+l (considerando po - 0), tal que lla«ll- = 1, llB(a«)llm >
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-ã'- = c e como p« 2 pn-l+ 1 > p.-l, temos máxsupp(Sp«) < minsupp(Sp.....), isto

é.a« Ka«.h].Vn € 1N.

Mostremos agora que é possível também determinar uma subseqüência. (a«,)n:

de (a«)=:i, uma. sequência crescente (.ji)=., .J{ C ]N e c > 0, tais que o módulo da.

coordenada. .j{ do vetor B(a«.) é ma.ior do que c e a. soma. do módulo da. coordenada.

.ji, dos (B(a«,)) vet'res com i / p, é menor do que l;

Para. isso, observemos inicialmente que a. --:fb 01 pois (a.)=:. é uma. base de

bloco de (e«)=:i normalizada. em co. Logo, pela. Pioposiçã.o 0.9, (a«)=:: -- (e«)=;. e

como e. --b 0, então a. -:b 0.

De a. -:b 0, temos B(a«) -Jb 0. Considerando a scqtiência (e;)jZ. de funcionais

biortogonais associados à base (e{)=: e Z?(a«) = E frei, temos que para. todo .j C ]N

..Bn,., ';wh«» - .!u,., '; (:Ê ,f.;) - .tu., ,; - .
Vamos escrever, para facilitar a notação, 'j = (Z?(a«))j, a .J-ésima coordenada

do «tor B(a«) C co. Assim, .]i«- (Z?(a«)).f = 0, V3 € ]N.n-l+oo

Sej-m . = T- e B("-) - B("«-). C'm' B("« ) C co, -êste m. C N tal q-

B(a«-)jl < i pa'a J 2. mi; além disso, llB(a.:)ll- > c. Logo, existe .ji C ]N

l .g .ji < «zi, tal que IB(a«:)j. 1 > c.

Mas, ..yli},.,(B(a«))j - 0. Assim, dado ; , existe n, C ]N, n2 > nl e a«, C co tais

que l(B(a«,))jl < ã, par' l $ .j $ «.:. Consequentemente, IB(a«:)j-l < '

Como llB(««:)llm > c, existe j2 € 1N, .j, > m- > J- tal que l(B(««:))j,l > c.

Teremos também l(a(««.).Í,l < ;

Agora, B(a«,) C co. Logo, existe 7n2 c ]N', 7n2 > .j2 > rni > .jl , tal que se J ? m2
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(B(««,))jl < :

Como «ovame«te ..!=m(B("«))j - 0, d'do ; existe «,, C ]N, n. > n, > n-

"«; c co, tais q- l(B(««;))jl < ã s' l $ J $ m,. C-s.qüenteme«te, l(B(««;)).f. l <

i- e l(B(a«:))j:l < ã. A'las llB("«;)llm > ', logo, existe .j; C N, com .j; > «., > .j, >

m- > .j-, tal q«e l(B(««:))j;l > c, teremos também, l(B(««.))j; 1< :1 e l(n(««,))j: l <

Continuando este raciocínio, será possíve] determinar para todo p € ]N, nz, com

lzp+i > n, e conde(liientemente obter uma. subseqüência. (a«,)p=: de (a«)=:. e também

uma s'qüência crescente (.Ji)=- de «aturais, tais que l(Z?(a«,))j.l > c se p = { e

IW(««J'.l < ,= Úí «

A seguir, para. facilitar a. notaçã.o, denotaremos a. sequência (a«,)ni simples-

mente por (a«)=i Logo, obtemos a« < a«+i, lla«ll = 1, Vn € ]N, l(B(ai))j:l
' e E l(B(««))j.l < ;n:#'z z

O próximo passo é mostrar que .ljrn. T((0, a«) O zk) TA(o, a«) O zk = 0 ponÉ-++oo

tua[mente pa.ra. todo zz. € ]N

C

8

>

Pela definiçã-o dada no início do ]ema, para. cada. n C ]N,(0, a«)OzA = Z?':(0, a«)®

zk =(0, a«i,0, a.2, . . .,0, a«,.,0,. . .) ® :«k, onde s« = máxsupp(a«).

Assim, podemos escrever para todo rz. C IN, (0,a«) O zk = all ® zJ;, onde ail =

(O,"«:,O, ««,,O,...,O, ««..,O, ...) C COO. AgO", PA(O,««) = ZTAZ''(O,««) = ZTA(«:)

P'r d'fI«IÇã', fA(O, ««)O:«k = /'' (PA(O, a«))'8«k = /':(/TA(«:))®#A = TA(«:)®

s.g- q-' *li::,(r((o, ««) o «*))' (TA(0, ««) 0 «*): *.yi:.,(r("ii '8 «*));
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(TA («IÍ) ® ;«k){

'Mas como «; C coo, p'l' L'"a 2.10 teremos *.y:i!:,:,(7'(a:'8"k))i --(TA(«}1)®nk){ =

0, pa.i'a. todo n C IN.

Notemos que para todo í,J,X; e n C]N temos t;:((0,a«)Ozk) = 0. De fato, para

cada " C IN,(0, ««) O zk = «{1 ® ;«k = 0+ «.:zk,+0 + «.,zÀ;. + ...+0+ ««,.zk,'«'

onde máx supp (a«) = s..

Logo, a. projeçã.o Pj do vetor (0, a«) C) zk em WJ tem a. primeira. componente em

X2j-: igual a zero, ist' é, /:)((0, a«) Q ';k) = 0 + ««jzA2.Í C )'V,. Assim, «&((0,a.) O

zk) = (z;,0)(0,a«.jzk,j) = z;(0) 0a«jzt2j

oe K e /v2 e l e /vl u /v3u /v4, então l 7e Á;, logo o mesmo ocorre com os funciona.is

": ' "'&, isto é, ul((0,««) 0 "*) , --«;)(0,««.ízk,j) z;(0) - a;(««.f««j)

-««ja;("k,j) - ««JO = 0 e .«:((0, ««) O zk) = (0,z;)(0, ««jzk,.j) = z;(««.j;«k,j)

««j «;(« «.j )

Dado JV C ]N, consideremos o vetor de V, E(0,a«) O zk = E ail e) zA

0+allzÊ2 +0+a12zÊ4+' ' '+0+ (Zls.Zk2si+o+a2s.+lZk2(si+l) +' ' '+0+ a2s2zA2s2 +

+ 0 + aJVsN..+lzk2(sN-l+l) + ' ' '+ 0+ a/vsN#k2sN e A C Ar2

n :: ]

N
E (0, a.

Pela. definiçã-o de norma. e das observações anteriores obtemos, para. todo JV C ]N,

E(0,"«)O"k ., - máxÍjl.«;ll : l $ n $ 7V ' l $ .j $ '«}, -d' wj

(0, finja;k2.f)l e a. norma. é a. de um vetor do espaço WJ = X2j-l gX2.i.

Segue que, máxÍllm.Í ll : 1 < n. < ]V e l < .j < s.} := maxl$n$/vÍmá.x lla«.Ízk2jl

l $ J $ s.} = maxis«$1vlmáxja«jl: l$ .j $ s«} = máxÍllal;ll.: l$ n $ JV} =

máx {ll«.ll. : l .$ « $ /v}.

/v

73



, ai < a2 < . < a/y e lla«ll.. :: 1, para 1 < n < Ar. Logo,

má;+F1«.11:-;+ < «4-Az:} ll.« -t«, -r

Mas

l N \
Faça-mos agora. uma. estimativa. da. norma do vetor T Í E (0, a.) O zA l

\ «,=1 /

Em primeiro lugar, observemos que pela. dcfiniçã.o dada dos operadores B e D,

temos q«e TA(0, a.) = (B(a.), O(a.))

Concluímos anteri'rm.nte que para todo n C ]N, 7'((0, a«)Ozk) --(B(a«), D(a«))

(Dzk converge pontualmente a. zero se Ã; --} +(x). Fixemos i C IN. Logo, dado c > 0,

p'" ] $ " $ JV, -istirá A« C ]N tal q«e, se À > k«, então ll(r((o,««) O zk))i --

((B(a«), Z)("«)) O "k)ill < R, o«d' a «'rma é a de «m «tor p"t"""te . X:

Tomemos ko=máxÍk«: l$ « $ 7V}, logo se k> ko teremos ll E.(r((0, ««) O «k))i
/v ll M

E((B(««),o(««))o«*): $ ,E. ll(r((o,««) o «.)): -((B(««),o('«)) o «*):ll
<. -: N

Assim, para todo Ar € ]N, a. seqüência.
fN \ N

r l )ll:(o, ««) o «* l -- )ll:(P('«), O(««)) O ** co-ergo p-t-lme.te

a zero, se A -+ +oo

Segue que, dados JV C ]N, c > 0 e J C ]N, podemos determinar por (2.18),

&j C ]N, tal que se A > Aj,

onde .j é a. plojeçã.o do vetou no espa.ço

< 2máx

Ê'',««, . «.) Ê','««,,"'««,, . «*]. ,,

7V

E(o, ««) o «*
n::l

/v
E(o, ««) o «*
n,::l

2.j

/v
)i: (p(««
n=l

2.j-l

N

E(p(««), o(««))
n,=l

r

r

T
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Fixemos então, c > 0 (determinado na. construção dos vetores a.) e JV C ]N,

\4 / Podemosp"(2.19)d'termo-rkeJV,,k {Aj;:15;í$A+,
ta,l ({'ue

1« 1Ê..,««, . «l .«.««,,"'««« .«l,; . « i,
para cada. í :: 1, 2, . . . , iV

Lembremos que .ji,J2, - . . ,.jw é parte da. seqüência crescente (.j{)=: construída.

anteriormente e a. norma. é a. de um vetou do espaço WJ

Podemos agora, para cada. i = 1,2,. . . ,N, considerando ui,: C WI'. e k C JV2

escolhido, obter:

«:,.(Ê'«'««,, "'««,, . «*) : «:,.(,(Ê..,««, .,*))

* «:,.(,(Ê'.,««, .«*) Ê',.««,,"'««,, .«*)

: «:,.(,(Ê'.,««,.«*)) * «:,. [,(Ê'.,.«,.,*)

'««,,"'«««.«l,. . : «:« l«IÊ..,««,.«ll *i
Cloncluímos ente.o que:

«:* l, IÉ .,««,.«ll : «:* IÊ ,.««,,"'«««.«l -i
Olhemos agora para o vedor E(B(a.),Z)(a«)) C) 3k. Pela definição, para cada

n, & c IN,

(2.20)

(B(««),D(««)) 0 «*(B(««),D(««)) ® «*

l(p(««)):,(o(««)):,(B(««)),,(n(««)),, . . .,(B(««)).í.,(o(««))j. ,

W(««))j:, W(««»j, , . . . , (B(««»j,.,,(D(««))j,.,, . . .) ® «*

l(a('«)),«*:,(n(««)):««, . . . ,(B(««))j.««j. --,(o(««))j. :««j. ,
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(B('«))j:««.j,--,(D(««))j,««j,, . . . ,(B(««))j,,««.í. : ,(D(««))j,,««J,.,,.

--. l,Êw(««»«-:««-:, ,Ê@(««»«««l ; «" «"- -' "-,.. «.

Voltando ao resultado (2.20), tínhamos para- cada. i= 1, 2, . . . , N,

«:« l, IÊ .,««,.«ll ; «:* IÊ.«.««',"'«««.«l -;

'«:,., IÊ , ««,'."«.-:, Ê'"'««»..««.l -í
«: IÊ.«.««".."«;--l - ; - Ê.«'««"..

? IB(«D..l-El-a(««)..l-ii-.-;-ã' i'

"'«', . -«- , l,ào, ««) ', «l ' w '.;., , l.ão,««) ', «)

.)

Assim, pela definição de coima, pela Observação 1.19 e sabendo que k C 7V2, ob-

Concluímos que, se B não é estritamente singular, teremos T r N (o, a/v) o zj
\n=1 /

> ll7'll, o quem uma.contradição,já.que ll Ê(0,a.)Ozkll - l eT: W --> W era

pela. hipótese um opera-dor limitado.

Raciocínio a.ná]ogo nos leva. a. um

seja. estritamente singular

.m.;llr

"z';

7V

E (o, ««) o #*n,::l

2 ii . ii 2

; x«. . ; Ê ":.
/v
E (0, ««) 0 =kn=l

/v
E (0, «.) 0 «kn::l

C : - Ifrll'.

ter T

r

a. contradiga:o supondo que o operador C' nã.ol )

N
E (0, «.) 0 «A

n,:=l y



\

Neste caso, encontramos uma. seqüência (a«)=:. de vetores de co, normalizada,

com a« < an+l, Vn C ]N, e uma. sequência. crescente (.À)=: de naturais, tais que

C(««)j. 1> ' se n::: í e E l(C'(««)).Í;l< :-

Pelo Lema 2.10, temos que T((a«, 0)0zk) --TA(a«, 0)0#k converge pontualmente

a zero se k --> +(x), pala todo n C IN, e pela. definiçã.o dos operadores .4 e C',
TA(««,0) , C'(««)).

Para todo {,J,k e zz C]N, temos w:((a«, 0)0zA) = 0, pois a segunda componente

da pr'jeção 8 d' vedor (a«, 0) O zk em )'\;, é ig--a] a zero, isto é, 8((a«, 0) O zk) =

finja;A2j + 0 C }/y:' Se Ã; € Ar3 e z C /VI U /V2 U Ar4, o mesmo ocorre com ul e u:, pois

b -t- n.

Assim, pela definição de norma, se A € Na e Ar C ]N, obtemos como no ca-
m' ll ll N

se anterior que ll E (a.,0) Ozx:ll = 1 E a.ll = 1. Estimamos a norma do vedor
«,=1 ll., ll«,=i

T l E (a«,0) C) zA l da mesma forma. que fizemos no caso do operador B e encon-

tramos k C N3 e N C ]N, tais que lr Í E(a.,0)0zklll 2, 11rll, o que é uma

contradiçã.o, pois T é um operador limitado.

/v

Sabendo que B e C' são operadores de co estritamente singulares, vamos supor

para finalizar, que o operador .4 -- D não sela.

Neste caso, obtemos utilizando argumentos semelhantes aos casos anteriores,

c > 0, uma. seqüência (a«)=: de vetores de co normalizada. com a. < a.+i, Vn. c ]N

' uma s'qüê«cia crescente (.jÍ)=i de naturais, tais que l((d -- D)(a«))j. 1 > c se n, = í
e E l((.4 - n)(««))j.l < :

n :# z 't

Além disso, é possível determina.r uma. subseqüência de(a que denotaremos«)=.r ri ] ]f
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novamente por (a«)=:i com a propriedade adicional: máx(llB(a«)ll-, llC'(a«)ll«) <

c10'", para todo n C ]N. Mostremos para isso que ..yli},., B(an) - .liE. C'(a=) =0.

Suponhamos que não ocorra para B, logo llB(a«)ll 7z> 0 e como B(a«) --:b 0,

pela Proposição 0.10, existe uma subseqüência (l?(a«))P:. de (Z?(a«))=:, que é

uma. seqüência. bá.fica., equivalente a. uma. base de bloco da. base (eí)=. de co

Temos também a.* --:!3 0 e lla«.ll = 1, pala todo Ã; C IN, utilizando novamente a.

Proposição 0.10 existe uma. subseqtiência. de(a«)P:i,(a«*.)=i que é uma. sequência.

básica e (a«*.)=: -' (u{)=:, onde (u;)=. é base de bloco d. (.{)=.. Observemos

que a subseqüência (B(a«*:))=i de (Z?(a«*))E;: é também uma sequência básica e

(-B(««.))=: -(oi)=:, onde(«i)=. é base de bloco de(ei)=..

A; :'qüê-i« --m'li-d;;, (Hh).. . (n:ÍÍ):., ;ã. b-;': d' bl-' d' ('.)=:
Logo, p'l' P"p'siçã' 0.9, (ÍÍh):: - (';)E- e (ih).: - (.:)=,; mas (««*;)=- -
(lh).: .(B("«*.))=- -(ih)l:., . q- -..:.:'.t.(««..)=: -(B(««*:))=:.

Considerando Á = 1(a«..)=i] e y = 1(Z?(a«*.))=il, temos pela Proposição 0.8

que B : .4 } y é isomor$smo, o que contraria a. hipótese que fizemos de que Bé

estritamente singula.r. Raciocínio análogo pode ser aolicado ao onera.dor C'

Como nos casos anteriores, pelo Lema 2.10, obtemos (lue T((a«,a«) O zk) --

TA(an, an) O zk converge pontualmente a. zel'o se A --> +oo, onde, pela. defiTliÇã.o dos

op'"'d'r" Á,B, C' e O, TA(««,««) =(( 4+ /7)(««),(C'+ D)(««)).

Notemos também que par' todo í,.j,k e rl C IN, temos üÜ((a«,a«) C) a;k) = 0,

p'is (": - z;)(««.izk,i :,"«izk,j) = ««jz;(zk,.Í-:) ««j:«I'(#k,j) = 0. Se A C N. .

z C Ar2 U JVs U Ar4, o mesmo ocorre com u: e to:, pois i 74 A
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, consideremos o vetor d
n,::l

obtemos como nos casoFantePioies quliql E (axíj alitOurll -
m,:=l

B)(««),(C+ O)(««)) O zk con«rge p-t"filme«te a z.ro, se A --> +«,

Concluímos também que para- todo n C IN, T
/v
E (««, «.) o «Ên=l

/v
- E ((.'l +n.=l

Dado JV C INr

y

a.) 0 zh Se k C ./Vi e JV C IN,

Segue que, dados Ar C ]N, c > 0 e j C ]N, podemos determinar Àj C IN, tal que

se k > ki,

r, r;,.. «... . ,.) ç
Fixemos c > 0 (determinado na construçã.o dos vetores a«) e JV C IN, JV >

(T). -.'.«.; -.. ''.':' -.'.-«:«-- * ' ~:, " - «;.*'*.. : " : ' ' ~' '-.,
que

E(««, ««) o «*
n:=l - }:(('l+p)(««),(c'+ o)("«))o«*j j $ i'.(2-2i)

1, 1Ê.««,««,.«l ««* «"«.,,''* ""«««.«l,. . : ;,
para. cada. i = 1, 2, . . . , N

Considerando ut.f.

anteriores:

(2.22)

"*'.
/v

E(««, ««) o «.)
n::l ; «:,. IÊ««*««««,,''*"".««.«l -iT

e A C Ari escolhido, podemos obter como nos casos

Aõaor;, «este caso, o vedor ((Á + B)(««), (C' + D)(««)) O #k é ig«al a

z'''((Á + z?)(««),(c' + o)(««)) ® «*

(1(,4(««)):+(p(««))-l, l(c'(««))- +(o(««))-l, l(H(««)): +(B(«.)),l,

l(c'(««)),+(o(««)),1, . . . , 1('1(««))j.+(B(««))j.l, l(c'(««)),. +(o(««))j.l,

[Ga(««».,., + W(««»j,.,], [K'(««»í,., + ph«»j,,], . . .) ® «*
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(1(.4(««))- +(B(««)):l«*:, l(c'(««)):+(o(««)):l««,

[(,4(aJ)i-:L(B(««))ir+«H:f.-,](C4# )):j.:F Gn(««)):J

1(.4(««))j,.,+(p(««))j,,l««j,., : , l(c'(««)).í,., + (n(««))j,.,l««.í,.,

Assim

>:(('1 + B)(««), (C' + D)(«.)) 0

l >: 1(H(««)),j-.+(B(««)),.í--l «
\n :: l

}: [(c'(««)): B(««)),jl ««j

onde
/v

E l(.4(««)),.í--n,=] + (B(««)),j--l .E l(c'(««)),.í -'p(z?(««)),jl .)
vetor do espaço WJ

Voltando ao resultado (2.22), tínhamos para cada. { = 1, 2, . . . , N,

/v
Á(««))j.+(B(««)):j.l«k,j.-: , )i: 1( C'(««)).f. +( 0

7V

+ (B(««))j.l + >1:1( c'(««))j. + (-n(««)).í.ll-

>:1(Á('«))j. -(n(««)).i.]+ >1:1(B(««))j.(c'(««))}.ll-

? }:](Á(««))j: -(o(«.)).f.]l >1:1(B(««))j: -(c'(««)).f.]
7V

ln=l

? l}.:i(Á(««))j. - (o(«.)).i.ll - )i: ll(B(««)).í.
7V

? lE:l(,4(««))j. (o(««))j.ll - }: l(B(««))j.l
7V

2. 1((.4 - 0)(«;):í;l - }.l l((,4 - 0)(««))j.

/v
>:(««, ««) o «*

f N
l >1:((.a+ B)(««),(c'+n)(««)) o
\n:: l

r ,)
/v

«i;) l }:i(
n=l ««))j.l« «.í

]v

Á(««))j.

N

IEI(B(««
n,=l

C
la(««))j. ll
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N
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}: l(c'(««))j. -
gn::l
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Assim, obtemos como nos casos anteriores

umaeonti:adicã.o:
, (Ê '««, ««, . «*)

? llrll, o q« é

Finalmente estamos em condições de demonstrar o principal resultado dessa.
d;....t,,;."wYu-v-

Teorema 2.22 0 espaço .YayW é {som071/o czo seü cubo, mas não ao set quadrado

Demonstração: b/lostraremos que o espaço W não é isomorfo ao seu subespaço

X q) E a)W,, onde podemos pensam em X como sendo a segunda componente (X2)

do espaço )'vi.

Como já vimos no Lema 1.22, item (a), X a) )il: W, -- ..V a) W, logo se W #

X q) }l: ©W,, ente.o W # X a) W e, conseqüentemente, pelo Lema 1.22, item (b),
(x © wy - w # x © w

(a), X © E )v,J=2

Suponhamos então que exista um isomorfismo T : W --} X a) }' ©)'j. Seja

P : W -+ W a. projeção de W no seu subespaço X © E a)W,.

Consideremos também S : W -.> W a. inversa. à esquerda. de T, definida. por
(r''p)(«), v« c w

2J

2J

Assim, ST : W --> W é tal que S7' = T-tF'T = /dw e TS
é ta.l que TS = TT-lP = P

w --> x © E }v,

Veri$quemos inicialmente que õ(/dw) = /d. e que q'(P) = C?, onde Q : co --> co

é a. projeção de co no seu subespaço fechado l(ej)»,l, isto é, dado c C co, c =

t.mos Q(c) = E aj.j.

Antes, porém, lemb-amos que 'D(/dw) = /A : co --> co e /A(a) = A/a.a, V« C c..

2J
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onde A/a. é a matriz de termo geral cria, com a propriedade de que iili},., /,j(açnj) --

ai:i(zn{) - 0, VÍ,.j C ]N e /.j : Xj --} Xí é o operador definido por /ij = a/dwlx,

Assim, s' i # .j, e«tão Lj(««j) = (P.]dwlx,)(««j) = (a/dw)(««:f) = a(««j) =

0, para todo n C IN. Logo, de .!Um /Íj(z«J)--''ij(:«{) - 0 temos .liU. --aij(z«i) - 0
e como llz.ill = 1, Vn C IN, temos a:. = 0

Se i- .j, -tã' /..Í("«j) = (adwlx,)(;««.f) = (a/dw)(z«j) = a(««j) = ««j, par'

todo n C ]N. Assim, de .!1lE,., /ij(z«.j)--ai.Í(z«i) - 0 temos que .iili},., "«j --'*Í:Í#«f = 0,

logo ,.Emir,.,z«.f -- '-ijz«.f = 0, portanto ..!!!i},:,(l -- aíj)z«j - 0 e como llz«jll = 1,

Vn. C ]N, temos l cvi.í = 0, isto é, a{.í = 1.

Cloncluímos que Ala. é a matriz identidade e que {'(/dw) = /A é o operador
/d co

Da mesma forma, temos 'D(P) = PA : co --> co e PA(a) = Ap(«), V« € coo, onde

Ap é a matriz de teimo geral #{.Í, ta] que ..11E,. P,j("«j) -- Pij(z«{) = 0, Vi,.j C ]N e

a.Í : .XÍ --+ X{ é o operador definido por /%.Í - /%Plx,

Neste c«o, se i = 1 e .j C N, .j # 1, temos Plj(z.j) = (P Plx,)(z«j)

(/:'- P)("«j) - P ("«j) - 0, p'-a t'd' " C IN, s'g"' q- ..U. Rj("«j) -- #ij("«i) = 0
logo, .!1l --/3i.j(#n{) - 0 e portanto #i.j = 0. No caso em que { = .j = 1, temos

P-i(««:) = (P Plx:)(««-) = (P:P)(;««:) = P](P(««-)) = P-(0) = 0, para todo

n c ]N, logo #i.f = 0.

Assim, a matriz Ap tem Píj = 0 se i = 1 . .j C ]N, logo /\p(b) = 0, se & C c..

e b C jetl, porta-nto ®(P) = PA é o operador Q definido anteriormente. Agora.,

'}(ST) = '>(/dw) = /d. , logo pelo Lema 2.17, temos

'b (S) '> ( 7' ) (2.23)
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e ta.mbém pelo mesmo lema,

(2.24)

Finalmente, mostremos que l<er ®(7') = {0} e a. codimensã.o de Im (>(T) é igual
]a

Pelo resultado (2.23), temos 'D(S)(®(7')(c)) = c, para todo c C co, logo se c C

K"©(r) t'm's q'(r)(c) = 0 e conseqüe«teme«te ©(S)('}(r)(c)) = c = ©(s)(o) =
0

Temos também que 'j}(S) é sobre co, pois dado c C co, por (2.23), c = ®(S)

('b(r)(')), I'g' -êste; = q'(r)(c) € co tal q«e ©(S)(z) Seg«e q«e dimlm©(T)

= dim Im 'b(7')(b(S), mas por (2.24), dim Im ©(7')Q'(S) = dimlm Q, que tem codi-
mensão ] .

Assim, se T fosse isomorfismo, a'(7') = TA : co -} co seria. um opera-dor limitado

com '>(T)('o) - l(ej)E:,l ' tal que dim l<er 'b(T) = 0. Mas, dim co/l('j)Z:,l = 1, logo

©(T) seria um operador de Fredholm de índice ímpar, o que contraria o resultado

do lema. anterior. HI
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Problemas em aberto

T=uMaíRós ã: ü'sg(S..\:..v api cõcuüaiiuã'dais probH

estejam em aberto, relacionados com o problema de Schroeder-Bernstein. O primeiro

se refere a. métodos de decomposiçã.o em espaços de Banach.

Problema 1: Soam X e y espaços de Banach. Se X --> y, y '; X e .X'2 ,- .X'a)y,
eíltão X -., }''?

O problema. l é importante, pois se tiver uma. soluça.o positiva. ele unifica. os

métodos de decomposição de A. Pelczynski apresentados na. introduçã.ol pois se

então X2 «., XOy, isto é, o problema. l seria um método mais geral de decomposição

para. o isomorfismo X -a y

Vimos, como um dos principais resultados desta dissertaçã.o, que existe um es-

paço de Ba.nach Z, tal que Z # Z2 e Z «., Z3. O segundo problema vai nesta.

directo

X -., X2 e y -.. y', ente.o X2 - X a) y e se X - E ©x.
n,::l

ou X ,-.,
É «*«),. ,

Problema 2: Existe um espaço de Banach X, tal que X # X2 ma.s XZ x'?
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