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Resumo

O objetivo deste trabalho é apresentar a primeira solucio para o problema de
Schroeder-Bernstein para espacos de Banach construida por W. T. Gowers.

Dois espagos nao isomorfos sao construidos, tais que cada um é um subespaco
complementado do outro. Além disso, os espagos siao da forma Z e Z2, onde Z é

isomorfo a Z3.

Abstract

The purpose of this work is to present the first solution to the Schroeder-
Bernstein problem for Banach spaces constructed by Gowers, W. T.

Two non-isomorphic Banach spaces are constructed, such that either is a com-
plemented subspace of the other. Moreover, the spaces are of the form Z and Z2

where 7 is isomorphic to Z3.
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Seja X um espago de Banach sobre IR; se Y é um subespaco fechado de X,

escrevemos Y < X.

Sejam X e Y espacos de Banach, dizemos que X é isomorfo a ¥ e escrevemos
X ~Y, se existe uma aplicacao linear limitada, bijetora, 7 : X — Y, com inversa

limitada.

Sejam X e Y espacos de Banach, dizemos que X contém uma copia isomorfa de

Y e escrevemos Y < X seexiste Z, Z < X com Z ~ Y.

Sejam X e Y espacos de Banach, dizemos que X contém uma copia isomorfa
de Y complementada em X e escrevemos Y < X, se existem Z < X, Z ~Ye

W < X, tais que X ~ W @ Z, isto é, X é a soma direta de W e Z.

Sejam X e Y espacos de Banach, escrevemos X @Y para designar a soma direta
oo

externa de X e Y, isto é,

X@Y ={(z,y):z€ XeyeY}, com||(z,y)] = max{||z||, |lyll}.

Seja X um espaco de Banach, entdo X” denota a soma de n copias de X, n € IN*.

Seja X' um espaco de Banach, B(X) indica o espaco de Banach dos operadores

lineares limitados, 7': X' — X, com a norma ||T'|| = sup{||T(z)]| : ||| < 1}.

1



Seja X um espago de Banach, indicamos por X* o espaco de Banach de todos

os funcionais lineares limitados de X (dual topolégico de X). Escrevemos z*, para

indicar um funcional linear limitado de X.

Seja X um espaco de Banach, por dim X denotamos a dimensao linear do espaco

X, isto é, dim X pode ser finita ou infinita.

Sejam X um espaco normado e VV C X, escrevemos [V] para representar o fecho

do subespaco linear gerado pelo conjunto V.

Sejam X um espaco de Banach e ' € B(X), por ker T' denotamos o nticleo de

T e por ImT denotamos a imagem de 7.

Denotamos por cgo, 0 espago vetorial das seqiiéncias de escalares com apenas um

nimero finito de coordenadas nao nulas, e a base vetorial unitéria desse espaco por
[ee]
(Gn )n:l :

Um intervalo £ de inteiros é um subconjunto de IN da forma {a,a 4 1,...,b}

para algum a,b € IN.
Sejam £ e F' intervalos, escrevemos £ < F', se max F < min F.

Sejam z = Y a;e; € cpo e F um intervalo de IN. Denotamos por E(z) o vetor

1=1
Z a;€;.

eE
& .
Por supp (z) denotamos o suporte de um vetor = Y ae; € cgo, isto e,
=1

supp () = {7 € IN : a; # 0} e por ran (z) denotamos o menor intervalo £, contendo

0 seu suporte.

Para z,y € cpo, escrevemos z < y quando méaxsupp (z) < minsu y) ou
) 00, Yy q P Yy

equivalente, ran (z) < ran(y). Se z; < z, < --- < 2, dizemos que 1,2, ..., 2,



sao sucessivos.

~Denotamos por ¢y, 0 espaco de Banach das seqiiéncias de escalares, cujo limite

é igual a zero, ou seja,

&ty = {(al,ag,...,an,...):anE[Re lim an:0}

n—++00
com a norma ||(an )2, |lcc = max{|a,|:n € IN}.

Por {, denotamos o espaco de Banach das seqiiéncias p-somaveis, 1 < p < co,
isto é,

n=1

b = {(an)rozozl ta, € Re Z jan]” < OO}
- L
com a norma ||(a,)2, ||, = (Z lan|p> g
m=1

Por [, denotamos o espaco de Banach das seqiiéncias limitadas, isto é,

U = {(an)ff’:l ta, € IR e sup|a,| < oo}

nelN
com a norma ||(an)52, || = sup{|a,|: n € IN}.
Se (Xn)p2, for uma seqiiéncia de espacos de Banach, <§ Xn> € o espaco de
n=1 0
Banach das seqiiéncias z = (21,22,...,2,,...), z, € X,, tais que lim |lz,|| =0
n—r+oco
oo
com a norma ||z|| = méax {||z,|| : n € IN} e (Z Xn> , 1 < p < oo, é o espaco de
n=1 2,
Banach das seqiiéncias z = (21,22,...,2n,...), 2, € X,, tais que % |z.]|P < oo,
n=1
N
com a norma ||z|| = (Z ||1an> ;
n=1

Usamos a V b para indicar max{a,b}, com a,b € IR.

Para indicar o término de uma demonstracao, usamos o simbolo B



Introducao

O principal objetivo desta dissertacio é apresentar detalhadamente a primeira so-

lugao para o problema de Schroeder-Bernstein para espacos de Banach, que consiste
. . . o ’ c c .

na seguinte questao: “Sejam X e Y espagos de Banach. Se X <= Y e Y <3 X entio

X ~Y7?" A solugao que apresentaremos (contra-exemplo) foi construida por W. T.

Gowers em 1996.

O problema de Schroeder-Bernstein surge naturalmente, veja [Ca], a partir dos

seguintes métodos de decomposicao em espacgos de Banach:

(M1) Sejam X e Y espacos de Banach. Se X <5 V.,V <& X, X2~ XeY?rY,

entao X ~ Y.

(M2) Sejam X e Y espacos de Banach. Se X <5V, Y <5 X, <§ Xn) ~ X ou
n=1 0

n=1

(f \n> X, entlio X ~ V.
p

Esses métodos foram apresentados por A. Pelczynski na década de 60, e tem até

hoje um papel muito importante na teoria isomorfa de espacos de Banach.

O contra-exemplo para o problema de Schroeder-Bernstein, proposto por W. T.
Gowers, é formado por dois espacos de Banach da forma: X § W e W. O espaco

X ¢é a versao real do primeiro espaco de Banach hereditariamente indecomponivel,



construido por W. T. Gowers e B. Maurey em 1993, veja [G-M1] e [C].

[e o]
O espago W é da forma W = Y @ X;, onde cada X; é uma cépia isométrica de

=1
X e a soma direta infinita é uma decomposicao de Schauder de W.
Escrevendo Z = X & W, mostraremos que Z <3 Z2, Z2 <% 7 e também Z3 ~ 7
(Lema 1.22), mas pelo Teorema 2.22, obteremos Z ¢ Z2, logo Z e Z? formario o
contra-exemplo para o problema de Schroeder-Bernstein. Além disso, obteremos o

primeiro espaco de Banach Z, com Z # Z? mas Z ~ Z°.

Finalmente, observamos que outras solugdes para o problema de Schroeder-

Bernstein foram apresentadas por W. T. Gowers e B. Maurey em [G-M2].



Capitulo O

Preliminares

Neste capitulo apresentaremos defini¢oes e resultados sobre a teoria dos espacos
de Banach e também sobre o espaco X, construido por W. T. Gowers e B. Maurey

em [G-M1]. Estes resultados e definices serdo utilizados nos capitulos seguintes.

Definigao 0.1 Uma seqiiéncia (2,)%°, em um espaco de Banach E é uma base de

n=1

Schauder de E se, e somente se, para cada = € E, existe uma tinica seqiiéncia de
o0

escalares (a,)52, tal que 2 = 3 a,z,.
n=1

Pela proposicao 1.a.2 [L-T, pag. 1], as projecdes P, : E — E definidas por

oo n
P, (Z a.i:ui> = ) a;z; sao limitadas e sup{||P,]| : n € IN} < co. O nimero
i=1 i

1=1

sup{|| .|| : » € IN} é chamado de constante bésica de (z,)22, e quando esse niimero

for igual a 1, a base é chamada monétona.

Definigao 0.2 Uma seqiiéncia (z,)52, que é base de Schauder do subespaco fechado

gerado por ela, isto é, [(2,)22,], é chamada de seqiiéncia bésica.

Teorema 0.3 (Ga, pag. 47) Seja (2,)°, uma seqiiéncia de elementos nio nulos

no espago de Banach E. Entio (2,):2, € uma seqiéncia bdsica se, e somente se,

existe um nimero real positivo k, tal que para qualquer seqiéncia de escalares (@n)2,

m n
¢ inteiros m < n, tem-se |[ Y a;z;|| < k ”Z a;x;
=1 1=1
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Definicao 0.4 Sejam E um espaco de Banach, (z,)°2, uma seqiiéncia bdsica em

E, (pn);Z, uma seqiiéncia estritamente crescente de inteiros positivos e (an)nz; uma

Pi+1

sequiéncia de nimeros reais. Uma seqiiéncia (u;)22, dada por u; = ¥ anz,, com
n=p;+1

uj # 0, V5 € IN, é chamada de base de bloco de (z,)%,.

Observagao 0.5 Se (z,);2, é uma seqiiéncia bésica de E, entdo pelo Teorema 0.3
toda base de bloco (u;)%2, de (z,)22, é também uma seqiiéncia bésica de E. O
subespaco fechado de F, gerado por (w;)52,, [(u;)%2,], é chamado de subespaco de

bloco de F.

Definicao 0.6 Sejam £ um espaco de Banach e (z,)52, uma seqiiéncia basica

em F. Para todo inteiro positivo j, o funcional linear limitado [} definido por
o0

f? (Z ai:vl-) = a; € chamado de funcional biortogonal ou funcional coeficiente da
=1

sequiéncia basica (2,,)2,.

Definigao 0.7 Duas bases de Schauder (z,)%, e (y,)%2, de espacos de Banach E

(s
e I' respectivamente, sao ditas equivalentes se 2 @nZ, converge se, e somente se,

n=1

bnz, também converge. Escrevemos (2,)%2, ~ (y,)%,.

78

I

n

Proposicao 0.8 (Ga, pag. 50) Sejam E e F espagos de Banach. Uma base de
Schauder (x,)72, de E € equivalente o wma base de Schauder (Yn)22, de F se, e
somente se, existe um isomorfismo T : E — F, tal que T(z,) = yn, ¥Yn € IN.

Proposicao 0.9 (L-T, pdg. 53) Seja £ um dos espacos de Banach, c¢o oul,, 1 <
p < 00, € (z,)p%, uma base de bloco de (€,)%2, normalizada em E. Entdo (7). €

equivalente a (e,)22, e [(2,)°%,] € isométrico a E.

Proposigao 0.10 (L-T, pag. 7) Seja (2,)%, uma base de Schauder de um espago
de Banach E e yp = Y afz,, k=1,2,..., uma seqiiencia de velores tais que:
n=1
k—+o0

. y B k -
kkToo sup ||yel]l >0 e lim af = 0.
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Entao, existe uma subseqiiéncia (yr,)32y de (yr)i2y, que € equivalente a uma base de

bloco de (2,)22,.

Observagao 0.11 (Ga, pag. 52) Seja I um subespaco de dimensao infinita de
um espaco de Banach £ e (2,);2, uma base de Schauder de E, entio para todo

[0 ]
inteiro positivo p existe y € F tal que y = Ay, com |ly|| = 1.
p+1

Proposigao 0.12 (Ho, pdg. 189) Seja F um espago de Banach reflezivo, entio

todo subespago vetorial fechado F' de E ¢ reflexivo.

Proposigao 0.13 (Ho, pag. 183) Sejam E um espago normado, F' um subespaco
vetorial fechado de E, F° o conjunto de todos os funcionais lineares z* € E*, tais
que z%(z) = 0 para todo vetor x € F' ¢z, € E um vetor com z; € F'. Entao existe

a* € I, tal que ||2*|| = 1, 2*(21) = 6 = d(a,, F) = inf{||z;, — z||:z € F}.

Corolario 0.14 (Ho, pag. 182) Sejam E um espaco normado, Ey um subespago
linear de F' € fo: Eg — IR um funcional linear limitado. Entdio existe um funcional

linear limitado f : I — IR, tal que f(z) = fo(z) para todo z € Ey com 1A= 1l foll-

Definigao 0.15 Sejam £ um espaco de Banach e (z,)°%, uma base de Schauder

de F.

(a) (zn)p2, € contratil se para todo z* € E* sendo i@y y ¢ [(20)2,]) = R

Vn € IN, a restricao de 2* ao fecho do subespago gerado por (z;)2,, tem-se

% n—+o0
12" |zl "= 0

(b) (2,);2, € limitadamente completa, se para qualquer seqiiéncia de escalares
s L, . o0
yoaizi|:n € Ny < co, asérie Y a;z; é convergente.
=1 =1

(a;)$2, com sup {

Proposicao 0.16 (L-T, pag. 8) Sejam (2,)%, uma base de Schauder de um es-

pago de Banach E e (f7)52) a seqiiéncia de funcionais biortogonais associada a base

8



(zn)22,. A seqiéncia (f7)32, € base de Schauder de E* se, e somente se, a base

(z,)02, € contrtil.

Teorema 0.17 (L-T, pag. 9) Sejam E um espago de Banach e (2,)°2, uma base
de Schauder de E. O espago E € reflezivo se, e somente s, (2,)22, € contrdtil e

limitadamente completa.

Defini¢ao 0.18 Sejam £ um espaco normado e (2,)2, uma seqiiéncia de E. Di-

zemos que (z,)p2, converge fracamente para = € FE, se ]_gn *(zs) = z*(a),
n o0

Va* € E*. Escrevemos entao, z, — 2.

Definigao 0.19 Uma seqiiéncia infinita (G,)%%,, G, # {0}, de subespacos (nao

necessariamente fechados) de um espago de Banach E, é chamada de decomposicao

(ou uma base de subespagos) de E, se Vo € E existe uma tinica sequéncia (y,)22,

com ¥y, € Gy, tal que z = 5 y,.
n=1

Definigao 0.20 Seja (G,)52, uma decomposicio do espaco de Banach E. A se-

quéncia das projecdes (P, )52, em E, definidas por P, (z) = y,, z = 3. y, € E, onde
=1

Yn € Gn, Vn € IN, é chamada de seqiiéncia de projecbes coordenada associada i

(o]

decomposicao (G,)52,.

Definigao 0.21 Uma decomposicio (G,)%%, de um espaco de Banach E é uma
decomposicao de Schauder (ou uma base de Schauder de subespacos) de F, se toda

projecao coordenada P, em E é limitada.

Teorema 0.22 (S, pag. 489) Uma decomposicio (G,,)%°, de um espago de Ba-

nach E ¢ uma decomposi¢io de Schauder se, e somente se, G, ¢ fechado, ¥n € IN.
P ; ; )

Teorema 0.23 (S, pag. 502) Sejam E um espago de Banach ¢ (G,)°%, uma se-
quéncia de subespagos fechados de E, com G, # {0}, ¥n € IN ¢ [Oo G’n} = F.
n=1

Entio as seguintes afirmagoes sio equivalentes:



¢ uma decomposi¢io de Schauder de E;

(a) (Gn)i,

n
~(b)-eziste wma constante C; com 1 < C< oo, tal que || 5

Py
=1

£

S

<o

Vm,ne€ N eVy; € G; (i=1,...,n+m).

Definigao 0.24 Seja X um espaco de Banach. Um operador 7 : X — X ¢é estrita-

mente singular, se a restricio de T a qualquer subespaco fechado de X de dimensio

infinita nao é um isomorfismo.
Proposicao 0.25 (L-T, pag. 76) (a) A soma de dois operadores estritamente

singulares ¢ um operador estritamente singular.
(b) A composicio de um operador estritamente singular e um operador limitado ¢

um operador estritamente singular.

Definigcao 0.26 Sejam X e Y espacos de Banach, 7: X — Y um operador linear
limitado com T'(X) fechado, a(7T) = dim kerT e B(T) = dim Y/T(X) (espaco

quociente de Y por T'(X)). Se o(T) < co ou B(T) < co, definimos o indice de T

por «(T") = o(T') — B(T).
Definigao 0.27 Sejam X e Y espacos de Banache 7: X — Y um operador linear

limitado. Se a(T') e B(T') sao ambos finitos (logo i(T") é definido e é finito), entao T

¢ chamado de operador de Fredholm.
Proposicao 0.28 (L-T, pdg. 77) Sejam X e Y espagos de Banach, Ty : X — Y
ey : Y — Z operadores de Fredholm. Entio T>Ty € um operador de Fredholm e

i(ToTy) = i(Ty) +i(T)).

Proposigao 0.29 (L-T, pag. 79) Sejam X e Y espagos de Banach, T : X — Y

um operador com imagem fechada, S : X — Y wm operador estritamente singular
Entio o(T + 5) < oo, T+ S tem imagem fechada e i(T + S) = i(T)

10



Definigao 0.30 Uma &lgebra linear sobre o corpo IR é um espaco vetorial V' sobre

IR, com uma operagao adicional dita multiplicacao de vetores, que associa a cada

par de vetores z e y € V, o vetor zy € V e que satisfaz as seguintes propriedades:
(a) z(yz) = (zy)z, Vz,y,2,€ V
(b) 2(y+2)=zy+aze(z+y)z=2z+yz Vo,y,2€ V
(c) a(zy) = (az)y = z(ay), Va € R, Yz,y € V.

Sejam V' e V' duas dlgebras lineares. Uma transformacio linear ® : V — V/ diz-
se um homomorfismo de dlgebra, se satisfaz a seguinte condigao: ®(ay) = P(z)0(y),

Ve,ye V.

Apresentaremos agora algumas definicdes e resultados que foram utilizados na
construcao do espaco X de Gowers e Maurey e no estudo de suas propriedades. A

teoria apresentada pode ser encontrada em [G-M1] e [C].

Definigao 0.31 Denotamos por F o conjunto das funcoes f : [1,400) = [1,+00),

satisfazendo as seguintes propriedades:
(1) F(1) =1ef(z) <z, Vo> 1;

(2) f é estritamente crescente e ll)gl f(z) = +o0;
T (e e]

(3) lLim 27%f(z) =0, Vg > 0;

T—+oo

(4) A funcao 76 € concava;

(5) f(zy) < f(2)f(y), Vz,y > 1.

Pelas observagoes 2.1 e 2.2 [C, pdg. 39 a 43] as fungdes f(z) = log,(z + 1) e

f(z) pertencem a F.

11



Defini¢ao 0.32 Seja X' a classe dos espagos normados da forma X = (cgo, || - I, tal

fe€FeXeX, separa todo vetor z € X ocorrer a desigualdade:
N
llz]| > sup {f(N)_1 Z lE:(2)||: NeN, By <---< EN} ’
i=1
onde Ly, ..., Ey sao intervalos, dizemos que X satisfaz uma f-estimativa inferior.

Observagao 0.33 Se X satisfaz uma f-estimativa inferior, entio para todo vetor

z € X e todo intervalo £ C IN, teremos || E(z)|| < ||z||.

Definigao 0.34 Sejam X € X e um vetor z € X, dizemos que z é um [}, -average

com constante C/, se ||z]] = 1 e z = ) z para alguma seqiiéncia z; < --- < z, de
=1

vetores nao nulos de X, tais que ||z;]| < Cn7!, 1 <i<n.

Lema 0.35 (G-M1, pag. 857) Sejam f € F ¢ X € X satisfazendo uma [-esti-

matwa inferior. Entdo, para todon € IN e C > 1, qualquer subespaco de bloco Y de

X contém um (7 -average com constante C.

Definigao 0.36 Sejam f € F e M; : IR — IR definida por M(z) = [71(3627%).
Dizemos que uma seqiiéncia z; < z, < -+ < zy é uma sequéncia rapidamente
crescente de (;4-averages, ou RIS, para f de comprimento N com constante 1 +¢€, se
z; € um [ -average com constante 1+¢ para cada k, ny > 2(1 +e)My(N/Je) /e f/(1)
e %/f(m.)l/2 > |ran (zp-1)| para cada k =2,..., N, onde f/(1) é a derivada a direita

de fem 1 e e’ é a notacao usual para min{e, 1}.

Observagao 0.37 Um ponto importante na definicao de uma RIS é que os ny’s
aumentam rapidamente; a velocidade dependera do tamanho da ran dos z;’s ante-
riores. Algumas vezes sera conveniente chamar um vetor de um vetor-RIS, se ele for

um multiplo nao nulo da soma de uma RIS.

12



Definigao 0.38 Seja g € F. Um funcional y* € X* é chamado de uma (M, g)-

M
2. Y5, para alguma seqiiéncia yj < --- < y}; de funcionais
j:l,i _—— =

formase ||[y*|| < ley" =

sucessivos, tais que ||y;|| < g(M)™', para cada 5,1 < j < M.

Definigao 0.39 Seja / C IN o conjunto denotado por {Ji,7s,...}, onde i =

jl):) 04(171)2

101" g, = 1010 = 1!

Lema 0.40 (C, pag. 83) Para os elementos do conjunto J, temos

1 4011/[f(10/€)

o7, )30 > Vk € IN
(]2/\) £ f’(l) ) € )

onde f(z) =log,(z + 1).

Defini¢ao 0.41 Sejam K e L subconjuntos de J, K = {ji,Js,75,...} e [ =
{J2,74,J6,- -}, @ o subconjunto de cyy de todas as sequencias cujas coordenadas
sao numeros racionais de médulo menor ou igual a um e ¢ uma funcio injetora de-
finida no conjunto das seqiiéncias finitas de elementos sucessivos de () com imagem
no conjunto L, tal que se Zy,...,Z, é uma qualquer dessas seqiiéncias sucessivas,

S=0(Z,...,2) e % = ; Zi, entdo L f(S)F > |ran (Z)).

Definigao 0.42 Seja X = (coo, | - ||) um espago normado sobre as seqiiéncias de
suporte finito. Para todo m € IN, definimos A% (X) como sendo o conjunto dos

funcionais lineares da forma f(m)~! injlf‘ tais que
(1) i<fo< < fn
@) Il <L,i=1,2,...,m.
Definigao 0.43 Seja X = (cgo, || ||). Se k& € IN, seja I'f o conjunto das seqiiéncias

g1 < g2 < < g tais que g; € Q, para cada 1, gy € A% (X) e giyy € AL oo (X)

para qualquer z, 1 < < k — 1. Estas seqiiéncias sio chamadas de sequéncias
especiais.

13



Definigao 0.44 Seja X = (coo, || - ||), para todo k € IN, definimos B;(X) como o

k
conjunto dos funcionais lineares da forma f(k)‘% > g; tal que (g1,...,9:) € T{.
= _ = — = ]':1 =

Estes funcionais sao chamados de funcionais especiais.

Definigao 0.45 (C, pags. 85 e 86) Seja Xq = (coo, || - |[o), onde ||z|jo = |4

para N > 0 definimos:

”Z“XNH = “Z”XN V sup {f(n)_l Z ”El(z) Xy - T2 > 2, B << En}

=1

Vsup {[g(£(z2))| : k € K,g € By(Xn), E C N},

onde E, Ey, ..., E, sdo intervalos. A seqiiéncia de normas (||z]|x, )%, é crescen-

te e é limitada pela norma /;, logo existe Nlim llzllxy- Definimos entdo |z|| =
—+co

Xy €0 espago normado X = (coo, || - |[). Além disso, pela proposicio 4.10

lim ||
N—+co

[C, pag. 87],

2l = nznmvsup{fm)—lin&(z)u:nz2, El<---<En}

Vsup {|g(£(z))| : k € K,g € Bi(X), E C IN}
¢ uma forma implicita para a norma de z € X = (cgo, || - ||).

Definicao 0.46 O completado de X = (cqo, || - ||) é 0 espaco de Gowers e Maurey,

denotado por Xgys ou simplesmente X.

Observagao 0.47 (G-M1, pédgs. 863 e 865) A seqiiéncia (e,)°%, é uma base
normalizada do espaco X de Gowers e Maurey. Além disso, o espaco X satisfaz uma

f-estimativa inferior.

Lema 0.48 (G-M1, péag. 865) Sejam N € L, n € [log N,exp N], e > 0 ¢ 21,00

5l < (142 +hnf(n)

1=1

zp, uma RIS com constante 1 + ¢. Entao
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Lema 0.49 (G-M1, pag. 866) Sejam k € K, si,...,s; wma seqiéncia especial

de comprimento k, onde cada s} € uma (M;, f)-forma. SejafL’;‘ ) Zk Wma seqiéncia

de vetores sucessivos tais que todo z; € um vetor RIS normalizado de comprimento

()

Proposigao 0.50 (C, pag. 110) O espaco X de Gowers e Maurey é um espaco

1

M; e constante 1 +¢/4, ¢ = i5- Assuma que < 2 para todo

k
intervalo E. Entao || 3 z| < (1 + 2e)k/ f(k).
=1

reflexivo.

Definigao 0.51 Um espaco de Banach X de dimenséo infinita ¢ H.I. (hereditari-
amente indecomponivel) se nenhum subespaco fechado de X de dimensio infinita,
pode ser decomposto como soma direta topolégica de dois subespacos fechados de

X de dimensao infinita.

Teorema 0.52 (G-M1, pag. 867) O espaco de Banach X de Gowers ¢ Maurey

¢ hereditariamente indecomponivel.

Lema 0.53 (C, pag. 121) Um espago de Banach X € hereditariamente indecom-
ponivel se, e somente se, para quaisquer Y e Z subespagos fechados de dimensdo
infinita de X e para qualquer € > 0, ezistem y € Y ez € Z, |ly| = |lz|| = 1 e

ly — =l <e.



Capitulo 1

O espaco W

Neste capitulo construiremos o espaco de Banach W. Como ja foi dito na intro-
ducao, mostraremos que este espaco e o espaco X @& W formam o contra-exemplo
para o problema de Schroeder-Bernstein. Para facilitar a leitura, faremos agora um

esboco da estrutura deste capitulo.

Inicialmente apresentaremos duas propriedades importantes do espaco X de
Gowers e Maurey. A primeira (Lema 1.1) se refere a uma desigualdade valida para
a norma de vetores de X, que sdo soma finita de vetores sucessivos de X, e sera

utilizada no capitulo seguinte.

A segunda propriedade (Lema 1.7) garantird a existéncia de uma sequéncia nor-
malizada de vetores sucessivos (2;)%2, C X tal que, para todo T € B(X), existira
A€ Rcom lim T(z;)—Az; = 0. Esta seqiiéncia e a propriedade do limite, terdao um

1—-+4oco

papel importante na construcao da solucio para o problema de Schoreder-Bernstein.
Para a construcao de W, utilizaremos o espaco vetorial V, de todas as sequeéncias
finitas de vetores pertencentes a X @.X.
o>

A partir do Lema 1.8, definiremos uma seqiiéncia (27)22, de funcionais lineares

assoclados a seqiiéncia (2;)2;, que nos ajudaréo a definir uma norma || - |, em V.
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O espaco de Banach W serd o completado de V com a norma || - ||,,.

— Nofinal, concluiremos que a seqtiéncia (X;)$2, de cdpias isométricas de X é uma
decomposicao de Schauder de W (Lema 1.17 e Observacao 1.20). Além disso, pelo
Lema 1.22, provaremos W <3 X 3 W e X & W < W e também que (X & W)3
(XeW)e( XBW)?:~W.

A teoria apresentada neste capitulo pode ser encontrada em [G-M1] e [G].

Lema 1.1 Sejam X o espago de Gowers ¢ Maurey e zy < z9 < -+ < z, uma

sequencia de vetores sucessivos de X. Entdo vale a desigualdade

n
=1

> (logy(n + 1)) E [Iz:]]-

Demonstragao: Sejam z = zi, f(z) = logy(z + 1) € F (veja a Definicao

i

1

0.31) e Ei(z) = ran(z). Como X satisfaz uma f-estimativa inferior (veja a De-
finicdo 0.32 e Observacao 0.47) e Ei(z) < Eiyy(2), i = 1,...,n — 1, teremos
12l = (f(2)™" X N Ei(2)]| = (logy(n + 1))~ 2 M- m

Definigao 1.2 Sejam X o espaco de Gowers e Maurey, T' € B(X) e y € X, tais

que y e T'(y) tém suporte finito. Definimos /(y) como sendo o menor intervalo que

contém supp (y) e supp (T'(y)).

Lema 1.3 Sejam X o espago de Gowers ¢ Maurey, T € B(X), (Y2)22, uma se-
quéncia contida em X de [}, -averages sucessivos com constante 1 + %, 6=, para
todon € IN, e também § > 0. Entdo existe uma subseqiéncia (y,, )3, de (yn)22,,
um operador limitado T : Y — X onde Y = [(yn,)i2,], tal que se T": Y — X ¢ a
restrigio do operador T ao subespago Y, entdo ||T —T'|| < 8. Além disso, podemos
obter uma subseqiéncia (Yni )21 de (Yn, )32, tal que, se [(yn,) € 0 menor intervalo

que contém supp (yn, ) € supp (T(ynkl) ent@o, (yn, ) < [(ym_'_+l ), Vi € IN.
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Demonstragao: Mostremos inicialmente que y, — 0. A sequencia de £, -averages

(Yn)sZ; (veja Definicio 0.34), é uma seqliéncia bésica de X; pois y, # 0, Vn €

IN, e se (a,);2; é uma seqliéncia de escalares e m,n sio inteiros com m < n,
m n
2 aiyi 2 GiYi
=1 i=1

m
a;y;; entao pela Observagao 0.33, || E(z)|| < ||z||, pois X satisfaz uma f-estimativa
=1

=

n
, pois se considerarmos )} a;y; = z € X e E(z) =

=1

<

teremos

inferior.

Assim, (yn);Z; € base de Schauder normalizada do subespaco fechado Z =
[(yn)s2,] de X. Pela Proposicao 0.50, X é um espaco reflexivo, logo pela Proposicao

0.12 Z é reflexivo, entdo pelo Teorema 0.17 a base (y,)2%, é shrinking.

Considerando os funcionais biortogonais f* : Z* — IR, associados & base ()2,
(veja Definicdo 0.6) temos pela Proposiciao 0.16 que (fr)2, é base de Z*. Em

particular, temos f(y,) =1, logo || fZ|| > 1, Vn € IN.

(oe}

Seja z* € Z*, existe uma tnica seqiiéncia de escalares (bn)2, tal que z* =

> baf im [[bafz] = rticular, lim |b,| = s 25 (y,) =
n;} b. fr, logo nl})}}_loo 6. /]| 0, em particular, nll)r-lpool | 0, mas z*(y,)
i; bifi(yn) = b, e portanto, nginooz(yn) == nginoo b, = 0, logo para qualquer

z™ € X*, teremos nl—{z-nm lx(yﬂ) = nl—iljl-noo x*lz(yn) =0.

Olhemos agora para a seqiiéncia de vetores (7(y,))22,. Como y, -+ 0 e T €
B(X), segue que T(y,) — 0. Considerando os funcionais biortogonais €; associados
a base (e;)%2; de X, temos 7111)2100 eX(T(yn)) =0, Vs € IN. Escrevemos e;‘(T(yn)) = A7

lim A" = 0 para todo

(a j-ésima coordenada do vetor T'(y,) na base (€;)%2,), logo Jim

jeN.

Mostremos agora que dado d > 0 é possivel determinar uma subsequéncia de

(T'(yn))5Z1s (T(yny))iZ; € uma seqiiéncia z; de blocos finitos contida em X e com
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klim minsupp (zx) = 400, em relagao a base (€j)52; de X e tal que io: T (yn,) —

Zk”<5. - - B

(]
De fato, existe n; € IN tal que T'(y,,) = 5. Alte; tem |[AT'e]| < % e existe
=

oo N
Ny € IN, Ny > 1, tal que > Alell < g. Consideremos z; = ZI ATe;, logo
F=N;+1 =2
17 (yny) — 21|l = “/\?’ ert+ %:H Ae;ll < 2+ S = % e minsupp (z) = 2.
=Ny

Existe ng > n; € IN tal que T(y,,) = % APe; tem |[AT2e; + AD2ey|| < g e e-
J=1

oo ]V2
xiste Np € IN, Ny > N tal que || 3 AP < -g—. Tomemos z, = 3 AT e;, logo
J=Na+1 ¥=3
(o]
T (Yny) — 22| = ( A?er+A3%e, +j_§:+1 Aejlf < £4+2=2 e também minsupp (22) = 3.
=N>

Vamos provar agora por inducao que para todo k € IN, existem T (Yn,) € 2x, tais

que |7 (Yn,) — zi]| < 2 e minsupp (z;) = k.

oo Ny
Suponhamos que para k > 2 tenhamos T'(y,, Y Ajfej ez = 3 Ale;
J=1

j=k+1

) =
Existird nge1 € IN, ngpq > ng, tal que T'(y,,,,) = Zl At e; € X tem ||IA\T ey - -
j:

+)‘Z:+116k+1” < 2,(% e existira Nigyy € IN, Ny > N, tal que > /\;-lk+1€]‘ <
J=Npg+1
)
ok+2°
" . k+1 Ank+l l - Ng41
Consideremos z,, = ';H i €5 1080 | T (Ynyy,) — 21| = ”(/\1 e+ -
=%
APhe 2 ) ) ) _

oA e)+ Y 5 ej” < ST2 + ST = kA1 e minsupp (zx41) = k+2.

J=Ng41+1

0 o ]
Concluimos que Y ||T(yn,) — 2| < (Z T) 0 < d,além disso lim minsupp
k=1 k=1 2 k—+co

(z2) = k_lir+nook + 1 = +co.

Seja Y = [(yn,)iZ,], Y < X, conforme verificamos anteriormente para o subes-

aco Z, a sequéncia (y,, )32, é base de Schauder normalizada de Y.
pag » q Ynp Ji=1
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—_ —_— - o0
Definimos uma aplicagao 7' : ¥ — X por T(Yn,) = 2k, isto é, T (Z akynk> =
F=1

(0.0} —
2. akzg. Mostremos que 7' esta bem definida. Antes porém, observemos que |ay| =
k=1

ll@kyn, |l < para todo k,l € IN, com [ > k; pois X satisfaz uma f-

i
> A;Yn,;
1=k

estimativa inferior.

P
Consideremos a seqiiéncia das somas parciais S, = Y apzy, se p,l € IN com
k=1
[ > p teremos:

{

Z ak(zk - T(ynk))

k:p+1

l

Z akT(ynk)

k=p+1

I

> arz) < +

k=p+1
!

< 20 a7 (yny) — 2l +

151 = Sll =

l

Z akT(ynk)

k=p+1 k=p+1
1 l
< Z rYn, || 0 + Z @k T (Yn, )] -
k=p+1 k=p+1

o0 (o]
Como as séries ). aiyn, € 3 arT'(yn,) convergem, entio ||.S; — S,|| = 0 quando
k=1 k=1

oo J—
l,p — +o0, isto é, 3" arz, converge. Obviamente T é linear.

»:1
Falta mostrar que 7' é limitada. Consideremos para isso o operador limitado 7" :

Y — X definido por 7" <A§1 akynk> =7 (§ ak_ym_) Seja y:]i arYn, com |ly|[=1.
o — -:1

; ArYn, || = L.

Como X satisfaz uma f-estimativa inferior, temos |a;| = lary., || < ’

Logo, IT=T) )= [T~ 5 e )| =] £ ax(Tn) 2] < 3 lauli(wa,)

—2| < 5 [T (yn,) — 2]| < 6. Portanto, T é limitada e IT - || < 6.
k=1

Para finalizar, como y,, é um {;+-average, sejam ¢, = minsupp (y,,) € p1 =

MA&x supp (Y, ). Como T'(y, ) é um bloco finito, sejam s; = min supp (T(yn,)) er) =
max supp (7(yn,)). Tomemos L, = min{qi, s1} e My = méx{p;,r} e consideremos
(y,,) = [(ynk. )=A{Li,Li+1,..., M}, logo I(y,,) é o menor intervalo que contém

Supp (yn, ) € supp (T(yn,))
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Agora, como Lli]:q minsupp (T(yn,)) = +00 e (Yn, )52, é uma seqiiéncia cres-
c—r+00

cente de ([}-averages, existe k; € IN tal que min supp (T(y“kz))j So > M, e

minsupp (Yn,, ) = g2 > M;. Sejam maxsupp (T(ynk2 )) = r e maxsupp (Ynr,) = p2.
Tomemos Ly = min{s3, 2} e My = méx{py, 2} e consideremos [(ynkz) ={Ly, Ly +

1,...,M,}.

Continuando desta forma obtemos uma subseqiiéncia (y,, )22, de (Yny )72, con-
tida em Y tal que I(yny) < [(ynkt_ﬂ), Vi e IN. [ |
Lema 1.4 Sejam X o espaco de Gowers ¢ Maurey, T : X — X um operador

M M
limitado, 6 > 0, k € K, y* = Y y; uma (M, f)-forma, M € Lez€ X, 2= Y 2z,
1=1 =1
um vetor RIS normalizado de comprimento M salisfazendo van (y;) C I(z), 1 <
1< M, y*(2) =0 e y*(T(z)) > 6. Entdo, existe uma (M, f)-forma s* € Q tal que
)

|s*(2)] < k7%, ran (s*) C I(2) e s*(T(2)) > 7"

Demonstragao: Temos por hipétese (veja Definicao 0.36, Observacio 0.37 e De-
finicao 0.38) que |ly*|| < 1, |ly;]l < F(M)™Y, yf < y3 < -~ < y}y;. Além disso,

zp <+ < zp e também ran (y;) C I(z).

Sejam n; = max {maxran(z;), maxran(y;)}, p; = min{minran(z;), min ran(y;)},

1 <1< M, N=méax{n; —p;:1 <i< M} e coloquemos y; = (chirChgne-- v s
onde alguns desses c}’s sao nulos.
Seja € € IR, definindo:
(1) o= f(M)~;

(2) B(e) =eN + a;

(3) v(e) = eNM + 1;



(4) 0e) = (1 - =) (eNM +1) + N M;

()=

Como lim 0(e) = 0, u(0) =1, pu(e) < 1, Ve € R e p é continua, pelo teorema do

=0t

valor intermedidrio do calculo, existe ¢ € IR tal que:

(6) 8(c) < min{k—2 }, onde k € K (veja Defini¢oes 0.39 e 0.41);

d
2|7

(7) p(e) € um nidmero racional.

Seja ri = (b, b} 11,...,b) € Q (veja Definicio 0.41), onde os bi’s sdo nao

nulos, 1 <i: < M, com |c; — b;l <ep<j<n;

<

2 a;(c; — b))

J1=Pi

Sejat € X, ||t]] <1, comt = ioj a;e;, temos | (t) — yr(t)| =
=1
% |aj(ct — b%)| < e(ni — pi)méx{|a;| : p; < j < ni} <eb.
J=pi
Logo [ (t)] < [ri(t) =y ()] + lyi (D] < eN + |lyfllllell < eN + f(M)™" = B(e) e
assim ||r7|| < fB(e), isto é, ”ﬁ—r(':—)” <1,1<i< M.

M
Consideremos agora, r* = 3 r7. Sejat € X, [|t|| < 1. Logo, |r*(t) — vy (t)] <
=1

M
S ri(t) — yi(t)] < eNM.
=1

Portanto, [*(&)] < [r*(£) — y*(t)| + [y (t)] < eNM + [yl < eNM +1 = 4(e)

r*

e <1

e assim [[r*[| < 4(e), isto ¢, |

Vamos finalmente definir s* pondo s* = Ben@’ ou seja, 8T = ENEKE

Portanto, s* tem as seguintes propriedades:

® [ = st g < o1 = 10
w)mw:’maﬂdﬁ NCIECI R

8]
A]



(c) ry<ry<--< ry eran(s*) C I(z);

()" (2 =1s"(z) —y*(z)| = “—5(5;«(5)7‘*(@ =y (=) < (5;(6)7"(2)— r*(z)
+r(z) —y7(2)| = ’(re)a;/(g) - 1> r(2)| + ™ (2) — y*(2)]

) el e < (1~ ) bt 1)+ env

INA
RS
—

I
=
™
79

Por (a), (b), (c) e (d), temos que s* é uma (M, f)-forma, s* € Q, ran (s*) C I(2) e

|s*(2)| < k2.

Finalmente, temos pelo item (d) que |s*(t) — y*(¢)| < 0(e), V¢ € X com It = 1,
logo [s™ —y"|| < () e assim |s*(T'(2)) = y*(T(2))| = |(s* — y"WT(2))| < ||s* —

) ) ,
TN < lls" =y TN < 0T < MIITII = 5 Concluimos que s*(7'(z)) >
)

== |
2

| &

v (T(2)) —

[N}

Lema 1.5 Sejam X o espago de Gowers ¢ Maurey, T € B(X) e (yn)22, uma
1
10
para todo n € IN. Entdo nli)inoo d(T'(yn) — [ya)) = 0, isto ¢, nll;inminf{HT(yn) —ay,|| :

o ; : €
sequencia contida em X, de (7, -averages sucessivos com constante 1 + 7€

aclR}=0.

Demonstragao: Suponhamos que o resultado nio seja valido, entao existem 7" €
B(X), 6 > 0 e uma subseqiiéncia de (y,)%,, que continuaremos denotando por

(Yn)pzs, tais que d(T'(yn), [ya]) > 26 para todo n € IN. Seja (€;)32, a base de X.

Aplicamos os resultados do Lema 1.3 & seqiiéncia ()%, ; logo existem um subes-

pago fechado Y de X, um operador limitado T : Y — X tal que, se 7" = T y, entao
= J : s e
|7"—T"| < g Além disso, obtemos uma subseqiiéncia de (1,)2%,, que para facilitar

a notagao denotaremos novamente por (y,)°%,, contida em Y e tal que, se [(y,) é
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o menor intervalo que contém supp (y,) e supp (T(y»)), entdao I(y,) < I(Yn41) para

todkopemN.

Como conseqiiéncia do teorema de Hahn-Banach (veja Proposicio 0.13), pode-
mos tomar 57 € X7, tal que para todo n € IN, ||S|| = 1, S*(T(y,)) = AT (yn), [ya])

> 6 e Sx(yn) = 0.

Consideremos os intervalos 7(y,) = {n.,n, + l,...,m,} e as projecoes F,, :
X = [€nny Enptls - -+ s Em,], definidas por E, (i_o:l ajej) = %1 ajej. Definimos entao,
os funcionais lineares y* : X — IR pondo y;(;_) = S';(E'n(:))’: Vz e X.

O funcional y; ¢ limitado, pois S é limitado e ||E,(z)|| < ||z|| para todo
n € IN, ja que X satisfaz uma f-estimativa inferior, além disso vale também
Yn(Yn) = S5(Eal(yn)) = S3(va) = 0 e y2(T(ya)) = S3(En(T(yn)) = Si(T(yn)) > 6.

Temos também que supp (y;) C I(yn), logo ran(y:) C I(y,). Para justificar

(o]
esta ultima afirmacao, observemos que se z € X, z = Y aje; entao, yi(z) =
J=1
[e=] mn Mn
7% _ £3 o S . * . = . * 5 —_—
St B '21 ajej | | = 55| X ajei| = 3 a;S;(e;) e considerando Si(e;) = b,
J= i=nn J=nn

mn
nn < J < Ty, teremos yy(z) = 3 a;b;, isto é, supp (y2) C {n,,nn + 1,. .. s Py} =

J=TnNn
[(yn).

Mostremos agora que dados p € L e m € IN, é sempre possivel tomar um vetor
RIS normalizado z € Y de comprimento p e constante 1 + Z e uma (p, f)-forma y*

§

tals que m < [(z), ran (y*) C I(2), y*(z) = 0 e y*(T(2)) > 7"

De fato, dados p € L e m € IN, podemos escolher uma subseqtiéncia finita
YnirYnas -+ Ynp (M1 > n2 > --- > m,) da seqiiéncia (y,)°2,, de tal forma que
np > 2(1 +e)M; (%) /€' (1) com minsupp (yn,) > m e = f(n;)"/? > [ran (Yni—1)|

para cada z = 2,...,p. Logo y,,,... , Yn, formam uma RIS de comprimento p € L e



constante 1+ 7 tal que m < I(yy,). Escolhemos entdo z = (yn, + - + yu, ) /|lyn, +

-+ jan que ¢ um vetor RIS normalizado, peltencente aY de comprimento p

dado constante 1 + = e tal que m < I(z).

2p

L un =70

=1

Além disso, como p € [log p, €], temos pelo Lema 0.48 que

P __
Seja agora ¥~ = (y;, + v, + - +y; )f(p)7' € X7, temos y (Z T(yn.-)) =

(5 707.) (£70n)) = £ 70) 52T ), pois ran (43,) € 1(3n,). Logo
)

v (é T(yn, )) > (—;
Temos também que y* (5:_? > ;:i 'y (Yn) = 0. Agora, y*(T(2)) =
(£l (BTon) 2 52 5 =G ever=(|Ewl) v () -

0. Obtemos também ran (y*) C I(z), pois ran (y;.) C [(Yn,), i = 1,2,...,p.

Falta mostrar que y* é uma (p, f)-forma. Pela Definicio 0.38, provemos que

valem as propriedades a seguir:
(@) f(P)"'ym, < f(p) 'y, Parai=1,2,... p—1.

(b) Seja z € X com ||z|| < 1 logo, |y;.(2)| = |S;,(Eni(2))] < IS5 NI Eni(2)l| =

1B (N < Nlzll <1, assim || f(p) "y | < f(p)™" parai=1,2,...,p

(¢) Sejaz € X com|lz]l < L entdo |y ()| = |£(p)™" = v2, ()] < S & I (2)

4
< f(p)7' X B (2)]] < 12|, pois X satisfaz uma f-estimativa inferior.
=]
Concluimos entao, que ||y*|| < 1.

Baseados neste resultado, faremos a seguir a seguinte construciao. Dado k € K,

seja z1 €Y, 21 = (Yny + 0+ Yy )/ Y, + - + Yny, | um vetor RIS normalizado
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de comprimento M; = jp; € L e constante (1 + ), onde pelo Lema 0.40, /1/[16/4 =

Ny > 4MF(5)/ef'(1) e seja yi = (43, + - +y5 )F(M1)™" a (My, f)-forma tal que

. : . é
ran (y,,) C I(yn;), 1 <4 < My, yi(21) = 0 e y{(T(z)) > 7"

Pelo Lema 1.4, existe uma (M, f)-forma s} € Q com |s3(z;)| < k™2 e si(T(y1)) >
§

—, podemos assumir também que ran (s) C I(z).

4
Seja agora p = My = o(s}) (veja a Definigao 0.41). Tomemos um vetor RIS nor-

€
malizado z, € Y de comprimento M, e constante H—L_;’ tal que m = méxsupp (yan)

< I(z2) (a construcao de z, é anéloga a feita para z).

Como no caso anterior, podemos determinar pelo Lema 1.4 uma (M,, f)-forma

_ J .
s3 € Q com |[s3(z2)] < k72, s5(T(22)) > 7 eran (s3) C 1(z2).

Continuando esta construgdo, dado k& € K, obtemos um par de sequeéncias

29,29, .., %2k € 81,83, ...,5%, com varias propriedades que necessitaremos.
(1) I(2i) < I(zi41) para todo 4, 1 <i <k —1.
(2) llzll = 1, |Isf|l <1 eran(s}) C I(2), para todo 7, 1 < i < k.
. —9 o ayES ) : .
(3) Isi(zi)| < k7% e s:(T(2)) > 7 para todo 7, 1 <i < k.

4) A sequéncia s7, s3,. .., st foi construida de forma a ser uma seqiiéncia especial
q 1792 9k |
s s 4 * * x* x x 7 * *
de comprimento &, pois s} < s}, s} € Q, s € Ay (X)esi, € Aa(s;,...,s;)(X)v

para todo 7, 1 <i <k —1 (veja a Definicao 0.43).

k
> zi||. Para isso usaremos
i=1

Vamos determinar uma limitagao superior para

o Lema 0.49, porém antes é necessario que < 2 para todo

intervalo F.
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k ko k
Desenvolvendo o médulo acima temos: (Z ) < > =2 2 si(E(z))
= =1 3=1
k
=12 si(E(z))|; pois ran (s7) C 1(2z) e 1(2z) < I(z1) acarretam s (E(z) =0
1=1
para t # j.

Podemos verificar, utilizando a demonstracio do Lema 1.4, item (d), que para

s¥(E(z)) vale também |s7(E(z))|] < k72, seja qual for o intervalo E e 7 = I,...,k.

Assim,

Utilizando o Lema 0.49, teremos < (L+2e)kf(k)™! < 2k f(k)~!

k
2 2
=1

Pela definicio de norma (veja Definigao 0.45),

> sup {lg (E (i?@g)), ke K, ge By(X), EC ]N}.

g <§1 T(Zi))

1=1
—(z,)> onde (g;)%_, é uma seqiiéncia

ZT(%’)

ko
Considerando £ = ran ZT(zi)), temos

107 50 576)

k
especial de comprimento k € K e § = f(/»:)_% >~ g; um funcional especial (veja a
J=1

Definicao 0.44).

Consideremos, em particular, g; = s para qualquer 7, 1 < j < k. Logo, temos

£ T > (5760) =50t £ £ s0e).

y=1.1=

Como ran (s7) C I(z;) e I(z;) < [(zi41) teremos também s H(T(2)) = 0sed # 5.

k .k _ )
Portanto, | = Ti(z)| > (k) 5~ si(T(=0) > f(k)~4k2.
=1 =1
Concluimos que dado k£ € K, é possivel construir uma sequencia zp,...,z. de
_ = & 10
vetores de Y, tais que Z < 2kf(k)™? (z)|| = |IT (Z ) > kf(k )_31
= i=1

sto & 170 > T Gome 17— 77 < g teremos [[77] > |7 —¢ > S(£(k)t—1)
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0 que contraria a hipétese de que T' é um operador limitado. 8]

Lema 1.6 Sejam X o espaco de Gowers ¢ Maurey, T € B(X) e (Yn)2, uma
sequencia contida em X de U]y -averages sucessivos com constante 1+ s, €= % para

todon € IN. Entao eziste A € IR, tal que ]_1>£rn T(yn) — Ayn = 0.

Demonstragao: Se 7' = 0, entao tomemos A = 0, logo EI-P T(yn) — Ay, = 0.
Suponhamos 7" # 0. Mostremos inicialmente que, sob a hipétese do lema, é possivel

obter uma subseqiiéncia (yn, )32, de (¥,)%2, e A € R tais que

lim (ym)—/\ynk =f. (1.1)

k—+

De fato, pelo Lema 1.5 e utilizando a hipétese, obtemos ET d(T(yn),[ya]) = 0, 0
que significa, l_]gl_n inf{||T(yn) —aya|| : « € R} = 0. Podemos entio determinar uma
wn . : 1
subsequiéncia (yx,)§2;, tal que para todo i € IN, inf{||T(yn,) — ayn,|| : @ € R} < -,
i
1

Logo, existe uma seqiiéncia (a;);2; € R tal que | T(yn,) — aiyn |l < =, isto é,
i

lim T'(yn,) — a;y,, = 0.

t—+oco

Além disso, [l | = los] = 1T (9ms) = asim + T(n)l| < 7 (me) — ]| +
[T (yn)ll < C +|IT|l, C > 0, pois a seqiiéncia T(y,,) — Q;Yn,; € limitada. Segue
que (a;)2, é limitada, logo existem uma subseqiiéncia (@i )72, e A € R tais que

lim a; = A.
k—+oco

Obtemos entao, uma subseqiiéncia (Yni, 221 de (¥)2; e X € R tais que
M Tyn,) = @iy, =0e lim (i, — A)ya, = 0. Logo Jm T (Yn,, ) = Ay,
A-l—iﬂ-nf‘o T(ynz ) - a"“kynl‘ (Qlk - )jnr -

Suponhamos agora, que para todo A € IR nao vale E?_] T(yn) — Ay, = 0.

Afirmamos que neste caso, existem ¢,d € IR* e subseqiiéncias de (y2)22, que,
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para facilitar a notacdo, escreveremos (u,)2; e (v,)%,, tais que:

—  Im T(us) —cup=0e Iim(T=cl)(v,) =dv, =0 (1.2)

n—-+o00 n—oo

Pelo resultado (1.1) obtido anterioremente é possivel encontrar a € IR e (Yne )22,

uma subseqtiéncia de (y,)22,, tais que

lim T'(yn,) — ayn, = 0. (1.3)

k—+4co
Como nao vale lirJP T'(yn) — ay, = 0, entao existe uma outra subseqiiéncia (Yn, )2,
n——+o0o
de (yn)pz, € &1 > 0 tais que ||T(yn,) — ayn,|| > €1, VI € IN.
Aplicando o resultado (1.1) para (T — af) € B(X) e a seqiiéncia (Y, )52, de
(T} -averages sucessivos, existe # € IR e uma subseqiiéncia (Yni, )21 de (yn,)i2, e

consequentemente de (y,, )22, tais que

”T(ynl,-) - Oz(yn,‘_)H >e¢, VieN (14)
&4
.il,iinoo(T - a[)(ym,-) - ﬂymi = 0. (1'5)

Notemos que 3 # 0, pois se # = 0 terfamos por (1.5) lim T(yn,i) —ay, =0,0

=400

que contraria (1.4).

Analisemos agora a € R. Se o # 0, entdo por (1.3) e (1.5) a afirmagio (1.2)

esta provada onde c = o, d = 8, u, = y,, e v, = Yy -
t
Vamos supor entao, que a = 0. Utilizando a afirmacao (1.5), teremos:

lim T(ym') - 5ymi =0 (16)

i—+oco

e também como nao vale ]ig_l’l T'(yn) — Byn = 0, existe uma subseqiiéncia (Yn, )2,
n—+oo -

I>Eg, Vr € IN.

de (yn)7Z, e &2 > 0 tais que ||T(yn,) — B(yn,)
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Aplicando novamente o resultado (1.1) para (T' — BI) € B(X) e A seqiiéncia

(Yn, )72, de {];-averages sucessivos, existe v € IR e uma subseqiiépcig (yir} )2, de

(Yn, )2, e conseqiientemente de (y,,)%2,, tais que:

im (7' = B1)(yn,.) = 7(Yn,,) = 0. (1.7)

1—+00

Notemos que também nesse caso v # 0, logo por (1.6) e (1.7) a afirmacio (1.2) esta
provada, onde S =¢, vy =d, u, = Y. € Un = Yn, -
Voltando ao resultado (1.2), como Bgrn T'(uy,) — cu, = 0, podemos obter uma
L [d|

subsequiencia (un, )32, de (u,)52, tal que ||T(un,) — cun, || < T k € IN. Isto
|d|

garante que ioj |7 (tn, ) — cun, || < 5
k=1

(oe]

Analogamente, podemos tomar uma subseqiéncia (v,, )52, de (vn)22,, tal que

1 |d 0 d
1T = eI)(vm) = don, ]l < 2] ogo 52 (T = cI)(umy)  dom || < 121
2k 6 k=1 6

Sejam L = [(un, )32,] € M = [(vn,)32,]. Fazendo uso de argumentos idénticos aos
utilizados para a seqiiéncia (y,)22, no Lema 1.3, conclufmos que (Uny )72y € (vn, )32,
sao seqiiéncias bdsicas e portanto sao bases de Schauder normalizadas de I e M,

respectivamente.

Pelo Teorema 0.52, X é um espaco hereditariamente indecomponivel, logo pelo

Lema 0.53, existem ¢ € L eu € M com |z|| = |ju| = 1 e ||z — u|| < 6, onde
_fld | }
0 = min {—, T
2lel” 6] T
Observemos que se = € L, 2 = 3 ajuy,, com ||z|| = 1; entdo |a;| = larun, || <
k=1
[z]| = 1, Vk € IN, j& que X satisfaz uma f-estimativa inferior.
Assim, ||T'(z) — cz|| = l 2 k(T (un,) — cun )| < 2 |ar]||T (uny) — ctun, || <
k=1 k=1

|d]

i 17 (tn, ) — ctin, || < 5 Utilizando o mesmo raciocinio, chegamos a ||[(7'— ¢/ )(u) —
k=1
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|d|

du|| < 5 Concluimos que:

lez = (e + d)u| S”%—ﬂ@%ﬂﬂﬂ;(WMWﬂw—@+@ﬂ

|d] |d| lﬂ |d]
< L4 e —_——
e também:
lez—(c+ djull = || —du—(—co + )] > || - dull - Jle(u — 2|
ldl _ |d|
>
] = Il = -
o que é uma contradicao. |

Lema 1.7 Se X € o espago de Gowers e Maurey, entio X contém uma sequéncia
normalizada (z;)i2, de vetores sucessivos, tal que para todo T € B(X) existe A € IR

satisfazendo lim T'(z;) — Az; = 0.

1—+co

Demonstragao: Sejam (¢;)?2, base de X ec =1+ £ %, com ¢ = & Pelo Lema

0.35, existe z; € X, x; um {};-average com constante ¢. Consideremos n; € IN,

ny > maxsupp (z1) e Xy = [(e])] n;]

Como X, é um subespaco de bloco de X existe novamente, pelo Lema 0.35, um

vetor 22 € Xy < X, 25 um (’f;average com constante c.

Continuando este raciocinio, obtemos uma seqiiéncia (z;)$2, contida em X, tal
s == B ! ;
que z; € X; = [(€;)52,,_,] (no = 1) e 2; é um {,-average com constante c, para

todo z € IN.

Assim, (z;)%2, é uma seqiiéncia normalizada de vetores sucessivos de X. Apli-

cando o Lema 1.6, dado T' € B(X), existe A € IR, tal que lim T(z;) — Az; = 0.

i—+co
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Vamos agora associar, a seqiiéncia (z;)22, do lema anterior, uma sequéncia de
funcionais lineares (27)72, contida em X*. Estes funcionais sao chamados de funci-

o0

onais suporte para a seqliéncia (z;)%2,.

Lema 1.8 Se X € o espago de Gowers e Maurey e (z;)2, € a seqiiéncia de vetores
contida em X com as propriedades do lema anterior, entdo existe uma sequéncia
(27)i2y contida em X* de funcionais lineares, tais que supp (z7) C ran (z;). Além

disso, zi(x;) = di; e ||zf]| = 1, para todo ¢ € IN.

Demonstragao: Sejam (z;)$2, a seqiiéncia do lema anterior e R! : [2,] — IR definido
por Ri(az;) = a. O funcional Rf € X* para todo 7 € IN; pois R;(az; + fz;) =
Ei((a+B)zi) = a+ B = Ri(az:) + B (Bz:) e Ri(y(az:)) = Ri((va)z:) = ya =

VR (o).

Temos também que sup {| R} (az;)| : ||az;|| <1} =sup{|a] : |a] <1} < 1. Além

disso || ;|| = 1, pois Ri(z;) =1 e ||z;|| = 1.

Consideremos ran (z;) = {n;,n; + 1,...,n; + m;}. Como conseqiiéncia do Te-
orema de Hahn-Banach (veja o Corolario 0.14), existe BF : [en,, €n1,. . ., Crig-fimg )

— IR, Rf € X*, tal que R_ﬂ[a:,-] = Rl e ||R}|| = |R:|| = 1.

o0
Dado » = 37 aje;, sejam E; : X = [en, €nitis-- -, Enigm,], as projecdes dadas
=1

J:
00 nitm;
por Ei | Y- aje; | = 3 aje;.
=1 i=n

Vamos agora definir 27 : X — R por zf(z) = Ri(Ei(z)), Vo € X. Cada
;7 € X*, pois Rf € X~ e decorrente da desigualdade || Ei(z)|| < |||, Yz € X, temos

que E; 0 X = [en;, €ni41,- - -, €njam,;] € uma aplicacio linear limitada.

A seqiiéncia (2])2, assim construida, satisfaz as seguintes propriedades:



(1) #i(z;) = &;j. De fato, sei = j, entdo a}(z;) = B (Ei(z;)) = R (z;) = Ri(z;) =

lesei#j, ento i(a;) = Ri(Fi(a;)) = F(0) =

(2) llall = 1, pois sup{[FF(Ee())] : ll2ll < 1} < sup{IFEN B (o)l - o] < 1} <

L, mas 27(z;) = 1 e [|zif| =1, logo |z7|| = 1.

(3) supp (2F) C ran (z;)
00 S (o] — [ni+my
Sejaz € X, 2 = ) ajej, entdo z}(z) = R? (E.,- <Z aj€j>) = R; ( > aje])
§=] J=1 ]

J= J1=ni

nitm;  __ —
= X a;R;(e;). Considerando R}(e;) = bj, n; < j < n;+my, teremos z7(z) =
J=ny
ni+m;
2. ajb;. Podemos entdo escrever, supp (z7) C {n;,n; +1,...,n; + m;} =
F=mig
ran (z;).

(4) (27)$2, é uma seqiiéncia de vetores sucessivos. Como supp (z7) C ran(a;) e
ran (z;) < ran (z;41) para todo ¢ € IN, entdo méxsupp (z) < min supp (z71)-

Vamos iniciar agora a construcao do espaco de Banach W, espaco importante

na apresentacao da primeira solucao para o problema de Schroeder-Bernstein.

Sejam X o espaco de Gowers e Maurey, W = (X9X) = {(21,22) : 21,2, € X}
com ||(z1, 22)|| = max{||z1], ||z} e (W;)%2, uma seqiiéncia de cdpias isométricas

de W.

Definigao 1.9 Definimos um espago vetorial V do seguinte modo: V = {(wy, w,,

co Wy L) twi €W e wj # 0 somente para um nimero finito de indices j € IN}.

Observagao 1.10 Consideraremos cada cépia W; um subespaco vetorial de V,
através do isomorfismo sobre a imagem, T : W; — V definido por T(w;) =

(0,0,...,w;,0,...) €V,



Faremos entéo a seguinte identificagao: W; = {(0,0,...,w;,0,...) : w; € W}e

o vetor w; de V' como o vetor w; = (0,0,...,w;,0,...), onde w; € W.

Definigao 1.11 Seja w € V, definimos supp (w) = {j € IN : w; # 0} e escrevere-

mos W < u, se maxsupp (w) < minsupp (u).

Fixemos agora uma seqiiéncia normalizada de vetores (2;)$2, de X, satisfazendo
a propriedade do Lema 1.7 e também a seqiiéncia (27)%, de funcionais suporte para

()2, definida no Lema 1.8.

Estas duas seqiiéncias serao muito utilizadas no decorrer do trabalho. Inicial-
mente vamos definir funcionais lineares limitados que serdo utilizados na definicao de

uma norma que daremos ao espago V; antes porém faremos a seguinte observacao.

Observacao 1.12 Temos, W* = (XoX)* ~ (X*®X*), pelo isomorfismo T :

(X*@X™) = (X@X)* definido por T (2}, 235)(21,2) = 2 (z1) + z3(22).

Assim, identificaremos cada funcional linear limitado w* € WW* com um funcional
linear limitado (27, 2;) € (X*@X~) tal que w*(z1,2) = zi(z1) + 23(22), (21,22) €

(X@X), com ||(27, 25)]| = max {]|={]], |z ]I}

Definigao 1.13 Para cada i,7 € IN, definimos os funcionais lineares limitados
uij, v € wj; em WY como cépias dos funcionais (2}, —z}), (27,0) e (0,z7), res-

pectivamente.

Observagao 1.14 Os funcionais uj;, vj; e w; pertencem também a V*. Por exem-
plo, fixado ¢« € IN, uj; : V. — IR é definido por ui(w) = uf;(wy,ws, ..., wj,...) =
u?j(oa 07 <o Wy, 0’ e ) = u?j(wj) = (3’:7 —JZ?)(Z]]‘, ZQj) = :L:(le) + (—‘7}'?)(22_.,'), onde

w €V e (2, 225) = w;.
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Antes de definirmos uma conveniente norma em V, serd necessario que facamos
uma particao de IN em cinco subconjuntos infinitos que denominaremos Ny, Ny, N,,

/Vg € /V4 .

Dada uma seqiiéncia w = (wy, w, ..., w;,...) € V, definimos l-llv:V = R,

por:

N ™

Iwlly = sup{lluwl: j € N}V sup (Zlu?j(w)l"’) e,
F=1

1
2

) 2 o0
V sup ( |v_f‘j(w)|2) 12 € Ny p Vsup (Z |wf‘j(w)|2) 11 € N3
i=1 i=1

1
1

V sup ( o7 (w)|* + 'Lv_fj(w)l“) t1 € Ny
7=1

Observemos inicialmente que || - ||y : V — IRy estd bem definida; pois sup{||w;]| :

J € INJ|} < o0, j& que w; # 0 somente para um niimero finito de indices j € IN.

1
& 2
Temos também sup { (Z |u,§‘j(w)|2> 1€ N1} < 0.
j=1
De fato, sejam 7 € IN e w € V. Fixado i € N, temos [ug;(w)| = |uj;(wy, w,, . . .,
wj, ) = fuf(w)] < flullllwsll = méx {)|23]], 1| — @5 [}H|w;]| = |jwj]. Sejam P =

sup{||w;|| : 7 € P} e |P| a cardinalidade do conjunto P. Entao,

supp (w), S =
(i’f quj(w)P) _ (_z |-u:3<w>12)2 < (,z nij) < (IPIS)} < |PIS < oo
F=1 JEP JEP

Assim, sup { <§ |u‘-‘-(w)|2> 11 € Nl} < |P|S < co. Raciocinios analogos nos le-
J:
vam a:
1
sup (Z Iv;‘(w)lz) 11 € Ny p <|P|S < oo,

sup (leg(w)P) 12 € N3 p <|P|S <0
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e  sup { (i o (w)[*+ 3 |wfj(w)]4) 11 € N4} < 2|P|S < eo.

]:

._

~.
Il
—

Mostremos agora que ||w|ly é norma em V.

(1) Se |lw|ly = 0 entao, sup{|[w;|| : 5 € IN} = 0 logo, ||lw;]| = 0 e portanto w = 0.
Se w = 0 entao, ||w;]| = 0 logo sup{|jw;|| : j € N} =0 e uj(w) = 0, v(w) =0,

w;;(w) =0, para todo j € IN e i € IN segue que ||w||y = 0.

(2) llwllv = sup{Jjw;|l - j € N} > 0;

3) IAwllv = [Mllwllv, YA € R.
Inicialmente temos que sup{|[Aw;|| : 7 € IN} = sup{[\|||jw;|| : j € IN} =

|Alsup{|lwj|| : j € IN}. Sejam w € V e j € N, fixado i € N,, temos Juf;(Aw)|? =

1

- (1 E o) =

2

P = PGP, togo (5 g (ol

-

2

A1 (£ b
Assim, sup { (§ |u}‘]—(/\w)|2) ’ NS Nl} = sup {[/\I (io: Iu:‘](w)lz) ’ (1€ Nl}
=1 7=1

= Dsup { (£ o)

sup { (:1 |v:;-uw)12) " e Nz} = || sup {(i": l‘v,,-*j(w)|2> e NQ} ,
o {(Oé "“’-?j“W>|2) i Na} = A sup { (i’é Iw?}(w)l2> T Nz}

e sup { (i} [o:(Aw)[* + ij‘j(/\w)“) 1 11 € Nl,}

B

11 € Nl}. De forma andloga obteremos

= |A|sup { (ﬁ; oz (w)[* + [w;‘](W)rl) ' ‘1 E N4} :
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Concluimos que:

-

IIXWII‘/ — |/\|<sup{”w]~|| _] éiﬂi\@ Vsup{ (i Iu;‘j(w)lz) - ; é N1} -

Vsup { (i l-vf}-(W)Iz)

j=
Vsup { ( o (w)l* + > l‘w?j(w)|4) i€ N4}> = [Alllw]lv.
y=1 7=1

Wl
m
=
®
———
<
%
=
o)
—N—
<
INNg:
=
<
T
z
T
S S
I
m
&
—————

(4w +ullv < wllv + l[uflv, Yw,ue V.
Caso 1: [|w + u|ly = sup{||lw; + u;|| : 7 € IN}
llw; + usll < flwsll + llugll, V5 € N,

logo sup{Jjw; +w;l| = j € N} < sup{Jlwjl| + Jlusl| : 7 € N} = sup{JJw;] : j €
IN} +sup{[lwl| : 5 € N} < [lwllv + [lul|v.

Caso 2: ||w + ul|y = sup { <Z [ul;(w + u)lz) Tl E Nl}.
=1
Sejam w,u € V e 5 € IN. Fixado i € N;, temos [ui;(w +u)* = Juj(w) +
uf(w)]? < (Jug;(w)| + |ui;())?

1 1

' (5 (o i) < (£ (i) 4

(SIE

™8

Logo, ( 5 Juz(w + u)I2>

=1

> & 3
s (w + u)|2) (1€ Nl} < sup { (Z lu;:‘j(w),z)
7=1

+ (§ |ufj(u)|2) v € Nl} = sup {(i |u§‘j(w)|2) i g NI} +

=

w

2

B

w

=

el
Y N
T o

18

J
1
2

- <§|u;(u);2> :-ITENI}SHWHV+||UI|1/.
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De forma analoga obteremos |[u + w|lv < |lulv + ||w||v para os casos:

lu+w|y = SUP{(ZIUUW‘i'UI) :iENz},

lu+w|y = sup { (io l-w;j(w + u)]2> 11 E Ng} .

1

- T
Finalmente, se |w + u|| = sup { <Z [vjj(w +u)[* + i (w + u)l4) S N4} , te-
1

remos (Ji::] o (w +u)[* + Jwi;(w + u)|4 <Z o3 (w) + v (w)]* + |wi(w)

P01 < (8 by + o) + (£ @I+ ha )t

Assim, sup { < 3 o5 (w +u)|* + [wi(w + u)]") (1€ N4}
J=1

< sup { (; oz, (w)[* + |w;:=j(w)|4>i -+ <§1 vz (w)|* + Iw,?}(U)I") i€ M}

1

p { (i’i Jos;(w)I* + lw;j(w>|4) e N4} +sup { (% o5, ()" + lw:i‘j(W)I“)
1€ Nap = [lwllv +lullv .

Definigao 1.15 O completado de (V|| - ||v) é o espaco de Banach que denomina-
remos de W.

Observagao 1.16 Cada copia W; de W = (X @ X) é isomorfa ao subespago W; =
{(0,...,w;,0,0,...) : w; € W} de V ou W. De fato, pela definicdo de norma em

Ve em (X§X), teremos |lw;|| < |[(0,0,...,w;,0,...)[lv < 2wl
Concluimos também que cada subespaco W; de W ¢ fechado.

Lema 1.17 A seqiéncia (Wj)2, de subespagos de W € wma decomposicio de

Schauder de W..
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Demonstragao: Inicialmente observemos que W, {0}, V5 € IN. Dado w €

P
V, com maxsupp (w) = p, temos que w = (w1, wa,...,w,,0,0,...) = > w; €
= e

[G WJ].Logo, VC [G WJ}.
1=1 =1

7

Como G W; C W, entao (G W;| € W, pois W é fechado. Ainda, pelo fato
= ]

J =1

| ER— |

8

de que V C [EJO W]’J, temos [V] C [ Wj}; mas [V] = W.
=1 j=1

oC

Concluimos que W = [V] C [U WJ} C W, isto é,
=1

Uw;| =w. (1.8)
i=1
n +m
Mostremos agora que existe C', com 1 < C' < o, tal que lz wi| <C 'nz wil
=1y =ty
Vm,neN,ew; e W; (j=1,2,...,n+m).
Caso 1: Seja |[ 3 w;fl =sup{|lw;]| : 1 <5 < n}.
=1 1%
Como sup{|[w;]| : 1 < j < n} <sup{|jw;||: 1 <j < n+m}; entdo || 3 w;ll <
J=1 1%
i n+m
sup{flw;l| : 1 <j <m+m} <| ¥ w;
=1 vV

Caso 2: Seja

n
2 Wj
=1

Il

o0
= sup U,
v k

1 1
2\ 2 2\ 2
Fixado « € V;, teremos (Z U (Z WJ> ) — (Z > uh(wy) )
k=1 g=1 k=1 [7=1
1
n . 2 %‘ m—+n . 9 % oo [(nt+m . N2
= (S huawir) < (B atmor)’ = [ £ 5 )
k=1 k=1 k=1 |3=1
1

&) n4+m . % 0O
( > ufk(z wj) ) Logo, sup (z
k=1 7=1 k=1



1
[ee] ) n+m 2\ 2 . n+m
< sup w2 wy e N p < X w;
k=1 1=1 7=1 v
. , n n+m
De maneira analoga, teremos || 3 w;|| < w;|l , para os casos
7=1 \% 7=1 v
1
2\ 2
n (o0 n
ZW] = sup Z V. (Z wj) i1 € Nyp
=1 v k=1 g=1
1
2\ 2
n (e o) n
> w; = sup< | D |wh (Z Wj) 11 € Ns
=1 v k=1 =1
1
4 4\ 1
n o0 n L
e ij = sup Z v Ww; + |wj ij 11 € Ny
1=1 174 k=i J=1 3=1

Concluimos que existe C' = 1 tal que Vm,n € IN e w; € W;,
n+m

n
D_W; Do Wi
F=1 F=1

De (1.8) e (1.9), utilizando o Teorema 0.23, temos que (W;)52, é uma decomposicio

<C
\%4

(1.9)

v

de Schauder do espaco W. Escreveremos W = S% OW;. [ |
i=

Observagao 1.18 Pela Definicio 0.19 segue que, dado w € W existe uma tnica

[2.2]
sequéncia (w;)52; com w; € W, tal que w = 3 w;.
=1

Observagao 1.19 Como conseqiiéncia do lema anterior, temos também que ||w|| =

(e} n n
L will =] lim > w;l = lim 2_ W;| e como a constante de decomposicio
7=1 w++wJ:1 n—+co =1 v
n n+1 ,
C =1, segue que [ > wi|l < |2 w; Vn € IN. Concluimos que ||w| =
7=1 v 7=1 |74

:nE]N},ondeWEW,w:ij.
14 7=1

sup {

Além disso, a projecio coordenada P; associada & decomposicao (W;)%2,, P; :

n
2 W
7=1

W — W definida por Pj(w) = w; é, pela Definicio 0.21, limitada para todo 7 € IN

J ‘
k;wk ||l =1, V5 € IN.

< [lwl), isto &
|4

e também || P;(w)|lv = ||w;]lv <
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Observagao 1.20 Considerando cada subespaco W; de W, concluimos que a se-
quéncia (X;)2, de cépias do espago X, é também uma decomposicio de Schauder

de W.

De fato, supondo por exemplo que i = 2j para algum j € IN, a copia X; de
X ¢ isométrica ao subespaco de V, X;; = {(0,0,...,(0,2;),0,0,...) : (0,2y;) €
W} pela isometria T : X; — X,; definida por T(z;) = (0,0,...,(0,2),0,0,...),
pois [ T(z0llv = [1(0,0,..., (0, 2),0,0,.. )[lv = ||z Assim, para cada j € IN, os

subespagos de W, X,;_; e X,;, sdo fechados.

Além disso, dado w € W, existe uma tinica seqiiéncia (wW;)2, com w; € W; e
[es] Ve . s
). W; =W, mas como W; € W; ~ X2j-1@Xy;, existe um tinico par (z3;_1, 22;) com

W] = (0,0, oale g (sz_l,ZQj))0>0’ . )

Assim, dado w € W, existe uma tnica seqiéncia (22]‘_1,22]')?.;1 com zyj_ €

/\’21'—1 € Zgj = /\’2]' tal que z (2’2]‘_1 + 2’2]') = W.
Jj=1

oo ()
Escreveremos simplesmente W = . ¢ X; e w = > zi, zi € X, observando que
1=1 =1

a convergencia se dd na norma definida em W.

Observagao 1.21 As projecdes P; : W — W associadas a decomposicao (X;)2,

de W sao, pela Definicao 0.21, limitadas. Além disso, supondo novamente i = 27,

temos [|Fi(w)llv = [/(0,0,.. ., (0,2;),0,0,.. )llv = |lz3]| < max {||zaull, lz2;]|} =
j . 7 .

lhosll < lwillv < 2 wil) < [lwll, isto &, ||P]| =1, Vi e IN.
= v

Lema 1.22 Se X ¢ o espago de Gowers e Maurey e W o espaco de Banach da

Defini¢ao 1.15, entdo
(1)) WS XOW e XBW S W,

(b) (X & W)? ~ W;
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-~ Demonstragao: (a) W < XgW, pois existe X < X@pW, tal que XW ~ XW

W = Z@Wj~W1@ZeBWj~(X1@X2)eB(Z@Wj)
i=1 =

i=2

i=2

~ X1 ® (Xz @ Z@w]) (1.10)

Mostraremos que f SW; ~ W, logo o subespaco de W, X, & <§ ) sera iso-
=2

J=2
morfo a X@W, pois X, é cépia isométrica de X e dai teremos X EB(/\g &) <Z BW; ))
)e

~ X @ (X & W) assim, por (1.10), obteremos W ~ X & (X dW)e X W < W.

(e o] o0
Para mostrarmos que W ~ 'Zz @®W;, observemos que 22 @B W; é a decomposicao

de Schauder de um subespago fechado Wy de W (W ~ W, @ W) e que dado

(e
w € W), existe uma tnica seqiiéncia (w;)%2, com w; =0 tal que w = 3. w;.

1=1

Associamos a W a seqiiéncia (0,wa, w3, ..., w;, Wiy, . ..), com ||w|| =

sup{ '21 w,ll :ne€ JN} = sup {[|(0, w, ws, ..., w;,0,0,...)|lv : j € IN}.
= 1%
Definimos entao, a aplicagéo linear T': W — W, por T(w) = T(wy,ws,...,w;,
) = (0, wy,wa,..., wj,...).
A aplicagao T esta bem definida, pois T'(w) = (0, wy,ws,... J Wiy ...) € io: w;
J=1

converge, ja que W = (w, wa,...,w;,...) € W.

T € isometria, pois ||T'(w)|| = ||T (wy, w2, ..., w;,...)|| = ||(0, wy, w,, . .. Wi, |

= sup {J|(0,wy,wy, ..., w;,0,0,...]lv:j € N} = supq [|(wy, ws, ..., w;,0,0,...)|v :

j € N} = |w].
. . [s.¢]
Finalizando, dado z € Wy, z = (0, wz,ws,...,w;,...), temos que z = 3 W,
i=2
converge, logo existe X = (wy, ws,...,w;,...), x € W, tal que T{x) =
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o0
Assim, T' é isometria sobre Wo e W ~ 3= @W;.
.':2

J

b)) XOW~X,0WeXBW ~X,d W, logo

(X®W)” ~ (X, @ W)(X, & W). (1.11)

7

Mostremos inicialmente que W ~ <§ @W21+1> e W~ (i‘ G}ng) .
g=1 =1

[2.9]
Observemos que Y. ®W,; é a decomposicio de Schauder de um subespaco fe-
i=1

J

chado W, de W (W ~ (f EEWQJ-_I) @& W3) e dado w € W,, existe uma tnica
=1

oo
sequencia (wW;)52, com wy;_; =0, tal que w = 3 w;.
1=1

Identificamos w com a seqiiéncia (0,w2,0,w4,0,ws, . ..,0,wy;,0, ...) e lw| =
n

sup § | 2> w;
i=1

Dado w € W, w = (wy,w,,...,wj,...), definimos a aplicacio linear 7' : W —s

‘n € IN} = sup{|[(0, wy,0,w4,0,...,0,wy;,0,...)||v : j € IN}.
v

W por T'(w) = (0, w,0,w,,...,0,w;,...).

A aplicacao T' estd bem definida, pois T(w) = (0,wy,0,ws,...,0,w;,0,.. ) e

Ww; converge, j4 que W = (wy, Wy, ..., w;,...) € W.

™18

<
Il

A aplicagdo T' é isometria, pois || T(w)|| = ||T' (w1, ws, .. . ,wj, .. .)|| = 100, w;, 0, w,,
0, .., 0,wj,.. )|l = sup{]|(0,wy,0,ws, 0, ...,0,w;,0,0, .. )lv.jen} = supq{||(wy, wo,
-, Wy, 0, 0, B -)”V:jEIN} = ”W”

(e s

Temos também que se z € Wy, z = (0, w,,0, wy, 0, ... y0,wyj,...), 2 = 3 wy;

1=1

converge, segue que existe X = (wa, Wy, ..., wyj,...), x € W, tal que T'(x) = z.

o0
Assim, T' é isometria sobre Wy e W ~ ) SWs;.
,':1

J

oo
Considerando 3> ®&W,;4; a decomposicio de Schauder do subespaco W3 de

7=1
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W e definindo a aplicagao linear 7' : W — W3 por T(wi,wg,...,wj,...) =
(0,0,w1,0,w,,0,...,w;,...), concluimos, utilizando raciocinio andlogo ao caso an-
terior, que W ~ W,

Agora, de (1.11), teremos (X W )? ~ (/\’1 &) (i ®W2j+l>) @(sz@ (ioj @ng))
=1

J =1

~ (1\’1 e Xy, D (%1 EBWQJ‘H)) gﬁ(i @W@) ~ (Wl &) (Zl $W2j+l>> g? <Z} EBWZJ)
g= J= i= J=

.y ( I@WZj_1> @ (i‘l @ng) ~ (i @sz—l) <, <}o§1 EBsz) ~ W.
J= 7= J=

J

8

(€ (X®W) ~ (XOW) (X dW) ~ WX & W) ~ Wa (WaX) ~
WeaW)a X~ WaX~XpW.

Observemos que W § W ~ (ioj EBng_1> b (io: @sz) ~ W [ ]
i=1 3=1
A partir deste lema concluimos que W e X @ W sio espacos de Banach, tais

queW S XpWeXdW S W.

Nosso principal objetivo é mostrar que W £ X @ W. Observemos que se Z =
X @& W, o contra-exemplo para o problema de Schroeder-Bernstein serd dado por
Z=X®WeZ?~W (pelo item (b) do lema anterior). Teremos também, Z ~ 73

(pelo item (c) do mesmo lema).

44



Capitulo 2

Uma solucao para o problema de
Schroeder-Bernstein para espacos
de Banach

Neste capitulo mostraremos que o par de espacos de Banach W e X & W,
definidos no capitulo anterior, é contra-exemplo para o problema de Schroeder-

Bernstein.

Novamente, para facilitar a leitura, apresentaremos a seguir a estrutura dos

resultados deste capitulo.

Apoiados na propriedade do Lema 1.7 do Capitulo 1, ser4 possivel a cada opera-
dor T' € B(W) associar uma tinica matriz infinita de nimeros reais, A7 € M (IR)
e um unico operador T € cg, de tal forma que T(a) = Ara, Va € coo. Indicaremos

por ¢ : B(W) — B(co) esta associacéo, isto é, ®(T) = Tj.

Mostraremos no Lema 2.18 que ® é um homomorfismo sobre a algebra dos ope-
radores de W. No Lema 2.21 mostraremos que, se ®(7T') = T) é um operador de

Fredholm, entao #(7}) é par.

No resultado principal (Teorema 2.22), iremos supor que exista 7' : W — X&W,
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7" um isomorfismo e concluiremos que, neste caso, ®(T) = T) é um operador de

Fredholm com (7)) impar, logo W ## X ¢ W.

A teoria apresentada neste capitulo pode ser encontrada em [G].

Provaremos inicialmente um lema, que sera utilizado posteriormente por razoes

essencialmente “técnicas”.

Lema 2.1 Se wi,wa,..., Wy € uma seqiiéncia de vetores sucessivos de W, entao

>w < (; uwku%,) |

Demonstragao: Observemos antes da demonstracio, que os vetores W No enun-

4

ciado do lema, ndo sdo necessariamente os vetores w; = (0,0, ... s wi, 0,...) € W,
definidos anteriormente na decomposicao de Schauder de W, mas sim quaisquer

N
vetores de suporte finito de W. Seja 3> wi = (wy, w,, . .. 5 W5 .0s).
k=1

N
Caso 1: || wi|| =sup{|lw,]:j e N}
k=1 1%
. N -
Neste caso, sup{|[w;|[ : 7 € IN} < sup< [P [ 3 wy :7 €N,
k=1 Vv

Como w; < Wy < -+ < Wy, existird ko com 1 < kg < N e Jo € IN, tais que

N
sup { Fj <Z Wk>
k=1

. 1
1§ & lN} = 1P (Wro)llv < Wi llv = (|wio |I3)2
\4

W=

< (Ll )
k=1
1
0 N 2\ 2 )
= sup u; | 2 wy 1 €Ny
Vv 7=1 k=1

N N
Fixados i € Ny e j € IN, teremos |uj; (k_] Wk) A;l ui (W)
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Caso 2: Seja

N
2. Wi
k=1

2 2




N
L (W)
n:]

2

Como w; < wy < -+ < Wy,

tal que Pj(wy) # 0 ou

N
1;1 us(wi)

00 . N “ o] N . 2 N 5 N 5
s | X e || =2 ui(we)| = 2 Jug(wi) P ) < 3 Jlwally
=1 k=1 i=1 (k=1 k=1 = o
L 1
, o0 ‘ N ¥\ 2 N 2 ‘
Concluimos que | > |uj; | 3 wy < | X lwell} )] para todo i € N;. Lo-
7=1 k=1 k=1
N N , 7
g0, [ 22 Wil < | X llwelliy | -
k=1 v k=1
De maneira analoga, obtemos a desigualdade ao trocarmos uj; POT v ou w}; no
N
valor de || 3 wy m
k=1 v

Definicao 2.2 Sejam P; : W — W as projecées coordenada associadas i decom-
posicao (X;)2, de W e T': W — W um operador limitado. Definimos para cada

1,7 € IN o operador Tj; : X; — X; como sendo a restricio de P.T em X, isto é,

T,; = P,T

1\,]"

Observagao 2.3 T;; é limitado para todo 7,5 € IN pois T’ € B(W) e P; é limitado

para todo 7 € IN (pela Observacao 1.21).

Pelo Lema 1.7, para cada , 7 € IN existe Aij € IR, tal que ET Tii(Tn; ) — i i =
0, onde (zn;)72; indica a cépia da seqiiéncia de X, (z,)%2, do Lema 1.7, em cada

X;.

Observagao 2.4 Para cada i,5 € IN, \;; € IR é tnico, pois se \;; e f;; sao tais que
n—lgrnoo LiiTn; — Agzn; = 0 & nl])grnoo Tii%n; — Bijzni = 0, entio nl])gpoo(ﬁ,-j = XNj)eai =0

segue que nl—il:l-noo 1Bi; — Aijll|znil| = 0, logo nl_i}grnoo |Bi; — Aij| = 0 e conseqiientemente

Aij = Bij
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Definigao 2.5 Dado T € B(W) pela observagio anterior, podemos definir uma
aplicagao ¢ : B(W) — M (IR) por ¢(T) = (Aij)i9=1, onde o termo geral \;; € IR é
tal que lim Tj;(2,;)—Aijza = 0 e My, (IR) é o espaco vetorial das matrizes infinitas

n—-+4o00

sobre IR.

Escreveremos ¢(T') = Ar = (Ai;){5—;, para representar esta matriz associada ao

operador 7' € B(W).

Observagao 2.6 ¢ : B(W) — M. (IR) é uma aplicacio linear. De fato, sejam
T,5€ B(W),Ar = (A\ij)55_ e As = (Bij)$5=, as matrizes associadas aos operadores

TeS.

Para todo 7,5 € IN, teremos nﬂinw Tij(zn;)—ANijzni =0 e nll’inoo Sij(Zn;)—BijTni =
0. Logo, lim Tij(2n;)+ Sij(2n;) — (Aij + Bij)zni = 0, entdo Jm (Ti + 5i5) (2n;) —
(/\.,'j +,3ij)33ni = 0, portanto 1—1>T00(T+5)”(lm)_(/\l] -i-ﬂ.ij)llm' =0, isto é, qﬁ(T—f—S) =

Arys = (Nij + ,Bij)ﬁc;-zl = A7+ As = &(T) + &(S5).

Além disso, dado v € IR, n]-l)l:l_l'loo Tij(znj) — Aijzni = 0, logo nETw'y[]}j(znj) -

AijTni] =0, portanto m (Y75;)(2n;) — (YAij)zni = 0, conseqlientemente

nk+
m (Y7)ij(@n;) = (YAij)2n: = 0, isto &, $(T) = Ayr = (YAi)%2, = yAr = 7¢(T).

n—+o00

Mostraremos a seguir que a cada operador T € B(W) podemos associar, a
partir de uma aplicagdo que denominaremos de ®, um tinico operador T € co, tal
que Tx(a) = ¢(T)(a) = Ara, Ya € cpo, onde Ap = (Aij)§% é a matriz associada ao

operador 7.

Nosso objetivo imediato serd mostrar que ® : W — ¢o é na verdade um homo-
morfismo de dlgebra; para isso precisaremos dos lemas que virao a seguir (2.10, 2.11,
2.12,2.14e2.16). Antes porém, daremos a defini¢ao de um produto que utilizaremos

nesses lemas.



Definigao 2.7 Sejam S = {(a:)2,,a; € IR} o espaco vetorial das seqiiéncias de
nimeros reais e X o espago de Gowers e Maurey. Dados a € S e z € X, definimos

o produto a @ z pelo vetor (a1z,azz,...,a,z2,...).

Escreveremos (a ® z);, para representar a projecao do vetor em cada copia X;
de X, isto ¢, (a @ z); = a;z; e (a ® z); para representar a projecio do vetor em W;,
isto &, (e @2); = agj_129j—1 + a2;z95. Assim, representaremos também o vetor a ® z,
a partir da seqléncia: (ajzy,aszy, ..., a2, .. .) onde z; é cépia de z € X, em cada

copia X;.

[e ]
Observagao 2.8 Se a ® z € W, escreveremos também a @ z = 3 a;z; e (e®z); =
i=1

Pi(a ® z), onde P; sao as projecdes associadas a decomposicio (X:)2, de W.

iwje(CL@Z)j:

Analogamente, se ¢ ® 2 € W, escreveremos também a @ z =
J=1

Pj(a ® z), onde P; sao as projegoes associadas a decomposicao (W;)52, de W.
Observagao 2.9 Se a € cgp, entao a @ z € W, pois a ® z € V, j4 que supp (a) é

finito.

Lema 2.10 Se a € coo, T € B(W) e Ar = (M\j)5% € a matriz associada a T,
entdo a sequéncia T'(a @ x,) — (Ara) ® z, converge pontualmente a zero, isto ¢,

lim (T(a® z,));i — (Ara ® z,); = 0.

n—+o00

Demonstragao: Seja a € cpp com méaxsupp (a) = p, entdo T(a® z,) =T(ayzn +

P
A9Tpny + -+ + apm-np) = E ajT(l’nj), Vn € IN.
J=1

Assim, (T(a @ )i = 35 ai(T(0))i = T a,Ts(e;).

Por outro la.do, I\TCL = (/\lla'l + A12662+ o /\lpap, )\21(1,1 +-- +)‘2pa'p) ey )\klal +

p oo p oo
5 Al < v ) = (Z Akjaj) e (Ara® z,) = (Z )\kja]-mnk) , Vn € IN.
=1 k=1 J=1 k=1
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P
Portanto, (Ara @ z,); = 3 A\ija;an.
7=1

7 Assirr;, ﬁgadozé N, (T(a®=z,))i — (Ara®z,); = Xp: a;Tii(zn;) — i A T =
7=1 i=1
i aj[Tij(zn;) — Aijzn:], para todo n € IN.

=1

Como nginoo Tij(%nj) — AijTai = 0, entado nli)grnoo a;[Tij(xnj) — Nijzni] = 0, para cada

7, 1 <73 <p.

Podemos concluir entao que
P

m > a;[Tii(2n;) — Aijzni] = 0. u

n—)+<><>j:l
Lema 2.11 (a) Sec€cy en € Ny, entio c®@z, € W ¢ ||c ® || = ||¢]|oo.

(b) Se a € cop e n € Ny, entio |la @ z.||lv = ||al|a.

Demonstragao: (a) Sejam ¢ € ¢g, ¢ = (¢;)2, e n € Nyp. Mostremos que ¢ ® z,, =
7 . ’ &9,

(C1Zn1,CoTnay - - oy CiTni, - .) é um vetor de W, isto é, que . ¢;z,; converge na norma
i=1

definida em V.

k
Consideremos a seqliéncia das somas parciais S, = 2 Gy Sejam [,k € IN,

= |[Cht1Znkt1 + Chp2Tnrso +
Vv

com [ > k, logo ||.S; — Skllv =

l k
D CiTni — ) Cily;
=1 =1

ot qaalv.

Observemos que se n € Ny e i € N}, entao para todo j € IN, U_;(ng_lflfngj_l, C2iTn2j)
27 =2 o . s ) — . S s s - Y = . . — .
= (li>—l-i)(02j-1ln2]—1, nglnzj) = Cz;—lli(lnzg—l) —Czjlf(lnzg) = cg5-10— c2;0 = 0;

pois Ng N Ny = 0.

O mesmo ocorrera com v se1 € Ny, w; se 1 € N3 e também com v;‘J e w;; se

v € Ny Assim, ||S) = Sillv = méx{|lcizni| - k41 < i < 1} = max{|ci||zni] :

E+1<:<l} =mix{|ci|: k+1<i<I}, mas Aliil’l leil = 0, logo ||S1 = Skllv — 0
1— 100

O
se [,k — +oo, isto é, ) c;x,; convergee c® z, € W.

=1

50



k
CiTni
i=1

Pela Observagao 1.19, temos ||c®@ z,|| = ” io: Cin;
=1

:sup{

~sup{||ciznil| 1€ N} =sup{|ei| 4 € IN}=|c|los

(b) Sejam ng € Ny e a € cop com méxsupp (a) = p. Como ng € Ny, pela definicao de
norma em V, se ¢ € Ny, entdo para todo j € N, temos uj;(w;) = ui;(agi_1Zng2j—1 +

A2j%no2;) = (€7, =2 )(2j-1%no2j=1 + G2 Tng2j) = a2j-187 (Tngrjo1) — 2%} (Tng2j) =

azj10 — a3;0 = 0, pois Ny N Ny = 0.

O mesmo ocorrera com v}; se i € Ny, w? se i € Ny e também com v e w* se
i3 2, Wiy ij ij

P
2 0Ty
=1 \%4

1
1

= max {||a;izn,]| : 1 <1< p}v

t € Nycom # ng. Assim, ||[a®z,,||lv =

sup{(io: [vi(a @ xpy)|* + |wjj(a®xno)|4) 11 E N4} =max{|a;] : 1 <i < p}V
J=1

1
(g (@12ng)I* + 107, (a22002)[* + -+ 4 25y (apngp)*) = max {Jag - 1 <i < p} v

Lema 2.12 Se ' € B(W) e Ay € a matriz associada a T, ($(T) = A1), entdo
eziste um unico operador Ty € B(co), tal que Ty(a) = Ara, Ya € coo. Além disso,

ITall < 177

Demonstragao: Seja 7' € B(W), 7' = 0, entdo ll){l_l’l Tij(zni) — Aij(2ni) = 0 é
equivalente a ll)ril —Aij(2ni) = 0, isto &, A;; = 0, logo Ar = (0)%_; e Ty é o

operador nulo de cj.
Caso contrério podemos supor, sem perda de generalidade, que I = 1.
Consideremos L : coo — o definida por L(a) = Ara = ¢(T)(a), Va € coo.

Afirmamos que se |lall,c = 1, entdo [[A7allc < 1. Provada esta afirmacio,
teremos mostrado que L estd bem definida, pois dado a € €00, “ATWH <1

acarreta |[Aralle < ||a]|o € Ara € Iy, e também que a aplicacao linear L de cg
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para [y € limitada, com norma menor ou igual a 1.

Suponhamos que a afirmacao anterior seja falsa, logo existe a € cgp, com ||a|e =

L ee >0, tais que ||[Aralle > 1+ 3e.

Seja b = Ara, fixemos 1, tal que [b;] > 1 4 2¢ (isto é possivel, pois IAral|e >

1+ 3e).

Pelo Lema 2.10, temos que T'(a¢ @ z,) — b ® z,, converge pontualmente a zZero,

isto &, lim Pi(7(a®z,)) — bz, =0, para todo ¢ € IN.

n—-+o00

Logo, para i fixado anteriormente, existira n; tal que se n > n;, entio ||P(T(a®

154
n = b'i Cni =,
2)) = bizwil] <

Temos também |[b;zi|| = [b:] > 142¢, Yn € IN. Como ||bzni|| = || P(T (a®@z,))+
bitni — PAT(® 2))| < | P(T(a @) — bizail| + | PAT(® 2,)]], podemos tomar
no € No, no > n; tal que ||Pi(T(a ® z4o))|| > ||bizngill — NPi(T(a® 2,,)) — biTngil| >

l+2€—§21+5.

Segue que 1 +¢& < ||P(T(a@zp,)|| < ||T(a®an,)||, mas no € Ny, logo pelo Lema

2.11 item (a), ||a @ zn, |lv = ||a]|eo = 1;
Obtemos assim 1 +¢ < |[T(a@zn,)|| < ||a® 24, [lv = 1, 0 que é uma contradicio.

Assim, L : cgo — loo é uma aplicagio linear limitada com ||L|| < 1. Podemos
estender L a um operador tinico T : cg = lo, com Ty (a) = L(a) = Ara, Ya € cy
e [|[Ta]l < 1. Mostramos, que se ||T']| = 1, entdo ||Tx]| < 1, isto é, VT € B(W),

ITall < 1I7°)]-

Vamos agora, utilizando argumentos semelhantes, mostrar que T é um operador

limitado de ¢y para co.



, 1
Consideraremos para a € cgo, com maxsupp (a) = p, ||als = (Z Ia.il“) y
1=1

Dado T 76 7Bi(W), seja Ly : cgo —)74 definida por L;(a) = Ara, Ya € cop.

Afirmamos que se [|a||4 = 1, entdo ||[Aralls < 1, onde denotando b = Ara, [Aralls =

<¢§ Ib.;]")% '

Provada esta afirmacéo, teremos mostrado como no caso anterior que dado a €

€00, ”/\Tﬁ ’4 < 1 acarreta |Aralls < ||a||4, logo Ara € Iy e L; estard bem definida

e assim, mostraremos que se a € cgg, entao Ara € cp.

Suponhamos novamente que a afirmacio seja falsa, logo existem a € cpp com

1
lalls =1 e e > 0 tais que ||Aralls = <Z Ib.,-l“) ' > 1+ 3e. Fixemos M € N tal que
=1
M 41_ . L, .
> |b:* )] > 14 2¢ (isto é possivel, pois ||[Azalls > 1+ 3¢).
=1

Pelo Lema 2.10, temos que 7'(a @ z,) — b @ z, converge pontualmente a zero,

isto é, lim Pi(T(a® z,)) — bjzn; = 0.

n—++

Portanto existem ni,n, ..., ny naturais, tais que se n > méax {n,, ny, . .. Mt

entao ||F(T(a® z,)) — bizn]| < 5, 1< <M.
i
Segue que existe ng € Ny, ng > max {ny,...,ny} tal que
IPAT (0 ® 2ng)) — bittngs| < 23 1<i<M. (2.1)
7

Temos também que para todo 7, 1 < 7 < M, 25 (Pi(T(a ® 24y))) — bizngi)| <

125 M1 2T (@ ® 2ny)) = bizengill = | P(T(a @ 2ny)) = biengill-
Assim, de (2.1) teremos também:

I’LZO(H(T(CL ® Zny))) — bizng:)| < 1 <1< M. (2.2)

3
2’
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M
> Pi(T(a ® an,))

1=1

Além disso, da Observagao 1.19, |T'(a ® ,,)|| >

Vv

Pela definicio de norma em V e considerando Pi(T(a ® z,,)) zi € X; e

ll]

W; = 2251 + 295, teremos:

M

> P(T(a®2n,))

1=1

2 sup { (Z i(wj) )+ [wr; (w;)] ) ‘ne N4}
v

o

> (les (2Ol + 123, (z2)* + -+ | (2]

1

_ (i 2%, (Pi(T(a ® xno)))\4)4 (2.3)

=1

Observemos também que b; = z, (b;ny:) — 2h (Pi(T(a ® 20y))) + 2 (P(T(a ®

Tn,))), logo pela desigualdade de Minkowsky [Ho, pag. 98], podemos escrever:

1 1

M 4 % M r M 4
( s (Preom))) 2(5 1) (2o (BT (0 @ )b )

=1 i=1

Assim, de (2.2), (2.3) e (2.4), obtemos ||T(a®p,)|| > (z_ w(B(T(a® lm)))r) T -

) = (82 s (B) (B L) s () s
=1 l| a =1 (24)i o =1 ' - € i=1 (24)1' - \i=1 ' TE =

14+2e—¢ = I +e. Mas, ng € Ny, logo pelo Lema 2.11 item (b), [|[a®zn, |lv = ||a|l4 = 1.

[

Obtemos entdo, 146 < ||T(a ® ny)|| < ||@ ® Zno|lv = 1, 0 que é uma contradigao.

Concluimos que dado 7' € B(W), podemos definir uma aplicagdo linear limitada
L :coo = cp por L(a) = Ara, Va € cyy e estender L a um operador tnico limitado

Ty : co = co com Ty(a) = L(a) = Ara, Ya € coo, além disso ||Ty|| < ||T|. [ |

Definicao 2.13 A partir do lema anterior podemos definir uma aplicacao @

B(W) = B(co) por ®(T) = Ty, VT € B(W).



Lema 2.14 (a) Sejam a € coo € T € B(W). Suponhamos que ezista ¢ € ¢y tal que

(b) Sejam c € co, n € No ¢ S € B(W). Entéo a seqiiéncia S(c® z,) —
Sa(c) ® z,, converge pontualmente a zero.
Demonstracgao: (a) Seja b = Ty (a) — c. Consideremos a seqiiéncia b® z,. Mostre-

mos que b ® z,, converge pontualmente a zero.

De fato, b@z, = (Ta(a) —c) @z, = Th(a) @ zp —c@ 2, = ~T(a@zn)+Tr(a)®
2, +T(a @ z,) — c® z,.
Pelo Lema 2.10, T'(a ® z,) — Ta(a) ® 2, converge pontualmente a zero e pela

hipétese 7'(a ® z,) — ¢ ® z, converge pontualmente a zero, logo b ® z, converge

pontualmente a zero.

Concluimos que nli)grnoo(b ® 2,); = 0 para todo i € N, isto é, nginoo 1bizni]| = 0,

conseqientemente, |b;| =0 e b; = 0. Assim, b= 0e T)(a) = c.

(b) Suponhamos que S = 0, logo S(c ® 2,) = 0. Temos também S, = 0, logo
S(c®zp) — Sa(c) ® z, = 0 para todo n € IN e, portanto, converge pontualmente a

VASINOR

Sejam entao, S € B(W), S #0,c € ¢, c = io: cie;ee > 0.
=1

(S
4151

P
Existe b € coo, b = ) cie; tal que ||c — b||o <
1=1

Consideremos para n € Ny a seqiiéncia S(c® z, — b ® Ty) = S((c—b) @ z,).

5
(o)

s

=] M

Temos que [|S((c=b)@za)ll < IS [I(c=b)@zul = IS||lle=blleo < IIS]|

Logo, para cada i € IN,
1(S(e @ zn))i = (S(b & )il = I1P(S((c = b) @ 2a))|| <
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< IS (e~ b) @ =)l < 7 (2.5)

~ Analisemos agora, para n € Ny, a seqiiéncia 5, (b) @ z, — Sa(c) @ z, = (S5 (b) —
Sa(c)) @ wn = Sa(b—c) ® z,. Neste caso, temos ||y (b—¢) @ z,|| = [|Sa (b= ¢)||eo <
€ €

— < =

Assim, para cada i € IN,

I(5a(0) ® 2a)i = (Sa(c) @ za)ill = | P(Sa(b — ) @ )|

< IPISAG - €)@ 2l < = (2:6)

Sabemos, pelo Lema 2.10, que S(b ® z,) — SA(b) ® =, converge pontualmente a

zero logo, para cada 7 € IN, existe n; € IN tal que se n > n;, teremos
5
IS ® 2n))i = (Sa(b) ® za)ill < 5 (2.7)

Finalizando, podemos escrever: |[(S(c ® zn))i — (Sa(c) @ z,)i|| < |(S(c® an); —
(S @ za))ill + 1(S(b® za))i = (Sa(0) ® wn)ill + I(Sa(6) ® z0)i — (Sa(c) @ wn)ill.

Assim, para cada 1 € IN, dado ¢ > 0, In; € Ny e b € ¢yp tais que, se n > n;,

utilizando (2.5), (2.6) e (2.7), obtemos ||(S(c) ® z,)i — (Sa(c) @z, )i|| < g + % + 2 =
€.

Concluimos que para n € Ny, a seqiiéncia S(c ® z,) — Sa(c) @ 2, converge
pontualmente a zero. [

Observagao 2.15 Podemos também concluir que paran € Ny, c € cpe S € B(W),
se existe d € co tal que a seqiiéncia S(c® z,) — d® 2, converge pontualmente a ZEero,
entao d = Sy(c). A demonstragao ¢ idéntica & do item (a) do lema anterior. Assim,
esse resultado e o item (b) do lema anterior, caracterizam a imagem do operador
Ta, isto ¢, se T € B(W), ®(T) =Ty : co — ¢ é tal que ImTy = {d € ¢ tal que

T(c® x,) — d @ x, converge pontualmente a zero, para ¢ € ¢y e n € No}.
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Lema 2.16 Se T € B(W) e (2,)72, € W ¢ uma seqiéncia limitada que converge

pontualmente a zero, entdio (T (z,))s2, converge pontualmente a zero.

Demonstragao: Vamos supor que (7'(z,))72, nao converge pontualmente a zero,
oo

em consequéncia existem § > 0, 7 € IN e uma subseqiiéncia de (7(z,))%,, que

continuaremos denotando por (7'(z,))s2,, tais que || P;(7(2,))|| > 6, para todo n € IN.

Além disso, podemos a partir da hipdtese, obter tambhém uma subseqiiéncia de

(2n)aZ1, (Zny )72, € uma seqiiéncia de vetores (v)g2, de V, tais que ||2,, — vi|| < —

ok
e max supp (vx) < minsupp (viy1), para todo k € IN.
. 0 . 00
De fato, consideremos z,, € W, z, = 5 Znyi- Existe s; € IN,tal que || > =z,
=1 i=s1+1
1 } 51
< 5" Seja vy = ) zn,; € V, portanto
t=1
= 1
”Zn] —VIH = Z Znyi|| < 5
‘i251+1
Agora, como (z,);2, converge pontualmente a zero, existem m,, ma, ... Mgy 41
) : 11 . .
naturais, tais que ||z,.|| < 53 oi» Para todo 7, 1 << sy + 1.
Tomemos ny € IN, ny = max{ni,mi,ma,...,m; 11}; assim teremos | znpc]| <
11 . .
o5 57 Para todoz, 1 <1 < sy +1.
. ~ o0 .
Consideremos entao, z,, € W, z,, = > Znyi- Existe s; > s + 2, tal que
i=1
io: 1
Znsill € —
1=s9+1 e 23
. 52 s1+1 [o'e]
Seja vo = )z, € V, portanto ||z,, — vo| = Znpi + X zZnil| <
i1=s1+2 =1 t=sp+1
b3y 2 | <5 Nzl ] 52 A et ensi=3
Zngil|| + Znsi Ziini Zngill < == w |l t==<mtm==
=i et i=sp+1 n2t = i=1 M i=sa+1 2t 28 \5°2 23 23 23 92

Temos também que maxsupp (vi) < minsupp (vs).
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Vamos provar por inducdo que para todo k& € IN, existem Zn, € Wevp eV,

1
com ||Zn, — Vil < o7 € iy < Vi

21:* = N
. oo Sk
Suponhamos que para k > 2 exista Znpy = 2. Zngi € V= 3. Zp
1=1 t=s)_1+2
Como (2,)22, converge pontualmente a zero, existem My, My, . .., M, 41 Naturais,
1 1 . .

tais que ||zl < = iy 500 Para todo 2,1 <1 < s+ 1.

Tomemos nyyy € IN, ngyy = max{ni,ny,...,ng, my, Mg, ..., Ms,41}; portanto

1 1 . .
| 2apy1ill < 5 St¥z g Para todo 7, 1 <17 < s + 1.
. 22} .
Considerando Zngy € W, 2q,, = Zl Zngyrir €Xiste sppp > sp 4+ 2, tal que
=]
io: 1
Znppil| < 5335

imsep 4l T 9k+2

4 . P Sk+1 sp+1

Seja entdao viy1 = 3z, Portanto, obtemos |Zny sy — V]| < 2 Nznigqill

1=s53+2 =1
g@: 1 slil 1 1 1 bé

+ Znpaiill < =5 — | + =0 e também v < V.

iyl k+1 9k+2 = 2 2k+2 2k+1

Novamente, para facilitar a notagao, denotemos a subseqiiéncia (Zn, )52, obtida,
por (2z,)p2,; assim supondo falso o resultado do lema, obtivemos até aqui, uma
sequéncia (z,);2, de W, uma seqiiéncia (v,)2%; de V, i € IN e § > 0 tais que

1
|Zn — vall < o B |Pi(T(z,))|| > ¢, Vn € IN.

Olhemos agora para os vetores P;(T'(z,)) pertencentes a cépia X;. Seja Pi(T(z,))
Z Aiex para todo n € IN (pois (ex);2, é base de X). Para estes vetores pode

ocorrer uma das duas situacoes:
(1) lim Af =0,Vke N, ou
n—++4o00

(2) existem ko € IN, ¢ > 0 e uma subseqiiéncia (z,,)%2, de (2,)°%2,, tais que

[Aer| > €, Vr € IN.



Comecemos pela (2). Neste caso, podemos supor sem perda de generalidade
aue Ny > ¢, Yr € IN (pois haverd uma subseqiiéncia de (2,,):2,, que denotaremos

também por (z,, )72, de termos positivos ou negativos que verificam a desigualdade
(2)).

Logo, para todo r € IN, teremos ||T(Zn, + Zn, + -+ + 2, )| > |PA(T (2, +
2 )l = (T (20) + -+ Pi(T (2 )| 2 NG+ A2+ + A e || =

= Apa +o A > re.

< | (Ge) - (Gl + ()

(Zv)| 1m0 (£ %) +1mu] 5 v,

Como (vy, )2, € uma seqiiéncia de vetores sucessivos de W, pelo Lema 2.1, temos

Ak + Ak + -+ A

E

Assim, re < ”T <i zn')
=1

17| £ (on, v

I (5 ) + I v | <UL (5 IvalP)* <UL (5 i ) <

T+ 1 T)|(rc?)z, pois ()= 2, ¢ limitada, logo ||z,,]| < ¢, ¢ > 0, para todo i € IN.

Concluimos entéo que para todo r € IN, re < ||T||(1 4 r2c), logo para r > 2y

isto €, ric > 1, teremos
re <||T)2r7c e er? < 2T,

” ; : 1
o que ¢ um absurdo, pois lim er? = 4co.
r—-+oo

Analisemos entao a situacao (1). Suponhamos que E\T AL = 0 para todo
n oo

k € IN. Neste caso, mostraremos que existird ¢ > 0, ¢ = 7 € uma subsequeéncia
er

— < |IT - o - 5 ra tod
IOgQ(r+1) — “ (Z +Z2+ +Zr)” para odo

(zn, )52, de (z,)22,, tais que

r € IN.



De fato, seja Pi(T(2z,,)) € Xi, Pi(T(2zn,)) = § Aiter. Existe sy € IN, tal que

>§(pms 12T >6)

)
— 557porta:nto Z AL ex

o0
,Z Zl e

k=s;+1

S1 (S
Seja u; € Xj, uy = . Ay'ey, portanto |lug|| > 5 ¢ NPi(T(2n,)) — w| < == o
k=1

Como nll)inco Ak = 0, existem my,ma, ..., my, tais que [A\[*| < — % 21k, para todo
k, 1 <k <s;. Tomemos ny = max{ni,my,...,m, } e obtemos AZex| < 255 21k)
para todo &, 1 < k < s;.
Consideremos P;(T(z,,)) = § Aler € X;. Existe s, > sy, tal que io: A2er
6 k=1 k=sy+1
< 2_6
Seja ug € X, us = . §:+1 A2 ex, portanto || P(T(2zn,)) — usl| = H > Agter
Sow
+ 3 el <5 IIAZ2ekII+” 2 el <2 (E —l—> 2 i
k=s3+1 k=1 k=sp+1 26 \p=y 2K 26 95

J
Temos também |[usy|| > 5 @ minsupp (u;) < maxsupp (uz) (suporte em relacio

a base (ex)52, de X;).

Vamos provar por indugdo que para todo r € IN, existem Pi(T(z,,)) € X; e

u, € Xj, tais que || P(T(2n,)) — u.|| < ||| > 5 © Ur—1 <.

22r+2’
oo} Sr
Suponhamos que para r > 2, tenhamos P;(7'(z, Z vereu.= S ATep.
p que p ) » e o k
k=1 Sr—1
- ) 1
Como ET Ak =0, existem my,my, ..., m,, tais que [A\['*| < 26172 gk Para
n oo (r
todo k, 1 < k < s,.
Tomemos n,41 = max{ni,ny,...,nk,mi,my,...,m,, } e obtemos ||\ ex]| <
) 1
Wﬁ, para tOdO k') 1 S k S Sy
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Ay tler € X, Existe s,4p > s,, tal que

18

Consideremos FP;(T'(2n,,,)) =

k=1
i Ao e < J
€ ol R S - .
i k58r+1+1 ke k 72(7'—':1)4_2777
. - g r41 N\ T4
Se.]a' Upp1 € Ai: Ur41 = e 2 ’\k €k, portanto ”P( (an+1 ))_u"-H” = kz /\k €k
=sr+1 e=1

& Nr41
2 ’\k €k

k:s,-+ 1+1

& Tr41
+ > ’\k €k
k=srq1+1

) d

+22(r+l)+2 < 22(r+1)+1"

d Sy
1
< 92(r+1)+2 (kgl 2—‘~>

< BItal +
_.:1

Obtemos também ||u, 4] > 5 € Ur < Uy

Assim, para todo 7 € N, teremos || Pi(T'(2n,)) + Pi(T(2n,)) + - -+ Pi(T(2s,))]| >
lur w2+l = (llur = P(T (@) + -+ Jlur = PAT(20,)]]).

Como u; < up < -+ < u,, pelo Lema 1.1, temos que luy + ug + -+ + w, || >
) 1
r——
2logy(r+1)
Portanto, ||T(zn, + 2n, + -+ + 22|l 2 [1P(T(20)) + -~ + P(T(z))]| >
) 1 r 4§ 5 1 )
e~y % S = = >
2log,(r+1) i=1 221 "2 log (r +1) 4 4 log2 r+1)

) 2r r ) B 5( g )
4 \logy(r+1) logy(r+1)) 4 \log,(r+1))

Concluimos como no caso anterior, utilizando o Lema 2.1, que para todo r € N,

I 1 1

Tgm < ~T (;; zn,.) < |IT|I(1 4+ r2z¢) logo, para r > 2 isto é, ric > 1,
teremos

) 1 1 0 7‘%

—— < ||T'||2r2 — <2||T

r4log2(r+1)—“ Wiz 2 4logy(r +1) — I le
ra

o que é um absurdo, pois lim ———— = 4co. B

r=+co log,(r 4+ 1)

Lema 2.17 Se S ¢ T € B(W), entio ®(ST) = ®(S)®(T), isto ¢, (ST)a = SaTh.
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Demonstragao: Dados 5,7 € B(W), a € co, sejam ®(T) = T}, € B(co) e ®(S5) =

Sh € B(Co) S

Pelo Lema 2.10, a seqiiéncia (z,)52; = T(a ® z,) — Ta(a) ® n converge pontu-
almente a zero; ainda pelo Lema 2.12, temos [|Aral[e = ITa(a)|lco < I Talllla]]oo <
171 elleo-

Se n € Ny, entdo z, € W; pois T)(a) € cq (pelo Lema 2.12) e T)(a) ® z, € W
(pelo Lema 2.11, item (a)). Temos também que (Zn)nen, € limitada, pois ||z,] =
IT(a@zn) = Ta(a)®zall < IT(a@20) |+ | Ta(@) @2all < [IT||la@2nlly +][Th(a)]|oo,
mas, pela observacgao anterior, || T||||a @ z,||v + I1Ta(a)|loo < ||IT|l]]|[o0 + T lalle =

217l oo-
Agora, consideremos

(ST)(a® 2a) = S(T(a ® za)) = S(Ta(a) @ Tn +22) = S(Ta(a) @ z4) — Sa(Ta(a))
®zn + Sa(Ta(a)) @ an + S(2a) = Sx(Th(a)) @ 2 + W + S(z,), (2.8)
onde w, = S(Tj(a) ® z,) — Sx(Th(a)) @ zn.

A seqiiéncia (z,).en, converge pontualmente a zero, logo pelo Lema 2.16

(5(Zn))nen, converge pontualmente a zero.

Além disso, a seqiiéncia (W, )nen, converge pontualmente a zero, pelo Lema 2.14,

item (b).

Assim, voltando a expressio (2.8), temos (ST)(a @ z,) — Sa(Ta(a)) @ z, =
Wn + 5(2,), que converge pontualmente a zero se n € Nj. Logo, pelo Lema 2.14,
item (a), temos Sy(Ta(a)) = (ST)a(a).

Concluimos que, para todo a € coo, S (Tx(a)) = (ST)a(a), logo (ST)p = SaTy,
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isto &, ®(ST') = O(S5)0(T). [ |
Lema 2.18 & : B(W) — B(co) € um homomorfismo de dlgebra.

Demonstragao: Para a € coo, (T + 5)(a) = ¢(T + S)(a) e pela Observacio 2.6,
(T + S5)(a) = ¢(T)(a) + #(S)(a) = Ta(a) + Sa(a) = B(T)(a) + &(S)(a).

Assim, para todo a € coo, ®(T + S)(a) = ®(T)(a) + ®(S)(a). Concluimos que
(T +5)=0(T) + 0(5).

Analogamente, ®(y7")(a) = $(7T")(a) e novamente pela Observacio 2.6, d(vT')(a)
= ¥8(T)(a) = 1Ta(a) = 18(T)(a), isto &, B(+T) = y&(T), ¥y € R

O lema anterior garante ®(7'S) = ®(7T)®(S). Pela Definicio 0.30, ® é um

homomorfismo de dlgebra. |

A seguir, iremos enunciar e demonstrar dois resultados de algebra linear, que

serao utilizados na demonstracio do Lema 2.21.

Lema 2.19 (a) Sejam V um espago vetorial e S um subespaco de dimensdo finita de
W =V @&V, com a sequinte propriedade: se (a,b) € S, entio (b,a) € S, (a,0) € §
e (0,b) € S. Entao, dim S € par.

(b) Sejam V um espago vetorial, W = V@V, PP, : W — W
projegoes definidas por Pi(a,b) = (a,0) e Py(a,b) = (0,b), Z = P,(Z) & Py (2)
um subespago de W de codimensio finita com a propriedade: (a,0) € Pi(Z), se e
somente se, (0,a) € Py(Z). Entio P\(Z) e Py(Z) tém codimensio finita em V & 0

e 0@V, respectivamente. Além disso, Z tem codimensdo par.

Demonstragao: (a) Consideremos os seguintes subespacos de S: SN (Ve0) =S5,
e SNO0dV)=25; Temos S =5, @ S,, pois $; NSy = {(0,0)} e dado (a,b) € S,
(a,6) = (a,0) +(0,b) com (a,0) € Sy e (0,b) € S,.
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Suponhamos inicialmente que S; = {(0,0)}. Entao, pela propriedade de S,

base 3, B = {(a1,0), (a2,0),...,(ar,0)} de S;.

Pela propriedade do subespago .5, temos que #’ = {(0, a,), (0, as),...,(0,ar)} é

um conjunto de vetores de Sy e 3’ é base de S,.
De fato,

a1(0,a1) + @2(0,as) + - - - 4+ (0, ax) = (0,0) = aya; + azas + - - + arar =0,
se € somente se, a; =a;="---=a; =0, pois o conjunto 5 é l.i. Portanto, 8’ é

um conjunto L.i. (2.9)

Agora, dado (0,a) € S, consideremos o vetor (a,0) € ;. Como 8] = S,
existem oy, az, ..., ay tais que (a,0) = aq(ar,0) + ag(ay,0) + - - - + a(ax,0), isto é,
aray + azay + -+ + agar = a, logo (0,a) = a;(0,a;) + az(0,az) + -+ + (0, ap),
portanto,

(8] = Sa. (2.10)

De (2.9) e (2.10), B’ é base de S;. Como S = S, ® S, e S tem dimensio finita,

teremos dim .S = dim S; 4+ dim S, = 2k.
(b) Se W = V@V tem dimensao finita, entdao P;(Z) e Py(Z) tém codimensao finita.

Segue que Va0=P(Z2)dFie0V = Py(Z) & F,, com dimensao de F e F,

finita.
Logo, dim V ©0=dim P (Z)+dimF, =dim P(Z) + dim F, = dim0 & V.

Mas, P1(Z) ~ Py(Z), pelo isomorfismo T' : P,(Z) — Py(Z) definido por T(a,0) =
(0,a), ¥(a,0) € P(Z), assim dim P;(Z) = dim P,(Z) e dim F; = dim F,.
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Agora, (a,b) € V@V se escreve de maneira tnica como soma. de (a1,0)+(f1,0) €

(0, £2)) = ((a1,0)+(0,02)) + (1, 0)+ (0, f2), ondle (az,0)+ (0, az) € Pr(Z) + Po(2)
e (f1,0) 4+ (0, f2) € Fy + F.

Pi(Z) + Fi e (0,a2) + (0,£2) € Pa(Z) + Fy, mas ((a1,0) + (f1,0)) + ((0,02) +

Logo, podemos escrever W = V@V = (Pi(2)®P(2))®(Fi®F,) = ZO(FieF,).
Concluimos que a codimensao de Z é igual a dim Fy & Fy, = dim Fy, + dim F, =

2dim Fl-

Analisemos agora o caso em que dim W ¢é infinita. Inicialmente observemos que,
dada uma base {(a;,0)ics} de Pi(Z), devido & hipétese: (a,0) € P;(Z), se e somente
se, (0,a) € P,(Z), temos que {(0, a;)ier} é base de Py(Z) e como Z = P(Z)® P(2),

teremos também que B = {(a;,0);cs U (0, @;)ic1} é base de Z.

Suponhamos que P;(Z) tenha codimensio infinita, logo existe um conjunto in-
finito {(c;,0);es} de vetores de V @ 0 tal que A = {(a;,0)ie; U (¢j,0)jes} é um

conjunto linearmente independente em V & 0.

Pela hipétese, os vetores (0,¢;j)jes € P5(Z) e considerando o conjunto A’ =
{(0,a:)icr U (0,¢;);er}, temos que A’ é um conjunto de vetores linearmente inde-
pendentes em 0 V. Segue que o conjunto D = {(as, 0)icr U (0, a;)ies U (cj, 0)jes U

(0,¢;)jes} é um conjunto de vetores linearmente independentes de W.

De fato, dada uma combinacao linear desses vetores e igualando ao vetor nulo
de W, teremos ay(ay,0) + - + a,(a,,0) + B1(0,a}) + -+ + Bq(0,a;) 4+ 71(e1,0) +
o+ Y, 0) +61(0,¢0) 4+ - 4+ 65(0,¢}) = (0,0), se e somente se,

ayaj + - + ogag+vicr + -+ e =0 (2.11)

e praj + -+ Boay + Sy + -+ 8¢, =0 . (2.12)
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Como A é um conjunto Li., de (2.11) teremos a; = - - - = == =7=0

e como A’ é um conjunto 1.i., de (2.12), teremos f; = - - - = By=b=--=46,=0.

Concluimos que existe uma base B de Z e um conjunto infinito C' = {(¢;,0);esU
(0,¢;)jes} de vetores de W, tal que BUC' é um conjunto de vetores linearmente in-
dependentes de W, contrariando a hipétese de que Z tem codimensao finita. Assim,

a codimensao de P(Z) e de Py(Z) é finita.

Para finalizar, consideremos entdo que V @ 0 = Pi(Z) & F, tenha uma base

{(ai,0)ier U (cn,0)5_,}, onde (c,,0)5_, é base de F} e portanto dim Fy = k.

Como {(0,a;)icr U (0,¢,)5_,} é uma base de 0@ V = PyZ)& Fy e (0,a;)ier é

base de P,(Z), resulta que (0,¢,)_, é base de F, e assim dim F, = k.

Podemos escrever, como no caso finito, que W = VgV = (P, (Z)BP(2))®(Fia®
Fy) = Z @ (Fy ® F3). Concluimos que a codimensio de Z é igual a dim (F, @ F3) =
dim F + dim F}, = 2k. |

Lema 2.20 Sejam V' um espago vetorial, W = V @ V, A:V =V um operador
linear, L : W — W wm operador linear definido por L(a,b) = (A(a), A(b)), V(a,b) €
W. Se dimKerL < oo e codimensio de L(W) < oo, entdo a diferenca entre

dimKer L ¢ a codimensio de L(W) ¢ par.

Demonstragao: Se (a,b) € KerL, entio (A(a),A(b)) = (0,0), logo Ala) = 0,
A(b) =0 e como A(0) = 0, teremos (b,a) € Ker L, (a,0) € Ker L e (0,b) € Ker L.

Concluimos pelo lema anterior item (a), que dimKer L é par.

Mostremos agora que codimensao de L(W) é par. Preliminarmente, observemos

que se (A(a), A(b)) € L(W), entao existe (a,b) € W, tal que L(a,b) = (A(a), A(b)),

66



logo L(b,a) = (A(b),A(a)) € L(W), L(a,0) = (A(a),0) € L(W) e L(0,b) =
(03/}(6)) € L(W).

Considerando as projecoes Py, P, : W — W definidas por Pi(a,b) = (a,0) e
Py(a,8) = (0,b), temos pela observagio anterior que Py(L(W)) C L(W), pois se
(A(a), A(b)) € W, entdo Py(A(a), A(b)) = (A(a),0) € L(W). Analogamente, temos
Py(L(W)) C L(W).

Definindo Py|pgwy : L(W) — L(W), temos que Pi|pwy € projecdo, o mesmo

ocorrendo com Py|puwy : L(W) — L(W).
Assim, podemos escrever que
L(W) = P(L(W)) @& P(L(W)) (2.13)
Temos também que
(A(a),0) € P (L(W)) & (0, A(a)) € Py(L(W)). (2.14)

De fato, se (A(a),0) € Pi(L(W)), entao existe (A(a), A(b)) € L(W) tal que
Pi(A(a), A(b)) = (A(a),0). Como (A(a),A(b)) € L(W), entio (A(b), A(a)) €
L(W), segue que Py(A(b), A(a)) = (0, A(a)) e (0, A(a)) € P,(L(W)). A reciproca

se prova de forma andloga.

Finalizando, por hipétese temos que a codimensio de L(W) é finita, além disso
valendo (2.13) e (2.14), concluimos pelo lema anterior, item (b), que L(W) tem
codimensao par e assim, a diferenca entre dim Ker L e a codimensio de L(W) é par.

Lema 2.21 Seja T' € B(W). Se ®(T) = Ty ¢ wm operador de Fredholm com indice

n, entio n € par.
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Demonstragao: Dado T € B(W), seja ®(T) =Ty : co — ¢ 0 operador determi-

nado no Lema 2.12.

Identifiquemos ¢y com ¢ @co; a partir da isometria: £(ay, by, ay, b, . . )= ((ay, aq,

), (b, bay ).

Se (a,b) € cotpco e z € X, definimos o produto (a,b) ® z por (a,0) © z =
(" a,b)®z = (a12,b12,a22,b92, . . ., a;z, biz,...) = (a1z1, b1z, agzs, byza,. .., a;29;_1,

bizai, - ..) (veja Definicao 2.7).

Seja T} : co co —coPco 0 operador limitado definido por TA(a, b) =T\l (a,b),

\VI(CL, b) € Co @Co.

Podemos para este operador escrever,

Ta(a,b) = Ta((a,0)+ (0,b)) = Ta(a,0) + T4(0,b)
= (P]T,\il(a), szf,\il(a)) + (PlTAIQ(b), P;_»f,\iz(b)), (215)
onde P, e P, sao as projecoes Py, P, : cg co = co@co definidas por Py (a,b) = (a,0)

e Py(a,b) = (0,b) respectivamente, e i, e t2 sao as inclusoes i1,i; 1 o — coPco,
oo

definidas por i;(a) = (a,0) e i2(b) = (0, ), respectivamente.

Assim, definindo os operadores limitados de co, A = PITAZ'], B = PITAZ'Q, C=

PyThiy e D = PQTAZ'Q, podemos, da expressiao (2.15), escrever:

Ta(a,b) = (A(a),C(a)) + (B(b), D(b)) = (A(a) + B(b), C(a) + D(b))
= (A(a) + B(b),C(a) + D(b)) — (0, A(b)) + (0, A(b))
= (A(a), A(b)) + (B(b), 0) + (0, C(a)) — (0, A(b) — D(b));

V(a,b) € co®ey.
o0
Agora, considerando os operadores de co Beo; Tanr Tag, Tae e Ty ,_, definidos
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por:

- - ’T/TA(*Q;I)) = (A(a))A(b));WTA;(IE)i:i(B(b)’O)’ 7

Tac(a,0) = (0,C(a)) e Ta,_,(a,b) = (0, A(b) — D(b)).
Podemos finalmente escrever:
TA(CL,b) = TAA(a,b) —}—TAS(CL,b); (216)

onde

TAS(G’7 b) = TI\B(av b) + TAC (C"> b) - TI\A—D (a7 b)
Nosso objetivo é demonstrar que os operadores B, C' e A — D sio estritamente
singulares e dai como TAB = 1, Bi; ' P,, pela Proposicao 0.25 item (b), TAB é estrita-

mente singular, o mesmo ocorrendo com Tae = 12047 P e Thp_p =12(A—D)iy' P;.

Logo, pela Proposicao 0.25, item (a), teremos TAS um operador estritamente

singular.

Além disso, T) é um operador de Fredholm de indice n, j& que por hipétese T} é
um operador de Fredholm com (7)) =nei(l) =0 = 2(C71), pois ¢ é uma isometria

sobrejetora.

Logo, pela Proposicao 0.28, teremos i(7) = (7)) = n. Mas, da expressao (2.16)

e pela Proposicao 0.29, TAA =Ty — TAS é um operador de Fredhom com
i(Ta,) = i(Ta — Tas) = i(Ty) = n. (2.17)

Finalizando a argumentacao, como TAA : cofbco — co Beo é um operador de
Fredholm definido por T}, = (A(a), A(b)), onde A é um operador de cq, temos pelo
Lema 2.20 que a diferenca entre dim Ker T,\A e a codimensao de T,\A(co @co) é par,

isto €, 1(Ty,) é par. Logo, por (2.17), n é par e assim, 1(Ty) = n é par.

69



Comecemos entao, supondo que o operador B definido anteriormente nio seja

estritamente singular. Sendo assim, mostremos inicialmente que é possivel determi-
wh 4 o s d ‘malizad )

nar uma sequeéncia (a,);2, de vetores de co, normalizada, com a, < au4; e e > 0

tais que || B(ax)le > €, Vn € IN.

De fato, se B nao é estritamente singular, existe um subespaco fechado A de
¢o com dimA = oo e tal que B[, é um isomorfismo sobre a imagem. Logo, existe

M >0 tal que ||B(¢)|lco > M|c||oo, Ve € A.

Seja ¢y € A, com ||¢||c = 1. Como ¢; € ¢y, podemos escrever ¢; = i ale; =
1=1
nkgﬂm Sy, onde S, = i ale; e também concluir que existe n; € IN tal que max {|ay] :
=1
t € N} = |oy, | = 1.
ny
Consideremos entao, S,, = Zl ajei. Logo, ||Sh, ]l = 1. Além disso, B|4 é um
1=

operador limitado, logo lim B(S,) = B(c;), isto é, nlﬂqoo 1B(Sn)|leo = ||B(c1)]]oo-

n—+4oo /
M
Assim, existe m; € IN tal que ||B(Sn,)|leo > 5
P
Podemos entao, determinar p; € IN, p; = max{n;,m,}, tal que Spp = Y oje
=1

M
tem as seguintes propriedades: |5, ]|cc = 1 € || B(Sp,)|lc0 > 5 Tomemos a; = S, .

Agora, como A é um subespago de dimensio infinita de ¢, e (ei)2, é base de

Schauder de ¢, pela Observacio 0.11, existe ¢, € A da forma ¢, = > ale e

1=p1+1

lealloo = 1.

Entao, utilizando o raciocinio anterior, podemos encontrar p2 €N (py > p1 +1)
P2 M
tal que ||Sp,|lec = 1, onde S, = Y ae; e ||B(S,,)||e > 'k Ponhamos a; = 5,,.
1=p1+1

Continuando desta forma, obtemos uma seqiiéncia (a,)°, de vetores de ¢y, com
Pn

an = Sy, = ). afe; (considerando py = 0), tal que |[an]|oo = 1, |1B(an)|leo >
i:Pn—-l""l



M , . .
- =€ ecomo p, 2 Pn-1+1 > pn_y, temos max supp (Sp,) < minsupp (S,,,,), isto

é,,an < Qny1, Vn e IN. - — I

Mostremos agora que é possivel também determinar uma subseqiiéncia (an, )52,
de (as)7Z,, uma seqiiéncia crescente (5;):2,, j; € IN e € > 0, tais que o médulo da
coordenada j; do vetor B(an,) é maior do que € e a soma do médulo da coordenada

Ji> dos (B(an,)) vetores com 7 # p, é menor do que g

. . . . w . ’
Para isso, observemos inicialmente que a, — 0; pois (a,)>, é uma base de
bloco de (e,)p2, normalizada em cy. Logo, pela Proposicao 0.9, (an); ~ (€n)2, e

w ~ w
como e, — 0, entao a, — 0.

De a, = 0, temos B(a,) — 0. Considerando a seqiiéncia (€7)22, de funcionais
oo

biortogonais associados a base (&;)22, e B(a,) = 21 Vi €i, temos que para todo j € IN,
=

lim e;(B(a,)) = lim e} <l§ fyfei) = lim 47 =0.

n—+4oo n—-+4oo n—+oo

Vamos escrever, para facilitar a notagao, 77 = (B(a,));, a j-ésima coordenada

do vetor B(a,) € cp. Assim, ll)grn (B(an)); =0,Vj € IN.

n

Vi
Sejam € = % e B(ai1) = B(ay,). Como B(an,) € co, existe m; € IN tal que

|B(an,);] < Z para j > my; além disso, |[|B(as,)|lc > €. Logo, existe j; € N,

L < g1 < my, tal que |B(an,);,| > ¢.

. ; £ . .
Mas, 1121 (B(ay)); = 0. Assim, dado 7 existe ng € IN, ny > ny e a,, € ¢ tais
n——+4+0oo
€

que |(Ban,));] < :

&

4 para 1 <35 <my. Conseqlientemente, |B(ay,);,| <

Como || B(an, )|l > €, existe jo € IN, 55 > my > j; tal que |(B(an,));,| > .
Teremos também |(B(an,);,| < Z

Agora, B(as,) € co. Logo, existe my € IN, my > j, > my > 7, tal que se j > ms,
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|(Blam))i] < -

SR S :
Como novamente lu:] (B(axn)); = 0, dado 3 existe nzg € IN, n3g > ny > n; e
n—-+00

n, € Co, tais que |(B(an,));| < % se | <7 < my. Conseqiientemente, |(B(an,));,| <
€ € S . .
5 [(B(an,));,| < 7 Mas || B(an,)|lco > €, logo, existe j3 € IN, com j5 > my > jp >

my > j1, tal que |(B(an,));.| > ¢, teremos também, [(B(an,));.| < 45 e |(B(an,));,

<

co| m

Continuando este raciocinio, sera possivel determinar para todo p € IN, n, com
Npt1 > Ny € conseqientemente obter uma subseqiiéncia (an,)p2y de (an)e2, e também
uma sequéncia crescente (7;){2, de naturais, tais que |(B(an,));;| > esep = i e

© & €
2 N(Blan, )il < ¥ = < =.
p;éi l( ( np)] I = 22k 2

A seguir, para facilitar a notacio, denotaremos a seqiiéncia (anp);‘;l simples-

mente por (a,)se;. Logo, obtemos a, < any1, ||an|| = 1, Vn € I, [(B(as));| >

g

ce 5 I(Blan)il < &
n#t

O préximo passo é mostrar que kliIJ'rn T((0,a,) ® z) — Tx(0, an) ® zx = 0 pon-
v—r 1+ 00

tualmente para todo n € IN.

Pela defini¢ao dada no inicio do lema, para cadan € IN, (0, an)Ozr =070, a,)®

2k = (0, an1,0,ana, . ..,0,04s,,0,...) ® 2, onde s, = maxsupp (an).

Assim, podemos escrever para todo n € IN, (0,a,) © zx = a® @ x, onde af =

(0,@n1,0,@n2,0,...,0,ans,,0,...) € coo. Agora, TA(O, an) = LTp071(0,a,) = (Tx(aP)

Por definicio, Tx(0, a,) Oz = (=T (0, an)) @y = (71 (LTy(a2))@ap = Ty(a?)®

Tl -

Segue que lim (T((0,a,) ® zt))i — (Ta(0, an) @ zi); = lim (T(a?2 @ zp)); —

k—+oo k—r+o00
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(Ta(ah) ® xx):.

- Mas como a? € cqg, pelo Lema 2.10 terém?)s;lTT (T(a2@zr))i—(Ta(a?) @zy); =
v—r+00

0, para todo n € IN.

Notemos que para todo 7,7,k e n € IN temos v5((0,an) ©® zx) = 0. De fato, para
cadan € IN, (0,a,) O2x = aZ @ 2 = 0+ an12p2 + 0 + @pozpg + - -- + 0 + Uns, Th2sy,

onde maxsupp (a,) = s,.

Logo, a projegao P; do vetor (0,a,) ® zx em W; tem a primeira componente em
Xzj-1 igual a zero, isto é, P;((0,a,) © o) = 0+ apjzre; € W;. Assim, v5((0,a,) ©

zk) = (27,0)(0, an;zra;) = 27(0) — Oan;zpe; = 0.

Sek € Nyei € NyUN3UNy, entdo i # k, logo o mesmo ocorre com os funcionais
ui; e w, isto &, uf((0,a,) © 2x) = (27, —27)(0, @njzpe;) = 27(0) — 27 (AnjTroy) =

—nj2i(Zr2;) = —ani0 = 0 e w((0,an) O 2x) = (0,27)(0, @njzro;) = 2} (anjzra;) =

*

Un;Z; (:Ekgj) = anjO = 0.

N N

Dado N € IN, consideremos o vetor de V, Y. (0,a8,) Oz = Y a? @ 2 =
n=1 n=1

O+anzre +0+4apzpy+--- + 0+ a5, Tas, + 0+ azs 1Zp2(5,41) + - F 0+ ags, Tp2s, +

ot 0+ ansy_ 1 Tra(sy_41) F -+ 0+ ANsyTrasy € k € Na.

Pela defini¢do de norma e das observacoes anteriores obtemos, para todo N € IN,

N
ZI(O,an)Qa:k = max{[|w?]| : 1 <n <N e 1 <j < s,}, onde w; =

n
1%
(0, anjzr2;); € @ norma é a de um vetor do espago W; = Xy;_, @ng.

Segue que, max {||w?]|: 1 <n< N e 1 <j<s,} = MAX 1 <n< N {MEX ||@njzrj]|
c 1 <5 < sp} = méxicnen{méx|ay] 1 <j < s} = méx{|[a?]jw : 1 < n < N} =

max {||an]|e : 1 <n < N},
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Mas, a1 < a3 < < ay e |[as]|c = 1, para 1 < n < N. Logo,
N
=1

o0

B : max {||anlloc 1 1 <n < N} =|lar +az+ - +an|les =

N
n=1

N
Facamos agora uma estimativa da norma do vetor 7' <Z (0,a,) ® ILk>

n=1
Em primeiro lugar, observemos que pela definicio dada dos operadores B e D,

temos que Ty (0, a,) = (B(an), D(a,)).

Concluimos anteriormente que para todo n € IN, 7°((0, an) ©z1) —(B(an), D(a,))
Oz}, converge pontualmente a zero se k — +oco. Fixemos i € IN. Logo, dado ¢ > 0,
para 1 < n < N, existird k, € IN tal que, se k& > k,, entao I(T'((0,a,) ® a)); —

((B(an), D(an)) © )]l <

€ , .
N onde a norma é a de um vetor pertencente a X;.

N
Tomemos ko =max {k, : 1<n< N}, logose k> ko teremos || 3 (T((0,an) © zx));
n=1

(Blan), D@)) 0 2) | < & [(T((0,0n) © 2 — (Blan), D(an)) © )]

1

N =e.

M=

TL

IA
=] o

Assim, para todo N € IN, a seqiiéncia

N N
T (Z(O, an) ® u) — > (B(as), D(a,)) ® 2} converge pontualmente
n=1 (2.18)

n=1

a zero, se k — +oo

Segue que, dados N € IN, ¢ > 0 e 5 € IN, podemos determinar por (2.18),

k; € IN, tal que se k > k;,

[T (%(O,Gn) © mk) - i(B(an), D(an)) © xk]j

n=1 n=1 il

(7 (20,06 )) - (S, D 0 )

)

< 2max {

n=1 n=1
N N e
(7(Z0mon)) - (3 (Blan), Dle @ ) } <,
n=1 23 n=1 25
onde j é a projegao do vetor no espago W;. (2.19)
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Fixemos entao, ¢ > 0 (determinado na construcao dos vetores a,) e N € IN,
47\’ .
N > (M) - Podemos por (2.19) determinar k € Ny, k = méx {k; : 1 <i < N},
S | B 2 Vo = L OQECINOS por

tal que

<

g

NI

[T (i(o, ) © u) ~ i(B(an), D(a,)) ® :ckL

n=1 n=1 i llv

para cada?=1,2,..., V.

o0

Lembremos que ji, j2,..., 5 é parte da seqiiéncia crescente (7i)72, construida

anteriormente e a norma é a de um vetor do espaco W;,.

Podemos agora, para cada i = 1,2,..., N, considerando v, € Wi ek e N,

escolhido, obter:

vk, (ZVI(B(%),D(%)) @xk) < ok, (T @jl(o,an) ®$k>>’
i, (1 (S0 0) - S8, Da) 05

<

Vg, <T (g(o, an) © u)), + [lv;, |l ” [T (é(o,an) o) IL)
v, (T (é(o,an) o ILL>> , + 2 .

<
v

n=1

N
_ Z(B(an), D(a,)) ® mk} |

Jt

Concluimos entao que:

i, (r(S0.m0))

n=1

Z (2.20)

(i(B(anx D(an)) © )

n=1

N
Olhemos agora para o vetor 3 (B(a,), D(a,)) © 2. Pela definicio, para cada

n=1

n,k € IN,

(B(an), D(ay)) @ zp = £7'(B(a,), D(a,)) @ zy

= ((Blan)s, (D(@n))1, (B(an))a, (D(an))s, ., (Blan))s, (D(@n))s, ..,
(B(an))ia, (D(@n))is - (B(@n))s (D(an) i) @ 2

= ((Blam)rza, (D(an)izaa, -, (Blan)) wiaji-1, (D(an))jyzrogs, -
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(B(an))j2$k2j2—1> (D(an))hxlﬂjm SR (B(an))jN:Eksz—l’ (D(a’n))ijk?jNv ;g )

Logo, 3= (B(an), D(an)) @ 24 = (§1<B(an>>2j_lxk2j_l oz (D(an))z.fﬂ:kza‘) ,
n= n= n= jzl

n=1 n=1

N N
onde (Z (B(an))2j—1%k25-1, > (D(an))2j$k2j> é um vetor do espago W,.

Voltando ao resultado (2.20), tinhamos para cada i =1,2,..., N,

N N
Vg, (T <Z(0, ) © 7/L>) > |vj,, (Z(B(an), D(a,)) © u) Z
n=1 n=1
N c
= |(z},0 (ZB (@n)ji k-1, Z(D(an))j.fﬂkzj.-) -3
n=1 n=1
N e N e
= |2} (Z(B(an))j.-ivkzﬁ—lﬂ —7 = > (B(an));| — i
=1 n=1
& E & &
> = _ - — o R
i JII Z ,B an Jt 4 E 2 4 4
n#x
N N o
Agora, o vetor T (Z (0,a,) ® ’I,L> € W. Logo, T (Z (0,a,) ® :L‘k> = ) Wj.
n=1 n=1 7=1

Assim, pela defini¢ao de norma, pela Observacao 1.19 e sabendo que k € Ny, ob-

2 . 2 ; 2
N IN IN N
teremos || T (Z(O,an) @:Z)k) Sw > VL (T (Z(O,an)Gmk)) >
n=1 7=1 % i=1 n=l1
N N 2 2 41T
B (r(S0on)| 205 > ()2 _ e
1=1] n=

Concluimos que, se B nao é estritamente singular, teremos

N
£ ( Z_:I(O, an) © 'LA)

N
> ||T']], o que é uma contradicao, ja que || 3 (0,a,) ® zx

n=1

=1leT: W = W era
v

pela hipétese um operador limitado.

Raciocinio analogo nos leva a uma contradicao, supondo que o operador (' nao

seja estritamente singular.
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Neste caso, encontramos uma seqiiéncia (a,)52; de vetores de ¢y, normalizada,

com a, < any1, Vn € IN, e uma seqiiéncia crescente (7:)82, de naturais, tais que

&

Clan)il > e sen=ie 3 [(Clan)l < &
n#i

Pelo Lema 2.10, temos que T'((as,0)®zx) — Ty (an, 0) O 24 converge pontualmente
a zero se k — +oo, para todo n € IN, e pela definicio dos operadores A e C,

Ta(an,0) = (A(an), C(ay)).

Para todo ¢, 5,k e n € IN, temos w};((an,0)®z)) = 0, pois a segunda componente
da projecao P; do vetor (a,,0) ® z; em W; é igual a zero, isto &, Pi((an,0) ©® zp) =

anjTr2; +0 € W;. Sek € N3 er € NyUN, U Ny, o mesmo ocorre com uj; e v}, pois

Assim, pela definicdo de norma, se k € N3 e N € IN, obtemos como no ca-

= 1. Estimamos a norma do vetor

N
Z (a"n) O) O T

n=1

so anterior que

v

(oo}

N
T <E (an,0)® xk> da mesma forma que fizemos no caso do operador B e encon-
n=1

tramos £ € N3 e N € IN, tais que > ||T|l, o que é uma

N
T (Zl(an, 0)® :zzk)

n—=

contradicao, pois T' é um operador limitado.

Sabendo que B e C' sao operadores de ¢y estritamente singulares, vamos supor

para finalizar, que o operador A — D nao seja.

Neste caso, obtemos utilizando argumentos semelhantes aos casos anteriores,
e > 0, uma seqiiéncia (a,)2, de vetores de ¢y normalizada com a, < (nt1, Y € IN
e uma sequeéncia crescente (7;);2, de naturais, tais que |((4 — D)(a,));| > esen =i

e Z I((A - D)(an));| <
n#i

= ™

Além disso, é possivel determinar uma subseqiiéncia de (an)22, que denotaremos
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novamente por (a,);Z, com a propriedade adicional: max (|| B(an)|leo, ||C(an)lle) <

€1l07", para todo n € IN. Mostremos para isso que lim B(a,) = llm Cla,) =0.

********* n—+co n—+oco

Suponhamos que nao ocorra para B, logo ||B(a,)|| /4 0 e como B(a,) - 0,
pela Proposicao 0.10, existe uma subseqiiéncia (B(a,, )%, de (B(an))%%,, que é

uma sequéncia basica, equivalente a uma base de bloco da base (¢,)22, de co.

Temos também a,, — 0 e |a,,|| = 1, para todo k € IN, utilizando novamente a
Proposicao 0.10 existe uma subseqiiéncia de (a,, )%, (any )21 que é uma seqiiéncia
basica e (an, )i2; ~ (w:)2,, onde (u;)i2, é base de bloco de (¢;)®2,. Observemos
que a subsequencia (B(ay,, )2, de (B(an,))i2, é também uma seqiiéncia basica e

(B(an, )iy ~ (vi)2,, onde (v;)2; é base de bloco de (e;)%2,.

As sequiéncias normalizadas, (ﬂ%‘ﬂ)oil e (”f’—:“)oi , sao bases de bloco de (¢;)%2,.
Logo, pela Proposicao 0.9, (IIuJI) ~ (€)2, e (ﬁ) ~ (&)2,; mas (@ny, )2y ~
(”Z—E”)izl e (B(C‘ﬂki))-?; ~ (m) , 0 que acarreta (a"k,- )2, ~ (B(an,;',) ®

=1

Considerando A = [(a,, )2,] e Y = [(B(an, ))2,], temos pela Proposicao 0.8
que B : A = Y ¢é isomorfismo, o que contraria a hipdtese que fizemos de que B é

estritamente singular. Raciocinio andlogo pode ser aplicado ao operador C.

Como nos casos anteriores, pelo Lema 2.10, obtemos que T((an, an) © z1) —
Ta(an, az) © z converge pontualmente a zero se k — +co, onde, pela definicao dos

operadores A, B,C' e D, Tx(an,a,) = (A + B)(ay), (C + D)(an)).

Notemos também que para todo ,7,k e n € IN, temos ufi((an, an) © z) = 0,
pois (27 — 27)(@njTraj—1, AnjTho;) = an;T; (Th2j—1) — @nj@t(Tho;) = 0. Se k € N, e

1 € Ny U N3 U Ny, o mesmo ocorre com v € w;, pois 1 # k.
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Dado N € IN, consideremos o vetor de V, Z (@n,a,) @z Sek € Nye N € IN,

N "
Z (aTH a,,,)*@ Tk

n=1

==t

oo

*E’ ay,

n=1

~obtemos como nos casos-anteriores que

Vv

N N
Concluimos também que para todo n € IN, T (Z (an,an) @xk) - Y ((A+

n=1 n=1

B)(ax),(C + D)(an)) ® @) converge pontualmente a zero, se k — +oo.

Segue que, dados N € IN, € > 0 e ;7 € IN, podemos determinar k; € IN, tal que

sek>kj,

< (2.21)

1o

N N
[T <Z(aman) O ka) — 2 ((A+ B)(ax), (C + D)(az)) © wa

n=1 n=1 v

Fixemos € > 0 (determinado na construcao dos vetores a,) e N € N, N >

41|77
( = > Podemos por (2.21) determinar k € Ny, k = max{k;, : 1 <1 < N} tal

-
C

que

<
%

)

)

N N
[T (Z(an,an ) © u) ((A+ B)(an),(C + D)(a,)) ® u]

:1

n=1 Ji

para cadaz=1,2,..., N.

Considerando uy; € W; e k € N; escolhido, podemos obter como nos casos

anteriores:

i (7 (Loman) 00

n=1

>

i (44 B0, 4 DY) 0 )| - &
"~ (2.22)

Agora, neste caso, o vetor ((4+ B)(ax),(C + D)(ay)) ® zx é igual a

C7H(A + B)(an), (C + D)(an)) ® zx

= ([A( (Ban))], [(Clan)t + (D(@n)], [(A(an))2 + (B(an))a],
(Can))2+(D(an))a); - - -, [(Alan))s, +(B(an))i), [(C(an))s, +(D(an))i], -,
[(A@n)in + (B(an))in], [(Clan))sy + (Dlan))y),..) @ 2y
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= ([(A(an)s + (Ban)ilows, [(Clan))s + (D(an)i)zim, .,
[(A(an))i, + (Blan))iJerai-1, [(Clan))sy + (D(an)iJorzss -y

[(A(an))jN + (B(a"))jN]$k2jN—17 [(C(an))JN + (D(a’n))jN]kujN7 s )

Assim,

iv:( A+ B)(an),(C+ D)(as)) ® zx

n=1

N [oe]
= (Ao + (Bl s, (O + (Blanl o)

J

one (£ 1@+ (BCon s i, 5 [(Clanls + (Blonil i) & o

n=1

vetor do espago W;.

Voltando ao resultado (2.22), tinhamos para cada i = 1,2,..., N,

(T(ﬁ(an, ) © ))( >

n=1

- (Z[ (a)) + (an)>j,-1xk2j.-_1,';KC(an))ji+<D(an>)j,-1xkzj.)

&

N
U (Z_:((‘4+B)(an),(C+D)(an)) © mk> =

&

4

= | (A + (Blan))i] + ;K—o(an))ﬁ +(=Dlan));)| - =
N N ~
= [2[(A@)s = (Dlan)s] + XABlen))i = (Clan))i] - §
2 [ [(A@w)i = (D(an)id| = | UBlan))s = (Clen)il| - &
> | (A - (D(a)i)| - Z“ (Clan)ill - 2
N N N e
> | A = (Dlan))id| = 2 (Blan))id = 2 I(Clan))id = 5
> (A= D)asl — X I((A ~ D)fan))s - i D DRI
- E 2 ¢ ':!
S R R
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Assim, obtemos como nos casos anteriores > T, o que é

N
T ( gl(an, ap) ® :L‘k>

—uma-contradicde————— - [ |

Finalmente estamos em condicées de demonstrar o principal resultado dessa

dissertacao.
Teorema 2.22 O espago X®&W € isomorfo ao seu cubo, mas ndo ao seu quadrado.

Demonstracao: Mostraremos que o espaco W nao é isomorfo ao seu subespaco

0o
@W onde podemos pensar em X como sendo a segunda componente (X
7 o 2

X

=2

do espaco W;.

Como ja vimos no Lema 1.22, item (a), X & i W; ~ X ®& W, logo se W
=2
X & § ®W;, entao W £ X & W e, conseqiientemente, pelo Lema 1.22, item (b),
7=2

J

(XBWPE~WALXPW.

Suponhamos entdao que exista um isomorfismo 7' : W — X ¢ S @W;. Seja
=2

P: W — W a projecao de W no seu subespaco X @& i DW;.
=2

Consideremos também S : W — W a inversa & esquerda de T, definida por

(T~'P)(a), Va € W.

Assim, ST : W — W é tal que ST = T'PT =Idw e TS : W = X @ %Wj
i=2
étal que 'S =TT~ 'P = P.

Verifiquemos inicialmente que ®(/dw) = Id., e que ®(P) = Q, onde Q : ¢y — ¢,

oo
€ a projecao de ¢y no seu subespaco fechado [(e;)52,],isto é, dado c € ¢y, c = ¥ ajej,
=1

temos ()(c) = ioj (4 €5,
J=2

Antes, porém, lembremos que ®(Idw) = Iy 1 ¢co — cp e Iz(a) = Ajaya, Va € cgo,
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onde Ajq,, é a matriz de termo geral a;, com a propriedade de que hrJP Lij(20;) —
n—

aij(j”zi)f:,o’,v?"j,e IN e [;; : X; = X; é o operador definido por Iy = P,,-[dw]XJ.

Assim, se 1 # 7, entao [;j(z,;) = (Pildw|x,)(xn;) = (Pildw)(za;) = Filzn;) =
0, para todo n € IN. Logo, de hm Lij(2nj) = aij(zni) = 0 temos lim —ay;(z,) = 0

n—-+4co

e como ||z,i|| =1, Yn € N, temos a;; = 0.

x;)(@n;) = (Pildw)(2n;) = Pi(zn;) = 2,;, para

todo n € IN. Assim, de llm Lij(2n;)—aij(zn;) = 0 temos que kr+n Tpg—045Ens =0,
n o0

Se 1 = j, entao I;j(z,;) = (Pidw

logo nkT Enj = O43dq; = 0, portanto ngr_gloo(l — @ij)xn; = 0 e como ||z.] = 1,

Vn € IN, temos 1 — a;; = 0, isto é, a;; = 1.
Concluimos que Ajay, € a matriz identidade e que ®(Idw) = I, é o operador

Id.,.

Da mesma forma, temos ®(P) = Py : ¢g — ¢ e Py(a) = Ap(a), Va € coo, onde
Ap é a matriz de termo geral j3;;, tal que nETm Pij(zn;) — Bij(zn) =0, Vi,7 € IN e
Fij : X; = X; é o operador definido por P;; = P;P|x,.

Neste caso, se ¢+ = 1 e j € IN, 7 # 1, temos Py (z,;) = (P P|x;)(zr5) =
(P1P)(xn;) = Py(2,;) = 0, para todo n € IN, segue que nginm Pij(zn;) — Bij(zn:i) = 0
logo, nli)gnoo —Pij(zni) = 0 e portanto f;; = 0. No caso em que i = j = 1, temos
Pij(zn) = (PrPlx,)(2m) = (PP)(zm) = Pi(P(zm)) = Pi(0) = 0, para todo

n € IN, logo f;; = 0.

Assim, a matriz Ap tem f;; =0sei=1ej € N, logo Ap(b) = 0, se b € ¢y
e b € [el], portanto ®(P) = P, é o operador Q definido anteriormente. Agora,

®(ST) = ®(Idw) = Id.,, logo pelo Lema 2.17, temos

O(S)O(T) = Id,, (2.23)
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e também pelo mesmo lema,
S O(T)(S)=d(P)=Q. (2.24)

Finalmente, mostremos que Ker ®(T') = {0} e a codimensio de Im ®(T') é igual

al.

Pelo resultado (2.23), temos ®(S5)(®(T')(c)) = ¢, para todo ¢ € co, logo se ¢ €
Ker ®(T") temos ®(T')(c) = 0 e conseqiientemente ®(S5)(®(T)(c)) = ¢ = ®(S5)(0) =
0.

Temos também que ®(S) é sobre ¢y, pois dado ¢ € ¢, por (2.23), ¢ = 9(9)
(@(T')(¢c)), logo existe z = ®(T)(c) € ¢ tal que ®(S5)(z) = c. Segue que dim Im (7T
= dimIm ®(7)®(5), mas por (2.24), dimIm ®(7)®(S) = dimIm Q, que tem codi-

mensao 1.

Assim, se 7' fosse isomorfismo, Q(T) =Ty : co — ¢ seria um operador limitado
com ®(T')(co) = [(€;)52,] e tal que dim Ker ®(7') = 0. Mas, dim co/[(€;)%2,] = 1, logo
®(T) seria um operador de Fredholm de indice impar, o que contraria o resultado

do lema anterior. [ |
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Problemas em aberto

estejam em aberto, relacionados com o problema de Schroeder-Bernstein. O primeiro

se refere a métodos de decomposicio em espacos de Banach.

Problema 1: Sejam X e Y espacos de Banach. Se X <5 YV S5 XeX2n XaY,

entao X ~ Y7

O problema 1 é importante, pois se tiver uma solugao positiva ele unifica os

métodos de decomposicao de A. Pelczynski apresentados na introducdo; pois se
, (o]

ou X ~ Z EB/Yn> y

0 n=1 -

entao X% ~ X @Y, isto é, o problema 1 seria um método mais geral de decomposicao
s , O P g posic

X~X?’eY ~Y? entio X2~ XPY ese X ~ (f EBXn)
n=1

para o isomorfismo X ~ Y.
Vimos, como um dos principais resultados desta dissertacdo, que existe um es-

pago de Banach Z, tal que Z # Z? e Z ~ Z3 O segundo problema vai nesta

direcdo.

Problema 2: Existe um espaco de Banach X tal que X % X? mas X? ~ X37
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