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Abstract

- The main purpose of this dissertation is to present the exponential space
of a topological space (also called hyperspace) and a way to get homeo-
morphisms in the class of compact metric zero-dimensional spaces. Also it
determines the spaces homeomorphic to their own exponential space (called
exponentially complete spaces). The theory of accumulation spectra is used
to classify the spaces and, with some extra hypotheses to ensure the existen-
ce of homeomorphisms. Sierpinski’s theorem and the fact that the Cantor

space is exponentially complete are obtained as corollaries.

Resumo

O objetivo principal desta dissertagao é apresentar o espaco exponencial
de um espaco topolégico (também denominado hiperespaco) e um meio de
se obter homeomorfismos na classe dos espagos métricos compactos zero-
dimensionais a fim de determinar os espagos homeomorfos ao seu exponencial,
os chamados espacos exponencialmente completos. Para tanto é exibida a
teoria dos espectros de acumulacao para que os espacos sejam classificados
e, mediante algumas hipoteses, garantir homeomorfismos. O teorema de

Sierpinski e o fato que o espaco de Cantor é exponencialmente completo

aparecem como corolarios.
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Introducao

O foco deste trabalho centra-se nos espagos exponenciais: espagos topo-
logicos definidos a partir de outro espago topoldgico, em que os pontos deste
novo espago serao os fechados nao vazios do espaco de partida. A topologia
induzida serda a topologia finita ou topologia de Vietoris na qual, cada aberto
da nova topologia sera definido através de uma quantidade finita de abertos
do espago inicial, sendo formado pelos pontos (fechados na topologia inicial)
que estao contidos na uniao destes abertos e interceptam cada um deles.

A partir dai surge uma questao: existem espacos homeomorfos ao seu pro-
prio exponencial? O titulo deste trabalho, Espacos exponencialmente com-
pletos, refere-se a este tipo de espago.

Um trabalho realizado por Marjanovié [4] em 1972 determina todos os
espagos que sdo exponencialmente completos na classe dos espagos métricos
compactos zero-dimensionais.

Para se obter os homeomorfismos tem-se como base a teoria dos espectros
e ordens de acumulagao, na qual o espago é particionado em varios subcon-
juntos. A quebra inicia-se separando-se o conjunto dos pontos isolados; em
seguida, o conjunto formado pelos pontos tais que toda vizinhanca nao possui
pontos isolados e, desta forma, inicia-se uma construgao recursiva. O espa-
co sera classificado conforme seus pontos se distribuem nestes subconjuntos,
definindo-se assim o espectro de acumulagao do espaco. O homeomorfismo
é garantido se dois espagos possuem o mesmo espectro, a mesma quantida-

de de pontos isolados e o fecho de cada conjunto nao vazio da particao (a



menos do conjunto de pontos isolados) é homeomorfo ao conjunto de Can-
tor. Veremos que o proprio conjunto de Cantor é um exemplo de um espago
exponencialmente completo.

Uma teoria analoga foi publicada por Vucemilovié¢ [16] em 1974 com res-
peito a espagos métricos zero-dimensionais enumeraveis. E também desen-
volvido, por meio dos espectros, um modo de determinar homeomorfismos.
O teorema de Sierpinski, que diz que todo espago métrico enumeravel nao
vazio zero-dimensional sem pontos isolados é homeomorfo ao conjunto dos
racionals, acaba saindo como um coroldrio. Mais tarde, utilizando estes re-
sultados, Vucemilovi¢ em conjunto com Marjanovi¢, publicam um artigo [5]
no qual sdo exibidos dois espagos nao homeomorfos que possuem quadrados
homeomorfos na classe dos espagos métricos zero-dimensionals enumeraveis.

Para garantir os homeomorfismos na classe dos espagos métricos compac-
tos zero-dimensionais, é utilizada uma teoria desenvolvida por R. Vaught na
qual define-se um tipo de relagao entre espacos que implicarda no homeomor-
fismo, ou seja, se dois espagos satisfazem a relagao, sao homeomorfos. Stevo
Todorcevic em Topics in Topology [13] obtém os homeomorfismos definindo
uma relagao deste tipo, no caso, ter o mesmo espectro, a mesma quantidade
de pontos isolados e a aderéncia de cada conjunto nao vazio da particao cita-
da anteriormente (a nao ser o conjunto de pontos isolados) ser homeomorfo
ao conjunto de Cantor.

Finalmente, vamos “calcular” o espectro de um espago exponencial através
do espago de partida e com isso exibir os espagos métricos compactos zero-
dimensionais que sao exponencialmente completos.

No primeiro capitulo apresentaremos alguns resultados importantes re-
lativos a espagos topolégicos zero-dimensionais e a espagos metrizaveis, que
como pode-se notar, estao presentes em todo o trabalho. Qualquer outra
nogao topoldgica nao abordada nas preliminares poderd ser encontrada no
livro do Engelking [1]. A principal fonte deste trabalho € o livro do Stevo

Todorcevic [13] citado anteriormente.



Capitulo 1

Preliminares

Neste primeiro capitulo exibiremos alguns tipos de espacos topolégicos e
algumas de suas propriedades importantes que serao utilizadas ao longo do

texto. Todos os espagos topolégicos tratados serao Hausdorff.

Primeiramente trataremos dos espagos zero-dimensionais que estarao pre-

sentes durante todo o trabalho.

1.1 Espacos Zero-dimensionais

Definigao 1.1. Um espago topologico X é zero-dimensional se possui uma

base composta por abertos-fechados.

Teorema 1.2. Todo espaco zero-dimensional nao possui nenhum subespago

conezo com cardinalidade maior que 1.

Demonstragao. Seja A um subespago de X tal que |A| > 1. Tome z e y
pontos distintos de A e U aberto-fechado tal que z € U e y ¢ U. Assim
podemos particionar A em dois subespagos abertos disjuntos A\ U e ANU

concluindo que A nao é conexo.



|

Lema 1.3. Se X € espaco zero-dimensional com base enumerdvel entao todo

aberto pode ser escrito como unido disjunta de uma seqiencia de abertos-

fechados.

Demonstrag¢ao. Todo aberto U pode ser escrito como uniao de abertos-fechados

da base. Assim, U = (o Ui = Uioo (Ui \ Uj—;é Us)-
O

Teorema 1.4 (Reduc@o). Seja X um espago zero-dimensional com base
enumerdvel. Se Go,...,Gy,... € uma seqiéncia (finita ou infinita) de abertos
em X, entao existe uma seqiiéncia Uy, ..., U,, ... de abertos de X dois a dois

disjuntos tais que U; C G; para todo v e | Ji2, Ui = iey Gi-

Demonstra¢do. De acordo com o lema anterior, podemos escrever (&; como
uniao disjunta de abertos-fechados G; = U?io U, ;, para todo 2. Seja

{W; : i € N} outra enumeragao de {U;; : t,7 € N}. Definimos Tp = W,
eT,=W,\ (WoU---UW,_,) para n > 1. Obtemos os abertos-fechados
desejados da seguinte forma: Uy é a reuniao dos 7T, contidos em Gy, e para
n > 1, U, é a reuniao dos T} contidos em (,, que ainda nao foram escolhidos
anteriormente para compor algum U,, com m < n. Note que os abertos-
fechados U, satisfazem | J;-, U; = UZO G; e U; C G; para todo 1.

O
Teorema 1.5 (Separacao). Se Fy,..., F,,... € uma seqiéncia (finita ou
infinita) de fechados em um espago zero-dimensional com base enumerdvel
tal que oy Fs = @, entao eziste Vo,...,V,,... uma seqiéncia de abertos-

fechados de X tais que F; C V; para todo i e (\ioy Vi = @. Em particular,
se A e B sao fechados disjuntos, existe V' aberto-fechado tal que A C V e

VNnB=g.

Demonstragao. Definimos G; = X \ F; e, utilizando o teorema anterior, ob-

temos a seqiiéncia de abertos dois a dois disjuntos Up,...U,, ..., fazemos



Vi=X\U eassim (Jiog Gi = X \ oo Fi = X = Ui2 Ui- Com isso U; e V,
sao abertos-fechados para todo z e, através da altima igualdade, temos que
Nieo Vi = @. A inclusdo U; C G; nos fornece F; C V; para todo 1.

O

O conjunto de Cantor C é um exemplo de espago métrico compacto
zero-dimensional. Sua construgao inicia-se a partir do intervalo da reta real
Ir = [0, 1] dividindo-o em trés partes iguais e retirando-se o intervalo aberto
central. Desta forma obtemos um novo conjunto formado pela uniao de dois
intervalos fechados I; = [0, $]U[2, 1]. O passo seguinte consiste novamente em
dividir cada um dos intervalos em trés partes iguais retirando-se os intervalos
abertos centrais. Desta forma obtemos I, = [0,3] U [2, 2] U [§, U (8 1] e
assim sucessivamente. O conjunto de Cantor C sera C = () .y /.. Para

ilustrar melhor observe a figura:

[() 0t —1
I Ol————lé— %I-——-———I]_
TR T

Observe que {I, : n € N} € uma familia de fechados em [0, 1] que satisfaz
a propriedade da interseccao finita. Logo C é fechado, nao vazio e compacto.
Outra caracteristica importante do conjunto de Cantor é a de ser home-

omorfo a {0,1}%. Isto pode ser verificado observando que cada ponto z de

C pode ser escrito como

002,'
x:;;

Com isso definimos f : C +— {0, 1} como f(z) = (z;)ien que obviamente

trata-se de uma funcao bijetora e continua e portanto um homeomorfismo

,onde z; € {0,1} ez € N

ja que C é compacto. Assim verificamos também que C é zero-dimensional

(teorema 1.8).



Defini¢ao 1.6. Para uma familia { X, : s € S} de espagos topolégicos dois a
dois disjuntos consideramos o conjunto X = J,.4 X, e a familia 7 de todos
os conjuntos U C X tais que U N X, é aberto em X, para todo s € S. Desta
forma 7 define uma topologia em X. Ao conjunto X munido com a topologia

7 damos o nome de soma topolégica de {X; : s € S} e denotamos (P, ¢ Xs

ouX;d---dXeseS={1,...,k}.

Podemos estender a definicao de soma topolégica para uma familia

{X; : s € S} de espagos nao disjuntos fazendo P .4 Xs = @SES(XS % {5}

Teorema 1.7. A soma P g X;s, onde S # 3 e X, # @ para todo s € S €

zero-dimensional se e so se cada X, é zero-dimensional.

O

Teorema 1.8. O produto cartesiano [[,.g X, onde S # @ e X, # @ para

todo s € S € zero-dimensional se e s6 se cada X, é zero-dimensional

(]

A seguir abordaremos os espagos metrizaveis, utilizados no momento em
que desejamos inserir uma métrica em um espago topolégico definido a partir

da topologia de outro espaco métrico.

1.2 Espacos Metrizaveis

Definigao 1.9. Um espago topolégico é metrizavel se existe uma métrica

d em X que gera a mesma topologia de X.

Teorema 1.10. Um espago reqular Lindelof é metrizdvel se e somente se

possui uma base de abertos enumerdvel.

10



Definigao 1.11. Seja (X, d) um espago métrico e A C X nao vazio. O
diametro de A denotado por §(A) é o supremo das distancias dos pontos
de A, ou seja, §(A) = sup{d(z,y) : z,y € A}. O diametro pode ser co e
podemos definir §(@) = 0.

O teorema a seguir é muito poderoso quando tratamos de espagos métricos

completos.

Teorema 1.12 (Interseccao de Cantor). Seja (X,d) um espago métrico
completo. Entao para toda seqiiéncia decrescente Fo D --- D F, D ... de fe-
chados nao-vazios de X comlim,_,o, 6(F,) = 0, a interseccao (o, Fn = {z}

para algum xz € X.

Demonstragao. A hipétese 6(F,,) — 0 garante que a intersecgao nao pode
conter mais de um ponto. Basta mostrarmos que a intersec¢ao nao é vazia.
Escolhemos z,, pertencente a F,, para cadan € N. Como §(F},) — 0 obtemos
(zn)nen uma seqiiéncia de Cauchy que, por X ser completo, converge para
um ponto z € X.

Vamos mostrar que z pertence a F, para todo n € N. Seja no € N
arbitrario. Como Fy D --- D F, D ..., os pontos da seqiiéncia (z,)n>n,
pertencem todos a F,,. Como F,, é fechado, =, que é limite desta seqiiencia,

pertence a Fj,,.

d

Obs 1.13. O teorema anterior serd empregado nesta disserta¢ao em espagos

métricos compactos, jd que todo espago métrico compacto € completo

11



Capitulo 2

Espacos Exponenciais

Primeiramente iremos definir espago exponencial de um espago topologi-

co, apresentar suas principais propriedades e alguns resultados.

Definicao 2.1. O espago exponencial exp(X) (também chamado de hiper-
espago e denotado por 2%) de um espago topolégico X é formado pelo con-

junto de todos os fechados nao vazios de X munido com a topologia gerada

por dois tipos de abertos sub-béasicos:

(U)y = {Feexp(X)|F CU}
YW( = {Feexp(X)|FNU # o}

onde U é um aberto nao vazio de X.
Temos, assim, uma base para a topologia formada por elementos do tipo

(Uh,...,Uny={F €exp(X)IF C | JUi e FNU; # 2,1 <i <n}
=1

onde Uy, ..., U, sao abertos nao vazios de X.

Note que

I
-
L=

D)
D>
=

(Uh,...,Uy)



Esta topologia é chamada de topologia de Vietoris ou topologia fi-

nita.
Podemos também definir uma sub-base de fechados da seguinte forma:

(F) = exp(X)\)X\F( = {F eexp(X)|F" C F}
MW = exp(X)\(X\F) = {F eexp(X)|F'NF #}

para F' fechado nao vazio em X.

Podemos ressaltar alguns subespagos de exp(X) importantes como [X]<™
formado pelos conjuntos finitos de X com no méaximo n elementos. Sao cha-
<1

mados de enésima poténcia simétrica de X . Observe que [X]|=! é um

subespago de exp(X) homeomorfo a X (através do homeomorfismo natural

z— {z}) e que |, n[X]=" é denso em exp(X).

A seguir, exibiremos algumas propriedades preservadas pelo exponencial.
Proposigao 2.2. X € compacto se e somente se exp(X) é compacto.

Demonstracao. (=) Utilizando o teorema da sub-base de Alexander [1] va-
mos mostrar que uma familia 7 de elementos nao-vazios de uma sub-base
fechada de exp(X) com a propriedade da intersecgao finita (p.i.f.) possui in-
tersecgao nao vazia. F pode ser particionado em Fy e F;, onde Fy é formado
por elementos do tipo (F') e F; por elementos da forma )F(. Observando
que {F : (F) € Fo} satisfaz p.i.f. (dado que Fy satisfaz) e a compacidade de
X obtemos
o # Fo=({F: (F) € o}

Precisamos mostrar que Fy € NF;.

Se Fy ¢ YF'(, para algum )F'( € Fy, temos que Fy N F' = @. Pela
compacidade de X, existem Fi,...,F, € {F : (F) € Fo} que satisfazem
Fin---NF,NnF'"=@. Com isso, terfamos (F1) N ---N(F,) N)F'( =3, 0
que é um absurdo ja que F satisfaz p.i.f.

(<) Supondo exp(X) compacto e seja {U, : s € S} uma cobertura aberta
de X. Temos que {(X,U;) : s € S} é uma cobertura aberta de exp(X) que

13



admite {(X,U;),...,(X,U,)} subcobertura finita. Obtemos {Uy,...,U,}

subcobertura finita de X concluindo que X é compacto.

g

Proposicao 2.3. X € compacto métrico se e somente se exp(X) € compacto

métrico

Demonstragao. (=) Sendo  uma base enumeravel de X', podemos construir
{{U1,...,U,) :n € N, U; € Bparal <1 < n} uma base enumerével de
exp(X) ja que X é compacto. Logo exp(X) é metrizavel.

(<) Sendo exp(X) métrico, o mesmo acontece com seu subespago [X]<!
que € homeomorfo a X sendo portanto também métrico. Dada a compacidade

de exp(X) obtemos a compacidade de X.
(

Proposigao 2.4. X é zero-dimensional se e s se exp(X) € zero-dimensional.

Demonstracao. (=) Basta observar que se U é um aberto-fechado de X entao
(U) e YU( sao abertos-fechados em exp(X).
(<) Imediato ao observarmos o subespago [X]' de exp(X) que é homeo-

morfo a X.
0]

Proposigao 2.5. Sejam X compacto, g : X — Y wuma fung¢do continua.

Entao F + g[F] € uma fungdo continua de exp(X) em exp(Y).

Demonstragao. Definimos G : exp(X) — exp(Y) como G(F) = g[F]. G esta
bem definida pois como F' é fechado em X que é compacto, F' é compacto.
Pela continuidade de g temos que g[F] é compacto em Y e portanto fechado

(os espagos sao Hausdorff), ou seja, g[F] € exp(Y).

14



Seja Fy C Y fechadoe Fx = g7'[Fy], mostraremos que G~ [{Fy)] = (Fx).
Cada coluna abaixo representa um lado da inclusao e cada linha é conseqiién-

cia da anterior.

FedG- [(Fy)] F € (Fx)
G(F) € (Fy) F e (g7 [Fy])
glF] € (Fy) F C g '[Fy]

glF] C Fy glF] C glg™'[Fy]] C Fy
F C g 'g[F]] C g7'[FY] glF] € (Fy)
Fe (FX) F e G '(Fy)]
G (Fy)] C (Fx) s (Fx) C GT[(Fy)]

Da mesma maneira, vamos mostrar que G~} Fy (] = ) Fx(.

F e G )Fy(] F € )Fyx(
glF] € )Fy( FNFx #0
yeglFINFy £ O FnglFy)|# o
Jz € Flg(z) =y glF1Nglg™' [Fy]) # @
z € FNg'[Fy] glFINFy # O
Fe)g ' [Fy) glF] € ) Fy{
F € )Fx( G(F) € ) Fy(
G ) Fy(] C)Fx( F e G )Fy(]
YFx( C G ) Fy (]

O

Podemos também determinar os pontos isolados e de acumulagio do es-
pago exponencial de X com base nos pontos isolados e de acumulagao de X.

A seguir temos duas proposi¢oes a esse respeito.

15



Proposigao 2.6. Seja x ponto de acumulagao de X e F' € exp(X). Se
z € F entao F € ponto de acumulagao de exp(X).

Demonstra¢ao. Supondo que F seja isolado em exp(X), devem existir Uy, ..., U,

abertos de X que satisfagam
{F} = (U],...,Un>

Logo = € Uy para algum k, 1 < k < n. Como z é ponto de acumulacao
de X, Uy € infinito. Se F' é finito, escolhemos z;, € Uy \ F', caso contrério,
escolhemos z; € Uy qualquer. Para cada 1 # k escolhemos z; € U;. Assim,
obtemos {zi,...,z,} € (Uy,...,U,) diferente de F' contrariando a hipétese

de que F ¢ isolado. Logo F' é ponto de acumulagao de exp(X).
O

Proposicao 2.7. Se F' € finito formado apenas por pontos isolados de X
entao F' é ponto isolado de exp(X).

Demonstragao. Seja F' = {z;,...,z,}. Verificamos a afirmacao se observar-

mos que {F} = ({z1},.--,{za}).
]

Obs 2.8. Se X ¢ compacto todo ponto isolado de exp(X) é um conjunto
finito de pontos isolados de X .

Definigao 2.9. Um espago topolégico X é exponencialmente completo

se € homeomorfo a exp(X).

Veremos mais adiante que o conjunto de Cantor é exponencialmente com-
pleto. Ja o espaco dos racionais Q nao é, pois se observarmos N C Q, que é

um subespago fechado discreto, podemos verificar que

|exp(Q)] > |exp(N)| = 2% > |Q|

16




Capitulo 3

Teorema do Homeomorfismo de
Vaught

Este teorema visa caracterizar espagos homeomorfos na classe dos espagos

métricos compactos zero-dimensionais (Zp).
Definiremos um tipo de relagao que garantirda o homeomorfismo entre dois

espagos, ou seja, se eles satisfazem a relagao, sao homeomorfos.

Definigao 3.1. Uma relacao binaria R em Z; é uma relagao de Vaught

se satisfaz as seguintes condigoes:

a) XRY implica Y RX
b) XR@ implica X =@

c) se XR(Yy @ Y1) entdo existe uma decomposi¢ao X = X, @ X, tal que
X()RYE) € X1 RY;

Teorema 3.2 (Vaught). Sejam X,Y € Z, tal que X RY para alguma rela-
¢ao de Vaught R em Z,. Entao X é homeomorfo a Y.

Demonstragao. Vamos pensar em X e Y como subespagos de {0, 1} e fazer

uma construgao recursiva para gerarmos abertos-fechados X, em X e Y, em

Y, com o em {0,1}<>, tais que X, RY,.

17



Primeiramente fazemos X5z = X e Yy = Y. Suponha que X, e Y, estao

definidos com X, RY,. Vamos dividir a construgao em dois casos:

e |o| é par
Vamos construir X,o® X,1 = X, com X, o e X,; abertos-fechados tais
que diam(Xoo), diam(X,1) < 2diam(X,). Utilizaremos em {0, 1} a

métrica:
d(l’,Z) o 2—min{n:z(n)¢z(n)}

Seja t a seqiiéncia maximal em {0, 1} <> tal que X, C [t]. Se m é o com-
primento de ¢ entao 27! é o diametro de X, porque min{n : z(n) # z(n)} >

m + 1 para todo z,z € X,. Sejam

Xoo = X, N[t0] e Xp1 = X, N[E1]

Como t é maximal, geramos conjuntos nao vazios e para 1 = 0,1 e
z,z € X, temos min{n : z(n) # z(n)} > m+ 2.

Assim diam(X,0), diam(X,;) <2772 < %diam(Xa).

Como X, RY,, existe uma decomposicao Y, = Y,o®Y,, tal que X, o RY,,
e X,1RY,.

e |o| é impar
Repetimos o procedimento anterior invertendo os papéis de X e Y para
garantirmos nao s6 a diminuigao do diametro dos X,’s, mas também

do diametro do Y, ’s.

Desta forma construimos uma arvore de raiz X e uma arvore com raiz
Y, onde a cada aberto-fechado X, da primeira arvore associa-se um aberto-

fechado Y, correspondente da segunda arvore com X, RY,.

18




Veja a figura:

Xooy X1y Xao)y Xan Yooy Yoy Yao Yy

X(0) X o) Yo
Xg YZ
Vamos definir um homeomorfismo ¢ : X — Y. Para cada z € X existe
um tGnico ramo infinito o9 C o1 C 03 C ... de {0,1}<* tal que z € X,

para todo n € N. Como Y é compacto, cada Y;, é fechado com Y,, DY,

e diam(Y,,) — 0, temos um tnico y tal que:

{y} =) Yon

n=0

Definimos:
¢(z) =y
Vamos mostrar que ¢ é um homeomorfismo. Pela compacidade de X e Y

basta verificarmos que ¢ € bijetora e continua.

e ¢ € injetora: Diferentes ramos na arvore com raiz Y correspondem a

diferentes pontos de Y.

e ¢ ¢ sobrejetora: Todo ponto de Y corresponde a um ramo da arvore

construida.

e ¢ € continua: Seja U um aberto-fechado tal que y € U e ¢(z) = y.
Dado que diam(Y,,) — 0 existe k tal que Y,, C U. Logo ¢[X,,] C
Y,, C U; além disso z € X,,.

Portanto ¢ é um homeomorfismo de X em Y.

19



Vejamos agora algumas aplicacoes deste teorema ao definirmos relagoes

de Vaught obtendo classes de espagos homeomorfos.

Corolario 3.3 (G. Cantor, L. E. J. Brouwer). O conjunto de Cantor

€ 0 1unico espago (ndo vazio) métrico compacto zero-dimensional sem pontos

1solados.

Demonstragao. Basta definirmos a seguinte relagao de Vaught R : X RO se
X = @; para X e Y nao vazios, X RY se e s6 se X e Y nao possuem pontos
isolados. Se X = X, @ X), dividimos Y em abertos-fechados Yj e Y] tais que
Y=Yy Y; e para: =0,1 pomos Y¥; = I se e s6 se X; = J. Assim temos
XoRYy e X1 RY;.

Desta forma R define uma relagao de Vaught e com isso o conjunto de

Cantor é o “anico” espago em Zy sem pontos isolados.

O

Com base na construgao do conjunto de Cantor podemos criar outro espa-
¢o que contém um conjunto denso de pontos isolados e o restante homeomorfo
ao conjunto de Cantor. Basta ao retirarmos cada intervalo, mantermos seu

ponto médio. Este espago é conhecido como espago de Pelczynski e deno-

tado por C, .

]0 0 11
11

I, OP——C%-zl——-——i

©OlWw Wi
Ol Wiv

7 .8
9 g1

Corolario 3.4 (Pelczynski). O espago de Pelczynski € o tinico espago com-
pacto métrico zero-dimenstonal com um conjunto denso de pontos isolados e

o restante homeomorfo ao conjunto de Cantor.

Demonstragao. Novamente vamos definir uma relagao de Vaught apropriada
para caracterizar os espacos deste tipo. Definimos X R se X = &. Para

X e Y nao-vazios definimos X RY se ambos possuem um conjunto denso de
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pontos isolados e o restante homeomorfo ao conjunto de Cantor ouse X e Y
sao finitos com o mesmo nimero de elementos.

Para verificarmos a condic¢ao c. suponha XRY e que X pode ser decom-
posto em dois conjuntos abertos-fechados X, e X;. Se X é vazio ou finito,
Y também deve ser. Supondo que X e Y possuam conjunto denso de pontos
1solados e o resto homeomorfo ao conjunto de Cantor. Se X e X intercep-
tam a copia do conjunto de Cantor dentro de X, entdao divida Y em dois
abertos-fechados Y, e Y; ambos interceptando a copia do conjunto de Cantor
em Y. Assim, X;RY; para z = 0,1. Se X, nao intercepta o conjunto de
Cantor, é formado apenas com pontos isolados e deve ser finito dado que é
compacto. Neste caso, escolha o conjunto Y, com o mesmo nimero de ele-
mentos de X também formado apenas de pontos isolados. Faga V) = Y \ Yj
e assim temos X;RY; para 1 = 0,1. Logo R é uma relacao de Vaught em Z,
e conseqiientemente o espaco de Pelczynski é o “tnico” elemento de Z; que

satisfaz as condigoes do enunciado.
]

A seguir apresentamos alguns exemplos de aplicacao dos corolédrios ante-

riores.

Ezemplo 3.5. exp({0} U {+ : n € N"})) é homeomorfo a C,.

Demonstragao. Vamos utilizar o corolario anterior (Pelczynski) para mostrar
este fato. Para X = {0} U {s : n € N*}, mostraremos que o conjunto dos
pontos isolados em exp(X) € denso e que o restante é homeomorfo ao conjunto
de Cantor.

Destacamos que X é compacto e conseqiientemente exp(X) também e que
os pontos isolados de exp(X) sdo conjuntos finitos contendo apenas pontos
isolados de X, ou seja, qualquer ponto de X diferente de 0.

Em qualquer (Uy, ..., U,) aberto de exp(X) podemos escolher z; € U; \ {0},
para cada 7, obtendo {z1,...,z,} ponto isolado de exp(X) pertencente a

(Un,...,U,). Logo o conjunto de pontos isolados é denso exp(X).
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Vamos analisar o subespaco Y = exp(X)\{F € exp(X) : 0 ¢ F e F é finito}.

Como tiramos todos os pontos isolados, o restante é fechado em exp(X) e
portanto compacto.

Para F' € Y, temos que 0 € F. Se F' fosse isolado em Y, existiriam
Uy, ...,U, abertos em X tais que {F'} = (Uy,...,U,) NY e assim, para
algum k£, 1 < k < n teriamos 0 € U, um aberto infinito. Sendo F' finito,
escolhemos z; € Uy \ F' e caso contrario zx € Uy qualquer. Para i # k,
escolhemos z; € U;. Construimos o conjunto {0} U{zy,...,z,} que pertence
a (Uh,...,U,)NY e é diferente de F'. Logo F' nao é isolado em Y.

Retirando os pontos isolados de exp(X), restam apenas pontos nao iso-
lados em Y que é compacto e, de acordo com outro corolario (Cantor), é

homeomorfo ao conjunto de Cantor. Logo exp(X) é homeomorfo ao espaco

de Pelczynski (C5).
O

Ezemplo 3.6. exp(C3) é homeomorfo a C.

Demonstragao. Primeiramente dividimos C; = KUA, onde K é homeomorfo
ao conjunto de Cantor e A é o conjunto de pontos isolados de (5.

Observe que os pontos isolados de exp(C3) sao subconjuntos finitos deA
e que o conjunto dos pontos isolados de exp(C) é denso ja que todo aberto
de C; possui ponto isolado (para (U, ..., U,) aberto em exp(C%) escolhemos
um ponto isolado de cada U; formando um conjunto finito de pontos isolados
de C, e portanto isolado em exp(C5)).

Seja Y = exp(C2) \ {F € exp(Cs) : F éisolado em exp(Cy)}. Se F €Y,
FNK # @. Sejaz € FN K. Se F fosse isolado em Y, existiriam Uy, ..., U,
abertos em C5, tais que { F'} = (Uy,...,U,)NY. Logo, para algum k teriamos,
z € Uy infinito. Se F é finito, escolhemos z; € Ui\ F e se F' é infinito, z;, € Uy
qualquer. Desta forma F' # {z} U {z1,...,z,} € (U1,...,U,)NY e assim
F nao pode ser isolado em Y. Retirando os pontos isolado de (3 nao resta
nenhum ponto isolado no subespago que é compacto e portanto homeomorfo

ao conjunto de Cantor. Desta forma, concluimos que exp(C%) é homeomorfo

a CQ. O
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Capitulo 4

Ordem e Espectro de Acumulacao

A seguir sera apresentada a teoria dos espectros e ordens de acumulagao
de espagos topologicos a fim de estabelecermos caracterizagoes de homeo-

morfismos entre espagos métricos zero-dimensionais.

Iremos particionar o espago separando inicialmente os pontos isolados e, a
partir dai, definir recursivamente os demais conjuntos. Definiremos a ordem
de acumulagao de um ponto do espago conforme sua localizagao, e caracteri-
zaremos o espago através de seu espectro de acumula¢do, que correspondera
a ordem dos pontos deste conjunto. Com base nestes aspectos, definiremos

uma relagao de Vaught para determinarmos os homeomorfismos.

A seguir exibimos o processo de construgao.
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Seja X um espaco topologico,

X© = conjunto dos pontos isolados de X

XM = X\ X0

xm — (X(n—z) \ X(n‘z)) \ X(n—l),pa,ra n>2

X = (X@

n=0
Fzemplos.
1. Para X = {0} U{l/n :n € N}, temos X = {1/n:n e N}, X)) = &
e X® = {0}

2. Se X é espaco de Cantor, entio X0 =g e X1 =(

3. Se X é o espago de Pelczynski (C;), entao X () é o conjunto dos pontos

médios dos intervalos removidos, X() = @ e X =

Obs 4.1.

1. Como X© ¢ o conjunto dos pontos isolados, e, se wm ponto isolado
pertence a aderéncia de um conjunto, pertence também ao conjunto,

pelo processo de construgdo anterior, temos que X(©) ¢ disjunto de X

para todon > 1.

2. XW ¢ o subespago de todos os pontos que possuem uma vizinhanga sem

pontos isolados.

3. Observando a definigcao, verificamos as sequintes inclusoes

X0 > X 5 ..o X0@+1) 5
X2 > X o ...H X@) o
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Inicialmente, veremos que foi definida uma cobertura de X, ou seja, que
X = Upencoo X™. Supondo que z € X e z ¢ X() = ., X existe m
minimo ‘Eal_que z ¢ X0 R

Sem=0,zecX\XO=x0,

Se m > 0, temos z ¢ X(m) e 2 € X(m=1), Concluimos que z € X(™=1) oy
z € X™*1) a0 observarmos a definigao X(m+1) = (X(m=1)\ X(m=D)\ X (m).

a

Para verificarmos que esta cobertura é disjunta, vamos demonstrar a pro-

posigao seguinte com a qual este fato se torna imediato.
Proposigao 4.2. (X = XO y...y X(=Dy X+ para 1 < n < oo

Demonstragdo. Para n =1, temos [ X(1) = X(© y X @),

(Q) X0 = X\ XO = X\ XO. Se z ¢ X0 entio z €X©, ou seja,
z € X©. Observando X® = (X© \ X©@)\ X1, segue que z € X© ou
e X®,

(D) Como X© e XM sio abertos disjuntos, X nio encontra X1, e,
pela definicao, X(® nao encontra X,

Paran > 2

(C) Sey & X () temos duas possibilidades. Ou n é minimo para esta
propriedade, ou existe p < n, minimo, tal que y ¢ X@). Entao, pelas

defini¢oes de X(®) e X(?) temos respectivamente,

y E X(n'—l) y E X(p_l)
ou ou ou
y € X(n+1) Y e X(p+l)

logo
LX) C XO) ...y x(r-1) y x (D)

(D) Utilizaremos a indugao sobre n. Supondo a inclusao para valores me-

nores que n e observando que X(W C X(n=2) e X(W N X"+ = & concluimos
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que CX™ D XOy...u X3 y X1 y X)) Falta mostrarmos que
XM A x(-2) = g,

Pela definigao, X N X(»=2) = & e, através da hipétese de indugao,
obtemos [X(=3) = X©O y ...y X9 y X2 uym aberto que contém
X®=2) e nio encontra X ™.

Logo LX) C XOy-...u X1y X)) verificando a igualdade.

O
Corolario 4.3. Seja X um espago topoldgico. Entio X N XU) = & para
todo 1 # j

Demonstragao. Basta observar a proposicao anterior na qual X(*) nao en-

contra X para todo i < n. Conseqiientemente, X(®) N X = & para todo
p q P

1 < 0.

O
Corolario 4.4. Seja X um espago topologico. Entio X (™) = X(")UUn+2<k<oo X ()
paran > 0. ,

Demonstracao. Este fato é verificado passando ao complementar nos dois

lados da expressao da proposicao anterior, juntamente com corolario anterior.

]
Corolario 4.5. Seja X um espago topoldgico. FEntao, paran > 2,
X0 = (X \ UpZg X)\ Xt»-1)
Demonstracao. Basta utilizarmos a defini¢ao e o corolario anterior
X — (X(n-z)\X(n—2)) \ X (n=1)
X" = (xt-2y U X®\ X(=2)\ X(n-1)
n<k<oco
x® — U x (k) \ X (1)
n<k<oo
n—2
XM = (x\ U X®Y\ X(-1)
k=0
O
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Corolario 4.6. X" = @ implica X®® = @ para todo k > n + 2

Demonstra¢ao. Conseqiiéncia imediata do corolario 4.4.

Corolario 4.7. [Ji_, X® e ;22 X®) U X™ sdo abertos em X

Demonstra¢do. A segunda uniao, pela proposigao anterior, é o complementar

de X(»=1) e, portanto aberta. A primeira uniao pode ser escrita como uniao

de dois abertos | Jj—g X® U XD e [J122 XB U X
O

Através desta cobertura disjunta, vamos classificar os pontos conforme

sua localizacao. Para cada z € X definimos a ordem de acumulagao de

T como:
r(z) =n, sez € X™

O espago sera classificado através de um conjunto denominado espectro

de acumulagao de X :

s(X)={r(z):z e X} ={n: X" £ 2}

Ezemplos.
1. s({0}U{l/n:n € N}) = {0,2}
2. s(C) = {1}
3. 5(Cy) = {0,2}
4. s(Cy) ={0,...,n—2,n}

5. 8(€Cr B i) =055}
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onde C_; = @,Co = {1},C; = C, F é a familia dos intervalos removidos

de C,CI_, ®C!_, é uma cépia de C,_y ® C,_3 dentro de I, para [ € F, e

C.=Cu| | ¢ ;@€ -
IeF
Para mostrarmos a veracidade dos exemplos 4 e 5 vamos utilizar a indu-
¢ao. Os casos n = 0,1,2 sao verificados nos exemplos 1, 2 e 3. Para n > 2,
temos, por hipétese de inducao, s(Cr_3 ® Cr—z) = {0,...,n — 2}.
Mas (), possui um subespaco aberto-fechado C,,_3 & C),_, e portanto,

s(Cr) 2{0,...,n —2}. Ainda mais

cH D U (Cl_,oC!_,)® paratodo k <n—2
feF

Por outro lado, a copia de C esta na aderéncia do lado direito da inclusao

anterior, logo disjunta de c® para k <n — 2, obtendo a igualdade. Entao

c® = U (CI oo c!_,)® paratodo k <n —2
IeF

e cada CT(Lk)(k < n —2) é denso em C,. Portanto,

chVco\NCP=0p
ja que cirnel = a, e

C'r(zn) =Ch\ U Ci—s ® 07{—2 =C.

Ier

Finalmente temos,
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Algumas observagoes importantes:

4.8. O Corolario 4.4 nos permite concluir que todos os possiveis espectros

finitos sao da forma {0,...,n} ou{0,...,n —2,n} comn >0

4.9. Para todo n > 0,temos(X @ Y)™ = XM @Y ") ¢ consegiientemente,
s(XpY)=s(X)Us(Y).

4.10. Se X € compacto, o inico espectro infinito possivel € NU {oco}.

Demonstragio. Suponha X™ # @ para todo n € N. Seja {n,... ,npt C N
e m = max{ni,...,n,}. Pelo Corolario 4.4, X(m) = X(m) Uksmiz X® e
com 1550, ysmis X® C Xm)n...n X0,

Logo {X(_T) : k € N} tem a propriedade da interseccao finita e como X é

compacto,

X=X £
n=0
O

Obs 4.11. Um exemplo de um espago em Zy com espectro infinito € o com-
pactificado de Alexzandroff de @@ ,C,, jd que possui pontos de todas as or-

dens finitas.

Definicao 4.12. Um espac¢o métrico compacto zero-dimensional é pleno

(full) se X" # & implica X(® é homeomorfo ao conjunto de Cantor para

todo inteiro n > 1.
Alguns fatos:
4.13. Espagos finitos sao plenos.
4.14. Soma de dois espagos plenos é um espago pleno.
4.15. Subconjunto aberto-fechado de um espago pleno é pleno.

4.16. Todos o0s C,, sao plenos.
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Com estas definigoes podemos apresentar o préoximo teorema que nos per-

mite determinar se dois espagos sao homeomorfos, conhecendo seus espectros

de acumulacao.

Teorema 4.17. Dois espagos plenos com o mesmo espectro de acumulacao

e a mesma quantidade de pontos isolados sao homeomorfos.

Demonstragao. As hipéteses do teorema definem uma relagao de Vaught que
nos permite concluir que os espagos sao homeomorfos. Assim, a relacao de

Vaught serda, para X,Y € Zy, XRY se:
1 X e Y sao plenos
i s(X) = s(Y) é finito
iii X e Y possuem a mesma quantidade de pontos isolados

Para verificarmos que é uma relagao de Vaught , vamos nos ater a altima
condicao da defini¢ao de relagao de Vaught, a saber: se XR(YO @ Y1) entao
existe uma decomposigao X = Xg @ X; tal que XoRYy e X{RY,. As outras
duas condigoes (simetria e XRO = X = @) sao imediatas. Como todo
subespaco aberto-fechado de um espaco pleno é pleno, verificamos 7. Vamos
analisar a condigao 7z, pois ao encontrarmos Xy e X; que a satisfacam con-
seguimos facilmente fazer uma troca de abertos-fechados entre Xy e X; para
satisfazer 772 sem afetar 72. Podemos assumir que tanto Y, e Y; quanto X ()
(para k € s(X)) sao infinitos. Sejam s = s(X), to = s(Yo) e t; = s(¥1). Sem

perda de generalidade assumimos max?, < maxt; = maxs = n.

e Caso 1. to C t; = s.
Escolhemos z;, z; pontos distintos de X para cada i € to (podemos
escolher ja que assumimos que todos os X sdo infinitos). Pelo fato 4
sabemos que Uketo X () ¢ aberto. Logo, por X ser zero-dimensional, é
possivel obter abertos-fechados U; (2 € t,) tais que z; € U; e z; ¢ U;
para todo j € tp. Seja Xo = Uieto U, e X1 = X\ Xo. Note que XoNU;
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é nao-vazio se 1 € tp e X; N U; é nao vazio para todo z € s. Logo
S(Xo) = to, S(Xl) =8 = tl-
Observe que sempre que tivermos s = (0,...,n — 2,n) estaremos no

caso 1 pois como max?, = max s nao ha possibilidade de t; ¢ s.

e Caso 2. tg e t; sao subconjuntos proprios de s.
Neste caso necessariamente s = {O, cey n} Como maxt; = n, teremos
to={0,...,.n—3,n—1}et; =40,...,n —2,n}.
Pelo fato 4 temos que X2 U X(® e X(=1) 530 abertos-fechados
relativos em X2 U X1 y X(™ _ Com isso escolhemos Xy, C X um

aberto-fechado tal que
XoN(XC-2Dyxt-1y x™) = xr-1),

Assim, s(Xo) N{n —2,n — 1,n} = {n — 1} e, consequentemente
s(Xo) = {0,...,n — 3,n — 1}. Assim, para X; = X \ Xj, teremos
S(Xl) = tl'

0

Obs 4.18. Note que {0}U{1l/n : n € N} e o espaco de Pelczynski Cy possuem
o mesmo espectro de acumulagio {0,2} mas nao sio homeomorfos. Isto

mostra que a hipdtese no teorema antertor de que os espagos sejam plenos é

essencial.
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Agora iremos mostrar um resultado analogo ao teorema anterior para a
classe dos espagos métricos zero-dimensionais enumeraveis. Neste caso, nao
pode ser aplicado o teorema de Vaught ji que os espagos nao sao compac-
tos. A demonstragao basela-se diretamente nos espectros de acumulacao dos
€espagos.

O lema e as defini¢oes a seguir serao utilizados na demonstracao do teo-

rema.

Lema 4.19. Seja X zero-dimensional com s(X) = {0,...,n — 1,n}. Eziste
uma decomposi¢io X = Z & W, tal que Z e W sao abertos-fechados disjun-
tos e

a) s(Z) = {0} e s(W) ={1}, paran =1

b) s(Z) ={0,2} e s(W) ={1}, paran =2

c) s(Z)={0,...,n—=2,n} es(W)={0,...,n—3,n — 1}, paran > 3.

Demonstragao.

a) Imediato ja que X = X© @ X1).

b) Basta observar que X(® U X e X() szo abertos.

c) Como X1 ¢ X( 530 fechados disjuntos e X é zero-dimensional,
existe um aberto-fechado U tal que X C U e U N XY = @ Logo
S(U)=A{0,...,n—2,n}. Seja V = X\U, temos S(V) ={0,...,n—3,n—1}
ou S(V) = {0,...,n —2,n — 1}. No primeiro caso Z = U e W = V.
No segundo caso, se n = 3, s(U) = {0,1,3} e s(V) = {0,2} e também
escolhemos Z = U e W = V. Para n > 3 decompomos ainda V em dois
abertos-fechados disjuntos U’ e V' tais que S(U’) = {0,...,n — 3,n — 1}
e S(V)={0,...,n —4,n — 2} ou S(V') = {0,...,n — 3,n — 2}, e entado
definimos Z =U UV e W =U". O

Definicao 4.20. Um espaco métrico enumeravel X é Q-pleno (Q-full), se
para todo n > 0, X(®) # @ implica que X é homeomorfo ao conjunto dos

racionais Q.

Definigao 4.21. Dois espagos Q-plenos X e Y sao equivalentes se possuem

o mesmo espectro finito e a mesma quantidade de pontos isolados.

32



Proposigao 4.22. Sejam X e Y espacos Q-plenos equivalentes tais que
s(X) = s(Y) = {1} ou s(X) = s(Y) ={0,...,n — 2,n} paran > 2. Se
X pode ser decomposto em dotis abertos-fechados X' e X", entao existe uma
decomposigao de Y em dois abertos-fechados Y' e Y com X' equivalente a

Y’ e X" equivalente a Y.

Demonstracao. ver artigo [16]

O
Teorema 4.23. Se X e Y sao equivalentes entio sdo homeomorfos.
Demonstragao. Utilizando as enumeracoes escrevemos X = {z1,...,z;,...}
eY ={vy1,---,¥i,--.} eescolhemos z;, € X ey;, €Y os primeiros elementos

de maxima ordem de acumulacao.

Se s(X) =s(Y) ={0,...,n —1,n}, devemos primeiramente particionar
X em dois subespagos abertos-fechados com espectros {0} e {1} se n = 1,
{0,2} e {1} sen=2,0u{0,...,n—2,n} e {0,...,n—3,n— 1} paran > 2.
Em seguida, fazemos o mesmo com Y de modo que os seus sﬁbespagos te-
nham a mesma quantidade de pontos isolados que os de X com espectros
correspondentes. Ja que X é zero-dimensional, podemos observi-lo como su-
bespacgo de {0,1}* e dividir cada um dos subespagos de X (ou X mesmo se
nao houve a primeira decomposi¢ao) em dois abertos-fechados com diametro
menor que 2/3 do didmetro de X. Desta forma, obtemos até 4 subespagos
de X com didametros reduzidos. Podemos entao decompor os subespacos de
Y construidos (Y se nao houve a decomposigao inicial) em abertos-fechados
tais que cada subespago de X possui um subespago de Y correspondente
com a mesma ordem de acumulacao e mesma quantidade de pontos isolados.
Agora, para cada subespaco obtido escolhemos o ponto de maxima ordem
de acumulagao que aparece primeiramente nas enumeragoes e nao foram es-
colhidos anteriormente. Assim, teremos z;,,...,z; pontos escolhidos dos
subespacos de X e v;,,...,¥:,, pontos escolhidos dos subespagos de Y cor-

respondentes. Repetimos o processo em cada um dos subespacos de Y, e
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assim alternadamente, para garantirmos que o diametro dos subespagos de
Y também diminuam.

Definimos a funcao f : X — Y como f(z;,) = vi,. Para cada a;,,
obtemos um tnico y;, correspondente. E, para um ponto z;, € X(™ ainda
nao escolhido, como X© U --- U X ¢ aberto, em X zero-dimensional,
podemos repetir o processo por uma quantidade finita de vezes e encontramos
um aberto-fechado U contido em X U---U X (™) ao qual z;, pertence e tem
didmetro suficientemente pequeno para nao encontrar os pontos de ordem m
que precedem z;, (na enumeragao) e os pontos de ordem maior que m ja que
{zi, - 2y, € XM e <} U (A X® & fechado. Portanto f esta bem
definida. Com o mesmo raciocinio verificamos que f é injetora e sobrejetora.
E simples mostrar que f é bicontinua.

Logo X e Y sdao homeomorfos.
0l

Corolario 4.24 (Sierpinski). Todo espago métrico enumerdvel sem pontos

isolados é homeomorfo ao conjunto dos racionais Q .

Demonstragdo. Segue como conseqiiéncia imediata do teorema anterior no
caso s(X) = {1}.

O
Corolario 4.25. Um espaco compacto nao pode ser Q-pleno.

Demonstragio. Suponha que X é compacto e X é homeomorfo a Q para
todo n > 0 que X #£ @. Entdao X(®) & compacto sem pontos isolados e
conseqiientemente homeomorfo ao conjunto de Cantor C, o que é impossivel

ja que X é enumeravel.

O
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Capitulo 5

Espectros de Acumulacao em

Espacos Exponenciais

A partir do espectro de acumulagdo de um espago métrico compacto zero-
dimensional X iremos classificar os espectros de acumulagao para o espaco

exponencial de X. Em outras palavras, iremos determinar cada (exp(X))®

em funcao dos X ).

Para simplificar a notagao, denotaremos (exp(X))(n) como exp™(X), e

utilizaremos o seguinte fato que é conseqiiéncia do corolario 4.5
5.1. X" =CX-)NLXCM-Dn...nLXO®

Vamos generalizar a notagao dos conjuntos <A>, >A< e <A1, S An> para

A, Ay, ..., A, subconjuntos quaisquer de X e assim obter uma expressao mais
simplificada para cada exp™(X):

(A) = {Feexp(X): FCA}

YA( = {Fe€exp(X): FNA# o}

{Afsss:  Any = {FEexp(X):FQUAZ-eFﬂAi#Qparalgign}

=1
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Vamos destacar alguns fatos. Para A C X, temos

5.2. (A) = (A).

Demonstragao.

(C) Seja F € ZA—> Supondo que F ¢ A, existe z € F'\ A e  um aberto
tal que z € e 2N A = &. Mas <X,Q> é uma vizinhanca de F' e deve
interceptar <A>, ou seja, existe K C A tal que K N Q # @. (absurdo!).

(2) Por outro lado seja F' € <Z> e <U1, .. .,Un> um aberto em exp(X)
com F' € <U1,.. . ,Un>. Como F C Ae FNU; # @ para cada 1 < i < n, entdo
existe z; € ANU;. Logo {z1,...,z,} C ANJ~, U; # & e conseqiientemente

{z1,...,2Zn} € <A> N <U1,...,Un>. Logo F' € <A>
O

5.3. YA( = YA(.

Demonstragao. Anéloga a demonstragao anterior.

5.4. Se BC AC X, entio (A)N)B{ = (A)N)B(.

Demonstragao.

(C) Imediato.

(2)Seja B# @ e F e (A)N)B(. Temos FF C Ae FNB # @. Supondo
que F' ¢ <A> N >B<, existe um aberto (Uy,...,U,) tal que F € (Uy,...,U,)
e (A) N )YB{N (Uy,...,U,) = @. Seja d; € F N U; para todo i. Logo
d; € A e conseqiientemente U; N A # @. Escolhemos a; € U; N A. Como
FNB # @, existe b € Uy N B para algum 1 < k < n. Dado que B C A4,
obtemos {ay,...,a,}U{b} um ponto pertencente a (Uy,...,U,)N <A> N)B(
e portanto F' € <A> N >B< d

A partir de agora, iremos determinar cada exp(™(X).
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Proposigdo 5.5. exp®(X) = (X©@).

Demonstragao. Como X é compacto, todo ponto isolado em exp(X) é um

subconjunto finito de pontos isolados de X (veja proposigao 2.7 e obs 2.8).
O

Proposigdo 5.6. exp(X) = )X1)(.

Demonstragao. Utilizando a definicao, temos

eXBEZ(X) = exp(X) \ exp® = exp(X) \ (XO) = exp(X) \ <W> =
)X\ X = X0

O
Proposigdo 5.7. exp®(X) = (XO u X®) n ) xC)(
Demonstragao. Basta utilizar o fato 5.1 e as proposi¢oes anteriores,
exp®@(X) = Cexp®(X) N Lexp?(X)
(CxMY N HXOY
= <X(0) U X(2)> N >BX(O)< (proposigao 4.2)
<X(0) U X(2)> N >X(2)<
U
Proposigdo 5.8. exp®(X) = (X U X®) n ) xC)(
Demonstragao. Utilizando o fato 5.1 e as proposigoes anteriores,
exp®(X) = Cexp®(X) N CLexp®(X) N Lexp®(X)
C(X©@, X@)n L)XW L(XO)
= 0(XO@,X®)n (XO©)NnC{xX)
= (XOuxB)n)x6N
O
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Proposigdo 5.9. exp)(X) = (X@OuXx® yXx®)n )X
Demonstragdo. Novamente através do fato 5.1 e dos exp(™(X) ja calculados
exp®(X) = Cexp®(X) N Lexp®(X) N Cexp™(X) N Lexp@(X)
_ [(X®, XO) A L(XO U XD 0 )X () A L)XD( A C(XO)
(X®) N 0YXD( 1 LX) U X))
<X(0) uUXxX®y X(4)> N >X(4)<
J
Proposigdo 5.10. exp®)(X) = (XQUXAUXEUXEYN)Xx@uxG(n
>X(3) U X(5)<
Demonstragao. Com o fato 5.1 e proposi¢oes anteriores, obtemos
exp®(X) = Cexp®(X) N Lexp®(X) N Lexp®(X) N Lexp™(X) N Lexp®(X)
C(X®, X®) N E(<X(°>,X<3>> n)XO() n c(<x<0) U X®)n)x@()n
ALY XO( LX)
= (X©@)n)X®(n c(<x<0> UX®)n >X<3><) n c(<x<0> UX®Y)n )X(2)<) N
NC(X ) ‘
= (XOux®Bux®uxEyul(xOux®ynlX®ux®)
— <X(0) UXxX®@ux®y X(5)> N >X(2) U X(5)< N >X(3) U X(5)<

O
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Proposicao 5.11. exp®(X) = @ e consegiientemente exp™(X) = @ para
todo n > 8.

Demonstracao.

exp®(X) = Cexp®(X) N Lexp™(X) N Lexp®(X) N Lexp®(X) N Lexp®(X) N Cexp©@ (2
= [(X©,X® X®)n C((X(°> UX® U X®Yn >X(4)<) n

AC((X©, X@) 0 )X (XU XD) 1 )XA() 1 B) XD (X,
((X@ U X@) N ACXD, XO) N HXDOC(XO)) U
U((X(O) UXOUXNC(XOuXByXx®yn)Xx®()n

ALX©@ U X@) ) XE() N E(xO))
= guUg

N

Proposigao 5.12. exp(?(X) = (X(©, X©) X(®))
Demonstra¢ao. De forma similar as demonstragoes anteriores,temos

expM(X) = Cexp®(X) N Lexp®(X) N Lexp®(X) N Lexp®(X) N
Cexp@(X) N Lexp™(X) N Cexp®(X)
= C(XOuXxPux®ux®yn)x®ux®(n)x®y X<5>< n
NC{XQUuXBux®yn)x®()n
NCH(X@, XN NHIXE )N C(XO U XY n)XxE()n
NCYXMW(NC{x®)

Vamos dividir o problema em duas parte. Na primeira calculamos
(X@)nC(x®)n C((X(O) uX®)n )X(2)<) n E((X(O) uX®ux®yn >X(4)() -
= (XO)n)Xx@n| ) xM(=

n>5

= (X©@) N X6
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E, na segunda,

(X@) LX) (XU X@)n)xB() (XU xD)n YXO()
NCU{XQUX@UX@UXEYNHIXOUXE(N)XE U XE() =
= (XO)n)xDn | Jx(=

n>6

= (X©@)n )X

E assim temos

(XOYNMHXE(NHXO( = (X0, XC) X))
O

Proposigao 5.13. Para todo inteiro positivo n, exp(™(X) € vazio ou home-

omorfo ao conjunto de Cantor.

Demonstra¢ao. Primeiramente calculamos a aderéncia de cada conjunto de-

terminado nas proposi¢oes anteriores deste capitulo.

expM(X) = )X

exp@(X) = (X©,X@)

exp®)(X) = <ﬁ0_),—)—(—(5>

=) - (X0, %)

exp®(X) = (X, X2 X))

exp(X) = (XO,XC) X©®)
(X)

= QJparan=6oun>38

De acordo com o coroléario 3.3 sabemos que um espago métrico compac-
to zero-dimensional ndao vazio é homeomorfo ao conjunto de Cantor se nao

possui pontos isolados. Vamos, entao, verificar este fato para cada conjunto

exp(™ (X).
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Para n > 1, para todo F' € exp(®)(X) teremos que F' C X (9 e deve existir
um ponto z € F'\ X(©). Pegamos uma seqiiéncia (z)reny € X(© que converge
para z e definimos Fy = FU {2y} se zx ¢ F e Fx = F \ {zx} se ;. € F.
Como cada z € isolado, o respectivo Fj € fechado e assim, temos a seqiiéncia
(Fx)ren que converge para F'. Como cada Fy difere de F' em apenas um
ponto de X©) Fy intercepta todo X(m) para m > 2 que F' intercepta. Logo
Fy. pertence a exp(™(X).

Paran=1. Sejaz € FN XD e (zx)rey € XM\ {z} uma seqiiéncia que
converge para z. Para cada k escolhemos um aberto-fechado U, ¢ X1 tal
que zx € Uy e §(Uy) < d(z,1)/3* e definimos F, = F U Uy se Up € F ou
Fy = F \ Uy caso contrario. Assim, Fy — F' e como z pertence a todo Fy,

Fr € )X ( e conseqiientemente F' nao é isolado em exp(™ (X).
' O

A seguir apresentaremos uma tabela que relaciona os possiveis espectros
de um espago em Zj e o respectivo espectro de seu exponencial. Como o
teorema anterior garante que todo espaco exponencial de um espago métrico
compacto zero-dimensional é pleno, determinaremos os espagos exponencial-

mente completos bastando observar seus pontos isolados e seu espectro de

acumulagao (teorema 4.17).

Observe que se a quantidade dos pontos isolados de um espago X é finita,
a cardinalidade do conjunto dos pontos isolados de exp(X) & 2X”1 — 1 jz
que é formado pelo conjunto das partes nio vazias de X©). Isto nos leva a
concluir que os espacos exponencialmente completos ou nao possuem pontos

isolados, ou a quantidade de pontos isolados é infinita.
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LISTA DE TODOS OS EXPONENCIAIS EM Z,

%) (o) [ew®)
1| {0} {0} {2,3,...,2X"0
2 | {1} ) cl
3| {0,1} {0,1} G ul2.8, ..., 2500
4 | {0,2} {0,2} C,
5{0,1,2) {0,1,2} CL®C
6 | {0,1,3} {0,1,3) Cs
71140,1,2,3} {0,1,2,3,5) Cs
8 | {0,1,2,4} {0,1,2,4) Ca
9 |{0,1,2,3,4) {0,1,2,3,4,5,7} | Cs
10 | {0,1,2,3,5} {0,1,2,3,5) Cs
11({0,1,2,3,4,5} |{0,1,2,3,4,5,7} | Cs
12 | demais espectros | {0,1,2,3,4,5,7} | C;

Através desta tabela podemos concluir os seguintes resultados:

Teorema 5.14 (Marjanovié). Os inicos espagos exponenciais a menos de
um homeomorfismo na classe dos espagos métricos compactos zero-dimensionais
sao: {2,3,...,2"} paran € N*, C;U{2,3,...,2"} paran € N*, C;, Ca, C;BCs,
Cs, Cy4, C5 € Cy.

O

Corolario 5.15. As 9 solugoes da equagao X = exp(X) na classe dos espa-

¢os métricos compactos zero-dimensionais nao triwiais sao: Coy, Cy, Co ® Cy,

Cy, C1 ®Cy, C3, Cy, Cs, Cr
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Apéndice A

Exponenciais de outros espacos

topologicos

Este apéndice tem por finalidade expor alguns exemplos de exponenciais
de espagos diferentes dos que estavamos trabalhando. A idéia é estabelecer

se os espacos sao exponencialmente completos ou nao.
O primeiro espago que veremos é {0,1}™ um espago zero-dimensional

compacto mas nao metrizavel. E um exemplo de espaco exponencialmente

completo, fato mostrado por S.Sirota [12] em 1968.
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Al {0,1}™

Para determinarmos o exponencial de {0, 1}*! vamos utilizar a seguinte

construgao:
Para cada a € R, \ {0}, seja X, o produto topolégico ({0,1}*)” e para
cada 0 < a < B < N, seja

2. Xz—s X,

% : CP —C* projecio continua e aberta.
Se B > a >y >0, entao
o B _ 118
IS o IT, = 1]

Estas condicdes determinam que { Xz; I15;R; \ {0} } é um sistema inverso

e vale:
exp(lim X) = lim exp(Xp)

Além disso, lim, Xz é homeomorfo a {0,1}%.
Para cada 0 < 8 < Ry, Xz é homeomorfo a C e, também, exp(Xp) é
homeomorfo a C. Logo exp({0,1}™) é homeomorfo a {0,1}. Trata-se de

um espago exponencialmente completo.

A2 {0,1}

Em 1976 Shapiro publicou um artigo [10] em que, também utilizando
limites inversos e uma construgao complexa, mostrou que {0,1}*? nao é ex-
ponencialmente completo. O espago em questdao nao é metrizavel e é zero-

dimensional compacto.
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A3 [0,1]

Desde a década de 20 a escola polonesa de topologia conjecturava que
exp([0, 1]) fosse homeomorfo ao cubo de Hilbert [0,1]%. Em 1975 Schori e
West mostraram a veracidade desta afirmacao concluindo-se que [0, 1] nao é

exponencialmente completo. Este espago € metrizavel, compacto mas nao é

zero-dimensional.
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