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- ~ Resumo

Nesse trabalho apresentamos um resultado de realizacio de conjuntos co-

mo conjuntos de pontos fixos de G~deformacdes.

Demonstramos:(z) Se G' é um grupo finito e M é uma G-variedade de
dimensao finita, compacta e conexa, entdo dado subconjunto P C intM,
nao vazio, compacto, G-invariante e com interseccio nao vazio com toda
componente conexa de My, para cada H < G com My # (), existe uma G-
deformacao f:M — M cujo conjunto de pontos fixos é P. (it) Apresentamos
um exemplo, devido a D. Ferrario, de um grupo finito G e uma G-variedade
M, compacta, conexa e de dimensio finita em que as identidades de MH,
para H < G, podem ser deformadas a aplicagdes livres de pontos fixos, no
entanto a identidade de M nao pode ser G—deformada a uma aplicagdo livre

de pontos fixos.

Abstract

In this work we present a result about realization of sets as fixed point

sets of GG-deformation.

We show:(i) If G is a finite group and M is a n dimensional G-manifold,
compact and connected, then given a non empty subset P C intM, compact,
G-invariant such that P N C # () for each connected component My with
My # 0, there exists a G-deformation f:M — M such that the fixed point
set of F'is P. (1) We show a example, due to D. Ferrario, of a finite group (&
and a finite dimensional G-manifold, compact and connected such that the
indentity of M¥, for H < G, can be deformed to fixed point free map, but
the identity of M can’t be G-deformed to a fixed point free map.



- **7***Introdugéo .

O objetivo desse trabalho é a apresentacao de um resultado de realizacao
de conjuntos nao vazios como conjuntos de pontos fixos de G-deformacdes

em (G—variedades.

Em 1974 Helga Schirmer (cf. [Schirmer]) mostrou, no contexto nao equi-
variante, que todo subconjunto fechado e nao vazio de um poliedro K pode
ser o conjunto de pontos fixos de uma aplicagdo de K em si mesmo, desde
que o poliedro satisfaga determinada condicio de conexidade. Em particular
foi mostrado que todo fechado nao vazio de uma variedade triangularizavel,
com ou sem bordo, pode ser realizado como conjunto de pontos fixos de uma
aplicagao da variedade em si mesma. Shichang Wang e Tong Xue mostraram
em 1983 (cf.[Wang]) o mesmo resultado para variedades compactas: dada
uma variedade C*° M, compacta em que todas as componente do bordo tem
caracteristica de Euler nula, se a variedade possuir bordo, é possivel obter
um campo de vetores sobre M com apenas uma singularidade e a partir deste
campo obtém-se, via o fluxo do campo, um aplicagio f:M — M que tem

como conjunto de pontos fixos o conjunto previamente dado.

No artigo A note on equivariant vector fields de 1991, Boju Jiang (cf.
[Jiang]), apresentou uma generalizagio do resultado de realizagio de [Wang]
para o contexto equivariante, para tanto, utilizando e generalizando alguns
resultados apresentados em [Halpern]. Os resultados em teoria de pontos
fixos obtidos em [Jiang] se d4 mediante a construcio de campos de vetores
equivariantes que tem como singularidades o conjunto a ser realizado como
conjunto de pontos fixos e além disso nao possui érbitas nao singulares fe-

chadas, e portanto, ndo possui pontos periédicos. Tomando-se o semi-fluxo



do campo obtemos a aplicacao desejada.

Um problema relacionado ao de realizagao de conjuntos como conjuntos
de pontos fixos é o da obtencdo de uma aplicagao sem pontos fixos na classe
de homotopia de uma dada aplicagao. Um resultado cléssico garante que uma
variedade compacta de classe C*admite um homeomorfismo (difeomorfismo)
sem pontos fixos se, e somente se, a caracteristica de Euler da variedade é
zero. Pode-se, ainda, garantir que o homeomorfismo obtido esteja na classe
de homotopia da identidade. Em [BG], [FW], [Vidal] e [Wilczyriski] o
problema da deformacédo de uma aplicagao a uma aplicagio livre de pontos
fixos foi estudado no contexto equivariante. Em [Jiang] o problema acima
mencionado €, também, estudado no caso da identidade. A motivacao ori-
ginal de [Jiang] foi a remogao de vérias hipéteses assumidas nos trabalhos
de [BG], [FW], [Vidal] e [Wilczynski]. Porém virios resultados obtidos
mostraram-se nao corretos: Davide Ferrario (cf. [Ferrario]) construiu um
exemplo de G-variedade em que a identidade nao pode ser G—deformada a
uma aplicacao livre de pontos fixos, apesar da variedade satisfazer todas as
hipéteses pedidas em [Jiang]. Para a anélise de tal exemplo nio empregare-
mos as técnicas originais de seu autor, pois fogem completamente do contexto
dessa dissertagao; empregaremos um critério dado por Komiya em [Komiya]

que tem uma relagao maior com a linha dessa dissertacao.
Este trabalho esta organizado do seguinte modo:
No capitulo I apresentamos as vérias nogdes e resultados que serdo ne-

cessarios para a demonstracao do resultado principal. No capitulo II prova-

mos os seguintes resultados:



Teorema Sejam M uma G-variedade com ou sem bordo e P C intM
um subconjunto compacto, nio vazio e G—invariante. Suponhamos que, para
todo subgrupo H de G, o subconjunto P tenha intersec¢io ndo vazia com todas
as componentes de pontos fizos de isotropia H, se My # (). Entdo existe um
G—campo de vetores V em M tal que Zy = P e cujas drbitas (do campo de

vetores) nao sio fechadas.

Corolédrio (Realizagido de conjuntos como conjuntos de pontos
fixos de uma G-deformacao) Sejam M uwma G-variedade com ou sem
bordo e P C intM um subconjunto compacto e G—invariante com intersecgdo
nao vazia com toda componente nio vazia de pontos fizos de wsotropia H,
para todo subgrupo H de G. Entio P € o conjunto de pontos fizos de uma
G'—deformagao.

O capitulo IIT é dedicado & apresentagao do exemplo de D. Ferrario e sua

analise utilizando o resultado de [Komiya]
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Capitulo 1

Preliminares

1.1 Acoes de Grupos

Definimos, nessa se¢ao, o conceito de acdo de um grupo num conjunto e da-
mos suas principais propriedades. Para as defini¢des e proposigdes em que
nao ha uma referéncia especifica damos como referéncia [Bredon|, [Kawa-

kubo] e [tD].

DEFINICAO 1.1.1. Sejam G um grupo e X um conjunto. Uma ac¢do de G
em X € uma fungdo ¢ : G x X — X satisfazendo as duas condi¢ées abaizo:
(1) ¢(e,z) = =, para todo z € X, sendo e a identidade do grupo G;

(2) (g1, ¢(92,%)) = (9192, 2), para todos g1, g5 em G ¢ todo z € X.

Nesse caso dizemos que X ¢ um G-conjunto com agdo .

Por simplicidade de notagéo, é usual escrever gz para indicar @(z). Usan-
do esta notagao as condicdes (1) e (2) acima se escrevem como:
(1) ez =  para todo z € X, sendo e a identidade do grupo G;
(2) 91(922) = (9192)z para todo g1, g5 € G e todo z € X.

Para cada g em (@ a aplicagao L,:X — X dada por L,(z) = gz, chamada
de translagio a esquerda por g é uma aplicagao bijetora cuja inversa é a

aplicagao Lg-1.
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"DEFINIGAO 1.1.2. (1) Para cada ponto z € X o subconjunto G(z) dado
por G(z) := {gz|g € G } € chamado de drbita do ponto x. Outra notagdo
usada € Gx.

(2) Dado x € X, o conjunto G, :={g € G| gz =z} € chamado de grupo de
isotropia de x.

(8) Dizemos que o ponto x € X é um ponto fizo da agio de G em X se
gz =z, para todo g € G. O conjunto de todos os pontos fizos da ag¢io de G

serd denotado por X©.

Abaixo estdo listadas algumas propriedades bésicas dos cojuntos acima

definidos:
PROPOSICAO 1.1.3. O grupo de isotropia G € um subrupo de G.

PROPOSICAO 1.1.4. Dados z,y € X, temos G(z) = G(y) ou
G(z) N G(y) = 0. E, portanto, a relagdo v ~ y <=y € G(z) ¢ uma relagio
de equivaléncia sobre X cujas classes de equivaléncia sio as drbitas da acdo

de G em X.
PROPOSICAO 1.1.5. Dados g€ G ex e X temos Gy = gGog7".

A proposigdo acima significa que o grupo de isotropia dos pontos de uma
mesma orbita sao conjugados e que todos os conjugados sao realizados como

subgrupos de isotropia.

DEFINICAO 1.1.6. Sejam X e Y dois G-conjuntos com agées ¢ e
respectivamente. Uma aplicagio f: X — Y € chamada de G-equivariante,
ou uma G-aplicagio se comutar com agao do grupo, isto ¢, se para todo
g € G e todoz € X tivermos f(p(g,2)) = ¥(g, f(z)), ou simplesmente
flgz) = gf(z) subtendendo-se as ages v e . Uma fungio f:X — R &
dita tnvariante se para todo x € X ¢ todo g € G tivermos f(gz) = f(z), isto
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¢, uma fungdo invariante € uma fungao equivariante do G—-conjunto X na
reta real, considerando nesta a agao trivial de G. Um G-isomorfismo ¢ uma

G-aplicagao bijetora.

DEFINICAO 1.1.7. Dados g € G ¢ Y C X, definimos gY = {gy|y € Y}
e GY :={gylg € G ey € Y}. Dizemos que Y C X ¢ G-invariante se para
todo g € G ocorrer gY CY, ou de forma equivalente, se GY =Y.

PROPOSICAO 1.1.8. Se YV C X € subconjunto G-invariante, entio G
induz em Y uma G'-agdo. Em particular, G induz em cada érbita uma G-

acao.

DEFINICAO 1.1.9. Uma acio de G em X é:

(1) trivial se G, = G para todo z € X .

(2) livre se G, = {1} para todo z € X.

(3) semi-livre se G, = G ou G, = {1}, para todo z € X.

(4) transitiva se exitir apenas uma Jrbita.
(5) efetiva se (),cx Go = {1}
DEFINICAO 1.1.10. Sejam H e K subgrupos de um grupo G. Dizemos

que H e K sdo conjugados em G, ou simplesmente conjugados, se ezistir um
elemento g € G tal que H = gl g™'. Nesse caso escrevemos H~K . A relagio
de conjugagdo ¢ uma relagdo de equivaléncia no conjunto dos subgrupos de

G, cuja classe de equivaléncia de um subgrupo H ¢ denotada por (H).

1.2 Grupos de Transformacoes

Estaremos interessados em acoes C*°em variedades diferencidveis. Para defi-
nirmos tal conceito é necessario que o grupo possua uma estrutura topolégica
compativel com sua estrutura algébrica. Nesta se¢ao introduzimos os grupos

topolégicos e enunciamos as propriedades necessérias para uso posterior.
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DEFINIQAO*ITZZI.’UW’WZJT) G € dito um grupo topoldgico se € espago
topologico Hausdorff e as aplicagoes m:G x G — G ¢ i:G — G dadas por

1

m(z,y) = zy ei(z) = 27! sdo continuas:

Podemos substituir a necessidade da continuidade das duas aplicacoes m
e 1 pela continuidade da aplicagao r:G' x G — G dada por r(z,y) = zy~'.

Notamos que todo grupo pode ser tranformado em um grupo topologico,
bastando para tanto muni-lo com a topologia discreta. Assumiremos que a
topologia considerada num grupo finito é, sempre, a topologia discreta.

Seja H um subgrupo do grupo topolégico G. Com a topologia induzida de
G, o subgrupo H transforma-se de modo natural em um grupo topolégico. Se
como subespago de G, o subgrupo H for fechado, aberto ou discreto, diremos
que H é um subgrupo fechado, subgrupo aberto ou um subgrupo discreto,

respectivamente.

DEFINICAO 1.2.2. O normalizador do subgrupo H de G € denotado por
N(H) ou NH e € definido por N(H) :={g € G|g"'Hg = H}. O grupo H
€ normal em N(H) e o grupo quociente N(H)/H, denotado por WH, ¢ o
grupo de Weyl de H.

DEFINICAO 1.2.3. Uma agao do grupo topoldgico G' no espago topoldgico
X € uma agdo contina do grupo G no espago X. Nesse caso dizemos que
X € um G-espago. Se ¢ € a agio considerada, entdo a tripla (X,G,p) €

chamada de grupo de transformacaes.

Com este novo requisito, as aplicagdes e subconjuntos anteriormente de-

finidos ganham propriedades extras.

PROPOSICAO 1.2.4. Seja X um G-espago com agdo p:G x X — X.
L

Para cada g € G a translagio x € X —5 gz € X € um homeomorfismo de

X.
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—— PROPOSICAO 1.2.5. Se X ¢ um espago topologico Ty, entao o grupo de
isotropia Gy € fechado, qualquer que seja z € X.

DEFINICAO 1.2.6. Sejam D um subconjunto do grupo topoldgico G e
Y um subconjunto do G-espago X. Definimos DY :={dy|d € De y € Y}.

PROPOSICAO 1.2.7. Seja X um G-espago com agio . Entio a apli-

cagao ¢ € aberta. Se G' € compacto, entdo ¢ ¢ fechada.

1.3 Pontos Fixos

Dada uma agao de um grupo G' num espaco topolégico X e dado um subgrupo
H de G definimos: X" :={z € X |H CG,}={zx € X |hx =2,Vh € H} e
Xy :={z € X |G, = H}. O conjunto X é o conjunto de pontos fizos de H

e Xy € o conjunto dos pontos de isotropia H.

PROPOSICAO 1.3.1. Seja (X, G, ) um grupo de transformacées. Se X
¢ Hausdorff, entio XH € fechado qualquer que seja o subgrupo H de G.

Sejam (X, G, ) grupo de transformgdes topolégicas e H < G. De modo
geral GG nao age em X, devido ao fato de X¥ nio ser, necessariamente,
G-invariante. Um dos modos de impor a invariancia de X¥ é tomar H < G.

Temos a proposicao seguinte:

PROPOSICAO 1.3.2. X ¢ N(H)—invariante. Portanto se H <1G, entdo

XH ¢ G-invariante.

1.4 Espaco de Orbitas

Dados um grupo de transformagdes (X, G, ) e um ponto z € X, a orbita

de z é G-isomorfa ao quociente G/G,. E importante saber quando esse
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G=isomorfismo é um G-homeomorfismo. Tomando G/G, com a topologia
quociente vale o resultado abaixo.

PROPOSICAO 1.4.1. Se G ¢ compacto e X € Hausdorff, entao G/G, e

G(z) sio G-homeomorfos.

DEFINICAO 1.4.2. O espago de orbitas de uma G-agdo num espago
topolégico X € o espago quociente X/G dado pela relagio de equivaléncia

r~y<= dg€ G comy=gx.
PROPOSICAO 1.4.3. A projegao m: X — X/G € uma aplicacio aberta.

A proposicao seguinte estabelece uma série de propriedades do espago
de 6rbitas quando G é compacto e X é Hausdorff, compacto ou localmente

compacto.

PROPOSICAO 1.4.4. Seja G um grupo topoldgico compacto ¢ X um
G-espago. Entio valem:

(1) A proje¢io m: X — X/G € uma aplicag¢io fechada.

(2) Se X ¢é Hausdorff, entio X/G também é Hausdorfy.

(3) m: X — X/G € prépria (a imagem inversa de compacto ¢ compacto).

(4) X € localmente compacto <= X/G' € localmente compacto.

1.5 G—Variedades

Adotaremos, em tudo o que segue, o termo variedade para designar varie-
dade diferencidvel de classe C**sem bordo. Nas ocasides em que estivermos

considerando uma variedade com bordo indicaremos tal fato explicitamente.

DEFINIGAO 1.5.1. Um grupo de Lie € wm grupo topoldgico munido de
uma estrutura de variedade diferencidvel C*de modo que as operacées do

grupo sao de classe C*.
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Observamos que um grupo finito com a topologia discreta é um grupo de

Lie.

DEFINICAO 1.5.2. Sejam G um grupo de Lie e M wma variedade com
ou sem bordo de classe C*°. Uma agdo C*°do grupo G' na variedade M ¢ uma
aplicagio ¢:G'x M — M de classe C*° que também é uma agdo de G em M.
Nesse caso diremos que G age diferencialvelmente em M e que M € uma

G-variedade.

Em tudo o que segue suporemos que as variedades, ages e aplicacdes

consideradas sao de classe C*°.

PROPOSICAO 1.5.3. Seja 0:Gx M — M uma agdo de G em M. Entio,
L
para todo g € G, as translagées @ esquerda © € M —% gz € M sio G-

difeomorfismos.

A proposicao seguinte é extremamente 1til pois caracteriza os conjuntos

de pontos fixos pelos subgrupos de isotropia de uma agio.

PROPOSICAO 1.5.4. Sejam M uma G—variedade com ou sem bordo e G
um. grupo de Lie compacto. Para cada subgrupo H de G os conjuntos My e

MY sio subvariedades de M.

DEFINICAO 1.5.5. Sejam fi e fo duas G-aplica¢ées da G—variedade M
na G-variedade N. Dizemos que f, e fo sdo G-homotdpicas se existir ho-
motopia H:M x I — N entre fi e f, tal que a aplicagio Hy:M — M dada
por Hy(z) = H(z,t) € G-equivariante para todo t € I.

A seguir apresentamos alguns conceitos basicos de sistemas dinamicos que

serao generalizados, posteriormente, para o caso equivariante.



1.5 (GG—Variedades 16

~DEFINICAO 1.5.6. Sejam M uma variedade ¢ X wm campo de vetores
em M. Uma curva integral do campo X, ou simplesmente curva integral,
passando por p € M ¢ uma curva, de classe C*, a:I — M tal que a(0) =p
e para todo t € I vale o/(t) = X(a(t)), sendo I um intervalo aberto com
0 € I. Uma curva integral passando por p € dita mazimal se seu dominio
contiver o dominio de qualquer outra curva integral passando por p. Por
uma curve integral mazimal entendemos uma curva integral mazimal que

passa por algum ponto p € M.

PROPOSICAO 1.5.7. Seja X um campo numa variedade M. Para cada

p € M, existe uma inica curva integral mazimal passando por p. (cf. [Palis],
pag. 21)
DEFINICAO 1.5.8. Um campo de vetores sobre uma variedade é chamado

de completo se todas as suas curvas integrais mazimais estiverem definidas

em toda a reta R.

DEFINICAO 1.5.9. Um fluzo global sobre wma variedade M, com ou sem
bordo, € uma aplicagio ¢:R x M — M de classe C®tal que:

1. Ve e M,$(0,z) =z ¢
2. Vi,se R,Vz € M, ¢(t + s,2) = ¢(¢, ¢(s,2))

Para cada z € M a aplicagio ¢:R — M € uma curva C®em M tal que
¢:(0) = = e para todo t € R a aplicagio ¢:M — M ¢ um difeomorfismo de
classe C*; em particular ¢o = idy. (cf. [Palis], pag. 24)

PROPOSICAO 1.5.10. Seja X um campo de vetores numa variedade com-
pacta. Entao existe um nico fluzo global ¢:R x M — M tal que

¢

5 (s,2) = X(¢(s,z)),Vs e R,Yz e M
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¢ completo.(cf. [Palis], pag. 22)

DEFINICAO 1.5.11. Seja M wma G-variedade com ou sem bordo. Pode-
mos murar o fibrado tangente de M, T'(M), de wma a¢io de G:

GxT(M)—T(M)
(9, Xp) = 9Xp := d(Ly)p(X;)

Sendo d(Ly), a derivada, no ponto p € M, da translacio & esquerda por

g que, por comodidade de notagdo serd indicada por dg,.

DEFINICAO 1.5.12. Um G campo de vetores numa G-variedade é um
campo de vetores X:M — T'M equivariante, ou seja, para cada g € G, cada

p €M e cada X, € T,M vale: Xy, = gX,(= dgyp(X,)).

PROPOSICAO 1.5.13. Sejam M uwma G-variedade compacta, X um G-
campo e ¢ o fluvo determinado por X. Entio ¢ ¢ G-equivariante, isto €,

é(t,gz) = gp(t,z),Vt e R,Vz € M.

Prova:
Seja ¢:R x M — M o fluxo global determinado pelo campo X. Dados 2z € M
e g € G, consideremos as curvas a(t) := g¢,(t) e B(t) := ¢,u(t, z),Vt € R.

Entao:

(a) a(0) = g#(0,2) = gz = $(0, gz) = ¢,(0) = B(0)

() (s) = 290 0) = gy 10 W02 (4) = gy, 2206,

= d9s.(5) X (Ps(s,1)) = X(96:(s,1)) = X(afs))

Mas por outro lado f'(s) = dz?% = X(¢ga) = X(B(3))
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Pela unicidade das curvas integrais maximais, Proposicio 1 5.7, temos a(t) =
B(t),Vt € R. J& que z € M e g € G eram arbitrérios, segue a equivariancia

do fluxo.

DEFINICAO 1.5.14. Seja M uma variedade com ou sem bordo. Uma
métrica riemanniana em M € wm produto interno de classe C®no fibrado
tangente T(M) de M. Denotaremos a métrica riemanniana escolhida por
<,>. Portanto se X, e Y, sdio elementos de T,M, denotaremos por (Xp,Yp)p
o valor de <,> em tais elementos. Se M ¢ uma G-variedade e para todo

p € M, a métrica riemanniana satisfaz (9Xp,9Y0),, = (Xp, Yp),, com X, e

Pl
Y, em T,M, entido dizemos que a métrica dada é uma métrica riemanniana
G—invariante. Uma G-variedade riemanniana é vma G—variedade equipada

com uma métrica riemanniane G—invariante.

PROPOSICAO 1.5.15. Sejam M uma G-variedade com ou sem bordo e
G' grupo de Lie compacto. Entio M admite uma métrica riemanniana G—

invariante.(cf. [Bredon], pag. 304)

DEFINICAO 1.5.16. Sejam M wma G-variedade riemanniana, com ou
sem bordo, X um G-campo de vetores e f:M — R wma funcdo invariante.
Para cada p € M, existe um inico vetor v, € T,M tal que (vp,Xp)p =
dfp(X,), para todo X, € T,M. O campo que associa a cada p € M o vetor
vp € C¥e € chamado de campo gradiente, ou simplesmente de gradiente, da

fungdo f. Notagio V f ou gradf. (cf. [Palis], pag. 27)

DEFINIQAO 1.5.17. Sejam M uwma G-variedade compacta, X uwm campo
de vetores sobre M e ¢ o fluzo determinado por X. Dado p € M, a drbita
de p € o conjunto O(p) := {p(t,p)|t € R}. Se X, € uma singularidade
do campo, isto ¢, X, = 0, entdo a drbita de p fica reduzida ao ponto p e

dizemos que a drbita € uma orbita singular. Se X, ndo ¢ wma singularidade
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do campo, a curva a(t) = ¢,(t) ¢ uma imersio de R em M. Se o ndo é
injetora, existe um nimero real T > 0 tal que o(T) = a(0) e a(t) # p para
0 <t <T. Neste caso a orbita de p € difeomorfa a S e dizemos que ¢
uma orbita fechada de periodo T'. Se a drbita nao for singular nem fechada,
diremos que € uma drbita regular. Portanto uma drbita regular ¢ a imagem

de uma imersao injetora de R.(cf. [Palis], pag. 24)

PROPOSICAO 1.5.18. Dada uma funcdo f:M — R invariante da G-

variedade M em R, o campo de vetores V f ¢ G-equivariante.

Prova: v

(gVfiv)g, =(Vf 97 v) = df,(g7'v) = dfyodg,,) (v) =

= d(fog™")gp(v) = dfgp(v) = <vgp’v>gp’ para todo v € Ty, M.
Logo gV fp = V fop.

PROPOSICAO 1.5.19. Sejam M wma variedade compacta e f:M — R

uma fungdao C*°. As drbitas nao singulares do campo V f néo sio fechadas.

Prova:

Sejam ¢:Rx M — M o fluxo determinado pelo Vfep € M tal que O(p) é nao
singular. Seja o a curva integral maximal do campo que passa por p. Entdo
(foa) (&) = dfy(e/(1)) = dfy(V f;) = (V fp, T £} = IV I, sendo g = aft) .
Portando f ¢é estritamente crescente ao longo da érbita de p, em particular

a orbita nao é fechada.

DEFINICAO 1.5.20. Sejam M uma variedade de dimensdo M com bordo,
pE€IM ex, € T,M. Seja (U, ) uma carta local em torno do ponto p, isto é,
@ € um difeomorfismo de um aberto U de M, contendo o ponto p, num aberto

Vide R} = {(z1," ,Zpm-1,0) |21, - ,Zpm_y € R}. A expressao de X, €

, dyp
T,M em termos da carta (U,p) é: X, = Za,-a—xi(p), sendo a; = Xp(z;).

1=1
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fora se a,, < 0. Pode-se mostrar que a defini¢do ¢ independente da escolha

da carta local tomada.(cf. [Boothby], pag. 254)

Seja M uma variedade com bordo e X um campo de vetores em M.
Dependendo do comportamento do campo nos pontos do bordo pode nao
haver fluxo global para o campo, mais ainda: nos pontos do bordo as curvas
integrais maximais podem estar definidas apenas para ¢ = 0. Uma situacio
um pouco melhor ocorrera se o campo apontar para dentro em todos os
pontos do bordo e a variedade for compacta. Nesse caso poderemos definir

o semi—fluzo global do campo X.

DEFINICAO 1.5.21. Seja M uma variedade com bordo. Seja M uma
copia de M. Identificando M e M através do bordo obtemos uma variedade
sem bordo, que serd denotada por 2M. Se M € compacta também é compacta

a variedade 2M .

PROPOSICAO 1.5.22. Sejam M uma variedade compacta com bordo e X
um campo de vetores em M. Mergulhando M em N = 2M podemos estender
o campo X a um campo Y, de classe C*°, definida em toda a variedade N .(cf.

[Hirsch], pag. 151)

Suponha que na proposicao acima o campo X aponte para dentro nos
pontos do bordo de M. Seja ¢:R x 2M — 2M o fluxo determinado pelo
campo Y dado pela proposi¢ao acima. Ja que X aponta para dentro nos
pontos do bordo de M, fica definido em M o semi-fluzo global ¥ do campo
X:

YRy x M — M
Y(t,z) = ¢(t, z)
sendo ¢ o fluxo do campo Y em 2M.

Se M é uma G-variedade e X é um G-campo de vetores em M, a propo-
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sicao acima ainda se aplica, bastando para tanto substituirmos a particao da
unidade usada na construgdo do campo Y (cf. [Hirsch], pag. 151) por uma
G-particao da unidade adequada. A existéncia de G—particdes da unidade
¢ garantida em [Bredon], pag. 133. E deste modo o comentario que segue
a proposigao acima continua aplicavel pois, como ja vimos, o fluxo de um

G'—campo é G-equivariante.

1.6 G—Funcoes de Morse

DEFINICAO 1.6.1. Sejam M uwma variedade de dimensio m, com ou sem
bordo e f:M — R uma fung¢io de classe C*e p um ponto critico de f, isto €,
dfy = 0. Seja (U,p) uma carta em p. O hessiano de f em p, em relagio &
9*(fop™) :
Ta%(p(p)) Dizemos

que o ponto critico p € ndo degenerado se o hessiano de f em p em relagdo

carta (U, (,0), € a matriz (h)me dada por h’ij =

a carta (U,p) € nio singular, isto é, tem determinante diferente de zero.

Pode-se mostrar que tal defini¢do independe da escolha da carta (U, ).

DEFINICAO 1.6.2. Uma fungido de Morse numa variedade M € uma
Jungdo f:M — R cujos pontos criticos, se ezistirem, sio ndo degenerados.
Se a variedade M possuir bordo a fungio f:M — R serd de Morse se todos

0s seus pontos criticos forem nao degenerados e estiverem no interior de M.

PROPOSICAO 1.6.3. Os pontos criticos ndio degenerados de uma fung¢do
J:M — R sdo isolados (cf. [Milnor], pag. 8). Portanto se M é variedade
compacta e f é uma funcao de Morse, existe apenas um nimero finito de tais

pontos criticos.

DEFINICAO 1.6.4. Uma G—fungdo de Morse em uma G-variedade M ¢

uma funcao de Morse f:M — R que € invariante.
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O fato de que as fun¢des de Morse sio densas no conjunto de todas as
funcées de M em R é um resultado cléssico (cf. [Hirsch]). Abaixo enuncia-

mos a versao equivariante deste fato. (cf. [Wasserman))

PROPOSIQAO 1.6.5. Seja M uma G'-variedade de dimensdo finita. Entdo
o conjunto das G—fungées de Morse em M ¢ denso no conjunto de todas as

fungoes invariantes de M. Em particular existem G—funcées de Morse.



Capitulo 2

Realizacao de Conjuntos de
Pontos Fixos

Sejam G um grupo finito e M uma variedade C* de dimensio n, compacta
e conexa, com ou sem bordo. Suponha que a acao de G em M é C*.
Mostraremos que se um subconjunto P C intM, nao vazio, G-invariante
e compacto tem intersec¢ao nao vazia com cada componente conexa de My,
para cada H < G com My # (), entao P pode ser realizado como conjunto
de pontos fixos de uma G-deformagao. Chamaremos cada componente de

Mpy, com H < G, de uma componente de pontos fizos de isotropia H.

2.1 Lema da Absorcao

Sejam (G um grupo finito e M uma G-variedade. O lema abaixo garante que
dado um subconjunto P C intM, nao vazio, finito e G-invariante , entao
para cada subconjunto finito @ C intM satisfazendo a condigéo (##) abaixo,
existe sistema de cartas locais centradas nos pontos de P cuja reunizo das
imagens em M cobrem () e, além disso, sio “bem comportadas” em relagio

a agao do grupo G.

23
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Lemada Absorcao Seja P C intM um subconjunto finito, G—invariante
e nao vazio. Seja () C intM um subconjunto finito tal que para cada z € Q

a sequinte condigdo estd satisfeita:
(#x) C(z) tem intersec¢do ndo vazia com P,

sendo C(z) a componente coneza de Mg, contendo z.

Entao existe um sistema de cartas locais U := {4,:D™ — M |p € P}
satisfazendo:
(1) ¥5(0) = p;
(2) se p # p', entio Y,(D™) N 3h(D™) = ;
(3) sep’ = gp, com g € G, entdo P (D™) = gih,(D™) e 1/)2:,10g01/)p:Dm — D™
€ a restrigio de wma aplicagdo linear ortogonal;

(4) Q CU,ep p(D™).

Inicialmente observamos que a hipétese @ C intM nio pode ser removi-

da, como mostram os dois exemplos abaixo.

Exemplo 1:  Considere o anel A := {z € R?|1 < z < 2} com a estrutura
de variedade com bordo induzida de R?, os pontos a = (—2,0), b = (=1,0),
c=(1,0), d = (2,0) e o grupo Z, = {1,—1} agindo em A por reflexio no

eixo z, isto é:

V(z,y) € A, 1(z,y) = (z,y) e — (z,y) :== (z,—y)

Sejam p:= um ponto do interior do segmento [a,b], P = {p} e
Q) := {a,b}. Vemos que P é Zy-invariante e de Az, = [a,b]|J[c, d], temos
C(b) = C(a) = [a,b]. E claro que P N C(a) #0De PNC(b) # 0, no entanto

nao ha nenhuma carta (centrada em p) contendo p que contenha a e b.
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Exemplo 2:  Mesmo no caso de agdo trivial ndo podemos prescindir da
hipétese () C intM. Basta considerar a variedade do exemplo acima, um

grupo G agindo trivialmente em A e os mesmos conjuntos P e (nesse caso

C(a) = C(b) = A).

Prova

Faremos a prova por indugéao finita sobre a cardinalidade de Q.

Se @ =0, é resultado bem conhecido da geometria diferencial que pode-
mos equipar M com uma métrica riemanniana (G-invariante) de tal modo
que IM fique totalmente geodésico, isto é, as geodésicas que passam pelos
pontos do bordo tem imagens contidas no bordo. Seja T, M o espago tangen-
te de M em p. A partir da aplicagao exponencial exp:I,M — M restrita a

uma pequena bola em torno de p podemos construir o sistema W desejado.

Suponhamos que ¥ é sistema de cartas locais satisfazendo o lema para um
conjunto () satisfazendo a condigao (**) acima e tomemos = € intM. Mos-
traremos que W pode ser alterado de modo a satisfazer o lema com Q U {z}

no lugar de @ . Podemos assumir que z ¢ P U GQ, pois caso contrario W
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- nao precisaria ser alterado: se z € P, entao z € Upepth,(D™); se z € GQ,
entao Jg € () tal que z = gq, logo existe p € P com ¢ € ¥,(D™) e portanto
T =gq € gibp(D™) = 1gp(D™) = thpy(D™) com p' € P.

Sejam H := G, S := a componente conexa de (My N intM) contendo z
eV :={z €S| olema estd verificado com @ substituido por QU{z}}. Va-
mos mostrar que V' = 5 via um argumento de conexidade. Observamos,
inicialmente, que V' # {), pois, por hipétese, C(z)N P # ) e P C intM e
portanto SN P # (.

V' é aberto de S: se z € V, por hipdtese Ith, € W tal que z € P(D™)NS.
Ja que 9,(D™) N .S é aberto de S e para todo w € 1,(D™) N S, o lema esta
verificado para @ U {w}, vemos que ¢,(D™)NS C V.

Resta mostrar que S\ V é também aberto de S: dado z € S \ V, entao
de modo anélogo ao que foi feito para @ = () podemos achar uma carta local
¢:D™ — M\ (P U GQ) tal que:

(1) $(0) = =
(2’) se g & H, entao ¢(D™) N gp(D™) = §;
(3) se g € H, entdao ¢(D™) = gp(D™) e ¢~'ogo:D™ — D™ é a restrigio de

uma transformagao linear ortogonal A,:R™ — R™,

A acdo de H em R™ dada por gv := Ay(v),Yg € G,Yv € R™ é a aco de
H em R™ induzida por ¢.

Seja U := SN ¢(D™). Entao: ¢~'(U) = D!, sendo D! o disco aber-
to unitdrio do subespaco vetorial E* := (R™)”. De fato: se v € ¢~'(U),
entao existe w € SN ¢(D™) tal que v = ¢~!(w). Logo |[v|| < 1 e para
g € H, g(v) = Ay(v) = ¢7logog(v) = ¢~'(gw) = v, pois G, = H. Por-
tanto v € D*. Por outro lado, se v € D!, entdo existe u € #(D™) tal que



2.1 Lema da Absorcao 27

~#(v) = wepara todo g € H vale gu = gé(v) € gp(D™) = $(D™). Logo
41 (gu) = 67 (99(v)) = Ay(v) = v = §~1(u), e segue da bijegio de  que
gu = u. Concluimos, portanto, que # C G,. Seja g € G,. Se g ¢ H, da
definicdo de ¢ temos gp(D™) N ¢(D™) = @ e portanto gu # u. Portanto
Gu=HeueSN¢(D™)=U, o que conclui a prova de que ¢~(U) = D-.

Afirmamos que U C S\ V. Suponhamos, por absurdo, que a afirmacao
nao ¢ verdadeira. Sejam,y € U NV e 6 um difeomorfismo H-equivariante
de D™ em D™ que leva ¢~'(y) em 0 = ¢~!(2) e deixa pontos préximos de

dD™ fixados. (cf.[Bredon],pag. 314)

Consideremos a aplicacao

k := gofog™":(D™) — $(D™)

Claramente a aplicagao k£ é um difeomorfismo e deixa pontos préximos ao
bordo de ¢(D™) fixados. Para verificarmos que k é H-equivariante tomamos
¢(v) € ¢(D™) e g € H obtendo:

k (9¢(v)) = ¢o0od™" (gé(v))
= ¢obo $~ogoh(v) = ($of)(Ay(v))

Ag

= (¢045)(6(v)) = ($od™" ogogod)(v) = (goob)(v)
= (9og0b0o¢™ 0¢)(v) = (gogofod™")(4(v))
= g(¢obod™")(¢(v)) = gk((v))

Podemos estender o difeomorfismo & a um G-difeomorfismo k de M em

M dado por :
gkg™'  se z € gp(D™) para algum g € G
(z) =

T sex & UgEGqu(Dm)
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Se z € ¢1p(D™) N g2p(D™), entdo existem a e b em ¢(D™) tais que z =
g1a = gab. Logo gy'gab = a e por (2') gi'g, € H. Entio ak(gitz) =
gi1k(a) = g1k(g7"92b) = g1(97"'g2)k(b) = g2k(b) = g2k(g3"z). O que mos-
tra a afirmacdo anterior. Da definicao de k vemos que pontos préximos
ao bordo de g¢(D™) sao fixados, qualquer que seja g € G. Além disso k
¢ um difeomorfismo e leva y em z pois de y € ¢(D™) = 14(D™) temos
k(y) = 1k17'(y) = k(y) = z. Para mostrar que k é G-equivariante se-
Jam g € Gez € M. Se z ¢ U,eq 96(D™), entao g1z ¢ U,eq #(D™),
pois se g1z € gp(D™) para algum g € G, entdo z € g;'gh(D™) o que é
contra a localizagdo de z. Nesse caso k(giz) = g1z = g1k(z). Se, porém,
z = ga para algum g € G'ea € ¢(D™), teremos k(g1z) = g19k((g19) ' q12) =
919k(97 97 q19a) = gigk(a) = gigk(g'z) = gik(z).

Consideremos o sistema de cartas locais U’ := {kot, [, € ¥}. Afirma-

mos que V' satisfaz todas as condi¢bes do lema. De fato:

(1) Ja que ¢(D™)N P = e P é G-invariante, segue que P N gh(D™) = 0,
Vg € G. Logo k(p) = p,¥p € P e kog,(0) = k(p) = p.

(2) Para p# p/, ¥,(D™) N 3pp(D™) = 0.
Logo kot,(D™) N kotp,y(D™) = 0, pois k é bijecao.

(3) Sep’ = gp, g € G, entdo gokop,(D™) = kogoth,(D™) = kot (D™) e
(%ogbp;)_logo(]z;oqj)p) = '(’b;lo(l“;;)"logo];‘o-l/)p = d);lo(]_c)—lo];;ogo;[)p =
¢;10g01/)p:Dm — D™ ¢ a restricao de uma transformacéio linear orto-

gonal de R™ em R™.

(4) A carta ¢ foi tomada satisfazendo ¢(D™) C M \ (P U GQ).
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Logo Q) Ngp(D™) =) para todo g € G. Dado ¢ € @, seja 1, € U tal
que ¢ € P,(D™). Da definigao de k temos k(q) = ¢ e portanto ¢ €
ko,(D™). Ja que k(y) = zey € V, existe Yp € VU tal que y € ¥,(D™)
e portanto z € ko, (D™). Concluimos que Q U z C U,er ko, (D™).

Da definicao de V' temos que z € V. Absurdo, pois tomamos z € S \ V.
Logo U C S\ V como afirmado .
Da definicao de U, vemos que U é aberto de S. Entao S\ V é aberto de S e

lembrando que .S é conexo obtemos S = V. O que conclui a demonstracao.

2.2 Retragao Equivariante em D™

Lema da Retragao Seja D™ a bola unitdiria em R™ ou em R7Y. Suponha
que W € um campo de vetores C*®sobre D™ que se anula em E:n ={z €
D™ o lz|| < 7}, sendo 0 < r < 1. Seja O:R — R funcdo de classe C

satisfazendo:

(i) 0'(t) > 0, para todo t € R;

(i)
t—r set<(l42r)/3

t set>(241)/3
(i) 0~ é C,
Seja k:D™ — D™ a aplicagio

L“:L”)x sex € D"~ D"

k(z) = ll]l
0

-m
sex €D,
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em k. W dado por:

Dklk—l(x)W(k‘_l(iL)) Se x 7é 0
kW (z) =
0 sex =0
Esse novo campo de vetores € C*® em D™ e coincide com o campo W em
pontos prozimos de dD™. Mais ainda: se H € grupo finito agindo ortogonal-
mente em D™ e o campo original W €é H—equivariante, entio o campo k,W

também é H—equivariante.

Prova Inicialmente observamos que existe uma funcio # como requerida
acima. Vamos comegar mostrando que a aplicacio k estabelece bijecio entre
0s anéis

A:=D"\D ={z e D"|r < |lz]| <1} e B := D™\ {0}. De fato: da
definicao de k temos, para z € A,

o(l=l)=

&4

Sejam z1, 22 € A com 21 # @3. Se ||z1|| # ||z2]|, entdo 0(]|z,][) # 0(||z2]|). O

Ik ()]l = = 10(ll=IN1 = o(ll=]|)

que mostra que k(z1) # k(z2). Se ||z1]| = ||z2||, entdo k(z;) = k(z;) acarreta
OllzalDzs _ O]z
[EA [EA

o que s6 é possivel se z; = z5. Portanto k é injetora.

Para mostrar que k é sobrejetora notamos que:

2
(i) Se 27 <zl < 1, entéio k() = 2
142 2
(i1) Se +3 "« lz]| < —3})—7’7 entao da definigao de 6 temos

(1 =7)/3 < |lk()Il = O(ll=ll) < (2 +7)/3.
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(ii1)

Dadoy € D™\H0}, (L=7)/3 < |[yl[ < (2 +7)/3, tomamos

0y

llll
Novamente, da definiciao de 6 vemos que (1 + 2r)/3 < 07'(||ly||) <

(2 +7)/3. Portanto, observando que ||z = 8~1(||y||), temos:

ey = 2z _ 00 D) 0= vy _
B I (T I

Se r < ||z|| < (1+ 2r)/3, entdo, da definigio de k, temos:

0 <O(lll) = lell =r < (1 —7)/3

(r + llylDy

Dado y € D™\ {0}, 0 < |ly]| < (1 —r)/3, tomando z = vl
Yy

temos

O<flzl=r+llyll <r+(1—7r)/3=(1+2r)/3 e
k(z) = 2=z _ (2l =)z _ (4 llyll =r)(r + llyly _
(Ea ]l (r + ly DIy

O que mostra que a aplicagao k é bijecdo entre os anédis A e B acima

definidos. Mais ainda: da argumentacio anterior vemos que k estabelece

bijecoes entre os seguintes pares de anéis:

Ayi={z € D™ |7 < |la]l < (142r)/3} e By = {z € D™ 0 < ||a| < (1-r)/3)

(el =)
@)=

(=]l +r)=
Il

k' (z) =
Ayi={z e D™|(1+2r)/3 < |lz|| < (2 +7)/3}

By:={z e D™ |(1 —r)/3 < |lz|]| < (2 +7)/3}
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D v e
1]

PN (L)
o

Az:={z€D™|(24+7r)/3 <2< 1}e A3

k

Ay = 'ldA3

a e — G s =T
Observamos que as aplicacoes k e k=1 sdo de classe C°° nos anéis D™\ D
q P ¢ r

e D™\ {0}, respectivamente.

Para mostrar que k,W é campo de vetores de classe C®® em D™ basta
mostrar que kW é C* em z = 0. Do exposto acima sabemos que k! em

—m

D(1_,y/3 \ {0} é dada explicitamente por

k'l(:v) — (7" + II‘TII)J’
ll]]

Afirmagao: Se u(z) é uma derivada parcial de ordem n de uma compo-

nente de k™', entao existe uma constante ¢ > 0 tal que
[u(z)] < eflz]|™" para 0 < lz|| < (1~7)/3 (&)

De fato: se a; é a i—ésima componente da aplicacio k™!, entio da expressio

de k71(z) = %”Hm”(%, o, Zm), para 0 < |zl < (1 —r)/3, temos a;(z) =

T—III— “”:B” z; = z; + ra]|z|| ™" e observando que
L

all 0 (< \ (e )\
v | 2 _ 2 _ -
dzr Oz <Z$=) 9 (Z li) 2z = ]|

=1

temos, para n = 1:
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i - -
go. (%) = Lt rlell ™ —rafllz) =
gzz (z) = —rapa;||z|| 2, se i # k.

Ja que |z;| < ||z||,Vi=1,--- ;me0 < |lz|| < (1 —7)/3 <1 temos:

80,.,‘ :
8:[15 (:L)

< (l2ll + 7+ r2fllzl2) = < (ol +r + rll2]?ll2)72) 2]~ =

=zl +2r) =7 < (1 + 2r)|e| !

afllk

da; _ - _
L (0)] < rlselallel = < rlelPllel - = o]
omando ¢ = 1 + 27 no primeiro caso e ¢ = r no segundo, teremos a,

limitagao desejada para uma derivada de ordem 1 de a;(z).

Vamos mostrar que para todo inteiro n > 2 existem funcées polinomiais

pp:R™ = R,b=mn,---,2n + 1 satisfazendo (a) e (b) abaixo:

(a) Se py é nao nulo, gr(py) =b—n

ana_ 2n+1
i —b
(b) Erem e O R > ()|
M Je b=n
Para n = 2 temos:
9%a; =3 3 =5
* 52 = —=3rz;||lz]| ™" + 3ra7||z||™> e tomando pa(z) = 0, ps(z) = —3ra;,
Z;
pa(z) = 0 e ps(z) = 3ra? vemos que (a) e (b) estio verificados.
9a; Ya;

° B:L’i(;la:k T) = aigwi(ﬂ:) = —rag|lz]| ™ + 3rapz?||z||° e tomando py(z) =
0, p3(z) = —ray, pa(z) = 0, ps(z) = 3rajz? teremos os itens (a) e (b)
verificados.

Bzai Oza.i

o 33:¢3:I:k($ = a:Eka%(y;) = 3rz;zzyl|z]| ™ e tomando py(z) = 0, ps(z) =

0, pa(2) = 0 e ps(z) = 3rz;z,z, teremos os itens (a) e (b) verificados.
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,82(11. - — -

o — = r:L1”a:|| -3 4 3ra; :vk|| || =5 ¢ tomando pz(a:) = 0, pg(x) —r;,

2
dzj

pa(z) = 0 e ps(z) = 3rz;a} vemos que (a) e (b) estio verificados.

Suponhamos, por hipétese, que (a) e (b) estdo verificados para algum

(§§m Hwb)=

inteiro n > 2. Entéao

2 (e )
Oz, \ 0z} --- 0zt

Je b=n
271+1 2n+1
- 3ll~’0l| "
Z z)lle| " + Z
b=
2n-|—1 2n+1
Z z)||e II"’+Z —bzepy ()| -+
b=n
Ol - - -
mmﬁ%_:—Wﬂ“mWH%=—MMHW”
Ty

pn : .y ;
Levando em conta que 22 ¢ nulo, pois, por hipétese, p, é nulo ou tem
Ly

grau zero e reagrupando os termos da soma acima teremos:

9 o, 2n+1
Oz, <W> (Z pe()ll2~ ”) =

Je
apn —(n apn »
= ag;:rl (z)]|z]| =+ + <a—;:2(3,) — nib‘tpn(m)> l|z]| =+ 4. ..

ot (B~ 0 - orpanna(@)) Bl

22 pan (@) [2]] ") = (21 + 1)oupans (2)]|o]
Sejam

L apn—f—l
qn+1 ' 8$¢
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B o S
Gntotk = % —(n+ k)aipugr,se 0<k<n-—1
Ty
Qon+2 ‘= *anEthn
Gong = —(2n + 1)ziponys

Entao podemos escrever:

a 8na' 2(n+1)+1 ,
2, <W) ()= Y )]

b=n+1

Portanto os polinémios g, para b =n +1,--- ,2n + 3, acima definidos veri-

ficam o item (b). Para mostrar que também verificam (a) observamos que:

® ¢nt1 € nulo ou tem grau zero, pois, por hipétese, p,y1 é nulo ou tem

grau 1.

* Para ¢,424%,0 <k < n—1 temos: p,ia4x é nulo ou tem grau k + 2,

Pntk € nulo ou tem grau k e além disso, cada fator ocorrendo nesses po-

OPnta+k
Ty

€ nulo ou tem grau k41 e cada um de seus fatores, nesse caso, também

linbmios tem o mesmo grau do respectivo polinémio. Portanto

tem grau k + 1. Se pnqr ndo é nulo, entdo (n + k)zpuik € cada um de
seus fatores tem grau k£ +1. Logo ¢,424x é nulo ou tem grau k+ 1 com

cada um de seus fatores com grau k& + 1.

e Para g2,42 notamos que se pa, nao é nulo, entao gr(ps,) = n e portanto
9r(q2nt2) = n + 1 e, além disso, cada fator de gonysy terd grau n + 1,

pois, cada fator de py, tem, por hipétese, grau n.

* De modo andlogo ao caso anterior podemos mostrar que gan4; é nulo

ou tem grau n + 2, o mesmo ocorrendo com cada um de seus fatores.
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“Portanto, para todo n > 2, vale:

ana' 2n+1
s gz (@) < D (e
N Jt b=
Se z = (1, ,Zp), entdo |z;| < ||z]|,¥i =1,2--- ,m e portanto

Ips(2)| < o|z||>~™, sendo ¢, constante > 0. Entao

2n+41 2n+1

8”a.,-

(@] < Y allzl Mt = Y allal ™ = dla)
.S
am‘;ll T 8:le‘ b=n b=n
sendo ¢ = ZZTI cy. Lembrando que o caso n = 1 j4 foi verificado, vemos
. : o"a;
que a afirmacdo estd, portanto, justificada, i.e., se u(z) = S&af—s(m),
Ozj; - - - Oz},

entao existe constante c tal que |u(z)| < ¢||z||™" para todo z com

0 <|lz] < (L—r)/3.

Sejam w;(z) a i-ésima componente do campo W (z) e ¢(z) uma derivada
de ordem n de w;(z). J& que W ¢ de classe C*° em D™ e nulo em D, , segue
que para qualquer z € D™ com ||z|| = r, qualquer derivada de w;(z) é nula
em z. Seja yp € D™\ E:n Dado y € EIT;MI indicaremos com z, o ponto de

interseccdo do segmento [0,y] com 9 (D, ).
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Dado inteiro n > 1, existe M > 0 tal que |[¢""*)(y)|| < M, para todo
y em € ﬁ?ﬁo”, pois W é (. Usando a férmula de Taylor com resto de

Lagrange ([Limal], pag. 58), com h = y — z,, temos:

7 1 11 1 n n
1(¥) = a(z) + ¢ (z)h + 50" (2)h? + -+ —g®(2)h) 4 r(h)

M

sendo ||r(h)]| < ||h||"Jrl e indicando por A*¥) o vetor (h,--- ,h) e por
k—vezes
®)(2,)h") o resultado da aplicacio k—linear q®(z,) no vetor h*).
Ja que q(2) = ¢'(2) = ¢"(2) = - -+ = ¢™(2) = 0 vemos que ¢(y) = r(h) e
portanto lq(y)| < 24 IBI™ = e(llyl] —r)™ com e = M/(n +1)! (4)

A aplicacdo k|pm\pm tem uma extensdo kD™ \ {0} = D™ que é dada

- 445

. . - m
derivadas parciais sdo limitadas em D™ \ D, ".

Y de classe C*. Conseqiientemente Dk|, e todas as suas

Finalmente, podemos mostrar que k. W é de classe C® na origem. Seja
z € D™ tal que 0 < ||z|| < (1—7)/3. Da prova que k é bijecdo entre D™\ {0}
e D™\ D, temos:

() y=kYz)e Ar:={zeD™|r<|z| < (1+ 2r)/3}

(r + [zl (lyll = r)y

Ed] llyll

(3) llz]| = 0= ]|k~ (2)|| = r e portanto z — 0 = W(k='(z)) — 0.

(2) y=k7'(2) = e k(y) =

(1) Dkfys oy W (- <»:(§—j;k-l<x>) x

o\ (k7 (2)
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Observamos que do tltimo item temos

Dk|j-1 ()W (k™ (Z wj(k gi’] (k-l(x))> eR™

i=1,-,m

Seja d;(z ) a i ésima componente de Dk|i-1 )W (k™!(z)), isto é,

Z (7 @)y (7 0),

Temos, portanto:

(¢) Da limitacdo de Dk|y e de todas as suas derivadas parciais em D™\ D",
de 7 < ||ly|| < (1 4+ 2r)/3 e de (3) anterior, vemos que z — 0 acarreta

S;f;m = Z [wj(k—l(x» afp’g;_(k*(x)) + g’m (a ))f;j:(k l(a,-))]

7 2

-
Observando que a— Z g:)z 88:% (z) e fazendo
. dd;
k~!(z) = y podemos reescrever —(z) como
Tp

Logo
ad; 2| 0% Ok; ow; ok,
< § ; > : E(a
alp( ) al al,] ‘ "LU]( )l + a ( ale (1) amp (7’)
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~Usando as limitacoes (&) e (#) temos:

-1 )
G| <alll™ o[22 < exlyl -
_ —1
Portanto Ow, (y) Ok, ()] < ezl (lyll = ), com ¢ = ¢1¢;. Usando (2)
Oz, dz,
acima temos:
el (lyll = r)* = ellzll 7 (r + llzll = 7)* = ellel| ™ ||21? = cf|=].

Ja que w;(y) = w;(k~'(2)) = 0 quando & — 0, Dk|, e todas as suas deriva-

. . ~ . . - m
das parciais sao limitadas em D™ \ D, temos:

0d; | 9%; ~. | Ok;
axp (:C) — <]~:1 ampaxj (y)‘ lw](y)l + chZI afl:]y ”3’”> — 0) sex — 0

Podemos ver que qualquer derivada parcial de orden n de d; z) consistird de
uma soma de produtos semelhantes aos que ocorrem em 8—:1,:,($) Portanto,
usando argumento analogo, podemos mostar que qualquer derivada parcial
de ordem n de d;(z) terd limite nulo para z — 0. Deste modo concluimos
que k.W(z) é C* na origem e de k(z) = z para z € A3 vemos que kW

coincide com W em pontos préximos de D™.

Resta mostrar que se H é grupo agindo ortogonalmente em D™ e W é
H-equivariante, entdo kW também é H-equivariante.
Como ||gz|| = ||z||, V= € D™,Vg € H, temos:
kW (g0) = kW (0) = 0 = gk.W(0) e se z € D™\ {0}, entdo gz # 0 e
kW (gz) = DEli=1 (6 W (™" (g2)).
Hé duas possibilidades para z € D™\ {0}: 2 € D™\ D, ez € D, .

—m 3 Ollgz|)gz  0(||z])gz .
e Sex € D™\ D, , entdo k(gz) = (”Hg;”b””)gl = (||“z$||”)g1 = g(kz), pois
H age linearmente.

* Sez €D, entio gz € D, e portanto gk(z) = g0 = 0 = k(ga).
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~ Logo k é H-equivariante. Como observado no inicio da demonstracao, k

estabelece difeomorfismo C* entre D™ \ D, e D™ \ {0}, portanto k~! de
D™\ {0} em D™\ D, é H-equivariante.

Voltando & expressdao de k.W(gz) e usando a linearidade da aplicacio

Tz — gz temos:
kW (gz) = Dklk"‘(gw)w(k_l(gx)) = Dklgk"‘(x)w(gk_l(x)) =

= Dk|gi=1(o)gW (k™' (z)) = Dk| g1 (o) Dgli-1 )W (k7' (2)) =
= Dk‘glk—l(x)(W(k'_l(.'B)) = ng'k—l(Z)W(k_l(m)) =
= Dgle-1 Dk|p-1)W (k™ (z)) = g Dk|p-1)W (k7 (2)) = gk W (2)

O que mostra a equivariancia de k, W

2.3 Realizacao de Conjuntos como Conjuntos
de Pontos Fixos de uma G—deformacao

Teorema Sejam M uma G-variedade com ou sem bordo e P C intM um
subconjunto compacto, nio vazio e G—invariante. Suponhamos que, para
todo subgrupo H de G, o subconjunto P tenha intersec¢do nio vazia com
todas as componentes de pontos fizos de isotropia H, se My # 0. Entdo
eziste um G'—campo de vetores V em M tal que Zy = P e cujas orbitas (do
campo de vetores) ndo sao fechadas.

Prova: A existéncia de uma funcdo de Morse G-equivariante @:M — R
estd garantida pela Proposicao 1.6.5. Seja X o campo de vetores em M dado
pelo gradiente de ¢. J& que as singularidades de X sdo os pontos criticos da
funcao ¢, que sdo nao degenerados e estdo no interior de M (cf. Definicao

1.6.2), segue da Proposicdao 1.6.3 que X tem apenas um ndmero finito de
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“singularidades e, além disso, o campo X é G—equivariante e nao possui 6rbitas
nao singulares fechadas, conforme as Proposicdes 1.5.18 e 1.5.19.
Seja () o conjunto das singularidades de X. Como j& vimos @ C intM e
é finito. Seja P’ C P, finito, tal que () satisfaz a condigio (*#) do lema da
absorcao em relagao a P’'. Seja W = {4, : D™ — M| p € P'} o sistema de
cartas locais dado pelo lema da absor¢ao, com P’ no lugar de P. Sejam r
nimero real, 0 <r <1, tal que Q@ C |J,cp: ¥p(D") e b: R — R uma funcio
C* satisfazendo b(t) = 0 para t < r, b(t) > 0 para t > r, e b(t) = 1 para
t> (1+r)/2. Usando b definimos a funcio b: M — R por

1 se T ¢Upep: Pp(D™)
b(llb; ' (@)l) se z € (D7)

A fungio b estd bem definida e é de classe C*. Consideremos o campo
de vetores W em M dado por W(z) = b(z)X(z). Tal campo W é G-
equivariante. De fato: se & & |J,cp ¥p(D™), entdo gz & \U,cp ¥p(D™) €
ja que os campos X e W coincidem no complementar de UpeP' Pp(D™), se-
gue que W(gz) = X(g9z) = Dg|.X(z) = Dg|.W(z). Se, por outro lado,
z € P,(D™) para algum p € P, lembrando que 4,(D™) = gih,(D™) e que

B(:L) =

Y, 0901, € uma aplicacao linear ortogonal de D™ em D™, obtemos W(gz) =
B(g2)X (g2) = b (| (92)Il) X (g2) = b (I (5 o g © ) (5 (@)]) X (g) =
b (15 (@)) X (92) = b (15" @)])) Dala(X () = Dol (b (5" (=)]) X ()
Dgla(W (2).

As 6rbitas de W em | ¢ p. ¥ (ﬁ:n) sao todas constantes pois W é nulo em
tal subconjunto de M. Todas as outras érbitas de W sio reparametrizacoes

de partes de orbitas de X, portanto nao sao fechadas.

w~ % =
alrnosS usar O lema da retracao para colapsar cada 1SCO com
v lema da retragio p lapsar cada “disco” b, (D),
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“p € P’,em um tunico ponto. Para tanto definimos a funcio k& : M — M do
seguinte modo:

: se @ & Uyepr p(D™)

bpktp ' (z) se z € ,(D™) para algum p € P’

k(z) =

sendo k:D™ — D™ como no lema da retragio. Portanto a aplicacio k est3

bem definida e, além disso, é G-equivariante. De fato:

e Se x & U ep ¥p(D™), entao gz ¢ U,epr ¥p(D™), para qualquer g € G,
e portanto k(gz) = gz = gk(z).

e Se dp € P’ tal que = € ,(D™), entdo, gz € 1y, (D™) = gih,(D™) e
portanto k(gz) = VYopkth (92) = Ygp 0 ko bow © 9O WYy (zﬁp‘l(m)) Mas
a aplicagao k comuta com toda transformagao ortogonal de D™ ( final
da demonstracao do lema da retragio) e como a aplicacio Yom ©goOth, é
ortogonal temos: 1y,0kot)_togotp,ok (1! (z)) = gbkp N (z) = gk(z).

Logo k(gz) = gk(z).
Consideremos o novo campo de vetores Y em M dado por Y = k, W, isto
&, ¥Yiz) = DEIE—I(:E)W (l_c_l(a;)>. Vemos que Zy = P’, isto é, o conjunto de
singularidades do campo Y é P’ e usando argumento anélogo ao empregado
no fim da demostragao do lema da retragio podemos mostrar que esse novo

campo é GG—equivariante.

Seja a:M — R funcao C* tal que a|p = 0 e a(z) > 0 para todo z € M~ P.
A partir da funcdo a construimos a funcao @M — R dada por alE) =
ﬁ Y gec @(g). A fungao @ estd bem definida e é C*. Quanto A equivariancia
temos: a(gz) = ,—é;—,Ehec a(hgzr) = ﬁZheG a(hz) = gﬁ 2nec alha) =
ga(z). Finalmente, o campo de vetores V em M dado por V(z) = a(z)Y (z)

é C*°, G-equivariante e Zy = P. O que conclui a prova do teorema.
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fixos de uma G—deformagdo) Sejam M uma G-variedade com ou sem
bordo e P C intM wm subconjunto compacto e G-invariante com interseccdo
nao vazia com toda componente nio vazia de pontos fizos de isotropia H,
para todo subgrupo H de G. Entdo P € o conjunto de pontos fizos de uma
G—deformagao.

Prova Do teorema anterior decorre a existéncia de um G—-campo de vetores
X em M tal que Zx = P e todas as érbitas nao singulares de X nio sio
fechadas; em particular X nao possui érbitas periédicas. Dos comentirios
apos a Proposicao 1.5.22, o campo X admite um semi-fluxo {th}tZO- Pela
Proposigao 1.5.13 tal semi-fluxo é G-equivariante. Entdo ¢y = idy e dado
t> 0 temos ¢y(z) =z se z € P e ¢(z) # z se 2 ¢ P. Portanto, dado ¢ > 0,
P = Fix(¢;), isto é, P é realizado como conjunto de pontos fixos de uma

(G—deformacgao.



Capitulo 3

O Exemplo de D. Ferrario

O objetivo inicial desta dissertacdo era a apresentagao do artigo A note on
equivariant vector fields de Boju Jiang ([Jiang]) que trata, em linhas ge-
rais, da realizacao de subconjuntos compactos e G-invariantes de uma G-
variedade compacta, conexa, com ou sem bordo, como conjuntos de pontos
fixos de G-deformacdes. A tnica hipétese assumida sobre tais subconjutos,
além da compacidade e G-invariancia, é a interseccio nio vazia com cada
componente conexa de caracteristica de Euler nao nula de cada M%=. Sendo
verdadeiro tal teorema de realizagao, obterfamos, como coroldrio, tomando
como subconjunto a ser realizado o conjunto vazio, um resultado importante
na teoria de pontos fixos que é obtido na literatura com hipéteses adicionais
sobre, por exemplo, a dimenséao, co-dimensio e conexidade dos subespacos

M*. O resultado seria o seguinte:

Seja M uma G-variedade compacta e coneza, com ou sem bordo. Se a
identidade de M* pode ser deformada a uma aplicagdo livre de pontos fizos,
para cada H < G, entio a identidade de M pode ser G—deformada a uma

aplicagdo livre de pontos fizos.

44
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Porém um exemplo apresentado por Ferrario em sua tese de doutorado
(cf. [Ferrario]) mostra que o resultado acima nao é verdadeiro e portanto
o teorema de realizagao do artigo mencionado nao estd correto, pelo menos,
para o caso do conjunto vazio. O exemplo apresentado em [Ferrario] consta
de uma G-variedade em que todos os subespagos M* sio conexos, tém ca-
racteristica de Euler nula e, portanto, todas as suas identidades podem ser
deformadas a aplicagoes livres de pontos fixos, no entanto a identidade de
M nao pode ser G-deformada a uma aplicagio livre de pontos fixos. Mais
ainda: o exemplo mostrou que outros resultados no artigo poderiam estar
comprometidos pois neles esta assumida uma premissa que nao é verificada
no exemplo mencionado, apesar deste satisfazer todas as hipéteses pedidas
no artigo. Um de tais resultados é o Engulfing Lemma, apresentado na dis-
sertacao como lema da absorgao apés uma mudanca de hipétese que permitiu

sua demonstracao na linha apresentada no artigo.

A argumentacao dada em [Ferrario] de que a identidade da G—variedade,
compacta e conexa, apresentada como exemplo nao pode ser G-deformada a
uma aplicagao livre de pontos fixos, utiliza o conceito de indice equivariante
de ponto fixo, nimero de Nielsen equivariante, etc. J4 que esta dissertacao
nao seguiu tal linha, apresentaremos um critério dado por Komiya em [Ko-

miya| com o qual analisaremos tal exemplo :

Seja M wma G-variedade compacta e sem bordo, sendo G um grupo
de Lie compacto. M admite um G-campo de vetores sem singularidades
se, e somente se, a caracteristica de Fuler de cada componente coneza de

Mg, /N(G,) € nula, para todo x € M.

Decorre do teorema acima e de um resultado bem conhecido de topolo-
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gia diferencial ([Lima2]) que, nestas condicoes, para ¢ > 0 suficientemente
pequeno ¢;:M — M nao possui pontos fixos, sendo ¢:R x M — M o fluxo

do campo dado, que é G-equivariante pela Proposicio 1.5.13.

Passemos ao exemplo.

Seja G o grupo diedral de ordem 6, Ds, nos geradores r; e ry:

G = <T1)T2 |T% = ’"% = (7"27'2)3 = 1> = {1,71,72,7173, (7"17‘2)2,7‘27"17"2}

Os subgrupos de G sao:
Hy = (r1) ={l,m}
Hy :=(ry) = {1,732}
Hj = (rorire) = {1, roriry}
Hy = (riry) = {1,172, (r172)%}
Ja que Hy tem indice 2 em G vemos que é normal. Além disso verificamos

que N(H;) = H; parai=1,2,3.

Consideremos o plano cartesiano V' := R? e duas retas, designadas,
também, por 7, e r;, que formam angulo de m/3. Consideremos, também, a
reta ¢ obtida por reflexao de r; em ry (ou vice-versa). Fagamos G agir em V
por reflexao nas retas r; e 73, usando r; € GG para designar a reflexao na reta
ri,com?=1,2.

Para calcularmos as isotropias da agao de G em V observamos que:
peVN(rmUraUt)=>gp=p < g=1

PETL=Tep EL,TTP € Ty € T TP =TT € T3
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pETy = TpE <t7, T3P € te 77‘27'»17772]376%7 -

pELt= TP €ETo, TP ET1,TTep ET1 € ToTiTp = P

Fig. 4.1 A acdo de G = D3 no plano V = R?

Usando as observagoes acima obtemos:
per,p#(0,0) = G, = H,
pETHLp#(0,0) = G, = H,
pet,p#(0,0)= G, = Hs

pEV\(T1U7’2Ut):>Gp:{1}

Além disso: V1 = ¢ V2 =, VHs —¢ YHi = G _ {(0,0)}.

Seja W =V @ R® com a acio de G dada por
9(p, z) == (gp,2),Yg € G,Vp € V,Vz € R®

E facil verificar que:
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— W= X RP=Wh R ——
WH = x R®~ R*
WH2 = r; x R® ~ R?
WH: =t x R® ~ R*

Consideremos um toro 72 e D? um disco cujo bordo é uma curva simples,

C, em T. Podemos mergulhar 72 em W#1 de tal modo que 72 N WS = (.

we

>

/RN

Fig. 4.2 O toro T? mergulhado em W' e o plano W€

Entao r7T? = T2, r;7% é um toro em WM e rired’ € um toro em
WH2  Jg4 que rorimyT? = riryT? temos: GT? = T? U roT? U ryryT? e
TN rT? =T N rryT? = 1T N ryre T2 = C = T2 N WE. Abaixo estd uma
ilustracao do que esta ocorrendo, fazendo-se algumas adaptacoes em relacao

as dimensoes envolvidas.

Considere X uma G-vizinhanga regular e GT? que é G—deformével a GT?

(cf. [RS]); podemos escolher X uma variedade diferenciével, compacta, com
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Fig. 4.3 os toros T?, r1T? e riryT?

bordo e de dimensao 5. Para o calculo das isotropias da acio de G em W
observamos que X1 é uma vizinhanca regular de 7% em W1 ~ R4 logo
XH =T2x D2, Anidlogamente X2 = r17,T? x D? e XHe = T2 x D? ou
seja XM ~ X2 v XHe Além dissso XC = XHt = O x D?, pela mesma
razao.

Seja Y = 2X a G-variedade compacta, conexa, sem bordo e de dimensio 5
obtida colando duas cépias de X identificadas pelo bordo via a identidade.
Vamos calcular x(Y#) para os grupos de isotropia H < G. Sabemos que
x(Y) = 2x(X) = x(0X). J& que GT? é um retrato por deformagio de X
temos: x(X) = x(GT?) = 0. Como a dimensio de X é 5, usando dualidade
de Lefschetz (cf. [Massey], pag. 227 e ex. 7.3) temos x(9X) = 0. Portanto

x(Y) = 0. O subespago Y1 é a soma de duas cépias de X' com os bordos
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~identificados pela identidade, isto é,

Yy = 72 « p? U T? x D* = T? x §?

T2xS81

sendo S? a esfera de dimensao 2. Logo x(YA') = 0 e, analogamente,
x(YH2) = x(YH) = 0.

Ja que XY = Cx D*e YY=(C x D? U Cx D?>=C x 5% vemos que
CxSt
x(YY) = x(YH4) = 0. Além disso, Yo = Y9 =C x S%e Yo, = YH\YC i =

1,2,3. Em particular
Y, =Y\ Y9 = (T x %) \ (C' x §?) = (T*\ C) x §*

Entao Yy, tem duas componentes conexas: A; ~ D? e A que tem o

mesmo tipo de homotopia do buqué S' Vv S*. J4 que N(H,) = H,, temos
Yu,/N(Hy) =Yg, /Hy = ((T*\ C) x S?) / H,
Mas a acao de H; em Y1 é trivial. Logo
Y, /[N(Hy) ~ A; x SPUA; x S? =~ D? x S U Ay x §?

Mas x(D?* x §%) = 2 e x(A;, x S?) = —2. Portando, pelo critério estabele-
cido em [Komiya] e citado no inicio deste capitulo, ndo existe um G-campo
de vetores sobre Y sem singularidades, o que contradiz o teorema 1(B) de
[Jiang]. Além disso, David Ferrario demonstrou que a identidade de Y nzo
pode ser G-deformada a uma aplicagao livre de pontos fixos, contrariando o

corolario do teorema 2 de [Jiang].
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