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Rtêsülno

Nesse trabalho apresentamos um resultado de realização de conjuntos co.
mo conjuntos de pontos fixos de G deformações.

Demonstramos:({) Se G é um grupo finito e M é uma G-variedade de
dimensão finita, compacta e coílexa, então dado subconjunto P C intJ14,
não vazio, compacto, G-invariante e com intersecção não vazio com toda
componente conexo de ]14H, pala cada /7 $ G com JWW :# g, existe uma G--
deformação ./':M --} /l/ cujo conjunto de pontos fixos é P. ({{) Apresentamos
um exemplo, devido a D. Ferrado, de um grupo finito G e uma G--variedade
/l/, compacta, conexo e de dimensão finita em que as identidades de /VH,
para J7 -$ G, podem ser deformadas a aplicações livres de pontos fixos, no
entanto a identidade de Jt4= não pode ser G--deformada a uma aplicação livre
de pontos fixos.

Abstract

In this work we present a result about realization of sets as fíxed point
sets of G-deform ation.

We show:({) if G is a rinite group and M is a n dimensional G-manifold,

compact and connected, then given a non empty subset P C intM, compact,

G ínvariant such that P n o' :# 0 for each connected component À/w with

J\4H # g, there exists a G-deformation ./':/V --> JW such that the fixed point

set of F' ís P. (í{) We show a example, due to D. Ferrado, of a flnite group G

and a rinite dimensional G-manifold, compact and connected such that the

indentity of A/X, for # $ G, can be deformed to fixed point free map, but

the identity of JV can't be G deformed to a fixed point free map.



]:nt'rodução

O objetivo desse trabalho é a apresentação de um resultado de realização

de conjuntos não vazios como conjuntos de pontos fixos de G-deformações
em G:variedades.

Em 1974 Helga Schirmer (cf. ISchirmerl) mostrou, no contexto não equi-

vatiante, que todo subconjunto fechado e não vazio de um poliedro Ã" pode

ser o conjunto de pontos fixos de uma aplicação de Ã' em si mesmo, desde

que o policdro satisfaça determinada condição de conexidade. Em particular

foi mostrado que todo fechado não vazio de uma variedade triangularizável,
com ou sem bordo, pode ser realizado como conjunto de pontos fixos de uma.

aplicação da variedade em si mesma. Shichang Wang e Tona Xue mostraram

em 1983 (cf.IWanSI) o mesmo resultado para variedades compactas: dada
uma variedade C'M, compacta em que todas as componente do bordo tem

característica de Euler nula, se a variedade possuir bordo, é possível obter

um campo de vetores sobre i14 com apenas uma singularidade e a partir deste

campo obtém-se, via o fluxo do campo, um aplicação ./':JI/ --} M que tem
como conjunto de pontos fixos o conjunto previamente dado.

No artigo ,4 note on equíoarãant vector ./ie/ds de 1991, Boju Jiang (cf.

IJianSI), apresentou uma generalização do resultado de realização de IWangl

para o contexto equivariante, para tanto, utilizando e generalizando alguns
resultados apresentados em IHalpernl. Os resultados em teoria de pontos

fixos obtidos em IJianSI se dá mediante a. construção de campos de vetores

equivariantes que tem como singularidades o conjunto a ser realizado como

conjunto de pontos fixos e além disso não possui órbitas não singulares fe-

chadas, e portanto, não possui pontos periódicos. Tomando-se o semi-fluxo



donamponbtemorr ap l:haçãa deseãadã

Um problema relacionado ao de realização de conjuntos como conjuntos

de pontos fixos é o da obtenção de uma aplicação sem pontos fixos na classe

de homotopia de uma dada aplicação. Um resultado clássico garante que uma

variedade compacta de classe C-admite um homeomorfismo (difeomorfismo)
sem pontos fixos se, e somente se, a característica de Euler da variedade é

zero. Pode-se, ainda, garantir que o homeomorâsmo obtido esteja na classe

de homotopia da identidade. Em IBGI, IPWI, IVídall e IWilczyúskil o
problema da deformação de uma aplicação a uma. aplicação livre de pontos

fixos foi estudado no contexto equivariante. Em IJiang] o problema acima

mencionado é, também, estudado no caso da identidade. A motivação ori-
ginal de IJiangl foi a remoção de várias hipóteses assumidas nos trabalhos

de IBGI, IPWI, IVidall e IWilczyúskil. Porém vários resultados obtidos
mostraram-se não correios: Divide Ferrado (cf. IPerrariol) construiu um

exemplo de G-variedade em que a identidade não pode ser G--deformada a

uma aplicação livre de pontos fixos, apesar da variedade satisfazer todas as

hipóteses pedidas em IJiangl. Para a análise de tal exemplo não empregare-

mos as técnicas originais de seu autor, pois fogem completamente do contexto

dessa dissertaçãol empregaremos um critério dado por Komiya em IKomíyal
que tem uma relação maior com a linha dessa dissertação.

Este trabalho está organizado do seguinte modo

No capítulo l apresentamos as várias noções e resultados que serão ne.

cessários para a demonstração do resu]tado principal. No capítulo ll prová-
mos os seguintes resultados:



Teorema Sejam iV uma (7 uaríedade com o sem bordo e P C ánfM

um subconjunto compacto, não vazio e G inda,diante. Suponham,os q'üe, para
Lodo subgrupo H de G, o su,bcon:junto P tenha intersecção não ua,zia. com todas

üs componentes de T)oitos $10s de isotropia H, se Mn :# q). Então e=-isto um

G campo de uetores V em M tal qze Zv = P e cujas órbitas (do campo de
«to«;) «.ã. sã. fech«d«.

Corolário (Realização de conjuntos como conjuntos de pontos
fixos de uma G--deformação) Soam M uma G uaríedade com ow sem.

bordo e P C intM xm subconjunto compctcto e G invariante com intersecção

nã,o vazia com toda componente não ucLziü de pOTtt,os $zos de isottopia H,

para todo su,bgrupo H de G. Então P é o conjunto de pontos $zos de uma
G dela,««ção.

O capítulo 111 é dedicado à apresentação do exemplo de D. Ferrado e sua

análise utilizando o resultado de ]Komiya]
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Capítulo l

Preliminares

1.1 Ações de Grupos

Definimos, nessa seção, o conceito de ação de um grupo num conjunto e da-

mos suas principais propriedades. Para as definições e proposições em que
não há uma referência específica damos como referência IBredon], IKawa-
kubol e jtDI.

DEFINIÇÃO 1.1.1. Sejam G um gr po e X zlm conjunto. Uma anão deG
Bm X é 'uma função y : G x X -+ X satisfazendo as alas conde,ções ctbai=o:

(1) P(',«) P«« {«d. « C X, ..«d. . « {d.«Zid«d. 'Z' g«PO G,'

(2) 9(g:,9(g,,«))(g-g,,«), p«« to'í"g:,g, e« G . [.d. « CX
Nesse caso di,zelos q'ue X é un-L G-conliKnto com, a,ção (p.

Por simplicidade de notação, é usual escrever gz para indicar p(]ç). Usan-
do esta notação as condições (1) e (2) acima se escrevem como:

(1) ez = z para. todo z C X, sendo e a identidade do grupo a
(2) gi (g2z) = (glg2)z para todo gt , g2 C G e todo # C X

Para cada g em G a aplicação Q:X -} X dada por Lg(#) = gz, chamada

de trens/anão ã esquerda par g é uma aplicação bijetora cuja. inversa é a

aplicação LP-i.

9
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DEFINllÇ.k0'1':1.:2 {'71)'País eüdr ?ôlho z C ..X o suóconlunto G(aç) dãZà
P., G(:«) := {g« Ig C G' } á .h«m«d. de ó,óit« . p.«t. «. O«t« "ot«ç''
u,sêda. é G=.

reJ Z)ado z C X, o c07Üunto (?, :;: {g C (7 l g# := #} á chamado de grupo de

tsotropia de x.

(3) Dizemos que o po"\to = C X é u,m ponto Õ=o da a,ção de G em X se

g= -- =, para todo g C G. O conjunto de todos os pontos elos da ação de G

será denotado por XC

Abaixo estão listadas algumas propriedades básicas dos cojuntos acima
definidos:

PROPOSIÇÃO 1.1.3. O grupo de isotrop a G, é zlm saórwpo de G

PROPOSIÇÃO 1.1.4. D«d« z,y C X, t'm« G(z) y) .a
G(«) n G(g) = 0. E, P«t-'., « «/«ç'' " - y <::::+ 3/ C G(«) á «m« «/«çã.
de eqziuatênci,a sobre X cujas classes de eq'uiuntência, são as órbitas da. a.ção
deG em X

PROPOSIÇÃO 1.1.5. Dados g C G' e z C X lemos Gs, = gG,g'i

A proposição acima significa que o grupo de isotropia dos pontos de uma

mesma órbita são conjugados e que todos os conjugados são realizados como

subgrupos de isotropia.

DEFINIÇÃO 1.1.6. Sejam X e y dois G cola mias com anões p e @
respectivamente. Umü aplicação fl X -+ Y é chctTn.ada, de G-equiuariaTtte,

oz uma G apta,ca.ção se comutar com, a.ção do gru,po, isto é, se para todo
g E G e todo = C X tivermos fÇpÇg,=]) -- '$tg,fÇ=», ou siTnptesmeTtte

jÇg=) = gfÇ=) swbtendendo-se as ações -p e $. Umct função f\X -.+ W. é

dita. inuüriavtte se para todo = € X e todo g C G tivermos JÇg=) -- ft=], isto
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e, uma J nçao tnuarzante e wma Jwnçao eqwziiãi;iãiitíao G-conlanfo X na

rifa rea/, considerando nesta a anão t7'iuáa/ de (7. Um G isomorfismo é wma

G-aplicctção bijetorü

DEFINIÇÃO 1.1.7. Z)adosg C G e y Ç X, de$nimos gy := {gy ly c y}
e Gy := {gy ip C G e g C y}. Z){zemos que y Ç X é (.?--Ínt;ar ante se para

iodo g C G ocorrergy Ç y, o de /arma equÍoa/ente, se Gy -y

PROPOSIÇÃO 1.1.8. Se y Ç X á saócolÜ-urzÍo G-ánoarianfe, então G
ind-uz em Y lma. G a,çãa. ETn particular, G induz em cü(la, órbita um,a G
açao.

DEFINIÇÃO 1.1.9. Uma anão de C7 em X cí;

(1) t«i«i.,l se G, = G p«« todo = c X
reJ /core se G, = {1} para lodo z c X

rSJ semÍ--/jure se G, = G ou G, = {1}, para odo z C X
(4) transitiua se emitir apenas zma órbita.

r5) e/efZ- ;e Í'l,.x G,

DEFINIÇÃO 1.1.10. Sejam # e /{' s ógrupos de m gr po G. Z)ãzemos

qu,e H e K são conjugados em, G, OI simplesmente conjugados, se existir u,m

Elemento g ç: G tal qKe H -- gKg'\ . Nesse caso escrevemos HNK. A votação

de conju,ga.ção é uma relação de equiuctlência no conjunto dos subgrupos de

G, cuja classe de eqziucttênciü de um subgrupo H é denotüda por ÇH).

1.2 Grupos de Transformações

Estaremos interessados em ações C-em variedades diferenciáveis. Para defi-

nirmos tal conceito é necessário que o grupo possua uma estrutura tipológica

compatível com sua estrutura algébrica. Nesta seção introduzimos os grupos

topológicos e enunciámos as propriedades necessárias para uso posterior.
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DEFlINllÇ.AO'[2.x. u,ró 7"ctpc, L, ruina iiiií ji;pipa tõiiã7ogzco se e espaço

lopotógico HaKsdor$ e as aplicações m.G x G -+ G e iIG -+ G dadas por
m(«,y) («) .ã. ««fÍ""".

Podemos substituir a necessidade da continuidade das duas aplicações m

e í pela continuidade da aplicação r:(7 x G -+ G dada por r(z, g/) = zy'i

Notamos que todo grupo pode ser tranformado em um grupo topológico,

bastando para tanto muní-lo com a tipologia discreta. Assumiremos que a

topologia considerada num grupo finito é, sempre, a tipologia discreta.

Seja J7 um subgrupo do grupo topológico G. Com a topologia induzida de

(7, o subgrupo ,17 transforma-se de modo natural em um grupo topológico. Se

como subespaço de G, o subgrupo .ll/ for fechado, aberto ou discreto, diremos

que H ê uu\ subgrupo fechado. szbgr\ po aberto ou um szbgrul)o discreto,
respectivamente.

DEFINIÇÃO 1.2.2. O norma/{zador do subgrupo H de G á denotado por

NÇH) ou NH e é definido por NtH) 1-- \g ç: G \g'\ Hg = H). O grupo H

á normal em NÇH) e o gravo quociente NÇ.n)IH, deTtotado por WH, é o
grupo de Weyl de H

DEFINIÇÃO 1.2.3. Z./ma anão do grupo fofo/ógico (] no espaço topo/ógÍco

X é umü aÇão coTttÍna do grupo G no espaço X. Nesse caso dã,zevrtos que

X é u,in. G espaço. Se 'p é ü a.ção considerada, então Q tripla, ÇX.G.g) é
ch.üma.dü d,e grupo de tra,nsformações.

Com este novo requisito, as aplicações e subconjuntos anteriormente de

finados ganham propriedades extras.

PROPOSIÇÃO 1.2.4. Sda X um G espaço com anão g:G' x X --} X
Pura cada g C G a translação = C X }-::$ g= C X é -um hom,eomor$smo de
X
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PROPOSIÇÃO'1:2ía. oe -A e wm espaço tõ?ã/iiiiãã :ZI, então o grupo dã

isotro'pia GP é fechado, quütq'uer qKe selva = € X

DEFINIÇÃO 1.2.6. Sejam Z) m suóc07Ütinto do gr po copo/ógico Ge
y m suócorÜanío do (7 espaço X. De#nimos Z)y := {dy l d C De y € y}.

PROPOSIÇÃO 1.2.7. Sda X wm G espaço com anão g. Então a ap/
cctção 'p é aberta. Se G é compacto, então y é fecha,dü.

1.3 Pontos Fixos

Dada uma ação de um grupo G num espaço topológico X e dado um subgrupo

H de G definimos: -XH := {z c X 1 // ç G,} = {z C X l Az = z,VA C a} e
Xx := {:« C X l G,, = #}. O conjunto XH é o co«:/ant. de p.Rios ./idos de H

e Xn ê o conjunto dos pontos de isotropia H.

PROPOSIÇÃO 1.3.1. Sd« (X,G,p) «m g«p. d. t«ns/o,m«çõ«. Se X
é Hausdor$, então Xn é fecha.do qzatquer que seja o subgrupo H de G.

Sejam (X, G,p) grupo de transformções topológicas e H < G. De modo
geral G não age em XH, devido ao fato de Xn não ser, necessariamente,

G--invariante. Um dos modos de impor a invariância de XH é tomar # .q G.

Temos a proposição seguinte:

PROPOS[ÇAO 1.3.2. XX é Ar(]7)--Ínz;arÍanfe. Portanto se ]7<G, então
XH é G inuari,ante.

1.4 Espaço de Orbitas
#

Dados um grupo de transformações (X, 6',ç2) e um ponto z C X, a órbita

de # é (7-isomorfa ao quociente G/G',. E importante saber quando esse
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G-isomorfismc- ünm O;homeomorftsmõ 'llbMandQ 17/G; tõiíí ã:'tõjíõiõÊiã
quociente vale o resultado abaixo.

PROPOSIÇÃO 1.4.1. Se (-? é compacto e X á 77ausdorl#l eníãa G/G, e
Ct=) são G-ho«aeomorfos.

DEFINIÇÃO 1.4.2. O espaço de óróátas de uma G anão nzlm espaço

Lopotógico X é o espaço qu,oriente XJC dado pela relação de equivalência

z -'' g/ -+::::+ ]g C (? com y :: g#

PROPOSIÇÃO 1.4.3. ,4 projeção n':X --> X/G á wma ap/ilação aperta

A proposição seguinte estabelece uma série de propriedades do espaço

de órbitas quando G é compacto e X é Hausdorfr, compacto ou localmente
compacto.

PROPOSIÇÃO 1.4.4. Sda G tlm trapo topo/óg co compacto e X um
G esta.ço. Então Datem:

(1) A p«jeçã' r:X --+ XJC é «.m« «ptic«ção fech«da.

l2) Se X é Hawsd,or$, então XJG tam,bém é Hausdor$.

(3) nlX -» XJC é própria (ü imagem inversa de campa,cto é compacto).

14) X é localmente compacto +::+ XJG é toca\mente compacto

1.5 G--Variedades

Adotaremos, em tudo o que segue, o termo variedade para designar varie-
dade diferenciável de classe C-sem bordo. Nas oca.siões em que estivermos

considerar)do uma. variedade com bordo indicaremos tal fato explicitamente.

DEFINIÇÃO 1.5.1. Um gr po de Lãe é wm grupo fofo/ógÍco mudado de
uma. estrutura, de variedade diferenciáuet C- de modo qze as operações do
grupo são de classe C'
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ObãeíVamos que um grupo üiíi.u -,uin d uupulogiã'discreta e um grupo de

DEFINIÇÃO 1.5.2. Soam G m gr po de Z.,íe e JW wma t;ar idade com
ou sem bordo de classe C' . Uma ação C- do grupo G na, variedade M é umü

aplicação 4)IG x M -+ M de classe C- que també'm, é uma ação de G em M

Nesse ccLso diremos ql e G age diferenciüluelmente eln M e qze M é u,rlLCL

G pari,idade.

Em tudo o que segue suporemos que as variedades, ações e aplicações
considera.das são de classe C"

PROPOSIÇÃO 1.5.3. Sda p:G x /]/ --> M Ilha anão de G em ]t/. Então,

pa,ra, todo g C G, ccs tra,notações à esqu,farda. :c ç M }.!!$ g= c M são G
difeomor$smos.

A proposição seguinte é extremamente útil pois caracteriza os conjuntos

de pontos fixos pelos subgrupos de isotropia de uma ação.

PROPOSIÇÃO 1.5.4. Soam JV uma G t;arÍedade com ow sem bordo e G
um grupo de Lie coTitpacto. Para, ca,dct subgrupo H de G os coniKntos Mn e
Mn são swbuürieda,des de M

DEFINIÇÃO 1.5.5. Soam ./i e /2 duas G ap/{cações da G uarÍedade ]W

na, G variedade N. Dizemos que Jt e j'z são G homotópicas se e:tistir ho

motopia H:M x 1 -.» N entre f\ e ja tal que a. aplica,ção Ht\M -.+ M da.da.

por HtÇ:c) = HÇI,t) é G equiuariante para todo t C l

A seguir apresentamos alguns conceitos básicos de sistemas dinâmicos que

serão generalizados, posteriormente, para o caso equivariante.
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DEFINIÇlkO1:5:6:'S©üíií 71# {üÍir iiãMZãade e -,X am campo dí iiêiõi;êi

Em M. Uma, curda integral do campo X, OI simptesmertte c'arda integral,

passando por p ç: M é uma, czrua., de classe C- , a.l -+ M tül qxe a(Q) = p
' P-« t. . t C / «/. a'(t) X(a(t)), ..«d. / «m à«f.««/o «ó«t. «m

õ € 1. Umü cvruü integral passando pot p é dita mtt=imal se seK domínio

cantiuer o dom,iria de qza,lq'uer o'utra, czrua irll,egral passando por p. Por

uma c'uma integral máxima! entenderítos uma curda integral ma:cimal que
pa,ssa por algum ponto p € M

PROPOSIÇÃO 1.5.7. Sda X wm campo rzurna uaríedade M. Para cada
p C M, ezisfe wma lírica cura,a Íntegra/ mazÍma/ passando poro. (cf. ]Palis],
pag. 21)

DEFINIÇÃO 1.5.8. Um campo de ueZores sobre wma uar idade é chamado

de com'É)teta se todas as suas cu,ruas integrais mülimüis estiverem de$nidüs
em toda a reza IR,

DEFINIÇÃO 1.5.9. t/z?z ./7aa;o g/oba/ sopre uma uar idade M, com ou sem

bordo, é alma aplicação Ó:lR. x M -.+ M de classe C'" tal qKe:

.r. Vz C M', @(0, «) = :« .

2. Vt,.c R,Vzc M',Ó(t+.,z) ,«))

Pürct ca.dü 3 C M a. aplicação $,.W. --} M é zma, curda, C- em M tal que

$,qOÜ = e para todo t C ® a. a'plicuçã'o $t:M -+ M é um difeomor$smo de

c/asse C'; em pc&rt cu/ar Óo = ádm. (cf. IPalisl, pag. 24)

PROPOSIÇÃO 1.5.10. Sda X um campo de uefores n ma oar idade com

pacto. Então existe u,m único $K=o gtobctt $.W. x M --+ M tat que

:ã-(',«) x(ó(',«)),v' c in,v« c w'



1 .5 G'--Variedades

á como/eío.(cf. IPalisl, pag. 22)

DEFINIÇÃO 1.5.11. Seja JW wma (; variedade com ow sem bordo. Pode-

m,os menir o abra.do tangente de M, TÇM), de zmü tição de G.

G x r(M) -} 7'(M)
(g, X.) -} gX. := d(É,),(Xp)

Sendo dtLs)p a, derivada, no ponto p ç: M, da translação à esquerda por

g qüe, por coTnodida.de de nota,ção será indicada por dgp'

DEFINIÇÃO 1.5.12. Um G campo de uetores n ma (7 uar idade á um

campo de uetores X:M -+ TM eqttiuctrictnte, Ob seja,, para ca.du g ç: G, cadct

P C M' . «d« X. C TpM' «/'; X,. dg.(X.)).

PROPOSIÇÃO 1.5.13. Sejam JI/ uma G variedade compacta, X um fi-
cam,po e 'b o jtulo determinctdo por X. Então $ é G eqziuarã,ante, isto é,

Ó(t,glç) = gÓ(t, z),Vt c R,Vz c M

Prova:

Seja @:R x ]t/ --> À/ o fluxo global determinado pelo campo X. Dados z € M

e g C G, "«sid'remos 's c«r-s a(t) := g@,(t) e P(t) := @,,(t,z),Vt C R.
Então:

(«) a(0) =g« ,g«) (0)

(b) '-'(') - 11:$d(.) - agó,ny$2(') - apó,m3?(', ")
X(@,(',t)) (g@,(.,t)) (a(.))

h'l's p" '"tr' lado #'(') - --ãi-- - X(@«) - X(#('))
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PÕlã: ÜÍiiCidããeããX iiiii;Vãí ib.tiêÊiãii iiiãRiiiiãii;'P'i:õjiõilçao l .õ. / , temos a(t,l =

P(t),Vt C IR. Já que z C M e g C (7 eram arbitrários, segue a equivariância
do fluxo.

DEFINIÇÃO 1.5.14. Sda J14' Hma uaráedade com ow sem bordo. Uma
métrica, riemanniaTlü em M é wm, produto i,eterno de classe C-no obrado

tangente TtM) ãe M. Denotarem,os a, métrica riemünniartü escolhida por

<, >. PorfanZo se X. e yP são e/ementas de TP714, denofaremos por <X,, yP>,
o valor de <,> em tais elementos. Se M é um.a, G ucttiedade e para todo

p C JW, a má rica riemanníana satis/az <gX.,gyP>P, = <XP, yP>,, com XP e
rP em TpM, então dizemos que Q métrica. da,dü é uma. métrica. rie'manniaTta,

G inuariavtte. Umü G variedade riemctvtniana é wmü G uarieda.de equipada
com wma málríca riemann ana G-ánuaráante.

PROPOS[ÇAO 1.5.15. Sejam ]V uma G' t;aráedade com o sem bordo e

G grupo de Lie compacto. Entiio M a,omite um,a m,étnica ri,emanni,ana G

nuariarzte.(cf. IBredonl, pag. 304)

DEFllNIÇAO 1.5.16. Sejam J14= uma G uaríedade riemannÍana, com oa
sem bordo, X um G campo de uetores e f.M -+ W. u,ma junção ir\uüriünte.

Para. cada p € M, existe vm único uetor up ç: TpM tal qKe (.up,Xvb. --
dfpÇXp], para todo XP ç: TpM. O campo que associa u cada p e M o vetar

up é C"e é chctma,do de campo gradiente, ow simplesmente de gradiente, da

/unção /. Notação V/ ou grad/. (cf. IPalisl, pag. 27)

DEFINIÇÃO 1.5.17. Soam À/ urna (7 uar idade compacta, X um. campo

de uet,ares sobre M e $ o F,u=o determinctdo por X. Dado p C M, a órbita

P á . ««j««Í. 0(P) : ,P)it C R}. S. X. é «m« .j«g«/«ád«'Í'

do cam.po, isto é, X, = Q, então u órbita, de p jicü rede,zidct üo ponto p e
dizemos que Q órbita é sma órbita singular. Se XP não é uma sina caridade
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daaartipõ;Ttii7:nau(tJ - @ z) e ama zmersao da R êiií71/ Siã iiãa7
i«/'t'«, .«{st. «m núm.« ««/ r > o z«/ q«. a(r) = a(o) . a(t) # P P-«
) < t <. T. Neste caso a, órbita de p é difeomorjü Q St e dizemos que é

urna órbita fechcLda de período T. Se a. órbita não for singular nem fecha,dü,

direTn.os q'ue é um,ü órbita regalar. Portctnto ümü órbita, reg'fitar é a imagem
de wma imersão iniciara de ]R.(cf. IPalisl, pag. 24)

PROPOSIÇÃO 1.5.18. Z)ada wma /unção ./':J\4 --> 1R ínt;ar ante da G

ariedctde M em W., o campo de uetores 'Wf é G equiuüriante

Prova:

(g'71,«),. ,g'*«), dj,(g''«) dgiÇu)
= a(J''g'')«(«) = dyp,(u) = <v«,«>.., p"' t'do « c TP.M
Low g'Vf,

PROPOSIÇÃO 1.5.19. Segarn M uma uaráedade compacta e /:M -.> R

uma, função C' . As órbitas não singulares do CQml)o ''VJ não são fecha.das.

Prova:

Sejam Ó:RxA'f -+ M o fluxo determinado pelo V/ ep € M tal que (2(p) é não

singular. Seja a a curva integral maximal do campo que passa por p. Então

(/'ay(t) (a'(t)) <V/ç,V/ç> ll', se«do q

Portando ./ é estritamente crescente ao longo da órbita de p, em particular
a órbita não é fechada.

DEFINIÇÃO 1.5.20. Sejam M wma uar idade de dimensão À/ com bordo,

p C aM e =p C TPM. Sej« ÇU, y] «,m« c«ta t«al em tor«-o do po«.to p, ist. é,
p é u,m, difeomor$smo de u,m aberto U de M, contendo o ponto p, nKm aberto

L' de iKT := {(z:, ' ,z« i,0) lzi, . ,z«-i C R}. .4 «p«s.ão de X. C

%,M .m '«m« '« «,t« (U,ç') é; X- - >1:«,=:(P), ''«d« «: - X.(":).
7n.

lZ
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Dizemos qae ,x. apor aPaiãZêiaiV3êã SlrÍZ
fora se a,m '< Q' Pode se mostrar q'ue a. de.Fni,ção e independente da, escola,a.

da carta /oca/ fanada.(cf. IBoothby], pag. 254)

Seja JW uma variedade com bordo e X um campo de vetores em A/

Dependendo do comportamento do campo nos pontos do bordo pode não

haver fluxo global para. o campo, mais ainda: nos pontos do bordo as curvas

integrais maximaís podem estar definidas apenas para t - 0. Uma situação

um pouco melhor ocorrerá se o campo apontar para dentro em todos os
pontos do bordo e a variedade for compacta. Nesse caso poderemos definir
o semí--vazo g/oóa/ do campo X

DEFINIÇÃO 1.5.21. Sda À/ wma uaráedade com bordo. Seja M uma
cópi,a. de M. IdentiBcando M e MI cttraués do bordo obte'm,os lma uarieda,de

sem. bordo, que será denotado por'2M. Se M é conta,cta também é campa,cta,

a Bati,eda,de '2MI

PROPOSIÇÃO 1.5.22. Sejam M uma uaríedade compacta com. bordo e ..V

um campo de uelores em M. Mergulhando M em N -- '2M podemos estender

o campo X Q um caTnpo Y, de classe C" , de$nida em toda. Q ua,riedüde N.(.ci.
lni«chl, P,g. "'")

Suponha. que na proposição acima o campo X aponte para dentro nos

pontos do bordo de M. Seja @:R x 2M --> 2JW o fluxo determinado pelo

campo y dado pela proposição acima. Já que X aponta para dentro nos

pontos do bordo de M, fica definido em M o gemi--P&zo g/oóa/ @ do campo
X

@:R+ x M -> M
@(t, «) :

sendo Ó o fluxo do campo y em 2JL#=

Se JW é uma G-variedade e X é um G--campo de velares em JW, a propo-
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giÇãa ãiiiitiã;ã:iiitlü se apliêãl; tiãÊliãliido para tanto substituirmos a partição da

unidade usada na construção do campo y (cf. IHirsch], pag. 151) por uma
G'--partição da unidade adequada. A existência de G'-partições da unidade

é ga.mantida. em IBredonl, pag. 133. E deste modo o comentário que segue
a proposição acima continua aplicável pois, como já vimos, o fluxo de um
G--campo é G-equivariante.

1.6 G--Funções de Morse

DEFINIÇÃO 1.6.1. Sejam M uma oaráedade de dimensão m, com ou scrn

bordo e f\M --} ® lma. f'unção de classe C-' e p uuíl/ ponto crítico de f, isto é,
dfp Sela, ÇU,(p] ü'rala carta em p. O hessiüno de f em, p, eTrl relação à

«,t« (u, ç'), é " m"t,à, (A)«.*« 'í"a. p« A:j - e:g:;lD('p(p)). oi""''"
que o ponto crítico p é não degenerado se o hessia,no de j em, p em Tela.ção

à carta ÇU,g] é não singular, isto é, tem. determinante diferente de zero.

Pode-se mostrar qu,e tül de$nição index)onde da escolha dü carta ÇU, g].

DEFINIÇÃO 1.6.2. Uma /urzção de Morde mama uar idade J14 á uma
função f:M -+ R. cujos pontos críti,cos, se existirem, são não degenera,dos.

Se a, uctriedüde M possuir bordo a função f:M -} W. será de Morde se todos

os seus pool,os crít,idos forem não degenerados e estiverem no interior de M

PROPOSIÇÃO 1.6.3. Os porzÍos crúicos não degenerados de uma /unção

./:M --> R são {so/aços (cf. IMilnorl, pag. 8). Portanto se JV é variedade

compacta e / é uma. função de Morse, existe apenas um número finito de tais
pontos críticos.

DEFINIÇÃO 1.6.4. Uma G-/unção de Morde em wma (;' variedade ]V tí

uma função de Morde J.M -+ 'R. que é invariante.
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O fofa daqüaaífüãçõõílíMõiÉE gããl ãi as
funções de M em R é um resultado clássico (cf. IHirschl). Abaixo enunciá-

mos a versão equivariante deste fato. (cf. IWassermanl)

PROPOSIÇÃO 1.6.5. Seja JI/ wma G' uaríedade de dimensão ./inata. Então

o conjunto das G-funções de Morde em. M é denso no conjunto de toda,s as

funções invariantes de M. Em pctrticutar e:Distem G-fuRGões de Morde.



Capítulo 2

Realização de Conjuntos de
Pontos Fixos

Sejam G um grupo finito e A/ uma. variedade (7' de dimensão n, compacta
e conexo, com ou sem bordo. Suponha que a ação de (7 em M é C'-

Mostraremos que se um subconjunto P Ç intM, não vazio, G-invariante

e compacto tem intersecção não vazia. com cada componente conexo de ]WH,

para cada H $ G com JWH # ©, então F' pode ser realizado como conjunto
de pontos fixos de uma G-deformação. Chamaremos cada componente de
Mn, com H $ G, de uma componevtte de pontos $=os de isotropiü H.

2.1 Lema da Absorção

Sejam G' um grupo finito e M uma (.;-variedade. O lema abaixo garante que

dado um subconjunto P Ç intÀ/, não vazio, finito e G-invariante , então

para. cada subconjunto finito Q Ç intM satisfazendo a condição (##) abaixo,

existe sistema de cartas locais centradas nos pontos de P cuja reunião das

imagens em M cobrem C? e, além disso, são "bem comportadas" em relação
à ação do grupo G.

23
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e não vazio. Seja Q (- intM wm Subconjunto anito tat qKe para. cada. = ç: Q
Q seguinte conde,ção está satisfeita.:

(**) C(«) f.m {«í".«çã. «âo «.á« c««, P,

sendo C'(#) a componente coneza de À/G, contendo z.

Então ezíste um s sfema de cartas /ocaÍs @ := {@P:Z)' --} M IP C P}

sat isjazendo :

(i) $,QO) = p;

(2) s' p :# p' , então +.ÇD' ) n +,.ÇD' ) = $;
l3)se p' -- gp, com g ç. G, então $p'ÇD' ) pÇD' ) e $1;.\ aga$pID' -+ D'
á a restri,ção de u'm,cc aplica,ção linear ortogonal;

r#J Q c U.., @,( o").
Inicialmente observamos que a hipótese Q Ç intM não pode ser remova

da, como mostram os dois exemplos abaixo.

Exemplo 1: Considere o anel .4 := {z C iR2 1 1 < z < 2} com a estrutura

de variedade com bordo induzida de IR', os pontos a = (--2, 0), ó = (--1, 0),
c = (1,0), d = (2,0) e o grupo Z2 - {l, --l} agindo em .4 por reflexão no

eixo z,isto é:

V(«,y) c Á, l(«,y) («, y) e - l(«,y) («, -y)

Sejam p:= um ponto do interior do segmento la, ól, P = {p} e

(i]? ::= {a, b].. Vemos que .f) é Z2-invariante e de ,4z, := la, ól Ulc, cZI, temos

C'(Z')(«) = 1',Z,l. É cl;ro q- Pnc'(«) # 0e PnC'(ó) # 0, «o ent-to
não há. nenhuma carta (centrada em p) contendo p que contenha a e b.
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g

Exemplo 2: Mesmo no caso de ação trivial não podemos prescindir da

hipótese Q Ç intJV. Basta considerar a variedade do exemplo acima, um
grupo G' agindo trivialmente em ,4 e os mesmos conjuntos P e Q (nesse caso
c'(«) (z,)

Prova

Faremos a prova por indução finita sobre a cardinalidade de Q

Se Q = 0, é resultado bem conhecido da geometria diferencial que pode-

mos equipar 7W com uma métrica riemanniana (G invariante) de tal modo
que a71/ fique totalmente geodésico, isto é, as geodésicos que passam pelos

pontos do bordo tem imagens contidas no bordo. Seja TPIV o espaço tangen-

te de /l/ em p. A partir da aplicação exponencial ezp:TPM -+ iV restrita a

uma pequena bola em torno de p podemos construir o sistema @ desejado.

Suponhamos que W é sistema de cartas locais satisfazendo o lema. para um

conjunto Q satisfazendo a condição (##) acima e tomemos z C intM. Mos-

traremos que © pode ser alterado de modo a satisfazer o lema. com Q U {z].
no lugar de Q . Podemos assumir que # # P U aQ, pois caso contrário W
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dão y'ecísariã:seí:all;êíãdõ: sc rrP; êiUião iç C U,cp@,(D"'); se a; C aQ,
então ]q C Q tal que sç = gq, logo existe p € P com q C @,(Z)") e portanto

= = gq ç: g$pÇD" ) -- $gpÇD' ) -- $p' ÇD' ) com p' c P

Sejam # := G.:, S := a componente conexo de (.A/H n intM) contendo z

e }'' := {z C S l o lema está verificado com Q substituído por Q U {z].}. Va-

mos mostrei que y = S via um argumento de conexidade. Observamos,

inicialmente, que V # 0, pois, por hipótese, C'(=) n P # 0 e F' C intM e
portanto S n P # ©.

V' é aberto de S: se z € V, por hipótese :3@. C W tal que z C @,(z)") n s.

Já que @,(z)") n s é aberto de S e para todo w C @,(Z)") n S, o lema está

verificado para Q U {w}, vemos que @,(D") n s ç y

Resta mostrar que S \ y é também aberto de S: dado z C S \ V, então
de modo análogo ao que foi feito para Q = Q) podemos achar uma. carta local

Ó:O" --} M \ (P U aQ) tal que:

(1') ó(o)

(2') se g g #, e«tão Ó(Z,)') n gÓ(D")

(3') se g C #, então @(O') = g@(Z)") e Ó :og.Ó:O" --> O" é a restrição de

uma transformação lirlear ortogonal ,4, :jR" --> IR"

A ação de # em IR" dada por g := -As(z;),Vg C G,Vu C R" é a ação de
H em IR' induzida por @.

Seja U := s n é(o'). Então: é''(U) = D', sendo Z)' o disco aber-

to unitário do subespaço vetorial E/ := (R")X. De fato: se u C Ó':(U),
então existe to c S n Ó(z)") tal que u = @ '(«,). Logo fluir < 1 e para

g € #, g(U) = Á,(o) = @':og.Ó(«) = @''(gw) = u, pois 6'. = #. Por-

tanto t; C Z)z. Por outro lado, se u C Z)/, então existe u C $(Z)") tal que
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@(l4 rlraín,rft;õdart '71/'Vale gu = g@(u) C g#'(D"') = @(D"). Logo

@ '(gu) = Ó '(g@(«)) = Á,(u) = « = Ó :(u), e seg«e da bijeção de Ó que

gu = u. Conc]uimos, portanto, que ]7 Ç G'«. Seja g C G.. Se g g ]7, da

definição de @ temos gÓ(D") n ó(1.)") = 0 e portanto gu # u. Portanto

G. = H e u c s n Ó(D") = U, o que conclui a prova de que Ó':(U) = D'

Afirmamos que U Ç S \ y. Suponhamos, por absurdo, que a afirmação

não é verdadeira. Sejam, y € t/ n y e a um difeomorfismo .f7-equivariante

de Z)" em Z)' que leva Ó :(y) em 0 = Ó':(z) e deixa pontos próximos de

ÕD" fixados.(cf.IBredonl,pag. 314)

Consideremos a aplicação

k 1= #oQo$ "'.ÓÇD" ) -} $ÇD' )

Claramente a aplicação A é um difeomorfismo e deixa pontos próximos ao
bordo de @(1)") fixados. Para verificarmos que k é # equivariante tomamos

Ó(«) C @(Z)") e g C // obte«d.:

k (gó(«)) : (g@(«))

é.0.é :og.@(«) )(Á,(u))

)(o(«)) ó''.g.ó.o)(«)
.ó''.@)(«) =(g.ó.o.ó'')(@(«))

o.é' :)(é(«) )

Ag

Podemos estender o difeomorfismo k a. um G-difeomorfismo Ã de ]14 em

M dado por

Í gAg': se z C gÓ(D') para algum g C (7
&(«)

1 « se « g U,..pÓ(Z.)")
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Se z C g:@(D") ng,@(o"), e«tão existem « e b em Ó(O") t;is q- :«
gla = g2Z). Logo gÍ:g2b = a e por (2') giig2 C H' Então gik(gÍ:z)
g:k(«) =g-k(gi'g,b) :g,)k(b) (b) k(g;'«). Oq-mos-
tra a afirmação anterior. Da definição de Ã vemos que pontos próximos
ao bordo de gÓ(D') são fixados, qualquer que seja g C G. Além disso Ã

é um difeomorfismo e leva y em z pois de y C Ó(Z)") = l@(Z)") temos

k(y) = lkl':(y) = k(y) = z. Para mostrar que ÃI é G-equivaiiante se-
jam g: c G e « c M. Se « # U,.agÓ(O"), e«tão g:« # U,:.é(O"),
pois s' giz C gÓ(Z)") para algum g C G, então z C gÍ'gÓ(Z)") o que é
contra a localização de :«. Nesse caso ÃI(giz) = glz = giÃ(z). Se, porém,
" ' g" p''' 'lg«m g C G e « C @(O"), teremos ÃI(g-z) = gig&((g:g)':g-z) =

g g (g''gí:g-g«) g:g («) gA(g':«)

Consideremos o sistema de cartas locais W' := {A'd'. l @p C W}. Afirma-

mos que W' satisfaz todas as condições do lema. De fato:

(1) Já que Ó(z)")np = 0 e P é G-invariante, segue que Png@(z)") = g,
Vg € G. Logo k(p) Vp C P e A.çó.(0)

(2) Para p # p', @,(D") n @.,(z)") = @.

Logo k.@,(D') n A.#,.,(D") = 0, pois k é bijeção

(3) Sep' gp, g C G, e«tão g.Ã.@,(D") Ã.g.@,(O")
(ÃI.@,,)'' 'g.(Ã.ú.) ': 'g'ÃI'@. .(Ã)'' 'Ã.g.Ú,
V'p'iogo@,:Z)" --> Z)" é a restrição de uma. transformação linear orto
gonal de IR" em llt".

(4) A carta é foi tomada satisfazendo @(Z)") Ç M \ (P U aQ)
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l;õgaQrrg@(7)"') rO jiãíã::tXmaír G Deão q C Q, seja @. C W tal
que q C @,(Z)"). Da definição de À temos Ã;(q) = q e portanto q C
k'@.(Z)"). Já que A(y) = z e g C }', existe @. C W ta] que g C @,(Z,)")

' p'rtanto z C k'V',(O"). Concluímos que Q U z Ç U,:P ÃI.'P'(O").

Da. definição de V temos que z C l/'. Absurdo, pois tomamos z € S \ y.
Logo U Ç S \ y como afirmado

Da definição de U, vemos que P é aberto de S. Então S \ V é aberto de S e

lembrando que S é conexo obtemos S :: V. O que conclui a demonstração.

2.2 Retração Equivariante em .D"

Lema da Retração Seja Z)" a óo/a matar a em IR' ou em lltT. SttponÀa

qtée W á wm campo de oetores C'sopre Z)" que se anw/a em Í)r := {z c

Z)" : l zll $ r}, sendo 0 < 1' < 1. Sda 0:R --> R /unção de c/asse a'
s«tisfaze ,«do :

rO 0'(t) > 0, para iodo t C R;

«',- l i'' iii:ii:i i;
0í0 o-' e'C''

Selva, k'.D' -+ D' u ctplicação

'',,-ÍT se r c 0" \ D=
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V?zrz;a/zl] s arisco l),' na origem. O eãiiíPaZriiaZõi;êíl&' é'Z7reraao, uza #

em A* W' dado por.

Í Okj*--(,)w'(k :(«)) .. « # o
É* h'' (« )

1. 0 se z = 0
Esse rzoz;o campo de ueÍores á O'' em D' e coincide com o campo W em

pontos próximos de ÕD" . Mais a,inda: se H é grupo anito agindo ottogonat-

mente em Z)' e o campo orág na/ W á /?' equipar ante, eriZão o campo k*W

Laxnbém é H eq'üiuüriünte.

Prova Inicialmente observamos que existe uma função 0 como requerida
acima. Vamos começar mostrando que a aplicação A estabelece bijeção entre
os aneis

.4 := Z)" \ ÍT = {aç € Z,)"'' lr < ll#ll < 1} e B := D« \ {0}. De fato: da

definição de A temos, para z C Á,

k(")ll - e(IEJlb ll)i - o(11"11)

Sd'm «-,"2 C ''l "" ": # «,. Se 11«-11 # 11«,11, e«tão 0(11,-11) # 0(11«,11). O
q- mostra q«e A(:'-) # #(z,). Se ll:«. ll = llz,ll, então k(z-) = k(z,) -arret;

o(11«:11)z: o(11«-11)«,

l«:ll ll«:ll

o que só é possíve! se zi = z2. Portanto A é injetora.

Pa.ra mostrar que A é sobrejetora notamos que:

2+r
(i) Se =::F- $ 11:«11 < 1, então A(a) = =

lii) Se l 'F 2r < ll#ll < 1ll--, então da definição de 0 temos
(1 -«)/3 < llk(z)ll ;«ll) <(2+,)/3
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Dmd'7€o''HO.[([-]vr<j]y]] z'(r:r])7s;t;õiüã:ifm
.. a''(llvll)v
' lly l
Novamente, da definição de 0 vemos que (1 + 2r')/3 < 0''(llyll) <

(2 + r)/3. Portanto, observando que llzll = é? :(llyll), temos:

*(«)-q=lr-%" " -«

liii) Se r < ll#ll $ (1 + 2r)/3, então, da definição de k, temos

o < a(llzll) - , $ (i ,)/3

Dado y C Z)" \ {0}, 0 < llyll $ (1 -- r)/3, tomando # = {!:'+" !/ 1)y
temos

0 < ll#ll = r+ llVll $ ,+(1 -- r)/3 =(1+ 2,)/3 e
. g(ljii.B> 11i+ llg/ll - «)(' + llvll)v ..

ll«ll

O que mostra que a aplicação k é bijeção entre os anéis ,4 e B acima.

definidos. Mais ainda: da argumentação anterior vemos que A estabelece
bijeções entre os seguintes pares de anéis:

'4i {« € o" l, < llzll S(i+2,)/3} e B-: lo < 11:«11 $(i

k(«) 11"11 J»
1«11

h':(«) (11«11 + ,)«
ll,ll

,)/3}

Á2 :=Íz C Z)" l(i + 2r)/3 < ll:«ll <(2+ r)/3}

e

2 := {z C O" l(i -- r)/3 < ll:«ll <(2+ r)/3}
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k''(«) o':(11«11)«

Á3 := {z C Z)" l (2 + r)/3 $ 3 < 1} e .A.

kl.;

Observamos que as aplicações A e k'i são de classe a- nos anéis Z)" VÕ"

e D" \ {0}, respectivamente

Pal'a mostrar que k*W' é campo de vetores de classe C'm em 1)" basta

mostrar que k*W é C'" em # = 0. Do exposto acima. sabemos que k'i em

D(i-,)/3 \ {0} é dada explicitamente por

A'- («) - k-Jl:-Çlb
llzll

Afirmação: Se u(z) é uma derivada parcial de ordem n de uma compo-
nente de X;'i , então existe uma constante c ? 0 tal que

lu(z)l $ cll:«ll'" p;r' 0 < llzll <(l ,)/3 (+)

De fato: se ai é a.i-ésima. componente da aplicação A-i , então da expressão

d' k':(z) = !- liill:J(';-, ' ' ,z«), p'ra 0 < llzll < (i -- ,)/3, temos «:(«) =

''iÍ:iiÍÍ + rzillzll'l e observando que

all«ll a
1/2

l
2

1/2

2«k = zkll« I''

temos, para. n = l
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3:-(") - i+ 'll«ll'' - «?ll«ll''

g=-(") - --*«'ll«ll';, :. j:# A.

Jáquejzil$11zll,Vivi,.. ,me0< llzll <(1--r)/3<1 temos

5;(11,11+ , + -?11«11'') 11«11'' $(1 «11+ , + ,11«11'11«11'') 11«11-' =

11+ 2,) ll«ll'' $(i + 2,)llzll':

g=(") $ '1"*ii«:llí«ll'; 5; ,ll«ll'll«ll'; = «ll,ll''
'omando c = 1 + 2r no primeiro caso e c = 1' no segundo, teremos a

limitação desejada para uma derivada de ordem l de a{(z)

Vamos mostrar que para todo inteiro n ? 2 existem funções polinomiais

Pó:lR" -+ IR,b = n, . . . , 2n+ l satisfazendo(a) e(b) abaixo:

ta,l 5e PÕ é nao nulo, gr(PÓ) = b -- n

9n, .. 2n+ l

(b) ã1;59]bã;©'(") - )l: p'(")ll"ll''
.7] ''JZ b=n,

Para n = 2 temos

8'a
-bi:; = 3rzillzll'' + 3rsç?llzll'S e tomando p,(z) = 0, p3(z) = 3rzi
p4(z) = 0 e p5(3) = 3r'zÍ vemos que (a) e (b) estão verificados.

. }Í:l;L(") - õ'a (") - --r"tll:«ll-:3 + 3rzkz?llzll's e toma«dop2(") -

0, P3(z) = -k, p.(:«) = 0, p;(:«) = 3««k:«l: teremos os íte«s (a) e (b)

verifcados.

8za. 2a

. ã; .?zA(") - ã;:lã;(") - 3-i:"kz.ll:«ll'; et'ma«d' p,(z) - 0, p;(';) -
0, P4(z) = 0 . p5(z) = 3r:«{zkz. teremos os itens ja) e (b) verificados

)
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' ã;T = --rzillaçll-; + 3r izZllzll'S e tomando p2(z) = 0, p3(z) =

p4(z) = 0 e p5(#) = 3rzizZ vemos que (a) e (b) estão «rificados

2

'rz:í,

Suponhamos, por hipótese, que (a) e (b) estão verificados para algum
inteiro n > 2. Então

á («,q:;d '«, - á l$ «.«« «"''1

- E:(«)n«n-' -- E «.(«)
all«ll-'

2n+l ..\ 2n+l

ll"ll''+ }: -ó«.p.(")ll«ll'ü-''4
b=n '''' b=m.

p'i' {Ul;lE- = -bll:«ll-o+ollzll-:«. ll«ll-o+a.

Levando em conta que aPn é nulo, pois, por hipótese, p. é nulo ou tem

grau zero e reagrupando os termos da soma acima teremos:

á («,*:;ü '«, - á l$ «.«« «"''1

- b'«' « -'«*'' * (u'«, ««.,«.,,) « -'"*''*
* (v.«, - .'« - ",".,,.-:.«,) « -''"*-'*

2nz.P2"(z)llzll'('"+') --(2n+ l)a;tP2«+1(z)llzll'('"+')

Soam

q....: :- ::ã::
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q....,+* : (" + k)"'p«+', se 0 $ k 5; « - l

q2n+2 :=

q2n; (2n + l)«.P2.--:

Então podemos escrever:

2(n+l)+l

(«) («)ll«ll''

Portanto os polinâmios qÕ, para b = n + 1, . . . , 2n + 3, acima definidos verá

ficam o item (b). Para mostrar que também verificam (a) observamos que:

Õz"J

e q.+i é nulo ou tem grau zero, pois, por hipótese, p.+l é nulo ou tem
grau l.

e Para q.+2+k,0 < A $ n -- l temos: p.+2+k é nulo ou tem grau k + 2,
p«+k é nulo ou tem grau k e além disso, cada favor ocorrendo nesses po-
linâmíos tem o mesmo grau do respectivo polinâmio. Portanto ?e:!:--
é nulo ou tem grau A + l e cada um de seus favores, nesse caso, também

tem grau A + 1. Se p«+k não é nulo, então (n + A)z.p«+t e cada um de

seus favores tem grau À; + 1. Logo q.+2+k é nulo ou tem grau k + l com

cada um de seus favores com grau A + l.

n

e Para q2«+2 notamos que se p2. nã.o é nulo, então gr(p2«) = n e portanto

gr(q2«+2) = n + l e, além disso, cada favor de q2.+2 terá grau n + l,
pois, cada fatos de p2. tem, por hipótese, grau n.

+ De modo análogo ao caso anterior podemos mostrar que q2.+i é nulo
ou tem grau n + 2, o mesmo ocorrendo com cada um de seus fatores.
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Post;cinto, para t;õdo n 2 z, vala

ãügy:bÜ;;.(«) .$ }: ip.(«)lll«ll-'

Se :« =(zl, -.,z«), então 1:«{1 $ 11zll,VÍ = 1,2
pó(z)l $ cbllzll''", sendo cb constante 2 0. Então

ã;jlel;üã;v(") $ >1: '.11«11''"1i«ll-' - )l.: ..ii«ii'" - .li«ll'"

sendo c = }::". 1 cb. Lembrando que o caso n = 1 já foi verificado, vemos

que a afirmação está, portanto, justificada, i.e., se u(#) :: amai(Z),
então existe constante c tal que lu(a)l $ cllzll'" para todo z com

0 < llzll < (1 r)/3.

, m e portanto

Sejam t«i(]ç) a {--ésima componente do campo W(z) e q(z) uma derivada

de ordem n de wi(z). Já que T'r é de classe C'- em Z)- e nulo em Dr, segue

que para qualquer z C D" com llzll = r, qualquer derivada de w{(z) é nula

em z. Sela. g/o C Z)" \ iT. Dado 3/ € 1il)lv.ll indicaremos com z, o ponto de
i«'"secção do germe«to 10, 3/l com a (õr).

H
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Dããalb[iêii;ãií?]jêíiste ]\4 ? 0 ta] que lli(iin)(Í)lt 5; M, para todo
y em C Z.)ÍÍ,.ll, pois W é C''. Usando a fórmula de Taylor com resto de
Lagrange (ILimall, pag. 58), com A = y -- z,, temos:

q(3/) - q(,,) + q'(,,)A + iç"(;.)Am + ' . . áç( (,.)A(") + '(A)

sendo llr(A)ll $ "+: e indicando por A(k) o vetor (...... e por

q(k)(z,)A(k) o resultado da aplicação k linear q(k)(z.) no vedor #'vez's
Já 'lu' q(Z) = q'(,) = q"(,) = . = q(")(,) = 0 vemos q«. q(y) = ,(h) e

p''tanto lç(y)l $ il;tlhllAll"'P' = c(113/11 -- «)"F' com c = M/(n + l)! (+)

A aplicação klo«\D= tem uma extensão k:D" \ {0} --> Z,)" que é dada

por k(y) - 0 l ]/ )y de classe a-. Conseqüentemente Z)AI, e todas as suas

derivadas parciais são limitadas em Z)' VÍ)"

Finalmente, podemos mostrar que k,..W é de classe O'- na origem. Seja

z C D" tal que 0 < lla;ll <(1--r)/3. Da prova que À; é bijeção entre D"\Í0}
e O" \ i)l.' temos:

(1) V=k':(z)c i:=lzCO"jr<llzll$(i+2r)/3}

m y - k':(«) - e-lilÍiiW . kM -
(llyll - ,)v

l3) ll:«ll -} 0 :+ llA''(«)ll --> , e porta"to « --> 0 :> W(k''(z)) --> 0

w- (A''(«) )

(4) nkl*--(,)n'(k''(«))
«,« (A ' :(«) )
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Sêiido k{ e w{ as componentes z--ésimas (l

Observamos que do último item temos
?72r f \ T

E «.@'' («»g:@''(«»l3

Okj*- : (,)w(A ' :(«) ) R"

Seja di(r) a i ésima componente de Dali-:(,)W(k
772, ,--. ,

a;(") - >1: gl-(k':("))'"j(k''(")).]J

: («)), i.to é,

Temos, portanto

({) Da limitação de Z)Aly e de todas as suas derivadas parciais em D" Võ",
de r < llyll < (1 + 2r)/3 e de (3) anterior, vemos que z --> 0 acarreta

di(z) --} 0.

({{)

1,«.a':(«»õ:!b@'' ("» + g:-@'' («»:=@':(«»l

Observando que g:-(k''(")) - }l: awj (k''('ç))a;Ç' (") e faz"do

h''(#) = y podemos re.screver ua{ (z) como

:(,)) -
P

«.'«,A'«,*g'«,$h'«,g ,]
Logo

õ:lhu l«.ul-- E :'«, g '«,
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UÉandããamüiã:êõR(+H+yl:êiiiãií

1lÍlc--(") $ '-11"11'' . !=(y) -$ ',(11vll -«y

Post-to amj(y) -ã;;(';) 5; 'llall':(llvll -- ,)', c'm c = c:c,. Us«do (2)
acima temos:

.ll«ll':(llZ/ll -- «y = 'll«ll''(,+ ll«ll -- ,y = cll«ll':ll«ll' = .ll«ll

Já que toj(y) = wj(k':(z)) -+ 0 quando z -+ 0, nAI. e todas as suas deriva

das parciais são limitadas em Z)" \ D' temos:

>l: õ:lg:'u i«,.ui +.E
.j-i i''p'''7 1 .j,.e:i

Podemos ver que qualquer derivada parcial de ordem n de di(]ç) consistirá de

uma soma de produtos semelhantes aos (lue ocorrem em -gyl(aç). Portanto,
usando argumento análogo, podemos gostar que qualquer derivada. parcial
de ordem n de d{(a) terá. limite nulo para z --} 0. Deste modo concluímos

que A*W(z) é C'' na origem e de k(z) = z para z C A3 vemos que A*W
coincide com W em pontos próximos de é?Z)"

ad{
«) $

P

ki
y ll«ll

J
-+ 0, se z -+ 0

Resta mostrar que se .17 é grupo agindo ortogonalmente em Z)" e W é
#-equivariante, então k*W também é J/ equivariante

Como lly«ll ll,V« C D",Vge H, temos:

#*W(gO) = k*W(0) = 0 e se « C O" \ {0}, e«tão g« # 0 e

#*H''(g«) -b,jW'(A''(g«)).

Há duas possibilidades para 3 c Z.)" \ {0ll: z € Z)" \ D= e a; c iZT

. Se z C Om \ 'Õr, e«tão k(g«) = fi0ll;lllg! = !iÉili:lhe = g(k«), p'is
n age ilnearrnente

Se # C D:, então g;« C IDr e portanto gk(z) = gO = 0 É(g«)
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estabelece difeomorfismo C'" entre 1)- \ IÕ" e Z)- \ {0}, portanto k'i de

D" \ {0} em Z)" \ ID' é /]' equivariante.

Voltando à expressão de k*W(gz) e usando a linearidade da aplicação
z -> g# temos:

k*w'(g,) l.--ü,)w'(k''(p:«)) l,*--(,)w'(pA''(«))

: (,)gw(k''(«)) (,)opl.-- (,)w'(k':(«))

(4(W(k''(«)) (,)W'(k '(«))

OAj*--(,)w'(A':(«)) goAI.--(,)w'(A':(«))
O que mostra a equivariância de k*W

2.3 Realização de Conjuntos como Conjuntos
de IPontos Fixos de uma G--deformação

Teorema Sejam M wma C;' oar idade com ow sem bordo e P C ántM wm

subcon:jKvlto conta.cto, ítão vazio e G-inda,diante. Su,ponhamos q'u,e, para

todo subgr'upo H de G, o SKbconjKnto P tenhct intersecção não uüzia com

Lodos as componentes de pontos elos de isotroT)ia H, se Mn + q). Ente,o

B=i,ste um G ca,m,po de uetores V em, M tat que Zv = P e cujas órbitas (do
cam,po de uetores) não são fechadas.

Prova: A existência de uma. função de Morde G-equivariante p:M --> IR
está garantida pela Proposição 1.6.5. Seja X o campo de vetores em JI/ dado

pelo gradiente de (p. Já que as singularidades de X são os pontos críticos da

função (p, que são não degenerados e estão no interior de M (cf. Definição

1.6.2), segue da Proposição 1.6.3 que X tem apenas um rlúmero finito de
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ãíiigülãli;itiãilêgê;Âléifíãisso, o campo .Ã é G equiVãíiãliítiaãiiãii iiõiiiii õitiiiãi

não singulares fechadas, conforme as Proposições 1.5.18 e 1.5.19.

Seja Q o conjunto das singularidades de X. Como já. vimos Q C intM e

é finito. Seja P' Ç F', finito, ta] que Q satisfaz a. condição (++) do lema da
absorçã.o em relação a P'. Seja W = {Úp : Z)" -+ MI p € p'} o sistema de

cartas locais dado pelo lema da absorção, com P' no lugar de P. Sejam r

número real, 0 < r < 1, tal que O C UPcP, @,(Dr) e b : IR --} IR uma função

C' satisfazendo b(t) = 0 para t $ r, b(f) > 0 para Z > r, e b(t) = 1 para

t 2 (1 + r)/2. Usando b definimos a função b : M --} IR por

Í l se « g U,.,,, Ú.(O")
o(z) :: <

l Z,(ll@;:(«)11) se « C Ú,(o")

A função b está bem definida e é de classe C-. Consideremos o campo

de velares W em M dado por W(:«) = b(z)X(z). Tal c.mpo W é G--

equivariante. De fato: se z « U.:p,V'p(D"), então gz çí U.:p,@,(Z)") e
já que os campos X e W coincidem no complementar de U.CP, @.(Z)"), se-
gue que W(gz) = X(gz) = Z)gl,X(z) = Z)gl,W(z). Se, por outro lado,

z C @,(D") para algum p C P', lembrando que @P,(Z)") = g@,(1)") e que

@# ogo@, é uma aplicação linear ortogonal de D" em D" , obtemos W'(gsç) =

i;(p«)x(p«)(ll@;'(p«)ll) x(g«) ó(ll(@ã,' 'p ' Ú.)(d';'(«))11) x(g«)
ó(ll@;'(«)11) x(g:«) ó(ll@;'(«)11) ngl,(x(«))(ó(ll@;:(«)11) x(«))
Dgl,(w' («)) .

As órbitas de H' em U,.P, d' (IÕ") são todas constantes pc'is W é nulo em

tal subconjunto de M. Todas as outras órbitas de W são reparametrizações

de partes de órbitas de X, portanto não são fechadas.

Vamos usar o lema da. retração para colapsar cada "disco" @, (ID"), com
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P C'P'i eüíUiil unlcu ponho. rã]fZ'tiã]ii]iã dêfiãiiiiõiã função k : ]14 ---> A4 do
seguinte modo:

f « :. « p' U..,, Ú.(D")
k(«)

1. @,kd';:(a:) s. :« C @,(D") para algum p C /'

sendo k:Z)" -+ Z)" como no lema da retração. Portanto a aplicação Ã está

bem definida e, além disso, é G-equivariante. De fato:

Se z g U..P, 'Pp(1)"), então g# ç! U..P, @,(D'), para qualquer g € G,
' p'rt-t' A(gz) = g:« = gk(z)

Se ]p C P' t;l q- z C @,(O"), e«tão, g« € @,.(D")
p"t"t' A(g';) - V'«Ad';'(gz) = @,, ' k . @;' . g . @, (Ú;'(«)). Mas

a. aplicação k comuta com toda transformação ortogona] de Z)" ( final

da demonstração do lema da retração) e como a aplicação V';J og o @, é

"t.g«-l t'm«: V'«'k.@;'.p.@,.k(@;:(«))(,)
Logo A(g,)

Consideremos o novo campo de vetores y em A4 dado por y = k*W, isto

é, y(«) - oÃlli--(,)n' (Ã''(z)). Vemos que Zr isto é, o co«j-to de
singularidades do campo y é P' e usando argumento análogo ao empregado

no fim da demostração do lema da retração podemos mostrei que esse novo
campo é 6' equivaríante.

Sdaa:A/ -+ IR função C' tal que alP = 0e a(z) > 0 para todo z C M\P
A partir da. função a construímos a função ã:M --} R dada por ã(z) =

Íà )l..gCG a(gz). A função Zi está bem definida e é C'. Quanto à equivariância

''mos: ã(g«) = ÜE..a"(Aga) = ÚÍE..a"(A") - pêxe...«(A«)
gã("). Finalmente, o campo de vetores L' em M dado por y(:«) = ã(z)y(z)
é C', G-equivariante e ZV = P. O que conclui a. prova do teorema.



de uma G deformação

(=õralái:ia (R:eãlizãçãü ae aoüjuntos como conjüiitã de pontos
fixos de uma G--deformação) $dam M üma G variedade com ou sem

)ardo e P C intM um swbconjKnto compacto e G iguaria,nte com intersecção

não vazia com toda componente não vazia. de pontos ji=os de isotropia H,
para. todo subgrupo H de G. Então P é o conjunto de pontos $=os de uma,

u depor'maçcLO

R.ea/;cação2.3 de Conjuntos como Conjuntos de Pontos Fix os
43

Prova Do teorema anterior decorre a existência de um G campo de vetores

X em M tal que Zx = P e todas as órbitas não singulares de X não são
fechadasl em particular X não possui órbitas periódicas. Dos comelltários

após a. Proposição 1.5.22, o campo X admite um semi-fluxo {Ótllt>o. Pela
Proposição 1.5.13 tal semi-fluxo é (7-equivariante. Então Óo = idm e dado

Z > 0 temos Ó.(z) = z se :« C P . @ (z) :/ :« se z ç! P. Portanto, dado t > 0,

P = Fix(@t), isto é, P é realizado como conjunto de pontos fixos de uma
r7 Hpfn-«. n,.;'.y--'



Capítulo 3

O Exemplo de D. I'errado

O objetivo inicial desta dissertação era a apresentação do artigo .4 Doze on

eg áuariant uecZor ./ie/ds de Boju Jiang (IJiangl) que trata, em linhas ge-
rais, da realização de subconjurltos compactos e G-invariantes de uma G

variedade compacta, conexo, com ou sem bordo, como conjuntos de pontos

fixos de G-deformações. A única. hipótese assumida sobre tais subconjutos,

além da compacidade e G-invariância, é a intersecção não vazia com cada
componente conexo de característica de Euler não nula de cada 7Ma, . Sendo

verdadeiro tal teorema de realização, obteríamos, como corolário, tomando

como subconjunto a ser realizado o conjunto vazio, um resultado importante

na teoria de pontos fixos que é obtido na literatura com hipóteses adicionais

sobre, por exemplo, a dimensão, co-dimensão e conexidade dos subespaços
MH. O resultado seria o seguinte:

Seja M uma, G uarieda,de compacta e canela,, co'm ou sem bordo. Se a

identidade de Mn pode ser deformada a. xmü aplicação livre de 'pontos $=os,

para ca.dct H $ G, então a identidade de M pode ser G deformada, Q uma
aT)ligação livre de pontos $10s.

44



O exemplo de D. Ferrado 45

Põféfínüü õxõi®la ãFi;õgõinma iiõíl'õi:ini
(cf. IFerrariol) mostra que o resultado acima não é verdadeiro e portanto

o teorema de realização do artigo mencionado não está correto, pelo menos,

para o caso do conjunto vazio. O exemplo apresentado em IFerrariol consta

de uma G-variedade em que todos os subespaços Jl#=X são conexos, têm ca-

racterística de Euler nula e, portanto, todas as suas identidades podem ser
deformadas a aplicações livres de pontos fixos, no entanto a identidade de

71/ não pode ser G deformada a uma aplicação livre de pontos fixos. Mais
ainda: o exemplo mostrou que outros resultados no artigo poderiam estar

comprometidos pois neles está assumida uma premissa que não é verificada

no exemplo mencionado, apesar deste satisfazer todas as hipóteses pedidas
no artigo. Um de tais resultados é o Engu/Wng Lenha, apresentado na dis-

sertação como lema da absorção após uma mudança de hipótese que permitiu

sua demonstração na linha apresentada. no artigo.

A argumentação dada em IFerrariol de que a identidade da G--variedade,

compacta e conexo, apresentada como exemplo não pode ser G deformada a

uma aplicação livre de pontos fixos, utiliza. o conceito de índice equivariante

de ponto fixo, número de Nielsen equivariante, etc. Já que esta dissertação

não seguiu tal linha, apresentaremos um critério dado por Komiya em IKo-
miyal com o qual analisaremos tal exemplo

Seja M uma. G variedade conta,cta e sem, bordo, sendo G um grupo

d.e Lie conta,cto. M admite Km G-campo de uetores sem, singularidades

se, e som,ente se, ü característica de Enter de ca.dü componente canela, de
Mc,INtG.) é n'ula, para todo = C M

Decorre do teorema, acima e de um resulta.do bem conhecido de topolo
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gíadífbí;eíicht ([l=íma2]) {Íüê; fimtiãí Cõimiçõõg;'Fala:r y (r iÜfiêÍêiiiêiiiêiiÜ

pequeno @t:JU --} JI/ não possui pontos lixos, sendo @:R x iW --} JW o fluxo

do campo dado, que é G-equivariante pela Proposição 1.5.13.

Passemos ao exemplo.

Seja (17 o grupo diedral de ordem 6, Z)3, nos geradores ri e r2

c' :- <,- , ,, 1 ,? ,,); - i> {l, ,- , ,,, ,-«,,(,-,,y, ,,,-,2}

Os subgrupos de G são

:: <,:>

H2 :' <,,>

'f7a ::: <r2rir2> :: {1, r2rir2}

H4 :' <':',> {i, ,- ,,, (,: ,,y}

Já que H4 tem índice 2 em G vemos que é normal. Além disso verificamos
que N(Hí) = ,17i para { - 1, 2, 3.

Consideremos o plano cartesiano y ::: IR2 e duas Feias, designadas,

também, por ri e r2, que formam ângulo de a/3. Consideremos, também, a

neta. t obtida. por reflexão de r2 em ri (ou vice-versa). Façamos (.; agir em V

por reflexão nas retas ri e r2, usando r{ C G para designar a reflexão na neta

ri, com i = 1, 2

Para calcularmos as isotropias da ação de G em l/' observamos que:

P C }'' \ (,: U ,, U Z) ::> gP = P 4::::> g l

p € ri :::> r2p C t, rir2p C r2 e r2rir2p :: 7'ir2p C r2
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p e r2::> rip e t,rlr2p e t e r2rtr2p C z

p C f:::> rip C r2,r2p C rl,rlr2p C ri e r2rlr2p:: p

Fig. 4.1 A ação de Z,)a no plano L/ :: R.2

Usando as observações acima obtemos:

p C ri , p # (0, 0) ::> G, = Xi

P C ,,,P # (0, 0) :> G. = H,

P C t,P :# (0, 0) + G. = X3

P c }'' \ (,: u ,, u f) ::> G.

Alem disso: yX' := rl, l,''W' :: r2) I'''W; :: t, \,''H4 :: l,,,a

Seja l,'r :: v a) llt3 com a ação de G dada por

g(p,z) := (gp,z),Vg C G,Vp c v,Vz c R3

E fácil verificar ciue:

{(o,o)}
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(0;0) KIR{'- W'H' == IRa

},pXj :: ri x IR3 =s R.4

WTH2 :: rl x R.3 RS R.4

l,V'H3 :: t x R.3 H R.4

Consideremos um toro 7'2 e D2 um disco cujo bordo é uma curva simples,
C', em T. Podemos mergulhar 7'2 em WTH' de tal modo que T2 n }va :: (;'

Fig. 4.2 0 toro 7'2 mergulhado em WHi e o plano WC

Então rito = T2, r2TZ é um toro em W'H; e 7'ir27' é um toro em

H'W'. Já que r2rirzT' = r:r,T' temos: G'7'' = 7'' U r,T2 U r:r,T2 e
T2 n r27'2 = 7'2 íl rir27'2 = r27'2 n rir27'Z = C = T2 n wa. Abaixo está uma

ilustração do que está ocorrendo, fazendo-se algumas adaptações em relação
as dimensões envolvidas.

Considere X uma (7--vizinhança regular e G'T2 que é (;--deformável a G'TU

jcf. IRSI)i podemos escolher X uma variedade diferenciável, compacta, com
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Fig. 4.3 os toros T2, rito e rlr2T2

bordo e de dimensão 5. Para o cálculo das isotropias da ação de G em W

observamos que XHI é uma vizinhança regular de 7'2 em }P'Hi H R4, logo

.XHi :: 7'2 X /)2. Analogamente .XH2 :: rlr2T2 X Z)2 e ,X'H3 := r27'2 x .í)2, ou

seja .X'Hi = XH2 = XHs. Além dissso Xa - XH4 :: C' X Z)2, pela mesma
razão.

Seja y = 2X a G--variedade compacta, conexo, sem bordo e de dimensão 5

obtida colando duas cópias de X identificadas pelo bordo via a identidade.

Vamos calcular X(yX) para os grupos de isotropia H $ G. Sabemos que
X(y) = 2X(X) -- X(aX). Já que (77'2 é um retrato por deformação de X

temos: X(X) = X(G7'') = 0. Como a dimensão de X é 5, usando dualidade

de Lefschetz (cf. IMasseyl, pag. 227 e ex. 7.3) temos À.(aX) = 0. Portanto

X(y) = 0. O subespaço yX' é a soma de duas cópias de XH- com os bordos
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identificados pel a: tdenttdmde; isl;a é;

Tz x D2

sendo S2 a esfera de dimensão 2. Logo X(yHi) = 0 e, analogamente

x( }''"' )

Ja que .X'a ::: ('l x Z)2 e }''a := ('v x Z)2 U (I'f X /)2 := (1'í x S2, vemos que
C'xSi

X(yG) = X(yH') = O. Além DISSO, yG = yG = C' X S' e YH. - yH' \ yG, j =

1,2,3. Em particular

b. -y"'\l'''-(r'xs')\(c'xs') \c) xs'

Então }/w. tem duas componentes conexas: .Ai H Z)2 e ,42 quc tem o
mesmo tipo de homotopia do buquê S' V Si. Já que ]V(HI) = //1 , temos

ru*INÇHÜ= Yn.IHx = ÇSI'' \(b K wb ln~

Mas a ação de ]7i em yH: é trivial. Logo

ym. /N(#i) H ,4i x S' U ,4, x S' = D' x S' U .4, x S'

Mas X(Z)' x S') = 2 e X(.A2 x S') = 2. Portando, pelo critério estabele-

cido em IKomiyaj e citado no início deste capítulo, não existe um G campo

de vetores sobre y sem singularidades, o que contradiz o teorema l(B) de
IJiangl. Além disso, David Ferrado demonstrou que a identidade de y não

pode ser G--deformada a uma aplicação livre de pontos fixos, contrariando o

corolário do teorema 2 de IJiangl.
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