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Resumo

Neste trabalho, provamos alguns resultados de unicidade para as superficies compac-
tas de tipo espago com curvatura média constante no espago de Lorentz-Minkowski,
usando férmulas integrais e o principio do méaximo de Hopf. Como um resultado,
provamos que as unicas tais superficies limitadas por um circulo sao os discos plana-
res (quando H = 0) e as calotas hiperbélicas (quando H # 0). Também obtemos um

resultado andlogo para o caso de dimensao n.

Vil






Abstract

In this work, we prove some results of uniqueness for compact spacelike surfaces with
constant mean curvature in the Lorentz-Minkowski 3-space, using integral formulas
and the Hopf maximum principle. As a result, we prove that the only such surfaces
bounded by a circle are the planar discs (when H = 0) and the hyperbolic caps (when

H # 0). We also obtain a analogue result for the n-dimensional case.
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Introducao

Neste trabalho fazemos um estudo das superficies compactas imersas no espaco tri-
dimensional de Lorentz-Minkowski que sdo de tipo espago (isto €, a métrica induzida

pela imersao é Riemanniana) e possuem curvatura média constante.

A justificativa para a escolha deste tema é que tais superficies representam um
- papel importante tanto do ponto de vista fisico quanto do ponto de vista matematico.
No primeiro caso, elas aparecem em diferentes problemas na relatividade geral. Por
exemplo, as superficies (ou mais geralmente, as hipérsuperffcies) de tipo espago com
curvatura média constante nao nula sdo convenientes para se estudar a propagacao
das ondas gravitacionais. No segundo caso, seu interesse é motivado pelo fato dessas
superficies exibirem boas propriedades do tipo Bernstein, que sao resultados em que,
sob certas hipéteses, pode-se concluir que as superficies sao planos [11], além de serem
solugbes para um problema variacional, uma vez que sao pontos criticos do funcional
area para variagbes que deixam constante uma certa fungéb volume. E claro que

ainda temos a oportunidade de conhecer o espaco de Lorentz-Minkowski, buscando

as analogias e as diferencas entre ele e o espaco Euclideano.

A Geometria de Lorentz é o modelo matematico usado na relatividade geral.
O seu maior interesse deveu-se ao progresso na teoria de causalidade, na teoria de
singularidades e buracos negros na relatividade geral, influenciado pelas pesquisas
de S. Hawking, por volta de 1970. (Algumas referéncias desse assunto podem ser

consultadas em [8])

A motivacao fisica para se estudar variedades Lorentzianas é a hipétese de que um
campo gravitacional pode ser efetivamente modelado por alguma métrica Lorentziana
g definida sobre uma variedade M. Em particular, quando a dimensao dessa variedade

é 4, temos as equagdes de Finstein que ligam a Geometria (em termos de curvatura)
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a Fisica (em termos de massa e energia). Estas sao equacdes diferenciais parciais
relacionando o tensor métrico e suas primeiras derivadas ao tensor momento-energia
T. Isso é importante na relatividade geral porque assume-se que o comportamento
do universo é como um fluido perfeito (grosseiramente falando, com viscosidade zero)
nos modelos cosmoldgicos padroes. E o tensor momento-energia para o caso de um

fluido perfeito tem uma forma simples.

Uma vez que toda variedade que admite uma métrica Lorentziana, admite varias
métricas desse tipo, é necessario decidir qual variedade e qual métrica Lorentziana
sobre ela devem ser usadas para se modelar um problema gravitacional dado. As
equacoes de Einstein relacionam o tensor métrico g, a curvatura de Ricci Ric e a
curvatura escalar R ao tensor momento energia 7" e podem ser escritas invariavelmente
como

Ric — %Rg+1\g:87rT
onde A é uma constante conhecida como a constante cosmolégica. O fator constante

87 esta presente por propositos de escala.

Em coordenadas

1
Rij — §Rg¢j +Agi; =8rTy; 1<1i,j<4

A curvatura de Ricci e a curvatura escalar envolvem a primeira e a segunda
derivadas parciais dos componentes g;; da métrica. Conseqientemente, as equagoes
de Einstein representam equagoes diferenciais parciais (ndo-lineares) na métrica e

suas duas primeiras derivadas.

As equagoes de Einstein nao determinam a métrica sobre M sem condicoes sufi-

cientes para o bordo.

A. Lichnerowicz, em seu classico artigo L ’integration des equations de la gravi-
tation relativiste et le probleme des n corps mostrou que o problema de Cauchy da
equacao de Einstein com condi¢oes sobre uma hipersuperficie maxima se reduz a um
sistema linear diferencial de primeira ordem e a uma equagao diferencial de segunda

ordem eliptica nao-linear.

Abordagens mais profundas para o problema de existéncia e unicidade das solucoes

para as equacoes de Einstein podem ser encontradas, por exemplo, em trabalhos de
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S. Hawking e Y. Choquet-Bruhat.

A técnica usada em nosso estudo é baseada na investigacao da influéncia do bordo
na forma da superficie. Os resultados apresentados foram provados por L. J. Alias,
J. A. Pastor e R. Lépez e podem ser encontrados em [4], que é a principal referéncia

utilizada.

Apresentamos alguns resultados de unicidade para tais superficies a partir de
duas abordagens diferentes. A primeira abordagem é baseada em algumas férmulas
integrais para superficies compactas de tipo espaco no IL°, entre elas, a Férmula do
Fluxo, a qual, grosseiramente falando, diz que uma superficie compacta de tipo espaco
com curvatura média constante imersa no IL> est4 em equilibrio com respeito & tensio
da superficie e as forcas de pressao externas. Esta formula também é utilizada, numa
outra formulacao, a fim de se encontrar resultados de unicidade para as superficies
com curvatura média constante imersas no espaco KEuclideano de dimensao 3. Por
exemplo, em [19], R. Lopez e S. Montiel estudam condi¢bes para que um disco imerso
com curvatura média constante H nao nula limitado por um circulo seja uma calota

esférica a partir.de certas restricoes para a area desse disco e para a constante H.

Quanto as outras formulas integrais obtidas, é necessario, em algum momento,
considerarmos a superficie como uma variedade complexa e tomarmos nela uma es-
trutura quase complexa J, que é um campo tensorial tal que J* = —Id. Apesar de
nosso trabalho nao tratar diretamente deste assunto, achamos importante situar a
superficie nesse ambiente ja que, em outros trabalhos envolvendo o espago de Lorentz-
Minkowski e as superficies compactas de tipo espaco com curvatura média constante,
esse resultado é bastante utilizado. Também decorrem algumas consequéncias para
o caso em que o bordo é uma curva de Jordan contida num plano de tipo espaco no
I

A segunda abordagem utiliza o fato de que uma superficie de tipo espago com
curvatura média constante e bordo que se projeta sobre uma curva de Jordan num
plano de tipo espago pode ser vista como um grafico de tipo espago e, portanto,
satisfaz uma equacao eliptica nao-linear, que é a equacao da curvatura média, para
a qual aplicamos o Principio do Maximo de Hopf. Ainda com esse principio e com
o Método de Reflexdao de Alexandrov, obtemos um resultado de unicidade para as

superficies compactas de tipo espaco com curvatura média constante limitadas por
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dois circulos conceéntricos localizados em planos paralelos.
O trabalho apresenta-se com a seguinte divisao:

No primeiro capitulo, definimos os principais conceitos da teoria da Geometria
Semi-Riemanniana e, em especial, do espaco de Lorentz-Minkowski, tais como va-
riedades, métrica, conexdes e equacoes fundamentais. Apresentamos algumas pro-
priedades sobre curvas, que serao necessarias por serem os bordos das superficies
tratadas, mostramos um pouco sobre a Geometria Diferencial Complexa, além de
expormos resultados de Analise que sao essenciais para a obtencao das férmulas e

nas demonstracoes de alguns teoremas.

No segundo capitulo, desenvolvemos as férmulas integrais, as quais sao essenciais

para a prova do primeiro resultado de unicidade que é o seguinte:

As iunicas superficies compactas de tipo espago com curvatura média constante

imersas no IL° e bordo circular sdo os discos planares e as calotas hiperbélicas.

O terceiro capitulo é destinado a um breve estudo das equacoes elipticas e do
Principio do Maximo de Hopf. Com ele, enunciamos e provamos o seguinte teorema

de unicidade:

Sejam ¥ e Yo duas superficies compactas de tipo espago com curvatura média
constante imersas no IL° limitadas por wma curva que se projeta sobre uma curva de
Jordan contida num plano de tipo espago. Se ¥y e Xy tém a mesma curvatura média

para wma orienta¢ao comum, entao X, = Xs.

Observamos que, com este resultado, obtemos uma prova alternativa para o pri-

meiro resultado de unicidade.

Como anexo deste capitulo, apresentamos o Principio da Tangéncia para su-
perficies de tipo espago com curvatura média constante que aparece em [4], [6]. [17]
e [18].

Para o quarto capitulo, reservamos o estudo do caso em que o bordo da superficie
nao é conexo. Mais precisamente, quando o bordo consiste de duas curvas de Jordan

planas contidas em planos de tipo espago paralelos. Em particular, prova-se que:

Se ¥ € uma superficie compacta de tipo espagco mdzima imersa no IL® limitada por

dois circulos concéntricos em planos paralelos entao Y. € uma superficie de revolu¢ao.
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Neste capitulo, fazemos também um breve estudo das isometrias para podermos

tratar das superficies de revolugao.

No quinto capitulo, exibimos a generalizagao do primeiro resultado de unicidade,
encontrado em [5]. Vale ressaltar que as técnicas aqui utilizadas sio andlogas as que
aparecemn no Capitulo 2. Obtém-se, neste capitulo, uma férmula do fluxo e uma

desigualdade integral, para se provar que

As wnicas hipersuperficies compactas de tipo espago imersas no L™ com cur-
vatura média constante H e bordo esférico sio as bolas hiperplanares e as calotas

hiperbolicas.

A demonstracao apresentada pelos autores nessa generalizacdo, em que a di-
mensio da superficie pode ser impar, é diferente da feita para a dimensao 2, caso em
que foi possivel munir a superficie com uma estrutura quase complexa. Tal demons-
tracio poderia ter sido utilizada na situagao bi-dimensional, entretanto, escolhemos
seguir fielmente a solugio encontrada em [4], por ela ser a principal referéncia deste

trabalho.
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Capitulo 1
Preliminares

Neste capitulo, estdo os principais conceitos, notacdes e teoremas utilizados no de-
correr do trabalho. Eles podem ser encontrados com mais detalhes em [11], [22] e

[23].

Denotamos por IL> = (IR* ( , )) o espaco tridimensional de Lorentz-Minkowski,
onde (, ) = (dz1)? + (dz3)? — (dz3)® é a métrica Lorentziana e (1,2, z3) sdo as

coordenadas candnicas no IR>.

1.1 A geometria dos vetores no espago de Lorentz-

Minkowski

Um vetor v € IL? é dito
de tipo espaco, se (v,v) > 0 ou v = 0.
de tipo luz, se (v,v) =0ev #0
de tipo tempo, se (v,v) < 0.

Cada uma destas categorias é chamada de carater causal.
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Da mesma forma , se II C IL* é um plano, entdo

e II é dito de tipo espago se os seus vetores sao de tipo espaco

e II é dito de tipo tempo se possui um vetor de tipo tempo

e II é dito de tipo luz se possui um vetor de tipo luz e nio possui vetor de tipo

tempo.
Chamamos de cone de luz o conjunto que contém os vetores v € IL* tais que

(v,v) =0 com v # 0.
T3
—) luz

espaco espago

Figura 1.1: Representacao dos vetores no IL>

Também podemos definir um produto vetorial no IL* da seguinte forma
Definigao 1.1.1. O produto vetorial no IL* de dois vetores v, w € IL® € o tinico vetor

vAw € IL? tal que (v Aw, u) = det(v, w, u) VY u e L

Se v = (v1,v2,v3) € w = (wy, w2, ws3) entdo v A w é dado em coordenadas pela

expressao
2 2 >
1 gk

Uy Vs (Uzws — V3W3, V3W; — V1W3, VW — 'Ulwz)

vAw=| 1
w; wy w3



1.1 A geometria dos vetores no espaco de Lorentz-Minkowski 9

Propriedades do Produto Vetorial:
Sejam u, v € IL°
. u Av=0 <% u,v sdo linearmente dependentes.
2. uNv=—vAu.
3. (wAv,u Av) = (u,v)? — (u, u)(v,v).
4. Se u ou v é de tipo tempo, u A v é de tipo espago.
5. Se u e v sao de tipo espaco, u A v € de tipo tempo.

6. u A v é de tipo luz & u A v # 0 e pertence ao plano gerado por u e v.

Como consequéncia da Definicao 1.1.1 vale que se u e v sdo ortonormais, o con-

junto {u,v,u A v} forma uma base ortonormal do IL°.

Cones de tipo tempo

Seja T' o conjunto de todos os vetores de tipo tempo no IL>.

Definigao 1.1.2. Seu € T, C(u) = {v € T : (u,v) < 0} € chamado o cone de tipo

tempo do IL°> que contém w.

Lema 1.1.3. Dois vetores de tipo tempo v, w no IL*> estdo no mesmo cone de tipo

tempo se e somente se (v, w) < 0.

Proposigao 1.1.4 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz invertida). Sejam v, w

vetores de tipo tempo no IL°>. Entdo
(v, w)| > |v||w| e aigualdade vale se e somente se v e w s@o colineares.

Lema 1.1.5. Se z ¢ um vetor de tipo tempo no IL* entio o subespago z*+ € de tipo

espago.

Definigao 1.1.6. Dois vetores v, w € IL® sdo ortogonais se (v,w) =0. Un vetor v

¢ dito unitdrio se (v,v) =1 ou (v,v) = —1.
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1.2 Geometria Semi-Riemanniana

Nesta secao, definimos variedades semi-Riemannianas a partir dos conceitos de ten-
sores, além de estabelecermos notacoes e propriedades da derivacao de campos de

vetores na direcao de campos numa variedade.

Campos de tensores

Sejam V' um médulo sobre um anel K e V* o conjunto de todas as funcdes K-
lineares definidas em V' a valores em K, que também é um médulo com as operacdes
usuais de adicao de fungdes e multiplicacao por escalar de K. V* é chamado o médulo

dual de V.

Definicao 1.2.1. Parar > 0, s > 0 ndo simultaneamente nulos, dizemos que uma
Jungao K-multilinear T': (V*)" x V* — K € chamada wm tensor do tipo (r,s) sobre

V.

Seja M uma variedade diferenciavel e denotemos por (M) o conjunto de funcées
diferenciaveis a valores reais em M e X(M) o conjunto de todos os campos vetoriais

diferenciaveis em M.

Definigao 1.2.2. Um campo de tensores (ou campo tensorial) T em wma variedade

M € um tensor do tipo (r,s)
T: X (M) x X(M)* — F(M)

T levar I-formas e s campos vetoriais numa fungdo f, isto é, T(y,...,0,, X1, ..., X) =

f, onde 0; sao 1-formas e X; sao campos vetoriais.

Definicao 1.2.3. Um tensor métrico g em wma variedade diferencidvel M € um
campo tensorial do tipo (0,2) simétrico, nio degenerado, de indice constante (que € o
maztor inteiro que € a dimensao de wm subespago W C X (M) em que g,|w € definida

negativa, isto ¢, se v # 0 entdo g,(v,v) <0 parap € M).

Observagao 1.2.4. Em outras palavras, g associa diferenciavelmente a cada ponto
p € M um produto escalar g, no espago tangente T,M e o indice de g, € 0 mesmo

para todo p.
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Definicao 1.2.5. Uma variedade semi-Riemanniana M €é uma variedade diferen-

cidvel com um tensor métrico g.

Definicao 1.2.6. Uma derivagdo tensorial D sobre uma variedade semi-Riemanniana

M € um conjunto de fungoes IR-lineares
D:7/(M)— 7] (M) (r>0, s>0),

onde 7, € o conjunto de todos os campos tensoriais sobre M do tipo (r,s), tais que

para todos tensores A, B
(1) DIA® B)=DA® B+ AQ DB
(2) D(CA) = C(DA) para toda contragio C

Definigao 1.2.7. Uma contragio C' € uma aplicagio C : 77 (M) — 7.7} que trans-

forma tensores do tipo (r,s) em tensores do tipo (r —1,s — 1).

Observagao 1.2.8. Todo tensor T do tipo (0, s) pode ser visto como um tensor (1,s).
Isso € feito considerando (no lugar de T') um tensor T : X*(M) x X(M)* — F(M)
definido por

T, X1,.... Xs) = 0(T(X1,...,X5)) V0 € X*(M), X; € X(M)
Proposigdo 1.2.9 (A regra do produto). Se T ¢ um tensor do tipo (r,s) entio

(,.DT)(GI, ...,9,,X1, -'-)Xs) = D(T(@l, ...,G’r,Xl, 7Xs)) +

= T(01y .00y 05m1, DO, O, o, Oy, Xy oy X,)
Coa=1 ’ )

= T (01, b0, X15 oo, Xio1, DX, Xi1, o Xo)
=1

Definicao 1.2.10. Seja T' wm campo tensorial do tipo (r,s) sobre uma variedade M.

A diferencial covariante de T' € um tensor DT do tipo (r,s + 1) dado por
DT(91, ceey 6’r, /Yl, ceny Xs, /\,) = (DXT)(@I, ceey 0,-, XI, ceey XS)

para cada 0; € X(M), X, X; € X(M), onde D € a derivada covariante em M.
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A Conexao Levi-Civita

Uma conexao Levi-Civitaem M é um tensor (0,2) V : X(M)xX (M) — X (M) tal
que para quaisquer campos X,Y,Z € X (M), e para quaisquer funcées f,g € F(M)
valem

1. Vx4wZ =VxZ+VyZ

2. Vx(Y+2)=VxY +VxZ

3. VixY = fVyxY

4. Vx(fY)=X()Y + fVxY

5. VxY = VyX = [X,Y] onde [X,Y](f) = X(Yf) — Y(X[) (simetria)

6. X(Y,Z) =(VxY,Z)+ (Y,VxZ) (compatibilidade com a métrica)

As condicoes (1) a (4) definem o que chamamos de conexao afim. J4 as condicoes
(5) e (6) sao as essenciais para podermos construir uma conexao Levi-Civita numa

variedade semi-Riemanniana.

Teorema 1.2.11. Se M € uma variedade semi-Riemanniana, eziste uma inica co-

nezdo Levi-Civita em M.

1.3 Superficies compactas de tipo espaco

Denotemos por ¥ uma superficie diferenciavel, isto é, uma variedade diferenciavel de

dimensao 2.

Definigao 1.3.1. Uma imersio z : ¥ — IL* € uma aplicagio diferencidvel tal que

dz, : T,X — T,X € injetora ¥V p € X.

Sao equivalentes:
(a) A aplicagao dz, é 1-1;

(b) O Jacobiano de dz, tem posto 2 relativo a uma escolha de sistemas coordenados
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(conseqiientemente a toda escolha);
(c) Se (y1,¥2,y3) é um sistema de coordenadas no IL® em z(p), entdo ha inteiros
1 <2y <4y <13 < 3 tais que as fungdes {y*! o 2,y o z,y" o 2} formam um sistema

de coordenadas numa vizinhanca de p em X.

Definicao 1.3.2. Um mergulho de ¥ no IL® € uma imersdo injetora X : & — 1.2 tal
que a aplicagio induzida ¥ — X(X) ¢ um homeomorfismo sobre o subespaco X (X)
do IL°.

Definicao 1.3.3. Uma métrica Riemanniana ( , ) em uma superficie ¥ € um tensor
métrico de indice zero (isto €, definido positivo em todo X(M)) e, portanto, associa
a cada p € ¥ uma aplicagio ( , ), : T,X x T, — IR satisfazendo, para todos
u, v, w € T,X e A € IR, as sequintes propriedades:

1. (u,v), = (v,u), (simetria)

2. (u+v,w)p = (u,w)y + (v, W),
(Au,v)p = Mu,v), = (u, \v), (bilinearidade)

3. (u,u)p >0 e(u,u),=0&u=0
4. Se X eY sdo campos diferencidveis em um aberto U C %, entao a aplicagdo

Uc¥X—1R

p = (X(p),Y(p))

€ diferencidvel em U

Definicao 1.3.4. Dizemos que ¥ € uma superficie de tipo espago imersa no IL° se
a métrica induzida pela imersdo diferencidvel z : ¥ — IL® € Riemanniana em Y. A
métrica em ¥, também denotada por ( , ), fica definida em T,X x T,%, a partir da

métrica no IL®, do sequinte modo

(u,v)p = <d$p(u))dmp(v)>x(p)’ Vu,veTpX, peX
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A aplicagao de Gauss futura

Para uma superficie de tipo espaco ¥ no IL?, a aplicacio de Gauss N de ¥ é, por
defini¢io, uma aplicagio de ¥ no IL® que associa, a cada ponto p € ¥, o ponto no
-IL? obtido transladando paralelamente o vetor normal unitério n(p) de ¥ em p para
a origem do IL*. Note que, como n(p) é um vetor unitirio de tipo tempo em p €IL?,

a aplicacao de Gauss N é na verdade uma aplicacio de ¥ no H? onde

H:={zcll®: (z,2) =—1, 23 > 1}, = = (21,29, Z3).

L N

N

Figura 1.2: A aplicacao de Gauss futura

Consideremos, a partir de agora, > uma superficie de tipo espaco, conexa e imersa
no IL* orientada pelo campo vetorial normal unitério de tipo tempo N apontando

para o futuro no IL°.
As equagoes fundamentais de %

Como vimos no teorema 1.2.11, podemos definir uma conexao Levi-Civita em X e
o mesmo podemos fazer para o IL°, tendo em vista que ele é uma variedade semi-

Riemanniana.

Denotemos por V° a conexao Levi-Civita do IL® e V a conexdo Levi-Civita de
Y. Além disto, denotemos por X'(X)* o conjunto de campos vetoriais normais a X e

X(Z)=X(Z) @ X(2)*.
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Definimos a conexio induzida de ¥ imersa no IL°® como uma aplicacio
Ve X(Z) x X(Z) = X(D)

tal que

VY (p) == V%Y (2(q))

em cada vizinhanca &/ N X, onde X e Y sao as extensoes locais diferenciaveis de X
e Y, respectivamente, numa vizinhanca coordenada ¢ de p no IL®. Por exemplo, o

campo X € IL? tal que X oz = dz o X}y é uma extensio local de X, V X € X (2).

Uma vez que a conexao induzida acima esta intimamente relacionada com a co-

nexao Levi-Civita de IL°, usamos a mesma notacao para ambas.

Se X, Y € X(¥), o campo V%Y nao estd necessariamente em X (X). Temos,

assim, a seguinte equagao relacionando as conexdes Levi-Civita de ¥ e do IL2
VY = VxY + (VY)*
onde VxY e (V4Y)! sao, respectivamente, a parte tangente e a parte normal a ¥
de V&Y, X, Y € X(2).
Definimos o tensor o : X(X) x X(X) — X*(2) dado por
o(X,Y) = (ViY)*
como o tensor segunda forma fundamental da sﬁperffcie X

Além disto, sendo N o campo vetorial normal unitario de tipo tempo apontando
para o futuro (z3 > 0) em ¥, define-se em ¥ um campo tensorial A : X(Z) — X(2)

tal que
(AX,Y)=(c(X,Y),N)V X,Y € X(X).

Definicao 1.3.5. A € chamado o operador forma, ou o operador de Weingarten,

associado a N.

Note que o operador de Weingarten A determina para cada ponto p € ¥ um

operador linear A, : T, — T,%.

Adaptando as equacoes fundamentais para variedades semi-Riemannianas encon-

tradas, por exemplo, em [23], escrevemos as equagdes fundamentais de X, conhecidas,
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respectivamente, como férmula de Gauss, féormula de Weingarten e equacao de Co-

dazzi.
VY =VxY — (AX,Y)N (1.1)
A(X)=-VN (1.2)
VA(X,Y)=VA(Y, X) (1.3)

para quaisquer campos X,Y € X (X)

Curvatura Média e Curvatura Gaussiana

Definigao 1.3.6. Definimos a fun¢do curvatura média como sendo
H = —1 trago(A)
onde A € o operador forma associado a N. O vetor curvatura média € dado por

H= % trago (o), onde o € a sequnda forma fundamental e, entdo, H = HN
Definicao 1.3.7. A func¢do curvatura Gaussiana € dada por

K = —det(A).

A partir de agora, estudaremos principalmente as superficies de tipo espaco que

sao compactas.

Apresentamos os conceitos e propriedades dessas superficies, a serem fundamen-

tados no decorrer da dissertacao.

Lema 1.3.8. Toda superficie compacta de tipo espagco no IL® tem necessariamente
bordo nao vazio, ou equivalentemente, ndo existem superficies de tipo espaco fechadas

(compactas e sem bordo) no 1L.°.

Prova: Suponha que X é uma superficie compacta de tipo espaco e sem bordo,
ou seja, fechada. Entao os normais euclideanos unitarios a ¥ cobrem toda a esfera
S52(1), isto é, ¥ tem normais euclideanos em todas as diregoes. Seja N o campo normal
euclideano de ¥. Em coordenadas canénicas, N pode ser escrito como N = (a,b,c),

a,b,c € IR. Da mesma forma, o campo normal lorentziano de tipo tempo N é escrito,
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em coordenadas, como N = (a,b,—c). Portanto, N também cobre a esfera S?(1).
Em particular, se ¢ = 0, temos que a® + b2 = 1. Por outro lado, do fato de IV ser
de tipo tempo, a® + b* < 0, o que é um absurdo. Logo ¥ nao pode ter normais

euclideanos em todas as diregoes e portanto nao pode ser fechada. [

Dizemos que uma superficie compacta de tipo espaco imersa no IL* tem bordo se
ela é a imagem pela imersao de tipo espaco z de uma superficie compacta ¥ com
bordo 9%. Neste caso, o bordo z(0X) é uma curva fechada I' e z restrita a 9% é um

difeomorfismo sobre I'.
Operadores Diferenciais

Definimos o gradiente de uma funcao e o divergente de um campo em ¥, elementos
que sao bastante utilizados para a obtencao das férmulas integrais encontradas no

Capitulo 2.

Definicao 1.3.9. O gradiente de uma funcdo f € F(X), denotado como V[ € um

campo vetorial metricamente equivalente @ diferencial df € X*(¥). Ou seja,
(VS, X) = df(X) = X(f) VX € X(%)

Definigao 1.3.10. Para cada X € X(X), o divergente de X, denotado por div(X)
(ou Div(X)), sobre ¥ ¢ dado por

dw(X) = trago(VX)

onde V € a conezdo Levi-Civita em X..

Teorema 1.3.11 (Teorema da Divergéncia). Sejam ¥ uma superficie compacta
no IR® com bordo 0% e v o co-normal unitdrio que aponta para dentro de ¥ ao longo

de 0¥. Se G € um campo vetorial definido num conjunto aberto do IR® contendo T

/Ediv(G)dE . fazw, Vyds

‘onde dX € o elemento de drea de ¥ e ds € o elemento de comprimento em 0%.

entao
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Observamos que estas defini¢bes sao as mesmas quando a dimensao da variedade
€ qualquer e mesmo o teorema da divergéncia pode ser reescrito para hipersuperficies
compactas. Além disto, este teorema pode ser usado no nosso contexto do IL* porque

a métrica induzida em Y é Riemanniana.

1.4 Alguns resultados de Analise

Coroldrio 1.4.1 (Conseqtiéncia da desigualdade de Holder). Sejam f, g fungées

continuas no intervalo [a,b] entdo

([ <o [ ur

Definigdo 1.4.2 (Aplicacio de recobrimento). Sejam B e¢ B subconjuntos de

IR3. Dizemos que 7 : B — B € uma aplicagio de recobrimento se

1. w € continua e m(B) = B
2. cada ponto p € B tem uma vizinhanca U em B tal que
! (U) = Va
onde os V, sdo conjuntos abertos disjuntos dois a dois tais que a restrigdo de
m a V, € um homeomorfismo de V, sobre U.

Proposicio 1.4.3. Sejam : B — B um homeomorfismo local, B compacto ¢ B

conezo. Entio m € uma aplicagdo de recobrimento.

Proposicio 1.4.4. Seja m : B — B uma aplicacdo de recobrimento, B conezo por

arcos (caminhos) e B simplesmente conezo. Entio m € um homeomorfismo.

1.5 Geometria Diferencial Complexa

Nesta secao, pretendemos estudar alguns topicos envolvendo variedades diferenciaveis
complexas. Alguns desses resultados serao necessarios no Capitulo 2, em que toma-

mos em X uma estrutura quase complexa J. Baseamo-nos nas referéncias [14] e

[15].
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Variedades Complexas

Definigao 1.5.1. Uma estrutura compleza numa variedade diferencidvel M, de di-

mensdo 2n, € uma cole¢io mazimal de cartas diferencidveis

{(Uxr,02) : A € A, @y : Uy — IR*™} tal que

L UyeaUr=M

2. propt o (UNU,) — oa(UxNU,) C IR* € uma fungdo holomorfa considera-
da como uma fungio de um subconjunto aberto de C™ em C™, ¥V A\, n € A com

UNU, #0

Definicao 1.5.2. Uma cobertura de uma variedade M € uma colegio de conjuntos

em M cuja unido é M.
Definicao 1.5.3. Uma cobertura € aberta se todos os seus conjuntos sio abertos.

Definicao 1.5.4. Uma cobertura {Vz} de uma variedade M € dita um refinamento
de uma cobertura {Uy} se para cada Vg de {Vz} existe um elemento U, de {U,} tal

que Uy contém Vp.

Definicao 1.5.5. Uma cobertura {U,} de M ¢€ dita localmente finita se para cada
ponto p € M eziste um aberto em M contendo p e intersectando somente um nimero

finito de elementos de {U,}.

Definigao 1.5.6. Uma variedade M € paracompacta se € Hausdorff e se toda cober-

tura de M tem um refinamento aberto localmente finito.

Definigao 1.5.7 (Variedade Complexa). Uma variedade compleza é uma varie-

dade paracompacta diferenciavel junto com uma estrutura compleza.
Lema 1.5.8. Toda variedade compacta Hausdor[f € paracompacta.

Teorema 1.5.9. Toda variedade Riemanniana de dimensdo 2, orientada, coneza e

Hausdorff admite uma estrutura compleza.
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Prova: Considere o atlas A que contém todos os sistemas coordenados isotérmicos
cujas mudangas de cartas tém determinante positivo. Sejam (U, ) e (V, 1), com ¢ =
(z,y) e ¥ = (u,v) dois sistemas de coordenadas de A cujos dominios se sobrepdem.
Temos que mostrar que ¢ o ¥~ é holomorfa. Para isso, escrevemos

d 0Oz 0 Oy o
O 5 5
u  Oudzr ' Ou oy
0 0Oz d 0yo
(2) 5o =53+ 5.5
Jv Ovdz Ovady
De (1) e (2) e do fato da métrica ser conforme, temos que existe uma funcéo

r(u,v) tal que 5 5
(32 + (%)2 =
Oy 4 (Qy =

e portanto existem duas fungoes diferenciaveis o, 8 com valores em [0, 27) tais que

oz dy e
— =rcosa == = Trsena
Jdu Ju

oz dy

0 rcosf e rsenf3

Usando que as coordenadas sao isotérmicas, <a , év) = 0 obtemos cos(a— ) =0 =

a—f=Zoua—-pg=2

Mas, como a mudanca de coordenadas tem determinante positivo, segue que

a—fB= ST
Além disto, cosff = —sena, senf = cosa.
Assim
0z _ rsing = dy
=rsinfl = ==
ou v
0 Oz
A cos 8 = o

Jv

que sao as equagoes de Cauchy-Riemann. Portanto ¢ o 3)~!

¢ holomorfa. =
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Estrutura quase complexa

Defini¢ao 1.5.10. Seja M uma variedade diferencidvel. Uma estrutura quase com-
pleza em M € um tensor diferencidvel J em M tal que para cadap € M, J;(v) = —v

para todo v € T, M.

Observagao 1.5.11. Um espago vetorial real finito que admite um endomorfismo

J:V =V satisfazendo J* = —Id tem necessariamente dimensio par.

Teorema 1.5.12. Toda variedade compleza de dimensdo 2n admite uma estrutura

quase compleza.

Para a prova deste teorema, sugerimos [14, pag 241].

Pelo teorema 1.5.9, a superficie compacta de tipo espaco ¥ pode ser vista como
uma variedade complexa de dimensao 2, ou seja, € uma superficie de Riemann e pelo

teorema 1.5.12, podemos tomar uma estrutura quase complexa em X.

O que vamos fazer agora € relacionar essa estrutura quase complexa com a métrica

da superficie.

Meétricas Hermitiana e Kahleriana

Defini¢do 1.5.13. Uma mélrica Riemanniana diferencidvel g numa variedade com-
pleza M € dita Hermitiana se para cada p € M e cada par de vetores tangentes
u,v € T,M

g(u,v) = g(Ju, Jv)

Definicao 1.5.14. Se g € uma métrica Hermitiana, a 2-formaw definida por w(X,Y) =
g(JX,Y) € a forma de Kihler de g.

Definigao 1.5.15. Uma métrica Hermitiana g numa variedade compleza € uma

métrica Kahleriana se a forma de Kdahler w associada a g € fechada, isto €, dw = 0.

Proposigao 1.5.16. Seja M uma variedade compleza e g uma métrica Hermitiana

em M. Entao as sequintes condi¢oes sao equivalentes
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1. g € uma métrica Kahleriana

2. Se V € a derivada covariante associada a g, entdo VJ = 0.

Prova:
(1) = (2) para todos X, Y, Z vale que:

(V2 )X,Y) = % dw(X,Y,Z) — % dw(JX, JY, 7).

Entao, de dw(X,Y,Z) =0V X, Y, Z, temos VJ = 0.
(2) — (1) Vale para todos X, Y, Z

3 dw(X,Y, 2) = (Y, (VxJ)(2)) + (Z,(VyJ)(X)) + (X,(VzJ)(Y))

Entao, de VJ = 0, segue que dw = 0. » o

1.6 Algumas notas sobre curvas no R’

Registramos aqui as notagoes da teoria de curvas que serdo utilizadas no Capitulo 2,
especialmente quando tratarmos do caso em que o bordo da superficie é uma curva

plana.

Seja I' uma curva no IR®. Uma parametrizacio de T’ pelo comprimento de arco
é uma aplicacdo diferencidvel a : I C IR — IR®) I intervalo aberto de IR, tal que
[l (s)ll = 1.

Denotamos por 7(s) = 7(a(s)) = /(s), k(s) a curvatura de a(s) e n(s) o campo
normal unitario na direcdo de o(s).

Uma conseqiiéncia de o ser uma curva parametrizada pelo comprimento de arco

é que 7 € normal a o/(s).

Podemos definir para uma curva parametrizada plana « : [ — IR® a curvatura
com sinal k. Para isso, seja {e1, €2} a base natural do R? e defina o normal 5(s), s € [
exigindo que a base {7(s),7(s)} tenha a mesma orientacdo que a base {ej,e;}. A
curvatura k é entao definida como 7'(s) = k(s)n(s) e pode ser positiva ou negativa.

(Figura 1.3)
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€2

€1

Figura 1.3: Curvatura com sinal

Denotamos por k,(s) e ky(s) as curvaturas normal e geodésica, respectivamente

de a(s), onde & é uma curva contida numa superficie.

Deste modo, no nosso contexto, sendo v o co-normal unitdrio apontando para
dentro de ¥ ao longo do bordo 0¥ € N o normal unitdrio a Y, como veremos no
corolario 2.6.4, temos

o"(s) = ky(s)(s) + kn(s)N(s)
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Capitulo 2
Formulas Integrais

Neste capitulo, desenvolvemos trés férmulas integrais que, combinadas, geram uma
férmula do fluxo e uma desigualdade integral para superficies compactas de tipo es-

~_pago com curvatura média constante que sdo necessarias para obtermos os resultados

pretendidos.

Seja z : ¥ — IL® uma superficie compacta de tipo espaco, orientada por um

campo vetorial, normal e unitario, de tipo tempo N apontando para o futuro.
]L3

z3

> /N

T

I

Figura 2.1: Representacao da superficie imersa no IL*

Como IL® é orienté4vel existe uma 3-forma dV (chamada o elemento de volume)

tal que se {ei, eq, €3} é uma base ortonormal do IL°, entdo
dV(el, €, 63) = 4.

25
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Se o resultado é negativo, a base é dita orientada postivamente.

O mesmo vale para X. Considere d¥ o elemento de drea (que é o elemento de
volume bidimensional) com respeito a métrica induzida e a orientacio escolhida, isto

’
e)

d¥,(v,w) = dV (dzp(v), dzy(w), N(p)), v,w € T,X

Tomemos J : X(X) = X(X) a estrutura quase complexa de ¥ e w a forma de

Kéhler associada a métrica ( , ). Entdo
w(X,Y)=(JX,Y)
para todos campos vetorials tangentes X,Y € X (X).

Por outro lado, (JX,Y) = dX(X,Y). Portanto w é fechada, ou seja, a métrica
(, ) é Kahleriana.

2.1 A orientacao induzida de 9%

Teorema 2.1.1. Seja k > 1. Se M € uma k-variedade orientdvel com bordo ndo

vazio, entdo M € orientdvel.

O teorema acima assegura que o bordo de ¥ é orientavel. Uma demonstracao

pode ser encontrada em [22].

A orientacao de ¥ induz uma orientacao natural em 9% que é descrita abaixo.

Um vetor nao nulo tangente v € T,,(0X) estd orientado positivamente se e somente
se {v,w} é uma base orientada positivamente para T,% sempre que w € T,% esta

apontando para dentro de X.

Denotamos por v o vetor co-normal unitario apontando para dentro de ¥ ao longo
de 0%, enquanto 7 é o campo vetorial unitario tangente orientado positivamente ao

longo de 9%, que é dado por 7 = —J(v).
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T,%
Figura 2.2: Orientacao de 0%

2.2 A primeira formula integral'

Seja a € IL° um vetor fixado arbitrariamente decomposto, ao longo da imersio, como
e=al 4+al

onde aT € X(X) é tangente a ¥ e a' é a parte de a na direcdo do normal N.

Entao N
at = projya = (<[a\'/’ N>)N = —(a, N)N.
Reescrevemos,
a=a’ —(a,N)N. (2.1)

Vamos calcular div(aT). Para isso, precisamos obter V yaT.

Usando que V°a = 0, temos:

0= (V%a)T = (V4ah)T — (V{a, NYN)T = Vxal — (a, N)V4N =

P

o Vxa® = —(a, NYA(X) (2.2)
VXeX().
Logo div(a”) = trago(VaT) = trago(—(a, N)A) = —(a, N) trago(A) = 2H{a, N).

Aplicando o teorema da divergéncia, obtemos a primeira férmula integral:
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Proposigéo 2.2.1 (A 1* férmula integral). Seja 2 : ¥ —IL® uma imersio de tipo
espago de uma superficie compacta com bordo 0% orientada por wm campo normal
unitdrio N de tipo tempo apontando para o fuluro. Se H € a fun¢do curvatura média

de X, entdo para qualquer vetor firado arbitrariamente a €IL®,

9 /2 H(a, NYdS = — }é aw)ds, (2.3)

onde v € o vetor co-normal unitario que aponta para dentro de ¥ ao longo de 0%.

Prova:

/22H(a, N)dY = /zdiv(aT)dE = }éz(cﬂ,u)ds = —jgz(a,u)ds

2.3 A segunda férmula integral

Vamos calcular div(A(a”) + Ha™). Para isso, sendo A um tensor de tipo (1,1) (pela
observacao 1.2.8), podemos considerar a sua derivada covariante de primeira ordem

dada por:
(VA)(X,Y) = (VyA)(X) = Vy(AX) — A(Vy X) (2.4)

Usando a equacao de Codazzi (1.3) e as equacdes (2.2) e (2.4), segue

div(A(aT)) = traco{X v Vx(A(aT)} =
= traco{X > (VxA)aT} + traco{X ~ A(VxaT)} =
= traco{X > (VorA)X} + trago{X s A(—(N,a)AX)} =
= trago(V,rA) — (N, a) trago(A?).

Calculemos separadamente os valores dessas duas parcelas:
traco(V,rA) = trago{X + V,r(AX)}— traco{X — A(V,rX)} =

= Z[(VQT(A(EL')), Ez) - (A(vaTE‘i)7Ei>]:



2.3 A segunda férmula integral i 29

- Z[WGT(A(EJ), E;) — (Var Ei, A(E:))

onde {F;, Ey} é um referencial local ortonormal de campos em X.

Seguindo o que foi feito em [11], para cada py € ¥ é possivel escolhermos um
referencial local ortonormal {ey, e;} verificando (V,e;)(po) = 0,V ¢, § = 1,2. Bas-
ta tomarmos uma base associada ao sistema de coordenadas normal dado em uma

vizinhanca normal de cada pg e ortonormaliza-lo.

Tomando entao um referencial ortonormal com essas caracteristicas:
trago(Var A)(po) = 22(Var(A(e:)), €i)(po) e a” (tragoA)(po) = > (Var(A(e:)), €:)(po).

Como isso vale para qualquer ponto py € ¥ segue que:

trago(V,rA) = a¥(trago(A)) = a¥(-2H) = —2(VH,aT) = —2(VH,a), onde VH é

o gradiente da funcao H.

Para encontrarmos o traco(A?), utilizaremos a equagiao de Cayley-Hamilton para
o operador forma A dada por

A%— trago(A)A + det(A)I, = 0,

ou seja, :
A* 4+ 2HA — KI, =0,
onde H e K sao, respectivamente, as curvaturas média e Gaussiana de 2.

Assim, trago(A?) = 4H? + 2K.

Logo, div(A(aT)) = —2(VH,a) — (4H? + 2K)(N, a).

div(HaT) = trago{X — Vx(HaT)} =
= trago{X — VxHaT} + H traco{X ++ VxaT} =
= (Vg H)a", E\) + (VE,H)adT, Ey) + 2H*(a, N) =
= Ei(H)aT + Ey(H)al +2H?(a, N) =

aT(H)+2H*{(a,N) = (VH,aT) + 2H*(a, N) =
= (VH,a) +2H*(a,N)
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onde {E;, E;} é um referencial local ortonormal e a¥ = a7 E, + oI E,.

. div(A(a”) + Ha™) = —(VH,a) — (2H? + 2K)(N, a). (2.5)

Aplicando novamente o teorema da divergéncia, chegamos a:

Proposigao 2.3.1 (A 2* férmula integral). Seja z : ¥ —IL° wma imersdo de tipo
espago de uma superficie compacta com bordo 0¥ orientada por um campo normal
unitdrio N de tipo tempo apontando para o futuro. Se H € a fun¢do curvatura média
e K € a curvatura Gaussiana de ¥, entdo para qualquer vetor firado arbitrariamente
a €ll?,
| / ((VH,a) + (2H? + 2K)(N, a)}d% = 7{ (A@") + Hd",v)ds  (2.6)
= )y

onde v € o vetor co-normal unitirio apontando para dentro de ¥ ao longo de 0.

Prova:
—/div(A(aT)+HaT)dE = /{(VH,a)+(2H2+2K)(N,a)}dZ :}4 (A(a)+HaT, v)ds,
z PN ox

2.4 A terceira formula integral

Para um vetor fixado arbitrariamente a € IL*, consideremos agora o produto vetorial

zAa€IL? onde z é a imersao z : & — IL3. Escrevemos
zAha=(zAa)l —(zAa, N)N (2.7)

onde (z A a)T € X(X) é tangente a .

Nosso objetivo é calcular div(J(z A a)T) onde J é a estrutura quase complexa em

.
div(J(z A a)T) = traco(V(J(z A a)T)) = traco{X — VxJ(z A a)T}

Mas J é um tensor (1,1), entao vale que:
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V(J(z Aa)T)=(VI)(zAa)T+ J(V(zAa)T).
Além disto, ja vimos que w(X,Y) = (JX, Y) é uma forma fechada, pois w(X,Y) =
dX(X,Y) e dw = d(dX) = 0. Logo, pela proposigao 1.5.16 , temos VJ = 0.
Basta entdo calcularmos Vx(z A a)T para X € X(2).

Usando as féormulas de Gauss e Weingarten e a equacgdo (2.7):

Vx(zAa)T = Vi(zAa)T +(AX,(z Aa)T)N =
= V%(@Aa)+Vi({(zAa, N)N)+ (AX,z2 Aa)N =
= (Vxz)ANa+ ((Vgz)Aa, N)N +(z Aa,VEN)N +
+ (zAa, NYVYN + (AX,z Aa)N =
= XANa+(XANa,N)N — (zANa,AX)N +
+ (¢ Aa, N)(-AX) + (AX,zAa)N =
= (XAa)T —(zAa,NYAX.

Deste modo
div(J(z A a)T) = trago{X = J((X Aa)T —(z Aa, N)AX)} =
= (J(Bx AN a)T, Ey) + (J(Ey A a)T, By) +
— (@ Ao, N{(J(A(EL)), 1) + (J(A(E2)), E)} =
= —((BEr Aa)T, J(Er)) — (B2 A a)T, J(En)) +
+ (2 Ao, N{(A(EL), J(Er)) + (A(E2), J(E2))} =
= —(E1Na,E) + (Ey ANa,Ey) +
+ (& A e, N){(A(E), Ba) — (A(E2), By)} =
= (E1 A Ez,a) 4+ (Ey A Eg,a) =
= 2By A Ey,a) = —2(N, a)

Integrando em X e usando novamente o teorema da divergéncia e o fato de que J

é anti auto-adjunto, encontramos
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Proposigao 2.4.1 (A 3* férmula integral). Seja z : ¥ —1IL° uma imersdo de tipo
espago de uma superficie compacta com bordo 0% orientada por wm campo normal
unitario N de tipo tempo apontando para o futuro. Se H € a fungdo curvatura média

de 3, entdo para qualquer vetor fizado arbitrariamente a €IL>,

Q/E(N, a)ds = — 7{82@; A 7, a)ds. (2.8)

onde T € o vetor unitdrio tangente orientado positivamente ao longo de 0.

Prova:

_/Ediv(J(x A a)T)dE = Q/E(N, a)dE = f (J(z Aa)T,v)ds =

0%

X

_ ?QE((:B A Q)T —J(v))ds = f{ ((z A a)T,7)ds =

= (zANa,m)ds = — (z A 7,a)ds.
9% ox

2.5 Foérmula do fluxo
A férmula do fluxo para superficies de tipo espaco com curvatura média constante H
imersas no IL?> vem como uma primeira aplicacio dessas férmulas integrais.

Lema 2.5.1 (Férmula do fluxo). Seja z : ¥ — IL? uma imersio de tipo espago de
uma superficie compacta com bordo 0¥. Se a curvatura média H € constante, entio

para qualquer vetor fizado a € IL° temos

?{ (a,v)ds=H ¢ (z AT,a)ds
ox E)>

onde T € o vetor unitdrio tangente orientado positivamente ao longo de 0¥ e v € o

vetor co-normal e unitdrio que aponta para dentro de ¥ ao longo de OX.

Prova: Da primeira e da terceira formulas integrais

7{ (a,v)ds = —2H/(a, NYY =H ¢ (zAT,a)ds
% b))

ox
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2.6 Consequéncias da férmula do fluxo para bordo

planar

Observamos que se I' = 2(9%) entdo ' é uma curva fechada pois a restrigao de z ao

bordo 9% é um difeomorfismo sobre I' C IL2.

Figura 2.3: Representacio de 9% planar

Além disso, se Il é o plano contendo I', entdo II é de tipo espago. Basta notar
qué o fato de T ser fechada implica que o campo normal 7 da curva cobre um circulo.
Suponha que em algum ponto p € I, o vetor 7(p) seja de tipo tempo, isto é, pertenca
4 intersecdo do circulo com o interior do cone de luz. A medida em que 7 percorre o
circulo, o campo tangente 7 atinge, para algum ponto do bordo de 2, o interior do
cone de luz, contradizendo o fato de que 7 pertence a 7,% para todo p € ¥ (7 é de
tipo espago). Logo o campo normal n é sempre de tipo espaco e, das propriedades
do produto vetorial descritas no Capitulo 1, 7 A  é de tipo tempo, que é o normal

ao plano. Consequentemente, Il é de tipo espaco.

Podemos assumir que II passa pela origem e II = a* onde a € IL> é um vetor

unitario de tipo tempo apontando para o futuro.

Entéo (a,a) = —1 e como a pertence ao cone de tipo tempo contendo N vale que

|(N,a)| > |Nlla] =1 = (N,a) < —1<0, do lema 1.1.3 e da proposicio 1.1.4.

Consideremos a orientagao natural do plano Il determinada por a. Segue da ter-

ceira férmula integral (proposicao 2.4.1) que

j[ (z AN7,a)ds = —2/(1V, a)dy = 2/ —(N,a)dx > 2/ d¥ =2 area(X) >0
9% > %

b))
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O préximo resultado diz que o fluxo nao depende da superficie ¥ mas somente do

valor da curvatura média H e de .

Corolario 2.6.1. Seja z : ¥ — IL® uma imersdo de tipo espago de wma superficie
compacta limitada por uma curva de Jordan plana I'. Seja a o vetor unitdrio de tipo
tempo apontando para o futuro no IL° tal que T estd contida no plano de tipo espago

at. Se a curvatura média H de ¥ € constante, entdo

}€E<V’ a)ds = 2Harea(2) (2.9)

Prova: Se I' é uma curva de Jordan plana e §) é o dominio no plano II limitado

por I' entao

1
area(Q)) = — - % (z,n)ds.
2 Jos
Logo:
]{ (z ANT,a)ds = 7{ (z,7 Na)ds = —7{ (z,n)ds =2 area(Q),
oz E)> as
onde 7 = —7 A a é o vetor unitdrio co-normal a II que aponta para dentro ao longo

de I', isto €, n é o vetor aceleracao da curva.

Da férmula do fluxo (lema 2.5.1)
?{ (va)ds=H ¢ (z A7,a)ds = 2Héarea(N)
ax ox
| |

Observacgao 2.6.2. O Coroldrio anterior nao implica qualquer restrigiao aos valores
possiveis da curvalura média constante. Por ezemplo, a familia de calotas hiperbolicas
¥, = {(z1,22,73) € L¥/22 + 22 — 22 = —p2,0 < 23 < \/7:2—|——p2} onde 0 < p < o0,
descreve uma familia de superficies de tipo espago compactas no IL°, com curvatura
média constante H, = %, limitadas por um circulo de raio r, de modo que 0 < H, <

Q.

No entanto, no caso Fuclideano, se I' € um circulo de raior > 0 e ¥ € uma
superficie compacta imersa no E* limitada por ' com curvatura média constante H,
entdo a formula correspondente do fluzo implica que 0 < |H| < % (ver [7], Coroldrio

2.9).
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2.6.1 Uma desigualdade integral

A segunda férmula integral (2.6) para H constante torna-se:

2/(1{2 + K){N, a)d% :f (A(a®) + Ha™,v)ds =
= az{<aT, A(v)) + H(a",v)}ds =

= ¢ Lo, AW) + H(a,)}ds

Além disto, como I' = z(0X) é uma curva de Jordan plana contida em II = at

onde a € IL? é um vetor unitério de tipo tempo que aponta para o futuro e 7 é
‘o vetor tangente unitario orientado positivamente ao longo de I', entao (7,a) = 0.

Escrevendo a na base {7,v, N} do IL* temos, ao longo de T,

a = (a,v)v —(a, N)N

Segue que

(Alv),a) = (A(v), {a,v)v) = (@, V){A(v),¥).

Por outro lado, {7,} é um referencial ortonormal para 7,%, entao
—2H = trago(A) = (A(v),v) + (A(7),T)

Mas (A(7),7) = —k, onde k, é a curvatura normal ao longo de T'.
Portanto (A(v),a) = (=2H + k,)(a, v).

A segunda férmula integral finalmente torna-se:

(=2H 4k, + H){a,v)ds :7{ (kn — H)(v,a)ds. (2.10)
X

2/E(H2+K)<N,a)dz :qu

z

Observamos que H? + K = 1{trago(A?) — 1(trago(A))?}, pois trago(A) = —2H e
trago(A?) = 4H? + 2K .
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Lema 2.6.3. Sejam H e K as curvaturas média e Gaussiana, respectivamente, de
Y. Entio H*+ K > 0 € a tgualdade vale em um ponto p € ¥ se e somente sep € um

ponto umbilico.
Prova: Seja A: X(¥) — X(¥) o endomorfismo de Weingarten e defina
A'=A— ] trago(A) L.

Como A ¢ diagonalizdvel entdo A’ também o é e, portanto, (A")? é diagonalizével

o, . 1
com todos os seus autovalores positivos, conseqlientemente, traco(A4 )? > 0.

Temos (A')2 = (A — Ltrago(A)[;)? = A%~ trago(A)A + 1(trago(A))*I,

Logo
0 < trago(A’)? = trago(A?)— (trago(A))? + ;(trago(A))? =
= trago(A?) — 7 (trago(A))? =
— 2H? + K)

Se p € ¥ é um ponto tal que (H% + K)(p) = 0, temos:
(

trago(A,)? =0 < A, = 0 & A, = A, onde A = itrago(A,). Isto significa que os
autovalores de A em p sdo iguais e, portanto, as curvaturas principais ki(p) e kz(p)

sao idénticas, ou seja, p é um ponto umbilico. |

Como consequéncia do Lema acima e do fato de (NV,a) < —1 temos

Corolério 2.6.4. Seja z : ¥ — IL® uma imersio de tipo espago de uma superficie
compacta limitada por uma curva de Jordan plana T'. Seja a o vetor unitdrio de tipo
tempo apontando para o futuro no IL° tal que T' estd contida no plano de tipo espaco
at. Seja Q o dominio planar limitado por T'. Se a curvatura média H € constante,

entao

ko (v,a)ds < 2H*area(Q)
oz

onde k, € a curvatura normal ao longo do bordo. Além disto, a igualdade vale se e

somente se a superficie € totalmente umbilica.
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Prova: Temos [;(H*+K)(N,a)dX <0, de (N,a) < —1edolema2.6.3. Portanto
da equacio (2.10) e do Corolario 2.6.1

f kn(v,a)ds = H ¢ (v,a)ds + 2/(H2 + K){N,a)d% < 2H*area(Q).
% oz 5 .

A igualdade vale se e somente se H2 + K = 0, ou seja, a igualdade vale se e sé se

Y é totalmente umbilica. o

Este Corolario pode ser reescrito em termos da curvatura de I,

7,

e

Figura 2.4: Representacao das curvaturas normal e geodésica

Seja a uma parametrizagao pelo comprimento de arco (orientada positivamente)
de T, de modo que a'(s) = 7(a(s)) = 7(s). Seja k a curvatura com sinal de o como
uma curva plana. Entdo o(s) = k(s)n(s), onde n = —7 A a e n(s) = n(a(s)). Além
disso,

o'(5) = ky(s)0(5) + ka(s) N (s)

onde k, é a curvatura geodésica de I', v(s) = v(a(s)) e N(s) = N(a(s)) pois
((s),7(s)) = (@”(s),&/(s)) = 0.

Como (n, N) = (=7 Aa, N) = (a,7 A N) = —(v, a), temos
—k, = (", N) = (kn, N) = —k(v,a)
"k, =k{v,a)

Desta forma, fica demonstrado um resultado analogo ao Corolario 2.6.4
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Coroldrio 2.6.5. Seja z : & — IL® uma imersdo de tipo espago de uma superficie
compacta limitada por wma curva de Jordan plana I'. Seja a o vetor unitdrio de tipo
tempo apontando para o futuro no IL® tal que T' estd contida no plano de tipo espago
at. Seja Q o dominio planar limitado por U'. Se a curvatura média H € constante,
entao

7{ k(v,a)*ds < 2H*area().
onde k € a curvatura com sinafl de I'. E a igualdade vale se e somente se a superficie

€ totalmente umbilica.

2.7 O primeiro resultado de unicidade

A proposicao abaixo é importante para a prova do primeiro resultado de unicidade.

Sua formulagao € andloga a dada por Carmo em [10].

Proposigao 2.7.1. Se todos os pontos de wma superficie de tipo espago ¥ (coneza)

imersa no I’ sio pontos umbilicos, entio ¥ € um plano (H = 0) ou um hiperboldide

(H #0).

Prova: Seja p € ¥ e considere X(u,v) = z o ¢(u,v) uma parametrizacao de ¥
numa vizinhanga coordenada V' conexa contendo p.

Como X é totalmente umbilica, temos que V ¢ € V, ¢ é umbilico. Entao para
todo w € T,(¥), w = a1 Xy + a2 X, onde {X,, X,} é uma base de T,% e para todos
q €V, a; € R, sabemos que

A(w) = A\w,
onde A é o operador de Weingarten e A\, = A(¢q) é a funcio autovalor de A nos pontos
q.
Logo, da equagdo (1.2)
VN () = =Aqw,
com N = N(u,v) = N(X(u,v)) o campo normal unitério de tipo tempo.

Vamos mostrar que a fungao auto-valor A = A(g) é constante. Para isso, escreve-

mos
a1 Ny + a3 N, = w(N) = Vo N = —dw = —Na1 X, + a2 X,)
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N, =—-)\X,
N, = )X,

= [ = jvuu - Nvu = _)‘vXu - A)Cuv =+ )\uXv + )\X‘uu = A'u)(u - )\vXu

- No entanto, {X,, X, } é linearmente independente, portanto A, = A\, =0V g € V.

Como V é conexo, A é constante em V.
Héa duas possibilidades para A: A =0 ou A # 0.

Se A =0, entdao N, = IV, = 0 e, portanto, N é constante na vizinhanca conexa

V. Assim, para os pontos X (u,v) em V/,
(X(u,v), N)y = (X (u,v),N), =0

segue que

(X (u,v), N) = constante

Devemos ter portanto (X (u,v) —po, N) = 0 para algum py € ¥, ou seja os pontos

de V pertencem a algum plano.
Se A # 0, seja y = X(u,v) — $N(u,v). Entdo

(X (u,v)+ %N(u,v))u =X, + %Nu =0

1 1 :
(X (u,v) + XN(U’U))U =X, + XN,, =0

Segue que y é constante no conexo V e fazendo (X(u,v) —y, X(u,v) —y) =

(%N, %N) = —)\1—2, concluimos que os pontos de V pertencem a um hiperboldide.

Para provarmos que estas situacoes valem em toda a superficie ¥ e ndao apenas
numa vizinhanca conexa V| basta usarmos que X é conexa. Essa prova é a mesma

feita em [10] e isso justifica ndo a repetirmos aqui. ]

Com isto, quando o bordo é um circulo, podemos enunciar e provar o seguinte

resultado de unicidade.

Teorema 2.7.2. As inicas superficies compactas de tipo espago imersas no IL*> com
curvatura média constante e bordo circular sio os discos planares e as calotas hi-

perbolicas.
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Prova: Seja a o vetor unitario de tipo tempo que aponta para o futuro no IL? tal

que I' = S'(r) C a' que é um plano de tipo espaco. Assim k = L e 4rea() = nr?,

onde ) é o dominio limitado por I'. A desigualdade integral assegura que

1
j[ ~(v,a)’ds < 2H*7r? = (v,a)?ds < 27 H*r®
ax T ax

Por outro lado, do coroldrio 2.6.1 sabemos que

?( (v,a)ds = 2H area(Q) = 2n Hr?.
ox

E do corolario 1.4.1, segue:

Xz a)2ds . ?g 1ds > ( 72 K2 a)ds)?

A2 H?rt B 42 H?pr4

2ds > = 2rHr
}éz(u,a) s = comprimento(I) 27r e

Vale entdo a igualdade do corolario 2.6.5, implicando que as superficies com bordo
circular I' e curvatura média constante H devem ser totalmente umbilicas. Se H = 0,
temos que tais superficies sao discos planares, e se H # 0, sao calotas hiperbdlicas,

pela proposicao 2.7.1. ' |

Alguns autores vém buscando um resultado correspondente a este no caso Eu-
clideano, envolvendo discos planares e calotas esféricas. Alguns resultados parciais
foram obtidos, ora impondo restri¢des a curvatura média, ora acrescentando hipSteses

ao tipo de superficie.

Para que possamos dar uma idéia do que ja foi feito neste campo, apoiamo-nos

nas referéncias [7], [9], [16] e [20].

Seja I' uma curva de Jordan numa bola fechada de raio 7 no IR®, e considere o
problema de encontrar uma superficie tendo I' como seu bordo e curvatura média
H. Se |H| < 717, Ja se sabe que existe pelo menos uma superficie do tipo disco com
H constante limitada por I'. Mas a unicidade nao é valida em geral. H. Brezis e J.
M. Coron provaram que existem pelo menos duas solugoes para cada H satisfazendo

0 <|H| <. A pergunta feita é se elas sdo as tinicas solucdes.
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O caso que nos interessa para a comparagao com a situacio no IL> é aquele em
que I' é um circulo de raio r. Sabe-se que ha duas solugoes para o problema: duas
calotas esféricas (a grande e a pequena, ou a maior e a menor) limitadas por I', com
raio ﬁ,o < |H|r < 1 e com curvatura média constante H (ou —H). Mas mesmo

neste caso simples, nao sabemos se ha outras solucoes.

Para o caso de dimensdo n, o resultado é provado em [16] para hipersuperficies
compactas mergulhadas com curvatura média constante ndao nula cujo bordo é uma
esfera (n—1)-dimensional contida num hiperplano, assumindo que as hipersuperficies
nao atravessam o hiperplano (ndo intersectam o lado de fora da esfera). No caso de
dimensao dois, a prova € baseada no Método de Reflexao de Alexandrov e na classi-
ficacao de Delaunay para superficies de revolucao, e pode ser encontrado resumida-

mente em [9)].

Supondo a superficie compacta com curvatura média constante H imersa no es-
pago Euclideano com bordo contido num plano P, prova-se que ela é uma calota

esférica na situacdo em que
b HA*
2’

onde At é a drea da regiao de ¥ acima do plano que contém o bordo e h é a altura

de X até esse plano.[20, Teorema 1]

Com a hipétese adicional que a imagem da superficie pela imersao esta contida
num cilindro sélido fechado de raio lﬁf—l’ é possivel mostrar que a imersao descreve

uma calota esférica [7].

Além disto, temos a férmula do fluxo no caso Euclideano [ver 19, para mais
detalhes], que é usada em alguns artigos para a obtencgao dos resultados (parciais) de
unicidade. Ela foi obtida por N. Korevaar, R. Kusner e B. Solomon e tem a seguinte

formulagao:

Lema 2.7.3. Seja M uma superficie compacta com bordo OM e ¢ : M — IR® uma
imersdo com curvatura média constante H. Denotamos por a: OM — IR® a restricio

de ¢ ao bordo de M e por N : M — IR® a aplica¢io de Gauss de ¢. Entdo

H a/\a':—/ NAQ
oM aM
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Capitulo 3
O Principio do Maximo

Neste capitulo vamos provar um resultado de unicidade para superficies compactas
de tipo espago com curvatura média constante fazendo o uso do Principio do Méximo

de Hopf, além de darmos uma outra abordagem para a prova do Teorema 2.7.2.

3.1 Graficos de tipo espaco

z3

1 o)

o e
Ty

Figura 3.1: Representacao de um grafico

Para cada funcao diferenciavel u :  — IR, com £ um dominio compacto no IR?

43
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e u = u(z1, ), temos o mergulho natural X :  — IL? definido por
X(:El ) 2:2) = (331 » L2, U(.’El, 5132))

Proposicao 3.1.1. X induz um tensor métrico (ndo necessariamente nio degenera-

do) sobre Q que € dado por

(dX,(v), dXp(w)) = (v, w) — (Du(p), v)(Du(p),w), p € Q, v,w € R”.

Além disto, o grdfico determinado poru € de tipo espago se e somente se |Du| < 1

onde Du denota o gradiente de u no IR?.

Prova: Para cada p € ), v,w € R?, v = (v1,v;), w = (wy, w,), temos

1 0
v Ju d
)= 0 1 || ] = (01,05 @it —(pvs) = (01,0, (Du(p), v))
du Ju V2 8331 83:2
5 (P) 5=(p)
Analogamente, d.X,(w) = (wq, wz, (Du(p),w)), onde Du denota o gradiente de u
no IR
Portanto o tensor métrico em Q é dado por
(dXp(v), dXp(w)) = viwi+vawe—(Du(p), v)(Du(p), w) = (v, w)—(Du(p),v){Du(p), w)

O gréfico é de tipo espaco se e somente se (dX,(v),dX,(v)) > 0 para todo p €
e para todo v € IR%.

Sendo 6 o angulo entre Du e v, temos:
(dXp(v), dXy(v)) = (v,v) — (Du(p),v)* =
= (v,v) — (Du(p), Du(p)){v,v) cos 0 =
= (v,v)(1 = (Du(p), Du(p)) cos? 0) =
= (v,v)(1 — [Du(p)|* cos? 0)
o AdX,(v),dX,(v)) > 0 1 — | Du(p)]? cos? 8 > 0 &
& |Du(p))? cos? < 1 &

& [Du(p))* <1 Vpe Q& |Dul <1
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Além disso, a igualdade vale se e somente se v = 0.

De fato, se v = 0 entdo (dX,(v),dX,(v)) = 0 da sua definigao e, por outro lado,
se v # 0, entdo, do que foi feito anteriormente, (dX,(v),dX,(v)) =0 se e s6 se
1 — |Du|? cos® @ = 0. Para tanto, devemos ter |Du|> = —L= > 1 e de |Du| < 1 segue
|Du| = 1.

Mas isso implica que existe solucdo para (dX,(v),dX,(v)) =0 com v ndo nulo e
paralelo a Du, o que torna o tensor métrico degenerado e assim ele nao pode ser de

tipo espago, o que € uma contradigao.

Logo, o grafico determinado por u é de tipo espago se e somente se |[Du| <1. m

Na proposi¢ao seguinte mostramos que toda superficie compacta de tipo espaco
imersa no IL*, limitada por uma curva que se projeta sobre uma curva de Jordan
plana, pode ser vista como um grafico de tipo espaco determinado por alguma funcao

diferenciavel u. Isso é essencial para o resultado que buscamos.

Proposicao 3.1.2. Seja z: Y = IL® wma superficie compacta de tipo espago imersa
no IL® limitada por uma curva I'. Vamos assumir que eziste um plano de tipo espago
II tal que a proje¢ao ortogonal I de I' sobre 11 € uma curva de Jordan plana. Entao
existe um difeomorfismo F : Q) — ¥ de um dominio compacto Q C IR? tal que z o F

¢ wm grdfico de tipo espago sobre ().

Figura 3.2: Gréfico z o F'

Prova: Comecgamos assumindo, sem perda de generalidade, que o plano de tipo

7

espaco I1 = IR? é o plano {z3 = 0}, assim a projecdo ortogonal 7 : IL> — IR? ¢ a
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projecgao definida por m(zy, 23, 23) = (21, 22,0). O que queremos é encontrar a funcao
F' e o dominio compacto  C IR?, onde F' esta definida.

Denotemos por # a projecao # = m o z : ¥ — IR? e mostremos inicialmente que a
aplicacdo Zjm(s) : 1nt(X) — IR? é um difeomorfismo local, isto é, dZ, é injetora para
todo p no wnt(XL).

Seja p € int(X) qualquer. Se u,v € T,2 com dZ,(u) = dz,(v), entao
AT (p)(dzp(v)) = digp)(dey(v)) = o) (ul, uh, us) = Ta(p) (V1, V3, V3) =

= (ullaugao) = (v{,-vg,()) = u’l = vi € U‘IZ = ’U;,
onde dz,(u) = (uf,u), us) e dzy(v) = (vi,vs, v3y).

Suponhamos, por absurdo, que uf # v; e consideremos a reta r que une dz,(u) a
dz,(v) em T,X. Ela é dada por 7 : X = (@1, 22, z3) = (v}, u), us) + A(0,0, v5 — ub).

Para A = —%% _"{2-"“52

contradiz a hipétese de r € T,%, isto é, de r ser de tipo espaco. Desta forma,

temos r atravessando o cone de luz 22 = 2? + 2%, o que

uy = vj e, portanto, dz,(u) = dz,(v) e como dz, é injetora, segue que u = v. Logo
& =mox : int(X) — IR? é um difeomorfismo local, e portanto é uma aplicacio aberta.

Considere Q = #(int(X)) C IR?, que é um subconjunto aberto no IR?, e ' o
dominio planar limitado pela curva de Jordan plana I = 7 (') = 7(2(9X)) = 2(9%).
O nosso objetivo é mostrar que  : & — 0 é um difeomorfismo global e, assim,
escolhendo F' = 7! teremos que z o F' é um grafico determinado pela funcio u =

z30 F.

T=Tmozx

IFigura 3.3: Construcao de F
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Para isso, vamos mostrar que = )'.
Vamos provar primeiro que 0§} = 0z(int(X)) = 0z(X) C IV = Z(9%).
Como ¥ é compacta, para qualquer g € 9Z(X) existe p € ¥ tal que Z(p) = ¢.

- Haé duas possibilidades para o ponto p: p € int(X) ou p € dX. Vamos mostrar
que s6 pode ocorrer p € JX.

Se p € int(2), j& vimos que Z : int(X) — IR? é um difeomorfismo local. Logo
existem abertos U, de p em int(X) e V, de ¢ em Q (pois Z(int(X)) = Q) tais que
z: U, = V; é um difeomorfismo. Isso faz com que ¢ € (2, o que é uma contradigao,

jé que g € Q. Logo p € 9¥. Portanto Z(p) = ¢ € I, ou seja, 9N C I".

Se existe um ponto p € ) que nao esta em ', o fato de § ser limitado nos diz
que hd uma bola fechada B inteiramente contida em {2 com centro nesse ponto p que
encontra o bordo de {). Assim, a distancia entre esse ponto p de intersecao e [V é
maior que a distancia de p a I (d(p,I”) = d(p,p) + d(p,I")). Logo ha pontos em 0

fora de IV, o que nao é possivel. Portanto, temos 2 C {)'.
b q )

Analogamente, se existe um ponto em )’ que nao esta em {2, hd pontos em 9
dentro de ', o que novamente nao é possivel, e segue que Q' C Q.

Ql

P NQ

Figura 3.4: Dominios ) e §)/

Com isso provamos que {2 = . Como conseqiiéncia = : © — {) é um difeomor-
fismo local e a compacidade de ¥ junto com a conexidade de §) implicam que Z é
uma aplicagao de recobrimento. Como () é simplesmente conexo (dominio limitado

por curva de Jordan), & é um homeomorfismo. Portanto & é um difeomorfismo.

Segue, trivialmente, a seguinte conseqiiéncia:



48 O Principio do Mdximo

Coroldrio 3.1.3. Toda superficie compacta de tipo espaco imersa no IL> limitada

por uma curve de Jordan plana € wm grdfico de tipo espago.

Em [24] encontramos um resultado similar & Proposiciao 3.1.2, com a hipétese de
que a superficie &€ completa. Prova-se, neste caso, que a superficie é um grafico sobre

todo IR

O objetivo, agora, € provar que uma superficie dada como acima, que tem curva-

b ) b
tura média constante, esta bem definida, isto é, dados o seu bordo e a constante H,
que € a sua curvatura média, ela é unica. Isso envolve a teoria de equacoes diferenciais

parciais elipticas e o Principio do Maximo de Hopf que veremos mais adiante.

3.2 A equacgao da curvatura média

Seja  um dominio no IR? e u uma funcio de classe C? em §) e continua em 0,

u: Q) cR?—> R.

Proposicao 3.2.1. Se u define um grdfico de tipo espago sobre ), entio a fungdo
curvatura média H do grdfico € dada por
Du

Diww(———————) = 2H
(\/1 - |Du|2)

onde Div € o divergente no IR?.

(3.1)

Prova: Seja X(z1,22) = (21, %2, u(z1,22)) o grafico de tipo espago determinado

por u.

Vamos calcular a funcao curvatura média H deste grafico. Os coeficientes da

primeira forma fundamental de X(§) sao £ = 1 — (3%‘;)2, F = —%‘1;—; el =
1= [Z24)%
Temos X, A X, = (—897“1, —%, —1) e || Xz, AXo, || = /1 — |Dul?, pois [Du| < 1.

Escolhemos N apontando para o futuro (z3 > 0)

LN = Koy AXgy 1 Ju Ou

- — ) al
1o, AXos| -~ /T [Daff Oy’ B3
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_ __1eG-2fF4gFE ;
Logo, de H = —3=5&—7"— temos:

Oz 172 8_1:1£

g"’Tu(l_(_u)Z)_I_Z 9%y du du (
3

1 (Bxl) )8:1:2 _
2[(1 = (Z))0 = ()" — (B2 (Z5)IL — (82) - (22)42

81‘2

(- (M5 + 1 - (B 5 +20e fe o

- oz, 8:1:% 9z Ozg Oz129
= 3
L= (55)? = (32)%)7
Por outro lado
du Ou
D . Bag
Div( ) = Din( 0o -
N I 'U,I \/]' (81'1 8:1;2 )2 \/1 81‘1 B(Ez )2 '
- 5)711132—“_2%‘2— 51612522 2 _Zaa;; 81622511 _238_3_2
. /1—|Dul? ax]' 2\/11_|Du|2 +Z—I§(\/1—|Du|2)_aa:2, T 2 B
o 1—|Du|? . -
82 du \2 20%u | Ou du 02
_ ﬁ(l—(ﬁ) —(3$2) )+(3a31) az? +ﬁ%3m¢;x2+
(1= [Dul?)?
82 du du _ 92
+81:2(]'_(E)2 <8$2) )+(8x2) 8u+ﬁﬁ;8m1;’c2 -
| (1= |Duf?)? |
22 9. du du 92 22 3
_ u(l _(E) )+ azu, E;‘;am; +3_;§'(1—(#)2) oy
(1= | Dup)?
=]
Portanto, o grafico determinado por u é uma superficie de tipo espago com cur-

vatura média constante H se e sé se satisfaz

ou . 0*u du du  9*u 9%u ou ., ne
(1- (Bmz) )Bmf +28$1 Jz2 02102, * 83:3(1 B (8:01) )~ 2= D)7 =0 (3.2)

A fim de continuarmos o nosso estudo, vamos enunciar alguns conceitos da teoria
de equacdes elipticas e operadores quasilineares.



50 O Principio do Maximo

3.3 Operadores Quasilineares

Definigao 3.3.1. Um operador quasilinear diferencial parcial de 2% ordem € um ope-

rador da forma

0*u

Qu = Z aij(z,u, Du) 20z, + b(z, u, Du) (3.3)

)

onde Du € o gradiente de u.

- Considere os operadores quasilineares daquela forma, com a;; = a;;, onde z =

(z1,z2) € Q dominio do IR? e u € C%(Q).

Assumimos que os coeficientes a;(z, z,p), 2,7 = 1,2, b(z, z,p) sao definidos para

todos os valores de (z, z,p) no conjunto  x IR x IR? (z substitui u e p substitui Du).

Seja U um subconjunto de 2 x IR x IR?. Entdo @ é eliptico em U se a matriz

- dos coeficientes [a;j(z, z,p)] é definida positiva para todo (z,z,p) € U. Isso equivale

a dizer que se A(z,z,p), Az, z,p) denotam, respectivamente, o minimo e o méximo

autovalores de [a;;(z, z,p)] entdo

0 < Az, 2,p)IC1° < Y aii(=, 2,p)6¢; < A, 2,p)IC[ (34)

VC = (C17€2) € IR'2 - {O} € V(.’L,Z,p) eu.

Se @ é eliptico e o quociente £ é limitado, entdo @ é dito uniformemente eliptico.
P q py p

Se @ é eliptico em todo conjunto ) x IR x IR? dizemos que Q é eliptico em .

Agora vamos supor que o operador @ é da forma Qu = ) a;;(Du) afi;;_ +b6(Du).
10T;
Sejam u, v : 2 — IR, pelo menos de classe C?, satisfazendo Qu > Qv em  onde

(i) o operador ) é localmente uniformemente eliptico com respeito a u ou a v;

(ii) os coeficientes a;;, b sdo continuamente diferencidveis em £ x IR%.

Entao, supondo () localmente uniformemente eliptico com respeito a u

2 7
0%u 0*v
0 <Qu—Qv E a,J(Du)a:E oz E aU(Dv)awiax]— + b(Du) — b(Dv)

1,7=1 1,7=1
= ZZ: (D )M + 22:[ ;i (Du) — a;;(Dv)] v + b(Du) — b(Dv) (3.5)
N i " 611817 ; i o (9:131'8517]' v )
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Assim, escrevendo
w=u—"v
cij(z) = ai;(Du)

2

> lai(Du) — ai(Dv)) affa + b(Du) — b(Dv) = dea_w

1,5=1 k=1

Lw = Qu — Qv

esendo u; = (1—t)v+tu um segmento de v até u, com ;tut =u—veg 4 Duy = Du— Dv

temos
2

Z cii( aa: 3:1,] +Z::d’“a T

' b
L5 0 a

)dt} ——(Du,)dt.

ti1=1

Essa expressao vemn de

Uy b2 B d
a;;(Du) — ai(Dv) :/0 dt(a”(Dut))dt /0 k P, (Dut).%((Dut)k)dt =

1 2 1 2
aa‘t_’] . aaij Bw

ab ow
_/0 Za— Dut) ((Duy)g)dt = / Buk (Duy) dta—“

Note que fica definido um operador L que herda a elipticidade de Q e cujos
coeficientes também sao continuos. Além disto, a equacdo (3.5) mostra que se u
e v satisfazem Qu > Qv entdo u — v satisfaz uma equacao diferencial parcial linear

L(u—wv) > 0, onde L é um operador linear diferencial parcial , que estudamos a seguir.



52 O Principio do Maximo

Equagoes diferenciais parciais lineares de 2 ordem

Seja L um operador linear diferencial parcial de 2¢ ordem da forma

2 0%u 2 ou
L) = 3 ale)gom () + Y be(a) () €
U5 1 3

k=

%,7=1
onde os coeficientes a;; = a;; e by sdo funcées continuas em ) C IR2.
1] 7 k 5

Dizemos que L é eliptico em ) se a forma quadratica QL((,() = > a;G( é

definida positiva em {). Analogamente ao caso de operadores quasilineares, isso equi-

vale a dizer que se A(z), A(z) denotam, respectivamente, o minimo e o maximo
autovalores de [a;;(z)] entao
0 < A@)IC < ) ai(2)G¢ < Ad@)[¢)?
4,3

L é uniformemente eliptico em () se % é limitado em ).

Notamos que se os coeficientes a;;, b; sdo continuos em §), entao em qualquer sub-

dominio limitado ' CC 2, L é uniformemente eliptico.

Associada a L, temos a equacao diferencial parcial linear Lu = 0. Tal equacao é
dita eliptica se e somente se o operador L ¢ eliptico e, conseqiientemente, nao depende

de u.

3.4 O Principio do Maximo de Hopf

O Principio do Maximo de Hopf tem um papel importante na Geometria e na Anélise.
Para a Geometria, ele é bastante utilizado para a busca de resultados de unicidade de
hipersuperficies. O Método de Reflexao de Alexandrov, por exemplo, que pode ser
encontrado em [2] e [3] utiliza o Principio do Méximo para encontrar propriedades

caracteristicas da esfera.

Nesta secao, optamos pelas versoes deste teorema escritas por [6] e [18], que sdo
trabalhos sobre hipersuperficies com curvatura média constante, por ser mais simples

a sua aplicagao no nosso contexto.
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Teorema 3.4.1. (a)(Principio do Mdzimo no interior) Suponha que a func¢do u(z)
satisfaga a desigualdade Lu > 0, com L um operador linear uniformemente eliptico
em . Se u atinge o seu mdzimo M num ponto interior de §), entdio u= M em ().
(b)(Principio do Mdzimo no bordo) Seja u(z) satisfazendo Lu > 0, com L um ope-
rador linear uniformemente eliptico num dominio £ com bordo diferencidvel 9S). Se
u atinge o sew mdzimo M num ponto de bordo zo onde Du eziste e 5—(30) =0, onde

n € o normal ezxterior a Q) em zo, entdo u= M em (.
Este teorema é a adaptacao do Lema de Hopf e do Principio do Maximo forte que
aparecem em [12].

3.5 O segundo resultado de unicidade

Sejam §) o dominio onde a fungao u que determina um grafico de tipo espago estd

definida e ) o operador definido através da equagao (3.2)

2
ou du 9*u .
Qu = (1 — |Dul?) g Z 89:,-0:1:1-8@033]_2[—[(1_”)” |) =0, (3.6)

1-7_
com |Du| < 1 sobre o dominio 2.

Observamos que o operador () é quasilinear, ji que é escrito da forma (3.3).

Lema 3.5.1. O operador () € eliptico.

Prova: Para vermos isso, considere a matriz dos coeficientes [a;;(2)], onde a1 =

1- (667"2 2 a1z = ag = %g—; edyp=1— (:7”]) . Mostrar que essa matriz é definida
positiva é mostrar que
2
Z aijAid; > 0 e a tgualdade vale se e somente se \; =0, 1 =1,2. (3.7)

Seja A = (A1, \y) € IR* — {0} qualquer entio (3.7) fica escrita como

2
L ou 5 é)u@ OU (9 \ 2
ijZ:l a'lﬁ/\’l/\J - ( (a:EZ) ))\ + all 012/\ /\2 + (1 ((93;1) ))‘2
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Agora note que [Du| < 1 implica 1 — (2% 3)’ — (22)? > 0. Logo

Ozo

du ., du .,
—)* > 0.
1= (3232 o 82,1) ‘_0

Portanto existe € > 0 tal que 1 — (3%)2 =&+ (%)2'

Analogamente, existe § > 0 tal que 1 — (%)2 — 54 (%)2_

Logo |
Z ANy = (o4 (G PN+ 2 ks 4 (5 () =
= A} + O3+ (2PN 4 225 2N g + (22)202 =
= A} H A 4 (FE A+ 22 0,)%
Temos
22: aiididj =06 eXl =0, 0 2=0c¢ (aa—sl/\1 + 5—;/\2)2 =0& A\ =X =0.

7,7=1
Mas A = (A1, A2) # 0.

Portanto, a matriz [a;j(z)] é definida positiva e Q é um operador quasilinear

eliptico. [

Outra forma de mostrarmos que () é eliptico é notando que

A= 1DuP)CP < aiGity < ¢, (3.8)

ij=1
pois A = (1 — |Du)? é o minimo autovalor e A =1 é 0 maximo autovalor de [a;;(z)].

Entretanto () ndo é uniformemente eliptico pois 4 = — IDuP e0<1—|Dul?<1.
Mas @ é localmente uniformemente eliptico, o que é importante para usarmos o que

foi feito em (3.5).

Vimos também que se u e v sao fung¢des definidas num dominio compacto Q do
IR? satisfazendo a equagdo (3.6) entdo, de (8.5) u — v satisfaz uma equagao eliptica
linear L(u — v) = 0 para a qual vamos aplicar o Principio do Maximo de Hopf a fim

de obtermos o seguinte resultado de unicidade.
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Teorema 3.5.2. Sejam ¥, e Xy duas superficies compactas de tipo espago com cur-
vatura média constante imersas no IL° limitadas por wma curva que se projeta sobre
uma curva de Jordan plana contida num plano de tipo espago. Se elas tém a mesma

curvatura média para uma orientagdo comum entdo Ly = X,.

821 == 822

Figura 3.5: Representagao de ¥; e X,

Prova: Como X e Y3 sao limitadas por uma curva que se projeta sobre uma
curva de Jordan plana, temos da Proposi¢do 3.1.2 que podemos parametriza-las,
globalmente, como gréficos de tipo espago determinados por funcoes diferencigveis -
u,v : 8 — IR? com §) o dominio planar limitado pela curva de Jordan que esta contida
num plano de tipo espago, e satisfazendo |Du| < 1, |Dv| < 1. Supomos u como o
grafico de £ e v como o grafico de ;. Além disto, supomos que Y5 estd acima de
31, isto é, u < v em Q. Isso faz com que u — v atinja seu maximo 0 nos pontos de
bordo 9€). Sabemos, do fato de u e v possuirem mesma orienta¢io e mesma curvatura
média, que ambas satisfazem a equagao quasilinear e eliptica (9.6), portanto, u — v
satisfaz uma equagao eliptica linear L(u—v) = 0. As fungoes u e v estiao definidas em
um dominio compacto, logo os autovalores de [a;;(z)] de L sdo limitados, o que torna
L uniformemente eliptico. Por outro lado, a derivada de u — v na direcio do normal
exterior ao bordo nos pontos de bordo é zero, pois os bordos sao iguais e portanto
tangentes. Pelo Principio do Maximo (b), a funcdo u — v é identicamente nula em €,

ou seja, u = v em {). Segue que &) = ¥,.
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Observagao 3.5.3. Na prova do teorema 3.5.2, poderiamos ter suposto que ¥, estd
apenas localmente acima de ¥,. Assim, considerariamos as fungoes u e v definidas
num subconjunto de Q contendo parte de seu bordo O, onde elas coincidem. Isso
faria com que o problema ficasse dividido em duas situagioes: se u < v (Xq acima de
Y1) e seu>wv (L1 acima de ¥3). Ndo estariamos ezcluindo, portanto, que ¥, e Xy
tenham outros pontos comuns além dos pontos de bordo. Em qualquer caso, bastaria

aplicar o Principio do Mdzimo para cada um desses subconjuntos de ).

22

521 - 822

Figura 3.6: Caso geral para o teorema 3.5.2

Com o Teorema 3.5.2, podemos dar uma outra prova para o Teorema 2.7.2 baseada
na teoria de equagoes elipticas. Isso porque, dado que o bordo de ¥ é um circulo, e

sendo H a curvatura média, teremos apenas duas possibilidades para X:

e Se H = 0, comparamos a superficie compacta de tipo espaco com curvatura
média constante imersa no IL> com um disco planar limitado por este circulo
com mesma orientacao que ¥. O Teorema acima implica que ¥ é um disco

planar.

e Se H # 0, comparamos a superficie compacta de tipo espaco com curvatura
média constante imersa no IL® com uma calota hiperbélica limitada por es-
te circulo com mesma orientacao que ¥. Do Teorema 3.5.1 segue que ¥ =
{(z1,29,23) € IL3/:z:f + 22 — 2k = —#,0 < z3 < 4 [r24+ #}, onde r é o raio
do circulo.
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Consequentemente, as unicas superficies compactas de tipo espaco com curvatura
média constante, imersas no IL°, cujo bordo é um circulo, séo os discos planares e as

calotas hiperbdlicas.

3.6 O Principio da Tangéncia

Antes de encerrarmos este capitulo, pretendemos deixar registrado um resultado en-
contrado em [4], onde ele foi utilizado para a prova do Teorema 3.5.2, que é chamado
de Principio do Maximo, ou simplesmente, o Principio da Tangéncia, como encontra-
do em [17] e [18]. Em nosso trabalho, optamos pelo Principio do Méximo cléssico,
apenas pelo fato de acharmos que esta prova seria mais construtiva e rapida, ao invés

daquela sugerida no artigo-base da dissertacgao.
Pretendemos aqui estudar brevemente o Principio da Tangéncia.

Toda superficie de tipo espago com curvatura média constante satisfaz, local-
mente, uma equagao eliptica, que é a equacdo da curvatura média. Isso porque,
localmente, sempre podemos parametrizar uma superficie como um grafico. Através
do Principio do Maximo de Hopf, podemos provar coincidéncia local entre duas su-
perficies sabendo que elas tangenciam-se em algum ponto, ja que isso faz com que
possamos parametriza-las como graficos sobre um mesmo dominio que esta contido

no plano tangente comum.

Definicao 3.6.1. p € X1 N Y, € dito wm ponto de tangéncia entre £1 e Ly se TpX, =
TpXs.

TpEl = szz

TN

Figura 3.7: O Principio da tangéncia
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Lema 3.6.2 (Principio da Tangéncia). (a)(ponto no interior) Sejam ¥, e ¥4 duas
superficies de tipo espago com curvatura média constante. Se ¥y e ¥y sdo tangentes
em um ponto p e suas curvaturas médias coincidem para uma orientacdo comum em
p e se uma delas estd localmente actma da outra, entdo L1 = ¥y em algum aberto
em torno de p.

(b) (ponto no bordo) Sejam ¥, e Xy duas superficies de tipo espago com curvatura
média constante e bordos diferencidveis 0%, e 0%,, respectivamente. Assuma que ¥,
e Xg, assim como os seus bordos, sio tangentes em um ponto p € 0¥, N OY,, tais que
suas curvaturas medias coincidem para uma mesma orientagio em p. Se uma delas

estd localmente acima da outra, entdo ¥, = ¥y num aberto com p no seu bordo.

Prova:

(a) Sejam U um aberto de 1,21 = T,%;, u,v : U = R, u = u(z1, 22), v = v(z1, 29),
duas funcoes diferenciaveis, pelo menos de classe C?, continuas no bordo AU, cujos
gréaficos sao vizinhangas de X; e ¥, respectivamente, em torno de p, com |Du| < 1
e |Dv| < 1 e (z1,z2) coordenadas locais em U. Como X; e ¥, possuemAa‘ mesma
curvatura média para alguma orientacdo comum em p, temos que u e v satisfazem a
mesma equagao diferencial parcial eliptica dada por (8.2) e, portanto, como j vimos,
u — v satisfaz uma equagao eliptica linear. Além disto, vamos supor que u < v em U
e entao de u(p) = v(p), temos que 0 é o maximo da funcdo u—v em U, L(u—v) = 0,
onde L é um operador linear e L é uniformemente eliptico num subdominio limitado
U" cC U em torno de p. Pelo Principio do Maximo no interior (teorema 3.4.1 (a))
temos que (u —v)(z) = (u —v)(p) = 0V & € U'. Portanto u = v em U’ e assim

2; = Y, em alguma vizinhanca aberta em torno de p.

(b) O raciocinio desta demonstracio é bastante parecido ao de (a). A principal
diferenca ¢ que as fungoes u, v sao definidas num conjunto D que é a unidao de um
conjunto aberto U de T,¥; = T,¥; com uma curva [' contida no bordo de U. O
ponto p € I'. A hipdtese sobre a tangéncia também nos bordos implica, além de
(v —v)(zo) = 0, que a derivada de u — v na dire¢ao normal ao bordo de D, em p, é

zero. Deste modo, o resultado segue do Principio do Méximo no bordo. |

Como conseqliéncia segue
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Corolario 3.6.3. Uma superficie (coneza) compacta mdzima (H=0) com bordo pla-

nar € uma parte de um plano.

Figura 3.8: Superficie compacta maxima com bordo planar

Prova: E facil ver que localmente a superficie é parte de um plano, pelo teorema
~ 3.4.1. Agora seja {2 o dominio limitado pelo bordo da superficie e suponha que existam
J pontos dela fora de ). Entdao o ponto mais alto (ou o ponto mais baixo) da superficie
_em relacao ao plano contendo o bordo da superficie esta fora de 2. Considere o plano
| que contém este ponto p que seja paralelo ao plano do bordo. Entdo este plano e
‘a superficie coinciderﬁ, sao tangentes e tém mesma curvatura média H = 0 neste

ponto. Do lema 3.6.2, temos que a superficie coincide localmente com esse plano, em

torno deste ponto. Sendo a superficie conexa esse plano deve ser o plano do bordo.m



60

O Principio do Méximo




Capitulo 4
Unicidade para bordo nao conexo

Neste capitulo, estudamos um resultado de unicidade no caso em que o bordo da
superficie nao é conexo, através do Método de Reflexao de Alexandrov e do Principio

do Méaximo ja visto no Capitulo 3.

4.1 O Método de Reﬂexﬁo de Alexandrov

Seja z : ¥ — IL? uma imersao de tipo espago de uma superficie compacta limitada
por duas curvas de Jordan planas I'; e I';, que estao contidas em planos de tipo espago
paralelos II; e Ily, respectivamente. Podemos assumir, sem perda de generalidade,
que II; é o plano {z3 = 0} e II; é o plano {z3 = c}, ¢ # 0. Seja 7 : > - IR? a

projecao definida por m(zy, 22, z3) = (1, 22, 0).

Observacao 4.1.1. O fato da imersao ser de tipo espago impde restrigoes sobre as

curvas do bordo. Por exemplo, w(I'y) = 'y ndo pode ocorrer.

7

De fato, suponhamos m(I';) = 'y e seja moz : & — Q0 onde Q = 7o z(int(X)) é
o dominio limitado por I'; em II;. Com o raciocinio da Proposi¢ao 3.1.2, vemos que
7oz € um difeomorfismo, o que é impossivel pelo fato de 7(I'y) = I'y = 7(Ty)(r oz
nao é injetora).

Vamos considerar até o fim deste capitulo a situagdo em que n(I';) C 4, onde

{); é o dominio limitado por I'y.
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Lema 4.1.2. Sejam Ty e I'; duas curvas de Jordan planas contidas nos planos de
tipo espago paralelos 11, = {z3 = 0} e II; = {z3 = ¢,c # 0}, com 7(['y) C Qy, onde
4 € o dominio em 11y limitado por T'y. Neste caso, € possivel mostrar que a proje¢do

da superficie no plano Ily € o anel determinado por I'y e m(Ts).

Figura 4.1: Anel determinado por Ty e ()

Prova: Seja ) = 7 o z(int(X)) e sejam §; e 2, os dominios planares limitados
por I'y e m(I';), respectivamente, com 7(T'y) C ;. Vamos mostrar que ) = { onde

¥ ¢é o interior do anel determinado por 'y e m(Iy).

Primeiro mostremos que 9Q C I'; U (I'z). Como ¥ é compacta, para cada
q € 9((moz)(X)) existe p € X tal que m o 2(p) = ¢q. Vamos mostrar que p € 9Y.
Suponha que p € int(X¥), entdo existe uma vizinhanca aberta U, de p no int(%) e
uma vizinhanca aberta V; de ¢ em §) tal que 7oz : U, — V, é um difeomorfismo
(pois m o z : int(X) — IR? é um difeomorfismo local). Mas isso implica que ¢ € 2, o

que € um absurdo. Portanto, se p € 0%, entao q € I'y ou ¢ € 7(Ty).

Se existe um ponto em () que nao estd em ', como §) é limitado, hé pontos em

0§ que nao estao em I'; U m(I'3), o que nao é possivel.

Da mesma forma, se existe um ponto em {2’ que nio estd em (2, hd pontos em 9N

dentro de (', o que também nao é possivel. Assim sendo, ) = (). [ ]

Para a demonstragao do préximo teorema, serad necessario utilizar o Principio
de Reflexao de Alexandrov. Vamos esbocar a idéia deste principio e, para maiores

detalhes, sugerimos [2] e [3].
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O Método de Reflexao de Alexandrov

Sejam ¥ uma superficie compacta com bordo I'; UT'; e G o sélido obtido da unido

de ¥ com os dominios planares de I'; e ['y contidos em II; e II,, respectivamente.

O Método de Alexandrov consiste dos seguintes passos:

1. Tome uma reta [ num dos plva.l.lOS II; e desenhe um plano suporfe E para G

- perpendicular a [.

2. Mova este plano até que ele comece a atravessar (7, mantendo sua perpendicu-

laridade a [. Assim temos um plano variavel perpendicular a [.

3. Para cada posicao do plano E, apds seu primeiro contato com X, ele determina

em GG um novo sélido menor H que aumenta a medida que E se move.

4. Reflita H através do plano F obtendo, do outro lado do plano, o sélido refletido
H. Para pequenos deslocamentos do plano da sua posicio inicial, o sélido

refletido H estd claramente contido em G.

5. Em algum momento, a superficie refletida ¥ do sélido H toca a superficie & do

outro lado do plano E. Isso se deve ao fato de ¥ ser compacta.

Na nossa situagao, nao vamos considerar o sélido (¢, mas apenas o dominio limi-
tado pela juncao da superficie com os planos do bordo, que é o interior de G. Com
estes dados, vamos provar o seguinte teorema que serd importante para o préximo

resultado de unicidade.

Teorema 4.1.3. Sejam I'y e I'y duas curvas de Jordan convezas contidas nos planos
IT; e Il;. Vamos assumir que existe um plano P vertical de simetria de I'yUl,. Se X €
uma superficie compacta de tipo espago com curvatura média constante, mergulhada
no IL%, com bordo Ty UT; e contida na regido determinada pelos planos I1; e Il,,

entao P é um plano de simetria de %.

Prova: Inicialmente vamos anexar a ¥ os dominios planares limitados por I'; e
I'. Como a superficie esta na regidao determinada pelos planos do bordo, obtemos

um dominio limitado W no IL°. Agora podemos aplicar o Método de Reflexdo de
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Alexandrov, considerando, para simplificar a notagéo, o plano P como sendo o plano
{z2 = 0} e os planos que se movem paralelamente a P, vindos do infinito, como
sendo os planos P, = {z, = t}, t € IR. Note que, apesar do Principio de Reflexo ter
sido escrito no espaco Euclideano, nada impede que ele seja aplicado aqui no nosso
contexto, ja que da forma que a superficie e o plano sio tomados, tudo funciona
como se estivéssemos refletindo no Euclideano, pois, além da métrica na superficie
ser definida positiva, a reflexdo em relacdo a planos perpendiculares ao eixo Oz,

significa apenas mudanca na segunda coordenada dos pontos da superficie.

[

. |
’ w

T2

03]

Figura 4.2: Superficie com bordo I'y U 'y

Tomamos ¢ > 0 suficientemente grande de modo que o plano P; ainda nao in-

tersecte a superficie ¥. Ao movermos P, para a esquerda, decrescendo ¢, denotamos
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por P;,-o plano que intersecta ¥ pela primeira vez. Apds isso ocorrer, deslocamos
levemente P, para a esquerda, sempre paralelamente a P, até obtermos o plano
P, 1o —e <t < to que atravessa W. Essa parte de W pode consistir de varios
= pedacos conexos, o que nao interfere no processo. Para € suficientemente pequeno, a

superficie refletida em relagao ao plano P;, fica contida no conjunto limitado W.

z3

H2 Fg

| | AN | |
5 | A
| Al
N

T~
=

A i

Figura 4.3: Método de reflexao de Alexandrov para &

Se continuarmos movendo P, para a esquerda, decrescendo ¢, entao, do fato de »
ser compacta, deve existir um ¢;, que é o maior valor tal que a superficie refletida ¥
através de P, toca ¥ do outro lado deste plano num ponto p. Observe que t; > 0

pois t = 0 corresponde ao plano P, que é o plano de simetria do bordo.

Uma vez que os planos P; sao perpendiculares aos planos do bordo, ha apenas
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duas possibilidades para o ponto p : p € int(X) Nint(X) ou p € L N I%.

No primeiro caso, definimos sobre um dominio  C P;, funcoes diferenciaveis
u,u% : ) =+ IR que determinam graficos de tipo espago, que sao vizinhancas abertas
de ¥ e X, respectivamente, em torno do ponto p. No ponto de intersecao, u(zo) =
u(zo) = p para algum zo € ) e ¥ estd acima de X, pois estamos supondo que pé
o primeiro ponto de intersecao entre as superficies. Logo zo é o ponto de maximo
da funcao w — v e 0 é o maximo desta mesma funcao. Como as superficies tém a
mesma curvatura média (pois as reflexdes com respeito a planos nao degenerados sao
conguéncias no IL°) e mesma orientacio em p, ji que a superficie é mergulhada, e
portanto, mantém a orientacao ao ser refletida, segue que u e w satisfazem a equacio
quasilinear e eliptica (5.6) e, conseqiientemente, u — u satisfaz uma equacio eliptica
linear. Pelo teorema 3.4.1 (a), conclui-se que © = % em {), isto é, ¥ = ¥ numa

vizinhanca do ponto p.

Além disto, toda componente conexa ¥* de X, contendo o ponto p, estd contida
inteiramente em 2. De fato, seja £ o conjunto de pontos comuns das superficies ¥ e

X*, isto é, E = X* N X. Mostremos que E é aberto e fechado de ¥*.

Para provarmos que £ € aberto de ¥*, devemos provar que para cada ponto ¢ € F
fixado arbitrariamente, existe uma vizinhanca aberta Uy, intersecao de um aberto V,
do IR® com ¥*, vizinhanca de ¢, que esteja totalmente contida em E. Temos duas
situagoes para analisar: se ¢ € int(E), basta tomarmos V;, como sendo int(E) e assim
U, = nt(E)NXE* (U, C E pois int(E) C E C £*); se ¢ € OE, como JE é fechado,
existe uma vizinhanca V de g no R* tal que VNE # 0 e VN complementar(E) # ().
Além disto, pelo Principio do Maximo, supondo ¢ o primeiro ponto de intersecio
entre ¥ e X" nessa vizinhanca, temos que existem vizinhancas f/q no IR® e U, de ¢ tal
que U, = f/q N X" onde ¥ = ¥X*. Pela defini¢do de F, U, C E. Portanto E é aberto
de X* para todo g € F.

Para provarmos que E é fechado de ¥*, basta observar que, do que foi feito
anteriormente, se ¢ € E entao existe uma vizinhanca U, de ¢ tal que U, C E, isto

é, q € int(E). Segue que E é fechado de X*.

Note que £ # (), pois o ponto p encontrado na intersecao de ¥ e X* pertence a .

Logo, sendo aberto, fechado e nao vazio, £ = ¥*, com £* uma componente conexa
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de ¥ contendo p. Mas E = ¥ N X* e, portanto, £*-C ¥. Segue que as componentes
conexas de ¥ e a parte de ¥ localizada do lado oposto a ¥ (com relagio ao plano

P;,) constituem toda a superficie ¥.

Por outro lado, ¥ origina-se da reflexao de ¥ através do plano P, ou seja, ¥ é
simétrica em relacao a esse plano. Logo P;, é um plano de simetria de ¥ e portanto

do seu bordo. Conclui-se, desta forma, que P, = P e t; = 0.

Para resolvermos o caso em que p € 9% N 9%, vamos fazer com que ele recaia no

primeiro caso ja analisado.

A primeira observacdo que fazemos € que o ponto p € I'y UTy. O fato dessas
curvas do bordo serem convexas implica que a imagem de I'; pela reflexao coincide
com a parte de I'; que esta contida do seu mesmo lado, em relagao ao plano P,,. Mas
P é plano de simetria do bordo, portanto ¢;-= 0. Se repetirmos o mesmo processo de
reflexao, agora comecando da esquerda para a direita, ou seja, com planos Py, ¢t < 0,
“vamos obter da intersecio de ¥ com ¥, um ponto interior p das superficies, isto é,
p € nt(Z) Nint(X). Isso ocorre porqﬁe se p € X N 0%, entdo ha pontos do interior
de & que ainda nao foram atigindos pela superficie refletida ¥ e sdo esses pontos que
serao refletidos nesta nova situagao. Aplicando aqui o mesmo raciocinio utilizado no

primeiro caso concluimos que P é um plano de simetria de 2. _ a]

Até o fim deste capitulo, vamos buscar um resultado de unicidade para as su-
perficies de revolugao do IL® (daf a importancia da simetria da superficie). Na verda-
de, vamos provar que, sob algumas condigoes envolvendo o seu bordo, uma superficie
compacta de tipo espago com curvatura média constante nula é uma superficie de
revolugdo. A teoria de superficies de revolugao no IL? envolve uma série de conceitos,

entre eles os de isometrias e o grupo de Lorentz que veremos agora.

4.2 Isometrias

Definicao 4.2.1. Uma isometria de ¥ em ¥ € um difeomorfismo ¢ : ¥ — ¥ que

preserva tensores métricos, isto €,

(dpp(v), dpy(w)) = (v, w) Vv, w e TN, pe X:
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Observagao 4.2.2. Uma vez que ¢ € um difeomorfismo, cada aplicagcio de¢, é um

1somorfismo linear.

Observagao 4.2.3. O conjunto [(X) de todas as isometrias de ¥ em ¥ forma um

grupo com a aplicagio de composi¢do.

Seja T': IL*> — IL® um operador linear. Identificamos 7' com uma matriz (Gig)s 529 =
1,...,3, relativamente a uma base ortonormal fixada {e;}, i = 1,...,3 onde a;; =
(T'(e;),T'(e;)). Com esta identificacdo a composicao de funcdes coincide com a mul-
tiplicagao de matrizes. Assim, o grupo de transformacées lineares do IR?, GL(3, IR)
fica sendo visto como o grupo de matrizes invertiveis 3 x 3 reais. E o conjunto de to-
das as isometrias lineares IL° — IL° fica sendo o conjunto Oy(3) de todas as matrizes

T € GL(3,R) que preservam o produto escalar de IL>.

Definicao 4.2.4. Oy(3) = {T' € GL(3,R) : (Tu, Tv) = (u,v) VY u,v € IL*} € o grupo

de Lorentz.

Lema 4.2.5. Sao equivalentes:

1. T € 0:(3)
10 0

2. T'=eT'e,ondec=| 0 1 0 e T* € a matriz transposta de T
00 —1

8. as colunas (linhas) de T formam uma base ortonormal para IL>

4. T leva base ortonormal de IL® em base ortonormal

Observacao 4.2.6. O(3) tem quatro componentes.

_ ) Ms P
Para vermos isso, escrevemos M € O;(3) em forma de uma matriz 0 M
Mt

sendo Mt de ordem 1 e Mg de ordem 2.

Aqui a parte de tipo tempo M7 : IR} — IR} é a projecdo ortogonal de M restrita a
IR; sobre IR}, onde IL® = IR} = IR? x IR]. Analogamente para a parte de tipo espaco
Ms.

Como M ¢ invertivel e preserva carater causal (pois é isometria), segue que M7 e

Mg sao invertiveis.
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Definicao 4.2.7. Um elemento M € O1(3) preserva [inverte] orientagio de tipo
tempo se det Mt > 0 [< 0] e preserva [inverte] orientagdo de tipo espago se det Mg >
0 [<0].

Assim O;(3) é decomposto em quatro conjuntos disjuntos indexados pelos sinais

de det M7 e det Mg (nessa ordem):
O:(3)™" O3)"™ O:i(3)™F 0:(3)7"

Observagao 4.2.8. Todo elemento de O1(3) tem determinante igual a +1.

De fato, se 7' € O4(3), pelo lema 4.2.5 segue que T* = T le.
Tomando o determinante nessa igualdade, temos

det(T") = det(T1)
Mas det(7*) = det(T') e det(T~') = #(T). Logo

(det(7))* =1 = det(T) = 1.

Definigao 4.2.9. O grupo especial de Lorentz € o grupo

SO,(3)={T € Oy(3) : det T = 1}.

Agora podemos falar das superficies de revolucao de tipo espago- no IL>.

4.3 Superficies de revolugao de tipo espaco

Seja | uma reta contida num plano II. Denotamos por O(l) = {T' € SO,(3) :
T(v) = v, Yv € [}, ou seja, O(l) é o conjunto das transformacdes ortogonais com

determinante positivo que deixam [ fixada.

Definigao 4.3.1. Um circulo em IL.° ¢ a drbita de um ponto que estd fora de uma

‘reta pela a¢io do grupo O(1).
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Desta forma, um circulo esta contido num plano ortogonal a [. Além disto, os

circulos em IL° sdo descritos a partir do carater causal da reta [.

Observagao 4.3.2. A definicao do cardter causal de uma reta l no IL* seque a linha

da defini¢ao para vetores vista na seg¢ao 1.1.

Para conhecermos a forma de uma matriz 7' € O(l), devemos estudar trés si-

tuacoes:

1. [ é de tipo espago
2. | é de tipo tempo

3. [ é de tipo luz

No caso em que [ é de tipo tempo, o grupo O(l) é formado pelas matrizes Ry da

forma
cosf sinf 0

Rp=] —sin@ cosf 0 (4.1)
0 0 1

com respeito a uma base ortonormal {ej, €5, €3}, onde e3 gera a reta [ e 6 € IR.

Os circulos de IL® correspondentes a este caso sao escritos como
a(s) = ¢+ r(cos(s)e; + sin(s)esy),

comr #0, c€l

Observemos que este grupo de rotacoes O(l) no IL® é o erupo de rotacdes que
q grup ¢ grup ¢ 1

fixam [ no espago Euclideano IR

Definigao 4.3.3. Uma superficie de revolugio de tipo espago ¥ no IL* € o conjunto
que se obtém da agio do grupo O(l) sobre uma curva T' contida num plano 11 do IL?,

onde 'NIL=10, [ CII, quando este é uma superficie de tipo espaco, isto €,

L={T(p):peleT e O(l)}

Isso equivale a dizer que X é invariante pela acao dos grupos de rotagio que

deixam [ fixa ponto a ponto.
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4.4 O terceiro resultado de unicidade -

O terceiro e tltimo resultado de unicidade que estudamos é apenas uma conseqiiéncia.

do teorema 4.1.3. Mas é preciso que facamos algumas observagoes antes.

Observagao 4.4.1. Numa superficie mdzima (H = 0), a curvatura média ndo de-
A pende de orientagdo, portanto, a hipdtese mergulho no teorema 4.1.8 pode ser enfra-

quecida para tmersdo.

Observacao 4.4.2. Toda superficie mazima limitada por duas curvas de Jordan
convezas contidas em planos de tipo espago paralelos estd necessariamente contida

na regiao determinada pelos planos do bordo.

De fato, denotemos por ¥ a superficie em questdo e suponhamos que ekistam
" pontos de ¥ fora da regido determinada pelos planos do-bordo. Entéo, o ponto mais
alto (ou o ponto mais baixo) p da superficie com relagao aos planos do bordo nao seria
um ponto de bordo (ja que o bordo esta contido nessa fegiéo e a superficie é limitada
pelas curvas do bordo). Considere o plano que passa por p e é paralelo aos planos do
bordo. ¥ € entao tangente ao plano que pa.ssa.por p e tem a mesma curvatura média
que ele. Pelo Principio da Tangéncia (Lema 3.6.2), a superficie coincide com o plano

numa vizinhanca deste ponto, o que é uma contradicao. ]

O corolario seguinte é um resultado de unicidade para as superficies compactas

. . 3 r e
de tipo espaco imersas no IL° com curvatura média zero.

Coroldrio 4.4.3. Se ¥ € uma superficie compacta de tipo espago imersa no IL*
mdzima, isto €, com H = 0, limitada por dois circulos concéntricos contidos em

planos paralelos, entio ¥ é uma superficie de revolugdo.

Prova: Note que os planos II; e I, que contém os circulos, sdo de tipo espago,
pois essas curvas sao fechadas. Tome P um plano contendo a reta [ que une os centros
dos circulos que constituem o bordo de ¥. Tomada desta forma, [ é perpendicular
aos planos II; e II; e, consequentemente, [ é de tipo tempo. Apds uma isometria do
ambiente, podemos assumir que [ é o eixo Oz3. Os circulos que limitam a superficie

sao, entao, circulos Euclideanos em planos paralelos ao plano {z3 = 0}. Logo P é um



72 Unicidade para bordo nao conexo

plano vertical de simetria do bordo de X. Pelas observagoes 4.4.1 e 4.4.2, podemos
aplicar o teorema 4.1.3, concluindo que P é um plano de simetria de ¥. Como X
é simétrica em relagao a P, e P foi escolhido arbitrariamente, segue que ¥ é uma
superficie de revolugao no IR?, ou seja, X é invariante pela acio do grupo O(1) descrito

em (4.1). Portanto ¥ é uma superficie de revolugao no IL°. |



Capitulo 5

A generalizacao do primeiro

resultado de unicidade

Neste capitulo, dedicamo-nos a generalizacao do primeiro resultado de unicidade visto

no Capitulo 2. Nossa analise agora é feita para hipersuperficies de tipo espaco.

A abordagem aqui também é baseada em férmulas integrais: uma férmula do

fluxo e uma desigualdade integral.

5.1 Hipersuperficies compactas de tipo espaco

Seja IL™™ = (R"*!,(, )) o espago de Lorentz-Minkowski de dimensao (n + 1), onde
() =(dz1)?+ ... + (dzn)* = (dzny1)* é a métrica de Lorentz.

Definicao 5.1.1. Uma hipersuperficie de tipo espago imersa no IL™*' € uma va-
riedade diferencidvel de dimensdo n tal que a métrica induzida ( , ) pela métrica de

Lorentz é Riemanniana.

Lema 5.1.2. Nao ezistem hipersuperficies de tipo espaco fechadas no IL"!.

Prova: Seja M uma hiperfsuperficie de tipo espaco no IL"*'e consideremos a
funcao altura h = (a, z) definida em M, com a € IL"*" um vetor fixado arbitraria-

mente. Calculemos Vh.

73
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(V(a,m),X) = X(<a,$>) = ( °Xa7$> + <a)vf\’$) = <a7X> = <a'T7X> VXe X(Z)
. V{a,z) =a” =a+ (a, N)N

pois Vz = £(z 0 9) im0 = £(7)ji=0 = 7'(0) = X onde 7 é uma curva em M tal que

Logo h nao tem pontos criticos quando a é de tipo espago e, portanto, nao tem
minimo nem maximo, conseqientemente M nao pode ser fechada.

Portanto, as hipersuperficies compactas de tipo espaco tém necessariamente bordo

nao-vazio.

Denotamos por M a hipersuperficie (conexa) e M o bordo de M. Podemos

definir o bordo de uma hipersuperficie de tipo espago imersa no IL™*!.

Definicao 5.1.3. Se ¥ ¢ uma (n-1)-subvariedade fechada no I, wma hipersu-
perficie de tipo espago x : M — IL™' € dita com bordo ¥ se a restricio de x ao OM

€ um difeomorfismo sobre X.

Definicao 5.1.4 (Orientagao de dM). Uma base vy, ...,v,—1 para T,(OM) estd
orientada positivamente se e somente se {v1, ..., Un_1,u} € uma base orientada positi-
vamente para T, M sempre que v € T,M esta apontando para dentro de M ao longo

de OM.

Denotaremos por v o vetor unitario co-normal ao longo de dM que aponta para

dentro de M.

Observagao 5.1.5. Denotando por V° a conezao Levi-Civita do IL"*', V a co-
nexdo Levi-Civita de M, A o operador de Weingarten associado ao campo normal N
unitdrio, de tipo tempo, apontando para o futuro no IL™*', as equagées fundamentais

para hipersuperficies sao as mesmas apresentadas no Capitulo 1.(1.1, 1.2, 1.3)
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5.2 Formula do Fluxo

Seja a € IL"*! fixado arbitrariamente e H = —Ltrago(A) a funcdo curvatura de M.
E facil verificar que div(a”) = nH(a; N) e do teorema da divergéncia, segue:
n | H(N,a)dV = — f (a,v)dS, (5.1)
M oM

onde dV é o elemento de volume n-dimensional de M com respeito a métrica induzida

e a orientacdo escolhida e dS € o elemento de 4rea (n — 1)-dimensional de M.

Consideramos agora a (n — 1)-forma diferencial ©, definida em M por
Ou (X1, vy Xpo1) = det(z, X1, ..., Xne1, @) (5.2)

para X,..., X,_1 € X (M), onde det representa o determinante em IR™*".
Entao, de 1.2.9, 1.2.10 e (1.1), segue:

(VO X1y, Xne1, Y) = (Vy©u) (X, ..o, Xnt) = Y(0u( Xy, ..., Xast)) +
n—1
= " 0u(X1, ey Xiot, Vv X, X, oy Xnmt) =
=1 .
= Y (det(z, X1, ..., Xn-1,a)) +

n—1
= " 0u(X1, oy Xict, Vi Xiy Xigts oy Xamt) +
i=1
n—1
— ) 0u( X1, ooy Xict, (AY, XN, X1, ooy X)) =
=1

= (V; det)(l, X], ...,Xn_l,a) + det(V;’,:v,Xl, ...,Xn_l,a) +

n—1 :
+ > det(z, X1, .., Xiot, V3 Xi, Xiga, oo, Xnogya) +

=1

n—1
— > det(z, X1, ..., Xie1, V3 Xi, Xig1, ooy Xnor, a) +
=1
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— ) (AX,Y)Ou(X1, o Xict, N, Xigty ooy Xnot) =

= det(Y, XI, ceey Xn—l, a) +

n—1
— Y (AX;,Y)det(z, Xy, ..., Xio1, N, Xig1, ooy Xnoi, @)

=1

para Y € X (M), pois note que Vi (det) = 0 (derivada de uma (n + 1)-forma no

IR™') e a terceira e quarta parcelas cancelam-se.

Portanto, a derivada exterior de O, é dada por:

d0.(Xy, ..., X. Z( )NV x,0) (X1, ooy Xiy ooy X)) = (Vix,04)(Xz, ..y X)) —

— (V,00) (X1, X3y 0oy X0) + (Vi 00) (X1, Xy Xy ooy X) 4o b
+ (=) N(Vx,0.) (X1, Xa, ooy Xno1) =

= det(Xl,Xz,...,Xn,a) — (AXg,Xl)det(:v,N,Xg,...,Xn,a) +
— (AXj5, Xq)det(z, Xy, N, X4, ooy Xinya) + ... +

— (AX,, X1) det(z, X, ..., Xn-1, N, a) — det(X2, X1, X3, ..., Xpn,a) +

+ (AA],Xz)det(SC IV X3,.‘. X ,CL) +
+ (AXa, Xp)det(z, X1, N, Xy, ..., Xnya) + ... +
+ <AXn,X2>det(.’L‘,X1,X3,...,Xn_l,N,(l.) +

+ det(Xg, X],Xg,X;;, ceny Xn,a) = <AX1,/Y3> det(ﬂ), ./V, X2,1Y4, ...,/Yn, CL) +

— (AXy, X3)det(z, X1, N, Xy, ..., Xp,a) — ... —

— (14XH,X>d€t( /Yl,AZ,X‘;’. ,Xn_l,N,a) + ... +
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+ (=1)" [ det(Xn, X1, ..., Xn_1,0) — (AXy, X,,) det(z, N, X5, ..., Xp_1, a)
= (AXZ,Xn)det(:z:,Xl,N,X3,...,Xn_1,a) = e —
— (AX,_1, Xp) det(z, X, ..., Xn—g, Nya) | =
= ndet(Xy, Xs, ..., X, a)
Por outro lado,
det(Xl,Xz, ...,Xn, a) = (Xl X X2 A A Xn,a) =
= —(dV(Xi1,...,Xa)N,a) =
= —(N,a)dV(Xy,..., Xy),
pOiS dV(Xl, ...,Xn) = <N, Xl N Xz,...,Xn>.
Ou seja-d®, = —n(N, a)dV .

Se a curvatura média H é constante, a equacdo acima nos da a seguinte férmula,

do fluxo:

Lema 5.2.1 (Férmula do fluxo). Seja 2 : M — I wma imersdo de tipo espago
de uma hipersuperficie compacta com bordo OM. Se a curvatura média H € constante,

entio para qualquer vetor firado a € IL™ temos

}éM(u,a)dS'.:H o, (5.3)

oM

onde v € o vetor unitdrio co-normal apontando para dentro ao longo do bordo e ©, ¢

dado por (5.2) .
Prova: De (5.1) e (5.3)
f (v,a)dS = —n | H(N,a)dV =
oM M

=H [ —n(N,a)dV = H/ d0, =H O,
M M oM

'observe que as parcelas (AX;, X;) det(...) cancelam-se com as parcelas (AX;, X;) det(...).
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5.3 Consequéncias da formula do fluxo para bordo

hiperplanar

Assumimos que ¥ = z(90M) estd contido num hiperplano fixado I do IL™**.

Lema 5.3.1. O hiperplano 11 € de tipo espago.

Prova: Suponhamos que II é hiperplano passando pela origem e seja a € IL™*!
o vetor normal a II. Consideremos a funcao altura h = (a,z) definida em dM. Tal
como no lema 5.1.2, é facil verificar que quando « é de tipo espaco h nao tem pontos
criticos. Isso implica que X nao é fechada, o que é uma contradicao, pois z restrita a
OM ¢é um difeomorfismo e M é fechado. Portanto, o vetor normal ao plano II é de

tipo tempo. Pelo Lema 1.1.5, considerando IT = a*, temos que II é de tipo espaco.m

Seja, entdo, a € IL""! um vetor de tipo tempo unitario que aponta para o futuro

tal que IT = a*. Uma aplicacao da férmula do fluxo para este caso é dada abaixo:

Proposicao 5.3.2. Seja z: M — IL**! uma imersdo de tipo espago de uma hiper-
superficie compacta limitada por uma subvariedade (n-1)-dimensional ¥ = z(OM)

1

mergulhada e assuma que Y estd contida num hiperplano I = at como acima des-

crito. Se a curvatura média H de M € constante, entao
f (v,a)dS = nH vol() (5.4)
oM

onde §) € o dominio em I limitado por X.

% (V,&)dSijl{ By
oM oM

Logo vemos que basta mostrarmos que

Prova: Do Lema 5.2.1

0, = n vol(Q)

oM
A primeira informagao que temos é que ¥ é uma subvariedade fechada e mergulhada

no IL"*! contida em II. Este é o mesmo papel que uma curva de Jordan plana tem

na dimensao 2. Ou seja, vale a seguinte expressio para o volume:

vol(Q) = — %aM@,n)dS (5.5)

n n
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onde 7 € o normal unitario que aponta para dentro de ¥ em II.

Consideramos a orientagao natural em II determinada por «, isto é, {eq, ..., €,_1,7}
¢ uma base para II, onde {ey,...,e,_1} é um referencial ortonormal (definido local-
-mente) orientado positivamente tangente ao longo de M. Entao {ey,...,en_1,7,a}

esta orientado positivamente e det(ey, ..., €,-1,7, @) = 1. Usando (5.2) isso implica que

Oq(e1, ..., en-1) = det(z,e1,...,en1,a) = (z,e1 A .. A€oy Aa) =
= —(z,aNer A ... Neyy) = —(z,7), , (5.6)

e de (5.5) e (5.6) segue que

% 0, = —?{ (z,m)dS =n vol(Q)
oM oM

5.4 Uma desigualdade integral

Queremos calcular agora div(A(aT) + HaT).

Cdlculos analogos aos do Capitulo 2 mostram qﬁe
div(A(aT)) = —n(V H,a) — (a, N) traco( A?).

Portanto se H é constante, temos

div(A(a") + Ha") = —(a, N)(n*H? + nK —nH?). (5.7)

Aplicando o teorema da divergéncia, obtemos o seguinte resultado:

Proposigao 5.4.1. Seja z : M — L™ uma imersio de tipo espago de wma hiper-
superficie compacta limitada por uma (n-1)-subvariedade mergulhada ¥ = z(OM) e

1

assuma que Y estd contida no hiperplano I = a*, com a um vetor unitdrio de tipo

tempo apontando para o futuro no IL™*.

Se a curvatura média H de M € constante, entao

f Hs(v,a)*dS < nH? vol(Q) (5.8)
oM
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onde ) € o dominio em 1l limitado por ¥ e Hyx a curvatura média de ¥ em 11 com

respeito ao normal unitdrio n que aponta para dentro de X.

Além disto, a igualdade vale se e somente se a hipersuperficie € totalmente umbilica.

Prova: Integrando (5.7) sobre M e usando o teorema da divergéncia

/ div(A(aT) + HaT)dV = —/ (a, NY(n’H? + nK —nH?*)dV =
M M

- ?£M<A(aT)7 vids —H iMmT’ VS = = ng(H<V> a) + (A(v),a))dS  (5.9)

Sabemos que (a, N) < —1, pois N e a pertencem ao mesmo cone de tipo tempo
e que n’H? + nK — nH? = trago(A?) — L(trago(A))% > 0.

Portanto

7{ (H{v,a) + (A(v), a))dS <0, (5.10)
oM
e a igualdade vale se e somente se a hipersuperficie é totalmente umbilica.

Vamos calcular (A(v), a).

Escrevemos a na base {ey, ..., e,_1,v, N}, onde {ey, ..., €,_1} é um referencial local
ortonormal tangente orientado positivamente ao longo de M. Uma vez que (a, €;) =

0, ficamos com

a = (a,v)v — {(a, N)N.

Logo, (A(v), a) = (a,v){A(v), V).
Por outro lado, {ey, ..., en—1,7} é um referencial local ortonormal para T, M, por-
tanto
n—1

—nH = <A(e'i)ae'i> + <A(V)7U>

i=1
onde traco(A) = —nH. De forma que
n—1

(A(v),a) = (a,v)(—nH = Y (A(e:), e:)).

=1

Precisamos encontrar (A(e;), e;). Seja Ay o operador de Weingarten associado a

1. Vamos escrever V¢ e; nas bases do IL"*' : {ey,...,en_1,1, N} € {e1, ..., en_1,7,a}
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De (e;, ;) = 1 temos (V2.¢e;,€;) =0 e segue
Veei =) (Ve e)e; + (Veenv)v — (Viei, N)N
1#£]

=D (Veeie)e; + (Vieiv)v — (A(e), ei) N
i#i

De (e;,a) = 0 temos (V2. e;,a) = 0 e segue
Veei =Y (Veenede + (Voenmn =Y (Veei,e;)e; + (As(er), e,
i i
Essas igualdades implicam que
(Veei,v)v — (A(e:), ei) N = (As(ei), e

= (Ae), )N = (Ax(es), e — (Vo1 0)v
" (Ae:), &) = (As(e), ex){n, N) -
- (A(ei), e) = —(As (&), e:) (v, a)
pois (1, N) = (@ Aer A e Aen_y, N) = —(a, N Aey Ao A eny) = —(a, v)

Portanto

(A(),a) = (o, ) (=nH + Y (As(e), ) ().

‘Reescrevendo a desigualdade (5.10) temos -

n—1

éMOj, a) (i —nH + Z(Ag(e,-), ei)(v,a))dS =

=4 (na)(1 = mH) + (v a)(n — DHz)S < 0

onde (n — 1)Hy, = traco(Ay).

Hy(v,a)dS? < H(v,a)dS = nH? vol(f)
oM oM

o que prova (5.8).

Além disto, a igualdade vale em (5.8) se e somente se a hipersuperficie é total-

mente umbilica, de acordo com (5.10). |
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Observamos que, analogamente a Proposicao 2.7.1, as hipersuperficies de tipo

espaco conexas totalmente umbilicas sao os hiperplanos e os hiperboldides.

Temos, agora, tudo o que € necessario para provarmos o teorema de unicidade.

Teorema 5.4.2. As untcas hipersuperficies compactas de tipo espago imersas no
L™ com curvatura média constante H e bordo esférico sio as bolas hiperplanares

(H =0) e as calotas hiperbolicas (H # 0).

Prova: Se o bordo ¥ = z(0M) é uma esfera S®'(r) de raio r > 0, a proposicao

5.4.1 e o fato de Hy = % implicam que
% (v,a)*dS < nH? vol(B™(r)).r = H*r* area(S™7'(r))
oM
com a igualdade valendo se e somente se M é totalmente umbilica.
Além disto, a proposicao 5.3.2 afirma que

-?éMO/, aydS = nH vol(B™(r)) = Hr area(S™'(r))

e da consequéncia da desigualdade de Holder obtemos

jéM<V’ i ?ng dS > (}éM(u, a)dS)?

f;M(l/, a)zds 2 H Téﬁ(ﬂi;?g&?tgr)(;))) — H2T2drea(5'”_l(r)),

Logo vale a igualdade, entao as hipersuperficies sao totalmente umbilicas. Para
ter bordo esférico, elas devem ser discos hiperplanares quando H = 0 e calotas

hiperbolicas quando H # 0. &l
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