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Resumo

Neste trabalho, provámos alguns resultados de unicidade para as superfícies compac'

tas de tipo espaço com curvatura média constante no espaço de Lorentz-Minkowski,
usando fórmulas integrais e o princípio do máximo de Hopf. Como um resultado,

provámos que as únicas tais superfícies limitadas por um círculo são os discos plana-

res (quando # = 0) e as calotes hiperbólicas (quando H # 0)- Também obtemos um
resultado análogo para o caso de dimensão n.
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Abstract

In this work, we prove some results of uniqueness for compact spacelike surfaces with

constant mean curvature in the Lorentz-Minkowski 3-space, using integral fórmulas

and the Hopf maximum principie. As a result, we prove that the only such surfaces
bounded by a circle are the planar discs (when # = 0) and the hyperbolic caps (when

# :# 0). We also obtain a analogue result for the n-dimensional case.
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Introdução

Neste trabalho fazemos um estudo das superfícies compactas imersas no espaço tri-

dimensional de Lorentz-Minkowski que são de tipo espaço (isto é, a métrica induzida
pela imersão é Riemanniana) e possuem curvatura média constante.

A justificativa para a escolha deste tema é que tais superfícies representam um
papel importante tanto do ponto de vista físico quanto do ponto de vista matemático.
No primeiro caso, elas aparecem em diferentes problemas na relatividade geral. Por
exemplo, as superfícies (ou mais geralmente, as hipersuperfícies) de tipo espaço com
curvatura média constante não nula são convenientes para se estudar a propagaçã.o

das ondas gravitacionais. No segundo caso, seu interesse é motivado pelo fato dessas
superfícies exibirem boas propriedades do tipo Bernstein, que são resultados em que,

sob certas hipóteses, pode-se concluir que as superfícies são planos jlll, além de serem
soluções para um problema variacional, uma vez que são pontos críticos do funcional

área para variações que deixam constante uma certa função volume. E claro que
ainda temos a oportunidade de conhecer o espaço de Lorentz-Minkowski, buscando
as analogias e as diferenças entre ele e o espaço Euclideano.

A Geometria de Lorentz é o modelo matemático usado na relatividade geral.
O seu maior interesse deveu-se ao progresso na, teoria de causalidade, na teoria de
singularidades e buracos negros na relatividade geral, influenciado pelas pesquisas

de S. Hawking, por volta de 1970. (Algumas referências desse assunto podem ser
consultadas em l81)

A motivação física para se estudar variedades Lorentzianas é a hipótese de que um

campo gravitacional pode ser efetivamente modelado por alguma métrica Lorentziana

g definida sobre uma variedade M. Em particular, quando a. dimensão dessa variedade

é 4, temos as equações de EánsteÍn que ligam a Geometria (em termos de curvatura)

l



2 Introdução

à Física (em termos de massa e energia). Estas são equações diferenciais parciais
relacionando o censor métrico e suas primeiras derivadas ao tensos momento-energia

T. Isso é importante na relatividade geral porque assume-se que o comportamento

do universo é como um cuido perfeito (grosseiramente falando, com viscosidade zero)

nos modelos cosmológicos padrões. E o censor momento-energia para o caso de um
fluido perfeito tem uma forma simples.

Uma vez que toda variedade que admite uma métrica Lorentziana, admite várias

mét.ricas desse tipo, é necessário decidir qual variedade e qual métrica Lorentziana
sobre ela devem ser usadas para se modelar um problema gravita.cional dado. As
equações de Einstein relacionam o tensor métrico g, a curvatura. de Rica RÍc e a
curvatura escalei R ao censor momento energia 7' e podem ser escritas invariavelmente
como

Ríc ;R g+Ag = 8 r T

onde A é uma constante conhecida como a. constante cosmológica. O favor constante

8r está presente por propósitos de escala.

Em coordeTlad as

.l&j :Rgi.j +Agij = 8rTij l $ {,j $4

A curvatura. de Rica e a. curvatura escalar envolvem a primeira e a segunda
derivadas parciais dos componentes gij da métrica. Consequentemente, as equações

de Einstein representam equações diferenciais parciais (não-lineares) na. métrica. e
suas duas primeiras derivadas

As equações de Einstein não determinam a métrica sobre À/ sem condições sua
cientes pala o bordo

A. Lichnerowicz, em seu clássico artigo l,'Integral orz des eqaatíons de /a graui-
íatiorz re/ateu ste eí /e proa/eme des n coros mostrou que o problema de Clauchy da
equação de Einstein com condições sobre uma hipersuperfície máxima se reduz a um

sistema linear diferencial de primeira ordem e a uma equação diferencial de segunda.
ordem elíptica não-linear.

Abordagens mais profundas para o problema. de existência e unicidade das soluções

para as equações de Einstein podem ser encontradas, por exemplo, em tra.balhos de
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S. Hawking e Y. Choquei-Bruhat.

A técnica usada em nosso estudo é baseada na investigação da influência do bordo

na forma da superfície. Os resultados apresentados foram provados por L. J. Alias,
J. A. Pastor e R. López e podem ser encontrados em l41, que é a principal referência
utilizada.

Apresentamos alguns resultados de unicidade para tais superfícies a partir de
duas abordagens diferentes. A primeira abordagem é baseada em algumas fórmulas

integrais para superfícies compactas de tipo espaço no L3, entre elas, a Fórmula do

Fluxo, a qual, grosseiramente falando, diz que uma superfície compacta de tipo espaço
com curvatura média constante imersa no ]L3 está em equilíbrio com respeito à tensão

da superfície e às forças de pressão externas. Esta fórmula também é utilizada, numa
outra formulação, a fim de se encontrar resultados de unicidade para as superfícies
com curvatura média constante imersas no espaço Euclideano de dimensão 3. Por
exemplo, em j191, R. López e S. Montiel estudam condições para que um disco imerso

com curvatura média constante .17 não nula limitado por um círculo seja uma calote
esférica a partir.de certas restrições para a área desse disco e para a constante J7

Quanto às outras fórmulas integrais obtidas, é necessário, em algum momento,
considerarmos a superfície como uma variedade complexa e tomarmos nela uma es

tritura quase complexa J, que é um campo sensorial tal que J2 = --/d. Apesar de
nosso trabalho não tratar diretamente deste assunto, achamos importante situar a
superfície nesse ambientejá que, em outros trabalhos envolvendo o espaço de Lorentz

Minkowski e as superfícies compactas de tipo espaço com curvatura média constante,

esse resultado é bastante utilizado. Também decorrem algumas conseqüências para

o caso em que o bordo é uma curva de Jordan contida num plano de tipo espaço no
IL3

A segunda abordagem utiliza o fato de que uma superfície de tipo espaço com

curvatura média constante e bordo que se projeta sobre uma curva de Jordan num
plano de tipo espaço pode ser vista como um gráfico de tipo espaço e, portanto,

satisfaz uma equação elíptica não-linear, que é a equação da curvatura média, para.
a qual aplicamos o Princípio do Máximo de Hopf. Ainda com esse princípio e com
o Método de Reflexão de Alexandrov, obtemos um resultado de unicidade para as
superfícies compactas de tipo espaço com curvatura média consta.nte limitadas por
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dois círculos concêntricos localizados ein planos paralelos

O trabalho apresenta-se com a seguinte divisão:

No primeiro capítulo, definimos os principais conceitos da teoria da Geometria
gemi-Riemanniana. e, em especial, do espaço de Lorentz-Minkowski, tais como va-

riedades, métrica, coTlexÕes e equações fundamentais. Apresentamos algumas pro-
priedades sobre curvas, que serão necessárias por serem os bordos das superfícies
tratadas, mostramos um pouco sobre a Geometria Diferencial Complexa, além de
expormos resultados de Análise que são essenciais para a obtenção das fórmulas e
nas demonstrações de alguns teoremas

No segundo capítulo, desenvolvemos as fórmulas integrais, as quais são essenciais

para a prova do primeiro resultado de unicidade que é o seguinte:

As únicas superfícies campa,ctas de tipo espaço com curuütura média, constante

imersas no ü.? e bordo circular são os discos ptanares e as Gaiolas hiperbólicas.

O terceiro capítulo é destinado a um breve estudo das equações elípticas e do
Princípio do Má.ximo de Hopf. Com ele, enunciámos e provámos o seguinte teorema
de unicidade:

Seja,m E\ e 'SI du,as su'perfícies compactcts de tipo es'pa.ço com curuatKrü 'm.édict

constante imersas no h3 !imitadas por zmcc curda que se profeta sobre uma curva de
Jordan contida num, plaíto de tipo espaço. Se E.\ e Ez têm a, mes'm,a. cuructt'urü in,adia,

para ma orÍerzfação comam, então Ei = E2.

Observamos que, com este resultado, obtemos uma prova alternativa para o pri-
meiro resultado de unicidade

Como anexo deste capítulo, apresentamos o Princípio da Tangência para su-
perfícies de tipo espaço com curvatura média constante que aparece em l41, 161. j171
e llê$1

Para o quarto capítulo, reservamos o estudo do caso em que o bordo da superfície

nã.o é conexo. Mais precisamente, quando o bordo consiste de duas curva.s de Jordan

pla.nas contidas em planos de tipo espaço paralelos. Em particular, prova-se que:

Se E é uwLÜ superfície compacta de tipo espaço máxima. i,merca no B.;' limüada por

dois círculos concêntricos em planos l)arületos então 'Ê é uma slperjície de reuotsção.
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Neste capítulo, fazemos também um breve estudo das isometrias para podermos

tratar das superfícies de revolução.

No quinto capítulo, exibimos a generalização do primeiro resultado de unicidade,
encontrado em ISI. Vale ressaltam que as técnicas aqui utilizadas são análogas às que
aparecem no Capítulo 2. Obtém-se, neste capítulo, uma fórmula do íiuxo e uma
desigualdade integral, para se provar que

,4s Únicas ÀípersuperlPcies compactas de tipo espaço imersas no L"+i com cwr-
uatura. média constante H e bordo esférico são as botas hiperplanares e as catalãs

hiperbólicas.

A demonstração apresentada pelos autores nessa generalização, em que a di-

mensão da superfície pode ser ímpar, é diferente da feita para a dimensão 2, caso em

que foi possível munir a superfície com üma estrutura quase complexa. Tal demons-
tração poderia ter sido utilizada na situação bi-dimensional, entretanto, escolhemos
seguir fielmente a solução encontrada em l41, por ela ser a principal referência deste
trabalho.
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C:apítulo l

Preliminares

Neste capítulo, estão os principais conceitos, notações e teoremas utilizados no de-

correr do trabalho. Eles podem ser encontrados com mais detalhes em j11], 1221 e

Denotamos por ]Ls = (]R3, < , >) o espaço tridimensional de Lorentz-Minkowski,

onde < , > = (dz:y + (d:«,y -- (d:«.y é , métric. Lore«azia«. e (:«-,É,,:«;) são -s

coordenadas canânícas no ]R3

1.1 A geometria dos vetores no espaço de Lorentz.
Minkowski

IT-l xro+.\. .) c TI 3 .á ,l;+.

de tipo espaço, se <u, u> > 0 ou u 0

de tipo luz, se <u, u> = 0 e u # 0

de tipo tempo, se <t;, u> < 0

Cada uma destas categorias é cha.meda de caráter causal

7
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Da

de luz o COTliltntO que contém os vetores ucone J

a mesma forma , se ]] C ]L' é um plano, então

e ll é dito de tipo espaço se os seus vetores são de tipo espaço.

e ll é dito de tipo tempo se possui um vetor de tipo tempo.

e n é dito de tipo luz se possui um vedor de tipo luz e não posou
tempo.

Cham amos de

(u, t;> :: 0 com u :# 0

tempo

espaço

tempo

Figura [.]: Representação dos vetores no ]L3

Também podemos definir um produto vetoría] rlo ]L3 da. seguinte forma:

Definição 1.1.1. 0 produzo uetoráa/ rzo JLz de dois ueíores u, m C ü.3 é o líRIco z;etor

«A«,CL' É«/q«.<«A.«, u> t(«, «,, «)V«CI,;

Se « =(«:,«,,«.) e .« =(«,-,«,,,«,,) e«tão « A .« é d

expressão

ado em coordenadas pela

-+ -+ -+

z; /\ 'w :: l ul u2 u3

't,01 'tD9 'tDn



1.1 A geontetna Qos vetoFes no espaço

Propriedades do Produto Vetorial:

Soam u, t; C ]L3

1. uA o :: 0 +. u,u são li

2. u A u := --u A u.

3. <u A u,u/\ u> = <u,u>2 -- <u,u><u,o>.

4. Se u ou u é de tipo tempo, u A u é de tipo espaço.

5. Se u e u são de tipo espaço, u A t; é de tipo tempo.

6. u A u é de tipo luz <::> u A u # 0 e pertence ao plano gerado por u e t;.

Como conseqüência da Definição 1.1.1 vale que se u e u são orton
junto {u, u, u /\ u} forma uma base ortonorma] do ]L3

de Lorentz-Minkowski

nearmen es

ormais,

9

te dependent

o con

Cones de tipo tempo
Seja T o conjunto de todos os vetores de tipo tempo no ]L3

Definição 1.1.2. Se u C 7', (-7(u) = {z, C 7' : <u,t,> < 0} é chamado o cone de taro

tempo do ]La qwe contém u.

Lema 1.1.3. Z)ois ueíores de [Ípo tempo t;, to no ]L3 estão no mesmo cone de tipo
tempo se e somente se <t;, to> < 0.

Proposição 1.1.4 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz invei'tida). Soam u, w
uetores de tipo tempo no ]L3. Então

<u, w>1 > 1u lwl e a água/dado ua/e sc e son7tente se u e w são co/áneares.

Lema 1.1.5. Se z e um uetor de tipo len7}po no l.s então o stzbespaço zl e de tipo
espaço.

Definição 1.1.6. Z,)ois ueZores u, to C IL3 sâo ortogona s se <u,to> :: 0. Um uefor u

é dÍZo ün t(ír o se<u,u> = 1 ow<u,u> = --1.



1.2 Geometria gemi-Riemanniana

Preliminares

Nesta seção, definimos variedades semi-Riemannianas a partir dos conceitos de cen-

sores, além de estabelecermos notações e propriedades da derivação de campos de
vetores na direção de campos numa variedade.

Campos de censores
Sejam V um m(5dulo sobre um anel /r e 1/* o conjunto de todas as funções Ã"

lineares definidas em y a valores em /T, que também é um módulo com as operações
usuais de adição de funções e multiplicação por escalar de /\'. l/'' é chamado o módulo
dual de V'

Definição 1.2.1. Para I' ? 0, s > 0 rzão s ma/taneamente nH/os, dizemos que ama

/unção Ã'-ma/t / cear T : (1/*)' x V'' --} Ã' á cÁanzada üm censor do l po (I',s) sobre
r

Seja ]W uma variedade diferenciável e denotemos por /(M) o conjunto de funções
diferenciáveis a. valores reais em M e .Y(M) o conjunto de todos os campos vetoriais
diferenciáveis em M'

Definição 1.2.2. Um campo de censores row campo tensoria/9 T enz uma uariedadc

M tí zém tensos do tipo (r, s)

r : ,Y*(My x .T(M)' --} /(M)

F te«« « l-ío,««s ' ' ""'.pos «to«i«is nu«« f«,nção J, i,;to é, TÇO«, ... ,0,, X-, ... .Xs3
f, onde 0i são l-formas e Xi são ca,Títpos uetoriais.

Definição 1.2.3. Urra censor méfrÍco g em alma uarãedade dli/erenc át;e/ JW á m
campo sensorial do tipo (0,2) simétrico, não degenerado, de índice constante (que é o

ma ar níeáro q e tí a d mansão de wm swóespaço )'V C ,t'(J14') em que gplw tí de$nida

n.g«f{«, í;t. á, .e u :/ 0 'ntão g.(u,u) < 0 p«« p C M).

Observação 1.2.4. Em outras pa/auras; g associa dllfererzcãaue/merzZe a cada ponto

p C M um produto escalar gP rLO espaço tangente TpM e o índice de gP é o m,esmo
para todo p.



1.2(;eometria Semi-Riemanniana

Definição 1.2.5. Uma uar edade semÍ-BÍemanníana .ll/ é uma uarÍedade dil/Crer.

ciáuet corri um tensos ntétrico g,

Definição 1.2.6. Uma der uaçâo fensorÍa/ .D sopre ma variedade semí-RÍemann ana
M á um corÜanto de /wnçães ]R-/{neares

D : «'(M) --> <'(M') (, ? 0, s ? 0),

onde l-ts é o conjunto de todos os campos tensoriai,s sobre M do tipo V.s), ta,i,s q'ue
para todos censores A, B
r/) D(.'l ® -B) + D
rP9 D(O'Á) p-« [.a« ««t«çã. C'

Definição 1.2.7. Uma contrição C' é uma ap/{cação C : Tsr(À/) -+ 'r{.'J que frans
.»,m« t'-.«; d. aipo (,,.) em te«s.«. do fira (, 1,. - 1).

Observação 1.2.8. Tod. tens.r7' d. tipo(0,s) p.de se, «{st. c.«.. wm tensos(l,s).
Isso é feito considerctndo (no lugar de T) um, tensos T = X'" tM) x XtM)' -.+ FÇM)
de$nido por

r(o,x1 ) , X.) (T(..V:, , X,)) V a C ,Y*(M'), X: C Â'(M)

Proposição 1.2.9 (A regra do produto). Se T á am tensos do tipo (r,s) então

(Dr)(o: , . . . , o,, x- , ,x,) o,, x:, ..., x,)) +

, ..., é)i-i, .DOi, 0Í+l , ,o,.,x-,...,x.) +

,o,,x:, Xj-: , DXj , Xj+- , . . . , X,)

Definição 1.2.10. Sda T um campo tensorÍa/ do tãp. (r,s) sopre uma o«iedade M
A dilererLciat couctriante de T é um tensos DT do tiT)o b',s -+ L) dado por

OT(01 ) 0,,Xi, ,x.,x) ,0,,Xt, ,x,)

p«« c«d« 0: C ,Y(M), X, X. C Â'(A/), o«d. O á « d«{«d" c.«,i-Z. em M
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A Conexão revi-Civita

Uma conexão Leva-Civit. .m M é «m tensos(0, 2) V: Â'(M)xÂ'(M) -} .Y(M) tal

que para quaisquer campos X, y, Z C ,V(M), e para quaisquer funções ./,g C /(.IW)
valem

1. Vx+Y'Z =VxZ+ VTZ

2. Vx(y + Z)

3. \7.fxy = ./:Vxy

4. Vx(/}'') (./')}' + .fVxl''

5. Vxy VTX = IX, VI o«de IX, VI(./') = X(y./) y(X/) (simetria)

6. X<y, Z> = (Vxy, Z> + <y, VxZ> (compatibilidade com a. métrica)

As condições (1) a (4) definem o que chamamos de conexão afim. Já as condições

(5) e (6) são as essenciais para podermos construir uma. conexão Leva-Civita numa
variedade semi-Riemanniana.

Teorema 1.2.11. Se M tí uma z;ar idade gemi-Riemanrzíana; ezásZe wma ?mica co
nevão Leui- Ciuãta elíl MI

1.3 SuperHcies compactas de tipo espaço

Denotemos por E uma superfície diferenciável, isto é, uma variedade diferenciável de
dimensão 2.

Definição 1.3.1. t/ma imersão = : E -+ ]L3 é wma ap/ícação dll/erencãát;e/ ta/ gue

d#, : lrPE --} TPE á iniciara V p C E.

São equivalentes:
(a) A aplicação dz, é l-ll

(b) O Jacobiano de dz, tem posto 2 relativo a uma escolha. de sistemas coordenados
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(consequentemente a toda escolha) ;

(c) Se (yi,y2,g/3) é um sistema de coordenadas no ]L' em #(p), então há inteiros

l 5; {i $ à2 $ {3 5; 3 tais que as funções {yi- . z, 3/{' o z, yi' o z} formam um sistema
de (coordenadas numa vizinhança de p em E.

Definição 1.3.2. Unia meryw/ho de E no IL3 e ama imersão {rzletora X : E --} ]L3 ía/

q e a ap/ilação ind lida E --> X(E) é um homeomor$smo sopre o suóespaço X(E)
do ]L'

Definição 1.3.3. Uma métrica RÍemanniana < , > em uma supera/;'cie E é um tensos

mét«ico d' irai," « (isto é, d,e$«.id,o p.sita«. em todo XÇM)) e, po«t-to, «soa"
a cada p C E wma ap/ilação < , >p : TPE x TPE --} IR satis/agenda, para todos

u, u, w C TPE e À C IR, as seg infes propriedades;

/. <u, «>. «>, 6ím.t,{aJ

2. <« + «,«,>, <u, .«>, + <«,«,>,
<,à«,«>, «>, .X«>, rÓ{/{n«,id«d.)

3. <u,u>, 2 0 e <u,u>, = 0 $ u = 0

4. Se X e Y são campos diferenciáveis em, 'ü'm, aberto U C E., então a aplica,ção

U C E--llR

P -> <x(P), y(P)>.
á dl#rencÍáue/ em U

Definição 1.3.4. Z)ãzemos qwe E á ma super:/i'cie de tipo espaço imersa no ]lJ3 se

a métrica índaz da pe/a imersão dll/erenc áue/ z : E --> IL3 á RÍemanniana em E. .4

métrica em ):, ta,m,bém denotado pot Ç , ), $ca, de$nida, em TpE x TpE, ü partir da

máÍrÍca no IL;, do segaÍnte modo

<u,u>, = <dz.(u),d:«.(u)>,(.), V u,u c TpE, p c E
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A aplicação de Gauss futura

Para. uma superfície de tipo espaço E no ]L3, a aplicação de Gauss Ar de E é, por

definição, uma ap]icação de E no ]L3 que associa, a cada ponto p C E, o ponto no
]L3 obtido transladando paralelamente o vetor normal unitário 7z(p) de E em p pala
a. origem do X,3. Note que, como n(p) é um vetou unitário de tipo tempo em p cIL3,
a aplicação de Gauss Ar é na verdade uma aplicação de E no IH2 onde

m' = {« c x.; («, «> - 1, «. ? 1}, « («-,«,,z.)

n(P)

Figura 1.2: A aplicação de Gauss futura

Clonsideremos, a partir de agora, E uma superfície de tipo espaço, conexa. e imersa

no L3 orientada pelo campo vetorial normal unirá.rio de tipo tempo Ar apontando
para o futuro no ]Ls

As equações fündainentais de E

Como vimos no teorema 1.2.11, podemos definir uma conexão Leva-Civita em E e
o mesmo podemos fazer para- o IL3, teTJdO em vista que ele é uma variedade semi-
Riemanniana.

Denotemos por V' a conexão Leva-Civita do IL3 e V a. conexo.o Leva-Civita. de

E. Além disto, denotemos por 'Y(E)i o conjunto de ca.mpos vetoriais normais a E e

X(E) (E) © ]:'(E)'
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Definimos a conexão induzida de E imersa no L3 como uma aplicação

V' : Â'(E) x .Y(E) --> ,Y(E)

tal que
vkl''(p) : («(q))

em cada vizinhança Z/ n E, onde X e y são as extensões locais diferenciáveis de X

e y, respectivamente, numa vizinhança coordenada Z/ de p no IL3. Por exemplo, o
campo X C ]L; tal que R: o zla = dz o Xla é uma extensão local de X, V X C ,Y(E)

Uma vez que a conexão induzida acima está intimamente relacionada

nexão Leva-Civita de ll-,3, usamos a mesma notação para ambas.

com a co

S. X, }' C .Y(E), o camp' \Zkl' não está nece»ariame«te em ,Y(E). Temos,
assim, a seguinte equação re]acionando as conexões Leva-Civita de E e do ]L3

vky +(v;y)'
onde Vxy e (Vky)i são, respectivamente, a parte tangente e a parte normal a E
de VkV, X, y C ,:r(E).

Definimos o tensor a : Â'(E) x Â'(E) --} Â''(E) dado por

.'(x, }''')

como o censor segunda forma fundamental da superfície E.

A[ém disto, sendo ]V o campo vetoria] normal unitário de tipo tempo apontando

para o futuro (z3 > 0) em E, define-se em E um campo t-soria1 .4 : Â'(E) --} .Y(E)
tal que

<.4X, }'> }''), N'> V X, y C .Y(E).

Definição 1.3.5. A é chamado o operador /arma, ow o operador de l,I''eíngaríen,
üssocictão ü N

Note que o operador de Weingarten Á determina para cada ponto p C E um
operador linear .AP : lrPE --> TPE.

Adaptando as equações fundamentais para variedades semi-Riemannianas encon-

tradas, por exemplo, em 1231, escrevemos as equações fundamentais de E, conhecidas,
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respectivamente, como fórmula de Gauss, fórmula de Weingarten e equação de Co-.
dazzi

V; }'' <.ÁX, }''>N'

Á(x)
V.4(X, }'')

para quaisquer campos X, y C ,Y(E)

(1.1)

(1.2)

(1.3)

Curvatura Média e Curvatura Gaussiana
TI.E.;,;« l Q R
X./ \# XI IX X \ CX q.r L e &P Ç v De$nimos Q j'unção curvatura média. como sen.do

H Ç.(.'1)

onde A é o operador forma associ,ado u N. O vetar curvatura média. é da,do por

H = { fraga (a), onde o' é a seg nda /ormza /ündamenta/ e, erzZão, H = #JV

Definição 1.3.7. .4 /unção cwruaf ra Ga ssiana tí dada por

Ã'

A partir de agora, estudaremos principalmente as superfícies de tipo espaço que
são compactas.

Apresentamos os conceitos e propriedades dessas superfícies, a serem fundamen-
tados no decorrer da dissertação

Lema 1.3.8. 71oda supera/{báe compacta de fira espaço no IL3 tem rzecessar amenZe

bordo uivo vazio, o'u, eq'üiucttentem,Guie, Ttão e=isteTn superfícies de tipo espaço fechadas

Ícom.pactos e sem bordo,) no L'

Prova: Suponha que E é uma superfície compa-cta. de tipo espaço e sem bordo,

ou se:ja, fechada. Então os normais euclideanos unitários a E cobrem toda a esfera
S'(1), isto é, E tem normais euc]idea.rios em todas as direções. Sda. ]V o ca.mpo normal

euclideano de E. Em coordenadas canónicas, N pode ser escrito como JV = (a,Z), c),
a, b, c C ]lt,. Da. mesma. forma, o campo normal lorentziano de tipo tempo N é escrito,
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em coordenadas, como ]V = (a,b, --c). Portanto, .N também cobre a esfera S'(1).
Em particular, se c = 0, temos que a2 + b2 :: 1. Por outro lado, do fato de N ser

de tipo tempo, a2 + ó2 < 0, o que é um absurdo. Logo E não pode ter normais
euclideanos em todas as direções e portanto não pode ser fechada. n

Dizemos que uma superfície compacta de tipo espaço imersa no IL3 tem bordo se

ela é a imagem pela imersão de tipo espaço z de uma superfície compacta E com
bordo Z?E. Neste caso, o bordo z(aE) é uma curva fechada I' e # restrita a aE é um
diteomorhsmo sobre l

Operadores Diferenciais

Definimos o gradiente de uma função e o divergente de um campo em E, elementos

que são bastante utilizados para a obtenção das fórmulas integrais encontradas no
Capítulo 2.

Definição 1.3.9. O grau ente de uma /unção / C /'(E), denotado como V./' á Hm

caTrtpo uetoria! metricamente equivalente à di.ferencia! af c .x*(.E). Ou seja,

Çvf, x) dF(x) (/) vx c ,:r(s)

Definição 1.3.10. Para «da X C X(E), o dão'ryente de X, d'n.tad. p«r díu(X)
r.« 0i«(X)), soZ,« E á d«'Í' p''

di«(x)

onde 'V é a corLezão l,eui-Ciuita em E

Teorema 1.3.11 (Teorema da Divergência). Soam E tina swperfz'cie compacta

rzo IR3 com bordo é?E e u o co-norma/ wn tárío q e aponta para dentro de E ao /ongo
de aE. Se G é um cam,po uetoriat de.unido num conliunto aberto do IRa contendo E
enZao

diu(G)dE = - + {G,u)ds

onde dE é o elemento de área {ie E e ds é o elemento de comprimento em aE
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Observamos que estas definições são as mesmas quando a dimensão da variedade

é qualquer e mesmo o teorema da divergência pode ser reescrito para hipersuperfícies

compactas. Além disto, este teorema pode ser usado no nosso contexto do IL3 porque
a. métrica induzida em E é Riemanniana.

1.4 Alguns resultados de Análise

Corolário 1.4.1 (Conseqiiência da desigualdade de Hõlder). Soam./l g/uniões
contúz as rzo ínZert;a/o la, ól então

b

/y $ (ó «) Ê/I'

Definição 1.4.2 (Aplicação de i'ecobrimento). Soam B e B süóco ÜunZos de
]R3. Dizemos q e a' : -B --> B é ma ap/ácação de recoórámento se

.7. T á c.«th«« . «-(B) - B

2. cctdü ponto p C B tem um,a vizinhança, U em B tctt qze

« ' '(c/ )

onde os V. são con:i mias a,berros disjuntor dois a dois tais que a. restrição de
K a V. é u.'m, hom,eoTnorjismo de V. sobre U

Proposição 1.4.3. Seja n' : B --.> B arrz Aomeomor$smo /oca/, B compacto e B

colhera. Então T é anta ap! cação de recobrimento

Proposição 1.4.4. Sda n' : B --} B ama ap/ácação de recoórámenZo, Z? conexo por

arcos (cü«,i,.«h,os) e B simplesmente camelo. Então ,« é '«« ho«eo««,or$s«o.

a

1.5 Geometria Diferencial Complexa

Nesta seção, pretendemos estudar alguns tópicos envolvendo variedades diferencia.vens

complexas. Alguns desses resultados serão rlecessários no Capítulo 2, em que toma-

mos em E uma. estrutura quase complexa J. Basea.mo-nos nas referências j141 e
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Variedades Complexas

Definição 1.5.1. Z./ma estrutura como/eza mama oarÍedade dl#renciáue/ M, de d{.

mansão '2n,, é umo, colação rna imal de cartas diferenciáveis

{(UÀ, PÀ) : À C .4, gÀ : UÀ --} m,'"} ta/ que

/. UÀ..,IUÀ =JV

2. Ç'*.Ç'l;: : P,(t/ÀnuP) --> 9*(mÀnup) c R'" á «m«/u«ção Ào/om.r/a co«.{'Z""-
da, como zma. j'unção de u'm, s'ubconju,nto aberto de C" em C" , N \, F C A com

Uxn U.:#$

Definição 1.5.2. Uma cobertura de uma uaríedade M tí ama co/eção de corÜKntos

em M cuja união é M

T).Gn;.;. l K Q
#./ bÁzxzx b CAV .L ç q/ B RP Uma, coberturct é aberta, se todos os seus conjuntos são abertos

Definição 1.5.4. Uma coóert ra {VO} de wma uaráedade JI/ á díZa um re/inamento

de uma coóertKra {Ua} se para cada V# de {UO} ezãsfe Hm e/emenZo U.. de {U«} ta/
gwe U.* contém Ua.

Definição 1.5.5. t/ma cobertura {(/.,} de M é dita /oca/mente ./imita se para cada
ponto p € M Caíste 'üm liberto em M contendo p e intersectando somente 'ulll número

./imita de e/emenZos de {U«}.

Definição 1.5.6. t/ma uaráedade iM é paracompacta se tí Xa sd07:# e se fada comer

Euro, de M teta, zm re$nüm,ente a,bento local'm,ente anito.

Definição 1.5.7 (Variedade Complexa). Uma uar idade como/eza é uma uaráe
dado paracompa.ctü diferenci,áuet junto caIR, uln,a estrutura completa.

Lema L.5.8. Toda uarieda,de comi)acta. Hau,sdor$ é pu,racoml)acta

Teorema 1.5.9. Toda t;ar idade RÍemanrziana de d mansão 2, oríenZada, coneza e

Hausdor$ a,dmit,e ma estrutura completa.
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Prova: Considere o aLIa.s .4 que contém todos os sistemas coordenados isotérmicos

cujas mudanças de cartas têm determinante pc'sitívo. Soam (a, p) e (y, ú), com g =

(z, y) e d, = (u, u) dois sistemas de coordenadas de .4 cujos domínios se sobrepõem.

Temos que mostrar que g o d''i é holomorfa. Para isso, escrevemos

llt = +

''' Õu Õu a= ' Õu aU

u Õu ' Õu i)U

De (1) e (2) e do fato da métrica ser conforme, temos que existe uma função
r(u, u) tal q«e

(:r + (g:p - ,'
(g:)'+(g:r -,'

e portanto existem duas funções diferenciáveis a, /3 com valores em 10, 2n') tais que

rcos13

Usando que as coordenadas são isotérmicas, <g;, â> = 0 obtemos cos(a -- #) = 0 :>

« P-;.«« #-#

Mas, como a mudança de coordenadas tem determinante positivo, segue que

Além disto, cos/3 = --seda, seno = cosa.

Assim

# - ,::.p - P

z--,..;«- z
que são as equações de Cauchy-Riema.nn. Portanto p o Ú l é holomorfa
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Estrutura quase complexa

Definição 1.5.10. Sda M uma t;ariedade dilferenc áue/. Uma estrzétura quase com-

pleta ern M é um tensos diferenciáuet J em MI tül qKe para. ca,da p ç: MI, JapÇu)
para todo u C TpM

Observação 1.5.11. Um espaço uetor a/ rea/ ./ínifo que admite um endom07#smo

J : V -.+ V bati,sfazendo Ja = Id tem necessariamente dimensão par.

Teorema 1.5.12. Toda uaríedade como/ea;a de dimensão 2n admite wma estrutura

quase completa,.

Para a prova deste teorema, sugerimos j14, pág 241

Pelo teorema 1.5.9, a superfície compacta de tipo espaço E pode ser vista como
uma variedade complexa de dimensão 2, ou seja, é uma superfície de Riemann e pelo

teorema 1.5.12, podemos tomar uma estrutura quase complexa em E.

O que vamos fazer agora é relacionar essa estrutura quase complexa com a métrica

da superfície.

Métricas Hermitiana e Kãhleriana

Definição 1.5.13. Urrza métrica Ráemann ana dí/erencíáue/ g numa uar idade com-

plexa M é dita, Hermãti,anca se para cctda p C M e cada par de velares tarLgentes

«, « C %,M'

g(«,«)

Definição 1.5.14. Se g á a«la rnáÍríca #ermÍtÍana, a 2-/arma zo deánÍda por to(X, y)

gÇJX,Y) é a, forma de I'iãhler de g.

Definição 1.5.15. Uma métrica Xerm fiada g rz ma variedade como/eza tí ?lma

m,étnica. <ãhlerictna se a forma de lÇiihter w associada, a, g é fechcLda, isto é, dw = Q.

PI'oposição 1.5.16. Sda JM ama t;ariedade como/eza e g ama métrica Xerm t ana

em M. Então as seguintes condições são eq i dentes
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1. g é ullla métrica. Kâhteriaxtü

2. Se 'V é a. derivada couariante associada a g, então 'yJ -- Q

.I'nova:

(1) -} (2) pala todos X, y, Z vale que:

<(v''J)x, }''> - lí dw(x, v, z) - lí a'"(JX, JV, z)

Então, de d«,(X, y, Z) = 0 V X, y, Z, temos VJ = 0

(2) -+ (1) Vale para todos X, }'', Z

3 d«,(-X, y, Z)(VxJ)(Z)> + <Z,(V*'J)(X)> + <X,(VzJ)(}'')>

Ente.o, de VJ = 0, segue que dto = 0

1.6 Algumas notas sobre curvas no ]R3

Registramos aqui as notações da teoria de curvas que serão utilizadas no Capítulo 2,

especialmente qua.ndo tratarmos do caso em que o bordo da superfície é uma curva
plana.

Seja I' uma. curva. no IR3. Uma parametrização de I' pelo comprimento de arco
é uma aplicação diferenciáve] a : / C ]R --} IR3, / intervalo aberto de IR, tal que

la'(;)ll l
De-temos por T(') = r(a(')) = a'('), Ê(.) . c«r-t««a de a(s) e ,7(.) o c:mpo

normal unitário na direção de a"(s).

Uma consequência. de cr ser uma curva. parametrizada pelo comprimento de arco

é que ,7 é normal a a'(s).

Podemos definir para uma curva parametrizada plana cv : / --} IR3 a curvatura.

com sinal k. Para isso, seja {ei , e2} a base natural do IR2 e defina o normal 77(s), s C /

exigindo que a base {r(s),77(s)} tenha. a mesma orientação que a base {ei,e2}. A
curvatura A é então definida como r'(s) = k(s)77(s) e pode ser positiva ou negativa.

(Figura 1.3)
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e2

ei

Figura Curvatura com sinal

Denotamos por X;n(s) e X;g(s) as curvaturas normal e geodésica, respectivamente

de a(s), onde cv é uma curva contida numa superfície.

Deste modo, no nosso contexto, sendo p o co-normal unitário apontando pala
dentro de E ao longo do bordo ÕE e Ar o normal unitário a E, como veremos no
corolário 2.6.4, temos

a"(') )u(.) + A«(.)JV(.)
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(capítulo 2

Fórmulas Integrais

Neste capítulo, desenvolvemos três fórmulas integrais que, combinadas, geram uma
fórmula do fluxo e uma desigualdade integral para superfícies compactas de tipo es-
paço com curvatura média constante que são necessárias pala obtermos os resultados
pretendidos.

Seja z : E --> ]L3 uma superfície compacta de tipo espaço, orientada por um
campo vetoria], norma] e unitário, de tipo tempo ]V apontando para o futuro.

IL3

Figura 2.1: Representação da superfície imersa no ]L3

Como ]L; é orientável existe uma 3-forma dy (chamada o elemento de volume)
tal que se {ei, e2, ea} é uma base ortonormal do IL3, então

dV(.: , .,, e;)

25
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Se o resultado é negativo, a base é dita orientada postivamente.

O mesmo vale para E Considere dE o elemento de área (que é o elemento de
volume bidimensional) com respeito à métrica induzida e à orientação escolhida, isto

dE.(«, .«)(d«.(«), d«,(«,), .V(P)), «, .« € %,E

Tomemos J : ,Y(E) --> .y(E) a estrutura quase complexa de E e w a forma de

Kãhler associada à métrica. < , >. Então

«,(X, y) <JX, }''>

para todos campos vetoriais tangentes X, y C .Y(E).

Por outro lado, <JX, y> = dE(X, y). Portanto w é fechada, ou sda, a métrica
< , > é Kãhleriana.

2.1 A orientação induzida de ÕE

Teorema 2.1.1. $e/a k > 1. Se ]14 á wm.a k-uaríedade orienta e/ corri bordo não

uüzio, então E)M é orientáuet.

O teorema acima assegura que o bordo de E é orientável. Uma demonstração

pode ser encontrada eln ]22].

A orientação de E induz uma orientação natural em aE que é descrita abaixo.

Um vetou não TtUIO taTlgente z; C TP(aE) está orientado positivamente se e somente

se {u,to} é uma base orientada positivamente para TPE sempre que to C TPE está
apontando para- dentro de E.

Denotamos por I' o vetor co-normal urlitário apontando para. dentro de E ao longo
de Z?E, enquanto a'- é o campo vetorial unirá.rio tangente orientado positivamente ao

longo de aE, que é dado por l- = --J(p).
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Figura 2.2: Orientação de aE

2.2 A primeira fórmula integral

Seja a C ]L3 um vedor fixado arbitrariamente decomposto, ao longo da imersão, como

a = a'' + al

onde a'r C Â'(E) é tangente a E e ax é a parte de a na direção do normal JV.

Então

a 'projNa= lllj-:l-SN- Ça,N)N.

.l:Ceescrevemos,

«

Vamos calcular diu(ar). Para isso, precisamos obter Vxa

Usando que 'V'a = 0, temos:

(2.1)

o «)' «')"(v3.<«,x>x)' -<«,x>v&x=
+ <«, N>..'1(X)

Vx«' <«, N>A(X) (2.2)

V X C ,:Y(E).

l,ogo dá«(«a") = traço(V«a") r.ço(--<«, N>.4) = -<«, N> tr.ço(.4) = 2H<a, N>.

Aplicando o teorema da divergência, obtemos a primeira fórmula integral:
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Proposição 2.2.1 (A I' fói'mula integral). $da # : E -+IL; ama imersão de tipo

esta,ço de \ ma superjíci,e campa,cta com bordo a'Ê ori,ente,da, por um campo normal
unitári,o N de ti.po tempo a'contando para o j'aturo. Se H é Q função curuatu,ra média.

de }=, então para, qu,atqu,er vetar $:cctdo arbitrariamente a, ChS ,

2 l n(a,N)dE Ça,u\ds, (2.3)

onde v é o uetor co-normal unitário que aponta, para dentro de E ao longo de i)E.

E

Prova:

2H(«,N)dE l di«,(d')aX ,«)ds 't («,u)ds

2.3 A segunda fórmula integral

Vamos calcular diu(.4(al') + #a7'). Para isso, sendo Á um tensos de tipo (1,1) (pela
observação 1.2.8), podemos considerar a sua derivada. covariante de primeira. ordem

dada por:
(VÁ)(X,}'') .A)(X) - V*(.4X) Á(V*X) (2.4)

Usando a equaçã.o de Codazzi r/.39 e as equações ÍP.PJ c Í2.#J, segue

dí «( ,'1( «') ) tr-çoÍX -> Vx(Á(«')}

tr«çolX H (VxÁ)«'} + traçolX H .4(Vx«')} =

tr«çoÍX H (V.,'Á)X} + traçolX H .4(--<N, «>ÁX)}

traç.(V.,,4) - <JV, «> tr.ço(J').

Calculemos separadamente os valores dessas duas parcelas

tr«ço(V.,'Á) {X -> V.,(.4X)}-- traçolX -> Á(V.,X)}

)ll:l<v..«(d(E:)), z.> <.4(v.."z.), z:>l
2

l'}
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>ll:i<v.,(Á(z:)), z:> <v.,z;, a(.E:)>l

onde {Ei , E2} é um referencial local ortonormal de campos em E-

Seguindo o que foi feito em jlll, para cada po C E é possível escolhermos um

referencial local ortonormal {ei,e2} verificando (V..ej)(po) = 0,V i, .j = 1,2. Bas-
ta tomarmos uma base associada ao sistema de coordenadas normal dado em uma

vizinhança normal de cada po e ortonormalizá-lo.

Tomando então um referencial ortonormal com essas características:

tr.ço(V..,Á)(po)<V.,'(Á(e;)), e.>(po) e «'(tr.ço.'l)(po)<V..'(Á(e{)), .:>(po).

2

l2

Como isso vale para qualquer ponto po C E segue que:

traço(V.,.4) = a'r(traço(.A)) = aa''(--2#) = --2<VH, aa''> = --2<VH, «>, onde VH é

o gradiente da função //

Para encontrarmos o traço(.42), utilizaremos a equação de Cayley-Hamilton para
o operador forma. Á dada por

,.l2 traço(,'1).'{ + d.{(Á)/, 0,

ou sela,

.42 + 2.17'.4 /r/z = 0,

onde H e Ã' são, respectivamente, as curvaturas média e Gaussiana de E

Assim, traço(Á2) = 4H2 + 2X.

Logo, di«(Á(«')) #,.> (4H' + 2Ã')<N,«>.

t.;Ç.{X -} Vx(H«')}

traçolX -> 'VxHar} + H traçolX -> Vxa'r} =

<(VZ, H)ar, Ei> + <(VZ,H)ar, .E2> + 2H2<a, N> =

EI(H)aT + Ez(-#)a{ + 2#'2<a, .N> .

d' çn)-v'2n' ç.,,N) = ÇNH.av )-F2n' ça,N) =

çv n, aà -+ '2 H' Ça , N~l
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onde {.Ei, EZ} é um referencial local ortonormal e ar :: ai .EI + a?.E2

dÍ«(.'1(«') + H'«') H, «> (2#' + 2K')<.N, «>. (2.5)

Aplicando novamente o teorema da divergência, chegamos a

Proposição 2.3.1 (A 2' fórmula integral). Sda z : E --lIL' ama imersão de t po
esta,ço de u,ma, SKI)erfície compacta. com, bordo a'E orientada por um campo norma!
unitário N de tipo teTítpo apontando para o f'utbro. Se H é Q função curuaturü 'm,édict

e K é a. cutuütura Gau,ssian,a. de E, então para qvatqKer uetor $=a.do arbitrária'm,ente
. z=T 3

J

{<V#,«>+(2#' +2Ã')</V,«>JdE #<Á(«')+ #«',p>d;(2.6)

onde v é o uetor co-normal unitário apOntaTtdO 'pctra. dentro de E ao longo de aE.-

E
<Á(«') + #«', p>d.

E

Prova

dj«(Á(«')+n'«')dE
E

{<VH, «>+(2#'+2/T)<N, «>JdE
E

<Á(«')+H«', p>d. ,

2.4 A terceira fórmula integral

Para um vetor fixado arbitrariamente a € ]L3, consideremos agora o produto vetorial
z /\ a C ]L3, onde z e a. imersão z : >] --} ]L3. Escrevemos

= b. ., = t= N «Y' -- Ç= N a. N)N (2.7)

-de (:« A «)r C .Z(E) é tangente a E.

Nosso objetivo é calcular dãu(./(z A ayr) onde ./ é a estrutura quase complexa em
E

dá«(;(« A «)') roço(V(J(« A «)')) tr,çolX -} VxJ(« A «)'}

Mas J é um censor(1,1), então vale que
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ç'(J(« A «)') VJ)(«A «)'+ J(V(«A «)')

Além disto, já vimos(lue zo(X, y) =<JX, y> é umaformafechada, pois m(X, }'')
dE(X, y) e dw = d(dE) = 0. Logo, pela proposição 1.5.16 , temos VJ = 0

Basta e«tão c;lcularmos VX(z A «)I'' p.ra X C Â'(E).

Usando as fórmulas de Gauss e Weingarten e a equação Í2.V9:

Vx(« A «)' A «)'+<.AX,(« A «)'>JV

vk(, A «) + v}(<« A «, ]v>;v) + <.4x, « A «>JV

(vk«) A « + <(v}«) A «, W>JV+<« A «, VJX>JV +

+ <« A «, N'>V;N' + <ÁX, « A «>JV

X A « + <X A «, N>N' <« A «, .'lX>JV +

+ <« A «, N'>(-.4X) + <ÁX,« A «>N'

(X A «)' - <z A «, N>.4X.

Deste modo

d{«(a(« A «)') tr-çolX H J((X A «)' - <z A ., JV>ÁX)}

<J(-E- A «)',E:>+ <J(E, A «)',E,> +

<« A «, N'>1<J(.A(-E:)), E:> + <J(.'l(.E,)), E,>}

<(z- A «)', z(z:)> <1-E, A «)', J(-E,)> +

<« A «, N>1<.'1(E:), J(E:)>+ <.4(E,), J(E,)>}
(E: A «, E2> + <E, A «, E:> +

+<«A«,N>1<.A(E:),E,> - <Á(E,), >}

<E: A E,, «> + <E: ». Ez, "> '

2 kE\ F. Ea, aà = --2 ÇN. Q

Integrando em E e usando novamente o teorema da divergência. e o fato de que J

é anta auto-adjunto, encontramos
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Proposição 2.4.1 (A 3' fól'mula integral). Sda iç : E --lIL; wma imersão de t po
espaço de uma superfície compacta com bordo aE orientctda por m campo normal

unitário N de tipo tempo aponta,ndo pura o f'aturo. Se H é a, junção curuütKra média.

de }.l, evttão para. qwatqzer vetar $=ctdo arbitr piamente Q CB.F' ,

(2.8)

onde 'r é o uetor unitário taTtgente orientado 'positiuam,ente CLO longo de aE..

:l:$~,Q«:- 'l.:5«'.,,'''-;.

Prova

djz,(J(z A a)7')dE = 2 l:$~,««- - +,.
r

T
<(« A «

! E

-«''~«,Ü''- +;««''.
«)d'

<J(« A «)',«>d.

<(« A «)', -J(p)>d. -

2.5 Fórmula do fluxo

A fórmula do fluxo para superfícies de tipo espaço com curvatura média constante J7

imersas no Ls vem como uma primeira aplicação dessas fórmulas integrais.

Lema 2.5.1 (Fórmula do fluxo). Sdz z : E --> IL' uma imersão de lapa espaço de
uma sxperjÍcie campa,cta, com bordo a'Ê. Se a. caruatura 'm,édi,a, H é constante: então

para qualquer uetor .H=ado a C E temos

+;:$",-''. - « $;.<« A .'-,«>d.

onde T é o vetar unitário tangente orientado T)ositiuaírtente ao longo de aE. e i., é o

uetor co-normal e u,Ttitário qKe aponta, pata dentro de 'i: a,o longo de a)=.

Prova: Da. primeira. e da. terceira fórmulas integrais

<a, p>ds = --2H ~«,N'\dx n'lç*K.-,aàd,;
H
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2.6 Consequências da fórmula do .buxo para bordo
planar

Observamos que se I' = z(aE) então I' é uma curva, fechada pois a restrição de z ao
bordo aE é um difeomorfismo sobre ]' C ]L3

Figura 2.3: Representação de aE planar

Além disso, se ll é o plano contendo I', então ll é de tipo espaço. Basta notar
que o fato de I' ser fechada implica que o campo normal ?7 da cuida cobre um círculo.

Suponha que em algum ponto p C I', o vedor v?(p) seja de tipo tempo, isto é, pertença
à interseção do círculo com o interior do cone de luz. À medida em que ?7 percorre o

círculo, o campo tarlgente 'r atinge, para algum ponto do bordo de E, o interior do

cone de luz, contradizendo o fato de que r pertence a TPE para todo p C E (l- é de
tipo espaço). Logo o campo normal 77 é sempre de tipo espaço e, das propriedades

do produto vetorial descritas no Clapítulo 1, r A 77 é de tipo tempo, que é o normal
ao plano. Consequentemente, ll é de tipo espaço.

Podemos assumir que ll passa pela origem e ll = ax onde a C ILa é um vetor
unitário de tipo tempo apontando para o futuro.

Então <a, a> = --1 e como a pertence ao cone de tipo tempo contendo Ar-vale que

l<W, a>1 ? 1Arllal = 1 ::> <N, a> $ --1 < 0, do lema 1.1.3 e da proposição 1.1.4.

Consideremos a orientação natural do plano ll determinada por a. Segue da ter-

ceira fórmula integral (proposição 2.4.1) que

<« A .'-,«>d. 2
r

N. à(]E - 2
! <JV, a)dE ? 2 = 2 ár'a(E) > 0

EE
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O próximo resultado diz que o fluxo não depende da superfície E mas somente do
valor da curvatura média ]7 e de ]'

Corolário 2.6.1. Sqa z : E --} ILs üma imersão de tipo espaço de wma super:/zcie

compacta limita,da por nana CKrucl de Jordan plana, T. Seja a. o vetar unitário de tipo

tempo ül)tentando para. o fstu,ro no La tal que Y está contida no plano de tipo esta,ço
CLJ- . Se ü CKruül.uta, 'm,édi,a, H de E é coTtstaTtte. então

<«, «>d. 2 á,'«(n) (2.9)

Prova: Se I' é uma curva de Jordan plana e (2 é o domínio no plano ll limitado
por I' então

á,-©) -

Logo:

<« A .'-,«>d.
f

<«, .'- A «>d;
!E

<«,T>d. .«(Q),

onde 77 = --r /\ a é o vedor unitário co-normal a ll que aponta para dentro ao longo
de I', isto é, 77 é o vetor aceleração da curva.

Da fórmula do fluxo(lema 2.5.1)

«/
z/, a

E
<« A .'-, «>ds #á,-(Q)

Observação 2.6.2. O (boro/ária anterior não mp/ ca qucz/g71er resta ção aos ua/ares
possíveis da, cu,r-uatu,ra média. covlstante. Por e=em'plo, a fam.alia de catalãs hiperbóli,cüs

E, = {(«:,«,,«;) € L;/a? + :«: - «: 0 < z3 $ 1/; '}..p2} .nde 0 < p < .»,
descreve uma família de superfícies de tipo espctço coTTLpactüs ILO K' , com cu,ruptura

m,édia, constante H. = \,, limitada,s por um, círculo de rai,o r, de modo que Q < H, <.

No entanto, ILO caso Euclideano, se V é um círculo de raio r > q e E é wm.a,

superfície co'm,parta, imersa. no Ea limita,da por T com c'uruütuta média constante H,

então a fórmula. correspondente do flv=o implica que q 'Ç \H\ '$ \ (uer I'íl, Corolário
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2.6.1 Uma desigualdade integral

A segunda fórmula integral ÍP.õ) para /lí constante torna-se

2 Ítn' -+ K)ÇN,ande /,<'*h'
P

!

r

!

.[ HI' ,y)ds =

{<«', .4(«)> + #<«', «>ld.

{<«, .'1(«)> + H<«, «>ld.

Além disto, como I' = z(ÕE) é uma curva de Jordan plana contida em ll = ai
onde a € ]L3 é um vedor unitário de tipo tempo que aponta para o futuro e r é
o vedor tangente unitário orientado positivamente ao longo de I', então <1-,a> = 0.
Escrevendo a na base {a'-, I', /V} do ]L3 temos, ao longo de I',

a v)v (ü,N)N

Segue que

<Á(«),«> («), <«, «>«> <«, «><..'!(«) , «>

Por outro lado, {r, p} é um referencial ortonormal para TPE, então

2H aço(.4) <.4(p),p> + <.4(r),,->

Mas <.4(r), l-> = --k« onde Ã;« é a curvatura normal ao longo de I'

Porta«to<.4(u), «> =(--2H + k«)<«, u>.

A segunda fórmula integral finalmente torna-se:

2 l (H'-+K)(N,a d = (--'2n-+k.-+n)(a,u)'is= (k« H')<«, «>d. (2.10)

Observamos que #' + Ã' = {ltraço(.4') -- {(traço(.4)y}, pois traço( 4)

traço(Á') = 4#2 + 2Ã'

'ZH e
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Lema 2.6.3. Secam .17 e -K as cwruatzéras rnád a e Ga ssáarza, respect t;amenfe, .dc

E.. Ente,o Ha -\- K Z Q e a igualdade Date em um povtto p E E se e contente se p é um
gonzo wmóí7{co.

Pi'ova: Sda .4 : .Y(E) --} .Y(E) o endomorfismo de Weingarten e defina

,4' t-.Ç.(.4)/,

Como .4 é diagonalizável então ,4' também o é e, portanto, (.4'y é diagonalizável

com todos os seus autovalores positivos, conseqüentemente, traço(Á')' 2 0.

Temos(À')' r.,ço(.A)/,y tr-ço(.4).4+ }(t-aço(Á)y/,

Logo

0 $ t':'ç'(Á')' tr'ço(Á')- (tr-ço(Á)y + {(traço(.'i))'

('!') { (traço(Á)y

2(H' + /r)

Se p C E é um ponto tal q«e (#' + Ã')(p) = 0, temos:

traço(.41,y = 0 + .41, = 0 $ ,4, = À/, onde À = {traço(.4,). Isto significa que os

autovalores de .4 em p são iguais e, portanto, as curvaturas principais Ai(p) e kz(p)
são idênticas, ou seja, p é um ponto umbílico. H

Como consequência do Lema acima e do fato de <N, a> $ l temos

Corolário 2.6.4. Sela z : E --.> 1.3 wma versão de tipo espaço de uma s pe /i'c e
conta,ctü limita,da por wma curda de Jordan plana. T. Seja a. o uetor unitário de tipo

tem,po a'pontündo pa,ra o J\ tufo no hs tat qu,e T está contid no l)lama de tipo esta.ço

cll . Se:ja, çl o doTnínio planar liTítita,do por T. Se CL czructt'ura 'médica H é constaxtte,

k«<p, «>d. $ 2H'á,-(n)

onde k. é u curuutura. normal a,o IOTtgO do bordo. Além. disto, a ig'üaldad.e Date se e

somente se a supera'ície é totalTl\ente Kmbíticü
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Prova: Temos /X(#'+Ã')<N, ande $ 0, de <.N, a> $ --1 e do lema2.6.3. Portanto
da equação ÍP./09 e do Corolário 2.6.1

<p, a>ds + 2 l#' + K')<.v, «>ax 1; 2x'ó,.«(o)
E

A igualdade vale se e somente se .ll2 + Ã' = 0, ou seja, a igualdade vale se e só se
E é totalmente umbílica.

Este Corolário pode ser reescrita em termos da curvatura de I'

Figura 2.4: Representação das curvaturas normal e geodésica

Seja a uma parametrização pelo comprimento de arco (orientada positivamente)
de I', de modo que a'(s) = r(a(s)) = .'-(s). S.ja k a cur«fura com sinal de a como
"ma c«r« plana. E,:tão a"(.) = k(.)?(.), o«de q = --.- A « e ,7(.) = q(a(.)). Além
disso,

a"(;) )#(.) + k«(.)N(.)

onde k, é a curvat«ra geodésic; de I', "(s) = p(a(.)) e.N(')
<a"(.),.'-(.)> (s),a'(.)>

C.m. <?, N> A «, N> t.m.:

N(a(s)) pois

k. ,N) -k<«, .>

k« <«,«>

Desta forma, fica demonstrado um resultado análogo ao Corolário 2.6.4
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(]orolario 2.6.5. Sqa z : E --> IL3 ama imersão de tipo espaço de wma supe71/;bíe

compacta limitada por u,ma curucl de Jordan plana T. Seja a o uetor unitário de tipo
tempo apontctndo pctra, o futuro no K.a tal que T está conta,da no plano de tipo empa.ço

al . Seja Q, o dovít'ínio planar limitado por T. Se a curvatura média, H é constante
ertta,o

k<p, «>'ds $ 2#'á,«(Q)

onde k é a. c'uruatura, com sinal áe T. E ü igzatdade Date se e som,ente se a superfície
é to],atm,ente UTrtbtüãcct

2.7 O primeiro resultado de unicidade

A proposição abaixo é importante para a prova do primeiro resultado de unicidade.

Sua formulação é análoga à dada por Carmo em j101.

Proposição 2.7.1. Se lodos os pontos de urna supe71/üáe de tipo espaço E rconeza,)
imersa no L3 são porzZos mbáZ cos, erzZão E á am p/ano (# = 0) otl m Aáperbo/áÍde

(H :# 0).

Prova: Seja p C E e considere X(u,u) = # o p(u,u) uma parametrização de E
numa vizinhança. coordenada y conexo conterldo p

Como E é totalmente umbílica, temos que V q C y. q é umbílico. Então para.
todo to C Tç(E), m = aiX. + azX,, onde {X«, X.} é uma base de .TçE e para todos
q C y. a{ C IR, sabemos que

,'l(«,)

onde .4 é o operador de Weingarten e Àq = À(q) é a função autovalor de .4 nos pontos
q

Logo, da. equação r/.q

V=N(q)

com /V = JV(u, u) = JV(X(u,u)) o campo normal unitário de tipo tempo

Vamos mostrar clue a função auto-valor À = À(q) é constante. Para isso, escreve-
r r i( )s

«-Nu + «,Nu X« + «,X.)



2.7 0 primeiro resultado de unicidade 39

::> 0 = Aru, Nu. = --À.X. -- ÀX.. + À.X. +ÀX.. = À.X, À.X.

No entanto, {X., X,} é linearmente independente, portanto À. = À. = 0 V q C y.
Como V é conexo, À é constante em y

Há duas possibilidades para À : À = 0 ou À #O

Se À = 0, então Aru = A{., :: 0 e, poi'tanto, Ar é constante na vizinhança conexo
V. Assim, para os pontos X(u,u) em y

<X(u, «), ]V>« «), N>.,

segue que

<X(u, «) , JV>

Devemos ter portanto <X(u, u) -- po, N> = 0 para algum po € E, ou seja os pontos
de y pertencem a algum plano-

Se À #O, sd;y= X(u,«) {JV(u,«). E«tão

(X(«, «) + -iN(u, «))«

(x(«, «) + {-JV(«, «)).,
/\ /\

Segue que g/ é constante no conexo y e fazendo <X(u,t,) -- y,X(u,o) y>

fiar, {Ar> = --$-, concluímos que os pontos de y pertencem a um hiperbolóide.

Para provarmos que estas situações valem em toda a superfície E e não apenas
numa vizinhança conexo V, basta usarmos que E é conexo. Essa prova é a mesma
feita em j101 e isso justifica não a repetirmos aqui.

Com isto, quando o bordo é um círculo, podemos enunciar e provar o seguinte
resultado de unicidade.

Teorema 2.7.2. .4s lírzÍcas supe7yz'c es compactas de tipo espaço imersas no L3 com

curuatzra média constante e bordo circular são os discos ptanares e as Gaiolas hi-

perbólicas .
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Prova: Seja a o vetou unitário de tipo tempo que aponta para o futuro no l.3 tal

que I' = S'(r) C ai que é um plano de tipo espaço. Assim k = je área(Q) = n-r'
onde Q é o domínio limitado por I'. A desigualdade integral assegura que

)

l 2
<p, a>zds < 2/íznrz ::> /,««

a>2ds $ 2nJ72r3

Por outro lado, do corolário 2.6.1 sabemos que

<p, a>ds :: 2/7 área(Q) := 2n/Ir2

E do corolário 1.4.1, segue

Ids Z ( + {u,a)dsy

41<p,a>'as? 47r Har4 .4,r2,f/2r4 2«.#2r'

Vale então a igualdade do corola.rio 2.6.5, implicando que as superfícies com bordo

circular I' e curvatura média. constante # devem ser totalmente umbílicas. Se H = 0,

temos que tais superfícies são discos p]anares, e se ]7 7é 0, são calotes hiperbólicas,
pela proposição 2.7.1. H

r
<u,«>'d...

J

Alguns autores vêm buscando um resultado correspondente a este no caso Eu-

clideano, envolvendo discos planares e calotes esféricas. Alguns resultados parciais

foram obtidos, ora impondo restrições à curvatura média, ora acrescentando hipóteses
ao tipo de superfície

Para. que possamos dar uma idéia do que já foi feito neste campo, apoiamanos
nas referências l7j, l91, li61 e 1201.

Seja I' uma curva. de Jordan numa. bola fechada de raio r no JR3, e considere o
problema. de encontrar uma superfície tendo I' como seu bordo e curvatura. média
H. Se IXI $ i, já se sabe que existe pelo menos uma superfície do tipo disco com

H constante limitada por I'. lh/las a. unicidade não é válida em geral. H. Btezis e J.

M. Coroa provaram que existem pelo menos duas soluções pala cada H satisfazendo

0 < IXI < } . A pergunta feita é se elas são as únicas soluções
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O caso que nos interessa para a comparação com a situação no ]L3 é aquele em
que I' é um círculo de raio r. Sabe-se que há duas soluções para o problema: duas

calotes esféricas (a grande e a pequena, ou a maior e a menor) limitadas por I', com

raio Íh,0 < 1-Hlr < 1 e com curvatura média constante H (ou --#). Mas mesmo
neste caso simples, não sabemos se há outras soluções.

Para o caso de dimensão n, o resultado é provado em j161 para hipersuperfícies
compactas mergulhadas com curvatura média constante não nula cujo bordo é uma

esfera (n -- l)-dimensional contida num hiperplano, assumindo que as hipersuperfícies

não atravessam o hiperplano (não intersectam o lado de fora da esfera). No caso de
dimensão dois, a prova é baseada no Método de Reflexão de Alexandrov e na classe

ficação de Delaunay para superfícies de revolução, e pode ser encontrado resumida-
mente em 191.

Supondo a superfície compacta com curvatura média constante /? imersa no es-

paço Euclideano com bordo contido num plano P, prova-se que ela é uma calote
esférica na situação em que

h- j2a'

#...l+

onde .4+ é a área da região de E acima do plano que contém o bordo e h é a altura
de E até esse plano.l20, Teorema ll

Com a hipótese adicional que a imagem da superfície pela imersão está contida

num cilindro sólido fechado de raio 1111, é possível mostrar que a imersão descreve
uma calote esférica l7j.

Além disto, temos a fórmula do fluxo no caso Euclideano jver 19, para mais
detalhesl, que é usada em alguns artigos para a obtenção dos resultados (parciais) de

unicidade. Ela foi obtida por N. Korevaar, R. Kusner e B. Solomon e tem a seguinte
formulação:

Lema 2.7.3. Sqa JW uma. s Feri/i'cie compacta com bordo aM e p : ]U -+ ]R3 wma

Imersão coz7z c ruptura media corzstante .f/. ZI)anotamos por (z : al\'f --.} IR,3 a TesÍr&çao

d,e p ao bordo de M e por N : M -+ Rs a apticaçã,o de Güuss de \p. Então

H l a /xa' :: -- l N /\Qí
FaWJaM
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Capítulo 3

O Princípio do Máximo

Neste capítulo vamos provar um resultado de unicidade para superfícies compactas
de tipo espaço com curvatura média constante fazendo o uso do Princípio do Máximo
de Hopf, além de darmos uma outra abordagem para ã prova do Teorema 2.7.2.

3.1 Gráficos de tipo espaço

Z3

«(P)

Figura Representação de um gráfico

Para cada função diferenciáve] u : Q --} IR, com n um domínio compacto no ]R2

43
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e u = u(zi, z2), temos o mergu]ho natural X : a -+ ]L; definido por

X(«:,«,) u(«-,«,))

Proposição 3.1.1. X {ndzéz m !ensor métrico Indo necessar amenfe não degenera

do) sot)re çl qKe é da.do por

<dx.(«) , dx.(«,)> <Z.)«(P),«><Du(P),«,>, P C Q, «,«, C m,'

,4/ém disto, o grá/ico determinado por u á de taro espaço se e somente se IZ)ul < l
orzde Du denota o gradiente de u no IR2

Prova: Para cada p C ã, u,w C IR', u =(ul, t;2), w =(toi,to2), temos

E 1 0 1 . .
dXp(«) 0 1

ã-(p) :lE-(p)
l "' 1- '"-,«,, ::w«---gl:w«a - («-,«,, <"«w,«nú Z)zl íjz2

Analogamente, dX,(t«) = (t«i , .«2, <Z.)u(p), to>), onde Du denota o gradiente de u
noIR'

Portanto o censor métrico em Q é dado por

<dX.(«),dX,(«)> +«2'",<Du(p),«><D«(p),«,> -<0u(p),«><D«(p),«,>

O gráfico é de tipo espaço se e somente se <dX,(u), d-Xp(u)> ? 0 para todo p C ã
e para todo u C Ht2

Sendo 0 o ângulo entre Du e z;, temos:

<dX. («) , dX.(«)> <D«(P) , «>'

<Z,)«(P) , 0«(P)><«, «> cos ' 0

<«,«>(1 <D«(P), D«(P)> cos' 0)

<«, «>(1 - lO«(P)I' cos' 0)

(dX,(«),dX,(u)> ? 0 + 1 l0u(P)I' cos' a ? 0+

$ 1O«(P)I' cos' 0 $ " $

+ l0u(P)I' $ 1 VP C n «. l0ul $ 1
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Além disso, a igualdade vale se e somente se t; = 0.

De fato, se t, = 0 então <dXp(o), dXp(t,)> = 0 da sua definição e, por outro lado,

se t, :# 0, então, do que foi feito anteriormente, <dXp(o),dlíp(o)> = 0 se e só se
l -- l/.)ul2 cos20 = 0. Para tanto, devemos ter l.Z.)ul2 = 1 > 1 e de IZ,)ul < 1 segue
Dul

Mas isso implica que existe solução para <dX.(o), dYp(o)> = 0 com D não nulo e
paralelo a Du, o que torna o censor métrico degenerado e assim ele não pode ser de

tipo espaço, o que é uma contradição.

Logo, o gráfico determinado por u é de tipo espaço se e somente se IZ)ul < 1. n

Na proposição seguinte mostramos que toda superfície compacta de tipo espaço
imersa no ]L3, limitada por uma curva que se projeta sobre uma curva de Jordan
plana, pode ser vista como um gráfico de tipo espaço determinado por alguma função

diferenciável u. Isso é essencial para o resultado que buscamos.

Proposição 3.1.2. Seja z : E -+ ]L3 uma supe7fz'cie compacta de tipo espaço imerscz

no ]L3 /imitada por mü curda I'. vamos asswmír q&e Caíste um p/ano de tipo espaço

11 ta/ qae a pr(Üeção ortogona/ I'' de I' sopre ll é wma curda de Jordan p/aria. Então
existe wm dil/eomor$smo r' : Q --} E de um domíháo compacto ã C IR2 ta/ qwe z o f'

é zm grá$co de tipo espaço sobre ç\.

Figura 3.2: Gráâco z o F'

Prova: Começamos assumindo, sem perda de generalidade, que o plano de tipo

espaço ll :: IR,2 é o plano {a;3 :: 0}, assim a projeção ortogonal 7r : IL3 -+ IR2 é a
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projeção definida por n'(açi, z2, z3) =(zi, z2, 0). O que(queremos é encontrar a função
r' e o domínio compacto n C ]R2, onde r' está definida.

Denotemos por â a projeção ã = a' o z : E --> ]R2 e mostremos inicialmente que a
aplicação ãl{«t(z) : int(E) --} IR' é um difeomorfismo local, isto é, dãp é injetora para
todo p - ãnt(E).

Sda p C inf(E) qualq«er. Se u,« C TPE com dã,(u) = dã.(«), então

d«,M(d«,(u))(d«.(«)):+ r,W(uÍ,ul;,ul;) @(«{,«;,«á):+

::>(ul,ul;,o) «;,o)::>ul '";-",,
onde d«,(u) =(ui, ul,, ul,) e d«,(«) =(«Í, «;, «;).

Suponhamos, por absurdo, que ul 74 oá e consideremos a reta r que une dz,(u) a

d#.(«) em %E. El; é d-d» po- ': X -(#:,«,,,;) -(uÍ,u;,ul,) + .X(0,0,«á - «l,).

Para À = :!!â-::?<1=;!u2n temos r atravessa.ndo o cone de luz a;lã = f + z:, o que

contradiz a hipótese de r C TPE, isto é, de r ser de tipo espaço. Desta forma,
ul = uá e, portanto, dz.(u) = dz.(u) e como daç, é injetora, segue que u - u. Logo
ã = g-oz : ánt(E) --> IR' é um difeomorfismo local, e portanto é uma aplicação aberta.

Considere Q = Ê(inZ(E)) C R', que é um subconjunto aberto no IR', e Q' o
domínio planar limitado pela curva de Jordan plana I'' = «-(1') = «-(a(ÕE)) = ã(aE).
O nosso objetivo é mostrar que ã : E --> Q é um difeomorfismo global e, assim,
escolhendo F' = ã'l teremos que z o F' é um gráfico determinado pela função ü
=s o .F

:Z == '7r o :2;

Figura. 3.3: Construção de F'
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Para isso, vamos mostrar que Q = n'

V,mos pr-'r primeiro que ÕQ = ã(ínt(E)) = aã(E) C I'' = ã(aE).

Como E é compacta, para (qualquer q C aê(E) existe p C E tal que ã(p) = q.

Há duas possibilidades para o ponto p: p C nt(E) ou p C aE. Vamos mostrar
que só pode ocorrer p C ÕE.

Se p C ánt(E), já vimos que ã : int(E) -} ]R' é um difeomorfismo local. Logo
existem ,berros UP de p em ánt(E) e Eç de q em Q (pois ã(int(E)) = Q) tais que
ã : UP --> Uç é um difeomorfismo. Isso faz com que q C n, o que é uma contradição,

jáqueqC Q. Logopc aE. Portanto ã(p) = qC I'', ou sda, 8QC I''

Se existe um ponto p C Q que não está em n', o fato de Q ser limitado nos diz

que há uma bola fechada .B inteiramente contida em Q com centro nesse ponto p que
encontra o bordo de n. .Assim, a distârlcia entre esse ponto P de interseção e I'' é

maior que a distância de p a I'' (d(», 1'') = d(P,p) + d(p, I'')). Logo há pontos em OQ
fora de I'', o que não é possível. Portanto, temos Q C n'

Analogamente, se existe um ponto em Q' que não está em n, há pontos em aQ
dentro de n', o que novamente não é possível, e segue que Q' C Q.

Figura 3.4: Domínios Q e Q'

Com isso provámos que n = n'. Como conseqüência 8 : E --} Q é um difeomor-

fismo local e a compacidade de E junto com a conexidade de Q implicam que ã é
uma aplicação de recobrimento. Como Q é simplesmente conexo (domínio limitado

por curva de Jordan), ê é um homeomorfismo. Portanto ã é um difeomorfismo.

Segue, trivialmente, a seguinte conseqüência
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C;oro[ário 3.1.3. 7'oda supera/tcie compacta de tipo espaço imersa no ]L3 /ám fada
por u=tl curou de Jordan ptctna. é u,m grá$co de tipo espaço.

Em 1241 encontramos um resultado similar à Proposição 3.1.2, com a hipótese de

que a superfície é completa. Prova-se, neste caso, que a superfície é um gráfico sobre
todo ]R'

O objetivo, agora, é provar que uma superfície dada como acima, que tem curva-

tura. média constante, está. bem definida, isto é, dados o seu bordo e a. constante .H,

que é a sua. curvatura média, ela é única. Isso envolve a teoria de equações diferenciais

parciais elípticas e o Princípio do À/máximo de Hopf que veremos mais adiante.

3.2 A equação da curvatura média

Seja. n um domínio no IR2 e u uma função de classe C'2 em Q e contínua em Q,
o r-- Tl?2 .L TP

Proposição 3.2.1. Se u de$ne um grei/ico de tipo espaço sopre Q, então a /unção
cu,ructtzra m,adia H do grá$co é dada por

2# (3.1)

onde Z)íu á o d ueryente no IR2

Prova: Seja X(31,#2) = (zi,z2,u(zl,a2)) o gráâco de tipo espaço determinado
por ü.

Vamos calcular a função curvatura. média # des

primeira. forma fundamental de X(Q) são E = l

l - (ã)'
T.m.; X.. AX,, -(-t,-â,-i) ' llX,. AX,,

Escolhemos N apontando para o futuro (z3 > 0)

x,- /. x,:
x,.A x,:ll

F- ..4€,-.uu e51 «Ollvvq

, F

Os coeficientes da

- #-:E . G

'l -- IZ)ul', pois IZ)ul < 1.

:ba.:,8,",
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Logo, de .17 = { ''Ç#lÍ;E"V ''m.:

:, l 8(i- (ây)+2a:LÊã+(i
'' 2 l(l -(iE-y)(i -(:EP) -(2lE'y(:Eylli (#-p - (:Epi{

1 (1
2

Êy)g# +(i -(zH-y)g2 + 2#-g:õ:%'
(i - (2lE')' - (:EP){

Por outro lado

";«(-7í;ha) - ";«( , 7í.:iÊ$ .Tã-) -

nmb-#-.T#' ef" '& " lõ=2 ...Ü(
t-loul'

'i-lo«I') - i8-
-,#ü$b-, Ü

:E)a + (ã)'8 + #-ãa:k .
(i lnul')} '

âr) + (Êp8 + ÊÊ anIL
li in«I')}

Ê)') + 2#-Êák + 8(i - (tr)
(i - lo« ')}

2H

Portanto, o gráfico determinado por u é uma superfície de tipo espaço com cur
vatura média constante n se e só sc satisfaz

o -(gl:ng: +'jl:-gl:ã::a + glo -(g:-n -:"o lo«ID; - o o.q

A fim de continuarmos o nosso estudo, vamos enunciar alguns conceitos da teoria
de equações elípticas e operadores quasilineares.
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3.3 Operadores(2uasilineares

O Princípio do Máximo

Definição 3.3.1. Z./m operador puas / cear dll/ererzc a/ Fareja/ de 2a ordem é ?lm ope-
ra,dor dü forma.

Q" - >: «:j(", ", o")ã::: -'p z,(", ", o")(3.3)
onde Du é o gradiente de u.

Considere os operadores quasilineares daquela forma, com aij = aji, onde # =
(zl, z2) C Q domínio do ]R' e u C C''(Q).

Assumimos que os coeficientes aij(z,z,p), í,.j = 1,2, b(z,z,p) são definidos para

todos os valores de (z, z,p) no conjunto n x R x IR,' (z substitui u e p substitui Ou).

Seja Z/ um subconjunto de Q x JR x IR2. Então Q é elíptico em Z/ se a matriz
dos coeficientes laÍj(aç,z,p)l é definida. positiva pa.ia todo (z, z,p) € Z/. Isso equivale

a dizer que se À(sç, z,p), A(z, z, p) denotam, respectivamente, o mínimo e o má.ximo
auto-fores de l«ij(#, ,, p)j e«tão

o < À(«,,,p)l(I' -$ >: «:j(#, ,, p)(;G $ .A(«,,,p)l(I'

V( (,) C IR,' - {0} e V(z, ,,p) C a.

Se Q é elíptico e o quociente + é limitado, então Q é dito uniformemente elíptico.

Se (2 é elíptico em todo conjunto Q x IR x ]R' dizemos que (2 é elíptico em Q.

Agora vamos supor que o operador Q é da forma Qu = )ll: ai.f(Du)ã;;ãE- + b(Z)u).

Sejam u, u : Q --> IR, pelo menos de classe C'2, satisfazendo Qu ? Qu em n onde

(i) o operador Q é localmente uniformemente elíptico com respeito a. tl ou a ul

(ii) os coeficientes aij, ó são continuamente diferenciáveis em n x ]R'

Então, supondo Q localmente uniformemente elíptico com respeito a u
Ó '.9 Z r\')

o.gQ« - E«;.p«)ãÍ1:2- «:.w«)ãÍllL+ p«)

>ll: «:j(o")?::i;:? + }: l«:j(o") - "'j(o")lã=:lÇ + ó(n") - ó(o") (3.5)

(3.4)
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Assim, escrevendo
'to == 'u -- 'o

q.Í(:«) (DU)

>: [«;.P«) - .:j(P")]ã::8- + ÓP«) - b(DQ - }: a*:ã
L«»

e sendo u. = (l

temos
t)u+tuum segmento de u até u, com d ut u-- D e âDu. = Du-- Du

2 n2... 2' n

' .$ '" - E .;,(«)õ:lh + E''m -''

[ k«"«*. *~a*] â'"'«*'-'.
Essa expressão vem de

aij(.Du)-- aijl.D'u) = .['L(.aij(.Dut»at = fnt 2 i)aÜ (.Dut).d (.(.Dut)k)dt

[ Ê k'"«.''"« -«.*-* - r Êk«"«*.-':

d H«i:j (0u .

b(D«) - b(D«) /'é b(D«:))dt

E l: «0.á«"«oo*h:l z:$â'""''"
Note que fica definido um operador Z, que herda a elipticidade de Q e cujos

coeficientes também são contínuos. Além disto, a equação (3..5) mostra que se u
e u satisfazem Qu ? Qu então u u satisfaz uma equação diferencial parcial linear
L(u--u) ? 0, onde L é um operador linear diferencial parcial , que estudamos a seguir.
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Equações diferenciais parciais lineares de 2" ordem

Seja L um operador linear diferencial parcial de 2a ordem da forma

z,«(«) - E «:.ooã;ll(«) + E ó.(«)::-(«), « ' Q

onde os coeficientes aij = aj e bk são funções contínuas em Q C ]R2

Dizemos que L é elíptico em Q se a forma quadrática. QL((,O = :aijGG é
definida positiva em Q. Analogamente ao caso de operadores quasilineares, isso equi-
vale a dizer que se À(z), A(z) denotam, respectivamente, o mínimo e o máximo
autov;lor« de laia(z)l então

o < .x(z)l(I' 5; }: «:j(z)GG 5; A(:«)l(I'

Z, é uniformemente elíptico em Q se + é limitado em n

Notamos que se os coeficientes aij, b{ são contínuos em Q, então em qualquer sub
domínio limitado n' CC Q, .[ é uniformemente e]íptico.

Associada a L, temos a equaçã.o diferencial parcial linear Lu = 0. Tal equação é
dita elíptica se e somente se o operador L é elíptico e, consequentemente, não depende
de u

3.4 O Princípio do Máximo de Hopf

O Princípio do Máximo de Hopf tem um papel importante na Geometria e na. Análise.

Para a Geometria, ele é bastante utilizado para a busca de resultados de unicidade de

hipersuperfícies. O Método de Reflexa.o de Alexandrov, por exemplo, que pode ser
encontrado em l21 e l31 utiliza o Princípio do À4áximo para encontrar propriedades
características da esfera.

Nesta seção, opta-mos pelas versões deste teorema escritas por l61 e jlSI, que são

trabalhos sobre hipersuperfícies com curvatura média constante, por ser mais simples

a sua aplicação no nosso contexto.
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Teorema 3.4.1. ra)éPrÍnc@io do JI/áz mo no ínlerior9 Suponha qwe a /unção u(aç)
satisja,ça. a. design,üldade L'u, Z Q, com, L I'm, o))erüdor linear unijormem,Guie elíptico

em n. Se u at nge o sew máximo A4 num ponto nteríor de Q, então u = M em n.

(b)(Princípio do Má=iüo no bordo) Selva, uÇ ) satisfazendo Lu, Z Q, com L um ope-
rador linear uniformemente et'óptico nzm domínio Q. com bordo dijerenciáuel aQ. Se

u atinge o seu mázámo M nwm ponto de bordo zo onde Z)u ezíste e glÍ(zo) = 0, onde
z7 é o norma/ ezteráor a em zo, então u = M em Q.

Este teorema é a adaptação do Lema de Hopf e do Princípio do h/máximo forte que

aparecem em j121.

3.5 O segundo resultado de unicidade

Sejam n o domínio onde a função u que determina um gráfico de tipo espaço está

definida e (2 o operador definido através da equação r3.ey

'2«-o I',xW--Engã:ll n;-',i::l '' 'i,.j::l ' J ' J

com IZ)ul < 1 sobre o domínio Q.

Observamos que o operador Q é quasilinear, já que é escrito da forma (3.g).

Lema 3.5.1 O opera,dor Q é elíptico

Prova: Para vermos isso, considere a matriz dos coeficientes laia(z)l, onde ali =

l -- (}ilty, ai2 = a2i ' a= g: e a22 = 1 -- (:::-y. Mostrar que essa matriz é definida
positiva é mostrar que

.> , aijÀ{.Xj ? 0 e a igualdade ua/e se e somente se Ài = 0, { = 1,2.
2

]
(3.7)

Seja À = (Ài, À2) C R' -- {0} qualquer então rS.V9 fica escrita como

E «,,À:À. - O (:I:y)Àf +2gEg!-À:À, + O (g:y),X:
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Agora note que IZ)ul < 1 implica 1 -- ( au y -- ( 8u y > 0. Logo

l - (J:r :» Cl:-r ? o.

Porá-to existem > 0 tal que l(2Ey = c+(g:-y
Analogamente, exist' á > 0 tal que l -- (#-y = á + (::l:y
Logo

E: «:.À;.X. - k + (::-y).X? + 2;:-g!-À:À, + H + qI:y)À! -

- ..x?+ áÀ: +(#)'À? + 2:E-:EÀ-.x,+(âyÀ3 -

;À? + á,x! + (#-À: + zE-,x,y
Temos

}: «:jÀ:Àj + il.x,r - o '» À:i,.j=i

Mas À (À,, À,) # 0

Portanto, a matriz laia(z)l é definida positiva e Q é um operador quasilinear

elíptico

Outra. forma. de mostrarmos que Q é elíptico é notando que

(l - loul')l(I' $ >1..1 ":jGG $ 1(1',

pois À ' (l -- ]Z)uy é o mínimo -to-lor e A = 1 é o máximo autovalor de ]aij(z)].

Entretanto (2 não é uniformemente elíptico pois A :: i: ] e 0 < 1 -- IDul2 < 1.
Ma.s Q é localmente uniformemente elíptico, o que é importante para usarmos o que

foi feito em rS.S9.

Vimos também que se u e u sã.o funções definidas num domínio compacto ã do

IR' satisfazendo a equação (g.6) ente.o, de (3..5) H -- t; satisfaz uma. equaçã.o elíptica.

linear Z(u -- t;) = 0 para a qual vamos aplicar o Princípio do A/máximo de Hopf a fim
de obtermos o seguinte resulta.do de unicidade

2

l
(3.8)
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Teorema 3.5.2. Sqan7 Ei e E2 d as s%per:/íbÍes compactas de tipo espaço com cur-

vatura. medi,a, constante im,farsas no 'K.F limitadas por 'uma cürua qKe se proljeta, sobre

unncl cvrua de Jordan plana contida, nu,m plano de tipo espaço. Se elas têm a, mesma
c ruaÍura média para wma orientação comum então Ei = E2.

Figura 3.5: Representação dc Ei e E2

Prova: Como Ei e E2 são limitadas por uma curva que se projeta sobre uma
curva de Jordan plana, temos da Proposição 3.1.2 que podemos parametrizá-las,
globalmente, como gráâcos de tipo espaço determinados por funções diferenciáveis

u, u : {Í --.} -IR2 com Q o domínio planar limitado pela curva de Jordan que está contida

num plano de tipo espaço, e satisfazendo IZ,)ul < 1, IZ)t;l < 1. Supomos u como o
gráfico de Ei e u como o gráfico de Ez. Além disto, supomos que E2 está acima de
Ei, isto é, u $ u em Q. Isso faz com que u -- u atinja seu máximo 0 nos pontos de
bordo aQ. Sabemos, do fato de u e u possuírem mesma orientação e mesma curvatura

média, que ambas satisfazem a equação quasilinear e elíptica r3.6), portanto, u -- u
satisfaz uma equação elíptica linear L(u -- t;) = 0. As funções u e u estão definidas em

um domínio compacto, logo os autovalores de laia(z)l de Z são limitados, o (lue torna
Z, uniformemente elíptico. Por outro lado, a derivada de u -- D na direção do normal

exterior ao bordo nos pontos de bordo é zero, pois os bordos são iguais e portanto
tangentes. Pelo Princípio do Máximo (b), a função u -- u é identicamente nula em n,

ou seja, u = u em Q. Segue que Ei :: E2.
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Observação 3.5.3. Aía praz;a do teorema g.5.2, poderá;amos ter su.posto que EZ está
üpev\üs tocütwtevtte ucimu, de 'Ê\. Assim, consideraríümos us funções 'u e u de$vtidas

riam subconj'tinto de ÇL contendo pau.e de seu, bordo açl, on.de elas coincidem. Isso

faria, com, qKe o problema. $casse dividido em du,us situações: se u $ u (E.2 acima, de

EiJ e se u 2 u (EI acima de E21. JVão estaríamos ezc/ainda, porZanZo, gae Ei e E2
t,eRRam, outros 'pontos comuns além dos pontos de bordo. E'm, qualquer caso, bastaria

CLplicar o Princípio do Má=im,o para cada wm, desses szbconljuntos de Q.

Figura 3.6: Caso geral para. o teorema 3.5.2

Com o Teorema 3.5.2, podemos dar uma outra prova para. o Teorenita 2.7.2 baseada.

na teoria de equações elípticas. Isso porque, dado que o bordo de E é um círculo, e
sendo f7 a curvatura média, teremos apena-s duas possibilidades para E:

e Se .17 = 0, comparamos a superfície compacta de tipo espaço com curvatura
média constante imersa. no L3 com um disco planar limitado por este círculo

com mesma orientação que E. O Teorema acima implica que E é um disco
planar.

e Se f7 # 0, comparamos a superfície compacta de tipo espaço com curvatura.

média constante imensa no ]L3 com uma calote hiperbólica limitada por es-
te círculo com mesma. oiientaçã.o que E. Do Teorema. 3.5.1 segue que E =

{(zi,:«2,:«;) C L;/z?+r3 --z3 = }b,0 < :«3 5; ,vr'+Ü-}, onde r é o raio

do círculo.
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Conseqüentemente, as únicas superfícies compactas de tipo espaço com curvatura

média constante, imersas no ]L3, cujo bordo é um círculo, são os discos planares e as

calotes hiperbólicas.

3.6 O IPrincípio da Tangência

Antes de encerrarmos este capítulo, pretendemos deixar registrado um resultado en-
contrado em ]4], onde ele foi utilizado para a prova do Teorema 3.5.2, que é chamado
de Princípio do Máximo, ou simplesmente, o Princípio da Tangência, como encontra-

do cm j171 e j181. Em nosso trabalho, optamos pelo Princípio do Máximo clássico,
apenas pelo fato de acharmos que esta prova seria mais construtiva e rápida, ao invés

daquela sugerida no artigo-base da dissertação

Pretendemos aqui estudar brevemente o Princípio da Tangência.

Toda superfície de tipo espaço com curvatura média constante satisfaz, local-
mente, uma equação elíptica, que é a equação da curvatura média. Isso porque,
localmente, sempre podemos parametrizar uma superfície como um gráfico. Através
do Princípio do Máximo de Hopf, podemos provar coincidência local entre duas su-

perfícies sabendo que elas tangenciam-se em algum ponto, já que isso faz com que
possamos parametrizá-las como giáâcos sobre um mesmo domínio que está contido

no plano tangente comum.

Definição 3.6.1. P c Ei n E2 e alto um ponto de tangência entre Ei e E2 se TPEi
nE,P

Figura 3.7: O Princípio da tangência
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Lema 3.6.2 (Princípio da Tangência). ra,)aponto no ínferíor9 Soam Ei e E2 duas
superfícies de tiT)o espaço com curvatura. m,adia, constante. Se E.\ e Ea são tangentes

em, um, ponto 'p e s'üas czruaturas médias coincidem parca uma, orientação comum, eln

p e se uma delas está localmente afim,a. da. outra., então E\ -- E.Z em ülguTn aberto

em tOtTtO de p.

(b)(ponto n' b«d,o) Sej«m E.\ e E, d«,« s'«p«!ícies d,. tip. «p«ç' "m 'u«.tu-
médi,u constante e bordos difereTiciáueis a'Ê\ e i)Ea, tespectiuamente. Assuma que E\

e E2, assim como os seus bordos, são tangentes em rn ponto p C ÕEi í'l aE2, país gue

s'uas curuütu,ras médias coincidem para. zma nLesmü orientação em p. Se uma. delas

está tOCUITíteTtte a.cima dct outra., eTttão E\ - Ea liuln aberto com p vlo se'ü bordo.

Prova

(a) Soam U um aberto de TPEI = TPE2, u,u : U --> IR, u = u(zi, z2), « = «(z:, z2),

duas funções diferenciáveis, pelo menos de classe (.,y2, contínuas no bordo at/, cujos

gráficos são vizinhanças de Ei e E2, respectivamente, em torno de p, com IZ)ul < l
e IPol < 1 e (zl,z2) coordenadas locais em U. Como E: e E2 possuem a mesma
curvatura média para. alguma orientação comum em p, temos que u e u satisfazem a.

mesma. equação diferencial parcial elíptica dada por Í3.e9 e, portanto, como já vimos,

u u satisfaz uma equação elíptica linear. Além disto, vamos supor que u $ u em U

eentão deu(p) = «(p), temos q«e 0 éo máximodafunção u u em P, Z,(u--«) = 0,
onde L é um operador linear e L é uniformemente elíptico num subdomínio limitado

U' CC U cm torno de p. Pelo Princípio do Máximo no interior (teorema 3.4.1 (a))
temos que (u -- «)(:«) = (u -- «)(p) = 0 V z € U'. Porá-to u = « em U' e .ssim
EI = E2 em alguma vizinhança. aberta em torno de p.

(b) O raciocínio desta. demonstração é bastante parecido ao de (a). A principal

diferença é que as funções u, u são definidas num conjunto D que é a união de um

conjunto aberto U de TPEi = TPE2 com uma curva I' contida no bordo de U. O
ponto p C I'. A hipótese sobre a tangência. também nos bordos implica, além de
(u t;)(aço) = 0, que a derivada de u -- u na direção normal ao bordo de Z), em p, é
zero. Deste modo, o resultado segue do Princípio do Nláximo no bordo.

Como conseqüência segue
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Corolário 3.6.3. Uma safe?:/7cÍe rconezaJ compacta mázÍma rJ/---0y com bordo p/a
fiar é Kvnü pude de um plano.

Figura 3.8: Superlfície compacta máxima com bordo planar

Prova: E fácil ver que localmente a superfície é parte de um plano, pelo teorema

3.4.1. Agora seja n o domíniolimitado pelo bordo da superfície e suponha que existam

pontos dela fora de n. Então o ponto mais alto (ou o ponto mais baixo) da superfície

em relação ao plano contendo o bordo da superfície está fora de n. Considere o plano
que contém este ponto p que seja paralelo ao plano do bordo. Então este plano e
a superfície coincidem, são tangentes e têm mesma curvatura média J7 = 0 neste
ponto. Do lema 3.6.2, temos que a superfície coincide localmente com esse plano, em
torno deste ponto. Sendo a superfície conexo esse plano deve ser o plano do bordo.n
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Capítulo 4

Unicidade para bordo não conexo

Neste capítulos estudamos um resultado de unicidade no caso em que o bordo da

superfície não é conexo, através do Método de Reflexão de Alexandrov e do Princípio
do Máximo já visto no Capítulo 3.

4.1 O Método de ReHexão de Alexandrov

Seja z : E --.> 1,3 uma imersão de tipo espaço de uma superfície compacta limitada
por duas curvas de Jordan planas I'i e I'2,. que estão contidas em planos de tipo espaço
paralelos lli e ll2, respectivamente. Podemos assumir, sem perda de generalidade,
que [[i e o p]ano {z3 := 0} e ]]2 e o p]ano {a3 = c}) c 7é 0. Seja. a : JL3 --.> ]R2 a

projeção definida por r(sçi, zz, z3) = (zi, z2, 0).

Observação 4.1.1. O /ato da imersão ser de tipo espaço impõe resta iões sopre as

ctzrt;as do bordo. Por e emp/o, n(1'2) = 1'i não pode ocorrer.

De fato, suponhamos T(1'2) = 1'i . seja «' . z : E --> n onde n = «' o a(ánt(E)) é

o domínio limitado por I'i em lli. Com o raciocínio da Proposição 3.1.2, vemos que
n- o # é um difeomorfismo, o (lue é impossível pelo fato de n-(rl) = 1'i = a(I'Z)(n o z

«ão é i«jetor.,).

Vamos considerar até o fim deste capítulo a situação em que n-(1'2) C Oi, onde
QI é o domínio limitado por I'l.

61
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Lema 4.1.2. Soam I'l e I'2 duas cardas de Jordan p/amas cona das nos p/anos de

t:p' "p"ço p««/e/« n. . H, c.m «-(1',) C Q-, .«d'
l á o domíháo em lll /{m fado por I'l . /Veste caso, á possúe/ mostrar q?ze a pr(Üeção

da supera/üíe no p/ano lli é o cine/ deZermánado por I't e a(I'Z).

.algánt(E))
'/,

Figura 4.1: Anel determinado por I'i e r(1'2)

Prova: Sda Q = «' o z(inZ(E)) e sejam (21 e Q2 os domínios planares limitados

pot I'l e «-(1'2), respectivamente, com «'(1'2) C ni. Vamos mostrar que Q = Q' onde
Q' é o interior do anel determinado por I'i e a'(1'2).

Primeiro mostremos que an C I'i U a(1'2). Como E é compacta, para cada

q C a((«- . «)(E)) -êste p C E tal q«. « . «(p) = q. Vamos mostrar que p C ÕE.
Suponha. que p C {nt(E), então existe uma. vizinhança. aberta UP de p no int(E) e
uma vizinhança aberta }G de q em Q tal que a o z : mP -+ I'Ç é um difeomorfismo

(pois n- ' z : int(E) --} IR,' é um difeomorfismo local). Mas isso implica que q € Q, o
que é um absurdo. Portanto, se p C aE, então q C I'i ou q C n-(1'2).

Se existe um ponto em Q que não está em n', como Q é limitado, há pontos em

aQ que não estão em I'i U a(1'2), o que não é possível.

Da mesma forma, se existe um ponto em í2' que não está em í2, há pontos em a(2

dentro de Q', o que também não é possível. Assim sendo, Q = n'. H

Para a demonstração do próximo teorema, será necessário utilizar o Princípio
de Reflexão de Alexandrov. Vamos esboçar a. idéia deste princípio e, para maiores
detalhes, sugerimos l21 e l31.
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O Método de Reflexão de Alexandrov

Sejam E uma superfície compacta com bordo Fi U I'2 e G o sólido obtido da união

de E com os domínios planares de I'l e I'2 contidos em lli e ll2, respectivamente.

O Método de Alexandrov consiste dos seguintes passos:

1. Tome uma rega / num dos planos 11{ e desenhe um plano suporte E para (l;
perpendicular a /.

2. Mova este plano até que ele comece a atravessar (l?, mantendo sua perpendicu

lai-idade a J. Assim temos um plano variável perpendicular a /.

3. Para cada posição do plano Z, após seu primeiro contato com E, ele determina

em G um novo sólido menor H que aumenta à medida que E se move.

4. Refeita 'H através do plano E obtendo, do outro lado do plano, o sólido refletido

'H. Pala pequenos deslocamentos do plano da sua posição inicial, o sólido
repetido 'H está claramente contido em G.

5. Em algum momento, a superfície refletida E do sólido H toca a superfície E do

outro lado do plano E. Isso se deve ao fato de E ser compacta.

Na nossa situação, não vamos considerar o sólido G, mas apenas o domínio limi-
tado pela junção da superfície com os planos do bordo, que é o interior de G. Com
estes dados, vamos provar o seguinte teorema que será importante para o próximo
resultado de unicidade.

Teorema 4.1.3. Soam I'i e I'2 anãs curdas de /ordan cona;e ;as contidas nos p/anos
lli e ll2. Mamas asswmír gHe ez ste um p/ano P ueríáca/ de s meti a de I'i UI'2. Se E é

uma. superfície campa.cta. de tipo espaço com cüruatKra média constante, mergulhada

no ]L3, com bordo I'l U I'2 e contida na região deterá nada pe/os p/anos lli e ll2,
então P é um plctno de simetria de E.

Prova: Inicialmente vamos anexar a E os domínios planares limitados por I'i e

I'2. Como a superfície está na região determinada pelos planos do bordo, obtemos
um domínio limitado W no ]L3. Agora. podemos aplicar o Método de Reflexão de
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Alexandrov, considerando, pata simplificar a notação, o plano P como sendo o plano
{#z :: Oj} e os planos que se movem paralelamente a P, vindos do infinito, como
sendo os p]anos Pt = { ç2 = t}, f C ]lt,. Note que, apesar do Princípio de Reflexão ter

sido escrito no espaço Euclideano, nada impede que ele seja aplicado aqui no nosso

contexto, já que da forma que a superfície e o plano são tomados, tudo funciona
como se estivéssemos refletindo no Euclideano, pois, além da. métrica na superfície
ser definida positiva, a reflexa.o em relação a planos perpendiculares ao eixo C)z2
significa apenas mudança na segunda. coordenada dos pontos da superfície.

Z3

Figura Superfície com bordo I'l U I'2

Tomamos t > 0 suficientemente grande de modo que o plano Pt ainda não in-
tersecte a. superfície E. Ao movermos Pí para a esquerda, decrescendo t, deítotamos
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por Pío o plano que intersecta E pela primeira vez. Após isso ocorrer, deslocamos

levemente Pí. para a esquerda, sempre paralelamente a P, até obtermos o plano
Pt, to -- c < Z < to que atravessa ['r. Essa parte de W pode consistir de vários
pedaços conexos, o que não interfere no processo. Para € suficientemente pequeno, a

superfície refletida em relação ao plano Pt, fica contida no conjunto limitado W

Figura Método de reflexão de Alexandrov para E

Se continuarmos movendo Pí para a esquerda, decrescendo t, então, do fato de E

ser compacta, deve existir um ti, que é o maior valor tal que a superfície refletida E

através de Pt. toca E do outro lado deste plano num ponto p. Observe que ti 2 0
pois t - 0 corresponde ao plano P, que é o plano de simetria do bordo.

Uma vez que os planos Pí são perpendiculares aos planos do bordo, há apenas
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duas possibilidades para o ponto p : p c int(E) n inz(ii) ou P c ÕE n aE.

No primeiro caso, definimos sobre um domínio n C Pí: funções diferenciáveis
u,{i : Q --} ]R que determinam gráficos de tipo espaço, que são vizinhanças abertas

de E e E, respectivamente, em torno do ponto p. No ponto de interseção, u(aço) =
E(zo) = p para algum z. C Q e E está acima de É, pois estamos supondo que p é
o primeiro ponto de interseção entre as superfícies. Logo zo é o ponto de máximo
da função ii -- u e 0 é o máximo desta mesma função. Como as supcrflícies têm a
mesma curvatura, média. (pois as reflexões com respeito a planos não degenerados são
conguências no ]L;) e mesma orientação em p, já que a superfície é mergulhada, e

portanto, mantém a orientação ao ser refletida, segue que u e ii satisfazem a equação
quasilinear e elíptica ÍS.õ) e, consequentemente, ii u satisfaz uma equação elíptica

linear. Pelo teorema 3.4.1 (a), conclui-se que u = 8 em n, isto é, E = = numa
vizinhança do ponto p.

Além disto, toda componente conexo E* de E, contendo o ponto p, está contida
inteiramente em E. De fato, seja E o conjunto de pontos comuns das superfícies E e
E*, isto é, E = E* n E. Mostremos que E é aberto e fechado de E':

Para provarmos que E é aberto de E*, devemos provar que para cada ponto q C E

fixado arbitrariamente, existe uma vizinhança aberta Uç, interscção de um aberto IG
do ]Ra com E*, vizinhança de q, que esteja totalmente contida em .E. Temos duas

situações para analisar: se q C inZ(E), basta tomarmos % como sendo {nf(E) e assim
uç = int(z?) n E" (uq c E pois {nt(E) C E C E"); se q C aE, como aE é fechado,

existe uma vizinhança V de q no IR3 tal que y n E # 0 e V' n como/emendar(E) # g.
Além disto, pelo Princípio do Máximo, supondo q o primeiro ponto de interseção

entre E e E* nessa vizinhança, temos que existem vizinhanças yç no ]lt,S e Uç de q tal
que t/ç = Vq n E* onde E = E*. Pela definição de E, Uq C E. Portanto E é aberto
de E* para todo q C E.

Para provarmos que E é fechado de E*, basta. observar que, do que foi feito
anteriormente, se q C aE então existe uma vizinhança Uç de q tal que Uq C E, isto
é, q C {nt(E). Segue que E é fechado de E*

Note que E :# Ü, pois o ponto p encontrado na interseção de E e E* pertence a E.

Logo, sendo aberto, fechado e não vazio, E = E", com E" uma componente conexo
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de E contendo p. Mas .E = E n E* e, portanto, E*.C E. Segue que as componentes

conexas de E e a parte de E localizada do lado oposto a E (com relação ao plano
Pt:) constituem toda a superfície E.

Por outro lado, E origina-se da reflexão de E através do plano Pt:, ou seja, E é
simétrica em relação a esse plano. Logo Pt: é um plano de simetria de E e portanto

do seu bordo. Conclui-se, desta forma, que Pt: = P e ti = 0.

Para resolvermos o caso em que p C ÕE n aE, vamos fazer com que ele recaia no

primeiro caso já analisado.

A primeira observação que fazemos é que o ponto p C I'i U I'2. O fato dessas
ruivas do bordo serem convexas imp]ica que a imagem de ]'{ pela reflexão coincide
com a parte de I'i que está contida do seu mesmo lado, em relação ao plano Pt. . Mas
P é plano de simetria do bordo, portanto ti .= 0. Se repetirmos o mesmo processo de

reflexão, agora começando da esquerda para a direita, ou seja, com planos Pí, t < 0,
vamos obter da interseção de E com E, um ponto interior P das superfícies, isto é,
p c int(E) n inz(E). Isso ocorre porque se p € aE n aE, então há pontos do interior
de E que ainda não foram atigindos pela superfície refletida E e são esses pontos que
serão refletidos nesta nova situação. Aplicando aqui o mesmo raciocínio utilizado no

primeiro caso concluímos que P é um plano de simetria de E.

Até o fim deste capítulo, vamos buscar um resultado de unicidade para as su-
perfícies de revolução do IL3 (daí a importância da simetria da superfície). Na verda-

de, vamos provar que, sob algumas condições envolvendo o seu bordo, uma superfície
compacta de tipo espaço com curvatura média constante nula é uma superfície de

revolução. A teoria de superfícies de revolução no IL3 envolve uma série de conceitos,

eíitre eles os de isometrias e o grupo de Lorentz que veremos agora.

4.2 Isometrias

Definição 4.2.1. t/fria isometria de E em E á zlm dil/eomor$smo @ : E --> E quc

preserva censores métricos, isto é,

la@.(«),a@,(«,)> v «, .« c X,x, p cx
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Observação 4.2.2. [/ma z;ez que é á wm dll/eomor$smo, cada ap/ilação dÓp á am
isom,or$srrto !ineür.

Observação 4.2.3. O cona nZo /(E) de todas as isometrias de E em E /orm.z am
grupo corri ü aplicaçiio de composição.

Seja T : ].3 --> 1,3 um operador linear. Identificamos T éom uma matriz (aij), i, .j =

1,...,3, relativamente a uma base ortonormal fixada. {ei}, i= 1,...,3 onde aij =
<T(e{), 7'(ej)>. Com esta identificação a composição de funções coincide com a mul-

tiplicação de matrizes. Assim, o grupo de transformações lineares do m3, GZ;(3, 1R)
fica sendo visto como o grupo de matrizes invertíveis 3 x 3 reais. E o conjunto de to-
das as isometrias lineares IL3 -} IL' fica sendo o conjunto Oi(3) de todas as matrizes
T € GZ,(3, ]R) que preservam o produto escalar de IL3

Definição 4.2.4. (?i(3) = {T € 6'-t(3, ]R) : <Tu,7't;> = <u,u> V u,u C IL'} é o gruPO

de Lorentz.

Lema 4.2.5. São equ ua/entes

.r. 7' C 0 (3)

2. Tt = eT le, onde e = e T' é a matriz transposta de T

3. üs cot'umas (linhas) de T forra,a,m ulncl base ortonormal para k'

4. T !eua base ortonorm.at de ÇL3 eln base ortonormü!

Observação 4.2.6. OI(3) tem quatro componentes

Para vermos isso, escrevemos ]W C Oi(3) em forma de uma matriz

sendo Mr de ordem l e A/s de ordem 2

Aqui a parte de tipo tempo Mr : IKi -+ Et,i é a. projeção ortogonal de J14 restrita. a

üt,l sobre ]R?, onde IL3 = ÍKil :: IR? x tKI. Analogamente para a parte de tipo espaço

Ms P

Como JI/ é invertível e preserva caráter causal (pois é isometria), segue que 7Wr e
A/s sã.o invertíveis.
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Definição 4.2.7; Um e/ementa M € (9i(3) preserva /inuérte7 or estação de tipo
tempo se det A4r .> 0 1< 01 e preserva /;noerte7 or Criação de tipo espaço se det Jt/s >

o 1< ol.

Assim Oi(3) é decomposto em quatro conjuntos disj.untos indexados pelos sinais
de det A4r e det A4s (nessa ordem):

0-(3)" 0-(3)'' 0:(3)'''' 0: (3)

Observação 4.2.8. Todo e/ementa de Oi(3) tem determinante água/ a J:/

De fato, se T € Oi(3), pelo lema 4.2.5 segue que T' = c7' ic

Tomando o determinante nessa igualdade, temos

det(T') = det(T':)

Mas det(T') - det(7') e det(T :) - ã=i(©' Logo

(det(T)y = 1 ::> det(T) = :H

Definição 4.2.9. O grupo especía/ de Z,orentz á o grupo

SOi(3) = {T C Oi(3) : detT = 1}

Agora podemos falar das superfícies de revolução de tipo espaço no L3

4.3 /''l r+P' + 'B 'B # n .q»

Super.Hcies de revolução de tipo espaço

Seja / uma rega contida num plano 11. Denotamos por O(/) = {T C SOi(3)
r(«) = «, vu C /}, ou sda, O(/) é o conjunto d«s tr-sformações ortogonais com
determinante positivo que deixam / fixada.

Definição 4.3.1. Um cz'rcw/o em ]l.3 á a áró ta de wm pomo que está /ora de ma

Feia Teta. ação do grupo OÇI).
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Desta forma, um círculo está contido num plano ortogonal a Z. Além disto, os
círculos em ]L3 são descritos a partir do carátei- causa] da teta /.

Observação 4.3.2. .4 dí::/írzÍção do caráter cansa/ de ma reza / no ]L3 segue a /ánÃa

da definição para. uetores Dista. na seção l.l.

Para conhecermos a forma de uma matriz T C O(/), devemos estudar três si
tuações:

1. / é de tipo espaço

2. / é de tipo tempo

3. / é de tipo luz

No caso em que / é de tipo tempo, o grupo (9(/) é formado pelas matrizes R# da
forma

/' cos a sin 0 0 \
Ro= 1 sino coso 0 l

\ o o l /

com respeito a uma base ortonormal {ei, e2, e3}, onde e3 gera a. rega. / e 0 C IR.

Os círculos de IL3 correspondentes a. este caso são escritos como

(4.1)

a(.) «(cos(.).- + si«(;).2),

com r # 0, c € /.

Observemos que este grupo de rotações O(/) no ]LS é o grupo de rotações que
fixam Z no espaço Euc]ideano ]R3

Definição 4.3.3. Uma swpezl/7bie de reco/ ção de tipo espaço E no IL3 á o corÜanfa

g«e « .b ém d« «çã. d. g-p. O(Z) «ó« «.« c-« I' ««tid" -«, P/«o n d. l,;,

.nd. F n / 0, / c n, q««nd. «f. é ""''« .«p..fz'c{. de fíp. «p«ço, {;t. é,

E (p) : p c F . r c o(z)}

Isso equivale a. dizer que E é invariante pela ação dos grupos de rotação que
deixam / fixa ponto a ponto.
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4.4 O terceiro resultado de unicidade

O terceiro e último resultado de unicidade que estudamos é apenas uma conseqüência
do teorema 4.1.3. Mas é preciso que façamos algumas observações antes.

Observação 4.4.1. Numa sape7:#cáe máz ma ÍiH = 0,), a curvatura mtídia não de
pende de ori,estação, portanto, ü hipótese mergulho no teores,a 4.i.3 pode ser enjrü
querida, para imersão.

Observação 4.4.2. Toda supe7fz'cie mázáma /imitada por abas cardas de /ordan
cautelas contidas em planos de tipo esta.ço paralelos está necessariamente conta,dü

na regi,ão determinada pelos planos do bordo.

De fato, denotemos por E a superfície em questão e suponhamos que existam
pontos de E fora da região determinada pelos planos do bordo. Então, o ponto mais
alto (ou o ponto mais baixo) p da superfície com relação aos planos do bordo não seria

um ponto de bordo (já que o bordo está contido nessa região e a superfície é limitada

pelas curvas do bordo). Considere o plano que passa por p e é paralelo aos planos do
bordo. E é então tangente ao plano que passa por p e tem a mesma curvatura média

que ele. Pelo Princípio da Tangência (Lema 3.6.2), a superfície coincide com o plano
numa vizinhança deste ponto, o que é uma contradição. H

O corolário seguinte é um resultado dõ unicidade para as superfícies compactas
de tipo espaço imersas no ]Lu com curvatura média zero.

Coro[ário 4.4.3. Se E á uma supe7fz'cáe compacta de tipo espaço imersa rzo ]La

máxima, isto é, com H = Q, limita,da por dois círculos concêntricos contidos em
ptdnos paralelos, então E é umu superfície de teuol'u,ção.

Prova: Note que os planos Hi e ll2, que contêm os círculos, são de tipo espaço,
pois essas curvas são fechadas. Tome P um plano contendo a rega / que une os centros

dos círculos que constituem o bordo de E. Tomada desta forma, / é perpendicular
aos planos lli e ll2 e, conseqüentemente, / é de tipo tempo. Após uma isometria do

ambiente, podemos assumir que / é o eixo Oz3. Os círculos que limitam a superfície

são, então, círculos Euclideanos em planos paralelos ao plano {r3 = 0}. Logo P é um
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plano vertical de simetria do bordo de E. Pelas observações 4.4.1 e 4.4.2, podemos
aplicar o teorema 4.1.3, concluindo que P é um plano de simetria de E. Como E
é simétrica em relação a P, e P foi escolhido arbitrariamente, segue que E é uma
superfície de revolução no ]R3, ou seja, E é invariante pela ação do grupo O(/) descrito

cm ry.],). Portanto E é uma superfície de revo]ução no ]L3



Capítulo 5

A generalização do primeiro
resultado de unicidade

Neste capítulo, dedicamo-nos à generalização do primeiro resultado de unicidade visto

no Capítulo 2. Nossa análise apoia é feita para hipersuperfícies de tipo espaço.

A abordagem aqui também é baseada em fórmulas integrais: uma fórmula do
fluxo e uma desigualdade integral.

5.1 Hipersuperfícies compactas de tipo espaço

Seja ]L"+' = (IR"+:, < , >) o espaço de Lorentz-Minkowski de dimensão (n + 1), onde

< , > =(dz:y + ...+(d««y --(d««+-y é ; métric« d. l,o:e«tz.

Definição 5.1.1. Uma Àãpersupe7fz'cie de tipo espaço imersa no ]L"+l é ama va-
riedade diferenci,áuet de dimensão n ta,l que a, métrica. induzida, k . ) Teta. métrica de
Z,orentz á RiemannÍana.

Lema 5.1.2. .Não ezisÉem Aipersuperl/üáes de tipo espaço /ecÀadas no IL"+i

Prova: Seja M uma. hiperfsuperfície de tipo espaço no L"+ie consideremos a
função altura A = <a, z> definida em M, com a C ]L"+l um vetor fixado arbitraria-
mente. Calculemos VA.

73
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<v<«, ,>, x> x(<«,«>) «,«>+<«,vk,> x> ,x>vxc,Y(E)

V<a, z> = a7' = a + <a, N>Ar

pois Vk# = á(z ' 7)1.-o = á(7)1.-o = ''(0) = X onde ' é uma cur- em M tal que

'y(0) e ''(0)

lv<«, «>1' «> + <«, ]v>' 2 <«,«>.

Logo A não tem pontos críticos quando a é de tipo espaço e, portanto, não tem
mínimo nem máximo, conseqüentemente JI/ nã.o pode ser fechada.

Portanto, as hipersuperfícies compactas de tipo espaço têm necessariamente bordo
nao-vazio.

Denotamos por A4= a hipersuperfície (conexo) e aM o bordo de A,/=. Podemos
definir o bordo de uma hipersuperfície de tipo espaço imersa no ]L"+i

Definição 5.1.3. Se E á urna rn-/J-swóuaríedade /ecAada rzo ]L"+l, «ma AÍpersK-
perl/I'cíe de lapa espaço z : M --} IL"+l á dita com bordo E se a restrição de z ao a114

é um difeoTnorfismo sobre E.

Definição 5.1.4 (Orientação de aJI/). Uma base t,i,...,"«-i para TP(aM) está

oráerztada pos [ lamente se e somente se {t;l, ..., un-l, u} á Hma ócésc orientada posíZÍ-

uamente para TpM sempre que u ç: TpM está apoTttündo para devttro de M üo longo
de i)M

Denotaremos por i' o vetor unitário co-normal ao longo de aA/ que aponta para
dentro de JW.

Observação 5.1.5. DerzoZando por V' a comerão Leui-Cíu ta do IL"+', V ct co-
nterão Leui-Ciuita de M, A o operador de Weingürten associcLdo ao cctmpo norutül N
unitário, de tipo tempo, apOntaTtdO pcLrü o jutu,ro 110 V"-+\ , as equações furLdamentüis

para hipersuperJÍcies s'«o '«s mesmas aprece'«t«,das no C.,Título 1. (1.1, 1.2, 1.3)
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5.2 Fórmula do Fluxo

Sda a C ]L"+: fixado arbitrariamente e -# = --:traço(.4) a função curvatura de M

É fácil verificar que díu(a7') = nH<a, .V> e do teorema da divergência, segue:

lnçN,abas- l,. («,.-)a,s. (5.1)

onde dy é o elemento de volume n-dimensional de .It/ com respeito à métrica induzida

e à orientação escolhida e dS é o elemento de área (n -- l)-dimensionar de aM

Consideramos agora a (n 1)-forma diferencial O. definida em A/ por

o.(x1 ) X«-:) = det(z, Xi, , X«-t, a) (5.2)

para Xt, , X... C .T(M), onde det representa o determinante em ]R"+:

Então, de 1.2.9, 1.2.10 e r-7.-7,), segue

(vo.)(x1 ) x«-:, }'') (v*o.)(x:, , .X«-l) }''(o.,(x-, ..., x«--)) +

,Xil,VTXi,Xi+i,...,X« i)

}' (det («: , X: , , x«--, .)) +

.(x- Xi-i,V}Xí,Xi+i, , x«--) +

, Xi-i , <..4y, Xi>JV, Xi+i , x...)

(V} det)(z, X- , X«-: , «) + det(Vl:«, X- , x«--, «) +

, Xi-t , V}Xi, Xi+i , , x«-:, «) +

,X{.t,V}Xi,Xi+l, , x«-:,«) +
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n l

>:<.4X:, }''>0.(X:, ..., X; : , /V', X:...: , ..., Xn :)
á-l

det(y, X:, ..., X«-i, a) +

n. l

}l:<.4X{ , y> det(z, X:, ..., Xi--, ]V, Xi+i,. .., X«--, «)
{-1

para y C 'Y(.ü/), pois note que V}(det) = 0 (derivada de uma (n + l)-forma no

]R"+:) e a terceira e quarta parcelas cancelam-se.

Portanto, a. derivada exterior de O. é dada por:

dO.(X-,...,X«) }:(-1);''(V.*.0.)(X:,...,X;,...,Xn)(Vx,0.)(X,,...,X«)

-(Vx,0.)(X ,X;,...,X«)+(Vx;0.)(X-,X,,X.,..., X«)+...+

+(-1)"''(Vx.0.)(X-,X,, ...,X«--)

det(X-,X,,...,X«,a) -- <.4X,,X:>det(z,N,X;,...,X«,a) +

<.AX3,Xl>det(z,X2,]V,X4,...,X«,a) + ... +

<ÁX«, X-> det(z, X,, ..., X.-:, JV, a) -- det(X,, X-, X;, ..., X«, a) +

i-l

+ <ÁX-,X,>det(z,N,X,,...,X«,a) +

+ <ÁX;,X,>det(=,X:,JV,X.,...,X«,a) + ... +

+ <ÁX.,X,>det(a;,Xi,Xs,...,X. l,N,a) +

+ det(X., X: , X,, X.,..., X., «) --<ÁX: , X;> det(z, ]V, X,, X4,

<.4X, , X3> det(z, X: , N, X. , ..., X., «)

<.4X.,X3>det(z,Xi,X2,X4,...,X. i,JV,a) + ... +

x«, «) +
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+ (--1)"':l det(X«, X: , , X«-í, «) --<,4Xi , X«> det(z, N, X,, X«-i , a)

<.4X2 , X«> det(z, Xi, .N, X3 , X.-i, a)

-- <,4X.-i , X«> det(z, Xi , ,x..,,N,«))

n det (X: , X, , . . . , X« , a) :

Por outro lado

det(Xi, X,,..., X.,a) =<Xi A X, A ... A X«, a> =

-<d\''(X- , ..., X«)N, «> :

-<.N, «>dV'(X- , . .., X.),

p':s 'Í}''(X:, ...,X«) X: A .Xz, ...,X.>.

Ou seja dO. = --n<JV, a>dy

Se a curvatura média .llr é constante, a equação acima nos dá a seguinte fórmula
do fluxo:

Lema 5.2.1 (Fórmula do fluxo). Sda z : JV -..} IL"+: uma imersão de tipo espaço

d,e um,ü hipersuperj'ície compacta com bordo ÕM. Se CL czruutura. m,édict H é constante,
erztão pczra gua/quer t;e]or ./içado a C ]L"+i temos

<«, «>as - H d o. (5.3)aM JaM

onde v é o uetor unitário co-norma,l a,ponto,ndo para, dentro a,o longo do bordo e Q. é

d«d,. po« (5.2)

Prova: De r5. /J e rS.Sy

<«,«>ds
aM

H(N.üdV-

-H n(N, a>dV' dQ.- n $ Q.NI JaM

iobserve que as parcelas <.4Xi , Xj> det(...) cancelam-se com as parcelas <.4Xi, Xi> det(...)
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5.3 Conseqüências da fórmula do fluxo para bordo
hiperplanar

Assumimos que E = z(aM) está contido ílum hiperp]ano fixado ]] do ]L"+:

Lema 5.3.1. O Aiperp/ano ll é de tipo espaço.

Prova: Suponhamos que ll é hiperplano passando pela origem e seja a € JL"+i

o vetou normal a 11. Consideremos a função altura A = <a,]ç> definida. em aM. Tal
como no lema 5.1.2, é fácil verificar que quando a é de tipo espaço A não tem pontos

críticos. Isso implica que E não é fechada, o que é uma contradição, pois z restrita a

Z?A4= é um difeomorfismo e aM é fechado. Portanto, o vedor ílormal ao plano H é de
tipo tempo. Pelo Lema. 1.1.5, considerando TI = al, temos que ll é de tipo espa-ço.a

Seja, então, a C IL"+i um vedor de tipo tempo unitário que aponta para o futuro
tal que ll = al. Uma aplicação da fórmula do fluxo para este caso é dada abaixo:

Proposição 5.3.2. Sey'a z : /W --> ]L"+l uma imersão de aipo espaço de urna Aãper-

superjície como«,ct-, limitada por '««., s«.buariedade (T«-l)-mime.«sio,«at 'E = =tõM)
merg'alhada e ass'üma. que E está contida nKm hiperplano ü - üJ' como a.cim,ü des-

crito. Se a cutuat,urü 'média H de M é constante, então

<p, «>dS - nX «o/(Q) (5.4)

onde Q é o domíhío em H / rn fado por E.
aM

Prova: Do Lema. 5.2.1

(u,a)ds = n 't Q.
ÕÀ4 JaM

Logo vemos que basta mostrarmos que

0. «o/(Q)

A primeira. informaçã.o que temos é que E é uma subvariedade fechada e mergulhada

no L"+l contida. em H. Este é o mesmo papel que uma. curva de Jordan plana tem

na dimensão 2. Ou seja, vale a seguinte expressão para. o volume:

<« , ,7>dS (5 .5)
aM

rl
«o/(QI
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onde 77 é o normal unitário que aponta para dentro de E em ll

Consideramos a orientação natural em ll determinada por a, isto é, {ei, ..., e.-i, 77}
é uma base pala H, onde {ei, ..., e«-i} é um referencial ortonormal (deânido local
mente) orientado positivamente tangente ao longo de aM. Então {ei, ..., e.-i, 77, a}
está orientado positivamente e det(el, ..., e«-i, ?7, a) = 1. Usando rS.Py isso implica que

O.(':, ..., .«-:) = det(«,':, ..., '.-:,«) =<«, e: A ... A '«-: A «>

= --<z,a D. ei A ... A e«-i> = --<aç, ,7>,

e de r5.5) e r5.6) segue que

(5.6)

0. -
ÕM

<;«, ?>ds
aM

5.4 Uma desigualdade integral

Q-remos calc«lar açor- d{«(.A(«') + H«').

Cálculos análogos aos do Capítulo 2 mostram que

d{«(Á(«')) n<VH, «> - <«, N> traço(Á')

Portanto se /7 é constante, temos

dj«(Á(«') + #«') JV>(n'H' + nX' - «#'). (5.7)

Aplicando o teorema da divergência, obtemos o seguinte resultado:

Proposição 5.4.1. Sda z : JW --} l,"+i uma versão de tipo espaço de ma Aiper-

superfície co«p-,ctü li,mit«,d., por «,m«, (n-l)-subuariedade me«g«Ihad« E = =ÇaM) e
assuma gue E está cona da no Aiperp/ano ll = ai, com a um uefor un farão de fira
tempo apontando para o /utaro rzo X,"+l

Se a curuatKra média H de M é constctnte, então

Huqt,, aà' dS '$ n,H' uol(ÇIÕ
aM (5.8)
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onde Q é o dom.chão em ]] /im fado por E e ]lr a curuat ra mád a de E em ll com

real)eito a.o normal unitário q que aponta para dentro de E..

Além disto, a. igu,alaúde uüle se e se'mente se CL hipersu,perfíci,e é totalmente umbíticu,

Prova: Integrando rS.V9 sobre M e usando o teorema da divergência

diu(A(aV) + HaT)dV = -- 1 (a,N)(nzn' -F nK - ,«n')dv =

<..'1(«'),«>dS - H #<«',«>dS H<«,«>+ <.'1(«),«>)dS(5.9)aM JaM JaM

Sabemos que <a, Ar> $ --1, pois N e a pertencem ao mesmo cone de tipo tempo

e que n'ã' + rz.X' - nH' = traço(.'1') - á.(traço(.Á)y ? 0.

Portanto

(H<«, «> + <Á(«), «>)dS $ 0,
aM

e a igualdade vale se e somente se a hipersuperfície é totalmente umbílica.

Vamos calc«l,r <,'{(«), «>

Escrevemos a na baseÍel, ..., en-l, p, N}, onde {el, ..., e«-l} é um referencial ]oca]

ortonormal tangente orientado positivamente ao longo de aM. Uma vez que <a, ei> =
0, ficamos com

(5.10)

« -)v- qa,N)N.

Log., <..4(«),«> <.'1(«),«>.

Por outro lado, {ei, ..., e« i, z.'} é um referencial local ortonormal para. TPM, por
tanto

m. l

«H ('.),';> +<.'1(«),«>

onde traço(.4) = nH. De forma que

l2

n, l

<.4(«),«> «>(-«H - }:<d('.), ':>)
l

Precisamos encontrar <A(ei), ei>. Seja AS o operador de Weingarten associado a

77. Vamos escrever V=.ei rias bases do IL"+l : {ei, ..., e« i,p, JV} e {ei, ...,e« i,z7,a}
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De <e{, ei> = 1 temos <'ç7=.e{, ei> = 0 e segue

V=.e{ = }1:<V:..{, ej>e.f + <V=..{, p>p - <V=..i, .V>N

.{, .j>..j + <V:.ei, p>p<..'1('i), ei>N

De <e{, a> = 0 temos <'V=.ei, a> = 0 e segue

V=.e: e;, 'j>'j+<V=..:, q>,7 V!.e., .j>.j+ <.4,('.), e.>,7

Essas igualdades implicam que

<V=: .;, «>« - <.4(.:), .:>N <.'1-(e:) , e.>,7

- <..4(e;),'.>N(e.),':>q -<V=..:, u>w

<Á(e;), ':> .4,(..), e:><,7, JV>

<,'1(e;), ':> <Á,(e.), e:><u, «>

pois <77, .N> =<a A ei A .../\ e«-l, JV> = --<a, N A ei A ... A e..i> =

Portanto

<«,«>

m, l

<.4("), "> - <«, «>(-',H+ >:<Á,(':), ':><«, «>).
l2

Reescrevendo a desigualdade r5. -rOy temos

<«, «>(x - «x+ }l:<.4»(';), ':><«, «>)as
l

«>((1 -n)a') +<u,«>(n l)H»)dS $O

onde (n l)f7x = tr;ço(.AX).

nuqv,abas' '$ + Hqv,aàdS = «»H' uol(çl]aM JaNI

o que prova éS.8)

Além disto, a igualdade vale em r5.8) se e somente se a hipersuperfície é total
mente umbílica, de acordo com rS.-rOy.
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Observamos que, analogamente à Proposição 2.7.1, as hipersuperfícies de tipo

empa.ço conexas totalmente umbílicas são os hiperplanos e os hiperbolóides

Temos, agora, tudo o que é necessário para provarmos o teorema de unicidade.

Teorema 5.4.2. .4s tínícas AÍperswperl/i'eles campa.ctas de tipo espaço imersas rzo

UPt' com c'uruaturü média constante H e bordo esférico são üs bolcts hiperplanares

(H . «s c«tot«s t.iP«bótic«s (n :# ü).

Prova: Se o bordo E = z(aA/) é uma. esfera S"''(r) de raio r > 0, a proposição

5.4.1 e o fato de /7X = : implicam que

<p, «>'dS $ ,«#' «oZ(B"(«))., H',' á«.«(S"':(,))

com a igualdade valendo se e somente se /b/ é totalmente umbílica.

Além disto, a proposição 5.3.2 afirma que

<p, «>dS B"(,)) , á,.«(S"':(,))

e da conseqüência da desigualdade de Hõlder obtemos

'L dS 'Z ( + (u,«)dSyaM JaM

ÍI.<«, «>,.. ? "''=S:lg"'m»' . ,,,,'««w"':n).
Logo vale a igualdade, então as hipersuperfícies são totalmente umbílicas. Para

ter bordo esférico, elas devam ser discos hiperplanares quando // = 0 e calotas
hiperbólicas quando .17 # 0

r
<«, «>'ds.

!
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