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Resumo

Neste trabalho, estudamos a. Teoria das Bases de Grõbner para álgebras
não comutativas. Além disso, vimos que uma K-álgebra. com unidade, que
possui a teoria das bases de Gróbner, é isomorfa a um quociente de Algebra de
Ca.minhos. Definimos a. á.]gebra. estendida por ]aços, que é uma. generalização
para o caso não comutativo do processo de homogeneização. Expomos aqui
o resultado principal: Seja F' am széócony' nfo de tina á/febra de camín/z.os A
B seja g C N' homogéneo, onde N' é a átgebra À. estevtdidu, por laços. Se Ç é
umcl base de Grõbner para (.F* ), então Ç* é RIrIa base de Grõbnet pura (F).



Abstract

In this work, we study Gróbner Bases Theory to non commutative al-
gebras. h/loreover, we see that a Á:-algebra with unity a.nd with Grõbner
bases theory is isomorphic to a quocient of path algebras. We define algebra.
extended by loops, as a generalization of the homogenization process to non
commutative case. Here, we present the main result: Z,eZ F' óe a saósef o/
,he pata a,lgebra h. alta tet Ç C h.' be homogeíteoüs, \uhere A.' is th.e atgebra
h e=tended bU toops. ifç is a. Grõbner bases to kF"~i, then Ç* is a, Grõbner
bases to l.F\.
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Introdução

Nesse trabalho apresentamos um pouco sobre a. teoria das Bases de G'róóner

apresentadas em ]71, 191 e j10], tendo feito um estudo detalhado desses artigos.

Como estamos interessados em estudar essa. teoria no caso não comutativo.

surgiu, em discussão (com o autor de l91 e j101) a ideia de generalizar o
p'ocesso de AomogerzeÍzação do caso comutativo (veja l31, cap.lO) para o
caso não comutativo.

Começamos aqui com a teoria. para espaços vetoriais (Ca.pítulo 2) e es

tendemos esses resultados para- K-álgebra.s, após ter introduzido o conceito

de ordem adm ssz'ue/. Nos procedimentos .4/gorátmo da Dát;ásão e aonsÍrüção

de Bases de Grõóner, ambos para o caso não comutativa, descritos em l91,
houve a necessidade de se fazer algumas correções para que fornecessem o
resultado esperado.

Ainda. no Capítulo 2 (seção 5), temos alguns resultados que mostram em
que situações podemos gana.ntir a existência de uma base de Grõbner finita.

Na. seçã.o Por g e J/geóras de C'amírzAos? (seção 3.1), podemos ver a.
importância dessas álgebras no estudo das bases de Gróbner (veja. ]Z] e ]9]).
Nesta. seção, temos um dos principais resultados do trabalho: anta K-á/geóra

aom. unidctde q'üe possui ü teoria, de base de Grõbner, ou seja, pois'ui u,mcl

K, base n-mttiplicatiua com. lmü ordem a,dmissíuet nessa, base, é isom.orla uo

quociente de Kma álgebra de caril.anhos.

Uma. questão que ainda. está aberta. é: quais são as condições necessár as
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base.s de G'rlónere, sa.bemos a.penas que se o ideal for 2-nom.ía/, isto é, se
puder ser gerado pol elementos da. forma. p, q r, com p,q,r pertencentes

a. X:-base de KQ, ente.o o quocierlte KQ// possui uma base multiplica.uva,
o que não implica. em ter uma ordem admissível llessa. base. Os resultados

apresentados até este momento podem ser encontrados em l7), l9j e j101.
Na seção 3.2, temos a generalização dos resultados encontrados em l31

(cap.lO) para. á.lgebras de ca.minhos, X:Ç2//.
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Capítulo l

Preliminares

Antes de iniciarmos as definições e resultados sobre a. Teoria. de Bases cle
Grõbner, veremos alguns conceitos básicos para um entendimento melhor

dessa. teoria. (tais conceitos podem ser encontrados com mais detalhes em jll
e l21)

1.1 Categorias e Funtores

Uma categoria C corlsiste de uma classe de o2).feios, Obj (:, e para. cada par
ordenado de objetos, (.4, B), tem-se o conjunto de nzorjsmos, C(Á, B) (even-

t«alma«te «zio), tais q-, se(Á, B) /(C', D), então C(,4, B) nc(c', o) = a
' uma aplicação C(.4, B) x C(B,(J) -+ C(.4, C'), de«otada por (.f,g) -> g./',

satisfazendo os seguintes axiomas:

(1) Para cada objeto Á, existe um «.orPsmo denf dado l.4 C C(Á,,4) tal
club ./'l.4 = ./' para todo / C C(.4, B) e l..lg = g para todo g € C(C', ,4);

(2) Se A, B,C', Dsão objetos da categoria C com a C C(.4,B),/3 C C(B,C'),
'y C C(C', Z,)), então I'(/3a) = ('yP)a (propriedade associativa)
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Em uma-ta:t;egoúrC;umrmorfiama-/'e e(;4;'B) éttíã.mãdatlaigõitíõíflEníõ

se existe g C C(B,,4) tal que /g = IB e g./ = 1..l. Qua.ndo existe um
isomoifismo ./ C C(,4, B) diz-se que .4 é isomorfo a. B e denota-se .4 3 B

Um morfismo ./ C C(.4, B) é chamado monomorfismo em C (respectiva-

mente epimorfismo) se quaisquer que seja.m gi ,g2 C (.?(C', ,4) (respectivamen
te C C(.4, C')), sempre que .fgi = ./'g, (respectivamente g../' = g,./') implicar
g'L -- g2.

Dizemos que X é um objeto zero de uma. categoria. C se pa.ra. qualquer ob-
jeto y C Obj C, não -zio, tem se: C(X, }') e C(K X) são conjuntos unitário;

este objeto é único a menos de isomorfismo e vamos denota-lo por 0.

Seja C uma categoria e Á, B objetos em C. Um objeto P na. categoria
C é dito proyefit;o se para. qualquer epimorfismo É/ : Á -+ B e morfismo
/z. : P --» B, existe um morfismo s : P --> ,4 tal que g s :: A

1.2 Anéis e Módulos

1.2.1 Anéis

Um anel R é um conjunto não vazio munido de duas operações binárias,
chamadas acliçã.o (+) e multiplicação (.), tais que:

(1) R é um grupo abeliano com relação à adição, isto é, (R, +) é um grupo
abeliano.

(2) R é um semigrupo com relação à multiplicação, isto é, (R, .) é um

semigrupo.

(3) A operaçã.o de multiplicação é distributiva. sobre a. adição, ou seja, para.

todo ;, ;«,g C R, temos ;(:« + y) = ,« + ;y e(,+ «)y

(4) R contém unidade, isto é, existe l C R tal que l.z = z.l = T pa.ra todo
= Ç: R
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S(;ja-S'vnr sullconjimttnirLtrir a:nel # Dízeíííõr tÍüeS T üãí íülsã:iRI Bas
é fecha.do com Feia.çã.o à. a.diçã.o e à. multiplicaçã.o e se contém a unida.de de

R. Um ideal à. esquerda. (respectivamente à direita) é um subconjunto / de
R com as seguintes propriedades:

V{,J C / tem-se í + .j € /1

Vr C R e VÍ C / tem-se rí C / (respectivamente à7' C /)

Cha.mamoa de idea.l bilateral de R ao ideal que é simulta.nea.mente ideal
à.esquerda. e à direita-

Seja.m R e S a.néis. Uma transformação .r : R --> S é um homomorflsmo

de anéis com unidade quando / preserva. adiçã.o, multiplicação e unidade
Em outra.s palavras, ./' satisfaz as condições:

. ./'(« + g/) + ./'(.y)

. fÇ«.u) ::: fÇ« ).fÇu)

. .f(in) = is

A composição de homomorfismos de anéis é também um homomorfismo

de anel. Cha.mamas de endomorfismos aos homomorfismos que vão de um
anel em si mesmo. Um isomorfismo entre os anéis R e S, de acordo com

a. definição dada. na página 5, é um homorfismo que é bijetivo. Neste caso,
costumamos dizer que R e S são isomorfos como a.Réis.

Um divisor de zero à esquerda (respectivamente à direita) é um elemento

r € R para. o qual existe s C R\l0} tal que r.s = 0(respectivamentes.r = 0).
E um elemento invertível à esquerda (respectivamente à direita.) em R é um

elemento r C R para. o qual existe s C R tal que r.s = 1 (respectiva.mente
s.r = 1). Um anel em que todos os elementos nã.o nulos são invertíveis à.
esquerda. e à. direita. é chamado de anel com divisa.o.
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t;2T2 M:ódulos

Seja R um anel. Um R-módulo à. esquerda. é um grupo a.beliano /V, que
denotaremos aditivamente, sobre o qual existe uma açã.o linda.r de R, isto é,

existe uma transformação (--, --) : R x 7V --> ]V, denotada por (r, «a) = r,«,
que satisfaz:

(1) (, + ;)m

(2) ,(«. + «) rm + T'rz.

(3) (,..)m

(4) 1.m

para- todos r, s C R e m, n C J14.

Seja R um anel. Considere as aplicações À,p : R x R --> R definidas por:

À(a,z) = az e p(a,z) = za. R munido de sua operação aditivo e a. multi-
plicação determinada por À (respectivamente p) é um R-módulo à. esquerda
(respectivamente à direita.) o qual denotaremos por nR(respectivamente R/Z).

Seja.m iW e JV R-módulos. Uma aplicação / : M ---> Ar é um homomorfis

mo de R-módulos se preserva a. operação cle soma e a ação de R, ou seja, se
.n t ;.f, , , q -.. ,4 ; rÃo. .

(1) ./'(«. + n) ) + ./(n) V«,n C M

(2) ./(,m) (m) Vm C M e « € R

Neste caso também dizemos que ./ é R-linear

Observe que a. composiçã.o de dois homomorflsmos cle R modulos é nova-
mente um homomorflsmo de R-módulos

O a.nel dos enclomorfismos de um módulo JV é o anel dos homomorfismos
de mó(tolo em si mesmo.
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UTTnsomorfismlnlt'm'avio üníFITaíTíõíTTmftÊínaãemdBlõí'7'-7t;7 =:Í'N
que é bijetivo. Neste caso dizemos que JI'f e N sã.o isomorfos.

Um subcon.junto Ar de 7\4 é um submóclulo de iW, se /V é um subgrupo
aditivo de /V e Tri. C /V para todo r C R e n C N. (Os submódulos de nR

sã.o os ideais à. esquerda cle R)

Seja. ./' : /V -+ /V um homomorflsmo de R-módulos. Definem-se o núcleo

e a. ima.gem de ./' da. seguinte forma:

. Núcleo de ./' := Ã'«(/) = {«. c M : ./'(«) = 0}

. Imag'm de ./':=/m(.r) = {n C JV:/(m) = n para algum« C M}
E de imediata verificação que Ã'er(./') e /m(./) são submódulos de &/ e

.ÍV, respectivamente.

Na. categoria. de módulos sobre um anel R, a definição dada na. seção
1.1 para monomorfismos (respectivamente epimorfismos) pode ser dada da.

seguinte forma: um morflsmo de R-módulos ./ : JW -+ Ar é um monomolfls-

mo (epimorfismo) se K«(./) = {0}, ou seja, se for injetor (respectivamente
/«(./') = N, ou sda, se for sobrejetor).

Uma seq uência de morfismos

--!!- Ma --!L- M\ -!L- Mo-:!!-+ M

é ezafa quando /m(./;) = Ã'er(./IÍ i), para todo í > 0 e /o for sobrejetor

Quando os módulos il/. são projetivos, dizemos que a sequência. exala. é uma.

resolução projetiva de iW. Note que, nesse caso, JW B ik/o//m(./i). Corno to

do módulo é imagem homomórfica. de um m(5dulo livre, a resolução projetiva.

sempre existe. Para. mais detalhes veja l41.

1.3 Algebras
P

Seja. R um a.nel comutativo. Uma R-á.lgebra .4 é um R-módulo munido de

uma. operaçã.o de multiplicação (.), que satisfaz:
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H) Hr+t"mlem®«]pa

(2) A operaçã.o de multiplicaçã.o é distributiva. sobre a. adição de .4 vista
como R módulo.

Além disso, R age centralmente em ,4, ou seja.,

,(«Ó) «(,Ó)

para todo a,ó C ,4 e r € R.

Se a R-á.lgebra .4 possui unidade, dizemos que a R á.lgebra .4 é uma.

á.lgebra. com unidade e temos o seguinte homomoifismo de anéis:

c : R } .4

, ---> c(,) = ,l

Quando R é um corpo, uma base para. a R-álgebra. ,4, é uma base pa.ra
.4 vista como módulo, ou seja, como R espaço vetorial. Se .4 admite uma.
R base finita, dizemos que ,4 tem dimensão finita. sobre R.

Sejam .4 e B R-álgebras. Uma. transformação / : .4 --> B é um homo-

morfismo de R-álgebras se satisfaz:

(1) /(« + Ó) («) + ./(b) V«,b C ,4

(2) .f(,«) «) v« c ,a, v« c R

(3) ./'(a6) = /(a)/(b) Va, b C ,4

(4) Se .4 e B são álgebras com unidade, ente.o ./'(IJ) IB

Um homomorfismo de R á.lgebras que for sobrejetor e injetor é um iso
morfismo de R-álgebras, neste caso dizemos que ,4 e B são á.lgebras isomorfas

e escreveremos ,4 ;E .éi. Relembra.mos também blue aqui, nesta. categoria, os

homomorfismos injetores são monomorfismos e os sobrejetores são epimorfls
mos
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Algebra.s de Caminhos
/

Nos exemplos que serão dados neste tra.galho, utilizaremos apenas a-s á.lgebras
de caminhos. Esse uso nã.o é de forma. nenhuma uma. coincidência.. Mais
a.diante, veremos que as á.lgebras de caminhos são inevitá.vens no estudo da.
teor'ia. de bases de Grõbner.

Agora. vamos introduzir as noções de quiver e de á.lgebra. de caminhos. Um

qui«r é um sistema Q(Qo, Qi, o,t), or-de Qo é um conjunto(cujos elementos
são chamados de vértices), Ç2i é um conjunto (cujos elementos sã.o chamados

de flechas), e ca.da uma das aplica.ções o,f : Qi --} Qo associa a cada flecha

um vértice. Se a C Qi, o(a) é chamado de origem de a e t(c-) é chamado

de término de a. Um quiver é dito finito se ambos os conjuntos Qo e Qt são
finitos .

Neste tra.galho assumiremos que todo quiver Q é finito

DEFiNiçÃo. l.l [/nrz canzinÀo ' de com.prám.enZo n, n > 0, no qwÍuer ç2

é finta seqzênci-, de Pechas ''{ = '*1...a. tal q'«e tÇuà = orai-t\) para todo

í = 1, . . ,n l nisto é, a.i C Qi para iodo C {l,... ,n}). ,4 cada t;e'rfãce

i. ç: Qo associamos também um. cuTla,indo, chamado ca,ninho tri-uial oz de
compram,ente nulo, denotado por ei.

DnpiNiÇÀ.o. 1.2 0«do #m ««-ánÀ. nã. ,guia/'y = '*-...a. de$nÍm« o('y) =

.(a-) ' f(7) (a«). JV. « 'm q«e o(7) dí««.« q«.7 á«m .í««i'.
orientctdo.

DnpiNtÇÃo. 1.3 Dados i,J C Ç2o d zenzos qtze á e J estão fiados por aresta
..«{;f.aCQ: f«/g«.o(a) Í't(a) .«o(a) (.«)

quiucT é coTle=o quctttdo para. quaisqu,er dois vértices -t e j em. Qo ü seguinte
condição é ueri$cada:

B Sem.pre q'ue t :# ii e:cisne 'uniu sequência, de uért-ices i -. l\,

Lai.s que IK e tKA-t estão unidos por ctresta, para todo k C \.L,
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o conjunto de todos os caminhos de Q. E importa.rate notarmos que X:Q tem

estiutuia. cle K-á.lgebra., qua.ndo definimos a. open'a.çã.o de multiplicaçã.o (.) de

ca.minhos da. seguinte forma.:

«.,a ;. .(P)#f(a)l aÕ se .(#)

DEFINIÇÃO. 1.4 Selar ÃI, üm corpo e €2 üm. qüÍoer. /)erzoZantos por J o
ideal de KQ gerado por todas as mechas de Q\. Dizevnos que Km idectt X de
K,Q é a,drn.issíuet quando satisfaz:

e X c J'z

8 J" C X para a/gum n C N

Uma relação em Q é uma combinação linear de caminhos de comprimento

maior ou igual a. dois com mesma origem e mesmo término.

Um importante resultado com relação a estes conceitos é a. proposição
abaixo cuja. demonstraçã.o pode ser encontrada. em jll.

PRoPosiçÃo 1.5 Sda / urn idem/ admíssúe/ da K-á/geóra KQ. Então ez sfe

ürrz corÜunlo ./iníío de re/anões pi, . - ,pt, Z C N Za/ qüe / = <pi,- ' ,p.> l

DEFiNiçÃo. 1.6 S'qa p := {pt)''' )pt} wm cona?unto de re/anões em JCÇ2

Dizemos q\te t.Q, p} é um q'üiuer com relações e ü E-áLgebra q'uociente de K.Q

pelo ideal Çp) é chamada. algebra, de cam,inh.os de Ç.Q, p) sobre o corpo K; que

denota,,rem.os sim.plesm.ente l)or K, Qlkpb.

Lembi'amos que uma. álgebra .4 é básica. quando ,.l,4 = F't 111 . . 111 Ps, onde

/{ é ,4-módulo projetivo indecomponível e Pi g /]' sempre que i :/ .j para-

todo {,.J C {l, . . . , s}. O próximo resultado nos mostra. como as á.lgebras de

caminhos sã.o importantes, e podemos encontrar sua. demonstraçã.o em lil
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.IPn:oposição'l-:!?' fTnorenba dt' (S aZM/9 aqa »., ténz corpo cz/gêZi7;iãã7iiê7#i

fecha(l,o: e N. \Lm.ü K ál.febra canela; básica e de (Li.m.então $ntt,a. Então

ÜList.e um. quiser Q. c um. conjunto de relações p: tnt que qp) sejcl um. Ideal

üdm.isso-uet de KQ; de modo que h. é isovíi.orlo à álgebra, de cam.i,nãos K Qlqpb.
l

O quiver Q associado à. A recebe o nome de quiver ordinário de A.

Seja. A uma. X:-á.lgebra. de dimensão finita, indecomponível e bá.fica., e seja.

E - {ei , . . . , e.} um sistema completo de idempotentes ortogonais e primiti-
vos de A. A determina.ção do quiver ordinário de A é realiza.da toma.ndo um

conjunto (de vértices) em bijeção com E, e estipula.ndo que entre os vértices

í e .j existem exatamente dz:mKlej(r.zdA/r.zd'/\)eil flechas.

Seja Q um quiver. Uma representação de Q é dado pelo sistema.

t/ = ((U){.e. , (./;)..çz.) ,

onde pa.ra cada í C Qo, 14 é um K-espaço vetorial (não necessariamente de

dimensão finita) e Â. é uma. transformação JC-linear de ya(«) para \'l(a) Dado
um caminho nã.o trivial ' = cvl...a., s € N, de í a .j em Q, podemos definir

y'('y) como a tra.nsformação linear de U para K dada. pela composta. .fa....yl.
e estendendo esta. deflniçã.o para. uma combinaçã.o linea.r de caminhos.

Dizemos que uma representação I'' satisfaz uma relação r se y(r) = 0,
e dizemos que y satisfaz um sistema de relações p se y satis$zer cada re
cação r € p. Uma representação de um quiver com relações (Q,p) é uma
representaçã.o de Q que satisfaz as relações de p.

D,,-N.ÇÃo. 1.8 Sd«m \' =((U)Í.e.,(./;)«:e.) ' H' =((W:);.e.,(g.)«.e.)
ducLS reT)resentações de Q, xm morSsmo $ : v -+ W é umu. faTnília de ttctnsJ-

orm.ações )K--liTteareS $ :: Ç.$ÜieQo tül q'üe, para cada a ç Q\, o seguinte
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dl:a, g-r a;nl:a:conl=uta :
T/ ./a -r /'

K(«) ''' : \4(~)
Ó.(a) o IÓ.(.)

}K(-) ''g:b IVí(.)

A composição de morfismos é dehnida. coordenada a. coordenada. Desta

forma, fica definida a caZegor a das representações de (Q,p)
Dada. uma. X:-álgebra A de dimensão finita, indecomponível, básica., e

sendo X: a.lgebrica.mente fecha.do, pelo teorema. de Ga.briel A, é isomorfa a.

uma. á.lgebra. de ca.minhos da. forma KQ/<p>, nestas condições, a categoria
construída. da. forma. acima. e a categoria dos módulos à. direita, que são
finitamente gerados sobre a. álgebra. A, sã.o equivalentes

1 .4 Ordem

A escolha. de uma boa. ordem é fundamental para o estudo da. teoria. da.s bases

de Grõbner. Mas antes, precisamos de alguns conceitos básicos a respeito de
ordem.

DEFiNiçÃo. 1.9 [/ma ordem. Fareja/ em. ünzl corzyunfo não vazio .X' e um.a

relação trctnsiLiua, antissimél,rica e reP,e iuct e'nt X, que dertotu,reTn.os por '$

: escreueremos = 'É y, com =.y c X l)arQ indicar que o pür ardenüdo Çx, ub
pertence a, ordell\.

Diremos ainda. que um conjunto X é parcÍa/mente ordenado se existe uma.
Ordem parcial em .X

Dado um conjuíito .Y, pa.rcialmente ordenado por $, pode ocorrer que
para. todo :c, y C X, = $ y ou y $ z. Neste ca.se, dizemos que $ é uma ordem?.

laia/ em .Y e que X é fofa/m.erzle ordenado. Chamaremos aqui um conjunto
Lota.Imente ordenado de cadeia.

Utilizaremos ainda. a. seguinte notação:
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1 1

l ] l

) z ? y se y $ z

) « < y se « $ y e :« #g;

) z > :y se y $ 3 e z #y

DEFiNiçÃo. 1.10 Siga .X um conJlinio parcía/m.onze orderzado. Urn e/cm.en-

Lo a, € X é dito Tltíni.nt.o se a 'Ê = pürct t.odo = C X

I'em.os ainda qu,e q ç: X é dito minis.al se = $: cl impticct = - a para todo

Por Pm: girem.os q\te cl C X é lã.n-t.ita,nte inferior de um subconjunto E de

X se a 'Ê = parca qualquer = € E

DEFiNiÇÃo. 1.11 Z){zenizos qtÉe $ e m.a Z)oa ordem em X, se e wnl.a ordem
lota! em X e todo su,bconjunto não vazio possui um eleTnento m-animal.

O próximo resultado é funda.mental para o restante do trabalho

TEOREMA 1.12 Sda X urn conlwrzZo. Então 5; á uma óoa ordem. em X se e
somente se 'Ê é uma, ordem. tol,at e para cctda ca.agia descendente de etelttentos

de X, b\ > ba > . existe algum N € N* tal que bN -- bN-Et

l
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Capítulo 2

Bases de Grõbner

As bases cle Gróbner, que aparecem inicialmente no trabalho dc Buchber-

ger, em 1965, tem como idéia principal o de providenciar um método sis

temático de construir um conjunto de gera.dores para. ideais de um anel (de
polinâmios) e decidir se determinado polinâmio pertence ou não a esse ideal.

Esse método é particularmente interessante do ponto de vista computacional.

As definições e resultados dadas nesse capítulo podem ser encontrados em l91
e liol

2.1 Bases de Grõbner Lineares

Nesta. seção vamos considerar somente espa.ços vetoriais. As idéias introdu-

zidas aqui servirão de base para o restante do trabalho. E trataremos de
a.lgumas propriedades das bases de Grõbner nesse caso.

Seja. K um corpo e I'/ um JC-espaço vetorial. Fixemos, para I'', uma. base

B = {bíliCZ, on(]e Z é um conjurlto de índices.

Como B é uma. base de I'/, ente.o para. ca.da. p C v', existe uma fa,mília.

IÀi)iCZ ta.l que p - },ícz Àibi, onde À{ = 0, exceto pa.ra- um número finito de
índices

15



Se-u--E-iêiÀibiTdlzemos quróÍ oco'r'zni71- unir Àí7f =0

DnpiNiçÃo. 2.1 5'e 23 = {biJicr é tlrll.a óasc do es/laço floria/ v', com üma
bote ordem. > em. B: e se u - }..ielXibi é Ttão nulo: dizem.os que bi é o m.ctior
í:l.ent.ente de u se bi ocorre em. u e bi Z bj parrí l,odo bj odor'feudo em. u.
Denota,re-m.os o Tnüior etelnento bi de u poT TipÇu) e o seu coe$cieTtte Xi por
C'7'ÍP(,).

C) conjunto dos falem.entes bi C B tais que bi ocorre em. 'u é dito Suporte
de u, denotado por supp(u)

Se .X é um subconjunto de l/', definimos por

(i) rÍp(x) Típ(z) para algum 0 # :« C X}

(ii) /v«rÍp(x)

Assim, a.mbos, Típ(X) e /Von7'Íp(.X) são subconjuntos de B e dependem da
escolha da. boa ordem de 23.

Denotamos por Span(X) o espaço vetoria] gerado pelo conjunto X

O próximo resultado será basta.nte usado ao longo do trabalho

TEOREMA 2.2 Sda y nz espaço t;Gloria/ sopre o corpo K, con?. base Z!. Sela

> üm,a óoa ordena em Zi. SwponAa que l# á süóespaço de r. erzZão

V H'' © SP«n( /Von7'ÍP( H''))

PROVA. Sda I'r' = Span(Nona'áp(W)). Primeii'aniente vamos mostrar

que I'l'' n H'" :: {o}.

Sda « € m'' \ {0}. Se ;« C m', então 7';p(z) € 7'ip(m'). No e«tanto,

TÍp(#) C NonTíp(W) pois z C H'', e assim obteríamos uma contradição.

Agora., mostraremos que V = Pr + W'. Aqui usaremos o fato da. boa
orclenacao em .Z:i
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SejaptFC \ ta;l que glp(-u) é mínima:l corírlespeitcr a: prupi'teria:da'da

p gl T4/ + 1'r'. mostra.remos que isso rios levará a uma contradiçã.o.

Cor-sid'-'e T':p(«) = .b e a = C'Tip(«). Note q--e 7'Íp(« -- ab) < t;p(o).

Assim to + tu' = -u a6 € W' + W'', pela. condiçã.o de minimalidacle, com

-lo C l.U e -w' C [V'

Se b C /VonTíp(W), teremos «,' + aó C H'' e .ssim,

« (««' + ab)

o que não pode acontecer.

Poi outro lado, se 6 C 7'ip(H'), então existe , C H' tal que Tip(;) = 6,
sd' P = C'TíP(;). E«tão TJP(« -- (a//3),) < Típ(«). N-amente, pela

condiçã.o de minimalidade, temos que u -- (a/P)z = m + to' com w C W e
w' C l,p''

Logo, temos uma contradição, pois

U («, + (a/a);) + w' c n' + }t/'

l

Do teorema 2.2 podemos ver que todo vedor nã.o nulo u C V pode ser
es"it' d' f'rma ú"ic' como .«« + iV(«), o«de /V(«) € Sp«n(NonTíp(H')) .
w. C l,}'

IDEFINIÇÃO. 2.3 Ch««.«mo. JV(«) « /o,m,« «.,m«/ d' "

Seja. I'r um subespaço de \''. A seguir, temos a definiçã.o de uma. base de
Grõbner linear pala 14r

DEFINiçÃo. 2.4 Z)Ízemos qüe t6r7z conlürzfo de t;Czares Ç C W á anta base
de Clrõbner Linear pata W com respeito Q boü ordem. > se

SP«« ( 7'ÍP(W) ) sp«« (ríp(ç) )
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Se g é=uma ba:se de Gnóbmer linear paraíl'l/pnt;ãa Hpaz(gT- lzt'
Pois, como Ç C I'r, Span.(ç;) C W'- Suponha. por a.bsurdo que kP (

S'p««(Ç), assim tome -« C H' \ Sp-(Ç) com Típ(«,) mi«imal

Como Sp«n(7'íp(m')) = sp-(np(ç)), existe g C ç tal q«e 7'íp(«,)
Tip(g). Dessa forma, «,' = «, (C'7'Íp(:«)/C'Tip(g))g C SP-(ç), pois

TJP(«'') < Tjp(w). Logo w = w' + (C'7'ip(t«)/C'Tip(g))g C S'pan(Ç), quc

é um absurdo. Portanto, Sparz(Ç) = W

DEFiNiÇÃo. 2.5 S'da W wm süóespaço de V. Dizemos q e zlm süóconlwnZo

g dc W e' tina base de G'róóner / cear redwzáda pura l,r rcor7z respeito a >,)

(i) Ç é uma. base de Grõbner linear para W;

(Ü) S' g C Ç, ..'«tão CTiPÇg) 1 ,-

(üi) S' g e g' ;ão eL'«.«~tos d,istint.s d,e g, 'ntão 'FipÇg) # Tã,pÇg');

r{«) s. g c g, .«zã. g ráP(g) c sp«n(No«Tãp(w')).

Para. ga.rantir a. existência de uma base de Grõbner linear reduzida. temos
n çpni 1 ; n t p rPq.. It , .-l ..

PRoPosiçÃo 2.6 S a V ünz espaço tieZoría/ e > uma óoa ordem na base ZJ

de r. S'eya }'r unz süóespaço de T/'. Então ezÍsZe üma única base de G'róóner

/inca.r reduzida para W'

Pn,ovA. S.ja 'r = Típ(m') e defina g = {t -- /V(Z) : t C 'r}. Pelo teorema

2.2, í N(t) C I'L'. Agora, 7'jp(f -- 7V(t)) = Z porque nenhum elemento

ocorrendo em /V(t) pode ser Tip de um elemento em I''. Logo g é uma. base
cle Grõbner ]iriear pa.ra. I'l''

Airlcla observando que para g - t N(í) C Ç, Tip(g) = t, temos de forma
clireta as demais propriedades de uma base cle Grõbner linear induzida.. l
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':F 9 'Babar de Gl6bõér para MAl-Éêbiã.g
Agora, volta.mos a. nossa. atenção pa-ia Á:-á.lgebras, não necessariamente com

unida.de. Sda. A uma. JC-á.lgebra e seja. B uma. K-base de A. Assumimos
que, para- todo b,ó' C B temos bb' C Zi ou óó' = 0. Ta] K-base é dita. base
n2.ü/fíp/[caZit;a de A

Nã.o queremos uma. ordem a.rbitrária. em 23, queremos uma ordem que
preserve a estrutura. multiplicativa de Zi

DEFiNiÇÃo. 2.7 /1)Ízen7}0s qwe üm.a óoa ordem. em, 23 e' adm.isso.ue/, se sai-ís/az

üs segvinLes covtdições, pa,ra l,odo p,(J,r,s C B

(i) Se p < q então pr < qr, se ambos são não n\ralos;

(ü) Se p < q então sp <. sq, se ambos são não nulos;

(üi) s. P s qr então p Z q

Como exemplo de uma X:-á.lgebra que possui uma K-base multiplicativa com
ordem admissível são as álgebras de ca.minhos KQ, tendo como base B o
conjunto de todos os ca.minhos em Q, incluindo os vértices, e a. ordem é a.
cornprín?.enZo-/ea;icogrdl/ica, isto é, dado à.s flechas e aos vértices uma. arde

nação arbitrária (ou seja, uma lexicografia), com os vértices menores que
as flechas. Se p e q são ca.minhos de comprimento maiores que 1, dizemos
que p < q se o comprimento de p for menor que o comprimento de q ou se

p " pipa p, e q:= qlq2 - q,, com pí, qj caminhos de comprimento l em Zi,
e pa.ra. algum l $ z < r, p; = q.Í se .j < z e pl < qi.

Dizemos que uma. K-á.lgebra. A possui a teor a de bases de G'r(íóner se A

possui uma. base multiplicativa. 23 com ordem admissível > Tlessa base. A

partir desse ponto, assumimos que a JC-á.lgebra A possui a. teoria. de bases de
Grõbner. Seja. / um idea.l bilateral em A.
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DnpiNiçÃoí 2i8 'Dzzenlos q e ünl. conyüntaç C .f e Hma base arG BZiiÊií

pttía l co,m. respei.to it ordem. >: $c

<ríp(ç)> ip(/)>

como ideais bitaterüi,s

Uma observaçã.o a. se fazer é que aqui também é válido o teorema. 2.2, ou
sela, como espaços vetoria.is

A 1 % Spnn.ÇNonTI.pÇI»

Em particular, todo r C A nã.o nulo, pode ser escrito de forma única. como

= , + N(«), o«de {, C /, e JV(,) C Sp-(JVon7'ip(/)). JV(,) é t.mbém
chamado de /ornza rzornta/ de r.

DEFiNiÇÃo. 2.9 Sqarn. bi,6z € X C A, djze7nos q e bl d t; de ó2 rem. XJ se
existem c,d C X ta,is que ba := b\d, ba = cbt o\l ba = cb.d.

PRoPosiçÃo 2.10 Se üma base mu/Zíp/ícat ua Zi de ümcz Ã:-á/geóra A adrníte

tina. ordem üclmissí-uet, então toda seqvêttcia -in$nitu de B, bt,ba,. . . , ta,l

.]ue bÜ.\ divide bi para todo -i > \ estQbitizct, isto é, triste N ç }q tat que
bN -- bN-tK, para todo }ç C 6q

PROVA. Por definiçã.o, como bi+i divide b{, então existem c{,di C B, tais
que b{ = cibi+id{, para i 2 1. Daí, bi ? bí+i, ou seja., obtém-se uma cadeia

descendente. Como a lidem dada. é uma boa ordem, o resultado segue da
proposição 1.12. l

Este resulta.do mostra que nem toda. base multiplicativa. possue uma. or

caem admissível. Como mostra o próximo exemplo:
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lijxnNipi;(x Seja Q o seguinte qulver

Seja o idea.l / =< az" -- é),a b:y' : m,n C N* >. Uma base multiplicativa.

Zi de A = KQ é o conjunto de todos os caminhos de Q. Note que, em A//,
temos àilx = by"z" = b e by'" = ã;"!/"' = ã pa-ra. todo n.,m C N, assim

podemos considerar em A// a. seguinte base

6 B \Íóz", ay", az", by", az"y", by"z" : m, n C N*}

Note que B contém uma. base de K<a,y>. Note também que, ãf = 6 o que

implica em dizer que ã divide b. Por outro lado, bi7 = ã, logo, ó divide ã.
Assim, temos uma sequência descendente inÊnita ü,ZI,a,ó, . que não esta-
biliza, portanto 23 não possui uma ordem admissível.

Dada. uma base B, chamaremos de mon(imíos seus elementos. Diremos

que um ideal / em A é um área/ moram.{a/ se ele pode ser gerado por ele-
mentos de 23.

PROPOSIÇÃO 2.11 Seja A ?zrnrz X:-á/geóra corri base m.ü/t p/ícaZáua Zi que ad-

mite um.a ordem a,dm,issíuel >. Se l é um ideal movtom.ial elll h., então l tem

ünl. -único coniuTito gerador m.ortom,ial minis-ta.t, em. relação à divisão.

PnovA. Seja d o conjunto de todos os monómios em /. Seja

M = {p C J : se q C ,4 divide p, ente.o q = p}

Pela. proposição anterior temos que /k/ é não vazio.
Seja. C um conjunto de monâmios que gera.nl /. Se b C

a.]gum rn C M, m divide ó. Assim, C C <&/>. Logo, / C <h/>

C, ente.o, para
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AgoinÍ seja:-/\4-cum outro conjuntrde mlmõmiín gei'Müi:erlla 7:i Bütião

todo in. C &/ é divisível por algum rn' C ]k/'. alas, pela definiçã.o de M,
m' = m. Logo, /U/ c ]U/'. l

Note que o conjunto mínima.l de geradores /U não deperlde de qualquer
ot'alem a.dmissível particular. A existência. cle uma. ordem admissível é ne

cessa.ria. a.pena.s para. mostrar que ü/ é nã.o vazio.

Observe ainda que para todo ideal / de A, se Ç é uma base de Grõbner de

/, então Tip(g) contém o conjunto gerador monomial minimal de <Tãp(/)>.
Seja 'r o conjunto gerador monomial minimal de <7'àp(/)> (dada. uma

oi dem a.dmissível >).

DEpiNiÇÃo. 2.12 .4 base de Gróóner red zãda para /, com respeito â ordem
> é

ç :tcr}

PnoposiçÃo 2.13 S a > ma ordem. admissíue/ na base mti/típ/ícaZíurz B
da, K-átgebrct N.. Seljam l um ideal em À. e Ç uln.ü base de Grõbvter reduzida

para 1. EvtLão:

(i) ç é u«nu base de Grõbner de l

lü) S' g c Ç, ..«tã. CTipÇg) 1 ,-

(üi) Se g C Ç, então g TipÇg) ç: SpanÇNoTLTiptí»;

liu) Ti,pÇÇ) é o corja'.to gerador «lo,«omiat «mim.,t pata (Vipti» l

2.3 Algoritmo da Divisão

Nesta seçã.o, fixamos um corpo K, uma. Ãll:-á.lgebra. /\ com base multiplica.uva.
25 e uma lidem admissível > nessa base.
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Da;dos iztiW C :A:rt;emos visto Como podemos dividir y por zxm lqí;defirlmro
2.9. Apieserita.mos agora. o cz/gorifr}2.0 da díui.são, onde mostraiemos como

dividir um elemento y C A por um dado conjunto X. Enfatizamos aqui que
a ordena.ção no conjunto X afeta. no resultado do algoritmo da. divisa.o, como
veremos mais tarde

Sejam = {zi, ,z.} um conjunto ordenado de elementos de A ey C A

O a.lgoritmo nos fornecerá inteiros não negativos mi,m2
merltos tlij,ui.Í C A l $ 71 $ n. e l $ .j $ mí ta.is que:

) )

n V .:/ L 4bP

rrl. e ele

(i) y E:::.(E=. «:j"'«;j) + ,;

(ii) 7'iP(y) ? np(«i.i:«{«i.í) ví,.j;

(iii) Para cada b C 13 tal(lue socorra em r, Tip(zi) não divide b, l$ i$ n

Chamaremos r de resto da d visão de y por X e denotaremos por y ::+x r
Apresentamos abaixo o algoritmo em pseudo-código:

O Algoritmo da Divisão

INPUT: zl, . . , #« (ordenado), y

OUTPUT: ml,. - ' ,mn,uij,u{.í,r
INICIALtZE:mi :=0, .. ,m. :=0,r :=

INICIO:

ENQUANTO(z:/0) FAÇA
PARA (í= 1) ATÉrz.FAÇA

SE Tip(;) = üTãp(zi)u para u,u C

mi:= mi+l
L'Eámi :== U

; : jp(.)/c't,p(«:)l««;«
v A PA P A INITnTr)

0, z := y,

B ENTÃO
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.-: , + Clip(4l'íp(«)
; : íp(;)rip(;)

Antes de prosseguirmos, veremos um exemplo em que a. ordem do con
.junto .V dada. inicialmente influi no resto r obtido através do algoritmo da
divisa.o:

EXEMPLO. Seja. ç2 o quiver

Seja. a. álgebra de ca.minhos JCQ com base multiplicativa 23, formada por todos

os possíveis caminhos do quiver, com a ordem comprimento-lexicográfica.,
onde a. lexicografia é dada por a < b < c < d.

Tomemos X :: {./i := cab ab, ./z := abdc -- dc} e y :: bcabdc.

Iniciando o algoritmo, vemos que z = bcabdc = 6Típ(./i)dc.

Assim, tlii = b, uii = dc e z := bca6dc -- uli./iuii = --baZ)dc. Agora., como

bríp(/a), «-,: ;: bdc-lc'rip(,)l«-,/2
Note que, n.m Típ(./-), nem 7'ip(/2) divide 7'ip(.) = 6dc, logo o resto

r = bdc, e agora z toma o valor zero, para.ndo assim o algoritmo, retorna.ndo:

bcübdc = bj\dc -} bja i)dc

No entanto, se inveitermos a ordenação em X, ou seja, se iniciarmos o

algoritmo toma.ndo primeiramente o elemento /2, veremos que o algorítmo
nos retomará

bcctbdc = bela

pois (bc)(dc) = 0. Note que o resto nesse caso é r = 0.
Como podemos perceber, a. ordem influencia 110 resto da. divisão. No

enta.nto, se X for uma. base de Gróbner, então o resto da. divisa.o independe
da ordenaçã.o em X, como podemos ver no próximo resultado
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.PROPOSIÇÃO'2=1 +S:da g-üm.lrólzsc-dr (7r'ãófnndr tií7i-ídeid hdlí 7\í Sêjtz

y ç N c üssum.a que X :: j\.g C Ç : Ti.pÇg) 'Ê Tip(.tJ)\ seja $TtitO. Se -y :>x r

Então T- indepettde da, ordem. dos el.emetttos de X. Na herda,de r = Nty).

PR.OVA. Convidei'e y ::>x r. Ente.o, como Tip(r) .$ 7'íp(y), temos que

pa.ra. ca.da g C Ç, Tip(g) nã.o divide nenhum elemento da ba.se ocorrendo cm
r

Assim r € Span(Nonííp(/)). Agora, y = }1:; )1:.j uijgi 'ij + r. Mas, pelo

'"rema 2.2, :y /V(y) com i, C / e N'(y) C Sp«n(JVontip(/)), únicos.

Assim, como E; Ej ui gi«i.Í C /, temos , C Sp-(JVontíp(/)), e portanto

CoRoLÁRio 2.15 Se Ç é wm.a base de 6'róóner de unz {dea/ / ern A fa/ que
para cctclü b C B exista. soTrtertte uln rlúnlero anito de elementos g C Ç com
I'ipÇg) '$ b: eTttão existe 'üm atgoritm.o para encoTttrar a forma, xtorm.al. de
elementos de !\.

l

Note que agora temos também um método para encontrar a base de Grõbner
reduzida. uma vez encontrada uma. base de Gróbner com um número finito

de termos com um da.do Tip. Note que, com essa. hipótese, nã.o é necessário

que a base de Gróbner seja finita. Pois, para cada z € A, temos apenas um
número finito de elementos g C Ç tais que Tip(g) $ TÍp(z). Viabilizando
assim o uso do algoritmo da divisa.o.

Este é um algoritmo, isto é, o processo termina, se /mo/v = <7'ip(/)> tem
um conjLmto de monõmios gerador finito.

O método procede da. seguinte forma:

(i) Da.da. uma base de Grõbner g tat que somente um número finito cle
termos possui um dado Típ.
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(ii) Eneon t;re o con:juntio gerador monomia:hni nima[7::dc-/]iiÕN-

liiil Para. cada. í C 'r, usa.ndo o algoritmo da divisa.o, calcule í ::>ç 7V(Z)

liv) A base de Grõbner deduzida é {Z -- iV(Z) : { C 'r}

2.4 Relações de Sobreposição

DupíNiÇÃo. 2.16 Selrér? ./',g C A e szíp07z/z.a qüe ea;ísfam ó, c C Zi país qwe.

(t) Tã,pÇf)c = bT{.p(g)

(ii) Ti,pÇf) não divide b e TipÇg) não divide c.

Então a retctção de sobreposição de f e g por b e c é dctda por.

oÇj.g.b,q OICTipÇf»Jc QJCTipÇg»bg

EXEMPLO. Sqa a. álgebia. livre Á:<z,y, z>, com K base gei'ada por l,z,y,z
e ordem comprimento lexicográfica (que é uma. ordem admissível), onde a
lexicografia é dada por 1 < z < y < z.

Soam ./ = -3/y; -- "3/; ' g - "g/« -- «y Como 7'Íp(./') = -yy« e

ríP(g) = zyz, «o'' que

I'iptf)'u" uvipçg)

e Tip(./) não divide zzyy e Tjp(g) não divide y=. Portanto, temos aqui uma.
relaçã.o de sobreposição

oÇj.g.zlUy,'y=) fIlE z=ay'yg= Çz 'yy ='\lz)y= z=''yÇ=u= =ub

zt'yy='y= =yzy= z=y'y='yz -+ z=yxy=y

zz'y'y=y x'yz'y=
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Temos:a:inda=queÍ-Fip(g)yz - u:yT%p(g) e que'Tl-p(gt-não dív-tde r7r MaB

divide yz, assim temos aqui mais uma. relaçã.o cle sobreposiçã.o de g sobre ele
nlesnio:

gu= =llg= Ç 'u u)u lut 'u

y IJ yy= ='yT'yl \- y y

=y'yl -\- y 'y

Note q«e r.:P(.(./', g, b, .)) < 7'àp(./')c = ó7'íP(g).

oÇ.g.g,='y.'y=) «y)

Suponha que X = {/1,.'' ,z.} C A. Seja./ o ideal gerado por X.
Se Tip(z{) = uTip(:«,)u para algum ü, u C Zi, então fazendo

x' . . . ,";--, «. lc'rip(«;)/c7'íp(:«j)lu«j«,«:.-:,

temos que .X' é também gerador de /

Continuando o processo, obtemos um conjunto finito y gerador de / tal

que Típ(yí) não divide Tip(yj), para yi, y.f C y com í # .j.
Este é um processo finito pela boa ordem assumida. Assim podemos

assumir que não há divisões de 7'íp's em um conjunto gerador de um ideal.

DEFiNiçÃo. 2.17 Z){zem.os que unz co Ü-ünfo de e/e7nerzfos X e' Tip reduzido

se pa,ra falem,entes distintos =,-y ç: X, TipÇz) não divide Tip(.y).

DnptNiçÃo. 2.18 Dizem.os gwe üm e/em,erzZo ./' = >:=:;. aib{, com 6í C Zi e

cvi € Á: \ {0} para l 5; { $ rz. á râ esq farda) unli/orm.e se para cada c C B, OH
cbi = 0 para l $ i $ n, oü cói # 0 para l $ ; $ rz..

Se urn, díodo conjunto poss'ui apenas falem.entoa uniform.es dizemos então

qtue esse conjunto é urLilorme.

DEFINiçÃo. 2.19 Sda A üm.a K-á/geóra con?. base r?2.?i/Zíp/ícafit;a /3 e uma

ordelrt. a.dnl.iss-íuel > em B. Seja C o cona-urLto Jo'r'm.udo pelos elementos inde-

c:om.poní.fieis de 13. Pura todo b € B de$nim.os o contpri.m.ente de b, tÇbh, com,o

seno/o 0 772.eno'r onze'iro n. ia/ q'üc ó :: clc2 ' ' ' cn; orzde c{ C C cona. 1 < Í < n

,««}
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Ga:be observar qur([conjuntcr epodu $eí- infiüt;a; nQ Eatããt;õÍ7(ÕTI'
sempre finito, pois se b :: cic2c3c3'' - , teríamos uma. se(luência. infinita.,
b,c2c3c4 ,c3c4 ' ,''., como)?. c2c3cl . ? c3c4--. ? '', contradizendo

a. hipótese da boa. ordenaçã.o em 25.

Podemos notar ainda. que, o comprimento de um elemerlto depende da.
escolha. da base multiplicativa 23. O resultado abaixo, descrito em j101, é uma.

veisã.o do Z,ema do Z)ían2.arzZe (veja. ]5], l71) e será muito importa.nte para a
coltstrução de uma base de Grõbner mais adiante

TEOREMA 2.20 Sda A u71za K-á/geóra corri base m.z&/Zàp/ caZÍt;a Zi e ordem

í dnl.issíuel >. S'üponh,a qKe Ç é -uTH. coniKnto UTLiJOrnl.e, Tip reduzido de h.

Slponhcl que para. toda relação de sobreposição

.(g-,g,,P,q) :>ç o

com. g\ ,ga ç: g. Então ç é wwla base de Grõbner para qÇ)

PnovA. Assuma que Ç; tem a propriedade de que toda relação dc sobre-
posição tem resto zero sobre a divisão por Ç. Seja. z C <Ç> e assuma que
Tip(z) não é divisível pelo Tip de nenhum elemento de Ç, veremos que isto
nos levará a uma. contradição. Sem perda. de generalidade, vamos assumir

que z é uniforme. Como Ç é um conjunto gerador de <Ç>, podemos escrever

l ' > .cliJPijgiqij t+)

onde gi C Ç, p{.Í, qi.f C 23 e «í.i C K. Clonsidere todas as formas de se escrever

z. Seja. F o maior elemento (com respeito à ordem dada.) da. base 23 ocorrendo

do lado direito de (#). Como esta.mos assumindo que Tip(z) não é divisível
pelo 7'íp cle nenhum elemento de Ç, temos pela. uniformidade de z que P é
maior que 7'Íp(z) na ordem >. Logo, os p's se cancelam

Considerando todas formas de escrever z como em (+), escolhemos aquela.
em que P seja o menor possível e tenha. o menor número de ocorrências do

lado direito de (#).
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Gom(r» nã;o ocos re do lado esquerdo cle (;i.}; ele devea=patenei-em Tielõ

rllerios dois soma.tlclos do la.do direito de (+). Logo, existem í,J, í', 7' tais que

P = pijTI.pÇgàqiJ = T)i.i'T'ipÇg.. )qi,,,

Pa.ra simplificar a. notação escreveremos p = piJ, g - gí, q = qíJ, P'
pi'i' , g' :: gi. e q. -- q.,i

Caso 1: é(p) < Z(p')

Cas' 1.1: Z(q) < g(q'). E«tão TiP(g') é di«isí«l po- Tãp(g) e assim 7'íp(g)
divide 7'íp(g') contradizendo a hipótese de Tip redução.

Caso 1.2: 1?(q) ? Z?(q'). Consideremos duas possibilidades

Ca;o 1.2.1: ,e(p') ? Z(p7'ip(g)).

Então não existe relação de sobreposição entre 7'áp(g) e Tip(g') em F.
Pela. escolha. dos comprimentos, segue que existe um caminho q" ta] que

$= pT{.ptg)q'' TipÇg' )q'

Ag«a, se g = E a,p, + a7'ip(g) e g' = E#.p', + /?Tip(g'), e«tão:

pgq'' Ç\16)g' q' - pgq'' Q113)Çg' - T'ipÇg' »q'

..« 113' bpKI.pÇgb.f' çfd- v''!.A, IB' bpp. «' çJ'f - '!..X0: 113 )pgd' 'd:.l

Logo, escrito pgq desta forma, podemos combinar seu Tip com o 7'Íp de p'g'q'
e assim, diminua o número de ocorrências de P, que contradiz a. minimalidade
assumida.

Caso 1 2.2: Z(p') < Z(p7'íp(g))

Então existe uma. relação de sobreposição de 7'íp(g) e Tzp(g') em P. Di-

gamo; Típ(g), = Típ(g'). Logo, P = PTiP(g)«q' = P.TíP(g')q'. E«tão

Pgq

pgq - CT{.ptg)pote, g' . s,r)q' + ÇCT{.pÇg)ICT-i.pÇg' »P' g' q'

Como .(g, g', s, ,) :>ç 0, e«tão

.(g, g', ., ,) - >: }1: «;,g;";, ,
{=i .j=i
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orlde T]'7)(tti.Wpii) â menor que T::f]sr(g)r - s7:@(]'); i)a:i:rt;ada iP;.7

Desse modo,

""*''''«'-"«' (=b)«,'"'*
De acordo com as relações assumida.s acima, temos que P ocorre em pgrq',
p.sg'q' e p'g'q', que contradiz a. minimalidade assumida.

Caso 2: e(p)

Então Típ(g) divide Típ(g'), ou vice-versa, que contradiz a. hipótese de
Tip reduzido em Ç;
Caso 3: /(p) > /(p')

Como no Caso l

CTiptg
C'ripa g'' ,

Vg'd-\'dg'q

Uma. aplicaçã.o desse último resultado está no próximo algoritmo, que é o

a.nálogo não comutativo do algoritmo de Buchberger l61 para. construção de
bases de Grõbner

Dado / = <./i,.'' ,./n>, /{ C A, uniformes, para todo l $ { $ n. e Tip

reduzidos, o algoritmo produz uma. sequência, possivelmente infinita., de ele-

mentos 7'áp reduzidos e uniformes. Além disso, a sequência. Ç obtida., é um
conjunto gera.dor de / onde toda relação de sobreposiçã.o se induz a. zero so-

bre Ç. Porta.nto, pelo teorema. a.nterior, Ç é uma base de Gróbner para /
Apresenta.mos abaixo o algoritmo em pseudo-código.

Clonstrução de base de Grõbn,er
INPUT: /i, .-,./.
OUTPUT: gi , g2, g3,

PARAí= 1 ATEM.FAÇA
gi'.= fi

g : .- ,g.}
Courlt := rz.
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l?7FfÜ
' ' X -X'J X

x'.- ç
PÕ.RA. ca,du par de elenl.entoa h.,k ç: 'H, e

cada. Teta,ção de sobreposição de h.k FNÇÀ.
SE o(A, k,p, q) :»w r E z" # 0 FAÇA

Count := Count + l
gCount := T

Ç := Ç U {gc....}
ENQUANTO 7'íP(gi) ríP(gj)«, com i # .j e u, « C Zi

FAÇA
gi \-- gi u93'u

ENQUANTO(H #Ç)

LEMA 2.21 Ufí/ zango a Ralação usada no a/garítm,o. Se b C B á zm gera-

dor bonomia,l m.animal de IWON, então para algum m, inteiro, TipÇg...') = b\

Proposição 2.22 Se /Wow Zem zlm conylznÍo ./imita de geradores rnorzo-

m.tais, então o algoritTn.o a,cima terra.ivtü eln. um nú'm,ero anito de passos e
fornece UTnü base de Grõbner $nitü.

PRovA. Seja 'r = {ti,
IMON.

Assim, pelo lema anterior, 7' C {Táp(gi),.. ,7'ip(g/v)}, para JV sufici-
entemente grande. Logo Tip({gt, . - . ,g/v}) gera /&/ow sendo porta.nto uma

base de Grõbrler para. /

Como toda. relaçã.o de sobreposiçã-o está. em /, o(g{,gj, p, q) ::>lg
Logo o a.lgoritmo termina. em um número finito de passos.

,t.} o conjunto gerador monomial minimal de

:g,.} 0.

l

IEXnMPLO. Nem todo ideal / possui uma. ba.se de Grõbner finita, mesmo

que / seja finitamente gerado, como podemos ver a.baixo:
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Sqa. Ç2 o quiver:
E l e 13/

Seja / = <./ = zyz =g> ideal bilateral em KÇ2, cuja K-base é o conjunto

de todos os ca.minhos cle Q e a. ordem é o comprimento lexicográ.fica., com a.
lexicografia. dada. por 1 < z < g

Seja Ço = {.f}. Note que, oi = o(./,./, zy,yz) = zg'z + a;yzy e fazendo

a. divisão por Ç;o, temos que oi ::>ç. gl = zy2# + zy2 e Táp(./) nã.o divide
Típ(g:). C.lc«Íamos então o, = .(./,g-,zy,#'«) = zy':« + ":y«y', f«e«do
a. divisão por Çi ' go U {gi}, obtemos o2 :::>g. g2 = zy3z + zy3 , e observe

que nem 7'ip(/) = :«yz e n.m Tip(gl) = zg'z dividem TÍp(g,) = zy'z,
acrescentamos ente.o g2 a. Çi , fazendo Ç2 :: Çi UÍg2}. Continuando o processo,

temos que on ' o(/,g« 1, zg,y"z) :+g... g. = --a;y"+'z + zy"+', sendo que

nenhum dos Tip's anteriores divide Tip(g«). Podemos concluir então que,
se utilizarmos o processo de construção de bases de Grõbner descrito acima

encontraremos em Ç o conjunto de elementos cujo 7'íp's são da forma zg/"a,
com n € N, e teremos portanto uma base de Gróbner infinita, pois para cada
eleme«to em ráP(Ç) temos um eleme«to em Ç

2.5 e-álgebras de l)imensão Finita

Nesta seção voltaremos nossa. atenção para. as K-álgebras de dimensão finita.

da. forma A//, onde A é uma K-álgebra finitamente gerada, com uma base
multiplicativa e uma ordem admissível nessa. base, e / é um ideal bilateral
de A. O que mais podemos dizer a respeito dessas á.lgebras?

Antes, lembremos que /wo/v = <TÍp(/)>.

LEMA. 'Z.'Z3 Seja b. -uma K,-álgebra $nitamente gerada. e t3 zm.o, K,-base m.u,l-

liplicntiua de N.. Então B U \Q) é hnituTnente gerada, como sen\igr\tpo.
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Pn.ovA. Seja. X :: {zi,a;2, ,#.} um con.Junto geiadoi de A como Xl:

á.lgebra.. Para. cada. zi C ,V, l $ zl $ n, temos zi = >1'.Í ai,ói.f, com bi.f C Zi e
crí.j C K. Seja Zi = U::. süpp(=i) , é fácil vel' que B é finito.

/3 gera. B U {0} como semigrupo. Suponha, por contradição, que Zi nã.o
gera. 23 U {0} como semigrupo, daí existe ó C B ta.l que b não pode ser escrito
como produto de elementos de 23. Como X é gerador de A, temos

}:#,«l;--l:' «ll:'

>ll: #.(}: a'.j, b;.j. y'' Qi: a:,j,b.:j, y'' ' ' ' (>1: a:,.j,. '',.j,. y;''

Note que, do lado direito da equação temos uma. combinação linear de pro-
dutos de elementos de 23, que por sua vez são elementos de B U {0}.

Como ó não é produto de elementos de 8, então b não aparece do lado
direito da. equação. Assim, temos que b é uma combinação linear de elementos

de B \ {b}, uma. contradiçã.o, pois 23 é uma base.

Portanto, B gera. 23 U {0} como semigrupo.

'1

Proposição 2.24 Sela A ama X,-a/geóra ./iniZamenZe gerada com Zpase nela/-

Liplicütiuü B e ordem a.dm.issíuel > Tlessa base. Suponha que l é u,m ideal
lal que dimKÇÀ.ll) Então ÍMAN tem um conjunto anito de geradores
monos.\ats.

PnovA. Como A// é isomorfo a Span(JVonTip(/)), como espaço veto-

ria], segue que JVon.7'ip(/) é um conjunto finito, pois é uma K-base de
Spa«l tNonTipÇI».

Como A é finitamente gerada. como X:-álgebra., temos que 23 U {0} é finita-

mente gerado como semigrupo (lema acima). Seja. X = {bt, - . . , bk} gerador
de 23 U {0}, como semigrupo. Mostraremos que

D : bC X e cC ]vo«rip(/)}nnp(/))u(xnríp(/))
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contém o con.junto gerador de /&ío/v

Suponha que Z pertence ao conjunto gera.doi monomia] minimal de /mo/v.

Se f C ,V, dada. temos a. fazer. Suponha. que t g X, ente.o Z = ói.6i, . - . ói:,
com b{, C X para todo l $ .7 S; .s. Pela. minimalidade de Z, temos que
'i, bi: ÇT{.pÇI). toga bi, .bi: € NonTI.pÇI)

Porta.nto, fazendo c = b{, . b{., temos que Z = 6i.c. Como queríamos. l

CaKox.Ã..u.\o 'Z.'25 Seja. ).. um-la K-álgebra Brita,mente gerada. carril base urtKl-

lipLicatiua B e urn.a ordem-n a.dm.issíuel > em B. Szponh.a que l é l.m, idem,t de

h gerado por elementos \cTtiform.es e N./l de dim.então Brita.
Então l teta lema, bctse de Grõbner $nitü Knilorn-Le com, respeito Q > e

pode ser ccLLcutado em Km número anito de passos pelo atgoritmo anterior.

l
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Capítulo 3

Bases de Gróbner e ,A.lgebra de
P

Caminhos

3.1 Por que Algebras de Caminhos?
P

Nesta seção va.mos ver um pouco mais sobre a. relação entre as á.lgebras que

admitem uma. base multiplicativa com uma ordem admissível e as álgebras
de caminhos.

E também por que o uso dessas álgebras é necessário para se estuda.r

a. teoria. de bases de Grõbner. Na verdade, veremos que toda álgebra. com
unidade que admite uma base multiplicativa com uma. ordem admissível é

quociente de uma. á.lgebra de caminhos. Os resultados encontrados nessa

seção fora.m demonstrados por Green em j101.

Ainda aqui, K será. um corpo e A uma. K-á.lgebra com uma. base multipli
ca.uva. Zi e uma. ordem admissível > em 23.

Seja / um idea.l de A gerado por elementos cla forma b,bi b2, onde
b, bi, 62 C Zi, ta.l ideal é denominado um idem/ 2-rzorn.{a/.
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Pala relembrar, seja .X um conjLmto. Se uma relação -., em X satisfaz

(1) a' -.' z, para todo z C .X

(2) Se z -- y, entã.o g -- z, pa-ra todo z,y C .X

(3) Se :z: -.., y e y -- z, então z -- z, para todo z,y, z C X

dizemos que -- é uma relaçã.o de equivalência.

Proposição 3.1 EzÍsle uma correspondência bíunz'Doca entre o corÜtinfo de
re/anões de' eqüát;a/êncía en} 23 U {0} e ideais 2-nomiaís.

PRovA. Seja -a uma relaçã.o de equivalência. em 25 U {0}. Definimos /-

o ideal gerado por bl b2 se bi -..b2 e6se6'--0.
Por outro lado se / é um ideal 2-nomial, seja ,w/ a relação de equivalência

dada por

(i) ó: -. b, se Z,-

(ií) ó -. 0 se b € /

l

Chamamos a. relação de equivalência -a em 23 U -(0} correspondente a /

por "/"çã. ass«íad« (a l).

LEMA 3.2 Sda / ténz idem/ 2-múmia/ em A com re/anão associada -./. Erzião

>l,::. ai6{ C /, com a C K e bí C Zi, se, e somerzle se, para cada c/asse lól
de -'/ fc/720s >-.ó.c]ó] cvibi C /

PRovA. CorJsidere >1::.. aíbi C A. Se para. cada classe de equivalência.

lól a soma )l:Ó.c]Ó] aíbi C / e claro que >::.i ai6i C /
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Suponha. que z = >1:::: aibi C /. Então z = )1:;:. #.f(bj
com ó, ó;, bl C /.Podemos reescrever z como sendo:

}: «;';
i-l

>l:#jz'j + >1: -õj'; + >1..1'v.'.
.j=i .j=t z=i

Fixa.mos ente.o uma classe lól e vemos que

>l: .«;ó. - }: /3j(z'j - z';) + }.: 'r.ó.
b.C]b] b, ,b;CÍb] bic]b]

O resultado segue a partir dessa observação.

TEOREMA 3.3 Sxporz/za que S á -tina JC-á/geÓra com base rn,u/Zip/ícafi-t;a C

Selva. l ideal ern. S e T : S -+ Sjl a. projeção canónica,.

Seja 13 o comi'uTtto dos elementos não nulos de 'nqC). B é uma l)üse mll-
Li'pticatlu de Sji se e se'mente se l é uln. i,dea1 2-Romã,a.t.

PnovA. Primeiramente vamos mostar que se / é um ideal 2 nomial,
então 6 é uma base multiplicativa-

S.jam «-('-),«-(',) C «(C). E«tão «(c-)r(c,) = «-(c:c,) C «-(C) e «(C) =
B u {o}

Agora precisamos mostrar que Zi é uma Á:-base de S//, para isso é sua
ciente mostrar que os elementos de B são linearmente independentes.

Seja El:. aí«-(ci) = 0 com ,-(ci) # 0 e dista«tos. D'í, E=:. aia C /. Sda
-. a. relação em C U {0} associada a. /.

Pelo lema. 3.2, pa-ra cada classe de equivalência lcl, temos >...e[.] aic{ C /
Se cí € 1cl, então n-(ch) = r(c). Logo os c;s estão cm diferentes classes de

equivalência., pois n(ci) são distintos. Assim criei C / e concluímos que ou
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ci C /, o que não pode acontecer, pois estamos supondo n-(cí) 74 0, ou ci g /
o blue implica. em cr{ = 0.

Portanto 6 é uma base multiplicativa. de S//

Atola- vamos mostra.r que se Zi é uma base multiplicativa de S//, ente.o
/ é um ideal 2 nomial

Definimos a relação -., em C U {0} por c '- c' se «(c) = r(c'). É fácil ver

que o ideal 2-nomial correspondente a. --, (pela. proposiçã.o 3.1) é /. E isto
completa a prova« l

A partir desse ponto a.ssumiremos que A é uma. K-álgebra com unidade,

ma.s não que l C B, a. menos que este seja. o único idempotente. Assim,
1 = }:=:: críói, com crí C X: \ {0} e bi distintos em Zi.

LEMA 3.4 0 colÜwrzto {ói, . . . ,b«} á üm conlürzZo de {dempofentes ortogo
lzaís e cada a = 1.

PRovA. Suponha. que óibj # 0 com í :# .j. Então óibj = b C 25. Assuma que
b # b.í (o caso em que b # b.f é aná.logo). Então

Assim, existe algum / # .j tal que bibe = b, pois b = b ój deve ser cancelado
por algum bibe. Agora, ou bi > ó.Í ou b.Í > bl, mas em nenhum caso podemos

ter bebi = b bj = ó, pela ordem assumida- Portanto se { # j tem-se bibe = 0.
Logo bi = abibi = abi e portanto a = 1. 1

Proposição 3.5 Se b{ e b. são e/em.erzíos dist raios de {bi, . ,b«}, então

para todo b C B: bib -- bjb implica bib :: bjb - Q e bb{ = bbi implica bbi

bb{ = O.
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PROVA. píêlu i,eiJI aciiiia, o{ e o.f sao iaempotentes ortogonais, logo bi:: bebi

e bib., = ó,bi = 0. Assim,

bíb b,b ::::> bib :: bibib = bibjb 0

e

bb bbj ::::+ bbi = bbibi bb.Í6{ = 0

l

Cromo podemos observar, o conjunto de idempotentes {6:, . . - ,b.} tais

que l = }'i:::. ói são elementos muito especiais de B. Para. distingui-los,

escieveremos 1 = >:=:;, ut com bi substituídos pelos ui.

PROPOSIÇÃO 3.6 Se Z) C B então ez saem iírzÍcos í,.j tais qae u b = ó e
buj = b. Se A # ã, então ukb = 0. Se k # .j, então bux; = 0.

PRovA. Como b :: ó . l := }'i::l b-ui, concluímos que boj :: b para algum

.j. Mas se k 74 .j, como ujz;k = 0, bok :: 0. De forma. análoga se mostra a

segunda parte do resultado. l

Se b C Zi, definimos t,{ como ser-do a origens. de b, o(b) = ui, se z,{b = b
Da mesma forma, definimos uj por Z'írmÍno de b, t(b) = uj, se bu.Í = b.

O pr(5ximo resultado mostra. que os uÍs tem a. propriedade de minimali
clade com respeito à ordem >

LEMA3.7 S'bC t«/g«..(Ó) .«Z(Z,) u, então b > u

PRovA. Suponha que o(ó) = u, assim z;6 = b, como u é idempotente, temos

ut;b = b, no entanto a ordem que esta.mos assumindo é admissível, segue que
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C

PRovA. Se b2 = 0 nada. temos a fazer. Suponha. que b2 7é 0, então o(b) =
Z(ó) = t;, pelo lema. acima temos que u < b, utiliza.ndo a. propriedade da.
ordem ser a.dmissível, temos b = Z)u < 6ó. l

LEMA 3.9 0 cona«rezo Qo :: {ui,' ,-u.} é üm. co Ü nto com79/eZo de idem.
potentes pri'ntitiuos ortogonais para, h..

PROVA. Já. temos visto que Qo é um conjunto completo de idempotentes

ortogonais, falta apenas montar que ele é um conjunto primitivo.

Suponha, por a.bsurdo, que Qo nã.o é um conjunto primitivo.
Seja t;{ :: z + g/ para algum { C {l, . ,n}, onde z e y são idempotentes

nrtno''"-n a ;q n ;n n l l l..vx vvt)VAxulAU z A wv x L uxvu8

Agora, z = )1: cljt;.f + }: /3lbi, com a,/3 C X: e bl C B.

Como ui:: uizo{ + uiyu{, vemos que a.í = 0 se i 7é .j e que se Pi 7é 0, então
o(bl) = o{ = Z(ór). Logo,

" ='-í«í+ : #ll
e

y - (l - a:)«: - }:#.'.
Como z3/ = 0 e bib.i:/ u{, co«cluimos que a{(l -- ai) = 0.

Daí, podemos assumir que a{ = 1. Seja b o menor bl ocorrendo em >1: aiól.
Novamente usando que zy = 0, uib = b e que b é menor que todos os

produtos Z)rbx; não nulos, vemos que em zy nã.o se pode cancelar t;ib. Logo,
todos os /31 :: 0. E isto completa a. prova« l

DEFINIÇÃO. 3.10 Sd« Q = {ÓC(B\QO): b «ã.pOd. .', ««Ít' "m.
prodtzío btbz com bi,b2 € B \ ç2o}, oü sqa, ç2i tí o corzltlnÍo dos e/enzenfos

ITtdecompon'íueis de B
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PãtiPõgiêÃax
ordem. adm.i.ss-íuet > em. B. Se Qo e Q\ são os ún-i.cos subconjunt.os de B

de$n-idos por'L :: ).zuEQa u e Q\ são os etenl.entoa -indecorrl.pon'íueis de t3 \. Qo:

então lodo 1) C B\ Qo á prodüfo 6t . . . b, com, ói C ç2t . En2. pari cü/ar, Ç2oU Qi

gera a, base rn.u.ltipticatiuct B, como semtgrupo.

PRovA. Seja 6 C B \ Qo, se b C Qi nada. temos que fazer. Suponha. que

b gl Qo U QI, ente.o b= óib2 para algum bl,b2 C B\ Qo. Como b= o(bi)6ib2

e b = blbzZ(ó2), vemos que b > bl e b > b2, pela. ordem assumida.

Se bi, b2 C Qi terminamos aqui a. demonstraçã.o. Se nã.o, continuamos o

processo obtendo bi = b{. . . . b{., com ó{, C 23 \ Qo.

Como a. ordem > é total, temos uma cadeia. descendente b > bi;, >

Mas > é uma. boa ordem, logo esse processo esta.baliza (teorema. 1.12), isto
é, cada. bi, é um produto finito de elementos de Qo U Qi, terminando assim
a. prova.. l

Agora, seja. Q o quiver com conjunto de vértices Qo e conjunto de flechas

Qt, isto é, se b C Qi, o vemos como sendo uma. flecha de origem o(b) e
término f(b). Chamamos Q o quiver associado a. 23.

TnonEMA 3.12 Sda A uma Ã:-á/geóra com. ténia base nzü/[íp/ bati-t;a Zi e zma
ordem a,dm.issíuel > eln. B. Seja Q o quiser associado u, B. Então e=-isto .u,m.

epimor$snto de K,-álgebras
(0 : A,t7 -> /\

Lal qu,e:

rl) S'. P á -«- ««,Í«Ao .«, Q, '«tã. 9(P) C 6 U {0}.

lü.) Se b C 13, e«-tã. e=i,st' «.«- c.,ninho p C Q tül q«-e gÇpÕ - b

(iii) O núcleo de p é unl. ideal 2-nomial.
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PÊ.Õ:ÜÃ. SêIã'TãIfIã'K-n
missível > nessa. base. Temos visto que existem únicos subconjuntos Q. e Qi

cle Zi. Além disso, pelo lema. 3.9, ç2o é um conjuílto completo de idempotentes

primitivos ortogonais. Seja Q o quiver associado a. A

Definimos o homomorfismo de á.lgebras (p : KÇ2 --> A, enviando os vértices
u de Q ao seu correspondente em Ç2o C 23 e a.s flechas de Ç2 no elemento

correspondente em Qi C 23. Por construção, caminhos de Q são enviados a.

elementos de 25 U {0} e pela. proposição 3.11, temos que p é sobrejetiva.

Note que a imagem da. ba.se multiplicativa. dos caminhos de Q pela p é
B U {0}. Assim, pelo teorema 3.3, concluímos que o núcleo de p é um ideal
2-nomia.l de Ç!, completa.ndo assim a prova. l

Sabemos que dada. uma. Ãl:-álgebra. A com uma base /3 multiplicativa e
uma ordem admissível > em B, existe um quiver ç2 tal que A = KQ//,
onde / é um ideal 2-nomial. Surge então a seguinte pergunta: quais as
condições necessárias e su$cientes sobre o ideal 2-Ttom.ial l, l)ara o q\Lactente

de álgebra de caminhos Kajl tenha. u'nta. base B rrí\wltipticütiua, com. u'rna,

ordem. admíssz'ue/ > Ç'

O que se sabe até agora é que a afirmativa não vale em geral para. todos
os ideais 2-nomiais, como podemos ver no exemplo abaixo:

EXEMPLO. Seja ç2 o seguinte quiver:

Seja. o ideal 2-nomial / =< az" b,a by' : m,n C N* >. Considere em
A = Á:Q a. Á:-base formada por todos os ca.minhos de Q. Para. A// definimos

a. seguinte X:-base B = B \ {óz", ay", az", by", az"y", bg"z" : m, n C N*}.
Suponha. que 23 tenha. uma ordem admissível e que a > b. Como z < =y,
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mTI t;íii=1 ícaãiõã FRIA: êgijüard a'liõi: ã; êbtitêãíõí ã:BêÊüiiiilã iêlãÇãÕ

«(«y)

(«:«)y

a

O que nã.o poderia. acontecer em tal ordem

A opção que nos resta. é a < 6, no entanto se tomarmos a relação y < zy
e multiplicarmos pela. esquerda. por a chegaremos ao absurdo de que ó < a.
Portanto, para- este quociente é impossível se definir uma. ordem admissível

3.2 llomogeneização

Em l31 é apresentado o processo de homogeneizaçã.o para. o caso comutativo,
no anel de polinâmios com n variáveis.

Sabendo que o a.nel de polinõmios em n variáveis comutativas é um caso

particular das á.lgebra.s de caminhos e que toda álgebra com unidade com
a teoria de bases de Grõbner é isomorfa ao quociente de uma á.lgebra de
caminhos, teorema. 3.12, veio-nos a. pergunta se o mesmo processo, e também

quais os resultados, podia-se aplicar à.s álgebras de caminhos. Nesta. seção
procuramos responder a esta pergunta. com a versão, do caso não comutativa,

para as álgebras de caminhos X:Q//, onde / é um ideal bilateral de KQ

Sejam K um corpo e (2 um quiver finito. Sela. A = K(2// a álgebra. de
caminhos associada a. Q e / um ideal bilateral de KQ. Considere em A uma
base multiplicativa. /3 e > uma. ordem admissível em B.

Definimos então Q acrescentando a. Q um laço em cada. vértice e a partir

daí a. X:-álgebra. A' = X:Q//, onde / = </, a.Z -- Zcl> como idea] bi]atera] de

X:Q, a C Qi e Z = >1:ÍclQ.l/i, aqui /i representa. cada um dos novos laços
acrescidos a. Q. Chamaremos A' a á/febra eztendáda por /aços de A.
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Tomamos para. A' a seguinte base /3 = {.Z"b : b C Zi e n ? 0}

Tanto A qua.nto A' são finitamente geradas como K-álgebras, logo 25 e Z?
são finitameílte gerados como semigrupos.

Assim, fixemos para 23 um conjunto gerador mínima.l U, como semigrupo.

Para B, tomemos U = U U {/i : í C IÇ2ol}

Definimos por Z?(b) o comer mento de b C 23 (respectivamente Zi) o menor
n C Ntal que b= bibe b« com b{ C U(respectiva.mentem). Em/ CA
(A'), defi«amos o ««''p,im nZ. de ./ por g(./) = max {Z(6) : b C ZJ(Zi) «o«a

en?. ./'}. Diremos que um elemento .f = >1:Z: Àib{, com Ài C K e ó{ C B (Zi), é
ó.n,ogên« se Z?(./') = /(b{) para todo l $ í $ n

Um ideal / é /z.omogêneo se pode ser gerado por elementos homogêneos
Definimos em /3 a. ordem

ei -< Zj -< 6, para- todo í,.j C IÇlol e b C 23 e

Z"bi -< Z'Z'2 se : l se Z'i < b2 em zi ou
se ói = b2 em B e n, < m

Vamos mostrar que a ordem acima. é de fato uma ordem admissível. Sejam
Z"ói, Z"b2, Z'ó3, Z b4 C B, então:

(1) se Z"bi -< Z"b2 e Z"6iZ'b3 e Z'b2Z'b3 são «ão nulos, temos que,
se bi < b2 então giba < b2b3. Agora, se bl :: ó2, n < zn e portanto
bió3 = b2b3 e n + r < 7n + r. Asslrn, ZnblZ'rb3 < Z'mó2Z'rb3.

l2) da mesma forma, se Z"bi < Z"b2, então Z'b3Z"ól < Z'b3Z"Z)2, se os
produtos são não nulos.

l3) se Z"bt = Z"b2Z'b3Z'b* = Zm+,'+'Z,,b:3b4, temos que r $ m e ó3 $ ól
logo Z,b3 < Z'bl.

Porta.nto a. ordem -< definida. acima. é uma. ordem admissível
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1..)nr\wtçÃ.o. 3.13 Para .t -- >:'i.. Xibi çi À., de.Ruim.os o h.omogeneizado de .f

erll. A' por- ./'* :: >1'i:;. ÀiZz(.f)-e(bi)6i

Note que, para. todo ./ C A, o homogeneizado cle ./ é homog

LEMA 3.14 P-« t.d. ./,g C A; f.m« Z*(.fg)* = .f*g*, .nde k = /(./) +
eçg) eUg)

PRovA. Sejam / = },{:::. ÀiZ'{ e g = >1:Z;: /3jZ'j, com À{,#, € A e 6{,6j € B.

Como g(.f) + /(g) ;. r(./g), tomamos k + r(g) - /(./'g). Daí,

/*g* À:ó.)*(>1: õjbj)*
'i=i .j=l

(}: À: z'(.o-'üoó{)(>1: õj z'M-«ÓJbj)
i=i .j=l

>l, Ài/3j Z(e(/)+é(g))-(z(bi)+r(b,))Ó Z)j

}: À{/3j ZZ('fg)-e(bfbJ) Zkbíb.í

Z'( >ll: ÀiÕ.fbib:f )*

Z*((}: À:Ó.)(}: #jZ'j )):
{=i .j=i

z*(./'py''

eneo

'l}.7
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Dêfib'finos agora a seguinl:a ãiilí

-P '. N -, F,.

que a. cada. elemento Z"b C B associa. o elemento b C B, para. todo n. C N

Note que, para. cada. b C 23, existe ZZ) C B tal que p(ZÓ) = b. Dessa. forma,

temos que (p estendida. por linearidade a. toda /V é de fato um epimorfismo
de á.lgebra.s. Note que g(>:i:;;. Zk'ei) = 1, pa.ra todo ki C N e que ker(p)

Para simplificar a notação, usaremos g* = 'p(g) para todo g C A'

LEMA 3.15 P"" f.d. .f C A te«.« (.f'')* = .f

<z

PnovA. Seja. / = )1,{:;. Àibi, com Ài C A e bí C Z]. Note que

(>1: .x;z'm -'üoói)*-i-l

}l:(À:z'm-'üoó:){-1

>l..l À{(z'('o ''üJ))*(ó: )*
{-1

>l: À:';
i-l
/

+

(/*)*

l

LEMA 3.16 Sqa g C A' homogéneo de com.prámento d e sela d'
Então d' 'Ê d e g = Za'a' Çg.]"

z(g..)

PKovA. A desigualdade d' $ d é imediata. da. definição de g*. Seja. m C
'uppé(g), m = tZ:, com t C 23. Assim o monõmio «.* C suppB(g*) correspon-
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dõaiiFã'íiíé t Cõítia'Ztt) = d -- z o monómi8êifl suRF«jl:)*J corresponaêiiílã

a rn* é ZZ'z' (' Í). Logo Z''a'(g*)* = g. l

DEFiNiÇÃo. 3.17 S'qam. F' (: A e Ç C A', de./írzim.os por

F'* : ./' C r'}

g* = {ç* : g € Ç}

LEMA 3.18 Sd« ./' C A. Então Z(/) = /(./'*)

PRovA. Considere .f = }1:Z:. Àió{ com À{ C K e ó{ C 23, base de A, l $ {$

Por definição temos que /" = >1.i:: À:.ZI(.r)-l(Ó.)b{. Para todo somando de
./"' temos:

Z(Z'('0 'zÜJóí ) Z(Z'(-r)-z(õ')) + I'(bi) (r(/) - z(ó;)) + z(b:)

l.ogo, /(.f*) max {l'(Z'(/)-'('')bi) : l 5; i$ m} = /(/)

LESMA 3.19 S'e/a /? :: {/.]icz m swócolÜanío de A, não necessariamente

#«iZ., ../ ,;/..; C <F'>. Sed n.Ê.:) : l $ i $ m} '

d' - eçf). Então Za a' j* C (,F* ).

PROVA. Pelo Lema 3.18, temos que d = maxll'((ri/,s{)*) : l $ í $ m}
TomeAÍ +r(/.)+Z(.i) -Z(,i/..{), l .$ i$ m.

Seja ./' = >ll:Z:. Zd-r(''.f''')Zk.(r{/.s{)" = >ll:Z;.(Z'''(':-r'':)r.)*.f;s;, pelo le

ma 3.14. Logo, ./' C <F'*> e é homogêneo (por construção) com d'' = 1?(./') $ d
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A[êiiíU iggõ:'iigãMi]ãT]eriiã' 3]'4 aT]êifiã 3.]'5: i:êiiiõi

.r*(Z'''k..f:'-0Z*:(,:/.s;)*)*

>l:( z'''ü' -''' 'J)*( ,;)*( ./:)*(';)*
.í-l

il::l

Usa.ndo o Lema 3.16, podemos concluir que

T. Za''-'' G.]* - Z'''-'' f*

Como d'' $ d, finalmente temos:

Z' '' f* - Za-a'' Z"'' «' f* - Z'L ''' f c qF*)

L,MA 3.2' Sd« F' «m '"ó««j-t. de A. E«tã. (<F'*>)*

PRovA. Seja. ./ C (F'>. Pelo Lema 3.19, Zk./* C </?*>, para. algum k CN

./' )* /*)* c (<f'*>)..

Por outro lado, se g C <F'*>, digamos g = >1:Z;: r{(/:)*si com ./:Í C F' e
ri,si C A' para- l $ í $ m, temos

e assim

g*

E
{-1

(,:) *t( /. ) *] *(;;) *

,;)*É(.

Logo, g* c <r'>
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T /zom.ogêneo. Se

g é u.na.[l bctse (Le Grõbner pata k.F* ): e-tttão Ç* é UH.rx base de Grõbr\er de

PROVA-. Suponha que Ç é uma base de Grõbner para. <F'*>. Vamos recorrer

à definição de base de Grõbner.
Como Ç* C <f'>, e'-tão <7'ip(Ç*)> Ç <Tip(<r'>)>, resta «os verificar q«e

<7'ip(</?>)> Ç <Tip(Ç*)>, ou sda, dado ./' C <f'> existe g* C Ç* ta] q--e 7'ip(g*)
divide Tàp(/).

Sda. ./' C <F'>, podemos escrever ./ = E:l=: Ài6{, onde Ài C K e bí C B para
l<j< m.

Sem perda de generalidade, suponha. que T-íp(./') = ói. Note que g(bl) =
ZI(/), daí

2
./:* = À.bt + >, À{Z((/)-Z(bi)ó,

segue então p.la ordem que Típ(./*) = bi = 7'ãp(./:).

Pe[o [ema 3.19, existe Â € N ta] que A = Zk./" C <r"'>. Pe]a, observação

«ima, Típ(A) = Z*7'ip(.f).
Como Ç é uma base de Grõbner para. <r'*>, existe g C g tal que 7'Íp(A) =

Z*',Tip(g)Z'';, para 'lgum Z*,,, Zk;s € Ó. T p(g) C Zi, logo TÍp(g) = Z*'Z,
para. algum b € Zi e ks C N.

Daí, TipÇh) -- ZKbt :: ZK'rTipl.g)ZK's bZK,s = Zk,+K,+K-rbs.

Por hipótese g é homogêneo, assim 7'íp(g) = Zk'b é tal que, para. todo
Z'6t # Tdp(g) ocorrendo em g, temos que ou As < t o que implica. em 6 > bü
e assim 7'ip(g*) = b. Logo 7'ip(/) = ,7'Íp(g*)s, e assim g* é «ma base de
Grõbner para <F'>. l
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