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Resumo

Este trabalho é um desenvolvimento de certos aspectos lógico categoriais da teoria dos Grupos
Especiais uma formulação em linguagem de primeira ordem da teoria algébrica das formas
quadráticas. Em estudo estão os grupos especiais profinitos certos tipos de limites que a
categoria dos grupos especiais admite. Clonstruímos um funtor da categoria dos grupos especiais
reduzidos e seus morhsmos correspondentes (RSG) na categoria constituída dos grupos especiais
profinitos e dos morflsmos contínuos de grupos especiais (RSG,.r). Veriâcamos que esse funtor
merece o título de "funtor envoltória profinita" : é o adjunto à esquerda da inclusão RSG./ -->
RSG. Analisamos o comportamento deste funtor por construções categoriais: mostramos que
este preserva quocientes e monomorflsmos completos. Apresentamos a noção de morfismo de
grupos especial que remete subforma e mostramos que a transformação natural que é unidade
desta adjunção é constituída por morfismos desta espécie. Identificamos esta flecha no caso de
um grupo especial proveniente de uma álgebra boolearla com o morfismo de álgebras booleanas
que gera a topologia no espaço de Stone corresporJdente e exploramos esta identificação.





Abstract

Tais work is a development of some logical-categorias aspects of the theory of Special Groups
a first order presentation of the algebraic theory of quadratic forma. We study the Profinite

Special Groups certaín kinds of limita that the Special Groups category has. We build a
functor from the category RSG of reduced special groups with SG-morphisms to the category
RSG./ of profirJite reduced special groups with continuous SG'-morphisms. We veiify that this
functor deserves the title of "profinite hull functor " : it is the left adjoint of the inclusion
RSG..r --> RSG. We analyze the behavior of tais furlctor by categorias constructlons : we show
that it preserves quotients and complete embeddings . We present the concept of a subform-
reflecting morphism between special groups arld we show that the natura! transformation that is
the unir of suco adjunctior] is composed by this kir)d of morphisms. We identify tais airow in the
case of the special group that Game from a boojean algebra with the boolean algebras morphism
that generates the topology on the respective Stone space and explore suco identification.
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Prefácio

Este trabalho é um desenvolvimento de certos aspectos lógico-categoriais da teoria dos Grupos
Especiais uma formulação em linguagem de primeira ordem da teoria algébrica das formas
quadráticas - formulada rios anos 90, apresentada em detalhes em IDMll, e que vem demons -
brando sua importância em diversos trabalhos, favorecendo a solução de diversas con.jecturas em
aberto por décadas (IDM21, IDM3j e muito recentemente a conjectura de Kahn-Hof:Íman)

O objeto de estudo foi a classe dos grupos especiais profinitos limites projetivos de sistemas
cofiltrados de grupos especiais finitos. Estes foram introduzidos, por meio da linguagem dual dos
espaços de ordem absZrafos, em IKMSj, sendo posteriormente considerados também em jtiml
e IAstll. Mais recentemente, sua importância expande-se com IMlar71.

Nossa abordagem foi distinta: assim como em IDMlj estuda-se como as álgebras booieanas
tornam-se exemplos (muito importantesl) de grupos especiais reduzidos e que a todo grupo
especial reduzido está associada naturalmente uma álgebra booleana, sua envoltória booleana,
aqui, construímos o funtor envoltória profinita da categoria dos grupos especiais reduzidos e
seus morfismos correspondentes (RSG) na categoria constituída dos grupos especiais profinitos
e dos morfismos contínuos de grupos especiais (RSG..r).

Detalhamos mais a estrutura do trabalho:

Estando este trabalho na interface entre lógica e álgebra (teoria das categorias) e se valendo
de conceitos e métodos de ambas, decidiu-se apresentar breves introduções desses domínios da
Matemática:

No Capítulo l constam as de6nições e resultados principais da teoria das categorias (as
definições básicas de categoria, funtor, transformação natural, adjunção, limite/colimite,. . .)
assim como as definições de conjuntos ordeílados dirigidos, filtros, ultrafiltros,. . . . Acrescem;amos
alguns tópicos mais especializados como objetos injetivos/projetivos e categorias de diagramas
e morfismos projetores.

A seguir, apresentamos no Capítulo 2 os conceitos básicos da Lógica e Teoria de Modelos de
primeira. ordem: as noções de linguagem, fórmulas, estruturas adequadas a linguagens e diversos
tipos de mora:ismos entre estruturas. Adicionamos seções orlde são apresentadas algumas pro-
priedades da categoria L -- mod, a categoria das L-estruturas e L-homomorflsmos. Finalizamos
o Capítulo com um de rlossos resultados principais: estruturas profinitas são retratos de certos
ultraprodutos de estruturas finitas (2.50).

Reservamos o terceiro Capítulo para descrever brevemente as propriedades fundamentais
dos grupos especiais rlecessárias adiante, no núcleo do trabalho. A referência bá.fica para esta
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teoria é, naturalmente, IDMll. Apresentamos também algumas definições e resultados novos:
como a noção de morfismo que refiete subformas (3.20.(c)) e a de extensão de fórmulas existen-
ciais positivas por formas de Pfister (3.351.

O Capítulo 4 é essencialmente técnico: nele figuram os instrumentos necessários para a
construção do funtor envoltória profinita. Inicialmente apresentamos as noções de adjunção
induzida (4.1) e de morfismos derivados de um morfismo entre grupos especiais reduzidos (4.4)l
em seguida, analisamos alguns subconjuiJtos dos reticulados dos subgrupos saturados de grupos
especiais reduzidos e como estes se comportam pela adjunção induzida por um morfismo.

No quinto Capítulo, o principal deste trabalho, tratamos dos grupos especiais profinitos.
Iniciamos verificando a existência destes limites projetivos na categoria dos grupos especiais por
dois procedimentos distintos, 5.8 e 5.11 , cada um dos quais favorece novos resultados : tuba -
Içando com primeira abordagem obtemos que todo grupo especial reduzido profinito é sub-
grupo especial puro de um grupo especial reduzido representável, donde satisfaz a conjectura
de h/larsha11 (5.8.(c)), e que todo grupo especial reduzido satisfaz o critério de Pfister para sub-
formas (5.49) (resultado presente em IAst21)t a segunda versão favorece uma abordagem mais
topológlca-analítica dos grupos especiais profinitos como os resultados 5.17 e 5.22, presentes em
ILiml, e nossa contribuição 5.28. Estudamos, na terceira seção, as envoltórias booleanas de
grupos especiais. proânitos (5.40). Construímos a envoltória profínita de um grupo especial
reduzido por dois métodos distintos: um topológico-analítico (5.43), utilizando a caracterização
5.17; outro füntoria1 (5.51), utilizando resultados do Clapítulo 4 . Verificamos que esse füntor,.
denotado no texto por P : RSG -} RSGp.f, merece o título de funtor "envoltória profinita?' : é o
adjunto à esquerda da inclusão RSG,.f --} RSG l mostramos ainda que a transformação natural .
que é unidade desta adjunção é constituída por morfismos que preservam e refletem subformas.
Analisamos o comportamento do funtor construído por construções categoriais: vimos que este
preserva quocientes (5.54) . Na última seção do Capítulo observamos que parte importante das
construções e resultados podem ser estendidos da categoria dos grupos especiais reduzidos dis-
cretos à categoria dos grupos topológicos HausdorH que são especiais e reduzidos e morfismos
contínuos (5.64 e 5.68).

Finalizamos nosso trabalho no Capítulo 6, onde discutimos a álgebra booleana profinita das
partes de um conjunto (6.13) e identificamos a flecha natural originada da adjunção no caso de
um grupo especial proveniente de uma álgebra booleana com o morfismo de álgebras booleanas
que gera a topologia no espaço de Stone correspondente (6.18). Adiante, esta identiâcação foi
explorada: ela nos habilitou concluir que o funtor P' preserva e reflete monomorfismos completos

Os comentários que seguem indicam as origens deste trabalho e apresentam algumas pers -
pectivas futuras:

6.23

Se por um lado grupos especiais reduzidos provenientes de álgebras booleanas são grupos
especiais representáveis e grupos especiais reduzidos profinitos são sabidos apenas retratos de
grupos especiais representáveis (segue que ambos satisfazem a conjectura de Marsha]]), por outro
lado a envoltória especial profinita de grupos especiais reduzidos é uma construção "mais fina"
que a de envoltória booleana: enquanto a imersão natural de um grupo especial reduzido em sua
envoltória booleana preserva e reflete isometria entre formas de rrzesma dimensão , o mergulho
canónico na envoltória especial profinita preserva e refiete a relação "ser subforma de" entre
pares gerzérácos de formas do grupo especial de partida.
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Ambas as construções citadas podem ser entendidas como codificações de princípios locais-
globais:
Seja G' um grupo especial reduzido e p, Ü formas sobre G' então
# p é G-isométrica a @ + para cada zX subgrupo saturado maz/ma/ de G' p/Z\ é (.;/A-
isométrica a Ü/A (princípio ]ocai-g]oba] de Pfister) l

+ p é G'-subforma de Ü # para. cada A subgrupo saturado de z'ndíce ./inífo de G' p/A é
G'/A-subforma de @/,ü

E portanto natural consideram grupos especiais reduzidos G' que satisfazem o seguinte principio
local global generalizado(]PLG'(G)]l:
Para cada ó ./HrmK/a ezásíencía/-pos í ua (2.4.(e)) com parâmetros em G' então
G' f= 'Élgg '» para cada zX subgrupo saturado de /rzdíce ./irzíto de (7 G'/A f:: Ólg/al
Segue deste trabalho que grupos especiais reduzidos que satisfazem tal condição coincidem com
os grupos especiais reduzidos que são subgrupos puros de algum grupo especial reduzido profinito
que, pela propriedade universal da envoltória pioflnita, coincidem com os grupos especiais reduzi-
dos cuja imersão canõr)ica em sua envoltória proflnita é um Z,sa-moíiomor#smo puz'o. (N'luito
recentemente verificamos que segue deste trabalho que a classe dos grupos especiais reduzidos
que satisfazem tal condição é uma classe elementar axiomatizada por sentenças de Hora, um
resultado subjacente a IAVI, obtido por processo alternativo.)

Um outro aspecto relevante dos grupos especiais profinitos que colocamos neste momento é
que estes são grupos especiais injetivos puros (i.e., grupos especiais que são injetivos quando
consideramos a classe dos Lsa-monomorflsmos puros (1.56.(iii))): prova-se em IAstll que todo
grupo especial finito é injetivo puros por 2.50 todo grupo especial profinito é um retrato de um
produto de grupos especiais finitos e o resultado segue de 1.57.

Assim o estudo de grupos especiais profinitos nos permitem irlterpolar questões naturais de
difícel encaminhamento. Consideremos as con.jecturas abaixo:

(A) Todo grupo especial reduzido pode ser imerso como subgrupo especial puro em algum grupo
especia[ reduzido representáve] .

(B) Todo grupo especial reduzido satisfaz o princípio local-global generalizado ([PÉG']).

(C) RSG possui suficientes injetivos puros reduzidos (1.56.(iv))

(D) Injetivos puros reduzidos são retratos de grupos profinitos reduzidos.

A conjectura (A) é uma versão fraca do problema da representação (todo grupo especial
reduzido é representável?) mas que é suficientemente forte para implicar que todo grupo espe-
cial reduzido satisfaz a conjectura de Marshall e que todo grupo especial satisfaz a con.jectura
generalizada de Lam (ver IDM31). Ela delimita a extensão da noção de grupo especial enquanto
codificador da teoria algébrica das formas quadráticas sobre corpos

A conjectura (CI é natural do ramo da á.lgebra-homológica.

A conjectura(BI interpola(A) e(C):
* (B) implic; (A) ;
+ A conjunção de ID) e(CI é equlvalentea(BI.

'\crescente.mos que tais corljecturas são legítimas: não são conhecidos contra-exemplos
para nenhuma dessas colocações.
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Em termos de perspectivas futuras, a abordagem tipológico-analítica dos grupos especiais
profinitos sugere, sendo esses instâncias de grupos topológicos "bem comportados" (comutativos
e compactos-Hausdorffs), que o estudo e utilização da medida de Haar a eles associada venha
a ser um subsídio relevante na compreensão dos SG-morfismos entre grupos profinitos e no
processo de "obter testemunhas" para tipos constituídos por sentenças existenciais-positivas
com parâmetros em grupos especiais profinltos.

As noções e resultados novos2 mais importantes e presentes nos
Capítulos preparatórios, serão identificados pelo símbolo EI.



Capítulo l

Preliminares

Neste Capítulo reuniremos, para a conveniência. do leitor e referêiJcia futura., algumas coíls
truções fundamentais em tudo que será discutido aqui.

1.1 Ordens Parciais, Filtros e Ultrafiltros

Todo conteúdo desta seção, exceto o Lema 1.6, pode ser encontrado em textos standard de
Teoria de Reticulados, como por exemplo IBDI.

Definição 1.1. Uma re/anão óínár a $1 em um corzlunZo / á Erma
i, j, k € 1
lop il : { .$ í ,'

lop 21 : í $ .7 e .j $ { :+ á = .j ,

lop 31 : i $ .J e .j $ k :» í $ k
Indicamos por -L (ou 6 ) e T (ou, \) o maior e menor elemento de

ParüiCíde$niiitos i' = \jCl:j$:i\ e i'+ = Ã.ii

Se uma re/açáo $ saíís#zer apertas lop il e lop 31 dizermos que esta

ordem parcial se para lodo

::+

::+

1, se e=i,atirem

e {-'} € / .' í $ j}

é uma pré-ordem parcial

n

Exemplo 1.2. Se < /, $ > é um conjunto pré-parcialmente ordenado, indicamos por < /, $ >'' =
< /, ? > o oposto (ou duall de /, isto é, o conjunto parcialmente pré-ordenado cujo domínio é /
ecujaordemédadapor { ?.j sse: .J $i.

n

Definição 1.3. Se.7a < /, $ > um conlurzfo pazcÍa/rrzenée pré-ordenado

iNossa abreviacao para se e somerzfe se.

}9
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r0</,$> e'dirigidopara cima2 sc/#ç] apara íodoí, .j C /, {'} n.J- # g.
fíz,]</,$> e'dirigido para baixo 3 se/# ç] e para lodo i, .7 C/, i<' n.j+" # Ü.

Quando Pzerm,os meTtção ü conjzvttos pré-OrlieTtüdOS dirá,lidos sempre estaremos nos referindo
Q pré-ordens di,rígidas T)ara, ciTíta,.

Q

Está claro que um conjunto ordenado < /, $ > é dirigido para cima sse o con.junto ordenado
oposto < /, $ >'' é dirigido para baixo e vice-versa.

Definição 1.4. Sela / wm cor%jzirzfo.

ÍÍJ Um suócorÜwnfo S de 2/ 4 fem a propriedade da interseção finita (pif) se para lodo
S' C 2$;. :: {S' € 2s : S'Ç/ S} ; lemos OS' :# ©.

Íii) Um.«\\to em l é zm $1tro nü álgebra bootea,na, das partes de 1 , ou seja é um subconjunto
F de '2] tal que para todo J, K € '2i

lüt ol : / c/'
jíil il: J, Á € r' :+ i n Á cr',.
líii 21 : J C F' e ./ Ç Ã' :+ Ã' eF'

.üi) O «"5«',«t. d,os $1t«s e« 1 , o«de«.«d,o po« iReI«sã. , é «.« «ticul«do conFIei. .«.d. í«.$«o;
coincidem com interseções, X.í\ e '2t são respectivamente o m,evlor e o mai,orlittro em l

.iu) Um $ttro F em l é pr6pr:io se F :# 'Zi . Um $1tro t!!.!!p=o F em l é üm u\Eras\\ro se jor
maliTnül entre os bilros próprios de l lla ordem da inca'usão em '2t , isto é, pctrct todo $1tro G

F Ç G + F = G o,u, G='2i

[ndic«mo; PO, SÇ'Z: ) (o« UttÇ])) o co«.j-t. dos «it«$1t«s e« l

u) Se ÇI, Ê~l é 'um conjunto parcialmente ordenado, dizewtos qKe um $1tro F eln l é d\r\gado
para cima rrespecfíuamenfe dirigido para baixos se

P«« tod. i ç: 1, i' € F («sp«ti«««ente ã,' FI.

U/Z(/, .$1(') e UZ{(/, $)(') indicam, respecf z;amenZe, o conlwrzfo dos ultrafiltros dirigidos
para cima e dirigidos para baixo ern /

n

Algumas das propriedades bem conhecidas de filtros e ultrafiltros estão reunidas na

Proposição 1.5. Sda / um corÜunfo, r' wm ./i/fro em / e S Ç 2r

2Muitos autores usam as expressões #/Iranfe ou .#/Zranfe para dírezZa.
SAlternativamente coj/transe ou ./i/franze para esquerda.
40 conjunto das partes de /

SC.r indica subcon.7unzo jrzifo.
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(i) F é l)róT)rio sse ü q: F
ríOsJ« lsl - {Jc2' 'x«{.í's'Ç/sf«/v«.HS' ç J}.

ISI serzdo o menor ./i//ro em / que conlérn o corÜurzío S é derzomínado o filtro gerado por S
em./

Temos que ]S] é próprio sse S fem a p{/.

liii) As segui,ates co«*di,çães são equivale«tes

1.3. b F é um. u,ttrü$ttro

Ç'2bParatodoJe'21, JeF OH J'ç:F
1*3jPa,ratodoJ,Ke'2i, JUl<ç: F :::+ .JCF ou lÍç:F

ÍíuJ (Bírkhoa-Stone) Se S Ç 2/ 1em ü pÜ' então ezás e um. u/Zraá/íro G em / fa/ qwe .S ç G'

6

n

Lema 1.6. Sda < /, $ > -üm corÜarzfo parcía/mente orderzado.

li) S' 1, 1. $: ) é di,ibid,o p«« .:m«, e«-tã. UltÇI, 9t-Ü :# Ü.
lii,) Se kí. S ) é dirigido paro bai:co, então UltÇI..$)(' ) :# $

Prova. Verificaremos apenas (ii) posto que o raciocínio para (i) é dual.

Porque < /,$> é dirigido para baixo verificamos, por indução em n C w , que para cada
{io,...,i..i} C / existe.j € /tal que .Joio,...í.-l , logo: 0 # .7<" C f'l {<--

Portanto o conjunto S = {i' : í € / } tem a pif e por 1.5.(]v) existe um ultrafiltro U tal
que S Ç U

0

1.2 Construções categoriais

Referências para esta seção são IMacl e Imita. Muitas das construções discutidas abaixo
aparecem no Capítulo l de IBDI. Devemos registrar que a leitura de OMPI e PARI é interessante,
tanto do ponto de vista categorias quanto da Lógica e da Teoria dos Modelos.

1.2.1 Categorias e Morfismos

Definição 1.7. Uma categoria H é um pa« < Ob.7(J), iU(.4) > .nde Ob.7(,4) é u«.« c/"se .UJO.
/ m «io. .ào « objetos d. .'l . .M(,4) é «.« ./«;. q«. é « ««{ã. dáÜ-t«

zU(.4) = H(,4,B)coóJ(.'{) l4' al ,
6JC :: 1 - J é o complemento de J em /.
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orzde ld, BI..t é wma c/asse (pois ue/rnenfe uaz ü), der animado a c/asse de morfismos de 4 para
B em A. Também e' wíí/ázadcz a notação ,4(H, B) .F, IÁ,BI.4 e quando .4 est uer c/aro no
conZezZo, escrevemos l.4, BI no / gar de l.4, BI,4. H/ám d sso, para cada trás/a de oóleÉos de .4,
~ A . B, C ), temos lmcl junção

IJ, BI x IB,C'l <./',g> -> g . ./',

denomárzada composição, q e z;er2Wca as seguãnfes condições

lo ll .- Qz&ando estàuer de.Puída, a composição e assou a/íua,'

1. 21 ; r'-« A C OÓ.j(J), «í;f' /d..i ' .m ld,AI, í«/ g«. p«« B € OÓ.j(.A), ./ C IH,.al . g C
Fa,ÁI J

fo IdA = j e IdA o g= g.

O mor$smo /d,.{ á único e chama-se a identidade do oólefo ,4. Se ./ C l.4, BI, d demos qzie A
á o domínio de ./ (dom./: = A) e qzie B é o codomínio ; dc / (codom./ = Z?). Ut /ízaremos
nota,ção funcional standtird T)üra lrlorPsm,os. Assim,

/ ,4 -----> n, ,4 - b p,
são sinónimos com / € 1,4, BI.

Euent a/mezfe aózlsarenzos escrevendo Á C .4 para .4 C Ob.j(H) e (A -4 B) C .A para

n

Deânição 1.8.Seja .4 uma categoria.

rZJ .4 á dáfa ama cztegorÍa localmente pequena se para .4, .B € Ob.j(.4) lemos guie a c/asse
AI.A, B) é imprópria (é um COTtjUntO,l.

({i,l .A é zmcl categoria pequena quando as classes Objl..A) e .M(.A) são conjuntos.

Q

Definição 1.9. Soam .4, Zi categor as. Zi á uma subcategoria de .4

Í 06.j(B) ç 0b.j(H) ,

.l v H, B c oóJ(õ), l.A,al. Ç IÁ,BI.,.
1. /denfÍdades e cornposíções de Zi são restrições das de .4

sse

e

Zg é ama suócaíegoria plena de .4 se l.a, Blõ IJ, al,{, p«« í.do A, B 'm OÓ.j(B)

n

Exemplo 1.10. Seja < /, $ > um conjunto parcialmente pré-ordenado (1.1).
Há uma categoria naturalmente associada à /, também indicada por /, construída declarando
Ob.j(/) = / e M(/) = $ . Ou seja, para cada {, .j € /

7Not.ação alternat.iva l..l
'As vezes, corllradomz'nzo.
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f {l{,.7)} se { $ .J
lz,.71 - S

Para cada í C/, o par(í,i) é a ideíJtidade de á. A composição é a única possível, isto é, se i $ J
$ k, então o único morfismo de 71 para J, composto com o único morfismo de .7 para k, fornece
o tónico morflsmo de J para A.

g caso contrário.

Assim, todo conjunto parcialmente pré-ordenado pode ser considerado como uma categoria
lpequenaJ.

Em particular, todo ordinal a origina uma categoria g . Assim:
# :L é a (esserlcialmeilte única.) categoria com um único objeto e uma única flecha;
# 0 é a categoria vazia, a única categoria cuja classe de objetos e a classe de flechas são ambas
'\râ,ZlãS

Além disso toda categoria .4 origina uma "classe parcialmente pré-ordenada" : (OZ).7(.4), $)
onde para cada H, B € 06.7(.4) definimos d .g Z? sse ,4(Á, B) # a .

0

Exemplo 1.11. A cada categoria H corresponde uma categoria dual, Indicada por .4'P,
de$nida da seguinte forma

* Ob.j(.'1'')

* Para H, 1? C OÓJ(.'{), IA, BI,,l., = IB, ÁI.,t ;

+ Identidades e composições são reversões das identidades e composições originais.

Está claro que (.4'')'' = .4. Assim, todo resultado em Teoria das Categorias na realidade
representa dois : se um fato S, de natureza categorias, vale em .4, então o seu dual vale em .4'P
Além disso, se as hipóteses utilizadas para provar S também valem em .4'z', então o seu dual é
verdadeiro em .4 = (H'')'P

0

Exemplo 1.12. Sejam .4o, H] categorias. O produto de .4o e .4], .Ao x ,4], é a categoria
definida da seguinte forma

* 0b.J(.'lo x .'{,) (Hol x 0Ó.J(.'1-);

# Sejam H =<do,di>eB=<Bo,Bi> objetos em H. x .4., então:

(.4o x .4])(A, f?) = .4o(.4o,Bo) x .4i(Ai, Bt) ;

# Identidades e composições: "componente a componente"

Está claro que esta de$nição pode ser generalizada para qualquer corljunto de componentes.

U

Exemplo 1 .13 . Â cada categoria .4 associamos outra categoria ,4''+' , a categoria das flechas
de
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#'

#'

0ó.7(.4''') = .WI.4) ;

Para cada par de flechas de .4 , (AO --:b .AI) e (.4Í) -:C-> HI) temos:

J'''*'(/,./'') A*) € .'{(.4o, Á6) x À(J:, ,'il) : /' . Ao = A: . ./'} ;
"Morâsmos em categorias de flechas são quadrados comutativos: "

Áo J -'4i

ho

Á/ . d/

ÁI, ,, - .41

+ Identidades e composições: "componente a componente"

Exemplo 1.14. Sejam .4 uma categoria e .4 um objeto em .4. Definimos duas categorias, .4..!
e .4", como segue

l.4..l ll : Os objetos de ,4.4 são morfismos em .4, / : A B, com B C OZ,.j(.4);

l,4.4 UI : Se / = (H --L B) e J = (A --q C') são objetos em J,{, «m morfismo em H..{, / --b J,
é um morfismo A C IZ?, C'l.,t, tal que /z o ./ = g.

n

/ qBÁ B a

C A

l.4''l il : Os objetos de .4'':l são morfísmos em .4, ./' : B ----.> d, com Z? C OÓ.j(,4);

l.4'â 21 : Se / = (B --4= H) e J = (G' -L A) são objetos em .4''i, um morfismo em .4", / --L J,
é um moríismo ?7 C IB, C'l..4, ta] que "r 0 77 = #.

,4,.l é a categoria das .4-a/geóras em .4i .A''i é a categoria dos .4-./iórados sopre ,4.

n

Definição 1.15. Sqa ./ € 1,4, Z?l m mor$smo em wma cafegorÍa .,4.

Íz2 ./' á urn isomorfismo se admáfir zlm ánoersa, ou se.ja, se ezísÍÍr g € 1B, .41 fa/ que / o g
[dB e g a j = ]dA
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li,i) f é lvn,n retxaçâo se existir B --!-} A, tal que f ' g = Idn.

(üi) J é um« -».t,cação (.«' senão) s' e«i:ti« B -b A t«t q«. g . f N"*' "s'
d{,demos gaze ,4 é um. retrato de B.

ÍÍu,l ./' í épico ou um epimorfismo em .4 se para q a squer morPsmos a, Õ em .4 que uerz#cam
dom cl = dovn l3 = B, temos

.«. f = B . f :+ a = $.

ÍuJ / é mõnico ou um monomorfismo em H se para qua sq er m07$smos a, /3 em .4,
feri,$cündo codont ci = codom B = A, temc,s

J . .« = f . Í3 :+ a =Í3.
Assim, f é mf3nica eln A sse J é épico em .A'P

É'./}eqwenfe rios re/erármos a um móníco ,â J-> B, ..'no zlm subobjeto de B. Urna cafegoría
ó dita well-powered se para lodo oó.7efo .4 em .4, ezásZe z(m conjunto S de swóoólefos de H,
Z«/ q«' é.d. .«Ó.Ó.f.Í. d. J .«. ..4 d Í'.m.,Ú', e!!1:41 (-'.7« 1.14), « «« ./.m.nÍ. d. S.

B

Observação 1.16. Em uma categoria H
(i) Toda retração é épica e toda seção é mânica.

(ii) Se ./ . g é mõnico, o mesmo é verdade para g.

(iii) Se ./' o g é épico, o mesmo é verdade para ./'.

(iv) O (isojmorflsmo inverso de um isomorfismo é único

(v) Para cada morflsmo ./ são equivalentes:
# / é isomorfismo.
# / é retração e monomorfismo.
# ./ é seção e epimorfísmo.

B

Observação 1.17. Seja H --:b É? uma função em Set, a categoria dos conjuntos. Então

(i) / é nlârlico sse for injetivo.

(ii) ./ é épico sse for sobrejetivo.

liii) O enunciado "./ é uma retração sse for sobrejetivo" é equivalente ao Axioma da Escolha

B

Definição 1.18. Se.ja H unia cafegoría. Um oólefo 4 em H éinicial rrespec. final,l se para lodo
B C OÓ.JI.41, 1.a, al r,'«p«. IB, ÁIJ f.«, «7''"" ««. ./.m.«f.. E.fd c/"" q«. .h.f« :«{cÍ«,' '

$.«-,is são úr'ices, " me-«os de is.mo«$sm.. Esc«ue«.s 0 (ou -L) . l lou'T), T«pectiu««e«-te,
pürct os objel,os itticiüt e $ttal em A, se e=isl,irp-n;t.

Q
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Exemplo 1.19. Na categoria dos conjuntos, Set, 0 é o objeto inicial, enquanto que {0} (ou
qualquer outro conjunto unitário) é objeto final.

U

1.2.2 F'untores e 'l»ansformações Naturais

Definição 1.20. Suam .4, Zi caZegoráas. Um funtor (covariante), F' . H ----> Zi, e' ama regra
que assalta

* H «d« .Ój Í. .m .4, «m oh.Í. F'(.'1) .«. 23,'

* ,4 «d« «..W.m. ./ € 1,4, BI.,*, «. «..W'«.o F'(./) € 1r'(Á), r'(B)l., Í«/ q«.

w) Ft.iaà = IdPtA\; ç'4 Fçj . gb = FÇf) . FÇg),
,«.d. .,A. ç: ObjÇ.A) . f, g são mo«$smos t«is que codom g j. Note
A, B € ObjÇ.A], F Ind'UZ UmQ fU,TiÇãO

ld, BI.,,l ---} lr'(A), F'(B)lzs, ./' -> r'(/).
r' á fiel se esta .»nção é i Üelora e pleno se ./br sopre.jeíora.

q'üe para todo

Um ./wrzZor contravariante, G'

$e f' . .4 -----> Zg e G' . Zi ----} C são ./unfores, a swa composição é o ./unÉor

GoF

H -----} 13, é u,m juntar de AOP para B,

.Á ----+ c,
dado por

* s. Á € oó.j(J), (c' .r')(H) Á)),'

+ Se A -!-} B é um mor$smo em A, ÇG oF)Çfb = GÇFÇf».
n

Exemplo 1.21. Se .4 é uma categoria, indicamos por /d4 o funtor identidade de .4 em .4.

i.e., o funtor que associa todo objeto e morfismo em ,4 a eles mesmos.

n

Exemplo 1 22. Se C é uma categoria, para cada categoria Z e cada objeto ,4 € OZ).j(C) in-
dicamos por óZ(d) o funtor constante de valor .4 e base Z , i.e., áZ(H) : Z----#C é o funtor
que associa J a todo objeto de Z e /d.l a todo morfísmo em Z.

U

Definição 1.23.Uma caZegorÍa .4 á dífa baseada em conjuntos 9 se e sZe rn /Hrzfor./íe/ de
.4 para Set

0Sef-óased, em inglês



].2. CONSTRUÇÕES CATEGORIAiS 27

1111. umü categoria baseada em comi'üTLtos, todo morhsmo injet.or \o é mõnico e todo mor$smo
sobrejetor é épico.

0

Exemplo 1.24. Se ,4 e 23 são categorias e .4 tem estrutura. "mais rica"do que Zi, há um funtor
esquecimento de .4 para 23, que esquece a estrutura mais rica em .4. Os exemplos seguintes
devem ajudar a esclarecer este conceito

(0) Categorias baseadas em conjuntos.

(1) Seja C a categoria dos reticulados e Po a categoria dos conjuntos parcialmente ordenados.
Há um funtor esquecimento de E para Po, que associa a cada reticulado o conjunto parcialmente
ordenado subjacente e a cada morfismo de reticulados a mesma função considerada como função
crescente.

(2) Há um funtor esquecimento da categoria 'D dos reticulados distributivos para. a categoria Z.

(3) Sejam Ba a categoria das álgebras de Boole e Ha a categoria das álgebras de Heyting. O
funtor esquecimento de Ba para lla, associa a cada álgebra de Boole sua estrutura de álgebra
de Heyting subjacente (p -"> y = ---z V 3/) e a cada morphismo de álgebra de Boole a função
correspondente considerada como morfismo de álgebras de Heyting

n

Exemplo 1.25. Seja. J uma categoria localmente pequena. Um objeto .4 em .,4 induz dois
funtores de .4 para Set, /z,.l e /z''!, definidos da seguinte forma

IÃ.,! il : Para cada B € Ob.7(.4), Ã,.{(B) = 1.4, al, o conjunto dos morfismos de d para B em .A.

l/z..l 21 : Para um morfismo Z? --b a em .4, A,.{(g) : IA, BI ---.--+ l,Á, C'l é dado por ./ -> g o /

l/z':i ll : Para cada B C OÓ.J(.4), À''i(B) = IB, 11, o conjunto dos morfismos de B para d em .4.

lb,.{ 21 : Para um morfismo B --% C' em .4, A4(g) : IC', AI ---.-.> IB, dl é dado por ./ -> ./ ' g.
Note que Ã,.i é covariante, enquanto que /z'l é coíltravariarJte. Estes funtores denomirJam-se
funtores de morfismo de parâmetro ,4.

U

lo[sto é, um morfismo da cat.egoria original que é transformado pelo funtor considerado numa aplicação in.jet.o] a
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Observação 1.26. Sejam .4, B e C categorias. Um funtor de .4 x B para C é usualmente
chamado de bifuntor, que pode ter variâncias distintas em cada coordenada. Por exemplo,
pode ser covariante na primeira e contravariante na segunda coordenada.

Note que se F' : .4 -----+ ZJ e G' : C -----.} .D são furltores, temos um bifuntor

T::: r' x G' : .4 x 6 ----.} C x 'zl),

dad' em objetos por 7'(A, B) - < F'('4), Cy(B) > e em morfismos por T(/, g) = < F'(./'), G'(g) >.
Está claro que estas observações podem ser estendidas a qualquer número de componentes~

Q

Exemplo 1.27. Sejam .4 e Zi categorias localmente pequenas e F' : .4 --> B e G' : Zi -} .4 fun
fores de mesma variância. Assumiremos, sem perda de generalidade, que são ambos covariantes
Estes funtores dão origem a bifurltores

pA, Aa : ,4'' x ZJ ------> Set,
definidos por

* P-,ra A C OÓ.j(.4) e B C OÓ.J(B),

r ,A(H,B) ), -al.
l A.(A, a) c'(B)l..

# Para um morfismo <./,g> : <H, B> in Á'' x ZJ,

Í pÂ(./',g) : lr'('4), BI ---'> lr'(C'), Z)l d'd' p'' / H g ' / or'(./').

l Aa(/,g) : ld,C'(B)l IC',(;(O)l dado por r H G'(g) o , . ./'.

r'(Á) ----L B H '' - G'(B)

r'(.f) g
/

r'(c) -;7;Í7:;r''" D c' -7=r71;r- c'(n)
Voltaremos a este Exemplo quando discutirmos a noção de adjunção.

Q

Morfismos entre funtores são denominados transformações naturais

Definição 1.28.Soam .4 e Zi caíegor üs. (7orzsáderemos F', G .- .4 --.} 6 ./unfores de meszna
-,áán.{«. Um« transformaçã' natural, q . F' ---+ 6', á «m« «p/í«çào q : Ob.7(.4)
[.a,! q'ue:

* /:'-« «d« Á C Ob.j(J) f'm.; q,.t € 1P'(d), C'(.4)IZj,
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+ Parca todo mo'rÕsmo A J-} B em .A, o segwã,nte diagrüTTta é comvtatiuo

r'( .1) ----JIJ.------. c'( .a) r'( .z?) ---JZ'a----- c'( a)

F' ( ./' ) G'(/) F' ( ./' ) G' ( ./' )

Tln
G'(B) F'(.4 )

' r7,.!
G(A)

onde o diügraTna. acima à direi,ta correspoTtde üo caso em qae F e G são contra,lictriantes. No
caso e"2 que q,.l é um {somo,Pomo pa« fado .4 € OÓ.J(.4), dize«.os que q é uma equivalência
natural.

/«di""m.. P.« lr', CI .« N«Z(F', G) .
para G.

:COngtOTl\el'ado" \\ das transformações Ttatzrais de F

n

Exemplo 1.29. Se (: é uma categoria, para cada categoria Z e cada flecha ./ C C(d, A') em
C indicamos por '5Z(./) a transformação natural constante de valor / e base Z , i.e.,
õZ(./) C N«t(óZ(.4), 'íZ(d')) :: é a transformação que associa / a todo objeto de Z

D

Observação 1.30

(i) A noção de transformação natural é funtorial em ambos os lados, isto é, para cada .4 e 25

categorias, F', G' : .A -----> Zi funtores de mesma variârlcia e ? : F ------> G' transformação natural,
temos:

# Se Z, : Á'----->,4 é um funtor então 77L : F' o L ----> G' o Z, é uma transformação natural

VL = (?tb40 : Á' C 0Ó.j(.4')l

# Se R : 23---.->Z$' é um funtor então R77 : R o /? -----> /? o G' é uma trarlsformação natural

Rq = (RI,7..{) : A c oóJ(.'{))
lii) Transformações naturais podem ser compostas: i3

l)idos F', G', H : .4----#Z5 funtores e /? --Z-+ G' . G' --!!+ // transformações naturais, então
# 0 77 : F' -----+ .f7, dada por

P o q - (H.4 o Z7.4 ),.!COÓ,(.4)

é a composição (vertical) de r7 e H

l ' Uma rundament.anão conjunt.íst.ica adequada pala as definições e construções cat.egoriais é apresentada em
IGVj.

i2Ver exemplo 1 -22
i3Ver senões 4 e 5 do Capít.ulo 2 em IMlac].

B



30 CAPITULOI PRELIMINA RES

Definição 1.31. Sda .A wma categor a /oca/me zÍe pegxena. Um /wnfor couariarzíe, F'

.4 -------> Set é representável s' ezÍsf{, H € OÓ.7(.'1) f«/ qwe F' é nafw«/«,ente .guí-/ente a
á

n

Um resultado fundamental acerca de funtores representáveis é o

Teorema 1.32. (O Lema de Yoneda) Soam .4 uma cafegoría /oca/merzfe pequena e F'
Se\ um j'untar. Então

.4

(ã,) Pura cctda objeto A em A, ezã,ste uma bijeção

---> F'(A), 0«,p(?) (/d..*),0.4,r' IA,.*, -pl --->
que é ncLturül em F e A

(i,i) Se A e B são ob:fetos e«n A, a. .,plicação

IA,4, Ãal 7..i,B(q) = 0..{,h,(,7) = q.(/d..{),
é lma, bijeção, q'u,e é natural em, A e B

'yd,B

Prova. Para uma prova, veja Lema na pag. 61 de IMiacl ou Lema 2.1 e Corolário 2.2, pag. 97,
em IMitl.

n

1.2.3 Funtores Adjuntos e Equivalência de Categorias

Definição 1.33 . C'orn a notação de 1.27, dois /unfares .4 --11-> Zi e 6 --g-> ,4 são um par adjunto,
.F, G), se existir urrua equivalência TtütU,rat de bijvntores, p : ph ---+ ha. Asse,m, para cadct objeto
<.A, B> C Oój(J'' x Zi), .«ásfe u«.a ÓÜ ção nata«/

lr'(Á), Blz5 ------> IA, a(n)l.4.
Z,){zernos qae F' é adjunto à esquerda de G' e gwe G é adjunto à direita de /?

P.:4,B

B

Observação 1.34. Se J e B são categorias provenientes de conjuntos pré-ordenados (ver l.lO)
e .4 --b 6 e Zi -::3 ,4 são funtores covariantes (funções crescentes) então (F', G) é um par
adjunto sse para cada (.4, B) C OÓ.j(,4'' x B) temos:

F'(d) $ B # A $ G(B)

Neste caso o par adjunto é denominado uma conexão de Galois covariante

A noção de entre funções decrescentes (funtores contravariarltes )é dehnida dualmente

D
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Mais tarde enunciaremos o Teorema do Funtor Adjunto, mas o resultado que segue, uma
generalização da construção de objetos livres em categorias de álgebras, é bastante útil.

Teorema 1.35. Se Zi -G .Á d .?lz7z ./unfor couaríaníe, as segulníes corzdíções sâo eqwíua/entes

0) G tens adjunto à esqlLerdü;

(21 /:'-« f.do J € OÓ.j(.'1), .«í.f. F'(A) C Ob.j(23) . «m m.«/i.m. ,7..4

ueri$cürtdo a. seguiTtte propriedade Kniuersa,l
J ----} G'(r'(d)) .m .'l,

r'ara iodo B C Ob.7(B) e lodo mor$smo ,4 --:!--> G(B) em J, ezÍsZe um único morPsrno
f -. FtAb---+ B em B, tat qKe o dia.grama. abano é comutativa

aa----- C'(r'l,4))

G(B)

n

Evidentemente, o Teorema 1.35 tem um dua/, que caracteriza a existência de adjuntos à
direita.

Definição 1.36. SÜa .4 wma s ócaÉegoría de ZJ. .4 é ma subcafegazÍa refietora de 25 se a
i7nersão natura/ .4 ----..» 6 fem adlunío â esqtée7da, denominado funtor de reflexão de B para
.4, .4 é uma SKócaíegorÍa corefletora de Zi se a imersão rzaZwra/ .4 -----> 23 fem a(Üurzto d díreífa,
derzomínado coreflexão de Zi em .4.

U

Exemplo 1.37

(i) As seguintes são subcategorias plenas e refietoras de Top, a categoria dos espaços topológicos
e funções contínuas

+ A categoria dos espaços n , í = 1, 2, 31

# A categoria dos espaços completamente regularesl

+ A categoria dos espaços booleanos. ]4

(ii) A subcategoria dos espaços topológicos normais é refletora dentro da categoria dos espaços
topológicos Hausdorffs.

i4Um espaço topoJógico é booleano sse for compacto, HausdorH' e possuir uma base constit.uída por conjunt.os
clopens (i.e. sirnultaneament.e abert.os e fechados)
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(iii) A subcategoria plena dos grupos Abelianos livres de torção é refletora da categoria, Ab dos
grupos Abelianos.

(iv) A subcategoria plena Ab é refletora da categoria dos grupos em geral.

(v) A subcategoria plena dos grupos de torção é corefletora em Ab.

n

Definição 1.38. .4s cafegoráas J e 25 são equivalentes se ez stárem /unfor-es r' . .4 ----} /3 e
] : B ---} A, :juntam,ente com eq'uiuütênciüs nata,Tais

íl : Id.A --+ ÇG oF') e H : (.F a G) -

O par (F', G) denomina-se uma egz ua/éncía entre .4 e 23. Uma equivalência contravariante
(zenomzna-se wma, dualidade

D

1.2.4 Diagramas e Limites

Definição 1.39. Soam C ama categoria e Z rna cafegoría i5. Um Z-diagrama em C á um
izvLtor D : .[ ---} C.

U

Observação 1.40. A noção de diagrama é funtorial em ambos o$ lados, isto é, para cada
D : ],----tC um Z-diagrama em C, temos:

+ Se T : Z'----+Z é um funtor então Z) o 7' : Z'- Z'-diagrama em C

# Se f' : C---.}C' é um funtor então F' o D : Z-----yC' é um Z-diagrama em C'

U

Exemplo 1.41 . Seja C uma categoria.

(0) Seja Z = g a categoria vazia jconforme 1.10) então existe um único Z-diagrama em C

(1) Seja Z a categoria, essencialmente única, com um único objeto z e tal que lz,zlZ tem
precisamente dois elementos. Um Z-diagrama em C consiste de um par de flechas paralelas em

/d,!

com .A C OÓ.j(C) ; /d.*,. C C(.4,H) e onde

(H {!b Á) é a identidade de .4 e (.4 --E-> H) é algum endomorâsmo de Á que é idempotente
le o e :: e}

i;Geralme

e

d )

nte Z é tomada uma categoria pequenaa

A
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(2) Seja Z a categoria, essencialmente típica, com dois objetos distiíltos, Z, e R, e tal que IZ,, XIZ
tem precisamente dois elementos. Um Z-diagrama em (: consiste de um par de flechas paralelas
emC

9

/

A
g

B,

com Á, B C OÓ.j(C) e ./', g € 1J, BI.
(2) Seja Z a categoria cujos objetos são um conjunto / e cuja classe de mor$smos contém apenas
os morfismos identidade de cada objeto :'. Um Z-diagrama em C é simplesmente uma família
de objetos de C:,indexados por /.

(3) Seja < /, $1 > um conjunto parcialmente pré-ordenado, considerado como uma categoria como
no Exemplo l.lO

(1) Um /-diagrama em .4 é uma família de objetos, {di
./}, € 1.4Í, Ájl, para { .Ç J, tal que para todo í, J, k € /

+ /i{ = /d,.4.1 # Se í $ J $ # em /, o seguinte diagrama é
c;omutativo

i C /}, j«ntamente com morfismos

./;h

(11) Um /''-diagrama em J é uma família de objetos {,4{ : á C /}, juntamente com moiflslnos
./){ € 1d.Í, '4il, para i $1 J, tal que para todo á, .j, A C /

+ ./i{ = /d.!.i # Se í $ .j $ h em /, o seguinte diagrama é
comutativa

./:É{

'4{

Se / é dirigido (1.3), um /-diagrama denomina-se um sistema filtrante em ,4, enquanto que
um /'P-diagrama é conhecido como um sistema cofiltrante em .4.

Como casos especiais de(4).11) e(4).(11) temos

(a) Suponha que / = {f, .j, k} seja um conjunto ordenado com precisamente três elementos,

i6Z é dita a cat.egoria discreta sobre o conjunt.o /
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tal que i$ .j, { $ A, enquanto que .j e A não estão relacionados. Os seguintes diagramas são
exemplos de /-diagrama e /'P-diagrama em .4, respectivamente

d

G

g

/ B B

/

0
g

A

(b) Suponha que / é a álgebra de Boole com quatro elementos, {.L, a, --a, T}, considerada
como uma categoria. Um /-diagrama em ,4 é um quadrado covariante comutativo em .4. i.e..
um diagrama da forma abaixo à direita com k o / = g o À.

T
+

/ '''l (Z

l

Á

Á

À

/ B

A
a

C
g

D

H

Definição 1.42. Seja D . Z -----.> C wm Z-diagrama em C.

ÍO Um cone row cone projetivoJ sopre Z) á wma [rans rmação natura/ de a/g m /wnfor
:instante com base Z e Q valores em C para o .funtor F , T . 81ÇA) -+ F . Portanto um

COTle consiste de um objeto A em C(dito o vértice do con,e), jlntümente com u,ma sequência, de
mor$smos ern C(dita ü fa,TTLítiü geratriz do cone), ÇA -=11:.} DÇi) .. i,C Ob:jÇZ» tül qu,e, para cada
l~i J j) mor$smo eln 1 , o dia.grama abüi=o é corou,tatiuo

Para cada l~i J+ jb e«. L

n(j) D(./) 0(.j)

rÍ{J S. « = (H -+ D(á) : Í C 0Z,.j(Z)) ' «'' (d' --+ 0(ã) : Í C 0Ó.j(Z)) ;ã. «n« P«J.ti""
s.ó« D , ««. morfismo de cones, À : «'---->z' , é wm« f«n'»,maçã. n«fu«/ «n.Z-f' 5Z(Ã)

f
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êi.[ÇA )----+êl.içar b tat qu,e T -- 'K' a êi.LÇh ) . Ou seja,, Kln mol$sllto de cones h . 'n------+n' é constit ído
de uul\ C-TTtor$sm.o h . A----+A' tal que, parti todo je Obll.l), o diagra,ma amai,no é cornltatiuo.

Pctra, cada i em Z

D(.7 )

U

É imediato que a identidade e a composição de morfismos de cones são morüsmos de cones

e portanto, para cada, diagrama (Z --!b C) temos uma categoria, Cone(Z -% C), dos cones sobre
O Cl; âarn«a n D

wt)x wa xw v a

A noção dual de cone é a de:

Um cocone (ou cone indutivo) sobre um diagrama Z.) ern C é um um objeto ,4 em C
juntamente com uma família de morfismos em C, (D(i) --% .4 : í C OÓJ(Z)) tal que, para cada
(ã -+ .j) morflsmo em Z, o diagrama abaixo é comutativa

OM -]!y].. D(.j)

Para cada (ã -$ .j) em ]'

Por dualidade com o caso de cones, definimos morfismos de co-cones sobre o diagrama (Z --e} C),
obtendo uma categoria, coC'one(=Z' -$ (:), com propriedades aílálogas.

Observação 1.43
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(i) A noção de cone sobre um diagrama é funtorial em ambos os lados, isto é, se T é um cone
sobre o diagrama F' : Z - e T : Z' ---.> Z ,R : C? funtores, obtemos funtores:

* R+' :C'on.(Z-BC) '(Z/!f'C') * T+ :C'on.(Z-BC)---->C'on.(Z'J?y'C)
----> E transformação natural. Então obtemos o

# H" : Cone(Z -4 C) one(Z '=í C')

(ii) Sejam Z), B : Z -----> C diagramas e r
funtor:

D

r+ : C'one(7 -3 C)---->C'one(Z -B C)

R(H)

R(A)

1,,, ' R(«-j )

D(.j) 0(.j)

n'T(j')

R
T(.í')

0(.j ) D . T'ÇJ'
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'Í$ o 'ni

D(j) E(j)

0

Definição 1.44. Sda D : Z----}(.? zlm diagrama em urna categoria (3.

Um limite row limite projetivoJ para O em C: e' a«l oólefo ./ina/ na categoria C'one(Z -3 C),

D em C é zm obàeto i,ni,cial ria, categoria, coConetl -} Cbi indicamos por tim D o poli,mire de D
em C; .

Está claro qve limites e colimites são únicos, Q menos de isoTnor$s'nto

Se D tem limite em A, é u,S\J,al escrevermos

/imO {«-{ : iCOÓJ(Z)}) .« Á=/ímO(á)

onde H C OZ,J(H) á o,ue'rÉíce do cone /1lp D e (H -=!-> D({))icob,(Z) são as geiaÍrizes do cone.
Ana,togamenl,e l)üra. cotimites.

ü'mz ./uní07 F' . .,4 -----> Z? preserva limites se para lodo Z-d agrada D em .4, se /im D ez síe em

A; então ltrn ÇF o D) existe em B e o único 7norFsmo de cortes Fk(lim D)
' ' e 'una tsomorBsmo.

Nota.CãO: FÇtIr«, DÇIb) -I!-} tITTL ÇF . D)ÇI).

Analogamente. de$nimos a preseruüçã,o de coliTTtites por um füTLtOr.

Í€/ Í€/

Q

Exemplo 1.45. Seja C uma categoria

: 'Ver 1 43 (il
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(i) Se Z é uma categoria como no item (2) de 1.41, um limite para um Z-diagrama em uma
categoria C é o i8 equalizador do par

/

Á
g

B

Um colimite para este diagrama. é o coequalizador do par (./, g) em C.

(iil Se Z é a categoria associada a um conjunto ordenado munido da ordem discreta (i.e. r $ g
sse # = # ) como em 1.41.(3), o limite para um Z-diagrama em C denomina-se o produto da
família {A : C /} em C, enquanto que o colimite para este diagrama denomina-se o coproduto
desta famtgia em C.

Em particular, se Z = Q é a categoria vazia, então o limite ou produto do diagrama vazio
(ver item (0) de 1.41) é o objeto final em C; o colimite ou coproduto do diagrama vazio é o
objeto inicial em C.

(iii) Seja / um conjunto parcialmente ordenado e dirigido

(1) O colimite de um /-diagrama em C é denominado limite indutivo filtrante do sistema
filtrante de objetos e morfismos determinado por este /-diagrama.

(2) O limite de um /'P-diagrama em C é denominado limite projetivo cofiltrante do
sistema cofiltrante de objetos e morfismos determinado pelo /'P-diagrama

(iv) Se / é o conjunto parcialmente ordenado do item 3.(a) em 1.41, o limite de um /-diagrama
em C é o pushout dos seus morfismos. O colimite de um /'P-diagram em C é o pullback ou
produto vibrado dos seus morfísmos

(v) Seja -Z: uma categoria como no item (1) de 1.41.

Seja A =} Á um Z-diagrama em C

(1) Existem bijeções naturais entre os conjuntos constituídos:

e

/d,l

# Por cisões do idempotente e, i.e., por elementos(A',p,s) onde Á' C Ce.4 HG .A'é diagrama
em C tal que s o p = e : A -+ d , p o s :: /d..l, : H' -} ,4'

S

+ Por elementos (Á',p) onde Á' € C e .4 -q Á' é coequalizador do diagrama ,4 :::] .4
/d,l

+ Por elementos (.'!', s) onde A' C C e .4' -; d é equalizador do diagrama A :} Á
/d..l

(2) Se C é categoria que possui limites indutivos filtrantes temos que os conjuntos acima
mencionados são não vazios: para cada objeto A C C e cada idempotente e C C(H,Á) existe
cisão de (H -+ d)

(3) Cisões de idempotentes são limites/colímites preservados por todos os funtores

n

i8O uso do artigo definido é justificado pela unicidade a menos de isomorfismo
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T)p6nirao l .IG

li) Urna, cal,egoria, C é con\p\e\a se possuir limites para todos os'L-dia.gralhas pequenos em Ci é
cocompleta se possa r co/ám es para lodos os Z-diagramas peqaerzos em C.

Observamos que categorias com,vielas, admitiTtdO obJetos $na,i,s são sempre ãp uüziüs . Dzal-
merlte, categorias cocomptetas sào na.o uaztas porque a,omitem objeto inicial.

ríá,1 /7á um aná/ogo $nífo de corrzp/efwde . tema categoria C é finitamente completa se possuir
lirrti,tes para todos os 'L-diagramas, onde 'L é u,mü categoria Rxú\a,. De modo dual, de$vtimos
finitamente cocompleta.

D

O próximo resultado, devido a P. Freyd, dá um critério para completude e cocompletude de
uma categoria

Teotelna \.41. Uma categoria. é coTnpleta sse tem prodKt,os e eqKalizadores. Untct categoria é
cocompleta sse l)ossui coprodutos e coequ,ülizüdores. Resultados análogos ontem 'para completude
e cocornpletude fiT\tias.

U

Uma das propriedades mais importantes de funtores adjuntos é a presevação de limites ou
colímites

'teorema 1.48
no seu, domínio.
dom,{ni,a.

Se F é um adjKnl,o à esquerda, então F preserva todos os cota,mitos qae existem,
Du,atmertte, u,m adjunto à di,Feita. preserva todos os limites que existem em sel

Prova. Veja Teorema V.5.1, pag. 114 em IMacl
n

Para categorias completas, temos caracterizações de funtores adjuntos e representáveis. Para
apresentar estas duas importarltes aplicações da preservação de limites, precisaremos da

Definição 1.49. Sda F' .- .4 ----> 23 wm ./hnZor e B C OZ).J(B). Um coÜunÍo S de oóleíos
.m .4 é «. conjunto solução p«« B c'«'* «'p.ü. « F' s' p«« «d« d € .4 . c«d« m.$'m.
B --b F'(J), ezÍsfe A'C .yB, Junfamenfe com mor$smos ,4' --l:-> ,4 e B -:(-> F'(d'), cais qwe a
seguinte diagrama é comKtatiuo

F'(Á)
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F tem conjuvlto sotlção se todo B C ObjtB) tem cona'unto solução com respei,to ü F

n

Teorema 1.50. (Teorema do Funtor Representa.vel) Sela .4 ama calegoráa como/eZa. üm /untar
F' . ,4 ----} Set é represenÍáue/ sse F' preserva / m íes e l = {Ç)} tem urra corÜunío se/wção com
respeito a F

Q

Teorema 1.51 . (Teorema do Funtor Adjunto) Soam B unia categoria como/efa e G ., 23 ----> .4
um j'untar couariünte. Então, G tem adju,nto à esquerda sse G preserva limites e tem conju,nto
üe poLI çao.

U

1.2.5 Categorias de Diagramas

Nesta subseção apresentamos a noção de categoria dos diagramas e morfismos projetores
associados a uma categoria dada e indexados por classe de categorias especificada, um conceito
aparentado com o de pro-categoria, introduzido por Grothendieck (ver IGVI). A subseção 5.4.3
de IMPj é dedicada ao estudo da t;ersão dwa/ deste tema.

Fizemos í2 uma subcategoria da categoria Cat i9 e C uma categoria qualquer.

Definição 1.52. Z)anota-se Z)íagn(C) a categoria dos diagramas e mor$smos projet.res a
ua,!ares e'm C l,ndelados por categorias em çl

C. b fatos : pares Çt, F) tais que Z C Q e (l -+ C) é lm ju,ntor.

FI(ctl.üs : 'üm mor$smo com domínio ÇZ, F) e codomÍTti,o (J' , F' ) é 'üm, pür (T,'rb

((z, r') (y) (z', r'')) cDÍ«p.(c) , .«ú..'

+ P' b,'l) é «m f«-.«to« ("de m'«d-,nç« d. b«se") ;

+ ÇF ' T -b F' b é lrrLÜ transformação natura,l ("de compctração") em Nata.-L' ,C)

19Cat é a categoria cujos objetos são as categorias pequenas e cujos morfismos são funtores
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/ nfíd«de ((Z', F'') 'lT'o(Z', r'')l:;((Z', F',) (:'3'O(Z', F''))
A mudança de base dü identidctde é CL identidade da, base.

A Lra,nslormação Ttüturat de coTrtparüção dü i,dentidade é a trQTLSJOrrnação ideTttidüde

C'.m«.,Í'ã. .'((Z, r') (11)(Z', F'') U-:0 IZ«, F«)):;((Z, F') F"''q(Z«, F'"))

(Z, F')
l7',.-)

(z',r'')

(r",.-"l' l7'','.') DiagraTítü em DiügçttC)

L''.F'')

Onde:

* (Z" = Z' -$ :Z') :b (Z" = Z)
A mu,dar\çü de base dü contposta. é ü comi)testa das m,udünças de base

T''& To T'

Diagrama em ç\

z"

ÇF . T . T' '-K F' . T' = F'' b = t.F . T'' Ü r''')

r'' = T' . ÇTT' ) ç: Nata..l:'' .Cb

F.ÇT. V'b
rT'

F*o T'

Z,)í.zgrama em IZ", C'l

F"
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Q

Observação 1.53. A cada funtor co!!!!!g:}(glr ante T : C'P --> {2 podemos associar um funtor
"diagonal" : J7" : C '>Diagn(C)

,r '4 -> 'sTh.o :'r('1)---+c : (./'c li,Jl7"üq -> (d :114' .1));

l (A --L .A') -> ('r(A), õTh.:!o(A)).
n

Proposição 1.54. S.J« ((Z, F') (y} (Z', F'')) a«', m.r$smo '«. Z,)bago(C)

(i) T'mos «'m f'«nto« ÇT..- ).k . C«,.K-L Cb---+C.«-.P' = C).
lü) Se C é u,ma cütegoliü çl-co'rrtpletü " então eli,ste C-Tnor$smo canónico lã,m Ftib -.>ti,m F' Çi' b

{C .r {l C .II'

Prova.

(i) (T, r)+ : C'one(Z $ C)---->C'one(Z' $ C?) é simplesmente a composição dos funtores descritos
em 1.43

T+ : C'.n.(Z 5 C)----+C'on.(Z' r-V' C)

,+. : C'-.(:Z' f-y C?)--->C'.n.(Z' $ C)
Notemos que, como tanto T+ e 7-t não alteram vértices e morâsmos de cones (1.43), temos

a mesma propriedade para o funtor (7', 1-)+-

(ii) Por hipótese, as diagramas (Z -4 C) e (Z' :C; C) admitem cones limites, respectivamente
/{m F' e /im F'' . Aplicando o funtor (T,r)+. do item (i) ao cone limite Jím F' de base F'

obtemos um cone de base r'' logo, pela propriedade universal do cone /im F" de base F'', existe
um único morfismo de cones de base F'' : (7',r)+(/{m F') -}/ãrn F'' . O C-morfismo referido
Z{«. r'(á)-----> /{m F''(i') é o t.l morfismo de co-;
{€1 àt ç:l}

0

Proposição 1.55.

li) A associação ÇT.T) -:, ÇT.T).k descrita, r\ü proposição üciTna. é "jwntoriül" . Mais precisa.

+ Seja ÇÇI,Fbía\yn ÇI,F» o morPsm,o idevttidüde de ÇI, F) eDiügnÇC) então

Temos Juntar identidade Idt.i.F).h -- Idc..,.ç.F) . Cone(.[ F Ch-----ícone(.Z [:r C\

Zolsto é, todo diagrama indexado por alguma categoria em f2 e a valores em C admite cone limite
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Seca ((Z, F)

Í€/

Sejcc ttZ. F''llT--$'') ÇI'' , F" ]b o mor$smo composto ÇI.l. Fb\'i-=9 ÇZ' * F' )IT--$'} ÇI'' . F'' » ertl,ão

]'emlos J rotor composto tT'' ,T'' b.k = ÇT' . T' ).k o l.T,'r ).k . CloneÇI il Cb--.+Clonet.L'' li.» Cb

lii) Se C é Hmcl categoria. çl-completa e SERmos escolttü ç obüt de cones limites sobre di,agramüs
sl-iHdc=Qdos'2\ então CL associ,ação: ÇI'.v~l }..-.> o C-ntol$s'm,o canónico associctdo à escolha
LÇT.vb .Itm Fbb ---> lim F' Çi' b , determina u,rrl flr\tor ("tim,ite") L .l)iagçLÇCb -------+ C

+ O C--n-Lorfismo irtd'uzido pela identidade

((z, r'l '=!y' (z,r'))
é Q ã,deTttidad,e

LÇldçi,p)) - Idti=p '.tt.!! F -+ltm F

O C-mor$sTno inda,zi,do pela. composição#

((Z, F') (z", r'")) (z, f'l L'.p'b çli-!y Ç.[''.p''»
e Q composição

LÇT'' ,'r" ) = LÇI'', v' bo LÇT.v) '.lim F -+lim F''

Q

1.2.6 Objetos Injetivos e Projetivos

Definição 1.56. SÜa«» C alma categoria, I' Ç M(C:) e C' € OÓ.J(C?).

rZJ C' é F-projetivo em C se para iodo Á, B e«z OÓ.j(C), todo mor$smo em 1' .4 --:b B e todo
mor$smo C --l!-} B, existe C --!E--» A tal qu,e f Q h = g.

C g B

T

d

'./ (I'-cobertura)

rÍiJ a é uma cobertura I'-projetiva de .4 se C' é um oóleío F-proleííuo e ezísfe m rnozPsmo
tm t , C ----.} A; tctl qle para qaatqzer t-projetiuo B eln C e todo mor$snlo em T B --!-} A .
11iste u,m mor$slno em T C ----} B tal que J o g = n

2 ' Por exemplo. aos diagramas constantes associamos o cone " identidade" Notamos que assim como a cat.egaria
Set possui limit.es e colimites canõn cos, diversas cat.egorias construídas a pari.ir de Set (como Top , L-mod,

) possuem escolhas canónicas de limites e colimit.es.
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C fem suficientes I'-projetivos se para lodo oóleto d em C, ezás e m I'-proletáuo C' e wrn
rnor$srno em I' C' --:b ,'l.

Qua,ndo tomamos ü classe t Ç M.tC) como a classe de todos os epimor$smos de C eTttão dize
mos ctpenas projetiuos e cobertura prometi,ua,.

ríiiJ C' é I'-injetivo em C .. p«« f.do .4, B .«. OÓ.j(C), f.d. m.r$;«. .m I'
mor$smo A --!+ C, e:cisne 'um moras'mo B --li:-)r C tÜI que h Q j = g.

.4 --:b B e fado

d ------ c

(F-en-ltóri;)

riuJ C' é uma envoltória I'-injetiva de .4 se C' e' am oólefo I'- ngeZáuo e ezjste wm mor$smo
em I' , .A --!+ C' , ía/ qt&e para g a/q er I'-á Üetiuc} B em C e todo mor$smo ern 1' .4 --:L} B,
z:cisne u,m mor$smo em T C --g--+ B tat que g o i= f

C tem suficientes I'-injetivos se para lodo o6JeZo d em CezZste am I'-ínletáz,o C' e um morÚsmo
em l .,'l ---=--> C,,' .

Quctndo comamos a c/asse I' Ç .,\4(C) como a c/asse
di,lemos apenas iTijetiuos e enuoltória. injeti,uü.

de todos os monolnor$smos de C então

0

Observação 1.57. É imediato que:

# Coprodutos de I'-projetivos são I'-projetivosl retratos de I'-projetivos são I'-projetivos

# Produtos de I'-injetivos são I'-injetivos; retratos de I'-injetivos são I'-injetivos

U

Como um exemplo, mencionaríamos que na categoria das álgebras de Heyting, bem como na
das álgebras de Boole, os objetos injetivos são as álgebras de Boole como/elas. Além disso, o
completado de uma álgebra de Boole é a sua envoltória injetiva. Estes fatos não são imediatos,
dependendo de um resultado bem conhecido de Sikorski acerca da extensão de morfismos com
valores em álgebras de Boole completas.



Capítulo 2

Limites e Colimites de Estruturas de
Primeira Ordem

Neste Capítu[o apreserltaremos alguns fatos fundamentais sobre linguagens e estruturas de
primeira ordem. Além disso, incluímos uma discussão de limites e colimites na categoria das
estruturas de primeira ordem, que embora seja folclore na Teoria dos Modelos, não parece haver
uma referência conveniente para o assunto na literatura. A última seção contém a prova de
um dos resultados fundamentais deste trabalho, o Teorema 2.50, que garante que Z,-estruturas
profínitas l são retratos de certos ultraprodutos de estruturas finitas.

Assumiremos familiaridade com as noções fundamentais da Lógica e da Teoria dos Modelos.
Referências ciá.ssicas para este assunto são IKll, IKllj, ISchl, ICKI e IHojl ISml traz uma visão
interessante sobre a Lógica de Primeira Ordem.

2.1 Linguagens e Lógicas de Primeira Ordem

Lembramos a construção de uma linguagem de primeira ordem com igualdade, Z,

2.1 . Alfabeto de .L

+ Um conjunto {u« : n C N} de símbolos para variáveisl

+ Os símbolos lógicos A (e), V (ou), --} (implica) e T (negação);

# Os quantificadores ] (existerlcial) e b' (universal);

+ Um símbolo relacional binário, =, representando a igualdades

# Para cada rlatural rz > l

+# Um con.junto re/(n, L) de símbolos relacionais n-árias

+# Um conjunto open, Z,l de símbolos furlcionais n-brios.

++ Um conjunto cZ(L) de símbolos para constantes.

l lst.o é, limites projet.avos cofiltrant.es de estrut.urss finitas

45
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/

LIMITES E COLIMITES DE ESTRUTURAS DE PRIMEIRA ORDEM

Q

2.2. Termos : São de.unidos por indução na complexidade, onde n ? l é um natural
# Variáveis e constantes são termos.

* Se t:,...,Z. são termose«, C op(«), então«.,(Z:,...,t«) é «m termo.

n

2.3. Fórmulas : São deõnidas por indução na complexidade, onde n 1? 1 é um natural

# Se R € re/(n) e Z],. . ., f. são termos em L, R(Zi,. . . , Z«) é uma fórmula, denominada atómica

# Se 'P, 'É são fórmulas em L e Q é um dos símbolos A, V ou -->, então ('P <> V') é uma Mrmula.

# Se y é uma fórmula, então = ç' é uma fórmula..

# Se (P é uma fórmula e u« é uma variável, então Vu. ç' e ] u. (P são %rmulas.

B

2.4. Noções Básicas

a) A cada fórmula, y em Z, está associada uma sequência de fórmulas, de complexidade menor.
que descrevem o processo de construção de P a partir das atómicas. As fórmulas nesta sequência
denominam-se subfórmulas de (P. As ocorrências de uma variável u. em (P dividem-se em duas
categorias

(1) ligadas, quando u« ocorre em uma subfórmu]a de P do tipo Q u« #', onde Q = ], VI
(2) livre, no caso em que a ocorrência não é ligada.

b) (Substituição) Se 'P é uma Hrmula, u« é uma variável e r é um termo, indicamos por
Ç'( 'l'- un' ) a fórmula obtida substituindo-se todas as ocorrências /áurea de u. em 'P por 'r

c) Se t é um termo e 'P é uma fórmula, escrevemos t(DI, . . . , u«), 'P(DI, . . . , u«) para indicar que
as variáveis livres t e 9 estão entre as t;i, . . . , u.. Como é usual, escrevemos F para indicar a
sequência <ui, . . . ,u.>1 poderemos também, como é standard, utilizar z, f, y, i7 e z, ? para
indicar variáveis.

d) Um termo t é livre para "n em uma fórmula ç' sse em ç'( '{ u«') («da (b) acima)
nenhuma variável em Z se torna ligada.

e) Um. brm«l- em ç:' em Z, é

+ aberta se possuir alguma variável ocorrendo livre;

# sentença se não for aberta; denota-se Seno(L) o conjunto das sentenças em Z,;

+ livre de quantificadores se não há ocorrência de quantificadores em 91

+ positiva se os símbolos de implicação e negação não ocorrem em PI

# universo! se é equivalente a uma fórmula do tipo V B P, onde (P é !ivre de quantiRcadoresl

+ existencia] se é equiva]ente a uma fórmula do tipo ] F P, onde P é livre de quantificadoresl
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# existencial positiva (e.p.) se for construída a partir das atómicas utilizando somente os
colectivos A, V e o quanti6cador existenciall

# positiva primitiva (p.p.) se é da forma ] f'P, onde 'P é uma conjunção de fórmulas atómicas;

+ ll« (respec- Enl se for da forma Valiam'
é livre de quantificadoresl

# Horn básica se for da forma Vf l(ÜI A . . . A 'É.) --> 'PI, onde d't,

atómica ou uma fórmula logicamente equivalente à fórmula (zio # uo)

Qr;- 'P(respec. ]Z8 'dn- Q3= V'), onde Ü

d'. são atómicas e V' é

Q

2.5. Os Cálculos de Predicados Intuicionista e Clássico. A seguir apresentamos uma
formalização no estilo Hilbert, 2 do Cálculo de Predicados Intuicionista. com igualdade 3, indicado
poi

Se P, d' e X são fórmulas em Z,, u é uma variável e r é um termo

1. 'P --> (ü --> 'P);

2.('p -+ V') -+(('p -+(d' --> x)) -->('p -+ x.));

3. q' -} ('ú --> 'P ». 'É);

4. P A d' -} Ç'i

$. -P h $ -} 'ü'.

6. ç' -} ('p v 'P);
1. $ -+ çp v q'b',

8. (Ç:' --> X) --> (('É --> X) -} ('P V 'É --> X));

9. ('p --> 'Ó) -+ (('p --> ---'P) -->

lO. ---P --> ('P --> 'ú).

11. Serélivreparauem'P,' J' ll.a. Vu'P --> 'P(r'r u')l
' l. ]].b. 'P( 'r u' ) --} ]u 'P,

onde 'P( 'r t;' ) é a substituição de r por u em ç:', como em 2.4.(bl.

12. Regras de Dedução

. Í Regrar
'p,p --> «' J '

l R'g,' ]

onde nas regras dos quantiflcadores u não pode ocorrer livre em 'P

apara formalizações no est.ilo Gent.zen, veja IPrl, IKill, IKll
3Devida a A. Heyting.
4Como em 2.4.(d).

P --> 'É(«)
ç:' --> 'v« d'(«)

d'(u)--> 'P
]«'P(u) --> 'P,

Mlodus Porlens
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Os axiomas da igualdade são os usuais, incluindo a regra de Leibniz

ILI : Se r é um termo em L, livre para u em P, então

'P(«) A (« = ',) --> 'P( ',- «' ).

Os primeiros dez esquemas, juntamente com Modus Ponens formalizam o Cálculo Proposi-
cional Intuicionista. Para obter o Cálculo Clássico, adicionamos o (ou substituímos o axioma
10 pelo) esquema

10o. T T(P --> P

onde (P é uma fórmula qualquer em L. Em Isca há uma proposta diferente e interessante para a
formalização do Cálculo de Predicados Intuicionista.

Se I' U {ç'} é um conjunto de fórmulas em /.,, uma prova de (P a partir de I' consiste de uma
sequência de fórmulas V'l , . . . , V'. em L, tal que Ú. é P e verificando, para l $ Ã; $ n,

# d'x; C [' aw # V'k é uma axioma ou

+ V'A vem de fórmulas anteriores na sequência pela aplicação de uma das regras de dedução.
Escrevemos

Í I' Fw (P Se y consequência de I' em IZI

1. 1' 1--c ç' Se P é consequência de I' no Cálculo Clássico.

Está claro que I' F# V' :::> 1' f-c V'. Na definição abaixo o símbolo f- indica f-X e l--c

n

Definição 2.6. Sda I' U {P} wm corÜunfo de ./brm /as em Z). O sílrzbo/o f- indica f-x e f-c
aJ I' á inconsistente se para a/gama /órmw/a d' em L, I' 1-- Ü A -@

ÓJ I' e' consistente se não /or nconsisfenfe.

.J 'P ó «m teorema (d' H .« C) .. a t-- 'P, '«. ge«/ i«dÍc«'í. p., f"- 9

d) T é umü \eol\.a Çem 'K ou Cb se for zm conjunto de sentença.s tüt que para toda a ç: SeT\tÇL)

I' F o- ::::> o' C I',

OI seja, t é fechado em, Tela,ção à consequência lógica,.

U

Um dos resultados importantes nestes sistemas é o

Proposição 2.7.(Teorema da Dedução) Se.ja I' U {o, P} urn conlunfo de /órmw/as em L
é lma sentença, então

Se a

I', .' F--x 'P # F F-x (.' -} 'P).

Um resxttado ünútoqo un.te T)ara a relação \"-c

H
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Observação 2.8. Seja L uma linguagem de primeiraordem com igualdade. Como as noções de
fórmula existeiJcial positiva e positiva primitiva (2.4.(e)) aparecerão com certa frequência neste
trabalho, utilizaremos uma notação especia! para estes tipos de fórmulas, a saber

+ 3+(L) indica o conjunto das fórmulas de L que são logicamente equivalentes (no Cálculo
Clássico) a uma fórmula existencial positiva;

# pp(-L) indica o conjunto das fórmulas de L que são logicamente eqLlivaleíJtes (no Cálculo
Clássico) a uma fórmula positiva primitiva.

D

A relação entre os conjuntos ]+(L) e pp([) está descrita no seguinte

Lema 2.9. Se 'P € ]+(É), então ezisZem suóco@téntas ./inatos /'i, . . . , /3. de pp(L) tais qxe

--c 'P Q t«b. N $, N . . .W'b.b,
OTtde $i é a conjunção das fórmulas em Pi, \ '$ j 'Ê 'rt.

Prova. (Esboço) Como a equivalência entre fórmulas é transitava, é suficiente mostrar que
o resultado vale para uma fórmula (P construída a partir das atómicas utilizando conjunção,
disjunção e o quantificador existencial. Neste caso, a prova é por indução na complexidade de (P
;, lembrando que se d'(z) e X(:«l são fórmulas então

}c ]z('Ú(z) V X(:«)) H ]:« 'P(z) V ]z À.(r).

X

D

Uma das descobertas importantes de Lindenbaum e Tarski é que a sintaxe de teorias formais
gera estruturas algébricas interessantes. Se y', d' são fórmulas em L, definimos a relação

ç'='P # F-#(ç:'-+V') A(V'-->'p).

Esta é uma relação de equivalência entre as fórmulas de Z, e o conjunto das suas classes de
equivalência é a álgebra de Lindenbaum de L. Para sistemas intuicionistas -- proposicionais
ou de primeira ordem --, esta álgebra é uma álgebra de rieytingl para os sistemas clássicos, é
unia álgebra de Boole. Para mais detalhes, recomendamos IRAI e IRSI.

Estruturas de Primeira Ordem e seus Morfismos

Como sequências serão de uso constante, faremos a seguinte conveíJÇão notacioíla]

9 1 n Nn+nrãn

a) Se Xi, í € /, é uma família de corljuntos e
indica.i os elementos de X por

llic/ X{ o seu produto cartesiano. Iremos

SEst.á claro que toda fórmula atómica é pp
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« : / --->U..,X;,<«:>:., ou <«(i)>,.,
conforme mais conveniente para facilitar a leitura.

b) S.jam A, B conjuntos e n ? l um natural.

# Escrevemos F = <zl, . . .,zn> para irldicar um elementotípico de ,4"l

+ Se ./ : J -----> .B é uma função e F € ,4", definimos

/(F) = </(««), . . . ,./'(««) >.

Note que isto nada mais é do que uma notação conveniente para a função /"
naturalmente induzida por ./'

J" -----> B
)

n

2.11 . L-estruturas : Seja Z, uma linguagem de primeira ordem com igualdade, como na seção
anterior. Uma -L-estrutura é um conjunto M, juntamente com

+ Para R C re/(n, L), um subconjunto RW Ç /W", denominado a interpretação de R em il/l
# Para «i C op(n, L), uma função 'om : M" - nterpretação de w em .IMI

# Para c C ct(L), um elemento cw C J]/, a interpretação de c em ]W;
+ O símbolo de igualdade é interpretado pela diagonal do produto M2 = iW x M

Por indução na complexidade, um termo t(zll, . . . , u,,), nas variáveis livres ul, . . . , u., induz

uma função tm : M" -----> 7V, denominada a interpretação de Z em JM

Assumimos familiaridade com o conceito de interpretação de uma fórmula y(ul, . . . , u.) em
JW (veja por exemplo ICKI) e do símbolo

M' 1:: 'play,

que indica que M satisfaz V' na n-upla ã C iV"

Denotaremos l(plm ::: {ã€7V" : iVf:: 'Plal}, o conjunto das n-uplas de J14 que satisfazem ç'
Indicamos Z, -- mod a classe das Z,-estruturas

Q

Definição 2.12. Para cada L /{zg agem de primeira ordem com {gwa/dado, a re/anão f:: de
satisfação e'ttre l,-estrutzrüs e L-sentenças ind''.z associações (decrescentes) entre classes de
L-estruturas e conjuntos de L-sentenças

Para cada E Ç Seno(L) carÜzinto de sentenças em Z, indicamos por Mod(E) a c/asse das
L-estrxtu,rüs q'ue são Trtodetos de E., isto é,

Mod(E) áL-«t«í-« . M l::.', v.'c E}
Jma classe de L-estruturas K, é dita L-üliomatizáuel quando existe '= Ç SentÇLb tal qle K ::
Mod(E)

+ Para, ca,dü K Ç L -- mod classe de estruturas em, L, ã,ndicctmos por XhtK) o conjunto das
L-sentençtLS qu,e estão satisfeitas em K,, i,sto é
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'rh(X:) .'.-úZ.-.'"''«ç« . .vb.', v'w cK}.
Um corijurLto de L-sentenças 'Ê é di,to L-scLtisfa.zíuet q'fiando existe K, Ç [,-- TROA tü] que XhlK)

Se /W e JV são L-esfrufuras, dizemos qüe W e /V são elementarmente equivalentes, crR
.í«,ó./.. M = N, ;e Th({M}) {N}). E'/H'{/ «,®"' q«. e.t« c.ndáçâo ó 'q {«/.«f' «

V a C S mZ(Z.l, M k .- :+ /V l: .-.
U

Um dos resultados mais furldamentais da Teoria dos Modelos é o seguinte

Teorema 2.13. (Completude e Compacidadel r'ara E Ç Serzf(L) as seg iníes corzdições sâo
equivalentes

(1) E é ««Í.Í.«f. (2.6.(«)),'

(2) Pa« iodo S Ç/ E, Mod(S) # 0, '
(31 Mod(E) # Ü.

Prova. Veja Teoremas 1.3.21 e 1.3.22 (pag. 66) em ICKI
0

As principais noções de morfismos de L-estruturas aparecem na

Definição 2.14. Sda L uma / rzg agem de primeira ordem com igzza/dado e soam M, Ar L-
estrhtu,ras. Seja f : M ------» N lmü função.

a,l ./ á wm .L-morfismo se para lodo natura/ n ? l

({) S' c C ct(Z.), .«tã. /(.")
(Íj) S' «, C .P(n,Z.) ' E € M", .«fã. ./'(«.,"(E)) F)),'

(iÍÍ) S. R C ,'./(«,L) . l € M", .«f''

m' 1: RIEM :» N 1: RI./'(r)l.

ÓP ./ e' alma l,-imersão rou .L-monomorfismoJ se ./br wm L-mor$smo la/ que, para iodo n ?
\, cctduR retÇn,L) e cada. ãe M"

M 1: xl?l + x' 1: xl./'(r)l.

'P ./ é «m« l.,-im'rsã' 'lementar ;' p«« ío.í« ./U,m«/« 'P(«:, . . . , -«) '«- L ' F € M",
/v b 'plrl «. N 1::: 'pl./'(f)l.

Qu,ando o contexto permitir. o r\ome de 1, será OTnitido dü notação. L-estruturas e L-mor$sm.os
consfífuem rna categoria., radicada p07 L-mod.

a
'Ç.r ir)dica subcorzlunío jnzZo
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Observação 2.15.

(1) Como o símbolo para igualdade está em re/(2), L-ímersões são injetoras.

(2) Se ./ é «m Z.-mo«esmo e ,(«:, . . . , ««) é «m termo em L, e«tão

Para todo F € M", ./(,-'''/(F)) = rW(./(F)).

(3) Sej»m 'P = R(,-:(«:,. . ., ««), ..., rm(«:,... , ««)) «ma ü«m«la atómica em

verificando (í) e (i{) em 2.14.(a). Então, ./ é um Z,-morfismo sse

Para todo f C M", M 1:::: 'FIEL ::> A' f:: ç:'l./(E)l.

Além disso, / é uma Z., imersão sse

Para todo E c M", M 1:: 'FIEL # A' f: 'pl./(r)l.

L e ./ uma função

Q

Lenta 2.L6. Seja L 'ümu linguagem de primeira ardewt com igualdade e f : M ----> N um
L-mor.homo

«2 s. 'p(«-, . . . ,«.) € ]''(z.) . ã c w", .«f''
M b 'play ::> A' f: 'pl./al.

b) Se J é u,mü L-imersão e PÇu\,. . . .u.Õ é 'üma fórmstü e=i,stencia,l em L, então

M [:::: 'p]a] ::> 7v k ç'']./'a].

Prova. (a) e (b) seguem, por indução na complexidade, a partir de 2.15.(3)

D

Os conceitos e resultados que seguem são devidos a A. Robinson

2.17. Os Diagramas de Robinson de uma .Z.,-estrutura : Seja JV uma Z,-estutura. Cons-
truímos uma nova linguagem, indicada por LW, adicionando a Z, um conjunto {g : a C M} de
novas constantes. iV torrla-se uma LW-estrutura de forma natural da forma seguinte

tf . c N/f .M
l W \

n

Definição 2.18. Seja M ama L-estrutura.

aJ O diagrama positivo de À4 é de$nído como

Â'P(yW) (L«.) . 'P á «íõm{« ' M 1:: 'P}

ÓJ O diagrama de ]\4 á de./irado como

z\(M) S.nf(Z.«.) . 'P é «Zó"';:" '" «.g«çâ. «fóm{« .

cJ O diagrama completo de J\4 é de roído Gonzo

-w 1: 'p}
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'r( M') {o C Self(Zml M F:: a}
D

Teorema 2.19. Se.7arrz /M, JV Z,-esíraíuras.

ü) São equivalentes

l~\) Existe u,m um L-mor$sTno de M em N;

('2~l Podemos jazer de N zela LM-estrutu de

b) Sã. .q«i««L.""-"

t\) Existe um,a L-imersão de M eln Ni

('2) Podemos fazer de N uma Lr.,i-estrKt\trü de

c) São eqKiliüleTttes

Ç\ b E=isl,e 'umu L-imersão elementar de M em

I'Z) Podemos jctzer de N lma [,M-estrutKrü de

modo qve N 1::: .a+(w)

que N 1:: z\(M)

N,'

qKe N 1: r(w)

Prova. (Esboço) Em todos os casos, a implicação (2) ::> (1) é obtida mostrando que a função

a, C M }--+ aN C N

tem as propriedades desejadas. Isto também indica como fazer de Ar uma LW-estrutura para
provar que(1):+(2). Para mais detalhes, veja Proposições 2.].12(para(a)), 2.1.8(para(b)) e
3.1.3 (para (c)) em ICKI

U

2.20. Produtos em L-mod : Sejam / um conjunto não vazio e {/M{ : á C /}, uma família
de L-estruturas. Consideremos /14 = rl{./ JWi o produto dos conjuntos subjacentes. Fazemos
de M uma L-estrutura, definindo as interpretações dos símbolos de L coordenada a coordenada
Em mais detalhe, para cada natural n ? l

# Se c € ct, cM - <cM' >ÍC/;

* Se «., C op(«) e <.-,...,s« > € M", e«tão

«,"(':,...,..) = <«'"'('-(j),',(j),...,'«(Í))>;:,;
* Se R C ,./(n) e 3 C M", e«tão

Wk ll '» Vie/, JVil:::Rlsi(j),'2(í),...,s«(í)l.
Ir)dução na complexidade fornece

a) Se ,(«-, . . . , ««) é um termo em L e 3 C ]M", então

,-'"(1) < ,'"'1.:(í), . . . ,'«(í)) >;:,.
bl Se 'PI',:, . . . , .,,,l é uma Mrm-l« ;tâmic; e« Z, e T € /v", e«tão

/w' 1::: 'pl l ví € /, ]w. 1: 'pl.:(j), ..., .«(i)l.
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Observe que as projeções canónicas, a{ : /14 il/,, são Z,-morfismos. E fácil ver que esta
construção é o produto dos JW{ na categoria L-mod.

No caso em que / = Ç) temos o

Objeto final de L-mod ' Seja l = {çl}, onde todas as relações n-árias (distintas da igualdade)
são interpretadas por 1", todos os símbolos funcionais n-árias são interpretados pela projeção
na primeira coordenada e todos os símbolos de constantes são interpretados pelo único elemento
de ll . Vemos, por indução na complexidade, que toda Z-fórmula positiva 8 é satisfeita em l ;
«sim toda L-sentença da forma VZ(V'o(;) --> @:(/))) onde Üo(í), Üi(Z) são Z-Mrmulas positivas
é verdadeira em lll

Notamos ainda que lll.e/ JI/i = ü sse existe i C / tal que J14i = Ç) .9

n

2.21. Sobre a estrutura vazia

a) Naturalmente podemos considerar estruturas vazias (ü) em linguagens Z, tais que cf(Z,) = 0.
Por exemplo, a linguagem Lo, adequada para tratar de conjuntos ordenados, contém :apenas
símbolos relacionais: re/(2, Lo) = {=, $} . A importância do ordinal O, o conjunto ordenado
vazio, para a Matemática dispensa comentários.

b) A relação de satisfazibilidade (1::::) entre estruturas e fórmulas mediante a atribuição de valores
para cada .yeliá=xÊ! livre da fórmula em questão nos diz que: io

# Nenhuma fórmula aberta é satisfazível em Ü (em particular a fórmula uo = u.)l

# NenhumaHrmulaem E«, n a: 0, é verdadeiraem 0(em particular a Hrmu]a ]u.(uo = uo));

# Toda fórmula em ]]«, n a: 0 , é verdadeira em Ç] (em particu]ar a fórmula Vu.(uo # uo)).

Em particular vemos que a noção de "ser vazio" é axiomatizável pela sentença Vt;o(uO # uo)

c) Acreditamos que a versão adequada do axioma de instanciação, ll.a em 2.5, seja

[[.a' V« 'P A ]«o(«o = «o) -} 'p( ',- 1 «')
onde r é termo livre para u em P. ii

0

2.22. Produtos Reduzidos e Ultraprodutos em L-mod : Sejam / um conjunto não vazio
e {JWi : { C /} uma família de Z,-estruturas, todas não vazias . Fixemos F' um filtro em / e

consideremosJV = rl{., JMi i2 o produto dos conjuntos subjacentes. Definimos uma relação OP
em M por

«({) (Í)} € F'

70 produto do diagrama vazio l
;Vda 2.4.(e).
Duma versão do axioma da escolha

'oVeja 2.4 (e)
ilComo em 2.4.(d).
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É fácil verificar que 0r é uma relação de equivalência em /W. Indicaremos por

MJF = \=lP '. l € N'i'X \::'

o conjunto das classes de equivalência de OP. Se F C M", definimos

i[P = 1=x]V.....T«]F) Ç: kb/i]P]''

Para E € M" e í C /, definimos

f(,) «:(i), . . ,««({)> c /W

Com a notação em 2.20, se R € re/('}, Z), «' C op('z, Z) e ã, ?7 € M" são tais que F/F' = #/F' ,
temos:

Ç\) .«M Q)IF . .M ÇBblF.,

(2) {je/: m:l:Rl=({)llcr' # {!c/: w;l:al#(í)lJcr'.
De posse de (1) e (2) fazemos de iW//? uma Z,-estrutura através das seguintes cláusulas

# Se c C ct(É), cv//'' - <cM. >/F', Isto é, a interpretação da constarlte c em iM/F' é a classe
da /-sequência cujas coordenadas são as interpretações de c em cada M.l
A: Sew E OT)lrl,L)e'E € M", wMJF(-EJF) -- wmçtblp' .

* Se R € ,./(n, L) e E C M",
w'/p'F::RIF/r'l # {ic/: J%kRlr(i)l} € r'.

Por indução na complexidade obtemos

(3) Se ,(«*,...,««) é «mtermoem Z. eZ € M", ,-m/r'(F/F')

(4) Se 'P(z,l, . . . ,u«) é uma fórmula atómica em L e F C M",
m'/r'k'plF/r'l + {ic/: w,l:'plr(;)l} c r'.

(5) A ap]icação natural z € iM --.> z//? € iW/F' é um Z,-morfismo sobrejetor.

A Z,-estrutura ]V//? denomina-se produto reduzido da família {Mi : iC /} pelo filtro F'

Se r' é um ultrafiltro em /, M/f' é o ultraproduto dos A/i pelo filtro F'. A notação usual
pala produtos reduzidos é

,M Rblr

11:., ja/r'
No caso em que todas as L-estruturas são as mesmas, ]l/. = ]V, ie /, a construção corres

pondente denomina-se potência reduzida (ou ultrapotência, caso F' seja uitraflltro) , sendo
indicada por iV//F'

D

O resultado básico acerca de ultraprodutos é o seguinte

Teorema 2.23. (Lós) Se {/W{ . iC /} á wnza ./amüia de L-esiruí ras fadas não DazÍas, ]W :
H:;, M. . F' d ««- «/f,aá'/f« .«. / # Ü , P-« /.d- .M,«-«/« 'P(-,:, . - . , -,,,) .«- Z:. . f.d. f € ]1/«

''; M IP :f b
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w,wkç'ly/r'l {jc /; : F::ç:'l=({)1} c r'

Prova. Veja Teorema 4.1.9 (pag. 217) em ICKI ou Teorema 5.2.1 (pag. 90) em IBS)

0

Acrescentamos que a equivalência acima é verdadeira para produtos reduzidos em geral (F'
é filtro) se nos restríngimos a fórmulas ç:'(ui, . . . , z'«) que são existenciais positivas.

Se ]V é um L-estrutura, / é um conjunto e f' é um filtro em /, há um Z,-morfismo canónico.
denominado diagona[, de ]M em M'r/F' '

ado por 8(.z) = <a>/r'
que leva a C JV na classe da /-sequência constante de valor a. Do Teorema 2.23 obtemos

J

Cora\âr\.o 2.24. Se U é um zltrü$ttro em l evttão o L-moTjismo dia.gonctl, õ : M ---> Mi/U,
á vmü L-imersão elemeTttar.

D

Será importante mencionar os seguintes resultados fundamentais sobre ultrapotências

Teorema 2.25. (D. S Scott) Se ./ . JV - /.,-mor$smo, são eq áua/e zfes

Ç\) f é uma L-imersão eteTnentürl

P) Existem, um conjunto 1, uln ultrü$1tro U em l e zma L-imersão etementa,T
g : N ---+ Mi/U tais qze o segui,nte diagrama é contutütiuo

M: /U

onde õ é o L-mor$sTno diagonal.

Prova. Veja Lema 8.1.3 em lnsl

n

Teorema 2.26.(Kiester-Shelah) Duas L-eslr furas são e/emeniarmeníe eg ua/entes sse têm
u,ltrapotêncicts isomorfas.
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Prova. Veja Teorema 6.1.15 (pag. 398) em ICKI ou Teoremas 7.2.5 e 7.2.6 (pag. iS01 emrBSI ]4. ' '

Q

2.3 Limites em L-mod

Teorema 'Z.2'7. Seja. L u,mcl ling'uügevi\ de T)rimeil'a. ordem com igualdade.

aJ ,4 categoria L-mod á corno/eZa.

)) Sejam .l: u,wlü categoria pequena, D u,m .[-diügrctma em L-n\od e ]im D o seu tim,ite. Seja a
imü sentença erra L, logicamente equiuateTtte à vala conjunção $TLita, de sentevtças da. form,ü
Mx (v]© -+ P), onde $ e V são positivas e livre de qu Ttti$cadores. x' Ente,o,

v'Íc oóuP), o(í) F::''' :+ /.Í!«n l:.'o(í) l:: .'

Prova

a) Utilizaremos o Teorema 1.47, verificando que L-mod tem produtos e equalizadores
L-mod possui produtos de qualquer família de objetos.

Por 2.20,

]jb!:lljjladores em L-mod : Sejam Z) = (.4
/

g
Z?) L-morflsmos. Definimos

E = {« € A : ./'(«)

Se c C ct(L), cz =a./ c" C B. Além disso, se «, € op(n, L) e ã C E", temos

/(«,"(ã)) = «,B(./'(ã)) = «,B(g(ã)) = g(«,"(ã)),

e E é fechado em relação à interpretação dos símbolos funcionais. Para R C re/(n, Z,), seja
Ra = /? n B". Então, a imersão canónica, z7 : E ----> A, é uma Z,-imersão. Além (lasso,/ como
./ ' a - g o z7, (E; {z7, / o q}) é um cone sobre Z) em L-mod. h/lostraremos que este cone éo
equalizador de (/, g).

Seja /z : C ----..> H um É-morfismo, tal que g o /t = ./' o À. Note que esta equação implica que
para todo z € C', /z(z) C E. Definimos Õ : C'----> E por z -> h(r). Está claro que Õ é a única
função tal que A = 77 o /3. E fácil verificar que 8 é uma L-morfismo, como necessário.

taNessa apresent.ação a prova depende da Hipót.ese Generalizada do Cont.írluo (HGC)
';Veja 2.4.(el.
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b) Faremos um esboço da prova, omitindo detalhes.

Sejam

Z) : Z ---..>L -- mod

um Z-diagrama em L-mod e

(í --b .j) -> (o(í) eB o(.J))

( M -b o(i) í c Obj(z) ) livn l)
um cone !imite de D

Sejam E e ll os conjuntos de fórmulas ç'(ui, . . . , u.) em L definidos pelas seguintes cláusulas

ç'ex # uc M'", (m'k'pl31 # o({) F:ç::'lÀ;(J)l);

'p cn # wc w",(o(á) k'plÀ.(i)l ::> M'F:::ç'l31).

Então pode-se verificar que

+ Todas as fórmulas atómicas estão em E;

+ 'P, p c E :+ 'P A 'p € x;

#d' C ll,ç'C E:+ VzV'C lle@-.>pC ll
Está claro que o resultado desejado segue dos enunciados acima

D

A seguinte caracterização conjuntística de limites de Z -diagramas é útil

Corolário 2.28. Sd«m Z) : Z ----.+L--mod ; (á --b .j) -> (Z)(Í) elg n(.j)) wmZ-
dí"g"«.« .m L-mod . ( M -=$ O({) : iC Ob.j(Z) ) «m ««. «Ó« O. O««sid'«m« À =

(À{);e,. « 'íní« /w«çã. de M p«« H Z)(í), Z«/ q«. «-; . À P«« «d« iC ObfZJ . E«Íã",
W é Çisomorjo ü] Itm D sse ' ' ' '

l/í«- il . Á i«.«g.m d' À 'm H D(ã) é . ««J««'.

{« c H o(j) .' p«« í«a« ./z«À« a. z , (i --b .j) , z'«''« ./'.(«';(«))

l/Í«. 21 . S. 'P(«:, . . . ,««) é «.« ./b«m«/« «Zóm{« .m Z, . S € M",

JW' 1: Ç'l31 + V j C 0ÓjrZJ , 0(i) b 'PIÀ;(3)l
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D

Agora discutiremos limites para morfismos de Z-diagramas em L-mod.O contexto geral para
este assunto foi exposto na seção 1.2.5 do Capítulo ar)tenor

Explicitamos abaixo a definição da categoria Díagn(L -- mod) (ver definição 1.52) , onde Q

é a subcategoiia de Cat com um único objeto Z e uma única flecha. /dZ : Z-----#Z . As proposição
que se segue é a 1.54, no corltexto aqui considerado.

Definição 2.29. Soam < /, $ > um co Ü n/o parcía/benze ordenado e

o = (n(i);{./;, .'i.$.j}) ' E = (1;(í);Íg{, .'í$.J})
l-diagrawtas ern \J-xnad. Um xnaltxsnlo, h : D ----} E, covtsiste de u,lna füTrLítia. de L-Trtor$sntos,

-----+ Eli), i e: {, t«l q«.. p«« i Ê j e« 1, o s.g«,i«.te di«g«m« é co«ut.«ti,«.
"= F \UI # '

h,i : Dl~i)

0({) .!Ü-----'" nçjb

E({

E --b

/z,'

Est(l claro que Idn = ÇldntiÜiel é urn, VTtor$sm,ol se D -b:-+
di,agramas, então

G são morPsmos de i

k o A çk. ' h,.):::
é wm in.Or$SITIO de l-diügraTnüs

D

Proposição 2.30. Se/a A
um único Z,-rnor$smo

D ----+ E um mor$spn,o de l-di,agramüs elll L-n\od Então existe

lim h : tim D .----+ lim E

Lat qKe pa,ra. todo ie 1, o SegUiTtte di.agiam,a é comutati,uo

li. n----L D(::)

lim,h

'É-- e{

E({)

onde di e ei são os L-mor$smos canónicos que ctcoTítpavthüm os liTrtites de D e E
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Prova. Está claro qtJe </árn Z); {A{ o d{ : i C /} > é um cone sobre EI a propriedade universal
dos limites garante a existência e unicidade de /ám /z.

n

2.4 Quocientes em L-mod

Definição 2.31. Sda ,4 wma L-esfruf ra. Uma re/ardo de equipa/êncÍa 0 em ,4 á uma .L-
congruência se ./br u7"a congraência co"'' raspe ío a fadas as É-ope«iões, isto 'í, se «, C op(n, Z)
ezl ... znlyl ..,yrzC.4n então '* ' '

z, 0 y.Í, l .Ç .j $ n :+ «,M(ZI, , ««) 0 w"(Z/: , . . . , g/«)

n

l.unia 2.32. Se f : M - é uwl L-morjismo, de$nimos

P/ «,y> C M' .' ./'(«) = /(g/)}

Entiio, 0Í é u,ma. L-congruênciü em MI

Prova. Suponha que w C op(rz,L) e que z:,. . .,z«, Z/:,

l .Ç .J $ rz. Então, do fato que / é um Z,-morfismo vem

/(w"(F)) = «,'''(./'(R)) = «.,''''(./'(g))

mosto-do que «,M(y) 0.Í «.,m(?7).

,Z/. C .ll/" são tais que zj 0.r y.j,

/(«, '" (g) ) ,

n

Proposição 2.33. Sda A uma Z,-esfrufura e 0 zlm L-congrwéncia em ,4. Então, o corÜunfo
q./0 de classes de eqKiualênciu de A por 0 torna-se uma L-estrutura, da. seguinte forma :
(1) r'«« C , Z(n, Z,) . E € d",

.a,'p 1: Rlr/al ] i7 € .4" ía/ g e yx; 0 zx;, l $ A .$ n
' A F:: VIVI,

o«-d''t/0 *«lo h

(2) P-« «, C OP(«,-L) ' f C H", «.,"/'(E)

(3) F'«« ' C ct(L), ."/' = c",4

]om esta L-estrutura, a fwnçãa quociente canónica, vo : A -----.> A/0 é um L-mor.filmo. AléTn
ôsso, se .i : A ---+ bí é uln L-marxismo e 0 Ç 0Í 1.'2.32'), existe unl único L-Tnor$sm,o,
f : A/0 ---} M, tül que o seg iTtte diügrümcl é com,utcttiuo : '

«,"(=) ,# .
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=y----- d,,w

Prova. As aplicações em (2) estão bem definidas pois 0 é uma congruência em relação à todas as
operações em L. Além disso, (2) implica que ao preserva todas as L-operações em ,4, enquanto
que (3) acarreta que a interpretação das constantes também é preservada. Por fim, a condição
(1) garante que a interpretação das relações são preservadas e portanto n-o é um L morfismo.

Se ]W é uma L estrutura e / : H -----} /W é uma Z,-mornsmo, definimos, para z C Á,
jt=]o] = .f(=b.

Como é? Ç 0.r (2.321, / está bem definido. Se R € reZ(n, L), suponha que ,4/a 1::: Rlr/01. Então
existe i7 € ,4" tal que .4 f::: alPI e zA 0 yk, l $ k $ n. Como / é um Z-morphism, concluímos
que

M 1::: el/(Í)l.
Mas zk 0 yt e 0 Ç 0.f implicam que /(ZÀ;) = /(yk), l .É é $ n, e assim

M 1: al./{E/o)l

como necessário. Está claro que para toda constante c em Z,, .f(c'1/0) = cM
operacionais o argumento é análogo. A unicidade de / é imediata.

Para símbolos

D

A L-estrutura Á/0 definida em 2.33 é o quociente de .4 pela congruência 0.

Evidentemente o conjunto das congruências sobre um L-estrutura ,4 é um conjunto fechado
por interseções arbitrárias, portanto a todo subconjunto X Ç Á x Á podemos associar 0x, a
congruência gerada por .Y, que é a menor congruência em 4 que contém X.

2.5 Colimites em L-mod

Mencionamos que a categoria L-mod é cocompleta. Uma prova pode ser feita utilizando a
versão dual do Teorema 1.47, i.e., verificando que L-mod possui coequalizadores e coprodutos.

Coequalizadores de pares paralelos de L-morflsmos (M =3 N) são construídos coiJsiderando-se

o l,-morfismo quociente no : N----->/V/é? , onde 0 é a congruência em N gerada pelo conjunto
X(./,g) = {<./(m),g(m)> : «. C JM} Ç Ar x N. A construção de coprodutos é um pouco mais
técnica e nã.o será. nec.essa.ría. neste t.rabalho.

g

No resto da seção estudamos um tipo particular de colimite em L-mod que será muito útil
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Teorema 2.34. Sejam l~ l,'Ê ) u,m conjunto parcialmente ordenad,o e dirigi,do e L umü tinglagem
le privei,ra. ordem com ig'unidade

ü) Todo l-diagrama em L-m.ad tem cotimite.

)) Se D é 'ürn l-dia.grümct em, L-m.ad e a é u,lna sentença em L, logicamente eqqiualente ü ulncc
;oTijlnção $nita de sentenças da, forma H= ('Ü -+ ]Ü'P), onde 'b e 'P são positiva,s e ti,ure de
quüTtti$cctdores LS , então

v' í € /, n(i) k .' :+ @ o F:: .

Prova

a) S'ja .4 = 11:., Z)(í) = Ui;/ Z)(i) x {i} a união disjunta dos Z)(i). Temos funções c.«õnícas,
w{ : Z,)(Í) ----> .4, z H <z,i>. Como/ é dirigido, a prescrição ' '

<«,ã> =<y,J> + ]k2. i,.Jt;lque.ÊA(z)=.&k(y),
define uma relação de equivalência = em .4. Sqa

G' = {< z, á >/=

o conjunto das classes de equivalência de =. Note que para uma constante c em Z) temos < .-o({) , á >
= <c"tJJ,.J>. Interpretamos L em G' da seguinte forma : Para n ;. l e E C G", '

= < <«-,Í: >/=, . . . , < z«, {«>/= >,

< «, á> € .4}

de6nimos

i) Se C ,'/(n,Z), então G' ]: X]3] sse

] A ? á-, . . . , á«, tal q- O(k) f::: RI./}.k(«:), . . ., Ê.*(««)l.
, i. e definimos wG(y) como a classe de equivalência doii) Se «., C .p(n, Z,), tomamos A ? á.,

p'' <"o(*)(Ê:*(z.), . . ., ./k.*(:««)), k >.

iii) Se c € cf(-L), ca =<co('),i>/=
Uma vez que / é dirigido, as construções acima são independentes de representantes e da escolha
de índices utilizada acima. Além disso, a composição da função quociente, .4 ---+ G', com as
funções m{, define L-morfismos a{ de Z)({) para G, fazendo de (G', {ai : í C /}) um co-cone sobre
D. Se (N,; {gi : i C /}) é um c'-cone sobre Z), considere A : G' ----} JV dada por A(<z,i >/=) =
gi(z): é fácil verificar que A é uma função bem definida, que é Z,-morfismo e é único Z,-morfísmo
tal que A o a{ = gi , í C / . Portanto (G'l {a{ : i c /})) é J?m Z). A prova de (b) pode ser obtida
pelo mesmo método usado para limites em 2.27.

Q

Observação 2.35. Os Teoremas 2.27 e 2.34 implicam que subcategorias (plenas) de categorias
L-mod como a dos grupos, dos anéis, das álgebras de Boole, . . . e seus homomorfísmos são
fechadas por todos os limites de diagramas pequenos e por colimites de diagramas filtrantes.

Por um resu]tado de H. .]. Kiesler, os itens (b) de 2.27 e 2.34 são os melhores possíveis, isto é,
Inveja 2.4.
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sentenças que dão forem dos tipos indicados podem não ser preservadas por limites ou colimites
dirigidos.

Q

Proposição 2.36. Sela Z,) = <Z,)(i); {./;.Í : i $ .J} > wm /-diagrama em L-mod, onde < /, $ > e'
parcialmeTtte ordevta.do e dirigido. Seja Ç M, \f. u. ç: I'\ b = liTn D. ETttão

ü) Se cada fij é u,m.a L-ilttersão, o mesmo é uel'dado pa,ru f., ie i.

b) B-:sk\) Se c«d« f:j é «m« im«são eteme«t«, . m«mo é «e«d«d,. p"" f:, i ç: l

Prova. O item (a) é imediato. Para (bl, utilizamos indução na complexidade das fórmulas

0

Os resultados correspondentes a 2.28 e 2.30 para colimites são os seguintes

Corolário 2.37. Sda Z) = (D(í), {./;j : í $ .j}) um /-dÍagrarna em L

mente ordenado e d rig do. Um co-cone em L-mod sopre Z), <(.71 {a }ie/
D sse ueri$ca üs seguivttes condições

G 0(á)) .' i C J'}

Se VÇu\. . . . .u.,') é um,a fórmula cttõmica em L e g € G" ,

Í ] € / ' C D(#)" f«/ q«.

'l .. = ak(«.), l $ P .g n,

1 . n(A) k 'FIEL.

mod, corri / rareia/-

p, é Çi,se«torto Ü ttT

1«/i« ll
lco/;m 21

c' k 'plil

D

A proposição abaixo é a dualização da proposição 2.30

Proposição 2.38. Se.jam </, $1> zlm conlwnfo orderzado dírãg do e h
de l-diagramas em L-ntod. Então existe wm único L-mor$sTno

ti,m h : lil-n l) ----+ lim E

tal qu,e para todo ie 1 o sega,iltte diagrama é comutüti,uo

D ---'? E uln morPslno

D({) -----&

À.-

1,4,m, E
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onde di e ei são os L-mor$smos qüe acompanham li'rlt D e lim E.
« C D({) .ã. f«{s q«.d;(«) =X, .«tã. ' '

Para X € ttm D, se i C l e

z.iT ã(x)

Além disso, se cctda hi é u,ma L-imersão, o mesmo é erdade para li'm,h
---+.

B

Há uma ligação entre colimites filtrantes e produtos reduzidos que será útil na prova do
Teorema 2.50. Antes do enunciado e da prova estabelecemos alguma notação.

2.39. Sejam Z, uma linguagem de primeira ordem com igualdade, / um con.junto não vazio.
{Mi : í c /} uma família de L-estruturas não vazias e JI/ = lllic/ iMi o seu proliuto'(2 20)'

(1) Para J Ç /, seja JWl; = H:f.J MJ; ''

(2) Se J Ç Ã' Ç /, há uma L-morfismo canónico, nx'J : 7MIÃ -----> iMIJ, que esquece as coordenadas
fora de J, isto é, para z C /MIÀ, aÃ'.l(z) = zlJ :*. Note que

(*) «-ii = .rdw., e JÇÃ'çK' :+ «wi = "Ã'i'"n'K
As projeções canónicas, n{ : iW ----} yt/i, correspondem à a/{i}.

(3) Fixado J Ç /, definimos # : 7t/IJ x iW z > --} s # #, onde

Í s(á) se i C ./
s# zfZ.} = <

l «(i) se { g J.
Note que J = /, a operação # é a projeção na primeira coorderlada. Equivalentemente, para
cada # € M, a função (.) # z : M -----} .íl/ é a identidade.

Seja / um filtro em /. Então, <.F, Ç> é um conjunto parcialmente ordenado e dirigido
para baixo (1.1) pois se J, Ã' C /', então J n Ã' C .F. Consequentemente, /''', o conjunto
parcialmente ordenado oposto de < /, Ç > (1.2) é dirigido. Consideremos

.'U ; {«Ki : J Ç Ã' e J C /});
Por (*) em (2), -/t''{ é .F''-diagrama em L-mod, na realidade um sistema dirigido sobre .F'z' em

L-mod (1.41.(3)), o sistema dirigido associado à família {JMi : á C /} e ao filtro .F em /

n

Proposição 2.40.H Soam Z., wma /{rzgz&agem de prime ra ordem com ágz6a/Jade, / am corÜwnío
-tão vazio , \.Mi : iC i\ Iria famzüiü de L-estruturtts não vazias e F Km $1tro em 1. Seja

,'U = rjVIJ,' {a'/..J .' J Ç Ã'

o sustenta dirigido sobre :FOP a,ssociado ü ja'míliü \Mi

= ]'ll,:, JW . i9

' J € /'1J

i € tl e ao $ttro F caIR em'2.39. Então,

17Em particular, MI/ = ,1/.

i8Lembre-se que z é uma função de /{ em UACK Jt4A
j9Assim, o limite do F"-diagrama M em L-mod é a Z,-estrutura produto (2.20).
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ó,l /ám z\4 é rzaíura/benze L-Ísom07P' ao proa?zÍo reduz do 11{./ iVi/7 (2.22)

Prova. Adoramos a notação em 2.39. Em particular, M = File/ Wí é a Z,-estrutura produto
O item (a.l é imediato, posto que / C .F. Na realidade

/:lp .'u {«'.. : J ç /}).

Para (bl, flxemos f C M. Dado J Ç /, definimos pa : MIJ ---+ M//, dada por

«,J(.) * f)//'.

Fato 2.41. Soam J, /\' Ç /, com J C .F

a) A função L,l indepedende do elemento t fixado em M e é xim L-morhsmo

b) Se J Ç K, o seguinte diagrama é comutatívo

'r/ J > JM

M/F

Prova.

al Como J € /, se z C 7W, erJtão segue da definição da operação + em 2.39.(3) que para todo s

J ç {àc/
e portanto este último conjunto está em .F

~: * ÜlJ:

como desejado. Faremos a verificação de que pJ preserva as operações em L, omitindo os detalhes
p'r; símbolos relacionais e constantes. Se «, C op(n, L) e g C M), então

(Í) uJ(«.,W1'(3)) = («,mi'(J) + f)//';
lí{) Por 2.22, «'W/''(uJ(g)) = «,m//(si + {//, . . . , s« * {//)
Assim, para mostrar que l/J preserva u é suficiente verificar que

(1) (wM1'(3) # f)//' = «.,m(sl # {, , .. , s« # [)//'.
Da definição da operação + em 2.39.(3), do fato que a/J é um Z,-morflsmo, juntamente com
«-/ilsk # íl = sk, l $ É $ n, obtemos

«/J(«'"(;: *Í, . ,'.* f)l = u&/i'(gl = «-fJ(«;"'i'(3) *{).

Assim

+ t. . . . . s« + t)IJ:' .

, &/IJ r-a\" \'/

Logo,se
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Ã' /:(«.'"('-*Z, ...,'«*t))(j)(3)*Z)(.)}

então J Ç Ã', estabelecendo (1). O item (b) é imediato a partir das definições.
O Fato 2.41 garante que

Wlr = ÇMjr'. s.«J

é um co-cone sobre o diagrama ./\4. Devemos mostrar que este co-cone é ZÍm ,A4. Seja

J € /'})

um co-cone sobre ./\4. Como iMI/ - À/ temos que p/ : .WI/ ---} M//' é um L-morfismo sobrejetor,
portanto basta mostrarmos que existe algum morfismo de co-cones em L-mod de 71///' para A.
Dado z € M, definimos '

; € J':'})A = (A; {ÀJ

Suponha que y € JW é tal que z//' = y//', isto é,

= {j € / : «(i) = y(j)} c /'.

Como o diagrama à esquerda em (11) é comutativa e «/J(:«) = «.rJ(3/)

P./

A A

Mlr

(11)

obtemos

À.(y) (3/)) = À.(«'«(«))

mostrando que o valor de ./ independe de representantes. Como toda classe em M/.F é a classe
de um elemento de iM, está definida uma função

Mjr ---> N.. jk«lrb À.(«).

Se J Ç / e s C JVl; temos

À.(' * t) (' * t))

pois n.r.l(s # t) = s. Logo, para todo J Ç / o diagrama á direita em (1) é comutativo. Para
completar a prova, resta verificar que ./ é um Z,-morfismo. Faremos isto para relações em /,,
omitindo os detalhes para símbolos funcionais e constantes. ' '

/( «. (.) )

Se R C r'e/(n, L), F € M" e ]M// 1:: XIF//'l, por 2.22.(4) obtemos

{j c / : .w; 1: xl=(j)l} c .r.

Por 2.20.(b), isto significa que JWIJ 1::: Rla-/J(F)l. Uma vez que À; : yMIJobtemos ---.> A é um Z,-morfismo.
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(iii) A 1:: alÀ.(«/.(r))l.
Agora, a definição de / e a comutatividade do diagrama à esquerda em (11) fornecem

./'(f//') = À/(z) = ÀJ(«'/Jlr))
e A 1: RI./(E//)l é consequência imediata de (111). O atem (a) do Fato 2.41 garante a naturalidade
da construção, justificando a sua inclusão no enunciado e completando a prova.

Observamos que se ,A4 = (]1/IJI {n-À-i : ./ Ç /\' e J € /}) é o sistemadirigido da

proposição acima então a Z, estrutura /im .,\4 parece ser a noção "fundamerltal" de produto
reduzido (ou ultraproduto, quando .F for ultrafiltro) pois é esta estrutura que sempre satisfaz
o teorema de Lós e sua versão para produtos reduzidos (ver 2.23 e comentário subsequente) ao
passo que, se permitirmos alguma estrutura vazia iMJ na definição original de produto reduzido,
tomarmos algum filtro tal que {.j} g .F e considerarmos a sentença "eu não sou a estrutura
vazia" : ]uo(t'o = z'o) , temos que HÍ:, /Vi//' é vazia mas {z C / : /Mi é vazia } g /'

U

2.6 Morfismos Puros

Nesta seção apresentamos algumas propriedades fundamentais de L-nzor$smos poros, impor.
tentes em todo trabalho.

Definição 2.42. Sela L uma /ing agem de primeira ordem cam água/dado.
./ . M ----> A', ó puro '' p-« {.d« 'P(«:, . . . ,«.) ç ]'h(L) . ã C M"

M F:: 'play + /v 1: 'pl/al.

Um L-mor$smo,

n

Lema 2.43
L-«lor$smo.

Sejam L 'ümcc lingaügem de primeira ordeTn com igvütdade e f M -----+ N um,

a) As seg%antes conde,ções são equivalentes

1.1 ) f é xm, L-mor$smo l)prol

(2) F'«« f.d« 'P(«-, . . . ,«.) € ]'''(L) . Í.d. ã C M",
(31 r'«« z.a« V'(«:,...,«.l c pp(L) . f.a. ã c w",

b) Todo mor$smo paro é umcl L-imersão.

c) Toda L-ilrtersão eleTítentar é pura.

/v ]::: 'p]/a]

N 1: 'PI/al

:+ M k 'play ,'

:+ m' F::: d'lal.

Prova

a) A equivalência entre (1) e (2) segue de 2.16.(a), já que L-morfismos preservam fórmulas
existenciais positivas. A equivalência entre (1) e (3) vem do fato que pp(Z,l Ç ]+ e do Lema 2.9
que garante que toda fórmula existencial positiva ê equivalente a uma disfunção de conjunções
de fórmulas em pp(L).
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b) Como fórmulas atómicas estão em pp(Z'), segue da equivalência em (a) e de 2.15.(3) que todo
Z,-mor$smo puro é uma L-imersão; em particular, é injetor. O item (c) está claro.

Q

Corolário 2.44. S.J« E «m ««/-í. de ..nt nç« d« ./b,m« VÍ(d'o(#) --> d,:(Í))), .«d. #,o(â'),
Ü-(/) C ]' (L). S' ]V € Mod(E), M é ««.« L-«f«*-« . «{.Z. «m L-«..$.m. P«« d. M' 'm
A', .«fã. M' c Mod(E). '

Prova. Segue imediatamente da equivalência no Lema 2.43.(a)

a
Exemplos do fenómeno indicado no Corolário 2.44 podem ser obtidos a partir do Teorema

2.50, discutido na próxima seção.

Proposição 2.45. Sda Z ama / ngwagem de prãmeíra ordem com ãgwa/dado.

u,) Sejam M --!-» N -!-+ P L-mor$smos. Então

l.\) f, g puros :::+ g o f p'prol

Ç2] g o f puro :+ J p'üro.

Em parlicu/ar, foda corefração (1.15.(d)) em L-mod é para.

)) Se f{ : Mi ---} N., ie 1, é umü família. de L-mor$smos puros, o mesmo é Herdade pura o
se produzo, rl,., .Ê . rali:/ JM, lli., JV{.

c) bS'jam (l, Ê ) um co,«ju.«to di«agido e

/U = <Wi;{./;,.'Í$.Jl> . A' = <&;lg{.Í.'i$.jl>
Lstemas dirigidos em L-ntod sobre 1. Sejaml,tm .M = ÇM ,fi) e tT.!r, .M = ÇN ,gi) os

:olimites correspoTtdentes em l.-moà.. Sejam Çhi):ei : M --+ N u,m WLorfismo de sistemas
dirigidos e lzm h4 = h : M ---+ N o L-mor$sTTto induzido nos cotimites.

çl b Se cada hi é 'puro, o mesa,o é verdade para h : M

('2) Se jij é puro, pcLra todo i $: j em, 1, evttão ji : M4 .----+ M é puro.

d) hPüra xm L-mor$sm,o, J : M ----> N, a,s seg'pintes conde,ções são aqui,batentes

11) / é p-o,'

(0)

M: /U
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P) E=i,ste lma. L-estou,tara P, juntamente com L-Trtor$srnas h : NÍ ----+ P e
g : N ----> P tül que o di,a,gra,ma à esquerda em ID) é comum,atino e h é Hm
L-mor$smo pKrol

1.3~l Existe uma. L-estrutu,ra P e L-mor$smos h : M ------} P e g : N ----+ P tais que
) diagrama à esquerda. em in) é comutativa e h é umü L-iln,ersão elemeTttar.

1.4)Existem um conjunto 1, üm ultrü$1tro U em T e um L-mor$smo
-L : N -----> Mi/U ta,l qxe o diagram.a. à direita em l.D) é comutativa, ovtde

õ é o L-mor$sírto diagoTtül de M na, uttra,potência Mi /U

Prova

al Consequência imediata de 2.43.(a).

bl Segue facilmente do item(b) em 2.20 que se P(ul,..., o«l € pp(L) e FI,...,y« € Hi:.r /V',eíltão

11;., JWi 1: 'PIFi,...,l«l sse 'VÍ € /, iVi 1:::: 'Plzl{, ..., z.{l.
Esta observação e 2.43.(a) garantem que o produto de L-morfismos puros é puro.

cl (1) Seja ]zl.. .z- ç'(ui,. . .,u«) C pp(L), or)de ç'' é uma conjunção de Hrmulas atómicas.
Suponha que para F € M" tenhamos N f::: ]zl . . . z. 'PI/z(y)l. Logo, existem t], . . . ,Z. C N'm
tais que N f:: 'PI/z(E)l. ti , . . . , t.l. Peia propriedade lco/im 21 em 2.37, o fato que < /, $ > é dirigido
equeÃ:: /&rn <hi> 20podemosencontrark C/, }7C ]Wk e <zo],...,w.> C Ar tais que

/k
(í) .Ü(g) = r;

(Ü) gk(Ã*(#))

(jii) g*(«-,) = t,, l $ P $ «.;
(j«) AÇ k 'pl4k(#);«,:, . . ,«,«l.

(*) h

JVÀ; N

Como/zk é puro,(it') em(*) imp]ica que iWA l: ]zl. . . z« 'P]]71. Uma vez que 'P é uma conjunção
de atómicas, uma nova aplicação de lco/ám 21 em 2.37 acarreta M l: ]zl. . . z« (PI.Ü(Íi)l, que por
(í) em (*) é equiva]ente a ]M f:: ]zl. . . z« 'Plrl, estabelecendo a. puridade de /z. O item (2) pode
ser obtido por método análogo.

dl Mostraremos que (1) :+ (3). Urna vez isto feito, note que

+(2)::>(il é consequência do item(21 em(aj;

# l31 ::> (2) vem do fato que imersões elementares são purasl

# l4) ::> 13) é óbvio, enquanto que (3) :> (4) é consequência do Lema de Scott (2.25).

Adicionamos a L um conjunto de novas constantes, duas a duas distintas,

Â" = {g: « € w} u {ê: b c N \ rlw)}.
ZoVeja o diagrama no enunciado da Proposição 2.38
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Seja Z,K a linguagem de primeira ordem com igualdade construída com o alfabeto de .[ e Ã.
Indicamos por Lm o reduto de LX , obtido eliminando-se do alfabeto as constantes referentes aos
elementos de JV \ ./(M). Para fazermos de iV e JV Lx--estruturas basta indicar a interpretação
das constantes em /r. Sqa ao um elemento de iV. 2i

* Se « € M, e«tão g" = «; se b € /V \ ./'(M), e«tão ê" = «.;
* Se « € M, então gv = /(«); se b c JV \ ./(M), defi«amos ê/'' = ó.
Se d' é uma sentença em Z,K, escrevemos

Ü(« 6v7R,(1)

para indicar que as novas constantes que aparecem em d' estão entre as aj com a.í
com b{ € JV \ /(M). Consideremos

{a € S nt(Lw) : M 1:::: -} U {'P C S.nf(Z.Ã') : 'P é .tâmica e N k ç'}
T(M) U {'P c S'nf(LÃ) : 'P é atómica e N 1:: ç'}

onde T(M) é a teoria completa de iV (2.18.(c)). Mostraremos que E é um conjunto consistente.
Suponha, por absurdo, que E é inconsistente. Então, já que 'r(M) é fechado por conjunções,
existe uma sentença a € 'r(M) e sentenças atómicas de ÉÃ, ç'] , . . . , ç'., verdadeiras em N, tais

E

Pi A . ..A P. F-c =o-
Com a con-«ção -tacto«;l em (1) acima, sej; 'P(«-,
l $ À; $ n. Logo

(11) '@(©., ..., «,;h., ...b.) F-. -.a.

Como as constar)tes h., . . . bç não aparecem em T o- (pois esta é uma Z,m-sentença), podemos
substitui-las por variáveis zi, . . . zq, que não aparecem nem em d', nem em -"-a, nem em uma
prova (pré-õxada) de (11). Por indução no comprimento dessa prova de (11) obtemos

a conjunção das 'Pk,

(111) ;,) }'-'. '-- .'.

Segue então da Regra ] em 2.5.(12) que

(lv) ];: . ;, 'É(a., ... , «,) F'-c -- '''.
Observe que ]z. . . . z, 'Ú(gt, . . . , a,) € Self(Lm), como é o caso de o. Uma vez que V' é ve.dedeira
em /V, lembrando qua! é a interpretação em .IV das constantes do tipo g, a € M, temos que

7v 1: 'PI./'(«:), . . . , ./(«,); ó- , . . . , z,,l

ou seja N l:::: ];i. . . z. d'l./'(a-), . . . , ./(a,)l. Como ./ é um Z,-morfismo puro, concluím.s q..
M F::: ]'-. . . .. V'l«i, . . . , «,l,

isto é, ]zi. . .z« 'P(g4., . . . , a,) está em 'r(M). Mas isto é impossível, pois juntamerlte com

([V) imp[icaria que T(]V) é inconsistente. Assim, E é consistente e portanto, pelo Teorema da
Compietude (2.13), existe uma Z;K-estrutura r' tal que

pise M = ü e / for puro 'ntão também JV = © ( senão Xf:: ]uo(uo = uo) fogo Jt/l: ]uo(z,o = uo) ) , portanto
.f é isomorfismo (vazio) e a condição (3) é imediatamente satisfeita
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/:' F::: E
Como T(M) Ç E, segue de 2.19.(c) (e do comentário sobre a sua prova) que a aplicação

/} : M F', dada por Ã(.z) = gP
é urna L imersão elementar. Resta agora definir o L-l-norfismo g : Ar ----} F' que faça o diagrama
em (21 comutar. Como / é «ma imersão (2.43.(b)), se :« € /(M) existe um único a C ik/ tal

que z = ./'(a). Assim, a prescrição

(v) r g' se « C ./'(M)

1. Z' se « € N \ ./'('W),

define uma função g : JV ---..> /'. Para mostrar que g é um L-morfismo, seja 'P(ol, . . . , u.) uma
fórmula atómica em L e suponha que para E € Ar" tenhamos N 1::: FIEL. Podemos escrever a
sequência< zi, . . . , z. > na forma

,««> .r(«:),. .,./(«,);Z,:,...,6,>, comp+q

Portanto, tendo em conta a interpretação em ]V das constantes g, a € 7W, obtemos

N b 'P(u., . . , a,; Q}, . . . ó,)

b.) € E. Como P é modelo de E, segue que

< «:,

isto é, 'P(9.,

p 1:: 'p(u.,
ot] sqa

/:' F::: 'pln.',
Mas então a definição de g em (V) fornece P f::: 'Plg(f)l, mostrando que g é um L-morfismo
Finalmente, para verificar que /z = g o ./', note que se a C 714, então

g( ./' («) ) A(«),
completando a demonstração.

D

Definição 2.46. Sela f' . Li-mod ---> Lz-mod um ./hníor, onde LI e Z,u são /[nguagerzs de
primeira ordem com igualdade.

aJ f' preserva ultrapotências se para boda Z,i-esfr?ztzzra M', lodo corÜwnfo / e lodo u/[ra/i/íro
U em !,

F dia o dia.gl'üma M -!-+ Mi /U no diagrctTTta FÇh/ib --!-} FÇN'ijl/U

onde 8 é o marjisTri.o (diagonal. Ou seja, existe urra La -lsomor$sma lctt r l h
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F(.M) F'(ã) F ÇM: lub

h : F ÇM: IUb ----> FÇMbi/U, q«Le Jaz

COTTmtCtti,uo o seg'uinte diagrama

FÇM )i /U

ÓJ F' p"s'r'''a imersões elementares ;. pa« foda Li-Íme«ão e/ «.enf-, M --L JV, F'(/) á
uma Lz imersão eteTítentar.

c2 F' p"eserva imersões puras se para todo Ll-mor#smo paro, M -:C-> JV, F'(/) á u«a Z,2
morpsmo p'uro.

n

berra 2.47. Sejapríl L e L' tingzügens de pri,Fileira ordem, com igualdade e T e T' conjuntos de
sentenças em L e Z', respectáoamenZe. Se F' .' Mod(T) ----} Mod(7'') e' wm/untar, consideremos
as segqiTttes condições

l.\ b F preserva 'ü\trüpotência,s;

Ç'Zb F preseruct ilnersões elementares;

(3) r' preserva ámersões paras.

E«Íã.; (1) :> (2) :+ (3)

Prova. Por 2.43.(c), temos que(2):+(3). Para(1)::>(2), suponha que/ : ]V
Z,-imersão elementar. Consideremos a linguagem Lm gerada adicionando-se novas constantes
g, a C M, como discutido em 2.17. Então, M é naturalmente uma .LW-estrutura, com

Seja < MI {g : a C /t/} > essa extensão de M a uma ZW-estrutura. Fazemos de JV uma Z,m-
estrutura, definindo

g''' («), « C M',

indicada por < JVI {./(a) : a C M} >. O fato que / é uma Z,-imersão elementar acarreta

<M; {g: «C M'l> =L. <N;{/(«): «CJ }>

isto é, ]W é LÀ/ elementarmente equivalente a N. Pelo Teorema de Kiesler-Shelah (2.26) existe
um conjunto / e um ultrafiltro U em / tal que

Mt IU ê Lu-\somar:io b. Ni IU.

Seja g : ]W//U -----> /V//U um tal Z,W-isomorfismo. Levando em conta a interpretação das
constantes g, a C JM, vemos que o quadrado abaixo à esquerda é comutativa
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FÇM) PÇf) p'lv)

â 8 á 8

M:jU ;v'/u FÇN'l ): IU
F'(g) 'FÇN):jU

onde (í indica. os morfismos diagonais. Como F' preserva ultrapotências e g também é um L-
isomorfismo, o quadrado acima à direita é comutativo, com F'(g) um L'-isomorfismo. Já que os
morflsmos diagonais são Imersões elementares, é imediato que /?(./) é uma Z,'-imersão elementar.
como desejado.

B

2.7 Estruturas Profinitas e Ultraprodutos

Nesta seção apresentamos uma vasta generalização do Lema 4.4 em jlKMISj para a categoria
L-mod, onde L é uma linguagem de primeira ordem com igualdade, que permanecerá fixada em
tudo que segue.

Definição 2.48. Pma L-esíruiura M é profinita se e' Z,-Ísomorl/a ao /ámífe de um s síema
co$ttrante de L-estruturas feita sobre Km, coT\ju,nto parcialmente ordena.do e dirigido.

D

Observação 2.49. Se P é uma Z,-estrutura profinita, existe um conjunto parcialmenteordenado
e dirigido, < /, $ >, e um sistema cofiltrante de L-estruturas íillilea sobre /,

,'w {./){ : j $ .J})
tal que < F'l {À{ : á C /} > = /zrrz .A4. Pelo Corolário 2.28, podemos considerar P como subes-

trutura do produto M = 11;./ Mi, isto é, existe um L-imersão natural
L : P -----} Mi

tal que para todo i € /,

(B) Àt := a'{ 0 6
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onde ni M é a projeção canónica. Além disso, segue de l/{m ll em 2.28 22 que

(b) VFC/:'eVAe/, .JCk' ::> ./)k(«j)
Como observado em 2.22.(5), se /' é um filtro em /, para cada J C .F temos um Z,-morfismo

natural

::+

['J : iMIJ ---} M//', dado por z F----> z//',

onde M/.F indica o produto reduzido File/ iwá//'.

n

Com estes preliminares enunciámos o

Feorenta 'Z.5Q. b L-estrKtzrüs ,pro$rtitüs são retratos de u,ltraprodutos de L-estruturas $nitas.
De forrrtct m,üis precisa e com a. nota.çã,o em 'Z.49, seja,m 1~ 1,<. ) u,m, comi'unto parcialmente onde
na,do e dirigido e

zU M;; ./): .' j .$ J})
um sistewLÜ co$ttrunte de estrut'tiras $TtitüS sobre 1. Se lim .M
L-m,or$smo da,do pela composição

p --b ]'l,., jK -!b ll..,j%,©,
é "«.« c.«[«çã. (1.15.(d)), .nd' U á «« «/Z,a#/í« dá,ibid. 'm / (1.4.(.))

<P; {À. i € /} >, então o

[

.wi ': ]] M./UÍ€/

Pro$nitos e ltraprodutos de anitos

Prova. Pelo Lema 1.6.(a), existe U € t//t(/, $)'1 a prova será feita fixando um tal ultrafiltro
Seja M = llic, JM. a L-estrutura produto dos Mi.

Pela Proposição 2.40 (e com a mesma notação), sabemos que

M/U M./U é Z,-isomorfo à ZJIT (MI.; {«K. : J Ç Ã' e J C U}).
Vamos utilizar este fato para construir um L-morfismo 7u tal que

'l' . Ç.«: .Ü
o que completará a prova. Como U permanecerá fixado através da prova, passaremos a indicar
,yu por "y- A prova é longa e será feita através de vários Fatos. Além disso, estão em pleno vigor
as convenções notacionais de 2.20 e 2.49.

22Com { = À
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Para / C U, í € /, F C MIJ = ll.Í.J MJ e y € /M{, definimos

b,;(E,y) ={.jciní': ./).(«j)=v}

Fato 2.51. Param C U,{ € /,fC /WIJ ey,z € iV{,

a) ; # # :+ v)..(F,yl n h,,(f,;)
b) / n í' h,i(r,y). "

/:'roda. O atem (a) é consequência imediata do fato que ./)i é uma função. Para (b), peia definição
de t'),ilf, 3/) é suficiente mostrar que o lado esquerdo de (b) está contido em seu lado direito.
Mas note que se j € ./ n {', então ./){(r.Í) C JU, como necessário.

D

Fato 2.52. Para para cada ./ C U e ie /, ex;ste um L-Jnorâsmo

'yJ,{ MI. ----} Mi

ta! que

-)SefCMI.eyC M,e«tão '.,;(f) = y s« h,.(Z,W)cU
b) Se J Ç K são elementos de U e { € 1, o diagrama abaixo à esquerda é comutativa

sse

""'' : jVIJ MI 'J,*

c) Para J € U e { $: k em r, o diagrama acima à direita é comutativo.

d)Paratodok € 1, ll:ho L - TRAI,ondeTk : M---+ MK éaprojeçãocanÓnica.

F'roda. Uma vez que U € U/{(/, $)', temos que ./ n {' c u (1.4.(c), 1.6); como este último é
um u]trafi]tro e Mí é anito, 2.51.(b) implica que existe um único y € A/i ta] que b*{(Z, y) c U
De$nimos

"yJ,;(y) = o único y C iU tal que h,{(E, y) € U

Está claro que o item (al está verificado. Devemos agora mostrar que 'J.{ é um Z,-mor6smo. Para
facilitar a leitura, se ./ C U, indicaremos as interpretações dos símbolos de Z, em /WIJ por um
expoente J. Assim, se c é uma constante em L, utilizaremos cJ no lugar de cMIJI analogamente
para. símbolos funcionais e relacionais.

daLI indica união dÍslunia
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# Seja c C cí(Z')l lembremos (2.20) que cJ é a sequência <c&/' > C A/IJ. Assim, como os ./){ são
Z,-morfismos, obtemos

h,.('','"') Jni-:./),('/) :./):(c"') = Jní--*

que está em U. Pelo item (a), 7;,i(c') = cm', como desdado.

+ Seja u um símbolo relacional n-brio em L. Se =í, . . . ,=« C (iWIJ)" e .J C J, por 2.20 temos que

(i) «.,'(f-,...,z«)(.J)(«.J, . . ., ««j).
Soam

y' = 7.,.(E,),
; (y:,. . . ,y");
b (E:,... ,E«) (e Mf.).

l $ P $ n;

Mostraremos que

(2) n;.: yJ,;(z,, y') ç h,;(A, ,).

Se J C n;.. h,{(a., y'), então a definição de b,{ acarreta

(3) V l .$ P $ n, ./l;(«.j)
Como os ./){ são Z,-:norflsmos, (1) e (3) fo,tecem

./).(A(.J)) = Â.(«,"''(«-,, ..-, z«,)) = «.,":(./);(«:,), ..., ./).(««J)) = «,"'(y*,

estabelecendo (2). Como a interseção do lado esquerdo de (2) está em U, temos rJ,{(A, z) c U
Pelo item (a), isto significa que

'y,,.(«''(F:, . . . ,©,)) = «.,"'('y.,;(y-,
mostrando que 'J,Í preserva a operação wl

# Sejam R um símbolo relacional n-ária em L e =i, . . . ,l« C (JMIJ)". Por 2.20

(4) MIJ 1:: XIZ-,...,P«l «e V.j C J, MJ F: Blz-.Í, ...,««jl.
Como acima, soam y' = 'J,;(E,), l $ p $ n. Devemos mostrar que

(5) MIJ k Xlf:,...,Z«l :+ M. k Xlz/', ...,v"l.
Como n;l.: rJ,.(=,, #') € U, ess' interseção é «ão «zi;; se .f é «m eleme«to deus. i«terseção,
a relação (3) acima está verificada. Logo, segue de (4) e do fato que ./){ é um Z,-mor6smo que

MIJ 1::: RIE-,...,1«1 :+ % 1: RI«-j, ..., ««,l ::> 7% 1: al./):(«-j), ...,./):(«.:f)l,
que por (3) é equivalente à (5), completando a prova de que 7;.{ é um L-morflsmo

b) Soam í C Mlx- e l = «Ã'J(7) ". Se y = 7,,i(F), «rificaremos que
rJ,{(E, y) Ç }k,{(Í, y).

De fato, se .j C !'),{(F, b'l (claramente contido em Ã.' n í-) então

24Lembramos que a-KJ é a projeção que esquece as coordenadas fora de /í

'z}

, g/")

, y«))
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Jiil.ti) = /,il.r,~l - y,
como necessário. Uma vez que h,{(=, y) € U, concluímos que r/,,{(í, yl C U e o item (a) garante
que 'X,:(i) = y = 'J,.(«AJ(f)), como «cessário.

c) S'jam E € JMIJ ' ; = ',,À;(=); e«tão,

(6) h,A(f, ;l Ç b,i(F, ./hil;)).

De fato, se .J € b,Ã(F, z) (contido em J n z' pois { $ AI, então ./lk(zj) = z. Como .M é um
sistema cofiltrante, temos

.f,iÇ«j) = .f«(f,kl,-,'l) = fk.(z)
mostrando que .J € L'),{(P, ./k{(z)); já que a relação em (6) garante que esse conjunto está em t/,
o item (a) acarreta "yJ,{ = ./k{ ' 'J,x:, como desejado.

d) Para F € r' e A C /, note que nk(t(f)) = #k. Segue da relação (1,) em 2.49 (página 74) que

r/:*('(f),«*) {.JCk': ./lk(«,) «k}

Já que U é um ultrafiltro dirigido, temos b,k(t(1), zk) € U e o item (a) garante a conclusão
desejada, encerrando a prova do Fato 2.52.

0
Pela Proposição 2.40, temos

MJU = tlT ÇM\J, \'nK.J'. J Ç K, J € UÀ).
O Fato 2.52.(b) e a propriedade universal dos limites indutivos garantem que, para cada i C r,
existe um único Z,-morfismo, '{ : /V/U -----> ÀÊ, tal que para todo J C U o diagrama abaixo
à esquerda é comutativo

:l----- MJU MÍU 'YK

(*)

Fato 2.53 Para i$ k em 1, o diagrama à direita em (+~l acima é comutativa

Prova. Para i $ A em / e J € U, 2.52.(c) fora)ece 71.. = ./kí c' "y;.*. Assim, a comutatividade
do diagrama à esquerda em (*) -- para. k e i --, implica que para- todo J € U temos

frio'lKouJ o''lJ,k ': 'VJ,i = "lioy.].
Agora, a unicidade dos '{ que fazem o diagrama à. esquerda comutativo para todo J C U garante
que /ki o 'rA - "yi, como desejado.

0
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O Fato 2.53 mostra que < JW/Ui {,yi : i C /}> é um cone sobre o sistema cofiltrante ./U.
Assim a propriedade universal dos limites projetivos garante que existe um único Z,-morfismo

ulu -- "í > p

(**) 7 MJU ----} P = tiTn M

ta] que para todo í € / o diagrama acima é comutativo. Verificaremos que

11) 'Y o VI o L

Cromo < PI {À : á € /} > = /!rn i\4, a propriedade universal dos limitesgarante que para provar
(7) é suficiente mostrar que para todo A C /

(8) À* . (7 . «. . .)
Pelo diagrama em (**);

7/,x;l Pelo diagrama à esquerda em (*), pag. 771

,\kl Por (H) em 2.49, pag. 74,

(8) é equivalente a 7/,A ' L - ak ' z,, exatamente o conteúdo de 2.52.(d), completando a prova.

Àk o '

"lk Q ViJá que

P M 1 > MJU

n

O Corolário 2.44 e o Teorema 2.50 fornecem o seguinte

Corolário 2.54.H S'eja .4 = Mod(7') orzde 7' á alma teor a azíomaf zdz;e/ por sentenças da
for'mcl WiÇ$otil) -.} $ttil» OTLde $oÇi),'Ü\Çã) são e=istenciüis positivas. Então CL categoria A
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lem objetos profinitos ZE' : i,sLo é, A é fechada em L-Tnod por tais limites projetiuos

79

U

25Not.emos que .4 de fat.o possui objetos finit.os
2.20

1 , o objet.o final de L-mod, está em .4, como observado em



80 GAP}TUL02. LIMITES E COLIMiTES DE ESTRUTURAS DE PRIMEIRA ORDEM



Capítulo 3

Grupos Especiais

Este Capítulo descreve algumas das propriedades fundamentais dos Grupos Especiais, que
são o tema principal deste trabalho. A referência básica pala esta teoria é IDMl].

3.1 Introdução3--'

Grupos Especiais constituem uma formulação em / ng agem de primeira ordem da Teoria
Algébrica das formas quadráticas.

Definição 3.1. (Definição 1.2, IDMll)
(.4) U« grupo pré-especial (pSG),

(H, =H, -l),
coTtsiste ãe

+ Um gr\cpo H de expoente'2 Ç=' = \), escrito mzttipticatiuam,ente (logo,

«'«t«l, ju,«t-m.«te com '«,m .le«-.«t. di:ti«gKido - \

Escrevemos -- a pa ü o produto -- \ CLI

Umü relação =n Ç ÇH x H) K ÇH x H), tat que W ü, b, c, d, = € H

ISG01 : é uma rc/anão de eq íoa/anciã;

ISCil : <«,Ó> =H <b, «>,'

ISG21 : <a, -- a> =H < 1, -- 1 >;

ISC3j: <a,b> =w <c,d>::> ab=cd,
ISG4j:<«,ó> =n <c,d>:+<«,-c>=H<-ó,d>,'

ISCSj: <a,ó> =H<c,d>:+ <za,zb>=n<zc,zd>.

} é o sel atem,ente

l.n) (Ff, =n, 1 ) d tlnz grupo pré-especial reduzido se =H uer7Wca

81
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jred] Vaca, <a,a>=H<1,1> $ a=1. '

l.C) De$nimos sma e=tevtsão de =n a, H" , 'n Q LO, como segue

HÜ x Ho l onde Q forma ua,zia, deTtota,dü T)or Ç ~l , é o único elemento de

diagonctldeH', isto é, (CL) Çb~l sse a,=bl
c) =-

d)Sen, Z'2, Ça,*....,ct«~l:=« Çb\,...,b.) sse e=istern=,'y,zs, ...,z. eln n tais
(1) < «-, « > =, < b:, y>,'

(2) <«,,...,««> =«--<«,.;,...,;«> . <b,,...,b.>.=«--<y,;;,...,;«>.

Qu,ando o conte:cto permite, deixaremos de mencionar H e n nü notação, utilizando

<«-,...,««>=x<b., ..,b«> .« <«-,...,««>=<b:,...,b«>

Um gr bo pré-especia/ á wm grupo especial (SG) se uerí$car

[SG 6] : d ezZensão de = â ]73 é fransátáua.

Uma re/açâo saZ fazendo as condáçães ISCil ISG51 (e ISG61) denomán.z-se z&ma
pré-especial rrespec. especial,l em .17, derzománada isometria em /7

Ho .

gz&e

pela,cã.o

B

Definição 3.2. Se < //, =H, -- 1 > é m grupo prá-especia/, wma forma sopre # é arma rz-wp/a,

V' = <ai, . . . ,a.> € #". O naf ra/ n denomina-se dimensão de 'P, denotado por dimrPJ.
0

Definição 3.3. Se # tí m gr po pré-especia/ e ç' --- <al,. . .,a.> é wma /arma sopre // com
.« Z '2, d.ânimos

DX(q') ] Z,', ..,, Z,. C H [«{' q«. 'P =x <b,b,,...,b«>}.
F'««n f.«,«Dx(<>)=g,'-c«.n if m«DX(<«.>)

Z.)H('P) é a denominado o co@unto dos e/e«aenÍos representados por 'P em #. No caso em
q«,e 'P = (a.,b~l, escreuernos DHÇü,bÜ no lugar de DnÇÇü,b~l).

Q

Observação 3.4.

a) Por indução em n ? 2, ISGil ISG61 implicam que a extensão de =x à H" é uma relação de
equivalência para todo n ? 0.

b) É fácil de verificar, utilizando ISCi51, que um pSG H é reduzido sse

V =.a, € H, = € DnÇa., (Ü ::+ =

anão descartamos aqui estrut.uras Ç; tais que --l :: 1 . Por ISC21 temos g = 1 , o grupo especial reduzid0
com um único elementon C n
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H

Como no caso clássico, há operações nos coíljuíltos de formas

Definição 3.5. Sela < #, =, -- 1 > wm grupo pré-especía/.

ü) Derrotamos Forra,ÇH) :L \.5 H" é o covljvnto das H-formas.
n€w

F'ara P = <ai,. . . ,a.> € #" e d'--- <ó:,. . .,b. > C//" , de$rzírnos soma e produto por

Í 'P q)'P:::<ai, ..,a.,é't,...,b.> € X"t"'
1. ç'(8 d':b galé)l,...,a.bl,alba,...,a.b2,...,alZ)m,...,a.b.> C ,flf"."''

No caso CTrt qKe V = Çü~l escrevemos aÜ llo I'ügar de Ça\l ®'Ü. Em. particular colocamos --+ =
-\ 'b = k--b\....,--b«be H" . ÉJácit uer qxe parda,be H

(«z,)('p ® V')

Se É é um nfe ro ? l escrevemos k<1> no /usar de {l> © ...a) <1> . Áórez,amos k'P

çb , . Se k = 0 coRDel\cionamos k$ =k<1> ® d' 'P ©
k

), Q H-forma vazia

b} Se 'P = ka.\,. .. .a,«) é um jorna sobre H, o produto at-P)
discríminante de P

c2 Uma forma de Pfister é arma ./broa (P ísomc'fraca a i8)Z: < 1, ai >. O natura/ n denomina-se
grau ãe V. Clonuenci,onamos qt e (Jxi é a. única forma, de Poster de grau 0. Escrevemos

2" = {8Z;;. < i, l >.

C) contexto evitará qualque caTLfusão entre o n'umbral "2"e a forma de Poster 2 = (*L, \ ).

aJ D..#«im« S«t(G) ... Da(2").

111=::. a, d'Domina-;. .

n

Definição 3.6. Selanz P = <ai,...,a,.>, V' =<bi,.. . ,b.> /armas sopre m grupo especÍa/ (7

aJ (P é isotrópica se ezisfe wma ./arma 0 sopre G' fa/ qae (P = < 1, --1 > a) 0.
ÓJ (P á anisotrópica se nãa ./or {soírópÍca.

cJ(P e'hiperbólícasen épar e P n/2<1,--1> ÍI,-l> © ...a <1,-1>,.
n/2

d) 'í) é subia ma de Ü em G, indicado por tP $c 'Ü, se existe umü forra.a Q sobre G tat que
Ü

Está c/aro que 'P .Ía Ú' ámp/{ca dim 9 $ dim d'

e,J O índice de Watt de P, indpv('P), é de./7rzído dü seg%árzíe ./b7'ma

i«d«('p) .' É< 1, -1 > $a 'p}
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S. i«d}.«('P) = A , .«Íã.

y' =. Ã< 1, -1 > © 'P..,

onde P.. e' arma .forma anÍsoÉróp ca Ípossit;e/mente Dúzia), denomlrzada a parte anisotrópica
de tP. 2

Q

Observação 3.7. Note que com a noção de subforma definida em 3.6.(d), se 'P é uma forma
sobre um grupo especial G, temos

/ Da('P) = {« € G : <«> .Sa Ç:'l;

l 'P é isotrópica # <], --1 > 3a ç'

U

l.ema 3.8. Sejam (G.=G,--\ ) um grupo pré-speciül, a,, b, c, d € G e (P, $ formas sobre G
a)<a,ó>=c<c,d> # ab=cd e acCOc(l,cd).
blcCDa(1,«) # .<1,«> c,c«>=.<1,«>.

c) -P =G'Ü :+ atP) = d@).

Prova. Veja Lema 1.5 em IDMll
D

Algumas das propriedades básicas da isometria em grupos especiais aparecem na

Proposição 3.9. Soam < G', =a, --l > wm pSG' e P, d', 0 /armas sabre G'. Erzlão.-

ü) A soma e o produto de formas preseru.« isometria, i,sto é,

r ç': © p: =. ü: © ü,;
l 'P- (g 'P, =.3 Ü: ® Ü,.

Em T)articular, i,sometriü é preservada por homotetiüs, i,.e., para tod,o Q e G
'P

Se G é um, grupo especial, ente,o

ÓJ (Cancelamento de Watt) ç:' © 0 = 'P © 0

c) Se a. ç: G e -P\, . . . ,P« são jorTrtüs não uazicts sobre G,

«C 0a(G)L- 'P:) «' ]«;': Da('P;),l$j.$«, f"''q«.«C D.(<«:,...,««>).

i) Se 'P e $ são G-for«aüs leão Dúzias então P çb $ é i,sotrópica. sse existe :r e G tal que = ç:
[)Cgtp) e --= € Dct$). Em particular, para CL € G, a C Dc(Vb sse Ç--ü ) Q V é isotróT)ica..

:E consequêrlcia da propriedade de cancelamento de Watt em 3.9.(b) abaixo, que o índice de Watt de ç' está
bem definido e que 9.. é única a menos de isometria

IP\ e yz G ÚI ::+
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e) As seg'vintes corçdições são equivalentes

l.\ ) G é um grupo especial reduzido.

Ç4Se'ü éKrrLa,formasobreG, DcÇ4 %4b = DcÇ©b

1~'3) Se 6 é lmcl forma, sobre G, $ % + isotrópica :::+ 'Ü isotrópica.

1.4bSeü,Osàofor'massobreG, +6'Ü=060:+ q':=0.
1.5) Se + é ulrlü forma de dimeT\são pür sobre G, + % $ hiperbólica :::+ $ hiperbóti,ca

fjSeÚ éumülorma de P$stersobreG, então DGÇ4) = \.= € G :='$
g) Se V, + são formas de Poster sobre G então Dc(V) U DcÇ$b C DcÇ(p ® $).

Prova. Veja Proposição 1.6 (para (a) - (e)) e Proposição 2.2.(f) (para (f)) em IDMlj. Para
(g), note que se P é uma forma de Pfister, podemos escrevê-la na forma

P

onde P' denomina-se a parte pura de P. Assim, temos

p ® d' (< i> 8 d'') = 'p © ('p ® V''),

de onde concluímos imediatamente que Da('P) Ç DG('P B) d'). Analogamente, mostra-se que
Dc($1 Ç DcÇ'P ® $b.

Q

Caracterizações de grupos especiais são dadas pelo (Teorema 1.23 em ll)Mlj)

Teorema 3.10. Para um grupo pré-especial G as seguintes condições são equãuaterttes

l~\) G é um grupo especiüll

Q) Para todo n Z '2 e todas n-formas -P, 'Ü sobre G e todas as perra,utüções a de \\,
p:=c $ ::+ V

onde 'Ü' é o resta,atado de aplicar a. perTít'ütação a às entradas de 'Ül3

G) Para todas üs 3-jorra,as P sobre G e b\, bz, bs € G,

'p=c; <bi,b2,b3>:+ '''=c <b2,bi,b3>

, «}

n

Corolário 3.11. Se G' é rrz grupo especia/, a soma e o proa fo de ./broas são comuZafíuas, isto

P6Ü cÚ6-P e 'P®Ú

Prova. Se (P, d' são formas sobre G', temos

3lsto é, se Ü = <bl,..., b. >, então Ü'::< ó.(i), - -, b.(«)>
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l.a.l homo 'r =a 'r, segue ao -teorema .s..[u que se y'

entradas em ç', então P =a 'P'l
(a) Como 'P =c 'P, segue do Teorema 3.10 que se P' é a forma obtida por uma permutação das

(b) Uma vez que 'Ú © 'P é uma permutação de 'P O 'P, segue de (a) que 'P (D 'Ú =a 'P © 'PI

(.c) Como a mu]tip]icação em (] é comutativa, está claro que V' ® 'P é uma permutação de 'P a)
d'i assim, segue de (a) que 'P ® #' =a 'É ® P

n

Proposição 3.12. Sda G' wm gr po spec a/ e V', #' ./armas sopre G'. Se A > 1 e' wm níeÍro ta/
que A $ dim('P), dim(V') e irão

k .$ inda('P © - 'É)
Existe vma forra,a 0 sobre G to,l qwe d\mtOb = k,
0 $G tP e 0 -$G 'Ü

Prova. Vamos utiliz,ar, sem menção expressa, o fato que a soma de formas é comutativa (3.11).
Se Ã; = 1 então P e #' são não vazias e 'P a) --V' é isotrópica logo 3.9.(d) garante que existe z C
G tal que

« € Da(ç') e -« C Oa(-'É),
que por 3.9.(a) implica z C Z)a('P) n Dc('Ú). Por 3.7, temos <z> .ia ç', d'. Prosseguimos por
indução, admitindo o resultado verdadeiro para A < inda(P a) -- V')l então existe uma forma 0
de dimensão # sobre G' tal que

'P =a 0 © 'P, e 'P =a a © d':.

Assim, lembrando 3.9.(a) e que < a, --a > =c < 1, --1 >, obtemos

Ç'©-'É =a(A+l)<1,-1> ©X =c(a©'P:)©(-0© -'P«)
=a A< 1, -] > a (Ç': 8 -'P:).

Pelo cancelamento de Watt (3.9.(b)), a relação acima implica

< 1, --1 > © X G 'Pi © --'P',

ou seja Pi a) --V'l é isotrópica. O mesmo argumento utilizado para o caso k = 1 mostra que
existe #.e Z)a(ç'i) n Da('Pí). Assim, < y> a) 0 é uma forma de dimensão k -F l que é subforma
de 'P e d', encerrando a prova

(o © -o) © ('p: © -'P:)

Q

3.13. O Grupo Especial Z2 : Seja Z2 = {1, -- 1 } Ç Z, com a sua estrutura multiplicativa
usual. Se rz ?. l é um natural e s € Z;, seja

p. = # de I's em s e n. = # de -- l 's em s

Se s , í C ZIÍ definimos s =z: í sse p. :: pt . Com esta 2-relação, Z2 é uma grupo especial
reduzido e as n-relações definidas coincidem com as rz-isometrias (3.1.(C'))

Um modo equivalente de de$nir a relação =z, é a seguinte

' =«, Z s« EZ:, s(á)
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Q

orlde s(íl é a í-ésima entrada de s e a soma acima é realizada no anel Z

3.14. A Linguagem dos Grupos Especiais : indicamos por Lsa a linguagem de primeira
ordem com igualdade originária da definição de grupo pré-especial (3.1), isto é, cujo alfabeto
não lógico é dado por

# Uma relação quaternária, =, que representa a isometria de formas bináriasl

# Uma operação binária, ., que representa o produto no grupos

+ Duas constantes, l , --l.

As vezes é conveniente termos na linguagem um predicado urlário para expressar a representação
por formas do tipo <1,a>, indicado por D(1, ). Note que peão Lema 3.8.(a) esta linguagem é
interdefinível, módulo os axioms de grupo pré-especial, com a estabelecida acima. Assim, quando
conveniente, suporemos que um ta! predicado está em Z,sa

Not.e que se (P, V' são formas de dimensão n ? ] sobre um grupo pré-specia] G' a afirmação
ç' =a #' pode ser descrita por uma sentença existencial positiva, o, na linguagem Z,sa (possivel-
mente muito longa), tendo como parâmetros os coeficientes de 'P e V'. Para obter o basta seguir
os passos indutivos da definição da extensão da relação quaternária básica descrita no item (C)
da Definição 3.1(página 82). Por exemplo, se y:: <ai,a2,a3> e V' = <bi,b2,b3> então

.-(<«:,«> = <b.,y> A <«:,«:> =<«,;> A <6:, ,> = <y,;>).
Analogamente, podemos expressar as seguintes noções por senterzças ezístenc ais posítáua.s em
Lsa, tendo como parâmetros as entradas das formas envolvidas

(i) "'P é uma form; de Pfister"(3.5.(cl);
(íá) A relação "'P é subforma de V'", isto é, P .$ d';
(ííí) "'P é uma forma é isotrópica"l

(iu) "inda('P) ;. k", onde A ? 0 é um inteiro.

D

3.2 Morfismos

Definição 3.15. Um morfismo de grupos pré-especiais (pSG-morfismo),

< G', =c, --l > --:b < #, =m, --l >

ou sela, é zm horrTtomor$splto de grupos tal qKe JÇ-- \ be UTn LsG-l-nor$sTno 4

todo a, b, c, d c G
-- l e para

l.a,b):=c Çc.d) :» l~jÇa),ftb)) H çfçÜ.fi.a))

4Ver 2.14.(a)
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Um morfismo de grupos especiais (SG-morfismo) é Hm mor#smo dos grupos prá-especiais
su bja cena « .

3e V = Ça,\.... .CL.) é umü n-formct sobre G, inda,Gamos por f K (P u forma ÇIÇu~). -. ,fÇct.))
sopre H, derzománada forma imagem de y por /.

Está claro que gru,pos pré-especiais e seu,s ullror$smos, grupos especiais e seus morjismos, bem
como grupos especiais reduzidos c sezls mor$smos constituem cafegorías, ind Gajas por PSG,
SG e RSG, respecíáuamenZe.

B

Observação 3.16. Se ./ : G' -----+ # é um pSG-morfismo e (P, #' são formas sobre (7 então

ftW'çb'Üb ÇftV)ç U-*'$) e j*W®q'b +-p)®Çf-*+).
Em particular, p'ra todo a C G', ./ +- a'P = ./(a)(/ + ç:'); assim, ./ k --'P = --(./ +- 'p).

D

l.exma 3.L'7. Sejam G: H grupos pré-especiais e f, g : G -----+ H tais qxe f é urna, função e g é
üm pSG-mor$smo.

a) f é vm pSG-mor$smo sse for 'um homomar$sTÍLO de gr'upas tat qze fÇ-- \ ) = -- \ e ueri$cür

(M) V«, b c G', « € Da(l,Z,) :+ ./'(«) c Dx(l,./'(b)).

b) Uvnü Junção a : G ---» Zz é u,m pSCl-mor$sm,o sse é lm homomor$smo de grupos qxe leda
-- l em -- l e ueziáca

d a,, b € G, ::+

jker]

c) Se -P, 'Ü são formas sobre G de mesma dimensão, então

(*)

V a € G', a C ker o- ::+ Da(l, a) Ç ker a

P =c'Ü :+ g 'k V ::ln g'k +

Prova. Veja Lema 1.12 em IDMll

D

3.18. SG-carácteres. Espaço de Ordens. Assinatura.

a) Se H é um grupo especial, os SG-morfismos H --=jF Z2 são denominados SG-carácteres de
#.Sda

Xw = {cr : o é um SG-carácter de //},
o espaço de ordens de H. Podemos considerar Xm como subconjurjto de 2H. Se dermos a 2H
a. tipologia produto, então Xa é um /ecAado no espaço Booleano 2H. Assim, com a topología
induzida pela topologia produto em 2H, .Vm é também um espaço Booleano. Esta tipologia em
XH tem como base a ínterseção firlita de subconjuntos da forma

1« {.' C XH : a(«) (« € #)
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Assim, todo aberto em X# é reunião de interseções do tipo lai
{«i, . . ,a.} Ç H'

Além disso, para cada SG morfismo ./ : G' ---.-> G", temos função çgBllÍl11B:

X/ : Xa, ----.> .Va, dada por o'' -> o-' o /

SG de BS designa a categoria dos

il n n l«. 11, com

De fato, temos funtor contravai'jante X(,)
espaços booleanos e funções contínuas.

b) Se 'P , a. > é uma forma sobre # e o C .VK, a assinatura de P em o é o inteiro 5

a(ç' ) a( «:) .

E fáci! ver que a assinatura comuta com a soma e o produto de formas, isto é, se P, @ são formas
sobre # e o C XP

.'('p © 'P) .'('p) + .-('P) e .-('p ®d') .- ( 'P la( d' ) .
U

Se # é um grupo especial reduzido, vale a seguinte generalização do famoso Princípio Local.
Global de Poster

Teorema 3..19. Sejam V, + n,-formas sobre um gr'upo especial rede,lido H. Então

'P \d a e. Xn Ça -k (P :=zl a -k \b),

o«, d../b'«« .g«{-/.«í., V a ': Xu; E=:;. a(«.) E=::. «(b.), .«d
Z, com'P =<ai,...,.z«> e Ü =<b],...,b«>

}LbÜ, onde esta soma é cülcutada. eln

Prova. Veja Proposição 3.7 em IDMll

U

3.20. Alguns tipos de SG-morfismos : No Capítulo 5 de IDMit] há um estudo detalhado
de diversos tipos de morfismos entre grupos especiais 6 . A lista abaixo destaca os que serão
importantes no que segue. Seja / : G' SG-morfismo. Dizemos que / é

a) Uma imersão completa se para quaisquer formas 'P, V' de mestria dimensão sobre G'

-P =c 'Ü + J'* -P =n J.* $.
b) Reflete isotropia se para toda forma P sobre G

:» (P isotrópica. em (.7

c)b Reflete subformas se para quaisquer formas P, @ sobre C;'

fK V $n J k t' ::+ P $c ü

d)h Reflete índice de Watt se para toda forma 'P sobre G', inda('P) = inda(/ t 'P)

/ A- P isotrópica em H

:#

'As vezes a assinatura de ç' em o- é indicada por sgrz.(PI
ÕQue fazem sent.ido quando consideramos LsC-estruturas em gei-al
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e) Puro se para toda fórmula existencial positiva da linguagem Z.,SC dos grupos especiais (3.14),
ç'(«-,. . . ,««) e todo ã c G'", H 1: 'PI./'(g)l :> G' f:: 'plpl. '

Q

Proposição 3.21

«) Tod« á,««s'o c.mpl.t« é i«-jet««.

b} Se f G ----» H é um SG-mor$smo, então

q)f p«.«

c)h Sej«« j

i«d«('p) .Ç i«dw(./' + 'p)

J repete subformas 'B f reftete índice de Watt.

j remete subformüs

G -----+ H lm SG-m,or$smo e P umü forma sobre G.

y J «mete isot«pi« y f é i,me«ão co«pl''"

(1 )

(2)

Prova

a) Seja ./: : G ------> H uma imersão completa e suponha (lue para a, Z' C G tenhamos /(a) = /(b);
então /(ab) = 1 e portanto

</(1),./'(«Z,)> =x <./'(1),./'(1)>::::+<1,«b> =c <1,1>

e o axioma do discriminante (ISG 31, 3.1) acarreta aZ) = 1, isto é, a = ó.

b) A implicação (1) vem do fato, observado em 3.14.(ái), que a relação de ser subforma pode ser
expressa por uma fórmula existencial positiva de Z,sa. A implicação (2) está claras para a prova
de (3) veja a Proposição 5.32 em IDMll.
c) O item (1) é consequência imediata de 3.17.(c) e do fato que para todo natural É; > 0,
/ t k<1, --1> = k<1,--1>. Em relação a(2) temos

::»

3.J Por (1) é suficiente mostrar que se 'P é uma forma sobre G', então inda(./ +- 'P) .$ inda('P).
Suponha, por absurdo, que inda(./ + 'P) > inda('P) = A. Então,

(A+l)<1,-1> ./'*-(k+l)<1,-1> 3w /+'P
e portanto, já que ./ refiete subformas, teríamos (A + 1)< 1, --1 > 3a 'P, contra a hipótese clue
i«dw( 'p )

Utilizaremos, sem menção explícita, os resultados em 3.11 e 3.16. Sejam 0, ç' formas sobre
G' tais que / +- 0 .ix ./ + (P, com dim a = h ? 1. Então existe uma forma X sopre # tal que

Considere a forma 'Pi = 'P 8 (--a); então, (*) acarreta

./'+'P- = (/*'P)©-(/''0) =H (/+a)©-(/+a) X k<1,-1>©X,
isto é, inda(./ + ç']) ? A. Como ./ reflete índice de Witt, corlcluímos que inda('Pi) 2. A. Pela
Proposição 3.12, existe uma forma d' de dimensão A sobre G tal que

#
f -k P Çf-k 0) % x

7Ou seja / é LsC-puro como na Definição 2.42
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Ü -$c; V e 'Ü $c 0.

Como dim #' = dim a = A, temos l/' =a a e 3.9.(a) implica que 0 .la P, como desejado

H

Observação 3.22. Seja G um grupo especial e // um suógz"upo de G' tal que -- l € .f/

a) Com a estrutura induzida por C7,< #, =, -- 1> é um grupo pré-especial, denominado subgrupo
pré-especial de G'. Se .f7 for um grupo especial com a estrutura induzida, dizemos que # é um
subgrupo especial de G.

b) Seja t : # ----> G' o pSG-morfismo canónico. Dizemos que # é um subgrupo completo de G'
se [ é uma imersão completa, isto é, se P, d' são formas de mesma dimerlsão sobre .fl/

Analogamente definimos subgrupo puro e ref]etor de subformas. E fácil verificar que todo sub-
grupo pré-especial completo de um grupo especial é um grupo especial. Em particular, todo
subgrupo pré-especial puro de um grupo especial é especial (3.21.(b)).

c) Convém registrar que existem subgrupos especiais de um grupo especial que não são corno/elos
(Exemplo 5.10 em IDMll).

Q

O mesmo método utilizado na prova da Proposição 3.i2 fornece

Proposição 3.23.h Seja ./

l,Lb f «$.te i;.t«pi«;

ç'2b f é injetor e para toda. forma $ sobre G, .fÇDG($» = DHÇft Üb n \m fi

.3)JéiT\jetore para,todaG-forma,+ ea ç:G, (~a) ÚG'Ü 'B (JÇab) $H ft Ü

Bníão. (1) :> (2) + (3).

G ----+ H um SG-m,orfismo. Clonsidere as segui,vates cor\lições

U

O resultado que segue, importante em aplicações futuras, generaliza o Lema 1.3.6 em ILiml

teorema 3.'à4.h Sejam G u,m grua)o especial e H 'um subgru,l)o pré-especictl de G. Su,ponha qle
para H-formas $\ , ÜI temos

IKS) oa(V':) n Da(#',l # ü ::> # n o.(V'-) n Oa('P:) # 0.
Então, Q imersão Can8TtiCa, L : H --.+ G, repete subformas. Em particular, H é wm grupo.lsnz:(zo, a zmersao c(27zon.zca., &

:sl)eciüt e L repete isotropia.

Prova. No Lema 1.3.6 de ILiml é estabelecido que J7 é um subgrupo como/eZo de G'
precisar do seguirlte

Iremos
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Fato 3.25. Sdamcr = <ai,...,a.> uma//-Éormaea =<#],.. ,/3.> umas'-forma, rz ? 2

a) Suponha que para a, b C H, exista uma G-forma ''f tal que

a =. <«> © 'y e B =. <b> © '.

Então, existe uma H-ÉormaX tal que a =c <a> a) X e /3 =a <b> q) X.

b) Se cx =G l3 e l3t (i H, então existem u, u C H e uma H-forma X tais que

<al,u>=c;<Pi,u>, <a:,...,a.> =G<u> ©X e </32,...,#.>=a<u>a)X

Prova

a) Seja rz = dim a = dirá # ? 2. Se n = 2, então 7 = < z >, z C G'. Como a é uma H-forma, o

axioma do discríminante (ISG31, 3.1) imediatamente implica que z C #. Assim, podemos tomar
X = < z>. Prosseguimos por induçãol suponha o resultado verdadeiro para rz ? 2 e seja 7 uma
G'-forma de dimensão n tal que

(]) a =c <«> ©7 e # =a <b> '.

Se escrevemos a = <al, . . . , o'n, an+l >, a primeira isometria em (1) fornece ; z, y C G' e uma
G-forma À de dimensão n -- l tais que

(2) <a-,«>=.<«,y>, <a2,' ,'«+:>=.<«> ©À e '=.<y> ©À.

As duas primeiras isometrias em (2) e o axioma ISG41 em 3.1 acarretam

« c D.(<«, -'«: >) n DG(< a,, . . . , a«--, >).

Logo, a condição(RS) implicaque existe u c H n z)a(<a, --ai >) n z)a(<a2, . . . ,.««+i >). Assim,
existem u € G e uma G-forma /z tais que

(2) <a-,«>=.<«,«> e <a,,...,a«+->=.<«> ©p

Note que a primeira isometria em (2) e ISG31 acarretam z; = aucvi C #. Por outro lado, a
segunda isometria em (2) fornece, lembrando 3.9.(a),

<a>©'Y G a = <al>a)<a2,.-.,Crn+l> =a<ai>©<U>©P - <ai,U>©P
=. <«,«> P <.> © <«> © P.

A lei de cancelamento de Watt (3.9.(b)) acarreta 'r G < u > © p. Como temos

<a',...,a«+-> =a<u> ©p e 7=C <«> ©A',

com u, u C /7 e <cY2, . . . ,anal > uma //-forma de dimensão 7z, a hipótese indução implica que
existe uma H-forma X tal que

<a2,...,c-«+i>=a<u>©X e '=a<u> X

Assim, lembrando a primeira isometria em(2), obtemos

apelo Item (C) em 3.1
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{ '
<al>(1)<o:2,.. }an+1> :=(7 <cyilu>H)X IG <a,u>(DX < «> ® (< «> 8 X.);

e

Õ =a <b> © 'r =a <b> © (<«> © X),

completando o passo de indução e a prova de (a).

b) Como a =a #, existem z, y C G' e uma G'-forma À tais que

(3) <'«:,«>=.<#:,y>, <a,,...,a«>=.<«>aÀ e <#:,. .,B.>=a< > À.
Note que <#:, --cv: > é uma #-forma. Como acima, as duas primeiras isometrias em (3) e a
condição (RS) implicam que existe

« c H n oc(#:, -a-) n oa(<a,, ..,a«>),

e portanto existe u C H e uma G'-forma 0 tais que

(4)<a,,«>=a <#.,«> e <.«,,...,a«>=a <«> ©O.

Logo,P =a cv =<cvl>a)<a2,...,a.> G <ct>©<u>a)0:: (al,u>a)a
<#:,«> © o,

e a iei de cancelamento de Watt(3.9.(b)) implica que <#,,...,Õ.> =a <u> q) a. Uma vez que
u, u C #, esta última isometria, a segunda isometria em (4) e o item (a) implicam que existe
uma f[f-forma X ta] que

<a',...,cr.> =G<tz> a)X e<N2,...,/3.> =C<ul> ©X,
que juntamente com a primeira isometria em (4) completam a prova de (b) e do Fato 3.25.

0

Segue imediatamente do item (b) do Fato 3.25 que # é um subgrupo completo de G'. Sejam
agora(P, d' f7-formas, tais que(P .$a V', com(P =< ai,. . ., a«>, rz ? 1. Erltão existe uma G'-forma
a tal que

d' =c; 'P © 0 = <ai,...,a.> a 0.
Como #' é umas-formaeízl C H, o item(b) da Fato 3.25 implicaqueexistem ul € H e uma
#-forma Xi tais que

< a2, . . . , a. > © é? =a < t.'] > a) X]

Uma vez que < ul > a) Xi é uma //-forma e a2 C //, outra aplicação de 3.2S.jb) fornece u2 C H e
uma /7-forma X2 tais que

, a. > q) 0 =c; < u2 > © X2.

Após n = dim P passos, obtemos u« C H e uma //-forma X. tal que

y =a < o« > a) À.« =.z..f a

Como a' é uma H-forma, G- isométrica à 0, concluímos que d' =a P 8 0'. Agora, o fato que H
é um subgrupo completo de G acarreta Ú' =x (P © é?', mostrando que (P 3W Ü e completarJdo a
prova do teorema

< «.,
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D

3.3 Subgrupos Saturados e Quocientes

No Capítulo 2 de IDMlj há um estudo detalhado de subgrupos de Pfister e subgrupos
saturados. Esta seção descreve apenas a estrutura básica que servirá como referência para o
resto do trabalho.

Definição 3.26. Sejam G' wm grupo especãa/ e ,Â am subgrupo de G

aJ Para d Ç C;',

Poster(H) = {'P . #' á wma G'-:/b,ma ' d' =a (2)=:;: < 1,a:Í >, c.«, {«-,. . . ,a«} ç ,4}

é o conjunto düs G-formcLS de Poster com coe$cientes ern A (o' !!!b!:S:.8:.

b) a. ésaturado se para todo a C À, DcÇI.,a) Ç ,X. Ssatl.G) inciicü o conjunto dos subgrupos
s(ixlixaaos ae (i

0

É fácil verificar que a interseção de qualquer família de subgrupos saturados de G é saturado
Isto fornece o item (a) do seguinte

l,ente 3.2'7. Sejam G um gr'upo especial e b. um subgrupo de G.

«) ÇS''«tÇG). ç ) é «m «tic«,t«'L. c.«pt.to, .nde í.«$«os são d«d« p« in*«s.ç'"

ÓJ Para -4 Ç G sda l,41 o subgrupo de G gerado por 4 e .4"f a nferseçâo de todos os subgrupos
safwrados de G que corzfém Á. Então ' '

H"' = U {Da('É) . 'P á ««« /o,«.« d. PW;t« «m c.../i.í.«f« em l,'1l},

é o subgrupo sütKrüdo de G gerado por A.

c) b. é saturado e $ é u,mü forma de Poster com COe$CieTites elli 6., então Data) ç b..

d) Se '+ é zvnü G-forma de Poster e G é reduzido então Dal.$) é saturado.

e) Se +' \, Úz são formas de Pfister sobre G, as següirttes condições são eqwiuütentes

(1) Z,)a('É.) Ç 0a('P,),'

Qb Se V, 0 são G-formais de mesma dimensão,

-l'*®p=G''b\®o:+ $,®v:=G''b'Z®l).
f) Se J : G ---+ H é 'uln SG-morjismo, a, imagem i,nuersü de um, subir'upo saturado de H é UTn
su,bgrupo satzrüdo de G

oval~ Os itens(a) e(f) estão claros; os itens(b) e(c) estão provados na Prop. 2.6 em IDMij;
para (d) veja o Cor. 2.8.(a) em IDMll, enquanto que (e) vem do Lema 2.20 em IDMlj'. '
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Q

Observação 3.28. Sejam G', // grupos especiais e G' -:l-lF .r/ um SG-morflsmo

a[ Por 3.27.(b), o menor subgrupo saturado de (] é

Sat(G') =a./ {ll"* = U{OC(2"): n;.0},
® < 1, 1 >,, como em 3.5.(c). Assim, é fácil ver queonde 2" = < 1, 1 > ®

n'vezes

G' é reduzido + SaZ(G) = {] }.

b) Do item (a) e de 3.27.(f) segue que se H é reduzido, ker ./ é um subgrupo saturado de (;'
Em relação a esta questão ve.la o Lema 3.30 a.baixo.

0

Embora em IDMll seja discutido o caso mais geral de quocáeníes por subgrupos de /'Hsfer,
iremos apresentar aqui quocientes por subgrupos saturados, os que serão utilizados no trabalho.

Se A é um subgrupo saturado de um grupo specia] G', seja

3lK = S~.ülN . a,eG\ e l)õ. . a----+clb.
o quociente usual de grupos abelianos e o morflsmo quociente canÕíJico (pa(a) = a/A). Definimos
uma relação =a/a em (7/A da seguinte forma

e P,5

(Q) k«IK.blb.') =-i.. Ç.'lb. .a,lb. h sse
Existe 'P C Pfister(A) tal que

Ü ® Ç.,,b h =c $ ® ('.d).
Das Proposições 2.21 e 2.28 em IDMll obtemos o

Teorema 3.29. Seja G um grupo especia! e À um subgrupo saturado de G.

a) A relação :=CIÜ está bem de$nida, (~GJK. - --tló. ) é um grupo especial reduzido eü
JKTLÇãO q'üoci,ente cünânicü, PÜ, é vm SG-mor$smo. AtéTit disso, para a, b. c, d € G,

'«'', '''» :... «.'', '''» * ' l 'i'iii=;";1'': i:i,ii::="i1. z«,yÓ,tc,d'CA '<«,y>=c<f,;>.
b) Se V, 0 são G-formas de mesma dimeT\são, as sega,antes condições são eqKiuütentes

(1) Pa -* 'P =';/. P.~ t 0,'

(2) E«{síe 'P C Pfiste:(A) Za/ q#. 'É ® q' =c; ú ® 0.

c) Se f : G é Knt SG-Tll,or$smo tctl qlte b. Ç V.el f, então existe llm artigo SG-ntnr$smo
f : G/L ---} H que Jaz com'altar o seguinte diagraTna

anotamos que as relações =c/zi coincidem com as relações induzidas por Z,SC-congruências sobre a Esa
estrutura G (ver definição 2.31).
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G G'/Â

D

Lema 3.30. Soam G' m gr po especáa/ e A tlm suógrt&po de G'.

}) Os sxbgr\tios saturados de G são ezatamente os núcleos dos SG-mor$smos de G em grupos
:s.pedais reduzidos.

b) O subgrupos mülimüis sctturados de G são elütamente os núcleos dos SG-carácteres de G.
í;f. é, « «ú./«s do; e/'m'~t« d' Xa (3.18.(«)).

cJ (TeoremadaSeparação) A"' = n {kero . o- € Xa e ,À Ç kero}.

Prova. Veja o Corolário 2.29 e o Teorema 2.11 em IDMll
Q

Há ainda um conceito de morfismo que será úti! mais tarde

Definição 3.31 . Um SG'-mor$srno ./' : G -----} /J e' regular se para lodo a, b c G',

./'(«) C 0x(],./'(Z')) ::::» ] u, « C G' f«/ g«. /(«) = ./'(u), ./(b) = ./(«) . u € Da(1,«)

Para SG-morfismos soórdefores temos a seguinte caracterização de quocientes

Prados\ção 3.32. Seja j : G um SG-mor$smo sobreljetor. As seg'uintes cauda,iões são
zquiuatentes

(1) ./' á «g«/".

ta) O SG-mor$smo Í : G/ket f -----+ H, induzido por J, é zm SG-i,somor$sm,o.

Prova. Ver Proposição 2.23 em IDMll
n

Exem.plo 3.33. Os seguintes são exemplos de SG-morfismos regulares

(1) Se 6' é um grupo especial e A é um subgrupo saturado de G', então o SG-morfismo quociente,
p.\ : (.; ---+ G'/A, é regular. De fato, por 3.29.(a), dados a, b C G tais que a/A C Z)a/z\(l, b/,A),
existem z, y € A tais que
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«« c o.(l, yb).

Mas e«tão, pa(««l = PA(«) e pa(byl = pa(ó), cona«me «cessário.

Como aplicação temos o seguinte fato, que será utilizado muitas vezes no que segue

Fato 3.34. G um grupo especia/ e z\ um subgrupo saturado de G'. Se E é um sugrupo saturado
:le G tal que zX Ç 'E, então pal.E) = E/a. é um subgrupo saturado de G/a..

Prosa. Suponlla que b/z\ € E/A e que a/A C OC/.S(l, b/z\). Logo, existem #, Z/ C A tais que

«« € 0a(l, g/6).

Uma vez que b C E e y C zX Ç E, temos que by € E. A saturação de E acarreta az € E. e
portanto, a/A = az/A C E/A, estabelecendo a saturação de E/A.

Q

l2) Seja G{, ã € /, uma família não vazia em RSG e G' o produto dos G{
a-i : G' ------> G'i é um SG-morfismo regular.

Cada projeção

(3) Suponha que G" --b G' --e-} G' são SG-morfismos tais que p o .J = /dc,
p : G' ---.> G" é regular.

Então, o SG-morfismo

C

O restante desta seção, que é original, é destinada a mostrar que a equivalência no item
(b) do Teorema 3.29 pode ser estendida às formulam existenciais positivas (2.4) da linguagem
Lsa. Embora a construção seja possível para quocierltes por subgrupos de Pfister, iremos nos
restringir a quocierltes por subgrupos saturados.

Fixado um grupo especial #, seja 2.,sa(#) a linguagem de primeira ordem obtida a partir
da linguagem dos grupos especiais, Lsa (3.14), adicionando-se o seguinte con.junto de novas
constantes,

:a « c # \ {i, -i }}.

Está claro que # é naturalmente uma Z,sa(H)-estrutura. Lembramos que se Z, é uma linguagem
de primeira ordem, pp(EI indica a coleção das fórmulas positivas primitivas em L e ]+(L) indica
a família das fórmulas existenciais positivas em Z,.

Se a, /3 são formas de mesma dimensão sobre #, a definição de isometria em # (item (C)
em 3.1) mostra que a relação a =x Õ pode ser descrita por uma fórmula '' em pp(Lsa(H)).
Vamos utilizar este fato rla definição que segue.

Definição 3.35.H Suam H tlm grt po especia/ e d' uma ./ornza dc /)HsZer sopre .f/
rta com,pte=idüde, definimos alma, função

(-)Ü .' ]+(Zsa) ----+ ]+(Lsa(#)), 'P --} P@,

Por ã,adução

] OEvent.ualment.e, muito longa
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dada por, onde r., r\, se, sl, são terTrtos em Lsc e ü = Çu\,... .u. ) são variáveis

(i) ÇroO) = rl@»'b é a conjunção de fórmulas eln ppl.Lsd.F{» que descreve a relação

,o(8)d' =x «. (8)'Ú,'

(ij) (< 'o(8), 'o(T) > < ,:(F), ':(8) >)'P á « ««J«nçã. de ./õ,«.«/« 'm pp(Lsa(#)) g«. d«.«"
ü reLüçüo

< ,o(F), ;o(F) > ® 'P

(ájá) (Ç'- A 'P,)"
(ã«) ('P- v 'P,)"

(«) (]zÇ')'P = ] z Ç:'Ú

( ,. (8), .: (F) > ® 'É,'

0

Está claro que a associação P r----} p'P preserva as variáveis livres e/ou ligadas de ç'

P-posiçã' 3.36.b Sd"m 'P(«:, . . . , «.) € ]'' (Z.SG) ' # «m g«p. «p«i«/. S. P, Q .ã. ./b,«.«
ie Poster sobre H tcLis que DHÇP) Ç DnÇQ) e 2 C H" , então

# F:: ç::''lzl ::> H k 'pçlzl.

Prova. Por indução na complexidades se ç' é atómica a conclusão segue de 3.27.(e). O passo de
indução para a conjunção e a disjunção são imediatos. Para o quantificador ], temos

# F: (]«Ó(:«;p))pl?] # H b ] :« 'pp(:«; f)l?l # ] « c #t.l q- # F::: 'ppl«, zl :}
:+ ]« C #t.lqueH k'pela,21 # # k (a«'P(:«;v))olzl,

completando a indução.

n

O resultado que segue fornece um critério para que uma fórmula existencial positiva de Z,sa
com parâmetros em um grupo especial seja válida em um quociente por um subgrupo saturado.

Proposição 3.37.b Sejam H wm grupo especia/ e A m swógr po safwrado de /l/.
ç:'(u:, . . . , u.) em ]+(Lsa) ' :g C H", as ;'g% nt« condáçõe; são eqwÍu«/enf«

(i) x/A b 'pl?/al,' :'

(2) E«í'í' «m« ./b«',« d. PH.f.« P ;.b« A í«/ q«. # 1: 'p'l?l.

PaFCL Cada

Prova. Começamos com o seguinte

Fato 3.38 ÍI) e (2) são equina/entes para áórmuJas aíõm;cas

''''Zlb. = 1.z~lb., .z«IN )
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P««. Sejam ,o(E), 'o(F), ,:(D) e .,(8) ter:nos em LsC

Para. as fórmulas ro = ri e <ro,so> =a <rl,si > a. equivalência entre (1) e (2) é consequência
da. equivalêílcia rlo item (b) do Teorema 3.29 ]2. Apresentamos porém uma verificação mais
explícita no caso ro :: 7]

Fixado Z C #", sejam z = to(!> e y = rl(2) os elementos correspondentes de H. Então,

«lb.

Seja /' = < 1, ZZ/ >1 então /::' é uma forma de Pfister sobre A e temos

z< 1, > <z,y> =H 3/<1,zy>,

mostrando que # l:(z = y)P eque(]):+(2) para afórmularo = rl. Reciprocamente,suponha
que existe uma forma de Pfister Q sobre A tal que # f:: (to = ri)c?l,il. Isto significa que em #
temos (utilizando a mesma notação que acima)

=Q =n vQ.

Assim, WQ = Q e portanto 3.9.(f) garante que zy C Da(Q). Como Z\ é saturado, 3.27.(c)
implica que zy C .A. Mas ente.o, z/A = y/A, isto é, H/A f::: (to = r])IZ/AI, concluindo a
verificação.

Iremos agora mostrar sucessivamente(1):+(2) e(2):>(11 por indução na complexidade
das fórmulas em ]+(Lsa).
(1):+(2): Para a conjunção temos

0

H/.A 1: q:' A 'Ól?/AI # H/A k 'PI.:/AI e #/A k 'Úlz/z\l.

Peia hipótese de indução, existem formas de Pfister P, a sobre Z\ tais que

# 1: 'Ppl21 e H f::: Ü'yl?l

Seja R = /' ® Q; por 3.9.(g) Dm(P), Dm(Q) Ç DH(R) e R é uma forma de Pfister sobre A.
Portanto, 3.36 acarreta

H 1: 'P"l?l e # 1:::: 'P"l?l

Cromo (ç:' A d')R = 'Pn A 'Úx, obtemos # l::: ('P A d')naZI, como necessário. O passo de indução
para a conjurlção é análogo (na realidade mais simples). Agora suponha que temos

x/a b ] « 'p(:«; r)l?/.AI.
Então, existe a C # tal que /7/A 1::: 'Pla/AI Z/zXI. A hipótese de indução fornece uma forma de
Pfister P sobre A tal que

H 1: 'p'l«; ?l.

Uma vez que (]z'P)P = ] z 'PP, a re]ação acima garante que # l::: (]z'P)pl:l, como desejado.

iZSe H é reduzido, se s] é equivalent.e a < 1, se > :a < 1, si >, e bast.aria considerar 2-isometrias apenas
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(2) :> (1) Suponha. que exista uma forma de Pfister F' sobre A tal que # l::: ('P A #')PIZI. Uma
vez que ('P A d')P = 'PP A Ü', obtemos, utilizando a hipótese de indução,vez aue { y/ /\ v' }' = 'f-''

# h:'P'lzl e # k'P'l?l :+ #/A 1:::: 'Pl?/al e #/A kV'íz/al + #/A 1::: 'p A'Él?/AI,
como desejado. O passo para disfunção é imediato. Finalmente, suponha que existe uma forma
de Pfister P sobre Â ta] que # l::: (]z'P(z; 8))PIZI. Então, existe a C # tal que

H 1::: ç:''l«; ?l.

A hipótese de indução garante que #/,A f::: 'P]a/AI Z/A], i.e., #/A ]:::: ] z P(zl r)]?/a], com-
pletando a prova.

Q

3.4 Alguns Tipos de Grupos Especiais

Nesta seção registraremos algumas construções que exemplificam o conceito de grupo especial

3.4.1 Produtos, Extensões e Fans

3.39. Produtos : A categoria dos grupos especiais (respec. grupos especiais reduzidos) é
fechada por produtos na categoria Lsc -- mod i3 . Mais explicitamente:

Seja G'{, á € /, uma família de grupos especiais e G = llic/ G{ o grupo produto com a
estrutura definida componente a componente. Para iC /, seja

xi'. G

a projeção canónica na áÓ;Í"' coordenada. Indicamos por l e -- l C G as sequências constantes
de valor l e -- 1 , respectivamente. Para u, u, z, y C C2, definimos

<u,o>=a<«:,g/> # Váe/,<uj,ui>=C,<z{,yi>.
Então, < G, =a, --l > é um grupo especial, que é reduzido se cada componente for reduzida. Além
disso, as projeções ai são SG-morfismos. Esta construção é o produto da família (-;{ na categoria
dos grupos especiais. Em particular, ]l o grupo especial (reduzido) com um único elemento, é
o objeto final (produto da família vazia de grupos especiais) na categoria dos grupos especiais
jrespec. grupos especiais reduzidos).

Se H é um grupo especial e / # ü é um conjunto, com a estrutura descrita acima, #/ é um
grupo especial e a aplicação diagonal

J : H ----> #/, onde J(A) é a sequência constante de valor A

é um morfismo puro de grupos especiais, pois ni o (í = /dH, onde i é qualquer elemento de /
Assim /7 é um relraío de qualquer suas potências por um conjunto não vazio.

B
13A construção dos produtos em categorias L-mod é realizada em 2.20
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3.40. Extensões : (Exemplo l.lO, IDMil) Seja G' um grupo especial e .À um grupo de
expoente 2. Indicamos por dAI o grupo cujo domÍrJio é o produto G' x Z\, com os elementos
distinguidos 1= <1,1> e -- 1 = < --1,1>. Escrevemosg d, no lugar de <g,(í>, para um elemento
de G'lz\l. Para cada g J C C'lAI definimos um subgrupo EP-i de C'jal da seguinte forma

0.(1,g) x l

{l, g ' á}

se g # -- ] e J = ll

se g = -- i e J = ll

se á # l.

/ip õ

Agora definimos uma relação =.«t em (-?lzXI x C'Íal por

Í gig2 -: g3g4 e JIJ2 :: (i3(J4

g3gl ' (i3âl C /l;glg2-8182

Então, < G'lz\l, =-t, < --1, 1 > > é um grupo especial, que é reduzido se (7 o for. Esta construção
denomina-se extensão de (l; por a.. Note que temos SG-morfismos naturais

c' --b c'lAI --b c'

orlde [(g) = < g, 1 > e p(g, J) = g. Assim p o z, = /da e G' é um retrato de qualquer uma de suas

extensões. Em particular, z, é mais um exemplo de um SG-morflsmo puro.

<gt '(ii , g2-á2 > =.=t <g3 (f3, g4-(i4 > e

D

3.41. Fans : (Exemplo 1.7, IDMlj) Sejam G um grupo de expoente 2, com card G' ? 2, e -- l
um elemerlto de G', distinto de 1. Para -- l # a € G, seja G. = {1, a}, com G'.i = G'. Para
a, b, c, d C G, definimos

ab = cd e ac C G..t.

Então, < G', =/-, --1 > é um grupo especial reduzido, denominado fan de base (l; e elemento
distinguido --l. E fácil verificar que para todo a C G temos

< «, b> =/.« <c, d>

se a 7:
Da(1, «)

1 ;
se (z = -- l

É imediato que a estrutura de grupo especial reduzido dada a Z2 em 3.13 é exatamente a de
fan de base Z2 = {1, -- 1 } e que todo fan é isomorfo a alguma extensão de Z2 por um grupo de
expoente 2.

Um grupo especial G' é um fan sse satisfaz a seguinte condição i4, para todo u, u, z, y € G'
)

*<«,«>=<«,y> #(««=zy -l) o«(«y=«-#-l e {«,«}

Assim, a noção de fan é defíílivel por uma fórmula de primeira ordem em J.,sa

0

tique é equivalente àquelas em 11.1 em IDMll
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3.4.2 Corpos e Grupos Especiais

Na seção 3 do Capítulo l de IDMlj o leitor encontrará uma discussão extensa sobre as
relações entre grupos especiais e corpos. Faremos aqui apenas algumas indicações básicas, que
motivação a De6nição 3.43. '

Seja F' um corpo, uinte notação será de uso constante:

+ r' :: {zC F' : z# 0}, o grupo multiplicativo de F'l

* F'' : «e F'J; * É'' : «c/'l;
#ET'' = {X:,.,zf:/éfinitoez{ € F'J; #E/'' = {El::.,#? :/éfinitoez; € /'}

Está claro que F' :: F' n r'2 e é um subgrupo do grupo multiplicativo F' . Temos também
F' n ET'2 Ç EF'' e F' n EF'2 éum subgrupo de F': se p = : € .r z? :# 0 estáem F' n ET'2
então

l
P ).,~:. t*: I'#

está em /' n E/'2

Lembramos que um corpo é

# Pitagórico se F'' = ET''

+ Formalmente real se -- l g ET''

Note que um corpo é pitagórico sse toda soma de dois quadrados do corpo é um quadrado
do corpo. Um corpo é formalmentereal sse EF'' = F' n EF'2 . ia

Temos que todo corpo algebricamente fechado, como o corpo dos números complexos, é
Pitagórico mas não formalmente real. Todo corpo real fechado, como o corpo dos números
reais, é Pitagórico e forma]mente real.

Para T Ç F', seja 7" = 7' U {0}. Para a, b C r', definimos

ll(a,Z') = {Ze/':Jp,qC7'*taisqueZ=ap+bq}.
Se 7 é um swógrwpo de F', indicamos por a'r C /?/T o elemento do grupo quociente correspondente
õ, CL c: F

Para T = F'' ou T = F n EF'2 definimos: para a, b, c, d c r'

üTbT= c'rdT e DTÇa.bÜ= DTÇc.d).< «,, b, > =r < .,, d« >

Com estes preliminares, enuriciamos a seguinte consequência do Teorema 1.32 em IDMll

Proposição 3.42. Sela F' m corpo de caracZerúíica 74 2. Com a notação acima

iSEquivalentemente, 2 = 1 + 1 é invertível em F'

IÕAssim, se F' é formalmente real, EF'* é um subgrupo de F'
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a.) Se T = F' , ÇÇF) ÇFÍT.=T.--\jT) é u,m grupo especiüt.

b) Se T = F n EFa , Ç..aÇFb --.t.j ÇFJT, --XJT~i é u,m gru'po especial reduz\do eü
aplicação

aF.: C ç(F') ---> aT C Ç,..í(F')
é wm morSSITlo de grupos especiais.

c) ÇÇ.F~l é reduzido sse F é Pitagórica.

0

Note que se r' é um corpo Pitagórico temos Ç,.a(F') = ç(/') . Se F' é um corpo formalmente
real então card Ç,..z(F') ? 2

Registramos que se T é uma pré-ordem em f' eíltão Çr(F') =a./ < /'/T, =r, --l/T>
um grupo especial rede,zído, generalizando o item (b) em 3.42.

é

Se r', 7( são corpos e ./' : F' ----.> /{' é um morfismo de anéis que preserva unidades então ./
irJduz um SG-morfismo natural

ç(/) : ç(F') ----> Ç;(/ç')

que leva a classe quadrático de um elemento de a € f' na classe quadrático de /(a) em /\'. Deste
modo, Ç torna-se um funtor, Ç : Corpo/2 ---+ SG . De modo análogo podemos definir o funtor
g.ed : C;ompi/2 ------} RSG . 17

])eânição 3.43. Um grupo especÍa/ (y e' repi'esentável se ez ste zzm corpo F' de caracÍerúZíca
:# '2 tat qu,e G é isomorfo G ÇÇFI.

n

Se G' é red z do então , pelo item (c) da Proposiçã.o 3.42 acima, G é representável
um corpo F'ífagór co F' tal que G é isomorfo a Ç;(F').

sse existe

Em relação à representabilidade temos a seguinte Proposição, cuja prova omitiremos

Proposição 3.44. Todo w/traprod io de grupos espec aís represerzfáueís é represen áue/.

U

Um problema aberto importante, enunciado por M. Marshall, pel'BurILa se iodo grupo especial
reduzido é representável is

Um resultado bem conhecido devido a A
especiais, da seguir)te forma

Pfister pode ser enunciado, na linguagem dos grupos

17Corpi/2 designa a cat.egoria dos corpos onde 2 = 1 + 1 é invert.íve] e morfismos de anéis que preservam
unidade.

isA maioria dos que t.rabalham rla área acredita que a resposta é negativa.
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Eeotexna 3.45. Sejam F um cora)o e tP, b forTnüs diagonais sobre F, com 'Ü ani,sotrópicü.
seg'pintes condições são eqwi dentes

(1) 'P $ç(p) #','

(2) Se F' --q /\' á wm« '«fen.ã. de F', ente. ÇWI(Ç;(&) « 'P) ç Oç@)(ç;(t) t @).

l3) Se n = dim 'P e F' --b F'(zl, . . . , :««) = Ã' e' a {«versão c.znórzáca, então

oçwl(g(6) :' 'p) Ç nçwl(ç(&) +' 'P).
l4) Se n = dim ç' e F' --b F'(zl, . . . ,z.) = Ã' é a imersão canónica, então

'P(«:-,...,:««) c l(ç([) $- 'ó).

'4s

D

3.4.3 Algebras de IBoole e Grupos Especiais
P

Assumimos que o leitor tem familiaridade com a teoria das álgebras de Boole. Uma referência
para o assunto é IBDj. Nos Capítulos 4 e 7 de IDMlj há um estudo extenso da interação entre
álgebras de Boole e grupos especiais. Como no caso dos corpos, apresentaremos aqui apenas
algumas das noções básicas acerca do tema.

Se Z? é uma álgebra de Boole e a, b C B, indicamos por

cl b, b, a.''V b e --ü

o ínfimo, o supremo de a, b e o complemento a, respectivamente. Sejam

1 = mínimo de Z? e T = máximo de Be

Se S Ç B, /\ S e V S indicam o ínfimo e o supremo de S em Z? (se existirem), respectivarrlente

Recordamos a seguinte

Deânição 3.46. Se.Íam B urrza á/geóra de 23oo/e e g # L'' Ç B.

ü) V é lm 61t o se for fecha,do por inJ's $Ttitos e para todo a,, b € B

aCr e a$b :+ bcL'::+

b) V é uln \dea\ se for fecha.do em Teta.ção Q sup's anitos e para todo a,, b € B
e a < b ::+

f'Z/fios próprios i9 mazãmaás pe/a orderrz parcáa/ da rzc/ são são denominadas ultrafiltros
Ána/ogamerzíe, feznos o corzceáto de ideal maximal

n

Se .4, B são álgebras de Boole, um Ba-morfismo, ./ : .4 ----} B, é uma função que preserva
1, T, A e V. Irldicamos por Ba a categoria das álgebras de Boole e seus morfisn-tos.

iPlsto é, distintos de Á
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Para a, Z) C B, a operação

« A é' (« A -Ó) V (b A -«)

denomirla-se a diferença simétrica de a e b. E bem conhecido que

(1) < B,a, 1> é um grupo de expoente 2, com elemento neutro ll

(11) Para a, b C B

(z) --a = T A a; (ii) a V Z, = a a b a(a A ól

(111) < B, a, A, 1, T > é un] anel comutativo, com A no papel de soma e A no papel de produto,
cujos neutros são respectivamente l e T

Para a, b, c, d C B, definimos

RUBI <a,ó>=B<c,d> + a,Ab=c,''xd e aVb=cVd.
Observe que no caso de álgebras de Boole temos l - l

Proposição 3.47. (.7om a no]açâo acirra e ] mos.

ü) A trio)la (~ B, é aln grupo especial reduzido tül qKe para a, b eB
a € Z)B(l,ól # a $ b.

b) Se A, B são átgebras de Boole e f : A -----+ B é Kma Junção, evttão

J éam SG-írtor$sm.o « f éumBct-mor$smo.
c) O s'übgrzpos satKrüdos de B são e=atamente os i,deüis de B

Prova. Para(a), veja Corolário 4.4.(b), para(b) a Proposição 4.5 e para(c) a Proposição 4.7.(a)

Nos Capítulos 4, 5 e 7 de IDMll mostra-se que as álgebras de Boole têm ligações importantes
com os grupos especiais reduzidos. Uma destas construções é a envoltória Booleana. aue
passaremos a descrever.

Seja (;' um grupo especial reduzido e Ba a álgebra de Boole dos abertos e fechados de seu
espaço de ordens (3.18). Definimos uma aplicação

cc: G'--->Ba, dadapor ca(a) - l«=--ll = {aC X.3: a(a)=--1} = 1--a= il.
O diagrama ca : G' ----> Ba denomina-se a envoltória Booleana de (l;. As principais pro-
priedades desta construção corlstam do ' ' '

U

Teorema 3.48. Seja G um grupo especial reduzido. CoTrb a notação acima

ü) ec é u,Iria. imersão completa.

)l Para, cada u € Ba, e=tste uma Jaw ttü \.F\.. . . . F,]\ de SKbconjvntos $nltos de (] tal que

« = UZ:. 0.:p. :a(")
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c) Para todo a q: Xo existe ulíl único a* € XBc tat qxe a.: o tG = a, isto é, o triângKto abaixo
ê coTnutatiua:

G e'c '- Bc G

/

#

d) Se P (85'1.. k \.a.i~l é ümcl forma de P$steT sobre G e a e G, então

« C OG(r') + :G(«) Ç UZ:. .G(«.).
1) Se .f : G -----> H é um SG-mor$sTno de grupos reduzidos, existe qm único Ba-m,or$smo,
BÇf) : Ba ---} Bn, q'üe jaz o quadrado ücintü com,xtcttiuo. As associações

G---} Bc e ÇG -l--:} H) --} ÇBc !i:2 Bnl
leterminüm um j'untar, B : RS(3 é adjunto à esqu,farda do fvntor esqu,ecimento de
Ba para RSG . 20

e

Prova. a) O item (a) vem do Corolário 5.4, o item (b) da Proposição 4.10.(b) e o item (c) é
equivalente ao item (a) pelo Teorema 5.21 (d) vem da Proposição 4.11 e (e) do Teorema 4.17,
todos em IDMll.

0

3.4.4 Grupos Especiais de Comprimento de Cadeia Finito

Em IAstll e IAst3j há um estudo aprofundado dos grupos especiais do título. Alguns destes
resultados serão importantes no Capítulo 5, quando apresentarmos a envoltória profinita de
um grupo especial reduzido. Exceto pelo Corolário 3.52, todos os resultados e definições desta
subseção aparecem em IAstll.

Definição 3.49. Sela G m grupo especía/.

aJ Uma cadeia em G' e' wma seq anciã está lamente crescente

0a(l,«o) Ç Z,)c(1, «:) Ç
O ár feito n 1? Z) á derzomána-se comprimento da cadela acama.

ÓJ Z)e.Primos o comprimento de cadeia de (; 2i como o e/emerzfa de N U {oo} de$rzádo por

Existe uma cadeia de co'rnprimento m em G\.

Ç 0a(1, ««)

./(G')

20O funtor descrito nos itens (a) e (b) da Proposição 3.47.
Chain length" em inglês.
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DÍzenzos que G' Zem comprimento de cadeia finito se c/(G) < oo. /ndicamos por RSG.l.f a
:alegoria dos grIFos especiais reduzidos de compra'mento de cadeia. anito.

Q

l)efin\ção 3.50. Seja G um grupo especial e H uln subgrupo de G, com -- \ C F{

ü) H é umü senão de G se existir r : G ---+H tal qve r a uH = [dH, onde t,N : H --} G é a,
imersão natural de H enl G. Se H é Kma seção de G, seja

Xc.n:= \.(; ----+ H : r éu,TT\SG-mor$smoeraLn::ldH \

b) De$ítimos Sji«tG) = S..H : H é u,T-ta seÇão $nitü de G\.
cJ Seja XJ = U {XC,m . # e' wma senão ./irzíía de G'} U {Xa,H .' # C S.ri«(G')}.

Note que se .f7 é uma seção de G', então

# /7 é um retrato de G' e pol'tanto um subgrupo puro de G' (3.22.(b))l em particular, H é um
subgrupo especial de GI

# Se r € XC,H, então r é um SG morfismo regular e sobrejetor (3.33.(3)). Logo, 3.32 implica
que H e Gj\çer r sã.o isom,orlas.

+ Se G for reduzido então H é reduzido e zX, :L Ae7-(r) é um subgrupo saturado de G' ': de
írldice finito.

Com estes preliminares enunciámos o seguinte resultado, que segue da Proposição 3.1.11 em
IAstil

Proposição 3.51. Sda G wm grz&po especia/ red z do de comprimento de cadela ./inÍfa

G* = ll,;xlt G/A,

Sqa

Então, Q aplicação

y : G ---+ G* , dctda, por pÇg)

é um SG-mor$sTno p'uro.
l glX, ).:X+a

B

Da. Proposição 3.51 obtemos o

Corolário 3.52. Sda G um grupo especÍa/ reduzido com comer mzenfo de cadeia ./inÍío

real = !..& : õ,. é um SKbgrKpo saturado de {vtdice fiTÚtO eln GÀ

Então, ü aplica ção

J. .' G' ------> lla.,-(a) G'/Â: d«d« P.« Ó.(g)
é um SG-'mor$svrto puro.

haver 3.27.(fl

Se.7a

l glb. hc,.ç:r\'3]
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Prova. Como cada aplicação PÂ : G' --» G'/,&
imediato que (Sa é um SG-morfismo 23

' f : g -> g/Â é um SG-morfismo (3.29.(a)) , é

Já observamos que para cada r C XJ temos A, = ker r C /'l(7) e é fácil ver que a aplicação
QH A, C /'(G')

é injetora.

Com a notação em 3.51, seja

q : I'la./-(a) 6'/A -----> G'*

a projeção que esquece as coordenadas fora de imagem de Qa
comutativo

Assim temos o seguinte diagrama

.lla.;:-(a) c'/a

onde p é um SG-morfismo puro
desejado.

Segue do item (a).(2) da Proposição 2.45 que âa é puro, como

D

O próximo resultado sobre grupos de comprimento de cadeia finito pode ser extraído da
Proposição 1.3 em IAst21. Uma vez que esta referência ainda não está amplamente disponível,
apresentaremos uma prova do mesmo.

Proposição 3.53. Seyarn G unz grupo especía/ reduzido, A 2 1 wm ánfeÍro e ç' uma n-/arma
sobre G. S'üpoTthü que

* G b i«d«(ç:') < A,'

Para lodo subgrupo safarado próprio em G, (-;,/A 1::: indpr('P) ;. A.

Então G é um grupo especial de com,primento de cadeia anito.

Prova. Se cara(6') < 2 não há nada a ser demonstrado
í > 1 e tomar uma cadeia de comprimento / em G

0a(l, «o) Ç D.(1, «:)

Senão podemos considerar um inteiro

(1) ç o.(1, «.)
onde ao = 1 e al = --l

Assim, por ISG21 em 3.1 temos Da(l, ar) = (-7 . Como G satisfaz jredl temos Da(l, ao) = {1}
Como G' é reduzido ainda temos que

23Obtido pela propriedade universal dos produtos
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jlí) Paiatodo0 $ i < /, aiaÍ+l # l, --l

De fato, está claro que aí = ai+] viola a condição de a sequência em (1) ser estritamente crescente.
Por outro lado, se existisse ! < / tal que aiaÍ+i = -- 1 , obteríamos, lembrando 3.8.(b) e o axioma

«; c o.(1, «;+-) ::+ < «., «;«.--: > =a < 1, «;+: >

< «., a;+- > =a < 1, 1 >

< «;, -1 > =a < 1, «.+: >

:+

e o axioma da redução acarretaria que a{ = 1 e ai+i = -- 1 l assim ao = a{ e ai+l = a/ e
concluiríamos que / = 1, corltrariando nossa escolha em (1).

Segue imediatamente de (llj e de 3.27.(d) que

jll!) VI $j.ç /, {l} # Da(l,aias-i)é umsubgruposaturadoprópriodeG'.

Fato 3.54. Sejam G um grupo especial reduzido e u C G. Sejam P, ü formas de mesma
dimensão sobre G e P uma forma de Poster com coeficientes em Dcl.\ , u'l. Então,

r'®P=a/:'®d':::><1,zc>®'P=c<1,u>®d'

Prol,a. Corno P tem coe$cientes em Da(l, u), os itens (d) e (c) de 3.27 (nesta ordem) garantem
que Dc;(/') Ç Z)c(l, u). A conclusão desejada é então consequência de 3.27.(e).

n

Para l $ { $ / , (111) e as hipóteses da Proposição implicam que, com A{ = Z)c(], miai-i),

pzi. +- 'P tem índice de Watt ? k em G/A{.
A equivalência em 3.29.(b) e o Fato 3.54 fornecem, para cada l .$ i .$ /, uma forma d'i, de
dimensão n -- 2A sobre (.; taJ que

jiV) < '"'".-:>®'P =a <1,«.«..:>®('É. aA<1,-1>)
=a (<1,«.«;-:> ®'P.) © (<1,«,«;-,>® <1,-1>).

Note que se u C G, então axioma ISG21 em 3.1 acarreta

<l,«>®k<1,-1> 1,«>®<1,-1>) = A<1,«,-1,-«>
=a É(<1,-1>©<1,-1>) =a 2A<1,-1>,

que substituída(com u = a ai-i) em(IV) fornece, para cada l$ i$ /,
(V) <1,amai-i> ®'P =o (<1,aias-:> ®'Pi) © 2A<1,--1}.

Somando ambos os membros das isometrias em (V), entre l e /, obtemos

©l:. <i,«.«.-->®p = ©l.. (<i,«:«;-:>®d',)ü(2A<i,-i>)
que transformações elementares levam a

(VI) 'P(g)(DÍ;.<1,a.ai-i> G U#/<1,--il © 0,

onde 0 = i:E)l:: <1,a.a..i > ® d'í. Agora. observe que

(vií) ©l::<t,«;«;-:> /<i> ©<«-,«:«:,':,"',...,-«.-:>

A(< 1, -1 > © <«, -«>)
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Como ai € Z)a(l, a2), 3.8.(b) implicaque <a],aia2> =C<1,a2>. Esta isometria, substituída em
(Vll) fornece

/<1> a)<ai,aias,a2a3, ) =a /<1> O<1,a2,a2cz3)' -)

Novamente, temos a2 € Z,)a(l, a3) e assim, < a2, a2"3 > =a<1, a3>, que nos leva a

/<1> amai,a]a2,a2a3,...,--az.]> =a /<1> O<1,1,a3,...,--a/-i>-
Prosseguindo com este método por / -l passos e lembrando o axioma ]SC2] em 3.1, obtemos

/<1> a) <1.ai,atam,a2a3,...,--l.ar.i> =aZ<1> a)<1,1,...,ai-l,--a!-i>
=. /<1> 0 (/ - 2) <1> © <1,-1>
=. (2/ - 2)< 1 > < 1, -1 >.

(Vlll)

Voltando com (Vlll) e (Vll) em (VI) for«ece

(IX) 'P®((2/-2)<1> <1,-J>) G 0 2A/<1,-1>.

Como'Pg) <1,--1> = 'P -- 'P =a n<1,--1>,(IX)podereescritocomo

(X)(2/ -- 2)'P 8 n<1,--1> =a 2Â;/<1,-1>.

Seja m = inda(ç') em G'i então existe uma forma anisotrópica d' sobre (] tal que

P =a 'É © «.< 1, -1 >.

subsituindo-se esta isometria em (X) obtemos

(Xi)(2/--2)'Pa((2/ -- 2)m+n)<1,--1> =c a©2Ê/<1,--1).
Uma vez que d' é anisotrópica e G' é reduzido, segue de 3.9.(e) que (2/ -- 2)V' também é uma
forma anisotrópica. Assim, (XI) acarreta

(Xl1) 2A/ .$ (2/ - 2),n + n.

=:=:=:=:=::::Z;:=;::=.#=::;1:=.:«--:''' : üs,
n

3.5 O Anel de Watt de um Grupo Especial

Definição 3.55: Sela 6' m gr pa espec a/ e ç', #' /armas sopre G'. Z)ázemos qwe P á Watt
equivalente a d', em sí nóo/os P =a d', se ez sfárem nafwraís n, rn > 0 tais q e

Ç' 0 n< 1, -1 > =c 'Ó 8 «.< 1 - 1 >

Pelo CanCetameTttO de Wi,tt Ç'3.9.Çb», esta relação pode sempre ser escritct colho

'P©A<1,--1> =V' oz& 'P=d'0k<i,--i>,
o,zde k = ldlm ç:' -- dirá'ÉI/2.

24Segue imediatamente da definição em 3.6.(e) que 2indw(P) $ dim PI assim, n -- 2m > 0
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n

É fácil de veriâcar que =a é uma relação de equivalência no con.junto das formas sobre G
Para formas 'P, #', sobre G', escrevemos

(P -- d' pala indicar P a) --V'

Seja )'v(G') o conjunto das classes de equivalência das formas sobre G em relação a equiv-
alência de Watt. Indicamos poi @ a classe da foirna 'P em )W(G'). Temos

Lema 3.56. SÜa G' um grupo especía/ e ç' uma ./broa soar-e G.

«J 'P ® < 1, -1> = djm 'P . < 1, -1> < 1, -1>.

b) A eqKiualêrtcia de Watt é uma congruência. em Tela,ção à soma e üo produto de formcts.

:)CoT«usos'ert!$!!s @+'b =V%$ e q$=-í'®4', 'WÇG) é«-ma«\elmo«-«tütiuo
;om ideTttidade Ç\ h, cujo Tteutlo a.dil,iria é Q classe das JorTnas hiperbólicas, denomina,do anel
de Watt de (l;

L) O covLJKvlto itC) düs (classes düs) formas de dimensão l)ür é \J,m ideal Tncmimat em WÇCb, o
ideal fundamental de G. Á/ém dias., )'V(G')//(G) é . co,po «m d.ís / m.nf".

B

Se G' é um grupo especial, o anel graduado de Watt de G' é

w,(c') c')//(c'), /(c')//'(c'l, . . . , /"(c')/r"''''(c'), . .>
onde /"(G') é a né''"' potência do ideal fundamental /(G') (3.56.jd)). Note que, como grupo
abeliano, /"(G') é gerado pelas formas de Poster de grau n sobre G, isto é, ' '

r Existem m? 0, cl,...,(«C{ l, -l }e Pi,...,/{,,, formas
r#) ç' € /"(G') .t::> Z de

1. Pfister de grau n sobre G' tal que y =a ql)Z;. c{/'í.
A multiplicação graduada em )'Vs(G) é a induzida pelo produto sensorial de formas
P € /", d' C /", se P/n indica 'P//"+' , então

pl« * 'ÜI««, l«. -v «.

'P € /"(G')

para

3.57. A Conjectura de Marshall. Sejam G' um grupo especial redtzzído e 'P uma forma sobre
G'. Com a notação em 3.]8, corlsideremos a condição

IMC('P)l VaCXa, .('P) =0mod2" :> 'PC /"(G').
Note que a hipótese em IMC('P)l significa. que a assinatura de ç' com respeito a todos os carácteres
de G' é um inteiro congruente a 0 módulo 2"

Dizemos que G verifica a conjectura de Marshall, e escrevemos G' l: IMCI, se para toda
forma ç' sob« (7 -le IMC('P)l

Em IDM21 foi provado que se r' é um corpo Pitagórico então g(F') verifica a conjectura de
Marshall. Um problema aberto importaíjte, proposto por M. Marshall na linguagem dos espaços
de ordem abstratos em 1974, é se iodo grupo especial reduzido satisfa.z IMCI.

:+
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Fixada a forma ç' C /"(G'), com dim 'P = À;, segue de (*) acima que existe uma fó,mula
existencial positiva em Lsa, a)(ul , . . . , ul;), tal que

r Existem a],...,a. C G' e Pi,... ,/3,,, formas de

1. Pfister de grau n sobre G', tais que ç' =a (ID=;. a{/3.
(**) c' 1::: '>1'pl

Esta observação nos fornece

Lema 3.58,. Seja j : G uln mor$smo vero de grupos especiais reduzidos. Então,

# k IMCI ::> C' l::: IMCI.

Prova. Seja ç' uma forma sobre G' de dimensão Ã; tal que para todo c, € Xa, c,(ç') = 0 mod 2"
Seja r € XXI então r o / C Xa e portanto

r(./' + (P) = (r o /)(P) = 0 mod 2"

Como # l::: IMCI, / + 'P C /"(#); como observado acima em (**), existe uma fórmula existencial
positiva em Zsc;, O(ui,. . . ,u#), tal que # 1:: 01./ + 'PI. Como ./ é um SG-morfismo puro,
concluímos que 6' f: ©lç'l e portanto, novamente por (**), ç' € /"(G), como desdado.

D



Capítulo 4

A Adjunção Induzida por um
SG-l\41orfismo

Neste Capítulo apresentamos, num primeiro momento, as noções de adjunção induzida e
morfismos derivados de um morfismo entre grupos especiais reduzidosl em seguida, analisamos
alguns subconjuntos do reticulado dos subgrupos saturados de um grupo especial reduzido e o
comportamento destes pelas adjunções induzidas por morflsmos.

]Neste Capítulo, todos os grupos especiais são reduzidos.

4.1 A Adjunção Induzida

É bem conhecido que cada função entre conjuntos origina um par adjunto de funções cres-
centes entre seus conjuntos de partes correspondentes ]. Analogamente, iremos associar a cada
SG-morfismo entre grupos especiais reduzidos um par adjunto de funções crescentes entre seus
reticuiados completos de subgrupos saturados.

Nesta seção examií)cremos este fato e suas consequências, sendo que a principal para nosso
trabalho a definição da enz;o/[óría pro./7nifa de um RSG (seção S.51 , é a obtenção dos
mozWsmos derivados de um ESG'-morfismo.

Lembramos que se .4 Ç G' é um subgrupo de um grupo especial G', o item (b) do Lema 3.27
fornece

A"* = U {Dc('P) : d' é uma forma de Pfister sobre A}

é o menor subgrupo saturado de (7 que contém A. Além disso, por 3.27.(f), imagem inversa por
um SG-morfismo preserva saturação. Com este preliminares introduzimos a

Definição 4.1. (A adjuílção induzida) Sela /

f* : SsatÇGI ----+ SsatIG' b e f*

díndas, T)arüb. SsattGb e Ni € Ssatl.G'), por

l As funções "imagem diret.a" e «imagem inversa" induzidas pela função dada

G ----} (; urn maz:/isrno en7z RSG De$rl tIRos

SsatÇG' ] -----> S:«f(G')

Í13
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/* @J /IAI)": ' ./'*(a')

./l á a imagem saturada de / e ./''' a imagem inversa saturada de .f

Proposição 4.2. Soam G' r G" --g-} 6"' mor$smos em RSG
a,) f:. e J* são Cresce«-tes, jorT«,ando u,« par ad3untoa , isto é,

P-«Â C S;«f(G') . A' C S.«l(G"), ./:(Z\) ç .A' #

E«pü"ti'«'t«,& Çf*lf*ÇÀ)) e f*Çf"Ç&'» Ç À'
b) Ç\) Çg . .f)* g* . J*;

Ç4 çg . f)* j* . g* ;

(3) /d& = /ds«*(c) = (/da)*.
c) As sega,lutes coTtdições são equ,iuülentes : '

l~\) f é u,mü imersão comptetal

(2) P«« f.do Z\ € S;«t(G'), ,A = ./'*(./:(A)).
d,) Se .f ésobrejetor e b' C SsatÇG'), então J*Çj*Ç&'» = 6.'

.J S. ./ á .oó«det.r ' regular (3.31) 'ntã. par« Z.do A C Ssat(G')

ker./' Ç A :> /.(A) = ./:lal . ./'*(.Ê(A))

A ç /*(z\')

Prova. O item (a) segue imediatamente das definições ;e das propriedades usuais da imagem e
da imagem inversa. Notamos ainda que, por 3.27.(b), segue que

./:(Â) = U{Z)a'(/+-V') : @ é uma forma de Pfister sobre z\} '

b) Os itens (2) e (3) em (b) ':$ão claros. Para (1), seja A C SsaZ(G); no sentido de facilitar a
leitura, indicaremos Á"' por d ( 4 Ç (7). Nesta notação, devemos verificar que

gl./'lz\ll

Como a imagem por uma função é crescente e ./'lal Ç ./IZS.l, é suficiente provar que

g[/]A]] Ç ã]./'iix]].

Seja z C gl./IZXlli por 3.27.(b) existe uma forma de Pfister d' com coeficientes em gl.fFall tal que
r C Z)a«('P). Podemos escrever

'P = ®=:;. < i,g(«;)>,
onde a{ C /IAI, l $ ; .$ n. Uma nova aplicação de 3.27.(b) fornece, para cada l $1 i < n. uma
forma de Pflster ã, com coeficientes em ,A, tal que

Paratodol$i.gn, 'z C a,(./:+-8).

'Alguns autores usam a t.erminologia c07zezão de Ga/ois couarianle (ver a Observação 1.34}
30utras caracterizações de monomorfismos completos aparecem no Teorema 5.2 em IDMll.
4Note que se .f é um SG-morfismo e Q = (!Õ=;;: < 1, di >, então ./ i. Q = {8)Z;i < 1, .Í(jÍ) >.
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Seja F' = i8i:::. P:l então F' é uma forma de Pfister sobre A e por 3.9.(gl, temos

t..E:* DG'Çf'k P.) Ç Dc-(f-k Pb.
Consequentemente, {al , . . . , a.} Ç DG,(/ + r'l e portanto

{g(«-), ...,g(««)} Ç Da«((g. ./')-* P).
Agora, os itens lc) e (d) em 3.27.(d) fornecem

= çi Dc t+b Ç Dc,ÇÇg ' f''l-K P)

mostrando que z € pl./rali, como necessário. 5

c) Começamos mencionando o seguinte Fato, parte do enunciado do Teorema 5.2 em IDMI)

Fat,o 4.3 . Se h. : G ---} H é um morfismo de grupos especiais reduzidos, as seguintes condições
são equivalentes

Çz) h é uma imersão completam

1.{i) h é injetora e para toda forma de Pfister'P sobre G, DnÇh-K(P) n Iml.h)

A

blo.( 'p )l .
B

(1) ::> (2) Uma vez que ./'lal ç ./:(A) e /* é a imagem inversa por /, é suficiente mostrar que

.f*(./:(a)) = /*(./'lAI) ç ,A

Sda z C G tal que ./:(=) c /lal; por 3.27.(b), existe uma forma de Pfister P com coeficierltes
em 23. tal que

:ltlb Dc, Çj t P).

Pela equivalência rlo Fato 4.3, concluímos que /(z) C ./IZ,)a(P)l e o fato que ./' é injetora acarreta
z € Da(/'). Como /' tem coeficientes em ,A, 3.27.(c) implica z € Z\, como desejado.

(2) ::> (1) Para vermos que / é injetor, lembrando a Observação 3.28.(a), temos que

{la} = /*(.A({la})) = /*({i;+) = ./''lha,}l = ker/,
como necessário. Seja /' uma forma de Pfister sobre G'. Como / é um SG-morfismo, vemos pelo
Fato 4.3 que é suficiente verificar que

DG,(/ " P) n Im / Ç /in.(P)l.
Por 3.27.(d), A = Z,)a(F') é um subgrupo saturado de G. Observe que os coeficientes da forma
de Pflster / t /:' (sobre G") estão em /lal; assim

(+1 0G,(/ -* F') Ç .FÍ;iÍ.

Por outro lado, (2) acarreta

/*( ./: lz\ ) ) /*(/IAI l,
que jlmtamente comi(+l implica

sEst.á claro que Ig o .f) t P é uma forma de Pfist.er sobre pl/hall
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Oa,(./ * r') n Im ./ Ç /lal n Im /

encerrando a prova de (c). O item (d) está claro.

e) Seja ker ./ Ç A um subgrupo saturado de G. Para mostrar que ./:(A) = A é suficiente verificar
que ./IAI é saturado. Mas isto segue imediatamente da Proposição 3.32 e do Fato 3.34. A última
afirmação é agora imediata, encerrando a prova.

B

4.2 Morfismos Derivados

4.4. Construção. Seja / : (7 6" um morfismo de grupos especiais reduzidos. Sejam
E C Ssctf(G) e A' C SsaZ(C;"), tais que }l Ç ./*(Z\') '. Consideremos a composição

c; -L c' !4 c' IK' .

Note que o núcleo desta composição é exatamente ,â = ./'*(A'). Pelo Teorema 3.29.(c), existem
e são únicos, SG-morfismos

que fazem os seguintes diagramas comutar

.f .ü,», G/E
G'/,A

c'lX.
c'lK.

G f - G' G J : G.

jderl PZ Pa.' Pa.. (,&

]'l'Ê ----T;l=:"-' b' IA' c'le' ----T=:--- h' l&'

onde p* são as SG-projeções canónicas. Note que /a, é injetor

n

Definição 4.5. (Morfismos derivados) Sda ./ . G' --.-> G" am mor$smo em RSG. F'ara
\' C SsatÇG' ) e'S C SsatÇG), com E Ç f* tbib, os SG-mor$smos J . e f ,h- construídos a,cim,ü
denominam-se morfismos derivados de /

n

Algumas das propriedades básicas dos morfísmos derivados constam da

Prados\çâo 4.6. Selara G --=1--+ G' --L+ Cu'' mor$sTTLos de gr'üT)os especiais red lidos.

6Equivalentement.e/*(EI Ç A', por 4.2.(a)
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ü)Param. € SsatÇG), ITdG)c:. = Idclõ..

b) Para b'' € SsatjG''b: sejam 6.' = g* Çbl') e b. = f* l.g* Çb''~l). ETttão,

Ig . f)à.,. = gõ.,. . fe:.,.

:) Sejam Z\' Ç 'S' em Ssctt(G' b, & = J* ÇN' ) e E = f" Ç5.,' ). SejuTn PÜX, pa' únicos SG-mor$sTnos
qKe faZeTn os dois primeiros di,agrümas abaixo com'ütürem'í

G/h Eb=-- G'/N G,Ü P'Z---: G',a

/E,

]'/Ei G'/L'
'P ó.'l- G'/E

Então, J Q P :: pa'x' o jõ.-, isto e o quadrctdo üci,Teta é coTnltatiuo.

1) Se f é uma imersão coTnpletü, Ü. € SsatÇG) e &' = f*Ç ): e,«tão b. = f'': ÇÜ.'b e também
;CÍlIos qze fe.- : G/b ----} G'/&' é 'üma imersa,o coTrtpteta.

:) Se J é sobrejetor, &' € SscttÇG' ) e = f* Çb' b então fÕ.. : G/b. ---» G'/b' é um SG-mor$smo
)i3etor

:) Suponha. q'ue f é sobrejetora, e regulará. Se ül € SsatÇG') e /\ :: .f"l.z\') eTttão fb, é wrTI
SG-isomor$smo entre G/b e G'/N' . "'

Prova. O item(a) está claro. Para(b), seja A" C S.af(G"); com a notação do enunciado, temos
por 4.2.(b) que ,A = (g o /)"(A") e segue diretamente das definições que o diagrama abaixo é
comutativo

doutra aplicação do Teorema 3.29
;Definida em 4.2.(e).
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G'/A

rJ jó.,a.-

P.h'

c''/a' Q l (g'.f)»,»«

b ga,, ,Ê:.,,

G"
Põ."

c''lu'

c) Seja zX' Ç E' em Ssaf(G"); com a notação do enunciado, note que como pa é sobrdetor, temos

fE'QPbE -- Pê.-E,Ofb. ':g' jE'QPhEQPê. -- P8.'E'OIÓ.'QPê..

Tendo em conta o diagrama, da direita em jderl (4.4, página 116) juntamerJte com os diagramas
no enunciado, obtemos

fE' o T)õ.'ü o pü -- fE' o PE -- PE- o f :: pa.'E' o pb' a f

como necessário, isto é o diagrama abaixo comuta
ph' E- o fó.' o pa. ,

alb. c' :- clE.

/E,

onde cv = paE e # = pa,S,.

d) Seja A € SsaZ(G); pelo item (d) em 4.2 sabemos que A = /*(./*(.À))
SG-morfismo ánlefor (veja comentário em negrito no final de 4.4)

lü,, '. Clb. -----+ G' IK.

Assim, temos um
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onde Â' = /*(Â). Sejam 'P, @ fonnas sobre G/A de mesma dimensão. Para mostrar que /&, é
completo é suficiente verificar que

k\b fó., ttp = fl:.' 'k 'Ü :::+ tP

Uma vez que P, l/' são formas sobre G/A, existem formas ©, Q sobre C' tais que

(lll 'P p. tQ e '/' = PÂ ,. 'P,
onde pa : (;' -----} (.;/A é a. SG-projeção canónica. Lembrando que o diagrama. da direita em jderl
(4.4, página 116), isto é, ' '

::+

P = Pay.Q e

G f : C'

Pa'

llb'' fb.

é comutativo, a hipótese em(1) juntamente com(11) implicam

(PA, ' /) + 'b =G,/A, (Pa, . /) + Ü
Pelo Teorema 3.29.(b), existe uma forma de Pfister Q com coeficientes em ,À' = /*(zX)
tal que

/lz\l- :

(111) Q®(./*-'P) =a, Q®(/'*-©).
Com o mesmo método utilizado na prova de 4.2.(b).(1) 9, podemos encontrar uma forma de
Pf[ster, #, com coeficientes em A, ta] que Da,(Q) Ç DG,(/ + R). Esta relação, 3.27.(e), (111) e
3.16 fornecem

./'*'(R®'>) =(/*'R)®(./'+'D) =a,(./'*-R)®(./'+@)
Uma vez que ./' é uma imersão completa, a relação acima implica que

/-*(R ® W)

Outra aplicação de 3.29.(b) Implica, já que R tem coeHcientes em .A, acarreta

'P = P,s +- q' =a/.s P.x t © = 'Ü',

estabelecendo(1), conforme desejado.

Os itens (e) e (f) seguem facilmente das definições e omitiremos sua verificação.

n

Observação 4.7. Na notação vigente no item jd) da proposição acima vimos que se / é SG-
imersão completa então /.x, também é S6'-imersão completa. l)e fato, tomando ./ imersão
completa (respectivamente: SG-morfismo que reflete isotropia, SG'-morfismo que refjete sub-
formas, Lsa-morfismo puro) podemos concluir que ./a, é imersão completa (respectiva.mente:

9Se Q = i8) < 1, a{ >, para cada af existe Rí C Pfist.er(A) t.al que ai C DC,(.f t Xíli tomamos /t = (8) Ri.



120 CAPÍTULO 4. A ADIUNÇÃO INDUZIDA POR UM SG-MORFISMO

SG-morfismo que remete isotropia, SG'-morfismo que reflete subformas, LsC-morfismo puro)
basta adaptarmos a prova realizada, utilizando as proposições 3.36 e 3.37.

D

4.3 Sobre alguns subconjuntos de subgrupos saturados

Nesta seção consideramos certos subconjuntos do reticulado dos subgrupos saturados de um
grupo especial e analisamos o comportamento desses subconjuntos pelas flechas das adjunções
induzidas por morfísmos entre grupos especiais.

Definição 4.8. SÜa G wrrz gr pa especáa/ reduzido. De$námos

aJ Ssaf*(G') - {Z\ C Ssaf(G') . card(G/A) > 1}, o co@ nZo dos s ógrzépos saí fados próprios
e

b) FÇG) = \.8. e: SsatÇGb : cardÇGjà. ) <. w }, o covL=lunto dos slbgrzpos sütvra,dos de índi,ce anito
e7n

.J x(c')
d.e G.

{E C S.«z(G') caxdÇGJ'Ê) .= '2\ é o comi'auto dos subgrupos satura,dos mü=imais

n

Temos também a seguinte versão relativa dos conjuntos acima

Definição 4.9. Se G á wm grupo especia/ red lido e O C SsaZ(6'), de$nÍmos

«J Ssato(G') = {A C .S.aZ(6') ; O Ç A}.
ÓJ S'«t8(G') c') n s.«t.(c').
.J /.(6') = /'(6') n s.«zo(6').

) X.(G) (G) n .g.«t.(G').

0

O Lema abaixo .justiâca a nomenclatura adorada acima

Lema 4.10. Se.ja (;' wm grupo especía/ reduzido e A € Ssa{(G').

ü) As seguintes conde,ções são equiuülentes

(1) A € S.«f*(G') ,'

b) As seguintes condições são equ,iualentes

(2) (3) Â ç G'

(1) A € X(G'),'

cJ ds ap/icafões ]o

l2) G'/A = Z2,' Ç'3) b SsQtt ÇG) e é ma i'rrtüt nü ordem dü i,Ttctusão

ioXC é o espaço de ordens de (;; 3.18.(a)
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. C Xc ---> ker'' € X(G) ' A C X(G') --#pa . G'-
são corres'pondêvlciüs biuTtíuocas e rtat\traia, ivtuersa urna da, outra.

Prova

a) Está cla« q«e(2):»(3) #(1). Se
mostram que

l € .h, o axioma ISG21 em 3.1 e a saturação de A

0c(1, - 1) Ç ,A,

e A não é próprio.

bl(i):+(2) vele do fato que G'/A = {1/,A, -- l/A} tem apenas uma estrutura de grupo especial
reduzido, aquela apresentada em 3.13. E claro que (2) ::> (1). A equivalência entre (1) e (3) vem
da Proposição 2.10 em IDIWll que garante que A é pr(5prio e maximal na ordem da inclusão sse
G - AU A.

c) É consequência de (b) e de 3.30.(b)

n

Lema 4.11 Sejam J : G - lm mor$smo em RSG e b' ç. SsatjG'l

a.jblCSsQttÇG'):+ f*Çh'be.Ss-,t+jGb.
ÓJ caril(G'//*(A')) .$ c.rd(G'/A').
.J ,&' c /'(c") :+ ./'*(a') c /'(c').
aJ A' € x(c") :+ /*(A') c x(c').

Prova

a) Segue de 4.10.(a) : sda A' C Ssat*(G") então -- l g A' ; como ./ é .SG-morfismo temos

g ./':la'l = ./*(,A') e novamente por 4.10.(a) concluímos que /*(A') C Ssat''(G').
Os itens restantes são corJsequência de (a) e da observação, feita em 4.4, que

clip ÇN l

l

./'A,

é irljetor.

U

Lema 4.12 . Sejam ./

«J c*rd(G"//*(A)) $ c-rd(C/A).
b) Se J é regular '" e F = ket J, então

G' ----} G" «« «..$.«.. .oó,Ü.to, .«, RSG . A c S.«{(G')

.à c S.«{:-(G) :+ ca«dlG"//*(A)) c.rd(G'/A )

Em" particu,!ar,

1 1 Definida em 4.2.(el
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* ,À c S.«t}(G') # ./:(Â) c S.«t*(G"),'

# z\ € /r(G) + ./*(z\) C /(G'),
# A C Xr(G') + ./:(,À) € X(G').

Prova

a) Sda A C Ssaí((;'); por 4.2.(a) temos

z\ Ç /*(./L(Z\))

e portanto temos um SG-morfismo sobrejetor paZ : G/A faz o primeiro diagrama
em 4.6.(c) comutar. Como ./ é sobrejetor, segue de 4.6.(e) que

al'ü ----ü G' lj,. Çõq&. (A)+

é bijetor. Portanto, existe um SG-morfismo sobrejetor (a composição dos morfismos acima) de
G'/A em 6"/./:(A) e o Axioma da Escolha garante que card(G'/./l(A)) $ card(G/A).

A prova de (b) é análoga, utilizando 4.6.(f), e nos permite concluir que, para cada Z\ C Ssafr(G)
temos que .//.(a) : G'/A ----> G"/./*(A) é RSG-isomorfismo.

B

A Proposição 4.2 e os Lemas 4.11 e 4.12 têm o seguinte Corolário, cuja prova omitimos

Corolário 4.13. Sdarn G' um grupo especía/ reduz do e Z\ C Ssaf(G). Sda pa
SG-mor$smo ca,xtâTtico.

G

a.) Temos biáeções iTtuerscts, crescentes e naturais, Ssa,tÇGjh) +b Ssatõ.ÇGb, da,düs T)or

l (p»)" : s'«z(G'/A) -B s'«f.(c')
l (P»)* : S'«ta(G') -5 Ss«t(G'/Z\)

I' C SsaZ(6'/A) -> p;.(1') C SsaZa(G);

E € SsaZa(G) -> (Pa)*(E) = E/A C Ssat(G/,A).
b) Esta,s bijeções se restri,gem às correspondênci,as bizníuocüs entre os segui,ates conjuntos

* S.«t*(G/A) ob .S.«ti(C'),' * J:' UIN'a r~ Ç(B; * .Y(G'/A) +h X.-(6').
0

Observação 4.14. Seja G' um grupo especial reduzido.

a) Mencionamos em 3.18 que o espaço de ordens Xa, exatamente o conjunto dos SG-morfismos
de (17 em Z2, é um espaço Booleano.

Munindo o conjunto X(G) da única topologia tal que as bijeções X(6') ie XC, descritas em
4.10.(c), tornam-se homeomorfismos inversos, fazemos de X(G) um espaço topológico Booleano.
Deste modo, se p, q Ç.f G' definimos

L'.,, {.A C X(G') : P U -q ç ,à}.

Então, o conjunto {U.,ç : p, q Ç.r C;'} é uma base para a topologia contruída acima em X(G').
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Se fixarmos z\ € Ssat(G), então Xz,(G') Ç X(G) é um subespaço fechado, constituindo
p'rtanto um espaço Bc'oleado. Deste modo as bijeções X((;'/z\) = Xa(G) em 4.13.(a) tornam-
se homeomorfismos inversos.

b) Notamos que, com a topologias acima, obtemos para cada SG'-morfismo ./'
contínuas

G ----> G", funções

x.f .Xa, -----> Xa, dada por o' k"--> o' o /

e

./* : X(G") -----> X(G') dada por E' H ./'-:lX'l.
Claramente tratam-se de !!!!1liores isomorfos com valores na categoria BS, dos espaços Booleanos
e funções contínuas.

0

Encerramos esta seção tratando de propriedades conjuntísticas do reticulado completo dos
subgrupos saturados de contém um saturado fixado. Lembramos que se ,4 é um conjunto

o.A . a.4
/{n

indicam a família dos subconjuntos de .Á e dos subconjuntos ./inÍfos de Á, respectivamente.

Proposição 4.15. Sejam G' um grupo especía/ e O C Ssat(G'). bons detemos as ./uniões

f(í) 2x'(C) safo(G) dadapor S->OS,
1. (iá) Ssafo(G) dada por A -> XarGJ.

i) As j«'nções cima são decrescentes e constit«em «,ma, co«Grão de Ga,tais co.«tra,Daria«tte, isto é.
para Z\ C SsaZO((.y) e S C 2Xo(G) lemos

'\ ç í') s S Ç X.(G').
Em particütQr, S C. XRsÇ(]b
z,J r'-« ,À c s.«{.(c), ,A

c,l /o(a) é #/{« em Ssaf(G) e é o fecho por interseções finitas de Xo(G) 'm Ssat(G) . Em
particlta,r, temos qu,e FotGb é o $ttro gera.do T)or XçàÇGb enl SsatÇG) e qle (~FoÇG). Ç ) é u,m
=oTLjüvtto pctrcialmente ordena,do dirigido l)arQ baixo

aJ .'4 c.n.«ã. d. G«/.i. ««*««,{-t. d«{f« n. Í{'«', r«2 <2x'('), Ç> = <S.«f.(6'), Ç> ..

restringe a. wma, outra: (:2)I'ÚG) ÇI)..' kloÇG),(;}

Prova. O item (a) segue imediatamente das definições, enquanto que (b) é consequência do
Teorema de Separação em 3.30.(c).

c) O fato que .Fo(G') é um filtro vem das seguintes observações

* Está claro que A Ç E e A € /'o(G') ::> E C 7:o(G');

+ Se A, E C /'o(G), seja r = A n E. Então O Ç F e é fácil verificar que a. aplicação

::+
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ült ç: CIXI --\ Çülb.. a,IE. h ç: Cjb. x CJX.

é um SG-morfismo i©efor . Portanto I' C /o(G'), como necessário.

Dado Z\ C /'o(G'), como G/A é reduzido, o Teorema de Separação em 3.30.(c) aplicado a G/A
fornece

{lc/,~ } 6'/A) .

Como G'/Â é finito, temos que seu espaço de ordens também é finito ( Xa/a Ç(Z2)a/a )

Sela Xa/a = {ri, . . . , r«} e considere, para l $ í $ n,

!à------ clb.

a{ = r{ o p,S

Então, {ai, . . . , .«} Ç Xa e claramente temos (3.30.(c))

:À = n=;: ker cri.

Como ker c,{ C Xo(G')(3.30.(b)), a igualdade acima mostra que zX é interseção finita de elementos
de Xo(G). Logo, .Fo(G') é o filtro gerado por Xo(G') em Ssaf(G).

A prova do item (d) é similar à prova realizada para (c) e será omitida.

D



Capítulo 5

Grupos Especiais Profínitos

Neste Capítulo trataremos de grupos especiais profinitos: a existência destes limites projetivos
na categoria dos grupos especiais, caracterizações destes objetos e sua ubiquidade entre os grupos
especiais reduzidos: cada grupo especial reduzido é subgrupo especial, refletor de subformas. de
um grupo especial reduzido profinito naturalmente associado àquele, e que merecerá: o título de
ermo/fórÍa pro./inifa do grupo especial de partida.

A primeira seção do Capítulo contém alguns fatos básicos acerca de grupos- topológicos,
grupos Booleanos e grupos profinitos.

5.1 Grupos Topológicos e Profinitos

Como referências básicas para os temas desta seção recomendamos

# Para grupos topológicos, as seções l e 2 do Capítulo 3 em IBoujl

+ Para grupos profinitos, as seções 2 e 3 do Capítulo l em IRibl.

Se <G, , 1 > é um grupo (escrito multiplicativamente) e t/, V Ç G', utilizaremos notação
standard para as [rans/anões, isto é,

U .r = {uu : u C U eu C L'}.

Se U =Ía}, indicamos U .y por ayl analogamente se L/ =Ía}. Os grupos que serão de interesse
neste trabalho são comutativos e neste caso U - V = y - U, para todo U, L/ € G.

Definição 5.1. Um grupo topológico e' um par <(G', ,l), T>, onde

* (G, ., 1) ó ««. g«P','

+ T Ç 2C é kmcl tol)elogia em Gi

+ A função G x G ----} G da,dct por (~g,g' h --+ g'\ .g' é ju
G x G possui a, topotogia produto.

Indicam,os por v\ o conjunto das .uizinhün.çus aberta,s de \ em G.

Unt grupo tipológico l~l~G. . \), T ) é

g' é função conttnwa, ottde

125
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# discreto se T á a copo/agia discreta,

# Hausdorff se T á ma topo/agia HausdozWI

BooXeano se T é 'unia, toT)otogia. Bootectvtü, isto é, Halsdor$, coTnpacta e
com lma. base coTtstituídü de con:l'tintos simultaneam,ente a,bentos e fechados
1".1oP.«").

IndicaTítos por Grt'P a ccttegori,a c'aios objetos são grupos topológicos e c'usos morPsmos são
mor$srnos contínuos de gratos

B

Teotenia 5.2. Sejam G e H gr'afãs topológicos.

o,) Pctra cada g € G, multiplicação ü direita, e ü esqzerdü por g são homeomor$smos. Em
pctüicvla,r,

T = {aU. a€6',U Cu:} = {Ua. aC gG'et/epi}.
b) Todo subgrupo \ de índice anito qxe é aberto ou fecha,do em G é clopen.

c) Se f : G ----.---} H é um mor$slrlo de grupos, as seguintes condições são eq iualentes

(1) ./' á «nth««,' (2) ./' á ««th- ". P«nt. ".

d) GT''P possui limites e colimites arbitrários. Em particular:

Ç\ b Se N é lm subgru,po normal de G, o quociente G/N, m,'ünid,o dct topotogia quociente 2
é 'um gr'üpo tipológico e Q projeção natura! PW : G ----> G/N é contín'ua.

P) Se G é grupo tipológico e G' Ç G é um s'ubgr'üpo algébrico de G então G' , munido
dct to'potogicl de slbespa.ço, torna-se zm grzT)o tipológico q'u,e é s'ubgrüT)o topotógico de

i.3b Se Gi, i, C 1, são grupos topológicos, o seu produ,to em, GT''P é o produto dos Gi,
com Q topotogia produto.

Ç4) Se C é uma categoria pequena, e 'D : C ---+ GT''P é wm di,agiam,a, entiio o limite de
D em Gtt'P é o li'm,ite de 'D nü categoria dos gru,pos, com Q tol)ologi,ct de szbespüço
ánd záda pe/a fofo/og a proa to em ]]..4cob(c) 'D(.A).

e,J G' é discreto sse { 7} é aperto em G

J) Se G é $Ttito então G é Ha,usdor$sse é discreto sse é Booleano.

gJ Se G é m grzípo copo/óg co Boo/Cano enlãa G' é./mito sse G' e' discreto sse {Íll} é s sfema
Fundamental de uiziTthüTtçcts abertas de \ CG

G

B

Lema 5.3

-,) Se G é «m g«upo topotógico, .«s segui,«tes c.«,dições são eq«.i«-,le,«tes

} Não necessariamente normal

2A t.apologia quociente é definida por : r é aberto em G//V sse pXt lt''l é aberto em G
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1.3. ) G é Hüusdor$1

(2) {1} á./k.A«d. em G',

(3) { 1 }

(41 S' S Ç p- é ««. .{.t.m« /««d««..nf«/ d. «i.ÍnA«Ç« d. l, .níã. n S
)) Seja GTn"q; Q su,bcategoria T)lema. de Grt'P coTtstit'uída pelos gratos topológicos HüusdarKs.
Grn'"; é fechada em Gt''P por lintites arbitrários e qu,orientes por Subgrupos normais fecha,dos.

Mais e=pliCitameTtte:

.l) Se G é u,m gru,po tipológico Hau,sdor$ e N é um su,bgru,po normal fechado de G ,
) quoci,ente GJN, munido dü tipologia quociente é um grKT)o topotógico Hausdor$.
Em particu,lar: se N é um subgrupo normal fechado (e/ou aberto) com índice finito
:ntão CJN é discreto.

1'4 Se G é grupo tol)otógico Hassdor$e G' Ç G é um s'ubgr'upo algébrico de G então G'
: munido da. topologiü de sttbespa,ço torTta-se zm gru,po topológico Hausdor$ que é
subgrupo tipológico de G.

l.'a) Se Gi, ie 1, são grupos topológicos Hüxsdor$s, o seu produ,to em Gtn-; é o produto
ios Gi, colít a. tipologia produto.

1.4) Se C é umQ categoria pequena, e 'D : C ----'r (;Tnau; é u,m diagrama, então o limil,e de
D eTn (=TtoP é o {iwtite de 'D na, categoria dos grupos, com Q tipologia. iTtduzà,da Teta

fofo/agia pradufo em ll.4cob(c) D(A).

n

Algumas das propriedades fundamentais dos grupos Booleanos aparecem abaixo

Teorema 5.4. Seja G um grupo topalógico BooEeano.

1) Existe um sisteTna. f ndctmental de vizinhanças übertQS de \ em G, S, tat qle todo U € S é
um subgrupo n,termal de índice anito em G.

)) Sejam Grei. ü subcategoriü plena de Grt'P constüuídü pelos gratos Fritos e discretos; Grb-t
L subcategorict ptenct de GT''P constituída pelos grupos Booleünos. Então, (;lt'-t contém Grei. e
! fecha.dü em (]Tt'P pelas seguintes construções

i*tb lsomor$sTno;

~'4 Quocientes por sxbgrvpos vtorm,ais e fect\aços, isto é, o quociente G/N em b.'2. Çc).Ç4
! vm grupo Booleano. Além disso se S é u,m sisteTna JürLdamental de vizinhanças de
L em G, constitKídü de subir'avos normais de índice $Ttil,o eln G, então

SN = \.U . N : U € SI
! um SiSteTna Jlndamevltal de uizinhünças de \ C GJN: constituído de s'übgru,pos
normctis de íTtdice anito elíl GJN
Além disso, se f . G-----+H é um. lnor$slno contínuo e denso de grupos booleanos eTtl,ão

f é sobrejetor, N -- keT' tf~i é UTn subgrupo fechado de G e o rrtorbsmo obtido de J
por passagem ao quociente f . CJN---+U é um isomor$smo de grIFos tol)ológicos.
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1.3) Slbgrlpos fechados

(4) Produtos, isto é, o produto em 5.2.1.c'l.l.\) é um grupo Booíearto. Além disso, se S{, i
E: !, é zm ;ist'm« f-d«menu«t d' «i.inh-ç« d. \ C G: "«o «.o it.m («), e«tão

«m Q C Sj, .7 C J l

é um si,stema findam,entül de ui,zinhançüs abertas de \ no produto, feri,$cüTtdo üs
co.«diçõe; em («).

l~E)) Lim,ires prometi,uos co$1trantes, isto é, se 1~ 1. $: ) é lm, conjunto dirigi,do e'D : I'P ---+
G.?-! é lm sistema. co$1trante de grupos Booteanos, o seü limite como em 5.'2.Çcb. Ç3)
é wm gr'upo Booleüvto. Além di,sso, se Si é um sistema fundümerital de vizinhanças
de l em G'i, i € /, ueríHcarzdo as condições em raJ, e /!T Z) = G' Ç rl{./ 6'{, então

' - {«;õ ;''''*«'...« - õ-(u.."J * m«.'J),t
««ü u, c &, j c J J

é um si;tem« j«,nd«m.«t«l d,. «izi,«h-ç«s L em G, ««i$c«.«d. « co-«lições .m («).

S = {UEll::,a . ]JÇ.Í/l«/q«.U = (H.Í:Jq) x(HieJG.),

D

O resultado fundamental abaixo relaciona grupos Booleanos e grupos profinitos

Teorema 5.5. (Teorema 2.2, IRibj) Se G' é um gr po Zopológáco, as seguínfes corzdições são
egw ua/entes

Ç\) G é u,m gru,po pro$nito, i,.e., G é um gru'po tipológico, isom,orjo a 'uln limite
projetiua co$1trünte de grupos topotógicos discretos e anitos.

Pb G é unl grupo tipológico Booleano.

n

Observamos que parte da prova deste resultado provém do Lema abaixo

Lema 5.6. (Lema 2.5,IRibj) Sdam&;

+ ti.:;;) u,m coTtj nto ordenado dirá,gidol

Çi <: j'i € 1 -+ ÇX] -llb. Xi) lm diagrama co$tttctdo de espaços topotógi,cos;+ D '. I'p---\To'p

+ tX -J!!-> XÕ.ei wm cone sobre o diagrürna D com, vértice o esta,ço X

Se, para cctda i ç: 1, temos hi . X --» Xi contínua, e sobreãetorü então Q Pecha induzida, pela
propriedade uni,uersal, h . X---» ti'm Xi é umü função contínu,ü que l)assai i,ma,gem densa,.

{€/

n
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Veremos mais tarde l5.ií) que o Teorema 5.5 possui um análogo para grupos especiais re-
duzidos.

Iremos precisar também de resultados envolvendo espaços uniformes. A referência mais
completa sobre o tema permarJece sendo IBouj. Outras referências clássicas são ITul e [GJj,
particularmente o Capítulo 15. Há uma apresentação singela e muito clara dos temas que iremos
precisar nos Capítulos 6 e 7 de jIBul, que utilizaremos como referência para o Teorema 5.7

Espaços urliformes constituem uma generalização dos espaços métricos, sendo o contexto
adequado para as noções de conÍinziídade unzl/orbe e como/efude. Analogamente ao caso métrico.
um espaço uniforme é completo se todo ./í/fro de CawcAy é convergente (em geral, sequências
não bastam).

A todo espaço uniforme < X,# > está associado um espaço topológico, < X, ra >, onde ra é a
fofo/agia gerada pe/a anil/ormidade #. Um espaço tipológico < X, r > é uniformizáve] se existir
uma uniformidade # em X tal que r = ri/. Por exemplo, são uniformizáveis

# Espaços métricos, grupos topológícos e espaços vetoriais topológicosl

# Por um resultado clássico de TychonoH, um espaço Hausdorff é uniformizável sse for com-
pletamerlte regular 3

Os resultados necessários para o nosso trabalho estão sintetizados no seguinte

Teorema 5.7

1) Todo gr'üpo topotógico é unilormizáuet. Se G, H são grupos topotógi,cos e f : G ---+ H é um
mor$smo Çalgébricob de gru,pos, eTttãO f é contínuo sse for KTiiJOT'memevtte contín,uo.

b) Sejam X, Y espaços ünilormes e D Ç X Qm su,bespaço denso de X. Seja j : D ---+ Y lma
função riijormemente contínu,a. Se Y é Hazsdor$ e completo, eTttão f tem uma única. extensão
l IJ,ma. função unijorm,ementa COntÍTtZa g : X -----:p Y

cl Se (X,T~l é um espaço Hausdor$compacto, existe vmn única, uniformidade t4 sobre X tal
que = vu e com esta u,niformidade X é u,m, espaço UTLijorm,e conFIeI,o.

i) Sejam G, H gru,pos topológicos, com H compacto e Hüusdor$. Seja S xm subgrupo denso de
] e J : S ----.-} H zm mor$smo Çülgébrico) de grupos qze é coral,íTtvo na topotogia. inda,zida por
] em S. ETttão, f tem um,a. úTtica extensão a. Hm vnorjismo contínuo de grupos, g : C; ----} H

ruitLU e lecnaao aisluntos pajem ser separados por função real contínua com valores em 10, ili vda Teoremas
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Prova. A primeira parte do item (a) vem do Teorema 47 (pag. 114) em IBuji o fato que
um mor$smo contínuo de grupos é uniformemente contínuo segue da definição de uniforme con-
tinuidade e da descrição explícita da uniformidade associada a um grupo topológico no resultado
citado. O item (b) é o Teorema 61 (pag. 135) em IBul. O item (c) vem dos Teoremas 54 (pag.
126) e 65 (pag. 142) em IBul.

Faremos a prova de (d), ilustrando um método que pode ser útil em outras ocasiões. Como
H é um espaço uniforme Hausdorff e completo (por (c)), S é denso em 6' e ./ é uniformemente
contínua (por (a)), sda g : G' - extensão uniformemente contínua de ./ a G' (que existe
por (b)). Vamos mostrar que g é um morfismo de grupos. Como l C S, temos g(1) = /(1) = 1.
Consideremos as funções

-----> X, dadaspor l /z (z',y)

Note que Ai, h2 são, respectivamente as composições

ht, ha '. G x G
g(«) + g(y);

g(« + y).

G x G H x H -=E.-» H e G x G -L G -b n

sendo portanto contínuas. Seja /z G' x G -----.> /] x .f/ definida por

À(«, y) <Ã-(«,y), A,(«,y)>.

Está claro que A é contínua. Como H é Hausdorff, a diagonal A = {<u,u> C .f/ x H : u € ,fl/}
é fechada em ]7 x # e portanto

{<«,g/> € 6' x G' : À:(«, y)

{<«,P>C6' x G':g(«+y) «)+g(y)}

é fechado em G x G. Como gls = ./ é um morfismo de grupos, temos S x S Ç h'ilz\l. Já
que S é denso em G, o mesmo é verdade acerca de S x S em G x 6'l assim A'irAI = G x G',
mostrando que g é um morfismo de grupos.

Ã':lAI

0

5.2 Grupos Especiais Profinitos

Devido à Proposição 10.11 em IDMlj, as categorias SG e RSG não são indutivamente
completas. Uma vez que ambas são categorias acessíveis, segue do Teorema 6.1.4 em IMPj (ou
do Corolário 2.47 em PARI) que não são projetivamente completas. Logo a existência de tipos
particulares de limites projetivos constitui fato excepcional. Nesta seção, nos ocuparemos ini-
cialmente da prova da existência de limites projetivos de grupos especiais finitos, generalizando
construções em ILiml, realizadas na linguagem dos grupos especiais, e em IMar41, estabeleci-
das na linguagem dos espaços de ordem abstratosl exploraremos adiante algumas propriedades
básicas dos grupos especiais profinitos.

O Teorema 2.50 aplicado à linguagem Lsa fornece

Teorenta 5.B . Gr'uT)os especiais pro$nitos são retratos de ultTüprodvtos de grados especiais $n{
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tos. Em pürticwlar, corri Q notação em B.A'2 temos

1) 0 limite projetiuo co$ttrüvtte de grupos especiais anitos é lm grIFo especial* qve é reduzido
se cada compottente do sistema co$ttraTtte a for.

}) Se G é um grupo especial pro$nito e reduzido, então existe Hm corpo Pitagórico F tal qu,e G
é retrato,e portanto subgrupo puro, de ÇÇF).

c) Todo grupo especial pro$nito e reduzido ueri$ca, Q conjectura. de Marshall O-5'T).

Prova. Seja G o limite prgetivo de um sistema cofiltrante G'i, i C /, de grupos especiais
finitos. Pelo Teorema 2.50, G' é retrato de um ultraproduto dos G'i. Como o ultraproduto de
grupos especiais é um grupo especial, que é reduzido se cada G'í o for (2.23), e um retrato de
um grupo especial (deduzido) é especial (respectivamente, reduzido), a conclusão em (a) segue
imediat amente.

bl Pelos Teorema 2.1 e Lema 2.5 em ICral, pela Brown-Marshall Inequality 10.10 em ILam2j4,
grupos especiais reduzidos finitos são isomorfos a grupos especiais provenientes de corpos
Pitagóricos. Como ultraprodutos de grupos especiais reduzidos representáveis são representáveis
(3.44jb)), concluímos que existe um corpo Pitagórico F' tal que ã é retrato de Ç;(F').Uma vez
que G' é puro em Ç(/?) e que Ç(r') verifica a conjectura de Marshall (por IDM21), o item (c)
segue do Lema 3.58.

U

Uma primeira aplicação do Teorema 5.8 é o seguinte

Corolário 5.9. Sela < /, $ > am corÜunfo parda/mente ordenado e d r Pião e Ç . /'p
um sistema co$ttrünte tal qve para todo i e: 1, G{ é ulíl kart anito ('3.4\). Então, tim ç é m
ya".

Prova. É fácil verificar que todo subgrupo especial de um fan é um fan. Se (.7 - /írn ç;, o

Teorema 5.8 garante que (.y é um retrato de um ultraproduto dos 6'{. Pela observação feita ao
final de 3.41, a família dos fins é definível por uma fórmula de primeira ordem em Z,sa. Logo,
o Teorema de Lós (2.23) implica que todo ultraproduto de fins é um fan. Como G é retrato de
um ultraproduto de fins (e portanto um subgrupo especial deste ultraproduto), concluímos que
G' também é um fan.

0

A seguir, apresentaremos outra prova que o limite projetivo coflltrante de grupos especiais
finitos é um grupo especial, que fornecerá outras informações sobre a sua estrutura. O resultado
que temos em mente é o Teorema 5.1 1 abaixo, que generaliza a Proposição 1.9.8 em ILiml, pois
mostraremos que a inclusão natural do limite projetivo no produto re./7efe sül)/armas, uma pro-
priedade mais forte que como/efude. A prova segue o esquema geral apresentado em ILiml, que
por sua vez angina-se em IKMSj. Para simplificar e homogeneizar a apresentação, irltroduzimos
a seguinte

aVer t.ambém os Teoremas 4.2.1 e 4.2.2 em [Mal'21
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5.10. Notação. Sejam < /, $ > um conjunto parcialmente ordenado e Ç
/'P-diagrama na categoria dos grupos pré-especiais. Para { .$ .j em /

# G{ é o grupo pré-especial associado à í por ÇI

# g,{ : G'j -----> G{ é o SG-morfismo associado ao par < i,.j > por ÇI

+ G' :: llíe/ G'{ é o grupo produto, com sua estrutura definida componente a componentes
indicaremos por n{ : G -----} 6'{ a projeção canónica

Esta notação e seus análogos serão de uso constante no que segue.

/'p ------> PSG um

n

Teorema 5.11. Sejam < /, $ > m conlurzZo d r gado e Ç .' /'p ---.> SG wm sísterna co$/franze
de grados especia,is I' , ta,l que para todo ie 1, Gi é anito e discreto. Seja G o limite projetiuo de
g na categoria dos conjuntos, isto é,

{<>::, € 11.:, G'. ; VÍ .Éj 'm/,gj;(«j)

Sejam, L : G-:-.+ G ü inclusão de C em G = Uiç:i Gi e gi : G -----+ Gi, ie 1, os morÕsmos
do cone li,«ite projetiuo (gj = '«i' L ) . E.«tão

a) Com ü topotogiü induzida pe]ü topo]ogia produto em G, (] é um grupo topológico Boole nó e
para todo iC 1, g4 é zm m,orPsmo contínu,o de gr'upas topotógicos.

b) Com a opera,ção, üs constantes e ü isometria induzida. por G, C é lwl grupo especial e ü
aplicctção t, remete sublorTnas. Além disso, se cada Gi é reduzido o 'mesmo é herda,de l)arü G

c) Se'Ü é uma forma sobre G, evttão Dêt'©b é fechado em G e DÕI.Ü) -=+ lim Dc.Çgi +'Ü).

d) G ueri$ca üs segbiTttes propriedades

l.\) Se Gi é reduzido, ie 1, a colação

' - {«:ã;:,;.'*«'...« - ã«(m,:,{' ,n * m«,-J)}
é u,m si,stemcl funda'm,eTLtül. de uizinhünçüs de \ ç: C, constituído de s'ubgrupos saiu.
rctdos de Índice anito em Gi

Ç4 A relação de isometria, Ç Ga x Gz , é u,m subconjunto fecha.do de GA na t.Foto
giü produto.

Prova. 6 Seja G = ]llic/ G'i o grupo especial produto. Como para í $ .j em /, gj{ é um
morílsmo de grupos especiais, está claro que as sequências constantes de valor l e -- l em G (l
e -- l em (.7, respectivamente) estão em Gi é imediato que com a operação de produto induzida
por 6', G é um grupo de expoente 2. Segue diretamente dos axiomas ISC01,. . .,ISGõl que a Z.,sa-
subestrutura G' --} G é um subgrupo pré-especial de 6'. Como 6' é reduzido se cada Gí o for,

sComo em 1.39 e 1.41.(3).(11).
6A notação em 5.10 está em vigor
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o mesmo será verdade para G' Além disso, com a topologia produto, (;' é um grupo topológico
Booleano (5.4.(b).(3)). Logo G, com a topologia induzida por G', é um grupo tipológico.

Como os morflsmos que acompanham o limite projetivo, g{ : G' ----> Gi, são as restrições das
projeções a-{ a G' ( g. = n-;lé ) está claro que estes também são morhsmos contínuos de grupos
topológicos.

Além disso, para { $ .7 $ Ã; em /, terrlos os diagramas comutativos na categoria Gi'&'p

[

Õ ÕG G',' G'À:

G:

G'j

(0)

G'i G'{

Temos o seguinte

Fato 5.12.

l\) Para { $ j em r, seja G,{ = X.= C C : g,{l.=j) ' zil. Então, Gji é um sugrupo fechado de
G' e o seguinte diagrama é comutativa . ' "

,4/éin disso, G' = f'l {G;{ ; í $ .7 em /}; assim, (;' ó um subgrupo /bcbado de G' e um grupo
lopológico Booleano. '

(21 Se 'P é uma G'-forma, então Dc;('P) ó Éecbado em G.

(3) Par. « ? l e Õ-forma. V':, . . . , Ü.
oa(-/'-) n ... n oc(@«) # 0 ::+ ê n Da(@-) n n oc(@.) # g

Prol)a

(ll Está claro que 6'.jí é um subgrupo de G e que o diagrama do enunciado é comutativo. Se r
€ G' \ G,{, então g,{(=.j) # z{. Corlsidere

r = {f € G' : f{ = z{ e t, = rj}.
y é aberto em G', pois {zí} e {a,} são abertos em G\ e GJ. Como v n G',{ = ç] temos que
G:Í{ é fechado em G'. Claramerlte G' = n {G'.,í : $ j em /} e o restante da conclusão segue
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imediatamente

(2) Seja P uma forma sobre G'. Como a representação em G' é determinada componente a
componente, temos

0a('P) («': ,- 'P).

Como a topologia em G{ é discreta e o produto de fechados nas componentes é fechado na
topologia produto, segue imediatamente da igualdade acima que Z)a('P) é fechado em G.

(3) Sejam #'., . . . ,d'. formas sobre ã tais que n z)a('Ót) #.0. Por (b) temos que n Z)C('Ék) é

fechado em G' . Como G' é compacto, G:Í: é fechado em 6' e G = n {G'i{ : i $ .j em /} (por (a)),
para mostrar que

õ n ÍI n.(ú*) # g
é suficiente verificar que para pala todo subconjunto !!11:llp f' Ç {(í,J) € / x / : á $ J} temos

no,.Dcr' G''; n n oa(d'Ê) # a.

Como / é dirigido e F' é finito, existe u C / tal que para todo ({, .j) C F', .j $ u. Seja C' o conjunto
dos elementos de / que são componentes de algum elemento de F'. Fixado a C n Z)a(V'k),
definimos b C (.y da seguinte forma, onde u C /

se t; C / \ C';

se u € C'.

Note que para todo u C C', a definição de b garante que b C G.,. Se (i,.j) € f', a comutatividade
do diagrama à direita em (D) fornece

gj{(b.í) = g,{(g«j(««)) = g«{(««) = b{,

mostrando que b € n({,j)CT' Gji Por outro lado, seja u C /l como a representação em 6' é
determinada coordenada a coordenada e a C n Z)a(d'A), obtemos

# Para u g C' temos b, = a. C n DG,(«. -+ d'k);

# Para u C C', porque g., é um SG-morfismo e a« € n Z)a.(n« + 'Pk), temos,

Z', = g.,(««) C Í) Z,)a.((g- . «-«)tV'*),
e como V'k C G' temos g., o n'u -k d'k = a'« + V'k o que garante que, também neste caso, b. C
n oa. («« + d'*).

Assim, b C n({,j)cr' G.íi n n z)a(V'k), completando a prova do Fato.
n

Segue imediatamente do Fato 5.12.(3) e do Teorema 3.24 que & refiete subformas e que G é
um grupo especial, estabelecendo (b).

c) Seja 'Ü uma forma sobre G'. Tendo em conta os dois primeiros diagramas em (D) (pag. 133),
temos que para todo í $ .J em /

g3 e gã -- gãi Q g3.

Uma vez que g,i é um SG-morfismo, está claro que g,i leva Z)C, (gj + 'P) em Z)a.(g, -+ Ü'). Deste
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modo. Ç induz um sistema. coflltrante

çú = <Da.('Ó{); {glít : i.$.Jem/}>,
onde 'Éi = g{ t V' = (a'i o [) t #', { C /. Sabemos que

/i!« çü = {; C H.., Oc.(d'{) : V í $ .7 em /, gj{(;j) = zÍ}
Se z C D.?('Ó), como cada g{ é um SG-morfismo, temos

g.(:«) = «':('(«)) = «: C Oa:(d';).

Além disso, já que z € C', temos g,{(zj) - z{, para todo ! $ .j em /. Logo, z c H.;, Dc.('Óil e
verifica a condição para pertencer a /{m Ç.Ó (ver (1) acima), mostrando que

Dê@) Ç ti,n'" Ç.b.

(1) c G,

Para a inclusão irlversa, seja z C /im Ç7 l erltão, para todo i$ .j em /

(Í) gj{(;,) = ;i; (ji) '{ C Z,)c.(Ü{).

A igualdade em (á) garante que z C Õ. Pelo item (d) da Proposição 3.9, (ái) é equivalente a

VÍ C /, <--zi> a) d'{ é isotrópicaemG{.

Assim, < --z> © d' é uma G-forma que é isotrópica em G' = rl;., G'i. Pelo item (b), z, reflete
subformas e portanto isotropial logo, < --z> a) d' é isotrópica em G'. Uma nova aplicação de
3.9.(d), garante que z € Z)é(#'), estabiecendo a igualdade desejada.

Para vermos que DÕ(#') é fechado em G, seja z C G' \ OÕ(d')i pela igualdade estabelecida
acima, isto significa que z g /irn Ç@, que por (1) é equivalente à existência de algum i C / ta!
que zi g Z)a.('É{). Como {zi} é aberto em G;, temos que

L' = {z C Õ' : ;{ = #i}

é aberto,em G'l pelo argumento acima, vemos que V n G' é uma vizinhança aberta de z, disjunta
de Z)ê('P), completando a prova de (c).

(1) Como para cada i, {la.} é subgrupo saturado e aberto em G'{ (6'j é reduzido e discreto),
segue imediatamente do Fato 5.4.(b).(5) que S é um sistema de vizinhaças abertas (e fechadas)
de l C G', constituída de subgrupos saturados de índice finito.

(2) Como Õ é subgrupo especial de G', para #, y, u, u € (y temos

<«,y>=Õ<«,«> sse<«,y>=.<«,«>

A equivalência acima mostra que

d)

sse V í C /, <«;,y. > =c. <«i,«;>.

Como cada G'í discreto, =a. é fechado em G:. Uma vez que o produto de fechados é fechado na
tipologia produto, segue de (ll~ que =â é fechado en} G' rla topoiogia produto, encerrando a
demora straç ão .
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D

Observação 5.13. O Teorema 5.11 vale para diagramas mais gerais que sistemas cofiltrantes,
com as mesmas conclusões. Para explicar a generalização, lembramos a seguinte

Definição 5.13.A. Uma cafegor a C e' filtrada se iodo diagrama ./íniZo em C e' base de m
co-cone em C. Dwa/mente, de./ine-se a noção de cofiltrada.

Assim, se (: é uma categoria filtrada e F' = {.4k --:(!!->P B.
finito de morfismos em C, existe um objeto U e morhsmos

l $ k $ n} é um conjunto

cxk . AK ------+ U e l31.; . Bk -----+ U,

tais que para todo .j, k entre l e n
(l $ k $ n)

.Ü
ÁÀ;

k

U

(j) A«

i.iÜ BK = B, + BK = 13-',

(áíí) O diagrama ao lado é comutativo

Está claro que C é filtrada sse C'P é cofiltrada e que, se C é a categoria associada a um
conjunto pré-ordenado </, .$> então C é filtrada sse </, $> é dirigido.

O Teorema 5.1 1 pode então ser "generalizado" , com exatamente as mesmas conclusões, substi-
tuindo-se "conjunto parcialmente ordenado e dirigido" por "categoria pequena e filtrada". O
ponto central, é que a toda categoria filtrada C podemos associar um conjunto ordenado dirigido
</(C), <> de modo que para toda categoria J e cada diagrama D : C demos associar um
diagrama D' : /(C)---->.4 de modo que as respectivas categorias dos co-cones são isomorfas. Omi-
tiremos a prova deste resultado técnico, apenas recomendamos ao leitor interessado as referências
jcVjejAnl

U

Observação 5.14. Com a notação do enunciado e da prova do Teorema 5.11, suponhamos que
G{ é reduzido, á € /. Consideremos

T = {ker g{ : í C /}

Então, T também é um sistema fundamental de vizinhanças abertas e fechadas de l € G',
constituído de grupos saturados de índice finito. Primeiramente, como g{ : G -----} G{ é um
SG-morfismo e G'i é reduzido e finito, está claro que ker g{ é um subgrupo saturado de índice
finito em G. Por outro lado, a continuidade de cada gi(5.11.(a)), garante que ker gi é aberto e
fechado em G.

Para í € /, como gi é a restrição da projeção a-. a ê?, temos que

(*) ker g{ = {:« C Õ : :«i = 1}.
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Assim, se S é o sistema fundamental do item (d).(1) em 5.11, temos , 7' Ç S.

Se U € S, existe um subconjunto finito ./ de / ta] que U é o conjunto dos elementos de G cujas
coordenadas em J são iguais a 1. Segue de (*) que

(**) U - n,., k.- gj.

Como / é dirigido, existe É C / tal que J $ A, para todo .J € J. A comutatividade do diagrama
do meio em (D) (pag. 133) garante que

Uma vez que S é um sistema fuíldamental de vizinhanças de l C G, (***) acima mostra que o
mesmo é verdade para T. Além disso, a discussão acima mostra que S é o fecho por interseçõesfirlitas de T

ker gÀ; Ç U

U

O item (d).(1) do Teorema 5.11 e a Observação 5.14 sugerem a seguinte

l)eünl.ção 5.15. Seja f{ um grupo topotógico qlte é especial v. Dizemos qxe um: corljunto S é
l,m pt-s\stema em H sse Sé u,m sistema fu,TidamerLtal de vizinhanças abertas de \, covtstitKído
:Le sabgrul)os saiu,Fados de índice anito.

n

Observação 5.16.

(i) E claro que se # é um grupo topo]ógico que é especial e que possui a/gum pf-sistema erltão
H admite o "maior" dos pf-sistema (na ordem da inclusão ) : y(#) ::: {A C /(H) : A é aberto

(ii) Destacamos que se ]7 é um grupo topológico Haasdoz:#l que é especial, e que admite algum
pf-sistema S então H é red z do pois neste caso temos que {lX} = ÍI.S' é um subgrupo saturado.

(iii) Se H é um grupo especial reduzido discreto então y(H) = /(#)
pf-sistema sse existe A C .F(//) ta] que A Ç {l} sse # é ./inifo.

Segue que # admite

n

O análogo do Teorema 5.5 para grupos especiais reduzidos é o seguinte

Teorema 5.17. (Proposição 1.9.11, ILiml) Sda # um gr po copo/ógico g e á especáa/ e red zído
Então üs segKitttes condições são equivalentes

çl) H é T)ro$nito, isto é, limite projetiuo de grupos especã,üis reduzidos $ttitos e discretos;

Ç21) H feri,$ca. üs seguintes cortei,ções : 8

tib H é u,m gravo tipológico Booteavtol

7As duas estruturas podem não est.ar relacionadas.
;Em ILiml, grupo especza/ projnzZo é definido pelas condições ({), (íí) e (iÍ{) abaixo.
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Çi,ib é fechado em HA com a topotogia produto;

Çiii) Existe um pj-sistema em H (5.1.5~l.

n

Observação 5.18. Seja .17 um grupo topológico booleano que é especial.

a) Se S é um pf-sistema em #, então <S, Ç > é um conjunto parcialmente ordenado, dirigido
para baixo, pois S é um sistema/undamenta/ de vizinhanças de l 9. Assim para todo O, y C S
existe W C .S', tal que W c y n u

b) A prova de 5.17 mostra que se # é um grupo especial reduzido que satisfaz as condições em
5.17.(2) e S é um pf-sistema em #, então

H -:-» tiTn nlt

onde os morfismos de conexão são os canónicos, isto é, para ,& Ç E em S, pa,S é o ?único
SG-morfismo que faz comutar o diagrama

E€S

#/E

onde PE.. : H --» Hjb e PE # ..-.» /7/E são os SG-morfismos quocientes naturais

n

Observação 5.19. Registramos que se iM é uma L-estrutura munida de uma tipologia tal que

+ M é um espaço compacto e Hausdoral

+ Todas as interpretações das L-operações em ]V determinam funções contínuasl

# Todas as interpretações das L-relações em JW determinam subconjuntos fechadosl

Então : io

# A cada LW-termo í(À, ui, . . . , u«) está associada uma função contínua tW : /V"
+ A cada Mrmu]aem ]+(Z,(M)) p(/z,ut, . . . ,u«) está associado um subconjunto fechado de .IW"

IPlm = { aCM" : JVl: 'PIA,

PTodo aberto contendo l contém um elemento de S.
mover 2.}1 e 2.17

P(A,«
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Em particular, segue da caracterização 5.17 que a cada grupo especial profinito /7 temos que
para cada H-forma @, tem-se que DW(@) Ç // é fechado. ''

Q

Neste ponto, é natural considerarmos a seguinte

Definição 5.20.

li) RS(;''P é Q categoria cujos objetos são o$ grupos loT)ológicos qu,e são especiais e reduzidos
e com ««$smos .s RSG-.-«o«$s«.s conta.«-os.

ii) RSGn"": é a sxbcategoriu plena de RSG*'P constituída dos gru.pos esT)faciais reduzidos e qu,e
são grupos t.opológicos Ha\sdor$s.

ríííJ RSGdi" é cz suócaíegaria p/ena de RSG
são gr'tipos topotógicos discretos.

.iu) RS(;ji. é a subcategoria. plena de RS(;toP cottstitKída. dos grupos especiais reduzidos anitos
e qu,e são grupos topológicos !!is(netas.

u) RS(l;.j é Q subcategoriü plena $Ê.IBS(;t'p covtstitu da dos grupos especiais reduzidos pro$nitos
e que são grupos topotógicos qUaTidO munidos da tipologia booleana, herdada.

; ü svbcQtegori,a. plena de RSG''P constituída, dos gr\tios es'peciüis reduzidos e qKe

U

Observação 5.21

(i) Notamos que RSG.r{« é subcategoria pleTla de RSG,.r porque:
# Todo grupo especial anito G é o limite projetivo cofiltrante do diagrama constante de valor
G' sobre qualquer conjunto ordenado dirigido para baixo l
# Um espaço tipológico finito é discreto sse for booleano.

lii) Como toda função entre espaços t?pológicos discretos é automaticamente contínua, podemos
identificar as categorias RSG e RSG'Íi" e considerar que RSG/{« é subcategoria plena de RSG.

Q

A caracterização em 5.17 tem o seguinte

Corolário 5.22. (Proposição 1.9.12, ILiml)

i) A szbcategoria RSGpj é fechada em RS(;''P por svbgrlpos especiais fechados, isto é, se H é
pro$nito e H' é um subgrupo (nlecial de H, fecha.do na tipologia de H, então, caiu a. tipologia
induzida. por H, H' é pro$nito.

)) A su,bccttegoria RSGPf é fechada em RSGt'' por isoTltor$smos: produtos e li.Títites projetiuos
=o$1tra ates .

n
l ÍA observação é port-cinto urna extensão do resultado provado em 5.11.(c)
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As observações 5.14 e 5.18 têm consequências úteis. Antes de enuncia-las introduziremos a

5.23. Notação. Seja Ç = < G'{,g;{ > um sistema coflltrante sobre um conjunto dirigido < /, $ >
em RSG.n« . Seja <G,g > = /ám Ç o limiteprojetivo de Ç. Para { $ .J em /, definimos

+ G'{ = G'/ker g{ e P{ : G -----.> G'i o SG-morfismo quociente canónico i2. Como ker P{ = ker g{,
5.14 implicaqueT =ÍkerpÍ : { C/} éumpf-sistemaemG'l

# ã1 : 6'{ -----> G'i o único SG-morfismo (injetor) que faz comutar o diagrama abaixo à esquerda

G':

# Como ker gj Ç ker gi(por (***) em 5.14), existe um único SG-morfismo, Pj{ : Gj
faz comutar o diagrama acima à direita.

É fácil verificar que para i $ .J em / o seguinte quadrado é comutativ

ã, p:ü - a.

]' ---'i= ã.

Além disso, como cada a{ é finito e a tem topologia booleana então. G'i é discreto com a
topologia quociente induzida pelo o SG-morfismo quociente Pí : G ---+ G{

Assim,< Ci, Pji > é um sistema cofiltrante de</, $> em RSG.r{.

0

Corolário 5.24. Soam Ç = < Gi,gj{ > Hm sistema co./i/franze sobre m co Ü rzío d r gado < /, $>
em RSGji. e lxG.gi) = lim Ç o timiteproletiuo deg. Seja,m f: G morPsmo
de gr'avos, onde H é 'um grupo tipológico, e V 'üm sistema fündümenta,l de uizinhüçüs de \ em
H. Com a ítotação em 5.'23

aJ ./ e' conta'nuo sse para iodo U C y ezásle í € / ía/ qwe ker Pi = ker g{ Ç /'flUI

b) G é isom,OTfo colllo gr'üpo especial e topológ{,co a. Itvrt ÇGi.»,i\.

i2No lugar de pk-S. , como em 3.29.(c)



5.2. GRUPOS ESPECIAIS PROF'ANITOS 141

cl Pctra i, € 1, gi
tipologia discTetct.

ê ---> (;'{ e P{ G JuTt ções contín'u,as, onde Gi e Gi têm a.

Prova. Como registrado em 5.14

T = {ker g{ : { € /} = {ker P{ í C /}

é um pf-sistema em G'. Assim, o item (a) é consequência de 5.2.(c), enquanto que o item (b)
segue de 5.18. O item(c) está coberto por 5.11.(a) e 5.23.

U

Como estamos lidando com grupos especiais reduzidos e topo]ógicos, uma questão natural é
caracterizar os $6'-carácteres conta'nuas, isto é, os SG-morfismos contínuos com valores em Z2
(com a topologia discreta).

Proposição 5.25. Sela Ç f <G'{, g.Í{ > zlm sásíema co#/íranfe de grupos especiais ./íniÍos,
reduzidos e dásczefos. Sda <(.7, g.> = /liTZ Ç e o- C Xê. C'om a no/anão em 5.10 e 5.23,
=ovtsidere a,s segKil\tes caítdições

l.\ ) E=i,atem i, ç: l e T Q xG: tais qle a

l2) .- é c.ntÚ"-,-

K3b E=i,atem i, C l e p, € Xã tais qwea

'r o gi;

(]i ---.} Gã é wmcl i,versão completa, asnZào. (1)::>(2) +(3). Se para iodo { C /, a
condições a,cima são equivalentes.

Prova. Uma vez que g{ : G ----> G{ e P{ : G' -----> G{ são contínuas, onde G'{ e (;{ têm a tipologia
discreta (5.24.(c)), está claro que (1) ::> (2) e que (3) :} (2). ' '

(2) :+ (3) Como Zz tem a topologia discreta, Z\ = ker o- é um subgrupo saturado, aberto e
fechado, de índice 2 em G. Como

T = {ker P{ : { C /}

é um sistema fundameiJtal de vizinhaças de l em G (5.14), existe í C / tal que ker Pi Ç A. Por
4.13.(b), Pilar é um subgrupo saturado de índice dois em G;. Pelo Lema 3.30.(bl, existe p C
XÕ. ta] que Pilar - ker /z. Então, # o P{ é um carácter contínuo de G, cujo núcleo contém .Â.

A maximalidade de A em G' imediatamente acarreta ker (p o Pi) = A e portanto c, = p o p{,
como desejado.

Se Õ; : ai imersão completa, a Proposição 5.3 em it)Mll garante que todo
SG-carácter de G'í pode ser estendido a um SG-carácter em 6'{, isto é, para todo p C XÕ , existe
r C Xa. tal que r o Õ; = p. Uma vez que g{ = Õ; o Pi, segue imediatamente que (3'1':+ (1),
completando a prova.

0

Proposição 5.26. Se.7amz Ç;

re,duzidos e discretos e ÇG. gi~l
l~Gi, g$i~l um sistema cofiltra,nte de grupos especiais $nltos,
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ü) Se Q é mü jor"''ü 'le Poster de grau, Z \ sobre ã, então

Dê (Q) n {'\ c x©'i Dê(Q) Çh e 6. é vm s'ubgr'üpo aberto e/ox fech,üdo \. ~;

b) O conjunto dos SG-ca,rácteres contínuos de G é del«se no espaço de arde.«s, Xâ, de ã

Prova

,) Sda E = Oâ(Q) . É suficiente (e necessário) mostra« que

Va g E, existem máxima!,aberto e fechado, tal que E Ç A e a g A.

Notemos que, como uma forma de Pfister é isotrópica sse for hiperbólica (Proposição 2.2.(e),
IDMll) e que neste caso DÕ(Q) = G, podemos supor que Q é anásotrópÍca; logo DÕ(Q) é um
subgrupo saturado próprio de G'(3.27.(d)), que também é fechado(5.11.(c)).

Se a g E, então < a > não á subforma de Q. Como a SG-imersão,

[ : c' 11:./ c'i

preserva subformas (5.11.(b)), <&(a) > não é subforma de [ + C?. Já que a isometria em G' é
determinada coordenada a coordenada, existe i € / tal que

<(«{ . .)(«)> não é s«bformade(«{ . .) -tQ.
Como gi = ai ' &, concluímos que <g{(a)> = <aí> não é subforma de gí + Q, isto é,

«. ÇÍ 0C: (g{ -* Q).

Como cada Gi é reduzido e g{ + Q é uma forma de Pfister sobre G{, 3.27.(d) garante que
Z)a,(g{ ú Q) é um saturado em G{. Pelo Teorema de separação (3.30.(c)), existe r C Xa. tal
que

Da: (g{ + Q) Ç ker , e ,(«i) = -- l

Como g{ : a é contínua (G'í com a topologia discreta), c, = r o g, é um SG-carácter
contíhwo de G, tal que

E Ç ker a e cr(a)

Mas então, A = ker o é um subgrupo maximal saturado de índice 2, aberto e fechado (pois a é
contínuo), que separa E de a, como necessário.

b) É suficiente provar que todo aberto básico # g em Xâ possui um carácter contínuo. Por
3.18.(a), um aberto básico U de .Vâ é da forma

l

u = 1«. =ijn...nl«.=il, coma«:,...,«.}Çã.
Consideremos a forma de Poster C2 = (8)L: < 1,a{ >1 como U # g, o Princípio local global de
Pflster (3.19) garante que Q é anisotrópica ''. Agora o item (a) fornece um SG-carácter confz'nwo

de G, o, ta] que D.)(Q) Ç ker o. Uma vez que {ai,..., a.} Ç Z,)Õ(Q), concluímos que a(a.) = 1,
l .$ .j $ n, mostrando que o C U e completando a prova.

:;X(G) é definido em 4.8.(c)
14Se C? fosse isotrópica seria hiperbólica (Prop. 2.2.(e), [])Ml])l assim Q =c 2"':< 1, --1>, onde n 2. ] é o

grau de Q. Por 3.19, V a C Xé, c,(Q) = a(2"'1< 1, --1 >) = 0. Mas isto é impossível, pois para c, € U temos
c,(U) = 2" # 0.
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H

Observação 5.27. Com a notação em 5.26, as prova.s de seus itens mostram que os SG.
carácteres contínuos de (.; dados por

D U::, {'. . p. r C Xa.}
são densos em XÓ. Se

U;., {p . p;
então Z,) Ç E, pois para todo i C /, gi:: ã o pÍ

P c x.?, },

Assim, para todo r €1 Xa., r o ã € .YÕ:. Logo E também é denso em X(3. Se Ü é uma imersão
completa, então E = D, pois todo p C XÕ. é da forma 1- o gi, para algum r C .XC.

n

Temos agora condição de determinar para quais subgrupos fechados e saturados de um grupo
especial BooJeano o quociente é de novo um grupo especial Booleano.

Teorema 5.28 . Seja H UTn grupo especial Bootectrto reduzido e'i: u,m subgrupo fechado e saturctdo
ie H. As seguintes condições são aqui,valentes : \s

K.L) Cloro a. tipologia qvociertte, H/E. é vln grupo especial Booleano reduzido e a.

aplicação quociente canónica., PE : H ---'r H/E., é um SG-mor$smo contíuKol

\14 'S é interseção dos subgrupos abertos e fechados de índice $vtita qu,e o contém;

K3) 'Ê é interseção dos subgru,pos abertos e fechados de índi.ce dois q'u,e o covttém.

Prova

(1) :> (2) Seja y um pf:sistema em /T/E; se U € P então pb((/) é um subgrupo aberto e
fechado, saturado e de índice finito em//(4.11.(c)). Como está claro que

E

a conclusão de (2) segue imediatamente.

l2) :} (31 : Esta implicação é corJsequêrlcia imediata do seguirlte

iSNoternos que quocient.es de grupos copo/ógzcos Booleanos por subgrupos normais /ecbados são grupos
fofo/ógícos Booleanos. conforme 5.4.(b).(2) '
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Fato 5.29. Seja À um subgrupo saturado, aberto e fechado e de índice finito em H. Então, a.
é uma interseção hn\ta de subgrupos abertos e fechados de índice '2 em H.

Prova. Cromo A é aberto e fechado em #, o SG-morfismo quociente, pa : H ----> J7/A, é
contínuo, onde H/A tem a topologia discreta, pois pÃ:jÍlll = A (5.2.(e) e (c)). Como H/Z\ é
finito e reduzido, o Teorema da Separação (3.30.(c)) implica que

{l«/.} - nZ;: k« «:,

onde XH/a = {o],...,o.} iõ. Uma vez que p,h é contínua, {ol o p,â, ..., cr. o pa} é um
subconjunto de SG-carácteres coníz'fixos de H, tais que

Z\ ker («; . p»).

Assim, ker (o{ o PA), l $ { $ rz, são subgrupos abertos e fechados de índice 2, cuja interseção é
Z\, completando a prova do Fato.

0

(3) :+ (1) : Seja

.M = {,A C XX(//) : A é aberto e/ou fechados. :'

Nossas hipóteses garantem que E = n .,L4. E consequência imediata de 5.4.(b) que,.com a
topologia quociente, #/E é um grupo Booleano e o SG-morfismo canónico, n'x : H ----} /7/E,
é contínuo. Devemos verificar, tendo em vista 5.17, que existe um pf-sistema em J7/E.e que a
relação de isometria é fechada em (#/E)4 com a topologia produto. Começamos com o

Fato 5.30. ParacadaM Ç {Z\ eXX(#) ; A óabertoe/ou Éecbado} ta/que E = Í).M
temos:

a) Seja N um subgrupo aberto e fechado de índice finito em H tal que E Ç N. Então existe
{.A- , . . . , Z\.} Ç .A4 tal que

n=;: ,À: ç E - jv.

b) 0 codunto

r n . . . n A«)/E ; n é m i«toiro ? l e {,&:,

é um pf-sistema em (5.15) em #/E com a topo/og;a quociente.

, z\«} Ç M}

Prova

;) Como
N ç E.7V-

segue de 5.2.(a) que E . iV é um subgrupo aberto de índice finito em G. Logo, por 5.2.(b), E . N
é aberto e fechado em G'. Se E iV = G', nada a provar. Caso contrário, seja À' = G \ (E . JV),
que é um compacto em G. Suponha, por absurdo, que para todo subconjunto finito .F de ./L4
tivéssemos

]6Note que o espaço de ordens de um grupo especial finito G é finito pois Xa C Z2a
i'Xo (G) é definido em 4.9.(d)
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Ã' n n i: # 0.

Como iU é uma família de fechados em G, a compacidade de /\' garante que

0 # Á n O.u

:«}

K n E,
o que é impossível pois E Ç E . Ar.

b) Por 5.4.jb).(2), se S é um sistema fundamental de vizinhanças de l em H, constituído de
subgrupos normais de índice finito em #, então o conjunto

SX = {(E N)/E : N' C S}

é um sistema fundamental de vizinhanças de l em #/E, de subgrupos normais de índice finito
Agora note que se {Ai , . . . , Z\.} Ç .,L4, então

# nZ;. A{ é saturado, de índice finito e aberto e fechado;

# (RÜI A{)/E é de índice finito em #/E, bem como aberto e fechado na topologia quociente i;.
Além disso, segue de 3.34 que (Íl=::. .A{)/E é saturado em #/E
Portanto, o item (a) garante que T é um pf-sistema em H/E, como dese.lado. :9

D

Resta provar que =H/E é fechado em (#/E)'
Sda

a : #' ----} (#/E)', dadapor a =pS x PX x p= x PS

Está claro que a é contínua e que a topologia produto em (#/E)4 é a topologia quociente por a
" , isto é,

Uéabertoem(#/Ey # a':(U)éabertoem#-

Logo, para mostrar que =x/z é fechado em (H/E)4, é suficiente verificar que sua imagem inversa
por a é fechada em #'. Por 3.29.(a) temos que

bale..bjE''):=nl'Ê kcl'Ê.dl'üh W '3] z, #, f, z C E tais que<az,by> =x <cZ, dz >.

Assim,

(1) a''(=H/E) =Í<a,b,c,d>C #' : ]z,y,t,zCEtaisque<az,by,fc,zd>e
Considere as funções

g,Ã: #' x X' ----.> W' dadaspor I' <a,b,c,d>, <=,y,Z,z>>) - <aa,Z'y,ct,dz>
1. h(< <«,b,c,d>, <«,V,t,;l>) .,d>

Uma vez que H é um grupo topológico, g é continuai como os espaços em questão (# e E)
são HausdorH e compactos 2i e b é a projeção que esquece as últimas quatro coordenadas. /z é

i8Sua imagem inversa por PE é aberta e fechada.
:9Segue desta prova que t.emos bijeção yS(H) a y(H/E) onde Po(G) é a versão relat.iva de y(G) , definido

em 5.16.(i)

20Temos isomorfismo conZÍhuo de grupos topológicos compactos e HausdorHs, à : H4/E4 ----+ (#/E)4 , Joga
ã é um Àomeomor/isco.

ZiE é fechado no Booleano #.
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contínua e /ecAada ''. Agora observe que (1) implica

a''(=x/:) (g':(=x)),

e como =H é fechado em H', concluímos de (11) que o mesmo é verdade para a':(=H/E),
encerrando a prova.

(1 1)

D

flhanrvnP n ç; RI

(i) Notando que quocientes de grupos topológicos Hausdor#s por subgrupos normais fechados
e/ou abertos e com índices finitos são grupos topológicos finitos e discretos (5.3.(b).(1)) vemos
imediatamente que as condições (2) e (3) do Teorema 5.28 são sempre equivalentes, mesmo
quando tomamos # um grupo topológico #ausdorlFque é especia! e reduzido (/lí C RSGH'"')

(ii) Se # um grupo reduzido especia] que é topo]ógico e Hausdor# e E Ç ]7 um subgrupo
saturado e fechado então , claramente, E satisfaz a condição (2) de 5.28 sse

[pst] Paracada AgS existe z\CX(#) tanque AGES e
XCA e Z\ C H é aberto

Quando este for o caso, diremos que E possui a propriedade de separação topológica

(iii) Se # C RSG..Í e E Ç H é um subgrupo saturado e fechado com a ]pst] temos, pelo Teorema
5.28 que #/E C RSG,.ÍI além disso, segue dos Fatos 5.29 e 5.30 que, se .V Ç {z\ C FS(#) : A
é aberto e/ou fechado } é um conjunto ordenado dirigido para baixo ta] que E = O./V' então
{,A/E : z\ C ./v'} é um pf-sistema de H/E e portanto, pela Observação 5.18.(b):

nlE. -q 1}« çnlqlçüls) -b li« nlü.
b.e.N b.e.N

(iv) Se H C RSGX"' então a todo subconjunto y Ç H podemos associar y, o menor subgrupo
saturado e fechado de ]7 que satisfaz lpstl e que contém y . Pois de fato temos

}'= Í"){A C/(#) : yÇA e Aéaberto } = OlzX C X(H): yÇA e Aé aberto }

Em particular, segue do Teorema 5.28 acima que se G' é um grupo especial reduzido e profinito
e O Ç G' é um subgrupo saturado e fechado de G' então o quociente de G pela "regularização
separada de O" , G/O é o maior quociente de 6'/O C RSGX"' que é um grupo especial reduzido
e proíinito (6'/O C RSG,.r).

n

A Proposição 5.26.(a) e o Teorema 5.28 fornecem

Corolário 5.32. Se Q = (8)=:::i < 1, ai > é m/arma de /)Hsfer soZ)re am grupo especía/ Boo/Cano
reduzido G e b = DcÇQ), então, com Q topotogiü quociente, G/& é um gTnpo especial Booteano
reduzi,ão.

B
Unem geral, a projeção que esquece coordenadas não é /ecÀada
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O último tema desta seção é o processo de troca de base, que permite ligar dois sistemas
coflltrantes sobre bases distintas. As noções que introduziremos a seguir são um caso particular
de um esquema geral de troca de base 23. No entanto, pensamos ser mais adequado, inclusive
pata facilitar a leitura, discutirmos o assunto no contexto em que será utilizado.

Definição 5.33. Selara < /, $ > e < L, $ > co Üunfos parcÍa/mente ordenados e dirigidos. Sejam

g = 1~G., gji) e 'H, = IHI, h«t)

sísZemas co./í/írarzZes de grupos especiais sopre / e Z,, respectáuamenfe. Um morfismo de troca
de base, a . Ç -----} H, consísfe de

+ Uma Junção crescente, Q : L ----} li
+ Parca ca.da l € L, u,m, SG-mor$smo, ft
diagraTrtct é comutativa

Ga(1) ---} Ht, tat qze para todo l $: rrl em L o seguinte

G«(«

ga (m) ,a(1)

tB ' H,

Indicamos por Idç o m,orPsmo de troca. de base dado por Çldi. Idc:\l. Está claro que a. com
posição nata,ra,t de morPsmos de troca de base a4 é 'urn mor$smo de troca de base.

D

Proposição 5.34. Sqarn < /, $ >, < L, $ > e < r', $ > conjuntos parda/mente arde fados e dirigi
los. Sejam

Ç; = (Gi', g,i), 'K = (H\',

sisteTTtas co$1trantes de grua)ns especi,üis discretos

f««t ) e K = li<,, k..~l

! anil,os sobre 1, L e P, respectiuümente. Sejam
B :'u,ç ---+ 'R e

mor$smos de troca de base e sejam

:a . g: ) kÜ , ht )

os limites projetiuos correspondentes. ETttão
t\T'K e kR.K,)

ül Existe um único SG-mor$smo contínuo. f.
diügraTitü é coTnhtatiuo

G ---} ÍT, tal qKe para todo l e: L o segui,nte

2SConforme a seção 1.2.5
24Gompor as funções de base e as de fibra correspondentes
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ga(/)

#.

t,) j\B..) jn ' j. Se a = Idç, então f. /dõ

Prova. Notemos que, como nossos sistemas cofiltrantes são de grupos especiais finitos e dis
credos, todos os morfismos de troca de base são compostos por SG-morfismos comi/hwos.

a) Para cada J € L, consideremos o SG-morfismo contínuo

ga(1) ; G.(/)

G ---+ /7i, dado por co! ' ./'r o g.*(1)l

Então, < (.;, wr > é um cone sobre H, isto é, para todo / $ m em Z, o diagrama abaixo à esquerda
é comutativa

(D)

De fato, lembrando o diagrama comutativo na Definição 5.33, juntamente com o fato que
ga(1) :: ga(m),a([) o ga(m), obtemos

h.lau- = h«t" j«"g.t.\ = fl'g.b),.tl)'g.\.) = jt'gal.l)
como necessário

Segue do Teorema 5.11 que H = /irra 'H é limite projetivo na categoria RSG*'', dos grupos espe-
ciais reduzidos }opoló#cos e RSG'-morfismos contlíh os, portanto existe um único SG-morfismo
contínuo, ./. : G ---.> #, taí que para todo / C L o diagrama a direita em (D) acima é comutativo;
em particular temos

ht o f. = -ol = ft ' g.tt).
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mostrando que o quadrado do enunciado é comutativo.

Disponibilizámos abaixo uma verificação explícita que o SG-morfismo ./. é contírluo
Lembrando que por 5.14

7'(Õ)=Íkergi:íe/} e 7'(#) = {ke«A/:/eL}
são pf-sistemas em G' e #, respectivamente, é suficiente mostrar (por 5.2.(c)) que para todo
/ C É, existe í € / tal que ker g{ Ç ./='(ker AI). Mas a comutatividade do quadrado no
enunciado, do diagrama a direita em (D) e a definição de wl garantem que

kerg.*(/) Ç gl;(/)(./r':(1)) = «,Í:(1) = ./;'(ker A/),

e

O item (b) é rotineiro e omitiremos a sua demonstração

Q

5.3 A Envoltória Booleana de um Grupo Profínito Re.
duzido

:' '\lsÇ:S

Nesta seção determinaremos a envoltória Booleana de um grupo especial profinito (3.4.3) 2s
Para isto precisaremos registrar um resultado acerca de álgebras de Boole completas, o Lema
5.37 abaixo, que provavelmente é conhecido, mas para o qual não íoi encorltrada referência na
literatura. A notação para álgebras de Boole está sumarizada em 3.4.3.

Definição 5.35. Uma á/geóra de Boo/e B á completa se para iodo S Ç B, v S e /\ S ea saem
:m B. Um lnor$smo de álgebras de Boole, f : A - B, é coxnp\e\o se para todo S ÇA

jÇN sb \ its~l ' iÇN s)
D

Observação 5.36. Seja B uma álgebra de Boole.

a) Como cm todo reticulado, as seguintes condições são equivalentes:

h H S Ç B. egos\e \l S ç: B.

W S Ç B. exXs\e h S € B.

b) Se B é completa, como as leis de de Morgan são válidas em B, isto é,

NSb -s ' -ÇNSb
está. claro que um Ba-morflsmo preserva v sse preserva A.

c) E fácil verificar que se B{, { C /, são álgebras de Boole completas e .4 = 11{./ Bi tem a
estrutura produto, Á é uma álgebra de Boole completa e as projeções coordenadas são Ba
morfismos completos.

e

2SA referência básica acerca da envolt.ária Booleana de um grupo especia! reduzido é o Capít-ulo 4 em IDMlj



150 CAPÍTULOS. GRUPOSESPECIAiSPROFINITOS

U

Lema 5.37. Seja Z üma caíegor a peq ena e ZJ
álgebrüs de Boole e Ba-'n\or$smos. Seja

kB. fi)

Ç Bi, fa ) diagraTn,ü sobre 't constitu(do de

o limite pro5etiuo de B.

ü) B é vmü álgebra de Brote e Ji é vm Ba,-m,or$smo, para todo iQ l = Obj(.L)

b) Se Bi é completa e os «or$sn.os f. são completos, pü« c-,dü Jtech., (i % 5) e«'t, e..tão B
é Mina átgebra de Brote coTnpletü e ji são Bü-morjism,os completos, ie 1 = Ob5j-L)

Prova. Pelo Teorema 2.27, B é uma álgebra de Boole e

[ : B ---> B = ITi:, s.,

é uma Ba-imersão que identifica Z? com uma subáigebra de B, estabelecendo (a). Para (b), seja
S Ç B; uma vez que B é completa (5.36.(c)) com estrutura produto, temos

V .(s) < V «';('(s)) >;.,.

Agora observe que, como as projeções coordenadas e os morfismos ./a , ({ -$ .j) são l?a-morfismos
completos, temos

f.«ÇN'«.ÇÇS») iÇts») f.«Ç~f:(s» fiÇsl Çts»
mostrando que V z,(S) está na imagem de &, isto é, existe a C ê tal que ü(a) = V [(S). Está
claro que com a ordem induzida por B em B, a = V S em Z?. Como os ./\ são (essencialmente)
a restrição das projeções coordenadas a B, segue que são Ba-morfismos completos. 26

n

Como toda álgebra de Boole finita é completa e todo Ba-morfismo entre álgebras finitas é
completo, o resultado acima implica o

Corolário 5.38. J.Zgeóras de Boo/e pro./inatas são vamp/elas

n

5.39. Sejam < /, $ > um conjunto parcialmente ordenado e dirigido e

ç = lci'. fj. ~i

um sistema cofiltrante de grupos finitos e reduzidos sobre /. Se aplicarmos o funtor envoltória
Booleana a este sistema (3.48.(e)), determinamos um sistema. cofiltrante de álgebras de Boole
Pníías e Ba-morfismos sobre /

B = ÇBc,, nçf,Ü ).

2ÕEsta prova é válida, zpsis / feras, na categoria dos reticulados e dos reticulados completos, com morfismos que
preservam V e /\.
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Em mais detalhe, se i $ .7 $ A em /, temos diagramas comutativos de SG-morfismos e Ba-
mor$smos

G'É: .!b--» ',

G'i Bc..

onde o segundo diagrama é obtido do primeiro pela aplicação do funtor envoltória Booleana do
Teorema 3.48.(e), indicado por B. Assim, Zi é, de fato, um sistema cofiltrante na categoria Ba
sobre /. Uma vez que Ba. é a álgebra de abertos e fechados de XC. (o espaço de ordens de G{)
e este é finito (pois Xa, Ç 2G'), as álgebras booleanas Ba. são finitas. Assim B é um sistema
cofiltrante de álgebras de Boole completas e Ba-morfismos completos.

Dos itens (a) e (c) no Teorema 3.48, sabemos que para { C /, temos uma SG-imersão completa
e natural 27

G.f !g'---- B.,

eG, l (-Ji ---''} Bc. .A{ B(.&;)

ta] que o diagrama acima à direita é comutativo. Deste modo, a coleção c = {ca. : Í C /} é um
morfismo de sistemas cofiltrantes(2.29) ' '

e'(1;{
Ba.

C Ç; -------} 23

tal que para todo á C /, ca. é uma imersão completa. Sejam

la,g:) = ttTÇ . Çê.B:) = ttm B.
e

Sabemos de 5.11 que G' é um grupo especial reduzido e que a imersão canónica
ã'&

preserva subformas, sendo portanto uma imersão completa (3.21.(b)). Por outro lado, 5.37
mostra que Z? é uma álgebra de Boole completa, e portanto, por 3.47, um grupo especial reduzido;
além disso, os Ba-morflsmos /3{ são completos. ' '

Pela Proposição 2.30, existe um único SG-morfismo

27Onde Z?C. tem a estrut.ura de grupo especial reduzido descrita em 3.4.3
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Õ

Â

G'{

(.) tim g ---} lim B

1;"'' --:
que faz comutar o quadrado acima

n

Proposição 5.40. Corri a notação em 5.39,

«) O SG-mo«$sm. h, : G --+ B é um« i«e«ão co«pl.t.,

b) A enuottória Booteana de G, Bê, é Çisom,orfã a SKbálgebra. de Boole de É gerctdü por hÇG)

Prova

a) Sejam P, #' formas de mesma dimensão sobre G', tais que /z y.. P
relação implica

h ,ü V'. Para í C /, essa

IB: . hb '. 'p =B.. Çl3: ' H +'Ü.
e assim, a comutatividade do diagrama (e) em 5.39 acarreta

('a, ' g;) '* Ç' =«.; ('a, ' g:) " 'P
é uma imersão completa (3.48.(a)), a isometria precedente fornece

(1) g{ -* 'P =c, g. ,. d'
Observe que (1) vale para todo { C /l como gi = a{ o [ 28 e a isometria em G é dada coordenada
a coordenada, concluímos que

Como ca.

L -k V

Uma vez que L é uma imersão completa, obtemos ç' =(3 d', completando a prova de (a).

b) Sejacâ : a B(3 aenvoltóriaBooleana deC. Como A : ã' umaimersãocompleta,
o item (3) do Teorema 5.2 em IDMll garante que B(/z) é um Ba-morfismo injetor Por outro
lado a propriedade universal da envoltória Booleana no item (4) do Teorema 4.17 em IDMlj
mostra que o seguinte diagrama é comutativo

7rj o zl v4a diagrama ID) na prova do Teorema 5.11, página 133
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(11)

Por 3.48.(b), para todo u C Bé, existe uma família {F'i, . . . , n,} de subcorljuntos finitos de G'
tal que

(111) « Fk 'ê(«).

Como (.11.) é um diagrama comutativo de morâsmos injetores e a imagem de Bã por B(A) é
uma subálgebra de B que Ihe é isomorfa, segue imediatamente de (111) que Bá, é isomorfa à
subalgebra de Boole de /i gerada por A(G'), encerrando a prova.

D

5.4 A Envoltória Pro6nita

A notação introduzida rlo Capítulo 4 será de uso constante daqui em diante

5.41. Construção. Sela G' um grupo especial reduzido. Seja

/(G') = {Z\ € Ssat(G') : A tem índice finito em G}

Por 4.15.(c), /'(G') é um filtro em .gs.zZ((7) e portanto um conjunto dirigido para baixo pelainclusão.

Para I' Ç A Ç E em /'(G'), por 4.6 temos diagramas comutativos de SG-morfismos

!b---- clK Gjt 'Prb . Cjb.

G'/E G'/E

que mostram que

(1) ç; = < G'/A; pas > é um sistema cofiltrante de grupos especiais reduzidos, finitos e discretos
sobre /(G')
(11) < G'; p.a > é um cone sobre o sistema coültrante Ç.

Soam
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(111) <P(G')i pa > = /{m ÇI pelo Teorema 5.11, P'(G) é um grupo especial reduzido e Booleano

29 . Indicaremos um elemento típico de P((7) por a = <a >acj.-(a)

(IV) Os SG-morfismos P,h : 7)(G') ---} G/Z\ são contínuos e o conjunto

T(G') = {ker Pa : A C /'(G')}
é um pFsistema em 7'(G).

(V) Existe um único SG-morfismo, ?a
diagrama é comutativo

G' ------> 7'(6'), tal que para todo A C /'(C') o seguinte

> P'(G')

G'/A

Observe que a notação é consistente com a de 5.23, pois PA é necessaríarnerzZe sobrejetor.
possível dar uma expressão explícita para o SG-morfismo ?7a

Parara C G, 77G(u) - <u/Z\>a./-(C) ' <pa(u)>.s.J:-(a)

É

,'ull hc.ç:rlCI

(VI) Como - Teorem. 5.11, sd«

P'(G') ----} lla.r(.;) G'/A
o SG-morfismo que reflete subformas e identifica o limite projetivo com um subgrupo especial
do produto dos quocientes reduzidos e finitos de G'. Como no caso geral, os morflsmos Pz\ são a
restrição à P das projeções coordenadas do produto, isto é, PA = a'A o &.

&

=

Definição 5.42 . O grupo especáa/ Boa/earzo reduzido corzsZruído em 5.41 denomina-se envoltóría
profinita de G e o Sa-rnor$sm0 77C é a imersão canónica de 6' em P(G).

n

As propriedades fundamentais desta construção constam do

Teor'ema 5.43. Seja G uvrl grupo especial reduzido. Com a notação acima;

ü) vlC é üm SG-monomor$smo cuja ima,gem é deTtSÜ em pta) e que remete slbjormas.

b) Se H é 'um grua)o especial Bootearto red'üzido e j : G ---'* H é lm SG-mor$sTno, existe zm
úTti,co SG-mor$sTito corttilnuo, j : 'PÇG) ----+ H, qKe jaz com tür o diügTÜTna. abaixo a esquerda

20Utilizaremos esta expressão como sinónimo de grupo especial reduzido profinito: veja a caracterização 5.17
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.!Éi----- P'(G') G :b.----- 'Ptc;b

c) Sejam T Hln grITo especial Boolectrto reduzido e h
scLtisfüzem as seguiTttes condições

l.\) qa : G -----} 'PÇG) é contínua na toT)otogia, ind lida T)or T em G uia h,

,sto é, se 6. € FÇG), existe W su,bgrttT)o satKrüdo, aberto e fechado, de
hdice./irz Zo ern T, a/ que 77C(Ã''(l,'r)) Ç #erpa

Ç4haÇ édenso em topologictproduto, istoé,set\, ta,ts,t4 eT
e W é um subir\po aberto, sctturctdo e de índi,ce finito em T,

Í ] ui, u21 u3, u4 C (/ tais q e

:::> '1 <«-,u,> =a («.,«-> .

t Ã(uí) ' f{ C }'r, l $ á $ 4.

G ----+ T lm SC-mar$sTno tnjetor que

< f-, /, > =, < f., f. >

E«»tão, co«l Q .«citação em (b), 'h : 'PÇGb ---+ T é o único S(l;-is(«to«esmo co«-tín«LO que jaz

comutar o diagrama acima a direita,. Ern parti,curar: h é vln homeomor$smo e o SG-mor$smo
h remete subform,tLS.

Prova. Seja [ : F'(G') - c/(a) (;/A a SG-imersão que reflete subformas, conforme o
Teorema 5.11.

(1) {1} = n {E C/(G') : Etemíndice2ema}.
Se r7G(z) = 1, então [(?a(z)) = 1 e portanto z/E = 1 para todo saturado maximal em G'. Assim.
(1) implica que z7a é injetora. Uma vez que

r .A c /'(G')}
é um sistema fundamental de vizinhanças abertas da unidade do grupo topológico P'(G), para
verificar a densidade da imagem de z7a 30 é suficiente mostrar que ' ' '

(11) V a € P'(G') e V A C /'(G'), existe u € G' tal que ?c(u) . a C ker PÂ.
Fixados a C F'(G') e ,& C /(G'), como o diagrama

30Veja também 5.6
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.2Éi-----. p'(c')

(111)

G'/.A

écomut'tiv',existe« C 6't;l q- P.(«) = «a = Pa(u) = Pa(qa(u)). M-se«tão,
P.(W.:;(«) ' «) («)) . Pa(«) «a

estabelecendo (11), como desejado. A prova que 77a reflete subformas é consequência do seguinte

Fato 5.44.

a) Se 'P(«l, . . . , u.) é u«-a Mrmu/a pp em Z'sa ' g € G'" é taJ que 6' 1::: = 'Pl#l, então o co.Ü-nto

s(c;',#,ç:') { cs;«t(6').' c'/Ak Al},
parcialmente ordenado por inclusão, admite elemento maximal.

b) DC reílete índice de Watt.

Prova. O item (a) está provado em IAst21 e em IMar71, na linguagem dual dos espaços de
ordem abstratos (com os devidos créditos)l assim omitiremos sua prova 3i

b) Seja 'P uma forma sobre 6', tal que A = inda(?a + 'P) em P(G'). Uma vez que & reflete
subformas(5.11.(b)), obtemos

(& 0 77C) + 'P tem índice de Pfister k em rla.;:.(a) G/A.
Uma vez que a isometria no produto definida é coordenada à coordenada e que

a'A o Z; 0 7?G = Pa o 77a = Pa,

concluímos que

(IV) V A C /'(G), G'/A F:: i«dp«(pa + 'p) ;. A.
Suponha por absurdo que inda('P) < A em G'. Como a frase

"inda('P) 1? k"
é uma fórmula pp tendo como paramêtros os coeficientes de P, o item (a) garante que existe um
subgrupo saturado E em G' tal que

(V) G/E j:::inda(ps+'P)<k e VAtalqueEÇA, (7/Z\j:::inda(pa-*ç')?k.
Pela Proposição 3.53, (V) implica que G/E tem comprimento de cadeia finito. Assim, o Corolário
3.52 fornece um subgrupo saturado ]' de índice finito em G'/E ta] que

(VI) Em (G/E)/I', i«dlv(pr *- 'P) < A.
fique é essencialmente uma aplicação do Lema de Zorn
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Seja A = p:'(r)l então A é um subgrupo saturado de índice finito em G, ta} que o seguinte
diagrama é comutativo

G :- clx.

(1') P.â

h WI'ql\
onde # é um SG-isomorfismo. 32

Segue de (VI) que G/A f:: inda(pzK + 'P) < Ã;, contradizendo (IV) e encerrando a prova do Fato

Do item (b) em 5.44 e da Proposição 3.21.(c).(21 concluímos que 77a reflete subformas, com-
pletando a prova do item (a) do Teorema.

0

b) Pelo item (a), ?a(G') é um subgrupo denso de P'(6'). Se A C /(G'), a comutatividade do
diagrama (111) (página 156) implica que

qà'(ker P.).
Assim,

(Vll) VA € /(G), ,7a(A) = q.(G) n kerp.

Podemos considerar ./ como um SG-morfismo de 77a(G') em # ;'. Vamos mostrar que ./ é contínuo
na topologia induzida por 'P(G') em 77a(G')l para isto é suficiente verificar sua continuidade em
1 (5.2.(c)). Como H é um grupo especial Booleano, seja y um pf-sistema em H. Se U C P, o
fato que ./' é um SG-morfismo implica que A = ./'' (U) é um subgrupo saturado de índice finito
em G'. Uma vez que

/('7a(A)) Ç U e {kerp.x : '\ € /'(G')}é«mpf-sistemaem7'(G'),

(Vll) implica que / é contínuo no ponto l na topologia induzida por P(G'), como desejado.
Segue do Teorema 5.7.(a) que / é uniformemente contínua. Como H é um grupo tipológico
compacto HausdorH, 5.7.(d) garante a existência de um único morfismo contínuo de grupos,

F . 'T){ f''l\ -----} H

que torna comutativo o diagrama do enunciado. Resta mostrar que / é um SG-morfismo. Como
-- l C z7a(G) e /(-- 1 ) = -- 1 , temos que /(-- 1 ) = -- 1 . Para verificar que ./ preserva isometria
binária, sejam ai , a2, a3, a4 elementos de P(C'l tais que

(VTll) < al, a2 > =7'(a) < a3, a4 >.

Como =w é fechada em .f74 (5.17), para provar que

32Veja 4 .] 3.(b)
33Pelo it.em (a), r7G é um isomorfimo de grupos especiais ent.re G e qC(G)
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<.ã«:),.R«,)> =x <.ã«;),.Ü«.)>

é suficiente verificar que para todo aberto W de H', contendo < .f(al), .Ha2), ./(a3),/(a4)>, temos
w n =H # 0. Como ./ é contínua e

T = {ker Pa : A C /(C;')}
é um pf-sistema em P(G'), existe A € /'((7) tal que a vizinhança abertae fechada de < al, a2, a3, a4 >
em 7'(G)' dada por

r aikerpa x a2kerPa x a3kerpa x a4kerPa

satisfaz (./y(t') Ç W

7'(6') ---} 6'/,& é «m SG-morfismo, . rel;ção (Vlll) acarret.

(IX) <«:.,«,.~> =a/»<«;.,«.»>.

Uma vez que o diagrama em (111) acima (página 156) é comutativo, a relação (IX) e o Teorema
3.29.(a) fornecem ul, u2, u3, u4 € G tais que

(X)<ui,?z2> a<u3,t'4>; (XI)Pa(u{) = Pa(qa(u{)) = aia, l$ã$4.
Segue de (XI) que z . l?a(u{) € ker Pa e portanto

(XII) <qG(«-), ,7G(«,), qG(«3), ,7G(U-)) € L''

Observe que acabamos de provar o seguinte

Como Pzi

Fato 5.45 A ;mugem de =a por 7?b é densa em =?(a) rla topo/ogía produto em P(G')*
U

Como .Õq.7(u{)) = /(u{), l .$ i$ 4, e ./ é um SG-morfismo, a relação (X) implica

<.r(qa(«:)), .f(0.(«,))> <./'(«:),/(«,)> =x <./(«;),/(«.)> <.ãq.;(u3)), .ãq.(u4))>;

'gola, (Xll) e o fato que (.r)'(y) Ç H' fornecem H' n =n # ü, estabelecendo (b).

c) Os itens (1) e (2) são a axiomatização das propriedades necessárias para provar o item (b).
Uma aná]ise da prova mostra que o item (2) foi fundamental -- veja 5.45 na prova de (b) --,
enquanto que, naquele caso, o item (1) vinha de graça, pois qualquer SG-morfismo de G em um
grupo especial Booleano e reduzido é contínuo na tipologia induzida por 'P(G') em G via 77C.

No caso geral, é necessário assumir também esta condição, que não será verdade em geral. Note
que (2) implica que A(6') é denso em 7'

Assim, o mesmo método utilizado na prova de (b) mostra que existe um úrz ca SG-morflsmo
contínuo, g : 7' 3', que faz comutar o prjmelro diagrama abaixo a direita, enquanto
que (b) garante que existe um único /z que faz comutar o diagrama do meio

34A extensão de 77C Ã(G)
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G :!a- PÇG) a -!ZÉi--....- 7:'(GI

7::' (G' ) P'(G')

E imediato que a composição g o À é um SG-morfismo contínuo que faz comutar o último
diagrama acima. A unicidade em (b) implica então que g o h = /dp'(a). Segue de 2.45.(a).(1)
que À é um SG-morfismo contínuo puro e portanto uma imersão completa e contínua (3.21.(b)).
Como 'P(G) é um espaç' conlpaclo e T é HausdorH, i(Z:'(C')) é fechado em T. O diagrama do
meio acima garante que Ã(G) Ç #(7:'((7)); uma vez que Ã(G') é denso em T, corlcluímos q«. %
é sobrejetor. Assim, /z é uma imersão completa e sobr4etora, constituindo-se portanto em um
SG-isomorfismo, como desejado. As demais afirmações no enunciado estão claras, encerrando a
prova

Q

Observação 5.46. Seja 77a : G' ----} F'(G') a envoltória profinita de G.

a) Se G é um grupo firJito, reduzido e discreto, então {l} é de índice finito em G e é o menor
elemento de /(G). Logo P'(G') é finito e discreto e ,7C : G' -----+F'(G) é isomorfismo de grupos
especiais topológicos.

b) Como já observado na prova do Teorema 5.43, segue do diagrama (111) na prova do seu item
ja) (página 156) '5, que para todo A C /(G)

A = q8'(ke« P.).
Uma vez que

T = {ker Pa : A C /(G')}

é um pf-sistema em F'(G), a topoiogia de grupo tipológico Hausdorff induzida em G por P'(G)
via z7..; tem como sistema fundamental de vizinhaças de l exatamente /'(G).
c) Seja /z : G' ----> T um SG-morflsmo injetor, onde T é um grupo especial Booleano reduzido.
Sda y um pf-sistema em T. Termo em conta o item (a) e o fato que 77o é injetora ", a condição
(1) em 5.43.(c) pode ser reescrita como

(1*) Para todo A C /(G), existe W C y tal que A''(n') ç zx.

Esta formulação será útil nas aplicações que faremos de 5.43.(c).

d) Segue de 5.43.(c) que, nas condições do enunciado, as tipologias induzidas em G por F'(G)
via v7c; e por 7' via A são as mesmas.

n
3SO mesmo que aparece em 5.41.(VI.
;'E port.cinto y;' (r7G(,4)) = A, V ,4 ç G
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Aqui estão algumas primeiras consequências interessantes do Teorema 5.43

Corolário 5.47. Sda G' wm grupo espec a/ red z do e E zlm swógrupo saturado de G'.

cl) Para todo a ç: XC, existe u,m único ã C xPJG) tat qve ã é contínuo e a = Õ o DC.
ÓJ Se .,U(E) = {kercr . o C Xa e E Ç kero}, 37 de$nárrzos

E = n {ker ã . . C M(E)}.
Então, 'Ê é uwl subgrupo situ,ra.do e fechccdo de 'PtC) e o quociente 'PJG)/t. é um gtvpo especial
Boolectno reduzido.

Prova. O item (a) segue imediatamente de 5.43.(b), pois Z2 com a topologia discreta é um
grupo esplqcia] Booleano reduzido. Para (b), como ã é contínuo, para cada o C .M(E), está
claro que E é fechado e saturado. O fato que F'(G)/E é um grupo especial Booleano reduzido é
consequência imediata do Teorema 5.28.

U

Corolário 5.48. Se G' é wm grupo espec a/ reduz do então
SG-mor$svrto, j : G ---+ gÇF), qwe rej,ete subjormcLS.

existe um, corpo Pita,gótico F e um

Prova. Como P(G') é um grupo especial profinito, segue do Teorema 5.8.(b) que existe um
corpo Pitagórica ,F e um SG-morfismo puro, / : 'P(G) - . Uma vez que ?7a : G ---}
P'(G') reflete subformas (5.43.(a)), a composição ./ . q.J : G - também refíete subformas.

D

Além do interesse em comparar grupos especiais com o de corpos, o Corolário 5.48 é útil
para fornecer uma prova diferente daquela em IAst21 da generalização para grupos reduzidos do
critério de Pfister para subformas

Corolário 5.49. (O Critério de Pfister para subformas) Sejam G m grupo especÍa/ red z do e
tP, $ jorTnüs sobre G, com $ ünisotrópica.. As segintes cauda,ções são eq iuütentes

(1) 'P .ia 'P,'

(14 Para todo grupo especial H e todo SG-mor$smo J : G ---+ H,
DnÇJ k -Pb ç l)HÇi-K $b.

Prova. O Lema 3.17.(c) garante que (1) ::> (2). Para (2) :::+ (1), o Corolário 5.48 fornece um

corpo Pitagórica, F', e um SG-morfismo que reflete subformas, .j : (;' ç(r'). A conclusão
agora segue da versão para corpos do critério de Pfister enunciado no Teorema 3.45.

D

A definição de ./an aparece em 3.41. Do Corolário 5.9 obtemos

37Portanto M(E) XS(G) («eja 4 9.(dl e 4.10 (c))
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Corolário 5.50. Se G' é rn gr po especía/ reduzido, enZâo G' e' #m ybn sse P'(G) é um /an

Prova. Se F'(G) é um fan, o mesmo é verdade acerca de G', pois 7?c é um SG-morfismo injetor.
Reciprocamente, como todo quociente de um fan é um fan, P'(G') é um limite projetivo sobre o
coíljunto dirigido /'(G'l'' de um sistema de fins finitos. Por 5.9, F'(G) é um fan.

U

5.5 A Envoltória Profinita como Funtor

Como já anunciado anteriormente, a notação do Capítulo 4 está em plerJO vigor. Além disso.
a notação em 5.41 será. de uso constante.

5.51. Seja / : G' ----> # um SG-morüsmo de grupos especiais reduzidos. Então, / induz um
morfismo de troca de base

c*j '. g ----+ 'K

do sistema cofiltrante Ç sobre /'(G') associado a G' para o sistema coflltrant.
associado a /7, da seguinte forma

'H sobre /'(#)

# Para Â' C /(H), a/(A') = ./'*(A'). A Proposição 4.2.(a) e o Lema 4.11.(c)
a.f é uma função bem definida e crescente de /'(//) em /(G')i

# Se A' em 7:'(H), seja A = /*(A'); por 4.4 temos um SG-morfismo

o morfismo derivado de ./. Se ZV Ç =' em /'(#), a Proposição 4.6.(c) garante
diagrama é comutativo, onde A = /*(A') e E = ./*(E')

./:A,

garantem que ,

clb.-
que o seguinte

c;lb.

' P,s'x'
c'l'u

Tendo em vista 5.33, temos que a.f é de fato um moifismo de troca de base, como desejado
Além disso:

# Se à : # ---+/\' é um SG-morflsmo degrupos especiais reduzidos, a.2.lb).(2) e 4.6.jb) garantem
que

(comp) ak a aj -- aÜ.j
+ Para o RSG-morfismo identidade /dn .f/ ----> # , 4.2.(b).(3) e 4.6.(a) garantem que
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cildn ' Id'H,

D

Com os preliminares em 5.51, a Proposição 5.34 fornece

Teorema 5.52 . H enfio/í(ír a pro$n fa /ornece wm ./untar

í G' --}

1. G 'b « .-
a

P RSG -----} RSGp.f,
7::' (G')

ptc) tl2 pçn).
t,üt qve para todo SG-mor$smo J
é com,utatã,uo

G gru,pos especi,a,is reduzidos o seg'vinte diagrama

G ''l' > 'pçcb

/ z:' ( .f )

# 'P(H)

) SG-rnor$smo comi,{nuo 'Ptfb teta a. seg'pinte descrição e:cplícitü : se ü = Çü )EEFtG) C 'PÇCI

P'(./')(«) > ,:.,(x), "m Z'a, («»), A'C/'(#) 'A
onde Ja.- : G/b. --+ H/bl é o mor$smo derivado de f Ç5.5\, 4.5).

Prova. Fixado um SG-morfismo ./ : G ---} # de grupos especiais reduzidos, 5.51 mostra que
c*f l g -

é um morfismo de troca de base do sistema cofiltrante Ç; sobre /'(G) associado a G' no cor-
respondente sistema 'H associado a //. Pela Proposição 5.34, existe um ?ínáco SG-morfismo
contínuo

PÇf) =.t.J f.; '. 'PÇG) -----+'PÇH),

tal que para A' € /(H) e A = /'''(A') C /(G), faz comutar o seguinte diagrama

p(c') p'(J'l F'(#)

('P) Pa,

=lõ' ---'i=' nl
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;i fato que 7:' é um funtor segue Imediatamente de 5.34.(b) e das relações (comp) e jldent) em

Se ü C P(t.ão a com"tatividade do diagrama acima acarreta que para todo Â' C /'(H), se A

P,s,(7'(/)(«)) = ./X,(P»(«)) = /a,(«a),

'ue para todo uf=mula desejada para 7'(/)(a); a definição de ./a, : G'/Â ---+ #/A' (4.4) garante

J... Çulb. )

Logo, para u € G, a expressão para F'(.r) e a igualdade acima fornecem

PÇfbÇDGÇl4) ' ÇfÇu)lb' )ê..CFtn) qn ( .f(u» ,
completando a prova.

n

Observação 5.53

a) O quadrado comutativa no enunciado do Teorema 5.52 mostra que 77 é uma transformação
natural do funtor identidade de RSG para o furtar P

b) A propriedade de unicidade em 5.43.(b) mostra que

# O funtor P é adjunto à esquerda do funtor esquecimento de RSG..r para RSG
# Para cada SG-morfismo de grupos reduzidos, ./ : G -----> H, existe em um único SG-morfismo
contínuo -- indicado por P'(/) --, que faz o quadrado no enunciado de 5.52 comutativa

n

O restante desta seção será dedicado à prova de que o funtor F' preserva quocientes por
subgrupos saturados, ou seja do seguinte

Teotexna 5.54. Seja G vm grupo esT)eciüt reduzido e }ll uln subgrupo saturado de G. Seja

zU = {a C .Xa . E Ç ker o}.

Gom a Ralação em 5.43.(É'), sqa E = n {ker ã . o € zU}. Erzfão

l \.l é um SKbgru,po saturado e fechado em, 'PÇG), que é interseção de subgrupos situ,ra.dos de

ndice '2, abertos e fechados em PÇG). Além disso, caiu a tipologia quociente, PI.G)I'Ê é um
grupo especial reduzido Booleano. as

b) Existe um único SG-isoTnor$sm.o COntÍTiU,o,

g : 'pçclx) ---} PIC)I't
que faz comutar o sega,ante diagrama,

38Note que = t.em a lpstl, conforme 5.31.(ii).
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G 7:' ( 6')

P'(P: )

grlC/E
PGI'q

Prova. O item (a) é consequência imediata do Corolário 5.47 e do Teorema 5.28. O núcleo
do resultado é o item (b) : a existência do SG-isomor6smo g, com as propriedades desejadas.
Iremos utilizar o critério em 5.43.(c). Consideremos a composição

f-l 'RG- . /-tn f z-'!\u --=-=} 'Pt o ) lz+ 'pçcbl'Ê.
Então

(1) ker (PÉ- ' ,7.?) = E.
De fato, a afirmação acima é equivalente à 77à'(=) = E. Pela construção de = temos

E - 0,:.k«a
Lembrando que para a C z\4, temos o = ã 0 77C, concluímos que para todo a C G' e a C ./\4,

(11) .(«)=1 « a(?a(')) = 1 + q.(«)Cke-ã.

Assim 77ã:(ker'(a)) = ker(o) , o € .M. Uma vez (iue, por 3.30.(c) temos E = n .M, a relação
em (1) segue imediatamente.

Pelo Teorema 3.29.(c), existe um único SG-morfismo injetor, A
seguinte diagrama é comutativo:

G'/E ----> 7'(G')/E, ta] que o

G' '7' : 'P(G')

(E)

3l's -----É }' ( 6' )/=

Mostremos que o morfismo /z tem as propriedades (1) e (2) em 5.43.(c)

(1) 77a/S é contínua na topologia induzida por Z'(C;')/E em G'/E via À.

Pelo Fato 5.30.(b), o conjunto

./r = {(ker a:l n

é um pr-sistema em P(6')/E na topologia quociente.

Note que para {ai, . . . , o-.} Ç ./\4, temos

n ker ã«)/= {a-, . . . , a«} Ç ,'U}
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(111) b'' ((kerõ:. n ...n ke«ã:«)/=) = (ker .-- n ...nker.«)/E.

Defato, sf?Jam A = n=::, kero-i e zX = f)l::t kerã,. Como;)Ê-éummorfismodegrupos

Ã = P:'(Ã/=).
Logo, segue de (11) e da comutatividade do diagrama em (=) que

'\ = ?à'(Ã) (pi:(Ã/:')) = p;l:(Ã''(Ã/E'))
Como PS é sobrejetora 'o, a igualdade acima acarreta (111), como desejado. Assim, na. topoJo"ia
induzida por 7'(G')/=em G'/E via A, o conjunto " ' ''' ''''

y = {(kerat n...nkero«)/E : {ai,...,o«}çM}

e um sistema fundamental de vizinhanças abertas e fechadas (e de índice finito) de l em G/E.
'' Pela condição (1") no item (c) da. Observação 5.46, a continuidade de r7a/X em relação à
topologia induzida por P'(G')/= em G'/E via Â é equivalente a

(IV) Se I' é um subgrupo saturado de índice finito em G'/E, existe V C P tal que \,' ç I'

i:liÜ 11: ':==="Tn'::t p:::=='=i=:'Z:;=i:i: i:i
Apresentamos também uma verificação explícita de (IV)

Seja I' um subgrupo saturado de índice finito de G'/Ei então # = (G'/E)/I' é um grupo especia.l
reduzido e ./imita. Consequentemente, XX Ç Z2H é finito, digamos

-Ã.H :: {rl, . . . , rm.}.

Pelo Teorema de Separação (3.30.(c)), temos

N) {i/X} - n=:: k« ,..
Para cada l $ .j .$ m, sejam

1. HJ ' r. o Prl

Então, o-, € Xa e H.Í C .Va/X, l $ .J $ m. Note que temos

(vi) E ç n=- k««j; (vli) F - n=:: k'-p..

completando a. prova da corldição (1). ~ '
lll:Ç ,ll:Tl; '::l$1i:l }l:l;) T:;Hl:Z:1111

a'j

TI'H'

{l/H}

7',j o Pr o PXI G :11'* G E ]!-+ H -=b %,'.

(Vll) F

39Vela o Corolário 4.] 3
"E portant.o, PS(p::((:)) = C'. V C; g C;/E.
4iE um pf-sistema neste grupo especial e topológico, conforme a Definição 5.]5
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(2) A'(=a/X) é densa em =P(a)/E

Soam ai, a2, a3, a4 C P(G) tais que

~t..I'=. tU'Êh:='pÇCll-E kta't.t~'Êh.
Por 3.29.(a), existe u{ C P(G'), l $ à $ 4, tais que

(Vlll) <ui,u2> =p(a) < u3,u4> e (IX) B(u{) = a{/E, l$j$4.
Seja }+' uma vizinhança aberta de l em P(a)/E na tipologia quociente. Com a notação em
5.41, como PE é coíitínua (5.28) e

T = {ker Pa : Z\ € /'(G')}
é um pf-sistema eH P'(G), existe A C /'(G) ta] que

(X) ker(pa) Ç pg:(W)
Consideremos

«;/E

r = uikerPa x u2AerPzi x u3kerP,s x u4AerPa,

que é uma vizinhaça aberta e fechada de < ul , zz2, tls, u4 > em P'(G')4

Note que (IX) e (X) implicam

(xl) (my(t') ç f:w x z,n' x í;w x t.n'
Uma vez que a imagem da isometria em G' é densa na isometria de P'(G) (5.45), existem a{ C G',
l .$ á $ 4, tais que

(Xll) < «:,«,> =a < «., «4 >

Então temos

# De (Xll) segue que <a:/E, a2/E> =c/s <a3/E, a4/E>l

+ Da comutatividade do diagrama (=), de (XI) e de (Xlll) obtemos

<A(«:/E), A(«,/E), Â(«3/E), A(«./E)> € t:W x Í,m'' x f.W x t.W,
completando a prova da condição (2).

e (Xlll) <qa(«-), ?a(«,), q.:;(«.), q.;(«-)> C L'.

Pelo item (c) do Teorema 5.43,

g =a:j h '. 'PÇCJE) ÇG)I'Ê

é o único SG-isomorfismo corltínuo, que faz comutar o primeiro diagrama abaixo

G'/E rIGfE : PJGJ'Ê) G > 'PÇG) (J íIG 7'(G)

P'(Px )

PÇC)lx. alE -----t PÇcblx clx. -;;;--- }:'©/q
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O diagrama do meio é o mesmo de (=1 acima, enquanto que o derradeiro vem do fato que a
associação H H r7H define uma transformação natural do funtor identidade de RSG para
o luntor /p (5-53).. Esta repetição facilitará a compreensão da prova de que o diagrama doenunciado é comutativa:

Como o quadrado que aparece no enunciado é comutativo, é suficiente verificar que
PV -- g o 'P\nt\

Utilizando a. comutatividade dos diagramas acima, obtemos

PEoTIG -- boDE TIG/toPE go'PÇP)0Tlc.

=== .=H..=;r.T..'lfàl .:%Ell'::: : .T==;=:= T; '='1 ;,=T

A partir do Teorema 5.54, passaremos a identificar F'(G/E) com 'P(G')/=, esc.ever os dia-
gramas associados neste caso da seguinte forma

Q

:- 7'(G') G :- 'P ÇG)

P'(P, ) 7:' (P, )

G'/E ;Ê----.- }(G'/E) G'/E PÇC)I'Ê

5.6 Extensão ao caso liausdorH'

Para finalizar este Clapítulo, descrevemos como muitas das construções e resultados referentes
as envoltórias proflnitas de grupos especiais reduzidos (discretos) podem ser estendidos para o
caso dos grupos especiais reduzidos e HausdoríTs.

Recordemos

5.55 . Complementos de tipologia

(1) Seja X, y espaços topológicos e ./ : X -» y uma função contínua e sobrejetora. y possui a
tipologia quociente determinada por/ sse ' '

Para cada. rçy , r é aberto (respec fechado) em y sse ./''lt'l é aberto (respec fechados em

ll):Se./ . X --» y é uma função. contínua e sobrejetora que é também gbS!!g: (respec. !Ê!;!!!!!b)
então y detém a topologia. quociente. ' ' "'-:='
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(iii) Se X é um espaço compacto e y um espaço HausdorH então toda função contínua
/ : X --> y é uma função fechada.

(iv) Toda função fechada com imagem densa é obviamente sobrejetora.

n

5.6.1 Sobre os Grupos Especiais Topológicos

5.56. Categorias de grupos especiais topológicos : Iniciamos recordando a Definição 5.20

(i) RSG''' é a categoria cujos objetos são os grupos topológicos que são especiais e reduzidos
e com mor6smos os #SG.-morfismos contínuos

(ii) RSGH"' é a subcategoria plena de RSG''' constituída dos grupos especiais reduzidos e que
são grupos topológicos Hausdolff!.

(iii) RSGaÍ" é a subcategoria plena de RSG''' constituída dos grupos especiais reduzidos e que
são grupos topológicos disc11çtgl!

(iv) RSG/i« é a subcategoria plena !!e RSGloP constituída dos grupos especiais reduzidos finitos
e que são grupos topológicos discretos.

(v) RSGp.f é a subcategoria plena de RSGlw constituída dos grupos especiais reduzidos profinitos
e que são grupos topológicos quando munidos da topologia booleana herdada.

n

Conforme observamos (5.21) podemos identificar as categorias RSG e Rogai" e considerar
RSG.rí. como subcategoria plena tanto de RSG como de RSGp.f

5.57. Morfismos Derivados são contínuos

Seja (6' -$ #) C RSG*'' . Para cada E C Ssaf(G') e Z\' € Ssat(H) tais que EÇ./:*(A') vemos,
por caça ao diagrama, que o morfísmo derivado ./s,a, : G/E -+ H/A' , o único RSG'-morfismo
tal que

42

(G-L n"-= nl&') Ça'= clxj:4' nlü').
é sempre çg!!il!!!11p quarldo tomamos os grupos quocientes munidos da topologia quociente.

42Veja 4.4 e 4.5
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G 'p': . cll-.

./ ü l./,,., O«de (E Ç /*(A')) C S.«f(G')

#
P,h'

n

5.58. Sobre quocientes em RSG''P : Segue das bijeções em 4.]3 e da definição de topologia
quociente que:

(i) Para cada G C RSG:'' e cada A C Ssaf(G') temos bijeções:

* S.«flc'/Â) n r(G'/A) a S.«fa(G') n r(G')

* s;«f*(c'/A) n r(c'/a) N s.«fX(G) n z'(c')

* F'hall)nTÇCJN =. J'~ÇC)nTÇCb
* x(G'/A) n rlc'/a) N xa(G) n r(G')

Onde, para cada espaço y tomamos T(y) € {Open(y), C'/osed(y), C'/open(y)}

(ii) Dup/o guoc{.nte é ga«feri' : Para cada (AÇE) C Ssat(G') n T(G') o RSG*''-morfismo

obtid:,de PA orfismo /E por passai'm ao quociente PiX- : ((7/A)/(E/Â) -

U

5.59. Considerando y

+ Seja G um grupo especial reduzido e topológico e consideremos

y(G') = {A C /(G') : A é aberto em G}

Então y(G) - /(G) n c'/open(G'), munido da inclusão , é um conjunto ordenado dÍr g do para
ba,i=o.

Além disso, se G admite algum pf-sistema IDefinição 5.15) então y(G) é o maior deles (Obser-
«Ção 5.16.(i))

+ Sejam G',H € 06.7(RSG''') e / : G' ----+ H um RSG*''-morfismo (i.e. um RSG-m..filmo
contínuo) temos função bem definida e crescente c*.f : y(H) ---"} y(G') dada por A' -> ./*(A') =/''la'l
# Assim obtemos um funtor contravariante

y : RSG:'p -----> POD

onde POD designa a categoria dos conjuntos ordenados dirigidos para baixo e./uniões crescentes.

}
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D

5.6.2 Sobre RSGX"'

5.60. Sobre quocientes em GrH"; : Recordamos o item (1) do Lema 5.3.(b)

Para cada grupo tipológico /7awsdoz:# (.; temos que:

+ Se Ar é um subgrupo normal ./ecAado de 6' , o grupo quociente 6'/N, munido da tipologia
quociente é um grupo topológico J7azésdorl/7:

+ Em particular, se N é um subgrupo normal /ecAado (e/ou aberto) com z'ndice ./frito em G
então G/Ar é um grupo tipológico ./ín to e d screto.

n

As colocações acima nos dizem, em particular, que:

(*) Se G, # € RSGX'"' e ./' : G H é um RSGX"'-morfismo então , para cada A' € y(#),
temos /*(A') € P(G') e o morfísmo derivado ./A, : G'/./*(Â') ,--, /7/,A' é «m RSG'''-morfismo
de grupos finitos e discretos (RSG/{«-morfísmo)

E assim, como em 5.51 temos um funtor, da categoria dos grupos topológicos HausdorfTs que
são especiais e reduzidos e SG-morfismos contínuos, para a categoria dos diagramas cofiltrantes
de grupos especiais reduzidos finitos e discretos e morfismos de troca de base (Definição 5.33).

Explicitamente: 43

5.61. O funtor "pro-diagrama associado" : T : RSGX"' ----} Z,){agn(RSGp/) , onde

Q = POD, a categoria dos conjuntos ordenados dirigidos para baixo e /uniões crescentes.

Objetos : Para cada objeto G C RSGW"' tomamos: T(C') ::: (y(G'), 0(6'))

D(G'): y(G') ----> RSG,.r:(AÇE) ->(G'/A ':f G/E)
(Notemos que: Z,)(6') : y(G) G.r{«ÇRSG./ .)

Onde:

Morfism's : Para cada flecha (G' -$ G') € RSGX"' tomamos: T(./) ::: (y(./), '>(./'))

0«d': 4'(/) : Z)(G) ' y(./') --'--> Z)(6") : A' -> ®(/)., = (G'/./'*(A') :($ 6"/z\') é.
transformação natural "derivada" entre diagramas indexados por y(G').

4SNa notação da subseção 1.2.5
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RSGm'"'-
T

0í«gn (RSG,.í )

....L G' y(G') 'P(G")

©(./')

D(G) 0(G")

RSG..r

a

Vimos, no decorrer do Capítulo, que RSG,/ é fechada por limites projetivos cofiltrantes
S!!LB:$g!= por isso pudemos definir o "funtor limite" (Proposição 5.34)

Z, :/)íagn(RSGp/) ------> RSGp/ .44

Seja P' : RSGX"' -----> RSGp.f a composição

RSGx'w-
T

Di«g« (RSG..r )

L

RSGp.f

Isto é, P : RSGH"' -----> RSG,/ é o

5.6.3 O funtor "Envoltória Especial Proíinita''

5.62. Escrevendo P' : RSGH"' ----# RSG,.Í : 45

Objetos G € RSGH"' -> P'(G) :b /{rn G'/z\ € RSG..r
acy(c; )

a4Na notação da Proposição ] .55
4SVeja o Teorema 5.52
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E escrevemos ( 7'(G) :y$ G'/A : Z\ C y(G') ) , o co- limite

Morfismos (C' --L G") c RSGx"' -> ('P(G') Ty P'(6")) c RSG,.r ,

(gA/,&),ã.'P«a C P'(G) H (./'(g.f,(AO)/A')A,.y(GO C T'(G')
n

5.63. A transformação natural diagonal

# Para cada G C RSGH"', o cone projetivo ( G' -!â> G/A )ac-p(C) origina um único RSGH"'
morfismo ("diagonal")

g€G ?a(g) - (g/A),~:P(a) C F'(G')

P'(G)

g,s

G'/A

# Mantendo a cona;erzção de, por simplicidade, não escrever o funtor inclusão L : RSGp.f -->
RSGX"', e então considerar P' também como um funtor RSGH"; ---->RSGX"', temos que a
associação

(,7G : G'

constitui uma transformação natural do funtor identidade de RSGW"' para o funtor 7'

# Do mesmo modo que em 5.43.(a) verifica-se que, para cada G' C RSGH"'
tem imagem densa. 4õ

G

,HG'. G

# Se G C RSGX"' admitir algum pf-sistema então o .SG-morfismo contínuo 77a é injetor 4' e
a topologia original de G' coincide com a topologia de subespaço induzida por 77a 48

# Se /7 C RSG,/ então segue da Observação 5.18 que l?x : # ----+ P'(H) é um RSG,.r-
]somornsmo.

D

4ÕVeja também o Lema 5.6

47Se (.; C RSGX'"' admite pf-sisa.ema (respec- pf-sistema que "decide uma fórmula p.p " Ó (princípio laca!
global)) então 77C é injet.or (respec. é injetor e reflete a validade da fórmula p.p. çó).

4;Veja o Teorema 5.43.(a) e a Observação 5.46.(b) Veja também a Observação 5.16.(iii)-
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5.6.4 Sobre a adjunção RSG#'"' := RSG,.r

Te«'.m, 5.64.;F' l RSGn"'----"'jiSG,{.í «',./b«[., "á''"':P.Í.«f." . q«. é «Ü««f. ' "q«.,d«
do ./unfor' irzc/zzsã0 6 : RSG./----> RSGx"' ' '

Prova. Devemos verificar que, para cada G C RSGH"' , cada N € RSG..r temos, que para
cada RSGH"'-morfismo ./ : G' ----> [(H) existe um único RSG,.Í-morfismo / : P'(G) ---+ # tal
que o diagrama abaixo comuta:

''P(G')

.(#)

Existência Porque o quadrado abaixo é comutativa e sua base é um isomorfismo

'P(G')

Para cada (G' Á #) C RSGX"' tomamos

(F'(G) -q #) o«de ./' :; (,7X)': . F'(./')
fP'(/)

7'(#)

Unicidade

Para cada ./á, /{ C RSG,.Í(P'(G), H) consideremos:
l.a = ./'ÍI :; {« € 7'(a) : ./á(:«)

Suponhamos que /Z e /Í sejam "extensões " de ./', i.e., /3 o v7a = ./ = ./{ 0 77a

Evidentemente temos: 7alGIÇI./á = ./ÍI . Mas também /ec/zo(?clG'l)ÇI./3 = /ÍI

Porque P'(G') é espaço Hausdorff e porque, por hipótese /i, /Í são funções contínuas, temos que
1./á = ./{lÇP'(C;') é um fechado (e que contém a imagem de ?al. '

Agora, como a imagem de ,7a é densa temos /echo('70lG'l) - 'P(6') , logo P'(C')çl# = ./{lçp'(C')
.« ;d' # - /í
Idempotência

Como 77 : .ídRSGw-. '+ F' e transformação natural entre endofuntores de RSGX"' temos que
o diagrama abaixo é comutativo:
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G -!g----- P'(G')

«.l ' 7'(?.)

P'(G')
77P(a)

Como 7'(G) C RSGp.f temos que r7P(a) : P(G) -3+ (7' ' P')(G) é RSGX"'-isomorfismo. Vim
acima que 77a : G' é universal, po'tanto P'(v7a) - 77P(a)
Assim ambas as transformações naturais de comparação 77P', 'P7? : 7'---+P o 'P coincidem e são
isomorfismos naturais de funtores

-isomornsmo. V amos

0

5.6.5 P' e epimorfismos

Nesta subseção a interação eíltre a topologia e a linguagem é determinante. O resultado
central a ser apresentado nesta subseção é que o funtor P : RSGX"'---IRSGp.f preserva quo-
cientes.

Proposição 5.65. Para cada (G -$ //) C RSGX"' temos;

(i,) Se J é RS(;-m,or$smo contínuo e denso então

+ 'PÇj) é RSG-mor$smo contírtwo , fechado, sobrejetor, e tal qu,e a topologiü em PÇH) coinci,de
=om a, tipologia quociente obti,dü por'PÇJ) l 'PÇ.Cb --» 'PÇH)

+ kerÇPjf»C.PÇG) é xm su,bgru,po saturado e fechado e 'PÇG)jkerÇPÇf~l) é vm grvT)o especial
redxzáda q e é xm grupo tipológico booleano.

+ A $echct obti,dü de PÇf) por passagem ao quociente:
pçlb . PÇC)IK«ÇPçf)b -» pçn)

é um RSG-Tnor$smo bi5etor qze é vm isonLor$smo de grupos topotógicos boolectTtos.

(ii) 'P(.f) é RSG,j-mor$smo sobrejetor sse

P«« C«d« (ÀA'/A')A,:y(H) C 7'(/7) '«á'Í' (ga/A)..'P(G) C y(G') t«/ g«.

pürü cada &' C VÇnb temos fÇgj'tz:.,)).hõ.. C &'

(üi) Se PÇf) é RSG,j-«o«esmo s.b«á.to« então
Pa,ra, cada, b' € VÇH) temos q'ue fa., . CIJ* ÇÀ' ) -» HÍ8,' é RSGji.-morjismo bijetor.

Prova

(i) Como / e 77H são RSGm'"'-morfismos densos e P(./) . v7C = z7 o ./ temos que o RSG,.r
morfismo 'P(./') : Pla) --> F'(#) é denso, e sendo contínuo e fechado é portanto sobrejetor
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Todas as outras observações seguem imediatamente do manejo das l;opologias envolvidas (ver
observação sobre complementos de topologia 5.55)

lii) E a decodificação da frase: " o RSG'-morfismo P'(/) é sobrejetor " l

# Como o diagrama abaixo comuta e pa : G' --» (.7/A é RSG,/-molfismo sobrdetor temos que
ga : P'(G') --» G/A é RSG,.f-moríismo sobrejetor.

(ãji )

G :E-------- 'PÇG)

G'/A

* Como P'(./) : 7)(G') --" P'(#) é RSG..f-morfismo sobrejetor e para cada A' C y(#) temos q«e
l)A, : F'(#) -+ H/A' é RSG,.r-morfismo sobrejetor e

/a' ' g/*(aO = ba ' F'(/)
temos que o RSG/{«-morfismo injetor /a : G//*(A) -, H/A' é também sobrdetor.

p(c') -!!-!!-L Clj" t.Xb

P'(/) Q ./'&, Para cada A' € y(#)

7'(H)

n

Verificaremos abaixo que o funtor P : RSGH''' -----> RSG,/ preserva quocientes por sub-
grupos saturados e .fechados . A verificação é extensa mas decidimos apresenta-la com um certo
detalhe porque o método da prova correspondente no caso dos grupos reduzidos díscrefos (Teore-
ma S.S41 não é , aparentemente, transponível para lodos os quocierltes por subgrupos saturados
e fechados do grupo HausdorH de partida. 49 De fato a flecha natural de comparação é produzida

49Vqa a Observação 5.31 e a 5.69 , no final desta seção
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no sentido oposto ao de 5.54 . 50

Necessitaremos dos seguintes !emas

Lema 5.66. F'ara G' C RSGH"' lenços

(i) Para ca,da b C \>ÇG) temos qwe Q jtechü obtida de

Be:.'.'PÇ.Gb-+ CjK : Çgõ.lbbb.eN\c)» gõ.lb.

por passagem üo quociente:

ã: : (7:'(G'))/A«(ga) -+ G'/z\

ó wm RSG.f{«-ásomor$smo

rÜJ P-« «d« (A Ç E) C y(G') Í'«',« g«. (k«(g»)Çk«(gE)) C y(P'(G')) . q«. d{«g«m« «Z'«,"
é comutaZiuo:

ga

Ü

g

PWbjK C;'/A

Onde

(A'ÇE') &(ker(ga)ÇA«(g:)) c y(P(G))

+ ga

Pa',x'

PWbju' G'/E

Oí{,) Para cada O C .gsaí(G') temos o RSGp.f-ásomor$smo.'
Zim ãl;: /i« ('P(C'))/A«(O.)-5 /i« 6'/A

devo(G) Aeyo(G) Aeyo(G)

ráuy Xp(C) - ./'echo( U Xg.IXC/al ) Ç (Z2)P'(a)
ac'P(a)

Prova

( i )

'P(G)/ker(ga) -» G'/A é RSG.fi«-morfismo bijetor:

Como o diagrama abaixo comuta e pa : G' -..» C'/A é RSGX"'-morfismo sobrejetor temos que
g.:\ : 7'(6') --» (7/A é RSG,.f-morfismo sobrejetor e portanto ã= : P(G)/Àer(ga) -, G/A é
RSG.f{«-morfismo bijetor.

Soem 5.54.(b) : g : Z'lC/X) ---"> Z'(C')/E ; nesta secão , em 5.68 : F(PS) : 7'(C;)/A«('P(PS)) G,/E)
Segue da comutativade dos diagramas envolvidos em ambos os casos que as flechas referidas são inversas uma
da outra e que Aer(T' (PZ)) = E
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G y=------ 'ptcb

G'/A

* Õl; : P(G')/A-(g.x) -* 6'/A é RSG.f{«-retração:

Como A = Aer(pa) - ker(gA ' '7a) = r7;(ker(ga)) segue da definição de morfismo derivado que
o diagrama abaixo comuta:

G/.À (r7G K«(g.) 7;.(G)/ ker(ga)

Ü

Id'clb. ga

G/A

# ã= : P'(G')/Aer(ga) »= G/z\ é RSG.n«-isomorfismo:

Mostramos que o RSG/{«-morfismo bijetor ã=. : 7'(G')/ker(g.s) -» G'/A admite RSGf{..-seção
(z?a)k«(g.) : G'/A -* P(G')/ker(ga) e portanto esses são RSG/{«-isomorfismos inversos. '

(ii) Na notação vigente neste item temos:

Para cada â = (g,vA)a.pW) € 7:'(G') temos:
Ü' PÕ.-.U.Çh,IN') = 'Ü;Çh,IX') = gElE

PÜ.S ÇgÕ.làÜ = Ph.E ' gbÇhlh' )

Segue diretamente de(i) e(ii).

Pelas proposições 5.25 e 5.26.(b) e o item (i) acima

n

Lema 5.67. F'ara (.; € RSGW"' e cada OÇ(.7 suógrapo saturado e ./ecAado lemos

Íi) Temos bijeçÕes iTtUerSus, crescentes e naturais em (3 t Ssal,ÇG) n ClosedÇG)

*(Po)*r: y(G'/Q) -B yo(G') . r € y(G',/O) ->(Po)*(F) € Pe(G') ,

+(Po)-.f: yo(G') -3- y(G/0) .' A C 'Po(G') a(Po)*(A)=Â/0 C yo(G)
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riãJ F'ara cada A € yo((;') o RSGH";-moz$smo sopre.jetor
,..b'.GIQ--» Clb.

é tül qle:

PBx'. ÇcloblÇb.lob = clN
á RSG.r{« -Ísomor$srno.

({iã) 'PI.PO ) Itm Cja. -'» lim çaloblT é o RSG,!-mor$smo sobreáetor dado por.
acy(a) rcy(c/o)

(g,vA)a.y(c) C P'(G) ->
~ Ighlq) l Ç l b'b..loeNlal.l € 'PUIÇ3)

(iu) Existe um único RSG,J-isomorlismo:
ao . lim\ ÇCJO)lr 3 tim Gjü.

rc 'l; ( c/o) A € ); o ( c)

tüt qte, pura, cada b € \?oÇGI , o dia,grama übüizo com'üta.:

Itwt ÇGj0''ijt

rcy(c/a) acho(c
G'/A

'1

G'/,A

(P«..j)a(Pr o.J )(a/o )

$lo )IÇb. lo b

(u)Acomposã,ção t:iT Gjü'p-Slg lz,m tClçà)IV * Item Gjb éo'EtSG,j-'mor$smo
ÂC 'P (G) rcy(a/ o) devo(G)

proleçüo:

po . li,m Cjb-----+ ti,m GJK
aCy(a) ÂCyo(G)

(ga/Z\)aCy(a) '+(ga/A),5c'P.(a)
Prova

O item (i) e (ii) estão 5,58 . O item (iii) decorre de (i) e da definição do fuiltor P

segue diretamente de (i) e (ii) anteriores e o item (v) segue de (iii) e (iv).
O item (i«)

Q

Teorema 5.68. O .furtar P' : RSGH"'------IRSGp.f preserva g ocíentes por s ógrupos safwrados
e iechaaos %.e

Se J : G --» H é'RSGnüu'.Tnor$smo sobrejetor tal qKe j l GjkerÇj) -» H é RS(3n'-"s
,somor$smo eTttão 'PÇf) é RSG.f-'m,or$smo sobrejetor tüt qze 'PÇfb . 'PÇG)jker(PÇf)b
'pl.n) é RSGpÍ-ásomorlismo.
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G
Pker Çj)

Ü
/

Ü
7::' ( ./' )

GjkerÇj)

H

7

P' (P*«m )
F'(G') PtClk«Çf» 'PÇG) PK«tPtj» ÇG)jkerÇPÇ.j:l)

Ü

7:'(/)7:' ( ./' ) z:' ( .f )

'P(#) 7:' (N' )

Prova

Çl!!!!!!) ação Como / : G' --.» H é RSGX"'-morfismo sobrejetor temos, pela proposição 5.65.(i),
que a flecha obtida de P'(./) por passagem ao quociente: IE'(.D : 7'(G')/Aer(P'(/)) -* 'P(#)

é um RSG-morfisrno bijetor que é homeomorfismo de grupos topológicos booleanos onde

UC:l=lEIE."=;i=:T' = ::1 =:'=='óH:'== T=.===1=;"'' n ; "«

A seguir reduziremos nosso problema e, fazendo identi$cações a partir dos lemas acima e
trabalhando com a topologia em F'(G'), atingimos nosso objetivo:

(1) Redução Basta verificarmos que para cada 6' C RSGX"'
e fechado temos que:

e cada OÇG subgrupo saturado

G --» (.;/O é RSGW"'-morfismo sobrejetor ta] que ber(po) = O e ® = /dc/o
]lq :+

F'(po) é RSG,.f-morfismo soar'jetor tal que lt (/©) : 7'(G')/be,(P'(po))
]somornsmo.

6'/0

-+ P'(G'/O) é RSG./

Prova de (1)

Para cada G /7 C :RSGn"" e cada R$G-morfismo / : G' --> H temos o diagrama comutativo
rla categoria RSGW"' '
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Onde:

+ GÍ à GjkerÇj) ,

+ J ;:: Pke,Çj\ ',

* E.r :: k«(7'(./')) ;

* Fr ::;: k«(P'( f))

P(G') ------= 'pçc)ltj

p'(./') l 7'(.f
Ü Q

PÇcbjY.j 7:' (G'/ )
7:'(7)

7'(#)

Afirmação 7:(/) é RSGÉr"'-isomorfismo # P(pt«(.f)) é RSGX"'-isomorfismo

(1) Como 7 : G'/A«(./') = H é RSG'-isomorHsmo temos:

# P'(./') é RSG-isomorfismo : pois T' é funtor.

* E/ (P'(PÊ«m)) «('P(./'))
Pois, pelos diagramas comutativos abaixo do enunciado do teorema, temos

Pela definição de ./' temos

f = fo pk«çj}

Como 'P é funtor segue que,

PÇf) = 'PÇf) o 'PÇPk«tH)

Logo:

b«(P'(/))(pk«(.O))*(ke,(7'(./)))

Como 7'(./) é RSG,.f-isomorfismo temos , em particular,

be,(P(./)) - {lP(C,)}
Logo:

É«( 'P( ./') ) ( 7:'(Pk«(.0 )) *({17:, (aD} ) k«( 'P (P*«m) )

(2) 'P(./') . 7'(P*«m)
+ Como o diagrama acima comuta temos:

P'(./) ' Pr. = (P'(./') ' 7'(Pk«(.O)) . ps,

# Como I'/ = E.Í temos que Pr, = Px, são o mesmo RSG-morfismo sobrejetor e, como um
RSG morfismo sobrejetor é cancela.vel à direita, temos que a afirmação segue.

(3) P'(./) é RSGX"'-isomorfismo + 'P(pk«(.f)) é RSGX"'-isomorfismo

Pois vimos acima que P'(/) é RSG,/-isomorfismo e que 'P(./') = 'P(./') o P'(pk-(.f))
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(11) Para cada G C RSGH"; e cada O C Ssat(G') n (.'/osedlG') temos que P'(po) é RSG,.r
morflsmo sobrdetor t«l que T'lpo) : P'(G')/k',(F'(po)) --> F'(G'/O) é RSG./-isomorflsmo:

(1) Estudando h«(7'(po))

Vim's em 5.65.(i) que 7)(;,o) : P'(G)/Eo -} P'(G'/O) : A/Eo H F'(po)(Ã) , onde Eo :b
Ã;er(P(po)) Ç F'(G') é subgrupo saturado fechado, é um RSG-morfismo bijetor que é um iso-
morfismo de grupos topológicos booleanos.

Abaixo estudaremos a aplicação

O c s'.«f(G') n c'/o''d(G') o c s'«f(7:'(G')) n c'/o..d(7:'(G'))
(;) Eo n{ ,(g.) : A c y.(G')}
Por definição temos: Eo :; Ée«(P'(po))

Como '«o é um RSG./-isomorfismo ( 5.67.(i«)) temos: k',('P(po)) = A«(ao o F'(Po)) ;

Por 5.67.(v) temos: A«(ao .P'(po)) = A«(po) ;
Por definição de po temos:

ker(po) = {(ga/A)acP(a) C P'(G') : (g,a/A)aCP.(a) ' (l/A)acy.(a)} ;

Assim: Âe'(É'o) - {(gA/z\)a.y(..;) C T'(G) : VA C yo(G) (ga/A = 1/A € (;/A)} ;

Pela definição de ga : 7'(G') --> G/A , A C y(G') temos:
o «(Po) = {hCP'(C;') :VAC yo(G')(g,~(A) = 1/A CG'/A)}

Logo: Eo = k ,(po) {k«(g.):Ac'Po(G')}
(b) O C P(G') :> Eo = ke,(go) C P(P(G'))

Pois se O C y(G') então Po(G') admite O como menor elemento e, para cada Â C yo(G') temos
A«(g.)Çh«(g.) . l.ogo: k«(g.) Ç Rlk«(S.) : ,Â C y.(G')} Ç A«(g.)
Portanto:

j

k«(g.) (g.) : A C 'P.(G)} = E.

(') Temos f«nção c«scente: (z\ÇA') C yo(G') H (EaÇEa,) C PX.(P(G')) )

* A C yo(G') :» Ea C ys. (7'(G'))
P«ra cad» c o(C;) temos E.s = k«(g..) . Como A.,(ga) € }'(7:'(G')) e Eo = nlA«(g»)
zX € yo(G')}, o resultado segue.

+ (AÇA') C yo(G) ::> (BASE.h,)
POIS: EA = Ã.,(g.) Ç A«IPA,A, .g.) = k«(g.,)

(d) {E.s : A € yo(G')} Ç yx.(F'(G)) é um conjunto ordenado dirigido para baixo tal que
E. = n{ : A C 'Po(G')}

Os tópicos (b) e (c) garantem que {Ea : A € yo(G')} Ç yx.('P(G')) é um conjunto ordenado
dirigido para baixo

Pelos tópicos (a) e (b) temos:

. 0{A«(P.) : A C yo(G')} = Í'lIXa : A € yo(G')}

a
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(e) Obse--mos q« se O C y(G) e«tão 'P(p.) : P'((;')/Eo -» T'(G'/O)
Pois, neste caso, temos:

& Tlc/o '. alo ,-*l 'pçclç))

* ãã : 'p(c')/A«(g.) --» c'/o
* k.,(g.)
* 7'(P.) /. .ü

pois G'/O é finito.

pelo lema 5.66

como vimos acima.

após alguma "caça ao diagrama"l

(2) P'(G)/Eo € RSG,.r e qo 'P ÇGbjXo ---+ ti« ÇPÇC)l )
acho (G)

â/Eo -> (A/Ea).\cy.(a)

é RSG,.f-isomorfismo:

Vimos no tópico(1) acimaque {Ez : A C yo(G)} Ç yx.(P'(G)) é um conjunto ordenado dirigido
para baixo tal que Eo = O{Ea : Z\ C Po(G)} . Assim Eo Ç S;az(P'(G)) nc'zo..d(7:'(G)) possui
a propriedade de separação topológica (lpstl: veja Observação 5.31.(ii)) e, pelo teorema 5.28
temos que P(G')/Eo C RSG,/ . Segue da Observação 5.31.(iii) que {Ea/Eo : A € yo(G)} é
um pf-sistema em P(G')/Eo e que qo : P(G)/Eo --Q /ám P(6')/Ea é RSG,.f-isomorãsmo.

ne }''' 0 {G)

(3) Temos diagrama comutativa

go
PÇGjjEo ------..- l,i«. 'PÇG)IE.a.

devo(G)

7:'(P.) Ü

P (GJÇ3) > 1i,m GJL
ao acy.(a)

Onde

+ Zím ã:: /ám

ÂC'Po(G) Acho(G)
lema 5.66.(iii)

Çcl blv

(P'(G'))/A«(ga) ---> /ã«.
Acho (G)

(.;/A é o RSGX"'-morfismo definido no

# ao

rc'l/(c/o)

---} /ám G/A é o RSGH"'-morfismo definido no lema 5.67.(iv)
ACHO(G)

-morfismo definido no lema 5.67.(iv\

# lt (;)o) : P'(C?)/Eo----yP(G/OI é o RSGX"'-morfismo definido no tópico (1) acima.

7'(G)/Eo ----+ Jám (7'(G)/Ea) é o RSGm"'-morfismo definido no tópico (2) acima.
a Çyo (G)

+ qo
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Verificaremos agora que o diagrama, de fato, comuta:

Para cada A = (ga/A)a:y(a) C P'(G) temos:

Pela deHnição de F'(po) temos:
a. .P'(P.)(À/X.l = .«. . F'(P.)(Â) ;

Por 5.67.(v) temos: ao . P(po)(Ã) = po(Ã) ;

Peladefinição de po em 5.67.(v) : po(A) - po( (ga/A)aCP(a)) - (ga/A)a.y.(a) ;

P'la definição dos morflsmos ga e ãl; , A C y(G') segue que: ã:.(A/A«(g,:\)) = ga(A) =
Mas vimos no tópico (1).(b) que para cada zX C P(G') temos: Ea = Ãer(ga) ;

Segue que: po(À) = (ga/A)A.y.(.3) ' ( gA(6/E,a) )a:P.(a) ;

Logo, peiadefinição de . os: po(A) - ( /!T' ga )((/z/Ea),S;y.(a) )

Acho(G) A cyo ( c)

Finalmente, como qo(Ã/Eo) -((/'/Ea))a.y.(a)), obtemos:

a..F'(P.)(Ã/E.) -/'.(Ã) - ( qP ãl; )'q.(À/E.)
ZX € H o {G)

g.:. IL'~

(4) 'P(Po 1 : 7:'(G')/Eo ----->7:'(G/O) é RSG,.f-isomorfismo.
.POIS:

* /!T ã: : /IÍ=' (P'(G))/A«(ga) -!} /i«', G/A éRSG./-isomorfismo
devo(G) ZkC'Po(G)

Pelo lema 5.66.(iii)

# ao : /.íT (G/O)/I' --:} /{m G/A é RSG..f-isomorfismo:
rc 'P ( c; / o) a cyo ( c)

Pelo lema 5.67. íiv)

* qo : 7'(G')/Eo --:-> /ím (7'(G')/E,:\) é RSG,.f-isomorfismo:
acy.(a)

Pelo tópico (2) acima.

. !!} ga) ' qo* ao . 7'(P.)

A € Po (c)

Pelo tópico (3) acima.

acho (G)

D

Observação 5.69. O teorema acima aplicado em objetos G' C RSG..r e a algum (3 C SsaZ(G')n
C'/osed(G') produz a "regularização separada de C)" ;: , i.e., como z7a : G -; P(6') segue que

;:Vda a Observação 5-31 .(iv).
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O ::: (77a)'i leal é o menor subgrupo saturado e fechado de G' que satisfaz lpstl e que contém O.
Pois, de fato, temos O = Rla € yo(G')}

n



Capítulo 6

O funtor P, .A.lgebras de Boole e
-A.plicações

6.1 Introdução

Na subseção 3.4.3 do Capítulo 3 apresentamos algumas das relações fundamentais entre
álgebras de Boole e grupos especiais reduzidos. A tabela baixo resume algumas das correspon-
dências de conceitos no caso geral e no caso das álgebras de Boole.

Nesta Introdução relembraremos mais algumas construções acerca de álgebras de Boole, al.
gumes das quais admitiremos conhecidas pelo leitor

Seja 4 um álgebra de Booje. Para S Ç H, denotamos

O resultado que segue é bem conhecido e omitiremos sua prova:

{ .S s C S}.

Fato 6.1 Se A é uma álgebra de Boole a aplicação

.S' C 2A ---x -- Ç' c 9.4

estabelece uma correspondência natural, biunívoca e crescerlte entre filtros e ideais em A
íqlé= dJSS0;

a) Esta correpondência fornece uma bijeção natural entre ultrafiltros e ideais maximais em A

185

Grupos Especiais Algebras de Boole
  A

! L
l T

« C D.(l, b) a < b

Subgrupo saturado Ideal
SG-mor6smo Ba-marasmo
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ÓJ SeZ/ ó um u/trafi/tro em A então.4 = Z/ U --a. l
Q

Observação 6.2. O grupo especial Z2 apresentado em 3.13 pode ser tratado como uma álgebra
de Boole de dois elementos, 2 = {0, 1}. Se introduzimos em Z2 uma ordem, declarando

então a aplicação cr : Z2 --'''} 2 tal que cy(1) = 0 e a(-- 1 ) = 1

# E um isomorfismo entre a estrutura de grupo multiplicativo em Z2 e a estrutura < 2, ,b >, onde
a é a diferença simétrica em 2, isto é, a soma módulo 21

# E um isomorfismo entre a estrutura de ordem definida em Z2 e aquela em 21

# E um isomorfismo entre a estrutura de grupo especial reduzido, descrita em 3.13, e a de grupo
especial reduzido na álgebra booleana 2, descrita na subseção 3.4.3, isto é, para a, b, c, d C Z2

Daqui em diante, consideraremos, quando necesário, o grupo especial Z2 como idêntico à álgebra
de Boole 2, embora mantendo símbolos distintos para indica-los.

<a,b> =z: <c,d> # a+ b= c+d #
.«(«) V a(b) .) V .«(d);

a(«) A '«(b) (c) A a(d).

l l< )

n

A identificação em 6.2 e o fato que morfismos de álgebras de Boole e SG-morfismos são noções
essencialmente equivalentes ' (3.47.(b)), têm a seguinte consequência

Lema 6.3. Se A é uma álgebra de Boîte e a : A -----+ Zz é um nlor$smo de grupos que leva T
(= -- 1 ) em -- l em Z2, as segxínfes condições são equã a/entes

(1) o é wm SG-carácter de .4,

i.4 a é zm Bü-mor$smo;

(3) kero á um ídea/ magana/ e«a Á,

(4) coker . = {:« C .A . a(z) = -- 1} á um u/í,aált« em ,4.

Prova. A equivalência entre (1) e (2) vem de 3.47.(b). A equivalência entre (2), (3) e (4) são
fatos bem conhecidos.

n

6.4. Como existem correspondências naturais e biunívocas entre

(1) Ultrafiltros em H;(2) Ideais maximais em Á;(3) Ba-morfismos de .4 em 2,

então , por 6.3, podemos identificar o espaço de ordens de A com o espaço de Sfone de A, isto é,

l Esta união é disjunta, pois ultrafiltros são filtros maximais e próprios.
2Na realidade, interdefíniveis.
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X,.! =Ía Ç H : #é um ultraÊitroem,4}

é o espaço de ordens de .4 como grupo especial. A identificação se dá de modo que

# Se o é um SG-carácter de A, o ponto em X.,{ associado à o é o uitrafiltro -- kero;

# Se Z/ é um ultraâltro em A, então --a é um ideal maximal em d e o núcleo de um único
Ba-morfismo, a& : H ----+ Z2, definido por

au(a) = --1 # a C Z/.

Lembramos que o espaço de Stone de l vem acompanhado de uma topoiogia FJausdorff,
compacta e com base de abertos e fechados, dada por

X. = {Z/ C X,.l : a € Z/}.

Tendo em conta a identi$cação feita acima, vemos que ela também é topológica, pois

Paratodo a C À, .X.. :: la:: --lj3

estabelecendo a ligação estreita, algébrica e topológica, entre o espaço de ordens de ,4 e seu
espaço de Stone.

(« € .A)

n

Uma das construções fundamentais da Matemática é a dualidade de Stone, que admitire-
mos conhecida pelo leitor. Um Ba-morfíslno, .f : .4 -----> B, induz uma função conéz'nua

X(./') : XB ---+ .V.

onde para cada Z/' C XB, X(/)(a') = /':(Z/'). As associações

.4 ---> X..i e (A -L B) ---> (XB lg X,.{)

constituem um funtor contravariante da categoria Ba na categoria BS dos espaços Booleanos e
funções contínuas, denominado funtor de Stone

Fato 6.5. Saiam ,4, 1? áJgebras de Boo.le e .4 --=!-> B um 13a-morfismo. Gom a notação ac;ma,
a) Para a, b C .4,

(1) X.. é um aberto e âecbado compacto em X.,i. A/ém disso, XI = 0 e XT = X..l.

(2) Va/em as seguintes re/aç(5es

x.Ab = x.nxó; x.vó = x.uxõ; x.. = x;
Ass;m, a ap/;cação a C d p----..> X. C 2X'l ó um Ba-;somoríismo entre Á e a álgebra de abertos

e ÉecÀados em X..l .

b) Para todo a C .4, X(./)''(X.) = X/(.) eportanto X(/) é uma função contúua
c) f é injet.or + X(J~l é uma sobrejeção contar)ua.

d) .f ésobrdetor + XÇJ~i é uma injeção contínua

a
3 Ver 3.18
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Em relação aos SG-morfismos de álgebras de Boole em grupos reduzidos, mencionamos o
seguinte resultado que é extraído da Proposição 2.3 e da Observação que segue a sua prova em

Proposição 6.6. Seja G um grupo especial reduzido. As seguintes condições são eqziuaterttes

l.\ ) Todo SG-mor$smo iT\:letor de G em, znt grITo espectctl reduzi,da é puro.

(121) G é ulTla. átgebrct de Boole.

D

6.2 Subgrupos Saturados e Ideais de Índice Finito
P

Se .4 é um conjunto, C' Ç.f ,4 indica que C' é um subconjunto finito de .4.

Se G é um grupo especial reduzido

# X(G') é o grupo dos carácteres de G, isto é, o grupo -- com multiplicação definida ponto a
ponto --, consistindo de todos os morfismos de grupo de G' em Z21

# Para S Ç X(G), ISI é o subespaço vetorial gerado por S em X(G').

Como grupos de expoente 2, tanto G quanto X(G) são espaços vetoriais sobre o corpo de dois
elementos, F2 .

O seguinte resultado será útil no que segue

Lema 6.7. $dam G wm grupo especía/ red zádo, r; oi,. . .,o. C Xa e I' Ç G'

sat fado própr o de G. Sejam zX = OZ;i kero{ e m ? l um inteiro.

.» z\ C ker l-

um Subgrupo

«2 .- C 1.-: , . . . , a«l

b) As seg'uintes condições sã,o eqziualentes

(1) {.'-, . . . , .«} é /{«.-me«te á«d.p.«d'"t. .m X(G'), '

(2) p«« l.a« l $ i $ «, n.#, A«.. \ h««, # a.
(3) dimF:(G'/A)

.J S. I' t.m « m'n ã. «. .m G' {.'., dámp,(6'/1') = m , ente. «{.f. {r-,..
/inearmenfe ndependentes, tais qwe I' = Rk:: kerrk.

, ,«} Ç Xc,

Prova

a) Preliminarmente, faremos as considerações que seguem. Como ,& é um subgrupo saturado de
índice .$ 2" , o quociente G'/.& = /í é um grupo especial finito e reduzido. Para l .$ á $ n, o
Teorema 3.29.(b) fornece um SG-carácter, Ê : Ã' -----> Z2, tal que & o a'Â = o-i, onde n'd : G' ----»

/{' é o SC]-morfismo quociente. Está claro que aÃilR=::.kerã;l = Z\ logo, como na é sobrejetora,
n=:: kerÊ = {1}. Pelo Lema 3.17 em IDM1l, {& : l $ á $ n} gera X(Ã).

4Como usual, utilizaremos as abreviações l.i. e l.d. para independência e dependência linear
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Para provar (a) é suficiente verificar que .A Ç ker r implica que r é uma combinação linear dos
o{. Seja 7 o SG-carácter induzido por r em /\' (como acima). Pelas considerações precedentes
podemos escrever

onde ai C {0, 1} e Ê"'
se ai := 0

se ai := l
Assim, r = oi'' ol:", pois para todo a € 6',

,(«) '«/A) («/A)...&'"(«/A) («). ..'1:"(«) ..ag")(«),
e portanto r € 1ot, . . . , o,,l, como desejado.

b) (1) :» (2) é consequência de (a).

(2) ::i (3) Para cada l $ J $ rz, escolhemos aj € Ri#J kero-{ \ kerall então {a./,&,
e' uma base para G'/A. Para verificar este fato, primeiro note que se g # S Ç/ {l,

Ó :: ll.jcs aj

então para todo .J C S temos a.(b) = -- 1 ; , assim b ç! zX. Acabamos de verificar que nenhum
produto não vazio dos a. está em zX. Segue imediatamente que {ai/,À, . . . , a./A} é l.i. em
G'/A. Para a C G, definimos

«r' («) o'=«ra)

d(«)
11 -- al {a

al 2
l /'r F -- l

onde a' :: <1 1 c -- ll

Cálculos elementares mostram que para l $ .j < n,

.-.(d(«)) («,))l:;'U = (-1)!:;a = aj(«),

de onde concluímos que a . d(a) € A. Logo, a/.& = d(a)/A, e portanto {a./.A, . . . , a«/a} gera
G'/Â, estabelecendo a igualdade dimF,(G/A) = n. ' '

(3)::}(1) Seja S um subconjunto l.i. maximal de {ai,. . . ,o.}l está claro que A = O,.s kero.
Seja É = card SI definimos uma função

A : G'/A ----> Z,*, dada por b(a/A) = < a(a) >..s

E fácil verificar que /z é um SG-morflsmol além disso, se ab çí A, existe o C S tal que c,(a) # o-(b).
Logo, A é írÜeíor. Em particular, b é uma aplicação linear injetora de espaços vetoriais sobre
F2, o que implica que dímG'/A $ A = dámF2k. Assim, por(3), Ã = ne {ol,...,a.} é l.i. 6

c) Seja M = G/I' e n-l' : (-; - SG-morfismo canónico. Como JV é um grupo especial

reduzido finito, seu espaço de ordens Xm também é finito. O Teorema da Separação (3.30.(c))

kerp = {le. Consideremos eja S um subconjunto ].i. maxima] de Xml ainda temos O..s
7' = {P . a-F : P C S}

;Fixado .j C S, temos o-jjaj) = -- 1 e a.i(a{) = 1, para todo { # .j.
'Recordemos que um subconjunto de um espaço vetoria] de dimensão finita é uma base sse for um conjunt.o

gerador mimimal sse for um conjunt.o l.i. maximaJ.
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"J r'"" '':,...,.-. ç .Va, .d"Ía,* - l$ .J $ n} Ç XB. « .«Z.«õ« d«d« P.«3.48.(c). S. A
' f ]ll:;: ker o-{, então

*0U - nZ:. k« «;*.

b) Se 'L é um, idectl de índice $ni,to em Bc, então

.a*(.;(E))
;) O pür dual l~eC*. eb ) esta,belece correspondência,s cresceTttes, biuníuocüs e tTtuersas entre IFÇG)

Prova

al Como cada o-i* é um Ba-morfismo (6.3), seus núcleos são ideais; além disso, uma vez que ai* é
a extensão de o{ ao longo de cc, está claro que cC*(Z\) Ç ni:;;:: kero-{... Para provar a inclusão
recíproca, suponha, por absurdo, que existe y C l?C suco that

y C ( nL:: ker-'.* ) \ 'a*(A).
Como ca*(Z\) é um ideal em f?C, é um subgrupo saturado. Logo, o Teorema da separação
(3.30.(c)) fornece um SG-carácter, a : Ba ---+ Z2, tal que e..;*(A) Ç kera e a(y) = - 1 . 'Se
r = a o cG, então r C Xa e a unicidade da extensão em 3.48.(c) garante que a = r*. Note que
temos

A = n=:: ker o-{ Ç kerr,
e portanto 6.7.(a) implica que r é uma combinação !inear de {al ,
da extensão acarreta que a = r*. é uma combinação linear de {al*,
pois c'í*(yl = 1, 1 $ i$ n, enquanto que a(3/) = -- l

b) Como E tem índice finito em Ba, também tem codimensão finita
{rl, . . . , r.} C .VBc tal que

) o.}. Mas então, a unicidade
, o'n*}, o que é impossíve]

em Ba ;. Por 6.7.(c), existe

X O;::i ker r:Í.
rj o valentão aj C .X'aPara cada l $ .j $ m, consideremos a.j

3.48.(c) garante que
e unicidade da extensão em

Para l $ .J $ m, rj = o'j*

nz:: kero:f. Mas então o item (a) implica

cc*(c;(E)) = nL: kera,* = n=:: kerr.i

Está claro que cZ,(E)

kera.7 ã. E,
como desejado.

c) Uma vez que c..; é uma imersão completa (3.48.(a)), a Proposição 4.2.(c) garante que para
todo z\ € Ssat(G') temos ' '

'b(cc*(A)) = A.
A conclusão agora segue imediatamente de (bl, encerrando a prova

Q

'7:'(G) é.o c1lnjunto dos subgrupos saturados de índice (ou codimensãol finito em G l4.8.(c)).
SComo BC/E é um espaço vetorial sobre F2, card (BC/E) = 2k, onde # é a codimensão de E
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Observação 6.11. Na Proposição 4.15.(b) em IDMlj é provado, com outra notação, que o
item (c) em 6.10 vale para subgrupos saturados mazímaÍs em G' e ideais mazá7na s em Ba. Assim,
6.10.(b) generaliza este resultado para objetos saturados de índice finito. Por outro lado, pela
Proposição 7.28 em IDMll, ca* e cl são correspondências biunívocas e inversas entre Ssat(G)
e Ssat(Ba) sse G' é uma álgebra de Boole.

D

6.3 A Envoltória Proünita de uma Algebra de Boole
P

Começamos com a seguinte

Proposição 6.12. Se G é um grupo especiüt reduzido, as seguintes condições são eqz valentes

ÇL) 'PÇG) é zma álgebra. de Boolel

Ç2] G é wm,ü álgebrü de Boole;

Ç3) W b SsatÇG), G/à. é uma átgebrü de Brote;

Ç4) H 6. ç: rtGb, G/6. é umü álgebrü de Brote.

Prova

(1) ::> (2) : A Proposição 7.17 em IDMll garante que üm grupo especial é uma álgebra de Booie
sse para cada a, b € G, a forma < 1, a, b, --ab> é isotrópica.

Para a, b C G, seja (P = < 1, a, b, --ab> e considere a forma

q. + Ç' q.(1), q.(«), qa(b), -q.(«)q.(b)>

Como P(G) é uma álgebra de Boole e z7a reflete subformas (5.43.(a)), z7a reflete isotropia e
portanto (P é isotrópica em G. Pelo critério mencionado acima, G é uma álgebra de Boole.

(2) :+ (3) : Como a família dos subgrupos saturados de (; coincide com a família dos ideais em
(.7 (3.47.(c)) e o quociente de uma álgebra de Boole por um ideal é uma álgebra de Boole, (3)
segue imediatamente

Está claro que(3)::>(4), enquanto que(4) +(1) é consequência do Lema 5.37 e do fato que

PÇ~G) = \im . ..,.~ GÍ&,{-- Ae.F'iG)

encerrando a prova.

n

6.13. A álgebra de Boole profinita 2x. Retomamos, em mais generalidade, o tema de 6.2.

Seja X um conjunto. Se dermos a T = 2x a topologia e a estrutura produto, obtemos
uma álgebra de Boole topológica, cujo espaço subjacente é Booleano. Está claro que T é limite
projetivo de grupos finitos (os produtos sobre subconjuntos finitos de X), e portanto um grupo
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especial reduzido e profinito l5.8, 5.11). No entanto, é fácil verificar este fato diretamente.
utilizando o critério do Teorema 5.17 : '

'k Sejam s., s2, s3, s4 C 7' tais que

<.:,., > #, < .;, .- >.

Como a isometria em 7' é definida coordenada a coordenada, existe T C X tal que

<.-(«),',(«) > #:< ..(«1,;-(«) >.

Considere os abertos de T dados por

u r : t(«)
Estáclaro que V := ll4 iU é umavizinhançaaberta de <sl,s2,s3,s4> em T4 e que para todo
<a,b,c,d> C P, temos <ct,b> #r<c,d>, mostrando que o complemento de =r é aberto em T4.

# Existe um pf:sistema em T: Para cada S Ç/ X, considere

/s r : v« c s, f(«l
Está claro que /s é um subgrupo aberto e fechado de T, de índice finito 9. Para vermos que é
saturado, basta notar que trata-se de um idem/, e portanto, por 3.47.(c), /s é saturado em T.
Finalmente, como a unidade do grupo T é a sequência constarlte de valor 0, está claro que

.V = {/s : S Ç/ X}
é um sistema fundamental de vizinhanças de l em 7' e assim o pf-sistema desejado

l <i< 4

0

6.14. Construção.

a) Sejam H uma álgebra de Boole e X.,i seu espaço de ordens (ou de Stonel 6.4). Para a C H
definimos

ã : X« ---> 2, d»da p'r '(a) ««'iu\
se a, € U.

Note que, corri a notação em 6.4, ã é simplesmente a função característica de X.. Seja

c,.{ : Á ---.> 2x", dada por c.,4(a) = à

b) Se ./ : A um Ba-morfismo, sabemos da dualidade de Stone (6.5.(b)) que ./ induz
uma função contínua

X(/) : XB ----> X.,!

Por composição, obtemos uma função

'Tlls--
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x(./'): x.

2x« , dada por p/(f) t . x(f) P/(t)

A notação estabelecida aqui será utilizada constantemente em tudo que segue
n

Proposição 6.15. Sejam .,4 ma á/geóra de Boo/e e ./
notação em 6.13 e 6.14 temas;

ü) cA : A ---.--} '2x« é .«m B-,-«or$smo injetor.

ÓJ s' s ç. x«, .«lâ. .:i'(.r.) - n«.. -a
C) A fUnçÍÍO Pf : '2XA ----+ '2Xn é u,m Ba-mor$smo ta,t que para, todo R Çj xB

PJ' ÇIRb ' lxtj)tn]
Em partia'usar, pj é contínu,o. Além di,sso,o seguinte dã,ügrümü é comutatiuo

A ----+ B lm Bü-mor$smo.

Á

B

/

ja----.- 2-*'

d) Se f é {nãetor, então pj é «lma. ã,versão pzrü e contín,«ü

Prova

.) Sejam a, c ç Á; se c..l(«) = c.,l(.) então para todo ultrafiltro ü C X.4, temos
CL € U -Ç:ip c e: t4.

Como ultrafiltros separam pontos em .4, obtemos a = c e cÁ é injetora. Está claro que

Í c.:4(1) = 1 = af-çãoconst-te0;
l c,{('r) = t = af-çãoconsta«tel

mostrando que c,.l leva l em l e T em T. Para a, c C Á, cálculos elementares verificarão que

(«V') = ãVé e («A.)

e portanto c..! é um Ba-morflsmo. Finalmente suponha que a €1 Z,)..:!(l, b)l isto significa que a $
b em A e portanto todo ultr?filtro que contém a deve conter b. Logo, X. Ç .YÓ e assim à $ b,
mostrando que ã C D,x.(l, b) e encerrando a prova de (a).

)

e
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b) Como /s = {t €2x' : í(Z/) - 0,VZ/ € S}, parda C '4,obtemos,lembrando6.1.(b)

ãC/s +e::}» ag#,paratodo#eS +t:+ acOacs--a,
como necessário.

c) É elementar verificar que p.r é um Ba-morfismo. Para B Ç/ XB e Z C 2x", temos

Píq,)€1n e toXÇf''l€1n + tjXÇfbÇU'b)=ü, WU'e:R
{(Z/)=0, VZ/CX(/)(R) + ÍC /x(.f)(n),

como desejado. A relação p.f :(/n) = /x(/)(a) implica, tendo em vista que as famílias (6.13)

{/n : R Ç.r XB} e {/s : S Ç/ X..{}

são pf-sistemas em 2xl' e 2x': , respectivamente, que p/ é contínua na função identicamente nula
e portanto contínua, pois é um morflsmo de grupos (5.2.(c)). A verificação que o diagrama do
enunciado é comutativo é outra versão de 6.5.(b). Sejam a C Á e Z/' € Xal então

ã(x(./')(a')) # «e-x(./')(#') # «c./'':(a')
./'(«) c a' # l./'(«)I'(a') = i.

(*)

Uma vez que

P.f .c.,*(«) = p.f(ã) = à.X(./') e cB../(«) = 1./'(«)1',

a equivalência em (*) garante que p/ o c..l = cB o /, como desejado.

d) Se / é injetora, sabemos de 6.5.(c) que X(./) é sobrdetora. Neste caso, ó imediato que p/ é
injetora. Pela Proposição 6.6, p.Í é uma imersão pura, encerrando a prova. '

P.f(ã) = e

Por 5.37.(b), se d é uma álgebra de Boole, P'(.A) é uma áigebra de Boole completa. Podemos.
no entanto ser mais específicos, conforme mostra o principal resultado desta seção

0

Teorema 6.í6

1) Se A é uma. álgebra, de Boole, seja, XA seu espaço de ordens e '2XA átgebra. de Boole pro$nitü
associada como em 6.\3, Então existe vm ]l=!!!gg Ba,-isomor$smo contínuo

2X.a/3. 7'(Á)
l,al qüe o triângulo abaixo é cow utütiuo

2a----- p'(H) H r7..{
'p( .4) -----ga.- 2x'

/ P'(/)

2/'' B 7'(B) 2x'
IB ~ ' B.

b) Se j : A ---+ B é um Bü-mor$smo. tuta,o o diagrama a.cima, cl direita. é com.utatiuo. Em,
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particqtar, se f é injetor então 'PI,j: b é ülnü imersão p'ura \o e contém'uü

Prova.

a) Utilizaremos, mais uma vez, o critério em 5.43.(c). Consideremos o Ba-morfismo injetor
(6 .15 .(a) )

c.:! : .4

Vamos verificar que c..l satisfaz as condições (1) e (2) em 5.43.(c)

, via c..i : Por (1*) na Observação 5.46.(c),
e levando em conta (6.13) que

.V = {/s : S Ç.f X.,!}

é um pf-sítema em 2x'!, é suficiente mostrar que

(1) Para todo J C /'(a), existe S Ç.r .X,.{ tal que cli:(,rs) Ç J

Como J é um idem! de índice finito em ,'l, por 6.7.(c) existe {r] , . . . , r«} Ç X.,{ tal que

(ii) J - nZ:. k« .'-,.

Como os kerr{ são ideais maximais em .A, segue de 6.1.(b) que

S = {--kerr{ : l $ i $ m}

é um subconjunto finito de X.,i. De 6.15.(b) e (11) obtemos

;:U - n«.. -a - nZ:. k«.'-. - J
estabelecendo (1) e completando a verificação da condição (1).

(2) A imagem de =..! por câ é densa em =2x« : Seja $ = {ai,
X.4 e t] , Z2, t3, t4 € 2X.4 tais que

, a.} um subconjunto finito de

<t.,t,> =,*« <t;,t. >.

Como X..l é um espaço Hausdorff, 6.5.(a).(2) garante blue existe {toi, . . . , w.} Ç Á tal que

-- Paraí74.J, wiAw, = ll -- Paral$i$n, toiCZ/{.

Como todos os Z,/i são filtros próprios, temos que zo{ # .L, l .$ i $ n. Para l $ p $ 4, seja

(111) a(p) {l, . . . , nJ: {,(aA) = 1}
e definimos

(IV) 'z, = Vi:«(,) u'i'

Note que a, é um supremo de elementos dois a dois disjuntor em .4.

Fato 6.17. (.:om a notação acima

a) Para todo l $ A $ rz e todo l $ p $ 4

loNote que um morfismo de grupos especiais reduzidos provenientes de álgebras booleanas é Z,sa-imersão pura
sse for uma LB..i-imersão pura sse for injetor.
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à.(#t l l g ..,* $ «. @ {.(a*) l

<

b,)Paral<k$n, I' À; $ a]Va2 « w&Ça] ou mkÇa2,
1. mb $ a3va4 4::> tz;k$a3 ou mk.Ça4.

Pro ua,

a) xemos p entre l e 4 e A € {1,
que

, nJI pela definição de ã, temos

ã,(Z/k) = 1 e' a,cZ/k +' Vic.*(.)mica/É
Como os w{ são dois a. dois disjuntos, existe um úrzíco C a(p) tal que w{ C Z/b. Pela construção
dos m{, devemos ter í = A, isto é, A C a(p) e portanto wÀ: $ a.. Está claro que mk $ a, implica
«, C a*, e assim ã.(a.) = l

A equi-lência em (á'l) é consequência direta das definições de a(p) e a. em (111) e (IV).

b) E suficiente verificar a implicação (:+). Temos

xx \J ü.z -- \liç:.çxlui \J \xliç:.\3h'uà
Assim, se k $ ai V a2, a lei distributiva fornece

l,cuK

(V) toA = mkA (ai Va2) = V{C..(t)mt ''\u'{ y VJC«(,)zoh AmJ.
Como os m{ são dois a dois disjuntos, se k g cv(1) U c-(2), o supremo à direita em (V) é igual a
-L, o que é impossível pois toh # 1. Consequentemente, zok $ ai ou to# $ a2. Analogamente,
tratamos o caso de a3 V ü4 e a prova do Fato está terminada.

Q

Segue do item (a) em 6.17 que para todo l .$ Ê $ n e l $ p $ 4 temos

(VI) à.(ak) = t.(aA).
P'rt-to, <c.«(":), c.,*(«,),c,-(«;), cÀ(«,)> € t:/s x t,J's x f./s x Z./s.

Resta mostrar que <ai, a2 > =.4 < a3, aa >1 pela Proposição 3.47 e o parágrafo que a precede,
esta relação é equivalente a

(Vll) «: V «, ' «- A ",

Uma vez que a., l $ p $ 4, são uniões disjuntas dos mi, (Vll) é equivalente a

l '"k $ a- v ", e' «,k $ "3 v ".;
1. mk :: ai /\ a2 í+ wk $ a3 v a4.

Pala verificar a p'imeira condição em (Vlll), suponha que wx; $ al V a,. Pelo Fato 6.17.(b),
isto significa que mx; $ al ou mÀ; $ a2. De (VI) e 6.17.(a) obtemos

f:(a.) v í,(#.) = ã,(#*) v à:(a.)
Como <ti, Z2> =2x,4 < í3,Z4 > e a isometria em 2À'l é deÊnida ponto a ponto (6.13), concluímos
que

(Vlll) 'V l $ É $ n,
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ã.(z/*) v á.(a«) = t.(z/*) v f.(a*)

e portanto ã3(at) = 1 ou à4(Z/k) = 1. Assim,6.17.(a) implicatoÀ $ a3 V a4. Umavezqueo
raciocínio é claramente simétrico, concluímos que ai V a2 = a3 V a4, estabelecendo a primeira
condição em (Vlll). A segunda pode ser obtida pelo mesmo método e omitimos os detalhes. Isto
termina a verificação da condição (2)

Por 5.43.(c), existe um único SG-isomorfismo contínuo, ou equivalentemente, um único Ba-
isomorfismo contínuo,

õ« : P'(d)
que faz comutar o triângulo no enunciado, completando a prova de (a).

b) Como o primeiro quadrado no diagrama a direita no enunciado é comutativa, é suficiente
verificar que

-.--+ 2x.'

Ç\X) PJ Q BA - BB ' 'PÇf)'

Como os triângulos do enunciado comutam tanto para Á quanto para B, temos

+ BB ' 'PÇj) ' qA :: Bn o 'qn a j

+ Pj o BA o DA

Segue imediatamente dessas igualdades e da comutatividade do quadrado em 6.15.(c) que

pj a l3A o 'qA - DB o 'PÇf) Q IA.

Como as composições à esquerda de 77..! são contínuas e 77.4 tem imagem densa em 'P(A), a
igualdade acima implica .(IX).

Se ./ é injetor, 6.15.(d) mostra que p.r é uma imersão pura. Uma vez que /3,.:!, PB são Ba-
isomorfismos, 'P(/) também é uma imersão pura e contínua de álgebras de Boole completas,
encerrando a prova.

Q

Observação 6.18. O Teorema 6.16 fornece uma descrição clara e funtorial da envoltória
profinita de álgebras de Boole. Com a notação em 6.16, construímos uma transformação natural

/3 = {#..l : Á é uma álgebra de Boole}

tal que #..l é um Ba-isomorfismo bicontínuol além disso, se ./ : ,4 Ba-morfismo, /7
leva o diagrama comutativa abaixo à esquerda no diagrama comutativa a direita

d : 'P(.4) A C'4 p: 2XA

/ P'(.r)
Õ

2XBB

/

B P'(B)
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Como o diagrama acima à esquerda é o característico da envoltória profinita de uma álgebra
de Boo[e, é lícito, quando for conveniente, subtituí-]o pelo da direita, identificando-os via o
isomorflsmo natural /3.

Por esta identificação, o BA-morfismo canónico z7..l é levado em c,.â e o morflsmo contínuo
P(./) em p.r. Assim, se .4 é uma álgebra de Boole, a imersão z7.,! codifica as flechas à, a C .4, que
determinam a tipologia do espaço de Stone de d.

D

6.4 A Preservação de Imersões Completas

Esta seção tem a finalidade de mostrar que o funtor F' preserva imersões completas. Se
G ---.} #

é uma imersão completa e A é um subgrupo saturado de índice finito em G, em geral não
podemos garantir que Â(A) tenha índice finito em #. Por outro lado, pela Proposição 6.10.(a),
este fato vale para a imersão completa associada à envoltória Booleana de um grupo reduzido.
Assim, a tática que adotaremos para mostrar que P' preserva imersões completas é primeiro
provar que

/

PÇec) . 'PI.G~l

é uma imersão completa e a partir deste resultado estabelecer o caso geral. No processo identi
ficaremos a envoltóría Booieana da envoltóría profinita de um grupo reduzido.

Feotenxa 6.L9. Sejam (l; ulrl grupo especia,l reduzido e eG : ("+ ---+ Bc a. su,a enuottóriü Booteanü

ü) 'PÇec) : PÇCb ÇBc) é Tina imersão completa e contÍnu,a.

b) A evtuottóriii Booleüna de 'PÇG), Bp(c), é Q subálgebra de PtBa) gerada por'PteG)('PÇGb).

Prova

a) Sejam ç', 'É formas de mesma dimensão sobre P'(G'), tais que

(1) F'('G) *- 'P =P(B.) P'('G) *' d'
Precisamos mostrar que ç' =p(a) d'. Seja

' : P'(G')

-k 'P

-----> H 'a'.f lllac.r(c) G/z\

a imersão canónica que identifica o limite projetivo 7'(G') com um subgrupo do produto dos
quocientes G/A, zX C /(C')i por 5.11.(c) sabemos que [ reflete subformas, sendo portanto uma
imersão completa (3.21.(b)). Assim, para verificar que 'P =p(a) l/', é suficiente mostrar que

(lll t ].. 'P =H & :k V'

Como a isometria em H está determinada. coordenada a coordenada e Pa = aa . [ (veja
.5.41.(VI)), (11) é aqui«dente a '

jlll) Para todo A C /'(G), pzs c'/.x Pa + #',
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que ê o que passaremos a provar
6.10.(a),

Seja A um subgrupo saturado de índice finito em C;'. Por

;

Uma vez que cc; é uma imersão completa, segue de 4.2.(c)é um {dea/ de índice finito em Ba
que

A b(.a*(A)).
Além disso, 4.6.(d) garante que o morâsmo derivado

jJ'. CJK

é uma imersão completa. A construção do funtor P' no Teorema 5.52 mostra que o SG-morfismo
F'(cG) faz comutar o seguinte diagrama (veja o diagrama (7'), na prova de 5.52, página 162)

F'(G') Jl::aL- p(a.)

P;

3lb' ----n'
Segue de (1) e do fato que PJ é um SG-morfísmo (ou mesmo um Ba-morfismo) que

(IV) IP. . 7'('C)l -* 'P =../. IP. . P'(;a)l -* 'P
A comutatividade do diagrama acima e (IV) acarretam

1./'/ . pal " 'p =B./J 1./; o pal '+ 'É
Como .Ü é uma imersão completa, a isometria precedente fornece (111), estabelecendo (a)

b) O método aqui é o mesmo que na Proposição 5.40.(b). Seja cp(c) : P(G) ---} Bp(a) a
envoltória Booleana de 7'(G). Já que 'P(eG) é uma imersão completa, o item (3) do Teorema
5.2 em IDMll garante que B(P'(e:a)) é um BA-morfismo injetor. A propriedade universal da
envoltória Booleana no item (4) do Teorema 4.17 em IDMll implica que o seguinte diagrama é
comutativa

'P(G') ''© B7'(c)

'P(.G) B( 'P (.a) )

7:' ( B. )

Já que a imagem de P((]) por cp(c) gera Bl:'(C) (3.48.(b)) e os moramos no diagrama acima
são injetores, concluímos que BP(a) é isomorfa à subálgebra de Boole de P'(Ba) gerada por
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D

T'(cc)(7'(G)), como desejado

Observação 6.20
rpaietrnr''e)'''''''

liá outra prova de 6.19, um pouco mais técnica, mas que vale a pena

Seja G' um grupo especial reduzido e ca : G' Z?c; a sua envoltória Booleana. Com notação
análoga àquela em 5.39, consideremos os sistemas cofiltrantes

'l B(ç;)

t '.

Ç < G'/A; pax > A Ç E em /(G');
< B(G'/A); B(pas) > A Ç E em /'(G');

Ç BGII\ PIJ ) I C J en\ F' ÇBG).
onde o primeiro é o sistema coflltrante associado a P(G'), o segundo é obtido do primeiro peia
aplicação do funtor envoltória Booleana (3.48.(e)), enquanto que o terceiro é o sistema projetivo
associado a F'(Z?a). Sejam

(1) <P'(G);Pa> - /!T'g, <#;õa> = /1l!«B(Ç) e <7''(Ba);p/>
Pela Proposição 6.10.(c), o par dual

cc* : ;(G') ----> /'(Ba) e cb : .F(Ba) ---+ /'(G')

são funções crescentes e estabelecem correspondências biunívocas e inversas entre /(G) e /'(Z?C)

,i«'« ntç;)

Fato 6.21 Se r é um ideal de índice fii3ito em Bc e 8. eLÇI), existe um Ba-isomorfismo

('' eG > Bc

gi : Bc/l ----} Bc/h B(P.)

G/,A ;iT'-' ~
tal que o diagrama acilBa é comutativo

r'roda. O quadrado no diagrama acima é o característico da envoltória Booleana (3.48.(c)).
Observe que como e( ) são injetoras, temos

c&(ker Z?(pa)) = pÃ:({1}) = A.

Como / é um ideal de índice finito em Ba temos que A = c:,(/) é um subgrupo saturado
de índice finito em G', fogo G'/.À é um grupo especial reduzido finito. Segue que BC/.S é uma
álgebra booleana ./íniía e portanto o núcleo do Ba-morfismo B(pa) : BC ----} Bc/a é um ideal
le íttdice $rtito em Bc

Clombinando as informações acima com a Proposição 6.10.(b) obtemos:

/ = cG*(A) = ca*(c;(kerB(p,à)) = kerl?(pa)
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Assim, o Teorema fundamental dos Ba-morfismos garante que existe um úrz co Ba-isomorfismo,
g/ : Z?a// ----> Ba/a, que faz o triângulo à direita do diagrama do enunciado comutativa, como
necessário.

U

Da Proposição 6.10.(c) e do Fato 6.21 concluímos que as associações:

# / C /'(.Ba) ---> ca*(/) C /'(G');

+ Puxa, ca,üa, l C FÇBc) , gi l Bcjl ---+ BÇGjõ.) , Ocde 8. ehÇll,

co«stit"m «m {«m.r$.«.. d. f« d. b"', a : BÇ --+ B(Ç)

Uma ligeira variante da Proposição 2.38 (que está enunciada para a função identidade no
lugar de uma bijeção crescente) garante que

g = Itm gl : 'PÇBc)

é um isomorfismo de álgebras de Boole. Pela própria definição de g, sabemos ser o única SG-
morfísmo tal que para todo / € /'(Ba) e A = cl(/), faz comutar o quadrado do diagrama
abaixo

77.a.
---:---- P'(Z?a) g B

( :(11)

Está claro que o diagrama inteiro comuta, pois p.r = PI o z7B. é uma das propriedades básicas
a, envoltória profinita. Observe que g é contínua. De fato, como

{ker P/ : / C /'(Ba)} e {ker ,g.â

são pf-sistemas em P(Ba) e B, respectivamente, dado Z\ C /(G'), a comutatividade do diagrama
lii) m.stra q- se tom.,amos / = e*(,À), e«tão

g(ker PJ) Ç ker aa,

A € /'(G')}

garantindo a continuidade de g.

Pela construção em 5.39 e a Proposição 5.40.(a), temos um a SG-imersão completa e contínua

----» BIt - ltTea/õ. 7'(G)

Como acima, /z é o único SG-morfismo de P'(G) ---+ B tal que para todo Z\ € .F(G') o quadrado
no diagrama abaixo é comutativo.
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G
77a

'P(G')
A B

/3a( 111 )

]L -.. = . 'nçcLbb

Note que o o diagrama inteiro é comutativa, pois o triângulo à esquerda vem da definição de
P'(G'). Mostraremos que o triângulo '

P(C;') 7:'('cl F'(B.)

(lv)

é comutativa. Tendo em vista a propriedade universal de h = /im ca/a mencionada acima,
a comutatividade de (IV) é equivalente a verificar que para todo A C /(G), o quadrado no
diagrama abaixo é comutativa ii

G 7'(6')

(v) /3a

slb.

Dado Z\ C /'(G), utilizando a comutatividade do diagrama (11) e daquele no enunciado do Fato
6.21, com / = ca*(A), obtemos

Be:. o g o 'PÇec) o qc $ê.. o g Q nBç o EG :: gi Q Pi a eG B(P,~ )
(VI)

eCJK a PK = eCIÕ. o »Õ. a T'lC'

Uma vez que a imagem de 77a é densa em F'(G') e as composições

#,S ' g o P'(cG) e 6G/Â o Pa

são funções contínuas, a igualdade em (VI) implica a comutatividade do quadrado em (V) e,
consequentemente, do triângulo em (IV).

U

l incite que trat.a-se do mesmo diagrama que em (111), com g o 7)(cG) no lugar de A
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Com estes preliminares enunciámos o

Feorem.a 6.2'Z . Se:la G : G ---+ Bc ü enuoltóri,ü Booleana do grupo reduzido G
em 6.'2ü, e=i,ste um Ba,-isomor$smo nütKral

Gom a notação

g : P(Ba) -----+ B = 1,tm BÇCja.)

lal qze go'PÇea) = ItmeGjb. ETn püÜI,calar

«)'PÇ;.) é u«. ime«ã. c.mpl'*" . «ntín«,«

b) Se identi$cürmos'PÇBc) com B uia g, então 'PÇecb tU' ;'/..

Prova. Vem imediatamente do argumento apresentado na Observação 6.20, lembrando que a
Proposição 5.40 garante que A = /im ca/a é uma imersão completa.

n

Agora podemos enunciar o

Teorema 6.23. O /untar P preserva e regefe ímersões como/eras

Prova. Seja ./' : G # uma imersão completa de grupos especiais reduzidos
3.48.(e) que o quadrado abaixo a esquerda é comutativa,

Sabemos de

G EG b Bc P(G') P'('G) 7'(Ba)

/ P'(.f) 'PI.nl.f»

#
p'(h) p.(..)

onde B(./) é um Ba-moríismo injetor pelo item (3) do Teorema 5.2 em IDMll. Aplicando o
funtor P' ao diagrama da esquerda, obtemos o diagrama comutativo acima a direita. Uma vez
que Z?(./) é um Ba-morfismo injetor, o Teorema 6.16.(b) garante que P'(Z?(./)) é uma imersão
pura (e portanto completa). Como P(EG) também é uma imersão completa (6.19, 6.22), segue
imediatamente que P'(/) é uma imersão completa, como desejado.

Se ./ : G' ---+ # é um SG-morfismo tal que P(/) é uma imersão completa, segue imediata-
mente do fato que 77a refiete sub-formas (5.43. (a)) e da comutatividade do diagrama característico
da envoltória profinita (5.52), isto é,
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G --:: ''lC ; l)ÇCb

.f 1 1 p'u)

n bçnb

arando que P refJete imersões coque / é uma imersão completa, mos

205

n
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positivo, 52
dualidade

de Stone, 187

discreto. 125

Hausdorff, 125

ideal

fundamental, lll
ideal maxima1, 104
imagem

inversa saturada, 114
saturada, 114

imersão
1-, 51
canónica (em P'(G), 154
elementar. 51

imersão completa, 89
índice de Watt, 83
isometria, 82
isomorfismo, 24

envoitÓría
Booleana. 105
profinita, 154

equivalência
de Watt, 110
elementar, 51

espaço
de ordens, 88

extensão (de um grupo especial), IOI

fórmula
n.,47
E.,47
existencial. 46

existencial positiva, 47
Horn, 47
positiva primitiva, 47

fan, IOI
filtro (em uma álgebra de Boole), 104
forma, 82

anisotrópica, 83

de Pfister, 83
dimensão de uma , 82
discriminante de uma -. 83

hiperbólica, 83
isotrópica, 83
parte anisotrópica, 84
sub-. 83

funtor
de Stone, 187
que preserva (co)limites, 37
que preserva imersões elementares, 72
que preserva imersões puras, 72
que preserva ultrapotências, 71

limite
indutivo

filtrante. 38
indutivo ou coiimite, 37
projetivo

cofiltrante. 38
projetivo ou limite, 37

maxima}

filtro, ideal, 104
mor$smo

L-, 51
de álgebras de Boole, Ba-, 104

completo, 149
de grupos especiais, 88
de grupos pré-especiais, 87
de troca de base, 147
derivado, 116
diagonal, 56
iso-, 24
puro, 90
que reflete índice de Watt, 89
que reflete isotropia, 89
que refiete subformas, 89
regular, 96

grupo
especial, 82

de comprimento de cadeia finito, 107
quociente, 95
representável, 103

pré-especial, 81

topológico, 125
Booleano, 125

objeto
hna1, 25
inicial, 25
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pf sistema, 137
produto

de Z,-estruturas. 53
de formas. 83
de grupos especiais, 100
reduzido, 55

puro
Z,-morfismo, 67

representação, 82

saturado. 94

seção (de um grupo especia.1), 107
soma

de formas, 83
subforma, 83
subgrupo

completo, 91

especial, 91
pré-especial, 91
puro, 91

Teorema

da Completude e Compacidade, 51
da Dedução, 48

teorema. 48

translação (em um grupo), 125

ultrafiltro (em uma álgebra de Boole), 104
ultrapotência, 55
ultraproduto, 55


