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Resumo 

O objetivo deste trabalho é estudar a construção de um ( o primeiro) espaço de 

Banach de dimensão infinita que não contém nenhum subespaço isomorfo à c0 (N), 

nenhum subespaço isomorfo à l1 (N) e nenhum subespaço reflexivo de dimensão 

infinita. 

Abstract 
An infinite-dimensional space is constructed which does not contain c0 (N), 

l1(N) or an infinite-dimensional refiexive subspace. 
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Introdução 

Um antigo Teorema de R. James (J) afirma que todo espaço de Banach X com 

uma base incondicional, ou é reflexivo ou contém um subespaço isomorfo à c0 (N) 

ou contém um subespaço isomorfo à l1(N). 

Daí surgiu naturalmente o seguinte problema que esteve em aberto por muitos 

anos. 

Problema. Seja X um espaço de Banach. É verdade que X contém um 

subespaço reflexivo de dimensão infinita ou X contém um subespaço isomorfo à 

c0 (N) ou à l1(N)? 

O Teorema de R. James acima mencionado garante solução positiva para o 

problema no caso em que X possua uma base incondicional. 

A nossa dissertação consistirá em apresentar em detalhe a solução negativa 

desse problema dada por W . T. Gowers em 1994 (G]. 

O espaço construído por W. T. Gowers exige técnicas bem delicadas da geo­

metria de espaços de Banach e envolve a teoria da probabilidade. 

Esse trabalho de W. T. Gowers faz parte de uma série de artigos em geometria 

de espaços de Banach que o levou a ganhar a Medalha Field em 1998. 
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Notações 

Notação 0.1 Por N , z+ e R denotaremos respectivamente os conjuntos {l, 2, ... } , 

{O, 1, 2, ... } e o conjunto dos números reais. 

Notação 0.2 Por lp(N) denotaremos o espaço de Banach das sequencias p­

somáveis reais com a norma 

00 

IJ(an)nENll1P = P L JanJ P. 
1 

Notação 0.3 Por c0 (N) denotaremos o espaço de Banach das seqüências que 

convergem a zero, com a norma do supremo. 

Notação 0.4 Por c00(N) denotaremos o espaço vetorial das seqüências de esca­

lares com apenas um número finito de coordenadas não nulas e por ( en)n deno­

taremos a base vetorial unitária desse espaço. 

Notação 0.5 Um intervalo E de N será um subconjunto dos números naturais 

da forma {a,a + 1, ... ,b} para alguns a, b EN. 

Notação 0.6 Seja E um subconjunto de N , usaremos também a letra E para de­

notar a projeção definida por E(L,'; aiei) = L-iEE aiei, onde L,'; aiei E coo(N) . 

N~tação 0.7 Se E e F são intervalos de N então escreveremos E<F ;' para in- · 

dicar que max E<min F. 

Notação 0.8 Por supp(x) denotaremos o suporte de um vetor x = L,'; aiei , 

isto é1 supp( x) = { i : ai =f. O} e por ran ( x) denotaremos o menor intervalo de N 

contendo o seu suporte1 logo supp(x) C ran(x). 
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Observemos que se E C N então supp(E(x)) C supp(x), ran(E(x)) C ran(x). 

Mais ainda, se E =ran(x) ou E =supp(x) temos que E(x) = x. 

Notação 0.9 Sejam x e y vetores em c00 (N) , escreveremosx<y quando ran(x)<ran(y). 

Notação 0 .10 Se Xi < .. < Xn são elementos de c00 (N), então diremos que 
- . xi, .. , Xn sao sucessivos . 

Natação 0.11 Escreveremos a V b para indicar max{ a, b} com a, b E R. 
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Preliminares 

Inicialmente lembraremos algumas definições e resultados bem conhecidos da 

geometria de espaços de Banach. 

Definição 0.1 Seja X espaço de Banach sobre R ou C I indicaremos por X * o 

conjunto de todas as aplicações lineares contínuas de X 1 isto é1 o dual 

topológico de X. 

Definição 0.2 Uma seqüência (xn)~=l em um espaço de Banach X é uma base 

de Schauder de X se1 e somente se1 para cada x E X 1 existe uma única 

seqüência de escalares ( an)~=l tal que x = I:~=l anXn. Se llxnl J = 11 para todo 

n E N I diremos que a base é normalizada. 

Observação 0.3 Seja X um espaço de Banach com base de Schauder (xn)~=l. 

Pela Proposição 1. a. 2 [L-T1 pag 1 }1 as projeções Pn : X -t X definidas por 

são contínuas e 

sup{JJPnll : n EN} < oo. 

O número sup{ IJPnll : n EN} é chamado de constante básica de (xn)~=l e 

quando esse número for igual a 11 a base é chamada monótona. 

Proposição 0.4 Seja (xn)~=l uma seqüência de vetores em X. Então (xn)~=l 

é uma base de Schauder de X se1 e somente se, as três condições abaixo são 

verificadas 

1. (xn)=f.O,VnEN. 
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2. Existe uma constante K, tal que para cada seqüência de escalares ( an)~=l e 

inteiros p < q tem-se 

3. O subespaço fechado gerado por ( xn)~=l é todo o espaço X. 

Definição 0 .5 Sejam X um espaço vetorial normado e (xn)~=l uma base vetorial 

de X . ( xn)~=l é chamada bimonótona se, para quaisquer inteiros p ~ q e para 

quaisquer x = I:::1 aiXi E X temos que 

D efinição 0.6 Uma seqüência (xn)~=l é chamada de seqüência básica se for 

base de Schauder para o subespaço fechado gerado por ela, isto é, para [(xn)~= 1 ] . 

Teorema O. 7 (L-T, pág. 2) Seja (xn)~=l uma seqüência de elementos não nulos 

no espaço de Banach X . Então (xn)~=l é uma seqüência básica se, e somente 

se, existe um número real positivo k, tal que para qualquer seqüência de escalares 

(an)~=l e inteiros m < n, têm-se 

Observação 0. 8 Sejam X um espaço de Banach, (xn)~=l uma seqüência básica 

em X, (Pn)~=l uma seqüência estritamente crescente de inteiros positivos e (an)~=l 

uma seqüência de números reais. Uma seqüência ( Uj )f=1 dada por 

Pi+I 

Uj = L anXn 
n=pj+l 

com Uj -=1- O para todo j E N é chamada de base de bloco de (xn)~=l · 

Observação 0. 9 Se (xn)~=l uma seqüência básica X, então pelo Teorema O. 7 

toda base de bloco (uj)f= 1 de (xn)~=l é também uma seqüência básica de X. O 

subespaço fechado de X, gerado por ( Uj )f=11 [( uj)f= 1], é chamado de subespaço 

de bloco de X . 

4 



Observação 0.10 Sejam X um espaço de Banach e (x n)~=I uma sequencia 

básica em X. Para todo j EN, o funcional linear contínuo JJ definido por 

é chamada funcional coeficiente da seqüência básica ( xn)~=I. 

Definição 0.11 Duas bases de Schauder (xn)~ 1 e (Yn)~=I de espaços de Banach 

X e Y respectivamente, são ditas equivalentes se L~=l anXn converge se, e 

somente se, L~=l ªnYn também converge. 

Escreveremos ( Xn )~=l ~ (Yn )~1 . 

Proposição 0.12 (L-T, pág. 5) Sejam X e Y espaços de Banach. Uma base de 

Schauder (xn)~=l de X é equivalente a uma base de Schauder (Yn)~=I de Y se, e 

somente se, existe um isomorfismo: T: X ➔ Y tal que T(xn) = Yn, Vn E N. 

Proposição 0.13 (L-T, pág. 53) Seja X um dos espaços de Banach c0 (N) ou 

l1 (N) e (zn)~=I uma base de bloco normalizada de (en)~=l em X. Então (zn)~=l 

é equivalente a ( en)~=l e [(zn)~=1] é isométrico a X. 

Teorema 0.14 (L-T, pág. 1) Seja (xn)~=l uma base de Schauder do espaço de 

Banach X com funcionais coeficientes (JJ)~=I. Se uma seqüência (Yn)~=l em X 

satisfaz: 

a. inf{IIYnll : n EN} > O, 

b. (JJ)(yn) ➔ O quando n ➔ oo para todo j E N, 

então existe uma subseqüência (ypJ~=I de (Yn)~=l que é uma seqüência básica 

equivalente a uma base de bloco de ( xn)~=l. 

Observação 0.15 (L-T, pág. 6) Sejam Y um subespaço de dimensão infinita de 

um espaço de Banach X e ( xn)~=I uma base de Schauder de X. Então para todo 

inteiro positivo p existe y E Y, JJyJJ = 1 tal que y = I:::=p+I anxn, onde ai E R. 

Proposição 0.16 (Ho, pág. 189) Seja X um espaço de Banach reflexivo, então 

todo subespaço vetorial fechado Y de X também é reflexivo. 

5 



Teorema 0.17 Hann-Banach. (Ho 1 pág. 182.) Sejam X um espaço normado1 

X 0 um subespaço linear de X e fo : X 0 -+ R um funcional linear contínuo. Então 

existe um funcional linear contínuo f: X -+ R tal que f(x) = f 0 (x) 1 \fx E X 01 

com IIJII = llfoll-

Definição 0.18 Sejam X um espaço de Banach e (xn)~=l uma base de Schauder 

de X. 

a. (xn)~=l é contráctil se \fx* E X\ sendo 

a restrição de x* ao fecho do subespaço gerado por (xi)~ni têm-se 

b. (xn)~=l é limitadamente completa se para qualquer seqiiência de escalares 

(ai)~1 com 

a série :z:::::1 aiXi é convergente . 

Proposição 0.19 (L-T1 pág. 8) Sejam (xn) ~=l uma base de Schauder de um 

espaço de Banach X e (!;)~1 a seqüência de funcionais coeficientes associada à 

base (xn)~=l. A seqüência (!;)~1 é base de Schauder de X* se1 e somente se1 a 

base ( Xn)~=l é contráctil. 

Teorema 0.20 (L-T1 pág. 9) Seja X um espaço de Banach com uma base de 

Schauder ( xn)~=l. Então são equivalentes: 

l. X é reflexivo. 

2. (xn)~=l é contráctil. 

Definição 0 .21 Sejam X e Y espaços de Banach1 dizemos que X tem um 

subespaço isomorfo a Y 1 se existe um operador linear contínuo injetor 

com a imagem fechada e com inversa contínua. 
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Definição 0.22 Uma função G : R -+ R é côncava se Vx, y E R temos que 

G(tx + (1 - t)y) ~ tG(x) + (1 - t)G(y) 1 Vt E (O, 1). 

Dizemos que G é convexa se -G é côncava. 

É bem conhecido do cálculo diferencial que se G tem derivada até segunda 

ordem positiva então G é convexa. 

Proposição 0.23 Desigualdade de J ensen. (R 1 pág. 54,) Sejam G uma 

função côncava e ( ai)r=1 uma seqüência de escalares satisfazendo L~ ai = 1. 

Então 

Proposição 0.24 (L-T1 Proposição 1.a.111 pág. 61 Proposição 1.a.121 pág. 1 e 

Proposição 2.a.11 pág. 53) Seja X um espaço de Banach com base de Schauder 

(xn)~=l · 

a. Se X contém um subespaço Z isomorfo à c0 (N) (respectivamente l1(N))
1 

então Z contém um subespaço Y gerado por uma base de bloco normalizada 

Y1JY2 1 ... J da base (xn)~=l de X equivalente a base canônica (wn)~=l de c0 (N) 

(respectivamente l 1 (N)). 

b. Se X contém um subespaço Z de dimensão infinita1 então Z contém um 

subespaço Y gerado por uma base de bloco normalizada Y1 1y2 1 ... 1 da base ( xn)~=l 

de X. 

Teorema 0.25 (G-S1 pág. 31) Sejam r, n EN. Então 
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Capítulo 1 

Alguns cálculos e definições 

básicas 

Antes de começarmos construir o espaço de Banach mencionado na introdução, 

apresentaremos neste capítulo algumas propriedades de uma função real f, a 

existência de um certo conjunto J dos N e de uma função rJ e um lema númerico 

que serão muito utilizados em todo este trabalho. 

Proposição 1. 1 Denotando por f a função f : [1 , oo) --+ [1, oo) dada por 

Temos: 

(i). f(l) = 1 e f(r) < r se r > 1. 

(ii). f é estritamente crescente e limr➔oof(r) = oo. 

( ... ) t · J(r ) - O w O lll . Zffir➔oo---;:;i- - 1 vq > . 

(iv). A função J(~)2 é côncava e não decrescente. 

NOTA: Em todo este trabalho, referir-nos-emos a essas propriedades indi­

cando respectivamente (i), (ii), (iii) e (iv). 

Esses itens são muito utilizados nas provas dos quatro primeiros passos no 

Capítulo 5. 

Prova de i. J( r) = ('n\~~1
)) 

112
, logo limr➔oof(r) = oo e f(l) = l. 
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Prova de ii. /(r) = J 1 > O, logo fé crescente e como 
2(r+l) ln2ln(r +l) 

/(r)= 
1 

<1, 
2 ( r + 1) ✓ln 2 ln ( r + 1) 

temos que 

f(r)<r, 

pois, se definirmos 

g(r) = r - f(r), 

então g(l) = O e 

g
1

(r) = 1- /(r) > O. 

Assim g(r) > O ser > 1, isto é 

f ( r) < r se r > 1. 

Prova de iii. Seja q > O. Então 

1 

2qr9-1 (r + l)✓ln2ln(r + 1) 
r 1 1 

( r + 1) 2qr9 ✓ln 2 ln( r + l) 
1 1 

< ----;::====-+ O, se r-+ oo . 
2q ✓ln2ln(r + 1) 

Agora lim J(r) tem a forma 00
• Logo 

r➔oo rq oo 

P d · S · ( ) r r ln 2 E t-rova e IV. eJa g r = f(r) 2 = ln(r+l). Il ao 

, (ln(r+l)-r~l) 
g ( r) = ln 2 2 ( ) > O 

ln r + 1 
se r ~ 1, 

o que implica que g não é decrescente. Por outro lado, como r = r + 1 -1, temos 

que 

r = ln 2 --- + ------ - ---- . , ( 1 1 1 ) 
g ( ) ln ( r + 1 ) ( r + 1) ln 2 

( r + 1 ) ln 2 
( r + 1 ) 
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Logo 

g'' (r) = n2 --------,---- ----------+-------1 ( 
-1 2 ln ( r + 1) + ln 2( r + 1) 2 ) 

( r + 1) ln 2 ( r + 1) ( r + 1) 2 ln 4( r + 1) ( r + 1) ln 3( r + 1) 

ln 2 --------,---- - -----=---- - --------
( 

-1 2 1 

(, + 1) ln2(r + 1) (r + 1)2 ln3(r + 1) ((r + 1) ln(r + 1))2 

+ \ ) < O se r > 1. 
( r + 1) ln ( r + 1) 

Portanto 
r 

f(,)2 
, ~ 

e concava. ■ 

No que segue vamos construir um J subconjunto dos números inteiros cujos 

elementos são muito grandes e estão bem "separados". Esse subconjunto será 

usado na construção do espaço de W.T.Gowers. 

Proposição 1.2 Existe um subconjunto infinito K de N satisfazendo: 

1. Se m, n E K e m < n então log log log log log n 2 10OOm e 

2. f(m) > 10103, Vm E K. 

101000k 1010 l000kn 1010 10 
Prova: Sejam k E N, k1 = 1010 e definamos kn+l = 1010 para 

n ?:: 1. Então log log log log log( kn+1) 2 lOOOkn e 

10101010001( 1 2101010101000/( 
log2 1010 > og2 

101000/( 
101010101000/( = ( 101/2)1010 

1000/( > 101010 ?:: 10103. 

Seja K = { k1 , k2 , ... } . Então claramente K satisfaz 1 e 2 da proposição. ■ 

A partir de agora, fixaremos um conjunto J = {j1 , j 2 , ... } satisfazendo a Pro­

posição 1.2. Neste momento seria possível mostrar a Observação 1.3, mas prefe­

riremos prová-la mais adiante, onde provamos outras propriedades do conjunto 

J, veja o Capítulo 4, seção O conjunto J. 

Observação 1.3 L~ 1Ôn) ::; 10~02 < 1. 

Prova: Veja a Observação 4.12 . ■ 
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1.1 Definições básicas 

Definição 1.4 Por Q denotaremos o subconjunto dos elementos x = I:~ aiei 

em c00(N) para os quais os ai são números racionais do intervalo [-1, l]. 

Definição 1.5 Por Qs denotaremos conjunto das seqüências finitas de elementos 

sucessivos de Q, veja a Notação 0.10. 

Proposição 1.6 Existe uma bijeção a entre Qs e J. 

Prova: Inicialmente observemos que Q é enumerável. De fato, se Bn indica o 

subconjunto dos elementos de Q contendo somente n coordenadas não nulas, 

então Bn é enumerável e Q= UnEN Bn . 

Agora, se Cn indica o subconjunto dos elementos de Qs contendo somente n 

elementos sucessivos de Q, então Cn é enumerável e Qs= UnEN Cn. 

Logo os conjuntos J e Qs são enumeráveis e infinitos e portanto-existe uma 

bijeção entre eles. ■ 

Definição 1. 7 a denotará uma função bijetora fixada de Qs em J. 

CJ será muito útil na prova do 6Q.Passo do Capítulo 5, veja Afirmação 5.97 . . 

Definição 1.8 Seja Y = (coo(N), 11-11) um espaço normado tal que a base vetorial 

unitária ( en):'=1 é bimonótona. 

a. Denotaremos por A:O (Y) o conjunto das aplicações lineares contínuas de 

Y d f xi+ ... +x;,, d 
a 1 orma f(m) on e: 

1. x7 estáemco0 (N), ViE{l, ... ,m}. 

2. A norma de x7 em Y* mx711y•) é menor ou igual a 1, Vi E {1, ... ,m}. 

3. xi, ... , x~ são elementos sucessivos em c00 (N). 

b. Seja j\!J E N ~ Uma seqüência especial de aplicações sobre Y é uma 

seqüência z ;, ... , ZÍvI satisfazendo: 

1. z ;, ... , zM são elementos sucessivos em c00 (N). 
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2. zt E A~(Y)n Q para algum m em J. 

c. Uma aplicação especial sobre Y é uma aplicação da forma E(z; + 
... + zÃ,1 ), onde E é um intervalo de N e z;, ... , zM é uma seqüência especial 

de aplicações. 

d. Seja w = E( z; + ... + zM ) uma aplicação especial. Dizemos que Z C N é 

um conjunto associado a essa aplicação se: 

e. Dizemos que as aplicações especiais w;, ... , w'iv, N E N são aplicações 

especiais disjuntas (a.e.d) se os respectivos conjuntos associados Z1 , ... , ZN 

são disjuntos dois a dois. 

A Definição 1.8 será usada no Capítulo 2, na construção da norma do espaço 

que deu solução negativa ao problema mencionado na introdução, bem como no 

Capítulo 4, veja Definições 4.1 e 4.2. 

1.2 Um lema numérico 

O Lema 1.9 será fundamental na prova do 3Q.Passo no Capítulo 5. 

Lema 1.9 Sejam N E N, a1, ... , an, b1 , ... , bn, f. > O e o = -/2f_ números reais 

satisfazendo: 

Então existe um subconjunto AC {1, 2, ... , N} tal que 

b· 
e 1 - v'"J ~ _:_ :S 1 + v'"J, Vi E A. 

Cli 

Para fazer a prova do Lema 1.9 precisamos das oito afirmações abaixo. 
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Prova: Pelos itens (1), (2) e (3) temos que 

N N N N 

L)ªi - bi)
2 L a; - 2 L aibi + L bf 

i= l i=l i=l i= l 

< 1 - 2(1 - t:) + 1 = 2t:. 

Afirmação 1.11 Não existe D C {1, 2, ... , N} tal que 

Lª7 2: ó e (ai - bi)2 > oa;, Vi E D. 
i ED 

Prova: Suponhamos que exista um tal D, então 

N 

L(ªi - bi)2 2: I:(ai - bi) 2 > L oa; 2: óó > 2t:, 
i =l iE D iED 

que é absurdo pela Afirmação 1.10. 

Para facilitar os cálculos escrevemos: 

C := {i E {1, 2, .. . , N} : (ai - bi)2 > oa;} 

e 

A:= {i E {1,2, ... ,N}: (ai -bi)2
::; oa;}. 

Afirmação 1.12 L iEC af < ó. 

■ 

■ 

Prova: Se L i EC a; 2: ó, então C = <P, veja a Afirmação 1.11. Mas se C = </>, 

então não é possível que L iEC af 2: ó. ■ 

Afirmação 1.13 2 L iEC aibi < L i EC a; - ó L i EC a; + L iEC bf. 

Prova: Como o(ai)2 < (ai - bi)2
, Vi E C temos 

iEC iEC 

iEC iEC iEC ■ 
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Prova: Pelo item (3) e pela Afirmação 1.13 temos 

N 

2 - 2c < 2 L aibi 
i=l 

2 L aibi + 2 L aibi 
iEC iEA 

iEC i EC iEC ■ iEA 

Afirmação 1.15 1 - 2c ~ I:iEA a;+ ó - ó2
. 

Prova: Pelas Afirmação 1.12 e 1.14 e como 2ab ~ a2 + b2
, temos que 

iEC iEC iEC iEA 

iEC iEC iEC iEA 

iEC i EC iEC iEA iEA 

N 

La;+ L a;(l - ó)+ L(bi) 2 

iEA iEC i=l 

< La;+ ó(l - ó)+ 1. 
■ iEA 

Afirmação 1.16 (1 - ó) ~ I:iEA a;. 

Prova: Pela Afirmação 1.15 1 - 2c ~ I:iEA a; + ó - ó2
. Logo 

1 ~ LªT + ó, 
iEA 

pois • 
Afirmação 1.17 Para cada i E A temos 

1 - -IJ ~ bi < l + -IJ. 
ai 
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Prova: Seja i E A. Então 

logo 

portanto 

--/Jia·I < b- - a· < -/Jia·I i_i i _ i, 

consequentemente 

--/Jia·I + a· < b- < -/Jia ·I + a·. i i_i_ i i 

Se a i > O então 

Se ai < O então 

Do qual segue a Afirmação 1.17. ■ 

Prova do Lema 1.9. Segue diretamente das Afirmações 1.16 e 1.17. ■ 
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Capítulo 2 

Uma norma definida por indução 
,,....,_,, 

e o espaço X de W. T. Gowers 

Neste capítulo vamos definir uma norma conveniente 11-11 sobre c00(N), veja 

Notação 0.4, tal que 

IIE(x) II ~ ll xll, Vx E coo(N), VE intervalo de N, 

veja Notações 0.5 e 0.6, isto é, a base canônica ( en)~=l de c00 (N) é bimonótona, 

veja Definição 0.5. 

Para obtermos isto, construiremos uma seqüência de normas 11-1 li, 11-11 2 , ... tais 

que a base canônica (en)~=l de Coo(N) seja bimonótona. Mais ainda, ll xlln ~ 
ll xllm, Vn, m E N com n < m, ll xllm ~ ll xll1" Vm E N e IIE(x) llm ~ llxllm, 
Vm E N e V E intervalo de N. 

Nossa norma llxll será definida como o limm--+oollxllm, Vx E Coo(N). 

Começamos definindo nosso primeiro espaço normado. Seja X 0 = (c00 , 11-11), 

onde 

ll xllx0 = llxlloo = sup lxnl, Vx = (x1, x2, ... ) E Coo(N), 
nEN 

claramente a base canônica ( en)~=l de X 0 é bimonótona. Na próxima seção 

construiremos, a partir de X 0 , uma seqüência de espaços normados sobre c00 (N) 

para os quais a base canônica (en)~=l será bimonótona, veja Teorema 2.12 . 

Daqui para frente sempre ( en)~=l denotará a base canônica vetorial de 

Coo(N). 
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2.1 Uma seqüência de normas 

Na próxima definição precisamos das Notações 0.5, 0.6, O. 7 e da Definição 

1.8(e). fé a função definida na Proposição 1.1. 

Definição 2.1 Param E N, coloquemos Xm = (coo(N), 11-11) e Vx E coo(N) 

definamos 

llxllxm = llxllxm-1 V 

{
L~ IIEi(x)llxm-1 N > 2 sup f(N) : - ' 

sup { ( t lx'(x)l
2

) 

112

: M 2 1, x;, ... , x~ são a.e.d sobre Xm-l }· 

Para simplificarmos os cálculos também colocamos: 

Definição 2.2 Sejam m EN ex E c00(N). Definimos 

lllxlllm = sup { ( I;~ lx' (x)l 2
) 

112

: M 2 1, x;, ... , xM são a.e.d sobre Xm-1 }-

Observação 2.3 Claramente llxllxm ~ llxllxm+u Vx E Coo(N) e Vm EN. 

Proposição 2.4 11-llxm é uma norma em Coo(N), Vm E z+. 

Prova: Sabemos que llxllx0 = llxll= é uma norma em coo(N). Suponhamos que 

llxll xm seja uma norma em Coo(N). Mostraremos que também llxllxm+i é uma 

norma em c00 (N). Sejam x, y E Coo(N) e À E R, temos que demonstrar os três 

itens da definição de norma. 

1. Se O = llxllxm+i então, pela Observação 2.3, llxllxm = O. Como 11 -llxm é 

uma norma, temos que x = O. 

Agora pela hipótese de indução e pela Observação 2.3, temos que 

Portanto, O ~ llxllxm+1 • 
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2. 

- 1,\11 lxll xm V 

1,\1 s p { ~~ IIEi(x)llxm . N > 2 
u f(N) . - ' 

x;, .. . , xM são a.e.d sobre Xm} · 

E1 < ... <EN} V 

{ ( 

M ) 1/2 

l,\lsup ~lx7(x)l 2 
: JV! ~ 1, x;, ... ,xM são a.e.d sobre 

3. 

{ ( 

M ) 1/2 

sup L lx7(x + y)l 2 
: M ~ 1, 

1 

Consideremos três casos. 

12-Caso. 

ll x + Yllxm+i = ll x + YIIXm· Logo pela Observação 2.3 

* * ~ d b x 1 , ... , xM sao a.e . so re 

ll x + Yllxm ~ llxllxm + IIYllxm 
< ll x llxm+I + IIYllxm+I. 

2º-Caso. 

'I
X + YI 1 = sup { I:f IIE;(x+y) llxm . N > 2 ' Xm+l f(N) • - ' 

Portanto, pois 11-llxm é uma norma (hipótese de indução), temos 
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< 

< 

3Q. Caso. 

Consequentemente, 

x~, .. . , x~ são a.e.d sobre Xm} = 

sup { ( ~ IX:(x ) + xi(Y)I ')''': M? ), x;, ... , x;, são a.e.d sobre Xm} :S 

sup { ( ~ lx;(x)I' )"' + ( ~ lx;(y)I') 1/2: M? 1, x;, ... , x;,, são a.e.d sobre Xm } 

sup { ( ~ IX:(x) I')''' : M? 1, x;, ... , xM são a.e.d sobre Xm} + 

sup { ( ~ lx; (y)l 2
)''' : M? 1, x;, ... , xM são a.e.d sobre Xm} :S 

llxllxm+l + 1 IYllxm+l. ■ 

Observação 2.5 Pela Proposição 2.4 temos que, Vm EN, 

Xm = (coo(N),11-11) éum espaço normado. 

20 



2.2 A base canônica (en)~=l de Xm é bimonótona 

Pela Definição 2.1 de norma em Xm para mostrarmos que a base canônica 

( en)~=l de Xm é bimonótona precisaremos provar três desigualdades. Uma de­

las, equação (2.2.1), será obtida por hipótese de indução, as outras duas são as 

Proposições 2.6 e 2.11. 

Sejam p, q E N com p '.S q e x = I::=l Xnen E Coo(N) . Claramente X 0 

(coo, 11-11) onde llxllx0 = llxlloo = supnEN lxnl, satisfaz 

Suponhamos que Xm-l tem a seguente propriedade 

e demonstremos que Xm tem a mesma propriedade. 

Proposição 2.6 Sejam p, q E N com p '.S q e x = I::=l Xnen E Coo(N). Então 

E1 < ... <EN} '.S 

E1 < ... <EN} · 

Prova: Sejam N E N, N 2 2, E1 < ... < EN intervalos de N, i E {1, ... , N}, 

Ei = {a,a+l, ... ,b}, c := max{a,p} e d:= min{b,q}. Então temos, pela Notação 

0.6 e pela equação (2.2.1) aplicada ao vetor L~=a Xnen, que 

Logo 

L ~~l IIEi(L~=p Xnen)llxm - 1 < I:~~1 JjEi(L:=1 Xnen )llxm-l 
f(N) - f(N) ' 
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e isto implica a Proposição 2.6. ■ 
Na Proposição 2.11 mostraremos que se p, q E N com p ::; q ex = I::=I Xnen E 

Coo(N) então Ili L~=p Xnen lllm::; lllxl llm, Vm EN, veja Definição 2.2. Para isso 

será necessário a Observação 2.7 e a Proposição 2.10. Na Observação 2. 7 usamos 

a Definição l.8(a). 

Observação 2.7 Sejam (.s;)iEN uma seqüência de {-1, 1}) m -1 EN) 

x* = (a1, a2 ... ) e y* = (.s1a1, .s2a2 .. . ) E X~_1 n coo(N). Então llx*llx• 
m-1 

llv*ll x~_1. De fato) isto é uma consequência direta da proposição abaixo. 

Proposição 2.8 Coloquemos x* = (a 1 , ••. ,an,···) E X~_ 1 n c00(N). Se y* 

(a1, ... , -an, ... ).) então y* E x:i-1 n Coo(N) e llx*ll x~-1 = llv*llx~-1 · 

Prova: Sejam x = (x1, .. , Xn, ... ) E Coo(N) e y =(xi, .. , - xn, ... ). Então 

lx*(x)I = lv*(y)I- Logo, llx*llx;,_1 = llv*llx~_ 1 • 

Como x* = (a1, ... , an, ... ) E x:i_1 n coo(N) temos que ll x*llx~_
1 

::; 1, logo 

. llv*llx~_
1 

:S 1. E pela maneira como construímos y* temos os outros dois itens 

da Definição 1.8(a). Portanto y* E x:i_1 n Coo(N) e ll x*llx;,_
1 

= llv*llx;,_
1

• ■ 

Observação 2.9 Sejam A C N) t E N - A) y = L~=p Xnen E c00 (N) e 

w = y + Xtet) um corolário da proposição abaixo é o seguinte 

:l t* E x:_1 n coo(N) tal que lt*(y) I ::; lt*(w)I-

Na próxima proposição utilizaremos a Notação 0.8 para suporte de um ele­

mento de c00 (N) e a seguinte definição: se r ~ O, então sinal(r) := 1 e ser < O, 

então sinal(r) := -1. 

Proposição 2.10 Sejam A C N) t E N - A) y = L~=p Xnen E coo(N)) w = 
y + Xtet ex* = (a1, ª2, ... ) E x~-1 n Coo(N). Então :lt* E x~-1 n Coo(N) tal que 

a. llx* llx;,_ 1 = lit*llx;,_1 • 

b. supp(x*) = supp(t*). 

e. lx*(y)I = lt*(y)I::; lt*(w) I-

Prova: 12.Caso. Suponhamos x1a1 = O. Neste caso basta tomarmos t * = x*. 
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2Q.Caso. Suponhamos Xtat -=/ O. Neste caso tomemos é E {-1, 1} tal que 

sinal(é.tXtat ) = sinal(x*(y)) e coloquemos t* = (a1 , a 2 , .. , Wt, ... ). Como t (/. A 

temos que t*(y) = x*(y), logo 

it*(w)I jt*(y + Xtet) I = lt*(y) + t*(xtet)I 

l(x*(y) + é.tX tatl = l(x*(y)I + ktxtatl 

> l(x*(v)I-

Isto mostra o item (e). O item (a) segue da Proposição 2.8 e o item (b) segue 

da definição de t*. ■ 

Na próxima proposição usaremos a Definição 2.2 para 111-111-

Proposição 2.11 Sejam m EN, p, q EN com p '.S q ex= I::=I Xnen E co0(N). 

Então 

Prova: Sejam A= {p, ... , q} e y = L!=p Xnen. 

IQ.Caso . Se A n supp(x) = supp(x), então y = x, logo IIIYlllxm = lllxlllxm• 

2Q_Caso. Suponhamos Ansupp(x) C supp(x) esejax* = (a1 ,a2 , ... ) E X~_ 1 n 

Coo(N). Como supp( x) é finito segue que existe uma seqüência finita t 1 , •• : , tr tal 

que {t 1 , ..• , tr} n A= e/> e {t1 , ... , tr} U A n supp(x) = supp(x). 

Coloquemos Wo := y e Wi := Wi-l + Xt 1 et 1 , Vi E {1, ... , r }. Definamos ti = x* . 

Pela Proposição 2.10, :3tt E X~_ 1 n coo(N) tal que lltL 1 llx,;._
1 

= 11t711x,;._
1

, 

supp(tt_ 1 ) = supp(t:) e 1tt_1 (wi_i)I = ltt(wi -1)1 :S ltt (wi)I, Vi E {1, ... ,r}. 

Consequentemente llx*llx,;._
1 

= llt; llx;,_
1

, supp(x*) = supp(t;) e 

lx*(v)I :S lt;(wi) I :S ... :S lt;(wr) I = lt;(x)I-

Portanto, se x;, ... , xM são a.e.d quaisquer em Xm-I, veja Definição 1.8( e), 

então podemos obter t;1, ... , t;M a .e.d em Xm-l tais que 

e isto implica a Proposição 2.11. ■ 

Teorema 2.12 A base canônica ( en)~=l de Xm é bimonótona. 

Prova: Segue diretamente da equação (2.2.1) e das Proposições 2.6 e 2.11. ■ 
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2.3 A seqüência de normas tem uma norma li­

mite 

Seja x E Coo(N). Na Proposição 2.16 mostraremos que limk➔oo l lxllxk existe, 

onde 11-llxk é dada na Definição 2.1. 

Proposição 2.13 Vn E N e Vx E Coo(N) vale que llx llxn ~ llxll11 • 

Prova: Seja x = (x1 , x2 , ... ) E c00(N). Então 

00 

Suponhamos llxllxk ~ llxll1" Vx E Coo(N) e demonstremos que llxllxk+i < 
llxll1" Vx E c00 (N). Pela Definição 2.1 temos que mostrar três itens, o primeiro 

é obtido pela hipótese de indução acima, os outros dois são as Afirmações 2.14 e 

2.15. 

Afirmação 2.14 Seja k EN. Então lllxlllk+i ~ llxll11J Vx E coo(N). 

Prova: Sejas E N . Então 1 = llesll oo ~ llesllxk ~ llesllt, = 1, isto é, llesllxk = 1. 

Seja agora y* = (Y1,Y2, ... ) E Coo(N) n x;;. Então IIY*ll oo ~ IIY*llx;- Para 

· vermos isto, seja IYsl = niaxnENIYnl- Portanto 

Sejam m EN ex* E A~(Xk), veja Definição l.8(a). Então llx*lloo ~ 1/ f(m). 

De fato, como x* E A~(Xk), segue que existem Yt < ... < y:r, E Coo(N) n XZ 

li "'li < 1 v· {1 } t 1 "' Yj+ ... +y~ 1 1 com y; xk _ , i E , ... , m , a que x · = f(m) . ogo, para a gum 

i E {1, ... ,m} temos que 

li *li = IIY711 oo < IIY7llxk < _1_ 
x 00 f(m) - f(m) - f(m) · 

Sejam p E N e Z um conjunto associado à aplicação especial z* = E(x'; + ... + 
x; ) sobre Xk, veja Definições 1.8 (c) e (d). Então ll z* ll 00 ~ l/f(minZ). Isso é 

verdadeiro, pois se z* = E(xi + ... + x;) é uma aplicação especial sobre Xk, então 
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Vi E {1, ... ,p} 3 mi E N tal que xT E A:;(Xk) e Z C {m1 , ... , mp}- Portanto, 

para algum i E {1, ... , p} temos 

ll z* II= 

pois x;' < ... < x;. 

IIE(x~ + ... x;) II= = IIE(xn + ... + E(x;)ll (X) 

IIE(x:) 11 = ~ IIX: ll oo ~ f(~i) ~ f(m~nZ), 

Sejam x* = :Z:::::'=1 bne~ um aplicação linear sobre Xk e x 

coo(N). Então lx*(x)I ~ llx*ll=llxll11' pois 

lx' (x)I = 1 ta.b.1 <; t la.b.l 
(X) 

< I)maxlbnl)lanl 
n=l 

llx*ll= llxl l11• 

Sejam M E N e Z1 , ... ZM uma seqüência disjunta de conjuntos associados a 

z;, ... zM uma seqüência de a.e.d de Xk, veja Definição l.8(e). Então minZi =/­

minZj se i =/- j. 

Logo, por (ii), f(minZi) =/- f(minZj)- Como, pela Observação 1.3, :Z::::jEJ J(j) ~ 

1 temos que 

( t IZ:(x)I') 
112 

<; t IZ, (x)I <; t 11 2; 11=llxll,, 
1 1 1 

Consequentemente, V NI E N e, para toda seqüência de a.e.d z;, .. . zM segu~ 

que 

E então, pela Definição 2.2, concluímos que lllxlllk+1 ~ ll xl l11. • 
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Prova: Sejam 2 :S N E N e E1 < ... < EN, veja Notação 0.7. Então, pela 

Notação 0. 6 para E(x ), temos 

N 

L IJE;(i)ll 11 
1 

00 

< L Jan l :S JJxll11 • 
n=l 

Como, pela hipótese de indução , ll xll xk :S llxll1)) Vx E c00(N), temos que 

Portanto 

■ 

Prova da Proposição 2.13: Pela Definição 2.1, a hipótese de indução e as 

Afirmações 2.14 e 2.15 segue que llxllxk+i :S llxll11- ■ 

Proposição 2.16 Seja x E Coo(N) . Então limk➔oo ll x ll xk existe. 

Prova: Pela Observação 2.3 segue que ll xl lxk :S llxllxk+i e pela Proposição 2.13 

temos que ll xll xk :S llxll1)) Vk E N. Logo limk➔oo ll x ll xk existe. ■ 

2.4 Uma norma definida por indução 

Definição 2.17 Seja x E coo(N) . Coloquemos llxll = limk➔oollxllxk. 

Proposição 2.18 X= (coo(N), 11-11) é um espaço normado. 

Prova: Sejam >. E R ex, y E c00 (N) , temos que mostrar três itens. 

1. Desde que 11-llxk é uma norma em coo(N), temos O :S ll xll xk, Vk E N, 

portanto 

Suponhamos que llxll = O. Como llxllxk :S ll xl l = O, temos que llxllxk = O, 

Vk E N . Logo x = O. 
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Suponhamos que x = O, logo ll x ll xk = O, Vk EN, portanto llxll = O. 

2. 

3 . 

IJ>.xJI limk➔oo ll>-x ll xk = limk➔oo l>-lll x ll xk 

J>.Jlimk➔oo ll x ll xk = J>.IJlxll -

llx + vi l limk--+= ll x + Yll xk :s; limk--+oo( ll x ll xk + llvllxk) 
limk--+=llxllxk + limk➔oo llvll xk = llxll + llvll -

Logo 11-11 é uma norma e consequentemente X = (coo(N), 11 -11) é um espaço 

normado. ■ 

Daqui para frente X indica o espaço normado mencionado na Pro­

posição 2.18. 

2.5 A base canônica (en)~=l de X é bimonótona 

Agora mostraremos que se p, q E N com p :s; q, x = E:=l Xnen E Coo(N) e 

y = E~=p Xnen, então a norma em X de y não é maior que a norma de x. Logo 

a base canônica ( en)~=l de X é bimonótona, veja Definição 0.5. 

Proposição 2.19 Sejam p, q EN com p :=:; q ex= E :=l Xnen E Coo(N). Então 

Prova: Seja m E N. Então, pela Teorema 2.12, temos que 

li I:!:::p Xnen ll xm :s; ll xl lxm• Logo 

Teorema 2.20 A base canônica ( en)~=l de X é bimonótona. 

Prova: Se segue directamente da Proposição 2.1 9. 
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2.6 Propriedade da norma limite 

Vamos procurar uma formula para a norma 11-11 de X, veja Proposição 2.25. 

Primeiro, na Proposição 2.24, provaremos que se x E c00(N) e n ~ 1, então 

llxlloo V 

{ 
I:~ IIEi(x)llxn . N > 2 sup f(N) . - ' 

lllxllln+l· 

Proposição 2.21 Sejam X e Y são dois espaços normados sobre c00(N) tais 

que llxllx::; llxllY, \/x E Coo(N) . Então toda seqüência de a.e.d, sobre X também 

é uma seqüência de a. e. d sobre Y. 

Prova: Sejam w;, ... wN uma seqüência de a.e.d sobre X, veja Definição 1.8(e), 

e z* uma das tais aplicações. Então para algum M E N , para algum intervalo 

E C N e para alguma seqüência especial z; < . . . < zM sobre X, temos que 

z* = E(z; + ... + zM ). Seja x* um elemento qualquer dessa última seqüência 

especial sobre X. Então para algum m E J, temos que 

x; + ... +X~ 
x*= -----

f(m) ll x: llx• ::; 1. 

Logo 

ll x7 11Y• = sup lx:(x)I::; sup lx7(x)I = llx711x•-
llxllY~1 llxllx~l 

Portanto, se x: E X* e llx711x• ::; 1 então llx711Y• ::; 1, e isto é o que teríamos 

que demonstrar para provarmos que w;, ... wN também é uma seqüência de a.e.d 

sobre Y, pois as demais definições cumprem-se por ser válidas em X. ■ 

Observação 2.22 Sejam X e Y são dois espaços normados sobre c00 (N) tais 

que llxllx ::; llxllY \/x E coo(N). Então, pela Proposição 2.21 temos que 

sup { ( I;~ lx'(x)I') 
112

: x;, ... ,xM são a.e.d sobre X} :S 

sup { ( I;~ lx '( x )I' )'
1
' : x;, ... , xM são a.e.d sobre Y}, \/x E coo(N). 
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Proposição 2.23 Sejam x E c00 (N) e n E N. Se 

Prova: Suponhamos que 

Portanto ll xll xn+ i = ll x llxn, veja a Definição 2.1. Logo 

li li > { 
L~ IIEi(x)llxn . l\f > 2 X Xn sup f(N) . H - ' 

Agora pela Definição 2.2, a Proposição 2.22 e a Observação 2.3 temos que 

li li > { L~ IIEi(x)llxn-1 . 11\r > 2 E E } Ili Ili 
X Xn sup f(N) . :v _ , 1 < ... < N V X n· 

Consequentemente ll x llxn = ll xllxn-1 • 

Pelo mesmo raciocínio obtemos 

■ 

Proposição 2.24 Sejam x E c00(N) e n E N. Então 

li li li li {
L~IIEi(x) ll xn 

X Xn+I = X oo Vsup f(N) : 

Prova: Como ll x ll oo = llxllx0 :S ll xllx, < ... :S ll x ll xn+i, temos que ll x ll xn+i ~ 

ll x ll oo• Suponhamos que llxllxn+i > ll x ll 00 • Portanto 

llxll = sup { L~ IIEi(x) llxn . N > 2 Xn+I f(JV) • - , 

De fato, se 

llxll > sup { L~ IIEi(x)llxn : N > 2 
Xn+l f(JV) - , 
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então pela Proposição 2.23 teríamos llxllxn+i = ll xll=; que é absurdo. 

Portanto 

llxJJ oo V 

{ 
L~ IIE;(x)llxn . N > 2 sup f(N) . - ' 

111 X 111 X n+ 1 • ■ 

Proposição 2.25 Seja x E c00(N). Então 

llxll = llxll (Xl V 

{ 
L~ li E; ( x) 11 . N > 2 sup f(N) . - ' 

{ ( 

1'1! ) 1/2 
sup LIX:(x)l 2 :JVI?:1, x;, ... ,xM sãoa.e.dsobre 

1 

Prova: 

llxll limn➔= IJxJlxn 

limn➔= { llxJloo V IJlxJlln-1 V 

{ 
L~ IJE;(x)llxn-1 

sup f(N) : N 2: 2, 

Agora, limn➔= ll x ll oo = JJ xll= e 

l . { I:f IIE;(x) ll xn-1 N > 2 E E } 
Zmn➔oo sup J(N) : _ , 1 < · · · < N = 

. sup { I:f IIE;(x)II . Ji\T > 2 E < < E } 
J(N) · - , 1 · · · N · 

A seguir demonstremos que 

{ ( 

M )1/2 
limn➔oo lll x lll n- 1 = sup L Jx: (x)l2 : JVl?: 1, 

1 

x;, ... , xt1 são a .e.d sobre X}-
De fato, sejam x E coo (N) e n E N . Como llxllxn ~ Jl xl l, segue pela Ob­

servação 2.22 que 

{ ( 

M ) 1/2 
IJJ xllln ~ sup L IX:(x )J 2 

: J'VJ?: 1, 
1 

x;, ... , xt1 são a.e.d sobre X } , 
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portanto 

limn➔=lllx lll n $ sup { ( ~ IX:(x)I') 
112

: M 2: 1, x;, ... ,x;,, são a.e.d sobre X} ­

Resta mostrarmos a desigualdade contrária. Para isso, sejam x E c00(N), 

E> O ex* E X*. Desde que llxll = limn➔oo llxllxn e llxllxn ~ llxll, temos que 

existe n E N tal que llxll/1 +E~ llxllxn ~ ll x ll. Logo 

Portanto t;E E X~. Agora 

lx*(x)I = 1 (l + t:)x*(x) 1 = (1 + t:)lx~(x)I 
1 + € 

x* 
d * ·- X* on e xn . - -- E n· 

1 + l 

Observemos que supp(x*) = supp(t:.E) = supp(x~)- Sejam x;', .. . ,xM a.e.d 

sobre X. Então 

Coloquemos m = max {n1 , ... ,nNf}. Pelas Observações 2.3 e 2.22 temos que 

para alguns x~i E x; . 

Portanto 

{ ( 

M ) 1/2 

lll(l+t:)xlllm ~ sup L IX:(x) l2 
: Af ~ 1, 

1 

x~, ... , xM são a .e.d sobre X}· 
Logo 

sup { ( ~:,' lxi(x )I') 
112 

: M 2: 1, x;, ... , xAf são a.e.d sobre X}, 

e como E > O é arbitrário, temos que 
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2.7 O espaço X de W. T. Gowers 

Seja X = (c00 (N), 11-11) o espaço normado referido na Proposição 2.18. O 

espaço que estamos interessados é o seu completado X que será chamado de 

espaço de W. T. Gowers. O objetivo principal desta dissertação é provar que este 

espaço não contém nenhum subespaço isomorfo à c0 (N), nenhum subespaço iso­

morfo à l 1 (N) e nenhum subespaço reflexivo de dimensão infinita, veja o Capítulo 

6. 

Inicialmente observemos que, pelo Teorema 2.20 e pela Proposição 0.4, ( en)~=l 

é base de Schauder de X. Também notemos que a Proposição 2.25 implica ime­

diatamente na proposição abaixo. 

Proposição 2.26 Sejam x E coo(N), E1 < ... < EN, para algum N EN, N 2:: 2, 

veja Notação 0.8, ex;, ... , xt1, para algum m E N são a.e.d sobre X, veja De­

finição 1. 8 (e). Então 

1. llxll oo ~ llxll-

2 I:fllE;(x)II < llxl l-
• J(N) -

Quando justificaremos algo pela Proposição 2.26 estaremos pensando em um, dois 

ou todos os itens anteriores. 

Agora daremos duas observações que serão usadas no Capítulo 4, veja Afirmação 

4.21. 

Observação 2.27 Sejam ( en)~=l a base canonzca vetorial de Coo (N) , t E N, 

X1 < .. . < Xt E X com l lxi l 1 = 1, Vi E {1, ... , t} e y = I:~ Xi = I::'=1 anen . Então 

1 an 1 ~ 1, Vn E N. 
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Prova: Seja n EN. Então, pela Proposição 2.26(1), para algum i E {1, ... ,t} 

temos lanl ~ sup{ lanl: n EN}= IIYll oo = llxilloo ~ llxill ~ 1. ■ 

Observação 2.28 Seja (en)~=l a base canônica vetorial de c00 (N) . Então 

llenll = 1 Vn E N. 

Prova: Pelas Proposições 2.13 e 2.24 temos 1 = ll enll oo ~ llenllxm ~ llenl11 1 ~ 1, 

Vn EN, Vm EN. Logo ll enllxm = 1, Vn EN, Vm EN. Portanto, veja Definição 

2.17. llenll = 1, Vn EN. ■ 
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Capítulo 3 

l1 +-Médias e Seqüências 

Rapidamente Crescentes (S.R.C) 

Se E 1 < ... < EM são intervalos de N e x E c00(N), então pela Proposição 

2.26(2) 
M 

L IIEj(x) II < f(M)llxll-
Agora acharemos elementos i: E c00(N) para os quais 

M 

(3 .1) 

L IIEj(x)II ::::; C(l + 2M/N)llxll para alguns N EN e CE R, (3.2) 
1 

e outros elementos x E Coo(N) para os quais 

M 

L IIEj(x)II::::; J(M)(l + 2t:) para algum O< t: < 1/2. (3.3) 

Começamos com duas definições visando encontrar elementos x E c00 (N) que 

satisfaçam a equação (3.2). 

3.1 l1-1+ -Médias 

Definição 3.1 Sejam n EN e C E R. Diremos que x E X é uma lf+ -média 

com constante e se: 

1. llxll=l. 

2. x = X1 + ... + Xn para alguns X1, ... , Xn E X, com X1 < .. . < Xn, 
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Observação 3.2 Sejam C1, C2 E R, C1 ~ C2. Se x é uma lf+ -média com 

constante C 1 então claramente x é um lf + - média com constante C2 . 

Definição 3.3 Diremos que x E X é um lf+ -vetor com constante C se: 

1. X= Xi+ ... + Xn para alguns Xi,••·,Xn E X, com X1 < ... < Xn · 

2. ll xi ll ~ ~llxll, Vi E {1, ... , n}. 

Observação 3.4 Sejam C1, C2 E R , C1 ~ C2. Se x é um lf+ -vetor com 

constante C1 então claramente x é um lf+ -vetor com constante C2 . 

3.2 Existência de l1+ -Médias 

O lema abaixo mostra a existência de lf + -médias, Vn E N, em certos su­

bespaços de X. Nesse lema precisaremos trabalhar com vetores sucessivos, veja 

Notação 0.10. 

Lema 3.5 Vn EN e VC > 1, 3N EN tal que para qualquer seqüência x 1 , . .. , XN 

de vetores sucessivos não nulos em X, o subespaço gerado por x 1 , ... , x N contém 

uma lf+ - média com constante C. 

Para fazer a prova do Lema 3.5 precisamos das quatros afirmações abaixo. 

Afirmação 3.6 Sejam n EN e C > 1. Então 

3k EN tal que klogC > log(f(nk)). 

Prova: Se n = 1 então tomamos k > 1/ log C, k E N. Sejam n E N, n ~ 2 

e q = log C . Então C = nq e q > O pois log r > O se r > 1. Como por 
~n ' 

( · · ') 1 · f(nk) O :::Jk N 1 f(nk) . , k l C 
iii imk➔oo (nk)q , temos que :::i ~ E ta que (nk)q < 1, ISto e, ~ og > 

log(f(nk)). ■ 

Afirmação 3.7 Sejam N = nk, k EN, x 1 < ... < XN uma seqüência de vetores 

sucessivos não nulos, x = X1 + ... + XN e x(i,j) = I:{:~j-l)ni+l Xt, O ~ i ~ k, 

1 ~ j ~ nk-i. Então cada x(i,j) é a soma de n sucessivos x(i -1,j)'s, 1 ~ i ~ k, 

e mais ainda 
n 

x(i,j ) = Lx(i-1,(j- l)n + p). 
p=l 
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Prova: Observemos que (((j- l)n + p) - l)ni-I = (j- l)ni + (p- l)ni-i_ 

Logo 

ní-1 ([(j-l)n+p)-l)ni-l +ni-I 

L X(j-1)ni+(p-1)ni-l+t 

t=l 
L Xt 

t=([(j-l)n+p)-l)ni -l +1 

Agora n ~ ni e 

x(i,j) 

((j-l)n+p]ni-I 

L Xt 

t=([(j-l)n+p]-1 )ni-1 +1 

x(i-l,(j-l)n+p). 

X(j -l)ni+l + ... + X(j-l)ni+ni 

X(j-l)ni+1 + ... + X(j-l)ni+ni-1 + 
X(j-l)ni+(ni-1+1) + ... + X(j-l)ni+2ni-1 + 
X(j-l)ni+(2ni-1+1) + ... + X(j-l)ni+3ni-1 + ... + 

ní-1 

L X(j-1)ni+(1-1)ni-t+t + 
t=l 

t=l 

1=1 
ni-1 

L X(j-l)ni+(n-l)ni-l +t 

t=l 
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x(i - 1, (j - l)n + 1) + 
x(i - 1, (j - l)n + 2) + 
x(i - 1, (j - l)n + 3) + ... + 
x(i-l,(j -l)n+n) 

n 

L x(i - 1, (j - l)n + p). 
p=l 

■ 

Na próxima afirmação precisamos da definição de lf+ -vetor, veja Definição 

3.3. Daqui para frente, nesta seção, os x(i,j) serão como na Afirmação 3.7. 

Afirmação 3.8 Se nenhum x(i,j) é um lf+ -vetor com constante C e se ll xi ll = 
1, Vi E {1, .. , N}, então llx(i,j)II :S ;: . Em particular, uma vez que x = x1 + 
... + XN = X1 + ... + Xnk = I::;:;l-l)nk+I Xt = x(k, 1), temos que llxll :S nk/Ck. 

P · P hº , h ( . º) , tn t 1 h x(i, j) , rova. or 1potese nen um x i,J e um i+ -ve or, ogo nen um llx( i ,i)II e uma 

lf+ -média com constante C e como, pela Afirmação 3.7, vale 

x(i,j) = t x(i - 1, (j - l)n + p) 

l lx( i, j) 11 p=l l lx( i, j) 11 · 

Pela Definição 3.1(3) temos que 1f:(/ili? > ~ para algum s 1 E N com (j -

1) 1 < ( . 1) Al' d" hº ' x(i -l si) b ' ~ , n + ::; s 1 _ J - n + n. em isso, por 1potese, llx(i-i'.s,)II tam em nao e 

uma lf+ -média com constante C. Portanto, de modo análogo, existe s2 E N tal 
x(i-2,s2) e I t • 1. que llx(i -l,si)II > ~- s o 1mp 1ca que 

llx(i,j)II nllx(i - l,s1)II 
< e 
< ; ; ll x(i - 2, s2) II 

n 2 llx( i - 2,s2)II 
c2 

Seguindo a mesma linha de raciocínio sobre x( i -2, s 2 ) e assim sucessivamente 

i vezes, obtemos, para algum S i E N , que 

llx(i,j)II 
n' 

< cJlx(i-i,si)I I 
n' 
Ci llx(O, si) II 

. . 

n' n' 
Cil lxs; II = Ci' 
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Na próxima afirmação precisaremos trabalhar com intervalos de N , veja Natação 

0.5. 

Afirmação 3.9 Sejam n E N 1 n > l e C > l. Então existe k E N tal que 

para qualquer seqüência x 1 , ..• , Xnk de vetores sucessivos de norma um1 existe um 

intervalo E de N 1 E C {1, 2, ... , nk} tal que 

L Xi é um l~+ - vetor com constante C. 
iEE 

Prova: Suponhamos que existam n E N e C > 1 para os quais o resultado é falso. 

Sejam k E N como na Afirmação 3.6, isto é, tal que Ck > f(nk), e x 1 , .• • , Xnk 

qualquer seqüência de vetores sucessivos de norma um, 

nk jni 

x=LXi e x(i,j)= L Xt-
1 t=(j-l)ni+I 

Pela Afirmação 3. 7 x( i, j) é a soma de n sucessivos x( i - l, j)' s, e pela nossa 

hipótese x (i,j) não é um lf+ -vetor, logo pela Afirmação 3.8 temos llxll ~ ~~ . 

Sejam agora Ei = ran(xi), Vi E {1, .. . , nk}, veja Notação 0.8. Então, como 

llxi ll = 1 e Ei(xi) = Xi, Vi E {1, ... , nk}, veja Notação 0.6, temos, pela Proposição 

2.26(2), que 

Portanto CJ< ~ f(nk). Isto é uma contradição com Ck > f(nk). • 
Prova do Lema 3.5. Suponhamos que o resultado seja falso, logo existem 

n E N, C > 1, tais que V N E N existe alguma seqüência x 1 , ... , x N de vetores 

sucessivos não nulos em X, tais que o subespaço gerado por x 1 , ... , XN não contém 

nenhum lf + -médias com constante C. 

Para os n e C anteriores, sejam k como na Afirmação 3.6 , N = nk e x 1 , ... , XN 

uma seqüência de vetores sucessivos que podemos sem perda de generalidade 

39 



supor normalizada, pois o subespaço gerado por essa seqüência não se altera se 

dividirmos cada um desses vetores pelas suas respectivas normas. Pela Afirmação 

3.9 existe 

E C {1, 2, ... , N} tal que x = L X i é um lf+ - vetor. 
iEE 

Logo 11: 11 é uma lf + -média, contradizendo nossa suposição. 

3.3 Uma segunda limitação para :z=t1 IIEjxll 

■ 

Sejam N, JVl, n EN. No próximo lema usaremos a Definição 3.3 de l~ -vetor 

e as Notação 0.7 e 0.10 de "intervalos sucessivos" E 1 < ... < EM e de elementos 

(vetores) sucessivos X1 < ... < Xn. 

Se E 1 < ... < EM são intervalos de N e x E c00(N), então pela Proposição 

2.26(2), L~ JJEj(x)JJ ~ J(M)JJxJJ. Agora, vamos mostrar que existem elementos 

em c00(N) para os quais a equação (3, 2) mencionada no inicio deste capítulo vale, 

isto é L~ IIEj(x)II ~ C(l + 2M/N)JJxll para alguns N EN e CE R. 

Lema 3.10 Sejam M, N E NJ C > lJ x um lf'+ -vetor com constante C e 

E1 < ... < EM uma seqüência de intervalos de N. Então 

e 

M 

L IIEixll ~ C(l + 2111/N)JJxJJ. 
1 

Sejam x 1 < ... < XN e E um intervalo de N. Coloquemos 

N 

x:=LXi, 
1 

A := AE = {i E {1, ... , N} : supp(xi) CE} 

para fazer a prova do lema acima precisamos elas três afirmações abaixo. 

Na próxima afirmação o fato E é um intervalo de N será fundamental, veja 

Notação 0.5. 
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Afirmação 3.11 IBI S IAI + 2. 

Prova: IAI S IBI, pois sei E A então supp(xi) CE, logo E(xi) =Xi=/- <p. Assim 

i E B e portanto A C B. 

Sejam m = minB e M = maxB. Mostremos que A U {m,11-1} = B. Se 

m < i < M, coloquemos 

a:= max supp(xm), b E supp(xi), e:= minsupp(xM ), 

logo, a < b < e, pois Xm < Xi < XM, 

Como m = min B temos que E(xm) =/- <p. Seja d E suppE(xm). Então 

d E E n supp(xm) e portanto d S a. Como i\ll = maxB temos que E(xM) =/- <p. 
Seja e E suppE(xM) - Então e E E n supp(xM) e portanto e Se. Assim d S a< 

b < e Se. 

Como E é um intervalo e d, e E E, temos que b E E, Vb E supp(xi), Logo 

i E AC B. ConsequentementetemosAU{m,i\ll} = B. Portanto IBI S IAl+2.■ 

Afirmação 3.12 IIE(x)II S li LiEB xill• 

Prova: Seja y = LiEBXi Então IIE(y)II S IIYII, pelo Teorema 2.20. E pela 

definição ele B, sei rf_ B, então E(xi) = O. Logo 

IIE(x )li = IIE(x1) + ... + E(xN )li = 11 L E(xi) + ~ E(xi) 11 
iEB ilf_B 

= li L E(xi)II = IIE( L Xi) li= IIE(y)II S IIYII =li~ Xill· ■ 
iEB iEB i EB 

Sejam E 1 < ... < EM, x1 < ... < XN e x = L~v Xi e como no que segue o 

Lema 3.10. Coloquemos 

e 

Afirmação 3.13 Suponhamos que ll xi ll S C 1 V E {1, ... , N} e llxll = N . Então 

M 

L IIEj( xi )II S C(l + 2JVI/N)llxll. 
l 
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Prova: Precisaremos de três observações. 

a. Pela hipótese llxJJ = N, logo JCJ ~ 1. Pois C < 1 implicaria 

llxll = ll x1 + ... + XN II ::; ~~ ll xi ll :S ~~ C = CN < N; absurdo. 

b. Os Aj são dois a dois disjuntos entre si e o mesmo ocorre com os Bj, pois 

x1 < ... < XN e E1 < .. . < EM. 

e. ~~IAil :S N. Pois xi< ... < XN e o item (b) . 

Agora, pelas Afirmações 3.12 e 3.11, temos que 

IIEi(x)II :S li L xi ll :S L llxill :S L C 
iEB1 i EB1 iEB1 

Logo 

M 

< L C(IAi l + 2) :S C(N + 2NI) 
1 

C(l + 2M/N)N = C(l + 2N//N)JJxJJ. ■ 

Prova do Lema 3 .10. Seja x = ky para algum k =/:- O e para alguma y 

lf+ -média com constante C. Então existem 

e 
Y1 < ··· < YN com JJyi JJ :S N tal que Y = Y1 + ·••+ YN e JJyJJ = l. 

Seja z = ~x. Então z = Ny = ~~ Nyi. Escrevamos Zi = Nyi . Logo 

N 

z = Ny = L Zi com ll zi ll = IJNyi JI ::; e e llzll = IJNyJJ = N. 
1 

Assim, pela Afirmação 3.13, teremos 

M 

L JJEizJI :S C(l + 2M/N)JJzJJ. 
1 

Dessa maneira, pela linearidade de Ej e pelas propriedades da norma, temos 

NM 
- "'IIE·xll k L..t J 

1 

N 
< C(l + 2Nl /N)JlzJI = C(l + 2M/N) k IJxJJ. 
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Portanto 
M 

L IIEix ll ~ C(l + 21\1/N)llxll- li 
1 

3.4 Seqüências Rapidamente Crescentes (S.R.C) 

Agora daremos uma definição que terá um papel fundamental neste trabalho. 

Definição 3.14 Diremos que uma seqüência x 1 < ... < XJV é uma seqüência 

rapidamente crescente de ll+-médias, S.R.C, de comprimento N com constante 

1 + E se, para cada k: 

1. Xk é uma t;t - média com constante 1 + e 

2. n1 2°: 22
N. 

3. lran( x1 + ... + Xk-dl ~ E~ Vk E {2, ... , N}. 

Observação 3.15 Pela Definição 3.1 claramente obtemos que se x 1 < ... < XN 

é uma S.R.C, então ll xi ll = 1, Vi E {1 , ... , N}. 

Observação 3.16 Sejam t: 1 ~ t: 2 . Se x 1, ... , XN é uma S.R.C de comprimento N 

com constante l + t:1 , então claramente x 1, ... , XN é uma S.R. C de comprimento 

N com constante l + t: 2 . 

O Lema 3.17, a Definição 4.3 de comprimento de um intervalo, O Lema 4.17 

e o O Lema 5.1 que são resultados fundamentares nesta dissertação tem como 

hipótese alguma S.R.C. 

3.5 Uma terceira limitação para I:~\1 IIEjxll 
Lema 3.17 Sejam O < E< ½, x 1, ... ,XJV uma S.R.C de comprimento N com 

constante 1 + l, x = x 1 + ... + XN, l\ll 2': 1-1( 6
;) e E 1 < ... <EM intervalos de 

N. Então 

Para fazer a prova deste resultado precisamos das quatro afirmações abaixo. 
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Afirmação 3.18 Sejam n EN e y uma lf+ -média com constante C. Então 

a. Existem máximo) m E NJ tal que y é uma lf+ -média com constante C. 

b. n s; m s; lran(y)I-

Prova: Seja A:= {k EN: y é uma Lt+ -média com constante C}. A -=1- cp, 
pois n E A. Sejam k E A e s = lsupp(y)I. Então existem, pela Definição 3.1, 

y1 , ... , Yk uma seqüência de vetores sucessivos não nulos tal que 

Y = Y1 + ··· + Yk· 

Logo 

k I k 1 1 s; lsupp(yi) I e ~ isupp(yi) I = ~ supp(yi) = lsupp(y)I-

Portanto 
k k 

k = L l s; L lsupp(yi)I = isupp(y)I = s. 
1 1 

Consequentemente k s; s para todo k E A. E então concluímos que A é finito 

e não vazio. Assim, A tem máximo. Sejam= maxA. Então como supp(x) C 

ran(x) para todo x E c00 (N) (veja Notação 0.8), temos que 

n s; m s; lsupp(y)I s; lran(y)I 

e 

y é uma lf+ - média com constante C. ■ 

Afirmação 3.19 Sejam n, 1\11 E NJ y uma lf+ -média com constante C e E1 < 
... < EM intervalos de N. Então 

M 

LI IEjYII s; min{f(l\lI),J(lsupp(y)I), C(l + 21\II / N)}. 
1 

Prova: Será feita através de três desigualdades. 

a. Pela Proposição 2.26(2) e pela Definição 3.1(1) temos que 

M 

~ IIEjYII < IIYII = 1. 
L.t f(NI) -

1 

44 



b. Seja A= {j E {1, ... , NI} : Eiy -=J O}. Então 

M 

L JJ EjxJJ = L JJ Ejx JJ. 
1 jEA 

Mas, pela Proposição 2.26(2) temos que LjEA nq,1
] :s; IIYII = 1, portanto 

M 

L II EiY II = L II EiY II ~ f(IA J). 
1 jEA 

Sejam j E A e Yi := EiY· Então Yi -=J O. Se a, b E A e a < b E A, então Ya < Yb, 

pois E 1 < ... < EM, logo UjEAsttpp(yJ é disjunta e como UjEAsttpp(yj) C supp(y), 

obtemos 

JAJ = L 1 ~ L Jsupp(yi)I ~ Jsupp(y)J. 
jEA jEA 

Portanto, por ( ii), temos 

M 

L IIEix ll :s; f(JAJ) :s; f( Jsupp(y) J) . 
1 

e. :E~ I IEiY II ~ C ( 1 + 2t1
) JJyJ 1 = C ( 1 + 2tf )- Isto é uma consequência do 

Lema 3.10 e da Definição 3.1(1) . ■ 

Afirmação 3.20 Sejam x1 < ... < XN uma S.R.C tais que Xi é uma t;i-média 

com constante C, 1 ~ i ~ N. Então 

Prova: Pela Definição 3.14(2) 22
N ~ n 1 . Agora como x1 < ... < XN, temos 

que ran(xi) C ran(x1 + ... + xi)- Logo ni ~ Jran(xi)I ~ Jran(x1 + ... + xi) I ~ 

E✓f(ni+i) < f(ni+1) < ni+1, Vi E {1, ... , N - 1}, pela Afirmação 3.18(6), a 

Definição 3.14(3) e (i) . Assim temos (a) . 

Como, veja Notação 0.8, supp(xi) C ran(xi) temos 

veja Definição 3.14(3), e portanto também temos (b ). ■ 
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Afirmação 3.21 Sejam N, ni E N , Vi E {1, ... , N}, x 1 < ... < XN uma S.R.C 

tais que Xi é uma qi -média com constante C e k E {1, ... , N} fixo tal que 

nk S l\!l. Então L~-I J(lsupp(xi) I) S EffiM). 

Prnva: Por ( i) temos que 

e como x1 < ... < XN, temos que 

k-1 
L isupp(xi )I = isupp(x1 + ... + Xk-1)1 S lran(x1 + ... + Xk-1)1, 

1 

veja Notação 0.8. Logo, pela Definição 3.14(3) e (ii), temos 

k-1 k-1 
L J(lsupp(xi )I) < L isupp(xi) I S lran(x1 + ... + Xk -1)1 

< f_ ~ s f_ ffiMY. ■ 

Prova do Lema 3.17: Pela Observação 3.15 llxill, Vi E {1, ... , N} e pela 

Afirmação 3.18(a) podemos tomar ni máximo tal que Xi é uma l~+ -média com 

constante 1 + E, Vi E {1, ... , N} e seja k máximo tal que nk S ivl . Então ivl < ni, 

Vi E { k + 1, ... , N}. Este máximo existe e é único pois os ni são máximos e 

n 1 < ... < nN, veja Afirmação 3.20(a) (Se os ni não fossem máximos, k variaria 

para cada escolha dos ni) - E finalmente, pela Afirmação 3.21 

k-1 
L f(lsupp(x i)I) S EffiM). 

1 

Portanto pela Afirmação 3.19 temos 

k-1 M k-1 
L L IIEjxi ll S L f( lsupp(xi) I) S EvÍf(M) S Ej(ivl). 
i=l j=l i=l 

Mas pela Proposição 2.26 e pela Observação 3.15 temos que I:J!f~~ixkll < 
ll xk ll = 1. E como k S nk S M, temos, por (ii), que 

M 

L IIEjxk ll S f(k) S f(l\!I). 
j =l 

Isto mais o Lema 3.10 e o fato de que J- 1
(

6~v) S l\!l implicam que 
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N M k-1 M M N M 

L L IIEjxill - L L IIEj xi ll + L IIEjxk ll + L L IIEjxill 
i =l j=l i=l j=l j=l 

< ,J(M) + f(M) + ,t. y + ,)(1 + 2:) 
< ,J(M) + f(M) +.ÍY + ,)(!+ 2:) 
< Ej(M) + J(M) + N(l + E)(l + 2) 

( 
3N(l + E)) 

< J(lvl) E+ 1 + f(Nl) 

< f(M)[E+ 1 + (l ~ t:)E] 

Mas, veja Notação 0.6, 

Logo 
M M N 

L IIEjxll s; L L IIEjxill s; J(Nl)(l + 2E) . 
j=l j =l i=l 
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Capítulo 4 

Combinação especial, 

comprimento de um intervalo e 

algumas propriedades do 

conjunto J 

Se x* é uma aplicação especial e x E c00 (N), então pela Proposição 2.26(3) 

lx*(x)I :S llxll -

A seguir, vamos definir uma aplicação x* tal que para alguns x E c00(N) vale 

veja o Lema 4.17. Para isto precisaremos de algumas definições. 

4.1 Combinação especial 

Definição 4.1 Seja N E N. Uma combinação especial x" é uma aplicação 

d r """N * d """N 1 12 1 * * , .. A • d d . a J orma L..,i aixi I on e L..,i ai = e x 1 , ... , x N e uma sequencia e a. e. 1 ve;a 

Definição 1.8(e). 

Seja j E J com J satisfazendo a Proposição 1.2. Na próxima definição usare­

mos elementos de A;(X), veja Definição 1.8( a) . 
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Definição 4.2 Sejam N E N, j 1 , ... ,jN E J elementos distintos, ai E R, Vi E 

{1, ... , N} tal que I:r iail2 = 1, x7 E A;;(X) e E1 , .•. , EN uma seqüência qualquer 

de intervalos de N. Então 

N 

x* = L aiEi( x;) será chamada combinação básica especial. 
1 

Logo uma combinação básica especial é uma aplicação em que as seqüências 

especiais usadas para construí-la tem comprimento no máximo 1 (pois só tem um 

x; E A;; (X); um só somando diferente das a.e.d onde cada somando é soma de 

outros somandos e cada um desses últimos está em algum A;(X)). 

Portanto uma combinação básica especial é um caso particular de combinação 

especial. 

As Definições 4.1 e 4.2 serão usadas na prova do 5Q.Passo e do 4Q.Passo do 

Capítulo 5, veja Afirmações 5.85 e 5.69. 

4.2 Comprimento de um intervalo 

Definição 4.3 Sejam J\ll, N EN, x 1 < ... < XM uma S.R.C com constante l + f., 

para algum f. > O. Pela Afirmação 3.18(a) Vs E {1, ... , ivl} :lns E N máximo, 

tal que Xs é um l~+ -média com constante l + f.. Logo, pela Definição 3.1 existem 

Xsl < ... < Xsns tais que 

Xs = Xsl + ··· + Xsns Vp E {1, ... , ns}-

Dado um intervalo qualquer E C N , sejam 

j := fa = max{t E {1, ... , M}: Ext =/ </>}, 

i := iE = min{t E {1, ... , M}: Ext =/ </>}, 

s :=SE= max{k E {1, ... , nj} : Exjk =/ </>}, 

r := rE = min{k E {1, ... , ni} : Exik =/ </>}. 

O comprimento >-.(E) do intervalo E é dado por 
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4.3 Cálculos utilizando a definição de compri­

mento 

Observação 4.4 Sejam lvI E N 1 x 1 < ... < XM uma S.R. C com constante 1 + E, 

para algum E > O e E um intervalo de N. Então À ( E) < M. 

Prova: De fato, pela Definição 4.3, temos 

;\(E) 

■ 

Observação 4.5 Sejam M, N E N e x 1 < ... < XM uma S.R.C com constante 

l+E, para algum E> O. Se E1 < ... <EN e E= uf Ei 1 então I:[:1 À(Ei) < À(E). 

Prova: Se E 1 < ... < EN, E = uf Ei e x 1 < ... < XM, então pela Definição 4.3, 
. . . . 
ZE, = ZE, rE, = rE, ]EM = ]E e SEM = SE. 

Como E1 < ... < EN, temos, de novo pela Definição 4.3, que 

Seja k E {l, ... , N - l}. Vamos achar limitações para :Ek - ~Ek+i . Para isto 
lEk 'Ek+I 

consideremos os dois seguintes casos jEk = ÍEk+i e ]Ek < ÍEk+i. 

1. Se ]Ek = ÍEk+i e já que x1 < ... < XM, então existe Xt com t máximo, tal 

que jEk = t = ÍEk+i portanto nJEk = nt = nis . Como Ek < Ek+i também 
ktl 

temos, neste caso, que SEk :s; rEk+i. 

Concluímos então que 

. . 
se JEk = iEk+1 · 

2. Se ]Ek < iEk+i, então existem Xt < ... < xu com t máximo e u mínimo 

satisfazendo jEk = t portanto nJEk = nt e iEk+i = u assim nisk+i = nu, Conse­

quentemente 

SEk TEk+I _ SEk TEk+I < SEk 1 · 
- - ' se ]Ek < ZEk+I . 

nJE niE nt nu nt nu 
k k+I 
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Mas l < 58
k < 1. Portanto nt - nt -

Coloquemos F = {k: )Ek - iEk+i :S -1 , 1 :S k :S M - l}. Observemos que 

se k (/. F, então -1 < )Ek - iEk+ i. E como )Ek - iEk+i :S O temos que se k (/. F, 

então )Ek - iEk+i = O. Pois, pela Definição 4.3, )Ek e iEk+i são inteiros. 

Agora pelos itens (1) e (2) e as observações acima sobre F temos que 

v= l 

< ).(E)+o+o+ 2)-1)+I:1=>.(E). ■ 
v EF vEF 

Observação 4.6 Sejam ME N) x 1 < ... < XM uma S.R.C com constante 1 + E) 

E um intervalo de N ex= x1 + ... + XNJ . Então IIExll '.S (1 + E) (À(E) + 2- 2M). 

Prova: Seja t E {1, .. . , M}. Como x 1, .. . , XM é uma S.R.C temos que Xt é uma 

t;+ -média, logo 3nt E N tal que Xt = Xn + ... + Xtnt com ll xtull :S 1,;:;l, Vu E 

{1, ... , nt} e llxtll = 1, para alguns Xt1 < ... < Xtn 1 - Pela Afirmação 3.18(a) 

podemos tomar nt máximo. E Pela Afirmação 3.20(a) 

Sejam j := max{ t E {1, ... , l\lI} : Ext =/- cp} . Logo 

Ext = e/> se t > j, 

i := min{t E {1, ... , l\lI}: Ext =/- cp} . Logo 

Ext = e/> se t < i, 
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s := max{k E {1, .. . , nj} : Exjk /. cp} e r := min{k E {1, ... , ni} : Exik /. </;>}. 

Então, pela Definição 4.3 

e como E é um intervalo de N e x1 < ... < XM temos que sei < u < j então 

Mas 

IIE(xt )II = IIE(xn)+ ... +E(Xtn1)II ~ IIE(xn)ll+ .. . +IIE(xtn1 )II, Vt E {1, ... , NI} . 

Logo 

IIE( Xi ) li - IIE(xir ) + •·· + E(xinJ II 

< IIE(Xir ) II + •·· + II E(XinJII 

< llxir li + · · · + li Xin; li 
l+t: < - (ni -r + 1) 
n· i 

e 

IIE(xj)II < IIE(Xj1) + ... + E(Xjs)II 

< 1 + l 
-s. 

nJ 

Portanto 

IIE(x)II = IIE(x1 ) + ... + E(xM)II ~ IIE(x1)II + ... + IIE(xM)II 

- II E(xi )II + IIE(xi+1)II + ... + IIE(xj-1)11 + IIE(xj)II 

- IIE(xi) II + llxi+1II -- -+ ll xj -111 + IIE(xj )II 
l+ t: l+t: < -( ni - r + 1) + { 1 + ... + 1} + -( s) 
ni nJ 

- 1 + t: ( ni - r + 1) + { (j - 1) - ( i + 1) + 1} + 1 + t: ( s) 
ni nJ 

r l+t: . . l+t: 
< ( 1 + l) - ( 1 + l )- + - + (J - Z - 1) (1 + l) + - ( S) 

ni ni nJ 

( . . s r 1 )( ) - J-z+---+- l+t: 
n j ni ni 

_ (À(E) + ~Ju + t:) ~ (À(E) + 2;M )u + t:) . ■ 
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4.4 Duas limitações para I jxj 1 

Observação 4.7 Sejam ME N, x 1 < ... < XM uma S.R.C ex= x 1 + ... + x1w . 

Então 
J'vl 

f(lvl) ~ ll xll ~ M. 

Prova: Sejam i,j E {1, ... , J'vl} e Ei = ran(xi). Então E1 < ... < Elvl, Ei(xi) = O 

sei i- j e Ei(xi) = Xi, portanto Ei(x) = Xi. Mas pela Observação 3.15 llxill = 1, 

logo 

ll xll > ~ IIEi(x)II = ~ ll=ill_ = _J!__ 
- ~ f(lvl) ~ f(lvl) f(M) 

Além disso 

■ 

A Observação 4. 7 será muito útil na prova de que X não contém nenhum 

subespaço isomorfo à c0(N), veja o Capítulo 6 a Observação 6.1. 

4.5 O conjunto J 

Lembremos que existe um subconjunto infinito J= {j1 ,j2 , ... } C N, tal que se 

m,n E J em< n então logloglogloglogn ~ 1000m e f(m) > 10103
, Vm E J, 

veja Proposição 1.2. Agora apresentaremos algumas propriedades de J que serão 

usadas mais para frente. 

Observação 4.8 Se lvl E J então 102º2 ~ M/ f2(lvl). 

Prova: Seja j 1 := min J. Então 

Por ( ii) J2(r) é não decrescente e como 10206 ~ j 1 ~ NJ temos que 

10206 J1 NJ 
--- <-- < -­
!2(10206) - f2(j1 ) - f2(NI) 
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Mas 

1 1 1 1 1 
---=---- > ----=--- >-
!2(10206) log2(10206) - log2(16206) (206.(4)) - lQ3. 

Portanto 
10206 10202 M 

10202 < 103 < J2 (10206) ~ J2(1Vl)" ■ 

Observação 4.9 Sejam A1 E Ji x 1 , ... ,XAf uma S.R.C ex= x 1 + ... +xM. Então 

1 1 -<-­
ll xll - 103º5 . 

Prova: Como M E J, pelas Observações 4 . 7 e 4.8 temos que 

_1_ < f(M) < f(M) = 1 < 1 . 
ll xll - JVÍ - 10202p(M) 10202f(M) - 1020210103 ■ 

Observação 4.10 Se ME J então '1Nf ~ 101o~(M). 

Prova: Pela Observação 4.8 temos 10202 ~ J2(M). Logo 10101 ~ 1'{:J) e portanto 

10101..JM ~ J~)" ■ 

Observação 4.11 10n10102 ~ f(jn)i Vn E N 

Prova: 10110102 = 10103 ~ f(j1), pois 10103 ~ f(j), Vj E J, veja Proposição 

1.2(2). 

Suponhamos que 10kl0102 ~ f(jk)- Então pela Proposição 1.2(1) temos 

Mas 

Logo 

lok+l 10102 __ J (2lQ2(k+l) 10201 ) < ✓1 ( · + 1) J( · ) og2 ~ . og2 Jk+1 = Jk+1 . 
■ 

Observação 4.12 I:~ !Ôn) ~ 10~02 • 
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Prova: Pela Observação 4.11 temos 

Observação 4.13 I:~ Áf;;J ~ 1;s1 < 1. 

Prova: Pela Observação 4.11 temos 

Observação 4.14 Para k, l E J temos que 

1. Se l ~ k então exp exp exp(l) ~ k. 

2. Se k ~ l então k ~ log log log(l). 

Prova: Pela Proposição 1.2(1) temos que 

■ 

1. Se l ~ k então lO00l ~ log log log log log( k). Mas se k < exp exp exp(l) , 

então (ln ln ln k) < l e como log log log( k) < ln ln ln( k) temos que 

loglog(logloglog(k)) ~ loglog(lnlnln(k)) ~ loglog(l) < l000l; absurdo. 

2. Se k ~ l então 1000k ~ log log log log log(l). Mas se log log log(l) ~ k então 

log log(log log log( l)) ~ log log( k) < 1000k; absurdo. ■ 

Observação 4.15 Sejam l, A1 E J e exp( yÍOgt) ~ JVl ~ l. Então l ~ 22
M . 

Prova: Sejam r ~ 256 = 28 e 

~ ~ lnr 
g( r) = V log

2 
1 O - log2 r = V log

2 
1 O - ln 2 · 

Então 
24 24 

g( 28
) = ---;::::== - 8 > ---;::::== - 8 = o' 
✓log2 1 O ✓log2 16 

e 
, 1 1 1 2 1 2 

g(r) = -;====- -- > -===- - = -- - > O 
2✓rlog2 10 rln 2 2✓r log2 16 r 4-/r r ' 

56 



pois r 2:: 28 e 2ln2 = ln22 > lne = 1. Logo, g(r) > O se r 2:: 642
. Portanto 

✓log: 10 2:: log2 r se r > 2
8

. 

Pela Proposição 1.2(2) 10103 S J(j) = ✓log2 (j + 1), Vj E J, logo 10206 S 
log2 (l + 1), portanto 2

10206 S l + l. E então concluímos que 

8 8206 10206 . 
2 = 256 < 618 = 3.206 = log2 log2 2 < log2 log2 2 S log2 log2 J. 

Mas 

Portanto 

log2 logz( l) S expy1ogl S lvf. ■ 

4.6 Uma relação de comutatividade 

Observação 4.16 Sejam y* E X*ncoo(N)J E= ran(y*) ex= LnENbnen E X . 

Então 

(Ey*)(x) = y*(Ex) = y*(x) 

Prova: Se y* = LnEN ane~ e E= {e, e+ 1, ... , d} então y* = r,: ane~ e se n < e 

ou n > d temos an = O, consequentemente 

1. y*(x) = LnENanbn = r,:anbn. 

2. y*(Ex) = y* ( E: bnen) = E: bny*(en) = E: bnan. 

3. (Ey*)(x) = (r,:ane~)(x) = E:ane~(x) = r,:anbn. ■ 

4. 7 Outra limitação para I x* ( x) 1 

Se x* é uma aplicação especial então pela Proposição 2.26(3) lx*(x)I S llxJJ . 
No Lema 4.17 apresentaremos outra limitação para uma combinação básica es­

pecial. Este lema será útil na prova do 4Q.Passo no Capítulo 5, veja Afirmação 

5.70 . 
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Lema 4.17 Sejam l E J, N, ME N e x 1 < .. . < XM uma S.R.C com constante 

~ = 1 + ½ tal que exp( .Jlogl) :::; .M :::; l. Suponhamos que x = x 1 + ... + XM seja 

um W{-vetor com constante 2, para algum l\lJ' 2:: log 111. Seja x* = L~ aixi 

uma combinação básica especial. Então 

* llxll 111 
lx (x)I::; 10100 +4J(M)" 

Para fazer a prova do Lema 4.17 precisamos das 13 afirmações abaixo. 

Afirmação 4.18 Sejam N, 1\11 E N e x* = L~ aixi uma combinação básica 

especial. Então Existem inteiros distintos k1 , ... , kN E J tais que Vi E {1, ... , N}, 

x7 é um intervalo projeção de alguma aplicação em At. 

P e * "\"' !V "' , bº - b , . . 1 t 1 D rova: omo x · = 61 aixi e uma com maçao as1ca especia, emos pe a e-

finição 4.2 que existem inteiros distintos k1 , ... , kN E J tais que Vi E {1, ... , N}, 

x7 = FiYi, onde Fi é um intervalo de N e Yi E At, 3ki EN, isto é, 

x* -i-
Fi (Y71 + · · · + YikJ 

J(ki) 

com y; < ... < Yk; e IIY7s ll::; 1, Vs E {l, ... ,ki}, veja a Definição 1.8(a). ■ 

Seja i E {1, .. . , N}. Daqui para frente nesta seção 

* Fi(Y;1 + ··· + Yik-) 
xi := f (ki) ' ' 

onde Fi é um intervalo de N, y; < ... < Y'íc; e IIY7s11 ::; 1, Vs E {1, ... , ki}, como na 

prova da Afirmação 4.18. 

Afirmação 4.19 Sejam l E J, N, 1\11 E N e x1 < ... < XM uma S.R.C com 

constante ~ = l + ½ tal que exp( .jlogl) :::; M :::; l e x* = L~ aixi uma combinação 

básica especial. Se 3i tal que ki = l I então 

lx7( x) 1 ::; 21\ll / f ( l\lI). 

Prova: Sejam s E {1, ... , l} e Eis = ran(y7s). Então pelas Observações 4.16 e 4.6 

l(FiYis)(x)I l(Fi(Y7s))(x) I = l(FiYis)(Eis)(x) I :::; ll(FiYis) II-IIEis(x) II 

< IIYis ll-llEis(x)II ::; IIEis(x) II::; l(,\(Eis) + 2_ 2M). 
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Se Di = U~=1 Eis então pelas Observações 4.5 4.4 e 4.15, (ii) e o fato de que 

M :::; l temos que 

lx7(x)I 
/Fi(Yl1 + ... + y7t)(x)I l(FiYl1 + ... + Fiy7t)(x)I 

f(l) J(l) 

< l(FiY71 )(x) +JÚt (Fiy7t)(x)I < l(FiY71)(x) I +J°àt l(Fiy7t)(x) I 

3(,\(E;1)+2_2 M) + + 3(,\(E;1)+r2 M) 
< 2 ... 2 

J(l) 

~o=~=l ,,\(Eis))+ (~(Li 2-2M)) 
J(l) 

< ~(,,\(Di)) + ~l2-2
M < ~(,,\(Di)) + ~ 

J(l) - J(l) 

3M + ª < 2 2 

f(l) 
3

M + ª lvl 2111 Jvl 

< 
2 

f(l) = J(l) :::; 2 f(M). ■ 

Afirmação 4.20 Sejam l E J, N, ivl E N e x 1 < ... < XM uma S.R.C com 

constante ~ = l + ½ tal que exp( y1ogl) :::; lvl :::; l ex* = L~ aixi uma combinação 

básica especial. Se :li tal que ki = A1. Então 

lx7(x )I :::; 2M/ J(M). 

Prova: A prova é idêntica à anterior, basta trocarmos l por M. • 
Sejam k 1 , ... , kN como na Afirmação 4.18. Suponhamos que ki tj. {l, M}, 

Vi E {1, ... , N}. Pela Observação 4.14 ki :::; log log log l ou ki 2: exp exp exp l. 

Seja t E {1, ... , ivl}. Como x1, ... , XM é uma S.R.C temos que Xt é uma 

lt+ -média, logo Xt = Xt1 + ... + Xtnt com ll xtu.11 :::; l~e e llxtll = 1, para alguns 

xn < ... < Xtnn :lnt E N. Pela Afirmação 3.18(a) podemos tomar nt máximo. E 

Pela Afirmação 3.20( a) 22
M :::; n1 :::; ... :::; nlvf. 

Sejam i E {1, ... , N} e 

Então Podemos escrever 

Isto será útil nas duas seguintes afirmações. 
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Afirmação 4.21 Sejam l E J, N, ivl E N e x 1 < ... < Xlvf uma S.R.C com 

constante~ = l +½ tal que exp( y'íogl) :S M :S l ex* = L~ aixi uma combinação 

básica especial. Então 

Prova: Pela definição de ti temos que nt; :S ki e pela Definição 3.14(3) segue que 

Jsupp(x1 + ... + Xt; -1)1 :S lran(x1 + .. . + Xt;-1) 1 :S ½~, logo, por (ii) 

lsupp(x1 + ... + Xt; -1)1 :S ft(kJ. 

Seja Yt; := X1 + ... + Xt; -1 = :Z:::::'==1 anen. Então, pelas Observações 3.15 e 2.27, 

temos lanl :S 1, Vn EN. 

Pela Observação 2.28 Jl en ll = l. Agora, como yf < ... < YÍ.; e 11Yls 11 :S 1, 

Vs E {1, ... , ki}, temos que IYf(en) + ... +YZ/en)I :S ll(en)II, pois no máximo existe 

um r E {l, ... ,ki} tal que IY;(en)I-=/ O. Portanto se xT = LnENbine~, então 

Assim temos, para alguns s E {l, ... ,ki} e n(s) EN, que 

logo 

1 
L anb~ I :S L lanb~I :S L(maxlb~l)lanl 
nEN nEN nEN 

llx:ll co L lan l :S llxT ll oo L l = llx7lloolsupp(yt;)J 

■ 

Seja i E {1, ... , N}. Coloquemos 
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Afirmação 4.22 Sejam l E J, N, JVI E N e x 1 < ... < XM uma S.R.C com 

constante ~ = 1 + ½ tal que exp( -JlogI) ~ JVI ~ l e x* = L~ aixi uma combinação 

básica especial. Então 

k; 

1 
"' ( )J {" IISr(Yi)JJ S S } xi Yi ~ sup ~ f(ki) : 1 < •· · < k; • 

Prova: Sejam r E {1, ... , ki} e Eir = ran(y1r). Então, pela Observação 4.16, temos 

■ 

Sejam i E {1, ... , N} e S1 < ... < Ski intervalos de N. Consideremos agora os 

casos ki > J\1 e ki < JVI. Pela Observação 4.14 se ki < lvl, então ki ~ logloglog M 

e se ki > M, então k; ~ exp exp exp M. Estas considerações serão usadas nas 

duas afirmações abaixo. 

Afirmação 4.23 Sejam l E J, N, JVI E N e x 1 < ... < XM uma S.R.C com 

constante ~ = 1 + ½ tal que exp( -JlogI) ~ M ~ l. Suponhamos que x = x 1 + ... + 
M 1 

I N 
XM seja um li+ -vetor com constante 2, para algum M ~ log M ex* = Li aixi 

uma combinação básica especial. Se ki < M, então Jx7(Yi) 1 ~ ~~
1
(

1
( 

Prova: Pela Proposição 2.26 e pelo Lema 3.10 temos 

k; 

L IJS,.(yi)II 
r=l 

< t, 11s,(x)II :S 2(1+ ~)ilxll :S 2(1+ 10:k~)ilxl l 

< 2(1 + 2
10g;:::: JVI) llxll ~ 2(1 + 2)Jlxll = 6JJxlJ, 

logo, pela Afirmação 4.22, concluímos que Jx7(Yi)I ~ ~~1{}J. • 
Afirmação 4.24 Sejam l E J, N, J\1 E N e x 1 < ... < XM uma S .R.C com 

constante ~ = 1 + ½ tal que exp( -/fog1) ~ 11/l ~ l. Suponhamos que x = x 1 + ... + 
XM seja um W{-vetor com constante 2, para algum !VI' ~ log M ex* = L~ aixi 

uma combinação básica especial. Se ki > 11/l, então Jx7(Yi)I ~ 1/-/T[kJ. 
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Prova: Como exp exp exp M < ki, segue que exp exp Jvf < ln k; < log2 ki < 
log2 (ki + 1) = f2(ki) e como expr > (9r/2)4, Vr ~ 100, temos que 

9 

2 J\II < {! exp J\II '.S {! exp exp Jvf :::; víf(kJ. 

Lembrando que ti é o máximo inteiro j tal que ki ~ nj, temos que nt; :S ki < 

nt;+l e pela Afirmação 3.20(b) sabemos nt;+l < nt;+2 < ... < nM. Portanto, pela 

Observação 3.15 e pelo Lema 3.10, obtemos que 

k; k; 

L IISr(Yi)II L IISr(Xt;+1) + •·· + Sr(XM)II 
r=l r=l 

~ M M ~ 

< L L IISr(Xj) II = L L IISr(Xj )II 
j=t;+l r=l 

Logo, pela Afirmação 4.22, temos 

1 *( )1 < { ~ IIS,.(Yi)II s s } < 9J\II < víf(}0 < ~(k·) 
xi Yi - sup ~ f(ki) : 1 < .. < k; - 2f(ki) f(ki) - V }l/\;i J•■ 

Lembremos que Yi = Xt;+l + Xt;+ 2 + ... + XM, veja acima. Claramente as duas 

últimas afirmações implicam que: 

Afirmação 4.25 Sejam l E J, N, J\II E N e x 1 < ... < XM uma S.R.C com 

constante ~ = 1 + ½ tal que exp( y1ogl) '.S Jvf :S l. Suponhamos que x = x 1 + ... + 
XM seja um l~ - vetor com constante 2, para algum JVÍ

1 ~ log Jvf ex* = z~v lliXi 

uma combinação básica especial. Então lx:(Yi) I :S ~ + ~~1
;}~. 

Afirmação 4.26 Sejam l E J , N, M E N e x 1 < .. . < XM uma S.R.C com 

constante ~ = 1 + ½ tal que exp( y1og[) '.S M '.S l. Suponhamos que x = x1 + ... + 
XM seja 1im l~ -vetor com constante 2, para algum M' ~ log M ex* = L~ aixi 

b. ~ b' · · l E t ~ "'Nl"'jf:t; *( )1 < llxll uma com maçao aszca especza . n ao L..ti L..tl~j~NJ xi Xj _ 10101. 
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Prova: Como Yt; = x 1 + ... + Xt;-l temos, pelas Afirmações 4.21 e 4.25, que 

lx{~M x;)I ~ lx: (~x;) +x:(t,x;)I ~ lx: (~x;)I + lx:(t,x;)I 
lx;(yt;) j + lx;(Yi)I ::; ~ + lxf(yi) I 

< 1 1 6llxll 
JHi0 + JHi0 + J(ki). 

Portanto, pelas Observações 4.9, 4.12 e 4.13, temos 

■ 

Afirmação 4.27 Sejam l E JJ N, M E N e x 1 < .. . < XM uma S.R.C com 

constante ~ = l + ½ tal que exp( ylõg1) ::; A1 ::; l. Suponhamos que x = x 1 + ... + 
I I N 

XM seja um l~ -vetor com constante 2, para algum M ~ log JV! ex* = Li aix7 

uma combinação básica especial. Então I::1 jx7(xt;)j2 = I::i1 Lt;=j lx7(xi)j 2
. 

Prova: 

N 

L lx7 (xt;)l
2 

i=l 

i: t;=l i:t; =2 i:t; =Nl 

M 

= L L lx7(xi)l
2

- • i=l t;=j 

Afirmação 4.28 Sejam l E JJ N, JV! E N e x 1 < ... < XM uma S.R.C com 

constante ~ = l + ½ tal que exp( ylõg1) ~ JV! ~ l. Suponhamos que x = x 1 + ... + 
. M

1 
I '\'N XM se1a um li+ -vetor com constante 2, para algum NI ~ log JVJ ex* = L.,i aixi 

uma combinação básica especial. Então Lt;=j lx:( x j) 12 ~ 1. 
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Prova: Como x* = L~ aix: é uma combinação básica especial temos que xr' ... 'XN 
é uma seqüência de a.e.d, veja Definição 4.2. Logo, pela Proposição 2.25, temos 

N 

L lxT(xi)l 2 
::; L lx:(xi)l 2 

::; llxill = 1. 
i=l ■ 

Afirmação 4.29 Sejam l E J, N, NI E N e x 1 < ... < XM uma S.R .C com 

constante ~ = l + ½ tal que exp( y1ogi) ::; NI ::; l. Suponhamos que x = x 1 + 
... + XM seja um l~ -vetor com constante 2, para algum M

1 2:: log NI. Seja 

* '\'N * b. ~ b , . . l E t ~ l "'N *( ) 1 < llxll x = L..ti aixi uma com znaçao aszca especza . n ao L..t i=l aixi Xti _ 10101 . 

Prova: Pelas Observações 4.10 e 4.7 e pelas Afirmações 4.27 e 4.28 segue que 

1 t, a,x/ ( x,.) 1 

N 

< L laix:(xt;) I 
i=l 

< e rc r ~ lal ~ lx7(xt;) l2 

e r ~ Jx:(xt;) J2 

e r ~ ~ IX: (xj)l
2 

< (M r ~1 =v0li 

1 LVI 
< 10101 . f( LVI) 

< llxll 
10101. ■ 

Afirmação 4.30 Sejam l E J , N, LVI E N e x 1 < ... < XNJ uma S.R.C com 

constante ~ = l + ½ tal que exp( y1ogi) ::; M ::; l . Suponhamos que x = x 1 + 
... + XM seja um t1-vetor com constante 2, para algum M' 2:: log M. Seja x* = 
L~ aixi uma combinação básica especial. Então Se ki (Í. { l, LVI}, Vi, 1 ::; i ::; N, 

t ~ 1 ·*( ·)I < llxll en ao x x _ 10100 • 
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Prova: Pelas Afirmações 4.26 e 4.29 temos 

/x'(x )/ = 1 ( t, a;x}x)I 

N 

= 1 ~ a;xi(x)I 

1 
t aix; ( t Xj) 1 

i =l J=l 

< lEll_ ~ = 2H < ~-
10101 + 10101 10101 - 10100 ■ 

Prova do Lema 4.17: 

1. Se ki -=/- l e ki -=/- M, Vi 1 ::; i ::; N então, pela afirmação 4.30, temos que 

lx*(x) 1 < ~ _ 10100 · 

2. Se ks = Nl ou kj = l para alguns s,j E {1, ... N} então pelas Afirmações 

4.19 e 4.20 e pelo item anterior temos que 

lx*(x )I = 1 ta;X:(x)I::; 1 if aix;(x)I + lasx: (x) I + laix;(x) I 
i=l l<i<N 

< 1 if aiX:(x)l+lx;(x)l+lx;(x)I 
l<i<N 

H2_!!!___2_!!!___ 
< 10100 + f(NI) + f(!vl). 
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Capítulo 5 

O lema fundamental 

O objetivo deste capítulo é apresentar a prova do Lema 5.1 que será muito útil 

na prova de que X não contém nenhum subespaço isomorfo à l1 (N), veja Capítulo 

6, Proposição 6.5. f e (i), (ii), (iii), (iv) são a função e os itens, respectivamente, 

da Proposição 1.1. J é um conjunto que satisfaz a Proposição 1.2. 

Lema 5.1 Sejam M E J e x 1 < ... < XM uma S .R.C de comprimento M com 

constante 3/ 2. Então existe uma escolha t: 1 , .. . , EM E {-1, 1}, tal que 

Para provarmos o Lema 5.1 precisaremos da Afirmação 5.2 e da Observação 

5.98, e nestas utilizaremos a Definição 4.3 de comprimento de um intervalo E de 

N. 

Afirmação 5.2 Sejam M E J e x 1 < ... < XM uma S.R. C de comprimento 

M com constante 3/ 2 como no Lema 5.1 . Então existe uma escolha t: 1 , . .. , EM E 

{ -1, 1} , tal que para qualquer intervalo E de N temos 

11 
( 

M ) 11 100,,\ (E)f(Af) 
E ~ liXi < f2(,,\(E)) . 

A prova da Afirmação 5.2 será feita por absurdo através de 6 passos. Supo­

nhamos que a Afirmação 5.2 sej a falsa . Logo, para toda escolha t:1 , ... , EM E 
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{ -1, 1}, existe um intervalo E tal que 

(5.1) 

Antes de apresentarmos os Passos coloquemos as seguintes definições: 

1. lllxlll := sup{lx"(x)I: x" é uma combinação especial}, x E c00 (N). (5.2) 

2. é:= 10-50 _ (5.3) 

Pela Proposição 2.26(3) obtemos que 

11 lxll l :s; llxll, Vx E Coo(N). (5.6) 

Como x 1 , ... , XM é uma S.R.C, claramente temos que t:1x1 , ... , EMXM também é 

uma S.R.C de comprimento Me constante 3/2, V(t:1 , .. . , EM) E {-1, l}M. Obser­

vemos que se pode calcular o comprimento À de cada intervalo E com qualquer 

uma das S.R.C anteriores, obtendo-se o mesmo valor. Isto nem sempre acontece. 

12-PASSO. Sejam !VI E J e x1 < ... < XM uma S.R.C de comprimento !vl 

com constante 3/2 como no Lema 5.1. Então existe um intervalo AC {1, ... , !vl} 

de cardinalidade N satisfazendo 

N ~ 20exp( y'logM) 

tal que, com probabilidade maior ou igual a 1/ !v/2 sobre {-1, 1 }IAI, as seguintes 

afirmações são verdadeiras. 

1. Ili ~ iEA éiXi)lll 2:: (1- t:) 11 ~iEA éiXi)II V (1 - t:)
10

~~~~/)-

2. Para c~da subintervalo B C A, temos li ~iEB EiXi) li < 100 1JJ{1~,?-
Antes de enunciarmos o 2Q.Passo, introduziremos algumas notações. Sejam k 

o menor inteiro maior que log N, isto é, k - l :s; log N :s; k e B 1 < ... < Bsk 

subintervalos de A, com A como no lQ.Passo, tal que (1- t:)i :s; IBil :s; (1 + t:)i 
para todo i E {1, ... , 5k}. Notemos que existem inteiros entre (1-t:)~~ e (1 +t:)i, 
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pois ½ < E {1 ( E = 10-50
) e nos números reais toda bola de raio maior que ½ 

contém um número inteiro (centro N/5k) . Sejam 

e 

Vi= L EjX j, Vi E {1, ... , 5k} 
jEB; 

r k 

Ur = L Vi, \/ E { 1, .. . , 5}. 
(r-l)k+l 

Logo os U r e os Vi dependem do {cj: j E A} . 

22.PASSO. Sejam M E J e x1 < ... < XM uma S.R.C de comprimento M 

com constante 3/2 como no Lema 5.1. Então existe uma escolha de éj E {-1, 1}, 

com j E A tais que 

111

5 

Ili lOONf(ivl) ~ 17,.u,. > (1 - 2E) f2(N) , para cada escolha de 7]1, ... , 775 E { -1, 1} 

e também tais que 

20Nf(M) 
llvill::;(1+3E) f2(N)k, ViE{l, ... ,5k}. 

Fixemos um escolha de éi E { -1, 1} com i E A satisfazendo as condições 

do 22.Passo, isto é, u 1 , ... , u 5 e v1 , ... , v5k são agora vetores fixos. Também seja 

r E {1, ... , 5}. 

Coloquemos a := (1 - 22E)20~{f;/. É possível mostrar, veja as Afirmações 

5.62 e 5.63, que existem combinações especiais x* e y * com 

tal que 

e 

tal que 

n 

* ~ * X = L...t a i Xi, para algum n E N 
i=l 

m 

y* = L bjyJ, para algum m E N 
j=l 
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Temos quatro possíveis casos de sinais para números reais x* ( u 1 + u 2 + u3 + 
u4 + u5 ) e y*( u1 + u2 - u3 + u4 + u 5 ) a considerar. Analisaremos o caso no qual 

ambos são positivos, isto é, 

e 
" 1 + 3t: 

5a < y ·(u1 + u2 - U3 + U4 + u5) < 5a---. - - 1 - 22t: 

Os outros casos são semelhantes. 

Definamos agora medidas de probabilidadeµ e v sobre {l, ... ,n} e {1, ... ,m} 

por µ(A) = LtEA a; e v(B) = LsEB b;, onde 

e 

e 

n 

at E { a1, ... , an} com x* = L aix; 
1 

m 

bs E {b1, ... , am} com y* = L bjyJ. 
1 

3Q.PASSO. Seja o=~- Então existem 

C e {l, ... ,n} com µ(C) ~ 1-5o 

D e {1, ... ,m} com v(D) ~ 1- 5o, 

tais que Vi E C, Vj E D e Vr E {1, ... , 5} temos 

e 

Para o 4Q_Passo voltamos a lembrar que x* = z; aix; e y* = z; biyJ são 

combinações especiais. Logo cada x; é da forma (para algum Ei intervalo de N) 

para alguma seqüência especial 
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E cada yJ é da forma (para algum Fj intervalo de N) 

Fj(yJ1 + ... + yJq
1

) para alguma seqüência especial 

Sejam i E C e j E D como no 3Q_Passo . Escolhamos 

ki E {1 , ... ,p;} o menor inteiro tal que ran(x7kJ n ran(u5 ) =J <p. 

Então 

Definamos 

Analogamente coloquemos 

lj E {1, ... , Qj} o menor inteiro tal que ran(yJ1) n ran( u5 ) =J <p. 

Então 

Definamos 

Sejam C2 o complementar de C1 e D2 o complementar de D1 . Isto é, C2 = 
{1, .. . ,n} - C1 e D2 = {1, ... ,m}- D1. 

e existe uma bijeção 

tal que para cada i E C3 os aplicações especiais U5 x1 e U5 yJU5 y;(i) são não 

disjuntos, isto é, admitem conjuntos associados não disjuntos. 
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Por último, lembrando a Notação 0.8 de que ran(x) e o menor intervalo de N 

contendo o suporte de x temos 

62-PASSO. Sejam M E J e x 1 < ... < XM uma S.R.C de comprimento M com 

constante 3/2 como no Lema 5.1 e seja também V = ran(u2 + u3 ). Sei E C3 , 

então ½• = Vy• . 
' q,(i) 

Agora vamos apresentar as provas dos passos acima mencionados. 

5.1 1 ºPasso. 

Sejam ivl E J e x 1 < ... < XM uma S.R.C de comprimento M com constante 

3/2 como no Lema 5.1. Então existe um intervalo AC {1, ... , M} de cardinalidade 

N, satisfazendo 

N ~ 20 exp( ✓log M) 

tal que com probabilidade maior ou igual a 1/M2 sobre {-1,l}IAI as seguintes 

afirmações são verdadeiras. 

1. Ili L i EA éi X i )III ~ (1 - t:)11 LiEA liXi)II V (1 - t:)
10

~~~~[)-

2. Para cada subintervalo B C A, temos 11 LiEB li Xi) 11 < 100 1JJ{
1
~/ . 

Para fazer a prova do 12.Passo precisaremos de vários resultados auxiliares. 

As Afirmações mais importantes são as 5.3 e 5.26. O item (2) será provado na 

Afirmação 5.35. E o item (1) será provado na Afirmação 5.38. 

Na Afirmação 5.3 utilizamos as definições dadas pelas equações (5.3) e (5.4). 

Afirmação 5.3 Sejam ivl E J e x 1 < ... < XM uma S.R.C de comprimento M 

com constante 3/2 como no Lema 5.1. Então Vc E {-1, l}M existe um único 

intervalo de N ("minimal") 1 que também chamaremos E1 tal que 

II E ( )li lOOÃ(E)f(M) 
X é ~ j2(Ã(E)) . 

Prova: Sejam 

C = { E intervalo ele N: II E ·( )li > lOOÃ(E)f(ivl)} 
X é - J2(Ã(E)) e B = {IEI : E E C}. 
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C 1- </> por hipótese. Logo B 1- </> e B C N, portanto B tem um elemento mínimo 

b. Se IE1 1 = b = IE2 1 então comparamos min(E1) com min(E2) e tomamos como 

intervalo minimal aquele para o qual o mínimo é menor. ■ 

No que segue E denotará o único intervalo de N satisfazendo a afirmação 

anterior. Agora nosso objetivo é provar a Afirmação 5.9. Esta afirmação e a 

Afirmação 5.26 implicam a Afirmação 5.35, isto é, o item (2) do 1 Q.Passo. 

Afirmação 5.4 Sejam ME J e x1 < ... < XM uma S.R.C de comprimento M 

com constante 3/2 como no Lema 5.1 . Então IIEx(e:)11 ~ (3/2)>-.(E) + 2. 

Prova: Pelos comentários que seguem a equação (5.6), temos que t:1x 1 , ... , lMXM 

é uma S.R.C com constante 3/2 = 1 + 1/2, logo basta aplicarmos a Observação 

4.6. ■ 

Afirmação 5.5 Sejam M E J e x 1 < ... < X M uma S.R .C de comprimento M 

com constante 3/2 como no Lema 5.1. Então 20 exp( Jlog 1'1) ~ >.( E). 

Para fazermos a prova da Afirmação 5.5 necessitaremos das três observações 

abaixo. 

Observação 5.6 Seja ME J. Então 20exp(JlogM) ~ M . 

Prova: Como l\ll E J satisfaz a Proposição 1.2, temos que 202 < 1'1, isto é, 

2 ln 20 < ln M, portanto 

Logo 

lnM 
ln 20 + ✓log NI < ln 20 + logl'1 = ln 20 + ln 10 

ln 1'1 
< ln20 + -

2
- < lnM. 

20 exp ( .JlogM) exp(ln 20) exp( ✓log l\lI) 

exp(ln 20 + ✓log 1'1) 

< exp(ln l\lI) = 1'1. 
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Notemos que pela Observação 5.6 existe algum inteiro N tal que 20 exp(-jlog JV!) 

~ N ~ NI. Isto mostra que é possivel encontramos um conjunto da cardinalidade 

exigida no 1 Q.Passo. 

Observação 5.7 Se n > 2, n EN e r ~ 2n, r E R . Então v'r + l < ~-

Prova: Se n ~ 2 então {1/2n + 1 < 2. Portanto f (2n) > O, onde 

Mas 

Logo 

f(r) = ~ - yÇ"+T_ 
n 

, 1 1 1[ 1 ] fr=-- =-1- >0 
( ) n n~(r + l)n-1 n V(r + l)n-1 · 

yÇ°+T < ~ Se r > 2n e n > 2. 
n ■ 

Se À(E) > 40 então pela Observação 5.7 com n = 20 temos 2{f À(E) + 1 < 
>.;~). Isto será útil na prova da Afirmação 5.5. 

Observação 5.8 Sejam NI E J e x 1 < ... < XM uma S.R.C de comprimento NI 

com constante 3/2 como no Lema 5.1. Então À(E) > 40. 

Prova: Como M E J temos, pela Proposição 1.2, 10103 ~ f(NI). Pela equação 

(5.1) e pela Afirmação 5.4 temos 
1º~;~~uwn ~ IIEx(é) II ~ (3/2)À(E) + 2, logo, 

por ( i), segue que 

l00À(E)l0103 < lO0À(E)f(M) 

portanto 

Isto é, À(E) > 40. 

< (3À;E) + 2)!2(À(E)) 

< (3À;E) + 2) À2(E), 

10105 < 3À(E) + 2. 
- 2 
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Prova da Afirmação 5.5. Pela Afirmação 5.4 e pela equação (5.1) temos 

Logo 

portanto 

l0O>.(E)J(M) 3>.(E) 
2 

3>.(E) ,\(E)_ 7>.(E) 
J2(>.(E)) < 2 + < 2 + 2 - 2 . 

28✓log M 28✓log M 2 ✓l ~ ,,-
< fF7i = 8 og2lv1 J½ yiog2 

< 2s✓~lo-g2-(M_+_l_) = 28J(M) 

< 200~(M) < f 2(>.(E)) 

= l (>.(E) ) = log(>.(E) + 1) 
og2 + 1 ln 2 ' 

log(,\(E) + 1) 
40~ < 28V3Jlog M < l , 

n2 
consequentemente 

Jlog M < ln(>.(E) + l) _ ln(>.(E) + 1) 
20.2 ln 2 20 ln 22 

ln(>.(E) + 1) ln(>.(E) + 1) 
< 20 ln e 20 

logo pela Observação 5. 7 com n = 20 e r = ,\( E) > 40, pois pela Observação 5.8 

>.( E) > 40, temos 

exp( 0ogAf) < exp cn(,\(:j + l)) 
- exp(ln( 2y'>.(E) + 1)) 

-
2{i>.(E) + 1 

< >.(E) 
20 

Para a próxima afirmação lembremos a equação (5.2), isto é: 

lll xlll := sup{lx*(x)I : x* é uma combinação especial}. 

li 

Afirmação 5.9 Sejam ivl E J e x 1 < ... < XM uma S.R.C de comprimento M 

com constante 3/2 como no Lema 5.1. Então IIEx(t:)11 = IIIEx(t:)111-
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Para fazermos a prova da afirmação 5.9 necessitaremos das três observações 

abaixo. 

Observação 5.10 Seja y E X . Então a= IIIYlll 1 onde 

{ ( 

m ) 1/2 

a= sup ~ lx:(y) I : xi, ... , x;;, são a.e.d sobre X, 

Prova: Sejam xi, ... , x~ uma seqüência de aplicações especiais disjuntas, b 

(xi(y), ... ,x~(y)) e e= b/llbll12 = (c1,••·,cn)- Logo I::,1 e;= 1 ex* = I::,1 CiXi 

é uma seqüência especial. Mas 

lx*(y)I = 

logo a~ IIIYIII-
Seja agora x* = I::,1 cixi outra combinação especial qualquer, isto é, m EN, 

I::,1 e; = 1 e xi, ... , x~ uma seqüência de a.e.d, veja Definição l.8(e),. Então 

pela desigualdade de Cauchy-Schwarz temos 

portanto IIIYIII ~ a. 

m 

i=l 

< ( t. lc;l'r ( t. lxi (Y)l'r 

( t.1x;(y)l 2
) 

112 

Observação 5.11 Seja x E X. Então 

{ 
~ IIEix ll } { ~ IIEixll } 

sup 7 f(N) : E1 < ... < EN = max 7 f(N) : E1 < ... <EN . 

Sejam H = ran(x) e n = IHI. Então existem a, d E N tais que 

H = { e, ... , d} = { e, e + 1, ... , e + n - 1} . 

■ 

Seja F C H em = IFI. A prova da Observação 5.11 será conseqüência dos 

quatro seguintes itens. 
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Observação 5 .12 

max 

max 

Prova: Seja t E E e t (/. ut Ei. Então ocorre sómente um dos seguintes casos 

Em cada um desses casos definimos respectivamente 

Em qualquer caso temos pelo Teorema 2.20 

Portanto 
N N 

L IIEixll ~ L IIGixll-
1 

Como E é um intervalo finito podemos adicionar um termo t por passo ( tro­

cando Ei por Gi antes de cada novo passo) até chegarmos em 

■ 

Mostramos, na Observação 5.1 2, que os casos importantes a considerar em 

{ t IIE,xll / f(N) : E1 < ... < EN} 
1 
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1. Existem n - ( m - 1) intervalos de comprimento m em H. 

De fato, seja FC Hem= IFI, logo F = {a,a+ l, ... ,a+ m-1}. Como 

FC H então e~ a e a+ m - l ~e+ n - l assim e~ a ~e+ (n - m), 

portanto a tem n - m + l = n - ( m - 1) opções (isto também mostra que 

a e m determinam F). 

2. Existem no máximo n 2 intervalos F em H. 

De fato, consideremos a seguinte tabela: 

Comprimento de F ..... Número de intervalos com esse comprimento 

l. ..... .. ......... : ..... .. ................. n- (1-1) = n; 

2 ...................................... .. .. n-(2-l)=n-1; 

3 ... ................................ ...... . n - (3 - 1) = n - 2; 

n .......... ....... ... ... ................ ... n - (n - 1) = 1. 

Logo existem n(n
2
+1) intervalos e n(n

2
+1) ~ n 2 • 

3. Se Ej(x) = O e E1 < ... ~ Ej ~ ... <EN, então como fé crescente temos 

que 

com 

4. Prova da observação 5.11. 

O item (3) mostra que sómente precisamos considerar os casos E1 < ... < 
EN com Ei n H-=/ cp para todo i, 1 ~ i ~ N (como supp(x) é finito então 

existe um N máximo tal que EN n H-=/ O). 

O item (2) mostra que o número desses casos é finito. Portanto podemos 

trocar sup por max. ■ 

Na Observação 5.12 vamos melhorar o resultado anterior. Seja x E X com 

ran(x) CE, onde E é um intervalo de N. 
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são aqueles para os quais Ei n ran(x) =/= cp. Agora, como Eix = (Ei n ran(x))(x), 

segue que os casos que precisamos considerar são aqueles em que 

Einran(x)=/=</> e EiCran(x). 

No que segue vamos supor que a Afirmação 5.9 seja falsa e usando a 

Proposição 5.20, a Observação 5.21, a Proposição 5.24 e a Observação 5.25 vamos 

obter uma contradição. 

Proposição 5.13 Sejam M E J e x 1 < ... < XM uma S.R.C de comprimento 

M com constante 3 /2 como no Lema 5.1. Então para algum k E N existe uma 

seqüência de intervalos F1 < ... < Fk satisfazendo Uf Fi = E tal que 

Prova: Pela Proposição 2.26 temos 

IIEx(E) II = IIEx(E)II= V 

{ 
~ IIFiEx(E) II k > 2 sup ~ f ( K) : _ , 

sup { ( t lx;(Ex(e)) I) 

2 

: x;, ... , x;;. são a.e.d sobre X , m EN}· 

Mas pela Observação 4.4, por (ii) e pela equação (5.1), temos 

100>.(E)f(M) 
IIEx(E) II = = 1 < 100:::; J2(>.(E)) :::; IIEx(E)II. 

Mais ainda, pela Observação 5.10 segue que 

IIIEx(ellll = sup { ( t IX:(Ex(e))I) 

2 

são a.e.d sobre X, 

Como estamos supondo que IIEx(E) II =/= IIIEx(E )III, pela Observação 5.12, pela 

Proposição 2.26 e pela Proposição 2.26 temos 
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I IEx(t:)11 
K 

{ "°' IIFiEx(t:)1 1 k > 2 
sup ~ J(I<) : _ , 

1 

{ 
~ IIF;Ex(t:) 11 

max ~ J(I<) : k 2'. 2, 
1 

~ IIF;Ex(t:) II para alguns Fi < ... < Fk e 
~ J(I<) 

~ IIF;x(t:) 11 
~ para alguns Fi < ... < Fk e 

1 f(I<) 

Daqui para frente, neste passo, 

k 2: 2. 

■ 

indicam respectivamente aquele inteiro e aqueles intervalos relativos a 

Proposição 5.13. 

Proposição 5.14 Sejam l\ll E J e x 1 < ... < XM uma S.R.C de comprimento M 

com constante 3/2 como no Lema 5.1. Então L; >.(Fi) :S >.(E). 

Prova: Basta usarmos a Observação 4.5. ■ 

Prova: Basta lembrarmos a Observação 4.6. ■ 

Proposição 5.16 Sejam ME J e x 1 < ... < XM uma S.R.C de comprimento M 

com constante 3/2 como no Lema 5.1. Então k :S J-1(61\ll/E). 

Prova: Se J- 1 (61\ll /E) < k, então pelo Lema 3.17, segue que 

mas pela Observação 4.4, por (ii), pela equação (5.1) e pela Proposição 5.13 

k "°' IIF;x(t:) 11 = IIEx(t:) 11 > 100 
~ f(k) . 

1 
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Observação 5.17 Sejam ivl E J e x 1 < ... < XM uma S.R.C de comprimento 

LVI com constante 3/2 como no Lema 5.1. Então J- 1 (6M / t) < 236M21010º. 

Prova: Seja y = J- 1 (61vl/t). Então f(y) = 1g~0 • Logo 

■ 

Observação 5.18 Sejam ivl E J e x 1 < .. . < XM uma S.R.C de comprimento 

JV[ com constante 3 /2 como no Lema 5.1. Então 

Prova: Sejam r 2:: 216 e g(r) = (r - 1) - 2log2 r - 4.102. Então 

g(216
) = (216 

- 1) - 2.16 - 4.102 > 104 
- 2.16 - 4.102 > o 

e g'(r) = 1- rl! 2 > O, logo 2log2r + 4.102 < (r - 1), portanto 

log2(36M2 10100 + 1) < log2(M2 101º2
) < log2 (M216102

) 

log2LVf2 + log2 l6102 = 4.102 + 2log2M 

< lvf - l = (M - l)log22 = log22M-l . 

Isto é, 

36M2 1010º + 1 < 2M-l = 2112~-l 

< 2 ~ ( 2 ll_f - 1) = 2M - 2 ll_f • 

Logo 

2~ < 2M - 36M2 101ºº - 1. 

Agora pela Proposição 5.16 e a Observação 5.17 concluímos que 
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Proposição 5.19 Sejam !VI E J e x 1 < ... < XM uma S.R.C de comprimento M 

com constante 3 /2 como no Lema 5.1. Então 

k k 

L IIFix (E)II :S L)l + 1/2)(,~(E) + 2-2 '1). 
1 1 

Prova: Basta aplicarmos as Proposições 5.15 e 5.14 e a Observação 5.18. ■ 

Proposição 5.20 Sejam ME J e x 1 < ... < XM uma S.R. C de comprimento M 

com constante 3/2 como no Lema 5.1. Então 

M 
3
2>. + ~2-22 100.,\(E)f(iVl) 100.,\(E) 

f(k) > f2(.,\(E)) > f(.,\(E)). 

Prova: Pela Observação 4.4 e por ( ii) temos 

100.,\(E)f(M) 
f2(.,\(E)) 

100.,\(E) f(M) 100.,\(E) 
f(.,\(E)) f(.,\(E)) > f(.,\(E)). 

Agora basta usarmos as Proposições 5.19 e 5.13 e a equação (5.1). ■ 

Observação 5.21 Sejam ME J, x 1 < ... < XM uma S.R.C de comprimento M 

com constante 3/2 como no Lema 5.1 e (.,\(E)) 1l100 :S k. Então 

Prova: Como 10
~ :S k, segue que .,\(E) :S k100

. Logo por (ii) 

portanto 

f(.,\(E)) < f(k 10º) = ✓log2 (k 1 ºº + 1) 

< ✓log2 (k + 1) 100 

10✓log2 (k + 1) = lOJ(k), 

f(.,\(E)) < lü. 
f(k) . -

E consequentemente 

f(.,\(E)) ( 3.,\(E) + r 211 ) < 10(3.,\(E) + ~.,\(E)) < 100.,\(E). 
f(k) 2 2 2 ■ 
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Observemos que a Proposição 5.20 e a Observação 5.21 causam uma con­

tradição se 

Agora vamos procurar uma contradição para o caso 

(>.(E))l/100 2 k 2 2. 

Isto mostraria que a Afirmação 5.9 é verdadeira. 

- Ã(E) "k Ã(F;) 
Observaçao 5.22 f2(Ã(E)) :s; L.,1 f2(Ã(F;))J(k) · 

Prova: Pela minimalidade de E, veja Afirmação 5.3, sabemos que 

logo 

k k 
lOOJ(M)>.(E) < IIE ( )li="""' IIFix(é) II """'lOOJ(M)>.(Fi ) 

J2(>.(E)) - x é ~ f(k) < ~ J2(>.(Fi))f(k)' ■ 

Proposição 5.23 f(k)f2(>.(E)/k) < f2(>.(E)). 

Prova: Pela Observação 5.22 temos 

Mas por (iv) G(r) = P(r) é côncava e I:~ ½ = 1, logo pela desigualdade de 

Jensen, veja Proposição 0.23, temos 

• 
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Proposição 5.24 Se 2:::; k:::; (Ã(E)) 1l 100 então f(2)f((Ã(E)) 991100
) < j2().(E)). 

Prova: Como 2:::; k temos por (ii) que J(2) :::; f(k). Mas estamos supondo que 

(Ã(E)) 11100 ~ k, isto é, (>.(E)\ 11100 :::; ¼, portanto 

().(E))99/100 = Ã(E) < Ã(E) 
(Ã(E))11100 - k ' 

logo por ( ii) 

consequentemente pela Proposição 5.23 

■ 

Observação 5.25 j2().(E)) :::; f(2)f2((Ã(E)) 1

9

0

9

0 ). 

Prova: Suponhamos que J(2)f2((Ã(E)) i90
9
0) < j2().(E)). Então, como 3/2 < 

f2(2), temos pela Proposição 5.23 que 

Assim 

portanto 

logo 

disto temos 

99 li 99 -/3 V2 15 

(Ã(E))100 10 < (Ã(E))100 < (Ã(E) + 1) 2 < (Ã(E) + 1)10, 

isto é, 

o que implica 
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Mas isto é falso >.(E) > 40, veja Observação 5.8, pois ~:: = 1~!~~;6 < 20 < 
40 ~ >.(E), logo 4/ 3 < 1{/>:(E). Portanto 

4 10/\(D\ 1+ 1 561 
>.(E)+ 1 < >.(E) 3 < >.(E) 1y >.(E) = >.(E) w < >.(E) soo . ■ 

Notemos que a Observação 5.25 e a Proposição 5.24 também causam uma con­

tradição se 

2 :S k :S (>.(E))l/100_ 

Prova da Afirmação 5 .9. Se supormos que a Afirmação 5.9 seja falsa, então 

pela Proposição 5.20, a Observação 5.21, a Proposição 5.24 e Observação 5.25 

obteremos uma contradição. Consequentemente a Afirmação 5.9 é verdadeira, 

isto é 

IIEx(t:)11 = IIIEx(t:)1 11- ■ 

Agora nosso objetivo principal é provarmos a Afirmação 5.35. Lembremos 

que nas hipóteses do Lema 5.1 temos x1 < ... < XM S.R.C, logo llxi ll = 1, 

Vi E {1, ... , A1}, veja Observação 3.15. Necessitaremos desses elementos de X 

para obtermos o conjunto A do 12-Passo através da afirmação abaixo. 

Afirmação 5.26 Sejam Jv/ E J e x 1 < .. . < XM uma S.R. C de comprimento 

M com constante 3/ 2 como no Lema 5.1. Então A= {s : ran(xs) C E} é um 

intervalo de N . 

Prova: Sejam a= min A e b = max A . 

12.caso . Se a= b então A= {a} . 

22.caso . Se a= b + 1 então A= {a, a+ 1} 

32.caso . Agora suponhamos que exista t, tal que a < t < b. Então Xa < ... < 
Xt < ... < xb, logo maxran(xa) < minran(xt) ~ maxran(xt) < minran(xb) ­

Como a,b E A temos que ran(xa) CE e ran(xb) C E, com E intervalo de N, 

portanto 

{minran(xt), .. . ,maxran(x1)} 

C {min ran(xa), ... , maxran(xb)} Ç E. 
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Assim t E A. Logo em qualquer caso A é um intervalo de N. 

Daqui para frente, neste passo, 

A= {s: ran(xs) CE}:= {a,a + 1, ... , b}, :la, b EN, 

■ 

indica o intervalo de N destacado na Afirmação 5.26. Observemos que A é único. 

Também usaremos a letra A para nos referirmos à projeção: 

M 

L liX i H L l;X; , 

1 iEA 

que usaremos na Observação 5.29. 

Afirmação 5.27 IIIEx(c)III - 2 ~ IIIAx(c)III-

Para fazermos a prova necessitaremos das quatro observações abaixo. 

Observação 5.28 Sejam Jvf E J e x 1 < ... < XM uma S.R.C de comprimento 

M com constante 3/ 2 como no Lema 5.1 e A= {a, a+ 1, ... , b}. Então 

se s ~ a - 2 ou b + 2 ~ s, temos que Exs(c) = <p. 

Prova: Seja 2 ~ i. Suponhamos que E(xa-i(c)) =/:- </>, portanto existe e E E n 
ran(xa-i(c)) e como X 1 < ... < XM temos e~ maxran(xa-i(c)) < min ran(xa-i(c)) 

~ maxran(xa-i(c)) < minran(xa(c)) E E. Lembrando que E é intervalo de 

N, segue que ran(xa-i(c)) = {minran(xa-1(c)), .. . ,maxran(xa-i(c))} C E o 

qual implicaria que a -1 E A= {a, ... ,b}; absurdo. Logo Exa-i(ê) = <p. Seja 

s = a - i ~ a - 2. Então E(xs) = <f>. 

Suponhamos que Exb+;(c) =/:- <f>. Então existe e E E n ran(xb+;(c)), logo 

maxran(xb(c)) E E, agora maxran(xb(c)) < minran(xb+1(c)) 

~ maxran(xb+1(c)) < minran(xb+i(c)) ~ e, portanto ran(xb+1 (c)) C E, em 

particular, implicaria b + 1 E A= {a, .. . ,b}; absurdo. Logo Exb+i(c) = <f>. Seja 

s = b+i ~ b+2. Então Exs(c) = <f>. ■ 

Observação 5.29 Sejam Jvf E J e x 1 < ... < XM uma S.R.C de comprimento 

M com constante 3 /2 como no Lema 5.1. Então 

86 



Prova: Ax(é) = A(I:~ xi(é)) = I:iEA xi(é) e pela Observação 5.28 temos 

Ex(é) = 

E ( t x;(E)) = E( Í: x;+ Xa-1(E) + t x;(E) + Xb+1(E) + t x;(E)) = 
1 1 a b+2 

E ( Í: x;(E)) + E(x 0 _,(,)) + E( t x;(e)) + E(x,+1(E)) + E( t x;(e)) = 
1 a b+2 

b 

O+ Exa-1(€) + E ( L Xi(é)) + Exb+1(é) +O= 
a 

b 

E(xa-1) + L Xi+ E(xb+1) = 
a 

b 

Exa-1(€) + A( Lxi(é)) + Exb+1(é). 
a ■ 

Observação 5.30 Sejam x* uma combinação especial) E um intervalo de N e 

y E X. Então pela Proposição 2. 26 temos 

lx*(Ey)I ~ IIEYII ~ IIYII• 

Observação 5.31 Seja x* uma combinação especial. Então 

lx*(Ex(é)I ~ lx*(Ax(é)I + 2. 

Prova: Como, pela Observação 3.15, llxa-1(é)II = 1 segue pelas Observações 5.29 

e 5.30 que 

jx*(Ex(é)I lx*(Exa-1(é) + Ax(é) + Exb+i(é)I 

< lx*(Exa-1(é))I + lx*(Ax(é))I + lx*(Exb+1(é))I 

< llxa-1(é)II + lx*(Ax(é))I + llxb+1(é)II 

lx*(Ax(é))I + 2. 
■ 

Prova da Afirmação 5.27: Basta tomarmos o supremo na desigualdade 

obtida na Observação 5.31. ■ 
No que segue N indicará a cardinalidade de A. 
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Afirmação 5.32 Sejam !VI E J e x 1 < ... < XM uma S.R.C de comprimento NI 

com constante 3 /2 como no Lema 5.1 . Então 

Para fazermos a prova da Afirmação 5.32 precisaremos da Observação 5.33, onde 

usaremos a Definição 4.3. 

Observação 5.33 Sejam M E J e x 1 < ... < XM uma S.R.C de comprimento 

M com constante 3/2 como no Lema 5.1. Então IAI - 2-2
M ::::; >..(E) < IAI + 2. 

Prova: Lembremos que A= {s: ran(xs) CE}= {a, a+ l, ... , b}, veja Afirmação 

5.26. Seja t E A. Então, pela Definição de S.R.C, segue que Xt = Xt 1 + ... + Xtn., 

para alguns nt E N e Xn < ... < Xtn 1 • 

Sejam i =mínimo{t: E(xt) =/ <P} e j =máximo{t: E(xt) =/ <fa}. Então pela 

Observação 5.29 i = a ou i = a - l e j = b ou j = b + l. 
Sejam r =mínimo{ u E {1, ... , ni} : E(xiu) =/ <P} e s =máximo{ u E {1, ... , nj} : 

E(xju ) =/ <fa}. 

Observemos que a, b E A, isto é ran(xb) C E e ran(xa) C E. Logo j = b 

implicas = nb e i = a implicar = l. 

Como x1 < ... XM é S.R.C temos, pela Afirmação 3.20( a), que 

Lembremos que >..(E)=j - i + :i - ;; , veja Definição 4.3. Logo temos que 

analisar os casos i = a ou i = a - l e j = b ou j = b + l. 

1. >..(E) = b - a+ nb - _.!._ = b - a+ l - _!_ = IAI - l_ Mas 
nb na na na 

2. >..(E)= b- (a -1) + nb - _ r_ = b- a+ l + 1- - 1
• = IAI + (1- _r ) . Mas 

nb na-1 na 1 n 01 

IAI - 2-2M < IAI < IAI + (1 - _r ) < IAI + 2. 
na1 
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4. 

s r 
- (b+l) - (a-l)+---

nb+1 na-1 
s r 

- b-a+l+l+---
nb+1 na-1 

s r 
- IAI +- + (1- -). 

nb+l na-1 

Mas IAI - 2-2
M < IAI < IAI + nb:I < IAI + nb:I + (1 - n:_1) < IAI + 2. ■ 

Prova da Afirmação 5.32. Como N é a cardinalidade de A, temos, pela 

Afirmação 5.27, as equações (5.1) e (5.5), (iv), a Observação 5.33, (i) e Proposição 

1.2 que 

111 Ax (é) 111 > IIIEx(t:)111- 2 = II Ex(t:)11- 2 

> 
100,\(E)f(M) ( IAI - 2- 2M)f(M) 

f2(,\(E)) - 2 ~ 100 f2(1AI - 2-2M) - 2 

> lO0(IAI - 2-2M)f(1Vl) _ 
2 

= lOOIAIJ(M) _ lO0J(M) _ 
f2( 1AI) f2(1AI) (22

M f2(1AI)) 
2 

> IAIJ(M) l0OJ(M) l IA IJ(M) 
10º f2(1A I) - M . J 2 (IAI) - 2 ~ 10º f2(1AI) - lOO.l.l - 2 

= 100 IAIJ(M) - 102 > 100 IAIJ(M) - 102 10103 10-50 
f2(1AI) - f2(1AI) . . 

= 
IAIJ(M) 2 103 IAlf(iVl) 2 

100 f2(1AI) - 10 .10 t > 100 f2(1AI) - 10 f(M)l 

> 100 IAIJ(M) - 102 f(M)EN = 100 IAIJ(M) - 10
2 f(!vI)tN 

J2(IAI) log2(N + l) f2(1AI) f2(N) 

= 
l00NJ(M) l0 2f(M)EN 

f2(N) f2(N) ■ 

Afirmação 5.34 Sejam ME J e x 1 < .. . < XM uma S.R.C de comprimento M 

com constante 3/ 2 como no Lema 5.1. Então 

IIIAx(t:)11 1 ~ IIAx(t:)11- 2 ~ (1 - E)IIAx(t:)11-

Prova: Lembremos que E = 10-50 , veja a equação (5 .3). Agora pela Proposição 

2.26 e pela Observação 5.10 temos 

IIAx(e)I I > sup { ( t lx;(Ax(e))I) 
112

: x;, ... ,x;;, são a.e.d sobre X, m EN} 
= 111 Ax (é) 111 -
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Também pela Afirmação 5.27, a equação (5.1) e a Proposição 1.2 temos 

111 Ax (é) 111 > IIIEx(é)III - 2 = IIEx(é)II - 2 

> 
100>.(E)f(M) 

-2 
J2(>.(E)) 

100 >.(E)f(M) - 2 
log2(>.(E) + 1) 

> lO0J(M) - 2 

> 102.10103 - 2 > 2.105º. 

Como 2 = 2.1O50 t: ( equação (5.3)), pelas Afirmações 5.27 e 5.9, o Teorema 

2.20 e a equação (5.6) segue que 

IIIAx(é)III > IIIEx(é)III - 2 = IIEx(é)II - 2 

> IIAx(é)II - 2.1050 t: 
> IIAx(é)II - t:IIIAx(é)III 
> IIAx(é)II - c::IIAx(é)II -

■ 

Afirmação 5.35 Sejam M E J e x 1 < ... < Xlvf uma S.R. C de comprimento M 

com constante 3/2 como no Lema 5.1. Se BC A é um intervalo de N} então 

IIB ·( )li < lOOJ(NI)IBI 
X é - !2(IBI) . 

Pela minimalidade de E, veja Afirmação 5.3, temos que 

lO0J(M)>.(B) 
IIBx(é)II:::; J2(>.(B)) • 

Mas precisaremos das duas observações abaixo para terminarmos a prova. 

Observação 5.36 Sejam M E J e x 1 < ... < X!vf uma S.R.C Então NI < 
maxran(x1) . 

Prova: Seja ran(x 1 ) = {e, ... , cl} . Então, pela Definição 3.14(2) e pela Afirmação 

3.18 temos que Lvf < 22
M :::; n 1 :::; lran(x i)I = cl - c + l :::; cl = maxran(x1 ). ■ 
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Observação 5.37 Sejam M E J e x 1 < ... < XM uma S .R. C de comprimento 

NI com constante 3/2 como no Lema 5.1 e B C A um intervalo de N qualquer. 

Se max ranB(x 1 ) :::;; ivl1 então B(xi) = O, i = 2, ... , Nl. 

Prova: Pela Observação 5.36 maxran(B(x 1)):::;; M < maxran(x1 ). Logo temos 

que B está contido em ran(xi) e é diferente de ran(x1 ) Como x 1 < ... < XM, 

concluímos que B(xi) = O, i = 2, .. . , M. ■ 

Prova da Afirmação 5.35: Como B C A C {l, 2, ... , M} e B é um 

intervalo de N temos que ranB(xi) C ranB = B. Portanto maxranB(x 1 ) :::;; M, 

logo, pela Observação 5.37, B(xi) = O, i = 2, ... , M, portanto o máximo dos i tais 

que B( xi) =J <p é igual a 1. Agora analisemos os casos. 

12.caso Se B(x 1 ) = O então >-.(B) = O < 1 :::;; JBJ. 

22.caso Se B(x1 ) =J <p então para x 1 = x 11 + ... + x 1n, e para alguns r :::;; s E 

{l, 2, ... , ni} temos que >.(B) = :, - ;, < 1 :::;; 1B1. 

Logo, por ( iv ), 

11
B ·( )li < lOOJ(M)>.(B) < lOOJ(NI)IBI 

x 
6 

- J2(>-.(B)) !2(1B1) ■ 

PROVA DO 12.PASSO Pela Afirmação 5.3, Para cada escolha de é E 

{ -1, 1 }M existe um único intervalo E de N satisfazendo a desigualdade dessa 

afirmação. 

Agora, seja A o único intervalo de N contido em {l, ... , M} obtido através da 

Afirmação 5.26. Isto é, a cada é E {- 1, l}M corresponde um único intervalo 

A:= A(é) E {l, ... , M}. Para concluirmos a prova do 12.Passo basta usarmos isto 

na Afirmação 5.38. 

As Afirmações 5.38, 5.34, 5.32 e 5.35 e a equação (5.5) provam o 1- Passo. ■ 

Afirmação 5.38 Sejam NI E J e x 1 < ... < XM uma S.R.C de comprimento 

NI com constante 3/2 como no Lema 5.1. Então algum intervalo AC {l, ... , NI} 

corresponde pelo menos a i; diferentes é do conjunto { -1, 1 }M 

Prova: Seja é= (E1, ... ,éAf) E {-1,l}M. Então existem 2M de tais é. Seja A(é) 

o único intervalo A E {l, ... , ivl} de N correspondente a é , veja acima. 
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Pelo item 2 da prova da Observação 5.11 onde tomamos E 

ivf = n = IEI, existem máximo M 2 intervalos A em {l, ... , A1} . 

{l, ... ,lvl} e 

Seja NA o número de c's correspondentes a A (dado é A é único, mas A pode 

corresponder a varios é
1 

s). 

Sejam A1 , ... , AM2 todos os possíveis A' s. Então, como existem 2M e' s, segue 

que NA 1 + ... + NAM 2 = 2M, portanto existe i E {1, .. , M} tal que NA; ~ ~. ■ 

5.2 2ºPasso. 

Seja n EN. A seguir introduzimos uma distância no espaço {-1, l}n baseada 

no número de coordenadas diferentes entre dois elementos. Ela é conhecida como 

a distância de Hamming. 

Definição 5.39 Se é, 1 E {-1,l}n então a dist~ncia de Hamming entre é= 

(é1,é2,••·,én) e,=(,1,,2,--·,%) é dada por 

d(é, 1 ) = l{i: éi =J 1i,}I i E {l, ... ,n}. 

Seja n E N, coloquemos [n] := {1, ... , n} e definamos 

onde éi = 1 se i E B e éi = -1 se i rJ B . Como <p é uma bijeção, também 

escreveremos {-1, l}n = 2(nl . 

Para cada r E N definamos 

(3 :={Se [n] : ISI:::; n/2} 

e 

f3r :={Te [n]: IT6SI:::; r, 3S E ,B}. 

Onde T6S = (T n se) u (S n Te), Te é o complementar de T e se é o 

complementar de S. 

Observemos que (3 C f3r e mais ainda, se 1/31 ~ 101, então 
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Suponhamos que n seja par ( o caso n ímpar é análogo). Então l,81 = .E7~~ (7) = 
2n-l e parar S n/2 temos 

Definição 5.40 Seja Y : {-1, l}n ➔ R. Suponhamos que Y é 1-Lipschitz, 

isto é, 

se d(é,,)sl, então IY(é)-Y(,)lsl. 

Seja P a distribuição uniforme sobre {-1, l}n, isto é, P(B) = IBl/2n. 

Sejam uma mediana de Y, isto é 

E seja finalmente 

Como P{é : Y(é) S m} ~ 1/2, temos que 2n-l S 101. Logo l,BI S 2n-l S 101. 
Portanto 

1-Afirmação. Se d(H, Hi) S 1 ( { -1, l}n = 2[nl) e Y(H) S m, então 

Y(H1) S m + 1. 

Prova: Como Y é 1-Lipschitz e d(H, H 1 ) S 1 temos que Y(H1 ) S Y(H) + 1 :s; 

m+ 1. ■ 

2-Afirmação. Se d(H,é) Sr ({-1, l}n = 2[nl) e Y(H) S m, então Y(é) :s; 
m+r. 

Prova: Sejam H := H0 , H1, H2 , •• • , H1• = é tais que d(Hi, Hi+i) S 1, Vi E 

{O, ... , r - 1}. Basta aplicarmos a 1-Afirmação r vezes. ■ 

3-Afirmação. Se Y(é) ~ m + r, então é~ 0r-l ( {-1, l}n = 2[nl). 

Prova: Suponhamos que é E 0r-1 · Logo existe H E 0r- l tal que Y(H) S m e 

IHó.é l S r-1, isto é, d(H, é) S r-1. Então, pela2-Afirmação Y(é) S m+r-1; 

absurdo. ■ 
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Notemos que é 10r se e somente se, d(é, 0) > r, onde 

d(é, 0) = min{ d(é, H) : H E 0}. 

Logo, pela 3-Afirmação temos 

se Y(é) ~ m + r, então d(é,0) > r - l. (* * *) 

Lembremos que se Z e vV então P(Z) ::; P(vV). 

4-Afirmação. P{é: Y(é) ~ m + r} ::; 1 - L~:~::12 
(7). 

Prova: Por ( * * * ), 3-Afirmação, ( **) e ( *) temos 

P{é: Y(é) ~ m + r} < P{é: d(é, 0) > r - l} 

P{é: é 10r-iJ 

1 - P{é: é E 0r-iJ 

< 1-P{é : éE,Br-iJ 

1 - J,Br-1 J/2n 
'-'~-I+n/2 (n) 

1 _ L..,,=O i 

2n . 
■ 

Analogamente, pondo d(é, 0))::; -r no lugar de d(é, 0) ~ r, podemos mostrar 

que 
'-'r-I+n/2 (n) 

p { é : Y (é) ::; m - r} ::; 1 - L..,i=O 2n i . 

Mas, pelo Teorema 0.25 

Em resumo, acabamos de provar: 

Lema 5.41 Seja f: {-1, l}n ➔ R uma função que é 1-Lipschitz com respeito à 

distância de Hamming sobre {-1, l}n, P a distribuição uniforme sobre {-1 , l}n, 

e M uma mediana de f. Então para -o ~ O temos 

P[lf( t:) - MI ~ on] ::; 2exp(-o2n/2). 

94 



Lembremos, equação (5.2), que Vx E c00(N), definimos 

IIJ x JJJ := sup{Jx*(x)J: x* é uma combinação especial}. 

Pela hipótese do Lema 5.1 temos que x 1 < .. < x 1w é uma S.R.C, logo J JxiJ J = 1, 

Vi E {1, ... , M}, veja Obs~rvação 3.15. Antes de enunciarmos o próximo passo, 

introduziremos algumas notações. Sejam 

k o menor inteiro maior que log N (N = JAJ), 

isto é 

k - 1 ~ log N ~ k 

e 

B 1 < ... < B 5 k subintervalos de A, onde A é o conjunto obtido no !!~·Passo, 

tais que 

Agora notemos que existem inteiros entre (1 - f.) i e (1 + f.) i, pois ½ < f. i 
( f. = 10-50 equação (5.3)) e nos números reais toda bola de raio maior que ½ 

contém um número inteiro ( centro N/5k ). Sejam (t:1 , t:2, ... , éM) E {-1, 1 }N, 

e 

Vi= L EjXj para todo i E {1, ... , 5k}, 
jEB; 

rk 

Ur = L Vi para todo r E {1, ... , 5}. 
(r-l)k+l 

Portanto que V1 < ... < Vsk e u1 < ... < tl5 e os Ur e os Vi dependem do 

conjunto { éj : j E A}. 

22.PASSO. Sejam i'VI E J e x1 < ... < XM uma S.R.C de comprimento i'VI 

com constante 3/2 como no Lema 5.1. Então existe uma escolha de éj E {- 1, 1}, 

com j E A tal que 

Ili 5 Ili lOONJ(M) ~ 'f/rUr > (1 - 2E) J2(N) , 
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para cada ("71, .. . , "75) E {-1, 1}5 e também satisfazendo para cada i E {1, ... , 5k} 

20Nf(!vI) 
llvi ll :::; (1 + 3t:) f2(N)k • 

Para fazermos a prova necessitaremos das afirmações abaixo. As Afirmações 

mais importantes são a 5.44 e a 5.50 mas elas não são usadas diretamente na 

"prova do 22.Passo". Na "prova do 22.Passo" usamos as Afirmações 5.49 e 5.56 

que são implicadas pelas Afirmações 5.44 e 5.50 . Nas provas das Afirmações 5.44 

e a 5.50 é muito útil o Lema 5.41. Para poder aplicar o Lema 5.41 precisamos da 

seguinte definição. 

Definição 5.42 Sejam n EN, Y: {-1, l}n ➔ R e d é a distância de Hamming. 

Y é 2-Lipschitz quando satisfaz: 

se d(c::,,):::; 1, então IY(t:) - Y(,)I:::; 2. 

Observemos que se Y é 2-Lipschitz então Y/2 é 1-Lipschitz. Mas por como­

didade vamos usar duas funções 2-Lipschitz, veja Afirmações 5.43 e 5.51. 

Nosso primeiro objetivo é provarmos a Afirmação 5.49 e para isto precisaremos 

de vários resultados auxiliares. 

Afirmação 5.43 Para cada escolha fixa "11, ... , "75 E {-1, 1}5 temos que Ili I::~ "lrurlll 

é uma função 2-Lipschitz sobre {-1, l}IAI_ 

Prova: Sejam é= (t:1,t:2, ... ,t:N),, = (,1,,2,--•,'YN) E {-1,l}N satisfazendo 

d( t:, 1 ) = 1, onde d é a distância de Hamming, isto é, é e I só são diferentes em 

uma única componente, digamos a r-ésima. 

Coloquemos vi(t:) = I::jEB; EjXj onde Ej E {t:1,t:2, ... ,t:N} e vi(,)= LjEB; ljXj 

onde Ej E {,1,,2, ···,'YN}-

Seja agora y* uma combinação especial e coloquemos a= y*(lt:,-lxr)- Então, 

para algum b E R, y*(I::~ "lrur(t:)) = b - a e y*(I::~ "lrUr(,)) = b + a (ou 

y*(I::~ "lrur(t: )) = b + a e y*(I::~ "7,-ur(,)) = b- a). 

Portanto, pela Proposição 2.26 l[ly*(I::~"7r1lr(t: ))I-IY*(I::~"7rU,.(,))l]I = l(lb­

al - lb + al)I :::; 2lal = 2ly*(lt:,.lxr)I :::; 211x,.II = 2. 

Isto prova que Ili L~ "7,. ttr lll é uma função 2-Lipschitz sobre {-1, l}IAI_ ■ 
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Lembrando que P é a distribuição uniforme sobre {-1, l}n do Lema 5.41, 

temos 

Afirmação 5.44 Sejam 111 E J e x 1 < ... < XM uma S.R.C de comprimento M 

com constante 3/2 como no Lema 5.1 e IIII::~77rurlll como na Afirmação 5.43. 

Então 

Para fazermos a prova da Afirmação 5.44 necessitaremos da seguinte observação. 

Observação 5.45 Sejam M E J e x 1 < ... < XM uma S.R.C de comprimento 

M com constante 3/2 como no Lema 5.1. Então 

( 
1 (d00J(M))

2 

) ( 1 ( 5r )
2 

) 
2exp - 2 2Of2(N) N :S exp - 2 2J(N) N . 

Prova: Como 111 E J, pela Proposição 1.2(2) temos que 

ln(M + 1) 
ln 2 

Logo 10100 < ,lln logM, consequentemente exp(lü100) < exp( Jlog M) s N s 
M . Agora por ( iv) temos que 

25r2 N exp(1010º) 
8 f2(N) > 3r2 J2(exp(lü10º)) > ln 2. 

Portanto 
1 ( 5r ) 

2 
1 25r

2 
N 

ln 2 +2 2f(N) N<2f2(N)' 

Como exp(r+s) = exp(r)exp(s ) para todo s,r E R, a funcão exp é crescente 

e exp(log 2) = 2, da desigualdade anterior provamos o que queríamos. ■ 

Prova da afirmação 5.44. Pelo Lema 5.41 e pela Observação 5.45 temos 

que 

p [ (Ili t ry,u,111 - MIII t ry,u,111) > dii;,{}f)l S 

2exp ( - ~('~i~ti:? )' N) S exp ( - ~ Cf~~))' N) ■ 
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Afirmação 5.46 Sejam ME J e x 1 < .. . < XM uma S.R.C de comprimento M 

com constante 3/2 como no Lema 5.1. Então 

Para fazermos a prova necessitaremos da Observação 5.47. 

Observação 5.47 Sejam Jvl E J e x1 < ... < XM uma S.R.C de comprimento 

M com constante 3 /2 como no Lema 5.1. Então 

( 

t,
2

JV ) 1 
exp - ( 40J(N))25k ~ Jvl2 • 

Prova: No começo do 2Q.Passo definimos k tal que k - 1 ~ log N ~ k e pelo 

lQ.Passo, 20exp(✓logl\lI) ~ N ~ M. Logo 

portanto 

> E

2 

exp~~;og l\lI) 2:: 402 Jlog Jvl
6 = 402 [log lvl]3 

40.5.S[log M] 3 = 40.5[log Jvl2) 3 = 5 ln M
2 

s1
ºg2 Jvl

2 

5 log M 2 

ln 10 log2 10 

> ln Jvl2 log2 M
2 .5 log M 2 > ln M 2 log2 ( Jvl + 1 )5 log 1\112 

> ln M 2 log2 (N + 1)5 log N 2 > ln l\l/2 log2 (N + 1)5 log N 

> ln M 2 log2 (N + 1)5[1 log NI] = ln ivl2 f 2 (N)5k, 

Consequentemente 

■ 

P d fi - 5 46 e €2 N €2 N 1 (5€) 2 N rova a a rmaçao . . orno (4of(N))2 sk < (4of(N))2 < 2 (2J(N)) 2 , 

pela Observação 5.47, segue que 

< exp ( - (40f~~)) 2 N) 
< exp ( - (40f~:V)) 2 i) ~ ~2 · ■ 
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Lembremos, equação (5.2), que Vx E c00(N) definimos 

lll xl ll := sup{ lx*(x)I: x* é uma combinação especial}. 

No que segue MY indicará uma mediana de Y. 

Afirmação 5.48 Sejam A1 E J e x 1 < ... < XM uma S.R.C de comprimento M 

com constante 3/ 2 como no Lema 5.1 e Ili L~17ru,.III como na Afirmação 5.43. 

Então 

Ili 
5 

Ili ( t) lOONf(iv!) M ~ 17r Ur 2: 1 - t - 20 J2 ( N) . 

Prova: Como Vi = LjEB; ljXj, Vi E {1, ... , 5k}, Ur = L(;-l)k+l Vi, Vr E {1, ... , 5} . 

com (t:1,êz, ... ,t:M) E {-1,l}N e 771, ... ,775 E {-1,1}5 temos que 

5 

L 17,.u,. = L liXi para alguns (c1 , ... , EN) E {-1, l}N. 
1 iEA 

Mais ainda 

se, e sómente se 

Isto se, e sómente se 

Suponhamos que 

MI 11 
~ 5 111 (1 E.) 100N f(M) E ~ 
L.,i 17,.u,. < - l - 20 J2(N) . ntao 
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...f... lOON J(M) + MI 11 ""'5 111 < (1 - ) 100N f(M) 
20 J2(N) L..,1 'rfrUr E J2(N) , 

logo, pelas Afirmações 5.44 e 5.46, temos 

p [111 L ~ 'rfrUr 111 < MIi I L~ 'rfrUr 111- 2~ lO~~~r)J 

= p [1111 L~'rfrUrlll -MII I L~'rfrUr llll > 2f0 lO~~ir)] < /42· 
Portanto 

P[( ) lOONJ(M) Ili""' . ·Ili] - P[( )lOONJ(M) Ili "°'5 Ili] 1 1- E /2(N) ::; L..,iEA E,X, - 1- E /2(N) ::; L..,l 'rfrUr < M 2 • 

O que uma contradição com o que obtivemos no 1 QPasso . ■ 

Afirmação 5.49 Sejam M E J e x 1 < ... < XM uma S.R. C de comprimento M 

com constante 3 / 2 como no Lema 5.1 e 111 L~ 'r/r Ur 111 como na Afirmação 5.4 3. 

Então 

Prova: Pelas Afirmações 5.48 e 5.44 temos que 

[ 111 
""'5 111 ( f ) 100N f( M) f lOON /(M)] p L..,1 'rfrUr < 1 - E - 20 j2(N) - 20 /2(N) ::; 
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P[MIII I::~77rUrlll + 2~ < Ili I::~77,.u,.III] = 

p [ 1 1 1 1 L~ 171• Ur 111 - M 1 11 L~ 7lr U,. 111 1 > 2f0 
10~~¼~)] < 

■ 

Nosso objetivo agora e provar a Afirmação 5.56, que junto com a Afirmação 

5.49 implican o 22.Passo. 

Afirmação 5.50 Sejam ME J e x 1 < ... < XM uma S.R.C de comprimento M 

com constante 3 /2 como no Lema 5.1. Então 

[ 
2 N f(M)] ( ( t: ) 

2 N) p llvill > (1 + t:) 1005k f2(ff) ~ exp - 40f(N) 5k . 

Para fazermos a prova necessitaremos de quatro resultados preliminares. 

Lembremos, veja o começo desta seção, que (1- t:) ~ ~ IBi l ~ (1 + t:) ~~ e que 

x1 < ... < XM S.R.C Em particular, ll xi ll = 1 Vi E {1, ... , M}, veja Observação 

3.15. 

Afirmação 5.51 Sejam Jvf E J e x 1 < ... < XM uma S.R.C de comprimento M 

com constante 3/2 como no Lema 5.1. Então llvill = 11 LjEBi ljXjll é uma função 

2-Lipschitz sobre {-1, l}IBd_ 

Prova: Sejam é= (é1,E2, ... ,é1Bd) ,, = (,1,,2, ... ,,1Bd) E {-1,l}IBd satisfazendo 

d( é,,) = 1, onde d é a distância de Hamming, isto é, é e , só são diferentes em 

uma única componente, digamos ar-ésima. 

Coloquemos vi(E) = LjEB; ljXj, onde lj E {é1,é2, ... ,é lBd} e vi(,)= LjEBi ljXj, 

onde lj E {,1,,2, ... ,,IBd}-

■ 

Observação 5.52 Sejam M E J e x 1 < ... < XM uma S.R.C de comprimento 

ivl com constante 3/2 como no Lema 5.1. Então 

( 
1 (d00f(M))

2 

) ( ( t: 1 )
2 N) 2 exp - 2 20f2( 1Bi l) IBil ~ exp - 40 J(N) 5k · 
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Prova: Como por hipótese 

temos, por (iv), que 

Logo é suficiente mostrarmos que 

Claramente 

Agora 

se, e somente se 

e claramente esta desigualdade é verdadeira, pois pela de definição de k, veja o 

começo desta seção, k - 1 ::; log N ::; k e pelo 12.Passo, como N = IAI, N > 
20expJlog.i\lI com .i\lI E J, segue da Proposição 1.2, que f(M) > 101º3 . ■ 

Observação 5.53 Sejam M E J e x 1 < ... < XM uma S.R. C de comprimento 

NI com constante 3 /2 como no Lema 5.1. Então 

Prova: Como por hipótese (1 - E);1,_::; IBil::; (1 + E)~~' temos, por (iv), que 

Agora pelo Lema 5.41 com IBil = n, a Afirmações 5.43 e 5.51 e a Observação 

5.52 segue que 
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■ 

Observação 5.54 Sejam M E J e x1 < ... < XM uma S.R. C de comprimento 

M com constante 3 /2 como no Lema 5.1. Então 

Prova: Pela Afirmação 5.46 temos que exp ( - (4of(2:i)2sk) ~ J2. Logo, pela 

Observação 5.53, concluímos que 

Mas, por hipótese (1 - t)i ~ IBil ~ (1 + t)i, logo, por (iv) 

IBil < N (1 + t)ff (1 + t)ff 
f2(1Bil) - 5k !2((1 + t)i) < P(i) ' 

assim 
IBil N f(M) 

lOOJ(Af) f2(1Bil) ~ (1 + t)lOO 5k f2(ft)' 

portanto, pelo item (2) do 1 Q.Passo, temos 
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Mas 

se, e somente se 

ou 

Suponhamos que 

Então 

Consequentemente, pois 

1 + t: < 1 + t: + t:/10 - t:/20(1 + t:) [t: = 10-50], 

temos 

Portanto (1 +E+ t:/10)100i ;\
1!\ ;::: Mjjvill-
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Prova da Afirmação 5.50. Pela Observações 5.54 e 5.53 temos, pois 1 + 

f_ + E/10 + 2f0(1 + E) < 1 + f_ + f_ + f.
2 = (1 + E) 2

, que 

P [ilvi ll > (1 + E)2100~ ; 2\~))l :::; 
P [llv;II > (!+d c/10)100 i J,<([l)) + 2~ (! + ,)100; J,\~)l '.Ô 

p [11v;II > Mllvdl + 2~ {!+ ,)100; J,\1)] :S 

[ 

E Nf(A1)] 
P llvi ll > Mllvill + 20 (1 + E)lOO Sk J2(iJ + 

[ 

f_ N f(M)l 
P llvill < Mllvdl- 20 (1 + E)100 5k J2(fiJ = 

P [I llv;I I - Mllv;III > 2~ (1 + ,)100 i J,\1)] < 

exp ( - Cof~Ns 5:) 
Ob ~ 5 55 (l+f)2 < (1+3f) servaçao . J2(t[.) _ J2(N) • 

■ 

Prova: Coloquemos a:= (1 +3E)/(l + E) 2
. Como, equação (5.3) , E= 10-50 temos 

a > 1. Lembremos que f(r) = ✓log2 (r + 1), veja Proposição 1.1. Portanto 

temos que demonstrar que (N + 1)(5k)ª :::; (N + 5k)ª. Pela definição de k, 

veja o começo desta seção, k - 1 :::; log N ~ k e pelo 12.Passo, como N = IAI, 
N 2: 20exp ✓logM com ME J, segue pela Proposição 1.2 que f(M) > 10103 . E 

Claramente (r + 1)(5logr)ª ~ (r + 5logrt se a> 1 e r 2: 20exp ~- ■ 

Afirmação 5.56 Sejam ME J e x1 < ... < XM uma S.R.C de comprimento M 

com constante 3 /2 como no Lema 5.1. Então 

Prova: Pela Observação 5.55 temos que 

logo pela Afirmação 5.50 
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Afirmação 5.57 

Prova: Como f(r) = ✓log2 (r + 1), temos que demonstrar que ln(5k+32) log2 (N + 

1)5k < ;:~ [c = 10-50
). Pela de definição de k, veja novamente começo desta 

seção, k - 1 ~ log N ~ k e pelo 12.Passo, como N = IAI, N ~ 20 exp ✓log M 

com M E J, segue pela Proposição 1.2 que f(M) > 10103
. E Claramente 

ln(5 log r + 32) log2 (r + 1)5 log r < 16f~or ser ~ 20 exp ~- ■ 

PROVA DO 22.PASSO : Coloquemos a(.,,, ... ,115 ) = 111 L~ 1]jUjlll, como 1}j E 

{-1, l}. Então existem 32 possibilidades para os a;s. Coloquemos também: 

N f(JVI) 100N f(M) 
h := (1 + 3c)l00 Sk !2(~) e e:= (1 - 2c) P(N) . 

Agora se a escolha de E: j E { -1, 1} do 22.Passo não existisse, então sua proba­

bilidade em { -1, 1 }IAI seria zero, mas pelas Afirmações 5.56, 5.49, 5.46 e 5.57 

temos 

5

k+

32 

( ( c ) 2 N ) 1 - L exp - 40f(N) 5k > 
1 

5k+32 1 
1 "°' - -- - O· absurdo. - 6 5k+32 - ' 

1 
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5.3 3ºPasso. 

Fixemos um escolha de li E { -1, 1} com i E A satisfazendo as condições do 

2Q.Passo, isto é, u 1 , ... u 5 e v 1 , ... v 5k são agora vetores fixos. 

Também seja r um elemento qualquer do conjunto {1, ... , 5}. Antes de enun­

ciarmos o 3Q.Passo, demonstraremos alguns resultados auxiliares. 

Afirmação 5.58 Sejam ME J e x 1 < ... < x 1w uma S.R.C de comprimento M 

com constante 3/2 como no Lema 5.1. Então Ur = L(;-l)k+l Vi é a soma de uma 

S.R. C de comprimento maior ou igual a exp( ✓logivl) e constante ~. 

Prova: Como x1 , ... , x 1v1 é uma S.R.C de comprimento ivl e constante ~' segue que 

l 1x 1 , ... , f.MXM é uma S.R.C de comprimento Me constante ~ para toda escolha 

de li E {-1, l} comi E {1, ... , M}. Agora observando que um subconjunto de 

uma S.R.C é também uma S.R.C, concluímos que Vi = LjEB; ljXj é uma S.R.C 

de comprimento IBil > \,/ N (veja o começo do 2Q_Passo) e constante r Portanto 

Ur = L(;-t)k+l Vi é uma S.R.C de comprimento kjBil > (1 - E)N/5 > (1 -

f.)4 exp( ✓logM) > exp( ✓logivl) e constante~' pois N = IAI e IAI > exp( ✓logM) 

pelo 1 Q.Passo. ■ 

Afirmação 5.59 Sejam ivl E J e x1 < ... < XM uma S.R.C de comprimento NI 

com constante 3/2 como no Lema 5.1. Então llurll 2: lllurlll 2: (1- 22l)20~{[:J"/. 

Para fazer a prova precisamos da seguinte observação. 

Observação 5.60 Sejam NI E J e x 1 < ... < XM uma S.R.C de comprimento 

ivl com constante 3/2 como no Lema 5.1. Então llu ,.11 ~ (1 + 3l)20~{[:J"( 

Prova: Pelo 2Q.Passo temos 

< 

11 

rk II rk L Vi ~ L llvill 
(r-l)k+l (r-l)k+l 

rk N f(M) L (1 + 3E)20 k f2(N) 
(r-l)k+l 

Nf(M) 
(1 + 3E)20 J2(N) . 

107 

■ 



Prova da Afirmação 5.59. Pelo 2Q.Passo temos 

lOONf(M) 
lllu1 + •·· + u5III > (1 - 2t:) f2(N) · 

Seja Ui1 E {u1 , ... ,u5}. Então, pela Afirmação 5.60, sabemos que 

E portanto, pela equação (5.6), temos 

llurll ~ lllurlll = llltui- f Uilll 
1 l<i<5 

> llltu,111-111,t/,III 
lOONf(M) Nf(M) 

> (1 - 2t:) f2(N) - (1 + 3t:)80 f2(N) 

Nf(M) 
- ((1 - 2t:)5 - (1 + 3t:)4)20 f2(N) 

Nf(NI) 
- (1 - 22t:)20 f2(N) . • 

A afirmação abaixo será muito útil quando aplicaremos o Lema 4.17 ao vetor 

Afirmação 5.61 Sejam Aí E J e x1 < ... < XM uma S.R.C de comprimento M 

com constante 3/2 como no Lema 5.1. Então Ur é um Lt+ - vetor com constante 

1 + 26c 

Prova: Pelo 2Q.Passo e pela Afirmação 5.59 temos 
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Mas Ur = :z=(;-i)k+i Vi, logo pela Definição 3.3 de Lt+ -vetor podemos concluir 

que Ur é um l~+ - vetor com constante 1 + 26E. ■ 

No que segue a:= (1 - 22t)20~{((i~)- Notemos que pela Observação 5.60 

1 + 3E 
llurll ::; a--. 

1 - 22E 

Afirmação 5.62 Existe uma combinação especial x* = :Z:::~ ai xi tal que 

* 1 + 3E 
5a::; lx (ui+ u2 + U3 + U4 + us) I ::; 5a---. 

· 1 - 22E 

(5.7) 

Prova: Pelo 2QPasso, pela Observação 5.60 e pelas equações (5.3) e (5.6) temos 

5a < 
NJ(M) 

(1 - 2t)100 J2(N) < lllu1 + •· · + uslll 

< lllu1III + ... + llluslll ~ llu1II + ... + llusll 
1 + 3E 

< 5a--- . 
1 - 22E 

Logo 5a < sup{ jx*(ui + ... + u5 )j: x* é uma combinação especial}= 

lllui + ... +usl ll ::; 5a/!2
3
2{{ . Portanto existe uma combinação especial x * = I: aix7, 

tal que 5a::; lx*(u1 + u2 + U3 + U4 + us)I ~ 5a/!2:~t{ · ■ 

De maneira semelhante podemos provar 

Afirmação 5.63 Existe uma combinação especial y* = I::;i biyJ) tal que 

Sejam 

e 

* 1 + 3E 
5a::; jy (ui+ u2 - U3 + U4 + us) I ::; 5a

1 
_ 

22
E. 

n 

* "\"""" * X =~ai Xi como na Afirmação 5.62 
i=l 

m 

y* = L bjyj como na Afirmação 5.63. 
j=l 

Então temos quatro casos de sinais dos números reais x* ( u1 + u2 + u3 + u4 + u5 ) 

e y*( ui+ u2 - u3 + u4 + u5 ) a considerar. Analisaremos o caso no qual ambos são 

positivos, isto é, 

* 1 + 3E 
5a < X (u1 + U2 + U3 + U4 + U5) < 5a---- - 1 - 22E 
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e 
* 1 + 3t: 

5a < y (u1 + Uz - U3 + U4 + us) < 5a---. 
- - 1- 22t: 

Os outros casos são semelhantes. 

Definamos agora medidas de probabilidadeµ e v sobre {1, .. . ,n} e {1, ... ,m} 

por µ(A) = LtEA a; e v(B) = LsEB b;, onde 

e 

n 

at E { a1, ... , an} com x* = L aix; 
1 

m 

bs E {b1, ... , am} com y* = L biyJ. 
1 

Afirmação 5.64 Sejam [n] = {l, ... ,n}, L;at = 1 e AC [n]. Então 

µ : [n] -+ R, µ(A) =La; é uma medida. 
iEA 

Prova: De fato, 

n 

µ(e/>)= Lª7 = O e µ([n]) = Lª7 = l. 

Agora se B = UnENAn, então 

µ(Ai)+ .. . + µ(Ani) + µ(cp) + µ(cp) + •· = L µ(An). 
nEN ■ 

De maneira semelhante podemos provar que v é uma medida sobre {1, ... , m}. 

Agora podemos apresentar o 32-Passo. 

32-PASSO. Seja ó= ~- Então existem 

C e {1, ... ,n} com µ(C) 2: 1 - 5ó 

e 

D C {1, ... , m} com v(D) 2'. 1 - 5J, 
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tais que Vi E C e Vj E D temos 

e 

Para fazermos a prova necessitamos das afirmações abaixo. A prova deste passo 

depende do Lema 1.6 e das Afirmações 5.67 e 5.68. 

Afirmação 5.65 x*(ur)::; a/!"i32€€ \Ir E {1, ... , 5}. 

Prova: Por ser x* uma combinação especial e pela equações (5.6) e (5. 7) temos 

que 

■ 

Pela Afirmação 5.65 e por a /!°2
3
2€€ ::; a(l + 261:) temos a seguinte afirmação: 

Afirmação 5.66 x*( Ur) ::; a(l + 261:) 1 Vr E {1, ... , 5} . 

Afirmação 5.67 a(l - 1041:) ::; x*( Ur) Vr E {1, ... , 5}. 

Prova: Pela Afirmação 5.66 

i:/r i=/=r 

L x*(u,.)::; L a(l + 261:). 
l<i<5 l <i<5 

Se existisse r E {1, ... ,5} tal que x*(ur) < a(l -1041:), então teríamos que 

i:/r i:/r 

x*(u,.) + L x*(ur) < a(l - 1041:) + L a(l + 261:) = 5a; 
l<i<5 

absurdo, pois estamos supondo que 5a::; x*(u 1 + u2 + u3 + u4 + u5). ■ 

Prova: Sejam e= (I:7=i ªilx7(ur)l 2
)
1l 2

, di = x'[(ur )/c e d= (d1, .. . , dn) - Portanto 

ldl12 = 1 . Seja também z* = I:; dix '; , logo z* é uma combinação especial. Então, 
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pela equações (5 .6) e (5.7) e pelo fato que a(l +3t:) < a/_:1-}
2
ii ~ a(l +26t:) , temos 

que 

n 

1 

■ 

PROVA DO 3Q.PASSO. Pela Afirmação 5.67 e a definição de x* acima 

temos: 

(1 - 130t:)(1 + 26t:) ~ a(l - 104t:) ~ x*(ur) = L~=i ªixT(ur), Portanto 

l _ 130t: < L~ aix:( Ur). 
- a(l + 26t:) 

Pela Afirmação 5.68 temos 

Agora, como L~=l aixi é uma combinação básica especial segue que 

n 

A existência do conjunto C C {1, ... , n} segue do Lema 1.6 aplicado uma 

vez para cada r. Nesse lema tomamos t:' := 130t: > O, ó = '121, ai := ai, 

b ·- lx:(ur)I \..J" {1 } A h' ' t · . t ~ d d 1 i .- a2(1+26i), vi E , ... , n . s 1po ese que precisamos es ao a as pe as 

t .A ~ · t 1 130 < L~ a;x7(ur ) °"n lx1'(ur)l
2 < l °"n 2 _ res equaçoes segum es - t: _ a (1+26i ) , L.., i=l a 2(1+26i)2 _ e L.., 1 ai -

1. Analogamente podemos obter outro conjunto D C {1, ... , m} satisfazendo o 

3º-Passo. ■ 

5.4 4ºPasso. 

Como no 2Q.Passo u1, ... , u5 e v1 , ... , v5k são vetores fixos. Voltamos a lembrar, 

veja o que segue a Afirmação 5.63, que x* = :z:=; aixi e y* = L~ biy'J são com­

binações especiais. Logo cada aplicação especial, veja Definição 1.8.( c), xT é da 
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forma 

para alguma seqüência especial de aplicações 

e para algum Ei intervalo de N com E1 < ... ~ Ei ~ ... < En. 

E cada aplicação especial yJ é da forma 

para alguma seqüência especial de aplicações 

e para algum Fj intervalo de N com F1 < ... ~ Fj ~ ... < Fm. 

Sejam i E C e j E D como no 3º-Passo. Escolhamos 

ki E {1, ... , Pi} o menor inteiro tal que ran(x1kJ n ran(u5) =/- cp. 

Então 

Definamos 

Analogamente coloquemos 

lj E {1, ... , 4i} o menor inteiro tal que ran(yj1) n ran(u5 ) =/- cp. 

Então 

ran(y]1) n ran( us) =/- </> ou ran(yJ1) n ran( u5 ) = cp. 

Definamos 

4º-PASSO. Sejamµ e v como na Afirmação 5.64. Então max{µ(C1), v(D1 )} ~ 

1/50. 

Coloquemos C2 = {1, ... , n} - C1 e D 2 = {1, ... , m}- D 1 . Então 
n 

Escrevamos U r para indicar ran( Ur). A prova deste passo segue da O b­

servação 5. 78 . Para fazermos a prova do Passo 4 precisamos das afirmações 

abaixo. O Lema 4.17 é usado na prova da Afirmação 5.70 
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Afirmação 5.69 U4 CI:,iECi aixt) é igual a fa[GJ multiplicado por uma com­

binação especial básica. 

Prova: u3 < u4 < u 5 , veja no segue no Lema 5.41. Agora (veja o começo do 

4Q.Passo) como ki é o menor inteiro tal que ran( xTkJ n ran( u 5 ) =/- <p e ran( xTkJ n 
ran(u3 ) =/- <p, pois, i E C1 , temos que U4(x7) = U4(xTkJ 

Como x; = Ei(xT1 + ... + x;PJ é uma aplicação especial temos que xik; E 

A* • • . Portanto 
a(xil , .. . ,xi(k;-1)) 

é uma combinação especial básica, veja Definição 4.2 ( com Ei = U4 , Vi E C1 ), 

e a Afirmação está provada, pois 

pela definição de µ dada no 3Q.Passo. ■ 

Afirmação 5. 70 Sejam M E J e x 1 < ... < XM uma S.R. C de comprimento M 

com constante 3 /2 como no Lema 5.1. Então 

Prova: Observemos que u 4 satisfaz as condições do Lema 4.17 (substituindo N/5 

por LVI e LVI por l). Logo pela Afirmação 5.69 e pelo Lema 4.17 obtemos 

1 L aix:(u4)1 = 
iEC1 

■ 

Observação 5.71 Sejam LVI E J e x 1 < ... < XM uma S.R.C de comprimento 

A1 com constante 3/2 como no Lema 5.1. Então llu4II 2:: 20 1~{f
1
~)(1 - 1301:). 

Prova: Pela Afirmação 5.59 e a definição ele a dada antes da equação (5. 7) temos 
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llu4 II > lllu4 II I 2: a(l - 104t:) 
NJ(M) 

(1 - 22t:)20 J2(N) (1 - 104t:) 

> 
Nf(M) 

20 f2(N) (1 - 130t:). 
■ 

Escolhamos a> l tal que a 2 log2 5 < (a2 -1)10100 e 
1
_i

30
f <a.No 12-Passo 

mostramos, Observação 5.6 que existe N E N tal que 20 exp( ✓log M) :::; N :::; M . 

Isto sera útil na seguinte afirmação. 

Para fazermos a prova desta afirmação necessitamos das seguintes observações. 

Observação 5.73 Sejam ME J e x1 < ... < XM uma S.R .C de comprimento 

M com constante 3 / 2 como no Lema 5.1. Então 

Prova: Como 10100 
:::; ✓log Jvl :::; ln N < log2 N segue que 

pela escolha de a acima. ■ 

Observação 5.74 f2(N):::; a2 f2(N/ 5). 

Prova: Pela Observação 5.73 temos 

Observação 5. 75 

1 f2(N) a2 

100(1 - 130t:) f(ivl)f(N/5) < 100. 

Prova: Pela Observação 5.74 temos 
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1 /2(N) a f(N) a a2 

100(1 - 130c) f(NI)f(N/5) < 100 f(N/5) < 100 ª = 100. ■ 

Observação 5.76 Sejam M E J e x 1 < .. ; < XM uma S.R.C de comprimento 

M com constante 3/2 como no Lema 5.1. Então sJ(J:/s):::; ;;JJu4JJ. 

Prova: Pela Afirmação 5.59 e pela Observação 5. 75 temos 

4N IJu4JJ 
5f(N/5) JJu4JJ ·:::; 

4N f2(N) 
llu4ll 5J(N/5) 20N f(NI)(l - 130c) 

4 1 /2(N) 
= 100 1 - 130c f(lvf)f(N/5) llu4ll 

4a2 ª2 
< 100 llu4JI = 25 llu4JJ. 

■ 

Prova da Afirmação 5.72. Pela Afirmação 5.70 e pela Observação 5.76 

temos 

1 ~ aix:( u4) 1 < 
iEC1 

l.7rí\[llu4JJ 4N ] 
Vµ( v1J 10100 + 5f(N/5) 

li 

2 2 

Como :Z::::iEC2 [~]2 = L i EC2 ~iEª;
2 

a; = 1, segue que L iEC2 ~xi é uma 
combinação básica especial. Isto será útil na Afirmação 5. 77. 

Prova: Como :Z:: •E c ~x; é uma combinação básica especial temos, pela 
i 2 µ(C2) 

equação (5.2), que 

1 L aix:( u4) 1 = yµ(G,JI L ~X:(u,)I 
t EC2 iEC2 µ(C2 ) 

< ,/µ(c,)JJJu4JII 
< ,/µ(c,)J Ju4 J J. 

■ 
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Para a próxima observação notemos que pelo 32.Passo temos 

f(!vl) (l + 3t:)a 
< (1 + 3t:)20N f2(N) = 1 - 22E 

26EO' 
< (1 + 26t:)a = a+ 26t:a :S a+ 

1 
_ 

130
E 

< x*( u4) = t aix;( u4). 
1 - 130E l 1 - 130t: 

Afirmação 5.78 (1- 130t:) :S /µ[GJ/20 + Jµ(C 2 ). 

(1 - 104t:)a 
1 - 130E 

Prova: Pela comentário acima e as definições de C1 e C2 no começo desta seção 

temos 

n 

(1 - 130t:)llu4II < L aix;(u4) :S L aix;(u4) + L aix;(u4) 

Agora basta tomarmos a > l tal que 10-100 + ;; < 2
1
0 , 1 _:30f < a (E= 10-50 ) 

e a2log2 5 < (a2 -1)10100 (Podemos tomar a= l + 10-5 por exemplo). Logo 

(1 - 130t:) :S ....r;;rcJ/20 + vµ(CJ. ■ 
Paraaprovado42-PassolembremosC1 = {i E {1, ... ,n}: ran(x7kJnran(u3 ) =J 

4>} (veja o começo da seção) e C2 := {1, ... , n} - C1 . 

PROVA DO 42.PASSO : Claramente temos que µ(C2) + µ(C1 ) = 1. Supo­

nhamos µ(C1 ) > 5
1
0 , então µ(C2) :S i~ · Pois i~ < µ(C2) implica 1 = i~ + 510 < 

µ(C2) + µ(C1 ) = 1; absurdo. Portanto µ(C2 ) :S !~-
logo, pela,Afirmação 5. 78 temos 

isto é 
1 99 1 99 

(1-130t:) < --+- = --+-. 
- 20../5o 100 100-/2 100 

como E= 10-50 (equação (5.3)), segue que -,/2 < 1 + 1~44 ; absurdo. Portanto 

µ( C1 ) :S 
5
1
0

. Similarmente podemos mostrar que v( D1 ) :S 
5
1
0

. ■ 
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5.5 5ºPasso. 

Como no 22-Passo u 1 , ••• u 5 e v1 , ••• v5k são vetores fixos. Sejam x* = :z::=;=1 aix7 e 

y* = L]=1 bjyJ como indicados após a Afirmação 5.63. Lembremos, veja o começo 

do 42-Passo, que x7 é da forma Ei ( xT1 + ... + xip;) para alguma seqüência especial de 

aplicações,x71 , . .. ,x7p;, \/í E {l, ... ,n}. EcadayJédaformaFj(yJ1 + ... +yJP) para 

alguma seqüência especial de aplicações, yJ1 , ••• , yJPi' \/j E {1, ... , m }. ki o menor 

inteiro tal que ran(xTkJ n ran(u5) -/= <p. C1 = {í: ran(xTkJ n ran(u3 ) -/= </>}. li 

menor inteiro tal que ran(yJ1) n ran( u5 ) -/= <p. D1 = {j : ran(yJ1) n ran( u3 ) -/= <p }. 

C2 = {1, ... ,n}- C1, D2 = {1, ... ,m}- D1. 

52-PASSO. Sejam C e D como no 32.Passo e tambémµ e v como na Afirmação 

5.64. Então existem C3 e C n C2 e D3 e D n D2 tal que 

e existe uma bijeção 

tal que para cada i E C3 os funcionais especiais U5xi e U5yJU5y;(i) sao não 

disjuntos, isto é, admitem conjuntos associados não disjuntos. 

Para fazer a prova deste passo precisamos das 18 afirmações abaixo. A prova 

do 52.Passo será consequência das Afirmação 5.90, 5.91 e 5.96. 

Afirmação 5. 79 Podemos assumir que ai > O, \/í E {1, ... , n} e também que 

bj > O, \/j E {1, ... ,m} 

Prova: Coloquemos H = {í : ai < O}, fI = {i : ai = O}, Hc = {í : ai > O}, 

hi = ai se ai > O, hi = -ai se ai < O, Zi = xT se ai > O e Zi = -x7 se ai < O. 

Então 

n 

x* L aiX: = L aixi + L aixi + L aixi 
1 iEH iEÍl iEHC 

n* 
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com hi > O, i = l, ... , n* ~ n. Claramente 

n• 

x* = L hi zi 
1 

n 

tem as mesmas propriedades que x* = L aixi. 
1 

■ 

Afirmação 5 .80 Sejam x* = L~=I aixi como no que segue a Afirmação 5. 63 e 

C como no :P.Passo. Se i E CJ então 

x:(ur) > O, Vr E {1, ... ,5}. 

Prova: Pelo Passo 3 e a Afirmação 5. 79 temos que 

O < (1 - vld)aia(l + 5t:) ~ x:( U r ), Vi E e, Vr E {1, ... , 5}. 
■ 

Afirmação 5.81 Seja x* = I:7=1 aixi como no que segue a Afirmação 5.63 e 

seja C como no :PPasso. Sei E CJ então 

ran(x:) n ran(ur)-/= cp, Vi E C Vr E {1, ... , 5}. 

Prova: Se ran(x:) n ran(ur) = cp para algum i E C e para algum r E {1, ... ,5}, 

então xT ( Ur) = O; absurdo com relação a Afirmação 5.80. ■ 

Analogamente temos 

Afirmação 5.82 Seja y* = Lj=I biyJ como após da Afirmação 5.63 e seja D 

como no :P.Passo. Se j E D} então 

ran(y;) n ran(ur)-/= cp, Vj E D Vr E {1, ... , 5}. 

Lembremos, veja o começo desta seção, que ki é o menor inteiro tal que 

ran(xTkJ n ran( u 5 ) -/= cp, Vi E {1, .. . , n }. 

Afirmação 5.83 Seja x* = L~=I aixi como no que segue a Afirmação 5.63 e 

seja C como no :PPasso. Sei E C n C2 , então 
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Prova: Como C2 é o complementar de C1 temos que sei E C n C2 , então i E C 

e i (j. C1 . Agora notemos que i (/. C1 implica ran(xTkJ n ran(u3 ) =</>,mas como 

i E C temos, pela Afirmação 5.81, que ran(xT) n ran(ur) =/- cp. ■ 

Como xT = Ei ( xT1 + ... + xTP) e, além disso, se i E C n C2 então pela Afirmação 

5.83 ran( xT) n ran( u3 ) =/- </>, concluímos que 

Afirmação 5.84 Seja x* = :Z::::7=1 aixi como no que segue a Afirmação 5.63 e 

seja C como no :faPasso. Se Í E C n C2 então Ei(xi(k;-1)) =/- o. 

Prova: Coloquemos B = { s : 1 :S s '.S Pi, ran(E;xTs) n ran( u3 ) =/- </>}. Logo, 

pelo comentário acima B =/- cp. Seja t = min B. Como, veja no que segue no Lema 

5.41, u3 < u5 , temos pela definição de k; dada no começo desta seção, que t < k;. 

Portanto t '.S k; - 1. 

Como, pela Afirmação 5.80, o< xr(us), xr = Ei(xT1 + ... +x:PJ e pela definição 

de ki, veja o começo do 5Q.Passo, ran(xTkJnran(u5 ) =/-</>,segue que Eixik;(u5 ) e:/= O. 

Logo E;xik; =/- O. Também pela definição de B e t temos que Eixit =/- O. 

Portanto Eixit =/- O, Eixik; =/- O e t '.S ki - 1. Como Ei é um intervalo e 

• 
Lembremos, veja comentários antes da Afirmação 5.69, que U5 = ran( u5 ) com 

u 5 como no começo do 2Q.Passo. Na Afirmação 5.85 precisamos da Definição 4.1 

e dos comentários feitos no começo do 5Q.Passo sobre xT. 

Afirmação 5.85 Seja x* = :Z::::7=1 aixi como no que segue a Afirmação 5.63 e 

seja C como no :faPasso. Se i E C n C2 então o conjunto associado a U5xT está 

univocamente determinado. 

Prova: Como x* = :Z::::7=1 ai Xi é uma combinação básica, temos que xT = Ei ( xr1 + 
... + xTP) é uma aplicação especial. Logo, veja Definição 1.8( d), existe uma 

seqüência de inteiros n 1 , ... , np; E J tal que x';1 E A~
1 

e nj = O'( xTu ... , xi,j-i), para 

2 :S j '.S np;· 
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O primeiro inteiro n 1 não está necessariamente univocamente determinado, 

pois x;1 poderia ser escrito de várias maneiras, mas n2 , . .. , np; estão univocamente 

determinados pois a função a é injetora, veja Proposição 1.6. 

Tomemos Z C J um conjunto associado a x; e uma seqüência n 1 , ... , np;, 

associada à seqüência x;1 , .. . , xip;· Z consiste dos n1 tais que Ei n ran(xij) -=/= <f>. 

Agora 

com ki, veja o começo do 52.Passo, o menor inteiro tal que ran( x;kJ n ran( it5 ) -=/= </> 

e U5 := ran( u 5 ), veja o que antecede a Afirmação 5.69. 

Como i E C temos, pela Afirmação 5.80, que O < x;( u5 ), logo U5 Ei n 
ran(x;kJ -=/= </>, conseqüentemente o conjunto associado a U5x; -=/= </> e n 1 não 

pertencem a este conjunto associado, pois, Afirmação 5.84 se i E C n C2 então 

Ei(xik;_J -=/= O. Logo ki -=/= l (ki = 1 implica x;0 não tem sentido) e disto o 

conjunto associado de U5 x; está univocamente determinado por estar contido em 

{n2 , ••• , npJ que é um conjunto univocamente determinado. ■ 

Coloquemos C4 = {i E C n C 2 : U 5 x1 e U 5 yj são disjuntos, Vj E D n D 2 }, 

veja C3 antes da Afirmação 5.90. 

Afirmação 5.86 Seja x* = :Z:::~=l aixi como no que segue a Afirmação 5.63. 

Então :Z:::i EC4 lx:(us) l2 + :Z:::jEDnD2 IYJ(us) l2 S llu511 2
-

Prova: Como, Definição 4.1, os xi são dois a dois disjuntos segue que os U5 x; são 

disjuntos, analogamente os U5yJ são disjuntos, portanto 

é uma seqüência de a.e.d, veja Definição 1.8( e) . Logo, como U5 = ran( u5 ), temos, 

raciocinando como na prova da Observação 4.16, que 

• 
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Lembremos, veja o que antecede a Afirmação 5.64, que µ( C4) = :Z:::iEC
4 

a;. 

Afirmação 5.87 Sejam C e D como no ;fl-Passo. Então 

Prova: Pela prova da Afirmação 5.80 temos que 

logo 

Analogamente 

Portanto, pela equação (5, 7), pelo comentário feito antes da Afirmação 5.66 

e pela Afirmação 5.86, temos 

(1 - -Jd)2(1 + 26E:)2c?µ(C4 ) + (1 - -Jd)2(1 + 2fü:)2o:2v(D n D2 ) :S 

L l< (us)l 2 + L IYJ(us)l 2 :S llusll2 :S a2(1 + 26E:)2 . 

Afirmação 5.88 Sejaµ como na Afirmação 5.64. Então 

Prova: Pela Afirmação 5.87 obtemos que 

■ 

E pelo 3Q.Passo 1 - 5d :S v(D), Mas D1 U D2 = {1, ... , m} e D1 n D 2 = e/>, veja 

o começo do 5Q.Passo. Logo 

isto é, 1 - 5d -
5
1
0 

:S v(D n D2 ). Portanto 
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■ 

Afirmação 5.89 Sejaµ como na Afirmação 5.64. Então µ(C4) < ;0 • 

Prova: Coloquemos 1 - a = (1 - -/J,)2. Como d= ( 1
2
; 5~ )

1
/

2 < 1~23 , veja 32-passo, 

concluímos que 
2 2 

a = 2-Jd - d < 1011 - d < 1011 . 

Mas pela Afirmação 5.88 temos que 

1 
(1 - a)µ(C4 ) + (1 - a)(l - 5d -

50
)::; 1, 

logo (1 - a)µ(C4)::; (1 - a)5d + (1 - a)/50 + a. Portanto 

d 1 a 5 1 1 
µ( C4 ) < 5 + 50 + 1 - a < 1023 + 50 + 1000 

1 1 1 22 25 1 
< 1000 + 50 + 1000 = 1000 < 1000 = 40 . 

Coloquemos C 3 = C n C 2 n C~. 

Afirmação 5.90 Sejaµ como na Afirmação 5.64. Então µ(C3 ) ~ 19/20. 

Prova: Pelo 32-Passo e pelo 42-Passo temos que 

1 - 5d < µ(C) = µ(C n C1) + µ(C n C2) 
1 

< µ(C1)+µ(CnC2) < 50 +µ(CnC2). 

Logo, pela Afirmação 5.89, temos que 

Consequentemente~~ < 1 - ; 0 - 5
1
0 - 5d < µ(C3). 

Similarmente temos: 

Afirmação 5.91 v(D3 ) ~ 19/20. 
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Lembremos 

C e {1, ... , n} é o conjunto C mencionado no 3º-Passo. 

D C {l, ... ,m} é o conjunto D mencionado no 3º-Passo. 

C1 := {i E C: ran(x:kJ n ran(u3) # </>}. 

D1 := {j E D : ran(yJ1) n ran( u3) # </>}. 

C2 := {1, ... , n} n Cf. 

D2 := {1, ... , m} n Df. 

C4 := {i E C n C2: U5x: n U5yJ = <p Vj E fl n D2}, 

D4 := {j E fl n D2 : U5x: n U5yJ = <p Vi E C n C2}, 

c3 := e n C2 n e~= {i E e n C2: U5x; n U5yJ # </> :lj E D n D2}. 

D3 := D n D2 n D~ = {j E fl n D2 : U5x: n U5yJ # <p :li E C n C2}, 

Afirmação 5.92 Para cada i E C3 existe algum j E D n D2 tal que os conjuntos 

associados de U5xT e U5yJ são não disjuntos. 

Prova: Seja i E C3. Como y* = L~ biyJ é uma combinação especial, segue que 

y;, ... , y:n é uma seqüência de a.e.d, isto é, os conjuntos Z1 , .. . , Zm associados à 

seqüência y;, ... , y:n são disjuntos. Portanto a restrição dos mesmas à seqüência 

U5y;, ... , U5y:n, também é disjunta e como U5x; n U5yJ # </>, :lj E D n D2 , pois 

i E C3 , segue que os conjuntos associados à U5 x7 e U5 yJ também são não disjuntos. 
■ 

Analogamente provamos 

Afirmação 5.93 Para cada j E D3 existe algum i E C n C2 tal que os conjuntos 

associados U5yJ e U5x7 são não disjuntos. ■ 

Afirmação 5.94 Para cada i E C3 existe um único j E C n C2 tal que os con­

juntos associados U5x7 e U5yJ são não disjuntos. 

Prova: Lembremos que x* = ~; aixi é uma combinação especial. Logo, x'l, .. . , x~ 

é uma seqüência de a.e.d. Portanto Vi E {1, ... , n }, :lpi E N tal que x'l = 
Ei(xT1 + ... + xTPJ para alguma seqüência especial de aplicações xTu ... , xip;' para 

as quais associamos uma seqüência de inteiros n1 ,n2 , ... ,np; E J, tais que ns = 
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a-(xii, ... , x:(s-l)), Vs E {2, ... ,Pi}, onde a- é a bijeção entre Qs e J fixada na 

Proposição 1.6. 

Seja Zi o conjunto associado à U5xi, veja Afirmação 5.85 . Escrevamos 

pois como vimos na prova da 5.85 n 1 (/:_ Zi. 

Analogamente y* = ~; biyJ é uma combinação especial. Logo yJ, ... , Y':n é 

uma seqüência de a.e.d. Portanto, Vj E {1, ... , m }, :lqj E N tal que yJ = Fi(yJ1 + 
... + x;qj) para alguma seqüência especial de aplicações yJ1 , ..• , x;qj . 

Suponhamos que i estivesse "associado" à j 1 e à j 2 com j 1 < J2 . Então 

yJ
1 

< yJ2 e existiriam ns 1 < n 82 E Zi tais que ns1 pertence ao conjunto associado 

à U5yJ
1 

e n 82 pertence ao conjunto associado à U5yJ
2

• 

Mas, pela Definição 1.8(b )(3) e como xisi E A~,1 (X), temos que 

ns1 = a-(xii,··•,x:(s1-l)) e ns2 = a-(x:1,· ··,x:(s1-l)'··•,xi(si-1)). 

Agora n81 também pertence ao conjunto associado à U5yJi e a- é injetora 

(Proposição 1.6), logo para algum j 1s 1 E {j1 1, ... ,j1%}, com j 1 E {1, .. . ,m}, 

temos que yJ181 = (x71 + .. . + x:(si-l))/ f(s1 - 1), veja toda a Definição 1.8. 

Analogamente para algum j 2s 2 E {j2 1, ... , j 2qh}, com J2 E { 1, ... , m} temos 

que yj282 = (x71 + ... + x:(si-l)) / f(s2 - 1); absurdo pois yJi < yJ2. ■ 

Analogamente obtemos . 

Afirmação 5. 95 Para cada j E D3 existe um único i E D n D2 tal que os 

conjuntos associados à U5 yJ e U5 xi são não disjuntos . 

Afirmação 5.96 Existe uma bijeção cp : C3 --t D3 tal que para cada i E C3 os 

funcionais especiais U5 x; e U5 y;(i) possuem conjuntos associados não disjuntos. 

Prova: Segue diretamente das Afirmações 5.92, 5.93, 5.94 e 5.95 . ■ 

PROVA DO 52.PASSO: Segue imediatamente das Afirmações 5.90, 5. 91 e 

5.96. ■ 
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5.6 6ºPasso. 

Como no 22-Passo u 1 , . .. u 5 e v1 , ... v5k sao vetores fixos. Lembremos, veja o 

começo do 42-passo, que xT = Ei ( x11 + ... + xtPJ para alguma seqüência especial de 

aplicações x11 , .•. , xip; Analogamente yJ = Fi(Y71 + ... +y;PJ para alguma seqüência 

especial de aplicações y71 , ... , Yjqj" 

Também ki é o menor inteiro tal que ran(x7kJ n ran(u5 ) -/- q> (ki > O, veja a 

Afirmação 5.80) e li é o menor inteiro tal que ran(yJ1) n ran( u5 ) -=1- </>, ( analoga­

mente li > O veja o começo do 42-Passo. 

62-PASSO. Sejam q>: C3 ➔ D3 como na Afirmação 5.95 e V= ran(u2 + u3 ). 

Se i E C3, então Vx! = ½• . . 
' 4>( ,) 

Coloquemos j = </>( i). Vimos na Afirmação 5.84 que Eixi(k;-l) -=1- q> e analoga­

mente FiYj(lj-l) -/- </>, onde Yi = Fi(YJ1 + ... + YJq)· 

Denotemos por {x:} um conjunto associado à xt, Vi E {1, ... , n} ana­

logamente denotemos por {y;} um conjunto associado à yJ, Vj E {1, .. . , m }. 

Como Eixi(k;-1) i- <P foi mostramos na prova Afirmação 5.84 que {Usxn está uni­

vocamente determinado. Analogamente, {U5y;} está univocamente determinado. 

Pelo 52.Passo, {U5 x;} e {U5yJ} são não disjuntos . 

Para fazer a prova deste passo precisamos da próxima afirmação. 

Afirmação 5.97 Seja cp como no 52.Passo e i E C3 (veja o que segue a Afirmação 

5.91). Então ki = li e 

Prova: Lembremos, veja acima, que j = </>( i). Seja t E { x:} n {y;}. t existe 

pelo 52-Passo e pelas nossas considerações antes desta proposição. Logo :lp E N 

tal que t = (l(x11 , •.. , xik;' ... , x;), veja toda a Definição 1.8 e 3r E N tal que 

t = (l(yJ1 + .. . + yJ1i' ... , y;). Portanto r = p e x71 = Yju xt2 = y72 , •.. , x71i = y71i , 

pois pela Proposição 1.6, (l é uma injeção. 

Suponhamos li < ki. Como q> -/- ran(y71) n ran( u 5 ) 

pela minimalidade de ki chega-se a um absurdo. 
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. Analogamente se supusermos que ki < Íj, chega-se a um absurdo. assim 

ki = Íj, Portanto i7(x71 , ... ,xik-I) = i7(YJ'\ + ... + yJ! 1 _1 ) (ou equivalentemente, 
1 1 1 J 

x7t = YJt Vt < ki-) ■ 

PROVA DO 6Q_PASSO. Seja i E C3 e j = </>(i). Então i E C2 logo ran(u3)n 

ran(x7kJ = </> (veja o que segue a Afirmação 5.91). Analogamente ran(u3) n 
ran(yJ1) = <f> . 

Como ran(u3) é um intervalo de N e ran(u3) n ran(x7kJ = </> temos que 

ran(u3) n ran(x7s) = </>, Vs E {ki, ... ,pi} . Analogamente ran(u3) n ran(yJt) = q;, 
Vt E {li, ... , qi} . 

Como i E C3 temos que i E C (veja o que segue a Afirmação 5.91). Logo, pela 

Afirmação 5.81, ran( u1) n ran(xt) =J q;. Analogamente ran( ui) n ran(y;) =J q;. 

Também, pela Afirmação 5.81, ran(u5 )nran(xt) =J q;. Analogamenteran(u5)n 

ran(y;) =J <p. 

Como u1 < u2 < u3 < u4 < u 5 , veja o começo do 2Q.Passo, temos 

Pela Afirmação 5.97 concluímos que ki = Íj e x7t = YJt Vt < ki. 

Consequentemente 

ran(u2 + u3)Ei(xT1 + ... + xik; + ... + X:PJ 

ran(u2 + u3)(xT1 + ... + xik; + ... + xTPJ 

ran(u2 + u3)(xT1 + ... + x;kJ 

ran( U2 + U3) (Yjl + ... + Y71) 

ran(u2 + u3)(y;1 + ... + Yiii + ... + Yjq) 

ran( u2 + u3)Fi(Y71 + .. . + Yiti + ... + Yjq) 

ran(u2 + u3)y; . ■ 

Prova da Afirmação 5.2 Supondo que essa afirmação seja falsa, vimos pelo 

5Q_Passo que µ(C3) > O, logo C3 =J <p. Seja i E C3 C C (veja o que segue a 

Afirmação 5.91) . Então pelo 3Q.Passo obtemos 

~a :=:; (1 - v'd)a(l + 5t:) :=:; xi~~ 2
) :=:; (1 + v'd)a(l + 5t:) :=:; 2a. 
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Analogamente, V j E D temos 

Agora pelo 6Q.Passo V = ran( u2 + u3 ), portanto 

e como D3 C D (veja o que segue a Afirmação 5.91), segue que 

conseqüentemente 

Analogamente 

e 

Logo ! < - b</>(iJ portanto 
4 - a; ' 

b<t,(i ) 1 - < --· 
ai - 4' 

absurdo com (*). Esta contradição prova a Afirmação 5.2. 

Antes de provarmos o Lema 5.1 necessitamos de uma última observação. 

■ 

Observação 5.98 Sejam M E J e x 1 < ... < XM uma S.R.C de comprimento 

M com constante 3/2 como no Lema 5.1 . E seja também E um intervalo de N. 

Então 
100Ã(E)f(NI) lOOM 
----- <--J2(>.(E)) - f(M). 

Prova: Pela Observação 4.4 temos que À(E) < NI , logo por (iv) 

>.(E) NI 

J2(>.(E)) < f2(NI)' 

portanto 
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100À(E)f(A1) lOOM 
----- <--j2(À(E)) - f(!vl). ■ 

PROVA DO LEMA 5.1. Se E= ran(y) então y = E(y). Logo se tomar­

mos E= ran(E1X1 + ... +EMXM) temos E(t:1X1 + ... +EMXM) = (t:1x1 + .. . +t:MXM)­

Agora é claro que a Afirmação 5.2 implica o Lema 5.1, pois basta tomarmos 

E = ran( E1x1 + ... + EMXM) e aplicarmos a Afirmação 5.2 e a Observação 5.98. ■ 
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Capítulo 6 

O Teorema principal 

A seguir enunciamos o resultado mais importante deste trabalho. Seja X o 

completado do espaço X construído no Capítulo 2, isto é o espaço de W.T.Gowers. 

Teorema X não contém nenhum subespaço isomorfo à c0 (N), nenhum su­

bespaço isomorfo à l1 (N) e nenhum subespaço reflexivo de dimensão infinita. 

A demontração será feita através das Proposições 6.3, 6.6 e 6.29. 

6.1 X não contém nenhum subespaço isomorfo 

à co(:N). 

Observação 6.1 Sejam N E N e Y1 < Y2 < ... E X com IIYill = 1, Vi E N. 

Então li I:~1 Yill ;::: f(t). 

Prova: Sejam i,j EN e Ei := ran(yi)- Então E1 < E2 < ... , Ei(Yi) =OE c00 (N) 

se i =J j e Ei(Yi) = Yi, pois Y1 < Y2 < .... Coloquemos y = L~~1 Yi· Agora basta 

seguirmos a prova da Observação 4. 7. 

Observação 6.2 Sejam Y1 < Y2 < ... E X com IIYill 
limN➔ooll L~1 Yill = oo. 

Prova: Por (iii) limN--+oo !~) = oo, logo pela Observação 6.1 
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Proposição 6.3 Nenhum subespaço Z de X é isomorfo à c0 (N). 

Prova: Suponhamos que exista um subespaço Z de X que é isomorfo à eo(N). 
Então pela Proposição 0.24 Z contém um subespaço Y gerado por uma base de 

bloco normalizada y1, y2, .. . , da base canônica (en)~=l de X que é equivalente a 

base canônica (wn)~=l de c0(N). Logo pela Proposição 0.12, existe um isomor­

fismo T, 

tais que 

Seja x = :z=:1 W i . Então 

llty;II llr(t,w;)II = IIT(x)II 

< M,llxlk;M,lltwl 

Portanto li :z=: 1 Yi 11 ~ M1, V N E N, :l i\11 > O. Mas isto é um absurdo por 

causa da Observação 6.2. ■ 

6.2 X não contém nenhum subespaço isomorfo 

à l1(N). 

Observação 6.4 Sejam Y um subespaço de dimensão infinita de X e y1 J y2 J .. 'J 

uma base de bloco normalizada da base canônica ( en )~=l que é base de Y. Dado 

Af EN existem X1, ... , XM S.R.C em Y com constante r 
Prova: Pela Afirmação 3.18(b) se y é uma lr'+ -média, então m ~ lran(y)I. 

Sejam n 1 2: 22
M e C = 3/2 > 1. Então pela Afirmação 3.9, existem k1 E N e 

E 1 C {1, ... , n~1
} tais que z1 = 2'.:: iEEi Yi é um t;i -vetor com constante 3/2. 

Sejam n2 = min{n E N : .J1{;0/2 2: lran(zi) I} e C = 3/2 > 1. Então 

novamente pela Afirmação 3.9, existem k2 E N e E 2 C { n~1 + 1, ... , n~1 + n;2
} 
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tais que z2 = LiEE
2 

Yi é um l~t -vetor com constante 3/2. Observemos que 

22
M ~ n 1 ~ lran( z1)1 ~ ~/2 ~ n2 e z1 < z2 . 

Suponhamos construídas da forma anterior Zj l~t-vetor com constante 3/2, 

com 1 ~ j ~ í, 2 ~ í, z 1 < z2 < ... < Zj, 22
M ~ n1 ~ n 2 ~ . .. ~ nj e 

lran( z1 + ... + Zj-d l ~ ..;rr_:;;J/2 para 2 ~ j ~ í. 

Sejam No = O e Nj = L~=I n;•, Vj E {1, ... , í}. Notemos que Zj está no espaço 

gerado por YN1_ 1+1, ... , YNi" 

Agora, sejam ni+I = mín{n EN: ,/M/2 ~ lran( z1 + ... + zi) I} e C = 
~ > 1. Então uma vez mais pela Afirmação 3.9, existem ki+I E N e Ei+l C 

{N 1 i\T k;+1} t . - °" , ln;+1 t . t t i + , ... , lvi + ni+I ais que Zi+l - L..,sEE;+i Ys e um 1+ -ve 01 com cons an e 

3/2. Observemos que 22
M ~ n1 ~ n2 ~ ... ~ ni ~ lran( zi) I ~ lran( z1 + ... + zi) I ~ 

✓f(ni+1) /2 ~ ni+I· 

Seja Xi= zi/ ll zi ll, logo xi, ... , XM é uma S.R.C com constante 3/2. ■ 

Proposição 6.5 Sejam Y um subespaço de dimensão infinita de X} y1} y2 J···J 

uma base de bloco normalizada da base canonica ( en)~=l que é base de Y} M E 

J e X1, ... , X M uma S.R. C em Y com constante ~. Então existe U1, ... , UM uma 

S.R.C em Y com constante 3/2 tais que li I:~1 uill < },~-

Prova: Pelo Lema 5.1 existem t: 1 , .. . , EM E {-1, 1} tais que li I:~',!1 Eixill < },~­

Sejam í E {1, ... , M} e Ui = EiXi. Então lluill = llt:ixi ll = ll xi ll e ran(ui) = 
ran(xi)- Portanto u 1 , .. . , UM é uma S.R.C em Y com constante 3/2 e li I:~1 u;II < 
lOOM 
J(M)" 

Proposição 6.6 Nenhum subespaço Z de X é isomorfo à l1(N). 

■ 

Prova: Suponhamos que exista um subespaço Z de X que é isomorfo à l1(N). 

Então pela Proposição 0.24 Z contém um subespaço Y gerado por uma base de 

bloco normalizada Y1, Y2, ... da base canonica ( en)~=l de X que é equivalente a base 

canônica (wn)~=l de l1 (N). Logo pela Proposição 0.12, existe um isomorfismo T, 

tais que 
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Seja Zi = LsEE; Ys como na prova da Observação 6.4. Logo ll zi ll = 11 :Z::sEE; Y s l 1 

~ L sEE; IIYsll = L sEE; 1 = IEd. Seja também Xi = 11;;11" Coloquemos l = 
I:~'!1 (LsEE; 

1
~ / 11 ) . Portanto 

T(l) - r(f (L~)) 
i=l sEE; l lzi 11 

- f (L~) 
i=l sEE; ll zi ll 
M M 

- L ;i =I:Xi-
i=l li i 11 i=l 

Seja Ui = liXi como na Proposição 6.5 e 

então 
M 

T(y) = Lui 
i=l 

.e 

J'\1/ M 

N2lvl < N2 L l ~ N2 L lti~~il 
i=l i=l li ill 

- N2II t ti( L :s ) 11 -i=l sEE; li ill 11 
- N2IIYll11 · 

Logo 

portanto 

100 
N2 < f(lvl) , Vivi E J, para algum N2 > O; o que é um absurdo, 

pois por ( ii) 
100 

f( ivl ) -+ O, quando lvl-+ oo. li 
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6.3 X não contém nenhum subespaço reflexivo 

de dimensão infinita 

Nosso primeiro objetivo, Proposição 6.18, é demonstrar que existem w E X e 

w* no dual de X tais que w*(w) > 1/100. 

Observação 6. 7 Sejam n E N 1 i E {1, ... , n} e u1 < ... < Un vetores sussesivos 

de X com I lui li = 1. Então existem u; suporte funcional de Ui tal que ran( u:) C 

ran(ui)-

Prova: Sejam i E {1, ... , n} e Li : [ui] -+ R tal que Li( aui) = a. Então Li é linear 

e IILill = supliau;)ll~l ILi(aui )I = SUPial~l lal = 1. 

Seja Ei = ran( ui)- Então existe li, Pi E N tal que Ei = [li, ... , li+ Pi]- Sejam 

xi= [ej : j E Ei] e supp(Xi) = {s: es E Xi}. Então Ui= LjEsupp(X;)ªiej, 

para alguns ªi E R. Portanto ui E Xi e [ui] C Xi. Pelo Teorema 0.17 existe 

Li: Xi-+ R, extensão de Li, com IIL1II = IILill = 1. 

Agora se Ei: X-+ Xi x 1--t Ei(x) = x le;, então IIEi(x)II :S llxll-
~ ~ 

Seja ut : X-+ R x 1--t u7(x) = Li(Ei(x)). Claramente u7 é contínua, pois é 

uma composição de funções contínuas. Mais ainda, 

u:( ui) = Li( Ei( ui)) = Li( ui) = Li( ui) = 1, 

u:(uj) = Li(Ei(uj)) = Li(O) = O, sei-/- j e 
~ ~ 

llu711 = supllxll9 JLi(Ei(x))I :S supllxll~1 IILillllEi(x)II :S supllxll91.IJxll = 1. 

Sejam X E X, x = L~=1 anen e bn . Li(en). Então 
*( ·) L~ (E ( )) L~ ("\""'l;+p; ) . "Ç""'li+Pi L~ ( ) "Ç""'l i +Pi b Ui X = i i X = i L...,n=l; anen = L...,n=l; an i en = L...,n=l; an n· 

Agora definamos 'Ui = LnEE; bne~ E l1(N), portanto u7 = 'Ui e ran(u:) C 

ran(ui)- ■ 

Observação 6.8 Sejam Y um subespaço de dimensão infinita de X e y 11 y21 •• • 1 

uma base de bloco normalizada da base canônica ( en)~=l que é base Y. Então 

dado M E J existe 1t1 , ... , uM uma S.R. C em Y 1 com constante 3/2 satisfazendo 

11 "\""'M u · 11 < lOOM 
L...,i=l i J(M) · 

Prova: Basta aplicarmos a Proposição 6.5. ■ 
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Observação 6.9 Sejam Y um subespaço de dimensão infinita de X, y1 , y2 , • . . , 

uma base de bloco normalizada da base canônica ( en)~==l que é base Y, M E J 

e Ui, ... , Ulv[ uma S.R.C em y com constante 3/2 tal que li L~1 Uill < }e~ e 

v := L~~ 1 III:tudl' Então existe v* E AM tal que v*(v) > 1/100. 

Prova: Pela Observação 6.7, seja ut um suporte funcional de Ui tal que ran(ut) C 

ran( Ui). Coloquemos v* = L~i f(L). Logo 

v*(v) 

■ 

Observação 6.10 Sejam Y um subespaço de dimensão infinita de X, y1, y2 , .. . , 

uma base de bloco normalizada da base canônica ( en)~==l que é base Y. !vl E J, 

u1 , ... , Ulvf uma S.R.C em Y com constante 3/2, tais que li I:~1 uill < }(~ e ut 

um suporte funcional de Ui tal que ran( ut) C ran( ui). Se v = I:~1 11 
I:'~; . e 

i=l u.11 
* _ -.;;:-,M u7 t ~ *( ) 1 

V - .L..Ji==l J(M)' en ao V V > 100. 

Prova: A prova é idêntica aquela da Observação 6.9. 

Agora vamos fazer um cálculo que será utilizado na Proposição 6.12. 

Observação 6.11 Seja (eJ~1 a base canônica de c00 (N). Então 

1. lleill = 1, Vj EN. 

2. Seja x = I:::1 anen E Coo(N) com llxll :::; 1. Então lail :::; 1. 

3. lie;II = 1, Vj EN. 

Prova: 1: Veja a Observação 2.28. 

2: Veja a Observação 2.27. 

■ 

3: Sejam j EN ex= I:::==l anen E Coo( N) com llxll :::; l. Então lail :::; 1, pelo 

item (2). Logo le;(x)I = lai l :::; 1, portanto lle; II = sup{llxll~l} le; (x)I :::; 1. Agora 

ll eil l = 1 e e;(ej) = l. Portanto lle;II = l. ■ 
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Sejam Ui como na Proposição 6.10, N i, J\{ E N , bi E R, u7 = L ;'::N; bieJ um 

suporte funcional de ui , logo llu711 = 1, e k := max1<i<MMi - Ni + 1. Então 

pela Observação 6.11(2) temos que bi ~ l, Vj EN, pois u7 E c00(N) . 

Também sejam Y um subespaço de dimensão infinita de X e y1 , y2 , ... , uma 

base de bloco normalizada da base canônica ( en)~=l que é base Y. 

Proposição 6.12 S ejam ME N , 1 ~ i ~ J\11 e t > O. Então existe z[ E Y * tal 

que supp( z;) C supp(u7) e llz[ II ~ t k + l. 

Prova: Coloquemos Cj = O, se bi = O e se bi -:/ O escolhamos Cj tal que lei - bi 1 ~ t, 
portanto podemos tomar lcil ~ 1, Vj EN. 

e 1 * ""M; * . ""(X) 11 11 < 1 E t ~ o oquemos zi = L.Jj=N; Cj ej e seJa x = L.Jn=l anen com x . n ao 

usando que lail ~ 1, pela Observação 6.11, temos que 

lzl (x)I lz[ (x) - u; (x) + u; (x)I 

< l(z; - u:)(x)I + lu7(x)I 

< 1 jt?; -b;)a;I + llu:11-llxll 

< tk + l, 

portanto, 1 lz; 11 ~ tk + l e pela forma como definimos os Cj concluímos que 

supp( z:) C supp(u7) . ■ 

Agora vamos fazer alguns cálculos, os mais importantes são as Observações 

6.16 e 6.1 7, que serão usados na Proposição 6.18. Sejam t > O, k, Cj e z; como 

na Proposição 6.12. 

Oh - 6 13 * ·-~ - ""M; __::j__ * , t l servaçao . wi .- tk+l - L.Jj=N; t k+l ei e a que 

supp(w:) C supp(u'f) e llw711 ~ l. 

Observação 6.14 Pela Observação 6.1 O v = L:1 11 I::~\ u;II. S ejam v = L:i dn en, 

. ""M w • * ""M zr E t -
w "' = L.Ji=l f(M) e z = L.Ji=I f(M). n ao 
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Prova: Pela Proposição 6.11(2) ldnl '.S 1 e como Cj é tal que jcj -bil '.S l, Vj EN, 

veja a prova da Proposição 6.12, temos pela Observação 6.13 que 

Observação 6.15 Pela Observação 6.10 existe O< t:1 tal que 

O *( ) 1 s. - f1f(M) t~ l Ob - 61' < t:1 < v v - 100 . eJa l - k2M+kM+I I en ao pe o servaçao . 4 

* * < k2M +kM t:d(NI) 
lw (v) - v (v)I - f(M) k2NI + kNI + l < t:1. 

Observação 6.16 Pelo Observaçõa 6.15 v*(v) - w*(v) < t:1 < v*(v) -
1
~

0
, logo 

1~0 < w*(v). 

b - 1 e fif(M) · Ob - 6 1s t O servaçao 6.1 omo l = k2 M +kM+I I veJa servaçao . , emos que 

Seja qj um número racional tal que o Cj da Proposição 6.12 seja escrito como 

ci = (t:k + l)f(NI)qi = (k 2 At:~:J + l k + 1)J(NI)qi. 
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Então lqi 1 :S 1. Pois lqi I > 1 implica lei 1 = 1 ( k2 ~~(~~ +i k + l) f ( M)qj 1 > 

1.1.lqil > 1; absurdo, já que na Proposição 6.12 mostramos que lcil :S 1. 

Proposição 6.18 Seja Aí EN. Então existem w E X e w* tal que supp(w*) e 
supp(w), w* E Q, w* E AM e w*(w) > 1/100. 

Prova: Seja z; como na prova da Proposição 6.12. Então z; = L~N; Cje; e pela 

Proposição 6.10 

supp(z:) C supp(u7) C supp(ui), 

Sejam w := v com v como na Proposição 6.10, w; como na Observação 6.13 
"' "C""M w• E t ~ "C""lvf u· * "C""M z• 1 

e w . := L-i=l J(M)' n ao w = L-i=l li Efl, u;JI' w = L-i=l fk-t-1 J(M) e 

supp(w*) C supp(w). 

Agora pela Observação 6.17 concluímos que 

* W· i lk + l 

Portanto de novo pela Observação 6.17 

M Mi 

w* = L L qjej com qi :S 1 número racional Vj E N. 
i=l j=Ni 

Isto mostra que w* E Q, veja Definição 1.4. Mas pela Proposição 6.12 

M * M * l 
w"' - ~ ----3!!.i_ - ~ zi -- com 

- ~ f(M) - ~ Ek+l'J(Nl) 
ll z:11 --- :S 1, 

lk + l 

logo pela Definição l.8(a) e pela Observação 6.16 temos que 

* A* w E M e w "' (w) = w *(v) > l~O, 

consequentemente, a Proposição 6.18 está provada. ■ 
Nosso objetivo agora é mostrarmos que Y contém uma sequencia básica 

v1 , v 2 , ... que não é contráctil e portanto Y não é reflexivo. Para isto será útil 

a Proposição 6.18 e a seguinte definição. 
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Definição 6.19 Seja !VI E J, um M- par é um par ordenado (v,v*) E YxY* 

sa_tisf azendo: 

(I) ran(v*) C ran(v). 

(2) v* E AM n Q. 

(3) v*(v) > 1/100. 

Proposição 6.20 Seja t EN. Então para qualquer M-par (v,v*), com J'vl EN, 

podemos escolher v tal que t < minsupp( v). 

Prova: Isto foi feito na prova da Observação 6.4, dado t E N, existe Yno tal 

que t < minsupp(yn0 ). Tomemos Yno, ... , Yno+nt-i, E1 C {no, ... , no+ nt - 1} e 

Z 1 = LiEE1 Yi· 

Agora basta lembrarmos que com os Zi da prova da Observação 6.4 cons­

truímos os Xi da Proposição 6.4 e com estes forão construidos os Ui de Proposição 

6.5, os quais formaram os v da Observação 6.10 (e o w da Proposição 6.18). ■ 

Proposição 6.21 Existe uma seqüência de Mi-pares ( vi, v;) com Vi E Y, Vi E 

N, tais que v1 < V2 < ... E Y, e parai> l, v; E A;(v1, ... ,v;_1), Vi EN. 

Prova: Construíamos ( v1, vt) M1 - par, veja Proposição 6.18. Seja M 2 = a( v;), 

construímos (v2, v; )!VI2- par com minsupp(vz) > M2, pelas Proposições 6.18 e 

6.20. Seja A13 = a( v;, v;), agora construímos ( v3 , v;) M3 -par com 

minsupp( v3 ) > !V/3 e assim sucessivamente. ■ 
No que segue v 1 , v 2 , ... e v~ , v;, ... serão como na Proposição 6.21. 

Proposição 6 .22 v;, v;, ... formam uma seqüência especial de aplicações .. 

Prova: Basta aplicarmos a Proposição 6.21 e definição de seqüência especial de 

aplicações, veja Definição l.8(b ). ■ 

Proposição 6.23 Se x; é uma aplicação especial, então l lx:11 ~ 1. 

Prova: Pela Proposição 2.26(3) jx;(x)I = (l x; (x) j2 )
1l 2 = (:Z::;=1 lxT(x)j 2

)
1l 2 < 

llxll , logo llx:11 = supllxll~l lx;(x) I ~ supllxll ~1 llxll = l. ■ 

Proposição 6.24 Seja N E N. Então v; + ... + vN é uma aplicação especial. 
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Prova: Como ( Vi, v;) é um Mi-par temos ran( v;) C ran( vi), logo pela Proposição 

6.21 v; < ... < vN. Sejam a:= minsupp(v;), b := maxsupp(vN) e E:= {a, ... ,b}. 

Então v; + ... + vN = E( v; + ... + vN) e E( v; + ... + vN) é um aplicação especial, 

pela Proposição 6.22 e a Definição 1.8( c). ■ 

Proposição 6.25 Seja N EN. Então li Í:~:1 v711 ~ 1. 

Prova: Pela Proposição 6.24 í:~1 v; é uma aplicação especial, logo pela Pro­

posição 6.23 li Í:~1 v7 11 ~ 1. ■ 

Proposição 6.26 Seja N E N. Então a aplicação em X definida por 

N 

x H limN➔oo I: v~(x) é contínuo. 
n=l 

Prova: Seja TN : X ➔ R, x H L:=l v~(x ). Então, pelas Proposição 6.25, temos 

Logo x H limN➔oo L:=l v~(x) é contínuo e se ll x ll ~ 1, então 

x f-t limN➔oo L:=l v~(x) é limitado. Portanto pode ser estendido a X. ■ 

Proposição 6.27 v1 , v2 , .. é uma seqüência básica. 

Prova: Sejam m < n. Então pelo Teorema 2.20 sabemos que 11 í:;:1 vi ll < 

li :E~=l vill, logo pelo Teorema 0.7 v1, v2, .. é uma seqüência básica. ■ 

Proposição 6. 28 A seqüência básica v1 , v 2 , •. não é contráctil. 

Prova: Pela Proposição 6.26 limN➔oo :E~1 v; é um funcional linear contínuo em 

X e pela definição 6.3.1 de M-par limN➔oo Í:~1 v;( vn) = v~( vn) 2: 1~0 , Vn. 

Portanto pela Definição 0.18 a seqüência básica v1, v2 , .. não é contráctil. ■ 

Proposição 6.29 X não contém nenhum subespaço reflexivo de dimensão infi­

nita. 
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Prova: Suponhamos que Z seja um subespaço reflexivo de dimensão de X . Então 

pela Proposição 0.24, Z contém um subespaço Y gerado por uma base de bloco 

y1, y2 , . .. , que podemos tomá-la normalizada, da base canônica ( en)~=l . Sejam 

v1 , v2 , • • como na Proposição 6.21. Como estamos supondo que Z é reflexivo 

temos que cada subespaço fechado de Z é reflexivo, pqrtanto (( vi)~1] também 

é reflexivo e pelo Teorema 0.20 (vi)~1 seria contráctil, veja a Definição 0.18(a) . 

Mas isto é um absurdo por causa da Proposição 6.28. ■ 
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