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Resumo

O objetivo deste trabalho é estudar a construc¢ao de um (o primeiro) espago de
Banach de dimensao infinita que nao contém nenhum subespago isomorfo a ¢y(IN),

nenhum subespaco isomorfo a {;(N) e nenhum subespago reflexivo de dimensao

infinita.

Abstract

An infinite-dimensional space is constructed which does not contain ¢y(IN),

[1(N) or an infinite-dimensional reflexive subspace.
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Introducao

Um antigo Teorema de R. James [J] afirma que todo espago de Banach X com
uma base incondicional, ou é reflexivo ou contém um subespago isomorfo a co(IN)

ou contém um subespago isomorfo a {;(IN).

Dai surgiu naturalmente o seguinte problema que esteve em aberto por muitos

anos.

Problema. Seja X um espago de Banach. E verdade que X contém um

subespaco reflexivo de dimenséo infinita ou X contém um subespago isomorfo a

co(IN) ou a {1(N)?

O Teorema de R. James acima mencionado garante solugao positiva para o

problema no caso em que X possua uma base incondicional.

A nossa dissertagdo consistird em apresentar em detalhe a solucdo negativa

desse problema dada por W. T. Gowers em 1994 [G].

O espago construido por W. T. Gowers exige técnicas bem delicadas da geo-

metria de espagos de Banach e envolve a teoria da probabilidade.

Esse trabalho de W. T. Gowers faz parte de uma série de artigos em geometria,

de espagos de Banach que o levou a ganhar a Medalha Field em 1998.
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Notacoes

Notagao 0.1 Por N, Z* e R denotaremos respectivamente os conjuntos {1,2, ...},

{0,1,2,...} e o conjunto dos nimeros reats.

Notagao 0.2 Por [,(IN) denotaremos o espago de Banach das seqiéncias p-

somduvels reais com a norma

|[(@n)nenll, =

Notagao 0.3 Por c¢o(N) denotaremos o espago de Banach das seqiéncias que

convergem a zero, com a norma do supremo.

Notagao 0.4 Por coo(IN) denotaremos o espago vetorial das seqiiéncias de esca-
lares com apenas um nimero finito de coordenadas ndo nulas e por (e,), deno-

taremos a base vetorial unitdria desse espago.

Notagao 0.5 Um intervalo E de N serd um subconjunto dos niumeros naturais

da forma {a,a + 1,...,b} para alguns a, b € N.

Notacgao 0.6 Seja E um subconjunto de N , usaremos também a letra E para de-

notar a projecdo definida por E(} 7" aie;) = ) icp aiei, onde ) T aie; € coo(IN).

Notagao 0.7 Se FE e F' sao intervalos de N entdo escreveremos E<F"pam in-

dicar que max E<min F.

Notagdo 0.8 Por supp(x) denotaremos o suporte de um vetor z = ) ° a;e;,

isto €, supp(z) = {1 : a; # 0} e por ran(x) denotaremos o menor intervalo de N

contendo o seu suporte, logo supp(x) C ran(x).
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Observemos que se £ C N entdo supp(£(z)) C supp(x), ran(E(z)) C ran(x).

Mais ainda, se E =ran(x) ou F =supp(x) temos que E(z) = z.
Notagao 0.9 Sejam z ey vetores em coo(IN), escreveremos x<y quando ran(x)<ran(y).

Notagao 0.10 Se z; < .. < @, sdo elementos de coo(IN), entdo diremos que

zi,..,T, SG0 SUCessivos.

Notagao 0.11 Escreveremos a V b para indicar maz{a,b} com a,b € R.



Preliminares

Inicialmente lembraremos algumas defini¢oes e resultados bem conhecidos da

geometria de espacos de Banach.

Definig¢ao 0.1 Seja X espago de Banach sobre R ou C, indicaremos por X* o

conjunto de todas as aplicagoes lineares continuas de X, isto €, o dual

topolégico de X .

Defini¢ao 0.2 Uma seqiéncia (z,)52, em um espago de Banach X € uma base
de Schauder de X se, e somente se, para cada * € X, existe uma tinica
seqiiéncia de escalares (a,)?2; tal que © = Y 7 | ann. Se ||z,|| = 1, para todo

n € N, diremos que a base é normalizada.

Observacao 0.3 Seja X um espago de Banach com base de Schauder (z,),.

Pela Proposigao 1.a.2 [L-T, pag 1], as proje¢ées P, : X — X definidas por
Pn ( Z a,-x,) = Z a;x;
=1 =1

sdo conlinuas e

sup{||Pal| : n € N} < o0.

O nimero sup{||P,|| : n € N} € chamado de constante basica de (z,)>2, e

quando esse numero for igual a 1, a base € chamada mondtona.

- . - o E
Proposigao 0.4 Seja (z,)5%, wma seqiéncia de vetores em X. Entdo (z,)32,
€ uma base de Schauder de X se, e somente se, as trés condigoes abaizo sio

vertficadas
1. (z,) #0, Vn € N.



2. Euiste wma constante K, tal que para cada seqiéncia de escalares (a,)>, e

inteiros p < q tem-se
q

E a;T;

1=1

p

§ a;T;

=1

<K

3. O subespago fechado gerado por (z,)52, € todo o espago X.

Definigao 0.5 Sejam X um espago vetorial normado e (z,)S2, uma base vetorial
de X. (z,)$2, € chamada bimonétona se, para quaisquer inteiros p < q e para

quaisquer T = Yy oo) a;z; € X temos que

Definigao 0.6 Uma seqiéncia (z,)32; € chamada de seqiiéncia bésica se for

q

E a;T;

i=p

< ]|

base de Schauder para o subespago fechado gerado por ela, isto é, para [(z,)2,].

Teorema 0.7 (L-T, pag. 2) Seja (z,)52; uma seqiéncia de elementos ndao nulos
no espago de Banach X. FEntdo (z,)°2, € uma seqiéncia bdsica se, e somente
se, existe um nimero real positivo k, tal que para qualquer seqiéncia de escalares
(an)2, e inteiros m < n, tém-se

n

g aiT;

=1

m

E a;T;

i=1

<k

Observagao 0.8 Sejam X um espaco de Banach, (z,)., uma seqiéncia bdsica
em X, (pn)32, uma seqiéncia estritamente crescente de inteiros positivos e (a,)%,

uma sequéncia de numeros reais. Uma seqiéncia (Uj)j=1 dada por

Pj+1

uj; = E AnTp

n:pj+1

com u; # 0 para todo § € N € chamada de base de bloco de (z,)2,

Observagao 0.9 Se (z,)22, uma seqiéncia bdsica X, entdo pelo Teorema 0.7
toda base de bloco (wj)2, de (z,)p2, € também uma seqiéncia bdsica de X. O
subespago fechado de X, gerado por (u;)32,, [(u;)32,], € chamado de subespago
de bloco de X.



Observagao 0.10 Sejam X um espago de Banach e (z,)32, uma seqiéncia

bdsica em X. Para todo j € N, o funcional linear continuo f; definido por

f;‘(i an:cn) = g

n=1

¢ chamada funcional coeficiente da sequéncia bdasica (z,)2,.

Defini¢ao 0.11 Duas bases de Schauder (z,)52 € (yn)o>, de espagos de Banach
X e Y respectivamente, sdo ditas equivalentes se Z —1 GnT, converge se, e

somente se, Y .| apYn também converge.

Escreveremos (2,)52; ~ (Yn)oZ;-

Proposigao 0.12 (L-T, pag. 5) Sejam X e Y espagos de Banach. Uma base de
Schauder (z,);2, de X € equivalente a uma base de Schauder (y,)s2, de Y se, e
somente se, existe um isomorfismo: T : X —'Y tal que T'(z,) = yn, ‘v’n € N.

Proposigao 0.13 (L-T, pdg. 53) Seja X um dos espagos de Banach co(N) ou
L(N) e (20)82; uma base de bloco normalizada de (e,)S2, em X. Entdo (z,)%,

€ equivalente a (€,)22, € [(2n)22,] € isométrico a X.

Teorema 0.14 (L-T, pdg. 7) Seja (z,)52, uma base de Schauder do espago de
Banach X com funcionais coeficientes (fF)sZ,. Se uma seqiéncia (yn)oe, em X
satisfaz:

a. i f{||yn|| : n € N} >0,

b. (ff)(yn) =0 quando n — oo paratodo j€N,

entdo existe uma subseqiéncia (y,,)22, de (yn)22, que € uma seqiéncia bdsica

equivalente a uma base de bloco de (:z:n)nzl.

Observagao 0.15 (L-T, pdg. 6) Sejam Y um subespago de dimensdo infinita de
um espago de Banach X e (z,)52, uma base de Schauder de X. Entdo para todo

inteiro positivo p existe y € Y, ||y|| =1 tal que y =377 || ann, onde a; € R.

Proposigao 0.16 (Ho, pdg. 189) Seja X um espago de Banach reflezivo, entdo

todo subespago vetorial fechado Y de X também € reflexivo.

\



Teorema 0.17 Hann-Banach. (Ho, pag. 182.) Sejam X um espago normado,
Xo um subespago linear de X e fo : Xo = R um funcional linear continuo. Entdo

existe um funcional linear continuo f : X — R tal que f(z) = fo(z), Yz € X,,

com ||f|| = [|foll-

Definigao 0.18 Sejam X um espago de Banach e (z,)S2, uma base de Schauder
de X.

a. (2,)52, € contractil se Va* € X*, sendo
2wy, * [(#:)2] =+ B, Vn €N,

a restrigio de =™ ao fecho do subespago gerado por (z;)2,,, tém-se

m*ll(x-‘)?;n] — 0 gquando n — co.

b. (z,)52, € limitadamente completa se para qualquer seqiiéncia de escalares

sup {

Yo oo z
a série y .~ a;x; € convergente.

(¢i)i2, com
n

E a;T;

=1

:nEN}<oo,

Proposicao 0.19 (L-T, pdg. 8) Sejam (z,)22, uma base de Schauder de um
espago de Banach X e (f7)%2, a seqiéncia de funcionais coeficientes associada
base (zn)52;. A seqiéncia (f7)32, € base de Schauder de X* se, e somente se, a

base (z,)32, € contrdctil.

Teorema 0.20 (L-T, pag. 9) Seja X um espago de Banach com uma base de

Schauder (z,)22,. Entdo sdo equivalentes:
1. X € reflexivo.

2. (zn)2, € contrdctil.

Definigao 0.21 Sejam X e Y espacos de Banach, dizemos que X tem um

subespacgo isomorfo a Y, se existe um operador linear continuo injetor
p:Y =+ X
com a imagem fechada e com inversa conlinua.
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Definigao 0.22 Uma fungdio G : R -+ R € concava se Vz,y € R temos que
Gtz + (1 —t)y) > tG(z)+ (1 —t)G(y), Vt € (0,1).

Dizemos que G € convexa se —(G € concava.

E bem conhecido do cdlculo diferencial que se G tem derivada até sequnda

ordem positiva entao GG € conveza.

Proposigao 0.23 Desigualdade de Jensen. (R, pdg. 54.) Sejam G uma

fungdo concava e (a;)’-, uma seqiéncia de escalares satisfazendo ) 7 a; = 1.

Entao " :
G(Za,-r,-) > Y aG(r:).
1 1
Proposigao 0.24 (L-T, Proposi¢io 1.a.11, pdg. 6, Proposi¢io 1.a.12, pdg. 7 e
Proposigdo 2.a.1, piag. 53) Seja X um espago de Banach com base de Schauder
(Tn)nzr -

a. Se X contém um subespago Z isomorfo @ co(IN) (respectivamente {;(IN)),
entdo Z contém um subespaco Y gerado por uma base de bloco normalizada
Y1,Y2,-.., da base (z,)52, de X equivalente a base candnica (w,)52, de co(IN)
(respectivamente [;(N)).

b. Se X contém um subespaco Z de dimensdo infinita, entdo Z contém um
subespago Y gerado por uma base de bloco normalizada yy,ys,..., da base (z,)2,

de X.
Teorema 0.25 (G-S, pdg. 81) Sejam r,n € N. Entdo

r—14n/2 (n
1-— Z:'=02—n(") < exp(—r/2n).



Capitulo 1

Alguns calculos e definicoes

basicas

Antes de comegarmos construir o espago de Banach mencionado na introducao,
apresentaremos neste capitulo algumas propriedades de uma funcao real f, a
existéncia de um certo conjunto J dos N e de uma fung¢do ¢ e um lema nimerico

que serao muito utilizados em todo este trabalho.
Proposigao 1.1 Denotando por f a fungdo f : [1,00) — [1,00) dada por
1) = /logy(r + 1.

Temos:
@) fi=1 € Ffir)<r s #>L
(ii). f € estritamente crescente e lim, oo f(r) = co.
(iii). lim,e0l®) =0, Vg > 0.

(iv). A fungdo 7oy € concava e ndo decrescente.

NOTA: Em todo este trabalho, referir-nos-emos a essas propriedades indi-

cando respectivamente (), (22), (i2) e (v).

Esses itens sao muito utilizados nas provas dos quatro primeiros passos no

Capitulo 5.

Prova de i. f(r) = (M)I/Z, logo lim, 500 f(r) =00 e f(1)=1.

In2

9



Prova de ii. f'(r) =

1 0, logo f é
YRETIY sy ey > 0, logo f é crescente e como

/ 1
r)= <1,
fFir) 2(r +1)y/In2In(r + 1)
temos que
fr) <,
pois, se definirmos
g(r)=r—f(r),
entdo g(1) =0e
g(r)=1—f(r)>0.
Assim g(r) > 0ser > 1, isto é
fry<r se r>1.
Prova de iii. Seja ¢ > 0. Entéao
b F0) _ 1
qre! 2qri~(r+1)y/In2In(r 4+ 1)
_ r 1 1
(r+1)2¢r7/in2In(r + 1)
1 1

se r — oQ.

e =0,
2¢ \/In2In(r +1)

Agora lim,_,oofT(qr—) tem a forma 2. Logo

0 < tim ) = fim L) o)
74 gra—t
Prova de iv. Seja g(r) = 75 = ]n’(l“fl). Entao

: - <ln(r +1)— 3

= 0 >
g (r) 1 1) >> se pr2l,

o que implica que g nao é decrescente. Por outro lado, como r = r+1— 1, temos

que

’ 1 1 1
9(r) = 1n2<ln(r ) )i+ e+ 1)>'

10



_ -1 _ 2In(r+1) +1In®(r + 1) 2
gir) = ln2<(r+1)ln2(r+l) (r +1)2In*(r +1) (7‘+1)ln3(r+1))

. 1n2< —1 B 2 . 1
(r+DIn?(r+1) (r+ 1)21n3(7'+1) ((r +1)In(r +1))2

2
<0 > 1.
i (T+1)1n3(r+1)> s
Portanto
r
é concava. [}
Iir)?

No que segue vamos construir um J subconjunto dos nimeros inteiros cujos
elementos sao muito grandes e estao bem “separados’. Esse subconjunto sera

usado na construgao do espago de W.T.Gowers.

Proposigao 1.2 FEziste um subconjunto infinito K de N satisfazendo:
1. Se m,n € K e m <n entdo logloglogloglogn > 1000m e
2. f(m)>10', Vme K.

10101000k 15101000kn
. 10 10
Prova: Sejam k € N, k; = 10'° e definamos k,y; = 10'° para

n > 1. Entao logloglogloglog(kst1) > 1000k, e

f(ka) > f(k1) = /logy(ky + 1) > /log, ks
10101000 K 10101000K
= \/log2 1010 > \/log2 o=

1000 K
101000K 1/2v10101°
= /101" = (10'/%)

l01000]
> 10

¢
> Z 10103'

Seja K = {ki,ks,...}. Entdo claramente K satisfaz 1 e 2 da proposicado. M

A partir de agora, fixaremos um conjunto J = {71, j2, ...} satisfazendo a Pro-
posicao 1.2. Neste momento seria possivel mostrar a Observacao 1.3, mas prefe-
riremos prova-la mais adiante, onde provamos outras propriedades do conjunto

J, veja o Capitulo 4, secao O conjunto J.
Observagéo 1.3 3 7" 7o < iwr < L.
Prova: Veja a Observacao 4.12. #
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1.1 Definicoes basicas

Definigao 1.4 Por Q denotaremos o subconjunto dos elementos x = ) " a;e;

em coo(IN) para os quais os a; sio nimeros racionais do intervalo [—1,1].

Definigao 1.5 Por Q, denotaremos conjunto das seqiéncias finitas de elementos

sucessiwos de Q, veja a Notagao 0.10.
Proposigao 1.6 FEuziste uma bije¢io o entre Qs e J.

Prova: Inicialmente observemos que Q é enumeravel. De fato, se B, indica o

subconjunto dos elementos de Q contendo somente n coordenadas nao nulas,
entdo B, é enumerdvel e Q= (J,cy Ba-

Agora, se (), indica o subconjunto dos elementos de Q; contendo somente n
elementos sucessivos de Q, entao C, é enumeravel e Q,= |J,,cy Cn-

Logo os conjuntos J e Q; sao enumeraveis e infinitos e portanto existe uma

bijecao entre eles. |
Definigao 1.7 o denotard uma fungao bijetora fizada de Qg em J.
o sera muito 1til na prova do 62Passo do Capitulo 5, veja Afirmacao 5.97.

Defini¢ao 1.8 Seja Y = (coo(N), ||-||) um espago normado tal que a base vetorial
unitdria (e,)s>, € bimondtona.
a. Denotaremos por A%, (Y) o conjunto das aplicagédes lineares continuas de

zi+... 4], 5
Y da forma lfT onde:
1. z¥ estd em coo(N), Vi € {1,...,m}.
2. A norma de z¥ em Y* (||zX||y+) € menor ou igual a 1, Vi€ {1,...,m}.
3. x3,...,x5 sdo elementos sucessivos em coo(IN).

b. Seja M € N. Uma sequéncia especial de aplicagées sobre Y € uma

seqieéncia zy,..., 2y salisfazendo:

1. z},...,2z3 sdo elementos sucessivos em coo(IN).

12



2. z7 € AL (Y)N Q para algum m em J.

3. zf € A « (Y)NQ para2 <i <M.

o(z],---2]_,

c. Uma aplicagao especial sobre Y ¢ uma aplicagio da forma E(z} +
..+ 23), onde E € um intervalo de N e z7,...,25; € uma seqiéncia especial
de aplicagaies.

d. Seja w = E(z] + ... + z3;) uma aplicagao especial. Dizemos que Z C N €

um conjunto associado a essa aplicagao se:
Z={m; e N: ENran(z]) # ¢, z €A, .(Y)}

e. Dizemos que as aplicagoes especiais wy,...,wy, N € N sdo aplicagoes
especiais disjuntas (a.e.d) se os respectivos conjuntos associados Zy, ..., Zn

sdo disjuntos dois a dois.

A Defini¢ao 1.8 sera usada no Capitulo 2, na construgdo da norma do espago

que deu solugdo negativa ao problema mencionado na introdu¢ao, bem como no

Capitulo 4, veja Definicoes 4.1 e 4.2.

1.2 Um lema numeérico
O Lema 1.9 sera fundamental na prova do 32Passo no Capitulo 5.

Lema 1.9 Sejam N € N, ay,...,an, by,....,b,, € > 0 ¢ § = \/2¢ numeros reais

satisfazendo:
i Fial 2
B Yo b=,
3. YN abi>1—e
Entao existe um subconjunto A C {1,2,..., N} tal que

dal>1-6 e 1—ﬂ§b—f§1+\/5, Vi € A.

a
i€A *

Para fazer a prova do Lema 1.9 precisamos das oito afirmagoes abaixo.

13



Afirmagédo 1.10 32V (a; — b;)% < 2e.

Prova: Pelos itens (1), (2) e (3) temos que

N N N N

Z(ai == bi)z = Zaf = 2Za,-bi + be
=1 i=1

=1 =1

< 1-21—€)+1=2e

El
Afirmagao 1.11 Nao ezxiste D C {1,2,..., N} tal que
Y al>68 e (ai—b)*>da?, VieD.
€D
Prova: Suponhamos que exista um tal D, entao
N
D (ai—b)? > (a:i—b)* > ba? > 85 > 2,
i=1 i€D i€D
que é absurdo pela Afirmacao 1.10. |

Para facilitar os calculos escrevemos:

C:= {Z = {1727 aN} : (ai Ti bi)2 > 5a’2}

A={ie{1,2,...,N}:(a; — b;)* < da?}.
Afirmagdo 1.12 ), ,a <.

Prova: Se ), ca} > 4, entdo C = ¢, veja a Afirmagdo 1.11. Mas se C = ¢,

entdo néo é possivel que ) ;. a? > 4. i

Prova: Como 8(a;)? < (a; — b;)?, Vi € C temos

52&22 < Z(ai_bi)z

1€C 1eC
= E a? -2 E ab; + be
i€C ieC ieC "

14



Afirmagdo 1.14 2 - 2e < ) . .caf — 0> ccal + 3o 07 + 23,4 aibi.

Prova: Pelo item (3) e pela Afirmagao 1.13 temos

N
I~ <& 9 Z a;b;
=1

= 2Zaibi+220ibi

ieC i€A
< Zaf —5Za?+be+QZaibi.
ieC ieC ieC i€A

Afirmagéo 1.15 1 —2e < )., af + 6 — 0%

Prova: Pelas Afirmagao 1.12 e 1.14 e como 2ab < a? + b%, temos que

2—-2 < Za?—&Za?—f-be-}—ZZaibi

ge 1€C 1€C 1€EA
< Doal—6) al+ > b+ {a?+0b7}
1€C 1€eC e €A
= Y al =8 al+ ) b+ b+ dl
1€C ge 1eC 1€EA 1€EA
N
= Dai+ )y al(l=8)+) (b)
1€EA 1€C i=1

< Yoal+8(1-6)+1.

€A
Afirmagao 1.16 (1-4) < 3., a?.
Prova: Pela Afirmagdo 1.15 1 — 2¢ < )7, 4 a? + 6 — 62, Logo

1§Za?+6, pois & =+/2ec.

1€EA
Afirmagao 1.17 Para cada 1 € A temos

1—\/5§E§1+x/3.
a;

15



Prova: Seja 1 € A. Entao
(a; — b;)* < da?,

logo
|a; — b;] < V|ail,
portanto
—Vb|a;| < b; — a; < Vlail,
consequentemente

—V8|ai| + a; < b; < V|ai| + a;.

Se a; > 0 entao

—Vba; + a; < b; < Via; + a.

Se a; < 0 entao

—V8(—a;) + a; < b; < Vo(—ai) + ai.

Do qual segue a Afirmacao 1.17.

Prova do Lema 1.9. Segue diretamente das Afirmagoes 1.16 e 1.17.
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Capitulo 2

Uma norma definida por inducao

e 0 espaco X de W. T. Gowers

Neste capitulo vamos definir uma norma conveniente ||.|| sobre cgo(IN), veja

Notagao 0.4, tal que
|E(z)|| < ||z]|, V2 € cow(N), VE intervalode N,

veja Notagoes 0.5 e 0.6, isto é, a base canodnica (e,)52; de coo(IN) é bimondtona,
veja Definigao 0.5.

Para obtermos isto, construiremos uma seqiiéncia de normas ||.||1, ||||2, ... tais
que a base canodnica (e,)52; de cgo(IN) seja bimondtona. Mais ainda, [|z||, <
lzllm, ¥r,m € N com n < m, ||z|ln < [|2|ls, Ym € N e [[E(z)|lm < [|z]ln,
Vm € N e VE intervalo de N.

Nossa norma ||z|| serd definida como o ltmp,—eo|2||m, Y2 € coo(N).

Comecamos definindo nosso primeiro espago normado. Seja Xo = (coo, ||-||),
onde

Iz]lxo = [|2]lo = sup |za|, Vz = (21,22,...) € coo(N),
neEN

claramente a base canodnica (e,)22, de Xy é bimondtona. Na préxima secio
construiremos, a partir de Xy, uma seqiiéncia de espacos normados sobre cgo(IN)

para os quais a base canénica (e,)22, serd bimondtona, veja Teorema 2.12.

Daqui para frente sempre (e,);2; denotard a base candnica vetorial de

CO()(N).

17



2.1 Uma sequéncia de normas

Na proxima definicao precisamos das Notacoes 0.5, 0.6, 0.7 e da Definicao

1.8(e). f é a funcao definida na Proposigao 1.1.

Definicao 2.1 Para m € N, coloquemos X,, = (coo(N),||.||) € Yz € coo(IN)

definamos

lzllxn = llllxp. v

SN NE: (@) xmey |
sup{ F(N) s N 22, E1<...<EN}V

M 1/2
sup { (Z Im*(x)|2) M >1, =zi,..,z3 sdo a.e.d sobre Xm—l}-
1

Para simplificarmos os calculos também colocamos:

Definigao 2.2 Sejam m € N e z € coo(N). Definimos

1/2
|l|z]||m = sup { (211\/1 |:c*(m)|2) M > 1, z3,...,xh sdo a.e.d sobre Xm—l}-

Observacao 2.3 Claramente ||z||x,, < ||z||x,n,., VT € coo(N) e Ym € N.

Proposicao 2.4 ||.||x,. € uma norma em coo(N), Vm € Z*.

Prova: Sabemos que ||z||x, = ||z||c é uma norma em cgo(IN). Suponhamos que
[|z]|x,, seja uma norma em coo(N). Mostraremos que também ||z||x,,,, é uma
norma em coo(IN). Sejam z,y € cgo(N) e A € R, temos que demonstrar os trés

itens da definicao de norma.

1. Se 0 = ||z||x,n4, entdo, pela Observacao 2.3, ||z||x,, = 0. Como ||.||x,, é
uma norma, temos que = = 0.

Agora pela hipétese de indugao e pela Observagao 2.3, temos que
0 < lzlxm < |2l xm4s-
Portanto, 0 < ||z||x,.,,-

18



el = [lA2]lx, V

N
E; (A
SUP{ZI ||f(§v)$)|lxm N > 2, E1<...<EN}V

M 1/2
sup {(Z |$f(/\1:)|2) M >1, =zj,..,z) sao a.e.d sobre Xm},
1

= Pllzllxn v

N (i
I)\Isup{ZI I%\(f‘))“"m iN>2 E<..< EN} v

M 1/2
|A| sup { (Z I’ET(’I:)IZ) :M >1, «ai,..,z3 sdo a.e.d sobre Xm}.
1

lz+yllxme = llz+yllx, v

SV Ei(z + 9)llx,.
sup{ 7 : N > 2, E'1<...<EN}V

M 1/2
sup { (Z |z (z + y)|2) M >1, zi,..,z) sdo a.e.d sobre Xm}.
1

Consideremos trés casos.
1°Caso.

Iz + yl|xpmsr = |z + yl|x,.- Logo pela Observagao 2.3

e+ yllxmys = o+ yllx, < lzllx. + lyllx..
< lellxmg + 1l
22Caso.
N Ei(z+ n
llz + yllx,.,, = sup {21 Plesilln . N > 2, By <..< EN}.

Portanto, pois ||.||x,, ¢ uma norma (hipdtese de indugao), temos

19



E
El ” Ll,+y)HXm NZ2, E1<---<EN}

||$+yllxm+l = sup{
& {zl ”E X"]‘VW)L 1EWxn) . s p< . < EN}
o o (S0 1B 1xm + 27 [1Ei(Y)]1xm)
= p{ f(N) :N>2, E <...<EN}
< {Zl HE

[ : N 22, E1<...<EN}

E;
-+ sup{z:1 I;(A(fz)llx’" :N>2, E, <..<Ey

IN

”w“Xm+1 3 ”y”Xm+1‘

32 Caso.
M

1/2
llz 4+ yllxpme = sup{<Z|xf(x+y)|2> M >1, zi,..,x3 sio a.e.dsobre Xm}.
1

Consequentemente,

llz+y

Xm+l =

sup{ Z |27 ( a,+y)|2) M >1, zf,..,z3 sao a.e.d sobre Xm} =

$
- { (
o
o

1/2
sup { (Z |:L;‘(y)|2> M >1, zi,..,z) sao a.e.d sobre Xm} <
1

||z

1/2
z)+ 2 (y)| ) : M >1, =zi,..,z3 sao a.e.d sobre Xm} <

M

D lai

M 1/2 M 1/2

Z ) (Z |23 (y > M >1, =zi,..,z} sao a.e.d sobre Xm}
M

D lai

1/2
) M >1, =zj,..,2) sdo a.e.d sobre Xm} +

Xmi1 & ”y”Xm+1' o
Observacgao 2.5 Pela Proposi¢io 2.4 temos que, YVm € N,

Xm = (coo(N),||.]|]) € um espago normado.
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2.2 A base candnica (e,)2; de X,, é bimondétona

Pela Defini¢ao 2.1 de norma em X,, para mostrarmos que a base candnica
(e,)22; de X,, é bimondtona precisaremos provar trés desigualdades. Uma de-

las, equacdo (2.2.1), sera obtida por hipdtese de inducdo, as outras duas sio as

Proposicoes 2.6 e 2.11.

Sejam p,g € Ncomp < qgexz =Y oo zme, € coo(N). Claramente X, =
n=1

(coo, ||-1]) onde [[z]|x, = |[z]lec = sUPeN |Zn], satisfaz
anen < lz]]x,-
n=p Xo

Suponhamos que X,,_; tem a seguente propriedade

q

E Tn€n

n=p

<||z|lxn., VP,g €N com p<gqg e Vz € cep(N),(2.2.1)
Xm—l

e demonstremos que X,, tem a mesma propriedade.
Proposigao 2.6 Sejam p,g € N comp < qex =) . e, € coo(N). Entdo

S B, znen)l|Xim_s
- — : > <
sup{ FIV) N>2, E/ < <EN} £

N 00
; Ei = ntn 1
sup{z:l=l I (Efz]_vl)x en)llxm- i N22, EBi<€.< EN}.

Prova: Sejam N € N, N > 2, E; < ... < Ey intervalos de N, 1 € {1,..., N},
E; = {a,a+1,...,b}, c:= max{a, p} e d := min{b, q}. Entdo temos, pela Notacio

0.6 e pela equagdo (2.2.1) aplicada ao vetor Zfzza Tp€n, qUE

n=a m 1
(o]
= ( E Ty 6n>

n=1

Xm_1 Xm—l

IN

Xm-— 1

Logo

Z 1B ‘Ene") Xm-1 Zi\; [E:i(D ey Tnen)l| Xy
f(N) - f(N)

21
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e isto implica a Proposicao 2.6. =
Na Proposicao 2.11 mostraremos quesep,q € Ncomp < gez =) " Tpe, €
coo(N) entdo ||| 27, Znenlllm < [l|2][|m, Ym € N, veja Definicao 2.2. Para isso

sera necessario a Observagao 2.7 e a Proposi¢ao 2.10. Na Observagao 2.7 usamos

a Definigao 1.8(a).

Observagao 2.7 Sejam (&;)ien uma sequéncia de {—1,1}, m —1 € N,
z* = (a1,a2...) e y¥* = (€1a1,€62a5...) € X1 N coo(N). Entdo ||$*||X;:,_1 =

lly*||xz_,- De fato, isto € uma consequéncia direta da proposi¢do abaizo.

Proposicao 2.8 Coloquemos &* = (ai,...,an,...) € X551 Nceo(N). Se y* =
(@1, .eey —Qn,...)., entdo y* € X% _; Ncoo(IN) e ||z*]

x:_ = ly*llxz -

Prova: Sejam & = (21, .., n,...) € coo(N) e y = (21, .., —Zp, ...). Entdo
|z*()| = |y*(y)|- Logo, ll="lx;,_, = lly"llx;,_, -
Como z* = (a@1,...,; An,...) € X}y N coo(IN) temos que ||z*|

lly*|lxz_, < 1. E pela maneira como construimos y* temos os outros dois itens

x:_, <1, logo

da Definigao 1.8(a). Portanto y* € X7, _; Ncoo(N) e [|z*||xx_, = ||ly*]lx;_,. M
Observacéo 2.9 Sejam ACN,t € N— A, y=37_ e, € coo(N) e

w =y + x4, um coroldrio da proposi¢cio abaizo € o seguinte

3 t7 e Xg_ 1 Neoo(N)  tal que  [¢*(y)| < [t*(w)].

Na préxima proposicao utilizaremos a Notagao 0.8 para suporte de um ele-
mento de coo(IN) e a seguinte defini¢ao: se r > 0, entdo sinal(r) :=1 eser < 0,

entdo sinal(r) := —1.

Proposigdo 2.10 Sejam A C N, t €e N— A, y = > zne. € co(N), w =

y+ zie, e z* = (a1,a,...) € X2y Neoo(N). Entdo It* € X;_; N coo(N) tal que
a. [|z*lx;,_, = It"llx;,_, -

b. supp(z*) = supp(t*).
c. [z*(y)l = [t*(y)] < [t (w)].

Prova: 1°Caso. Suponhamos z;a; = 0. Neste caso basta tomarmos t* = z*.
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22Caso. Suponhamos z:a; # 0. Neste caso tomemos ¢ € {—1,1} tal que
sinal(e;z¢a;) = sinal(z*(y)) e coloquemos t* = (ay,as,..,cat,...). Como t & A

temos que t*(y) = 2*(y), logo

()| = [ (y + ze)| = [t°(y) + " (zee0)]
= |(2"(y) + ewiad| = [(«"(y)| + lecwiad]
> |(z"(y)l-

Isto mostra o item (c). O item (a) segue da Proposi¢ao 2.8 e o item (b) segue

da defini¢ao de t*. [ |
Na préxima proposigdo usaremos a Defini¢ao 2.2 para ||[.|||.

Proposigao 2.11 Sejamm € N, p,g € N comp<qex = o, Tnen € coo(N).
Entdo

q

E T4 G

n=p

< ll=[llxm-
Xm

Prova: Sejam A= {p,...,q} ey =1 Tnen.

12Caso. Se A N supp(x) = supp(z), entdo y = z, logo [||y|||x.. = |l|z|||x,.-
22Caso. Suponhamos ANsupp(z) C supp(x) e seja z* = (ay,az,...) € XX _ N
coo(N). Como supp(z) é finito segue que existe uma seqliéncia finita 4, ..., ¢, tal
que {t1,....,t,} NA=¢e{t,...,t,} U AN supp(z) = supp(z).
Coloquemos wp :=y € w; := w;—1 + &y, €, Vi € {1,...,7}. Definamos t§ = z*.
Pela Proposicao 2.10, Jtf € X;,_; N coo(N) tal que [[t},||xs_
supp(ti_y) = supp(t7) e [t_y (wia)| = £ (wi)| < |87 (wi)], Vo € {1, ..., 7}
e

S *
- ”tl”X;—l_l’

Consequentemente |[|z*||x» _ xs_,, supp(z*) = supp(ly) e

|z"(y)] < [ (wi)] < ... < [ (wr)] = [E(2)]-

Portanto, se z7,...,z}; sao a.e.d quaisquer em X,,_;, veja Defini¢ao 1.8(e),

entdao podemos obter ¢ ,...,t7 a.e.d em X, tais que

M 1/2 M 1/2
(Llwr) < (Zis@r)
1 1
e isto implica a Proposicao 2.11. B

Teorema 2.12 A base canodnica (e,)>, de X,, € bimondtona.

Prova: Segue diretamente da equagdo (2.2.1) e das Proposigoes 2.6 e 2.11. &
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2.3 A sequéncia de normas tem uma norma li-
mite

Seja z € coo(IN). Na Proposigao 2.16 mostraremos que limi_o0||2||x, existe,

onde ||.||x, é dada na Definigao 2.1.
Proposigao 2.13 Vn € N e Vz € coo(N) vale que ||z]|x, < ||z]]i,.

Prova: Seja ¢ = (1,3, ...) € coo(N). Entao
oo
llellxo = lle]loo = supleal <D |2a] = [l]l;-
ne€N n=1

Suponhamos ||z||x, < [[z][i,, Yz € coo(N) e demonstremos que ||z||x,,, <
[|z|]i,, V& € coo(N). Pela Definigao 2.1 temos que mostrar trés itens, o primeiro

é obtido pela hipotese de indugdo acima, os outros dois sao as Afirmacoes 2.14 e

2.15.
Afirmacgao 2.14 Seja k € N. Entdo |||z|||k+1 < ||2]|liy, V& € coo(IN).

Prova: Seja s € N. Entdo 1 = ||es]|eo < |les]|x, < |les||s, =1, isto é, ||es]|x, = 1.
Seja agora y* = (y1,¥2,...) € coo(N) N Xj. Entdo |[y*]lec < [|y*||x;. Para
" vermos isto, seja |ys| = maz,en|ya|- Portanto
v lleo = lys| = ly™(es)] < sup |y*(z)] = [ly"[lx;-
z||x, <1
Sejamm € N e z* € A}, (Xk), veja Definicao 1.8(a). Entao ||z*||c < 1/f(m).
De fato, como z* € A% (X}), segue que existem y; < ... < yi € coo(N) N X}

com |lyfllx; < 1, Vi € {1,...,m}, tal que a* = Yt¥n Logo, para algum
i € {1,...,m} temos que
il MNuillxg 1

Wl ="my = ) = T

Sejam p € N e Z um conjunto associado a aplicacao especial z* = E(z}+ ...+
z3) sobre Xy, veja Definigdes 1.8 (c) e (d). Entdo ||z*||ec < 1/f(minZ). Isso é

verdadeiro, pois se z* = E(z] + ... +z;) é uma aplicagao especial sobre X}, entao
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Vi € {1,..,p} 3 m; € N tal que z; € A (Xx) e Z C {my,...,m,}. Portanto,
para algum ¢ € {1, ..., p} temos
12"l = [1E(z] + -..7p)lloo = [|E(2]) + .. + E(2})lleo

1| 1
= IBGDlle < loflle < oo € 7o,

* * *
pois ] < ... < Z.

Sejam z* = )~ b,e; um aplicacdo linear sobre X e ¢ = ) 7 aqe, €
coo(N). Entéo |&*(z)| < [[&*||eo||z[l1,, pois

lz*(z)] =

(0]
nbn| < Zlanbnl
n=1 =1

< Z maz|b,|)|an,|

n=1

= |lz"llooll2l]1,-

Sejam M € N e Z,,...Z) uma seqiéncia disjunta de conjuntos associados a
z%,...z3 uma seqiiéncia de a.e.d de Xj, veja Defini¢do 1.8(e). Entdo minZ; #
minZj se i # j.

Logo, por (i), f(minZ;) # f(minZ;). Como, pela Observacao 1.3, 3 . 71— <

1 temos que
1/2 M

M
(Ytir) 32]z|<§]vmmm

1
< =zl Z FlminZi) < |l

Consequentemente, VM € N e para toda seqiéncia de a.e.d zj,...z}; segue

que
1/2

(S eer) " < el

E entdo, pela Defini¢ao 2.2, concluimos que |||z]|||x+1 < ||2]|1;- i
Afirmacdo 2.15 Sejaz =), .| aze, € coo(N). Entao

N
E;
s {ZUIBES, 5 <, 5y << ] < el

[Ny
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Prova: Sejam 2 < N € N e E; < ... < Ep, veja Notagdo 0.7. Entédo, pela
Notagdo 0.6 para F(z), temos

N N N
DNE@I = D] D aneall =D lanl
1 1 nekb; L 1 n€E;
0o
< S Jaal < llell-
n=1

Como, pela hipédtese de inducdo , ||z||x, < [|z||y, V& € coo(IN), temos que

Ny Nnge.
EN Bl S IEG Dl

f(N) - f(N) T f(N)
Portanto
1 IE(2)llx,
sup{ ) , 2<N, E1<...<EN} < |lz||s, - -

Prova da Proposicao 2.13: Pela Definicao 2.1, a hipétese de inducao e as
Afirmagdes 2.14 e 2.15 segue que ||z||x,,, < ||z]];,. [ |

Proposigao 2.16 Seja z € coo(IN). Entao limyyoo||z||x, existe.

Prova: Pela Observagao 2.3 segue que ||z||x, < [|z|x,,, e pela Proposicio 2.13

x. < ||z|li,, Yk € N. Logo limel|z||x, existe. =

temos que ||z

2.4 Uma norma definida por inducao
Definigdo 2.17 Seja & € coo(IN). Coloquemos ||z|| = limy—eol|z]| x, -
Proposicao 2.18 X = (coo(IN),||.||) € um espago normado.

Prova: Sejam A € R e z,y € ¢oo(IN), temos que mostrar trés itens.
1. Desde que ||.||x, é uma norma em cgo(N), temos 0 < ||z||x,, V& € N,

portanto
0 < lzllx, < llellxip < v < limposoo|z]|x, = [l2]].

Suponhamos que ||z|| = 0. Como ||z||x, < ||z|| = 0, temos que ||z||x, = 0,

Vk € N. Logo = = 0.
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Suponhamos que = = 0, logo ||z||x, = 0, Yk € N, portanto [|z|| = 0.

2.
Az]] = limpe||Ae]]x, = limeseo| Alll2]|x,
= limiscollz]lx, = [All|2]]-
3.
lz+yll = limiscollz +yllx, < limiseo(llz]lx, + [lyllx.)
= limiasoo||2]|x, + limaseollyllx, = ll=l| + [yl
Logo [|.|| é uma norma e consequentemente X = (coo(N), ||.||) é um espago
normado. ]

Daqui para frente X indica o espago normado mencionado na Pro-

posigao 2.18.

2.5 A base candnica (e,)S2,; de X é bimondtona

Agora mostraremos que se p,g € N com p < g, & = ) . Tnes € coo(N) e

q =g ~ ’ . .
Y = ) n—p Tn€n, €ntao a norma em X de y nao é maior que a norma de z. Logo

a base canodnica (e,)52,; de X é bimondtona, veja Defini¢do 0.5.

Proposigdo 2.19 Sejam p,g € N comp < qex =) . e, € coo(N). Entdo
q

D Enen

n=p

Prova: Seja m € N. Entao, pela Teorema 2.12, temos que

1 2on=p Tnenllxm < [|2|x.- Logo
q
> e
n=p

e portanto qu:p zaea]] < [|2]]: -

<|ll.

S limm—)oo”:l:”Xm
Xm

limm—}oo

Teorema 2.20 A base canonica (€,)52, de X € bimondtona.

Prova: Se segue directamente da Proposigao 2.19. [ |
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2.6 Propriedade da norma limite

Vamos procurar uma formula para a norma ||.|| de X, veja Proposigao 2.25.

Primeiro, na Proposicdo 2.24, provaremos que se z € cgo(IN) e n > 1, entao

lzllxpss = llzlleo v

N o
sup{Zl |]|C£(g;\(5)”}(" :N>2, E<..< EN} Vv

[l2[ln+1-

Proposicao 2.21 Sejam X e Y sdo dois espagos normados sobre coo(N) tais
que ||z||x < ||z|ly, Y& € coo(N). Entdo toda seqiéncia de a.e.d, sobre X também

€ uma seqiéncia de a.e.d sobre Y.

Prova: Sejam wy,...w} uma seqiéncia de a.e.d sobre X, veja Definicao 1.8(e),
e z* uma das tais aplicagoes. Entdo para algum M € N, para algum intervalo
E C N e para alguma sequéncia especial 2] < ... < zj; sobre X, temos que
z* = E(2f + ... + z3y)- Seja z* um elemento qualquer dessa iltima seqiiéncia

especial sobre X. Entao para algum m € J, temos que

% *
« Byt atE,

- f(m)

onde zi<..<z; e |[2f]|x+<1.
Logo

*
i

llzilly+ = sup [ei(z)] < sup [2i(z)| = ||=]]
llzlly <1 llzllx <1

X+

x+ < 1 entdo ||z}||ly~ < 1, e isto é o que terfamos

Portanto, se zf € X* e ||z]]
que demonstrar para provarmos que wj,...wy também é uma seqiiéncia de a.e.d

sobre Y, pois as demais defini¢bes cumprem-se por ser validas em X. [ |

Observagao 2.22 Sejam X e Y sao dois espagos normados sobre coo(IN) tais

x <|lz|ly Vz € coo(N). Entao, pela Proposi¢io 2.21 temos que
2

que ||z

1
sup { (Ziw I:L*(:E)|2> &}, ..., Ty SGo a.e.d sobre X} =

1/2
sup { (2'}1 |'L"(’L)|2) L @Y, ..., Ty S0 a.e.d sobre Y}, Va € coo(IN).
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Proposigao 2.23 Sejam & € coo(N) en € N. Se

N
Ei T)||Xn
l|lz|| x4, > sup {El ljlr(]\(,)) LY >2, FEi<..< EN} V|lz|] |1

entdo ||z||x,,, = ||z||co-

Prova: Suponhamos que

N
Ei Zz n
||| %0y > sup{X:1 ,],C(Ag,))llx ¢ N >2, Bi<€.«v EN} V|l ||| as1-

= ||z||x., veja a Definigao 2.1. Logo

1 lIEi(2)
F(N)

Portanto ||z||x,,,

llz||x, > sup{ By N2 B E'N} V|||

Agora pela Definicao 2.2, a Proposicao 2.22 e a Observagao 2.3 temos que

N
Ei(2)|| x,-
||z||x, > sup {El Ilf(gv))”X ~:N>2, E<..< EN} AIEZ
Consequentemente ||z||x, = ||z||x,_,-

Pelo mesmo raciocinio obtemos

Izl xnsr = llzllxn = [l2llx0y = o = [l2]lx0 = [|2]|co-

Proposigao 2.24 Sejam z € coo(N) e n € N. Entdo

N
E,' T -
||| xnyy = 2]]oo Vsup {Zl Ijlc(]\(/))”X 2 N22 EBi<..<2 EN}V|||$|HX"+1.

Prova: Como ||zl = ||2lx, < [l2[lx, < ... < [l2]lx,.,., temos que ||]|x

vV

n+1

||||so. Suponhamos que ||z||x,,, > ||z||. Portanto

N
Ei T ”
”$||Xn+1=sup{21 IJIC(]\E'))”X :NZZ, E1<...<EN}V HI:L‘|||XH+1=

De fato, se

SV Ei(@)||xn
H:L’||Xn+1>sup{ 1f(N) N22, Ei<..<BEy'V |lelllx..,
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entdo pela Proposicao 2.23 terfamos ||z||x,,, = ||2||c; que é absurdo.

Portanto

2ll%0sr = ll2lloo V

N
Ei(z)||x,
sup{Z:1 Ij,f(]\g))”Y N > 2, E1<...<EN}V

1% 41- £

Proposicao 2.25 Seja = € coo(IN). Entdo

=l = [lz]leo V

>r B2l
SUP{WNZ2, E1<<EN}V

M

1/2
sup zi(z)|? M >1, =xi,..,x3 sdo a.e.d sobre X ;.
PEHES] 1o M
1

Prova:
llz|]] = limaseollz||x,
=t el V lllocs
SV E(@)|lx,...
N >2 .
up{ V) 22, By<.u< By
Agora, limn e[|l = ||2][c0 €

N T
[ty 00 SUP {&—%\Q)HX—"‘I :N2>2, E<..< EN} =

f(N)

A seguir demonstremos que

sup{;{v—lM:NZZ, Fy <...<EN}.

M 1/2
limpseol||Z|||n-1 = sup { (Z [:v:‘(:v)|2> M >1, =zi,..,z3 sdo a.e.d sobre X}.
1

De fato, sejam z € coo(N) e n € N. Como ||z||x, < ||z||, segue pela Ob-

servacao 2.22 que
M 1/2
[[|z]||n < sup { <Z |mf(1:)|2> M >1, zi,..,z3 sdo a.e.d sobre X},
1
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portanto

M 1/2
iy so0|]2] || < 8D { (Z Ia::‘(a,)|2> M >1, zi,..,ty sdo a.e.d sobre X}.
1

Resta mostrarmos a desigualdade contraria. Para isso, sejam & € coo(IN),
¢ >0ea* € X* Desde que ||z|| = limnsool|z]|x, € ||z]lx. < ||z]], temos que
existe n € N tal que ||z||/1 + € < ||z]|x,, < ||z||- Logo

lz*(z)] _ |2*(2)
1+e¢ 1+¢

T

1+e

< [J2"[]x-

<l el

Portanto %7 € X;. Agora

-’L‘*

1+e

(14 €)z"(z)
1+e

= (1+¢)|z)(z)] onde =z} := € X;.

()l = |

Observemos que supp(z*) = supp(f%) = supp(xy). Sejam z7,..., 23, a.e.d
sobre X. Entao

1/2

(f: lw?(w)l2> N pd (ﬁ: 1+ e]x;;,.(:c)|2> para alguns z € X% .

Coloquemos m = max {ny,...,ny}. Pelas Observacdes 2.3 e 2.22 temos que

1/2

M 1/2 M
(Z lm:‘(x)Iz) < <Z [[1+ 6]'1::'(:1:)|2) para alguns =z, € X .
1 1
Portanto
M 1/2
[[|(14€)]|||m > sup { (Z |:1:2"(:L’)|2> M >1, zj,..,z} sdo a.e.d sobre X}.
1
Logo
limmoo|[|(1 + €)2]|m 2>
1/2
sup { (Z?’I |:L:‘(:v)|2> : M >1, z3,..,z% sdo a.e.d sobre X},

e como € > 0 é arbitrario, temos que
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llmm—)oo”lx X Z

1/2
sup { (Z’lw |7;f('1:)|2> : M >1, z3,..,z3 sdo a.e.d sobre X}. |

2.7 O espago X de W. T. Gowers

Seja X = (coo(N),]|.]|) o espago normado referido na Proposicao 2.18. O
espaco que estamos interessados é o seu completado X que sera chamado de
espaco de W. T. Gowers. O objetivo principal desta dissertacdo é provar que este
espago nao contém nenhum subespaco isomorfo a ¢o(IN), nenhum subespago iso-
morfo a {;(IN) e nenhum subespaco reflexivo de dimensao infinita, veja o Capitulo

6.

Inicialmente observemos que, pelo Teorema 2.20 e pela Proposicio 0.4, (e,,)%2,
é base de Schauder de X. Também notemos que a Proposicao 2.25 implica ime-

diatamente na proposi¢ao abaixo.

Proposicao 2.26 Sejam x € coo(N), Ey < ... < En, para algum N € N, N > 2,
veja Notagio 0.8, e z7, ..., x5, para algum m € N sdo a.e.d sobre X, veja De-
fini¢ao 1.8(e). Entao

L. [lzllee < [l2]]-

o Ei(z
2. BN < ||

M|«
3. (X4 lei(2)P)2 < l=]].

Quando justificaremos algo pela Proposigao 2.26 estaremos pensando em um, dois
ou todos os itens anteriores.
Agora daremos duas observagoes que serao usadas no Capitulo 4, veja Afirmacao

4.21.

Observagao 2.27 Sejam (e,)2, a base candnica vetorial de coo(N), t € N,
21 <..<z €X com|lzi]| =1, Vi€ {l,.,t} ey=D12i=Yo0 ane,. Entio
lan| <1, Vn € N.
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Prova: Seja n € N. Entdo, pela Proposigao 2.26(1), para algum : € {1,...,¢}
temos Jan] < sup{Jaal : 1 € N} = [lylleo = llodlls < llesl] < 1. .

Observagao 2.28 Seja (e,)32, a base candnica vetorial de coo(N). Entio

llea]| =1 VneN.

Prova: Pelas Proposigoes 2.13 e 2.24 temos 1 = ||en||co < |len]|xn < llen]l, <1,
Vn € N, Vm € N. Logo ||es]||x,, =1, Vn € N, Ym € N. Portanto, veja Defini¢ao

2.17. |lea|| = 1, Vn € N. =
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Capitulo 3

n V] ° e A °
1.—Meédias e Sequéncias

Rapidamente Crescentes (S.R.C)

Se E; < ... < Ej sdo intervalos de N e € ¢go(IN), entdo pela Proposicao
2.26(2)

M
S B ()] < f(M)]l]]. (8.1)
Agora acharemos elementos z€ coo(IN) para os quais
M
Z [|E;(z)|]| < C(1+2M/N)||z|| paraalguns NeN e C€R,(3.2)

1
e outros elementos x € cgo(IN) para os quais
Z [|E;(2)|| < f(M)(1 +2€¢) paraalgum 0<e<1/2. (3.3)

Comegamos com duas defini¢ées visando encontrar elementos & € coo(IN) que

satisfacam a equagao (3.2).

3.1 [}, —Meédias

Definicao 3.1 Sejam n € N e C' € R. Diremos que x € X € wma 7, —média
com constante C' se:

L. ||zl = 1.

2. z =2+ ...+ z, para alguns x1,...,x, € X, com 1 < ... < T.

3. ||lz:l) < &, Vi € {1, ...,n}.
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Observagao 3.2 Sejam Cy, Cy € R, C; < C;. Se z € uma [}, —média com

constante C; entao claramente © € um l’l‘_,_—média com constante Cy.

Definigao 3.3 Diremos que x € X € um [T, —vetor com constante C se:
1. 2 =z + ... + &, para alguns z1,...,x, € X, com 1 < ... < T,.

2. |zl < Sllzll, Vi € {1,...,n}.

Observagao 3.4 Sejam C), C; € R, C1 < Cy. Se z € um I}, —vetor com

constante Cy entdo claramente x € um [T, —vetor com constante C,.

3.2 Existéncia de [{, —Médias

O lema abaixo mostra a existéncia de [T, —médias, Vn € N, em certos su-

bespagos de X. Nesse lema precisaremos trabalhar com vetores sucessivos, veja

Notagao 0.10.

Lema 3.5 Vn € N eVC > 1, AN € N tal que para qualquer seqiéncia 1, ...,zN
de vetores sucessivos nao nulos em X, o subespago gerado por zi,...,xN contém

uma I}, —média com constante C'.
Para fazer a prova do Lema 3.5 precisamos das quatros afirmagoes abaixo.

Afirmacao 3.6 Sejamn € N e C > 1. Entao
Ik eN tal que klogC > log(f(n*)).

Prova: Se n = 1 entao tomamos k > 1/logC, k € N. Sejam n € N, n > 2
g )

e q = ll—‘:é%. Entdao C = n? e ¢ > 0, pois logr > 0 se r > 1. Como por

(122) limp oo [Gh) 0, temos que Jk € N tal que {J,J:Tkz < 1, isto é, klogC >

(ol
log(f(n*))- &
Afirmacao 3.7 Sejam N =n*, k € N, z, < ... < zn uma seqiéncia de vetores
sucessivos nao nulos, ¢ = z; + ... + zy e z(3,7) = gzl(j—l)ni+l e D 24 < k,
1 < j <n¥*. Entdo cada z(i,7) € a soma den sucessivos z(i—1,7)'s, 1 <1 < k,

e mais ainda
n

2(i,j) = Y ali =1, — Un +p).

p=1
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Prova: Observemos que (((7 — 1)n+p) — 1)n'™' = (5 — 1)n' + (p — 1)n'"L.
Logo

i1 ([G=1)ntp)= 1)~ i

3

T(j-1)ni+(p=1)ni-14t = Tt
1 t=([(j—=1)n+p]-1)ni—141

o~
Il

[(-1)n+p)ni—!
SR, 5 S
t=(((i=D)nrr)- =1 41

= :z:(i—l,(j——l)n—l—p).

Agoran < n'e

jnf

#(1,7) = Z T4
t=(j—1)n'+1
= Z(-1)nit1 T oo+ Tjni
= TE-pnitr et Ty
= T(j-1)ni+1 T oo T T(i-1)nigni-t +
T(-Dnit(ni=t41) T oo T L(-1)nitoni-t +
T(j-1)ni+(2ni-1+1) + ...+ T(j—1)ni+3ni-1 + ...+

m(j—l)n‘+((n—1)n‘—l+1) s F m(j—l)n"+nni—1

it

- Z T(j-1)ni+(1-1)ni-14¢ T

=1

,n:'—-l

Z T(G-1)n'+(2-1)ni—1 ¢ ¥
t=1
ni—l

Z x(j*l)ni+(3—-1)n""l+t + +

t=1

nl—l
E w(j—l)ni+(n—l)n‘“l+t
=1

37



= z(t—-1L(G-1n+1)+
,G-1n+2)+

z(1—1
2(i—1,(j — ) +3) + ...+
z(1—1,( —n+n)
= Y #(i-1,(j—1n+p) q

Na préxima afirmagao precisamos da definicao de [T, —vetor, veja Defini¢do

3.3. Daqui para frente, nesta segdo, os x(i,j) serdo como na Afirmacio 3.7.

Afirmagdo 3.8 Se nenhum x(i,7) € um I} —vetor com constante C' e se ||z;|| =
1, Vi € {1,..,, N}, entdo ||:c(,])|| < 2. Em particular, uma vez que x = z; +
A EN =T F o F T = D g (1 kg1 Tt = (k, 1), temos que ||z|| < n*/CF.

Prova: Por hipdtese nenhum (%, j) é um [}, —vetor, logo nenhum IE E j;” € uma

[, —média com constante C' e como, pela Afirmagao 3.7, vale

2(i,5) _x~2(i=1,(G—n+p)
(DI 2, |l (2, )l '

p=1

Pela Defini¢ao 3.1(3) temos que %ﬁ— > < para algum s; € N com (5 —
z(i—1,51)

Dn+1<s <(j—1)n+n. Além disso, por hlpotese, Gl também nao é

uma [, —média com constante C'. Portanto, de modo andlogo, existe s; € N tal

que W:i(% > =. Isto implica que

lati, ) < Lol

nn )
< 55”3:(2 —2,5,)||

n®||lz(i — 2, 5)l|
G '

Seguindo a mesma linha de raciocinio sobre (i —2, s3) e assim sucessivamente

1 vezes, obtemos, para algum s; € N, que

le@ll < Glleli =59l
= g—fux(o,s,)ly

n' n'

= C’i”x‘s‘” - OZ)



pois (1, j) = in(J Dni+1 T + Logo 2(0,s;) = 307 (s ~1)no41 Tt = Do =s; Tt = Ts; €
llz:]l = 1, Vi € {1, ..., N}. &l
Na préxima afirmacao precisaremos trabalhar com intervalos de N, veja Notagao

0.5.

Afirmagao 3.9 Sejam n € N, n > 1 e C' > 1. Entdo existe k € N tal que

para qualquer seqiéncia i, ...,T,x de vetores sucessivos de norma um, existe um
intervalo E de N, E C {1,2,...,n*} tal que

E z; €um [}, — vetor com constante C.

1€l
Prova: Suponhamos que existamn € N e C' > 1 para os quais o resultado é falso.

Sejam k£ € N como na Afirmagdo 3.6, isto é, tal que C* > f(n*), e z1,..., 2,

qualquer sequéncia de vetores sucessivos de norma um,

n¥ jnt
z = E % & =gl= E Zy.
1 t=(j—1)ni+1

Pela Afirmagéo 3.7 (i, ) é a soma de n sucessivos z(i — 1,5)'s, e pela nossa
hipétese z(z, 7) ndo é um [}, —vetor, logo pela Afirmagéo 3.8 temos ||| < g—:

Sejam agora E; = ran(z;), Vi € {1,...,n*}, veja Notagao 0.8. Entdo, como
l|lzi|| = 1 e Ei(z;) = x;, Vi € {1, ...,n*}, veja Notagdo 0.6, temos, pela Proposicio
2.26(2), que

nk
fk) T or
Portanto C* < f(n*). Isto é uma contradigio com C* > f(nF). |

Prova do Lema 3.5. Suponhamos que o resultado seja falso, logo existem
n € N, C > 1, tais que VN € N existe alguma sequéncia z1,...,zy de vetores
sucessivos nao nulos em X, tais que o subespago gerado por 21, ..., z)y ndao contém

nenhum [/f, —médias com constante C'.

Para os n e C anteriores, sejam k como na Afirmacao 3.6, N = n* e z1,...,2n

uma sequéncia de vetores sucessivos que podemos sem perda de generalidade
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supor normalizada, pois o subespaco gerado por essa seqliéncia nao se altera se

dividirmos cada um desses vetores pelas suas respectivas normas. Pela Afirmacao

3.9 existe

Ec{1,2,..,N} talque z= in é um [}, — vetor.
i€EE

Logo % é uma [}, —média, contradizendo nossa suposi¢ao. |
ST Izl + ?

3.3 Uma segunda limitacio para 3.V ||E;z||

Sejam N, M,n € N. No préximo lema usaremos a Defini¢ao 3.3 de lﬁ_—vetor
e as Notacao 0.7 e 0.10 de “intervalos sucessivos” F; < ... < Ejs e de elementos
(vetores) sucessivos z1 < ... < Tp.

Se By < ... < Ep sao intervalos de N e z € coo(IN), entao pela Proposicao
2.26(2), "M ||E;(z)|| < f(M)||z||. Agora, vamos mostrar que existem elementos
em coo(IN) para os quais a equacao (3, 2) mencionada no inicio deste capitulo vale,

isto é "V ||E;(z)]] < C(1 4 2M/N)||z|| para alguns N € N e C € R.

Lema 3.10 Sejam M,N € N, C > 1, z um lﬁ_—vetor com constante C e

E, < ... < Ey uma seqiéncia de intervalos de N. Entao

M
> _lIEjzl| < C(1+2M/N)|la]|.
1

Sejam z; < ... < zx e £ um intervalo de N. Coloquemos

N
X = E Xi,
1

A :=Ag={i€e{1,..,N}:supp(x;) C E}

B:=Bg = {1 € {17"'7N} . E(xi) # ¢}>
para fazer a prova do lema acima precisamos das trés afirmacoes abaixo.

Na proxima afirmagao o fato F é um intervalo de N sera fundamental, veja

Notacao 0.5.
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Afirmagao 3.11 |B| < |A| + 2.

Prova: |A| < |B|, pois se 1 € A entao supp(z;) C E, logo FE(z;) = z; # ¢. Assim
1 € B e portanto A C B.
Sejam m = min B e M = max B. Mostremos que AU {m,M} = B. Se

m <t < M, coloquemos
a := max supp(zn), b€ supp(z;), c:= minsupp(zy),

logo, a < b < ¢, pois &, < ; < Tpy.

Como m = min B temos que E(z,) # ¢. Seja d € suppF(z,). Entao
d € EN supp(z,,) e portanto d < a. Como M = max B temos que E(zpr) # ¢.
Seja e € suppE(zpr). Entao e € E N supp(zp) e portanto ¢ < e. Assim d < a <
b<c<e.

Como E é um intervalo e d,e € E, temos que b € F, Vb € supp(z;). Logo
i € A C B. Consequentemente temos AU{m, M} = B. Portanto |B| < |A|+2.1

Afirmagio 3.12 [|E(2)|| < || Tiep il

Prova: Seja y = ) g Entdo [|E(y)|| < ||ly||, pelo Teorema 2.20. E pela
defini¢do de B, se ¢ ¢ B, entdao E(z;) = 0. Logo

IE@I = 1B@) + ..+ E(zw)ll = ;Ewiw;m)‘
. X;E()f=|‘E(Z;) =15 loll = | S| m

Sejam Fy < ... < By, 2y < .. < zy ez = ZIIV:I:, € como no que segue o

Lema 3.10. Coloquemos

A;:= Ag, = {i € {1,..,N} : supp(x;) C E;}

B; = BE.i ={ie{1,..,N}: E;(x:) # b}

Afirmacgéao 3.13 Suponhamos que ||z;|]| < C,V € {1,...,N} e ||lz||= N. Entao

M
Y B (@)l < C(1+2M/N)|je]|.
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Prova: Precisaremos de trés observacoes.

a. Pela hipétese ||z|| = N, logo |C| > 1. Pois C' < 1 implicaria

llz]| = ||z1 + ... + 2n]| < Ef[ [|z:]] < Zf’C = CN < N, absurdo.

b. Os A; sao dois a dois disjuntos entre si € o mesmo ocorre com os B;, pois
r1<...<zyeF <..<Epy.

& ZIIW|AJ-] < N. Pois z; < ... < zn e o item (b).

Agora, pelas Afirmagoes 3.12 e 3.11, temos que

Yoa[< D ll=ll<) C

1€B;j 1€B; 1€B;

125(2)ll <

< ClBj| < C(|Aj] +2).
Logo
M M
Y E@)I < Y C(A+2) < C(N +2M)
= C(142M/N)N =C(1+2M/N)||z||. e

Prova do Lema 3.10. Seja ¢ = ky para algum k& # 0 e para alguma y

lﬁ—média com constante C. Entao existem
C
< ..<yn com ||yl < N talque y=yi+...+yv e |ly||=1.

Seja z = %“5 Entao z = Ny = ZIIV Ny;. Escrevamos z; = Ny;. Logo

N
z=Ny=) z com |lz|l=|INull<C e [lz||=]INy|l=N.

1

Assim, pela Afirmacao 3.13, teremos
M
DBz < C(1+2M/N)||z|.
1
Dessa maneira, pela linearidade de E; e pelas propriedades da norma, temos
M
N
By 0| = Leal
1

N
< C+2M/N)|lzll = C1L+2M/N)—lell.

M

N M
= IBall = Y
1

il
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Portanto
M

Y Bzl < C(1+2M/N)|le]|. i
1

3.4 Sequéncias Rapidamente Crescentes (S.R.C)
Agora daremos uma defini¢ao que terda um papel fundamental neste trabalho.

Definigao 3.14 Diremos que uma seqiéncia z; < ... < Ty € uma sequéncia

rapidamente crescente de |y —médias, S.R.C, de comprimento N com constante

1 + € se, para cada k:
1. zx € uma 7} — média com constante 1+ e.
2. ny Z 22N.

3. [ran(z1 + ... + zx—1)| < &/ f(nx) Vk € {2,...,N}.

Observagao 3.15 Pela Defini¢ao 3.1 claramente obtemos que se v, < ... < zn

¢ uma S.R.C, entdo ||z;|| =1, Vi€ {1,..., N}.

Observagao 3.16 Sejam €; < €3. Se z1,...,zN € uma S.R.C de comprimento N

com constante 1 + €1, entdo claramente xq,...,xy € uma S.R.C de comprimento

N com constante 1 + €.

O Lema 3.17, a Definicao 4.3 de comprimento de um intervalo, O Lema 4.17

e o0 O Lema 5.1 que sdao resultados fundamentares nesta dissertagao tem como

hipétese alguma S.R.C.

3.5 Uma terceira limitacio para >\ || E;z||

Lema 3.17 Sejam 0 < € < %, z1,..,xny uma S.R.C de comprimento N com
constante 1 + ¢, z =z + ... + any, M > f_l(%) e B, < ... < Ep intervalos de
N. Entao

M
|| Ejz||
<142
21: FM) =T

Para fazer a prova deste resultado precisamos das quatro afirmagoes abaixo.
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Afirmagao 3.18 Sejam n € N e y uma [T, —média com constante C. Entao
a. Eriste m mdzimo, m € N, tal que y € uma [T, —média com constante C'.

b. n < m < |ran(y)|.

Prova: Seja A:={k € N: y éuma [§ —médiacom constante C}. A # ¢,
pois n € A. Sejam k € A e s = |supp(y)|. Entdo existem, pela Definigdo 3.1,

Y1, ..., Yx uma sequéncia de vetores sucessivos nao nulos tal que

y:y1++yk
Logo
k
1 < |supp(y:)] Z |supp(y:)] = | Y supp(y:) ‘ |supp(y)|-
1
Portanto

k

=3 1<) |supp(y:)| = |supp(y)| = s.

1
Consequentemente k < s para todo £ € A. E entdo concluimos que A é finito
e nao vazio. Assim, A tem maximo. Seja m = max A. Entao como supp(z) C

ran(z) para todo z € coo(IN) (veja Notagdo 0.8), temos que

n <m < [supp(y)| < |ran(y)|

y ¢éuma [, — média com constante C. El

Afirmagao 3.19 Sejam n, M € N, y uma [T, —média com constante C e F; <
.. < Ep intervalos de N. Entao

Y Byl < min{f(M), f(|supp(y)]), C(1 +2M /N)}.

Prova: Sera feita através de trés desigualdades.

a. Pela Proposicao 2.26(2) e pela Definicao 3.1(1) temos que

|| yH
Z a0 S sl =1.
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b. Seja A={j€{l,...,M}: E;y # 0}. Entao

ZIIE 2|l = IEjall.

JEA
Mas, pela Proposi¢ao 2.26(2) temos que ZjeA i < |ly|| = 1, portanto
Z Iyl =D | Esyll < f(IA]).

JEA

Sejam j € Aey;:= E;y. Entaoy; # 0. Sea,b€ Aea <b € A,entdo y, < ys,
pois By < ... < Ep, logo Ujeasupp(y;) é disjunta e como Ujeasupp(y;) C supp(y),

obtemos

|A]=> 1< |supp(y;)| < |supp(y)|-

JEA JEA

Portanto, por (i¢), temos

M
Yo lBjzll < F(IAD < f(lsupp(y)]).

c. SMIE; | < C’<l + 2]%!) lly]| = C(l + %) Isto € uma consequéncia do
Lema 3.10 e da Defini¢ao 3.1(1). |

Afirmacao 3.20 Sejam z; < ... < zy uma S.R.C tais que z; € uma 7} —média

com constante C', 1 <1 < N. Entao

a. 22" <n;<ny <..<ny.
b. |supp(z;)| < en/f(niy1), Vi € {1,..., N}.

Prova: Pela Definigao 3.14(2) 92" < ny. Agora como z; < ... < zy, temos
que ran(z;) C ran(z; + ... + z;). Logo n; < [ran(z;)| < |ran(z + ... + ;)| <
Q/M < f(niy1) < niy1, Vi € {1,..., N — 1}, pela Afirmagao 3.18(b), a
Definigao 3.14(3) e (). Assim temos (a).

Como, veja Notacdo 0.8, supp(z;) C ran(z;) temos

|supp(e:)| < [ran(zi)| < [ran(z: + ... + @:)| < e/ f(nip),

veja Defini¢do 3.14(3), e portanto também temos (b). |
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Afirmagao 3.21 Sejam N,n; € N, Vi € {1,..,N}, z; < ... < zy uma S.R.C
tais que x; € uma 7, —média com constante C' e k € {1,...,N} fizo tal que
ne < M. Entio Y0 f(|supp(z:)|) < ey/F(M).

Prova: Por (z) temos que
f(|supp(:)]) < |supp(z:)|
e como z; < ... < Ty, temos que

k-1
Z |supp(z;)| = |supp(z1 + ... + zk—1)| < |ran(z1 + ... + zx-1)],
1

veja Notacao 0.8. Logo, pela Definigdo 3.14(3) e (:2), temos

k—1 k-1
> F(lsupp(e:)l) < ) |supp(@i)| < [ran(zy + .. + ze1)|
< e/F(m) < e/F(M). g

Prova do Lema 3.17: Pela Observacao 3.15 ||z;|[, Vi € {1,...,N} e pela
Afirmacao 3.18(a) podemos tomar n; maximo tal que z; é uma /7{ —média com
constante 1 + ¢, Vi € {1,..., N} e seja k£ méaximo tal que n, < M. Entao M < n;,
Vi € {k+1,...,N}. Este maximo existe e é tnico pois os n; sdo maximos e
ny < ... < ny, veja Afirmagio 3.20(a) (Se os n; ndo fossem méaximos, k variaria
para cada escolha dos n;). E finalmente, pela Afirmacao 3.21

k-1

S f(lsupp(e:)]) < e/FOD).

1

Portanto pela Afirmacao 3.19 temos

k-1

M k-1
ZZ | Ejzil| < ) f(lsupp(ai)]) < e/ f(M) < ef(M).

i=1 j=1 =

Y
Mas pela Proposicao 2.26 e pela Observacao 3.15 temos que ZJ;"‘lekb;’—xk” £

[|lzk|| = 1. E como k < ny < M, temos, por (iz), que

M
ZIIijkII < f(k) < f(M).

Isto mais o Lema 3.10 e o fato de que f‘%%) < M implicam que
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N M

k=1 M
Bzl = D) IE; "szI+ZHE zll+ Y ) 1B
i=1 j=1

[M]=
gl

i=k+1 j=1

-
Il

—
<.
Il

et

ef (M) + f(M) + Z (1+¢) (1 4 2%)

i=k+1 !

ef (M) + f(M) + ) (1+6)(1+2_]$£)

i=k+1

IN

IN

< ef(M)+ f(M)+ N(1+e)(1+2)
3N(1+¢)

Z f(M)<e+1+ 703 )

< f(M)[e+1+(1;6)6]

< f(M)(e+14 o)

Mas, veja Notagao 0.6,
N N
15501l = |2 (Z(:v )|| = || X B | < S 85

Logo
M M N
DR <)) Bl < F(M)(1 + 2e).
F=]

j=1 4=l

47



- - I--:- B - - -.- R .- 3 - .
B -

RS e = s pr

l.-ﬂ:nﬁ :{; ;m&wnmlﬁ? 5 J“ii
_ i.p_ L dmn pd, e

{}n-._“__rrue.-ileﬁmruab :
{:-#-I-I}h-llﬁi-‘fuﬂ*mﬁ-: g
M I s T 4T S L 2

| .{‘1_;[1':!;!5.”“"-,.1.-51
aliis il

i --1i|'-'|'l'
"

drd ddaHIT S

AEdpan o arll

R el il (B g B

- S ETH L DR AP

¢

o -
I
-I. = a8




Capitulo 4

Combinacao especial,
comprimento de um intervalo e
algumas propriedades do

conjunto J

Se z* é uma aplicacdo especial e & € coo(IN), entdo pela Proposicao 2.26(3)
2" ()] < ]l

A seguir, vamos definir uma aplicagdo z* tal que para alguns & € coo(IN) vale

lell , 4M

IM € N,

veja o Lema 4.17. Para isto precisaremos de algumas definigoes.

4.1 Combinacao especial

Definigao 4.1 Seja N € N. Uma combinagao especial z* € uma aplicagio
N S i :
da forma Zjlv a;z;, onde Y| |ai|> =1 e z3},...,a}y € uma seqiéncia de a.e.d, veja

')

Definig¢ao 1.8(e).

Seja j € J com J satisfazendo a Proposi¢ao 1.2. Na proxima defini¢do usare-

mos elementos de A%(X), veja Definicao 1.8(a).
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Definigao 4.2 Sejam N € N, 71,...,g8 € J elementos distintos, a; € R, Vi €
{1, ..., N} tal que Ejlv lai|? = 1, z} € A5,(X) e Ey, ..., Exy uma seqiiéncia qualquer
de intervalos de N. Entao

N
"= E a;FEi(z}) serd chamada combinagao bésica especial.
1

Logo uma combinacao basica especial é uma aplicacao em que as seqiiéncias
especiais usadas para construi-la tem comprimento no maximo 1 (pois sé tem um
z} € A%(X); um sé somando diferente das a.e.d onde cada somando ¢é soma de
outros somandos e cada um desses tltimos estd em algum A%(X)).

Portanto uma combinagao basica especial € um caso particular de combinagao
especial.

As Definicoes 4.1 e 4.2 serao usadas na prova do 52Passo e do 42Passo do

Capitulo 5, veja Afirmacoes 5.85 e 5.69.

4.2 Comprimento de um intervalo

Definig¢ao 4.3 Sejam M, N € N, z; < ... < zpr uma S.R.C com constante 1+,
para algum € > 0. Pela Afirmagio 3.18(a) Vs € {1,...,M} Iny, € N mdzimo,
tal que x5 € um 7} —média com constante 1+ €. Logo, pela Definigdo 3.1 existem
Tsl L on K Ty, Lads que
14¢€
Ty =Ts1+ oo + Tsn, com ||Tgp]| < — Vpe{l,...,ns}.

s

Dado um intervalo qualquer E C N, sejam
j:=je =max{t € {1,...,M}: Ex; # ¢},
i:=ig = min{t € {1,...,M} : Ex; # ¢},
s := sg = max{k € {1,...,n;} : Exjx # ¢},
r:=rg = min{k € {1,...,n;} : Ex;x # ¢}.
O comprimento A(E) do intervalo E € dado por

MB)=j—it o —=jp—ipt o — &

n; n; Njg

niE

a0



4.3 Calculos utilizando a definicao de compri-
mento

Observagao 4.4 Sejam M € N, z; < ... < zpr uma S.R.C com constante 1 + ¢,
para algum € > 0 e E um intervalo de N. Entio A\(E) < M.

Prova: De fato, pela Defini¢ao 4.3, temos

i . S r
ME) = JE—ZE+—E— Z
Njg Nig
< M-1402_ 1
Njp Nig
= M- < M. H

niE

Observacgao 4.5 Sejam M,N € N e z; < ... < zpr uma S.R.C com constante
14, para algum ¢ > 0. Se Ey < ... < Ey ¢ E = UV E;, entio S| A\(E;) < A(E).

Prova: Se E, < ... < Exy, E =UVE; e 21 < ... < x), entdo pela Definicio 4.3,
iE, = 1E, TE, = TE, JEy = JE € SE); = SE-

Como F,; < ... < Ep, temos, de novo pela Defini¢ao 4.3, que

JE, SiEk+17 Vk € {1,...,1V—1}.

Seja k € {1, ..., N —1}. Vamos achar limitacdes para —2& — —%+L Para isto
J n

T By, "By
consideremos os dois seguintes casos jg, = ig,,, € JB, < iE,,,-
1. Se jg, = ig,,, € jd que z; < ... < x), entdo existe z;, com ¢ maximo, tal
que jg, = t = 1g,,, portanto Mg, = Nt = Mg, . Como K < Ejkyr também
temos, neste caso, que sg, < g, -

Concluimos entao que

SEy,  TExyn _ SEx  TEpp <0
— 7

= s€ IE, = iE.,,-
; ; L
g,  Tig,,, ny 7

2. Se jg, < ig,,,, entdo existem z; < ... < z, com ¢t maximo e u minimo

satisfazendo jg, = t portanto Mjp, = Mt € UEy, = U aS8IM Nip = TNy Conse-
quentemente
SEj "Exyr _ SEy  TEpy _ SEy : :
— e = e B R S ey BB O K g

'i’LjEk niEk-H ¢ m ¢ Ny
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Mas L < 225 < 1. Portanto
ne ne

SE TE) 1 ; )
k—¢§1___<_.17 se ]Ek<ZEk+l'

njEk niEk+1 Ny

Coloquemos F' = {k : jg, —ig,,, < —1, 1<k < M —1}. Observemos que
se k ¢ F, entdao —1 < jg, —iE,,,.- E como jg, —ig,,, <0 temos que se k ¢ F,
entdo jg, —ig,,, = 0. Pois, pela Definicdo 4.3, jg, e ig,,, sao inteiros.

Agora pelos itens (1) e (2) e as observacdes acima sobre F' temos que

N N-1
. . S (i 5 5 S T
— Njg, Nig, =2 g, Nig,
. y S T
JEy —'Eyxy T+ 2y Oy
S r il N1/s r
. . En Ey . “ E, Ey+l
= JEy —E, T anleimak o (2, —iE, ) + ( ————)
" ‘ njEN niEl ; * ; Ry niEu-l-l
_ . * SEu rEv-f-l
= ME)+ Z(]E,, —iE,) + Z <n e T) +
vgF vgF JBy Eyt1
" . SE, TEy41
> U —iBg) + ) (n— = m—)
veF veF JBy By41
< ME)+040+) (1) + ) 1=AE). -
veEF veEF

Observagao 4.6 Sejam M € N, z; < ... < zp uma S.R.C com constante 1 + ¢,
E um intervalo de N e x = 21 + ... + ap. Entdo ||Ez|| < (1 +¢€)(A(E) +2“2M).

Prova: Seja t € {1,...,M}. Como zi,...,zp é uma S.R.C temos que z; é uma
I, —média, logo In; € N tal que z; = x4 + ... + 24n, com [|ze]] < ln—";‘, Yu €
{1,...,n:} e ||lze]| = 1, para alguns z;; < ... < 4,. Pela Afirmagao 3.18(a)

podemos tomar n; maximo. E Pela Afirmacao 3.20(a)
22" <ny <. <.
Sejam j := max{t € {1,..., M} : Ez; # ¢}. Logo
Ez,=¢ se t>j,
i :=min{t € {1,..., M} : Ez; # ¢}. Logo
Ez;=¢ se t<nu,
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8 1= max{k € {1, .;n;} : Bz;x # ¢} e r ;= min{k € {1,...;n;} : Ezy # ¢}.
Entao, pela Definigao 4.3

o el r
AE)=j—i+ -
nj n;
e como F é um intervalo de N e z; < ... < z)s temos que se 1 < u < J entao

Elz,) = 2.

Mas

E(@)|l = [|E(za)+..+ E(@am)ll < |E(za)ll+- -+ E(@m)ll, Ve {l,..., M}

Logo
IE@)I = [E(zir) + ... + E(zin,)]]
< NE@i)ll + o+ [ B (i)
< ”xzr” + ...+ Ilmi"i”
< Emi-r+)
IE@)I < [|E(zjn) + ... + E(s)]]
< 1+es.
ng
Portanto
E@) = [[E(z1) + ...+ E@zm)ll < [[E(1)]] + ... + || E(za)]]
= [E(@)|l + I1E@i)ll + - + 1Bzl + [ E())]]
= [E@)I + lleaall- + [lzj-all + [[E(z;)]
< lie(ni—r—l—l)—}—{l—l-...-l-l}-l- 1;6(5)
= T )G D= G D+ +
< (1+e)—(1+6);+ 1:'6-!-(j—z'—l)(l—l—c)—i— 17:;6(3)
= (j—i+§—;§_+%)(1+e)
= (A(E)+—%>(l+e)§ (A(E)+22%>(l+e). |
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4.4 Duas limitacoes para ||z||

Observagao 4.7 Sejam M € N, z; < ... < zpy uma S.R.Cex =z, + ...+ ).

FEntao
M

f(M)

<|lzll < M

Prova: Sejam 1,5 € {1,..., M} e E; = ran(z;). Entédo E; < ... < Eyp, Ei(z;) =0
se 1 # j e Ei(x;) = x;, portanto E;(z) = z;. Mas pela Observacao 3.15 ||z;|| = 1,
logo

u M =] M
let] = Z 08— 2 70 = 700
Além disso

Izl = [lzs + -+ zmll < |zl + - + |zl = M -

A Observacao 4.7 sera muito 1util na prova de que X ndo contém nenhum

subespago isomorfo a ¢o(IN), veja o Capitulo 6 a Observagao 6.1.

4.5 O conjunto J

Lembremos que existe um subconjunto infinito J= {71, j2, ...} C N, tal que se
m,n € J e m < n entdo logloglogloglogn > 1000m e f(m) > 10'%, ¥Ym € J,
veja Proposicao 1.2. Agora apresentaremos algumas propriedades de J que serao

usadas mais para frente.
Observagao 4.8 Se M € J entdo 1022 < M/ f*(M).
Prova: Seja 77 := min J. Entao

10103 < f .71 \/logg ]1 =+ 1 \/j—l, lOgO 10206 S jl-

Por (iz) f+(r) é nao decrescente e como 10%% < j; < M temos que

o (Y
f2(10%06) = f2(5,) = fA(M)
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Mas
1 1 1 1 1

= > = 2 .
f2(10206) ]og2(10205) - log2(16206) (206-(4)) - 102

Portanto
10206 10202 ]\/[

202
< ;
<T@ < e = 2o

Observagao 4.9 Sejam M € J, z4,...,zpr uma S.R.Cex = x1+...+xp. Entdo

Prova: Como M € J, pelas Observacoes 4.7 e 4.8 temos que
1 f(M) f(M) 1 1

= & .
llzll = M — 10%92f3(M) 10%92f(M) — 1020210193 -

Observagao 4.10 Se M € J entdao vV M < W%.

Prova: Pela Observagéo 4.8 temos 10292 < f21(‘/1!v1) Logo 101°! < \(/1;) e portanto

101
10037 < M g
Observagéo 4.11 10"10'2 < f(j,), Vn € N

Prova: 10'10'°? = 10'% < f(j1), pois 10'% < f(5), V7 € J, veja Proposicao
1.2(2).
Suponhamos que 10102 < f(4;). Entao pela Proposigao 1.2(1) temos

1024102910 < f2(5x)10% = log,(jx + 1)10% < 5, 10° < log log log log log(jx41).

Mas
2(k+1) 1204 2k 10206 2k 1206 10! to?k 10207
210 10 ] = 210 10 -1 S 1010 10 S 1010 S jk-l-l-

Logo

10%110™ = \/10g2(2102‘**"1°2°") < Vlogy(Jkar +1) = f(Grr)- -

Observagao 4.12 ) 7" f(]n L@
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Prova: Pela Observacao 4.11 temos
=1 (

Observagao 4.13 ) ° ( = < 105, <1.

1 1 1 1 10 1

Z 0102 = 10102°10°1 — 11_0 i 10103° 9 < 10102 B
1

Prova: Pela Observagao 4.11 temos

=1 = 1 — 1
< —_— <
27 = Y < v
- > AT B
B 2n1051 B 1051 2'1-1 7108 =

Observagao 4.14 Para k,l € J temos que
1. Se l <k entdo expexpexp(l) < k.
2. Se k <l entdo k < logloglog(l).

Prova: Pela Proposigao 1.2(1) temos que

1. Se [ < k entdo 1000/ < logloglogloglog(k). Mas se k < exp expexp(l),
entdao (Inlnlnk) < ! e como logloglog(k) < Inlnln(k) temos que

log log(log log log(k)) < loglog(Inlnln(k)) < loglog(l) < 1000{; absurdo.
2. Se k < [ entdo 1000k < log loglogloglog(l). Mas se logloglog(!) < k entdo
log log(log log log(l)) < log log(k) < 1000k; absurdo. [

Observacio 4.15 Sejam [, M € J e exp(+/Togl) < M <. Entio | < 22"

Prova: Sejam r > 256 = 2% e

Inr

_log,r = -
logy 10 82" T \/1og,10  In2

Entao ot ot
)= ——-8>——-8=0,
9(2") +/log, 10 +/log, 16
e
) 1 1 1 2 1 2

)= — > —_—— — —
9(r) 2¢/rlog,10 rIn2 " 2,/rlog,16 r 4/r r
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pois 7 > 2% e 2In2 =1n2% > Ine = 1. Logo, g(r) > 0 se r > 64%. Portanto

T
‘/logglo > log,r se r > 25

Pela Proposigao 1.2(2) 10'% < f(j) = /logy(j +1), Vj € J, logo 10%%¢ <
log,(l + 1), portanto 21%” < [+ 1. E entdo concluimos que

28 = 256 < 618 = 3.206 = log, log, 25" < log, log, 2'*” < log, log, j.

Mas

log, [
In(log, log, (1)) < log,(log, log,(l)) < log, log,(1) < = gg210 = y/logl.
2

Portanto

log, log, (1) < exp+/logl < M. i

4.6 Uma relacao de comutatividade

Observagao 4.16 Sejam y* € X*Ncw(N), E =ran(y*) ex =) .y bren € X.
Entao
(By")(z) = y*(Ez) = y" (<)

~ d
Prova: Se y* =) .nanel e E={c,c+1,..,d} entdoy* =) “ae} esen <c
ou n > d temos a, = 0, consequentemente

1. y*(z) = D ,en Gnbn = S by
2. y*(Ez) = y*<zjbnen> = by (en) = 22 bpan.

3. (By)) = (Tlanes ) (2) = Thanci(e) = S aabn -

4.7 Outra limitacao para |z*(z)|

Se z* é uma aplicagao especial entdo pela Proposicao 2.26(3) |z*(z)| < ||z]|.
No Lema 4.17 apresentaremos outra limitacdo para uma combinacdo basica es-

pecial. Este lema serd util na prova do 42Passo no Capitulo 5, veja Afirmacao

5.70.
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Lema 4.17 Sejam € J, NM € N e zy < ... < zpr uma S.R.C com constante
3 =147 tal que exp(\/logl) < M < 1. Suponhamos que © = x1 + ... + Ty seja
um M —vetor com constante 2, para algum M' > logM. Seja z* = Zf, a;T;
uma combinagdo bdsica especial. Entao

[
() < 10008 + 477375

Para fazer a prova do Lema 4.17 precisamos das 13 afirmacoes abaixo.

Afirmagao 4.18 Sejam N,M € N e z* = Zf’ a;x; uma combinagio bdsica
especial. Entio Existem inteiros distintos ki, ...,kn € J tais que Vi € {1,..., N},

z} € um intervalo proje¢io de alguma aplicagao em Aj. .

Prova: Como z* = zilv a;z; é uma combinagao basica especial, temos pela De-
finicdo 4.2 que existem inteiros distintos ki, ...,kxy € J tais que Vi € {1,..., N},
& = Fiy;, onde F; é um intervalo de N e y; € A, dk; € N, isto é,

_ Fi(yh + .-+ i)
t f(k:)
com y} < ... < yx. e ||lyLl| <1, Vs € {1,...,ki}, veja a Defini¢do 1.8(a). M

Z

Seja i € {1,..., N}. Daqui para frente nesta segdo

oo B+ + Vi)
T f(k;) ’

onde F; é um intervalo de N, y} < ... < s e ||y5]| < 1, Vs € {1,..., k;}, como na
prova da Afirmacao 4.18.

Afirmagao 4.19 Sejam [ € J, NNM € N e z; < ... < zp uma S.R.C com
constante g — 1+—21— tal que exp(\/logl) < M <lea* = Eiv a;x; uma combinagdo

bdsica especial. Se Ji tal que k; = [, entdo
|27 ()| < 2M/f(M).
Prova: Sejam s € {1,...,l} e E;; = ran(yy,). Entao pelas Observacoes 4.16 € 4.6

| < I(Fyi) I Eis()]
(M(E:) +272).

[(Fiyie) (@) = |(Fi(yi)(@)] = [(Fiyis) (Eis ) (2
< sl Eis(2)] < [ Bis(2)]] <

[\D|Q.3\_/
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Se D; = U'_, E;s entao pelas Observagdes 4.5 4.4 e 4.15, (i) e o fato de que

M <[ temos que
' fQ) f)
(Fiyi) (@) + - + (Fya) ()] _ [(Fya)(@)] + - + [(Fiyh)(2)]

IA

f) B f@)
[ B ) WET (s NB) + (G 2)
- f) F()
< D) 43R D) +3 43
- f{) - fM) @)
i MM 2M ey M
O fO) T fW) T (M) -

Afirmagao 4.20 Sejam | € J, NNM € N e z; < ... < zp uma S.R.C com
constante 3 = 1+ tal que exp(y/logl) < M <l ea* = Ef’ a;x¥ wuma combinagdo
bdsica especial. Se 31 tal que k; = M. Entao

|27 (2)| < 2M/ f(M).
Prova: A prova é idéntica a anterior, basta trocarmos [ por M. |

Sejam Ky, ..., ky como na Afirmagao 4.18. Suponhamos que k; ¢ {l, M},
Vi € {1, ..., N}. Pela Observacao 4.14 k; < logloglog! ou k; > expexpexp .

Seja t € {1,...,M}. Como zi,...,zp € uma S.R.C temos que z; é uma

I74 —média, logo @; = zu + ... + T, com ||z || < £ e [Jz4]| = 1, para alguns

Ty < .o < Tgn,, Iny € N. Pela Afirmacao 3.18(a) podemos tomar n; maximo. E
Pela Afirmagao 3.20(a) 22M < ny <L < nay
Sejam 7 € {1,..., N} e

b= max{j € {1,...,M} c ki > nj}.

Entao Podemos escrever

M ti—1 M
fcf(Z’%) =$?<Z$J‘> +$?($t;)+$?< > f’«‘j)-
J=ti+1

Isto sera tutil nas duas seguintes afirmacoes.
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Afirmacao 4.21 Sejam | € J, NNM € N ez, < ... < zpm uma S.R.C com
constante 2 = 141 tal que exp(\/logl) < M <lea* = SN a;z7 uma combinagio

ti—1
‘* > .
" ( Z)

i=1

bdsica espectal. Entao

< 1/57 Jiks)-

Prova: Pela definicao de ¢; temos que ny; < k; e pela Definicao 3.14(3) segue que
lsupp(z1 + ... + z4,-1)| < ran(e: + ... + 24-1)] < 34/f(n4,), logo, por (i1)

|supp(z1 + - + 24-1) < V/ f(Ki)-

Sejay, :=x1+...+ 241 = Ef___l ane,. Entao, pelas Observacoes 3.15 e 2.27,
temos |a,| < 1, Vn € N.

Pela Observagio 2.28 |le,|| = 1. Agora, como yj < ... < 3, e [|[y5l] < 1,
Vs € {1,...,ki}, temos que |yj(en) + ... + ¥, (€n)| < [|(€n)|], pois no maximo existe
um 7 € {1,..., &} tal que |y}(e,)| # 0. Portanto se 2} = b}, ek, entdo

Fi(yh + -+ i) (en)
f(k:)

Assim temos, para alguns s € {1,...,ki} e n(s) € N, que

|65] = lzi(en)| = < [l(en)l] < 1.

o Fle il Bl 1
l=illeo = 50y < T5k) = Fh) = R

logo
2 (we)l = | D andl| <Y laabi| < D (mazb}])]an]
neN neN neN
= |1l O lanl < ll2illeo Y 1 =|2]loolsupp(ys,)]
neEN n€supp(ye;)
\/f(ki) 1
< leflleov/ (i) < - -
") <5y = 7t g

Seja 1 € {1,..., N}. Coloquemos
Y = X1+ .+ Xg-a,

Yi = Xg41 + Xgi42 + o0+ XM

60



Afirmacao 4.22 Sejam [ € J, NNM € N ex; < ... < zp uma S.R.C com
constante 2 = 141 tal que exp(y/logl) < M <lez” = Ziv a;x¥ uma combinagdo

bdsica especial. Entdo

|7 (vi |<sup{z:”5’f((:Z <---<Sk,~}-

Prova: Sejamr € {1, ...,k;} e E;. = ran(y?.). Entéo, pela Observagio 4.16, temos

27 (v9)| i@%ﬂ gzk: Ejg_(lfTw,:Z Fy}’(k y’)l
< ZHE il |5 < Zn il | ?’)”s; el
= = { nsf*((g,))n G sk;}. .

Sejam ¢ € {1,...,N} e S; < ... < Sk, intervalos de N. Consideremos agora os
casos k; > M e k; < M. Pela Observacao 4.14 se k; < M, entao k; < logloglog M
e se ki > M, entao k; > expexpexp M. Estas consideragdes serao usadas nas

duas afirmacoes abaixo.

Afirmagao 4.23 Sejam [ € J, NNM € N ey < ... < xp uma S.R.C com
constante 3 = 1+ £ tal que exp(y/logl) < M < . Suponhamos que x = &1+ ... +

Ty Seja um lﬁ —vetor com constante 2, para algum M' > logM ea* = Zf’ a;zx}

uma combinagdo bdsica especial. Se k; < M, entdo |z¥(y;)| < ?—I(%.
Prova: Pela Proposicao 2.26 e pelo Lema 3.10 temos
ke ki
: : 2k;
SUswl < DS @l <2(1+ 5 el <2(1+ ol
r=1 r=1 g M
log log log M
< 2(142—————— <2(1+2 =
< 21420 o)) < 20+ 2ol = 6el
logo, pela Afirmagao 4.22, concluimos que |z} (y;)| < (fs':il)'. [ |

Afirmagao 4.24 Sejam | € J, NNM € N e z; < ... < zp uma S.R.C com
constante 3 = 1+ 3 tal que exp(\/logl) < M < . Suponhamos que x = z; + ... +
Ty Seja um lM —vetor com constante 2, para algum M’ > log M e a* = Zf’ a;z;
uma combinagdo bdsica especial. Se k; > M, entdo |z7(y;)| < 1//f(k:).
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Prova: Como expexpexp M < k;, segue que expexpM < Ink; < log, k; <
log, (ki + 1) = f?(k;) e como expr > (97/2)*, Vr > 100, temos que

9
511/[ < VexpM < ¥fexpexp M < /f(k

Lembrando que ¢; é o maximo inteiro j tal que k; > n;, temos que ny, < k; <
nt,4+1 € pela Afirmacdo 3.20(b) sabemos ny41 < n4;42 < ... < ny. Portanto, pela

Observagao 3.15 e pelo Lema 3.10, obtemos que

ki ki
SNS@l = D NSH@s1) + o+ Se(zm)l]

r=1

> 3 st 3 Yl

<
r=1 j=ti+1 i=ti+1 r=1
M M
3 3
< (=250 )
ti+1 ti+1
M

3 2k; 3 9M
< 1 ==3(M —t; —
£ ;2(+k,) 53 13 2=

Logo, pela Afirmacao 4.22, temos

kA
. ~ | 1S-(wa)ll oM \/ )
lxi(yi)lﬁsllp{zlz R 55 = <SL}_ 7 S f(k <V

Lembremos que y; = &t,41 + Zt;42 + ... + Tnm, veja acima. Claramente as duas

ultimas afirmacgoes implicam que:

Afirmacao 4.25 Sejam | € J, NNM € N e 2y < ... < xp uma S.R.C com

constante g’- = % -|—% tal que exp(y/logl) < M <. Suponhamos que x = z;+ ... +

Ty seja um lM —vetor com constante 2, para algum M > log M ez* = Ziv a;x}
6llz||

uma combinagdo bdsica especial. Entdo |z¥(y;)| < \/}(_L_) + 75y

Afirmacgao 4.26 Sejam [ € J, NM € N e z; < ... < xp uma S.R.C com
constante 5 = 1+ § tal que exp(+/logl) < M < [. Suponhamos que x = x1+ ... +
Ty seja um lﬁ —vetor com constante 2, para algum M’ > log M e a* = Ziv a;x;
N it
Zi<J<M (’LJ)

. - i . . ]
uma combinagdo bdsica especial. Entio ), < le”
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Prova: Como y;; = 1 + ... + ¢4, temos, pelas Afirmacoes 4.21 e 4.25, que

J#ti ti—1 M ti—1 M
(E ) - BBl
1<5<M 1 ti+1 | ti+1

1
= |27 ()| + |27 ()| £ —== + |27 (%)
V I(k:)
1 1 6
\ ol

<
RVZIC \/fk)

Portanto, pelas Observacoes 4.9, 4.12 e 4.13, temos

155 ] < 55y ) <55 (2 8

loll 1Y, g
22(\/—1%9;- ‘nxn>+6” ”z: oy
1

||l
= 103052\/—+6|I$||Zf

o MLl llzll _ ]l =] ]l
— 10305 £ 610102 10102 +610102 10101'

Afirmacgao 4.27 Sejam | € J, NyM € N e z; < ... < ap uma S.R.C com
constante % = %-I—% tal que exp(\/logl) < M < [. Suponhamos que v = x1+ ... +
Ty seja um l%_ —vetor com constante 2, para algum M' > log M e z* = Ef, a;x;

wma combinagio bdsica especial. Entio S |a3(z4,)|? = Z;\il D= |3 ()2

Prova:
N

Yolzi(ea)? = Jei(en)l® + [25(z0) P + - + lei(en,)
=1
= Y )P+ D] @)+t ) lei(@m))

iti=1 1:4;=2 iti=M

M
= Y S fela)P | ¥

J=1 ti=j
Afirmacgao 4.28 Sejam | € J, NNM € N e z; < ... < xp uma S.R.C com
constante 3 = 14 1 tal que exp(\/Togl) < M < 1. Suponhamos que x =z + ...+
TN seja um Z{Vi —vetor com constante 2, para algum M > log M e a* = Ziv agz}

uma combinagdo bdsica especial. Entdo ), _. let=))® < 1.

63



N . . o 5 % 8 )
Prova: Como z* = )| a;x} é uma combinacio bésica especial temos que 3, ..., %

é uma sequiéncia de a.e.d, veja Defini¢ao 4.2. Logo, pela Proposicao 2.25, temos

> leiel <

Afirmacao 4.29 Sejam [ € J, NNM € N e z; < ... < zp uma S.R.C com
constante 2 = 1+ £ tal que exp(y/logl) < M < . Suponhamos que x = z, +

..+ zym seja um lﬁl—vetor com constante 2, para algum M’ > log M. Seja

S aizi(ze)

N
) lzi(ey)? < sl = 1.
i=1

< liall

N : . 7 . "
z* =) a;x; uma combinagdo bdsica especial. Entdo < qoTore

Prova: Pelas Observacoes 4.10 e 4.7 e pelas Afirmacoes 4.27 e 4.28 segue que

N N
Zaimr(mti) < Z |a,-xf(:ct,.)|
=1 :

IN
TN

J=1 ti=g
M
< 21) — Vi
7j=1
]
<
= 10w f(M)
|||
= jgor b

Afirmacao 4.30 Sejam [ € J, NNM € N ez < ... < zp uma S.R.C com
constante 3 = 1 + 1 tal que exp(v/logl) < M < I. Suponhamos que x = z, +
..+ xp seja um l{‘i’—vetor com constante 2, para algum M > log M. Seja z* =
EIIV a;z¥ uma combinagio bdsica especial. Entdo Se ki ¢ {{,M},Vi,1 <1< N,

entdo |2*(z)| < ll(l)f(I,L.
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Prova: Pelas Afirmacoes 4.26 e 4.29 temos

o) = (Z)()

N M
O3
N JF#ti
= [Saei( X a4a)
i=1 1<<M
N J#ti
= |Yem( 3 w)+ Pesie)
i=1 1<j<M i=1
N J#ti N
< | Yei( Y w)[+]| L asiten)
i=1 1<j<M i=1
SIS~ [E]
< | Desi( D @)+ qgwr
=1 1<j<M
|||

||z|| ]| _ |l=]|
= 10101 + 10101 — 210101 < 10100°

Prova do Lema 4.17:

1. Sek; #leki # M, Vi1 <1: < N entao, pela afirmacao 4.30, temos que

le*(2)] < fgi

10100 *

2. Se ks = M ou k;j = [ para alguns s,7 € {1,...N} entdo pelas Afirmacdes

4.19 e 4.20 e pelo item anterior temos que

N 1£35,5
l2* (@) = | > ai(2)| <| ) wai(z)

i=1 1<i<N
iZs.j

< | Y ai(e)| + 123(@)] + |25(2)]
1<i<N
lell . M M

< 2 2 .

= 0 Y 2ran T o0
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Capitulo 5

O lema fundamental

O objetivo deste capitulo é apresentar a prova do Lema 5.1 que sera muito ttil
na prova de que X nao contém nenhum subespaco isomorfo a {1 (IN), veja Capitulo
6, Proposicdo 6.5. f e (), (22), (3¢1), (1v) sdo a funcdo e os itens, respectivamente,

da Proposigao 1.1. J é um conjunto que satisfaz a Proposicao 1.2.

Lema 5.1 Sejam M € J e 21 < ... < xpr uma S.R.C de comprimento M com

constante 3/2. Entdo existe uma escolha €y, ...,epr € {—1,1}, tal que

o

—3 |

100M
f(M)"

<

Para provarmos o Lema 5.1 precisaremos da Afirmagao 5.2 e da Observacao

5.98, e nestas utilizaremos a Definigao 4.3 de comprimento de um intervalo E de

N.

Afirmacao 5.2 Sejam M € J e z; < ... < x)y uma S.R.C de comprimento
M com constante 3/2 como no Lema 5.1. Entdo existe uma escolha €y, ...,ep €

{—1,1}, tal que para qualquer intervalo E de N temos

()

=1

100\(E) f(M)
fAME)

<

A prova da Afirmacao 5.2 serd feita por absurdo através de 6 passos. Supo-

nhamos que a Afirmagao 5.2 seja falsa. Logo, para toda escolha ¢, ..., €)1 €
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{—1,1}, existe um intervalo £ tal que

100\ (E)f(M)
[|E(e1z1 + ... + emzm)|| > PNE)) (5.1)

Antes de apresentarmos os Passos coloquemos as seguintes definigoes:

L. |||z|]] := sup{|z*(z)]| : * é uma combinagéo especial }, z € cgpo(N). (5.2)

2, &= 107" (5.3)
3. £:=(€1,.-rem) € {—1,1}¥ (5.4)
4. z(e) :=eaz1+ ... + emTm ' (5.5)

Pela Proposicéo 2.26(3) obtemos que
|[lz][] < lz]l, Vz € coo(N). (5.6)

Como zy, ...,z € uma S.R.C, claramente temos que €21, ..., 7z também é
uma S.R.C de comprimento M e constante 3/2, ¥Y(ey, ..., ex) € {—1,1}M. Obser-
vemos que se pode calcular o comprimento A de cada intervalo £ com qualquer

uma das S.R.C anteriores, obtendo-se o mesmo valor. Isto nem sempre acontece.

1°PASSO. Sejam M € J e z; < ... < xpr uma S5.R.C de comprimento M
com constante 3/2 como no Lema 5.1. Entao existe um intervalo A C {1,..., M’}

de cardinalidade N satisfazendo

N > 20exp(+/log M)

tal que, com probabilidade maior ou igual a 1/M? sobre {—1,1}Ml as seguintes

afirmacoes sao verdadeiras.

L[| Zica &)l = (1 — Ol Ticassza)ll v (L — ) A2
2. Para cada subintervalo B C A, temos [ EieB eiz;)|| < 100 I?zla%)~

Antes de enunciarmos o 22Passo, introduziremos algumas notagées. Sejam k
o menor inteiro maior que log NV, isto é, k —1 < logN < ke B; < ... < Bs;
subintervalos de A, com A como no 12Passo, tal que (1 — e)évz <|Bi|l <(1+ e)%

para todo 7 € {1, ..., 5k}. Notemos que existem inteiros entre (1 — 6)% e(1+ 6)%,
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pois 1 < ¢ (¢ = 107°°) e nos nimeros reais toda bola de raio maior que 1

contém um ndmero inteiro (centro N/5k). Sejam

V; = Z €25, Vi € {1,,5k}

JEB;

rk

Up = Z v;, VE {1, ,5}

(r—1)k+1
Logo os u, e os v; dependem do {¢; : 7 € A}.
2°PASSO. Sejam M € J e 21 < ... < xp uma S.R.C de comprimento M

com constante 3/2 como no Lema 5.1. Entdo existe uma escolha de ¢; € {—1,1},

com j € A tais que

5
M
anur > (1- QC)MI—I—), para cada escolha de m,...,n5 € {—1,1}
- f*(N)
e também tais que
20N f(M) :
Al < (1 —_—— 1,...,5k}.
”’U1||_( +3€) fg(N)k ) VZE{ ) 75 }

Fixemos um escolha de ¢; € {—1,1} com 7 € A satisfazendo as condigdes
do 2°Passo, isto é, uy,...,us e vy,...,vs; sa0 agora vetores fixos. Também seja
# €41,y B}

Coloquemos « := (1 — 226)201\%(%[)). E possivel mostrar, veja as Afirmacoes

5.62 e 5.63, que existem combinagoes especiais z* e y* com

n
3 = E a;z;, paraalgum n €N

=1

tal que
o < Jo™(un + a + us + g + ug)| < ot
a S [T (Up T U2 TUST UL T Us)| S a1—226’
. m
y*:ijy;‘, para algum m € N
J=1
tal que
* 1+ 3e
5o <y (w1 + s — us + g + us)| < SagT—o-.
— 22¢
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Temos quatro possiveis casos de sinais para numeros reais z*(u; + ua + uz +
ug + us) € y*(us + uz — uz + ug + us) a considerar. Analisaremos o caso no qual

ambos sao positivos, isto €,

. 1+ 3e
501333'(111JrueruerwH-us)S50f1_226

¢ 3
" 1+ 3¢
Sa < y*(uy +u2—u3+u4+u5)§5a1_226.

Os outros casos sao semelhantes.

Definamos agora medidas de probabilidade y e v sobre {1,...,n} e {1,...,m}
por FL(A) = ZteA a? ev(B) = ZsGB va onde

n

a; € {ay,...,a,} com a*= E a;z!
1

e
bs € {b1,...,an} com y*= ijy;-‘.
1
32PASSO. Seja § = v/260e. Entao existem
Cc{l,..,n} com u(C)>1-58
e

D cAl,..,m} com v(D)>1-256,

tais que Vi € C,Vj € D e Vr € {1,...,5} temos

(1 = Vo)aia(l 4 26¢) < zi(u,) < (1 + V8)aia(l + 26¢€)

(1 = V8)bia(1 + 26€) < eyl (ur) < (14 V8)bia(1 + 26¢).

o - no_o ok x N1 ok
Para o 4°Passo voltamos a lembrar que z* = )V a;zf e y* = )] by} sao

combinagoes especiais. Logo cada z} é da forma (para algum F; intervalo de IN)

*

P P i 2 g ; "
Ei(zj + ... +a},) para alguma seqiiéncia especial @7, ..., 7}, .
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E cada y; é da forma (para algum Fj intervalo de N)
Fi(y;i + ... +y;,,) para alguma seqiiéncia especial y7j, ..., Ysg;se
Sejam 1 € C' e 7 € D como no 32Passo. Escolhamos

ki € {1,...,pi} o menor inteiro tal que ran(zj, )N ran(us) # ¢.

Entao
ran(zy, ) N ran(uz) # ¢ ou ran(zj.) Nran(us) = ¢.

Definamos

Ci ={i € C : ran(z},) Nran(us) # ¢}.
Analogamente coloquemos

l; €{1,...,9;} o menor inteiro tal que ran(yj )N ran(us) # ¢.

Entao

ran(y;,j) Nran(us) # ¢ ou ran(y;,j) Nran(us) = ¢.

Definamos
Dy ={j € D : ran(yj,) Nran(us) # ¢}.

4°PASSO. max{u(C1),v(D1)} < 1/50.

Sejam Cy o complementar de C'y e Dy o complementar de D;. Isto é, Cy =

{1,...,n} _— Cl € D2 = {1, ,m} — Dl-

2PASSO. Existem C3 C CNCy e D3 C DN D, tal que

min{u(Cs),v(Ds)} > 19/20

e existe uma bijegao

¢:C3 — Ds,

tal que para cada ¢ € C3 os aplicagbes especiais Usz] e Usyj*-Usy:;(i) 830 nao

disjuntos, isto é, admitem conjuntos associados nao disjuntos.
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Por 1iltimo, lembrando a Notagdo 0.8 de que ran(z) e o menor intervalo de N

contendo o suporte de z temos

6°PASSO. Sejam M € J e z; < ... < zpr uma S.R.C de comprimento M com

constante 3/2 como no Lema 5.1 e seja também V = ran(uz + u3). Se 1 € Cs,
entao Vzr = %;(i).

Agora vamos apresentar as provas dos passos acima mencionados.

5.1 1°Passo.

Sejam M € J e x; < ... < zpy uma S.R.C de comprimento M com constante

3/2 como no Lema 5.1. Entéo existe um intervalo A C {1, ..., M} de cardinalidade

N > 20exp(+/log M)

tal que com probabilidade maior ou igual a 1/M? sobre {—1,1}M! as seguintes

N, satisfazendo

afirmacoes sao verdadeiras.
N
L 1 Siencalll = (1= Oll Tiea ezl V (1 — ) 22000,
2. Para cada subintervalo B C A, temos || ) ;. €:i)|| < 100'?;6%).

Para fazer a prova do 12Passo precisaremos de varios resultados auxiliares.
As Afirmagées mais importantes sdo as 5.3 e 5.26. O item (2) serd provado na

Afirmacao 5.35. E o item (1) sera provado na Afirmacao 5.38.
Na Afirmacao 5.3 utilizamos as definicées dadas pelas equagoes (5.3) e (5.4).

Afirmacgao 5.3 Sejam M € J ez; < ... < zpr uma S.R.C de comprimento M
com constante 3/2 como no Lema 5.1. Entdo Ve € {—1,1}M existe um nico

intervalo de N (“minimal”), que também chamaremos E, tal que

100\ (E) f(M)
fAANE)

|Ez(e)l] =

Prova: Sejam

= {E intervalo de N: ||Ez(¢)|| > 10(}23\?();5;‘4)} e B={|E|:EeC}.
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C # ¢ por hipétese. Logo B # ¢ e B C N, portanto B tem um elemento minimo
b. Se |E;| = b = |E,| entao comparamos min(E;) com min(E;) e tomamos como

intervalo minimal aquele para o qual o minimo é menor. &

No que segue F denotard o tinico intervalo de N satisfazendo a afirmacao
anterior. Agora nosso objetivo é provar a Afirmacao 5.9. Esta afirmagio e a

Afirmagao 5.26 implicam a Afirmacdo 5.35, isto é, o item (2) do 12Passo.

Afirmacgao 5.4 Sejam M € J e x; < ... < zp uma S.R.C' de comprimento M
com constante 3/2 como no Lema 5.1. Entao ||Exz(e)|| < (3/2)A(E) + 2.

Prova: Pelos comentarios que seguem a equacao (5.6), temos que €21, ..., gz
¢ uma S.R.C com constante 3/2 = 1 4+ 1/2, logo basta aplicarmos a Observacao
4.6. o |

Afirmagao 5.5 Sejam M € J e z; < ... < zpr uma S.R.C de comprimento M
com constante 3/2 como no Lema 5.1. Entdo 20exp(y/log M) < A(E).

Para fazermos a prova da Afirmagao 5.5 necessitaremos das trés observagoes

abaixo.

Observacgio 5.6 Seja M € J. Entio 20 exp(y/log M) < M.

Prova: Como M € J satisfaz a Proposicao 1.2, temos que 20® < M, isto é,
21n 20 < In M, portanto

In M
In10

In20 + v/logM < In20+4 logM =1n20 +

InM
< 1n20+nT <InM.

Logo

20exp(y/log M) = exp(Iln20)exp(y/log M)
= exp(In20 + +/log M)

< exp(lnM) = M.
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Notemos que pela Observagao 5.6 existe algum inteiro N tal que 20 exp(v/log M)

< N < M. Isto mostra que é possivel encontramos um conjunto da cardinalidade

exigida no 12Passo.

Observagao 5.7 Sen >2,n€Ner >2n,r € R. Entio J/r+1< L.

Prova: Se n > 2 entao /2n +1 < 2. Portanto f(2n) > 0, onde

f(r)==——=Vr+1.

Mas
oo o D I
== nm_n {/(7._{_1)7;—1

Logo

\"/r+1<£ Se r>2n e n>2. "]
n

Se A(E) > 40 entdo pela Observagao 5.7 com n = 20 temos X/A(E)+1 <
1\%3). Isto sera 1til na prova da Afirmacao 5.5.

Observagao 5.8 Sejam M € J e zy < ... < zpr uma S.R.C de comprimento M
com constante 3/2 como no Lema 5.1. Entdo A\(E) > 40.

Prova: Como M € J temos, pela Proposigao 1.2, 10'% < f(M). Pela equacio
(5.1) e pela Afirmacdo 5.4 temos % < ||Ez(e)|| < (3/2)A(E) + 2, logo,

por (z), segue que

100A(E)10'® < 100A(E)f(M)

< (B2 +2) Py
< (BA(E) +2),\2
portanto
2
Isto é, A\(E) > 40. £
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Prova da Afirmacgao 5.5.

Pela Afirmagao 5.4 e pela equagdo (5.1) temos

logégf()gg;m 3A2E) +2< %—E) +2M(E) = Q;E—)
Logo
3

< 28y/loga(M + 1) = 28f(M)

< DU . pom)

= logs(ME) +1) = —log(Al(fQ) )}
portanto

40+/Tog M < 28v/3+/log M < %)-,

consequentemente

ViegM <

In(A(E) + 1) _ In(A(E) +1)

20.2In 2 201n 22
In(A(E) +1)  In(ME)+1)
20lne 20 :

logo pela Observagao 5.7 com n = 20 e r = A(£) > 40, pois pela Observagio 5.8

A(E) > 40, temos

exp(y/log M) <

. <1n(,\(§?0) + 1))

= exp(In( ¥/A(E) +1))
= NVAE)+1

AE)
< W. -

Para a préxima afirmagdo lembremos a equagao (5.2), isto é:

[lll]] := sup{|z*(<)| : =~

é uma combinagao especial}.

Afirmacgao 5.9 Sejam M € J ez < ... < zpr uma S.R.C de comprimento M
com constante 3/2 como no Lema 5.1. Entdo ||Ex(e)|| = [||Ez(e)]]].

75



Para fazermos a prova da afirmacao 5.9 necessitaremos das trés observagoes

abaixo.

Observacao 5.10 Seja y € X. Entdo a = [||y|||, onde

. 1/2
a = sup { (Z |xf(y)|) P XY,y T, SG0 a.e.d sobre X, m € N}.
1
Prova: Sejam zj,...,z), uma sequéncia de aplicagoes especiais disjuntas, b =

(#5(y); T (y)) € ¢ = bf||bll1, = (1, -+360). Logo Y i f =1lea*= =3zl

é uma seqiiéncia especial. Mas

Wl = |t (y)l o IITbI(l.«I;)w(n

il = (Y wr)"

logo a < ||[y]l]-
Seja agora z* = ) . | ¢;z} outra combinagéo especial qualquer, isto é, m € N,
Yom,e? =1 eaf, ...,z uma seqiiéncia de a.e.d, veja Definicio 1.8(e),. Entao

pela desigualdade de Cauchy-Schwarz temos

)] < {ilwllw?(y)
< ( i = m( i )" ) "
= (fwz‘(y)ﬁ)w

=1

portanto |||y||| < a. [ |

Observagao 5.11 Seja = € X. Entdo

o~ 11| - LZi]
p{ZI:W:EI <...<EN} =mam{¥W:E1 <...<EN}.
Sejam H = ran(z) e n = |H|. Entdo existem a,d € N tais que
H = {¢ . d} = {6,641, ..;e+n—1}%

Seja ' C H e m = |F|. A prova da Observagao 5.11 sera conseqiiéncia dos

quatro seguintes itens.
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Observagao 5.12

(>
(>

Prova: Sejat € E et ¢ UNE;. Entao ocorre sémente um dos seguintes casos

By <...< Epn, UfVE,' C E, vaE,' # E} <

mazx IEI:EH : <
f(N)
|| Eiz]| N }
mazc By By, U'E;=FE:;.
favy
t<FEi<..<FEy ou

El < s S EJ <t < E]'+1... S EN ou
Ei<..< Ey<Lt.

Em cada um desses casos definimos respectivamente
GlztUEl, G,’—"ZE{, i:2,...,N;

Gj+1:tUEj+1) Gi:Ei7 izl,...,N, 275],

Gy=tUEN, Gi=E;, :i=1,..,N-1.
Em qualquer caso temos pelo Teorema 2.20

| Eizl| < [|Giz]]-

Portanto
N N
> Bl < > Gzl
1 1

Como E é um intervalo finito podemos adicionar um termo ¢ por passo (tro-

cando E; por G; antes de cada novo passo) até chegarmos em

UfVG,' =F.
2]

Mostramos, na Observacao 5.12, que os casos importantes a considerar em

N
‘ {Z |E:z||/f(N): By < ... < EN}
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1. Existem n — (m — 1) intervalos de comprimento m em H.

De fato, seja F' C H e m = |F|, logo F' = {a,a+1,...,a+m — 1}. Como
FCHentioc<aeat+m—1<c+n—1lassimc<a<c+(n—m),
portanto a temn —m + 1 =n — (m — 1) opgdes (isto também mostra que

a e m determinam F).
2. Existem no maximo n? intervalos F' em H.

De fato, consideremos a seguinte tabela:

Comprimento de F..... Niumero de intervalos com esse comprimento
Votnciiss smmmamescmmmanmmssmmemnismual n—(1-1)=mn;

. I — n—(2-1)=n-1;

. SRR S——— n—(3-1)=n-2;

Phssommmmnessssnibam iR A n—(n—1)=

Logo existem ﬂ;ll i

3. Se Ej(z) =0e By < ... < E; <... < Ey, entao como f é crescente temos

que

yloa- L
—~ f(IV)

com
Es=E, 1<s<j e E,=Ey; j<s<N.

4. Prova da observagao 5.11.

O item (3) mostra que sémente precisamos considerar os casos £ < ... <
En com E; N H # ¢ para todo ¢, 1 <1 < N (como supp(z) é finito entao
existe um N méximo tal que Ex N H # 0).

O item (2) mostra que o nimero desses casos é finito. Portanto podemos

trocar sup por max. |

Na Observacao 5.12 vamos melhorar o resultado anterior. Seja € X com

ran(z) C E, onde E é um intervalo de N.
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sao aqueles para os quais E; Nran(z) # ¢. Agora, como E;x = (E; Nran(z))(z),

segue que 0s casos que precisamos considerar sao aqueles em que
EiNran(z) # ¢ e E; Cran(z).
No que segue vamos supor que a Afirmagao 5.9 seja falsa e usando a

Proposi¢ao 5.20, a Observacao 5.21, a Proposic¢ao 5.24 e a Observagao 5.25 vamos

obter uma contradigao.

Proposigao 5.13 Sejam M € J e z; < ... < zpr uma S.R.C de comprimento
M com constante 3/2 como no Lema 5.1. Entdo para algum k € N ezxiste uma

seqiéncia de intervalos Fy < ... < Fy, satisfazendo U¥F; = E tal que

|Ba(e) Z ]

Prova: Pela Proposigao 2.26 temos

IEz(e)ll = [Ez(e)lle V
K

|| FiEz ()|

_——— > s
sup{zlj F(K) k22 RBA<.<Frp¥

m 2
sup { <Z |:cf(E':c(e:))|) : &),y Ty, 530 a.e.d sobre X m € N}.

1

Mas pela Observagao 4.4, por (i7) e pela equagdo (5.1), temos

100A(E) f(M

) e 115
Aos) . < 1@

|Ez(e)]|oo = 1 < 100 <

Mais ainda, pela Observacao 5.10 segue que

2
l||Ez(e)||| = sup { <Z |z; (Ez(e ) ! Zyy.ey Ty, S30 a.e.d sobre X, me N}.

Como estamos supondo que ||Ez(e)|| # |||Ez(¢)]||, pela Observagao 5.12, pela
Proposicao 2.26 e pela Proposi¢ao 2.26 temos
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I1B2(e)ll = {Z”FE“:(&)”. k22, R<.<)
_ max{zllFEIw{()e)H_ k>9 F<. <FK}

F,Ex(
Z” }B{;)II para alguns Fi <..< F} e UfF;:E, k> 2.

F;
Z ” x(g para alguns Fy < ... < F; e Uf F=FE k>2
]

Daqui para frente, neste passo,
2<k ¢ Fy<..<Fy,

indicam respectivamente aquele inteiro e aqueles intervalos relativos a

Proposicao 5.13.

Proposigao 5.14 Sejam M € J ex; < ... < xpr uma S.R.C de comprimento M
com constante 3/2 como no Lema 5.1. Entio Y% N(F;) < M E).

Prova: Basta usarmos a Observacao 4.5. ]
Proposigdo 5.15 ||Fiz(e)|] < (1 + 1/2)(A\(F) +272").
Prova: Basta lembrarmos a Observacao 4.6. |

Proposigao 5.16 Sejam M € J ez; < ... < zpr uma S.R.C de comprimento M
com constante 3/2 como no Lema 5.1. Entio k < f~1(6M/e).

Prova: Se f~'(6M /€) < k, entao pelo Lema 3.17, segue que

k
|| Fiz(e)]
21: NN Z14%<cl

mas pela Observacao 4.4, por (z), pela equagao (5.1) e pela Proposigao 5.13

k
z}: f(k) = ||Ez(e)|| > 100. .
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Observagao 5.17 Sejam M € J e z1 < ... < xp uma S.R.C de comprimento
M com constante 3/2 como no Lema 5.1. Entdo f~'(6M [¢) < 236M*10™°

Prova: Sejay = f~1(6M /e). Entao f(y) = lgﬁfo. Logo

log, y < log,(y + 1) = f*(y) = 36 M*10'. -

Observagao 5.18 Sejam M € J e z; < ... < zpr uma S.R.C de comprimento

M com constante 3/2 como no Lema 5.1. Entao

K P 2k - 1
22M 922M — 22-1;1'

Prova: Sejam r > 2'¢ e g(r) = (r — 1) — 2logsr — 4.102. Entao

g(2'%) = (2'¢ — 1) — 2.16 — 4.102 > 10* — 2.16 —4.102 > 0

eg(r)=1 2> 0, logo 2logr +4.102 < (r — 1), portanto

T rIn2

logy(36 M?10'° + 1) < logy(M?10'%?) < log,(M*16'%%)
= logyM? + 10g,16'°% = 4.102 + 2log, M
< M—1=(M-1)log2 = log,2M1,

Isto é,
36M210'1%° 1 < 2M-1—-29

< 27(27 -1

Logo
2% < oM _36M2%10'° — 1.

Agora pela Proposigao 5.16 e a Observacao 5.17 concluimos que

2 f—-l (Qﬁ\i) 236M2 10100
Gl 92M -1 < 92M -1
3 1 1
T 92M_36M?10100—1 = 221‘24' =
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Proposigao 5.19 Sejam M € J e z; < ... < zpr uma S.R.C de comprimento M

com constante 3/2 como no Lema 5.1. Entdo

k k
STIFzEN < Y (1 +1/2)(ME) +27°%).
1 1
Prova: Basta aplicarmos as Proposicoes 5.15 € 5.14 e a Observacao 5.18. &

Proposigao 5.20 Sejam M € J e z; < ... < xpr uma S.R.C de comprimento M

com constante 3/2 como no Lema 5.1. Entdo

2 4 39-2%  100N(E)f(M) _ 100A(E)

2 2

& T T PNE) T TOm)
Prova: Pela Observacdo 4.4 e por (1) temos

100X(E)f(M) _ 100A(B) f(M) _ 100A(E)
FANE)) FE) FAE) ~ FNE))

Agora basta usarmos as Proposicoes 5.19 e 5.13 e a equagdo (5.1). -]

Observagao 5.21 Sejam M € J, z1 < ... < xpr uma S.R.C de comprimento M
com constante 3/2 como no Lema 5.1 e (\(E))Y/*® < k. Entdo

B L g-a¥ E24 292% j00n(E)
fe) — — f(k) ~ fM(E))
Prova: Como '¥/\(E) < k, segue que A(E) < k'%. Logo por (i)
FOE) < F(K®) = v/logs(P® 1)
< +/logy(k + 1)100

= 10 logz(k +1)= 10f(k)’

portanto FOE))
E
RCH.

E consequentemente

FA(E)) (BME) | 5% SA(E) 3
(R) ( 5 + 27 )<10( 5 +2/\(E)><100/\(E).
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Observemos que a Proposigdo 5.20 e a Observacio 5.21 causam uma con-

tradigao se
(B < k.

Agora vamos procurar uma contradi¢ao para o caso
(M(E))H10 > | > 2.
Isto mostraria que a Afirmacao 5.9 é verdadeira.
Observacgao 5. 99 Al f2(,\(E)) % 21 W(ﬂ%

Prova: Pela minimalidade de F, veja Afirmacao 5.3, sabemos que

IFin(e)l| < s
logo
100/ (M)A(E) [|Fa ()l 100 £(M)A(F})
o) < 1B ”‘Z 78) ZP(A(F) O

Proposigao 5.23 f(k)f2(A(E)/k) < fA(ME)).
Prova: Pela Observagao 5.22 temos

Lk L ME)
fZ(A(E) ZP (k) f(k)zljkfz(A(Fi))'

Mas por (iv) G(r) = 7 € concava e Zf% = 1, logo pela desigualdade de

Jensen, veja Proposicao 0.23, temos

ME) 1 MF)
POE) < Zk F))
k Zf
NNIOK: (Zi” 1)
k ME) 1
ks f(k) k f2(L) ]



Proposigio 5.24 Se 2 < k < (A(E))Y1% entdo f(2)f((ME))%®/1%) < f2(A\(E)).

Prova: Como 2 < k temos por (2

1) que f(2) < f(k). Mas estamos supondo que
(B > k, isto é, gy < &

portanto

99/100 __ /\(E) /\(E)
OB = i <

logo por (72)
F(NE)™N®) < FN(B)/R),

consequentemente pela Proposicao 5.23

FRPUNMENPIC) < F(R)FP(NE)/E) < FHME)). i

Observagio 5.25 f2(A(E)) < f(2)f*((ME))1o).

Prova: Suponhamos que f(2)f2((A(E))1w) < f2(A(E)). Entdo, como 3/2 <
f2(2), temos pela Proposicdo 5.23 que

V3/2ZFA((A(E))T) < f(2)F(AE)T8) < FA(A(E)).
Assim
V/3/2loga(\(E)) 166 < +/3/2loga(\(E)) 1 + 1) < logs(A(E) + 1),

portanto

loga(M(E)) )" < loga(A(E) + 1),

logo
. V3

(ME))T5)"" < (ME) +1)V2,

disto temos

(A(E) ™ < (ME)®" < (ME)+1)"7 < (\(E) + 1),

isto é,

(AE)w < (ME)+1)",

o que implica

AME)™ < (ME) + 1)*.
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Mas isto é falso A\(E) > 40, veja Observagdo 5.8, pois i = 148576 90 o
40 < A(E), logo 4/3 < W/A(E). Portanto

AE)+1 < \E) E) ¥/NE) = N(E)"t1 < \(E)5s. -

Notemos que a Observacao 5.25 e a Proposi¢ao 5.24 também causam uma con-

tradicao se
2 < k < (MN(B))Y,

Prova da Afirmacgao 5.9. Se supormos que a Afirmacao 5.9 seja falsa, entao
pela Proposicao 5.20, a Observagao 5.21, a Proposicao 5.24 e Observacao 5.25

obteremos uma contradicao. Consequentemente a Afirmacao 5.9 é verdadeira,

isto é

1Bz ()] = || Ez(e)]l]- H

Agora nosso objetivo principal é provarmos a Afirmacao 5.35. Lembremos
que nas hipéteses do Lema 5.1 temos z; < ... < ap S.R.C, logo ||zi|| = 1,
Vi € {1,...,M}, veja Observagao 3.15. Necessitaremos desses elementos de X

para obtermos o conjunto A do 12Passo através da afirmagao abaixo.

Afirmagao 5.26 Sejam M € J e 2y < ... < xpr uma S.R.C de comprimento
M com constante 3/2 como no Lema 5.1. Entao A = {s : ran(z;) C E} é um

intervalo de N.

Prova: Sejam a = min A e b = max A.

12Caso. Se a = b entdo A = {a}.

2°Caso. Sea=b+1 entdo A = {a,a + 1}

32Caso. Agora suponhamos que exista ¢, tal que ¢ < ¢ < b. Entao z, < ... <
Ty < ... < Ty, logo maxran(z,) < minran(z;) < maxran(z;) < minran(z).

Como a,b € A temos que ran(z,) C E e ran(z,) C E, com E intervalo de N,

portanto

ran(z;) = {minran(z;),...,maxran(z;)}

)
C {minran(z,),...,maxran(z,)} C E.
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Assim t € A. Logo em qualquer caso A é um intervalo de IN. =
Daqui para frente, neste passo,
A = {s:ran(xs) CE}:={a,a+1,...,b}, Ja,beN,

indica o intervalo de N destacado na Afirmagao 5.26. Observemos que A é tinico.

Também usaremos a letra A para nos referirmos a projegao:

M
E €T; > E €T;,
1 i€A

que usaremos na Observagao 5.29.

Afirmacao 5.27 [||Ez(e)||| — 2 < |||Az(e)]]]-
Para fazermos a prova necessitaremos das quatro observagoes abaixo.

Observagao 5.28 Sejam M € J e 1 < ... < zp uma S.R.C de comprimento
M com constante 3/2 como no Lema 5.1 ¢ A= {a,a+1,...,b}. Entao

se s<a—2 ou b+2<s, temosque FEz,e)=¢.

Prova: Seja 2 < i. Suponhamos que F(z,-i(¢)) # ¢, portanto existe e € E N
ran(z,—i(€)) e como z; < ... < xpr temos e < maxran(z,—i(c)) < minran(z,—;(g))
< maxran(z,-1(€)) < minran(z,(e)) € E. Lembrando que F é intervalo de
N, segue que ran(z,-1(¢)) = {minran(z,_(€)),...,maxran(z,-1(¢))} C E o
qual implicaria que ¢ — 1 € A = {a,...,b}; absurdo. Logo Fz,_;(¢) = ¢. Seja
s=a—1<a—2. Entdo E(z;) = ¢.

Suponhamos que Ezy4i(e) # ¢. Entdo existe e € E N ran(zpyi(€)), logo
maxran(zy(€)) € E, agora maxran(zy(e)) < minran(zyy1(e))
< maxran(zp+1(€)) < minran(zyyi(e)) < e, portanto ran(zp4i(e)) C E, em
particular, implicaria b+ 1 € A = {aq,...,b}; absurdo. Logo Ez;4i(¢) = ¢. Seja
s=b+1>b+2. Entdo Ez,(c) = ¢. &

Observagao 5.29 Sejam M € J e z; < ... < xp uma S.R.C de comprimento

M com constante 3/2 como no Lema 5.1. Entdo

Ez(e) = Ezq-1(€) + Az(e) + Expy(e).
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Prova: Az(e) = ALY zi(e)) = > icati(€) e pela Observacao 5.28 temos

Boe)=
E(ﬁ::-’vi(tf)) = E(i:v, + za-1(€) + z::a:,-(s) + zp41(€) + szf; .7:,-(5)) =
5( Z () + Blaas (&) + B Z () + Blarn(e) + E(i()) -

b

0+ Eza_1(e) + E(Z xi(6)> + Exypi(e) +0 =

a

b
E(ze—1) + Z z; + E(zp41) =

b

Ezq_1(c) + A<Zx,~(e)> + Ezpyq(e). .

a

Observagao 5.30 Sejam x* uma combinagao especial, E um intervalo de N e

y € X. Entdo pela Proposi¢ao 2.26 temos

|lz*(Ey)| < [1£y]] < [lyll-

Observagao 5.31 Seja * uma combinagdo especial. Entao
|z*(Ez(e)| < |z*(Az(e)| + 2.

Prova: Como, pela Observacdo 3.15, ||z.—1(€)|| = 1 segue pelas Observagdes 5.29

e 5.30 que
" (Ba(e)] = |o*(Baa-r(€) + Aa(e) + Ezppa(e)]
< 2% (Eza-a(e))] + |27 (Az(e))] + [2"(Bzpia(e))]
< lza-1 (@) + |27 (Az(e)] + llz41 ()]

|z*(Az(e))| + 2. n

Prova da Afirmagao 5.27: Basta tomarmos o supremo na desigualdade

obtida na Observacao 5.31. [ |

No que segue N indicara a cardinalidade de A.
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Afirmagao 5.32 Sejam M € J ez < ... < zpr uma S.R.C de comprimento M
com constante 3/2 como no Lema 5.1. Entdo
(1 —€)100N f(M)
f(N)

Para fazermos a prova da Afirmacao 5.32 precisaremos da Observacao 5.33, onde

< [llAz(e)III-

usaremos a Definicao 4.3.

Observagao 5.33 Sejam M € J e 21 < ... < zpr uma S.R.C de comprimento
M com constante 3/2 como no Lema 5.1. Entio |A| — 272" < \(E) < |A| + 2.

Prova: Lembremos que A = {s : ran(z;) C E} = {a,a+1,...,b}, veja Afirmacio
5.26. Seja t € A. Entao, pela Definicao de S.R.C, segue que z; = x4 + ... + ¢n,,
para alguns n; € N e 251 < ... < Zip,.

Sejam ¢ =minimo{t : E(z;) # ¢} e 7 =maximo{t : E(z;) # ¢}. Entao pela
Observagdo 5.29 2 =aoui=a—1lej=bouj=0>b+1.

Sejam r =minimo{u € {1,...,n;} : E(ziy) # ¢} € s =maximo{u € {1,...,n;} :
E(zju) # ¢}-

Observemos que a,b € A, isto é ran(zp) C F e ran(z,) C E. Logo j = b
implica s = ny € 2 = a implicar = 1.

Como z; < ...zp é S.R.C temos, pela Afirmacao 3.20(a), que

M
27" < ny<ng < ... < nypyp.

Lembremos que A\(E)=j5 — 1 + T—fj— — =, veja Definigao 4.3. Logo temos que

analisar os casos 1 =aoui=a—1lej=bouyj=>b+1.
L A(E):b—a+z—:—73—a=b—a+1—;—a:lAl—i.Mas
|A] - 272" < |A| - L < |A]+2.

2. ME)=b—(a—1)+ 22— b—a-l—l—l—l—;i—l—:lAl—#(l—#).Mas

np Na—1

A =277 < JA| < |Al+ (1 - &) <Al +2.

3. ME)=(+ ) —a+zto= bmbmatl bt o =A 4 22— L

Nb+1 Na Npt1

Mas |A| — 272" < A+ 22 — 277" < JA|+ 22— L < 4]+ 2.
+1 b41 a
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T

S
ME) = (p+D—(a-14——-
(B) = G+D)=(a=D+ -
S r

= b—a+1+1+
Np41 Ng—1

s +(1- T )

Npt1 Ng—1

— |4+

Mas |[A]— 27 < |A| < |[A|+ 2= < |[A|+ =+ (1 - )< |A|+2. =

Nb+1 Nbt1 Na—1
Prova da Afirmagao 5.32. Como N ¢ a cardinalidade de A, temos, pela

Afirmagao 5.27, as equagdes (5.1) e (5.5), (¢v), a Observagao 5.33, (¢) e Proposicao

1.2 que
Az()lll = [lEz(e)lll -2 = || Ez(e)|| — 2 ;

e

z PSR 2 -0l A

> 100'?216%) - 10011\}M)'f2(TAI) —~8 100% —100.1.1 — 2

= 100% —102 > 100% — 102 10"%, 150

= 100% — 10%.10'%%¢ > 100'?!6%) —10%f(M)e

100N f(M)  102f(M)eN
R (N EI0) "

Afirmacao 5.34 Sejam M € J e z; < ... < xpr uma S.R.C de comprimento M

com constante 3/2 como no Lema 5.1. Entdo
lAz(e)[ll = || Az(e)l| = 2 = (1 = €)]|Az(e)]]-

Prova: Lembremos que ¢ = 107°°, veja a equagdo (5.3). Agora pela Proposicao

2.26 e pela Observacao 5.10 temos
m 1/2

[|Az(e)|| > sup { (Z Ix:‘(A:L(e))|> &y, .., Ty, sao a.e.dsobre X, me€ N}
1

= [llAz(e)]]]-
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Também pela Afirmacdo 5.27, a equagdo (5.1) e a Proposicao 1.2 temos

Azl = [l[Ez(e)ll] —2 = ||Ez(e)]| — 2
. W00XB)F(M)
- fAAE)

A(E)f(M)

loga(ME) + 1)

100 -2

> 100f(M) —2
> 10%2.10'% — 2 > 2.10%°.

Como 2 = 2.10°% (equacgao (5.3)), pelas Afirmagdes 5.27 e 5.9, o Teorema
2.20 e a equagdo (5.6) segue que

llAz(e)lll = [lIEz(e)ll -2 = [|[Ez(e)l] -2

> ||Az(e)|| — 2.10%%
2 |lAz(e)l| - elllAz(e)]l|
2 |[Az(e)]]| — || Az(e)]]- -

Afirmacgao 5.35 Sejam M € J e 21 < ... < zpr uma S.R.C de comprimento M

com constante 3/2 como no Lema 5.1. Se B C A € um intervalo de N, entdo

100£(M)|B|
fA(Bl) -

Pela minimalidade de F, veja Afirmacao 5.3, temos que

100 (M)A(B)
2(A(B))

Mas precisaremos das duas observagoes abaixo para terminarmos a prova.

||Bz(e)ll <

||Bz(e)ll <

Observacgao 5.36 Sejam M € J e z; < ... < zp uma S.R.C Entio M <

max ran(z).

Prova: Seja ran(z;) = {c, ..., d}. Entdo, pela Definicdo 3.14(2) e pela Afirmagao
3.18 temos que M < 2M <, < [ran(z,)| =d —c+1 < d = maxran(z,). B
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Observacgao 5.37 Sejam M € J e z; < ... < zpr uma S.R.C de comprimento
M com constante 3/2 como no Lema 5.1 e B C A um intervalo de N qualquer.

Se max ranB(z,) < M, entio B(z;) =0, 1=2,...,M.

Prova: Pela Observagao 5.36 maxran(B(z1)) < M < maxran(z;). Logo temos
que B esta contido em ran(z;) e é diferente de ran(z;) Como z; < ... < zy,
concluimos que B(z;) =0, 1=2,...,M. T
Prova da Afirmagao 5.35: Como B C A C {1,2,....,M} e B é um
intervalo de N temos que ranB(z;) C ranB = B. Portanto maxranB(z,) < M,
logo, pela Observagao 5.37, B(z;) =0, ¢ = 2, ..., M, portanto o maximo dos ¢ tais
que B(z;) # ¢ é igual a 1. Agora analisemos os casos.
12Caso Se B(z;) =0 entdo A(B)=0< 1 < |B|.
22Caso Se B(z;) # ¢ entdo para 1 = x13 + ... + T1, € para alguns r < s €
{1,2,...,n1} temos que A(B) = ;= — = <1 < |B|.
Logo, por (iv),
100f(M)A(B) - 100f(M)|B|
FA(C0=)) I (=) L

||Bz(e)l| <

PROVA DO 1°PASSO Pela Afirmagao 5.3, Para cada escolha de ¢ €
{=1,1} existe um tnico intervalo £ de N satisfazendo a desigualdade dessa
afirmacao.

Agora, seja A o dnico intervalo de N contido em {1, ..., M} obtido através da
Afirmacio 5.26. Isto é, a cada ¢ € {—1,1}™ corresponde um tinico intervalo
A:= A(e) € {1,..., M }. Para concluirmos a prova do 12Passo basta usarmos isto
na Afirmacao 5.38.

As Afirmacoes 5.38, 5.34, 5.32 e 5.35 e a equagdo (5.5) provam o 1- Passo. W

Afirmagao 5.38 Sejam M € J e 21 < ... < zp uma S.R.C de comprimento
M com constante 3/2 como no Lema 5.1. Entdo algum intervalo A C {1,..., M}
corresponde pelo menos a % diferentes € do conjunto {—1,1}M

Prova: Seja € = (e1,...,em) € {—1,1}M. Entdo existem 2™ de tais €. Seja A(e)

o tnico intervalo A € {1,..., M} de N correspondente a ¢, veja acima.
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Pelo item 2 da prova da Observagao 5.11 onde tomamos £ = {1,..., M} e
M = n = |E|, existem méximo M? intervalos A em {1,..., M} .

Seja. N4 o niimero de €'s correspondentes a A (dado € A é tinico, mas A pode
corresponder a varios €'s).

Sejam Ay, ..., Ay todos os possiveis A's. Entdo, como existem 2™ ¢'s, segue

que Ny, + ...+ Ny, = 2M, portanto existe i € {1,.., M} tal que Ny, > % =

5.2 2°Passo.

Sejan € N. A seguir introduzimos uma distancia no espacgo {—1,1}" baseada
no numero de coordenadas diferentes entre dois elementos. Ela é conhecida como

a distancia de Hamming.

Definigao 5.39 Se e,y € {—1,1}" entdo a distdncia de Hamming entre ¢ =
(€1,€25-,€n) €7 = (71,72y--,Tn) € dada por

d(e,7)=Ni:ei # %} i€{l,..,n}.
Seja n € N, coloquemos [n] := {1,...,n} e definamos
¢ 2 5 {~1,1}", ¢(B) = (€1, ..., €n),

onde g; = 1sei1 € Beeg; = —1set & B. Como ¢ é uma bijecao, também
escreveremos {—1,1}" = 20,

Para cada » € N definamos

p:={5Cln]:|5| < n/2}

Bei={T Cn]:|TAS|<r, IS € B}

Onde TAS = (TN S°) U (SNTe), T° é o complementar de T e 5¢ é o
complementar de S.

Observemos que 8 C f3, e mais ainda, se |3| < ||, entao
1B:] < 16,], VreN.
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Suponhamos que n seja par (o caso n impar é andlogo). Entao |3| = ZL/S (1) =

2"~ e para r < n/2 temos

lm=§?@)(ﬂ

=0

Defini¢do 5.40 Seja Y : {—1,1}" — R. Suponhamos que Y € 1-Lipschitz,
isto ¢,
se d(e,y) <1, entio [|Y(e)=Y(y)|<1.

Seja P a distribui¢do uniforme sobre {—1,1}", isto é, P(B) = |B|/2".

Seja m uma mediana de Y, isto é
P{c:Y(e)<m}>1/2 e P{e:Y(e) >m}>1/2
E seja finalmente
0:={HCn: Y(H)<m ({-1,1}"=2M)}.

Como P{e : Y(e) < m} > 1/2, temos que 2"~' < |8]. Logo |B] < 271 < |9).
Portanto

1Br] < 16:]- (%)

1-Afirmagdo. Se d(H,H;) < 1 ({=1,1}* = 2I) e Y(H) < m, entdo
Y(H;) <m+ L.

Prova: Como Y é 1-Lipschitz e d(H, H;) < 1 temos que Y(H;) < Y(H)+1 <
m+ 1. |

2-Afirmacdo. Sed(H,e) <r ({-1,1}" =2") e Y(H) < m, entdo Y(e) <
m—+r.

Prova: Sejam H := Hy, Hy, Hs,..., H, = € tais que d(H;, H;41) < 1, Vie
{0,...,7 — 1}. Basta aplicarmos a 1-Afirmacao r vezes. [ |

3-Afirmagdo. Se Y(e) >m +r,entdoe € 0,_; ({-1,1}* = 2),

Prova: Suponhamos que € € 0,_y. Logo existe H € 0,_; tal que Y(H) <m e
|HAe| <r—1,isto é, d(H,e) <r—1. Entao, pela 2-Afirmacdo Y () < m+r—1;
absurdo. |
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Notemos que ¢ ¢ 0, se e somente se, d(e,60) > r, onde
d(e,0) = min{d(e, H) : H € 6}.
Logo, pela 3-Afirmacao temos

se Y(e)>m+r, entdo d(g,0)>r—1. (**x)

Lembremos que se Z C W entao P(Z) < P(W).
r—14n/2 (n
4-Afirmagdo. P{e: Y(e) >m+r} <1-— E=°2—,,(')

Prova: Por (* * %), 3-Afirmacdo, (**) e (*) temos

Ple:Y(e)>m+r} < P{e:d(¢,0)>r—1}
Ple:e 0,1}
1-Ple:c€6,_,}

Il

< 1-P{e:e€pr1}
= 1- Iﬂr—ll/271
_ X5
2» #

Analogamente, pondo d(g,0)) < —r no lugar de d(¢,0) > r, podemos mostrar

que
)

P{le:Y(e)<m—-r}<1- 5

Mas, pelo Teorema 0.25

1.'—l+n/2 71,
1-— ———————Zz:ozn () < exp(—r/2n).

Em resumo, acabamos de provar:

Lema 5.41 Seja f:{—1,1}" — R uma fungio que € 1-Lipschitz com respeito a
distincia de Hamming sobre {—1,1}", P a distribui¢do uniforme sobre {—1,1}",

e M uma mediana de f. Entdo para —3§ > 0 temos

PlIf(e) — M| > dn] < 2eap(—8n/2).
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Lembremos, equagao (5.2), que V& € coo(IN), definimos

Il|z]|| := sup{|z*(z)|: 2* ¢é uma combinagio especial}.
Pela hipétese do Lema 5.1 temos que 2 < .. < zpr é uma S.R.C, logo ||z;|| = 1,
Vi € {1,...,M}, veja Observacdo 3.15. Antes de enunciarmos o préximo passo,

introduziremos algumas notagoes. Sejam
k o menor inteiro maior que logN (N = |A]),

isto é

k—1<logN <k

B; < ... < Bskx subintervalos de A, onde A é o conjunto obtido no 12Passo,

tais que P -
l—¢)— < |B;| £(1 =
Agora notemos que existem inteiros entre (1 — €)X e (14 ¢)Z, pois 1 < 2

(e = 107°° equagdo (5.3)) e nos nimeros reais toda bola de raio maior que 3

Vi e {1,...,5k}.

contém um niimero inteiro (centro N/5k). Sejam (e1, €3, ...,enm) € {—1,1}V,

Vi = Z ¢x; para todo 1€ {1,...,5k},

JjEB;
e
rk
Uy = Z vi paratodo re€{l,..5}.
(r—-1)k+1
Portanto que vy < ... < vsp e u3 < ... < us € os u, e os v; dependem do

conjunto {¢; : 7 € A}
2°PASSO. Sejam M € J e z; < ... < xp uma S.R.C de comprimento M

com constante 3/2 como no Lema 5.1. Entdo existe uma escolha de ¢; € {—1,1},

H

com j € A tal que

© (12100000

5
Z NrUr
il
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para cada (71,...,m5) € {—1,1}° e também satisfazendo para cada ¢ € {1,...,5k}

20N f(M)

ol < (1439

Para fazermos a prova necessitaremos das afirmacoes abaixo. As Afirmacoes
mais importantes sao a 5.44 e a 5.50 mas elas ndo sdo usadas diretamente na
“prova do 22Passo”. Na “prova do 22Passo” usamos as Afirmacoes 5.49 e 5.56
que sao implicadas pelas Afirmacoes 5.44 e 5.50 . Nas provas das Afirmagoes 5.44

e a 5.50 é muito util o Lema 5.41. Para poder aplicar o Lema 5.41 precisamos da

seguinte defini¢ao.

Definigao 5.42 Sejamn € N, Y : {—1,1}" = R ed € a distincia de Hamming.
Y € 2-Lipschitz quando satisfaz:

se d(e,7) <1, entio |Y(e)—Y(vy) L2

Observemos que se Y é 2-Lipschitz entdao Y/2 é 1-Lipschitz. Mas por como-
didade vamos usar duas fungoes 2-Lipschitz, veja Afirmagoes 5.43 e 5.51.
Nosso primeiro objetivo é provarmos a Afirmacao 5.49 e para isto precisaremos

de varios resultados auxiliares.

Afirmagéo 5.43 Para cada escolha firany,...,ns € {—1,1}° temos que ||| 55 nyu.|||
¢ uma fung¢io 2-Lipschitz sobre {—1,1}14l.

Prova: Sejam € = (€1,€2,..,6N),7 = (71,725, In) € {—1,1} satisfazendo

d(e,7) =1, onde d é a distancia de Hamming, isto é, € e v s6 sdo diferentes em
uma Unica componente, digamos a r-ésima.

Coloquemos v;(€) = ) cp, €j7; onde €; € {€1,€2,...,en} € v:i(Y) = D icp. €%;
onde €; € {71,72, -, IN}-

Seja agora y* uma combinacdo especial e coloquemos a = y*(|¢,|z,). Entao,
para algum b € R, y*(3snu(e)) = b—a e y* (o nu(y) = b+ a (ou
v (X1 mre(€)) = b+ a e y* (] nrun(y)) = b — a).

Portanto, pela Proposicio 2.26 |[ly"(X3 1rtr(e))| — Iy (52 s (1))l = (1B~
a| = b+ al)| < 2la] = 2ly*(le-|2)| < 2[|e.|| = 2.

Isto prova que ||| 325 7-u,||| é uma fungdo 2-Lipschitz sobre {—1,1}Ml. B
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Lembrando que P é a distribuicdo uniforme sobre {—1,1}"* do Lema 5.41,

temos

Afirmacgao 5.44 Sejam M € J e zy < ... < zp; uma S.R.C de comprimento M

com constante 3/2 como no Lema 5.1 e ||| Z? nrur||| como na Afirmagao 5.43.

Entao
)> <ot == (~3(am) )

PK Zi:nrur

Para fazermos a prova da Afirmacao 5.44 necessitaremos da seguinte observacao.

Observagao 5.45 Sejam M € J e 21 < ... < xpr uma S.R.C de comprimento

M com constante 3/2 como no Lema 5.1. Entdo
1/€100f(M)\? 1 Be ¥°
2 ——l—= | N )< - = N ).
K ( 2( 2077(N) ) =TT 2 2wy
Prova: Como M € J, pela Proposi¢do 1.2(2) temos que
(M
10'% < f(M) = \/logz(M + 1) —1;—1)
n

Logo 10'° < /InlogM, consequentemente exp(10'%) < exp(y/log M) < N <

M. Agora por (iv) temos que

25¢> N S 3¢2 exp(10'°9)
8 fAN) F*(exp(101%))

5¢ \? 125¢2N
2ty (sz)) N<3rmy

Como exp(r + s) = exp(r) exp(s) para todo s,r € R, a funcao exp é crescente

> In 2.

Portanto

e exp(log 2) = 2, da desigualdade anterior provamos o que querfamos. |

que

Ur

Prova da afirmacao 5.44. Pelo Lema 5.41 e pela Observacao 5.45 temos
) o elOONf(M)J <

d K in’"u" 20/2(N)

R DEETE .
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Afirmacgao 5.46 Sejam M € J e 2y < ... < xpr uma S.R.C de comprimento M

com constante 3/2 como no Lema 5.1. Entdo

exp <— %(2;2;\/))21\[) < 1/M?.

Para fazermos a prova necessitaremos da Observacao 5.47.

Observagao 5.47 Sejam M € J e 1 < ... < zpr uma S.R.C de comprimento

M com constante 3/2 como no Lema 5.1. Entdo

e | 2N < 1
P\ 7 @orv)yse ) = M
Prova: No comego do 22Passo definimos k tal que £k — 1 < log N < k e pelo
12Passo, 20 exp(v/logM ) < N < M. Logo

2 2 Vi
eN ., CamlviogMl . v Ao il = 402[log MJ?

100 = 40?2
2 2
40.5.8[log M]? = 40.5{log M?J* = 5 22 glo82 M
In10 ~ log, 10

5log M?

> In M?log, M*.5log M? > In M?log,(M + 1)5log M*
> In M?log,(N + 1)5log N* > In M*log,(N + 1)5log N
> In M?log,(N + 1)5[|log N|] = In M2 f?(N)5k,
portanto
N
L S [,
S sk
Consequentemente
2N 1 1
— e | —InM?) = In— ) =—.
. ( (4Of(N))25k) £ opl=nil] ==p ( . M?> M2 5

~ N Se
Prova da afirmacao 5.46. Como (40f(N))2 5 (40f(N))2N < ;(2(f(137))2N
pela Observacao 5.47, segue que

T (L RO



Lembremos, equacéo (5.2), que V& € coo(IN) definimos
[||z||| := sup{|z*(z)| : 2 ¢é uma combinacio especial}.
No que segue MY indicara uma mediana de Y.

Afirmacao 5.48 Sejam M € J e z; < ... < zpr uma S.R.C de comprimento M

com constante 3/2 como no Lema 5.1 e ||| 3s nourl|| como na Afirmagao 5.43.
Entao :
1
3 el (1_6 i)M_
1

-~ 20)  f%(N)
Prova: Como v; = ) ;e p. €;x;, Vi € {1,..., 5k}, u, = sz—l)k+1 v, Vr € {1,...,5}.
com (€1,€2,...,em) € {—1,1}¥ e n1,...,n5 € {—1,1}° temos que

|

5
anur = Zeixi para alguns (e, ...,en) € {—1,1}".
1 iI€EA

Mais ainda

S ¢ 100N (M)
20~ f2(N)

[P ERVbop]

se, e somente se

w55y < T[] = M| i mewe[] o

0 < M S

= [l i

Isto se, e somente se

10 4 ]| 2] <[] 55 on

<M||| 3w ||| — 528

20 f?(N) -

”I Z? nrUr

Suponhamos que

M| i new|| < (1 —e— -;5)103%;”’. Entéo
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< (1 . 6) 100N f (M)

£ J0NIOM) 4 M| || 5 e PN

207 72(N)

logo, pelas Afirmacoes 5.44 e 5.46, temos

P[(1 - ) <[] 5w

<Pl + M| X3 e

20 J2(N)

| <[] 323 7w

]
1]+

< P[%m(}%v(?l) +M”I Z?’?r“r”l = IIIZ?nrur

P{|[| 3 nrwe[[] < M| X5 e[| - 5527

:p[

Portanto

I mel | - M| ]| > 57282] < 3

P[(1- %" < ||| Ziea il [l] = PL(1— ) 52 < ||| 3 mew| ] < 5

O que uma contradigdo com o que obtivemos no 12Passo . |

Afirmagao 5.49 Sejam M € J e 21 < ... < xpr uma S.R.C de comprimento M

com constante 3/2 como no Lema 5.1 e ||| 32; nyu,||| como na Afirmagio 5.43.

FEntao
(1 ‘26)@1?%—?[)] e (‘ (40f6(N)>25ﬁk)'

dl

Prova: Pelas Afirmacoes 5.48 e 5.44 temos que

Ur

<(1- 26)100Nf(M)] <

P{|[| i

f2(N)
P(|[| 3 mewr[] < (1= e~ 55) 23y — 3 gy ] <
P (||| 328 new ||| < MI|| 5 mew ||| - 552507 <
P (||| 3 neu || < M| 3w ||| - 575002 +
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PIM||[ Xl + 5 <[] Zimw|]] =

20 f2(N)

PHIIIZ?murm—M|||z§n,u,,||| ’ M@_f)} .

exp (= 5 (z75m) V) < exp (= (i) V) < exp (= (i) 8)- H

Nosso objetivo agora e provar a Afirmacdo 5.56, que junto com a Afirmacio

5.49 implican o 22Passo.

Afirmacgao 5.50 Sejam M € J e 21 < ... < xzpr uma S.R.C de comprimento M

com constante 3/2 como no Lema 5.1. Entdo

Para fazermos a prova necessitaremos de quatro resultados preliminares.

Lembremos, veja o comego desta secao, que (1— €)X < |B;| < (14€)& e que
2y < ... < gy S.R.C Em particular, ||z;|| =1 Vi € {1,..., M}, veja Observagao
3.15.

Afirmacgao 5.51 Sejam M € J e zy < ... < zps uma S.R.C de comprimento M
com constante 3/2 como no Lema 5.1. Entdo ||vi|| = || 2 ,cp, €;;|| € uma fungdo

2-Lipschitz sobre {—1,1}15il,

Prova: Sejam € = (€1,€2, ..., €1Bi1),Y = (M1, Y2, --»VB:) € {—1, 1}Pi satisfazendo
d(e,v) = 1, onde d é a distancia de Hamming, isto é, ¢ e y s6 sdo diferentes em
uma unica componente, digamos a r-ésima.

Coloquemos v;(€) = ) ;¢ p, €;2;, onde €; € {€1,€2,...,€B,1} € vi(7) = D cp. €%;,
onde €; € {71,72,---,V|Bi| }-

Logo |([lvi(e)l] = [lvi(MIDI < [(llvi(e) = vi(NIDI = [12€r 2, || = 2. 2

Observagao 5.52 Sejam M € J e 2y < ... < zp uma S.R.C de comprimento

M com constante 3/2 como no Lema 5.1. Entdo
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Prova: Como por hipétese

(1= 95 <IBI< (1493,

temos, por (iv), que
{1~ 6) 5k | Bi

Q-9 = fUBI)
Logo é suficiente mostrarmos que

c 2N e25(1 — )X f2(M)
<—N)) —+1n2< K

40/( 272((1 - ) &) f2(1Bil)
Claramente 295(1 )N (M)
ln € - € 5k .
TR (P EAVE(27)
Agora

< &2 >2£ " 12(1 — )& f2(M)
40f(N)) 5k = f2((1 —e)X) f2(1Bil)

( 1 )2 . 121-9 f(M)
40f(N) Q=) F2(B:)
e claramente esta desigualdade é verdadeira, pois pela de definicao de k, veja o

comegco desta segao, k — 1 < log N < k e pelo 12Passo, como N = |A|, N >
20exp y/log M com M € J, segue da Proposigao 1.2, que f(M) > 101, &

se, e somente se

Observagao 5.53 Sejam M € J e 21 < ... < zp uma S.R.C de comprimento

M com constante 3/2 como no Lema 5.1. Entdo

P11l - M)l > 501+ 1002 fz((]iﬂ <oo |- (5 ;(N))zzv].

Prova: Como por hipétese (1 — €)&f < |Bi| < (14 ¢)&, temos, por (iv), que

Q+ek (He)%
A+ 9D = E)

| Bi|
fA(Bi) —

/\

Agora pelo Lema 5.41 com |B;| = n, a Afirmagoes 5.43 e 5.51 e a Observagao
5.52 segue que
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P [l = Mol > 10000 -] <
P[mvz-n Mol > —100f(M) s <
o .

Observagao 5.54 Sejam M € J e z; < ... < zpr uma S.R.C de comprimento
M com constante 3/2 como no Lema 5.1. Entado
N f(M)

M||v;]| < (1 + €+ €/10)100—
o] < (1-+ ¢+ €/10)100 55y

Prova: Pela Afirmacao 5.46 temos que exp ( - (7(75(:;\],\;)—25]) < ML Logo, pela
Observagao 5.53, concluimos que

il — " € N f(M) 1
Pl = Ml > 550+ oo L0 < 2

Mas, por hipdtese (1 — 6)5L <|Bi| <(1+ 6)5“ logo, por (zv)

Bl _ N (1+9% (4o
B S P+ ol < )
100f(M)f2|(?BI gt )1005]\1[”{2((]”)),

portanto, pelo item (2) do 12Passo, temos

1 pllls e 1B
T & P_ J_EZB ;24| | < 100f(M) (IBI)}
P ]
™ N 70
< P_||v1|l<(1-|— )1005”2( )J.

103



Mas

€
il ] = Mifeilll > 55 (1 +€)100

se, e somente se
€
—(1
g1 1o

ou

[lvil] < M||vil| -

Suponhamos que

(1 + €+ ¢/10)100—

Entao
N f(M)
5k f2(5)

Consequentemente, pois

€

20

(14€+¢/10)100—

14+e<14e+€/10—¢/20(1 +¢)

temos

e (“U'z” < (14 €)100—

IN

VAN

IIvtll < Mlvil| -

ﬁlvzn < MiJuil| -

N f(
5% /(X

IN

—(1461
20( )100—

I(llvzll — M|lvil])] >

Portanto (1 + € + e/lO)lOON f(M

100 /(20)

5 (X

—(14¢€)100—

N f(M)
5k f2(Z

Hvill < (1+e+¢/10)

5k f2(£k

N f(M)
5k f2(X)

+ Mloi| < [foil|

)

N f(M)
5k f2(X)

€
—(1+ €)1
20( +€)100—-

N f(M)
5k f2(g5) ~

< M.

N f(M)
5k f2(5) ~

N (M
5 2%

< M||vi]|— = (1+€)100=

20

[e = 107°°),

al

N f(M) e
1005—”2(%) =

N f(M )J
|
|

N f(M)

551+ e)100 )

(1 +€)100—

5k f2( k)
(1+ )10056;2“‘%)
) 1

)
51+9

M||vi|| < ||vi]

1

N f
100— absurdo.

o 2

<
)] = M2
> Mlfuil|
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Prova da Afirmacao 5.50. Pela Observagoes 5.54 e 5.53 temos, pois 1 +
e+e/l0+ 5(1+€)<1l4+e+e+e=(1+¢)? que

N f(M )]S

I
Plfuill > (1+ ¢ )1005_kf2( ;

N f(M)
5k f2(ﬂk)
N f(M)
% (%),
P ||vz-||>an,-n+%(1+ 1002 ]{2(( >)
P Il < Ml - 501+ ooy ZL ] =
5k
Y 0]

N f(M)
) + (+)005—ka( iy <

P ||v1|| > (14 €+ ¢/10)100—

P ||vz||>M||v,||+ (1+ )100 <

+

>%(1+ )1005—ku( )

o - () 2¢) :

~ €)? €
Observagao 5.55 g.'{é) < (flzJEJil))

p| [[vil | = Mo

Prova: Coloquemos a := (143¢)/(1+¢)*. Como, equagdo (5.3) , € = 107°° temos
a > 1. Lembremos que f(r) = m, veja Proposicao 1.1. Portanto
temos que demonstrar que (N + 1)(5k)* < (N + 5k)*. Pela definigdo de k,
veja o comecgo desta secao, k —1 < log N < k e pelo 1°Passo, como N = |A]|,
N > 20exp+/log M com M € J, segue pela Proposi¢io 1.2 que f(M) > 1013, E
Claramente (r +1)(5logr)® < (r + 5logr)? se a > 1 e r > 20 exp /10102, |

Afirmacgao 5.56 Sejam M € J e z; < ... < zpr uma S.R.C de comprimento M

com constante 3/2 como no Lema 5.1. Entdo

P[””"” > (143 )1005_21{2((?)} = ¥ <‘ <40f6(N))2;1k>'

Prova: Pela Observagao 5.55 temos que
f(M)
5k f*(N)

N f( )]

} gP[|IviH> (1+¢)? 1005kf2( ;

[Hmll > (1 + 3e )100
logo pela Afirmagao 5.50
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P> 0rsomoiefig] <o (- () %)

Afirmacgao 5.57
€ N E 1
S 0F(NY) 5k) S Bk +32°

Prova: Como f(r) = /log,(r + 1), temos que demonstrar que In(5k+32) log,( N+

1)5k = fef)\a ¢ = 107°°]. Pela de definigao de k, veja novamente comeco desta

secdo, k — 1 < log N < k e pelo 12Passo, como N = |A|, N > 20exp v/log M
com M € J, segue pela Proposicio 1.2 que f(M) > 10'%. E Claramente

In(5logr + 32) log,(r + 1)5log r < lbf;()r se r > 20 exp V10102, £l
PROVA DO 2°PASSO : Coloquemos agy,,.. = |1 323 nju;ll], como n; €
{—1,1}. Entao existem 32 possibilidades para os a;s. Coloquemos também:
N f(M) 100N f(M)
h:= (14 3¢)100— e c:=(1—2¢)———=.
(4305 ) U2 w)

Agora se a escolha de ¢; € {—1,1} do 22Passo ndo existisse, entdo sua proba-

bilidade em {—1,1}!! seria zero, mas pelas Afirmacoes 5.56, 5.49, 5.46 e 5.57

temos

Pllloall < by [lvsell < hya1 > ¢, ...ya3> ] =
P[||vi]] < AN, ..., N||vsk]| < h,Nay > eN,...;Nasy > ¢] =

1—Pr{|ln|]| >hU...U]|vsk|]| >hUa; <cU..Uasz < ¢] >

1 — Pr{||v1]| > h] — ... = Pr[||vsk|| > h] — Pr[la1 < ¢] — ... — Pr{las; < ] >
5k+4+32 2
€ N
L= D exp (‘ (40f(N)> 57) 3
5k+32
at Z 5k+32 0; absurdo. .
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5.3 3°Passo.

Fixemos um escolha de ¢; € {—1,1} com ¢ € A satisfazendo as condi¢des do

2°Passo , isto é, uy,...us € Vj,...vsx sao agora vetores fixos.

Também seja r um elemento qualquer do conjunto {1,...,5}. Antes de enun-

ciarmos o 32Passo, demonstraremos alguns resultados auxiliares.

Afirmagao 5.58 Sejam M € J e z; < ... < xp uma S.R.C de comprimento M
com constante 3/2 como no Lema 5.1. Entdo u, = Erf—1)k+1 v; € a soma de uma

S.R.C de comprimento maior ou igual a exp(y/logM) e constante 3.

Prova: Como zy, ...,z € uma S.R.C de comprimento M e constante %, segue que
€1Z1, ..., em2py € uma S.R.C de comprimento M e constante % para toda escolha
de ¢ € {—1,1} com 7 € {1,..., M}. Agora observando que um subconjunto de
uma S.R.C é também uma S.R.C, concluimos que v; = ... €;z; é uma S.R.C
de comprimento |B;| > 12N (veja o comego do 22Passo) e constante 2. Portanto

By == fo_l)k_H v; é uma S.R.C de comprimento k|B;| > (1 — ¢)N/5 > (1 —

€)4 exp(\/logM) > exp(y/TogM ) e constante 2, pois N = |A] e |A| > exp(+/TogM)
pelo 12Passo. &

Afirmacgao 5.59 Sejam M € J e zy < ... < xp uma S.R.C de comprimento M

com constante 3/2 como no Lema 5.1. Entdo ||u.|| > |||u-]|| > (1 —226)20%%4)—).

Para fazer a prova precisamos da seguinte observacao.

Observagao 5.60 Sejam M € J e 21 < ... < xzpr uma S.R.C' de comprimento
M com constante 3/2 como no Lema 5.1. Entdo ||u.|| < (1+ 36)20%2.

Prova: Pelo 22Passo temos

rk

< 3l

(r-1)k+1

rk
> v
(r—1)k+1

rk
< ¥ (1+3e)20%;§(f‘]4v))

(r—1)k+1

”urH =

B Nf(M)
= (1 +3e)20————f2(N) : .
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Prova da Afirmacgao 5.59. Pelo 22Passo temos
100N f(M)
fAN)

Seja u;; € {ui,...,us}. Entao, pela Afirmagao 5.60, sabemos que

[||ws + ... +us||| > (1 — 2¢)

iy + o il <l + o+ ] < iy ] 42 4 [, ]

o V(M) Ao V()
< (14 3¢€)20 (V) + ...+ (14 3¢€)20 F2(N)
1 43080 (M)
= (14398053
E portanto, pela equagao (5.6), temos
5 i#r
ol > ulll=|| Swe= Y w
5 i#r -
2 l 1 1;SUi
100N f(M) ag M)
2 =2 a0+ 39805,
O ¢
= ((1-295 - (143420575
Nf(M)
(1 — 22€)20 ECR -

A afirmacao abaixo sera muito util quando aplicaremos o Lema 4.17 ao vetor

Uyg.

Afirmacgao 5.61 Sejam M € J ez < ... < zp uma S.R.C de comprimento M

com constante 3/2 como no Lema 5.1. Entio u, é um If, —vetor com constante

1+ 26e.

Prova: Pelo 2°Passo e pela Afirmagao 5.59 temos

N f(M) N f(M)
ldl < (1439205755 = (1+ 3020 -5 7
N J(M) [l N fM)
439200 By )] < F3920% FA(N) (1 — 22¢)20 M)
= 1l < (1 + 266l
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Mas u, = sz—l)k+1 v;, logo pela Definicao 3.3 de lf+ —vetor podemos concluir

que u, é um lf+ — vetor com constante 1 + 26e. [ |
No que segue o := (1 — 226)20—]}’—2[{%2. Notemos que pela Observagao 5.60
14 3e
HurHSal_QZE' (5.7)

Afirmacdao 5.62 Eziste uma combinagdo especial z* =) | a;a; tal que

1+ 3¢
T 222

Sa S I.’E*(U1+’U.2+'M3+U4+U5)l §5

Prova: Pelo 22Passo, pela Observagao 5.60 e pelas equagoes (5.3) e (5.6) temos

N (M)

1 —2¢)100——=
Sa < ( €) 3N < |llua + ... + us]
< |l + oo+ s || < JJua]] + ... + [|us]]
5 14 3¢
T2

Logo 5a < sup{|z*(u1 + ... + us)| : * ¢é uma combinagao especial} =

|[Jur+...4+us||| < 5asE=. Portanto existe uma combinagio especial z* = 3 a;z},

tal que 5ar < |z*(uy + up + uz + ug + us)| < Sa . -

De maneira semelhante podemos provar

Afirmagao 5.63 FEuwiste uma combinagdo especial y* =) " bjy;, tal que

1+ 3¢
1—922¢

S5a < |y™(ug + ug — uz + uy + us)| < S

Sejam

n
%' = Z ajx; como na Afirmacdo 5.62

i=1
m

y* = Z bjy; como na Afirmagio 5.63.
j=1

Entéo temos quatro casos de sinais dos nimeros reais z* (1 +ug +usg +us +us)
e y*(uy + uy — ug + uy4 + us) a considerar. Analisaremos o caso no qual ambos sio
positivos, isto é,
14 3e
a
1—22¢

5a <x*(u; +uz4+us+ug+us)<5
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1+ 3¢
1=28

5a < y*(u; +uz —us + uyg + us) < 5

Os outros casos sao semelhantes.

Definamos agora medidas de probabilidade u e v sobre {1,...,n} e {1,...,

por u(A) = ZtEA af ev(B) = ZseB bs) onde

*
a: € {ay,...,a,} com <z :E a;x;
1

bs € {b1,...,an} com y*= Zb]-y;.
1

Afirmagdo 5.64 Sejam [n] ={1,...,n}, >.7a?=1 e A C [n]. Entdo

p:n] =R, u(A)= Z a? € uma medida.
i€A
Prova: De fato,
W)=Y a2 =0 e )= a?=1.
1€ 1
Agora se B = U,en Ay, entao

w(B) = Za?zZa?-{- Za?-{—...-l— Z a?+0+0..

1€EB 1€A; 1€A2 1€An,

= p(A) + o+ p(An) + p(d) + 1() + . = Y p(An

neN

De maneira semelhante podemos provar que » € uma medida sobre {1, ...,

Agora podemos apresentar o 32Passo.

32PASSO. Seja § = +/260¢. Entao existem

Ccc{l,..,n} com p(C)>1-56

D c{l,..,m} com v(D)>1-05,
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tais que Vi € C e Vy € D temos

(1 = V&)aia(l + 26¢) < z7(u,) < (1 + V8)aia(l + 26¢)

(1 = Vo)bia(1 + 26€) < oyl (ur) < (1 + V)bia(l + 26¢).

Para fazermos a prova necessitamos das afirmacoes abaixo. A prova deste passo

depende do Lema 1.6 e das Afirmagdes 5.67 e 5.68.

Afirmagao 5.65 z*(u,) < aitl Vre {1,...,5}.

Prova: Por ser 2* uma combinacdo especial e pela equacdes (5.6) e (5.7) temos

ue
* 14 3¢

1—22¢

z*(u) < 2" (ur)| < lfurl] < [l < @ &

Pela Afirmagao 5.65 e por ai£% < a(1 + 26¢) temos a seguinte afirmacao:
Afirmagao 5.66 2*(u,) < a(l + 26¢), Vr € {1,...,5}.
Afirmacao 5.67 a1 — 104¢) < 2*(u,) Vr € {1,...,5}.

Prova: Pela Afirmagao 5.66

1#r i#£r
Z 2*(u,) < Z a(l + 26¢).
1<i<5 1<i<5

Se existisse r € {1,...,5} tal que *(u,) < a1 — 104¢), entdo teriamos que

1#r 1#r
() + Y 2%(ur) < ol —104¢) + Y ol + 26¢) = 5oy
1<i<5 1<i<5

absurdo, pois estamos supondo que 5o < @*(uy + uz + u3 + ug + us). W
Afirmacgdao 5.68 Y |z7(u,)|* < o?(1 + 26¢)%.

Prova: Sejam ¢ = (31, a;|z}(u,)|?)/?, d; = z}(w,)/ced = (dy, ...,d,). Portanto

|d|;, =1 . Seja também z* = )7 d;z, logo z* é uma combinagéo especial. Entao,
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pela equagdes (5.6) e (5.7) e pelo fato que a1+ 3€) < a2 < a(1+ 26¢), temos

que

o
IA

(3 et " 3. et

= Y diai(ur) = 2*(ur)

= |2%(ur)| < lfurll] < [lur]l < o1 + 26€). -

PROVA DO 3°PASSO. Pela Afirmacao 5.67 e a definicdo de z* acima

temos:
(1 —130€)(1 + 26¢€) < a(1 — 104¢) < z*(u,) = ), a;z}(u,). Portanto

| — 130¢ < 21 @iTi(ur)
~ o1+ 26¢)

Pela Afirmagao 5.68 temos
n * 2
Z 2|w1 (u")l > S 1
“—~ o?(1 + 26¢)

Agora, como ) -, a;x} é uma combinagao bésica especial segue que

n

Za?: 1.

1

A existéncia do conjunto C C {l,...,n} segue do Lema 1.6 aplicado uma

vez para cada . Nesse lema tomamos € := 130e > 0, § = V2¢, a; = a;,
b; = alf('?l(_géle), Vi € {1,...,n}. As hipétese que precisamos estdo dadas pelas

Taiz?(ur n z¥(ur)|? n
trés equacgoes seguintes 1 — 130e < —Z%:(T;—%(e)_)’ p el 017(% Lle ) a =
1. Analogamente podemos obter outro conjunto D C {1,...,m} satisfazendo o

3°Passo. -

5.4 4°Passo.

Como no 2°Passo uyq, ..., us € V1, ..., Us; a0 vetores fixos. Voltamos a lembrar,
1 = = * PR * Mg e >
veja o que segue a Afirmagio 5.63, que z* = ) [ a;zf e y* = ) 1" bjy} sdo com-

binagoes especiais. Logo cada aplicacao especial, veja Definigao 1.8.(c), z¥ é da
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forma
Ei(xj; + ... + xj,,) para alguma seqiiéncia especial de aplicagdes Xy, ..., X, ,
e para algum FE; intervalo de N com E; < ... < E; < ... < E,.

E cada aplicacdo especial y} é da forma
Fi(yj + .-+ yJ’-"qi) para alguma seqiiéncia especial de aplicages yjj, ..., Yigp
e para algum Fj intervalo de N com F} < ... < F}; < ... < Fy,.

Sejam ¢z € C' e 3 € D como no 32Passo. Escolhamos

ki € {1,...,pi} o menor inteiro tal que ran(xj,)Nran(us) # ¢.

Entao
ran(zj,) Nran(us) # ¢ ou ran(zf,.) Nran(us) = ¢.
Definamos
C; = {i € C:ran(xj,) Nran(us) # ¢}.
Analogamente coloquemos

l; €{1,...,q5} o menor inteiro tal que ran(yj,) Nran(us) # ¢.

Entao
ran(y;,) Nran(us) # ¢ ou ran(yj,) Nran(us) = 4.

Definamos
D; = {j € D : ran(yj;,) N ran(us) # ¢}

2PASSO. Sejam p e v como na Afirmacéo 5.64. Entdo maz{pu(Ci),v(D;)} <
1/50.
Coloquemos C, = {1,...,n} — C; e Dz = {1,...,m} — D;. Entéo

n

Z a;z; (uq) = Z a;z;(uq) + Z a;z;(uq).

1 1€C, 1€C>

Escrevamos U, para indicar ran(u,). A prova deste passo segue da Ob-
servagao 5.78. Para fazermos a prova do Passo 4 precisamos das afirmacoes

abaixo. O Lema 4.17 é usado na prova da Afirmacao 5.70
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Afirmagao 5.69 Us() icq, @iz}) € tgual a \/p(Cy) multiplicado por uma com-

binagio especial bdsica.

Prova: us < uy4 < us, veja no segue no Lema 5.41. Agora (veja o comeco do
42Passo) como k; é o menor inteiro tal que ran(z},) Nran(us) # ¢ e ran(z}.) N
ran(us) # ¢, pois, ¢ € Cy, temos que Uy(z}) = Uy(z};,).

Como z} = Ej(z} + ... + z},,) é uma aplicagdo especial temos que zj;. €

A* . Portanto
C{CH 'x:(}.-—l))
U4< E ) v/ 1 i
i€eC, iec, VH (Cl

é uma combinacao especial bdsica, veja Defini¢do 4.2 (com E; = Uy, Vi€ C)),

e a Afirmacao esta provada, pois
a; a
L .
ieZc'l 1(Ch) ,-ezc:l 1(Ch)

pela definicao de p dada no 32Passo. i

Afirmagao 5.70 Sejam M € J e 21 < ... < xpr uma S.R.C de comprimento M

com constante 3/2 como no Lema 5.1. Entdo
: |[wall AN
3 awitun| < VIO i + 570757

1€Cy
Prova: Observemos que u4 satisfaz as condi¢oes do Lema 4.17 (substituindo N/5

por M e M por ). Logo pela Afirmacao 5.69 e pelo Lema 4.17 obtemos

3 aaiu a(g;m@w4ﬂ ]v”“ﬂhvﬁ%ﬁm(

||a| 4N
< \/m[mwo * 5f(N/5)]' .

Observagao 5.71 Sejam M € J e z; < ... < xpr uma S.R.C de comprimento

M com constante 3/2 como no Lema 5.1. Entao ||us|| > 20%(\,—(1 — 130¢).

Prova: Pela Afirmagao 5.59 e a defini¢io de o dada antes da equagdo (5.7) temos
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luall = [llualll > a(1 — 104€)
Nf(M)
f*(N)

(1 — 130¢).

= (1-22¢)20

(1 — 104e¢)

N (M)
2 D5

Escolhamos a > 1 tal que a®log, 5 < (a®—1)10'® e ;5 < a. No 12Passo

mostramos, Observagao 5.6 que existe N € N tal que 20exp(y/log M) < N < M.

Isto sera util na seguinte afirmacao.

Afirmagdo 5.72 |}, aizf(uyg)| < \/y(Cl)[}';‘;‘o'J + ;—;||u4|l]

Para fazermos a prova desta afirmacao necessitamos das seguintes observagoes.

Observacgao 5.73 Sejam M € J e 21 < ... < zp uma S.R.C de comprimento

M com constante 3/2 como no Lema 5.1. Entdo
a’logs5 < (a® —1)10'° < (a® — 1)loga(N + 1).
Prova: Como 10'° < y/log M < In N < log, N segue que
a’logs5 < (a? — 1)10'° < (a® — 1) log,(N + 1),
pela escolha de a acima.
Observagdo 5.74 f*(N) < a’f?(N/5).

Prova: Pela Observagao 5.73 temos

N+5

FAHN) = loga(N + 1) < a*[loga(N + 1) — logs5] < a*log,

Observagao 5.75

1 PN @
100(1 — 130¢) f(M)f(N/5) ~ 100"

Prova: Pela Observacao 5.74 temos
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1 fA(N) a fN) _a _ d&
100(1 — 130¢) f(M)f(N/5) ~ 100 f(N/5) ~ 100 100

Observagao 5.76 Sejam M € J e x1 < ... < zy uma S.R.C de comprimento

M com constante 3/2 como no Lema 5.1. Entdo 5f?1]vv/5) < 25||u4||

Prova: Pela Afirmacao 5.59 e pela Observacao 5.75 temos

_LHWH < fudl] 4N F3(N)
5F(N/5) lJuall = " "'5£(N/5) 20N F(M)(1 — 130¢)
-2 ()
40, a2
= 100 o |l .

Prova da Afirmacao 5.72. Pela Afirmacao 5.70 e pela Observagao 5.76

temos

> aiw;(ua)

iECl

el , 4N
< VI 155 + 57775

IN

00 | Tl + ol .

(12
Como } icc, [\/(722 = 3 ictn Z.GT =1, segue que ) ;.. \/M(—C—ja: é uma

combinacao basica especial. Isto serd util na Afirmagao 5.77.

< Vi(Co)l[uall-

z7 € uma combinacao bésica especial temos, pela

Afirmagao 5.77 i > icc, 4iTi(ua)

Prova: Como ) .cq, \/u(_c_)

equagao (5.2), que

Y aizf(ua)

| & e

< AV R(C2)||[ualll
< AV (C2)|[uall- £
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Para a proxima observacao notemos que pelo 32Passo temos

J(M) (14 3¢)a

< =
ludll < (1+36)20N s = o

26ca (1 —104¢)a
1 —130e  1—130¢

< (14 26€)a =a+ 26ea < a+

z*(uq) a;zi(uq)

< . ——
— 1-130€ 21:1—1306

Afirmacgao 5.78 (1 — 130¢) < /u(C1)/20 + /p(C2).

Prova: Pela comentario acima e as defini¢oes de C e Cy no comego desta secao

temos

n

(1 —130¢)||us]] < Zai:v;‘(m) < Z a;x(uq) + Z a;x;(uq)

1 iECl 1€CH

y ,/——y(c)[”ggﬂ % 4n]+\/ (Co)lua]

Agora basta tomarmos ¢ > 1 tal que 10_100-i-25 < o 3 <6 (€=107%0)

e a’log,5 < (a? — 1)10' (Podemos tomar a = 1+ 10~ por exemplo). Logo

(1 — 130¢) < +/1(C1)/20 + +/1(Cs). L

Para a prova do 42Passo lembremos C; = {7 € {1,...,n} : ran(zj, )Nran(us) #
¢} (veja o comego da secdo) e C :={1,...,n} — C}.

PROVA DO 4°PASSO : Claramente temos que p(C3) + p(C1) = 1. Supo-
nhamos p(Cy) > 55, entdo u(Cy) < £2. Pois 52 < p(Cy) implical = 2 + L <
1(C2) + p(C1) = 1; absurdo. Portanto u(C3) < 22

logo, pela,Afirmacao 5.78 temos

n(C v pr(C 99
(1-130¢) < 2(0 ) VG < 2(0 Jy 100
S 1 99 1 99
1 —130¢) < TR +
( < 5075 T 100 ~ 1003 T 100

como € = 1075 (equagdo (5.3)), segue que V2 < 1 + ;d5; absurdo. Portanto
1(C1) < 55. Similarmente podemos mostrar que v(D;) < . &

117



5.5 5°Passo.

Como no 22Passo uy, ...us € vy, ...s 530 vetores fixos . Sejam z* = )"  a;z} e
= z;.l:l bjy; como indicados apds a Afirmagao 5.63. Lembremos, veja o comego
do 4°Passo, que z} é da forma E;(z}, +...+2},, ) para alguma seqiiéncia especial de
aplicagdes, o7y, ..., T}, Vi € {1,...,n}. E cada y; é da forma Fj(yj; +...+yj,,) para
alguma seqiiéncia especial de aplicagoes, y7;, vy Yip» Vj € {1,...,m}. k; o menor
inteiro tal que ran(zj.) N ran(us) # ¢. C1 = {i : ran(z,) N ran(us) # ¢}. I;
menor inteiro tal que ran(yj, ) Nran(us) # ¢. Dy = {j : ran(y},) Nran(us) # ¢}
C ={1,...,n} — C1, Dy ={1,...,m} — D;.

2PASSO. Sejam C'e D como no 32Passo e também p e ¥ como na Afirmacao

5.64. Entao existem C3 C CNCy e D3 C DN D, tal que
min{u(Cs),v(Ds3)} > 19/20

e existe uma bijecao

¢ : 03 — D3
tal que para cada : € C3 os funcionais especiais Usz] e Usy;‘Usy;(i) sSao nao
disjuntos, isto é, admitem conjuntos associados nao disjuntos.

Para fazer a prova deste passo precisamos das 18 afirmagoes abaixo. A prova

do 52Passo sera consequéncia das Afirmacao 5.90, 5.91 e 5.96.

Afirmagao 5.79 Podemos assumir que a; > 0, Vi € {1,...,n} e também que

b; >0,V € {1,...,m}

Prova: Coloquemos H = {i : a; < 0}, H = {1 : ¢; = 0}, H® = {z : a; > 0},
hi=aisea;>0,hi=—aisea; <0,z =2 sea; >0e 2 =—z] se gq; < 0.
Entao
n
¥ = Za,i:l:f = Zai:c:‘ -+ Z(L,‘QZ; + Z a,-:l:f
1 i€H ich ieHe
= S+ Y

i€EH 1€H®

= Zhiz,- + Z hizy = nzhizi,

1€H i€He 1
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com h; > 0,7 =1,...,n* <n. Claramente

n#

n
% . * *
i = g h;z; tem as mesmas propriedades que z* = E a;z;. )

1 1

Afirmacdo 5.80 Sejam z* = ) ., a;z} como no que seque a Afirmagio 5.63 e

C' como no #Passo. Se 1 € C, entao
z;(u,) >0, Vre({l,..,>5}.
Prova: Pelo Passo 3 e a Afirmagao 5.79 temos que

0< (1 —-Vd)aia(l+5¢) < zi(u,), VieC, Vredl,..5}.

Afirmagao 5.81 Seja z* = )., a;xf como no que seque a Afirmagio 5.63 e

seja C' como no 32Passo. Se 1 € C, entdo
ran(z}) Nran(u,) # ¢, Vie C Vre{l,..,5}.

Prova: Se ran(z}) N ran(u,) = ¢ para algum ¢ € C' e para algum r € {1, ..., 5},

entdo z7(u,) = 0; absurdo com relagao a Afirmacao 5.80. 1l

Analogamente temos

Afirmacgao 5.82 Seja y* = Z;zl bjy; como apds da Afirmagao 5.63 e seja D

como no $2Passo. Se j € D, entdo
ran(y;) Nran(uw,) # ¢, Vje D Vred{l,..5}.

Lembremos, veja o comego desta secao, que k; é o menor inteiro tal que

ran(zf.) Nran(us) # ¢, Vi € {1,...,n}.

Afirmagao 5.83 Seju 2* = )1, a;af como no que seque a Afirmagio 5.63 e

seja C' como no $Passo. Se 1 € C' Ny, entdo

ran(zj,) Nran(us) = ¢ e ran(z]) Nran(us) # 6.
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Prova: Como C3 é o complementar de C; temos que se 1 € C'N (5, entao 1 € C
e 1 & C;. Agora notemos que ¢ ¢ C; implica ran(zj, ) N ran(us) = ¢, mas como

1 € C temos, pela Afirmagdo 5.81, que ran(z}) Nran(u,) # . [ |

Como z} = E;(z;; +...+1},,) e, além disso, se 1 € CNC; entdo pela Afirmagio

5.83 ran(z¥) Nran(us) # ¢, concluimos que

se 1€CNC, entao ran(E;z)Nran(us) # ¢ paraalgum s € {1,...,p;}.

Afirmacgéo 5.84 Seja z* = ) - a;x} como no que seque a Afirmagdo 5.63 e
seja C' como no 82Passo. Se 1 € C'NCy entdo Ei(x;.“(k',_l)) # 0.

Prova: Coloquemos B = {s : 1 < s < p;, ran(E;z},) Nran(us) # ¢}. Logo,
pelo comentério acima B # ¢. Seja t = min B. Como, veja no que segue no Lema,
5.41, us < us, temos pela definicdo de k; dada no comeco desta secao, que ¢t < k;.
Portanto t < k; — 1.

Como, pela Afirmagdo 5.80, 0 < z}(us), =7 = Ei(z}+...+2},) e pela defini¢do
de k;, veja o comego do 5°Passo, ran(zj, )Nran(us) # ¢, segue que Bz (us) # 0.
Logo E;zj,. # 0. Também pela definicio de B e t temos que E;z}, # 0.

Portanto E;zj, # 0, Ezh, # 0 et < k; — 1. Como E; é um intervalo e
Th <o < Tgony < Thyo obtemos que E,-(:c;‘(k.,_l)) # 0. [ ]

Lembremos, veja comentarios antes da Afirmagao 5.69, que Us = ran(us) com
us como no comecgo do 22Passo. Na Afirmacao 5.85 precisamos da Definicao 4.1

e dos comentarios feitos no comego do 52Passo sobre z}.

Afirmagao 5.85 Seja a* = ). a;z] como no que seque a Afirmagio 5.63 e
seja C' como no 52Passo. Se 1 € C'N Cy entdo o conjunto associado a Usz? estd

univocamente determinado.

Prova: Como z* = ) | a;z} é uma combinagio bdsica, temos que z} = E;(z% +
... + 2%,) € uma aplicacdo especial. Logo, veja Definigao 1.8(d), existe uma
.

seqiiéncia de inteiros ny, ...,n,, € J tal que 2}, € A} en; = o(z}, ..., 2} ,_,), para

2% 3 K Ng,
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O primeiro inteiro n; nao esta necessariamente univocamente determinado
p )
pois &} poderia ser escrito de varias maneiras, mas ns, ..., np, estdo univocamente
determinados pois a fungao o € injetora, veja Proposic¢ao 1.6.

Tomemos Z C J um conjunto associado a z} e uma seqiéncia ni,...,n,,,

: ; e o . . ey _ N

associada a seqiiéncia zjj, ..., 7j,. Z consiste dos n; tais que E; Nran(z};) # 4.

Agora

* W *
U5$i === U5E1($ik; + e + mipi),
B o ~ 1 *

com k;, veja o comego do 5%Passo, o menor inteiro tal que ran(zj, ) Nran(us) # ¢
e Us := ran(us), veja o que antecede a Afirmacio 5.69.

Como 1 € C temos, pela Afirmacao 5.80, que 0 < z}(us), logo UsE; N
ran(zj,.) # ¢, conseqiientemente o conjunto associado a Usz} # ¢ e n; nao
pertencem a este conjunto associado, pois, Afirmacao 5.84 se 1 € C' N C; entao
Ei(z},_ ) # 0. Logo k; # 1 (ki = 1 implica 2} ndo tem sentido) e disto o
conjunto associado de Usz} esta univocamente determinado por estar contido em

{n2,...,np;} que é um conjunto univocamente determinado. |

Coloquemos C4 ={i€ CNCz:Usx{ e Usy] sdo disjuntos, Vje DND,},
veja C3 antes da Afirmacao 5.90.

Afirmagao 5.86 Seja z* = ). a;z} como no que seque a Afirmagio 5.63.

Entao ZieCﬁ, |:17T(u5)|2 e EjeDan |y;~‘(u5)|2 < ||u5H2

Prova: Como, Defini¢do 4.1, os 2} sao dois a dois disjuntos segue que os Usz} sao

disjuntos, analogamente os Usy; sao disjuntos, portanto
{Viec,Usz;} U {Ujepnn,Usy; }

é uma seqiiéncia de a.e.d, veja Defini¢ao 1.8(e). Logo, como Us = ran(us), temos,

raciocinando como na prova da Observacao 4.16, que

Dol + Y lyi(us) =

1€Cy JEDND,
Do Usai(us) + ) (Usyj(us)l® < lus]|™ n
1€Cy JEDND,
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Lembremos, veja o que antecede a Afirmagéo 5.64, que p(Ca) = i, az.

Afirmacgao 5.87 Sejam C' e D como no #Passo. Entdio
(1 —Vd)*(1 + 26€)*?u(Cy) + (1 — Vd)2(1 + 26¢)>a®v(D N Dy) < a?(1 + 26¢)?.
Prova: Pela prova da Afirmacao 5.80 temos que

0 < (1 —Vd)aia(l +26¢) < a3(us), VieC,

logo
> (1= Vd)Pala®(14266)* < Y o7(us)|*
1€C0y 1€Cy
Analogamente
Yo (1= Vd)Pble* (14266 < > Jyi(us)|®
JEDND, JEDND,

Portanto, pela equacao (5,7), pelo comentario feito antes da Afirmacéo 5.66

e pela Afirmacao 5.86, temos

(1 — Vd)*(1 4 26€)202u(Cy) + (1 — Vd)*(1 + 26¢)*a®v(D N D,) <
D lei)lP+ Y Iy (us)l® < Ilusll? < o*(1+ 26¢)* s

1€Cy JEDND,

Afirmacao 5.88 Seja p como na Afirmagao 5.64. Entdo
(1 —VdY?u(Cy) + (1 - 5d — -51—0)(1 —Vd): < 1.
Prova: Pela Afirmacao 5.87 obtemos que
(1 = Vd)?u(Cy) + (1 — Vd)’»(D N Dy) < 1.

E pelo 32Passo 1 — 5d < v(D), Mas D; U Dy ={1,...,m} e D; N Dy = ¢, veja

o comeco do 52Passo. Logo
1
I/(D) = I/(D N Dl) + I/(D N Dg) S Z/(Dl) + Z/(D N Dg) S :56 + I/(D N DQ),
isto é, 1 — 5d — 25 < v(D N D,). Portanto
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(1 — VA)?u(Ca) + (1 — 5d — 1/50)(1 — v/d)* £ 1. -

Afirmacéo 5.89 Seja p como na Afirmagio 5.64. Entdo p(Cy) < 35.

Prova: Coloquemos 1 — a = (1 — v/d)?. Como d = (22)? < &5, veja 32passo,

concluimos que

2 2
a:2\/c_l—d< o —d<loT
Mas pela Afirmacao 5.88 temos que
1
(1 - (G + (1~ a)(1 —5d — ) < 1,
logo (1 — a)u(Cy) < (1 — a)bd + (1 — a)/50 + a. Portanto
1 a 5 1 1
< — RS I .
e O I Tl TRl T
1 11 2 2 1
1000 © 50 © 1000 1000 ~ 1000 40 I

Coloquemos C3 = CNC,y N C§.
Afirmagéo 5.90 Seja i como na Afirmagdo 5.64. Entio u(Cs) > 19/20.

Prova: Pelo 32Passo e pelo 42Passo temos que

1-5d < p(C)=puCnNC)+p(CNCy)

1
< wC)+p(CNney) < gg THCNCa).

Logo, pela Afirmagao 5.89, temos que

1

1
< p(C)+p(CNCynCy) < 0t p(Cs).

19
Consequentemente 75 < 1 — ;&= — o= — 5d < u(Cs). [ ]
Similarmente temos:

Afirmacao 5.91 v(D3) > 19/20.
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Lembremos

C c{1,...,n} é o conjunto C' mencionado no 3%Passo.

D c{1,...,m} é o conjunto D mencionado no 32Passo.

Cy:={i € C :ran(z},) Nran(uz) # ¢}.

Dy :={j € D :ran(y;;,) N ran(us) # ¢}.

Co:={L,...,n}CE.

Dy 1= {1y i} 01 DS,

Ca:={i€CNCy:UsziNUsy; =¢ VYj€ DN Dy}
Dy:={j€DNDy:UsziNUsy; =¢ Vie CNCy}.
C3:=CNC:NC{={1€CNCy:UsziNUsy; # ¢ Ij € DN Dy}
D3:=DND;ND§={75 € DN Dy :Usz; NUsy; #¢ Fi € CNChq}.

Afirmacgao 5.92 Para cada it € C5 existe algum 53 € DN D, tal que os conjuntos

associados de Usz} e Usy; sio ndo disjuntos.

Prova: Seja 1 € C3. Como y* = ) 71" b;ys é uma combinagao especial, segue que
YT, - Y, € uma seqiiéncia de a.e.d, isto é, os conjuntos 7y, ..., Z,, associados a
sequéncia yj, ..., Yy, sao disjuntos. Portanto a restri¢ao dos mesmas a seqiiéncia
Usyi, -+, Usyy,, também é disjunta e como Usz} N Usy; # ¢, 3 € D N Dy, pois
i € (3, segue que os conjuntos associados a Usz} e Usy; também sao nao disjuntos.

Analogamente provamos

Afirmacgao 5.93 Para cada 5 € D3 existe algum 1 € C'NC, tal que os conjuntos

associados Usy} e Usz} sdo ndo disjuntos. El

Afirmagao 5.94 Para cada i € Cs existe um unico 7 € C' N Cy tal que os con-

Juntos associados Usz} e Usy: sio nao disjuntos.

" : D :
Prova: Lembremos que z* = ) ] a;z} é uma combinacdo especial. Logo, 7, ..., 2%

é uma sequéncia de a.e.d. Portanto Vi € {1,...,n}, Ip; € N tal que 27 =
Ei(z} + ... + @,,) para alguma seqiiéncia especial de aplicagdes 7}, ..., 2}, , para

as quais associamos uma seqiéncia de inteiros ny,n,,...,n, € J, tais que n, =
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a(:vji‘l,...,:c}‘(s_l)), Vs € {2,...,pi}, onde o é a bijecdo entre Q; e J fixada na
Proposigao 1.6.

Seja Z; o conjunto associado a Usz}, veja Afirmacao 5.85. Escrevamos
Zi =A{ns : UsE; Nran(z},) # ¢, =z, € Ay (X) 2<s<p},

pois como vimos na prova da 5.85 n; ¢ Z;.

Analogamente y* = ) 7 b;ys é uma combinagio especial. Logo R [
uma seqiiéncia de a.e.d. Portanto, Vj € {1,...,m}, 3¢; € N tal que y; = Fi(y}; +
ot m;qu) para alguma seqiiéncia especial de aplicagdes y7y, ..., T3y

Suponhamos que 7 estivesse “associado” a j; e a j2 com j; < J,. Entao
y;, < yj, e existiriam n;, < n;, € Z; tais que n,, pertence ao conjunto associado
a Usy; e n;, pertence ao conjunto associado a Usyj,.

Mas, pela Defini¢do 1.8(b)(3) e como 7, € A7 (X), temos que
n,, = oz, ...,:1:15‘(81_1)) e ng =alzf, ---,5'32’(31_1),---7562‘(32_1))-

Agora n, também pertence ao conjunto associado a Usy} e o é injetora
(Proposigao 1.6), logo para algum jis; € {sl,...,71¢; }, com 71 € {1,...,m},
temos que yf, = (¢ + ... + xj(SI_l))/f(sl — 1), veja toda a Defini¢ao 1.8.

Analogamente para algum jas; € {721, ...,72¢;, }, com j, € {1,...,m} temos

que y3,,, = (¢ + ... + :vf(sz_l))/f(sz — 1); absurdo pois y%, < yJ,. [ |

Analogamente obtemos .

vAﬁrmagéio 5.95 Para cada j € Ds existe um tunico 1 € D N Dy tal que os

conjuntos associados a Usy; e Usz} sdo ndo disjuntos.

Afirmacgao 5.96 Fuiste uma bijecio ¢ : C3 — D3 tal que para cada v € C3 os

funcionais especiais Usz] e Usy;';(i) possuem conjuntos associados ndo disjuntos.

Prova: Segue diretamente das Afirmagoes 5.92, 5.93, 5.94 e 5.95. i

PROVA DO 5°PASSO: Segue imediatamente das Afirmacoes 5.90, 5.91 e
5.96.
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5.6 6°Passo.

Como no 22Passo uj,...us € vy,...v5; sao vetores fixos. Lembremos, veja o
comego do 4%passo, que z} = E;(z}; +...+2},,) para alguma seqiiéncia especial de
aplicagoes 7y, ..., 7},. Analogamente y; = F;(y}, +...+y},,) para alguma seqiiéncia

especial de aplicagbes Yy, ..., Yj, -

Também k; é o menor inteiro tal que ran(zj,) N ran(us) # ¢ (ki > 0, veja a
Afirmagéo 5.80) e I; é o menor inteiro tal que ran(yj; ) Nran(us) # ¢, (analoga-

mente [; > 0 veja o comego do 4%Passo.

62PASSO. Sejam ¢ : C3 — D3 como na Afirmacio 5.95 e V = ran(us + u3).

Se 1 € Cs, entdo Vor = Vi .

Coloquemos j = ¢(z). Vimos na Afirmacdo 5.84 que iz}, 1) # ¢ e analoga-
mente Fjy, _;) # ¢, onde y; = Fi(yj; + ... + ¥},,.)-

Denotemos por {z} um conjunto associado a z}, V¢ € {l,...,n} ana-
logamente denotemos por {y;} um conjunto associado a y;, Vj € {1,...,m}.
Como E,-:v’i*(k'__l) # ¢ foi mostramos na prova Afirmagéo 5.84 que {Usz}} estd uni-
vocamente determinado. Analogamente, {Usy}} esta univocamente determinado.

Pelo 5°Passo, {Usz;} e {Usy;} sao ndo disjuntos.

Para fazer a prova deste passo precisamos da proxima afirmagao.

Afirmagao 5.97 Seja ¢ como no 52Passo e € Cs (veja o que seque a Afirmagio
591) Entao k,‘ = lj (4

o(z}s ---axf(k,-—l)) = U(y;l +...t y;(lj—l))-

Prova: Lembremos, veja acima, que j = ¢(¢). Seja t € {zi} N {y;}. t existe
pelo 52Passo e pelas nossas consideracoes antes desta proposicao. Logo dp € N
tal que t = o(z}, ..., Ty, .-, T3), veja toda a Definicao 1.8 e Ir € N tal que
t=o0(y; +...+yjy,,--y;)- Portanto r = pe iy =y}, o = Yo,y T, = Y515
pois pela Proposicao 1.6, o é uma injecao.

Suponhamos [; < ki. Como ¢ # ran(y;.) Nran(us) = ran(z};) N ran(us),

pela minimalidade de k; chega-se a um absurdo.
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Analogamente se supusermos que k; < [;, chega-se a um absurdo. assim
k; = l;. Portanto o(z}),..., 27 s,_1) = 0(yj; + ... + ¥j;,_1) (ou equivalentemente,
af, =y, Vt < k;.) ]

PROVA DO 62PASSO. Sejai € Czej = ¢(1). Entaoz € C; logo ran(us)N
ran(zy,) = ¢ (veja o que segue a Afirmagao 5.91). Analogamente ran(us) N
ran(y;-‘lj) =g,

Como ran(uz) é um intervalo de N e ran(uz) N ran(zj,.) = ¢ temos que
ran(ug) Nran(z},) = ¢, Vs € {ki,...,p;}. Analogamente ran(us) N ran(y};) = ¢,
vt e {l;,...,q}

Como 7 € C3 temos que 1 € C' (veja o que segue a Afirmagao 5.91). Logo, pela
Afirmacao 5.81, ran(u;) N ran(z}) # ¢. Analogamente ran(u;) Nran(y;) # ¢.

Também, pela Afirmacdo 5.81, ran(us)Nran(z;) # ¢. Analogamente ran(us)N
ran(y?) #

Como u; < ug < uz < uy < Us, veja O comecgo do 22 Passo temos
ran(ug +uz) C E; e ran(u; +us) C Fj,

Pela Afirmagao 5.97 concluimos que k; = [; e @}, = y}, Vt < k;.

Consequentemente

ran(us + uz)e; = ran(uz +uz)Ei(z} + ... + i, + ...+ 2}),)
= ran(ug +uz)(z} + ... + Th, + ... +23,,)
= ran(uz + us)(zh + ... + z},)
= ran(uz +us)(yj; + ... + ¥5;)

ug +u3)(yj + - + Yy, + o+ Y5,)

ug + us) Fi(¥5 + - + Y5, + -+ 95,,)

(
= ran(
= ran(
(

= ran(uz + u3)y;. @

Prova da Afirmagao 5.2 Supondo que essa afirmacao seja falsa, vimos pelo
52Passo que p(C3) > 0, logo C3 # ¢. Seja i € C3 C C (veja o que segue a
Afirmacao 5.91). Entao pelo 32Passo obtemos

%ag(l—\/g)a(l-l-&) (2) < (1+Vd)a(1 + 5¢) < 2a.
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Analogamente, Vj € D temos

yilua) (1 + Vd)a(l + 5¢) < 2a

la <(1—Vd)a(l + 5¢) < =

2
Agora pelo 62Passo V' = ran(uz + us), portanto
z; (uz) = Vai(uz) = Vyy(ua) = i) (u2),
e como D3 C D (veja o que segue a Afirmacdo 5.91), segue que

* (u *
la S y¢(1)( 2) - m‘l (u2) S 2a,
2 by(s) ba(s)

consequentemente

Analogamente

—;—a <(1- \/E)a(l + 5¢) < g—((z@ <(1 +\/c_i)a(l+5e) < 2a

7

e
1 *
lo< ol oo,
2 by (i)
Logo i o —b%(:)—, portanto
-
a; ~— 4
absurdo com (*). Esta contradi¢do prova a Afirmacao 5.2. i

Antes de provarmos o Lema 5.1 necessitamos de uma ultima observagao.

Observacao 5.98 Sejam M € J e zy < ... < zpr uma S.R.C de comprimento

M com constante 3/2 como no Lema 5.1. E seja também E um intervalo de N.

Entao
100X (E) f(M) z 100M

fPAE)  ~ f(M)
Prova: Pela Observacao 4.4 temos que A\(E) < M, logo por (iv)

AE) < M
PPAE) (M)

portanto
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100A(E)f(M) _ 100M
fAME)  ~ f(M)

PROVA DO LEMA 5.1. Se E = ran(y) entdo y = E(y). Logo se tomar-
mos E = ran(ezy+ ...+ eyzar) temos E(erzy +...+emzpr) = (1214 ...+ epzar)-
Agora é claro que a Afirmacao 5.2 implica o Lema 5.1, pois basta tomarmos

E = ran(e1zy + ... + emxpr) € aplicarmos a Afirmacdo 5.2 e a Observagao 5.98. ®
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Capitulo 6
O Teorema principal

A seguir enunciamos o resultado mais importante deste trabalho. Seja X o

completado do espago X construido no Capitulo 2, isto é o espago de W.T.Gowers.

Teorema X ndo contém nenhum subespago isomorfo a co(N), nenhum su-

bespago isomorfo a l;(IN) e nenhum subespago reflexzivo de dimensdo infinita.

A demontragao serd feita através das Proposi¢oes 6.3, 6.6 e 6.29.

6.1 X nao contém nenhum subespaco isomorfo

a CO(N).
Observagéio 6.1 Sejam N € N e y; < ys < ... € X com [ly:l| = 1, Vi € N.
~ N
Bnto || 22, will > 7%

Prova: Sejam 1,5 € N e Ej; := ran(y;). Entdo Ey < E; < ..., Ej(yi) = 0 € coo(N)
se 1 # j e Ei(yi) = yi, pois y1 < Y2 < .... Coloquemos y = Zf\il y;. Agora basta

seguirmos a prova da Observacao 4.7. |

Observagao 6.2 Sejam y; < yp < ... € X com [ly:]] = 1, Vi € N. Entdo

lima ool | Sy yill = o0

Prova: Por (111) lim,vﬁooﬁvN—) = 00, logo pela Observacao 6.1
N

Zyi

=1
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Proposicao 6.3 Nenhum subespago Z de X € isomorfo & co(N).

Prova: Suponhamos que exista um subespaco Z de X que ¢ isomorfo a co(IN).
Entao pela Proposicao 0.24 Z contém um subespago Y gerado por uma base de
bloco normalizada y;, ya,..., da base canénica (e,)32, de X que € equivalente a
base canodnica (w,)32; de co(IN). Logo pela Proposigao 0.12, existe um isomor-
fismo T,

T:co(N)—=Y, wimT(w)=y; e Ni,M >0,

tais que

Mlzlloo < |IT(2)]] < Mi|z]|eo, V2 € co(IN).

Seja z = S N, w;. Entio

2] - (%)

< Milz]]e < M

= Il

N
o

i=1

= Ml.

Portanto || Zfil yil| < My, VN € N, 3M; > 0. Mas isto é um absurdo por
causa da Observagao 6.2. !

6.2 X nao contém nenhum subespaco isomorfo

a Ij(N). :

Observagao 6.4 Sejam Y um subespago de dimensao infinita de X e Uiy Yajeeny
uma base de bloco normalizada da base canénica (€,)5>, que € base de Y. Dado

M € N existem zq,...,xp S-R.C em Y com constante %

Prova: Pela Afirmacéo 3.18(b) se y é uma [, —média, entao m < |ran(y)|.
Sejam ny > 22" e C' = 3/2 > 1. Entéo pela Afirmacio 3.9, existem &, € N e

Ey C{L,...,n{'} tais que 21 = > ;o ¥i é um [}} —vetor com constante 3/2.
Sejam ny = min{n € N : \/f(n)/2 > |ran(z1)|} e C = 3/2 > 1. Entio

novamente pela Afirmacao 3.9, existem k; € N e £y C {nll”‘ + 1, ...,nf‘ + n’2°2}
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tais que zz = ) ;cp yi € um [{7—vetor com constante 3/2. Observemos que
22" < py < |ran(z)| < VIin2)/2 < ny e 21 < 2.

Suponhamos construidas da forma anterior z; I;] —vetor com constante 3/2,
coml <j<i, 2<i,z1<2%<..<2,22 <ny<ny<..<ne
[ran(z; + ... + zj-1)| < +/F(n;)/2 para 2 < j < i.

Sejam Np =0e N; = i:l nks Vj e {1,...,1}. Notemos que z; estd no espagco
gerado poOr Yn;_ 41, .- YN;-

Agora, sejam niyy = min{n € N : /f(n)/2 > |ran(z1 + ... + z)|} e C =
% > 1. Entao uma vez mais pela Afirmagao 3.9, existem k;y; € N e E;p; C
{N;+1,...,N; -l—n,fl’} tais que ziy1 = ) ep,,, Ys € umly il
3/2. Observemos que 22" < n; <ny < ... <n; < |ran(zi)| <lran(zi+...+2)| <

V f(nig1)/2 < iy

Seja z; = z;/||z]|, logo z1,...,zp é uma S.R.C com constante 3/2. [ ]

—vetor com constante

Proposicao 6.5 Sejam Y um subespago de dimensdo infinita de )?, Y1, Ya2,...,
uma base de bloco normalizada da base canonica (e,)3, que € base de Y, M €
J exy, ...,z uma S.R.C em Y com constante 3. Entdo existe uy,...,up uma

S.R.C em Y com constante 3/2 tais que || Zl L] < 10%

Prova: Pelo Lema 5.1 existem ey, ...,epr € {—1,1} tais que || .M, eizi]| < 1;2%
Sejam 1 € {1,...,M} e u; = €z;. Entéo ||[ui|| = ||exi]| = ||zi|| e ran(u;) =
ran(z;). Portanto uy, ..., up é uma S.R.C em Y com constante 3/2 e || )M = Wgl] <
100M

|

f(M)*

Proposicao 6.6 Nenhum subespago Z de X ¢ isomorfo a [;(N).

Prova: Suponhamos que exista um subespaco Z de X que ¢ isomorfo a [;(IN).
Entao pela Proposi¢ao 0.24 Z contém um subespago Y gerado por uma base de
bloco normalizada y;, ya, ... da base canonica (e, )52, de X que é equivalente a base

canénica (w,)5; de {;(N). Logo pela Proposigao 0.12, existe um isomorfismo 7,
T:LU(IN)=Y, wi—T(w)=y; e Ny My>0

tais que

Nollllly < ITDII < Ma|[llley, VI € L(N).

133



Seja z; = ) i, Ys como na prova da Observacao 6.4. Logo ||| = || > cx. ysl|
Yoser: NUsll = 2oep. 1 = |Ei|l. Seja também z; = oy~ Coloquemos | =

%
M Ws
2i=1(Xses; Toy)- Portanto

T = T(i

Seja u; = €;z; como na Proposigao 6.5 e
M w
a Ze‘(Z nz,-n)’
=1 seE;

entao

M
T(y) = Z’Ui
=i
e
M M
il | B
MM < N Y1 gszkH“”l
Zi
=1 i=1
M w
= m| S e(Z )
=1 sekE; * h
= Nolylly,-
Logo
M 100M
NoM < N <||T = ’ —
< Ml <1701 = || | < 7
portanto
N, < 1 VM eJ leum N; > 0; o que é um absurd
—_— ara a. ’ rdo
2 f(j‘/[)’ ’ p g 2 ) q y
pois por (2)
D — 0 do M —
uando 0.
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6.3 X nao contém nenhum subespaco reflexivo
de dimensao infinita

Nosso primeiro objetivo, Proposi¢ao 6.18, é demonstrar que existem w € Xe

w* no dual de X tais que w*(w) > 1/100.

Observagao 6.7 Sejamn € N, 1 € {1,...,n} euy < ... < u, vetores sussesivos

de X com ||u;|]| = 1. Entéo existem u; suporte funcional de u; tal que ran(u}) C

ran(u;).

Prova: Sejam i € {1,...,n} e L; : [u;] = R tal que L;(aw;) = . Entao L; é linear
e || Li|| = supjjau)<1 1 Li(@us)| = supjq< | = 1.
Seja E; = ran(u;). Entdo existe l;,p; € N tal que E; = [l;,...,l; + p;]. Sejam
Xi =[ej : j € Ej] e supp(X;) = {s : es € X;}. Entéo u; = D iesupp(X:) %i€is
para alguns a; € R. Portanto u; € X; e [u;] C X;. Pelo Teorema 0.17 existe
Li: X; = R, extensiode L;, com ||Li||=||Li| =1.
Agora se E; : X = X; x Ei(z) = z|g,, entdo ||Ei(z)|| < ||z]].
Sejaur : X - R+ ul(z) = E,(E,(a:)) Claramente u} é continua, pois é
uma composicao de fun¢ées continuas. Mais ainda,
wi(wi) = Li(Bi(wi)) = Li(w) = Li(w) = 1,
ui(u;) = Li(Bi(u;)) = Li(0) = 0,se i # j e
14311 = suppaca | Li( Ei(@))] < suppoyies 1L Ee(@)| < suppaper Ll = 1.
Sejam z € )?, =)0 Gyn € by = [Ti(en). Entao
ui(2) = Li(EBi(e)) = Li(Ti2h anen) = X020 anli(en) = )27 anb.
Agora definamos u; = ) . bae; € [1(N), portanto uf = u; e ran(u]) C

ran(u;). B4

Observagao 6.8 Sejam Y um subespago de dimensdo infinita de X e Y1, Ya2,..
uma base de bloco normalizada da base canonica (e,)S%, que € base Y. FEntdo

dado M € J eziste uy,...,upr uma S.R.C em Y, com constante 3/2 satisfazendo

M
I, ] < 00

Prova: Basta aplicarmos a Proposigao 6.5. |
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Observagao 6.9 Sejam Y um subespaco de dimensdo infinita de )'Z, Y1, Ya2,e-r
uma base de bloco normalizada da base candnica (e,)°>, que € base Y, M € J
e U,...,upr uma S.R.C em Y com constante 3/2 tal que ||Z o]l < 1(()01\1{ e

vi=5M IIE i Entio existe v* € A3, tal que v*(v) > 1/100.
i=1ui

Prova: Pela Observagao 6.7, seja u* um suporte funcional de u; tal que ran(u}) C

ran(u;). Coloquemos v* = Efwl f(M) Logo

V) = Zf(M) ||z,1uznfM>Z (Z )

M
”Zz 1uz||f NI)Z ”Zz 1u1”f(M)
f(M)y M 1
100M f(M) = 100° |

Observagao 6.10 Sejam Y um subespaco de dimensdo infinita de )?, Y1, Y2,---,
uma base de bloco normalizada da base candnica (e,)52, que € base Y. M € J,
U, ..., upr uma S.R.C em Y com constante 3/2, tais que ||Z _uill < }‘Z% e u;

um supmte funcional de u; tal que ran(u}) C ran(u;). Sev = Zf‘il |IZM T
i=1 Wi

.M _u
=Y e, fELM), entio v*(v) > 1o5-

Prova: A prova é idéntica aquela da Observacao 6.9. ]

Agora vamos fazer um célculo que sera utilizado na Proposicao 6.12.

Observacéo 6.11 Seja (€)%, a base candnica de coo(N). Entio
1. |le;]| =1, VjeN.
2. Sejaxz =) " ane, € coo(N) com ||z|| < 1. Entdo |aj| < 1.
3. |le;ll =1, V5 € N.

Prova: 1: Veja a Observacao 2.28.

2: Veja a Observacgao 2.27.

3: Sejam j € Nex =) " ane, € coo(N) com ||z]| < 1. Entdo |¢;] < 1, pelo
item (2). Logo |e}(z)| = |a;] < 1, portanto ||ef|| = supy<1y l€f(z)| < 1. Agora
|le;|| = 1 e e}(e;) = 1. Portanto |[ef|| = 1. [ ]
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Sejam u; como na Proposicao 6.10, N;, M; e N, b; € R, u} = Z;W:‘N‘_ bje; um

suporte funcional de u;, logo ||uf|| = 1, e k := maxi<;<mM; — N; + 1. Entao
pela Observagao 6.11(2) temos que b; < 1, Vj € N, pois u} € coo(IN).
Também sejam Y um subespago de dimensao infinita de Xe Y1, Y2,-.., UMA

base de bloco normalizada da base canénica (e,)52,; que é base Y.

Proposigao 6.12 Sejam M € N, 1 <1 < M e e> 0. Entao existe z; € Y* tal
que supp(z;) C supp(ui) e ||| <ek+1.

Prova: Coloquemos ¢; = 0, se b; = 0 e se b; # 0 escolhamos ¢; tal que |¢;—b;| <,
portanto podemos tomar |¢;| < 1, V5 € N.
Coloquemos z} = Z?/I;N,- cjei e seja © = ) >0 ane, com ||z|| < 1. Entdo

usando que |a;| < 1, pela Observacdo 6.11, temos que

23 (z)] = |2}(z) — u}(z) + ui(z)|
< (2 = ul)(@)] + [ul(2)]
M;
< D (e —bi)ag| + ]l
J=N;
< ek+1,

portanto, ||zF|| < ek + 1 e pela forma como definimos os ¢; concluimos que

supp(z]') C supp(u;). o

Agora vamos fazer alguns calculos, os mais importantes sao as Observagoes
6.16 € 6.17, que serdao usados na Proposicao 6.18. Sejam € > 0, k, ¢; e z como

na Proposigao 6.12.

* g .
Z; _ M; Cj

" - . 5
Observagao 6.13 wi := 7 =) .y Z5e7 € tal que

supp(w?) C supp(uy) e |[[wf|| <1.

Observagao 6.14 Pela Observagao 6.10v = Zf\il Wi—;}—u—“ Sejamv =) 2 den,

=1
* __ M wf % M 2 .
=D fon €% = > et ek Entao

€

f(M)

lw*(v) — v*(v)] < [k21\/[ + kM} .

137



Prova: Pela Proposicao 6.11(2) |d.| <1 e como ¢; é tal que [¢; —b;| <€, Vj €N,

veja a prova da Proposi¢do 6.12, temos pela Observacao 6.13 que

lw*(v) —v*(v)| < w*(v) = 2%(v)] + [2%(v) — v (v)]

M

1
- f(_lew;(v)—z; (M)le (v) —u; ()]

i=1

1 r M
< | Llui) -2 )1+ 3 150 — 3o o]
= g=1 =1
1 TM M M | M;
< ) > ( > +) (¢ bj)dj]
- 4=1 ! j=IN; =1 | j=N;
1 M M; M M;
< + e}
L% 2 A X 2
P 1 ek ]
= Jon) &
S f—(‘]m €k2.M "I‘ CkM]
. -
= 70D -k2M+kM]. o
Observagao 6.15 Pela Observagio 6.10 existe 0 < €; tal que

0<e <v*(v)— 100 Seja € = W%%:MM)H) entdao pelo Observagdo 6.1/

BM+kM e f(M)
F(M) KM + kM +1

|w*(v) —v*(v)] <

Observagao 6.16 Pelo Observagéa 6.15 v*(v) — w*(v) < € < v*(v) — 155, logo

1
m < w ('U)

Observagao 6.17 Como € = %, veja Observagao 6.15, temos que

Mz

0] le(M) k + 1 J
=N. J=N; B2M+kM+1

Seja qj um nimero racional tal que o c; da Proposi¢ao 6.12 seja escrito como

= (ck +1)f(M)qg; (kquj_c %[) ok 1) F(M)g;.
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Entado |q;] < 1. Pois |g;| > 1 implica |c;| = '(ﬁ%k + l)f(M)qJ-

1.1.|g;| > 1; absurdo, ji que na Proposi¢cao 6.12 mostramos que |c;| < 1.

Proposigao 6.18 Seja M € N. Entao existem w € X e w* tal que supp(w*) C
supp(w), w* € Q, w* € A}, e w*(w) > 1/100.

Prova: Seja zX como na prova da Proposi¢ao 6.12. Entao 2 = Z —N; Ci€; e pela

Proposicao 6.10
supp(z;) C supp(u) C supp(u;).

Sejam w := v com v como na Proposigéo 6.10, w; como na Observacao 6.13

o M 5l Y= il % ;
ew =) .y ﬁ—) Entdo w =) ,_, II): u'” wh =) k+1 f(M) ©

o

supp(w”™) C supp(w).

Agora pela Observacao 6.17 concluimos que

* zl* 2.17”‘1\,: CJ .7 M
Ry e Zf )35
Portanto de novo pela Observagao 6.17

M M;
w* = Z Z gje; com ¢ <1 numero racional Vj € N.
=1 5=N;

Isto mostra que w* € Q, veja Definicao 1.4. Mas pela Proposicao 6.12

M
:;f(

logo pela Defini¢ao 1.8(a) e pela Observacdo 6.16 temos que

1
100’

w* M

z |12l
‘ <
z::ekﬂ f(M) com rish

Y

w' e Ay e wi(w)=w"(v)>

consequentemente, a Proposicao 6.18 esta provada. @
Nosso objetivo agora é mostrarmos que Y contém uma seqiéncia basica

V1, V2, ... que nao € contractil e portanto Y nao é reflexivo. Para isto sera ttil

a Proposicao 6.18 e a seguinte defini¢ao.
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Definicao 6.19 Seja M € J, um M- par é um par ordenado (v,v*) € YxY*
satisfazendo:

(1) ran(v*) C ran(v).

(2) v € A3, NQ.

(3) v*(v) > 1/100.

Proposigao 6.20 Seja t € N. Entdo para qualquer M-par (v,v*), com M € N,

podemos escolher v tal que t < minsupp(v).

Prova: Isto foi feito na prova da Observagao 6.4, dado t € N, existe y,, tal
que t < minsupp(Yn,). Tomemos Yng, .., Yngint 1, £1 C {no,...,no +n¥ — 1} e
Z1 = ZieEl Yi- ;

Agora basta lembrarmos que com os z; da prova da Observaciao 6.4 cons-
truimos os z; da Proposicao 6.4 e com estes fordo construidos os u; de Proposigao

6.5, os quais formaram os v da Observagao 6.10 (e o w da Proposi¢ao 6.18). M

Proposigao 6.21 Fuiste uma seqiéncia de M;—pares (v;,v}) comv; € Y, Vi €

N, tais que v; < vy < ... €Y, e parai > 1, v € A} (v1,...,v},), Vi € N.

Prova: Construfamos (vi,v}) M; — par, veja Proposicao 6.18. Seja M, = o(v}),
construimos (vq,v3)My— par com minsupp(vy) > M>, pelas Proposicoes 6.18 e
6.20. Seja M3 = o(v},v;), agora construimos (vs, v3) Mz—par com

min supp(vs) > M3 e assim sucessivamente. |

No que segue vi,Va,... € V], V3, ... serao como na Proposicao 6.21.
Proposigao 6.22 vj,v;,...formam uma seqiéncia especial de aplicagoes..

Prova: Basta aplicarmos a Proposicao 6.21 e definicdo de seqliéncia especial de

aplicagoes, veja Definigao 1.8(b). H
Proposigao 6.23 Se zf € uma aplicagdo especial, entdo ||zf|| < 1.

Prova: Pela Proposicio 2.26(3) |2:(z)| = (Jz3(z)>)V? = (XL, |=5(2)]})V/? <
||]], logo ||2F|| = supjje)<1 27 ()] < supjjey<s ||2]| = 1.

Proposigao 6.24 Seja N € N. Entdo vi + ... + vy € uma aplicagio especial.
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Prova: Como (v;,v}) é um M;—par temos ran(v) C ran(v;), logo pela Proposicao
6.21 v§ < ... < vy. Sejam a := minsupp(vy), b := maxsupp(vy) e E := {a, ..., b}.
Entdo vf + ...+ vy = E(vf + ...+ vy) e E(vi + ...+ v}) é um aplicacao especial,

pela Proposicao 6.22 e a Definicao 1.8(c). Hl
Proposicao 6.25 Seja N € N. Entdo || Zfll vi| < 1.

Prova: Pela Proposicao 6.24 Zf\;l v’ é uma aplicacao especial, logo pela Pro-

posicio 6.23 || N vf|| < 1. |

Proposigao 6.26 Seja N € N. Entao a aplicagdo em X definida por

N
T limy 00 E vy (z) € continuo.

n=1
Prova: Seja Ty : X — R, ¢ — 271:;1 vi(z). Entao, pelas Proposigao 6.25, temos
N N
Tn() = | D vn(@)| < || D vi|[llell < ll=]]
n=1 n=1

Logo z — limy_eo ZnNzl vX(x) é continuo e se ||z|| < 1, entdo

T = limy 00 22;1 v} (z) é limitado. Portanto pode ser estendido a X. |
Proposicao 6.27 vy,v,,.. € uma seqiéncia bdsica.

Prova: Sejam m < n. Entdo pelo Teorema 2.20 sabemos que || > 7 v;]| <

|| >on, vil|, logo pelo Teorema 0.7 vy, v,, .. é uma seqiiéncia bésica. |
Proposicao 6.28 A seqiéncia bdsica vy, v,,.. ndo € contrdactil.

Prova: Pela Proposigao 6.26 limpy_ Efil v’ é um funcional linear continuo em
X e pela definicdo 6.3.1 de M-par limy_soo Zfil vi(on) = vilvs) 2 1—(1)—0, Vn.

Portanto pela Definicao 0.18 a seqiiéncia basica vy, vy, .. ndo é contractil. [ |

Proposicao 6.29 X ndo contém nenhum subespago reflexivo de dimensdo infi-

nita.
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Prova: Suponhamos que Z seja um subespaco reflexivo de dimensao de X. Entio
pela Proposicao 0.24, Z contém um subespago Y gerado por uma base de bloco
Y1,Y2,..., que podemos tomad-la normalizada, da base canénica (e,)32,. Sejam
vy, Vg, .. como na Proposicao 6.21. Como estamos supondo que Z é reflexivo
temos que cada subespaco fechado de Z é reflexivo, portanto [(v;)$2,] também
é reflexivo e pelo Teorema 0.20 (v;)2, seria contractil, veja a Definicdo 0.18(a).

Mas isto € um absurdo por causa da Proposigao 6.28. ]
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