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R.esunlo

LTn] [evcstii[[ent,o ta]]]ifi(a.do o : .v -o .V de grau (/ C Z+. detpiJ]]ií]a ui]] conjunto

cle paitiçõcs cle (/: o (/{/í/r9 r/( /a//?/./7rrl<ào. \este ttal)al})o estudamos os seguiiltcs

pioblcil)as de iealJzaçao: dada ullla super'fícle (oilll)a(ta e (oilexa :\;. (/ ç Z+ e uma

colação cle paLtições g de r/:

] . Existe ulll I'evestinleiito ianliflcado (otlexo de grau (/ (luc tcalize g: (olilo (lado de

ia i] iifl('ação ?

2. Dado /7 C n-i(,VI um subgrupo dc índice anito /. existe u]]] ]e\:es i!] eito raillifl

Gado conexo (lue realize g' e tal quc .),.ln-i( ,v)) = //'

IE[ÇSI t'esl)onde a (questão ] (!fiando .V é uma sita)f'ifí(ie fe(haja c]ifei'ente (]c SZ. e

aTnbas (questões (leal)do .V - RPz e / = [. IB(;i<Zil Igeoillctii(.at leíltcl e IB(;içzel
(algebii(alllent.el ics])ondenl a questã.o 2 pa.ia .V fbcllada diferente de SZ c de RP2

No (apítulo 6 deste trabalho lesponclenlos as duas (luestões (luarldo .\'' é unia super-
fície cona bol.do.

Abstract

.'\ l)mail('lied (o\-eiiJlg Ó : v + :V of dcgicc (/ detetJiltJles a collc(fiou of partltiolJS

of (/. //?c ó/.a/ic/? (/a/(. li) tJ]is woik we studie(l t:l]e follow;it]g iealizatio]] ])toblenis:

gtvcit a. (on]pact (o]]ne(ted suifa(e .V: (/ € Z:+ and a collectioi] $'' ol paititioJls of (/:

1. Does theie cxist a (-oilnecTecl btailcllecl (oxeiig of ílcgtee (/ iealizing g' like a
bia ncll clateP

2. (;iven /7 C 7ri(..VI a sul)gtoup of finito illdex /. (does tllcie exist a colIDe(tcd

biancllcd co\:cliilg iealiziilg g and su(ll tllat (b*ln-i(:1/)l = /7?

ltl SI ailsweis tule flist (luestion wltcil .V is a closed surfacc (liffele1lt of SZ. aít(l

ailsweis botll clucstioils wheil .V = RI'z a.rlcl / = 1. In(ilçzJI (b.v geoiletijc ateu

ii[ents) a[J(l IBcíçzel it)i, algel)iai( a]glintet]ts) answc} the se(O]](l (luestio]] whpl] .V

is a closed suifa(c' (lifÍbicii{ of S2 ai]d RPZ. l]) ( leal)tei 6 of tais woil{ w:(. ariswí'i- file

tw:o clucslior)s wlleil .V is a l)OJ(leicd sutfa(e'
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Introdução

Todo levestilile'isto tanllflcado (b : .v ------> V de grau (/. r/ € Z+. sol)t'c unia su[)el'fí(ie

con)pa(ta e (oncxa .V clcteimina. ullla (oleção de paitiçõcs de (/. o (/r7í/o d( /.r71/11./icaç'í)-o

O ob.ietivo deste tl'aba.lllo é a,picsetltai insultados de realização de (onjuiltos (lc Falei

çõcs de lli] inteiro [)ositlvo (/. ('olilo dado de railliücaçã.o de um Le\:estiii ellto ra111lfl(ado

(anexo sobre ullla super'fícJe .V da.da

O estudo deste til)o (le ftiJ[ÇÕes: ií]i(bacio pot llut'witz e]] !891: íoi ]]]oti\ado pelas

])topltcdades locais (las ItiiJÇoes analíticas sol)le supetfícics (l(' Rlcll)at)i). No (capitulo l

fazei[[os uma bic've ex])osição da teoria das tia,nsfot]tiaçõcs inteiioies (lue ]]os per ] iti]á

tias)a]hat' sobre (ltta](luel tipo de supclfí(ies. t Tsall)os (oilao lefetên(ia os]i\:ios l.XSI e Isto.

No ('a])ítulo 2: baseados nos a.itigos IElÇSI. IEzl e lnul, illtiocluzi1110s a teor'ia (los le
vestllneiltosi'allllfi(a(los. .X(lui: o pllncipal resulta.clo é o teoiet)la (le existõn(ia (lc Hliiwitz

O tci'caio cal)ítulo é clcdicado a cstildal' piopi icdarles clo grupo sitllétt'ico. ilecessálias

pala avançar 110 pi'ol)lema. Para os lestiltados })asilos llsailios IDxil. lrqol c Í\.\:jl. c pala o

resto do capítulo IEJ{SI, IEzl. In(;içzll c IBGl<Z21.

O('apítulo 4. basca(lo eJli ll:liil. IEi<SI e IEzl. apresenta resulta.(los (luailcio ,V ó fe(nada
('(llfoi(?lit(' (la esíeLa.

No (1uiiito (al)ítulo aÍ)ieseiltanlos resultados cle realização nlediaijte ievest iiLlellt,os la

íllifi( aços ptitlllti\os. c ullla geilelalização deste pool)l(,nla. sobtc super'fí(ies fp(.lla(las clife

ieitTes c]a csfeta. cais ]csi]ltados en(O]]tiaii] se ci ] UixSI ( li3(itxZ21.

l\o ( 'apitLiLo (5: ol)tcLllos i('sposlas (]Llaildo .V e llllla su])ctricic colll l)otclo.

\.r



Capítulo l

Transformações Interiores

O ol)jetix.o deste capítulo é iiltloduzit' a teor'ia })ási(a das tiansfol'lllações illtetiolcs. Lisa.-

Rios conto rf,Í'ci'í,ilcia os li\;J'os l,XSI e Isto.

No ( studo (las frlllçoes eíitt'e (Irias sltpeiíícics destaca sf' a (lasso dos ie\:estiillentos ia-

iniíl(a(los. }?oi lluiwitz (]ueíl}. lJlotivado pelas pioptieda(IPS locais das funções aLlalíti(as

e sol)icjctoias ente'e duas slil)eifí(ies cle RienlaLln. iiiicioti este csturlo. Seja o : -V -----+ }

iiilla tal função. O fato de ó tel estas proptte(la(les SJgnifi(a (lue pata todo y ç } c pata

to(lo .t' € o''(yl ''xiste]] ~izinl allças r ,.(':: lcspecti~:anlellte. ól{ ,.l C (.'.. .. [lonleonlot

fislllos o, : (,'., > .],. o.. : ( .,. -+ .4.:.. .],, ,]... afeitos do l)lado coillplexo centrados ila

oiigerll cona o.:.1l') = 0 = (ó,(pl, tais cine a composição /? := '), o o o ó;' : .]. --} .]., é

a[[aiit[('a. N'Ja]s aii]da. é possa\:el ton]ai' r.5.t.: Óy [a]s cine l)aJ'a todo : C .:l,, co]]] : jzÉ 0.

-en] se /,l:l = ='.'

('o«.o /, é a-la]ít]('a .-« ]:. pa:a todo : € .::\,. /,(:l é 'la fo,tt.a E=:, «~;". \:si-«.
a(]uele Ã' e o piinleii'o ll)(ligo tal que ak 74 0. \'arlios ('liaillai o inteiro Ê /'17(//Ir( (/í i'rzrn./IDcí7çí70

(lo ponto .i'. e se Â' :> 1 (1iz se (luc .]: é u]]] /)Olzfo r/( /.rlrl?l crí(ao.

( :onllecelllos as (aiacterísticas da fullqão/? :

[. .X l)ié-ii)lagcll} (]o zel.o é sotilcltle o zelo.

1?. Qualcluei oiilro pollto feno A' pió iillagcns.

l \'í l IPtil. ( apítillo 19. st'ção Ifl a. páginas 2íi=3 266.

l



li-a rJslottlta Cães lli rctiotcs '2

Portanto. (b : / '.:. ]. ól/ '...l é (lo illesjllo tipo. Scllclo estas as ])I'opiiedarlcs ilts])il,a(lot'as

Haja o de'se]ivo]\:lide'cito da teoria caos i'ex:estii]]entos ian]if](idos e ]evai)clo e]]] considet'anão

(lue são conseqiiêJI(ia de o se] analíti(-a e sol)ícjetoLa. surge a scgiiiiltc (lucsl ão:

Sc ./' : .S'i --"} .Ç'.z é ullla I'ttnçao sobLcjetoit\ elite'e (luas su])eiflcies. (]ue (.OJ)diçoes teiiJos

(luc lillpoi sol)ie ./ pala (lue lo(allJlcntc se conlpolte colllo unia, fuiiçao analítica lllcsnlo

cine alguriaa elas superfícies seja. não OI'iciltável?

Observa sf' o seguinte:

Sc ,b'i. .b'2 são supetfí(ies sol)t'c' as (leais é l)ossí\:el deflnit villa está'uttlta (onlplexa. {al (lue

elas se totllem superfícies dp Ricnlallrl. l)esta pega.i ./ alia.lítica. l\las a(oilte(e (luc todas

as superfícies sol)re a.s (leais é })ossível definia [al esttutuia são orientáveis. ,Aliás. .S' é

super'fície cle Riem)anil se e somente se .S' é oriciltá.vcl.z

Pa.!'a o ('aso cla.s superfícies não oi ierltá\.eis: foi'anl estudadas as pJopt'iedacles topológi-

('as elas funções aiJalíti(as (lue segulldo Isto. são (oilse(liiêllcias das dutts segujrltes:

1. To(la fitlJÇão analítica é al)efta.

). Nei]l]tii]] coi]juj]to contÍt]uo3 é ciJviado pot unha função aí]alítica e]]} u11] 1'ini(o pol)to

Detirlc s(? coJllo 7'r'(z/z.sl/í91'/7}í7<í7í) /r?/c/'/o?' to(la tlallsfol'lliaqao (oiltírltia ciltle (Ittas SLI

petrícies (iue leve al)c['tos e]]] abertos e ral (lue J]e]]lattn] con.lui]to co11tJi]uo é le\ado cin un]

pollto só: isto é: a ])ié iinagelll de to(lo ponto é um conjunto totalillcJltc (les(Ollcxo

Tetllos então (lue t.o(lo homeonlotflsmo é liilla l l.ailsfotnlação iilteiiol assim ('onlo toda

função analíti(a. e club a composição (le {iaJlsfoinlações lUteI'ioi'cs é [iansfoinlaçã.o itl]elioi.

Pata o estudo das ptopt'tecla(les lo(.ais clãs tiallsfoilllações lilteriolcs enfie supelfí( ies.

l)esta co!)sidctar a tiansfoiillação entic pla.nos eu(liclianos. Seja ,/' : /f -----} /-' unia tlaiis-

foinlação i] teiioi (lo plano E' no plano /r - ./'l/ç). q C // e p C .lr 'lyl. /) lin clonlíl)io

a.l)ci'to4 de // com í7 C D e .À :: D. [)f,l)ote pol (:À,/)l o fec]lo da (olllpoilciltc conexo ])oi'

(all)iilhos (le ./'](D) club contélll /). \anjos clizet (lue l.X./)l é o í/Oll?/lho /ild.i/?/?o de .À

PV r ISil. . apílijlo V. senão [. pi]gina 102

:]( 'oil.iuillo reGI)aílo e r'oH( xo nao unitai'io.
(...lo111uiit.o a.bert.o e collexo



ll-ansloit lt\ çõcs litíetiotcs

t('lacioilado a /i

.A iTnagena clc (:X:/u) está ('oj]ti(la c]]] zX. Rias pode irão ocupar' todo o dota)íllio. Se

a € /??/11A:/))l então ./lal ç/r?/l.XI. c se a C l,.\./)l elltão./l«l € miAI.

Deflile se colllo (/o/l?/'/!/o rzol'll?a/ do plano L' ])or ./. todo dotllínio (i C /r fpcllados e

(OT)[])a(t;o" tal (lue sc í/ C lãl então ./lal ç a(./IÓ)). ./l(ÍI é ]i]]] (lo]]JÍi]io fcci]adoe lii]]it.a(lo

co-«tido .,« f'. (:o«. a notação aci:-la. to«.a«.lo .À = Jlõl . p C õ .«tão õ = 1.X:/,l.

Recipio(arllcrltc. s(' l-X./)l. dolllí1lio nláxiino de um dolníilio ;X dado. é fe('lia(lo e [inlita(]o

clli [. então e]e é íloillla]. ])e fato. a iítlageili (]c l..\./)) é (OJll])acta c igual a -X.

Proposição l.l .S'c ./ : /ç ----+ /'' r l///?a //ízi?.ç/lol'l/?aç(}o ?l??r(i'/lol' do /)/a/io lzo /)/r/,l?o trizfrio

sãn sulisftilas as scguittt(s pl'opiiídnd(s:

([) Sc 8 í ullt (!oiTtín]o noltlln]. =b. ::: .Í1.8): 1) E ] itt8): e :b.' C :b. É, nn (]o l.ír io Jcrhll(to

(ílrn q -- Jlt)l C :\' : t,tltão o anil í .io t:\'. p) é tolll al.

l21 Dois 'to"iú.tos «tá.-tÍlIas 'luüis':t.u' de X col l \u" po:lto .«l co"l"l« ;ão ig«-ts.

li3) 1)filtro dt \ti[[n ui:inhau;ça ({uül(]utí' d.e ]), (jislf ]]i] ({o]]]íuio noi'i] al conlt.]t({o p.

Demonstração: r/J e f?) sa(']]] (la. deíiilição de doillíilio illáxilllo. Pal'a r.?J, é' sua(lente

pegam na \:izlllttatlqa (lc /) linfa ( ur\:a fe(alada sitllples : elli toit)o de p (lut' lido passe

pot nciil)ui[[ outro ponto p' tal que ./l/)'l = .r(/)l. O conjiiiJto (los l)ont.os quc satisfa.ze11]

esta igua[da(]c: segundo ui[[a Lias (oi)(tições (]as tiansb[n[açães inteiioics. é un] (oiJjunto

totall] Cure des(oii(,xo. Seja então /) > 0 a distancia i)línillla de /l:.,l a ./(;)l = q. Se A

é uil] don[ínio deteimii[ado po[. uii] (íJ-( tifo (oi]i (cntio en] (/ c Lato /). o don]ínio (A./)l é

nora))a]: l)oís é iiltciioi a :. c pol isso é fec]lac]o e ]inlita.do. []

Lema 1.2 S(JU J . E -} F tui]a li'aitsjoin]ução intct'iot' t 8 t]i]] doi]ti']tio ]tol'n nl d( E
l t (lttt .{i~eil ::: À.. .X to(lo ril'co silo l)les :. com })omito inibi(tl (l t lloillo $nul. l comi (lo no

it[tciio[ dt X, t {] todo l)or]lo p E õ tal (lut Ílp) - q. co]]csl)on.(lc u]]] a]'co sttitl)lcs a
(all] l)ot[lo i[[ici(11 ) t co [t[tlo [[o itttf ioi dt l\ t([l ílt[t .rta) - IJ. [ f . a + ).. ( ]ii]

íioin(o n ni'fisiilo.

D( 'oJ].Ju]Jto f('('l]allo ral (lup seu lutei'tor í iiii] doiiltllio abri-lo p ío(los seus pontos clP li'onteii'a sao pontos

de a(ullltllação de seus post:os iilterioi'es
Noten[os club' (O]])o tiostc ( aso í's]RH]os rt'aball]ai]clo sobre o l)leito. basta l)eclii (lur' õ seja liii]itatlí).



Ti ailsloriila çõPS lllt ciiores

Delalonstração: S.j« = : lO.tl . "' ..a,«i.-].o tal :.. E(01 = q . Xlll = /.

E[[cet'rer]]os (aGIa un] dos 2': a](os (lct('r]] i]a.(los sobre >. 1)O] / = liT. r € 10:tl e ? =

] . . . . . 2". (oi]] (lorllíilios fc( alados al: tais (]ue:

1. A' C A.

2. .-\í; n ..\T, # çõ sc e somente se J = /: 1: 1

E fácil satisfazem estas duas (ondiçocs cob['ii](lo E (oi]] cíi(ralos (le centro e] e talo

/9 fixo e suh(ieiltclllelltc pe(lueno (luc dependa de /? tal (lue:

:3. AI.+. C AI.. se o a.]'(o co]]ticlo em .XI,.tl é ui]] sub-ar(o do algo coJ]tido e]]] AÍ:
4. Quando ]? tenda a oc:. /] tellda. a 0

O objeti\:o da últiJlla colldição é (late a. ullião (lestes cálculos tejlda a = (lua.rido l? {(.r)da
a iTlhiliLo.

..\ (alicia(:i\':l. /1:: [, . . . . 2n. fat'enlos ('oi'i'es])ondet- c]cntl'o c]e d unia ('ac]eia de doillíilios

(ÕI.l t.al que para {o(lc' /, 'ÍI. é o (lonliJlio illáxiillo de Al:

Em ptinleiio lugar váRIos construir i.XI.,/)) club seta (9,i.. .Já (lue eLe está coilt.ido elll

( é i[o[ii[al e saia. J]]]agei]] e' to(lo .Xi:. Exjstc post.aJ]to (lf'i]l]o (l(' õ,l. ]ii]] l)O]]to /)l í]o

n[íninto tal que /lpi l = (/i. O]i(lc q. é o po]tt;o (la(lo l)ot Z = Ú;. O coi].lu]]to (los pot)tos

/)i € (i,i, tais c]ue ./l/)ll :: qt é fechado e (oi]]])a(to. Eira to].no cie (.ada un] destes por)tos

(oilsidereiltos (í] cujos a suü(ientemeilte pe(luellos tais (lue ./(ol esta contido ilo iiiteiiot dc

.XÍI. isto é possível pois qt está no iJ)tcriot' (leste cloillÍi)io e ./ ó (oi)títlua. i'eia(oiiipacidade:

po(lelllos escolllei ull] llúlneio finito de a s club (oblelll o conjunto dos /), 's. Do iteTll rgJ

da prol)osição ] .] . dois clo]]iínlos IA:./)j l e (.AÉ./)l l co]]] /)]./)q ilo ljleslllo a são iguais.

(jll[an[c[[ios d: (duais(]uet dos l:\z.ptl. Sol)ie cada (iS fazemos un] ptocedit]]ei-Lto a]]álogo

ao feito a[[te['ioiniente sol)]e õZ r ]as tio(ando ql poi q2 e ol)tenros assim ui]] núii]eio finit.o

cle cadeias (õ: 1. Define-se o núilleio « como o pos/o das cadeias lõl.l.

Seja ?i? un] iíl{.eito positivo. .A cadeia(-Xl:+,,:l. /: = [.. . . .2"+":: coilsttuída no intpi'ior

(la ca(Iria(.XI.l. /1 = [.....2": é ta] cine os piiit e]Jos 2"' (1oiltÍtlios estão cotLridos (]ei)tto

(lo (loiiiíí)io :Àl*. os 2"' doillínios seguintes estão contidos ilo :\l;. e assiill pot dialit:c. ( 'a(l?i

-Xl; co]]tén] 2": (1oi)]í])ios da cadeia l:\l,+,,:l. Sc ]' < /?p é un] iilteiLO positi\:o. t\ raíleia

l-XI,+,) está co]]tida i]a (a(!cit\ iAI.) '' 'o]]''']]] a .a'Iria IAl*+,,.l. '\lialogain''n-''. '-ilha



T!-a 11sloillla iões in [erioies

cadeia (JI.+,. ) está colJti(la deJlti'o (lc certa cadeia l.il.i. c s(' / < r7?. l(Sl:+,.l (oilténl IJl:+,,. l
mas está contida ila cadeia l81, 1. Entre as cadeias((iÍ 1. existe llo lllílliitlo uma quc coílténl

(odeias (le todos os postos. pois o rlúlllelo cle ca.delas lõil é hálito. Peguelllos ullla cadeia

de posto l cine satisfaz esta condição. Elltle as ca.dr'ias lõ:l (lue cla conÍéill. es(-ol))a villa

(ltic cot)téíll macias de todos os postos. Poclenlos coiltirluat o processo llldefilli(lanlellte c

obteJllos assJn] uma scile de cadeias

ili ). (õ;l. ... , (ól, ). ( ] . 1 )

(agia unia contida ila a11teiiol c coritei](]o as seguijltes. .Xssiill a se(li]ência 1 1 .] 1: é foi'lllada

pot conjuntos ('oiit.í]iuos. linaitados c encaixados. O conjunto con]un] o entre eles é um

(on.lurJto (oi]tÍnuo ou é ui]] po]]to só. Logo o- deve contei' i]o t]]ínli)]o ut]] pol)to .i'o tal (lue

./l.]t,l = .1/o. coJ]] .y. C =. De fato: todo conjunto de it.J l contém uill l)oito qtle satisfa.z

esta (-oi](!içã.o. Pegando un] destes pontos de]]ti'o (le (a(la con.ltii]to: (leal(lue] ponto cle

a( utlltilação (to (olljutlto assim(olistl'uído satisfaz a t'iltilila igualdade c peltell(c a o-. Por

outro lado: as cadeias (al:l t.enden] a = (luall(lo /? tende a infinito. doildc ./lal C = c

portanto ./lo-l = E. Resta illostlai (luc ./ é iiijetoia sol)ie o-. pois seJldo contínua e o-

liinitaclo esta. restrição sela ]in l]oi]]eon]o]fisi] o. Sc.jan] ai c a2 dois poJltos distintos de o-

tats (luc ./'(«il:= ./'laZl:= b. E clat'o (lue os donlíltios ólz.õl( (lue cot){énl al,a2 sao iguais ou

são vizillllcls. pois sc os :X*:: .XI. comi'espoildentcs tõiil bit.c'lse(ção não \azia. cl(,s sãu ;guais

ou J = ; J= 1 . Eles folillain ellí,ão iirn (olijunto ('ontínuo c,: e os (Oll.juntos da. séi'ie

são ei[caixados. Os c,: te]i] un] coT]junto contínuo cci]] (o]]jun] (]]ieco])téni a].a:. Portanto

./lcl = b.já(lue bé o único [)oi]to con]un] entre os ./(c,: 1, o (]ue colltla(liz uma das col)lições

c[as tl'allsfor111ações iiitetioi'cs.[]

Lema 1.3 1)ct]lto ({( orla don ínio Unir ial êl c.].isl( soi t]tle t]i]] lltli ic .o .Hitita ít( uJI ii

talo a (Olrl l)otlto ittici«l 1) . arlsfrL:(lido as coltdlçõts ([o l(ill tttelio}

Delalonstração: Notc] los (lil(' sr a].oz são dois de tais (-tlnlitlllos. o único poldro blue

têil] eJl] (Olllilll] (' /). s('li l)oiilo i)ii('ial. [)oi a])sttido sttpoil]la (iate tcill otttJO ponto 0111
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comuna s. s # /). E]]tão un] sul)-ai'(o de ai e ui de az fot'nlaíli linfa cuix-a simples fecllacla

(leteinlinarldo ilo plaJJO uil] doí[[íi[io de Jotda[[' (/ lin[ita(lo. ./lí/l é ]m] don)ínio fecl]a(lo c

limitado telldo [)OI floJltclra un] siil)(-olljunto de v o (]ue é iil]possível. pois v é si]í]])lcs

Siil)Olllla agoi'a (lue cxistcJ]] irt$r]itos (ai]]itLhos oi.oz. ... (luc satisíazen] as (oilcliçóes

do ]eí[[a. ai]tei'ioi. Scjan] /)}: óz. ... seus ])ouros finais iespc(tivai]]ei Te co]]] b. # b.; se / # J.

.Já (lue os b.'s estão (lentlo de (í e à é clonaínio iloiillal: o coJJjulLto (lc b.:s tem uill pol\to

([c a.('uillu]ação bo C (i e é (lato (lue ./l/)o) = /. O pollto bo é iilteiior a Õ já (lue (i é iJolJila]

e l € 1tlltÀ).

Pt'olongueinos = poi u]i a.]co =' (on] ponto inicial / e' ponto final r' ç :\ tal (ltle v.E'
seja llil] algo sitill)les.

.X (ada u]]] dos Z).: coJtcsponcle pelo leia a ai]tei'ioi ]in] mnliilllo o-i tal (lue ./(o-,l := =
por.arJto o-:.o-Í se tia.nsfolllla. eira =.E' poi ./, e os c,Í não têm pontos em coinuni. Enl

])aiti(ralar. seus pontos fil)a.is ól são (lisa.lutos e ./'ló.) :: r'. Logo o (onju1]to dos ól [e]] um

pollto de acultliilação ÓL (: (i tal (]ue ./(ÓÍ)l = /'

Em tol'tio (le bo e bÍ) l)cguetnos dois círculos colll 6o. bÍ) colho (enttos í' caio suflciet [e

nlctlte pe(lucrJO tal (lup estcjan] contidos no intcriot de (i. Existe]]] dois (atlliilllos. a'. o./+ i-
con] sclis ])oiros llli(tais no (íi(talo (oni Gentio eil] bo e (-on] seus ])ouros finais ilo cíicttlo

('orJ] cci]tro ei]] bÍ). Sejar]] o. n, cai]aitJI)os enttc estes círculos tais (lue n ju]]ra f)., cona /).,+i

e n' junta ól ('on] bl+i . O (anlinl30 a'.a.'.o.,ii .o'] é unha ('uiva fe(l]adt\ (luc (lete]ji]i]ia ui]]

dolilínio de .iotdan r/. ./](/l terll to(]os os seus po1ltos floJltciia sobtc os canlii)Idos E. .f(a')

e ./lnl. o c]uc é iíi ])ossí\-cl l)ois ./((/l é un] domínio feclla(lo e limitado. O

Corolário 1.4 .S'( q € f'. ./''lç) r r//l? caril?(lz/o d( /)or?fos /se/ado.s

Demonstração: ./' llçl é fecllado. ])ois ./ é colltílitia. .'\ prova da ])loposição reduz-se a

:].o:':a: q--. ./':lyl «ã;. le.« ],o-lhos (le «c--:«ralação «o pla«o E.

Pot' absurdo. sc.la /)o ui]] ])OI)to de acunlu]aqão c]c ./ ] lr71. ]'cLa pi'o])osição ] .] é l)ossível

pegam uitl(loillíllio noiiila1 (5 tal (]lic'/}o € J. Soja A = ./((il. q = ./1/)ol C//?/l-XI p = c A
Ljll] a[(o sln]plcs coT]] poi ]o ii]i(ial (/ e l)cinto anal r7'. .\ (-ai(liilali(lado de ./ ll(71 é infinita

1)011anllo ('oiilpacto (ict;í'! illlnado po!' unia curva f'e('ll?\da sinlt)ies }lo l)cano
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('or]stiuh]]os ('a]] ]n]]os o da foi]t]a (ltie sc fez na c]en]onstiaçao í]o ]en]a ] .2 pa]ti]](lo dos

poi[tos em ./ 'lr7) e coi]ti(]os em 8. Pe]o ]ei]]a ].3. cada un] destes can]iJ]hos son]e11te

en(ontia ul ] lii'llllclo filhito (tos outros. Seja al ulll (aillillllo do (oiljuilto. l)cla afiliilação

ai[teiioi existem ii[hJ[itos caiitii[l[os (lue t[ão (O['tais) ai. Seja az un] deles. .Àiialoga]]]('í]tc

existe un] ] fi[nci'o inf]i]ito de (an]ii]hos (lue ]]ã.o coitan] i e]i] o-i iir']]] az.])odei]]os (O]Jtinuai'
iíldeüniriai lente e ol)teLllos asslilJ villa sé!.ie

O'} ? a21 ' . - 1 O rll

t.al (lue ./lo-fl :: = e o. n ol = d': / # ./. o (lue c'ont.ra(liz o lcll)a 1 .:3. n

Pelo (.oiolátio aillciioi. pala todo /) ç E' existe unia viziilLiaílça (:/, de /), r /, C L' tai

que se z' € (',, e z' / /, tem se .rl.t') / ./(/ l.

Seja ó C ('. uJll donlínionottl)al com /, C//?flõ)esejal' u li ílculocleceittloq = ./1/,1:

I' C .À = ./(õl e /' C (' = a(i l. I'Riste ui]] núillero finito de })oitos b;, / = 1. ..., /l/. b.. C J

ta,is que ./'(ó.l:: r'.('onio (i é iiotíllal. pelo leitla. 1.2 existe uni al(o sililples al C íi paitillclo

dc Z)l tal (lue ./lo-il= ('. (le tal Díodo (lue a todo pol)to de (' difeieilte de r (oilcsl)onde ilDI

t.único poilí.o sobre al e a /' coiiespoJldeill os extieíJlos bJ e bz de o-i . Stti)oillia. /)i 7é bz e sc.ja

:-'z unl canllnllo aJlálogo a :i (oin pulito iilictal bz e poJ)to fIlIal b]. Deste modo ol)temos

ulila (uiva. fcc]la(]a sillll)]es % iiitciiot a õ. Seja :. o dotllíiiio (le .Joidail cleteiillillado por

'd sobre E. ./l:. l é hcllado e (oill])acto e todos seus palitos fioilteira, estão sol)t-e ('. Logo
./]l ) co]1]c](]e coi]i [' jã (lue : é no]']na] c está coJ]l,ido en] d. (2\bando peicoi]e]]]os (ó' e]i]

iiil] sciltldo detctn lna(lo. l)ci(oriclllos r? vezes ('. /z < ll/.

Se ?? = 1. ./ : :. --> 1' é \i] ] llo111conlottisnio. De fato. supoillla crie ilo iíit.eiiot cle

:. existeíí] dois pontos /)]./)z: tais (]ue ./'(/)i) = ./1/)21 = /. (lonsidcte un] algo slin])[es

\ (. [' club passa pc]os pontos (7. / e r. Existci]] c]ois bicos sll)lp]cs dentro dc :. paltjndo

dc /)i . /i2 (lue po]' ./ \:jiai]] sub ai'cos (lc = (OJllpt'ccildidos ente'e / e 1-. c dois ai'(os análoü:,os

paitiilclo (los 111cs1110s polltos cltle l)or ./ \.:itana sub arcos dp }, (onllneendiclos ('iate'c í/ e

/. Os i)ritllelios têtll coiJlo poílto final 6. único ponto cle ) tcJldo r' colllo iiilageni. pois

/? - [. Os ]]]ti]]]os tei]] coi]]o l)oi]lo fii]tt] /). uii]ico po]]to (](J (:/, (oi]] (/ (oillo tlliagc'íll.

F:xisto então un] dois)íilio de .Jotdait (/ clelriiilina(lo por estes altos Oll poi algitrls de sons

s-il) bicos. ./(./l ó f(,cl]a'lo e co111l)acto ., to.la sua FLoi]teii'a está sol)re =. lilás E é lln arco
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sllilpl(,s e poitatlto /ul := /)i. Poi otitlo lado. a tlailsfolTilaçao sol)lc ([f illostta (ltie t.o(lo

ponto de (' incltisi\-e r' temi sor]]pi]te uJ]]a ])]é i]T]age])]. Logo, i]cstc caso. ./' : :. --+ I' é un]

}lomeollloifisnlo.

SupoJtha il > 1. Scjaiii 6] / 6z e a}.o2 dois arcos siltl])les l)altinclo (lc bj./)z despe(

tivanlciJtc (luc viiaila = pot ./. Estes (bois ar(os são iiJteliol(-s a 'l. (cx(-eto bi./)al. pois

p ç /r}/l81 e nei l u[[} deles co[la 'á. p é o fénico ponto con]un] etLt]e eles. l)e fato. sul'o-
llha / outro ])oiro (ollllili]. o pib ell'o c]ti(' acllaillos ao ])etcoi'lel o]. oz de ó] . 62 a /). Os

sul)-arcos dctctn]ir]a.dos ])O]' bi/: b.z/ e blbz cleter]]]]i]a]]] u]]] domínio de Jot'clatl (/ (: :, e

/) < c7, assim nenhum) ponto (leia temi (7 como iíllagclll. l\las ./l(/l é fechado e ('oinpacto c

toda. sua flonLciJa está subi'e = e (,'. logo ./'l(/) = 1'. e ten os unia (.Omitia.dirão pois q € 1'

não tem l)l-é-iillageni.

Sejam bl , /)z consecuti\os sol)te '#'. O (loillínio clc .Jotclan dctelnlillado poi al , o'z e o Rico

dete[ininado por bló. tiansfori a-se eí]] I' pot' ./. .X traL]sfo]i]]ação é u]]] l]on)eo]]]o]hsn]o

sobre ca,da o. e sobre o a]'co bibe. Todo po]]to iiitei]oi :$e transfoLi]]a cJ]] l)oitos dc ['

(luc não estão em neJll cn] (': e a tiansfoi'i]]ação ]]o it]tetioi [a.mbén] é }Jomconioiflsnlo.

I'CÍlIos denloilstrado o scguiilt:e teoiellla:

Teoretaaa 1.5 Sc.la f : 51 -» S.Z tti]ta fi'ai].sloi'r aç(io Itlltl'iot (ri+if su.l)tl'.iicif,s: 1) E S\.

tilntão dent.o dt toÍlu ui:i)\llunça dt l}. (.\-isle tllll {loTtlítlio dt .Jol'dan -í leal'íltul: tendo p

co[[[o })oitto i[)t(['io]' {nl quf é l)ossít-tl dit'ldl]' -. c]]] \] stto]'ts l)oi' ] ]tio df ] t]]'cos si T]ptÍS

í[ut tf. n st\ls potros Jil-leais \a jloiltf:il'u dí. -Í c seiltlo ]) Q ])oitlo inicial de +o(los t- o útllco

})auto com\tíll. .XI(lln (lasso f i'cstl'i+a o itlttl"loi' dt. caílu st:tola é uln }lon eotlloi'.Ílsillo nssitll

colllo sobre ca(Itt unl (los bicos dc (liuisiio tlt -.. [3

li:n[ iesui[ o: tenros (lue pala todo /) C ,S'i e (r = ./1/)1 € .S'Z existen] vizir]l]at]ças (I',. ( q

soba'e as (luals a função ./ : ( p ----+ (',/ é tal cine a. únl(a l)!é tinagenl cle (7 é /; e (dual(luel

oittio pollto tem ?? l)ie iill?lge'lls. .Xssilll. (ltiaia(lo 1? = 1. sol)te /l /,. ./ é lloill('ollloifisillo

local. í]]as sc /} > 1. dizei]]os (lue/) é ui]] ponto de ianliflcação.



Capítulo 2

Revestimentos Ramificados

Neste capítulo iiitrocluzitnos a teoria dos ievcstinlentos i'aTtliflca(los basca(los fios al'l.egos

lllul. IKixSI e IEzl

Seja :V:: ..VUB urna supcrfí(ie. onde .V é unha super'fí(-ic sc]i] l)ot(lo e as (onlpoJlentes

conexas de B são Itoiilcoilloifas a. S' ou a IR. ('aso /y = 0. .V é sirllplesnlent:c unia

stipctficte scll] bol'(lo.i No (itie segttc'. \:alllos slil)OI .\ coilexa e loco.liilellt(' collexa por

canlinltos (portanto. collexa poi caiiliilllosl

lltll I'u, /lrlz(/l/o i'arr?.i.»wií/o solnc .V . é uli coi)junto l,v':ó: ,V . e,.,l tal (luc

1. .v é unia supPi'fície !Jão necessariallleTltc ('oilcxa. (lue (llanlalenlos .s?//)(?l/r'r/Ir d( /'(-

pe:s {.'?. }r} e }] t. o .

2. o : :v --+ .\;' é uí)]a função (ontílaua: sobiejctora e iiLtctiot.

:3. /?,;, é un] (onjunto clisciet.o contido em .\: tal (iate B., n B :: lâ e é a iíllagenl dos palitos

de ta['nlfi(anão cle .v poi o.2 ist.oé. o: ó JI.V/içl- -> 1.V - B,,,l é un] ievestin]e]i]o

/lao Latllihca(lo (le grau (/.

('llanlalcrllos à restrição ó'"(.\'' n,,,l H V -- B. o /rt,( //// (ii/o /2ào /'a/l?/Fca(/o

nssociodo a \.).l . o. N' . [3.n)

iVer l.XSI, capítulo 1: senão 1:3 págilla 2:3.
3Na lito[-anil'a faz se un] abuso (lc' iingtiagei]] p diz sí crie o ('o]]jui){o /i:, í:' o (on.)]]]]]o dos pontos (if

ra 11] if] ( açâ o
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Se a sttpel'fície de revestinleilto .v é (oilexa. clizelllos (luc(.\f:o. .V./3óló lim I'(u(.ç//-

tlltillo iriiili.ficado (onc.ro

Que o : 'ó'"l:V Ba,l --o (.V a.,l seja un] LexeslilJleílto l?óo raini$caclo de grau

(/ (irei dizei (lue pala todo .I'o € .V -- B.., existe tina vizilll)at)ça al)ci-tn {l .,.. tal (lue as

conlpollenr,cs collexas de o'' 1{,;.,.. 1 são llonleoJlloifas a { .:.. pot' o. c (lue a ca.Lclit)alidacle do

(oi}.junto ó 'l.l:ol: #ló''(.z'oll. é igual a (/

.Já (lue /7o :: {.I'll:C/ é (liscieto. pai'a todo .['Í C Bo existe uma \:izittl]ança al)ei'ta

\,;., tal (ltie \-..: n /?,ó := {.i:} e (b i'estrita a cada ullia das collaponentes ('ol)cxas \':, (le
ó-il '' .l. é do tipo : p----} :"'J : sendo a., ç Z+ o índice de I'anliÊ('anão local: pai'a j C ./:

coll] #(Ji) = #ló':l.i.)). Isto é. íla rcsti'irão ó : \:l, H \,;. qualquci' .I' / .i': t.em a:,

pté inlagerls sendo (]tie .r: só telil villa. }'. .]ust;anlente este o rllotl\o ])elo (dual tilanlos

/[i,.s ria conc]tçao ]]. ,X]én] c]]sso. a i]]esi]]a cond]çao ii]]p]tca (]ue >1-../CJ. í/IJ /. ass]í]] (ada
ull] dos z': € Z?o. deter'nll a ullla partia'ã.o .li:= lflz,IJeJ. dc (/ da(la pelos íildi('es lo(ais

de lanliílca.ção. Denotenlos pol g" o (Olljunto Giestas l)artições: g :: {.4:l:c/, e valllos
cllanlã lo r/aí/o dr' /.r7/i?/.Dca(rio.

Pala (ada .t.- C B.., deli111iilos:

«l \,l ::: >,(«., [)

colllo o (/(/}//o í/o /)on/o .z':. Este defeito clá c013ta (la (luanticla.cle cle l)Olhos (lue fazpJI)

falta i[a pté ii[[ageJi[ de .z:; pata sei ]ii] po]]to "I)OJ]i . no set)ttclo dc não sei ii]]agen) (le un]

ponto dc raillificação. Portallto .i' g B. iilll)liga u(.-:tl = 0. pois .;l = li.l....l.
Deflt)iíllos o (/(/c//o do /f?,f.s/il/ilí/z/o coJllo:

,,la'l ' «(.'l.l

E tnuito imitei'essalltc entender o (luc a(ontcce quando B 7é ç). lcnlbtcmos (lue B n /?õ :: 0.

S(..la {/3} o colljunto (las (-anil)orleiltcs (oilexas (le B. Se (' € { B}. (' ó llonleotlloifa a

S' oil a IR eó: o 'l('l --+ (' é uill icx:estillento não iailiücaclo

Se (' é uilln liillla. o '(('l tem (/ coillponcntes (Ollexas e todas são lillhas. Neste caso

vai los clefinii o defeito tl(' r' igual a zelo. //(('l = 0.
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Se (' é honleoiilol.fa a $'. seja /\ o (onjunto cle cotili)ottelltes coilcxas clc ó-'l(t.'l. Sc

(l.'/ € /\ . (', é u]J] (.íiculo ou uma lilllia. Se (I'r é liJlla lilllla então (i) : (I'í ). (' éo

i'e\:estio ]e]]to ui]tveisal de Si ciue tci ] un] llúillcro itlFiilito af de folllas. ar - )c,. i\las se ('v

é l)ot[[('oí]]otfo a S]. então ó : (', H. (' é ui]i i('\-cstimei]to (oi]] un] níiíncio a, fit]ito clc

folllas. \este caso deüniinos o clefcito (lc (' coJllo /'l('l = =.cria, -- 1): #lrl = #l/\ l.

\.'alllos dizei' (lue o I'evestiineiLto l.v .ri. ,V'. /V..,l é i?( o /'ari//IÓ'fado /7z (' se pl(''l =

0.:: Note (lue isto só acontece (luaildo todas as coillpollelltes mncxas dc ó 'l(') são
l[on[eo[[[oifas a St e l)a.]a ca(la. unha delas o tevcstit ]e] t.o ó : (.'f + (' é a i(teí)ti(laje, isto

e: (ltiaii(lo o nulllei'o de corllponelites conexas e Igual ao grau do i'c\;estitllento.

Da (lis('missão antes'io] é clamo que as ('on]ponentes (onexas clo l)ot(lo tan]bé]]] detcii]]]

liam unia partição do gi'au clo I'evest.iillellto (ujos {ei'Rios ])odenl sci- anitos ou illfiílitos
dcpendeildo do caso.

Se g é ull] conjullto de pai't.iq'óes leão triviais de tlTI'l inteii'o positi\'o i'/: vaTllos (]lzet'

cine g' é ?'m/?:dt:e/ se existe t]ii] revestiillento i'alriihca(lo collexo tendo g como dado de

ratilill(açao.

fulge a segliiilt.e questão geoilléti ict}

Quis\ã.o \ [)cttln uma s\ll)e.I'Jícir N' = X U B. uln ru diduto (]. Faia- grau t li. ll colijun]o

de })nltiçõts (7 = \..Xà.ç:i df: d, onde cí dü Itllno dt, .\,. iç:: 1. é .lillilo. st:t'(i (llt( tl'isto n

i'tctslinif]]lo ]'íi]] Fc(L(lo collt.to Çi\{ . o. N' . t3anb [al. (l\te I'cti]t:( g '/

.'\ tesa)ost;a foi dada pot tlutw-itz e e]]] essência o (lue ele fez foi traduzli o pioblenia

geolJiétri(o })ala ujll pior)lema algébrico (luc colislste na realização de un) (lcteinlinado

sul)grua)o cle pai)[titaçõcs do grti])o sii[[étrico .S'yri]({2 l de um con.junto {) co11] (/ eleii]entos.

.:\]]tes de e]]un(lai e den]oi]strat o teoien]a x:aii]os estudam un] l)otico algtil)las irnpli(a-

nões da existõn(ia destes t'evcstinlcntos.

Seja (.v . o. .V . B.l un] ievestiillcjlto taTaliflca(lo (le giali í/. .i, ç B,. e \'... ulila vjzi

ilFlailqa (lc.7, tal (]ueoiestrita às(on ])ollc'íltes conexas \:., dco il\,;..jéíloti])o : F + :''i

:{o1)seta?feios c]ur a(]tii o [e['ino ian]ifiração irão ]í,n] nada a \ei' (on] pontos cle ia]i ifl( aç;ão. sin]ples

r[[Pi[tc ílí's(:tex;c o ( Hso ei]] (lue o ]iui]]f'ro clP { o111po]]í']]tps ( oiiexas rlP o 1 1( '1 é cltf(.i(.t]í( rlí» r/
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J C ./, . Seja o '].2:.] = {y,},CJ,. L.= = \'].. -- {.i-.} e ÍIT = Í], {y,}. ]i clat'o .l-lc

o : U.,../. \l, -----+ \l,., é un] Le\:estln]e]]to ta]]]iflcado tei]do a ian]iücação lo(alizacla ei]] .i::.

e ó : UJcJ, \,' + \,;' é scu i'evcstinleilto não i'alnií]ca(]o asse(iaí]o. Peia teoria geia]
de i'evestii leiltosl sa.bcnlos (lue existe ulila anão a diicita do grupo n'tl \.,.:.to.l. sol)ie o

('oiJjul)to ç2.- = o 'l.t'o:l=Í:/}ll.: definida l)OJ

Ç2: x «-.l\::..z'..l H {2.

( :/. n l ---} :/.o = àl l l

(:z.l l

onde a(iló o ponto filial clo Único levantaillcnto de lml Jc])icscntallte (la (.lasso n ten(lo :/

como i)Olho ini(ial. .Àlérll disso: a anão sel'á tr'a.ilsitj\:a. se c sonhei te sc U.,CJ. \,' é conexo.

No nosso caso n-lll.;=:.1:o.l 3 Z. seja. a.,:. seu gerador. Logo é a.:.. (luena deteimiíla. le.l l.

Pata todo /l C / e J € ./:. d) : tl' + \.I' é ulll icvestiíl eilto não ianli$(ado (oilexo:

post.alho n-](l-,.: .I'o.l age tlansiti\aillente sobre {):, = çl: n \''., e mais (lue isso. a anão é

simplesinentc u111a pet'mutação (ícli(a dos elerlicrlt:os de ç2.,. isto é. l)ocleiilos coiJsiderat

Ç2iJ == {:Ji::J2:'''' J«.,} tal (late :./:.o'.I'. == :J)+il 5 ...-.(1& «...(}J-: == :Jl- .'\SS]11].0

liolilo:llotfistllo osso( la(loS a esta anão é:

Q: : n-il\,'l.=..1'o.l H ,Ç'///??(Ç2:l

(loil(lc a açao (l(:- ca(la o,.. sol)I'(' (l: (lesct('v(' coillpletailleilte a lailltfl(açao sol)i(' .z::.

SP.]a .V = .\: B.., e :' € .'V. .Já (lue .t é conexo l)oi (an]in]]os. existe un] cai ii)]lo t':.

cic :' a .ro.. Note'lhos(nuca classe {t':} (lo(amiilllo t';:: t':.n....t,, agesol)leç2 = o ll:*le
dcs(leve conlplcta] lente a lnesnla tanltficaçao (lct:eilllinada. poi n,.. . LliJla situação análoga

tcl ]os pa.ia ca.da ('" C {B} holllcoillotfa a. S'. Notou)os (lti(' njl('"..í,,l é cíclico Infinito:

cojl] {('9} coillo getadoi (la(lo por unia. pala! letlização aplopilada. e sua anão sol)ie

ó 'l:];,,l (]ete]]]]ii]a con]])lera.]iJci]tc a ]an]ihcação sol)ie ('''. Seja t],,, un] (aminllo em .V

tal qxie rl:,,l01 = :'. tL',lll = z:, c Faia todo f C 10. il ll'.,(/l € \. X anão so})le ç2 'la

class(' {r];} do camii]l]o zr; - ]/',,.{('a}.]]';l clescicve a i] csliia lainibcação dcterlllina(la

pol' {(''/}.
Vel IX'ial. capítulo \': sí'ção T página l(il

5 Vft IDXíl l)ágiiia 3
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Logo o l)oíl)OI)loifisiilo (lue cortesponcle ã ação (lesciit,a acima é

U' : --.( \): :*l H .S'.t/r7?(Q)

{:';} --+ a,:

{ «';} -H À,

oi)dc o(onjunto dos colJlpittneiltos (los (idos da.dos pela decotltposiçào úiljca das l)eiiiluta

çõcs o-.:. e Àq des(te\:eill a iaíiiificação sobre .z': e ('q resp('ctlvaiilente. E ililpoitalJtc notar

(lue pata ga.iaiitii a collexidac]e c]e .v' basca a existên(ia. de unia (]asse .] € a'i(:\:. :'l ta]
(lue a peinlutação QI il seja ulll ci(lo dc col-Llpliinento (/. pois isto dá conta da tra:isitivi

Jade da anão. ('llalllalcll)os o llonlomoiflsnlo ü a /'(/)/'(.srl?/af(io dí #iz?'lf-/l/: osso('latia ao

re \ est linellto.

(:oJlsiclcl'all(lo a notação acitlla anula(talhos algcblical lente a Questão l:

Seja N' \l la s\ lleljíci.t=. tl ç: %+ e g - \..\A.el ulit colljllillo dc t)al'!iq.ões d( d on(it, ca({u

It['n o it .\* f: .li]]ito. Seja N = 'Ç- -- \:"-\..J í: ç} ui]] u)n.lut\to co]]i (t tl(,ÍTtttatos. Será {l\te

E.\-islc ]]]i] hoiltonlol'.Hs uo q . n\lN.=' 1 :} Syllltçl'l [ai (l\ e flui'u todo i ç: ] o col\jtltlto

dos (Oltlpi't,lil(t-tias (los ciclos dít p(I'tltu (lçao \Dt\.lli'\) dtltl'llltl c n l)ni'ltç(lo .\.: t llttf, Q

ção ssoctadít t \& {l(, 'K\tN. :' ) Rabi't Ç) stjtt tl'ti lsili\u'2

Teorema 2.1 (Hurwitz) .S'(.7a .V' = \' U B r//7za l/p(/:/r'r/(: g' = { ].},:/ r///zrz m/«(io
d( pni'liçõr.s de ulli ilttt:ilo llositluo (l llliLO llc(tssaliuln(l tt jiltilo) Oladt cn(in t(itllo {la

l)cil'tição .\,.. iC l. ( .finito. .Id - \.13,.\,.ç:O ullia colação de l)al'lições d( d. Olldt :ht(21 -
:hl\.n\) t os te]' nos (t $ pa]'teço(s B.] l)o(letn $ei' $1tilos ou t]].lillllos. El\silo fl'tstf, lnll

i'tu(stiinnl+o t'allli]icüdo (te gla\t í{. ti\í .o N ' R.:,]. relido ç( (.OI o dn(ta dc lniTlt.H(nçao

se c solrtellt( sc t..rtstt ullla açao do gt upo nX ÇN. :* ) soft't ulll colljullto çl ('olll d; elf,}íltlltos

tal rlu( üs ótbilas dadas peia ação dus class(s {t'il { dt X.ulll soba( ( df,tti'rl)illu ll {is
l)tt)'tiçõ(s ,\.. B.: ltspcctitnrllcl\tc. ).leis uintln. X{' é cancro st f sola\( te t n nçàn dt

n-.l.\:'. :-l .$oói( ç2 r r/r712.s/f/tla.

Demonstração: .X (oilílição necessál'ia foi feita íla discussão a(-ill)a assim)) (.anjo a. (otlclição

iic(essátia c suhcici[te Haja a (onexida(le cle .v . 13asta então dcít]oi]st]ar a cüi](lição

sliflricníc do piiitleiio entiil(indo. mail)os slll)ot (hiP f'Riste uma anão cle nil.\:. :'l sobre
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uil] coJljunto ç2 coíJ] (/ dei e] {os tal (luc as órbitas (lapas pela anão cle {t': } e dp {rl',}
soba'e Ç2 (1cs('l'cvenl as pal'tições .'lz e /?7 i'es])ecu\a.mente. z' ç /. q € (?. Poltailto. existe

liil] ie~estllilcnto «ão ramifica(lo (.l/.ó:.VI tal quc o''l:"l = (2.' Pala ca.la /: € /. as

óil)iras dadas l)ela anão de {t';} sol)!.(, ç2 estão eJ]i (OJrespondõí)(.ia cona as collll)oilei)tí's

conexas \'l.l de ó 'l\; 1. e pata todo ./ € (2 as órbita: 'la anão de {.L';} sol)ic O .,:tão
en] coi[esl)oi[dé,n(.ia cona as co]]]l)onei]tcs coJ]cxas de (i) ]((.'? t. ..\ i-estiição cle ó soba-(.

('ada \, la é U]]] i'evesttnlel)to r)ão i'anliücado (le \.'',' . e este i'ex esttílleilto está (lclcrllliilado

])elo subgrupo o.ln'jl\.I'.:.,. 1) cle n-tl\;=..1'o.l 3 Z.' .Àssiíit ílossas únicas opções pata
descrever\j'sãoosespaços {:e(C 0<1nl= < llou {:e(Cl0< 1: <r': r-C Z+}.
Rias a piiJneiia opção é clilllina(la pois (luerellJos (onstiuii ini rc\estiillento cair)ifl(ado

l.v'. o: .V , Be,l e ])O]' deti])irão ó tem quc se] tinta tta shtnlação iiiteiior e lleste caso a

pié in[agein do .['Í sela uíJ] (onjui]to contín]io. o cine é it]]l)ossíxcl. Logo \':' é l]on]eoiiloifo

a {: € (C iO < :i < 1'. r- C Z+}. Portanto: [)o(lemos estender nosso !evesLilileilto

1.:v o, :V l pala ull revestimento ramificado (:v .ó: :\' . /i,..l silnplesnleiltc [)teellclleilclo

os :'bula(luiitl)os' clc nlaileita natulat. isto é. le\;alIcIa o ''zero" c]e \;l, lJO .7'.. J ç .y:. []

Coito as lllpótcses e a notação a('ií]]a o teor'ci]]a. de Hu]w-itz pode iefoit]]ulai se assi]]]

urro\aTlo '2.'Z E.tlstí ltln I't\)í.st (l n l« liFcndo i.\l'.(b..'< . BÓ) (i( gin,ti (l Itlldo e/

colllo dn(lo (it I'íimificação -( c soTnnalf. sc é )ossít'tl dc$nil o Itoil o nol'.lisll\o Q. \mis

ai) da. .\]' i í-o)l(.[o st c soi tttt]c sc u í]çí]o ÍJt]c m]'t'cspottdt a Q t; miai sifit'ri. t:]

No caso (luc :V . .l/ scjalll superfícies compactas . i)citemos (lue taitto /iõ (luailto

O i(/i,õ) e (/ são finitos. En] ])aLti(ula.]' se .V . .,v' são supetfícics ./íí/7r7daó. isto é cona

l)a(tas e sclll })otclo.

Proposição 2.3 .S'( r) : ,'v + .V f' r/rr? /'ctrfsf/it ?(/z/o r'í7//?/.orar/o (/c? g/.í7rl (/ (ll//í . rz/)(/l/'?

cl jFtcllaÍias (Rido !,lg) = d\l~,'{) -- \(.\l~l.

Demonstração: Seja B,. = {.t'i.. ....z'A.} e .v = o-ll.X 1. Da(la Ilha triangulação pa!.a

V. o ]c\:ailtai el to (]csta ittditz u]]]a triaj]guLaçao so])ie .]/. })oi (a(]a siít]l)]cxo (.n] .V

Vet' jlltil. prol)nsição l l)ágiita [68

Vet' l\;lal. temi'ptlla 6.íi páginix 159

./''X
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tenros exatalJlcnte (/ silo plenos eill .'v ist. o é

\ l:\ rl

\Ía: \ltl \l.\;'l 6.-X(.ÜI l;vl El:.i./-,,l4,tt:::\ivt ./A' .,IC''l:log.
substituindo cll] le.el temos cine /,la'l= (/\(.\;l \l.vl.[]

:X igualdad( da pi'oposição allteriol' é (.otl1le(i(la (onlo a /OI'rlzt//a r/( /?/Ir//?r1/?/7-ruiu,//

S(. .V é fecllada as opçoes sao:

Este ra

Sorlla COTJeXa (lc /? t OI.os

Soma; conexo (le /z planos projetlvos IRP2

!)oit.a nto

Í <{.:TI, : { : }l{.:i} {'i} = i>
--il.\:.:')= '1 <{.,T} ,{.,;},.j: ].:' :.J«,?«l{,*T} {,: }l.'?-,]-l I':j«,l«l=L> v='r«

1. <1::T},....{:'il: j]......J. {:,TI...{,,i}.3f... : = [> .\ =pp
assi[n. a cot]sti'i]çao de \P (le])en(le (la bela.q-ao r' c]]] (a(la e,i'tipo fui](laí)]e]]tal.

Not.ciJ]os (lue (luai]c]o é l)ossívc] (]cfinii' @. cn ca.da ui]] dos casos ül/') =] e a a(captação

do teorema de Hulwit.z a. esta situação é a seguiTlle:

Corolário 2.4 .Sela .V i/,li?a - l//i(/y'/'c/l( ./íc//í7dí) e g = {.4.. . . . . .:1A.} r/rl?a co/(ç'íio (7( /){zl'-

Lições de (l lande É possíu(i Itt' I'epeliçõtsl. Então g é \t«li d\.t:l sc t sotnctltt st t.llstt

a=. E S,t (ll (lit(. o col\.)ILrt+o df collll)}' lltillos dos sc is ct(,ios deles'tl\tli(tll a l)ni'ltç(to .-\.:
/l :: 1 . . . . . A'. c.'

/. f)í7/.a .,V := S2. o'J-, . . -o-.rk := 1 ( <o'.[... . - .o'.L > ag( //'rlJ?.s/l//' r71J2(12r( .soó?'É {l:
3. PCtt'Ít N ::: "E... (riso(t l i3. . ':í.} e S.[. \ < j < li. tais (]ut

o-.'-. . . .o'.'Al31. /11- . . 1.ij',*.l,,l = ] ( <o-...... . .a.,... .:lt. /I'' - ': 3".l«l í7g(/ií/J?.s/'//r,r//?7(i?/í .«o-

ó,'. { l : . . . . ./} .

:3. [){J]-í] N' - ]R.P... í.].isJftH 3.i çi .q,{. \ <' J $ 1} [als {lttt a,-*

a.t'K: ?i . . . j,.l r/g( f/'r//z.ç/'f/'r'r////íll/( .se/)I'f {].....(/}. []

l

";)
aa-A ') Í .IJ
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Define sc o /?cL'(.ç/ l/i?cl fo (1)i'rlf/z/dl:(/ /,)l//}/o de .\.'. .p : .\í ----> ,V. .V := IRP,:. (orllo o

i'evestinlento não t'aliliH('ado (lue coirespo1lde ao subgrupo dc a-] l .V. :* l (lue õ o kernel (lo

hoíll oll] o }.fiam o

u : n-ll.V. :'l + {+l. l}

.J. > --]

pata. l < / < /?. .Analogan]ente o tex,cstii]aento O]]entavel dtt])lo (le .V. e o icvesti])lento

nao ianlif]cado (lue coriespon(]c ao kctile] clo honloírloiflslno

= : a-,l,V. :'l {+]. ]}

{i,;} -a +l

:j., -+ ]

pala ] .$ 21 $ Ál: ] $ J $ 1z.

PoJ' orltto lado. se @ : n-il.V. :') > ,q'./ é a ie])icsentação de Hut'w-itz associada a

l.\r: d. .V. B.,). então o icx:csl imeilto não mail)ifica(lo o : .v + .\.'. o = o t?. ('oltesponcle

ao sul)grupo Q ](.S'J il C n-il.\''). \'cja. o i'cv(,stiillento (ó : .\r + .V (.otiesponde no

subgitlpo o*(n-il.t/.:JI) C n-J(.V.:'l: :. € o '(:*l. ; assiitl. se n € p*(n-j(.;v,:lll. existe

.? ç n-ll.'l,/::ll tai que ó.( i) = o. Isto é. õl0) = ã(ll= -::i. Oll(lc ãéo único lexalitanlcilto

dc a tendo :] (omo ponto iíli(ial. E segundo a a.qão (lue o ievestiiilento dctcillliJla. isto

(luct (lizci (iuc a Deitei (e à isotrol)ia de :]. club cleilotamos poi' /..(.{,:*)l:il Dollde

P/,,:.(".II/.:III = /,.(.t.:-)(:lI- {" C «-L(.\.:'I :L.Q = :J}. LOGO. Sen/..(\::-)I:II
erltão \l'ln l € .S',/ ] .

Lema 2.5 Sc.la ó -. .\l -» .\í í l t i'tL'e. [il t( tifo ratlli.rica({o cona.I'o dt giutt d t :'.' = R.P.

,L/ é o?./'c?zrr/l,(/ .sf ( .se//?(r?/c sc @ il.S'd.il C ]Çcl =. []

Note[[[os c]uc o l[on[o[[[o[flsi[[o Q cl('te]]]iii]a(lo ])o] (.lt. o. .V. B,.,) i)ão é único. De fato.

o cleteinlina uil] (onjunto de ('lassos de c(ltilxalõllcia cle llonlonloi fiel)los. Vaillos dizei' cltte

(leis ]lonlol)lotrislllos \P c l sao r'(lui\:aleiltcs sc exJstc illHã pcillltttaqao o € .b',/ [ai (lue pata

8Vet- IXtal. If'ol'ctl)â l0.2 página [7.5
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t,odo ó € ni(,v'.:'l. i'lól = a 'Qlb)o-. isto sigJliflca que l)ala t,o(lo b ç x*l.\.:*l: $(bl e

rlÓ) tê]« a ]llesnla est ltituJa cícji(a. c que \alllos optei' i'ló) sinlplesiilente aplicando .- lhos

síllll)ocos cle úlZ)l. Logo: tenonaeatJclo os sÍilll)ocos de ) Jl:*l. ó ii)(Itlz I'

Supollllaillos (lue ó : .v + .V c é? : /, ----- V são levcstinlel tos lal liflca(los de giaii (/

sol)t'e .V co]]] B., :: B#. e tais (lue iildtizclll iejncscntações de Hui'witz e(luivalentes. Sejam

o '(:') = {rl?]:....}l?,,}. 0''l:'l = {/i...../.} c .v] villa. conlponellte collexa de .l/.

\.'al:rios su])oi (lue {lr?l. . . . : rl?./: } sao as plelillagens c]e :* enl .]/i. .]á (lttc ó e P tncluzenl

rci)teseiitações (le flulwitz e(iuix:alciltes. existe o- € .ci'd t.al (lttc {/.(i):. /.(d.)} são as

plciLnagells de :' na. ('onlpoilente (onera /,i cle /,. ..\ssiill. os ievestilrlentos O] : v] + .V

e 01 : /,] + :\} são equivalentes.o Pa.la (leJilollstial' este fato. ptecisanlos illostiai crie

existe un] lloJlleotlloiHsnlo ÍZ : .l/] + /,l tal quc o dlagtaina

,Ü.

À.'

(oillute. Nuas isto e(]ui\:a]e a (]elllolls,iai (]uc ój*ln-il-v]: /7?tl) = ai.(n-il/,i./ll.'o ])aJa

algulll/ € {/«(i).. - :/.(,/.)} \-cjamos:

ó- .l -'-l ,\ /, . ,« « l ) {3 € «.1.V::*l «:,...,?::: ,,.-}

{ .j € «-,(.V. ;') q'l 3)ll l l }

{ ,J C «.l .Ç. :*ll .-rl 3la''l [ l
{3 C «-.(.t.:") rl3)(a 'lt)l = a''(]l}
o..l«-,l /,-. /« .(-)ll.

Lisa.neto ullla té(Rica. sllili]ar ã usacía na (]eltlonstraçao do teolellla de Huiw:itz. podeJJlos

esteíJclet tanto Ó] (lttailto f?t a teve'SfiIJlelltOS I'ailliflcaclos (p] (' 0] (1(' .\ri e Li sol)i'(' .\;

iesT)e('tivai]]ei te. .\lé] ] disso. existe iinla l)ijeção ei)tre as (oillpoi entes conexas de .v

e de /.. Portanto se ó r 0 iíldtizcll) ie!)Jesetltações de Huiwilz e(lui\:aletltes. ó e r9 são

SO cllapéLI sol)t'e as stop('ifíries é l)t\ia df»llotar as super'fi(:ies clí:l)ois dp filiadas e. soft'e as riittço('s. é'

})ara dí'Dot,âF a i'est,lição a elas

Ver I'çial. col'olái'io íi.4 pági11a 151)
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c(liiivaleiJtcs. isto é. existe um lloilaeonlorbsllio /? .l/ + /, tal club o diagl'a ilha

).l !L-- L

:\'

le.:31

co[-i] ul: a

Reciplocalliente. sc o e 0 são I'exestiillcntos iai li$ca(los e(luivaleiltes. eles detertltii)alia

tcl)J'eselJtações de Huiw:itz Q. ]' aqui\agentes. ]:'ois. (ltie Q e a scjaíll e(luivalelLtes iillplica a

existência de uJl] llonleorllolflsilao /} (lue faz (onllttat o cliagranla a(itiia. l.ogo o diaglatila

-.:t-'ito a -v: [ e .V tai«],é. .o,li:,ta. --\]é«. .disso. ,.o*'"''s q . /, .].t.: ..i"a «-«a },ij.ção

entre os corljuntos {rl/l. . . . . r7?,/} c {/l: . . . . /,/}. poi'tanto po(lemos(onsidetat esta. [csti'irão

de /z corllo iil ]a l)ci'i])utação (le ui]] coJ]junto (o]]] (/ clelllelltos. .Além disso: pai'a todo

,i € «-.( '\:.:*) existem /:.J CÍl:....(/.} tais qu'' 1«:..? ' ',z,, don(le /?(,lzi)./2l-3) = /ll«?;l
e peia unia(Jade dos teta.ntamentos isto (lue(]izct 'late/l. i]'l il/21/) = .;. .Àssilll « e ]' são

e(llii valerá tcs .

Seja l$ o conjunto cle todas as class(-s (l(' e(lui\alên(ia cle ie\:estillieiitos ralllificados de

grau (/ (om seus po[[tos cle i'a.]] ificação lo(alizados en] .V :: {.í'i: . . . ..iü} C .\'. e seja ç+3

o conjunto das (lassos dc e(lui\alêilcla. cle holllorllot'fisíllos cilt;ie a-JI.V. :'l e ,S',/. \,'alllos

nlostrtu' que existe tInIR bijcção .'\ ente'e est('s (oiijtt1ltos: .'\ : 8 H ÇF. .Já lllostt'aillos que

\ é iiijetola. Pata. lnosti'ar (lue é' sol)icjetoia. usalcnlos algu111as t.óclli(as dc (oJlstlução
de Hu!.witz.

Seja o l[on[on[o['fis]i]o \P : zr.l.V.:*) a .'q',/. \,'asnos co]]st.niii u]]] ie\:estiineí]to ]a-

nJ[ficado dc grau (/ sobre :rV. o : .v - } .V. tal (lue o va] induzir Q. (loJ]sjdercn]os a

ie[)i'e's(-J)taçao ])ollgoilal dc ..V dada na hguta; 2.1. oi)(le 1? > 0 e o genelo cla stipc'l'ft('ie. os

b. C .,i:. r. € 1,: e os ll/./:s são cai]]lnhos (lue une]]] :' com .l:: / :: l. . . . .A.tt Re(Orando

l)ela tiajetóiia de cada J/, ol)temos un] (lis(o fc(1)a(lo .Z(Ver I''igura 2.2) (iue oiielltaillos no
senti(lo l)oi ái io.

\.'atJlos coilstluil' :v nlecliallte' a (olagenl cle r/ copias cle .Z. 2']. . . . ..Z./. segtilldo as

seguliirf's icleiiÍiíi(-anões: se rl' é unia alista sol)tc o 1)oi(lo de Z tal (lue a l)ciillutaqão

l JI.:. g('l'adobes do gt'upo fui)claitl('vital rlr' ,V (lí'pí tldrHdO tlO raSO
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N orientáve] N não orientáve}

F'águia 2.] : Rej)I'esentaqão Poligonal

@l {u'} l e\;a o sírllbolo ; 110 síítlbolo .J.iZ colalllos Z. a Z, idcíltiíicando as arestas ?l,' c tp'

onde os índices iildi(am o disco ao (dual elas ])crt.etlcenl. l)afina o ie\:estinlento iaíllificado

N orientâvel N nâó orientâvel

f'igula 2.2: Disco feri)ado Z

ó : .l/ + .V usaii(lo os honleomothslllos ç), : .Z, + .Z. ? :: 1. . . . .(/. Poclell)os lloilleal as

pió ililagerls (l(, :' tal (lue o incltlz ®. pois (oilsti'uíiilos o l)artiildo de @

Da (onstrtiçao. a posei\:cl lo(.alizaçao (los pontos de ianlibcaçao esta sol)ií' :' c os .t'::

i=SI 11;:= yr: íoiisicl(.)ail)os u Clr:/ }



}icx:í'sfir} Putos Rattliflcados

?l = 1. . . . . /.-. Sabclllos que o (lcfeito dc ca(la .z': está deter'íJlina(lo ])elo nftnleto de (i(los

na decoml)osição da. pelilllitação QlÍt,. } l e. pela teoria já estudada. este ilúllleLO é illenoi

(ltie r/. Po! Dueto lado. o bordo ] de Zé ii]]] laço en] :' e @ll l = 1. logo Qlr') teJll (/ (i(los

c portanto :' tcnl (/ pie iíilagclls. .Xssiiil. os pol)tos (l(- ianltÍI(açao se lo(alJzanl soir)elite
sol)l.e os .?;

Proposição 2.6 .S'(./rz (D : .l/ --> .V ?//ip /fuf.s//Iri/(i7fo /'r7r7?zÓrr7do (o/l(.z'o d( gi'ízl/ (/ r/?rr'c

s\Irei-fícies Jtcl\u(tus. Etttão:

lt) St X € OI'l(utáutl. l\i é ot'lttltãutl.

l2) Sc ( ( ín l)íu' t N nna ol'tens(Ittl.. \l é hão olt(nlrtufl.

l)eil-ioi'istraçao: Sc.la. \P unl l oi)lotllol'flslilo induzido poi ÍD. P(.la (oilstruçao na (lis('ussao

acitlla. pa.ruindo dc Q podemos (onstjuii uín levestiiilento iaJ)lifl(a(lo 0 : /, i .V de gi'au

(/ (late induz @. i\.las já pt'ovaíilos (iuc isto iiilpJica a exi$;tõllcia de ui llorlleorllotflsmo /z

(ltie íaz (onttitai o dia.grama.(2.:31. Da ('onstl'ução teilios (lue/, é Olierltá\el. portanto .\,/ é
orientáve[. f- est;á provado r/,]. ])aia. r.?J. pe]o ]etlta 2.n teillos que .v é não olierltáve] sc c

sonleJ)tc sc existe un] n € Ü' ' l.S'./ ] l tal que na sita let)reselltação como pl'oduto de { r';l's
e ]; s apaicce u]]] ]]iin]ero iinpat dos i]ltji]]os, le\ando en] co]tsi(l(,]açao suas l)ol(:'i](las.

Sc (/ é íii[pa}. e]]] parti(ulat' Q( '?JI é iiiJ]a pein]titação cle ]jii] i]úmeio íinpa] cle símbolos

c ila sua cle(Olllposição cícli(a existe no nlíiliíl)o lin] ci(lo (le colllprinteltto /) íi1lpat'. Se.ja

(.i i . . , .t',,l este (ido. logo .iil' Hxa .t'i e l)ol'taJlto .'7.,' € Q '(.'i',/ l l. logo ,v é não orictltável.
n

(=orolar[o 2.'7 st txr.ónx. Be,'l r tuí] i'ctesli)t](talo ]a]iti.ficado ílc gt'au (l ttl (lo g Gorila

iluda dt I'nlni$caçito. tritão:

Í 2(/-- 2 .-( ;.\;-$'

//la1 ;. 'l (/ 2 .s( ,;V.IRP; ( .v r OI'/cl?/n't'(/

l (/ ] .hÉ .V IRt)Z ( .vfr?ào OI'/(n/íítf/

Demonstração: S v éo].]eiltá\e'l. \l.vl $ = \lS'l. S.- :v é ílão Ollentá\el. \i.\rl $
[= \lRP2l]. .'\gola é sÓ al)]i(ai a fÓIJllu]a (](. J]if-lllatlíl Huiwitz.[]



Capítulo 3

Sobre o Grupo Simétrico

O objetivo deste (aT)ít.tifo é aplcselltal a teoria sol)te o gt'upo silllétti(o rlecessátia pa.ra

ava.nçar no está(]o do ])l.o])]eilla c]e tca]tzação. ]lesultados dJs])oílÍx,eis enl IBGixZ)l. jt:lxSI
e Ezl

3.1 Resultados Básicos

Pata começar l('lllbtemosl (lue toda pel'lliutação n C .5',/ pode sçi csclita de un único jeito

(onio l)iodut.o de ciclos disjuJJtos -7,

o' :::: 'l'i . . . / , (:3.1 l

in(lii[[[(lo (i( los dc (on]piií]]ei]to uJ]] sc foi neccssátio. Poita]]to (ada n C .\',/ (lctcii]]ii]a

unha partição .l - l nl = 1 :'i , . . . . ),ll de (/. (la.la pelos con]pii]i]c]]tos ): de cada ]]]]] de

seus (i(los. \.'a.mos (fizer (lue villa peiilluta,ção .? C ,S',í /.(r7//l:a a })altição .4 ou (Jue .3 € .4.

se a coleçao (los coniptinlelltos dos (.lclos (lc .? está. da(la poi .'!.

Poi Olllio lado: toda ])ei itltttaçao pode sel escuta como piocluto cle ttaíis])osiçoes onde

o :li'llllol'o (lc t('i'illos nesta (le('oilll)osjÇao c lll\:al'ltlllte illÓ(Ittlo 2.

1(,iJ] se (liic L]]]]a peLt]]titaÇao c l)ai se o i]Lli]]eio (lc? [e]i]]os (']]] algttitta (l(n OLllposiqao

] Vpi' IDXil (al)ítijlo l: ltlol rapír.silo ii p l\\:il (aliítulo l
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r

> h,

desta (onlo [)[.ocluso de tia11sposiqões é congruente a zero n](3(lítio 2. caso ('o]]t]á.]'io a

pelillutação é ímpar. '\lélli disso. o ])rocluto (lc (luas tlansl)osições é pai se e somente se
aml)as têill a lilesilla. l)aridade.

\'a]J]os s]i])oi (]ue ca(la (i(lo 1. cn] l:3.1 l lcll) coJllpiinlcjito r/:. :. = (/,, . . . '''«. ). E (lal'o
(luc a de(onlposição

=.: ,':, ,'., ll,'., ,'.: ) l /'. . i': ' . l l:3.el

dá coi[ta da Dali(laje dc =.:, [)ois ]: vai sei pai' sc c soi ]e] te sc r/: é íiia])ar. l)a(]ui é (lato

(ltie a l)anda(lc dc n clepen(ic (la pattclade (lc (a(la :.:, e já (lue estes ci('los sao d sjttiltos.

é l)assinei fat.Orai n co]]io p].oduto de tiansl)osições do til)o l:3.21. ['oítailto n é l)at se ('
sonlellte se

il = 0 (,.lo.l el l : .:3 l

3.2 Produtos em Sa

Seja (/ € Z+ c --l(/l o co]]jti]]to 'te partições de ./ OJ]dc .a.la [en] o das [)aitiçõe: é rllaiot

(] Lle zero.

S. 4 -.. ..«,IC«('/).~'a".os'l.h«i-'..(-'ll 1«. [1 i\l«irai«'ta.s.
o € .:!. d.finin)os /'(QI = /,1.]1.

Proposição 3.2.1 .S'( n C .S',/ rorn i/lol = (/ r . n!/ão /)r7/'a /o(/r9 / ;. 0 ra/ r7uf l +2Z $ (/,

n po(tt-se (scicctt' co lto })t-odt to (it un} (l-cicio t in l t.í +'2tl-cicio.

Denlonstraçao: Sem pei(la (lc gctletalida(le. t.oillcnlos

aj)laJ + l a.z). . . la,. l + l . . .a*)

oi)cl(' l $ « < az < < a,. := r/. Sc.ja

.3= 1] r/l+ l uz+ l a,. 1 + 1 bi ...b2,)
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onde b] < b2 < . . < bz/ c não estão no coiljuilto {l.r/i+l....,a,. ] + 1}. Eiüão :. =n.3
éun['/(i(]o: seja io=(] «]+1....z,.i+Lle '?-=lt /,]...b2.jassin].i=doi].logo

n.j o }o')l

1] 2. . .(/ll] b] . . .bzrl

1]...ói l b2...b3--l ó....b2,..--l

bzr...(/ bi...b2- ] b3...b.z/-z l b.zr i...óz/ ll

ll)onde a ).3 l teill a estlttttila })locttt'tecla. D

Clorolario 3.2.2 7bdr/ /)(/'rr?ti/a((io /}r]/' dc .S',/ /)o(/c .çí/. í.çr/'//r] rorilo

1. u )i'o(]tt]o df. dois (]-cicios.,

2. \lnl comtttndorn13n "13-\ (ont Q d-clc-lo.,

3. uín plodulo dt dois qttndludos az:3' caIR cl\3 ({-ciclo

Demonstração: S'' :. é ]]] a pelJnutaÇão pal ciltão pol' l:3.:31 p(:.l = ./ -- ,' é pai. '' 'l'-e

iltlpii(a (]ue(/e' r' têm a inesiila])aildadee portanto (/::: /-+2/. / > 0. Peia )roposição :3.2.]

cxistcnl c/ (i(los a: T tais cine ) := or c a ahintaçao / está iesol\;l(ia. Do ante'ilot. T e

a J são conjugados. isto é. existe 1? C .S',/ tal cine' r = :io- ] 'i ] (loilde : = a3o-j.i ] colei

o (/-(-i(lo e a aflilllaçao ) esta ])iorlta. Flnalillentc pala i)iostlat a tetcetia. .la (lue a c r

são conjiigados. existe n C S'a tal (luc a = nrn ' logo :. = lclra''ll- = ann 'rü 'r =

n'lo 'rl' e nln 'rl é tlH) (/ciclo. D

Prados\ção 3.2.3 .S( n:. 3 E S,{ são d-(idos- t.llst( -f € S,i .fi.Fundo ui t (ItllltrtFo [ i {Jllc
a = :.,.1?:, l

Demonstração Sejam n = lcJ ...cal e ? = 1/].../,/1. Se c. = /., é só fazer

. - ( ''.f.i \ t , t.} + .

U
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Lema 3.2.4 ,S'(.J«n? .4: B C --l./) cor/ i,(.-ll+p(B) = (/ /: / ;. 1. /'a/.« fodon c .:1. :7 € B

tcm-se i/in 3~l < d t.

Delllonstração: Scjaill n € .]. .3 € B ç 1. = n;i. Slll)ot ])a (luc a anão (]o grupo <n. .3>

sobre {]. ...(/} dete]T]]tna cxatani(']]te q órbitas. .Já (]iie :. C <n. 'J>. 1 detei]J]ii]a ]lo n)íllilllo

r7 óil)it.as. isto é. /,'lll < í/ í7. Se (.' clcllota a partição da(la 1)01 'l. então

«l.]) + ,,l/3) -+ ,,'l('l $ ./ { ít (l- '2(L t -- (l

Pot otitto lado: o i:, 1 :: 1. e tilanclo a coilcxldacle citada ilo (oiolaiio 2.4 ja (luc <(}. 3>

não age íiansitivan ei tesobre {]. . . . .(/}. existe u]]] rpvcstlJilcntoia.tlliflcado ($ : .v + $z

(on] dado de rami$caçã,o { ..:l. B. (I'} e tal (lue .\ / é llnJa stipcirí(ie fecllada cot)i ('xatanlente

q componentes conexas. Pela f(3illlula de Rienlailn Hui'w:itz

1,,1.11 +/,1nl+/,((') = r/\l$:) \l:vl

'nas \ ( ,v) $ ./\l$'1 = 2q. logo

2 / 2q .$ /.1.]1 + «1 B) + pl("I $ :2 / q

da(ltti q ? / (lolldc //lll $ (/ cl $: {t -- t. a

Proposição 3.2.5 .S'f.,ír//77 .'l. /B C n-l(/l ro/i? u(.-1) + /,(BI = (/ -- r: í ? !. /ç??/í;o f.i'/.s/írr?

n E ,.\ t i3 13 1ai.s qtt(:

[. n tiçtio (]o gi'tl})o Çn. i3h dtt(i'Tlttlt pl'(ctstttntllt( ] ói'bl](is t.

[. sf (' (](tlo]u Q. pui]iç(]o (in(]a, pt]tt ctçi]o l]fscl']]a l o )tutll(ltt] nnttiioi' ttl]ão ü:3 (
Y

Demonstração: .A segunda aflrillação é corlsequêi)cia da ptirlleita« \'eja: pelo lenda :3.2.4

',lo,il $ / / . «a l,-o~:a .lo «..s-"' ~:a«.os t;., q--.

2(/ 2/ $ pool + ,,l 3) + pl«.;j) $ 2 / 2Z

pois (/ := /. logo

/ lol + ,l l + /,la.;JI

(/ / + /,(n :? l

/.l Q .? )

;l!(t - ;zt;

:2d -- :llt

ct -- :t.
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.Já que a Í)aFLição associada a n.i clave lehnat' a. partição (' e //in ?l = /.1('). então n :? ç ('

Prova.t'Pinos a afiirllação / fazelldo iíldução sol)le (/. Pata (/ := 1 é {iivial. Para (/ :: 2

as o])iões de / são / = ] ou / = 2. Se / = 1. //1.4) + //IBI = 1. o (]ue iilaplica (]ue

i,,'(.41 = 0 oii /,]n] = 0. S('lll peida d(' genera]i(jade vamos stll)OJ cJue 1,(.]1 = 0. então

n € .1 é a identic]adc. fogo <n. .]> = <.:7> c]etei'illina (/ -- //IBI =] óll)itas. pois .3 e/B. Sc

/ = 2. i,l.:tl + i,lal = 0. logo n = 3 = 1 (iria obviamente age (letelJninando 2 órbitas.

Ptocedcndo induti\ai ]ei te. supoill)aillos /'l.:t) = r/ r > 0. Fixenlos ulJI lepteseiitalltc

n C ..l = 1(/. : . . . . (/,.1

o = 1] 2. . . (/1 )l(/i + l (/zl . . . 1(/.... + 1 . . . í/,l

on(le (/,. = (/ e (/] > 1. Seja B = lbi:b2. . . . .ó.,l. ])ottanto //(/31 = (/ -- .- c / = ?' + .s -- (/.

Se.la .'3 C B, .? :: .3t . . . .J.. tal (lue os ;i: são ciclos disjullt.os que tel)tcselJtalil ca.da uJli dos

b: ci([os cujos termos aillda não det.einlillarllos. ; = 1. . . . , ó.

Obset\e que bt $ / . já (lilc

d i ? l,l :l) + /,IBI ? l(/ /') + (bl

doía(1(' /-? 6i. Seja iJ = ]i r/.+] ...(/ó: l+]). .Àsótbit:andadas pelaaçãode <n> sol)ie

{ 1 . . . . , ./} são os co-lj- «tos

Pi = {r/,: ] + l. . . . . (/:.}

, r' e r/o ::: 0. E pela escollla de 3t. o (onjunto Pi U ... U P;.: \ai estar (ontido iiuilla

nlesilla Olblta. (la(la poi <(\: .3>. Os (/-- bi pontos cle {l. ....(/}-{( lcnlentos cle .ij} aillda nao

dista ibuídos nos (i( los 32......i.. ])odenl divã(lil' se ern I' bt + l colljuntos Qi,....Q. Ót+l
on(!e:

(?i := {1:...,(/Ü.} {cjenlellt.osde .-ll }

(2z = H,..,

(lc)r' /-:+l = /).

Note'l-l''Qi #18já'!ue'/- > [. f'açanlosagora .]'= llC?il. ..IQ, .,.+l le B'= 16z. ../,,l

elci[[e[Jtos .le n-l./ /,i). oiicle 1(2, 'Ignota a ca]'lii]alicla.le .lu «]]juii]o Q,. Logo. /'(.:l'l =
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1 (/ -- ól l l I' + tl .]o«.].' p(.]'l 1 .- plB'l 1(/ -- b] l is ] l. .Xssiiil

/.( .-t'l + pl /j') r/ I' 1 +(/ bi --.q+l

!d t' b. -

1(/ bil -+ (/ /' .-

1(/ bil f.

Seja a' = n. . . .nl--Ó..+. € .:1'. nl C Q:. Pot indução, existe .?' € B' cona eletllelltos en

{L:...,(/} {elei erlt.os de .3.} tal quc <n'..J'> deter'felina /' órbita.s. onde {' = 1(/ óll-
//(-l'l I'l.i'l = f. Logo é só fazer l? = .?t.3' ])a.ta (Ol:nplctal a prova: ])ois se .l ç {l. . . . : (/}
pode a(onde(el:

lil .t' ? (/ó. + 1. e neste caso a órl)ita de .i; está. deteiiniliacla pela. anão (los nl, / > 1 e de

(2) .] < (/ó: + 1: ateste caso .? l)eitet]cc à. n]esn]a órbita (los ele]]]cntos en] {l,

{cleJilel tos cle .Bl} irlcnol'es ou água.is (lue (/ó. . assim <n. .,i> deteiiilina / ól])iras. []

Proposição 3.2.6 .S'f./a/17 .+. B € n-lr/) m//} /.,l.]) -+- z,IBI = 1(/ -- [1 -F /. / > 0. /!'??/ào

l)ul'a ca(in k.. q < L <. 1-. k =: 1' lxwo(\ ') \. pndtntos csroltlcl' n C .\. i-i C [3 1ats (lttf o (ltu,l)o

<..,.j> «p. /,'"«.,.';:':"",.,,/ ./,,'. {i....../} . ,.(..3) - ]l Á'

Delllonstração: Seja /i = lbi. - ó.sl. Ê := r' -- 21 e / > 0 cletel'n il)a(lo pelas ('ondlçoes

/,l.])+l/)l-Ll+...+lb:-il .Ê (/ ]

pl.:]]+]bi-]l+...+(Ó.'+i-]) > '/ ]

Logo: existe ]i11] iiileii'o positivo ./' tal (lue / -- 1 < b.+i ] e

,,l.41 + 1ó, il + + ló. tl + (/' - i) ::: '/ l l:3.+l

Seja B' = lbi:....6.:..r: l.....il a paitiçãoiil(luzidacle(/.e B"= IÓ:+J ./ +l.b.+z.....b.l.
Oll[aiiclo para /ir/(O]]]o L]]] a l)artiçao d(. ]? sín]bolos {ul.. ... i/,;} ]]]]] elos (luats l)(.i ]t'iicc

ao ./ ciclo dc ,?' € B' e os outros são sítlll)elos distintos dos (lue tõlll .?' nos seus ci(los

dc (oillpliiliellto maior (lue ]. })(']a cs(o]]ia. //(B"):= 1' (' pc]a prol)osição :3.2.]./3" l)od(:
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lealtzai sc co1110 l)io(listo de un] r} (.tolo e ul 1 ?? -- r + 21 ciclo tios stllll)olos {tzl.

Equivalenten[e[[teexlste .;i" € B" e u]]] /?(i([o IC .S',. ta] (luc 1.?" C ll// -- ]'+2./l: ].

Seja Q € -:1. po(]e]]]os ass]ii]]it poi i3.4 (late n.3/ é ]ii]] (/ (i(]o. ].'orLlelilos

« .:j' = 1 ,. . . . '''- ~: tl'z . . . t/r: . . . [( f, l

e -- = lr/l ... t/,:l. Seja 3 = .:i'.?". O produto nJ = (a..:J'l..:?" pode se clescre\ei (onlo

o obli(lo a pa.útil de lizi ...t/,.l.3" C lllz /' + 2jl.i.....ll tlocaildo (ada t/J i)elo l)loco

['.,:. ..:tp., dado en] a.3'. En] outras palavras. n .i é op]oduto (lc / eJ+l cicios disjulltos

tais (iue

//in.3l=(/--lr 2J+]j=((/--])--r'+2J=((/-- lj--Á'.

U

Coro[ario 3.2.7 .S'cJ«17z :], B C n-l(/l (o/l? p(.:1) + /,(/31 ? (/ -- ] f /'l ]) + plBI = (/ -t

l liíod el. /i'r?/ào c.I'/.ç/(í12 n € .4. .? € B ií7zs qrzc <o,/3> ílgr r?'a//s/if/l*arz?rlz/e soól'f

{] . . . . . (/}. .ç(r?do n ;? r//lz (/-r?lc/o.

Demonstração: Se ,'(.al+''l/Bl= ./ 1 ésó .lllar a proposição :}.2.3. Se/,l 4)+''lnl ;.

(/ + l pegando /.' := 0 na proposição :3.2.(i tenros (lue exist(.]n n. ? tais (lue <n: .ii> agf'

[iansiti\a[[[ent('so])]-c {].....(/} e in il = (/ ] o (luein]p]ica(luenc? se.}a uJ]] r/cicio. []

Proposição 3.2.8 .S't,ía/77 .-l: B € n-l(/) /7? /,,(.41 +/,1B) = (/+ 27. q ? 0. /r/z/ào c.i-/.s/fil?

n € .:1: ;.? € B/a/.s qtl( <n: .:i> agc/r'al?.s///t'rl/rzrr!/( soó/'( {i:.... (/} ( .-( -] = B = 12..... 21

(rz/ão n.:? € 1(//e: (//el. ('aso cr9?!/i-d/'z:o, n.i € 1(/ -- 1: tl.

De-«o«stração: S. .4 : 21 cona (/ = 2i' e

1] ell:3 41. .. (:z/ ] e/l

l2 :3114 .3)...le/' 2 2l'--ill2/' il

e1ltã,o

o.J = li :3 le/' } 111 e,' 2/' 2 21 c l,'.,'l
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Supon[la (luc a]gtiilla das c]uas .] ou /]i nao esta e]]] le.. :el. fogo .] ou /? (oi tó]]] uJll

tei'lllo maior (lue 2. pois do (ontlário teiíanlos /,'(.41 + //(/yl < /' + 1' = 2/' = (/. o que ó

a[)suado. Se]]] pe](]a de gene]a]](jade. poc]et]]os assun]iJ (]ue .] tei]] ]ii] dos seus relidos

ill?boi' (lltr' 2.

Seja n = 1] ...r/1)l(/1 + l...(/21...1(/.... + i...(/,.IC .:l coi]] (/,. = r/ e (/. > 2. .Já (lue

Pl-ll$ (/ -- [. /,1BI > 0. Seja. B= lbi.....ó.l cona b] ? 2.

( 'otlsidcte as l)altições

.4'

B' . ó,l

a:+i =(/,+i (/:e(/o=0. Rea.]izeíllos.4'col)ln'= li 2..../] 1)l(/i+]...(/zl...l./,. l+
1 . . .(/,.1. Estt}.silos coilsidet'at)(lo .4' e B' colllo paLtições cle {t. . . . . (/} {(/. }. Note (file

,,l .:\'l -F plB'l 1,,,(.4 1 [1 + ip( /?1 - 1 )

pl .4 l + //1 /71 -- 2

(/ + 2(/ -- 2

(/ tl+lev ]l.

Pela pior)osição :3.2.6 jploposição :3.2..3 sc q = 0). l)OCleTI)os cscolhet' n': 3' tais (lue <a'.,.i'>

age t iailsiti\aillelitc* sol)ic { 1. . . . : (/} -- {(/.} e tal qtic /,,'(n' 3'l = 1(/-- 1l -- [: isto é. a'.?' é unl

[(/ [] cic]o. OJldc ]' i)ocde-seis(o]]lel coitleçai)docoill o jbi--]) (i(]o(] (/]l--J . . .(//,. 2+ il.

Se.ja ( = n'l] (/tlc :i = 1] (/t)3': entãon.3 = a'.i'é ui]] lí/ l)-ciclo. Nlais ainda. <a:.J> é

ti'ansiti\o sobre {]: . . . ,(/} já (]uen rllove(/i e n.3 é uln 1(/]1 ciclo nos :sÍJlll)ocos clifn'enlcs

de (/.. n
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3.3 Construindo uma Operação de Colagem sobre Ho-

nion)orâsmos no Grupo Simétrico.

Seja .\' iirlla stll)erfíci(' e l.vi . o] : .V. Bó. ). (.'l/z: o,. .\:. B.:,: l ievestilllentos ianlifica.ios co

1]('xos so])te .'V (]e graus 17. 1?? teste(ti\;alllente (lue illduzeill as ieptcsentaçõcs íle Hulw:ií:z:

'n *1 --} .5',.. q'z : «-,l V. ') ------> .q

]: l)osso\;el constlun' a soma clliet.a (leias e obtci o }lonloJiloihslllo

«'.(.V. :*) H .S',:+":

alas est:a coiJstiução dão tem interesse geolllétri(o ])ois o I'cvestili eito associa(lo a ela não
e.c.onexo.

Enl IB(;í<Zll clefltle-se villa operação de colagetll entre ./lrt e .\./z sendo (late são supci

fí(i(-s cle levestilnento cle .:V pal.a le\'cstiil eittos t'anliü(aços especííi(os.z Esta clehnlção

exige peoal' soft'e .\,.ft. :v.2 llT)la. ( 111 va fe(.haja, stltiplcs (lue llao i'evcrtc ot ientaçao p (luc

lido sc])alar. tal (lue cada tlilla destas cut\:as (I' rllviada pot ói. õz íla nlesnla polõíl( ia de

ull] laço ell] .V

Nesta senão. vaDIos (lescle\;ci' a velsao aluébrl('a (la opcl'açao (lc (olageill n as só scr

bi-e ievestll) entoa lailiifi(aços do tolo ou da. gailafa de l\leiíi. onde a ianlifl(açào está
localizada ell] unl único {)oito.

Pa.ia facijitai a !lotação. sejam

c', : ó, .: 1«, ól. '

G = <a.b:c ab.l6 'c ' = 1>

os grupos funclat elltals (lo tolo c (la ga.t'safa de lxlcin depois (le tiiat ulll pe(lueilo dis(o

1(?sl)c( tivaJllente. .'\ssií)l. (lualldo falamos clo $gltipo rl' estaíllos fazclldo iefeiencitl a G+ ou

(','. sel)aia(lallle'iate'

2Ver in(ilçzl]. senão 2.i3 l)ágiila íi
1l',ii] gPr;\l a l)t'opr]í»(latle (ll- nao sepai'abiliclacle df.fii](' sr' assiii]: Sc.ia -V iii]] capa(:o tol)olóaico e .4 (. \

([izlillos (hip .'i iiao Srl)aJa .\ . sf' pat'a to(]o a])(í-to r: í](' .V. / ] Õ ('ollPxo
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Sejam

Q l : (,' - + ,'',"

Q : G' + ,'in.

icpiesentações osso(fadas a lex,estilnclltos iailliücados conexos cu.la iaiilifi('anão está lo(-a

lizada cill uin único poi)to da. l)asc. o nlesillo ])ala an bos

Pala todo .g C G' vamos denotam poi' g, a. petnlutaqão tP:lg). ll := 1. 2. O sul)grupo
de pettnutações gela(lo poi' íJi, /)l age transitivalllei te solnc {l.. . . :/?}. assiiJt (-olllo o

subgrupo gerado poi a2. b.z sol)ie {rp + l. . . . . lz + /l?}. pela (onexiclacle dos icvest n cotos.

\'a.lhos assu]]]i]', (lue existe un] ]a.ço eJ]] ;]/i e un] ]aço e]]] .l/z tais (luc sao leva(los

l[on[eon[orfl(aJJieí[te i[o i[[esii[o laço [[a (lasso de l[on[otopia de a € (.'. Portanto existe ]]t]]

sí[[[boLo ;l cm {]...., i?} e u]]] sít]]bolo /u en] {i?+ l..... ?i + ii?} (lue flcai]] fixos pot' ai e

a2 raspe([t\a.mente. Se r? > 2. pt'la t.ia.ilslti\:idade. ileill bt fixa /li. nem b.z fixa íz.

Seja ;i:: ai x az € S',:+,,,. a sorJla diieta cle i] e aZ. .'\ssilll. a age sobre {l:

a l e soft'e {l? + 1. . . .. rz + /7?}(onlo a2.

Poi outro dado. def]iliinos ó C ,b',.+,,l (onlo a. boTiJa (]iicta (]e b] e bz. vezes a ttailsl)oslçao

1?:i /:21. isto é. b =(61 x 6ZI(zl ?ZI.

\.'aillos illosttal' (ltie r ::: c] x cz é a peiil tttaçao (lhe (oiie'spoil(le a c = la.ol Oli
c = aba/)'i dependendo do caso (proposição :3.:3.21

O insultado da opclação (olagenl sobre as reptesentaçõcs Q] e Qz é a. lc])ieseJltação

)

72, } C.01b0

> .b,.+,,:Q

Proposição 3.3.1 .S'( o.- sr/óg/'r//}os <al:h>. <(U.Z > í7g rr7 //r//PS/l//IT'a/lz(r?ic .soól'f o.s roi/

Jt//2fo.ç {l...../?} r{/1 + [...../? + /71} /'(ç/)c:(/?t'í7ii7el?f( r/}/ào o . zóg/'r//)o <í/.6> a.gr //-rl//

.S/l//'?.Í7rl/(J?/( .sOÓ/-( {J. . . . . /? + r/2}.

Demonstração: Obseivcillos (luc a órl)ita dc' (ltial(lticr clenleilto /l $ 1?. conte113 /z. l)c

fato. l)elti tlt\llsltivida(le. exJstc Llilla l)altiva-a rí' lias petilluitaçoes r/]. b] Lítio l('\:a / llo
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símbolo /l[.bj'' . \.''aillos pegar' a nlpnol- destas pala\ ias e i)oteil)os (]ue se trocai]]os al poi

a p /)l pot' b: a ])ala\rra. tLt/ obtida en] ri e b lanll)élTI lex:a o sltlabolo ? no /l .bj'". .Xgot'a

lz:.,.,'l.b
1-

,: .(ó- ól
- l - -

,: .l 1/,. x ó:l(,. .::ll

,- .lzj zzl

22

logo existe ui[[a palavra í[as pctn[utaçoes rz. 6 (lue l('\a o / ]]o iz. .Ài]aloganiente existe

unha pala\;ia eri] rz. b(luc leva os .J > ]z + l no sít])T)olo /l. en] pa]ticLjla.i existe unha palavra

en] ;i. b cine leva zz eii] /ll. Poitailto ó possível cil\iai todos os eles cotos em ;l c assim a

a.ção é tia.nsitiva. []

No estudo dos I'evestiillentos ianlitlca(los sol)re super'fí(ies não oiientáx,cis o qur7s/co-

/7z?//r7doi l(z.bl := (z6ab'i tei]] ]i]] pap('l ililpoita1lte. Pala utiltficat' a ilotaçao. \alJlos

gcnci'a.gizar a noção cle ('onillt.apor. Scjalll /'. .s € Z. defillinlos

1«. ól,.. = a' l«/'Z' '

;Àssi-n. l«.ól.; - l«.z,l e l«.ól-.-

Proposição 3.3.2 Píz/'r7 q?/a/qz/(/' /uar' (/( ?l!/( /l/o.s /' s,

la.ÃI,.. ÜI, , x IÕ:ÜI,.:,

Demonstração: Seja zl $ i? c considficiilos al = ã x ?l(/: bl = bi x /l(/; (Ü = /Ir/ x (&. b, -

/ (/ x 6.Z en] S',.+,,,,. Então

,: .a' 'h 't- : ,.(G *&i'i(ã xÜI(, ,::lllÚ'- xGl;llã xÜll,- ,:)l '
/..í.'Ó-i,:- ,:la'i :

Sti[)oi)}[an[os (]ue /.ai'/;] # /]. assj]i] /.r/'7;}7sb ] := /.í/] hrv] b i. .Já (]ue (n Hxa /]. {ci]]os

([tic /.á't''bt(hs # /li. Da(]ui. sol) a anão cle 6 ia ti'ailsposição(/i /'zl irão sc ai)liga. poi'tanto
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/.7i'ilí7,?l l = /:..F.'blã'.'6i . .Xgot'a se ,:.â'h = '. elltão:

,:.a'?la'71'' :..i . ;:)a'71 '
/::.}í'i ]

..A

/'l .ÓI

- - l

?'.á'E ''6.(Ü'b. '

Pata ; > /? + ] ptoccde-se alia.]oga.nlcllte. []

Teorema 3.3.3 J-''rz/'a a7dí7 /)r7///(-ào .-l = 1(/t . . . . :(/,.l í/o l?ií/r?(I'o (/ íorl? (/f/r/l/o po.ç///li,o

/]a/'. /.'l.ll = 1(/t -- 1) + . . . + 1(/,. -- 1 1 = (/ -- /, > 0. f.I'/l.s/(nz /)fr'lr?lz/açõ(s 7i: b € .S',/ rali; ízs

st11uintf,s pt'opticdndes:

It) O sttb(gltulJO (if S.i gelado l)oi'ã. b age {iut\sita ll-Lcitte sobic \\. . . . . (l\.
li11 0 co ltillcidoi' \ti.b\ cottsis{( df cicios d( coílal)I'inltnto (l\. . . . .({,

l,31 0 sí] bolo [ .l\.ctt P]'o poi' (l.

r:/J O .s/27/Z)o/o / ./lca .//.zo /lor' óla. ól o?/ /)o/ 6laZ. ól.

Dela-ionstração: .À piora é l)oi indução sol)le I'. /\ssuiJlalnos (/] ;.

Se / ::: 1. então .::l :: l(il e pela lJipóteses z,/(.'ll :: (/ l é pat e iJlaioi (lue zel'o

í[i[pa.i e i]]aioi (]uc 2. doi]de r/ :: 2k + ] co]]] t > 0. Se.lai]]

l \ ... }c k-+\ ... 2k

\ ] ... Á t+2 ... 2t+l

Van[os (onfetti' (lue' a. /) satislaze]] as pioptie(la(lcs r/J-r:/J:
rJJ: No i[osso caso la. /)l tem (lue se]' iin] (/ ci( lo. P(-las deHtiiçõcs (lc }7. b:

';,;l: ::: .:. :': : :.::\. ":'

[ ... É Á+] #+2 ... 2t+]
2Á'+] ... Ê+2 Á'+] 1 ... A

? d,..

logo (/ é

2A'+ l

A A'+ ]

Á'+ l A'+ 2
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é cie {a.t:o {ii]] (7-cicio.

r/J: E iíllcíliato de r ?).
r.JJ: [ c]aio da definição de a.

ríl: l. la. l !il;í:ól = l
Pala r ? 2. Se existe ]i]]] (/, íill])ai. co1lsjderaillos .4' = 1(/]....:(/., ]../.,+i.. . ..r/,.l e

.]" " 1(/.,1. paitiçõcs (los llúmcios (/' :: (/ (/,. (/" ::: (/., lespectivai))elite. Se (/,. :: l :. fazemos

J = /.. .Já q-i'' z.ll(/,ll = ./, 1 é pat .' ','l.{) = /,1.-!'1 + i,( 4") então pl I') [anll)éin é pat.

l\leis níTIda ambos /,l.:i'l. 1,.,1.-1") são illaiotes (l\lP zelo e \:ale a hipóteses de iilduçã.o: cxceto

sc (/" = (/; = 1. Nuas pala. este caso as piopiicdacles r/J-r#) são satisfeitas tiivia.Irllente.

Portanto: existell petmutações rlt. bi e az. b2 tais (lue lí/].bil C .]' e la2.ó21 E .]/'
.Xléi]] disso. .}á. que estes pa.tes de pc]i]]utaçoes satisfazen] a pior)rtecla(ie r.3) clo tcolellla,

pool('lhos a,pli(a.t a opeiaçao (le (-olageill eiltt'e ('las e assllil ol)teillos as peiilluitaçoPS a. Z)

(lue satísfazen] as pi'opric(lados r/J-rvJ,l. Vejamos:
r/J: Da proposição :3.:3.1.

rli: Da pto])ostçao i3.:3.).

r.J,/: +.;i = 1 .;i. = 1 .

r:Í;: Na opera.ção de (o]agenl usei os /l :: [. Feitios ].ó :: [.bll] /.zl = 1.bt e. usê\tl(]o a

pt'o])osiÇ'ão :3.:3.2.

i.óla.ól l.ó,lz'. ól

l .7;-l la, .7;-l x IÍI,.tzl)

l .ó- la . . ó, l

ou

l.óla',ól j.t.(la{.B.l x la!.B:ll

l .?l. laÍ . i- l
1 .

.\gola. sc to(los os (/. são pat'es. então r/ = 2Ã. A: ? 2. e jã (luc //l.:il = r/ /' é [)ai . SPgiie

çllte /' e pal.
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Se /- = 2, ei]tão .] :: l(/i.(/21. .Xssi]]] / :: l(/] (7.zl/2 é ui]] iiiteilo PJltic zci-o c A 2.

Sc.ja. (/l = A' + / e (/.z = t /

Cloiisldeietilos unia sitiiaÇão Jllais geral asstinliildo só (lue (/z > 1. isto ó/ < A- - 2. Eín

outras palavras: llo (]ue segue nao ])icclsaillos de (/i. (/.z ])ages. sÓ (]ue (/z > [. \.'eja. l)ara

0 < / < k -- 2 defiiliillos

:-l ::: i: .:. i:i ":l rl
Se / :: 0 ignotall)os desde a (o]tiJia ]l + ] até a (oluna /I' + /. ('ollfitainos r/J-r./J:

x. ] ... Ã. IA:/I'+l... Á:+/A+/+lÂ.+/+2... 2À \

2É[...k+JA 1 ... / 2A-/+] ...A'!/

A. ] A Á'+]

#' ] Á'+] /.:+2

/

doildc líi.ól = jle ... A +/llÁ' +/+ [... 2Á) é produto cie cicios dc conlpiill altos (/i e (/2

iespc(tiva11 el te

r/): Está ga['a.]]ti(la l)oi ;7 pois leva 2A ci]] /.-

r.3J: Da defiJiiÇão dc ;i.

rÍJ: i. b la'.bl l l la'.Zil

Se /' ;, :3 elJt;ão r ? 4 e (/,, ? 2. 1)ois /' e (/. sã.o l)ai'es . T'odenlos apli(ar a opctaçao

c[e coiagenl a c]ois ])ates (]e peiJllutaÇÕes t:ais (lue seus collluta(]oies seja111 do tit)o ,]' :=

1(/]. . . . , (/,..zl (' .] ::: 1(/,. ], (/,.1. s('ii(lo .4/ e ..I'/ pai'teÇO('s (los llílillei'os (// = (/ -- (/,. 1 (/,. (.
(/" := (/r 1 + r/,. i'esp('(']ivaillente. []

la.ól -
1 ... A:+/ l &t/ /.+/+1 ... 2A'--l ilA'

2... A'+/ ] Â'+/+2... 2Á' À:+/+]

Corolário 3.3.4 .S'(./r7 ? C .c;',/ izrizrz /y(]']/zu/aç(;r] /ial' rido /llu/Irz/.

çõts ã.. b col l us scgilil tes l)\'ol)I'iídlttLts:

r/J <7i. b> r/g( //'r717.s/l//lilí7/n(i2/r 5r9ó/'f {t. . . . . (/}
rJJ la. ól.

1..31 'it P.tu l.

r/J O / /7.a Dz'o /io/' ü l;i.ól or. /)oi ó Íli'.bl
B

Então r.I'islf)it l)(i'lilu ;a



bo[)i'(- o (]l'tll)o Sti létlico

Teorema 3.3.5 r'azia cr/.í/a /)r7?'//<do .l = lr/l. . . . . r/,.l (/o ?zfí/7?fl'r) (/ roer? (/(./t//o /uo.ç///t,o

/)al', l.l,+l = 1(/t -- il + . . + 1(/,. -- il = (/ r' > 0. (.z/s/(r7z /)(i'iil,r//r/çó(.s a. b C .ç',Í c u/??

it}.Itiio posiliro (l co]i] a$ scg\tilllt:s pi'ol)I'ifílud(s:

([} aNuI)y['tl)o (it S gti'aria l)o\'t].'t] agf []'unsitttu]]]ti]c sob]t \\.

1:) o rjxlastcol uln(lol' \l(l.b\ foi sisa( (lc ciclos (it cola pltill(lllos (l\

l:3} O síilll)olo [ jlco Ji-rn l)OI''a.

14) 0 sí[i[bolo [ Pca P.]'o l)ox' b \ti.'tXi

) . (/,.

Delllonstração: .X piora é poi' indução sol)te l . ..\ssuJllanlos (/l ? - - . = í/,

Se r = 1. -] = lr/l e jã. que /,l-:i) = (/ -- 1 é par. então (/ = 2A: + 1. Â ? l.

;-li :: l :=i : :;:. ir*'l
D( }n ll a lllos

A' A:+ l

~'.ja.,-o: q-:' satisfaz..« Í/J-r/J:

B.
2A: + ] Á' + ]

t+] [+2

":'. ":'lla:?ll
/. A' + l

Á +] A:+2
é de fato uin (/ ciclo.

r/,l: E iiilt'(licito de rJJ.
r.3,1: Da defltltqao (l(, a.

r#,]: b líi.óll $xa ] pala q = ]
Pata [' 2 2. Se existe u]]] (/l íí])pai'. usan]os os ]]]esn]os a.t'gutllelltos

leorenla :3.:3.:3. E poi isto (Íue vaDIos a.ssttlllit- todos os (/., paios. poltallto eJI
r/ e I' são Fales.

(la pro\,a do

i,1 .41 = (/ r'.

Se r' = 2. clarão .] = 1(/. . (/.ZI. Seja / = 1(/i -- r/.ZI/2 assim (/i = À + / e (/: =

optei ('on(lusocs íllais gerais sc assuilllinos só cine (/z > [. isto é. / < { 2

É - / Valllos
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Para 0 < / < A. -- 2 defiltiiiaos

Â' ] t Á'+l

/[: ] A'+] Ã'+2 :::' T l

Se / := 0 Ignota.Rios (les(le a coluna. A + l até a (olulla A -t /. \'CITE(luelJlos r.rJ-r.ÍJ:

rJJ: ]'aci]llieiltcvciifica scqu.' lÍ].ól = 1] 2...A. -- l...A'+/)(A:-+/+ t...e#l
r/J: a leva 2À eill Â e isto gai'ante a tlallsitivi(laje

r.?J: Da (lcfiilição de a.

Í:/J: }l ]e~a o ] ilo 1, e l7í.?ll?' le\a t ilo l.

Pai'a. os casos r' ? :3. isto é i' > .!. usamos os 11icsrJJos aiglinlentos da piora (lo teo

i'cílla, 3.3.3. [.]

i. ] ... Á' A'+l ... A'+/ A:+/-+l A+/+i2 ... 2A-

À-...2/.: 1 1 ... / 2/.- /+1 .../..--1

Corolário 3.3.6 .$t./r/ ? ç .',',/ /f/]r] /i(i'17zrl/rz((ilo //a/' //do //'/it /a/.

çõts íl. b ( llm in](iio poslLiro íl coil tls s:tlJuiltt(s plnpi'itdndts

r.rJ <}7. b) í7gt: //'í71/.s?i/'t'ar}7(rl/f ..oó/.( { [. . . . . (/}
rJJ F ::: la'. ól
l.3)'Ú .H.rü l.

r.ÍJ b la: l,l! .#.,'« /. n

lriitiio t:lisltll) pcl'tl\ttFu

Notemos (lue la:711. . 17271 z, onde Í/ = ;7 b. .Xssilil. F po(le escoe\el-se (oillo produto dc

quacllados (le (luas petitlutações (luc getanl ulJI sul)grupo cle ,S'.f (luc age ttailsiti\,arlleilte
sobre {] . . . . . (/}.



Capítulo 4

Revestimentos Ramificados sobre

Superfícies Fechadas

Neste (aT)ítulo aí)iesciltaillos a solução da (Questão l (lua.lido .,V é f(.cilada e diferente (la

esfola. basca.(tos nos ai'figos IHul. jí;lÇSI e IEzl

Seja l.\r. o: .\;. /B,.). B,. = {.z'] , . . . . .:'À-}, ]i]i] !evestinlento tanliflcaclo d(' grau (/ finito:

onde .V é ullla su])cifícte f('(linda. Seguli(lo as])ossí\eis l)tPS('iltaçoes clo grupo ftiil(.laillental

cle .\' := ,V -- B.. cla !)ágina 1.3. a exisl.êll(ia cle uílla lepieseiltação ílc Hut'w-itz Q. iillpli(a

c:lu(

l@(l«l.q'l.J«ll.lq'll,« l).q'lJ« ill...lq'(-íjl.ü'l.jtll .\; = v,.
q'( j«l2.@l.],. il:...W(.jil? .V =;:1'«

OI)seiverl os (lue senlpie ©({l'.;. } . . . { '.l.*ll = o-l . . .oÁ. é uilla pc'tlllut;anão pat. Isto (luet

dizei que se 4. = la;......a:,.l. j; = #(d' 'l.z':)). é a pai'tição associada a .-., segullclo os

tesu[tac[os (]a acção :3.] (1o capítulo alltciiol'. eJltão

1,,(gl = > /.1-4,l=o jillod el.(l.tl
k

l}

Q( -l ''; . } {',;. }

Se S' é unl(onjunto (ip pai]iqões não t l-iviais de (/ (Inc satisfaz(:].]}. (dize'Rios (luc É/' é

\\\l\ dado d( rai iliração t'ilfiial.
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Proposição 4.1 .S'c./r7 .V t/]]?r] l/pf?l//'c/f /íc/?a(/a c g' :: {.4i: . . . . .IA.} 1/1// í/r/í/o r/( /-r7/1?/-

JICaÇilo t;ii'lltn{. Sc \l:ÇI < Ü. g ( i'tli:(Íctl. l\quis quc isso. $c N {, l)ão oi'it: t(i\tl c d f,

P(tt. ü stt])ti'.Itctc dt. lí\lt;sli l(lllo l)orl( sel tscolt ttlti l\(io Olltnl(i\tl.

Demonstração: Vamos tllostiar que partiilclo íla coilgittõll(ia ll.i l ó possa\-el (onstluii

tinIR iepreselitação de Huiw:itz @. ]3asta deflnit o llonlonlolhsll)o Q : n'il.\:.:"l H .S'd

"'s g'--.a'lo-« 'l. ---(-\:: ;"l. \las !'-:«l,-..«)os 'l--.:

:-,it:,::-)= '1 <1''], .{::;},.j-..', :-'«.:.,, {,:;} {. }i.j-,:.i ij.,:'..«i=t) .\ =';~
1. <1t:Í}.....{ti}..'jt......j«llr:T} ..{?-i}.'?... j: = 1> .V = P.P.

Poi'tanto. (lueiemos (luc a lelaqão Tios grupos íliildanlentais acima tenlla, a identidade colllo

il lagcnl lla deíltlição de q'. I'ol. outro lado. se z/lg') = 0 jinod 21, erltão ©({t'Í} . . .{(,;})
t(']]] (]tte sel' Llilla })clJlILitaÇã.o ])al.

Se .V é ot'ieiltáve]. pelo (oio]átio :3.2.2 podeltlos defitlit Q ta] (luc Q({r'J } .. . {p.}l::
lül[l].ü13i]l sendo @]:i] iin] (/ci(']oe Q].i:) = úl'r,l = 1. ])ata] < ; $ 1z. Dollde

\P({t,T} ...{t,;ll,:iJ.:.il...l3,,.:..l) = ]. E jã que q'l=.il é u]]] (/ (icLo. isto Baia.iate a cone

cidade (la stipetrí(ie dc i'cvestilileTlto.

Sc .V é leão oiioíjtávcl. a.i)alogarTlente. pelo coLoláijo :3.').) porei)los defittJr \P tal (lue

@lltT}...{t'l:ll = Q(3i):.Q(3i)' sendo QI.?i).QI.,iil un] (/ ciclo e QI.i3,l= [. 2 < J $

rz. Do]lde QlÍ{'i}...{i, }.?f...'i:) = 1. E já (lue QI.?z.-3JI é i]i] (/ ci(.lo. a superfície clc

I'evcstililcilto será (ollexa. f'iilallilerlte pala dcilloJlstiai a última afillilação da l)ioposição

e iítlpoltante lenlblar (Juc se (/ é íttlpai. a su])cl'li(ie de tevcstiiilento é não OI'ientavcl

(plo])osição 2.6). Se (/ é pat. conlbillando a deJllonstração da afiiillação :3 do coiolál'io :3.2.2

c a l)tol)osição :3.2.:3 podemos (lefiilii QI.?21 co]]]o sen(lo u]]]a peit]]utaqão (lue fixa ]iiJ]

eleilleilto. l)a(lui: pelo leiloa 2..3 .v sei'á não oi'ielllávcl. n

O (luê acont.cce cluando \(,VI > 0': isto é. o (llié' acontece (ltlaildo .\ éo l)lado l)lo.meti\o

ou a esfera ?

Da teoria já estudada [ei ]os (lue se 0'' é o dttdo (]e ianlif]cação c]e l.v.o. .V. B,:.,)
ilecessalia)]lciil É7 satlsÍaz:

l . I'io'l = o lillod el
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2. !)elo coiolál'io 2.7

e i/lg) > (/ -- 1. para .V:: R.P2 e .v t)âo oijcntável

e //lg) ? (/ 2: paio\ .\.' - IRP2 e .v oiielllávcl.

e //lgl ? 2í/ 2. pai'a .\; = S:

('llanlateí)]os a combinação do ptin]ciio c]]u]](lado (on] u] l dos itens do segui)do as ('opi
diçõt.s d( H\u'wil:.

Teoren[a 4.2 S'eJtz .\: o /)/r]7?0 /)?'o./rf/]{,o c g - {.].. . . . . .:l#} {/r7? (/rido r/( ]'r].i7?/.Prrl<ào

ri tuas. ç/' é t't(tli:(í\.tl. st t soill(nte se g stitis.fa: us (ot\dlçofs (le Hulit:it: ulg) =: b
.mo(\ ZI f t/lç7b k d L. \lals iiii]cltt. Q s\]pf:]'Jícic (it ](t](stii ]f lto T)od( sfi tscoihidn l-uao

OI'i,el\td.tlel..

Demonstração: Resta gaia[iti[ a cxistên('ia de ]ii]] rc-.estii]]e]]to ]ai]]iíicado l .v: o, .'V./i..,)

(lue realize g. P{.e(isanlos então dcfiilii unia ieplesenlação

ü' : <{.,Í} ..{ ,;}. ,j- {:'i}...{.,i}.3f ::: l> + .s',,

ta] q--. a'lÍ:';ll ,. l$ ,: $ A. .' U'l{.,TI...{:,;}.3f)

Seja plg'l = 2s. .- € Z+. Po(l(- a(Olltecet:

1. (/ ín]pai. Neste (aso //IPI - )i-l;, z'l.:!.l = 1(/ 1) + / . cona (/ -- l c / ? 0 l)ares

Logo,,'(]*1+''(.'1,1 1)+/. / EI.,«(.l;i.

jal Sc Z > 0: l)cla proposição :3.2.6. para todo R. 0 $ /? $ Z e R = / (lllo.l el

pode se escolllci n[ € .'1], n2 C .4z tais (luc lni,nZ> agc tt'ansitiva]ncntc sol)ie

{j:...../} .,,( o,l 1./ 1) #.

jl)) Se / $ 0. })ela l)tol)osiqão :3.2..15. c'xistei]] n] C .4] e nz € .-t.z tais quc o grupo

<nl.o > agcso])te {].....(/} detprillllandof'+ l órbitas./':= /.esc r'(l('nota

a paltJção (lc (/ dada l)(.las as ói l)iras da asilo cl(' <(}i. (}z> sol)te {l.. .. . (/}. eillão
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Seja .4t2 = afaz , lemos quepl.-lizl+/,'(.-l:31 = 1(/-- 1l+/l,/i = /' :i:L:./,i.4,i.
Fazeis(io ullla analise pala Zt ailaloga a feita antcitoiinciite pata. / vamos tel' (lue

<ni.n2.n3> age traiisi]ivalilentesobl'eÍ]. . . . .(/} ou age (]erctil infindo ] /] ótl)iras

depe[[(le[[(lo se /] > 0 ou /l < 0 [cspect[vaJt[c[[tc. e acl]an]os ]i]]] .4tz.! = lntnz(}3

[a] .lue l,l.11231 + ul.-lq) = 1(/ 1) + /z. /z = /' 11 1:s/'l--]:l. XgoJa aJla]isanlos

/z e col[tlr[ilaillos assim pot (liallte até dehí)it lln] .'l12...IA i) - ni . . .oÀ. ] tal (luc

ul.-!i...(A. l)l+/'l';ltl =((/ lj+ /'. logo pela proposição :3.2.(i. (,Riste nÁ. C .-lk t.al (jue

<ni...nÉ-i,ok> age tra:lsitivan er t.esol)ieÍl:...: r/} c //lni...nkl - (/-- 1 })ois I' = 0
IJt oc1 21. Poitantoni....\À étlmí/ciclopai ccxisTe lil C .S',! [al que i...nk;'?Í = 1.
\'eja. s. Q ...oÃ: = 1«-...«Ú) . 3 = 1«- «.+- ": -.+:...". ".+....'',/ - ".-:«,/ «.1

])a.la c = :iy é só fazct .3. - .i l

Se (/é pat'. )ii:l;. P(.:!*l = ((/ [1+z . ('oii] í/ ] e ?. ínlpatcs. f'azendo a analise aciilla

pala este caso validos tct (lue existcill n. ç -:l:. /l:: l....:#. tais (lue lnt ...nA. l.n/.>

age ti'ansiti\ai]]eiite sob]c {]. . . :(/} c já que >:::;. z'l.l] l = ./ + IT' -- [l ('oi]] r' -- ]

])al. pela, l)i'oposição :3.2.8 l)o(lc a(ante(ct:

2

jal o[ ...(}Á. € 1(//i?.(//21 sc .]]z...(A i) :: 'lA. := 1).. . ..el. Neste ('aso existe uí]] r/

cic[o .]. € .S',/ ta] (lue n;] ...n..,]:]f = 1: sc n;] ...ax. = lai. ...al.,,:)la2: ..-a2,,,,l
e .3:::(a]. az. .- r/i. az. .--r/]d/z az.,/,l é só fazcT l?i:= .i

li)l Ol[ n] ...nÁ. C l(/--i. ll.logon] ...nA.éti]]](r/ ll ciclos)a]. l)o]]ai]toexiste]ii]]

('/ ]l 'ido.3- € .S',,. talo«ea-...aÀ..if= [. V.ja.s.a....oA: =(«-...«,/ -l

e :l?:= la] rl#+l az a#+z ..r/,/ ] aal ê só fazei .3i:: .J

.Xssiíi]: pelo coiolátio 2.4: se]]]pie é possível gai'aí]tir a existên('la. de u]]] ]evestii)lento

ianlificaclo Q : .v > R.P2 (ltic realize g'l (onlo (la(lo dc ianllh(açao.

Pai'a, vei (lue .v po(le sci irão orientãvel.já (ltie <ni. . . . .nÁ> agc {iansit.ivanleilte sobre

[í.....(/}: existe :« C <n],....nl.> ra] (luc "i.] 3(1)] =[. logo :..] C .S'./ l c pelo ]enla 2..5.

:\ / é não OI ielltá\:el . n

\.amos dizei (lide l-v. o. .:\:. /i,..l é um /'(t'(.-izi7?(/?/o I'r717?//ií-rJr/o or-/(/?/rÍr í/ rl/íio oi'/l(}//d

f'í/J. se .v é' oiietltá\:el lição odiei távell.
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Dos resultados ant:c[ioics [)ota.nãos (iue sc .\:' é irão oileíitávcl c 9' é ui]] da(lo de ia]J)i

fi(anão virtual satisfazendo as con(tições de Huiw:itz l.'lal = 0 (1)10d 21 e /'(C"l ? (/ ]

pode1110s i'('aliza{. g;. l\leis (late isso. se (/ e illi!)ai'. .v é não OLieíita\:cl. e se (/ e paJ': scnlplc c

possí\el acllal' u11a ie'\-esl iil alto tarlliíl( ado tal (]ue ;v s(-ja irão oileiLtávrl. lhas llen sclll])le

é possível t-caliza] g' coii] uni ievestillleilto taJlliücado oiieiltável.

Exelllplo 4.3 0 dr7(/o (/e ?a17?/.»'(rl(ão I'//-/ua/ g - {l:3. il} ??ào r /.(í///:rít:t:/ ri?«//la/?/c r/rrl

i't\.t$ im(nto i'alili.jicuílo Olitnt(iucl da yul'ln.la d( }\l(in:

$fju qÇ Q ga[']'üjn (it, t\lLI ] t y € 'W». Pni'n (ltt( t]ista \]]]] i'f: tsti ]]c]]lo i'íu lijicu(lo d(. gi'nu

\ cona'nlllijic Cito locali=çuta solJlt y. é })I'caso dcÍlnir \b -. Çu.t).c \ nt)nb lc \ = \) -» S*

/í7/ r7rí( la. Ól- C l:3. 11. .l/a.s /?r9fí/idos ryuc /)a/'r{ grJ./í7/zfri' a oi'/c/z/aó/l//Idr7d( í/a .çtz/)í/://'r/l( r/f

t'([(.qrtTttt:ttto. itet]l ]]t ciclo d.r qlt(t) ::: (i }ier]] dc xPtU~i = 1) l)o(t( tíi' c:o]í]p)t]i)(:t]to n ]p([]..

/.ç/o f:. /)/'rc/l.srzrrlos qt&( ;7: ü c le. izl o qiz( //r?/y//lcrz. /)c/rz /)?'o/)o.s/çdr) .?.J?.A'. qt/f 1 . ól c l2.el,
poltnrlto é illtl)ossírtl dejin.il' q

Proposição 4.4 .S'r./rz í/ (: IZ+ /)a/'. .V r/rr?a çr//u(iyr'r/( ./u/?roda r?rio oí'/(r?fdl'(/ ( g'

\.\\. . . . . .Xk.\ \!r]] (la(lo (it lttlllt.Ílcllçao utitttal.. g í l-tule:(Irei l)oi illll i'cutsliin( 1 0 i'a-

/??/Ó'ra(/o o/-/l(/2/dt'(/ .se ( .ço//7(72r( '( /)a/'rl l < /' < A. r .-l. ::: in.' ('.l on(/( /?. ( (I', .ç(}o

paI'+IÇÕ(S dC (LI2 taIS (IUf \B\..... 13k.C'\.....('k.'\ ( ando d( t'H.] I$CtLÇÍLO ({. ]! ]]. I'ttILSII-

TI]ÍÇIIO I'n I I$«LdO df; gI'QU (LI'Z (IQ I't U[SIII CILtn Ot'It] t(Í .tI d\TRIO (LC N

Demonstração: Seja. 1-1/. o. .V. B,;.,) ui]] ievestillipllto Janliflcado oiientável cle gl'ati (/
( :o!] sid dei-elos os }loilloi ilorh síllos

q {+]. -l}
> -- l

:3 : T.(.f.:'l H {+l. l}

{ .':} ---> + l

j., -.-+ l

A'. J' - ] 7'2.
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.;v o ']B.ül é tan]])éi]] olientáx:e] e ])e]o ]ellla 2..3.

ó-ln-i( 1/1 = ü' 'l,S',/-i l C l<el ...i

oílclc' Q ó a. iepLesentaçao dc Hurwitz asse(inda a o.

Seja (.-t: a-. .VI o ]evestiii]ei]to oJiei]tável (Itiplo dc .\.' dcte],minado [)elo lÇel- ü'. Janto

l.v.o.:\;l (quanto (n-''l.VI.n-.;\ ) são lev.stiJilentos nã.o lanliflcados (l.. .\:. Seja .V =

a. il áçi 1. Pela teoria. dos ].e\:esti]]]e]]tos. sabert]os (]ue ])ode se levei)ta] o pat'a iii ] lc\,est.i

nleiito 'l' .\: se e somente sc o*l--JI 1/1) C ---l--l(.Vl}. T.'mos quc lÇet' n C l<ei = =

n'.ln-il.'V)l. logo poi (4.2) ])odettlos le\.-ailtar .) pala uill ievestinieJlto não iaJJliÜca,do

ó : .v + i\' cle grau (//2 club faz o seguiíite diaglanla conlutat'

I'i.el

l 1.:3 l

Seja /iÉ; = n- 'l/3,:~). .Já (]ue /i.ç é ui ] coi]junto discreto. podci] se l)ic(.ncl]ci' ca(la u]]]

clcstes 'bula(luinhos': ci]] .'V do jeito ustlal. (.lona a, (oiJilitatl\:idade do diagtaílla l4.:31

t('illos (lute cac]a .],: € g' po(lc esc]c'\:(']' se ('o]]]o . lz = 1/il. ( ,l oi]de fi: e ( : sao 1)at'l ]ç'oes (le

(//2 c assilllÍBi..... /iA::( -,....('A.} é dado (le ianlificação dc l.-v.ó. .;V. B;l.

Pala a (Olidiçao suficicJltc. supotllla (llic cada .-l:. C $'' e da foJnla .4, = 1/??.( .1 onde

{ /?l. . . . . BA.. ( '.. . . . . (''k } é dado de ianilflcação cle u]]] ic\cstilllento bati)iü(ado l .v. /). .'V. /i,,l

de grau (//2. ]' (lato (]ue .'t/ Olielltá\cl. pois .V é Olieiltável. l)ol'tanto l.v. /o o zí: .V: n-( n,ll
é uJl] ie\:f'stilileilto iai)i]ficaí]o oiiet tãvc] de grau r/. []

Pela clenlonsti'anão da l)I'ol)osição anteiioi', sc (/ é pat os tevestiillentos ranlificaclos

Ol-ieiltáveis dc grau (/ (lo plano piojetivo. depcn(lelll (los rcvestiinentos ialllificados (le grau

(//) (lo ie\:esttnlento orieiltável dul)lo (le IRP2. lst.o é. estudam a t'ealJza.ção de (la(los de

lalll] (.anão \'tituats sobtc IRPZ ]] e(llaíltc levestil)l('lhos ra.nlificados oileiltávets. e(lula:ale

a estudam a realização cle claclos de taílliü(.anão "t'spc(tais:' da csf(«ia (luc colllo vaillos \:el

não Õ iiill prol)leJ)la ti-ix;ial.

.\s (oil(lições dc llliiwitz pala o(aso cla esfera são /'l$"1 = 0 lillo(1 21 e //(9'l ? 2(/ 2:

cll] ge'ial elas não são slificieiites pala ie?llizal g
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Exemplo 4.5 0 «)i/./tzil/o g = {12. 21. 1e. 21, 1:3. 11} í/( /)a/'//(-õhç (/o .{ .sa//.s./}z: as rol?d/l(õ(.s

rl( Hultci+: Tlltls 1)(10 í t'e.nli:ílu(t. })ois é illt})ossít'tl ([tlinii' u la i'(p\es(ntaçilo (it Htu'u.it:

Q : a-.IS: {.t't..z'z..t::3}) 4 ,S'i. .;rí .7r/(. /)(/a /)/'o/)o-s/ç(lo .:?.?.A'. .s( o. .i € 12,el. (/?/rio

c}.? (: l2.21. o?/ .sf .3 c l:3. [l e?7/ào n.j € 1:3.11.

!.cn]b]enaos (lue pa.ia gai'aiJlji a tealtzaçao dc ui]] (la(lo clc hall)ihcaçao vjltual g' =

{.'ll, . . - . .!Á} ] ]cdiante ui]] ie\;estillleílto ranliflcado (onexo (la espeta pi'c(usamos da exis

teia(Ja (le iepresciltaJlte-s (}. C .4. t.ats (ltie nl . . . (}A:: l (' (liie a. açao (le <nt,....nA.> sol)te

{i. . . . . ./} s.,ja tiallsitiva.

Proposição 4.6 0 rorzlui?/o 0" :: {-4t.. . . .'lÀ} r/( /)a/'/z(ó(-ç í/( (/. rr9/1? .'l: :: 1(/1 F'a/'íz

alyull) 1, ç: \.\. . . . .kl. é -(rtll (iucl poi' 1111 t'ers(stttllc llo I'üilli.Decido dt q íul (l dü (s.fel'n st t

sotlínlf se sat.isca: ns cot-Edições (if, Hut unia:.

Demonstração: .'\ (oíldição ne(essáiia está feita. \'asilos supor eiit.ão (luc 9' satisfaz as

(orldições (le lluiwitz istoé. P(g) ;. 2(/ 2 e //lal =o(Jllod el.

Sc Á' = 2, g = {.].. .4?} comi l l.:i.l = (/ -- /.. z1 = [.2. 1\]as ],e]il ]lipótesc /,l--\i) +

//].]Zl?2(/ 2donde2(/ l/]+Z21 ?2(/--2: poitailto/i+/.z$2eassinl/i::i2= i:

ist.é. +- !, l/l.i'.g«.«-';., (]..../).o; .é'la-oq--'o« :l

Se k = =3. g'= {.]i..]2..].} éta] (iuepl.-]jl+/,,l.]zl+l,l.]:31 ? 2(/ 2 > (/ 1.(.jú.

que pela llipótcse existe / € {1:2.:3} ta] (lue .4: :: 1(/1. então existe / € {].2::3} tal (lue

/,,(.]:l = (/ 1. Sc'nl peida de gcrleialidade vamos supor / = :3. clondc

,,,l -l- l -+ ,,l ,-l:l /+] li} . l el

e já (jlic (/ + ] (/ + ] lílloc1 2) pelo (oiolátlo i3.).r, existem a;l € --1t, az € .'1z tais (lue

.,,(n-«:l =./- 1= ,1.:!*1. Assim .é :ó l,ega os = in..::) '

Pata A' > :3: l)oi indução. \'aillos assumir .-!Á. := lr/l. Po(lc t\(opte(pi:

1. Quc cxistan] /. J tais (]ue /'l.1.l + /,(.4.,l $ ./ [. 1)ara /] / J. SeJll i)cada de

gPileia[ida(]e poc]cillos supor //l.]i) + /'(.+21 $ (/ -- [. peça l)rol)osição :1.2..3 existcn]

n! ç .l!. oz ç .+,tais(lide/,(nin2l= /,(n]l /'ln2). Seja .l = n].}z . Erltão
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g' = {.4: .43- . . - . .]Ê} sa.tlsfaz a. hi])óteses da ])iol)osiçao p pela tllduçao. exlsteo € .1

c n: C ..1., :3 $ /: .$ k (ltie icaliza]]] g''. isto é. existen] n C .-l. n: € .4í. :3 $ /1 $ AT.

tais (Jtie nn3 . . . nA. ::: 1. E clamo que n e a1(}2 são coíljugaclos. poitailto existe :. € .q'./

tal (luen:::,nin2:. ] logo:oi: t. 'l.nz:. i. n:}.....nA. i'callza g'

2. Que z'l.4í) +- z'l.-l,l ;. (/. pala todo /l / J. Seja /,(.:11) + l,l-4zl= (/+ /?: R ? 0

jal Sc/? fot empa-. ''l-4-]+«]-421 =('/ t]t]#+ ]). cjá que/?+ ] é pal.
peia i)ro])osição :3.2.6 l)odenlos es(oL]lci ni € .41 , a.z C .]2 tais que <rll. nz> age

ti'a]isitivatncnte sobre {]:...: (/} e //(ala2j= (/ --] .

lbl S(' /? foi pal: pela pioposiçã.o :3.2.8. Plninzl = (/ 2.

Logo senil)]c ~'amos tei /,loi"21 ? ./-- 2 c p('-,az) = ''lnil+ /'lazl jiilod el. Seja
.4 = 1 nia2 le g' = {..4, .13.. ... .]É}. l;lílt.ão //lg'l = o jíllod el e

plg'') = i,(a:ctzl+ 2./--2 (/.llil +p(.-1211

? 2./ - 2 + 2q

> 2(}-2

oil(le p(ninz) l/,'(.!] l+//l.l.zll:: 2q. .'\ssinl g'' é l-ealizável pol' iliduqão e' ailaloga

t)lente ao (aso al)terioJ'. é possível i'caltzai g'

0

Proposição 4.7 0 raiz./r/l?/o g - {.41. . . . , .-lA.} í/c /)ar'//<óf.s d( (/. co/ll .4. = 1(/-- 1 . il /ua/'a

algttn[ t € \\.. . . .hÀ, é t'rali:áccl, })O] \i]] ]'tutstillleillo i'nl lfic(ldo (lu tslft(t st ( solllcutt.

s( satisla= ns cota(tiç.õts de l-lttru'il: c é dijci'(ntc de:

r/) {le.21..... 12,el. l:3.tl} prl/..z (/ = .1 ( A' ? :3.

r.?J {le.....21. 1P.....el. 1(/ -- 1. [1} prz/a (/ = 2r f i- = :3.

l)elilonstração: Os dados de iai)[iflcação virtuais (la(los cil] r/J e rJJ í]ão são teallzá\:cis:

pois no piiniclio (aso teJll sc (lide as l)c'rlllutaçocs (on csl ilitula (i(li(.a l2.el getatll o 2
S) low de . 1.1 c est(. sul)giul)o clr' .S'l não (oiltõill :3 (idos. E o s('BulÍcIo caso não é realizáv(.l
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pela pt'o])ostçao i3.2.S: pois pala lo(lo n. .3 C I') . . . . )l tetllos (Jtic n 3 € 1(//).r//)l. .XssiJll
as colldições necessárias fol'aí)l dct lonstiadas.

besta pioval (]ue (]ualquc{ outro (onjunto de ])altições sa.tisfazellclo as coltdições (lc

Hurwitz é tea.lizável. Pala collleçai'. (la lJil)ótese telllos (lue Â > :3. })ois se A := 1. g: :=

{l(/ ].]l} c //(g] = (/ 2 < 2(/ 2 o (lue coiltiadiz unia das coíldiçõcs de ]luLwitz.

Sc1 :: 2: 0': = {.41..]z}. Vanlossupol' .]j:: lr/--i:il ei/(.]-21 = (/ {. / > 0. Logo

ul$''1=2(/ lz+el ?2(/ 2.clol}(le / $O, absul.(lo.

Seja ciltão A' := =3. Temos g'' :: {.4i. .-!z. .'1:3l} satisfazendo as condições de llut'w:itz e:

seno peic]a. c]c geneia]ida(]c. .:]. = 1(/ -- ]. tl. .XssiilJ. //l-li 1 + pl.l21 ? :2(/ -- 2 -- pl-431,

l:toó, p(.4i)+'.'(-l21 = 1ea e+evl 1./ el pala ./ ? 0 pois [,lg) é pai. Po]tai]to

//].:]i]+p(-4Z]::: (/+2q. Pc]a piopos]ção :3.2.8. existe]] ni € .]1. n2 € .'1.z tais (lue <n].a2>

agc t.]ansitixamerlt.c sol){c {l, . . . ,(/} e n.clz € 1(/ 1.11. pois g é clifei'et]te do co]]junto cn]

ri?;. f'azei]do as = (n]n21 ' é clamo (lue oloza; = 1. co]]) na € .4s. c ('ste piodut.o I'baliza

g

Pala. /.: > .'1 \:anjos piovai l)oi Indução c usaicillos o r77cr/or/o r/( l rí/rf<(io da (lcilloilst,iaçao

da proposição antcilot. .\ssulilaJllos (liic -:]Á. := {lr/ [. ]l}. i)elas pioposJÇÕes :3.)..'). :3.2.(i

e=3.2.S.cxisrcnao- € .-1i. o2C :lztaisque/,,(ainz)=«loil+/'la lou/,laia21 ?d 2e
alé'n] disso tet]io: que /,,(o o21 r,la1l+ .,'l.«2)(i]].d el.

Se (/ = 4. ])odctllos pegam n]az { l2,21 pois g' é difp]'ei]te do coí].lttitto cn] r/J. Se.Ja

$''' = {1 o c*z :.l3......ltl: então /,,lg'') = z,(gl o-i /,l$'''1 ? 2(/ 2. pela llipóte:.. de

ii](]ijqao !;]:/ é iea]izave] e da n esilla foiilla (lti(' na cleiljoJlstlaçao (la pioposlçao a11teitor

podetiios (ol](}uii que $'' (' iea]izave]. []

Teoren[a 4.8 S'(.,ír] (/ ?4 4. (1,'/]} (/rzí/o c/t: i'a/12/./icí7ção t']//t/r7/ g :: {.-]l' . - : .]k} í I'(r//?:dt'(/

})OI' ulll I'ctics+iiíl(isto ruilli.licad.. d( gt'«u d ({ü (s.ftt'a .sc t,tg;*l =: ü (\lloc1 '2~l f t,.'tg'1 2

=3 1 (/ 1 l .

Demonstração: O raso r/ = 2 é tiivitll. l)ois n(-sle (aso pala to(lo .:l.- € y'. .+.- = lel

e as con(liçocs do tcoi('nla irill)lirain (lue A' ó l)ai. .\ssilil l)odettios ílehllti a scgullit(-
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i('1)iesell Taça o

Q : <{.'íl: { ,i} {.'- l* . . . {.'kl*

{i';} -H o-: = 1] :ZI

pala ; = { [. . . . . /1 }. logo o-i . . . o-A. = ]

Seja (/ ;. :3. O caso A $ 2é\azia. \'cja. se Á; = 2. g = {.:]t, ]2} e plg'l = 2'/-- IZi+/ZI.

.Já(ltiel/l$''1 = 0(lllod 2lcilt.ãor1+/2 =0 Inlod 21.aléll(listo.2(/(/]+fzl ? 2(/ 1:3--(/)

[ogoíi +f2 $ :3 (/: istoé/. +f2 $O. a])cuido. SeA:= 1. (/--/ =0(rno(121. istoquei

dizer (lue el((/ fl. Rias (/ -- / > :3(/ -- :3 portanto 0 < i< :3 -- 2(/. inlpossí\cl pol(lue no

mínimo (/ = 3.

Seja A'= :3. C" = {.-1.:.:1.z:.:l3} c //lg'l = :3(/--(/í +/z+í,31 ? :3d :3 logo/t+/.z+/3 $ :3

.já.l /, >0: z=1:2.:3:t..'«os'l--.f. .1. 4.=1 1. .Àgo,'a:c.«.of-+/:+/,=./
(11)0(l el ente,o (/ é ínlpat. \este caso deflllinlos n] = az =( 12 ... (/) e ol = la.n2l''

])ala A' ? 'l. dcmoJlst.raleillos pot indução. Pode a(ontecet:

Q-tc ''xista]]] /. / tais q-ie /,'l ]:) + /,,l.;i,) $ (/ 1. / # J. Scnl pei.la de g..llciali-

cla(]e])odetllos supor' z'l.-]i) + l,l.]21 $ (/ --] isto é //l.ill+ //l.IZl= (/ -- /./ ? Í e'

l)cla proposição :3.2..5 exista ] n] € .-1l: nz C .:l.z tais quc ;,'lat(lal = 1,'(all + i,'la*l.

Seja .] = llnLa.zl e g'' = {.1. .-:1:S. . . ..]A.}. Pot indução g'' é ieaLizá.vel e portanto

:nj'' i: :.au: i: n.,3.....nÃ. realiza g'. f)aia :. C .S',!. pois n C .:l enic 2 são (onjuga
dos

2. Que''l.l,l+ l.!,l ? (/pala todo ,:#J. Elltão2./--l7.+/,l? /logo(/? /:+/,.
1)0Jtanto /i + /.z ç {2. i3} (lorde /]::] ou [z:= ]o quc inlp]i(a .]l:= 1(/1 ou .4.2:= 1(/1.

logo $'1 é lcalizável pela proposição .'1.6.

Podemos supor elltão (late //l..4:) $ (/ 2. Tellios dois sub-(aços:

jal .\lgtiill --l: # le. . 21. Su])onhal)los .-lJ / l2. el e /,l..li) nliiJinlal eiJtip os
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/,l-41) (on] .], / l2. 21. .'\gola

,'l -] - l + ,,l -4,l 2(/ -- 4 q. q ? 0

1/ tl+l1+/ 4 l
./+ 1(/ 4 vl.

Se l + (/ :l + (7 é ínlpai. (/ 4 + (7 é ])al e pela pior)osiçao i3.).S. existcnl

n] € .4t. nz € .+2 tais (lue <ol.n2> age tiansitivaJllcnte soba(. {l.....(/} e

.-., € 1a t:tl.
Se 1 + (/ -- 4 + q e pat, ])cla pto])ostçao i3.).6 existen] ni ç .4i. nz € -4Z tais

(lue <n].nz> age tla.nsitivainente so])te {]:. . .(/} e Plnin21 - (/ -- ] portanto

n'in2 € 1(/1.

Seja .] = 1 rliazll e g"' := {.-1. .:1=!:

1.1g'l ? l(/ :2) + 9

.:l#}. De outro laílo

(É - el./
> '2(!. -- 'Z

já (lue ilo [lláxiilJoexiste ui /: ta] (l11e i/].:\:]< (//2 e A' ? -:]. .\gola g' é i'ea]izá,ve]

.'x«tosCA =:]e.]3= 4l= le.. ..21. iicstecaso/,lg'l$2('/ e)+(e./l/2=
:3/ <:31 llPoi:''l4.l$d--2. /:Cli.2}..,,l-l,l .JCÍ:!.:l'l.
colhi?l(lizei](lo o (lti(' aSSLlillliilOS.

:Àlt(.t-ando a. es(ollla cle r} € .1 pot o pio(listo de :. ínjl e :. in2: para u]J]

:. C .S',/. se tcaliza. g'

Que .], = 12.. ...2l])aia / = 1... ..Â. .Já(]ucl,'lg)é])ai c:3((/ ll éíiill)ai.então

//IP) = Á'r//2 > 31(/ 1). clondc A > !!(!!iU ;. .3 pois r/ é pai e (/ ;. 6. Temos

elltão quc ul.4tl + ,,,l.-lz) = (/. pela proposição 3.2.8 ex;steJll a, € 1-. az € .:1:

tais (lue <oj:n2> age tlallsiti\.anlente sobre { 1:. ... (/} e nlaz € Ír//'2. r//21.

S.ja .4 . g'' . .4-' . . , .{,:}.

//l .4 1 + ül ..l.3 l (l -- 'z + (il'z

.l-} Ç'il'Z 'zb

1(/ ]1 + 1.//e - l l

$e 'til- 2 ó pai. pela l)imposição:1.2.$ existe a:3 € .13 tal (lueala.Zn 3 (: lí/
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Sc (//') ) e tillpaJ. p('la ptoposiqao i3.').f) (.Riste (}s C .:l3 tal (lue ( i( zn:3 = lr/l.

.]á (lue Á' ? (5 as duas prol)osições anteiioics ga]'ai]tc]]] (lue o dado (lc ial ilflcação

\:lrtlialÍjjnjnzn3 . .l.+.. ....-\A.} é icalizá\:el e da(lul g' ó i-calizávcl.

D

C.oro\ano 4.9 St ([ :# :\ í.l«].qf( . o t 1 1 ini c)'o .Hlil o de da(]os ([f irllTli.H((!çao tlll]ll(lts nfio

i'(üli:(írr,is l lcílin it( \c\:(stilne.lhos t'ntui$cnllos dt: gl'ntt (l da cs.f(t'a.

Demonstração: SÓ existe um ilúineio finito de (dados de tamif](anão x;itttlais 11/ tais (lue

/.le') < :31(/ ] ). o

Corolário 4.10 /'ü/.rz (/ = 4. t/rrz dr7r/o (/( /.rz/i?zÓíaÇ-(io I'///rií// g - {.l.: . . . : .:lÀ.} r i'ea//-

:a\'(l l le(lialtlc \lrn lt\)es ll ),ell+o i'íLTlltjicli(lo dt gl'(ttt d d(! t.sltl'n sf, í: soilltl le ist t/tÇ/) >

2(/ 2=6: i'lo'l =o lillo(l el c g'/ {le:el.le.el:....le.21,is.lj}.

Demonstração: .As corldições necessárias já focam l)I'o\actas. Pata as (ondiçõcs sttfi

(lentes viillos (lue ítão é possível i'eailzai {l2.PI. . . .. l2.21. 1=3, 11}. Se g (oi]téi]] u]]] l:rl

ou ulll l:3.11 ])e]as proposições 4.6 c' ].T' g é' i-calizável. Senão, então g' só (otltétll l2.21

e.otl le:J.JI. S(- anl])os amai'e(-enl. vaillos supor clu(' .:]i := le.21 c .]2 ::: le. 1. il. logo

//(-,4]) + //(.:121 = :3 = ] -- 1. Pelo ('ololátio :3.2.7 existeir rll ç .41, n2 € .4z tais (late

.:] :: (}](k2 ::: 1+1. assilll. peia. proposição .].(i. g/ := {.'1..1:3' . :-:lÉ} o realizável c pott-

allto g' taillbéili. Se só at)al'('(cill le.J. ll:já (lue //(g'l > 6. g' tília rlo illíniiilo6 partiçõcs.

TeJllos então //(.11 ) + z,(.]2) = 4 -- 2 e peça i)I'o])osição :3.2..3 existem nl € .]1 . nz € .:1: ta,is

([ue//(alaz]=4 2. Seja.-]= nlo2 ,dol]dep(.{l+//l..]3l=2+] =3= :1 ] Prelo
('oi'olátio :3.2.1' existe ns C .l3 tal (lue nla2n3 (: l(/l = 141, portanto g é iealizá\el. Se só

a.paiecenl l2:21, u].4i]+ p(.421 = 4 e pe]a proposição 3.2.8 existeí]] n. C .41. nz Ê .]: tais

(ltlenlüz € 1e.21. Seja .]::: aJoz . Se/.:= :3. n3:= 1otnzl ] iil)pii('a(lue g é:ealizá\:pl.

Se /. > :3. poi' indução ST' é i't:,alizável (- 1)oi]anto g' é rca]izá\e]. []

]l)roposição 4.11 .S'( r/:: a6 co/i7 r/. b> [. (/1/ão (//?óo/rl g::Íla.....al.lb+ ].].....]j:
(i. (i lb-- I'\\\ s(irtsfílç(i qs (oll(liça(s ([t lllli'lri]:. g llilo í t't(t]i:Íil)(1 1)oi' iltilh\til} t'(I'tstttl (nlo

iltilll.}it-n(lo d l ts.It ia.
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Demonstração: O plaJlo pata fazei a piava é o segiliiite. final .? = 11 2. ..b + [l C

jb+[:1... ..]l. considcrai to(]os os l)ossíx:eis n C la... ..rzl cona <a. 3> tlansíti\oe nlostt'ar

qr[e n i não po(le caia' c]]] lr/:alb -- l ll.

.'\ trailsiti\:idade ie(suei' (]uc lleillluili (los b a (idos de n cil\.olha. só (la(los lllaiotes (]iie

ó + [, pois não tctíai])os como coi]ectai ó t ] cona b -+ ; pot exeiJlp]o. Segue então (lue

(Z' t] «-ciclos (]e contêill ..xatanlente iJll .lado nleiloi ou igual a b+] e ulll (deles «ittéi)l

(loas. Sem peida de getlelalidade podcnlos assunlll (lue

a=ll...j...l(2...l...IJ [. .llJ+t...l...IÓ+t...l

])ala algum .J < b + 1. i\ssiiil

a/3=lt...?'+l...f+2... ....Z)+t...l(f...P... .../' l...l''--'::---...,.--'---...,---.' '------.'' ':=-..,-~'--' ::--..* '

otlcle [z + {' = a e i/: r, 2 1. *\ssin]: ( ,.i C l.]'.(/ -- .l:l onde .z' = i/ silo(l al. ./ -- .z

li[[od r/l. Ei] paiticularJ]et]i .]: i]en] (/-.? são divisívcispoi a: e pot isto o.? g la.al6

tl. a a

n

= ''u

] )1

Teorema 4.12 .S'r (/ 74 S f /ua/'. ri?/rio //71 (/rido (/( /.a//z/.ácr7(óo t'//-/{/í// g' = {.:lJ. . . . . .+Á.}

CO\ll .Xt :: \B..(.':'\. f 13i. (.'. € 'nl il;!): é ]'dali:át'tl l)oi' ]]t] I'cu(,stllllcnlo I'ítlllljica(lo col)t.I'o

o/'l(ll/(íl'(/ do RP' .s( /,(g'l ? :3(l(//2111( /,(Pl= 0 jnlo(l el.

Demonstração: Seja. (/ = 2(/'. Esco]])ai]]os u;]] i'cfinanlelJt.o B. U ('. .]e .]:. l $ / $ A-.

Então pat'a g' = {Bi. C'l ...../RA:.('#} tetilos

p(g') = )1,(,']B:]+ ,,,]C:)) = >,''1-1:) ? :]('/' 11
i;:l í=l

Pelo teoieina 4.S g' é- realizável l)oi' ]jí]] i'cx;cstinlelito tatllifl(a(lo corlexo clc grau r/' cla

esfei'a. .Xss]íi]. lazet](lo a coit]l)ostçao (oi]] o Jevcstii)lcilto S2 ----} IRP2 l)o(lcillos coil)FIEL?li-

a prova íoillo ila l)ioposiçao :1.4. []

A Ã

1(-í))os roillo (ouse(luêtl(-ia (iiie pat'a (/ :# S pai. s(3 um ntltll(,to finito (ip cla(los dc

iantiíl(anão virtuais. oil(lc cada l)a]tição l)odc t'efli)ai-sí' c assii]] tomai sc it]]] ele l)ciclo (le
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n-((//2). irão sào iealizá\-eis l)oi ]evesti] altos t'aJniflcados (anexos e oiientáveis de gi'au (/

(lo l)largo plojetivo.

Corolário 4.13 Prz/'a (/ = S. r7s ro/r;(-õf.ç I'''k = {1:3. J.i.J.J.il.l2.2.2.21..... 12:2.e.2l}
â = {13.1.e.el.l:Z.e.e.21..... 1e.2.2.2l} /«.,'« Á' ? :2 ' -«/..-/-: ,,./« plâ) > ,,lg"AI

\k ') > b = (1 2 leão sito t't(tlt:(tt'tls pot tlttllluín itt-csLtlllellto I'alllt.fic(ido (Ollí.lo (

or /(/z/dr,.(/ d( IRPz

Demonstração: O útli(o iefltlallicnto do tipo l4::tl das paltiçõf's a(ilha. é aquele (lue o
(oiolát io ].]O pi'oíbc. []



Capítulo 5

Revestimentos Ramificados Primitivos

Estuclanlos. ilestc('apítulo. a realização de dados da tanlifi(anão virtuais nle(lia11te ievcsti

nletJtos ra.nllf]('idos pitrlliti\os. e ullla gcnelalização deste Í)roblertla. (quando .\' é feclla.da

e direi'ente da esfria. Vcr IB(-ii<zel e IEíÇSI.

lodo lex:cstinlcnto ianlillcaclo l.\r. (>. .V, J?.:õ) dc grau finito r/ detcllilina uJJI sitbgi'ul)o
de n-ll ;''.'l de üldice filhito: o.la'il.'vl.l.

(:lhes\ão 'Z S(.iu H C K\lN) ll ll surgi'ul)o clt íltdict l $1ito. (l € 'ZÇ $11ilo. ( g :::

X. \\. . . \kl ur] dado (?t i'a])]].ficaqno ]'i)fttul. Se).n que tT.t]slr u]]] ?tt'(slir] (tifo iai t.Prado

coltel'o l~.\l. o.; N. í3,b~l dc 1l atl (l (lttt t'ínli:t g ( tal (luf o-l.'nLt\tll ::: H'?

Norenlos (lue (quando .V:: ]R])2 e m = n-il .Vja resposta. à questão aclnla; é afirlilativa. pois

"1111 conjurlto cic pal'tições cle (/ satisfazem)(lo as condições (le Buxo;tz /.le') = 0 liilo.l el

e ulg'l 1? (/ -- 1: sei l)I'e pode-se realizar ('onl uíll levestiJnento raillifi(ado não oricntávcl

l.t/:ó..V. Bó) e. ]lcste caso. orla-il.vl) = a-il.VI = ZZ. Pois se foi ó.(n-ll.'\7)l =Í0l: seria

l)ossível le\;ai]ta] ó a ]i]]] Le\:estlmerlto raíliihcado de Sz: o (lue é absurdo já cine .v é leão
OI ieiltá\:c] .

(Tma fiinção (olllínua rllanla se /)////7///i f/ se o l)onlonlolfislJio ittduzi(lo ellttc os glu

l)os í'uílclaillentais é sobicjetoi . .Àssiit). \-a]]]os clizct' (ltic (.\./'. r,). .V. /U,..,l é un] /'í l üsr/li/2(rl/o

lítllti.Íicnrln T)I'iltlltit'o se (b.tn\t :\] ]]::: =\t\ ]-

31
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l,cíJJI)tentos (lue o subgrupo de isot]opla de' ]i]]] eiei lento :: C o'Jl:'l " {:]

est.a (lado l)oi

)(::l= {« € --.1 t: :*) l ::.« = :,}. 15.11

.Xgoia. sc @ é a ic])iesciltaqão de Hutw.itz osso(.ia(la a ó. l.S.l l ])ode sc cs('rc\:ci assirll:

-. (.\:

[wl?l = {« C --.l ..f. l .:.a

oilcle a = q'lal

'Ceotenl.a 5.\ St.lc N ul] a s\]pt,]'fícic fot]]pucta c Ç\{.,a. T\. Bu) u]]]. I'ct:tstit lttlto I'anltji-

CQd,O CLf, gI'ÍHL (!. Então O-LR\ÇT\'I.:\bI -- I«tT.yt\ )b. O]]dt ]. é O tOn OT]]O]'jI$U O CI( gI'U.T)OS
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ó-l---l.v::-)l::: .3-l.J.l---l.v..:-lll

?:.ló*( --tl v: :l ll l

z:.l /w l ] ll .

n

Corolário 5.2 .4.s .srgtz/]i/fs a./]//7za(õfs - ào cql/lt'a/(/?fn.

1. Q é l)}-itntltrn.

.?. .4 c0/7?/Jo- /'Ç'do /.plA,l --> a-.l.\:'. :*l ----o a-il.V. .:'l (' .soói'../(/OI'a /)r//'a ro(/o A' € 1 l . . . . . ./}.
3. .'\ colnl)osição l tk') --+ '=\l.\.:' ) -r '=\t.\.:' h i soba'(.iflol'cl l)ul'u ülgu ll síl t)olo

/[: ç { ] . . . . .(/}. []

l \pF IXlal. t-apíiiilo V. sct;ão 7. l)ágiila l(i2
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Coro\ar\o 5.3 St.In H ullt sttbgtlti)o dc \tX. :*'l. .'\s .qtgtlilllt.q a.liiiltaçõt.q (io ((Íttit'altl}

/. Ó*l--i ( 1/. :. ll = /7

J. .4 /rr?agf/7? í/a )l??/)o.-/]çào /Ül] ) -+ n-l(.\:.=*1 --t n-tl.V.:'l í #. []

Os teoien[as :].:3.:3. :3.3..5 .j]]nto co]]] o coiolát-io .3.2 ga]aJ]t.e]i] a realização (lc !-evestiiileiltos

ia.l)lif](a(]os l)tinlitivos so])ie o tolo ou a gaita.fa dc ]Ç]eiil (]aclo !,r := {.-1}. Pois jú (lue

<a,b:c l la:61( ' = 1> .t = toro nie] os un] })otlto

<a:b.c líz:bl.{.''l ::;: [> ;\r :: gan'afa de ]x]ei] ]]]er]os u]]] ponto

basta dcfini!

Q : n-l l.V: :'l H .Ç',/

b ---} b

Ollde í/. b são (.Olllo lhos teor'elllas i3.i3.i3 e i3.:3..5 i'espc('tlvaillcilte. .Xlélll disso a soar'e'-

jetivi(}acle dc /wlA'l --> --.1:V.:*l --o --tl.\ . :') estala garanti(la se denlons.lanços qti'

a. bç /wlA'l. pat'a algum A' € {1.....(/} oil(lc r/. ó são os gei'adobes de a-.l.V.:"l. De fato:

[. No caso do tolo: l)e]o teoienla .3.:3.:3 a fixa ]. poitalito rr (: /.plJI e /,.lal = r/ C

a-.].:\:: :*l. O i]]csi]]o teoie]])a ga.ta]]te (luc ou óla: ól ou bla2./)l está en] /.p(] 1: sf-.ja

qual foi o (aso. temos 6 C [itl(;*l Í)ois n-l(;\..:'l ó abe]iano e l)ol'tajlto (!ua](luel
(oniutadoi t.orça sc a iclei]t.](laje

2. No caso cla ganafa c]c ]<]eili: segundo o tcoteilla :3.:3.5 Zi hxa ] assilat co1110 ólíi.ólt

para algum q € ZF. Poltallto a. 6la.6lT. € /wjll e zl*lrz) = a. ?.lula.blll = Z, €

«-il.V.:'), pois la:bl = 1 em «-:l.\i.:'l.

ü\zew)us(Xtxeo subg['upn l d( n\Çi\ l (oi\tsl)onde ao }t\'(stt fn o ]'íi]])t.li(ndo t\.l.o. N. B.!.)

s. 0.1--- 1 vl)

Eeotexana b.4 St.iu X li.i Q sup(l.liíit .ftrl)ud(l diltitíllc (lu tsJ(i(t ( ([o l)](t 10 piojíttl'o

c[e'Z.Ç. ]] (. T ]\ ') UTll sublJi'ttl)o t (/-: \.\\ .....\k \ ulll (i(t(]o (]( lnlltlif(içíio t'il tutl]
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Elllão cts styuil-tt(s n.lll'illuÇÕt:s s(lo íqui{.nltt t(s:

[. o s\lb(lr\lpo t] (ot'i'ts})o)i(]( (l (l]glllll I'tt:tstttltt.iltí) i'tlllllj]c(i(it) ct)Tlc.I'o ttltt'(: stt})tlli(tÍS

.ftclladns (lut i'cttli:n g

2. H é iil xllbql'tipo de í))(ic( .lillilo l lal (l\tf l\(l ( pal'ct (ad« l E \\.....k.xi (.I'istttn l

pa i'tiç' õt: s

: l./. - . . . . ./, - , . : l . /?./ = 1(/./i . (/, /, ,, l

do l úi lti'o (llt tais (l\tc

u n,. - I'/:-. : (/:/-, . . . (/./,.,l

.'\ \.ei sao algébrica. do t,('olenla antctlot é'

Teorema 5.5 S'(/a -- = <a]....."«.'-......ü l ll'lsi....kl = 1> a /,,'(s'~/ando ./. r//l?

g''"/'', /'"''« ,, ;. e: k ? i: . H' ::: nlfi~;. -.«:.l (~ ewl, .~ rl' «:. s'..J« H

[n[[ nibq['\il)o df 'nlllxs\.... . ..sk» onde ll~sx.. . . .sk.hh é o ]tt]]oT' surgi'upo ]]o]'n],al conlcn(lo

o.s e/(?l?(/n.ç ól. . . . . sx.. .S'(Ja/li ai. . . . .o-A. C .'''./ -- {/r/}/y(i'r7?i/fa<ó(s/r//s r71/( [lA:. o-: r r//l?r/

l)tl' ílttlnqão pal'- c (Itnottnlo- poi' .\. Q colação fios co\llpl'llllt os (tos ciclos d( ai. .Xs

sílltlinlts uÍli':l açõcs são ((luiraltl tts:

/ E.TIStf {tn} hOT]]OT]]OI'.Fumo q 'R -r S,t tttl (]Ut

rrzJ O .çrzóg/'r//)o @(n'l < .'i',/ ag( //'r7/7.s///it,aii?(l?/f .-oZ,/( {l:

lbl q' ( , ) Í co.*.l..g«do d' a:

rcJ .4 /1/7?agcr7? í/rz (r)r/z/uos/]çrio /wl]) -+ a' H n'/(<.sl.

2. [1 f 11111 subgt'upo dt ítldict finito t ta] (lttc [\(] e l)ula c«du ie \.\.

Pn I' t i çõt: s

A:} t.z-/'.s/f/l? /

/j:J = 1./,] i. . . ./.t,,..l. a:/ = 1(/./] . ./: /, : , l

(lo n'ullt io íili quis {luc

-l. = B.. u :/ :: lí/.i l ? (Zfl l-.- (/,/l . . . . . r/,/,.,, l
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Xotenlos (lue os grupos fLli](laiilentais n-il.V. :*l e n-jl.V.:*l são isoilloifos a os gl'tipos

n e n'/<<.$i. . . . :-sü>> despe(tiva]]ici]tc. e (lue estes iso]]]o]hsiiaos respeita]]] as l)Tojcções

n-il.'\'.:') + n-ll.V.:*l. a' --) n'/<<.51,.....SA:>>. .Àlóill disso. do coiolátio .3.:3 segue (lue

os teolenlas .).4 e .)..) sao e(lulvalcrltes

Demonstração do Teorema 5.5 no caso primitivo: Sc r/ = a-/<<.s].....-sx.>>.

elltão / = ] e a segtiilda afilinaçã.o é SPillpte válida. \.'anjos vel (lue a piiilleii'a é serllplc
vá.lida tambóí]] .

(oiisi(lerenlos o ('aso /z:= e: i := 1: n':: <al:a2.sl l lrll:azl.si:= 1> e .:1l:= 1(/t....:(/,.l.

Pelo (oiolário :3.:3.'{ existen] peimutaçõcs (q. a2 C b',/ tais (]ue seu (orJllitadol é o ]noduto

cle ci(los dc coilJ])lliilentos (/] . . . . (/,.. ..\ssiín podemos rlehnit a scgiiiiite te])I'csPntação de

Flui'w itz :

a.l

a2

s:! .Ü]

([a(]ut as cola(]lçoes f'aJ, r/)J segue]i) das pto])tie(jades Í]). r..?; do coto]alto :].i3..1. [)o lllesillo

(oiolãtio tcillos(Inca l fica hxo poi al e poi «ZI(ü:rQI otl a2lai .(OI. (loilde /olll -+ n- ---l

x/(<sl>> é sol)]ejetola.

Seja agora Á ? 2 e .-l: = lr/::.. . . :(/:, l. / := [, . . . :/i. Peguclllos peimutaçõ('s .;l C .ç'./

tais (lue seus (icJos tcíillanl conlpiinleiltos (/.. : . . . - (/:,, icspcctJ\:ai:L elite. Sc a pclíllutação

r' := .h . . . .sü # c. onde f é a pela)tttação ic]eiltidade. é só a])]i(at o corolário =3.3.]. alas se

.H . . . ã = ê al)alisanlos os seguintes (usos:

li l se eill alguill . existe um cicio de (ompiinleilto nlaioi' ou igual que :3.

(21 se todos os ci(.ios têíll comi)iilncilto [ilelloi oii igual (lue 2 c (/ ? :3
l :31 se (/ = 2.

S(. a(otltece 1] 1. é sÓ tt'ocas' -$ 1)O]' .s. ]. Se l21. tt'ocait]os CT]] u]]] .s. # ( u]]] sínll)olo dc

un] ci(lo de roíill)liilleilto 2 pot uil] sí[[[l)olo cle ouí[o ci(.lo (letal(liici. .Àssiit]. sc])] ]]]uda] o

cotlll)iiti e lto (los (-idos. o ílovo .$ c tal (liic o l)iodiito .â . . . .qA. ó dtíetentc (la i(leilti(lado
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]ogo ])oc]e se ap]i(ai o (.oio]átio :].:3..1 c deünilt os a seguinte ieplescntaqão cle Hulwitz

Q : n- + ,'i.!

(Z l }------> (72

a2 p'+ (ZI

S. p-----+

doildc lai.azl].sl.. ,&) -n la:711''(Íi ...ãl = f'econloJlocasoA = ]:oiesto(la piinl.iJa
(-olldição (lo teoieilla segue do mesrllo (Ololálio

Se te[[[os (:31. exist.e ]in] .;l / f'. Peguen]os pet']]]utações at'bitiarias c diferentes }i: b C

.c' z e autoinati(at lpr)te a prinlcira (oíldição é sat.isf( ita.

.Assunlanlos agol'a (]ue a':: <rzl.....a'2g:sl,...:.- ]] lst ....skl:: [> ('olll /?) .> ]e
]'l* := ll;:i la2z-t. azul. Definarllos a t'e])t'eseiitaçao de Hui'witz eiivialldo al. a2, .'íL- . - . sÁ
(.onlo no (aso analisado ailtcllolnlente e lcvPilJos a3. . . . . a2.7 à, i)clmutaçào idcnticla,(le

Pa['a o (aso n' = <ai.....a«:si......-A. l fl*(.si....ÜI = [> coi]] i7? ? [: 1z ? 2 í'

{l:= «Í . . . a: l)Jocedct]]os ai]a]oga]J]('cite só (ltie t\.p]l(aTiNo o(.olo]álio ii.i3.(i.[]

.Já que os teotenlas .3.+ e J).5 são e(luiva]eiltes. temos denloiis] ia(]o então o t('oienla .-).]

ilo (aso piii)Jit.ixo. isto é (lualldo H = a-.l.V. :').

Demonstração dos teor'elllas 5.4 e 5.5 no caso geral: Seja o : .\./ H .\' iii]]
ie\:e'stilllcilto lainiflca.lo tal (lue ó-(a-JI.l/ll = H. ('oJlsidclemos o icvestin ellto não ia-

nlifi(ciclo p : :V } .f\ (]ue (oites])oíl(le ao sul)gitipo //. Então ó l)o(le se lex.ailtal a

ó : .v + .V e o diagianla

\'

XI -N

coilltita. .\gola. clua](luet poi]to .r. € /?..., tcm / = ln-il:VI : írl l)]-eiti]agei)s en] :t c da(lui.

pela coillutat ix:idade do diagiailta. a l)ail içao --l/ := 1(/,. . . . . . í/., l pode-sc es(levei coillo a

uiliao de / ])ail tç(3('s do iiLtejlo (///
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Por ouvi'o ]ado. seja /) : .V + .V o icxestilileilto ílão railliücado (lue (oiiesl)Oll(]e ao

sul)grupo H. Seja. g' = {Bti..... Bi/..... BÀ-':....BA-/} un] dado dc Janlifl(anão virtual.
.Jã (]ue \l VI :: /.\l.-VI < 0. a su])erfí(ie .\: é difeleí)te da csfeta e do plano piojeti\o.

Segue do t(-otc]]aa o.íl pata o (aso l)t'iiiiit]vo (hip ('xisto un] I'evestiillcllto tanlitica(lo conexo

/? : ;v H .V (]ue realiza g'. .\ssitil l.v:/) o /?. .V./ulB,;ll é o ievcstin eltto l)locuta(lo. n



Capítulo 6

Sobre Superfícies com bordo

Neste capítulo t'csol\.amos a (l2uestão l e a Questão 2 quat](lo .V é unha supc'rÍície (oii]
doido e r/ ç Z+ finito.

Seja .V ullla supeifí(ie fechada. Es(olllanlos sobre ela ulli ílúnlel'o /? finito clc (discos

fbcl[aclos disjij[[tos e tii'ct])os o iittctlor (ie cada ]in] deles. ..\ sul)erfí(ie .V"' assim) ol)tida

e u[J[a supeiíictc (oii[ /? (on[po[iet[tr's de bo](1o. Re(]])roca]]]ente. se .\:':: e- unha sul)etft(ic

cona ii coíllponentes de bordo. (ada (or]]poricnte é l)on]eoi]]oifa a ui]] (íi(ulo. Portanto sc

l)cRânIos lz cais(os fechados c fazen[os a colaget[[ do [ esii[[o dts(o ('on] a z e'siiJ]a (ot)]po

nc[[te, ol)teia)os unha supe]fíctc fe(l]a(la .\.'.l

I''nula('ietllos nova.nleilte as (luestoes (luc (lueienlos tesol\:et :

(àxxestao \.: l.)(tda tll (l s\lpcl'lt('lt: N'L' . ülil (:(iltdtd(tto cl ])ítl'(t (yl'nü t \lnl c,on..]u.)\lo ({f, ])(ll'-

lições g " \..:\iÀ.ç]] dt (l onde cada t(ç'l]lo d( .;\i. i ç: [. é $)cito. stic] qut. erist( ui]

I't\lfStiHCTltO I'anltft(udo collel'( Ç:\l' . (>. N't' . t3au) tal {luf I'watt'.t g'/

Questão 2: .S' a H C n-il.V"*l r/pl st/óg/'tôpo c/( /lz(//:( / ./f/?/:/o: (/ € 1Z+. ( g - { :l.: . . . . .:lA}
LLTl] ('OtIj\II)tO (it I)(]I'ttÇf)tS (it. (I. ETtStC \LT]t ]'f LIfS+]T]]t trIO ]'(Lt]]tFC(:([0 CQ } ]'(] {~\T' ., Q. !\]n' . t3.:,I

dt (ytn\t (l il\lc ttuli:r g e +al qltt o.tK ll\l' 1) ::: H /

] Vet IXlaj: r'apítulo 1. s(.ção lt). págii)a : 7

,3S
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Resposta à Questão l: Obsetvet[[os (lue sc .iV"' é unha superfície (oJ]] l)oido. (/ € Z+

e g - {.]l. . . . . .'lÀ-} é ui]) conj]tr]r,o (le paJtiÇÕes (le (/. a existên('ia dc u]]] levcstilllento ia

illihca(lo cine realize 517 clepcndc da l)ossil)ili(lado de cleflllir unia rcl)iesclltação de Hlui'w il,z.z

isto é: uil] llonloTilol.flsillo © : n-.l.V"'l -o .':,'./. Ola(le .V"' leilota a supetfícle .V"' depois

de tilaclos { polltos, {.I'i, . . . ..['#}. l\las tai]to aJI.'V"*l (!uai]to n-l(.\:"*l são grupos livres.

coil] --il.V"') C --i(.'V""). já que l,oi .ada .z': ti]-ciclo aci'«(erra se en] un] o {lúnleio de

getadoics de n-lj;V"'l. Logo. temos absoliita. libcrda(le l)aia definít' a Lepieselltação. f)ois

não ptecisaien)os (uiva.l de relação nenliuilla. :'\ssilil. se n: € n-.l.\:"'l é a. (lasso obtida a

pai'l ii' dc .I',. (l(,finiinos n. F-+ 8'i € .'','d tal que a cojeção dos ('oíilpi'iilleiltos dos ci( los de ó'i

dcteiilliJla a l)aitição .4,. E pata, gai'aiitii a coi)exidad(. (lo rcvestiillento l)esta só defiitil

®la,l como uni (/-ciclo, se]]do a, ]]n] geiaclor de n'il.V"*l. Portanto plecisanlos a-i(.'V"'l
não tiivia]. istoé. se .V -S2ent.ão /? > 1.[]

Resposta à Questão 2 no caso primitivo: Seja H = n-ll.V"*). Se .V'"* é obti(la a
l)a[ti[ (la esfe['a e ]? = 2. então n-il.'V"') = //lí/l é un] grupo livtc e]]] ]]n] getadoi. Pata

A = ] tc]]] sc g' = {4} coi]] .-l = 1(/i....../,,l. Xssit]t. a.l.\?"-.:-l =/'la.n) é iii]] grupo

livre ell] dois gota(loics. Posso li\;icnlente defltlit' a scguiiitc lepieseilttlção:

@ : //la: o l ---} .'i'd

a F-'

n -H (:.)l:zl . . . 1:, ) = 8

on(le o (/-ci(lo a ga.ia.11te a (onexi(jade e 1:.1 é uln (/i(.ido [)aia ; :: l

a(:d

r

E o ievestillleJlto lalllihcado l .v'. ó. .V"'. /i.l. associado a. ©. primitivo' ou e(lul\.-aleTI

te«le«l.,. é ó.l«-*l .;v*ll = r'l«I'

Ousei\;Cílios que o [eoicilla .:i.] é \ácido })a]a este tipo (le supeJTÍri('s. assilli. l)elo co

iolát-io .5.2. pala Lespoli(l(.t esta l)('igllílla. l)esta illostlar (ltlc existe .J € /wlll tal (luP

\.;e!. (-o{.ovário 2.2
D
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/*l :?l = a. OIJ(lc /. é o honloíliol íislllo incluzi(to pela illclusão /l : .V"' -+ .V"

Sabelllos (lue deve cxistii J € {1..... /.'l ta] (lue ] € 1:.,).

1. Se (/J > 1. dehiJIJlios a tal club

pois aa \râl nxa.r o l:
,'+\.A

l.il;a = c..Fi= c, = l

.Àlén] 'listo /:.loa 1 = r/. pol'tanto é só fa.zel ..i = n".

Se ./, .-"o: 'l.,e «~ € o*(---l.v)) já .l«. a é ".i- / 'i.lo: basta .«tão ..-ost,fiq-

ue existe I' C/w(ll tal que ;*(ll= a':: pala/7 (: Z+,(/z:(/l = 1. Pois pelo lema

cle BezoLlt existeil] iiltcilos /). q tais (!iie /i/? + q(/ = 1. e tetenlos (lue « = a'ba'''' €

.ó* l «- -( .v) l

Sal)Cílios que tem (ltle c'xistit unl (/. > 1 T ? / J. pois n é dif(.ieilte da iclf-tltlíla(lc

Seja c, C (:. 1. e definarllos ;i tal qttc:

ct :l

assim âââ'/-Z hxa o ]

] .;i;l;'ã'/ 2 - r..fn'/ ' .;i'/ = cí ] = l

e nla.is clo (lue isso. /l*lan.a''-'l = a'' ' . }'oito.nto é só definia 1 = aaa'f-:

O (aso A > 2 Lecluz se ao (aso anteiiol: pois já (luc/''(a.ni.. ...nA.) é livre. basta deüllii

o (/ ci(lo r/ dcpenclendo dí' (h pata galantit a pii11iitiviclacle. .\nalogal eiLte l)aia /7 > 2.

pois sendo n-i(.V"'] =/']al.... .a,..i l ui]] gtul)o ]i\:ie ei]] /? --] gciadotcs. é sõ (lcflnji o

llollloitloJhslllo @ :/Flui:....r7« i.ni.....nÀ.) --} .q',/ lal (luc lovcn, -+o;. a. -H (h =

lci .. .(,/l c ü./ f + 1. 2 :: .J < 1? 1. oil(le o (oJill)rilileilto dos (i(los (le a, ol)ecl(.(-e ã

partição -l- c o r/ ( ido G clcliile se del)rll(lendo dc iU l)aia gaiailtii a piiiiliti\:ldtlclc



Sol)i(. Sul)ettícics covil bordo

Sc .,V"* é ol)ti(!a a ])altii do tolo. a resposta tcdtiz se ao ('aso antelio{. ])ojs n-L(T"'l =

a-. IS( +2)*l já blue são gtul)os li\ ies sol)ie conjuntos da illcsllla cal(linaliclade. oilcle S está

iepreselltando a esfola. ,.\lias. pela illesllla lazão. n'ijT;*l B n-ilS(Z +«)*l. oildc T., é a se;lla

(ollexa dc g tolos. .'\naloganlelltc acontc((' se .'V"" é ol)tida a l)altii do l)laico plo.activo

l)ois a-ij]P""l 3 n-.l$("+')'1 e cn] getas n-ilF'.;*) = n'ilS(J+")*l. Olldc IP. é a soilla conexo de

g planos plo.activos. []

Resposta à (l2uestão 2 no caso geral: Segue de (ol)ia[ o teoiei[[a .3.4 .li]nto (on] a

sua deillonstiaçao lilás usando o (aso ])rjllliti\o (lue a(aba.lllos c]e ieso]x:ei . []
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