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Resumo

Um revestimento ramificado ¢ : M — N de grau d € Z*, determina um conjunto
de particoes de d, o dado de ramificagio. Neste trabalho estudamos os seguintes
problemas de realizagdao: dada uma superficie compacta e conexa N, d € Z* e uma
colecao de particées & de d:

1. Existe um revestimento ramificado conexo de grau d que realize 2 como dado de
ramificagao?

2. Dado H C m(N) um subgrupo de indice finito [, existe um revestimento ramifi-
cado conexo que realize ¥ e tal que ¢ (m(M)) = H?

[EKS] responde a questao 1 quando N é uma superficie fechada diferente de S2, e
ambas questoes quando N = RP? e [ = 1. [BGKZ1] (geometricamente) e [BGKZ2]
(algebricamente) respondem a questao 2 para N fechada diferente de S? e de RP2.
No capitulo 6 deste trabalho respondemos as duas questées quando N é uma super-

ficie com bordo.

Abstract

A branched covering ¢ : M — N of degree d determines a collection of partitions
of d, the branch date. In this work we studied the following realization problems:
given a compact connected surface N, d € Z* and a collection & of partitions of d:
1. Does there exist a connected branched coverig of degree d realizing 7 like a
branch date?

2. Given H C m(N) a subgroup of finite index [, does there exist a connected
branched covering realizing & and such that ¢.(m(M)) = H?

[EKS] answers the first question when N is a closed surface different of S? and
answers both questions when N = RP? and [ = 1. [BGKZ1]| (by geometric argu-
ments) and [BGKZ2] (by algebraic arguments) answer the second question when N
is a closed surface different of S? and RP2. In chapter 6 of this work we answer the

two questions when N is a bordered surface.



Sumario

1 Transformagoes Interiores 1
2 Revestimentos Ramificados 9
3 Sobre o Grupo Simétrico 21
3.1 Resultados Béasicos . . . . . . . . . 21
3.2 Produtos em Sy . . . .. L. 22

3.3 Construindo uma Operacdao de Colagem sobre Homomorfismos no Grupo

SImétrico. . . . . . .. 29
4 Revestimentos Ramificados sobre Superficies Fechadas 37
5 Revestimentos Ramificados Primitivos 51
6 Sobre Superficies com bordo 58

v



Introducao

Todo revestimento ramificado ¢ : M — N de grau d, d € Z™*, sobre uma superficie

compacta e conexa N determina uma colecao de partigdes de d, o dado de ramificacao.

O objetivo deste trabalho é apresentar resultados de realizagao de conjuntos de parti-
¢Oes de wm inteiro positivo d, como dado de ramificacao de um revestimento ramificado

conexo sobre uma superficie N dada.

O estudo deste tipo de fungoes, iniciado por Hurwitz em 1891, foi motivado pelas
propriedades locais das fungdes analiticas sobre superficies de Riemann. No Capitulo 1
fazemos uma breve exposi¢ao da teoria das transformacoes interiores que nos permitird

trabalhar sobre qualquer tipo de superficies. Usamos como referéncia os livros [AS] e [St].

No Capitulo 2, baseados nos artigos [EKS], [Ez] e [Hul, introduzimos a teoria dos re-

vestimentos ramificados. Aqui, o principal resultado é o teorema de existéncia de Hurwitz.

O terceiro capitulo é dedicado a estudar propriedades do grupo simétrico, necessarias
para avangar no problema. Para os resultados basicos usamos [DM], [Ro] e [Wi], e para o

resto do capitulo [EKS], [Ez], [BGKZ1] e [BGKZ2].

O Capitulo 4, baseado em [Hul, [EKS] e [Ez], apresenta resultados quando N é fechada

e diferente da esfera.

No quinto capitulo apresentamos resultados de realizacao mediante revestimentos ra-
mificados primitivos, e uma generalizagao deste problema, sobre superficies fechadas dife-

rentes da esfera. Tais resultados encontram-se em [EKS] e [BGKZ2].

No Capitulo 6. obtemos respostas quando N é uma superficie com bordo.

A%



Capitulo 1

Transformacoes Interiores

O objetivo deste capitulo é introduzir a teoria béasica das transformacoes interiores. Usa-

mos como referencia os livros [AS] e [St].

No estudo das fungoes entre duas superficies destaca-se a classe dos revestimentos ra-
mificados. Foi Hurwitz quem, motivado pelas propriedades locais das funcoes analiticas
e sobrejetoras entre duas superficies de Riemann, iniciou este estudo. Seja ¢ : X — Y
uma tal fungdao. O fato de ¢ ter estas propriedades significa que para todo y € Y e para
todo @ € ¢~!(y) existem vizinhangas Uy, U, respectivamente, ¢(U,) C U,, e homeomor-
fismos ¢, : Uy — Ay, ¢, : U, — A,, A,, A, abertos do plano complexo centrados na
origem com ¢,(z) = 0 = ¢,(y), tais que a composicao h := ¢, 0 po ;! + A, —> A, é
analitica. Mais ainda, é possivel tomar ¢,, ¢, tais que para todo z € A,, com z # 0,

tem-se h(z) = z*.!

Como h é analitica em A,, para todo z € A, h(z) é da forma Zle a,2". Assim,
aquele k é o primeiro indice tal que a; # 0. Vamos chamar o inteiro k indice de ramificacao

do ponto x, e se k > 1 diz-se que x ¢ um ponto de ramificagdo.

Conhecemos as caracteristicas da funcao h:
l. A pré-imagem do zero é somente o zero.

2. Qualquer outro ponto tem k pré-imagens.

'Ver [Fu], capitulo 19, segio 19.a, paginas 263-266.
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Portanto, ¢ : U, — ¢(U,) é do mesmo tipo. Sendo estas as propriedades inspiradoras
para o desenvolvimento da teoria dos revestimentos ramificados e levando em consideracao
que sao conseqiiéncia de ¢ ser analitica e sobrejetora, surge a seguinte questao:

Se f: 5 — 53 é uma funcdo sobrejetora entre duas superficies, que condi¢cées temos
que impor sobre f para que localmente se comporte como uma funcao analitica mesmo

que alguma das superficies seja ndo orientavel?

Observa-se o seguinte:
Se Sy, 5, sao superficies sobre as quais é possivel definir uma estrutura complexa tal que
elas se tornem superficies de Riemann, basta pegar f analitica. Mas acontece que todas
as superficies sobre as quais é possivel definir tal estrutura sao orientaveis. Alids, S é

Ot

superficie de Riemann se e somente se S ¢ orientavel.?

Para o caso das superficies nao orientaveis, foram estudadas as propriedades topologi-
cas das fung¢oes analiticas que segundo [St], sao conseqiiéncias das duas seguintes:
1. Toda funcao analitica é aberta.

2. Nenhum conjunto continuo® é enviado por uma fungao analitica em um tinico ponto.

Define-se como Transformagdo interior toda transformacao continua entre duas su-
perficies que leve abertos em abertos e tal que nenhum conjunto continuo é levado em um

ponto s0, isto é, a pré-imagem de todo ponto é um conjunto totalmente desconexo.

Temos entao que todo homeomorfismo é uma transformacao interior assim como toda

funcdo analitica, e que a composigao de transformagées interiores é transformagao interior.

Para o estudo das propriedades locais das transformacgoes interiores entre superficies,
basta considerar a transformacgao entre planos euclidianos. Seja f : £ — F uma trans-
formagao interior do plano E no plano F = f(E), q € F ep € f~'q), D um dominio
aberto* de F com ¢ € D e A = D. Denote por (A, p) o fecho da componente conexa por

caminhos de f~'(D) que contém p. Vamos dizer que (A,p) é o dominio mdrimo de A

It . . , ~ P 0
“Ver [St], capitulo V| segao 1, pagina 102.
3Conjunto fechado e conexo ndo unitario.
4Conjunto aberto e conexo.
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relacionado a p.

A imagem de (A,p) estda contida em A, mas pode nao ocupar todo o dominio. Se

a € Int((A,p)) entao f(a) € Int(A), e se a« € (A, p) entao f(a) € I(A).

Define-se como dominio normal do plano E por f, todo dominio § C FE fechado® e
compacto® tal que se a € J(6) entao f(a) € (f(4)). f(8) ¢ um dominio fechado e limitado
contido em F. Com a notacdo acima, tomando A = f(d) e p € § entdo § = (A,p).
Reciprocamente, se (A, p), dominio maximo de um dominio A dado, é fechado e limitado

em F, entao ele é normal. De fato, a imagem de (A, p) é compacta e igual a A.

Proposigao 1.1 Se f: F — F € wma transformagao interior do plano no plano entao
sdo satisfeitas as sequintes propriedades:

(1) Se & € um dominio normal, A = f(§), p € Int(§), e A" C A € wm dominio fechado
com q= f(p) € A, entao o dominio (A’,p) € normal.

(2) Dois dominios mdximos quaisquer de /N com wm ponto em comum 540 iguais.

(3) Dentro de uma vizinhang¢a qualquer de p, existe wm dominio normal contendo p.

Demonstragao: (1) e (2) saem da defini¢ao de dominio maximo. Para (3), é suficiente
pegar na vizinhanca de p uma curva fechada simples v em torno de p que nao passe
por nenhum outro ponto p’ tal que f(p') = f(p). O conjunto dos pontos que satisfazem
esta igualdade, segundo uma das condi¢ées das transformagées interiores, ¢ um conjunto
totalmente desconexo. Seja entdo p > 0 a distancia minima de f(v) a f(p) = ¢g. Se A
¢ um dominio determinado por um circulo com centro em ¢ e raio p, o dominio (A, p) é

normal, pois € interior a v e por isso é fechado e limitado. O

Lema 1.2 Seja f : E —> F wma transformacgao interior ¢ 6 um dominio normal de E
tal que f(6) = A. A todo arco simples ¥ com ponto inicial q € ponto final | contido no
interior de A, e a todo ponto p € ¢ tal que f(p) = q, corresponde um arco simples o
com ponto inicial p e contido no interior de § tal que f(o) = X, e f : 0 — ¥ € um

homeomorfismo.

> Conjunto fechado tal que seu interior é um dominio aberto e todos seus pontos de fronteira sdo pontos

de acumulagdo de seus pontos interiores.

°Notemos que como neste caso estamos trabalhando sobre o plano, basta pedir que J seja limitado.
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Demonstragao: Seja ¥ : [0,1] — A, um caminho tal que ¥(0) = ¢ e (1) = L.
Encerremos cada um dos 2" arcos determinados sobre ¥ por ¢t = E’—,; tef0,1]e: =
1,...,2" com dominios fechados A tais que:

1. Al C A,

2. AL N A 5 ) se e somente se j =1 £ 1.

E facil satisfazer estas duas condi¢ées cobrindo ¥ com circulos de centro em ¥ e raio
p fixo e suficientemente pequeno que dependa de n tal que:
N At ! . 3 - . -t
3. AL, C A, se o arco contido em A] ,; é um sub-arco do arco contido em A] .

4. Quando n tenda a oo, p tenda a 0.

O objetivo da dltima condigdao é que a uniao destes circulos tenda a ¥ quando n tenda

a infinito.

A cadeia (A%), 1 = 1,...,2", faremos corresponder dentro de § uma cadeia de dominios

(81) tal que para todo 7, &* é o dominio méaximo de A!.

Em primeiro lugar vamos construir (Al, p) que serd 6!. Ja que ele estd contido em
4 ¢ normal e sua imagem é todo Al. Existe portanto dentro de !, um ponto p; no
minimo tal que f(p) = ¢, onde ¢ é o ponto dado por t = 55%. O conjunto dos pontos
p1 € 8} tais que f(p;) = ¢ é fechado e compacto. Em torno de cada um destes pontos
consideremos circulos o suficientemente pequenos tais que f(o) esta contido no interior de
A? isto é possivel pois ¢ estd no interior deste dominioe f é continua. Pela compacidade
n 41 . 9
podemos escolher um ntmero finito de ¢’s que cobrem o conjunto dos p;’s. Do item (2)
o~ . . , . ) N ~ » .
da proposicao 1.1 , dois dominios (A%, p;) e (A2, p}) com p;, p} no mesmo o sio iguais.
Chamemos §? quaisquer dos (A2, p;). Sobre cada ¢2 fazemos um procedimento anélogo
ao feito anteriormente sobre §! mas trocando y bt 5 assl amero finit
! ; , e > 5! mas troca q1 por ¢s e obtemos assim um namero finito

de cadeias (4!). Define-se o niimero n como o posto das cadeias (6%).

Seja m um inteiro positivo. A cadeia (A! ,1=1,...,2""" construida no interior
n+m/? } 2 ’
da cadeia (Al), 1 = 1,...,27, é tal que os primeiros 2™ dominios estao contidos dentro

do dominio Al

n?

os 2™ dominios seguintes estao contidos no A7, e assim por diante. Cada
A} contém 2™ dominios da cadeia (A}, ). Se r < m é um inteiro positivo, a cadeia

(A ;) estda contida na cadeia (A]) e contém a cadeia (A), ). Analogamente, uma
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t v

) esta contida dentro de certa cadeia (8}), e se r < m, (d},,) contém (d.,,.)

t
n+m

cadeia (
mas estd contida na cadeia (§¢). Entre as cadeias (d!), existe no minimo uma que contém
cadeias de todos os postos, pois o ntimero de cadeias (d!) é finito. Peguemos uma cadeia
de posto 1 que satisfaz esta condigio. Entre as cadeias (&) que ela contém, escolha uma
que contém cadeias de todos os postos. Podemos continuar o processo indefinidamente e

obtemos assim uma série de cadeias

(815 (83)5 - (), - (1.1)

cada uma contida na anterior e contendo as seguintes. Assim a seqiiéncia (1.1), é formada
por conjuntos continuos, limitados e encaixados. O conjunto comum o entre eles é um
conjunto continuo ou é um ponto s6. Logo o deve conter no minimo um ponto xy tal que
fxo) = yo, com yg € X. De fato, todo conjunto de (1.1) contém um ponto que satisfaz
esta condigao. Pegando um destes pontos dentro de cada conjunto, qualquer ponto de
acumulagdo do conjunto assim construido satisfaz a altima igualdade e pertence a o. Por
outro lado, as cadeias (A!) tendem a ¥ quando n tende a infinito, donde f(o) C ¥ e
portanto f(o) = ¥. Resta mostrar que f é injetora sobre o, pois sendo continua e o
limitado esta restricao sera um homeomorfismo. Sejam «; e a3 dois pontos distintos de o

tais que f(a1) = f(az) = b. E claro que os dominios 4, 87 que contém ay, a; sdo iguais ou

z
n?

sao vizinhos, pois se os A}, A correspondentes tém intersec¢ao nao vazia, eles sdo iguais

ouj =1+ 1. Eles formam entao um conjunto continuo ¢, e os conjuntos da série

C1,C9y ey Cpy e

]

sao encaixados. Os ¢, tem um conjunto continuo ¢ em comum que contém ay, az. Portanto
f(e) = b, ja que b é o unico ponto comum entre os f(c¢,), o que contradiz uma das condigoes

das transformacoes interiores. O

Lema 1.3 Dentro de todo dominio normal § existe somente wm nimero finito de cami-

nhos o com ponto inicial p satisfazendo as condicoes do lema anterior.

Demonstragao: Notemos que se 07,09 sao dois de tals caminhos, o tnico ponto que

tém em comum é p, seu ponto inicial. Por absurdo suponha que tém outro ponto em
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comum s, s # p. Entdo um sub-arco de oy e um de o, formam uma curva simples fechada
determinando no plano um dominio de Jordan” d limitado. f(d) é um dominio fechado e

limitado tendo por fronteira um subconjunto de ¥ o que é impossivel, pois ¥ é simples.

Suponha agora que existem infinitos caminhos o}, 05, ... que satisfazem as condicoes
do lema anterior. Sejam by, by, ... seus pontos finais respectivamente com b; # b; se i # j.
Ja que os b;’s estao dentro de § e § é dominio normal, o conjunto de b;’s tem um ponto

de acumulacdo by € ¢ e é claro que f(by) = 1. O ponto by é interior a § ja que § é normal

el e Int(A).

Prolonguemos ¥ por um arco ¥’ com ponto inicial [ e ponto final r € A tal que ¥.%’

seja wm arco simples.

A cada um dos b; corresponde pelo lema anterior um caminho o! tal que f(o!) = X’
portanto o;.0} se transforma em X.Y' por f, e os ¢! nao tém pontos em comum. Em
particular, seus pontos finais b} sao distintos e f(b]) = r. Logo o conjunto dos b: tem um

ponto de acumulagao b € § tal que f(b)) = r.

Em torno de by e b, peguemos dois circulos com by, b, como centros e raio suficiente-
mente pequeno tal que estejam contidos no interior de 4. Existem dois caminhos, ol i,
com seus pontos iniciais no circulo com centro em by e com seus pontos finais no circulo
com centro em bj. Sejam «, o’ caminhos entre estes circulos tais que o junta b; com b,

-1

—1
-

e o junta b; com b ,,. O caminho ¢’.a’.c ¢ uma curva fechada que determina um

It
dominio de Jordan d. f(d) tem todos os seus pontos fronteira sobre os caminhos ¥, f(c)

e f(a), o que é impossivel pois f(d) é um dominio fechado e limitado. O
Corolario 1.4 Se g€ F, f~!(q) ¢ um conjunto de pontos isolados.

Demonstragao: f~'(g) é fechado, pois f é continua. A prova da proposicao reduz-se a

mostrar que f7'(¢) ndo tem pontos de acumulacio no plano E.

Por absurdo, seja py um ponto de acumulagao de f~!(q). Pela proposigao 1.1 é possivel
pegar um dominio normal § tal que py € §. Seja A = f(d), ¢ = f(po) € Int(AN) e ¥ C A

um arco simples com ponto inicial ¢ e ponto final ¢/. A cardinalidade de f~!(q) é infinita.

‘Dominio compacto determinado por uma curva fechada simples no plano.
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Construimos caminhos o da forma que se fez na demonstragao do lema 1.2 partindo dos
pontos em f~!(q) e contidos em §. Pelo lema 1.3, cada um destes caminhos somente
encontra um namero finito dos outros. Seja o; um caminho do conjunto, pela afirmacao
anterior existem infinitos caminhos que nao cortam oy. Seja o3 um deles. Analogamente
existe um namero infinito de caminhos que nao cortam nem o nem o,. Podemos continuar

indefinidamente e obtemos assim uma série
015,025 -450ny -

tal que f(o;) =Y e o;Noj = ¢,1# 7, o que contradiz o lema 1.3. O

Pelo corolério anterior, para todo p € I existe uma vizinhanga U, de p, U, C F tal
que se x € U, e x # p tem-se f(z) # f(p).

Seja 6 C U, um dominio normal com p € Int(§) e seja I' um circulo de centro g = f(p),
F'c A= f(§)er e C=09(I'). Existe um ntimero finito de pontos b;, i = 1,...,m, b; € §
tais que f(b;) = r. Como ¢ é normal, pelo lema 1.2 existe um arco simples oy C § partindo
de by tal que f(oy) = C, de tal modo que a todo ponto de C diferente de r corresponde um
anico ponto sobre ¢y e a r correspondem os extremos by e by de oy. Suponha by # b, e seja
v, um caminho analogo a 4; com ponto inicial by e ponto final b3. Deste modo obtemos
uma curva fechada simples € interior a §. Seja v o dominio de Jordan determinado por
¢ sobre E. f(v) ¢ fechado e compacto e todos seus pontos fronteira estao sobre C'. Logo
f(vy) coincide com I' ja que v é normal e esta contido em §. Quando percorremos € em

um sentido determinado, percorremos n vezes C, n < m.

Sen =1, f: v — ' € um homeomorfismo. De fato, suponha que no interior de
~ existem dois pontos py,p2, tais que f(p;) = f(p2) = [. Considere um arco simples
3 C I' que passa pelos pontos ¢,l e r. Existem dois arcos simples dentro de v partindo
de py, p2 que por f viram sub-arcos de ¥ compreendidos entre [ e r, e dois arcos analogos
partindo dos mesmos pontos que por f viram sub-arcos de ¥ compreendidos entre ¢ e
[. Os primeiros tém como ponto final b, tinico ponto de v tendo r como imagem, pois
n = 1. Os altimos tém como ponto final p, tnico ponto de U, com ¢ como imagem.
Existe entao um dominio de Jordan d determinado por estes arcos ou por alguns de seus

sub-arcos. f(d) é fechado e compacto e toda sua fronteira esta sobre ¥, mas ¥ é um arco
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simples e portanto p; = pe. Por outro lado, a transformacao sobre € mostra que todo
ponto de C inclusive r tem somente uma pré-imagem. Logo, neste caso, f:v — ' ¢ um

homeomorfismo.

Suponha n > 1. Sejam by # by e 0,0, dois arcos simples partindo de by, b, respec-
tivamente que viram ¥ por f. Estes dois arcos sao interiores a v (exceto by, bs), pois
p € Int(d) e nenhum deles corta €. p é o tnico ponto comum entre eles. De fato, supo-
nha ? outro ponto comum, o primeiro que achamos ao percorrer oy, 05 de by, by a p. Os
sub-arcos determinados por bit, byt e byby determinam wm dominio de Jordan d C « e
p ¢ d, assim nenhum ponto dele tem g como imagem. Mas f(d) é fechado e compacto e
toda sua fronteira estda sobre ¥ e C, logo f(d) = I, e temos uma contradi¢iao pois ¢ € T

nao tem pré-imagem.

Sejam by, by consecutivos sobre €. O dominio de Jordan determinado por oy, 05 e 0 arco
determinado por byb; transforma-se em I' por f. A transformacao é um homeomorfismo
sobre cada o; e sobre o arco bjby. Todo ponto interior se transforma em pontos de T’
que nao estao em ¥ nem em (', e a transformacao no interior também é homeomorfismo.

Temos demonstrado o seguinte teorema:

Teorema 1.5 Seja f : .57 — Sy uma transformagdo interior entre superficies, p € S.
Entao dentro de toda vizinhanga de p, existe um dominio de Jordan v normal, tendo p
como ponto intertor tal que € possivel dividir v em n setores por meio de n arcos simples
que tém seus pontos finats na fronteira de v e sendo p o ponto inicial de todos e o 1inico
ponto comum. Além disso, f restrita ao interior de cada setor é um homeomorfismo assim

como sobre cada um dos arcos de divisao de ~. [J

Em resumo, temos que para todo p € Sy e ¢ = f(p) € 5, existem vizinhangas U,, U,
sobre as quais a funcdo f : U, — U, é tal que a tnica pré-imagem de g é p e qualquer
outro ponto tem n pré-imagens. Assim, quando n = 1, sobre U,, f é homeomorfismo

local, mas se n > 1, dizemos que p é um ponto de ramificacao.



Capitulo 2

Revestimentos Ramaificados

Neste capitulo introduzimos a teoria dos revestimentos ramificados baseados nos artigos

[Hu], [EKS] e [Ez].

Seja N~ = NUB uma superficie, onde N é uma superficie sem bordo e as componentes
conexas de B sao homeomorfas a S! ou a R. Caso B = ), N~ é simplesmente uma

1

superficie sem bordo." No que segue, vamos supor N~ conexa e localmente conexa por

caminhos (portanto, conexa por caminhos).

Um revestimento ramificado sobre N~ é um conjunto (M, &, N7, By) tal que:
1. M~ é uma superficie nao necessariamente conexa, que chamaremos superficie de re-
vestimento,
2. ¢: M~ — N7 é uma funcdo continua, sobrejetora e interior.
3. By é um conjunto discreto contido em N~ tal que ByN B = {) e é a imagem dos pontos
de ramificacao de M~ por ¢.? Isto é, ¢ : ¢~ (N — By) — (N — B,) é um revestimento

nao ramificado de grau d.

Chamaremos a restrigao ¢~ (N~ — By) —> N~ — By o revestimento ndo ramificado

associado a (M~,¢, N7, By).

'Ver [AS], capitulo I, se¢dao 13 pagina 23.
?Na literatura faz-se um abuso de linguagem e diz-se que o conjunto B, é o conjunto dos pontos de

ramificagao.

9
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Se a superficie de revestimento M é conexa, dizemos que (M, ¢, N, By) é um revesti-

mento ramificado conexo.

Que ¢ : oY (N — By) —> (N — B,) seja um revestimento nao ramificado de grau
d quer dizer que para todo xg € N~ — B, existe uma vizinhanga aberta U, tal que as
componentes conexas de ¢7!(U,,) sao homeomorfas a U,, por ¢, e que a cardinalidade do

conjunto ¢~ (xg), #(d ™ x0)), ¢ igual a d.

Ja que By = {x;}ics é discreto, para todo z; € By existe uma vizinhanca aberta
Vi, tal que V,, N By = {a;} e ¢ restrita a cada uma das componentes conexas Vi, de

Qg

¢~ (V,), é do tipo z — 2", sendo a;, € Z™T o indice de ramificacdo local, para j € J;
com #(J;) = #(o ;). Isto é, na restricao ¢ : i}] — Vi, qualquer @ # z; tem q;,
pré-imagens sendo que z; s6 tem uma. I justamente este o motivo pelo qual tiramos
By na condi¢ao 3. Além disso, a mesma condicao implica que Z,;e 7. @i, = d, assim cada
um dos x; € By, determina uma particao A; = [a; ]jes, de d dada pelos indices locais

de ramifica¢ao. Denotemos por Z o conjunto destas partigoes, Z = {A;};c;, € vamos

chamé-lo dado de ramificacao.

Para cada x; € By definimos:
v(A;) = E (a;, — 1)
JEJ;
como o defeito do ponto x;. Este defeito d4 conta da quantidade de pontos que fazem
falta na pré-imagem de ; para ser um ponto “bom”, no sentido de nio ser imagem de um

ponto de ramificagao. Portanto @ ¢ B, implica v(A) =0, pois A=[1,1,...].

Definimos o defeito do revestimento como:

el
E muito interessante entender o que acontece quando B # {), lembremos que BN B, = 0.

Seja {B} o conjunto das componentes conexas de B. Se C' € {B}, C é homeomorfa a

StonaRe¢: o7 (C) — C éum revestimento nao ramificado.

Se (' é uma linha, ¢~'(C') tem d componentes conexas e todas sao linhas. Neste caso

"y

vamos definir o defeito de €' igual a zero, v(C') = 0.
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Se (' é homeomorfa a S', seja K" o conjunto de componentes conexas de ¢~1(C'). Se
Cy € K, Cy € um circulo ou uma linha. Se C; é uma linha entdao ¢ : ¢, — C é o
revestimento universal de S! que tem um niimero infinito a; de folhas, a; = co. Mas se C,
¢ homeomorfo a S!, entao ¢ : C; — C' é um revestimento com um numero «; finito de

folhas. Neste caso definimos o defeito de €' como v(C') = Yier(ar — 1), #(T) = #(K).

Vamos dizer que o revestimento (M ™, ¢, N™, B;) é ndao ramificado em C se v(C) =
0. Note que isto s6 acontece quando todas as componentes conexas de ¢~'(C) sao
homeomorfas a S! e para cada uma delas o revestimento ¢ : C; — C é a identidade, isto

é, quando o nimero de componentes conexas é igual ao grau do revestimento.

Da discussao anterior é claro que as componentes conexas do bordo também determi-
nam uma particao do grau do revestimento cujos termos podem ser finitos ou infinitos

dependendo do caso.

Se Z é um conjunto de parti¢ées nao triviais de um inteiro positivo d, vamos dizer
que Z é realizdvel se existe um revestimento ramificado conexo tendo & como dado de

ramificagao.

Surge a seguinte questao geométrica:

Questao 1 Dada uma superficie N~ = NU B, um candidato d para grav e um conjunto
de parti¢oes 7 = {A;}ier de d onde cada termo de A;, 1 € 1, € finilo, serd que existe um

revestimento ramificado conexo (M™, ¢, N™, By) tal que realize ¢

A resposta foi dada por Hurwitz e em esséncia o que ele fez foi traduzir o problema
geométrico para um problema algébrico que consiste na realizacao de um determinado

subgrupo de permutagoes do grupo simétrico Sym({) de um conjunto 2 com d elementos.

Antes de enunciar e demonstrar o teorema vamos estudar um pouco algumas implica-
¢oes da existéncia destes revestimentos.

Seja (M, ¢, N7, By) um revestimento ramificado de grau d, x; € By e V,, uma vizi-

ay

nhanca de z; tal que ¢ restrita as componentes conexas V; de ¢~'(V},) é do tipo z — 2%,

3Observemos que aqui o termo ramificagao nao tem nada a ver com pontos de ramificagio, simples-

mente descreve o caso em que o nimero de componentes conexas de ¢~ (') é diferente de d.
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J € Ji. Seja ¢7Mai) = {yi}ties, Vo = Vo, — {ai} e \wlj = V,} —{y;}. E claro que

é:U I Vi, — Vi, € um revestimento ramificado tendo a ramificacao localizada em ;.
e ¢ U;ey, Vi — Vi é seu revestimento nao ramificado associado. Pela teoria geral
: ;
I

de revestimentos® sabemos que existe uma acao a direita do grupo (V2 , 2o,), sobre o

conjunto ; = ¢~ H(xe,) = {2} ,, definida por

Q,’ X W](‘*’Li,l?oz) — Q,ﬁ (21)

(z1,0) —> za=afl)

onde a(1) é o ponto final do tnico levantamento de um representante da classe o tendo z

como ponto inicial. Além disso, a agdo serd transitiva se e somente se | J;; Vo € conexo.

No nosso caso m(V,2, 2,) = Z, seja a,, seu gerador. Logo é a,, quem determina (2.1).

Para todo 1 € [ e j € J;, ¢ : V;‘J’ —> V2 €& um revestimento nao ramificado conexo,

portanto m(V;7,xo,) age transitivamente sobre ;) = Q; N V}? e mais que isso, a agdo &

. - ‘ , . .

simplesmente uma permutagao ciclica dos elementos de (2;,, isto é, podemos considerar
k3

0, =  ETTE-Z R Z'ﬁgj} tal que zj,.0,, = z;,,, s=1,...,a;, — le z.ja,],‘af' = zj,. Assim, o

homomorfismo associado® a esta acao é:

Uom(Ve,wo,) — Sym(Sh)
Qp; H(Zjl SRR Z.iaif )
JEJ;

donde a agao de cada a,, sobre ; descreve completamente a ramificagao sobre x;.

Seja N =N~ —B,ez*€ N. Ja que N é conexo por caminhos, existe um caminho v;
de z* a zp,. Notemos que a classe {v}} do caminho v¥ = v;.a,,.v; " age sobre ) = ¢~'(2*) e
descreve completamente a mesma ramificagao determinada por a,,. Uma situacao analoga
temos para cada C'? € {B} homeomorfa a S'. Notemos que m;(C?,Z,) é ciclico infinito,
com {C?} como gerador dado por uma parametrizacao apropriada, e sua agao sobre
¢! (2,) determina completamente a ramificagdo sobre C'7. Seja w, um caminho em N
tal que w,(0) = 27, wy(l) = 2, e para todo t € (0,1) w,(t) € N. A acao sobre Q da
classe {w;} do caminho w} = w, {C7}.w;" descreve a mesma ramificagao determinada

por {C?}.

Ver [Ma], capitulo V, se¢do 7, pagina 161.
*Ver |[DM] pagina 5.
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Logo o homomorfismo que corresponde a agao descrita acima é

(RS Wl(ZV’ ") —  Sym(Q)
e

{w;} — A

onde o conjunto dos comprimentos dos ciclos dados pela decomposi¢ao tinica das permuta-
coes 0, e A, descrevem a ramificagdo sobre z; e ('Y respectivamente. I importante notar
que para garantir a conexidade de M~ basta a existéncia de uma classe 3 € ﬂl(zif\r, z*) tal
que a permutagao W(/3) seja um ciclo de comprimento d, pois isto da conta da transitivi-
dade da ag¢ao. Chamaremos o homomorfismo ¥ a representacao de Hurwitz associada ao

revestimento.

Considerando a notag¢ao acima enunciamos algebricamente a Questao 1:
Seja N~ uma superficie, d € Zt ¢ 2 = {A;}ier um conjunto de partigées de d onde cada
termo de A; € finito. Seja N=N"-— {x:}ier € Q wm conjunto com d elementos. Serd que
extste um homomorfismo W : m(N’, z*) — Sym(Q) tal que para todo i € I o conjunto
dos comprimentos dos ciclos da permutacao U({v}) determine a partigio A;, € que a

agao assoctada a ¥ de m (N, z*) sobre Q seja transitiva?

Teorema 2.1 (Hurwitz) Seja N~ = N U B wma superficie, ¥ = {A;}ie; wma colegao
de particoes de um inteiro positivo d (nao necessariamente finito) onde cada termo da
particio A;, 1 € I, € finito. B = {B,},eq uma colegio de partigoes de d, onde #(Q) =
#({B}) e os termos das partigoes B, podem ser finitos ou infinitos. Entdo erviste um
revestimento ramificado de grau d, (M~ ,¢, N, By), tendo 7 como dado de ramificagio
se e somente se existe uma agao do grupo ’/Tl(fi'}, z*) sobre um conjunto §) com d elementos
tal que as drbitas dadas pela agio das classes {vi} e de {w}} sobre Q determinam as
particoes A;, B, respectivamente. Mais ainda, M~ € conexo se € somente se a a¢ao de

T (N, z*) sobre Q) € transitiva.

Demonstragao: A condi¢do necessaria foi feita na discussao acima assim como a condicao
necessaria e suficiente para a conexidade de M~. Basta entdo demonstrar a condigao

suficiente do primeiro enunciado. Vamos supor que existe uma acgao de 7, (N, z*) sobre
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um conjunto €} com d elementos tal que as orbitas dadas pela agao de {v’} e de {wy}
sobre {1 descrevem as partices A; e B, respectivamente, 1 € I, ¢ € . Portanto, existe
um revestimento nao ramificado (M, &, N) tal que 61 (z*) = Q5 Para cada i € I, as
érbitas dadas pela acdo de {v7} sobre §) estdo em correspondéncia com as componentes
conexas IWZj’ de (3_1(‘1"2) e para todo ¢ € @ as orbitas da agdo de {w]} sobre Q estdo
em correspondéncia com as componentes conexas de q;_l(Cq). A restricio de & sobre
cada \j;’ ¢ um revestimento nao ramificado de V2, e este revestimento esta determinado
pelo subgrupo 5*(%1(17;:,3‘;1)) de m (V2 ,xo,) = Z.7 Assim nossas Gnicas opgées para
descrever ij sao os espacos {z € C |0 <Imz < 1}louf{ze C|O0<|z|<r reZT}
Mas a primeira opgao é eliminada pois queremos construir um revestimento ramificado
(M~,¢,N7, By) e por defini¢dao ¢ tem que ser uma transformacao interior e neste caso a
pré-imagem do x; serd um conjunto continuo, o que é impossivel. Logo sz é homeomorfo
af{z e C|O0<|z] <r r € Z"} Portanto, podemos estender nosso revestimento
(ﬁ“(}, z\Af_) para um revestimento ramificado (M ~, ¢, N~ B,) simplesmente preenchendo

os “buraquinhos” de maneira natural, isto é, levando o “zero” de Vi,noua;,jeJ. O

Com as hipoteses e a notagao acima o teorema de Hurwitz pode reformular-se assim:

Corolario 2.2 Furiste wmn revestimento ramificado (M~,¢,N~, By) de grau d tendo 7
como dado de ramificagio se e somente se é possivel definir o homomorfismo W. Mais

ainda, M~ € conexo se e somente se a a¢ao que corresponde a U € transitiva. O

No caso que N7, M~ sejam superficies compactas , notemos que tanto B, quanto
“Y(By) e d sao finitos. Em particular se N=, M~ sdo superficies fechadas, isto é com-
o

pactas e sem bordo.

Proposigao 2.3 Se ¢ : M — N ¢ um revestimento ramificado de grau d entre superfi-

cies fechadas entio v(Z) = dx(N) — v(M).

Demonstragao: Seja By = {x1,....2} e M = o"(ﬁ) Dada uma triangulacao para

N, o levantamento desta induz uma triangulacao sobre M. Por cada simplexo em N

SVer [Hu], proposigao 1 pagina 168.
"Ver [Ma], teorema 6.6 pagina 159.
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temos exatamente d simplexos em M. Isto é
(M) = dx(N) (2.2)

Mas (V) = \(N) = k e x(M) = x(M) = S5 (d = v(A) = \(M) = dk — (), logo
substituindo em (2.2) temos que v(Z) = dx(N) — y(M). O

A igualdade da proposicao anterior é conhecida como a férmula de Riemann-Hurwitz.
Se N é fechada as opgoes sdo:
S?  Esfera

N =< T, Soma conexa de n toros

RP, Soma conexa de n planos projetivos RP?

portanto
A Qb (et} o) = 1) N =§’
ﬂ”l(]\/’, %) = ot A b By - B T Ao B, ) - Bl = 1) N =T,
orh, oA B Bl B3R = 1) N =RP,

assim, a construgao de ¥ depende da relagao r em cada grupo fundamental.

Notemos que quando é possivel definir ¥, em cada um dos casos ¥(r) = 1 e a adaptagao

do teorema de Hurwitz a esta situagao é a seguinte:

Corolario 2.4 Seja N wma superficie fechada ¢ 7 = {Ay,..., Ax} uma colegcao de par-
ticoes de d (onde € possivel ter repeticoes). Entao 7 € realizdvel se e somente se existe
0y, € Sq tal que o conjunto de comprimentos dos seus ciclos determinam a particio A;,
1=1,...,k, e:

1. Para N =82 0, ...0,, =1 € {0,,,...,0.) age transitivamente sobre {1,...,d}.
1 k 1 ? k g 3

[$S]

. Para N =T, existem ,gj, v € 5S4, 1 < j < mn, tais que

Oy - Oy [_Bl, M- [//j\n, Yol =1 €e{op,. 0y a;l,k,,glfh, s /’/B\n,ﬁn) age transitivamente so-
bre {1,...,d}.

3. Para N = RP,, existem 3, € Sq. 1 < 5 < n, tais que 01101A§f§£ =1ce

(Caysev s 0u B1,. o0y Ba) age transitivamente sobre {1,....d}. O
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Define-se o Revestimento Orientdvel Duplo de N, ¢ : N —s N, N = RP,,, como o
revestimento nao ramificado que corresponde ao subgrupo de m(V,2*) que é o kernel do

homomorfismo

w:m(N,z") — {+1,-1}

,'31‘ > —1

para 1 <1 < n. Analogamente o revestimento orientavel duplo de N, é o revestimento

nao ramificado que corresponde ao kernel do homomorfismo

«T):frl(z\A"',z* — {+1,-1}
(5} — 4+

,8]' — —1

paral <1<k, 1 <j3<n.

Por outro lado, se ¥ : TI'I(N ,z2¥) —> Sy é a representacdo de Hurwitz associada a
(M, ¢, N, B;), entdo o revestimento nao ramificado 5: M — fi\f, g/ﬁ\ = gblﬁ, corresponde
ao subgrupo ¥71(S;_;) C W](N ). Veja, o revestimento ¢Aﬁ : M — N corresponde ao
subgrupo g?)*(?r](ﬁ 7)) C rl(ﬁ, z*), 71 € (E‘l(:*), & assim, se a € Z)*(m(ﬁ, z1)), existe
B e Trl(ﬁ, z1) tal que 03,((,3) = «. Isto é, a(0) = a{l) = z;, onde a é o Gnico levantamento
de « tendo z; como ponto inicial. E segundo a agdo que o revestimento determina, isto
quer dizer que « pertence & isotropia de z;, que denotamos por [m(&g*)(zl). Donde
p//;z,‘(ﬂ'l(ﬁ, z1)) = [x](f?f,z*)(sl) ={a € ﬂl(z\/\f,;*) | z1.a = 21 }. Logo, se a € j‘m(ﬁ,z*)(zl)
entao V(a) € Sy_q.

Lema 2.5 Seja¢: M — N € um revestimento ramificado conexo de graud ¢ N = RP,..
J g n

M € orientdvel se ¢ somente se W1(S; ) C Ker @. O

Notemos que o homomorfismo W determinado por (M, ¢, N, B;) nao é tinico. De fato,
¢ determina um conjunto de classes de equivaléncia de homomorfismos. Vamos dizer que

dois homomorfismos ¥ e I' sdo equivalentes se existe uma permutacao o € Sy tal que para

8Ver [Ma], teorema 10.2 pagina 175.
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todo b € nl(ﬁ,z*), ['(b) = o7'¥(b)o. Isto significa que para todo b € ﬁl([\}, %), W(b) e
I'(b) tém a mesma estrutura ciclica, e que vamos obter I'(b) simplesmente aplicando ¢ nos

simbolos de W(b). Logo, renomeando os simbolos de ¢~(2*), ¢ induz I’

Suponhamos que ¢ : M — N e : L — N sdo revestimentos ramificados de grau d

sobre N com B, = By, e tais que induzem representagdes de Hurwitz equivalentes. Sejam

o2y = {my,...,mq}, 071(z") = {l1,...,{u} e M; uma componente conexa de M.

7

Vamos supor que {my,....my } sao as preimagens de z* em M;. Ja que & e 8 induzem
1 ’ : 1 1 :

representagoes de Hurwitz equivalentes, existe o € Sy tal que {l,q),...,l,(4,)} sao as

preimagens de z* na componente conexa Ly de L. Assim, os revestimentos ¢, : M; — N

9

e 0y : Ly — N sao equivalentes.” Para demonstrar este fato, precisamos mostrar que

existe um homeomorfismo p : My — L tal que o diagrama

—~— y2s o~
/‘\{[ 1 > Ll

N

N
comute. Mas isto equivale a demonstrar que ggl*(rrl(z{f[\l,vn.l)) = 51*(7r1(7;\1>,l‘))710 para
algum [ € {l,(1),...,l5(4,)}- Vejamos:
@71)«(7&(@,1721)) = {3¢ 71'1(1]/\'\[,3*){ my.3 = m}

= {Bem(N,=)¥(@B)(1) =1}

= {Bem(N,=)|ol(B)o™'(1) = 1}

= {Bem(N,29)|T(B)(e7 (1) = o7} (1)}
= 51*(7"1(7:;710—1(1)))-

Usando uma técnica similar a usada na demonstracao do teorema de Hurwitz, podemos
estender tanto ¢; quanto #; a revestimentos ramificados ¢, e #; de M, e L sobre N
respectivamente. Além disso, existe uma bijecdo entre as componentes conexas de M

e de L. Portanto se ¢ e f induzem representacoes de Hurwitz equivalentes, ¢ e # sio

90 chapéu sobre as superficies é para denotar as superficies depois de furadas e, sobre as funcdes, é
para denotar a restrigao a elas.
10Ver [Ma], corolario 6.4 pagina 159.
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equivalentes, isto é, existe um homeomorfismo h : M — L tal que o diagrama

ML (2.3)

N

N
comiuta.

Reciprocamente, se ¢ e § sao revestimentos ramificados equivalentes, eles determinam
representagoes de Hurwitz W, I' equivalentes. Pois, que ¢ e § sejam equivalentes implica a
existéncia de um homeomorfismo h que faz comutar o diagrama acima. Logo o diagrama
restrito a M. , L e N também comuta. Além disso, notemos que h determina uma bijecao
entre os conjuntos {my,...,my} e {ly,...,l4}, portanto podemos considerar esta restri¢ao
de h como uma permutacdao de um conjunto com d elementos. Além disso, para todo
B € m(N,z*) existem i, j € {1,...,dy} tais que m;.3 = m;, donde h(m;).h(3) = h(m;)
e pela unicidade dos levantamentos isto que dizer que h™'T(B)h(1) = j. Assim ¥ e I' sao

equivalentes.

Seja § o conjunto de todas as classes de equivaléncia de revestimentos ramificados de
grau d com seus pontos de ramificacao localizados em X = {z;,..., 2} C N, e seja P
o conjunto das classes de equivaléncia de homomorfismos entre nl(ﬁ ,27) e Sq. Vamos
mostrar que existe uma bijecao A entre estes conjuntos, A : § — PB. J4 mostramos que
A é injetora. Para mostrar que é sobrejetora, usaremos algumas técnicas de construgao

de Hurwitz.

Seja o homomorfismo ¥ : m(N,z*) — S;. Vamos construir um revestimento ra-
mificado de grau d sobre N, ¢ : M — N, tal que ¢ vai induzir ¥. Consideremos a
representacao poligonal de N dada na figura 2.1, onde n > 0 é o género da superficie, os

*

b; € Bi, ¢i € ;i e 0s y;’s sdo caminhos que unem z* com 2y, 1 = 1,..., k! Recortando
pela trajetoria de cada y; obtemos um disco fechado Z(Ver Figura 2.2) que orientamos no

sentido horario.

Vamos construir M mediante a colagem de d copias de Z, Z;,..., 7, segundo as

seguintes identificagdes: se w é uma aresta sobre o bordo de Z tal que a permutacao

1 3;:, v geradores do grupo fundamental de N dependendo do caso.
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3!

7

by by

N orientdvel N n@o orientdvel
Figura 2.1: Representacao Poligonal

U({w}) leva o simbolo ¢ no simbolo 7,'* colamos Z; a Z; identificando as arestas w' e w/

onde os indices indicam o disco ao qual elas pertencem. Defina o revestimento ramificado

b
b,
by
N orientavel N ndo orientavel
Figura 2.2: Disco fechado Z
¢ : M — N usando os homeomorfismos ¢, : Z; — Z, 1 = 1,...,d. Podemos nomear as

pré-imagens de z* tal que ¢ induz ¥, pois construimos ¢ partindo de W.

%

Da construcao, a possivel localizacdo dos pontos de ramificacao esté sobre =™ e os x;,

12Ga 1 — =
Se w =y, consideramos w € {v;] }.
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¢ = 1,...,k Sabemos que o defeito de cada x; esta determinado pelo nimero de ciclos
na decomposic¢do da permutagdo U({v }) e, pela teoria ja estudada, este ntimero é menor
que d. Por outro lado, o bordo r de Z é um lago em z* e W(r) = 1, logo ¥(r) tem d ciclos
e portanto z* tem d pré-imagens. Assim, os pontos de ramificagao se localizam somente

sobre os x;.

Proposicao 2.6 Seja ¢ : M — N um revestimento ramificado conexo de grau d entre
superficies fechadas. Entao:
(1) Se N € orientdvel, M € orientdvel.

(2) Se d ¢ timpar e N nao orientdvel, M ¢é nao orientdvel.

Demonstragao: Seja ¥ um homomorfismo induzido por ¢. Pela construcao na discussao
acima, partindo de W podemos construir um revestimento ramificado 6 : L — N de grau
d que induz ¥. Mas ja provamos que isto implica a existéncia de um homeomorfismo A
que faz comutar o diagrama (2.3). Da construgao temos que L é orientével, portanto M é
orientéavel, e estd provado (1). Para (2), pelo lema 2.5 temos que M é nao orientavel se e
somente se existe um o € U(.S,;_1) tal que na sua representaciao como produto de {v:}’s
e 3;’s aparece um namero impar dos tltimos, levando em consideragao suas poténcias.
Se d & fmpar, em particular ¥(3;) é uma permutacao de um ntmero impar de simbolos
e na sua decomposic¢ao ciclica existe no minimo um ciclo de comprimento p impar. Seja
(@1...2,) este ciclo, logo 37 fixa 1 e portanto /3? € U1(S,_,), logo M é nao orientével.

(]

Corolario 2.7 Se (M,¢, N, By) ¢ um revestimento ramificado de grau d tendo 7 como

dado de ramificagao, entao:
2d —2 se N=S?
v(Z)> < d—2 se N=RP? ¢ M ¢ orientdvel

d—1 se N=RP? ¢ M € ndo orientdvel

Demonstragao: Se M é orientavel, y(M) < 2 = \(S?). Se M é nao orientavel, y(M) <

1 = V(RP?). Agora é s6 aplicar a formula de Riemann-Hurwitz. O



Capitulo 3

Sobre o Grupo Simétrico

O objetivo deste capitulo é apresentar a teoria sobre o grupo simétrico necessaria para
avangar no estudo do problema de realizagao. Resultados disponiveis em [BGKZ2], [EKS]

e |Ez].

3.1 Resultados Basicos

Para comegar lembremos' que toda permutagao o € S; pode ser escrita de um finico jeito

como produto de ciclos disjuntos ~;
Q=Y. Yy (3.1)

incluindo ciclos de comprimento um se for necessario. Portanto cada o € S; determina
uma particao A = |lof| = [|nl,- .., |7]] de d, dada pelos comprimentos |y;| de cada um de
seus ciclos. Vamos dizer que uma permutacao 3 € Sy realiza a particao A ou que 3 € A,

se a colecdao dos comprimentos dos ciclos de 3 esta dada por A.

Por outro lado, toda permutacdo pode ser escrita como produto de transposicoes onde

o numero de termos nesta decomposi¢ao é invariante modulo 2.

Tem-se que uma permutagao é par se o nimero de termos em alguma decomposicao

"Ver [DM] capitulo 1, [Ro] capitulo 3 e [Wi] capitulo 1.

.)l

“
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S
[N]

desta como produto de transposicoes é congruente a zero moédulo 2, caso contrario a
permutagao é impar. Além disso, o produto de duas transposi¢oes é par se e somente se
ambas tém a mesma paridade.

Vamos supor que cada ciclo 3 em (3.1) tem comprimento a;, v; = (ry, . .. Ti.. ). E claro

que a decomposicao
Vi = (i, i )iy Tig) (s i) (3.2)

dé conta da paridade de ~;, pois 4; vai ser par se e somente se @; é impar. Daqui é claro
que a paridade de o depende da paridade de cada 7;, e ja que estes ciclos sao disjuntos,
é possivel fatorar a como produto de transposi¢oes do tipo (3.2). Portanto a é par se e
somente se

r

Z((Li ~1)=0 (mod 2). (3.3)

3.2 Produtos em S,

Seja d € Z" e w(d) o conjunto de particoes de d onde cada termo das particdes é maior

que zZero.

Se A =[ay,....a,] € 7(d), vamos definir v(A4) = Z_’{:l(ag —1) = d —r. Mais ainda, se

a € A, definimos v(a) = v(A).

Proposigao 3.2.1 Se o € Sy com v(«o) =d—r, entao para todo t > 0 tal que r +2t < d,

a pode-se escrever como produto de um d-ciclo € um (r + 2t)-ciclo.

Demonstragao: Sem perda de generalidade, tomemos
ao=(1...a){a;+1...a2)... (¢, +1...4,)
onde 1 <ay; <ay <---<a,=d. Seja

B= a+1 a+1l...a,y+1 by...by)
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onde by < by < -+ < by e nao estdo no conjunto {1, +1,...,a,-; +1}. Entao v = of

é um d-ciclo: seja o= (1 a1+ 1...a,1+1)eBr=(1 b ...by)assim B = By, logo

aff = afy
= (1 2...d)(1 by...by)
= (1...by—1 by...bg—1 by...by_;—1
ba..od by... by —1 by...byg—1 byq...by—1).

Donde o = y37! tem a estrutura procurada. O

Corolario 3.2.2 Toda permutag¢dao par de S; pode ser escrita como:
1. um produto de dois d-ciclos,
2. um comutador affa™ 7! com a d-ciclo,

3. um produto de dois quadrados o*3* com o d-ciclo.

Demonstragao: Se 7 é uma permutagao par entao por (3.3) v(v) = d — r é par, o que
implica que d e r tém a mesma paridade e portanto d = r+2t, ¢ > 0. Pela proposicao 3.2.1
existem d-ciclos o, 7 tais que ¥ = o7 e a afirmacao [ esta resolvida. Do anterior, 7 e
o~ ! sdo conjugados, isto é, existe 3 € Sy tal que 7 = Fo~!37! donde vy = 630737 com
o d-ciclo e a afirmacao 2 esta pronta. Finalmente para mostrar a terceira, ja que o e 7
sao conjugados, existe a € Sy tal que o = ara™! logo v = (ata™)7 = aca™'ra" T =

o*(a”'r)? e a(a™'7) é um d-ciclo. O

Proposicao 3.2.3 Se o, 8 € Sy sao d-ciclos, existe v € Sy fivando um elemento tal que

a = ypy7L.

Demonstragao: Sejam o = (¢;...cq) e B = (t;...13). Se ¢; = t; & 56 fazer

Cy . C; F- Cyq

Li-r 1 L
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Lema 3.2.4 Sejam A, B € n(d) comv(A)+v(B)=d—t, t > 1. Paratodoa € A, 3 € B
tem-se v(ap) < d—t.

Demonstragao: Sejam a € A4, 3 € B ey = of. Suponha que a acdo do grupo (a,3)

sobre {1,...d} determina exatamente ¢ 6rbitas. J& que v € (o, 3), v determina no minimo

q orbitas, isto é, v(v) < d — ¢q. Se C denota a particao dada por v entao
v(A)+v(B)+v(C)<d—t+d—qg=2d—1t—q.

1

Por outro lado, afy™" =1, e tirando a conexidade citada no corolario 2.4 ja que («, )

nao age transitivamente sobre {1,...,d}, existe um revestimento ramificado ¢ : M — S?
com dado de ramificagdo {A, B, C'} e tal que M é uma superficie fechada com exatamente

g componentes conexas. Pela férmula de Riemann-Hurwitz
v(A) + v(B) +v(C) = dx(S?) — x(M)
mas x(M) < gx(8*%) = 2¢, logo
2d —2q < (A) + v(B) + v(C) < 2d — 1 - q

daqui g >t donde v(y) <d—¢ <d-—1. O

Proposicao 3.2.5 Sejam A, B € n(d) com v(A) +v(B) =d —t, t > 1. Enldo existem

a€Aep e B tais que:
1. a ag¢ao do grupo («, ) determina precisamente t drbitas e,

2. se C' denota a parti¢ao dada pela agao deserita no numeral anterior entio of3 € (.
Demonstragao: A segunda afirmacao é consequéncia da primeira. Veja, pelo lema 3.2.4
v(ap) < d—1tena prova do mesmo vamos ter que
2d =2t < vla)+v(B)+viaB) <2d—2t
pois ¢ = t, logo
vie)+v(B)+riep) = 2d—2t

d—t+viaf) = 2d—2

viep) = d—1.
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Ja que a particao associada a aff deve refinar a parti¢ao C e v(af3) = v(C), entdao o3 € C.

Provaremos a afirmacao I fazendo inducao sobre d. Para d = 1 é trivial. Para d = 2
as opgoes de t sao t = 1l out = 2. Set = 1, v(A)+ v(B) = 1, o que implica que
v(A) = 0 ou v(B) = 0. Sem perda de generalidade vamos supor que v(A) = 0, entdo
a € A é a identidade, logo {a,3) = (3) determina d — v(B) = 1 6rbitas, pois 3 € B. Se
t =2, v(A) +v(B) = 0, logo o = = | que obviamente age determinando 2 érbitas.
Procedendo indutivamente, suponhamos v(A) = d —r > 0. Fixemos um representante

a € A= [(ll,...,(lr]
a=(1 2...d)(di+1...dy)...(deoy +1...d,)

onde d, = d ed; > 1. Seja B = [by,b,...,bs], portanto v(B) =d—set =r+s —d.
Seja p € B, B=p1...05s tal que os j3; sdo ciclos disjuntos que representam cada um dos

b;-ciclos cujos termos ainda nao determinamos, 7 =1,...,s.

Observe que by < r, ja que
d=1>v(A) + v(B) > (d =) + (b — 1)

donde r > by. Seja gy = (1 dy+1...dy,—1+1). As érbitas dadas pela acao de (a) sobre
{1,...,d} sdo os conjuntos

Pi = {([.,j_l + 1,...,(li}

1=1,...,7redy = 0. E pela escolha de 31, o conjunto P, U...U P, vai estar contido numa
mesma 6rbita dada por (a, 3). Os d — by pontos de {1,..., d}-{elementos de /3;} ainda nio
distribuidos nos ciclos f, ..., 35, podem dividir-se em r — by + 1 conjuntos Q1 ..., Q,_p 41

onde:

v = {l,....dp, } — {elementos de 3, }
62’2 = Pbl+1

Q7‘—b1+l - Pr»

Note que Q1 # 0 ja que dy > 1. Facamos agora A" = [|Q4],....|Q,—p,11]] e B = [b, ..., )]

elementos de m(d — by), onde |();| denota a cardinalidade do conjunto ;. Logo, v(A’) =
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(d=b)—=(r—>b+1)donde v(A')=d—r—1ev(B)=(d—b)—(s—1). Assim,

v(AY+v(B') = d—r—1+4+d—b;—s+1
= 2d—7r—5b—s
= (d=bi)+d—r—s
= (d—0by)—t.

Seja o = af.. .a{._blﬂ € A, o) € Q;. Por indugao, existe 3’ € B’ com elementos em

{1,...,d} —{elementos de 2} tal que (¢/, ') determina t' érbitas, onde #' = (d — by) —
v(A") = v(B') = t. Logo é s6 fazer 3 = [’ para completar a prova, pois se x € {1,...,d}
pode acontecer:

(1) x > dy, + 1, e neste caso a érbita de = esta determinada pela acao dos o}, ¢ > 1 e de
3!
(2) @ < dy, + 1, neste caso x pertence & mesma orbita dos elementos em {1,...,d} —

{elementos de 8} menores ou iguais que dp, , assim (o, 3) determina ¢ érbitas. O

Proposigao 3.2.6 Sejam A, B € n(d) com v(A)+v(B)=(d—1)+r, r > 0. Entdo
para cada k, 0 <k <r, k=r (mod 2), podemos escolher o € A, 3 € B tais que o grupo

(e, B) age transitivamente sobre {1,...,d} e v(afB) = (d—1) — k.

Demonstracao: Seja B = [by,...,b], k =r —2j e i > 0 determinado pelas condicoes:

v(A)+ by =)+ +(b;—1) < d—-1
V(./‘l)-}‘(bl*l)'{“’“(bl.},l-’l) > d—1.

Logo, existe um inteiro positivo f tal que f —1 < b1 —1e
v(A)+ by =)+ 4+ (b, =)+ (f—-1)=d—1 (3.4)

Seja B' = [by,...,b;, f,1,...,1] a particao induzida de d, e B” = [biy1 — f+1,b;4a,....bs].
Olhando para B” como uma particao de n simbolos {ui,...,u,} um dos quais pertence
ao f-ciclo de 3’ € B’ e os outros sdao simbolos distintos dos que tém 3’ nos seus ciclos

D

de comprimento maior que 1. Pela escolha, v(B”) = r e pela proposicao 3.2.1, B” pode
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realizar-se como produto de um n-ciclo e um n — r 4 2j-ciclo nos simbolos {u1,...,u,}.
Equivalentemente existe " € B” e um n-ciclo v € S, tal que y8” € [(n—r+2j),1,...,1].

Seja o € A, podemos assumir por 3.4 que a3’ é um d-ciclo. Tomemos
aff = (uy...wy Uy . Wy Uy .. wy)

ey = (uy...u,). Seja g = F'8". O produto aff = (af')3” pode-se descrever como
o obtido a partir de (u;...u,)B" € [(n —r + 2j),1,...,1] trocando cada u; pelo bloco
uj,...,w; dado em aff’. Em outras palavras, o é o produto de r —2j + 1 ciclos disjuntos
tais que

vieB)=d—-(r—2j+1)=(d—1)—r+25=(d—1)—k.

Corolario 3.2.7 Sejam A, B € n(d) com v(A)+v(B) > d—1 ev(A)+v(B) =d+
I (mod 2). FEntao existem o € A, p € B tais que {a,) age transitivamente sobre

{1,...,d}, sendo a3 um d-ciclo.

Demonstracao: Se v(A)+v(B)=d—1¢és6 olhar a proposicao 3.2.5. Se v(A)+v(B) >
d + 1 pegando k = 0 na proposicio 3.2.6 temos que existem «, [ tais que («,3) age
transitivamente sobre {1,...,d} e v(aB) = d — 1 o que implica que o3 seja um d-ciclo. O
Proposicao 3.2.8 Sejam A, B € w(d) com v(A)+v(B) = d+2q, ¢ > 0. Entdo existem
a€ A, B € B tais que (o, 3) age transitivamente sobre {1,...,d} ese A= B=1[2,...,2]

entdo afp € [d)2,d/2]. Caso contrdrio, o € [d — 1,1].

Demonstragdo: Se A=B=1[2,...,2] comd=2re

entao
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Suponha que alguma das duas A ou B nao esta em [2,...,2], logo A ou B contém um

termo maior que 2, pois do contrario terfamos v(A) +v(B) <r+r = 2r = d, o que é
absurdo. Sem perda de generalidade, podemos assumir que A tem um dos seus termos

maior que 2.

Sejaa=(1...di)(dh +1...d3)...(diey+1...d,) € Acom d, =ded >2. Jaque
v(A)<d—1,v(B)>0. Seja B = [b,...,bs] com b, > 2.

Considere as particoes

A = o —1,a,...,a,]

f)), - [bl— 1,62,...,()3]

aiyy = diyy —d; e dy = 0. Realizemos A’ com o’ = (1 2...dy—1)(dy+1...dy)...(dp_y +

1...d,). Estamos considerando A’ e B’ como parti¢oes de {1,...,d} —{d;}. Note que

v(A)+v(B) = (W(A) =1+ @(B)-1)
= v(A)+v(B)-2
= d+ 2q—2

= (d—1)+(2¢—1).

Pela proposigao 3.2.6 (proposicao 3.2.5 se ¢ = 0), podemos escolher o/, 3’ tais que (¢, 3')
age transitivamente sobre {1,...,d}—{d; } e tal que v(a’f') = (d—1)—1, isto &, /8’ é um
(d—1)-ciclo, onde 3’ pode-se escolher comecando com o (by—1)-ciclo (1 dy+1...dy, _3+1).
Seja a = o'(1 di) e 3= (1dy)p', entdo off = &'’ é um (d — 1)-ciclo. Mais ainda, {«,3) é
transitivo sobre {1,...,d} ja que a move d; e a3 é um (d—1)-ciclo nos simbolos diferentes

de d;. O
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3.3 Construindo uma Operacao de Colagem sobre Ho-

momorfismos no Grupo Simétrico.

Seja N uma superficie e (My, ¢y, N, By,), (M2, ¢2, N, By, ) revestimentos ramificados co-

nexos sobre NV de graus n, m respectivamente que induzem as representacoes de Hurwitz:

Uy om (N, 2°) — S, Uy m(ﬁ, 2") — S

E possivel construir a soma direta delas e obter o homomorfismo

*

\Ill X \1}2 : 7T](z;\.‘}73 ) — Sn—|—m-

Mas esta construgao nao tem interesse geométrico pois o revestimento associado a ela nao

& conexo.

Em [BGKZ1] define-se uma operagao de colagem entre M; e M, sendo que sdao super-
ficies de revestimento de N para revestimentos ramificados especificos.? Esta definicio
exige pegar sobre M;, M; uma curva fechada simples que nao reverte orientacao e que
nao separa’, tal que cada uma destas curvas é enviada por ¢, ¢, na mesma poténcia de

um laco em V.

Nesta se¢ao, vamos descrever a versdo algébrica da operagao de colagem mas 56 so-
bre revestimentos ramificados do toro ou da garrafa de Klein, onde a ramificacao esta

localizada em um tnico ponto.
Para facilitar a notagao, sejam
Gy = {(a,b,c|[a,blc! =1)
G_ = {(a,b,c|abab'c™' =1)
os grupos fundamentais do toro e da garrafa de Klein depois de tirar um pequeno disco

respectivamente. Assim, quando falamos do grupo G estamos fazendo referéncia a (G, ou

(7. separadamente.

*Ver [BGKZ1], secao 2.3 pagina 6.
3Em geral a propriedade de nao separabilidade define-se assim: Seja X um espaco topolégico e 4 C X,

dizemos que A nao separa X, se para todo aberto I/ de X, I/ — 4 & conexo.
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Sejam
U, : G — S,

\Dz G — bm

representagoes associadas a revestimentos ramificados conexos cuja ramificagao estd loca-

lizada em um tnico ponto da base, o mesmo para ambos.
Para todo ¢ € G vamos denotar por g; a permutagao ¥;(g), « = 1, 2. O subgrupo
de permutagdes gerado por @, b; age transitivamente sobre {1,...,n}, assim como o
subgrupo gerado por az, by sobre {n+1,...,n 4+ m}, pela conexidade dos revestimentos.
Vamos assumir, que existe um laco em M, e um laco em M, tais que sao levados
, q 2 1
homeomorficamente no mesmo laco na classe de homotopia de ¢ € . Portanto existe um
simbolo 7; em {1,...,n} e um simbolo 7, em {n + 1,...,n +m} que ficam fixos por @, e

a9 respectivamente. Se n > 2, pela transitividade, nem by fixa 7;, nem b, fixa 7,.

Seja @ = dy X dz € Sptm, a soma direta de @, e @,. Assim, @ age sobre {1,...,n} como

ay e sobre {n +1,...,n 4+ m} como a,.

Por outro lado, definimos b € 5,4, como a soma direta de b; e by, vezes a transposicao

(41 i), isto &, b = (by x by)(iy is).

Vamos mostrar que ¢ = ¢; X ¢; € a permuta¢dao que corresponde a ¢ = [a,b] ou

¢ = abab™ dependendo do caso (proposigao 3.3.2).
O resultado da operacao colagem sobre as representagoes ¥, e ¥, é a representacao

v:G — Sn-l-m

a —> a
b —— b.

Proposigao 3.3.1 Se os subgrupos (a1, b1), (G3,by) agem transitivamente sobre os con-

Juntos {1,....n} e {n+1,...,n+m} respectivamente entio o subgrupo (a,b) age tran-

sitivamente sobre {1, ....n+ m},

Demonstragao: Observemos que a érbita de qualquer elemento ¢ < n contem 25. De

fato, pela transitividade, existe uma palavra w nas permutacoes @, by que leva i no
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.ol ~
simbolo 2;.b; . Vamos pegar a menor destas palavras e notemos que se trocamos @, por

R ~ ~ i o~ i ) X o~
a e by por b, a palavra 1’ obtida em @ e b também leva o simbolo 7 no 7,.b; . Agora

(zf./w’)./l; = ’il-(l)A1~l/g)

~—1 o~ ~

= 11(1)1 ((’)1 X b2)(ll ll))
— (i 4y

= 1y

logo existe uma palavra nas permutagoes @, b que leva o ¢ no i,. Analogamente existe
uma palavra em @, b que leva os j > n+1 no simbolo 7;, em particular existe uma palavra
em @, b que leva i, em i;. Portanto é possivel enviar todos os elementos em i; e assim a

agao é transitiva. O

No estudo dos revestimentos ramificados sobre superficies nao orientaveis o quasico-
mutador [a,b]- = abab™' tem um papel importante. Para unificar a notacio, vamos

generalizar a noc¢ao de comutador. Sejam r, s € Z, definimos
[a,b], s = a"ba’b™".

Assim, [a, by —1 = [a,b] e [a,b]; 1 = [a,b].

Proposigao 3.3.2 Para qualquer par de inteiros r, s,

{?L\, b]rs = [671» 6;}7',5 X [(?Za[’;]r,s-

k]

o~

Demonstragao: Seja ¢ < n e consideremos ay = a; x id, by = by x id, a3 = 1d x a3, by =

td x by em S,4,,. Entdo

-~ o~

LABah = i@ x @) (b x by)(iy i))(@ x @) [(By % by)(iy i2)]""

= i@ b(iy ip)a@b

Suponhamos que 1.a;"b; # 11, assim .@"ba*b™! = i.a;"bya,"b~t. Ja que a; fixa 1y, temos

que i.ay" bia;” # iy. Daqui, sob a agao de b™! a transposicao (i, 75) nao se aplica, portanto
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g NG T o~ A~ ~—1 o~ . ~
i.abath™! = i.ay"bia;’b; . Agora se i.ay b, = i, entdo:

1.aba*h™! = iy.(iq ip)ath?
= ig.asb_l
- ig.bwl

~—1

= ‘I:l.bl
. ~ . ~—1
= 21.(L16b1
R .
- 1.0y blal bl .
Para ¢« > n + 1 procede-se analogamente. O

Teorema 3.3.3 Para cada particio A = [d,...,d.] do mimero d com defeito positivo
par, v(A) = (dy — 1)+ -4 (d, = 1) = d — r > 0, existem permutacées @, b € Sy com as
sequintes propriedades:

(1) O subgrupo de Sy gerado por a, b age transitivamente sobre {1,...,d}.

(2) O comutador [5,3} consiste de ciclos de comprimentos d,, ..., d,.

(3) O simbolo 1 fica fixo por a.

(4) O simbolo 1 fica fixo por E[E,E] ou por 3[62,5].

Demonstracgao: A prova é por inducao sobre r. Assumamos dy > --- > d,.

Ser =1, entdo A = [d] e pela hipoteses v(A) = d — 1 é par e maior que zero, logo d é

impar e maior que 2, donde d = 2k + 1 com k > 0. Sejam

Lok k41 ... 2k 2k+1
L oo kB BE+2 .0 241 k41

s vk k1 k42 2k
2%k + 1 k42 k+1 1 ..k

Vamos conferir que @, b satisfazem as propriedades (1)-(4):

(2): No nosso caso [@,b] tem que ser um d-ciclo. Pelas defini¢oes de @, b:

. Uk k41 o 2% 241
[a,b] =
2 .. k+1 EBE+2 .0 2k+1 1
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é de fato um d-ciclo.
(1): E imediato de (2).
(3): E claro da definicio de a.

(4): 1b[a,b] = (2k + 1)[a,b] = 1.

Para 7 > 2. Se existe um d; fmpar, consideramos A" = [dy,...,d;-1,d;41,....d.] e
A" = [d;], parti¢oes dos ntimeros d’ = d—d;, d” = d; respectivamente. Se d, = 1, fazemos
J =r.Jaquev(d;]) =d; — 1 éparerv(d) =v(A)+v(A”) entao v(A’) também é par.
Mais ainda ambos v(A’), v(A”) sdo maiores que zero e vale a hipéteses de inducao, exceto
se d" = dj = 1. Mas para este caso as propriedades (1)-(4) sao satisfeitas trivialmente.
Portanto, existem permutagoes dy, g] e Gy, by tais que [51,31] e A e [827/52] e A"
Além disso, ja que estes pares de permutagoes satisfazem a propriedade (3) do teorema,
podemos aplicar a operagdo de colagem entre elas e assim obtemos as permutacoes a, b
que satisfazem as propriedades (1)-(4). Vejamos:

(1): Da proposicao 3.3.1.

(2): Da proposigao 3.3.2.

(3): La=l.a; = 1.

(4): Na operacao de colagem usemos 7; = 1. Temos 1b = 1,51(1 12) = LB] e, usando a

proposi¢ao 3.3.2,

A~ o~ ~

1.6[a,b] = 1.by[a,b]
= 1-?)\1([51-@1] X [52732])

ou

1.6[a% 0] = Lby([a%,by] x [a2, b))
- l/b\l[af,;)\l]
= 1.

Agora, se todos os d; sdo pares, entdo d = 2k, k > 2, e ja que v(A) = d — r é par, segue

que r é par.
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Ser =2, entdao A = [di,dy]. Assim | = (d; — dy)/2 é um inteiro entre zero e k — 2.

Sejadi =k+ledy=k—1.

Consideremos uma situagao mais geral assumindo s6 que d, > 1,isto é [ < k — 2. Em
outras palavras, no que segue ndo precisamos de dy, dy pares, s6 que dy > 1. Veja, para

0 <!l < k-2 definimos

R 1 ... k=1 k k+1 ... 2k—1 2
a =
1 ... k=1 k41 k+2 ... 2k &k
- _ 1 o k=1 k k41 ... k+0 k+l+1 k+1+2 ... 2k
Ge—1 ... k+1 k 1 ... 1 2k [+1 ... k-1

Se | = 0 ignoramos desde a coluna £ + 1 até a coluna k + [. Confiramos (1)-(4):

(2):

@i U ke l=1 k4l k4141 ... 2k—1 2
a,b] =
A 1 k+142 ... 28 k4141
donde [a, ?)\] =(12...k+D(k+14+1...2k) é produto de ciclos de comprimentos d; e d,
respectivamente.

(1): Estd garantida por @ pois leva 2k em k.
(3): Da defini¢ao de a.
(4): 1.b[a%b] = (2k — 1).[a%,b] = 1.

Ser > 3 entaor >4 ed, > 2, pois r e d, sao pares . Podemos aplicar a operacao
de colagem a dois pares de permutagdes tais que seus comutadores sejam do tipo A’ =
[di,...,d,—3] e A” = [d,_1,d,], sendo A" e A” parti¢des dos niimeros d’ = d — d,_; — d, e

d" = d,_1 + d, respectivamente. O

Corolario 3.3.4 Seja ¢ € Sy wma permutagao par nao trivial. Entio eristem permuta-
¢oes d, b com as sequintes propriedades:

(1) (@,b) age transitivamente sobre {1,...,d}.

(2) ¢=[a,b].

(3)a fixa 1.

(4) O 1 fica fizo porlj [a, E] ou porg [6‘)/[;]

t
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Teorema 3.3.5 Para cada particio A = [dy,...,d,] do nmimero d com defeito positivo
par, v(A) = (dy — 1)+ -+ (d, — 1) = d —r > 0, existem permutagoes @, be Syeum
intetro positivo ¢ com as sequintes propriedades:

(1) O subgrupo de Sy gerado por a, b age transitivamente sobre {1,...,d}.

(2) O quasicomutador [E?)\]_ consiste de ciclos de comprimentos dy,...,d,.

(3) O simbolo [ fica fixo por a.

(4) O simbolo 1 fica fixo por b [E,B]q_.

Demonstragao: A prova é por indugao sobre r. Assumamos d; > --- > d,.

Ser=1, A=[d] eja que v(A) =d—1 é par, entdo d = 2k + 1, k > 1. Definamos

1 ... k kE+1 ... 2k 2k +1
1 ...k kE+2 ... 2k+1 k+1

Q)
i

1 2 cer k+1 k42 .00 2B4+1
261 kE+1 ... 2k 1 k

o)
I

vejamos que satisfazem (1)-(4):
(2):
. 1 oo ko k4l .. 2% 2k
[a@,b]_ =
2 .0 k41 E+2 L0 2k41 1
é de fato um d-ciclo.
(1): E imediato de (2).
(3): Da defini¢ao de a.
(4): b [a,b)” fixa 1 para g = 1.

Para r > 2. Se existe um d; impar, usamos os mesmos argumentos da prova do
teorema 3.3.3. I por isto que vamos assumir todos os d; pares, portanto em v(A) = d —r,

d e r sdo pares.

Ser =2, entao A = [d,dy]. Sejal = (dy —dy)/2 assim d; = k+1ledy, =k —1 Vamos

obter conclusoes mais gerais se assumimos s6 que dy > 1, isto é, | < k — 2.
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Para 0 <[ < k — 2 definimos

~ 1 o k=1 k k41 ... 2%—1 2
1 =
1 k=1 k+1 k+2 ... 2k &
n 1 ... k k+1 ... k+10 kE+14+1 E+14+2 ... 2k
SNk o %=1 1 L 2%k I+1 ... k-1

Se [ = 0 ignoramos desde a coluna k + 1 até a coluna k + [. Verifiquemos (1)-(4):
(2): Facilmente verifica-se que [@,6]_ = (1 2... k—1...k+ Dk +141...2k).
(1): @ leva 2k em k e isto garante a transitividade.

(3): Da definicdo de @.

(4): blevaolnok, e [@, 5] leva k no 1.

Para os casos r > 3, isto é r > 4, usamos os mesmos argumentos da prova do teo-

rema 3.3.3. O

Corolario 3.3.6 Seja ¢ € Sy uma permutagdo par ndo trivial. Entdo existem permuta-
¢oes d, b e wm inteiro positivo g com as sequintes propriedades:

(1) (@3} age transitivamente sobre {1,...,d}.

(2) €= [a,b]-.

(3) @ fizra 1.

4)3 a,Eq_ fiza 1. O
(

Notemos que [@,b]. = §*b™%, onde g = @ b. Assim, ¢ pode escrever-se como produto de

quadrados de duas permutag¢des que geram um subgrupo de Sy que age transitivamente

sobre {1,...,d}.



Capitulo 4

Revestimentos Ramificados sobre

Superficies Fechadas

Neste capitulo apresentamos a solugao da Questao 1 quando N é fechada e diferente da

esfera, baseados nos artigos [Hul, [EKS] e [Ez].

Seja (M, ¢, N, By), By = {21,..., 21}, um revestimento ramificado de grau d finito,
onde N éuma superficie fechada. Segundo as possiveis presentagoes do grupo fundamental
de N = N — B, da pagina 15, a existéncia de uma representacao de Hurwitz ¥, implica

que

1 N =§?
U({or d o Avn ) = ¢ [0) W81 ¥ (1), ¥(Bacn)] - [¥ (). ¥(B1)) N =T,
W(B)2 U (Br)?.. . (B1)? N =RP,
Observemos que sempre W({v} }...{v] }) = 01...0% é uma permutacao par. Isto quer
dizer que se A; = [a;,,...,a; ], ji = #(¢7(x,)), é a partigao associada a o;, segundo os
resultados da secao 3.1 do capitulo anterior, entao

k

W Z) = v(A)=0 (mod2). (4.1)

1=1

Se & é um conjunto de parti¢coes nao triviais de d que satisfaz (4.1), dizemos que & ¢é

um dado de ramificagao virtual.

37
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Proposigao 4.1 Seja N wma superficie fechada ¢ & = {A,,..., Ax} um dado de rami-
ficagao virtual. Se x(N) < 0, Z € relizdvel. Mais que isso, se N € ndo orientdvel e d ¢

par, a superficie de revestimento pode ser escolhida ndo orientdvel.

Demonstracao: Vamos mostrar que partindo da congruéncia (4.1) é possivel construir
uma representagao de Hurwitz ¥. Basta definir o homomorfismo U : (V ) — Sy
nos geradores de Trl(z‘\Af, z*). Mas lembremos que:

Qoo vtk B B o) (] Bl = 1) N =T,
Hord o Ave ) B Bal{el ) o {82 =11) N =RP,
Portanto, queremos que a relagao nos grupos fundamentais acima tenha a identidade como
imagem na defini¢ao de W. Por outro lado, se ¥(Z) = 0 (mod 2), entao U({v;}...{v;})

tem que ser uma permutacio par.

Se N é orientével, pelo corolario 3.2.2 podemos definir ¥ tal que ¥({v}}...{v'}) =
[W(y1), ()] sendo U(v;) um d-ciclo e U(53;) = W(y;) = 1, para 1 < i < n. Donde
U({vi}.. AviHBuml. - [Bo,m]) = 1. E ja que ¥(y;) é um d-ciclo, isto garante a cone-

xidade da superficie de revestimento.

Se N ¢ nao orientavel, analogamente, pelo corolério 3.2.2 podemos definir W tal que
W({vi}. . {vr}) = U(B2)*.W(B1)? sendo W(32).W(B;) um dcicloe U(3;) =1, 2 < j <
n. Donde W({vi}..{v;}37...82) = 1. E ja que ¥(B,.53) é um d-ciclo, a superficie de
revestimento sera conexa. Finalmente para demonstrar a ultima afirmacao da proposicao
¢ importante lembrar que se d é impar, a superficie de revestimento é nao orientavel
(proposicao 2.6). Se d é par, combinando a demonstracio da afirmacao 3 do corolario 3.2.2
e a proposi¢ao 3.2.3 podemos definir ¥(3;) como sendo uma permutacio que fixa um

elemento. Daqui, pelo lema 2.5 M sera nao orientavel. O

O qué acontece quando y(N) > 07, isto é, o qué acontece quando N é o plano proietivo
| { X ; ;04 i I Pproj

ou a esfera?

Da teoria ja estudada temos que se & é o dado de ramificagao de (M, o, N, By),

necessariamente & satisfaz:

L. v(Z) =0 (mod 2)
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2. Pelo coroléario 2.7:

o Y(P)>d~—1, para N =RP? e M nao orientavel.
o V(7)) >d—2, para N =RP? e M orientavel.

e v(P)>2d -2, para N = §?

Chamaremos a combinagao do primeiro enunciado com um dos itens do segundo as Con-

di¢oes de Hurwitz.

Teorema 4.2 Seja N o plano projetivo e & = {A,..., Ay} wm dado de ramificagio
virtual. 2 € realizdvel se e somente se 9 satisfaz as condigoes de Hurwitz v(Z) = 0
(mod 2) e v(Z) > d—1. Mais ainda, a superficie de revestimento pode ser escolhida ndo

orientdvel.

Demonstragao: Resta garantir a existéncia de um revestimento ramificado (M, ¢, N, By)

que realize &. Precisamos entao definir uma representacao

W {oihdorh Bul{or) oD = 1) — S,
tal que W({vi}) =0, € A;, 1 <i<k,e U({vj}..{v;}3?) = L.

Seja v(Z) = 2s, s € Z*. Pode acontecer:

1. d impar. Neste caso v(Z) = Zk’:l v(A;)) =(d—=1)+r,comd—1er >0 pares.

i

Logo v(Ay) + v(Ay) =(d—1)+t, t =r— Zf:g v(A;).
(a) Se t > 0, pela proposi¢ao 3.2.6, para todo R, 0 < R < te R =t (mod 2)

pode-se escolher ay € A, ay € A, tais que (o, o) age transitivamente sobre

{1,....d} ev(ayas) = (d — 1) — R.

(b) Se t <0, pela proposi¢ao 3.2.5, existem a; € A, e ay € A, tais que o grupo
(o, ¢2) age sobre {1,...,d} determinando t'+ 1 6rbitas, ¢’ = —t, e se (' denota
a particao de d dada pelas as 6rbitas da agao de (aq, ay) sobre {1,...,d}, entao

ajag € O
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o

Seja Ajp = ||ajas||, temos que v(Ajp) + v(As) = (d — 1) + 1y, 8, =r — Zk 4 V(A

1=

Fazendo uma andlise para ¢; andloga a feita anteriormente para ¢ vamos ter que

(a1, as, as) age transitivamente sobre {1,...,d} ou age determinando 1 — ¢, 6rbitas
dependendo se t; > 0 ou ¢; < 0 respectivamente, e achamos um Ay = ||ajaqas)|
tal que v(Ags) +v(Ay) = (d—1) + 1y, 1y =1 — Ef___s v(A;). Agora analisamos

t2 e continuamos assim por diante até definir um Ay (s—1) = [Jor ... cuq]| tal que
V(A (k-1)) +v(Ag) = (d—1) 4, logo pela proposigao 3.2.6, existe oy € Ay tal que
(a1 ...ap-1,ax) age transitivamente sobre {1,...,d} ev(a;...ar) = d—1 poisr = 0
(mod 2). Portanto a; ...y € um d-ciclo par e existe ,//3\1 € Sgtal queay ... (1,\312 = 1.
Veja, se ay...op = (ay...aq) € B = (a1 Qg1 @3 Qega.. @i Qegi-e- Aoy Qo1 Qg Q)

para e = &L & 56 fazer B, = 7!

. koo ) X .
Sedépar. Y ., v(A;)=(d—1)+r, com d—1 er impares. Fazendo a analise acima
para este caso vamos ter que existem o; € A, 1= 1,...,k, tals que (ay ... ap_1, )

- . k :
age transitivamente sobre {1,...,d} e ja que Y . v(A;) =d+ (r — 1) com r — 1

par, pela proposicdao 3.2.8 pode acontecer:

(@) a1...0op € [d/2,d[2] se Ap_so1y = A = [2,...,2]. Neste caso existe um d-

ciclo By € Sy tal que a;...apfBf = 1: se ay ... = (ay, ...aldlg)(agl ...(le/:))

e B =(ai, az ...a1, as,...a1,, @y, ) € s6 fazer ) = A1

(b) Ouay...a; € [d—1,1],1logo a; ... ax é um (d—1)-ciclo par, portanto existe um

(d — 1)-ciclo /?1 € 5y, tal que ay .. .akgf = 1. Veja,se ay...ar = (a1 ... aq_)

7 A ol Famar A — A-1
e =(a Adyy @3 Adyy .. Gy @ ) € 506 fazer 5y = 371,

d
2

Assim, pelo corolario 2.4, sempre é possivel garantir a existéncia de um revestimento

ramificado ¢ : M — RP? que realize 2 como dado de ramificacio.

Para ver que M pode ser nao orientavel, ja que (aq,...,ax) age transitivamente sobre

{1,..

., d}, existe v € (aq,...,ax) tal que y(B(1)) = 1, logo 3 € S;_1 e pelo lema 2.5,

M é nao orientavel. O

Vamos dizer que (M, ¢. N, By) é um revestimento ramificado orientdvel (nio orientd-

vel), se M é orientavel (nao orientavel).
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Dos resultados anteriores notamos que se N é nao orientavel e 2 é um dado de rami-
ficagdo virtual satisfazendo as condi¢des de Hurwitz v(2) = 0 (mod 2) e v(2) > d — 1
podemos realizar Z. Mais que isso, se d é impar, M é nao orientavel, e se d é par, sempre é
possivel achar um revestimento ramificado tal que M seja nao orientavel, mas nem sempre

é possivel realizar & com um revestimento ramificado orientével.

Exemplo 4.3 O dado de ramificacao virtual 2 = {[3,1]} ndao ¢ realizdivel mediante um
revestimento ramificado orientdvel da garrafa de Klein:

Seja K a garrafa de Klein e y € K. Para que exista um revestimento ramificado de grau
4 com ramificagao localizada sobre y, € preciso definir ¥ : (a,b, ¢ | abab™'c™! = 1) — S,
tal que [a,A].~ € [3,1]. Mas notemos que para garantir a orientabilidade da superficie de
revestimento, nenhum ciclo de W(a) = @ nem de V(b) = b pode ter comprimento fmpar.
Isto €, precisamos que @, b € [2,2] o que implica, pela proposicio 3.2.8, que [6,3]_ € [2,2],

portanto € itmpossivel definir W.

Proposi¢do 4.4 Seja d € Z* par, N wma superficie fechada ndo orientdivel ¢ 7 =
{Ay, ..., A} wum dado de ramificagio virtual. P € realizdvel por um revestimento ra-
mificado orientdvel se e somente se para 1l < i < k ¢ A; = [B;,C;] onde B; e C; sdo
parti¢oes de df2 tais que {By,..., By, Cy,...,Ci} € dado de ramificagio de um revesti-

mento ramificado de grau d/2 do revestimento orientdvel duplo de N.

Demonstragao: Seja (M, ¢, N, By) wum revestimento ramificado orientdvel de grau d.

Consideremos os homomorfismos

w:m (N, z7) {+1,-1}

—

W:m(N,z") — {+1,-1}
{v7} > +1
Bi > —1

v=1, .0k, g=1,...,n.
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M=M- ¢~ 1(By) é também orientavel e pelo lema 2.5,
du(m (M) =W "1(S4_,) C Ker w (4.2)
onde W é a representacao de Hurwitz associada a ¢.

Seja (N’ , 7, N) o revestimento orientavel duplo de N determinado pelo Ker w. Tanto
(ﬁ o, /V) quanto (7."1(/\7),7;',1\/\7) sd0 revestimentos nio ramificados de N. Seja N =
W‘I(N ). Pela teoria dos revestimentos, sabemos que pode-se levantar ¢ para um revesti-
mento de N se e somente se gb*(m(ﬁ)) C m(m(N)). Temos que Ker w ¢ Ker & =
m.(m1(N)), logo por (4.2) podemos levantar ¢ para um revestimento nao ramificado

¢: M — N de grau d/2 que faz o seguinte diagrama comutar

N (4.3)
é iﬁ
ﬁ“‘(;* z\A/

Seja B; = n7'(By). Ja que Bj; ¢ um conjunto discreto, podem-se preencher cada um
destes “buraquinhos” em N do jeito usual. Com a comutatividade do diagrama (4.3)
temos que cada A; € ¥ pode escrever-se como A; = [B;, (;] onde B; e (; sao parti¢oes de

d/2 e assim {B,..., By, C1,...,Cy} é dado de ramificacao de (M, 97)7 N, B3).

Para a condigao suficiente, suponha que cada A; € 7 é da forma A; = [B;, C;] onde
{Bi,..., By, Cy,...,Cy} é dado de ramificagao de um revestimento ramificado (M, p, 1\7, B,)
de grau d/2. E claro que M orientavel, pois N & orientavel, portanto (M,pom, N,w(B,))

é um revestimento ramificado orientdvel de grau d. O

Pela demonstracao da proposicao anterior, se d é par os revestimentos ramificados
orientaveis de grau d do plano projetivo, dependem dos revestimentos ramificados de grau
d/?2 do revestimento orientavel duplo de RP?% Isto ¢, estudar a realizacio de dados de
ramificacao virtuais sobre RP? mediante revestimentos ramificados orientaveis, equivale
a estudar a realizagdo de dados de ramificagao “especiais” da esfera que como vamos ver

nao é um problema trivial.

As condigoes de Hurwitz para o caso da esfera sao v(Z) = 0 (mod 2) e v(Z) > 2d -2,

em geral elas nao sao suficientes para realizar Z.
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Exemplo 4.5 O conjunto 7 = {[2,2],[2,2],[3,1]} de particoes do 4 satisfaz as condigées
de Hurwitz mas nao ¢ realizdvel, pois é impossivel definir uma representacio de Hurwitz
U2 mi(S?— {2, 29, 23}) — Sy, jd que, pela proposicio 3.2.8, se o, 3 € [2,2], entdo

(
afp € [2,2], ou se B € [3,1] entao of3 € [3,1].

Lembremos que para garantir a realizacao de um dado de ramificacio virtual 7 =
{A1, ..., Ar} mediante um revestimento ramificado conexo da esfera precisamos da exis-
téncia de representantes a; € A; tals que ay...ar = 1 e que a agao de {ay, ..., o) sobre

{1,...,d} seja transitiva.

Proposigao 4.6 O conjunto 7 = {Ay,..., Ay} de partigoes de d, com A; = [d] para
algum v € {1,...,k}, € realizdvel por um revestimento ramificado de grau d da esfera se e

somente se satisfaz as condi¢oes de Hurwitz.

Demonstragao: A condicao necessaria esta feita. Vamos supor entdao que 2 satisfaz as

condigoes de Hurwitz isto &, v(Z) > 2d —2 e v(2) =0 (mod 2).

Se k=2, 2 = {A1, A3} com v

Ai) =d —t;, 1 = 1,2. Mas pela hipotese v(A;) +
v(Ay) > 2d — 2 donde 2d — (11 +t;) > 2d — 2, portanto t; + 1ty < 2 e assim t; = {5 = 1,

isto &, Ay = Ay = [d]. Peguemos a; = (1...d) e ay = a7 ", é claro que ajay = 1.
5 1 2 I

Se k=3, 7 = {A;, A, A3} é tal que v(A;) + v(Ay) +v(A3) >2d —2>d—1,eja
que pela hipétese existe « € {1,2,3} tal que A; = [d], entao existe i € {1,2,3} tal que

v(A;) = d —1. Sem perda de generalidade vamos supor i = 3, donde
V(A1) +v(Az) = —d+1 (mod 2)

ejdqued+1=—d+1 (mod 2) pelo corolario 3.2.7, existem a; € A, ay € A, tais que

v(aay) =d —1=v(A;s). Assim, é s6 pegar az = (ajay)7 L.
Para k£ > 3, por inducao. Vamos assumir Ay = [d]. Pode acontecer:
I. Que existam 7, j tais que v(A;) + v(A;) < d — 1, para i # j. Sem perda de

generalidade podemos supor v(A4;) + v(As) < d ~ 1, pela proposicao 3.2.5 existem

o € Aj, oy € Ay tais que v(ajaz) = v(ay) + v(as). Seja A = |lajas]|. Entao
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7" ={A, As, ..., Ay} satisfaz a hipoteses da proposicao e pela inducio, existe o € A
ea; € A;, 3 <1 <k querealizam 2. Isto ¢ existem o € A, a; € A;, 3 <i <k,
tais que aagz...a; = 1. E claro que a e oy sio conjugados, portanto existe v E Sy

1 1

tal que & = yayayy™! logo ya vt vaay Y, as, ..., o realiza 2.

S

Que v(A;) + v(A;) > d, para todo 7 # j. Seja v(A) + v(Ay)=d+ R, R>0.

(a) Se R for impar, v(Ay) 4 v(4;) = (d — 1)+ (R + 1), e j4 que R+ 1 & par,
pela proposi¢ao 3.2.6 podemos escolher a; € Ay, ay € A, tais que (a1, ag) age

transitivamente sobre {1,...,d} e v(ayay) =d — 1.

(b) Se R for par, pela proposicao 3.2.8, v(aqay) = d — 2.

Logo sempre vamos ter v(ajaz) > d — 2 e v(aas) = v{o) + v(az) (mod 2). Seja
(

A= |logogll e Z' = {A, As,..., Ar}. Entdo v(2') =0 (mod 2) e

I

(D) viayag) 4+ 2d — 2 — (v(Ay) + v(Ay))

AV
o
2

!
oo

-+
[\]

Q

vV
N
=

!
SV

onde v(aaz) — (¥(Ay) + v(Az)) = 2¢. Assim 2’ é realizével por indugio e analoga-

mente ao caso anterior, é possivel realizar &.

Proposicao 4.7 O conjunto = {Ay,..., Ax} de particoes de d, com A; = [d—1,1] para
algum 1 € {1,...,k}, € realizdvel por um revestimento ramificado da esfera se e somente
se satisfaz as condigoes de Hurwitz e é diferente de:

(1) {12,2],...,12,2],[3,1]} parad =4 ¢ k > 3.

(2) {[2,...,21,[2,...,2],[d = 1,1]} parad = 2r ¢ k = 3.

Demonstragao: Os dados de ramificacao virtuais dados em (1) e (2) nio sao realizaveis,
pois no primeiro caso tem-se que as permutacoes com estrutura ciclica [2,2] geram o 2-

Sylow de Ay e este subgrupo de Sy nao contém 3-ciclos. E o segundo caso nao é realizavel
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pela proposigao 3.2.8, pois para todo a, # € [2,...,2] temos que aff € [d/2,d/2]. Assim

as condi¢Oes necesséarias foram demonstradas.

Resta provar que qualquer outro conjunto de partigoes satisfazendo as condicoes de
Hurwitz é realizavel. Para comegar, da hipotese temos que k > 3, poisse k = 1, & =
{l[d=1,11} e (Z) = d — 2 < 2d — 2 o que contradiz uma das condicdes de Hurwitz.
Se k =2, 72 = {A;,Ay}. Vamos supor Ay = [d — 1,1] e v(Ay) =d —t, t > 0. Logo
v(Z)=12d— (t+2) > 2d — 2, donde ¢t < 0, absurdo.

Seja entao £ = 3. Temos ¥ = {A;, Ay, A3} satisfazendo as condigoes de Hurwitz e,
sem perda de generalidade, A3 = [d — 1,1]. Assim, v(A;) + v(A2) > 2d — 2 — v(As),
isto &, v( A1) + v(Az) = (2d — 2+ 2q) — (d — 2) para g > 0 pois v(Z) é par. Portanto
v(Ay)+v(Ay) = d+2q. Pela proposigao 3.2.8, existem oy € Ay, ay € A; tais que (o, ag)
age transitivamente sobre {1,...,d} e ajaz € [d—1,1], pois 2 é diferente do conjunto em
(2). Fazendo a3 = (ajaq)™!

é claro que ayasaz = 1, com a3 € As, e este produto realiza

Para & > 4 vamos provar por indugao e usaremos o método de redugdio da demonstracio
da proposi¢ao anterior. Assumamos que Ay = {[d — 1,1]}. Pelas proposices 3.2.5, 3.2.6
e 3.2.8, existem oy € Ay, ay € Aj tais que v(ajaz) = v(ay) +v(as) on v(ajay) >d—2 e

aléem disso temos que v{oyas) = v(ay) + v(az) (mod 2).

Se d = 4, podemos pegar aja; ¢ [2,2] pois & é diferente do conjunto em (1). Seja
7" = {]|aral|, As,..., A}, entdo v(Z2') = v(Z) ou v(Z') > 2d — 2, pela hipotese de
indugao 2’ é realizével e da mesma forma que na demonstracio da proposicao anterior

podemos concluir que Z é realizavel. O

Teorema 4.8 Seja d # 4. Um dado de ramificagao virtual 9 = {Ay, ..., Ay} € realizdvel
por um revestimento ramificado de grau d da esfera se v(Z) = 0 (mod 2) e v(2) >

3(d—1).

Demonstragao: O caso d = 2 ¢é trivial, pois neste caso para todo 4; € 7, A; = [2]

e as condigoes do teorema implicam que k& é par. Assim podemos definir a seguinte
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representagao

U ({orh o {ogt o A{u =1} — S,

{v7} — o, =(12)

para ¢ ={1,...,k}, logo oy...0p = 1.

Sejad > 3. O caso k <2 évazio. Veja,sek =2, 7 ={A;, Ay} e (D) = 2d— (11 +1,).
Jaquev(Z) =0 (mod 2) entao t;+1; =0 (mod 2), além disso, 2d—(t; +t5) > 2d—(3—d)

logo t; + 1ty <3 —d, isto é ty + {5 < 0, absurdo. Se k =1, d —1 =0 (mod 2), isto quer

dizer que 2|(d —t), mas d —t > 3d — 3 portanto 0 < t < 3 — 2d, impossivel porque no

minimo d = 3.

Seja k=3, 7 = {A;, Ay, Az} e v(Z) =3d — (1 +1a+t3) > 3d—3 logo t, +t,+13 < 3

ejaquet; >0, 1=1,2,3, temos que t; = 1 donde A; = [d]. Agora, como t; + {,+t5 =d

(mod 2) entdo d é impar. Neste caso definimos a3 = ay = (1 2...d) e a3 = (a1a)™".

Para k > 4, demonstraremos por inducao. Pode acontecer:

1.

o

Que existam 2, j tais que v(A;) + v(A;) < d—1, i # j. Sem perda de generali-

dade podemos supor v(Ay) + v(A4y) < d—1isto é v(A) +v(Ay) =d—t, t>1e

pela proposigao 3.2.5 existem oy € A, ay € Aj tais que v(ajay) = viay) + v{az).
Seja A = ||oy|] e 7' = {A, As..., Ax}. Por inducao &' é realizavel e portanto
y 413 y G |

vy, yaeyTh, as, ..., o realiza 2, para y € Sy, pois a € A e ajay sdo conjuga-

dos.

Que v(A;) +v(A;) > d para todo 1 # j. Entao 2d — ({; + ¢;) > d logo d > t; + 1;,

portanto ¢, + 1, € {2,3} donde ¢; =1 ou {, = 1 o que implica A; = [d] ou A, = [d]

5

logo & é realizéavel pela proposicao 4.6.

Podemos supor entao que v(A4;) < d — 2. Temos dois sub-casos:

(a) Algum A; # [2,...,2]. Suponhamos 4, # [2,...,2] e v(A;) minimal entre os
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v(Aj) com A; £ [2,...,2]. Agora

(A +v(Ay) = 2d—4—¢q, ¢>0
= (d=1)+(1l+d—4—-gq)
= d+(d—4—q).

Sel+d—4+4q é impar, d —4 + g é par e pela proposicao 3.2.8, existem
ar € Ay, ay € Ay tais que (a, ;) age transitivamente sobre {1,....d} e
ajay € [d—1,1].

Se 1 +d— 4+ g é par, pela proposicao 3.2.6 existem oy € Ay, a; € A, tais
que (ay, ) age transitivamente sobre {1,...d} e v(a;ay) = d — 1 portanto
ajas € [d].

Seja A = lloqaw|| e ' = {A, As,..., Ar}. De outro lado

N (k—2)d

2

e

v

> 2d —

o

(2" > (d—2)

J& que no maximo existe um ¢ tal que v(A;) < d/2 ek > 4. Agora Z' ¢ realizavel
excetose k =4 e A3 = Ay = [2,...,2], neste caso v(Z) < 2(d —2) + (2d)/2 =
3d —4 < 3(d —1) pois v(A;) <d—2, 1€ {1,2} e v(A;) = d/2, j € {3,4},
contradizendo o que assumimos.

Alterando a escolha de a € A por o produto de v la;y e v layy para um
v € Sy, se realiza .

Que A; = [2,...,2]parai = 1,.... k. Ja que v(Z) é par e 3(d—1) é impar, entdo
(Z) = kd/2 > 3(d — 1), donde k > &;” > 5 pois d é par e d > 6. Temos
entao que v(A;) + v(Ay) = d, pela proposicao 3.2.8 existem a; € A;, oy € A,

tais que (ay, o) age transitivamente sobre {1,...,d} e ayay € [d/2,d/2).

Seja A = |jaqasll e 7' = {A, As,..., AL}

v(A)+v(As) = d—2+4d)/2
= d+(d/2-2)
= (d—=1)+(d/2-1).

Se d/2~2 & par, pela proposicao 3.2.8 existe a3 € Aj tal que ayaq9as € [d—1,1].
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Se d/2 — 2 é impar, pela proposicao 3.2.6 existe az € A3 tal que ajazas = [d].
Ja que k > 6 as duas proposi¢oes anteriores garantem que o dado de ramificacio

virtual {|jajazas]|], Ay, ..., - AL} é realizavel e daqui 2 é realizével.

0

Corolario 4.9 Se d # 4 existe s6 um nimero finito de dados de ramificacdo virtuais ndo

realizdveis mediante revestimentos ramificados de grau d da esfera.

Demonstragao: 56 existe um niimero finito de dados de ramificacao virtuais 2 tais que

v(2)<3(d—1). O

Corolario 4.10 Para d = 4, um dado de ramifica¢io virtual 9 = {Ar, ..., AL} € reali-
zdvel mediante um revestimento ramificado de grau d da esfera se e somente se v(Z) >

2d-2=6, v(Z)=0 (mod 2) e 7 # {[2,2],[2,2],...,[2,2],[3,1]}.

Demonstragao: As condi¢Oes necessarias ja foram provadas. Para as condicoes sufi-
cientes vimos que nao ¢ possivel realizar {[2,2],...,(2,2],[3,1]}. Se Z contém um [4]
ou um [3, 1] pelas proposicées 4.6 e 4.7 Z ¢ realizdvel. Sendo, entdo ¥ s6 contém [2,2]
e/ou [2,1,1]. Se ambos aparecem, vamos supor que 4; = [2,2] e Ay, = [2,1,1], logo
(A1) + v(Ay) = 3 = 4 — 1. Pelo corolario 3.2.7 existem a; € A;, ay € A, tais que
A = |lajay]| = [4]. assim, pela proposi¢ao 4.6, ' = {A, As,..., Ay} é realizavel e por-
tanto & também. Se s6 aparecem (2,1, 1], ja que v(2) > 6, & tem no minimo 6 particdes.
Temos entao v(Ay) +v(A;y) = 4 — 2 e pela proposicao 3.2.5 existem a; € Ay, oy € A, tais
que v(ayag) =4 — 2. Seja A = |lajas||, donde v(A) + v(A3) =2+ 1 =3 =4—1 e pelo
corolédrio 3.2.7 existe oz € Aj tal que oy € [d] = [4], portanto Z é realizavel. Se so
aparecem [2,2], v(A;) + v(Ay) = 4 e pela proposicao 3.2.8 existem a; € Ay, as € A, tais
que ooy € [2,2]. Seja A = ||ajaz||. Se k =3, az = (a1ay) 7! implica que 2 é realizavel.

Se k> 3. por inducao 7’ é realizavel e portanto & é realizavel. O

Proposigao 4.11 Se d = ab com a, b > 1, entio embora 2 = {[a,...,a],[b+1,1,...,1],
la, a(b—1)]} satisfaga as condigoes de Hurwitz, @ ndo ¢ realizdvel por nenhum revestimento

ramificado da esfera.
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~

Demonstragao: O plano para fazer a prova é o seguinte, fixar 3 = (1 2...b+1) €
[b+1,1,...,1], considerar todos os possiveis a € [a,...,a] com (o, ) transitivo e mostrar

que af nao pode cair em [a, a(b— 1)].

A transitividade requer que nenhum dos b a-ciclos de o envolva s6 dados maiores que
b+ 1, pois nao teriamos como conectar b+ 1 com b+ ¢ por exemplo. Segue entdo que
(b—1) a-ciclos de « contém exatamente um dado menor ou igual a b+ 1 e um deles contém

dois. Sem perda de generalidade podemos assumir que

a=(1...7..)2..) . G=1.)G+1...)...(b+1..)

para algum 7 < b+ 1. Assim

af=(1...7+1...7+2... b+ 10)(g 20 e
p (‘l,J“*" J+ ! ) & J )
onde u+v =aewu, v>1 Assim, of € [v,d ~2]onde z =« (mod a), d—z = v

(mod @). Em particular nem @ nem d — x sdo divisiveis por a, e por isto o3 ¢ [a, a(b— 1)].

0

Teorema 4.12 Se d # 8 ¢ par, entio um dado de ramificagio virtual 7 = {Ay,..., A}
com A; = {B;,C;}, € B;, C; € w(d/2), € realizdvel por um revestimento ramificado conezxo

orientdvel do RP? se v(2) > 3((d/2) — 1) e v(Z) =0 (mod 2).

Demonstragao: Seja d = 2d’. Escolhamos um refinamento B; U C; de A;, 1 < i < k.
Entao para 2’ = {By,C4,..., By, Ci} temos

k

k
W Z') =) ((B) +v(Ch) = Y v(A) >3(d 1)

=1 =1
Pelo teorema 4.8 &' é realizavel por um revestimento ramificado conexo de grau d da
esfera. Assim, fazendo a composicao com o revestimento S* — RP? podemos completar

a prova como na proposigao 4.4. O

Temos como consequéncia que para d # 8 par, s6 um namero finito de dados de

ramificagao virtuais, onde cada parti¢io pode refinar-se e assim tornar-se um elemento de
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m(d/2), ndao sao realizaveis por revestimentos ramificados conexos e orientéveis de grau d

do plano projetivo.

Corolario 4.13 Para d = 8, as colegoes 7, = {[3,1,1,1,1,1],(2,2,2,2],...,[2,2,2,2]}
e & = {[3,1,2,2],(2,2,2,2],...,[2,2,2,2]} para k > 2 e satisfazendo v(&) > v(Zy) =
4k — 2 > 6 = d — 2 nao sao realizdveis por nenhum revestimento ramificado conexo e

orientdvel de RP2.

Demonstragao: O tnico refinamento do tipo [4,4] das parti¢oes acima é aquele que o

corolario 4.10 proibe. O



Capitulo 5

Revestimentos Ramificados Primitivos

Estudamos, neste capitulo, a realizagao de dados da ramificacdo virtuais mediante revesti-
mentos ramificados primitivos, e uma generalizacao deste problema, quando N é fechada

e diferente da esfera. Ver [BGKZ2] e [EKS].

Todo revestimento ramificado (M, ¢, N, B,) de grau finito d determina um subgrupo

de m(N) de indice finito, o.(7(M)).

Questao 2 Seja H C m(N) um subgrupo de indice | finito, d € Z* finito, ¢ ¥ =
{A1,..., A} um dado de ramificagdo virtual. Serd que existe um revestimento ramificado

conexo (M, ¢, N, By) de grau d que realize 7 € tal que ¢ (m(M)) = H?

Notemos que quando N = RP? e H = m;(N) a resposta & questdo acima é afirmativa, pois
um conjunto de partigoes de d satisfazendo as condi¢oes de Hurwitz v(Z) = 0 (mod 2)
e v(Z) > d — 1, sempre pode-se realizar com um revestimento ramificado niao orientével
(M, ¢, N, By) e, neste caso, ¢u(m(M)) = m(N) = Zy. Pois se for ¢.(m1(M)) = {0}, seria
possivel levantar ¢ a um revestimento ramificado de S? o que ¢ absurdo ja que M é nao

orientavel.

Uma fungao continua chama-se primitiva se o homomorfismo induzido entre os gru-
pos fundamentais ¢ sobrejetor. Assim, vamos dizer que (M, ¢, N, B,) é um revestimento

ramificado primitivo se o.(m(M)) = m (N).



Revestimentos Ramificados Primitivos

53 1
S

Lembremos que o subgrupo de isotropia de um elemento z; € ¢~1(z") = {z),..., 24}

esta dado por
[ﬁl(ﬁ:*)(:i) ={a € ﬂl(J;\}:z*‘) | zia = 2}, (5.1)
Agora, se U é a representacao de Hurwitz associada a ¢, (5.1) pode-se escrever assim:
Iy(i) = {a € m(N,2%) | ia = i}.
onde @ = ¥(a).
Teorema 5.1 Seja N uma superficie compacta e (M, $, N, By) wm revestimento ramifi-

cado de grau d. Entao ¢.(m(M,z)) = i.(ly(1)), onde i. € o homomorfismo de grupos

induzido pela inclusao 1: N — N.

Demonstragao: Seja M=M— ¢ (By) e & = ¢|57- Sabemos que (Z: M —s N éum
revestimento nao ramificado de grau d e que (E*(Trl(ﬁ, 21)) = Ig(1) € m(N,z").' Por
outro lado, os homomorfismos

z?*:m(z?’,:*) — m(N,z7)

Jw ﬁl(ﬁ, z1) — m(M,z)
induzidos pelas respectivas inclusoes, sao sobrejetores. Portanto
b(m(M. 7)) = 6(ju(mi(M,21))
= i(Su(m(M,20))

Corolario 5.2 As sequintes afirmagoes sao equivalentes:

1. ¢ € primitiva.

2. A composigao ly(k) — m(N,z) — m(N, %) € sobrejetora para todo k € {1,...,d}.
3. A composigio Ig(k) Tﬁ(i\ z*) — m(N,z%) € sobrejetora para algum simbolo
ked{l,....d}. O

"Ver [Ma], capitulo V, se¢do 7, pagina 162.
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Corolario 5.3 Seja H um subgrupo de m (N, z*). As sequintes afirmagoes sio equivalen-
tes:
1. Cb*(ﬁl(ﬂfj, 21)) = H.

2. A itmagem da composigio ly(1) — Wl(/v,z*) — m(N,z") € H. O

Os teoremas 3.3.3, 3.3.5 junto com o coroldrio 5.2 garantem a realizacao de revestimentos

ramificados primitivos sobre o toro ou a garrafa de Klein dado 2 = {4}. Pois ja que

o~ (a,b,c|la,blc™! =1) N = toro menos um ponto
cl=1

(a,b,c|[a,b]_ ) N = garrafa de Klein menos um ponto
basta definir

v m(ﬁ,:*) — Sy

a — a
b — b

onde @, b sao como nos teoremas 3.3.3 e 3.3.5 respectivamente. Além disso a sobre-
jetividade de Ig(k) — m(N,z*) — m(N,z") estara garantida se demonstramos que

a, b€ Iy(k), para algum k € {1,....d} onde a, b sido os geradores de (N, z*). De fato:

1. No caso do toro, pelo teorema 3.3.3 @ fixa 1, portanto « € [y(l) e i.(a) = a €
ﬁl(ﬁﬁ z"). O mesmo teorema garante que ou bla,b] ou b[a* b] estd em Iy(1), seja
qual for o caso, temos b € Im(z.) pois 7 (N, z*) é abeliano e portanto qualquer
comutador torna-se a identidade.

-~

b)?,
para algum ¢ € Z*. Portanto a, bla,b]l € Iy(1) e i.(a) = a, i.(bla,b]") = b €

2. No caso da garrafa de Klein, segundo o teorema 3.3.5 @ fixa 1 assim como b[a,

m1(N, z*), pois [a,b]_ =1 em m; (N, 27).

Dizemos que o subgrupo H de w(N) corresponde ao revestimento ramificado (M, ¢, N, By)

se ¢.(m(M)) = H.

Teorema 5.4 Seja N wma superficie fechada diferente da esfera e do plano projetivo,

deZr, H Cm(N,z*) um subgrupo ¢ 7 = {Aq,..., A} um dado de ramificacio virtual.
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Entao as seguintes afirmagoes sao equivalentes:

1. O subgrupo H corresponde a algum revestimento ramificado conexo entre superficies
fechadas que realiza 7.

2. H € um subgrupo de indice finito | tal que l|d e para cada i € {1,...,k} existem |
partigoes

Bil - [(lillﬁ R dill‘”]ﬂ RN Bil - [dill; .. 7di17‘11]

do nitmero dfl tais que

Ai =B U---UBy = [diny, ..y diryyy - dingy - o digy -

2

A versdo algébrica do teorema anterior é:
Teorema 5.5 Seja m = (ay,...,0,,51,...,5: | 117 (s1...5:) = 1) a presentacdo de um
.] b bl bl b ) i l g
: q % 27 ‘ * : ; - -
grupo, paran > 2, k> 1, e[ = H?:/llflfzi-—hazi} (n=2g), oul["=d?...a>. Seja H
um subgrupo de 7 /{(s1,...,sx)) onde ((s1,...,5;)) € o menor subgrupo normal contendo

k

os elementos sq,...,s,. Sejam oy, ... 0, € Sy—{id} permutagoes tais que 1., o0 € uma

permutagao par, e denotemos por A; a cole¢ao dos comprimentos dos ciclos de o;. As

sequintes afirmagoes sao equivalentes:

1. Eaiste um homomorfismo ¥ : 7 — Sy tal que :

(a) O subgrupo W(mw) < Sy age transitivamente sobre {1,...,d}.
(b) W(s;) € conjugado de o;
(c) A imagem da composicio ly(1) — 7 — 7/{(s1,...,51)) € H.
2. H é um subgrupo de indice finito | tal que l|d € para cada i € {1,...,k} existem |

parti¢oes

Bil = {(lillﬁ - 7([i17‘,1]7 IR Bil - [(l‘ill:« L 7di17‘11]

do niimero d/l tais que

Ai=BaU---UBy=[din,..., divrgys s din. - diy )

] s
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Notemos que os grupos fundamentais m;(N, z*) e (N, z*) sao isomorfos a os grupos
m e m/{((s1,...,5%)) respectivamente, e que estes isomorfismos respeitam as projecdes
TN, z%) — m(N,2%), m — 7/({(s1,...,58)). Além disso, do corolario 5.3 segue que

os teoremas 5.4 e 5.5 sao equivalentes.

Demonstragao do Teorema 5.5 no caso primitivo: Se H = 7/{((s1,...,54)),
entao [ = 1 e a segunda afirmacao é sempre valida. Vamos ver que a primeira é sempre

valida também.

Consideremos o caso n = 2, k =1, 7 = (ay, a2, | [a, wo]s1 = 1) e Ay = [dy,...,d,].
Pelo coroléario 3.3.4 existem permutagoes @, @z € Sy tais que seu comutador é o produto

de ciclos de comprimentos d,...d,. Assim podemos definir a seguinte representacio de

Hurwitz:
V:mr — Sy
a; > G
ay > a4y
51— [ay, @)

daqui as condigoes (a), (b) seguem das propriedades (1), (2) do corolario 3.3.4. Do mesmo
L. } ~ ~p o~ o~ ~F~ND o~ ;
corolério temos que o 1 fica fixo por @ e por @z[a1, @] ou @y[@;”, @3], donde Iy(1) — 7 —>

m/{{s1)) é sobrejetora.

Seja agora k > 2 e A; = [d;,. .. ’dim‘]’ 1 = 1,..., k. Peguemos permutagoes s; € Sy

tais que seus ciclos tenham comprimentos d,,, ..., d;, respectivamente. Se a permutacio

lrl

o~ o~

¢=351...5 # ¢ onde € é a permutagao identidade, é s6 aplicar o corolario 3.3.4. Mas se

)

W

51... 55 = € analisamos os seguintes casos:

(1) se em algum §; existe um ciclo de comprimento maior ou igual que 3.

(2) se todos os ciclos tém comprimento menor ou igual que 2 e d > 3.

(3) se d = 2.

Se acontece (1), & s6 trocar §; por 5; . Se (2), trocamos em um §; # € wm simbolo de
um ciclo de comprimento 2 por um simbolo de outro ciclo qualquer. Assim, sem mudar o

comprimento dos ciclos, o novo § é tal que o produto 57 ...5; é diferente da identidade,
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logo pode-se aplicar o coroldrio 3.3.4 e definimos a seguinte representacao de Hurwitz

V:r — Sy
a; —>
a — @
S; .§\,

~

donde [ay, as](sy ... 55) — [&B]“J(SAI ...8) = €ecomono caso k = 1, o resto da primeira

condi¢ao do teorema segue do mesmo corolario.

Se temos (3), existe um §; # €. Peguemos permutacoes arbitrarias e diferentes @, b €

Sy e automaticamente a primeira condicao é satisfeita.

Assumamos agora que 7 = (a1,...,025, 815,85 | [ (51...8%) = Iy comm > 1e
IT" =TI, la2i-1, az]. Definamos a representagao de Hurwitz enviando aq, as, sq,..., s,

como no caso analisado anteriormente e levemos as, ..., ay, a permutagao identidade.

Para o caso m = (a1,...,ay,51,....8 | [[(s1...8) = 1) comm > 1, n > 2e

IT" = af... a2 procedemos analogamente s6 que aplicando o corolario 3.3.6. O

J& que os teoremas 5.4 e 5.5 sdo equivalentes, temos demonstrado entao o teorema 5.4

no caso primitivo, isto é quando H = m (N, z*).

Demonstracao dos teoremas 5.4 e 5.5 no caso geral: Seja ¢ : M — N um
revestimento ramificado tal que ¢.(m(M)) = H. Consideremos o revestimento nao ra-
mificado p : N — N que corresponde ao subgrupo H. Entao ¢ pode-se levantar a

¢6:M—Neo diagrama

M—=N

comuta. Agora, qualquer ponto z; € By tem [ = [m(N) : H] preimagens em Ne daqui,

pela comutatividade do diagrama, a particao A;

!
=

FR .dgrr_] pode-se escrever como a

uniao de [ parti¢ées do inteiro d/[.
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Revestimentos Ramificados Primitivos

Por outro lado, seja p : N —3 N o revestimento nio ramificado que corresponde ao
subgrupo H. Seja 9 = {Bi1,...,Bu...,Br,..., By} um dado de ramificacao virtual.
J& que \(/{f) = l.x(N) < 0, a superficie N & diferente da esfera e do plano projetivo.
Segue do teorema 5.4 para o caso primitivo que existe um revestimento ramificado conexo

h:M— N que realiza 7. Assim (M,poh, N,p(B;)) é o revestimento procurado. [



Capitulo 6

Sobre Superficies com bordo

Neste capitulo resolvemos a Questao 1 e a Questao 2 quando N é uma superficie com

bordo e d € ZT finito.

Seja N uma superficie fechada. Escolhamos sobre ela um namero n finito de discos
fechados disjuntos e tiremos o interior de cada um deles. A superficie N™* assim obtida
é uma superficie com n componentes de bordo. Reciprocamente, se N™ é uma superficie
com n componentes de bordo, cada componente é homeomorfa a um circulo. Portanto se
pegamos n discos fechados e fazemos a colagem do i-ésimo disco com a i-ésima compo-

nente, obtemos uma superficie fechada N.!

Enunciemos novamente as questées que queremos resolver:
Questao 1: Dada uma superficie N, um candidato d para grau e um conjunto de par-
ticoes 7 = {A;}ier de d onde cada termo de A;, @ € I, ¢ finito, serd que existe um

revestimento ramificado conexo (M*, ¢, N™., By) tal que realize 97

Questao 2: Seja H C m(N™) wm subgrupo de indicel finito, d € Z*t, e 7 = { Ay, ..., Ay}
um conjunto de partigoes de d. Ewxiste um revestimento ramificado conexo (M*, ¢, N**, By)

de grau d que realize 7 e tal que o (m(M*)) = H?

'Ver [Ma], capitulo I, se¢io 10, pagina 37.

N
&
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nx

Resposta a Questao 1: Observemos que se N™* é uma superficie com bordo, d € Z+
e 2 ={A, ..., Ax} é um conjunto de particoes de d, a existéncia de um revestimento ra-
mificado que realize 7 depende da possibilidade de definir uma representacao de Hurwitz,?
isto é, um homomorfismo ¥ : Trl('J\Af”*) Sy, onde N™ denota a superficie N depois
de tirados k pontos, {z1,...,2x}. Mas tanto m( N™) quanto m(ﬁ”*) sao grupos livres,
com m(N™) C nl(ﬁn*), j& que por cada a; tirado acrescenta-se em um o numero de
geradores de m(N™). Logo, temos absoluta liberdade para definir a representacao, pois
nao precisaremos cuidar de relacao nenhuma. Assim, se «o; € Trl(ﬁn*) é a classe obtida a
partir de z;, definimos a; — &; € Sy tal que a cole¢ao dos comprimentos dos ciclos de &;
determina a particao A;. E para garantir a conexidade do revestimento basta s6 definir
U(a;) como um d-ciclo, sendo a; um gerador de m(N"™*). Portanto precisamos m,( N™*)

ndo trivial, isto é, se N =S?entdion > 1. [

Resposta 4 Questao 2 no caso primitivo: Seja H = 7 ( N™). Se N™™ é obtida a
partir da esfera e n = 2, entao m(N"™) = F'(a) é um grupo livre em um gerador. Para
k=1tem-se Z = {A} com A = [d,...,d.]. Assim, m(N™,z*) = F(a,«) é um grupo

5 gruj
livre em dois geradores. Posso livremente definir a seguinte representacao:
U Fla,o) — Sy
a — (¢1c...¢5) =1
o > (z)(2z2)...(z) =@
onde o d-ciclo @ garante a conexidade e (z;) é um d;-ciclo para i = 1,...,r.

Y

E o revestimento ramificado (M™, ¢, N™*, B,), associado a W, primitivo? ou equivalen-
: ] ) @ b I 1

temente, € ¢.(m(M*)) = F(a)?

Observemos que o teorema 5.1 é valido para este tipo de superficies, assim, pelo co-

rolario 5.2, para responder esta pergunta, basta mostrar que existe 3 € [y(1) tal que

?Ver corolario 2.2.
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1x(f) = a, onde 1, é o homomorfismo induzido pela inclusao ¢ : N™ — N™*,

Sabemos que deve existir j € {1,...,7} tal que 1 € (z;).

1.

Se d; > 1, definimos a tal que :

pois aa vai fixar o 1:

lLad=cra=c = 1.

Além disso i.(aa) = a, portanto é s6 fazer 8 = aa.

Se d; = 1. Notemos que a® € ¢.(m1(M)) ja que @ é um d-ciclo, basta entiao mostrar
que existe v € [y(1) tal que i.(y) = a”, para h € Z*, (h,d) = 1. Pois pelo lema
de Bezout existem inteiros p, ¢ tais que ph + qd = 1, e teremos que « = a”*q?? €

bu(mi(M)).

Sabemos que tem que existic um d; > 1, i # j, pois @ é diferente da identidade.

Seja ¢; € (2;), e definamos @ tal que:

Ct-1 = 1
Ciy1 = G
assim aaa®™? fixa o 1:
4 s~ = A~~d -2 ~d—=° B
l.aqa®™? = ct.aad C = c¢+1.ad b= ci1 =1

d_z) = ¢%!. Portanto é s6 definir ~ = aca® 2.

e mais do que isso, i.(caa

O caso k > 2 reduz-se ao caso anterior, pois ja que F(a,ay,...,ax) é livre, basta definir

o d-ciclo @ dependendo de @; para garantir a primitividade. Analogamente para n > 2,

pois sendo 7 (N™) = Flay,...,a,-1) um grupo livite em n — 1 geradores, é s6 definir o
I 1 ] ) 2

homomorfismo ¥ : F(ay,... ,ay_1,01,...,a;) — Sy tal que leve a; — oy, a; —> @; =

(a1

.cq)ea; — 1, 2 < 5 < n—1, onde o comprimento dos ciclos de ; ohedece a

particao A; e o d-ciclo @) define-se dependendo de aj para garantir a primitividade.



Sobre Superficies com bordo 61

Se N é obtida a partir do toro, a resposta reduz-se ao caso anterior, pois m(T"*) =
m1(STH2)%) j4 que sdo grupos livres sobre conjuntos da mesma cardinalidade, onde S esté
representando a esfera. Alids, pela mesma razao, m(T}*) = m1(S29+)%) "onde T, é a soma
conexa de ¢ toros. Analogamente acontece se N™ é obtida a partir do plano projetivo

pois 7 (P™) = 7 (S"H1) e em geral 1y (Pr) = m1(S¥F)7), onde P, é a soma conexa de

g planos projetivos. [

Resposta & Questao 2 no caso geral: Segue de copiar o teorema 5.4 junto com a

sua demonstracdo mas usando o caso primitivo que acabamos de resolver . [J
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