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Resumo

Neste trabalho estuclainos as á.lgebl'as estandarmente está'atifica(las: e]i] geral e obtive
mos os seguintes resultados:

e Lrnla cai'acterizaçã,o das álgebt'as club são esta.ndarmeilte está'atificadas ein todas as

ordens dos sirllples, obtendo colllo corolái'io unia caracterização para as álgebras
hel'editária.s.

+ Estudamos a estratificação das á.lgebt'as com só dois simples. as áigebras na coima
t!'iangular e obtemos uln iesultaclo pala as álgebras coi l ra(local quadrado zelo.

e Obtemos uill insultado soft'e os complexos na ca.t.egos'ia dos módulos ílltrados por
[-nódulos estanda] es.



Abstract

In tllis \.voik we stud.}, the standaiclly stiatiíled algebias i]] general: arld obtairl the
followine:s t,esillt.s:

+ .X c]lalacterization of t]Je a.]gebl'as which are sta]]daidiy stlatified in ai] otclers oÍ'
simples. gett.ing as a corollal'y a chaiactelization fol' heleditaiy algebras.

e W'e stucll' the sti'a.tificatior] of tlie algebt'as witl] only tw-o simples; tlie algebras in
tlie t.tiangula.r foral ar)cl get a result for algebras with radical squa.re ze!'o.

B \'\''e get a i'esult over tlie conlplexes in tule categoi'y of modulem íiltercd by starldard
!tiodules.



Introdução

Neste trabalho estuclatnos as álgebias estaiJclarlnente estiatifica;das em geral.

A tese esta estiutulacla en] cinco capítulos. Os (duais faço urlla. sucinta apl'eseiJt.ação a
seguir.

O Capítulo l destina-se a uílla revisão (te noções básicas, como alléis. ÍJlódulos. carca-
zes, categorias e teoria. de .'\uslander Reiten. Os conceitos principais são defiílidos. Leilão
collao objet.ix.'os flxai llotações e fa.zei' a tese o mais autocontjda possível.

No Capítulo 2 fazemos unia lecompilaçã.o detalhada clãs ciefiílições e resultados se

brc á.lgebl'as esta.lida.rirleilte estral.iflcadas e quase llereditárias: il)cluinclo rmiltas pl'ovas e
exemplos. (lonleçaillos este (a])ítulo com o conceito de módulos flltiados com relaçã.o a
ullla família. (le naóclulos. (]uc é coilceit.o básico pala a teoria de álgebias estan(!armei)te es-
tratificadas. {Jma, álgcbia é estalldailllerlt.e cstiatiflcacla se ela. considerada como módulo
sobre si mesilla é flíttada })ela fa.n)fila dos iTiódulos estalldarcs. Um caso particular (le
álgebras esta)mar laente está'a,tiflcada.s são as cluase fere(litáiias, (lue são a.s álgebras es-
tandaLmeilte esttatihcadas de cliilleLlsão global Edita. estas foram as piinieiras a seielJI
estuda.das.

No Ca.título 2, exibilllos exemplos que nlost.rai:n que o cor)coto (le álgebia estandai
nlellte estiatiflcadas depenclc da orclc3)ação dos módulos sirllples. Isto é uma álgebra pode

ser estendal ílel)te está'atificada i]un]a O]'den] e e]]] ouvia Jlão. Isto 1110tivou uma pelguilta
do piore-ssor i\,lerkleí] cn] r]osso semiiláiio: eLe (]ueiia sabei se conhecíanaos as álgebi'as que
são estar(la.in-lente está'a.Lítica.das em unia única ordem dos simples.



O Clapítulo 3 é dedica,(!o as álgebras que sã.o estância.i'me] te estrat,ificadas erll todas as

OI.deus dos simples. o estudo deste problema surgiu tratallclo de respondem à perglinta foi
mulacta paio professor X/letklen. Ao tratei de descrever as álgebras que são estandarmente

estlatifica(tas em uma úrlica OI.dem dos simples; vimos que a resposta pai'ece ser bastante
difícil. No entaiJto pudemos desclex'er o caso oposto. ou seja as álgebras cine sã.o estar)-
ctal'silente estratificadas eln todas as otdeiis dos simples. Nlosti'amos que tais áigebras sã.o
precisamente as álgebias com idem.is iclempotcntcs piojetivos. Corno Col,olái io obtemos
uma cai'a.cterização das á]geblas ]leicditáiias (lue generaliza o i'esultado de R.irJgel que diz
cine uma álgebta é lleteditáiia se e só se é (quase llereditária em to(ias as ordens

No Capítulo 4 estudamos alguns casos particulares. começamos coi-r] as álgebras com
só dois silllp]es dão isomotfos, obten(]o villa desci'ição sobre as possíveis estratifica.ções

pala este tipo de álgebias. .A seguia examinanlos as álgebras na coima tiianguLa!': isto

é álgcbi'as da fol'nla l 41 r 1 , sendo ü', V' álgebras e JV nm \'/ -- [,r.bimódu]o, pai'a

esta.s áigei)ras obtemos um resulta.do sobre sua estratiílcaçâ.o basca.do Duna insultado de
l\.l a.i cos- ]\.]erk]en-Saenz.l] õl

Enl seguida estuc]ainos as á]gebras cona tadica] crua(nado zero. Leillbl'amos blue se
d é esta1ldalillente estratificada et)tã.o a sulca.tegoria /?(z\l dos tnódulos filttaclos por
lr)ódulos estenda.ies senil)ie contém os ll)óculos pJ'ojetivos e esta contida. na subcat.egoLia
p<" caos nlóc]u]os (]e (time!)são ])iojetix,a finita. Para as álgebi'as com J.adica.l (luadiacio

zelo post.ra.mos (]uc poden]os esco]]lei' unia oldenl ta] (lue /?(zX) seja o naaior })ossíx,el

e taillbénl escolhem uma, oiclcnl t.al que //(Z\l seja o melhor possí\.el no seítt.ido .la frase
alltcrior

No final clo (capítulo 4 velrlos unia ielaçã-o entre a. illcliilação e a. estratificação, usa,ndo
a ielaçã.o de otcleíl) sobre a classe dos ir)óclulos inclina,ntes (lue aparece no trabail)o de
Happel-t-Íngel jlPI. Isto é most.Íamos que o conjunto paicialinente OI(lellaclo. por inclusão.
obtido das diferentes folhas ell] cine unia á.lgebta ])ode se! estalada.inlellte estratificada é
uni subcoiljullto do conjunto paicialmeilte orderlado formado pelos naódulos incliTlantes.



UJ-n outro problerlla. aborda;do foi o seguillte. o Pi'ofessol Edua.tdo i\,,laicos bilha a
conjetuia cle se a categoria derivada. de rima álgebra estandarmente estiatíficada seita

e(lui't,alerte à categoria dos complexos cona entrada em módulos flltraclos por módulos

estandares. Esta el'a uma. pergunta natul'al pois a categoria dos módulos 61tl,idos poi'
módulos estanda.res contém os piojetivos e a categoria derivada de unia á.lgebia. é cclui-
valellte ein cei'tos casos à cat.egoiia dos com!)ledos com entiaclas soment.e de módulos
projetivos.

.Assiill o (.lapítuio -) dedica-se ao estudo bl'eve clãs categoi'ias derivadas e sua aplica.ção
aos complexos ena /?(AI, colllo este é um tema. un] taíito difetellte do anterior: etllbora
hiena relacionados: o deixa[[[os para ser tl'atado ao hlla]. Clomeçando com ullla revisã.o

de fa.tos gel'ais sobre cat.egos'ias derivada,s. Isto é pi'itlaeiro vemos a definição cle categoria

triangulada e estudam-nos o exeillplo cla categoria de corno)nexos quociente peia T-e]ação clc
honlotopia de inorflsmos. Depois estudamos o processo de loco.lização de urna categoria
coi['i iespcito a ]m] sisterlla it)ultiplicativo e sua aplicaçã.o pat'a deflni! a categoria deri-

vada. Por últ.lÍTIo culllainalalos corri o estudo dos corilplexos eni módulos flltlados pai'a uma
álgel)I'a esta.ndainlejlte estlatiflcada. OI)temos o segulílte resultado: a localizaçã,o da cate-
goria dos complexos em módulos filtrados para. ulrJa. álgebra estandarmente estratlflcacta
é e(ruiva.lente à categoria (lelivada desta álgcbta.
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Capítulo l

,\nóis, módulos, carcazes, álgebras
categorias

e

Neste (-a.pítulo fatelalos uma revisão de fatos básicos. Isso tem (loas objetivos primeii'o
tol'nal a tese tala.is auto coilticla e segundo final ílotações.

.'\ l)la.ioria dos (onceitos e Lesultaclos enunciados aqui crlcolltlani-se poJ' exeril])lo em
jll e eíl] l31 . ;'\ seguir ailotalllos a.penas os íliais ielc\,antes pata este tiaballlo.

1.1 Anéis e N41ódulos

e Anéis

t.TJJ] alle] # é ulll conjuílto munido cle duas operações binái'ias: cllamadas adição (-1-) e
multiplicação 1.1, tais (iue:

(1) /? é ul] gi'uJ)o abolia.rlo colll relação à adiçã.o: isto é (n. +l é uni giui)o abellal)o

lel R é un] sen igtupo cona relação à inu]tip]ica.ção: isto é(R:.l ó ut]] seniigiupo.

1:3) :'\ opetaçào de nlultii)lIGação é distiibut.ix,a sobre à adiçâ.o.

Sellipie que nao llouxel illellçao colltra,!ia est.aterllos constdela.neto cltte o /il contéií]
uniclacle. isto é. existe ] ç H ta.] (]ue ]..l- :: .:r.] :: :z: pata todo .?' € #.

:\ lllcnos (luc seja o allel Trivial 0. selllpte 0 #: l.



1 . 1 Anéis e Módulos Í3

L.rí]] subco]]jurJto Z cle uJ]] a.nel /? é ideal à esquerda liesÍ)ecLii,'anlellte à deleita) se
as seguintes pl'opi'icdades são \-ei'ificadas:

(] l Vr € R e Va C Z teria se ,'a € Z (i'espectivaniente ar' C =Z.l.

l2) Z é subgrupo abeliano (le R em relação à adição.

Chalnanlos de ideal bilateral de R os ideais que sã.o simultaneamente ideal à es(luzida
e à direita.

+ Módulos

Seja R ull] anel. l.Jm /i-módulo d e.sqizerda é uJn grupo abcliailo .k/, que dcí)ota.ienlos
aditivamente, sobre o qual existe urna ação linear de R; isto é: existe uma ti'ailsformação
(--. 1 : R x .v -- > ,v. dellota.da pol (z': rr2) := 1'1??, qtlc satisfa.z:

1] ) (,' + :1,« = -n- + '".

lel /'lrr?. + 7 1 = r'/7?. + ? 12

IS) (?'.sl 7 = rl.s772 \

l4) 1«t = 77?

[)ara todos I'. s c R c 71?, € .]/

Ecluivalei-Ltemcnte. k/ é ulli glul)o abeliano junto co]]] um }lol-llornol'$sino de anéis
p : R -- > E/2(/(.'k7), Ollde E72(/(iv) é o a.ílel dos elldon)oiíisnlos do grupo abelha..io ,\,/

Seja. R um anel. Coilsidcle a, ai)ligação À,p : R x /? --a # definida.s poi: À(a,l;) =

a-.z: e /}la:=1 = :1;a.. # iluilido cle sua open'a.ção aditivo. e a r u]tif)]icação date.ilainacla

pot À jrespectivalllente /ol é uni R r)lóbulo à. es(]ueida (ies])ectlvamente à direitas o qual
denota1110s por nR jiespectiva.l-Llellte RR).

Sejail] .l{ c .'V A módulos. Lama aplicação ./ : .v --o .V é ]in] }lomonloJfisnlo de #t-
laodulos se plescrva a operação clc soma c a anão clc R.

o allel dos ellclolaaoiflsi)aos dc uíl] nloclulo .bí e o anel dos hotllolllot'fisnlos de rllódulo
cle .\,r em si nlesino.
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Una R r)módulo .'V/ à esqueidaé dito finitanlentegeiado à escluercla. se existem ,ri. ..., .z:. C

,\.'/ tais (]ue JV7 = /t:z:l + ... ]- /?:Z',t

Seja # ulll anel coral urJidade. LenaliiaiJlos que o radical cle .Jacobson cle R. que deíiota
remos l)OI .7n, ou siíl-lplesnleilte ..7, é a irlteisecção de todos os ideais inaxinlais à esquerda
de R. ;Alia.s. .7n é tais)bém a interse(.ção de todos os i(leais r)laximais à dilecta. Poitai:lto
.7n é um ideal bilateral de R.

Dado uíll R nlóduJo .k/ o tadica] de .b/, que deiiotareiJlos poi z'a(/.'14 é a intersecção
(le todos os R-módulos que são sub-módulos nlaxlmais de .l/. Se /? foi uln anel altiniano
pode se mostrar que para todo R módulo flnitarrlerlte gerado .W tem se: rad/U/ = .7n./W.

1.2 Simples, Indecomponíveis, Projetivos e Injetivos

Ttataleiilos a,gota cle alguns módulos, que são em certo seno.ido imporá.arlt.es. Primeiro os
simples, como seu rJome irldica estes são os mais simples, precisando isto:

Dizei)los quc un] R-módulo é sim])les se ílão tem subiiiódulos pióPiios. Isto é, não é
zelo e se'us únicos sul)l)lóbulos são zei'o e ele mesmo

[\,]uito ligados a estes temos a clcfiniçã.o de módulo líldecomi)onível. Uni R módulo é
iílcleconlponível se nào ter)l sr9[7zü idos dírefos /?(2o /rzlt,7lrzís

Cllaiallleilte todo módulo slirlples é indecoillpoílível ellas

Duelos módulos ilnpoitantcs são os piojetixos e os injetivos

Definição l.l. (/'r7z # rnód,tz/o r' c/7.a.nzrz--$e 7)I'olc//:z'o se pal'íz fo(/a íz/)/icaç(io 1 : P --> ,'\r

! todo epl.ulorjlsirlo g . Nt -+ N e:riste lnilü 5 . P -* ÀI qu.e jaz o seguiítte fila.g-i'nii\.a
.co in ?z taZt u o

o recíproco não é coitol l ]

P

1 -,
\''l ---lÍ- N ; Ü

O conceito dual ó o cle n)óculo in.letíxo

Definição 1.2. Ln2 # ?7zó(/{z/r) / c/iar/za-.sc zl?z.7c/zt'o sc /)rz?'a foda ap/rlcaç(io À : /\' -> /
L todo íuorLoll],oi'fisrl\o f . I'\ ---+ L e=t.st.e \llitu \ . L --a l que Ja: o seg\tirtt.e (Itíl(giuiltü
co íll'u {. a {.i\} o
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Ü --- -' K -- =-;' L

.* 1/
Segue facilmente das cleílnições que

e Se /:' é piojetivo toda scq#érzcr:a ezaZa cü7'fa 0 --> .Y -+ y -+ r' -+ 0 con. X. }'
R-módulos, cinde. Isto é E'=í'(r', ,VI = 0: para todo R-módulo ,V

. Se / é injetivo toda seqdêncía eíz;afa c i'fa 0 -} / -} y -+ Z --> 0 com },..Z R-
nlódulos, cinde. lst.o é E'rZ'(Z, /l = 0, pala todo /? rllódulo .Z.

1.3 Algebras,
a

carcaz e álgebra de carcaz

Definição 1.3. .Se./a R u,rrz an.e/ cona?í/afz:t,o. L'uia R-d/geZ,r'a ]\ co lsísíe (/c zzfrl par (.\, y).
)l\de >. é uni altel e, p é ILTlt hoi Olnoíjl.salto y . R. ------, l\ cuja iTnuyem. est,á co]\ti.(la v],o
Gemi,I'o {le A. .

Nest.a tese, p sela sempre monomorflsíTlo e neste caso identificamos R comi a imagem
de p e dlzelnos (lue R está contido no centro de ./\

Definição 1.4. /)z,;(,i/zo-s qz(( .\ í //na R-á/geó?.a (/e .47'f/Irz; oiz í/.l??.a d/geó7'rz a7'fír2?la?2a, se

\ é $nituTTtert+.e ge,t'üdn m ]to R-módulo., self,do R \lm. n.l\el artiniaro canlutatiua

)bseruenLos q[ue se R é u.]í] co]})o: \tília R,-álgebi'a. de A-i'l,iT} é o rr\csTl\o que uln.a álge.bra
(Íe dilberlsão Íirl.ltíi sobre este coi'po.

Quando # é uln (oit)o. ullla base para a /?-álgebra. A. é urna. base pa.ra ..4 vista. Gorila

módulo: ou seja. colho # es])aço vetoiial. Se ,{ admite orla R base fjnlta dizeirlos ,4 tem
dinleilsã.o finita sobre/?.

Seja.m J e B duas #-álgebias. Erma transformação / : .4 --} B é urll homoinorílsmo de

#-á.lgebia.s se ./ é um honaol)lot cismo cle R-módulos (lue tambéíla é liorlloillorflsnio dc a.fiéis.

Carcaz

Cala.miai'en]os ca]caz a un] gtafo oiielltado. isto é C? ó ui]] (al'caz se Q = IQo, C?t l onde
O. é o conjunto dos \,éitices e QJ é o conjunto das flechas: exigitemos só q-ie C?. / ÜI.
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Ctlail alentos ca;ininho num ca.lcaz a uma seqiiêrlcia de flechas cv, . . . anal tal (lue o oilgerla
da flecha n.+] coincida cona o final da fleclla o'{ para. zl = 1, . . . , s -- l.

Dado orla cola)o /\' e uni cartaz Q podemos construir a álgebia cle carcaz /\'G da nlaneiia
seguiiitc:

/t'Q é o /\' espaço vetoiial com base ein todos os canlinllos clirígidos, com a. multiplicação
seguinte:

a....ai multiplicado poi ,í?f...HI é o caminho o. ...ai/'i*....di se o filial da fle(ha. /3t

coiiJcide com a oiigern da flecha ü] e é zelo elll caso cona.rario.

Una iclea.l / de /\'Q chailla se admissível se / C /?2 e /?" C / pa,la algum rz onde /= é o
ideal gelado pelas flecllas.

Ullla reT)resentaçào (lo ca.I'caz Q é um sistema (U:./.,l, oildc U é um /\' espaço vetoiia}
para cada zl C Qo c .f. : }'l ---} U é uma aplica.ção linear pala cada fleclla a de .$ a. í.
Ulila representação do cartaz Q sujeito as relações da(las pelo idem.l admissível / ó uma
representação do tipo a.r]t.erioi cona as aT)]icações lineares satísfazerldo as relações clo ideal
/. pala a. soma e collaposição de a.plicações. isto é as aplicações linda.res substituídas nas
rola.ções que geram o ideal / dão colmo insultado zei'o.

Isto é se )ll: A;.c} C / . cor]] #. C /\', a C q. então }, k./. = 0.
Uíila á.lgebia é cha,nlada l)ásica se eia coilsideia(la. como módulo sobre si niesllla. se (le-
cotlipõe como sollla de pl'o.letj\.'os illdecomponi vais não lsonlorfos dois a dois. Pala ullla

álgcbra. ,\ de clinlensão finita. básica. sobre um corpo /\' a]gebiicalnellte fec]la(]o, tem-se
unl iesult.ciclo de Ga,blietl cine diz (lue .'\ é isolnorfa ao quocieT)te de uma. á.IREI)ia. de (ai(az
üJlito pot uni ic]ea.] adnlissí-.,el.

Clom efeito:

Seja .'\ uilJa k-á.lgebta de diriletlsão fl1lita, inclecoini)onível e básica, e toíllcrllos /r :::
{ei: ..e,,} um sistema coíllpleto cle idempotentes ortogorlais e piinlitivos cle .\. (chama se

(aicaz o!'diilál io de .\ a.o ca.!'caz (}ue iesult.a (!e toinalpode sei' uln conjunto (de vérticesl em

bijeção coJn E; e estipulando que enfie os vértices ie .7 existelal exatatnent.e (/i7?z#lc,lrad/vr'a(/2/\ le:l
flecha.s.

1.4 Categorias e Funtores

lJnla ca.tegoiia C consiste (le uii] l)ai' l(l:o.C:l) oílde Co é unia classe cha111ada (.lasso cle

objetos e Ci é unia classe cle coiljuiltos chan\aula classe dos nlolfislllos corja as seguintes
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p !opl ie(la.(les

(ll Pala ca.da pal de objetos d, B de C, existe un] con.junto (late denota!-nos por C(/!, B)
ou /70/7iclH, /B) ; o qual cha,marlaos de conjunto dos (:-nlorflsillos de .4 para B.

(2) Pala cada tripla de objetos .4,B, Z), está definida uilla a])locação de (.:(B, D) x
C(/l, BI - B) associam)do (/3:al --> õa chanlacla composição de mo.fisinos.
Exigimos ainda que sejam satisfeitas as seguintes condições:

(a) Se .'!. B:.:l', B' são objetos cla categol,ia C: tais que (.4;B) / (Á', B') então
C(.4: al n c( ,4': B') = a

(1)l Se .4, /y, C'. D são objetos da categoria C tais cl-te .«, 8, :. são moifismos c1. ,4

pala B, B pal-a C e de C' para Z,) I'espectivanlente: então I'(d3a) = (7/?)cv
(piopriedacle associativa. da conlposlçãol

(cl Pala cada objet.o .4 C C: existe uin irlorílsmo l,.{ (te .4 pa.ra H tal que para

qualquer' objeto B dc C: pala todo ü c C(.4, B) e todo B € C(Z?. .4) teria se que
],.l.g = ,6 e a],.l = ct-. /\ este nlaiílsmo 1,.:1 ctiamanlos identidade cle .4.

,X categoria oposta ou dual, C'P. da categoria C: é definida cla SegUiTlte fonlia: os
objetos de C'' são os mesmos de C:, o conjunto dos morHsmos C:'-(.4; nl é água! ao conjunto

C:l É?: .'l), e: se / € C'P(4. B) eg C C'"(B. C'') a comi)osição em C'P,é dada poi g ' / = ./'g €
c:(('. JI = c:''l.4, cl

[:11] ullla categoria C: un ]i oiHsmo / C C(.4. /B) é chamado de isomorfisl)lo se existe

g € C:(/3. '1) tias que ya = IB e g./' = 14. Qual(io existe um isonlorfisnlo r € C(,'!. al
diz-se cine .4 é isonloifo a. B, c denota se .,'! = B.

t,rLr] llloiílsn)o ./' € C,:(A. Z?) é chama.do inonoi:rlotfismo em C Irespectix,a,mente epimot-

flsillol se quaisque! (]ue sejam-n gl:g2 € C?(O,.41 (respectivamente € C:lJ.CI). vale cl.:e
/g] " /g2 jicspecti\a.infante gt/ :: g2/l implica gt :: g2.

Dizemos que' X é ol)jeto zero de uma ca.tegoiia C se ])ara. dual(luar abjeto y c C
nà.o \'azia. teTll se: C(X: }'l e C(}', XI são conjuntos ullitáiios, este objet.o quando exist.e é
tlnlco a ]llcilos de isonlorfisíllo e \'alhos clcnotá lo pot 0.

Definição 1.5. (./na cafcgo?.za C: d rz(//:/z:ua sc .sa.f/s/}z: a.s seguzlrz/cs con(/il<õe.s

E s],f unl obtieto ze 10 elll C
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. Paga q\ aãsquel A. B ': C est(l clefi.fila ulnu ope.«çào bi«\á ia l \-) sobre CtA.n) t.«l
qlte l.C]../\. B~]. ]-. Q.A.B'l e tcwt gl'tipo abellailo. on({e Q.4.B é o eielllerlt0 7telttlo do grtlpo
Ct.a.. B*l, e. Q.A:B é rl corltposição ü,4.0üo.B oltde Qa.B represen.tn o úl-rico elemeitt.o de
Cl0:P) e 04.0 rel)re.ser2fa o ií/tiro e/ern.e l/o (/e C(0, 1?).

e Se .'\.13.C eC: .ft..fa.fc CI.A:B), e gl.gz.geCÇB.C) então

çg~ -} g,)f = ç3.J-} g,f

ÇIÇ.fl -t .fz'l = g/l -+ g/.

b Pul'n qtutl-qtlf,I' coniuílto .RTiitO 5\..z\x.....A.l\ Ç ObjjCb etist.e ILTn ol)jet.o A denota({o

po?' lJ{ lí e /l?o/Ps77zos P, : J - : d, --} .,'l. .J C {l, ..} Za?ls qzée. p.,/,, = 1,.4.,
Lu,p, -- l.a. e. pl:t. -- ü seinl)re que k :# j.

Dizemos (lue ul-n objeto .4 em uma. categoria aditivo C é indecompoilível se ele não é
isoialoiío a. B Lll C': coi-n B; C' nã.o nulos.

l)ennição 1.6. 1){.=e t.o.s qllc ullt€1 categoria a(limita C é de lÇiull-Sctlm{({t se todo ol)feto
i.nde,c,ornpol-tíuel te:i üítel de erlíloinol$smo l.ocnl.

É possa ve] clellloi)stl'ar que se ullla categoria C: é de l<iull-Schillidt então cada ol)jeto
/b/ de C: pode sel explcsso da. forma: .v = 1]. .l/í *. onde .v:"' inculca a soma. de n: cópias

lsorliol'fas (lo indecon)])oilJvel .L7:, e esta SOTlla. e ullica a llienos de i)etnlutaçao.

Definição 1 7. S'clrz C: urna c«/egos'?:a adi íua c / c Cld. /3). C/ta/,zar7 0s (/e r2dc/eo (/e /

Elll C o ntoi'$sillo [cj ç: Ct]Çj.,A ) com tls seyltirttes cntuct.ea'ísti.cus.

8 +çf e ín,ola.orno]'.H.s]íto cn] C

+ .Í'hÍ = Oi{..4

b Parca toda g € CtX.:,\b tal (iue fg = tlx..\ elti.ste g' € CtX..!Ç~i lul (late g = hg'

A cleflr)ição de (onúcieo de un] morfislno eln Íman. (ategoiia é Feito de foto-na. dtta] a
definição cle ]] tl(leo.

l)ef\tltçao 1.8. LÍlna ca{,cgol't(i e abelt.n,rta qlt.(t.r(!o c nd2.t:i.tla e sí] tala: as sega?.r te.s í)}oT)tl
e(la.êles adie iorlats:

]) Pai'n todo T \ol$smo J ç: C ctlstf:íTI em C o núclf:o t, o cottúcleo tle .f.
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l21 1'odo rítonoli\ol'.Flsnl.o é Tlúcleo (te seu cota.úcleo e (lltu,l( uer epã'rn.OI'cismo é conúcleo de
se\l núcleo.

l31 Qual(!\Lel' '«tolhsnto f pode ser fal,OI'a(Lo ra .fol'u\n

cismo e e é «,in lnol'.omo*.esmo.
e.lrl. = J, onde 111 é ull}. eplln-ol

Sejam C: e Z) categorias. Um funtol jcovaiiantel T : C ---t D é um par de aplicações.
Uma, (]ue a.ssocia a cada objeto .4 € C um objeto rim € Z) e a outra. blue pal'a cada írlor-

fisino Q ç C:('4:B) associa o nlor$smo Tla) ': plr(.al, T(B)), tal q-te as duas condições
seguintes são satisfeitas:

F'. : Pala cada objeto A € C. r(l a) é o morílsn)o iclentidacle de T(.41 ;

/-: : Se a corJlposição 3a de naorflsmos cle C está definida então a composição T(#)T(a)
talllbénl está cleHnida eill D: além disso: T(#)7'(a) = T(#al.

bacia unia categoria C podemos deflnii o funto] identidade lc : C --} C que associa a.
cada, objcto .\' € C o ptóplio X: e a cada morflsmo ./ C C: o próprio morflsnlo ./'

Lrnl fullto] corltiavaLiante T : C: -- junto!' (cova.ria.ntel 7' : C:'P --a D.

Sejail] C,'D categorias e r' : C: --} 'D ui]] fulltoi. Dizemos cine urJI funtol f' é
fiel(respectivanleilte plenos se pala cada pat de objetos d, B (: C a. ti'ansfoJirlação de
C?(-4: nl '«] C(r'l.4), r'(BI) q«' associa y a r'(/) é inj.tor«(:espe'ti~'a-ne«te sob:ejeto:'«).
O fuiltol é dito (]eT]SO se pa.ra. to(!o objeto ,4 € .D existe X C C tal (lue //(XI = ,4.

DlzeiJlos (luc unia. ca.tegoiia, Z$ é sul)(-a.tegoiia de unia ca,Legoila C se:

. l:odo objet.o de Zg é uii] ob.loto de C

. ÕI.\': }') C C(-V.} l pala todos X,}' objetos dc 6

Dizemos elite villa subcategoiia. 23 de uma categoria (,? é plena se 8(-V: }'l = C(X, } l
pala todo .V. }' objetos de 25.

Sejarla C; D categorias e F'. G' : (: --+ D funtoies. Uma tiallsfoiílaa.ção ilatuiai 77 : /;' - -.}

G' é unia, aplicação (iue a cada objct.o d dc C associa ulll morfisn)o IZI.4 lç 'plr'(.al, a(/tll
tal (ltle pala cluaisqucr objetos .4: B € C e qual(lliei' ./ C C(.4: nl o seguiílte (liagiaina
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comuta

v(.4j
r'(,41 - + G'(dl
IT'(.r) la(.r)
t'jBb -+ GÇB)

d C C. q(A) é um isomorfislno, dizemos que r/ é um isomorfisinoQuando para todo
}] at tIraI.

Dizemos que duas categoi'jas (l? e .D são equix,alerltes se exlst.eili funtores /? : C ----> Z)
e G' : .D tais (]ue //G' 3 1P e G/? B lc, onde 3 denota um isomot'fisco natural de
funtores. E sabido (]ue um fuiltor é uma e(]uivalência dc ca.tegoria.s se e somerlte se é f]e]
pleno e de31so.

Deílrlinaos unia dualidade ei)tic duas categoilas C e D, como un] funtor conta'avariante.

T : C .> .D , ta.l (lue o funt.ot C'P ---> .D deter'mina.do por T é uma equivalência

Notações:

Seja R un[ anel. Dei]oLa.]e]])os poi' '\4od(#) a. catego].ia dos #-illódulos à. es(quer(!a e
poi "zodl R) a categoija. dos R-módulos flílitarllente gel.a.dos

)

Definição 1.9. .S'cla. R rz?7z alce/. Dí;enzos 7?&c t reza .süóca eg07'z:íz C: (/e .k/o(717?) é/ecoa,/a
pal'ct e:tlensnes sc })Lua. to(Lü seqttcrctu e o,ta cu.ít.a b ---+ NI ----+ N -----+ I' - + Q cou].
Xt, T Ç: C LEITE-SL q'LL(, N Ç: C.

Exemplo l.l- .S'e R = /Q . co«l / ar7772.1:.s-sz't'e/, erz/ão as cafcgo/'v:as .Wo(//? e /?c;)(C?n,/)
)'e.spe.chita dente as cttt,egorius nlodR e xe.l)IQK.: tl) sà.o e(l\Liça,lerltes.

Observação 1.1. 0 Tco?'cDzrt (/c Gabríc/ gaz'aítZe qtze se /\- d triz corpo a/geó/llcanl,e72.fe

fecttüd,o e, R é liTna K-álge.bla. dc di.lll.então $Tti.[.u.. então R é \']o},it.u eq\ui.ual.ett+,e Q t lnn
!<-á.tgebla do til)o -T. ot-t(le Q é \tln cím'ct12: jl.l-lato e l um ideal adntissí.ue.l.

1.5 Sequências e Cartaz de Auslander-Reiten

De ágata en] cliailte os tnódtllos (lue considelaiTJlos sâo ir)Óclulos Hlnitamellte gerados.

:'\s se(liiêrlcias (lue quase cii clctla. também collhecidas coirio se(l(iência.s cle Auslander

Reltet[: (lesem l)enlianl un] papel iiTlportantÍssimo ]la teoria. cle representações de álgebias
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&l . Auslandei e 1. Reiteil clescnvolvetalla esta.s técnicas na doca,da de 70 e elas iilfluetlciararll
decisivamente o rumo de toda a teoria..

.Apiesentalemos suscinl;a.menu.e as deílnições básicas e enunciaiernos algulls dos testtl
Lados illais impor'tantos a este respeito. Para uin tiatan]el]to mais apiofuilda(]o recolheu
damos l31 (Jue t.I'az com r](lueza de dela.elles todos estes conceitos.

l)efinição l.lO. ,Sela /\ tzlna á/geóra de H7'íÍrz. (,lzarrzarem,o.s (/e seqüência de Auslander.
Reiten tzll a seq?lênc a eza.Za ctéi'ía da ./OI'm.a.

ü - N -!- E ---jL- N'l - b

uc.}.i$cítltílo us seg\tira.les u.fim\a.ções

Ni e N são il-t(leconl.poníueis

b })ill'u qunlquel- mIaI'Ü.STllo h . X -- -r ]\] elrl nlodN: q\te r\ãa seja \tni eplmot'$sn\o quc.

cinde. etist.e [L . X -l E la] qiLe g]\ :::h

O plÓxilJlo resulta([o que enuilciareliJos nos galante a existência e urJicida.de. a inellos

de isoiilot'ílsmos, de se(ltiências de .Auslanclel-R.eitetl eni ?nod/'\ (iua.n({o /\ é uma álgebia
cle Artin .

Teorema 1.1. r,4tzs/abade/'-/?ezíeriJ .S'clai7t /\ u/?za {z/geb/'a (/e .47'/zln e /k/ 177z ,\-/n.ód?z/o
indico n] i) ori íuel.

Se XI Ttão jol' l)lojetitio e:tistc tl lu. lúíiica íl medos de. isbn\or$,s nol se(liLênci.ü dc.
A\usl.ct ld.er-Re.iterl te.rali.n,ando ell-l l\;{

ü- N- L- E-!- x,r -o

b Se l\'l t\ão jol' 'iTljetlTlo e:ti.st,e UTT\Q ( \lítica n lílcHos dc isoi\orOsíx\o} se(]\tenda. (le

\usl.urdel-Reine \ itliciündo elrt l\l

Ü - N! --i- E --L- N - Ü

Definição l.ll. ,Se.fará? ,\ urna n'/gcó/'a. de .4/'f/:rz. .v r/.rlz ,\-r7?.j(/r//o i7zdccor/}ponz't'e/ e g

= ---+ NI etTI lno(1).. Dil.cílios que (y é um lnor$snt,o quase ci-rtdldo à (liif:it.n se: (a) ÇJ

tão Jol' e])i.mot'.H.salto [] ue ci. ldt.: lb) Se 1 . X - -} \t eITo nt.o(IA. e Tido for (T)ilílol'.RsTÍ\o quf,

cinde. elltào elis{.c It' -. X ----+ E tal que. llh' = l\
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DualmeJ)te utr] nlorfisn[o / : .\4 ---> E é cluase cin(lido à esclueida, se / {lão é mo:lo

([ue cinde e t.odo mo]f]smo /z : .,\,] --o ,V que não for monomolflsmo que cinde se fatola
através cia. ./

Definição 1.12. Díó'e7rlos q?ze / : .\4 ----} E í ürrz m07:/esmo poço, oti szrnp/esn ente poço
[ll\ hl: se .f for u,in Tltorbsmo }nirlimnl à direita e qttnse cil-talão à di Cita. AnalogamelLte,

um ríLorfl.srT\o é dito toute quaTtdo for íitiniTrtcLt à es(quer(lu e quase cirtdido à esquerda.

Definição 1.13. S'c.7a ,\ üma d/geóra de .4réír?. Uln nz07Psnio ./' C //anta(X, y), colr} X, y
l\de:.c.onlpoltiueis, que r\ão cinde e dit.o irredlLtuel se para onda decoinposiçãa de j = gh, g
á uri\ eTliTítor$sTrto q\ue ci.ride OI ll é íl\onoTnorjisrtlo que cinde

U)al molfislno ./' c //o??z.\(.X.: }'l que leão é mononlol-esmo lleln epinlorbsmo sempre
pode sci fatoiado íJatul'alnlente, ver Definição 1.8 . Poli,ant.o, se ./' é irt'edutível, ,/: é un]
epimorfismo ou um nlononlolfisillo.

Proposição 1.1. Sela/n /\ ?/rrz.a d/gcó/'a. de .4r'Zãrz e il/ zzlrz /\ 7zzódtl/o zndecomporzít;e/. ,4s

se.gui.Tlt.es afi. mações são uerãadeil'as:

la.) l;m nLol$.siTIo h . i\'l -* X é irredu],íuel se. e se lte\tte se e isto IV . l\l
Eltle tU.,h' bt é Mina .íol-tte eln. À'l

lbl Ulr). n\olP$xíto h . X --l l\,[ é il'l-e(Lutítle] se e somente sc e.lisa,e ll' . X' -} $.'1 t.al
íl\te Çh. }l' l é \lrll poço eln XI

Proposição 1.2. Da(/a ü17?. scqüdlzcza dc .4üs/a. z(/cr'-#ezlír?n

0 --;- :\r !--; E--- !--;.k/ ----;"0

\'ule (late f c um. lltol'Üslno .f07tte e g é um. llloi'P$1110 poço. 4derTt is q\lül(]\tei' outro na,Ol-
li:«:. f...t' 'n: N ('« poço ''"- N,ÍI é i;.«*o,'J. « f 1.« « gl.

Prados\ção 1.3. (a) Se P é IUTI p)ojettuo indecolnportítlet n.ão siml)[es elttâo a i.rtcttts'io

LLo t'u(liga.l d.e P e.lb P é o único morPslllo poço, Q ITienos de isbn oiSsrno chegando eln,
P. lb) Se l é ulll iujetitlo il-t(tecotrtpoltÍaiel não SitTtptes ertlão CL tlroje,ç.ão ítaturul de l cíu.

[lsocl é o \],mica rn,OI'Üsrl\o .[oTl+.e, a menos dc isomol'.Hsnto. suiílclo {+e l

e Carcaz de Auslander-Reiten

Definição 1.14. /1# Sela .'\ t/. /2a d/geZ)J'a (/c ,.:!T-lf7z. O carcaz de Auslander-Reiten dc

\-. o (dual acho.aíi\os pol' \lr.... e o cnrcu: (l,e.hTit.(to la. írlerlos dp. tsomoT.lisTll.o) d.ct seg\ttvtte
Tol'ma:
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'l} Os uéi't.ices: \.Nl\, es{.ào en\ corresl)OTt(lênciu biuTlítloca com as classes de isovitol'.fisTilos
los b.-ntó(tÍLIas, &l, ind.ccoml)oníuei.s: ou seja: l)aln caída, À,í ç: tll(.l.l.N.b nssocã,albas llb
oíz'/?lcc 1.1./1 e l l,/l := la4'l se e sorri( z/e se J\,/ = ,-v'

l2) Eli.ste aula F,ecllu de \i\.}\ l)nrü \.l\,['\ se e soTítel\t.e se existe -ll lnr\ol'fislno ir edutíuel
de N.'l pnl'a N'l'

8 Sequências de Auslander-Reiten em subcategorias

Dada uma subcategoria pletaa cle rn.odH; fecllada para citei sões , sendo /l uma álgebta.
de Attin é impoitailte sabei cluando existem seqtiêllcias cle Aslan(let' - Relten relativas a

est,a subcategoi'ia, a. fim de respondem esta questão palcialil)elite veienlos alguns conceitos.
que rios dais.o uma con(liça.o suficiellt.e ])a.ia a existência cle scqiiências de .Auslan(lel' -

R.eiten relativas. Estes conceitos ac'llarl se pot' excrn])lo er]] lzll

Se .,V é uilla subcategoria plena. de 7riodd, uma .V aproximação à direita de ,v é unia

aplicação I' : .Â' -+ .\.í:,,t' € ,V: tal (iue pa.ra toda apli(a.ção '' : ,I'' + .\'/, com ,I'' c ,V.
lle- : ,I'' } .I' tai (lue I'' :: IE-: clualnlente defii)e se .,\' apioxinlação à esquerda..

Urlla. slibca.tcgol'ia chaiíla se Coiitravariantenaente finita se tacto nlócluJo da mesirla
teiJI uilla .V aproxirlaa.çã.o à clileita, dua]mente c]efille-se (.]ovariantemente finita.

[Jtlla su])(alegoria .V diz-se funtorialnlente finita se h'.v € r?zo(/.4 telrtos uma .X

a.ploxiiliaçã.o à dii-Cita e uma .V a,])roxiT)fiação es(]ueicla, ou cc]uivaJeilteineiltc se é (]ontra-
varianteillente finita e Covariantemente finita.

Un-i ilaódulo .\ eln unia subcategoi'ia, C. cllanla-se Ext-projetivo ou projetivo rela-
tivo ilunla subcat.egoiia C de 77io(/..4 se ele é piojetivo ena relaçã.o a todos os inóclulos da

subcategoria. Isto é toda. seqüêíl(.ia Chata, culta cn] C, (ltle Leiniine eT]] .\', cinde. ou se.ja
E'=Z'(-V: }'1 = 0: para todo }'' alia C.

]l)e fortlla dual ter31-sc o coílceit.o dc Ext-injetivo ou injetivo relativo rlurna subca-
tegoija.

}'aia. villa subcategotia funtorialnlente finita C fc(ha.cla f)ara. sorJaailclos diietos

1)10va se cine existem seqiiéncias (le .Ânsia.ncler - R.eiten reJativtLS a esta. subcategoiia. no
sellticlo seguinte:

. Pa.ia todo X elll C que não seja E.xt p]o.jetivo en] C
[andet' ]:ieiteil ila. su])categoria. te]niinai]do e]r] .V

existe unia seqtiêilcia cle Ans
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e Pata todo y' eniC que não seja Ext-iiljetivoeila(l:. existe villa se(lüência de Auslander
Reiten na subcategolia, começando e]i] y'



Capítulo 2

-z\lgebras Estandarmente
P

EstratiHcadas e Quase llereditárias

Neste ca.pl'fulo estudalelnos algumas SLlbcategorias da ca.tegoria de módulos dc uma álgebi'a
de .Altill, que são Covariantemeilte finitas, Contravariantemente finitas e Funtori-
alinente finitas: estas úLtitilas sã.o inapoitantes, pois qtlaia(lo são fechadas para somandos
(]iietos t.em se(ltiências cle .'\uslaíldei Reiten relativas. Em particular' estuclareiJlos a cate-

goria de módulos ílltia.elos que pelnaitem (leflnir as AlgebJas Estendal nleíite Está'atificaclas
c Quase nele'ditálias.

2.1 Módulos Filtrados

l)e agora eíl] diante, salvo nicilção em coiltrái io todas as subcategoiias consideradas será.o
plenas.

Sejan] unlaálget,ta.'le .A:'ti«.0 = {0(]) ,....0("]} C ,,zod.4 t.«] q-eEI,Z" la(J).é?(z)l
0,V.7 ? z. Neste caso denotaiernos pol //(0) a. classe (los ,\,/ c rezo(/.4. tais cltte .k7 tem

unia filtração com cjuocientes em 0; ist.o é existe unia cadeia rle sublluódulos 0 = .1/o C
.\''- c . c \./, \' ''«. Ã:lc- =a(k)

(lonsiderelllos .V (P) a subcat.cgolia cle ?lzo(/.4 dos módulos (lue são soir a)lclos cliictos
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de «.ócl«los .-l] /? (#), "l'st:a:en.os co:n um exenapl' 'l--e /'(PI está co«tid« em .X'(0) -].as
não coilicidelll em geral. depois provaremos (lue .V(é?) é colltiavariaíltel-dente finit.a e segue
desse fato e cie que todo elemento cle X(01 é sondando de um eleme1lto em r'(é?l. crie
F'(01 tambéii] á cona.iavariantamente finita , e nlediallte unia construção (!ual qlte /?(0) é
cova.riantemente firlita e polta1lto tem sequências cle Ânsia.ncler - R,eiten relativas

Claialllente r' (a) C -V (0), mas /r(0) nã.o é t)ecessariamente fecllado pala somanclos
diietos como nlostia o seguillte exemplo:

Exemplo 2.1. .S'cla 1 0 Â 0 l qzée é o cí/gebrí7 de ca/'caz dada pe/o cal'cízz següin e
\ o o k /

3e

6]

2e

.S'], Ü : l B /\ : l o.; eo.szrz.7eZíuoss(ioa q\ti os l)xojet.tuas são P\

/:
1 . S.z.. 1. = S.

/
/'

2

Se tomarmos é) = {/:: r'. = .S'-} é cla:o q«e E:.í'(0(.J).a(::)) = 0,b'.7 ? ,:.

(tomo a série (le corllposição (le PZ é 0 C .q] C /)z: então rb não tem uma flltiação com
(luocieiltes eln 0. ou seja B gl /? (a), de forma análoga. i'L g F' (01, agora temos a seguinte
fl ltl'a.ç ã o

P2 C .\' 101 c /\ (: -V (P)
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Agora veremos alguns resull,idos que seivel-n pala lrlostrar que F'(0) é fLmtoriaJmente
finita.

Começamos col-n uma subcategoria .À. de in.o(/.4 e denotamos poi y' a subcategoria. dos
módulos y ({e rno(/,4 ta.is (lue E=z:t' l-V, yl = 0 para ,V C X.

Lenta 2.1. Sela /V/ C l?zod/l e 0 -+ .y -+ .Y ; /V -+ 0 tzrrla seqz7êncáa ezaZa c0/7z

.]' C .X', y C }'', ezzZão 7 d anta. X a.p7'0z/mação à d?lrezlZa de .k/

Demonstração. Seja u«. n]o:esmo .Y' -----} .V/, com .]'' € ,V ],o(I'"los const:...i: o s':

guinte dia.gl'a.ma de pull-pack

0o y --> E i= ,{'' -10

0a y - .Â.' --+ .\,/ -l0

de dor)cle como ,Y' c .X, y € }'' tear)os que EzZ: (À": y) = 0 logo ),' cinde, e a.ssim -y é uma

.X' apioxlma.ção à direita; de .v. []

,..y /

1..Qu\&'2.'Z. Su.T)ont antas X jecl\ada pal ct exLertsões e qüe T)a'i'a, Lo(lo N existe \lITla seq'ii.êitci.a
) -+ N -+ )n -'> NN -, ü caril XN (: X.;)N e: \' . Entiio pala t.odo módulo N,l ç: nlo(IA
e=istí; \unte X uptotiinação à, di.Feito.

Demonstração. Se i\4 € r7?.o(/A, consicíel'amos prirlleii'o o ca.se no que existe uln epiillot'
flsino «- : .t' -..> .t/: ,I' € .,V; seja /\' = /\ ez'a-: cla se(]tiêllcia exa.tit

o > /\' --> y/\' --> ,t'/'' > o
1< -+ )i<

temos o diária,ma seguinte, onde Z é o push Oltt de ,l
X

0

l
A'

l
.a'

l
0

0
L

.y"
L

Z
.L :,'
.w
l
0

o ---->

o -----}

}

}

HO

--} x/~' -+ o
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Coillo ,Y. .V/~ € ,V e X é fecilado para exteiisóes então .Z C .X

Como .y/* € }', a.plicanclo o Lenda 2.1 à se(!tiêncla cla coluna do meio cio diagrama..
temos club : Z -+ ,/W é unia X aproximação à deleita. No caso geral consideiainos
.k/' o submódulo de M gel'acto pela.s imagerls de naoi6snlos l.X.y --> /k/, isto é /l#-' é

o traço de X' em .'k/, este traço denota-se po! r.x,(iWI, onde (Xy € .Y'. Existe un]

número anito cle naoifismos «-i : (-X ){ H /L/ cona (Xl: C X tais que as imagens de n;

gela.m .v'. Como -Y é fechado pala soldas (tii'etas então existe (X) = Ü)(Xl: C .V e um

e])inlorfislllo n- : (X) --> .'k/', logo pelo algtmlelt.o antes'ioi temos uma X a.proximação à
deleita '' : Z > /\4', denotando por i : Jk/' -+ &7 a inclusão , é dai'o que I'v' é uma .Y

apl'oxiinação à direita cle i}/. []

*'\gola. e13unciarenlos out.ios insultados (Jue necessitaJllos, sua demorlstiação pode ser
eilcoiltrada. em 1] SI

Lema 2.3. S'c.Ja ! .$ t $ 1z.i\r .unz .4 rnódzl/o cona E:i:Z' lO(J), y) = OWJ > Í. E'rzZáo

Existe u 11,0. seqite.rtc']a (] --+ ]'q + N' -} (i2 ---+ ü c.0111 C2 RIBA soma de copias de 01.t) e
E:rt.~ tO ÇI'b . N' 1 = Ü Wj 'Z t,.

Dellot.alerllos pol y - y' (a), a sueca.[egoiia }'

}'(ol ../.'i/x':«í' IÀ'.y) ,\' ': p'(o)}.
}' l F'(a)). o-: s.ja

Lema 2.4. S'ela ] $ / $ /?. .\' [lirl ,4 rrzódt(/o cor71 E.rf' (é? (JI , .\r) = 0V.7 > {. #laZ'io e.z;zs/e

ürrzrz seqi:õr2c/:a 0 H :V H .y H ,V -.} 0 cor/t .t' C/?(P(i):....Oll)) e .P € }''(f?l

Proposição 2.] . H ca/ego/'z.a }' (é)) é cora/r'rzua7'irzz ferzzenfe .Pr2zlZa

Ta.nlbélll ])oclemos (definir (iualrlaeíltea subcategoria. TV(01 = {)'V C 7720d.:l/E.z:t:(W, yl

0,.y C r' (í?l}. cle modo similar se most.ia. pat'a. it'l01 insultados duais aos obtidos pata
}' lal. Isto é , !)ode-se nlostrai que l,r(0) é covaiiantelnente finita.

É cla,o q-:e os mó.l--los .n. /;' lr?)n y (01 são os Ext j-j.tj~,os d./'(a) e os :l.óculo: e.,.
r' (o) n bL' IP) :ão os Ext },:oj.tidos .le r' (0)
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A41ódulos Estandares e Coestandares

CorJsidetemos S'. , ..., S'. uma ordenação lixada dos módulos simples, r'i a cobertura pro-
jetixa (le S: e O:: a envolvente injetiva. de S':, define se o módulo estandar Aí como o
quociente máximo de e com favores de composição S,,.7 $ ;. Seja A = {.At,...,'A,:}.
consideremos r' (A), lleste caso f'(A) = X (A) ou seja //(AI é fechada ])aia solllarldos
dlretos; (este fato provei'a-se na pagina 321. Dualmente dehrJe-se o módulo coe;taíJclar V,.
colllo o subi-rlódulo n]á,ximo cle (?: cona favores cle composição SJ ,J < í.jtSI

Da definição (tos módulos estarJclaies e coestandates temos as seguintes piopriedacles

111 #onzlA:,z\,) = 0 pal'a /: >J

(2i E-Í' lz\:, A,) a-« í ;. J

l31 x:«í' la:. v,l

(41 Ho«. IJ::'i, V, l = 0 },a:a ,: > J

ISI //.,n (A,: Q: ) 0 pa.ia [ ;> .7

IÕI o,n (A:,V,) / 0 # Í = .j

Pa.ia i310st.lar estas proprieda.des necessitamos dos seguintes t'esultados

Se f' e / sã.o uln plojetivo e ulll injeti\o illdeconlporliveis res])activa.mente ente.o

/7or??. l r', ..vl 74 0 + 7'o/u/:' é fatos de coila])osição de .L/.

mo??z ( /U'. /) / 0 + soc/ é favor de composição cle .l/.

Se ,b/, .v sã.o indecoillponíveis e / : .L/ --} Ar nâ.o nula ent.ão (//72./l n soc:xr :/ 0e
T'ol)]LI lf] ê \ALGA. cle Tol)).l

\'ejainos algulllas idéias da. denlosti'ação de cada ulla elos it.elas

11) C:onlo To/)í\:- :: .S'.- e .S'. 11ão é falai cle coilaposlção clc .S',, pois Í

No,« 1A.. A, ) = 0 !.a:'a .: > J.
> .7 ente.o
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lel Aplicando H07nl . Aj) à seqiiência excita culta 0 --> ü: --> P: -+ Aí --> 0 obtemos

a seqiiêJlcja exala longa 0 -+ [/ozn(z\{.z\.l -+ mov?z(a,z\,l --> //07rl(6'Í,z\,l -+

E.zti (z\:,A,) -"> E;tfl (/)í,AJ) --> ... vejamos que Hora(ü:;z\ll :: 0, pal'a i? .7
e assim« E'zf' (zXi,zX.) - 0 Se existe q' # 0, Q € #o«z((/,,Z\,l, então existe um

epinlorfismo O : C'f -+ S'x; para # -$ J $ i, assim podemos collstruii tuna sequência
0 --> }t:llÜ -+ }?:l56 -+ A{ --> 0, e isto corltladiz a maxinialiclade de A.: como quociente
de a com fatoies de conaposiçã.o S'#, # $ í.

(3) O I'esultado segue pot un] argumento similar ao clo itens anteilol, at)licando agol'a
/707?z( , V, l à. seqiiência 0 -+ U: -+ a --> A: -} 0.

(4) É cla.ro desde cine V, hão tem S; = 7'opH como fatos de composição

1.11 .Análogo ao alttet ior.

ICI .Assulnalllos que existe / / 0 € //or«(z\.. V,l: então To7,(/?n/) = S'i e S'ocl/nz/l =

S', ,.\gota se Top(/27}.f) = .S'; então S'.- é fat.or de composição de V,, logo .7 ? { e se

.S'oc(/rn/l = S'., cntã,o .S', é favor de composição de a., logo í ? J. Portarlto & = J.

Define se l-V : .S',l conho a. lnuJtipliciclade dc S', como fat.or (!e composição de X

/\goi'a e]]unciaren]os u]]] lema (]ue ca.ractel'izat'a os módulos estandai-es

I' o])X '-l S.

Lema 2.5. .V=z\: .e:)> 1.V :.S',l/0::::>J$i
E:z:f' l.x'. S', l # o :+ .J > ;

Demonstração. Ptovaremos ])rinleiro ({ue se .V = A: então satisfazem-se as cora(lições.
Pol definição A: é o cluocient.e cle P:: logo r): é a col)ertuia [)]ojetiva cle Af, assim Topa\t =
s'

I'ailll)ém ,À, tem somente favores cle composição S',,J $ 1l: logo é clamo (!ue l.V : S',l #
o ::::+ .J' $ /:.

I'a.ra vei que E.z:ZI (A:. S', 1 / 0 ::> J > zl, torlleillos a, se(liiêli(ía 0 -} {;:- H Pi H A. -+ 0
e a.pliquemos o funtoi /7017?.l, .S'.,), assim te:dos

) -* HOtlIÇb... S=''1 -+ IIOTILÇP:.Sã) -+ HOTIILLII. S,) -* E=t* LXI. S.b -+ Ett' tPI. S,)
Cllato (lue /(:?:f'l P: . .S', 1 = 0 e /7o?lzlAÍ, S', 1 = Hoz7?] Pi, S', ] ])ois zXi é inc]econ-iponí''e] e /';
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é a cobeituia, p:ojetiva de Â,, assim Hor?z(/'-, S',) ' //om(U., S',l, logo #or??(U:. S'J) =

E'-/'(Aí. S', 1. S. F-:f'(Ai. S'. l # 0 ::> /7om([/:. S',) # 0, logo exista:i« n C [,'f ta] q.-e %- =
S',. ]ogo T teria S', corllo fa.t.OI de composição, se .7 $ 71, isto contradiz a m axiir) a.lidacled e

d{ como quocient.e cle R com fcatoles de composiçã,o Sk, A $ í, pois U C U:

Provelllos agora a implica.ção no outro seilticlo. ou seja se X satisfaz as condições então

Clai'amentc se 7'opX = S:, então 8 é a cobeitui'a pi'ojetiva de X, logo X é quociente de

Se l.X' : S',l # 0 :+ J $ z, então .X' te111 se farol'es cle composiçã.o S', para .J $ ã.
Como .V é (luocicnte de e . com fa.fores de composição .SJ pata j $ ;: talhos ullla seqiiência
0 a /( > R -+ .X H 0 com C/: C /{'

!?a.lta. só provam a maximaliclade de X (Olllo (luocic11te de r'Í colll falou'es cle colilposiçã.o S'...

pala .7 $ 1 e ])ara ]st.o usaremos a ultilila condição, ou o (iue é o mesmo se y tem fatos-es

cle composição S, pa.ra .j $ i então E.l:f'lX. y) = 0.

Plovenlos que (/{ coincide coll] /\'. pala isto consideremos o diagrama. seguinte

Z

P

0

l
u'i

+

+

X
l
0

0

l

l
K

+

/\'

t/:

+

0

0

+

/:'Í

e
l
0

o -.>

o --}

--> o

-} 0

Se assuíllirlaos i.,r: $ /\'. clamo que Ü tem tem calotes de con)posição S', pala ./
assim r.2 f:].V, Ü) = 0. logo Aí = â- ü .\', luas como Aí é indecolllponível. então /'

Lema 2.6. .S'c.;a :\7 C rizod.4. S'e //Olrzlz\:,.\4)
.f/or72 (.\=/: V:) = 0 /)a./a ] $ /1 $ i2 ::> .V = 0.

/)a r'rz l $ z. .; /z ::> .\./ Se
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Demonstração. Dado .'\./ # 0 tellaos que ,â (.v) - soc('1/) # 0, assim //on21 A, /v) # 0.
Cromo existe um epimolflsillo J]] A, -----} ]]] .Sí ---} 0. onde Lll S'{ = ;:Ã, poi corllposiçao
temos que monzll.l z\., k/) # 0. []

Out.ia folha. de (!eflilir Z\f é definindo U. colllo a soma de todas as imagens de morfismos
€ 4 Pí para .7 > zl e assim zX{ = ili-. Dualmente define-se Vi como a interseção de todos
os núcleos de morfismos Q: -} Q; para .7 > í.

Se .\ :: rçQ então zX, :: )ç;ini:Ã= , onde Lr# :: ex; + ... +- e,: pata 1 < Ã: $ rz e c,:+l = 0.

Nestes casos: ou seja (lualido tomarmos F'(A) e /?(V) estas subcategorlas são feclladas
pa.ra som anglos ctiretos

VejaJllos agoi'a uma outra descilçã.o de /r (zX) e r' (VI

bela

)l. /,n(/-', -+« '4

Assiill A ::: Ji c J2 c ... c ./. c ./.+] :: {]

.W € r' (AI e' :ÜtÇ é p"'j.ti~,o con.o )t :nó l.:Jo.

/k/ ç /? IV) + :jilith é Injetivo corlao =i:tl= íllódulo.

Coi-n esta. descrição é fácil ver (!ue f' (A) e /? (V) são fechadas para soillaiJdos cliletos
( F'(A) X(Ale /''lVl:::: .X(V)l.

Jrl/j Ü .v2 €1 /? la) ::+ ;.*:(v/iO-b/:) é projetivo e como soma.nãos de
pl'oletivos são projetivos ::> .'1/i , .V2 € /? 1z\).

Ou seja t.Cimos \.isto quc pala Q - Z\ e pa,ia. O = V, tem se (]ue p'lO) é feclla,do ])ara
somaildos diremos.

2.3 Algebras estandarmente estratificadas e quase he.
reditárias

P

.'\ álgebra. .4 diz se estanclaimente estlatiflca.cla sc .4 € r'']a] . Se a,]é:n disso o aile] de

endoillolflsnlos cle cada módulo estalldar é sirl-i])lcs Á é c})alba.da quase-heieditái ia. Out.ra
malaeira de dizei' que .'! é estandaill-Lente estrat.iücada é dizei' que r' € //(AI para, todo F'
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piojetivo inclecoitiponível.

Notemos (]ue se J é estandainlerlte estlatibcada ternos (lue os plojetivos estão em /? (z\).

Segue da clefiílição que A. é o p!'ojetivo P,: e (lue V. é o injetjvo Q..

Para as álgebl'as quase heieditáiias Ai = VI = ,S'. e os injetivos estão em r' (VI

Se D 'l E/?(V) , ou seja os injetivos estão em/?(V) dizemos que d é coestandarínente
estlatlhcada

Se .4 é estandarlnentc está'atificada r'ro.J.4 C r' lz\l C rn.od.4 e se J é coestarJdaimente

está'atlflcacla /rt.71 C r' (VI C mod.4, onde /:'ro.jH e /n.7H são as subcategoiias de nto(/A

fornadas pelos móc]u]os pi'ojetivos e ]njetivos respectivamente.

\''ejanios uma, outra cleflnição de quase heleditái'ia, pa.ra isto tlecessitaílios o conceito
cle i(leal cle hel'an(;a-(hera(llty ideal).

Um ideal de hei'anca. é um idem.l ,/ cliferellte .4. idempotente (./' = ./) coill J/VJ
0. .V = 1-a(/.4, tal que J é piojetivo corllo ,4 i:rlódulo.

,4 é quase llel'editária se existe uma cadeia

0 = ./o C Jt C (. .Jt l c .]. c . . . c ,J,. = A

de ideais cle H tais quc pala l $ $ 7 z., lii:; é uln ideal de Itelarlça de /i

Poclen[os t[aball[a.i' co]]] ./ = ./. = ,4c,4: onde c é o idenlpoteilte tal (lue A. = ..4e, pois
A,, é projetivo. assim + é quase heteditáiia (.orai lesa)eito a St. .... .(i,:-:.

\,'eja,r)los po!' cxenlplo (lue as álgebi'as senlisinlples são quase Leia({itáiias . pa.ra isto
basta toílaa.t a (adeja de ideais 0 C H C ] e a(lui claro (luc o quocient.e { = A é um ideal

(]e hel'anca de 'l z .:l, l)ois poi' sei ,4 semisiJI)!)les rad.4 = 0 e clamo .4(Ra(/1)A = 0.
Segue (lue .4 é Crua.se !acreclit.alia se existe un] ideal heiallça ./ tal (]ue 1- é (quase hel'edita.ria,
e assilll deülrlir as álgebras cluase heieditálias iilclutix,amellte, assumirlclo (lue as á.lgebias
senlisimples sã,o cluase lleic(liLáiias.

\''ejaJllos a.lgtms exeillplos

Exemplo 2.2. .S'e.Ja .4 a d/.geó?'rz d( car'c-a; drz(/rz /)e/o calca; se.g?/.ilzfe
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el

4e > e3

4

l
3

3

.ÀI = Pí

com estct oí*dcn}, P\ S\, Pa = Sa, Ps ,/
l

\ V

2

/'!

Z y
2]

:orn,o b.: é o quocioüe l\úzi-tno de P: com fat.OI'es (te composição S,..] $: t. t.erros q\te

\\ = P\. ü.l :: P2. de urílcl qlLalquel' dcts (lo{.s series de conta)oslção de P3.

1] C. SI C radP3 C Pz ou q C. S.z C rüd.Pa C Pà ternos q\ue ó.a - Ps e analogaiitel\te

Neste caso todos os .Àí = r'i, (lualldo isso sucedem /?(A) = Prol'l colJlo tilostia o

seguinte

Lema 2.7. r' (zX) PI oiA H. To(lo /b.. c l)iotlelluo

Demonstração. Se //(AI = /'7'0.J/l, elttão é clamo que Lodo zXi é projetivo pois todo
Ai ç /? (A).

Pata vel a ]mi)]icação no outro seTitido. temos ciue \-ei cine sc :[7 € /r lz\l então .L/ é
plo.lesivo

Façamos indução en} / (A/l o comprimento cle .L/

Pai'a :\'/ := zX:. dai'o

Seja agora .L/ ç F'(AI telllos 0 = .vo c /[í: c . . c .k/: = ..\4 cona XIL Â*
quc e ptojet-ivo assim t.amos 0 --> .V -» ,v > A, --> 0: esta se(lüêllcia cinde, ou se.ja

:L/ = .À; O .V. lilás .\' terá conlprilllellto illenol' cJue .v. logo é pi'ojeti\o e .X: é piojet.ivo,

\.'ejair]os agora. ur]] oittro exetnplo
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Exemplo 2.3
e3

!e >;e2

e4

Este é a c(ITcuz (to e:tenta)lo (tttterlor com outl'a OI'(le 1( çao dos st.rítl)ies. (iqtut JucilTrielLt,e
uem.os (l\te /Xi -- S. para todo 1.! neste cclso clal'o que F 11)),.1 -- Tn.od.\.

Descreveremos agol'a quando F' (A)
de A.

/'«o.J 4 ou /? (AI = «.odÁ ern terilaos do carcaz

.\ álgebia J é chamada fl'a.cametlte tt'iarJgular se existe uma Ordem dos simples (ou
dos piojetivos) tal (lue /:íolrz (J'/, r':l = 0 pala .7 > z.

No cartaz de .4 cllatnaienlos circuit.o oiientaclo "veicladeiro" a um cil'coito blue envolve
lula.is de uni vértice. Di]'cii]os (]ue un] vértice L é villa (luase font.e (luaíiclo e uma fonte QO

es(i\!ecermos dos laços, ou seja as únicas possíveis flechas a (]ue t.ei111inam em u são laços.

Notelllos (]ue dizei que A é fracanlcnte triallgulai é o ílieslilo (lue dizer que o caicaz de
H não tcni circuitos Olientaclos verdadeiros, como mostraierllos 1la Proposição seguint.e.

Proposição 2.2. Js scglz/Ir2Zes corzdãçóes seio cquít,a/entes.

lLI E isto lema OI'dela\ (tos slnll)le.s lal q\te F: t.\b P r' o.7' A

l2) Existe uílla oi'dem. (Los siritples tíil (lue nona Ç.P].. }).) -- (] !)nra j > i

l3) O ca.lcü= íle :'\. rão te it cil'c\tiros orientados ue.l(ladeia'os.

Demonstração. e 1 :::> 2

Cllaro pois pelo Lema 2.7 todo A: é ])iojetivo, logo A: = Pi

e 2 :+ !

Se /7onz (e: /]:) = 0 l)ala J > /1: cla.io que r'Í não tet:n fatoles de composição S', pala
J > ? e ê o (!uocientc itláximo cori] esta. pto])liedacle: logo P: = A:. ou seja t.oclo Ai

é piojeti\o e/? l.A) = Pr OJ.4.
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e 2 :::::> 3

Se ten ]os um ciJctl itol l

n.i sucesso

m. 4,ssÍu f, ]. isto é v.é poço e LZ € e poçoZ

claio (luc S logo todo S lula filtração erJ] Atem ] it ) ' "} Z )

} ód lias'}

36

Di l 'tjz2

+ --+ e

. existem .J < í, tais quc tp. e t;, são consecutivos no circuito, logo/7077z(lj, F':-) / 0..

e 3 ::> 2

Sc Q t)ã.o tem circuitos \ci-dadeii'os ent.ão tem (lue existir urT] vértice que seja uma
(quase fonte.

C:llamenlos t'. a um t.a,l vértice, assim Honz ( R: a) = 0 pala / < /,.

;XrJa.Ioga.íllente ])al'a. (? \ {l}.}: exist.c llnl vértice que é (luase forre e asse
mente.

Proposição 2.3. Js sega/l??/e.s cor2dzlçõcs .sdo eq zz a/erz/c.s.

(1) Existe ILn\ü OI.deíit dos sinta)les tal que F ÇÀI = lltod.\

13) .\ é. ll'iargutn.I' c n arder\ é corttt'(Iria il OI(i.ent n(l
/. c? \ { -i-*-,.. , -»}.

Den[onstração. e ] ::> 2
S. r' la) = ~, od.4, e«tão

coillo c si rlaples .5': :: zX{.

8 2 :+ 1

f: evidente: l)ois os nlóclulos (lue tclrl filtração em to(los os siJll])lcs são todos os .,.l

va-

B
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8 2 :+ 3

Se zX. = S'i, colmo A. é piojetivo: então é plojetivo simples, logo D« é poço, segue-se
pol' in(luçao.

8 3 ::::> 2

Clorilo ,4 é tliangulai e a. ordem é contiaiia à ordena admissível, de um vértice u,-

só temos caminlaos a vértices u, para .7 lllaloies. assim tr' u P,R ' z'adP: e assim
- .s/\ . --

Q

Exemplo 2.4
+2

e3

:ste é o cn].caz dos eleiTtl)l.os uut.e.dotes caIR outra ordem-tacão dos siínl)tes. neste caso

c/a,'o qi/ l = .S':. zX, = .S'z. A3 = .Ss e z\. = &, /ogo F' (Z\l / Prol.'l e /' (A) / «zo(7,{.

Logo com os exeml)]os a.ntetiores vemos cine a definição de F' l zX l deJ)onde cla. otder)açã.o
dos simples.

Exenaplo 2.5

r? clr: l lz -- l
8 -----> e

2 cl'l ]

+ -----} 8

! é o ideal gel'ado pf;lus relações cv:-\ai })nrü i= 'Z...rt -- \ üq\ti P.

Z

l ": .

/)ai'a. ?1 = 2, ..lz. ] e Pt = .S'i

.\:« .,../.«: 1:2,...,,,; A; S'. . f'l.XI «,,o./.4.

.V«.,.de«z,-.« 1... .1; Ai=/: ./'('\l

.lira.s rZa OI'dc7r? rt, 1.2. ...:/2 -- 1, Z\n S',: c .l\z :: /): /)ar'a ?1 :: 2. ../2 -- [. as.s/r/2 0

P.. { F l&} . logo .\ não é. estendal'iT\ente estluli.ligada TleSta ordem\
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le) Seja. .à. uut.o-i.laje.l.iun: corte.Tn. não locítt elltão .\ )-tão é estnTtdal',reter\{,e estlati.$cadcl
e in llenh ILrnü OI'delta.

Poi um resuit.ado de VTaiía Ities Platzeck e lcluJ) Reiten jl'il, /? (Z\l C r''". onde r'<-

é a subcatcgoria plerla de moda foi'meda pelos )'rlódulos de dimensão projetiva finita.

Letra 2.8. Se .A é au o.njetiva os únicos ríiócíulos de dim.ertsào l)rc'jet.ua Prt ta são os
pl' olJ e. tit} os

Demonstração. Suponhamos /k/ urna módulo dc dimensão projetiva finita, logo uma

resolução projetiva lniniir)a.l de .k7 é 0 --> P;' --} ... ----.> PI -> /)o - -} ]v --- + 0. colllo
P~ é iiljetivo, a seqiiência cinde, logo /k/ é pi'ojeti\o []

Coillo conseqiiêllcia do lelíla: segue a afia'mação do Exemplo 2.5(2), pois se .4 é estan-

daimellte estiatif]cada cm a]gunla oi(]em /? (Z\l - /'ro.j + z\i = F'i + Wo« (F',; p.:) = 0
})aia J 1> z.

Logo o vértice tl,. é linda quase fonte. assim o /,: tem falares de composição só S',., lilás
/,: é i)i'ojet.ivo pot ser ,'\ autoinjetiva. logo /. = P. e coJ:no teta fatores (le conlposiçã.o só

S,. ent.ão t,,: é poço a. nlellos c]e laços. logo corllo o,: é foíJte a menos de laços, A tem cine
ser desconexo ou local . logo .4 não é estanclal'mente estratificada.

\'ejar]]os u]]] outro exemplo: este aparece ]lo art.igo de Coijna Saetiz "Oil moclules with
\x.'ei] flltrat.ion fol' Schui algebi'as of finjte type".j191

Í3\ 3z
1 . 2 3
e H& i H& i

(.E l (IV2 (1n} -- l

l e o meu.l gel'a(lo ])elos cün'tulhas Q. \.\cli. 3i13i+\. cxti3i -- l3t-k\cxL-\\

[ < i< n2. -- 2, a,..l/3nl.l. ./]r7tzí os p?'o.lfe/flua.s s(2o
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l
1 .3:
2

]

n

B 3 . , a«--

c r'.:= 1 c},. l
772. -- }

7'círios íyize z\t = S'i , Aí a. l pa/'a ; # l

[)f fo . \n alta\ogu. os tttleltt'os sa.o [:

?7?. -- ]

.l .d... e (/eP: .. l)ara t. :# nl p. t..:

ízqu?l VI = ,S't, Vi = 1 J. .
2.

Esta ál.gcbtn é q\fase hereditáiin.. müs irão llel'edil(Iri

Lellal)taienlos agora alguns coílceitos (lue a.l)a]eCeT]] eii] lel. Estes são os conceitos de
i'esolvente e cora'esolvente que esta.o irJuito relacioi]ados corra os conceitos de subca-

tegotia contravariantemetlte finita c covariantel-Dente finita e seus oitogona.is.

Llilla sueca.tegoria. X dc ?l?o(//! ct)ama se resolveste se:
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jl) -\' é fechada para exteJlsÕes

lel .\" é fecllacla. pata llúcleos de sobicjeções

l=31 .V coi]tén] os ptojetivos

l)ualmente define-se corresolvente

Pa.ia as álgebias est.andai'naente estratificadas, ciararnente /?(z\) é fecllacla pata ex
tensões e corltém os projetivos, tnostra-se os seguintes t'esult.aços pai'a as álgcbi'as estan

darirlente está'atiílcadas, lmia demonstra.ção dos mesmos acha-se em l2(11

Proposição 2.4. S'e .'! d esZarzda7'rnen/e es/7'aízáca(/a /r(z\) í I'eso/z;en/e

Esboço da demonstração: Pela observação a.nterioi só falta mostrar que r'(z\l é fe-
chada T)ai'a núcleos cle soba'ejeções e isto ó feito fazendo indução na cardinalidade do
conjunto ,S'a(A/l quem o conjunto dos 1: C l,.. .?z tais que l,k/ : zX:l / 0 n

Coro'látl.o 2.1. Se .4 é estai'ldnT'nte tLe estrato.Hcn({n: os EI't-projet.{.tios de F (z\~l são jus.
Lalíl.ert+.e os pToje,tidos.

Demonstração. Se .L7 é Ext-piojetjvo em F'(AI telrlos (lue pi'oval (lue .k/ é plo.jetivo.
o« s.ja, q--e E:-Z' l.l,/. -V) = 0, V-X' C ,4.

Seja 0 --> .V -+ L H /\4 -.> 0. convide-cl«os X. unia /'(z\l aproximação .le .X. est«
existe pois F'(z\l é fulltoiialinellte finita. assitrJ

--..> z, ./ -+ o

---+ E' --> ,v H 0

Por sei ,V! Dirá /?(AI aproximação de .X então..V] € //1Al: como .,v7 é Ext plo.jetivo
em /r la) segue cine 0 -+ .X'i -+ E --> .\4 H. 0 cinde. []

Corolário 2.2. ,S'c ,'l é fsírzi2(/a?.r71.ezzfe (s/ía.f?l/ira(/a
c:«f: (.v: }l = o. v': ? l.

-X € /? 1z\l : y € y' (AI cr}/ão
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Demonstração. Seja X € F' (AI , /:' sua cobertura plojetixa, como F' é piojetivo então
p E p]&].

Logo temos a. seqiiêr)cia excita 0 -+ .Y: -+ P -} -Y a 0 poltallto .Vt € F' lal , assim
Eíz:i'(-V.yl = E'zZÍ l(XI,.yl. pai'a z1 ;. 2.

Poi' induçã.o Ezti': (-X'i,y) = 0. ]]

Dualillente temos o seguinte resultado

Proposição 2.5. r' (V) é./ecAada para c07 iíc/eo.$ de í?zleçóes

Corolário 2.3. S'e D/\ € r'lVI e72fão F' IV) é co/'l'fso/uelzie

Proposição 2.6
col'resolueltte.

Se .\ e UTn a.lgebiü qua,se t}.ere(lltul'tu, F Çb.b e iesoluertte e F Çq) é

Leílil)teialos que temos váijas subcategoi'ias cle rezo(7A já. definidas

+

+

6

e

e

e

r'(al, a sul)categoria dos módulos filtrados en] .A.

}''(z\l {Y'' C «...Z.4 : E;«{'(-V,y'l € F'lz\)}.

I't''l.XI = {T't'' C 7?zod,'t : /Çzf' (I't/, X) = 0. X € r'(z\l}

F'lV), a sueca.tegoria dos rilóclulos filtraclos ein V

}''(VI {y' € ,«o./,q : E«Í'(X,}') € F'(V)}.

I't/'(VI = {1't'' C lr?o(/.;l : E:t'Z:(I't/, .VI = 0,-Y € /r(\7)}

V.jairlos apoia algumas legações enfie /'' (AI , }' lz\) , /'' (V) e it/ (V).

'J'enaos cine as subcategol'jas I'l'' (A) : r'(z\l, y'(AI . F' IV) : Pt'(VI . são contlax;ariante-
n)ente fi«it.as e que F'(AI, }'(AI , F' IVI, ll,' IV) . }'(VI são co~'aiiantenlente finitas.

Proposição 2.7. S'e .4 d e /r/??(/arr7?.erlíe csfiíz/4/7cac7a, y (AI d corrcso/uen/e e F' (VI es/r;
co,:/;:d" .«: }' IA)
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Demonstração. y (AI é fechada pala extensões e conten-t os illjetivos. seja ./ : /v --> Ar
irljetiva com ik7, Ar E } (Z\l , derlot.amos pot C' seu coílúcleo: aplicando F/om.(Z\í, ) a

0 -} :k/ -+ ,V H (' H 0, o})t'mos E;«Z' (A{, iV) -+ Erf' (z\::C') H El:í' (A{,-v) , po:'
--m C':olá:io ;-t':io- Erí' (z\:,.VI Z'(z\:,.'UI = 0 ::» E«Z' (z\i,C') = 0 ::> C' €

Dualinente temos a seguint.e

Proposição 2.8. Sf .4 í coc.sfar2da7'zne7z/e esZ7'aízFcada; ou sela DH € /?(VI, então
kí'' (V) í co/'lesa/ue,zzle e F' (zX) C t't/ IVI.

Proposição 2.9. S'e J í' qtzrz.sc /?ered/Ifálía e?anão r'(V) }' la) e r' (A) {'r(vl

Esboço da demonstração: Usando as Proposições 2.7 e 2.8: só resta provar as in-
clusões no sentido coiltráiio, o (]ue se faz de rTlodo indutivo. []

Exen\p\o 2.7. (1) .zX$ iTlcl'tlsõcs pat'a álge.bia,s estandaTTnetlte estrato.Hcadas l)odeíit ser
pl'ó})rias.. se.}n .'\ := K\'À , est,u é \nll álgebvu local COTlt ulx úTlic,o sirrtT)les, }'tesa.e cílso

Fl~À) = Pro:l.X que é iguctl à, s\Laca,tegoriu dos lí\ód. los qlte são soTnüTtdos diremos

te soldas rLe, copia.s cle .A q\te dcnot.am.os l)or ceda.'\ e CLr\alognllltlt.te F Ç'WI -- in.jí\
a(/(/d, c/ai'a/rzelz/c }'(A) = ?rzo(/.4 e assír7z rz.s í7zc/[l.sóis r'lV} C y'(AI e r'(zX) c
I' (V) .são /)?''.Í/) r'z as.

le) Pal'u üs ülgebl'us ílll.cl.$c Item'(d-it.al'i.as F lõ.) {"\ F' t,'!í ) :# ü. rlo Caso dus átget>1'as est.an-

dürTltertte estluLi$cndas i.st.o não é rtecessa,I'game,nl.e tr,I'íl.üdei.io. Pol' exemplo, seja.

.letiuí] e o i.1ljeliuo {rtd«:orltl)ovtít.eis são não isoiu.OTjfo.s, n.citei .:\ :: tlF onde Q é o
ca7'caz

B

nssi"-l'- ./ \, ( 1= '\ /'''

/ogo F'(A) = Pi oi 'l f F' IV) = /nJ,4. /ogo .í;'(Aln r'(v) = o
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PtaposÀ.ção 'Z.\Q. 1201 Pata. \Líncl álgebl'a, A est.ar\(lürmer\te esl,]"ütificatla, a$ seguivttes
cor\lições sào equiualexttes:

It :à é qtl use he.leditá.rin

ÍeJ r' lv)

r.i) g/ clip H < x.

2.4 Módulos inclinantes para álgebras estandarmente
estratificadas

Os resulta.dos desta seção baseiam-se no antigo de .Auslanclel' e Reiten ".'\pplicatlons of
contrai'ariailt].y rinite subcategoiies" . l21

Agora \,elencos um result.acto soba'e a cxistêllcia de módulos incli1larltes especia.is para
álgebi'as estaildarnlerlte estiati$cadas.

T.clnbrenlos a deãlllção dc il-t(3dulo inclinante.

Una .4 illóduJo iilcliilante Igeneializa,do) ó um módulo T tal (lue

(ll p./r < «:..

lel E.«z: (r, z') = o,h'í > o

l31 Existe urlla seqüêí)cia 0 4 À -} Zb -+ T] a .... -+ 71, H 0: con T. C ad(/T,b'z:

Lema 2.9. Seja X ltlrln sl bcatcgori.a I'esoluente coítl.T'qual.iattten elite Fní.{-a:
}' = {C'/E..í' (r: .VI = 0, ,4' € .Y}. E«[do lv = .\' n }' f.«' "' ''g«.«''-' P"/,,.i../«d.,

Í/) 1.,1/ í a.lido-ol'fogorza/; otz seja E:z: : l,t'. y) = 0, .:t' € 1't,':y € 1,1'',b'/1 > 0.

reJ V,Y C .V e.z:zló/f uilzrz .seqrTé7?cía 0 H ,\' -} }'\.' -+ ..t'' > 0. }V € bL': ,:L'' € .V

r31 V.y € y' c:i:íl.s/í u lla seqllêrzcia 0 -> .}" + )'V + y --+ 0, }$' ç t-L'', .y' ç .V.
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Teorema 2.1. Se.lía Á d csta7zdrzi'merzfe es/raf2»crz(/a

Então c: ist;e üm. mód\Llo iitclir\ante T. ú)-).ico ü menos (la. multipti.cidctde dos somali(lo.s
di.Telas itldecomponíue.is tul qu.e addkTb - W' Ça,b

Demonstração. (tomo .4 é estandarnlellte estiatiflcada. sabemos que /?(A) é colcsol

venta e contravaJiantemente finita, logo se toinalmos X = F'(z\),y = y(z\) ,I't' =
I'r (AI = .v n y = F' (zx) n } (A) , podemos aplicam o lema anterior, ou se.la t.}' tem as

três propriedades do lema.

Piovarelllos agora. cine a soma dileta dos irlclescomponíveis enl I'r é um móctulo incli
"ante, asse:n «././(T) = LI'' (Z\)

tl:a-'Rios o fato cle ci«:e :e X C F' (Â) e«tão pd.V $ « -- 1, onde « é o .ú«e:.o .l.

simples .

Vadios a. mostrar agora; (lue dado X C /? (A), existe limo sequência 0 -+ X -+ I't,'o o
I't/. -+ .... --> 1't'. . --} 0. coJi] I'ri € 1V' (Z\l.

Seja V ] = .V € r'lAI constiuanaos uma sequência

eí: 0 H Xí . H l,t/: H .X'í H o: bt/i € t'T'(A) = F'(A)ny(A)::+ n'í € } (z\l.x: c f'(AI.
Tola:Lalnos X,,-] e apÍicanlos o funtor #ozn(-V«-i. l a c:, assirll obtemos a, se(Jiiêncja

exa.ta,

-+ EZtJ (.X« I:T4'':) H E:I'Íj I.\'. I,.V:I -} EZÍJ+' (X« I.-X: -II --> E=II'+' I.Y,..I,I't':) -+.

colllo I't'', € bt', .Y:, .À- : 1 (: r'(AI ::> EzÍJ (X«-l. I't'.) = 0 = Ea'fJ+: IX,:.i, 14',l, segue (lue

E-,f'(.V«-], Xil = E:«{'+'(.V»-i, X:-i) ,V.j > 1:
asse-" #:2:t'(.V»-i,.V,:.21 = E'.«{:(.V« r,-V,:.3) = . . = E'a:Z"(X«-i,X-i):
agora corl[o .X',: l € /''(Aj :::# p(/.V,: l $ r? -- ] ::> E.2:f" (-V«-i,.Y-t) = 0, logo segue (lue

Ez'i' (-V«-l, ,V« 2) = 0. assina :,, . : 0 q .Y,..2 -+ I'r.-- --> X. . --> 0 cinde, então .V. :
é soíllalldo cliieto cle Pt,',, . ç l,I'' (AI ::> -X'.-2 € 14' (AI .

.Assim t.anjos uilla sc(liiência

0 -..> .Y = .V l > + ll,''i --.> [tÕ ---} ... --+ bt/'..2 -+.X'..2::: [,]/'.i --->o
/ \ /

./ ),r /

.\-o .\'l

ou seja V.V € /''(AI feITIos 0 H .V -+ Hb -+ I't,. H
I't'' (A )

--+ I't.'1*-l -+ 0, coil} ['t,''. C
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Pala X = ,4, tei-nos 0 --> ,'1 --> }T''o -+ t'l/] --> .... --> 1'1,h-i -+ 0, ponerldo 7' = OI't/',.

este é lm] il)ódulo inciinallte, claro que ;)(/T < oo. pois T ': I'Ç'jz\l = r'(z\l n y (a)
elltão T € /? (z\l logo P(/7' $ n -- 1, E.tz' lr, T) = o,VÍ > 0, claro pois T C I'b' (A) que é

auto-oltogorlal.

Além disso se /L/ C I't' (al , clamo T a) .U é inclinante e poi teoria de inclir)ação ,L/ €
addT donde }L' IAI = add7'. []

[.Jna tT)ódu]o iíl(]inante 7'. com a.(/(/(T) = 1't/(AI, a. menos da multiplicidade dos se
man(tos dil'elos indecomponíveis, é chamado de módulo ca.raterísl;ico.

Se J é cluase heiedit.ária este T é inclina.nte -coiílclillante

Para. A esta11claiilaerlte estratificada r]ão é assii]a e]]] geral

Exemplo 2 8. Sela .4 = Íilt#, 7zesíe caso /? lal = PI'ojA , y (AI = nzo(/H e F'(z\l n
r Ç6.) = F' tü.) como F t'çb = L.-jA e /\ é loc«l. .s ''- - .-«od de di««-lsào i«-jetiu« $.«it«

são os iít.jetillos; poi'taTtto l-tão terl].os )tenltuTn coincl.{. ]a.T]t.e ei 1. F' ].z\ ) {] Y (z\) -- F' l.Z\'l ::
Pi'oJJ.

Proposição 2.11. r'rzi'a J cs/alIJar'17?eizZe csti'afr/ferida fcrJlos qtze /?(AI esZ(í corzzrzldo em
' I't'(AI = {X : Ert'(.V, I'Í/lz\)) = 0,V/:}

Demonstração. Se X çl r'(z\l, pelo Corolário 2.2 terllos que Ezti(-X, -rl = 0,Vá. pala
7' um {ilódulo illclinatlte tal que a(/d(T) = 1't''(AI = /?(z\l n }'(zxl, pois x € /?(A) c

Eill geral est.a inclusão é piópiia..

Exemplo 2.9. 7'07nemos a d/geól'a .4 = Ít;P, l este ca.se //(A) - /:'70j.4 ; y'(z\l
«:od.'! e F'(AI n y(ÂI = r'(A), ./~''a"i.,:fe "lt/(AI = «:od,4.

Proposição 2.12. r'í]/a a.s (í/geórrz-s qiz-r7,.se b,e?edí/ár'Tias p'lAI :" L'L'(A)

Corolário 2.4. S'c .4 í i///irz d/geól'r7- qtla.se /z.e7'«/zliá7-za. 0 77zódu/o ca?'acferzbfzlco (/ezlei'rl?zlr2a

//la) e F'(\71 c017?0 -segue

/? lal ={.1'/E'.z:Z: l.\', T) = 0.Vz'}

r' (v l E.-t: (r: )pl ü,'üi.l Como corso(lilÉ:Hein T detc]axi,i.]líl b. e 'g
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Esboço da delllonstração: O resultado é unia corlse(ltlêl-toa dos resultados do antigo

lel pois no caso das álgebtas quase heleditáiia.s para r'la) temos (lue } (z\l = F'(V).
Vejamos que T deter'mina Z\ e V

Obtemos Â de F' (AI colho segue:

Sabemosque.A(í) - E-,podcmosescieverU: = A'e7-ld' :/{ -» Â',Â' C/?(z\), Ü # 01
seja ü, : Pí -, .4', d' # 0; como Â' C r' IÂ) , ]Â'' C ,t' cona + C ,A, pois F' lz\) é fechada
para nticleos de epi.

Como P: ---+ + é epi então :Â' = .A (i) ::> C': c K'crPn-, n- : Â' H :l :::> L/{ = /ferprr-
pois E e r poJ ser isomorfos a z\ (í) tem o mesJllo conlpritnento, assim í-,'Í = /x'ez'pn' =
/(er'«'. :Analogamente obtemos V cle F'(VI. []

'r'amos a se.'u;«tp"' ''D-'*--'

Proposição 2.13. Se l e urn á/gcZ)ra qurzse /z.e/edi/d7'ía., T pode ser c.sclíío Gorila T =
% T i.ib c terá os duas seqiLências e.rato,s}Z

o ----} A (ãl !!U I' (í) --+ ,t (í) ----> o

o -----+ y(í) H rlí) -!1l v(ãl H o

o«d. .J (::) Í ««'« F' IV) - «p''-i-*«Çã. â «q«.,'d« . .:t:'(i) € r'lz\(}),....z\ lj - l)} .

'y li) é ««'a F'(z\) - "p,'-í":«ção d d::,..íf« ' .y(i) € r'ÍV(1),...,y(Í - l)}.

No caso (las álgcbras estalldai'mente ostra.tificadas temos uma pior)osição análoga
(lue tem só a l)iinleira scqiiência.



Capítulo 3

,\lgeblas que sao estandarmente
P

estratiHcadas em todas as ordens.

Neste capítulo estuda.reinos as álgeb]'as (lue sã.o estância.]iilellte está'ati$cadas com I'esperto

a. (dual(suei' ordem dos sitllplcs. À'lostia,ien:los que ta.is álgebtas são exatanlenLe as álgebra.s
caril i(lea.is ideinpOteTltes pi'ojetivos: deduzindo como corolário uma caracteriza.çã,o ])ala
as álgebias }telcclitá.lias.

Nest.e capítulo todas as áigeblas sà.o /(' áigebras de clinlensão finita., básica.s e incle-
corJlponÍveis cona /\' um corpo algebi'icarnente fecllado. Poi uin teoielna fundamerltal cle

Gabriel toda álgcbra /\ com estas pro])riedades é isomot'fa a ullla álgebia (la. forma .'\ :: b:e
onde Q é un] cartaz filhito e / lml ideal adnaissível.

Seja.i]] r'] , ... ?). os \.é] vices de C? nunca or(le} ] fixa(ta. e S'i , .... S',: a Olclenação Comi'esponclellte

dos módulos sitllpJes, P: a cobertura pi'ojetiva dc S;.

3.1 Algebras com
#

ideais idempotentes projetivos

;As áigebias com iclea.is idernpote]]tes i)]ojetivos têii] sido est.usadas ])or váljos atttoles.
por exeiiiplo l61 1141 1Jõl. Essas á.lgebi'as podetn sei vistas corr]o un] exeilaplo particular
de a.[gebtas estandaiiíleilt,e estrati$cadas

t.filas álgel)ta. .\ diz se com ideais idempotclltes })lojctivos liül e denotaillos por iip se
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todo ideal idempotente de .-\ é um ,\ módulo plo.lesivo.

Notei-rios (]ue a noção de álgebla iip é unia generalização da iaoção de álgcbra he
teditá.iia, pois pata as llereclitária.s todo i(leal é projetivo e para as iip pedimos que os
ideais idempotelltes sejam projetivos . Uma caracterização das álgebias iip que usaremos

foi feita poi }''l.l.Platzeckj161. É a seguinte/\ é iip seTA(/\) éplojetivoVlonde e = © C.
J 2

l,ema 3.1. Se .\ e um algebra caiu ideais idernpotentes pl'ojetiuos, etttào rp i.Q) e projetiuo
pnt'ü P pl'ojetiuo ITtdecoíll,ponítel e Q projetiuo.

Demonstração. rp (C?) é um somando cle rp (/VI, se ptcvarmos que rp (/\) é projet.ivo,
teremos prova.do nossa afirmação, podem Isto é claro, pois r' = ]\e com e ]dempotente,
assim r/J l.'\) = \c/\ , cine é ur]] ideal idem])otente e po!'tanto plojetivo. []

Lema 3.2. Sc .'\ é' wrr á/gemi'a cona dca7:s idcr?2?20ler2fes p7'0.7efv,uos, er2fâo U.u...UP. (A) é
T)lojet.iuo oncte os P: sào TJrojet{.uos indtcoml)o líuei.s nào isomoa'fos.

Demonstração. (]lalarJlente F't ll ... ll Pf = /\e. + ... + /\eí = /\ (e] + ... + ef) , logo
rp.u...np. (,\) = '\ (e] + ... + etl .\; que é un] ideal idempoterlte e portanto plojetivo. []

3.2 Sobre um quociente de álgebras estandarmente
estratificadas

O seguillte lellaa nos ])ossibilita, estudei urll quociente particular de uma álgebt'a estan
da.i'InCUte está'atificada que resulta scr também estanclarnlente estratificada.

Este insulta.do não é novo, mas incluímos sua demonstl'açã.o por sua importância.

Lenda 3.3. Sf .\ é csfa.ndarr72,e?zZc esZi'aZÍÂcac/a /za OI'de?r?, ei,

está'(t{.lfic(L(](i TL(1 0'J*Íie l e\. ...,('i-l , Olt(].e E:i = (Íi-b ... l-' en.
c... então -sên é cstandat

Demonstração. Deilotenios B - ?(:\Ã e pot A& I''\l e AÊ (B) os Z\ mócluios de .\ e B,
tespectlva*naente.

Primeiro A,( \l,J = 1....: r! são B rlaó(tolos, pois AJ(.\l = ?Í:lT; e conaoj < / este é

ulll ,\ Tlló(fulo al)filado T)O] ,\c:.\ : logo é un] B-ilaodulo.

To(los os A, ('\) tem ro7,z\, (.\) = ,',', e A, l:'\ l só tem favores de co--imposição Sx;. É < ,.
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Plovemos que esses A, l.\l sã,o exatamente os A,- (al.

Clamo Â,. (.'\) tem To/)z\,. (.\l = S,. e tem fatoies de cot-reposição S'É,k < r e é l:m

B-]T)óclulo ente.o A,. (]\l é un] quociente de & (B) com fat.pies de colllposiçào S#, # < 1,e
como A, IB) é o (4uocierlte máximo de /:; (B) com esta ptoprieda.de temos um epimoifisíno
de z\, lnl « z\,, IA)

Também:n temos un] eplmorfisnao de a. (/\) a R (B) e outro de /\ (É?) a z\,. (BI, assim
temos uii] epimoiflsmo de e. l/\l a z\.(BI .ou seja A, IB) é quociente de E. l,'\) que tem
To/)A,.(AI = S, co]]] favores de composiçã,o St, # < 7 e coillo A,(/\) é o cluocietltemáximo

de a. (.'\l com esta propriedade temos um epinlorflslno de A, (.'\) a zX, (BI .
Log. A, (.\) = z\. ( Z?l

Falta ])iovat cine /3. 173) € F'B (AI : VT'.

Lema)lemos (lue e- IZ?) = r''(A) e que sc /l/ é uln .\ módulo {7t;1111;ii é um B-
moaLilo

Atola colmo .'\ é cstanclainlente estiatiflcada temos /. (/\l € r'.\ (Z\l ; ou seja tetllos
uilla hltração

O;C: CQ? C QJ C P.( \) com quocientes z\*l.'\l,k < ,'
F'acendo (!uocieiltes {elnos

ü.lida c ... c ü:liam c Ü-%a ' e- W) - Ü::lêem

3.3 Caracterização das álgebras estandarmente es
tratiHcadas em todas as ordens

Teorema 3.1. ..4 (í/geó?'rz /\ í esíal?dar/7zeizZe esfr'a/iWcada ern lojas as OI'(/eras se e só se é

llln.a, álgebln con\ i(leais idem.})otenlcs prometi.uos.

Demonstração. \''a.mos a. prova.i })I'iiileiio que se .\ é est.anda.rillente estrat.iflcada eli-i

todas as Ordens ent.â.o é ullla á.lgebía com ideais lcleillpotentes piojet.i\;os.

Seja .\ estaílda.ii]]ei)te estratiflcacla. en] todas as orclells, pocieinos escollle:, .irlaa OI dem
dos sim})lcs tal que /( P:) </(r':+il :V;
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Vejamos que neste caso r'c = Z\#, pa.ra todo #

Sempre vale pol deflniçã.o cine r'. = Z\.. telllos ainda uma se(liiência exala
0 -} rP. (/'L-il H .r\, 1 -} z\..i --> 0.

Se rP«(/3,-i) # 0:+ rp«(/',,-t 1= el;", pois A é estandarmente estratificada , como temos

a llipótese sobre o comprimento ítão pode acontecer: logo r/]. (8,-l 1 = 0, analogamente
iacloclnamos para provar (lue todo H; :: z\k.

Suponhamos que A.. A.-: , ..., An-.Í+l sã,o pi'ojeti\os :

se r, y p, (P»-J) # 0 :+ r,.y p. (r'--l ) = ,.>ll /T' o que Jlão pc'de sei', devido a hipótese
soft'e o comprimento. logo € = Z\,-

Logo t.enios uma. ordem onde /'L = At. e portanto r' (z\) = /:'7-0.j

Além disso Hor7z la: r'í) = //07?z (AJ, Ai) = 0 pala .j > i. Isto é o mesilio que dizei'

q uc .'\ ó ciuase triarlgulai

Nesta álgel)ra o vértice u. ó uma fonte se esquecermos os laços neste vértice

Se:ja .\ = aP, então consideremos Q o catcaz obtido de Q elimiiJando u. e 7 o ideal
gelado pelas relações que i'est.a111 enl / ao elimlilat' as flechas (lue sa.em de u..

Logo 7{;Íh- = 6?. ta,mbéiJ] é cstandalment.e estratificada. elll todas as OI'deres isto é
cotise(lüêllcia do Lema 3.3.

Esci'cveinos .'\ = lJ\l = (e« + âl .'\ (e. + e:1

L = (e..'\e.l é Rima. álgel)t'a local pol ta.nto
ordens.

'...~',' - ' - «.,« I':'«, a)
.v .'\.«)

u ::: l&x »l x=
Assim

/\

= lc,..'\e« l+(c« '\Ê. l+(G.'\c«l+(e./\e:) .

estailcla,I'lllente estratificada eln todas as

Dcscievamos os piojet.ix.os da álgebia .\. esses são Q,:=1 /-'1:: ,\./ =' r'.. i(/l, oílde 8: é o

plojetivo cla. álgebl'a local /,, e Q. = (0, P:, 01 ot]de F': : b'í € {] , ..., rz -- ]} sã,o os pio.lesivos
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de [.[

Pot ull] insultado de X'la.ecos, l\'lerklen, Saenz em "Standaidly Stiat.ihecl Split and
Lo\ver Triallgulai' .'\lgebras" jlSI Proposição 16 temos (lue ,L/ = ((:J\e«l = rn (a:l C
/'Cn,*a) (AI

Clonlo .\ é esta.ildai'mente estratificada em todas as ordens, podemos escolher uma
Ordem de modo que e. seja o prlilaeiio.

Provaiemos que .'\ é iip poi indução no nomeio de simples.

C;laia (lue uma álgebia local é iip.

\''eja.J-nos agora (lue .\ é um áLgebla caIU ideais idempotentes projetivos: ])ara isto basta

íi[ostrai': usando u]r] resultado ([e Platzeck. li61 que rE (A) é pio.activo pala. todo i.

lambéui temos que [,'' é iip, pol hipóteses de ]rldução. pois tem un] núlneto [nenol de
simples que .'\.

V.jamos ,a ('\l ,n-(Q. © Q:0 o Q« -l n of
n

Se ; # rl. rR (C?-) = O«, este é ])rojetivo pois Q. é somaJado de Q:, já (lue ! # rz.

'a Ç',.,,O,,l = 'R ((.') ']«e é ],-oj.ti~,. po: s.- t,' iip, logo 'a ('\) é p:oj.ti~,o.

Se z = «,, rÕI (C?«l - (0, ''b/,0) - ou seja é isonaorfo a rR (F'«)

'Â (Z-'') - C',p'i: C?« ' ;:.R, = U, cla:a-«.:-t' "a l :U.c2j l é ],:'ojeti~,o.
J7n " ; \~ .7#n

SÓ tios lesta ver que 10, .1./. 01 é plojetlvo ou equivalcntemellte (lue iV7 é })iojetivo.

Para vei que v é piojetivo como U = (G/\e,) = " = !:# é estandaimente estratif-

lca.(la en] todas as or(tens, então como cm .\ pode-se escolhem unia oi(lem tal que .rA := Z\A

e p''tanto F'(=:\O(z\l -/'/'o.7 e como :v =(ã./\c«l = rÊ(P. IC/r(=,\=} IA), então .\4
e projet!vo

Pro\aremos ágata a outra in)plicação. ou seja que se .\ é unia álgel)ia caIU ideais
idempoteiltes piojetivos então .'\ é estandaimente estratificada e]]] todas as ordens.
Seja .'\ ullaa álgebi'a corri ideais idempoteiltes piojetivos e seja ei, ...: c,: ullla ordem dos
iderllpotelltes, mostremos (lue .\ é est.alldal-rlient.e esttatificacla nesta oi'dem.

Para isto pto\erros blue /)r. € F' IAI ,Vk.
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Pt'i«a.iro H. = .À. € F' lz\)

Suponhamos (lue P«. /\-i, ..., /'h-#+t € F' (AI e pi'ovelnos que R..t C F' (zX) .

Se /:3: c = zX«.#, claroqueP,, # C F'(Al: senão temosun)ase(liiêlacja0 --} , u p, (P«-#) -}
r>n -- k

/'. # H A,:-# 4. 0, e como r n .p, (P« &l é projetixo, coirlo conseqiiêncla dos Lemasr>n--k

3.1 e 3.2: r,.V. P,(/\-kl - ,;il .e'' C F'(A)[]

3.4 Clorolários

Corolário 3.1. .Se /\ ó csZarzdar77zeníe esfra ?Fenda elrz Zonas as ordens e7zíão e ísfe ?zma

OI'deiTE tul q\te F lü.b - Prol.

Demonstração. Para uma álgebl'a /\ é estanclarnaerlte estiat.ificada em todas as ot'delas

escolllemos na. demollstração do Teorenaa 3.1 ullla. oi'dem (]os sinap]es ta] (lue / (al $
/(/:':+il;b'z. neste caso todos os H = zXü e pottarJto/? la) = r'7'0J.[]

Corolário 3.2. Se /\ d esta?z(/az'lne?zZe es/.ral2#cada en? /odres as o?.deres ezifão e/7lsÉe tina

or(Lei 1. tal qlte F tÀ) = p':" .. onde p<' é a, su,bcü]egoria (]os tnód\tios (],e dil-r\eilsão proje-
t.i'ua Hitita.

Demonstração. Se .'\ é estaíidal'llieilte está'atiflcada eJn todas a.s ordens então /\ é un]
álgebia colll ideais idem-ipoteJltcs piojetivos e neste caso podemos tomai uma ordem tal

que H07-r?. lr,: /':) - 0 pala .7 < ?1. assim zXi = ;i$n li61 e f'(A]-/ <'.[]

L.usando os iesultaclos anteriores podemos optei' unia ca,iacterlzação clãs álgebias Itere
ditái'ias (lue gelleializa uni lestiltaclo cle Rillgel ei-n lisa.

Corolário 3.3. ,'1s sega/2lizZe.s corzd?l(õe.« são rq7zzlua/er2/fs

ltl gl(\ww !\ .<. x, e \. é. estar(Inl'lTleTlte cst-t'a.ti.ficudu ell\ todas us OI'(!e is

(2) Q leão Lerá c.ilcuàtos orierttü(t.as e \ é qttnse l el'edil(ll'iü eT-n todas üs OI'(tens

ISI X. é quase Itere(titárin el l todas a$ orai:rts

141 \ é. }tel'e(lit.ál'ia,
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Demonstração. 2 ::> 1 Clama

1 ::::> 2

Se i\ é estandall]iente estratificada ei]] todas as ordens então pelo Corolário anterior
existe unia oidel:n tal que F'(AI = r'<' e por ser g/dim \ < oo logo /?(zX) = p<- =
rilod .'\ :+ Z\i = Sí ::> C? não rena circuitos oriel)Lados.

Por sei estandarmente estiatifi('ada em todas as ordens e g/ dinl /\ < oo logo é quase
lleiedit.á.lia eni todas as ordens.

2 ::+ 3 Evidente.

Calar'o que se /\ é cluase heieditáiia em todas as orclel)s ente.o ,\ é estallclaimente estratifi
cada en] todas as oi'dons e tem g/ diíJI /\ < oo.

3 :> 1

1 ::::> 4

Sc .\ é estância.i-mente estiatiÍlcada em todas as oi'deus erltã,o pelo Corola.i'io anterior

existe uma Olclem tal que f' (Z\) = /:''' e pol sei g/diill/\ < .:« então /''(A) = p<- =
}l't,acta. .

Pelo :Xi'figo de Coelllo; N,laicos. Nlerklen, Platzeck l61 sc \ é u]i álgebra cona ideais
ideJllpotelltes projetivos crltão ./'(/,'\ $ 1, logo .g/ clip-n :\ = ./d.'\ .Ç L, logo .\ é hereditá,iia.

4 ::> 1

Seja agora .\ uma áigel)ra llei'edlt.ária, claro que g/ dim .'\ < oc, se el . ..., e. uma ordena

dos idempotelltes, mostremos blue /\ é estandaimente estrat.ificacla nesta ordem

Pa.la isto plovenlos que Pü C r' lz\l . Vk.

P:i':lei:o &

Suponl'a'Tios que /l., a.-:, ..., /l. ü+i C /?lA) e proveitos (luc P,. É € /?(AI

Se P« & = zX«.É claro, senão tenros unia se(liiência. 0 H r u p, lê:-k) --> J3..A: -}

A,:-t 4. 0: e r, u..p, (P« #l é piojetivo, pois é su])niódu]o de /]: #. logo. r ~P ,.p, (H-kl =

n

r
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3.5 Observações e Exemplos

Observação 3.1. Sc A e u17z (í/geb7a /oca/ F' IAI = /'ro.J p':-

Obset'iaçâo 3.'Z. Podem e-listil' Ordens dos silnl)les. ort(le em \Irra (telas F t/).b - Píoj
e rLa OILI,I'a F tZX ) :: F)<-m , sem (]&e A seja, vtecessnr'\ameiite con-L Ideais t(len'tpoterttes ])T'o-

.ie.tinas.

Os seguiJites exemplos confiinlana a Observação 3.2

Exenaplo 3. 1 (]l Seja A = 1-# oítde Q é o cal'cnz

e [ é o ideal. gel'üdo peças re]nções l3cx -- b e 13'i -- q, na, ordem \..'Z esta álgebra vtão

f. estatldui eslial,i.Ücada l)ots P\ { F tlX.b, no ente.nto na ordeTri 2.;\ F Ç!\) -- Prol,
nssi ll .A 11ão é iip, lilás se nt-tal.i=ni'mos os 'rrtó(lÍbIos de {liín.el-tsão 1} ojetiua jil\itn sã,o
ns i))o.]etiuos: pois um iitóduto sobre esta íi.lgebl-a, teíit di.Tneltsã.o l)roJetiua $Tti.ta se
ler-l (li711.ensào l)ul' corno T espaço e os únicos ilude.con l)ottíuç,is com. din\el-tsão pat
são os T)]'ojetluos, Logo F Çà.l -- \'to3 -- p'::''

la) 4il\acha.o c.a$o (l e ea-is+.ünl OI'den.s (listintus tais (i\te F tõ.) = Vroj e F t&b = p<- ..
.X r\ão é rlecesscul.ame.l\le ztp, eDIl-LO mass.I'n o e elítl)lo a segttii':

.Sela,'!=b#o/lde(2docal'caú' i? 1 2 ai l e/éo,laca/
e ------} + .... + ---> +

gc/'ado /)e/as re/rações ai+la:. ;9a]'a z -: l: ....r]. -- 2: llcs/e caso iza 07'derlz 1,2. ...,r!.
r'la) = P''.J e «- o,./'"' «.« - 1,. .,2,1, r'lal = p'"': »]«s «{« d/geZ,,'« «ão ó

e,sta.Tida,l.ine,ntc est,ratijicu(Lü ellt Lo(las ü$ ordcrts pois t; üe {lilítelLsão global brita e
se Joí es{.all.dal'rnettte es{.I'ati-hca.da se.ri.ü hel'eílitál'ia pelo Cotos(Irio* tambéTT\ l)odemos

dei' d{.}'(ta.ntclt+e qlte Tlão é estandarrrtcrle esli'ati..Hca.da ll.cl ordem it. 1.. 2, ..., rt -- L



Capítulo 4

Estudo de algum.s casos particulares

Neste capítulo estudaremos alguns casos particulares de álgebl'as, começamos com as
álgebras com só dois simples não isomorfos e olhai'elrlos qualado estas são estanclarmente
esL3'atificadas. Em seguida estudam'amos as álgebras trio.ngulaies. Posteriormente vel-e

mos que para as á]geblas c]e tac]ica] quadra,do zero sempre que dão possuam cii'cultos
verdadeiros se a.icançalrl os cxt.relllos pala a está'atiflcação. isto é existem ordens ta] (]lle
/?lz\) = P'o.7 e //(A) = p'". f'inalnlente vcl'enlos «ma. relação erltie inclinação e est,a-
tificação blue elos permite vel' o conjunto paicialinente oicleilaclo jposel) elas estratificações
como um subposet do posei dos ritódulos inclinantes.

4.1 O caso de dois simples não isomorfos

Como url] plilneiio caso cstuclaremos o ca;se en] (]ue A é ullaa álgebia com só dois sim
1)1es não isomorfos, Isto é o mesmo que dizer blue um sistema cornpieto de ideinpoteíltes
ortogoílais e primitivos teill só dois idem])otentes ei, e2. De modo que r)esta seção t.odes
as álgebtas são do tipo l = /\'Q// oilcle C? é uin carcaz finito com dois vértices e / é um
ideal admissível.

(lom a ordenação aciilla; teJJlos:

A: - $'?n ' '*: - ',.

Proposição 4.1. ,S( 0 [ nl .$J (/oz]s oíi'í]]ce.s as.soc?]a(/os í] /](/cruz?ioíelzZe.s ei,cz e12f.ão ,4 d
cstartdtn'rn.(,]lt.e esllati$cad.u caiu f.sta oa'de l\ '$:+ vPatPt b = Pz'
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Demonstração. +:: Para vei (lue .4 é estarldalmeílte estro.tlficada. temos que vei que

P: e/? 1al, como AI c/?(zX) e rB(Al= q" C f'(A) pois Z\2 - B então n € F'(A)
pois scillpre vale que r' (z\l é fechada })ara extensões e tei-nos a seguinte seqüêr)cia exat.a:
0 --} rp:(PJI ---+ /:'] H z\: --- > 0.

Como/'l , zXi € f'(AI concluímos que rp2(F'l le/? 1al , pois poi' ser ,4 estandarmente
estratificada, sabemos que /? (Z\l é ]'esolvcnte.

13]xiste uln epiinol'fisnlo /T H rB(r'l l, logo 7'oprp2(âl = S;'.

Sabetilos club existe un] epinlorflsmo rp2(PI) ---} A. ou z\2.

l\'las A] não pode ser pois 7'opz\j = S'l,então rp,(& l ----> /'2 ---} 0 clncle :+ rp;l/:'. l =
2

H

Sej« P- = ,+.- e ü = .4.: então r'«l.4e:,.ll = T, (J':,r'- u BI 3 7', (.4'2, /:'-l U
TT' (Ae2, P21 , ciaianlente Tr (.4c2, B) é plojetivo.

Lelrll)I'Chãos club r,4.. (''vl - .4e;.k/, cle OTJde concluímos (lue r&(8 1 é o ideal gerado
pelos ca.rllinlaos de l a 2.

Proposição 4.2. ,4s seg?lf12fes c012dzlções s(io equzua/er?íes

It) \ é estarldc'Incute es I'ati$cn(la na ordeít\ el,e:

lel vp:l.Px*l = T}' t Pz. P\ ) -,

r?J TT' (P2, J) = P;"

14.1 Ti' tPz. A~l é projet.{.uo

r.SJ Jf2,4 Í /)?'o.IÍcf?luo

Demonstração.(-'la.lailaentc 1+ 2(Ploposiçãol

3 ::::> 4 Nada. a. fa.zet'
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Como Tr ( ;%, .4) é plojetivo e existe ulli epiriiolílsnlo /l -} 7'7 l /'2, A) para algum É. este
epimorfismo cinde e usaíldo l<ruil-Schmidt c o fat.o cle que f)2 é indecomponível segue a
aílínl açào .

2 # =3 Esta equivalência é uma collseqiiência da observação anterior.

5 .» 4 Claro pois Tr (Àe2, H) = ,4e2H. []

4 :::+ 3

Já sabenaos que .4 é esta.ndalLnente estrati$cada cona as duas ordens se e só se .4 é iip
( cle ideais icleilipotentes projetivos) com dois vértices.

Aqui telllos duas possibilidades para uma álgebra cona dois simples não isomorfos:

jl) Não exist,em circuitos vertia.deiios

(2) Existen] circuitos \erdacleilos

No pt'imeiio caso, como nã.o existem circuitos vercladeii'os então existe Rima orclein tal
(lue f'(Â) = r'roJ. Como dão existem circuitos verclaclei]'os, denotemos pot ] o vértice
que é a. origem das flechas Jaão laços e por 2 seu filial

/\gola. se rB ( Pt l é plo.lesivo ent.ão a. álgebJa é iip.

Logo o pi'oblema se reduz a vel' quando rp2lPt l e projetivo e pal'a isso temos (lue te!.
(]ue della (lue ein Pi toda (lesse de can-Jiíllao que cl)egue ao vértice 2, se compLet.e a /%,

isto é J.)' /%: isto pat'a garantir (]ue rp2( r'l ] é pi'ojetivo. fogo não pode ]la,vel' i'elações
começam(lo en] l tal que 2 seja um vertice do meio do cat-nnlho

Vejamos uJll exen)plo cle cada. url-l dos casos allteiioi'es:

Exeilaplo 4.1. rrz) S'c./a a d/geó?.a da(/a ?)e/o cal'caz e :4 +
Nu OI'del:n. \ .'2 {erltos que À. -. Si, logo rt&b = iuodA.
Nü OI'delít '2. \ tem.os (l\te zX. ::: p.. Logo rç/xl ::: pToj.
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. lbl Seja .4 = !Lg- onde Q é o carcaz

e l é (lado ])OI Í3a - b e e l é dado l)or l3'i -- ç)

Nn OT'deTTt \..'2 ternos q\Le 8.\ = S. e ü.l = P2, logo i-tão é estandalln.eTLte est.ratio.
cada.

Na ordem '2, \ temos fine z.Xi -- Pi. t.ogo Plb.) -- PI'oj.

Se o caicaz teiTI cil,c.uit.os vei'dadeiios não existe uma oideiTI tal que r'(AI = PT'o.j,
logo a álgebra não pode ser iip. Neste caso existe no rlaáximo ulrla ordem (lue ton)a a
álgel)ra esta.ndarmellte estratificada. Isto ocos'l'e se e só se um (!os mó(lutos rp2(RI OU
'.p: (Ü) é p-oi''i«.

Estuc[emos o módulo rp (O), oi-l(]e P = ,4( e O = .4/

Temos quc

:E:h - JE% .-'i. , - ,-«a..l.

glç:$.Í )(e,4 /
r'.4 e.4.f r.4e,4/

Ollde .4o é o conjullto dos \ értices e ,:l] é o coí].junto clãs flechas.

Ago:a se .- € 1.4o -+ ,')(e.4/) e«tào r =(«o+ ,,')(eÀ.f) = «ol'À.r) + «,,(eÀ.fl € .4oed./ +
re,4./: assim

.4o+r)(e.4/) /+r'e,4
r4e.4 .f rÁe./{r

,4oe.4
' /1Oe.4/nJ' .4 .iÁ./

e.4 f er
eAjn,I'e.\Í

.iX-gota r' := ;; ll r'2 colmo espaço vetorial e $ é o espaço vetolial geiaclo pelas classes
das fiec]) a.s illódul0 7 2

Denotemos c-,4 ..f o conjunto cla.s flechas de / a c: a.ssilll
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;-#h - %bug - .": /' - ;r;L;
ÀEo\a ei'.f n T'er.f = Crer.f

A inclusão cl er'./' 3 ez'./ n rci'./' , é clat'a, pois e/'ci'./' C rer-./' e Crer./ C er/

Pala vei a inclusão c7.f n re7'.f C Crer.r, seja z C c?"./ n 7'e7-./ elltão .l z C e"/
t .:: € ,'.,'.r

Se .u € cl'/ então :« = cr, se :r C ?'er./: então z = ez € er'e7-./

-.g. ..l. .f u ;;:h - .'!:/ n #E-, - «j« z3tl%j - .,4,.f o ::3.
Asse«. « (Q) .4(.A-/) + A-sÉ-'' 'lo l ' '+ el'erj

Eill nosso caso 7R IA ) - /!(e/ll./l + J:lÍ:;ll , toillando por e, / os idempotentes col'res-

t)oildelat.es a R . J% respectivamente: vejamos (lue significa. isto pal'a as relações no cai'caz

rp: IPll é plojetívo se só se de.41/ é piojet.ivo , ou seja OHeay = &, isto é se
À(..:«./'l ão a = 0.

Se rR(F']) não é projet.ivo, então existem ,g., . . . , /3: canlinl)os não nulos en] de. isto é

cotlleça.ndo ali e: tais que ,l?icut + - . . + Bioí :: 0, para cli , . . . . ü, flechas e]]] .41/

vcjanaos atguils exerliplos de á.lgebias com dois sllnpJes não isonloifos e urli (itcuito
vei'dacleiio (lue sào cstandanlaerlte está'atificacla elii villa otclcnl

Exerlaplo 4.2. e Sela.4 = tida oz2deQ doca/caz- 1+ t3 e2 e/ ódrzdopor.13a=0,

í,sLa, álgebl'a é cstül}.d.al'mt:rate est.}'utlficada rla ordcin. \:'Z.

CY

.j

b Seja.X::l=iP- onde Q éocül'caz le iS +'2 el é(tad.ol)or13cl-b,l3-t-- b. esta

(ltgebl'n. é est.nndarn e.rate estrati$cüda ILU, OI'(telít \.'2.
4

Resumill(lo para Rima á.lgebJa com dois sinal)les tlào isonioifos ternos

+ Se o caicaz de .,4 ilã.o tem circuit.os vetdadeiios e ilã,o tel)l relações coíneçarldo enl
] tai (lue 2 seja ull] \eitice do meio do cainnillo: semeio l a. origem clãs flechas não
laços e 2 seu téilllino. a álgebia. é iip. 'veja Exemplo 4.1 (a).

e Se o caJ-(.a.z (te .':l não tem cil'cultos vei'clacleil'os e teta) legações conheça.ndo en] ]

tal (lue 2 seja. ull} ve!'tece do meio (lo camnillo, sel)clo l a OI'igenl clãs flecllas não
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laços e 2 seu télnlirlo, a álgebia só é estandaiinente estiatiílcada na otclem 2. 1 e
F'(z\) = F'7'0J. Veja Exemplo 4.1 (b).

e Se o cal'caz de .4 tem circuitos vei'dadei!'os. a, álgebt'a pode ser estandarmente estra-

to.Hcada numa orclet-ta só ou não é estandarmente cstiatificada em nenhuitla oldeln.
dependerJdo de se um dos Tp:(Pll ou Tp:(&l é projetivo. ou se neilh\lm deles é
projetivo. veja Exemplo 4.2

4.2 O caso das álgebras na forma triangular

Estudam-nos atola as álgebras rla forma ti'ia.{lgula.r:

Díiemos que unia álgebra é "critica" se é esLaildaimente está'atificada numa só ordem

Jb/ r ,l : sabemos que se R é estanclarnlente estlatiflcada +:l> F é estan
da11rlellte estratlhcacla c .'L/ € F'\. IÂ), jlSI.

Se.ja R

Diienaos (late ullla orclein do simples é "boa" sc R é esta,ndari:dente estratificada nessa
ordem

Collao conse(liiêi cia telllos a, seguinte

Proposição 4.3. Seja (/ /oca/ e \'' co/n. zzma or(/er/z óoa St, ...; S't elzfão S't,

p-,.«n- Ç v l +.\lc r'«('\)

, S*. St! é boa

Corolário 4.1. .Se.7a r, /oca./, .se .v ç /ib IA). Elzf(io .S'c-, .S'i: ..., S', é óoa se e s(i sc # /lào
é, critica,.

Demonstração. AJlece'ssiclade segue clo fato de (luc Si. ...: S'.. S't.. e S'u, S'., .... S'. são duas
oiclens boas distintas.

Pala vei' a, outra illaplica,çã.o, (onlo .L7 C /?v' (Z\j cntã,o ,S'l , .... .Sr, .S'C; é boa

/\gol'a /Lr = SC.. ])ols eL' e fonte.
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,\lém disso Au = ;Í;l:)ç = Su
Cada zX: = tÍ pt clamo rp..P: = 0 pois eu é font.e.

Logo PJ . ..., r'. são fiLtiados em At,.. zX:. .... Z\*, só falta, ver que/l,. é hltlacio em Au.AI, ...: zX',
mas temos uma seqüéncia. 0 ---} *v - ---+ S'z:.- ---> 0 e como .V C /$ (zX) , então tcn-

los (]ue/:h é filtrado em zXu, Z\l, ..., z\t, logo a oiclem Su, S'], ..., S, e ouvia oic]em boa.[]

J

4.3 Caso de radical quadrado zero

Seja À = Zjl#. onde C2 é un] calcaz finito, conexo c ./ é o ideal gera(to pelas flechas, isto é
o nlesn[o que (!izei' que .4 é a. á.]gebia com i'ac]ica] quadrado zelo, cujo carcaz é Q

Exemplo 4.3. S'cla .4 = $g: on(/e C? d o cal'caz e != : -+ e e ./ d o ?laca/ ger'ado l9e/as

jl,ecllüs; podemos post.rar (Íue r\ão é estaítdcn'n-uettte estíüt.i$cadn eln l\erth\um« Ordem

Ptovaienlos atola alguns lemas:

Lema 4.1. Se.7a /\ = b#, .se c;z;zsic z rrl c?ll-czz?.Zo colzfer2do z; então pdS,: = cx)

reso[ução pi'ojetiva r)lilljnaa] ... rl H Pi > S. --+0 Ollde

/3: = .4® <caminhos de conlpiimerlt.0 7z tetr]aiiJar]do em oo en] /\'C2 >.1SI

Logo se /)(/.So < )a, existe Z ta] (lue pala 1? > f, ]3: = 0.

Logo existe í tal (iue não existem caíJlinhos de colnpiiJllent.o > Z teiininaJlclo em uo.

nLogo co nã.o está i]uí]] circuito.

Lenda 4.2. .$'e./a .4 = Z;g . e ó"u/)oil/zízll?os qlie C2 fcrrz zír/z c?l/-caf/o uer(/a(/erro. S'e.7a S'. , ..., q'.
u. l,a Olcleíl\ dos sãínl)les: elttão e :i,ste \Ln\ vértice cll {at que p(l!\ tat l -- :x.

Demonstração. Seja .S'l . ...: «',,. a oidenl da.cla e sejam ai, --.: a,: os vél'tices de urll circuito
vel(]adeilo.

Sem petcla cle ge)letalidade podemos assunlii ai < a2 e que existe villa. íle(lla a] --- > a2
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Temos Lmla seqtiêllcia 0 -> ll S. ---> /' .
a l -----+a

Vízi < a com a] + a}

- + zX.. ---} 0 e pdA.: < oo '$:)> pdS. <

(:>0

Em pa,iticular se pdA.: < x) ::> p(/S'.: < )o. e insultado segue-se do ]eilla pi'éxio. []

Podemos então ])rovai o seguinte resLlltaclo

Proposição 4.4. Se.7rE .4 !#- : t.em.os que as sf;guia-Eles cor\diç.ões são equivalentes

[t) EI'ã.sle \ul}.cl or(]eil\ ottde ];' t&] = Prol

lel Q nâo te,« ci.c«it.s -e«d«dei«.

(3) ,i\. é estaria.arte\erll,e estraLijicadü elb utgbpr\a OT'(lem.

Demonstração. l # 2
Já. está pt'ovado ]la Proposição 2.2

1 ::+ 3 Esta. iillplicação ó cicia

Esta ii)lplicaçào é collsec]tiêilcia do Lema 4.2. ])ois se .4 é estandaiTnente estlatiflcacla
elltão /? (Z\) C /:''': logo pd.A{ < «):Vz. []

2 :4 }

,\ segui]ate pe!'guJ]La é bastante natural

Pergunta: Existe algutrla oideill dos vértices tal que /? la) = /:'<'?

Se existe algum))a oidelll dos vértices tal cine // lal = /:'''; claro que é esta.Lldallilente
estratificada r)esta. ordeíl), pela proposição anteiioi, Q não tem circuitos veidadeilos.

Como Q nã.o t.eíll circuitos -.,eidadeiLos ente.o ,4 tem dimensão global infinita se e só se
não tem laços.

Casos

Se o caicaz de A ilã,o tecla laços, erJtào g/ diln Á < x, e poi o Cotoláiio 2.6 do alt.igo
"ri.loclules of hnite projective dimension for st.arldaidly sala.tiíled aJgebia.s"de Platzecl{ e
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ReiteJ],1171 temos que na Olclem tal que //o,?z(Pi.C1 = 0:z < .7 temos cine f'(A) =

p<'' = ?7todH. Isto ])ode naostiai-se também diretameíjte. tolrlaildo a. oiclen-t contagia

a que cla F'(AI = F'ro.J, como não tem laços nesta orctem insulta sei Â{ = S': e .ssim
f'lal .aA ::: p':-

Caso 2: Se (2 tem laços e nenhurrl piojctivo é simples, na ordem dos simples ta]
que F'(z\) = F']-o.J temos en] cada zX, urll caminho não nulo começa.ndo em í e tal que
corJlposto com todo caminho não trivial é zelo, isto porque ra(/2.4 = 0, então pelo Teorema
2.5 do attlgo "h'loclules of fitlite piojective dimension foi standaidly stratiíle(t algebra,s"de
Platzeck e R,eite]] li71, temos que /?(AI = PT'o.7 = r'<-. Una caso ])a.i'ticular deste é

quando tem laço em todo vét'tece.

Corolário 4.2. Se ,4 é z]ma cí/geó7'a (/c rr].r/íca/ qtzad/'ízrZo ;cl'o sem. cil/.czzíÉo.s t;eTdade/7'0s e

lul- (]lLe ltã,o teTit nel'th,ITrt prometi.uo SiITtl)les (elTI Lermos do cure.ílz. fine em lod.o :poço tens,a
laço) os lttlicos módlLlos d.e dime]\sào l)]ojeliucl. $nitil são os píoJet.tuas.

Falta analisa.ralos o caso em que C? tem laços e além disso ,4 terll um naódulo projetivo
slnlples .

Caso 3: \''e.íamos apoia cine o caso er]] cine }lá It\ços e um pi'ojetivo sjnlples tanlbéin
existe uma orcleill tal (lue r'lal = F'<- Dizer (lue .\ tem un] pio.jetivo simples é o mesrllo
que dizei (]ue seu caicaz tem um poço.
Plovaienlos que exist.e ui-na otciem tal (lue //(AI
vértices

Plimeiio (lua.rl(]o Q temi dois vél'ticcs: ,4 é iip e moita.rito tem uma or(lcni tal que r' (AI :=
r:'':'. Seja ago!'a. J = !!P e u unl poço-

Considet'enlos .il' := :;;llç, isto é /{' :: !!;!! . onde (?' e o cai'caz ol)tido cle (l? suprinlJlado o

vértice u e /' o iclea.i obtido de / sui)i'itnindo as t'ela.ç.ões (lue chegam ao vértice u.
Claramente a todo .}7 € r?zo(/.4 podeíilos osso(iat um illódulo sobre ,4', este é M
Provaieinos apoia cine

p<' po]' indução ]]o ]lúiT\ero de

pd.\--- '' '( (x,
< o > ]\,/

Piin-Leito plovalenlos a. ]rllpLicação :+ Esta é consequência da seguinte se(liiência exala
0 > u.-V/ -+ .l./ -+ :;:;lla7 > 0. Claiarllente t,J\4 = .S..Üi"'.'\' (lue é pi'ojetlvo pot ser u

poço. .'\gota como :;;;iliÍ;Í?: = ::h-ã),.l:t/ e telhas (lue E:t:Zi.4,l:;iibX.aA./, 1 = E. f:.41.\,/: l.

Temos então (lue p(/.a.,\4 < x ::> /)(/.a,::;l\!tÜ < oo. \'''ejailaos atola. que se .\'r ç r7zod/I',

l)dANa < a

temos (lue pr/,.l,.[/ < (x) ::::> ?)d,4.t/ < cn. Pena prova.i isto façamos indução iia /)d.a,,\4
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Se f)d.4,,\í :: 0, I'v/ é ])rojetivo. Se il/ é l)rojeti\;o índecoillponível: ,k/ :: ,4'e., serldo

tu un] vértice de Q. Temos duas possibilidades lu \azinho de u ou nào. Se 10 não é
vizinho cle u então .4'e. = .4e«.., logo pd,4/W = 0. Se tp é vizinho de z;, telllos a se(lüêilcia
0 --> S.' 4. .4e.. --> .4'e. H 0, como S.: é A-plojetivo; erltão pd.4H'e. = !. Suponhamos
apoia que pd,4, V = n < oo. Tenros a seqiiência 0 H f2H,(.'W) --} r',{,IÀ/l --> .\4 --> 0.

Como p(/.a,(2,.4,l.k/) < n, poi lllpot.edis de indução pd..á{2,.!,(.:W) é finita, também como

/',l,('k/) é A' piojetix'o, temos que pd,:lPA,(/k/) é finita, logo pd.,l(JWI é finita. Assim temos
provado o leRIa seguinte:

Lema 4.3. Js .seglé2nZes condições são equipa/erzZes

It) pl\lNr) <, «:

la) l,a.~-h < :«

(!3) pa« h < "

.\ssiin temos que /'<"(,4') C /'''(.41

Temos talnl)éln (]ue como u é ])oço e poi't.cinto P. sil-nples, qualcluer (luc seja a orderll
que toma.i'Rios enl ,4: tem-se (lue z\. = P. := .$'...

Assunlaiilos apoia que A' tema unia orclenl S., . . . . S'r tal que r'(AI = r'<"(H').
Tonlelllos cll] .4 a. oidei]-t (]ue obtemos ao colocar u ao final. isto é ,SI. . . . . S'í, S'..

Po(le sc ver cine ílesta oiclen} temos Z\:l./!) = Ai(.4') pala { - 1: . . . ; t

Seja apoia .\4 um d-módulo t.a.l (lue pd.4(i\,/l < oo e tomelllos a seqiiência excita
0 -+ t;.k7 --> /\./ -} ;1ll: -+ 0.
(.:l*:a«..«te -.\;r = S.':":''" = e, :"'''" = z\. '"''" C /'.,IZ\).

Pot outro lado :%- tem p(/ finita. como .4'-módulo, logo iÍb C /',l, mas como .À:(A) =

a:ld'l pa:a á ' l, . . . ,í e«tão ib € F'*.

Logo .\,/ € f,4.

.'\ssii11 telalos provado a seguiitte

te . ci.Tcu..{.os uem.amei.ros.
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Ou seja jurltando os enunciados da Proposição 4.4 e da Proposição 4.5, temos o
seguinte I'eotema que expiesa que se uma álgebra com radical (lua(alado zel'o é estanclar-

mente estratificada numa ordem, ente.o existem ordens t.ais que /? (zX) é o mais pequeno
e o mais grande posive] i'espeitivarlleiJte.

Teorema 4.1. Se.7a /l = ;g, lemos qtle as seguírzfes cr97z(/?leões s(io eq?l ua/entes

11) ElisLe lun\n ordem onde F Çh) = PTo]

lal E3ist.e \l l\a ordena. ol\(le F lbb = p'-"

1.3) Q ílão teta\- ci.I'c\ti.l,os uel'andei.}'os

\4) :X é cst.alLdaTínel\tf está'ütilicadü eln nlguliin OI'(le.nt

4.4 Relação entre inclinação e estratificação

Se.Ja T unl nlóclulo iíl(linailte generalizado, isto é

. ab pdT < x

. b) x:«/' (1', 7'l :::: o: v; ? o

+ c) Existe un-la se(lilência 0 -----} .4 -- + .h > .n +
I'i € ud(IT.. Hi..

- + .r;. - + 0. cona

Na classe do todos os l)lódnlos inclillaíites pal'a uma álgebia de ..\ i-tin a seguinte relação

cle orciell parcial {eill sido estuda,da. por llappel e Lrllger 7'] $ 7L .» T.t Ç T/, j121.

Pala esta relação existe ull] 7' é mii)il11a.l se e somente se r'<" é coiltia\.aiiantemente
6nita.

Se.ja .4 unia áigebl'a pa.ra. l111la Oldetla.ção dos simples Si. ...: .S. . telllos os módulos
esta.ncla] A] , ..., A,, e os módulos filti'a(los erll z\, os r' l.AI .

}'lAl::: {\''/x.«/'(x:\'') o..v c r'(al}
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Sc d é estandarmente estratificada: isto é A C /? (ÂI , sabemos que vale E=Zi(X.}'l =
0,b'X c F' lz\) . }'' € }'' (A) .

Neste caso temos um módulo inclillante T C a(/(/T4/ = r' (AI n }' (A)

Claro (]ue y(z\) C T-Lpois T e/?(z\)

Nul-n antigo de Auslander -Reiten pt'ova se que y (A) = Tt

Se temos duas ordenações dos simples tais que

r'-(A) C &(z\):::> b(z\l C }'l(AI

(Se y € b(al::> E:t:(.V,}') = 0: V C/r2(Z\l, como n(A) c 6(z\)::> /ç/f'(X, }')
o,,v c n (AI :+ }'' € H (A)).

T.-«os e«tão b (AI C }'l (Z\l . ' con.o VI (z\) = Tí' então 7T- Ç TÍ'; o-- s.ja a onde«.

ei)t.re as diferentes formas (]ue uma á.lgebi'a pode sel estandar estratihcada illduz uma
Olden) Invei'sa entre os módulos inclillantes corresponderltes a ditas está'atiflcações.

Sa,hemos que /:'roJ C F' (A) C m,o(/d: além disso /' (A) c /'<-

Sc r'(A) = r''", ou seja F'(.À) é máximo e«tão F'<" é contla~,aliar'en-lente Hnita.
pois F' IA) é, logo 7' é míílimo.

Se /'(z\l - P'oJ; o«: s.ja /'(zX) é mínimo então }' (A) = {\'/E'-:í'(X. }'l = 0, X C
F'(z\)} - m/od.4, logo r'(A) n }''(zx) = f:'roj, poi'tanto T = F': q . O e, = .4. logo
TI = .4i = mo(/,4 e corlcluííl)os (iue 7' é máximo.

l.ogo teliJos que o posei dado pelas diferentes folrllas que uma áJgebia po(te sei estarlclai
estiatiílca.da é uni subposet do posei dos módulos inclinantes.

Observação 4.1. Tem.os udr'lias casos cruz quc se a/ca.rzça7/! os doz,s e:z:/7'e/7zos

. 1) ,4s Hei'e.dit.ál'las

IZI ,Xs Quase }Íe 'e.(litárií s

l3) ;\$ iip

No caso de. I'adicnl q\cndt'ado :tlo ncabüíllos de uc} l),n seçào pl'étttt q\te se o calca,z nào
[e 1. c]lctt.idos uel(]ct(].ellas se nic.artçam o nlíl.nLO e o ltá ilTto.
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É interessant.e ver quando os inclinantes estão associados a. estratificação

Observação 4.2. ,'\'o ca..se das d/geó7'as bel'e(/?li(í/ !as da.drzs /)c/os cízícaz 2e ----+ +l

E 3+ --> 2e --} +\ t.odo irtclil-tal\l,e esta a.ssocia(lo a ullLa est.rütájl.cação. müs rla álgebla
l\ereditúrici (latiu pelo cal'c.uz

le

+3

2e

o il-tcliniti\te duelo pelo íILódUIO T = P\ Q P2 q la rtã,o est,ü associ.cedo a ne \t uítQ estríi-

t i$c«Ção .

Na (íllJP.bl'a d.e lÇroTteclie,r.. ou, seja. cl áigebl'a Item'edi.tárin da,du pelo cüicclz \e =\ +'Z só ten\os

d\tns eslruti-.Reações CL (ta(Ln !)elos plojetiuos e Q dada l)elos il-tietiuos luas tem.os ill.anitos
inca }-tc!.ates.

A úlge.bta d.u(la pelo ca.]'cuz \+ = e2 caril lüdicül q'ttüdl'ndo zero não é estandarln,eT\t.e es-

LI'Kti.$cad.a erra ne ll\u.TU€1 0rdeTít. lhas tetlt um Úni.co irtc\iTtaute: o t.riuiül. dado l)elu son\u dos
l)n'otjetiuos.



Capítulo 5

Categorias Derivadas e Complexos
em /'(A)

Neste C:apítulo api'esentanlos ptíliaeiro una i'estimo de alguns conceitos da teoria de Ca

tegoiias l)eiivadas, no sentido de fazei ma.is autoconticlos os insultados deste ca])ítulo,
um e'stuclo apt'ofuíJdado e as clemonst,iaçõcs dos insultados podem ser encontlaclas por
exenJplo cll] IJol,l91,jlll,jell. Firlalnlei]te expo]r]os ur]] resultado so})ie os complexos na
subcat.egoiia /?(z\).

CloíJaeçanlos este Ca{)ítu]o coll] a. (]eflnlçào de Categol'ia Tliangula,da., temos sciiif)re

eil] mente os cxe11aplos /\'(.A) e O(.A) pala um cat.egoria al)eliaila .4; onde /\'l.4) é a
categol'ia. quociente pelo i(leal cle }lomotopia cla categoria dos canil)lixos ern ,4 e #1,4) sua
localização. Depois das clefllliçães e propijedadcs n)a.is c031llccidas cla teoria cle categorias
fila.llguladas. passaremos a ciefinii e estudar esses exemplos.

5.1 Clategorias trianguladas

Seja /\ ullla cat.egos'ia acliLiva, 7'

valên(ia. T'] o T - T o T l = ;r/
/\ -----+ /\ , uri] alltolllolíisnlo: ist.o é urna. auto aqui

DeÊnirlaos tl.iâ.ilgulos em /\ : co)llo villa. tripla de objetos (.4. B: C') , junto cor]] urrla
tripla cle molfislllos l7z: ii: tl'), as seguintes tios dotações pai'a, triângulos a.paieccm na lite-
ratura
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. /i --b B -!:> C,' --b TÁ

+

/l ---

. l,'i, B, C'. lz, u, «;)

UJl] llaorflsmo de ttiã.ngtllos de(.4, B, C'; tl, t', to) pala(d', /3'. C''. il', u', w') é uma tripla
de Tllorflslllos (/,g, /l.) tal que faz o seguillte diagran)a coinutativo

,4

A' ---} B'

C

c'
.l r.r
Td'

Definição 5.1. L'i7za cafegor/a /\' adífíoa é ? lrza cr7ZegorÍrz /7'larzgu/ada se c/ís/e tórn aüZlo

illoíjismo T de K e tlrna faiíl.íliü de l,riâTtgulos chüln.a.dos e:cotos {.ul que

j1) ,4 ianlíl.ia de tl"lã.t-tgu.l.os Gratos é feclladü pal'a isomol'$st\os.

i2) Todo :z\ - + t3 JOi'Tira ))(tl'le de \LTTI tl''t.(tl\(fulo e.talo. dn I'ol'Tttu

c' -b. z',l .

f3,i .4 --!b ,{ d fr'?..írzgiz/o e=aZo.

b TR 2: Tlurtsla ções:

l;e .'\ -!!.-> B --:L+ C J!!+ TÀ é e ato e.irão são t.lat.os os {.riitítg\tios B -!L+ C
T.À ::!3 TB e ]''' C l!:\"' .A -ilb B ]:-} C.

+ TR. :3:
t.at.j,uo

.4
/' +
J'

A exi,stê.Ttcict de f.g im.ética (IKe exist,e h, ({lte fa,z o se.gttiitte, ít agt'fina, caril.\l

B

B'

C

c'
.l r'./'
TÁ'



5.1 Categorias trianguladas

b '!'R ib Axtoitt.a do Ocl(Le(lío. (.lo]].sl(te.I'Cílios o.s trl.a,ngttlos e=at,os t)<i. Y. Z' . IL. L .L b,

t'r',Z. X'.u.j,J'), (X,Z.\''.u,k,k'), então e isto-". 7nol'Jisntos .l : Z' -* Y' e

g . \'' -'* X' tul q\te o seg\lince dia,gl'amn com.\tta e n. le\'cei.ra. linha é ulrl t.riãngvlo

T-ly' r3É'
z' 'g .L

r -x' 'J''

.v

y
i .[
z'

y
'u

Z

X
l u"
Z

6 ,l
y'

4

+

.x' -:4 ry
lx, .l .l ri
.X'' q 7'y'

j'7'i
j' l
TX .+

}rx

observação 5.1. A l)arte' (!e agora n, l)ataui'a Irzaltguto stgrit$cízra ti'tartguto e=nto, e o
a(LjeLluo elüto po(lerá o irão ser usado.

Observação 5.2 IJI .Se /\ !!.ú B -:l-} C -!!b TA é .=a.{o eíltão uu =Q

(2) Lerrtu d.os CiT\co:

Sc. ÇJ. a..t\b e ILTn lrlnl'$$mo dt. tl'in]]gulos coíit f.g iso]]],o\'jisrl\os e]tlão 1]. tarrLbel 1. e
i.solll orbsTno .

Pi'oposição 5.1. Sela//z /\' íír/?.a Galego/'?la /r'zlarzgzz/a(/a e .V - l:. >P y ---!b 2' Jl+ T.V .urra

Lrii l.gtLlo e:talo. Então as scgu.il\tc.s seqüêncin.s sâ.o f:lata,s

...-'* HOm.I ÇLÍ:T'X) -H HO'rlI,I{I.U.T:\') --H HOTl-LI tLI.TIZb ----*

nula-Liça.l.l.Ti-+\)..) Homlç\l-::l'u\ Hora,]<\U.T'u) ' ' Hall\lÇtU.'l*'.c\

... -+ #or/z/~(T'+:-V,i1.'l ,. -+ ,,. /70?7z/~(-r;Z:t'l --} Homlx lr'v,z.,')
Hor?z/~(./':-V, (,'l n'"'/* tJ '-"':L') //.«:/. (r'«:L') ' //on./*-(r'".L-')

Coro[ário 5.1. r]) 7bdr) r?orP.s?no ./ : .4 -+ /? c/e/(rr7z?lna t/17?. í??lá?2gu/o e.l:aZo, no .self

lido clttc. a. lbellos de isoíllol'lls 10 de t.I'i.ãt-tgttlos e:l:isto L 1, \único triãrtg\tto
4 -$ B 4 .- .b 'r ]
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le) Totlo tliãrtgulo est.á ({et.el'TTli)l.ado pot \LWU (]Hctl.qual' tios seus lll.OI'$sntos, rlo selttido

q\te se (loas tl'iãng\Elos tem o }itcslí\o mor$sll\o \tQ. mesllln posição são isoTnol'jos.

Proposição 5.2. .Selrzm .Y -:b y ---!b Z -!b TX e .X' --> y' -L Z' --:!:-> T.X' (/oís

ll'iângulos e um mor$smo g . Y' -} 'Y' ; então af. h. tat qlte Çf. g~ l\ b é m.or$snto de triângulos
'» 't,'gu = 0.

X
y' L
x'

y
g .L
y'

Z

z'

TX
], :7'/
TX'

Proposição 5.3. S'elarr} /\' zi/rza ca/.eg07'ila t?./larzgzí/ada e .À.' !b y ----+ .Z ---!!+ T.X. {znl
li'iã guio c ato eíl\ 1{, saõ equina.lentes:

Í/P to = 0

(21 \l e seção. i.st.o é ei;lsLe u' . 'v -l X ta,l (]üe \l'\l -. \x

(3j u é }.etl'tição. isto é existe u' . Z --+ \' tül que uu' - \z

Proposição 5.4. Sc./a /\' /lz« ca.iegoría fT'zla7zgtz/a(/a: .V !b
[\.iàngu]o c ]a. saõ aqui atei\te.s:

'l'X u

1]) Sc \\-' - =L+ Z }lão é T-etlaçâo crlf.(i.o e=tiste f' : \v --? ' ' tal. qüe u.f'

ÍgJ .S'c T.[' --b Z leão é i'ef7'ardo e?l/(7o to./' = 0.

Lema 5.L. Seja í< t.m'' cat'go«i« +.,i"«gt.t«.t« X -b. 1 ---+ 0 --} TX é t,«iã.«-g«.!o e.«t.
se e só se LL e 'tso'ntor.homo.

Funtores Cohonlológicos

l)efl.taição 5.2. e Um inox.fi.smo de catcgoiias t.)«iangttla,d.us J : í\l' ----> K e t!.In .fKrt-

[o-r uí]]ti.uo q\te coinuLo. com os funtol'ts de tí'n,lÍBIa .ões (. tl'nlts.fol'm.ü tri.ângKtos em

t I' 1. a, ltqtttos .
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Di.zem.os que {\.' e \Lmu s\tt)cutegol'in fria \gu a(La de í\ . se l...' e \Lma. subcat,egoria.

Fiel\a de 1{. n t.ncltLsão é ull\ morbsTrto de cüt.egoria.s t.riungKladcts e l,odo triângulo
em 1{ colíl uéTtlces em lÇ' é um ta'iãt-tgulo elTI l{.

Definição 5.3. Se.jarra /t' tina calegorZa {7'ía7zgu/ada, .4 aóe/íarza, d demos ql e

H . l\ ---- + A e UTli J\LTttor cohomologico court'jante se })nl'cl tod.o triarlg\Llo

A --!!-+ B -lL+ C -!!!-) T.q. obtém-se uma seqiiêvlci.a e ütü longa. elll A

J::-'* H q.T: .'\ ) -!!-* ll tT- B) !:--+ H tl''C) -!!L* [{ ÇT:-t" A b !!-* .... con-nl' = H l.T' u)

Exennp\o 5.1. Se ]\' é L ta cfltegoTií! triültguiüda llonli{ l*X. 'l : r{ --} Ab.X C Objr{ é
u.m Juntar coh.omológico couarlante.

Observação 5.3. .Se # : /\.' --.> ,4 d tzr7z ./lirzfoz' c0/7,01r o/ógÍco corar'lance e (/e./izzzl7nos

/\'m = {] € Ob.7/t'/m' (.41 = 0,Ví} o«de //;(d) = H(r'/!) então /e«?os qí.e /\'H ó

subcategotiu tli.aítll\alada.

5.2 Complexos e }Íomotopia

Nesta senão começamos com o conceito de complexo: pai'a posteriormente definir a cat.e
g.:'i; /\'(H).

Definição 5.4. .Sc .A í ürlia caZcg07'ía aóe/ a?za, C'orn(H) de tola a ca./eg07'fa (/e c071}/o/c:l:os

de A ci il'ttal se de.$ne corno sega.e

)bjet,os: São seqilênciüs ([e objetos e }l-Lorhsmos de .A; d.a, fotíl\ü

-> C;" iÍl:} C"+i lÍ-l.IFI C«+2 ...} t.al (lue d"+\ o d" :: q

h..loi$sinos: t;il) mol$slllo {le corltple:.os es{.á d.aíl.o poi umü. se(]iiêrtcia, de A-Tnor$.sntos

B* .. -.-} B" -!% B"--: lle-+ B"+: ....+
J- p=(ç'«l«:z .Ip« -lp«+i I'p-+2
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onde os quadrados são t.odor comut.ativos

Beç\lúçâa 5.5. h,lol'jisrl\os Hoinotópicos: Dois n\OTÍiSTltOS de complexos ç? e Ü de B* cu

=* são ditos llomotópicos, e (Lenot.a-se pol' p '"' + se eristerll, rllol$smos diugona,is h,i i,ais

q\te o seguia\te diugram.n coittu,ta,

z'' l\.+,
Z?«+ 2

+ Pn+2 Ün+2Ü'«+l

('«+l

Observação 5.4 (ll .p -- q + v- «b «, ü

l21 Os lí\orF.sinos h-olll,otó])ices Q zero jot'mallt 'lnrl ideal da categoTiü Col-n ÇA).

Í3) '\ I'el.a.ção -- em Honic.,«t,\) ÇB" . C" ) é de eq\titalêxtcia. Está retcLção d.e eqluiualêncin
f; chttm,{tdu í'ilação (le, e.(luiuülênctn de llotnotopi.n.

Definição 5.6. Se.Ja J tlri?,a cízzteg07'í:a aóe/faria, dc./7rle-se a carcgoria 7zzocíen/.e f\' (.A) da
caéegol'Ía de crlrzzp/e=z'os C,' (.A) = C'or?2 l.41 coza?,o seg71e.

O.$ ol)fetos K l~A~l .sõ,o o.s rn.esTIlos objetos de C t.A'l.

C)s n\oT'.fisln.os 11onti<lA\ t13* . (.1' b -- H..n,-. ,.(B' C' \ onde -- é CL }elüçào de e(]li.unlêncta
de hornotnT)i.a..

Esta. ca.tegolia /\' (..41 é a(!leiva

Definição 5.7. Funtor de Cohonaologia.
Pürn. rt. % t.CÍlIos llm iluüot' d.e c.ohoil\elogia. E o fu.rltol'

}Í" . (.lolr\A --+ A; (It$nido da, Jormü seg\Lente:

n" çc' 1 = 41i1l?ieb-- ":.: obj tos

=olllo (L'' a d"-\ -. b então luta''-\ C lÇerd'". logo pu,}'n u. It. coTítl)le:to Ci' +Cíl\oS Q

seg\tiil+.e sí.qüê.\-tci.K e-.tcttct q â Irl\dc x -'» TÇcl-lnl,d'c \ --+ H" l(.i' l -- l,;;;:i,:.::.T --.+ ü, ovt(le i
t a tl'lct.\lsuo e a ])roleçlto no coítúcleo d.e i
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lgol'a se f . }3" -.} Cl* é \Lln IRAI'$STT\.o de carril)leias: est,e i)-tdtcz os morjismos segutvtt.es

IrlldB \ ---} Im.d'F'\ e l<er(!B --+ l<er(lcl üssiTl-t temos o seg\uiítte diagíaíita, coTnlttatiuo

Õ--+ Im(tb-\ b lÍeríl-real;' -\ U"Ç.B*l -*ç]

1)-+ 1Tn(U-" -b Kel'lmd:&;=~ -\ H"ÇC':) -*q

Logo l)e\a. ptopiãeda(Le uítiuel'sat do coíttlcleo e:i.ste \Lm,u aplicação H" Çj)
H" Ç(11- ), esta ü})licaçÕo é a iTl\Cigellt de f pelo furLt.or H"

usaremos ns itol,anões H" tC* b = H" (C* b,.CZ H" i~.PI = H" ç'pb..tz

l +

H" li3' b -.}

Un) complexo C é chanlaclo excito quatl(to /7*((;) = 0

Observação 3.5. (1) H" é nln JUnt-OT: ou seja. H" lpolbb -- 1:1" tV~lo H" Çll)b

l2) H' tP- ül = tl* t-P)- n- tü). Isto é n" é um funtol (íitiuo.

\3) V -a $ ::+ 11* t.p) -- H" Çül, ou seja H* teus mor.[slnos holBoLópicos elll iguala.u.des

.A falrlília Lias //' : O07?2.(H1 ---} .,4 fat.oi'a por /\' (.,4), ou seja existe /P toi'Dando o

seguinte cliagiama. colilutatixo

C' o,n ( ] ) '!=---- ,4

,«.'.1,4
/\' (H l

l)efinição 5.8. Quase-/:sonzor/isr720.- L'ríz /7101:ós17zo B' -:b C" e/n C'0?7?1.,4) í d?:/o um
q«-:. t;om«$:«o (qil s. H" Ç.lb é is.««.,Íi: ;.. H-« Ç: Z.

Pode se ver facilmente o seguinte fato 0': e B" são qi + B" é exa.to

Dera\ção 5.9. B* -:l-} (I". .f é ILornotol)isco loü eqtri.uülência h.orn.otóplc:a.) sc

l\C' -!+ B* {nl (lli.c go f-- \B. e jo g -' \(.:'
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Observação 5.6. e Dtza.s I'e.s0/26çóes pi'o

B Se IÍ t\oíTlot.ol)istll,o erltào .f e qt.

Definição 5.10. Dado tlrrz ilzorPsnz.o B* --
nu l)osição n é tCol-tejfl''i« = C" ÇB B"+* . ou seja

Cone(/) : .... --+ C'"-' Q B« --L C" © B"+' ---.+ ... , onde Jc... . r dc --/
\ 0 -dB

De$1\iínos ui.tida flor\e de \u-n conFIe.to colllo Co le ÇC* ) -- Col-te ÇXc. b

Se ternos um complexo C'* : .... --a C" -!+ C"+i e11--} Cn+2 --> ....clenotarenaos por

C'*l rnl ao complexo (lue i'exulta ao tiansladal lrz lura.ies à esquerda, isto é (C*l--rnl). =
(-' n+ rn .

Observação 5.7. J/guizo aülo/.es de?zofanz /oor (,''l7rzl o colrip/ezo g?ie 7z(is denoZarnos por

c'*l «-l

Observação 5.8. r/J C'072e (C'*) «.. 0*

reJ H' ((,'o~.': IC'*))

IS) Gonet.C:' l "cil-tde", isto é existe l-t.« . C"'' ' -} C." t.ul íl e 8.ft.õ.: = õ:

141 Seja B' -!+ C' . Elisl.e it q\Le la,z e f e q hon-.utópicas se e s(3 se
K.f. --il,b . ConcB* -+ C* é TT\OI.fisrr\o.

[S) Se 13' J-» C" ].,-n',nulos n se'lüêllcia ü -* (.:" -+ Col\ef -+ B* \-- H -+ q e «])ligando
o fu.Ta.lol' (Te coholrtoloIJict H lem.os

H'(C'*) =i((''7te/) W.ii=.. W''la"l ill = H"+i(B*l H--+n H»+i(C*)

Corolário 5.2. B' -::-> (,'" é qí se e só se C'onze./' ó e:rezo.

Definição 5.11. (,'z/zl??d?'o (/e u/lz rito?Psllzo B': --L C,'': (/e./inc-.se o czl//r7(/i'o

C?://:....---+ 8» :OC,'"-iOB« LB"OC''OB"+i ...ondeJ(-.«.= 1 0 (/c' --/ l

Cil.i.rt(LI'í) de \Lm coínplea'o: (,lilC* -- Cit\ (.l.

ietiuas sào ho«lotópica«ente equz es

c* :leb l e- se o colhe colho o conlpteTO, (ze gue

75
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Observação 5.9. (1) Se J,g . B" -+ C'" são dois lltorPslnos e .l L g + l..f,g.h.~l
=il, B* -+ C* é n\o\'cismo

l2) Sejcl B" 1---+ C*.. bons detemos c* . C' -+ Cita , dcjll\i(lü por o'Ç('] = tç].b,cb e
B -. Ctl.f -> C* : de$ni.dn pol l31~b. c. b' b -- fÇb) \- c.. esl,üs cl. 13 silo hon\otopismos. pois

3a .cxf3 -- i,dcüj.

Proposição 5.5. Propriedade Universal Cona Ideze7nos r' : C'onz,4 --a D an?. / zrzfor
qae tl'arLsforlll,e }ton-tolopismos em i.soírtorÍisTl\os. útil,ão 3\.F Lal que F J tara üt,I'aués de
/\' (H )

C'.m (.A) -C

],T
A.'(,4)

5.3 Triângulos em -K IU.l

[)eflniiemos agora ti]ã.ngu]os cr]] /\'l,4) e mostlaicnlos que esta é tina ca.tegol'ia. tiiangu
latia

Seja 4* -:L> B* un] naorfisrno eln 7\'(H), tcnaos a seqiiêíJcia exala enl /\'l..4)

c'o,:.(«l L * 1-11 --} o
(o. b)
1«,ól ~-, «

Defina ierlaos os tiiâilguJos pui'os

C'o?ze( tz )

,4 B

o« ,4* b B* b r'"... --L .4*l [l
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LTrn tiiãilgulo em /\ l,'{) se diz excito quando existem isoiílot$smos ./,g,/z tais que o
seguinte cliaglanla comuta

J*
./' +
J*

.s
'u U

} -+B*

g .l
B*

c*
ó .L

C'o«.(«)

J*l-il
.l.rl-ll
H*l-il

ou seja os tl'iângulos exatos são os triângulos isomoifos aos pulos

Exenaplo 5.2. r'/J .Sclrz .4 -% ./l; este rrz.o/:/esmo se corra,p/eÍa pa7rz o Z7'íár2gü/o A > A ->
Corzc0 0 ,{ j--ll .

Íe,J 7'e772.0s o [l í(irzgTZ/o ,4 -----> .4 -+ C07te (].4 1 = 0:' H l l--ll.

Í.?J Sc ,4 -!b B :+ C' !f!-> ,4 j--ll í ea:afo erz/ão .são el:afo.s

B --ib C' --b. /{l BI e (,'jll B --!:> C', esses são os
tl~a.nsi.adacios.

- :' ]-~i]

Observação,5.10. Se fcnzo$ (/o/:s Z7'z:i lgü/os ,4 --!b B 1:-> C'072c(ul :b .4 l--il e
./I' :::> B' !:-.-> Co/ze(tl'l --b d'j--ll e (/o/.s l/zo/Wsr7 0s / : ..4 H .4' c g :o B' {az:s qzze

LL' 1 = g\t e: isto in. lrLor$slrl.o h - C' oneltt 1 -+ C:ol-tet\t' ) tctl que o seguinte di,ngruma coínKta

A

4' ----} B'

â'u 2.r

c'.« .( « l

C' o" .( «' )

l /'l-il
'!'l-JI

Teorema 5.1. /f(.A) é «/'go«í« f-i"«Í/«/a(7«, .«(/. os f,id«g«/o., .são « f,::áng?./.s ,:.$'

IRAI'jOS ü.QS '})\L}'OS,

Coro\âr\o 5.3. Seja C slibcategoii.a ple7ta d.e C taxi..iÍ' - L se C fol' uditiun. fechada
1)01ri t.arlslüçàes e coi\e.s elltão {<' é catcgol'lrl tl'iulty\tla(in.
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Exemplo 5.3. d/gt&pza.s s-t&é'caZegorías de Cona(.A) c077?. as proa)r/e(/odes do Corolário
IS.3 e as notações l)alce as col'real)onrlente.s sut)cütegol'i.as triang\tlnd s (le lÍtAb são as
seg\t t iates :

B Conta- {coínple=os limitados ir\leriormertte)-.-, K+

b Comi jcaml){el:os ti.iítit.a(los süpelioltl-teí\t.e)-.« K'

B Con\b (co ple os tirítitados)--, Kb

B Col-n+,b (cowt.l)\elmos litrtil,ct(Los i,Tirei«toi"menu.e, com \on\elogia lil itadü)--.+ l-\-t-b

b Com- b (colltplei;os tirítita(los sttpel'loT'mel-Lte: coll}. }tomologia lim.itadü)~» !Í-.'

Interpretação de Triângulos:

Seja 0 4 4 -!f:> B b C,' --> 0 seqiiência exala eln Co«z (,41,

C'o«.(~) l«,ÓI

C' ., (6)

0 H B -.+ C'07zellél -o/lj--1l --+0
l ':) ll

0 -+ .4-$ C';/tz ::--> C'oizelil.) --+0
c l .3 '':) l ..:,

0 ---+ ..4 --} B --o C' --> 0

-+ Fi''l-ít~i-, H"t(-:club --} H"ÇCoíieju~l)-*
i ': .l m"(.õ) = ip

-+ u" IA) -* lí" tnb -* u" lcb -+

Pelo Lenda dos Cinco teíllos que p é qi.

Eillboia l -!L> B --} C'oi7eltz) - 4 J l--il: seja trlâJlgulo e C'oz?elzzl seja qi a C' isto
r[ão inlp]ica. (lue ]C' -l + ,4 Í--]] ta] que .4 - > /i -!--} (': --!!+ ,'l 1--11 Saia tli;inox.l0

/-/ "+ ' ( .4 H"''t~ l.Gil\ub -+

l m"+'(a)
n"l~ ÇB'\ qH "+' ( .'! l -->
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Exemplo 5.4. Oonsíder'errzos Á'li7?0dZ), aqzzz: comemos cada módiz/o corno c' c07/ p/ez;o
conde.ntrado ern zero üssaciudo a ele
0 ----> Z2 !+ Z4 -=b Z2 -+0

o-o o -o
1-2 1-1

2-0

]l,o Z«/ q«. Z: -b Z. -b Z:-!bz:l-il
st,jn LI'iã.ngulo, T)ois se a,ss\trTtill\os (['lLe custe uma tül \u, podemos xrtos],]n]' q\ue isto irll.})]i-

ca7'irz qzle a scq7iênc/la eíz:afa 0 -+ Z2 --> Z4 -> Z2 -+ 0 cirzde, o qüe saóenl.os gu,e rzão é

2-1

Do seguinte (!iagiarr)a

,4-H CÍ/l~) b C'o«.(«l 1:3 Hl-tl
IÜ:: l Ú llc-.(«) C) l

lz 1 71c P ?'oJ
,4 } /3 ---+ C'o,..(ul l tl

temos que /l H (.'/:/tl H ('or?,cl?z) H ./l 1 11 é tliâílgulo exat.o

Deh nação :

U.na seqÍlê«:cia 'xat.- 0 d .X b }' --b Z -+ 0 en. C,.'on:l,4) ch«:}.a-se q-:as.
cingida se pala todo i existe to: : .Zí ---} }'l tal que L Q to. = lz.

Observação 5.11
Àz 0 tZI' :::: l \-.

r/J ],o: Z: ----+ 'v' i tal quc 1}. D \ui ! z. + ]Àí Yi ----} Xi tul que

l2) \ j-«-Íti« Ç"ib.:. .:ão t-«. q'«' s" .«o.'lis:«. 'l'' "««PI':-':

Exemplo 5.5. .,1 seqi7érzcía

On d-H ('í/(tl) ---->C'one(l/l ---t0
l :«, .«': VI ~-» l.z;, VI

é lnllü seqiiêrtci.n f.i:at.ü (iuast cln(lida..

..z', 0)=z: v->
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Lenta 5.'2. Toda seqileTtcicl exala quu.se citldi.da eln Corri t../\) l)ode sel completüdct a. zlll

.liãngl lo Cinto em. 1< ÇAb. ls+.o é se q -+ /\ :b 13 -\ CI -+ b é uma seqilÊncict eaatu (luüse

cz:lz(/í(/ü cll? ('o???(HI, en/ão e.z: s e Ã : C -+ .al--ll í.z/ g?ze d -L 1? 4 C' -\ Al--il é tz7rz

fria tgltlo e: feto e n lÇÇA~l.

Observação 5.12. De ./b?'772a rzrz(í/oga ao Exemplo 5.4 mosf7'amos que se .4 = 27zo(/Z o

Zrlldrzg?z/r9 Z2 ---:b Z. 1. C'07?.e2 ---} ZZ j--ll r2ão /)o(Zc ser oófido de meTI/}umíz seqúé7 eira

5.4 Localização e Categoria Derivada

Localização de Categorias

Definição 5.12. S'elcz. ,V ürlzrz co/eção de r/lolfsmos na categoria C', rima /oca/vlzaç(io de C'
corra respei].o Q S: é un.a cal-egos'i.a S ' (.l 3u,rito com. um .junto-r q . C --+ S-\ C tül (lue

It) q lsb é isoinol'.lisnlo pata todo s € S

l2) 'lodo fu.ntoi F -. C ---a. l) {al (i\ c F Ç.s l e i.somol$smo Ws ç: S ja,tol'a de fora\n uvtica

üt.taués it q, isto é e=i.ste S \ F tu.l. qu,e S-\ t'q = 1'' : o\l seja o segui.Tule diugrnin.a
co l-n \t 1, íl

C ' ; D

Definição 5.13. L'reza co/eçào ,S' de moiPsnzos erlz C' é c/talhada t/llz szófenza 177.iz//zl/y/?lcrzf?lo,.)

e.iTI (.l se satisfa::

It) (ü) S é fe,cita(lo pata contposi.ção

lb) Se X ç ObjC en.t.íio \ x € S
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íal con(lição de e istêítcia: Se telTlos dois líior.fisnLos t Z -+ \' e g -. X -+ Y, comi

g € S', e:?:ísZer/z zzm oóle/.o I't' e (/o s rrz07$smos / : t.r --> .Z e s : }V --} X. corri s C S

lül q'üe tl -- gs, ou seja o sega.trtt.e (l\agl'a,ritcl colmata,

,-.-./ l T

/ Z+

s:-
+

X

e nTlalogímrtent.e Q si.t\tuç.ão du,al

s .I''-

X

[

+

l31 Co,«lição de (n.lcelünte«to: D«(los dois n.,orPsmos J. g
condições são eq\tiuctlentes:

,V > }' as seg?zínfcs

B (i)E:cisne \lrll mor.Rsllto t . X' -* X. comi ], ç: S tu.l ({\Le f], = gt.

b (ii)Existe \llrl moi'jisrit.o s . 'r -+ Z, cair s ç: S tcLI q\te .s.f = sg

À', z+ x :L }' b z
g

Seja R anel comut.ativo cona uniclacle R a categoi'ia aditiva seguinte

OÕ.JK = . ( um tónico ob.jetol.

tloillx. 1+ ,. b = R.

Seja .ç una subconjunt.o cle /í fecJlaclo })aia a multiplicação: etlt.ão .S' i7Z é a cat.egoiia
se"uirJte

Obus'~'R, = +

H07?zs tR 1+,+1:: S'-lR. o anel localizado.

Z

]

R. * ': D
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S-' F -. S-\ R ----» D

f --, f'(«) r' (.)':

A construçã.o clo a.ilel .$''i7: sei've de piotót.ipo pata a construção da localização S-LG'

e

Definição 5.14. S'e.7a s C .S', dizendo.s q7zc X <-!- Xi -:(-> }' é tzrn.a /ração à esqzie7'da,

devtot.ada })OI' fs-"

Dlzeinos qlLe fs'\ «, gt'\ se existe. ullla frução X ç-- Xa ----+ Y que faz o diügra,nata,
-n.l

s /'-, t \ .r

corlztz/a/;uo -\. {-- ,V3 + }

z '\''- 1 ,,/ g

Observação 5.13. -' é urnr1 7'e/açâo de eglzzlua/érzcÍa

IOefi:-ição 5.15. Ho,«s (-,V, }') é « ./h«:,'r.- d« ./a«« ./. .q«:.,«/ê~cia d. ./}«ç'"

Observação 5.14. /7orlzs (.X. V'l ??ão [enz q? e ser co??Jizrzfo

l)ef\nação 5.16. S é ctlarnado l:oca.[t terlte peqlteTlo ( ft esqael'dal se para t.odo X em ObjC.
isle lnl coT\j-uí\to Sx de lltoi'Õsín.os (te S. to(t.os cone corttl'a(loíllíl-tio X t.a.l ({üe para todo

rrtol'.Rsm.o X\ -} X ell\ S existe UTn ílt.OI'$snlo en\ C, X.z --} X\ La.l rtue X2 - -} X\ ----+ X

esta cm Sx

Observação 5.15. Se .S' í /oca//l?e~/e peqrzerlo eiz/do Hol?zs (.V: }'l é conllznÍo

Se.ja .V +:- .V. J+ }, C f/0?7?.s ]-Y: ]'] , se .S ó ]oca.]ment.e pe(luCRo então ].VZ --:!> .V.
eill C' tal (]ue .V: --go ,\ . --b. .X. está elJI S..r

/ \ N ,(,v *'- À'- -L }') - r.x P". .*, '-', »'l , .:« : .$'-*'
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s /-, tg \. /'

.À2 ''4
'g '\-, l ,/' rg

A2

Composição de Fiações:

Honls t.X.,'i' b x Horits tV. Z b ---> [loll-tS ]~X. Z]

x +-L c' b v', y {-L r L .z

'« «'' -', \, l3

s ,/-- « \, Z../.- \,b

/\ operação de composição de fiações é associa.uva e .Y <!-L .X. -l!:q. ,V é a identidade.

TeotellÀa. E).'à. (Gnbl'i.el-Zisíllart) Seja S uln sistema m. tlttpl.icutiuo localrl\ente peq\Leito
.SXÍLPI (tc ILlnu. ca,tegorin C

A categoria S-\CI e.riste e é a, localizam.ão de (; colei respeito a S.. o j\lntor Krliuel'sctt

. : '' - '''''' '.« .' : .* ---* * .«: *' J' .*' ''* " (-" - -* '--» «)

Proposição 5.6. .S'e (.' d u/71,r] cafegor'zla a(/zl íuíz t?Filão S'-'(' f u171a caZegor'i

Esboço da demonstração: Scjarr] ((,'.s, a) : IL'', {: b) € H0?72 l,V:l'l

5.4 Localiza

}''

(Lt', s.« bB)

l a,ã{,t,{ua,

83

( L', s. al + l b': /, ÓI l.S'. .t: =yl. O]] (le .z: st/ = fu:y = ( i/ F= bz
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Observação 5.16. Pí2.7'a sz/ ./)/zPcrz7' a demo.sfl'Grão íl'cln.os a assumir' q e ua/e a se.g?éírzfe

p'opri.e(lado, se s E S e su € S então u ç: S l se esta l)roplie,dado se snt.islaz, o sisa,GIBA
chalítü-se Hipersntul'n(lol.

S-] C é unia categoria adltiva e q é a,ditivo

Definição 5.17. Localização de Subcategorias Sc.7a B urna szzócafegor a p/Cria de C'
E seja S um sist.e.iíla mltttiplicatiuo tocntme.nte peqüer\o eíll C clt3u I'es{.I'içüo Sn B eln B é

Lüm.bém ulll sisa.ema mltltiplicutiuo. iremos escl'eue\' S \ B pa.}'a (S n B) ~ B.B é ct\amada

subcntegoria {ocati:nda de C pnr't S. se o f\LTltot riaturüt S ' B ---:} S'\ C é $el e pleno.

B ' > C -:!%' S-\C

Proposição 5.7. S'tz/)orz/ ar7ios '7réc pai'a lodo s ç f/or7zc' (-À-; }'l n .s' corlz }'' € OÓ.j ezfs e

f E nona,c tZ. Xb colll. Z € ObJB ].ri,l (l\te Q colnT)osiçito Z -::+ X =+ 'f estct elrl S. e.rtl,ã.o

o f-llTltor Fs . S' \ t3 --» S-\ C é $el e pleno.
sCS

Exemplo 5.6. ,4ssü/7zal'zos qt'e /O(.Á) ez;::sfc; o? se a l,S' :/\'1.,4) = D(.4)), onde .S' :
{qí] err? /\' (J) erzfão /\'' l.,'tl . /\+ (H) , /\'' (H) , /\'':' l,4) . /t'+'' l.,4) s(io stzbcalcg07'z,a.s /o

ca/?:; íuel:s c suas/oca/í:;anões s.io D'(.'{) ; Dt(Á) . /y l.41 . D* 1,4) . D' 1.4) e fera-se

o'l,4)
/

o'lJ)
\

\
o(dl

/
o+ (.'1)

cobri u.s imersõt.s T)letras (te slLbcal,egos'i-as
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Definição 5.18. Sela /\ tlnza caícgoT'za ZT'Ía 2grz/ada. d/zerrzo.s q?le lzrlz szlsfen a (/e rr20i$srnos
S pl'ouém (le ulrl Jun{.or coholílológico H . 1< ----* A se

S = is € flor Ç <) ]U: l.S] = H IT' tS» é isoinor$snto Hi'!

Exemplo 5.7. Os qí e1?2 /\''(,4),#
H" : /\'" (J)

porque pl'oué r do f'ür\tol' cottoTno óyico

Proposição 5.8. S'e S' prouénz de lé7rz .ÜlrzZ07' cr)gonzo/ógíco, enfio /ern-se

It) S é t,rrt sistema rriült.i.pllcütito

li!) S'\ 1< é c legal'iü tl'inTtgu,Inda c 1( --!+ S-\ 1< é UITL lrlorPsirt,o de categorãüs LI'iangu
toldas.

Esboço da demonstração: Assumimos (lue S'-'/f existe

7' : ,S' ' /\' -4. S l /\' o funtor de traílslação

ot,]s- ~ K
r tz h lz l ..'üz c ou5s ~ i{

'(.f' u -7(.--L) - -,u)"o u -UU .*- «'"
V t3-- Z -L }''

l r
rl.vl ZU 7(.zl !iU r(}')

n

Definição 5.19. 7/'íór2gü/os E'iz;afr9s crri S' l /\'

I'omitam.os Q ilitngen\ qt,I'o,[lÉ$ do f\lTitol' de loccLtiznção dos tt'latia'talos eTn, 1<. ETÍ) seguida
cor\sido\autos a m.et\or foínília (le ll'iâl-tgulos fecltcLda l)ot isolnor$sTitos q'lte corltê.Tn Q i,ína-
ge:ín dos tliãngulos de. l{. Isto é se lentos ]uí]. t]'iüng\]lo en]. l{

\' b v' --b z --b rx

a. este tl'iãngulo corlf,sl)onde
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Corolário 5.4. Propriedade Universal: .Se./a /? : /\' ---+ L unz 7n07$s17zo de calegorÍas
ll'iaT\guiadas t.ul (lue F ts ) é isbn\ol'$sxrto: Hs e: S, corsideretítos a toc.alizctção

1< --1+ S-\ K: el\tã.o 3\.F' t.al q\te F -- F'q e F' é m.orjlsTÍ o (le categorias tl'icing'tulüdas

K f' -;L

,l,J.,
S' l/\'

Exemplo 5.8. Sela H abe/l:azzí:. /\ ' l,4) , /\'+ 1.,4) , /\'' Id) , /\ '' (.'{) . 7\'+'' (.4)

Se erf.sfíl'enz D (.À) , D' IH) : D+ (.4) , D' (.Á) são caZegor'ias Zrz:a«.gK/abas.

5.5 A categoria -D+ l,41

Seja / C ,4 a subcategoiia T)lema dos o})jetos injetivos: C07?z+ 1/1 a subcategoria. pler3a

cle ('ol?z+ ].4) c]os complexos ]nferlolinente [jmitados com todas as cntl'idas sendo objctos
iilj ctj vos

Como C'07?i.+(/l é adia.iva, fechada ])aia translações e colles segue (lue À't(/) = c''": r/\
é categoria tirar)guiada ( subcategolia pierla t.I'iangulada clc /\'+ (H)l.

.Além disso .$ n/\'+ lr)( os qi de/x'+ 1/)) é um sistema rllult.iplicativo.

Denotalenlos S' '/i'+ (/) pol /)+ (/l

/\'+ ( /l =b D+ (/) é nlorüsnio de categorias ttianguladas. então {.erJlos assumindo que
D+ (,4) existe

/\'+ (/l --} /\'t (H)
q; l \ r' .l v,l
o+ l/l -al,, o+ (.AI

+



Veja«]os que Á'+ (/) -llb D'F (/) é «:« isomor$s«lo.

Lema 5.3. Se X C /\' (À) . e;«aZo e y € /\'+ (/) e«íão #orn/*(.4) IX, }'l = 0.

Lema 5.4. ./ € Xo/?l/x+(/) (X,}') qi er2íão .r é ?.sor7zorãsmo em /(+ lr).

Esboço da demonstração: X f }/ --.> Co?ze./ --Jl:-> X l--ll

Cromo / é qi:::# (,'oz?,e/ excito ::> p -.. 0 ( pelo lema anteiioil.

orolário 5.5. /\'+ (/) -!b 1)+ (/) é t'«z Í'o»,.,$.«,. (/. c«f.g.,,:« ','':««gt./«d«..

/\'+ (/l -+ /\'+ l.4)
í'« .l J- ç.l
Z,)'F (/) , 0+ (.,4)

' ]!G '

Proposição 5.9. O/««Z.,' D+ (/) -ÇL D'' (.À) d./i./ . P/'"o.

Teorema 5.3. S'e .4 Zcnl .su/icz:e?2íes :lzlefíuos erz/io /\'+ 1/) = D
i.so]Tto]'lis]]].o (le categoíins ll'iat-tg\ttCLdaS.

Observação 5.17. r/) Ua/e7/2. os /'esu

i<' t.Pb é subcüLegolia localizável de !<' Ç.A3.

i<' i~p) '= [) ç.pb

Se A LeTaL s\t$cler\t,es projetiuos então l<' tPb = [)' 1*P) -

(2) Se .A tem su$cien,tes irijetiuos l projet.iuosl então [)+ t.A) ÇD ÇA~l) c.tis{,e
D l.,41 po.ssa n(io e. zlsiár-,l.

r3) Se g/dinlÁ < :»::» /\''(/) = /\'' l/') = /D'(.'ll

Observação 5.18. Sobre a categoria D IJI

D

C

+ (/) 0* (J) e

,t.a.dos dttcti,s

-n l embora
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r/,J Interpretação de Triângulos:

l/nãos q7ée se 0 .V --:b }' -!b .Z ----> 0 í rzr7za seq?7éncía e/afa em Com (,4)

qtzase c rzd da erz]áo ]zo fa/ qzlc X --> y --.ib Z ----+ X j--ll é /7'zláizgzz/o ezaio. Asse

r'esu/fado mãr9 tia/e pa7'a qtzíz/q íer sc7rlência e:z:aZa e/n (J017z l,4), Exemplo 5.4.

reJ Afirmação: n"/- ..qüê«.::« .:-«[« 0 --.--> .X' --b y b Z ---+ 0 .«; C'o«. (,4) pod.
sel' con\])lotada ü \L-nrl triângulo e=a{,o e.m D&' l.A~i. Isto pa(le fazei'-se t)ois se temos
ullla seqãêrtcÍa exala ü -+ X -!\ Y -\ Z -+ Q: snbeTnos que ConeÇlt~l é quase isornorjo
il Z, fissinl l)oderítos fol'mnl' o t.Fiar\guio seguinte eln. [)F ÇAI

ÍSJ Consequência: Todo /ráánga/o eiaZo e7n D+ l,4) 'b?'o ,írn " r a 71ze«os de {sornor
js-lrLO) de unia scqiiência exala elll, Cor7t t.A~i.

A inclusão .A -+ D' (,41

Definição 5.20. L'/}z 0-c07ri.7)/e=1:0 é uiiz corrzp/e.i:o .V [rz/ qtze .V: = 0,V; / 0, .X'o € OZ).7,4

>0 > À'o +0 +

Defilaição 5.21. ('?/z a'-c017?.p/czo d ü17z co111/9/e.z:o .V /a/ q?K H' (X) = 0,Vj # 0

ll'odo 0 co]nplexo c un] H.o-complexo

Ternos o fuiltor Q : ,4 --+ /)" l.41, da,(lo pela composição dos seguintes furltoles

H
X

1 /'
y

-\ C0?7}' (.,4 --b /\'* (H) n'l,41
.Vo

.Yo

yo



v b15vx xçl 1 / \v'l /

A(lui í é a inclusão, n é o f

H07n,4 IX, y) = Hor?z/*-(..1) (n iX, n-í\') logo n-{ é fiel e pleno

Q .'«.i.

Proposição 5.10. O /z&r?,Z07' O : .4 -----.> D" (.4) ó urna equí a/êrzcia cníl'e .4

gaita, pleTtü dos H'-coma)ledos em 1)" ç.A)

Esboço da demonstração: É7ozrzA*(-A) IX:', y*) ;e f/or7zo-(-4) (X*, V'*l

a. : f* -«-, q,\ ( f"'l . X* +-L X* -L Y-
Z

': / '' ''~ ., «' (''" U')"' .4-')

Se demonstl'a que a. b são inversas e portanto Q é fiel e [)le110

+5

ttltol quociente e q' é o furltor de localização] o(:l

n

Definição 5.22. EzZh l.X. } l H'"0'(,y (-X' l01 , }' 1 ::11 n o«*D.(.,q (.Y, }' l-íl l

usei'vaç u o. ly. n orilDó(-4

Isto pel'niit.e defln

.,: L (,V, }'') x X;«fl (y', .Z)

Ho'''n'(,q l-x lol ,}'' 1 ,:1) Monto.(,q ly' lol :zl JI)
H''"0'(,q ly' 1-,:1 , Z l i - JI)

Um elemento de X'.tíl l,V. }'l é uma seqtiêllcia exat.a

0 --> y' > /\'-í+i -} .... --> /\o --> .V > 0, esta pode sei coJllpl

mplexo acíclico

K : ... >0 -t0--> }'' > ]\ -':+] -..> ....-+ /\'o ->.V -+0-.}0 --t

C:o«si(l.:,.mos K ( o conlplex' ':«nca.lo)

C : ... -+ 0 -+ 0 H }'' -+ /x -:+l H .... o /\'' -+ 0 -+ 0 -+

}'' l--i Éll = E/{h l.v y')) }

11

etapa e vista como um
co
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Claramente K é qi a X l01

K

.,/ '\.f ,esteé«mmo:6smol' (X:)e
y'l-íl

Isto permite corJstiuii
-x' lol

w'"'«'(..o (x lol , v' l-íl)

Teorema 5.4. Í/J fa,l Ezll(X.y) = 0 se ?1 < 0.

ÍÓ,P E'=É% (-À'. }') = #07n.A IX, V'l

ícl QualqllcT' etemc.nto de E=t'AI.X. Y) ,i > Q é dn forma Y tK.) para atgütn com-

p/e« «''''/,:« K . ;. }'(K) C E«ZÜ(X, V'l ,ZIZ:) C X«fl(P, Z) í'm« Z(.U)
Z(r o K) = Z(C) o }''lKI C E ZL(-V,VI

Observação 5.20. $c .4 = 7Tiod/?; /)o(/errzos cora.síderar .Á --> 1)BI.4), e pode-se pí'Doar

qKe neste ca.se as duns (le$1\ições d.e E=t' tX. Y 1. para X: Y € A coinci(!eil. !sso se Trava
usando o lato (i\ue X é quase isoiltol'fo a. suu íesoluç-ão projctiua.

5.6 Complexos em F'(AI

Teo erra 5..5. Sc C ú uma subcutegollct lllera de un\ü cnt.egoria abelicn u .A.. tal. (!ue C
é fechado l)ula ison],oljl,sllLos r. santas direi,ns e corlt.ém os l)rojeliuos então S-\ [Ç' t(i] =

l.4)D

Demonstração. (:laranlente /f'(C) é uma subcategoria triangulada. cle /\''(A): pois
/\''(C;) é fechada l)aia a foimaçào de Cones. somas diietas e tlansla,çães. aJéin disso
.y n /\' (c,') é um sistellia nlultãpiicativo. por sel' /\' ((-,') fechada pala a folntaçã,o de Co-

Assim temos
nes

/\''(cl -
qc 1 .1 q.4

s'''/t''lc'l -----} D (,41

.'\ existência. de G' esta. gatant.ida pela plopiieda.de do funtol r7(.' de localização
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Apoia como P C C' :::> Â''l/:') C /\''(CI.
Vejamos que (l; é lama equivalêllcia.

G é denso, pois claro que pala todo X € ObJD'(.4), existe Z C OZ)J/\''(P) e portanto
em Ob.j/V'(GI tal que .V 4 Z é quase isonaolülsmo, já que
A''(P) = S'' A''(P) = 0'(.:!).
G é üel e pleno, pala isto tentos que vei se dado / : .X. -} y quase isorllorfismo com
À' em OÓ.JÁ''lC) e y .:« OÓ.JA''(dl, existe g : }' --> Z com }' em Ob.j/\''(A) e Z em
OÓJ/x'' (C'),ta! blue g ' / seja quase isomorfismo.

Claro cine para }' C OÓJ/\' (d) existe .Z € OÓ.j/\''l/'l e portallto enl OZ,.7 /('(C'l tal club

}'' + Z é (quase isorJaolflsmo, pois

/\''(/:'l = S'':/\''(/') = D'(d). Logo col:no S é sistelila multiplicativo: temos o que

(lue11 amos .

.E\SSilD S 'Â.''((,'1 = /)'(,41. U

De forma aJláloga. temos os seguilil,es teor'ellas

Teorema 5.6. Sc O d u.ma .slzbcaiegoráa p/erzíz de üma crzleg07ia ízóe//aria d ; /a/ q e C é
jechcLda pctra solíl s (tirei.u,s t. colEI,ént os il\jetiuos S'~ 1<+ Ç(; ] '= Dq (A).

'Eeox'Cima 5.7. Seja ,À uil. alga:bTft de AT'tira dc diin.erisâo globo! .FT-l{.ta.

Se C é l l\a. su.bcal.egolia plena de moda Jech.adcl para somas (li.I'elas que coTttéín o$ prole
{iuos otl os irl.jet{.pos el-ttão S \ /{btC) - Dbl,A).

TaJlabém t.elllos os seguilitcs co!'olátios

Corolário 5.6. S'c À d ur7i d/gcb/a essa?z(/ai'me?zZe es/ia/zPcada S''iA'-lr'(z\)) - D IAI
e se .:\ é tLll-l (l\yebTU coesa n(l I'iltente cst at{.ficíLdn S'\ !<+ tPq'?bbh

Demonstração. Se .4 é est.a,n(lalmente estratificada. c.la.ro cine //lz\l é fechada para se
ma.s diietas e contém os piojetivos. !ogo a a.himação é unia. cotaseqiiêí)cia do Teorema 5.5,
allaloganlente no caso da coest.a.n(lainlente estio.tiflcada a afiiilaação é uma corlse(ltiência
do Teorema 5.6 []

Corolário 5.7. S'c ./t í r7izase /ze/'ed/lidiír2 en.í(ío

s '/\''(r'(A)) = s' '/t''(F'lv)) = n'(.a).
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Demonstração. Se A é quase ]aereditátia, é clamo que a dimensão global de d é finita
e cine /?la) é fechada para somas diretas e corltéin os projetivos e r'(V) é fechada para
somas diretas e contém os injeti-.,os, então a aãlinação segue do Teorema 5.7. []

Observação 5.21. E'rn gera/ não po'/ermos assegiz,ar dize /\'*lC) = S':/\'*(C') po, ezem-

plo} seja A heTeditaliü , em tnl caso l)ode-se escolher umu otdevtação dos projetiuos tal que
Hol-rtl~P.. Pi) = q pa"a i '> j, ctssim FtLI -- moda e claro q\te K' ÇAb não é eq\Liuatente

ü l)' tAb, basta Loinctr X não pl'ojetãuo. ert{.ão X' (o concen.tradol é quase isoTilorlo Q

P\ -a Pn sua tesos.'tição })rojetiua. rílcls não são isoTnol'Jos eln l<' ÇA).
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