Sobre as Algebras
Estandarmente Estratificadas.

José Fidel Hernandez Advinculs

TESE APRESENTADA
AO
INSTITUTO DE MATEMATICA E ESTATISTICA
DA
UNIVERSIDADE DE SAO PAULO
PARA
OBTENCAO DO GRAU
DE
DOUTOR EM MATEMATICA

Area de Concentracao: Algebra

Orientador: Prof. Dr. Eduardo do Nascimento Marcos

Durante a elaboragdo deste trabalho o autor recebeu apoio financeiro do CNPy.

-5a0 Paulo, Setembro de 2004-



Sobre as Algebras

Estandarmente Estratificadas.

Este exemplar corresponde 2 redacdo final
da tese devidamente corrigida
defendida por José Fidel Hernandez Advincula,

e aprovada pela comissdo julgadora.

Sao Paulo, 3 de Setembro de 2004.

Banca examinadora:

e Prof. Dr.

e Prof. Dr.

e Prof. Dr.

e Prof. Dr.

Prof. Dr.

Eduardo do Nascimento Marcos (Orientador) - IME - USP
Héctor Alfredo Merklen Goldschmidt - IME - USP

Miguel Angel Ferrero - IM - UFRGS

Paulo Roberto Brumati - IMEC- UNICAMP

Antonio Engler - IMEC- UNICAMP



Aos meus pais.



Agradecimentos

Agradeco em primeiro lugar ao meu orientador, o Prof. Dr. Eduardo do Nascimento
Marcos por sua dedicagao e apoio, bem como agradego também ao Prof. Dr. Héctor Mer-

klen pela sua coorientacio. Gracas & ajuda destes professores pude realizar este trabalho.

Sou grato a Universidad de La Habana por dar-me a oportunidade de fazer o dou-
torado, agradecimento que estendo aos meus colegas do Departamento de Ecuaciones
Diferenciales.

Agradeco também a minha eterna Professora de Algebra e atual colega a Dra Teresita,

Noriega pela sua amizade e apoio.

Agradeco a todos os Professores e alunos do grupo de representagcoes.
Aos amigos Walter e Sénia.
A todas as pessoas que de uma forma ou outra contribuiram para a minha formacao.

Agradeco ao CNPq pelo apoio financeiro durante este doutorado.



Resumo

Neste trabalho estudamos as &lgebras estandarmente estratificadas, em geral e obtive-

mos os seguintes resultados:

* Uma caracterizacao das algebras que sio estandarmente estratificadas em todas as
ordens dos simples, obtendo como corolario uma caracterizagao para as algebras

hereditdrias.

¢ Estudamos a estratificacio das algebras com sé dois simples, as algebras na forma

triangular e obtemos um resultado para as dlgebras com radical quadrado zero.

* Obtemos um resultado sobre os complexos na categoria dos mddulos filtrados por

modulos estandares.



Abstract

In this work we study the standardly stratified algebras in general, and obtain the

followings results:

* A characterization of the algebras which are standardly stratified in all orders of

simples, getting as a corollary a characterization for hereditary algebras.

e We study the stratification of the algebras with only two simples, the algebras in

the triangular form and get a result for algebras with radical square zero.

o We get a result over the complexes in the category of modules filtered by standard

modules.



Introducao

Neste trabalho estudamos as dlgebras estandarmente estratificadas em geral.

A tese esta estruturada em cinco capitulos. Os quais faco uma sucinta apresentacao a

seguir.

O Capitulo 1 destina-se a uma revisio de nogdes basicas, como anéis, médulos, carca-
zes, categorias e teoria de Auslander - Reiten. Os conceitos principais sio definidos, tendo

como objetivos fixar notacdes e fazer a tese o mais autocontida possivel.

No Capitulo 2 fazemos uma recompilacio detalhada das definigdes e resultados so-
bre dlgebras estandarmente estratificadas e quase hereditarias, incluindo muitas provas e
exemplos. Comecamos este capitulo com o conceito de médulos filtrados com relacao a
uma familia de médulos, que é conceito bésico para a teoria de algebras estandarmente es-
tratificadas. Uma algebra é estandarmente estratificada se ela considerada como médulo
sobre si mesma € filtrada pela familia dos médulos estandares. Um caso particular de
algebras estandarmente estratificadas siao as quase hereditarias, que sao as algebras es-
tandarmente estratificadas de dimensao global finita, estas foram as primeiras a serem

estudadas.

No Capitulo 2, exibimos exemplos que mostram que o conceito de algebra estandar-
mente estratificadas depende da ordenacido dos médulos simples. Isto é uma algebra pode
ser estandarmente estratificada numa ordem e em outra nao. Isto motivou uma pergunta
do professor Merklen em nosso seminario, ele queria saber se conheciamos as algebras que

sao estandarmente estratificadas em uma tnica ordem dos simples.



O Capitulo 3 ¢ dedicado as dlgebras que sdo estandarmente estratificadas em todas as
ordens dos simples, o estudo deste problema surgiu tratando de responder a pergunta for-
mulada pelo professor Merklen. Ao tratar de descrever as algebras que sdo estandarmente
estratificadas em uma tnica ordem dos simples, vimos que a resposta parece ser bastante
dificil. No entanto pudemos descrever o caso oposto, ou seja as algebras que sio estan-
darmente estratificadas em todas as ordens dos simples. Mostramos que tais algebras sao
precisamente as dlgebras com ideais idempotentes projetivos. Como Coroldrio obtemos
uma caracterizagao das dlgebras hereditdrias que generaliza o resultado de Ringel que diz

que uma dlgebra é hereditaria se e s6 se é quase hereditéria em todas as ordens.

No Capitulo 4 estudamos alguns casos particulares, comecamos com as algebras com
s6 dois simples nao isomorfos, obtendo uma descricio sobre as possiveis estratificacdes

para este tipo de dlgebras. A seguir examinamos as 4lgebras na forma triangular, isto

0
é algebras da forma , sendo U,V dlgebras e M um V — U-bimédulo, para

MV

estas dlgebras obtemos um resultado sobre sua estratificacio baseado num resultado de
Marcos-Merklen-Saenz.[15]

Em seguida estudamos as dlgebras com radical quadrado zero. Lembramos que se
A ¢ estandarmente estratificada entdo a subcategoria F(A) dos médulos filtrados por
modulos estandares sempre contém os médulos projetivos e esta contida na subcategoria
P<*° dos médulos de dimensdo projetiva finita. Para as algebras com radical quadrado
zero mostramos que podemos escolher uma ordem tal que F(A) seja o maior possivel
e também escolher uma ordem tal que F'(A) seja o menor possivel no sentido da frase

anterior.

No final do Capitulo 4 vemos uma relacio entre a inclinacdo e a estratificacio, usando
a relagao de ordem sobre a classe dos mddulos inclinantes que aparece no trabalho de
Happel-Unger [12]. Isto é mostramos que o conjunto parcialmente ordenado, por inclusio,
obtido das diferentes formas em que uma algebra pode ser estandarmente estratificads, ¢

um subconjunto do conjunto parcialmente ordenado formado pelos médulos inclinantes.



Um outro problema abordado foi o seguinte, o Professor Eduardo Marcos tinha a
conjetura de se a categoria derivada de uma é4lgebra estandarmente estratificada seria
equivalente & categoria dos complexos com entrada em médulos filtrados por mddulos
estandares. Esta era uma pergunta natural pois a categoria dos médulos filtrados por
modulos estandares contém os projetivos e a categoria derivada de uma algebra é equi-
valente em certos casos a categoria dos complexos com entradas somente de médulos

projetivos.

Assim o Capitulo 5 dedica-se ao estudo breve das categorias derivadas e sua aplicacio
aos complexos em F'(A), como este é um tema um tanto diferente do anterior, embora
bem relacionados, o deixamos para ser tratado ao final. Comegando com uma revisio
de fatos gerais sobre categorias derivadas. Isto é primeiro vemos a defini¢do de categoria
triangulada e estudamos o exemplo da categoria de complexos quociente pela relacao de
homotopia de morfismos. Depois estudamos o processo de localizagao de uma categoria
com respeito a um sistema multiplicativo e sua aplicacio para definir a categoria deri-
vada. Por tltimo culminamos com o estudo dos complexos em médulos filtrados para uma
algebra estandarmente estratificada. Obtemos o seguinte resultado: a localiza¢ao da cate-
goria dos complexos em médulos filtrados para uma algebra estandarmente estratificada

€ equivalente a categoria derivada desta dlgebra.
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Capitulo 1

Anéeis, médulos, carcazes, algebras e

categorias

Neste capitulo faremos uma revisio de fatos basicos. Isso tem dois objetivos primeiro

tornar a tese mais auto contida e segundo fixar notacoes.

A maioria dos conceitos e resultados enunciados aqui encontram-se por exemplo em

(1] e em [3] . A seguir anotamos apenas os mais relevantes para este trabalho.

1.1  Anéis e Mddulos
e Anéis

Um anel R é um conjunto munido de duas operacdes bindrias, chamadas adigao (+) e

multiplicacdo (.), tais que:
(1) R é um grupo abeliano com relacao & adicéo, isto é (R,+) é um grupo abeliano.
(2) R é um semigrupo com relacio a multiplicacio, isto é (R,.) é um semigrupo.
(3) A operacao de multiplicacio é distributiva sobre & adicdo.

Sempre que ndo houver mencio contraria estaremos considerando que o R contém
unidade, isto é, existe 1 € R tal que l.a = 2.1 = 2 para todo = € R.

A menos que seja o anel trivial 0, sempre 0 # 1.
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Um subconjunto Z de um anel R é ideal a esquerda (respectivamente a direita) se

as seguintes propriedades sio verificadas:
(1) ¥r € ReVa €T tem-se ra € T (respectivamente ar € 7).

(2) T é subgrupo abeliano de R em relacio & adicao.

Chamamos de ideal bilateral de R os ideais que sio simultaneamente ideal esquerda

e a direita.

¢ Mddulos

Seja R um anel. Um R-médulo d esquerda é um grupo abeliano M, que denotaremos
aditivamente, sobre o qual existe uma agao linear de R; isto é, existe uma transformacao
(=,—):Rx M — M, denotada por (r,m) = rm, que satisfaz:

(1) (r+4s)m =rm+ sm
(2) r(m+n)=rm+rn
(3) (r.s)m = r(sm)

4) Im =m

para todos r,s € Rem € M.

Equivalentemente, M é um grupo abeliano junto com um homomorfismo de anéis
p: B — End(M), onde End(M) é o anel dos endomorfismos do grupo abeliano M

Seja R um anel. Considere a aplicacio \,p : R x R — R definidas por: Aa,z) =
ar e pla,z) = xa. R munido de sua operacio aditiva e a multiplicacdo determinada
por A (respectivamente p) é um R-médulo & esquerda (respectivamente & direita) o qual

denotamos por g R (respectivamente Rp).

Sejam M e N R-médulos. Uma aplicacdo f : M — N é um homomorfismo de R-

modulos se preserva a operacio de soma e a acio de R.

O anel dos endomorfismos de um médulo M é o anel dos homomorfismos de médulo

de M em si mesmo.
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Um R-médulo M & esquerda é dito finitamente gerado & esquerda se existem z,, ..., z, €

M tais que M = Rz, + ... + Rz,

Seja R um anel com unidade. Lembramos que o radical de Jacobson de R, que denota-
remos por Jg, ou simplesmente 7, é a interseccio de todos os ideais maximais & esquerda

de R. Alids, Jr é também a interseccao de todos os ideais maximais & direita. Portanto
Jr é um ideal bilateral de R.

Dado um R-médulo M o radical de M, que denotaremos por radM é a interseccio
de todos os R-médulos que sdo sub-mdédulos maximais de M. Se R for wm anel artiniano

pode-se mostrar que para todo R-médulo finitamente gerado M tem-se: radM = Jr. M.

1.2 Simples, Indecomponiveis, Projetivos e Injetivos

Trataremos agora de alguns médulos, que sdo em certo sentido importantes. Primeiro os

simples, como seu nome indica estes sio os mais simples, precisando isto:

Dizemos que um R-médulo é simples se nio tem submédulos proprios. Isto é, nio é

zero e seus unicos submodulos sao zero e ele mesmo.

Muito ligados a estes temos a definicdo de médulo indecomponivel. Um R-mdédulo é

indecomponivel se nao tem somandos diretos ndo triviais.
Claramente todo médulo simples é indecomponivel mas o reciproco nao é certo.
Outros médulos importantes sdo os projetivos e os injetivos.

Definigao 1.1. Um R mddulo P chama-se projetivo se para toda aplicagio v : P — N
e todo epimorfismo g : M — N existe uma 7 : P — M que faz o seguinte diagrama
comutativo

e
,
M—— N —=0

O conceito dual é o de médulo injetivo

Definicao 1.2. Um R mddulo I chama-se injetivo se para toda aplicagao \ : K — |
e todo monomorfismo f : K — L existe uma A : [ — [ que faz o sequinte diagrama

comutativo
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Segue facilmente das definigdes que:

* Se P ¢ projetivo toda segiéncia exata curta 0 — X — Y — P — 0 com X,Y
R-médulos, cinde. Isto é Ezt}(P, X) = 0, para todo R-médulo X.

¢ Se [ é injetivo toda seqiéncia erata curta 0 — I — Y — Z — 0 com Y, Z R-
modulos, cinde. Isto é Ezt}(Z, 1) = 0, para todo R-médulo Z.

1.3 Algebras, carcaz e algebra de carcaz

Definicao 1.3. Seja R wm anel comutativo. Uma R-dlgebra A consiste de um par (A, ),
onde A € um anel ¢ ¢ € um homomorfismo ¢ : R —s A cuja imagem estd contida no

centro de A.
Nesta tese, ¢ serd sempre monomorfismo e neste caso identificamos R com a imagem
de o e dizemos que R estd contido no centro de A

Defini¢ao 1.4. Dizemos que A € uma R-dlgebra de Artin, ou uma dlgebra artintana, se

A € finitamente gerada como R-mddulo, sendo R um anel artiniano comutativo.
Observemos que se R € um corpo, uma R-dlgebra de Artin € o mesmo que uma algebra

de dimensao finita sobre este corpo.

Quando R é um corpo, uma base para a R-algebra A, é uma base para A vista como
modulo, ou seja como R espaco vetorial. Se A admite uma R-base finita dizemos A tem

dimensao finita sobre R.

Sejam A e B duas R-dlgebras. Uma transformacao f : A — B é um homomorfismo de

R-dlgebras se f é um homomorfismo de B-médulos que também é homomorfismo de anéis.

Carcaz

Chamaremos carcaz a um grafo orientado, isto é () é um carcaz se Q = (Qo, (1) onde

Qo € o conjunto dos vértices e Q1 é o conjunto das flechas, exigiremos sé que Qg # {).
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Chamaremos caminho num carcaz a uma sequencia de flechas o . .. aga; tal que o origem
da flecha cjy; coincida com o final da flecha «; parat=1,...,5 —1.

Dado um corpo K e um carcaz Q podemos construir a algebra de carcaz K'() da maneira
seguinte:

K@ é o K-espago vetorial com base em todos os caminhos dirigidos, com a multiplicacio
seguinte:

&, ...ap multiplicado por §;...3; é o caminho o, .. ~o1f;... By se o final da flecha 3,
comcide com a origem da flecha «; e é zero em caso contrario.

Um ideal I de K'() chama-se admissivel se [ C F2 e F™ ¢ [ para algum n onde F é o
ideal gerado pelas flechas.

Uma representacio do carcaz Q é um sistema (Vi, fo), onde V; é um K espaco vetorial
para cada i € Qo e f, : V; —> V; é uma aplicacdo linear para cada flecha o de s a 1.
Uma representagao do carcaz () sujeito as relacdes dadas pelo ideal admissivel I é uma
representacao do tipo anterior com as aplicacdes lineares satisfazendo as relacdes do ideal
I, para a soma e composigao de aplicacdes, isto é as aplicacdes lineares substituidas nas
relagdes que geram o ideal I dio como resultado zero.

Isto ése Y koa €l comk, € K,o € Q, entio S kafo =0.

Uma dlgebra é chamada basica se ela considerada como médulo sobre si mesma se de-
compoe como soma de projetivos indecomponiveis nao isomorfos dois a dois. Para uma
algebra A de dimensiao finita, bdsica sobre um corpo K algebricamente fechado, tem-se
um resultado de Gabriel que diz que A é isomorfa ao quociente de uma algebra de carcaz

finito por um ideal admissivel.

Com efeito:
Seja A uma k-algebra de dimensio finita, indecomponivel e bésica, e tomemos £ =
{e1,..e,} um sistema completo de idempotentes ortogonais e primitivos de A. Chama-se

carcaz ordinario de A ao carcaz que resulta de tomarpode ser um conjunto (de vértices) em

bijecao com F, e estipulando que entre os vértices i e j existem exatamente dimy[e;(radA/rad®A)

flechas.

1.4 Categorias e Funtores

Uma categoria C consiste de um par (Co,Cy) onde Cy é uma classe chamada classe de

objetos e C; é uma classe de conjuntos chamada classe dos morfismos com as seguintes

62‘]
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propriedades:

(1) Para cada par de objetos A, B de C, existe um conjunto que denotamos por C(A, B)

ou Home(A, B) , o qual chamamos de conjunto dos C-morfismos de A para B.

(2) Para cada tripla de objetos A, B, D, estd definida uma aplicagdo de C(B, D) x
C(A, B) — C(A, B) associando (f, a) — fa chamada composicao de morfismos.

Exigimos ainda que sejam satisfeitas as seguintes condigbes:

(a) Se A, B, A, B’ sao objetos da categoria C tais que (A,B) # (A, B") entio
C(A,B)NC(A,B") = o
(b) Se A, B,C, D sao objetos da categoria C tais que o, 3,7 sdao morfismos de A

para B, B para C e de C' para D respectivamente, ento 7(Ba) = (vB)a
(propriedade associativa da composi¢ao)

(c) Para cada objeto A € C existe um morfismo 1, de A para A tal que para
qualquer objeto B de C, para todo o € C(A, B) e todo 3 € C(B, A) tem-se que

1af = ealy =a. A este morfismo 14 chamamos identidade de A.

A categoria oposta ou dual, C, da categoria C é definida da seguinte forma: os
objetos de C°? sio os mesmos de C, o conjunto dos morfismos C?(A, B) é igual ao conjunto
C(B,A),e,se f€C?(A,B)egeC?B,C)a composicio em C?é dada por go f = fg &
C(C,A) =C"(A,C).

Em uma categoria C, um morfismo f € C(A, B) é chamado de isomorfismo se existe
g € C(B,A) tal que fg = 1g e gf = 14. Quando existe um isomorfismo f € C(A, B)
diz-se que A é isomorfo a B, e denota-se A = B.

Um morfismo f € C(A, B) é chamado monomorfismo em C (respectivamente epimor-
fismo) se quaisquer que sejam g¢,9, € C(C, A) (respectivamente € C(A,C)), vale que
Tg1 = fgz (vespectivamente g, f = g,f) implica g; = gs.

Dizemos que X é objeto zero de uma categoria C se para qualquer objeto Y € C,
nao vazio, tem-se: C(X,Y") e C(Y, X) sdo conjuntos unitdrios, este objeto quando existe é

unico a menos de isomorfismo e vamos denota-lo por 0.

Definicao 1.5. Uma categoria C € aditiva se satisfaz as sequintes condigoes:

o [axiste um objeto zero em C



1.4 Categorias e Funtores 18

* Para quaisquer A, B € C estd definida uma operacdo bindria (+) sobre C(A, B) tal
que (C(A, B),+,04,5) € um grupo abeliano, onde 04,8 € o elemento neutro do grupo
C(A,B), € 04p € a composicio 04,000, onde 0g g representa o unico elemento de
C(0,B) e 040 representa o tnico elemento de C(0, B).

o Se A,B,C€C, fi,fr,f €C(A,B), e g1,92,9 € C(B,C) entio:

(n+a)f = af+aef
g(fi+f2) = gh+gf

* Para qualquer conjunto finito {A;,.., A} C Obj(C) existe um objeto A denotado
por I1; Ai e morfismos p; : A — Aj, ¢; 1 Aj — A, j € {1, -} tais que: pju; =14,
dotipi = la € pre; = 0 sempre que k # j.

Dizemos que um objeto A em uma categoria aditiva C é indecomponivel se ele nio é

isomorfo a B [[C, com B, C nio nulos.

Definicao 1.6. Dizemos que uma categoria aditiva C ¢ de Krull-Schmidt se todo objeto

indecomponivel tem anel de endomorfismo local.

E possivel demonstrar que se uma categoria C é de Krull-Schmidt entio cada objeto
M de C pode ser expresso da forma: M = [, M7, onde M indica a soma de o cpias

isomorfas do indecomponivel M;, e esta soma é nica a menos de permutacao.

Definicao 1.7. Seja C uma categoria aditiva e f € C(A, B). Chamamos de nicleo de f

em C o morfismo ky € C(Ky, A) com as sequintes caracteristicas.

e k; € monomorfismo em C
e fk;=0k.a4

® Para toda g € C(X, A) tal que fg = 0x 4 existe ¢ € C(X,K) tal que g = kg'.

A definicao de conticleo de um morfismo em uma categoria é feito de forma dual a

definicao de nicleo.

Definigao 1.8. Uma categoria ¢ abeliana quando € aditiva e satisfaz as sequintes propri-

edades adicionais:

(1) Para todo morfismo f € C existem em C o niicleo e o conicleo de f
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(2) Todo monomorfismo € nicleo de seu conicleo e qualquer epimorfismo € coniicleo de

seu nucleo.

(3) Qualguer morfismo f pode ser fatorado na forma: e.m = f, onde m ¢ um eptmor-

fismo e e € um monomorfismo.

Sejam C e D categorias. Um funtor (covariante) T : C —s D é um par de aplicacoes.
Uma, que associa a cada objeto A € C um objeto T(A) € D e a outra, que para cada mor-
fismo a € C(A, B) associa o morfismo T'(a) € D(T(A),T(B)), tal que as duas condicdes

seguintes sao satisfeitas:

Fy : Para cada objeto A € C, T(14) é o morfismo identidade de T(A)

?

F3 1 Se a composicao Sa de morfismos de C esta definida entio a composicao T'(4)T'(«)
também estd definida em D, além disso: T'(8)T'(a) = T(Ba).

Dada uma categoria C podemos definir o funtor identidade le : C — C que associa a

cada objeto X € C o préprio X, e a cada morfismo [ € C o préprio morfismo f.
Um funtor contravariante 7 : C — D é um funtor (covariante) T : C? —s D.

Sejam C,D categorias e F' : C —> D um funtor. Dizemos que um funtor F é
fiel(respectivamente pleno) se para cada par de objetos A,B € C a transformacao de
C(A, B) em C(F(A), F(B)) que associa f a F(f) é injetora (respectivamente sobrejetora).
O funtor é dito denso se para todo objeto A € D existe X € C tal que F(X) = A.

Dizemos que uma categoria B é subcategoria de uma categoria C se:

e Todo objeto de B é um objeto de C.

* B(X,Y) CC(X,Y) para todos X,Y objetos de B.

Dizemos que uma subcategoria B de uma categoria C € plena se B(X,Y) = C(X, Y)

para todo X, Y objetos de B.

Sejam C, D categorias e I, : C —s D funtores. Uma transformacao natural n : F' —
G é uma aplicacao que a cada objeto A de C associa um morfismo n(A4) € D(F(A),G(A))
tal que para quaisquer objetos A, B € C e qualquer f € C(A, B) o seguinte diagrama
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comuta:
n(A)
F(A) — G(A)
LF(5) tae
F(B) — G(B)
n(B)

uando para todo A € C, n(A) é um isomorfismo, dizemos que n é um 1somorfismo
P n que n

natural.

Dizemos que duas categorias C e D sdo equivalentes se existem funtores F' : C — D
e G: D — C tais que FG = 1p e GF 2 1¢, onde 2 denota um isomorfismo natural de
funtores. E sabido que um funtor é uma equivaléncia de categorias se e somente se & fiel,
pleno e denso.

Definimos uma dualidade entre duas categorias C e D, como um funtor contravariante,

T':C— D, tal que o funtor C°?» — D determinado por T é uma equivaléncia.
Notagoes:

Seja 2 um anel. Denotaremos por Mod(R) a categoria dos R-médulos i esquerda e

por mod(R) a categoria dos R-médulos finitamente gerados.

Definicao 1.9. Seja R um anel. Dizemos que uma subcategoria C de Mod(R) ¢ fechada
para extensoes se para toda seqiéncia exata curta 0 — M — N — T —3 0 com
M,T €C tem-se que N € C.

Exemplo 1.1. Se R = A%, com I admissivel, entdo as categorias ModR e Rep(Qr, 1)
(respectivamente as categorias modR e rep(Qp, 1)) sdo equivalentes.

Observagao 1.1. O Teorema de Gabriel garante que se K € um corpo algebricamente

fechado ¢ R ¢ wma K-dlgebra de dimensio finita, entao R € Morita equivalente a wma

K-dlgebra do tipo %—Q, onde () € um carcaz finito e [ um ideal admissivel.

1.5 Sequéncias e Carcaz de Auslander-Reiten

De agora em diante os médulos que considerarmos sio médulos finitamente gerados.

As sequencias que quase cindem, também conhecidas como sequencias de Auslander-

Reiten, desempenham um papel importantissimo na teoria de representagoes de algebras.
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M. Auslander e I. Reiten desenvolveram estas técnicas na década de 70 e elas influenciaram

decisivamente o rumo de toda a teoria.

Apresentaremos suscintamente as definicoes basicas e enunciaremos alguns dos resul-
tados mais importantes a este respeito. Para um tratamento mais aprofundado recomen-

damos [3] que traz com riqueza de detalhes todos estes conceitos.
Definicao 1.10. Seja A uma dlgebra de Artin. Chamaremos de seqiiéncia de Auslander-

Reiten wma seqiéncia exata curta da forma:

0 N—tsp- 2oy 0

verificando as seguintes afirmacées:

o M e N sao indecomponiveis

* para qualquer morfismo h : X —s M em modA, que ndo seja um epimorfismo que
cinde, existe h: X —s E tal que glf; =h

O préximo resultado que enunciaremos nos garante a existéncia e unicidade, a menos
de isomorfismos, de seqliéncias de Auslander-Reiten em modA quando A é uma algebra

de Artin.

Teorema 1.1. (Auslander-Reiten) Sejam A uma dlgebra de Artin e M wm A-médulo

indecomponivel.

* Se M ndo for projetivo existe uma (inica a menos de somorfismo) seqiéncia de

Auslander-Reiten terminando em M.

0 N-Lep

M 0

e Se M ndo for injetivo existe uma ( tinica a menos de isomorfismo) seqiiéncia de

Auslander-Reiten iniciando em M.

0 Mg

N 0

Definigao 1.11. Sejam A wma dlgebra de Artin, M wm A-mdédulo indecomponivel ¢ g -
E — M em modA. Diremos que g € um morfismo quase cindido a direita se: (a) g
nao for epimorfismo que cinde; (b) Se h : X — M em modA e ndo for epimorfismo que

cinde, entdo existe h' : X —s E tal que gh’ = h
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Dualmente um morfismo f : M — FE é quase cindido & esquerda, se f nao é mono
que cinde e todo morfismo h : M — X que néio for monomorfismo que cinde se fatora

através da f.

Definigao 1.12. Dizemos que f : M —s E € um morfismo pogo, ou simplesmente pogo
em M, se f for um morfismo minimal a direita e quase cindido & direita. Analogamente,

um morfismo € dito fonte quando for minimal & esquerda e quase cindido a esquerda.

Definig¢ao 1.13. Seja A uma dlgebra de Artin. Um morfismo f € Homy(X,Y), com X,Y
indecomponivets, que ndo cinde € dito irredutivel se para cada decomposicio de f = gh, g

€ um epimorfismo que cinde ou h ¢ monomorfismo que cinde.

Um morfismo f € Homy(X,Y) que nio é monomorfismo nem epimorfismo sempre
pode ser fatorado naturalmente, ver Definico 1.8 . Portanto, se f é irredutivel, f é um

epimorfismo ou um monomorfismo.

Proposicao 1.1. Sejam A uma dlgebra de Artin e M wm A mddulo indecomponivel. As

sequintes afirmagoes sdo verdadeiras:

(a) Um morfismo h: M —s X € irredutivel se e somente se existe h' - M — X’ tal
que (h,h')" € uma fonte em M.

(b) Um morfismo h: X — M € irredutivel se e somente se existe h' = X' —s M tal
que (h,h') € um pogo em M.
Proposicao 1.2. Dada um seqiéncia de Auslander-Reiten:

0 N-—tsp 2o py—sy

Vale que f € wm morfismo fonte e g ¢ um morfismo pogo. Ademais qualquer outro mor-
fismo fonte em N (ou pogo em M) € isomorfo a f (ou a g).

Proposigao 1.3. (a) Se P ¢ um projetivo indecomponivel nao simples entio a inclusdo
do radical de P em P € o 1inico morfismo pogo, a menos de isomorfismo chegando em
P. (b) Se I € um injetivo indecomponivel ndo simples entdo a projecio natural de [ em

I/socl € o inico morfismo fonte, a menos de isomorfismo, saindo de I.

e Carcaz de Auslander-Reiten

Definigao 1.14. [3] Seja A uma dlgebra de Artin. O carcaz de Auslander-Reiten de
A, o qual denotamos por Ty, € o carcaz definido (a menos de isomorfismo) da seguinte

forma:
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(1) Os vértices, [M], estdo em correspondéncia biunivoca com as classes de isomorfismos
dos A-mddulos, M, indecomponiveis, ou seja, para cada M € ind(A) associamos um,
vértice [M] e [M] = [M'] se e somente se M = M’.

(2) Existe uma flecha de [M] para [M'] se e somente se existe um morfismo irredutivel
de M para M’.

¢ Seqiiéncias de Auslander-Reiten em subcategorias

Dada uma subcategoria plena de modA, fechada para extensoes , sendo A uma algebra
de Artin é importante saber quando existem sequiencias de Aslander - Reiten relativas a
esta subcategoria, a fim de responder esta questao parcialmente veremos alguns conceitos,
que nos darao uma condicao suficiente para a existéncia de sequéncias de Auslander -

Reiten relativas. Estes conceitos acham-se por exemplo em [4]

Se X é uma subcategoria plena de modA, uma X aproximacao i direita de M é uma,
aplicagdao v : X — M, X € X, tal que para toda aplicacao v : X’ — M, com X’ € X,

Je : X' — X tal que ¥/ = ve, dualmente define-se X aproximacao a esquerda.

Uma subcategoria chama-se Contravariantemente finita se todo médulo da mesma

tem uma X aproximagao a direita, dualmente define-se Covariantemente finita.

Uma subcategoria X diz-se funtorialmente finita se YM € modA temos uma X
aproximacao a direita e uma X aproximacio esquerda, ou equivalentemente se é Contra-

variantemente finita e Covariantemente finita.

Um médulo X em uma subcategoria C, chama-se Ext-projetivo ou projetivo rela-
tivo numa subcategoria C de modA se ele é projetivo em relacao a todos os médulos da
subcategoria. Isto é toda seqiiéncia exata curta em C, que termine em X, cinde, ou seja
Ezt'(X,Y) = 0, para todo Y em C.

De forma dual tem-se o conceito de Ext-injetivo ou injetivo relativo numa subca-

tegoria.

Para uma subcategoria funtorialmente finita C fechada para somandos diretos
prova-se que existem seqliéncias de Auslander - Reiten relativas a esta subcategoria, no

sentido seguinte:

¢ Para todo X em C que nao seja Ext-projetivo em C, existe uma seqiéncia de Aus-

lander - Reiten na subcategoria, terminando em X.
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¢ Paratodo Y em C que ndo seja Ext-injetivo em C, existe uma sequéncia de Auslander

- Reiten na subcategoria, comecando em Y.



Capitulo 2

Algebras Estandarmente

Estratificadas e Quase Hereditarias

Neste capitulo estudaremos algumas subcategorias da categoria de médulos de uma dlgebra
de Artin, que sao Covariantemente finitas, Contravariantemente finitas e Funtori-
almente finitas, estas dltimas sdo importantes, pois quando sao fechadas para somandos
diretos tem seqliéncias de Auslander - Reiten relativas. Em particular estudaremos a cate-
goria de médulos filtrados que permitem definir as Aigebras Estandarmente Estratificadas

e Quase Hereditérias.

2.1 Modbdulos Filtrados

De agora em diante, salvo mengio em contrario todas as subcategorias consideradas serdo

plenas.

Sejam A uma dlgebra de Artine 6 = {#(1),...,0 (n)} C modA tal que Ext! 0(5),00)
0,¥7 > 1. Neste caso denotaremos por F(0) a classe dos M € modA, tais que M tem
uma filtracdo com quocientes em 6, isto é existe uma cadeia de submédulos 0 = M, C

M, C ... C My =M com 535~ 9 (k).

M

1

Consideremos X (6) a subcategoria de modA dos médulos que sao somandos diretos
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de médulos em F'(6), mostraremos com um exemplo que F (0) estd contida em X (6) mas
nao coincidem em geral, depois provaremos que X (0) é contravariantemente finita e segue
desse fato e de que todo elemento de X(#) é somando de um elemento em F(8), que
F(0) também é contravariantamente finita , e mediante uma construgao dual que F(6) é

covariantemente finita e portanto tem seqiiéncias de Auslander - Reiten relativas.

Claramente F' () C X (§), mas F () nao é necessariamente fechado para somandos

diretos como mostra o seguinte exemplo:

k k k
Exemplo 2.1. Seja | 0 k 0 que € o dlgebra de carcaz dada pelo carcaz sequinte
0 0 %k
3e
o]
a
Qe
2 3
aqut os projetivos sio P, = S, P | B, Py: | o, e o0s injetivos sio
1 1
3
L L, Iy =55, I3y =53

N\

ya:
2

Se tomarmos 6 = {I;, P, = S} é claro que Ezt! (0(5),0(2)) =0,V > i.

Como a série de composicao de P é 0 C S; C Py, entao P, nao tem uma filtracao com
quocientes em ¢, ou seja Py ¢ F'(0), de forma analoga Py ¢ F (0), agora temos a seguinte

filtracao

0 C S C P& P;, como o quociente —-P2§P3 ¢ isomorfo a I}, logo P, Py € F (0), assim
Pye X (0)e Pse X (4).
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Agora veremos alguns resultados que servem para mostrar que F(0) é funtorialmente
finita.

Comegamos com uma subcategoria X de modA e denotamos por Y a subcategoria dos

modulos Y de modA tais que Ext! (X)) = 0 para X € X.

Lema 2.1. Seja M € modA ¢ 0 - Y — X 5 M — 0 uma sequéncia exata com
X eX,VeY, entio vy é uma X aprozimacdo & direita de M.

Demonstracao. Seja um morfismo A’ — M, com X' € X podemos construir o se-

guinte diagrama de pull-back

’

0> ¥V — E = X 0

| { !

0= Y — X — M =0

de donde como X’ € XY € Y temos que Fxt! (X", Y) = 0 logo 4’ cinde, e assim v € uma

X aproximacao a direita de M. 0

Lema 2.2. Suponhamos X fechada para extensées e que para todo N existe uma seqiiéncia
0N =YV 5 AV 50 com AN ¢ X, YN €Y. Entio para todo médulo M < modA

existe uma X aprozximagdo a direita.

Demonstragao. Se M € modA, consideremos primeiro o caso no que existe um epimor-

fismom: X — M, X € X, seja K = Kern, da seqiiéncia exata

0> K Y8 5 xF 59

K — YK
temos o diagrama seguinte, onde Z é o push-out de |
X
0 0
) 3
0— K — Y& —— X8 9
I ! |
0— & — Z — XK 9
b by
M = M

Q£
O <
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Como X, X% € X e X é fechado para extensdes entio Z € X.
p v

Como Y® € Y, aplicando o Lema 2.1 2 sequéncia da coluna do meio do diagrama,
temos que v : Z — M ¢é uma X aproximacio & direita. No caso geral consideramos
M'" o submédulo de M gerado pelas imagens de morfismos (X) — M, isto é M’ é
o trago de X' em M, este traco denota-se por tx/(M), onde (X) € X. Existe um
numero finito de morfismos 7; : (X); = M com (X); € X tais que as imagens de ;
geram M'. Como X é fechado para somas diretas entio existe (X) = B(X) € X e um
epimorfismo 7 : (X) — M’, logo pelo argumento anterior temos uma X aproximacao a
direita v' : Z — M’, denotando por i : M’ — M a inclusdo , é claro que 19" é uma X

aproximacao a direita de M. 0

Agora enunciaremos outros resultados que necessitamos, sua demonstracao pode ser

encontrada em [18]

Lema 2.3. Seja 1 <t < n,N um A mddulo com Ezxt! (0(7),N) = 0Yj > t. FEntdo
eviste uma sequencia 0 — N — N — Q — 0 com Q uma soma de copias de 0(t) e
Ext' (0(7),N)=0Vj > t.

Denotaremos por Y = Y (), a subcategoria Y = Y (F(6)), ou seja
Y (0) ={Y € modA/Ezt' (X,Y) = 0,X € F(0)}.

Lema 2.4. Seja 1 <t <n, N um A médulo com Ext' (0 (), N) =0Yj > t. Entdo existe
uma seqiiencia 0 = N =Y = X = 0 com X € F(0(1),...,0(t)) e Y € Y ().

Proposigao 2.1. A categoria Y (0) € contravariantemente finita.

Também podemos definir dualmente a subcategoria W (6) = {W ¢ modA/Ext' (W, Y) =
0,Y € F(0)}, de modo similar se mostra para W(0) resultados duais aos obtidos para

Y'(8). Isto é , pode-se mostrar que W () é covariantemente finita.

E claro que os médulos em F (6)NY () sdo os Ext-injetivos de F () e os médulos em
F(0) N W () sao os Ext-projetivos de F (8).
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2.2 Modbdulos Estandares e Coestandares

Consideremos 51, ..., S, uma ordenacio fixada dos médulos simples, P; a cobertura pro-
jetiva de S; e (); a envolvente injetiva de Si, define-se o médulo estandar A; como o
quociente maximo de P; com fatores de composicio 55,7 <i Seja A = {Aq, .., AV S
consideremos [ (A), neste caso F (A) = X (A) ou seja F(A) é fechada para somandos
diretos, (este fato provara-se na pagina 32). Dualmente define-se o médulo coestandar V;

como o submédulo méximo de Q; com fatores de composigao S5, 7 < 7.[18]

Da definigao dos mddulos estandares e coestandares temos as seguintes propriedades:

(1) Hom (A;;Aj) = 0 para i > j.
(2) Ezt' (Ai,A;) = 0 para 1> j.
(3) Ext' (A, V;) =0V 4,7

(4) Hom (P;,V;) = 0 para i > ;.
(5) Hom (A;,Q;) = 0 para 1 > 7.

Para mostrar estas propriedades necessitamos dos seguintes resultados

Se P e I sdo um projetivo e um injetivo indecomponiveis respectivamente entio
Hom (P, M) # 0 < TopP é fator de composicao de M.

Hom (M, I)# 0 < socl é fator de composicio de M.

Se M, N sao indecomponiveis e f : M —s N nao nula entio (Imf)NsocN # 0 e
Top(Imf) é fator de TopM.

Vejamos algumas idéias da demostracio de cada um dos itens

(1) Como TopA; = S; e S, nao é fator de composicao de S;, pois 7 > j, entio
Hom (A;,A;) = 0 para i > j.
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(2) Aplicando Hom( ,A;) a seqiiéncia exata curta 0 — U; — P, — A: — 0 obtemos
a sequencia exata longa 0 — Hom (A;,A;) — Hom (P, A;) — Hom (Ui, A}) —
Ext' (As, A;) — Eazt! (P, Aj) — .. Vejamos que Hom (U;,A;) = 0, para i > 7
e assim Ezt' (A;, A;) = 0 Se existe U £ 0, ¥ ¢ Hom(U;, A;), entao existe um
epimorfismo © : U; — Sy para k < j < i, assim podemos construir uma seqliéncia

0 — Kg,f@ — KZ{ 5 — A = 0, eisto contradiz a maximalidade de A; como quociente

de P; com fatores de composicio Sy, k < i.

(3) O resultado segue por um argumento similar ao do item anterior, aplicando agora
Hom( ,V;) a seqiiéncia 0 — U; — P; — A; — 0.

(4) E claro desde que V; nao tem S; = T'opP; como fator de composicao.
(5) Andlogo ao anterior.

(6) Assumamos que existe f # 0 € Hom(A;, V), entdo Top(Imf) = 5;e Soc(Imf) =
S; Agora se Top(Imf) = S; entdao S; é fator de composicao de V;, logo 7 > 1 e se

Soc(Imf) = S; entdao S; é fator de composicao de Ay, logo 1> j. Portanto 1 = j.

Define-se [X : 5;] como a multiplicidade de S; como fator de composi¢ao de X.

Agora enunciaremos um lema que caracterizars os médulos estandares.

TopX ~ S,
Lema 2.5. X ~A;, & [X:5]#0=7<i
Bat' (X,5,) #0 = j > i

Demonstragao. Provaremos primeiro que se X ~ A; entio satisfazem-se as condigdes.
Por definicao A; é o quociente de P, logo P; é a cobertura projetiva de A;, assim TopA\; ~
S

Também A; tem somente fatores de composicao Sj,7 <2, logo é claro que [X : S;l #
0=y <.

Para ver que Eat! (A;, S;) # 0 = j > i, tomemos a seqiiéncia 0 — U; — P, — A;—0
e apliquemos o funtor Hom(, S;), assim temos
0= Hom(A;,S;) — Hom(P;, S;) = Hom(U;, S;) — Ext (A, S;) = Ext!(B;, S;)
Claro que Ezt'(P;,5;) =0 e Hom(A;, S;) ~ Hom(P;, S;) pois A; é indecomponivel e P;
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é a cobertura projetiva de A;, assim Hom(P;, S;) 2 Hom(U;, S;), logo Hom(UZ,S]) ~
E:vtl(Ai, S5;). Se BExt'(Ay,S;) # 0 = Hom(U;, S;) # 0, logo existiria U C U, tal que ~

Sj, logo ¢ teria S; como fato1 de composicao, se 7 < 1, isto contradiz a ma,xunahdadede

A; como quociente de P; com fatores de composicao Sy, k < i, pois U C Uj.

Provemos agora a implicacio no outro sentido, ou seja se X satisfaz as condi¢des entao
X~ A,
Claramente se T'opX ~ S;, entdo P, é a cobertura projetiva de X, logo X é quociente de
P.
Se [X : 5] # 0= 7 <1, entdao X tem so fatores de composi¢ao S; para j < 1.
Como X é quociente de P;, com fatores de composicao S; para 7 < 1, temos uma sequéncia
0K —=PFP,—-X —>0comU; CK.
Falta s6 provar a maximalidade de X como quociente de P; com fatores de cOmposicao S;
para j < ¢ e para isto usaremos a ultima condico, ou 0 que é o mesmo se ¥ tem fatores
de composicao S; para j <1 entio Ext!(X, Y)=0.

Provemos que U; coincide com K, para isto consideremos o diagrama seguinte

0
3
K
0 0 A
i 1 1
0 U — P — A; =0
I
0— K — P — X —=0
+ ] i
& 0 0
1
0
Se assumimos U; C S K, claro que I% tem tem fatores de composicio S; para j < i,
assim Fzt!(X, & A ) = 0 logo A; = 7~ @ X, mas como A; é indecomponivel, entdao & = (.

U.
g

Lema 2.6. Seja M € modA. Se Hom (A H“M)y=0paral <i<n= M =0. Se
Hom (M,V;) =0 paral <i<n= M =0.
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Demonstragao. Dado M # 0 temos que T%(M) = soc(M) # 0, assim Hom(4, M) # 0.
Como existe um epimorfismo Ia; — 115; — 0, onde 115 = ,—_AX, por composicao

temos que Hom([[ A;, M) # 0. O

Outra forma de definir A; é definindo U; como a soma de todas as imagens de morfismos
P; — P, para j > 1 e assim A\; = £, Dualmente define-se V,; como a intersecdo de todos
J p J U,
os nucleos de morfismos Q; — Q; para j > i.

Se A = I‘TQ entao A; = AE:’tiiAei’ ondeep =er+...+e,paral <k<ne Ensyr = 0.

Nestes casos, ou seja quando tomarmos F(A) e F(V) estas subcategorias sao fechadas

para somandos diretos.
Vejamos agora uma outra descrigio de F (A) e F (V).
Seja
Ji=Y_Im(P; -, A)
i>i
AssmA=J,CcJy,C..CJ,C Jng1 =0

M 2 PR A ,
MeF(A)s Tt € projetivo como T moédulo.

M e F (V)& M ¢ injetivo como A~ médulo.
it1 M it1

Com esta descrigio é facil ver que F (A) e F (V) sao fechadas para somandos diretos

(F(A)=X(A)e F(V) = X (V).

Ji(Mi®M,y) JiM,y JiMy oo .- X
My & M; € F(A) = T OheMs) = TaM; © Toiah € Projetivo e como somandos de

projetivos sao projetivos = M,, M, € F(A).

Ou seja temos visto que para © = A e para © = V, tem-se que F(0) é fechado para
somandos diretos.

2.3 Algebras estandarmente estratificadas e quase he-
reditarias
A dlgebra A diz-se estandarmente estratificada se A € F({A). Se além disso o anel de

endomorfismos de cada médulo estandar é simples A é chamada quase-hereditaria. Outra

maneira de dizer que A é estandarmente estratificada é dizer que P € F(A) para todo P
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projetivo indecomponivel.

Notemos que se A é estandarmente estratificada temos que os projetivos estdo em F'(A).
Segue da defini¢do que A, é o projetivo P, e que V,, é o injetivo Q),.
Para as algebras quase hereditérias A; = V; = S, e os injetivos estao em F (V).
Se DA € (V) ou seja os injetivos estio em F (V) dizemos que A é coestandarmente

estratificada.

Se A é estandarmente estratificada ProjA C F(A) C modA e se A é coestandarmente
estratificada InjA C F'(V) C modA, onde ProjA e InjA sao as subcategorias de modA

formadas pelos mddulos projetivos e injetivos respectivamente.

Vejamos uma outra definicio de quase- hereditiria, para isto necessitamos o conceito

de ideal de heranca. (heredity ideal).

Um ideal de heranca é um ideal J diferente A, idempotente (JP=J) com JNJ =

0,N =radA, tal que J é projetivo como A médulo.

A é quase hereditaria se existe uma cadeia,
O=,hCchC...ClhnCchc...CcJ,=A

de ideais de A tais que para 1 < ¢ < m, 3:7—; ¢ um ideal de heranca de 741—

t~1
Podemos trabalhar com J = J, = AeA, onde e é o idempotente tal que A, = Ae, pois

A, é projetivo, assim —"} € quase hereditaria com respeito a Sy, ..., S,_;.

Vejamos por exemplo que as algebras semisimples sio quase hereditérias , para isto
basta tomar a cadeia de ideais 0 C A C A e aqui claro que o quociente % ~ A é um ideal
de heranca de f} ~ A, pois por ser A semisimples radA = 0 e claro A(RadA)A = 0.
Segue que A é quase hereditéria se existe um ideal heranca J tal que % é quase hereditaria,
e assim definir as dlgebras quase hereditarias indutivamente, assumindo que as algebras

semisimples sao quase hereditarias.

Vejamos alguns exemplos

Exemplo 2.2. Seja A a dlgebra de carcaz dada pelo carcaz sequinte
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el

/

4e — &3

AN

e
4
3 )
com esta ordem Py = S;, Py = Sy, Py Ve \ , Py 3 ,
1 2 v Ny
1 2

como A; € o quociente mdzimo de P; com fatores de composigcao S;,7 < 1, temos que
Ay = P, Ny = Py, de wma qualquer das dois series de composi¢ao de Py:

0C S  CradPs C Psou0C Sy, C radPs C Py temos que Ay = P e analogamente
A4 = R;.

Neste caso todos os A; = P;, quando isso suceder F(A) = ProjA como mostra o

seguinte
Lema 2.7. F'/(A) = ProjA < Todo A; € projetivo.
Demonstragao. Se F'(A) = ProjA, entio é claro que todo A; é projetivo pois todo
A; € F(A).

Para ver a implicacdo no outro sentido, temos que ver que se M € F(A) entao M é
projetivo.

Fagamos indugao em [ (M) o comprimento de M.

Para M = A, claro.

Seja agora M € F(A) temos 0 = M, C My C ...C M, = M com j—v?—lj ~ Ay
que € projetivo assim temos 0 - N — M — A — 0, esta seqiéncia cinde, ou seja
M ~ A; @ N, mas N tem comprimento menor que M, logo é projetivo e A; é projetivo,

entao M é projetivo. 0

Vejamos agora um outro exemplo
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Exemplo 2.3.
o3

/
AN

o4

le ——= o2

este € o carcaz do exemplo anterior com outra ordenacdo dos simples, aqui facilmente

vemos que A; = 5; para todo i, neste caso claro que F (A) = modA.

Descreveremos agora quando F' (A) = ProjA ou F (A) = modA em termos do carcaz
de A.

A dlgebra A é chamada fracamente triangular se existe uma ordem dos simples (ou

dos projetivos) tal que Hom (P;, P,) = 0 para j > 1.

No carcaz de A chamaremos circuito orientado “verdadeiro” a um circuito que envolve
mais de um vértice. Diremos que um vértice v é uma quase fonte quando é uma fonte ao

esquecermos dos lacos, ou seja as unicas possiveis flechas o que terminam em v sio lacos.

Notemos que dizer que A é fracamente triangular é o mesmo que dizer que o carcaz de

A nao tem circuitos orientados verdadeiros, como mostraremos na Proposicdo seguinte.

Proposicao 2.2. As sequintes condi¢ées sio equivalentes:

(1) Existe uma ordem dos simples tal que F(A) = ProjA.
(2) Existe uma ordem dos simples tal que Hom (P;, P) =0 para j > i.

(3) O carcaz de A ndo tem circuitos orientados verdadeiros.

Demonstragéo. o | =2

Claro pois pelo Lema 2.7 todo A; é projetivo, logo A; = P,

e 2= 1
Se Hom (P;, P;) = 0 para j > 1, claro que P; nio tem fatores de composi¢ao S; para
J > 1 e é o quociente maximo com esta propriedade, logo P; = A, ou seja todo A

€ projetivo e F'(A) = ProjA.
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e 2 =3

Se temos um circuito

h s

, existem j < 1, tais que v; e v; 530 consecutivos no circuito, logo Hom (P}, P;) # 0..

e 3 =2

Se () ndo tem circuitos verdadeiros entao tem que existir um vértice que seja uma

quase fonte.
Chamemos v, a um tal vértice, assim Hom (P,, P;) = 0 para i < n.

Analogamente para @ \ {v,}, existe um vértice que ¢ quase fonte e assim sucessiva-
mente.

Proposigao 2.3. As seguintes condi¢ées sio equivalentes:

(1) Eziste uma ordem dos simples tal que F(A) = modA.
(2) A; = S;.

(3) A € triangular e a ordem € contrdria ¢ ordem admissivel, isto € v, € poco e v; ¢ po¢o

de Q\{viz1,..., v}

Demonstracao. e | =2

Se F'(A) = modA, entao claro que S, Vi, logo todo S: tem uma filtragdo em A,
como € simples S; = A;.

e 2 =1

E evidente, pois os mdédulos que tem filtracio em todos os simples sdo todos os A

modulos.
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e 2= 3
Se A; = S;, como A, é projetivo, entido é projetivo simples, logo v,, € pogo, segue-se

por inducao.

o 3= 2
Como A é triangular e a ordem é contraria 3 ordem admissivel, de um vértice v,
s6 temos caminhos a vértices v; para j maiores, assim trup P = radP; e assim

1>t
A =S,
0O

Exemplo 2.4.
o)

/7
AN

3

4o —> o]

este € o carcaz dos exemplos anteriores com outra ordenacdo dos simples, neste caso

claro que Ay = 51,0 = 55,3 = S3 ¢ Ay = Py, logo F({A)#ProjA e F(A) # modA.

Logo com os exemplos anteriores vemos que a definicio de F (A) depende da ordenacio

dos simples.
Exemplo 2.5. (1) Seja A = %Q onde () € o carcaz

n Qp-1 N — 1 2 (631 1

® — ® ver © — @

i
¢ [ € o ideal gerado pelas relagées o;_ya; parai=2,.n — Laequu P | «;y
1—1
paratr =2,.n—1¢e P, = 5,.
Na ordem 1,2,...,n, A; = S; e F'(A) = modA.
Na ordem n,n —1,...,1, A; = P; e F'(A) = Proj.

Mas na ordem n,1,2,...n -1, A, = S, e A; = P, parat = 2,.m — 1, assim o

P, & F(A), logo A nao € estandarmente estratificada nesta ordem.
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(2) Seja A autoinjetiva, conera, ndo local entdo A ndo € estandarmente estratificada

em nenhuma ordem.

Por um resultado de Marfa Ines Platzeck e Idun Reiten [17], F (A) C P<*° onde P<®

¢ a subcategoria plena de modA formada pelos médulos de dimensio projetiva finita.

Lema 2.8. Se A € autoinjetiva os unicos mddulos de dimensdio projetiva finita sdo os
projetivos

Demonstragao. Suponhamos M um mddulo de dimensio projetiva finita, logo uma
resolucao projetiva minimal de M 6 0 — P¥ — . —5 P! 5 PO 4 A 0, como
P* é injetivo, a seqiiéncia cinde, logo M é projetivo O

Como conseqiiéncia do lema, segue a afirmacio do Exemplo 2.5 (2), pois se A é estan-
darmente estratificada em alguma ordem F (A) = Proj < A; = P, < Hom (P, P) =0
para 7 > 1.

Logo o vértice v, é uma quase fonte, assim o I,, tem fatores de composicao sé S,, mas
I, é projetivo por ser A autoinjetiva, logo I, = P, e como tem fatores de composicao sé
S, entao v, é po¢o a menos de lagos, logo como v, é fonte a menos de lagos, A tem que

ser desconexa ou local , logo A nao é estandarmente estratificada.

Vejamos um outro exemplo, este aparece no artigo de Corina Saenz “On modules with
Weil filtration for Schur algebras of finite type”.[19]

Exemplo 2.6. Seja A, a dlgebra —]‘[—Q onde ) € o sequinte carcaz

5
/31 /62 Bm—l

1 2 3 m—1 m

e 2 e T e e ad e
431 185 A1

e I e o ideal gerado pelos caminhos Qip105, Bifipr, aifi — Bip1 g,

1 <e<m—2,0,-18m-1. Aqui os projetivos sio
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1
15
P1 == 2
i aq
1
2 m —1
V YQ\ Sy 2 ﬁm—l
P = 1 3, s P = m—2 m
k\ A [k ey
2 m ~— ]

m
€ Pm = ~lf Qm—y

m — 1

Temos que Ay = S;, A= | para v # 1.
1 — 1
m—1
De forma andloga, os injetivos sio I; = P;, para i #mel, = i) B € de
m
1 —1
aqui Vi =5y, V= | Bia

Esta dlgebra € quase hereditdria, mas ndo hereditdria.

Lembraremos agora alguns conceitos que aparecem em [2]. Estes sio os conceitos de
resolvente e corresolvente que estio muito relacionados com os conceitos de subca-

tegoria contravariantemente finita e covariantemente finita e seus ortogonais.

Uma subcategoria X de modA chama-se resolvente se:
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(1) X é fechada para extensdes.
(2) X éfechada para nicleos de sobrejecdes.

(3) X contém os projetivos.

Dualmente define-se corresolvente.

Para as dlgebras estandarmente estratificadas, claramente F (A) é fechada para ex-
tensGes e contém os projetivos, mostra-se os seguintes resultados para as algebras estan-

darmente estratificadas, uma demonstracdo dos mesmos acha-se em [20]

Proposigao 2.4. Se A ¢ estandarmente estratificada F (A) € resolvente.

Esbogo da demonstragao: Pela observacio anterior sé falta mostrar que F'(A) é fe-
chada para nicleos de sobrejecdes e isto é feito fazendo indugdo na cardinalidade do

conjunto Sa (M) que é o conjunto dos i € 1,...,n tais que [M:A;]#0 0

Coroldrio 2.1. Se A € estandarmente estratificada, os Ext-projetivos de F (A) sdo jus-

tamente os projetivos,

Demonstrag@o. Se M é Ext-projetivo em F(A) temos que provar que M é projetivo,
ou seja que Fat' (M, X) = 0,VX € A.
Seja 0 - X — L — M — 0, consideremos X, uma F'(A) aproximacgio de X, esta

existe pois ['(A) é funtorialmente finita, assim

0—» X — L — M =0

1 1 |

0—- X — FE — M =090
Por ser X; uma F (A) aproximacao de X entioX, € F(A), como M é Ext-projetivo

em I (A) segue que 0 — X; - E — M — 0 cinde. ]

Corolédrio 2.2. Se A ¢ estandarmente estratificada, X € F(A),Y € Y (A) entdo
Bzt (X,Y) =0,¥i > 1.
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Demonstragao. Seja X € F(A), P sua cobertura projetiva, como P é projetivo entao
P e F(A).

Logo temos a seqiiéncia exata 0 — X; — P — X — 0 portanto X; € F(A), assim
Ezt' (X,Y) ~ Eat*=' (X,,)), para i > 2.

Por inducao Exzt*~! (X1,Y)=0. O

Dualmente temos o seguinte resultado

Proposigao 2.5. F'(V) € fechada para coniicleos de injegoes.

Corolério 2.3. Se DA € F (V) entdo F (V) € corresolvente.

Proposicao 2.6. Se A e um dlgebra quase hereditdria, F (A) € resolvente e F (V) ¢

corresolvente.

Lembremos que temos vérias subcategorias de modA ja definidas:

e ['(A), a subcategoria dos médulos filtrados em A.

Y(A)=A{Y € modA: Ext'(X,Y)=0,X € F(A)}.

W(A) = {W € modA : Ezt"(W, X) = 0,X € F(A)}.

e I'(V), a subcategoria dos médulos filtrados em V.

Y(V)={Y € modA: Ext'(X,Y) =0,X € F(V)}.

W(V) = {W € modA : Ext"(W, X) =0, X € F(V)}.

Vejamos agora algumas relages entre /' (A),Y (A), F (V) e W (V).
Temos que as subcategorias W (A), F(A),Y (A),F(V), W (V), sio contravariante-
mente finitas e que F'(A),Y (A), F(V),W (V),Y (V) sio covariantemente finitas.

Proposigao 2.7. Se A € estandarmente estratificada, Y (A) € corresolvente e F (V) estd
contida em Y (A).
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Demonstragao. Y (A) é fechada para extensdes e contem os injetivos, seja f : M — N,
injetiva com M, N € Y (A), denotemos por C seu conicleo, aplicando Hom(A;, ) a
0= M —= N = C = 0, obtemos Ext! (A;, N) - Ext'(A;,C) — Eaxt? (A, M), por
um Coroldrio anterior Ext! (A;, N) = Ezt® (A;, M) = 0 = Ezt' (A;,C) = 0 = C ¢
F(A). ' O

Dualmente temos a seguinte

Proposicao 2.8. Se A € coestandarmente estratificada, ou seja DA € F(V), entio
W (V) € corresolvente e F'(A) C W (V).

Proposigao 2.9. Se A € quase hereditdria entio F (V) =Y (A) e F(A)y=W (V).

Esbogo da demonstragao: Usando as Proposicdes 2.7 e 2.8, s6 resta provar as in-

clusées no sentido contrério, o que se faz de modo indutivo. O

Exemplo 2.7. (1) As inclusées para dlgebras estandarmente estratificadas podem ser

e : Kz , , L
proprias, seja A = (z[f)], esta € um dlgebra local com um iinico simples, neste caso

F(A) = ProjA que € igual & subcategoria dos mddulos que sao somandos diretos
de somas de copias de A que denotamos por addA e analogamente F (V)= 1InjA =
addA, claramente Y (A) = modA e assim as inclusées F (V) C Y(A) e F(A) C
W (V) sao préprias.

(2) Para as dlgebras quase hereditdrias F'(A) N F (V) # 0, no caso das dlgebras estan-

darmente estratificadas isto ndo € necessariamente verdadeiro. Por exemplo, seja

A = JT—@, neste caso temos um so simples, a menos de isomorfismo, mas o pro-
(z,y) :

Jetivo e o ingetivo indecomponiveis siGo nao isomorfos, aqui A = TQ onde () € o
carcaz
1 1 1
assim P= V4 N\ e [I= N N
1 1 1

logo F'(A) =ProjA e F (V)= InjA, logo F(A)N F (V) =0.
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Proposicao 2.10. [20] Para uma dlgebra A estandarmente estratificada as sequintes
condigdes sao equivalentes:

(1) A € quase hereditdria.

(2) F(V) =Y (a)

(3) gldim A < co.

2.4  Moddulos inclinantes para algebras estandarmente

estratificadas

Os resultados desta se¢do baseiam-se no artigo de Auslander e Reiten “Applications of

contravariantly finite subcategories”.[2]

Agora veremos um resultado sobre a existéncia de médulos inclinantes especiais para

algebras estandarmente estratificadas.

Lembremos a defini¢ao de médulo inclinante.

Um A médulo inclinante (generalizado) é um médulo T tal que:

(1) pdT < co.
(2) Ext'(T,T)=0,Yi>0

(3) Existe uma seqiiéncia 0 — A — Ty — T} — ... — Ty — 0, com T; € addT V.

Lema 2.9. Seja X wma subcategoria resolvente contravariantemente finila,

YV ={C/Eat' (C,X) =0,X € X}. Entdo W = X NY tem as sequintes propriedades:
(1) W € auto-ortogonal, ou seja Ext'(X,Y)=0,X ¢ W,Y € W,¥i > 0.
(2) VX € X existe uma seqiiéncia 0 - X - W = X' 0, W e W, X' € X.

(3) VY €Y existe uma seqiéncia 0 — Y —W =YV -0, We W, ) € X.
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Teorema 2.1. Seja A € estandarmente estratificada.

Entao existe wm mddulo inclinante T, 1inico a menos da multiplicidade dos somandos
diretos indecomponiveis tal que add (T) = W (A).

Demonstragao. Como A é estandarmente estratificada, sabemos que F (A) é coresol-
vente e contravariantemente finita, logo se tomarmos X = F(A),Y = Y (A),W =
W(A)=XnNY = F(A)NY (A), podemos aplicar o lema anterior, ou seja W tem as
trés propriedades do lema.

Provaremos agora que a soma direta dos indescomponiveis em W é um médulo incli-

nante, assim add (T') = W (A).

Usaremos o fato de que se X € F (A) entdo pdX < n — 1, onde n é o nimero de

simples.

Vamos a mostrar agora que dado X € F'(A), existe uma seqiiéncia 0 — X —s Wy —
Wy — .= Woy =0, com W, e W(A).

Seja X_; = X € F/(A) construamos uma seqiiéncia

ei:0 = X = Wi = Xi 5 0, Wi € W(A) = F(A)NY (A) = W € Y (A), X; € F(A),

Tomamos X,,_; e aplicamos o funtor Hom(X,_;,) a ¢;, assim obtemos a sequéncia

exata

— Ext! (Xno1,W)) — Bt (X1, X;) — Extit! (Xoo1, X)) = Ext/ ™ (X, W) —,

como W; € W, X;, X;_y € F(A) = Eat?! (Xpoy, Wi) = 0 = Egtit! (Xp—1, Wi), segue que
Eati (Xpoy, Xi) ~ Eath* (X1, Xioy) V5 > 1,

assim Fat! (X,_1, X,o) ~ Ext? (Xoo1, Xpe3) >~ ... Ext® (Xp-1,X_1),

agora como X, € F'(A) = pdX,-y <n—1= Eat™ (X,_1,X_,) = 0, logo segue que
Ext' (Xnoy, Xnoa) =0, assim &,_1 : 0 = Xpo = Wooy = X1 — 0 cinde, entao X,,_»
¢ somando direto de W,,_; e W (A) = X, , e W (A).

Assim temos uma seqtiéncia

0—X=X_— Wo — W, — Wy, —...— Wisa = Xog = va,l-l =0

p 7N\ e
Xo X,

ouseja VX € F(A)temos 0 - X — Wy - W) - ... = W,_, — 0, com W, e
W (A).
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Para X = A, temos 0 = A — Wy — W) — ... = W,_; — 0, ponendo T = eWw;
este ¢ um médulo inclinante, claro que pdT" < oo, pois T' € W (A) = F(A) N Y (A)
entao T' € F'(A) logo pdT" < n —1, Ext'(T,T) = 0,¥i > 0, claro pois T € W (A) que é

auto-ortogonal.

Além disso se M € W (A), claro T'& M é inclinante e por teoria de inclinagao M €
addT donde W (A) = addT. O

Um moédulo inclinante T', com add(T) = W(A), a menos da multiplicidade dos so-

mandos diretos indecomponiveis, é chamado de médulo carateristico.
Se A é quase hereditaria este T’ ¢ inclinante -coinclinante.

Para A estandarmente estratificada nao é assim em geral.

xz

Y (A)=F(A) como F (V) s InjA e A € local, os A — mod de dimensdo injetiva finita
s@o os injetivos, portanto ndo temos nenhum coinclinante em F (A)NY (A) = F(A) =

ProjA.

Exemplo 2.8. Seja A = %‘—%)%]—, neste caso F'(A) = ProjA , Y (A) = modA e F(A)N

Proposigao 2.11. Para A estandarmente estratificada temos que F(A) estd contido em
TW(A) = {X : Ext'(X,W(A)) = 0,Vi}

Demonstragao. Se X € F'(A), pelo Corolario 2.2 temos que Ezt'(X,T) = 0, Vi, para
T um moédulo inclinante tal que add(T) = W(A) = F(A) N Y(A), pois X € F(A) e
T eY(A). O

Em geral esta inclusiao é prépria.

Exemplo 2.9. Tomemos a dlgebra A = A;[Z’)%], neste caso I'(A) = ProjA , Y(A) =

modA e F'(A)NY (A) = F(A), claramente *W(A) = modA.

Proposigao 2.12. Para as dlgebras quase hereditirias F(A) =* W(A).

Corolario 2.4. Se A € wma dlgebra quase hereditiria, o médulo caracteristico determina

F(A) e F(V) como seque
F(A)={X/Ext' (X, T) = 0,V1}
F(V)={Y/Eat' (T,Y) = 0,Vi} Como conseqiiéncia T determina A e V.
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Esbogo da demonstragdo: O resultado é uma conseqiiéncia dos resultados do artigo
(2] pois no caso das dlgebras quase hereditdrias para F(A) temos que Y(A) = F(V).

Vejamos que T determina A e V.

Obtemos A de F'(A) como segue:

Sabemos que A (i) = %, podemos escrever U; = ) Ker (1 : P —» X, X € F(A), 4 #0),
segjap : Pp —» X,9 # 0, como X € F(A),3X’ C X com :YX—, € A, pois F(A) é fechada
para nicleos de epi.

Como P; —+ 45 é epi entdo L ~AG)= Ui C Kergm,m: X —» %5 = U; = Keron
pois %’_ e %7 por ser isomorfos a A (1) tem o mesmo comprimento, assim U; = Keror =
Kerm. Analogamente obtemos V de F(V). O

Temos a seguinte

Proposigao 2.13. Se A e wm dlgebra quase hereditaria, T pode ser escrito como T —

n
@ T (2) e temos duas seqiéncias eratas
i=1

0—AG 2L T6) — xE) —0

0— Y — T3 B vE) — o0

onde B (z) € uma I (V) - aprozimagdo a esquerda e X (1) € F{A (1) s AT —1)} e
7 (1) € uma F(A) - aprozimagdo a direita e Y (i) € F{V (1),...,V (i — 1)}.

No caso das dlgebras estandarmente estratificadas temos uma proposicao analoga |

que tem s6 a primeira seqiiéncia.



Capitulo 3

Algebras que sao estandarmente

estratificadas em todas as ordens.

Neste capitulo estudaremos as algebras que sio estandarmente estratificadas com respeito
a qualquer ordem dos simples. Mostraremos que tais algebras sdo exatamente as algebras
com ideais idempotentes projetivos, deduzindo como coroldrio uma caracterizagao para

as algebras hereditérias.

Neste capitulo todas as algebras sao K- dlgebras de dimensao finita, bésicas e inde-
componiveis com K um corpo algebricamente fechado. Por um teorema fundamental de
Gabriel toda dlgebra A com estas propriedades é isomorfa a uma algebra da forma A = ~A—IQ—
onde () é um carcaz finito e I um ideal admissivel.

Sejam vy, ...v, os vértices de () numa ordem fixada e Sy,..., S, a ordenacao correspondente

dos médulos simples, P; a cobertura projetiva de S;.

3.1 Algebras com ideais idempotentes projetivos

As algebras com ideais idempotentes projetivos tém sido estudadas por varios autores,
por exemplo [6] [14] [16]. Essas dlgebras podem ser vistas como um exemplo particular

de algebras estandarmente estratificadas

Uma algebra A diz-se com ideais idempotentes projetivos [16] e denotamos por 1ip se
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todo ideal idempotente de A é um A mdédulo projetivo.

Notemos que a nogao de dlgebra iip é uma generalizacio da nocio de algebra he-
reditaria, pois para as hereditarias todo ideal é projetivo e para as iip pedimos que os
ideais idempotentes sejam projetivos . Uma caracterizacio das algebras 1ip que usaremos

foi feita por M.I.Platzeck [16]. E a seguinte A é iip se 75 (A) é projetivo Vionde B, = @ P;.
' J#

Lema 3.1. Se A € um dlgebra com ideais idempotentes projetivos, entdo Tp (Q) € projetivo

para P projetivo indecomponivel e Q projetivo.

Demonstragao. 7p (@) é um somando de 7p (A*), se provarmos que 7p (A) é projetivo,

teremos provado nossa afirmacio, porem isto é claro, pois P = Ae com e idempotente,

assim 7p (A) = AeA , que é um ideal idempotente e portanto projetivo. O

Lema 3.2. Se A € um dlgebra com ideais tdempotentes projetivos, entdo TRL.1p, (A) €

projetivo onde os P; sdo projetivos indecomponiveis ndo isomorfos.

Demonstragao. Claramente Py I ... Il P, = Ae; + ... + Ae; = Aley + ...+ &), logo

Tr.up (A) = Aley + ...+ &) A, que é um ideal idempotente e portanto projetivo. [J

3.2 Sobre um quociente de dlgebras estandarmente

estratificadas

O seguinte lema nos possibilita, estudar um quociente particular de uma algebra estan-

darmente estratificada que resulta ser também estandarmente estratificada.

Este resultado nao é novo, mas incluimos sua demonstracio por sua importancia.

Lema 3.3. Se A ¢ estandarmente estratificada na ordem €1y eny En ENLAO —\EA;\_ € estandar

estratificada na ordem ey, ...,e;_;, onde ; = €; + ... + e,,.

Demonstragéo. Denotemos B = 2~ e por Ay (A) e Ag(B) os A médulos de A e B,

respectivamente.

Primeiro A;(A),7 = 1,...,n sdo B-mddulos, pois A; (A) = A:f&]e e como j < 1 este é
As; A,

um A-moédulo anulado por Ae;A | logo é um B-médulo.

Todos os A; (A) tem T'opA; (A) = S e A, (A) s6 tem fatores de composicio Si, k < r.



3.3 Algebras estandarmente estratificadas em todas as ordens 49

Provemos que esses A (A) sdo exatamente os A; (B).

Como A, (A) tem TopA, (A) = S, e tem fatores de composicao Sk, k < reé um
B-médulo entao A, (A) é um quociente de P, (B) com fatores de composicio Sy, k < T.e
como A, (B) é o quociente maximo de P, (B) com esta propriedade temos um epimorfismo
de A, (B) a A, (A). '

Também temos um epimorfismo de P, (A) a P, (B) e outro de P, (B) a A, (B), assim
temos um epimorfismo de P, (A) a A, (B) ,ou seja A, (B) é quociente de P, (A) que tem
TopA. (A) = S, com fatores de composigao Sk, k < r e como A, (A) é 0 quociente maximo
de P, (A) com esta propriedade temos um epimorfismo de A, (A)aA.(B).

Logo A, (A) ~ A, (B).

Falta provar que P, (B) € Fg(A),Vr.
Lembremos que P, (B) = (A—E%% e que se M é um A-médulo (T}/[\)T\/] é um B-

moddulo.

Agora como A é estandarmente estratificada temos P, (A) € Fy (A), ou seja temos

uma filtracao
Q7 C...C QI C Q! C P (A) com quocientes Ay (A),k < r.

Fazendo quocientes temos

Q7 Q7 Qr ’ — Pr(4)
(Ae;A)Qs C...C (Ag;A)Q2 C (As; A)QL -y (B) T {AgiA)Pr(A)
Logo P. (B) € Fg(A). O

3.3 Caracterizacao das algebras estandarmente es-

tratificadas em todas as ordens

Teorema 3.1. A dlgebra A € estandarmente estratificada em todas as ordens se e s6 se ¢

uma dlgebra com ideais idempotentes projetivos.

Demonstragao. Vamos a provar primeiro que se A é estandarmente estratificada em

todas as ordens entdo é uma dlgebra com ideais idempotentes projetivos.

Seja A estandarmente estratificada em todas as ordens, podemos escolher uma ordem
dos simples tal que [ (P;) < 1(Py,),Vi
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Vejamos que neste caso P, = Ay, para todo k.

Sempre vale por definicao que P, = A, temos ainda uma sequéncia exata
0= 7p, (Poc1) = Pooy = Ay — 0.
Se 7p, (Pa-1) # 0= 7p, (Pa_1) >~ P* pois A é estandarmente estratificada , como temos
a hipdtese sobre o comprimento ndo pode acontecer, logo 7p, (Pn-1) = 0, analogamente

raciocinamos para provar que todo Pp = Ay,

Suponhamos que A,,A,_1,...,A\,_;1; sdo projetivos ,

seT u p(Puej) #0=7 1 p (Poj)~ II P* oquenio pode ser, devido a hipdtese
r>n-—j ’ r>n-—j3 r>n—j

sobre o comprimento, logo P =A;

Logo temos uma ordem onde P, = A} e portanto F (A) = Proj

Além disso Hom (P;, P;) = Hom (Aj,A;) = 0 para j > 1. Isto é o mesmo que dizer

que A € quase triangular.
Nesta algebra o vértice v, é uma fonte se esquecermos os lacos neste vértice.

Seja A = £Q entao consideremos o carcaz obtido de eliminando v, e I o 1deal
] 7 n
erado pelas relacoes ue restam em [ ao eliminar as flechas ue saem de v,.

A
Aen A

consequéncia do Lema 3.3.

= -%Q também ¢ estandarmente estratificada em todas as ordens isto é

Logo

Escrevemos A = 1A1 = (e, + €a) A (en + €,) = (enhen) +(e,AE) + (61 Ae,) +(e,AE,).

L = (eyAe,) é uma algebra local por tanto estandarmente estratificada em todas as

ordens.
(enA&,) = 0 = Hom (Pnj?;) .
M = (é,Ae,) = TH (P)

P
~a o~ A KO
U= (é,A\éE,) = yrey —T—Q
Assim

L 0
A~
< M U )

Descrevamos os projetivos da algebra A, esses sio Qn=(P,,M ® P,,id), onde P, é o

projetivo da algebra local L, e Q; = (0, P;,0) onde P;,Vi € {1,...,n — 1} sdo os projetivos
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de U.

Por um resultado de Marcos, Merklen, Saenz em “Standardly Stratified Split and
Lower Triangular Algebras” [15] Proposicao 16 temos que M = (énhe,) = 5 - (F,) €
Figzaz) (A).

Como A ¢é estandarmente estratificada em todas as ordens, podemos escolher uma

ordem de modo que e, seja o primeiro.
Provaremos que A € iip por indugdo no mimero de simples.
Claro que uma dlgebra local é iip.

Vejamos agora que A é um &lgebra com ideais idempotentes projetivos, para isto basta

mostrar, usando um resultado de Platzeck, [16] que H (A) é projetivo para todo i.

Também temos que U é iip, por hipéteses de indugdo, pois tem um niimero menor de
simples que A.

Vejamos 75 (A) = ey - (Qn DD . B Qny) = 75 (@n) © o (I;Z[ Qj)
FEZD
Se 1 # n, 75 (Qr) = Qn, este é projetivo pois @, é somando de @, ja que 1 # n,

5 (ggnQJ> >~ 75 (U) que é projetivo por ser U lip, logo 5. (A) é projetivo.

Se 1 = n, 5 (@n) = (0, M,0), ou seja é isomorfo a 5 (P) = M e oy <]I¥Ian> ~
5 (U) = U,pois C/Q:L ~ I;ZI P, = U, claramente 5, (H Q3> é projetivo.
1 ] n l

56 nos resta ver que (0, M, 0) é projetivo ou equivalentemente que M é projetivo.

Para ver que M é projetivo como U = (e A€, = chA T = I\[Q é estandarmente estrati-
n

ficada em todas as ordens, entdao como em A pode-se escolher uma ordem tal que P, = Ay
e portanto Figag) (A) = Proj e como M = (&,Ae,) = 5 (Pn) € Faae) (A), entdao M
é projetivo.

Provaremos agora a outra implicacio, ou seja que se A é uma algebra com ideais
idempotentes projetivos entao A é estandarmente estratificada em todas as ordens.
Seja A uma dlgebra com ideais idempotentes projetivos e seja ey, ..., e, uma ordem dos

idempotentes, mostremos que A é estandarmente estratificada nesta ordem.

Para isto provemos que P, € F (A),Vk.
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Primeiro P, = A, € F(A).
Suponhamos que P, Py, ..., P41 € F (A) e provemos que P,_p € F (A).

Se Py, = Ay, claro que P,_ € F(A), sendo temos umaseqiiéncia 0 — 7 4 P (Pook) —

r>n-—k
Pok = Dppy = 0,ecomo 7 1y p (P,_i) é projetivo, como consequéncia dos Lemas
r>n—k ’
31e3.2,7 11 P, (Pn-—k) = 1I Prsr - F(A) 0
r>n—k r>n—k

3.4 Corolarios

Coroléario 3.1. Se A € estandarmente estratificada em todas as ordens entdo eziste uma

ordem tal que F (A) = Proj.

Demonstragao. Para uma dlgebra A ¢ estandarmente estratificada em todas as ordens
escolhemos na demonstracio do Teorema 3.1 uma ordem dos simples tal que [ (P;) <

[(Pi41), Vi, neste caso todos os Pr = Ay, e portanto F' (A) = Proj. O

Corolério 3.2. Se A € estandarmente estratificada em todas as ordens entio eziste uma
ordem tal que I (A) = P<*, onde P<*° ¢ a subcategoria dos mddulos de dimensio proje-

tiva finita.

Demonstragao. Se A é estandarmente estratificada em todas as ordens entio A é um
algebra com ideais idempotentes projetivos e neste caso podemos tomar uma ordem tal
que Hom (P;, P;) = 0 para j < 1, assim A; = P"PV) [16] e F'(A) = P<*°, O

T:,;;(

Usando os resultados anteriores podemos obter uma caracterizacio das algebras here-

ditarias que generaliza um resultado de Ringel em [18].

Corolério 3.3. As seguintes condigoes sio equivalentes:

(1) gldimA < oo e A € estandarmente estratificada em todas as ordens.
(2) @ nao tem circuitos orientados e A € quase hereditdria em todas as ordens.
(3) A € quase hereditdria em todas as ordens.

(4) A € hereditdria.
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Demonstracao. 2 = 1 Clara.
1=2
Se A ¢ estandarmente estratificada em todas as ordens entio pelo Corolério anterior

existe uma ordem tal que F'(A) = P<* e por ser gldimA < oo logo F(A) = P<® =
mod A = A; = 5; = @ nao tem circuitos orientados.

Por ser estandarmente estratificada em todas as ordens e gl dim A < co logo é quase

hereditaria em todas as ordens.

2 = 3 Evidente.
3=1
Claro que se A é quase hereditdria em todas as ordens entio A é estandarmente estratifi-
cada em todas as ordens e tem g/ dim A < oo.

1=4

Se A é estandarmente estratificada em todas as ordens entio pelo Corolario anterior
existe uma ordem tal que F'(A) = P<* e por ser gldimA < co entdo F(A) = P<® —
modA.

Pelo Artigo de Coelho, Marcos, Merklen, Platzeck [6] se A é um algebra com ideais
idempotentes projetivos entao fdA <1, logo gl dimA = fdA < 1, logo A é hereditaria.

4=1

Seja agora A uma é&lgebra hereditaria, claro que gldimA < oo, se e, ..., e, uma ordem

dos idempotentes, mostremos que A é estandarmente estratificada nesta ordem.
Para isto provemos que P, € F (A), Vk.
Primeiro P, = A, € F(A).
Suponhamos que Py, Py, ..., Pi_pyq € F'(A) e provemos que P,_; € F' (A).

Se P,_x = A,_¢ claro, sendo temos uma seqiiéncia 0 — 7 Pr (Pock) = Po_j —
r>n—k

An_p —+0,e7 g p (Py_i) é projetivo, pois é submdédulo de Foi,logo, 7 11 p (Proy) =
r>n—k r>n—k

I P e F(A). 0
r>n~—k
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3.5 Observacgoes e Exemplos

Observagao 3.1. Se A e um dlgebra local F (A) = Proj = P<*®.

Observagao 3.2. Podem existir ordens dos simples, onde em uma delas F(A) = Projy

e na outra ' (A) = P<°, sem que A seja necessariamente com ideais idempotentes pro-

jetivos.

Os seguintes exemplos confirmam a Observagao 3.2:

Exemplo 3.1. (1) Seja A = Z‘I—Q onde ) € o carcaz

(2)

10—4¥-»@ﬂ

e [ € o ideal gerado pelas relagoes fa =0 e f* =0, na ordem 1,2 esta dlgebra ndo
€ estandar estratificada pois Py ¢ F (A), no entanto na ordem 2,1, F (A) = Proj,
asstm A ndo € 1ip, mas se analizarmos os mddulos de dimensdo projetiva finita sdo
os projetivos, pois um mdodulo sobre esta dlgebra tem dimensdo projetiva finita se
tem dimensao par como K espago e os inicos indecomponiveis com dimensdo par

sao os projetivos. Logo F'(A) = Proj = P<*.

Ainda no caso que existam ordens distintas tais que F'(A) = Proj e F (A) = P<>,

A ndo € necessariamente 1p, como mostra o exemplo a seguir:

n Qp_, n-—1 2 o 1 ..
" , el € o ideal
e — o e @ —5 @
gerado pelas relagdes a;yqai, para i = 1,...,n — 2, neste caso na ordem 1,2,...,n,
F(A) = Proj e na ordemn,n —1,...,2,1, F(A) = P<® mas esta dlgebra nio é
) J 3 ) P ) g

estandarmente estratificada em todas as ordens pois € de dimensdo global finita e

Seja A = B2 onde € 0 carcaz
J 1

se for estandarmente estratificada seria hereditdria pelo Coroldrio, também podemos

ver diretamente que ndo € estandarmente estratificada na ordem n,1,2,....n — 1.



Capitulo 4

Estudo de alguns casos particulares

Neste capitulo estudaremos alguns casos particulares de algebras, comecamos com as
dlgebras com s6 dois simples nao isomorfos e olharemos quando estas sio estandarmente
estratificadas. Em seguida estudaremos as algebras triangulares. Posteriormente vere-
mos que para as algebras de radical quadrado zero sempre que nio possuam circuitos
verdadeiros se alcangam os extremos para a estratificacio, isto é existem ordens tal que
F(A) = Proj e F(A) = P<®. Finalmente veremos uma relacio entre inclinacdo e estra-
tificacao que n0s permite ver o conjunto parcialmente ordenado (poset) das estratificacoes

como um subposet do poset dos médulos inclinantes.

4.1 O caso de dois simples nao isomorfos

Como um primeiro caso estudaremos o caso em que A é uma algebra com sé dois sim-
ples nao isomorfos, isto é 0 mesmo que dizer que um sistema completo de idempotentes
ortogonais e primitivos tem sé dois idempotentes e, e5. De modo que nesta secao todas
as dlgebras sdao do tipo A = KQ/I onde @ é um carcaz finito com dois vértices e I é um

ideal admissivel.

Com a ordenagdo acima, temos:

Al = "P;?PI) e A‘Z = Pg.

Proposigao 4.1. Se Q tem s6 dois vértices associados a idempotentes eq, ey entdo A ¢

estandarmente estratificada com esta ordem < 7p,(P,) ~ P}?.
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Demonstracao. < Para ver que A é estandarmente estratificada, temos que ver que
Pr € F(A), como Ay € F(A)ep,(P) ~ Py € F(A) pois Ay = P, entio P, € F(A)
pois sempre vale que I (A) é fechada para extensdes e temos a seguinte sequéncia exata:
0— mp,(P1) — P, — Ay — 0.

=

Como Py, Ay € F (A) concluimos que 7p,(P;) € F(A), pois por ser A estandarmente

estratificada, sabemos que F (A) é resolvente.
Existe um epimorfismo P — 7p,(P;), logo Topre, (P,) = Sp.
Sabemos que existe um epimorfismo 7p,(P;) — Ay ou A,.

Mas Ay nao pode ser pois T'opA, = Sy,entio 75, (P) — Py — 0 cinde = 7P, (Py) ~~
P2n2 .

O

Seja P = Aey e Py = Ae, entao Tr(Aey, A) = Tr(Aey, P, U P) D Tr(Aey, P U
Tr (Aes, P2) , claramente Tr (Ae,, P) é projetivo.

Lembremos que 74, (M) = Ae;M, de onde concluimos que 7p,(P;) é o ideal gerado

pelos caminhos de 1 a 2.

Proposicao 4.2. As seguintes condi¢ées sdo equivalentes

(1) A € estandarmente estratificada na ordem ey, ey,
(2) mp,(P) =Tr (P, P) >~ Pj.

(3) Tr(Py, A) ~ P

(4) Tr (P, A) € projetivo.

(5) Aey A € projetivo.

Demonstragao. Claramente 1 < 2 (Proposigio).

3 = 4 Nada a fazer
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4 =3
Como T'r (P,, A) é projetivo e existe um epimorfismo P! — T'r (P, A) para algum t, este
epimorfismo cinde e usando Krull-Schmidt e o fato de que P? é indecomponivel segue a

afirmacao.
2« 3 Esta equivaléncia é uma conseqiiéncia da observacio anterior.

5 < 4 Claro pois Tr (Aey, A) = Ae,A. O

Ja sabemos que A é estandarmente estratificada com as duas ordens se e sé se A é 1ip

( de ideais idempotentes projetivos) com dois vértices.

Aqui temos duas possibilidades para uma algebra com dois simples nao isomorfos:

(1) Nao existem circuitos verdadeiros.

(2) Existem circuitos verdadeiros.

No primeiro caso, como nao existem circuitos verdadeiros entio existe uma ordem tal
que F(A) = Proj. Como nao existem circuitos verdadeiros, denotemos por 1 o vértice

que € a origem das flechas nao lagos e por 2 seu final.
Agora se 7p,(Py) é projetivo entdo a algebra é iip.

Logo o problema se reduz a ver quando 7p,(P,) é projetivo e para 1sso temos que ter
que tem que em Py toda classe de caminho que chegue ao vértice 2, se complete a P,
isto € Ay = Py, isto para garantir que 7p,(P;) é projetivo, logo nao pode haver relacoes

comegando em 1 tal que 2 seja um vertice do meio do camniho.
Vejamos um exemplo de cada um dos casos anteriores:

. ) 12

Exemplo 4.1. o (a) Seja a dlgebra dada pelo carcaz o = e.

Na ordem 1,2 temos que A; = S;, logo F(A) = modA.
Na ordem 2,1 temos que N; = P, logo F(A) = Proj.
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o (b) Seja A= %Q onde Q) € o carcaz

)

e [ € dado por fa=0 ¢ e I € dado por B? = 0.

Na ordem 1,2 temos que Ay = S, e Ay = Py, logo ndo ¢ estandarmente estratifi-
cada.

Na ordem 2,1 temos que A; = P;, logo F(A) = Proj.

Se o carcaz tem circuitos verdadeiros ndo existe uma ordem tal que F(A) = Proy,
logo a algebra nao pode ser iip. Neste caso existe no maximo uma ordem que torna a
algebra estandarmente estratificada. Isto ocorre se e sé se um dos médulos mr,(P1) ou

7p,(P2) € projetivo.

Estudemos o médulo 7p (Q)), onde P = Ae e Q = Af.

Temos que :

tp(Q) . AeAf
radrp(Q) ~ rAeAf

onde r = radA.

AeAf __ (Aotr)(eAf)
rdeAf — rdedf °

Onde Ap € o conjunto dos vértices e A; é o conjunto das flechas.

Agora se ¢ € (Ao+7)(eAf) entdao x = (ag+m)(eAf) = ao(eAf) + m(eAf) € AgeAf +

reAf, assim

(Ao+r)(eAf) _ AgeAf+redf AgeAf
rAeAf - rAeAf T AgedfnrAeAf
_ eAf _ erf

T eAfnreAf T erfrrerf

Agora r = % I r? como espago vetorial e = € 0 espaco vetorial gerado pelas classes

das flechas mdédulo r2.

Denotemos €A, f o conjunto das flechas de f a e, assim
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erf — eAy fller?f = eA fH

er fMrerf erfNrer f

er jﬂ1 e7f

Agora erf Nrerf = ererf

A inclusdo ererf D erf Nrerf | é clara, pois ererf C rerf e ererf C erf.

Para ver a inclusdo erf Nrerf C ererf, seja z € er f N rerf entao veerf
Tz E€rerf
Sex € erfentao v = ez, se z € 7’erf entao =z = ex € ererf.
Logo eA, f 11 er;:‘i{?rf =eA fI0= 87€7f, ou seja r—;f;—(f(—gg) =eA [ D —:—r'e%
Assim 5 (Q) = A(eArf) + AZL
Em nosso caso 7p, (P;) = A(eA,f) + ;:e”,, tomando por e, f os idempotentes corres-

pondentes a P, P, respectivamente, vejamos que significa isto para as relacoes no carcaz.

TR, (P1) é projetivo se sé se AeA,f é projetivo , ou seja PAeaf ~ P,, isto é se
AMeaf) =0 entio a = 0.

Se 7p, (P1) ndo é projetivo, entdo existern A, ..., 8; caminhos néo nulos em Ae, isto é

comecando em e, tais que f1a; + -+ + Sy = 0, para «y, ..., a; flechas em A f.

Vejamos alguns exemplos de dlgebras com dois simples nao isomorfos e um circuito

verdadeiro que sdo estandarmente estratificada em uma ordem.

@
Exemplo 4.2. o Seja A =22 onde Q € 0 carcaz 1o S o2 1 ¢ dado por a=0
I p »

B

esta algebra € estandarmente estratificada na ordem 1, 2.
[a g

o Seja A = ATQ onde Q € o carcaz 1o & o2 €1 ¢ dado por fa = 0,8y = 0, esta

v,
—

dlgebra ¢ estandarmente estratificada na ordem 1,2.

Resumindo para uma dlgebra com dois simples nio isomorfos temos:

® Se o carcaz de A nao tem circuitos verdadeiros e nio tem relagbes comecando em
I tal que 2 seja um vertice do meio do camniho, sendo 1 a origem das flechas nio

lacos e 2 seu término, a dlgebra é iip. Veja Exemplo 4.1 (a).

e Se o carcaz de A nao tem circuitos verdadeiros e tem relagdes comecando em 1

tal que 2 seja um vertice do meio do camniho, sendo 1 a origem das flechas nio
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lacos e 2 seu término, a algebra sé é estandarmente estratificada na ordem 2,1 e

F(A) = Proj. Veja Exemplo 4.1 (b).

® Se o carcaz de A tem circuitos verdadeiros, a algebra pode ser estandarmente estra-
tificada numa ordem sé ou nao é estandarmente estratificada em nenhuma ordem,
dependendo de se um dos 7p,(P;) ou 7p (P,) é projetivo, ou se nenhum deles é

projetivo. Veja Exemplo 4.2

4.2 O caso das algebras na forma triangular
Estudamos agora as algebras na forma triangular:

Diremos que uma algebra é “critica” se é estandarmente estratificada numa sé ordem.

M
darmente estratificada e M € Fy (A), [15].

U 0
Seja R = ( v sabemos que se R é estandarmente estratificada < V é estan-

Diremos que uma ordem do simples é “boa” se R é estandarmente estratificada nessa

ordem

Como conseqiiéncia temos a seguinte

Proposigao 4.3. Seja U local ¢ V' com wma ordem boa S, ..., Sy entdo S1,..., S Sy € boa
P )

para R = < ][é[ 10/ & M e Fy (A).

Coroldrio 4.1. Seja U local, se M € Fy (A). Entdo Sy, Sy, ..., S, € boa se e 56 se R nio

€ critica.
Demonstragao. A necessidade segue do fato de que Si,...,.5;, Sy e Sy, 51, ..., S, sdo duas
ordens boas distintas.

Para ver a ontra implicagao, como M € Fy (A) entdo Sy, ..., S, Sy é boa.

Agora Py = Sy, pois ey é fonte.
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’ . P
/ = U —
Além disso Ay i P Su
R P; o~ o : /
Cada A; = Trr P P claro 7p, P; = 0 pois ey é fonte.

Logo P, ..., Py sdo filtrados em Ay, Ap, ..., Ay, 86 falta ver que Py é filtrado em Ay, Ay, Ay,
mas temos uma sequeéncia 0 — M — Py — Sy — 0 e como M € Fy (A) , entio te-

mos que Py é filtrado em Ay, Ay, ..., Ay, logo a ordem Sy, Sy, ..., S, e outra ordem boa. [

4.3 Caso de radical quadrado zero

Seja A = &2 onde Q é um carcaz finito, conexo e J é o ideal erado pelas flechas, isto é
) 72 5 > g )

o mesmo que dizer que A é a algebra com radical quadrado zero, cujo carcaz é Q.

Exemplo 4.3. Seja A = %{Q, onde Q) € o carcaz ¢ Se— s J € o ideal gerado pelas

flechas, podemos mostrar que nao € estandarmente estratificada em nenhuma ordem.

Provaremos agora alguns lemas:
. K . . . .
Lema 4.1. Seja A = %ZQ«, se existe um circuito contendo x, entdo pdS, = co.

Demonstragao. 4 = %3@_ € uma algebra de Koszul e cada simples Sy tem a seguinte
resolugao projetiva minimal ... — P, — P, — Sy — 0 onde

P, = A® <caminhos de comprimento n terminando em v, em K Q >.[5]
Ao

Logo se pdSy < oo, existe ¢ tal que para n > t, P, = 0.
Logo existe ¢ tal que nao existem caminhos de comprimento > ¢ terminando em vg.

Logo v nédo estd num circuito. O

Lema 4.2. Seja A = 52 ¢ suponhamos que Q tem um circuito verdadeiro. Seja Sy, ..., S
) Ni P q ) sy Om

uma ordem dos simples, entdo existe um vértice a, tal que pdA (a;) = co.

Demonstracao. Seja Si,..., S, a ordem dada e sejam ay, ..., @, 08 vértices de um circuito
verdadeiro.

Sem perda de generalidade podemos assumir a; < a; e que existe uma flecha a; —s as.
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Temos uma seqiiéncia 0 — II S, —» Py — Aqy — 0 e pdA,, < co & pdS, <
ay—ra

ay<a
o0, Va; < ¢ com a; — a.

Em particular se pdA,, < co = pdS,, < oo, e resultado segue-se do lema prévio. [J

Podemos entdo provar o seguinte resultado:

Proposicao 4.4. Seja A = 22 temos que as sequintes condicées sio equivalentes:
posig ) 72 q g ¢ q

(1) Eziste uma ordem onde F (A) = Proj.
(2) @ ndo tem circuitos verdadeiros.

(3) A € estandarmente estratificada em alguma ordem.

Demonstracao. 1 < 2

Ja esta provado na Proposicao 2.2

1 = 3 Esta implicacao é clara.

2=1
Esta implicacao é conseqiiéncia do Lema 4.2, pois se A é estandarmente estratificada
entdo [ (A) C P<*, logo pdA; < oo, V. O

A seguinte pergunta é bastante natural

Pergunta: Existe alguma ordem dos vértices tal que F' (A) = P<%?

Se existe alguma ordem dos vértices tal que F'(A) = P<*, claro que é estandarmente

estratificada nesta ordem, pela proposicio anterior,  nao tem circuitos verdadeiros.

Como () ndo tem circuitos verdadeiros entdo A tem dimensao global infinita se e s se
nao tem lagos.
Casol:

Se o carcaz de A nao tem lagos, entdao gl dim A < oo, e por o Coroldrio 2.6 do artigo

“Modules of finite projective dimension for standardly stratified algebras”de Platzeck e
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Reiten,[17) temos que na ordem tal que Hom (P;, P;) = 0,7 < j temos que F(A) =
P<® = modA. Isto pode mostrar-se também diretamente, tomando a ordem contaria

a que da F'(A) = Proj, como nao tem lagos nesta ordem resulta ser A; = S; e assim

F(A) =modA = P<®

Caso 2: Se () tem lacos e nenhum projetivo é simples, na ordem dos simples tal
que F'(A) = Proj temos em cada A; um caminho nao nulo comecando em i e tal que
composto com todo caminho néo trivial é zero, isto porque rad*A = 0, entdo pelo Teorema
2.5 do artigo “Modules of finite projective dimension for standardly stratified algebras”de
Platzeck e Reiten [17], temos que F(A) = Proj = P<*. Um caso particular deste é

quando tem lago em todo vértice.

Corolério 4.2. Se A € uma dlgebra de radical quadrado zero sem circuitos verdadeiros e
tal que ndo tem nenhum projetivo simples (em termos do carcaz, que em todo poc¢o tenha

lago) os 1inicos mddulos de dimensdo projetiva finita sdo os projetivos.

Falta analisarmos o caso em que @ tem lacos e além disso A tem um médulo projetivo

simples.

Caso 3: Vejamos agora que o caso em que ha lacos e um projetivo simples também
existe uma ordem tal que F'(A) = P<* Dizer que A tem um projetivo simples é o mesmo
que dizer que seu carcaz tem um poco.

Provaremos que existe uma ordem tal que F(A) = P<* por inducio no nimero de

vértices.

Primeiro quando @ tem dois vértices, A éiip e portanto tem uma ordem tal que F'(A) =

P<*. Seja agora A = I\TQ € v um poco.

. - ’ " / ’ . . »
Consideremos A’ = -4 isto é A’ = &2 onde Q' é o carcaz obtido de O su rimindo o
<v>? I

vértice v e I’ o ideal obtido de I suprimindo as relacdes que chegam ao vértice v.

Claramente a todo M € modA podemos associar um médulo sobre A’ este é <U]V>IM

Provaremos agora que

M
d < pdy———
pds M < co pA<U>M,<oo

Primeiro provaremos a implicacdo = Esta é conseqliéncia da seguinte sequéncia exata

0= oM - M — —Z—AL — 0. Claramente vM ~ §,%™M que é projetivo por ser v

v>M
poco. Agora como <UA§M ~ <—’3>—®A,M e temos que E:ctzA/(%@AM, ) = Eat'4(M, ).
Temos entao que pdyM < oo = pdAIZl—j}ng’j < co. Vejamos agora que se M € modA’,

temos que pdyM < oo = pdsyM < co. Para provar isto facamos indugao na pda M.
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Se pdyM = 0, M é projetivo. Se M é projetivo indecomponivel, M = A’e,. sendo
w um vértice de (). Temos duas possibilidades w vizinho de v ou nio. Se w nio &
vizinho de v entdo A’e,, = Ae,, logo pdsM = 0. Se w é vizinho de v, temos a sequéncia
0— 9, — Ae, — Ale,, — 0, como S,* é A-projetivo, entdo pdgA’e,, = 1. Suponhamos
agora que pdyM = n < co. Temos a seqiiéncia 0 — Q4 (M) — Py(M) - M — 0.
Como pdyQ4/(M) < n, por hipotesis de inducio pdaQq (M) é finita, também como
Par(M) é A’ projetivo, temos que pda Pa/(M) é finita, logo pd4(M) é finita. Assim temos
provado o lema seguinte:

Lema 4.3. As seguintes condi¢ioes sdo equivalentes:

(1) pds(M) < oo
(Q) pdALMﬁ < 00
(3)) pd_,y% < 00

Assim temos que P<>(A’) C P<°(A)

Temos também que como v ¢ pogo e portanto P, simples, qualquer que seja a ordem

que tomarmos em A, tem-se que A, = P, = S,,.

Assumamos agora que A’ tem uma ordem Sy, ..., S; tal que F(A) = P<( AN,
Tomemos em A a ordem que obtemos ao colocar v ao final, isto é S 1yoes Sty Sy
Pode-se ver que nesta ordem temos A;(A) ~ A;(A") parai=1,..., ¢

Seja agora M um A-mddulo tal que pds(M) < oo e tomemos a sequéncia exata
0—vM— M— 2 0.
Claramente vM = §, %M _ p,dimeM A, HmeM o Fyu(A).

Por outro lado % tem pd finita como A’-mddulo, logo UAA% € Fa mas como A;(A) ~
A(A’) para i =1,...,t entdo % € Fy.
Logo M € F4.

Assim temos provado a seguinte

Proposicao 4.5. Se A = %Q—, existe uma ordem onde F (A) = P<* se¢ ¢ 56 se Q ndo

tem circuitos verdadeiros.
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Ou seja juntando os enunciados da Proposicio 4.4 ¢ da Proposicao 4.5, temos o
seguinte Teorema que expresa que se uma algebra com radical quadrado zero é estandar-
mente estratificada numa ordem, entdo existem ordens tais que F (A) é o mais pequeno

e o mals grande posivel respeitivamente.

Teorema 4.1. Seja A = 52 temos que as sequintes condicées sdo e wivalentes:
) NER q g ¢ q

(1) Euxiste uma ordem onde F (A) = Proj.
(2) Ezxiste uma ordem onde F (A) = P<®
(3) Q ndo tem circuitos verdadeiros.

(4) A € estandarmente estratificada em alguma ordem.

4.4 Relacao entre inclinacao e estratificacao

Seja T um médulo inclinante generalizado, isto é

o a) pdT < 0.
e b) Ext"(T,T) =0, Vi > 0.

e c¢) bxiste uma seqiéncia 0 — A — Ty — Ty — ... — T — 0, com

Na classe do todos os médulos inclinantes para uma dlgebra de Artin a seguinte relacao

de ordem parcial tem sido estudada por Happel e Unger T} < T < T+ C 5 [12].

Para esta relagao existe um 7' é minimal se e somente se P< é contravariantemente
finita.

Seja A uma algebra para uma ordenagao dos simples Sy, ..., S, , temos os médulos

estandar Ay, ..., A, e os médulos filtrados em A, os F'(A).

Y (A) = {Y/E2t}(X,Y) = 0, X € F(A)}
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Se A é estandarmente estratificada, isto é A € F (A), sabemos que vale Ext'(X.Y) =
0,VX € F(A),Y eY(A).

Neste caso temos um médulo inclinante T € addW = F (A)NY (A)
Claro que Y (A) C Ttpois T € F (A)

Num artigo de Auslander -Reiten prova-se que Y (A) = T,

Se temos duas ordenagdes dos simples tais que
Fi(A) CF(A)= Y (A) C Y (A)

(SeY €Yo (A) = Eat'(X,Y) =0,X € F5(A), como Fy (A) C F, (A) = Bzt (X,Y) =
0,Xe L (A)=Y eY(A)).

Temos entao Y3 (A) C Y1 (A) , e como Y; (A) = T entio T C T, ou seja a ordem
entre as diferentes formas que uma dlgebra pode ser estandar estratificada induz uma

ordem inversa entre os mddulos inclinantes correspondentes a ditas estratificacoes.
Sabemos que Proj C I'(A) C modA, além disso F (A) C P<*,

Se F'(A) = P<%, ou seja F'(A) é maximo entio P<® é contravariantemente finita,
pois F'(A) é, logo T' é minimo.

Se I'(A) = Proj, ou seja F'(A) é minimo entdo Y (A) = {V/Eat!(X, Y)=10,X €
F(A)} = modA, logo F(A)NY (A) = Proj, portanto T' = P, @ ... & P, = A, logo

T+ = At = modA e concluimos que T é maximo.

Logo temos que o poset dado pelas diferentes formas que uma algebra pode ser estandar
estratificada ¢ um subposet do poset dos médulos inclinantes.

Observagao 4.1. Temos vdrios casos em que se alcancam os dois extremos
(1) As Hereditdrias
(2) As Quase Hereditdrias

(3) As IIP

No caso de radical quadrado zero acabamos de ver na secdo prévia que se o carcaz ndo

tem circuitos verdadeiros se alcancam o minimo e o mdzimo.
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E interessante ver quando os inclinantes estdo associados a estratificacio.

Observagao 4.2. No caso das dlgebras hereditdrias dadas pelos carcaz 2e —s o1
e 3o — 2e¢ — el todo inclinante esta associado a uma estratificacdo, mas na algebra

hereditdiria dada pelo carcaz

le

o3

.
‘Zo/

o inclinante dado pelo mddulo T' = Py © P, @ I3 ndo esta associado a nenhuma estra-
tificagao.
Na dlgebra de Kronecker, ou seja a dlgebra hereditiria dada pelo carcaz 1o =3 2 sd temos
duas estratificacées a dada pelos projetivos e a dada pelos injetivos mas temos infinitos
inclinantes.
A dlgebra dada pelo carcaz 1o = o2 com radical quadrado zero ndo € estandarmente es-
tratificada em nenhuma ordem mas tem um iinico inclinante, o trivial dado pela soma dos

projetivos.



Capitulo 5

Categorias Derivadas e Complexos

em F'(A)

Neste Capitulo apresentamos primeiro um resumo de alguns conceitos da teoria de Ca-
tegorias Derivadas, no sentido de fazer mais autocontidos os resultados deste capitulo,
um estudo aprofundado e as demonstragdes dos resultados podem ser encontradas por
exemplo em [10],[9],[11],[21]. Finalmente expomos um resultado sobre os complexos na
subcategoria F/(A).

Comegamos este Capitulo com a definicio de Categoria Triangulada, temos sempre
em mente os exemplos K(A) e D(A) para um categoria abeliana A4, onde K(A) é a
categoria quociente pelo ideal de homotopia da categoria dos complexos em A e D(A) sua
localizacao. Depois das definigdes e propriedades mais conhecidas da teoria de categorias

trianguladas, passaremos a definir e estudar esses exemplos.

5.1 Categorias trianguladas

Seja K uma categoria aditiva, 7' : K — K, um automorfismo, isto é uma auto equi-

valéncia, T"1 o T =T o T-! = id.

Definimos tridngulos em K, como uma tripla de objetos (A, B, C), junto com uma
tripla de morfismos (u,v,w), as seguintes trés notacées para triangulos aparecem na lite-

ratura
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e A B0 TA
o C

7N
- B

e (A, B,C u,v,w)

A

Um morfismo de triangulos de (A, B, C, u, v, w) para (A", B, C", /v, w') é uma tripla

de morfismos (f, g, h) tal que faz o seguinte diagrama comutativo

A S5 B X C X TA
fi O gl O hl O 1Tf
A — B — c’ — TA

w!

Definicao 5.1. Uma categoria K aditiva ¢ uma categoria triangulada se existe um auto-

morfismo T de K e uma familia de triangulos chamados exatos tal que

o TR I:

(1) A familia de triingulos exatos € fechada para isomorfismos.

(2) Todo A — B forma parte de um triangulo exato, da forma A -5 B s
C 25 TA.

(3) A% A—50— TA ¢ tridngulo ezato.

o TR 2: Translacoes:

Se A~ B -5 C %5 TA € exato entio sio exatos os triangulos B —+ C s
~Tu ~T-1 L v
TAZTB eT-1C 25" A4 5 B 25

e TR 3: A existéncia de f,g implica que eziste h que faz o seguinte diagrama comu-
tativo
A - B 4L C 5 TA
fi- 0o gl o 3n]l o ITf
A — B — — TA

U v
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* TR 4 Azioma do Octaedro. Consideremos os tridngulos exatos (X, Y, Z' 1,1,
(Y, 2, X"0,3,7"), (X, Z,Y',v,k, k), entdo existem morfismos f: 7' — V' e
g:Y'" = X' tal que o seguinte diagrama comuta e a terceira linha € um triangulo

exato

-y T oy o x

T g ul 1 vu

rx Ty % oz 4 x4 opy
il ko 1x: | LT
Zh YA X Ty
il LK ]
T — TX

lrx

Observagao 5.1. A partir de agora a palavra triingulo significard triangulo ezato, e o

adjetivo exato poderd o ndo ser usado.
Observagao 5.2. (1) Se A— B 25 C -5 TA ¢ exato entio vu = 0 = wo.

(2) Lema dos Cinco:

Se (f,g,h) € um morfismo de triangulos com f,g isomorfismos entio h também é

isomorfismo.

o o~ . . . u v w
Proposigao 5.1. Sejam K uma categoria triangulada e X — Y -5 7 s TX um
triangulo erato. Entdo as sequintes seqiiéncias sdo exatas

o= Hompg (U,T'X)  —  Homy (U, TY)  —s  Homyg (U,TZ)  —s
. Homy (U,T ) Hom (U, Tv) Hom g (U, T w)
Homg (U, T X) — ...

o = Hompy (T X, U) — Homp (T'Z,U) —  Homg (T'Y,U) —
. Hom p (T w,U) Hom e (T*u,U) Hom g (THu,U)
Homg (T'X,U) — ...

Corolario 5.1. (1) Todo morfismo f : A — B determina um trigngulo exato, no sen-

tido que a menos de isomorfismo de triangulos existe wm nico triangulo

AL BL ol ra
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(2) Todo trigngulo estd determinado por um qualquer dos seus morfismos, no sentido

que se dois triangulos tem o mesmo morfismo na mesma posicdo sio 1somorfos.

/

Proposicio 5.2. Sejam X —% Y -5 Z 5 TX ¢ X 5 ¥ 28 20 4 TX' dois
triangulos e wm morfismo g : Y — Y’ entdo 3f, h tal que (f,9,h) émorfismo de triangulos
& v'gu = 0.

X S vy Y z X oTX
40 gl © Al O |Tf

X' —,>Y’ — A — TX'

u v

Proposicao 5.3. Sejam K wma categoria triangulada ¢ X -5 Y -5 Z -5 TX um

triangulo exato em K, sad equivalentes:

(1) w=20
(2) u € segdo, isto € existe u' 1Y — X tal que w'u = 1x.

(3) v € retragao, isto € existe v': 7 — Y tal que vv' =14,

Proposicao 5.4. Seja K wma categoria triangulada, X —= Y -5 Z 5 TX um
triangulo exato, saé equivalentes:
(1) Se W 2y 7 nao ¢ retragao entdo existe f': W — Y tal que vf = f.

2) Se W L5 Z nao ¢ retragao entdo wf = 0.

Lema 5.1. Seja K uma categoria triangulada X —5 Y —5 0 —s TX ¢ triangulo ezato

se e s6 se u € isomorfismo.

Funtores Cohomolégicos

Definigao 5.2. e Um morfismo de categorias trianguladas f : K' —s K é um Sfun-

tor aditivo que comuta com os funtores de translagées e transforma triangulos em

triangulos.
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o Dizemos que K' ¢ uma subcategoria triangulada de K, se K' ¢ uma subcategoria
plena de K, a inclusiéo € um morfismo de categorias trianguladas e todo triangulo

em K com vértices em K’ ¢é um triangulo em K.

Definigao 5.3. Sejam K wma categoria triangulada, A abeliana, dizemos que

H: K — A € um funtor cohomoldgico covariante se para todo triangulo

A~ B C 5 TA obtém-se uma sequencia ezata longa em A

LSS H(TA) 25 H(T'B) 5 H(TC) 25 H(THA) s . comu* = H (T').

Exemplo 5.1. Se K € uma categoria triangulada Homg (X, ): K — Ab, X € ObjK ¢

um funtor cohomoldgico covariante.

Observagao 5.3. Se H : K — A ¢ um funtor cohomoldgico covariante e definimos
Ky = {A € ObjK/H' (A) = 0,Vi} onde H'(A) = H(T'A) entio temos que Ky €

subcategoria triangulada.

5.2 Complexos e Homotopia.

Nesta segao comecamos com o conceito de complexo, para posteriormente definir a cate-

goria K'(A).

Definigao 5.4. Se A ¢ uma categoria abeliana, Com(A) denota a categoria de complexos
de A a qual se define como seque

Objetos: Sao sequéncias de objetos e morfismos de A. da forma
] q ] ;

. dn ln+l
C*if. — C" — O s 02y tal que ™ o d" = 0

Morfismos: Um morfismo de complezos estd dado por uma sequencia de A-morfismos

d7 dpt!
B* ...— B A prtt B pni2
J, Y = ('\,‘-971)7162 \L ©n J/ ¥Pn+1 i Pn+2

dz dgt!

C- e O S omtt e, omz
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onde os quadrados sao todos comutativos.

Definicao 5.5. Morfismos Homotdpicos: Dois morfismos de complezos ¢ e 1y de B* q
C* sao ditos homotdpicos, e denota-se por @ ~ 1) se existem morfismos diagonais h; tais

que o sequinte diagrama comuta

dn il

..—» B SN Bl £ Brt? — .
bon =% W hapt L ontr —¥ngt o hara L Ongs — nga
dn 4t
— 7 -5 Ccrtl AN Ccnt? — .

Observagao 5.4. (1) p~1 < o —1)p ~ 0.
(2) Os morfismos homotdpicos a zero formam um ideal da categoria Com(A).

(8) A relagdo ~ em Homecomay (B*,C*) € de equivaléncia. Esta relacdo de equivaléncia

€ chamada relagio de equivaléncia de homotopia.

Definicao 5.6. Seja A uma categoria abeliana, define-se a categoria quociente K (A) da
categoria de compleros C (A) = Com (A) como seque;

Os objetos K (A) sdo os mesmos objetos de C (A).

: ‘ Homc(4)(B*,C* , N o
Os morfismos Homy 4 (B*,C~) = MNL——) onde ~ € a relagao de equivaléncia
de homotopia.

Esta categoria K (A) é aditiva.

Definigao 5.7. Funtor de Cohomologia.
Para n € Z temos um funtor de cohomologia. E o funtor
H" : ComA — A, definido da forma sequinte:

H (C%) = Bde 6 objetos.

Imd-cn——l
Como d" o d*™! = 0 entdo Imd™' C Kerd®, logo para um complezo C* temos a
. o 1 g 1 T gim e Kerd?: :
sequinte sequéncia exata 0 — Imdy' 5 K erImdy™ 5 H" (C*) = 7—@197 — 0, onde 1
Cn—

€ a inclusio e m a projecio no conicleo de 1.
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Agora se f: B* — C* € um morfismo de compleros. este induz 0s morfismos sequintes
g ) g

Imdy ™t — Imdy™ e Kerdy, — Kerd® assum temos o sequinte diagrama comutativo
B C B C g g

0= Imdy' 5% Kerlmdy' 5 H™(B*) —0
\J 1

0= Imdz' 5 Kerlmdy' 5 H*(C*) —0

Logo pela propriedade universal do conicleo existe uma aplicagio H™(f) : H™ (B*) —
H" (C*), esta aplicagdo € a imagem de f pelo funtor H™.

Usaremos as notagoes H* (C*) = H™ (C)nez  H () = H™ (0),c

Um complexo C' é chamado exato quando H*(C) = 0.
Observagao 5.5. (1) H™ € um funtor, ou seja, H" (poth)=H"(p)o H(3).
(2) H* (¢ =) = H* (@) — H*(3)). Isto é H™ ¢ um funtor aditivo.

(3) ¢~ = H*(¢) = H*(¢), ou seja H* leva morfismos homotépicos em igualdades

A familia dos H™ : Com(A) — A fatora por K (A), ou seja existe H™ tornando o

seguinte diagrama comutativo

Com(A)T— 4
quoc.l -
Hn
K(A)

Definicao 5.8. Quase-isomorfismo: Um morfismo B* s C* em Com(A) € dito um
quase isomorfismo (qi) se H™ (f) € isomorfismo Vn € Z.

Pode-se ver facilmente o seguinte fato 0* e B* sido qi < B* é exato.

Defini¢ao 5.9. B* BEIN C*, f € homotopismo (ou equivaléncia homotdpica) se
3C* %5 B* tal que go f ~ 1g- e fogm~ lox.
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Observacao 5.6. ® Duas resolugdes projetivas sio homotépicamente equivalentes.

e Se f homotopismo entio f € gs.

Definigao 5.10. Dado um morfismo B* BE C~, define-se o cone como o complezo que
na posigaon € (Cone(f)), = C" & B™ ou seja
d —
Cone(f):....— C" 1@ B” Lom @ B — . onde Soone = ( OC df > )
—ap

Definimos ainda Cone de wm complezo como Cone (C*) = Cone(lcx).

dn dn+l
Se temos um complexo C* : ... — O™ 5 C™H “5 O™42 | denotaremos por

C*[—m] ao complexo que resulta ao transladar m lugares & esquerda, isto é (C*[—m])

Cn-{—m .

Observacao 5.7. Alguns autores denotam por C*[m] o complexo que nds denotamos por
C*[—m].
Observagao 5.8. (1) Cone (C*) ~ 0*.

2) H" (Cone(C*)) = 0.

(3) Cone(C*) “cinde”, isto € existe h, : O™ — C" tal que 8, h, 6, = §,,.

(4) Seja B* L ¢, Eriste h que faz e f e 0 homotdpicas se e s6 se
(f,=h): ConeB* — C* ¢ morfismo.

(5) Se B* SN C=, formamos a seqiiéncia 0 — C* — Conef — B* [—1] = 0 e aplicando
o funtor de cohomologia H temos

Hn+l
)

HY(C*) —> | H"(Conef) — H"(B*[-1])~ H™(B* N H™(C")

H™(id,0 H™(0,~id)
.. « [ x s . . .
Coroldrio 5.2. B* — C* € qi se ¢ 56 se Conef € exato.

Definicao 5.11. Cilindro de wm morfismo B* BN C*, define-se o cilindro

dg 0 —1
Cilf : ... — B'@C g B" -, B*"@C*®B™! — ... onde §¢ppe = 0 de —f
0 0 —dp

Cilindro de um complexo: CilC* = Cillg-.
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Observagao 5.9. (1) Se f,g : B* — C* sio dois morfismos e f ~ g (f,g,h) :
Cil B* — C* € morfismo.

(2) Seja B* BN C*, consideremos a : C* — Cilf, definida por alc) = (0,0,c) e
B : Cilf — C*, definida por B(b,c,b') = f(b) +¢, estas o, B sdo homotopismos, pois
/3& = id(;*,aﬁ ~ idCilf-

Proposigao 5.5. Propriedade Universal Consideremos F : ComA —s D um Sfuntor
que transforme homotopismos em isomorfismos, entio I'F tal que F' fatora através de

K (A).

F

Com(A) =D
1
K(A)

5.3 Triangulos em K (A)

Definiremos agora tridngulos em K(A) e mostraremos que esta é uma categoria triangu-

lada
Seja A* —5 B*, um morfismo em K(A), temos a seqiiéncia exata em K(A)
0— B*—> Cone(u) 2 oA 1] —0

b~ (0,b)
(a,b) ~

Definiremos os tridngulos puros

Cone(u)

PN

ou A* 5 B* % Coneu s A* [—1]
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Um triangulo em K'(A) se diz exato quando existem isomorfismos f, g, h tais que o

seguinte diagrama comuta

A Y o Y o 2 AT -1
Lo gl © Al O 1fl-]

A* — B* — Cone(u) — A* [—1]
U v
ou seja os tridngulos exatos sdo os tridngulos isomorfos aos puros.

Exemplo 5.2. (1) Seja A 5 A, este morfismo se completa para o tridngulo A — A —
Coned — A[-1].

(2) Temos o tridngulo A — A= Cone(ly) =0 — A[-1].
A

(3) Se A5 B -5 C 5 A[—1] € ezato entio sdo exalos
B 2 C % A[-1] i B[-1] e C[1] 4 B -5 C, estes sio os

transladados.

Observagao 5.10. Se temos dois triangulos A — B — Cone(u) 2y A [—1] e

A g Cone(u') oA [~1] e dois morfismos [+ A — A’ e g :— B’ tais que

u'f = gu existe um morfismo h : Cone(u) — Cone(u') tal que o sequinte diagrama comuta

A — B -5 Cone(u) LI Al-1]
f1 gl | L]

A" — B — Cone(u) - A'[-1]

u!

Teorema 5.1. K (A) € categoria triangulada, onde os tridngulos sdo os triangulos iso-

morfos aos puros.

Corolério 5.3. Seja C subcategoria plena de C (A), K’ = € | se C for aditiva, fechada

para translagoes e cones entdo K’ € categoria triangulada.
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Exemplo 5.3. Algumas subcategorias de Com(A) com as propriedades do Corolério
5.3 ¢ as notagoes para as correspondentes subcategorias trianguladas de K(A) sdo as
sequintes:

o Com* (complexos limitados inferiormente)~ K+

o Com™ (complexos limitados superiormente)~ K~

o Com® (complexos limitados)~ K®

Com™* (complexos limitados inferiormente, com homologia limitada)~ K**°

Com™* (complezos limitados superiormente, com homologia limitada)~ K=

Interpretacao de Tridngulos:

Seja 0 - A — B -5 C — 0 seqiiéncia exata em Com (A),

Cone(u) (a,b)

Lo 1
C v (b)
0— B — Cone(u) — A[-1] —0
3 O
0— A-— Ciu = Cone(u) —0
o 48 O de
0— A— B — C — 0

o= H™(A) = H"(Cilu) — H"(Cone(u)) = H™(A)— H™ Y (Cilu)  — ...
o VHM(B) O l¢ o L H™(B)
.= H™A)—> H"(B) - H™(C)— H" Y (A) - H"WY(B)

Pelo Lema dos Cinco temos que ¢ é qi.

Embora A — B — Cone(u) — A [—1], seja triangulo e Cone(u) seja qi a C isto
nao implica que 3C ~5 A[~1] tal que A -5 B 25 C 5 A [—1] seja tridngulo.

:
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Exemplo 5.4. Consideremos K(modZ), aqui tomemos cada mddulo como o complexo

concentrado em zero associado a ele
2
0 — Z; — Zs —  Z, —0

0~~0 0~0

1~s2 1~1 ,
20
2]

2 ™
A tal que Zig — Ty — Tog — Ty [—1]
seja triangulo, pois se assumimos que existe uma tal w, podemos mostrar que isto 1mpli-

caria que a sequéncia exvata 0 — Zg — Zy — Zy — 0 cinde, o que sabemos que ndo €
certo.

Do seguinte diagrama

A— Cil(u) =5 Cone(u) L Al-1]
' O \L/B O \L1C0ne(u) O H

A— B — Cone(u) — A[-1]
m inc proj

temos que A — Cilu — Cone(u) — A[—1] é triangulo exato.

Definicéo:

Uma seqiiéncia exata 0 — X -5 Y -5 Z — 0 em Com (A) chama-se quase
cindida se para todo 7 existe w; : Z; — Y; tal que v; o w; = 1z..
Observagao 5.11. (1) Jw; : Z; — Y; tal que v;ow; = lz, & IN; 1 Y, — X; tal que

)\,‘ O U; = 1,\'{.

(2) A familia (w;),.; ndo tem que ser morfismo de complezos.

Exemplo 5.5. A sequéncia

00— A-— Cil(u) — Cone(u) — 0
T~ (071770) (:L‘,.’IZ’,y)’V‘* ('I:’y)

€ wma seqiéncia exata quase cindida.
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Lema 5.2. Toda seqiiéncia exata quase cindida em Com (A) pode ser completada a um
triangulo exato em K (A). Isto € se 0 — A 5L B4 050 ¢ uma sequéncia erata quase
cindida em Com(A), entio existe h - C — A[—1] tal que A & B % ¢ 25 Al=1] € um
triangulo exato em K(A).

Observagao 5.12. De forma andloga ao Exemplo 5.4 mostramos que se A = modZ o
trigngulo Zy — Z4 — Cone2 —s Zy[—1] ndo pode ser obtido de nenhuma seqiéncia

exata.

5.4 Localizagao e Categoria Derivada

Localizagao de Categorias

Definigao 5.12. Seja S uma cole¢do de morfismos na categoria C, uma localizagdao de C
com respeito a S, € uma categoria ST'C' junto com um funtor q: C — S™C tal que
(1) q(s) € isomorfismo para todo s € S.

(2) Todo funtor F': C'— D tal que F (s) € isomorfismo Vs € S fatora de forma iinica
através de q, isto € existe ST'F tal que ST'Fq = F, ou seja o sequinte diagrama

comuta

c—L->p

q
1411‘—'

S-C

Definicao 5.13. Uma colegio S de morfismos em C € chamada um sistema multiplicativo

em C se satisfaz:

(1) (a) S € fechado para composicdo.

(b) Se X € ObjC entdo 1x € S
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(2) Condigio de existéncia: Se temos dois morfismost: 7 — Y e g: X =Y, com
g € S, existem um objeto W e dois morfismos f W — Z es: W — X, comse S

tal que tf = gs, ou seja o sequinte diagrama comuta

4% I, Z
st~ ~11
; J
X — Y
g
e analogamente a situagdo dual
f
w — Z
s~ ~ it
\L 4
X -+ Y
g

(3) Condi¢ao de Cancelamento: Dados dois morfismos fig + X = Y as sequintes

condi¢des sao equivalentes:

o (i)Eaiste um morfismo t : X' — X, comt € S tal que ft = gt.

e (ii)Existe um morfismo s:Y — Z, com s € S tal que sf = sq.

f
X —X3Y 52
~ T

Seja [t anel comutativo com unidade R a categoria aditiva seguinte
ObjR = e ( um nico objeto).
Homy (e,9) = R.

Seja S um subconjunto de R fechado para a multiplicacio, entao S™'R ¢ a categoria

seguinte
ObjS™ 'R = e

Homg-17 (e,0) = ST'R o anel localizado.

e R s B2
<
B e
Wy
|
-
"y
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STF: SR — D
£ F(2)F(s)™"

e

A construcao do anel S™IR serve de protdtipo para a construgio da localizacio S~1C.

Definicao 5.14. Seja s € S, dizemos que X +— X, L5 Y ¢ uma fragio a esquerda,

denotada por fs™1.

Dizemos que fs™' ~ gt™! se existe uma fragio X «— Xs — Y que faz o diagrama

X1
sy~ T N f
comutativo X Xy — Y
tN~ L Ny
Xy

Observagao 5.13. ~ ¢ uma relagdo de equivaléncia.
Definigao 5.15. Homs (X,Y) € a familia das classes de equivaléncia de fracdes.
Observagao 5.14. Homs (X,Y') ndo tem que ser conjunto.

Definicao 5.16. S € chamado localmente pequeno ( @ esquerda) se para todo X em, 0b;C,
existe um conjunto Sx de morfismos de S, todos com contradominio X tal que para todo
morfismo X; — X em S existe um morfismo em C, X, — X tal que X; — X, — X
esta em Sy.

Observagao 5.15. Se S ¢ localmente pequeno entdo Homsg (X,Y) € conjunto.

Seja X <— X, Ty € Homs (X,Y), se S é localmente pequeno entao 3.X, —» X,

em C tal que X -2 X; 5 X estd em Sy.

(X X L Y> ~ (X &0 x, Lo Y) ,sg € Sx.

~
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.)(1
sy~ tg \f
X & X, — Y
sgN\~ |l AN fg
Xs

Composig¢iao de Fracoes:
Homs (X,Y) x Homs (Y, Z) — Homs (X, Z)
XU Vyv Sz
W
o~ N B
U V (W, sa, b8) .

8~ a ™\ t~ b
X Y A

. - . o 1 Ix v 4 . .
A operagdo de composigao de fragdes é associativa e X ¢ X 2% X & 4 identidade.

Teorema 5.2. (Gabriel-Zisman) Seja S wm sistema multiplicativo localmente pequeno

(SMLP) de uma categoria C.

A categoria ST'C existe e € a localizacio de C com respeito a S, o funtor universal
g:C — S™'Cleva [+ X — Y emXéfLX—%Y(X:X—%Y)

Proposigao 5.6. Se C ¢ uma categoria aditiva entdo S~'C' ¢ uma categoria aditiva.

Esbogo da demonstracédo: Sejam (U, s,a), (V,t,b) € Hom (X,Y)

b

IY
U

(U,s,a)+ (V,1,b) = (S,z,y), onde z = su = tv,y = au + bv. O

P N
w
x
s
< ———

X

t
e

e

W

Py
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Observagao 5.16. Para simplificar a demostracio iremos a assumir que vale a sequinte
propriedade, se s € S e su € S entdo u € S ( se esta propriedade se salisfaz, o sistema

chama-se Hipersaturado).

S~1C é uma categoria aditiva e g é aditivo.

Definicao 5.17. Localizagao de Subcategorias Seja B uma subcategoria plena de C
e seja S um sistema multiplicativo localmente pequeno em C' cuja restricaio SN B em B é
também um sistema multiplicativo, iremos escrever S™ B para (SN B)™' B, B € chamada

subcategoria localizada de C para S, se o funtor natural ST'B —s S~1( € fiel e pleno.

B——c % g-10
S-1B

Proposicao 5.7. Suponhamos que para todo s € Home (X,Y)NS com Y € Obj B existe

f € Home (Z,X) com Z € ObjB tal que a composicio 7 Lix :? Y esta em S, entdo
SES

o funtor Fs : S™'B — S71C ¢ fiel e pleno.

Exemplo 5.6. Assumamos que D (A) existe, ou seja (S™'K (A) ~ D(A)), onde S =
{qi} em K (A) entdo K~ (A), K+ (A),K*(A), K~ (A), K+ (A) sdo subcategorias lo-
caliziveis e suas localizacoes sio D™ (A), D (A), D (A), D* (A), Db (A) e tem-se

DT (A)

com as imersoes plenas de subcategorias.
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Definicao 5.18. Seja K uma categoria triangulada, dizemos que um sistema de morfismos

S provém de um funtor cohomoldgico H : K — A se

S={s€ Mor (K)/H (S) = H(T*(S)) ¢ isomorfismo i}

Exemplo 5.7. Os qi em K*(A),* = — +.,b, porque provém do funtor cohomoldgico
H*: K*(A) — A.

Proposigéo 5.8. Se S provém de um funtor cohomoldgico, entdo tem-se

(1) S € wm sistema multiplicativo.

(2) STHK € categoria triangulada e K 25 S='K ¢ um morfismo de categorias triangu-
ladas.
Esbogo da demonstragdo: Assumimos que S™'K existe
T:5 'K — S7'K o funtor de translacao
ObjS™'K = ObjK
T(Z)=T(Z),NZ € ObjS™'K

T(fs™') = T((i—wf—)) =T(f)T (s =91 seja
X Sz Ly

1T 0
T(x) &2 rzy M o

Definicao 5.19. Triangulos Fratos em S™'K.
omamos a imagem através do funtor de localizacio dos tridngulos em K. Em sequida
consideramos a menor familia de triangulos fechada por isomorfismos que contém a ima-

gem dos tridngulos de K. Isto € se temos wmn tridngulo em K

X 5Y-5%H7-5TX

a este triangulo corresponde
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X Y Z
1 N\ U 1/ N v 1/ N w
X Y Z TX =TX

Corolério 5.4. Propriedade Universal: Seja F': K —3 L um morfismo de categorias
trianguladas tal que F (s) € isomorfismo, Vs € S, consideremos a localizagao

K -13 STVK . entdo 3F' tal ue F'= F"q e F' € morfismo de categorias trianquladas
; q q g g

K—Y—>p

q

STK

Exemplo 5.8. Seja A abeliana, K~ (A), K+ (A), K*(A), K~ (A), KTt (A).
Se existirem D (A), D™ (A), D (A), D* (A) sdo categorias trianguladas.

5.5 A categoria D' (A)

Seja I C A a subcategoria plena dos objetos injetivos, Com™* (I) a subcategoria plena
de Com* (A) dos complexos inferiormente limitados com todas as entradas sendo objetos

injetivos.

Como Com™ (1) é aditiva, fechada para translacdes e cones segue que K+ (I) = Gomd)

~

é categoria triangulada ( subcategoria plena triangulada de K+ (A)).
Além disso SN K* (1) (os qi de K* (1)) é um sistema multiplicativo.

Denotaremos S~ K+ (I) por D* (I).

Kt (1) 2, Dt (I) é morfismo de categorias trianguladas, entio temos assumindo que

Dt (A) existe
Kt (I) —  Kt(A)

gl NI g}
DY (1) —»  D*(A)

3G
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+
Vejamos que K+ (1) L3 D+ (I) é um isomorfismo.

Lema 5.3. Se X € K (A), ezato ¢ Y € K (I) entio Homp(4) (X,Y) = 0.

Lema 5.4. f € Homp+1) (X,Y) qi entao f ¢ isomorfismo em K+ (I).

Esbo¢o da demonstracao: X Ty Conef 25 X [—1]

Como f é qi = Conef exato = ¢ ~ 0 ( pelo lema anterior). O

-+
Corolério 5.5. K+ (1)~ D* (I) é um isomorfismo de categorias trianguladas.
Kt (I) — K*t(A)

iso | bak
DT (I) 4> D*(A)

Proposigao 5.9. O funtor D (I) <, p+ (A) € fiel e pleno.

Teorema 5.3. Se A tem suficientes injetivos entio K+ (I) ~ D (I) & pt (A) €

isomorfismo de categorias trianguladas.

Observacao 5.17. (1) Valem os resultados duais.
K~ (P) ¢ subcategoria localizivel de K~ (A).
K= (P)~ D~ (P).
Se A tem suficientes projetivos entdo K~ (P)~ D~ (P) ~ D~ (A).

(2) Se A tem suficientes injetivos ( projetivos) entdo D (A) (D~ (A)) existem ( embora
D (A) possa ndo existir).

(3) Se gldim A < oo = K*(I)~ K" (P) ~ D" (A).

Observagao 5.18. Sobre a categoria D (A)
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(1) Interpretagao de Triangulos:

Vimos que se 0 — X — Y %5 Z — 0 ¢ uma seqiiéncia exata em Com (A)
quase cindida entdo 3w tal que X —Y -5 7 — X [—1] € tridngulo ezato. Este

resultado nao vale para qualquer seqiéncia exzata em Com (A), Exemplo 5.4.

(2) Afirmacdo: Toda seqiiéncia exata 0 — X — Y —*5 Z —3 0 em Com (A) pode
ser completada a wm triangulo exato em D¥ (A). Isto pode fazer-se pois se temos
uma seqiéncia ezata 0 — X 5 Y 5 Z — 0, sabemos que Cone(u) € quase isomorfo

@ Z, assim podemos formar o tridngulo seguinte em D (A)

X Y Cone(u)

1/ N\ U 1/ N v 1 N W
X Y Z X[-1]

(3) Conseqiiéncia: Todo tridngulo exato em D* (A) “provém” ( a menos de isomor-

fismo) de uma seqiiéncia exzata em Com (A).

A inclusao A — D~ (A).

Definigao 5.20. Um 0-complezo ¢ um complezo X tal que X; = 0,Vi+# 0, X0 € Obj A.

.= 0= Xg—0— ...

Definigao 5.21. Um H°-complezo € um complezo X tal que H' (X)=0,Vi#0.

Todo 0-complexo é um H°-complexo.

Temos o funtor Q : A — D~ (A), dado pela composicao dos seguintes funtores

A S Com™(4) T K-(4) 55 D(A)

X X0 X0
I

Vo~ f ~ f X°

Y Yo Lf

YO



5.5 A categoria DT (A) 89

Aqui 7 € a inclusdo, 7 é o funtor quociente e g* é o funtor de localizacio.

Homa (X,Y) >~ Hompg ) (miX,miY') logo 71 é fiel e pleno.

Q:q*Oﬂ'Oi,

Proposigao 5.10. O funtor Q : A — D* (A) € uma equivaléncia entre A e a subcate-
goria plena dos H°-compleros em D* (A).

Esbogo da demonstragao: Homg.(4) (X~,Y™) é’— Hompe«ay (X*,Y™)
b

@ fT e qa(f), X e X Ly
A

b f sy N mi(BTHE (97
X Y

Se demonstra que a,b sdo inversas e portanto @ é fiel e pleno. )
Definigao 5.22. Fat) (X,Y) = Hompoay (X [0],Y [=i]) = Hompe4) (X, Y [—1])

Observagao 5.19. Hompe 4 (X [—k],Y [—1 — k]) ~ Eat, (X,Y).

Isto permite definir

Eati (X,Y) x  Ext! (Y, Z) —  EBxt'}7(X,7)
f g
Hompsa) (X [0],Y [—1]) Hompeay (Y [0], Z [—7])

Homps 4 (Y [=4], Z [—i — j])

Um elemento de Ext’y (X,Y) é uma seqiiéncia exata

0 =Y = K7 — .- K° — X — 0, esta pode ser completada e vista como um
complexo aciclico

Kin=20=20=2Y K" 5 5K X500
Consideremos K ( o complexo truncado)

K:.=0=20-2Y K 5 53K 35050—..
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Claramente K é qi a X [0]

Isto permite construir s/ N f , este ¢ um morfismo Y (K) €
X [0] Y [—1]
HOTIZDb(A) (X [O] s Y [—l])

Teorema 5.4. (1) (a) Ext, (X,Y) =0 sei <0.
(b) Ext% (X,Y)= Homa(X,Y).

(c) Qualquer elemento de Ext'y (X,Y),i > 0 ¢ da forma Y (K) para algum com-
plezo aciclico K e se Y (K) € Ext'y (X,Y),Z (L) € Ezt’, (Y, Z) temos Z (M) =
Z(LoK)=Z(L)oY(K) € Eat (X,Y).

Observagao 5.20. Se A = modR, podemos considerar A — DB(A), e pode-se provar
que neste caso as duas defini¢ées de Ext'(X,Y), para X,Y € A coincidem. Isso se prova

usando o fato que X € quase isomorfo a sua resolu¢io projetiva.

5.6 Complexos em F(A)

Teorema 5.5. Se C € uma subcategoria plena de wmna categoria abeliana A, tal que C

€ fechada para isomorfismos e somas diretas e contém os projetivos entio S™T'K~(C) ~

D~(A).

Demonstragao. Claramente K~ (C) é uma subcategoria triangulada de K~ (A), pois
K~(C) é fechada para a formacio de Cones, somas diretas e translacdes, além disso
SN K(C) é um sistema multiplicativo, por ser K~ (C) fechada para a formacio de Co-
nes.

Assim temos

K-(C) — K-(A)

qc 4 b qa
STIK=(C) — D= (A)
G

A existéncia de (7 esta garantida pela propriedade do funtor g¢ de localizacio.
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Agora como P C C = K~(P) C K~(C).

Vejamos que G é uma equivaléncia.

G é denso, pois claro que para todo X € ObjD™(A), existe Z € ObjK~(P) e portanto
em Obj K~ (C) tal que X — Z é quase isomorfismo, ja que

K~(P)~ S K~ (P)~ D~ (A).

G ¢ fiel e pleno, para isto temos que ver se dado f : X — Y quase isomorfismo com
X em ObjK=(C) eY em ObjK™(A), existe g : Y — Z com Y em ObjK~(A) e Z em
Obj K~ (C),tal que g o f seja quase isomorfismo.

Claro que para Y € ObjK~(A) existe Z € ObjK~(P) e portanto em ObjK~(C) tal que
Y — Z é quase isomorfismo, pois

K=(P) =~ S™'K~(P) ~ D™ (A). Logo como S é sistema multiplicativo, temos o que
queriamos.

Assim ST'K~(C) ~ D~ (A). O

De forma andaloga temos os seguintes teoremas

Teorema 5.6. Se C ¢ uma subcategoria plena de uma categoria abeliana A | tal que C ¢

fechada para somas diretas e contém os injetivos STPKT(C) ~ Dt (A).

Teorema 5.7. Seja A um dalgebra de Artin de dimensdo global finita.
Se C' € uma subcategoria plena de modA fechada para somas diretas que contém os proje-
tivos ou os injetivos entdo ST'K®(C) =~ Db(A).

Também temos os seguintes corolarios

Corolério 5.6. Se A ¢ um dlgebra estandarmente estratificada S K~ (F(A)) ~ D~ (A)
e se A € um dlgebra coestandarmente estratificada ST'KT(F(V)) ~ D(A).

Demonstragao. Se A ¢ estandarmente estratificada, claro que F(A) é fechada para so-
mas diretas e contém os projetivos, logo a afirmacéo é uma conseqiiéncia do Teorema 5.5,
analogamente no caso da coestandarmente estratificada a afirmagéo é uma conseqiiéncia

do Teorema 5.6 0

Corolario 5.7. Se A ¢ quase hereditdria entdo
STIKP(F(A)) ~ STUKY(F(V)) ~ Db(A).
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Demonstragao. Se A é quase hereditaria, é claro que a dimensio global de A ¢ finita
e que F'(A) é fechada para somas diretas e contém os projetivos e F(V) é fechada para

somas diretas e contém os injetivos, entdo a afirmacio segue do Teorema 5.7. O

Observagao 5.21. Em geral nio podemos assegurar que K*(C) n STLK*(C) por exem-
plo, seja A hereditaria , em tal caso pode-se escolher uma ordenagdo dos projetivos tal que
Hom(P;, P;) = 0 parai > j, assim F(A) = modA e claro que K~(A) ndo é equivalente
a D™(A), basta tomar X ndo projetivo, entdo X° (o concentrado) € quase isomorfo a

Pr — Py sua resolugdo projetiva, mas ndao sio isomorfos em K=(A).
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