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Resumo

Em [22], D. Hoffman e R. Osserman provaram, entre outros resultados, que
uma superficie minima em R* com aplicacio de Gauss contida em um hiperplano de
CP?3, isto é 1-degenerada, é completamente descrita por uma férmula tipo Weierstrass.
Este trabalho foi continuado pelos mesmos autores em [23] e [24], onde foram classi-
ficadas todas as superficies em R* com aplicacio de Gauss 1-degenerada. No nosso
trabalho, fazemos um estudo paralelo ao de Hoffman e Osserman, para superficies
tipo espaco com aplicagao de Gauss 1-degenerada no espaco de Lorentz-Minkowski
L* de dimensao 4. Obtivemos resultados similares, porém com maior nimero de ca-
sos, o que se deve essencialmente a geometria de .. Também damos uma férmula de
representagao tipo Kenmotsu (este tipo de férmula foi obtido pela primeira vez por
K. Kenmotsu em [25] e [26], para superficies em R® e R*) para superficies tipo espaco

em L* com vetor curvatura média nao nulo nem de tipo luz.

Abstract

In [22], D. Hoffman and R. Osserman proved that a minimal surface in R*
with Gauss map contained in a hiperplane of CP? - that is to say, the Gauss map is
1-degenerate - can be completely described by a Weierstrass type formula. This work
was continued by the same authors in [23] and [24], where all surfaces in R* with
1-degenerate Gauss map were classified. In our work, we make an analogous study
to that of Hoffman and Osserman, this time for spacelike surfaces with 1-degenerate
Gauss map in the four dimensional Lorentz-Minkowski space I.*. We obtain similar
results but, due to the geometry of LY, these results always appear with more cases
to consider. We also present a Kenmotsu type representation formula (this kind of
formula was firstly obtained by Kenmotsu in [25] and [26] for surfaces in R? and R?)

for spacelike surfaces in IL*, with nonzero and not lightlike mean curvature vector.
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INTRODUCAO

O espago de Lorentz-Minkowski L™ é o espaco Euclidiano R™ munido com uma
forma bilinear simétrica nao degenerada de indice 1. Uma superficie tipo espaco em
L™ é a imagem de uma superficie abstrata M? conexa e orientada, através de uma
imersao com meétrica induzida Riemanniana. A classe de superficies tipo espaco com
vetor curvatura média zero é de particular interesse, haja vista a estreita relacdo com
a teoria de funcoes analiticas e a propriedade de maximizar ou minimizar localmente
area, dentre uma familia de superficies tipo espago de classe C?, que tem como bordo
uma curva fechada regular. Observamos que para hipersuperficies tipo espaco em L™,
temos sempre a propriedade de maximizar localmente a area no sentido acima.

A aplicagao de Gauss classica para superficies em R3, foi introduzida por Gauss no
seu trabalho fundamental sobre superficies em R® e usada para definir a quantidade
hoje conhecida como curvatura de Gauss. Para superficies de codimensao alta no
espaco Fuclidiano, temos uma generalizacdo natural da aplicacao de Gauss, onde o
espaco imagem ¢ um Grassmanniano adequado. D. A. Hoffman e R. Osserman em [22]
fizeram um estudo detalhado das propriedades da aplicagdo de Gauss generalizada de
uma superficie S imersa em R™ Como é bem conhecido, o Grassmanniano de 2-
subespacos orientados de R™ pode ser identificado com a hiperquadrica complexa
Q" de CP™'. Assim, tanto a geometria intrinseca de Q"2 quanto a estrutura de
subvariedade de CP*~! sdo importantes no estudo de superficies em R”.

O. Kobayashi e L. V. McNertney em ([29], [32]) deram uma férmula tipo Wei-
erstrass para superficies maximas no espaco de Lorentz-Minkowski de dimensao 3, a

saber
of

2 (1 _gz))fg dw + /\/(ZO),

X(z) = 9%/2 5(1 +g%),

onde g é uma funcao meromorfa, f uma funcao analitica e |f(z)] # 1 em uma
superficie de Riemann M?, e além disso, sempre que g tem um pdlo de ordem
m, [ tem no mesmo ponto um zero de ordem 2m. Neste caso, a aplicacao de

Gauss € por definigao uma aplicacao que associa a cada ponto p € M?, o vetor



unitdrio N normal a T'x(,)S. Portanto, N(z) pertence a HZ(—1) := {(a',2%23) €
L2 : (2Y)? + (2?)? — (2®)> = —1}, onde z é uma coordenada conforme de M?2.
Para superficies tipo espaco M? orientadas e de codimensio maior em um espaco
de Lorentz—Minkowski de dimensao n, é natural também pensar em aplicacao de

Gauss generalizada, e este conceito foi introduzido por F. J. M. Estudillo e A. Ro-
+

mero em [16] do seguinte modo. Seja (75, o subconjunto aberto do Grasmanniano

usual, consistindo de todos os 2-subespacos orientados tipo espaco em L. Podemos

identificar G}, com a hiperquidrica complexa indefinida Q7% := {[z] € CP}™" :
() + -+ (71— (27)? = 0}, onde TP} i= {z € C* \ {0} : < 2,2 3> 0}/C"
e € z,w >= zw! + ... — z"w" é a forma hermitiana indefinida sobre C" ([71,[34]).

Portanto, se associarmos a cada ponto p € M o ponto T, M de G’{n, temos a aplicacao
G : M — Q7? que é chamada aplicagio de Gauss generalizada para superficies de

tipo espaco em IL™.

Motivado por esses resultados e técnicas, comecamos estudar com detalhes a
quadrica Q7~?, embora resultados relativos a Q? ja tivessem sido obtidos por Plinio
A. Q. Simées e Antonio P. F. Filho [17]. Mostramos que se .S = X(M?) é uma
superficie tipo espaco em LL* com aplicagdo de Gauss generalizada dada localmente
por ®(z) = (¢', 9% ©°,¢*), em termos do parametro conforme z, isto é, X, = u®,
entao & = (l + ab,i(1 —ab),a—b,a+ b), onde a e b sdao funcées de M? em C tais
que ab # 1. Também damos uma representacio para a quadrica geral Q72 e como
aplicacao provamos um teorema de representacao tipo Weierstrass para superficies
maximas em L", semelhante ao Teorema 3.1 [22] para superficies minimas em R™.
Ainda com respeito a Q% no Capitulo 1, estudamos a sua interseccao com hiperplanos

tangentes e nao tangentes.

Segundo D. A. Hoffman e R. Osserman, a questao de degenerescéncia de superficies
em R™ é a parte principal do artigo [22]. Um tipo de degenerescéncia acontece quando
a imagem de M? pela aplicacao de Gauss esta contida em um subespaco projetivo de
codimensao k de CP™™, veja ([10],[22]). Usando o fato que ([22], Proposicao. 2.5) sob

acao do grupo SO(n,R), o conjunto de hiperplanos em CP"~! pode ser parametrizado



por t € [0, 1](isto é, se H é o hiperplano dado por p;z! +:-- 4 p,2" = 0, entao existe
M € SO(n) tal que, se 2 = Mz, H terd equagao itz' — 2 = 0, com t € [0,1]).
Em [22] é feita uma andlise completa de superficies minimas em R* com aplicacao
de Gauss l-degenerada. Neste caso, o Teorema 4.7 de [22] d4 uma representacio

completa dessa classe de superficies:

Xi(z) :D‘{e/zo <l,it,%(%+F),%(—;{— - F)> w, t#£+£1, d=1t*-1

onde F' é uma func¢ao meromorfa e w é uma diferencial analitica.

Tendo em vista esses resultados, perguntamos se seria possivel dar uma férmula
de representacdo geral para superficies maximas em L* com aplicacio de Gauss 1-
degenerada. O primeiro e crucial passo para responder esta pergunta foi provar,
usando outras técnicas, a Proposicao 2.11 do Capitulo 2, semelhante & Proposicio
2.5 de [22]. Essencialmente, a Proposicio 2.11 diz que sob a agio do subgrupo
O**(n —1,1) do grupo de Lorentz O(n — 1, 1), o hiperplano pyz' + - 4 p,_; 2"~ —
pnz™ = 0 do espago projetivo complexo P(C*) de dimensao n — 1, pode assumir trés
formas especiais: 1t2' —2? = 0, 12" +2" = 0 ou 2! —4122—3" = 0, dependendo do tipo
causal do subespaco real de dimensao 2 que contém os vetores Re(p), Im(p) € L".
Usando este resultado, provamos os Teoremas 2.16, 2.17 e 2.18, os quais dio uma
formula de representacao geral para as superficies maximas com aplicacio de Gauss
l1-degenerada de tipo 1,2 e 3 em LL*, dadas respectivamente por:

Xi(z) = Re /z (1,it, 3(’I"lgl — i), i(rlgl + i)) h, t#+1, ri=t-1,

20 2 g’ 2 g1
onde g; ¢ uma funcao meromorfa e n; é uma diferencial a,na,ll';cica.;
Yi(z) = Re /z <l(i + 7292), i(i —7202), 1, —z't) M2, T2 =—(t*+1)
20 26y 29y

onde g; é uma fungdo meromorfa e 7; é uma diferencial analitica e,

Zi(z) = fRG/ (1 + gshs, (1 — gshs), g3 — ha, g3 + hs)dw

Zo
—g3(z)+t+1
(t—1)gs(z) + 1’

(t#0).

onde g3(z) é uma funcao meromorfa e hy(z) =



No Capitulo 3 estudamos o Problema de Bjorling no espaco de Lorentz-Minkowski
L*, que passaremos a descrever. No espago Euclidiano de dimensao 3, seja ¢ : [ C
R — R® uma curva regular real analitica e n : [ — R® um campo analitico de vetores
ao longo de c tal que ||n(s)|| = 1 e (c/(s),n(s)) = 0 para todo s em I. Um tal par
(c,n) é chamado de faiza real analitica. O problema de Bjorling classico ([13],[20])
foi proposto por E. G. Bjorling [8] em 1844 e consiste em construir uma superficie
minima S em R® dada por X : 2 C C — R? satisfazendo as condigdes X (u,0) = c(u)
e N(u,0) = n(u), para todo u pertencente a I, onde N é a normal unitiria de
S. A solucao para este problema foi dada por H. A. Schwarz em [40] por meio de
uma férmula explicita em termos da faixa prescrita (c,n). Esta férmula d4 um bonito
método, além da representacao de Weierstrass [37], para construir superficies minimas

com interessantes propriedades geométricas. Por exemplo, propriedades de simetria.

O problema equivalente no espago de Lorentz—Minkowski 3—-dimensional foi pro-
posto e resolvido, usando uma férmula de representacao complexa obtida em [3].
Os autores introduziram a teoria local de superficies maximas em L® de um modo
diferente da representaciao de Weierstrass de L® dado em ([29], [32]). No espago Eu-
clidiano de dimensao 4, o problema de Bjorling para superficies minimas foi proposto
e resolvido em [6], veja também [4]. Nesse trabalho os autores também recuperam os

principios de simetria de superficies minimas em R* obtidos por Eisenhart [15].

Motivado pelos resultados e técnicas de [3], [6] e [17], nds introduzimos no Capitulo
3 a teoria local de superficies maximas em L*, usando uma férmula de representacio
complexa—veja Teorema 3.1— que descreve a geometria local dessas superficies. Essa
férmula é usada para resolver o problema de Bjorling em L*. Como uma conseqiiéncia.
do Teorema 3.1 nds recuperamos as féormulas de representacao do problema de Bjorling

. f/ . 7 . Rs ‘f/ . 5 z L3 T ] ’ N .
para superficies minimas em R* e superficies'maximas em L.°. Também recuperamos
os principios de simetria para essas superficies. Finalmente, estudamos os principios

de simetria para as superficies maximas em L' e apresentamos novos exemplos.

Uma importante diferenca entre a teoria global de superficies maximas em L3

e a teoria global de superficies maximas em IL? é estabelecida pelo assim chamado



Teorema de Calabi—Bernstein. Ele afirma que uma superficie maxima completa em
L? é um plano ([9],[11]). No entanto, este resultado nao pode se estendido para L™,
n > 4, como prova-se em [16]. Isto serd confirmado através de alguns exemplos de

superficies maximas completas em L* via férmula de Bjorling.

Depois que este trabalho ficou pronto, fomos informados que P. Mira (Ph.D. The-
sis, Murcia, em preparacao) estudou o problema de Bjorling para superficies maximas
em IL". Nés nao temos acesso a este trabalho, mas o método parece ser diferente do

Nnosso.

A partir do Capitulo 4 o trabalho tem como meta principal a classificacio de
todas as superficies tipo espaco em L* com aplicagao de Gauss 1-degenerada de tipos
1, 2 e 3. Para este fim precisamos essencialmente saber que propriedades a aplicacao
G:M?*— G;L,n tem, pelo fato de ser definida como aplicagao de Gauss generalizada
de uma superficie tipo espaco S = X(M?) imersa em L*. Usando as técnicas de
D. Hoffman e R. Osserman ([23],[24]) e Kenmotsu [26], provamos que se G é dada
localmente por ® através das fungoes complexas a e b, entao a e b precisam satisfazer
certas equacoes envolvendo-as, veja Teorema 4.12 e Teorema 4.13. Como conseqiiéncia
do Teorema 4.13 nés recuperamos: 1. uma equacao que é a condicao de integrabilidade
para superficies em R® com curvatura média nao nula e aplicacao de Gauss prescritas
dada por Kenmotsu em [25]; 2. uma equacao que é a condigao de integrabilidade para
superficies tipo espaco em L® com curvatura média nao nula e aplicacio de Gauss

prescritas dada por K. Akutagawa e S. Nishikawa em [2].

Por tltimo na Proposicao 4.15, damos uma formula de representagao tipo Ken-
motsu para superficies tipo espago simplesmente conexas imersas em L*, localmente
conformes com vetor curvatura média nao nulo e nem de tipo luz, que ilustramos com

um exemplo.

No Capitulo 5, comegamos fazendo um estudo de curvas tipo espaco em L? adap-
tando o referencial de Irenet. Como aplicacao damos uma descricao completa de uma
classe especial de curvas tipo espaco: as hélices elipticas, hiperbélicas e parabdlicas,

as quais sao definidas como sendo as hélices de LL?, que tém respectivamente como



eixo uma reta [ tipo tempo, espaco ou luz.

Finalmente, usando o Teorema 4.12 provamos os Teoremas 5.4, 5.6 e 5.8, onde
classificamos localmente respectivamente todas as superficies tipo espaco em L* com
aplicacdo de Gauss 1-degenerada de tipos 1, 2 e 3. Essencialmente nesses teoremas,
mostramos que as superficies tipo espaco com as propriedades acima sao: localmente
certas familias de superficies maximas em L*; cilindros construidos sobre hélices con-
tidas em algum L® C L* ou superficies contidas em algum espago afim nao degenerado

de dimensao 3 de L*.



Capitulo 1

Preliminares

Este Capitulo tem como finalidade fixar notagoes e apresentar algumas proprie-
dades basicas sobre o espago de Lorentz-Minkowski de dimensao n [36], dando énfase
ao caso n = 4 [35]. Apresentamos também resultados sobre superficies tipo espaco
em L obtidos por nés e em [17]. Finalmente, estudamos o conceito de aplicacao de

Gauss generalizada para superficies tipo espaco em L™ [22].

1.1 O Espaco de Lorentz-Minkowski de dimensao n

O espaco de Lorentz-Minkowsk: de dimensdao n, n > 2, denotado por L™, é o
espago Euclidiano de dimensao n, munido com uma forma bilinear (,), simétrica,
nao degenerada de indice 1, a qual é denominado produto escalar lorentziano. Seja
{e; : 1 <4 < n} abase candnica de R™ e sejam v = v'e; I e w = w'e; vetores de L™.
Entao,

(u,v) =u'v! + -y — ™
Definicao 1.1. Um vetor v de L™ é

1. tipo espago, se (v,v) >0 ou v = 0;

< s o 5 n =
TUsaremos a convencao de soma de Einstein v'e; = D i vie
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2. tipo tempo, se (v,v) < 0;
3. tipo luz, se (v,v) =0 e v #0.

A divisao acima dé origem ao chamado cardter causal do vetor. Além disso,
diremos que um vetor v tipo tempo ou luz é futuro dirigido se (v,e,) < 0 e passado
dirigido se (v, e,) > 0. Dizemos que um conjunto de n vetores {ey,...,€,} é uma base

ortonormal para L™ se
o (€,6) =0, ser#j;
o (¢,6) =1, paratodoi=1,...,n—1;
o (€,6,) = —1.

Note que a base canénica {ej,...,e,} de R™ é uma base ortonormal de L.” a qual
também serd chamada de canonica. A norma lorentziana ||v|| de um vetor v de L™ é

definida por ||v]| := +/|(v,v)|. Vamos orientar o espago L. pelo elemento de volume
dL"™ :=dz' A -+ A da™ ' A (—dz™), (1.1)

onde {dz',...,d2"} éabase dual da canénica de R™e dL"(v1,...,v,) = —det(vy, ..., v,).
Diremos que uma base ortonormal {ei, ..., €,} de L™ é positivamente orientada ou é

um referencial de Minkowski se ela é compativel com a orientacao dL™(ey,...,€,) < 0

e além disso o vetor tipo tempo €, € futuro dirigido.

Definimos o cone de luz Cp(z) em zo € L™ por
Cr(zo) :={z € L" : (x — 2o, — 20) = 0},
e o raio de luz R, contendo zy e z por
R :={z0 +t(z —20) : t € R}.
Também definimos a pseudo-esfera de raio » > 0 em L™ como sendo a hiperquédrica

Sp7ir) i={z e L": (z,2) =},



com dimensao n — 1 e indice 1, e o pseudo-espago hiperbolico de raio r > 0 em L"

como sendo a hiperquadrica
Hy '(=r) :=={z € L™ : (z,z) = —r?},

com dimensao n — 1 e indice 1.
Seja W um subespaco vetorial de L™ e seja (, ) seu produto escalar. Entao, existem

trés possibilidades mutuamente exclusivas para W (como ilustrado a figura abaixo):
e Se (,)IW é positivo definido, entao W é tipo espaco;
e Se (,)|W é nao-degenerado de indice 1, entao W é tipo tempo( Lorentziano);

e Se (,)'W é degenerado, entao W é tipo luz(degenerado).

Apresentamos no que se segue uma série de resultados bastante conhecidos sobre

o ", veja por exemplo ([35],[36]).

Lema 1.1. Se v € um vetor tipo tempo de ", entdo o subespago span[v]t € tipo

espago e L™ = span[v] @ span[v]t.
Lema 1.2. Para um subespagco W de L™, sao equivalentes:
1. W € degenerado;
2. W contém um vetor tipo luz, mas nenhum de tipo tempo;

3. WnNCL(0) =R —{0}, onde R € um raio de luz.
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A forma quadrética q(v) = (v,v), associada ao produto escalar (,) é chamada

elemento de comprimento de L™ e denotado por ds®. Em coordenadas,
ds? = (dz')? + - 4 (dz"")? — (da™)2.

E possivel construir uma base com vetores linearmente independentes em Cy, (),

desde que nao sejam mutuamente ortogonais, pois

Proposicao 1.3. Dois vetores tipo luz w e v de L™ sdo ortogonais se, e somente se

eles sao paralelos.

Uma aplicagao linear 7' : L™ — L™ é uma transformagao ortogonal de L™ se

(T'(uw),T'(v)) = (u,v) para todo u e v em L™. Temos a seguinte
Proposigao 1.4. Seja T : L™ — L™ wma aplicagio linear. Sdio equivalentes:
1. T € uma transformacdao ortogonal;
2. T preserva a forma quadrdtica q;

3. T leva qualquer base ortonormal de L™ em outra base ortonormal de L™.

Id 0
0 -1

vetores coluna, podemos escrever (u,v) na forma

Sejaa matrizn xn, [,_;; = [ ] . Note que, se considerarmos © e v como

(u,v) = u'l, 4 ,v.
Portanto, se A representa a matriz de 7', temos que
(Au, Av) = u*A'l,_; , Av,

donde

(Au, Av) = (u,v) & A'L_1,A=1,,,.

Definimos o grupo de Lorenlz ou grupo pseudo-ortogonal por

O(TI = ]., 1) = {A € GL(TZ,R) . A[n_L]At = n—l,l}-
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[sto é equivalente a dizer que O(n — 1,1) é o conjunto das matrizes de GL(n,R) que
preservam o produto escalar (u,v) = u‘l,_1 v.
O grupo O(n — 1,1) tem quatro componentes conexas. Para descrevé-las, escre-

vemos A € O(n — 1,1) na forma de bloco como

ap b
C art ’

onde ap é uma matriz de ordem n — 1 e a7 é um nimero real. Como A é invertivel
e preserva o carater causal dos vetores de ", segue-se que ag é invertivel e ar # 0.
Diremos que um elemento A € O(n — 1,1) preserva(inverte) a orientagio do espaco
se det(ag) > 0 (det(ag) < 0), e preserva(inverte) a orientagio do tempo se ar > 0
(ar <0).

Deste modo, O(n — 1,1) se decompde em quatro conjuntos abertos disjuntos in-

dexados pelo sinal de det(ag) e de ap:
Ott(n-1,1), Ot*"(n—1,1), O"F(n—-1,1) e O~ (n—1,1).

Observagao 1.1. O conjunto O**(n —1,1) é a componente da identidade, portanto

um subgrupo de O(n — 1,1). Destacamos ainda o grupo pseudo-ortogonal especial

SO(n—-1,1)=0"(n—-1,1)UO0""(n—1,1).

1.2 O espacgo tempo de Lorentz-Minkowski

Estamos interessados no estudo de superficies tipo espaco em L*. Para isto
precisamos saber um pouco de cédlculo vetorial nesse espaco. Os elementos de L4

sao as vezes chamados de eventos, e se esse evento se escreve em coordenadas z =

(z',2?% 2° 2*) em um base ortonormal {ei, €3, €3, €4} de L*, nos referimos a (2!, 22, z%)

* como coordenada temporal do evento z.

como sendo as coordenadas espaciais e a x
Dados os vetores u,v e w de L*, nés definimos o produto vetorial ®(u, v, w) de L
por

(R(u,v,w),z) := —det(u,v,w,z), Vel
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Agora de
®(u, v,w) = (B(u,v,w), er)er+H(B(u, v, w), ea)es+(B(u, v, w), esyes—(H(u, v, w), e4)ey

segue-se que o produto vetorial acima é dado em coordenadas por

W v? w? wl ol w! 5 T, R gl gl gl
R(u,v,w) = wovd wd [, ud v wd |, W v? w? |, | u? v? w?
ut vt ow? ut vt w? ut vt w? u v Wl
Por definicao temos que
(H(u,v,e4),z) = — det(u,v, 4, z) = det(u, v, z, e4).
De (1.1) segue-se que
(&®( ) = — (da' Ada® Ada® A (—da? :
K(w,v,eq),z) = dz A dz x dz")) (u,v, z, e4)

= (dz' A da® A d2®) (4,0,3)

= dR*q, b, ),

onde & = (u',u? v 0), o = (v',v%,0%,0) e & = (2',22,2%,0). De modo andlogo
mostramos que

(B(u, v, e3), @) = —dL3(a, b, 7), (1.2)

onde u = (u',0,u?,u?), v = (v',0,0%v?) e # = (21,0,23 2*). Observamos que (1.2)

define o produto vetorial x em L® = {2? = 0} C L*. Temos a seguinte
Proposigao 1.5. O produto vetorial ® de L* tem as sequintes propriedades:
1. (B(u,v,w),u) = (B(u,v,w),v) = (M(u,v,w),w) = 0;
2. W(u,v,eq) =4 X 0, onde @ = (u',u? 4% 0),0 = (v!,v%v30) € R® C L?;
8. W(u,v,e) =u x 0, onde & = (u',0,u?,u), v = (v!,0,030v*) € L% C L¢;

4. B(u,v,e1) = —t X0 e W(u,v,e3) = -0 X 0;
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5. (B(uy,ug, uz), B(vy,vs,v3)) = —det({ui,v;)), 1<47 <3, w, v; €L
onde x € respectivamente o produto vetorial de R® e IL3.

Agora dado um 2-plano tipo espaco II = span[u,v] em LL*, onde (u,u) = (v,v) =

A >0e (u,v) =0, sejam

vo = B(u,v,eq), 70:= ey + utu + vhv. (1.3)
Entao {vg, 70} é uma base para IT+.
Proposigao 1.6. ([17]) Sejam vo e 19 definidos como acima. Temos que:

L.vy=10x7v e (I/o,z/o> = ,\2(,\2 = ('U,“)Z 5y (’()4)2);

u v

2. 19= E(X’ X’VO) e (To,70) = —A2(A? + (u“)2 + (v*)?);
3. se pio 1= /N(A% + (u?)? + (v1)?), v = Do = T—O, ent@o {E,E,I/,T} é
Ho 0 AT

uma base ortonormal positivamente orientada de L*.

Demonstragao: O item (1) segue-se dos itens (2) e (5) da Proposigao 1.5. Ainda
pelo item (5) da Proposigao 1.5 vemos que (H(¥, §,0),®(%, ¥, 10)) = —(vo,0) =
—A2(A? + (u*)? + (v*)?). Além disso, a quarta coordenada de ®(%,%,1p) ¢ igual a
A2+ (u?)? + (v*)? = 75. Assim, temos dois vetores futuro dirigidos com normas iguais
e ortogonais a u,v e . Portanto sao iguais, o que prova (2). Para provar (3) basta

observar que det(ﬁ, ¥ T) = —(7,7) =1 0O

1.3 Superficies tipo espaco em L”

Definigao 1.2. Uma imersao diferenciavel X : M? — L™ de uma variedade dife-
renciavel conexa e orientada de dimensao 2 é chamada uma superficie tipo espago S

em L, se a métrica induzida ds® := X~(,) sobre M? é uma métrica Riemanniana.
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Qualquer ponto p de M? tem um sistema de coordenadas isotérmico (U, z = u + 1v),
1sto é,

(X, Xu) = (X0, X)) =X >0, (X, X,)=0, (1.4)

onde X,(z) == Z(foz1)(2), Xu(z) := 2 (f o z7Y)(2). Assim, podemos escrever
ds* = \?|dz|?. Uma estrutura conforme é entao induzida sobre M?, tornando-a uma

superficie de Riemann.

Observacao 1.2. As vezes nos referimos a um sistema de coordenadas isotérmico
(U,z = u + w) de M?, simplesmente dizendo que z é um parametro conforme na

vizinhanca de um ponto p de M? ou que z é uma coordenada isotérmica.

Seja S uma superficie tipo espago em L*. De acordo com a Proposicao 1.6, pode-

mos definir uma base ortonormal {v,7} de (Tx(p)S)* por

v="2and 7= T—O, (1.5)

Ho Ho

onde

Vo = g(X‘lnXuve‘l)’ To = /\264 + ‘T‘zlqu + ‘sz'U’ Ho = \/)‘2(’\2 + (5’33)2 + ($4)2)>

e onde z = u + v é um parametro conforme na vizinhanca U de p. Observe que v
e 7 sao respectivamente campos de vetores tipo espaco e tipo tempo futuro dirigido,
normais a superficie S = X(M). Além disso, se (U, z = u + 1) e (V,w(z) = a(z) +
i0(2)) sao vizinhancas conformes de M? tal que UNV £ (), entdo Xz = X-u% —I-Xu%,

Xo = Xu5% + X,52, fo(w) = 59vo(2) e Fo(w) = F4r5(2). Assim, 5(w) = v(2)

e 7(w) = 7(2) para todo ponto em U N V. Portanto, v e 7 siao vetores unitarios
globalmente definidos ao longo da superficie S. Vamos denotar = {0, 0, 03, 04}
como sendo o referencial ortonormal local adaptado a S, onde

X
A

/Yu ;
01 = 3 82 = T, 03 =V, 0,1 =T. (16)

Observagao 1.3. O referencial normal {v, 7} acima, foi introduzido em [17], onde

superficies tipo espaco em L* sao estudadas.
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1.4 Equacoes fundamentais

Definicao 1.3. Sejam u!,...,u" coordenadas naturais sobre L™. Se V = vie; e
¢ ) ) )

W =w'e;,1=1,...,n sdo campos de vetores sobre ", o campo de vetores
VyW = V[wi]e,
é chamado a derivada covariante natural de W com respeito a V.
Esta definicao pode ser estendida para variedades semi-Riemannianas arbitrarias.

Teorema 1.7. ([36]) Sobre uma variedade semi-Riemanniana M™, existe uma nica
conexao V tal que
L [V,W]=VyW —VwV,
2. Z(V,W) = (VzV, W)+ (V,Vz W),
onde Z,V,W € Z(M). NV ¢ chamada conezio de Levi-Civita de M, e € caracterizada
pela formula de Koszul
UAVyW, Z) = VW, Z)Y+ W(Z, V)= Z(V,W)—=(V,[W, Z]) + (W, [Z,V])+(Z, [V, W]).

Sejam M™e M respectivamente uma variedade Riemanniana e semi-Riemanniana,
e seja f : M®™ — M uma imersdo isométrica. Considerando a decomposicao
Tf(p)ﬁ = df,(T,M) & df,(T,M)*, qualquer vetor v € Ty, M,p € M, tem uma
tinica expressio v = v' + v*. Sendo V a conexdo de M, podemos definir a conexao
V de M por :
Ty W) = (T5i7) (1.7)

onde V é uma extensio de dfy(Vp) = (fV)s(p)- Assim obtemos a formula de Gauss
Vv W = .Yy W + oV, W), Y V,W € 2 (M), (1.8)

onde a : X (M) x Z (M) — Z(M)* é a segunda forma fundamental de M. A

conexdo normal V* é definida por

Ve = (Vb)) =Vye— (Vvé)", VEe 2 (M) . (1.9)
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Agora dado £ € 2°(M)* unitario o operador de Weingarten A¢ : 2 (M) — 2 (M) é
definido por

(AS(V), W) = (a(V, W), £).5 (1.10)

Assim que,
(Vv )" = —f.A4V). (1.11)

Logo, segue-se de (1.9) que
Vit = —fAYV) 4+ Vg (1.12)

esta equacdo é a formula de Weingarten.
Indicaremos por R e R os tensores de curvatura respectivamente de M e M e R*

o tensor normal relativo a imersao f. Lembramos que

R(V,W)Z = VyVwZ — VwVvZ - Vym%, VV,W,7Z € % (M).

1.5 O método do referencial mével

Sejam V e V, respectivamente as conexdes de Levi-Civita de L4 e de (M?,ds?),
onde M? é uma variedade diferencidvel e ds? é a métrica Riemanniana induzida por
uma imersdo isométrica de M? em L*. Diremos que Sy = {e4 : 1 < A < 4} é um
referencial movel no aberto U de L se, para todo ponto p de U, {ea(p) : 1 < A < 4}
é uma base positivamente orientada de I, e que 8, = {64 : 1 < A < 4} é um
co-referencial dual de Py se, para todo p em U, {#%(p) : 1 < A < 4} é a base dual
de {ea(p) : 1 < A < 4}, isto é, 0%(ep) = 1,se A = Be 04ep) =0, se A + B,
1< B<4

Observagao 1.4. Nesta secao vamos usar como indices A, B, C' variando de 1 a 4;

2,7,k variando de 1 a 2 e a, 3,y variando de 3 a 4.

$Note que para hipersuperficies a(V, W) = e(A§(V), W), onde & = (£,8).
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Sejam S uma superficie tipo espago dada pela imersao X : M? — L* e U um
aberto de IL* tal que SNU # 0 e X|q seja um mergulho, onde Q C X~1(SNU) é um
aberto conexo. Neste caso, diremos que o referencial movel fy = {ey : 1 < A < 4}
¢ adaptado a S, se ej,e; € Z(X(2)) e e3,e4 € Z(X(2)):. Caso X.(&1) = e e
X.(&2) = e2, Pa = {€1, €2} é um referencial mével ortonormal de M?2.

Dado agora V € 2°(U), podemos escrever V = 04(V)es, A =1,2,3,4, onde
04 (V) = (V,ea), se A=1,2,3 e 04(V):=—(V,e4).
Definimos as 1-formas de sonszdo de fur por
Vey =08 @ ep, (1.13)
ou seja, se V € Py, entio Ve, = 05(V)ep que é equivalente a 05(V) = 08(Vye,).

Proposicao 1.8. Seja Sy = {ea : 1 < A < 4} um referencial movel no aberto U
de L' e B = {04 : 1 < A <4} o co-referencial dual. Entio as 1-formas 04 em U,

satisfazem
1. do*A = —04 A 0B, (12 equagio de estrutura);
2. dog = —04 N 0%, (22 equagio de estrutura),
onde 05 = —04, para todo 1 < A, B <3, 04 = 04 ¢ 0! = 0.
Demonstragao: A primeira segue do fato que
Ao (V, W) = VO (W)] — W[OA(V)] — 64([V,W]), Y V,W € x(U),

04(V) = (V,ea) para A = 1,2,3, 04(V) = —(V,eq) e 05(V) = (Vyeq,ep). A

segunda equacao segue-se de R = 0, pois
Vv Vwep = V[0g(W)lea + 05(W)05(V)ec.
Por tultimo, note que

0=V[(es,ea)] = (Vveq, ea) + (e4, Vvea) = 04(V){ea, ea) + 04 (V) (e, e4).
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Assim, (ea, €205 (V) — 04(V) = 0. a
Sejam agora w? 1= X*04, wfi := X*04. Entdo para um referencial adaptado a

superficie , temos que se V é tangente a superficie S, entao
o W(V)=X*03(V)=60(dX(V)) =0,
o wi(V) = X*04(V) =0dX(V)) =0.

Assim, se g = {€;, &} é um referencial mével em Q C M? e se 5 = {w!,w?} o seu

dual, segue-se de (1.7) que

j
Portanto, Vyé; = w'J‘:(V)é.,-, 1 <1,7 <2. Além disso, como X* comuta com d temos:
Proposicao 1.9. Seja fu = {ea : 1 < A <4} um referencial movel adaptado ¢ uma

superficie S tipo espago em L' e By = {w? : 1 < A <4} o co-referencial dual. Entdo

as 1-formas wi, satisfazem

1. dw? = —wJA Aw?!, w® =0;
2. dwi = —wi Aw§,
onde wh = —w}, para todo 1 < A,;B <3, wi =wi ewl=0.

Vamos agora reescrever as equacoes (1) e (2) acima, tendo o cuidado de separar

as partes tangentes e normais:

. clw'i:—w;Aw’,
o dw;:—w,‘c/\wj‘f—wz;/\w?,
o dwl = —wj Awk —wh AW,

a3

o dwj :—w,f‘/\wg—wfy’/\wg.
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A equagao de Gauss: pela primeira e segunda equagoes de estrutura temos que
a i 1 _ 3 A .3 4, 4
wi Aw' =0, dw, =w; Aw; —w; A w;.

Pelo Lema de Cartan, wf = hfjw?, donde segue-se que

dwy = (h3 k3, — h31h3,) w' Aw® — (ki hy, — hy hy,) w' A w?

Por outro lado, X.(A%) = — (w!, ® ei)T = —(wl ® e+ wl®ey), onde wi = —wl e
wi =w! 1=1,2. Portanto na base {é, &},
he, h¥
[Aecx] — & 11 12 , eY = (ea,6a> = o1
hy h3s
Portanto,

dwy = (det(A®) — det(A™))w' Aw?.

Finalmente, seja Q; a 2-forma de curvatura dada por Re; := Q;@)ei, entdo Q) (e, e2) =
(R(ey,ez)eq, e1) = K, onde K é a curvatura Gausstana da superficie S. Conclusao,

para o referencial adaptado dado em (1.6) temos que
K = det(A”) — det(A7).

Lema 1.10. Sejam S = X(M) wma superficie tipo espago em L* e (U,z = u + 1v)

coordenadas isotérmicas locais de M?*. FEntdo

Alog A
K =— 8 §
\2
onde A € o Laplaciano usual.
Demonstragao: Sejam e, := %%, ey = i% entao w! = Mdu e w? = Adv. Assim
w} = —3du + Atdv. O resultado segue-se de dw} = Kw' A w?, O

Agora, seja 05 a 2-forma de curvatura normal definida por R*es := Q3 ® e,, logo
03 (ei, e5) = e*(R* (¢4, €5)ep, €q). Por outro lado, podemos mostrar que R (e;, e;)es =

dwi(ei, ej)ea — (wg A wg) (€:,¢j)ey, donde segue-se que R*(e;, €j)ep = dwi(e;, €j)eq.
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Assim, F = dwj = —wi A wg. Agora como 0 = dw® = —w? A w', pelo Lema de
Cartan podemos escrever

wf = hfwt, K = b,
de modo que
05 =) ePhihiw’ A,
donde segue-se a equacio de Ricci, k
RY(V,W)E = a(V, A*W) — o(W, A%V), €€ x(U)*,

onde a(V, Z) = hfw'(V)w’(Z)eq. A curvatura normal Ky da superficie tipo espaco

S = X(M) em L* é definida por Ky := (B*(e1, €2)eq, e3), logo
dwi = Kyw' A w?,
ou seja Ky = Q3(e1, e3), ou ainda Ky = ([A%, A%]e,, ;).

Lema 1.11. ([80],[39]) Sejam S wma superficie tipo espago em L*, v e T os vetores

normais unitdrios espacial e temporal de S. Entdo

R 4
Ky = ﬁjm((uz, 7';)),

onde z = u + v € parametro conforme em S.

Demonstragao: Seja "3\—“, a/\—",I/,T} o referencial adaptado a .S dada em (1.6). Nao é
dificil ver que w} = (7, v)du + (7,,v)dv, de modo que
1 ‘
dws 2z ((Tos V)u — (T, v)y) 0! A ?
4
= —vjm(O/;, TZ))wl sz.

a
Para finalizar esta secao vamos definir superficie mazima em LL*. Dado p € M?,
o vetor curvatura média da superficie S = X(M?) é H, = 1ir(a,); se {e1,e2} é uma

base ortonormal de 7, M, entao

Hy, = 5 (afer, e1) + afer, €3)) . (1.14)

DN =
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Definigao 1.4. Uma superficie S tipo espaco em L™ é mazima se H = 0.

Observamos que a palavra maxima aqui é simplesmente sinonimo para superficies
tipo espaco com vetor curvatura média zero, ja que em LL* essas superficies represen-
tam o méximo(resp. minimo) para a integral de area, se a variagao normal é feita na

direcao do tempo( resp. espacgo); mais detalhes ver [27].

1.6 O operador de Laplace-Beltrami

Seja C*°(M) o conjunto das funcoes f : M? — R de classe C*°. O gradiente

e f é definido por df(V) = (grad(f),V), para todo V € Z(M). A divergéncia
de V é a fungao div(V) : M*> — R definida por div(V), := tr(w, — V,, V); se
Bu = {ei:1 = 1,2} é um referencial mével ao longo de U C M?, entao podemos ver
que div(V) = > (V. V,e;). Também, se f € C®(M) e Ay := div(grad(f)), entao
Auf = (edled fI] — el flwi(es). (1.15)

Dizemos que f € C*°(M) é harmonica se Ay f = 0. Além disso, de (1.15) segue-se

que Ay = 354, onde A := 92 + 02 é o Laplaciano usual em coordenadas conformes.

Proposicao 1.12. ([39]) Se S = X (M) ¢ uma superficie tipo espago de L™, entdo

ApX =2H.

Demonstragao: De (1.14), temos que 2H, = ), a,(e;, ) Por outro lado, da

equagao de Gauss dada em (1.8), segue-se que a(e;, e;) = V. (X.e) — Xu(V,e),

donde a(e;, &;) = ei[eX]] — €;[X]w!(e;). Assim, 2H = Z el X]] — e;[X]wl(e ;).
(]

1.7 Grassmanniano e quadrica complexa

O espago complexo n—dimensional C*, munido da forma hermitiana
n—1
L z,w >= E 2Zlw? = "™,
=1
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sera denotado por C’f. Seja P(C") o espago projetivo complezo de dimensao complexa
n — 1, isto ¢, o espago de todas as retas complexas que passam pela origem de C”,

com a topologia quociente. De modo equivalente,
P(C)=(C"\{0})/ ~, z~w & z=Ddw, A€ C", z,w € C".

Em vista da forma hermitiana dada acima, podemos dividir P(C*) em trés sub-
conjuntos: 1) O espago projetivo complezo indefinido de dimensao complexa n — 1,
CP}™':={z € C" :< 2,z >> 0}/ ~, correspondendo as retas positivas de Ct;2) o
espago hiperbdlico complezo de dimensao complexa n—1, CH*! := {2 € C* :
& z,z »>< 0}/ ~, correspondendo as retas negativas de C e 3) o cone complezo, ou
seja o bordo de CH" !, JCH" ! := {2z € C" :< z,z >»>= 0}/ ~, correspondendo is
retas nulas de C7.

Vamos agora identificar a quadrica complexa Q72 de CP7™!,
@t = (e CPI (4 () - (P =0} (L16)

com o conjunto de todos os 2-planos que passam pela origem, tipo espaco e orien-
tados de .. Este conjunto é o Grassmanniano, que serd denotado por G’{n. Com
efeito, para qualquer ponto p = [(2!,2%,...,2")] de Q77?, se zF = uF + ivF, obte-
mos um par de vetores u = (u',u?,... u") e v = (v',v?,...,v") de L" satisfazendo
(u,u) = (v,v) = \* >0, (u,v) =0, onde (,) é a métrica Lorentziana de L*. Assim,
{u,v} forma uma base ortogonal positiva de um 2-plano de tipo espaco orientado
II. Inversamente, para qualquer 2-plano de tipo espago orientado II, podemos esco-
lher uma base ortonormal positiva {u,v} de Il e, pondo z := u + v, obtemos um
ponto p = [z] de Q77%. Portanto, podemos construir uma aplicacio natural de G’{n
no espaco projetivo complexo indefinido CP?™!, a qual é um difeomorfismo sobre a

quédrica complexa Q7 2.

Observagao 1.5. a) Usaremos mais tarde que [z] € Q772 se, e somente se < 2,7 >=

(2,2)¢ =0, pois (2,2)C =< 2,2 >=(21)* +--- 4 (2"1)% — (")

b) Uma diferente escolha de base orientada para II, nos levara a z = €z, que corres-

ponde ao mesmo ponto [z] da quadrica.
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Denotamos por G, ,, o Grassmanniano de todos os 2-planos tipo tempo e orien-
tados de L™. Dados vy,v, € L™, com (v1,11) = —(va,12) = A? > 0 e (v1,12) = 0,
seja Il = span[v,vy] € G5, Nos podemos identificar, como acima, G5, com a
quédrica real Q R, a qual é definida como o conjunto das classes [z] € JCH"~! tal que

(Re(z),Im(z)) =0 e Re(z),Im(z) sao linearmente independentes.

1.8 A aplicacao de Gauss generalizada

Lembramos em primeiro lugar que a superficie tipo espaco S é, por definicao
orientada. A aplicagao de Gauss generalizada (G de uma superficie S tipo espaco em
L™ pode ser construida como se segue: para qualquer ponto p de M?, associamos
o ponto Tx;)S ( plano tangente a S em X(p) ) de GF,. Usando a identificacao
acima entre G;n e Q7% temos que G pode ser vista como uma aplicagao de M? em

"2, Localmente, se z = u + 7v é um parametro conforme em uma vizinhanga de
um ponto p de M?, na orientagao de M?, de modo que S é dada na vizinhanca de p
por (u,v) — X = (z!,...,2"), entdo o par de vetores X,, X, sao ortogonais e tém
o mesmo comprimento. Segue-se que a aplicacao de Gauss generalizada G pode ser

dada localmente por

Z — [Xg], (117)
1 Y_._% ﬂ_l ﬂ_|_£ 2__1 2 i
onde = M ez T2 \ow  aw) 0z T 2\aw o)

Observagao 1.6. Apesar de G ser definida localmente por z — [X,+1.X,], seguindo
[24], pag. 30 é usual trabalhar(e faremos isso) com o complexo conjugado G de G,
dada localmente por G(z) = [X,] = [X, — iX,]. Assim, sempre que escrevermos
que uma aplicagio ® representa (7, localmente, sera no sentido de que G' = [®], ou

X, = p®, para alguma funcao i : M* — C, que nunca se anula.

Note que quando n = 3, a aplicacao (& reduz-se a aplicacao de Gauss cldssica para
superficies tipo espaco em L, que associa cada ponto p de M? o vetor normal unitério
a S, que neste caso pertence a H(—1). Observe que (71, tem duas componentes

conexas, cada uma identificada com uma das folhas de HZ(—1).
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1.9 A representacao de Weierstrass para superficies

Vd . 4
maximas em L.

Seja S = X (M) uma superficie tipo espago em L*. Definimos as funcées complexas

" por
. 0zF  9zF
QOL Z:EL——'LE, k':].,2,3,4 (118)

em termos de coordenadas isotérmicas locais (U, z = u +1v) de M?. Nao é dificil ver

que
(@ )2+ (@) + (%) = (¢*)? =0, |o'* + |¢*]> + |¢°]* — &> = 2A% > 0.

Note que se U(z) = (¢', 2, ¢° ¢?), entao ¥(z) = 2.X,.

A métrica induzida em M? é da forma ds® = A?|dz|* e as 1-formas complexas
wk := ©*dz sdo globalmente definidas em M?. Agora, se S é uma superficie maxima,
segue-se da Proposi¢ao 1.12 que w* é holomorfa. Assim, se w nio tem perfodos reais,

S pode ser representada por

X(2) = D‘ie/ w + ko, onde w = (w',w? w?,w!) e 29,z € M. (1.19)

zo0

Como no caso classico R*, a reciproca também é verdade e foi provado em [17]:

Teorema 1.13. Seja M? wma superficie de Riemann coneza e w = (w', w? w3 w?)
uma 1-forma holomorfa com valores em C*, globalmente definida em M?, satisfazendo
) €K w,w>=0,

2) Kw,w>»>0, Vpe M?,

3) Re fww =0, para todo caminho fechado v em M?.

Entao a aplicagio X : M* — L* dada pela equacio (1.19) define uma superficie

mdzima em L4,
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1.10 As quadricas complexas Q] e Q?

Considere um 2-plano tipo espago orientado Il = span[z,y] em L?, com (z,z) =

y,y) = A e (z,y) = 0. Sejam N € HZ2(—1) seu vetor unitério normal e o ponto
Yy y | 0 P
T Xy

[z] € @}, dados respectivamente por N = Tz ol e z= (21,242 =z +iy. A
relacao entre z e N é dada por
z X y = Im(222%, 2321, —212%), (1.20)

onde x é o produto vetorial de .>. Vamos indicar com *Q} o conjunto {[z] € Q! :

P )
22 #0}. Se ( := ———, podemos verificar que
z

A= (3+¢) i(7-¢).2| eal ceerta=1.c=0,

1 2l =iz , .
pois c =0 Além disso, de (1.20) segue-se que

2Re(¢) 2Tm(¢) 1+ |C|?
Mo = (2240, 2000 1k
TP T= ¢’ T—[c] _
Observe que N({) ¢é exatamente a inversa da projecao estereografica do pseudo-

espago hiperbélico Hg(—1)\ {(0,0,—1),(0,0,1)} sobre C\ {|(| = 1:@ = 0} pelo polo

1

>, (=u+weC\{[(|=1¢=0} (1.21)

'sul (0,0, —1). Observe que se z*> = 0, entao z! —222 = 0 ou z! + 122 = 0 de modo

exclusivo. Supondo z° =0 e 2! +122 = 0, temos que % —ocoe N — (0,0,1). Assim,

podemos estender a aplicagao I entre *Q} e H5(—1) \ {(0,0,—1),(0,0,1)} para uma
bijecao
F:Q} — Hy(—1).

Observagao 1.7. A métrica induzida pela projecao estereografica de HZ(—1) é dada

2 4ld¢P? - A e -
por ds® = ———=——. Seria interessante provar que existe uma métrica tipo Fubini-

(1—1¢[?)?

Study em CP? tal que a métrica induzida sobre Q! tornasse F' acima uma isometria.

Seja *QF = Q% \ H, onde H = {[z] : 2! —12? = 0} é um hiperplano tangente a

@7 no ponto p = (1,—1,0,0). Dado [z] = [(2!, 2%, 2, 2%)] € *Q?, sejam
ZB + Z4 _23 +Z4

W)= ———— € Wy = —
zl — 322 zl — 122

(1.22)
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Entao
(G it C0 o W (20 NG S R
! (2! — 122)2 (2! —122)? zl —12%’
27! 1.9 —2iz?
L = e ISWw =g
2z* 223
R B
Assim,
1_ .2
2l —iz :
Z= (1 + wiws, 1(1 — wyws), wy — w2, wy + wy) . (1.23)
Vamos indicar ¢ como sendo
o(wr, ws) = (1 + wiws, (1 — wiws,), wy — wy, wy + wg). (1.24)

Observamos agora que, dado qualquer par (w;,w;) € C*\ {(wy,w;) € C* : wyw; = 1}

)

temos que

(1 4+ wyws, 2(1 — wywsy), wy — wa, wy + w2)] € *Q3 (1.25)

Portanto, (1.25) define uma aplicagao biholomorfa F' entre C* \ {(w!,w?) € C? :
wlw? = 1} e *Q%, que se estende continuamente para uma bijegio F' de Coo x Cyo \

{(wy,wz) € C* : wywy = 1} em Q3. De fato, Q* N H = L, U L,, onde
Li: 2" —iz2=0¢e 22—2"=0, Ly: 2! —iz?=0 e 22+ 24 =0.
Observe que Ly N Ly = {(1,—2,0,0)}. Agora considerando (1.25) como coordenadas

homogéneas de CP}, temos que

lim F(w;,wz) = (wq, —twy,1,1) € L. (1.26)

w] —+00
Note que qualquer ponto de L; pode ser representado por (1.26), exceto quando

z® = 0. Analogamente,

| HLH F(wy,wy) = (wy, —1wy,—1,1) € L. (1.27)
Finalmente,
lim  F(wy,ws) = (1,—1,0,0) € Ly N L. (1.28)

(wl ,'wg)—)OO



Observagao 1.8. (i) Se substituirmos w; = w, em (1.23), temos que

1_ ;.2
(2!, 2%,2%,2%) = szz (1 +w, %, 5(1 — wlz),O,Zwl) .
(i1) Se wy = —w, em (1.23), temos que
1.2
(2%, 2%, 2%, ") = 2—22—2 (1 —w;?i(1 +w12),2w1,0) )
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Seja S = X (M) uma superficie tipo espaco em L* e seja 2X, = ¥, com ¥ =

(', 9% ¢° ¢?). Entao a conformidade local de S implica que < ¥, ¥ = 0, isto é

[P]e Q?e < W, ¥ >=2)\%> 0. Sejam agora
3 4 4 34 4
P+ —pty
a(z) 1= s, b(2) = ———=
P! —ip p! —ip
Segue-se de (1.23) que

_ ol —ip?

e [ 5

X, =p(l 4+ ab,i(1 —ab),a—b,a+b).

(1.29)

(1.30)

Se a superficie S’ for maxima, pela Proposicao (1.12) X, é holomorfa, logo se Wdz nao

tem periodos reais, entao S é dada por

X(z) = 2Re / p(1 + ab,i(l —ab),a—b,a+ b)dw.

20

(1.31)

Pelo Teorema 1.13 vale também a reciproca, isto é, dadas as fungoes a e b meromorfas

e p uma fungao holomorfa tal que Wdz = pu(l + ab,i(1 — ab),a — b,a + b)dz seja

uma 1-forma holomorfa sem periodos reais com valores em C' e < W, ¥ >>> 0, entao

(1.31) é uma imersao conforme maxima de M? em IL*. No Capitulo 4 estudaremos as

superficies tipo espaco em geral.

1.11 Expressoes para as normais v e 7

Vamos primeiro expressar a métrica induzida por X em M? em funcao de y, a e b.

De (1.4), segue-se que \> = 2 <« X, X, >>. Por um célculo direto, a partir de (1.30),

verifica-se que

AN =d|ul’|l —ab®? = ds® = 4|u|?*|l — ab]?|dz|%.

(1.32)
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Vimos em (1.5) que 1o = B(X,, X,,e4), 7o := Nes+ 2 X, + 22X, e —(m,7) =

(vo, o) = AN2(N? + ()% + (z3)?). Como X, = X, + X, e X, = i(X, — X,), obtemos

vo = —2i(X,xX.), 10=2 (( & Xoy Xo > 42021 eq + (:l:;la:_ﬁ—l-:c—ga:l;)ek) k=1273

onde X, = p(1 +ab,i(1 + ab),a —b,0). Nao é dificil ver que (1.30), nos conduz a

(1 + |b*)Re(a) + (1 + [a]*)Re(b)
(1 -+ IbP)Im(a) + (1 +Jal2)Im(b)
|a]* — |b?

(1 -+ aP)(1L + bP)

(14 |b]*)Re(a) — (1 + |a]*)Re(b)
(1+ [b2)Im(a) — (1 + [a[2)Im(b)
jal2[b[? 1
0

Agora como A\? + (23)? + (22)? = A% + 4|2?]?, temos que
g U z

u

7o(z) = 4|u|”

vo(2) = 4]’

N+ (2)" + (23)" = 4lu (1 + [a’)(1 + [b]?),

donde segue-se que ||vo|| = ||7o|| = 4|x|?|1 — ab|/(1 + [a]2)(1 + |b]?). Portanto,
1 1 —
v=—u, T=—7, p:=|1—abl*(1+[a]*)(1 + |b]?), 1.33
7 - ) (1.33)
onde U e 7 sao dados respectivamente por

(14 [b[*)Re(a) — (1 + [a]*)Re(b) (1+ [b*)Re(a) + (1 + |al*)Re(b)
(1 + |b*)TIm(a) — (1 + |a]?)TIm(b) (1 + [b]*)TIm(a) + (1 + |a|*)Tm(b)
Ja?[b? — 1 ’ la? — [b|?
I 0 1 | (1+ [a*)(1 + [b]?)

Observacao 1.9. As expressoes de v e 7 em fungido de a e b dadas acima, foram

obtidas por Plinio A. Q. Simoes e Antonio de Padua F. Filho em [17].

Usando as expressoes de v e T acima, obtivemos o seguinte resultado com respeito

as curvaturas Gaussiana e normal de uma superficie maxima em L4.
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Proposigao 1.14. Seja S wm superficie mazima em L* dada por (1.31). Entdo

4 a,b, 4 a,b,
K=—-Red ——— Ky = — — .
(=3 e{(l —ab)2}’ v /\23m{(1 —ab)2} (1.34)
Demonstragao: De (1.32) segue-se que
AlogA = o (Alog(1 — ab) + Alog(1 — ab)),

pois Alog || = 0. Nao é dificil ver que

= 4a.b. _ _ 4a;b,

Portanto,

Alog )\ = —4me{az—bz_} .
(1 —ab)?

Finalmente pelo Lema 1.10 temos a férmula para K.

Agora pelo Lema 1.11, sabemos que Ky = 55Im((v;, 75)). Segue-se de (1.33) que

02 ~ 1 = z o~ 1 -
b bt =y = st >

Uz:—2p3/2 1% \/ﬁ

de modo que

1 - .. P
(ve,T2) = ﬁ(— (0, 2)p= — (02, T)pz + QP(Vz,ﬁ))-
Através de um longo calculo, porém direto, onde usamos (1.33), chegamos a seguinte

expressao
202 vy 1) = (L+[al)(L+ BI?) (11 — @bl (1 + PPl — (1 + [a)?b.[?)) +
n i(2’3m {a.b.(1 — ab)2} (1 + [a[?)2(1 + |b|2)2>.

Portanto,

[sto encerra a demonstracao da Proposicao. ]
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1.12 A representacao de Weierstrass para superficies
maximas em [L"

Na seguinte Proposicao obtivemos um resultado similar ao da Proposicao 2.2 de
[22], a qual se refere a intersec¢do da quédrica Q7 com um hiperplano H de P(C!)

nao tangente.

Proposicao 1.15. Seja N = Q7 N H, onde H € um hiperplano ndo tangente d
quddrica Q3, isto é, H € dado por

P17z + p2z® 4 paz® — pyzt =0, (1.35)
e os coeficientes satisfazem

(P1)* + (p2)* + (p3)* = (pa)” # 0. (1.36)

Entao, N pode ser representada por (1.23), com

aw; +

o (1.37)

Wy =
onde
a:=p3—ps, P:=p1+ips, Yi=—p1+ipy, 6:=p3+ps e ad—fy#0. (1.33)

Reciprocamente, se (1.37) for substituido em (1.23), entio a curva compleza re-

sultante pertence ao hiperplano H, com

_B=v
2 b

_ B+ a+o J—«

9; P3 = 9 P4 = 2 (139)

P1 P2

e a condigio ad — By # 0, implica que H ndo € tangente a Q7}.

Demonstragao: Usando a representacao (1.23) de *@Q3, qualquer ponto de *Q? N P
satisfaz
aw, +

Y (1.40)

aw; — (ywr + 0w, + =0 & wy =
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com

a:=ps—ps, Bi=p1+ips, ¥:= —p1 +1ipy, ¢ := p3+ ps.

Logo,
ad— By = (p)* + (p2)* + (p3)” — (p4)* # 0.

Como a transformagao de Mobius se estende para C,, podemos tomar [z] € Q3.
Para a reciproca, basta observar que se w;, e w; estao relacionados por (1.37),

entao voltando a partir de (1.40) vemos que
pr(l + wiws) + poi(l — wyws) + pa(wy — ws) — pa(wy + ws) =0,

e (p1)?+ (p2)* + (p3)* — (ps)® = ad — By # 0. Isto encerra a demonstracao. O

Antes de enunciar a préxima proposi¢ao, convém definir a aplicacao Z : C*~% — C*

por
n—3 n—3
2(¢) = {14+ = Yo% (1 = (2 + D (?) 2202,
k=1 k=1
. 22
OI]deC: (Cl,...,cn—2) EC] — Zl_—izz, ]: 1,,n—2

Proposigao 1.16. Seja H wm hiperplano em CP}™' dado por z' —iz? = 0. Entao,
QT = Q7 *\ H € biholomorfo a C*~2\ {{ € C"? :« Z(C), Z(¢) >= 0}, através

da aplicagdo

¢ — ZI_TZZZZ((), (1.41)
onde
A S A (1.42)
z! — 122 z! — 122 :
Demonstragao: Dado qualquer ponto [Z] € *Q77%, Z = (2',...,2") e definindo

¢k, k=1,...,n—2 por (1.42) temos que
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g o= T (H_i“ﬁi)zz L= () 4 () + ()

— 1z 2

;= HE-ie) (1 _Zﬁ?:) =) (O () — (7))

zl —az 2

Reciprocamente, dado ((!,...,(""%) € C*~% e pondo
2 = 1—2(4 + (¢, 1+Z = (")) e
& = ¢k 2, k=3 5B
[(z},...,2™)] é um ponto de *Q7~2. Com efeito,

() 4+ () = () =4+ () = (7)) = () + (7)),

t
Seja S = X(U) uma superficie maxima em L" dada pela aplicacio conforme

X :U C M?* — ™. As funcoes

dz* dz*
LSl bl =1,... 43
pri= g i N (1.43)
sao holomorfas e satisfazem

(1) 4+ (") = (") = 0, (1.44)
el = 1"+ + 1" P = " > 0 (1.45)

sobre todo U e (1.45) € igual a zero somente em pontos isolados.

Vamos tratar agora da representagao tipo Weierstrass para superficies maximas

em L™ em termos de sua aplicacao de Gauss.

Teorema 1.17. Sejam U wma regiao stimplesmente coneza de C, f uma fungdio holo-

morfa arbitrdria nao nula e ¢y, ..., g._o fun¢ées meromorfas arbitrarias em U. Para
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qualquer p € U, seja
pp: = ordem dos zeros de f em p,

n—3
N . . 2 2
vp: = ordem mdzima de polos em p degl,...,gn_z,g 9k — Gn_o-
k=1

Seja também

n—3 n—3
/ .
V=91 _;-?—1 Gr+ Ga o)t 1+k§:1 Gk — 9n s ) 201, -, 20n-2 ¢ . (1.46)

Defina a aplicagao conforme tipo espago X : U — L™ por

X(¢) := Re {/Cc \I/(z)dz} + X(G), (1.47)

onde (o, € U e (o e X((o) sdo constantes. Se p, > v,, para todo p € U, entdo
S = X(U) € uma superficie mdzima generalizada em L™ e S € regular sempre que
Wy = Vp, para todo p € U.

Reciprocamente, se X : U — " € uma superficie mdzima tipo espaco em L™, com
métrica induzida ds®> = N*|d(|* em U, entio S = X(U) € obtida por (1.47) ( a menos

de reparametrizagio).

Demonstragao: Seja ¢* a k-ésima funcio coordenada de W dada em (1.46). Temos
que
@)+ + (") = (") =0.

Agora a condicao p, > v, garante que cada * é holomorfa em U, de modo que
AX =0, onde X : U — L™ é dada por X = Re [ Udz. Logo H(p) = 0 para todo
p € U e (1.47) define uma superficie maxima generalizada em ™. Além disso, se
1ty = 1, em cada ponto p € U, entdo pelo menos uma das funcées oF ¢é diferente de
zero em p, o que implica que a superficie é regular.

Reciprocamente, dada uma superficie maxima X : U — L", entao ¥ := 2X, é
holomorfa e satisfaz (1.44). Assim, a funcdo f := @' —ip?, onde ¢* é dado em (1.43),

é também holomorfa e s6 tem zeros isolados. Seja,

Ot
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Cada funcao g é meromorfa em U e tem pdlos somente onde f tem zeros. Mas, em
um ponto p € U, onde f(p) # 0, segue-se de (1.44) que
[T(p)] =[(¢'(p), .-, 9" (P)] € "QT7* = Q772 \ {p' —ip® = 0}.

Comparando (1.48) com (1.42) da Proposi¢éo 1.16, temos que (1.46) é exatamente a
representacio de *Q7~? substituindo (* por gy. Em particular, os valores ¢, (»),---,9x(p)
representam um ponto de *Q7~? em coordenadas nio-homogéneas, e portanto deter-
minam a imagem da aplicacdo de Gauss do ponto p € U. O fato que cada ©F é
holomorfa implica que y1, > v, mesmo nos pontos onde uma ou mais funcgdes g tém
um poélo. Em particular, em tais pontos f precisa ter zeros. Como (1.46) vale sempre
que f # 0, por continuidade, precisa valer também nos zeros de f. Finalmente, para
que a superficie S seja regular, as fungdes ©* nio podem se anular simultaneamente

em nenhum ponto, e isto é garantido por p, = v,. Isto termina a demonstracao. O

Observagao 1.10. Quando n = 3 no Teorema acima, (1.46) reduz-se a representacao

de Weierstrass de uma superficie maxima em IL°. De fato, neste caso

U= g(l + g% (1 —g2),29>

e X : U — L? é dada por X = Re [ Udz. A condigio 1, > v, significa que se g tem
um polo de ordem m em p, f tem um zero de ordem no minimo 2m em p.

Para n = 4, segue-se de (1.46) que

f .
U= {1 - (6 = 93),i(1 + 9] — 93), 201,202} -

Pondo a := ¢; + g2, b := —¢1 + g, temos,

ab:—(gf—gg), a+b=2¢p, a—b=2¢

logo,

/ .
v = §<1+ab,z(1 —ab),a—b,a-{—b)

e X : U — L* dada por X = Re [Vdz é a representacio de Weierstrass para

superficies maximas em L*, veja (1.30) e (1.31).



Capitulo 2

Superficies maximas com aplicacao

de Gauss degenerada em L*

Estamos interessados no estudo de superficies maximas com aplicacao de Gauss

degenerada em L*. Com este objetivo, vamos primeiro estudar a interseccio da

quédrica complexa Q7~% com um hiperplano arbitrario em CP7~.

2.1 Representacao de hiperplanos em P(C") sob a
acao de O™*(n —11).

Proposicao 2.1. Um 2-plano 11 do L™ contendo o raio de luz Ry, € tangente ao

cone de luz Cr,(0) por Ry, se, e somente se (z,v) =0, para todo ponto z € II.

Demonstragao: Como II contém Ry ,, existe um vetor u de tipo espago em L" tal

que Il = spanfu,v]. Suponhamos primeiro que (x,v) # 0 para algum z € II. Entao
(z,2) = o*(u,u) + 2aB{u,v) <0, a,B €R.

Portanto, IT ¢ um 2-plano de Lorentz em L™ e nao pode ser tangente a Cr(0).
Seja agora Il um 2-plano do L™ contendo o raio de luz Ry, tal que (z,v) = 0,

para todo z € II. Vamos provar que [I N CL(0) = Rg,. Claro que Ry, C II N Cr(0).

35
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Seja z € I NCL(0), isto é, (z,v) =0 e = € CL(0). Entao z é tipo espago ou z = \v e
z € Cr(0). Logo, * = A € Ryg,. Portanto, II N CL(0) C Ro,,. O

Corolario 2.2. Se u # Av € um vetor tipo espago de L™ ortogonal ao raio de luz

Ry, entdo o 2—plano II = span[u,v] € tangente ao cone de luz Cr,(0) por Ry.,.

Demonstracao: Todo ponto z pertencente a II se escreve da forma

z = au + fv, com (u,v) =0e a,B € R. Assim,
(z,v) = au,v) + f{v,v) =0, Vz eIl
Pela Proposicao 2.1, temos que II é tangente ao cone de luz Cr(0) por Ry, a

Lema 2.3. O subgrupo Ot*(n —1,1) do grupo de Lorentz O(n — 1,1) age transiti-
vamente em 2-planos pela origem, sejam eles espaciais, Lorentzianos ou degenerados

do ™.

Demonstragao: Dados v; e vy vetores do mesmo tipo causal, com a mesma norma
e orientagao se forem tipo tempo ou tipo luz em L, existe A € O*+(n —1,1) tal que
Av; = vy. Se 1 e rg sdo as retas determinadas por vy e vy entdao Ar, = ry. Temos os
seguintes casos a considerar.

1) Se II; e II; sao 2-planos tipo espaco(ou tipo tempo) em L™, sejam r; e ry retas tipo
espago (ou tipo tempo) respectivamente contidas em II; e II;. Assim, se Ar; = r,
como acima, chamamos I:Il = A(Il;) e temos f[l NII; = ry. Agora existe um subgrupo
de Ot*+(n —1,1) que fixa r; e leva IT; em II,.

2) Sejam I1; e I1; 2—planos degenerados do IL™, e seja v; # 0 um vetor tipo luz futuro
dirigido de II;,7 = 1,2. Vamos considerar II; = span[uy, v1], onde u; é um vetor tipo
espaco do L. Segue da Proposicao 2.1 que (u;,v;) = 0. Se Av; = v, como acima,
seja iy = Auy. Logo, (v2,v2) =0, (U1, 1) > 0 e (U1, v2) = (Auy, Avy) = (uy,vy) = 0.
Segue do Corolario 2.2 que I, = span[ii,vy] é um 2-plano tangente ao cone de luz
Cr(0) por Ry,,. Finalmente, existe um subgrupo de H de O**(n—1,1) que fixa Ry,
e leva 1:11 em Il,. O
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Lema 2.4. Sejam u = (u',0,---,0,u™) e v=(v',0,---,0,v") vetores linearmente

independentes de L. Entdo, agindo pelo subgrupo

cosh(d) 0  sinh(0)
Hy := 0 L, s 0 0 eR (2.1)
sinh() 0  cosh(0)

de Ot (n —1,1), se necessdrio, podemos assumir que
w'u™ 4+ v = 0. (2.2)

Além disso, se v(ou u) € wm velor do tipo luz, entdo as coordenadas de w(ou v) sdo

nao nulas.
Demonstragao: Suponhamos que u e v ja satisfazem (2.2), com (v,v) = 0. Se
u'u™ = 0, entdo terifamos v'v™ = 0, e isto nos conduz a um absurdo. Portanto,
ulu™ # 0.

Suponhamos agora que (2.2) nao valha. Pondo, @ = Au e ® = Av, com A € H,,
temos

a'a" + 9'9" = acosh(20) + Bsinh(20),
onde
1
a=uv'u"+v'v" e = 5((u1)2 + (™) + (") + (v™)?) > 0.

Assim,

it + 09" =0 & tanh(20) = (2.3)

—a
5
A equacao (2.3) tem uma tunica solugao, 6 = %tanh'l(_ﬁ—“) se, e somente se |a| < f3,

pois | tanh(20)| < 1. E facil ver que

a—I—/J’:%{(ul+un)2+(vl+v")2},
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Afirmamos que a +f =0 ou f —a = 0 se, e somente se (u,u) =0, (v,v) =0 e

(u,v) = 0(isto é, v = Au). De fato,

a4+ =0 & u'=—-u"ev! = -

Logo,
(u,u) = (u')?* = (u")* = 0,{v,v) = (v")* = (v*)? = 0 e (u,v) = ulv! — u™" = 0.

O caso f — a = 0 é andlogo.
Reciprocamente, se (u,u) = 0,(v,v) = 0 e (u,v) = 0, entdo v = Au. Assim,

1

u! = —u™ implica v'

= —v" ou u' = " implica v! = v, donde a + f = 0 ou
B —a = 0 o que prova o afirmado. Portanto, 8 —a >0 e a4+ > 0 donde

—f<a<pB, istoé |a <p. O

Lema 2.5. Sejam u = (u',u?) e v = (v',v?) vetores lincarmente independentes de

R?, satisfazendo u'u® + v'v? = 0. Entdo agindo por SO(2),se necessirio, podemos
assumir que

(w)* = (u*)* + (v')* = (v*)* < 0.

Demonstracao: Suponhamos que (u')? — (u?)? + (v')? — (v2)? > 0. Pondo @ = Au

cosf sind

e = Av, com A = ( > € SO(2), temos:

—sinf cos@

1

w'a’ + 00 = 5((u1)2 — (u?)? + (v")? — (v¥)?)sin(26),
(@) — (@) + ()" = (2%)* = %((ul)2 = (u*)* + (v')* = (v*)?) cos(26).
Tomando 6§ = Z(mod(m)), segue o resultado. O

Lema 2.6. Sejam u = (u',u®) e v = (v',v?) vetores linearmente independentes de

R? satisfazendo u'u® + v'v? =0 e (u')? — (u?)? + (v')? — ()2 < 0. Entio

(W)’ < () e (v))? < (ud)2
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Demonstragao: Vamos dividir em dois casos:

Caso 1. Se u?v? # 0, entao Z—; = —Z—; Segue-se que
(ul)2 _ (u2)2 + (v1)2 _ (v2)2 S 0 <
ul)? o1)2

(u')? . u?)? & (v2)? (u')?
(M- e <o = 8L

Caso 2. Se u?v? = 0, como u e v sao linearmente independentes, entdo u

2 e v? nao

2

sao simultaneamente nulos. Vamos supor u? = 0(o caso v? = 0 ¢é andlogo). Entao

v! = 0 e portanto

(W) = (@) + @) = (P <0 & (@) - (?) <0,

Lema 2.7. O conjunto

(1 (252)s* s - s (B2)s? ] )
—$ 1 0 S
Hy := : : €EO0On—1,1):5€R
—s 0 1 S
—("—;2)52 S ... 8 l—I—(%)s2 ]

¢ um subgrupo de Ot (n —1,1), que fiza o vetor e, + €, e fiza também cada 2—plano
P? = spanlej,e; + €n],J = 2,...,n — 1, tangenle ao cone de luz Cr(0) do L™ por

RO,C] +en -

Demonstragao: Seja

—1—("—;2)32 s I s [
—8 1 0 S
14:
—3 0 1 S
_(n=2)\.2 n—2\.2
I (2)5 S ... 8 l+(2)5 1o
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em H,. B facil ver que

2

—S

det

=5

portanto, A € Ot**(n — 1,1). Sejam A e B pertencentes a H,, onde

[ 1—(u)s2 S

1

0

Disto segue-se que

AB™!' =

1

[ 1= ("‘2;2)1"2 r
—r 1

—r 0
(57 o

] 1 — ("—;3)7"2 —r
r 1

r 0
(5

1-(332)(s=1)* (s—r1)
—(s—r) 1
—(s—r) 0

~(552)(s — r)?

(s =)

(e
0 —r
1 —r

Portanto, H, é um subgrupo de O™+ (n —1,1).

(~1)* = L4(

n—2

2

)s? >0,

€ H,.

g

De agora em diante estudaremos a intersecgao de hiperplanos arbitrarios de P(C")

com a quadrica complexa

n—2 __
U1

{Fe CPy: () 4+ -

()= ()

0}.



Observe que O**(n — 1,1) age naturalmente em P(C") do seguinte modo: dado
[p] € P(C*), podemos escrever p = u +iv. Entao a acgdo é dada por ([p], A) — [Ap],
onde Ap = Au +1Av. Como esta acio deixa Q72 invariante, é suficiente considerar
hiperplanos representados sob tal acao. Os resultados que se seguem vao mostrar
que um hiperplano arbitrario sempre tem uma representagiao simples, apés a acao de

Ott(n —1,1). Seja sempre p=u+1iv € C¢, n > 3, com u,v vetores de L".

Proposigao 2.8. Para cada ponto [p] € CP}™', podemos associar um nimero real t,
com as sequintes propriedades:
a) Se w e v geram um 2-plano do tipo espago de L™, ou sdio tipo espago linearmente

dependentes, entao:
[Mp] = [(t,2,0,---,0)], com M € Ot (n—1,1) e |t| < 1.

Em particular, t = 0 se, e somente se p= Az, com A € C*, (z,z) >0 e t =21 se,
e somente se [p] € Q7 7>.

b) Se u e v geram um 2-plano de Lorentz de IL", entdo:
[Mp] = [(t,0,---,0,i)], com M € OY*(n—1,1) ¢ |t| > L.

Mais especificamente, existe o € R tal que se u é de tipo espago(tempo) e v € de tipo
tempo(espago), entdo 1 < [t| < a e, se u e v sdao do tipo espago, entio 1 < a < |t|.

c) Se w e v geram um 2-plano degenerado do L™, entao:
[Mp) = [(2,¢,0,---,0,7)], com M € Ot (n—1,1) et € R".

Demonstragao: a) Vamos supor primeiro que os vetores tipo espaco u e v do L*
sao linearmente independentes. Seja Il o 2-plano de tipo espago gerado por u e v. O

Lema 2.3 implica que agindo por O™t (n — 1, 1), podemos assumir que

IT = S])CLTL[(l,O,' o 70)a(0a1>07'” )0)]1
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u = (u',u?0,---,0), v = (v',0%0,---,0) e u'v® — u?»! # 0. Agora, agindo pelo

subgrupo

cos(f) sin(d) 0
Hy:= (¢ A= | —sin(f) cos(d) 0 | €Ot (n—-1,1):0€R (2.4)
0 0 I

de O**(n —1,1), se necessario, podemos assumir que
u'u? +vlv? = 0. (2.5)
Com efeito, suponhamos que (2.5) nao valha . Pondo % = Au e v = Av, segue que
B8 + 59 = (u'? + v'v?) cos(20) + % ((u')? — (u2)? + (') — (v)?) sin(20).

Logo, existe um tnico 0(mod(m)) dado por

—9(ulu? 1,2
9:%&1‘012&11( (wu” +vv7) ),

()2 — (u2)? + (v1)2 — (v2)?
tal que @'@? + ©'9? = 0. Temos agora dois casos a considerar:

Caso 1: u?v®> =0. Seu® =0, entao v' =0 e v? # 0 (resp. v> =0, u! =0 e u? £ 0).

Assim,

[Mp] = [(x',0,---,0)+14(0,v%0,---,0)] = Kz—izo o)] =

1

= [(¢,2,0,---,0)], com t:= e Me Ott(n—1,1) (2.6)

v2

(resp. [Mp] =[(¢,7,0,---,0)], com ¢ := —:—; e M €Ot (n—11)).

Caso 2: Se u?v? # 0, entao podemos definir os niimeros reais

a:=v% bi=—u?et:=—=——. (2.7)
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Logo,

(Mp] = [(at,—=b,0,---,0) +i(bt,a,0, --,0)] =
= [((a+b)t, (a+1b)i,0,--- ,0)] =
= [(t,4,0,---,0)], com M €Ot (n—1,1).

Segue dos Lemas 2.5 ¢ 2.6 que ¢t dado em (2.6) e (2.7) pertence ao intervalo [—1, 1].

Além disso,
(Mu, Mu) = (u,u) = a** + b*, (Mv, Mv) = (v,v) = b*t> +a® e

(Mu, Mv) = (u,v) = ab(t® —1).

Portanto, (u,u) = (v,v) e (u,v) =0 se, e somente set = +1. Isto é, [p] € Q7?2 se,
e somente se ¢t = +1. Isto completa a primeira parte de (a).
Suponhamos agora que u e v sao vetores linearmente dependentes. Neste caso

p= Az, com (z,z) >0, A € C* e existe uma matriz M € O**(n —1,1) tal que
Mp=Xey & [Mp]=](0,i,0,---,0)].

b) Seja Il o 2-plano de Lorentz do L™ gerado pelos vetores u e v. Como < p,p >=
(u,u) + (v,v) > 0, podemos ter trés situagoes:
b.1) Os vetores u e v sao de tipo espaco;
b.2) O vetor u é tipo espago e v é tipo tempo( ou u é tipo tempo e v é tipo espago);
b.3) O vetor u é tipo espaco, v é tipo luz e néo ortogonais( ou u é tipo luz, v é tipo
espaco e nao ortogonais).

Vamos primeiro nos deter aos casos (b.1) e (b.2). Pelo Lema 2.3, podemos supor

que

Il = span|(1,0,---,0,0),(0,---,0,1)].

Assim, podemos escrever u = (u',0,---,0,u™) e v = (v,0,---,0,v"). Usando o

Lema 2.4 podemos assumir que

wlu™ + oo™ = 0.
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e Se u™ = 0, entao v™ # 0 e v! = 0. Logo,

1
[]V[p] = [(ulao,7Oa0)+l(0)07aoavn)]:[<u_>0,70)L>:|:
o

21
= [(¢,0,---,7)], com L= — e M e 0ttt (n—1,1).
v’n

Como
Lp,p>={wuy+(v,0)>0 & W) -w")’>0 o t2>1,

temos |¢| > 1.
e Se v =0, entao u™ # 0 e u' = 0. Assim,

1

[Mp] =[(¢,0,---,7)], com t:= 2. M e Ott(n—1,1),
un

e como acima, vemos também que [¢| > 1.

e Se u™v"™ # 0, entdo podemos definir os niimeros reais

Logo,

(Mp] = [(at,0,---,0,—b) +1(bt,0, - ,0,a)] =
= [((e+ i)ty (a+ib)i)] =
= [(¢,0,---,0,7)], com M € Ot*(n—1,1).
Também temos

(Mu, Mu) = (u,u) = a®t* — b%, (Mv, Mv) = (v,v) = b’t* — a?

(Mu, Mv) = (u,v) = ab(t*+ 1) e < p,p>=(a®+b*)(t*—1).
Vamos analisar a variacao de ¢ nas expressoes acima. Se u e v sao vetores do tipo

espaco e K p,p >> 0, entao t? > g—i, 1% > 2_22 e t* > 1. Temos dois casos:
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1) Se |a| < |b], entao 1 < % < |t]. Portanto, 1 < % < |tf;

2) Se |a] > |b], entao 1 < II%II < |t]. Portanto, 1 < ||Z:|| < |t

s . s . i 2 2
Agora se v é um vetor tipo espaco e v é tipo tempo, entao temos: 27 < P %2— e

t? > 1. Isto implica, |a| > |b|. Portanto,

0"
|un]

Finalmente se w € um vetor tipo tempo e v é tipo espago, entao temos: ‘g—; <tt<

1 <lt]l<
b2
a?

e t*> 1. Isto implica, |a| < |b]. Portanto,

"
1 < Jt] < 7—-
o™

b.3) Ja vimos que pelos Lemas 2.3 e 2.4 podemos considerar
[T = span](1,0,---,0),(0,---,0,1)],
escrever u = (u',0,---,0,u"), v = (v',0,--- ,0,v") e assumir que
ulu™ + vl = 0.

Além disso, supondo o vetor v do tipo luz, as coordenadas de u sao nao nulas, entio

podemos definir os niimeros reais

Assim,

(Mp] = [(at,0,---,0,=b)+i(bt,0,---,0,a)] =
= [((a+1b)t, -, (a+1b)i)] =
= [(¢,0,---,0,7)], com M € Ot*(n—1,1).

Como (u')? — (u™)?2 >0, (v)2—=(v")2 =0 e u™™ 40, temos

W=+ =2 >0 & (E 1) e (B -1 w0
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(u')? _ w™)? 4+ (™) (u')? ]

@((vn)Z 1)(( )+ (@M)*) >0 :>(v")2>1 & |t > 1.
B (,LL])Z _ (v1)2 _ (,U'n.)z _ fi
(vn)Q (un)Z (un)Z b2

Portanto, (u,u) = “4b_4b4 >0 e (v,v)=0.

Logo,

> 1.

c) Seja IT o 2—plano degenerado do L™, gerado pelos vetores u e v. Como < p,p >> 0

Y

podemos ter duas situacoes:

c.1) Os vetores u e v sdo do tipo espaco. Pelo Lema 2.3, podemos assumir que
II = span[(0,1,---,0),(1,0,---,0,1)],
e escrever
u = (u',u®0,---,0,u"), ut #£0,
v = (v,v%0,---,0,0"), V2 #£0 e u'v?—ut! £0.

Agindo com o subgrupo H; de Ot*(n—1,1) dado no Lema 2.7, se necessario, podemos
assumir que

u'u? 4 v'? = 0. (2.8)

Com efeito, suponha que (2.8) nao valha. Pondo, &t = Au e % = Av, com A € H,,

temos que

@ = (u'+su® 00, ,0,u" + su?),
v o= (v'+sv%0%0,---,0,0" 4 sv?).
Assim,
w'a? 4 0'0% = (u' + su®)u’ + (v + so?)? = (v +o'o?) + s((u?)? + (v*)?).
Portanto,

(ulu2 + 'Ul’t)z)

02 =0 =i £
b - 8 (1L2)2+(’02)2
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Usando a equagao (2.8) e o fato que u e v sdo linearmente independentes, é facil

ver que u' e v! sao sempre diferentes de zero. Entdo, podemos definir os nimeros

reais

Logo,

[Mp] = [(=b,at,0,---,0,—b) +i(a,bt,0, - ,0,a)] =
= [((a_{_lb)za(a—*‘lb)t) : ,(a+Zb)7)] =
= [(4,t,---,0,9)], com M eOtt(n—-1,1) e t € R"

c.2) O vetor u é tipo espago, v é tipo luz e ortogonais (ou u é tipo luz, v é tipo espaco

e ortogonais). Pelo Lema 2.3 podemos assumir que
II = span[(0,1,---,0),(1,0,---,0,1)].

Logo, podemos escrever u = (u',u? - ,0,u'), com u? # 0 e v = (v',0,---,0,0"),
com v! # 0. Além disso, existe um elemento A € H, tal que Au = (0,u?,0,---,0,0)

) 1 .
e Av =wv. Para ver isto, basta tomar s = —% em A. Entao
) 0 )

[A/[p] = [(07'“2)0a"' ,0,0)_*_?:(,01)0,0’_._ 70)U1)]:

2
L u .
= [(zav—lvoa"')o)z)]:

2

= [(z,¢,---,0,7)], com M e Ot (n—-1,1) e t:= Z—l e R*.
Agora se u é tipo luz e v é tipo espaco, vemos que

2

[Mp] = [(¢,t,---,0,7)], com M e Ot (n—1,1) e t:= _Z_l € R*

Proposigao 2.9. Para cada ponto [p] € CH™™', podemos associar um nimero real t,

com as sequintes propriedades:

[Mp] = [(2,0,---,0,7)], com M € O**(n—1,1) e |t| < 1.
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Mais especificamente, existe a € R tal que se u € de tipo espago(tempo) e v € de
tipo tempo(espago), entio 0 < a < [t| < 1 e, se u e v sdo do tipo tempo, entio
0 < |t| < o < 1. Em particular, t = 0 se, e somente se p = Az, com A € C* e
(z,2) < 0.

Demonstragao: Para cada [p] € CH" ™!, temos < p,p >= (u,u)+ (v,v) < 0. Logo,
temos as seguintes possibilidades:
1) Os vetores u e v sdo do tipo tempo;
2) O vetor u é tipo espago e v é tipo tempo(ou u € tipo tempo e v é tipo espago);
3) O vetor u é tipo tempo, v é tipo luz (ou u é tipo luz, v é tipo tempo).

Se u e v sao linearmente independentes, entao II = span[u,v] é um 2-plano de

Lorentz do L™. Pelo Lema 2.3 podemos assumir que

I =1[(1,0,---,0,0),(0,---,0,1)]

) (1
e escrever u = (u',0,---,0,u") e v = (v',0,---,0,v"). Usando o Lema 2.4,

podemos assumir que
1. n 1. n __
uu4+vot=0.
e Se u™ = 0, entao v™ # 0 e v* = 0. Portanto,

u

[Mp] = [(,0,---,0,0) +5(0,0,--- ,0,0")] = [(:U_io OZ)} _

1
= [(£,0,--,i)], com t::Z—n e MO (n—1,1).

Como
Lp,p>=(uu)+{v,0)<0 & W)P-0")V’<0 o ®<l,
temos |t| < 1.

e Se v =0, entao u™ # 0 e u' = 0. Logo,

’Ul

[Mp] =[(t,0,---,)], com t:=—— e M e O (n—1,1).
u
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Como anteriormente, ainda temos [¢| < 1.

e Se u™v™ # 0, entdo podemos definir os niimeros reais

1 1
a :vn, b= —u" e t :U_:_'U_
vn uTL
Logo,
(Mp] = [(at,0,---,0,—=b) +i(bt,0,--,0,a)] =

= [((a+1b)t, - ,(a+ib)i)] =
= [(¢,0,---,0,7)], com l\/[€O++(n—1a1)

e observe que
(Mu, Mu) = (u,u) = a*t* — b*, (Mv, Mv) = (v,v) = b*t* — a?

(Mu, Mv) = (u,v) = ab(t* + 1), e < p,p>=(a®+b*)(t* —1).

Em (1), u e v sao vetores tipo tempo e como < p,p >< 0, segue-se que

2 2 .
1?2« 2—2, 2 < = e t? < 1. Temos dois casos:

e Se |a| < |b], entdo 0 < |¢| < % < 1. Portanto, 0 < |¢] < % < 1

e Se |a| > [b], entdo 0 < |¢| < {2} < 1. Portanto, 0 < |¢| < I} < 1.

I.Un I ==

Em (2), se u é um vetor tipo espaco e v é tipo tempo, entao temos 3—22 <t < Z—j

e t* < 1. Isto implica |a| > |b]. Assim,

|u”]

0< < |t] < 1.
o]
Se u € um vetor tipo tempo e v é tipo espaco, entao temos: ‘;—Z <t?< 2—22 e t?<1,0
que implica |a| < |b|. Portanto,

o™ |
|un|
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Em (3), supondo o vetor v = (v',0,---,0,v") de tipo luz e u = (u!,0,- -

- 0, 4%)

tipo tempo, pelo Lema 2.4 u! e u™ sao diferentes de zero e como u'u® + vlv™ = 0
P po, )

podemos definir os nimeros reais

Assim que,

(Mp] = [(at,0,---,0,-b) +1(bt,0,- - ,0,a)] =
= [(((L + ib)ta T (a + 'Lb)l)] =

= [(¢,0,---,0,7)], com M € Ot*(n—1,1).

Como (u!)? — (u™)? <0, (v')?—(v")?=0 e u™™ # 0, temos

(W) — (™) + (1) = (u?)2 < 0 o <(”1)2 - 1) ()2 + (ﬂ . 1) (W")? <0 &

(v7)? (un)?

& <(u1)2 = 1) (W)’ + (")) <0 = ()" <l & |t<1.

()? ()

S U G Tl G o S
SR CD N CO L 0 il

Portanto, (u,u) = “4bjb4 <0 e (v,v) =0.

Logo,

Vamos analisar agora o caso em que u e v sejam vetores linearmente dependentes

e comegamos observando que isto s6 pode acontecer no caso (1), isto é, com u e

v tipo tempo. Neste caso, p = Az, (z,2) < 0 e A € C'. Existe uma matriz

M e Ot (n —1,1) tal que

Mp = e, & [Mp]=1](0,0,---,7).

(]

Proposigao 2.10. Para cada ponto [p] € OCH™', valem as sequintes propriedades:

a) Seu e v geram um 2-plano de Lorentz de L™, entdo:

[Mp] = [(£1,0,---,0,7)] com M € Ot (n—1,1).
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b) Se u e v estio contidos em um mesmo raio de luz Ro.u, entao:
[Mp] = [(4,0,---,0,7)] com M € Ot (n —1,1).

Demonstragao: Para cada [p] € OCH"™', temos < p,p >= (u,u) + (v,v) = 0.
Logo, temos as seguintes possibilidades:
1) O vetor u é tipo espago e v é tipo tempo( ou u é tipo tempo e v é tipo espago);
2) O vetor u é tipo luz, v é tipo luz e nao ortogonais(l.i.);
3) O vetor u é tipo luz, v é tipo luz e ortogonais(l.d.).

Portanto, para u e v pertencentes aos casos 1 e 2 acima, II = span[u,v] é um

2-plano de Lorentz do L™. Pelo Lema 2.3 podemos supor que
II = span((1,0,---,0,0),(0,---,0,1)].

Logo, podemos escrever u = (u',0,---,0,u") e v = (v!,0,---,0,v"). Usando o

Lema 2.4 podemos assumir que
w'u" 4 v'o" = 0.
Para o caso 1, temos:

e Se u" = 0, entao v™ # 0 e v' = 0. Logo,

!
(Mp] = [(u',0,---,0,0)+1(0,0,---,0,0™)] = [<—,0,"‘ ,Ou'l)] =
.U'n
= [(£1,0,---,7)], com M € O*(n—1,1),
pois
Lpp»=(wu)+(,v)=0 & @) -0")=0 & *=1

e Se v =0, entdao u™ # 0 e u' = 0. De modo anélogo, temos
[Mp] = [(£1,0,---,7)], com M e O (n—1,1).

e Se u"v™ # 0, entao podemos definir os nimeros reais

u! vl
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Assim,
Mp = (at,0,---,0,—b)+(bt,0,---,0,a) =
= (a+1)(t,---,i) com M€ Ott(n-1,1),
(Mu, Mu) = (u,u) = a®t* — b*, (Mv, Mv) = (v,v) = b’t*> — a?,
(Mu, Mv) = (u,v) = ab(t* + 1) e < p,p>=(a®+b)(t* - 1).
Portanto,

0= p,p>=(a’+V")(*-1) & *=1,

[Mp] = [(£1,0,--- ,0,7)].

Para o caso 2, podemos ter

ou
u=(u0,---,0,u") e v=(u'0,--,0,—u')
Logo,
(Mp] = [(1 —2,0,---,0,14+72)] =[(1,0,---,0,1)]
ou

[Mp] = [(1+74,0,--+,0,1—4)] = [(=1,0,--- ,0,%)].

Isto encerra a demonstracao do item (a).

Relembrando que no caso 3, temos
(u,u) =0, (v,v)=0 e (u,v) =0 = v=2>Au, com\ €R.

Segue-se que

Mp=u+w=(1+\)u = [Mp]=[u]
Existe A € Ot (n — 1,1) tal que Au= (u',0,---,0,u'). Portanto,
[Mp] = [(z,0,---,0,7)].

O que prova o item (b).
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Proposicao 2.11. Seja H o hiperplano em P(C*), n > 3, definido pela equagdo

(p,2)¢ =0 com p=u+1v eu,v € L”. Temos o sequinte:

1) Se u e v geram um 2-plano tipo espago do L™ ou sdao tipo espago linearmente
dependentes, entio existe wma matriz M € OtT(n —1,1) tal que para 2 = Mz, o
hiperplano H tem equagao

az' —# =0, (2.9)
para algum nimero complezo ¢ da forma ¢; = it, |t| < 1. Em particular, H ¢
tangente a Q) se, e somente se ¢; = +i ¢; p= Az com A € C*,(z,z) > 0 se, e

somente set = 0.

2) Se w e v geram um 2-plano de Lorentz do L™ ou sdo tipo tempo linearmente
dependentes, entdo existe wma matriz M € Ot (n — 1,1) tal que para 2 = Mz, o
hiperplano H tem equagdo

e 4 5 =0, (2.10)
para algum nimero complezo ¢y da forma ¢, = it, com t € R. Mais especificamente,
[t] > 1 se [p] € CPT', |t| <1 se[p] € CH" !, ¢t = £1 se [p] € OCH* !, ¢ p= Az
com XA € C*,(z,z) < 0 se, e somente se t = 0.
3) Sew e v geram wm 2-plano tangente ao cone de luz Cr(0) do L™ ou sdo tipo luz

linearmente dependentes, entdio existe uma matriz M € Ot (n — 1,1) tal que para

z = Mz, o hiperplano H tem equagao

#Fl— i -7 =0, (2.11)
para algum nimero complezo cz da forma c; = it, comt € R. Mais especificamente,
teR*se[p)e CPY™" e t=0 se[p] € OCH" .

Demonstracgao: Segue imediatamente das Proposigoes 2.8, 2.9 e 2.10, porque sob a
mudanca de coordenadas z = Mz, M € Ot*(n — 1,1), o hiperplano (p,z)® = 0 ¢é

transformado em (p, 2)© = 0, onde p = Mp. O

Observagao 2.1. No segundo item da Proposi¢ao acima, podemos considerar sem

perda de generalidade que ¢z~ ! 4 2™ = 0.
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Sejam agora z,w € C*, podemos escrever
. ) 1

&L zyw = 2wl - 4 2" Twr-1 — MR,

na forma
2z w!
L z,w >»=z'I, ,,w, onde z= : e w=
z" w"
Logo
10 0 ]
_ 0 1 0
Lw,z>=<K z,w > =2z, ;;w, onde [, 1=
00 ... —1
=] -4 nXn

Seja A € GL(n,C). Entao
< Aw, Az >= (Az), 1 Aw = 7% A,_; ; Aw,
donde
L Aw, Az >=<Lw,z> & Al A=l & Al At=1,_,,.
Portanto o grupo pseudo unitirio U(n — 1,1) é definido por

Un—1,1):={A€ GL(n,C) : AL,_1)A* = I,_1,}.

Proposicao 2.12. Seja H wm hiperplano de P(C*),n > 3, definido pela equagio

(p,2)€ =0, que ndo € tangente a Q7~2. Temos:

1) Se Re(p) e IJm(p) estio contidos em um 2-plano de tipo espago do L™, entio

HNQP? € equivalente, sob a agio de U(n —1,1), a quddrica
1 q ) 1

K222+ (222 4+ (") = (2")? =0, com (2.13)

1+ ¢;? .
k= ——— =3’ t| < 1.
1+ ey ]?’ a=it e |i
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2) Se < p,p >< 0 e Re(p), Im(p) estao contidos em um 2—plano de Lorentz do

L™ , entio H N Q7™* ¢ equivalente, sob a agio de U(n —1,1), ¢ quddrica

WY+ (2P 4+ (2 =0, com (2.14)
1 —cy?
1= [eof?’

3) Se < p,p>>0 e Re(p), Im(p) estao contidos em wm 2-plano de Lorentz do

= =1t e |t|<1.

L™, entdo H N Q7™ € equivalente, sob a a¢do de U(n — 1,1), a quddrica

(222 4+ (°)? + - +n(z")* =0, com (2.15)
. 1 - 622
- |Cz|2 - 1’
4) Se < p,p >>0 e Re(p), Im(p) estao contidos em um 2-plano tangente ao cone
de luz Cr,(0) do L™ entdo

n ca =1t e |t|>1.

%(21)24‘(22)2+"'+(Zn—1)2—;%(2n)2:0,
2! =32 = 2" =0,

com c3 € C* e d®> =1+ |cs|? € equivalente, sob a agio de U(n —1,1), d quddrica
(ZZ)Z + (23)2 4ot (zn—l)Z + (Zn)Z = ().

Demonstragao: 1) Podemos assumir pela Proposi¢ao 2.11 item (1) que H tem
equacao

az' — 22 =0, com ¢ # +i. (2.16)
Seja d := /1 + |ci|? e introduzimos coordenadas z = (Z',...,2") dadas pela trans-

formacao pseudo—unitaria A :z+—— Z, onde

[ cfd —1/d ... 0 0
1/d &/d ... 00
A= i . (2.17)
0 0 10
0 0 0 1
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De (2.12) segue-se que
*’4_1 = n,]mjn,la

donde A7!: Z —— z é dada por

a/d 1/d 00|
“1/d ¢ /d 00
Al = : (2.18)
0 0 . 10
0 0 . 0 1
Entao A™!(Z) = z é equivalente a
b ey 21 =2y 3 _ =3 .
Z = 3(012 +2°%), z° = E(—Z +eaz), 22=2°...,2"=2". (2.19)
Segue-se dai que
1
(") + (%) = = {(@z' + 222 + (-2' 4+ a#%)?}. (2.20)
Portanto, se z € H N Q7~* temos
E(F)2 4+ (31— (52 =0 e 5 =0, onde ki= - e
7 L+ [af?
2) Pela Proposicao 2.11 item (2), H tem equacao
ez +2" =0, com ¢, =it, |t| < 1. (2.21)

Seja r := /1 —|c3|? e introduzimos coordenadas z dadas pela transformacao

pseudo—unitaria A : z — Z, onde

[ 1/r 0 0 &fr -
0 1 ... 0 0
A= i, : (2:22)
0 0 . 1 0
I efr 0 ... 0 1/




De (2.12) temos que A~':Zr— z é dada por

1/r 0 0 —¢fr
0 1 0 0
A= : (2.23)
0 O. . 1 0
—cfr 0 ... 0 1/r

O restante da demonstracao desta parte segue os mesmos passo da parte anterior.

3) Neste caso, H tem equacdo:
2! + 2" =0, com c; =it, [t|> 1. (2.24)

Seja ' := /|cz|? = 1 e introduzimos coordenadas z dadas pela transformacao

pseudo—unitaria A : z — Z, onde

i cfr" 0 ... 0 1/ j
0 I ... 0 0
A= i e, . (2.25)
0 0 ... 1 0
| I/r 0 ... 0 Ez"/-r’_J

Assim, 2! = ¢p2' + 2" = 0. De (2.12) temos que A™':Z+— z é dada por

i c/r" 0 0 —1/r ]

01 ... 0 0
A b= . , (2.26)

0 0 . 1 0

—1/r" 0 . 0 cfr

donde segue-se que
1—¢2

(2')2 = (2"} = 5(2)", com % 1= ——2= (2.27)
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4) Neste caso, H tem equagao:
2! — 322 — 2" =0, com c3=7t, ¢ # 0. (2.28)

Sejar = |cg|, d* = 1+4]|cs|? e introduzimos coordenadas # dadas pela transformacao

pseudo—unitaria A : z — Z, onde

1/r  —e/r 0 —1)r
c3/d 1/d 0 0
A | @ / . (2.29)
0 0 Id,—3 0

| —1/rd cs/rd 0 d/r J

Assim, z' = z' — 32 — 2" = 0. De (2.12) temos que A™': 2%+ z é dada por
[ 1/r e3f/d 0 1/rd ]
A1 —c3/r 1/d 0 —c3/rd ,
0 0 Id, 3 0
- 1r 0 0 dfr |
donde se segue facilmente o resultado. O

2.2 Familias de superficies maximas em L*

Nosso objetivo agora é encontrar formulas de representacao tipo Weierstrass para

superficies maximas em L*, com aplicacao de Gauss degenerada.

Definicao 2.1. Uma superficie .S de tipo espaco em L™, n > 3, tem aplicacio de

Gauss G degenerada, se a imagem G(M?) estd contida em um hiperplano
Pzt . —pzt =0, pzeC

de P(C"). Dizemos que:

1) S tem aplicacao de Gauss degenerada de tipo 1 se Re(p), Im(p) geram um 2—plano
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de tipo espago em ", ou sao vetores tipo espago linearmente dependentes (n > 3);
2) S tem aplicagao de Gauss degenerada de tipo 2 se Re(p), IJm(p) geram um 2-plano
de Lorentz em L™, ou sao tipo tempo linearmente dependentes;

3) S tem aplicagao de Gauss degenerada de tipo 3 se Re(p), Im(p) geram um
2-plano tangente ao cone de luz Cr(zo) do L™, ou sio de tipo luz linearmente

dependentes(n > 4).

Observacao 2.2. 1) Na definicdo acima por degenerada, estamos entendendo 1-
degenerada, isto é, a imagem pela aplicagao de Gauss G estd contida em um subespaco
projetivo de codimensao 1. Em geral diz-se que a aplicagao de Gauss é k-degenerada
se k é o maior inteiro tal que G(M?) estd contida em um subespaco projetivo de
codimensao k (ver [22]).

2) No item (1) da definicao acima, se Re(p), Tm(p) fossem vetores tipo espaco line-
armente dependentes de IL*, pela Proposigao 2.11 o hiperplano acima tem uma forma
especial H = {z € C' : 22 = 0}. Assim, a superficie tipo espaco S estaria contida
em um 2-plano de Lorentz, mas isto é impossivel. O mesmo raciocinio se usa para
excluir o caso n = 3 no item (3).

3) No item (3) da definicao acima, se Re(p), Im(p) sdo vetores de tipo luz linearmente
dependentes de L*, pela Proposigdao 2.11 o hiperplano acima tem uma forma especial
H={zeC":2' -2 =0}. Mas, G(M) C HNQ? = {z! — 21 = 0,22 —iz® =
0} U{z' —2z* = 0,2% +i2® = 0}. Neste caso, a aplicacio de Gauss da superficie 5,

seria 2-degenerada e nao 1-degenerada.

As demonstragoes dos trés Lemas seguintes seguem imediatamente da Proposicao

2.11.

Lema 2.13. Seja S wma superficie mazima com aplicagio de Gauss degenerada de
tipol em L™, n > 3. Entao existe uma base ortonormal positivamente orientada de
L™ tal que as coordenadas ¢* da aplicacio de Gauss ® de S, em termos de coordenadas

isotérmaicas locais, satisfazem

ad' —¢* =0, (&) +- = (¢") = (1 +)(¢') ¢ <2,0>>0,  (2.30)
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onde ¢; € wma constante compleza diferente de +1i. Reciprocamente, dado qualquer
constante compleza ¢, # %i e fungoes holomorfas ¢',. . ., ¢™ satisfazendo (2.30), entdio
a superficie mazima S correspondente tem aplicagio de Gauss degenerada de tipo 1

contida no hiperplano ¢,z' — 22 = 0.

Lema 2.14. Seja S uma superficie mdzima com aplicagio de Gauss degenerada de
tipo 2 em L™, n > 3. Entao existe uma base ortonormal positivamente orientada de
L™ tal que as coordenadas ¢* da aplicacio de Gauss ® de S, em termos de coordenadas

1sotérmicas locais, satisfazem
"+ =0, ()’ + -+ (") =(3-1)(¢') e 0,0 >>0, (231)

onde cy € uma constante complexa diferente de £1. Reciprocamente, dado qualquer
constante compleza c; # *1 e fungdes holomorfas ¢',..., ¢" satisfazendo (2.31),
entao a superficie mdazima S correspondente tem aplicagio de Gauss degenerada de

tipo 2 contida no hiperplano c3z' + 2™ = 0.

Lema 2.15. Seja S uma superficie mdzima com aplicagio de Gauss degenerada de
tipo 3 em L™, n > 3. Entdo existe uma base ortonormal positivamente orientada de
L™ tal que as coordenadas ¢* da aplicagio de Gauss ® de S, em termos de coordenadas

1sotérmicas locais, satisfazem

¢ — cof? —¢" =0,

e <D,03>0, (2.32)
(8 + (@) + (71 = () =0

onde ¢3 € uma constante compleza diferente de zero. Reciprocamente, dado qualquer
constante compleza c3 # 0 ¢ fungoes holomorfas ¢', ..., ¢" satisfazendo (2.32), entdo

a superficie mdzima S correspondente tem aplicagio de Gauss degenerada de tipo 3

contida no hiperplano z' — cs3z' + 2™ = 0.

O seguinte teorema nos dara uma representacao geral das superficies maximas

com aplicacao de Gauss degeneradas de tipo 1 em L*.
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Teorema 2.16. Seja S uma superficie mdzima regular com aplicagio de Gauss de-
generada de tipo 1 em L*, definida pela imersio X : M? — L*. Entdo podemos
associar a S uma quddrupla (M?, gi,m1,¢1), onde M? € uma superficie de Riemann,
g1 € uma fungio meromorfa nao constante e Re(g1) # 0 sobre M?, 1y € uma 1-forma
holomorfa, € ¢, € uma constante compleza tal que

1) A tripla (g1, m,c1) satisfaz as propriedades:

a) ¢ # i,

b) A 1-forma diferencial n; em um sistema de coordenadas isotérmicas

(U, =u+1iv) de M? € definida globalmente por

a 1
m = 2%@ (2.33)

e os zeros de 1y coincidem, em posigao e ordem, com os zeros e polos de g;;
c) Se c; ¢ R, enlao a primeira coordenada ' de X tem wma conjugada harménica a
valores singulares sobre M?;

d) Para qualquer caminho fechado « sobre M?,

T | T = {J; 3771/7’191771 =0 e S)%/771 =0, onde ri:=—(1+c}). (2.34)
- v

v %
IT) A superficie S € dada, menos de congruéncia, por
X(¢) =Re /C (1701, i(rlgl - i), i(mg‘l + i)) M1, (2.35)
¢o 2 G2 4
onde (o,( € M? e (y € fizo.
Reciprocamente, dada uma quddrupla arbitrdria (M?,¢,,m,c1) tendo as proprieda-
des citadas em (I), entdo (2.35) define wma superficie mdzima regular com aplicagdo

de Gauss degenerada de tipo 1 em L*.

Demonstracao: (=) Pelo Lema 2.13 existe uma base ortonormal positivamente
orientada de IL* com respeito a qual a aplicagao de Gauss de .S, em termos de qualquer

sistema de coordenadas isotérmico (U,{ = u + iv) de M?, satisfaz

¢ = 19", (2.36)
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() = () = ra(#)?, com 1 = —(L+ D). (2.37)

Observe que‘n&o podelﬁos ter () — (¢*)? = 0, caso contrério terfamos também

(6")? + (¢*)* = 0 o que implica ¢? = +id'. Poftanto, a superficie S teria aplicacao

de Gauss 2-degenerada. Similarmente, a condigao (a) vale, caso contrério se ¢; = =i,

junto com as equagoes (2.36) e (2.37), S teria aplicacdo de Gauss 2-degenerada.
Assim, a funcao

o

g1 = F—& (2.38)

€ meromorfa e independente da escolha de coordenadas sobre M?. Além disso, g; #

0, pois caso contrario, ¢! = 0 e por (2.36) ¢* = 0. Como X, = u®, z' e 22

seriam constantes. Assim, a superficie .S estaria contida em um 2-plano de Lorentz

II = {22! = cte,a® = cte} C L* e isto nos conduz a um absurdo.

Segue-se de (2.37) e (2.38) que

¢’ —¢'=——— e 4+ ¢ =inge"
2
Portanto, a aplicacao de Gauss tem a forma
2 1., ¢ 1
o= (1 — - —), = — b 2.5
( yC1, 2(7"191 91) 2(7'191 + 7 )) <15 ( 39)

Note que a funcao g; nao pode ser constante, porque se fosse, a aplicagao de Causs
também seria constante(S estaria contida em um 2-plano de tipo espaco), ou seja a
aplicacao de Gauss de S seria 3—degenerada.

A l1-forma 7, = 2,u¢1d( é globalmente definida sobre M?. Logo (2.35) segue
do fato que X(() = Re f( w)m,, onde ® = ®g'. Como estamos supondo S sem
periodos reais, temos que Re fw @ w)m = 0 para qualquer caminho fechado vy em M?2.

Isto nos diz que

Jm/n_/lm Jm —0 3m/71J1171+Jm/ aO,me/Tllzo
Y

e me/cml =0 e dai segue-se (d). Se ¢; ¢ R, podemos supor ¢; = it, com t # 0.
v

9‘{6/@771:0 & ’Jm/sz
v vy

Logo
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e isto prova (c).

Como S € regular, as formas g1m; € n1/¢g; ndo podem se anular identicamente, caso
contrério, de (2.39) terfamos ¢°d(, ¢*d( identicamente nulas e usando (2.36) e (2.37)
também terfamos ¢'d(, $*d( identicamente nulos. Neste caso, os vetores tangentes
X, e X, seriam ambos nulos. Assim, em um zero de gy, g17; precisa ser zero e 17, /g,
diferente de zero e, em um polo de g1, g171 precisa ser diferente de zero e 7, /g, precisa
ser zero. Isto prova (b).

(<) Reciprocamente, seja (M?, g1, 11, ¢1) satisfazendo as propriedades citadas em (1),
temos por (d) que a integral fgi ®(w)n, estd bem definida. Assim, (2.35) nos da uma
aplicagdo bem definida X : M? — L*. As correspondentes componentes da aplicacio

de Gauss ¢*, k = 1,2,3,4 sdao holomorfas por (b) e segue-se de (2.35) que
ag' =" =0, (¢°) = (¢")? =r1(4')* ¢ < T, 0 >>0.
Concluimos entao que, (2.35) define uma superficie maxima regular .S com aplicagao

de Gauss degenerada de tipo 1 em LL*. Resta mostrar ainda que se a aplicacao de

Gauss esta contida em um hiperplano arbitrario H de P(C*), entdao H : ¢;2' — 22 = 0.

Suponhamos que a aplicacio de Gauss de S satisfaga a equagao (p,®)® = 0, com
p # 0. Segue de (2.39) que
(r1(ps — pa)i)gy +2(p1 + c1p2)gr — (ps + pa)i = 0. (2.40)

Se ps —py # 0(ry # 0, pois ¢; # +1) ou p3 + ps # 0, entdo g; é uma funcao constante,
contra a hipétese. Logo, p3 — ps =0 e p3 + p4 = 0. Assim, p; = py = 0. Portanto, a
equagao (2.40), reduz-se a

(p1 + c1p2)g1 = 0. (2.41)
Como ¢g; # 0, (2.41) implica p; = —¢1p2, com py # 0, pois p # 0. Substituindo
p = (—ci1p2, p2,0,0) em (p, ®)¢ = 0 temos

pa(c19' —¢*) =0,
o que implica ¢;¢' — ¢* = 0. Concluimos que a imagem pela aplicacao de Gauss

estd contida na interseccio da quadrica complexa @? com um tinico hiperplano

izl — 22 =0. |
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Observagao 2.3. No caso em que ¢; = 0(r; = —1), S est4 contida no espaco tridi-

mensional L* = {z? = cte} C L* e a férmula dada em (2.35) reduz-se a
¢ -1 01,1
X(C):me/ <1707_(g+_7—__g)777
= [ (10504 560

onde g =¢g; e n=mn. Como g = % e n = 2u¢'dz, pondo f = 2(¢° — ¢*)p,

temos que n = 1 fgdz. Logo,

¢
X(¢) = D‘i’e/( (ifg,O, g( 2+1), g(g2 — 1)) dw. (2.42)

Observe que (2.42) é, a menos de congruéncias, a representacio de Weierstrass para

superficies maximas de segunda espécie em L* dada em [29)].
A métrica induzida por X em (2.35), é dada por
dst, =2 < X¢, X¢ > |dC)™.
Como X, = p®, temos que
dst , = 2|p]* < ©,® > |d¢|.

Nao é dificil ver que
2|8
|g1]?

LD, >= (Re{g1}? + *Tm{g1}?) .

Donde segue-se que

APl Pl

st = (el + £am{a)?) PO
1

i

Agora como n; = 2ud*d(, ¢ = ﬁ Entao definindo f; := 2u(¢® — ¢*) segue-se

que 7 = 2f1¢g1d(. Portanto, obtemos dsit em funcao de gy, f; e t:
ds%,t = (Re(g1)® + 2Im(g1)?)| f1|*dC¢)?. (2.43)

Note que ds} , = Re(g1)?| f1]*|d(|? é exatamente a métrica induzida por X, dada pela
representacao de Weierstrass (2.42); isto justifica a condigao Re(g,) # 0 do Teorema

2.16.
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O Teorema 2.16 nos diz que para c¢; # +¢, a superficie maxima S definida por
(2.35) tem aplicagao de Gauss contida em um tnico hiperplano c;z! — 2?2 = 0. E ele
tem coeficientes reais se, e somente se ¢; € R(c; = 0, tomando ¢; normalizado).

Dizemos que uma superficie S é reversa se X (M) nao esta contida em nenhum
subespago afim préprio de L*. Portanto, uma superficie mdxima S com aplicacao de
Gauss degenerada de tipo 1 é reversa se, e somentese ¢; € R, istoé,¢) = 1t, 0 <t < 1.

Dado o par (g1,7:) e considerando ¢; = 1t,0 < ¢ < 1, como parametro complexo,
a representacao tipo Weierstrass dada em (2.35) define uma familia a 1-parametro de
superficies maximas com aplicacao de Gauss degenerada de tipo 1 em L*. J& vimos
que quando ¢; = 0, temos uma representacao de Weierstrass global para superficies
maéximas de L> C IL*. Assim, cada superficie maxima de L® determina uma familia
a l-parametro de superficies maximas com aplicacao de Gauss degeneradas de tipo
1 em L*. Por outro lado, iniciando com uma dada superficie maxima com aplicacio
de Gauss degenerada de tipo 1 em L*, entao, a menos de congruéncias, ela pode ser

representada por (2.35) com ¢; da forma ¢; = 4¢,0 <t < 1.
Exemplo 2.1. Seja gy =(, fi = 2a,coma € R* e M> =C\{{ =u+iv:u#0}. A
familia obtida é

Xi(u,v) = a (—2uv, (02 — u)t,u— (L — w?)(t2 — 1), —u — (£ — wo?)({® — 1)) .
Em particular para ¢ = 0 temos

3 3
. u 5 U 5
Xo(u,v)=a <—2uv,0,u—|— 3 uv®, —u+ — — uv > .

3
Seja
(0 0 1 0]
Xo(u,v) = 000 Xo(u,v). (2.44)
' I 0 00
000 0 1|

Note que X (u,v) é a superficie maxima Enneper de segunda espécie(catendide pa-

rabélico) de IL3.
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O seguinte Teorema nos dara uma representacao geral das superficies maximas

com aplicacao de Gauss degeneradas de tipo 2 em L*.

Teorema 2.17. Seja S wma superficie mdzima reqular com aplicagio de Gauss dege-
nerada de tipo 2 em IL* definida pela tmersio X : M? — L*. Entdo podemos associar
a S uma quddrupla (M?, g3, 12, ¢c2), onde M? € uma superficie de Riemann, g, € uma
fung@o meromorfa nio constante sobre M?, ny € uma 1-forma holomorfa, e cy é uma
constante compleza tal que
I) A tripla (g2, 12, c2) satisfaz as propriedades:
a) ¢y # +1;
b) A 1-forma diferencial ny em um sistema de coordenadas isotérmicas
(U, = u+1iv) de M? € definida globalmente por
N2 = Qaa—x;dC (2.45)

e 0s zeros de 1y coincidem em posig¢io e ordem com os zeros e polos de gy;
c) Se ¢ ¢ R, entao z° tem wma conjugada harmonica a valores singulares sobre M?;
d) Para qualquer caminho fechado v sobre M?,

Im [ 2 = —3m/rggg772 e fﬁe/ng =0, onde ry:=cl—1. (2.46)

v 92 ¥ ¥

I1) A superficie S € dada, a menos de congruéncia, por

X(O=9%/C

Co
onde (o,( € M? e (y € fizo.

Reciprocamente, dada uma quddrupla arbitrdria (M?, g2, 2, c3) tendo as proprieda-

?

1,1 1
= (= —(—— 1,— )
<2(g2 —|—7"2g2), 2(92 r292)7 ) C2> 12, (2 47)

des citadas em (1), entdo (2.47) define uma superficie mdzima regular com aplicacdo
de Gauss degenerada de tipo 2 em 1.
Demonstragao: Pelo Lema 2.14 existe uma base ortonormal positivamente orien-

tada de L* tal que a aplicacao de Gauss de S, em termos de qualquer sistema de

coordenadas isotérmico (U, ( = v 4 1v) de M?, satisfaz

¢ = —crd®, (2.48)
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(#")? + (¢°)* = ra(4%)?, com 7y :=(c3 —1). (2.49)
Observe que nao podemos ter ¢! —i¢? # 0, caso contrério terfamos também (¢*)? —
(¢")? =0, o que implica que ¢* = +¢>. Portanto, a aplicagao de Gauss de S seria 2-
degenerada. Similarmente, a condicdo () vale, caso contrério se ¢, = 41, junto com
as equacgoes (2.48) e (2.49), a aplicagao de Gauss de S seria 2-degenerada. Assim, a

funcao
e
92 = H — i?

¢ meromorfa e independente da escolha de coordenadas sobre M?. Além disso, G # 0,

(2.50)

pois caso contririo, ¢* = 0 e por (2.48), ¢* = 0. Assim, a superficie S estaria contida
em um 2-plano de tipo espago Il = {2° = cte,a* = cte} C L! e, portanto, a sua
aplicacao de Gauss seria 3—degenerada.

Segue de (2.49) e (2.50) que

3
¢l —id? = — e ¢' +id® =122’
92
Portanto, a aplicacao de Gauss tem a forma
1,1 1,1
¢ = —(— — 1,— 3. .
(2(_]2 + 7 92) 2(g2 ngz), ) CZ) <25 (2 51)

Concluimos de (2.51) que a funcdo G nao pode ser constante, porque se fosse, a
aplicacao de Gauss também seria constante(S estaria contida em um 2-plano de tipo
espaco), ou seja a aplicacao de Gauss seria 3—degenerada.

A 1-forma 1, = 2ud3d( é globalmente definida sobre M?. Portanto, (2.47) segue
do fato que X({) = Re fC w)ny. Como estamos supondo S sem periodos reais,

temos que Re fy ®(w)n, = 0 para qualquer caminho fechado v em M?2. Isto nos diz

9”{/ —|—9%/7"2Jz772—0 —Jm/g +Jm/7’292772—0
2
9%/772:Oe9‘{e/c2772:0,
v 2 4

e 1sto prova (d). Se c; € R, podemos supor que ¢; = it, com ¢t # 0. Logo,

fﬁe/czng =0 & ,J7TI,/T/2 =0, isto prova (c).
Sy

v

que
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Como S é regular, as formas ¢,7; € 12/g2 ndo podem se anular identicamente, caso
contrario, de (2.51) terfamos ¢'d(, $*d( identicamente nulas e usando (2.48) e (2.49)
também terfamos ¢*d(, $*d( identicamente nulos. Neste caso, os vetores tangentes
X, e X, seriam ambos nulos. Assim, em um zero de g;, g272 precisa ser zero e 1,/ g,
diferente de zero e, em um polo de gz, g7, precisa ser diferente de zero e 1,/ g, precisa
ser zero. Isto prova (b).

(«=) Reciprocamente, dada uma quadrupla arbitraria (M?, g3, 03, ¢;) satisfazendo as
propriedades citadas em (/), temos por (d) que a integral fcco ®(w)n; esté bem definida.
Assim, (2.47) nos da uma aplicagdo bem definida X : M? — IL*. As correspondentes
componentes da aplicacao de Gauss ¢*,k = 1,2,3,4 sio holomorfas por (b) e segue

de (2.47) que
¢’ +¢" =0, () + (") = (3 —1)(¢°) ¢ < &,®>>0.

Concluimos que (2.47) define uma superficie maxima regular .S, com aplicacio de
Gauss degenerada de tipo 2 em L*. Resta mostrar ainda que se a aplicacio de Gauss
esta contida em um hiperplano arbitrario H de P(C*), entao H : c;2° 4 2% = 0.
Suponhamos que a aplicagao de Gauss de S satisfaca a equacao (p, ®)* = 0, com

p # 0. Segue-se de (2.51) que

ra(p1 — ip2)gs + 2(p3 + c2pa)ga + (p1 +ip2) = 0. (2.52)

Se pr —upz # 0(r2 # 0, pois ¢; # £1) ou p;+ip; # 0, entao g, é uma funcao constante,
contra a hipétese. Logo, py —ip2 = 0 e p; +1py = 0. Assim, p; = p, = 0. Portanto, a
equacdo (2.52), reduz-se a

(ps + c2p4)g2 = 0. (2.53)
como g # 0, (2.53) implica p3 = —cypg, com py # 0, pois p # 0. Substituindo
p=(0,0,—cypy, ps) em (p, ®)C = 0 temos

Pzt(Cqua + ¢4) =0,

o que implica c;¢° + ¢* = 0. Concluimos que a imagem pela aplicacio de Gauss
esta contida na interseccao da quadrica complexa ] com um tnico hiperplano

23+ 2 = 0.
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A métrica induzida por X em (2.47), é dada por
dsy, = 2|ul* < @, ® > |d(*.

Para este caso, nao € dificil ver que

312
< 0,0 >= 14 |2 ((1+ 72lgal*)? + 4]g2]?) -
2|g2|
Assim,
1 7 4 /.L 2 ¢)3 2 dC 2
ds%,t = Z ((1 + 7"2|92|2)2 +4|g2|2) I | ||g2|lz| | .

Agora como 7, = 2u¢>d(, segue-se de (2.50) que 72 = f92d(, com fo := 2u(¢' —i¢?).

Portanto,

fl?
dsge =T (1 4 ralonl®)? + l0al) 1P (2.54)
Observacao 2.4. No caso em que ¢3 = 0(r; = —1), S esta contida no espaco tridi-

mensional R = {:1;4 = ¢le} € L% e a féormula dada em (2.47) reduz-se a

/1,1 i1
X(() = Re /Co (5(3 —9),5(; +9), 1»0) ,
onde g = g2, 1 = m e f = fo. Logo, substituindo n = fgd( na expressao acima
temos
/ of

(—(1 -9, 4 (1 +gz),fg,0) dw. (2.55)

X(o:fﬂe/C d /

Co
Assim, a superficie S est4 contida no espago tridimensional R® = {z* = 0} C L, e ob-

serve que (2.55) é exatamente a representacao de Weierstrass cldssica para superficies
minimas do R3, tendo como métrica induzida

O Teorema 2.17 significa que para c; # £1 a superficie S dada por (2.47) tem
aplicagao de Gauss contida em um tnico hiperplano H = {[z] : ;2 + z* = 0} de
acordo com a Proposicao 2.11. Note que H tem coeficientes reais se, e somente se

c2 =0 e S éreversa em IL! se, e somente se c; & R.
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Concluimos que dado um par (gs,72) e considerando ¢; = 4t, ¢ € R, como
parametro complexo, entao a férmula de representacao tipo Weierstrass (2.47), define
uma familia a l-parametro de superficies maximas com aplicaciao de Gauss degene-
radas de tipo 2 em IL*. J4 vimos que quando ¢ = 0, recuperamos a representacao de
Weierstrass das superficies minimas do R®. Portanto, cada superficie minima de R3,
determina uma familia de superficies maximas com aplicagido de Gauss degeneradas
de tipo 2 em L*. Por outro lado, iniciando com uma dada superficie maxima com
aplicagao de Gauss degenerada de tipo 2 em L*, entdo, a menos de congruéncias, ela

pode ser representada por (2.47) com c, da forma c; = it,t € R.

Exemplo 2.2. Seja (g2, f2) = ((,2a), com a € R* e M? = C. A familia obtida é
u® v3
Xi(u,v) = a(u + (wv® — ?)(t2 +1),—v+ (? —u?)(t* + 1),u® — v?, 2unt).
Em particular para ¢ = 0 temos a superficie minima Enneper classica de R®.
u? , o v°
Xo(u,v) =a|u+ uv? — 30 —v —u'v+ ?,uz — v2,0 :
O seguinte Teorema nos dard uma representacao geral das superficies maximas

com aplicacao de Gauss degeneradas de tipo 3 em L*.

Teorema 2.18. Seja .S uma superficie mdzima regular com aplicacdo de Gauss dege-
nerada de tipo 3 em IL*, dada pela imersio X : M* — L*, onde M? ¢ uma superficie
de Riemann coneza. Entdo podemos associar a S uma quddrupla (M?, gs,ns, c3), onde
g3 € uma fungdo meromorfa nio constante sobre M?*, n3 € uma 1-forma holomorfa e
c3 € uma constante compleza, tal que:

I) A tripla (93,73, c3) satisfaz as propriedades:

a) cz #0;

b) A 1-forma diferencial 3 em wm sistema de coordenadas isotérmicas (U, ( = u+1v)
de M?* € definida globalmente por

oz'  .0z?
N3 = (8_6 — la—c> d¢ (2.56)
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tal que a 1-forma holomorfa sobre M? com valores em C*

| . —g3(z) +1+1 .
— gsh —h / / = ‘
(1 +93h377’(1 g3 3))93 3,03 + 7'3)773) 2’3(2) (t — l)gs(z) + 1) t e R
nunca se anula;
¢) Para qualquer caminho fechado v sobre M?,
. . —g3+t+1
1 / 1 — gshs), g3 — hs, / =0, hg=———-— 2.
Re [y( + gshs, 1(1 — gshs), gs — ha, gs + hs)ns 3 (- g + 1 (2.57)
IT) A superficie S € dada, a menos de congruéncias, por
¢
. -gzt+it+1
X(¢) = D%e/ (14 gshs,i(1 — gshs), g5 — hs, g3 + ha)ns, hz = L (2.58)
Co (t - 1)93 +1

Reciprocamente, dada uwma quddrupla arbitrdria (M?, gs,ns, c3) tendo as propriedades
citadas em (I), entdo (2.58) define uma superficie mdzima regular com aplica¢io de

Gauss degenerada de tipo 3 em IL*.

Demonstragao: Pelo Lema 2.15 existe uma base ortonormal positivamente orien-
tada de L, tal que a aplicacao de Gauss de .S, em termos de qualquer sistema de

coordenadas isotérmico (U,( = u + iv) de M?, satisfaz

{ P — 3 — " =0
(81 + (87 + (971 = (¢7) =,

e <@, >> 0. Observe que o hiperplano H acima nao é tangente & quadrica Q?,

(2.59)

pois ¢z = 1t # 0 pelo Lema 2.15. Logo, pela Proposicao 1.15, N = H N Q?, pode ser

representada por
®(2) = (1 + gshs,i(l — gshs), g3 — hs, g3 + h3)ns, (2.60)

com as fungoes complexas g3(z) e hs(z), relacionada através da transformacio de

Mébius
—g3(z) +1 + 1
hs(z) = s tg£ 0,
S e e R

Além disso, g3(z) # 0, pois caso contrario, ¢° + ¢! = 0 e (¢')2+ (¢*)2 = 0 e a

aplicagao de Gauss de S seria 2—-degenerada. Também g¢3(z) nao é uma constante,
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caso contrario, assim seria ® e portanto, S estaria contida em um 2-plano de tipo
espaco de IL*.

A l1-forma ns = p(¢' — i¢*)d( é globalmente definida sobre M?. Agora como ®
representa localmente a aplicagao de Gauss de S, e é definida por X, = p®, temos
que 73 = (z; —1z})d(. Portanto, (2.58) segue do fato que X () = Re fé ®(w). Como
estamos supondo S sem periodos reais, temos que Re quI)(w) = 0 para qualquer
caminho fechado v em M?, e isto prova (d). Por dltimo, como S é regular, ® nao
pode se anular nunca, caso contrario, X, e X, seriam ambos nulos, e isto prova (b).
(<) Reciprocamente, dada uma quadrupla arbitraria (M?, g3, 73, c3) satisfazendo as
propriedades citadas em ([), temos por (c) que a integral fci ®(w) estd bem definida.
Assim, (2.58) nos d4 uma aplicagdo bem definida X : M? — IL*. As correspondentes
componentes da aplicagao de Gauss ¢*,k = 1,2, 3,4 sio holomorfas por (b) e segue-se
de (2.58) que

¢! —c3? — " =0,
{ (@) 4 (6°)% -+ (¢"71)* = (¢")* =0,
e € ®,®>>0. Entao, (2.58) define uma superficie maxima regular S, degenerada
de tipo 3 em LL*. Resta mostrar ainda que se a aplicacio de Gauss estd contida em

3

um hiperplano arbitrario H de P(C*), entao H : z' — c32® — 2* = 0. Suponhamos que

a aplicagao de Gauss de S satisfaca a equagao (p, ®)¢ = 0, com p # 0. Segue-se de
(2.60) que

(=p1 +ip2 + (t = L)ps — (t — 1)pa)g3 + 2(tp1 — ip2 + p3)ga+

+(p1 +ips — (t+1)ps — (L + 1)ps) = 0. (2.61)

Mas, g3(z) é uma fungao nao constante. Logo,

—p1+ipe + (T —1 —(t—=1)py =0,
{ P1 P2 ( )PS ( )Pi (2.62)

pr+ips — (L4 1)ps — (L + 1)ps =0,

e a equacao (2.61) reduz-se a

(tpr — ip2 + p3)gs(z) = 0. (2.63)
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Somando as equagoes de (2.62) e usando o fato que gs(z) # 0 e t # 0, temos

ip2 —p3 —tpy =0

: }:>t(pl_p4):OZ>P1:P4-
tpr —1p2+p3 =0

Subtraindo as equagoes de (2.62) temos p; — tps — py = 0, logo substituindo P1 = Py
nesta equagao, segue-se que p3 = 0. Finalmente de (2.63) segue p, = —itp,. Portanto,

substituindo p = (py, —itp1, 0, p1), com p; #0, em (p, ®)® = 0 temos
pi(¢' —itg? — ¢*) = 0,

o que implica ¢' — 1t¢* — ¢* = 0. Conclusdao: a imagem pela aplicacio de Gauss
A tid inter ao d adri 1 2 inico hiperpl
esta contida na intersecgdo da quddrica complexa 2 com um tinico hiperplano

- 2
2! —atz? — 24 = 0.



Capitulo 3

Problema de Bjorling para

superficies maximas em L?

Neste Capitulo, nds estendemos e resolvemos o problema tipo Bjorling para su-
perficies maximas no espaco de Lorentz-Minkowski de dimensao 4. Como aplicacao
construimos novos exemplos de superficies maximas em L* e estabelecemos principios

de simetrias para essas superficies.

3.1 O problema de Bjorling

Sejam ¢ : ] C R — L* uma curva regular tipo espaco analitica real em L* e
n: [ — C* um campo de vetores analitico real ao longo de ¢ (isto é, Re(n),Im(n) :
I — LL* sao vetores ao longo de c) tal que (c'(s),Re(n)) = 0 = (c'(s),Tm(n)),
(Re(n),Re(n)) = —(Im(n),Im(n)) = 1 e IJm(n) é futuro dirigido para todo s € I.
Em analogia com o R® chamamos um tal par (¢,n) uma faiza analitica em L*.
O problema de Bjorling é entdao encontrar uma superficie maxima .S definida por

X:QCC—L*'com I CQ, tal que
1. X(u,0) = c(u),
2. A(w,0)=n(u), Yuel, A:Q—=C, A(2):=v(z)+ir(2).

74
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E facil ver que se X : 2 C C — L* é uma superficie mdxima em L*, entio c(u) :=
X(u,0) e n(u) := A(u,0) satisfazem as condicoes acima e, em particular, sao reais
analiticas. Entao existem as extensées holomorfas ¢(z) e n(z), e essas extensoes sao
tinicas pelo teorema da identidade para fungdes analiticas (veja [28] pg. 87). Nesta
situagao, podemos explicitamente recuperar X (z) a partir de ¢ e n por meio de uma

tnica férmula de representagao complexa.

Teorema 3.1. Seja S uma superficie mdrima em L* dada por X : U C C — L4,
Defina a curva c(u) := X(u,0) e o campo de vetores n(u) := A(u,0) ao longo de c,
em um intervalo real I C U. Fscolha qualquer conjunto aberto simplesmente conezo
Q CU contendo I, sobre o qual podemos definir extensoes holomorfas c(z) e n(z) de
c en. Entao, para todo z € §) vale
X(z) = Re (c(z) + z/ ® (Re(n(w)), Im(n(w)), c'(w)) dw) , (3.1)
S0
onde so € um ponto fizo arbitrdario de I e a integral € feita ao longo de um caminho

arbitrario em € ligando so @ z.

Demonstragao: Como S é maxima, a funcao complexa W : U — C* definida por
(1.18)
0X

=92 U = 1 2 3 .4
5, oM (@ 9% 9% 0",

é holomorfa em U e por (1.19) podemos escrever

X(z) = me/ Wdz + ko, (3.2)

zg
onde ko € L* é uma constante adequada tal que X (u,0) = ¢(u) para todo u € I.
Seja {0y, 02, 03,04} o referencial ortonormal local adaptado a S dado em (1.6).

Agora escrevendo X nesse referencial,
X(0s, 04, 01) = ((33,(74,31)>92)32 = - det(dh, 02, 0, 04)0y = —0s,
e como X, = A0, temos que

U(z) = Xu(z) —1Xu(2) = Xu + 2 B (v(2), 7(2), Xu(2)) (3.3)
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em coordenadas isotérmicas (U,z = u + 1v). Restringindo ¥(z) a [ e usando a

definicao de ¢, n obtemos
U(u,0) = Xu(u,0)+i8 (v(u,0),7(u,0), X,(v,0)) =
= c(u) +i 8 (Re(n(w)),Im(n(u)), ().
Como essas funcgoes sao reais analiticas, podemos estendé-las a duas funcées holomor-
fas ¥U(2), c'(z) +:8(Re(n(z)), Im(n(z)),c'(z)) em um conjunto aberto simplesmente

conexo ) C U e elas coincidem em I C §). Assim, pelo teorema da identidade para

fungdes analfticas segue-se que
U(2) = ¢'(2) + i ® (Re(n(2)), Im(n(2)),c'(2)), ¥ z € Q.
Portanto,
(2) = c(z) +1 / " R(Re(n(w)), Im(n(w)), ' (w))dw, ¥ z € Q

esta bem definida em §) e obviamente ¢ a primitiva da aplicacdo holomorfa W¥(z).

Assim, (3.2) nos conduz a

X(2) = Re (c(z) + z/ X (Re(n(w)), Im(n(w)), c'(w)) dw) .
Isto completa a demonstracdo do Teorema. O

Observagao 3.1. Podemos escolher qualquer so € I em (3.1) e o valor de X(z) per-

manecera o mesmo, pois ¢’(z),Re(n(z)),Im(n(z)) assumem valores reais em I € (.

Usando a férmula de representagao complexa dada em (3.1), podemos mostrar

que o problema de Bjorling tem uma solugao tinica.

Teorema 3.2. Eziste uma solugdo inica X : Q@ — L* do problema de Bjérling para

superficies mdzimas em LY, a qual € dada por

X(z) = Re <c(z) +1 /z M (Re(n(w)), Im(n(w)), c'(w)) dw) ) (3.4)

comw = u+1iv €, sp € [, onde ) € um conjunto aberto simplesmente conezo
de C contendo o intervalo real I e para o qual c,n admitem extensées holomorfas

c(z),n(z).
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Demonstragao: Defina a curva holomorfa ¥ :  C C — C* por
U(z) = c'(2) + : ® (Re(n(z)), Im(n(2)),c'(2)), V z € Q. (3.5)

onde {) ¢ um conjunto aberto simplesmente conexo de C contendo I no qual as
extensoes holomorfas c(z),n(z) existem. Como pela Proposicao 1.5, c/(u) e
®(Re(n(u)), Im(n(u)),c'(u)) sao ortogonais e tém o mesmo comprimento, segue-se
que

(" (w,0)" + (¢*(1,0))* + (¢°(1, 0))* = (¢"(1,0))* =0, Vu e I.

Também temos que
1, 012 o2, O + 6% (1, 02 — I (a, 0) P = 2(e' (), /(u)) > 0.

Assim

(' (2))* + (¢*(2))" + (¥*(2))* = (¢'(2))* = 0,

o' ()" + |0*(2)* + | (2)* = le*(2)]* > 0,

para todo z € £2. Além disso, a curva holomorfa ¥ nao tem periodos reais, porque ()
é simplesmente conexo. Portanto pelo Teorema 1.13, X(z) = Re fsz U(w)dw define
uma superficie maxima S = X(€2) em L*, onde ¥ é dada por (3.5) e so € I. Agora
devemos verificar que esta superficie satisfaz as condigées de Bjorling, X (u,0) = c(u)
e A(u,0) = n(u). A verificagao da primeira condigao é facil, pois ®(Re(n), Jm(n), c')
é real quando restrita a /. Para verificar a segunda condicao, primeiro recordamos

que ¥ = 2(0X/0z). Assim, segue-se de (3.5) que, restrita a I, temos
Xu(,0) = (), Xu(u,0) = — 8 (Re(n(w), Im(n(w), (u).
Por outro lado, de (3.3) temos que
X,(u,0) = — B (v(u,0), 7(u, 0),c(uv)).

Como Jm(n(u)) é futuro dirigido, segue-se que Re(n(u)) = v(u,0) e Im(n(u)) =

7(u, 0).
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Por 1ltimo provamos a unicidade, a qual deve ser entendida no seguinte sentido:
Se X(u,v), z = u+iv € {1, é outra solucio, entdo X (u,v) = X(u,v) para z = utiv €
QN Q. De fato, qualquer par de solucoes X,/‘? do problema de Bjorling coincide em
um intervalo real 7 C 2N ﬁ, e como ambas sao analiticas elas precisam coincidir em

QN Q. Isto completa a demonstracao do Teorema. O

Observe que a unicidade no Teorema acima, refere-se somente as superficies maximas
X : Q C C — L* satisfazendo X(u,0) = c(u) e A(u,0) = n(u). Na realidade um
pouco mais pode ser provado: dado uma faixa analitica (c,n) em L*, existe uma
tinica imersao maxima X : M? — L* cuja imagem contém c(/) e A restrito a ¢ é
n. A parte da existéncia desta afirmacdo segue-se do Teorema 3.2. A parte da uni-
cidade, segue-se aplicando os mesmos argumentos usados em [3] na demonstracao do

Corolario abaixo:

Corolario 3.3. ([3]) Seja ¢ : [ — L® wma curve tipo espago regular analitica em L2,
e seja V : [ — L3 um campo unitdrio de vetores tipo tempo e analitico ao longo de c
tal que (c’,V) = 0. Eziste wma tunica tmersio mdzima em L* cuja imagem contém
c(!) e tal que sua aplicagio de Gauss ao longo de ¢ é V. Esta imersdo mdzima pode

ser construida através da formula de Bjorling para o IL3.
Exemplo 3.1. Considere

c(s) = (s —s%,0,5%0) € LY,
n(S) = (1_252_*1_7)1/2(23, —2\/§Si, —(1 — 352), (1 + 352)1,) € Cll,

para todo s € R. Por um célculo direto, obtemos que
B(Re(n(s)), Im(n(s)),c'(s)) = (0,1 + 3s%,0, —2v/2s),
cuja extensao holomorfa é
B(Re(n(w)), Im(n(w)),c'(w)) = (0,1 + 3w?,0, —2v/2w).
Assim

X(z) :=Re((z — 2°,0,2%,0)) — Im((0, 2 + 2° — (s0 + 53),0, =222 4+ V/25?))
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e portanto, a solucao do problema de Bjorling para a faixa dada é
X (2) = (u+ 3uv? —u?, —v — 3uv + v, u? — v?,2v2uw),
comz=1u+1v € C.

Exemplo 3.2. Considere

c(s) = (1 + cos(s),0,sin(s), 2sin(s/2)) € L4,

n(s) = (cos(s),0,sin(s),0) +i(—1 — cos(s), 0, cos(s) cot(s/2), csc(s/2)) € C*,
para todo s € (0,27). Por calculos similares ao exemplo anterior,

®(Re(n(w)), Im(n(w)), c'(w)) = (0,sin(2/2),0,0).

Entao
X(z) := Re((1+-cos(z),0,sin(z),2sin(z/2))) —Im((0, =2 cos(z/2) +2 cos(so/2),0,0))
e portanto, a solu¢ao do problema de Bjorling para a faixa dada é
X(z) = (1+cos(u) cosh(v), —2sin(u/2) sinh(v/2), cosh(v) sin(u), 2 cosh(v/2) sin(u/2)),
com z = u + v, onde u € (0,27) e v € R.

Como consequiéncia do Teorema 3.2, nés recuperamos a formula de representacao
do problema de Bjorling cldssico em R® e também para o problema de Bjorling em

L3, veja [3].

Corolario 3.4. Seja c : [ — R® R® = {z* = 0} C L*, uma curva regular real
analitica e seja n : [ — C' wm campo de vetores real analitico ao longo de c tal
que n(s) = £(s) + ieq, onde £(s) € R® € um campo unitdrio de vetores satisfazendo
(c'(s),€&(s)) = 0 para todo s € I. Entao existe uma solugdo inica do problema de

Bjorling para superficies minimas em R, a qual € dada por

X(z) = Re {c(z) - -i/s:(f(w) x c’(w))dw} , (3.6)

onde w = u+1v € 0, sg € [, ) € um conjunto aberto simplesmente conexo de C

contendo [ e x € o produto vetorial de R3.
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Demonstragao: Do Teorema 3.2, segue-se que a solucio do problema de Bjérling

para a faixa analitica dada é
X(z) = fRe (c(z) + 7,/ & (é(w), eq, ¢’ (w)) dw>
~ e <c(z) _ / R (£(w), /(w), e) dw) .

Assim, da Proposicao 1.5 item 2 temos que

0 = (ot <)
= He (c / dw).

Corolario 3.5. Seja c : [ — L?, L% = {¢* = 0} C L*, wmna curva regular tipo espago
real analitica e seja n : [ — C' um campo de vetores real analitico ao longo de ¢ da
forman(s) = e +iV(s), onde V(s) € L? é um campo unitdrio de vetores tipo tempo,
futuro dirigido tal que (c'(s),V(s)) = 0 para todo s € I. Entio existe wma solucdio

unica do problema de Bjorling para superficies mdzimas em L*, a qual € dada por

X(2) = Re {c(z) +i / :(V(w) x c'(w))dw} , (3.7)

onde w =u+1w € Q, so € [, Q € um conjunto aberto simplesmente conezo de C

contendo I e X € o produto vetorial de 3.

Demonstragao: Do Teorema 3.2, segue-se que a solucdo do problema de Bjérling

para o par (c,n) é
X(z) =

)
B (V(w), ¢'(w), ez)dw>.

/\/\

/ R (€2, V(w), ¢ (w)) duw
+if B
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Assim, da Proposicao 1.4 item 3 temos que

X(2) = Me (c(z)+i / 7 (w) xc’(w)dw)
~ Re (c(z)+i / Y (w) x c'(w)dw).

S0

3.2 Simetrias de superficies maximas em L!

Agora, nés estudaremos as simetrias das superficies maximas em L* via a férmula de
representacao complexa do problema de Bjorling para essas superficies. Para fazer isto
fixamos as seguintes notacoes. Seja f(z) = x(z) + 1y(z), onde z(z),y(z) sdo fungdes
definidas em um conjunto aberto 2 de C com valores reais. Se z(z) é harmoénica e
f(2) é holomorfa em §, entdo z(Z) é harmérica e f(Z) é holomorfa como uma funcao
de z no conjunto aberto 2* := {Z : z € Q}. Note que Q é simétrico(em relagio ao
eixo real) se, e somente se ) = Q*. Também temos que se I C §, f é holomorfa em

Y e f restrita a [ assume valores reais, entao f(z) = f(Z) em I C QN N*. Portanto,

f(2z) pode ser estendida de maneira holomorfa para U Q*.

Proposigao 3.6. Seja X :  C C — L* a solugdo do problema de Bjorling, para
uma dada faiza analitica (c,n) em L*, onde Q € um conjunto aberto, simplesmente
conezo e simétrico, contendo o intervalo real I e para o qual ¢ e n admitem extensoes
holomorfas c(z) e n(z), onde z = u+w € Q. Entdo para todo z € ) temos que

X(2) = Re {c<z) i / z g(%(n(w)),ﬂm(n(w)),C’(w))dw} S (38)

s0
Demonstracao: A superficie § = X’(Q) dada por /\A;(u,v) = X(u,—v), claramente
satisfaz )N(uu(u, v) = Xuu(u, —v), ):'.UU (u,v) = X,y (u, —v) e serd uma superficie maxima
em L*, pois AX = 0. Associado a A’;, seja /T(u,v) = v(u,v) +17(u,v). De (1.5)
segue-se que

To(u,v) = (Veg + 22 X, + 22 X,)(u, —v),
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vo(u,v) = — B (Xy(u, —v), X, (u, —v), e4),

e assim 7(u,v) = 7(u, —v) e U(u,v) = —v(u, —v). Portanto,

A(u,v) = —A(u, —v). (3.9)

Isto implica Z(U,O) = —A(u,0) = —n(u) e )?(u,O) = X(u,0) = c(u). Logo X é a
solucao do problema de Bjorling para ¢ = ¢, n = —11 e entdo )?(z) = Re f; \Tf(w)dw,
onde ¥(z) = X, +:® (v(2),7(2), Xu(2)), veja (3.4). Restringindo ¥(z) a I e usando
(3.9), obtemos que

U(u,0) = Xyu(uw,0)+1i8 (—v(u,0),7(x,0), X,(u,0))
= c'(u) —i X (Re(n(u)),Im(n(u)),c'(u)).

Quando estendemos essas funcoes para 2*, segue-se o resultado. O

As demonstragoes dos seguintes coroldrios sio analogas as dos Coroldrios 3.4 e

3.5.

Corolario 3.7. Nas mesmas hipdteses da Proposigao 3.6, se S = X(Q) C R® =
{z* = 0} e n ¢ da forma n(s) = £(s) + ieq, com &(s) € R® unitdrio tal que
(c'(s),€(s)) = 0 para todo s € I, entdo

X(Z) = Re {c(z) —i—i/ (é(w) x c'(w))dw} , Vze. (3.10)
s0
Corolério 3.8. Nas mesmas hipdteses da Proposigio 3.6, se S = X(Q) C L® =
{2? = 0} en € da forma n(s) = e; +iV(s), com V(s) € L? tipo tempo, unitdrio,
futuro dirigido e tal que (c'(s),V(s)) = 0 para todo s € I, entdo

X(2) = Re {C(z) - i/z(V(w) X c'(w))dw} , Vzeq. (3.11)

S0
Observagao 3.2. Usando as férmulas (3.6) e (3.10), nao dificil recuperar os dois
principios de simetrias descobertos por Schwarz para superficies minimas em R3%(veja
[13] p. 123). Também, usando (3.7) e (3.11), podemos recuperar os dois principios

de simetrias para superficies maximas em L dados em [3], Teorema 3.10.
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Agora usando (3.4) e (3.8), provaremos trés principios de simetrias para superficies
méaximas em L*. Eles foram motivados pelos trabalhos de Schwarz e [3] acima men-

cionado. Antes disso, temos a seguinte definicao.

Definicao 3.1. Seja IT* um k-plano em L*. Assuma que II* é tipo espaco se k = 1;
IT* ¢ tipo espaco, tipo tempo ou degenerado se k = 2; e II* ¢ tipo tempo se k = 3.
Sob essas condigoes, dizemos que I1¥ é um k-plano de simetria de uma superficie tipo
espaco X : M? — L* se para todo p € M?, existe um certo ¢ € M? tal que X (p)
e X(q) sdo simétricos com respeito a II¥, isto é, tal que (X(q) + X(p))/2 € II* e
X(q) — X(p) é perpendicular a II*. |

Teorema 3.9. Seja S uma superficie mdzima em L, dada por X : U C C — L.
Entao temos que:

1) Qualquer segmento de linha reta tipo espago contida em S € um eizo de simetria
de S;

2) Se S intercepta qualquer 2—plano I1* tipo tempo ou tipo espago, ortogonalmente ao
longo de uma curva regular de S, entio 11? é um plano de simetria de S;

3) Se S intercepta qualquer 3—espago 11* tipo tempo, ortogonalmente ao longo de uma

curva regular de S, entdo I1° é um 3-plano de simetria de S.

Antes de iniciar a demonstragao, é conveniente fazer as seguintes observagoes.
Suponha, por exemplo, que a superficie maxima S contenha um segmento de linha

. Entao é possivel definir

reta L, o qual pode ser assumido um segmento do eixo
coordenadas conformes z = u + 1w numa vizinhanca de L, de modo que X(u,0)
parametrize L, veja [21]. Observagoes analogas sdo feitas no caso em que S intercepta
ortogonalmente o 2-plano {z? = 2*® = 0}, o 2-plano {2 = z* = 0} ou o 3-espaco
{z* = 0}. Com isto em mente, nao é dificil ver que o Teorema 3.9 é agora uma

consequéncia do seguinte
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Lema 3.10. Seja S uma superficie mdzima em L*, dada por X : Q C C — L4, com
) simétrico e stmplesmente conezo.

1) Se, para todo u € I, a curva c(u) = X(u,0) estd contida no eizo z', entdo
X(u,—v) = (2" (u,v), —2*(u,v), —2*(u,v), —z*(x, v)). (3.12)

2) Se, para todo u € I, a curva c(u) = X(u,0), estd contida no plano 11> = {22 =
z® = 0} tipo tempo, € se a superficie S intercepta I1* ortogonalmente ao longo de c,
entao

X(u,—v) = (2" (u,v), —2%(u,v), —2(u,v), z%(u, v)). (3.13)
3) Se, para todo u € I, a curva c(u) = X(u,0), estd contida no plano TI> = {23 =
z* = 0} tipo espago, e se a superficie S intercepta 11 ortogonalmente ao longo de c,
entao

X(u, —v) = (z' (v, v), 2%(u,v), —23(u,v), —z*(u, v)). (3.14)
4) Se, para todo w € I, a curva c(u) = X(u,0), estd contida no 3—espago 113 = {22 =

0} tipo tempo, e se a superficie S intercepta [1* ortogonalmente ao longo de c, entio
X (u, —v) = (2'(u,v), —2*(u,v), z%(u,v), 2'(u, v)). (3.15)

Demonstragao: (1) Seja c(u) := X(u,0) e n(u) := A(u,0). Por hipétese, segue-se
que c(u) = (c'(u),0,0,0), Re(n(u)) = (0,*(u,0),*(u,0),*(u,0)) e Im(n(u)) =
(0,7%(u,0),7(u,0),7*(u,0)). Assim, por um célculo direto podemos verificar que
X(Re(n(u)),Im(n(u)),c’'(v)) é da forma (0,8?(u),®3(u),®*(u)). De acordo com

(3.4) e (3.8), segue-se respectivamente que

X(2) = (%e(cl(z)),—jm/ 2(w)dw,—ﬂ'm/ lE%w)dw,—’Jm/ 4(w)dw>,

X(z) = (%e(cl(z)),jm/ 1212(w)d'w,'3m/ X (w)dw, Im /~ 4(w)dw) ,

o que prova (3.12).

(2) Como por hipétese, S intercepta II* = {2* = 0,2° = 0} ortogonalmente em
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c(u) == X(u,0), segue-se que c(u) = (c'(u),0,0,c*(u)). Agora relembrando que o
2-plano II? gerado por Re(n(u)) e Im(n(u)) é ortogonal a TS ao longo de c,
segue-se que M(NRe(n(u)), Im(n(u)),c'(u)) é da forma (0, ®>(u), ®3(u),0). De acordo
com (3.4) e (3.8) chegamos a férmula (3.13).

(3) A prova é andloga ao item (2).

(4) A hipdtese implica que c(u) = (c'(u),0,c*(u),c*(u)). Como S intercepta II3 or-
togonalmente, temos que 'Xv(u,O) € (I1*)* e portanto X, (u,0) é paralelo ao vetor
unitario ez, o qual é normal a II°. Entao Re(n(u)) e Im(n(u)) pertencem ao 3-espaco
II* = {2? = 0}, o que implica que a segunda componente desses vetores sao iguais
a zero. Assim B(Re(n(u)),Im(n(u)),c'(u)) é da forma (0,K?%,0,0). Portanto, em
conjuncao com (3.4) e (3.8), obtemos (3.15). a

Se no Teorema 4.1, I1? é um 2-plano degenerado, nés temos:

Proposicao 3.11. Seja X : @ C C — L* wina superficie mdzima, com Q simétrico,
simplesmente conero e assuma que S = X(Q) intercepta o 2-plano degenerado 1% =
[e1 + e4, €3] ortogonalmente ao longo da curva c(u) = X(u,0). Entio S estd contida
no 3-espago degenerado 11° = ey + ey, €2, €3]. Além disso I1? € um plano de simetria

para S se, e somente se X,(u,0) € um mailtiplo de e.

Demonstragao: Considere a base F={¢, €2, €3, €4} de L.?, onde ¢, = \/_(el + e4),
V2

e = Y2(er — eq), €3 = €3, ¢4 = e3 e observe que II* = [g, €3). E claro que
c(u) = X(u,0) é da forma c(s) = (c'(s),c*(s),0,c!(s)). Como o 2-plano I1? =
[Re(n(u)), Im(n(u))] é ortogonal a Te(,)S ao longo de c, segue-se que —X,(u,0) =
®(Re(n(u)), Im(n(u)), c'(v)) é da forma (K'(u),0, ®*(u), K" (u)). Pelo mesmo argu-

mento anterior, obtemos que

X(z) = (f)‘{e —Jm/ w)dw, Re(c —Jm/ R (w)dw,

Re( —Jm / (w) >
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os quals escritos na base F dao respectlvarnente

X(z):\/§<sne jm/ w)dw, 0, Re(c Jm/ K4 (w dw) ,

XE) =V2 (me ) + Im / Y(w)dw,0,Re(3(2)), Im / X4 (w)duw, ) :

Portanto, a primeira parte € clara e .S' é simétrica com respeito a I1? se, e somente se

JIm f; X' (w)dw = 0, isto &, f ®'(w)dw = 0 e a tltima afirmacio segue-se. O

Observacao 3.3. Note que se [I° é tipo espaco ou degenerado, entio nio existe vetor
tipo espago ortogonal a II® em L*. Portanto o problema de simetria de superficies

maximas nao € definido para estes casos.
Exemplo 3.3. Considere

c(s) = (0,s,0,0) € L4,

g 2 s e Jixe T
n(S) - (\/4+e—2s707_\/4+e—2-70)+Z(_W’O’—2\/‘l+e—2s7 +2 ) € C4)

para todo s € R. Por um célculo direto, obtemos que

B(Re(n(w)), Im(n(w)), ¢'(w)) = (—1,0,— =, <~

Portanto, a solucao do problema de Bjorling para a dada faixa é
. 1 Lo
X(z) = (v,u, 5 sin(v), —5¢ “sin(v)),

com z = u+wv € C. Note que z* é um eixo de simetria da superficie méxima completa

S = X(C).
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Exemplo 3.4. Considere

c(s) = (sinh(s), 0,0, cosh(s)) € L*,
n(s) = (0,cos(s),sin(s),0) + i(sinh(s), 0,0, cosh(s)) € C*,

para todo s € R. Por um calculo direto, obtemos que
B(Re(n(w)), Im(n(w)),c'(w)) = (0, —sin(w), cos(w), 0).

Portanto, a solucao do problema de Bjorling para a dada faixa é a superficie maxima

completa
[ cosh(u) 0 0 sinh(u) 17 0 ]
X(2) = 0 cos(u) —sin(u) 0 0 ,
0 sin(u)  cos(u) 0 — sinh(v)
| sinh(u) 0 0 cosh(u) | | cos(v)

com z = u + 1w € C. Note que II* = [e;, e4] é um 2-plano tipo tempo de simetria da

superficie S = X(C).
Exemplo 3.5. Considere

c(s) = (cos(s),sin(s),0,0) € L4,
n(s) = (cos(s),sin(s),0,0) + (0, 0, sinh(s), cosh(s)) € C!,

para todo s € R. Calculando como acima, obtemos que
R(Re(n(w)), Im(n(w)),c'(w)) = (0,0, — cosh(w), — sinh(w), 0).

Portanto, a solugao do problema de Bjorling para a dada faixa é a superficie méaxima

completa
[ cos(u) —sin(u) 0 o | cosh(v) |
X(z) = sin(u)  cos(u) 0 0 0 |
0 0 cosh(u) sinh(u) sin(v)
|0 0 sinh(u) cosh(u) | | 0

com z = u + i € C. Note que I[1* = [e;, €3] é um 2-plano tipo espaco de simetria da

superficie S = X(C).
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Exemplo 3.6. Considere

c(s) = (s?,5,0,5%) € L1,
n(s) = \/Ziw{(l,—%, —1,0) +4(1 + 4s%,2s,1,2 + 4s?)} € C,

para todo s € R. Calculando como acima, obtemos que
R(Re(n(w)), Im(n(w)),c(w)) = (1,0, —1, —1).

A solucao do problemas de Bjorling para a faixa dada é a superficie méxima completa

2

X(z) = (u* —v* +v,u,v,u? — v* + ),

com z = u+1wv € C. Esta superficie intercepta o 2-plano degenerado I1? = [e; + 4, €]
ortogonalmente ao longo de X(u,0) = c(u), mas II? ndao um plano de simetria de S.

Por outro lado, se nés tomarmos a mesma curva c(s) = (s%,s,0,s%), mas o vetor

n(s) = ———={(1,—2s5,0,0) + i(4s%,2s,0, 1 + 4s?)},

\/m
obtemos que
H(Re(n(w)), Im(n(w)), c'(w)) = (0,0, -1,0),
donde, segue-se que
X(z) = (u? = v, u,v,u? —v?),
a qual é simétrica com respeito ao 2—plano II2.

Exemplo 3.7. O 3-espaco II° = {2 = 0} tipo tempo é um 3-espaco de simetria da

superficie maxima S dada no exemplo 3.2.



Capitulo 4

A aplicacao de Gauss para

superficies tipo espaco em L° e L*

O objetivo deste Capitulo é estabelecer condigoes explicitas em termos da aplicacio
de Gauss generalizada de uma superficie tipo espaco em IL*, veja Teorema 4.12. Fi-
nalmente na Segao 4.4, Proposicao 4.15, provamos uma férmula de representacao tipo

Kenmotsu para certas superficies em L*.

4.1 Superficies tipo espaco em L" e aplicacao de
Gauss

De acordo com a Segao 1.8, a aplicagao de Gauss generalizada ¢ de uma superficie
tipo espaco S em L™ é a aplicagao que associa cada ponto de M? um ponto da quadrica

Q7% de CP77, definida localmente por
G(z) = [X3]. (4.1)
A conformidade local de S é expressa por
ds® = N|dz)*, M =2« X, X,>. (4.2)

89
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Além disso, de (1.12) vimos que

\?
Al\/[X = 2H i =4 Xz; = 7}[ (43)

Agora dado uma aplicagio de M? sobre a quddrica Q7* de CP?~!, podemos
representa-la localmente na forma [®(z)], onde ®(z) = (¢'(2), #*(2),...,4" 1, o)

satisfaz
(@) + (") +- 4+ (") = (¢")? =0. (4.4)

Esta aplicacao descreve a aplicacao de Gauss de uma superficie .S de tipo espaco em
", dada por X : M? — L™, se
X, = p?, (4.5)

para alguma fun¢ao p : M?* — C. Note que S é regular sempre que p nao se anula.

Portanto, de (4.2),(4.3) e (4.5) temos que

2

A
N =2< X, X, >=2uf < ®,® >, 7H = Xz = (1®)z = 11z® + p®5.

Logo,
L ®,®> H=>(ogpn)s+ 95, (4.6)

sempre que p # 0.
Neste capitulo, usaremos bastante o seguinte fato: [®] € Q7% é equivalente a

L2, @ >=(¢")+(#)" + -+ (4"1)* = (¢")* = 0. Logo,
K O,0 3= 2(¢18" + 247+ $1 1T — FR47) =2 < B, D >,

L P, 0 >, =2(pip" + P27+ PP — PPN =2 K D, B > .

Portanto,
L P70 >=< 0,0: =0, <0.,,0>=<0,0, >=0. (4.7)

Para o desenvolvimento da teoria, precisamos provar o seguinte Lema algébrico
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Lema 4.1. Seja W um vetor de C} da forma W = A+ 1B onde A e B sdo vetores
reais de tipo espago de L™ satisfazendo (A, A) = (B,B) >0 e (A;B) =0. Seja II*
o 2—-plano de tipo espago gerado por A e B. Para qualquer par de vetores C' e D de
L", seja Z =C +1iD € C} e defina ZT :=CT +iDT, onde C7, D" sdo as projegées
de C e D sobre T1*. Entdo

. L ZW> L ZW>—
=2 Ty =2 Ty, 4.8
< W, W > < W, W > (45)

n—1

onde C} := (C", <K,>>) com K z,w >:= ) ;_; z°wk —z"w™, V z,w € C".

Demonstragao: Claro que

C, A) (C,B)

o

A B, D" = A B
A" BB Y T aa” (B8
sao as projecoes de C, D sobre I12. Note que _
A I/V-i—W’B: VV—'I/V,C: Z+ 7 oD — Z—.Z‘
2 21 2 21

Por um célculo direto, segue-se que

L IWSWHLIZWSW+ LI WS> W+ <L Z,W>W

:
¢ 2 W, W > ’
m_4<ZW>W—<ZW>W+«ZW»W¥<ZW>W

B 2L W, W > '

Portanto, substituindo as expressoes acima de C' e DT em ZT = CT +:D", segue

o resultado. . O

Podemos aplicar o Lema 4.1 para W = ®, de modo que II seja o plano tangente
a superficie S definida por X tal que X, = u® e Z = ®5. De (4.7), € &5, ® >=0.
Assim, pelo Lema 4.1,

L 05,0 >

. 4.9
LD, 0> (19)

(0:)" =n® com 7 :=

Denotando por V a componente de ®> ortogonal ao plano II? - 1,5, 1sto é,
V= ®; — (®5)7, temos



O vetor curvatura média H é ortogonal ao plano tangente de S, portanto, de (4.6)

e (4.10) temos
BP0 H=~2(ogu)s+ &= (25 — n®) + ((log u)z + 1),
V=< o> H, (4.11)
(log )z +n = 0. (4.12)

Observagao 4.1. Como H € (T,5)7, temos que < H, X, =0, donde < H,®>=0
sempre que ((z) # 0. Logo, de (4.6) segue-se que

(logp)z << 2,0 > 4+ < 05,0 >=0 & (log p)z + 71 = 0.
Agora podemos demonstrar o seguinte

Teorema 4.2. Seja S uma superficie tipo espago em L™ dada localmente por uma
aplicagio conforme X : ) — ™. Seja ® a aplicagio de Gauss de S, isto €, X, = pu®.

Entao, para todo z € Q) temos que V € da forma
V(z) = °CR(2), (4.13)

onde R(z) € um vetor real de L. Além disso, sobre o conjunto {z € Q : V(z) # 0},

a fungdo o : ) = R € definida unicamente mdédulo 2 e satisfaz

azz = Im(n,). (4.14)
Demonstracao: Pondo p = |/,LA|V, podemos escrever

p= pe e (4.15)

onde v : 8 — R é unicamente determinada mddulo 27, quando p # 0. Entao, de

(4.11) temos

V(z)=pe® < ®, 0> H = “?R(z2), com R(z) :=p < 8,0 > H.
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Como V(z) # 0 implica p # 0, podemos definir sobre o conjunto {z €  : V(z) # 0}
a funcao « e, substituindo (4.15) em (4.12) temos que

(log pe™ @)z = —p & (logp)s — oz = —1.
Agora derivando em relacao a z, segue-se que

(log p)Ez =305, = —MNz-

Finalmente como (log p)z. e az, sdo ambas reais, oz, = IJm(n,). a

Note que V e 7 dados em (4.13) e (4.14), sdao expressos via (4.9) e (4.10) explici-
tamente em termos das componentes de uma representacao ® da aplicacao de Gauss

G em coordenadas homogéneas, e sao independentes da particular representacao de

G.

Lema 4.3. Dado uma aplicagio ® :  — C*\ {0}, seja o = f® onde f ¢ uma fung¢ao
compleza ndo nula diferencidvel. Sejam n,V definidos em fung¢io de ® como em (4.9)

e (4.10) e os correspondentes 7/7\,@ em termos de . Entio
V=fv (4.16)

e sobre o conjunto onde V e V ndo se anulam, as fungoes o, a definidas por (4.13)
satisfazem

aEz - jm(ﬁz) = Qz; — jm(nz) (417)

Demonstracgao: De (4.9) é facil ver que

L (fP)s fo > Iz
<70 78> —77+7. (4.18)

B
De (4.10) e (4.18) temos
V= 62‘“;7\6 = 70+ fO; — <77+f7?> fe=fV.
Pondo f = re, segue-se de (4.18) que

n=mn+ (log f)z = n+ (logr)z + 165,
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assim que

> = 1. + 10z + (log )z, (4.19)

Mas por (4.16), V = re'*+) R(z). Logo,
a=a+ 0, sempre que V # 0.

Portanto, substituindo 0z, = @z, — az, em (4.19) e usando o fato que @s,,as, e

(log r)z. sao reais, segue o resultado. O

4.2 Aplicacao de Gauss para superficies tipo espaco

em L3

Para superficies tipo espaco em IL?, podemos explicitar a relagao entre as aplicacdes

de Gauss classica e generalizada. A aplicagao ¢ : C — C®, definida por
©:wr— (14 w? (1 — w?),2w) (4.20)
satisfaz (¢')? + (¢?)? — (¢*)? = 0, portanto define uma aplicacio

(2] : C\ {lw| = 1} — {lp] € Q} : ° £ 0}

w — [p(w)]

que se estende para o biholomorfismo [¢] : C \ {|w| = 1} — Q!. Sabemos que
a quéadrica @] pode ser identificada com o Grassmanniano de 2-planos tipo espaco
orientados em IL?, IT = [RRe(¢(w)), Im(p(w))]. Por outro lado, a aplicacio

1

- 1_—lw|2(2§)‘{e(w),2’3m(w),1 + wl?), (4.21)

w— N(w)

de Coo \ {|w| = 1} em H{(—1) = {z € L®: (z,2) = —1}, é a inversa da projecio
estereogréfica o pelo polo sul (0,0,—1) de HJ(—1). E N restrita a D' = {z €
C : |z| < 1} assume valores em H?(—1). De (4.20) e (4.21) é facil ver que
< N(w), p(w) >= 0. Como N(0) = (0,0,1) e [¢(0)] corresponde ao 2-plano de tipo



espago I1 = [(1,0,0),(0,1,0)] de L? com orientagao induzida, entao N(w) é o oposto
da normal, unitéria orientada de [p(w)]. Assim, determinar uma superficie de tipo

espaco, cuja aplicacao de Gauss generalizada é G : M? — Q1, expressa na forma

G=[pofl=[1+ f2i(1 = f2),2f)],

para alguma funcao complexa f : M? — C,, é equivalente a determinar uma su-
perficie tipo espaco com aplicagao de Gauss classica
1
N=—+
L—[f?

Localmente, podemos escrever w = f(z) em termos de coordenadas isotérmicas

(2Re(f), 2Im(f), 1 +|fI*). (4.22)

(U,z = u + 1v) da superficie de Riemann M?. Usando o fato que

O(z) = (L+ f%i(1 = f2),2f), 1f(2)] #1, (4.23)

podemos obter 7(z) e V(z), definidos respectivamente em (4.9) e (4.10), em funcao
de f. Por um calculo direto obtemos

— e V() = TR (), 29m(), 1+ TP = 2.
Como o vetor normal unitario N, é um vetor real de tipo tempo de IL?, temos que a
condigao (4.13) é sempre satisfeita para qualquer aplicacao de classe C' ®(z), assu-
mindo valores na quédrica Q1. Além disso, para o caso n = 3 podemos reescrever a
condigao necessaria (4.14) em funcao de f. Para isso precisamos definir as seguintes

funcoes auxiliares

z o~ z 2— zJZ
FUY = 2 PU) = L) = fat ke
e sobre o conjunto {z : f5 # 0}, seja
L dS =, 2ff.
S(f) = ;_f) e T(f)= 5 = {j;_ + %]— (4.25)

Antes de continuar, precisamos verificar quais sdo as possiveis singularidades da
funcao f, e por conseguinte as singularidades das funcées acima, pois, f pode possi-

velmente assumir o valor co.
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Lema 4.4. Se f : M* — C ¢ definida em uma superficie de Riemann M2, entio as

sequintes diferenciais sdo globalmente definidas:

ﬁ’dz, Sdz de tipo (1,0),
Fdz de tipo (0,1),
Ldzdz, T'dzdz de tipo (1,1),

onde F ¢ F sio definidas sobre o conjunto {z:|f(2)|# 1} e, S e T sao definidas em
{z: 2#0,1/(2)| # 1}

Demonstragao: Sejam (V,w = z 4 1y) e (U,z = u + 1v) coordenadas locais de M?2

tal que UNV # Qe z = 2(w). Assim, f, = £.Z, fo=fZ edz = 22 dw. Como

dw> Z 9w
f(w) = f(2(w)) em U NV, segue o resultado. O
Lema 4.5. Seja R a transformacgio de Mobius
aw+

R(w) = = , el —1B8? = 1.
() =52 laf =18l

Entao as fungoes auziliares |F|, ]F\|, S e T obtidas a partir de w = f(2), sdo invari-
antes por R(f(2)), isto & |F(f)| = |[F(R(N), [F(f)] = [F(R(N))], S(f) = S(R(S))
e T(f) = T(R(f))

Demonstragao: Por um célculo direto temos

fz R - f? R sz(Bf+a)_2fzf?B

ST N TR (Bf +ap
1—rp = LU
| |Bf +al?
Assim,
= 2f.B  2af+B) f
S(R(f)) = Z-= z N
( (f)) 2 (ﬂf + 5) (ﬁf —|—6) l— |f|2
. ﬂs+<_2ﬂR1—UVf+%jr+mﬁ> 7
f= Bf +@) L-IfF
N sz Ef_z_ —
= E+1_Up—ﬂﬂ,
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| Rz |zl 1Bf +af? | f=]
F(R = = — = 5 = |F .
PRI = = [Reer = B vae =i~ = - !
Os demais casos sao imediatos. 0

Observagao 4.2. A transformacgao de Mébius acima tem uma interessante relacao
com o grupo de Lie SU(n — 1,1) = U(n — 1,1) N SL(n,C), no caso n = 2. Mais
precisamente, SU(1, 1) pode ser dado por:

R

SU(L,1) = Hef* — 18] =1

Q|

Agora podemos encontrar condigoes explicitas sobre a aplicacao de Gauss de uma

superficie de tipo espaco em IL3.

Teorema 4.6. Seja S uma superficie lipo espago em LL* definida pela imersio X -
M? — L2, e seja w = f(z) a representagdo local da aplicagio de Gauss, isto €
cgoN(z) = f(z) e |f(z)] # 1, em um sistema de coordenadas isotérmicas (U,z) de
M?. Sejam as fungoes associadas F' e T definidas por (4.24) e (4.25). Entio em

qualquer ponto de M?*, uma das sequintes condigoes estd satisfeita:
(z) F(2) =0 ou (i) F(2) 20 e Im{T(2)}=0. (4.26)

Demonstracao: Pelo Lema 4.5 a fung¢do 7'(f) é invariante por transformacao de
Mobius, entao podemos escolher coordenadas locais (U, w) sobre H(—1) tal que
w = f(z) # oo numa vizinhanca de um ponto de M? sobre a qual também temos
|f(2)| # 1, pois a superficie S é tipo espaco. Note que as condicoes (1) e (2) acima

sao equivalentes a:

Y f5=0 ou )40 e TIm { (ffzz 3 12—f|l;i|2>_} = i, (4.27)

Vamos mostrar que (z¢') é exatamente a forma assumida por (4.14) para o caso n = 3.

Vamos supor que f> # 0. Vimos antes que para superficies tipo espago em I3, n e V sao
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dadas por n(z) = =2fF(f) e V(z) = 2fzN(z). Comparando isto com as expressdes

de n e V dadas respectivamente em (4.13) e (4.14) do Teorema 4.2, segue-se que
a = arg(fz)( mod 27 ). (4.28)

Assim,

s = (arg(fz»; — (Im{log f}).= = Tm { (@)} | (4.29)

Portanto, provar (') é equivalente, usando (4.29), mostrar que

oz = —JIm {( 2/ f- ) } = —20m{(FF);}. (4.30)

1 - |f|2 z
Por outro lado, ji vimos que n = —2fF. Assim, a equacao (4.14) toma a forma
oz = =20m{(fF).}. (4.31)

Comparando (4.30) e (4.31), precisamos simplesmente verificar que

Im{(FF)z} = Im{(F),}. (4.32)
E facil ver que
T T (T)Efz - (7)zf5 = = g o
= ([F). = ) 2= Iz z=J=
(FP= TP = 25 mms ™, (=T (Ne=T
Portanto,
Tn Tz |fZI2 lf?lQ

- =|F|* —|F* eR.

U0z = U= iy ~ = 1)

Esta tltima equagdo tem como conseqiiéncia imediata (4.32), o que prova o Teorema.

a

Observagao 4.3. Para uma superficie de tipo espago regular em L3, o vetor
V=p<<®o, &> H
¢ dado explicitamente por V = 2 /2N (z). Entao,

H=0 & V=0 & f=0.
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Assim, a equacdo de primeira ordem (4.26)(z) vale precisamente nos pontos onde o
vetor curvatura média é igual a zero. Enquanto que para superficies de tipo espaco

onde H # 0, a equagao de terceira ordem (4.26)(zz) precisa valer.

Um resultado que generaliza o Teorema 4.6 foi provado em [2], onde foi obtido uma
equacao tipo Kenmotsu [25], relacionando a aplicagao de Gauss e a funcio curvatura

média. Precisamente, temos

Proposigao 4.7. ([2]) Seja M? wma superficie de tipo espago em IL3. Entdo a funcdo
curvatura média h de M? e a aplicagio de Gauss f de M? em C satisfazem a EDP

2fff=\
h <fz7 + W) = h, fs (4.33)

de seqgunda ordem

No mesmo trabalho, foi ainda provado que a equagao (4.33) serve como condigao
de integrabilidade para a existéncia de uma superficie tipo espago com aplicacao de
Gauss e curvatura média dadas.

Para mostrar que o Teorema 4.6 pode ser obtido do Proposicao 4.7, vamos rees-

crever a equagao (4.33) com a notagao introduzida em (4.24) e (4.25) sobre o conjunto

{z: fz # 0}. Temos

27fzf§ . _
h <f25+ W) =h,fz < S(f)=(logh)..

Como S5 = (logh).z € R pois, h : M* - R e T'(f) = S5 temos
Im(Sz) = Im(T) = 0.

Portanto, nos pontos onde fz # 0, e por conseguinte h # 0, a equacao (4.33) implica
a equacao (4.26)(22).

Podemos estabelecer relagoes entre os resultados acima mencionados para o caso
de superficies de tipo espago em L? e os de Akutagawa e Nishikawa [2]. Seja H o vetor
curvatura média de uma superficie tipo espaco imersa em IL® por uma aplicagao X :

M? — L?, dada na forma H = hN, onde N é a normal unitaria N : M? — HZ(—1) e
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h é a curvatura média escalar. Para este caso ja vimos que V é dado explicitamente

por V = 2f;N(z). Comparando esta tiltima expressdo com (4.11) temos
ELO,0> H=2;N(z) & p<®,d>h=2f
Mas de (4.23), é facil ver que < ®,® >=2(1 — |f|?)%. Assim

=) = A
R(L—=[fP)?  A(1L—f1?)>

(4.34)

nos pontos onde A # 0. Concluimos entdo que dada uma superficie S tipo espaco em
IL?, podemos obter uma férmula de representacao para S em funcio da aplicacio de

Gauss f e da funcao curvatura média h. Mais precisamente, temos o:

Teorema 4.8. Seja .S uma superficie tipo espago imersa em L® por X : M? — L3,
onde M? € uma superficie de Riemann simplesmente coneza. Seja h # 0 a fungdo
curvatura média da imersao e seja ®(z) definida em (4.23), a representagdo local da
aplicagao de Gauss de S, isto é, X, = n®(z). Entao a superficie S pode ser obtida

explicitamente por

X(z) = 2%e / h(Tme? (1+ f%,i(1 = f?),2f) dw + X(z). (4.35)
Faremos agora uma breve apresentacao da relacdo existente entre as funcées
F(f),l?'(f) e L(f) associadas a aplicacao de Gauss de superficies tipo espago em
L® e a energia de aplicagdes entre superficies. Vamos comecar revendo alguns fa-
tos sobre aplicagoes harmonicas entre variedades Riemannianas; detalhes podem ser
encontrados em [14], [38] e [41]. Seja f : (M™,ds?) — (N™,do?) uma aplicacio dife-
rencidvel entre duas variedades Riemanniana. A densidade de energia de f é definida

por

e(f) = %Tr(f*da?). (4.36)

Dada uma regiao 0 C M™, a energia total E da aplicagao f sobre (2 é definida por

BN = [ etnan. (4.37)
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Um campo vetorial V ao longo da aplicacao f é uma secao do fibrado vetorial
fT'TN = UpemTyp) N, induzido sobre M™. O conjunto de todas as secoes de f~'T'N,
ET(fT'TN)={V:M = TN :V(p) € Ty(»nN,p € M}. Define-se uma variagao de
f por fu(p) = expy(,)(tV(p)), que é uma aplicagao diferencidvel de M x (—¢,e) em
N. Se V tem suporte compacto em {2, entao a féormula da primeira variacao de F é

dada por
dE(f:)
dt

. / do*(7(f), V), (4.38)

m

(1= 3 (Verui - f*Ve,-e;)p, pen (4.39)

i=1
onde V é a conexéio de I'(f~!T'N) e {e;}™, é um referencial ortonormal de M™. O
elemento 7(f) € ['(f~'TN) é chamado campo de tensdo de f.
Em geral, uma aplicagao C* f : M™ — N™ ( f € C*(M, N)) entre variedades
Riemannianas é harmonica se, e somente se f é um ponto critico da energia £ em
C*°(M, N), isto é, para qualquer variagao f; € C*(M,N) de f com t € (—¢,¢),

temos

dE(f)

di =1

t=0

Assim, a aplicagao f € C°(M™, N™)) é harmoénica se, e somente se
7(f) =0, para todo ponto de M. (4.40)

Esta equacao é chamada a equagio de Fuler—Lagrange da integral energia.

No caso de uma aplicacao entre superficies, o campo de tensao 7(f) pode ser
expresso usando coordenadas locais conformes (U,z = z' + iz?) de M? e (U,w =
y' + iy?) de N? como se segue. Seja fl =y' o fe f2=y?o f tal que w = f(2) seja
a expressao local de f : M? — N?. Entao,

(f)(z) = Zf(f)”%,

TN Tt
PUV(E) = Buf"+ V() G gy (@41
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onde Ay é o Laplaciano de M?, NI‘ZB sao os simbolos de Christoffel de (N?,do?)

e (¢g”) é a matrix inversa de (gi;), gi; := ds*( :z:"{:?:z:J) & hyp i= do” (aya,ayﬂ) Se-
jam A?|dz|* e ¥?|dw|?® as expressdes locais das métricas ds® e do? nos sistemas de

coordenadas, temos

N )\2 0 iy ].//\2 0 . B ,l/)Z 0
e[ e[ ) ew [ 2]

E facil ver que
N1 Pyt N Y2 N Py
I, = Iay = , o, = ——,
11 ¢ 12 ¢ 22 ¢
N2 ¢y N2 Yyt N P2
Iz =— I's, = s Lay= ,
11 @b 12 ¢ 22 ¢

r(f) = A f" + <<3f ) ((?fl) )NFYIQ]I"*_

01 O | OF 05 wpa i,
+2 <azlal t a5, 2) Frzg

af* 8 2
+<(a£ f )”Flzg“, 7=1.2

Por um calculo direto podemos mostrar que

m(f) = 7(f)' +ir(f)? = AM(f)+2 L)+ (Flae)? +

b2 ffuzfzz) () + ().
Lows,
() = (fzz +oly, fz) (4.42)
pois
Ay = XIEA = 45—;3,

WP i+ iz = () + () + 20 o S+
+ lafha) = () + ().
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Restringindo ao caso onde N = H(—1) = {z € L : (z,z) = —1}. Seja w = f(2)
a expressao local da aplicacao de Gauss f : M? — HZ(—1) de uma superficie S
tipo espagco em LL°, onde w é parametro conforme de HZ(—1), obtido pela projecao

estereografica de H3(—1). Entao,

do? = —2 2d2
7 =\i=pE)

Assim,
2 _ 2 vy _ T
YT YT ammr T o T
Portanto, _
4 2 zJzZ 4
T(f) = 2 (fzz + %) = ﬁL(f) (4.43)

De (4.42), podemos escrever (4.33) na forma

h A2
T(f) - h'zfz-
Usando ainda a Observagao 4.3, podemos demonstrar o seguinte corolario da Pro-

posicao 4.7 provado primeiro por T.K. Milnor [33]

Corolario 4.9. A curvatura média de uma superficie tipo espago S imersa por X :
M? — IL? onde M?* é wma superficie de Riemann coneza, € constante se, e somente

se a aplicagao de Gauss G : M* — HZ2(—1) € harmoénica.

4.3 Aplicagao de Gauss para superficies tipo espaco

em L?

Estamos interessados em obter condi¢oes necessarias explicitas para a aplicacao de
Gauss generalizada de uma superficie S tipo espago em L*. Seja S uma tal superficie
imersa em L* por X : M? — LL* com aplicacao de Gauss generalizada G : M? — Q?,

dada localmente por G = [X.] onde (U, z = u + iv) sdo coordenadas isotérmicas de
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M?. Podemos expressé-la por uma par de fungdes w; = a(z), w, = b(z) tal que

ab # 1. Logo, podemos escrever G(z) = [®(2)] onde por (1.24),

®(z) = w(a(z),b(z)) =
= (1+a(2)b(2),i(1 — a(z)b(2)),a(z) — b(z),a(z) + b(z)).

(4.44)

Precisamos definir certas funges auxiliares a partir das fungdes complexas a(z) e

b(z) descritas pela aplicacao de Gauss.

az b;
= F(a,b) = —2— F, = Fy(a,b) = —2
Fi Fl(a7 ) 1_ab 2 2(a, ) 1_3ab’ ( )
= b) :=  _ F,=F b) := =
Fi = Fi(a,b) l—ab ° 2(2,b) 1—ab’
A,z — a, sz _ bz
= b) := 2b - - = b) := R —
Sl S1(a, ) = + L — ab 3 Sz Sz(a, ) bg + 2a | —ab’

Z

b=
onde 7y e T3 sao definidos sobre o conjunto {z : az # 0,b> # 0}.

z

zzZ N sz —
Tl = T](a,b) = <a — 4 2bFl) 5 T2 = Tg(a,b) = ( +2&F2) 5

z

Seguem os seguintes resultados envolvendo essas funcaes.

(4.46)

(4.47)

Lema 4.10. Seja R a transformagio de Mdbius dada no Lema 4.5. Seja Y qual-
quer uma das fungées auziliares FIFQ, Flfg, ﬁlﬁg) ﬁﬁg, Sk e Ty, k = 1,2 obtidas

a partir das fungoes a(z) e b(z). Entdo Y € invariante por (R(a), R(b)), isto ¢,

Y(R(a), R(b)) = Y(a,b).

Demonstragao: Por um calculo direto temos

a; az

R(a)z = m, R(a); = m, R(a)zz = (Ba'f" 5)3

Note que o calculo é o mesmo para R(b). Disto segue que
— 1 —ab
1-R@Rb) = — 2
(Ba+@)(Bb + a)

azE(ﬂa + a) - QazaEB
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Mas,

sonde segue-se que

_ Az . ZazE 2(5 +E) a; _
Si(B(a), Bb)) = az  (Ba+q) " (Ba+@) 1l —ab
_ag (—Qﬂ(l — ab) +2(ab + ) a,
 as (Ea—k&) 1—ab
a,z QEaz _
- az * 1—ab Si(a,b).
Como T = (51)z, segue-se também que Ty (R(a), R(b)) = Ti(a,b). Temos ainda
. R(a)z R(b)z _
FCRG), B AA(R(), RD)) = (g S e =
_ az bz (Ba+ a)?(Bb + @)?
(Ba+ )2(Bb + @)? (1 —ab)?
az bz
-- T —aby = Fi(a,b) b)Fz(a b).
A invariancia das outras funcoes sao analogas. a

Claramente as funcées F} e Ty, advindas da aplicacao de Gauss de uma superficie
S tipo espaco em L*, sao diferencidveis sempre que wy(w; = a(z),w, = b(z)) é finito.
Agora se a(z) = co ou b(z) = co, podemos aplicar a transformagao de Mobius acima
de modo que ambas as fungoes a(z) e b(z) sejam finitas em numa dada vizinhanga.
Isto corresponde a uma transformagao de Lorentz na supérffcie S de LL*. Para ver isto,
primeiro exibiremos um homomorfismo do grupo SL(2,C) no subgrupo O**(3,1), do
grupo de Lorentz O(3,1), que permitira fazer uma conexao entre as transformacoes
de Lorentz e as transformacoes de Mobius da analise complexa.

Uma matriz A € GL(2,C), é hermitiana se A* = A, e nés denotaremos por

Herm(2,C) o conjunto de todas elas.

Herm(2,C) := {A € GL(2,C) : At = A}.
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Qualquer matriz H € Herm(2,C) é unicamente expressa na forma

v3—ovt ol 4?2

vl —w? —3 — ot
onde v*, 7 = 1,2, 3,4 sdo ritimeros reais. Agora, cada matriz A pertencente ao grupo
especial linear SL(2,C), da origem a uma aplicacao L, : Herm(2, C) — Herm(2,C)
definida por £4(#H) = AHA!. Esta aplicacio tem as seguintes propriedades:
1) Lap = L0 Lp;
2) det(L4(H)) = det(H).
Como L4(#H) € Herm(2,C), se escreve na forma

o' — 0?2 —9% — ot

[ Bt 5l 4 }

Podemos calcular o determinante de H e L4(H) e, usando a propriedade (2) acima

temos
(’51)2 + (52)2 + (US)?. . (54)2 — (v])Z + (v2)2 % (’U3)2 . (’1)4)2
Assim a aplicagao linear (v',v?, 03, v*) — (9,92, 3%, 9*) definida por
22— 9t ol 4 ip? v3—ot ol 4?2 |
=A At (4.48)
ol —? —9% — 4 vl — 2 —pd —p?

reserva o produto escalar (u,v) = ulv! + u?v? + v?v® — u'v? de L4, de modo que a
p ) ) |

matriz desta transformacéo linear pertence ao grupo de Lorentz O(3, 1). Para cons-

@
truir explicitamente esta matriz em termos das entradas da matriz A = [ P ] €

v 4
hii hio v3—vt vl 40?2
h.21 th ’Ul — lv2 —'U3 — U4 ’

respectivamente (h) para L4(H). Deste modo podemos definir a aplicagio M -

SL(2,C), seja
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(U1>U2,U3, 1)4) — (h11>h12,h21,hz2) por

[ hn ] [ 0 0 1 —1 17 'Ul |
h12 B 1 0 0 v?
hoi 1 —2 0 0 v3
h22 0 0 -1 -1 ’()4

De modo analogo,

[ in ] Jo o 1 —1][a]
hi| |1 i 0 0]
b 1 - 0 0 3

| fay | 0 0 —1 -1 Ok

Além disso, é facil calcular

0 1 1 0

1l 0 = 4 0
M~ ==

211 00 =1

—1 0 0 =1

Assim M1 : (511,71,12,7121,%22) — (01,0203, 0%). Falta estabelecer explicitamente

uma conexao entre (hy) e (ilkl)- Isto é obtido através de L4, uma vez que

a hir hig a v
v ) har  hao ﬁ )

€ equivalente a

(b | [ laP oB @ 18P | [ Au |
hi |y ad By B hia
iLZl N ay E’Y ad 35 ha

| has | | WP A8 78 18P | | hae |

Observe que a relacao entre (v*) e (0') é dada pela composicao de aplicacoes

(‘U'i) —ﬂ) (hkl) [L‘—A; (ilkl) NL; (?‘}l)



108

Portanto, a representagao matricial da aplicagdo (4.48) é dada por
Aa=M""[La]- M

Finalmente, calculando explicitamente A 4 em termos das entradas de A € SL(2,C)

obtemos

[ ad + By + 7+ ad i(ad + By — By — ad)

Aol z’(—gﬁ@ — B7 + @d) aS_— Bv_— B+ s

21 af—vys+aB-75  i(af -8 — fa+57)
| —(eB+78+ap +78) —i(aB+ 78 — fa— §7)
o7 +ay—P5—PB5  —(aF+ay+B3+F8) |

i(—a7 +ay + ﬂj - ?5) —i(—aF + @y — €5+ ?5) (4.49)

od — ¥y — BB + 66 — (0@ — vy + BB — 66)

—(a@+ 7 —BB—65)  aw+PB+yy+ 65 |

Observe que Ayy > 0 e det(A,) = det([L4]). Por um célculo direto podemos mostrar
que det([L4]) = |ad — By|* = 1, assim det(A4) = 1. Além disso, denotando por
(A4)E a matriz obtida de A4 eliminando a terceira linha e a terceira coluna, prova-se
que det((Aa)e) = 3(lal* + B> + |y|> + |6]?) > 0. Portanto, a matriz A4 pertence ao
grupo Ot (n —1,1).

A aplicacao A — A4 que vai de SL(2,C) pa,l“a. O**(3,1) é chamada de aplica¢io
espinorial. Note que se A, B € SL(2,C), entao

Aalp = (MHLAIM) (M LIM) = ML A)[LAIM.
Mas, pela propriedade (1) de L4, temos que [L4][La] = [Lap]. Assim que,
AAAB = AAB-

Portanto, a aplicagao espinorial ¢ um homomorfismo do grupo S (2, C) para O++(3, 1),
isto €, é uma representacao do grupo SL(2,C). Esta representacio nio é injetora,

pois Ay = A_4. De fato, Ay = Ap implica A = +B. Com efeito,

Ar=Ap= & As(Ap)~' = Id,.
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Agora como (A4)™' = A_4 temos que
Ayg-1 = 1dy = AB™! = +1d,.

cosh0/2 sinh /2

€ SL(2,C),
sinh#/2 cosh 6/2

Um particular exemplo é dado por A(#) = [

com 0 real. Neste caso, segue de (4.49) que

coshf 0 0 —sinhé
0 1 0 0
Nago) = 0 - 0 € O+ (3,1).
—sinh® 0 0 cosh®

Agora estamos em condigoes de aplicar os resultados acima para o nosso caso
particular. Primeiro vamos recordar a relagao entre a aplicagao de Mobius R(w) do

Lema 4.10 e o grupo SU(1,1) = U(1,1) N SL(2,C) a saber:

SU(l,l):{[% Z] ;|a|2—|ﬁ|2:1}.

p

[0

Portanto, para A = [ “ € SU(1,1) temos de (4.49) que

[ Re(o? + %) —Tm(a? — )

0
Im(a® + %) Re(a? —p?) 0 —2TIm(ap)
Ay
1
0

Il

€ 0t (3,1).
0 0 (3,1)

—2%Re(ap) —20m(af)

12 2
la* + |87 |
Conclusao, a cada mudanga de coordenadas conformes na superficie S tipo espaco

de L* através da aplicacao de Mobius R(w), de modo que a(z) e b(z) sejam finitos,

corresponde uma transformacao de Lorentz A4 € O1*(3,1) de L1,

Lema 4.11. Sejam F}. e ﬁk, k=1,2, definidos em (4.45) e (4.47). Temos que

m{(BF), + &), } = Im{ (bR, + (F), }.
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Demonstragao: Por um célculo direto temos

_ — as b-—a, b,

b)) —(bF).= —"“—F= 2

( l)z ( 1)2 (1 —ab)? ’
pois (Dz =bhse (B); = b,. Analogamente,

~ a; b —a; b,

(5F2)z - (aFZ)z = (1 —ab)?

Portanto,

@F), - (aF), = (bF), - (b71)

z

que € equivalente a

@), - (OF), = (w5, - (b7

Por outro lado,

200m{ (bF1), + (aF),} =

a
Podemos agora enunciar o principal resultado deste capitulo, que terd um papel
fundamental no estudo das superficie tipo espaco de L* com aplicacio de Gauss

degenerada.

Teorema 4.12. Seja S uma superficie tipo espago orientada imersa em L* por X :
M? — 1%, com aplicagio de Gauss generalizada G dada localmente por (4.44) via o

par de fungoes a(z) e b(z), onde z é uma coordenada isotérmica sobre S. Entao,
FIFQ = F1F2 3 (450)

Im{T\+ T2} =0 sempre que asz #0, bz #0. (4.51)
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Demonstragao: Vamos aplicar o Teorema 4.2 para mostrar que (4.13) e (4.14)
implicam respéctivamente (4.50) e (4.51). O primeiro passo é expressar as funcoes
1n(z) e V(z), definidas em (4.9) e (4.10), em termos das fung¢des a(z),b(z) e Fi(z). De
(4.44) temos _

®-(z) = az(b, —1b,1,1) + bz(a, —ia,—1,1), (4.52)

&L ®,® >»=2|l —abl]®*> 0, pois ab # 1. (4.53)

Segue-se dai, por um calculo direto, que
& @3, ® >= 2baz(ab — 1) + 2abz(b — 1).

Assim, B
baz abz =
___ba _ _abs — —(bF, +ak,). .
) =T+~ T-=p n(z) = —(bF; +ak) (4.54)

Agora substituindo (4.44), (4.52) e (4.54) em V(z) = &z — n®, temos

az

V() = (2%Re(b),2Tm(b), 1 — b, 1 + |b]?) +
—a
bz 2 2
“+ T 28 (2Re(a), 2Tm(a), |al* — 1, |a|* + 1)
onde
= (2%Re(a),2Im(a), |a]* —1,]a]* + 1), (4.56)
B: = (2Re(b),2Im(b),1— |b|*,1+ |b]?). (4.57)

Note que A e B sao vetores reais nido nulos, tipo luz e futuro dirigidos de L*, tal
que < A, B »>= —2|1 — ab|? < 0. Portanto, sdo vetores linearmente independentes
do cone de luz de L*. De (4.55), concluimos que V(z) = 0 se, e somente se Fy(z) =
F5(z) = 0 que é equivalente a az(z) = bz(z) = 0. Em particular quando V(z) = 0,
(4.50) € trivialmente satisfeita.

Sejam V = (V1 V2 V3 V) A= (A, A?, A% AY) e B = (B!,B? B3 B*). Observe

que a condigao (4.13) do Teorema 4.2 nos diz que V € igual a um vetor real R(z) de L*
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multiplicado por uma fungéo complexa nao nula sempre que V(z) # 0. Isto equivale
a dizer que V'V = R!'R é uma matriz hermitiana real (simétrica). Portanto, suas
entradas VIVE 1 < J,k <4, precisam ser reais. Por outro lado, de (4.55) segue-se

que

VIVE = (FB7 4 R A7) (FiBF + FAF) =
= (IRPBB* + R’ A A¥) + (R R AV BF + Fi TR ARBY) .

Assim,
ViVEeR & (FiFRAB*+ FiFABY) e R

pois (| Fy[>BIB* + | F3|* A7 A*) é um nimero real. Ou seja,
VIVEER & (FiF,— B F) (ABF — A*B%) = 0.
Isto implica que
FiFy,— FiF,=0 ou AB*¥ —A*BT =0, V1<j<k<d (4.58)

Mostraremos que (A’B* — A*B7) nio pode ser igual a zero em nenhum ponto zy € U,
onde (U, z) é uma vizinhanga coordenada conforme de S. Com efeito, como S é
uma superficie tipo espago, a métrica induzida pela imersio X : M? — L*, ds? =
4|p|*|1 — ab|?|dz|?, é Riemanniana, logo ab # 1 sobre U. Seja z € U algum ponto
onde V(z) # 0 tal que

A (20)B¥(z0) — A¥(20)Bi(20) =0, V1< j<k<4.
Segue-se de (4.56) e (4.57) que as seis equacdes acima sio equivalentes a:
o A'B2— A’B'=0 & %Re(a)Im(b) = Re(b)Im(a);
o AIB*— AB'=0 & Re(a)(l — |b]?) = Re(b)(|a? — 1);
o AIBY—A'B'=0 & Re(a)(l+ |b[?) = Re(b)(1 + [a]?);

o AB3-AB2=0 & Im(a)(l - |b|2) = Im(b)(|a® — 1);
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o A’BY— A'B?*=0 < JTm(a)(l+ |b*) = TIm(b)(|Jal]®+1);

o A3B1—A'B2=0 & (la* 1)1+ |b]*) =(1-|b*)(a]* +1).
Estas equagoes implicam respectivamente que

1. ab = ab;

2. Re(a+ b)(1 — ab) = 0;

3. Re(a—b)(1 — ab) = 0;

4. IJm(a+ b)(1 —ab) = 0;

5. Jm(a—b)(1 — ab) = 0;

6. |a]*)|b]* = 1.
Usando as equagoes (1) e (6) acima temos

la’Ibl* =1 & (ab)(@b)=1 = (ab)’ =1 = a(z)b(z) = +1. (4.59)

Agora usando as equagoes (2),(3),(4) e (5) podemos facilmente concluir que a(zp) =
b(z) = 0, o que contradiz (4.59). Conclusdo, V'V é uma matriz hermitiana real se,
e somente se Fy Iy = FyF, e isto prova (4.50).

Para provar (4.51), precisamos primeiro estabelecer uma relagao entre o argumento
das funcées coordenadas de V e o argumento das fungdes Iy e F,. De (4.50) e (4.55)

segue-se que

F1V(Z) = Fl(Fllg + FQA) = F]FlB + FIFQA
= FIFIB + FIFQA = Fl(FIB +—F2A) == F1V(z)
De modo analogo, prova-se que FyV(z) = F,V(z). Como estamos assumindo que

az # 0 e bz # 0, segue-se que [} # 0 e [, # 0. Por conseguinte V(z) # 0, logo temos

alguma componente, digamos V7, de V, diferente de zero que satisfaz

F\V = FVi, F,Vi=F,Vi, | (4.60)
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Assim, (4.60) implica que
arg(F1V?) =0 (mod 7), arg(F,V?) =0 (mod ),
que é equivalente a
—arg(Fy) +arg(V?)) =0 (mod ), k = 1,2.
Agora de (4.13), V(z) = €“()R(2) e daf arg(V’) = a(z) (mod 27). Portanto,

a(z) = arg(Fr) (mod 7), k=1,2.

a(z) = %(arg(Fl) +arg(F2)) & a(z) = %(arg(Fle)) (mod g) (4.61)

De (4.45) segue-se que
az b= azbs
o Fy Fb) = ar 2 x z = — =z
arg(F) Fy) = arg <l—ab l—ﬁb) Jm {log(|1—ab|2)}'

1
a(z) = Ejm(log az + log b;) + 2nm,n € Z.

Portanto,

Assim,

1 az b;z
e = ijm(az + b;)’

1 az; bEz
azz—§7m{(ag)z+ <b2>3}- (4.62)
De (4.62) temos

1 Az 1 bEz — T = S
= Im { < = 4 2bFl)E+ ( ot 2an)3— 2((bF), + (an);)} ,
1 — 5
§'Jm{Tl(a,b) n Tg(a,b)} - 3m((b1ﬂ)5+ (5F2)3>. (4.63)

Az =
Por outro lado, vimos em (4.14) que a.z = Jm(n.). Logo de (4.54), segue que

az=-Im((bR), + @F),). (4.64)
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Finalmente comparando (4.63) com (4.64) e usando o Lema 4.11, provamos (4.51).
Concluimos que para superficie tipo espago em LL* as condi¢des necessarias de

integrabilidade: (4.13) e (4.14), reduz-se respectivamente a (4.50) e (4.51). Final-

mente observando que (4.50) e (4.51) sao independentes da escolha de coordenadas

conformes de M?, provamos o teorema. O

Observagao 4.4. Podemos dar um exemplo de uma aplicacdo [®] : U — Q? que nao

pode ser localmente a aplicacao de Gauss de nenhuma superficie tipo espaco imersa
conformemente em LL*. Com efeito, pondo a(z) = z4+Z e b(z) = —i(z — Z) em (4.44),

temos que az = 1 e by = 7. Logo,

1 — —1
FlFZ =

(1 — 4%Re(z)Im(z))?’ (1 — 4Re(2)TIm(z))?

[sto nos diz que a condic¢do (4.50) é negada.

ETFA —

Vamos agora expressar uma relacao entre o vetor curvatura média de uma su-
perficie tipo espaco em L* e as fungoes a(z) e b(z) definidas a partir da aplicacio de
Gauss dessa superficie.

Seja S uma superficie tipo espago em IL* dada localmente pela imersao X : U C
M? — L* onde (U, z = u+1v) é uma vizinhanga conforme de M?. Entao sabemos que
a métrica induzida por X em S é da forma ds? = A\?|dz|?, onde \? = 2 <« X, X, >.
Se @ : U — C* representa localmente a aplicagdao de Gauss de S, isto é, X, = u®,

entao

N=2u<®, 0> . (4.65)
Segue-se de (4.44) que < ®,® >= 2|1 — ab|?, portanto
A = 4|u*|1 — ab|* > 0.

Vimos em (4.11) que V=g < ®,® > H donde obtemos

<V, V>»
ul? < @, >

(H, H) (4.66)

Por outro lado, de (4.55) segue-se que

KV, Vo= (F1F+ 1 F) < A B> .
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Portanto,

LV, V= —(FiFH+FF) < 0,0 . (4.67)

Pelo Teorema 4.12 temos que
KV, V>=2FF<0,0>. (4.68)

Substituindo (4.65) e (4.68) em (4.66), segue-se que

—4F | F,y

<H’H>: N2

(4.69)

Observe que tudo o que fizemos até aqui diz respeito somente a condicdes ne-
cessarias sobre a aplicacao de Gauss de uma superficie tipo espaco em L. Para-
lelamente a teoria da aplicagao de Gauss para superficies em R3 e R? estudada

profundamente por [23] e [24], podemos fazer naturalmente as seguintes perguntas:

1) As duas condigbes necessarias (4.50) e (4.51) para que uma aplicacio ® seja a

aplicacao de Gauss de uma superficie tipo espaco em LL* sdo também suficientes?

2) Seja S uma superficie tipo espaco em LL* e G sua aplicacio de Gauss dada lo-
calmente por (4.44), em termos de coordenadas conformes z, via o par de funcdes
complexas (a(z),b(z)). Quais sdo as condicées sobre as fungdes a(z) e b(z), tal que

S esteja contida em algum H*(—r?) ou S¥(r?),r # 07

3) Dado uma fungdo complexa a(z), existe uma segunda fungio b(z) tal que o para
(a,b) satisfaca (4.50) e (4.51), de modo que corresponda a aplicacio de Gauss de

uma superficie tipo espaco imersa conformemente em L*?

4.4 Formula de representacao para superficies tipo
espaco em !

Nesta secao primeiro provaremos que as componentes a(z) e b(z) da aplicacio de

Gauss de uma superficie tipo espaco em L* e o seu vetor curvatura média H. precisam
3 3
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satisfazer uma equacao de derivadas parciais de segunda ordem. Também daremos
explicitamente o fator de integracao p, dado em (4.5), em funcdo de a(z), b(z) e H, o
que permitira dar uma féormula de representacao explicita para superficies tipo espaco
em L? em termos da aplicacao de Gauss e do vetor curvatura média.

Na discussao feita apés a Proposicao 4.7, vimos que

(et 2B < b o 5= Oogh), (4.10)

sempre que fz # 0. Como h é real, temos que (log ),z é um nimero real. Assim,
In{(S(F)st =0 & Im{T(f)}=0.

Nosso objetivo agora é generalizar a equacgao (4.70) para superficies tipo espaco em
L*, de modo que a condigao necessaria IJm{T; + To} = 0, dada em (4.51), seja
uma consequiéncia dessa equacgao generalizada. Mais precisamente, temos o seguinte

Teorema

Teorema 4.13. Seja S wma superficie tipo espago imersa em L* por X : M?* —
L4

fungées a(z) e b(z), onde z € uma coordenada isotérmica sobre S. FEntdo o vetor

, com aplicagio de Gauss generalizada G dada localmente por (4.44) via o par da

curvatura média H e as fun¢oes a(z) e b(z) satisfazem a EDP de seqgunda ordem

QEa;az Zﬁb;bz
(H, H) <bz (aﬁ + 22 aE) . (bzg 4 e )) —abo{H H)..  (4.71)

Demonstracao: A aplicacao de Gauss de S é definida localmente por G(z) = [X.]

e representada por
®(z) = (1 +a(z)b(2),i(1 — a(2)b(z)),a(z) — b(z),a(z) + b(2)), (4.72)

isto é, X, = u®(z) para alguma funcido p: M? — C. De (4.9) e (4.10) vimos que

K050 >

T<0,0> H=>0—nb, n:= ,
p< > 1 <0,0>

Podemos facilmente ver que

CELD,d>H (E<KD,®> H) >=
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=L 05, 0: > - ML 05,0 > 472 < 9,0 > .

Como [®] € Q%, isto é, < &, >= 0, segue-se que < D, ® >>= 0. Assim, a equacao
acima reduz-se a

< 0,0 % (H,H)E* =< 05,0 > (4.73)

Vamos agora calcular explicitamente < @z, @z > em funcio de a(z) e b(z). Deri-

vando (4.72) em relagdo a z, obtém-se que

&z = az(b, —tb,1,1) 4 bz(a, —ia, —1,1) (4.74)
e dai, segue-se que
<L Oz, &5 >= —4dash;. (4.75)
Portanto,
< ©,0>* (H, H)i* = —4asbs. (4.76)

Agora derivando f < ®,® > H = &= — n® em relacio a z, temos
LO,0>, (pH)+ < 0,2 (zH), = 0, — 1,® —nd,.

Mas,
LP,0>, (H)+ < 0,2 > (gH), =
= (€ 0.,0 >+ < 0,0 >)EH+ < 0,0 > ((7).H +1H,).
Assim,

KO, 0> uH, = 07 —1.0 -0, — (K 0,0 > +<K 5,0 > )H —
- (€ ®,0 > H)jiz

Além disso, note que

_ Oz —nd Oz — nd
H=——— «®b>H=—-_""
=g os 7
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Portanto,

e\ ®e—1d
< 0,0>nH, = @;z_nz@—n@z—(<<<1>z,<1>>>+<<q>;,<1>>>) oL A

<D,0>
Hz
— (B ) (@ —nd) =
()=

L9, 0> L0;0> iz
= &, — b, — — %
7 (<¢@>C*<®®>+(AD !

LD, 0> K050 > o
=) ) —n. | @
* ((«@An>+<<@®>>+<u>>" n)

De (4.12) sabemos que

Kz
2=
1
L P50 >
Por outro lado, n = ————, de modo que
=<0, 0> a

b, O, d
€00l = g - SOy (L0

<0, 0> <P, 0>

7h>¢. (4.77)

Calculando o produto simétrico entre (4.77) e g < ©,® > H = &5 — n®, afim de

obter o produto escalar entre H e H,, temos que

L 0,0 (H H)p*> = <€90:,0:., > (< 8,0, >+ <9,0;, >) -
O,,0 > -
_ 28y % L Oz, 0>
L0, >
pois [®] € Q3. Usando que 0 =< B, P, > =< 05,0, >+ < P,0,; > na equacao
acima, temos que

— L5, >

1 _
L ®,0 > (H,H.)g* = 3 L 05,0 >, — e b L O, 0z > (4.78)

De (4.74) e < ®,® >>= 2(1 — ab)(1 — @b), podemos calcular

<< (Dz,q) >> e =
————— =—1(b b F b .
< (I),(I) > ( Fl(a> ) +a 2(a7 )) ) (4 79)
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onde F; é dada em 4.45. Finalmente, substituindo (4.75) e (4.79) em (4.78), segue-se

que
& 0,8 > X H, H,) = —2(as,bs+ashs,)+ 2 (Eﬁ F) (—2azbs) =
= o(b.(an+ Zbazaz +a Qab;_bz .
1— 1—ab
Multiplicando ambos os membros desta equagao por (H, H) e usando o fato que

< ®,® >?p*(H, H) = —4azbs por (4.76). Concluimos que

2basa, 2abzb,
(bi (azE + 1 B) + az (sz + 1—3b )) (H) H) - 2&5b§<H7 Hz>

—a

Isto encerrar a demonstracao do teorema. O

Qualquer superficie S tipo espago em L3 = {(z',2%, 2% 2%) € L* : 2 = 0} pode

ser considerada de modo natural uma superficie em L*. Para este caso nés podemos

assumir que b(z) = a(z) em (4.44). De modo andlogo, qualquer superficie S em
R® = {(2',2%,2% 2) € L* : 2* = 0} pode ser uma superficie em L. Para este caso
nés podemos assumir que b(z) = —a(z) em (4.44). Assim, podemos usar o Teorema.

4.13, mais especificamente a férmula (4.71), para recuperar, de uma nova maneira, as
condigoes de integrabilidade para superficies tipo espago em L2 e superficies em R3
com aplicacao de Gauss e curvatura média nao nula prescritas.

Os vetores reais A e B dados em (4.56) e (4.57), sdo tipo luz futuro dirigido tal
que (A, B) = —2|1 — ab|?, portanto sdo linearmente independentes sempre que a(z)

7

e b(z) descrevem a aplicacdao de Gauss ® de uma superficie S tipo espaco em L*. E
facil ver que (9, A) = 0 e (®,B) = 0. Assim, {A, B} é uma base para (7,5)*. Além
disso, como H € (T,5)* podemos escrever H na forma

(H,B)A+ (H, A\B
(4, B) ’

H =

donde segue-se que
2(H, A)(H, B)
(A,B)

(H,H) = (4.80)
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e Se b(z) = a(z), sabemos que ®(z) = (1 4+ a%,i(1 — a?),0,2a) representa local-
mente a aplicacio de Gauss de superficies tipo espaco S em L3 C L*. Neste caso, o

vetor curvatura média H = H é tipo tempo e paralelo & aplicaciao de Gauss cléssica

N : M? — H}(—1) de S. De (4.80) temos que
o o _ (H, A)H, B)
HH)y=-—"-"-""*
U =0y
com A = B = (2Re(a), 2Tm(a),0,]al> 4+ 1). Logo de (4.22), segue-se que
A=(1—-1a) )N, B=(1-|a*)N.
Portanto,
LY = —(, Y = 12,
onde h é a curvatura média escalar de S.
Finalmente, substituindo b(z) = a(z) na equagao (4.71), temos que

2aa,as
1 —|a]?

2aa,as
ha; (h (azz + m) — hzag> =0.

Como h = 0 se, e somente se az = 0, a equacao acima implica que

2— z Az
h ( . _> _ hoas.

1 —|al?

—9h%a, (azE + > = —2hh,(az)’ &

Observamos que esta equacao é a mesma equacao (4.33) da Proposicao 4.7.

e Se b(z) = —a(z), sabemos que ®(z) = (1 — a%i(1 + a?),2a,0) representa
localmente a aplicacao de Gauss de superficies S em R® C L4, Neste caso, o vetor
curvatura média H = H é tipo espaco e paralelo a aplicacio de Gauss cléssica N :
M? — S%(1) de S. E bem conhecido que |

! (2%Re(a),2Tm(a), |a|* — 1,0). (4.81)
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Agora de (4.80) temos que

o e (H,ANH,B)
==

com A=—B = (2%Re(a), 2Tm(a), |al* — 1,0). Logo de (4.81) segue-se que
A=(1+aP)N, B=—(1+a]?)N.

Portanto,
(H,HY = (H,N)* = h?,

onde h é a curvatura média escalar de S.

Finalmente, substituindo b(z) = —a(z) na equacao (4.71), temos que

2a; 2z
—2h2ag <az§ = ]T_I::P) = —thz(ag)2 =4

haE h Az — 2aaza§ - hza; = 0.
1+ |al?

Como h = 0 se, e somente se az = 0, a equacao acima implica que

2_ zZz
b ay— o297 = B85,
1+ |al?

A equacao acima € a condicao de integrabilidade para superficies com curvatura média

prescrita em R®, provada por Kenmotsu veja [25] pag. 96.
Como conseqiiéncia imediata do Teorema 4.13 temos o seguinte

Corolario 4.14. Nas hipdteses do Teorema 4.13, se o vetor curvatura média H ndo

¢ nulo nem de tipo luz para todo ponto de M? entdo

Si(a,b) + S3(a, b) = (log(H, H)) (4.82)

z?

onde z € um parametro conforme sobre M?.
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Demonstragao: A equagio (4.76) implica que azbz # 0. Assim,

a.z 2ba, b, 2ab,
acbe (224 222 ) 1 (224 B0 ) (4 ) = sacho( i, )

sz 2ba, " <sz " 2ab, \  2(H, H,)
az l—ag b'z- 1—5b <H,H>
Si(a,b) + Sa(a,b) = (log(H, H)), .

O
Observe que (H, H) é uma fungao real, de modo que (log(H, H)),. € R. Assim,

a equacao (4.82) implica que
Im{(Si(a,b) + S2(a,b))z} =0 & TIm{Ti(a,b) + Tr(a,b)} = 0.

Portanto, a equacao (4.82) implica a equagao (4.51) do Teorema 4.12.
Uma outra conseqiiéncia interessante pode ser obtida usando a equacao (4.76), da

qual segue-se que
_9 —4azbz

W HY < 0,8 >

sempre que (H, H) # 0. Ou seja, o fator de integragao i pode ser dado explicitamente

por
—2 —az : by
- _ 4.83
H = L H)T = abp 453)

Portanto, dado uma superficie .S tipo espaco em IL*, com vetor curvatura média H nio

nulo e nem tipo luz, podemos dar uma férmula de representacao para S em funcao

da aplicacao de Gauss GG e do vetor curvatura H.

Proposigao 4.15. Seja S uma superficie tipo espago imersa em IL* por X : M? — LL*,
onde M? ¢ uma superficie de Riemann simplesmente coneza, com o vetor curvatura
média H diferente de zero e nem tipo luz sobre M* e ®(z), definido em (4.44), sua
representagdo local da aplicagio de Gauss, isto €, X, = p®(z), onde p € uma fungio

compleza nao nula. Entao a superficie S pode ser obtida explicitamente por
X(z) = 29‘{6/ i (14 ab,2(1 —ab),a—b,a+b)dw+ X(z), (4.84)
ED)

onde p1 € dado por (4.83).
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Observemos que se as condigoes (4.50) e (4.51) sao também suficientes, entdo vale
também a reciproca da Proposi¢ao acima. Isto é, dado uma aplicacao arbitraria de
uma superficie de Riemann simplesmente conexa na quédrica Q?, representada local-
mente por ®(z), como em (4.44), via o par de funcdes a(z), b(z), tal que satisfazem
as condigdes F'1 Fy = Fy1F'3, (V,V) # 0e S, +S5; = (logh),, onde h : M2 — R*, entio
(4.84) define uma superficie tipo espaco imersa em LL* com aplicacio de Gauss dada

localmente por ®, (H, H) = h e métrica induzida ds* = 4|u|?|1 — ab|?|dz|* dada,

usando (4.83), por
ds? = ( 4|a5|lbfl _ )IdZ|2
((H, H)||1 —ab]?

Exemplo 4.1. Sejam M? = C,
z+z z+z

— k- 1—1¢?

a(z) = Vke 2t | b(z)z\/—Ee 26, (HH)=—r,
= out e L=t _az) bz
ondez—u—HvE(Cek—m,comtE( 1,1)\{0}.C0m0ag—7,bg_— =

e |1 —ab|* = (1 —k)*, segue-se de (4.83) que
2 k (1+t>“ k(1 +¢)* 1+t

P wemmy\Tor ) Treg e TOFT T
Além disso,
2 2t . k k
(p(z) - (I—-H, 1——1-75% a(z) - a(z)v a(z) + a(z)> :

Donde nao é dificil ver que

2t (1 A1 —t2 z+z V1 —12 hz+§>

O(z) = —( - inh
E =1\ b 7 s T cosh
Assim,
1L/1 . V1—4# . z4Z /1 —1t2 z+z
X.==| - 1, sinh , cosh :
2\t t 2t t 2t
Portanto,

X(u,v) = ( %, —v, V1 —1%cosh %, V1 —t2 sinh% ) ;

Sejam e; := X, e e; := X,. De (1.14), H = %(ﬁ,el)l = %(X.UU)J' = %qu- Assim
V1 — 12 1—1¢2

212 44

que, H = (0,0, cosh ;,sinh Z—L) Logo, (H, H) =



Capitulo 5

Superficies tipo espaco com
aplicacao de (Gauss degenerada em

L4

No capitulo 2 estudamos as superficies maximas com aplicacao de Gauss dege-
nerada. Neste Capitulo nés iremos estudar todas as superficies de tipo espaco com
tal propriedade, com a finalidade de descrevé-las completamente. Para isto usaremos
os resultados do Capitulo 3, mais especificamente o Teorema 4.12 e também o estudo

de hélices tipo espaco feito na seguinte secao.

5.1 'Triedro de Frenet para curvas do tipo espaco
em IL°

Sejam dados dois vetores u e v pertencentes ao espago de Lorentz—Minkowski 3.
De acordo com a Proposigao 1.5, podemos associar um tnico vetor u x v € L? tal que
para todo w € IL® satisfaz (u x v, w) = det(u,v,w), onde (,) = (dz')?+(dz?)? - (dz>)?
e métrica de Lorentz-Minkowski. O vetor u X v acima é denominado produto vetorial

de u e v. Além disso, se u = (u',u?,u?) e v = (v!,v?% v?) entao u x v é dado em

125
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coordenadas por

i 7 —k
2,3 2 .3
uxv=|u u? W= (-t it el el alp?)
Ul 'U2 U3

Usando esta expressao podemos facilmente verificar as seguintes propriedades:
I. w x v =0 se, e somente se u e v sao linearmente independentes;

2. uXv=—v Xu;

3. (uxv,uxv)=(u,v)?— (u,u)(v,v);

4. Se u ou v é tipo tempo, entdo u X v é tipo espaco;

5. Se u ou v é tipo espaco, entdo u X v é tipo tempo;

6. Se u ou v é tipo luz e (u,v) = 0, entdao u x v é tipo luz;

7. (uxv) xw= (w,v)u— (w,u)v.

Sejac: I C R — L? uma curva regular tipo espaco em L? com velocidade unitaria,
isto € ||c'(s)|| = 1, e vetor aceleragao c¢”(s) tal que (c"(s),c”(s)) # 0. Definindo a

curvatura e o vetor normal de c respectivamente por

k(s) = ), i) = S G.1)

e denotando c’(s) por t(s) temos que t(s) e n(s) sdo vetores ortonormais e
t'(s) = k(s)n(s). (5.2)

Definindo,
b(s) :=t(s) x n(s) (5.3)

temos o referencial ortonormal {t(s),n(s),b(s)} que é o triedro de Frenet. Podemos

escrever b’(s) neste referencial,

, e (6", n)n (b',6)b (b, n)n
b'(s) = (b, t)t+ oy + B0 (nn)

= er(s)n(s), (5.4)
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onde a funcao 7(s) := (b’,n) é denominada tor¢do de c e ¢ = (n,n). Da propriedade
(7) acima é facil ver que b(s) x n(s) = et(s) e n(s) = t(s) x b(s). Derivando esta

ultima expressao e usando as equacoes (5.2) e (5.4) temos que

w(s) = —ek(s)t(s) + er(s)b(s).

Portanto,
t'(s) 0 k(s) 0 t(s)
w(s) | = | —ek(s) 0 er(s) || n(s)
b'(s) 0 er(s) 0 b(s)

As trés formulas acima sao chamadas formulas de Frenet.

Seja agora c(s) uma curva tipo espaco contida em um 2-plano degenerado II de
L3, onde s denota o parametro comprimento de arco. Assumindo que c” # 0, segue-se
da equacdo (c”,c’) = 0 que c¢” é tipo luz, veja Proposicao 2.1. Em [31] pg. 473, R.
Lépez e F. Lopez dao, para este caso, a nocao de curvatura como segue: Fixe um
vetor tipo luz n constante ao longo de ¢, entao ¢” = kn. Claro que k depende da
escolha de n e k£ é constante se, e somente se ¢” é um vetor constante sobre c. As
curvas tipo espaco de IL? com aceleracao tipo luz tém uma'interessanfe propriédade

demonstrada pelo Prof. Ruy Tojeiro (comunicacao pessoal) na seguinte

Proposicao 5.1. Seja ¢ : [ — L* uma curva com velocidade unitdria tal que c(s) é
um vetor tipo luz para todo s € I. Entdo c(I) estd contida em um plano degenerado

em L3

Demonstragao: Precisamos provar que existe um vetor tipo luz v € L2 tal que
(c’(s),v) = 0 para todo s € I. Como (c/(s),c”(s)) =0 para todo s € I, é suficiente
provar que existe uma funcao diferenciavel A : I — R tal que a funcao f(s) =

A(s)c”(s) é um vetor constante v € L®. Temos
lB/ — <ﬂl, c/>cl + <5I, C”)U) + (5/’ w>cll,

onde (w(s),w(s)) = 0 = (w(s),c(s))

e (w(s),c’(s)) = 1. Por outro lado, como
(c”,c") = 0 ( diferenciando (c”,c"”) = 0), (c’, ") = 0 ( diferenciando (¢’,c”y =0 e
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usando que (c”,¢") = 0) e B/ = Nc" + )\c”", obtemos que (f,¢/) = 0 = (B',c"), e
portanto B’ = (B, w)c”. Mas, (f',w) = X + Ap onde p = (¢, w), logo é suficiente
escolher A como a solugao de X' + Ap = 0, isto é, A = exp (— f/))

O

5.2 Hélices tipo espaco em L3

Uma curva tipo espago em L* é chamada de hélice se seu vetor tangente forma
uma angulo constante com uma reta [ fixada em L3. Veremos que neste caso a
geometria dessas curvas podem diferir bastante das hélices classicas de R3. Isto se
deve essencialmente ao carater causal de [. Seja v # 0 um vetor na direcio de [, que
suporemos unitario sempre que a direcio [ nao for tipo luz. Entao diremos que uma,
curva ¢ : I C R — LL? tipo espago parametrizada pelo comprimento de arco é uma

hélice se

(c/(s),v) = cte. (5.5)

Mais especificamente diremos que se v é um vetor tipo espaco, entdo ¢ é uma hélice
hiperbdlica; se v é um vetor tipo tempo, entdo ¢ é uma hélice eliptica; e se v é um

vetor tipo luz, entao ¢ é uma hélice parabolica.

Proposicao 5.2. Seja ¢ : I C R — L? uma curva tipo espago regular tal que
(c"(s),c"(s)) #0 e com curvatura e tor¢do diferentes de zero para todo s € I. Entdo

c € uma hélice se, e somente se é € constante.

Demonstragao: Podemos assumir que ¢ é uma curva parametrizada pelo compri-
mento de arco, assim que (c'(s),c'(s)) = 1, (¢"(s),c(s)) = 0 e (n(s),n(s)) = e = +1.
Se ¢ € uma hélice, entao (c'(s),v) = cte para v fixo. Portanto, (¢”(s),v) = 0, isto é,
k(n(s),v) = 0. Como k # 0, segue-se que (n,v) = 0. Assim, v pertence ao 2-plano
Il = spanlt,b]. Dependendo do carater causal dos vetores v e b, podemos ter as

seguintes situacoes:
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1. Se (v,v) =1e (b,b) =1, entao podemos escrever

v = cos 0(s)t(s) + sinf(s)b(s). (5.6)
2. Se (v,v) =1e (b,b) = —1, entao podemos escrever

v = cosh 0(s)t(s) — sinh 0(s)b(s). (5.7)
3. Se (v,v) = —1 e (b, b) = —1, entdo |
v = sinh 0(s)t(s) — cosh 6(s)b(s). | (5.8)
4. Se (v,v) =0 e (b,b) = —1, entdio
v = ci(t(s) — b(s)) ou v = ea(t(s) + b(s)), (5.9)

onde ¢; e ¢y sao constantes nao nulas.
No item (2), derivando (5.7) em relagao a s e usando as férmulas de Frenet,

obtemos
0'(s)sinh 6t(s) — 6'(s) cosh 0b(s) + (k cosh @ — 7sinh 0)n(s) = 0.
Portanto, para todo s € [ temos

¢'(s) sinh 6=0
¢'(s) cosh =0
k cosh @ — 7sinh 6§ = 0.

Segue-se das duas primeiras equagoes acima que #'(s) = 0 para todo s € [. Portanto,

f(s) é uma constante. Agora da terceira equacdo temos que

E = tanh @
pu

é constante. Além disso, note que |§| < 1. Como a prova dos outros itens é analoga,
isto encerrar a primeira parte da demonstracao.

Reciprocamente, suponhamos que k/7 é constante.
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1. Se {b,b) = 1, ﬁkemos 0 tal que tan 0 = é Entao,

v = cos 0t(s) + sin 0b(s)

é um vetor tipo espago unitdrio e constante para todo s € I.

2. Se |El<1e b,b) = —1, fixemos @ tal que tanh § = E Entio
T

T

v = cosh 0t(s) — sinh 0b(s)

é um vetor tipo espago unitdrio e constante para todo s € I.

3. Se k

7| >1e (b,b) = —1, fixemos 0 tal que coth = é Entao

v = sinh 0t(s) — cosh 0b(s)

€ um vetor tipo tempo unitdrio e constante para todo s € I.

4. Se é ==+le (b,b) = —1, entao

v =1(s) — b(s), resp. v =t(s)+ b(s),

€ um vetor tipo luz e constante.

(5.10)

(5.11)

(5.12)

(5.13)

Vamos fazer a prova do item (3), j& que a prova dos outros itens é analoga. Que

v € tipo tempo e unitario é ébvio. Resta provar que é constante. De fato,

v'(s) = (ksinh@ — 7 coshf)n =0
para todo s € I. Logo, v é um vetor constante e
(t(s),v) =sinh @

é também constante. Portanto, ¢ é uma hélice por definicao.

a

Observagao 5.1. Note que se v é tipo tempo ou luz, b nio pode ser tipo espaco.

Vamos agora descrever, a menos de isometrias de L®, as hélices hiperbélicas,

elipticas e parabélicas. No que se segue, c(s) = (2(s),y(s), z(s)) denotara sempre uma
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curva tipo espago, parametrizada pelo comprimento de arco, com (c”(s),c"(s)) # 0 e
com curvatura e torcao nao nulas.

e Hélices hiperbodlicas: Seja v um vetor tipo espaco na direcao de uma reta /.
Agindo por O+ (2,1), se necessario, podemos supor que v = (1,0,0). Assim, para

mostrarmos que a curva c(s) é uma hélice hiperbdlica, temos que resolver o sistema

o qual é equivalente a z(s) = ¢; e (v'(s))? — (2/(s))? =1 — ;%

* Se n é tipo espaco, entao a curva

c(s) = <%s,%/sinh <9—(ci)> ds,%/cosh (9(65)> ds) , (5.14)

onde a, b, ¢ sao nimeros reais tais que ¢* = b* —a? a > 0, '(s) > 0ec # 0, é uma
ab’ by’
=T g Portanto, k/7 = —a/b e |k/7| < 1.

hélice hiperbdlica e k =

* Se n € tipo tempo, entao

c(s) = <gs,%/cosh (@) cls,%/sinh <9(CS)) ds> , (5.15)

al’

)
c2

onde ¢ = a® + b2, a >0, 0'(s) > 0 e ¢ # 0, é uma hélice hiperbdlica tal que k =
!

T = 6?02— Portanto, k/7 = a/b.

A menos de acao por Ot (2,1), todas as hélices hiperbdlicas de IL* sao obtidas
do modo acima.

e Hélices elipticas: Seja v um vetor tipo tempo na direcao de uma reta [. Agindo
por O**(2,1), se necessario, podemos supor que v = (0,0,1). Assim, para mostrar-

mos que a curva c(s) é uma hélice eliptica, temos que resolver o sistema

o qual é equivalente a z(s) = —c; e (2'(s))* + (¥'(s5))* = 1 + 12
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* Se n é tipo espaco, entao

0 0
e(s) = <E/cos (ﬁ) ds, 4 /sin (ﬂ> ds, és) , (5.16)
c c c c c
onde ¢ = a®> —b% a >0, 0(s) >0 ec#0, éuma hélice eliptica tal que k = a—o;—,
c

/

= _bc_z' Portanto, k/7 = —a/b e |k/7| > 1.

A menos de acao por O**(2,1), todas as hélices elipticas de L® sio obtidas do
modo acima.

o Hélices parabdlicas: Seja v um vetor tipo luz na direcio de uma reta . Agindo
por O**(2,1), se necessario, podemos supor que v = (1,0, 1). Assim, para mostrar-

mos a curva c(s) é uma hélice parabdlica, temos que resolver o sistema
(c/(s),v)=1¢, c#0 - z'(s) — 2'(s) =
(c/(s),¢/(s)) = 1 z'(s) + 2'(s) =
Portanto, a curva

c(s) = (§s+ i/u —fz)cls,/fds,—ger i/(l —fz)d:s) , (5.17)

onde f : I — R é uma funcao tal que f’(s) # 0 para todo s € I, é uma hélice
parabdlica. E facil calcular

(s) = (_ff i )

]
C C

Assim, (c”,¢”) = (f')*> > 0 e portanto, k = |f’|. Logo, n = (—=fle,1,—f]c) se f >0
en=(f/c,—1, f/c) se f/ <0. O vetor binormal é
24 £2 2, 2
b — _1 c —I—f’f)_l—}-c +f
2c 2e
6 1—c2+f2 ; 1+c2+fv2
B 2 77 2
Derivando b temos respectivamente

b/(S) = f, <_£7 17—£’> ) ['1,(8) = f/ (57 —'17 {)

assim 7 = f’ e portanto k/7 = £1.

), se f'>0,

), se f'<0.

A menos de acao por O1*(2,1), todas as hélices parabdlicas de L3 sio obtidas do

modo acima.
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5.3 Classificacao das superficies tipo espaco com

aplicacao de Gauss degenerada de tipo 1

Lema 5.3. Sejan = —(bF+aF;) dada em (4.54). Seb = k/a, ondek € (—1,1) \ {0}

entao

)

4k Re{a} Im{a} az

Demonstracao: Substituindo b = k/a e bz = —kaz/a® nas funcdes F} e F;, dadas

em (4.45) elas assumem a forma

aaz —ka;
Fl=—r— = —.
' (@-ak) "’ a(a-—ak)
Assim,
N k az _ ka az o k(az —ﬁz)ag
-y a(a—ak) aja—ak? "’

d
O seguinte Teorema classifica localmente todas as superficies tipo espaco de

L* com aplicagao de Gauss degenerada de tipo 1.

Teorema 5.4. Seja S uma superficie tipo espago em IL*. Se S assume uma das
sequintes formas:

1) S estd contida em algum 3-espago afim de Lorentz de L*;

2) S € uma superficie mdzima em L*, descrita pelo Teorema 2.16;

3) S € uma superficie tipo espago em L* da forma R x Hy, onde H), € uma hélice
hiperbolica. |

Entio S tem aplicagiao de Gauss degenerada de tipo 1.

Reciprocamente, se S € uma superficie tipo espago em L* com aplicagio de Gauss
degenerada de tipo 1, de modo que (p, ®)C = 0 para algum vetor complezo p tal que
Re(p) e Im(p) estao contidos em um 2-plano de tipo espago em L*, entdo:

i) S € da forma (1) acima se, e somente se p € um vetor real tipo espago em L*;

ii) Se [p] ¢ Q? e p nao € real, entio S € localmente do tipo (2) ou (3) acima.
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Demonstragao: Se a superficie S assume umas das formas (1), (2) ou (3), entdo
nao ¢ dificil ver que ela é degenerada de tipo 1. Para provar a reciproca, usaremos a
Proposigao 2.11, a qual nos diz que, sob a acdo do grupo de Lorentz, a equacao do

hiperplano H
p1¢' + p2d® + p3d® — pag” =0,

que contém a aplicagao de Gauss de S, assume a forma especial
itd' —d* =0, (5.19)

para algum nimero real ¢, [t| < 1. Como trataremos aqui somente de superficies
com aplicagao de Gauss degenerada, temos que excluir os casos ¢ = +1, j& que estes
correspondem as superficies 2-degeneradas. Assim, temos dois casos a considerar:
Caso 1: t = 0. De (5.19), temos que ¢* = 0. Agora como G(z) = [X,] = [®],
onde z ¢ uma coordenada local isotérmica de S e ® = (¢!, $%, ¢, ¢*), segue-se que a
funcdo coordenada 2? da imersio X de S é uma constante. Portanto, S est4 contida
em um 3-espago afim de Lorentz de L*. Isto corresponde ao caso (1) do Teorema.
Caso 2: 't € (—1,1) \ {0}. Neste caso, usaremos a representacio local ® da
aplicacio de Gauss de S em termos das funcdes a(z) e b(z) dada em (4.44). Da
Proposicao 1.15, segue-se que a interseccao N = H N Q7 pode ser representada por
uma transformagao de Mobius b(z) em funcéo de a(z). Em particular, no nosso, caso,

substituindo ¢' =1+ ab e ¢* = i(1 — ab) em (5.19) obtemos

k

b(z) = — )

&)=y (5.20)

J 1—1t dai
b — w u
onde 1_'_t,e al segue-se que
—kaz ;

b;: a2 5 (521)

Assim as fungdes I} e F, dadas em (4.45) assumem a forma

Ea; —kag
@E—ak)’ Fy=———= (5.22)

i = a(a—ak)’
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Agora usando a equagdo fundamental (4.50), F'; Fy = F\ Fy, segue-se que

((aim) (a<; lia;ic)) - <<;~azk>) (a(a_ fk)) |

Como k # 0, esta equacao é equivalente a

|az|? (k? —1)Im{a’}|az]* 0

|~'115|2

a—ak)? (@—ak? = o — ak[d

Observe que k2 —1 # 0 ea—ak # 0, poist € (—1,1)\{0} e a superficies S considerada

é tipo espaco, de modo que ab # 1. Portanto, concluimos que

1. az; = 0
ou
II. Im{a’} =0 & Re{a}Im{a}=0.
No caso I, temos de (5.21) também que bz = 0, logo em tais pontos a curvatura,

média de S é zero e portanto a superficie € maxima e isto corresponde ao caso (2) do
Teorema. Por contiﬁuidade, a equagao II vale sobre o fecho do conjunto onde az # 0.
Assim, a menos que az se anule sobre algum subconjunto aberto de S, a superficie
S toda satisfaz II. Temos que mostrar que neste caso a superficie .S tem localmente
a forma descrita no item (3) do Teorema. Para isto precisamos dar uma descrigio

geométrica para S.

e Se Jm{a} = 0, entdo a funcéo a(z) = u(z), onde u(z) é uma funcdo real. De

(5.20) temos b(z) = ——. Agora substituindo isto na expressao de ¢ dada em (4.44)

u(z)

(L, 2 u(z)— % w2} + u(kz))

i
- e ) s 05)

Como a fun¢do u(z) nunca se anula, podemos definir

segue-se que

®(2)

Il

A/t |U(Z)|'
Vk
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Supondo primeiro u(z) > 0, temos que

% ((1 + t)u — “%”) = % (x//?(l 4 4)et — 1\}%-”‘)

K
e9/t _ e—@/t
= Vi-pe(—"
(=)
0
= VvV 1— t2 SiIlh z

De modo anélogo,

2

ee/i + 6—9/t
= 11— —
(=)

= \/1—tzcosh§.

Portanto,
2t V1 —1t2 v1—12
P(z) = —— < E, 7, sinh g, L coshg ) . (5.23)
1+t \ ¢t t t t t
Para o caso u(z) < 0 temos que
2t 1 V1—12 0 V1 —1¢2 0
O(z) = ——| -, 4, — sinh —, — cosh— | . (5.24)
142\t t t t

O préximo passo é fazer uma mudanca de coordenadas conformes a fim de eliminar
o fator de integracdo p(z) da equacdo X, = pu(z)®(z). Usando a equagdo n(z) =
—(bF, 4+ aF;) dada em (4.54) para o nosso caso especifico, segue-se do Lema 5.3
que 7 = 0. Entao por (4.12), (log u)z = — = 0, de modo que logx é holomorfa e,
portanto, p € também uma func¢do holomorfa que nao se anula. Introduzimos novas
coordenadas conformes ( = ((z) sobre S, pela equacio Z—i = u(z). Pela regra da
cadeia,

dz

1
X=X 2 (o)~ =
¢ T (e )N

Agora pondo ( = s + 1, obtemos, a menos de fator constante,

) L. 1—t2 . 6 1 —¢2
Xy —1Xe = < i + sinh 5 + cosh g >
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Segue-se dal que

1 V1—12 0 V1 — 12 0
X, = ( o 0, + " sinh o :I:fcosh?) , X¢=(0,-1,0,0).

Observe que nessas novas coordenadas ¢ é uma funcao s6 de s. Agora pondo a =

+v1—1t2b=1ec=ttemos que c> =b> —a’ e

X = ( é, 0, Esinhe(s), ﬁcomw )
c

C Cc C C

Finalmente comparando isto com (5.14), concluimos que X é o vetor tangente de
uma hélice hiperbdlica com vetor normal tipo espaco. Portanto, a superficie € entao
o produto desta hélice com uma linha reta na direcio z*. Isto encerra a prova do caso
Jm{a} = 0.

e Se Re{a} = 0, entao a fun¢io a(z) = 1v(z), onde v(z) é uma funcao real que

nunca se anula. De (5.20) temos b(z) = — . Substituindo isto em (4.44) segue-se

v(z
que

o0) = (o o 1 (0 5) (0 -35))

t
O G =D)]

Agora definindo

temos que

% <(1 +t)v + M) = +v1 —t2cosh,
v

. % (,(1 ) — Q;_t)> = ++/1 — {2sinh 6.

Neste ponto, procedendo de modo analogo ao caso anterior e introduzindo as novas

coordenadas ¢ = s+ ¢, temos, a menos de fator constante, que
X, —iX¢ = ( =1, —it, FiVI— {2 cosh 6, Fiv1—sinh0 )
Segue-se dal que

X, =(=1,0,0,0), X¢= (0, t, £V —sinh0, £VT—cosh0 ).
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Observe que nessas novas coordenadas ¢ é uma funcio s6 de £&. Agora pondo @ =
+V1—t2,b=tec=1, temos que ¢ = a4+ b% ¢

Xe = (0, IE), %cosh@ Esinhg(—€)>.

)
C C C

Agora comparando isto com (5.15), concluimos que X; é o vetor tangente de uma
g P ) 13

hélice hiperbélica com vetor normal tipo tempo. Portanto, a superficie é entao o
produto desta hélice com uma linha reta na direcio z!. Isto encerra a prova do caso

Re{a} = 0 e também a demonstracio do Teorema. d

Na demonstragao do Teorema acima, vimos que se Jm{a} = 0, entio a superficie

S5 obtida é da forma R x Hj com X, = X,(s) e X = —e. Logo, de (1.5) vemos que
v=uv(s)er =7(s). Assim, v, = % e = %

donde, junto com o Lema 1.14, segue-se que Ky = 0. J& no caso, Re{a} = 0, temos

Portanto, (v,,7) = 1(vs,75) € R,
que Xy = —e1 e X¢ = X¢(€). Logo, v = v(€) e 7 = 7(£). Assim, ainda temos
Ky = 0. Portanto, todas as superficies dadas no item (3) do Teorema, tém Ky = 0.

Além disso, as superficies do item (1) também tém Ky = 0 e as do item (2) tém

H =0.

Observacao 5.2. Se a superficie S do Teorema 5.4 for simplesmente conexa e analftica

real, entao ela serd globalmente do tipo (2) ou (3) acima.

5.4 Classificacao das superficies tipo espaco com

aplicagao de Gauss degenerada de tipo 2

Lema 5.5. Seja n = —(BFI +al3) dada em (4.54). Se b =¢ea, onde o € R ¢

fizado, entao

2(J]a]* — cosa) @ az
I oo

N = (5.25)

Demonstragao: Substituindo b = e"*a e bz = ¢**az nas funcées F; e F, dadas em
¢
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(4.45) elas assumem a forma

az eas
FR=—2 =%
e R (e )
Assim,
e—ia 61'01 B (e'ioz ¥ e—ia _ 2|a|2)a as
= (1 “e P "1 —e-ia|a|2>a T = oo

a
O seguinte Teorema classifica localmente todas as superficies tipo espago de

L* com aplicacao de Gauss degenerada de tipo 2.

Teorema 5.6. Seja S wma superficie tipo espago em L*. Se S assume uma das
sequintes formas:

1) S estd contida em algum 3—espago afim espacial de L*;

2) S € uma superficie mdzima em L*, descrita pelo Teorema 2.17;

3) S € uma superficie tipo espago em L* da forma R x H,., onde H, ¢ uma hélice
eliptica. |

Entao S tem aplica¢io de Gauss degenerada de tipo 2.

Reciprocamente, se S € uma superficie tipo espago em IL* com aplica¢io de Gauss
degenerada de tipo 2, de modo que (p,®)C = 0 para algum vetor complezo p tal que
Re(p) e Im(p) estio contidos em wm 2-plano de Lorentz em L*, entdo:

i) S € da forma (1) acima se, e somente se p € um vetor real tipo tempo em L*;

i1) Se p nao € real, entdo S € localmente do tipo (2) ou (3) acima.

Demonstragao: Se a superficie S assume umas das formas (1), (2) ou (3), entao
nao ¢ dificil ver que ela é degenerada de tipo 2. Para provar a reciproca, usaremos a
Proposicao 2.11, a qual nos diz que, sob a acao do grupo de Lorentz, a equagao do
hiperplano H

p1g' + p2d® + psd® — pad® =0,

que contém a aplicacdo de Gauss de .S, assume a forma especial

it + ¢ = 0, (5.26)
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para algum nimero real ¢. Assim, temos dois casos a considerar:

Caso 1: 1 = 0. De (5.26), temos que ¢* = 0. Agora como G(z) = (X.] = [9],
onde z é uma coordenada local isotérmica de S e ® = (', %, &%, &), segue-se que a
funcao coordenada z* da imersao X de S é constante. Portanto, .S esté4 contida em
um 3-espago afim espacial de L*. Isto corresponde ao caso (1) do Teorema.

Caso2: t # 0. Neste caso, usaremos a representacio local ® da, aplicagao de Gauss
de S em termos das funcdes a(z) e b(z) dada em (4.44). Da Proposicio 1.15, segue-
se que a interseccao N = H N Q7 pode ser representada por uma transformacao de
Mébius b(z) em fungao de a(z). Em particular no nosso caso, substituindo ¢ =a—b

e ¢* =a+b em (5.26) obtemos

bie) = (Z” 1) a(z), t#0. (5.27)

it —1

a
Podemos substituir ¢ por ¢t = — cot 5 onde a € (0,27). Note que o = 7 corresponde

at =0, logo este valor deve ser excluido para a. E por um célculo direto verificamos

que
i+ 1 .
;t t 7= e, a€(0,2m)\ {r}.
Assim,
b(z) = e’.aa(z), bz = ¢%as (5.28)

e as funcoes I e F, dadas em (4.45) assumem a forma

as €%
FF=—2% _ F=_—" "2
Tl 7T (1= emfap)

(5.29)

Agora usando a equacao fundamental (4.50), FiFy = F\F,, segue-se que

'a; eiaa_z_ . a? e_iaa—;
1—e=al? ) \(1-e=al?))  \1-—eea]2) \ (1l —eela]?) )"

Esta equacdo é equivalente a

eialazlz B e—ialaflg (6ia _ e—ia)(l . |a|4)lafl2 0
(1= e®faP)? ~ (1= e [a]?)? L= eefaft
(e — e™™)(1 — [a]*)]az]”

L= e fal

=0 & sina(l —|al*)|az]? =0.
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Observe que sin a # 0, pois o € (0,27) \ {7} e 1 —e'*|a|? # 0, pois a superficies S em
questio é tipo espaco de modo que ab # 1. Portanto, concluimos da equacio acima
que

I. a;:()

ou

IL |aj=1 & a(z)=¢"),

onde f(z) é uma funcao real.

No caso I, temos de (5.28) também que bz = 0, logo em tais pontos a curvatura
média de S é zero e portanto a superficie ¢ maxima e isto corresponde ao caso (2) do
Teorema. Por continuidade, a equagao II vale sobre o fecho do conjunto onde az # 0.
Assim, a menos que az se anule sobre algum subconjunto aberto de S, a superficie
S toda satisfaz II. Temos que mostrar que neste caso a superficie S tem localmente
a forma descrita no item (3) do Teorema. Para isto precisamos dar uma descricao
geométrica para S. |

e Se |a] = 1, entdo a(z) tem a forma a(z) = ). Sem perda de generalidade

()

: @ " . : :
podemos considerar [(z) — —, onde 0(z) é uma fungao real e c = sin ¢. Assim
2 2 ’

a(z) = ei(ﬂcﬂ_%), b(z) = ei(ﬂ§l+%).

Agora substituindo isto na expressao de ® dada em (4.44) segue-se que

2i0 . 2i0 9, a o 6/ ;a
P(z) = (l-l—ec,z(l—ec),'—ec 612—612_),66(812

= 26 —Z
’ 21 ’ 2 ’
io o6 .0 L.« «
= 2e< (cos—, sin—, —1sin— , COS —
c c 2 2
i0 6% 1 0 1 0 cos 5
= 2e<sin— Cos—, ——sin— , —1 -
sin & c’ osing c sin 5
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onde b = cos 7. Segue-se do Lema 5.3 que

2(1 —cosa) aay _
= 11— cio|? = aaz

Além disso como a(z) = €#(), temos que a; = ia(z)fs, donde segue-se que 7 =

iffz. Esta tltima igualdade colocada em (4.12) fornece (log 1) = —ifz. Usando isto,
z

provaremos que a funcao complexa F'(z) := log pu + ¢ + log 2¢ é holomorfa. Com

c
efeito,

bz . 0
Fr=(logp)z+i—==—iBz+1= =0,
c c

pois Bz = %7—. Logo, () também é holomorfa e
1 F(z) ,—i2 ‘
ulz)=—e e'e. (5.30)
Substituindo (5.30) em X, = u® temos que

T 1 0 .0 b
X, =0, @z(—cos—, lsm—7 -1, —). (5.31)

C C C & Cc

Agora, introduzindo novas coordenadas conformes { = ((z) sobre S, pela equacio
dg¢

= ¢"®) temos que

dz d 1
;o £ _(_Fg& _ &
A(—J(ZE— (6 @) e_F = .
Portanto, a menos de fator constante, obtemos
. 1 g 1 .0 . b :
Xs —1Xe = <—cos— , —sin— , —1, —) , (=s+1¢,
c ¢’ ¢ c & v

sonde segue-se que

1 6 1.0 b
Xy = (—cos—, —sin—, 0, —), X¢=(0,0,1,0).
c c

C c C

Observe que nas novas coordenadas 0 é funcgio apenas de s. Relembrando que b =

. 9 - .
cos% e ¢c=sin %, temos que ¢ = a? — b? para a = 1. Assim,

X, = (fcosg(—s), 2 sin @, 0, é)
C

C c C C
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é o vetor tangente de uma hélice eliptica com vetor normal tipo espaco, compare isto
com (5.16). Portanto, concluimos que a superficie é o produto desta hélice com uma

linha reta na direcao z°. Isto encerra a demonstragao do Teorema. O

A mesma observacao feita no final do Teorema 5.4 pode ser feita aqui, para concluir
que as superficies dadas no Teorema acima tém Ky = 0 no item (1), H = 0 no item

(2) e Ky = 0 no item (3).

Observagao 5.3. Se a superficie S do Teorema 5.6 for simplesmente conexa e analitica

real, entdo ela serd globalmente do tipo (2) ou (3) acima.

5.5 Classificagcao das superficies tipo espaco com

aplicacao de Gauss degenerada de tipo 3

' z b'i :
Lema 5.7. Sejam as fung¢oes Fy = = T Fy = — tal que
1—ab 1—ab
—a(z)+t+1 —
b(z) = t£0 b # 1. .
(2) G-Da) i1’ #0, ab# (5.32)
Entio F1Fy = F1 F, se, e somente se
(a—a)|az|* = 0. (5.33)

Além disso, se n = —(BFI +aky), entdo

onde u = u(z) € uma funcdo real.

Demonstracao: De (5.32), segue-se que

by, = azt’ teR” (5.35)
T T ({t-Dat )2 ' '
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Assim, por um calculo direto verificamos que

az((t—1a+1)

Fy =
T t-1a+l-a(-a+t+1)

—a;tz
(- Dat (- Da+I-a(—atit D))
Substituindo isto em FyFy = F,F4 obtemos

F2:

{t-Datl-a(-at+t+ 1)} —{(t-Da+1l-a(-a+t+1)}lal*®
{t-1Da+1—-a(—a+t+1)}{(t—1)a+1l—a(—a+t+1)}? B

Como o numerador da expressao acima é diferenca de quadrados e o denominador é

diferente de zero, ela é equivalente a
{(t=1)(a+3) +2+20af — (t+1)(a+2)} {262 — @)} |l =0,

o que implica que

(1+|a]* = (a+17)) (a —a)|as|** = 0. ' (5.36)

Observe que
l+]af’—(a+a)=0 & |a—1]=0 & a(z)=1.

Porém, se a(z) = 1 assim seria b(z) e portanto ab = 1. De modo que 1+|a|*—(a+a) #

0. Além disso, t # 0. Conclusao, a equagao (5.36) é equivalente a
(a—3a)|az]* = 0.

Isto encerra a prova da primeira parte do Lema.
Para a segunda parte, note que se a(z) é holomorfa, é claro que = 0. Suponhamos
que az # 0. Logo, de (5.33) temos que a(z) = u(z) para alguma funcio real u(z) # 1.

Neste caso,
t—1)u+ 1)us
(u—1)2 ’
—t2u;

((t—Du+1)(u—1)2

PR

F2:
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Substituindo isto na expressao de n, obtemos

Uz tuz
T I T = Det D=1

Agora como
tu; Uz (t - l)u;

(t—Du+Du—-1 wu—1 (E-Lu+l’

segue-se que

- 2’11.; (t — ].)’U,;
T uS1 T t—Du+t1
= [log(u — 1)?], — flog((t — u+1)};.
[sto encerra a prova do Lema. O

O seguinte Teorema classifica localmente todas as superficies tipo espaco de LL*

com aplicacao de Gauss degenerada de tipo 3.

Teorema 5.8. Seja S uma superficie tipo espago em L*. Se S assume uma das
sequintes formas:
1) S € uma superficie mdzima em LL*, descrita pelo Teorema 2.18;
2) S € uma superficie tipo espago em L' da forma R x H,, onde H, ¢ uma hélice
parabdlica.
Entao S tem aplicagdo de Gauss degenerada de tipo 3.

Reciprocamente, se S é uma superficie tipo espago em IL* com aplicagcio de Gauss
degenerada de tipo 3, de modo que (p, ®)C = 0 para algum vetor complezo p tal que
Re(p) e Im(p) geram wm 2-plano degenerado em L*, entdo S € localmente do tipo

(1) ou (2) acima.

Demonstragao: Se a superficie S assume uma das formas (1) ou (2), entdo nao
é dificil ver que ela é degenerada de tipo 3. Para provar a reciproca, usaremos a
Proposicao 2.11, a qual nos diz que, sob a acao do grupo de Lorentz, a equacio do
hiperplano H

P + p2d” + pad® — pads’ = 0,
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que contém a aplicacao de Gauss de S, assume a forma especial
¢! —itd’ — ¢* =0, (5.37)

para algum ntimero real ¢ diferente de zero, pois PRe(p) e IJm(p), neste caso, sio
linearmente independentes. Da Proposicdo 1.15, segue-se que

—a(z)+t+1
(t—Da(z)+ 1’

b(z) = t#£0.

Como a superficie S em questdo é tipo espaco em L%, segue-se do Lema 5.7 que a
p G ) q

equacao fundamental F'; Fy = F} F', é equivalente, neste caso, a
(a—3a)|az|* = 0.
Portanto, concluimos da equacao acima que
I. az=0

ou

II. a=3a & a(z)=u(z),

onde u(z) é uma funcao real.

No caso I, temos de (5.35) também que bz = 0, logo em tais pontos a curvatura
meédia de .S é zero e portanto a superficie ¢ maxima e isto corresponde ao caso (1) do
Teorema. Por continuidade, a equacéao II vale sobre o fecho do conjunto onde az # 0.
Assim, a menos qﬁe az se anule sobre algum subconjunto aberto de S, a superficie
S toda satisfaz II. Temos que mostrar que neste caso a superficie S tem localmente
a forma descrita no item (2) do Teorema. Para isto precisamos dar uma descricao
geométrica para S.

e Se a(z) = u(z), entao b(z) tem a forma
—u(z)+t+1
(t—1u(z) + 1’

b(z) = t#0.

Agora substituindo isto na expressao de ® dada em (4.44) segue-se que
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(u—1)>2 <2tu—u2+1 ; t-—Du*+2u—t—1 (t—l)u2+t+1)
(t—Du+1 (u—1)2 77 (u—1)2 ’ (u—1)2

Nao é dificil ver que

t—
u—1 u—

u—1)2 2¢—2 )
(I):(t(—l)u)+l(t ‘I‘(uztl)z_la Z,ﬁ—f—t—l,t—{-z—f-}—ﬁz——l)

Ainda pelo Lema 5.7 temos que

(52,
(t—1) :

Usando isto e relembrando que (log 1)z + 7 = 0, a fungao complexa

(u—1)?
F = ] 1 L A—
(2) :=log p + og((t_l)uH
é holomorfa e

u(z) = <UT:L1—)?T-{Z_1> el (5.38)

Substituindo (5.38) em X, = u® temos que

2t — 2 21 2t 2t — 2 2t
X, =3 =1, % t—1,1 —-1].
¢ <u—l+(u—1)2 ' u—l+ +u—1+(u—1)2 1)

Pondo f = — + t e em seguida f = f—1na expressao acima, nao € dificil ver que
u —

. - t 1 t 1
_F _(_F L ey ol e
Xz—e(I),@—<2 FA=1,4 5 =20 f))-
Agora, introduzindo novas coordenadas conformes ( = ((z) sobre S, pela equacao
d : = :
cl_c = ") podemos escrever X¢ = @, onde ( = s+ 1£. Segue-se dai que
z _ :
Lo AR
Xo=(—=—-=(1-=/,0, f, =—=(1=f*), X:=(0,-1,0,0).

Observe que f é uma funcao que sé depende de s. Finalmente, note que

c 1 c 1
Xy=(S4-(1—f2,0,f -S42(1—p°
(5+z0-m0 5 —+ia-),
, ) —2tug L. ) ,
onde ¢ = —t. Além disso, fs = W # 0, caso contrario az = 0. Assim, X, é
—

o vetor tangente de uma hélice parabdlica com vetor normal tipo espaco, compare
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isto com (5.17). Portanto, concluimos que a superficie em questao é o produto desta
hélice com uma linha reta na direcao z2. Isto encerra a demonstracio do Teorema.

a

Observacgao 5.4. Se a superficie S do Teorema 5.8 for simplesmente conexa e analitica

real, entao ela serd globalmente do tipo (1) ou (2) acima.

Observagao 5.5. De modo anélogo aos Teoremas 5.4 e 5.6, podemos concluir aqui
que as superficies dadas nos itens (1) e (2) do Teorema acima tém curvaturas média
e normal nulas. Portanto, como no caso classico R*, veja [24], exigir a propriedade,
aplicacao de Gauss degenerada, seja ela de tipo 1, 2 ou 3 em uma superficie S tipo

espaco em LL*, obrigatoriamente faz com que alguma funcio curvatura se anule em S.

Para encerrar este capitulo faremos uma breve discussao sobre as superficies S tipo
imer L* que té licagao de Gauss g lizad tida na intersecca
espaco imersas em [L* que tém aplicacao de Gauss generalizada contida na interseccio

1 2

da quadrica Q% com os hiperplanos iz! — 22 = 0 e 2!

—z' = 0. Seja ® tal que
X, = u®, com [®] € Q2. Se ¢? = ip!, entdo ¢° = +¢ e podemos tomar ®(z) =
(1,2,£b(z),b(2)), onde b(z) = %;, ¢' e ¢* sao sempre diferentes de zero. Agora
se ¢' = ¢', entdo ¢* = +i¢®. Assim, podemos considerar ®(z) = (a(z), +1, 1,a(z)),

onde a(z) = z—;, ¢' e ¢* sao sempre diferentes de zero. Observe que

(1] Jo oro]l[w] [ 1] [ oo10][b]
il (o -100]|]| - il | 0100 i
b| |1 000 1" | =b| [ =100 0 1
(b] o oo 1| b| | b] | 0001]]|Db

Seja ®(z) = (a(z), —1,1,a(2)). Podemos facilmente calcular n e V em funcio a(z),

para isto basta usar as formulas (4.9) e (4.10) do Capitulo 3. De fato,
(I)g = (ag, 0, 0, a;), < (I), () >=2

portanto,
< Oz, 0 >

= :0 V:(I)7— q): 51,,,1.
n <<(I),(p>> ) z n a( 0,0 )
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Isto implica que p é sempre holomorfa e o vetor curvatura média de S é um vetor
tipo luz da forma H = (H',0,0,H') e H = 0 se, e somente se a(z) é uma funcao
holomorfa. Como p é holomorfa, seja ( = s 4 2{ novas coordenadas obtidas por
i—g = 2u(z), de modo que 2X, = (a((),—1,1,a(()). Se a({) for holomorfa, seja a
funcdo holomorfa ¥ ({) = f(¢) + tg(¢) tal que ¥ = a(¢). Portanto,

X(z) = Re($((), —iC, ¢, b(C))
= (f(5>£)) 67 S, f(S,f))

Vale ressaltar que este tipo de superficie foi primeiro estudado em [17] por Plinio A.
Q. Simoes e Antonio Padua F. Filho, onde foi chamada de superficie ezdtica. Agora

se a(z) for uma funcao real, digamos u(() (rep. imaginaria iu(()), entao
X5 = (u(s),0,1,u(s)), Xe=(0,1,0,0).

Portanto, a superficie S é o produto R X ¢, onde ¢ é uma curva tipo espaco contida
no 2-plano degenerado I1 = span](1,0,0,1),(0,0,1,0)]. Por dltimo, podemos dar
exemplos de superficies onde a ndo se enquadra em nenhum dos dois casos acima.

Por exemplo, se a({) = 2(, entao a superficie obtida é
X(s,8) = (s"+&,&5,8" + ).

Observe que em todos os casos acima as superficies estdo contidas em um 3-espaco,
a saber Il = span|(1,0,0,1),(0,1,0,0),(0,0,1,0)], degenerado de L*. E também nao
é dificil ver que essas superficies tém curvatura Gaussiana K e curvatura normal Ky

identicamente nulas.
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