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Resumo

Em 1221, D. FiofTman e R. Osserman provaram, entre outros resultados, que
uma superfície mínima em R4 com aplicação de Gauss contida em um hiperplano de

(CK"3, isto é l-degenerada, é completamente descrita por uma fórmula tipo Weierstrass.

Este trabalho foi continuado pelos mesmos autores em 1231 e 1241, onde foram classi-
ficadas todas as superfícies em R4 com aplicação de Gauss l-degenerada. No nosso
trabalho, fazemos um estudo paralelo ao de Ho#man e Osserman, para superfícies

tipo espaço com aplicação de Gauss l-degenerada no espaço de Lorentz-Minkowski

L4 de dimensão 4. Obtivemos resultados similares, porém com maior TIÚmero de ca-

sos, o que se deve essencialmente à geometria de L4. Também damos uma fórmula de

representação tipo Kenmotsu (este tipo de fórmula foi obtido pela primeira vez por

K. Kenmotsu em 1251 e 1261, para superfícies em IR3 e R4) para superfícies tipo espaço

em L4 cotn vetar curvatura média não nulo nem de tipo luz.

Abstract

In 1221, D. Hoffman and R. Osserman proved that a minimal surface in IR4
with Gauss map contained in a hiperplane of (CIP3 - that is to say, the Gauss map is
l-degenerate can be completely described by a Weierstrass type formula. This work

was continued by the some authors in 1231 and 1241, where all surfaces in ll&4 with

l-degenerate Gauss map were classified. In our work, we make ar] analogous study

to that of HofTman and Osserman, this time for spacelike surfaces with l-degenerate

Gauss map in the four dimensional Lorentz-N/linkowski space L4. We obtain similar
results but, due to the geometry of L't, these resulta always appeat with mole cases

to consider. We also present a. l<eílmotsu type representation formula. (this kind of

formula was firstly obtained by Kenmotsu in 1251 a.nd 1261 for surfaces in IR3 a.nd R4)

for spacelike surfaces in L4, with nonzero and not lightlike mea.n curvatura vector.
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INTliODUCA0

O espaço de Lorentz-Minkowski L" é o espaço Euclidiano R" munido com uma

forma bilinear simétrica não degenerada de índice 1. Uma superfície tipo espaço em

L" é a imagem de uma superfície abstrata ]M2 conexo e orientada, através de uma
imersão com métrica induzida Riemanniana. A classe de superfícies tipo espaço com

vedor curvatura média zero é de particular interesse, haja vista a estreita relação com

a teoria. de funções a.nalíticas e a propriedade de maximizar ou minimizar localmente

área, dentre uma famlília de superfícies tipo espaço de classe C2, que tem como bordo

uma curva fechada regular. Observamos que para hipersuperfícies tipo espaço em L",

temos sempre a. propriedade de maximizar localmente a área no sentido acima.

A aplicação de Gauss clássica para superfícies em IR3, foi introduzida por Gauss no

seu trabalho fundamental sobre superfícies em IR3 e usada para definir a quantidade

hoje conhecida como curvatura de Gauss. Para superfícies de codimensão alta no

espaço Euclidiano, temos uma generalização natural da aplicação de Gauss, onde o

espaço ima-gem é um Grassma.nniano adequado. D. A. Hoffman e R. Osseiman em 1221

fizeram um estudo detalhado das propriedades da ap/ilação de Ga ss venera/{zada de

uma superfície S imersa em R". Como é bem conhecido, o Grassmanniano de 2
subespaços orientados de R" pode ser identificado com a hiperquádrica complexa

Q" 2 de (CIP" i. Assim, tanto a geometria intrínseca de Q"'2 quanto a estrutura de
subvariedade de (Cl""'l são importantes no estudo de superfícies em R"

O. Kobayashi e L. V. McNertney em (1291, 132)) deram uma fórmula tipo Wei-
erstrass para superfícies máximas no espaço de Lorentz Minkowski de dimensão 3, a
saber

x(') -m' / l á-(l+g'),;-(i w'),.fala«,+x(,.),

onde g é uma. função meromorfa, .f uma função ana]ítica e l.f(z) # ] em uma

superfície de Riemann A/2, e além disso, sempre que g tem um pólo de ordem

m, ./ tem no mesmo porlto um zero de ordem 2m. Neste caso, a. aplicação de
Gauss é por definição uma. aplicação que associa a. ca.da. ponto p C JU/2, o vedor

Z

zO
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unitário ]V norma] a Tx(,)S. Portanto, ]V(z) pertence a Wg(--1) := {(z:,z',z;) C
L' : (z:y + (r'y -- (z'y = --1}, onde z é uma coordenada conforme de JI/'

Para superfícies tipo empa.ço M2 orientadas e de codimensão maior em um espaço
de Lorentz Minkowski de dimensão n, é natural também pensar em aplicação de
Gauss generaliza.da, e este conceito foi introduzido por F. J. M. Estudillo e A. Ro-

mero em j161 do seguinte modo. Seja (7+. o subconjunto aberto do Grasmanniano
usual, consistindo de todos os 2 subespaços orientados tipo espaço em L". Podemos

identificar a:l. com a hiperquádrica complexa indefinida QT'2 :- {lzl € (:1PT-i
(,:)'+ ..+(,"''y --(,"y = 0}, onde (CP'T'::= {« C(7" \l0l:« ,,,»> 0}/(C*

e « z,to»= z:w:+ . . . z"iiP é a forma hermitiana indefinida sobre C"'(171,1341).

Portanto, se associarmos a cada ponto p C /l/ o ponto 7;M de CJI., temos a aplicação

([; : ]W --.> Q:'2 que é chamada ap/ cação de (.;'auss venera/ fada para superfícies de

tipo espaço em L"

Motivado por esses resultados e técnicas, começamos estudar com detalhes a
quádrica QT'2, embota i'esultados relativos a (2? já tivessem sido obtidos por Plínio

A. Q. Sifões e Antonio P. F. Filho j171. Mostramos (lue se S = X(JM') é uma

superfície tipo espaço em L4 com aplicação de Gangs generalizada dada localmente

por 'b(z) = (p',p',g',g'), em termos do parâmetro conforme z, isto é, X, = p©,

então ® =(1+ab,i(l ab),a b,a+b),onde ae bsãofunções de M' em(Ctais
que ab :/ 1. Também damos uma representação para a quádrica geral QT-2 e como

aplicação provámos um teorema de representação tipo Weierstrass para superfícies

máximas em L", semelhante ao Teorema 3.1 1221 para superfícies mínimas em IR".
Ainda com respeito a Q? no Capítulo 1, estudamos a sua intersecção com hiperplarios

tangentes e não tangentes.

Segundo D. A. Hoffman e R. Osserma.n, a questão de degenerescência. de superfícies

em R" é a parte principal do artigo 1221. Um tipo de degenerescência acontece quando

a imagem de &/' pela aplicação de Gauss está contida. em um subespaço projetivo de

codimeíisão A cle CIP" :, veja. (j101,1221). Usando o fato que (1221, Proposição. 2.5) sob

ação do grupo SO(n, R), o conjunto de hiperplanos em (CIP"'t pode sel parametiizado
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por t C lO, ]l(isto é, se ]l/ é o hiperplano dado por pizt + . . . + p«z" = 0, então existe

M c SO(n) tal que, se ,2 = Mz, H terá equação it2' - .2' = 0, com t c lO,il)
Em 1221 é feita uma análise completa de superfícies mínimas em IR4 com aplicação

de Gauss l-degenerada. Neste caso, o Teorema 4.7 de 1221 dá uma representação
completa dessa classe de superfícies:

*.',,-«.r(',:',{.{*,,,{'J-,,)«, '**«, '-*' «

onde F' é uma função meromorfa e w é uma diferencial analítica.

Tendo em vista esses resultados, perguntamos sc seria possível dar uma fórmula

de representação geral para superfícies máximas em La com aplicação de Gauss l

degenerada. O primeiro e crucial passo para responder esta pergunta foi provar,
usando outras técnicas, a Proposição 2.11 do Clapítulo 2, semelhante à Proposição
2.5 de 1221. Essencialmente, a Proposição 2.11 diz que sob a ação do subgrupo
O++(n-- 1,1) dogrupo de Lorentz O(n 1,1), o hiperplanopiz'+ .+p. :z"-l
p.z" = 0 do espaço projetivo complexo I"(C') de dimensão n -- 1, pode assumir três

formas especiais: it,2i --,22 :: 0, ãZ2i+i1" :: 0 ou 2i --ít,22 2" :: 0, dependendo clo tipo

causal clo subespaço real de dimensão 2 que contém os vetores me(p),:Jm(p) C L"

Usando este resultado, provámos os Teoremas 2.16, 2.17 e 2.18, os quais dão uma
fórmula de representação geral para as superfícies máximas com aplicação de Gauss

l-degenerada de tipo 1, 2 e 3 em L4, dadas respectivamente por:

X.M - '':./o Ç",", :(,:, .: + :-),l «:, ' # :'", ,. -''
onde gt é uma função meromorfa e 77i é uma diferencial analíticas

"',, - «'/l({(Ê---,,.J,{(:; -,,.,',«,-«) «,, ,, - -'''-- ",
onde g2 é uma função meromorfa e 772 é uma. diferencial analítica e,

Z.(«) + g;A;,{(l - g.A3), g; - Â;,g.+ A,)d«,

Z

Z

zo

onde g,(z) é uma função meromorfa e Ã3(z) - ''g3(;) + t -H , (t / 0).
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No Capítulo 3 estudamos o Problema de Bjõrling no espaço de Lorentz-Minkovvski

L4, que passaremos a descrever. No espaço Euclidíano de dimensão 3, seja c : / Ç

IR --.} IR3 uma curva regular real analítica e n : / -+ R3 um campo analítico de vetores

ao longo de c tal que ljn(s)ll = 1 e <c'(s), n(s)> = 0 pala todo s em /. Um tal par
(c,n) é chamado de /a zü rea/ aria/ú ca. O problema de Bjõrling clássico (j131,1201)

foi proposto por E: G. Bjórling l81 em 1844 e consiste em construir uma superfície

mínima S em IR3 dada por X : Q Ç C --> R3 satisfazendo as condições X(u, 0) = c(u)

e /V(u,0) = n(u), para todo u pertencente a /, onde N é a normal unitária de
S. A solução para este problema foi dada. por H. A. Schwarz em l40j por meio de

uma fórmula explícita em termos da faixa prescrita(c, n). Esta fórmula dá um bonito

método, além da representação de Weierstrass 1371, para construir superfícies mínimas

com interessantes propriedades geométricas. Por exemplo, propriedades de simetria.

O problema equivalente no espaço de Lorentz Minkowski 3 dimensionar foi pro-

posto e resolvido, usando uma fórmula de representação complexa obtida em l31.
Os autores introduziram a teoria local de superfícies máximas em La de um modo
diferente da representação de Weierstrass de L3 dado em (1201, 1321). No espaço Eu-
clidiano de dimensão 4, o problema de Bjõrling para. superfícies mínimas foi proposto

e resolvido em ]6], veja também l41. Nesse trabalho os autores também recuperam os

princípios de simetria de superfícies mínimas em ll&4 obtidos por Eisenhart [15].

Motivado pelos resultados e técnicas de l31, 161 e j171, nós introduzimos no Capítulo

3 a teoria ]oca] de superfícies máximas em L4, usa.ndo uma fórmula de representação

complexa veJaTeorema 3.] que descreve a. geometria ]oca] dessas superfícies. Essa

fórmula é usada para resolver o problema de Bjõrling em L4. Como uma consequência

do Teorema 3. 1 nós recupera-mos as fórmulas de representação do problema de Bjõrling

para superfícies mínimas em IR3 e superfícies máximas em L3. Também recupera.mos

os princípios de simetria para essas superfícies. Finalmente, estuda.mos os princípios

de simetria. pata as superfícies máximas em L4 e apresentamos ílovos exemplos.

Uma importante diferença entre a teoria g]oba] de superfícies máximas em L3

e a teoria. global de superfícies máximas em L4 é estabelecida pelo assim chamado
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Feorerna de Oa/aói-Bernstein. Ele afirma que uma superfície máxima completa em
L3 é um plano (l91,jlll). No entanto, este resultado não pode se estendido para L",

n 2 4, como prova-se em j161. Isto será confirmado através de alguns exemplos de
superfícies máximas completas em L4 via fórmula de Bjórling

Depois que este trabalho ficou pronto, fomos informados que P. Mira (Ph.D. The-

sis, Nlurcia, em preparação) estudou o problema de Bjõrling para superfícies máximas

em L". Nós não temos acesso a este trabalho, mas o método padece ser diferente do
nosso.

A partir do Capítulo 4 o trabalho tem como meta principal a classificação de
todas as superfícies tipo espaço em L4 com aplicação de Gauss l-degenerada de tipos

1, 2 e 3. Para este fim precisamos essencialmente saber que propriedades a aplicação

G : /W2 H G+. tem, pelo fato de ser definida como aplicação de Gauss generalizada

de uma superfície tipo espaço S = X(&/') imersa em L4. Usando as técnicas de
D. HofTman e R. Osserman (1231,1241) e Kenmotsu 1261, provámos que se G é dada

localmente pol '} através das funções complexas a e b, então a e b precisam satisfazer

certas equações envolvendo-as, veja. Teorema 4.12 e Teorema 4.13. Como conseqüência

do Teorema 4.13 nós recuperamos: 1. uma equação que é a condição de integrabilidade

para superfícies em IR3 com curvatura média não nula e aplicação de Gauss prescritas

dada por l<enmotsu em l25li 2. uma equação que é a condição de integrabilidade para

superfícies tipo espaço em L3 com curvatura média não nula e aplicação de Gauss

prescritas dada por K. Akutagawa e S. Nishikawa em l21.

Por último na Proposição 4.15, damos uma fórmula de representação tipo Ken-
motsu para superfícies tipo espaço simplesmente conexas imersas em L4, localmente

coTlformes com vetar curvatura média não nulo e nem de tipo luz, que ilustramos com

um exemplo.

No Capítulo 5, começamos fazendo um estudo de curvas tipo espa-ço em L3 adap

tardo o referencial de Fienet. Como aplicação damos uma descrição completa de uma

classe especial de cuidas tipo espaço: as hélices elípticas, hiperbólicas e parabólicas,

as duais são definidas como sendo as Aé/ices de L3, que têm respectivamente como
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eixo uma reta. / tipo tempo, espaço ou luz.

Finalmente, usando o Teorema 4.12 provámos os Teoremas 5.4, 5.6 e 5.8, onde

classificamos localmente respectivamente todas as superfícies tipo espaço em L4 com

aplicação de Gauss l-degenerada de tipos 1, 2 e 3. Essencialmente nesses teoremas,

mostramos que as superfícies tipo espaço com as propriedades acima são: localmente

certas famílias de superfícies máximas em L41 cilindros construídos sobre hélices con-

tidas em algum L3 C L4 ou superfícies contidas em algum espaço afim não degenerado
de dimensão 3 de L4



CJapítulo l

Preliminares

Este Capítulo tem como finalidade fixar notações e apresentar algumas proprie-

dades básicas sobre o espaço de Lorentz-Minkowski de dimensão n l36), dando ênfase

ao caso n = 4 1351. Apresentamos também resultados sobre superfícies tipo espaço

em L4 obtidos por nós e em j17j. Finalmente, estudamos o conceito de aplicação de
Gauss generalizada para. superfícies tipo espaço em L" 1221

1.1 O Espaço de Lorentz-Minkowski de dimensão m

O espaço de LorenZz- k/ nAolosÀ{ de dimensão n, n ? 2, denotado por L", é o
espaço Euclidíano de dimensão n, munido com uma forma bilinear <,>, simétrica,
não degenerada de índice 1, a. qual é denominado produzo essa/ar /orerzfzÍarzo. Seja
{e{ : l $ í $ n} a base canónica de IR" e seja.m u = oie{ t e to = toie{ vetores de L"

Então,

<u,u> =u:u' +--.+u"-:u"-: u"."

Definir;n l l Um vetou u de L" é

1. tipo espaço, se <u,u> > 0 ou o = 01

tUsaremos a convenção de soma de Einst.ein uíef = )1:11. u'ei

7
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2. tipo tempo, se <t;,u> < 0;

3. tipo luz, se <t;,u> = 0 e t; 7é 0

A divisão acima dá origem ao chamado caráter causa/ do vetar. Além disso,
diremos que um vetor t; tipo tempo ou luz é /uf ro dirigido se <u, e.> < 0 e passado
d Fígado se <u, e«> > 0. Dizemos que um conjunto de n vetores {ci, . . . , c.} é uma óclse

ortorzorma/ para L" se

. <ci, c.j> = 0, se i # .j;

e <q, ei> := 1, para todo i = 1,

. <.«, .«> - l

Note que a base ca.nânica {ei, . . . ,e.} de R" é uma base ortonormal de L" a qual
também será chamada de canónica. A norma /orerzZziana llull de um vedor u de L" é

definida por llull := .y/Í<t;- u> . Vamos orientar o espaço L" pelo elemento de volume

dL" := dzt /\ A d«"': A (-d«"), (1.1)

onde {dz',. . . , dz"} éa base dual da canónica de R" e dL"(ot,... ,t'.) = -- det(ui, ..., u«)

Diremos que uma base ortonormal {ci, . . . , c,.]. de L" é posítíuamenZe orientada ou é

um r#ererzc a/ de ]14ínAotosAá se ela é compatível com a orientação dL"(ci , . . . , q.) < 0

e além disso o vetar tipo tempo c« é futuro dirigido.

Definimos o cone de / z CL(zo) em zo C L" por

CL(zo) := {z c L" : <z "o,, «o>

e o ralo de /uz R,.,, contendo zo e z por

R,:;.,, : + Z(« «o) : t C R}

Também definimos a /ose?ldo-es/era de t'aio r > 0 em L" como sendo a hiperquádrica.

sr' ' (,) {z C L" : <z, z> :: r2},
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com dimensão n l e índice 1, e o psewdo-espaço Aiperóó/áco de raio r > 0 em L"

como sendo a hiperquádrica

H#':( ,) {z c L" : <:«, :«> = .,'},

com dimensão n -- l e índice l.

Seja W um subespaço vetorial de L" e seja <, > seu produto escalar. Então, existem

três possibilidades mutuamente exclusivas para I'V(como ilustrado a figura abaixo):

. Se <, >lw, é positivo definido, então W é fira espaços

. Se <, >1 w é não-degenerado de índice 1, então H' é.tipo tempo(Z,orenfzáano)l

. Se <, >lw.. é degenerado, então PV é tipo /uz(degenerado)

Apresentamos no que se segue uma série de resultados bastante conhecidos sobre

o L", vda por exemplo (1351,1361).

Lema 1.1. Se o e' am ueZor lapa tempo de L", erzfâo o s óespaço spanluli á tipo
espaço e L" = spanlul q) spanlz'lZ

Lema 1.2. r'arca ur/z swbespaço I'r de L", sãa eq ua/entes

.7. }ç'' á degenerado,

2. W cor\téTn um uetor tipo tu,z, mus TteVthU'ríi/ de tipo teTnpol

3 pP' n c.(o) R {0}, orzde R á url?. ra o de /uz
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A forma quadrático q(o) = <t;,u>, associada. ao produto escalei' <, > é chamada

e/emerzZo de comprimento de L" e denota.do por ds2. Em coordenadas,

v.' + (d«"''y (d«"y

E possível construir uma base com vetores linearmente independentes em Ct(zo),
desde que não sejam mutua.mente ortogonais, pois

Proposição 1.3. Z)aãs t;eÍores tipo /wz u e u de 1[." são orfogonaís se, e somente sc

eles são paralelos.

Uma aplicação linear 7' : L" --> L" é uma trens/armação oríogona/ de L" se

<T(u),T(u)> = <u,u> para todo u e u em L". Temos a seguinte

Proposição 1.4. Seja T : L" --> L" ma ap/{cação /{near. São equipa/entes

Z T é ulrlcl trarLsformação ortogottall

2. T preseruu a, jorra.a, quüdrática, q;

3. T leda qualquer bu,se ortonormal de y.n e'm, outra bcLse ovtonorma,l de \."

Sejaamatriznxn, /n-l,. :" " 1 . Noteque,seconsiderarmosueu como

vetores coluna, podemos escrever <u, u> na forma

<u,«>

Portanto, se ,4 representa a matriz de T, temos que

<Áu, Á«> - «'.4'/. -:- A",

donde

IHu,Áu>=<u,u> o .A'/. i,i,4=/« i,i

Definimos o grupo de LorenZz ou grupo pseudo-ortogorza/ pot

0(n l, l) {.4 c G'É(n, R) : ,'l/n-:;.,4' h-- :: }
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Isto é e(luivalente a dizer que O(n -- 1, 1) é o conjunto das matrizes de (-;L(n, R) que
preservam o produto escalar <u, o> = ut/« i,iu.

O grupo O(n -- 1, 1) tem quatro componentes conexas. Para descrevê-las, escre
-mos Á C O(n -- 1, 1) na forma de bloco como

« b l
[ C 'Z7' ]

onde aE é uma matriz de ordem n -- l e aT é um número real. Como ,4 é inveitÍvel

e preserva o caráter causal dos vetores de L", segue-se que aE é invertível e aT :# 0.

Diremos que um elemento .4 C O(n -- 1, 1) preserva( noerte) a orientação do espaço

se det(«Z) > 0 (det(«Z) < 0), e p«;.««(án«.,[e) « .,i.«t«çã. d. f.«.p' se «r > 0
(ar < 0).

Deste modo, O(n -- 1, 1) se decompõe em quatro conjuntos abertos disjuntos in

dexados pelo sinal de det(aZ) e de aT

O''''''(m l,l), O''''(n-l,l), O''''(n-l,l) e O (n l,l)

Observação 1.1. 0 conjunto O++(n 1, 1) é a componente da identidade, portanto

um subgrupo de O(n 1, 1). Destacamos ainda o grupo psewdo orfogorza/ especía/

SO(n l,l) l,l)U 0 (n - l,l).

1.2 O espaço tempo de Lorentz-Minkowski

Estamos interessados no estudo de superfícies tipo espaço em L4. Para isto
precisamos saber um pouco de cálculo vetorial nesse espaço. Os elementos de L4
são às vezes chamados de eventos, e se esse evento se escreve em coordenadas z =

(z',z', #', #') em um base ortonormal {cl, c2, c3, c4} de L'', nos referimos à(z:, z',:z::i)

como sendo as coordenadas espaciais e a z4 como cootclenacla. temporal clo evento z.

Dados os vetores u,o e m de L', nós definimos o prodKfo ueíoría/ E(u, u, zo) de L4

<E(ü,u,to),z> := det(u,u,to,z), Vz C L'

pol
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Agora de

E(«,«,w) «,.«),e:>e-+<B(«,«,.«),',>e,+<E(u,«,«,),e;>e;-<E(«,«,.«), >,

segue-se que o produto vetorial acima é dado em coordenadas por

Por definição temos que

<B(u,o,'.),=> = det(u,«,e-,z) = det(u,«,a,.-).

segue se que

<B(«,«, '-),«> A d«' A d«' A(-d,'))(«,«,«, .-)
(d«' A d«' A d«')(â,Õ,â)

dR;(â, õ, â),

onde â =(u:,u',u:,0), ü =(«',o',u',0) e â =(z:,z',z;,0). De modo análogo

mostramos que

<E(u,«, ',), «>::: -dL;(-Z,ú, É),(1.2)

ond. ú =(u',0,u;,u'), ú =(u:,0,u;,u') e í =(:«:,0,z;,='). Obse«vamos que(1.2)
define o produto vetorial x em L3 = {z2 :: 0} C L4. Temos a seguinte

Proposição 1.5. O produto z;e&or a/ H de L4 Zem as seg antes propriedade

/. <(«,«,«,),u> <R(u,«,'«),«><B(«,«,«,),«,>

2. BI(u,u,e4):: â x t;, onde u::('ül,u2 u3 0),t;::(ui,u2,u3,0) c R.3 C L4J'

3. E]](u,t;,e2):= {2 x ú, onde ü:::(ut,0,u3,u4), ú::(t;t,0,u3,u4) C L3(. L4;

{. E(u,«,..) -úxõ .8(u,«,e;) {Zxü,

M(u, « , «, )

«' «' «,' l«: «: ,«: l«: «: .«: l«: .: «:l\
«; «; .«; l,-- «: «; .«; l, «' «' .«' l,l «' «' .«' l l

«'«'«' l«'«'«' «'«'«' «;«;«:l/

De(l 1)

S
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5. < (u:,u,, «.), R(«:,«,,«.)> det(<ui, oJ >) , 1 < ii.j $ 3, u{, u.í c L41

onde x á respecfíuamenle o prodaÍo uetoráa/ de IR3 e La

Agora dado um 2-plano tipo espaço ll = spanlu,t;l em La, onde <u, u> = <u, u> =
À' > 0 e <u,o> = 0, sejam

B(u, «, ..), ro À'e. + u'u + u'u (1.3)

Então {po, zo} é uma ba.se para llt

P-oposição 1.6. (l.r'4) S.j«m «o ' ,o de$«á.Zo. «m. «cám«. Te«.« q«.

.r. «. xõ . <«o,«o> (.X'+(u'y+(«')');

, n N({,l:,«o) ' <n,zo> (À'+(u')'+(«')');

'. '. «. :- v'À'0'+(«D'--(«qO, «:- = . ' :- Ú' .«*'. {.x,x,«,,''} '
uma base ortoTtorma! positivamente orientada de t.*

Demonstração: O item (1) segue-se dos itens (2) e (5) da Proposição 1.5. Ainda

pelo item (5) da Proposição 1.5 vemos que <M(:,:,,'o),BI(?, {,po)> = --<po,po> =

--À'(À' + (u'y + (u'y). Além disso, a quarta coordenada de BI({, Í,L'o) é igual a

ÀZ + (u'y + (u'y = rod . Assim, temos dois vetores futuro dirigidos com normas iguais

e ortogonais à u,u e po. Portanto são iguais, o que prova (2). Para provar (3) basta

observar que c]et(:, {,p,r) = <r,r> = 1. 1]

1.3 Superfícies tipo espaço em L"

Definição 1.2. Uma imersão diferencia.vel X : /V2 --+ L" de uma variedade clife-

renciável conexa. e orientada. de dimensão 2 é chamada uma. supera/&ie tipo espaço S

em L", se a. métrica induzida. ds2 ::: X*<, > sobre JW2 é uma métrica. Riema.nniana.
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Qualquer ponto p de M' tem um sistema de coordenczdas {soférmÍco (U, z = u + áo),
isto é,

<x« , x« > <x« , x. >

onde X«(z) := â(./' . z'')(,), X,(,) := â(./' . ' ')(,). Assim, podemos escre«r
ds2 :: À2ldzl2. Uma estrutura conforme é então induzida sobre Jv2, tornando-a uma

superfície de Riemann.

Observação 1.2. As vezes nos referimos a um sistema de coordenadas isotérmico

(U,z = u + iu) de A42, simplesmente dizendo que z é um parâmetro conforme na

vizinhança. de um ponto p de JWZ ou que z é uma coordenada isotérmica.

Seja S uma superfície tipo espaço em L4. De acordo com a Proposição 1.6, pode.
mos definir uma base ortonormal {p,.'-} de (Tx(p)S)t por

and l-P
Po Po (1.5)

onde

uo = N(X«,X.,e4), n = À'e4 +;«:X. +#:X., p.

e onde z = u + át; é um parâmetro conforme na vizinhança U de p. Observe que u
e 'r são respectivamente campos de vetores tipo espaço e tipo tempo futuro dirigido,

normais à superfície S = X(JI/). Além disso, se (U, , = u + i-,) e (U. «,(z) = {Z(z) +

iõ(z)) são vizinhanças conformes de M' tal que UÍ) V' / g, então Xü = X.gl{ +X,ã,
X, = X«E + X«2, ã('") - gÜB«o(') e fi(«') - gÜ:lzo(;). Assim, ü(w) = «(,)
e f(to) = .'-(z) para todo ponto em u n v. Portanto, p e r são vetores unitários

globalmente defiílidos ao longo da superfície S. Vamos denotar # = {ai,õ2,Z?3,a4}
como sendo o re/erencÍa/ ortonorma/ /oca/ adaptado a S, onde

a. a, ::: =:., a3 ' ", Õ« ' ,-.

Observação 1.3. O referencial normal {u,l-} acima., foi introduzido em j171, onde
superfícies tipo espaço em L4 são estudadas

/' /

(1.6)
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1.4 Equações fundamentais

Definição 1.3. Sejam u',...,u" coordenadas naturais sobre L". Se V = uie{ e

l,P = to'ei, { = 1, . . . , n são ca.mpos de vetores sobre L", o campo de vetores

v«n'

é chamado a der Dada couaráante natural de W com respeito a y

Esta definição pode ser estendida para variedades semi-Riemannianas arbitrárias

Teorema 1.7. (ISõl) S.ór. u«.« -,í.d«de s'«',{-Rã.«,-nãan« &/", «isí. «m« únÍ"
col-talão 'V i,al que

/. IW. WI = VvW' VwL',

2. Z<U, W> m''> + <V, VzW>,

orzde Z, V. W € .Z'(M). V á chamada conta;ão de Let;í-(13z;íta de ]M, e é ca,racÍer fada
pela ÍórmKla. de l<loszut

2<VvW, Z> Z>+ H''<Z, L''> - Z<V, }l''> - <V. IW, Zl> +<W, IZ, }''l> +<Z, IK W'l>.

Sejam M" e JW" respectivamente uma variedade Riemanniana e semi-Riemanniana,

e seja ./' : M" --> )iií"' uma imersão isométrica. Considerando a decomposição

IÜh)iW ' dyp(TpA'f) © clip(Tp7W)l, qualquer vedor u C b(,)7M,p C M, tem uma
única. expressão u = uT + ui. Sendo V a conexão de ll@, podemos definir a conexão

V de iW por T
/+(Vv'W) : (VÜkt'') (1.7)

onde }' é uma extensão de dZp(yp) = (./*y).r(.). Assim obtemos a /3rm /a de G'mass

Vv/+H' VvW + a(r. m''), V y. I'Ç'' C .Z(A/), (1.8)

o-:de a : .2'(M) x .Z(A/) --} .Z"(M)' é . ..g-d« /o,«« /und«m.nf«/ de M. A

corzezão rzorma/ \7t é definida. por

vÓ( : (V«0" 0", v( c .z(w)'. (1.9)
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Ago-a d«do ( C .Z(M)' ««etário o ope«d., d' I'reÍng-t.n ,4€ : X'(M) -} .r(M) é
deílnido por

<,4€(}''), W'> y. }r), (>.$(1.10)

Assim que

(Vv0" (1.1 1)

Logo, segue-se de (1.9) que

Vv( = /*,4€(}') + V$(; (1.12)

esta equação é a /órnzu/a de I't/e ngarten.

Indicaremos por R e R os censores de curvatura respectivamente de M e Jt#= e Ri

o censor normal relativo à imersão /. Lembramos que

R(y. W)Z VpvVvZ V[v,«,]Z, V U, }y, Z C .Z(M)

1.5 O método do referencial móvel

Seja.m V e V, respectivamente as conexões de Leva-Civita de L4 e de (M2, ds2),
onde ]W2 é uma variedade diferenciável e ds2 é a. métrica Riemanniana induzida. por

uma imersão isométrica de il/z em L4. Diremos que Pu := {e.,i : 1 < ,'1 < 4} é um

re/erencáa/ móue/ no aberto U de L4 se, para. todo ponto p de U, {e.,t(p) : l $ Á 5; 4}

é uma base positivamente orientada de L4, e que /3D = {a''! : l $ ,'1 < 4} é um

co-re/erencia/ dua/ de /3u se, para todo p em t/, {0''i(p) : l .$ .4 $ 4} é a base dual

de {'.,!(p) : l $ .A 5; 4}, isto é, a"('B) = 1, se d = B e 0"(eB) = 0, se .'l / B,
1 < B <4.

Observação 1.4. Nesta seção vamos usar como índices ,'l, B,C' variaítdo de l a. 4;
í,.J, k variando de l a. 2 e cr,#,'y variando de 3 a. 4.

gNot.e que para hipet'superfícies o(r. I'b') = e<.4€(r), W>(, onde g = <e,(>
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Sejam S uma superfície tipo espaço dada pela imersão X : M2 --.> L4 e U um

aberto de L4 tal que Snu:# lõ e Xln seja um mergulho, onde Q Ç X i(SílU) é um

aberto conexo. Neste caso, diremos que o referencial móvel Pu = {e.,l : l $ .4 5; 4}
é adaptado a S, se ':,', C .Z(X(n)) e ';,e. C .Z'(X(Q))'. Caso X*(ê-) = .: e

X*(ê2) = e2, /3n = {êi, ê2} é um referencial móvel ortonormal de iW'

Dado apoia V C .Z(U), podemos escrever V = 0'{(y)e.,l, Á = 1, 2, 3,4, onde

a''!(V) := <V.e..l>, se ,4 = 1,2,3 e 0'(V) := <K..>

Definimos as l-/armas de conexão de /3u por

V.« : 0Hn 'D '«, (1.13)

ou sda, se }' C Pt,, .ntão Vve = 0#(}')ea que é equivale«te a a5(t'') = 0a(VV..,l).

Proposição 1.8. Seja Pu = {eÁ : l $ ,4 5; 4} am re/erencáa/ móue/ rzo aperto U

de L' e #D = {0''i : l $ .4 5; 4} o co-rVererzc a/ dua/. Então as l-»renas 01 em t/,

sa,tisfüzem

1. dOA a;l ,A a', (i' .g««çã. a. «t-t-«),'

. 0ÍI -0á A ag, (2' .q««ção de «t«f-«),

onde0#= 0É,paratodol$,'1,B$3, 0â=0f e0:=0

Deiiionstração: A primeira segue do fato que

ao"(v. }t'') ç''lo"(w)l m''lo"(}'')l o"(ly. wj), v KW' c x(u),

a''i(y) = <Ke.,l> para A ' 1,2,3, 0'(}') = --<V.e4> e Ol?(}') = <Vve..!,eB>. A

seguílda equação segue se de R = 0, pois

v.v,«.«(m')l.«+ o;l(n')oli(}'')e.

Por último, note que

0 = Vl<e4, e.,l>l <V«e., e«>+ <e.,V«'«> <.«, .«>+ aâ(}')<.-, .->
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Assim, <e..,, e.,*>0]'(}') -- 0].(}') = 0. []

Sejam agora w''l := X*0A, wÍI := X*0É. Então para, um referencial adaptado à

superfície , temos que se y é tangente à superfície S, então

. «,'(v') o'(}') (}''))

\

4 04

«,'(v') o'(v) }''))

Assim, se Po :: {êi, ê2} e uin referencla] move] em (2 C ]l/2 e se Pã :: {wi,w2} o seu

dual, segue-se de (1.7) que

X*v«êj - (V.x(«)dX(êj))" - «,}(y)dX(ê;) - X* («,}(y)ê;)

Portanto, Vvêj = w;(V)êi, l $ í,.j $ 2. Além disso, como X* comuta com d temos

Proposição 1.9. Seja /3u = {e.,l : l $ Á $ 4} um re/erenc cl/ móz;e/ adaptado ã ama

super:/}bíe S tipo espaço em L4 e #D :: {w''! : 1 < ,4 < 4} o co-re/erencía/ d a/. .Z?mão

«s L-f«m«s ..«AB, s"tisj«em

1. dwA -- --w4 fxüoj. u' 0;

e. a«,;l - «,él A «,',

-w;l, para todo l $ .4, B $ 3. «â -«f

Vamos agora reescrever as equações (1) e (2) acima, tendo o cuidado de separar
as partes tangentes e normais:

. d'''

. d«.,} - «.,i; AwJ '''. N ''ü].

-«.,i A «.,l «,À A "«,

. dwl; «,; A "l;
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A equação de Gauss: pela primeira e segunda equações de estrutura temos que

«,: A «,: - o, a«,4 - «,f A «,! «,? A «,!

Pelo Lema de Cartan, wf' = A8coJ, dorme segue-se que

(hil.Ag, hg:A$.) «,: A «,' - (Al:A{, h:,h!:) «,' A w'

Por o«tro l,do, X*(Á'') =(«,:8)'{)" =(«,.:®e:+«,:(8.,), o«de «,ã = --«,f '

wâ = c,.;;, í :: 1, 2. Portanto na base {êi, ê2},

[,'''']-.-l?T- A l, .«-<..,.«>-*:.
l A;. A;, J

Portanto,

a«,J = ( det(,4") det(.A"))«,' .". '":

Finalmente, seja Q} a 2-/ormza de cwrt;aí ra dada por Rej := Ql®ei, então n:(el, e2) =

<R(et,e2)e2, ei> = /T, onde Ã' é a c ruaéur.z 6'auss ana da superfície $. Conclusão,

para o referencial adaptado dado em (1.6) temos que

Ã' = det(.A") -- det(,4')

Lema 1.10. $dam S = X(M) ma s pe,:/üie lapa espaço em L' e (U,z = u + iu)
coordenadas isotérwticu,s locais de Ma . Então

K- A log À

onde h é o Lapta.dano usual

Demonstração: Soam ei := {g;, e2 := {g; então wi = Àdu e w2 = Àdu. Assim

u? = --4:du + :1l:ndu. O resultado segue-se de dco4 :: ]]'wl /\ w2, []

Agora, seja nH a 2:forma de cwruafzlra rzorma/ c]efinida por RICO := ã ® e.*, logo
í)B(ef, ej) = c'<RI(e{, ej)e#, e.>. Por outro lado, podemos mostrar que RI(ei, ej)ep =

dwX('{, 'j)e« («.,Ba A «,l;) (.{, e.Í)'«, do«de seg«e se q«e R'('i, 'j)ep = d«,Ba(e{, '.j)'...
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Assim, nB = dcoêa = --wk /\ wã. Agora como 0 = dw"
Carta.n podemos escrever

--w: /\ w', pelo Lema de

.«'Ü = tÜ;uç , hl; = W,

de modo que

0Z - >: .'AEhf,«,: .«. .j,

donde segue-se a equação de R ccã,

R"(V. }t'')( a(W:, .'le\''), ( C X(U)",

onde c-(y. Z) = A8w{(}'')uj(.Z)e«. A curuaZ ra rzorma/ Ã'w da superfície tipo espaço
S = X(M) em L' é definida por /{ := <RZ(et, e2)el, e3>, logo

d«ü

ou sela Jt'W = nã(el, e2), ou ainda /\'lV := <1,4e4, .Ae3lei, e2>.

Le«la 1.11. (1301, 1gq) Soam S wma swp.,fz'cÍe tip. «p"ço
normais uttitários espacial e temporal de S. Então

Ã'«, - Ê-:J«,(<«., ';>),

onde z - u -F iu é parâmetro conlforme em S.

Demonsti'ação: Seja {Él?, q', z', r} o referencial adaptado a S dada em (1.6). Não é
difícil ver que wj = <tu, p>du + <Tu, p>du, de modo que

a«,l? - $(<';,">« <,..,«>.)"' A"'

Ê-:Jm (<«,, %>)..'' A «''

k

z.' e r os uetores

Para finalizar esta seção vamos definir s pezl/z'c e má ç nza em L4. Dado p C iU/z,

o uetor cur«tw« média da superfície S = X(h/') é H. = {Z,(a,); se {el, e,} é uma

base ortonormal de 7bJU/, então

Hp '-,'-) + '«(',,',))

n

(1.14)
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Definição 1.4. Uma superfície S tipo espaço em L" é mázÍma se .f] = 0

Observamos que a palavra máxima, aqui é simplesmente sinónimo para superfícies

tipo espaço com vedor curvatura média zero, já que em L4 essas superfícies represen-

tam o máximo(resp. mínimo) para a integral de área, se a variação normal é feita na

direção do tempo( resp. espaço)l mais detalhes ver 1271.

1.6 O operador de Laplace-Beltrami

Seja C'(M) o conjunto das funções / : M' --> R de classe C-. O gradiente

de ./: é definido por dF(V) = <grad(/), }'>, para todo }' C .Z(M). A d t,ergêncÍ'z

de }' é a função dÍu(V) : M' --> R definida por dÍu(y). := tr('«. --} V«.y)l se
Pu = {ei : { = 1,2} é um referencial móvel ao longo de U C M2, então podemos ver

que d{«(b') = E:<V..V. .{>. Também, se ./ C C''(M) e Z\N/ := dio(g,«d(./)), então

z\m/ I':l/ll .jl./'l«,?(e:)).(1.15)

Dizemos que / C C''(M) é harmónica se zXh/./ = 0. Além disso, de (1.15) segue-se

que Am = $Z\, onde A := a: + a3 é o Laplaciano usual em coordenadas conformes.

Proposição 1.12. (l3q) Se S = X(M) á lama super/z'cie tipo espaço de L", então

b.r.,íX ='2H.

Demonstração: De (1.14), temos que 2HP = >::ap(e{,e{). Por outro lado, da
equação de Clauss dada em (1.8), segue-se que c-(e{,ei) = V..(X*e{) -- X*(V..e{),
do"d' '-('i, 'i) = 'il' IXjl -- ..jjXI«.,IÍ('{). Assim, 2# = >, (eij' IXll .jjXI«,Í(ei)).

'z

2

n

1.7 Grassmanniano e quádrica complexa

O espaço complexo n dimerlsional (", munido da /ormza Aerm t ana

« z, ", »- >1' zj;ii-- z"iiP,

]

l.7
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será denotado por q'. Seja ]P(C') o espaço pro/etÍuo como/ezo de dimensão complexa

n 1, isto é, o espaço de todas as regas complexas que passam pela origem de (C",
com a topologia quociente. De modo equivalente

P'(C') \l0})/«.,, ,-'w .» , ÀCC*,,,.« CC"

Em vista da forma hermitiana dada acima, podemos dividir P'(C') em três sub-
conjuntos: 1) 0 espaço proletíoo como/ezo nde#nido de dimensão complexa n -- l,

CIPT-' := {z C C' :« z, z »> 0}/ -,, correspondendo às netas positivas de «iã'; 2) o

espaço A peróó/ co como/ezo de dimensão complexa n -- l, (CIH"'i := .[ z € (y'

« .z, z »< 0}/ -.,, correspondendo às netas negativas de (q' e 3) o cone como/ezo, ou
seja o bordo de (CH"': , O(CM"'i := {z C «ly' :« z,z »= 0}/ «.,, correspondendo às

rotas nulas de Gn

Vamos agora identificar' a quádrica complexa C2i '2 de (CP'f l,

QT'' c cx"T'':(,')'+.. +(," :y-(,"y
com o conjLmto de todos os 2 planos que passam pela origem, tipo espaço e orien-

tados de L". Este conjunto é o Grassmanniano, que será denotado por G+n Com
efeito, para qualquer ponto p = 1(z',z2, . . .,z")l de QT'', se zk = uk + íuk, obte-

mos um par de vetores u =(u', u:,...,u") eu =(u:,u',..., u") de L" satisfazendo
<u,u>::<u,t;> = À2 > 0,<u,u> = 0, onde<,> é a métrica Lorentziana de L". Assim,

{u,u} forma uma base ortogonal positiva de um 2-plano de tipo espaço orienta.do

ll. Inversamente, para qualquer 2--plano de tipo espaço orientado 11, podemos esco-

lher uma base ortonormal positiva {u,u} de ll e, pondo z := u + it;, obtemos um

ponto p = lzl de QT 2. Porta.nto, podemos construir uma. aplicação natural de all.
no espaço projetivo complexo indefinido CIPT':, a qual é um difeomorfismo sobre a

quádrica complexa. Q: '2

(1.16)

Observação 1.5. a) Usaremos mais tarde que lzl C C2T'Z se, e somente se « z,Z 3»=

<z,z>c = 0, pois<z,z>c =«z,Z»=(z')'+ .+(z"':y --(z")'
b) Uma. diferente escolha de base orientada. para. 11, nos levará a. 2 = eiOz, que corres

poncle ao mesmo ponto [zl da. quá.clrica.
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Denotamos por G2.n o Grassmanniano de todos os 2 planos tipo tempo e orien-
tados de Ln. Dados pl,u2 C Ln, com<pl,ul>:: <p2,p2>:: À2 > 0 e <pl,p2>:: 0,

seja ll :: spanll't,p21 C (;2.4 Nós podemos identificar, como acima, (;;l. com a
quádrica real Qa, a qual é definida como o conjunto das classes lzl C õ(CIH"'i tal que

(m.(,),gm(.)> = 0 e m.(,), :J«.(z) são li-'rmente indepe«de«tes.

1.8 A aplicação de Gauss generalizada

Lembramos em primeiro lugar que a superfície tipo espaço S é, por definição

orientada. A ap/icrzção de (7auss venera/ fada (7 de uma superfície S tipo espaço em

L" pode ser construída como se segue: para qua]quer ponto p de ]V2, associamos

o ponto Tx(P)S ( plano tangente a S em X(p) ) de C:l.. Usando a identificação

acima entre (i?1l. e (ll?T'e, temos que (7 pode ser vista como uma aplicação de JW2 em
QI'-2. Localmente, se z = u + {u é um parâmetro conforme em .uma vizinhança de

um ponto p de M2, na orientação de 7W2, de modo que S é dada na vizinhança de p
por(u,u) ---} X =(z',. . . ,z"), então o par de vetores X«, X. são ortogonais e têm

o mesmo comprimento. Segue-se que a aplicação de Gauss generalizada G pode ser
dada localmente por

, --} lx,l, (i.i7)
.. ax a tía a''\ a \ri) i)

onde Xz := -Õ:, com ãii := i Çã-- +íã--,l e ã; := i l.Õ-- --Íõu
Observação 1.6. Apesar de G' ser definida localmente por z }"---> ]X.+áX.], seguindo

1241, pag. 30 é usual trabalhar(e faremos isso) com o complexo conjugado G' de G,

dada localmente por G(z) = IX,l = IX. -- {X.l. Assim, sempre que escrevermos

que uma aplicação © representa G, localmente, será no sentido cle que G = lõl, ou

X, = p®, para alguma função p : M2 -+ (C, que nunca se anula.

Note que quando rz = 3, a aplicação G' reduz se à aplicaçã.o de Gauss clá.ssica para

superfícies tipo espaço em La, que associa cada ponto p de /M2 o vedor normal unitário

a S, que neste caso pertence a Ho2(--1). Observe que G'Jla tem duas componentes

conexas, cada uma identificada com uma. das folhas de #l?(--1).
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1.9 A representação de \Veierstrass para superfícies
máximas em L4

Seja S = X(M) uma superfície tipo espaço em L4. Definimos as funções complexas
ç'" por

,*:-R :©, '-',',;,' 0.'q
em termos de coordenadas isotérmica.s locais (C/, z = u + it;) de M'. Não é difícil ver
que

(Pi)2+(P2)2+(93)2(P4)2 =0, IPil2+lP2l2+ 19312 -- IP4l2 =2À2 >0

Note que se ©(z) =(g', ç,', p;,g'), então tP(z) = 2X,.

A métrica induzida em À/2 é da forma ds2 :: À2ldzl2 e as l--formas complexa-s

wk := pkdz são globalmente definidas em iUZ. Agora, se S é uma. superfície máxima,
segue-se da Proposição 1.12 blue wk é holomorfa. Assim, se w não tem períodos reais

S pode ser representada por

X(,) =me/ «.,+Ao, onde«,=(«,:,«,',«,;,«,') e.o,, C M.
Z

zO
(1.19)

Como no caso clássico IR4, a recíproca também é verdade e foi provado em j171

Teol'ema/l-.13. SÜa JW2 .üma szíper:/ícíe de RÍemanrz coneza e w = (w',w',w;,(o')
llnlu \-forma hotomorla. co'm, valores em, (11'4 , globalmente de$nã,da em MI , satisfüzerLdo

1) « «,,ü »= o,

2) «K w,co »> 0, V p € /k/',

3) $1e .f,vto -- 0, para todo caminho J:achado l em M'z

En ão cl ap/cação X : M2 -} L4 dada pe/a equczção (1.19) de$ne wnl.a paper/z'cie

znazznza e'/n IL'
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1.10 As quádricas complexas Qi e Q?

Considere um 2-plano tipo espaço orientado ll = spanlz, WI em L3, com <#, a> ::
<y,y> = À' e <#,y> = 0. Sejam JV C Ho2(--1) seu vetor unitário normal e o ponto

lzl C QI, dados respeúivamente por N - ÍÍ;=-iã- e 2 = (zi,z',z;) - = + iy. A
relação enfie z e N é dada por

« x y (1;%;,;ã;:, ?','), (1.20)

onde x é o produto vetorial de La. Vamos indicar com *Qi o conjunto {lzl c QI
z3 # 0].. Se ( := ;r' '+" zzz , podemos verificar que

[.]- l;-+(l,:l; (l,, * , (''\Í]a-",(-'},

pois 7 - Além disso, de (1.20) segue-se que

Observe que JV(O é exatamente a inversa da projeção estereográfica do pseudo-

espaço hiperbólico Hg(--1) \{(0,0, --1),(0,0, 1)} sobre (C \ {l(l = 1,( = 0} pelo polo

sul(0,0,--1). Observequesez; = 0,entãozt {z2 - 0 ouz'+iz' = 0 demodo

exc[usivo. SUPOTJdO z3 = 0 e z: + izZ = 0, temos que 1; --> oo e ]V --} (0,0, 1). Assim,
podemos estender a aplicação F entre*QI e Xg(--1) \ {(0,0, --1),(0,0, 1)} para uma
bijeção

JV(0 2m.(O 23m(O l + l(I'
l - l(''i - l(I''i - l(I'

, ( c 'c\ {l(l (1.2i)

f' : c21 --> .rÜ(--i).

Observação 1.7. A métrica induzida pela. projeção estereográfica de Ho2(:1) é dada

por ds2 :: '+ (/( . Seria interessante provar que existe uma métrica tipo Fubini-

Study em (CIP? tal que a métrica induzida sobre QI tornasse F' acima uma isometria

Seja*Q? =Q?\X, onde //= {lzl :zi {z2 - 0} é um hiperplano tangentes
Q? "o ponto p =(1, --ã,0, 0). Dado l,l = 1(z',,',;',z')l C*Qf, soam

Z3 + Z4 Z3 + Z4
'tol :== --T-----:---; e 'to2 :== "'--z' zz' z' zz' (1.22)
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Então

t01 t02
--((,'y--(,'y)((,'y+(,'y) ,'+i;'

(,' - i,'y (,- {,'y ,- - {,,'
2zi . . --2ázz

;Í-:;P, l -- "''o' ' ;Í.-{.;,'
2z4 2z3

zi -- á.z2 ' ''' '' .zi {z2

1 + tultu2

t01 + t02 'wl

Assim,
Z - z:ii< (i + «,:.«,, {(i - ««-.«,), :«: - «,,, .«- + .«,)

Vamos indicar p como sendo

(1.23)

P(w-,«,,):-(l + .«:«,,,á(1 - «,-«,,),«,- - '«,,«: +«,,).(1.24)

Observamos agora. que, dado qualquer par (toi, m2) C (('2 \{(wi, w2) c (:z : wiüç = 1},
temos que

l(i+ «,-«,,,i(1 «,-«,,),«,- ,«,,«,- +.«,)l c*Qf (i.25)

Portanto, (1.25) define uma aplicação biholomorfa r' entre «I'z \ {(w:,to') C (C'

wiã} - 1} e *Q', que se estende continua.mente para uma bijeção F' de C- x C- \

{(toi,to2) C ('z : tolii6 = 1} em Q?. De fato, Q? íl H = Z,i U L2, onde

Z/i : zi &z2::0 e z3 za:=0, Z/2: zl--zz2::0 e za+z4: 0.

Observe que Li í'l Z,a = {(1, --{, 0, 0)}. Agora considerando (1.25) como coordenadas

hornogêneas de (CIP?, temos que

lim F'(«,-,«,,) , -i.«,,l,l) C L:. (1.26)

Note que qualquer ponto de Lt pode ser representado por (1.26), exceto quando

z3 :: 0. Analogamente,

lim F'(«,-, .«,)
'tU2 '+ 00 («,-, {«,:, -1, 1) C L,. l1.27)

(1.28)

Finalmente,

lim F'(«,:,«,,) --{,o,o) c L- nz,,
(«,l , w2 ) -Jm
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Observação 1.8. (i) Se substituirmos toi = to2 em (1.23), temos que

(':, ':, ,;, ,') - {--ile-(l+ «,:',i(i - '«:'),o, 2'«-)

(ii) Se m2 = -toi em (1.23), temos que

z' zz'
('', '', ,', ,') - =:--':J-=(1 - «,:',j(1 + '«-'), 2w:, 0)

Seja S = X(À/) uma superfície tipo espaço em L4 e seja 2X, =
(ç2:,qP',p;,p'). Então a conformidade local de S implica que « @,$

l\PI C Q2 e «K @, W 3':= 2À2 > 0. Sejam agora

-(,):-f;t$, b(,) :-
--ç'; + 'P'

Segue-se de (1.23) que

©,com © =

»= 0, isto é

(1.29)

X: = p(l + ab,i(l -- ab), a -- b,a+ b).(1.30)

Se a superfície S for máxima, pela Proposição (1 .12) X, é holomorfa, logo se @dz não

tem períodos reais, então S é dada por

X(z) =2m'/ p(l +ab,i(l -- ab),a--b,a+b)dw.

Pelo Teorema 1.13 vale também a recíproca, isto é, dadas as funções a e b meromorfas

e /z uma função holomorfa tal que @dz = p(l + ab,i(l -- ab), a b, a + b)dz seja

uma l-forma holomorfa sem períodos reais com valores em (C4 e « @, © »> 0, então

(1.31) é uma imersão conforme máxima de M2 em L4. No Capítulo 4 estudaremos as

superfícies tipo espaço em geral.

Z

zO
(1.31)

1.11 Expressões para as normais u e l-

Vamos primeiro expressar a métrica induzida por X em JI/2 em função de p, a e b.

De (1.4), segue-se que À' = 2 « X,, X, ». Por um cálculo direto, a partir de (1.30),
verifica-se quc

À 4/z2jl--abj2 = as2=41/zl2lt abj2ldzj2. (1.32)
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Vimos em (1.5) que po = E(X«,X.,e4), to := À'el + z:X« + :«:X, e --<zo,zo>

<po,uo> («:y+(;«:y). Como X« X., (X, :V:), obtemos

«. - :;d;*R), « -'((« x,,x;»-'-'1«:10..-- («:a+a«D«), k- :,,,3,
onde X, =/z(l + ab,{(l+ ab),a -- b,0). Não é difícil ver que(1.30), nos conduz a

(i + jbj')m.(a) +(i + jaj')m.(b)

«(,) - .l,I' O+ I'lD'm(a)+ O -'" j-j0'mM

(i + jaj')(i + jbj')

(i + jbj')m.(a) (i + jaj')m.(b)

«.(,) I' l(i+ lbl')Jm(') -(i+ jaj')3m(b)
aj'jbj' -- l

Agora como À'+(]ç:y +(z:y = À'+ 4lsç11', temos que

À' +(«:y+(«:y 4lpl'(i+ jaj')(i + jbj'),

donde segue-se que llpoll = lltoll = 4lpl'jl -- abl«(l + jaj2)(l + jbj2). Portanto,

«- .l# p, '''- ;::f, p:-li-,i;l'(1+1'1')(i+lbl'),
onde D e f são dados respectivamente por

(l+ jbj')me(a) -(l + jaj')m'(b)(i+ jbj')m'(a) +(l + jaj')m.(b)
([ + jbj')am(a)(i + jaj')3«.(b)(]+ jbj')3m(a) +(]+ jaj')]m(b)

aj2jbj2 -- 1 1 ' 1 jaj2 -- jbj2

0 J 1 (1+ jaj')(i + jbj')

Observação 1.9. As expressões de p e r em função de a e b dadas acima, focam

obtidas por Plínio A. Q. Sifões e AntolJio cle Pádua. F. Filho em j171.

Usando as expressões de p e r acima, obtivemos o seguinte resultado com respeito

à.s curvaturas Gaussiana e normal de uma superfície máxima cln L4

0

(1.33)
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Proposição 1.14. Sda S um swperl/ícáe mázÍnza em ]L' dada por (1.31).

« - ;«' {úh} ,
Demonstração: De (1.32) segue-se que

'\i.g À l.g(i - 'B) + Ai'g(i - ãb)),
pois zX log lpl = 0. Não é difícil ver que

'\i.:0 ,iD- Al":0-ãU--Ü::h,

(1.34)

.Portanto

AI.g.X- 4m.{Õ-
Finalmente pelo Lema 1.10 temos a fórmula para /{

Agora pelo Lema 1.11, sabemos que Ã.W = $:Jm(<p,, rz>). Segue-se de

P, . 1 . Pz . l .

il;Ü '+ :Õ ü,, '' ãl;Ü '+ 7: f:;,

(1.33) q«e

de modo que

<«,,.> - Ü( <',';>,, -<',,'>«-- ',<,,,:->)
Através de um longo cálculo, porém direto, onde usamos (1.33), chegamos
expressão

2P2<p, , ,&>

w oDeS u 1 11 UL'

(l+ jaj')(l + jbj')(li ai;j'((l+ jbj')'ja;j' -(l + jaj'y

+ :(,,«.{,,EO ")'} 0 -- 1,1D'0 + jbj0')

»,I')) --

Portanto,

3- ('« {,.n'o p} o -'- ,io'o -- ibid')
a«. {a,E(l - ãb)'}

l abj4

,«{/h}
Isto encerra a demonstração da. Proposição.

]m<«, , Q>

n
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1.12 A representação de Weierstrass para superfícies
máximas em L"

Na seguinte Proposição obtivemos um resultado similar ao da Proposição 2.2 de
1221, a qua] se refere à intersecção da quádrica Q? com um hiperp]ano H de ]P(«ly)
não tangente.

Proposição 1.15. Seja ]V = Q? n ]7, orzde H tí wm Aáperp/ano não íangerzie à
quádrica, Q'zv isto é, H é dado por

Ptzi + P2z2 + P3z3 P.z' = 0, (1.35)

e os coe$ci,entes sULista,zem

(p:y + (p,)' + (p;y (p.y / o. (1.36)

ET\tão, N l)ode ser representada por (\..'23), co'nl

cvtol + /3

7toi + (Í (1.37)

orzde

cl '-" Ps P4, l3 Pi + ZP2, 'Y ::: -pi + {p2, á ::= p3 + p4 e aJ l3''í :# ü (1.38)

Recíprocamenle, se (1.37) /or swóst t ído em (1.23), então a c-?crua como/eza re-

sultante verter\ce uo hiperptaTtO H, com

P 'r
2 P' ' 2 ' (1.39)

e u, condição c-8- BI :# Q, implica que H não é tangeTtte a Q\.

Demonstração: Usando a. reptesentaçã.o (1.23) de *Q?, qualquer ponto de "Q? n F'
satisfaz

a«-(7«,- +á)'«,+# =0 .» ..,,(1.40)7mi + 8 ' ~'' '-'
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com

Logo,

a ::: P3 P4) /3 ::: PI + P2, ' ::: -Pi + {Pz, (F

P7 y + (p,y + (p;y (p.y # o

Como a transformação de Mõbius se estende para. (C., podemos tomai lzl C (2:.
Para a recíproca, basta observar que se toi e w2 estão relacionados por (1.37),

então voltando a partir de (1.40) vemos que

P- (l + :«:w,) + P,á(l «,:««,) + P,(«,« «,) - P.(««- + «,2) 0,

e (p:y + (p,y + (p.)' (p-y = aá /3' # 0. Isto e«cerra - demonst:.«ção. D

Antes de enunciar a próxima proposição, convém definir a aplicação Z : (:"'

por

2 --> «1'"

n,--3 n.--3

'm:- {« --K«-n' E«b',:(« K«-q'--E«b'),:F,
kl l

,2(" '},

onde ( = ((:, . . ,("-') e (j = -:i=

Proposição 1.16. Sda H m Aáperp/ano em (CIP.-i dado por zi iz2 = 0.

*QT'': \# áóÍA./.m.r/o «C"'' \{( c C"'':«Z(O,Z(O»
dct aplica.ção

Então,

rn
2

z(<1) , (1.41)

o rz de
3 nZ Z

, (« '2zl 2Z (1.42)

Demonstração: Dado qualquer ponto IZI C *QT':, Z = (z',...,z") e definindo

(k, k=1,...,n 2 por(1.42)temosque

((:)'+ '''+(("';)' -(("'')' - {;t-l=z' ?,z'
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Assim,

,: - '!g (« --i-g) - 'LFo -''':,'--.. --''"'''',--''"'',o
,' - 'k\''2 (« -'- ''',' -- -- . -- ''"';,'

Reciprocamente, dado ((:, . . . , ("-') C (y'' e pondo

m,--3 n,--3

,: }l:(('r+(("''r, ,' í(i+>1:(('y-(("''y) .
A-l k-l

zk = 2(k'', A = 3,. . . ,n.

[(,', , z")l é um ponto dc *QT'2. Com efeito,

(,3y + +(." 'y -(,"y + (("';y (("'')') - ((,'y + (,'y)

Sda S = X(H) uma superfície máxima. em L" dada. pela aplicação conforme

X : U C JV2 --> L". As funções

n

â.k n..k
h k - lP Z (1.43)

são holomorfas e satisfazem

(p'y +.. +(p" 'y -(9"y

pl' I' +...-Flp" :l' - lp"l' ? o

sobre todo U e (1.45) é igual a zero somente em pontos isolados

(1.44)

(1.45)

Vamos tratar agora cla. representação tipo Weierstrass para superfícies máximas

em L" em termos de sua aplicação de Gauss.

Teorema 1.17. Sejam. U uma região simplesmente COTLe=a de C, .f uma .fzrLção hoto-

morfa, a,rbitrár-ia, não TtUla. e g\,. . . .gn-2 junções mero'moTIns urbitráriüs em, U. Para
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qu,a,lqKer p € U, seja

ordem dos zeros de f em p,

k l

n, 3

ordem mázáma de pó/os em p de gi , . . . ,g.-2, }./ gZ -- gli.2-

Seja também

'''L k-i \ /:;:l / .J

De$nü ü aplicação conforwte tipo espaço X '. U -> X.Jn por

X(0 : H' 'l / W(,)d, 1 + X((o),

.nd. (o,( C U . (o ' X((o) .ão «-Í-l«. S' P. 2 «b, P«« f.d. P C U, nZã.

S -- X(U) é zl-nu superfície máxima generaliza,du em \.P e S é reg'ulctr sevít'pre (lhe

HP ' I'p, para todo p € U

Reciprocamente, se X : U > L" tí ama supe :/z'cíe máxima lapa espaço em L", com

«.át,á« á«dw,{d« d.' .«. U, .«iã. S X(U) á obtid« po,(1.47) r« «..no;

d' "p""""'t"iz«Ção)

Demonstração: Seja pk a k-ésima função coordenada de @ dada em (1.46). Temos
que

.p. Z
' 2

n,--3 / n,--3 \ \

" E«z--.i-,,'l"-*E,z ,l,:.:, ..,,««-,}

(

(1.46)

(1.47)

(p:y + . - + (p"'')' (p")'

Agora a condição pP ? up garante que cada pk é holomorfa em U, de modo que
Z\X = 0, onde X : U --> L" é dada por X = 9te./' @dz. Logo H(p) = 0 para todo

p € U e (1.47) define uma superfície máxima generalizada em L". Além disso, se
pP - up em cada ponto p C U, então pelo menos uma das funções pk é diferente cle
zelo em p, o que implica que a. superfície é regular.

Reciprocamente, dada uma superfície máxima X : U -} L", então © := 2X, é

holomorfa e satisfaz(1.44). Assim, a. função ./ := g' -- i'p', orlde pk é dado em(1.43),

é também holomorfa e só tem zeros isolados. Seja
,.k+2

gÀ: ::: ---;-------=, # :: l,...,n, Z.
9 (1.48)
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Cada função gk é meromorfa em t/ e tem pólos somente onde / tem zeros. h/la.s, em
um ponto p C U, onde /(p) :/ 0, segue-se de (1.44) que

lw(p)l(p),...,ç,"(p))l c*QT'' T''\Íp: -íp'

Comparando (1.48) com (1.42) da Proposição 1.16, temos que (1.46) é exatamente a

representação de*QT'' substituindo (k por gk. Em particular, os valores g.(p), . . . ,gt(p)
representam um ponto de *QT'2 em coordenadas não-homogêneas, e portanto deter-

minam a imagem da aplicação de Gauss do ponto p C P. O fato que cada gk é
holomorfa implica. que pP ? up, mesmo nos pontos onde uma ou mais funções gk têm

um pólo. Em particular, em tais pontos ./ precisa ter zeros. Como (1.46) vale sempre

que / 7É 0, por continuidade, precisa valer também nos zeros de .f. Finalmente, para

que a superfície S seja regular, as funções pk não podem se anular simultaneamente

em nenhum ponto, e isto é garantido por pP - up' ]sto termina a demonstração. []

Observação 1.10. Quando n = 3 no Teorema acima, (1.46) reduz-se à representação

de Weierstrass de uma superfície máxima em L3. De fato, deste caso

« - { (« -- .', :o -: .o, ,«)

e X : t/ --.} L3 é dada por X :: !Re .r ©dz. A condição pP ? pp, significa que se g tem

um pólo de ordem m em p, ./' tem um zero de ordem no mínimo 2m em p.

Para rz = 4, segue-se de (1.46) que

@ = {-ll(g?--g!),ã(l+g? gj),2gi,2g2}

Pondo a ::= gi + g2, b ::: --gt + g2 temos,

-b - -(g? g!), a + b 2g2, a -- b :: 2gi

© = É-ll +ab,í(l -- ab),a b,a+bl
e X : U --> L4 dada por X = 9te.f@dz é a. representa.ção de Weierstrass para
superfícies máximas em L', veja. (1.30) e (1.31)

logo



Capítulo 2

Superfícies máximas com aplicação

de Gauss degenerada em L4

Estamos interessados no estudo de superfícies máximas com aplicação de Gauss
degenerada em L4. Com este objetivo, vamos primeiro estudar a intersecção da
quádrica complexa Qi '2 com um hiperplano arbitrário em (CF'T l

2.1 Representação de hiperplanos em P(C'') sob a

ação de O++(m -- l, l).

Proposição 2.1. t/m 2--p/ano ll do L" conferido o ra o de / z Ro,, á tangente clo

c.«. d. /- c«(o) P., Ro.« '', ' s.«..«t. s. <«,«> P-« zod. PO«z. « c n.

Demonstração: Como ll contém Ro,., existe um vetor u de tipo espaço em L" tal
que TI :: spanlu,ul. Suponhamos primeiro que <z,u> :/ 0 para. algum z C 11. Então

<#,#> = a'<u,u> +2a/?<u,u> < 0, a,/3 C ll{

Portanto, ll é um 2 plano de Lorentz em L' e não pode ser taílgente a. CL(0).

Seja. agora ll um 2 plano do L" contendo o raio de luz Ro,. tal que <z,t/> = 0,

pata todo # C 11. Vamos provar (lue TI n cl(o) = Ro,«. Claro que Ro,« ç TI n cl(o).

35
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Seja z C ll n cl(o), isto é, <z,u> = 0 e z C CL(0). Então z é tipo espaço ou z = Àu e
z C Ci,(0). Logo, « = À« C Ro,,. Portanto, ]] n cl(o) ç Ro,.,. []

Corolário 2.2. Se u # Àu á um z;e or t po espaço de L" ortogona/ ao ra o de /uz
Ro,,, .ntão . 2--p/-o ll = spanlu,ul á Zangent' «o c.n. de /w, C (0) p.r Ro,,.

Demonstração: Todo ponto z pertencente a ll se escreve da forma

z = au + au, com <u,u> = 0 e a,/3 C IR. Assim,

<«,«> + #<«,«>

Pela Proposição 2.1, temos que ll é tangente ao cone de luz CL(0) por Ro,-. D

Lema 2.3. O s,'ógrupo O++(n 1,1) do grupo de Z,orentz O(n -- 1,1) age ransÍZi-

ua,mente em 'Z-planos pela origem, sejam eles esl)aciai,s, Lorentzianos ou degenerctdos

do L"

Demonstração: Dados t;i e o2 vetores do mesmo tipo causal, com a mesma norma

e orientação se forem tipo tempo ou tipo luz em L", existe .4 € O++(n 1, 1) tal que

Áui :: u2. Se rl e r2 são as tetas determinadas por ul e u2 então ,4ri :: r2. Temos os

seguintes casos a considerar.

1) Se lli e ll2 são 2 planos tipo espaço(ou tipo tempo) em L", sejam ri e r2 retas tipo

espaço (ou tipo tempo) respectivamente contidas em 111 e ll2. Assim, se .4rl = r2
como acima, chamamos ]]i = Á(]11) e temos 111 nH, = r2. Agora existe um subgrupo

de O++(n 1, 1) que fixa r2 e leva llt em H2.

2) Sejam HI c Tl2 2 planos degenerados do L", e seja u{ # 0 um vedor tipo luz futuro

dirigido de ll{,i = 1, 2. Vamos considerar llt = spanlul,uil, onde ul é um vedor tipo

espaço do L". Segue da Proposição 2.1 que <ui,ui> = 0. Se ,4ui :: o2 como acima,

sejaãi:: ,4ui. Logo, <u2,u2>:= 0, <ÍZi,{Zi> > 0 e <ÍZi,u2>:: <,4ui,.4ul>:: <ui,ui>:: 0.

Segue do Corolário 2.2 que 111 :: sparz.lãi, u21 é um 2 plano tangente a.o cone de luz

C?L(0) pol Ro,,:. Finalmente, existe um subgrupo de H de O++(n 1, 1) que fixa Ro,.:
e ceva. T]]t eT]] ]]2. []
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Lema 2.4. Sda«'' u = (u',0,'-. ,0,u") ' «=(u',0,. . ,0,u") «fores /{n«r«,.nle
independentes de l.Jn . Ente,o, agindo 'pelo subgrupo

«::-ir=:::: ;, :::::

1, 1), se necessário, podemos asswmÍr que

(2.1)

de O++(n

uiu" + ulu" - 0 (2.2)

Além disso, ;e u (ou u) é «,m «eto« do tipo lu,, e-«tão «s «o«d,.n«d«s d,. u(o«, «) sã.
n,cLO n,ul,a,s.

Demonstração: Suponhamos que u e u já satisfazem (2.2), com <u,u> = 0. Se

uiu' = 0, então teríamos u:u" = 0, e isto nos conduz a um absurdo. Portanto,
u'u" # 0.

Suponhamos agora que (2.2) não valha. Pondo, ã = .4u e õ = Áu, com ,4 C J7i,

temos

ü'ã" + õ'ü" = a cosh(20) + # sinh(20),

onde

'* +«'«" e P(u')'+(""y+(«'y+(«"y)>o.
Assim

ü:ÍZ" + õ'ü" = 0 + tanh(20) = :;:

A equação (2.3) tem uma única solução, 0 = { tanh''(-r) se, e somente se lal < /3,
pois l tanh(20)l < 1. E fácil vei que

« + # -; {("' + ""y + (": + "")'} ,

(2.3)

# «-il{("'-""p+("'-"")'}
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AÊrma.mosquea+/7 = 0 ou/3 a= 0 se,esomentese<u,u> =0,<u,u> =0e
<u,o> = 0(isto é, o = Àu). De fato,

cx+P = 0 .» ui - .u''

Logo,

<«,«> - («')' («"y «> («"y e <u, «> u''u'" 0

O caso a a :: 0 é análogo.

Reciprocamente, se <u,u> = 0,<u,u> = 0 e <u,t;> = 0, então u = Àu. Assim,

ui - --u" implica u] :: --u" ou ui :: u" implica oi = u", donde a + /3 = 0 ou

/3 -- a = 0 o que prova o afirmado. Portanto, /3 a > 0 e cv+/i > 0 donde
# e a < ê, isto é, lal < /3. []

Lema 2.5. Sd«m u = (u',u') e D = (u',«') «dores / n ar«,.nZ. nd p nd.nZe. d.
IR2, saZís/acendo uiu2 + uiu2 :: 0. /então agindo por S0(2),se rzecessárÍo, podemos

asse'mtr q'üe

(u'y -- (u'y + («'y -- («'y $ o.

Demonstração: Suponhamos q«e (u:)' -- (u'y + (u:y -- (u'y > 0. Pondo ã = Áu
cos 0 sin 0

eõ=.'lu,com.4=1 . jcS0(2),temos:
-- sin 0 cos 0

11((«'y -(«'y +(«:y -(«'y) ;i«(20),

;((«')' --("'y +(«:y --(«')') c's(2a).

Tomando 0 = {(mod(r)), seg«e o resultado.

ãiã2 + 0iÕ2

(ü'y ({z')' + (8:y - (o')'

D

Lema 2.6. Soam ü = (u",u') e u = (o',u') «eí.r« /ínearmenfe nd pendentes d.

R' «tís/a*n . «:.''+«:«' =0 .(u'y(u'y+(«'y -(«'y $ 0. E«fã.

(u')' $ («')' e («'y 5; (u'y
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Denaonstração: Vamos dividir em dois casos:

Caso 1. Se u2o2 :# 0, então :l; := --ul . Segue-se que

(u:y - (u'y + («:y - («'y $ o $

« (w «) '«','*($ «) .«',':.*

* (w :) ..«','*'«',','. :g'«.
(caso 2. Se u2u2 :: 0, como u e u são linearmente independentes, então u2 e uz não

são simultaneamente nulos. Vamos supor u2 - 0(o caso u2 - 0 é análogo). Então

ui = 0 e portanto

(«')' (u')' + («:)' («')' $ 0 + (u:y («'y 5; o

n

Lema 2.7. O corÜKnZo

n 2 2l S S2

lS

S

2 2S2

, l ),

2n, 2
S2

S

l S

2n, 2
s l + S2

S

0

H.'- C 0(n - 1, 1) : . C IR

0

S

á am s ógrupo de O++(n
P' = spanjej, ei + e.l,.j

'f?O ,e . +e.

q'üe S=a o uetor el +- e« e $=ü também, cada 2 plano

,n 1, tangente ao cone de /uz C (0) do L" por

Demonstração: Seja

l ('?')'' '
lS

0S

TI 2 2S S2

n 2 S22

S

l .s

. l + ('#)'' n,Xn

S

0

d-
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em /If2. E fácil ver que

S

0
det i-rÍ?)., E(

.j=2
:--d'{ ?).' > o,

--s 0 1

portanto, .4 C O++(n -- 1, 1). Soam Á e B pertencentes a H,, onde

l - ('?'),' « ' ' , ('?'),'
--r 1 0 r

r
0

B-
--r 0

('?),' ,
l r

« l + ('?),'

A inversa de B é da forma

, ('?),'
0 r

r 0

(:?)«' ,

l --r

, l + ('?),'
Disto segue-se que

l - (-?)(' - ,y (' ,)

(. ,)
(' ,) (-?)(' ,)'

o (.-,)
.4B'i =

-(' ,) o l (.-«)

--('?)(' ,y (' ,) .. (' ,) i+(-?)('--,y
Portanto, /72 é um subgrupo de O++(n l, l). D

De agora em diante estudaremos a intersecção de hiperplanos arbitrários de IP(C')
com a. quádrica complexa

QT'' c cp'T'':(':)'+...+(." 'y

e

(;"y - o}.
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Observe (lue O++(n 1, 1) age naturalmente em I"((e') do seguinte modo: dado

lpl c IP((y), podemos escrever p = u + iu. Então a ação é dada por (lpl, Á) -+ l.4pl,

onde .Ap = Àu + iÁu. Como esta ação deixa QT'2 invariante, é suficiente considerar

hiperplanos representados sob tal ação. Os. resultados que se seguem vão mostrar

que um hiperplano arbitrário sempre tem uma representação simples, após a ação de

O++(n -- 1, 1). Seja sempre p - u + íu C q', n 2 3, com u,t; vetores de L"

Proposição 2.8. Pcéza cada gonzo bl C (CIP. 'i, podemos associar lzm rzzímero rea/ t,

com as seguintes propriedades:

a] Se u e u geram um '2--ptüvto do tipo esta.ço de B.Jn , ou são ti'po espaço linearmente

deperzdentes, então;

lwpl [,i, o, , 0)l, c.m M C O++ (n l,i) .ltl $ 1

Errzparlicu/ar, t= 0 se, esomenfesep= À#, coma eC'',<z,z> >0 e {:: J:l se,
' ;.m.«f. .. lpl € Qr '
bÜ Se u e D gera,m 'üm 'Z-plano de Lorerttz de X-Jn , então:

lwpl ,0,i)j, ««. M € 0'''+(n 1, 1) e ltl > l

Mais especi$c"me'«te, e«i,;t,' .« C R. tat q«'e se u é de tipo 'spaço(tempo) e u é d,e tipo

femporespaço,), então l < ltl < cv e, se u e u são do taro espaço, então l $ cv < it

c) Se u e u geranz m 2-p/ano degenerado do L", então;

lm'pl ,t, o, , 0, á)l, «m M' C 0+'F (n 1,1) .Z C R

Demonstração: a) Vamos supor primeiro que os vetores tipo espaço u e o do L"
são linearmente independentes. Seja. ll o 2 plano de tipo espaço gerado por u e u. O

Lema. 2.3 implica que agindo por O++(7z 1, 1), podemos assumir que

r] 1(1, o, o), (o, i, o,... , o)j,
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« u',0, ..,0),« ,«:,0, ..,0)eu'«'-u'«'#0.
subgrupo

Agora: agindo pelo

de O++(n 1, 1), se necessário, podemos assumir q

tllu2 + ulu2 = 0.

Com efeito, suponhamos que (2.5) não valha . Pondo ã = ,'lu e 0 =

ü:ü'+ü'ü' "'+":«')«:(20)+;((«')'(«')'+(«'y-

Logo, existe um único 0(mod(n')) dado por

' - ; «.*- (®, . ISlrl.'T.;l:Tw
tal que ülã2 + üiõ2 = 0. Temos agora dois casos a considerar:

Á-
cos(0) si«(0) 0

-- si«(0) cos(0) 0

0 0 /n ,

C 0''"''(n - 1, 1) : 0

ue

:-} (2.4)

(2.5)

Áo, segue que

(«')') sin(2a).

Caso 1: u2u2:: 0. Se u2:: 0, então ui:: 0 e u2:# 0(resp. u2 " 0, ul:: 0 e u2 7é 0)
Assim,

[w,] - [(«:,',...,n+:o,«',',... ,n]- ll=,:,o,. .,'

l(t,i,0,... ,0)j, "m t:-g- ' m Co"("-i,i)

(resp. lmpl-l(t,{,0,...,0)l, com Z: $- e M CO+--(« 1,1)).

(2.6)

Caso 2: Se u2oz :/ 0, então podemos definir os números reais

. :- .', z' :- «, . . :. --
'D

(2.7)
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Logo,

1(«{,-ó,o,. ,o)+i(ót,«,o, . ,o)j
1((« + {ó)t, (« + íó){,o, . . ,o
l(Z,í, 0, . . ,0)l, com M C

Segue dos Lemas 2.5 e 2.6 que t dado em (2.6) e (2.7) pertence ao intervalo l-- l , ll

Além disso,

<M«, M«> + Ó', <M«, M'«> <«,«> 6't' + «' e

<M'u, M«> «b(t' l).

Portanto, <u,u> = <t;,u> e <u,t;> = 0 se, e somente se t = J:l. Isto é, lpl C Q.'' se,
e somente se Z =:LI. Isto completa a primeira parte de(a).

Suponhamos agora que u e u são vetores linearmente dependentes. Neste caso

p=Àz, com <z,z> >0, À eC'' eexiste«mamatrizM C O++(n 1,1) tal que

Mp = Àe2 + IM'pl (o,i,o, , o)j

b) Seja ll o 2 plano de Lorentz do L" gerado pelos vetores u e u. Como « p,p »=
(u, u> + <o, u> > 0, podemos ter três situações:

b.l) Os vetores u e u são de tipo espaços

b.2) O vedor u é tipo espaço e u é tipo tempo( ou u é tipo tempo e D é tipo espaço)l

b.3) O vedor u é tipo espaço, u é tipo luz e não ortogonais( ou u é tipo luz, o é tipo

espaço e não ortogonais).

Vamos primeiro TIOS deter aos casos(b.l) e(b.2). Pelo Lema 2.3, podemos supor
clue

i] l(l,o,... ,o,o),(o, .. ,o,l)j.

Assim, podemos escrever u = (u:,0,... ,0,u") e u = (u',0,.. ,0,u"). Usandoo
Lema 2.4 podemos assumir que

u'u" + uit;" = 0
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. Se u" = 0, então u" :# 0 e tpi = 0. Logo,

lw'pl(«',o,:. ,o,o)+{(o,o,.-. ,o,«")j , o, i

l(t,0, . . ,i)l, com t e M C O"(n - l, l)

Como

«K P} P )2'' <u,u> + <u,«> > 0 + («')' (t,"y > 0 0 t' > 1,

temos ltl > 1.

. Se «" ão u" # 0 . u: Assim,

IM'pl , á)l, com t : g- . M . o"(« l, l ),

e como acima, vemos também que ltl > l

e Se u"u" # 0, então podemos definir os números reais

a := u", b:= u" e t

Logo,

1(«z,o, . ,o,-ó)+{(z,z,o, ,o,«)j

1((« + ió)t, . - . , (« + íb)j)l

l(t,0,' . ,0,í)l, com MCO''+(n l,l)

Também temos

<M'«, M«> z,', <À/«,Àf«> «> a2

<M«,M«> <u,«> 1) e «Kp,p»-(«'+ó')(t' l).

Vamos analisar a variação de f nas expressões acima. Se u e o são vetores do tipo

espaço e « p,p »> 0, então {2 > P, t2 > :; e Z2 > 1. Temos dois casos:
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1) Se lal < lól, então 1 < m < IZ . Portanto, 1 < EH < tl;

2) Se lal ? lól, então l $ H < IZI. Portanto, l $ 1iiq < IZ

Agora se u é um vedor tipo espaço e u é tipo tempo, então temos: : < z2 < f;
í2 > 1. Isto implica, lal > lól. Portanto

e

l .« l.l « !q-
Finalmente se u é um vetou tipo tempo e u é tipo espaço, então temos:

e t2 > 1. Isto implica, lal < lól. Portanto,

1«"1l <: ltl (

b.3) Já vimos que pelos Lemas 2.3 e 2.4 podemos considerar

n l(l,o, . . ,o), (o, . . - ,o, l)j,

"'re«r u=(u',0,. ,0,u"),u=(u',0,.. ,0,o") e assumirque

u'u" + uiu" = 0.

Além disso, supondo o vedor u do tipo luz, as coordenadas de u são não nulas, então
podemos definir os números reais

a := u". b := --u" e Z

Assim,

1(«t,o,.. ,o, ó)+i(ót,o,... ,o,«)l

1((« + {z,)t, . . - , (.. + {b)i)j

1({,0,-.. ,0,{)1, com ]WCO++(n l,l)

Como(u'y(u")' >0,(«")'(«"y «"#0,temos

'«:,'-'«",'*'«'''-'«",'». « (g «)'««,'*(g ').««,'».-
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- (g - :) ''««,' * '«"''' » .

Logo,

,,.gg
(«")'

Porá-to,(u,u) = '!i#- > 0 e(«,«)= 0.

(«")'
(«")'

c) Seja ll o 2 plano degenerado do L", gerado pelos vetores u e u. Como « p,p »> 0,
podemos ter duas situações:

c.l) Os vetores u e u são do tipo espaço Pelo Lema 2.3, podemos assumir que

n - SP-l(o, l, , o),(i,o,. . - ,o, i)l,

e escrever

(«',u',0,. - . ,0, u'), u' :# 0,
(«',«',0,... ,0,«'), «'#0 e «:«'-u'«: #.

Agindo com o subgrupo H2 de O++(n-- 1, 1) dado no Lema 2.7, se necessário, podemos

assumir que
ulu2 + ulo2 = 0.

Com efeito, suponha que (2.8) não valha. Pondo, ã = Au e
temos que

(2.8)

4u, com ,4 C //2,

(«' + su',u',0,. . ,0,«' + .«'),
(«: + -',«',o, . . ,o,«' +.«').

Assim,

Ziã2 + õiü2 +.«')«'+(«' +'«')«'(«'«'+«'«')+.((u'y+(«'y)

Portanto,

ãiÍZ2 + 8i02 - 0 .» s -
(«'u' + «:«')
(«'y + («')'
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Usando a equação (2.8) e o fato que u e u são linearmente independentes, é fácil

ver que ui e ui são sempre diferentes de zero. Então, podemos definir os números
reais

a := oi, b ::: --ui e t

Logo,

1(-b,«t,o,. . . , o,-ó) + í(«, ót,o, - . . ,o,«)l

1((«+ ió)j,(«+ {ó){, . -. ,(«+ ió)

l(á,t, . . . ,0, i)l, com M C O+'F

c.2) O vedor u é tipo espaço, I' é tipo luz e ortogonais (ou u é tipo luz, u é tipo espaço
e ortogonais). Pelo Lema 2.3 podemos assumir que

n l(o,l, , o), (i, o,.-. , o, l)l

Logo, podemos escrevera =(u',u',.- ,0,u'), coma' # 0 e u =(o',0,
com o: / 0. Além disso, existe um elemento ,4 C H2 tal que ,4u = (0, u', 0,

Áu = u. Para ver isto, basta tomar s = --$ em .4. Então,

l(o,«',o,. .. ,o,o) + i(«:,o,o,

l(í,:',o,.- ,o,i)l

1({,t,,0,{)l, com M C O''''' (n- l,l)

,o,«'))

Agora se u é tipo luz e u é tipo espaço, vemos que

lwpl ,0,{)l, com M C O++ (n l, l )

n

Proposição 2.9. Para cctda ponto lpl C (CIH"-t , podemos associar m ntímero rea/ t,

com as seguintes propriedades:

lwpl ,0,i)l, c.«. M C 0'F+(n i,i) . lzl < l
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Mais «p«i$c«m',«t., «ist. a C W. tal qze s. u é d,. tipo e;p«ço(t.«po) . « é de
tipo Zemporesprzço,), então 0 $ a < ltl < 1 e, se l& e u sãr9 do lapa tempo, então
0 $ 1tl < a < 1. Em partictz/ar, f :: 0 se, e somente se p := Àz, com À C «l:''' e

(z, z> < 0.

Demonstração: Para cada lpl C (CH"'l , ternos « p,p »= <u,u> + <u,u> < 0. Logo,

temos as seguintes possibilidades:

1) 0s vetores u e t; são do tipo tempo;

2) O vedor u é tipo espaço e u é tipo tempo(ou u é tipo tempo e u é tipo espaço)l
3) O vedor u é tipo tempo, u é tipo luz (ou u é tipo luz, D é tipo tempo).

Se u e u são linearmente independentes, então n = spanlu,ul é um 2 plano de
Lorentz do L". Pelo Lema 2.3 podemos assumir que

n , o, o),(o,... , o, l)l

' ""-er u = (u:,0,. . . ,0, u")

podemos assumir que
(u',0,... ,0,u"). Usando o Lema 2.4,

u:u" + uiu" = 0.

. Se u" = 0, então u" # 0 e u: = 0. Portanto,

1(«',o, , o,o) + i(o,o,. ,o,«")j , o,j

l(t,0, . . ,i)l, com t e M € O''''''(n - l, l)

Como

« P,P » <u, u> + <«,«> < 0 + (U'y (u"y < 0 0 t' < 1,

temos ltl < l

e Se D" = 0, então u" :# 0 e ul = 0. Logo,

IIU/pl=1(t,0,' -,i)l, "m t:= :lh e JUGO-P'F("-1,1)
l
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mo anteriormente, ainda temos líl < l

. Se u"u" # 0, então podemos definir os números reais

« : b :- -«« . * :. y. .
'0m' .ün'

Co

Logo,

pl ,o,..- ,o,-ó)+{(ót,o,... ,o,«)j

1((« + {ó)t, . . . , (« -+ jb)i)l

l(f,0,..- ,0,í)j, com M CO+'t(n-l,l)

e observe que

<Mu,M'u> -«'t'-Z,:, <M'«,M«> «>-b't'-.'

<Mu,M«>+1), e«p,p»(«'+6')(t'-l).

Em (1), u e u são vetores tipo tempo e como « p,p »< 0, segu

Z2<b2 t2 a2 e t2<1. 1nmosdolscasos:

e Se lal < lól, então 0 < lfl < 1;1 < 1. Portanto, 0 < ltl < liiH < 1;

. Se la1 2 1Z)l, então 0 < ltl < H $ 1. Portanto, 0 < {1 < liiq 5; l.

Em (2), se u é um vedor tipo espaço e o é tipo tempo, então temos àa < Z2 < .'

e t2 < 1. Isto implica al > lól. Assim,

11-U < ltl < l
«"1

o e t; é tipo espaço, então

que implica lal < ól. Portanto,

e-se que

$
baSe u é um vetar g; < t2 < P;: #2 .,tipo temo temos ãZ e 1, 0

0
0 < < lÍI < ln'Ü
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Em(3), supondo o vetar u =(t,',0,'.. ,0,u") detipo luz e u =(u:,0,.. ,0,u")
tipo tempo, pelo Lema 2.4 ui e u" são diferentes de zero e como ulu" + uiu" = 0,
podemos definir os números reais

a ::: u", b := --u" e t

Assim que,

1(«t,o,. . ,o, z,) + i(óz,o,

1((« + íó){, . . . , (« + {b){)j

l(Z,0,.. ,0,{)l, com MCO''"F(n l,l)

,o, «)l

Como(u'y(u"y<0,(«:)'-(«"y . u"«"#0,temos

'«:,' '«"''*'«:''-'«",'«. «(g-«).««,'*(g-: (u"y < 0 «

g «) ''««,'*'«"'',«. :g«" * '«

:' -g -g -H -Í « :

Portanto, <u,u> = e:i#- < 0 e <o,u> = 0.

Vamos analisar agora o caso em que u e u seja.m vetores linearmente

e começa.mos observaíldo que isto só pode a.conhecer no caso (1), isto
z; tipo tempo. Neste caso, p = À#, <z,3> < 0 e À C (:'p. Existe

M C O++(n - 1, 1) tal qu.

l

Logo,

dependentes

e, com 'ü e

uma matriz

Àe. # lw'pl o,o, , j )l

n

Proposição 2.10. Para cadíz porzío lpl C ÕCIH"--i , t;a/em «s seg?lentes propriedades

a) Se u e 'o gerctm u'n-L '2.-plano de Lorentz de X-J'' , então:

lwpl ,o, , 0,{)l com N/ C O'F' (n l , l )
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b) S' u e «, estão c.ntid,os e« um mesmo raio d,' luz Ro,., e'«tão

IÀ/pl i, o, , 0, i)l c.«. M' C 0'F+(n l, l)

Demonstração: Para cada lpl C a(CIH"'l, temos « p,p »= <u,u> --F <u,u> = 0.

Logo, temos as seguintes possibilidades:

1) 0 vetar u é tipo espaço e o é tipo tempo( ou u é tipo tempo e u é tipo espaço);
2) O vedor u é tipo luz, u é tipo luz e não ortogonais(l.i.);

3) O vedor u é tipo luz, o é tipo luz e ortogonais(l.d.).

Porta.nto, para u e u pertencentes aos casos l e 2 acima, TI :: spanlu,ul é um
2 plano de Lorentz do L". Pelo Lema 2.3 podemos supor que

n - .P«nl(1, 0, ,o,o),(o,... , o, l)j

Logo, podemos esci'ever u = (u:,0,..- ,0,u") e u = (u',0,

Lema 2.4 podemos assumir que

, 0,u"). Usando o

uiu" + uiu" :: 0

Para o caso 1, temos:

. Se u" = 0, então u" :# 0 e ul = 0. Logo,

l(u',0,. ,0,0)+i(0,0,... ,0,«")j

1(:U,0, . . . ,{)l, com M C O+'F(n

':,.,
l, l ),

pois

« P,P » <u,u> + <«,«> 0 (U:y - («"y

. Se o" = 0, então u" :# 0 e ui = 0. De modo análogo, temos

l(J:l,o, ,i)l, com M C O'"F (n l, l )

B Se u"u" # 0, então podemos definir os números rea.is

« : Ó :::: -.'" . ' :

' Un' l.Zn'
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Assim
)

(«t,o,.. ,o, b)+{(bt,o,... ,o,«)

(«+ib)(t,-.. ,i) com M C O''"' (n- l,l),

<Mu, Mu> «'t' - Z,', <M«, M«>

<M«, M«> -F 1) e « p,p » +b')(t'
Portanto

t2 = 1,

9
a ,

1)

o » + b')(t* - l) +

lw'pl ,o, . . . ,o, {)l.
Para o caso 2, podemos ter

« 0,... ,0,«') e « ,0,... ,0,«')

ou

« 0, .. ,0,u') e « 0, . ,0, -«:).

Logo,

lwpl -í,o,...,o,l+í)l ,o,-..,o,i)j
ou

lwpl +{,o,...,o,l-í)l ,o,-.-,o,{)l.
Isto encerra a demonstração do item (a).

Relembrando que no caso 3, temos

<u,u> «> u>

Segue-se que

wp +{« +i,x)u :> lwpl lul.

Existe.A C O++(n 1,1) tal que ,4tl=(u:,0,... ,0,u:). Portanto

IÀ/PI = 1(i. 0. . . . , 0. {'11

O que prova o item (b). D
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Proposição 2.11. Sda # o Aáperp/ano em ]P(C"), n ? 3, de$n do pe/a eg anão

<p,z>C = 0 comp= uniu e u,u C L". Temos o segwÍnte;

1) Se u e geram am 2-p/ano tipo espaço do L" o são [Ípo espaço /{nearmente

dep'«d'«'", e«tã. «{.t. «m« «.«t,, M C O++(n -- 1, 1) t«/ g«. p«« 2 = M', o
hiperplano H tem equação

c:,2' - 2' 0, (2.9)

para a/gum nzímero como/ezo ci da /arma cl = {t, IZI 5; l. /Im parficü/ar, H é

tangente a (2T'2 se, e somente se cl := :Lz e; p := Àz com À C (C4',<#,gç> > 0 se, e

somerzte se t = 0

2Õ Se u e u geram 'ulll '2-plano de Lorentz do \." ou, são tipo tempo lineürm,ente

d.p.«d'«'e., ntã. .«isZ' «m« «.«t,í, M C O''"' (n - 1, 1) {«/ q«e p«« 2

hipet'plano H tem equa,ção

c,,2: + ,2"

pctra. alg'üm número completo cl da forma cz -- it, com t C 'R.. h/leis especi$cavnente,

ltl> 1 selplC(CP'T ', ltl < 1 selpl CCM"-', Z=ül se lpl CO(CM" ', e p=Àz
canil À e(Cy)<z,z> < 0 se, e somente se t:: 0.

3) Se u e u geram wm 2 p/ano Zanger&ée ao cone de /wz CL(0) do L" oa são f po /uz

/ínearmenÍe dependem es, então existe ma matriz M C O++(n -- 1,1) ta/ q e para

ã -- Mz, o hiper'plano H tem equação

2: - .,,2' 2"

pctra algum, número comptelo cs da forma, cs - it, com t C W.. Mais especi$caTrtente,

t C IR* se lpl C (CP'T'' e { = 0 se lpl C é?(Cml"''

Demonstração: Segue imediatamente das Proposições 2.8, 2.9 e 2.10, porque sob a.

mudança de coordenadas ,2 = 7Mz, 7W € O++(n 1,1), o hiperplano <p,z>c = 0é
transformado em <P, ,2>c = 0, onde P = A/p. []

Observação 2.1. No segundo item da. Proposição acima, podemos considerar sem
perda. de generalidade que c22''i + ,2" = 0
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Sejam agora z, to C (Cr, podemos escrever

«K z,w »= ziÚi + + z"-'Úà: i

na forma

« z, to »= z'/«-i,i:ü, onde

Logo

1 0
0 1

0

0
« w, z »:= «K z, to » = onde /n l,l

0 0 l
n,Xn

Sd; À C GL(n, C). Então

« .,4«,, A; » (A.y/n--,.,'1«, ..4'.r..:,:,4",

donde

«K ,'lto, Az »::« to, z » » .4'/« l,i.4 = /« i,i «- ..'l/n-i,i.4' /«-l,l

Portanto o grupo pseudo un faria t/(n -- 1, 1) é definido por

U(n - l,l) {.4 C GZ,(n, C) : .'l/n -,:.A' (2.12)

Proposição 2.12. Sda H wrn Aãperp/ano de I"(«ly),n. 2 3, de$nádo pe/a equa.ção

<p,z>C :: 0, que rzão é Za/zgeníe a (ll?T'2. Temos;

1) Se 9te(p) e l:Jm(p) estão contidos em am 2--p/arco de tipo espaço do L", então

tí eqzi t;a/ente, soó a anão de U(n -- 1, 1), â qTládrícaxnQ"-'

h(.'y+(,;)'+ .+(,"'')' (,"y 0, com

] + c.'
cl :: zZ: e IZI < l

1 + cil2 )

(2.13)
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2) Se « p,p »< 0 e !Re(p), gm(p) estão contidos em wm 2 p/ano de LorenÉz do

L" , e«[ão H n QT'' é .q«{-/.nte, ;oó « «ção d. U(n -- ], ]), â q«ád,ác"

p(.:)' + (,')' + . . + (,"''y
l c,z

É' - i':l:i?' ', - {t . ltl < i.

3) Se « p,p »> 0 e 9te(p), :Jm(p) estão contados em am 2--p/ano de Z,orentz do

L" , e«íão H n QT'' á .g«í-/.nte, ;.b « «ção de U(n -- 1, 1), â q«ád«{c«

(2.14)

(,'y + (,')' + . . + ,7(,"y
1 -- c2

77 - i;i;iÍ':T, c2 :: zt e IZI > l

4) Se « p,p »> 0 e me(p), :Jrrz(p) estão contidos em um 2 p/ano tangente ao cone

de / z Ct(0) do L" então

2

(2.15)

J E(':y+(''y+'''+('"':y- ;$-(,"y - o,

l ,: .;,'
"m c;CC* . d' I' á.q«i«/.«Ze, 'oó « «çã. d.U(n 1,1), âq«ád«{c«

(,'y + (z')' + +(," :y +(,"y

Demonstração: 1) Podemos assumir pela Proposição 2.11 item (1) que # tem
equação

c.,: - ;' com c: # :L{. (2.16)

Seja d := vl -F ci e introduzimos coordenadas 2 = (,2*, ,2") dadas pela transf-

ormação pseudo unitária .4 : z p-.--> 2, onde

.~lü tld,

\ ld, 'Rld,

0 0
0 0

Á (2.17)
0 0
0 0

1 0
0 1
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De (2.12) segue-se que

,4'i

donde ..'l'i : ,2 r-.--> z é dada poi

©/d l/d ... o o
--tla cxld ... q q

.4-:-...................... l.(2.i8)
o o ... l o

o o ... o l
Então À''(,2) = z é equivalente a

,' - ih'z:+zD, ,' - i(-.i: +.:zD, ,; -.2:,-..,,"-z". P.tq
Segue-se daí que

(''y +(''y - i- {(q'z'+ 2'y+(-2'+ '-z')'} .(2 20)

Portanto, se z C .l/ n Qf'z temos

h(Z')'+'''+(Z"':y ' 2: =0, o«d' k:- ili'É;F

2) Pela Proposição 2.11 item (2), # tem equação

c,z:+z"=0, com c,=át, ltl< 1.(2.21)

Seja r := ,v'l roduzimos coordenadas 2 dadas pela transformação

pseudo unitária ..4 : z F--+ 2, onde

l/, o

0 1
À- .................... l.(2.22)

o o ... l o

.,/, o .. o l/,

6/,
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De (2.12) temos que Á'i : 2 ---> z é dada por

l/, o
0 1

l2.23)
o o ... l o

--c2/r 0 ... 0 1/r

O restante da demonstração desta parte segue os mesmos passo da parte anterior.

3) Neste caso, H tem equação:

c,zi+z"=0, com c2=it, ltl> 1.(2.24)

Seja r' := 1//lc 'z -- e introduzimos coordenadas 2 dadas pela transformação
pseudo unitária ,4 : z r----> 2, onde

0 1/r'
0 0

.4- l .. . ......... l . (2.25)
0 0

1/,' o

Assim,21 = c2zl+z" = 0. De(2.12) temos que Á'i :,2F-.-->z é dada por

0 1/r'
0 0

(2.26)
0 0

-l/,' o

donde segue se que

(''y -(,"y, «m ?: Í:ln;-S\-,(2.27)
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(2')' + + (,2" :y + ?(2"y

4) Neste caso, # tem equação

,:-.;,' -," com c3'í', ':#0. (2.28)

Seja r = lc31, d2 :: l+jc3l2 e introduzimos coordenadas ,2 dadas pela transformação

pseudo unitária .A : z r---> 2, onde

L 1« -..1« b -\l«
'Gld, \la b Q

0 0 /d. 3 0

LI«d c.l«d, Ç} al«
0. De (2.12) temos que ,'!':

Á (2.29)

Assim, ,2i = zi C.Z2 Z" ,2 F----} z é dada por

nl« tla
0 0

l/, o

donde se segue facilmente o resultado.

0

0

Id. 3
0

'ül«ü
0

d/«
n

2.2 Famílias de superfícies máximas em L4

Nosso objetivo agora. é encontrar fórmulas de representação tipo Weierstrass para

superfícies máximas em L4, com aplicação de Gauss degenerada.

Definição 2.1. Uma superfície S de tipo espaço em L", n ? 3, tem aplicação de

Gauss G degenerada, se a imagem G(M') está contida em um hiperplano

P:,'+ P.z" = 0, P,z C (y

cle F'(C'). Dizemos que:

[) S tem ap]icaçã.o c]e Gauss degenerada de tipo ] se me(p), ]m(p) geram um 2 plano
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de tipo espaço em L", ou são vetoies tipo espaço linearmente dependentes (n > 3)l

2) S tem aplicação de Gauss degenerada de tipo 2 se me(p), :Jm(p) gera.m um 2 plano

de Lorentz em L", ou são tipo tempo linearmente dependentesl

3) S tem aplicação de Gauss degenerada de tipo 3 se me(p), :Jm(p) geram um
2 plano tangente ao cone de luz CL(zo) do L", ou são de tipo luz linearmente

dependentes(n > 4).

Observação 2.2. 1) Na definição acima. por degenerada, estamos entendendo l--
degenerada, isto é, a imagem pela aplicação de Gauss G está contida em um subespaço

projetivo de codimensão 1. Em geral diz-se que a aplicação de Gauss é À;-degenerada

se X; é o maior inteiro tal que 6'(M') está contida em um subespaço projetivo de
codimensão k (ver 1221).

2) No item (1) da definição acima, se me(p), 3m(p) fossem vetores tipo espaço line-
armente dependentes de L3, pela Proposição 2.11 o hiperplano acima tem uma forma

especial JI/ :: {z C «ly : z2 :: 0}. Assim, a superfície tipo espaço S estaria contida.

em um 2 plano de Lorentz, mas isto é impossível. O mesmo raciocínio se usa para
excluir o caso n = 3 no item (3).

3) No item (3) da definição acima, se me(p), ]m(p) são vetores de tipo luz linearmente

dependentes de La, pela Proposição 2.11 o hiperplano acima tem uma forma especial

#={.CC':,: ,'=0}. Mas,G'(M)c #nQ?={,:--z'=o,z'--i,'=
0). U {zi -- z4 := 0, z2 + iz3 := 0}. Neste caso, a aplicação de Gauss da superfície S

seria 2 degenerada e não l-degenerada

As demonstrações dos três Lemas seguintes seguem imediatamente da Proposição
2.11

i,exma '2.L3. Seja, S uma, swperjície má=i,ma corri aplicação de GaKss degeneram,a, de

tipo \ em L", n Z 3. Então e=isl,e uma base ortortorm,at positivamente orientada de

Ln tüt que as COOrdeTtU,das Ók da aplica,ção de Gauss Q de S, em termos de coordena,das

Isotérmica,s toccLis, satisfa,zem

c.Ó' é'):+..(Ó"y +c?)(Ó')'.«'D,©»>0 1 7 .1111
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onde cl é \Lma constante complexa, diferente de -LI. Reciprocamente, da.do qva,lquer

co«st-t. compte=« c- :# ti . fu.«ções hol.m«J«; +* . . . . . ón s«tisf«ze«-d,o Ç2.3Q), e.«tã,o

cu superfície má=i,mü S correspondente tem, aplicctção de Gctzss degenerada de tiT)o \

contida no Aàperp/ano cizl -- z2 . 0.

l.em.a 2.14. Seljcl S umü Superfície máxima com aplicação de Gauss degenerada, de
tipo 2 em L", n ?. 3. Erltão existe uma base ortortormat positÍuamente orientudct de

Ln tat que us coordenadas Ók da. ctplã,cação de Galss ® de S, em, termos de coordena,das

isotérmicas locais, satislfazem

ci@"-' + @" (Ó')'+ + (ó"':y i)(ó')' . « 'b,o »> o, (2.31)

OTtde cl é umü coTtstünte com,pte a diferente de +\. ReCiprOCÜTnente, dada qlatquer

c.n;t-te comple*« c, :# tl e fu«-ções bolo«o,f«s Ó\ .. . . ,$" s«tisj«z.ndo Ç2.3L),

então a suT)erfície Tná:cima S correspondente tem, aplicação de Gaxss degeTteradu de

aipo 2 corzZída no Aáperp/ano c2zl + z" :: 0.

l.exma 'Z.15. Seja S umcl Superfície manilha com al)ligação de Guuss degenerada de

lapa 3 em L"; n ? 3. Então existe uma base ortorzorrna/ posífiuamenZe orientada de

Ln tal que us coordeTtudus Ók da aplica.ção de Gauss Q de S, em termos de coordena,das

isotérmiccts [occtis, scttisÍazem

l .é: - c;é' - é" ::: 0,
( P zl' (1) tl) \?\ '-\ ll

l(ó'r+(ó'r'''+(ó"':r-(ó"r '' ' '' ''
onde cs é u,ma constante complelu diferente de zero. Reciprocamente, da.do quütqwer

co.«st-te co«pt«« c; :# ü . fu,«çõ« h.tomo«J«s ó\ . . . . . Ón s«ti,sf«z.nd. Ça.Saà, então
ü superfície máxima S corréspondeTLte tem. aplicação de GaKss degenera,da de til)o 3

contida no Aiperp/àno zi c3zl + z" ' 0.

(2.32)

O seguinte teorema nos dará uma representa.ção geral da.s superfícies máximas

com aplicação de Gauss degeneiaclas de tipo l em L4
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Teor'ema 2.16. Seja S uma st pez:/{bÍe mázáma rega/ar com ap/{cação de G'azlss de.

venerada de ízpo l ezn L4, deyznzda pe/a 27nersao .V : J142 -+ l[,4. J],ntao pode7nos

associar a S lma quádrapta, Ç.M'z ,gt,Tl\,ct], onde Ma é Kmcl superfíci,e de Riemann,

g: á «m«/u«çã. m.«m.r/a «ão «nst-t. . m.(g:) # 0 soó« M', ?. á «m« l-@,m«

hotomorfa, e cl é lma. COTtStante comple=ü tül que

1) A tripla (gt,h,cl) satisfaz as propriedades:

«) c- # Üi,'
bb A \-Jor'rata diferencial vl\ ern, 'um sistema, de coordenadas isotérmicas

ÇU. ( = u-} iu) de M'z é de$nida. globalmente por

. v'& ,

qt = 2=5;-d(

e o$ zeros de n\ coincidem,, em posição e ordem,, com os zeros e polos de g\;

cà Se c\ { ®, então a, primeira, coordenada =\ de X tem m conljugu,du hu,rmõnica a

valores singKtüres sobre Ma l

d] Pa,ra. q'u,a,lqzer caminho fecha.do -f sobre h/I'z

3..} IU-=0, '3"' lrXgiqi=0 e Ue lvit =0, onde rl := (\-Fcl). l.'Z.S4)
''t ul ü"N ü"'{

11) A superfície S é da,da,, a, menos de congtu,ência., por

(/' j lj l
x(<1)-m'/ l i,.-,:(,:g: - -:),:(,:g:+ ---) lo:,

(.\. z giz g]

.nd. (o,( C M'' . (o á./i-.
RecíprocamzerzÉe, dada ma qwádr p/a aróáÍrárÍa (M2,gl , 77t, cl) lendo as proprieda-

des citadas enl ÇT), então Ç2.35Õ de$Tte wma, SKperlície Títá=im,a regula,r corri aplicação

de 6'a ss degenerada de tipo l em La

l

(2.33)

(2.35)

Demonstração: (::>) Pelo Lema 2.13 existe uma. base ortonormal positivamente

orientada. de L4 com respeito à qual a aplicação de Clauss de S, em termos de qualquer

sistema de coordenadas isotérmico (U, ( = u + ãu) de /W', satisfaz

#-..P, (2.36)
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(@ay-(@'y (Ó'y, com ,: cf). (2.37)

Observe que não podemos ter (é;y -- (@'y = 0, caso contrário teríamos também

(@ly + (Ó')2 = 0 o que implica Ó' = :tié:. Portanto, a superfície S teria aplicação

de Gauss 2-degenerada. Similarmente, a condição (a) vale, caso contrário se ci = :L{,

junto com as equações (2.36) e (2.37), S teria aplicação de Gauss 2 degenerada

Assim, a função

(2.38)

é meromorfa e independente da escolha de coordenadas sobre À/2. Além disso, gi #

0, pois caso contrário, é' = 0 e por (2.36) é' = 0. Como X( = /zO, ]çl e z'

seriam constantes. Assim, a superfície S estaria contida em um 2 plano de Lorentz
H :: {zi = cZe, z2 := cte} C L4 e isto nos conduz a um absurdo

Seg- « d. (2.37) e (2.38) q-

ÓS - Ó4 - !Y.. . ©' -F ÓA . i,.g.Ó\

Portanto, a aplicação de Gauss tem a forma

'» - Ç",.-,;k:.: ;k :+:-)) ,''. P.")
Note que a função gi não pode ser constante, porque se fosse, a aplicação de Gauss

também seria constante(S estaria contida em um 2 plano de tipo espaço), ou seja a.

aplicação de Gauss de S seria 3 degenerada.

A l-forma 771 = 2póid( é globalmente definida sobre JM2. Logo (2.35) segue

do fato (lue X(O = me/:o Õ(w)v7i, onde ® = Õ@'. Como estamos supondo S sem

períodos reais, temos que !yte ./: ©(to)?7t = 0 para qualquer caminho fechado 'y em ]U/'
Isto nos diz que

l

s« I'-,... a« I' w-o, l« I',,,...-F'3«
l J-J g\ Ja

Re l vll = 0

e 9te

Logo

e daí segue-se (d). Se ci g 11{, podemos supor ci ií, com Z # 0

c*q. + '3m.In.
Re
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e isto prova (c).

Como S é regular, as formas gl?7i e 77t/gi não podem se anular identicamente, caso

contrário, de (2.39) teríamos é:3d(, é'a( identicamente nulas e usando (2.36) e (2.37)
também teríamos @id(, @2d( identicamente nulos. Neste caso, os velares tangentes

X. e X« seriam ambos nulos. Assim, em um zero de gi, giv71 precisa ser zero e 77i/gl

diferente de zero e, em um polo de gt , gi77i precisa ser diferente de zero e 77i/gl precisa

ser zero. Isto prova (b).

(<:) Reciprocamente, seja (A/', gi , 77i, cl) satisfa.zendo a.s propriedades citadas em (/),
temos por (d) que a integral ./G Õ(?0)77i está bem definida. Assim, (2.35) nos dá uma
aplicação bem definida X : M2 -+ L4. As correspondentes componentes da aplicação

de Gauss Ók, k = 1, 2,3,4 são holomorfas poi (b) e segue-se de (2.35) que

c.Ó:-@':::0,(Ó;y-(é'y ,:(@:)' e«©,©»>0.

Concluímos então que, (2.35) define uma superfície máxima regular S com aplicação
de Gauss degenerada de tipo l em L4. Resta mostrar ainda que se a aplicação de
Gauss está contida em um hiperplano arbitrário H de IP(C'), então H : clzl -- z2 - 0.

Suponhamos que a aplicação de Gauss de S satisfaça a equação <p,®>c = 0, com

p :# 0. Segue de (2.39) que

1,-(P; - P.){)g?+ 2(P: + c-P,)g- -(P;+ P.)Í = 0.(2.40)
Se p3 -- p4 # 0(rl # 0, pois ci :/ üi) ou p3 +p4 74 0, então gi é uma função constante,

contra a hipotese. Logo, p3 pa :: 0 e p3 + p4 :: 0. Assim, p3 := p4 :: 0. Portanto, a

equação (2.40), reduz-se a

(P: + c:P,)g: = 0. (2.41)

Como gi # 0, (2.41) implica. pi = --cip2, com p2 # 0, pois p # 0. Substituindo

p p,,p,, 0,0) em <p, ©>' = 0 temos

P2(c-Ó' Ó') = 0

o que implica ci(Ói Ó2 = 0. Concluímos que a imagem pela aplicação de Gauss
está. contida na intersecção cla. quádiica. complexa Q? com um único hipeiplano
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Observação 2.3. No caso em que ci = 0(rl = 1), S está contida no espaço tridi-

mensional L3 = {z2 = cZe]. C L4 e a fórmula dada em (2.35) reduz-se a

*'', -«.r(«,.,;'«*;,,;'; «,) «,

onde g = gi e 77 = 77i. Como g = Õ::@- e 77 = 2pd':dz, pondo / = 2(@' -- é')#,
temos que 77 = i/gdz. Logo,

x(o -m'/ l {.fp,o,á-(g'+i),á-(p'- i) l a«,.

Observe que (2.42) é, a menos de congruências, a representação de Weierstrass para
superfícies máximas de segunda espécie em La dada em ]29].

A métrica induzida por X em (2.35), é dada por

dsf,t = 2 « X(, X( » ld(l2

(

(0
(2.42)

Como X( :: p(D, temos que

ds?,. = 21/zl2 « ®, © » ld(l2

Não é difícil ver que

«K q', Q »- l:F (m'Íg:l' + t':l«.{g.}')
IJoncle segue-se que

a.f,. - (m.{g:l' + t'gmlg:J') 4lpl'lé'l'la(I'
1. i;Í

Agora como 1?1 = 2pÓ:d(, gi = ail$-. Então definindo ./i := 2p(Ó'

que 77i = i/igld(. Portanto, obtemos dsf,. em função de gi, ./i e f:

l

Ó') seg«-se

a.f,, y+ t::Jm(g:y)l/: I'la(1'.(2.43)
Note que ds{,. = !Re(gi )'l./'tl'la(I' é exatamente a métrica induzida por X, dada pela

representação de Weierstrass (2.42)l isto justifica a condição me(gi) # 0 do Teorema
2.16
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O Teorema 2.16 nos diz que para ci # :Lá, a superfície máxima S definida por

(2.35) tem aplicação de Gauss contida em um único hiperplano cizi -- z2 = 0. E ele

tem coeficientes reais se, e somente se ci C R(cl = 0, tomando ci normalizado).

Dizemos que uma superfície S é reuersa se X(M) não está contida em nenhum

subespaço afim próprio de L4. Portanto, uma. superfície máxima S com aplicação de

Gauss degenerada de tipo l é reverso se, e somente se ci g IR, isto é, ci = it, 0 < Z < 1.

Dado o par (gl, 77i) e considerando ci = iZ, 0 $ Z < 1, como parâmetro complexo,

a representação tipo Weierstrass dada em (2.35) define uma família a l parâmetro de
superfícies máximas com aplicação de Gauss degenerada de tipo l em L4. Já vimos

que quando ci = 0, temos uma representação de Weierstrass global para. superfícies

máximas de L3 C L4. Assim, cada superfície máxima de L3 determina uma família

a l-parâmetro de superfícies máximas com aplicação de Gauss degeneradas de tipo
] em L4. Por outro lado, iniciando com uma dada superfície máxima com aplicação
de Gauss degenerada de tipo l em L4, então, a menos de congruências, ela pode ser
representada por (2.35) com ci da forma ci = it,0 $ Z < 1.

Exemplo 2.1. Sqa gi:: (,./i:= 2a, com a C IR*e J@2::(C \{(:: u+Ít; :u# 0].. A
família obtida é

X.(",") - «(-2u«,("' -"')t,"({ --')(t'-l),-"
Em particular para t - 0 temos

*.'«,«,-«( ,««,.,«*T ""',-«*Ç

(#- o@'

UU2

Sda
o o l o

. l o l o o
.X. (u, «) («, «) .l o o o

o o o l
Note que X(u, u) é a superfície máxima Enneper de segunda

rabólico) de L;

(2.44)

espécie(catenóide pa
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O seguinte Teorema nos dará uma representação geral das superfícies máximas

com a.plicação de Gauss degeneradas de tipo 2 em L'í

Teotexna 'Z.l.'T. Seljcl S zma s perjície máxima regular com aplicação de Güuss dege-

nerada de [ípo 2 em L4 de$náda pe/a imersão X : M2 --} L4. Então podemos associar

a S uma, quádrupta ÇM'z ,ga, q2,cah, onde Ma é u,ma superfície de Riema,nn, ga é umcl

função meromorfa não coTtstünte sobre Ma , Ha é zmct L forma. holovnorla, e cl é uma,
consZanfe como/eza Za/ que

ib A tripla. Çga. Ha,c.Õ satisfaz as propriedades:

«) c, :# n;
bÕ A \-forTna. diferencial Tla em 'u'rn sistema de coordenadas isotérmicas

ÇU,(. -- u -\. i,u) de M'z é de$nida globalmente por

z72 == z . ; cz(.

e os zeros de Tla coincidem em posição e ordem com os zeros e polos de gz;

cà Se cz ( W., ent,ão =s tem, u,ma conjugada harmârticü a uülores sina'usares sobre Ma ;

d] Para (lua,tquer cam,indo jechcLdo -{ sobre M'z

]n} l !!z = 3n l rzgzqz e çy\e lvlz=0, on(íe rz:=c2z-- l.
l g'2 J-! J-!

li) A superfície S é dada, a. m,eTIOS de covtgru,anciã, por
b / 1 , 1 . ã . l

x© - m'.l. Çi(Ú- + ,,,J,;(Ú- ,.J,i, P.4D

.nd. (o, ( C M' . (o á./Í«.
Rec Fracamente, dada ma qt ádrup/a arb traria (M2, g2, 772, c2) {erzdo as proprieda-

des cita.das em ÇI), então Ç2.41) de$ne ülna superfície motim,a regalar com aplica,ção

de Cla,zss degenerada, de tipo 'Z em t4

Demonsti'ação: Pelo Lema 2.14 existe uma. base ortonormal positivamente orien-

tada. de L4 ta.l que a. aplicação de Gauss de S, em termos de qualquer sistema. de
coordena(]a.s isotérmico (U, ( = u + íu) de &/', satisfaz

&- .,.d.

0a3
0

3

(2.45)

(2.46)

(2.48)
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(Ó'y+(Ó'y(Ó;y, com ,,: 1).(2.49)
Observe que não podemos ter Ó: iÓ' # 0, caso contrário teríamos também (@;y --

(Ó4)z = 0, o que implica que Ó4 = ÜÓ3. Portanto, a aplicaçã.o de Gauss de S seria 2-

degenerada. Similarmente, a condição (a) vale, caso contrário se c2 = :1:1, junto com

as equações (2.48) e (2.49), a aplicação de Gauss de S seria 2 degenerada. Assim, a
função

l2.se)

é meromorfa e independente da escolha de coordenadas sobre ]W2. Além disso, G # 0,

pois caso contrário, Ó' = 0 e por (2.48), Ó4 = 0. Assim, a superfície S estaria contida

em um 2 plano de tipo espaço ll :: {z3 = cte,z4 :: cte} C L4 e, portanto, a sua
aplicação de Gauss seria 3 degenerada

Segue de (2.49) e (2.50) que

©' - i,#' . $\ -} i#'

Portanto, a aplicação de Gauss tem a forma

. - (;'l*,,«,,,i'i ,,,,',«, .,) *'.
Concluímos de (2.51) que a função 6' não pode ser constante, porque se fosse, a

aplicação de Gauss também seria constante(S estaria contida em um 2 plano de tipo

espaço), ou seja a aplicação de Gauss seria 3 degenerada

A l-forma 7?2 = 2pÓ3d( é globalmente definida sobre iW'. Portanto, (2.47) segue

temos que 9te .L d'(to)v72 = 0 para qualquer caminho fechado ,y em Jt/2. Isto nos diz
club

3

(2.51)

%. flk.+u.
-l g'z

r
gm

g2 J
r'2g2772 :: 0,

l

n. l n, - Q . 'x. l ',n, - ',

e isto prova- (d). Se c2 « IR, podemos supor que c2 = it, com { # 0. Logo,
l l

ne lczqz=0 e 'lm líiz=t), istoprova(c)
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Como S é regular, as formas g2?72 e 772/gZ não podem se anulam identicamente, ca.se

contrário, de (2.51) teríamos Ó:d(, Ó'd( identicamente nulas e usando (2.48) e (2.49)

também teríamos @3d(, @4d( identicamente nulos. Neste caso, os vetores tangentes

X. e X. seriam ambos nulos. Assim, em um zero de g2, g277a precisa ser zero e 772/g2

diferente de zero e, em um polo de g2, g2772 precisa ser diferente de zero e v72/g2 precisa

ser zero. Isto prova (Z,).

(<::) Reciprocamente, dada uma quádruplo arbitrária (A4', g2, 772, c2) satisfazendo as

propriedades citadas em (/), temos por (d) que a integral /:o Õ(t0)772 está bem definida.
Assim, (2.47) nos dá uma aplicação bem definida X : M2 --> L4. As correspondentes

componentes da aplicação cle Gauss ék,Ã; = 1,2,3,4 são holomorfas por (b) e segue

de (2.47) q-

.,Ó;+é' y+(Ó'y i)(@;y. «'b,Q'»>o

Concluímos que (2.47) define uma superfície máxima regular S, com aplicação de
Gauss degenerada de tipo 2 em L4. Resta. mostrar ainda que se a aplicação de Gauss

está contida em um hiperplaíto arbitrário H de F'(C'), então H : c2z' + z' = 0.
Suponhamos que a aplicação de Gauss de S satisfaça a equação <p, õ>c = 0, com
p :# 0. Segue-se de (2.51) que

«2(P: iP,)g! + 2(P; + c,P.)g,+(P- + {P,) = 0.(2.52)
Se pl -- {p2 # 0(r2 :/ 0, pois c2 # ÉI) ou pi +ip2 / 0, então g, é uma funçã.o constante,

contra a hipótese. Logo, pl -- {p2 :: 0 e pi + ip2 :: 0. Assim, pt :: pz :: 0. Portanto, a

equação (2.52), reduz-se a

(P, + ',P.)g, = 0. (2.53)

como g2 # 0, (2.53) implica p3 :: c2p4, com.p4 # 0, pois p :/ 0. Substituindo

p 0, --c,p.,p-) em <p, 'D>' = 0 te:--os

P.(c,Ó; + @') = 0,

o que implica c2Ó3 + Ó4 = 0. Concluímos que a. imagem pela aplicação de Gauss
está. contida na intersecçã.o cla. quádrica. complexa. Q2 com um único hiperplano
c,z; + z' = 0
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A métrica induzida por X em (2.47), é dada por

ds3,, = 21/zl2 « ©, © » ld(l2

Para este caso, não é difícil ver que

« ü', 'b»- Ji:;((l+ ',Ig,I'y + 4lp,I')
Assim,

'':,, - : (0 + «,1P,ID' + 4lP,I') +i4q:Iria
Agora como v72 = 2pÓ3d(, segue-se de (2.50) que v72 = ./2g2d(, com yb := 2p(@i -- {Ó2).
Portanto

'':,, - Lq-E((i + ,,Ig,I')' + 4lv,I') la(I'.(2.s4)
Observação 2.4. No caso em que c2 = 0(r2 = 1), S está contida no espaço tridi-
mensional IR3 = {zl . cte} C L4 e a fórmula dada em (2.47) reduz-se a

*'., - «.r(;'i -,,, i'} *.,,«, .) «
z72 e ./' :: /2 Logo, substituindo l? = /gd( na expressão acimaonde g := gz,

temos

Z\Zf ZJ /

Assim, a superfície S está contida no espaço tridimensiona] ]E(3 = {z4 :: Oj} C l[.4, e ob-

serve que (2.55) é exatamente a representação de Weierstrass clássica para- superfícies

mínimas do IR3, tendo como métrica induzida

O Teorema. 2.17 significa. que para c2 74 :l:l a superfície S dada por (2.47) tem
aplicação de Gauss contida em um único hipetplano // :: {lzl : c2z3 + z4 :: 0} cle

acordo com a Proposição 2.11. Note que # tem coeficientes reais se, e somente se
c2 :: 0 e S e reveisa ern l[.4 se, e somente se c2 e iR

xu - «. f' (4;o -* ,b,J,,. d«,. (2.55)
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Concluímos que dado um par (g2,772) e considerando c2 = ít, t C ]R, como

parâmetro complexo, então a Mrmula de representação tipo Weierstrass (2.47), define

uma família a l--parâmetro de superfícies máxima.s com aplicação de Gauss degene-

radas de tipo 2 em L4. Já vimos que quando f = 0, recuperamos a representação de

Weierstrass das superfícies mínimas do ll&3. Portanto, cada superfície mínima de IR3,
determina uma família de superfícies máximas com aplicação de Gauss degeneradas

de tipo 2 em L4. Por outro lado, iniciando com uma dada superfície máxima com
aplicação de Gauss degerlerada de tipo 2 em La, então, a menos de congruências, ela

pode ser representada por (2.47) com c2 da forma c2 = if,t C ]R.

Exemplo 2.2. Seja. (g2,Jb) = ((, 2a), com a C IR* e iW' = C. A família obtida é

l f V ) I'J

X.(",") - «(" +(""' - \-)(Z' + l),-" +(\- -: "'")(t'+ 1),«' - «', 2-t).

Em particular para Z :: 0 temos a superfície mínima Enneper clássica de IR3

x.(«,«) -«l«-- -' ;, :,«'

O seguinte Teorema nos dará uma representação geral das superfícies máxima.s
com aplicação de Gauss degeneradas de tipo 3 em L4

Teore'rwa 'Z.\.8.. Selva S zma, superfície mázim,u reg'fitar com aplica,ção de Ga,lss dege-

ne7'ada de Ztpo 3 e7n L4, dada pe/a zmersao .X : Jv2 -+ L4, onde J14=2 e Huna supe71/rzcze

de Rientann cone=a. Então podemos associ,ar a S lma. qu,ádru,pta ÇMZ , ga. Vls. ca3, onde

ga é umu função meromorfa, não constante sobre Ma , Ha é wma \ forma. holomorfü e
cs é u'm,a constante completa, tat que:

1) A tripla Çgs.vls.cÜ satisfaz as pro'priedades:

«) c. / 0,'

b) A 1. forma di.ferertcia! qS em urít sistema de coordenadas isol,étnicas (.U, ( ::: u-Fiu)
de M'z é de$nida globalmente por

«: - (Ç - :Ç) ''' (2.56)
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tül qze o, \-form,a holomorja sobre Ma com uctlores em (ç?

li +g3h3,i(l --g3h3),g3 --A3,g3+A3)773, A3(z) - "g3(z) -Ft-F 1, t c R*

nunca se anula;

cà Pura, qualquer cüm,indo fechado l sobre M'z ,

':./O --«,À;,;0 ,;"J,..-";,«;-'-AD«; - ', "; - "''n
ilb A superfície S é dctda,, a, luCRos de corLgruências, por

x(o - m..C(l +g;h.,í(í - g;h;),g; A;,g; + A;)'z', A; - Úf-rllr\-\- (2.s©

Reciprocamente, da,da. Kma q'uádru,plü a,rbitrárict ÇMa , gs. Ha,caÕ tendo as propriedades

cita(i,as em ÇI), então Ça.SSà de$ne lmu superlíci,e má ima reg'alar com aplicação de

Ga ss degerzerada de tipo 3 em La

l2.57)

Deir)onstração: Pe]o Lema 2.15 existe uma base ortonorma] positivamente orien-
tada de L'i, tal que a aplicação de Gauss de S, em termos de qualquer sistema de

coordenadas isotérmico (U, ( = u + áu) de /U/', satisfaz

r çó' c;ó' - @"
L (Ó:y +(@'y. .+(Ó" ')' (@"y

e « (b, q) »> 0. Observe que o hiperplano // acima não é tangente à quádrica Qf,

pois c3 :: iZ 7é 0 pelo Lema 2.15. Logo, pela Proposição 1.15, JV = # íl C??, pode ser
representada, por

(2.59)

'>(,) + g;A,,i(l g.A,),g; A3,«' + A')q;, (2.60)

com as fuílções complexas g3(z) e /z3(z), relacionada através da transformação de

Mõbius

À;(,)-Úg4ili-:;-, '#o.
Além disso, g3(z) # 0, pois caso contrário, Ó; + Ó' = 0 e (Ó'y + (@'y = 0 e a

aplicação de Gauss de S seria 2 degenerada. Também g3(z) não é uma constante,
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caso contrário, assim seria © e portanto, S estadia contida em um 2-plano de tipo

espaço de L4

A l forma 773 = p(@i iÓ2)d( é globalmente definida sobre i@2. Agora como (b

representa localmente a aplicação de Gauss de S, e é definida por X( = pQ', temos

que 773 = (';( izOd(. Portanto, (2.58) segue do fato que X(O = 9te /:o 'D('«). Como

estamos supondo S sem períodos reais, temos que !Re.L'b(w) = 0 para qualquer
caminho fechado ' em M2, e isto prova (d). Por último, como S é regular, © não

pode se anular nunca, caso contrário, X« e X, seriam ambos nulos, e isto prova (b).

(+) Reciprocamente, dada uma quádruplo arbitrária (M',g3, 773, '3) satisfazendo a.s

propriedades citalias em (/), temos por (c) (lue a integral J=o a)(to) está bem definida.
Assim, (2.58) nos dá uma aplicação bem definida X : M2 --> L4. As correspondentes

componentes da aplicação de Gauss Ók, k = 1, 2, 3, 4 são holomorfas por (6) e segue-se

d. (2.58) q- r $' c3'É' 'ó" ' ',
1. (ó'y +(ó'y...+(@" :)' -(ó")'

e «K q', (b »> 0. Então, (2.58) define uma superfície máxima regular S, degenerada

de tipo 3 em L4. Resta mostrar ainda que se a aplicação de Gauss está contida em
um hiperplano arbitrário # de I"(C'), então H : zi -- c;z3 z' = 0. Suponhamos que

a aplicação de Ga.uss de S satisfaça a equação <p, a)>c = 0, com p # 0. Segue-se de

(2.60) q-

(-P: + iP, + (t - l)P; (t i)p.)glÍ + 2(zp :P, + P3)gs+

+(P-+jP, -(t+l)Pa(Z+ l)P.) =0.

Mas, g3(z) é uma. função não constante. Logo,

(2.61)

P- + iP, + (z l)P; (t l)P. - o,

P- + {P, - (t + l)P; - (t + l)P.
(2.62)

e a equação (2.61) reduz-se a

ltP- - {P, + P3)g3(;) (2.63)
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Somando as equações de (2.62) e usando o fato que g;(z) # 0 e t :/ 0, temos

i:i .i:,l.'íi :il:* '@-:* «: - ,.
Subtraindo as equações de (2.62) temos pi -- tp3 p4 = 0, logo substituindo pi = p4

nesta equação, segue-se que p3 = 0. Finalmente de (2.63) segue p2 = --rtpi. Portanto,

substituindo p =(pl, itpl,0,pi), com pi:/ 0, em<p,©>C = 0 temos

P: (@' - {tó' - @') = o,

o que implica Ói -- {t#,2 -- Ó4 = 0. Conclusão: a imagem pela aplicação de Gauss
está contida na intersecção da quádrica complexa Q? com um único hiperplano
zl Z4

n



Capítulo 3

Problema de Bjõrling para

superfícies máximas em L4

Neste Capítulo, nós estendemos e resolvemos o problema tipo Bjõrling para su-
perfícies máximas no espaço de Loientz-Minkowski de dimensão 4. Como aplicação

construímos novos exemplos de superfícies máximas em L4 e estabelecemos princípios

de simetrias para essas superfícies.

3.1 O problema de Bjõrling

Sejam c : / Ç IR -+ L4 uma curva regular tipo espaço a-nalítica real em L4 e
n : / --> (C'4 um campo de vetores ana]ítico real ao ]ongo de c (isto é, me(n),]m(n)
/ --} L' são -fores ao longo de c) tal que <c'(s),me(n)> = 0 = <c'(s),:Jm(n)>,
<m.(n),He(n)> = --<:Jm(n),3m(n)> = 1 e gm(n) é fut«ro dirigido para todo s C /

Em arlalogia com o IR3, chama.mos um tal par (c,n) uma /aiza ana/úÍca em L4
O problema de Bjóiling é então encontrar uma superfície máxima S definida por

X : Q Ç (C ---> L' com / C ç2, tal que

1. X(u, 0) - c(«),

2. ,4(u,0) n(u), V«C /, .4:Q-->C*, .A(,):=p(;)+{.'-(,)

74



75

E fácil ver que se X : n Ç (C --} L4 é uma superfície máxima em L', então c(u)
X(u,0) e n(u) := Á(u,0) satisfazem as condições acima e, em particular, são reais

analíticas. Então existem as extensões holomorfas c(z) e n(,), e essas extensões são
únicas pelo teorema da ident dado para funções analíticas (veja 1281 pg. 87). Nesta

situação, podemos explicitamente recuperar X(z) a partir de c e n por meio de uma
única fórmula de representação complexa.

Teorema 3.1. Sela S wn7}a sape7fz'cÍe máxima em L4 dada por X : {,/ (: (C -+ L4

Oe$-«.--c(«): 0) .oc«mpode«.Z.«.«(u): 0) «./.ngod.c,
em um intervalo real 1 (.. U. Escolha qu,a,lq'u,er conjunto aberto si'm.ljlesmente conexo

n C. U contendo 1, sobre o qKül pode'ruas de$nir extensões hotornorjas cÇz) e nl.z) de

c e n. Então, para todo z C Q t;a/e

X(,) c(,) + i/ N(m.(n(««)),3m(n(«,)),c'(«,))d.« l,

onde se é u,m pool,o ji:co arbitrário de l e a integral é feita üo tor\go de um cctminho

arbilr(trio em çt t bando se a z

Z

se
(3.1)

Demonstração: Como S é máxima, a função complexa ü : U --} (C4 definida, por

(1.18)

Z

zO

W = 2%;, com @ = ('p','p',g',ç,'),
é holomorfa em U e por (1.19) podemos escrever

x(;) @d, + k.,

onde ko C L' é uma constante adequada tal que X(u,0) = c(u) para. todo u C /

Seja {é?i,õ2, é?3, õ4} o referencial ortonormal local adaptado a S dado em (1.6).
Agora escrevendo H nesse referencial

(3.2)

R(a3, a., Z?-) = <B(83, õ-, a-), a,>õ, =. -- det(a- , õ,, õ3, õ')a, = -Õ',

e como X« - Àa2, temos que

@(,) - x«(;) {x«(,) («(,) , ,- (,), x«(,)) (3.3)
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em coordenadas isotérmicas (U,z = u 1- ãu). Restringindo @(z) a / e usando a
deflriição de c, n obtemos

X«(u, 0)+ á N(«(u, 0), ,-(«, 0), X«(«, 0))

c'(u) + { H(m'(n(u)), 3m(n(u)), c'(u)).

Como essas funções são reais analíticas, podemos estendê-las a duas funções holomor-

fas W(z), c'(,) +iR (m'(n(,)),gm(n(,)), c'(,)) em «m co«junto aberto simplesme«te

conexo Q Ç U e elas coincidem em / C Q. Assim, pelo teorema da identidade para
funções analíticas segue-se que

©(,)(,) +á B(m'(n(')),:Jm(n(,)),c'(,)), V , c Q.

@(u, 0)

Portanto

I'(,) : c(,) + i/ 8(H.(n(«,)),3«-(n(«,)),c'(.«))d«,, V , CQ

está bem definida em n e obviamente é a primitiva da aplicação holomorfa Q(z).
Assim, (3.2) nos conduz a.

X(,)::: m' l c(,)+ {/ R(H.(n(«,)),:J«.(n(«,)),c'(«,)) d«,

Isto completa a demonstração do Teorema.

Observação 3.1. Podemos escolher qualquer s. C / em (3.1) e o valor de X(z) per-

ma-cera o mesmo, p'is ''(,),m'(n(z)),3m(n(,)) assumem -lores re«is em / C Q

Usando a fórmula de representação complexa dada em (3.1), podemos mostrar
que o problema de Bjórling tem uma solução única.

Teorema 3.2. Ez sfe am.a se/anão única X : Q -+ L4 do proa/ema de B/õr/áng para

superfícies Títálimas em U4 , u qu,al é dada por

X(,) l c(,) + { / E(m.(«(«,)),:Jm(n('«)),.'(«,))d«, l

com w = u + ãu C n, se C /, orzde Q é ünt corÜünto aperto s mp/esmo zte conexo

(le (: COTtteTtdO o intervalo real l e l)ara, o q'ual c,n admiteTn e=teTtsões hotomorfas
c( .z ) . ]-l ( z ) .

se

Z

se

2

sO

Z

B(H.(n(«

Ü

(3.4)
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Demonstração: Defina a curva holomorfa W. n Ç (C --> qiy por

@(,)(,) + iE(me(n(,)),gm(n(,)),c'(.)), V, C Q. (3.5)

onde Q é um conjunto aberto simplesmente conexo de (C contendo / no qual as

extensões holomorfas c(z), h(z) existem. Como pela Proposição 1.5, c'(u) e
E(me(n(u)), am(n(u)), c'(u)) são ortogo«-is e têm o mesmo compram-to, segue-se

que

(P'(u,0)y +(P'(u,0)y +(9'(u,0))'(9'(u,0)y
também temos que

lp:(u,o)I' + lp'(«,o)I'+ p;(u,o)I' lp'(u, o)I' 2<c'(u), c'(u)> > 0

Assim

(P'(,)y +(P'(,)y -F(P3(,)y(P'(,)y
p'(,)I' + lp'(,)I' + lp;(,)I' lp'(,)I' > o,

para todo z C Q. Além disso, a curva holomorfa © não tem períodos reais, porque Q

é simplesmente conexo. Portanto pelo Teorema 1.13, X(z) = me/szn @(to)dw define
uma superfície máxima S = X(Q) em L'', onde @ é dada por (3.5) e se C /. Agora

devemos verificar que esta superfície satisfaz às condições de Bjõrling, X(u, 0) = c(u)

e .A(u, 0) = n(u). A verificação da primeira condição é fácil, pois N(me(n), :Jm(n), c')

é real quando restrita a /. Para verificar a segunda condição, primeiro recordamos

que @ = 2(aX/az). Assim, segue-se de (3.5) (lue, restrita a /, temos

X. (u , 0) X« (u, 0) B(m.(n(u)), :Jm(n(«)), c'(«))

Pol outro lado, de (3.3) temos que

x, («, o) E («(«, 0), .'-(u, 0), c'(«))

Cromo 3m(n(u)) é f-aturo dirigido, segue-se q--e m'(n(u)) = p(u,0) . :J«.(n(u))
rru. 0).
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Por último provámos a unicidade, a qual deve ser entendida no seguinte sentido:

Se X(u,«), , = u+{« € Q, é o«tr; sol«ção, «tão X(u,«) = X(u,«) p.r« , = "+i« C

Q n Q. De fato, qualquer par de soluções X, X do problema de Bjõrling coincide em
um intervalo real / c n n Q, e como ambas são analíticas elas precisam coincidir em

n n Q. ]sto comp]eta a demonstração do Teorema. []

Observe que a unicidade no Teorema acima, refere-se somente às superfícies máximas

X : Q Ç (C -} L' satisfazendo X(u,0) = c(u) e Á(u,0) = n(u). Na realidade um

pouco mais pode ser provado: dado uma. faixa analítica (c,n) em L', existe uma

única imersão máxima X : .A42 --> L' cuja imagem contém c(/) e .A restrito a c é

n. A parte da existência desta. a.armação segue-se do Teorema 3.2. A parte da uni-

cidade, segue-se aplicando os mesmos argumentos usados em ]3] na demonstração do
Corolário abaixo:

Corolário 3.3. (ISI) Sda c : / --> L3 llmri c roa tipo espaço reg /ar cana/üÍca em L3,

e seja, V \ 1 --:} ta lm cama)o unitário de uetores ti,po teTTtpo e an Lítica ao longo de c

[a/ que <c', V'> = 0. Ezisfe uma lírica imersão mázáma em L3 cada imagem conttím

cÇI) e tal que s'üa, a )Ligação de Güxss a,o Longo de c é V. Esta, im,ersão 'rnáliTna pode

ser covtstru'ídcl através da jórm,ula. de Bjõrtiv\g para o ta

Exemplo 3.1. Considere

l c(s) = (s --s3,0, s2,0) c L4,

1. n(') - Íi::i?-iÕ;;W(2', -2~''ã.í, (1 - 3''), (1 + 3'')i) C C',

para todo s C R. Por um cálculo direto, obtemos que

B](m'(n(')), gm(n(')), c'(.)) 3.', 0, -2~/ã.),

cuja extensão holomorfa é

E(m'(n(«,)), :Jm(n(.«)), c'(«,)) 3«,', 0, -2v''ã«,)

Assim

X(z) m.((; ;;,o,.',o)) 3«.((0,,+ ';('o + .ã), 0, -~/5,' + v'ã.IÍ))
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e portanto, a solução do problema de Bjórling para a faixa dada é

X(.) 3-' u',-«-3u'«+«;,«' -«',2~/ã-),

com z = u + iu C (C

Exemplo 3.2. Considere

l c(') =(1 ecos('),0,si«('),2si«('/2)) c L',
l n(') =(c's('),0,sin('),0)+ á(--l -- cos('), 0,c's(') cot('/2),c'c('/2)) c(C',

para todo s C (0, 2n-). Por cálculos similares ao exemplo anterior,

E(m.(n(.«)), ]m(n(«,)), c'(«,) ) (0,sin(z/2),0,0)

Então

X(,):= m'((]+cos(,), 0,si«(,),2si«(,/2))) ]m((0, --2cos(,/2)+2cos(.o/2),0,0))

e portanto, a solução do problema de Bjõiling para a faixa dada é

X(z) =(1+cos(u) cosh(u), 2si«(u/2) sinh(«/2), cosh(u) sin(u), 2 cosh(«/2) sin(u/2)),

com z = uniu, onde u C(0,2n) e u € R

Como consequência do Teorema 3.2, nós recuperamos a fórmula de representação

do problema de Bjõrling clássico em IR3 e também para o problema de Bjõrling em

L;, vda l31.

CJorolario 3.4. Seja c : / --.> R.3, R.3 = {zl :: 0} (. L4, wma cwrua reg /czr rea/

analítica e seja, n '. ] --+ ((] 'um campo de uetores real a,na]ítico ao longo de c ta]

g«. n(.) = ((s) + i.., o«d. ((.) C R' á «m -mp. -iZá,i. d. «'"« «[ás/a««d.

<c'(.),((.)> - 0 p«« lodo . C /. E«fã. «{.'' «m« ../«çã. ú«ic« do p«b/em« de

Bljõrling para s'uperj'ícies Tít'ínimus eln Ra , Q qual é dada por

X(') c(,) Í/ (((««) xc'(«,))d«,F, (3.6)

onde m = u + {u C n, se C /, Q á wm colÜunío aperto sÍmp/esmenZe corzea;o de (C

contendo l e x é o -produto uetoriül de WS

2

se
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Demonsti'ação: Do Teorema 3.2, segue-se que a solução do problema de Bjõrling
para a faixa analítica dada é

x(,) m' l c(,)+{/ H(((«,),',,''(.«))d,«
sO

m' l c(') - { / R (((«,), c'(«,), e.) d«,
se

2

Z

Assim, da Proposição 1.5 item 2 temos que

x(,)
rz

m 1 (,) à / ((««) x .'(«,)d.«
J SO

Zm l (')-i
Z

((«,) x c'(«,)d.«
0

n

Corolário 3.5. Seja c : / --} L3, L3 = {z2 := 0} (: ]L4, ama cwrua reg?i/ar f po espaço

rettl ar\alítica e seja n l l --» (ç: wln cam,l)o de uetores real analítico ao longo de c da,

/o,ma n(s) = ', +iy(s), onde }''(') C L; é um c«mp. wn Zá,i. d' u Z.«' Záp" í'mP',
futuro dirigido tctt qze qci Çs),VÇs]) -. ç) para todo s € 1. . Então existe lma solução
única do problemcç de Bjõrling para superfícies Tná=imcLS em ta , u qual é dada pot

X(,) - m'< '(,) +i/(}''(«,) x ''(«,))d«},

onde w = u + {u C (2, se C /, n é um co Ü nZo aberto simp/esmenfe conexo de (C

COTttendO l e x é o produto uetorial de q..?

Z

se
(3.7)

Demonsti'ação: Do Teorema 3.2, segue-se que a solução do problema de Bjõrling
para o par (c,ll,l é

x(,) m' l c(,) + Í/ R(.,, L''(«,),c'(.«))d«,
sO

m' l c(;)+ {/ E](}''(«,),''(«,),.2)d«, l

Z
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Assim, da Proposição 1.4 item 3 temos que

X(,) l c(.) + i / Ç''(«,)
sO

m. l c(,) + ã / b''(«,) x .'(«)d«;
sO

Z

Z

x c'(t«)dw

D

3.2 f-le 1 + 1 r+.P + .P + 'vr/lSimetrias de superfícies máximas em L4

Agora, nós estudaremos as simetrias das superfícies máximas em La via a fórmula de

representação complexa do problema de Bjõrling pala essas superfícies. Para fazer isto

fixamos as s'g«i«tes «citações. Sej. ./(z) = «(,) + áy(,), o«de «(,), y(,) são f««ções

definidas em um conjunto aberto Q de (C com valores reais. Se z(z) é harmónica e
.f(z) é holomorfa em Q, então #(2) é harmónica e /(Z) é holomorfa como uma função

de z no conjunto aberto Q* := {? : z C Q}. Note (lue Q é simétrico(em relação ao

eixo real) se, e somente se (2 = Q*. Também temos que se / C Q, ./ é holomorfa em

Q e / restrita a / ass«me -lotes reais, então /(,) = /(2) em / c n n n*. Portanto,
./'(z) pode ser estendida dc maneira holomorfa para Q U n*

Proposição 3.6. Seja X : C C --.> L4 a se/ração do proa/ema de .Bjõr/ing, para

uma dada /a a ana/úáca (c,n) em L4, onde Q é um corÜunto aóerÍo, simp/esrnente

conexo e simétrico, contendo o internato recta l e para o qual c e n admitem extensões

Âo/o«..r/as c(,) . n(,), o«d. , u + i« C Q. E«t'o p«« f.do , C Q í'm" q«.

X(z) c(,) - { / E(m.(n(.«)),:Jm(n(«,)),c'(«,))d«, l,

Demonstração: A superfície S = X(Q) dada por X(u,u) := X(u, --u), claramente

satisf.,z X-(u, u) = X««(u, «), X.,,(u, «) = X..(u, --«) e será «m. s«p"fície máxima

em L', pois AX = 0. Associado a ,.K, sda .A(u,o) := F(u,u) + {#'(u,u). De (1.5)

segue-se que

Z

(3.8)

ã(u,«)(À'e.+ «:X. + «:X,)(u,-«),



82

Ü(u,«) - H(X«(u, -«),X«(u, -«), ..),

e assim ?'(u,«) (u,-«) e P(u,«) -p(u, «). Porá«to,

.'l(«,«) -.'!(«, -«). (3.9)

lst. implica A(u,0) = --.4(u,0) = n(u) e X(u,0) = X(u,0) = c(u). Logo -Í éa

solução do problema de Bjõrling para é = c, fi = ã' e então -X(z) = He lzo $(to)dw,
ond' q'(,) = X« + í R (F(,), ?'(,), X«(z)), vd' (3.4). Restringindo ®(,) ; / e usa«do

(3.9), obtemos que

X«(u, 0)+ iE(-«(u, 0), .'-(u, 0), X«(u, 0))

c'(u) iN(me(n(«)),:Jm(n(u)), c'(u)).

Quando estendemos essas funções para Q*, segue-se o resultado.

@(u, 0)

n

As demonstrações dos seguintes corolários são análogas as dos Corolários 3.4 e
3.5

Corolário 3.7. Ncés mesmas Aãpóteses da Proposição 3.6, se S = X(Q) C IR; =

.[z4 :: 0} e n á da /arma n(s) :: {(s) + ie4, corri ((s) € R.3 ?ln tárào fa/ g e

<c'(.),((;)> P«« Z.d. s C /, .«fã.

X(Z) c(z)+i/ (((«,) xc'(«,))d«,F, V.Cn.

Corolál'io 3.8. Nas mesmzas A páZeses da Proposição 3.6, se S = X(Q) C L3 =
{z2 :: 0} e n á da /arma n(s) := e2 + il/(s), com V(s) C L3 tipo tempo, wniÍárío,

/«t-. ,ig d. . t«/ q«e <c'(.),y(s)> p-« t.d. . € /, .«t'.

X(2) c(')-i/ (}''(.«) xc'(«,))d.«l , V,CQ.
\ aso ,J

Observação 3.2. Usando as fórmulas (3.6) e (3.10), não difícil recuperar os dois

princípios de silíletrias descobertos por Schwarz para superfícies mínimas em R3(vqa.

j131 p. 123). Também, usaítdo (3.7) e (3.11), podemos recuperar os dois princípios

de simetrias para superfícies má.ximas em L3 dados em ]3], Teorema. 3.10

2

se

Z

(3.10)

(3.11)
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Agora usando (3.4) e (3.8), provaremos três princípios de simetrias para superfícies

máximas em L4. Eles foram motivados pelos trabalhos de Schwarz e l31 acima men-

cionado. Antes disso, temos a seguinte definição.

Definição 3.1. Seja llk um k plano em L4. Assuma que llk é tipo espaço se A :: ll
llk é tipo espaço, tipo tempo ou degenerado se Ã; = 21 e ITk é tipo tempo se h :: 3.

Sob essas condições, dizemos que llt é um k-p/ano de símeZria de uma superfície tipo

espaço X : JW2 -+ L4 se para todo p C M2, existe um certo q C iW2 tal que X(p)
e X(q) são simétricos com resp'ito a 11*, isto é, tal que (X(q) + X(p))/2 C 11* e

X(q) -- X(p) é perpendicular a ll*

Teorema 3.9. Sqa S ma sape77zície n7záz n7 a enlz L4, dada por X : t/ Ç: (C --} L4

Então temos que:

L) Quatqu,er segmento de li,nha. Teta tipo espaço conta,du em, S é bm, eilco de sã,metria

de SI

2] Se S intercepta. qxülqver 2--plano [ll tipo tempo ow tipo esl)üço, ortogona]mente CLO

longo de uma cu,rua reg'alar de S, então Ua é um plano de simetria de S;

ÀÕ Se S intercepta, qzalqKer 3 espaço \ts ti,po temi)o, ortogonatmente uo longo de umü

cura;a reg /ar de S, então ll3 é um 3 p/ano de simetr a de S

Antes de iniciar a demonstração, é conveniente fazer as seguintes observações.

Suponha, por exemplo, que a superfície máxima S contenha um segmento de linha

rega Z,, o qual pode ser assumido um segmento do eixo açl. Então é possível definir

coordenadas conformes z = u + iu numa vizinhança de L, de modo que X(u,0)
parametrize Z,, veja 1211. Observações análogas são feitas no caso em que S intercepta

ortogonalmente o 2 plano {z2 :: z3 = 0}, o 2 plano {z3 := z4 :: 0} ou o 3 espaço

{aç2 . 0}. Com isto em mente, não é difícil ver que o Teorema 3.9 é agora uma

conseqüência do seguinte
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Lema 3.10. Seja S wma swpe7fz'cáe mázÍma em L4, dada por X : (2 C (C --> 1.a, com

ÇE simél,rico c simplesmente camelo

1) S', P«« t.do u C /, " '-« c(u) 0) «1á ««[id« n. e{« #:, .«f'.

X(u, -«)(«:(u,«), -«'(u,«), -«'(u,«), -«'(u,«)). (3.12)

2) S', P«« Zod. « C ,, " '««« c(u) 0), e'lá ««Éád« «o p/-. n'

z3 = 0} tipo tempo, e se a swperl/i'cÍe S intercepta ll2 orfogona/mente ao /ongo de c
enZ:ao

X(u,-«) -(«:(u,«), «'(u,«),-«;(u,«),«'(u,«)).(3.13)

3) Se, p-« t.d. « C /, « .-« c(u) o), «tá c.«tád« «o P/-o n' - {«'
z4 . 0} tipo espaço, e se a swpe7:/ibid S {ntercepZa ll2 ortogona/mente ao /ongo de c
erzZão

X(u,-«) -(,'(u,«),«'(u,«), «'(u,«),-«'(u,«)).(3.14)

4) Se, para todo u C /, a c rt;a c(u) :: X(u,0), esta contida no 3-espaço ll3 := {z2 ::

i)\ tii)o tempo, e se a s'uperj'ície S intercepta \ta ortogonatmente ao longo de c, então

X(u, -«) «), -«'(u,«),«;(«,«),«'(«,«)). (3.15)

De"lonstração: (1) Sda c(u) := X(u,0) e n(u) := .4(u,0). Por hipótese, segue-se

q- c(u) 0,0,0), me(n(u)) «'(u,0),P'(u,0),P'(u,0)) . 3m(n(«))
(0,r'(u,0),.'-'(u,0),a'-'(u,0)). Assim, por um cálculo direto podemos verificar que
E(m'(n(u)),:J«.(n(u)), c'(u)) é d' form; (0,N'(u), B'(u),E'(u)). De «ordo com

l3.4) e (3.8), segue-se respectivamente que

X(') - l m'(''(')), -:Jm
/ R'«Üd«-,-3m .l R;(«Üd«,-'Jm .l R' (w)'i.«

l m' («Üd«.,'3m .l N3 04ú«.,'3« .l m' («õ'íwX(Z) m'(''(,)),:Jm

o que prova (3.12)

(2) Como por hipótese, S intercepta. Tl2 = {#' = 0,z3 - 0} ortogonalmente em
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c(u) := X(u,0), segue-se q«e c(u) = (.'(u),0,0,c'(u)). Ago-a relembra«do que o

2 plano ll' gerado por me(n(u)) e :Jm(n(u)) é ortogonal a Tc(«)S ao longo de c,
s'g--se q«e E(9t.(n(u)), gm(n(u)), c'(u)) é da fo-ma (0, N'(u), R;(u), 0). De acordo

com (3.4) e (3.8) chegamos à fórmula (3.13).

(3) A prova é análoga ao item (2).

(4) A hipótese implica que c(u) = (c'(u), 0,c'(u),c'(u)). Como S intercepta 11; or-

togonalmente, temos que X.(u,0) C (11')t e portanto X.(u,0) é paralelo ao vedor
unitário e2, o (dual é normal a 11;. Então me(n(u)) e gm(n(u)) pertencem ao 3-espaço

ll3 :: {z2 :: 0}, o que implica que a segunda componente desses vetores são iguais

; «ro. Assim N(m'(n(u)),:Jm(n(u)),c'(u)) é da form; (0,R',0,0). Port-to, em

conjunção com(3.4) e(3.8), obtemos(3.15).[]

Se no Teorema 4.1, 112 é um 2-plano degenerado, nós temos

Proposição 3.11. Sqa X : (2 Ç: (C --} L4 anlzcz super:/Zbie n7}azáma, canil Q s n7 lírico,
símp/esmente conexo e assuma que S = X(Q) intercepta o 2 p/ano degene7:ado ll2 =

jei + e4, e21 ortogona/mente ao /o,zgo da curtia c(u) = X(u, 0): Então S está conZÍda

no 3 espaço degerzerado [Í3 :: le: + el,e2, e31. .4/érre disso ]]2 é um p/ano de simetria

p«« S .e, . «m.«Z. s. X«(u, 0) á ««. «.ú/típ/« 'í' ':.

Demonstração: Considere a base .F=lci, c2, c3, c4} de La, onde ci = )f(ei + e4),
c2 = )f(ei e4), c3 :: ez, c4 = e3 e observe que ll2 = lci,c31. E claro que
c(u) = X(u,0) é d- forma c(.) = (c'(.),c'(.),0,c'(.)). Como o 2 pl-o ll' =

lm.(n(u)), :Jm(n(u))l é ortogonal a Tc(«)S ao longo de c, segue-se que --X«(u, 0) =

E(m'(n(u)),:Jm(n(u)), c'(u)) é da form«(E:(u),0, B;(u),R:(u)). Pelo mesmo ;rg«-
meílto a.nterior, obtemos que

X(.) H.(.'(,)) - gm / H'(.«)d«,,m.(.'(,)),-:Jm
Z

sO / R;(«)'".,!
!

z \

H.(.'(,» - 3m / E'(w)d«, l
s /
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X(2) me(c:(,)) + :J« Í'o d".U'Ça't-)'}.'3 1; Rata)d...

m.(':(,)) +3m / 8'(«,)d«,
./ sO

os quais escritos na base .F dão respectivamente

Z

X(,) - «''ã l H'(':(,)) :Jm / H:(.«)d«,,0,m.(';(,)), -:fm
Z

sO
R'(:«)d«,

/'

X(2) m'(''(;))+J« / R:(.«)d«,,0,m.(';(,)),:Jm / H'(«,)d«,,

Portanto, a primeira pai'te é clara e S é simétrica com respeito a lla se, e somente se

3m /.'o E:(«')d'« = 0, isto é, /szo E'(«,)d«« = 0 e a última afirmação segue-se. n

Observação 3.3. Note que se ll3 é tipo espaço ou degenerado, então não existe vetor

tipo espaço ortogonal a ll3 em L4. Portanto o problema de simetria de superfícies
máximas não é dehnido para estes casos.

Z Z

]S:templo 3.3. Considere

l c(s) :: (0,s,0,0) c L4,

l «(') - (valia, o, -:p=é:;:, o) + {(- :pãl!;::, o, -i7:l:k, a#z) c c' ,
para todo s € 1R. Por um cálculo direto, obtemos que

e

E(m'(n("")), :Jm(n('")), ''('")) -(-1, 0, -=-Í, :Í)
Portanto, a. solução do problema de Bjõrling para. a dada. faixa. é

X(') -(", ", ã''" si"("), --ã''" si"(")),

com z = uniu C(C. Note que z2 é ul-n eixo de simetria da. superfície máxima completa
S
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4. Uonsicl.ere

c(s) =(sinh(s), 0, 0, cosh(s)) C L',

n(') cos(.),si«(.),0)+ í(si«h(.),0,0,cosh(.)) C 'C'

IR. Por um cálculo direto, obtemos que

E(m'(n(«,)), ]m(n(«,)), c'(.«)) =(0, -- si«(«,), cos(«,), 0).

Portanto, a solução do problema de Bjórling para a dada faixa é a superfície máxima

Exemplo 3

completa

para todo s C

sinh(u) 0

o 1 1 0
0 1 1 sinh(u)

..;h(«) J l «:(«)
com z = u + {u C (C. Note que H2 = jet, e41 é um 2 plano tipo tempo d

s«perfície S = X((C).

Exemplo 3.5. Considere

l c(s) =(cos(s),sin(s),0,0) C L4,

l n(') =(cos(s),si«('),0,0) + i(0,0,sinh('),cosh(')) C(C'

para todo s C IR. Calculando como acima, obtemos que

E(m'(n(«,)), ]m(n(«,)), c'(«,)) - coshlw), - si«h(,«), 0).

Portanto, a solução do problema de Bjõrling para a. dada faixa é a superfície máxima

e simetria da

completal

cosa(«)
0

0

..;(«) smlu

..;(«)smju

si«h(ul 0 0

x(,)

cos(u) si«(u) 0 0 1 1 cosh(u)
si«(u) cos(«) 0 0 0

0 cosh(u) si«h(u) 1 1 si«(u)
0 ;i«h(u) «'h(«) ] [ 0

ll2 = jet, e21 é um 2 plano tipo espaço de simetria daque

0

0

com z = u + iu C (C. Note

superfície S = X(C)
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Exemplo 3.6. CorJsidere

c(s) = (s', s, 0, .') c L'',

n(') - V;ia{(i,-2',-i,0)+ {(1 + 4;', 2.,1,2 + 4.')} C C',

para todo s C R. Calculando como acima, obtemos que

N(m'(n(.«)), :Jm(n(:«)), c'(«)) 1, 1 )

A solução do problemas de Bjõrliílg para a faixa dada é a superfície máxima. completa

x(,) (u' - «' + ", u, «, .'' - «' + «),

com z :: uniu C (C. Esta superfície intercepta o 2--plano degenerado ll2 :: jei + el, e2]

ortogorialmente ao longo de X(u,0) = c(u), mas TI' não um plano de simetria de S

Por o«tro lado, se nós tom'amos a mesma c«r- c(.) = (.', ., 0,.'), mas o vetou

«(') - -7111:ã7{(i, 2;,o,o)+ i(4'',2',o,i+ 4.')},
obtemos que

H(m'(n(w)), ]m(n(«,)), c'(.«)) -1, 0),

donde,segue-se clue

X(,) ::: (u' - «:, «, «, u' - «')

a. qual é simétrica. com respeito ao 2 plano ll2

)

Exemplo 3.7. 0 3 espaço llS :: {z2 . 0} tipo tempo é um 3 espaço de simetria da
superfície máxima. S dada. no exemplo 3.2.



Clapítulo 4

A aplicação de Gauss para

superfícies tipo espaço em L3 e L4

O objetivo deste Capítulo é estabelecer condições explícitas em termos da aplicação

de Gauss generalizada de uma superfície tipo espaço em L4, veja. Teorema 4.12. Fi-

nalmente na Seção 4.4, Proposição 4.15, provámos uma fórmula de representação tipo

Kenmotsu para certas superfícies em La

4.1 Super.Hcies tipo espaço em L" e aplicação de
Gauss

De acordo com a Seção 1.8, a aplicação de Gauss generalizada G de uma superfície

tipo espaço S em L" é a aplicação que associa cada ponto de M2 um ponto da quádl'ica

C?T-2 de (CF'T'l, definida localmente por

G'(,) (4.1)

A conformidade local de S é expressa por

ds' = À'ldzl', À' 2« X;,X,». (4.2)

89
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Além disso, de (1.12) vimos que

AmX $ X,, (4.3)

Agora dado uma aplicação de .442 sobre a quádrica Qf'2 de Cl"T'i, podemos
repr's-tá-l« loc;lmente «« forma l@(,)l, o«de 'b(,) = (é'(,),é'(,), . . . ,@"':,@")
satisfaz

(@'y +(ó'y + ' ' '+(ó"': y -(ó")'(4.4)

Esta aplicação descreve a aplicação de Gauss de uma superfície S de tipo espa-ço em
L", dada por X : M2 ---> L", se

X, (4.5)

para alguma função /z : J\42 --.} (C. Note que S é regular sempre que p não se anula.

Portanto, de (4.2), (4.3) e (4.5) temos que

À' - 2«x,,x,»-2lpl' « o,q' », :íx-.x,, -(p'p),-p,'b+pq',.

Logo,

R « 'b,© » # og P);+ 'D:-, (4.6)

sempre que p :# 0.

Neste capítulo, usaremos bastante o seguinte fato: l@l C Q.'2 é equivalente a
« ©,q'»=(@'y+(é'y+. .+(Ó"':)'(Ó"y =0. 1,ogo,

« ®,Õ», 2(qblÓ' + Ó:@' . . -F @; 'Ó"': - @;@") = 2 «K Õz,Õ»,

« ®,õ»,=2(óló'+ó:@'-..+ó; "@"'' @;ó")=2«©,,õ»

Portanto.

«'>,,'b» '>,'>::-» «K®,,a'» a',©,» (4.7)

Para o desenvolvimento da teoria, precisamos provar o seguinte Lema. algébrico

2

» x,: H
2
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Lema 4.1. Sda W um pelar de q' da /arma W = .4.+ iB onde 4 e B são uefores

rea s de t po espaço de L" satílsl/bzendo <Á,Á> :: <.Z?, B> > 0 e <.4,-B> = 0. Seja ll2

o '2 plano de tipo esta.ço gerado por A .e B. Para q'u,a,lquer 'par de uetores C e D de

L", sda Z = C' + iD C q' e de$na ZT := C'V + ãZ)T, onde C'T, Z)T são as proleções

de (17 e /) sobre IT2. Então

'" - }É=« * }êE",
.«de q' : (C",«,») «m « ,,«, »:

Demonstração: Claro que

'" -H« *H,, ""
são as projeções de C, D sobre ll2. Note que

,.l . P!.EIU. B . nl:.W.c, . Z.=1:.Z . o
2 '' 2ã '' 2

Por um cálculo direto, segue-se que

« z, }v» }v+ « z, }v» }v+ «K z, }r » }r+« z, w» }v
2 « t'K }v »

Dr . Z,W » W-- « Z,}+'' » W+ « Z,W » W-- « Z,W »W
2 « PK }v »

Portanto, substituindo as expressões acima de C'r e Z.)v em ZT = Cr + iDr segue
o resu]tado. []

)

(4.8)

V z, to C (:"

H«*H"

Podemos aplicar o Lema 4.1 para. W/ = ®, de modo que ll seja o plano tangente

a superfície S deíirlida por X tal que X; = p® e Z = a)r. De (4.7), « (Dz, ® »= 0.
Assim, pelo Lema 4.1,

«K Qz, a) »
«©,®»

Denotando por V' a componente de q)z ortogonal ao plano ll2
V := 'D, (q),'lT. temos

('>:)" (4.9)

TnS, iStO é.

V' = Oz- -- 77(> (4.10)
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O vetar curvatura média H é ortogonal ao plano tangente de $, portanto, de (4.6)
e (4.10) te:nos

P « 'b, 'b » H logo);+ 'D, = (Q', ,7$) + ((1og P), + ?)q',

V (4.11)

(4.12)(log P), + q

Observação 4.1. Como # C (TPS)T, temos que « #, X, »= 0, donde « #, © »= 0
sempre que p(z) # 0. Logo, de (4.6) segue-se que

(logo), « '>, © » + « ©,, ® »: 0 W (log P), + q

Agora podemos demonstrar o seguinte

Teor'ema 4.2. Sey'a S ama supera/I'cie íápo espaço em L" dada /oca/mente por tma

aplicação conforme X l Q -.» Ln . Seja © a, ATEI,cação de Gavss de S, isto é, X, = F©

Então, pctra. todo z C çl temos que 'V é da, j"orou

V'(,) (')R(,), (4.13)

.nd. R(') á «m «et.« ««/ de L". .4/ém 'Z'"o, soó« . ««j««t. {, C n : N.'(,) :# 0},
Q função a : 9, -.+ 'R. é definida unicttmente módulo '2.K e satisfaz

a;, (4.14)

Demonsti'ação: Pondo p = lpl, podemos escrever

p = pe'i'('), (4.15)

onde a : n --} IR é unicamente determinada módulo 2n, quando p :/ 0. Então, de
(4.11) temos

v(,) p.;"(;)« ©,@» H-- e:"UR(,), com R(,): 'D,©»H
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Como V'(z) :# 0 implica p # 0, podemos definir sobre o conjunto {z C n : V(z) # 0}

a função a e, substituindo (4.15) em (4.12) temos que

(logo.':'(')), = ,7 + (logo),- áa:-

Agora deriva.ndo em relação a z, segue-se que

(log P),; - {a;, - -",

Finalm«te como (log p)Z; e az; são ambas leais, az, = :Jm(q,) n

Note que V e v7 dados em (4.13) e (4.14), são expressos via (4.9) e (4.10) explici-

tamente em termos das componentes de uma representação (> da aplicação de Gauss

G em coordenadas homogêneas, e são independentes da particular representação de
G

Lema 4.3. Dado urna ap/ácctção © : Q --> (:"\Í0}, seja a' :: .f(> onde / á ma/l nção

com,preza, nãa nu,!a dijerenciáuel. Sejam n.'V de$nidos em função de Q como em Ç4.9)

e (4.10) e os correspondentes Õ,V em termos de (>. Então

(4.16)

. ..ó,. . c.«/unto ond. V' . v nâ' s. -«/«., « /wnçõ« a,a de#nid« p., (4.13)
scLt'Lsl zem

a:, -- :Jm(Ü) = a:, -- ]m(?;).

Demonstração: De (4.9) é fácil ver que

« (/©);, .f@ »
« ./'q', /® »

l4.17)

(4.18)

De (4.10) e (4.18) temos

V' = 'Dz -- #'b = ./;'b + ./'Õz

Pondo ./' = Feio, segue-se de (4.18) que

Õ' (]og ./'), q + (]og ,):+ iO,,
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assim que

Ü + {a,, + (log ,),,

Mas por (4.16), V = re{("+o)R(z). Logo,

(4.19)

& :: a + 0, sempre que V' 7é 0

Portanto, substituindo 0z, = az. az, em (4.19) e usando o fato que a,;,aZ, e
(log r)z; são reais, segue o resultado. []

4.2 Aplicação de Gauss para superfícies tipo espaço
em IL3

Para superfícies tipo espaço em La, podemos explicitar a relação entre as aplicações

de Gauss clássica e generalizada. A aplicação p : C --} (C'3, definida por

P : «, ---> (1 + «,', i(l -«'),2.«) (4.20)

satisf« (ç,'y + (9'y (p;y = 0, portanto define uma aplicação

lpl:c\ÍI«,l -->Ílpl cQi:ç,'#o}
«, ---> ip(«,)l

que se estende para o biholomorfismo l(pl : (C.. \ {lwl :: 1} -+ Q.. Sabemos que

a quádrica QI pode ser identificada com o Grassmanniano de 2--planos tipo espaço
orientados em L', ll = lme(g(to)),gm(p(to))l. Por outro lado, a aplicação

«, --, x('") - i..l;P(2m'('"), 2a"''('"), 1 + 1'"1'),

de (C- \ alto = 1} em H'(--1) = {z C L' : <z,z> = --1}, é a inversa da projeção

estereográfica o pelo polo sul (0,0,--1) de Hg(--1). E JV restrita a Z): = {z C
(C : lz < 1} assume valores em H'(--1). De (4.20) e (4.21) é fácil ver que

«K iV(««),p(«,) »= 0. Como JV(0) = (0, 0, 1) e ip(0)l corresponde ao 2-plano de tipo

(4.21)
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espaço IT ' 1(1, 0, 0), (0, 1, 0)1 de L' com orientação induzida, então 7V(to) é o oposto
da normal, unitária orientada de Ig(zo)l. Assim, determinar uma superfície de tipo

espaço, cuja aplicação de Gauss generalizada é G : JW2 --} Qi expressa na forma

c' ./'l + /',i(i - ./''),2.f)l,

para alguma função complexa / : J142 --.> C.., é equivalente a determinar uma su-

perfície tipo espaço com aplicação de Gauss clássica

Í-:!Í.7-F(2m'(./'), 2:1"''(/), 1 + 1/1')

Localmente, podemos escrever to = .f(z) em termos de coordenadas isotérmicas
(U, z = u + íu) da superfície de Riemann M2. Usando o fato que

q'(,) +/',i(1 - ./''),2/), l.f(z)l :/ 1, (4.23)

podemos obter 77(z) e V(z), definidos respectivamente em (4.9) e (4.10), em função
de ./'. Por um cálculo direto obtemos

}f{. q f.

i-: ./l2 ' V'(') - Í.:=iJ-Í;;) P (2H'(/), 2:Jm(.f), 1 + l/I') - 2./;7V.

Como o vetou normal unitário Ar, é um vetor real de tipo tempo de L3, temos que a

condição (4.13) é sempre satisfeita para qualquer aplicação de classe C': a)(z), assu-

mindo valores na quádrica (2} Além disso, para o caso n - 3 podemos reescrever a

condição necessária (4.14) em função de /. Para isso precisamos definir as seguintes
funções auxiliares

?-

N- (4.22)

r'u :- íeq#, p(.n :- i---ih.í-p' tw :- /,, + i/./'&
e sobre o conjunto {z : ./z # 0}, seja

'cn:- :P . 'cn-S - l#--JÜ l:.
Antes de continuar, precisamos verificar quais são as possíveis singularidades da
função ./', e por conseguinte as singularidades das funções acima, pois, ./ pode possi-
velmente assumir o valor oo.

l4.24)

(4.25)
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Lema 4.4. Se / : i\4Z --.} (C á dePn da em ?lma saperl/{bie de /? emana J142, então as

seguintes diferenciais são globalmente de$nidas:

r'd,, sd, üP. (l,o),

F'& d. ÜP. (0, 1),

Z,d,&, 7'd,& ' tjP. (1, 1),

ond. F' . r' .ão de$«{d« '.b« . ««j-t. {. : 1./(,) # 1} e, S . r .ão de$«{d« .m

{, : .Ê :/ o , 1./(,)1 # i}.

Demonstração: Sejam (y. w = # + {g) e (U,z = u + {u) coordenadas locais de M'
tal que t/ n y' # 0 e z = z(to). Assim, /w = .Êgã, /a = ./;gã e dz = gãdw. Como
./'(«,) = ./'(z(«,)) em u n }', segue o result-do. []

Lema 4.5. Sda B a [rans/armação de il/õóius

x(w)-;=-le, 1al'-lPI'-i
ntã. - /u«çõ« ««i/á-« lr'l, lp'l, s r .ótid« « p-zá, d' «, .f(,), .ã. {--Í-

-'« p., x(./'(,)), {'t. é, lf'(./')l x(/))l, IP(./')l x(./'))l, s(/)
. r(.f)

Demonstração: Por

R
(?./'+

um cálculo direto temos

@, ~- mh, «*- "'àRS';,
l

' IP./'+ al'
Assim.

S(R(/)) fü zf,B . 'zçaf-} l3) f,
.Ê (P/+a) ' (F./'+a) l l.fl'

/z: . /' 2.ÊB(i l./'l')+2(d.7+#)/z
./; ' \. (B/+a)

#*Jq -''',,
l

l -l/I'
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if'wm)l - .n=Jl:;J - liJ:P@yÍlt.iy - r-bqih,í - lr'ul.
Os demais casos são imediatos. D

Observação 4.2. A transformação de Mõbius acima tem uma interessante relação

com o grupo de Lie SU(n -- 1, 1) = u(n -- 1, 1) n SL(n,C), no caso n = 2. Mais

precisamente, SU(1, 1) pode ser dado por:

Agora podemos encontrar condições explícitas sobre a aplicação de Gauss de uma

superfície de tipo espaço em L3

su(1,1) 2 PI'

Teorema 4.6. Seja S uma swpe7:/!bÍe tipo espaço em L3 de$n da pe/a imersão X

M' --> L;, . .d« «, /(,) « «p«..«t«ção /««/ d« «p/{c«çã. G-«, i.t. é

.- . /V(') e l/(,) :# 1, '«. ««, sá.tem« d' «.,de««d« í«Zé,m{«. (U,.) d.

M'. Sd«m « /unçõ« «s.«{«d« F' . r de#níd« PO, (4.24) . (4.25). E«Zão .m

q'u,alqüer ponto de Ma , u,ma dus seguintes condições está satisfeita:

(i) F'(z) .« ({i) F'(,) :# 0 . gmlr(.)} (4.26)

Demonstração: Pelo Lema 4.5 a função 7'(/) é invariante por transformação de
Mõbius, então podemos esco]her coordenadas bocais (U,to) sobre #:(--1) ta] que
to = ./(z) :# oo numa vizinhança de um ponto de iV2 sobre a qual também temos
1./'(z) # 1, pois a superfície S é tipo espaço. Note que as condições (1) e (2) acima
são equivalentes a:

:'''-. .- ::','*. . ,«{(#*4h: l4.27)

Vamos mostrar (lue (ij') é exatamente a. forma assumida por (4.14) para o caso rz = 3.

Vamos supor que ./z # 0. Vimos antes que para- superfícies tipo espaço em L3, r7 e V sã.o
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dadas por 77(z) = --2.fr'(/) e V(z) = 2./zN(z). Comparando isto com as expressões

de ?7 e W dadas respectivamente em (4.13) e (4.14) do Teorema 4.2, segue-se que

a (./;)( mod 2« ). (4.28)

a,, - ('-g(.G)),, - (:Jmll.g .Ê});, - 3«. .l l g
Portanto, provar ({í') é equivalente, usando (4.29), mostrar que

«,; - -,« { (Jh);} - -,,«'';,,,,.

Por outro lado, já vimos que v? = --2./'F'. Assim, a equação (4.14) toma a forma

a,; {(./'P'),}. (4.31)

Comparando(4.30) e(4.31), precisamos simplesmente ver

:Jm{(./F'):} (./r');}.

Assim )

ificar que

(4.29)

(4.30)

(4.32)

E fácil ver que

CÍã:-(.Íp),-({li:-:/0' ' .f), - f:.. (j): - j,.

Portanto

C7Õ:- - (7FD, - (Í4qII? - ÍÍ+SIIq - IPI' - IF'I' C ]R.

Esta última. equação tem como consequência imediata (4.32), o que prova o Teorema.
D

superfície de tipo espa-ço regular em LÓ, o vetou'

V - P « Q, ® » #

é dado explicitamente por V = 2./;N(z). Então,

/7=0 0 V=o + .é-=0

r) h q DI'x rn '' n nyuv Para uma4.3 r
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Assim, a equação de primeira ordem (4.26)({) vale precisamente nos pontos onde o

vetar curvatura média é igual a zero. Enquanto que para superfícies de tipo espaço
onde # :/ 0, a equação de terceira ordem (4.26)({i) precisa valer.

Um resultado que generaliza o Teorema 4.6 foi provado em l21, onde foi obtido uma

equação tipo Kenmotsu [251, relacionando a aplicação de Gauss e a função curvatura
média. Precisamente, temos

Proposição 4.7. (lq) Seja ]142 wma swpez/z'cie de tipo espaço em L3. Então a/unção

czruaturct médi,a h de Ma e a, aplicação de Gauss f de M'z em C satisfazem CL EDP

d,e segunda ordem
zfj,f-;hl.ü,+
l - l./'l'

= h,jx. (4.33)

No mesmo trabalho, foi ainda provado que a equação (4.33) serve como condição
de integrabilidade para a existência de uma superfície tipo espaço com aplicação de
Gauss e curvatura média dadas.

Para mostrar que o Teorema 4.6 pode ser obtido do Proposição 4.7, vamos rees

crever a equação (4.33) com a notação introduzida em (4.24) e (4.25) sobre o conjunto

{, : .G # 0}. Temos

zjj;f:hl.Ê,+ l - l/' h,./; + S(/) = (log Ã);

Como .S; = (]og Â);z C ]R pois, A : ]14' --> 1R e T(./') = .$- temos

gm(&)

Portanto, nos pontos onde ./; # 0, e por conseguinte A :# 0, a equação (4.33) implica

' eq«;ção (4.26)(iá).

Podemos estabelecer relações entre os resultados acima. mencionados para, o caso

de superfícies de tipo espaço em L3 e os cle Akutagaçva e Nishikawa l21. Seja .f/ o vedor

curvatura média de uma superfície tipo espaço imersa em L3 por uma aplicação X

/L/2 --} L3, dada na forma H = À]V, onde JV é a normal unirá.ria N : ]k/2 --} Ho2(--1) e
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À é a curvatura média escalar. Para este caso já vimos que 'V é dado explicitamente

pór V ' 2./;JV(z). Comparando esta última expressão com (4.11) temos

P«'b,'b» # «- P «K ü', (b » A = 2./;

Mas de (4.23), é fácil ver que « ®, © »= 2(1 1/1')'. Assim

«u - @í-Íbw - @í+bw
nos pontos onde A # 0. Concluímos então que dada uma superfície S tipo espaço em

L3, podemos obter uma fórmula de representação para S em função da aplicação de

Gauss ./' e da função curvatura média /z. Mais precisamente, temos o:

(4.34)

Teorema 4.8. Sqcc S ama s pe7:/zcáe lapa espaço imersa ern ][.3 por X : 7U/2 -..} L3

onde M'à é umcl s\ perfície de Riemann simplesmente cor\e=ü. Seja h :# q cl JurLção

cwrt;alara n adia da imersão e sela (>(z) de/unida em (4.23), a representação /oca/ da

aplicação de Gauss de S, isto é, X. = H©(..z). Então u, sbperf'ide S pode ser obtida
ezp/{cÍZarnenZe por

X(') - 2m'.Z. };iÍ "(l+ ./'',i(1 --/'),2.f) d« + X('o)

Faremos agora uma breve apresentação da relação existente entre as funções

r'(.f), r'(./) e L(.f) associadas à aplicação de Gauss de superfícies tipo espa.ço em
L3 e a .energia de aplicações entre superflícies. Vamos começar revendo alguns fa
tos sobre aplicações harmónicas entre variedades Ríemannianasl detalhes podem ser

encontrados em j141, 138j e j411. Seja .f : (M", ds') --> (/V", da') uma aplicaçã.o dife-

renciável entre duas variedades Riemaniliana. A dons dado de energia de ./ é definida

Z

poi

(4.35)

.(/) :- lir'(./'*a"') (4.36)

Dada. uma região Q C ]l/", a erzezyía lota/ E da aplicaçã.o ./ sobre Q é definida por

.( ./' ) dQ .
Q

(4.37)
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Um campo vetorial V ao longo da aplicação ./ é uma seção do vibrado vetorial

./' iTN = U,CÀ/7.f(P)N, induzido sobre M". O conjunto de todas as seções de / aTAr,
é ['(/':T]V) = {b' : M --> TN : V'(p) C T/(.)]V,p C iV}. Define-se uma variação de

./' por /t(p) := exp.f(p)(tb'(p)), que é uma aplicação diferenciável de M x (--e:,c) em

Ar. Se V tem suporte compacto em n, então a fórmula da primeira variação de E é

dada por

d-E(Â) .(.'-(/),}'')dQ,(4.38)l d.' (',(f), v)dç\

,(.n. :- E ('ü...'..: /.~'.:.;). , , .-
onde V é a conexão de I'(/ :TIV) e {eÍl=;. é um referencial ortonormal de M'. O

elemento r(/) C I'(.f''T7V) é ch-medo «mp. de tensão de ./

Em gera[, uma aplicação C'' .f : JV" --} JV" ( / C C''(M, ]V)) entre variedades

Riemannianas é Âarmóníca se, e somente se ./' é um ponto crítico da energia E em
C''(iW, N), isto é, para qualquer variação /t C C''(M, /V) de ./ com Z € (--c,c),
temos

l
(4.39)

della - o
dt l...

Assim, a aplicação / C C''(M", JV")) é harmónica se, e somente se

,(./') = o, para todo ponto de M. (4.40)

Esta equação é chamada a egwaçâo de Eu/er-Éagrarzge da integral energia.

No caso de uma aplicação entre superfícies, o campo de tensão 1-(./) pode ser
expresso usando coordenadas locais conformes (U,z = 1 + iz2) de ]M' e (Ü,to =

yi + iy2) de N2 como se segue. Sela /i = yi o ./ e /a = y2 o / tal que to = /(z) sqa

a expressão local de ./' : J142 --.} 7V2. Então,

,(.n(,) - >1: .-m'á;,
2

.'-(./)~(') - Aw/' + '''rl:,(.f('));:' gçg:j. (4.41)
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onde AW é o Laplaciano de ]W', WI'"rP são os símbolos de Christo#el de (N',da')
e (g:J) é a matrix i-ers- de (g:.Í), g;j :- a.'(ã3-,a$) e A.# := da'(ã$-, ã$-). Se-
jam À2lazl2 c @aldtol2 as expressões locais das métricas ds2 e da2 nos sistemas de

coorderl idas, temos

'..,- IT :l,
E fácil ver que

'''-i: -}, ~-}, -v: '''-!, - -+,
~-:. - -3 , ~-:, -9, ~-;, -#,

,'',' - »«, * (($)' *(=)') ~-.:'''*
+: rgg -.... qg) «,-7.«''-....

zi zi ' 0z2 0z2

*((=)' * (z)''
Por um cálculo direto podemos mostrar que

.'-(./') - '(/y + ã'(./y - z\m(./') + 21h((./'',-r + (./''-'y +
+ 2{(/'«-.f',- + /',,./''.,) - ((/', y + (./'',,)'))

/vl',,gi', ,y = 1,2

Logo,

c«, * ,}'') , (4.42)

pois

»« - i» - 'á,
4(/' + i./'),(/' + i./''),(./:.;-y +(./'',,)'+ 2i(./'',-./'',- +

+ ./':,,./'',,) -((./''.-y+(/',:;,)').
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Restringindo ao caso onde N = Xã(--1) = {z C L:3 : <z, z> = --1}. Seja to = .f(z)

a expressão bocal da aplicação de Gauss .f : J\42 --> H:(--1) de uma superfície S

tipo espaço em L3, onde to é parâmetro conforme de Xã(--1), obtido pela projeção
estereográfica de Xg(-- 1). Então)

dcr2

4,(/:

:h)' -, '.
Assim,

«-.h «.-üjh : ©.
@ l - l./'l'

Portanto.

De (4.42), podemos escrever (4.33) na forma

i.:y)X! - t.,:.f:.
4

4

p-t( ./') - (4.43)

Usando ainda a. Observação 4.3, podemos demonstrar o seguinte corolário da Pro.

posição 4.7 provado primeiro por T.K. Milnor 1331

Corolário 4.9. .4 cwroat ra média de wma super:/i'cie íípo espaço S imersa por X

JW2 -} L3 onde M2 á wma SKpe7:/i'cÍe de R emana coneza, á constante se, e somente
se a ap/{cação de 6'auss G : M2 ---> Hoz(--1) tí AarmónÍca.

4.3 Aplicação de Gauss para superfícies tipo espaço
em L4

Estamos interessados em obter condições necessárias explícitas para a aplicação de

Gauss generalizada de uma. superfície S tipo espaço em L4. Seja S uma tal superfície

imersa em L4 por X : J\'fz --.> L4 com aplicação de Gauss generalizada (; : J\'fa .+ Q2j

dada localmente por (7 = IX,l onde (U, z = u + iu) são coordenadas isotérmicas de



104

M'. Podemos expressa-la por uma par de funções wl = a(z), mz = b(z) tal que
ab # 1. Logo, podemos escrever G(z) = lõ(z)l onde por (1.24),

'> (,)
:: ÍI .LnÍ \hfz) (Írl aÍ,)hÍ,)\ ,r,\.hr.\ .r,lx},

), b(,))

)odemos escrever G(z) = lõ(z)l onde por (1.24),

ç.XPiçõõa-ict pui unia püi ue IUllÇUeS 'U/l == akZJ} t02 ==

p(a(,), b(,))

(l+ a(,)b(,),á(1 ,(,)b(,)),a(,) - b(,),a(.) + b(,)).(4.44)
Precisamos definir certas funções auxiliares a partir das funções complexas a(z) e

b(z) descritas pela aplicação de Gauss.

Fi F2 ' F2(a, b)

& - ã(,, b) :- i-!ã (a.4s)FI

S S (a,b) Í::= , s, - s,(,,U
b;

Í:Êi;, (4 46)

r. - r.(,,b) :- f%+2i;P-) , T2 - T2(,,b)

onde Ti e T2 são definidos sobre o conjunto {z : az # 0, bz- 7é 0}

Z Z
(4.47)

Seguem os seguintes resultados envolvendo essas funções

Lema 4.10. Seja R a trens/armação de JI/óbáus dadct no Lema #.5. Seja y qua/-
quer uma das funções au=iliures F-LFz, F\F.z, F\Fa, Fofa, SK e TI.:,k = L.2. obtida.s

« p«f{, d« /«çõ« a(,) ' b(;). Então y á án«,{-t p., (R(a),R(b)), á.t. é,

}''(R(a) , R(b) )

Demonstração: Por um cálculo direto temos

"(,), - õüjlhS;' "(,); - m;.lkP' x(,),, - $g@"' ') --w .
Note que o cálculo é o mesmo para R(b). Disto segue blue

1 -- ab
1 - R(a)R(b)

' ' ~ ' (Pa +a)(Pb +a)
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Mas,

S: (R(a), R(b))
R(a),, . 2R(b)R(a),
R(a); ' 1 - R(ayiiÍH'

sonde segue-se que

az

azç
--= +
a7
&,ç
--= +
a7

Como T- = (Si),, seg«e-se t«mbém

S- (R(a) , R(b))
2a,# . 2(ab + #) a.

(/3a + a) (Pa + a) 1 - ab
-2P(l ab) + 2(ab + #)

(#a+a)

i .== ' s:(,, U.
que Ti(R(a), J?(b)) = TI(a, b). Temos ainda

R(a):- R(b),
1 - R(a) R(b) 1 - R(a)R(b)

© b, (#ã + ay(#b + ay
(#ã+ a)'(?b + a)' (l - ãb)'

Í/i-;:P - 'FRã:RF2('' U.

a,
l ab

r'-(R(a), R(b)) F2(R(a) , R(b))

A invariância das outras funções são análogas D

Claramente as funções Fk e Tk, advindos da aplicação de Gauss de uma superfície

S tipo espaço em L', são diferenciáveis sempre que tok(wi = a(z), w2 = b(z)) é finito.

Agora se a(z) = oo ou b(z) = oo, podemos aplicar a transformação de Mõbius acima

de modo que ambas as funções a(z) e b(z) sejam finitas em numa dada vizinhança.

Isto corresponde a uma transformação de Lorentz na. superfície S de L4. Para ver isto,

primeiro exibiremos um homomorfismo do grupo SL(2, (C) no subgrupo O++(3, 1), do

grupo de Lorentz 0(3, 1), que permitirá fazer uma conexão entre as transforma(leões

de Lorentz e as transformações de h/lóbius da análise complexa.

Uma matriz .4 C GL(2,C), é Àermitãana se Á' = A, e nós denotaremos por
#err«(2,(C) o conjunto de todas elas.

#e,«.(2,'C) : C GL(2,C) .4t ,'1}
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Qualquer matriz H C Hera(2, C) é unicamente expressa na forma

3 ' + ÍZ;2
4U 0D

2 3U UU

onde o', á = 1, 2, 3,4 são números reais. Agora, cada matriz .4 pertencente ao grupo

especial linear SL(2, C), dá origem a uma aplicação C.4 : Hera(2, (C) --} Hera(2, C)
definida por ,Ca('H) = ÁH.4'. Esta aplicação tem as seguintes propriedades:

l)c-
2) det(,C.,*('H)) = det('H).

Como C«('H) C #««(2, C), se escre« «. forma

C«('H)
=3 4

32 4U z'u U

Podemos calcular o determina.nte de H e ,C..t('H) e, usando a. propriedade (2) acima
temos

(ü')' +(8'y +(õ;y(õ'y -(«')'+(«')'+(«'y -(«'y

Assim a aplicação linear (t;', t,',u', u') . , ü',8:, 8') definida por

=3 4 ãi + i02U 'u
2 4u' uU :l l, (4.48)

preserva o produto escalar <u, u> :: ult;i + u2t;2 + u3u3 -- u4u4 de L4, de modo que a

matriz desta transformação linear pertence ao grupo de Lorentz 0(3, 1). Para cons-
l a Õ l

truir explicitamente esta matriz em termos das entradas da matriz .4 = 1 ' r' l C
L ' o J

SL(2, C), sd-,

li:: ;::l - l;:; =i==i,
respectiva.mente (À}) para ,C.4(H). Deste modo podemos definir a aplicação /L/

3
U U

2
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(«:,«', «:, «') --+(A-:, A-,, À,:, A,,) por

hil

hi2

h2i

h2z

0 0
l â
l á
0 0

1 1
0 0
0 0
1 1

ol

02

U3

U4

De modo análogo,

hil

hi2

h2i

h22

0 0
l á
l j

0 0

1 1
0 0
0 0
1 1

Além disso, é fácil calcular

0

1 l o
2 l l

l

l l o

-i í o

o o l
o o l

Assim M': : (Xii, Ãi,, Ã,:,Ã22) --} (ü:, õ',õ;,ü'). Falta estabelecer explicitamente

uma conexão entre (Akl) e (AkZ). Isto é obtido através de ,C.4, uma vez que

'«.«,-l çlll:: ::ll; ;l
é equivalente a

ü-: l l lal' aa ap l#l' 1 1 A--

ü:, l l «? «x /3? /3i 1 1 A:,
h,, 1 1 al p'r a8 PJ 1 1 A,:
Ã« l l7l' vã vá l8l' 1 1 A«

Observe que a relação entre (u{) e (õi) é dada pela composição de aplicações

1«:) -!$ (A*.) KJ (À*.) e= (ü;).



108

Portanto, a representação matricial da aplicação (4.48) é dada por

.A.,l = M''' . lc..il - M

Finalmente, calculando explicitamente A.4 em termos das entradas de ,4 C SZ(2, C)
obtém os

aã+B'Y+pV+ãã i(alia?7-PV aJ)
. il i(-'«á+©v-P7+aá) '«ã-P'r-PV+aá
' 2 aB .rli+ aP - ?á i(aF 'rã #ã+áV)

-(a#+7ã+ãp+Vá) {(aÕ'+'ylÍ-#a á?)

'*V+ &7- #J #J -(aT+a'+ pli+ Fõ)
i(--aT+ a,y +/3á - #ã) -á(-a?+ &' - #li+ Bá)

a©- 11- Pl3-V õ8 - Çan- ll-F Én 6)
-(aa+'y? aR-ái) aa+#B+7?+áli

Observe que A.14 > 0 e det(A..l) = det(IC.,1l). Por um cálculo direto podemos mostrar

que det(IZ:.41) = 1aá -- /7'yl' = 1, assim det(A.4) = 1. Além disso, denotando por

(A.4)z a matriz obtida de A,,! eliminando a terceira linha e a terceira. coluna, prova-se

que det((A.4)Z) = {(lal' + l#l' + lyl' + lál') > 0. Portanto, a matriz A.,{ pertence ao

g-'«P' 0''''''(n - l, l).

A aplicação .4 ---> A.,{ que vai de SL(2, C) para O++(3, 1) é chamada de ap/ilação

esp Daria/. Note que se .4, B C SL(2,C), então

(4.49)

A«A- 'lc..,lm')(w':lz:.lw') l,c«ll.c,*lw.

Mas, pela propriedade (1) de Z.4, temos que IC.,illZ:...ll = 1,C.,IBI. Assim que,

NAN.B -- NA.B

Portanto, a. aplicação espinorial é um homomorfismo do grupo SL(2, C) pala O++(3, 1),

isto é, é uma representação do grupo SL(2,C). Esta representação não é injetora,

pois A.4 = ]X.,:i. De fato, A..l = AB implica. .4 = ÜB. Com efeito,

A..l A. (AB)'' - /d.
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Agora como (A.,l)': = A..,l temos que

A.4B-i = /d4 ::> .4.Z?'i = ü/d2.

Um particular exemplo é dado por '4(0) - l sosh0/2 smh0/2 l C s1(2,c),
com 0 real. Neste caso, segue de (4.49) que

cosh é)/2

sinh 0/2

cosh 0 0 0 sinh 0
o l o o
o o l o

sinh 0 0 0 coshé)

A.4(0) ' C 0''''''(3, 1)

Agora estamos em condições de aplicar os resultados acima pala o nosso caso

particular. Primeiro vamos recordar a relação entre a aplicação de Mõbius R(w) do

Lema 4.10 e o grupo SU(1,1) = U(1,1) n SL(2,C) a saber:

'"o,o - ll ; ' l:i«i I''í'- '

Portanto, para ''i ' l Õ: # l C st/(1, 1) temos de (4.49) que

A..l C 0''''''(3, 1)

Conclusão, a cada mudança de coordenadas conformes na superfície S tipo espaço

de L' através da aplicação de Mõbius R(to), de modo que a(z) e b(z) sejam finitos,

corresponde uma transformação de Lorentz A.,+ C O++(3, 1) de L'

Lema 4.11. Soam Fk e Fk, A = 1,2, de$n dos em (4.45) e (4.47). Temos qwe

a«.{(i;f'-), +(ãF2),} - a«'{(i;Â),+(aÃ);}

m.(a' + P') -:Jm(a' - #') 0 2m.(aP)
:J«,(a' + #') m.(a' P') 0 -2]m(aP)

0 0 l 0
       

-2m.(aP) -23m(a#) 0 al'+lPI'
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Demonstração: Por um cálculo direto temos

(i;p ), - Pã); - !zl?T;ÊP--,
pois(iD; = bz e(iDz = b,. Analogamente,

(ãF2); - (ãÃ), -
ã: bz--ã; b,

(l- ãb)'
Portanto

(ãF2), - (aã), - (BA); - (t;Â);
que é equivalente a

(ãF2), - (bF ), (ãÂ), - (BÂ),.
Por outro lado,

2{:Jm{ (bF ), + (ãF2),} ((BFI),+(ãF2),) )l-; l;rD)
(G'u, $íE) -('GFÜ o;n),)
(@a; 'Õgij:)

(Fa, -- @©:) ,-- @q:)
2igm{ (EP ):- + (ãÂ),}

FtFa= F\Fa

Podemos agora enunciar o principal resultado deste capítulo, que terá um papel

fundamental no estudo das superfície tipo espaço de L4 com aplicação de Ga.uss
degenerada

n

Teorema 4.12. Sqrz S zzmrz swperl/ícÍe fira espaço or erzZada imersa em L4 por X

M2 ..} L', com ap/{cação de Gauss venera/ fada (7 dada /oca/mente por (4.44) uía o

p- d. /u«çõ« a(,) ' b(,), .«de ; á «m« c««den«d« ásolé«míc« s.ó« S. Enfã.;

(4.50)

(4.51)3mÍ7'- + T2} 0 sempre qüe az :# 0, bz # 0.
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Demonstração: Vamos aplicar o Teorema 4.2 para mostrar que (4.13) e (4.14)
implicam respectivamente (4.50) e (4.51). O primeiro passo é expressar as funções

q(z) e 'V(,), definidas em(4.9) e(4.10), em termos d«s f««ções a(,),b(,) e FA(.). De
(4.44) temos

q',(') - ,,(b,-ib,l,l) +b;(,, j,,-l,l),

«K ®,(b »:: 2jl abj2 > 0,

Segue-se daí, por um cálculo direto, que

(4.52)

l4.s3)

« '>1, 'b »= 2baz(ãb -- 1) + 2ãbz(b -- l)

Assim,
ba; Sb;

?(') - -i.-l;i Í.-ãli; «' 'z(') - -(bP'- +ã-&).
Agora substituindo (4.44), (4.52) e (4.54) em V(z) = õz -- ?'>, temos

(4.54)

V(') - Í::= (2m'(b),2:1""(b),l - jbj',i + jbj') +

+ Í::li; (2m'('), 2:J"''('), I'l' - 1, jaj' + l)
r'iZj + F2'4, l4.ss)

onde

(2m.(,),2g«.(a), ja ' 1, jaj' + l) ,

(2m.(b), 2:Jm(b), l- lbl', 1+ jbj:)

l4.s6)

(4.57)

Note que .4 e 23 são vetores reais não nulos, tipo luz e futuro dirigidos cle L'l, tal
que «K .4,B »= --2jl -- abj2 < 0. Portanto, são vetores linearmente independentes

do cone de luz de L'. De (4.55), concluímos que V(z) = 0 se, e somente se FI(z) =
F2(z) = 0 que é equivalente a az(z) = b,(z) = 0. Em particular quando 'V(z) = 0,

(4.50) é trivialmente satisfeita.

Sejam V =(V'',V',V3,'V'), .A =(.4:,.4', .4',,4') e 13 =(23:,Zg',B',B'). Obser-

que a condição (4.13) do Teorema 4.2 nos diz que W é igual a um vedor real R(z) de L'
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multiplicado por uma função complexa não nula sempre que 'V(z) # 0. Isto equivale

a dizer que V''V = R'R é uma matriz hermitiana real (simétrica). Portanto, suas
entradas V'Vk, l 5; .j,k .É 4 , precisam ser reais. Por outro lado, de (4.55) segue-se
que

(F Bj + F2Hj) (riBA + Fuja) =

(lpl I'zjja* + IF2l'Áj"4 ) + (R'&.4jzi* + pj'E.4*zJ'j)

Assim,

'VIVA C ]R«.(FIF2.4jB+ Fi'F;.4k/3j) CR

p':s (IPll'BJB* + IP2l'.4jÁ*) é «m «úmero real. O« sd;,

X.'''V'* C ]R + (R'F2 - rl7D (H'Z3* .4*ZJj) 0

Isto implica que

IFTF2 0 ou .4jZJk--.4kZJl=0, V l $.j< k 5;4. (4.58)

R/lostraremos que (JJZgk -- .4kZij) não pode ser igual a zero em nenhum ponto zo C t/,

onde (U,z) é uma vizinhança coordenada conforme de S. Com efeito, como S é
uma superfície tipo espaço) a. métrica induzida pela. imersão X : JW2 ---> La, ds2 ::

4lpl2jl abj2jdzl2, é Riemanniana, logo ab 7é l sobre ü. Seja zo C U algum ponto

onde 'V(zo) :# 0 tal que

,4j ( ,o )B*( ,o ) .4k(zo)Bj(zo) = 0, V l 5; .j < A 5; 4

Segue-se de (4.56) e (4.57) que as seis equações acima. são equivalentes a

. .4iZ32 .42Bi = 0 «* m.(a)gm(b)

e .4i63 .4;6: + m.(a)(l-jbj') b)(jaj'-i);
. .4iZ34 .'t'Z3' + m.(a)(l+jbj') b)(l+jaj');
e .42Z33 .4'Z3' «, :J«.(a)(l bj') (b)(jaj' - l);
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. .4'Zi'-.4-B' + :J«.(a)(l+lbl') (b)(jaj'+l);

. .4;6'-.4'B; $(jaj'-l)(l+jbj') I')(jaj'+t)

Estas equações implicam respectivamente que

1. ãb = ab;

2. m.(a + b)(l - ab) 0;

3. m'(a - b)(l - ab)

4. :Jm(a + b)(l ab)

5. 3m(a b)(l ab)

6. jaj2jbj2 := l

Usando as equações (1) e (6) acima temos

jaj'jbl' aB)(ãb) l :» a(,o)b(.o) (4.59)

Agora usando as equações (2), (3), (4) e (5) podemos facilmente concluir que a(ZÓ) =

b(zo) = 0, o que contradiz (4.59). Conclusão, 'V:'V é uma matriz hermitiana real se,
e somente se FiPz = FI F2 e isto prova (4.50).

Para provar(4.51), precisamos primeiro estabelecer uma relação entre o argumento

das funções coordenadas de 'V e o argumento das funções F'i e F2. De (4.50) e (4.55)

segue-se que

f':v(,) F'i(FtZj + F2.4) = F] r':Z3 + f'l F2'4

f'-F'-zj+nF',.'{(F'-6+F',.4) v(,)

De modo análogo, prova-se que F'aV(z) = F2V(z). Como estamos assumindo que
az # 0 e bz :# 0, segue-se que F] # 0 e F2 :/ 0. Por conseguinte V(z) # 0, logo temos

alguma componente, digamos V;, de V, diferente de zero que satisfaz

F'iV'' FaN' = F2N3. l4.60)
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Assim, t4.t)U) implica que

a -g(F' -V' ) (mod T), --g(F',V'')

que é equivalente a

--arg(FA)+arg(V') = 0(mod «), k = 1,2.

Agora de (4.13), V(z) = e''(')R(z) e daí arg('Vj) = a(z) (mod 2«). Portanto,

a(,) = arg(FA) (mod «'), k = 1,2

Logo

a(') - é-('-g(rl)+;-g(p2)) '» a(') - ;(--g(FF2))(m.d ;)(4.6i)
De (4.45) segue-se que

;-:'' ', - .:'; (i:= . :-h - :Jm 4 l.g =h)}
Portanto.

«(,) - ;,«(".: « -- .: »,) -- ,-,« . "

«, - ;'«(= * :),

=); * (k),}

Assim,

(4.62)

De (4.62) temos

«;: - ;,«{(=--,-Â),--(:--,;Â); ,(Pq,-- @©,)},
«;: - ;,«{Ti(,,U-'-T2(''''} ;+ @Q:). H.«)

Por outro lado, vimos em (4.14) que a,z = :Jm(v7,). Logo de (4.54), segue que

«,,- (®q, -- @');) o.«)



115

Finalmente compara.ndo (4.63) com (4.64) e usando o Lema 4.11, provámos (4.51).
Concluímos que pala superfície tipo espaço em L4 as condições necessárias de

integrabilidade: (4.13) e (4.14), reduz-se respectivamente a (4.50) e (4.51). Final-

mente observando que (4.50) e (4.51) são independentes da escolha de coordenadas

conformes de i\'f2, provámos o teorema. []

Observação 4.4. Podemos dar um exemplo de uma aplicação l(PI : U --> C?? que não

pode ser localmente a aplicação de Gauss de nenhuma superfície tipo espaço imersa

conformemente em L'. Com efeito, pondo a(z) = z +2 e b(z) = --i(z -- 2) em (4.44),

temos que az :: l e bz = i. Logo,

isto nos diz que a condição (4.50) é negada

Vamos agora expressar uma relação entre o vedor curvatura média de uma su-

perfície tipo espaço em L4 e as funções a(z) e b(z) definidas a partir da aplicação de

Gauss dessa superfície.

Seja S uma superfície tipo espaço em L4 dada localmente pela imersão X : U C

iW2 ..> L4 onde (t/, z = u+át;) é uma vizinhança conforme de M2. Então sabemos que

a métrica induzida por X em S é da forma ds2 :: À2ldzl2, onde À2 :: 2 «K X,, X, l:>.

Se ® : t/ --> ql''í representa localmente a aplicação de Gauss de S, isto é, X, = p®,
então

À2 = 2lpl2 «K ©, ® »

Segue-se de (4.44) que « q), © »= 2jl ai;j2, portanto

X2 = 4jpj2jl ai;j2 > 0

l4.6s)

Vimos em (4.11) que 'V = P « q', 'D » # donde obtemos

<", "> - i.l;l:: ', ' » ''
(4.66)

Por outro lado, de (4.55) segue sc que

«K V, V » (r':F2 + Ft F',) « .'l, B »
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Portanto

« V',V»('F:P2+F'-'F,) «K 'b,@» (4.67)

Pelo Teorema 4.12 temos que

«v,v»: -2F'iF2 « ©, ® » (4.68)

Substituindo (4.65) e (4.68) em (4.66), segue-se clue

(4.69)

Observe que tudo o que fizemos até aqui diz respeito somente a condições ne-
cessárias sobre a aplicação de Gauss de uma superfície tipo espaço em L4. Para-

lelamente à teoria da aplicação de Gauss para superfícies cm R3 e R4, estudada
profundamente por ]231 e ]24], podemos fazer naturalmente as seguintes perguntas:

1) As duas condições necessárias (4.50) e (4.51) para que uma aplicação 'D seja a
aplicação de Gatiss de uma superfície tipo espaço em L4 são também suficientes?

2) Sela S uma superfície tipo espaço em L4 e G sua aplicação de Gauss dada lo-

calmente por (4.44), em termos de coordenadas conformes z, via o par de funções

complex«s (a(z), b(z)). Quais são as condições sobre as funções a(z) e b(,), tal que
S estala contida em algum lm'(--,') ou $f(r'), r # 0?

3) Dado uma função complexa a(z), existe uma segunda função b(z) tal que o para

(a,b) satisfaça. (4.50) e (4.51), de modo que corresponda a aplicação de Gauss de
uma superfície tipo espaço imersa conformemente em L4?

4.4 Fórmula de representação para superfícies tipo
espaço em L4

Nesta seção prilileiro pi'oval'emos que as componentes a(z) e b(z) da aplicaçã.o de

Gauss de uma superfície tipo espaço em L4 e o seu vetou curvatura. média #, precisam
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satisfazer uma equação de derivadas parciais de segunda ordem. Também daremos

explicitamente o fator de integração p, dado em (4.5), em função de a(z), b(z) e H, o

que permitirá dar uma fórmula de representação explícita para superfícies tipo espaço

em L4 em termos da aplicação de Gauss e do vetor curvatura médias
Na discussão feita após a Proposição 4.7, vimos que

h l ./;,+ -i:Z-Z-féÊ- l S(/) log h),1 -- 1 r la

sempre que ./; # 0. Como h é real, temos que (log À),z é um número real. Assim

(4.70)

:Jm{(S(/));} 3m{ (/)}

Nosso objetivo agora é generalizar a equação (4.70) para superfícies tipo espaço em

L4, de modo que a condição necessária :JmÍTI + T2} ' 0, dada em (4.51), seja

uma consequência dessa equação generalizada. Mais precisamente, temos o seguinte
Teorema

Teor'ema 4.13. Sqa S 'urna super:/zcie tipo espaço imersa em L4 por X : i\42 --.}

L4, com ap/ícação de Gauss venera/ fada G dada /oca/mente por (4.44) oÍa o par da

/u«çõ« a(,) . b(,), .«d. , á "m« c«,d.««d« {'oZé,mic« .ob« S. Ente. o «.t.,
curuutu,ra média H e as funções aÇz) e bÇz) satisjcLzem, a, EDP de segunda ordem

Demonstração: A aplicação de Gauss de S é definida localmente por G(z) = IX,l
e representada.por

(X, H'> 1 b, ,,, * :=) * ,, (-;: * 2ãbzb.
= azb:-<H, #>;. (4;71)

©(,) +-(,)b(,),i(l a(,)b(')),a(,) - b(,),a(,) + b(,)),

isto é, X. = /zõ(z) para alguma função p : M' -.> (C. De (4.9) e (4.10) vimos que

«K ®z,(D :>
7i « '}, 'D » # = 'bz v7Q', 77 :=

« ©, © :>

l4.72)

Podemos facilmente ver que

« P « ©, © » #, (R « 'D, 'D » H) »
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=«(Dz,(bz » --2v7 « 0z, $ » +77z «(D,Õ l»

Como lq'l C Q?, isto é, « a), @ »= 0, segue-se que « Oz, © »= 0. Assim, a equação
acima reduz se a

«K a', © »' <n', #'>P'

Vamos agora calcular explicitamente «K õz, Õ; » em função de a(z) e b(z). Deri-
vando (4.72) em relação a Z, obtém-se (lue

(4.73)

Q'z = az(b, --íb, 1, 1) + b,(a, '&a, l, l) (4.74)

e daí, segue-se que

«K q)z-, (bz »= 4azbz (4.75)

(4.76)

Portanto,

« ®, Q »2 </7, //>li2 = --4azbz-.

Agora deriva.ndo ii « Q, (} » ,17 = (bz 77® em relação a z, temos

« 'b, 'D », (P#)+ « a', '> » (»#), ?,® qQ,'

Mas,

« 'b, ® », (PH)+ « 'D, © » (PH),

» +« 'b, ©,»)pH+« ©, © »((P),H+ P#.)

Assim,

«Õ,©»PH, '>:; ,7,'D - qQ, - («K ©;, q' » +« ®,I Õ 5)PH
(«K 'b, q' » #)7©.

Além disso, note que

,«-;tâ, ««,«»«-
®'7 -- T7©
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Portanto

« 'p, ® » pX; ',, - «,« '« ' » --='©») :;t/;
0v ?7(>

P

}k= * ;k= * (t) ) ., *
+

:;bB * }:= * (f)) « - «,) '

De (4.12) sabemos que

- q
P

Por outro !ado, 77 = -;-i::!ili-i;-, de modo que

« 'b, a' » px; = ©: «.,-:lkg.,*(;tB«-«,). .- «,

Calcularldo o produto simétrico entre (4.77) e P « 'D, ® » # = (b2- -- 77Q', afim de

obter o produto escalar entre .f/ e .f/;, temos que

« 'D, 'D »' <H, H,>R' « 'D,, 'b:,» -,7(« ©,, Q',» +« '>, 'b,,»)

:l$i;- .« .;,© »

pois l©l C Q?. Usando que 0::«(D,@, »z =« Oz,©,» + « O,O,z » na equação

acima, temos que

« ü',ü'»'<m',x,>p' - ; « ®,,©» :f:iT;;-« o',,ç» (4.78)

De (4.74) e « q), a' »= 2(1 ab)(l ãb), podemos calcular

«Õ.,©»
« ©, ® :» (;P-(,, u -- ;'(,, u) l4.79)



120

onde Fi é dada em 4.45. Finalmeílte, substituindo (4.75) e (4.79) em (4.78), segue-se
que

«K 'b, ® »' p'<x, x,> --2 (':,b; + ',b,,) + 2 (i;Ã + ãÂ) (--2a,b;) -

(,; * P=) * ~ (»« * Pt
Multiplicando ambos os membros desta equação por <.f/,J7> e usando o fato que
«K ®, ® »2 7i2<#, H> = --4azbz por (4.76). Concluímos que

Isto encerrar a demonstração do teorema.

çn. n ) = '2z-:b-zçn, n: )

n

Qualquer superfície g' tipo espaço em L3 = {(zi,z2,z3,z4) C L4 : z3 = 0} pode

ser considerada de modo natural uma superfície em L4. Para este caso nós podemos

assumir que b(z) = a(z) em (4.44). De modo análogo, qualquer superfície S em
llt3 = {(zi, z2,z3,z4) C L4 : r4 :: 0} pode ser uma superfície em L4. Para este caso

nós podemos assumir que b(z) = --a(z) em (4.44). Assim, podemos usar o Teorema

4.13, mais especificamente a fórmula (4.71), para recuperar, de uma nova maneira, as

condições de integrabilidade para superfícies tipo espaço em L3 e superfícies em R3

com aplicação de Ga.uss e curvatura média não nula prescritas.

Os vetores reais .4 e B dados em (4.56) e (4.57), são tipo luz futuro dirigido tal

que <.4, B> = --2jl ai;j2, portanto são linearmente independentes sempre que a(z)
e b(z) descrevem a aplicação de Gauss (D de uma superfície $ tipo espaço em L4. E

fácil ver que <®,.4> = 0 e <(D,B> = 0. Assim, {.4, Zi} é uma. base para (TPS)i. Além
disso, como H C (TPS)X podemos escrever # na forma

.F/ B>.4 + <#, .4>B
<.'t, 23> '

cloncle segue-se ciue

<#, x> - Xgdl;a. (4.80)



121

. Se b(z) = a(z), sabemos q- q'(z) = (1 + a',i(l -- a'), 0, 2a) :ep«s'nt- local-

mente a aplicação de Gauss de superfícies tipo espaço S em L3 C L4. Neste caso, o

vetor curvatura média .f/ = .17 é tipo tempo e paralelo à aplicação de Gauss clássica

Ã : M' --} Xã(--1) de .g. De (4.80) temos que

<'}, '> -

com .4 = Zi =(2me(a),2:J«}(a),0, jaj' + 1). Logo de(4.22), segue-se que

J.= (1 -jaj')N, zi jaj')Ã

Portanto,

ÇÜ,Ü) - ÇÜ,N)' .A ,

onde h é a curvatura média escalar de S.

Finalmente, substituindo b(z) = a(z) na equação (4.71), temos (lue

-"'',(,;;+Í!$)- (,J' "

«« (« (,« * #$)
Como A = 0 se, e somente se az- = 0, a equação acima implica que

2ãa,az
h l a,; -.F : f:f

' 1 - jaj'

\

/

- h,az

Observamos que esta equação é a mesma equação (4.33) da Proposição 4.7

. Se b(z) = --a(,), sabemos q- ®(,) = (1 a',á(l + a'),2a,0) repres-ta
localmente a aplicação de Gauss de superfícies .g em IRs C L4. Neste caso, o vetou

curvatura média # = .f/ é tipo espaço e paralelo a aplicação de Gauss clássica /V
JW2 --} S2(1) de .g. E bem conhecido que

&(') - Í;l=f (2m'('), 2Jm('), 1' ' - 1, 0) (4.81)
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Agora, de (4.80) temos que

<.'}, Ê'> -

com .Â = --Zi = (2me(a),2:Jm(a), jaj' -- 1, 0). Logo de (4.81) segue-se que

.Â jaj')&, É +jaj')Á

Portanto,

kÍÍ,Ü) ,&y- ha.

onde /z é a curvatura média escalar de .g.

Finalmente, substituindo b(z) = --a(z) na equação (4.71), temos que

2ãa;az
--2A'az l a,z l +jaj' -2Ah,(a,y $

«« (« (,« - 3B)
Como Â = 0 se, e somente se az := 0, a equação acima implica que

2ãa,az
l +jaj'

A equação acima é a condição de integrabilidade para superfícies com curvatura média

prescrita em IR3, provada por Kenmotsu vqa 1251 pag. 96.

Como consequência imediata do Teorema. 4.13 temos o seguinte

Corolário 4.14. ovas Àípóteses do Teorema 4.13, se o uetor caruafura me'dáa .r/ não

é vtltlo nem de ti'po lzz para todo povtto de Mz então

S-(a, b) + S,(a, b) <#, H>), , (4.82)

onde z é um parâmetro conforme sobre Ma
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Demonstração: A equação (4.76) implica que azbz # 0. Assim,

,,»;((=*#:) *(:*#k)) ««,«» -',,»,«",",» *
?*gh)*(:*#k)-T# *

S:(a, b) + S,(a, b) (log<H, H>),

Observe que <#, H> é uma função real, de modo que (log<#, X>),z C IR. Assim,
a equação (4.82) implica que

3«.{(S:(a, b) + S,(a, b));} {r.(a, b) + T2(a, b)}

Portanto, a equação (4.82) implica a equação (4.51) do Teorema 4.12.

Uma outra consequência interessante pode ser obtida usando a equação (4.76), da

qual segue-se que

n

- --4azbz

<H, n'> « 'P, © »'
sempre que <.f/, ,f1> :/ 0. Ou seja, o favor de integração /z pode ser dado explicitamente
por

p ' <x,n->ll -:i;l. (48a)
Portanto, dado uma superfície S tipo espaço em La , com vedor curvatura média ]7 não

nulo e nem tipo luz, podemos dar uma fórmula de representação para S em função
da. aplicação de Gauss G e do vetor curvatura /7

Proposição 4.15. Sqa S wma swperl/{bíe tipo espaço merca en7z L4 por'X : À42 -+ L4,
onde M'z é um,a superfíci,e de Riem,ann si,mplesmentc cone=a, com o vetar curuützra

«,adia H dl#rente de zero e nem lapa / z sobre JW' e 'D(z), de#n do em (4.44), saa
representação local dct aplicação de Gauss, isto e, X, -- »®tz)} onde H e uma função

comi)lexü não nula. ErLtão Q swperjície S pode ser obtida explicitam,ente por

X(z) =2me/ p(l +ab,{(l --ab),a --b,a+b)d««+X(,o),

onde p á dado por(4.83).

zO
(4.84)
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Observemos que se as condições (4.50) e (4.51) são também suficientes, então vale

também a recíproca da Proposição acima. Isto é, dado uma aplicação arbitrária de

uma superfície de Riemann simplesmente conexo na quádrica Qf, representada local-

mente por õ(z), como em (4.44), via o par de funções a(z), b(z), tal que satisfazem

as condições F'iF2 " p'tF'2, <V',V> :# 0 e Si +Sz = (]og A),, onde A : J14=2 -.} ]R+, então

(4.84) define uma superfície tipo espaço imersa em L4 com aplicação de Gauss dada

localmente por ©, <J7,Jlf> :: h e métrica induzida ds2 :: 4lpl2jl abj2ldzl2 dada,

usando (4.83), por

''' - (MIH!@) ', '.
Exemp[o 4.1: Sejam ]\'f2 :: C

z+2

,(,)-a. , b(,)-:h.'''ii', <a-,X>-!ãF,

onde z = u+íu C (C e k = 1:ii-l, com t C(--1,1)\lo}. Como az = --ãÍ, b2- =

e jl abj' = (1 -- Ay, segue-se de (4.83) que

,' - *én (V) ' - k(i + ty

k
2Zb(. e

b(,)
2t

Além disso

.',,-(ú,ú:,,',, á,,',,*b
Donde não é difícil ver que

.',, -â( ;, :, ll:?....!=
[ 2t

Assim
l l z+.Zx; sina coshZ

t '2 2tZ {
Portanto,

.*(«,«)-(T, «:-''«;"lÍ, «"-*'::««T)
Sd'::' '::= X. e ',:= X.. D'(1.14), H = {(V...-)' = {(X-)" =

que, H = ili-liií--(o, o, cosh T,sinh T)..Logo, <H, H> = ! '

!xü'u
2

Assim



Capítulo 5

Superfícies tipo espaço com

aplicação de Gauss degenerada em
4L

No capítulo 2 estudamos as superfícies máximas com aplicação de Gauss dege-

nerada. Neste Capítulo nós iremos estudar todas as superfícies de tipo espaço com
tal propriedade, com a finalidade de descrevê-las completamente. Para isto usaremos

os resultados do Capítulo 3, mais especificamente o Teorema 4.12 e também o estudo

de hélices tipo espaço feito na seguinte seção.

5.1 '1Yiedro de ]ü'enet para curvas do tipo espaço
em L3

Sejam dados dois vetores u e u pertencentes ao espaço de Lorentz Minkowski L3

De acordo com a Proposição 1.5, podemos associar um único vedor u x o C L3 tal que

para todo «, C L' satisfaz<u xu, .o> = det(u,u,w), onde<, > =(dz'y+(d;«'y --(dz;)'
e métrica de Lorentz-Minkowski. O vedor u x u acima é denominado proa [o uetoria/

de u e u. Além disso, se u = (u:,u',u:3) e u = (o:,o',u') então u x z, é dado em

125
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i j k

«: «' «; l - («'«; «;«',«'.'
UI 02 U3

Usando esta expressão podemos facilmente verificar as seguintes propriedades:

1. u x o = 0 se, e somente se u e t; são linearmente independentesl

2. u x u :: --u x u;

3.<u x u,uxt;>:: <u,u>2<u,u><u,o>l

4. Se u ou u é tipo tempo, então zl x u é tipo espaço;

5. Se u ou u é tipo espaço, então u x u é tipo tempos

6. Se u ou u é tipo luz e<u,u>:: 0, então u x u é tipo luzl

7.(u x «) x .«::: <w,«>u --<.«,u>«.

Seja c : / C R --} L3 uma curva regular tipo espaço em L3 com velocidade unitária,
isto é llc'(')ll = 1, e -tor aceler'ção c"(') t-l que <c"(s),c"(s)> # 0. Defi«indo a
cwrt;atura e o ueZor norma/ de c respectivamente por

(') por t(.) temos que t(.) e n(;) são «toros orto«orm.is e

t'(') )n('). (5.2)

'ü X 'o =

\

e denotando c'

(5.1)

Definindo.

b(') : t(') k n(') (5.3)

''mos o referencial orto-orm«l {t(s),n(;), b(;)} que é o Z,á.d« d Frei.{. Pod.mos
""ev.- b'(.) «est. refere«cial,

b'(') - <í'',t>t+ 3illl-=11 + {lli-:F = t'
- .,(.)«(.), IS.4)
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onde a função r(s) := <b', n> é denominada torção de c e c = <n, n>. Da propriedade

(7) «ima é fácil -r que b(.) x n(.) = ct(s) e n(.) = t(.) x 6(.). Derivando est.
última expressão e usando as equações (5.2) e (5.4) temos que

n'(.) -.k(.)t(.) + «(.)b(.)

.Portanto

lil:ll -l .:., =, .1,1
As três fórmulas acima são chamadas /órmu/as de Freneí

Seja agora c(s) uma curva tipo espaço contida em um 2-plano degenerado ll de
L3, onde s denota o parâmetro comprimento de arco. Assumindo que c" :# 0, segue-se

da equação <c", c'> .:: 0 que c" é tipo luz, veja Proposição 2.1 Em j311 pg. 473, R.
López e F. López dão, para este caso, a noção de curvatura como segue: Fixe um
vedor tipo luz n constante ao longo de c, então c" = kn. Claro que k depende da
escolha de n e k é constante se, e somente se c" é um vetor constante sobre c. As
curvas tipo espaço de L3 com aceleração tipo luz têm uma interessante propriedade

demonstrada pelo Prof. Ruy Tojeiro (comunicação pessoal) na seguinte

Proposição 5.1. Sda c : / --} L; ama cürua com ue/ocidade anÍláría ta/ que c"(s) á
\lm vetar tipo lu,z para todo s ç: 1. Então cÇI) está conta,da, em um plano degenera,do

em L3

Demonstração: Precisamos provar que existe um vedor tipo ]uz u C ]L3 tal que
<c'(.),u> = 0 para todo s C /. Como <c'(s),c"(s)> = 0 para todo s C /, é suficiente

provar que existe uma função diferenciável À : / -} IR tal que a função a(s)
À(s)c"(s) é um vedor constante o C L'. Temos

P' P', c'>c'+<a', c">«,+ <P', .«>c",

o«de <«,(.),«,(.)> = 0 = <«,(.),c'(.)> e <«,(.),c"(.)> = 1. Por o«tro l;do, como

<c",c"'> = 0 ( diferenciando <c", c"> = 0), <c', c"'> = 0 ( diferenciando <c', c"> = 0 e
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usando que <c",c"> = 0) e #' = À'c" + Àc"', obtemos que <P',c'> = 0 = <P',c">, e

portanto P' = <P',m>c". Mas, </3', w> = .X' + Àp onde p = <c"',w>, logo é suficiente

escolher À como a solução de À' + Àp = 0, isto é, À = exp (-- .r p).
n

5.2 Hélices tipo espaço em LS

Uma curva tipo espaço em L3 é chamada de hélice se seu vedor tangente forma
uma ângulo constante com uma rega / fixada em L3. Veremos que neste caso a
geometria dessas curvas podem diferir bastante das hélices clássicas de IR3. Isto se

deve essencialmente ao caráter causal de Z. Seja v # 0 um vedor na direção de /, que
suporemos unitário sempre que a direção / não for tipo luz. Então diremos que uma

curva c : / C R ---> L3 tipo espaço parametrizada pelo comprimento de arco é uma
hé/zce se

<c'(.), v> - cte. (5.5)

Mais especificamente diremos que se v é um vetor tipo espaço, então c é uma Aé/{ce

hiperbó/ ca; se v é um vetar tipo tempo, então c é uma /zcí/ice e/í»tícal e se v é um
vetou tipo luz, então c é uma Àé/ ce para6ó/{ca.

Proposição 5.2. Sega c : / (. R ---> L3 üma cara;a taro espaço reg /ar ta/ g e

l.c'' Çs),c'' Çs)b :# Q e com curuatu.rct e torção diferentes de zero para todo s C 1. Então

c é uma hélice se, e somente. se ; é constante.

Demonsti'ação: Podemos assumir que c é uma curva parametrizada pelo compri-

m-t' d' 'rco, assim q«. <c'('), c'(')> = 1, <c"('), c'(;)> = 0 e <n(.), n(.)> = c =:H.
Se c é uma hélice, então <c'(s),v> = cte para v fixo. Porta.nto, <c"(s), v> = 0, isto é,

É<n(s),v> = 0. Como XI # 0, segue-se que <n,v> = 0. Assim, v pertence ao 2-plano

11 = spanlt, bl. Dependendo do caráter causal dos vetores v e b, podemos ter as
qpaiiintpe .;t..,,Ã...u vt) uxxx v vu u z v «w:5 vvu P
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1. Se <v,v> l e <b,.b> = 1, então podemos escrever

v = cos 0(.)t(.) + si« 0(.)b(.). (5.6)

2. Se <v,v> l e <b, b> = --1, então podemos escrever

v = cosh 0(s)t(s) -- sinh 0(s)6(s) (5.7)

3. Se <v,v> e <b, b>

v = sinh a(.)t(.) -- cosh 0(.)t,(.) (5.8)

(5.9)

4. Se <v,v> 0 e <b, b> = --1, então

v (t(.) b(.)) o« v (t(.) + b(.)),

onde ci e c2 são constantes não nulas.

No item (2), derivando (5.7) em relação a s e usando as fórmulas de Frenet,
obtemos

a'(.) si«h Ot(.) 0'(s) cosh 0b(s) + (k cosh 0 , sinh 0)n(s) = 0

Portanto, para todo s C / temos

Í 0'(s) sinh 0=0
l 0'(s) cosh é?=0

l kcosh0 -- r sinh 0 = 0

Segue-se das duas primeiras equações acima que 0'(s) = 0 para todo s € /

0(s) é uma constante. Agora da terceira equação temos que

Portanto,

tanh 0

é constante. Além disso, note que l€1 < 1. Como a prova dos outros itens
isto encerrar a primeira. parte da demonstração.

Recíproca.mente, suponhamos que k/r é constante.

é aná:Ioga,
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1. Se <b, b> = 1, fixamos 0 tal que tan 0 = +. Então,

v = cos at(.) + si« 0b(.) (5.10)

é um vedor tipo espaço unitário e constante para todo s C /

2. Se f < le <b,b> = --1, fixemos 0 tal quetanha= +. Então

v Ot(') - si«h 0b(.) (5.11)

é um vetor tipo espaço unitário e constante para todo s C /

3. Se + > le<b,b> = --1,fixemosOtal quecoth0 = #. Então

v = si«h Ot(s) -- cosa 0b(.) (5.12)

é um vetar tipo tempo unitário e constante para todo s C /
4. Se f = J:l e <b, b> = --1, então

V b('), resp. v - t(.) + b(.), (5.13)

é um vedor tipo luz e constante.

Vamos fa.zer a prova. do item (3), já que a prova dos outros itens é aná.Ioga. Que
v é tipo tempo e unitário é óbvio. Resta provar que é constante. De fato,

v'(.) = (ksinh 0 ,-co:h 0)«

para todo s C /. Logo, v é um vedor constante e

<t(s), v> = sinh 0

é também consta.nte. Portanto, c é uma hélice por definição. n

Observação 5.1. Note que se v é tipo tempo ou luz, b não pode ser tipo espa-ço

Vamos agora. descrever, a menos de isometrias de L3, as hélices hiperbólicas,

elípticas e parabólicas. No que se segue, c(s) =(=(s), 3/(s), z(s)) denotará sempre uma
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curva tipo espaço, parametrizada pelo comprimento de arco, com <c"(s), c"(s)> :# 0 e
com curvatura e torção não nulas.

e Hélices hiperbólicas: Seja v um vetor tipo espaço na direção de uma reta /.

Agindo por O++(2,1), se necessário, podemos supor que v = (1,0,0). Assim, para

mostrarmos que a curva c(s) é uma hélice hiperbólica, temos que resolver o sistema

<.'(.),«> - .-
(c'(.) , c'(.)>

o qual éeq«iv.le«te;«(.) e (y'(.)y-(,'(.)y = 1 c:'
# Se n é tipo espaço) então a curva

;:««('9) '.,=/«.«('9) '.), .' «,

onde a, b, c são números reais tais (lue c' - b' -- a:, a > 0, í?'(s) > 0 e c :# 0, é umã

hélice hiperbólica e k = f;Ç, r = ---;Í Portanto, k/l- = -:a/b e IA/rl < l

# Se n é tipo tempo, então

1;.,:/«;«(T)'.,:/;,««(T) '.), .' «,
c(s

onde c2 = a2 + b2, a > 0, 0'(s) > 0 e c :# 0, é uma hé]ice hiperbólica ta] que A = -:Í,

1- = ---r. Portanto, A/r = a/b.

A menos de ação por O++(2, 1), todas as hélices hiperbólicas de L3 são obtidas
do modo acima.

e Hélices elípticas: Seja. v um vedor tipo tempo na direção de uma reta Z. Agindo

por O++(2, 1), se necessário, podemos supor que v = (0,0, 1). Assim, para mostrar
mos que a curva c(s) é uma hélice elíptica, temos que resolver o sistema

/

/

C

<.'(.), «> - .-
<c'(.), c'(.)>

o q«.l é equi-le«te a ,(.) = --.: e(«'(.)y+(y'(.)y = 1 + c-:
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# Se n é tipo espaço, então

.u - (! f.; (w
c ./ \ c (5.16)

onde c2 :: a2 b2, a > 0, 0'(s) > 0 e c # 0, é uma hélice elíptica tal que k = !(,

--eÇ. Portanto, #/a'- = -a/b e lk/rl > 1. '
A menos de ação por O++(2, 1), todas as hélices elípticas de L3 são obtidas do

modo acima.

e Hélices parabólicas: Seja v um vedor tipo luz na direção de uma rega /. Agindo

por O++(2, 1), se necessário, podemos supor que v = (1, 0, 1). Assim, para mostrar-
mos a curva c(s) é uma hélice parabólica, temos que resolver o sistema

<.'(.),v> .# 0 .. l «'(') -,'(')
't-/ \ l

<.'('),''(')> - 1 1 «'(')+''(') t(i z/'('y)
Porta.nto, a curva.

'«..- G;-* à/«~-'''«;,/'' ,-:.-. L/''-''.'à, ''".
onde ./ : / --> R é uma. função tal que /'(s) # 0 para todo s C /, é uma hélice

parabólica. E fácil calcular

0

-.,':J::« C9-., :;:,

'"'.,-( T,'', Ç)
Assim, <c", c"> = (./''y > 0 e portanto, A = 1./''1. Logo, n = (--./:/c, l, //c) se ./'' >0
e n = (./'/c, --l, //c) se /' < 0. O «tor bino-mal é

'- ( L;u,.,-u:g), :. .'».,

'- (';u, ,,';d), :. .'«..
Derivando b temos respectivamente

'''.,-''( {,«, {), '''.,-''({,-:,{)
assim l- :: /' e portanto k/r = ül.

A menos de açã.o por O++(2, 1), todas as hélices parabólicas de L3 são obtidas d
modo a.cima.
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5.3 Classificação das superfícies tipo espaço com

aplicação de Gauss degenerada de tipo l

das superfícies

Lemas.3. Sda,7 =(bPl+ãF2) d«da e«,(4.54). Seb = h/a, ondek C(--1,1) \ {0},

4i A 9tela} :Jmla} al
aja-- aAJ'

Demonstração: Substituindo b = Ã;/a e bz- :: --kaz/a2 nas funções F'i e F2 dadas

em (4.45) elas assumem a forma

?- (5.18)

' - B:h, B- --kaz
a(a - ãk)

h a, k ã a, k(a' - ã')a:-
ã ak a(a-ãk) aja akj'

O seguinte Teorema classifica localmente todas as superfícies tipo espaço de

L4 com aplicação de Gauss degenerada de tipo l.

D

Teorem.a 5.4. Seja S uma swpe7fz'cÍe tipo espaço em L4. Se S assume ma das
SegXiTtteS formas:

1) S está contada em a/gum 3 espaço aám de Lorentz de L4;

2) S á urna swperl/i'cíe máz ma em L', descráÍa pe/o Teorema 2.16,'
àÕ S é umu superfície tipo esta,ço em tA da forma, 'R. x Hh, onde Ht. é u,ma, hélice

hiperb ética .

Então S terra apticctção de Gaxss degenera.dü de tipo L.

Reciprocamenl,e, se S é lma. superfície tipo espcLÇO em LA com aplicação de Gahss

degenerada, de ti,po L, de modo qwe (p,®)C ' 0 para, algum uetor complexo T) tal que

!Re(p) e :Jm(p) estão confÍdos em wm 2-p/ano de lapa espaço em L4, então;

z) S e da /orar a (1) acima se, e somente se p á w7n uetor rea/:tipo espaço em L4,

ü) S. lpl g Q? p nã. á ««/, .nfã. S é /««/m'nt' do üpo (2) o« (3) «.im«
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Demonstração: Se a superfície S assume umas d«s form«s (1), (2) ou (3), então

não é difícil ver que ela é degenerada de tipo 1. Para provar a recíproca, usaremos a

Proposição 2.11, a qual nos diz que, sob à ação do grupo de Lorentz, a equação do
hlperplano /7

p.Ó'+p,é'+p,é;-p,Ó' = o,

que contém a aplicação de Gauss de S, assume a forma especial

it$" - #' (5.19)

para a]gum número real t, ltl $ 1. Como trataremos aqui somente de superfícies

com aplicação de Gauss degenerada, temos que excluir os casos f = J:l, já que estes
correspondem às superflícies 2-degeneradas. Assim, temos dois casos a considerar:

C7aso 1: Z = 0. De (5.19), temos que Ó' = 0. Agora como G'(z) = ]X,] = ]©],

onde z é uma coordenada local isotérmica de S e (D = (@: , Ó', Ó3, .É'), segue-se que a
função coordenada =2 da imersão X de S é uma constante. Portanto, S está contida

em um 3-espaço afim de Lorentz de L4. Isto corresponde ao caso (1) do Teorema.

Caso 2: t C (--1,1) \ {0}. Neste caso, usaremos a representação local © da

aplicação de Gauss de S em termos das funções a(z) e b(z) dada em (4.44). Da
Proposição 1.15, segue-se que a intersecção ]V = // n Q? pode ser representada por

uma transformação de Mõbius b(z) em função de a(z). Em particular, no nosso, caso,

substituindo é' = 1 + ab e Ó' = i(l -- ab) em (5.19) obtemos

b( ,z ) ::
a(.z)'

k
(5.20)

onde É; = ll-ii---, e daí segue-se que

(5.21)

Assim as funções FI e P2 dadas em (4.45) assumem a forma

'--Jh, '-®g . (5.22)
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Agora usando a equação fundamental (4.50), F'iF2 = Fi F'2, segue-se que

ae \ /' -ka, \ /' ãa, \ /' -A© \
(a-ãA)./ \.a(a-ãA),/ \.(ã-ak)7 \.ã(ã ak)7

Como X; # 0, esta equação é equivalente a

' . ja;j' .» (k'- l):JmÍ'T} ?g'
(a-ãk)' (ã-aky ja ãkl' '

Observequek2--l# 0 ea ãk:# 0, pois t C(--1,1)\Í0} easuperfícíes S considerada

é tipo espaço, de modo que ab # 1. Portanto, concluímos que

[1. ]mla'} = 0 $ metal:Jmla} = 0.

No caso 1, temos de (5.21) também que bz = 0, logo em tais pontos a curvatura
média de S é zero e portanto a superfície é máxima e isto corresponde ao caso (2) do

Teorema. Por continuidade, a equação ll vale sobre o fecho do conjunto onde az :# 0.

Assim, a menos que az se anule sobre algum subconjunto aberto de S, a superfície

S toda satisfa.z 11. Temos que mostrar que neste caso a superfície S tem localmerlte

a forma descrita no item (3) do Teorema. Para isto precisamos dar uma descrição

geométrica para S.

ou

. Se gmla} = 0, então ; função a(z) = u(,), onde u(,) é «ma f««ção real. De

(5.20) temos b(z) = 1:;7;T Agora substituindo isto na exp'essão de (b dada em (4.44)

segue-se que

' 2 2t . , . k . ~ k \
.Í=n' Í:R', "('J "('J t ;(a,J

Ú(«, :*, {('«*',« EP), ;(.«*',«*uP
Como a função u(z) nunca se anula, podemos definir

.0(,)/t

®(,)
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Supondo primeiro u(z) > 0, temos que

;(':**,« v: i ("'' * ','''' - ?.-''':
T':-Õ(<! ''''''

2

1 -- tZ sina =
{

De modo análogo,

! (': * ',« *v: { (aç' -- *,'''' ... ':'.-'''l
T-:-P r« + '"

2

1 -- t2 cosh =
t

Portanto,

.',, -â( }, ',
Pala o caso u(z) 4 0 temos que

0 asina =.- cosht tt t (5.23)

(5.24)

O próximo passo é fazer uma mudança de coordenadas conformes a fim de eliminar

o favor de integração p(z) da equação X, = /z(z)Q'(z). Usando a equação q(z) =
--(bFI + ãR2) dada em (4.54) para o nosso caso específico, segue-se do Lema 5.3

que ?7 = 0. Então por (4.12), (1ogp)z = 77 = 0, de modo que logo é holomorfa e,

portanto, p é também uma função holomorfa que não se anula. Introduzimos novas

coordenadas conformes ( = ((z) sobre S, pela equação "' = /z(z). Pela regra da

cadeia.

x. - x,; - üw i - '.
Agora pondo ( = s + {(, obtemos, a menos de favor constante,

x. - jxe
0 P

Ésinhi, ü cosa{ t t { t
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Segue-se daí que

xe -1, o, o)

Observe que nessas novas coordenadas 0 é uma função só de s. Agora pondo a =

Evl e c = t temos que c2 = b2 -- a2 e

X. = lf' --, 0, !sinh !Kd-, e cosh fK-:l} )c c c c c /

Finalmente comparando isto com (5.14), concluímos que X, é o vedor tangente de
uma hélice hiperbólica com vetar normal tipo espaço. Portanto, a superfície é então

o produto desta hélice com uma linha rega na direção z2. Isto encerra a prova do caso

:Jmla}
. Se m.{a} = 0, então a função a(z) = iu(z), onde o(z) é uma função real que

nunca se anula. De (5.20) temos b(z) = --á--;---ç. Substituindo isto em (4.44) segue-se

que

:ú, a:,:(«.,,*h),:(«',, ú
Ú(:, ;', {(':*',«*E/), {(':**,« Q/

Agora definindo

©(.)

'ot.z0(,)e

temos que

i (.« * *,« * u?) - :-..." ',
! r(l + t)« - (L-:-Q) - :É.v/Í':Fsinh 0.
2 \.' ' u ./

Neste ponto, procedendo de modo análogo ao caso anterior e introduzindo as novas

coordenadas ( = s + i(, temos, a menos de favor constante, que

X. jX: - l l, {t, :T:í«''Í-'p-;h0, :t:i sinh é)

Segue-se daí que

x; , o, o,o), ( ., *, :'«'í-'P:'«"', :tvÍ:'iÍ cosa 0
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Observe que nessas novas coordena.das 0 é uma função só de (. Agora pondo a =
üv''l t',bate. l,temosq-.'=«'+Z,'e

( ., :, =«;«T,
Agora comparando isto com (5.15), concluímos que X( é o vedor ta.ngente de uma
hélice hiperbólica com vetor normal tipo tempo. Portanto, a superfície é então o

produto desta hélice com uma linha neta na direção zi. Isto encerra a prova do caso
meÍa} = 0 e também a demonstração do Teorema. []

0({a
-- sinh
C C

Na demonstração do Teorema acima, vimos que se :Jmla} = 0, então a superfície

S obtida é da forma R x Hh com X. = X,(s) e Xe = --e2. Logo, de (1.5) vemos que

u = p(') ' r - r('). Assim, p, = T e Q = -:. Porta«to, <«;,h-> = }<u,,rs> C ]R,

donde, junto com o Lema. 1.14, segue-se que /I'fv = 0. Já no caso, 9tela} = 0, temos

que X, = ei e X( = X((O. Logo, p = P(O e r = r({). Assim, ainda temos

/ií/v = 0. Portanto, todas as superfícies dadas no item (3) do Teorema, têm /s'jv - 0.

Além disso, as superfícies do item (1) também têm /I'/v = 0 e as do item (2) têm
# 0

Observação 5.2. Se a superfície S' do Teorema 5.4 for simplesmente conexo e analítica

real, então ela será globalmente do tipo (2) ou (3) acima.

5.4 Classificação das superfícies tipo espaço com

aplicação de Gauss degenerada de tipo 2

Lema 5.5. Sda 77

$««do, .ntão
(b/'i + ãF2 d«d« 'm (4.54). S. b e:"a, onde a C R á

V 2(jaj' - cos a) ã a,. (5.25)

: ei'a e bz- = ei'az nas funções F] e F2 dadas emDemonsti'ação: Substituindo b
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(4.45) elas assumem a forma

az
F'l ' aj''l a'e

&- e'aaF

(i - e;"jaj')
Assim,

e'i' . ei' \. (ei'+e'{« 2jaj')aaz
i -:=:=;í:p' + í:-;=;í;p'.J ; '' ' - .'«l,I' i

O seguinte Teorema classi$ca localmente todas as superfícies tipo espaço de

L4 com aplicação de Gauss degenerada de tipo 2.

Teor'enia 5.6. Seja S ama supezfz'cÍe tipo espaço em L4. Se S asszlme uma das
seguintes forra,as:

1) S está co t da em a/gam 3 espaço a$m espacÍa/ de L4,

2) S á uma super:/üÍe máxima em L', descrita pe/o Teorema 2.17;

àÕ S é zmu superfície ti.po esta.ço .em L4 da, forma, W. x H., onde H. é zma, héti,ce

e/@Zic«.

Então S tem ctpli,ca,ção de Ga,uss degenerada. de tipo 'Z.

Recíproca,mente, se S é uma. su'perjície ti'po es'paço em LA com aplicctção de Ga,uss

degenerada de tipo '2, de modo qle kpl©)C -- B pura. ülgu,m vetar compre:co p tal qKe

9te(p) e :Jm(p) estão cona dos em l&m 2 p/aria de Lorerztz em Ló, e ztão;
í) S á da /arma (1) acima se, e somente se p á wm uetor rea/ tipo tempo em L4;

ii) Se p rzão é rea/, então S é /occtZmente do tipo (2) ow (3) acima.

Demonsti'ação: Se :a superfície S assume umas das formas (1), (2) ou (3), então

não é difícil ver que ela é degenerada de tipo 2. Para provar a recíproca, usaremos a

Proposição 2.11, a qual nos diz que, sob à ação do grupo de Lorentz, a equação do

hiperplano /7

n

P:@: + P,@' + P;@; P.ó' = o,

que contém a aplicação de Gauss de S, assume a forma especial

jíó'+ é' (5.26)
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para algum número real t. Assim, temos dois casos a considerar:

Caso 1: í = 0. De (5.26), temos que é' = 0. Agora como G(z) = IX,l = l©l,
onde z é uma coordenada local isotérmica de $ e (} = (@:, @', @', '#'), segue-se que a

função coordenada z4 da imersão X de S é constante. Portanto, S está contida em

um 3-espaço afim espacial de L4. Isto corresponde ao caso (1) do Teorema.

(l;aso 2: t # 0. Neste caso, usaremos a representação local © da aplicação de Gauss

de S em termos das funções a(z) e b(z) dada em (4.44). Da Proposição 1.15, segue-

se que a intersecção ]v = /7 n c?f pode ser representada por uma transformação de
Móbius b(z) em função de a(z). Em particular no nosso caso, substituindo Ó; = a b

e @' = a + b em (5;26) obtemos

. , ~ /'íz+l
b(,) - Çi-t-iJ «('), f # o.

Podemos substituir t por t ' cot 3-, onde cv € (0, 2r). Note que a = n corresponde
a t = 0, logo este valor deve ser excluído para a. E por um cálculo direto verificamos
que

(5.27)

á-:l--.:', «c(0,2")\{«}-
Assim,

b(z) = e''a(z), b:- = .;'a,

e as funções FI e F2 dadas em (4.45) assumem a forma

'--=w, '-a4h.
Agora usando a equação furldamental (4.50), IFtF2 ' Fir'2, segue-se que

ã: ''\ / e'«az. \ /' a, '\ / e

l .:"jaj',/ \(l - ';'jaj'),/ jaji7 k(Í--l:W
Esta equação é equivalente a

!Z: .(':'-'''')(l-jaj')ja;j' .
(l- ';"jaj'y -;'iiiiF '

a(l - jaj')ja;j:

(5.28)

r5.29)

az
al2l e
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Observe que sin cl # 0, pois a C (0, 2n) \ {n} e 1 -- ei'*jaj'.# 0, pois a superfícies S em
questão é tipo espaço de modo que ab # 1. Portanto, concluímos da equação acima

que

ou

11. jal = 1 # a(z) = e'P('),

onde /3(z) é uma função real.

No caso 1, temos de (5.28) também que bz = 0, logo em tais pontos a curvatura

média de S é zelo e portanto a superfície é máxima e isto corresponde ao caso (2) do
Teorema. Por continuidade, a equação ll vale sobre o fecho do conjunto onde az # 0.

Assim, a menos que az se anule sobre algum subconjunto aberto de S, a superfície

S toda satisfaz 11. Temos que mostrar que neste caso a superfície S tem localmente

a forma descrita no item (3) do Teorema.. Para isto precisamos dar uma descrição
geométrica para S.

. Se jal = 1, então a(z) tem a forma a(z) = e;P('). Sem perda de generalidade

podemos considerar /3(z) - --;- - ;l, onde 0(z) é uma função real e c = sin {. Assim,

a(.) !P-}), b(,) .;(gP+?)

Agora substituindo isto na expressão de ® dada em (4.44) segue-se que

©(,) «--.:', :(: .:'),.-.'; G;; * ;;--.-;q)

,.; (eF, 4P, :ebP, e:{ + e-ig'

,*(«;:,::«;, ';:";, «;;l
,.*;:«; (Ü« : , Ü;:«: ,

'! ... : , ! ::« : , : , :'
a'sin
2

e2ce C
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\

onde b = cos {. Segue-se do Lema 5.3 que

2(1 - «; a) ã a:-
7'7 ==' := ;) ;1:

li - e;"j'

Além disso como a(z) = eiP('), temos que az = ía(z)/3z, donde segue-se que 77

i/3z. Esta última igualdade colocada em (4.12) fornece (log/z)z = --iPz. Usando isto,

provaremos que a função complexa r'(z) := log p + íO(z) + log 2c é holomorfa. Com
efeito,

B p);+i% -iP,+i%
pois Pz ' ez:. Logo, eF'(') também é holomorfa e

p(z) = 1 'r'(') .-i!. (5.30)

Substituindo (5.30) em X, = pq) temos que

X: =er'Õ, Õ= r--";0 , ,!si«0 , -i

Agora, introduzindo novas coordenadas conformes ( = ((z) sobre S, pela equação
gÇ :: eF'('), temos (luedz ' '''

j (5.31)

.*. - -.*,$ - (''õ) 3 - õ.
Portanto, a menos de favor constante, obtemos

.*, -(!«;!,!;:«:, :,:), .-.--;.,
sonhe segue-se que

1 0 1 a ó
}l"'--, ;si"=, o, iJ, x(=(o,o,l,o).

Observe que nas novas coordena.das 0 é função apenas de s. Relembrando que b
cos { e c = sin ;, temos que cz = a2 -- b2 pata a - 1. Assim

Í« ot.)
X. :: 1 .: cos --l--Z

\ c c
)
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é o vetou tangente de uma hélice elíptica com vetar normal tipo espaço, compare isto

com (5.16). Portanto, concluímos que a superfície é o produto desta hélice com uma

linha reta na direção z3. Isto encerra a demonstração do Teorema. []

A mesma, observação feita no final do Teorema 5.4 pode ser feita aqui, para concluir

que as superfícies dadas no Teorema acima têm X'w = 0 no item (1), f/ = 0 no item

l2) e X'w = 0 no item (3).

Observação 5.3. Se a superfície S do Teorema 5.6 for simplesmente conexas analítica

real, então ela será globalmente do tipo (2) ou (3) acima.

5.5 Classificação das superfícies tipo espaço

aplicação de Gauss degenerada de tipo 3

com

Lema 5.7. Sey'am as /unçõei Fi = az

b(,) - Ú:iÍii;ii::;-, t # O, ,i; # i.

Enl,ão Fofa -- F\Fa se, e som,ente se

(5.32)

(a - ã)ja;j' (5.33)

.4/ám d'"', .. ? (bFI + ãP2), .«fã.

?=o, .« o= liog dHn)];, IS.34)

OTtde u = uÇz) é u,m,a. função real.

Demonstração: De(5.32), segue-se(lue

a;Z2

b,= ((t-l)a+l)'' tCR IS.3s)
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Assim, por um cálculo direto verificamos que

=a,((t : l)ã + l)
(f - l)ã+ l a(-ã+ t + l)'

((t l)a-+l)((t l)a+l-ã(-a+t+l))
Substituindo isto em r'iF2 = FiF'2 obtemos

KJl!=J)a+ l ã(-«+t+ l)}' -{(t - i)ã+ i- -(-ã+t+ i)}'ll,:-l't'
{(t-l)a+l-ã( a+t+l)}'{(t--l)ã+l-a(-ã+Z+l)}'

Como o numerador da expressão acima é diferença de quadrados e o denominador é
diferente de zero, ela é equivalente a

2

- 0.

1)(a + ã) + 2 + 2jaj' (t + l)(a + ã)} {2Z(a ã)} ja,I't'

o que implica. que

(l + l,I' (a+ã)) (a ã) ja: I'z' (5.36)

Observe que

l+jaj' - (a + ã) 0 + ja il =0 $ a(z)=l

Porém, se a(z) = 1 assim seria b(z) e portanto ai; = 1. De modo que l+jaj'--(a+ã) #

0. Além disso, t # 0. Conclusão, a equaçã.o (5.36) é equivalente a

(a - ã)ja,I'

Isto encerra a prova da. primeira parte do Lema.

Para a segunda. pa.rte, note que se a(z) é holomorfa, é claro que z7 = 0. Suponhamos

que az # 0. Logo, de (5.33) temos que a(z) = u(z) pata alguma função real u(z) # l
Neste caso

r'l ' ((t - l)« + l)«:
(« - 1)'

F2 ' ((Z - l) « -i illi -l)ã
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Substituindo isto na expressão de 77, obtemos

wz . uwz

'7' i'fT+ ((t l)u+l)(«-1)
Aan-a rn«.nA xc)vx w vv xxxv

t«, u, (t-l)«,
((t-l)«+l)(« 1) u-l(t--l)u+l'

segue-se que

2«, (Z l)u:-
«- l (t- l)«+ l

li.g(« - iyl;- li.g((t i)«+ l)j;.

Isto encerra a prova do Lema. []

O seguinte Teorema classifica localmente todas as superfícies tipo espaço de L4
com aplicação de Gauss degenerada de tipo 3

Teor'em.a 5.8. Seja S uma .swpezl/ibid tipo espaço em L4. Se S assume uma das
seguintes formas:

1) S tí ma s pe7/z'cie máxima em L4, descrita pe/o Teorema 2.18;

Z3 S e Tina superjtcte tl,po espaço erra l.J4 da. for'rn,ct 'R. )( Hp, onde Hp e uln,a, h,eltce

parabólica.

Er\tão S tem, al)liga,ção de Gctzss degeneradct de tipo 3.

Reciprocamente, se S é uma, superfície tipo esta,ço em L4 com aplicação de Gazes

degenerada de tipo 3, de modo que Q),®xlc -- Q para algum uetor completo p tal qKe

me(p) e 3m(p) geram wm 2-p/ano degenerado em L', então S á /oca/mente do tipo

(1) o« (2) «.{m«.

Demonstração: Se a superfície S assume uma das formas (1) ou (2), então não
é difícil ver que ela é degenerada de tipo 3. Para provar a recíproca, usaremos a
Proposição 2.11, a qual nos diz que, sob a ação do grupo de Lorentz, a equação do

hiperplano //

P-Óx -} P,Óa -t P.$a - p.$A . Q
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que contém a aplicação de Gauss de S, assume a forma especial

Ó\ - it#' - 44 (5.37)

para algum número real t diferente de zero, pois me(p) e :Jm(p), neste caso, são
linearmente independentes. Da Proposição 1.15, segue-se que

b(')-Ú:lÇliiti-, ':,'o.
Como a superfície S em questão é tipo espaço em L4, segue se do Lema 5.7 que a
equação fundamental F'iF2 = Ftr'2 é equivalente, neste caso, a

(a - ã)ja,I'

Portanto, concluímos da equação acima que

1. az= 0

otl

n. a = ã + a(.) = «(,),

onde u(z) é «ma função real.

No caso 1, temos de (5.35) também que bz = 0, logo em tais pontos a curvatura

média de S é zero e portanto a superfície é máxima e isto corresponde ao caso (1) do

Teorema. Por continuidade, a equação ll vale sobre o fecho do conjunto onde az- 74 0.
Assim, a menos que az se anule sobre algum subconjunto aberto de S, a superfície

S toda satisfaz 11. Temos que mostrar que neste caso a superfície S tem localmente

a forma descrita no item (2) do Teorema. Para isto precisamos dar uma. descrição

geométrica para S.

. Se a(,) = u(,), então b(,) tem a form-

., ~ -«(,) +Í+ lt\l«\ -- ~ ' + .L ll

(t - 1)«(,) + 1 '

Agora substituindo isto lla expressão de ® dada em (4.44) segue se que
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r«-n' r2t«-"'+i ; {11.::129t!!.!-i (t-i)"'+t+i
(t- i)«+i \. («- i)' ' '' (ã- i)i '

Não é difícil ver que

.-dbá(H--#gip ;t--' *--=--#gip
Ainda pelo Lema 5.7 temos que

' \" '/W l " l

' (« iy

« - [«.; (Jsb)],
Usando isto e relembrando que (logo)7 + v7 = 0, a função complexa

'',' :- '.; « * :.; (JHA
é holomorfa e

«.,, - (qyP) .''''.
Substituindo (5.38) em X, = p(b temos que

*,..''''(;J*õ-h ;L--' '*{3--o-h-:)
Pondo/ = z' +t eem seguida/ =/--1 naexpressão acima, nãoé difícilver que

(5.38)

x;-.'õ, á;- ( }0-.rD, i, .f, {-1-0-/D
Agora, introduzindo novas coordenadas conformes ( = ((zy sobre S, pela equação

;S- . eF'('), podemos escrever X( = ©, onde ( :: s + i(. Segue-se daí que

; ;':-'',, ', ', ;-;':-.',), *.-..,:",',',.
Observe que .f é uma função que só depende de s. Finalmente, note que

,*, - (;-- !': , ', ., -;-- !':
onde c = --t. Além disso, /s = 7:;-.--Í-iÍ # 0, caso contrário a7 = 0. Assim, Xs é

o vedor tangente de uma hélice parabólica com vetor normal tipo espaço, compare
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isto com (5.17). Portanto, concluímos que a superfície em questão é o produto desta

hélice com uma linha rega na direção z2. Isto encerra a demonstração do Teorema.
n

Observação 5.4. Se a superfície S do Teorema 5.8 for simplesmente conexa. e analítica

real, então ela será globalmente do tipo (1) ou (2) acima.

Observação 5.5. De modo análogo aos Teoremas 5.4 e 5.6, podemos concluir aqui

que as superfícies dadas nos itens (1) e (2) do Teorema acima têm curvaturas média

e normal nulas. Porta.nto, como no caso clássico IR4, veja ]24], exigir a propriedade,

aplicação de Gauss degenerada, seja ela de tipo 1, 2 ou 3 em uma superfície S tipo
espaço em L4, obrigatoriamente faz com que alguma função curvatura. se a.nule em S.

Para. encerrar este capítulo faremos uma breve discussão sobre as superfícies S tipo

espaço imersas eln L4 que têm aplicação de Gauss generalizada contida. na intersecção

da quádrica Q? com os hiperplanos izi -- z2 :: 0 e zi -- z4 ::: 0. Seja © tal que
X, =.p®, com I'bl C Qf. Se é' = i@', então @' = tÓ' e podemos tomar õ(z) =

(l,á,:Lb(z),b(z)), onde b(z) = $-, Ó: e Ó' são sempre diferentes de zero. Agora

se @' = é', então Ó' = :LÍ.Ó3. Assim, podemos considerar O(z) = (a(z), :LI, 1, a(z)),
onde a(z) = F, é' e é; são sempre diferentes de zero. Observe que

il IO OiOll bl l ll l OOiOllb
íl to.' -i o oll il l il l oi o;oll i
bl li O O Oll il' l-bl l:l O O Olli
bl IO OOill bl l bl l OOOillb

Sda '>(') = (a(z), i, l,a(z)). Podemos facilme«te calcular ? e V em fu«ção a(z),
pata isto basta usei as fórmulas (4.9) e (4.10) do Capítulo 3. De fato,

Q'z = (az, 0, 0, az), « ®, (> »= 2

portanto,

,7 = .}J::;:;: = 0, V = d'; -- ,7q' = a,(1, 0, 0, 1)
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Isto implica que p é sempre holomorfa e o vetar curvatura média de S é um vetar

tipo luz da forma # = (#',0,0, #:) e H = 0 se, e somente se a(z) é uma função
holomorfa. Como p é holomorfa, seja ( = s + ( novas coordenadas obtidas por

g = 2p(z), de modo que 2X( = (a((1), i, l,a(O). Se a(O for holomorfa, sda a

função holomorfa @(O = /(O + ig(O tal que Ú( = a(O. Portanto,

x(,) m. (d,(0 , -i(, (, @(0)

(/(., o, (, ., /(., o)

Vale ressaltar que este tipo de superfície foi primeiro estudado em li71 por Plínio A.

Q. Simões e Antonio Pádua F. Filho, onde foi chamada de superfície ezóZ ca. Agora

se a(z) for uma função real, digamos u(O (rep. imaginária iu((1)), então

X. u(.),0, 1,u(.)), X( 0, 0)

Portanto, a superfície S é o produto IR x c, onde c é uma curva tipo espaço contida

no 2-plano degenerado ll = spanl(1,0,0,1),(0,0, 1,0)j. Por último, podemos dar
exemplos de superfícies onde a não se enquadra em rlenhum dos dois casos acima.

Por exemplo, se a(O = 2Z:, então a superfície obtida. é

x(., {) (.' + (', (, ., .' + (')

Observe que em todos os casos acima as superfícies estão contidas em um 3-espaço,

a saber ll = spanl(1,0,0, 1),(0, 1,0,0),(0,0, 1,0)j, degenerado de L'. E também não
é difícil ver que essas superfícies têm curvatura Gaussiana /( e curvatura normal X'w
identicamente nulas.
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