
Ü

Algumas Caracterizações dos
Operadores Compactos entre

determinados Espaços de Banach

Fernanda Cardoso Estevam

DISSERTAÇÃO APRESENTADA AO
INSTITUTO DE MATEMÁTICA E ESTATÍSTICA DA

UNIVERSIDADE DESAO PAULO

PARA OBTENÇÃO DO GRAU DE NIESTRE EM &IATEMATICA

Área de concentração: Análise

Orientadora: Prosa. Dra. Mary Lilian Lourenço

Durante o programa de mestrado, a autora obleoe

apoio financeiro do CNPq

São Paulo, ll de janeiro de 2005



UNIVERSIDADE DE SÃO PAULO
!NSiITUTO DE r/ATER.CÁTiCA E ESTATÍSTICA

BIBLIOTEC A
N.o Dti CHAMADA

c)3 . c)Z) .Of »
N.e DE TOMBO

S'Z.6$:Ç
REGISTRADO POR P

l



Algumas Caracterizações dos Operadores Compactos
entre determinados Espaços de Banach

Este exemplar corresponde à redução anal

da dissertação devidamente corrigida e

defendida por Fernanda Cardoso Estevam

e aprovada pela comissão julgadora.

São Paulo, ll janeiro de de 2005

Banca examinadora

8 Prosa. Dra. &lary Lilian Lourenço (orientadora) IMnUSP

e Prof. Dr Humberto Daniel Carrión Villaroel IMnUSP

e Prof. Dr. À/lado Carvalho de Nlatos Unicamp





A Marcas Rara.da Perna,

por ser amor incondicional





Agradecimentos

Agradeço à minha orientadora Prosa. Dra. Mary Lilian por sua orientação, paciência,

incentivo, confiança, suas sugestões, seus conselhos e pelo seu carinho.

A todos os professores do IME-USP que contribuíram para minha formação. Aos meus

amigos e colegas do IME-USP, em especial à Neusa Noras Tocha.

A Marcus Harada Penna pelo incentivo, apoio e grande ajuda a mim dedicados durante

o programa de mestrado e durante a elaboração deste texto.

Ao CNPq pelo apoio financeiro recebido durante o programa de mestrado.





Resumo

O objetivo desta dissertação é estudar algumas caracterizações dos operadores

compactos entre espaços de Banach. Para isso estudamos um resultado onde o espaço de

Banach Zi é o único espaço de Banach E com uma base normalizada (u«)« tal que cada

operador linear compacto T : /' -} E tem uma representação da forma 7'z = )1: g.(a)u«,

para cada # C F, com F' um espaço de Banach e }l:g« uma série w* incondicionalmente

convergente no dual topológico F' de f'. Também estudamos algumas caracterizações dos

espaços de Banach F' para os quais todos os operadores lineares contínuos de O(Q) em F

soam compactos, com n um espaço de Hausdorff compacto. Os resultados apresentados

aqui encontram-se nos textos científicos l21 e j211.

Abstract
The main purpose of this work is to study some characterizations of compact operators

in Banach spaces. In this way, we have studied a regule where the Banach space Zi is the

only Banach space -E with a normalized base (u«)« such that every compact linear operador

T : F' --} E has a representation of the form 7'z = }1: g.(z)u«, for each z C /', where F' is

a Banach space and }ll:g« is a w* unconditionally convergent series in the dual F' of F'
We also cave studied some characterizations on a Banach space -F for which all continuous

linear operators from C'(Q) indo r' are compact, where n is a compact Hausdorff space.

The resulta studied here were presented on the papers l21 and j211.
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Introdução

Nesta dissertação temos por objetivo estudar algumas caracterizações dos operadores

compactos entre determinados espaços de Banach. Os resultados apresentados neste

trabalho encontram-se nos textos científicos Ansari l21 e Randtke j211.

No capítulo l apresentamos as notações, definições e resultados de Análise Funcional

e Geometria de espaços de Banach que utilizamos no decorrer da dissertação. Isto é,

na primeira seção apresentamos conceitos básicos e na segunda seção apresentamos a

deânição e algumas propriedades de topologia fraca. Na terceira seção apresentamos

alguns resultados sobre séries e bases de Schauder. Na quarta seção apresentamos

alguns resultados importantes dos operadores compactos e fracamente compactos como os

teoremas de Schauder e de Gantmacher. Encontram-se na quinta seção alguns resultados

do espaço de todos os operadores compactos entre o espaço r21 esse é um exemplo de espaço

de operadores compactos entre espaços de Banach que contém um subespaço isométrico

a co, que não é reflexivo e não é complementado em L(Z2, /2).

No capítulo 2 apresentamos algumas caracterizações dos espaços de Banach .E para

os quais todos os operadores compactos de um espaço de Banach -F em E admitam uma

particular representação em séries. Mostramos que /i é o único espaço de Banach E com

base normalizada (u«)« tal que todo operador linear compacto 7' : /' --} E de um espaço

de Banach F' em E tem uma representação da forma Ta = )ll:g«(z)u« com >1:g. uma

série w* incondicionalmente convergente no dual F' de F

No capítulo 3 estudamos algumas caracterizações dos espaços de Banach F para os

quais todos os operadores contínuos de C'(Q) em F sejam compactos, com Q um espaço

de Hausdor# compacto. Estas caracterizações dependem do espaço Q ser disperso ou não

disperso. Na primeira seção apresentamos os resultados para n disperso A segunda seção

caracteriza em termos de sequências Z;(r'), os espaços de Banach F para os quais todos os
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operadores lineares contínuos de E em F são compactos, com -E = co ou /, (l $ p < oo).

As caracterizações para n não disperso estão na terceira seção. Terminamos esse capítulo

ap"s'ntando na quarta seção alguns resultados que relacionam o espaço X(C(Q), C'(n)),

de todos os operadores compactos entre C'(Q), com o espaço q'a(O(Q), C'(Q)) de todos

os operadores contínuos entre C'(Q) que admitem uma fatoração através de %, com Q

qualquer espaço de Hausdor# compacto (disperso ou não disperso).



Capítulo l

Definições e resultados preliminares

Neste capítulo apresentaremos as notações, definições e alguns resultados de Análise

Funcional e Geometria de espaços de Banach que serão utilizados no decorrer desta

Notações

A menos de menção explícita do contrário, vamos utilizar a seguinte notação

.W denotará o conjunto dos números naturais;

#?, o conjunto dos números reais;

(Z, o conjunto dos números complexosl

Zk., o corpo #? ou (#;

.E e F', espaços de Banach sobre #T;

.Z;(E, r'), o espaço de Banach dos operadores lineares contínuos de -E em F',

com a norma usual l T 11= supll,ll$i T(a) ll;
E', o espaço dual de .E, o espaço Z'(.E, #í);

Zi, cO, /m, os usuais espaços de Banach das seqüências absolutamente somáveis,

seqÍiências convergentes a zero e sequências limitadas, respectivamente;

Q, um espaço de Hausdorff compacto,

e C'(Q), o espaço de Banach de todas as funções contínuas / : Q -"> #(,

comanormausual l/ll-=supll/(z) 1: € };

la. : n C ZVI denotará o subespaço gerado por (z«)«;
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1.1. CONCEITOSBÁSICOS

lsc. ' lz C WI, o subespaço fechado gerado por (z.),;
.Bz, a bola unitária fechada de .E;

SE, a esfera unitária de E;

z. -.} z denotará que a seqüência (z«)« converge para z;

n. -# a, que a sequência (z«)« não converge para z;

z. --> z, que a sequência (z.). converge fracamente para z

Usaremos a palavra espaço tanto do ponto de vista tipológico como de espaço vetorial

1.1 Conceitos Básicos

Começamos apresentando nesta seção definições e resultados básicos de espaços de
Banach.

Definiçã' l.l.l. O.d« E . F' "p"ç" -,m«d", «{d«' Z.(E,F') com. s.«'ío o
cona'unto dos ol)el'odores lineares contínuos de E em F

As operações usuais de ctdição e multiplicação por esccttür fazeut de LÇE, F) um esta,ço

«l«i«Z, . « «p/{«ção ll . ll de L(.E,F) '«'' ©+ d«d« p', l T 11= s«Pll,llÉ- T(3) ll
constitui uma norma em LÇE.F). Se F é um esl)aço de Banach, então LÇE.F) também

é um esta,ço de Band,ch.

Teorema 1.1.2 (Teorema de Hahn-Banach). Soam X u«z espaço formado, M w«l

sabespctço de X e f : Nt -.} IK um funcional linear contínuo. Então f pode ser estendido

a um /uncjorza/ /ínear contúuo f' : X --} #l' ta/ qz&e l r' ll=ll .f l

Demonstração: Ver por exemplo, hlegginson j161, pág. 75, teorema 1.9.6.

Como conseqüência do Teorema de Hahn-Banach temos o seguinte corolário

Corolário 1.1.3. Sejam -V zzm espaço formado e zo C X. Elzfão

l «o 11= s«pll «'(«o) l a' C.Bx.}
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Conde;tos Bás;cos

Demonstração: Se zo = 0, então o resultado é imediato. Se zo # 0, para r' € .Bx,

«'(«o) l $ 1l «' ll ll «o ll $ 1l «o ll . Logo supll «'(«o) l : ,' c Bx,} $ 1l *o

Sejam iV = laol e / : A/ -} K um funcional linear definido por /(Àzo) = À ll aço ll,

temos que ll / ll = 1. Pelo teorema de Hahn-Banach (teorema 1.1.2), / pode ser estendido

para um funcional linear contínuo F' : X -.} .K tal que ll F' 1 = 11 / 11. Assim temos que

l F' ll = 1 e F'(zo) = ll zo 11. Consequentemente ll zo ll = 1 .F(zo) $ supll a'(ao) l:

aç' C Z?x,}. Assim ll zo 11= supll z'(ao) 1 : a' C .Bx,}. H

Definições 1.1.4. Soam E e F espaços de -Banana sopre Zr

1. Um operadorT C L(.E,F) é dito um isomor$smo de E sobre F se T é uma bijeção e

T-\ ç: LÇF, E). Os espaços E e F são ditos isomorfos se existe u,m isomor$smo T de
E sobre F

2. U«. ope«do, T C Z,(E, F') á dít. «m« {som't,{« e«t« -E ' F' .. l 7'« ll p««

todo :c € E. Os espaços E e F são ditos isométricos se e:cisne uma isometria T de E
sobre F

De6nições 1.1.5. Soam E e F' espaços de .BanacÀ sobre #T
1. Dizemos que F possui zmü cópia isomorfa. de E se existe um subespaço M de F qu,e

é isomorjo a E, ou seca., existe um isomor$smo de E sobre M. Notação: denotamos

por E '-+ F, se F l)assai uma, cópia. isomorja de E e por E'h F se F não tem zma

cópia isomorfa de E.

2. Dizemos que F possua umü cópia isométráca de E se existe um subespaço M de F que

é {sométrico a E, ou selva, existe uma isometria de E sobre M

Definição 1.1.6. Soam .E e r' espaços de -BanacÀ, e 7' : .E --> r' um operador /inear

contínuo. Denotaremos por T' \ F' -.+ E' o ad3znto de T, de$nido pot T' QU') = y' a T

para cada yi em F'

Proposição 1.1.7. Soam E lzm espaço de -BanacÀ e C' : E -} .E" a ap/{cação /{near

deg«{d« po, C'(.)(,') ,') (,) p-' «d« « C E . c«d« ,' C E'. .E«t'' "

aplicação C é uma isometria de E em E" e é chamada de inclusão natural.

Demonstração: Sda z € E. Então ll C(z) ll = supll C'(a)(z') l:z' C Bz,}

supÍI z'(n) 1: a' C -BZ.} e pelo corolário 1.1.3, segue que C(a) ll = 1 # 11. Assim a

aplicação C' é uma isometria de E em .E". H
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Clonceitos Básicos

Proposição 1.1.8. Soam .E e F' espaços de -BanacÁ, e 7' : .E -+ F' um operador /inear

contínuo. Sejam CE e Cr as inclusões naturais de E e F em seus biduaãs respectivamente.

E«tão #'" . c'z)(-E) ç oP(F') . r*' . c'z

Demonstração: Sda z C .E. Para cada y' C .F': ((7'** o OZ)(z)(3/'))

(oz(,))(r*(y'))(y'))(z)(,)). Como #'(T(a)) OP(T(,))(g/'), seg- que

(r" . az)(z) = C'p(T(z)) e d-í o «s«ltado.

O teorema da aplicação aberta que enunciámos a seguir tem várias aplicações.

Apresentamos em seguida, uma das suas importantes aplicações que é o teorema do gráfico

fechado, resultado esse que será utilizado no decorrer desta dissertação para mostrar a

continuidade de operadores que construiremos.

Teorema 1.1.9 (Teorema da Aplicação Aberta). Soam E e F' espaços de .Banana

e T : E -+ F um open'a,dot linear contínuo sobrejetor. Então T)ara. todo abeT'to G em E,

TÇG) é um aberto ewl F

Demonstração: Vei Megginson j161, pág. 43, teorema 1.6.5.

Teorema l.l.IO (Teorema do Gráfico Fechado). Soam E e /' espaços de -BanacÁ,

e T : E -+ F zm operador linear. Se o grá$co de T, GT -- 4.t=.T=) : = ç: E), é fechado,

então T é contínuo.

Demonstração: Consideremos E x /' munido da seguinte norma

l (-,v) ll ll + ll y ll

Como E x /' é um espaço de Banach e Gr é fechado, segue que Gr é um espaço de Banach.

Sejam Pi : Gr --} .E e P2 : Gr '"} F' operadores lineares dados por Pi(a,Ta) = # e
P2(g, Tz) = T#. De

lp-(,,r«)ll 11« 1+1 7'«ll(,,r,)ll
P2(,,7':«)ll z'-ll $ 11«11+11z'«ll(-,rz)ll

segue que Pi e P2 são contínuos. Além disso, temos que Pi é bijetor, e logo, pelo Teorema

da Aplicação Aberta (teorema 1.1.9), /T': é contínuo. Como T = P2 o PÍ: segue que T é
também contínuo. H
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Conceitos Básicos

Definição 1.1.11. Sda X wm espaço métrico. Um subcorÜunfo M de X á alto

aJ raro em X se M tem nterÍor uazÍo.

ó) de prime ra categoria em X se M é urzÍão enumeráue/ de colÜuntos raros em X

c) de segunda categoria em X se M não é de pMmeita categoria em X

I'eorema 1.1.12. Sela X um espaço métrico como/eto não z;azia. .Então todo swbcolÜunto

de X aberto, não vazio, é de segunda categoria em X. Em particular, o espaço X é de

segunda categoria em X

Teorema 1.1.13 (Princípio da Limitação l.Jniforme). Soam E um espaço de

Bünach, F um espaço normüdo e F uma, família não uaziü de o'peradotes lineares

contíhKos de .E em F'. Se suplll T# 11: T C .F} < oo para cada # C E, então

supÍll T 11: 7' c /'} < oo.

Demonstração: Para cada k C .fV, seja .Ak C E o conjunto dos a C .E tais que

11 Tn3 l$ A V n C .W. Observamos que cada Ák é fechado. De fato, para cada a C Ák,

existe uma seqüência (zj)j C .At com zj --> z. Assim para cada n fixo, temos que

Tn3j ll5; k. Agora como Tn é contínuo, obtemos ll TnZ ll$ k. Logo a C .Ak e Ák é
fechado.

Para cada 3 C E temos que supÍ]] T= ]1: T C .F] < oo, assim cada z C .B pertence a

algum ..4k. Logo E = Uk:i.4k. Como E é completo, pelo teorema 1.1.12 temos que algum

.At contém uma bola aberta, ou seja, existe zo C -E e r > 0 tais que B(ao,r) C .4k.

Ser C Eéqualquer, z # 0, sejam = zo+!ÍÍ;ÍÍ Então ll z--ao 11< relogoz C B(zo,r)-
Como B(3o,r) C .Ak., segue que ll Tnz ll$ ko Vn e também (lue ll Tn3O ll$ ko.

Para cada n, ll Tnz ll = 2111]] Tn(z -- zo) ll $ ]êl1llgl. Assim segue que

l Tn 11= suPÍll Tna 11: 1 Z 11= 1} $ ]h-, e segue o resultado. H

Definição 1.1.14. Sega .E um espaço de .Banana. Um saóespaço M de .E é alto

complementado em E se M é fechado em E e existe üm subespctço fechado N de E

ta\ que E

Se # é um espaço de Hilbert e F' é um subespaço fechado de n, então F' é
complementado em X e .llr = r' © /'l com F'x o complemento ortogonal de F

Definição 1.1.15. Sda X um espaço uetoria/. t/m open'apor /cear P : X -+ X é
chamado ama pro.jeção em X se P(Pz) = P(áç) para cada a C X, isto é, P2 = P
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Conceitos Básicos

Como primeira aplicação do teorema do gráfico fechado, a seguinte proposição mostra

que existe uma correspondência bijetora entre projeções P de E sobre M e os subespaços
fechados de E, Ar, tais que .E = iM a) Ar.

Proposição 1.1.16. {7m. SKbespaço M de m espaço de -BanacÀ .E é como/emendado em

E se, e se'Frente se, é Q imagem de umcl projeção contínua em E.

Denaonstração: Suponhamos que M é complementado em Z;. Então existe .V

subespaço fechado de .E tal que E = il/ (D JV. Logo cada # C E tem uma representação

únicadaforma =?n+n, m C .A4 en C .V.

Seja P um operador de -E em .E com /mP = &/ dado poi P(m + n) = m. Temos que

P é linear e P2 = P. Vamos mostrar que P é contínuo. Suponhamos que

a;k :: mA + nÉ -+ a, mA € }M, nÊ € N' e PzX; :: mk '-> y.

Como ]M é fechado, y C M. Logo g/ = Pg/ e nA --} # -- g/. Como .N também é fechado,

z -- g/ C JV. Portanto 0 = P(= -- Z/) = Pz -- y. Segue do Teorema do Gráfico Fechado

(teo:ema 1.1.10), que P é contínuo.

Reciprocamente, suporlhamos que P é uma projeção contínua em .E com /mP - M

Seja N = ker(P). Como P é contínuo, N é fechado. Como P é uma projeção contínua de

.E sobre M, M também é fechado. Além disso N íl M = {o}, pois u c iv n .4/ implica que

z; = Pz; = 0. Como todo z C .E pode ser escrito como # = Pz + (a -- Pa) e a -- Pa C N,

segue que E = M + iV. Logo À4 é complementado em .E. n

Lembramos que se M é um subespaço de um espaço vetorial X, então a codimensão

de À/ em X é a dimensão do espaço vetorial quociente X/.A/. Denotaremos por ã a classe

de equivalência de z em X/M. Se X é um espaço normado e iM é um subespaço fechado

de X, então deânimos uma norma em X/]M dada por ll á 11= infÍll g/ 11: y C ã}.

O teorema que enunciámos a seguir garante que todo subespaço fechado de E de

codimensão finita de um espaço de Banach E é complementado em .E. Utilizaremos esse

teoienla ainda neste capítulo na demonstração de resltltados que caracterizam operadores

compactos.

Teorema 1.1.17. Soam .8 um espaço de Ba?zac/t e M um slzóespaço /ec/fado de E de

codimensão finita. Então M é complementado em E.
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Conceitos ,Básicos

Demonstração: Seja {ái,. . . ,ã.} uma base de E/À/ e seja N = lni,...,a.l. Assim

.N é um subespaço fechado de Z;. Sejam .fi, . . . , /n € .E' funcionais tais que .A(aj) = .5ij,

isto é, a base dual de lat, . . . , z.l estendida por Hahn-Banach a E.

Considere ll : .E -+ E/M dada por ll(t;) = )1:Z;: ./:(t;)áí. ll é uma projeção contínua.

Para cada u C E considere zo = u -- )l:Z:: ./;(t;)z{. Afirmamos que w C ]W. De fato

n(«,) («) - EZ:: .Ê(«)H(';) = EL:..Ê(«)á{ - EL:..A(«)dí = 0, isto é, '« CM
Portanto « = .« + EZ:::.Ê(u)zi € M + /V. Se u C M n .V, então u = EL::aias e

[[(u) = }1:Z:: aiãi = 0, pois u C ]W. Portanto ai = 0 para i- ],. . .n. Donde .A4 é um

subespaço complementado em E. H

Definições 1.1.18. rOs espaços ZI,s e co,)

Z)ado p qwa/qzier, l $ p < oo, considere /p como sendo o c07Üunto das seqüêncÍas

:« )* C K' t«{' q«. « ;é,{. EZ:: l «* I' co««.ry'

As operações usuais de adição e multiplicação por escalar em ]KW fazem de ep unll

espaço oefora/ e a ap/ícação ll - 11, de /. em n+ dada por ll # 11,= (>1:=:: 1 ak IP):/P

corzstít%{ uma norma em /. que o /az como/eto, oa sda, (/,,11 . 1,) á um espaço de

Banach.

Para p = oo, considere e« como sendo o conjunto das sequências =
!imita,das.

As operações usuais de adição e m'ü]tip]i,cação l)or escalar em ]Kn fazem de t.. um

espaço t;etor a/, e a ap/ilação no espaço a oa/ares em #? dada por ll # 11«= supi;cW l zk l

co«tít«: "m« -,m. .m /. g«. . /a, c.«.p/''., - .d«, (Z«,ll . 11-) é «m «p«ç. d'

Banach.

(«*)* c K'

De$nimos co como sendo o subespaço de e- constituído das sequências = = (zk)k C ]K

gue conoe7ye7n a zero.

punindo co da norma {ndzzida de e., o espaço formado obtido é Banach.

/)ara 1 < p < q < ooj temos gue ZP (: Zç.

Se E é % - /., c.«, l $ p < m, c-sid"e « 'egdé«i« (e.). «m e. =

(0,...,0,1,0, . . . ). Esta seqãêrzc a será chamada de segdêncía de uetores unitários de

E

Definição 1.1.19. rO espaço C'(Q))
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Conceitos Básicos

Dado çl um esta,ço de HüKsdor$ compacto, considere C\çtà o conjunto das funções
contínuas j de ç\ em l<

As operctções usuais de adição e mKlti'plicação pot escalar dos espaços de funções
/a"m de C(Q) «m e'p«ç. «t-i«/, . « «p/{«çã. 1 . 11- d. O(Q) .«. n+ d«d" P',
1 / 11.= s«Pll /(,) 1: 3 € Q} ««;titu{ "m" ""«.« 'm C'(Q) g«. o ./b, c.«,p/'*., o« sd«,
(C'(Q), - 11-) é«m «p.ç. B.««.Á.

No capítulo 3, estudamos algumas caracterizações dos espaços de Banach /' para os

quais todos os operadores contínuos de O(Q) em f' sejam compactos, com Q um espaço

de Hausdor# compacto. Estas caracterizações dependem de Q ser dispenso ou não. A

seguir apresentamos a definição de espaço topológico disperso e alguns resultados que
utilizaremos.

Definição 1.1.20. ÍEspaços dispersos,)

U'm espaço toT)otógico S é dito disperso se todo s\LbconlÍunto fecha,do, t-tão vazio de S,

munido da topologia induzida, tem um ponto isolado.

Como exemplo, considere S = {0, 1,1/2,1/3,. . . } com a tipologia induzida de .#?

Então S é disperso.

Teorema 1.1.21. Sqa zlm corÜHnZo árzálzÍto. Se Q á -t m espaço de //azzsdozlF compacto

disperso, então C(çl) contém um. subespaço complementado que é isométrico a co.

Demonstração: Ver Rosentha1 1231, pág. 201, demonstração do corolário 3.2

Deânição 1.1.22. Sda S um co@ttnto. bons acre ri(S) como sendo a /amz7áa

de todas « /unçõ« / : S --} K f«is q«. E..s l /(s) l< .o, c.m a ""':a
de$«íd« po, E,.; l .f(') 1= s«P{E,.r l /(') 1 : r' é ««. .uÓ««.i««t. .finit. S}. .4s
operações usuais de adição e multiplicação fazem de (tl.S) um espaço uetorãat e a aplicação

. ll de g:(S) 'm n+ d'd« po, 1 / 11 E,.s l /(') l ««tÍt«: ""''« ""m' 'm /:(S) gu.
. /a; «mp/.'., .« sd«, (Z-(S), ll . 11) é «. «P«ço d. .B«««A.

Teorema 1.1.23. Sejam S tm colÜurzZo. Se S tí -tlm espaço de .f7azzsdorg' compacto

.liso'rso, 'ntão CÇS)' é isomorjo a t-ÇS).

Demonstração: Ver Semadeni 1241, pág. 338, corolário 19.7.7

14



Conceitos Básicos

Definição 1.1.24. Se.ja X um espaço formado. Z){zemos que X é secar(íue/ se admite

tzm suócolÜwnto enwmer(íue/ denso.

Teorema 1.1.25. Sega Q um colÜunto írzánito. Se Q é um espaço de .Erausdorg compacto

não disperso) então todo espaço de Banach separáuel é isométrico a um subespaço de

C(Q)

Demonstração: Ver Rosentha1 l23j, pág. 201, demonstração do corolário 3.2

Teorema 1.1.26. Sega .E wm espaço de BanacÀ separáue/ que contém uma cóp a isom07:fa

de co. Então e:cisne uma projeção de norma $ 2 de E sobre co.

Demonstração: Ver Lindenstrauss, Tzafiri j141, pág. 106, teorema 2.f.5

No capítulo 3, mostramos que se r' é um espaço de Banach para o qual cada operador

linear contínuo de C'(Q) em F' é absolutamente 2-somente, com ç2 um espaço de Hausdorff

compacto não disperso, então cada operador linear contínuo de C'(Q) em F' é compacto

se, e somente se, cada operador linear contínuo de /2 em F' é compacto. Apresentamos a

seguir a definição de operadores absolutamente 2-somantes e alguns resultados.

Definição 1.1.27. rOperadores absoZtltamente 2-sonantes)

Sejam E e F espaços de Banach. Um operador T C L(E,F) é dito absolutamente

2-«m-te s. d«d« "«.« .egúê«.{. (,«). g««/q«., .«. E f«/ g«e E /(,«) I'< m p«.
cada / C E', temos que }l: ll T#« ll2< oo.

Z)anotamos por lla(E, -E) o conUanto dos operadores aóso/Ktamente 2-sonantes.

Em seguida apresentamos o teorema de fatoração de Grothendieck-Pietsch que

estabelece que todo operador absolutamente 2-somente se fatora através de um espaço de

Hilbert .

Teorema 1.1.28 (Grothendieck-Pietsch). Soam .E e /' espaços de Banacà. Então

cada operador T C H.z(.E. F) admite uma fatoração através de um espaço de Hilbert.

Demonstração: Ver Retherford 1221, pág. 105, teorema de Grothendieck-Pietsch
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Teorema 1.1.29. Soam X um suóespaço /ecAado de co, Q um espaço de .#awsdozg'

compacto e 7' wm operador / cear conta'nuo de X em C'(Q). Então para todo c > 0, T

«t.«'í'-" p"" "m op.-«d« c-th- F d. q .m O(Q) «m ll f' 11< (1 + .) 11 7' ll.

Demonstração: X/er Lindenstrauss, Pelczynski j131, pág. 231, teorema 3.1

Na quinta seção deste capítulo apresentamos alguns resultados para o espaço de todos

os opeladoies compactos enfie o espaço Z2. Para ta] vamos precisar da seguinte proposição

que estabelece que o espaço .L(/2, /2) contém uma cópia isométrica de /..

Proposição 1.1.30. O espaço Z,(/2,/2) contém uma cópia {sométrica de Z.

Demonstração: Seja p : I'- -+ Z,(/2,/2) a aplicação linear dada por g(a)(z)
T(«)(z) =('Í#{){ par« c'da ' =(ai)i C /- e cada # =(zi){ C /,.

Como

(>:1';«.1'):/' 1«.1'1«.1')'/: $11«11m(>1:1,.1'):/' 11«11«11,,

segue que 7'(a) está bem deânido e l T(a) ll 5; ll a 11-, portanto T(a) é contínuo.

Agora, dado c > 0, existe no C ]V tal que l a.. > ll a 11- -- c. Como

l r(')('«.) 11, > 11 a ll- C

segue que ll T(a) ll > 1 a 11- -- c, fazendo c --} 0, temos que ll T(a) ll
7'(a) = 1 a 11- e conseqÍientemente p é uma isometria.

? ll . ll-. l,ogo

Teorema 1.1.31 (Sobczysk). Sda X um suóespaço /ecAado de tm espaço de Banach
separáuel E. Se X é isomorfo a co, então X é complementado em E.

Demonstração: Ver l91, pág. 142, teorema 5.14.

Na quinta seção deste capítulo apresentamos alguns resultados pala o espaço -K(Z2, r2)

de todos os operadores compactos entre o espaço Z2 Mostramos que /t'(/2,Z2) não é
complementado em L(r2,Z2), pala isso usaremos o seguinte teorema que mostra que o

espaço co não é complementado em Z..

Teorema 1.1.32 (Phillips). O espaço co não é como/emendado em r.
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Demonstração: Ver Megginson j161, pág. 301, teorema 3.2.20.

Sejam .E um espaço de Banach e Á um subconjunto não vazio de .E. A envoltória

convexa fechada de .4 é o conjunto M(Á) = {ll:=: Àizi : ai C ,4, À{ Z 0 e )ll:=: Ài = 1}.

O próximo teorema que utilizaremos na demonstração de resultados no capítulo 2

mostra que todo subconjunto compacto de um espaço normado está contido na envoltória

convexa fechada de uma sequência que converge em norma para zero

0 d-6
d

Teorema 1.1.33. Sejam X wm espaço formado e .l( wm swóc07Üunto de X. Se Ã' é

"".p«'to, .«tão .«{.'' "m. seqdê«c{« (a«)« C X t«/ g«. lim. ll «« 11= 0 . K C m((,«)«).

Demonstração: Ver Diestel lõl, pág. 3, teorema 5.

Terminamos essa seção apresentando o Lema de Riesz que utilizaremos no capítulo 3

Lema 1.1.34 (Lema de Riesz). Soam y um suóespaço próprio fechado de um espaço

formado X e 0 < 0 < 1. .Então ezáste tlm zo C Sx ta/ qlze ll zo -- y 11> 0 para todo y C y

Demonstração: Tomemos z C X \ y. Como y é fechado, a distância de g a y, d, é

positiva, isto é,

0 < d = inf{ l z -- y 11: y C y}.

Para0 <0< 1, d/0>deassim,existeumzCytalque z--z ll<a/o.

Seja zo = ÍÍ;::a' Temos que ao C Sx, e além disso, se y C y, então

1 «. - y 11-11 'r';;:-É - y ll-

mh-mh-#Ê# :

-nh ''q=5=13 »
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].2. TOPOLOGIA FRACA ENI ESPAÇOS DE BANACH

1.2 Tipologia fraca em espaços de Banach

Nesta dissertação, utilizaremos as definições e algumas propriedades de tipologia fraca

e operadores fracamente compactos. A tipologia fraca em um espaço normado X é a

menos fina que torna os elementos do dual de X contínuos. Essa topologia não é induzida

por uma métrica, logo argumentos familiares usados para espaços métricos baseados em

convergência de sequências não podem ser utilizados na sua forma usual. Entretanto a

maioria dos resultados pode ser adaptada trocando-se sequências por redes. Começamos

então esta seção com uma discussão sobre redes.

[)efinição 1.2.1. Um corÜunto dárig do é um co?Üunlo não-oazío / com tina re/anão :3

tal qu,e:

(1) a -$ a P«« ''d' a C l

(2) Q $ 1i e li $ -f :+ Q $ ''f para todos a, $, e -f C l

(3) Pal'u todos a e 6 C l existe um -f..6 C l tat que a '$"'ta,l3 e li $ '1..B.

Definição 1.2.2. t/ma rede em um colÜun o X á lama /urzçâo a C / F-} #. C X, com /

um conjzvtto diügido. Analogamente às seqüêrtcias, denotaTnos lma rede Q C l u-+ =. c X

P.,(z.)... .« (««).

Exemplos 1.2.3. a) Toda seqãêlzc a é uma rede, com o colÜténto de hd ces .W com sua
ordem natura/.

b) O conjunto IR com sua ordem natural é um comi'unto dirigido, Logo toda função com
domínio em ]R é u,mü rede.

Definição 1.2.4. Sda (a..).c/ tina rede em am espaço topo/(ígÍco X e # C X. Z){zemos

gue (z.).cl cona;erre para se para cada u z nÀança aperta y de a em X, ezisfe ao em /

fa/ que ao :3 cl ::> =. C y

Se X é zm espaço de Halsdor$, então dados dois pontos =,y ç: X distintos, existem

uíz nÁarzças apertas y= e Uv de # e 3/ respecfáuamenZe tais que yl n yv = 0. Se ma rede

(z-)«c.r C X c.-.ry' p"''« z ' y, «i.*'m a- . a, .m / f'á' q«. a: :3 a :+ ;«. C U=

e al <- a :::+ =. C Vg. Sendo l um conjunto dirigido, é possível encottt-rar aü C l tat

gaze ai :3 ao e a2 :3 ao. Z)et;erros ler z.. C %; n Ug' Logo; uma rede em n7z espaço de

Hüusdor$tem apencts um limite. Como iremos trabalhar apenas com espaços de Hazsdot$,

""'-'m" -. --} .« p«« de«oZ« q«e . «d. (-.).., c.«"'ry' p"''a -.
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Tipologia fraca em espaços de Banach

Proposição 1.2.5. Soam X e y espaços topo/ógácos, e / : X --} y uma /unção. Então

/ á c-Zú- .m « C X s., e «m«te s., «.. -+ « :> /(,«) --} /(,), P«« t'd. «'Í'

(«.)... c x

Demonstração: Sejam / : X -+ y contínua em a e z. -+ n. Para toda vizinhança

V de /(z), existe uma vizinhança U de a tal que .f(U) C }'. Como (z.)-c/ converge para

aç, existe a. em / tal que ao :g a :+ z. C U. Logo ao 3 a ::> z« C O ::> ./(z.) C y.

Por outro lado, suponhamos (lue z. -> z :+ /(z.) -+ /(z), para toda rede (a«).c/ C X

mas / : X -.} y não é contínua em z. Então, existe uma vizinhança y de /(r) tal que

para toda vizinhança g de z, ./(U)(Z y. Pelo axioma da escolha, para cada vizinhança U

de z podemos tomar zu C t/ tal que .f(au) « }'. O conjunto T, de todas as vizinhanças

de z em X é um conjunto dirigido pela relação W .$ C/ «. U C W. Logo, (zu)ucT, é
uma rede em X que converge para z, pois dado C/ C T,, tomando Uo = t/ temos que

W 2 U ::> }V C U :> aw C U. Evidentemente, a rede (.f(at,))ucT não converge para

.f(z), o que é uma, contrailição H

Apresentamos a seguir a definição de topologia fraca e alguns resultados que

utilizaremos posteriormente.

Definição 1.2.6. rTopo/agia /faca)

Seja X um espaço nor'nado. A tipologia fraca de X é a topotogia obtida tomando

como b«e todos os conjuntos d« jo«ma:

}''(.o,«l,...,,l.,.)- {« c x: ;«p l,l(,)-«l(«o) 1< '}
1,t n

onde zo C X; zl,.. . ,al, C X', n C ]V e c > 0.

Aqui, fracamente aberto, fracamente fechado, fracamente compacto, função fracamente

contínua, etc estão se referindo a conjunto aberto, fechado, compacto, função contínua,

etc com relação à topologia fraca.

Proposição 1.2.7. Uma rede (z.).c/ C X em Hm espaço de BanacÀ .E á ./}acamente

convergente para = se, e somente se, j(.=.) -+ j(.n) em ]l<, para todo .f C E'

Demonstração: Se =. --} z, então, dado / C E', pela proposição 1.2.5 segue que

/(,.) -} /(,).
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Topoiogia fraca em espaços de Banach

Por outro lado, se para todo funcional linear contínuo .f, /(a.) -+ /(a), dado um aberto

y(3, /1,/2,''', /n,C), pai'a cada i= 1,2,...,n, existe ai C / tal que l ./}(g.) -- ./}(z) 1< c,

para todo a ? ai. Tomando ao ? ai para todo {, temos que

a ? ao::>1 ./:(a.) - .Ê(z) 1< '(Í = 1,2,... ,n)::> Z. C }''(a,/-, /2,.'-, /n, .),

e portanto #. -$ z.

Exemplo 1.2.8. Sda (e«)« a seqáêncáa de uetores üizátár os de /2. É/ãcí/ uer gue e. -q 0
e cOlHo ll en 11= 1, para todo 7z C -#V, ternos gue en-'»0 em /2.

Proposição 1.2.9. Soam X um espaço formado e (z«)« uma seqáêncía em X. Se (a«).
é .fracamente coituergente, então (.=.). é !imitada,

Demonstração: Se z« -$ z, .ntão /(z«) -> /(a) p«- cada .f C X', logo (/(a«)). C

#t' é limitado. Assim pala cada / C X' existe c.f tal que l /(z«) l$ c.f para todo n C ]V.

Sda C' : X --} X" . inclusão natural. Então l C',.(/) l=1 /(a«) l5; c/, isto é,
a sequência (l O,«(./') 1)« é limitada para todo / C X'. Pelo Princípio da Limitação

Uniforme, teorema 1.1.13, (ll C=« 11)« é limitada, agora como 1 0,. 11=11 z. 11, segue que

(z«)« é limitada. H

Teorema 1.2.10. Sejam E e r' espaços de BanacÀ, e 7' : E --l f' um operador /ideal'.

Então T é nol'mü-r\arma contínuo se, e somente se, é fraco-fraco contínuo.

Demonstração: Suponhamos que T é norma-norma contínuo. Soam #. --} a em .li;

e y' C /". Com' T é -rma-norm, c-tín-, y' . 7' C E' e logo Z/' . T(z.) -+ y' . T(-),
consequentemente 7'z. -.> Tz em F'. Logo T é frac(»fraco contínuo.

Reciprocamente, seja T : .E --} F' um operador fraco-fraco contínuo. Suponhamos por

absurdo que T não é norma-norma contínuo. Então existe uma sequência (z«). C E tal

que z« --+ 0 e l Tz. 11> n2 para todo n C .#V. Como a. -+ 0, segue que z. -+ 0 em E, e

assim, por hipótese, Tz. -4 0 em r'. Agora pela proposição 1.2.9, a sequência (T:c.). é
limitada, uma contradição. Portanto T é norma-norma contínuo. H

Definição 1.2.11. Sela X um espaço formado. l)iremos qzée X fem a propriedade de

Schur se para toda sequência Ç=.àn C X tat que =. 11+ =, para algum = C X, implicar que
z. -+ .r em X
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Exem.plo 1.2.12. .ÍVo ea;emp/o .7.2.8 acima /oi mostrado g?ze Z2 não tem a propr idade de

Schzr.

Proposição 1.2.13. Sejam S um conjunto e ,e:(S) o espaço de#nído como em -7.].22

Então e\(.S) tem a propriedade de Schur.

Demonstração: Ver por exemplo Semadeni 1241, pág. 303, teorema 17.7.5

Teorema 1.2.14 (Teorema 'el de Rosenthal). Sda E tlm espaço de Barzach. Cada

seqiiência !imitada (.=«). C E admite uma subseqàência fracamente de CauchU em E se,

e somente se, [\'++ E.

Demonstração: Ver por exemplo Diestel l51, pág. 201

Teorema 1.2.15. Sda X um espaço de BanacÀ. Então X é rePeaioo se, e somente se,

toda sequência !imitada em X admite uma subseqiiência fracamente convergente.

Demonstração: Ver Megginson j161, pág. 119, teorema 1.13.5

Teorema 1.2.16 (Eberlein-Smulian). Sda .A um s bco@unto de um espaço formado.

.Então .,4 é re/atíuamente /raramente compacto se, e somente se, .A á re/at z;amante

/racamerzte seqüencáa/mente compacto.

Demonstração: Ver Megginson j161, pág. 248, teorema 2.8.6

1.3 Séries e Bases de Schauder

Nesta seção apresentaremos resultados relacionados a séries e bases em espaços de

Banach. Este tema será de suma importância no capítulo 2 para estudar algumas

caracterizações de operadores compactos em espaços de Banach.

Sejam .X um espaço normado e (z«)« uma sequência em X. Então a série gerada

por (sc«)« é a sequência (}:lL: a.)=:.. Para cada inteiro positivo m, o m -- ésimo termo

)l," : #. dessa sequência de somas é a m -- ésima soma parcial da série. Se a série

converge, isto é, se lim. )l:=;;i z« existe, então esse limite é a soma da série e é denotado

por },,.;i zn ou por )l.,. z«.
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Definições 1.3.1. Soam .E ttm espaço formado e }l:=: z{ ma série em E. .Então a
série El=: z{ é;

(1) 1nc.ndicionatmente con««ge.«te se 'par« c.'t« p«mutação a : N -+ W « ;é«ie

>.,kl Za(i) converge.

(2) Somáuel pura \Lm = ç: E se para cada e > Q é possível obter F. (.finitos C ]N tat

que pa7'a lodo f' ./ináfo com Fc c F C ]V, temos gue l -- )ll:ÍCr zf 11< c
(3) Limitada multiplicada convergente se para cada seqãêncãa de escatares (Xi)i Q série

E=: Àiz{ co"uerye.

14) CauchU somáue! se para ca.da e > q é possível obter 1«. C N tül qüe 'pal'n todo

szibconlwnto ./ínálo de .l\ , F', com min/' 2 no, lemos qae ll )('Í.F#í 11< c

Proposição 1.3.2. Soam .E ttn} espaço de BanacÀ, )l,{;l zi ama sér e em E e r.ZJ, rey,

l3), (4) c.mo n« de$nição -te«io-'. E':tã' sã. eq'«i««lentes: (1) e (2) e (3) e (4).

Demonstração: Para a implicação (1) + (2), ver Retherford 1221, pág. 14, para as

implicações (1) $ (3) + (4), ver Diestel, Jarchow, Tange l61, pág. 9, teorema 1.9. H

Definição 1.3.3. Sejam .E um espaço de BanacÁ e 1:1 1 zi zzma sér e em E. Dizemos que

a série )ll:l=. zi é aóso/tzfamente corlueryente se a sér e n márÍca }ll:=: ll zi ll cona,erre.

Em #{, convergência absoluta e convergência incondicional são equivalentes. Para
espaços normados temos:

Proposição 1.3.4. Um espaço formado X é am espaço de -Barraca se, e somente se,

cada série absolutamente convergente em X é também, convergente.

Demonstração: Suponhamos que X é um espaço de Banach e que )ll:=. ai é uma

série absolutamente convergente em X. Então para sn - )ll:=::i n;'

n+k n+A

'«+*--.«ll >1: «{11$ : 11zíll-->oç-«.ío« -+m
i=n+l {=n+l

Logo, (s«)« é uma sequência de Cauchy e portanto convergente no espaço de Banach X

Suponhamos que X não é um espaço de Banach. Seja (z.). uma sequência de Cauchy

não convergente em X. Para cada inteiro positivo .j, existe um inteiro positivo nj tal que
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l a. -- z« ll $ 2'j se n,m ? nj. Podemos assumir que nj+t 2 nj para cada .j. Como o

limite de uma subseqüência de uma sequência de Cauchy deve ser o limite da sequência,

a subse(lüência (a«j)j não tem limite. Logo a série }:=::(z«j..: -- z«,) não é convergente

pOiS )l,k:i(Znj+: -- 3nj) = Zn.-F. -- Zn- para cada inteiro positivo k. Entretanto essa série

é absolutamente convergente pois },j:: ll a.j+: -- anj ll $ },j:l 2'j = 1. n

Proposição 1.3.5. Soam .E um espaço de -BanacÀ e )ll:.z« ama série em .E. Se a

sêde )l:. r. é át2condícáona/merzte conoeryente em .E, então a série )ll:. a«=. também á
í«-dicÍo-/m.«'' "-'ry'«te .m E p«« t.do (a«)« C /~.

Demonstração: Se a série }l:. a« é incondicionalmente convergente em E, pela

proposição 1.3.2, a série }l:l:=: #. é limitada multiplicada convergente; consequentemente

a série )l:. a«a. é incondicionalmente convergente em .E para todo (an)n € /m H

Apresentamos também a definição de série w* incondicionalmente convergente.

Definição 1.3.6. 6Séries w* {ncondic ona/mente conueryentes)

Seja E um espaço de Banach. Uma série ')l,g. no espaço dua! E' de E é dita co*

i«««dácÍo-/m.«te c.«.ry'«t. « Ep.(,) á {«o«di.{o-J«.e«te «-erre«t' p-« «d"
« em E, - .q«{«/e«te«..«te, E l g.(,) 1< m p-« «d« « .m E.

Exemplos 1.3.7. ra) Para cada n C ZV, sega p. : /i -+ a' o /unciorza/ /ínear e contíguo

dej«ãd. p«p.(À) = .X«, p«. «d. .X = (Àj)j C /:. O.«.. E l P«(.X) 1= E l À« l <m
para cada À = (Àj)j em /i, a série }l:p« é então w* incondicÍona/mente corzueryente em

(b) Para cada n C N, seja q. : e- --} ]K o funcional linear e contínuo de$nido por

q.(À) = n.X«, P.« «d« À = (Àj)j C Z-. P«« À = (1, 1,... ), E l q.(.X)

Z;ogo « .é.{. E q. «ã. é w* í«««di.{-«/m.«*' ""'ry.«te 'm (Z«y

/z. l

Proposição 1.3.8. Soam .E Hm espaço de /3arzach e >,g« uma série {ncondicáona/mente

cona;eryente em E'. E ztâo )l:p. á w* áncondiciona/mente cona;eryente.

Demonstração: Seja >1: g. uma série incondicionalmente convergente em -E'. Dado

z C E, se a = 0, então é imediato que )ll:g.(z) é incondicionalmente convergente em A'

Se r # 0, então pela proposição 1.3.2, existe g em .E' tal que dado c > 0, existe .f;l. (finito)

c ZV tal (lue para todo r' com F. C F' (finito) c ZV, temos que ll g -- }l:.:Pg. 11< c/ ll = ll.
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Como, ll (g -- E../,g«)(a) ll .$ 1l g -- E../,g« ll ll 3 11, segue que a série

numérica }l:g«(z) é somável para g(z), logo, novamente usando a proposição 1.3.2,

incondicionalmente convergente em #{. H

Usaremos o seguinte lema na demonstração de alguns resultados no capítulo 2

Lema 1.3.9. Sda }l:p. uma série de isca/ares. Se a série >ll: l p. l dioerye, então ezÍsfe

uma sequência nâo-crescente Ài ? À2 2 . de ntímeros posÍtioos conuery ndo a zero ta/

qzze a série >ll: l À«p. l também dioerye.

Demonstração: Como )ll: l /z. l diverge, existe .Nt, .Ar2,

de inteiros positivos tal que
uma seqüência crescente

p«..l + + l /zw.+:-i 1> 4h, para cada k C .#V.

Considere À« = 2'k para NA 5; n < Nt+l. Então (À«)« é uma seqüência não crescente

de inteiros positivos que converge para zero. Como

ÀW.P.«*l + + l À/v.....-ipw..t:-i l=

ÀN. 1 1 P]V* 1 +..-+ 1 ÀN....:-I 1 1 PN..,.:-I

- 2'A(IPJV. l +...+ IPw.,:.i 1) > 2'k 4k =2k,

a série >ll: l À«p. l dix erre.

A proposição que apresentamos em seguida está demonstrada em McArthur and

Retherford j151 e será utilizada na demonstração de resultados no capítulo 2.

Proposição 1.3.10. Sejam E m espaço de BanacÀ, a um coíÜtznto ./íniZo de nfeiros

positivos, (=j)je. uma jamtnia de elementos de E, (tj)jc. uma .família de números

complexos. Então vale Q seguinte desigualdade;

ll$4sup ltj l sup, ll >1, aj lljea a'Ç- j C al
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Demonstração: Como o é um conjunto finito, podemos assumir que o = {1, . . . , n}

Para demonstrar a desigualdade vamos proceder da seguinte maneira:

1) Vamos assumir que todos os escaleres são números reais não negativos com ti

t2 ? . . ? t.. Então

l }:(tj -- tj+-)(zi+ ''' +=j)+ t.(ZI +'''+z.) ll$

l

lJ
11 >: tj,i ll

tj+:) l ,: + + zj ll + t« ll #: + + ««ll É

n, l

$ 1 ):(tj
tj+-) + t«] ,?uP. ll ,}: :«j ll$

,? ; . l jE '. H
2) Em seguida vamos assumir que todos os escaleres são números reais negativos com

t: 2 1 t, 1 ? ... 2 1 t« 1. Então

E
.j=i .j=i

ll -l E- l tj l «j l

Agora por 1) temos que
n

IEt ll ;::l*'l .?«-,iijE ". ll

Agora, para escaleres reais quaisquer aplicamos isto para escaleres positivos e negativos

separadamente. Se tj > 0 para .j = 1,...,m ; tj < 0 para .j :: m+l,...,n ; ti ? t2 ?

? t. e l t.+i 121 t«+2 IZ - . . ZI t. 1, então por 1) e 2) temos que

«j+ >1: zj,j ll 5;ll ll:zj*j ll + ll >ll: tj,j ll$
j=i j=m+l j=i .f=m+l

l 5;ll >ll: zj*,
.7=]

,?', jE ".H
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Então para tj ' aj +t bj C a', escrevemos }l: tjaj como >1. ajam + i >1: Z)jaj. Aplicando
a desigualdade para escaleres reais para cada soma separadamente obtemos o resultado.

l >ll:tí,j ll =ll >:«j«j + >1: z,j,j ll $11 >ll:«j,j ll + l . lll )ll:z,j«j ll$
.j=i .j=i .j=i j=i .j=i

.: ' . ll j>ll: 'j ll

Utilizamos alguns resultados envolvendo bases de Schauder no$ capítulos 2 e 3 desta

dissertação. Apresentamos a seguir as definições e resultados que utilizaremos

Definições 1.3.11. ÍBases de Schaader9

Sejam E \Lm espaço de Banach e t=.Õ. uma. seq'üência em E.

1. Dizemos que Ça,:). é umü base de Schüuder para E se para cada = em E existe lIRa

lírica segdência de isca/ares (a«)« ta/ guie a sér e }l: a«z« conüerye para z em E.

2. Dizemos que (.:c.)« é lama seqiiência básica de Schauder em E se (.=.). é uma base de

Schauder para o szzóespaço lz. : n C ÍVI.

3. O{««.os g«. «m« ó«' de ScÀ-de, (z«)« p«« -E é «««.«/{«d« .e ll «« ll p.«
todo n ç: ]N

4. Dizemos que uma base de Schauder (.z«)« pal'a E é incondiciona! se para cada = em

E a expansão z = >: a.z. é tina série irzcondÍcáona/mente cona;eryenfe

Neste trabalho, uma sequência (]ç«)« C E será chamada de base (sequência básica)

quando ela for uma base de Schauder (seqüência básica de Schauder) para .E.

Exemplo 1.3.12. Se E á co ozz Z,, com l $1 p < oo, considere (e.). a segdê7zcía de
uetores unitários de E, então (.e«)« é uma base de Schaader noT"matizada incondicional

para E. Esta sequência seta chamada de base canâniccl de E.

Definição 1.3.13. Sda E üm espaço de -BazaacA com base de ScAa der (a«).. Para cada

n € ]N, definimos o m-ésimo coeficiente funcional ='. associado Q Çaà« como Q aplicação:

='. : E -+ 11< dada por

Clm, para cada z
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Ta«.óém de#«{m« « m-ésim« p,d.ção -t««/ Pm «/«t{« â Z,«. (,«)« como «

aplicação:

P. : E --} E dada por

para cada #

Coada coeficiente funcional é um funcional linear sobre E e cada projeção é um operador

linear sobre .E.

Vamos agora mostrar que os coeficientes funcionais e as projeções naturais são
contínuos. Para isto vamos usar outra norma, que não é a norma original de .E.

Definição 1.3.14. Sda (a«). ténia base de Schauder para wm espaço de -Banach .B

Z)e$nímos uma norma e denotamos ll . 11(,.) por;

El # 11(,.)= suP ll cv.a. ll , para cada a

Teorema 1.3.15. Sd« (a«). «ma ó«e d. ScA-de« p«« «m esp«ço de 23anacA .E. Ente.

1(=.) e uma norma equát;a/ente à rzorma origina/ de .E e, ll z ll$11 # 11(=«), para todo
. c n

Demonstração: Para cada z = }:==i a«z« em .E,

ll , ll - ll > :.«««ll -
n=l JUE ««,« ll -

' n=l

J

jlU ll >1:««'« n $ ;:p ll >ll: "««« ln=1 J n=l

Portanto, ll a; l 5; ll z 11(,.), para cada z C E

Com a desigualdade demonstrada acima, temos que /d : (.E,

um operador linear, contínuo e bijetor.

Vamos mostrar que (.E, ll . 11(,.)) é um espaço de Banach, então pelo teorema da

aplicação aberta (teorema 1.1.9), teremos que 1 . 1 e ll . 11(,.) são equivalentes.

JJ

r ll(,.)

1(,.)) -+ (É;, ll . 11) é
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Seja (yj)j = Oll:=:: a«,j:««)j uma seqüência de Cauchy em .E com relação à no:.«.
l ' 11(,.). Dados .ji, .j2, k C ZV, k > 2, temos:

l ak,ji «. l (a.,j.--a*,j:),*
k k l

a«,j: -a«,j,)"« ->1:('-.,j: -a.,j,),« ll $
n=1 n=l

2 ll )l:(a«,j.
n=l

-- a«,j,)Z« 11(,.) $ 2 ll yj. -- yj, ll(,.)

Para # :: l e todos .ji,.j2 C /V,

':*i,j- --ai,j, 1 11 ai ll ll (ai,j. -- ai,j,)zi ll $ 1l >'(a«,j. -- a.,j,)3« 11(,.) = 11 yj. --g/j: ll(,.)
l

Assim fixado k C ZV, segue que (aA,j)j C -K é uma sequência de Cauchy em #(,
sendo portanto convergente para, digamos, ak C #(. Clonsideremos então a sequência de

escalaies (a.)«. Vamos mostrar que )ll:=:: a«z,. converge em E e g = }1:=:i a«a« será

nosso candidado a limite de (W)j na norma ll . ll(,.)

Seja c > 0. Então existe .j. C ZV tal qué .j,.j' ? .j. ::>ll yj -- g/j' 11(,.)< c/3 e

l >1: ««,j,« - >: "«,j'«« ll :$ 1 yj - yj' 11(,.)< '/3,Vm C A, .. .j,.j' 2 .j..
l l

Fixado j = .j. e fazendo .j' --} oo, temos que para cada m C .W

>l, '-.,j.'« - >: a«*« ll $ '/3.
n=1 n=l

(1.1)

Seja m. € ZV tal que m2 ? ml > m. +'ll )l,"'.. an,j.=,1 11< c/3. Se m2 ? nazi > mc,
temos

m2 7n2 zn2

>: ««««- >: "«,J.*. ll$11 >: ..,.
n=ml n=ml n=l

m,2 2'n 1 -- 1 in l -- l ,.

E««,..«« lí + ií E ....- E «",..,« li $ {n=1 n=1 n=1 u

Logo,
ln2 Zn2

>, a.,j.z« ll + ll >1: a.,j.a. ll< .
n = m 1 71 =: 77z l

CEn.rn

n = 7n l n=m l
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Portanto }l:=:: a.z. = y C .E, pois (.E, ll . 11) é um espaço de Banach

( 1.1) temos (lue para cada .j 2 .j.

l >:(a«,j -- a.)"« ll $ '/3 V«. C A',
n=].

Finalmente, de

isto é,

suP >1.(a«,j -- a«)z« l $ c/3 < c-
m n,=l

Logo g/j iljb«) g/. Portanto (-E, ll . 11)(,.) é um espaço de Banach

Proposição 1.3.16. Cada l)rojeção natura/ Pm re/at ua a tema base de ScAauder (z«)« de

u'm espaço de Banach E é contínKÜ.

Demonstração: Dado z = }:=:i a«z« em E, para cada m C N:

oo m

l Pm(,) 11(,.) = ll Pm(}:a.'«) 11(,«) = 11 >: a.«« 11(,.) $
n=1 n=l

$ 1 }:a.«« 11(,.) = 11 a ll(,.)
n=l

Como as normas ll . ll e ll . 11(,.) são equivalentes, segue que .f)m é contínua para cada

m € ZV. H

Corolário 1.3.17. Sda {.r3,. : m C .W} a co/eção de proleçâo naturais re/atiz;as a Hma

base de ScAauder (a«)« de um espaço de BanacÃ .E, então SUPn ll Pn 11< oo.

Demonstração: Da demonstração da proposição 1.3.16, temos que ll .f%, 11(,.) $ 1

para cada m C ZV. Como as normas ll . ll e ll . 11(,.) são equivalentes, segue o resultado.

Definição 1.3.18. Sda (a«)« uma base de SchaKder para am espaço de Banach .E.
Ch«m«mos d. c.festa«te básic« p«« a base (z«)« ao «.ímero sup. l Pn 11. Z)trota«m« a

constante básica por C

A constante básica depende da norma do espaço e temos do corolário 1.3.17 que
\./ '\ w.
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Proposição 1.3.19. Soam .E tlm espaço de BanacÀ e (z«)« uma base de ScAauder

para E com coe$cientes funcionais ctssociados t='.à.. Então os coe$cientes funcionais
sã,o contÍn'üos.

Demonstração: Para cada m C ZV, seja T. : lz.l --} #r a aplicação linear contínua

definida por Tm(a #«) = a. Dado # = >ll:=i a«#« em 1?, se m = 1, então aÍ(3) = al

(TI o Pi)(z). Como Ti e PI são contínuas, segue que aÍ é contínuo. Se «. 2 2, então

«L(,) a« (a««.) n(n(«) - h--(,))

- n(h - h-:)(,)
e como T. e /3,. são contínuas, segue que zl,: é contínuo.

Na demonstração de alguns resultados no capítulo 2 utilizaremos algumas normas
equivalentes à norma original de E.

Definição 1.3.20. Sda (a«)« wma base de ScÁauder ncondicÍona/ para zlm espaço de
Bül-taco E. Então de$nimos ü norma. incondicional multiplica,dot limitado telatiua à ba,se

(««). P.,

Z ll(bm«) s«plll >1: a«a«a« ll (P«) . .$~} p-« «a« " Cln=n e'rn EE

Observamos que ll # ll(Ó««) < oo para todo z € .E, uma vez que se

suPlll >ll:=::#«a«n. ll : (/3«) c Sf-} = oo para um certo z = }1:~ :a.z. C E, então

dado ni C ZV, é possível obter n2 > ni e escaleres Pi,...,#«, tais que l #{ l5; l para
l $ í $ ", ' 1 E:::#«a««« ll ? 1 + E=:: ll a««« ll.

Assim segue que l >1:=:..+tPnan=n l ' ll >-.:lama.#n ' )l,«:i Pna.z« ll ?

?ll E:=::: a.a.'« - l E::: P«a««« 11? 1 + E::: ll a.,« ll - ll E=:: ll P.a.,« ll

1 + E=:: 1 a.«. ll - E::: l P« 1 11 a««« ll?

? 1 + >11:::: 11 anz« ll -- >1,':i ll a.z« ll = 1. Seja'y. = P. para n = 1,. ..,n:.

Do mesmo modo é possível obter n3 > n2 e escaleres .81,,+i' ' ' . ,#:, tais que l P: l$ 1

para n2+l < z < n3 e l l::!i/3anzn ll > 1 + )l,n21 ll an3n 11. E assim

>l-ín=n2+iP/anZn ll > 1. Sqa'yn:=/3: para n = n2 + l,...,n3.
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Prosseguindo dessa forma, obtemos indutivamente nl < n2 < n3 < . . . e (7n)n tais

que 1 1« 1< 1 e ll )l,"::i.+t '7nan3n ll > 1.

A sequência de somas parciais da série )l:=:t "y«a«a« não é de Cauchy, portanto a

série )ll:=:t '7«a.s. não converge, uma contradição, pois por hipótese (an)n é uma base

incondicional para .E.

Teorema 1.3.21. S©a (a.)« uma base de Schauder inca,zdicio?za/ para tzm espaço de

Banach E. Então ll . ll(Ó««) e wma norma equíua/ente â norma original de .E, e

11 « 11 $ 1l z 11(,.) $ 1l z jlQ««), pa" "d' = em -E.

Demonstração: Sqa z = )1,=;i a«z« em E. Do teorema 1.3.15, temos que ll a ll $
l :« ll(,.).

Dado m C /V, considere/i« = 1 param = 1,...,meP«
Então, (P«)« C Sf. e

0 para n > m.

l >1:a.«« ll = ll }:P«a«.« ll :$ .UPÍll >:P«a«,. l (P«)« ' Sz«} $ 1l ,« llO««)
n=1 n=1 n=l

Logo, suP. ll :l," l a.z« ll $ 1l a ll(Ó««). E portanto ll a 11(,«) 5; ll Z ll(bmu)

Temos que /d : (.E, ll . ll(õ««)) -} (-E, ll . 11) é um operador linear, contínuo e bijetor.

Vamos mostrar que (.E, ll . ll(Ó««)) é um espaço de Banach, então pelo teorema da aplicação

aberta, teorema 1.1.9, teremos que as normas ll . l e ll . ll(Ó««) são equivalentes.

Seja (3/j)j = (}1:=:: a«,j3«)j uma sequência de Cauchy em .E com relação à norma

l . ll(Ó««). Então (yj)j é também uma se(lüência de Cauchy em (.e,ll ' 11), portanto

yj iy a; - )l.m : a.aç. C .E. Vamos mostrar (lue yj ''> 3 em (E, ll - ll(bm«)).

Seja (al.)« a sequência de coeficientes funcionais associada a (a«)«. Para cada n C -N

temos que zl. é contínuo, e«tão al.(3/j) -$ a:(z), logo a.j -+ a.. S.ja C' ; constante

básica de (z«)«. Dado c > 0 é possível obter .j. C -W tal que .j,.j' 2: .j. +ll )ll:=:: a..j'a. --

}l:=i a.,ja« ll(ó««) 5; c/C'.

Dados m C ZV, (#«)« C Sz.. e .j,.j' ? .j., temos que

7n 7n 00 00

1 >11: a..«,j,«. - >ll:P«"«.j.. ll $ c ll }:P.a.,j',. - l>1:a«a.,j,. ll $
n=1 n =1 n =1 n ::l
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$ o ll >,'-«,j''« - 1>. a«,j«« ll@««) $ cc
n=1 n,=1 ''

Assim ll }'" l ê.an3n ' },,,-i /3nan,jZn ll $ c para todo m € .W, VP« c S(., Vj ? .j..

Fazendo m -..} oo, temos que ll )l," l #.an3n - )l,.-l /3nCrn,jan ll $ c, V#« C S(. , Vjj ?

.j.. Então para todo .j ? .j., temos que ll )I'' : a.3n - )l,,..l an,j3n ll(ó««) $ c, ou sqa,

l z ' yj ll(b««)$ c. Assim (.E, ll . ll(ó««)) é um espaço de Banach. H

Definição 1.3.22. S©a (a.)« uma base de ScAauder ncorzdáciona/ p'zra tzm espaço de

Banach E. Então definimos Q norma incondicional I'elatiua à base (n«)., e escrevemos
1 . 11(.), por

1 :« 11(«)= suPlll >: a«a« ll : ,4 é um subam.junto /imita de ZV}

para cada # = }1: a.z. em .E.

Teorema 1.3.23. Sda (Zn)« 2zma base de ScÀauder incondÍcáona/ para um espaço de
.8anacÃ .E. Então ll . 11« é uzlza norma eqa z;a/ente à norma origina/ de E, e

l a ll $ 1l a 11(,.) $ 1l 3 ll(«)$ 1l 3 ll@««), para cada :« eln E

l)emonstração: Vamos mostrar que ll z $ 1l a 11(,.) $ 1l a 11(«) $

cada z em E. Do teorema 1.3.15, temos que ll 3 ll $ 1l 3 11(,.), para cada

Para cada # = >1: a.z. em -E temos que:

para cada m C IV, {l, . . . , m} é um subconjunto finito de ZV, então
m oo

1 )11: a««« ll 5; ll >ll: a«,« ll(«)
n=1 n=l

7 ll(ó««), para
z em .E.

Logo,
7n 00

sllp ll >:a.*« ll :$ 1l )l: a««« ll(«)
n=1 n,=l

E portanto ll # 11(,.) < 11 # ll(«).

Para cada subconjLmto finito .A C ZV, considere P.

« g Á. Então, (©«). . .$. e

l para n C .A e /3. = 0 pala
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«.,.llE E
n=l

$ 11 a.z« ll(ó««)

Logo,

s«Plll }: a«,« ll .4 é um subcon.junto /{ndto de ]V} =ll >, a«z« ll(u) $
l

>l: a.a«llo««)
n=l

E portanto ll z ll(«)$11 a ll(b««).

Assim temos que ll z ll $ 1l z 11(,.) $ z 11(«) $ 1l z ll(Ó««), para cada z C .E.

Segue do teorema 1.3.21 que a norma l # 11(«) é equivalente à norma original de E.

Definição 1.3.24. ÍBases equít;a/entesa

Seljam E, F espaços de Banach, e (.=«)«, (y.). bases de Schauder de E e F,
".P«t;««..«t.. .4s b«« (,«)« ' (g/«)« 'ão dÍt«s eq«í«/.«*" '', p«« t.d« ..güê«c{«

(a.). de es'«/«e; « .é,íe Ea.«« c'-erre 'm .E '' , ' s.m."*' .e, « 'é,{e Ea.y«
converge em F

A equivalência entre as bases garante isomorfismo entre os respectivos espaços de
Banach.

Proposição 1.3.25. Soam .E e -F espaços de .BanacÀ, e (z«)« e (y«)« bases de ScAauder

d. E . /', ".pe.fí«m.«te. E«tão « b«« (,«)« ' (y«)« 'ã. 'g«{«/e«t« «, ' «m.«*'

se, existe um isomor$smo T : E -+ F ta] que T(.z«) = yn para cada n C ]N

l)emonstração: É claro que se existe um isomorfismo 7' : E -+ F' tal que 7'(3.) = g/«

para cada n € /V, então (a«)« e (3/«)« são ecluivalentes.

Reciprocamente, suponhamos que (a«). e (y«)« são equivalentes. Seja T : .E -+ F'

um operador definido por rOl:=:: a.an) = >1:=:: a.yn para cada a = }:=:1 anz« em

.E. Como (a«)« e (y«). são e(luivalentes, é imediato que: 7' está bem definida, é linear,

bijetoraeT(z«) = g«,paratodon C Ar

Vamos mostrar que 7' é contínua. Consideremos Gr = {(a,Tz), a c .E} C .E x f'

Seja (ak,bk) C Gr tal que (ak,ók) -+ (a,b) C E x F' quando k --} oo. Então,

= >1, a.z. em .E, quando k --} oo e
l
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b* («*)

oo oo

E
n=1 n=l

aF)y. --} - >1'P.y. = b em F', quando Ê -+ oo

Para cada lz C #V, o coeficiente funcional a: é contínuo, 31.(ak) = aF) -+ a.

zl.(a), quando À --} .o, e como 3/: é contínuo, g/l,(bk) = aÉÇ) -.> /3. = yl.(ó), quando

b -+ oo. Pelaunicidade do limite, a. = P., para todo n C ZV. Logo b = )ll:=:: ang/.

r(a) e (a,Z,) C Gr

Segue do Teorema do Gráfico Fechado (teorema 1.1.10), que T é contínua e do teorema

da Aplicação Aberta (teorema 1.1.9), que T é um isomorfismo. a

Terminamos esta seção apresentando resultados de sequências básicas e seqüências de

blocos que utilizaremos no capítulo 3.

Teorema 1.3.26. Soam -E um espaço de BanacÀ . (z«)« ma seqdêncÍa em E. Se (a«).

"««ry. ./}"«..«'' " "" m« «'o "-'ry' " "" 'm -«m«, .«fã. (,«). «dmÍt' ""';«

subseqiiência que é uma sequência básica.

Demonstração: Vei por exemplo Megginson j161, pág. 364, teorema 4.1.32

Definição 1.3.27. Soam -E um espaço de BanacÀ, (z«)« uma base de ScÀauder para .E

e QU«\- umQ sequência de uetores não n\tios de E. Dizemos qu,e tUn)« é zma seqiiência de

blocos de (.=.Õ« se cadti y« 'pode ser escrito na, forma

com Pi $ qi < P2 $ q2 < Ps $ q3 < e (ak)k wma segdêncáa de isca/ares

Teorema 1.3.28. $damE= ou/,, com l $p< oo e(e.). a base canónca de.E. Se
(,«)« é «.' s.qdé«.{« d. ó/« d. (e«)«, e«fã. (11 ,« 11-: «.), é «m« ;.qdé«{. óá;;"
.q«á«/.«f' à ('«)« . 1,« : n C nl é {«m.rÍo « E.

Demonstração: Ver por exemplo Lindenstrauss, Tzafriri j141, pág. 53, teorema

Teorema 1.3.29 (Princípio de Seleção de Bessaga-Pelczynski). Soam E üm

Espaço de Banüch, Ç=n]« 'UmQ base de Sch.puder para E e t=',à. Q seqiLência de coe$cientes

34



].4. OPERADORES COMPACTOS

/u«{o««{' «s«{«d. â (a«)«. Sd« (3/«)« ««.« seq-Zê«c{. em E t«/ q«. li«-.. «l,y. = 0 p-«

cada n, mas (3/«)« não conuerye a zero em nor'ma. Então Caíste wma subseqdênc a de

(y.)« g«. é «m. s'qdê«c{« bá;ic« .q«i«/.«*' « "m« .eqüé«.{« de ó/oc« de (««)«.

Demonstração: Ver por exemplo Megginson j161, pág. 396, teorema 4.3.19

1.4 Operadores compactos

No que segue apresentamos a deÊnição de operadores compactos e resultados sobre os

mesmos que utilizaremos no decorrer desta dissertação.

Definição 1.4.1. rOperadores C'impactos) Sejam -E e F espaços de BanacÀ. Um operador

!inear T :. E -.} F é dito compacto se para todo subconjunto B limitado de E, T(.B) é um

subconjunto relativamente compacto de F

O conjunto dos operadores compactos de E em /' será denotado por K(E, F). No que

segue vamos mostrar que X(-E, F) é um subconjunto de Z(.E, f').

Proposição 1.4.2. Sejam .E e /' espaços de -BanacÀ, e T : E -} F' am operador /arear

compacto. Então T é contínuo.

Demonstração: Se T é compacto, então 7'(-B.E) é relativamente compacto, logo

lr BZ) é um subconjunto limitado em /'. Assim suplll Ta ll : l # ll = 1} < oo e

consequentemente T é contínuo. H

Não é difícil mostrar que Ã'(E, F') é um subespaço de .L(E, /').

Proposição 1.4.3. Se .E á wm espaço de BanacÀ, então o operador ídent dado de$nido

em E é compacto se, e somente se, E tem dimensão $nita.

Demonstração: Sabemos que BZ é compacta se, e somente se, mime < oo. Assim,

/d(Z?z) = Z?Z é relativamente compacto se, e somente se, dize < oo. Logo, o operador

identidade definido em E é compacto se, e somente se, E tem dimensão finita. H

Proposição 1.4.4. Sejam E e F' espaços de BanacÀ e T : .E -} F' am operador /arear de

posto anito. Então T é compacto se, e somente se, é contínuo.
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Demonstração: Se T é compacto então pela proposição 1.4.2 segue que T é contínuo.

Agora, se T é contínuo, então T(-Bz) é um subconjunto limitado de T(.E). Agora,
como T tem posto finito, dimT(E) < oo, logo T(.Bz) é relativamente compacto e
consequentemente 7' é compacto. n

Lembramos que um subconjunto S de um espaço métrico é totalmente limitado se

para todo c > 0 é possível cobrir S por um número finito de bolas abertas de raio c e

centro em S. Lembramos também que um subconjunto S de um espaço tipológico X é

seqüencialmente compacto se toda sequência em S admite uma subseqüência que converge

para um ponto de X. Sabemos da teoria de espaços métricos que um subconjunto de um

espaço métrico completo é relativamente compacto se, e somente se, é totalmente limitado

se, e somente se, é seqüencialmente compacto. (Por exemplo, ver Dunford e Schwartz ]8],

pag- 22, teorema 15). Com isto temos a seguinte caracterização de operadores compactos.

Proposição 1.4.5. Soam -E e F' espaços de Banal/z, e 7' : -E -+ /' l(m operador /{zlear.

Então são equivalentes:

(.) T é como«to.

lb) TÇBE) é um subconjunto relata amante compacto de F

lc) Parca todo subconjunto B limitado de E, TÇB) é um subconjunto totalmente limitado
de .F

(d) Toda sequência !imitada (.=n)n em E admite uma subseqiiência (.Znj)j tal que (.T=.,)j
é conoeryezzte

Se E e F' são espaços de Banach então K(.E, -F) é um subespaço fechado de Z(.E, /'),
como mostra a seguinte proposição.

Proposição 1.4.6. Soam E e F espaços de -BanacÀ, e (Tn)« H'ma seqdêncía de operadores

lineares compactos de E em F que converge para atgnm T em L(.E,F). Então T é
compacto.

Demonstração: Suponhamos que (Tn)« é uma sequência de operadores lineares

compactos de E em r' que converge pala algum T em l,(E, /'). Dado c > 0 existe n C ZV

tal que ll Tn -- T 11< c/3. Como Tn é compacto, existem #l, . . . ,z. C .BZ tais que dado

# C .BZ, existe a{ tal que ll Tna -- Tn3{ 11< c/3. Segue que dado # em BZ existe zf tal que
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ll7'Z-rali $ T3--Tngll+llTn:«--Trai ll+llTn3i--TZill< C/3+C/3+C/3
Portanto T(BZ) é totalmente limitado e logo T é compacto-

Exemplo 1.4.7. O operador /arear T : /a --} /2 diq#rzÍdo por

Z(0=((:, (,/2, ..., («/n,...), p«« c«d. (((j)j emr,, é «mp«to.

C

Para demonstrar isto, para cada n C .fV, seja Tn : .e2 ''> Z2 um operador linear dado

por Tn(O =((i, (2/2, ... , e./n,0,0,...) para cada <1 =((j)j em Z2.

Para cada n, Tn é contínuo e de posto finito, logo compacto. Além disto, para cada

( = ((j)j . /,

(7'- Tn)(O ll' >: 1 (j/.i I':
j=n+l j=n+l

E (j I' $ 1l ( ll' /(n + i)'
n+lJ

i/.j' l (j I' $

Logo

r-Tnjl .UPÍll(T-Tn)(O l:ll(ll5;i} l/(n+l)

Assim Tn -+ T, e portanto T é compacto.

Observação 1.4.8. Oósert;erros que a propor ção anterior não é verdade ra para
convergência pontual. Por e=emp]o, para cada n, C ]N, seja. T« : ta --+ Ea o o.perüdor

/{«e«d«d.po,Tn(O , (,, ..., (.,0,0,...) P«« c«d«{ ((i)i '«',Z,.
Para cada n, T, é contínuo e de posto anito, !ogo compacto. Além disto, é claro que

Tn(Z) -+ /d(z), maS /d : Z2 --> /2 não é compacto pois dimensão(/2) = oo.

A seguinte caracterização é um dos resultados importantes da teoria de operadores

compactos que será utilizada nos capítulos 2 e 3. Apresentamos aqui a demonstração que

encontra-se em Goldberg j101.

Teorema 1.4.9 (Teorema de Schauder). t/m operador /inear colzthuo 7' : .E -.} r'
entre espaços de Banach é compacto se, e somente se, seu adjunto T' é compacto.

Demonstração: Se T é compacto, então dado c $ 0, existem zi, . . . ,#. C BZ tais

que para cada z C BZ existe zí tal que

l r# - rzf 11< c/3. (i.2)
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Seja Á : /'' --} K" dado por:

Á3/' (7'«:), . . . , y'(r«.))

..4 é linear, contínuo em #\'". Portanto .,4 é compacto Logo existem yÍ, . . . , yh C BP,

tal que para cada y' C Br, existe g/; tal que

l .4v' -- .Ap; 11< c/3.

falas como

Ág' Áp;ll y;) ll ll (3/' - z/;)(r«:), , (g/' - z/;)(r««) ll

E
{-1

-( l (p' - z/;)(r«,) I'y/',

em particular

l v'(z'«:) 3/;(T#í) 1 < c/3, para l $ i $ n. (1.3)

De 1.2 e 1.3, e observand(»se que y' e y; C Bp,, temos que para cada # C B.B e para

cada y' C BP,

r*w''-r':d« l$ 1v'7'«-g/'7'«. 1+ 1 g/'r«:-w;r,: l+ lz/;7'«. y;r« l$

$ 1 z/'(I'« + l z/'(r«;) y;(r«.) 1 + 1 z/;(r«. 7'z) l $

$ 11w'1111 r« Tai ll + c/3 + ll y; ll ll T={ -- T# 1 < c

Logo ll T*g/' T*y; ll < c e portanto T''' é compacto

Por outro lado, se T* é compacto, então pela primeira parte dessa demonstração, T*'

é compacto. Sejam Cr : -E --} .E" e C'P. : r' --} F'" as inclusões naturais de E em E" e F'

em F'" respectivamente. Pela proposição 1.1.8, C'p'iT"C'r = 7', como T- é compacto,

C'r e C'P'i são contínuas, segue que T é compacto.
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A seguir apresentamos dois resultados que encontram-se em Goldberg j101. Neste,

os resultados são enunciados para espaços normados, mas em acordo com o contexto

desta dissertação os enunciámos para espaços de Banach. O lema 1.4.10 será utilizado

no demonstração do teorema 1.4.11. Utilizaremos este último para demostrar que alguns

operadores que construímos no capítulo 2 são compactos.

Lema 1.4.10. Sejam S um swbcolÜtinto /imitado de um espaço de -Banana E e a{, ..., zl, C

E'. Então dado e > Q e:distem =1, ...,=. em S tais que dado = em S, podemos escolher uk

fa/ qzóe l z;z -- a:ak 1< c, para l $ { $ n.

Demonstração: A aplicação A : .E --} #r" definida por .A(a) = (aÍa,zllz, --.,zl.z) é

linear e contínua, logo compacta pela proposição 1.4.4. Então existem sçi, z2, ---, z. em S

tais que dado x em S existe ai; tal que ll .4a; -- Ázk ll < c.

Como l aiz -- z;aj; l $ 1l .Aa; -- .,'lak 11, para l $ i$ n, segue o resultado.

Teorema 1.4.11. Sejam E e F espaços de .Banacà, e T : E --} /' wm operador /ánear

contínu,o. Se para todo e > Q existe um subespaço fechado N d,e E, de codimensão $nita

em .E, ta/ que ll rlwll$ c então T é compacto.

Demonstração: Dado c > 0, por hipótese, existe /V subespaço fechado de codimensão

finita de E, tal que ll rlwll$ c. Logo, pelo teorema 1.1.17 existem ui,u2, ...,u. em E tais

que

E = N' a) loi, ...,t;.l

Segue que existem zÍ,al!,...,zl. em .E' tais que todo = em E tem uma única
representação da forma:

E
{:1

.:(,)«., « 'm N (1.4)

com El:Z:: z;(z)ui, a projeção de E sobre lui, ..., u.l

Como ll rlwll $ c, segue que:

r«l $ .11« 1

7Z

+
:=1

I'«. l (1.5)
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Del.4.

1« 1 $ 11« 1 + «;(,) l ll «: ll (1.6)

De 1.5 e 1.6 e tomando-se .lr = maxljl Tuí 11, 11 ui ll : l $ { $ n}, segue que

r«ll 5; 'll«ll +.x>ll:l,;(') +Ã>:1,1(«)1,
l lt l

(1.7)

para cada z em .E.

Dado 77 > 0, pelo lema 1.4.10, existem =1,z2, -.-,z. em BZ tais que dado u em .Br,
existe zk tal que

"lak 5; ,7.

Substituindo-se # por u em 1.7 e observando-se que ll t; -- ak ll $ 2, temos que

Tu -- Tzk l $ 2c + c/Tv7 + /Í77.

Como c > 0 e ?7 > 0 são arbitrários, segue que 7'(-BE) é totalmente limitado, e logo

T é compacto. H

Teorema 1.4.12. Sda«} .E e P' espaços de Banacà, e 7' C Z,(-E, /'). -Bnfâo T € Ã'(.E, /')
se, e somente se, existem M vm subespaço fechado de co, S C KÇE. M) e R C KÇM,F)
tais que T -- R o S.

Demonstração: Ver Aliprantis jll, pág. 269, teorema 16.5.

Na próxima seção utilizaremos a seguinte proposição para mostrar que nem sempre

K(-E, E) é complementado em Z(-E, .E).

Proposição 1.4.13. Sda E um espaço de Banal/z com base de ScAawder. Se E/ é

separáuel, então KÇE, E) é separáuet.

Demonstração: Ver l91, pág. 205, proposição 7.5.

Definição 1.4.14. rOperad07'es como/efamente corztÍhttosJ

Sejam E e F espaços de Ba,na,ch, e T : E -+ F um open'üdot linear contínuo. Dizemos

qze T é co-mpletameTtte contínuo se para cada seq'üência (.=«~1. em E tal que z. !:l} z para

ütgxm = em E temos qze T=. -+ TaB.
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Proposição 1.4.15. Sejam .E e F' espaços de 23anacà, e T : -E --} F wm operador /ideal'

Se T é compacto, então T é completamente contínuo.

Demonstração: Seja (z«). uma sequência em .E tal que z. -$ r para algum z em

.E. Então, pelo teorema 1.2.10, Tz. .!:; Tz. Suponhamos que Tz«/> 7'z-

Então existe (7'z«k)k tal (lue ll Tz«k -- Tz 11? c para algum c > 0 e para todo
h C Z(. Como (g«)« é fracamente convergente, pela proposição 1.2.9, (a.)n é limitada.

Então, como 7' é um operador compacto, existe uma subseqüência convergente T(Znkl)l.

Suponhamos que Tz«ki -} y. Então Ta.Ã;i -+ y. Logo y = Tz. Portanto ll Tsç«AÍ -- Ta ll--»

O, uma contradição. H

No capítulo 3, utilizamos alguns resultados de operadores compactos em espaços de

Hilbert. Apresentamos agora estes resultados, aqui, # e .K denotarão espaços de Hilbert

e < , - > denotará um produto interno.

Definição 1.4.16. Sda H um espaço de -#i/óert. t/m swócorÜunto {hj, .j C J} de # é

alto ortonorma/ se ll hj 11= 1 para todo .j e < hj, h{ >= 0 para todo i# .j.

Definição 1.4.17. Sejam .27 tlm espaço de #i/bert e {hj, .j C J} wm subconjunto

ortonormal em H. Se o subespaço gerado pela famtüia l.hj, j C J\ é denso em H então

{Âj, .j C J} é dito como/eto e cada iç C .17 é da /arma # :: )ll:i ajhj com }'j l aj l2< oo.

Proposição 1.4.18. Sega // am espaço de .Hi/óert. .Então todo c07Üunto ortonorma/ em

H pode ser estendido a um subconjunto ortonormat completo.

Demonstração: Ver Pedersen j17j, pág. 83, proposição 3.1.12

Proposição 1.4.19. Sda H zzm espaço de //í/óert separát;e/ de dimensão n$nita. .Então

H é isométrico Q ta.

Demonstração: Ver Retherford 1221, pág.25

Teorema 1.4.20 (Teorema da Representação de Riesz). Soam # um espaço de
Hiíbert e j C H'. Então e:riste um único z C H ta! que f(.=) =< =,z > para todo z C H
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Demonstração: Se / = 0 então o resultado é válido tomando z = 0. Assim podemos

supor que / # 0. Seja M = ker/. Então iW é um subespaço fechado de H, e como / # 0,

]M # H, logo Mx # {0}. Portanto existe zo C Mt, zo # 0.

Dado :« C H, tomemos z = /(a;)zo .f(zo)z. Temos que .f(z) = 0, logo z C M. Assim,

''mo'que0 ,,;o >/(z),o-.f(,o)a,,o >/(a) < ;o,,o > -/(,o) < :«,,o >

Observando que < zo, zo >::ll zo ll2# o, segue que

/(*) - #:3i « ', '. »
Tomando z = ilg@-zo, temos que /(a) =< z, z >

Vamos agora mostrar que z é único. Suponhamos então que existe z' C .17 tal que

./(z) =< z,z >=< z,z' > pala todo z C H. Então < z,z -- z' >= 0 para todo # C ]7

Em particular, para # - z -- z', temos que < z -- z', z -- z' )'::ll z z' ll2= 0. Logo z = z'
Portanto z é único. n

Se // é um espaço de Hilbert, denotaremos por /g(.If) o espaço de todas as sequências

(r«)n de # tais (lue para todo .f C H'' temos que },,.: l .f(a«) I'< oo.

Lema 1.4.21. Soam # um espaço de #í/óerf e (/z«)« tema segliêízc a orfonorma/ em H

.Então (h«). C /y(-#).

Demonstração: Sda (A«)« uma sequência ortonormal em H. Vamos mostrar que
>ll:. l .f(A«) I'< m para cada ./' C H'

Pelo teorema da representação de Riesz (teorema 1.4.20), temos que para cada ./' C .27',

existe um único y C H tal que ./(/z«) =< h., g/ >, para todo n C ZV. Assim >:. 1 /(A«) I'=
E. 1< A.,p >1'

Pela proposição 1.4.18 (A«)« pode ser estendida uma uma sequência ortonormal

completa (A.). com E. 1< A..,g/ >1'< .o. Como E. 1< À«,y >1:< }1:. 1< A.,3/ >1',

segue que E. l /(A«) I'< .o, para cada ./ € H'. Portanto (A«)« C Zy(#), e
consequentemente (A«). converge fracamente a zero. H

Se n e Â.' são espaços de Hilbert e T : .# -.} /r é um operador linear contínuo tal

que lim. ll TA« 11= 0 para toda sequência ortonormal (à«)« em #, então T é compacto.
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Este resultado será utilizado no capítulo 3. No que segue apresentamos este resultado

precedido de um lema que será utilizado em sua demonstração.

Se T : .llr --} .lr é um operador linear contínuo entre espaços de Hilbert, denotaremos

por T* : /r -+ # o operador adjunto de Hilbert de T tal que < Tz,3/ >=< =,T*3/ >

para todo z C .f{ e g/ C K. Um operador ]inear contínuo T : -# '> ]7, com -# um espaço

de Hilbert, é dito auto-adjunto se T* = T

Lema 1.4.22. Soam n um espaço de #i/bert e Q C L(H,-H) uma pro/eção ortogona/

sobre um subespaço fechado M C H. Então Q é um operador auto-adjunto.

Demonstração: Sendo .A4 um subespaço fechado de -Z7, temos que /r = À4 © MI,

com Mt = {n C H :< n,m >= 0, para todo m em M}. Como C? é uma projeção de -Z7

sobre M, temos que Acre = MI

Para todos a, # C .17, # = m + n e y = ml + ni, com m,mi C M e n,ni C À4'l,

podemos escrever:

< Qz,y > :: < m, mi + ni > = < m,mi > :;

< m,m: > + < «,m: > = < m+n,m- > = < «,Q/ > = < Q*('),y>

Logo para todos a, y C # temos (lue < (Q -- Q*)(n), y > = 0. Tomando-se y

(Q -- QX)(a) segue que p'ra t'do a C H, < (Q -- C?x)(a),(C? -- QX)(z) > = 0e
consequentemente QX = Q. H

Proposição 1.4.23. Sejam .17 e -lr espaços de #{/óed, e T : -l/ --} /r um operador /ínear

contíguo. .Então T é compacto se, e somente se, lim. ll 7'A« 11= 0 para foda sequência

.,*.«o,«.«/ (h.). .m n

Demonstração: Seja (A«)« uma seqüência ortonormal em H. Pelo lema 1.4.21,

(A.). converge fracamente a zero. Se T é compacto então, pela proposição 1.4.15, Té

completamente contínuo. Segue que lim. ll T/z« ll= 0.

Para a recíproca, mostraremos que se 7' : .fr --} .lr é um operador linear não compacto

então lim. ll T/z. 11> 0 para alguma sequência ortonormal (À«)« em H

Vamos definir uma sequência (h«). indutivamente.
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Sendo T um operador linear não compacto, T não é limite de qualquer sequência de

operadores de posto finito. Assim, existe 77 > 0 tal que ll T -- P 11> 77 para cada operador

P' com posto finito. Em particular, l T ll> ?7 (basta tomar P como o operador nulo).

Pela definição de norma, existe Ai C .l/, ll Ai 11= 1 tal que ll Thi 11> 77.

Suponhamos que já estejam definidos os elementos /zi, . . .,A« c .17, ll Ai 11= 1, com

TAi 11> 77 e < Ai, hj >= (5i,j para {,j :: l, . . . ,m, para algum m > 1. Denotemos por O

a projeção ortogonal de -ZI/ sobre o espaço -Em - IÀi, . . . , A.l. Consideremos P = T o (2.

Então, P é linear e de posto finito, donde segue que l 7' -- P 11> 77. Escolhemos assim

h € H tal que l A 11= 1 e l (7' -- P)A ll> ?7 > 0. Temos Th # PA, donde QA -- A # 0.

Consideremos À«+l =ll h -- QA ll-i (A -- Qh). Temos que ll A.+: 11= 1 e ainda temos que

TA«+: A-QÀII-:(TA-T.QA) QÁII-:(r-P)À.

Como ll /z 11= 1 e C? é uma projeção ortogonal, segue que ll A -- QA ll5;ll Á ll= 1, logo

TA.+i ll=ll /z -- QA ll':ll (T -- P)/z ll> 1.T > 77. Portanto, como Q/z.+l = 0, segue que

h.+l é ortogonal a todo elemento da imagem de Q.

De fato, se # C /mQ, 3/ = Qz, z C H e utilizando o lema 1.4.22 (e observando que
d{«.(.rmQ) < m), temos que:

< g,À«+i > = < QSÇ,Amai > = < #,QX/z.+l > = < a,OA«+i >:: 0

Em particular, temos < A.+i,/z{ >= 0,í = ...,m. Fica então definida a sequência

ortonormal (Ai)i em H tal que lim. ll TA. 11> ? > 0. H

Apresentamos a seguir a definição de Operadores fracamente compactos e somente

alguns resultados sobre estes que utilizaremos posteriormente em demonstrações de
resultados no capítulo 3.

l)efiníção 1.4.24. rOperadores /raramente compactosJ Um operador /arear T : .E --} F'

Entre espaços de Banach é frücümente compacto se para todo subconjunto B limitado de

E, temos q\te TÇB) é lm subconjunto retatiuamente fracamente compacto de F

C) corljunto dos operadores fracamente co-m,pactos de E em F será denotado por

K" ÇE. F). Não é difícil mostrar que K" ÇE.F) é um s\tbespaço de LÇE,F).

Segue do teorema de Eberlien-Smulian (teorema 1.2.16), a seguinte proposição
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1.5. 0 ESPAÇO Ã'(Z,,e,)

Proposição 1.4.25. Soam .E e F espaços de Banana, e T : -E -> F' um operador /ideal'.

Então são equ valentes.

(.) T é fr«««ent' "mp"t'.
rb) Tod« s.qdê«c{« /{mÍt«d« (a«)« 'm .E «'ímit' «m' '«ó;egãê«i« ('«j)j t'/ g«. (rz«j)j
conuerye /raramente.

Teorema 1.4.26 (Gantmacher). t/m operador /arear continuo entre espaços de .BanacÀ

é fracamente compacto se, e somente se, seu adjunto é fracamente compacto.

Demonstração: Ver Megginson j161, pág. 343, teorema 3.5.13

Teorema 1.4.27. Sejam m espaço de Hausd07g compacto e E um espaço de Banach

qxalq'üer tat que co':h E. Então todo operador tinha contínuo de Cqnh em E é fT'acümente

compacto.

Demonstração: Ver Pelczynski j18), pág. 219, teorema 5

1.5 O espaço -K(Z2,Zl2)

Ao longo dessa dissertação estudamos algumas caracterizações de operadores compactos

entre espaços de Banach. Como trabalhamos com espaços que contém cópias isométricas

de co e com a noção de subespaços complementados, decidimos por incluir nesta seção

exemplo de um espaço formado por operadores compactos que possui cópia de co e não é

complementado em L(/2, /2).

Proposição 1.5.1. O espaço co á {sométríco a um subespaço de K(Z2,Z2)

Demonstração: Seja y uma aplicação linear de co em X(/2, Z2) dada por p(a) = T(a)

para cada a = (af)i C co, com T(a) : /2 --> Z2 dado por 7'(a)(z) = (aizi)i para cada

« ). c z,.

De

(}11: 1 ":". 1'):/' - (>1: 1 ': 1'1 ,. 1'):/: -$ 1l a 11« (>: 1 '' 1'):/' - ll . ll«ll « ll,,

temos que o operador T(a) está bem definido e é contínuo com ll T(a) l $ 1l a ll-.
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O .spaço Ã'(Z,, Z,)

Dado c > 0, existe no c .W tal que l a.. 1 > 11 a ll.

e.. 11:: 1, segue que

.. Como 7'(«)(e.) = «. ... '

l r(«)(.«.) ll, l > ll « ll. - ..

Fazendo c --} 0, temos que ll 7'(a) ll 2 ll a ll-

Logo ll 7'(a) ll = ll a 11. e p é uma isometria.

Vamos agora mostrar (]ue 7'(a) é compacto. Para cada n C ]V, seja Tn(a) : /2 -+ /2

um operador linear dado por Tn(a)(z) = (alJçl,a2z2,-. -,a«z«,0,0,...) para cada z =
(,:, «,, . . . ) c z,.

Para cada n C /V e # = (zi)i C /2,

(l>: 1 «.«; 1'y/' - (>: 1 «. 1'1 .. 1'y/' $ 1l ' llm (>1: 1 ,: 1'):/' $ 1l « ll-ll :« ll,,

i=1 {=1 {=l

logo temos que o operador Tn(a) está bem definido e é contínuo.

Para cada n C .fV, Tn(a) é compacto pois é um operador de posto finito. Vamos agora
provar que T(a) é compacto.

Dado c > 0, existe ni € W

Para n ? ni,

tal que n ? nl :> ««l< .

l (T(«) - Tn('))(Z) 11, 11 T(a)(a) - Tn(.)(,) ll,

( >11: 1 «:«. 1'):/' $ s«p 1 «. 1 (>1: 1 '. 1'):/'$
{=n+l t>n

5; sup l a{ 1 11 # ll2

l,ogo ll 7'(a) -- Tn(a) ll $ supi>« 1 af 1 < c. Portanto T(a) é compacto.

Corolário 1.5.2. O espaço X'(r2,/2) não é rege=it;o

Demonstração: Pela proposição 1.5.1, co é isométrico a um subespaço de /r(Z2, r2)

Como co não é reflexivo, segue o resultado. H

Proposição 1.5.3. O espaço Ã'(Z2, r2) não é como/emendado em -L(/2, Z2)



O esp,ço Ã(Z,, Z,)

Demonstração: Vamos supor por absurdo que X(Z2,Z2) seja complementado em

Z,(ea,r2). Ou s'ja, existe uma projeção P : L(/,,'ea) -} Ã'(Z2,Z2). Vam's mostrar que com

tal hipótese podemos exibir uma projeção Q em Z« com /mQ = co, chegando assim num

absurdo pelo teorema 1.1.32.

Segue da proposição 1.5.1, que existe um subespaço fechado M de K(/a,Z2) isométrico

a co. Sda p : q -+ M tal isometria dada por g(a) = T(a) para cada a = (a{)i € co, com

T(a) : /2 -+ Za dado por T(a)(a) = (aiz{){ p,ra "da " = (zi)i C /2.

Podemos estender y para (ê : /« --} l,(/2,/2) a aplicação linear contínua dada por

P(a)(z) = 7'(a)(a) = ('i«i)i par; c'd; « = («i)i C Zm ' cad' " - (zi){ C /, Com' "im's
na proposição 1.1.30, @ é uma isometria de Z- sobre um subespaço N de Z)(Z2,Z2).

Agora, como /2 é separável, segue da proposição 1.4.13 que .K(Z2, Z2) é separável. Então

pelo teorema 1 .1.31, À4 é complementado em .lr(/2, /2). Logo, obtemos uma projeção linear

contín- R : Ã'(Z,,/,) --> M

Assim definimos Q : /- --} co como o operador linear contínuo dado por Q = p'l o

R o P o (ê. Afirmamos que Q é sobrejetor e Q2 ' Q. De fato, para cada a C co, existe

7' C M tal que (g'')(T) = a. Usando que R é uma projeção de K(/2,/2) sobre M, segue

que R(T) = 7' e como P também é uma projeção de Z)(/2,/a) sobre X(Z2,/2), segue que

P(T) = T. Açor; @(a) = p(') = T. Assim Q(') =(y'':'.R'P''ê)(') = y'':'R.P(7') -

9':(r)
Vamos agora provar que Q' = Q. Para cada a C Z-, temos que (g': oRoPo#)(a) C co

logo #(P':(R(P(#(.))))) p': . R. P(g(«)) P(g(a)))

Usa«do que R(P(#(«))) C M C K(/,,/,), seg«e q« P(R(P(#(')))) = R(P(#(«))).

Assim O'(«) = (g'' . R ' P . # . 9-: . R . P . #)(«) = (p':(X(X(P(P(")))))) =

(g':(R(P(ê(a))))) = Q(a), concluindo assim que Q é uma projeção de rm sobre cO,
um absurdo. H
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Capítulo 2

Uma caracterização de operadores

compactos atráves de ,et

O objetivo desse capítulo é apresentar algumas caracterizações dos espaços de Banach

.l? para os quais todos os operadores compactos T : .E -} /' de um espaço de Banach -E

em r' admitam uma particular representação em séries.

Os resultados que apresentamos foram estudados no texto científico de Randtke j211.

Entre eles o teorema 2.10 prova que, a menos de isomorfismo, Zi é o único espaço de

Banach E tal que todo operador linear compacto T : F' -+ .E tem uma representação

da forma Tz = }1:g.(a)u«, para cada z C F', com -F um espaço de Banach, (u«)« base

normalizada de .E e }l: g. uma série w* incondicionalmente convergente no dual topológico

Convém ressaltar que alguns dos resultados apresentados no trabalho de Randtke j211

são consequências da teoria de Grothendieck para produtos tensoriais (ver Grothendieck jl ll)

No entanto, as demonstrações apresentadas em j211 são muito mais simples e independem

da teoria de produtos tensoriais.

Começamos apresentando dois resultados de Randtke 1201 que utilizaremos na

demonstração da proposição 2.4. Em 1201 estes resultados são enunciados para espaços

normados mas, de acordo com o contexto desta dissertação, os enunciámos para espaços

de Banach.

Neste capítulo, a menos de menção explícita do contrário, denotaremos por (e.)« a

.F'de /'
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Uma caracterização de operadores compactos através de (l

base canónica de Zi.

Teorema 2.1. Sda«. E e /' espaços de Banach, e T C .L(E, /'). Se T é c.mpacto então

.«á;*' "m« ''q.iê«cí« (al,)« C .E' fa/ q«e l #l. 11--} 0 . 11 T(3) ll $ s«P. l 31.(a) l P«« Z.do
'r (: H

Demonstração: Se T é compacto, então pelo teorema de Schauder (teorema 1.4.9),

7"' : F'' --} E' também é compacto. Então T'(Bp.) é compacto em .E', logo pelo

teoieina 1.1.33, existe uma sequência (a' )« c .E' tal que lim. l nl. 11= 0 e ralé;i.) c
m( (, 1. ).) .

Assim, se T"(y') C T*(Bp,), existe (w«)« C c.((:«1.)«) tal que -«« -.> T*(3/'). Agora,

dado c > 0, existe no c .W tal (lue ll 7'*(y') -- to«. ll < c, isto é, ll T*(y') ll < c + ll t««. ll.

Como to.. = )1,r.l À..,..,.a:, com )ll:l.i À«..,. = 1 e À... ? 0, segue que

r'(p')ll < . + ll w«.

Consequentemente, para cada z C E,

(r*(g'))(') 1 < '+ 1 l:.x«.,.«l(a) l $ ' + >11:À«.

l.ogo, l (7'*(y'))(,) < . + s«P: l ,;(,) l.

Então para cada # € E, temos que ll 7'(z) ll = supÍ3/'(T(z)) : y' C -BP,}

sup{(7"'(y'))(z) : 3/' C .Bp,} $ sup« l açl.(aç) 1 + c. Como a desigualdade vale para

todo c > 0, segue o resultado. H

Lema 2.2. Soam r' wm espaço de .BanacÃ e T : co --} /' um operador /{near. Se T é'

"mp"cto, .ntão .«í.te «m« segdéncÍa À = (À«)« e«. q ta/ gH., par« «da p = (p«)« .m

/ /

0)t
l lt Z

co,

«l(,) l $ . + suP l 'Í;(a) l
h

lrp 5; supÍI À« I' l p. l}
n

Demonstração: Se T é compacto, então pelo teorema 2.1 existe uma sequência

(zl.)« C cl, tal que ll =1. 11--} 0 e ll T(p) ll$ sup. l al,(p) l pala todo p = (p.). c co.

Para concluir a demonstração do lema, vamos definir operadores auxiliares da seguinte

maneira: considere os operadores lineares
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Uma caracterização de operadores compactos através de ri

.. -$ S(q) -E.} %

« = (,«)« --} (11 «1,. ll ««)« -+ (,1,.('))«

Afirmamos que S e R o S são contínuos. De fato,

S(a) 1 = 11 (11 :«1,, 11 z«)« ll = suP ll z:. ll l a« l É

e

l . ll

l X((ll :«l,, ll a«)«) ll=ll (aÍ,,(a))« 11= suP l z;.(,ç) l $ suP ll 'l« ll ll z ll $ a ll 3 ll

Assim ll R((l :«;,. ll a«)«) ll = ll (,;,.(z))« ll $ R ll ll (ll «:. ll Z«)m) 11. Ch',mand'
À. l2 = ll R ll lla:,. ll,temosqueÀ.-+0esup« jz'(a) IÉ ll XI suP« lla' ll lz« l=

sup. l À« l2 l a« l.

ConseqÍientemente, l T(p) ll $ sup. l À« I' l p. 1, para todo /z = (p«)« C co.

IProposição 2.3. Sejam .E «m espaço de ]3alzacA e 7' : co -+ E um operador / cear. Se T é

"mp«t., e«fão e«isto«. «m« «qüê«i« .X = (À«)« 'm q ' «m« sé,{e á-«di'Í-«/m'"t'
""erre«te E 3/. e«. .E, t«{' q«e, p«« c«d. p = (p«)« 'm %, Tp = E À«p«y"-

Demonstração: Se T : co -.} .E é compacto, então pelo lema 2.2, existe uma sequência

À = (.X«)« em q tal que para cada p = (p«)- em co

p. l}. (2.i)l Tp ll 5; supll À« I'

Se À. = 0 para todo n € ]V, então o resultado é imediato; caso contrário, efetuando

convenientes trocas de posição na sequência, podemos assumir que À« # 0 para naturais

convenientes.

Para cada n, seja 3/. = 7'l(À«)':e.l, com (e«)« base canónica de co. Vamos mostrar

que a série )ll: 3/« é incondicionalmente convergente. Para cada ( = ((n)- # 0 em Z«, como

À C co, dado c> 0, existeno tal que supÍI Àk 1: k2no} < c/ ll ( ll-.

Assim, de 2.1, temos que
m 7n

>ll: (*v* ll (*(Àt)':'*l l
k=nok=no

A
supll ÀA l21 Ck l Àk I'i: k 2 noJ' =
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supllÀk ll l:k2:nol$11(11- supllÀ#l:k2nol$c

Segue que a série >:(.y. é Cauchy somável em E e portanto, pelas proposições 1.3.2

e 1.3.5, temos que a série }l: Z/. é incondicionalmente convergente em ,E.

Vamos agora mostrei que para cada p = (p«)« em co, 7'p = )ll: À./z.y..

Como para cada p = (p«)« em co, existe no € .ür tal que )(.k>.. 1 p« 1< c/ ll 7' ll temos
que

no

E
k-l

Àkp*rl(.à*)':.*l lllrp

[ Fiel: p*..] ]] 5;]] z' ]i
k>no

>l: p*.*llS .

Segue que Tp = }1: À.p.y.

No que segue vamos apresentar alguns resultados cujas demonstrações encontram-se

em j211. A próxima proposição mostra que se 7' é um operador linear de um espaço de

Banach .E em Zi , então T é compacto se, e somente se, T tem uma particular representação
ein series.

Proposição 2.4. Sejam -E um espaço de .Banana e T : E --> Zi am operador /arear. .Então

são equiuatentes:

(1) T é c.«p«to.

rPy Ezs em zéma seqúêncía À = (À.). em co e uma some áncondáciona/mente

convergente ''!..g. em E' tais qüe para cada = em E

Tç >ll: À« p«(,) '«,

««. (e«). é « ó«. ««ó«{« d. Z:.

r31 EzÍste«. ama segdência À = (À«)« e«. co e wma série w* {ncondíciona/mente

convergente ).,g. em E' tais que para cada = em E

l r« ll5; >1: 1 .x« 1 1 g.(,) l
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Uma caracterização de operadores compactos através de /l

Demonstração: (1) implica (2). Se T é compacto, então pelo teorema de Schauder

(teorema 1.4.9), T* : Z« -+ E' também é compacto.

Consideremos C' : co --} /. a inclusão natural, que a cada p C co associa C'(p) = C',,

dada por (;,(À) = À(p) para cada À C Zt.

Então a aplicação T* o C' : co --} E' é compacta e pela proposição 2.3 existem uma

sequência À = (À«)« em co e uma série incondicionalmente convergente }l:g« em .E' tal

que para cada p = (p«)« em co

(7'* ' 0)(P)
n

A aplicação T'oC está bem deânida pois a série }l: g. é incondicionalmente convergente

em .E'. Agora para cada z em .E e para cada p = (p«). em co, observando-se que

Op(e.) = /z« para cada n C ZV, temos que

l(T* ' c')(p))(,) >1: À«p.g.(«)(>1: À«p«(')'«)(>ll:À«g«(')'«)(p).

Por outro lado,

((T* . o)(p))(,)(r*(a.))(,)(T,)
Logo,para cada # em E e para cada /z = (p«)« em co;

(z'«)(p) (>1: À«g«(')'«)(p).

E assim, como as funções coincidem em todos os pontos do domínio, segue que

n

r« - >1: À«g«(")'«
n

(2) implica (3). Por (2), existe uma sequência À = (À«)« em co e uma série

incondicionalmente convergente }l, g. em -E' tal que para cada a em E

(2.2)r« - >ll: .x«g.(')'«,
n

com (e.) a base canónica de Zi. Agora, pela proposição 1.3.8, temos que ::g. é w*

incondicionalmente convergente em .E', e de 2.2 temos que,

r«ll$ >11:
n

À« 1 1 g.(.)
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Uma caracterização de operadores compactos através de (l

(3) implica (1). Para cada a em .E definimos as seguintes funções de E em n+

E
n=l

P(.) g.(,) l :;

p*(') >1: 1 g.(,) l

Como }: g« é w' incondicionalmente convergente, p está bem deânida. Primeiro vamos

mostrar que existe um M > 0 tal que p(a) < iM ll # ll para todo # C E. Para cada k,

pk é soma finita de funções contínuas, logo pk é contínua. Assim para cada k e para cada

r C W+, o conjunto {# C -E : pk(z) $ r} é imagem inversa de um conjunto fechado de
#?+, e logo é um conjunto fechado de .E.

Agora pala cada r C #?+,

A

l

{« c E : p(,) .$ ,} = nE::{« c .E : p.(.) $ ,}

Logo para cada r C #?+, {z C E : p(z) $ r} é intersecção de conjuntos fechados, e

logo um conjunto fechado.

Assim a imagem inversa de p de qualquer subconjunto fechado de #?+ é um subconjunto
fechado de E, portanto, p é contínuo.

Logo, existe 'r > 0 tal que ll # 11< 7 + p(z) < 1.

Dado c > 0 e # qualquer em .E, então

e

,Ü-áÍ:a « :.

Observando-se que para cada a C #T, p(aa) =1 a l p(3) temos que

«'mh' - mh,',' « :

iObservan)os que p é uma seminorma.
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Assim, p(a) < ll1llB. Fazendo-se c --> 0, temos que p(a) < llãl. Agora tomando-se

M = !, temos que p(3) < M ll 3 ll.

Vamos agora mostrar que 7' é compacto utilizando o teorema 1.4.11. Por hipótese,

T« ll 5; }: l À« llg.(,) l$ 1l À ll- >: Ig.(,) l$ 1l À llmp(') $ 1l À 11- M ll, ll

Logo T é contínuo.

Como (À«)« C co, dado c' > 0 existe no C .W tal que para n > no, temos que
suPll Xk 1: k > nol} < c'/À/. Seja N = kergi n . ' ' í'l kerg... Para todo aç C N temos que:

11 r(') ll $ >: 1 À* ll g*(,) l $
k>no

$supllÀk l:k ?nolp(n) $ supll Àk 1: k2no} M ll z ll É c' ll :«

Assim rlWll $ c'. Como djm(-E/N) 5; no, segue do teorema 1.4.11 que T é compacto

Como consequência da proposição 2.4 temos os seguinte corolário

Corolário 2.5. Sejam .E um espaço de .Banach e T : -E -+ Zi wm operador /inear

compacto Então ea;iate uma série co* incondicionalmente convergente ')ll:h. em E' ta!

que para cada = em E

I'« - }l: À.(')'«

co«. (e.). é « b«. ««ó«ic« d. /:.

Demonstração: Pela proposição 2.4, (1) ::> (2), existem À = (À«)« C co e }:g«

incondicionalmente convergente em .E' tal que T# = )ll: À«g.(z)e., para cada ír C E, com

(e.). base canónica de /i.

Tomemos A. = À.g. para cada n C ZV. Então pela proposição 1.3.5 }:h«

é incondicionalmente convergente e logo pela proposição 1.3.8, o' incondicionalmente

convergente em E'. E temos que Tz = )ll: /z«(a)e., para cada a € E. H

Observação 2.6. (considere (p«). a seqtlêncía de /uncÍonaís /ineares conthuos de#n da

no ezemp/o .Z.3.7. ,4 série >1:p« á erztão o' {ncorzdicÍona/mente comi;eryente em r«
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(tt)'. Clamo o opera,dor identidade Id : [\ -.+ [\ tem uma representação da forma Id= =

>l:p«(a)e., com (e.)« base cano,z ca de /i, e sabe,«os que /d : Zi -} /i não é compacto,

podem\os uer que a condição do corolário 2.5 não caracteriza operctdores lineares compactos

Se observamos a demonstração de (3) implica (1) da proposição acima, notamos que

se T satisfaz a condição (3), a demonstração é a mesma se colocamos o contradomínio de

T qualquer espaço de Banach f'. Assim temos o seguinte corolário:

Corolário 2.7. $dam E e /' espaços de Banal/} e T ; .E -+ /' tlm operador /inear. Se

e saem ma segdênc a À = (À«)n em cO e ténia série w* {ncondic ona/mente conueryenfe

}.,g. em E' tais que pctra, cada u em E

l r« ll$ )1: 1 .x« 1 1 p«(«) l,

então T é com-pacto.

A classe de operadores que satisfazem a hipótese do Corolário 2.7 formam um ideal de

operadores, como mostra a seguinte proposição. Denotaremos esta classe por /(E, F).

Prados\çâo 'Z.8. Sejam E, F e G espaços de Bürtach, R : E -} F, S : E -.} F e

I' : F -+ G operadores lineares. Se R e S C IÇE,F), então R-\- S ç: IÇE, F). Além disso,

se S C itE,F''i ou T C LÇF,G), então T o S C l(.E.G).

Demonstraçã': Sd-m R ' S C /(.E, -F); .X = (.X«)« e # = (P«)« C q; Eg. e EÀ.
séries w* incondicionalmente convergentes em .E' tais que:

x« ll5; >1: 1 .x« ll g«(,) l p-« «a« « .«. E '

l S« ll$ 1>: 1 P. 1 1 A«(') l P«« c«d. « .m .E.

Seja ' = (7«)« a seguinte sequência:

,«-ÍT se n é par.

se n é ímpar,

Seja a série }l: /n com

« - {;

se n e impar,

se n e par.
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Então 'r C co, }l: /n é w' incondicionalmente convergente em -E' e para cada z C E:

(R+s)(a) ll ll ll + ll s« $

$ 1>: 1 .X. ll g«(') 1 + >11: 1 P« 1 1 h«(') 1 - }1: 1 7. ll /n(') l

Assim, R + S C /(E, /').

Agora se S C /(.E, F), existem À = (À«

convergentes em E' tal que:

l s« ll$ >1: 1 À« ll g.(.) l p"" "'í«

Então T o S : .E --} (7 é contínuo e para cada z em E

l(r's)(,) l$ 11z'll lls«ll $11rll >ll:l.x«llg«(')l ll7'll .x«llg«(')

Como (ll 7' ll .X«). C q, segue que r o s c .r(.E, G).

Se T C .r(F', G), existem P C q e Eh
convergentes em F'' tal que:

l rz/ ll$ >: 1 p« ll h«(v) l p"" "a«

Então T o S : E -.} G é contínuo e para cada z em E

l (z''s)(,) ll s(,)) ll$ >1: 1 #« ll A«(s(')) l ll(s*'A«)(')

Como E l (S* o A«)(z) 1= E l h.(S(a)) 1< m par; c'da ' em E, segue que E S* ' h«
é w' incondicionalmente convergente em F'e portanto T o S C /(.E, G). H

É fácil ver que /(.E, F') é um espaço vetorial. Vamos agora definir uma norma em

r(E, F).

Proposição 2.9. bons acre em /(E, f') a segzzínte /unção a : /(-E, F') -} a, dada por

a(T) = inf l sup{ >1, 1 À« 1 1 g«(3) 1:11 3 ll$ 1} l

% e Eg incondicionalmentesérie w*C ]

=e,m,E

incondicionalmenten, serie

yem F

57
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p«. «d« T € .r(.E,/'), com . z'Ramo fom«do «b« I' = {À C q . Eg. ;é,{«

«.,* incondi.io«.Im'nt' co"""g.nte. .m E' t«i. q«. ll T« ll$ E l À« 1 1 g.(,) l }.

.4 /u«çã. a(.) é «m« «.«m« .«. -r(.E,/') . ll T ll $ a(T) P«« t.d' op.«d« 7' 'm
/(.E, .F) .

Demonstração: Vamos primeiro mostrar que ll T ll $ a(T) para todo operador

T em /(.E,f'). Sda T C /(.E,F) qualquer. Sejam (À«)« C co e >1:g. uma série «,"

incondicionalmente convergente em E' tais que ll 7'z ll $ )11: 1 À. 1 1 g.(a) 1. Como

l r ll ;«p. ll r:« ll .$ ..;«p >, 1 .x« 1 1 g.(,)llrll$1 llrll$i ''
segue que

lr ll $ qíl«:p:l>1- 1 À« llg«(') lJI

Portanto, ll r ll $ a(T).

Vamos agora mostrei que a(T) é uma norma. Como ll 7' ll $ a(T), temos que

a(.) 2 0, e que a(T) = 0 :> T = 0. Se T = 0, basta tomarmos À« = 0 e g. = 0 para todo
n C .W que teremos

suP À« 1 1 g. l

e conseqüentemente a(7') = 0.

Seja 7 C #{ qualquer. Se 'r = 0 então é óbvio que a('yT) = 'a(T). Se 7 # 0 então

para cada À = (À«)n C co e para cada série co* incondicionalmente convergente )l, g. C .E'

tais que

l r* ll$ >: 1 .x« ll g«(,) l, (2.3)

segue

l7r« ll $ 17 l >.: 1.x« llg«(,) l llp.(,) l

Logo

ii:.p:Í>ll: l IÀ. ll g.(,) l} :«p.{l '7 l >ll: l ,x« ll g.(«) l}lrll$i '

e assim

iff l ;«P:Í>, 1'VÀ« llP.(«) 1} 1- ifÍ l ;«P:1171 >ll: IÀ« llp.(,) l} l- l7 l a(T)
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Portanto a(7T) $1 "y l a(T). Agora

a(T)

Logo

7 l a(T) $ a(7r)

Pote-to a('yr) = 1 'Y l a(T).

Sejam T e S C /(.E, /'). Vamos -cora mostr.r que a(7' + S) $ a(7') + a(S). Dado

c > 0, segue da definição de a( ) que existem À = (À«). e P = (P«). C co, e )l: g. e }l: A.
séries w* incondicionalmente convergentes em -E' tais que:

r, ll$ }: 1 À« ll g.(.) l,

IS«ll5;l:lP«l IA«(') p"""d"«.m.E, e

14É- l>' 1 À. ll g.(3) 1} $ a(T) + '/2

114$: >1' 1 P. ll h«(a) 1} a(S) + '/2.

('y«)« dada por:

,«-ÍT se n é par,

se n é ímpar,

Consideremos '

/n - <

Então ' C CO, }: /n é w* incondicionalmente convergente em E' e para cada z C E,

temos que

e }l: /n dada por:
se n e impar

se n e par.

(r+s)(,)ll $ >1:17. ll/n(')l >:lÀ. ll P.(,)l+>:l#.l IA.(')

Assim

114':Íl>., 1 '7. ll /n(') 1} $ iiSP:t}., l À« ll g.(,) 11+ iijP:l}., l P« 1 1 à«(') 1} $
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$ ':(r) + a(s) + .

Agol'a 7 € co, )ll: /n é w" incondicionalmente convergente em .E' e pai'a cada # C .E,

''mosque ll(r+s)(z) ll $ E. '« ll/n(z) j;e

a(T + S) = inf l sup{ E: l /z« 1 1 A.(a) 1:11 # ll$ 1} 1, com o ínfimo tomado sobre

I' = {p = (/{«)« C co e )ll: A« sér es w* incondiciona/mente convergentes em E' tais qzte

(T+S)(,) ll$ E l p« ll k.(,) l},entãoa(T+S) $ a(7')+a(S)+.. Comoa
desigualdade vale para todo c > 0; segue que a(T + S) $ a(T) + a(S). H

O teorema 2.10 seguinte mostra que /i é o único espaço de Banach E com base

noi'malizada (U.)n tal que todo operador linear compacto T : F -.> .E de um espaço

de Banach F em E tem uma representação da forma Tz = }1:g«(z)u« com )ll:p. uma
série w''' incondicionalmente convergente no dual tipológico r'' de F. O teorema 2.10 é

então usado para dar uma outra caracterização de operadores compactos através de /i
(corolário 2.11).

Teorema 2.10. Pa« u«. espaço de .Banana .E com base «orm«/{zad« (u«)«, são
equivalentes:

rJJ (u«)« á eg«{«/.«t. « ó". ««ó«{« d. Z:

(2) Para cada operador linear compacto T : F -+ E, F um espaço de Banach, existem

"m« ..gáê«cí« .X (.X«)« '«. co ' «m. .é,{e ã«««d{.í-«/mente c.-.ry'«t. Eg. em r''

tais que parca cada U em F

ry g.(y) «.

l3) Para cada opera,dor linear com,pacto T : F -+ E, F Km esl)aço de Banach, existe

uma série w' incondicionalmente convergente )..h. em F' tüt que para cada IJ em F

ry - >: A«(y) ««

(4) Para cada operador linear compacto T : E -+ E, existe ama série w*
incondicionalmente con-uergente'!..h. em E' tal que para cada ac em E

r« - >ll: A«(') ««
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Uma caracterização de operadores compactos através de Zt

Demonstração:(1):»(2) Seja(e«). a base canónica de Zt. Como por hipótese(e.)«

e (u.)« são equivalentes, pela proposição 1.3.25 existe um isomorfismo S : .E --} Z: com

S(u«) = e« para cada n.

Então S o T : F' -.} /i é um operador compacto e pela proposição 2.4, existem À :=

(À.)« C co e )ll:g« incondicionalmente convergente em r'' tais que para cada y € F,

(s. r)(g/) «g«(y)'«.

Logo,

r(z/) - s':(>1: À«g«(v).«) (y)s''('«) À«g.(v)««

(2) ::> (3) Por hipótese, para cada operador linear compacto T ; r' -} É;, existem uma

sequência À = (À«)« em co e uma série incondicionalmente convergente )l:g. em F'' tais

que para cada 3/ em f'

ry - >: .x« g«(y) ««.

Para cada n C ZV, seja A. = À«g.. Para cada y C F, 7'g/ = )1:A«(y)u« e das

proposições 1.3.5 e 1.3.8, temos que )l, /z« é w* incondicionalmente convergente.

(3) :+ (4) é imediato.

(4) :+ (1) Vamos mostr.r que (e«)« e (u«)« são equivalentes. Sd; (/n)« a sequência

de coeficientes funcionais associada à (u«)«. Como (u«)« é uma base normalizada, dado

a = )1, a.e. em Zi, temos que

>: ll a««« ll lll «, ll >: la« l<m

então )l, a.u. é absolutamente convergente em E e segue da proposição 1.3.4 que a série

é convergente em -E.

Considere a = :1:/3«u. em .E, como (u«)« é base de Schauder para E, pela unicidade

da representação, z = )1: /n(Z)U«. Como l e« 11= 1, temos que

E l Â(')'« [i - >: 1 Â(') ]

Como ri é Banach, pela proposição 1.3.4, para mostrar a implicação (1), é suficiente

mostrar que )l: /n(a) l converge. Para tal, vamos definir um operador linear compacto

T : E -+ E e utilizar as hipóteses de (4).
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Pelo teorema 1.3.15, para cada z = >1:Z;: /A(z)uA em .E,

l 3 11(,.) = sup

deâne uma norma em -E equivalente à norma original.

Fixados n $ m, para cada z = )ll:Z:. /k(a)ux; em E, temos que

n

l ll:/k(,
h=l

k=n

logo

A(«)«* l $ :,)«* fl

n l

+ ll }:/k(')«* l
k-l

Assim

s«pÍll >1:/A(a)«t 11: n 5; m < .«} $ supÍll
k n

:,)«* ll

n l

+ ll >:/k(,)«*
k-t

11: n $ «- < m} <

m l

sup ll >ll: /A(a)uk l $ 2 ll 3 ll(,.)

Seja Ài 2 À2 ? uma sequência não-crescente de números positivos con

para zero. De

«)«* ll

m -- l A

>: 1(À. - À.---) }: ./)(,)«jl
k=n .j=n

k

l(À* À*--:)>:É(')«jl ll

+ À« >1:/i(z)uk,
k=n

«)«* ll

$ >1:(Àk -Àk+:)
k=n

m, l

$ 1>:(Àk - Àk+:) + Àml s«PÍll }:Â(,)uk 11: n $ m < .«} $

k=n k=n

m l

1,)«j ll + À. ll >.J/k(,)«* ll $



Uma carácter;zação de operadores compactos através de ri

$ À. 2 ll z ll(,.)

1 >1: xk/h(z)"k ll $ À« 2 ll , ll(,.)

para cada a = :1:=: /k(z)uk em .E.

Como a seqüência (À«)« converge a zero, segue que a série }:À«/n(aÇ)U« é Cauchy

somável e logo, pela proposição 1.3.2, incondicionalmente convergente e portanto

convergente

Assim podemos definir o operador linear T : E --} .E dado por

k n

Logo, temos que

(2.4)

T«/n(')««

com ll r(a) ll $ .x: 2 ll :« ll(,.)

Vamos mostrar que T é compacto. Como (À«)« converge a zero, dado c > 0, existe

no C .ür tal que para n > no, temos que l À« < c/2. Sqa .N = ker./i n..' nker/n.
Para todo z C .M, temos (lue

Ta ll 5; .x«.+l 2 ll z 11(,.) $ c ll :« il(,.)

Como dám(.E/N) = no segue do teorema 1.4.11 (lue 7' é compacto. Portanto, pela

hipótese, existe uma série w''' incondicionalmente convergente ): A. em .E' tal que para
cada # em .E

r, - 1>: A«(')««

Mas então, como (u«). é base de Schauder para E, pela unicidade da representação,

segue que

À«/n(«)

para cada # em E e

>: 1 À. l l /n(') l $ >1: 1 A«(') l < "
para cada sç em E. Pelo lema 1.3.9, segue que )ll: l /n(Z) 1 < oo para cada # em E e

segue (1). H
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Parte da demonstração da implicação (4) + (1) do teorema 2.10 está baseada

em uma modificação da demonstração de um resultado apresentado em j151, (ver
proposição 1.3.10). Utilizaremos também este resultado na demonstração do próximo
corolário.

Se a base é incondicional temos a seguinte versão para o teorema 2.10

Corolário 2.11. Para üm espaço de BanacÁ .E com base áncondíc ona/ norma/ fada (u«)«
são eqw oa/entes;

r/J (u«)« á .q«i«/e«t. « ó«. ««ó«{c« de .e:.

(2) Todo operador Linear compacto T : co -+ E tem zma representação da forma

rÀ - >1: g.(À) ««, p«- «a. » c '.

«m Eg. ««,« .é,i. «.,* á«««d{.{o-/m.«*' "-'ry.«Ze .m /: = (qy

Demonstração: (1) :+ (2) segue do teorema 2.10 considerando .F = co.

(2) ::::> (1) Vamos mostrar que (e.)« e (u«)« são equivalentes. Sda (/n)« a sequência de

coeficientes funcionais associada à (u«)«. Como (u«)« é normalizada, dado a = )ll: a.e.
em /i, temos que

>: ll a.«« ll = }: 1 a« 111 «« 11 = >: 1 a. l< «,

então }ll: a.u. é absolutamente convergente em .E, segue da proposição 1.3.4 que a série

converge em .B.

Dado 3 = )ll:P.u« em -E, como (u«)« é base de Schauder para -E, pela unicidade da

representação, z = :,/n(a)U«. E como l e. 11= 1, temos que

}: ll A(,)'« ll >: 1 Â(') l

Como Zi é Banach, pela proposição 1.3.4, para mostrar a implicação (1), é suficiente

mostrar que }: l /n(z) l converge. Para tal, vamos definir um operador linear compacto
T : co --} .E e utilizar as hipóteses de (2).

Como (U«)n é uma base incondicional, pelo teorema 1.3.23 podemos assumir que para
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c.d; « /A(,)«* em E

l « ll(«) ll >ll: ll /k(')"* ll: .A é «m '«Z,c-.j-to .fÍndt. d. n'}
hc.4

define uma norma equivalente à norma original de .E.

Portanto, pela proposição 1.3.10 segue que para cada À = (À«)« em co e para cada

Z = )1: /n(a)u« em E, Êxodos n $ m C W, temos que

1 >1: À./A(')"* ll
k=n

$ 4supÍI Àk 1: n É h $ m} ll a ll(«) (2.5)

Como (À«)« C co, dado c > 0, existe no C .W tal que para n 2 no temos que

supll À# 1: k > no} < c/4 ll :« ll(«)'

Assim, de 2.5, temos que a série )ll:À«/n(a)U« é Cauchy somável e logo, pela
proposição 1.3.2, incondicionalmente convergente, para cada À = (À«)« em co e cada

z /A(,)«* em .E

Fixe z em -E e sda pl 2 /z2 2 ' ' ' uma sequência não-crescente de números positivos

convergindo para zero. Sqa 7' : co --} E o operador linear dado por

À.P./n(,)««E
para cada À = (À«)« em 'o.

Novamente utilizando a proposição 1.3.10, temos que

>l: À.p«.h(')"« ll
n=l

$ 4suPll À«P« l $ n $ m} l z ll(«)

Logo, para cada À = (À«). C co

oo m

7'À 11=11 >11: À«P./n(')"- ll= ,,j!!nm ll >1, À.P«/n(')"« ll$ 4 ll À 11~ P: ll , ll(«)
n=1 n=l

Assim, temos que T é contínuo. Vamos mostrar que T é compacto utilizando o
teorema 1.4.11 .

Como pi, . . . ,p., . . . é uma seqÍiência que converge a zero, dado c' > 0, existe ni C ZV

tal que para n > ni, temos que p« < c'/4 3 ll(«).
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Seja .V = {À = (À«). C co : .Xt = 0 para A .$ ni}. Para todo À C N, pela proposição

1.3.10, temos que:

l 7'.X 11=11 }: ÀkPk.Ü(a)uk ll$ 4 ll À 11- P«.+l ll 3 ll(«)$ c' ll z ll(«)

Denotand(»se por (e«)n a base canónica de co, .N = le..+i,e«:+2,...l. Logo,

dÍm(E/N) = ni < oo. Portanto, pelo teorema 1.4.11, T é compacto.

Assim, pela hipótese existe uma série w* incondicionalmente convergente )I' g. em /i

tal que TÀ = 1:g«(À)u« para cada À = (À«)« em co. Mas como (u«). é base de

Schauder de -E, segue que

À«P«/n(,)

(À.)« em co e para cada n C ]V. Como >1:g. é w* incondicionalmentepara cada À

í'nn\rprapntpD--"'

>ll: l .X« 1 1 P« l l /n(,) l $ )1: 1 g.(À) l< «,
para cada À em co, então pelo lema 1.3.9

>l: l P« l l /n(«) 1< " e }ll: l /n(«) 1< W

Terminamos este capítulo apresentando a seguinte proposição

Proposição 2.12. Sejam .E e F' espaços de Banacã, e 7' : .E --} /' um operador / cear

contínuo. Então são equiuütentes:

(1) Existem uma seqiiência X = (X,.)n em cQ, uma série incondicionalmente convergente

5..g« em E' e KmQ seqãênciü limitada QUn]« e'm F l,ais que, pa'ra cada = em E,

r« - >: .à«g«(,)g.

rPy ,i t.m "m« «qdê«{« À ). .«. co, «m« sé,á. «,' {«co«cicio«./m.«fe

convergente 5..g. em E' e uma seqiiênci,a limitada Çyn]. em F tais que, para, cada :c
crn .E

r- - >: .x,g«(,)y«.

(3) Existem operadores lirteüres compactos P : E -+ t\ e Q : e\ -+ F tais que T = QoP
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Demonstração: (1) ::> (2) segue da proposição 1.3.8.

(2) :> (3). Pela hipótese, T tem uma representação da forma

r« - )l: .x«p«(')v«

t'\ . . .:. , .4' =..,-.. .,].. ionalmente convergente em E' eee
7Z

tal que 72 :: À se À C n, soame h. = gn

(,). para cada z emhar definido por P# = )1:7 re l 7Z

com À = (À«)« seqüêncla em co}

(y.). seqüência limitada em F

Para cada n C Ar, se À. C (#, sejam 7«

Então (1«)« C co, }: A. é uma série w' incondicionalmente convergente em E' e Tz =

)ll:7.'y.h«(a)y«, para cada z C .E.

Seja P : .E -+ Zi um operador lhe

E, com (e«)« base canónica de Zi. De

>: 1 '«A«(')e. ll 1 1 A.(') l $ 1l ' llm >ll: l A«(') l

para cada a c -E, temos que o operador P está bem definido, pois a série >ll:'V«An(a)en

converge absolutamente em /i , e é contínuo.

Segue da proposição 2.4 que P é compacto

Seja Q : /i -+ -F um operador linear definido por C?p ' }l: 'nP«yn para cada p = (P«)n

em ZI. Como (y«)« é ]imitada, existe M C m ta] que ll 3/« ll$ ]W para todo n C ZV. Para

cada p = (p«)« € /i, temos que

1. - ..'TXH' . "« -
g. se À« ? 0,

--gn se À« < 0.

>l: ll 'v.p«z/« ll $

$ M }: l p. l l "r« 1 = JM ll 'r 11- )11: 1 P. 1 = M ll 7 11«11 P ll:

e assim a série )ll: 7«P«g/n converge, isto significa que Q está bem definido e é c-

Vamos agora usar o teorema 1.4.11 para mostrar que Q é compacto.

Como 7 C co, dado c > 0, existe no C .W tal que para n > no temos que l 7« 1< c/JV.

Seja N = {(p«)« C gi : p. = 0 pa- n $ no}. Par; todo p = (p«)« € N, temos que

l Qp 11= >1: 1 'r* 1 1 p* 111 w* ll$
k>no

ntínuo
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}

:g M E l 7* 1 1 P' l:$ M suP l '* 1 >: P. $ M'M- ll P ll:- . It P ll:

Temos que N = je..+i,e..+2,. . .], ((e.)« base canónica de /i). Logo dim(Zi/.N)
no < oo. Portanto segue do teorema 1.4.11 que Q também é compacto

Agora para cada z C E, temos que (C? o P)(a) = }1: À«g.(a)g/«, isto é, Q o P = T.

(3) :> (1). Suponha que existam P : .E --> /i e Q : Zi -+ /' operadores compactos tais que

Q.p- T

Pela proposição 2.4, existem uma sequência À = (.X«) em % e uma série incondicionalmente

convergente }l:p. em E' ta] que para cada z em E

p« - 1>: À«g«(,)'«,

com (e«)« base unitária canónica de Zt.

Tome y. = O(e«) para cada n C W. Como Q é compacto, (y«)« é limitada em P'

Por hipótese, T = Q o P, então, para cada # C E,

r(') - (Q ' P)(a) (.).«)

>l: À«p.(,)Q('«) - >: À«g.(.)w..
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Capítulo 3

Espaços de Banach F' para os quais

-L(C(Q), /') - K(0(Q), F')

O objetivo deste capítulo é estudar algumas caracterizações dos espaços de Banach -F

para os quais todos os operadores contínuos de C'(Q) em F' são compactos, com Q um

espaço de Hausdorff compacto.

Os resultados que apresentamos neste capítulo foram estudados no texto científico de

Ansari l21.

3.1 Caracterizações para IEspaços Clompactos Dispersos

Nesta seção, n denotará um espaço de Hausdorff compacto disperso (ver definição 1.1.20)

Neste caso mostramos que todos os operadores contínuos de a(Q) em F' são compactos

se, e somente se, todos os operadores de um subespaço fechado de co em r' são compactos

se, e somente se, F' não contém cópia de co.

Começamos a seção mostrando que se .E é um subespaço fechado de co, de dimensão

infinita, e F é um espaço de Banach, então todos os operadores contínuos de .E em /' são

compactos se, e somente se, F não contém cópia de co.
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Caracterizações para Espaços Compactos Dispersos

Proposição 3.1.1. Sejam E um saóespaço /achado de (b, de dimensão {n©nita, e F wm
espaço de Ba,nüch. Então as seguintes aPr.m,tições são eqKiuatentes:

(1) LÇE,F) = K(E,F).
(2) F não contém cópia de co.

Demonstração: (1) implica (2) Suponhamos por contradição que co --> /'. Então
existem um subespaço Z) Z Ç F e 7' : co --} Z um isomorfismo.

Consideremos 7'l.D: E -+ Z. Assim, TIZ € Z(-E, F) = Ã(-E,/') e canse(ltientemente

Tlz (.BE) é um subconjunto compacto de f'

Agora, como Tlz é um isomorfismo de .E sobre T(.E), segue que (7'lr)': é contínuo e

Tlz (BE) = 7'l-B (.Bz). Assim, (TI.E)':(Tlr (-Bz)) = Bz é «m s«bco-junto compa'to de

E, absurdo uma vez que a dimensão de .E é infinita.

(2) implica (1) Suponhamos que co #.} f'. Sejam T C Z,(.E,F) e (z.). uma seqüência

limitada ein E. Vamos mostrar que (7'a.)« admite uma subseqüência convergente em F'
e conseqüentemente T C X'(.E, F').

Como .E é um subespaço de co e /i'» co, temos que /í'/> -E. Logo, pelo teorema 1.2.14,

(z«)n admite uma subseqüência fracamente de Cauchy. Podemos assumir, sem perda de

generalidade que (a«)« é fracamente de Cauchy.

Seja y.,. = z. -- #.. Então, (g.,.).,« é uma rede que converge fracamente a zero.

Como 7' é contínuo, pelo teorema 1.2.10, (Tg.,.).,« também converge fracamente a zero.

Aârmamos que ll T3/«,. 11--> 0. Vamos supor por absurdo que ll 7'g... l # 0

Então existem c > 0 e sequências (mk)A e (nk)k de números naturais tais que mx: >

mk.i ? k -- 1 , nk > nk.i ? k -- l e ll 7'3/«.,«. 11> c, Vk. Então, pelo teorema 1.3.26,

(Ty«..,«)k admite uma subseqüência que é uma sequência básica em /'. Podemos assumir.

sem peida de generalidade que 7'(3/«..«. )i é uma sequência básica em F'

Como (ym*,«.)k c-~'erre fr«amente a ze:'o, inf ll g«.,«. llZ c > 0 e (g/«.,«*)t Ç E Ç

co, pelo Princípio de Seleção de Bessaga-Pelczynski(teorema 1.3.29), (y«.,.)t admite

uma subseqüência que é uma sequência básica equivalente a uma sequência de blocos da

base canónica de %. Podemos assumir, sem perda de generalidade, que (y.*,«*)t é uma

seqüência básica equivalente a uma sequência de blocos da base canónica de co. Assim,
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Caracterizações para Espaços Compactos Dispersos

pelo teorema 1.3.28, temos que o espaço fechado gerado por (ym.,n*)k é isomorfo a cO.

Agora como 7' é um operador linear contínuo, para toda sequência de escaleres (ak),

}, ak3/m.,«. converge se, e somente se, }l, akT3/-*,«* converge. Logo as seqüências (ym.,«.)k

e(Ty«.,«*)k são equivalentes.

Assim, pela proposição 1.3.25, os espaços fechados gerados por (ym.,n.)k e por

T(y«.,«.)h são isomorfos. Então o subespaço de F, IT(3/m.,«) : k C ZVI, é isomorfo a

co, contradizendo a hipótese inicial. H

Corolário 3.1.2. Para um espaço de 13anacÀ r', as seguintes aPrmações são egwioa/entes:

(1) Para cada conjunto in$nito ç\ que seja um espaço de Hausdor.Fcompacto disperso,
.«tão L(a(n),-F) (Q),F').

(2) Para algum conjunto in$nito ç! que seja zm espaço de Hausdor#compacto disperso,

.«tão Z,(C(Q), /') (Q), F').

(3) F não contém cópia de co

(4) Para cada subespaço fechado E de dimensão in$nita de co, temos que L(E, F) =

Ã'(E, F') .

(5) Para algum subespaço fechado E de dimensão in$nita de co, temos que L(.E,F) ::

Ã'(E, F') .

Demonstração: (1) implica (2) é imediato.

(2) implica (3) Suponhamos por contradição que co '-} F'. Então existem Z um subespaço

de F' e R : co --> Z um isomorfismo.

Como Q é um conjunto infinito e é um espaço compacto disperso, segue do
teorema 1.1.21 que existe um subespaço M complementado de a(Q) que é isométrico

Sejam P a projeção contínua de C'(Q) sobre À4, S a isometria de M sobre co e T = RoS

(um isomorfismo de M 'm Z). Ente' 7' . P € 1,(C'(Q), Z).

Par. cada n C .m, s'jam a. = S-'(e«) e z« = R(e.), com (e.)« a b;se cana«ica de q.

Como P é uma projeção de C'(Q) em M e (a«)« C M, segue que P(aç.) = a. para cada

n C W. Assim, (T . P)(a.) = R(S(P(a«))) = R(S(a«)) = R(e.) = ,« p;r; "d- " C A.

Como (e«)« é uma seqüência limitada em co que não admite subseqüências convergentes,

S-i é uma isometria e R é um isomorfismo, segue que (z,)« e (z«)« são sequências

a co
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limitadas em i\4 e Z respectivamente, que não admitem subseqüências convergentes. Logo

T o P « Ã'(C'(Q), Z), contradizendo a hipótese inicial.

(3) implica (1) Sejam Q um conjunto infinito, que é um espaço de HausdorH' dispenso,

e T C .L(C'(Q), F). Como co$ F', segue do teorema 1.4.27 que o operador 7' é fracamente

compacto. Então segue do teorema de Gantmacher, teorema 1.4.26, T* : F'' -.} C'(Qy é
fracamente compacto.

Pelo teorema 1.1.23, C'(ny é isomorfo a Zi(n). Pela proposição 1.2.13, Zi(Q) tem

a propriedade de Schur. Logo, pela proposição 1.4.25, 7'* é compacto. Portanto pelo
teorema de Schauder (teorema 1.4.9), segue que T é compacto.

As equivalências (3) + (4) $ (5) seguem diretamente da proposição anterior
(p-oPosiÇ;' 3.1.1). H

As equivalências (1) «' (2) «, (3) deste corolário foram apresentadas em Ansari ]2],

mas já tinham sido provadas anteriormente por Pelczynski j191, pág. 385, proposição 2.

Corolário 3.1.3 (Pita). Para l 5; p < m, temos que Z,(CÓ,/,) = -K(Ü,/,).

Demonstração: Como co -Í} Z, então pela proposição 3.1.1,temos que L(cO,/p)
/T (%, /. ) .

3.2 Seqüências Z;(-F)

Esta seção fornece uma caracterização completa de todos os espaços de Banach F,

em termos de seqüências /Pu(/'), para os quais .[(.E, F') = Ã'(.E,/'), com -E = co ou 4,

(l 5; p < oo). No que segue apresentamos a deânição do espaço de sequências /, -- /facas
em um espaço de Banach.

Definição 3.2.1. 6Seqdélzcias /p /racasJ

Sejam E um espaço de Banach e 1. <- p < oo. Uma sequência (=n). de elementos de

E é .A«m«d. .eqdê«.{. /, - /«c«, .. P«« f.d. .f C .E' *'m" g«e E=;. 1 /(,«) 1'< m.
) espaço de todas as seqiLências de zm espctço de Banüch E que são IP -- fracas será
denotado por !T(E).
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Seqüê-cim ZZ(r')

Para um número real p > 1, denotamos por q o conjugado de p

Proposição 3.2.2. Sega f' um espaço de Banach. .Então as seguintes aármações são

verdadeiras.

r«) Se (y«). C llÍ(r), p«« p 2 l .«tão (Z/-)- C /y(F') p"" t'd. , 2 P
ÍÓJ Sd« (e«)« « ó«e c««ó«{c« de Z,, p«« 1 < p < m .«tão ('«)« C J7(/-).

(c) Sd« ('«). « b«' ««ónix« 'í. .., .«tão (e«)« C Zf(q).

Demonstração: (a) Se (y«)« C /;(F'), então para todo .f C f'' temos que

E l /(3/«) I'< m, ou seja, (/(3/«))« C Z,. Com. ZP Ç 'e, -''a p É , segue que (/(y«)) C /,

para p $ r e para todo / C F', isto é, (3/«)« C Z:'(/') para p $ r

(b) Seja (e.)« base canónica de ZP para 1 < p < oo. Como (Zpy = /q, para cada

@ C (Z,y, existe (aj)j C Zç tal que @(z) = }ll: ajam para c'da z = (aj)j € ZP' Assim, para

cada @ C (Z,y temos que E l Ó(e«) I'= E l a. I'< m. P"tanto, (e.)« C Z:(Z-).

(c) Sda (e«)« base c-única de 'o. Como (qy = /1, pa'' cad' @ C ('oy, «ist'
(aj)j c /i tal que .#(n) = }:'zjaj para cada :« = (zj)j c co. Assim, para c'da @ c (coy
temos que E l @(e«) 1= E l '« 1< m. Portanto, (e«)« C /f(%). n

Na demonstração da proposição 3.2.5 utilizaremos fortemente a proposição que

apresentamos a seguir. Nesta última, para demonstrar que (a) + (b) utilizamos o fato

que se (3/.)« é uma sequência em /;(F'), com F um espaço de Banach e 1 < p < oo,

então a série )ll: a«g/« converge incondicionalmente em F, para toda sequência (a«)n C /q'

A demonstração deste resultado é uma modiÊcação da prova de um resultado de Diestel

(ver ISI, pág. 44, teorema 6).

Proposição 3.2.3. Sejam (g«). uma seqdê zc a em tlm espaço de BanacÀ /' e 1 < p < oo,

então as seguintes a$rmações são aqui dentes:

r.) ,4 s.qdê«{« (y.)« C /;'(F').

ró) E= te «m .pe«d« T C Z.(Z., F') ta/ q«' 7'(.«)- = y«, com ('«)« Ó"' ""Ó«{« 'Í'
gq

Demonstração: (a) implica (b). Suponhamos que (y«). C /:(F), ou sda,

>ll: l /(g/«) I' < oo para cada / C F'
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Seqüê-c;m ZZ.(/')

Primeiro, definimos o operador linear S : F'' -+ /, por S(/) = (.f(y«))« para cada

/ C F''. O operador S está bem definido pois (g«). C /X(/'). Usaremos o Teorema do
Gráfico Fechado, teorema 1.1.10, para mostrar que S é contínuo.

Sejam Gs = {(/, S/) : / c /''} C F'' x /,, o gráfico de S, e (/,g) C Z?;. Então existe

(/n,g«) C GS t'l que (/n,g.) --} (/,g). LOGO, /n --} / em -F' e S(/n) = g. -} g en. /,.

Vamos mostrar que g = S(/).

Observemos que como S(/n) = g. -} g em /,, a sequência (S/n)« é de Cauchy em /,,

logo, dado c > 0 existe um número natural .jo tal que ll S.A -- S/j llP < c para todos
i,.i > .i.. Isto é, >1:=:: 1 .Ê(3/«) -- .â(y«) I' < c' para todos í,.j > .J..

Em particular, >'w : l .Ê(y«) -- .&(g/«) I' < cp para todos {,.j > .jo e para todo N € .ÉV.

Fazendo .j --} oo, temos que >1:=:: 1 .Ê(y«) -- /(y«) IP < cp. E como isto vale para todo

N € ZV, temos que ll S.A--S/ ll: = >ll:Z: l ./;(3/«)--/(3/«) I' $ cp para todos i> .jo. Logo

S/n --} S.f em Z,. Como S(/n) -+ g, segue que S(./) = g. Portanto, segue do teorema do

gráfico fechado que S é contínuo.

No que segue, vamos mostrar que }l: a.y. é incondicionalmente convergente em F' e

a partir daí construir T. Soam (an)« C Zç e / C /'' tal que ll / ll$ 1. Para cada i,.j
naturais, temos que:

J J

/(>1: '«g/«) l «.f(3/«) l $ 1l (o,o, , «j, o,o, . . . ) 11,11 s(/) l

$(>11: 1 a. I'):/' ll S 1111/ ll$(>: 1 «« 1'):/' ll S ll
n=t n=

J J

Então,
3 3

n.'u': (>: '«3/«) l$ (}: 1 «« 1'):/' ll s ll

teorema 1.1.3,Como, pelo

nZ : l :««g.) 1-11 E««y« 11, Z.m« q«.

>ll: ««v. ll$ Ql: l «« I'):/' ll s ll p«« {.a« j, .j «.t-«:'.

J J

J J

n t n
(3.1)
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Seqüé-cim Z;(/')

Como (a.). c Zç, Oll:Í.:: l a. lq):/q -+ 0 quando .j -> .o. Logo, ll )l:Í.:.a«g/« ll--> 0
quando .j -+ oo. Portanto a série }l: a«yn é Cauchy somável, e como F' é um espaço de

Banach, pela proposição 1.3.2, a série é incondicionalmente convergente em F'

Em seguida, definimos o operador T : /q --} -F por T(a) = )1' a.yn para cada a =

(a.)« C Zç' O operador T está bem definido, é linear e T(e«) = g/« para cada n C Ar

Vamos mostrar que 7' é contínuo. Para cada a = (a«)« C /q, usando 3.1, segue que

lr(«)ll }:.«v« ll $ 11«11, 11sll
l7}

Logo, ll T ll $ 1l S ll e portanto T é contínuo.

(b) implica (a). Suponha T C L(/ç,F') e 7'(e«) = 3/« para cada n, com (e«)« base

canónica de /q' Seja / C F'' qualquer. Então

}: l/(Z/-) I'/(r('-)) I'- >1: 1(/'Z')('«) I'< m
pois .f ' T C (Zçy e pela proposição 3.2.2(b), (e.)« C Z:(/ç). Portanto (g/«)« C Z:(/')

Substituindo-se Z:(F) por Jf(F) e Zq por co na proposição 3.2.3 obtemos o seguinte
resultado que também será utilizado na demonstração da proposição 3.2.5.

Proposição 3.2.4. Sda (y«)« ama seqãêncáa em um espaço de -Ba7zacA /' então as

seguintes a$rmações são equ valentes.

r.J .4 seqdê«.i. (y«). C /T(/').
róJ Existe «m op««do, T C Z;(Q, F') t«/ g«. T(e.)« = 3/«, "m (e.)« ó«e ««ó«i" 'í'

c .

Demonstração: (a) implica (b). A idéia da demonstração desta implicação é análoga

a demonstração da implicação (a) :» (b) da proposição anterior com as adequadas

mudanças nas normas.

(b) implica (a). Suponha 7' C .[(co, F') e T(e«) = y« para cada n natura], com (e.)«

base canónica de co. Seja / C f'' qualquer. Então

}: l /(3/«) l= >ll: l /(T(e.)) 1- }: 1 (/ ' T)('«) l< "
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p'is / ' T C (coy e pela observação 3.2.2(c) (e.). C /r(%). Portanto (y«)« € /7(F')

Proposição 3.2.5. Sejam F' um espaço de .Banana e 1 < p < oo. 4s sega ates aármações
são válidas:

r') Z.(/P, -F) - K(Z,, F') 'e, ' 'om."t' s., t.d. «güê« « m /7(r') c.«ery. « « '":

róJ .Z;(co, F) = Ã'(q, F') se, e somente se, foda segdêncÍa em /Í'(/') conuerye a zero em

(c) LÇ!\,F) = KÇt\.F) se, e somente se, F tem dimensão $nitü.

F

F

D'monstração: (')(::>) Suponhamos que L(/,,/') = K(Z.,/'). Sda (3/«) uma

sequência qualquer em /7(P'). Pela proposição 3.2.3 (a) (::+) (b), existe um operador

linear contínuo 7' C L(/P, /') tal que 7'(e«) = g., para todo n C /V, com (e.)« a base
canónica de Z,.

Vamos proceder a demonstração por contradição. Suponhamos que (g/«)« não converge

a zero em F. Então existe uma subseqtiência (3/«h)i tal que ll g/.i; 11> c para algum c > 0
e para todo k C ZV

Como (enk)A é uma sequência limitada em /. e T é um operador compacto, segue que a

sequência (Te.i)t, isto é, (y«t)k tem uma subseqüência convergente, (y«tZ)i. Suponhamos
que g/.Ar --} y C r'. Então (y«tZ)Z converge fracamente a y.

Como (y«)« C /7(-P), (y-)« con«rge fr«amente . zero. co«seqüentemente (Z/.kl)l

também converge fracamente a zero. Logo y = 0. Portanto y.J;l -.> 0, uma contradição.

(+) Reciprocamente, suponhamos que toda sequência em /;(r') converge a zero.

Sejam (aÇ«)n uma seqüência limitada em /. e T C Z,(Z,, /') um operador qualquer. Vamos

mostrar que (Tz.)« tem uma subseqüência convergente em F'

Como /. é reflexivo, pelo lema 1.2.15, (a.)« tem uma subseqüência fracamente

convergente. Sem perda de generalidade, podemos assumir que (n.). é fracamente
convergente. Suponhamos que a. -% :r C ZP'

Se lim.-.}- ll z. -- # 11= 0, pela continuidade de 7' teríamos o resultado. Vamos agora

verificam que se lim«-,« ll z. --# 11> 0 então T(z«)« admite uma subseqüência convergente.

Segue do Princípio de Seleção de Bessaga-Pelczynski(teorema 1.3.29) que (z. --z). admite

uma subseqtiência que é uma seqüência básica equivalente a uma sequência de blocos da
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base canónica de /P. Sem perda de generalidade, podemos assumir que (a. -- z)n é tal

sequência. Pelo teorema 1.3.28, (a;« -- z) é equivalente à base canónica de ZP'

Como a base canónica de /p está em l;(Z,), segue que (=« -- a) C Z;(/P). Logo

(T(n« -- a)) C Z7(-P). Conseqüentemente, por hipótese, (T(a. -- ';))« "nverge a zero em

F'. Assim, para toda sequência (n«)« limitada em /p, (T=«)« admite uma subseqüência

co-ergente em .F e T C Ã(Z,, F).

(b) (+) Suponhamos que Z,(co,/') = -K(co, F). Seja (y«) uma seqüência qualquer em

ZÍ'(F). Pela proposição 3.2.4 (a) (:») (b), existe um operador linear contínuo T C L(co, r')

tal que T(e.) = y«, para todo n C ZV, com (e«)« a base canónica de co.

Procedendo por contradição, vamos supor que (y«). não converge a zero. Então existe

uma subseqüência (y«k)k tal que ll y«k 11> c para algum c > 0 e para todo # C .W

Como (e.k)k é uma sequência limitada em /, e T é um operador compacto, a sequência

(Te.h)k, isto é, (y«k)h tem uma subseqüência convergente, (y«ti)i em /'. Sup'"hemos que

3/.Ai -+ g/ C F'. Então 3/.j;i converge fracamente a 3/.

Como (y«)« € /f(P), (y«)« converge fra'am'nte a zero. Então y«ki também c-verá'
fracamente a zero. Logo y = 0. Portanto y.kl --} 0, uma contradição.

(+) Para a recíproca, suponhamos que toda sequência em JT(F') converge a zero em

r'. Notemos que a base canónica de co pertence a /f(co) e que não converge a zero. Logo

coÜ F. Então pela proposição 3.1.1, -L(co, F) = X(co, F').

(c) (::>) Suponhamos por contradição (lue F tem dimensão inânita. Então podemos

escolher yi de norma l em F. Sqa Y; o subespaço de F gerado por yt Pelo Lema de

Riesz, lema 1.1.34, existe 3/2 C SP tal que ll g/a -- 3/i ll> 1/2. Sqa y2 o subespaço de F'

gerado por 3/i e 3/2. Pelo Lema de Riesz, lema 1.1.34, existe g3 C ST' tal que ll y3--yi ll> 1/2

e l 3/3 -- y2 ll> 1/2.

Desta maneira, por indução, construímos uma sequência (y«). C F' de norma l e

tal que ll Z/. -- y. ll> 1/2 para m # n. Claramente, (y«)- não admite subseqüência

convergente.

Vamos agora construir um operador contínuo e não compacto de /i em F'
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Seja T : /l -+ r' um op'radar linear dado por T(a) = >, a«yn para cada a = (a.). C ,ei.

De ll }: a.y. ll$ }., 1l a«3/« 11= )1, 1 a« 111 p« 11- >1, 1 a. 1::11 a lli, temos que o operador T
está bem definido e é contínuo.

Denotando por (en)n a base canónica de /l, para cada n C ZV, temos que T(e.) = g/..

Como (g/n)n C F' é limitada e não admite subseqtiência convergente, segue que T #
/í(Zt, /'), contradizendo a hipótese inicial

('+) Se -F tem dimensão finita então é imediato que Z,(/i , F') = Ã(Z-, F).

Corolário 3.2.6. Sda .F um espaço de -BanacÀ. Se Z;(/,, /') = Ã'(Z., F'), para a/gt.«z p,

\- <- p < w, então üs seguintes aS'l'mações são uerdüdeiras.

la)LÇt,,F) ,F)parütodor tülquep$:r<oo
ÍÕJ z;(q, r') = .K(q, p').

Demonstração: Se p = 1, então pela proposição 3.2.5 (c), /' tem dimensão finita

e conseqÍientemente Z(/,,-F) - .K(/,, F) para todo r tal que p $ r < m e Z(co,/')
Ã'(%, /') .

(a) Se 1 < p $ r < oo e Z'(ZP, /') = Ã'(/., F), pela proposição 3.2.5 (a), toda sequência

em /;(.F) converge a zelo em F'. Denotemos por r' o conjugado de r. Como p $ r, temos
que r' $ q.

Agora pela proposição 3.2.2 (a), temos que toda sequência em /$(F') é uma sequência

em /y(/')- Logo toda sequência em /3(/') converge a zero em .F. Agora novamente

utilizando a proposição 3.2.5 (a), segue que Z;(Z,, r') = Ã'(Z,, /').

(b) Se 1 < p $ r < oo e Z)(ZP, f') = -K(/., P'), pela proposição 3.2.5 (a), toda seqüência

em /7(r') converge a zero em -F, logo /' não possui cópia de co (pois a base canónica de

co é uma seqüência em /:(%) que não converge a zelo). Então, pela proposição 3.1.1,
Z('., F') = Ã'(q, F). H

Na seção 3, vamos precisar da seguinte proposição para demonstração do corolário 3.3.4

Proposição 3.2.7. Sela /' tzm espaço de BanacÀ. .Elztão as segzlilzfes a#rmações sâo

eqziualentes.

Ía) Para cada espaço de Hilbert H de dimensão in$nita temos qKe LÇH. F) = KÇH, F).

jb) Para algum espaço de Hilbert H de dimensão infinita temos que LtH,P) =
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Seqüéncias Z;(F)

X'(H, /') .

rc) L(Z,,F') (/,,F').

rd) Tod« .eqdênc{« .m Zy(F') co-erre « «« 'm F'

Demonstração: (a) implica (b) é imediato.

(b) implica (c) Suponhamos que Z,(#t, F') = X'(.#l, F) para algum espaço de Hilbert
Hi. Sejam T : .ez -+ F' um operador contínuo e (h«)n uma sequência ortonormal

qualquer em .17i. Então o subespaço de Hi gerado por (hn)n, G, é separável. Logo,
pela proposição 1.4.19, existe um isomorâsmo R : Z2 --} G.

Sejam S = 7' o R-i. Então S : G --} F é um operador contínuo. Como T = S o R,

vamos mostrar que S é um operador compacto, então teremos T um operador compacto.

Para isso, seja P : HI --} G a projeção ortogonal de Xi em G. Então S o P ; Hi -} F

é um operador contínuo, e logo, por hipótese, compacto Como P é projeção de .17t sobre

G, cada subconjunto limitado de G, Bi, é imagem de um subconjunto limitado de -Hi,

-B2, e assim, S(.Bi) = $(P B2)) = (S él P)(.B2) é um subconjunto compacto de F, pois

S o P é um operador compacto. Portanto S também é compacto.

(c) implica (d) é a proposição 3.2.5 (a)

(d) implica (a) Sejam .# um espaço de Hilbert e T C L(-H,.F) quaisquer. Vamos

mostrar que lim l T/z« 11= 0 para toda seqüência ortonormal (hn)n de H. Assim, pelo

teorema 1.4.23, teremos 7' C K(#, r').

Seja (à.)« uma seqüência ortonormal qualquer em H. Então, pela proposição 1.4.21,

(A«)« C /:(-#). V,mos mostr,r q« (rÀ«)« c /g(r').

Para cada p C F'', p o T C #', temos que )ll: l g(T(à«)) I' = E l (9' T)(À«) I' < .'.

Então (Tà«). C /y(F') e conseqiientemente, por hipótese, (Th.)« converge a zero em F
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3.3. S COMPACTOS NÃO DISPERSOS

3.3 Caracterizações para Espaços CJompactos ]Não
Dispersos

Nesta seção, Q denotará um espaço de HausdorfT compacto não disperso. Nesse

caso, apresentamos uma condição necessária para um espaço de Banach /' para que todo

operador linear contínuo de C'(Q) em f' seja compacto Especificamente, se cada operador

linear contínuo de C'(Q) em /' é compacto então cada operador linear contínuo de Z, em
/? é compacto, para p ? 2.

Como consequência temos que para Q um espaço de Hausdorff compacto não disperso

e /' um espaço de Banach para o qual cada operador linear contínuo de C'(Q) em F' é

absolutamente 2-somente, então cada operador linear contínuo de C'(Q) em /' é compacto

se, e somente se, cada operador linear contínuo de /2 em F é compacto.

Temos também como consequência que para Q um espaço de Hausdorff compacto

não disperso e -F um espaço de Banach, cada operador linear contínuo de C'(Q) enl F é

compacto se, e somente se, cada operador linear contínuo de /2 em F' é compacto e cada

operador linear contínuo de (y(Q) em F admite uma fatoração através de um subespaço
fechado de co.

Proposição 3.3.1. Se F' é um espaço de Banacã com a propriedade de ScÀur, então
Z,(C'(n),f') C'(Q),/').

Demonstração: Sda 7' C L(C'(Q),/') qualquer. Como F tem a propriedade de

Schur, %'# F' (pois a base canónica de co converge fracamente a zero, idas não converge

em norma para zero). Então pelo teorema 1.4.27, 7' é fracamente compacto. Novamente

observando-se que -F tem a propriedade de Schur pela proposição 1.4.25, temos que T é

compacto.H

Lema 3.3.2. Sda f' um espaço de BanacÁ ta/ que Z,(ZZ,F') # Ã'(/2,F). Se 7' : Zl: -.>

F é urn operador liltear cantinho e não é compacto, então existe uma sequência básica

Bq'üiualente à base canónica de €2, ÇHnln C ta) tal qKe (:FF,t). não admite subseqjiênciü
conde rye rz le .

Demonstração: Como T é não compacto, existe uma sequência limitada (z«). C Zl2
tal que (Tz.)« não admite subseqüência convergente.
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Como Z2 é reüexivo, pelo lema 1.2.15, (a«)« admite uma subseqüência fracamente

convergente. Sem perda de generalidade, podemos supor que (a«)n é fracamente

convergente, isto é, z. --} a, para algum z C /2.

Então, pelo princípio de seleção de Bessaga e Pelczynski, teorema 1.3.29, existe uma

subseqÍiência de (z« -- z)«, que é uma sequência básica equivalente a uma sequência de
blocos da base canónica de /2. Sem perda de generalidade, podemos supor que (a« -- z)«

é tal seqüência.

Logo, pelo teorema 1 .3.28, ( Zn'= )n é uma sequência equivalente a base canónica de Z2.

Além disso, como (Taç«)« não admite subseqüência convergente, temos que (7'(ig':g'-))n

não admite subseqüência convergente. n

Teorema 3.3.3. Sejam ç} um espaço de Hausd07:#l, compacto, não d sperso e F' um espaço

de /3anacÀ. Se Z,(C;(Q), r') = K(C'(Q), F') então -L(Z,, .F) = K(ZP, F) para p 2 2.

Demonstração: Pelo corolário 3.2.6, somente o caso p - 2 precisa ser demonstrado.

Suponhamos por contradição que Z,(Z2, /') :# -K(/2, /'). Então existe um operador não

compacto T C L(Za,F'). Logo, pelo lema 3.3.2, existe uma seqüência básica (P«)n € Z2

equivalente à base canónica de Z2, tal que (7'p«)« não admite subseqtiência convergente

Vamos agora definir um operador linear contínuo @(T) : a(Q) -+ F' que não é

compacto.

Como Q é um espaço de Hausdorff compacto não dispersos segue l que existem um

espaço de funções G (que é um espaço de Hilbert) que contém uma sequência básica de

funções ortonormais (r.)« equivalente à base canónica de Z2 e uma aplicação contínua

A : C'(Q) --} G tal que para cada função r« e para cada número natural Ê, existe uma

função .hk C C'(Q) tal que ll /nk 11= 1 e ll A/nA -- r. ll< 1/k.

Sda À4 o subespaço fechado de G gerado pela seqüência (r«). e pelas sequências

(A/nk)k para n ' 1, 2, . . . . Sejam J14i o subespaço fechado de À/ gerado pela sequência

(r.)«, e JMo o complemento oitogona] de Mi em À4. Então iM é soma direta de ]l/i e iUo.

tNa realidade o espaço G é o espaço Z,2(p) para uma medida apropriada. No entanto, por fugir ao

escopo desta dissertação, não enunciaremos aqui estes resu]tados. Ver Dieste] [71 pág.183 e Semadeni]24]

pág. 338, teorema 19.7.6

em/'
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Seja N o subespaço fechado de /2 gerado por (p«)..

Seja P : G -+ it4, a projeção ortogonal de G sobre M. Como (r«)« é equivalente à base

canónica de /2, segue que (p.)« e (r«)« são equivalentes, logo existe um isomorfismo J'

de iMI sobre JV, tal que J'(r.) = p« para n - 1, 2, . . . . O operador J' pode ser estendido

para um operador contínuo J : iVi © .A4o -+ .V, com J(a) = 0 para cada 3 C /k/o.

Seja @(T) = Tlw JPA. Temos que @(T) é um operador linear contínuo de C'(Q) em
F. Afirmamos que @,(T) não é compacto.

Pala isso é suficiente mostrar que (Tp«)« Ç

Para este fim, notemos que;

11 TP«-@(T)/n* ll p,«-rip.A./n*ll $ 11rll ll Jll ll/' ll ll,«-.A/nk ll 5;

S; lrll ll J ll ll P ll l/k--l0quandok--}.o.

Coro'lár\o 3.3.4. Seja Q um espaço de Hausdor# compacto nâo disperso. Seja F um

"p«ço de B««A t«/ q«. .L(a(Q), /') (O(Q), F'). .E«tã. s'' " '.g«{«t« a#,«.«çõ«
são eqaiualentes.

Ía) Z(a(Q),F') (Q),F').
rÓ) .L(6, /') (/,, r').

Demonstração: (a) implica (b) É o teorema 3.3.3.

(b) implica (a) Seja T C Z,(O'(n), /') qualquer. Então por hipótese temos que T C

ll,(C'(ç2), F'). Logo, pelo teorema de fatoração de Grothendieck-Pietsch (teorema 1.1.28),

existe um espaço de Hilbert n e operadores lineares S C Z,(C'(Q), H) e R C -Z)(H, /') tais
que 7' = R o S.

Agora, por hipótese, l,(Z2, F) = /r(/2,F). Então pela proposição 3.2.7, temos que

Z,(.#, r') - K(#, F'). Logo R é compacto e conseqüentemente r = R o s c Ã'(c'(Q), F).

Corolário 3.3.5. Sejam Q üm espaço de .l?ausd07:ãcompacfo rzão d sperso e r' um espaço

de Banach. Então as seguintes afirmações são equivalentes.

Ía) Z(C'(ç2),/') C(n),/').
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3.4. 1aTORAÇAO

rb) L(/,,-F) ,/') ' «d' r c L(aQ), r') «dmit' «m« /ato«çã' «t««és de «m
sabes'paço fechado de %.

Demonstração:(a) implica(b) Se L(a(Q), F') = Ã'(C'(Q), /'), então pelo teoremas.3.3,

-L(Z2, F') = -K(/2,F) e, pelo teorema 1.4.12, cada T C L(OQ),F) admite uma fatoração
através de um subespaço fechado de co.

(b) implica (a) Seja T C L((J(Q),/') qualquer. Por hipótese, existem operadores

S C Z(C'(Q), %) e R C Z.(q, /') t.is que 7' = R ' S.

Como por hipótese L(/2, F') = X(Z2,F'), pela proposição 3.2.5 (a), toda seqüência

em Zy(F') converge a zero em /'. Usando a proposição 3.2.2 itens (c) e (a) segue (lue

co /-> F. Então, pela proposição 3.1.1, L(co,F) = K(co,F). Assim R é compacto e
"«seqtientemente T C Ã'((y(Q) , r'). n

3.4 Fatoração

Nesta seção Q é um espaço de HausdoríT compacto (disperso ou não disperso). Se

.E é um espaço de Banach, denotaremos por ®Z(C(Q), O(Q)) o conjunto dos operadores

contínuos T : O(Q) -+ C'(Q) que admitem uma fatoração através de .E.

Aqui usaremos alguns dos teoremas anteriores para mostrar alguns resultados para o

espaço ®« (C'(Q), C'(Q)) de todos os operadores contínuos T : (7(Q) -"} C'(Q) que admitem

uma fatoração através de co. Tal espaço contém o espaço de todos os operadores compactos

de C'(Q) em C'(Q).

Proposição 3.4.1. Soam Q wm cotÚténto {rz#náto que á m espaço de f7ausdorlfcompacto,

e X um subespaço .fechado de co. Então as seguintes a$rmações são válidas.

Ía) 'Dx(C'(Q), C'(Q)) Ç õ«(C'(n), C'(n)).

róJ x'(c(n), c(n)) c õ«(o(n), c'(n)).

Demonstração: (a) Sda 7' C q'x(a(Q),C(Q)) qualquer e soam 7't : C'(Q) -} X e

T2 : X --} C'(Q) operadores contínuos tais que T = T2 o h Como X é um subespaço

fechado de co, pelo teorema 1.1.29, T2 estende-se para um operador linear contínuo Ta de

% em C'(Q). Assim T = Ê ' 7'- C q'..(C(Q), a(Q)).
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(b) Seja T C K(C'(Q), C'(Q)) qualquer. Pelo teorema 1.4.12, T admite uma fatoração

através de um subespaço fechado de q. Logo pelo item (a), T € (D.(C'(Q),a(Q)).
P'rta«to X(C'(Q), C'(Q)) C 'b.(C'(Q), C'(Q)). H

Observamos que a inclusão dada no item b) é estrita, como mostra o exemplo a seguir.

Primeiro suponhamos Q disperso Como Q é um conjunto infinito, pelo teorema 1.1.21,

C'(n) contém um subespaço complementado M que é isométrico a co.

Soam P : C'(Q) -+ M a projeção contínua de C'(Q) sobre M, J : M -+ C'(Q) a inclusão

de M em C(Q) e B : co -+ il/ a isometria de q sobre M. Então J o P - J o R o R-i o P

E assim J ' P € ©.(C'(Q), a(Q)).

Para cada " C /V, sda z« - R(e«), com (e«)« a base canónica de co. Então (z«). é

uma sequência limitada em M que não admite subseqüência convergente. E (Jo P)(z.) =
J(z«) = z.. Assim, J o P não é compacto

Suponhamos agora Q não disperso' Como a base canónica (e.)« C co, (e.)« c q'(co),

mas e« /+ 0, segue da proposição 3.2.5 (a) que .Z,(/2,q) # X(/2,co). Assim, pelo

t-r'ma 3.3 3, Z'(6'(n),%) # K(C'(Q),'o). Consideremos 7' C Z,(C(Q),q) e 7' çÍ
X'(C'Q) , .o) .

Agora observemos que como n não é disperso, segue do teorema 1.1.25 que existe

um subespaço M de C'(Q) isométrico a co. Seja J : co -} M a isometria de q sobre

À/. Claramente J o T : C'(Q) --} M é contínuo e admite uma fatoração através de co.

Afirmamos que J o T não é compacto. Vamos supor por absurdo que J o T sqa compacto,

então, como J é uma isometria de co sobre M, temos que J'i : il/ --} co é contínuo, logo

J-: o Jo T = T é compa'to, uma contradição. Assim Ã.(C'(Q), C'(Q)) # ©« (C'(n), C(Q)).

Teorema 3.4.2. Sejam Q um espaço de .#ausdor: compacto e X zém espaço de ZianacA

sepüráuel. Então as seguintes aPrmações são eq'üiualentes.

raJ Qx(C'(Q), C'(Q)) Ç Ã'(C'(Q), C'(Q)).

rÓJ q'x(C'(Q), C'(n)) C ®.(C'(Q), C'(Q)).

Demonstração: (a) implica (b) Suponhamos que q'x(C'(Q), C'(Q)) ç /T(C'(Q), C'(Q))

Então pela proposição 3.4.1 (b), 'Dx(C'(Q), C'(Q)) C ©«(C'(Q), C'(Q)). Observamos que

Ã'(C'(Q), C'(Q)) # ©(C'(Q), C'(Q)), :ssim q'x(C'(n), C'(n)) # q'« (C'(Q), C'(Q)).

(b) implica (a) Com as hipóteses dadas vamos ter que co '-# X. De fato, se co --> X,
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então, como X é separável, pelo teorema 1.1.26, existe uma projeção contínua P de X

sobre co. Seja J a inclusão de co em X.

Agora consideremos T C ©.(C'(Q),C'(Q)) qualquer e T = T2 ' Ti ""a fatoração

de T através de co. Então T = Ta o P ' J ' Ti. Logo T C ©x(C(n),O(Q)). Assim,

q'. (O(ç2), C(Q)) C Qx(O(Q), C'(Q)), contradizendo a hipótese. Assim temos que 'o'# X

Vamos açor; mostr;r que ®x(C(Q), C'(Q)) Ç Ã(a(Q), C'(Q)). P'r, isto é suficiente

mostrar que -L(O(Q),X) = K(C'(Q),X), pois a composição de um operador compacto
com um operador contínuo é um operador compacto.

Se n é disperso, pelo corolário 3.1.2 (3) implica (1), temos que L(C'(Q),X)

.K (C' (Q) , X) .

Se n não é disperso, então pelo teorema 1.1.25, existe uma isometria J : X -} O'(Q),

de X sobre um subespaço de C'(n).

Sda T € Z.(C7(Q),X) qualquer. Então J o T C 'Dx(O(Q), a(n)). Logo, por hipótese,

J . T c ®.(C'(Q),C'(Q)). Sd.m h : a(Q) --} q e T2 : '' '} '/(X) open-dores contínuos

tais que J o T = T2 o h

Observamos que como o operador T2 C L(co, ./(X)), co '/> X, J é uma isometria de

X sobre J(X), temos que co '-/} J(X). Então pelo corolário 3.1.2 (3) implica (4), temos

que T2 é compacto. Logo J o T = Ta o Ti é compacto. Como J é uma isometria de X

sobre J(X), temos que J': : J(X) --} X é contínuo, logo J-i o J o 7' = T é compacto, e

-«seqüentemente .L(O(Q), X) = K(C'n), X). H

85



Fatoração

8 6



Referências Bibliográficas

jll Aliprantis, C. D., Burkinshaw, O.: PosátÍue Operators, Pure and Applied
Mathematics Series, 119, Academic Press, New & York London, 1985.

l21 Ansari, S. l.: On .B-acÀ 'p«c« y .P, «,laica .B(C'(Q),y) = Ã'(a(Q), y). Paciíic J.

Mata.,]-69(2)(1995), 201-218.

l3) Bessaga, C., Pelczynski, A.: On bases and wncon

Banacà spaces. Studia Math., 17 (1958), 151-164.

l41 Conway, J. B.: .A C'otzrse ín Functiona/ .4na/Z/sis, Springer-Verlag, New York, 1985.

ISI Diestel, J.; Sequentes and Sedes in .BanacÀ Spaces, Springer-Verlag, New York, 1984.

l61 Diestel, J., Jarchow, H., Tonge, A.: ,4bso/wte/y Summing Operators. Cambridge

University Press, 1995.

l7j Diestel, J., Uhl, J. J.: Vector .A4'Casares. Mathematical Surveys, 15, Amer. Mata.
Soc., Providence, RI, 1977.

l81 Dunford, N., Schwartz, J. T.: L cear Operador, Pari /. New York. 1958.

l91 Fabian, M.l Habala, P.l Hájek, PI Santalucía, V. M.; Pelant, J.; Zizler, V
Funct on ,4lza/ysis and /n$7záte-.Z)imensíona/ GeomeZry. Canadian Mathematical

Society: Springer-Verlag, 2001

j101 Goldberg, S.: Urzóonded Z)ílzear OperaZorsr Theory and 4pp/ications. New York:

McGraw-Hil1, 1966.

jlll Grothendieck, A.: S r certains c/esses de suites dons /es espaces de Banana,

t/zeoreme de Z)t;oretzAg/-Rogers. Boletim Soc. hlat. São Paulo, 8, (1956) 81-110

of seriesd.ã,ci,ona.{ conue7yenceZ

/eet

87



Referências Bibliográficas

j121 Lacey, H. E.: The /sometr c Tãeory o/ C7assÍca/ .Banacà Spaces. Springer-Verlag,
Berlin & New York, 1974.

j131 Lindenstrauss, J., Pelczynski, A.: C'ontrÍótéZions fo tÀe tãeory a/ c/ass ca/ Banal/z

spaces. J. Funct. Anal. 8 (1971), 225-249.

j141 Lindenstrauss, J., Tzafriri, L.: Clássica/ .BanacÀ Spaces /, Springer-Verlag, Berlin &
New York, 1977.

jlõl McArthur, C. V., Retherford, J. R.: Some app/ cations o/ a z inegtia/ity ín /oca//Z/

conuez spaces. Trens. Amer. h'lath. Soc. 137, (1969) 115-123.

j16] Megginson, R. E.: .4rz /ntroductáon to Banana Spaces Theory. New York: Springer
1998.

j171 Pedersen, G. K.: .4na/ysís Now. Graduate Texto in Nlathcmatics, 118, Springer-
Verlag, 1989.

j181 Pelczynski, A.: Pr®ections n cerfaín BanacÀ spaces. Studia À'lath., 19 (1960), 209-
í)f)Q

j191 Pelczynski, A.: 4 fÀeorem o/ Z)uli/ord-Peftís tZ/pe /or po/g/nomía/ operators. Bul. Serie

des sciences math., astro., et phys. XI (6) (1963), 379-386.

1201 Randtke, D. J.: Represerztafáorz t/zeorems /or compact operador. Proc. Amer. Mata.
Soc. 37, (1973) 481-485.

j211 Randtke, D. J.: .4 compact operador cÀaracter zation o//i. Nlath. Ann. 208, (1974)

1221 Retherford, J. R.: #{/óert Space; Compact Operators and Traje Theorem, Cambridge
University Press, 1993.

1231 Rosenthal, H. P.: On qzéasi-como/emenfed szi6espaces o/ Banana spaces, tcítA an

apperzd z on compaclnes o/ operafors /rom LP(/z) fo .['(&'). J. Funct. Anal.,4 (1969),
176-214.

1241 Semadeni, Z.: .Banana Spaces o/ Confinadas Fu7zctÍons. Polish Scientific Publishers.

Warsaw, 1971.

1-8

88



Referências Bibliográficas

l2õl Singer, l.: .Bases {n .Banach Spaces. New York: Springer-Verlag, 1970.

89


