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Resumo

O objetivo desta dissertacao € estudar algumas caracterizagbes dos operadores
compactos entre espagos de Banach. Para isso estudamos um resultado onde o espaco de
Banach £, é o tnico espago de Banach E com uma base normalizada (u,), tal que cada
operador linear compacto 7' : F' — E tem uma representacdo da forma Tz = ), ga(z)un,
para cada z € F', com F um espago de Banach e ) g, uma série w* incondicionalmente
convergente no dual topoldgico F' de F'. Também estudamos algumas caracterizagdes dos
espacos de Banach F' para os quais todos os operadores lineares continuos de C(2) em F
sejam compactos, com § um espago de Hausdorff compacto. Os resultados apresentados

aqui encontram-se nos textos cientificos [2] e [21].

Abstract

The main purpose of this work is to study some characterizations of compact operators
in Banach spaces. In this way, we have studied a result where the Banach space ¢; is the
only Banach space E with a normalized base (u,,), such that every compact linear operator
T : F — E has a representation of the form T'z = ), g,(z)un, for each @ € F, where F is
a Banach space and Y g, is a w* unconditionally convergent series in the dual F’ of F.
We also have studied some characterizations on a Banach space F' for which all continuous
linear operators from C(f2) into F' are compact, where  is a compact Hausdorfl space.

The results studied here were presented on the papers [2] and [21].
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Introducao

Nesta dissertaciao temos por objetivo estudar algumas caracterizagoes dos operadores
compactos entre determinados espagos de Banach. Os resultados apresentados neste

trabalho encontram-se nos textos cientificos Ansari (2] e Randtke [21].

No capitulo 1 apresentamos as notagoes, definigoes e resultados de Anélise Funcional
e Geometria de espagos de Banach que utilizamos no decorrer da dissertagao. Isto é,
na primeira secdo apresentamos conceitos basicos e na segunda segao apresentamos a
definigao e algumas propriedades de topologia fraca. Na terceira secao apresentamos
alguns resultados sobre séries e bases de Schauder. Na quarta segao apresentamos
alguns resultados importantes dos operadores compactos e fracamente compactos como os
teoremas de Schauder e de Gantmacher. Encontram-se na quinta secao alguns resultados
do espago de todos os operadores compactos entre o espago £5; esse é um exemplo de espago
de operadores compactos entre espagos de Banach que contém um subespaco isométrico

a co, que nao é reflexivo e nao é complementado em L(¢;, £3).

No capitulo 2 apresentamos algumas caracterizagdes dos espacos de Banach E para
os quais todos os operadores compactos de um espago de Banach F' em E admitam uma
particular representagao em séries. Mostramos que ¢; é o unico espago de Banach £ com
base normalizada (u,), tal que todo operador linear compacto T': F' — E de um espago
de Banach F em E tem uma representacio da forma Tz = ) gn(z)u, com ) g, uma

série w* incondicionalmente convergente no dual F’ de F.

No capitulo 3 estudamos algumas caracterizacoes dos espacos de Banach F' para os
quais todos os operadores continuos de C() em F' sejam compactos, com {} um espago
de Hausdorff compacto. Estas caracterizagdes dependem do espaco (2 ser disperso ou nao
disperso. Na primeira segao apresentamos os resultados para {2 disperso. A segunda segao

caracteriza em termos de seqiiéncias [%/( F'), os espagos de Banach [’ para os quais todos os

)



Introducgao

operadores lineares continuos de £ em F' sao compactos, com E = ¢y ou £, (1 <p<o0).
As caracterizagdes para {2 néo disperso estdo na terceira segao. Terminamos esse capitulo
apresentando na quarta segdo alguns resultados que relacionam o espago K (C(f),C (Q)),
de todos os operadores compactos entre C'(2), com o espago ®.,(C(Q),C(Q)) de todos
os operadores continuos entre C({2) que admitem uma fatoragio através de ¢y, com

qualquer espago de Hausdorff compacto (disperso ou néo disperso).



Capitulo 1
Definicoes e resultados preliminares

Neste capitulo apresentaremos as notagoes, definigdes e alguns resultados de Anélise
Funcional e Geometria de espacgos de Banach que serdo utilizados no decorrer desta

dissertagao.

Notagoes

A menos de mencao explicita do contrario, vamos utilizar a seguinte notacao:
IN denotaréa o conjunto dos nimeros naturais;
IR, o conjunto dos nimeros reais;
@', o conjunto dos numeros complexos;
IK, o corpo IR ou @
E e F, espagos de Banach sobre IK;
L(E, F), o espago de Banach dos operadores lineares continuos de £ em F,
com a norma usual || T ||= supy,<; || T'(z) |I;
E', o espaco dual de E, o espago L(E, IK);
¢y, co, ls, 0s usuais espacos de Banach das seqiiéncias absolutamente somaveis,
seqiiéncias convergentes a zero e seqiiéncias limitadas, respectivamente;
2, um espago de Hausdorff compacto,
e C(f2), o espago de Banach de todas as fungoes continuas f: Q — IK,
com a norma usual || f ||e= sup{| f(z) |: z € Q};

[z, :n € IN] denotard o subespago gerado por (z,)a;



1.1. CONCEITOS BASICOS

[%, : n € IN], o subespago fechado gerado por (z,)n;
Bg, a bola unitaria fechada de E;

SE, a esfera unitaria de F;

Tn, — x denotara que a seqiéncia (z,), converge para z;
Zn4* T, que a seqliéncia (z,), ndo converge para. ;

w oA .
T, —+ T, que a seqliéncia (z,), converge fracamente para z.

Usaremos a palavra espaco tanto do ponto de vista topoldgico como de espaco vetorial.

1.1 Conceitos Basicos

Comecamos apresentando nesta segdo definicdes e resultados basicos de espacos de

Banach.
Definigao 1.1.1. Dados E e F espagos normados, considere L(E,F) como sendo o
conjunto dos operadores lineares continuos de E em F.

As operagoes usuais de adi¢io e multiplicagio por escalar fazem de L(E, F) um espago
vetorial, e a aplicagio || - || de L(E,F) em R; dada por || T ||= supj<1 Il T'(z) ||
constitui uma norma em L(E, F). Se F' ¢ um espago de Banach, entio L(E,F) também

€ um espago de Banach.

Teorema 1.1.2 (Teorema de Hahn-Banach). Sejam X um espaco normado, M um
subespago de X e f: M — IK wm funcional linear continuo. Entio f pode ser estendido

a um funcional linear continuo F : X — IK tal que || F ||=| f|.

Demonstracao: Ver por exemplo, Megginson [16], pag. 75, teorema 1.9.6. [ |

Como conseqiiéncia do Teorema de Hahn-Banach temos o seguinte corolério.

Corolario 1.1.3. Sejam X um espago normado e o € X. Entdo

| o ||=sup{] 2'(z0) | : 2’ € Bx:}.



Conceitos Basicos

Demonstracgio: Se zo = 0, entdo o resultado é imediato. Se zo # 0, para &’ € By,
| &'(zo) | < |l 2’ || [l zo || < Il %o || - Logo sup{| z'(z0) | : &’ € Bx:} < || 2o ||.

Sejam M = [zo) e f : M — IK um funcional linear definido por f(Azo) = A || 2o ||,

temos que || f || = 1. Pelo teorema de Hahn-Banach (teorema 1.1.2), f pode ser estendido
para um funcional linear continuo F': X — IK tal que || F' || = || f ||. Assim temos que
| F|| = 1e F(zo) = | zo]. Conseqiientemente || zo || = | F(zo) | < sup{| 2'(zo) |:
z' € Bx:}. Assim || zo ||= sup{] z(z0) | : 2’ € Bx}. |

Definicoes 1.1.4. Sejam E e F' espagos de Banach sobre IK.

1. Um operador T € L(E, F) ¢ dito um isomorfismo de E sobre F' se T' ¢ uma bijegdo e
T-* € L(F,E). Os espagos E e F sdo ditos isomorfos se existe um isomorfismo T' de
E sobre F'.

2. Um operador T € L(E, F) ¢é dito uma isometria entre E e F se || Tz || = || z ||, para
todo z € E. Os espagos E e F sio ditos isométricos se existe uma isometria T de E
sobre F'.

Definicoes 1.1.5. Sejam E e F espacos de Banach sobre IK .

1. Dizemos que F possui uma cdpia isomorfa de E se existe um subespaco M de F' que
¢ isomorfo a E, ou seja, existe um isomorfismo de E sobre M. Notagdo: denotamos
por E < F, se F possui uma cdpia isomorfa de E e por E <+ F se F ndo tem uma
copia isomorfa de E.

2. Dizemos que F' possui uma cdpia isométrica de E se existe um subespagco M de F' que

¢ isométrico a E, ou seja, existe uma isometria de E sobre M.

Definicao 1.1.6. Sejam E e F espagos de Banach, ¢ T : E — F um operador linear
continuo. Denotaremos por T* : F' — E' o adjunto de T, definido por T*(y') = y' o T

para cada y' em F'.

Proposicao 1.1.7. Sejam E um espago de Banach e C : E — E" a aplicagdo linear
definida por C(z)(2') = Cy(a') = 2'(z) para cada z € E e cada ' € E'. Entio a

aplicagio C' € uma isometria de E em E" e € chamada de inclusdo natural.

Demonstracgdo: Seja € E. Entao || C(z)| = sup{| C(z)(a')|:2' € Bp:} =
sup{| z'(z) |: ' € Bg'} e pelo coroldrio 1.1.3, segue que | C(z) || = || z ||. Assim a
aplicagdo C' é uma isometria de F em E". |



Conceitos Bdsicos

Proposicao 1.1.8. Sejam E e F espagos de Banach, ¢ T : E — F um operador linear
continuo. Sejam Cg e Cr as inclusées naturais de E e F' em seus biduais respectivamente.
Entio (T o Cg)(E) CCp(F) eT*™oCg=T.

Demonstragao: Seja ¢ € E. Para cada y' € F', ((T™ o Cg)(z)(y)) =

(Ce(@))(T(y) = (T*(¥))(z) = ¥'(T(z)). Como y'(T(z)) = Cr(T(2))(y'), segue que
(T** o Cg)(z) = Cr(T(z)) e dai o resultado.

O teorema da aplicagido aberta que enunciamos a seguir tem vérias aplicacdes.
Apresentamos em seguida, uma das suas importantes aplicacdes que é o teorema do grafico
fechado, resultado esse que serd utilizado no decorrer desta dissertacio para mostrar a

continuidade de operadores que construiremos.

Teorema 1.1.9 (Teorema da Aplicagdo Aberta). Sejam E e F espagos de Banach

e T : E — F' um operador linear continuo sobrejetor. Entdo para todo aberto G em E,
T(G) € wm aberto em F.
Demonstragao: Ver Megginson [16], pag. 43, teorema 1.6.5. |

Teorema 1.1.10 (Teorema do Gréfico Fechado). Sejam E e F espacos de Banach,
e T : E — F um operador linear. Se o grifico de T, Gy = {(z,Tz) : z € E}, € fechado,

entdo T' € continuo.
Demonstragao: Consideremos £ x F' munido da seguinte norma
Iy l=lzl+yl-
Como E x F' é um espago de Banach e G é fechado, segue que G é um espaco de Banach.

Sejam P, : Gr — E e P, : G — F operadores lineares dados por Pi(z,Tz) =z e
Py(z,Tz) = Tz. De

I Az Ta) | =zl <N+ Tz | =] (2. )|
| Bo(z, Te) [ = [ Tz | <Nz [l + | Tz || = || (2, T2) ||

segue que P; e P, sao continuos. Além disso, temos que P; é bijetor, e logo, pelo Teorema
da Aplicagao Aberta (teorema 1.1.9), P é continuo. Como T' = P, o P! segue que T é

também continuo. |

10



Conceitos Basicos

Definicao 1.1.11. Seja X um espago métrico. Um subconjunto M de X € dito
a) raro em X se M tem interior vazio.
b) de primeira categoria em X se M € unido enumerdvel de conjuntos raros em X.

c) de segunda categoria em X se M ndo € de primeira categoria em X.

Teorema 1.1.12. Seja X um espago métrico completo ndo vazio. Entdo todo subconjunto
de X aberto, ndo vazio, € de segunda categoria em X. Em particular, o espago X € de

sequnda categoria em X.

Teorema 1.1.13 (Principio da Limitagao Uniforme). Sejam E um espago de
Banach, F um espago normado e F uma familia ndo vazia de operadores lineares
continuos de E em F. Se sup{|| Tz ||: T € F} < oo para cada = € E, entio
sup{|| T ||: T € F} < oo0.

Demonstragao: Para cada k € IV, seja Ay C E o conjunto dos ¢ € E tais que
|| Toz ||< kK V n € IN. Observamos que cada Ay é fechado. De fato, para cada z € Ag,
existe uma seqiiéncia (z;); C Ap com z; — . Assim para cada n fixo, temos que
|| Toz; ||< k. Agora como T, é continuo, obtemos || Tz ||< k. Logo z € Ax e A é
fechado.

Para cada = € E temos que sup{|| Tz ||: T € F} < o0, assim cada z € E pertence a
algum Aj. Logo E = U2, Ax. Como E é completo, pelo teorema 1.1.12 temos que algum

Ay contém uma bola aberta, ou seja, existe zo € E e r > 0 tais que B(zo,7) C Ak,-

Se z € E é qualquer, z # 0, seja z = zo+ 7. Entéo | z— o ||< 7 elogo z € B(zo,r).
Como B(zo,7) C Ag,, segue que || Tpz ||< ko Vn e também que || Thzo || < ko.

Para cada n, | Thz || = lerill | Tu(z — z0) || £ io’!Jﬁ[l_ Assim segue que
| T ||= sup{|| Tnz |I:|| = ||= 1} < %2, e segue o resultado. ]

Definicao 1.1.14. Seja E um espago de Banach. Um subespago M de E ¢ dito

complementado em E se M € fechado em E e existe um subespago fechado N de E
tal que E =M & N.

Se H é um espaco de Hilbert e F' é um subespago fechado de H, entdo F é
complementadoem H e H = F & F'* com F'* o complemento ortogonal de F'.
Definicao 1.1.15. Seja X um espago vetorial. Um operador linear P : X — X ¢€
chamado uma proje¢io em X se P(Pz) = P(z) para cada z € X, isto €, P> = P.

11



Conceitos Bdsicos

Como primeira aplicagéo do teorema do grafico fechado, a seguinte proposicio mostra
que existe uma correspondéncia bijetora entre projegoes P de E sobre M e os subespacos
fechados de E, N, tais que F = M @ N.

Proposigao 1.1.16. Um subespago M de um espago de Banach E ¢ complementado em

E se, e somente se, € a imagem de uma projecio continua em E.

Demonstragao: Suponhamos que M é complementado em E. Entao existe NV
subespago fechado de E tal que E = M @ N. Logo cada z € E tem uma representacio

unica da foormaz=m+n,me€ M en € N.

Seja P um operador de E em E com ImP = M dado por P(m + n) = m. Temos que

P é linear e P? = P. Vamos mostrar que P é continuo. Suponhamos que

Ty =mp+ng —>x, mp €M, ng € N e Pry =mp — y.

Como M ¢ fechado, y € M. Logo y = Py e ny — z —y. Como N também é fechado,
¢ —y € N. Portanto 0 = P(z —y) = Pz —y. Segue do Teorema do Grafico Fechado

(teorema 1.1.10), que P é continuo.

Reciprocamente, suponhamos que P é uma projecao continua em E com ImP = M.
Seja N = ker(P). Como P é continuo, N é fechado. Como P é uma projecio continua de
E sobre M, M também ¢é fechado. Além disso NN M = {0}, pois v € N N M implica que
v = Pv = 0. Como todo z € E pode ser escrito como ¢ = Pz + (z — Pz) ez — Pz € N,
segue que £ = M + N. Logo M é complementado em E. (]

Lembramos que se M é um subespago de um espaco vetorial X, entio a codimensio
de M em X é a dimensdo do espago vetorial quociente X/M. Denotaremos por & a classe
de equivaléncia de  em X/M. Se X é um espago normado e M é um subespago fechado

de X, entao definimos uma norma em X/M dada por || ¢ ||= inf{|| y ||: y € &}.

O teorema que enunciamos a seguir garante que todo subespaco fechado de E de
codimensao finita de um espago de Banach E é complementado em E. Utilizaremos esse
teorema ainda neste capitulo na demonstragao de resultados que caracterizam operadores

compactos.

Teorema 1.1.17. Sejam E um espago de Banach e M um subespaco fechado de E de

codimensao finita. Entao M € complementado em E.

12



Conceitos Bésicos

Demonstragdo: Seja {i,...,%,} uma base de E/M e seja N = [z1,...,25]. Assim
N é um subespago fechado de E. Sejam fi,..., fn € E' funcionais tais que fi(z;) = &;;,
isto é, a base dual de [z,...,z,] estendida por Hahn-Banach a E.

Considere II : E — E/M dada por II(v) = > -, fi(v)&;. Il é uma projegao continua.
Para cada v € E considere w = v — y ., fi(v)z;. Afirmamos que w € M. De fato
(w) = T(v) = X0, fito)l(z:) = XL, fi(v)di — iy fi(v)d = 0, isto & w € M.
Portanto v = w + >0, fi(v)z; € M + N. Seu € M N N, entdo u = ), a;z; e
M(u) = %, cid; = 0, pois u € M. Portanto a; = 0 para 1 = 1,...n. Donde M é um
subespago complementado em E. |

Definigbes 1.1.18. (Os espagos £,s € o)

Dado p qualquer, 1 < p < oo, considere £, como sendo o conjunto das seqiéncias

z = (z3)r C IK tais que a série y ., | i [P converge.

As operagdes usuais de adigdo e multiplicagio por escalar em KN fazem de £, um

espago vetorial e a aplicagio || - ||, de €, em IRy dada por || « |l,= (Lo, | zx [P)M/P
constitui wma norma em £, que o faz completo, ou seja, (Ly,| - ||,) € um espago de
Banach.

Para p = oo, considere £y, como sendo o conjunto das seqiéncias = (zx)r C IK

limitadas.

As operagdes usuais de adi¢io e multiplicagcdo por escalar em KN fazem de Ly, um
espago vetorial, e a aplicagdo no espago a valores em R dada por || @ ||o= supgep | Tk |
constitui uma norma em Ly que o faz completo, ou seja, (Lo, || * |lco) € um espago de
Banach.

Definimos cq como sendo o subespago de o, constituido das seqiéncias ¢ = (zx)r C IK

que convergem a zero.
Munindo ¢q da norma induzida de {y, o espago normado obtido é Banach.
Para1 < p < g < oo, temos que £, C {,.

Se E € cg ou €,, com 1 < < oo, considere a sequéncia (e,), com e, =
2] = )
(0,...,0,1,0,...). Esta seqiéncia serd chamada de seqiéncia de vetores unitdrios de

E.

Definigao 1.1.19. (O espago C(£2))

13



Conceitos Bésicos

Dado Q2 um espago de Hausdorff compacto, considere C(Q) o conjunto das fungées
continuas f de ) em IK. '

As operagoes usuais de adigdo e multiplicagio por escalar dos espagos de fungées
fazem de C(Q) um espago vetorial, e a aplicagio || - ||loo de C(Q) em IR, dada por
| f lloo=sup{| f(z) |: z € Q} constitui uma norma em C(Q) que o faz completo, ou seja,
(C(2),] * llco) € um espago de Banach.

No capitulo 3, estudamos algumas caracterizacoes dos espagos de Banach F' para os
quais todos os operadores continuos de C(£) em F sejam compactos, com ) um espago
de Hausdorff compacto. Estas caracterizacdes dependem de Q ser disperso ou ndo. A
seguir apresentamos a definicdo de espago topoldgico disperso e alguns resultados que

utilizaremos.

Definicao 1.1.20. (Espagos dispersos)

Um espago topoldgico S ¢ dito disperso se todo subconjunto fechado, nio vazio de S,

munido da topologia induzida, tem um ponto isolado.

Como exemplo, considere S = {0,1,1/2,1/3,...} com a topologia induzida de IR.

Entao S é disperso.

Teorema 1.1.21. Seja §) um conjunto infinito. Se Q € um espaco de Hausdorff compacto

disperso, entdo C(§2) contém um subespago complementado que ¢ isométrico a cy.

Demonstragao: Ver Rosenthal [23], pag. 201, demonstracio do coroldrio 3.2. (B

Definicdo 1.1.22. Seja S wm conjunto.  Considere £1(S) como sendo a familia
de todas as fungdes f : S — IK tais que ), .o | f(s) |< oo, com a soma
definida por 3 s | f(s) |[=sup{} ,cp | f(s)|: F é um subconjunto finito de S}. As
operagoes usuais de adi¢do e multiplicagdo fazem de £1(S) um espago vetorial e a aplicagio
| - I de &1(S) em Ry dada por || f || = Y ,cs | f(s) | constitui uma norma em £,(S) que
o faz completo, ou seja, ({1(S),|| - ||) € um espago de Banach.

Teorema 1.1.23. Sejam S um conjunto. Se S € um espago de Hausdorff compacto
disperso, entdo C(S)' € isomorfo a {,(S).

Demonstracao: Ver Semadeni [24], pag. 338, corolario 19.7.7. [ |
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Definicao 1.1.24. Seja X um espago normado. Dizemos que X € separdvel se admite

um subconjunto enumerdvel denso.

Teorema 1.1.25. Seja  um conjunto infinito. Se §) € um espago de Hausdorff compacto

ndo disperso, entio todo espago de Banach separdvel € isométrico a um subespaco de

c(Q).

Demonstragao: Ver Rosenthal [23], pag. 201, demonstragao do corolario 3.2. W

Teorema 1.1.26. Seja E um espago de Banach separdvel que contém uma copia isomorfa

de cy. Entdo existe uma proje¢do de norma < 2 de E sobre cq.

Demonstracao: Ver Lindenstrauss, Tzafiri [14], pag. 106, teorema 2.f.5. i1

No capitulo 3, mostramos que se F' é um espago de Banach para o qual cada operador
linear continuo de C'(2) em F é absolutamente 2-somante, com (2 um espago de Hausdorff
compacto nao disperso, entdo cada operador linear continuo de C(f2) em F' é compacto
se, e somente se, cada operador linear continuo de {; em F é compacto. Apresentamos a

seguir a definicdo de operadores absolutamente 2-somantes e alguns resultados.

Definicao 1.1.27. (Operadores absolutamente 2-somantes)

Sejam E e F espagos de Banach. Um operador T € L(E,F) ¢ dito absolutamente
2-somante se dada uma seqiéncia (z,), qualquer em E tal que ) | f(zn) |?

cada f € E', temos que > || Tz, ||*< .

< ©O para

Denotamos por IIy(E, E) o conjunto dos operadores absolutamente 2-somantes.

Em seguida apresentamos o teorema de fatoragdo de Grothendieck-Pietsch que

estabelece que todo operador absolutamente 2-somante se fatora através de um espago de
Hilbert.

Teorema 1.1.28 (Grothendieck-Pietsch). Sejam E e F espagos de Banach. Entdo
cada operador T € I1,(E, F') admite uma fatoragdo através de um espago de Hilbert.

Demonstragao: Ver Retherford [22], pag. 105, teorema de Grothendieck-Pietsch. W
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Teorema 1.1.29. Sejam X wum subespago fechado de cy, Q um espago de Hausdorff
compacto e T um operador linear continuo de X em C(Q). Entdo para todo e > 0, T

estende-se para um operador continuo T de co em C(Q) com || T ||< (1+¢€) || T I

Demonstragao: Ver Lindenstrauss, Pelczynski [13], pag. 231, teorema 3.1. |

Na quinta secao deste capitulo apresentamos alguns resultados para o espaco de todos
os operadores compactos entre o espaco £5. Para tal vamos precisar da seguinte proposicdo

que estabelece que o espago L(43,4;) contém uma cépia isométrica de .

Proposigao 1.1.30. O espago L(43,43) contém uma cdpia isométrica de (.
Demonstragao: Seja ¢ : £ — L({3,£3) a aplicagao linear dada por ¢(a)(z) =

T(a)(z) = (aiz;); para cada a = (a;); € £o € cada x = (z;); € L.

Como

QD law ) = Qe Plai ) <lallo O 12: ) =l alloll 2 Il2,

segue que T'(a) esta bem definido e || T'(a) || < || @ ||co, portanto T'(a) é continuo.

Agora, dado € > 0, existe ng € IN tal que | @y, | > || @ || — €. Como
| T(a)(ens) ll2 =l ano | > [l @ flc — €

segue que || T'(a) || > || @ ||c — ¢, fazendo € — 0, temos que || T(a) || > || @ ||o- Logo

| T(a) || = || @ || € conseqiientemente ¢ é uma isometria. |

Teorema 1.1.31 (Sobczysk). Seja X um subespago fechado de wm espago de Banach

separdvel E. Se X € isomorfo a ¢y, entdo X € complementado em E.

Demonstragao: Ver [9], pag. 142, teorema 5.14. |

Na quinta secao deste capitulo apresentamos alguns resultados para o espago K (¢, {5)
de todos os operadores compactos entre o espago ;. Mostramos que K ({y,(;) nio é
complementado em L({3,{,), para isso usaremos o seguinte teorema que mostra que o

espago cp nao € complementado em /.

Teorema 1.1.32 (Phillips). O espaco ¢y ndo € complementado em (..
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Demonstragao: Ver Megginson [16], pag. 301, teorema 3.2.20. [ |

Sejam E um espago de Banach e A um subconjunto néo vazio de E. A envoltéria
convexa fechada de A é o conjunto @(A) = {d o, Nizitzi € A, Ay > 0e D 2 Ai =1}

O préximo teorema que utilizaremos na demonstragdo de resultados no capitulo 2
mostra que todo subconjunto compacto de um espago normado esta contido na envoltéria

convexa fechada de uma seqiiéncia que converge em norma para zero.

Teorema 1.1.33. Sejam X wm espago normado e K um subconjunto de X. Se K ¢€

compacto, entdo eziste uma seqiiéncia (z,)n C X tal quelim, || z, ||=0 e K C o((zn)n)-
Demonstracgao: Ver Diestel [5], pag. 3, teorema 5. ||

Terminamos essa sec¢io apresentando o Lema de Riesz que utilizaremos no capitulo 3.

Lema 1.1.34 (Lema de Riesz). Sejam Y um subespago proprio fechado de um espago
normado X e 0 < 0 < 1. Entdo existe um zg € Sx tal que || zg—y ||> 0 para todoy € Y.

Demonstragio: Tomemos z € X \ Y. Como Y é fechado, a distanciadez a Y, d, é
positiva, isto €,

O<d=inf{||z—yl:yeY }

Para 0 < 0 < 1, d/0 > d e assim, existe um z € Y tal que || z — z ||< d/0.

Seja zg = ”;:‘:”. Temos que zy € Sx, e além disso, se y € Y, entado
T—z
lzo—yl=ll Tm— —¥ =
[z—=z]
=|| T _ z _“:E—Z“y”:
lz—z] lz-zl le-z|
1

=r—lle-(z+lz-zly >
le—= s ~—

um elemento de Y

d=198,

al
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1.2. TOPOLOGIA FRACA EM ESPACOS DE BANACH

1.2 Topologia fraca em espacos de Banach

Nesta dissertagao, utilizaremos as definicdes e algumas propriedades de topologia fraca
e operadores fracamente compactos. A topologia fraca em um espaco normado X é a
menos fina que torna os elementos do dual de X continuos. Essa topologia ndo é induzida
por uma métrica, logo argumentos familiares usados para espacos métricos baseados em
convergeéncia de seqiiéncias ndo podem ser utilizados na sua forma usual. Entretanto a
maioria dos resultados pode ser adaptada trocando-se seqiiéncias por redes. Comecamos

entao esta se¢ao com uma discussdo sobre redes.

Definigao 1.2.1. Um conjunto dirigido € um conjunto ndo-vazio I com uma relagdo <
tal que:

(1) @ < a para todo a € I.

(2)aXpBeB<y=a=yparatodosa, B, evyel.

(3) Para todos a e 8 € I existe um vo5 € I tal que a < v,5 € B < Ya,B-

Definicao 1.2.2. Uma rede em um conjunto X € uma funcio o € I s z,, € X, com [

um conjunto dirigido. Analogamente ds seqiéncias, denotamos uma rede o € I+ z, € X

por (ma)ael ou ("Ba)'

Exemplos 1.2.3. a) Toda seqiéncia € uma rede, com o conjunto de indices IN com sua
ordem natural.
b) O conjunto IR com sua ordem natural € um conjunto dirigido, logo toda fungio com

dominio em IR € uma rede.

Definicao 1.2.4. Seja (z4)acr uma rede em um espago topoldgico X e z € X. Dizemos
que (To)aer converge para x se para cada vizinhanga aberta V de z em X, existe ag em [

tal que ag <a =z, € V.

Se X € um espago de Hausdorff, entdo dados dois pontos z,y € X distintos, existem
vizinhangas abertas V; e V, de = e y respectivamente tais que V, N V, = 0. Se uma rede
(Za)aer C X converge para z e y, existem a; e ay em I tais que a; R a =z, €V,
ea; X a =z, € V. Sendo I um conjunto dirigido, € possivel encontrar ag € I tal
que a1 X ag € a2 X ag. Devemos ter zo, € V; NV,. Logo, uma rede em um espaco de
Hausdorff tem apenas um limite. Como iremos trabalhar apenas com espagos de Hausdorff,

eSCTEVEMOSs T, — T para denotar que a rede (T,)ac; cOnVErge para .
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Topologia fraca em espagos de Banach

Proposicio 1.2.5. Sejam X e Y espagos topoldgicos, e f : X =Y uma fungdo. Entao
f ¢ continua em = € X se, e somente se, T, = = = f(za) — f(z), para toda rede

(ma)aEI C X,

Demonstragio: Sejam f : X — Y continua em z e ¢, — . Para toda vizinhanga
V de f(z), existe uma vizinhanga U de z tal que f(U) C V. Como (za)aer converge para
x, existe ap em [ tal que op X a =z, € U. Logo ap R a = zq € U= f(z,) € V.

Por outro lado, suponhamos que £, — = = f(z4) — f(z), para toda rede (z4)aer C X
mas f : X — Y ndo é continua em z. Entdo, existe uma vizinhanga V' de f(z) tal que
para toda vizinhanga U de z, f(U)¢ V. Pelo axioma da escolha, para cada vizinhanga U
de z podemos tomar zy € U tal que f(zy) € V. O conjunto Y, de todas as vizinhangas
de z em X é um conjunto dirigido pela relagio W < U & U C W. Logo, (zv)ver, €
uma rede em X que converge para z, pois dado U € T, tomando Uy = U temos que
W >U=W CU = zw € U. Evidentemente, a rede (f(zv))ver ndo converge para

f(z), o que é uma contradigao. [ |

Apresentamos a seguir a definicdo de topologia fraca e alguns resultados que

utilizaremos posteriormente.
Definicao 1.2.6. (Topologia fraca)

Seja X um espago normado. A topologia fraca de X € a topologia obtida tomando

como base todos os conjuntos da forma:

V(a:o,a:/l, .. ,ac;,e) ={z€X: sup | mi(x) — (o) |< €}

1=1,...,n

onde zg € X; m’l,...,m;EX', nelN ee>0.

Aqui, fracamente aberto, fracamente fechado, fracamente compacto, funcao fracamente
continua, etc estio se referindo a conjunto aberto, fechado, compacto, fungéo continua,

etc com relagdo a topologia fraca.

Proposicio 1.2.7. Uma rede (24)aecr C X em um espago de Banach E € fracamente

convergente para z se, e somente se, f(zo) — f(x) em IK, para todo f € E'.

Demonstracio: Se z, — z, entdo, dado f € E', pela proposi¢ao 1.2.5 segue que

f(za) = f(z).
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Por outro lado, se para todo funcional linear continuo f, f(z,) = f(z), dado um aberto
V(z, f1, fay- .., fay€), para cada 1 = 1,2,...,n, existe o; € I tal que | fi(za) — fi(z) |< €,

para todo a > ;. Tomando ag > a; para todo ¢, temos que

a> oy =| fi(za) — fi(z) [< e (1=1,2,...,n) 2> 24 € Ve, fis a5 5 fas€)s
e portanto z, — . |

Exemplo 1.2.8. Seja (e,), a seqiéncia de vetores unitdrios de £,. E’fa’cil ver que e, — 0

e como || e, ||= 1, para todo n € IN, temos que e,-»0 em £5.

Proposigao 1.2.9. Sejam X um espago normado e (z,), wma seqiéncia em X. Se (Tn)n

€ fracamente convergente, entdo (z,), € limitada.

Demonstragio: Se z, = z, entdo f(z,) — f(z) para cada f € X', logo (f(zr))n C
IK ¢ limitado. Assim para cada f € X' existe ¢ tal que | f(z,) |< ¢; para todo n € V.

Seja €' : X — X" a inclusdo natural. Entdo | C,,(f) |=| f(z.) |< ¢, isto &,
a seqiéncia (| Cy,(f) [)» € limitada para todo f € X’. Pelo Principio da Limitacio
Uniforme, teorema 1.1.13, (|| C, ||)» é limitada, agora como || C, ||=]|| . ||, segue que
(Zn)n € limitada. |

Teorema 1.2.10. Sejam E e F espacos de Banach, ¢ T : E — F um operador linear.

Entao T € norma-norma continuo se, e somente se, € fraco-fraco continuo.

Demonstragao: Suponhamos que 7' é norma-norma continuo. Sejam z, < z em E
ey’ € F'. Como T' é norma-norma continuo, y' o T' € E’ e logo y' o T(z,) — y' o T(z),

. w ’ ’
consequentemente 7'z, — Tz em F. Logo T é fraco-fraco continuo.

Reciprocamente, seja 7' : E — F um operador fraco-fraco continuo. Suponhamos por
absurdo que 7' no é norma-norma continuo. Entdo existe uma seqiiéncia (zn)n C E tal
que z, — 0 e || Tz, [|> n® para todo n € IN. Como z, — 0, segue que z, <3 0 em E, e
assim, por hipdtese, Tz, = 0 em F. Agora pela proposicio 1.2.9, a seqieéncia (T'z,), é

limitada, uma contradigao. Portanto 7" é norma-norma continuo. [

Definicao 1.2.11. Seja X um espago normado. Dizemos que X tem a propriedade de
Schur se para toda seqiéncia (z,), C X tal que z, < =, para algum z € X, implicar que

T, >z em X.
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Exemplo 1.2.12. No ezemplo 1.2.8 acima foi mostrado que £y ndo tem a propriedade de
Schur.

Proposicao 1.2.13. Sejam S um conjunto e £,(S) o espago definido como em 1.1.22.
Entao ¢1(S) tem a propriedade de Schur.

Demonstracao: Ver por exemplo Semadeni [24], pag. 303, teorema 17.7.5. 11

Teorema 1.2.14 (Teorema ¢; de Rosenthal). Seja E um espago de Banach. Cada
seqiiéncia limitada (z,), C E admite uma subseqiéncia fracamente de Cauchy em E se,
e somente se, {1 E. '

Demonstracao: Ver por exemplo Diestel [5], pag. 201. [ |

Teorema 1.2.15. Seja X um espago de Banach. Entio X € reflexivo se, e somente se,

toda seqiiéncia limitada em X admite uma subseqiéncia fracamente convergente.

Demonstragao: Ver Megginson [16], pag. 119, teorema 1.13.5.

Teorema 1.2.16 (Eberlein-Smulian). Seja A um subconjunto de um espago normado.
Entio A € relativamente fracamente compacto se, e somente se, A € relativamente

fracamente seqiencialmente compacto.

Demonstragao: Ver Megginson [16], pag. 248, teorema 2.8.6.

1.3 Séries e Bases de Schauder

Nesta secio apresentaremos resultados relacionados a séries e bases em espagos de
Banach. Este tema serd de suma importancia no capitulo 2 para estudar algumas

caracterizacoes de operadores compactos em espagos de Banach.

Sejam X um espago normado e (z,), uma seqiéncia em X. Entdo a série gerada

, SN . m o . . g s s X
por (z,)n é a seqiéncia (Y ., zn)_,. Para cada inteiro positivo m, o m — ésimo termo
>z, dessa seqiéncia de somas é a m — ésima soma parcial da série. Se a série

converge, isto é, se lim, Y o, ¢, existe, entdo esse limite é a soma da série e € denotado

por y o0 | T, OU por Y, Tn.
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Definigées 1.3.1. Sejam E um espago normado € ) .o, z; uma série em E. Entdo a

série ) 2 z; €:

(1) Incondicionalmente convergente se para cada permutacio o : IN — IN a série
Y iy Ta(i) converge.

(2) Somdvel para um x € E se para cada € > 0 € possivel obter F, (finito) C IN tal
que para todo F' finito com F, C F C IN, temos que |z — Y ;. p i ||< €.

(3) Limitada multiplicada convergente se para cada seqiiéncia de escalares ();); a série
Y o) Ait; converge.

(4) Cauchy somdvel se para cada € > 0 € possivel obter no € IN tal que para todo

subconjunto finito de IN, F, com minF > ng, temos que || >, »2; ||< €.

Proposigao 1.3.2. Sejam E um espago de Banach, ) ;2| x; uma série em E e (1), (2),
(3), (4) como na defini¢do anterior. Entdo sio equivalentes: (1) & (2) & (3) < (4).

Demonstragao: Para a implicacao (1) & (2), ver Retherford [22], pdg. 14, para as
implicagoes (1) < (3) < (4), ver Diestel, Jarchow, Tonge [6], pag. 9, teorema 1.9. |

Definigao 1.8.3. Sejam E um espago de Banach e Y oo x; uma série em E. Dizemos que

a série ) 2, z; € absolutamente convergente se a série numérica y o, || zi || converge.

Em JK, convergéncia absoluta e convergéncia incondicional sao equivalentes. Para

espagos normados temos:

Proposigao 1.3.4. Um espago normado X € um espaco de Banach se, e somente se,

cada série absolutamente convergente em X € também convergente.

Demonstragéo: Suponhamos que X é um espago de Banach e que Y2 z; é uma

série absolutamente convergente em X. Entéo para s, = > - =,

n+k n+k
lsnir —sa ll=ll D @ill< D ll2i|l= 0 quandon — oo
1=n+41 i=n+1

Logo, (sn). é uma seqiiéncia de Cauchy e portanto convergente no espaco de Banach X.

Suponhamos que X nao é um espago de Banach. Seja (z,), uma seqiiéncia de Cauchy

nao convergente em X. Para cada inteiro positivo j, existe um inteiro positivo n; tal que
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| 2o — zm || £ 277 se n,m > nj. Podemos assumir que n;41 > n; para cada j. Como o
limite de uma subseqiiéncia de uma seqiiéncia de Cauchy deve ser o limite da seqiiéncia,
" A . ~ . . Y (o e] ~ 7’
a subseqiiéncia (z,,); ndo tem limite. Logo a série ) %, (¥n;,, — Tx;) Dd0 € convergente
. k . . : . , .
pois Y- (Tn4; = Tn;) = Tmyy, — T, Para cada inteiro positivo k. Entretanto essa série

é absolutamente convergente pois Yooy || €y, — Zn; || £ 20525 277 = 1. m

Proposi¢io 1.3.5. Sejam E um espago de Banach e ), ., uma série em E. Se a
série 3., € incondicionalmente convergente em E, entdo a série Y n OnTn também €

incondicionalmente convergente em E para todo (an)n € {e.

Demonstragio: Se a série y, z, é incondicionalmente convergente em E, pela
proposicio 1.3.2, a série Y oo | z, é limitada multiplicada convergente; conseqiientemente

a série ), o, x, é incondicionalmente convergente em E para todo (an)n € fleo.- [ |

Apresentamos também a definigéo de série w* incondicionalmente convergente.

Defini¢do 1.3.6. (Séries w* incondicionalmente convergentes)

Seja E um espaco de Banach. Uma série Y gn no espago dual E' de E ¢ dita w*
incondicionalmente convergente se . gn(z) € incondicionalmente convergente para cada

z em E, ou equivalentemente, Y | gn(z) |< oo para cada x em E.

Exemplos 1.3.7. (a) Para cadan € IN, seja p, : £y = IK o funcional linear e continuo
definido por pp(\) = An, para cada A = (X;); € £1. Como Y | pa(A) |= 20 | A | < 0
para cada X = ();); em 4y, a série Y, p, € entdo w* incondicionalmente convergente em
Loy =141 ])

(b) Para cada n € IN, seja g, : Lo — IK o funcional linear e continuo definido por
@n(A) = 1, para cada A = (X;); € L. Para A= (1, 1,...), 25| ga(A) | = 2 n =oco.

Logo a série Y. g, ndo € w* incondicionalmente convergente em (£c)'.

Proposicéo 1.3.8. Sejam E um espago de Banach e ) g, wma série incondicionalmente

convergente em E'. Entdo Y, g, € w* incondicionalmente convergente.

Demonstracio: Seja Y g, uma série incondicionalmente convergente em E’. Dado
z € E, se z = 0, entdo é imediato que Y gn(z) € incondicionalmente convergente em K.
Se & # 0, entao pela proposicdo 1.3.2, existe g em E’ tal que dado € > 0, existe F. (finito)
C IN tal que para todo F com F, C F (finito) C IV, temosque || g — > crgn < €/ | = ||-
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Como, | (9~ Terdn)@) || < I g = Soepsa | | o Il segue que a série
numérica ) gn(z) é somavel para g(z), logo, novamente usando a proposicio 1.3.2,

incondicionalmente convergente em IK. ||

Usaremos o seguinte lema na demonstragéo de alguns resultados no capitulo 2.

Lema 1.3.9. Seja ) p1, uma série de escalares. Se a série 3. | pn | diverge, entdo existe
uma sequéncia ndo-crescente Ay > Ay > --- de nimeros positivos convergindo a zero tal

que a série Yy, | Aoy | também diverge.

Demonstragao: Como ) | u, | diverge, existe Ny, Ny, ... uma seqiiéncia crescente

de inteiros positivos tal que

lun, |+ + | tingga—1 [> 4F, para cada k € IN.

Considere A, = 27% para N, < n < Ni41. Entdo (A,), é uma seqiiéncia nio crescente

de inteiros positivos que converge para zero. Como
I AIvk'llka I + e _I_ I /\Nk+1—1/-I‘Nk+1-1 I:

:I )‘NK I |#Nk I +oo l)‘NkH—l I I/LNk-H—l | =
:2_k(l/'l'Nk | bl o |IuNk+1_1 |) > 2_k 4k :2k7

a série ) | A, | diverge. [

A proposicdo que apresentamos em seguida estd demonstrada em McArthur and

Retherford [15] e serd utilizada na demonstragio de resultados no capitulo 2.

Proposicao 1.3.10. Sejam E um espago de Banach, o um conjunto finito de inteiros
positivos, (z;)je, uma familia de elementos de E, (t;)je, uma familia de nimeros

complezos. Entdo vale a sequinte desigualdade:

1Y tiws < 4sup [t ] sup | S ;.
JE€o o' Co

JE o j € o
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Demonstragio: Como o é um conjunto finito, podemos assumir que o = {1,...,n}.

Para demonstrar a desigualdade vamos proceder da seguinte maneira:

1) Vamos assumir que todos os escalares sdo nimeros reais ndo negativos com ¢; >

ty >+ > 1, Entao

IIZtm] I =| Z D — tip)(@ At zg) el ) IS

-1
Z —tip) etz || Fta et || <

ot

n—

<) @ = ti) +ia] sup | Z zj ||<

1 o' Co i€ o

<.
Il

<sup | ¢ | sup I Z z; ||

]EU J € o'

2) Em seguida vamos assumir que todos os escalares sio niimeros reais negativos com

n n n
AR DI AEA B DAL F
7=1 j=1 j=1

Agora por 1) temos que

llzt%ll<supltal sup || >l

Jj €d

Agora, para escalares reais quaisquer aplicamos isto para escalares positivos e negativos
separadamente. Se t; > O para j=1,...,m ;t; <Oparaj=m+1,...,n;t >t 2
> tm e | tmer |>] tma2 [> -+ 2| ta |, entdo por 1) e 2) temos que

”zth”—”Zth‘f’ Z tiz; || <“Zt$1“+” Z tizi [|<

j=m+1 j=m+1

< 2Supllf | sup. A

J € d

25



Séries e bases de Schauder

Entdo parat; = a; +1b; €T, escrevemos ) t;z; como y a;x; + iy b;jz;. Aplicando

a desigualdade para escalares reais para cada soma separadamente obtemos o resultado.

n n n n n
1Dtz L =) az+ Y abja; || <|| D a4 Il biey |I<
j=1 i=1 j=1 j=1 1=1

dsup | t; | sup || Y ;|
j€o o Co T
(]
Utilizamos alguns resultados envolvendo bases de Schauder nos capitulos 2 e 3 desta

dissertagao. Apresentamos a seguir as definigdes e resultados que utilizaremos.

Definigoes 1.3.11. (Bases de Schauder)

Sejam E um espago de Banach e (z,), uma seqiéncia em E.
1. Dizemos que (z,), € uma base de Schauder para E se para cada © em E eziste uma

tunica seqiéncia de escalares (o), tal que a série Y, a,z, converge para x em E.

S

Dizemos que (z,)n € uma seqiéncia bdsica de Schauder em E se (z,), € uma base de
Schauder para o subespago [z, : n € IN].
3. Dizemos que uma base de Schauder (z,), para E € normalizada se | 2. ||= 1, para

todon € IN.

. Dizemos que uma base de Schauder (z,), para E € incondicional se para cada z em

-

E a expansio x = ) oy, € uma série incondicionalmente convergente.

Neste trabalho, uma seqiiéncia (z,), C E serd chamada de base (seqiiéncia basica)

quando ela for uma base de Schauder (seqiiéncia bésica de Schauder) para E.

Exemplo 1.3.12. Se E € ¢y ou £,, com 1 < p < oo, considere (en)n a seqiéncia de
vetores unitdrios de E, entdo (e,)n, € uma base de Schauder normalizada incondicional

para E. Esta seqiéncia serd chamada de base canénica de E.

Definigao 1.3.13. Seja E um espago de Banach com base de Schauder (z,),. Para cada

n € IN, definimos o m-ésimo coeficiente funcional !, associado a (z,), como a aplicagio:

1. 4 i .
z,, : E — IK dada por :
o0 oC
! ( E QpTn) = Qn, para cada T = E ant, em E.
n=1 n=1
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Também definimos a m-ésima proje¢do natural P, relativa d base (z,), como a
aplicagdo:

P, : E — E dada por :

o0 m o0
Pl E Gylln) = _>__ onTn, para cada T = E o,y em E.
n=1 n=1 n=1

Cada coeficiente funcional é um funcional linear sobre E e cada projegao é um operador

linear sobre E.

Vamos agora mostrar que os coeficientes funcionais e as projegdes naturais sao

continuos. Para isto vamos usar outra norma, que nao é a norma original de E.

Definicido 1.3.14. Seja (z,), uma base de Schauder para um espago de Banach E.

Definimos uma norma e denotamos || . ||(z,) por:

m (o)
Z ||(z,)= su QAnThp ara cada z = a,z, em E.
” “( ) mp ” Z n “ b] P Z nwn

n=1 n=1

Teorema 1.3.15. Seja (z,), uma base de Schauder para um espago de Banach E. Entao .
| - ll@n) € uma norma equivalente @ norma original de E ¢, || z ||[<|| @ ||(z,), para todo

zek.

Demonstragio: Para cadaz =) .o, oz, em E,

© J
lzll = 1Y ana ll = Il Jim 3" anza || =
n=1 4 n=1

J

J
= lim | Y onza || <sup | Y anza |l =l 2 [l -
]—o0 3 ne1

n=1

Portanto, || z || < || # ||(z,), Para cada z € E.

Com a desigualdade demonstrada acima, temos que Id: (E, | . ||@.)) = (E, |[-]]) é

um operador linear, continuo e bijetor.

Vamos mostrar que (E, || . ||@z,)) é um espago de Banach, entdo pelo teorema da

aplicacio aberta (teorema 1.1.9), teremos que || . || € || . ||(z,) S@0 equivalentes.
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Seja (y;); = (Doneq @n,jZn); uma seqiiéncia de Cauchy em E com relacio & norma
| - ll(zn)- Dados j1, 72, k € IN, k> 2, temos:

k k-1
| ek —anz, [ o | =1 (arg—ang)er | =1 D (@ni—ns)Ta— Y (@njy—ng,)en || <
n=1 n=1

2 Z gy = Cnjp )T [|@a) < 2| Y5 — ¥ ll(2n)

Para & =1 e todos ji,j, € IN,

[0 ¢}
lavs —ang, |2l =l (eni —eni)er [ < D) (niy = ana)en lien) = Il i — i llion)

n=1

Assim fixado k € IV, segue que (o4;); C IK é uma seqiiéncia de Cauchy em K,
sendo portanto convergente para, digamos, a; € IK. Consideremos entio a sequéncia de
escalares (¢;),. Vamos mostrar que D o QnT, converge em E e y = = ) | GyT, SETA

nosso candidado a limite de (y;); na norma || - ||(z,).-

Seja € > 0. Entao existe j. € IV tal que 7,5’ > j. =|| y; — y;r lzn)< €/3 €

1D anien =D amima | < 4 =i low< /3, ¥m € IV, se j,§' > j.

n=1 n=1

Fixado j = j e fazendo 7' — oo, temos que para cada m € IV:
1) anjozn — ) oz, || < €/3. (1.1)
n=1 n=1

Seja m, € IV tal que mgy > m; > m, =|| D memy Cnicln ||[< €/3. Se my > my > my,

temos
my— 1 my—1 :)6
| Z Anln— Z i Zn || <] Zanmn Zannln I+l Z Qn&n— Z O je Ty || < %
n=m, n=m,
Logo,

ma my ma ma
1Y anzall I anzn - Y anigall+ 1Y anja fl<e

n=m n=m, n=m n=m,
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Portanto Y oo anz, =y € E, pois (E,| - ||) € um espago de Banach. Finalmente, de
( 1.1) temos que para cada j > je

1> (an; — an)an || < €/3 Vm € N,
n=1

isto é,
m
up | > (s — an)aa Il € /3 <.
m n=1
Logo y; g y. Portanto (E, || - ||)(z,) € um espago de Banach. |

Proposicao 1.3.16. Cada projegdo natural P, relativa a uma base de Schauder (z,), de

um espago de Banach E € continua.

Demonstragdo: Dadoz =) . a,z, em E, para cadam € N:

| Pa(2) Iy = | P> na) ll@n) = | D @na [l <
n=1 n=1

<Y antn ll@n) = Il 2 ll@a) -
n=1

Como as normas || . || € || . ||(zn) S80 equivalentes, segue que P, é continua para cada

m € IN. [ |

Corolario 1.3.17. Seja {P, : m € IN} a cole¢io de proje¢io naturais relativas a uma

base de Schauder (z,,), de um espago de Banach E, entdo sup, || P, ||< oo.

Demonstragao: Da demonstragao da proposigao 1.3.16, temos que || P [[(z,) < 1

para cada m € IN. Como as normas || - || e || - ||(z,) s80 equivalentes, segue o resultado.
|

Definicdo 1.3.18. Seja (z,), uma base de Schauder para um espago de Banach E.
Chamamos de constante bdsica para a base (z,), ao nimerosup,, || P, ||. Denotaremos a

constante bdsica por C'.

A constante bésica depende da norma do espaco e temos do corolario 1.3.17 que

C < 0.
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Proposigao 1.3.19. Sejam E um espago de Banach e (z,), uma base de Schauder
para E com coeficientes funcionais associados (zl),. Entdo os coeficientes funcionais

s@o continuos.

Demonstragao: Para cada m € IV, seja T,, : [z,,] = IK a aplicacdo linear continua
definida por T} (a ) = @. Dado z = Yo anTy, em E, se m = 1, entdo #Hlz) =y =

(Ty o P)(z). Como T e P, séo continuas, segue que z) é continuo. Se m > 2, entdo

2n(2) = am = Tn(am@n) = Tn() | onZm — Y @ntm) = Tn(Pn(e) — Puoi(z) =

n=1
= Tn(Pn — Pr1)(z)
e como T, e P, sio continuas, segue que z/_ é continuo. g

Na demonstracio de alguns resultados no capitulo 2 utilizaremos algumas normas

equivalentes a norma original de FE.

Definigao 1.3.20. Seja (z,), uwma base de Schauder incondicional para um espago de

Banach E. Entao definimos a norma incondicional MUltiplicad01* limitado relativa a base

(zn)n por

| z || (pmu)= sup{]| Zﬂnanmn | © (Bn) € St} para cada z = Zanmn em E.
n=1

Observamos que || = |[pmu) < oo para todo 2 € E, uma vez que se
sup{|| >0, Branza || © (Br) € Seu} = 00 para um certo z = 320 a,z, € E, entdo
dado ny € IV, é possivel obter n; > n; e escalares f,..., B, tais que | Bi [< 1 para
1<i<mnge| 20 Buomzn [ 2 1 + 2071, || anzn ||

Assim segue que || 35.2,, 1y Baan@n || = || 5Ly Buomzn — 30L, Baanz, || >

2| 2onts Bran@n | = 1 2205, Brom@n 12 14+ 3572, [ anta || = || X0k, | Bucinza ||=

=1+ Z:; | anzn || — Z:lzl | B | || €nn 1>

> L+ )2 lanza || — 0L, || ewzs || = 1. Sejay, = B, paran=1,...,n,.

Do mesmo modo € possivel obter nz > n; e escalares 8, ,,,..., 3., tais que | 8/ [< 1
para nz +1 < 7 < nge | 0% Blowz, | > 1 4+ Y2 || anz, ||l E assim
| Yoner, 41 Bnan@n || > 1. Seja v, = B, paran = ny +1,...,ns.
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Prosseguindo dessa forma, obtemos indutivamente ny < ny < nz < ... e (Yn)n tais
que |y, [<1e| E:‘:-ri.'+1 YnnZn || > 1.

A . .. . o0 ~ 2
A seqiiéncia de somas parciais da série Y, , TnanZ, ndo é de Cauchy, portanto a
série S°0 | Yn0aT, ndo converge, uma contradigdo, pois por hipétese (z,), é uma base

incondicional para E.

Teorema 1.3.21. Seja (z,), uma base de Schauder incondicional para um espago de

Banach E. Entdo || . ||(pmu) € uma norma equivalente @ norma original de E, e

[zl <2 li@) <l @ llem, para cada z em E.

Demonstragio: Sejaz = ) o, tn, em E. Do teorema 1.3.15, temos que |z <
Il z llzn)-
Dado m € IN, considere B, = 1 paran = 1,...,mef, = Oparan > m.

Entao, (Bn)n € Stw €
1Y ana | = 1Y Buana | < sup{ll D Bncata || (Ba)n € St} < |l @ llomuy
n=1 n=1 n=1

Logo, sup,, || Xoney @ntn || < || @ llgmu)- E portanto || @ [l < Il @ liema)

Temos que Id: (E, || . ||pmu)) = (E, || - ||) é um operador linear, continuo e bijetor.
Vamos mostrar que (B, || . ||(mu)) € um espago de Banach, entao pelo teorema da aplicacao
aberta, teorema 1.1.9, teremos que as normas || . || € || . |[(mu) 530 equivalentes.

Seja (y;); = (3.2, an;z,); uma seqiiéncia de Cauchy em E com relagdo a norma

Il . llpmw- Entdo (y;); é também uma seqiiéncia de Cauchy em (E,|| - ||), portanto
Yj g — S  anZ, € E. Vamos mostrar que y; — z em (E, |- |l bmu))-

Seja (z)n a seqiiéncia de coeficientes funcionais associada a (z,),. Para cada n € IV
temos que 2/ é continuo, entdo ) (y;) 4 z! (), logo anj = an. Seja C a constante
bésica de (2, ). Dado € > 0 é possivel obter jc € IV tal que j,j" > je =|| X251, @nj1Tn —
3 gt Ny S 6.

Dados m € IN, (Bx)n € St € 3,7 > Je, temos que

m m oo 0
|| Z,Bnan,j’mn - Z,Bnan,jwn ” S o ” Zﬁnan,j’xn - Z,Bnan,jmn “ S
n=1 n=1 n=1 n=1
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N = Ce
<Cll Za”'j'mn - Zan,jmn Il by < i
n=1 n=1

ASSiD’l ” E:l:] .Bﬂanxn - Ele :Bnan,jzn “ S € para tOdO m € W: v:Bn € Sloo7 VJ 2 jc-

Fazendo m — oo, temos que || 30771 Ba@nn — 3000, Brorm iz || < €,VB, € Sty Vj >
Je- Entao para todo j > j, temos que || Dome1 Onn — D oo @ iTn lemu) < €, ou seja,

| = = yj lpmw< €. Assim (E, || . ||(smu)) é um espago de Banach. |

Definicao 1.3.22. Seja (z,), uma base de Schauder incondicional para um espago de

Banach E. Entdo definimos a norma incondicional relativa & base (Zn)n, € escrevemos

Il - lluy, por

| © ||(xy= sup{|| Zanxn | : A éum subconjunto finito de IN}
neA

para cada z =) ayz, em E.

Teorema 1.3.23. Seja (z,), uma base de Schauder incondicional para um espago de

Banach E. Entdo || . || € uma norma equivalente & norma original de E e

21l <2z ll@) <12 lw< | 2 |l gmw, para cada z em E.

Demonstragao: Vamos mostrar que || z || < || @ l@a) <Nl 2 llw < || @ ||(sma)> Para

cada z em E. Do teorema 1.3.15, temos que || z || < || = l(zn), Para cada z em E.

Para cada z = > onz, em E temos que:

para cada m € IV, {1,...,m} é um subconjunto finito de IV, entao,

1Y anza | 1Y ana Il
n=1 n=1
Logo,

m 00
sup || ) anza | S I1'Y anza i -
m n=1 n=1

E portanto || z ||(z,) < || = ll(w)-

Para cada subconjunto finito A C IV, considere Bn=1paran € Ae 3, =0 para
n ¢ A. Entdo, (8,)n € S¢, e
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[oe] o .
1> anza | = 11D Bacnzn | <Y na llsma
=1 n=1

neA n

Logo,

sup{|| Z anty, ||: A é um subconjunto finitode IN} =|| Zanmn lw <l Z AnTn || (mu) -

ned n=1 n=1
E portanto || & ||w) <l @ || pmuw)-
Assim temos que || z || < || 2 |@zn) < | 2 lw) < || © ||(mu), Para cada z € E.
Segue do teorema 1.3.21 que a norma || « ||(u) € equivalente a norma original de £. W
Definicao 1.3.24. (Bases equivalentes)

Sejam E, F espagos de Banach, e (zp)n, (Yn)n bases de Schauder de E e F,
respectivamente. As bases (zn)n € (Yn)n s@o ditas equivalentes se, para toda seqiéncia
(an)n de escalares a série Y, o,z, converge em E se , e somente se, a série > anln

converge em F'.

A equivaléncia entre as bases garante isomorfismo entre os respectivos espagos de

Banach.

Proposicao 1.3.25. Sejam E e F espagos de Banach, € (€n)n € (Yn)a bases de Schauder
de E e F, respectivamente. Entdo as bases (z)n € (Yn)n SGo equivalentes se, e somente

se, existe um isomorfismo T : E — F tal que T'(z,) = yn para cadan € IN.

Demonstragio: E claro que se existe um isomorfismo T : E — F tal que T'(zn) = yn

para cadan € IN, entdo (z,)n € (Yn)n sd0 equivalentes.

Reciprocamente, suponhamos que (z,)n € (Yn)n s@o equivalentes. Seja T': E — F
um operador definido por T(3 22, @nn) = D ov, QnYn para cada z = )77, anZn em
E. Como (zn)n € (Yn)n sdo equivalentes, é imediato que: T estd bem definida, é linear,

bijetora e T(z,) = Yn, para todon € IV.
Vamos mostrar que T' é continua. Consideremos G = {(z,Tz), z ¢ E} C E X F.

Seja (ax,br) C Gr tal que (ax,bx) = (a,b) € E x F quando k — co. Entao,

o0 oo
a, = Zag‘)mn - a :Zann em E, quando k — o e

n=1 n=1
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by = T(ar) = Za&k)yn — = Zﬂnyn =bem F, quando k — .

n=1 n=1
Para cadan € IV, o coeficiente funcional z], é continuo, z/(a;) = o 5o, =
z;(a), quando £ — oo, e como y/, é continuo, ¥’ (by) = o - Bn = y.(b), quando

k — co. Pela unicidade do limite, @, = f,, paratodon € IN. Logob = Yo Ol =
T(a) e (a,b) € Gr.

Segue do Teorema do Griéfico Fechado (teorema 1.1.10), que T é continua e do teorema

da Aplicagido Aberta (teorema 1.1.9), que T é um isomorfismo. |
Terminamos esta secdo apresentando resultados de seqiiéncias bésicas e seqiiéncias de

blocos que utilizaremos no capitulo 3.

Teorema 1.3.26. Sejam E um espago de Banach e (z,,), uma seqiiéncia em E. Se (24 )n
converge fracamente a zero mas ndo converge a zero em norma, entdo (zn)n admite uma

subseqiéncia que € uma seqiéncia bdsica.

Demonstracao: Ver por exemplo Megginson [16], pag. 364, teorema 4.1.32. |

Definigao 1.3.27. Sejam E um espago de Banach, (z,), uma base de Schauder para E
€ (Yn)n uma seqiiéncia de vetores nio nulos de E. Dizemos que (Yn)n € uma seqiiéncia de

blocos de (x,), se cada y, pode ser escrito na forma
qn

Yn = E Qr T
k=pn

comp; < q <p2 <@ <p3s<gs<... e (o), uma seqiéncia de escalares.

Teorema 1.3.28. Sejam E = ¢y ou {,, com 1 < p < o0 € (€,), a base canénica de E. Se
(Zn)n € uma seqiiéncia de blocos de (e,),, entdo (|| T, ||~ Z,)n € uma seqiéncia bdsica

equivalente a (e,), € [z, : n € IN] € isomorfo a E.

Demonstragao: Ver por exemplo Lindenstrauss, Tzafriri [14], pdg. 53, teorema

2.a.1. . |

Teorema 1.3.29 (Principio de Selegio de Bessaga-Pelczynski). Sejam E um

espago de Banach, (z,), uma base de Schauder para E e (z'), a seqiiéncia de coeficientes
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funcionais associada @ (Tn)n. Seja (yn)n uma seqiéncia em E tal que limy, z!ym = 0 para
cada n, mas (Y,)n ndo converge a zero em norma. Entdo existe uma subsequéncia de

(yn)n que € uma sequéncia bdsica equivalente a uma sequéncia de blocos de (Tp)n-

Demonstracdo: Ver por exemplo Megginson [16], pag. 396, teorema 4.3.19. 3]

1.4 Operadores compactos

No que segue apresentamos a defini¢do de operadores compactos e resultados sobre os

mesmos que utilizaremos no decorrer desta dissertacao.

Definigdo 1.4.1. (Operadores Compactos) Sejam E e F espagos de Banach. Um operador
linear T+ E — F ¢é dito compacto se para todo subconjunto B limitado de E, T'(B) € um

subconjunto relativamente compacto de F'.

O conjunto dos operadores compactos de E em F' sera denotado por K(E, F'). No que

segue vamos mostrar que K (E, F') é um subconjunto de L(E, F').

Proposicio 1.4.2. Sejam E e F espagos de Banach, e T : E — F um operador linear

compacto. Entdo T € continuo.

Demonstracdo: Se T é compacto, entdo T'(Bg) é relativamente compacto, logo
T(Bg) é um subconjunto limitado em F. Assim sup{|| Tz || : || z || = 1} < o0 e

conseqiientemente 7' é continuo. [ |

Nio é dificil mostrar que K(E, F') é um subespago de L(E, F).

Proposigio 1.4.3. Se E € um espago de Banach, entdo o operador identidade definido

em E € compacto se, e somente se, E tem dimensdo finita.

Demonstracfo: Sabemos que Bg é compacta se, e somente se, dimE < co. Assim,
Id(Bg) = Bg é relativamente compacto se, e somente se, dimE < co. Logo, o operador

identidade definido em E é compacto se, e somente se, E tem dimensao finita. [ |

Proposigio 1.4.4. Sejam E e F espagos de Banach e T : E — F um operador linear de

posto finito. Entdo T € compacto se, e somente se, € continuo.
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Demonstragao: Se T é compacto entéo pela proposicio 1.4.2 segue que 7' é continuo.
Agora, se T é continuo, entdo T'(Bg) é um subconjunto limitado de T(E). Agora,
como T' tem posto finito, &imT(E) < oo, logo T(Bg) é relativamente compacto e

consequentemente 7' é compacto. |

Lembramos que um subconjunto S de um espaco métrico é totalmente limitado se
para todo € > 0 é possivel cobrir S por um nimero finito de bolas abertas de raio € e
centro em .. Lembramos também que um subconjunto S de um espaco topolégico X é
sequencialmente compacto se toda seqiiéncia em S admite uma subseqiiéncia que converge
para um ponto de X. Sabemos da teoria de espagos métricos que um subconjunto de um
espago meétrico completo é relativamente compacto se, e somente se, é totalmente limitado
se, e somente se, é seqiiencialmente compacto. (Por exemplo, ver Dunford e Schwartz 8],

pag. 22, teorema 15). Com isto temos a seguinte caracterizacio de operadores compactos.

Proposicao 1.4.5. Sejam E e F espacos de Banach, e T : E — F um operador linear.

Entao sdo equivalentes:

(a) T € compacto.

(b) T(Bg) € um subconjunto relativamente compacto de F.

(¢) Para todo subconjunto B limitado de E, T(B) € um subconjunto totalmente limitado
de F.

(d) Toda seqiéncia limitada (z,), em E admite uma subsegiiéncia (zn;); tal que (Tz,,);

€ convergente.

Se E e F sio espagos de Banach entdo K(E, F) é um subespaco fechado de L(E,F),

como mostra a seguinte proposigao.

Proposigao 1.4.6. Sejam E e F espagos de Banach, e (T,), uma seqiiéncia de operadores
lineares compactos de E em F que converge para algum T em L(E,F). Entao T ¢

compacto.

Demonstragao: Suponhamos que (7},), é uma seqiiéncia de operadores lineares
compactos de £ em F' que converge para algum T em L(E, F). Dado € > O existen € IV
tal que || 7, — T ||< ¢/3. Como T, é compacto, existem z, ... »Tm € Bg tais que dado

& € Bg, existe ; tal que || T,z — Tha; ||< ¢/3. Segue que dado z em Bj existe z; tal que
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| Tz — Tz; | < || Tx — Taz || + || Thze — Tha; | + || Tnzi — Tzi || < €/3+¢/3+¢€/3 = e.

Portanto T'(Bg) é totalmente limitado e logo T" é compacto. |

Exemplo 1.4.7. O operador linear T : £y — {3 definido por
T() = (€1, &/2, ..., &/n, ...), para cada & = (§;); em £y, € compacto.

Para demonstrar isto, para cada n € IN, seja T, : {3 — ¢, um operador linear dado

por T,(€) = (&1, &2/2, ..., &/n,0,0,...) para cada & = (§;); em £5.

Para cada n, T, é continuo e de posto finito, logo compacto. Além disto, para cada

£ = (&) el

(T = T) (&) II*= Z 16/ 1P= D 1P 1& 1<
j=n+1 j=n+1
& T 2;1|c3|2<||6|| /(n+1)

Logo
I T —Tu l|= sup{|| (T = T)(E) - [ €< 1} <1/(n+1)

Assim T,, — T, e portanto T' é compacto.

Observacido 1.4.8. Observemos que a proposi¢io anterior ndo € verdadeira para
convergéncia pontual. Por ezxemplo, para cada n € IN, seja T, : £y — £y o operador
linear dado por Ty (€) = (&1, &y -y €0,0,0,...) para cada £ = (§;); em Ls.

Para cada n, T, € continuo e de posto finito, logo compacto. Além disto, € claro que

Tn(z) — Id(z), mas Id: £ — &3 ndo é compacto pois dimensio({z) = co.

A seguinte caracterizacio é um dos resultados importantes da teoria de operadores
compactos que serd utilizada nos capitulos 2 e 3. Apresentamos aqui a demonstracao que

encontra-se em Goldberg [10].

Teorema 1.4.9 (Teorema de Schauder). Um operador linear continuo T : E — F

entre espagos de Banach € compacto se, e somente se, seu adjunto T* é compacto.
Demonstracao: Se T é compacto, entao dado € > 0, existem z,,...,2, € Bg tais

que para cada ¢ € By existe z; tal que

| Tz — Tz; ||< €/3. (1.2)
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Seja A: F' — IK™ dado por:
Ay = (Y (Tz1),...,y(Tzs)).

A ¢ linear, continuo em IK". Portanto A é compacto. Logo existem Yir- - Y € Bp

tal que para cada y' € Bp existe y} tal que

| Ay’ — Ay ||< €/3.
Mas como

I Ay' = Ay; [I=Il AW = v)) II=1l (v — ¥))(Tz1), ..., (¥ — ¥})(Tz,) ||=

= (Z | (' = ¥5)(Tza) )2,

em particular

| y'(Tz:) — y;(Ta:) | < €/3, para 1 < i< n. (1.3)

De 1.2e 1.3, e observando-se que y’ e Yy: € Bpi, temos que para cada ¢ € Bg e para
caday’ € Bp

| Ty’ =Tz | < |yTe—y'Tei | + |y'Tai—yiTe: | + |yiTzi—y.Te | <

SIY(Te=Tzi) | + |y(Tzi) —y;(Te) | + |yi(Tei —Tz) | <

SHY I Te =T || +¢/3+ [y || Tzi =Tz || < e
Logo || T*y' — T*y || < € e portanto T* é compacto.
Por outro lado, se T é compacto, entdo pela primeira parte dessa demonstracio, T
é compacto. Sejam Cg: E — E” ¢ Cr : F — F” as inclusdes naturais de E em E” e F

em F" respectivamente. Pela proposicio 1.1.8, Cr~1T**(Cp = T, como T™ é compacto,

Cg e Cr™! sdo continuas, segue que T é compacto. [ |
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A seguir apresentamos dois resultados que encontram-se em Goldberg [10]. Neste,
os resultados sio enunciados para espagos normados, mas em acordo com o contexto
desta dissertacio os enunciamos para espacos de Banach. O lema 1.4.10 sera utilizado
no demonstracio do teorema 1.4.11. Utilizaremos este ultimo para demostrar que alguns

operadores que construimos no capitulo 2 sao compactos.

Lema 1.4.10. Sejam S um subconjunto limitado de um espago de Banach E e i, ...,z €
E'. Entdo dado € > 0 ezistem 1, ...,z em S tais que dado z em S, podemos escolher xj
tal que | bz — zizi |<e€, paral <i<n.

Demonstragio: A aplicacio A : E — IK™ definida por A(z) = (z}z,z4z,...,z,z) é
linear e continua, logo compacta pela proposicdo 1.4.4. Entao existem i, 2, ..., 7, em S

tais que dado x em S existe zj tal que || Az — Az || < e
Como | 'z — zlzy | < || Az — Azy ||, para 1l < 7 < n, segue o resultado. [ |
Teorema 1.4.11. Sejam E e F espagos de Banach, e T : E — F um operador linear

continuo. Se para todo € > 0 existe um subespago fechado N de E, de codimensdo finita

em E, tal que || T|n||< € entdo T € compacto.

Demonstracio: Dado e > 0, por hipétese, existe N subespaco fechado de codimenséo

finita de E, tal que || T'|n||< €. Logo, pelo teorema 1.1.17 existem v;,vs, ...,v, em E tais
que
E = N@ [vl,...,vn]

!

' em E' tais que todo z em E tem uma dnica

Segue que existem z},z%,...,T

representacao da forma:
z =u+ Zmﬁ(x)vi, uem N (1.4)

com Y &, zi(z)v;, a projecéo de E sobre [vy, ..., vn]

Como || T|n]|| < €, segue que:

[Tz || < ellull + D lai(z) | | Tvill - (1.5)
1=1
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De 1.4,
lull <lell + Y i) lv (1.6)
=1
De 1.5 € 1.6 e tomando-se K = max{|| Tv; ||, ||vi||: 1 < ¢ < n}, segue que
ITell< ellell + K} lai(=) | + KD |ai@) |, (1.7)
i=1 i=1

para cada z em FE.

Dado 5 > 0, pelo lema 1.4.10, existem 21,23, ..., %, em Bg tais que dado v em Bp,

existe xj tal que
n

Z|a:§v — iz | < 1.

1=1

Substituindo-se z por v — z em 1.7 e observando-se que || v — z; || < 2, temos que
| Tv — Tz || < 26 + eKn + Kn.
Como e > 0en > 0sio arbitrarios, segue que T'(Bg) é totalmente limitado, e logo

T é compacto. |

Teorema 1.4.12. Sejam E e F' espagos de Banach, e T € L(E, F). Entio T € K(E, F)
se, e somente se, existem M um subespago fechado de co, S € K(E,M) e R € K(M,F)
tais que T = Ro S.

Demonstragao: Ver Aliprantis [1], pag. 269, teorema 16.5. |

Na préxima segao utilizaremos a seguinte proposi¢do para mostrar que nem sempre

K(E,E) é complementado em L(E, E).
Proposigiao 1.4.13. Seja E um espagco de Banach com base de Schauder. Se E' €
separdvel, entdo K(E, E) € separdvel.

Demonstragao: Ver [9], pag. 205, proposigao 7.5. |
Definigao 1.4.14. (Operadores completamente continuos)

Sejam E e F espagos de Banach, ¢ T : E — F um operador linear continuo. Dizemos
que T' € completamente continuo se para cada seqiéncia (z,), em E tal que z, < z para

algum = em E temos que Tz, — Tx.
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Proposicéo 1.4.15. Sejam E e F' espagos de Banach, e T : E — F' um operador linear.

Se T' ¢ compacto, entdo T € completamente continuo.

Demonstragao: Seja (z,), uma seqiiéncia em E tal que z, % z para algum z em

E. Entao, pelo teorema 1.2.10, T'z, 2 T'z. Suponhamos que T'z,/+ T'z.

Entio existe (Tzqk)r tal que || Taznx — Tz ||> € para algum ¢ > 0 e para todo
k € IK. Como (z,), é fracamente convergente, pela proposigao 1.2.9, (zn), é limitada.
Entao, como T é um operador compacto, existe uma subseqiiéncia convergente T(Znki)i-
Suponhamos que Tz, — y. Entdo Tzap = y. Logo y = Tz. Portanto || Tzpm — Tz || —

0, uma contradicao. [ |

No capitulo 3, utilizamos alguns resultados de operadores compactos em espagos de
Hilbert. Apresentamos agora estes resultados, aqui, H e K denotardo espacos de Hilbert

e < -,- > denotard um produto interno.

Definicio 1.4.16. Seja H um espago de Hilbert. Um subconjunto {h;, j € J} de H ¢
dito ortonormal se || h; ||=1 para todo j e < hj,h; >= 0 para todo i # j.

Definicio 1.4.17. Sejam H um espago de Hilbert e {h;, j € J} um subconjunto
ortonormal em H. Se o subespago gerado pela familia {hj, j € J} € denso em H entdo

{hj, j € J} € dito completo e cada x € H € da formaz =3 ; cjhj com }3; | a; |’< oo.

Proposicio 1.4.18. Seja H um espago de Hilbert. Entdo todo conjunto ortonormal em

H pode ser estendido a um subconjunto ortonormal completo.

Demonstragao: Ver Pedersen [17], pdg. 83, proposicao 3.1.12. [ |

Proposigio 1.4.19. Seja H um espago de Hilbert separdvel de dimensdo infinita. Entdo

H € isométrico a (5.

Demonstragao: Ver Retherford [22], pag.25. =

Teorema 1.4.20 (Teorema da Representagdo de Riesz). Sejam H um esﬁago de

Hilbert e f € H'. Entdo eziste um tnico z € H tal que f(z) =< z,z > para todo z € H.
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Demonstragdo: Se f = 0 entdo o resultado é valido tomando z = 0. Assim podemos
supor que f # 0. Seja M = kerf. Entdo M é um subespaco fechado de H, e como f#0,
M # H, logo M+ # {0}. Portanto existe zop € ML, z, # 0.

Dado z € H, tomemos z = f(z)20 — f(z0)z. Temos que f(z) = 0, logo z € M. Assim,
temos que 0 =< z,z0 >=< f(2)z0 — f(20)z,20 >= f(2) < 20,20 > —f(20) < 2,20 > .
Observando que < zg, 29 >=|| 2o ||?# 0, segue que

f(20)

| 20 ||?

f(z) =

<z,2Z9>.

Tomando z = ﬁ:ﬁg 29, temos que f(z) =< z,z > .

Vamos agora mostrar que z é tnico. Suponhamos entio que existe 2/ € H tal que
f(z) =< 2,2 >=< z,2' > para todo z € H. Entdo < z,2z — 2’ >= 0 para todo z € H.
Em particular, para ¢ = z — 2/, temos que < z —2’,z — 2’ >=|| z — 2’ ||?’= 0. Logo z = 2'.

Portanto 2 é 1nico. |

Se H é um espago de Hilbert, denotaremos por (§(H) o espaco de todas as sequéncias

(2n)n de H tais que para todo f € H' temos que 3% | f(z,) |>< co.

Lema 1.4.21. Sejam H um espago de Hilbert e (h,), uma seqiéncia ortonormal em H.
Entao (hy), € l§(H).

Demonstragéo: Seja (h.), uma seqiiéncia ortonormal em H. Vamos mostrar que

Zn | f(hy) |*< oo para cada f € H'.

Pelo teorema da representagéo de Riesz (teorema 1.4.20), temos que para cada f € H,

existe um unico y € H tal que f(h,) =< h,,y >, para todon € IN. Assim Yo | f(ha) 2=
Yo 1< buyy >3

Pela proposicao 1.4.18 (h,), pode ser estendida uma uma seqiiéncia ortonormal
completa (hq)a com 7, [< ha,y >[*< 00. Como 3, [< kn,y >P< 3, |< hayy >|2,
segue que ) | f(h.) [*’< oo, para cada f € H’. Portanto (h,), € I5(H), e

consequientemente (h,), converge fracamente a zero. |

Se H e K sao espacos de Hilbert e T': H — K é um operador linear continuo tal

que lim, || Thy, ||= 0 para toda seqiiéncia ortonormal (h,), em H, entdo T é compacto.
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Este resultado sera utilizado no capitulo 3. No que segue apresentamos este resultado

precedido de um lema que serd utilizado em sua demonstragao.

Se T : H — K é um operador linear continuo entre espacos de Hilbert, denotaremos
por T* : K — H o operador adjunto de Hilbert de T tal que < T'z,y >=< z,T*y >
para todo z € H e y € K. Um operador linear continuo T': H — H, com H um espago
de Hilbert, é dito auto-adjunto se T* =T

Lema 1.4.22. Sejam H um espago de Hilbert ¢ Q € L(H, H) uma projegdo ortogonal

sobre um subespago fechado M C H. Entio Q € um operador auto-adjunto.

Demonstracio: Sendo M um subespaco fechado de H, temos que H = M & M*,
com M* = {n € H :<n,m >= 0, para todo m em M}. Como () é uma projegéo de H
sobre M, temos que kerQ = M*t.

Para todos ¢, y € H, z = m+n ey = my +ny, com m,m; € M e n,n; € M*,
podemos escrever:
<Qr,y>=<mmp+n >=<mm > =

=<mm>+<nm>=<m+nm >=<z,Qy>=<Q*(z),y>.

Logo para todos z, y € H temos que < (@ — Q*)(z),y > = 0. Tomando-se y =
(Q — @%)(z) segue que para todo z € H, < (Q — Q*)(2),(Q — Q@*)(z) > = Oe

conseqiientemente Q* = Q.

Proposicao 1.4.23. Sejam H e K espagos de Hilbert, e T : H — K wm operador linear
continuo. Entdo T € compacto se, e somente se, lim, | Th, ||= 0 para toda seqiéncia

ortonormal (hy), em H.

Demonstragao: Seja (h,), uma seqiéncia ortonormal em H. Pelo lema 1.4.21,
(hn)n converge fracamente a zero. Se T' é compacto entdo, pela proposicao 1.4.15, T é

completamente continuo. Segue que lim, || Th, ||=0.

Para a reciproca, mostraremos que se T : H — K é um operador linear nao compacto

entdo lim, || Th, ||> 0 para alguma seqliéncia ortonormal (h,), em H.

Vamos definir uma seqiiéncia (h,), indutivamente.
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Sendo T um operador linear ndo compacto, T’ nio é limite de qualquer seqiiéncia de
operadores de posto finito. Assim, existe n > 0 tal que | 7 — P ||> 7 para cada operador
P com posto finito. Em particular, || T ||> 7 (basta tomar P como o operador nulo).

Pela defini¢ao de norma, existe hy € H, || hy ||= 1 tal que || Thy ||> 7.

Suponhamos que ja estejam definidos os elementos Ay, ...k, € H, || h;i |I= 1, com
| Th: ||>ne < hi,h; >=6§;; para i,j = 1,...,m, para algum m > 1. Denotemos por Q
a projegao ortogonal de H sobre o espago E, = [hi,...,hn,]. Consideremos P = T o Q).
Entéo, P ¢ linear e de posto finito, donde segue que | 7' — P ||> 5. Escolhamos assim
h € Htalque| h|=1el (T~ P)h|>n>0. Temos Th # Ph, donde Qh — h # 0.
Consideremos Ami1 =|| h — Qh ||7! (h — Qh). Temos que || hpny1 ||= 1 e ainda temos que
Thpyr =[lh = Qh |7 (Th — T o Qh) =|| h — Qh ||7* (T — P)h.

Como || & ||=1 e @ é uma projegado ortogonal, segue que || h — Qh ||<|| & ||= 1, logo
| Thmsr [|=]| B = QR ||7M|| (T — P)h ||> 1.n > n. Portanto, como QAmn,4; = 0, segue que

hmy1 € ortogonal a todo elemento da imagem de Q.
De fato, se y € ImQ, y = Qz, z € H e utilizando o lema 1.4.22 (e observando que
dim(Im@Q) < o), temos que:

< y7hm+l > =< Q:E)h'm-i-l > =< x)Qth-f-l > =< w;th+1 >= 0.

Em particular, temos < Ap41,h; >= 0,4 = ...,m. Fica entao definida a sequéncia

ortonormal (h;); em H tal que lim, || Th, ||>n > 0. |

Apresentamos a seguir a definigdo de Operadores fracamente compactos e somente
alguns resultados sobre estes que utilizaremos posteriormente em demonstragoes de

resultados no capitulo 3.

Definigao 1.4.24. (Operadores fracamente compactos) Um operador linear T : E — F
entre espagos de Banach € fracamente compacto se para todo subconjunto B limitado de

E, temos que T(B) € um subconjunto relativamente fracamente compacto de F.

O conjunto dos operadores fracamente compactos de E em F serd denotado por
K“(E,F). Ndo ¢ dificil mostrar que K“(E, F) ¢ um subespago de L(E, F.

Segue do teorema de Eberlien-Smulian (teorema 1.2.16), a seguinte proposigao.
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Proposigio 1.4.25. Sejam E ¢ I espagos de Banach, e T : E — F um operador linear.
Entio sdo equivalentes.

(a) T € fracamente compacto.

(b) Toda segiiéncia limitada (z,)n em E admite uma subsegiéncia (z,;); tal que (Ty;);

converge fracamente.

Teorema 1.4.26 (Gantmacher). Um operador linear continuo entre espagos de Banach

¢ fracamente compacto se, e somente se, seu adjunto € fracamente compacto.

Demonstracao: Ver Megginson [16], pag. 343, teorema 3.5.13. |

Teorema 1.4.27. Sejam Q um espaco de Hausdor[f compacto e E um espago de Banach
qualquer tal que cos E. Entdo todo operador linear continuo de C () em E € fracamente

compacto.

Demonstracao: Ver Pelczynski [18], pag. 219, teorema 5. [ |

1.5 O espago K({y,45)

Ao longo dessa dissertagao estudamos algumas caracterizagdes de operadores compactos
entre espacos de Banach. Como trabalhamos com espagos que contém copias isométricas
de ¢y e com a nocio de subespagos complementados, decidimos por incluir nesta secao
exemplo de um espago formado por operadores compactos que possui cpia de ¢y € ndo é

complementado em L({3,¢2).
Proposicio 1.5.1. O espago co € isométrico a um subespago de K(£y,05).
Demonstragao: Seja ¢ uma aplicagio linear de co em K (£3,¢,) dada por ¢(a) = T'(a)

para cada a = (a;)i € co, com T'(a) : £y — €, dado por T(a)(z) = (aiz;); para cada
T = (SE,‘),‘ € eg.

De

S iz )= (X laiPla )P < lalleo 12 )2 =l @ lleoll @ ll2,

temos que o operador T'(a) estd bem definido e é continuo com || T'(a) || < || @ ||
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Dado € > 0, existe ng € IV tal que | an, | > || @ [lo — €. Como T'(a)(eny) = angen, €

| en ||= 1, segue que
I T(a)(eno) llz = | ano | > [l a flo — e

Fazendo € — 0, temos que || T'(a) || > || @ ||co-
Logo || T'(a) || = || @ || € ¢ é uma isometria.

Vamos agora mostrar que T'(a) é compacto. Para cada n € IV, seja T,(a) : £y — £;
um operador linear dado por T,(a)(z) = (a121,a2%2,...,a,2,,0,0,...) para cada z =

(161,112,...) 682.
Para cadan € IN e z = (z;); € {5,

O law: )= lai Plai Y < || a Q-1 )2 < allooll 2 Ils,
=1 =1 i=1

logo temos que o operador T,,(a) estd bem definido e é continuo.

Para cada n € IV, T},(a) é compacto pois é um operador de posto finito. Vamos agora

provar que 7'(a) é compacto.
Dado € > 0, existe n; € IV tal que n > n; = | a, [<e.

Para n > n,

I(T'(a) = Tn(a))(2) |2 = || T(a)(z) — Tu(a)(2) [l» =

oo
= () lawi )< sup|ai | (3 |z )2 <
i=n+1 L
<sup|a; ||z
>n
Logo || T'(a) — Ty(a) || < sup;s, | a; | < €. Portanto T(a) é compacto. |

Corolério 1.5.2. O espago K ({q,{3) ndo € reflexivo.

Demonstragao: Pela proposigao 1.5.1, ¢g é isométrico a um subespaco de K(4y. 05).

Como ¢g néo é reflexivo, segue o resultado. [
Proposigao 1.5.3. O espago K({y,4;) nio € complementado em L({y,0,).
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Demonstragio: Vamos supor por absurdo que K({3,(;) seja complementado em
L(£y,45). Ou seja, existe uma projegao P : L(£2,£2) — K({2,{3). Vamos mostrar que com
tal hiptese podemos exibir uma projegéo @ em £y, com Im@) = co, chegando assim num

absurdo pelo teorema 1.1.32.

Segue da proposigio 1.5.1, que existe um subespago fechado M de K (£2,¢;) isométrico
a co. Seja @ : ¢g — M tal isometria dada por ¢(a) = T(a) para cada a = (a;)i € co, com
T(a) : £y — {3 dado por T'(a)(z) = (a;z;); para cada z = (z;); € {s.

Podemos estender ¢ para ¢ : Lo, — L(£2,£2) a aplicagdo linear continua dada por
@(a)(z) = T(a)(z) = (aiz;)i para cada a = (a;); € Lo € cada & = (z;); € £z. Como vimos

na proposi¢io 1.1.30, ¢ é uma isometria de £, sobre um subespago N de L(£2,£5).

Agora, como £, é separavel, segue da proposigdo 1.4.13 que K (43, {y) é separavel. Entao
pelo teorema 1.1.31, M é complementado em K ({5, £2). Logo, obtemos uma projecao linear
continua R : K(£3,43) — M.

Assim definimos Q : £, — ¢o como o operador linear continuo dado por @ = plo
Ro P o . Afirmamos que Q é sobrejetor e Q* = Q. De fato, para cada a € ¢, existe
T € M tal que (¢™1)(T) = a. Usando que R é uma projegéo de K({3,£z) sobre M, segue
que R(T) = T e como P também é uma projegdo de L({3,{;) sobre K (£3,¢,), segue que
P(T) = T. Agora ¢(a) = p(a) = T. Assim Q(a) = (¢~ o RoPog)(a) = ploRoP(T) =
¢ (T) = a.

Vamos agora provar que Q? = Q. Para cada a € s, temos que (¢~ oRoPop)(a) € co,
logo @y (R(P(#(a)))) = 90 9~ o Ro P(3(a)) = RP(#(a).

Usando que R(P(¢(a))) € M C K(£s,4;), segue que P(R(P(¢(a)))) = R(P(4(a))).
Assim QX(a) = (g~ 0 Ro Pogop™ o RoPog)a) = (v (RR(P(3() =
("' (R(P(¢(a))))) = Q(a), concluindo assim que @ é uma proje¢io de £ sobre co,

um absurdo. [ |
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Capitulo 2

Uma caracterizacao de operadores

compactos atraves de /4

O objetivo desse capitulo é apresentar algumas caracterizagoes dos espagos de Banach
F para os quais todos os operadores compactos T': E — F de um espago de Banach F

em F' admitam uma particular representacdo em séries.

Os resultados que apresentamos foram estudados no texto cientifico de Randtke [21].
Entre eles o teorema 2.10 prova que, a menos de isomorfismo, ¢; é o tnico espago de
Banach E tal que todo operador linear compacto T' : F' — E tem uma representacao
da forma Tz = 3 gn(2)un, para cada ¢ € F', com F um espago de Banach, (u,), base
normalizada de E e Y g, uma série w* incondicionalmente convergente no dual topolégico

F'de F.

Convém ressaltar que alguns dos resultados apresentados no trabalho de Randtke [21]
sdo conseqiiéncias da teoria de Grothendieck para produtos tensoriais (ver Grothendieck [11]).
No entanto, as demonstracdes apresentadas em [21] sdo muito mais simples e independem

da teoria de produtos tensoriais.

Comecamos apresentando dois resultados de Randtke [20] que utilizaremos na
demonstracao da proposicao 2.4. Em [20] estes resultados sdo enunciados para espagos
normados mas, de acordo com o contexto desta dissertagao, os enunciamos para espagos
de Banach.

Neste capitulo, a menos de mengao explicita do contrdrio, denotaremos por (en), a
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base candnica de ;.

Teorema 2.1. Sejam E e F espagos de Banach, e T € L(E, F). Se T ¢ compacto entdo
existe uma seqiéncia (z,), C E' tal que || ., || =0 e || T(z) || < sup, | z.(z) | para todo
z€E.

Demonstragao: Se T' é compacto, entdo pelo teorema de Schauder (teorema 1.4.9),
T : F' — FE' também é compacto. Entio m € compacto em E’, logo pelo
teorema 1.1.33, existe uma seqiiéncia (z},), C E' tal que lim, || 2, ||= 0 e T*(Bg/) C
co((27)n)-

Assim, se T*(y') € T*(Br), existe (wpm)m € co((2))n) tal que wy, — T*(y"). Agora,
dado € > 0, existe ng € IV tal que || T*(v) W)l < e+ || wn |I-

[
Como Wnoy = Ei:l A'U-’no i 1’ com ZZ 1 wno i = le /\wno Z 07 segue que

1
T W) < e wne ll = € + ) Aupy 2l

t=1

Conseqlientemente, para cada z € F,

| (T (y"))(= |<6+sz\wno., |<6+Z/\w,,o.Iw'(w)l<6+supln()|

i=1

Logo, [ (T"(y')(2) | < € + sup; | zi(2) |.
Entdo para cada z € E, temos que || T(z) || = sup{y'(T(z)) : ¥ € Br} =
sup{(T*(y"))(z) : ¥ € Br} < sup, | z,(z) | + e Como a desigualdade vale para
todo € > 0, segue o resultado. |

Lema 2.2. Sejam F um espago de Banach ¢ T : ¢ — F wm operador linear. Se T ¢
compacto, entao eziste uma seqiéncia A = (\,), em co tal que, para cada p = (p,)n em
Co,

I T lI< sup{] A [* | an 13-

Demonstragao: Se 7 é compacto, entdo pelo teorema 2.1 existe uma sequéncia

(27)a € ¢; tal que || 27, [|= 0 e || T'(p) ||< sup, | 27,() | para todo p = (4n)n € co.

Para concluir a demonstragéo do lema, vamos definir operadores auxiliares da seguinte

maneira: considere os operadores lineares
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co —+ S(co) £
&= (@m)m = (| 2 | Zm)m = (270 (2))m-

Afirmamos que S e Ro S sdo continuos. De fato,

1S@) I =1 (1@ | @m)m | = sup ||z | | 2m | < € sup |z | = C || 2]
I B 2 [ 2m)m) =11 (27 (2))m |I= sup | @7 (2) [ < sup || zm [zl < Cllell.
Assim || R((| @ | @m)m) || = | (z7(@)m | T RN (Il @5 || Zm)m) || Chamando
| M P = | R || || @l |, temos que An — 0 e sup,, | 1, (z) | < || B || supp || 5 || | 2m |=

SWp | Am |* | @m |-
Conseqiientemente, || T'(1) || < sup,, | Am |* | pim |, para todo p = (ka)n € co. [ |

Proposicio 2.3. Sejam E um espago de Banach e T : co — E um operador linear. SeT €

compacto, entdo existem uma seqiéncia X = (An)n €m co € uma série incondicionalmente

convergente S yn em E, tais que, para cada p = (pin)n €m co, Tl = 3 AnfinYn.

Demonstragio: Se T : co — E é compacto, entdo pelo lema 2.2, existe uma seqiéncia

A = (An)n em ¢ tal que para cada p = (tn)n €em co
| Tpll < S‘iP{I An 2] i |} (2.1)

Se A, = 0 para todo n € IN, entdo o resultado é imediato; caso contrario, efetuando
convenientes trocas de posi¢io na seqiiéncia, podemos assumir que A, # 0 para naturais

convenientes.

Para cada n, seja yn = T[(An) 'en], com (e,)n base candnica de co. Vamos mostrar
que a série 3 y, é incondicionalmente convergente. Para cada { = (€n)n # 0 em £y, como

)\ € ¢, dado € > 0, existe ng tal que sup{| Ax | : k > no} < €/ || € |loo-

Assim, de 2.1, temos que

I3 € Il = 1 LY &) el I < supfl de PLE 11 A 1715k 2 mo} =

k=ng k=no
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Uma caracterizagdo de operadores compactos através de ¢,

= sup{| e[| & |: k > n0} <[ € [loo sup{| M |: b > o} < e

Segue que a série Y £,y, é Cauchy somdvel em E e portanto, pelas proposicdes 1.3.2

e 1.3.5, temos que a série )y, ¢ incondicionalmente convergente em E.
Vamos agora mostrar que para cada u = (i, ), em co, Ty = > AnkinYn.

Como para cada p = (i£n)n em co, existe ny € IV tal que D ksng | tn |< €/ || T || temos

que
no no
[T = > Mpmegn | =1 T = 3 M T[(M) ] || =
k=1 k=1
=1 Tu = > Tluer) | = 1T meed | I T > mer||< e
k=1 k>ng k>ng
Segue que Ty =3 A\ ptnYn. |

No que segue vamos apresentar alguns resultados cujas demonstragdes encontram-se
em [21]. A préxima proposigdo mostra que se 7' é um operador linear de um espaco de
Banach E em {;, entédo T é compacto se, e somente se, 7' tem uma particular representacao

em séries.

Proposigao 2.4. Sejam E um espago de Banach e T : E — {; um operador linear. Entdo
sao equivalentes:

(1) T € compacto.

(2) Ezistem uma seqiéncia X = (M), em co e uma série incondicionalmente

convergente . g, em E' tais que para cada z em E

Tz = Z’\” () en,

com (€,)n € a base canénica de ¢;.
(3) Eristem uma seqiéncia A = (X\,)n, em co € uma série w* incondicionalmente

convergente ) g, em E' tais que para cada z em E

IT2 <Y 1Al [ ga(2) |
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Demonstracgio: (1) implica (2). Se T é compacto, entdo pelo teorema de Schauder

(teorema 1.4.9), T™ : £, — E' também é compacto.

Consideremos C : co — lo a inclusdo natural, que a cada p € ¢ associa C(p) = C
dada por C,(\) = A(u) para cada X € ;.

2]

Entdo a aplicagio T* o C' : ¢g — E' é compacta e pela proposigao 2.3 existem uma
seqiiéncia A = ()\,), em co e uma série incondicionalmente convergente > gn em E' tal

que para cada g = (Un)n €m co

( o C M) Z AnlnGn-

A aplicacio T*oC estd bem definida pois a série ) | g, é incondicionalmente convergente
em E'. Agora para cada = em E e para cada g = (i), e€m co, observando-se que

C(es) = pn para cada n € IN, temos que

(T* o CY)(@) = Y Attngn(@) = Cu(D_ Angn(@)en) = (D Anga(®)en)(h)-

Por outro lado,

((T* o C)(W))(=) = (T"(Cw))(2) = Cu(Te) = (Tz) (k).

Logo,para cada = em E e para cada pi = (fin)n €m co:
(Tz)(p Z Angn(z)en)(1).

E assim, como as fun¢des coincidem em todos os pontos do dominio, segue que:

Te= Z Angn(z)e

(2) implica (3). Por (2), existe uma seqiéncia A = (M), em c¢o e uma série

incondicionalmente convergente > g, em E’ tal que para cada z em E
Te = Angn(T)en, (2.2)

com (e,) a base canénica de {;. Agora, pela proposicao 1.3.8, temos que > gn € W

incondicionalmente convergente em E’, e de 2.2 temos que,

[Tz <> 1Al | ga@) |
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(3) implica (1). Para cada z em E definamos as seguintes funcdes de £ em IR*:

=5 @) |

.
= | ()

Como } g, é w* incondicionalmente convergente, p est4 bem definida. Primeiro vamos
mostrar que existe um M > 0 tal que p(z) < M || = || para todo =z € E. Para cada k,
px € soma finita de fungdes continuas, logo p é continua. Assim para cada k e para cada
r € IR*, o conjunto {z € E : py(x) < r} é imagem inversa de um conjunto fechado de

IR*, e logo é um conjunto fechado de E.

Agora para cada r € R*,

{ze E:p(z) <r} =02 {z € E:pi(z) <r}.

Logo para cada r € IR, {z € E : p(z) < r} é interseccio de conjuntos fechados, e

logo um conjunto fechado.

Assim a imagem inversa de p de qualquer subconjunto fechado de IR* é um subconjunto

fechado de E, portanto, p é continuo.
Logo, existe v > 0 tal que || z ||[< v = p(z) < 1.

Dado € > 0 e 2 qualquer em F, entdo

[ II—’YHII ” “lI<

|2 || +e
Yz
(2 ) <1
T+
Observando-se que para cada a € IK, p(az) =| o | p(z) temos que

Pl =Ly
[+~ Nz +e

(z) < 1.

1Observamos que p é uma seminorma.
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Assim, p(z) < Myﬁ Fazendo-se ¢ — 0, temos que p(z) < lLf%ll Agora tomando-se
M = }7, temos que p(z) < M || z ||.

Vamos agora mostrar que T’ é compacto utilizando o teorema 1.4.11. Por hipdtese,

1Tz < Y 1Al ga(@) IS A oo Y Tgn(@) | ST A oo p(z) <M Al Ml ] -

Logo T é continuo.

Como (M\)n € co, dado € > 0 existe ng € IN tal que para n > no, temos que
sup{| A |: k> no} < €/M. Seja N = kerg, N --- N kergn,. Para todo z € N temos que:

| T(z) || < Z | X || ge(2) | <

k>no
<sup{| M |-k > no} p(z) < sup{| A |1k 2no} Mz || < €lz].

Assim || T|n|| € €. Como dim(E/N) < no, segue do teorema 1.4.11 que T € compacto.
|

Como conseqiiéncia da proposigao 2.4 temos os seguinte coroldrio.

Coroldrio 2.5. Sejam E um espago de Banach ¢ T : E — { wm operador linear
compacto. Entdo existe uma série w* incondicionalmente convergente ) h, em E' tal

que para cada z em B
Ts= Z hn(z)en

com (€,)n € a base candnica de £;.

Demonstragio: Pela proposicio 2.4, (1) = (2), existem A = (Au)n € co € ) 0n
incondicionalmente convergente em E’ tal que Tz = Y, Angn(z)en, para cada z € E, com

(€n)n base canonica de /.

Tomemos h, = Mn.g. para cada n € IN. Entdo pela proposigao 1.3.5 > ha
é incondicionalmente convergente e logo pela proposi¢do 1.3.8, w* incondicionalmente

convergente em E’. E temos que Tz = ) hn(z)e,, para cada z € E. |

Observagio 2.6. Considere (p,)n @ seqiéncia de funcionais lineares continuos definida

no exemplo 1.8.7. A série 3. p, € entdo w* incondicionalmente convergente em lo, =
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(41)'. Como o operador identidade Id : £, — £y tem uma representacio da forma Idz =
> pPn(2)en, com (en)n base candnica de {1, e sabemos que Id : ¢; — £y ndo € compacto,
podemos ver que a condi¢do do coroldrio 2.5 ndo caracteriza operadores lineares compactos

em €1.

Se observamos a demonstragéo de (3) implica (1) da proposi¢do acima, notamos que
se T' satisfaz a condi¢éo (3), a demonstragao é a mesma se colocamos o contradominio de

T qualquer espaco de Banach F'. Assim temos o seguinte corolario:

Corolério 2.7. Sejam E e F espagos de Banach e T : E — F um operador linear. Se
ezistem uma seqiéncia A = (\,), em co e uma série w* incondicionalmente convergente

> g em E' tais que para cada z em E

IT2 <D 1A | gal2) |,

entdo T' € compacto.

A classe de operadores que satisfazem a hipétese do Coroldrio 2.7 formam um ideal de

operadores, como mostra a seguinte proposicio. Denotaremos esta classe por I(E, F).

Proposicao 2.8. Sejam E, F e G espacos de Banach, R : E — F,§:FE < Fe
T : F — G operadores lineares. Se R ¢ S € I(E, F), entdo R+ S € I(E, F). Além disso,
se S € I(E,F) ouT € L(F,G), entdo To S € I(E,G).

Demonstragao: Sejam Re S € I(E,F); A= (\)n e B = (Ba)n € co; dogned h,

séries w™ incondicionalmente convergentes em E’ tais que:
| Rz ||< Z | An || 9u(2) | para cada x em E e
| Sz ||I< Z | Bu| | hn(z) | para cada z em E.
Seja v = (1a)n a seguinte seqiiéncia:

Ant1 se n é impar,
Tn = 2

Bz senépar.
Seja a série Y f, com:

f = gnpr sen é impar,
=
hz  sen é par.
2
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Entdo v € co, Y. fn é w* incondicionalmente convergente em E’ e para cada z € E:

I (R+S)(=) | < Il Bz || + || Szl <

<Y 1Al ga@) [+ 1 Bal L ha(@) [ = D 17 Il fal2) |-

Assim, R+ S € I(E, F).

Agora se S € I(E,F), existem A = (MAn)n € co € Y gn série w* incondicionalmente

convergentes em £’ tal que:

| Sz ||< Z | An || gn(z) | para cada x em E.

Entio T oS : E — G é continuo e para cada z em E

HToS)@) I <ITHNSzI<ITI D 1Ml lga(@) 1= D NNT I Anllon() |-

Como (|| T || An)n € co, segue que T o S € I(E,G).

Se T € I(F,Q), existem B = (Bu)n € co € ) hn série w* incondicionalmente

convergentes em F’ tal que:

I Ty 1< > | B |l ha(y) | para cada y em F.

Entdo T 0 S : E — G é continuo e para cada z em E
1(T 0 8)(@) =l T(S@)) 1< D 1 Ba 1 BalS(@) = Y | Ba Il (5™ 0 ha)(2) |-

Como 3 | (S* o hy)(2) |= 3 | ha(S(2)) |< oo para cada z em E, segue que ) S*oh,

é w* incondicionalmente convergente em F’e portanto T'o S € I(E,G). [ |

E fcil ver que I (E,F) é um espago vetorial. Vamos agora definir uma norma em

I(E,F).
Proposicao 2.9. Considere em I(E, F) a seguinte fun¢io o : I(E,F) — IR, dada por
o(T) = inf [sup{ Y | An | | ga(a) il 2 [[S 1} ]
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para cada T € I(E, F'), com o infimo tomado sobre I' = {\ = (A\y)n € co € 3. gn séries

w* incondicionalmente convergentes em E' tais que || Tz ||[< Y | An || ga(z) | }.

A fungdo of.) € uma norma em I(E,F) e | T || < «(T) para todo operador T em
I(E,F).

Demonstragao: Vamos primeiro mostrar que || T' || < o(T) para todo operador
T em I(E,F). Seja T € I(E,F) qualquer. Sejam (A\,), € ¢y € 5. ¢, uma série w*

incondicionalmente convergente em E' tais que || Tz || < 33| An| | ga(2) |. Como

IT| = sup [Tz || < sup ) | An]ga(2)],
llzl|<1 ll=ll<1
segue que

171 < igflaup (3 10| an(o) I}
Portanto, || T || < o(T).

Vamos agora mostrar que &(7") é uma norma. Como || 7' || < «(T), temos que
a(.)>0,equea(T)=0=T=0. Se T =0, basta tomarmos A\, = 0 e g, = 0 para todo

n € IN que teremos

sup > | Aa|lga|= 0

ll=l<1

e conseqlientemente a(T') = 0.

Seja v € IK qualquer. Se v = 0 entédo é ébvio que a(7T) = ya(T). Se v # 0 entéo

para cada A = (M), € ¢ e para cada série w* incondicionalmente convergente g, €E

tais que
I T2 1< [ An Il gn(2) |, (2.3)
segue
T | <[] D 1A llga(@) 1= D 1792 | gal2) | -
Logo
“2}'151{2 | Yl ga(2) [} = sup {[7] D 1Al gal2) [}

inf [ sup {3 [ v [l gn(2) [}] = inf [ sup {1712 1w llgn(@) 1] =17 a(T)

T el
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Portanto a(yT') <| v | a(T'). Agora

ol < Lo
o(T) = (7T) < ] (vT).

Logo
|71 (T) < a(yT).
Portanto a(yT) = | v | o(T).

Sejam T' e S € I(E, F). Vamos agora mostrar que a(T + S) < o(T) + «(S). Dado
€ > 0, segue da definigio de a(-) que existem A = (An)n € 8= (Ba)n € Co,€ D gn € ) hn

séries w* incondicionalmente convergentes em E' tais que:

1T 1< D 1 An 1l gnl2) |,

| Sz ||< Z | Ba | | hn(z) | para cada z em E, e

sup {) | An || ga(@) [} < oAT) +¢/2

ll=lI<1

sup {D | Bn || hn() [} < o(S) +¢/2.

ll=ll<1

Consideremos 7y = (yn)s dada por:

Any1  se n éimpar,
Tn = 2

Pz se n € par,

e Y fn dada por:
fo = { gny1 se M é impar,

hz  sen é par.

Entdo v € ¢, Y, fn é w* incondicionalmente convergente em E’ e para cada ¢ € E,

temos que
T+ 1< Y [l fal@) = Do 1Al gn(@) 14D 1Bal [ hal2) |-

Assim

sup {) | Il ful2) I} < ||i1ﬁ£1{z | An I gn(z) [} + ”S;HEI{Z | Bn | | hn() [} <

ll=ll<1
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< ofT)+ a(S) + e

Agora 7 € ¢o, ) fn é w” incondicionalmente convergente em E’ e para cada z € E,
temos que || (T'+ 5)(z) | < X, [ [l fa(2) | e
a(T +8) = inf [ sup{ 3 | pn | | ka(2) ||| = ||€ 1} ], com o infimo tomado sobre
I'={pu = (un)n € co € )k, séries w* incondicionalmente convergentes em E' tais que
(T +5)(@) IS X2 | pn | | Bn(2) | }, entdo T +S) < o(T) + a(S) + . Como a
desigiialdade vale para todo € > 0; segue que (T + S) < o(T) + a(S). |

O teorema 2.10 seguinte mostra que ¢; é o tdnico espaco de Banach E com base
normalizada (u,). tal que todo operador linear compacto 7' : F — E de um espago
de Banach F' em E tem uma representacio da forma T'z = Y ga(z)u, com Y g, uma
série w* incondicionalmente convergente no dual topolégico F’ de F. O teorema 2.10 é

entao usado para dar uma outra caracterizagdo de operadores compactos através de ¢;

(corolério 2.11).

Teorema 2.10. Para um espago de Banach E com base normalizada (Un)n, sdo
equivalentes:

(1) (un)n € equivalente a base candnica de ¢y .

(2) Para cada operador linear compacto T : F — E, F um espaco de Banach, existem
uma sequéncia A = (X\,), em co e uma série incondicionalmente convergente Y g, em F'

tais que para cada y em F
Ty = Z/\n 9n(Y) Un.

(3) Para cada operador linear compacto T : F — E, F wm espago de Banach, eziste

uma série w* incondicionalmente convergente ) h, em F' tal que para cada y em F

Ty = Z ha(y) un.

(4) Para cada operador linear compacto T : E — E, eziste uma série w*

incondicionalmente convergente »  h, em E' tal que para cada z em E

Tz = Z ha(2) u,.
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Demonstracgio: (1) = (2) Seja (en)n a base candnica de [;. Como por hipétese (en),
e (un)n sdo equivalentes, pela proposigdo 1.3.25 existe um isomorfismo S : E — [; com

S(un) = e, para cada n.

Entdo So T : F — [, é um operador compacto e pela proposi¢do 2.4, existem A =

(An)n € co € Y, gn incondicionalmente convergente em F' tais que para cada y € F,
(SoT)(y) = 22 Angn(¥)en

Logo,

T(y) =57 Mga(¥)en) = D Angn(¥)S™(en) = D Anga(y)un.

(2) = (3) Por hipdtese, para cada operador linear compacto 7' : F' — E, existem uma
seqiiéncia A = (A,)n em ¢o € uma série incondicionalmente convergente > gn em F’ tais

que para cada y em F'

Ty=> An ga(y) tn.

Para cada n € IN, seja h, = Mgn. Para caday € F, Ty = > ha(y)u, e das
proposicdes 1.3.5 e 1.3.8, temos que Y h, é w* incondicionalmente convergente.
(3) = (4) é imediato.
(4) = (1) Vamos mostrar que (en), € (Un)n sdo equivalentes. Seja (f). a seqiiéncia
de coeficientes funcionais associada & (us)n. Como (u,), é uma base normalizada, dado

a =) ape, em {1, temos que

Yollanunll= > lealllunll= ) lon|< oo

entdo > a,u, é absolutamente convergente em E e segue da proposicao 1.3.4 que a série

é convergente em F.

Considere z = Y B,u, em E, como (u,), é base de Schauder para F, pela unicidade

da representagéo, = Y fu(z)u,. Como || e, ||=1, temos que

Yol fal@eall = D1 fal@) |-

Como /¢, é Banach, pela proposicio 1.3.4, para mostrar a implicagdo (1), é suficiente
mostrar que Y, | fa(z) | converge. Para tal, vamos definir um operador linear compacto
T : E — FE e utilizar as hipdteses de (4).
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Pelo teorema 1.3.15, para cada z = ) ., fi(z)uy em E,

n
12 ll@n) = sup | Y fu(a)us |
n k=1
define uma norma em E equivalente & norma original.
Fixados n < m, para cada z = ) ;7 fi(z)ur em E, temos que

> fi(@)w = Z T)urp — ka (2)ur,

k=n =1

logo

m

Y oy | < 1S Feleur |+ 113 fule)ue |l
k=1 k=1

k=n

Assim

sup{l| ) fu(@)ur [l:n < m < 00} < sup{|| D fula)ur || + | Y. fle)us :n < m < 00} <
k=n k=1 k=1

m m—1
< sup | ) ful@)ur ||+ sup | Y ful@)u | € 2| @ [|(en) -
™o k=1 ™ k=1

Seja A; > Ay > --- uma seqiiéncia nao-crescente de nimeros positivos convergindo

para zero. De

m m—1 k m
Yo Mfr@we = D [k = k) Y Fil@)wi] + A Y fil)ug,
k=n k=n j=n k=n

segue que,

IIZ/\AfL T )uy ||<IIZ (Ak = Ae1) Zf; )] | + 1 Am ka o)ug || <

k=n

E
L

< (/\L = Ak1) || Zf:("? ui ||+ Am |l ka Tup || <

n

,r
Il

< (Y= Mett) + And sup{l S fel@)ue [l n < m < 00} <
k=n k=n
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< A2 |l 2l -

Logo, temos que

1D Mfe@ur | < An 2 2 llen) (2.4)
k=n

para cada ¢ = ) oo, fe(z)ur em E.

Como a seqiiéncia (\,), converge a zero, segue que a série » A, fn(z)un € Cauchy
somavel e logo, pela proposi¢do 1.3.2, incondicionalmente convergente e portanto

convergente.

Assim podemos definir o operador linear 7' : E — E dado por

Tz = Z)\nfn(:c)un
com || T(z) ]| £ M2 || 2|z -

Vamos mostrar que T' é compacto. Como (A,), converge a zero, dado € > 0, existe
no € IN tal que para n > ng, temos que | A, | < €/2. Seja N = kerfiN---Nkerfn,.

Para todo z € N, temos que

[Tzl < Anotr 2 @ ll@n) < € [l 2 llom) -

Como dim(E/N) = no segue do teorema 1.4.11 que T é compacto. Portanto, pela
hipétese, existe uma série w* incondicionalmente convergente ) h, em E' tal que para

cada z em F

Tz = E:hn(a:)u,1

Mas entdo, como (u,), é base de Schauder para E, pela unicidade da representagao,
segue que

Anfo(z) = hn(x)

para cada z em F e

Yol fa(@) [ < D 1 hala) | < o0

para cada = em E. Pelo lema 1.3.9, segue que ) | fa(z) | < oo para cada z em E e
segue (1). |
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Uma caracterizacdo de operadores compactos através de ¢;

Parte da demonstragdo da implicagdo (4) = (1) do teorema 2.10 estd baseada
em uma modificagio da demonstracio de um resultado apresentado em (15], (ver
proposigao 1.3.10). Utilizaremos também este resultado na demonstracio do proximo

corolario.

Se a base ¢ incondicional temos a seguinte versao para o teorema 2.10.
Corolario 2.11. Para um espago de Banach E com base incondicional normalizada (un)n
sao equivalentes:

(1) (un)n € equivalente a base canénica de {;.

(2) Todo operador linear compacto T : co — E tem uma representacio da forma
TA= Z 9n(A) Un, para cada X € ¢

com ) g, uma série w* incondicionalmente convergente em {y = (co)'.

Demonstragao: (1) = (2) segue do teorema 2.10 considerando F' = cg.

(2) = (1) Vamos mostrar que (en)n € (us)n S30 equivalentes. Seja (f,)n a seqiiéncia de
coeficientes funcionais associada a (u,),. Como (ur)n é normalizada, dado o = > anen

em /1, temos que

dDollewunll= > Jenllunll= > | an|< oo

entdo ) a,u, é absolutamente convergente em E, segue da proposicao 1.3.4 que a série

converge em E.

Dado z = ) B,un em E, como (u,), é base de Schauder para E, pela unicidade da

representacao, £ = ) fu(z)un. E como || e, ||= 1, temos que

Dol fa@enll = D" | fulz) |-

Como ¢, é Banach, pela proposigio 1.3.4, para mostrar a implicagao (1), é suficiente
mostrar que ) | fu(z) | converge. Para tal, vamos definir um operador linear compacto

T :co — E e utilizar as hipéteses de (2).

Como (un), € uma base incondicional, pelo teorema 1.3.23 podemos assumir que para
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Uma caracterizacao de operadores compactos através de £,

cada z =Y 1o, fr(z)uk em E

|z |l = sup{ll Z | fr(z)ux ||: A é um subconjunto finito de IN}
keA

define uma norma equivalente a norma original de E.

Portanto, pela proposicao 1.3.10 segue que para cada A = (An), em co e para cada

z =Y fa(z)un em E, fixados n < m € IN, temos que

IS Nefu(@)us | < dsup{| Ae|:n <k <m} [l @l - (2.5)

k=n

Como (An)n € co, dado € > 0, existe no € IN tal que para n > ng temos que
sup{| Mk |: & > no} < €/4 ||  ||(w)-

Assim, de 2.5, temos que a série Y, A, fu(z)u, é Cauchy somavel e logo, pela

proposicdo 1.3.2, incondicionalmente convergente, para cada A = (A,), em cp e cada
=) poy fe(z)ur em E.

Fixe z em F e seja pu; > pg > - -+ uma seqiiéncia nao-crescente de nimeros positivos

convergindo para zero. Seja T : ¢g — E o operador linear dado por

TA = > Anptnfn(2)tn

para cada A = (\,;), em co.

Novamente utilizando a proposicao 1.3.10, temos que:

1> At fa(@)n | < dsup{] Anpn [:1 < <m} [ 2 | -

n=1

Logo, para cada A = (An)n € o
I TAI=1Y S Anpin fr(@)in 1= Jim > Anbtnfa(@tn 1< 412 oo 1 [l 2 Nl -
n=1 n=1

Assim, temos que 7' é continuo. Vamos mostrar que 7' é compacto utilizando o

teorema 1.4.11.

Como [y, . .., ln, ... € uma seqliéncia que converge a zero, dado €' > 0, existe ny € IV

tal que para n > n;, temos que p, < €/4 || z ||()-
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Uma caracterizacao de operadores compactos através de ¢,

Seja N = {A = (Au)n € co: A\x = 0 para k < n;}. Para todo A € N, pela proposicio
1.3.10, temos que:

ETX =00 ) M fi(@ur 1< 4| X lleo s 12 < € 1l 2 Iy -

k>n,

Denotando-se por (e,), a base canénica de ¢y, N = [€n1+1, €ny42,---]-  Logo,

dim(E/N) = n; < oo. Portanto, pelo teorema 1.4.11, T é compacto.

Assim, pela hipétese existe uma série w* incondicionalmente convergente > g, em £,
tal que TA' = 7 ga(Mun para cada A = (A,), em c;. Mas como (u,), é base de
Schauder de E, segue que

)‘n/‘nfn(m) = gn(’\)

para cada A = (A,), em ¢y e para cada n € IN. Como > gn é w* incondicionalmente

convergente
Dol lba 1 fa(@) [ < Y7 1 gn(A) I< 00

para cada A em cp, entdo pelo lema 1.3.9,

Dol fa@) <00 e Y | fale) |< co.

Terminamos este capitulo apresentando a seguinte proposicao.

Proposicao 2.12. Sejam E ¢ F espagos de Banach, ¢ T : E — F um operador linear

continuo. Entdo sdo equivalentes:
(1) Ezistem uma seqiéncia X = (\,), em co, uma série incondicionalmente convergente

2. 9. em E' e uma seqiéncia limitada (y,), em F tais que, para cada = em E,

Te =) Aga(z)yn.

(2) Ezistem wma seqiéncia A = (M\,). em ¢y, uma série w* incondicionalmente
convergente ) g, em E' e uma seqiéncia limitada (y,), em F tais que, para cada x

em F,
Tr = Z)\ngn(a:)yn.
(3) Ezistem operadores lineares compactos P : E — {1 ¢ Q : €, — F tais que T = QoP.
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Uma caracterizacao de operadores compactos através de £,

Demonstragao: (1) = (2) segue da proposicao 1.3.8.

(2) = (3). Pela hipétese, T' tem uma representacdo da forma

Tz = Z A Gn(T)Yn

com A = (A,), seqiiéncia em cg . série w* incondicionalmente convergente em E' e
b

(Yn)n seqiéncia limitada em F'.

Para cada n € IN, se A\, € @, sejam 7, tal que y2 = A, e hp, = gn; se An € R, sejam

L se A, >0,
7n=V|A‘n|eh'n:{ g > B

—gn se A, <0.
Entdo (Yn)n € o, Y. hn é uma série w* incondicionalmente convergente em E’ e Tz =

Z'Yn")'nhn(m)yn, para cada z e E.

Seja P : E — £; um operador linear definido por Pz = Y- Ynhn(z)en para cada z em

E, com (e,), base candnica de l;. De

Sl mba@en | = D 19 [T An@) [ < v lleo D [ hal2) |

para cada z € E, temos que o operador P estd bem definido, pois a série 3 Ynhn()en

converge absolutamente em /;, e é continuo.
Segue da proposicdo 2.4 que P é compacto.

Seja @ : £, — F um operador linear definido por Qu = > YnlinYn para cada g = (fn)n
em {;. Como (yn)n é limitada, existe M € IR tal que || y, ||< M para todo n € IN. Para
cada p = (ln)n € £1, temos que

>l abtnn || <

<MY 19l = Ml vlloo D Tl = MU lloll 2l

e assim a série Y YninYn converge, isto significa que @) estd bem definido e é continuo.
Vamos agora usar o teorema 1.4.11 para mostrar que () € compacto.
Como v € co, dado € > 0, existe ng € IV tal que para n > ngo temos que | v, < €/M.

Seja N = {(ftn)n € & : n = 0 para n < no}. Para todo p = (pn)n € N, temos que

1Qu =D Ty |l lll w1

k>ng
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Uma caracterizagdo de operadores compactos através de ¢,

<MZ|%|IMI<MsupI'anm<M e lli=ellplls -

k>ng k>no k>ng

Temos que N = [engt1,€ngt25---], ((€n)n base canénica de £;). Logo dim({,/N) =

no < oo. Portanto segue do teorema 1.4.11 que @ também é compacto.

Agora para cada ¢ € E, temos que (Q o P)(z) = 3. A\ngn(z)yn, isto é, Qo P = T
(3) = (1). Suponha que existam P : E — £; e Q : £; — F operadores compactos tais que
QoP=T.

Pela proposigao 2.4, existem uma seqiiéncia A = (),) em ¢y € uma série incondicionalmente

convergente ) g, em E’ tal que para cada z em E

Pz = Z Angn(z)en,

com (e, ), base unitria canodnica de /.
Tome y, = Q(en) para cada n € IN. Como @ é compacto, (Yn)n € limitada em F.

Por hipdtese, T' = @ o P, entéo, para cada z € E,
T(2) = (@ © P)(2) = Q3 Angal2)en) =
= Z )\ngn(l')Q(en) = Z )‘ngn('v)yn
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Capitulo 3

Espacos de Banach F' para os quais

L(C(Q),F) = K(C(Q), F)

O objetivo deste capitulo é estudar algumas caracterizacbes dos espagos de Banach F
para os quais todos os operadores continuos de C(§2) em F sdo compactos, com 0 um

espaco de Hausdorff compacto.

Os resultados que apresentamos neste capitulo foram estudados no texto cientifico de
Ansari [2].

3.1 Caracterizagoes para Espagos Compactos Dispersos

Nesta secio,  denotard um espago de Hausdorff compacto disperso (ver definigdo 1.1.20).
Neste caso mostramos que todos os operadores continuos de C({2) em F' sdo compactos
se, e somente se, todos os operadores de um subespago fechado de co em F' sao compactos

se, e somente se, F' nao contém cépia de co.

Comegamos a se¢io mostrando que se E é um subespago fechado de co, de dimensao
infinita, e F' é um espago de Banach, entdo todos os operadores continuos de £ em F sdo

compactos se, e somente se, F' ndo contém cépia de co.
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Caracterizag6es para Espacos Compactos Dispersos

Proposigao 3.1.1. Sejam E um subespago fechado de co, de dimensio infinita, e F' um
espago de Banach. Entdo as sequintes afirmagées sdo equivalentes:

(1) L(E,F)= K(E,F).

(2) F ndo contém cdpia de cy.

Demonstracao: (1) implica (2) Suponhamos por contradi¢io que ¢y — F. Ento

existem um subespaco Z, Z C F e T : ¢¢ — Z um isomorfismo.

Consideremos T'|g: E — Z. Assim, T|g € L(E,F) = K(E, F) e conseqiientemente

T|g (Bg) é um subconjunto compacto de F.

Agora, como T'|g é um isomorfismo de E sobre T'(E), segue que (T|g)~! é continuo e

T|g (Bg) = T|p (Bg). Assim, (T|g)™"(T|g (Bg)) = Bg é um subconjunto compacto de

E, absurdo uma vez que a dimensado de F ¢é infinita.

(2) implica (1) Suponhamos que co ¥+ F. Sejam T € L(E, F) e (z,), uma seqiiéncia
limitada em E. Vamos mostrar que (T'z,), admite uma subseqiiéncia convergente em F'

e conseqientemente 7' € K(E, F).

Como E é um subespago de ¢g e {1+ co, temos que £;<% E. Logo, pelo teorema 1.2.14,
(%1)n admite uma subseqiiéncia fracamente de Cauchy. Podemos assumir, sem perda de

generalidade que (z,), é fracamente de Cauchy.

Seja Ymun = Tp — T, Entéo, (Ymyn)mn € uma rede que converge fracamente a zero.

Como T é continuo, pelo teorema 1.2.10, (TYm n)m,» também converge fracamente a zero.
Afirmamos que || Tyy,n ||+ 0. Vamos supor por absurdo que || Tymn || + 0

Entédo existem ¢ > 0 e seqliéncias (my) e (ny)r de nimeros naturais tais que my >
meg1 2 k=1, ng>ngg 2k —1e| TYmen, ||> ¢, Vk. Entio, pelo teorema 1.3.26,
(TYmy,ni )k admite uma subseqiiéncia que é uma seqiiéncia basica em F. Podemos assumir,

sem perda de generalidade que T'(Ym, », )x é uma seqiiéncia basica em F

Como (Ym,,ny )x converge fracamente a zero, inf || Ymyny [|> € > 0 € (Ymyn )k € E C
co, pelo Principio de Selegao de Bessaga-Pelczynski (teorema 1.3.29), (Ymy,n,)x admite
uma subseqiiéncia que é uma seqiiéncia bdsica equivalente a uma seqiiéncia de blocos da
base canénica de cy. Podemos assumir, sem perda de generalidade, que (Ympni )k € uma

sequéncia bdsica equivalente a uma seqiiéncia de blocos da base canénica de c;. Assim,
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Caracterizagbes para Espagos Compactos Dispersos

pelo teorema 1.3.28, temos que o espago fechado gerado por (Ymp,ni )k € isomorfo a cp.

Agora como T é um operador linear continuo, para toda seqiiéncia de escalares (ax),
S @kYmyn, CONVETGE s, € somente se, ), akl Ym,,n, converge. Logo as seqiéncias (Ymy,ny )k

e (TYmy,n, )k S0 equivalentes.

Assim, pela proposicio 1.3.25, os espagos fechados gerados por (Ymp,mi )k € POT

T (Ymy.m; )k s30 isomorfos. Entdo o subespago de F, [T(Ymp,ny) - k € IN], é isomorfo a

¢o, contradizendo a hipétese inicial. [ |

Corolério 3.1.2. Para um espago de Banach F, as seguintes afirmagées sdo equivalentes:

(1) Para cada conjunto infinito  que seja um espago de Hausdorff compacto disperso,
entio L(C(Q), F) = K(C(Q), F).

(2) Para algum conjunto infinito §} que seja um espago de Hausdorff compacto disperso,
entdo L(C(Q), F) = K(C(Q), F).

(3) F ndo contém copia de co.

(4) Para cada subespago fechado E de dimensdo infinita de co, temos que L(E,F) =
K(E,F).

(5) Para algum subespago fechado E de dimensdo infinita de co, temos que L(E, F) =
K(E,F).

Demonstragao: (1) implica (2) é imediato.
(2) implica (3) Suponhamos por contradigdo que co = F'. Entéo existem Z um subespago

de F e R : ¢o — Z um isomorfismo.

Como Q é um conjunto infinito e é um espago compacto disperso, segue do
teorema 1.1.21 que existe um subespagco M complementado de C () que é isométrico
a cp.

Sejam P a projecio continua de C(2) sobre M, S a isometria de M sobre coe T’ = RoS
(um isomorfismo de M em Z). Entao T'o P € L(C(), Z).

Para cada n € IN, sejam z, = S~!(e,) € 2, = R(en), com (en)n a base canonica de co.
Como P é uma projecio de C(Q2) em M e (z,). € M, segue que P(z,) = =, para cada
n € IN. Assim, (T o P)(z,) = R(S(P(z4))) = R(S(24)) = R(es) = 2n para cada n € IN.

Como (e )n é uma seqiiéncia limitada em ¢ que ndo admite subseqiiéncias convergentes,

S~ é uma isometria e R é um isomorfismo, segue que (Zn)n € (2n)n s@0 seqiiéncias
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3.2. SEQUENCIAS Ly(F)

limitadas em M e Z respectivamente, que nio admitem subseqiiéncias convergentes. Logo
ToP¢ K(C(R),Z), contradizendo a hipétese inicial.

(3) implica (1) Sejam © um conjunto infinito, que é um espago de Hausdorff disperso,
eT € L(C(2), F). Como cof+ F, segue do teorema 1.4.27 que o operador T é fracamente
compacto. Entao segue do teorema de Gantmacher, teorema 1.4.26, T* : F' — C(Q) é

fracamente compacto.

Pelo teorema 1.1.23, C(Q)" ¢ isomorfo a ¢,(). Pela proposicio 1.2.13, (,(Q) tem
a propriedade de Schur. Logo, pela proposi¢do 1.4.25, T* é compacto. Portanto pelo

teorema de Schauder (teorema 1.4.9), segue que T é compacto.

As equivaléncias (3) ¢ (4) < (5) seguem diretamente da proposicio anterior

(proposicao 3.1.1). ||

As equivaléncias (1) < (2) < (3) deste coroldrio foram apresentadas em Ansari [2],

mas ja tinham sido provadas anteriormente por Pelczynski [19], pag. 385, proposicio 2.

Corolario 3.1.3 (Pitt). Para 1 < p < oo, temos que L(co,£,) = K(co,?,).

Demonstragao: Como ¢y 4+ £, entdo pela proposiio 3.1.1,temos que Llep, 45) =
K(co, p). 8]

3.2 Sequeéncias [(F)

Esta secdo fornece uma caracterizagao completa de todos os espacos de Banach F',
em termos de seqiiéncias [(F'), para os quais L(E,F) = K(E,F), com E = ¢, ou ¢,
(1 <p < o0). No que segue apresentamos a definicio do espago de seqiiéncias [, — fracas

em um espaco de Banach.
Definicao 3.2.1. (Segiéncias l, fracas)

Sejam E um espago de Banach e 1 < p < 0o. Uma sequéncia (z,), de elementos de
E € chamada seqiiéncia l, — fraca, se para todo f € E' temos que dYovey | fzn) P< 0.
O espago de todas as seqiéncias de um espago de Banach E que sdo [, — fracas serd
denotado por l(E).



Seqiiéncias l3/(F")

Para um ndmero real p > 1, denotamos por ¢ o conjugado de p.

Proposicio 3.2.2. Seja F' um espago de Banach. EntGo as seguintes afirmagées sao
verdadeiras.

(a) Se (yn)n € I2(F), para p > 1 entdo (yn)n € I'(F) para todo 2> p.

(b) Seja (en)n @ base canénica de I, para 1 < p < co entdo (ex)n € (1)

(c) Seja (en)n a base candnica de co, entdo (en)n € If(co)-

Demonstracio: (a) Se (yn)n € [%(F), entdo para todo f € I temos que

>3 f(yn) |P< o0, ou seja, (f(yn))n € £,. Como £, C £, para p < 7 segue que (f(yn)) € £,
para p < r e para todo f € F, isto é, (ya)n € [/(F') para p <.

(b) Seja (en) base candnica de £, para 1 < p < co. Como ()" = £, para cada
é € (£,), existe (a;); € £, tal que ¢(z) = Y a;z; para cada z = (z;); € l,. Assim, para
cada ¢ € (£,) temos que 3 | ¢(en) |9= 3 | an |7< co. Portanto, (eq)n € I ().

(c) Seja (en)n base canénica de co. Como (co) = 41, para cada ¢ € (co), existe
(a;); € ly tal que ¢(z) = 3 a;z; para cada & = (z;); € co. Assim, para cada ¢ € (co)’
temos que 3 | #(ex) |= X | an |< 00. Portanto, (en)n € 1Y(co)- [

Na demonstracao da proposicio 3.2.5 utilizaremos fortemente a proposi¢ao que
apresentamos a seguir. Nesta ultima, para demonstrar que (a) = (b) utilizamos o fato
que se (Yn)n é uma seqiiéncia em [%(F"), com F' um espago de Banach e 1 < p < oo,
entdo a série Y a,y, converge incondicionalmente em F, para toda seqliéncia (an)n € £4.
A demonstracio deste resultado é uma modificacdo da prova de um resultado de Diestel

(ver [5], pag. 44, teorema 6).

Proposigéo 3.2.3. Sejam (y,), uma sequiéncia em um espago de Banach F' e 1 < p < o0,
entdo as sequintes afirmagdes sio equivalentes:

(a) A seqiéncia (yn)n € L(F).

(b) Eziste um operador T' € L(£,, F) tal que T(€n)n = Yn, com (€n)n base candnica de

Demonstragdo: (a) implica (b). Suponhamos que (yn)n € [2(F), ou seja,
> | f(yn) |P < oo para cada f € F".
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Seqtiéncias I (F')

Primeiro, definamos o operador linear S : F' — £, por S(f) = (f(yn))n para cada
f € F'. O operador S esta bem definido pois (y,), € [y(F). Usaremos o Teorema do

Gréfico Fechado, teorema 1.1.10, para mostrar que S é continuo.

Sejam Gs = {(f,Sf): f € F'} C F' x £,, o grifico de S, e (f,g) € Gs. Entdo existe
(fa:9n) € Gs tal que (fa,g2) — (f,g). Logo, fu — f em F' e S(f,) = gn — g em Z,.
Vamos mostrar que g = S(f).

Observemos que como S(f,) = gn — g em £,, a seqiiéncia (S fn)n € de Cauchy em £,
logo, dado € > 0 existe um nimero natural jo tal que || Sf; — Sf; ||, < € para todos
1,7 > Jo. Isto &, 3°7 | fi(yn) — fi(yn) |P < €? para todos 7,7 > jo.

Em particular, Zle | fi(yn) — fi(yn) |P < € para todos 7,7 > jo € para todo N € IV.
Fazendo j — oo, temos que ZnNzl | fi(yn) — f(yn) |P < €. E como isto vale para todo
N € IN,temos que || Sfi—=Sf |[b= 3277, | fi(yn)— f(ya) |P < € para todos i > jo. Logo
Sfa— Sf em £,. Como S(f,) —+ g, segue que S(f) = g. Portanto, segue do teorema do

grafico fechado que S é continuo.

No que segue, vamos mostrar que Y a,y, é incondicionalmente convergente em F' e
a partir daf construir 7. Sejam (a,), € ¢, e f € F' tal que || f ||< 1. Para cada i, j

naturais, temos que:

| £ anya) =1 Y anf(ya) [ < 11(0,0,..,as,..,05,0,0,...) L]l S(F) || <

n=t n=t

Zla j9)"/2 IISIIHfI|<(ZIanI el s .

n=t

Entao,

sup If(zanyn I<(Zla DY S|

V7S -~

Como, pelo teorema 1.1.3,

sup | £ anga) [=IY" aan ||, temos que

[IflI<1 — n=i
I Zanyn 1< Z | an |9)Y || S || para todos i, j naturais. (3.1)
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Seqiiéncias 1% (F")

Como (an)n € £, (32_; | @n |97 = 0 quando j — oco. Logo, | S anyn |— 0
quando j — oco. Portanto a série ) anyn é Cauchy somével, e como F é um espacgo de

Banach, pela proposicio 1.3.2, a série é incondicionalmente convergente em £,

Em seguida, definamos o operador T' : £, — F por T'(a¢) = ) any» para cada a =
(an)n € £;. O operador T esta bem definido, ¢é linear e T'(e,) = y, para cada n € INV.

Vamos mostrar que T é continuo. Para cada a = (an)n € £,, usando 3.1, segue que
[ee]
I T(@) | =11 antm | <lalle I S
n=1

Logo, || T || < || S || e portanto T' é continuo.

(b) implica (a). Suponha T' € L(£,, F) e T(en) = yn para cada n, com (en)n base
candnica de £,. Seja f € F' qualquer. Entao

3 1 fa) IP= Y0 1 £(T(en)) P= D2 1 (f 0 T)(en) P< 00

pois foT € (£,) e pela proposicao 3.2.2(b), (€n)n € 1(£,). Portanto (y»). € £;/(F). MW

Substituindo-se [%(F) por I{(F") e £, por co na proposi¢ao 3.2.3 obtemos o seguinte

resultado que também serd utilizado na demonstragao da proposicao 3.2.5.

Proposicio 3.2.4. Seja (yn)n uma seqiéncia em um espago de Banach F entdo as
sequintes afirmagdes sdo equivalentes.

(a) A seqiéncia (yn)n € I{(F).

(b) Eziste um operador T € L(co, F) tal que T(en)n = Yn, com (en)n base canonica de

Demonstracéo: (a) implica (b). A idéia da demonstragdo desta implicacao € analoga
a demonstragdo da implicacio (a) = (b) da proposi¢do anterior com as adequadas

rnudanga,s nas normas.

(b) implica (a). Suponha T' € L(co, F) € T'(€n) = yn para cada n natural, com (x)n
base canodnica de cg. Seja f € F’ qualquer. Entao

ST ) 1= Y 1 £(T(e)) 1= D I (fo T(en) < o0

75



Seqiiéncias [¢(F)

pois foT € (co)’ e pela observagdo 3.2.2(c) (en)n € [{(co). Portanto (y,), € I¥(F). M

Proposigao 3.2.5. Sejam F um espago de Banach el < p < co. As sequintes afirmagoes
sao vdlidas:

(a) L(£,, F) = K(£,, F) se, e somente se, toda seqiéncia em l2(F) converge a zero em
F.

(b) L(co, F') = K(co, F') se, e somente se, toda seqiiéncia em 1¥(F) converge a zero em
F.

(c) L(6y, F) = K({1,F) se, e somente se, F tem dimensio finita.

Demonstragao: (a)(=) Suponhamos que L({,,F) = K({, F). Seja (y») uma
sequéncia qualquer em [;/(F). Pela proposicio 3.2.3 (a) (=) (b), existe um operador
linear continuo T' € L({,, F) tal que T'(e,) = Yn, para todo n € IN, com (en)n a base

candnica de Z,.

Vamos proceder a demonstragao por contradigio. Suponhamos que (Yn)n nd0 converge
a zero em F. Entdo existe uma subseqiiéncia (ynx)x tal que || yni ||> € para algum e > 0 :

e para todo k£ € IN.

Como (enk)x € uma seqiiéncia limitada em £, e T' é um operador compacto, segue que a
seqiiéncia (T'eqx)k, isto é, (yar)x tem uma subseqiiéncia convergente, (Yot )i. Suponhamos

que Yur —+ Yy € F. Entdo (ynr): converge fracamente a y.

Como (Yu)n € IJ(F), (yn)n converge fracamente a zero. conseqiientemente (Ynki)1

também converge fracamente a zero. Logo y = 0. Portanto yn — 0, uma contradigao.

(+<) Reciprocamente, suponhamos que toda seqiiéncia em [2(F) converge a zero.
Sejam (z,), uma seqiiéncia limitada em ¢, e T € L(£,, F) um operador qualquer. Vamos
) q P P p qualq

mostrar que (7'z,), tem uma subseqiiéncia convergente em F.

Como £, é reflexivo, pelo lema 1.2.15, (z,), tem uma subseqiiéncia fracamente
convergente. Sem perda de generalidade, podemos assumir que (zn)n é fracamente

convergente. Suponhamos que z, = z € £,.

Se limy o0 || 2. — @ ||= 0, pela continuidade de T' terfamos o resultado. Vamos agora
verificar que se lim, o || 2n—2 ||> 0 entéo T(z,), admite uma subsegiiéncia convergente.
Segue do Principio de Selecio de Bessaga-Pelczynski (teorema 1.3.29) que (z,—z), admite

uma subseqiiéncia que é uma seqiiéncia basica equivalente a uma sequéncia de blocos da
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base candnica de £,. Sem perda de generalidade, podemos assumir que (zn — x)n é tal

seqiiéncia. Pelo teorema 1.3.28, (z, — z) é equivalente a base canonica de £,,.

Como a base candénica de £, estd em [¥({,), segue que (z, — T) € 12(¢,). Logo
(T(zn — @)) € I2(F). Conseqiientemente, por hipétese, (T (25 — 2))n converge a zero em
F. Assim, para toda seqiiéncia (z,), limitada em £, (T'z,), admite uma subseqiéncia

convergente em F e T € K(£,, F').

(b) (=) Suponhamos que L(co, F') = K(co, F'). Seja (yn) uma sequéncia qualquer em
1#(F). Pela proposicdo 3.2.4 (a) (=) (b), existe um operador linear continuo 7" € L(eo, F')

tal que T'(en) = Yn, para todo n € IN, com (e,)n a base canonica de co.

Procedendo por contradigio, vamos supor que (Y»), N80 converge a zero. Entao existe

uma subseqiiéncia (Ynx)x tal que || ynx ||> € para algum € > 0 e para todo ke IN.

Como (enx)x é uma seqiiéncia limitada em £, e 7' ¢ um operador compacto, a seqiiéncia
(Tent), isto é, (ynk)r tem uma subsequéncia convergente, (Ynki )1 em F'. Suponhamos que

Ynit — Yy € F. Entdo ynu converge fracamente a y.

Como (yn)n € I¥(F), (yn)n converge fracamente a zero. Entao ynu também converge
Yy 1 g g

fracamente a zero. Logo y = 0. Portanto ynx — 0, uma contradicgao.

(<=) Para a reciproca, suponhamos que toda sequéncia em [¥(F) converge a zero em

F'. Notemos que a base canonica de cg pertence a l{(¢co) e que nao converge a zero. Logo
1

co4s F. Entdo pela proposicio 3.1.1, L(co, F') = K(co, F).

(c¢) (=) Suponhamos por contradicio que F' tem dimensao infinita. Entdo podemos
escolher y; de norma 1 em F. Seja Y o subespago de F' gerado por yi. Pelo Lema de
Riesz, lema 1.1.34, existe y, € Sr tal que || y2 — y1 [[> 1/2. Seja Y3 o subespago de F
gerado por y; e Y. Pelo Lema de Riesz, lema 1.1.34, existe y3 € S tal que || ys—v1 ||> 1/2
ellys —y2 > 1/2

Desta maneira, por indugio, construimos uma seqiiéncia (y,)» € F de norma 1 e
tal que || ym — ¥n ||> 1/2 para m # n. Claramente, (yn)n ndo admite subsequiéncia

convergente.

Vamos agora construir um operador continuo e nao compacto de £; em F.
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Seja T': £y — F um operador linear dado por T'(a) = Y anyn para cada a = (a,), € 4.

De [| 22 anyn 1< 2|l anyn 1= X | @n [l yn |I= 3 | @a |=|| @ ||1, temos que o operador T
esta bem definido e é continuo.

Denotando por (es). a base canénica de ¢;, para cada n € IV, temos que T'(ey) = Yn.
Como (yn), C F ¢é limitada e ndo admite subseqiiéncia convergente, segue que T ¢

K (£, F), contradizendo a hipStese inicial.
(<) Se F' tem dimenséo finita entdo é imediato que L(¢;, F)=K({,F). |

Coroldrio 3.2.6. Seja F' um espago de Banach. Se L(¢,, F) = K(£,, F), para algum p,
1 < p < oo, entdo as sequintes afirmacdes sio verdadeiras.

(a) L(¢,, F) = K(£,, F) para todo r tal que p < r < oo.

(b) L(co, F) = K(co, F).

Demonstracao: Se p = 1, entdo pela proposicio 3.2.5 (c), F tem dimens3o finita
e conseqientemente L({., F') = K (¢, F) para todo r tal que p < r < oo e L(co, F) =
I((Co, F)

(a)Sel<p<r<ooelL(t,,F)= K(¢,, F), pela proposicio 3.2.5 (a), toda seqiiéncia
em [/(F) converge a zero em F. Denotemos por ' o conjugado de 7. Como p < r, temos
que ' < q.

Agora pela proposicao 3.2.2 (a), temos que toda seqiiéncia em [(F') é uma seqiiéncia
em [J(F). Logo toda seqiiéncia em [%(F) converge a zero em F. Agora novamente
utilizando a proposicdo 3.2.5 (a), segue que L(,, F)=K(,,F).

(b)Sel<p<r<ooelL(t,F)= K((,F), pela proposicio 3.2.5 (a), toda seqiiéncia
em [(F') converge a zero em F, logo F' ndo possui cépia de cq (pois a base canénica de

¢o € uma seqiiéncia em [¥(co) que ndo converge a zero). Entdo, pela proposigio 3.1.1,
L(co, F') = K(co, F). |

Na se¢do 3, vamos precisar da seguinte proposicio para demonstrac¢ao do corolario 3.3.4.

Proposicao 3.2.7. Seja F' um espaco de Banach. Entio as sequintes afirmagoes sdo
equivalentes.
(a) Para cada espago de Hilbert H de dimensdo infinita temos que L(H,F) = K(H, F).
(b) Para algum espaco de Hilbert H de dimensio infinita temos que L(H,F) =
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K(H,F).
(C) L(ZQ,F) = K(EZ,F)

(d) Toda seqiiéncia em ly(F) converge a zero em F.

Demonstracao: (a) implica (b) é imediato.
(b) implica (c) Suponhamos que L(Hi, F) = K(H,, F) para algum espago de Hilbert
H,. Sejam T : £; — F um operador continuo e (h,), uma seqiiéncia ortonormal
qualquer em H,. Entdo o subespago de H; gerado por (hn)n, G, é separavel. Logo,

pela proposicio 1.4.19, existe um isomorfismo R : £, — G.

Sejam S = T o R™'. Entdo S : G — F é um operador continuo. Como T' = S o R,

vamos mostrar que S é um operador compacto, entéo teremos 7' um operador compacto.

Para isso, seja P : Hy — G a projegéo ortogonal de H; em G. Entao So P : Hy —» F
é um operador continuo, e logo, por hipétese, compacto. Como P € projegao de H; sobre
G, cada subconjunto limitado de @, B, é imagem de um subconjunto limitado de Hi,
By, e assim, S(B;) = S(P(B,)) = (S o P)(B;) é um subconjunto compacto de F, pois

S o P é um operador compacto. Portanto S também é compacto.

(c) implica (d) é a proposigéo 3.2.5 (a).

(d) implica (a) Sejam H um espago de Hilbert e T € L(H, F) quaisquer. Vamos
mostrar que lim || Th, ||= 0 para toda seqiiéncia ortonormal (h,), de H. Assim, pelo
teorema 1.4.23, teremos T' € K(H, F').

Seja (hn), uma seqiiéncia ortonormal qualquer em H. Entao, pela proposi¢ao 1.4.21,
(hn)n € I4(H). Vamos mostrar que (Thn), € I5(F).

Para cada ¢ € F', oo T € H', temos que Y | ¢(T(hn)) > =2 | (9o T)(hn) |2 < oo.
Entéo (Thy)s € I§(F) e conseqgiientemente, por hipdtese, (T'hy)n converge a zero em F.
|
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3.3 Caracterizagoes para Espagos Compactos Nao

Dispersos

Nesta secao, ) denotard um espago de Hausdorff compacto nao disperso. Nesse
caso, apresentamos uma condi¢do necessaria para um espaco de Banach F' para que todo
operador linear continuo de C'(2) em F seja compacto. Especificamente, se cada operador
linear continuo de C'(2) em F é compacto entio cada operador linear continuo de ¢, em

F' é compacto, para p > 2.

Como conseqiiéncia temos que para £ um espaco de Hausdorff compacto ndo disperso
e F' um espago de Banach para o qual cada operador linear continuo de C(Q) em F é
absolutamente 2-somante, entdo cada operador linear continuo de C' (Q2) em F é compacto

se, e somente se, cada operador linear continuo de £, em F' é compacto.

Temos também como conseqiiéncia que para ) um espaco de Hausdorff compacto
nao disperso e F' um espaco de Banach, cada operador linear continuo de C (Q) em F é
compacto se, e somente se, cada operador linear continuo de ¢, em F' é compacto e cada
operador linear continuo de C'(Q) em F admite uma fatoragio através de um subespaco

fechado de c,.

Proposigao 3.3.1. Se F' ¢ um espaco de Banach com a propriedade de Schur, entdo

L(C(Q), F) = K(C(Q), F).

Demonstragao: Seja T € L(C(), F) qualquer. Como F tem a propriedade de
Schur, o/ F' (pois a base canénica de ¢y converge fracamente a Z€ro, mas nao converge
em norma para zero). Entéo pelo teorema 1.4.27, T' é fracamente compacto. Novamente
observando-se que F' tem a propriedade de Schur pela proposi¢ao 1.4.25, temos que T é

compacto. [ |

Lema 3.3.2. Seja F' um espago de Banach tal que L({y, F) # Ky, F). SeT : t, —
F € um operador linear continuo e ndo € compacto, entdo existe uma sequéncia bdsica
equivalente a base canédnica de ly, (p,), € £y, tal que (Tpn)n ndo admite subsegiiéncia

convergente.

Demonstragdo: Como T é nido compacto, existe uma seqiéncia limitada (z,), € €,

tal que (7'z,), ndo admite subseqiiéncia convergente.
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Como ¢; é reflexivo, pelo lema 1.2.15, (z,), admite uma subseqiiéncia fracamente
convergente. Sem perda de generalidade, podemos supor que (z.). € fracamente

. P w
convergente, isto é, ¢, — z, para algum z € ls.

Entéo, pelo principio de selegio de Bessaga e Pelczynski, teorema 1.3.29, existe uma
subseqiiéncia de (z, — z)n, que é uma seqiiéncia bdsica equivalente a uma sequéncia de
blocos da base canonica de £;. Sem perda de generalidade, podemos supor que (z, — ),

¢ tal sequéncia.

Logo, pelo teorema 1.3.28, (”z"_f’;“)n é uma seqiiéncia equivalente a base canénica de £5.
Além disso, como (Tx,), nio admite subseqiiéncia convergente, temos que (T ("2 ::”))n

nao admite subseqiiéncia convergente. |

Teorema 3.3.3. Sejam Q um espago de Hausdorff, compacto, nio disperso e F' um espago
de Banach. Se L(C(Q), F) = K(C(Q), F) entdo L({,, F) = K(¢,, F') para p > 2.

Demonstragdo: Pelo corolério 3.2.6, somente o caso p = 2 precisa ser demonstrado.

Suponhamos por contradigdo que L(fs, F') # K({3, F'). Entéo existe um operador nao
compacto T € L(fy, F). Logo, pelo lema 3.3.2, existe uma sequéncia bésica (ftn)n € l2
equivalente & base canénica de {3, tal que (T'py), ndo admite subsequéncia convergente

em F.

Vamos agora definir um operador linear continuo %(T) : C(Q) — F' que ndo €

compacto.

Como ) é um espaco de Hausdorff compacto nio disperso, segue ' que existem um
espaco de fungdes G (que é um espago de Hilbert) que contém uma seqiiéncia basica de
funcdes ortonormais (7,), equivalente a base canoénica de {; e uma aplicagao continua
A : C(f)) = G tal que para cada fungio 7, e para cada nimero natural k, existe uma

funcéo fux € C(Q) tal que || far [|=1 € || Afuk — 7 ||< 1/

Seja M o subespaco fechado de G gerado pela seqiiéncia (r,), e pelas seqiiéncias
(Afak)k para n = 1,2,.... Sejam M; o subespago fechado de M gerado pela seqiéncia

(72)n, € Mo 0 complemento ortogonal de M; em M. Entiao M é soma direta de M; e M.

INa realidade o espaco G é o espago La(u) para uma medida apropriada. No entanto, por fugir ao
escopo desta dissertagio, ndo enunciaremos aqui estes resultados. Ver Diestel [7] pdg.183 e Semadeni [24]

pag. 338, teorema 19.7.6
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Seja N o subespago fechado de I, gerado por ().

Seja P : G — M, a projecao ortogonal de G sobre M. Como (r,,), é equivalente & base
canonica de £;, segue que (p)n € (7,), sdo equivalentes, logo existe um isomorfismo J’
de M, sobre N, tal que J'(r,) = pn, paran =1,2,.... O operador J’ pode ser estendido
para um operador continuo J : M; @ Mo — N, com J(z) = 0 para cada = € M,.

Seja (T) = T|ny JPA. Temos que % (T) é um operador linear continuo de C() em

F. Afirmamos que ¢ (T") nido é compacto.

Para isso € suficiente mostrar que (Tpn)n C{Y(T)(f): fE€C(Q) e | f ||= 1}.

Para este fim, notemos que:
| Tptn = (D) frk | = | TTPro = TIPAfur (| S U TN T NP | 70— Afui || <

<SUTNNINNP | 1/k = 0 quando k — co.

Corolério 3.3.4. Seja Q um espago de Hausdorff compacto nio disperso. Seja F' um
espago de Banach tal que L(C(Q), F') = IIy(C(Q), F). Entdo sdo as seguintes afirmagées
sao equivalentes.

(a) L(C(Q), F) = K(C(Q), F).

(b) L((3, F) = K(£y, F).

Demonstragéo: (a) implica (b) E o teorema 3.3.3.

(b) implica (a) Seja T € L(C(), F) qualquer. Entdo por hipétese temos que T €
II3(C(Q), F). Logo, pelo teorema de fatoracio de Grothendieck-Pietsch (teorema 1.1.28),
existe um espago de Hilbert H e operadores lineares S € L(C(Q),H) e R € L(H, F) tais
que T'=Ro S.

Agora, por hipdtese, L({y, F') = K({,,F). Entdo pela proposicio 3.2.7, temos que
L(H,F)=K(H,F). Logo R é compacto e conseqiientemente T = Ro S € K(C(%Q), F).
|

Coroldrio 3.3.5. Sejam Q um espago de Hausdorff compacto ndo disperso e F um espago

de Banach. Entdo as seguintes afirmagies sdo equivalentes.

(a) L(C(Q), F) = K(C(Q), F).

82



3.4. FATORACAO

(b) L(ly, F) = K({s, F) € cada T € L(CQ), F) admite uma fatoragio através de um
subespago fechado de co.

Demonstragio: (a) implica(b) Se L(C (), F') = K(C(f2), F'), entao pelo teorema 3.3.3,
L(ly, F) = K(£5,F) e, pelo teorema 1.4.12, cada T' € L(CQ), F') admite uma fatoragao

através de um subespaco fechado de co.

(b) implica (a) Seja T € L(C(), F) qualquer. Por hipdtese, existem operadores
S e L(C(N),c0) e R€ L(co, F') tais que T'= Ro S.

Como por hipétese L({y, F) = K({3,F), pela proposi¢io 3.2.5 (a), toda seqiiéncia
em [%(F) converge a zero em F. Usando a proposicao 3.2.2 itens (c) e (a) segue que
co 4+ F. Entdo, pela proposigao 3.1.1, L(co, F') = K(co, F'). Assim R é compacto e
consegiientemente 7' € K (C (), F). |

3.4 Fatoracgao

Nesta segdo  é um espaco de Hausdorff compacto (disperso ou ndo disperso). Se
E é um espaco de Banach, denotaremos por ®x(C(£2),C(f2)) o conjunto dos operadores
continuos T : C(Q) — C(2) que admitem uma fatoragdo através de E.

Aqui usaremos alguns dos teoremas anteriores para mostrar alguns resultados para o
espaco ®., (C(R),C(Q)) de todos os operadores continuos T : C(2) = C() que admitem
uma fatoracio através de co. Tal espago contém o espago de todos os operadores compactos

de C() em C(9).

Proposicio 3.4.1. Sejam Q um conjunto infinito que € um espago de Hausdorff compacto,
e X um subespago fechado de co. Entio as seguintes afirmagdes sdo vdlidas.

(a) 2x(C(2),C(Q)) C 2,(C(2),C()).

(b) K(C(),C(Q)) C 2.,(C(),C(Q)).

Demonstracdo: (a) Seja T € ®x(C(Q),C(Q)) qualquer e sejam T} : C(2) — X e
T, : X — C(Q) operadores continuos tais que T' = T o T;. Como X é um subespago
fechado de co, pelo teorema 1.1.29, T, estende-se para um operador linear continuo T de

co em C(Q). Assim T =Tp 0 Ty € @, (C(Q),C(RQ)).
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(b) Seja T' € K(C(Q),C(Q)) qualquer. Pelo teorema 1.4.12, T' admite uma fatoraco
através de um subespago fechado de co. Logo pelo item (a), T' € ., (C(Q),C(Q)).
Portanto K(C'(£2),C(Q)) C ¢, (C(R2),C(Q)). 5]

Observamos que a inclusdo dada no item b) é estrita, como mostra o exemplo a seguir.

Primeiro suponhamos (2 disperso. Como {2 é um conjunto infinito, pelo teorema 1.1.21,

C(9) contém um subespago complementado M que é isométrico a cq.

Sejam P : C(2) — M a projecio continua de C(§2) sobre M, J : M — C(€2) a inclusio
de M em C(Q2) e R: cog — M a isometria de ¢y sobre M. Entio Jo P =Jo Ro R0 P.
E assim Jo P € ®,(C(Q),C(2)).

Para cada n € IV, seja 2, = R(en), com (e,), a base candnica de ¢;. Entio (2n)n €
uma seqiiéncia limitada em M que ndo admite subseqiiéncia convergente. E (J o P)(z,) =

J(2n) = z,. Assim, J o P nao é compacto.

Suponhamos agora {2 ndo disperso. Como a base canénica (e, ), C co, (en)n € (co),
mas e, f+ 0, segue da proposicio 3.2.5 (a) que L(fy,co) # K(€y,c0). Assim, pelo
teorema 3.3.3, L(C'(),c0) # K(C(),co). Consideremos T € L(C(Q),c0) e T &
K(CQ), co).

Agora observemos que como ) nio é disperso, segue do teorema 1.1.25 que existe
um subespaco M de C(Q) isométrico a cy. Seja J : ¢g — M a isometria de ¢o sobre
M. Claramente J o T' : C(2) — M ¢é continuo e admite uma fatoracio através de cp.
Afirmamos que J o T' néo é compacto. Vamos supor por absurdo que J o T seja compacto,
entao, como J é uma isometria de ¢y sobre M, temos que J~! : M — ¢, é continuo, logo

J7toJoT =T é compacto, uma contradigio. Assim K(C(Q),C(Q)) # ., (C(R),C(Q)).

Teorema 3.4.2. Sejam Q um espago de Hausdorff compacto e X um espago de Banach
separdvel. Entdo as seguintes afirmagées sdo equivalentes.

(¢) 2x(C(2),C(Q)) C K(C(Q),C(Q)).

(6) 2x(C(Q),C(Q)) C 2,(C(N),C(Q)).

Demonstragao: (a) implica (b) Suponhamos que ®x(C(Q), C(2)) C K(C(9),C(2)).
Entao pela proposicéo 3.4.1 (b), ®x(C(),C(Q)) C @, (C(R),C(N)). Observamos que
K(C(©),C(Q)) # 2(C(Q),C(Q)), assim Ox(C(Q),C(Q)) # @, (C(Q),C()).

(b) implica (a) Com as hipdteses dadas vamos ter que co <5 X. De fato, se ¢y < X,
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entdo, como X é separdvel, pelo teorema 1.1.26, existe uma projecdo continua P de X

sobre cp. Seja J a inclusdo de ¢p em X.

Agora consideremos T' € ®.,(C(Q),C(R2)) qualquer e T = T, o T} uma fatoracdo
de T através de ¢g. Entdo T = Ty0o PoJ o Ty. Logo T € ®x(C(2),C(Q)). Assim,
@, (C(R),C(N)) C x(C(Q),C()), contradizendo a hipétese. Assim temos que co < X.

Vamos agora mostrar que ®x(C(Q),C(R)) C K(C(R2),C(2)). Para isto é suficiente
mostrar que L(C(Q),X) = K(C(R),X), pois a composicdo de um operador compacto

com um operador continuo é um operador compacto.

Se N é disperso, pelo coroldrio 3.1.2 (3) implica (1), temos que L(C(Q),X) =
K(C(2),X).

Se Q nao é disperso, entdo pelo teorema 1.1.25, existe uma isometria J : X — C(Q),
de X sobre um subespago de C'(f2).

Seja T € L(C(),X) qualquer. Entdo Jo T € ®x(C(R),C(£2)). Logo, por hipdtese,
JoT € ®.,(C(Q),C(R)). Sejam Ty : C(Q) — co € Ty : o = J(X) operadores continuos
tais que JoT =Ty 0 T}.

Observamos que como o operador Ty € L(co, J(X)), co <4 X, J é uma isometria de
X sobre J(X), temos que ¢ » J(X). Entdo pelo corolério 3.1.2 (3) implica (4), temos
que T, é compacto. Logo J o T = Ty 0Ty é compacto. Como J é uma isometria de X
sobre J(X), temos que J~! : J(X) — X é continuo, logo J™' o JoT =T é compacto, e
conseqiientemente L(C'(Q2), X) = K(CQ), X). [ |
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