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pinos. -- But in this existence, l dreamed that l should be
at once cognizant of all things, and thus at once happy in being
cognizant ofall.

.4gatAos. -- Ah, not in knowledge is happiness, but in the aqui-
sition of knowledgel in for ever knowing, we are for ever blessed;
but to know all were the curso of a fiend.

-- .Esgar ÁZZan Poe, The power of words, in IPoe93)



Resumo

Este texto tem por objetivo estudar aproximações de lógicas, um procedimento
que tem interesse tanto íilosóÊco quanto computacional. No primeiro capítulo! é
apresentado o conceito geral de aproximações. Nos três capítulos seguintes, dife-
rentes abordagens encontradas na literatura são discutidas. Primeiro, o procedi-
mento de Cadoli-Schaerf ISC9SI, que foi um dos primeiros e ainda é um dos mais
importantes métodos de aproximações de lógicas, tendo servido de base para os
outros dois aqui analisados. Cadoli e Schaerf trabalham com sentenças no for-
mato normal clausal e normal negativo. O trabalho de Cadoli-Schaerf apresenta
procedimentos de aproximações para lógicas proposicionaís clássica, formaliza
esses procedimentos em uma lógica modal do conhecimento e os estende para
modais. O segundo procedimento, de Fabio Massacci IMas98a, Mas98bl, es-
tende Cadoli-Schaerf para sentenças proposicionais quaisquer e para sentenças
modais, todas assinaladas; além disso, apresenta uma teoria da prova a par-
tir de tableaux semânticos, também utilizando sentenças assinaladas. O ter-
ceiro procedimento, devido a Finger e Wassermann [FWOI, FW02j, generaliza
Cadoli-Schaerf para sentenças proposicionais quaisquer não-assinaladas, empre"
Bando sentenças assinaladas apenas nos tableaux de prova. Nos dois capítulos
que se seguem, é apresentada uma extensão de Finger-Wassermann para lógicas
modais -- com semântica e teoria da prova maliza-se esse procedimento
em uma lógica modal do conhecimento. Na conclusão, analisam-se os resultados
obtidos e discutem-se possíveis direções para trabalhos futuros.



Abstract

This text has as objective the study of approximations of logics, a procedure
that has philosophical as well as computational interest. In the first chapter,
the general concept of approximations is presented. In the nexo three chapters,
diüerent approaches found in the literature are discussed. First, the procedure
of Cadoli-Schaerf ISC951, one of the ârst and still one of the most important
methods of approximations of logics, having served as the bases for the other
two here analised. Cadoli and Schaerf work with sentences in normal clausal
and negative normal formato. The work of Cadoli-Schaerf presents procedures
of approximations for classical propositional loglcs, formalizes these procedures
in a modal logic of knowledge and extends them to modal logics. The second
procedure, of Fabio Massacci IMas98a, Mas98bl, extends Cadoli-Schaerf to any
propositional sentences and algo to modal sentences, always signed; besides, he
presents a proof theory using semantic tableaux, also using signed sentences.
The third procedure, by Finger and Wassermann IFWOI, FW02], generalizes
Cadoli-Schaerfto any non signed propositional sentences, using signed sentences
only in the proof tableaux. In the two chapters that follow, an extemion of
Fingem-Wassermann to modal logics is presented -- with semantics and proof
theory -- and the procedure is formalized in a modal logic of knowledge. In the
conclusion, the results achieved are analised and possible directions for future
research are discussed.
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(capítulo l

Introdução

George Boole, matemático inglês do século XIX e considerado o fundador da
lógica moderna, definia a lógica como a ciência das "leis fundamentais daque-
las operações mentais pelas quais o raciocínio é realizado" IBoo54j. Muito do
desenvolvimento posterior enfatizou as relações entre lógica e fundamentos da
matemática, deixando de lado sua utilização como modelo para um agente pen-
sante. Mas, com o desenvolvimento da Inteligência Artificial(Artificial Intelli-
gence, AI), que por definição da American Association for Artificial Intelligence
(AAAI) é a "compreensão científica dos mecanismos subjacentes ao pensamento
e ao comportamento inteligente e sua incorporação em máquinas" i, a utilização
de lógica como base de formalização de problemas de representação do conho
cimento(Knowledge Representation, KR) mostrou-se, em diversos casos, bem-
sucedida, retomando, de certa maneira, o ideal de Boole.

Este trabalho traça a evolução de um método para representação do conhe-
cimento utilizando lógica. Esse método controla a quantidade de conhecimento
disponível ao agente pensante e a quantidade de inferências de que ele é capazl
além disso. é um método com semântica bem determinada e que pode ser in-
crementado(se houver mais tempo e espaço disponíveis em um banco de dados,
por exemplo), tendo portanto aplicações na ciência da computação.

1.1 O Sistema L de Levesque
Em seu artigo "A logic of implicit and explicit belief" ILev841 , Hector Levesque
observa que um problema recorrente na modelagem de crenças ou conhecimento'
é o que foi chamado por Hintikka em IHin751 de oniscíência Z(ígica. De maneira
resumida, a onisciência lógica de um agente significa que ele consegue obter
todas as conseqüências lógicas de suas crenças. "É simplesmente construído na
lógica" -- afirma Levesque no artigo supracitado -- "que, se é é acreditada

l Definição extraída da página da AAAI, bbttp : //vtn . aaai . org.
2Levesque prefere utilizar a expressão "crenças" para aquilo que é representado nos bancos

de dados, já que em geral não se requer que isso seja verdadeiro.
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e é logicamente implica em @, então @ é acreditada também". Um agente
real, limitado, não consegue chegar a todas as conclusões de suas crenças, e a
abordagem a partir da semântica de mundos possíveis é "não-intuitiva na melhor
das hipóteses e completamente não-realística na pior" ILev841 .

Levesque sugere uma possível solução para o problema, apontando a dize
rença entre o que um agente de fato acredita que ocorra a chamada crença
e:tpZz'cita, representada pelo operador .B -- e o que segue daquilo que ele acredita
-- a chamada crença {mpZz'cita, representada pelo operador .L. A modelagem
da crença implícita, originada por Hintikka em IHin621, é feita pela semântica
de mundos possíveis de Kripke para a lógica modal S53, e contém dentro de si
o problema da onisciência lógica. Na linguagem modal, a onisciência lógica é
expressa por [[p /\ [](p =) q) D [lq, que é equivalente ao princípio .]( -- aqui,
a sentença [Jé pode ser ]ida como "é é acreditada ou válida". Para as crenças
explícitas, Levesque generaliza a semântica de Kripke para uma de situações.
Em outras palavras, os mundos possíveis de Kripke são uma classe especial
de situações de Levesque. Matematicamente, a generalização é efetivada da
seguinte maneira. Enquanto os mundos possíveis (clássicos) dão uma valoração
total no conjunto dos laterais (ou soja, dos átomos ou das negações de átomos
-- um átomo e sua negação são literais conltigados), as situações dão uma
valoração parcial nesse conjunto. Ser parcial, nesse contexto, signiâca que nem
todo elemento do domínio é necessariamente utilizado: podem haver literais
sem valoração; a valoração é total justamente quando todo elemento do domínio
for utilizado. Intuitivamente, o fato de que cada situação corresponde a uma
valoração parcial significa que o agente pensante não associa um valor verdade
a todas as proposições; um agente dotado de recursos finitos nem poderia fazer
isso. Na teoria da prova, o efeito dessas concepções é um etz#aquecimenfo das
regras de inferência para o operador .B. Em particular, modas porem.s não vale
em geral.

Algumas situações que correspondem às crenças explícitas do agente são
selecionadas e colocadas em um conjunto B, chamado ca7Üunto de situações
acreditadas. Esse conjunto representa o conhecimento explícito do agente pen-
sante. A cada situação, o agente pensante associará uma valoração apenas às
proposições que representem um conhecimento importante ou relevante para si.

A seguir, será apresentado o sistema L de Levesque de maneira adaptada.
Uma notação conveniente ao texto: se X é um conjunto de átomos, X' é o

conjunto de todos os literais associados a esses átomos. Seja .4 o conjunto dos
átomos da linguagem. Um modelo para L é uma tripla .A4 = <Sit, B, y>, em que
Sit é um conjunto não vazio de situações, B Ç Sit é o c07lfünto de situações
acreditadas e y : Sit --, (.4' --, {0, 1].) é uma função que associa a cada situação
uma valoração parcial no conjunto .4' dos literais.

O co@unto dos mundos possúeis }'v(s) em relação à situação s é o conjunto
de todos s' c Sit tal que, para todo p c .A,

a) V'(s') é uma -coração total

duma apresentação dos axiomas e regras de inferência desse e de outros sistemas modais é
dada na Seção 2.2.
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b:) se I'(.')(p) e"tã. T'''(,')(--P) 0

b,) se I''('')(p) 0, e«tü }'(.')(=p) = l

cl) se I'''(s)(p) = 1, e«tã. }'(s')(p) = l

c2) se \''(s)(p) V''(s')(P)

Assim, os mundos possíveis em relação a uma situação s são as situações que
mapeiam cada par de literais conjugados em valores opostos(sendo portanto
associadas a valorações totais), e que concordam com s nos átomos. Dado um
subconjunto Sit' Ç Sit, deâne-se )V(Sit') como a união de todos os }V(s) para

A semântica de L é uma relação k Ç Sit x L dada pelas seguintes regras(em
que uma sentença proposicional é uma sentença que utiliza apenas os operadores
clássicos):

s € Sit'2

LI .M, s H p sse }''(s)(p)
M, , l- -.p sse }''(.)(--p) : l

L2.

L3

.A4, s f: é V @ sse .M, s f:: Ó ou .M, s F V'

.M, s k: n(é V Ú) we .A'í, s E =é e M, s E: --'P

JU, s k é /\ @ sse .A4, s 1: é e .A4, s 1- @
.M, s F --(é A @) sse M, s E --é ou M, s E ='P

L4. .A4, s f: =-.Ó sse .A4, s F: é,
L5. ./U, s l= .aé sse é é proposicional e, para todo s' € B, .A4, / f: #

.M, s k =.aé sse M, s F Bé
L6 M, s 1- Lé sse é é proposicional e, para todo s' € )'V(B), M, s' 1- é

.A4, s E =.Lé sse M, s F Lé
Essa semântica se assemelha à semântica de S5, embora não seja equivalente
(não existe, por exemplo, um conjunto B em S5). Isso porque Levesque procurou
refinar o trabalho de Hintikka, que associou S5 à Lógica do Conhecimento.
Observa-se que a semântica é paraconsistente, pois podem haver situações em
que tanto é como né são verdadeiras. Nota-se também que os operadores B
e .L só se aplicam a sentenças proposicionais(ou seja, não há interação desses
operadores). A sentença é D @ é equivalente a =Ó V @.

Intuitivamente, B@ significa que a sentença @ é acreditada explicitamente.
Uma vez que a condição de verdade para Bé depende unicamente de situações
no conjunto B, e situações são mais gerais que mundos, a crença explícita em
uma sentença é algo como uma "leitura rasa", que passa por cima de eventuais
contradições que possam acontecer. A crença implícita Z;Ó depende não das
situações no conjunto B, mas dos mundos possíveis em relação às situações B
ou soja, é algo mais restrito, que não passa por cima de contradições eventuais.
Uma das conseqüências é que toda crença explícita é também implícita, ou seja,

3



Bé D .Ld': se uma sentença é acreditada explicitamente, ela é verdadeira para
todas as situações em B e, em particular, para todos os mundos possíveis em
relação às situações em B.

Uma sentença é é uá/áda, k é, se para todo modelo .A4 e todo mundo possível
w -- e não em toda situação -- ocorre .A4, w E: é. Uma sentença é é safás$atz'ue/
se existe um modelo .A4 e um mundo possa'uel w tal que .A4, w 1: é. Uma sentença
@ implica logicamente outra sentença @, é k @, se todo modelo e todo mundo
possível que satisfaz é satisfizer também @. Para o operador L, são satisfeitas
trivialmente a regra da necessitarão (E:: é implica H .Lé) e oníscáênda lógica
(E: Zé A Z(@ D V') D .Z;@). É com o operador B que começam a ocorrer coisas
interessantes. Como Levesque afirma, os seguintes conjuntos são satisfatíveis:

l {.Bp, B(p D q), =.Bq}, o que mostra que para crenças explícitas não vale
modas ponens. Isso ocorre, por exemplo, se:

. }''(s)(P) (s)(=P)
I''' (.)(q)

e Sit = B = {s}

Para o modelo .A,'t = <Sát, B, y>, tem-se .A4, s b: p e .A4, 3 F np -- essa
última relação implica que .A4, s 1- p D q --, mas .A4, s F q. Como s C B, a
primeira e terceira relações implicam que .A4, s F Bp e .A4, s k B(p D q),
respectivamente; porém .A4, s F q implica que .A,4, s F l?q e, portanto,
que .A,4, s E =-Bq. Como s é a única situação desse modelo, o conjunto
{.Bp, B(p D q), -.Bq} é satisfatível.

2 {--.B(p V --p)}, o que mostra que sentenças válidas não precisam ser expli
citamente acreditadas. Isso ocorre se:

. y -o

. SÍt = B = {s}

Para o modelo .A4 = <Sit,B,y>, tem-se .A4,s F p e .A4,s F TP -- e,
portanto, .M, s F: p V --p. Dessa forma, não ocorre .M, s E: B(p V -.p), ou
soja, ocorre .M, s f: -..B(pV --p). Como s é a única situação desse modelo,
o conjunto {--l?(p V --p)} é satisfatível.

3 {.Bp, T.B(pA (qV =q))}, o que mostra que sentenças logicamente equivalen-
tes a sentenças explicitamente acreditadas não precisam ser explicitamente
acreditadas. Isso ocorre se:

. y'(s)(p) = 1 mas TP, q e nq não são associados a nenhuma valoração

. Sát = B = {s}

Para o modelo .A,'t = <Sit,B, y>, tem-se .M, 3 b p (e, como s € B, isso
implica que .M, s H Bp), mas não ocorre nem M, s F: q nem .M, s b =q

e, portanto, M, s F qV=q. Dessa forma, não ocorre .A4, s k pA(qVTq)
e, com isso, não pode ocorrer .M, s E .B(p A (q V nq». Assim, M, s l:
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n.B(p A (q V --q». Como s é a única situação dose modelo, o conjunto
{Bp, =.B(p A (q V - q»} é satisfatível.

{.Bp, .BTI), --.Bq}, o que mostra que crenças explícitas podem ser inconsis-
tentes sem que toda sentença seja acreditada -- ou seja, crenças explícitas
podem ser paraconsistentes. Isso ocorre se:

4.

. }''(s)b) (')(-.p)
I''' (.)(q)

. Sita B = {s}

Para o modelo .A4 = <Sit,B,y>, tem-se .A4,s E p e .A4,s 1:: ''-p, mas

.A4, s F q. Como s € B, as duas primeiras relações implicam, respectiva-
mente, que .A,4, s f:= 13p e .A4, s H BTP, mas a terceira não pode implicar
que .A4, s f: .Bq, implicando, assim, que .A4, s }:: =.Bq. Como s é a única
situação desse modelo, o conjunto {.Bp, .B=p, -.Bq} é satisfatível.

Levesque apresenta uma teoria da prova para essa semântica, e mostra que a
teoria genes'aliza a Lógica da Relevância de Anderson e Belnap IAB751 -- ou seja,
a Lógica da Relevância é um caso particular de L. A Lógica da Relevância lida
com uma relação de inferência que tem por intuição o fato de que o antecedente
de uma implicação deve ser relevante para o conseqüente. Levesque mostra,
em ILev841, que }= -aé :) B@ sse é é relevante para #. Ele também prova a
correção e completude de sua teoria. Para esses detalhes, refere-se ao artigo já
citado, ILev841. Aqui, só se observa que nessa teoria da prova valem todas as
regras da Lógica Clássica e que haverá um axioma para onisciência lógica do
operador .L, ou seja, (ZéAL(é D @)) D Z;Ú. Isso, junto com as regras da Lógica
Clássica, implica que modas ponens vale para crenças implícitas. Tal axioma
não existe para o operador B, o que implica que modas ponenls não vale para
crenças explícitas, como havia sido dito anteriormente.

Em ILev891, Levesque adiciona uma restrição à função y, para que toda tau-
tologia na forma normal conjuntiva, CNF (isto é, uma conjunção de cláusulas;
cláusulas são disjunções de literais), possa ser explicitamente acreditada. Em
primeiro lugar, ele passa a exigir que toda situação sela associada a uma valo-
ração total. A restrição também obriga que, para cada situação s € Sit, pelo
menos um dos pares de literais seja levado no valor 1, ou seja, dados s € S e
p C .L quaisquer, sempre ocorre ou y(s)(p) = 1 ou y(s)(--p) = 1 (e possivel-
mente y(s)(p) = y(s)(=p) = 1). Com .asas restrições, os exemplos 2 e 3 acima
não mais se aplicam, mas os exemplos le 4 continuam valendo. E essa forma
do sistema de Levesque que Cadoli e Schaerf generalizaram (ver Capítulo 3).

Definição 1.1 t/ma uaioração total qzie, de cada par de literais canyugados, leva
pelo menos um para o valor .í é chamada de 3-interpretação. [;ina uaZoração
clássica, que leva um par de literais c07Üugados para uaZores opostos, é chamada
de 2-interpretação.

O nome 3-interpretação vem do fato que, para cada par de literais conjugados,
há três possibilidades: y(s)(p) = 1 e }''(s)(-,p) = O, y(s)(p) = 0 e y(s)(=p) = l
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ou y(s)(p) = 1 e y(s)(np) = 1. Assim, a função y(s), para cada s, é uma
3-interpretação.

Com a restrição sobre a função y dada acima, é possível modelar a lógica
das crenças explícitas sem o operador .B, utilizando uma relação k3 definida da
seguinte maneira.

Definição 1.2 Sqa I' u77} conjunto de sentenças. Z)e#ne-se I' l=3 @ sse toda
g-inte7pretaçâo gue satí3$az todas as sentenças em I' sat sÓzer também @.

Observa-se que f:=S # significa que toda 3-interpretação satisfaz é, ou seja, que
0 f:3 é. Denota-se {é} 1= Ú, de maneira mais simples, por @ 1= @.

Dada uma sentença @ em CNF, se for considerado que -.é é sua negação
respectiva em CNF, não pode acontecer simultaneamente que é l=3 @ e Ó k:=3
=Ú. Isso porque é l=a @ significa que fada 3-interpretação que satisfaz Ó satisfaz
também @ -- em particular, para as 3-interpretações que são 2-interpretações
também. Para essas últimas, com comportamento clássico, não pode ocorrer
é l-a -nÚ.(]om esse mesmo argumento é possível notar que, se é f:=3 @, então

A ligação de Ea com o operador .B (definido por Levesque com a restrição
posterior em seu artigo ILev891) é a seguinte:

@ @

Teorenta 1.3 é f=3 @ sse E: .t?é :) .B@.

Dem: (+) Primeiro, suponha que # l-3 @ mas F: Bé D Z?@. Então, existe um
modelo .A4 e uma situação s tais que .A4,s bê Bé D .B@, ou seja, ./U, s b BÓ
e .M,s F l?@. Se y é a função associada ao modelo M, então y(s) é uma
3-interpretação para toda s c Sít. Mas toda 3-interpretação que satisfaz @

satisfaz também @, inclusive as V(s') para s' € B. Isso signiâca que, para todo
s' C B, .A4, s' f:= é implica em .A4, s' f:: @, ou sela, que .A4, s k:= Bé implica em
.A4, s F .B@, contrário à hipótese.

('+) Agora, suponha que f: .aé D -BÚ mas é F3 VP; isso significa que existe
uma 3-interpretação y' que satisfaz é mas não Ú. Considere o modelo dado por
.M = <Sát,B, y>, em que S t = B = {s} e y(s) = y'. Então .M,s k: .aé mas
.A4, s r .B@. Portanto, .A4, s É Z?é. D .B@, contrário à hipótese. []

Nos trabalhos mais recentes de aproximações de lógicas, não mais se introdu-
ziram operadores específicos à crença, usando-se exclusivamente uma relação
semelhante à }=3 definida acima. As duas formas são essencialmente equivalen-
tes. Uma propriedade extremamente importante dessa relação, mostrada acima,
é o que pode ser chamado de mr"zeção: se é f=a @, então @ 1= Ú.4 Portanto,
se for possível resolver o problema da inferência entre duas sentenças com a
relação H:' (o que, via de regra, é mais fácil do que com a relação 1-), então o
problema da inferência dessas mesmas duas sentenças com a relação h também
está solucionado.

4A relação desse conceito de correção com aquele apresentado na Seção 2.1.1 é a seguinte.
Como a Lógica Proposicional Clássica é consistente, não acontece b Ó e k:: =é para nenhuma
+. Como f::a + implica em E= é. também não pode acontecer k:a +' e }=3 --+ para nenhuma +.

6



1.2 Compilação de Conhecimento de Selman e
Kautz

Os estudos da aplicação de lógica a modelos computacionais revelaram uma
troca direta entre tratabilidade e expressividade. Ou seja, quanto mais tratável
a linguagem, menor sua expressividade, e vice-versa. Bart Selman e Henry
Kautz, em seu artigo "Knowledge compilation using Horn approximations"
[SK91], dizem que, em geral, a fim de se obter um sistema de representação
computacionalmente eâciente, ou se restringe o poder expressivo da linguagem
para representação do conhecimento ou se usa um mecanismo de inferência
incompleto. Na primeira abordagem, a linguagem de representação é freqüente-
mente muito limitada para aplicações práticas. A segunda abordagem envolve
ou um raciocínio de recursos limitado ou a introdução de uma semântica não
tradicional.

Como uma possível terceira solução para o problema, eles sugerem um
método que envolve a aproximação das teorias de lógicas proposicionais por
meio de teorias Horn. Como se sabe, testar se é k: @ na Lógica Proposici-
onal Clássica, em que dp e # são sentenças, é um problema co-NP-completo.
Entretanto, quando é é um conjunto de cláusulas de Hom(em uma cláusula
de Horn. no máximo um literal é positivo, todos os outros sendo negações de
átomos) e Ú está na CNF, o problema é solúvel num tempo polinomial ISK911.
Eles chamaram seu método de comdZação de conhecimento com aprohmações

Seja .A/(é) o conjunto de todos os modelos' da sentença é(que se assume
estar em CNF, ou seja, ser um conjunto de cláusulas). Definem-se limites inferior
e superior Horn, respectivamente Ólõ e é«õ, como subconjuntos de sentenças
Horn que satisfaçam

M(ézb) Ç M(#) Ç M(é«b).

Na ordem parcial representada pela relação Ç, podem existir supremos e ínfimos.
Nesse caso em particular, sempre haverá um único ínfimo dos conjuntos é«õ
módulo equivalência lógica(denotado por club), mas possivelmente vários su-
premos dos conjuntos éió (denotados por ÓgZÕ). Isso segue do fato que a união
de dois limites superiores Horn, ÓÍ.b e élÍõ, é um limite superior Horn contido
nos outros dois(ou seja, tem por modelos a intersecção do modelo de ambos,
]l/(é:ó u élÍb) = M(é:b) n M(é:Íó)), mas a intersecção de dois limites inferiores
Horn não é Lm limite inferior Horn que contém os outros dois ISK911.

No restante de seu artigo, Selman e Kautz demonstram uma série de teore-
mas e apresentam algoritmos que são úteis para a determinação de éi.ó ou de
um dos észõ. Mas, aqui, o que é importante é a idéia por trás desses conceitos.
Suponha que, dado um conjunto (finito) é de cláusulas, sejam determinados éz«b
e é.zb. Tome uma sentença @ em CNF. Se Óz«ü 1:: @ (algo cuja determinação
leva apenas tempo polinomial), podemos ter certeza que é k Ú. Diz-se que
éz.b mantém a cor7neção da inferência. Dualmente, se észó F @, então também

Suma definição do que é modelo de uma sentença é dada no Capítulo 2
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é F @. Diz-se que észó mantém a compZetude da inferência. Não há como garan-
tir que uma dessas duas situações ocorra, infelizmente. Será visto adiante que
as idéias subjacentes ao método dos éi.ó dão origem às aproximações de lógicas
"por baixo", e as subjacentes ao método dos észó dão origem às aproximações
de lógicas "por cima"

1.3 O Conceito de Aproximações de Lógicas
Embora o sistema L de Levesque tenha motivações filosóficas, enquanto a com-
pilação de conhecimento de Selman e Kautz tem motivações computacionais,
ambos visam um objetivo comum: resolver problemas que surgem como con-
seqüência da onisciência lógica, simplificando-os. Cadoli e Schaerf encontraram
nessas abordagens a inspiração para um novo método, e na base desse método
encontra-se o conceito de aprohmações de lógicas.

Nota-se nas abordagens de Levesque por um lado, e de Selman e Kautz por
outro a falta do poder de incrementabilidade. Em outras palavras, utiliza-se o
procedimento para tentar achar a solução do problema. Se essa solução não é
encontrada, deve-se voltar à formulação original do problema para resolvo-lo;
na melhor das hipóteses, os resultados negativos obtidos podem ser usados para
diminuir o espaço de busca.

Um procedimento como o de Levesque etz#aquece o poder de inferência de
sentenças quando elas estão no escopo do operador B (ou de ambos os lados da
relação l:3). Mesmo assim, o sistema L ainda pode ser considerado, legitima-
mente, uma lógica. Mas o que é uma lógica? E como é possível incrementar
uma lógica para outra com maior poder de inferência?

"A melhor maneira de descobrir sobre o que a lógica trata é simplesmente
fazendo lógica" , escreveu A. N. Prior em IPri621. Não é o objetivo deste trabalho
dar uma definição final de lógica, mas apenas uma que sirva a seus propositos.
No caso, há duas possíveis abordagens que são equivalentesÕ mas que podem
fornecer intuições distintas. Em uma, identificamos a lógica com o conjunto
de seus teoremas. Por exemplo, na Lógica Proposicional Clássica, C, Ó D é
é um elemento. Outra possibilidade é identificar a lógica com a relação de
inferência 1:, definida no produto cartesiano da família dos subconjuntos finitos
de sentenças pelo conjunto de sentenças. Como exemplo, {é, é D @} H @ é um
elemento de C;.

As lógicas que aproximam uma determinada lógica C podem ser visualizadas,
seguindo a apresentação de Finger e Wassermann em IFW02, FW041 , como uma
seqüência {.Ci} tal que

llr - Zo11 2 11,C - ri11 2 a o,

em que ll.C -- rÍll = (,C -- Z:i) U (ri Z) é a diferença simétrica entre os dois
conjuntos r e ri. De especial interesse são aquelas lógicas .C{ que estão contidas

ÕA equivalência ocorre necessariamente apenas no caso da Lógica Clássica.
não-clássicas essas noções podem divergir.

Em lógicas
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na lógica E original. A seqüência acima, então, implica que

Zo Ç.Ci g...Ç.C

E possível também, dualmente, considerar lógicas .Ci que sempre contêm a lógica
É, dando origem à seqüência

C Ç...Ç.CiÇ.Co

Aproximações de lógicas que usam o primeiro tipo de seqüência acima são
chamadas aproximações por baixo, e o segundo tipo aproximações por cima.
Como será visto no Capítulo 3, apenas as aproximações por baixo enfraquecem
a onisciência lógica no método de Cadoli-Schaerf(e, a /odeoH, nos métodos
subseqüentes). Por essa razão, aqui só serão analisadas com detalhe as aproxi-
mações por baixo.

O problema da incrementabilidade é resolvido como segue. Dado I', é,
deseja-se verificar se I' F é. Começa-se com uma lógica .Co bem simples, com
poder de inferência extremamente limitado e, portanto, bastante tratável. Se
I' Fc. é, entã. I' k é(Hse é o Te«em' d' O.«?ção). C"' "ntráüo, "n'-
trai-se outra lógica, ri 2 ro, que contém a anterior mas que é mais poderosa.
Se ela não resolve o problema, constrói-se uma terceira lógica r2 2 Zi, e assim
por diante. Para aplicações práticas, é necessário apenas um número finito de
passos para resolver os problemas. Então, eventualmente chega-se ao resultado
(e isto distingue as aproximações de lógicas de abordagens como a de Levesque
ou de Selman e Kautz).

1.4 0bjetivos
O principal objetivo deste trabalho é realizar a extensão do procedimento de
aproximações de lógicas de Marcelo Finger e Renata Wassermann(apresentado
no Capítulo 5) para lógicas modais. Um segundo objetivo é formalizar o proce'-
dimento de Finger-Wassermann em uma lógica modal do conhecimento, como
foi feito por Cadoli e Schaerf em seu procedimento (ver Seção 3.2).

1.5 Estrutura da dissertação
Esta dissertação de mestrado possui a seguinte estrutura

Capítulo 1: Discute-se o panorama teórico que serviu de pano de fundo
para o desenvolvimento do conceito de aproximações de lógicas (Seção l.l
e Seção 1.2); define-se de maneira geral esse conceito (Seção 1.3).

Capítulo 2: São apresentados os resultados preliminares essenciais à com-
preensão do resto do texto: Lógica Proposicional Clássica e Tableaux de
Smullyan (Seção 2.1) e Lógicas Proposicionais Modais e SST ( "Single Step
Tableaux") (Seção 2.2).
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Capítulo 3: O trabalho de Cadoli-Schaerf, pioneiro na área de aproximações
de lógicas, é estudado na medida necessária a este texto. Sua semântica
com alguns resultados são dados na Seção 3.1; a formalização desses re-
sultados em uma lógica modal do conhecimento é dada na Seção 3.2; a
extensão de seu procedimento para lógicas modais é dada na Seção 3.3.

Capítulo 4: Fabio Massacci trabalhou uma extensão do procedimento de
Cadoli-Schaerf, tanto para Lógica Clássica com linguagem completa (todos
os operadores clássicos e nenhuma restrição ao formato das sentenças),
como para Lógica Modal. Os resultados em Lógica Clássica, bem como
a teoria da prova a partir dos Tableaux de Smullyan, são descritos na
Seção 4.1. Os resultados em Lógica Modal, com a correspondente teoria
da prova no contexto dos SST, são descritos na Seção 4.2.

Capítulo 5: O trabalho de Marcelo Finger e Renata Wassermann realiza uma
outra extensão do procedimento de Cadoli-Schaerf para Lógica Clássica.
A semântica por eles sugerida é dada na Seção 5.1, e a correspondente
teoria da prova no contexto dos KE-tableaux é dada na Seção 5.2.

Capítulo 6: São apresentadas extensões do procedimento de Fingem-Was-
sermann para Lógica Modal. Na Seção 6.1, é dada uma semântica que
regula o comportamento do operador = e o limite máximo de introspecção
(que controla o número de interações modais). A Seção 6.2 mostra uma
correspondente teoria da prova no contexto dos SST. A Seção 6.3 apresenta
uma semântica mais fraca e correspondente teoria da prova, e a Seção 6.4
sugere uma semântica mais geral e possíveis estudos posteriores.

Capítulo 7: F'ormaliza-se a semântica de Fingem-Wassermann em uma lógica
modal do conhecimento, como feito por Cadoli e Schaerf na Seção 3.2,
demonstrando-se alguns resultados associados.

Capítulo 8: Na Seção 8.1, analisam-se os resultados obtidos, bem como os
apresentados na dissertação como um todo. Na Seção 8.2 são sugeridas
possíveis direções para trabalhos futuros.
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Capítulo 2

Preliminares

O objetivo deste capítulo é, principalmente, fixar a notação utilizada, assim
como enunciar resultados e definições padrão.

2.1 Lógica Proposicional Clássica
2.1.1 Notação, Sintaxe e Semântica
O estudo de um sistema formal se subdivide em duas partes: estudos de sintaxe
(forma) e semântica (significado) .

Para ISch671, a determinação da sintalze de um sistema formal é feita em três
estágios. Primeiramente, especificam-se quais são os sinais a serem utilizados.
No caso da Lógica Proposicional Clássica (resumidamente, LPO), utilizam-se
os seguintes sinais:

e os súnboZos proposiceonaís

Po, Pi,P2,P3}

ou sela, uma seqüência enumerável de símbolos distintos, que podem ser
chamados de atamos. As letras q e r, com ou sem subscritos, também
servem para designar elementos dessa seqüência.

B os operadores lógicos

-., /\, V, D,

'- (negação) é um operador lógico unáóo, ao passo que os outros (respecti-
vamente, conjunção, disfunção, implicação e equivalência) são operadores
binários

. parêntesis (, ); estes servem apenas para fins de pontuação
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Algumas seqüências ânitas dos sinais apresentados acima são escolhidas (in-
tuitivamente, as sequências escolhidas são as que remetem a algum sentido).
Chamam-se a essas seqüências de sentenças. Usualmente, as sentenças são de-
finidas por recursão, como seguem :

DEFINIÇÃO RECURSIVA DE SENTENÇAS

1. p{ é uma sentença, para todo { c N

2. nd (lê-se "não é") é uma sentença se Ó é uma sentença

3. d' A 'P (lê-se "Ó e @") é uma sentença se é e @ são sentenças

4. #' V 'P (lê-se "é ou @") é uma sentença se é e @ são sentenças

5. é D @ (lê-se "@ implica em @") é uma sentença se # e @ são sentenças

6. é = @ (lê-se "é e(luivale a V,") é uma sentença se é e V, são sentenças

O segundo estágio na determinação de um sistema formal é a escolha de um
certo conjunto de sentenças em particular, que são chamadas de Chamas. Em
geral, as sentenças escolhidas são o mais simples possível e remetem a um sentido
de uma verdade evidente por si só. Mas não é uma exigência para um sistema
formal. De fato, sempre que se tentou dar uma definição precisa de "verdade
evidente por si só" , caiu-se em problemas de subjetividade e circularidade de
definições. Portanto, não existe mais o requerimento de simplicidade e evidência
por si só para axiomas, a fim de se trabalhar da maneira mais objetivo possível.

Para LP(y, deve valer o seguinte grupo de axiomas, adaptados de ILuka63j:

AXIOMAS DA LÓGICA PROPOSICIONAL CLÁSSICA

1. (P D q) D ((q D ,) D (P D ,))

2. (nP D P) D P

3. --P 3 (P D q)

Além disso, valem as seguintes definições(discussões sobre essas definições
em particular e do significado das definições em lógica podem ser encontradas
em ILuka631):

DEFINIÇÕES OA LÓGICA PROPOSICIONAL CI,ÁSSICA

Dfv. @ V @ é o mesmo que =é :) @

DfA. @ A @ é o mesmo que =(é D T@)

iExiste um problema técnico nas sentenças a seguir: é a forma de usar os parênteses de
maneira a garantir uma única leitura das seqüências; neste texto assume-se a forma padrão
de associação implícita de parênteses e a associação segundo o contexto em que as sentenças
são empregadas; a esse respeito, remete-se a IKle521 e a [Smu681
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é @ é o m.smo que (é D @) A (@ D é)

No sistema de LPC apresentado aqui, definem-se todos os operadores lógicos
em termos de -. e D, que são chamados de operadores básicos. Sistemas distintos
podem considerar como básicos outros operadores.

Todos os axiomas de um sistema formal são teoremas, mas nem todos os
teoremas são axiomas. Intuitivamente, um teorema é uma asserção que pode
ser demonstrada, ou seja, cuja verdade é necessária se os axiomas são assumidos.
Como o objetivo do estudo de sistemas formais é justamente a análise dos tipos
de argumentos que se aceitam como demonstrações, é necessária a redução do
conceito de teorema a um sentido puramente sintático. Assim, teoremas são
certos tipos de sentenças. Isto ficará mais claro adiante.

Por âm, o último estágio é a escolha de regras de inferência. Conforme
[Sch67], uma regra de i7\gerência diz sobre que condições uma sentença, cha-
mada de cancZusão, pode ser inferida como teorema de outras sentenças que são
teoremas, chamadas de hipóteses.

Para .LPC, devem valer as seguintes regras de inferências

Modus Ponens: se é e é D @ são teoremas, então @ é um teorema

Substituição Uniforme: se é é um teorema, então qualquer sentença obtida
de Ó substituindo certos átomos por sentenças de maneira uniforme(isto
é, átomos iguais são substituídos por sentenças iguais) é um teorema

Com os axiomas e as regras de inferência, ]Sch67] define o que é um teorema
como segue: um teorema é ou um axioma, ou uma sentença obtida de outros
teoremas a partir das regras de inferência.

O esquema de axiomas e as regras de inferência escolhidos até agora não são
tão importantes, desde que eles dêem ao sistema formal as características de
con'eção e completude, que serão explicadas após a definição da semântica.

A semântica de um sistema axiomático formal é determinada especificando
a que estruturas matemáticas se relaciona a sintaxe. Essas estruturas são cha-
madas de modelos do sistema formal.

Deânição 2.1 Um modelo y de .LPa é uma Junção y : .A --p {0, 1} do con-
junto ..4 de átomos ao conjunto {0, 1} que é estendida para o c07Üunto rc de
todas as sentenças como segue;

1. v''(=@) }'''(é)

p. v''(@ A @) l s« }''(d) = }''(@) = l

3. }'(é VÚ) 0 «e }'''(é) }''(@)

l e V'(@)4. y(@ D @) 0 sse y(é) 0

5. }'(é = @) l sse I''(é) v'(@)

13



A função y é chamada de adoração. Intuitivamente, V' é uma avaliação de
verdade das sentenças do sistema formal: l é o valor "verdadeiro" e 0 é o valor
"falso". A valoração y é um modelo para uma sentença é (y satáó/az é, V' é um
modelo de d') se I''(@) = 1. Se I' é um conjunto de sentenças, y é um modelo
de I' se y for um modelo para cada sentença em I'. Uma sentença válida é uma
sentença é (utiliza-se a notação 1:: é) cujas funções verdade sempre atribuem o
valor 1, para qualquer valoração das sentenças que a compõem. Dessas sentenças
também se diz que são tautoZogáas. Assim, toda valoração é um modelo para
as tautologias. Dado um conjunto I' = {éi,éz, . ..,é.} de sentenças e uma
sentença V', diz-se que I' ímp/{ca logicamente ou tazifoZogicamente @ (e denota-
se I' E: @) quando toda valoração que satisfizer todas as sentenças em I' satisfizer
também @. Um teorema de LP(7, chamado teorema da dedução, afirma que se
I' f= @, então 1= éi /\ éa A . - - /\ én D Ú, ligando a noção de implicação lógica à
noção de sentenças válidas.

Quando foram discutidos os axiomas de .LPC e as regras de inferência,
anunciou-se que esses não eram importantes desde que o sistema axiomático for-
mal possuísse as características de correção(ou consistência) e completude. Um
sistema é con'eto quando, a partir dele, não se pode provar dois teoremas. um
dos quais tem a forma é e o outro a forma --é. Um sistema é completo quando
nele, dada uma sentença Ó qualquer, se é não for um teorema, sua adição ao
sistema implica em uma contradição (ou soja, torna-se possível demonstrar no
novo sistema um par de sentenças @ e --@). Pode-se provar que Z;Pa é corneta
e completa (veja, por exemplo, ILuka63j; para uma apresentação alternativa de
axiomas com demonstração de correção e completude, veja IHA501). Isso vem
a ser equivalente a dizer que todo teorema de .LP(7 é uma tautologia, e toda
tautologia é um teorema de .LPC'. Como existe um procedimento mecânico e fi-
nito para determinar se uma determinada sentença é ou não tautologia, algumas
formalizações de lógica assumem como axiomas todas as tautologias. Todas as
formalizações de Z;Pa que tenham por teoremas omtamente as tautologias são
equivalentes.

2.1.2 Tableaux de Prova
Tableaux semânticos representam um outro paradigma de teoria da prova, em
contraposição aos sistemas de Hilbert mais usuais (apresentados na seção an-
terior), e vêm gozando de grande popularidade nas últimas décadas, princi-
palmente após a publicação de ISmu68}, do qual é retirada a maior parte da
informação contida nesta seção.

Dada uma sentença é qualquer, pode-se assina/ar é, ou seja, antepor a @ os
sinais T ou F', formando uma sentença assinalada ré ou Pé. Nesse contexto,
costuma-se utilizar a expressão "sentença não assinalada" para é. Intuitiva-
mente, ré significa "a sentença é é verdadeira" e Pé significa "a sentença é é
falsa". Assim, ré é verdadeira sse é for verdadeira, e Pé é verdadeira sse @ for

A conyagada de uma sentença assinalada ré é ré e a c07Üugada de uma
sentença assinalada Pé é ré. Em geral, se g é uma sentença assinalada, 7é

falsa
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sua conjugada.
Antes de definir tableaux, são necessárias algumas observações. Uma amora

bináha é um conjunto de nós, um dos quais é a origem e que, para cada nó,
associa como sucessores no máximo dois outros nós. Todo nó com exceção da
origem é sucessor de um, e apenas um, outro nó. A origem é ligada a qualquer
nó n da árvore por uma seqüência finita de nós em que o primeiro termo é a
origem, cada termo seguinte é sucessor do anterior e o último termo é n. Um
nó sem sucessores é chamado de ter'minam. Uma seqüência maximal de nós que
começa na origem e que tem, para cada elemento posterior da seqüência, um dos
sucessores do elemento anterior é chamado de ramo da árvore. Nos tableaux,
cada nó conterá uma sentença assinalada.

Existem diversos tipos de tableaux, e a definição que será dada a seguir
serve para muitos deles. Em essência, o que distingue um tableau de outro é o
conjunto de regras que permite adicional' sentenças novas aos ramos do tableau.

Dada um conjunto de sentenças assinaladas I', um tabZeau para I' é uma
árvore binária deânida recursivamente como segue:

e um nó contendo apenas uma sentença assinalada g € 1' é um tableau; esse
nó é a origem

e se R é um ramo com nó terminal de um tableau 7", a árvore obtida de 7"
adicionando a sentença assinalada p C I' como sucessor do nó terminal de
R (caso ela já não esteja em R) é um tableau

e se R é um ramo com nó terminal de um tableau 'r, a árvore obtida de
7 adicionando como sucessor do nó terminal de R uma sentença obtida a
partir da aplicação das regras do tableau (caso ela já não esteja em R) é
um tableau

O ramo de um tableau /echo quando nele aparecem uma sentença assinalada
e sua conjugada, ou seja, uma contradição; o tableau /ccAa se todos seus ramos
fecham.

A demonstração de uma sentença não assinalada @ qualquer é feita da se-
guinte forma. Assinala-se é como falsa, isto é, como FÓ. Constrói-se o tableau
para {Pé}. Se o tableau fechar, a sentença foi provada; caso contrário, a prova
falhou. Para provar que um conjunto finito I' = {éi, é2, . . . , Ón} de sentenças
não assinaladas implica tautologicamente uma outra sentença(também não as-
sinalada) @ (ou, utilizando uma notação desenvolvida por Gentzen IGen691,
para provar o sequente I' f" @), assinalam-se as sentenças de I' como verda-
deiras e a sentença @ como falsa, e tenta-se fechar o tableau para o conjunto
{Tél, T@2, . . . , ré., F@}.

Assumindo que uma sentença assinalada çp é verdadeira, obtêm-se as cha-
madas conclusões dáretas da mesma. Por exemplo, a sentença ré /\ @ só pode
ser verdadeira se @ e @ forem. Assim, aceitar ré /\ @ implica na aceitação de
T@ e de TÚ. Por outro lado, se a sentença ré V @ é verdadeira, então ou T@
ou T@ é verdadeira (não necessariamente as duas).

Smullyan distinguiu dois tipos de sentenças assinaladas, segundo o tipo de
conclusões diretas que delas se tiram. Um dos tipos, em que se encaixa ré A @,
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foi designado por se?ztenças do tipo a, e as conclusões diretas de ai e cv2. A
aceitação de sentenças a implica na aceitação simultânea de ai e a2. O segundo
tipo, em que se encaixa ré v @, foi designado por sentenças do tipo P, e as
conclusões diretas de Pi e /%. A aceitação de sentenças P implica na aceitação
ou de Pi ou de /% (não necessariamente na aceitação das duas). Sentenças
do tipo r=d' e Pné podem pertencer a qualquer um dos dois tipos, e aqui é
preferida a abordagem de Fabio Massacci, que em IMas98al as considera como
pertencentes a uma terceira classe, designada por neg, cuja (única) conseqüência
é designada por pos. Na Tabela 2.1 sumarizam-se os tipos de sentenças.

F+') +

al a2

Tabela 2.1: Notação unificadora de Smullyan

Os protótipos dos tableaux utilizados neste texto serão os chamados TabZeazu
de SlnuZ13/an, apresentados em ISmu681. Esses tableaux têm as seguintes regras,
chamadas regras de eq)ansão:

TI para toda sentença assinalada da forma a, adicionar ai e a2 ao ramo do
tableau

T2. para toda sentença da forma neg, adicionar pos ao ramo do tableau

T3 para toda sentença assinalada da forma P, ramiíicar em dois o tableau.
adicionando PI a um ramo e /% ao outro ramo do tableau

As regras enunciadas acima são sumarizadas na Tabela 2.2

neg
pos

P

Tabela 2.2: Regras de Smullyan para Lógica Clássica

Uma sentença assinalada g é reduzida em um ramo R (segundo o Tableau
de Smullyan) se

RI. p é um átomo assinalado

R2. p é uma sentença a e tanto ai como a2 estão em .fZ

R3. p é uma sentença neg e pos está em R

R4. g é uma sentença /3 e ou Pi ou /% está em R
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Quando todas as sentenças em um ramo estão reduzidas, não há mais o que se
fazer nele; se não se chegou a uma contradição, a prova falhou, e o tableau pode
ser utilizado para construir um contra-modelo da sentença(ou seja, um modelo
para sua negação).

Na Figura 2.1 é apresentado um exemplo de aplicação dos Tableaux de
Smullyan, extraído de ISmu681. No exemplo, demonstra-se a tautologia pV
(q A r) D (p V q) A (p V r). As cruzes no final de cada ramo indicam que ele
fmhou. As sentenças (2)--(3) são obtidas de (1) pela regra a. As sentenças
(4)-(5), de (3) por P. As sentenças (6)-(7), de (5) por a. As sentenças. (8)-(9) .e
ili)):(ii), de (4) e (7), respectivamente, por P Por 6m, as sentenças (12)-(13),
(14)--(15), (16)-(17) e (18)--(19) são obtidas respectivamente de (8), (9), (10) e
(11) por aplicação da regra a.

(1)FP V (q A ,) D (P V q) A (P V r)
(2)rP v (q A r)

(3)F(P V q) A (P V r)

(4)TP (5)Tq A ,
(6)rq
(7)7',

(8)Fp V q (9)f'p V r
(12)f'P (14)F'P
(13)F'q (15)F',

x x

(lO)FpVq (11)f'pV,
(16)F'P (18)f'P
(17)r'q (19)f',

x x

Figura 2.1: Um exemplo de aplicação dos Tableaux de Smullyan

Tableaux semânticos fornecem, como se disse, uma teoria para provar sen-
tenças. Há que se verificar se essa teoria de prova é con'eta e completa com
relação à semântica intencionada. Diz-se que um determinado tableau é con'eta
com relação a determinada semântica se toda inferência realizada por meio do
tableau pode ser feita também pela semântica. Uma vez que é impossível, pela
semântica, a inferência de duas sentenças, uma das quais tem a forma é e a
outra -.é, essa noção de correção liga-se àquela dada na seção anterior. Um
tableau é completo com relação a determinada semântica se toda inferência re-
alizada pela semântica pode ser feita também por meio do tableau. Como só se
inferem tautologias ou implicações tautológicas na semântica, isso implica que o
tableau prova todas as tautologias, o que liga essa noção de completude àquela
dada naseção anterior.

A demonstração da correção dos diferentes tableaux é semelhante. No caso
dos Tableaux de Smullyan, ela é feita como segue. Supõe-se que exista uma
valoração y que satisfaça a origem do tableau(ou a negação do seqüente que
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se deseja demonstrar). Prova-se que a aplicação das regras Tl--3 dá origem a
um novo nó em que y continua sendo satisfeita. Por exemplo, se y é válida
num ramo n e é aplicada a regra TI, as duas sentenças al e a2 são satisfeitas
por }'''; se y é válida num ramo R e é aplicada a regra T3, pelo menos uma
das duas sentenças PI e /% é satisfeita por y (no caso de um tableau arbitrário.
deve-se mostrar que a aplicação das regras do tableau permitem o aparecimento
de ao menos um nó satisfatível por y). Assim, se o tableau fecha, ter-se-ia a
existência de uma valoração y que satisfaz um par de sentenças contraditórias
(pois em todos os ramos aparecem sentenças dessa forma). Isso é impossível,
e portanto não há valoração y que possa satisfazer a origem(ou a negação do
sequente) .

Proposição 2.2 (Correção) Seja I' um c07Üunto .$náto de sentença.
nAa que um tabZeau para o seqtlente I' f- @ /echo. .E7ztâo I' 1:: @.

Suão

A demonstração da completude de um tableau é feita da seguinte maneira.
Supõe-se, por contradição, que um tableau de determinada tautologia não feche,
mesmo estando todos seus ramos reduzidos. Isso significa que algum ramo
do tableau permaneceu aberto. Esse ramo é utilizado para a construção de
um contra-modelo para a negação da tautologia. Ramos cujas sentenças estão
reduzidas são c07Üunlos de Hintákka, e o chamado lema de Hántikka assegura que
tais conjuntos são satisfatíveis por alguma valoração y. Essa valoração associa
a cada átomo p tal que Tp esteja no conjunto o valor 1, e a cada p tal que Fp
esteja no conjunto o valor 0; o fato de o conjunto ser de Hintikka (ou seja, do
ramo ser aberto) assegura que não surgem contradições sob tal valoração. O fato
de a negação da tautologia ser satisfatível contradiz o fato de que a tautologia
é tautologia, o que é absurdo. Considerações parecidas valem as demonstrações
de seqüentes.

Proposição 2.3 (Completude) Sda I' um cozÜunfo .anito de sentenças.
ponha que I' 1= Ú. .Então, qualquer tableau para o seqlZente I' f- @ Jbcàa.

Correção e completude são demonstrados com detalhes em ISmu681.
A existência de diversos tableaux é principalmente devida ao seguinte proble-

ma, observado por Marcello D'Agostino em ID'A92, D'A991. Parte do interesse
sobre os tableaux parte do fato que, aparentemente, eles fornecem um método
mais e6ciente para demonstrar tautologias. O método tradicional das tabelas.-
verdade para decisão de l,PC exige que, para testar uma tautologia com n
átomos, façam-se 2" cálculos. Assim, com 10 átomos são feitos cerca de 1000
cálculos. Entretanto, D'Agostino demonstra que existem exemplos de tautolo..
Rias com 10 átomos cujo Tableau de Smullyan contém no mínimo 3000000 de
ramosl Uma das razões desse comportamento paradoxal está no fato que os
Tableaux de Smullyan permitem muitas ramificações (uma para cada aplicação
de uma regra P). Re6namentos posteriores desses tableaux procuram diminuir
a quantidade de ramificações que surgem.

Não é objetivo deste trabalho a análise dos diversos tableaux e suas relativas
complexidades computacionais, cuja literatura é extensa. A/ías os trabalhos de
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Massacci e Fingem-Wassermann, que serão discutidos adiante, utilizam tableaux
com diferentes regras de expansão, e no resto desta seção será feita uma rápida
análise desses tableaux. Entretanto, para o resto do texto, será assumido como
protótipo de tableaux proposicionais os Tableaux de Smullyan.

Finger e Wassermann partem de uma modificação dos Tableaux de Smullyan
introduzida por Marco Mondadori em IMon88a, Mon88bl e extensivamente es-
tudada por Marcello D'Agostino em ID'A90, D'A92j, chamada KE-tableaux,
com propriedades computacionais mais atraentes. Na Tabela 2.3(octraída de
IFWOll) sumarizam-se as regras KE para Lógica Clássica. Uma inspeção das
regras mostra que apenas uma permite a ramificação do tableau: a regra(P.B).

ré
?Í-- (-o

'@F3@" :eé.a .",
PF-- ("d

ré
Pii-- (-o T.,«,,T''"'
pf-- (-o

I'+v $

?;&-- ('"a
:eÉY-g ('")

:F''-, ;F''-,
ré F.#(PB)

Tabela 2.3: Regras KE para Lógica Clássica

A regra da simpZ{/ícação, utilizada por Massacci em seus tableaux, consiste no
seguinte. Dadas duas sentenças assinaladas p, a, é possível reescrever p a partir
de certas propriedades de a, obtendo uma nova sentença que será denotada
por plwl(ver explicação adiante). Se p e w estão presentes em um ramo,
então adiciona-se play ao ramo e considera-se que p está reduzida no mesmo
(a não ser, evidentemente, que çplwl = p, pois nesse caso não há necessidade de
adicionar pltpl ao ramo). Para a definição precisa de ylal, refere-se a IMas98al.
Aqui, serão citados apenas alguns exemplos.

l Suponha que g = Tp D q e w = Tp. Então glal é obtida considerando-se
p verdadeiro na sentença p :) q e reduzindo-a utilizando as regras boolea-
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nas (por exemplo, se p é verdadeiro, então p D q
p V q = pl e assim por diante). Assim, p]w] = Tq

q; se q é falso, então

2. Suponha que g = FpA (q V r) e w = Tq V r. Então p]a] = Tp.

3. Suponha que p = Tp V q e © = Fr. Então play = p = Tp v q.

4. Suponha que p = Tp v q e a = Tq. Então pv q é verdadeira, e plwl é
qualquer sentença válida, como por exemplo p = Tp V --p. Nesse caso,
deve-se utilizar na sentença válida apenas átomos que estão dentro de p.

Observa-se que tableaux com as regras a, neg, de simplificação e (P.B) genera-
lizam os KE-tableaux, uma vez que cada uma das regras (7'Di), (7'Dz), (FAi),
(FA2), (TVi) e (TvZ) podem ser obtidas a partir da regra de simpli6cação.
Massacci, entretanto, não utiliza (P.B)

2.2 Lógicas Proposicionais Modais
2.2.1 Notação, Sintaxe e Semântica
Os operadores lógicos que aparecem em LP(7 possuem uma importante carac-
terística. Dada uma valoração }'' sobre os átomos, a valoração sobre qualquer
sentença obtida utilizando..se apenas os operadores clássicos está determinada
(Sa1-5). Como observa IHC961, na lógica modal aparecem sentenças cuja ver-
dade não depende somente da verdade de suas partes componentes, em particu-
lar dos átomos. Além dos operadores lógicos clássicos, há outros dois operadores
unários, [] (necessitação) e 0 (possibi]itação).2 As sentenças são definidas por
recursão como na Seção 2.1.1, com as duas regras adicionais

7. [1é (lê-se "necessariamente é") é uma sentença se é é uma sentença

8. 0é (lê-se "possivelmente é") é uma sentença se é é uma sentença

Sentenças com esses operadores são chamadas de modais, provavelmente porque
ser necessariamente ou possivelmente verdade são pensados como modos ou
maneiras pelas quais uma proposição é verdadeira IHC961.

Em [Che80], chamam-se lógicas modais malhais os sistemas formais que
possuem, além de todos os axiomas, definições e regras de inferência de ÉP(17.
rezo menos o seguinte axioma adicional:

K'. n(p D q) D (ap D oq)

e também a seguinte regra de inferência

Regra da Necessitação: se # é um teorema, então [lé também é um teorema

Além disso, vale a definição abaixo:

20 emprego dos neologismos "necessitação" e "possibilitação" é inspirado pelo texto de
Chellas IChe801, e é adequado quando as expressões linguísticas "necessariamente" e "possi-
velmente" são utilizadas como operadores.
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DfO. Oé é o mesmo que =ll=é
DfO define o operador O em termos do operadorE]. O axioma K caracteriza o
operador [] como norma].

Existem alguns princípios, ou axiomas, de lógicas modais normais que serão
colocados na Tabela 2.4 para referência futura e que deixarão claros alguns
aspectos da semântica que será exibida. O que distingue uma lógica modal
de outras são os princípios que nela valem. Por exemplo, uma lógica modal
chamada T tem por axiomas .K e T; outra, chamada D, tem por axiomas .K
e .D. Toda lógica modal normal deve possuir o axioma K, mas os diferentes
axiomas que são adicionados dão origem a diferentes lógicas, todas contidas na
lógica modal normal mais geral, que possui apenas 1( por axioma.'

Tabela 2.4; Axiomas modais e respectivas sentenças

Os modelos de lógicas modais normais serão representados pela letra .A4.
Seja .A o conjunto de átomos da linguagem. Para IChe801, um modelo .A4 de
uma lógica modal normal (chamado de modelo de X'Hpke) é uma tripla <W. R, y>
em que

e W é um conjunto (de mundos possíveis)

e R é uma relação binária sobre M: R C À/ x M, chamada de reZaçãa de
acessibilidade

8 y é uma função de W x .A em {0, 1}, isto é, associa a cada par (w,pi) o
valor O ou l

A função y é chamada, como na Seção 2.1.1, de uaZoração. Intuitivamente,
Wr é uma coleção de "mundos" para os quais as sentenças do sistema formal
signi6carão algo, sendo ou verdadeiras ou falsas.

Agora, serão especificadas recursivamente sobre que condições uma sentença
pode ser aceita como verdadeira ou falsa para cada elemento de H'', ou seja,
para os mundos. Aqui, a expressão .A4,w f:= é é uma abreviação para "é
é verdadeira em um mundo w € W/"; escreve-se .A4,w F é quando não for
verdade que ./U, w E Ó. Tal definição é encontrada em IChe80, HC96).

SEm geral, neste texto segue-se o sistema de nomenclatura de IChe801, em que o nome de
uma lógica é dado pela listagem dos axiomas modais que nela aparecem. Uma lógica que tenha
por axiomas K e 4, por exemplo, é designada por K4. Exceções a essa regra ocorrem apenas
nos casos em que o nome do sistema é consagrado pelo uso, como nos casos dos sistemas T e
D
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DEFINIÇÃO RECURSIVA OE VERDADE EM SENTENÇAS OA LÓGICA MODAL
NORMAL

1. .M, w 1: pí sse V'(«,)(p:) l

2. .A4, w b né sse .A4, w F Ó
3. .A4, to 1- é A @ sse .A4, w k é e À4,to 1:: @

4. .A4, w E ó V @ sse .A4, w f:= é ou .A4, to f: @
5

6

7

8

.A4, w f:: é D V' sse ou .A,'(, w F é ou .M, to k: Ú

.A4, w H é = @ sse, se .A4, w H: é, então .A4, w f: Ú, e vice-versa

.A4, zo k [lé sse para todo t € W ta] que wRt tem-se .A4, lo l- [lé
.A4, w f= 0é sse existe t € W tal que loRt e .A4, w f: [Jé

A cláusula l dessa definição recursiva dá uma intuição sobre o que é y: tem-se
que y(to)(i) = 1 justamente quando pi é verdadeira em w.

O conjunto de mundos t para os quais wnt, em que w é um mundo, podem
ser pensados intuitivamente como o conjunto de mundos acesso'Dais a w. A
maneira de enxergar os diversos mundos ficará mais clara adiante, quando for
descrito um contra-modelo de um dos princípios sintáticos das Lógicas Modais.

A relação entre sintaxe e semântica de certa lógica L é feita demonstrando-
se correção e completude. A forma de demonstrar essas propriedades acaba
passando pela construção de determinados modelos. Mas cada valoração dá
origem a um modelo diferente e cada relação de acessibilidade dá origem a toda
uma classe de modelos distintos. Torna-se necessário, portanto, definir graus de
validade das sentenças.

Certas definições adicionais são encontradas em IGor991. Uma estrtltura de
Ã'Hpke é um par <W, n>. Cada modelo de Kripke origina-se a partir de uma
estrutura. Uma classe de esf furas de X'Hpke é uma conjunto de estruturas de
Kripke com o mesmo conjunto W' e com relações de acessibilidade que possuem
certas propriedades comuns (por exemplo, relações que são simétricas) .

Uma sentença d' é uá/{da em um made/o de Ãrlpke .M(denota-se esse fato
por -A'4 k é) quando, para todo w C W, ocorrer .A4, w 1: é. Uma sentença é é
z;á/ída em uma esfmtura de Ã'Npke <TK .R>(denota-se esse fato por <t'K R> k:: é)
quando, para todo modelo .A4 que tem <W, R> por estrutura, ocorrer JU f= d.
Por fim, uma sentença é é vaiada em uma classe de estmtaras de .KMpke C
(denota-se esse fato por C 1:: é) quando, para toda estrutura <WI, R> em C,
ocorrer <W:, R> b é.

A noção de conseqüência lógica precisa ser refinada, e a apresentada aqui é
devida a Massacci INlas98al. Sejam I'u e I'a dois conjuntos finitos de sentenças.
A sentença V' é conseqüêncía lógica local do conjunto de hipóteses locais 'l'P
(denota-se I'u H @) quando para todo modelo .M e todo mundo w € }r. se
.A4, w l:: I'u4, então .A4, w E @. A sentença @ é consegdêncía /ógica gZoba! do

4Ou seja, .A4, to E= é para cada sentença é C I'u.
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conjunto de hipóteses gZoóais ['a(denota.se ]'a k @) quando pua todo modelo
.A4 e todo mundo w € W, se .A4 l:: I'C, então .A4,w f: @. Toda conseqüência

lógica global é local, mas a recíproca não é verdadeira. Para ambas as noções de
consequência lógica, vale o teorema da dedução: dada uma classe de estruturas
C e I'Ula = 'lét, é2, . . . , é.}, I'UIC E: Ú sse C k éi A d'2 A - ' ' /\.dl.D V':Suponha
que sejam dados o conjunto de hipóteses locais I'u e globais I'C. Para todo
modelo .A4 e todo mundo w € }y, se .A4 l- I'C e .A4,w f:: I'u implicarem que
.A4, w F @, então @ é consequência lógica de hipóteses globais I'a e locais I'u, e
utiliza-se a notação I'o k I'u ::>p Ú5

Os diferentes princípios modais dados na Tabela 2.4 podem ou não ser válidos
em determinadas classes de estruturas de Kripke; de fato, para cada um dos
princípios apresentados na Tabela 2.4, é possível dizer exatamente qual a classe
de estruturas em que eles valem, no sentido que, se uma estrutura não é dessa
classe, então o princípio não vale em pelo menos um modelo originado a partir
dela. O único princípio que é válido em qualquer classe é .K.

Em uma dada lógica modal L, a correção significa que não é possível pro-
var um par de teoremas d e =4' a partir da mesma. Da própria definição de
verdade de sentenças =é, em um modelo nunca ocorre simultaneamente é e
--é. Assim, a estratégia para provar correção é mostrar que os axiomas de L
são válidos em algum modelo .A4 e mostrar que, se uma sentença é obtida de
outras(supostas válidas em .M) por aplicação de uma regra de inerência, então
ela mesma é válida em ./U. Assim, se fosse possível provar é e -.é, ambas se-
riam válidas no modelo .A4, o que é absurdo. A completude de L significa que,
dada uma sentença Ó qualquer, se é não for um temi'ema, sua adição ao sistema
implica em uma contradição. Em cada modelo, é necessariamente válido que
ou é ou =#' ocorram(se é não acontece, a deânição de verdade para negações
implica que =é acontece); se é não for verdadeira para o modelo, ela não pode
ser adicionada porque isso resultaria em contradição -- uma vez que --é já é
verdadeira no modelo. Portanto, a estratégia para mostrar completude é cons-
truir um modelo .A4 em que todos os axiomas de L sejam válidos, bem como
provar que a aplicação de regras de inferência sobre sentenças válidas leva a
outras sentenças válidas. Entretanto, para se ter certeza de que nenhum outro
fato sobre o modelo particular .A4 seja utilizado(por exemplo, a valoração y
e a relação de acessibilidade R específicas) o modelo deve ser muito cuidado-
samente construído. Como observado acima, os diferentes princípios modais

e, a /odiou, os diversos sistemas de lógicas modais obtidas por combinação
dos princípios -- não são válidos em qualquer classe de estruturas, mas apenas
em uma. O modelo construído para mostrar completude deve ser tal que não
priorize nenhuma propriedade que não sela válida em todos os modelos origi-
nados a partir de qualquer estrutura da classe de estruturas em que o princípio
vale. Isso acaba dando origem ao método dos modelos canónicos, apresentado
em IChe80, HC961.

SObserva-se que o símbolo ::> utilizado nesta expressão não é um símbolo da linguagem, e
sim da metalinguagem.
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Dessa forma, as definições de correção e completude são mais conveniente-
mente apresentadas como a seguir, em que é utilizada a noção de classes de
estruturas.

Sqa C uma classe de estruturas de Kripke e L uma lógica modal. Segundo
IGor991 , L é com'eta com relação a C quando toda sentença é que é demonstrável
em L (f"L é) for válida em C (C f:: é), e L é como/eta com relação a C quando
toda sentença que é válida em C (C E:: é) for demonstrável em L (f"l. é). Uma
lógica L é caractehzada por C quando L for correta e completa com relação a

Um dos problemas da Lógica Modal, já observado, é caracterizar que relações
de acessibilidade R (ou seja, que classes de estruturas definidas por R) corres-
pondem aos vários princípios sintáticos da Lógica Modal, como por exemplo .D,
T, B, 4 e 5. Provando correção e completude de lógicas que utilizem apenas cada
um desses axiomas, é possível chegar à caracterização dos princípios conforme
apresentada na Tabela 2.5 (atraída de IGor991), em que são dadas as condições
sobre a relação de acessibilidade das classes de estruturas caracterizadoras. bem
como as sentenças de primeira ordem que descrevem essas condições.

Tabela 2.5: Caracterização dos axiomas modais

Para a demonstração de que princípios como .D, T, .B, 4 e 5 não são válidos
para todos os modelos de Kripke, torna-se necessário encontrar contra.modelos
para cada ]lm deles.

Por exemplo: para invalidar 4, é necessário encontrar um modelo que inva-
lide uma instância (ou mja, uma sentença obtida por substituição de p) desse
princípio. O contra-modelo a seguir é tirado de IChe801.

Seja .A4 = <W, R, }l, em que

. ll' = {w, t, u} (todos distintos)

. R t), (f, «)}

. y(t)(p{) = 1 para todo í C N e y 0 nos outros casos

Dessa forma, .A4, t f:: po mas não .A4, u H po. Como u é acessível a t, isso implica
que não .A4, t f= capo, ou sqa, que .A4,t f: --E]po. Nuas t é acessível a w. Logo
não pode ocorrer .A4,t l- [lllpo, o que quer dizer que .A4,t b =ElElpo. Por
outro lado, para o único mundo acessível a w, que é t, vale po, e isso pode ser
escrito como .A4, w l: [ll)o. Conclusão: não ocorre .A4, w l= [Jpo D [Jtlpo, o que
invalida 4.
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Axioma Condição Sentença de primeira ordem

 
Reflexiva

Serial
:lYansitiva
Euclidiana
Simétrica

Vw(.«-Rw)
V.«]t(«,Rt)

dwNtNukwRt b. tRu '3 uRub
ÍwNtNukuRt F. 'uRu '3 truz

VwVt(wRt D feto)



Na Figura 2.2, adaptada de IChe801, é possível visualizar essa prova. Os
pontos representam os mundos e embaixo desses pontos ficam algumas sentença
válidas nesses mundos. As flechas de um mundo a outro indicam que o mundo
para onde a flecha vai é acessível ao mundo de onde a pecha sai.

[JPo
-'-EllJPo

t

Po
--E]PO

U
©

'-Po

Figura 2.2: Invalidação do princípio modal 4

Diferentes sistemas de lógicas modais são obtidos pela combinação dos vários
princípios. Como cada princípio é caracterizado por certa classe de estruturas, a
combinação dos diversos princípios é caracterizada pela intersecção das respecti-
vas classes de estruturas. Na Tabela 2.6 (e}(traída de IGor991), são apresentados
os sistemas que serão utilizados neste texto e suas caracterizações.

Tabela 2.6: Lógicas modais e respectivas caracterizações

2.2.2 Tableaux de Prova
Os tableaux modais de prova utilizados neste texto são uma variante dos Ta-
bleaux Preíixados de Fitting IFit83j. Essa variante, chamada SST (de "Single
Step Tableaux" , tableaux passo a passo), foi desenvolvida por Fabio Massacci
IMas98c, Nlas001 e Rajeev Goré IGor991. Entre as vantagens enumeradas por
Massacci IMas001 para os SST, estão a modularidade do método (ou seja, a
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Lógica Axiomas Classes de estruturas de Kripke
K
T
D
K4
K5
KB

KDB
B

KD4
K45
KD5
KD45

S4
KB4

S5

K
KT
KD
K4
K5

KDB
KTB
KD4
K45
KD5

KD45
KT4
KB4
KT5

Todas
Reflexivas

Sejais
Ttansitivas
Euclidianas
Simétricas

Simétricas e seriais
Reflexivas e simétricas

Seriais e transitivas
'jltansitivas e euclidianas

Seriais e euclidianas
Seriais, transitivas e euclidianas

Reflexivas e transitivas
Simétricas e transitivas

Reaexivas, transitivas e simétricas



adição de regras aumenta o poder de demonstração da lógica), propriedades
computacionais atraentes e a capacidade de descrever diversas lógicas modais
básicas.

Nos SST, antes de toda sentença assinalada p coloca-se um pne/üo a (denota-
se essa operação por a : p). Esse prefixo é uma seqüência de números inteiros
positivos; o primeiro elemento da seqüência é sempre 1. Exemplo de pre6xo:
a = 1.4.2.2. Intuitivamente, a é o nome de um mundo em que p é satisfeita. A
passagem de um prefixo a para outro prefixo a.m pode ser compreendida como
sendo a realização de um passo introspectivo. Essa representação é útil porque
codifica todos os passos de introspecção desde o mundo "real" , denotado por
1, até o mundo a. O compHmento do prefixo a, denotado jal, é o número de
passos de introspecção, ou seja, jlj=0 e jl.ml. . . . .m&l = k. Assim, jl.4.2.21 = 3.

Massacci observa, em IMas98al, que a escolha de procedimentos dedutivos
para lógicas modais é quase tão grande quanto o número de lógicas modais. Isso
acaba implicando em diversas regras, que poderão ou não ser usadas dependendo
do sistema de lógica modal em que se está trabalhando. Nos SST, existem regras
que aparecem em todas as lógicas -- em particular, as regras que dizem como
lidar com os conectivos lógicos clássicos --, enquanto há outras regras que podem
variar de uma lógica a outra. Essas últimas regras são sempre sobre os conectivos
modais. A aplicação de uma regra R qualquer a uma sentença preíixada a : p
fornece uma outra sentença prelixada, que será denotado a' : pR

Fitting IFit83) distinguiu dois tipos de sentenças que utilizam conectivos
modais. Considere a sentença assinalada Teta. Aceita-la como verdadeira em
um mundo w implica na aceitação de que, para todo um mundo possível t
acessível de w, necessariamente ré é verdadeira. Da mesma forma, a aceitação
de POé em um mundo w implica na aceitação necessária de Pé em todo mundo
acessível de w. Sentenças desse tipo foram chamadas por Fitting de sentenças
p, de "necessidade" . Considere agora a sentença assinalada PtJé. Aceita.la
como verdadeira em um mundo w implica na aceitar a possibilidade de existir
pelo menos um mundo possível t acessível de w em que Pé seja verdadeira. Da
mesma forma, a aceitação de rOé em um mundo w implica na aceitação de que
existe pelo menos um mundo acessível de w em que Z'd} aconteça. Sentenças
desse tipo foram chamadas por Fitting de serztenças r, de "possibilidade". A
Tabela 2.7 sumariza a notação unificadora de Fitting

'n TO

f'éB

Tabela 2.7: Notação unificadora de Fitting

A demonstração de uma sentença não assinalada Ó é feita como segue.
Assinala-se é como F@; pre6xa-se F# como 1 : Pé. A seguir, tenta-se construir
o Tableau SST para {l : /'@}. Basicamente, isso significa que será tentada uma
refutação da sentença @ no mundo "real" 1. Se o tableau fechaÕ, a sentença foi

blsto é, se aparece no tableau uma sentença prefixada e sua conjugadas a conjugada de
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demonstrada; senão, a prova falhou. Para provar que, de um conjunto anito I'
de sentenças não assinaladas pode-se inferir uma outra sentença(também não
assinalada) @, primeiro assinala-se a sentença @ como FIP. A seguir, deve ser
feita uma distinção entre as sentenças de I'. As sentenças que são válidas em
todos os mundos são chamadas de hipóteses globais, contidas em I'C g I'. As
sentenças que são válidas apenas no mundo l são chamadas de hipóteses locais,
contidas em I'u Ç I'. Assim, I'c UI'u = 1' e I'a íl I'u = @. Em cada caso, deve
ser dado se uma determinada sentença em I' é uma hipótese global ou local.
Sentenças éa C I'a devem ser assinaladas como falsas -- Féc -- e podem ser
introduzidas em qualquer ramo do tableau após qualquer prefixo -- a : Féa
Essa regra é chamada de regra gZobd, GZob. Sentenças éu C I'u devem ser as-
sinaladas como verdadeiras -- Féu e podem ser introduzidas em qualquer
ramo do tableau apenas após o prefixo l -- l: .Féu. Essa regra é chamada de
regra local, .Loc. Se o tableau fechar, o seqüente I' f- @ foi provado.

Os SST possuem as seguintes regras:

TI. para toda sentença prefixada da forma a : a, adicionar a : ai e a : a2 ao
ramo do tableau

T2. para toda sentença da forma a : neg, adicionar a : pos ao ramo do tableau

T3. para toda sentença assinalada da forma P, ramificar em dois o tableau,
adicionando a : Pi a um ramo e a : /% ao outro ramo do tableau

T4. para toda sentença da forma a : r, adicionar a.m : no ao ramo do tableau
(m pode ser qualquer número inteiro positivo, desde que o prefixo a.m não
exista previamente no ramo)

T5. para toda sentença da forma a : g e outras possíveis regras R(que variam
de lógica a lógica), adicionar a' : pX ao ramo do tableau para todo prefixo
a* presente no ramo

As regras dos SST para os colectivos proposicionais são sumarizadas nas
Tabela 2.8.

a:a
a:al
a:a2

a:neg
a : l)os a : B\ a : h.

Tabela 2.8: Regras proposicionais para SST

As outras regras SST que valem para todas as lógicas são dadas na Tabela
2.9, tirada de IMas98aj; a regra (lr) enunciada é a única que permite a criação
de novos prefixos nos ramos do tableau. Todas as sentenças que aparecem após
o prefixo são assinaladas.

uma sentença prefixada a : p é a : @. Tbl observação é evidente, mas precisa ser feita por
razões de completude.
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í-í'ii u'") se p € 1'H

a-:"P (ai.» se a já existir no ramo e p c I'a

a:%ii:!!fi(x) se a.m for novo no ramo

Tabela 2.9; Regras modais para SST válidas em todas as lógicas

As regras SST que variam de lógica a lógica e as caracterizam (ao menos
para as lógicas modais básicas) são dadas na Tabela 2.10, tirada de IMas98a].
Algumas observações sobre essa tabela. SÓ se podem aplicar regras quando todos
os prefixos envolvidos jú apareceram no ramo. Na regra (.D), se o antecedente
for p = rt3é, então p.p = 7'QÓ; se for p = PQd, então p.p = FlJÓ. Na regra
(C7zt), se o antecedente for p = relê, então p2 = 7'tJEJé, e similarmente pma

;$ih '"' #;ü ''' gü '',
agia-'l$ w !z#1lie «') !;il1lliif (a)

!ZÊ;1lãg «-) ;.;;:Í-- «o) 1l;1llÉr (a,0

a, a.m e a.m.Z já devem estar no ramo do tableau

Tabela 2.10: Regras modais para SST que caracterizam lógicas

Na Tabela 2.11, extraída de IMas00], são dadas as regras SST que carac-
terizam cada lógica modal básica. As regras que aparecem entre colchetes são
deriváveis das outras que descrevem a lógica em questão. Assim, a regra (.K)
pode ser inferida utilizando (4) e (T):

Algumas lógicas podem ser caracterizadas por mais de um conjunto de regras,
como é o caso de S5.

O conceito de sentença reduzida não varia muito com relação ao dado na
Seção 2.1.1. E necessário apenas adicionar os preâxos a todas as sentenças
assinaladas nas regras para sentenças atómicas e dos tipo a, neg e P, e adicionar
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Tabela 2.11: Lógicas modais e respectivas regras SST

cláusulas para as sentenças modais.
em um ramo R (segundo o SST) se

Uma sentença prefixada a p é redwida

RI. a : p é um átomo prefixado, ou seja, a : Tp ou a : Fp para algum átomo p

R2. a : p é uma sentença a : a e tanto a : ai como a : c12 estão em R

R3. a : p é uma sentença a : neg e a :pos está em R

R4.

R5

R6

a : p é uma sentença a : P e ou a :/3i ou a : /32 está em R

a : p é uma sentença a : r e a.m : ao está em R(a.m não está previamente
no ramo)

a : p é uma sentença e, para todas as outras possíveis regras R(que variam
de lógica a lógica) e todo pre6xo a' em R, a' : pX está em R

Na Figura 2.3 é apresentado um exemplo de aplicação dos SST, extraído de
IGor99]. No exemplo, demonstra-se o princípio moda] .K : [](p D q) D ([lp D
Dq); esse princípio vale em todas as lógicas e, além das regras SST válidas
em' qualquer sistema, é utilizada apenas a regra (K). As sentenças (2)--(3) são
obtidas de (1) pela regra a. As sentenças (4)--(5), de (3) por a também.. A
sentença (6) é obtida de (5) por aplicação da regra (7r). As sentenças (7) e (8),
de (2) e (4), respectivamente, por aplicação da regra (K). Observa-se que essa
regra só pôde ser aplicada porque o prefixo 1.1 já existia no (único) ramo do
tableau. Por âm, as sentenças (9)--(10) são obtidas de (7) por P.
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Lógica Axiomas Regras SST
K
T
D
K4
K5
KB

KDB
B

KD4
K45

KD5
KD45

S4
KB4
S5  

(K')
(K') + (7')
(K') + (.o)
(K') + (4)

(K) + (4o) + (4R) + (azt)
(K) + (B)

(K') + (.B) + (0)
(K) + (7') + (B)
(K') + (.D) + (4)

(K) + (4) + (4R) ou
(K) + (4') + (4R)
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(1)1 F'0(P D q) D ([lP D Dq)
(2)i : ro(p D q)
(3)1 : F'aP D 0q

(4)1 : 7UP
(5)1 : FE]Ç
(6)1.1 : /'q

(7)1.1 : TP D q
(8)1.1 : TP

(9)i.i : f'p (lo)i.i : rq
x x

Figura 2.3: Um exemplo de aplicação dos SST

Seja I' um conjunto finito de sentenças não assinaladas. Lembrando da de-
finição dada na Seção 2.1.2, demonstrar a correção do tableau significa mostrar
quem, se um tableau para o seqüente I' f- @ fecha, então I' implica logicamente
@. E suficiente mostrar que a aplicação das regras do tableau leva de sentenças
satisfatíveis a outras sentenças satisfatíveis. A diferença agora é que a noção de
modelo precisa ser estendida, levando em consideração os prefixos. Intuitiva-
mente, os prefixos designam mundos possíveis (na designação, são codificados
todos os passos introspectivos necessários para se chegar ao mundo possível
designado). O SST de uma dada sentença pode ser pensado como uma tenta-
tiva sistemática de construir um contra-modelo para a mesma, invalidando-a no
mundo designado pelo prefixo 1. Cada uma das regras expressa as conseqüências
de se aceitarem certas hipóteses. Como os prefixos devem designar mundos, e
cada lógica é caracterizada por uma relação de acessibilidade, torna-se necessário
construir uma álgebra de prefixos, a partir da qual é possível determinar que
prefixo é acessível de que prefixo. Além disso, deve-se impor que o mundo de..
dignado pelo prefixo a.m é acessível ao mundo designado pelo prefixo a. Cada
conjunto diferente de regras para lógicas vem a resultar numa álgebra distinta
de pre6xos, de tal forma que a identificação de prefixos com mundos permita
simular a relação de acessibilidade entre mundos a partir da acessibilidade entre
os prefixos. A natureza das regras é "passo a passo" -- daí o nome do método
--, ou seja, elas só dizem como prefixos o- se relacionam com prefixos no máximo
um passo adiante (prefixos a.m) ou vice-versa. Portanto, a simulação da relação
de acessibilidade é obtida por aplicações múltiplas das regras de acessibilidade
entre os prefixos. Os detalhes da prova, apresentados em IMas00, Gor991, dão
como resultado a

Proposição 2.4 (Correção) Suponha que um tabZeau para I'u U I'a f- @ /ecÀe,
em que I'u é o conjunto de hipóteses !ocaãs e I'C o conjunto de hipóteses globais.
Balão ]'c h: I'u + @.
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Mostrar a completude para tableaux é mostrar que, se um tableau não fecha
em um ramo, então o ramo que não fecha é satisfatível por um modelo. Um
ramo aberto dá indicações de como construir um contra-modelo da sentença
que se desejava provar. Os mundos possíveis, nesse caso, podem ser os próprios
prefixost a álgebra de prefixos é utilizada para construir a relação de acessibili-
dade entre os mesmos. Cada sistema modal é caracterizado por uma relação de
acessibilidade e, portanto, por uma álgebra de prefixos. Os detalhes da prova
são apresentados em IMas00, Gor99], resultando na

Proposição 2.5 (Completude) Suponha que I'c E: I'u + @, em que I'u é

o c07Üunto de hipóteses locais e I'c o colÜunto de hipóteses globais. .Então o
fabZeau para I'p U I'c f- @ fecha.

Por causa da natureza de algumas das regras SST, que permitem reutilizar
sentenças tão logo apareça um novo prefixo, pode ocorrer(e de fato ocorre)
a existência de ramos infinitos em tableaux, no caso da prova falhar(se a
prova funciona, o tableau é necessariamente finito). Massacci IMas001 apresenta
técnicas que permitem a verificação de que determinado ramo, se reduzido, se
tornará infinito(ele chama a técnica de "checagem de loops"); naturalmente,
nesse caso a prova falhou, mas a técnica possibilita também um controle sobre
a geração do contra-modelo.

Por causa da existência das diversas regras para os SST, que variam de lógica
a lógica, existem diversas regras de simplificação e não apenas uma, como no caso
proposicional. Em IMas98al, Massacci explica como incorporar simplificação nos
SST
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Capítulo 3

O Método de
Cadoli-Schaerf

Em ISC951, Marco Cadoli e Marco Schaerf fazem uma comparação entre os
métodos de Levesque e de Selman e Kautz, apresentados no Capítulo 1. Entre
os fatos observados, eles apontam que o método de Levesque, caracterizado por
possuir motivações filosóficas, admite apenas inferências carretas, ao passo que
o método de Selman e Kautz, com motivações principalmente computacionais,
admitem inferências corretas e inferências completas. Eles então apresentam
uma série de guias para um novo método de aproximação (extraído de ISC9SI):

bem-fundamentado semanticamente: as respostas aproximadas devem dar
informações semanticamente claras ao problema em questão

computacionalmente atraente: as respostas aproximadas devem ser mais
fáceis de calcular que as respostas ao problema original

incrementabilidade: as respostas aproximadas podem ser incrementadas, e
eventualmente convergem à resposta correra, desde que se tenha tempo e
motivação(ou capacidade) suficientes

dual: tanto aproximações carretas como aproximações completas devem ser
descritas

flexível: o esquema de aproximação deve ser suficientemente geral para ser
aplicável a uma grande variedade de problemas de raciocínio

Em seu artigo ISC951, Cadoli e Schaerf afirmam ter adicionado ao método de
Levesque dualidade e incrementabilidade, mantendo suas boas características
computacionais e seu sabor semântico vindo de uma formulação clara em termos
de lógicas multivaloradas.
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3.1 Semântica e Principais Propriedades
Seja .A o conjunto dos átomos da linguagem e S Ç .A um subconjunto -- possa
velmente não próprio -- de .A.

De6nição 3.1 t/}na Sa-interpretação de .4 é unha uaZoração fatal no colXjunto
dos literais .A' que metia cada par de literais em S'' em valores opostos -- isto
é, y(p) = 0 sse y(-.p) = 1, para um átomo p c S. Além disso, ela não leva
" me.«.o temo. um W. de late«{s .m(.A\S)' ' O -- - s'i', ,'.','" o"''''
}'(P) = 1''(-.p) p"a ««. átomo p c .A.

Assim, literais em S' se comportam classicamente. Por outro lado, literais em
(A\S)' podem se comportar paraconsistentemente. A intuição por trás de todos
os argumentos pode ser descrita da seguinte maneira: sentenças cujos átomos
estejam em S representam um conhecimento acessível ao agente pensante. Nesse
contexto, costuma-se usar a expressão "proposições relevantes" para o conjunto
S. Fora de S, o conhecimento é inacessível ao agente pensante, e podem ocorrer
contradições(um par de literais opostos que são levados ao mesmo valor) sem
que isso prejudique o raciocínio sobre as proposições relevantes Em um agente
onisciente, qualquer contradição trivializa a lógica, no sentido que qualquer
proposição é verdadeira.

De acordo com a Definição 3.1, para cada átomo p € .A\S e cada S3-
interpretação y há três possibilidades(sendo essa a razão do nome Sa-inter-
pretação):

1. 1''(P) 1, y(TP)

2. }'' (P)

3. T''(P) l, }''(-.P)

Quando o conjunto S = 0, a Sa-interpretação reduz-se à 3-interpretação de
Levesque; no caso S = ..4, ela reduz-se à 2-interpretação clássica(ver Defiúção
1.2). Dessa forma, generalizam-se as idéias de Levesque.

A associação de valores-verdade para outras sentenças é feita,.para Cadoli
Schaerf, apenas para sentenças em forma normal negativa, NNFI, segundo as
regras:

Regra V: y(é V @) = 1 we y(é) = 1 ou I''('P) = l

Regra A: y(ó A @) = 1 sse y(é) = y('@) = l

Como a S3-interpretação generaliza tanto a 3-interpretação de Levesque
quanto a 2-interpretação clássica, algumas regras de inferência, como modas
ponens, podem ou não valer segundo o conjunto de proposições relevantes

De maneira padrão, define-se S3-inferência, representada por kó :

l Ou seja, ocorrem apenas os operadores V e /\. e negações ocorrem apenas nos átomos; toda
sentença pode ser convertida em uma sentença NNF através de uma série de tranformações
de equivalência com consumo linear de tempo e espaço.
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De6niç.ão 3:2 .De$ne-se é f:=g @ sse toda S3-interpretação que satálsl/bz Ó sa-
lis$zer também $.

Dado um conjunto I' de sentenças, o significado de I' f:3 é é similar ao dado na
Seção 2.1.1. Tais adaptações de notação, cujo significado é padrão, não serão
apontadas neste texto.

A noção dual de Si-interpretação é dada pela

Deânição 3.3 ZI/ma Si-interpretação de Z é uma uaZomção total no colÜunto
dos literais A' qae leda cada par de literais corÜugados em S' a valores opostos
-- isto é, }'(p) - 0 sse }''(TP) = 1, para um áto«.o p c S. ,4Zém disso, .Ü leda
" m"m' t'mp' t.d. p« de cite«{s e«. (.4\S)' . 0 ou sda, pa« um át.m.
p C .4\S semp« «.«'. y(P) = V'(TP) = 0.

Para cada átomo p c .Á\S e cada Sl-interpretação y há apenas uma possibili.
dade (sendo essa a razão do nome Si-interpretação):

}'''(P) I''(--P)

Quando o conjunto S = ..4, a Si-interpretação reduz-se à 2-interpretação clás-
sica. Define-se Si-inferência da maneira costumeira, nos moldes da Definição

A intuição por trás dessa deânição é que, fora do conjunto S de proposições
relevantes, o conhecimento é incorreto e não é possível tirar nenhuma conclusão
A ligação disso com a noção de Ss-aproximação e com a Lógica Clássica pode ser
visualizada em termos de modelos. Seja I' um conjunto qualquer de sentenças
em CNF. Lembrando da deânição dada na Seção 2.1.1, um made/o para I' é
qualquer valoração que satisfaça todas as sentenças de I'. Quando se restringe
a funções-verdade clássicas, obtêm-se modelos clássicos de I', designados por
Mc(1') Quando .se restringe a Sa-interpretações, obtêm-se modelos Ss , desig-
nados por .A''ts, (1'), e quando se restringe a Si-interpretações, obtêm-se modelos
Si , designados por Ms-(1'). Vale (ver Teorema 3.i)

.Ms. (F) ç .Ma(1') ç .Ms,(F)

Ou seja, há mais modelos clássicos que modelos Si, e mais modelos S3 que
modelos clássicos.

Na verdade, algo muito mais forte que isso vale. Se S ç S/, então ocorrem
.Ms: (1') ç MsÍ (1') e Ms;(1') ç .Ms,(1'). Todos esses fatos são conseqüências
do seguinte teorema, apresentado e demonstrado em ISC9SJ:

Teorema 3.4 (Monotonicidade) Soam S, S' tais que S Ç S' ç .4 e é e @
'fl"*'"ç" . .CNP. Se é Fà @, Cata. é Fb, @ Íem parti uZl;,, é F @). '..4/éÀ
dÍ"., « é kã 'P, Cata. é h:$, Ú Íem wÚiãza,,'é 1: @).

Esse teorema é fundamental para todas as possíveis aplicações do método de
Cadoh-Schaerf. Aliás, qualquer procedimento de aproximações de lógicas deve
possuir uma propriedade similar. É a partir dele que se sabe que o método
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possui poder de incrementabilidade. Se, ao usar um conjunto S de proposições
relevantes, não se chega a nenhum resultado, aumenta-se o conjunto S para um
outro, SP,' que terá pelo menos o mesmo poder de inferência ou refutação(e
possivelmente mais).

Uma observação interessante é dada pelo

Teorema 3.5 (Convergência) Sejam d' e V' sentenças em OWF. Se é k: V',
então eàste S g ..4 taZ que é k:ã @. Se é F @, então ehste S Ç .A taZ gue

A demonstração desse teorema é trivial(tome S = .A). Em geral, entretanto,
o interesse é por conjuntos S diferentes de .A. Já que se sabe da existência de
pelo menos um S, então sempre é possível considerar o menor S que satisfaz a
relação.

A idéia é a seguinte. Suponha que se desde demonstrar que d f: @. Pelo
Teorema 3.5, existirá S Ç; .A tal que é f=à @. Como escolher S? Considere um S
bastante pequeno, com apenas uma quantidade pequena de átomos. Para esse
S. é mais fácil resolver problemas de inferência(por ser pequeno e facilmente
"controlável"). Se for determinado que é E$ @, pelo Teorema 3.4 o problema
está resolvido e não há mais nada a fazer. Senão, nada pode ser aârmado.
Então aumenta-se o conjunto S para outro S' 2 S e tenta-se determinar se
é l=ã, @. Para esse conjunto, por ser um pouco maior: pode ser mais difícil a
determinação de inferências, mas se sabe, pelo Teorema 3.4, que tudo o que pode
ser inferido usando-se S continua podendo ser inferido com S'. Assim, mesmo
se S não resolveu o problema, o esforço computacional em resolver problemas
de inferência com ele não é perdido, porque as soluções(positivas) continuam
valendo para S'. Considerações duais valem para a solução de problemas de
refutabilidade usando aproximações por cima SI. Cadoli e Schaerf chamam S
de parâmetro de guaZidade de ãn/erência.

Em ISC951 não é apresentado nenhum algoritmo que indica como incremen-
tar os conjuntos S. Cadoli e Schaerf se limitam a apresentar algoritmos que
reduzem St ou SS-inferência a St ou Sa-satisfatibilidade e que indicam como
testar SI ou S3-inferência quando já se tem o conjunto S.

3.2 Modalidades [lb e [l3

No trabalho de Hector Levesque, a noção de 3-aproximação é conseqüência da
semântica do operador de crença implícita, B. Cadoli e Schaerf deram uma
generalização da 3-aproximação, apresentando a S3-aproximação, e também a-
presentaram sua dual, a Sl-aproximação ISC95). Eles também formalizaram
essas noções em uma lógica modal do conhecimento. Nesta, pode-se ver cla-
ramente como a Sa-aproximação soluciona o problema da onisciência lógica do
agente pensante, ao passo que a St-aproximação está associada não ao controle
da onisciência lógica, mas sim ao fato de que as "Si-crenças" não são necessa-
riamente verdades.
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O operador .B de Levesque se referia à sua 3-aproximação. Mas nas St ou
Sa-aproximações, cada conjunto S está associado a uma lógica diferente. 'Por
causa disso, torna-se necessário associar a cada S dois operadores, denotados
por [JU (para aproximações por baixo) e [ll (para aproximações por cima).
Esses operadores podem ser aplicados a sentenças somente no formato MNNF
Sentenças MNNF são sentenças modais cujas partes proposicionais estão na
forma NNF (visto que Cadoli e Schaerf lidam apenas com sentenças NNF, essa
exigência é natural). Assim, sentenças são construídas a partir do conjunto .Á'
dos literais usando os operadores binários A e v e os operadores modais [lb,
[lg, --]Jb e =E]g. A semântica apresentada por Cadoli e Schaerf assume que as
sentenças envolvidas estão em MNNF, e generaliza o sistema L de Levesque.

Definição 3.6 t/}n modelo CadaZã-Sc/zaer/ é uma tHp/a .A4 = <Sit, R, y>, em
que Set é um c07Üunto não t;azia de situações, R Ç Sit x Sit é tina relação
d' a«ssibãZidade e }'' : Sít --, (.A' --, {0, 1}) é um. Arfa. q«e a«i. . «'í'
sÍttzação uma uaZoraçâo fofa/ na ca7Üunto ..4' dos /íterais.

Compare com a deânição de modelo na discussão do sistema L, Seção l.l.
A relação de acessibilidade R, intuitivamente, expressa quais situações podem
ser "enxergadas' por um agente que se encontra em determinada situação. De..
âna }V(Sit) Ç Sdt como o subconjunto de situações que também são mundos
possíveis, ou seja, tais que y(s) também é uma função-verdade clássica ou 2-
interpretação. Denota-se por Ss(Sãt) e Si(Sit) os conjuntos de situações que
são levadas a interpretações S3 e St , respectivamente. A semântica é deânida
como segue:

CSI. .A't, s k é, quando # for proposicional, sse y(s)(é) = 12

CS2. .M, s f:: é V @ sse .A-'t, s 1:: # ou .M, s E: V'
CS3. .A4, s 1= é A @ sse .A4, s 1:: # e .A4, s f:: @
CS4. M, s k: [l$é sse para todo t € Ss(Sit) tal que sRt, .A,'í, t h é

.M, s k:: --Etgé sse existe t € Sa(Sit) tal que sRt e M, t r #
CS5. .M, s h [lbé sse para todo t c Si(Sit) tal que s.Rt, .A4, t k é

.M, s f::: -.rtbó sse existe t c Si(Sit) tal (lue sRt e .A4, t F: é
Intuitivamente, [l3 @ significa que a sentença é é S3-acreditada, ou seja, que

o agente pensante aceita @ com uma leitura S3, pela qual ele enxerga literais
dentro de S do ponto de vista clássico e literais fora de S de um ponto de
vista paraconsistente, aceitando contradições. Similarmente, [li é significa que o
agente aceita é com uma leitura Si , pela qual literais dentro de S se comportam
classicamente, mas literais fora de S são sempre considerados falsos.

Uma sentença é é uá/{da, b @, quando é for verdadeira para todo mundo
possível w c }'(Sit); é satisfatível quando existir um modelo M = <S t, R, y> e

2Ou sela, o valor verdade de é. calculado utilizando as Regras V e /\ dadas na Seção 3.1.é igual a l.
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um mundo possível w c )V(Sit) tal que .A4, w k é. Uma questão fundamental
é a relação entre os operadores nb e ü3 e suas respectivas relações de inferência
1::b e I's' Ela é dada pelos resultados abaixo, apresentados e demonstrados em
[SC95] (aqui, k tlgd' D [J3Ú é uma abreviação pua f:: -[2s+ V ]asÚ):

Teorema 3.7 (Validade modal e S3-inferência) Sejam Ó e V' dum senten-
ças propôs cionais. .Então l::EJ$é D asV' sse D d A -tHsV' .for insatáls$atúeZ
cZmsicamente sse d kg V'.
Teorema 3.8 (Validade modal e Si-inferência) Soam é e @ duas senten-
ças pmWnaonais. -Então f:: [lbÓ D Ot,@ sse obd' A =Ob'P .»r in.satis$atúeZ
cZassácamente sse é Eb @.

Esses teoremas ligam o conceito de aproximaçoes de lógicas aos operadores
[lb e [J3 . Um outro resultado, também de ISC95j e extremamente importante,
faz a ligação entre os diversos operadoresEJa para vários conjuntos de pro-
posições relevantes S:

Teorema 3.9 (Monotonicidade para [J3) Sda S Ç S' ç .4. .Então, tem-se
q« F 03sé D [J3,Ú.

Cadoli e Schaerf observam que, como o sistema modal S5 é geralmente
aceito como uma formalização apropriada da noção de conhecimento, deve-se
assumir que a relação de acessibilidade R é reflexiva, transitava e euclidiana. E
importante comparar quais dos axiomas e regras de inferência que caracterizam
S5 continuam valendo quando se substitui o operador modal [] por [li e [=s. O
sistema S5, apresentado na Seção 2.2.13, possui uma única regra de inferência
modal,

Regra da Necessitação: se é é um teorema, entãoElé também é um teorema

e os seguintes axiomas

K. n(P D q) D ([lP D nq)

4. 0P0 nDP

5. -DPD D-nP

Cadoli e Schaerf observam que a Regra da Necessitação não vale quando se
troca [] por [li . O contra-exemplo proposto é o segunte. Sqa .A4 = <Sit, R, y>,
de forma que:

e + = q''/ "'q

30 conjunto de axiomas apresentado aqui é um pouco diferente daquele apresentado na
Senão 2«2. 1: lá, S5 possuios axiomas K, T e 5; aqui, o axioma 5 é substituído por 4 e uma outra
versão de 5. Os dois sistemas são equivalentes, mas o último não possui, em sua formulação,
nenhum axioma com o operador O. Como Cadoli e Schaerf trabalharam unicamente com o
operador D (e suas variantes [Ji e [=s), essa formu]ação é preferida aqui.
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e S = @, Sát {si, s2}, /Z = Sit x SÍt

. }''(s:)(q)
V''(st)(=q) = }''(sa)(q) = }''(s2)(-.q) = 0

A função y é, para cada situação, uma Si-interpretação. Logo, Si(Sit) =
{sl,sa}. Além disso, )V(Sit) = {sij'. Como si é o único mundo possível

=eil%l:g:''EP*i::.:==:\; :w: lr.;=i:'=tle
A validade de K segue da definição semântica deEl}. Por causa da transiti-

vidade de .R, que é assumida, vale 4. O princípio 5 vale, como pode ser visto no

reaeldva, segue que ela e.simétrica. Assim, dada qualquer situação tl -- em par-
ticular para as u € SI(Sit) -- tal que wRti, tem-se (lue uRw; a transitividade
implica que uRt e, portanto, que .A4, u f:: -.O&é. Como isso é verdade pa.ra toda
u c St(Sit) tal que w.Ru, então M, w f:: Eaâ.-.EJ}Ó. '

O princípio T não vale, e o contra-exemplo de ISC951 é o seguinte. Seta
.A4=eSit,R,y>,deformaque; ' ' ' ' '' -''

. S Sát = { i}, R = {(sl,.i)}

. I''(s:)(--P)
}''' (s:) (P)

â.=$=' #lB'=%:} 'lL''â==:'='::'E'%,l='U"'' ; ;:
Cadoli e Schaerf observam ISC9õl que tanto a regra da necessitação como a

esquema de axiomas T não valem em geral. Como conseqüência, é possível usar
[Jà para mode]ar um agente capaz de realizar pe/o menos todas as inferências
carretas, porque seu conhecimento é fechado sob modus ponens (o esquema K');

retinto, o agente pode fazer algumas inferências que não são carretas, pois
de fato o esquema T não vale. Uma vez que os esquemas 4 e 5 são válidos segue
que os agentes modelados no sistema são totalmente introspectivos. A questão
da introspecção total ou ilimitada é abordada com mais detalhes no Capítulo 4.

O que ocorre quando se substituiE] por [ll?
Vale ai'egra da necessitação e pela s%uinte razão. Se 1:= é, então para

todo modelo..A4 =<Sít, R, y> e todo mIUdo possível w desse modelo, ocorre
.A,'f, w b é. Se não ocorresse M, w l: [l$é, então existiria um t c S3(Sit) tal
que wRt e ./U, t F: é. Isso por si só, até que poderia ocorrer a princípio, pois t é
uma situação e não um mundo possível. alas suponha que é seja proposicional
-- nesse caso, @ está em NNF. Sabe-se, por hipótese, que toda 2-interpretação
deve satisfazer é. Uma S3-interpretação irá diferir da 2-interpretação porque
que certos pares de literais, que na 2-interpretação recebem valores opostos,
são ambos mapeados em 1. Para uma sentença é em NNF, isso só aumentará
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as chances de é ser verdadeira. Assim, se toda 2-interpretação satisfizer +,
toda Sa-interpretação também a satisfará. Portanto, para todo t € Sa(Sit),
.A4,t k é (em particular, para aqueles tais que wRt). E importante observar
que a validade desse argumento depende do fato de é estar em NNF. Suponha,. a
seguir, que é seja da forma Úi V@2, e que já tenha sido provado que, se .A4, w b::
ÚI e .A4,w E= Ú2 para todo mundo possível w de um modelo .A4 = <Sit, R, y)
genérico, então .M,t f: @i e ./U,t k: @2 para toda situação t C S3(Sit). Então
.A4, w 1- Úi V Ú2 sse .A4, w E= @i ou .A4, w f: Ú2, que implica que .A4, t k: Úi ou
.A4, t k= @2, que ocorre sse .A4, t f:: @l V Ú2. Similarmente, mostra-se o resultado
se Ó = @l /\ @2. Suponha, agora, que é seja da forma [l3@, e que já tenha
sido mostrado que, se .A4,w 1- @ para todo mundo possível w de um modelo
M = <Sít,R,y> genérico, então M,t f:: @ para toda situação t c S3(Sit)
Ocorre .A4, t E: [lB@ sse, para todo o c S3(Sit) ta] que tRu, ocorrer M, u .f: +.
Mas isso já acontece por hipótese, logo .A4,t l- [Jã@ para todo t c Ss(Sit).
Por fim, suponha que é seja da forma =El3 #. Então .A4, w E= --ElgÚ sse existe
t € S3(SÍt) ta! que wRt e M, t F V'. Considere u C S3(Sit) tal que wRu. Pela

piedade euclidiana da relação R, uRt. Portanto, .A4, u 1= nElg@. Isso vale
para todo u C S3(Sit) tal que wRu. O que foi mostrado, portanto, é que se
.A4,w f: é, então M,t f: é para todo t C Sa(Sit) tal que wRt, e isso implica
que .A4, w i:::EIBÓ, o que mostra a validade da regra da necessitação.

O princípio 7' vale porque toda 2-interpretação é uma S3-interpretação, além
do fato de que a relação de acessibilidade é reflexiva. Os princípios 4 e 5, cuja
demonstração paraEji dependiam exclusivamente das propriedades da relação
de acessibilidade R, continuam valendo igualmente para [js .

Para a propriedade .K, Cadoli e Schaerf oferecem um contra-exemplo, tam-
bém de ISC951, que é o seguinte. Seja .A4 = <Sit, R, y>, de forma que:

e S = 0, SÍt {si, s2}, R = Sit x Sát

. \'''(.:)(P) :
}'' (.:) (

V''(si)(q) = V'(s2)(P) = T'(sa)(nP)
: I''(.:)( (q)

}'''(.,)(=q)

A função y é, para cada elemento de Sát, uma S3-interpretação. Dessa forma,
S3(Sit) = Sit. Além disso, yy(Sit) = {sl}. Tem-se que M, si 1:: p e M, ?i l::.ç;
assim, que .A4, si f: p D q. Da mesma forma (e lembrando que, para Cadoli-
Schaerf, p D q é equivalente a --p V p, já que eles trabalham com fórmulas
em NNF), como ocorre M,s2 k: =p, tem-se .A4,s2 F: p D q. Daí segue que
JU,st l:::'r3g(p D q). Como M,s2 1:: p, tem-se também que M,si F: [a$p.
Porém, como y(s2) = 0, tem-se que M, sz F q. A situação si é relacionada
com s2, e isso implica, pela condição CS5, que .A4, si F [1%q.

Em suma, o princípio K, que engloba o conceito de onisciência lógica, nãa
vale para o operador [Jà. Com isso, a utilização das S3-aproximações soluciona
o problema da onisciência lógica: apenas a partir de fatos relacionados mais de
perto com aquilo que é de interesse(ou seja, com o conjunto das proposições rele-
vantes S) podem-se fazer inferências. De fatos que utilizam apenas proposições
fora do conjunto de proposições relevantes nada se pode inferir; e inconsistências
que eventualmente ocorram nesses fatos não afetam a correção das inferências
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feitas dentro de S. A validade do princípio T implica que só são feitas inferências
corretas, como já havia sido mostrado no Teorema 3.4. Por essas razões, nas
próximas seções serão enfatizadas principalmente as aproximações por baixo,
todas elas tendo sido inspiradas pelas Sa-aproximações de Cadoli e Schaerf.

Suponha que S = 0. Denomina por B o conjunto S3(Sit). A relação R,
sendo uma relação de equivalência, particiona o conjunto Sit em classes de
equivalência. Com isso, a condição sRt pode ser retirada pois, dadas duas
situações s e t, ou elas se relacionam e são equivalentes, ou não se relacionam

logo, pode-se considerar SÍt como uma união de classes universais disjuntas.
As condições de verdade deEl8 são, portanto:

.A4, s f: nã'# sse para todo t c B, .A4, t k: é

.A4, s k: --EtãÓ sse existe t c B tal que .A4, t F é
Essa é justamente a deânição de verdade L5, dada no Capítulo 1. Portanto.
o operador [lã é semanticamente igua] ao operador de crença implícita .B de
Levesque.

Se S = .A, os conjuntos SS(Sit) e Si(Sit) são idênticos, dados pelo conjunto
das situações levadas a 2-interpretaçõm(e portanto que são mundos possíveis) .
Dessa forma, SS(S?t) = SI(Sít) = )V(Sit). As condições de verdade de [lâ (que
são iguais às de [JX) são:

.A4, s E: EtâÓ sse para todo t c )V(Sit), .A,{, t b é
M, s 1::: ntJ3Aé sse eüste t c }V(Sit) tal que .M,t F é

Essa é a definição de verdade L6. Portanto, os operadores [l3 e [li são seman-
ticamente iguais ao operador de crença implícita Z de Levesque.4

Uma observação anal: vale o seguinte
Teorema 3.10 k [J3dé :) é.

Dem: Suponha que, para um modelo .Â{ e uma situação s, ocorra .A4, s l=
[J%é. Então para todo t € h/(Sit), M,t k é. Isso vale em particular para a
situação s, pois quando o conjunto de proposições relevantes, S, é igual a .A,
todas as situações são mundos possíveis. Portanto, ./U, s H é. []
Com esse resultado, o Teorema 3.9 implica (para S' = .4) que l::: [l3é D .é.

Ou seja, se uma sentença é Ss-acreditada, ela é verdadeira. Uma demonstração
similar mostra que 1- EILé D é.

3.3 Aplicação a Lógicas Modais
Na Seção 3.2, mostrou-se como o método de aproximação pode ser formalizado
em uma linguagem modal da teoria do conhecimento; as relações k:i e h:3 , nesse

4Embora as semânticas de B e L possam ser recuperadas pelo método de Cadoli-Schaerf.
existe uma diferença. No sistema L de Levesque. seleciona-se um subconjunto B Ç .S de
situações acreditadas. Sobre esse conjunto, a semântica de B é a mesma que a do operador
[PA sobre o conjunta SS(Sít). A semântica de 1, é feita no conjunto hP(B), que é a mesma
que a do operador [FA sobre o conjunto yV(Sit). Vale [=Ü+ D [yA+ assim como vale Bd 3 té,
mas não existe um equivalente ao conjunto B no método de Cadoli-Schaerf.
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caso, são associadas a dois operadores modaisEJb e lJ3 . Entretanto, isso não
representou uma extensão do método de Cadoli-Schaerf para uma linguagem
modal que, em adição aos operadores clássicos =, A, V, =, possui os dois opera-
dores modais necessitação, O, e possibilitação, O. Nesta seção, serão mostrados
alguns dos resultados de ISC951 nessa direção.

Cadoli e Schaerf se restringem a sentenças modais na forma MNNF(ver
Seção 3.2). Lembrando da definição dada na Seção 2.2.1, um modelo de Kripke
é uma tripla .A4 = (WI R, y>, em que W é um conjunto não vazio de mundos
possíveis, R ç Ty x W é uma relação de acessibilidade e y : }V --'(4' --'
{0, 1}) é uma função que associa a cada mundo possível uma 2-interpretação do
conjunto dos literais'

Em um modelo de Kripke padrão, y(w) é uma 2-interpretação para cada
mundo w C W. Quando isso ocorre, será utilizada a expressão intelpmtação
2-KHpke. Cadoli e Schaerf dão outras duas deânições=

Definição 3.11 (Interpretação Si-Kripke) [/ma enter'pwtação SI -.KHI)ke é
«m mMe{. de KHpk. taZ q«e y(«,) é um' S:-inte@mt'çã. pa« tM. mu,'d'

Deânição 3.12 (Interpretação Sa-Kripke) ZI/ma interpretação S3-.Khpke é
«m m.deZ. de KHpke t.! q«e I''(w) é uma SS-int"p«t«ç'. pa« t.do mu,'d.
WCW'

Quando uma interpretação Si-Kripke .A4 satisfaz uma sentença em um mun-
do possível 10 € W, utiliza-se a notação .A4,w 1:} d Similarmente, para in-
terpretações S3-Küpke, utiliza-se a notação .A4, w f:ã é. A semântica dessas
relações é dada por

COMI .M, w k:ç '#, quando é é proposicional, sse y(w)(é)
.M, w E:b d, quando d é proposicional, sse y(to)(#)

l
l

CSM2. M,w l:$ é A @ we M,w f:g é e .M,w f:! 'P
.A4, t« 1:} é A @ sw .M, w F:b é e M, w Fb 'ü

CSM3 M, w l:3s é v @ sse M, w k:3 é ou .m, t« f:$ 'Ü
.M,w 1:} é V @ sse .M, w 1::! é ou .M, w kb 'P

CSM4.

CSM5

.A4, 10 f:B nd sse para todo t c H'' tal que wRt, .A4, t l::g é

.A4, w k% -.[Jé sse oeste t € W' ta] que toro e .A4, t f:3s --é

./U, w k:b [Jt# sse para todo t € W' ta] que wRt, .A4, t f:} é

.A4, w l::} =EJé sse existe t € W tal que wRt e .A4, t l=} -,é
SNa Seção 2.2.1, a formulação é um pouco diferente, porque não se definia a valoração V

como uma função de W em 4o --F {0, 1}, e sim como uma função de H'' x 4 em {0, 1}. A
razão da diferença está que, na Seção 2.2.1, a verdade era determinada unicamente a partir
dos átomos; aqui, trabalham-se com conceitos em que uma valoração somente dos átomos não
é suficiente. Nuas, para modelos de Kripke clássicos. as definições são equivalentes.
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Cadolie Schaerf n8o dio uma semfntica para o operador 0; provavelmente des
entendem 0d como outra forma de escrever TEJ=d, em que =@ serif o equivalence
clfssico da negaQao de + em NNF

DefiniQ6es dos conceitos de: Si-Kripke-satisfatibilidade, Sa-Kripke-satisfati-
bilidade, Si-Kripke-insatisfatibilidade, S3-Kripke-insatisfatibilidade, Si-Kripke-
validade, Si-Kripke-validade e S3-Kripke-validade sfo dadas da maneira padrao.
Satisfatibilidade, insatisfatibilidade e validade para 2-Kripke interpretaQ6es sio
referidas como 2-Kripke-satisfatibilidade, etc. A condigao de CSMI deve ser
interpretada coma segue: y(w)(d) 6 calculado como o valor verdade dado na
Se$io 3.1.

Para CSM4 e CSM5, ha algumas observag6es importantes. Se essay condiQ6es
forem comparadas com suds equivalentes CS4 e CS5, da Segao 3.2, notam-se
diferengas e analogias.

As condig6es CS4 e CS5 sio definidas para situag6es, que sgo uma gene
ralizagao do conceito de mundos possiveis. lsso 6 necess6rio para a expressao
da semfntica dos operadores [Ji e [l3 ; essen operadores representam, intuitiva-
mente, as crengas de um agence pensante limitado. Esse agente pode acreditar
em certas coisas que, em uma anflise mats acurada, mostram-se contradit6rias.
Foi para nio trivializar as conclus6es do agente nesses castes(ou sega, dizer que
ele acredita em judo se ele acredita em uma contradigao) que se construiu o con-
ceito de situaQ6es. Jf em CSM4 e CSM5, o interesse 6 estabelecer um m6todo
que aproxime a L6gica Modal Clfssica. Problemas de satisfatibilidade de 16gicas
modais sio reconhecidamente complexos computacionalmente (coma estudados
em ILad771). Por exemplo, nostra-se que o problems de satisfatibilidade do
sistema mats dimples de 16gica modal, S5, 6 NP-completo; outros sistemas co-
nhecidos t6m problemas PSPACE-completos. Uma primeira abordagem, como
esse de Cadoli-Schaerf, procura controlar o poder de infer6ncia em coda mundo,
mas nio mexer no pr6prio conceito de mundi possivel. E como se coda mundi
possivel representasse um agente pensante sob o qual se aplicassem as condig6es
de verdade da SeQao 3.1.

Uma segunda observag5o 6 que [Ji e [l3 sgo /amzaias de operadores, um par
para coda S € A. Uma interaGio desses diversos operadores faz parte do estudo
das 16gicas multfmodafs. Jf a 16gica que 6 estudada nests segal 6 monomodaZ,
com a exist6ncia de apenas um operadorE]. Para uma eventual extensio do
estudo para 16gicas multimodais, sio necessfrias a determinagao e o estudo das
propriedades de uma 16gica monomodal. Na SeQao 3.2, o estudo da interaQio dos
operadores era um importance aspecto para que se compreendessem os mesmos
e nio poderia ser dispensado para se ter maior simplicidade.

A terceira, e mais importante, observagio revere-se a semfntica dada is for-
mal -.[li @ e nEJ3 d, por um ]ado, e -.[l@, por outro. Nas sentenQas do primeiro
cano, 6 impossivel, pdas definig6es CS4 e CS5, que ocorra simultaneamente
[Jg@ A nE]Bd. ]sso porque a re]agao de va]idade, 1-, funciona "c]assicamente" ,
por assim dizer -- e, portanto, afirmar [J3 @ A TEJ%@ significa afirmar, ao mesmo
tempo) que existe uma situagao t tal que .A4,t 1- EIBd e .A4,t F EJgd, con-
tradiQao. Por outro dado, se @A --@ vale em uma interpretagao S3 (e o Exemplo 4
da Segao 1.1 mostra que vale), ent5o segue da definiqao CSM4 que .A4, w i:3 [ld
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e .A4, w P:B --El+ para algum modelo .A4(baste tamar um modelo com um 6nico
mundo, com uma relag5o de acessibilidade que 6 uma relaQao de equiva16ncia
(renexiva, sim6trica e transitiv?) e tends por y(w) a interpretaQao SS que sa-
tisfaz d e T+). Entao, .A4, w l:B [Jd A --EJd.

Cadolie Schaerf, em ISC9SI, explicam subs escolhas para as semfnticas dos
doin typos de operadores. Segundo des, as condiQ6es CS4 e CS5 constr6em uma
linguagem capaz de representar as relag6es de infer6ncia aprcodmada, mw nio
sio boas do panto de vista t6cnico. Por outdo ladd, CSM4 e CSM5 sgo condiQ6es
que fazem a linguagem computacionalmente interessante; ISC951 apresenta al-
guns resultados de complexidade uniforme para esse linguagem.

Cadolie Schaerf apresentam e demonstram, em ISC951, alguns teoremas
obtidos a parter das definig6es acima:

I.borema 3.13 (Monotonicidade) Para toads S, S' tats que S f S' f .A,
e to S\-Kdpke-satisf at£uet, entdo 'b 6 S\-KHpke-satisjaHuel(e podanto 2-
KHpke-sutisf at£uet). Alum disco, se + f or Sa-Kriplw-in\satisf at(uet, entdo + 6
S;-.Khpke-fnsatf$$ataeZ re podanto 2-.Khpke-fnsatfli$atheZ).

Teorema 3.14 (Converg6ncia) Se d /or 2-Khpke-satfs$athel, ent6o ehste
um subc07dunto S g ..4 taZ que d d Sl-.KHpke-sate I/at eZ. Se d /Of 2-X'rlpke-
&71satt$1fatzueZ, entao ezzste um S(' .A tai que + Z Sa-XT?pke-tnsattslfatzueZ.

O Teorema 3.14 6 de demonstrag5o trivial: baste tamar S ;: .A, pois nesse cano
Si-Kripke-satisfatibilidade 6 igual a 2-Kripke-satisfatibilidade, e similarmente
para S3-Kripke-insatisfatibilidade. Eases teoremas permitem a obtenQao de re-
sultados de 2-Kripke-satisfatibilidade e 2-Kripke-insatisfatibilidade a parter da
obtenQio de Sl-Kripke-satisfatibilidade e Sa-Kripke-insatisfatibilidade, para al-

conjunto S. Naturalmente, os 61timos resultados s5o maid f6ceis de serem
obtidos, como mostram dots exemplos de ISC95je reproduzidos abaixo.

1. Sega L = {p,q,r}, S = {p,q} e d =EJpAE](--pVq)AEl-.qAnElr. Suponha
que d 6 S3-Kripke-satisfativel. Entgo existe um modelo .A,'t e um w c TV '
tal que, para todo t c W que satisfaz wRt, devem ser satisfeitas as se-
guintes condiQ6n: .A,'t, t f:g p, .A4, t k& TP V q e .A4, t kg Tq. A16m disso,
existe um u C W ' tal que to.Ru e que deve satisfazer .A4, u f:B nr. Esse u,
puja exist6ncia 6 necess6ria se for assumido que d 6 Sa-Kripke-satisfativel,
deveria considerar verdadeiras as sentengas p, "-p V q e --q. S6 que p e
g, pertencendo ao conjunto das proposiQ6es relevantes S, devem se com-
portar classicamente e, portanto, 6 impossivel que selam simultaneamente
verdadeiras as sentengas p, =p V q e -.q. Observe que, se S' = {p} ape"
nas, @ 6 S'-3-Kripke-satisfativel, pols nesse cano q e =q podem ser ambas
verdadeiras em u.

2 deja I, = {p, q}, S = {q} e + = --qA DpX [](=p V q). Considere o seguinte
modelo: W = {«,}, R = g, y(«,)(-.q) = 1 e y('")(p) - y(w){-P) .-

y(w)(q) = O. Assim, y(w) 6 uma Si-interpretagao.. Para esse modelo M
e no mundo w, ocorre .M, w 1-} Tq. Por vacuidade, tamb6m 6 verdade
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que, para todo t € W tal que w.Z#, ./U, t l=b p e .A4, t l:} --p V q, o.que
implica.que .A'], w H} [[p e .M, t f:} [](TP V q). Portanto, Ó é Sl-Kripke-
satisfatível.

Cadoli e Schaerf também apresentaram outra semântica para os operadores
modais que permite um maior controle sobre a complexidade dos problemas.
Isso é feito limitando-se o poder de introspecção de uma sentença, ou seja, o
número de interações entre os operadores modais. Para cada número inteiro {.
a semântica consegue determinar a verdade de um mundo w em sentenças que
exijam, para sua determinação de verdade, apenas a determinação de verdade
de suas subsentenças em mundos cuja "distância" a w seja menor ou igual a i.

Sda é uma sentença modal, n sua profundidade modal (ou nja, cada ocor-
rência de um operador modal ocorre no escopo de no máximo 'n operadores
modais), S Ç .4., i$ n + l e .A4 = <Wla,V''> uma interpretação S3-Kripke.
Define-se a relação l:3.. como segue;

CEDI. M, w f:$,i '#, quando é é proposicional, sse y(w)(é) l ou i < 0

CSD2. .A4, w f:3,i .é /\ @ sse .A,'t, w f::a,i é e .A4, 10 f:::3,{ @

CSD3. .A4,to l-},i é V @ sse .A't,w l::a . é ou .A4,w H$,i @

CSD4
-A4, w k=s,iEJé sse para todo t € W' tal que wRt, .A4, w f:3,i é
.A4,;w f=3,i :.[Jé sse oeste t € W ta] que wRt e .A4, t j=S . l 'é

Nota-se que, quando i< 0, a sentença é é sempre verdadeira em w, independente
do que seja. Assim, sentenças com profundidade modal maior que um certo .j são
sempre consideradas verdadeiras para w sob a relação H3.{. Isso corresponde,
intuitivamente, ao fato de que, para mundos muito "distantes" , tudo é aceito
ljá que não se pode veriâcar se isso ocorre a não ser que se tenha mais recursos.
o que corresponde a aumentar .j). Assim, as interpretações S3-Kripke sob essa
semântica são, utilizando a expressão de Cadoli e Schaerf, "otimistas" para os
mundos fora do alcance de w.

A definição para o caso Si é similar, com a diferença que a cláusula CEDI é
substituída por

M, w kb,i é, quando é é proposicional, sse y(w)(é) leia O

Dessa forma, quando i< 0, a sentença dp é sempre falsa em w. Cadoli e Schaerf
utilizam a expressão "pessimistas" para se referirem às interpretações Sl-Kripke
para os mundos fora do alcance de w.

Essas de6nições são naturais quando se lembra que, no caso puramente pro-
posicional, dado na Seção 3.1, interpretações Si consideram falsos todos os
literais fora do conjunto de proposições relevantes S.

Vale um análogo ao Teorema 3.13, que não é demonstrado em ISC951 mas
que o será a seguir:
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[Feorema 3.15 (Monotonicidade) Seja S Ç S' Ç .A e i$ j $ n + 1. Se
uma sentença modal + é <Sa, i>-X'Hpke-insatis$atúeZ, então eZa é <Sâ, .j>-.Kmpke-
insatisfatúel. Se ela/or <S: , li>-KHpke-satia$atúeZ, então eZa é <SÍ , .j>-.KHpke-
satisfatz'ueZ.

Dem: Esse teorema é um corolário do Teorema 3.13. Se i= .j, a demons-
tração é a mesma, e pode ser encontrada em ISC951. Assim, se é é <S3,.i>-
Kripke-insatisfatível, ela é <S3 , i>-Kripke-insatisfatível, e se @ for <St , i>-Kripke"
satisfatível, ela também é <S{, i>-1-Kripke-satisfatível. Suponha, dessa forma,
que i< .j e que S = S'. As condições CSD2 e CSD3 índependem do índice
i e, portanto,'se valem (ou não valem) para i, continuam valeTido.(ou não va-
lendo) para j. A condição CSD4 faz com que a determinação da <Si,i> ou
<Sa i>-verdade de uma sentença da formaEJé seja dependente da <St, i -- 1> ou
(S3, i' l>-verdade de uma sentença da forma é. Então essa condição acaba
sendo levada, em última análise, à condição CEDI. Portanto, seja é uma sen-
tença proposicional e suponha que é seja <SS, i>-Kripke-insatisfatível. Isso sig-
ni6ca,'por CSDI, que y(lo)(é) = 0 e i2 0. Portanto, como j > i, conclui-se
que y(w)(é) = Oe .j 2: O,' que significa que é é<S3, j>-Kripke-insatisfatível. Su-
ponha agora que é Soja <Si, i>-Kripke-satisfatível Então, pela condição CSD.l
para <SI i>-aproximações, y(w)(é) = 1 e i2 0. Portanto, como j > i, conclui-
se que y(w)(é) = 1 e .j 2: O, que significa que Ó é <Si,.j>-Kripke-satisfatível.
n
Outro resultado é dado pelo

Teorema 3.16 (Convergência) Se é /or 2-.Kripke-gatil!/atüeZI então edste
um S C ..4 e um { É n + l tais que Ó é <Si,i>-KHpke-sana/atz'uel. Se é /or
2-.KHpke-insat :fatúieZ, então ezÍste um S Ç .A e um i$ n + l tais que @ é
<S3, i> 'Ã'npke-insatiqfatúeZ.

De fato, basta tomar S = ..4 e í 2 n, pois então <SI, i>-Kripke-satisfatibilidade
na sentença é é idêntica a 2-Kripke-satisfatibilidade, e similarmente para <Sa , i>
Kripke-insatisfatibilidade.

A idéia é que, para resolver problemas de satisfatibilidade nos diversos siste-
mas modais, há duas formas de aproximação; uma tenta controlar a acurácia de
cada mundo no sistema modal -- e isso corresponde a determinar um conjunto
S de proposições relevantes -- e outra tenta controlar a complexidade do sis-
tema modal, por meio de restrições sobre sua capacidade introspectiva -- e isso
corresponde a fixar um i. A primeira resolve o problema da onisciência lógica e
a segunda resolve o problema da introspecção ilimitada. Esta última questão é
analisada com mais detalhes no Capítulo 4.
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Capítulo 4

O Método de Massacci

Massacci, em sua tese de doutorado IMas98al, desenvolveu uma extensão de
Cadoli-Schaerf para sentenças proposicionais quaisquer. Seu método tem forte
apelo computacional e utiliza sentenças assinaladas inclusive na semântica. Adi-
cionalmente, seu trabalho fornece uma teoria da prova a partir de SST.

Em adição ao problema da onisciência lógica, discutida nos capítulos anteri
ores, as lógicas modais possuem o que se convencionou chamar de introspecção
i/imitada. Um agente pensante dotado dessa capacidade pode raciocinar sobre
as crenças das crenças das crenças . . . das crenças de alguém.

Uma forma de controlar a capacidade de instrospecção, limitando-a, é de..
terminando um limite do número de operadores modais no escopo de outros,
como foi feito por Cadoli e Schaerf e exposto na Seção 3.3. Com mais recursos
de tempo e espaço, pode-se aumentar esse limite. Quanto maior o limite, mais
a lógica aproximada fica próxima da Lógica Modal Clássica e da sua capacidade
de introspecção ilimitada

Uma outra idéia, devida a Nlassacci, sugere que o controle não soja feito de
maneira estritamente sintática, limitando a profundidade modal de sentenças
(como é feito por Cadoli e Schaerf), mas de maneira semântica, determinando
um subconjunto do conjunto de mundos possíveis y Ç TV. Intuitivamente, esse
subconjunto representa os mundos possíveis que são "interessantes" , que não são
muito remotos do "mundo real" e que podem ser atingidos a partir do mundo
real com a utilização de apenas alguns passos introspectivos.

Neste capítulo serão apresentados, de forma adaptada, alguns resultados do
trabalho de b/lassacci. Nlassacci desenvolveu seu trabalho para lógicas multimo..
dais, em que há uma família de operadores {]]., O.}.e,{ que interagem. Aqui,
por simplicidade e para facilitar a comparação entre os métodos, seus resul'
tados em lógicas modais serão apresentados apenas para lógicas monomodais
(com apenas um par de operadores [] e Ç,).
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4.1 l.'ableaux Proposicionais Aproximados
Seja .A o conjunto de todos os átomos. Particione o conjunto .A em três conjun-
tos: o conjunto de proposições interessantes, denotado por /nt(A), o c071»nto
de proposições incoerentes, denotado por /nc(.A) e o cor!»nto de proposições
'pesco«hecÍdm, denotado por UnÀ;(.A). Assim, -Znt(.A) U .r7'c(A) U Unk(.A) = .A
e .rnt(.A) n /m(A) n t/nk(4) = 0. Essa partição de A é chamada partição
aproa#mada.

Intuitivamente, os átomos em ]'nt(.A) descrevem propriedades "interessan-
tes" e que merecem uma interpretação clássica. Os átomos em /nc(.A) descrevem
propriedades "incoerentes" , que não contribuem para provas "interessantes"
Por fim, os átomos em Unk(.A) descrevem propriedades "descoiüecidas", que
não especificam propriedades de modelos "interessantes" IMas98bl .

Massacci utilizou, em todo seu trabalho, sentenças assinaladas, e o primeiro
passo é determinar a valoração de sentenças assinaladas quaisquer. Seja y uma
2-interpretação no conjunto Á. A função y é estendida para sentenças assina-
ladas quaisquer como segue(adaptado de IMas98aj; aqui, utiliza-se a notação
unificadora de Smullyan, dada na Tabela 2.1):

l V'(TP) o« p € .rnt(.A) e }''(p)
o« p c .rnc(.A)
- P c .rnt(.A) e I'''(p)
o« P c .rnc(A)

V'(F'p) l sse

2. }''(neg) we I''(W,)
3. }''(a) l sse I''(ai) d I'(a,) l

4. T''(P) I''(Pi) l ou }''(Ü)

A função y pode ser chamada de modelo para as sentenças assinaladas p tais
que V f: g. Uma função y é um contra-modelo para uma sentença assinalada
p se y f= 7, lembrando que 7 é a conjugada de p. Se I' é um conjunto de
sentenças assinaladas, y é um modelo de I' se y for um modelo para cada
sentença em I'

A partir de uma partição de .A em proposiçoes interessantes, incoerentes e
desconhecidas, como se julgam os significados das sentenças compostas pelos
átomos em .Á? Para sua apresentação, Massacci modiâca um pouco a lógica 4-
valorada de Belnap IAB75, Be1771. Na lógica de Belnap, todo átomo de .A pode
assumir os valores O, l, {nc ( "incoerência") e unk ("desconhecido"). Para Mw-

sacci, átomos em /nt(.A) podem assumir apenas o valor ínt (ou seja, UT valor
T'interessante' , que substhui os valores 0, :'falso", e l, "verdadeiro"). Átomos
em Unk(A) aHumem apenas o valor inc. Por fim, átomos em Unk(Á) assumem
apenas o valor unk.

A associação dos valores ínt, ánc e unk a átomos assinalados é simples. Se
o átomo p tem o valor ínt, então Tp e FI) têm o valor int. Se p tem o valor íli.c,
então Tp e Fp têm o valor inc. Por fim, se p tem o valor unk, então Tp e Fp
têm o valor unk.
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Com isso, é possível julgar sentenças assinaladas quaisquer, ou seja, deter-
minar seu signo/içado super$càaZ. A Tabela 4.1 mostra como esses valores sãa
transmitidos para sentenças mais complexas (X é qualquer um dos valores {nt.
inc e unk). A intuição por trás desses significados superficiais é a seguinte. Se
uma sentença for interessante, sua negação também deve ser; se for desconhe..
cida, o mesmo deve suceder à negação. No caso de uma sentença do tipo P,
se um dos componentes for desconhecido, o resultado total deve ser dado pelo
significado do outro componente; no caso de uma sentença do tipo a, o fato de
um componente ser desconhecido se propaga para toda a sentenças e assim porjante

Tabela 4.1: Significado superâcial das sentenças proposicionais

A noção de conseqüência lógica aproximada é dada pela

Definição 4.1 ([Mas98a]) Z)ada uma pad ção aproàmada, uma sentença é é
uma conseqüência lógica aproximada de um conyunío de sentenças ou Aípáteses
I' sse todo modelo pa7'a I' nãa /or um contra-made/o para é.

O teorema a seguir, de IMas98al , mostra que as proposições interessantes se
compoúam classicamente.

Teorema 4.2 Se/a I' um colÜunlo de sentenças e @ uma sentença tais gue todos
m a'm." q"' 'p""'m 'd« em r, 'da e«. é, estejam «ntid« '". .Z'nt(.A).
.Bufão, é é uma consequência lógica aproaímada de I' sse é /or uma consequência
/ógica clássica de I'

O comportamento de sentenças incoerentes ou desconhecidas não é clássico.
como mostram os dois teoremas abaixo, também de IMas98aj:

Teorema 4.3 Se a sentença é /or ncoez'ente, então fada modelo gatil!/m é.

Teorema 4.4 Se a sentença é /or desc07}Aecida, então zze7üum modelo satisfaz

Entretanto, continua valendo o Teorema da Dedução IMas98aj:

Teorema 4.5 (Dedução) Seja I' um conjunto de sentenças e é uma sentença.
Uma sentença V' é uma conseqtZência lógica aprohmada de I' U {é} sse Ó D @
for conseqÍiência lógica aproximada de F

O exemplo a seguir, adaptado de Nlassacci IMas98al, ajuda a entender esse
formalismo. Sda:
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. I' = {p,p D q,q D r,r D s}

. .rnt(.A) = {P, q, s}, .rnc(A) = {,} ' Pnk(.A) = 0
Então I' F q. De fato, como p C Int(.A), tem-se y(Tp) = 1 sse y(p) = 1. Da
mesma forma, y(Tp D q) = 1 sse y(Fp) = 1 ou y(Tq) = 1, o que ocorre
sse y(p) = 0 ou -- uma vm que q C /nt(.Á) -- y(q) .=. 1.. Como y(p). -
1, teÚ:se y(q) = 1, o que implica ser necessariamente y(Fq) = 0 -- assim,
não há modelos de I' que sejam contra-modelos de q. Por outro lado r não
é conseqüência lógica aproximada de I'. Isso porque, como r C .rnc(.A), pode
ocorrer }''(Tp) = 1, t''(Tp D q) = 1 e y(Tq D r) = 1 m's, simultaneamente,
V'(Fr) = 1. De fato, as três primeiras igualdades implicam, respectivamente,

0, 'e' isso implica que y(Tr) = 1. Mas como r € .rnc(.A), simultâneamente
y(Tr) = y(Fr) = 1. Em particular, y(Fr) = 1, o que mostra um contra-
modelo ao seqüente I' f- r.

TabZeaziz Proposícionais .Aproximados possuem algumas mudança das re-
gras de redução dos Tableaux de Smullyan segundo o signiâcado superficial da
sentença assinalada sobre a qual se deseja aplicar a regra:

RI. se o significado superficial de g for int, então g é reduzida de acordo com
a deânição clássica

R2. se o signiâcado superÊcial de p for inc, então p já está reduzida -- isso é
o mesmo que dizer que, quando a sentença p for incoerente, não é possível
aplicarregras de tableau a ela

R3. se o significado superficial de g for unk, então o ramo do tableau fecha

As últimas duas regras acima são regras não clássicas de redução ou contradição,
respectivamente. Por essas regras, pode-se ver que o conjunto /nc(A) funciona
para aproximar a lógica por baixo, enquanto o conjunto Unk(A) funciona para
aproximar a lógica por cima. Isso será analisado com mais detalhes adiante, ao
mostrar-se que o método de Massacci generaliza Cadoli-Schaerf, contendo este
último como caso particular.

O exemplo a seguir, adaptado de IMas98a), ilustra um tableau proposicional
aproximado (Figura 4.1) que tenta provar o exemplo dado acima, ou seja, que
s é conseqüência lógica de I', em que

. I' = {p,p D q, q D r,r D s}

. .rnt(.A) = {P, q, s}, .rnc(.A) = {r} ' Unk(.A) = @
As sentenças (6) e (7) são obtidas de (2) por aplicação de P. Esse tableau

está reduzido (pois, como r C ]'nc(.A), os significados de Tq D r e Tr :) s são
incoerentes), mas não fechou. O exemplo sugere um algoritmo para fazer uma
dedução proposicional. Por prova clássica ou conlrn-modelo clássico entende-se
uma prova ou contra-modelo que não utiliza as regras não clássicas.

49



(1)TP
(2)TP D q
(3)Tq D ,
(4)r, 3 .

(5)r'.

/
(6)Fp (7)rq

\

Figura 4.1 : Um exemplo de aplicação dos Tableaux Proposicionais Aproximados

l Escolha uma partição aproximada de forma que o conjunto de átomos
interessantes em .rnt(A) seja pequeno

2. compute um tableau aproximado
3 se o tableau aproximado for uma prova clássica ou um contra-modelo

clássico, então pare

4. senão, encontre a parte do tableau onde regras não clássicas de redução
ou fechamento são usadas, aumente o conjunto de átomos interessantes.
colocando nele pelo menos um átomo que aparece em uma sentença sob a
qual essas regras não clássicas são usadas, e volte para o segundo passo

Lembrando das definições da Seção 2.1.2, diz-se que um determinado tableau
é cometo com relação a determinada semântica se toda inferência realizada por
meio do tableau pode ser feita também pela semântica; um tableau é completo
com relação a determinada semântica se toda inferência realizada pela semântica
pode ser feita também por meio do tableau. Massacci provou, em IMas98al, que
seu tableau de prova é correio e completo com relação à sua semântica:

Teorema 4.6 (Correção) .Dada uma padiçãa aproàmada, se uma sentença
é tem uma prova por 7bóZeau: 4praàmados com Aipáteses I', então eZa é uma
consequência lógica aproàmada de I'

Teorema 4.7 (Completude) l)ada lama padâção aproãmada, se tina sen-
tença é é uma conseqiiência /óg ca aproãmada de um c07Üunto de hipóteses I'.
então e/a tem uma prova por TaóZeatzz .4proãmados com I'

Para relacionar seus conceitos aos de Cadoli-Schaerf, Massacci precisou adap-
tar o sistema de Cadoli-Schaerf a sentenças assinaladas. Assim, ele introduz as
seguintes definições jhlas98al :

Definição 4.8 C/ na Si-interpretação assinalada é uma uaZoração y de átomos
«sánaZad", d' .»''"" que y(Tp) # }'(FP) « p C S e I''(Tp) = }'(Fp) = 0 s.
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Definição 4.9 [/}na S3-interpretação assina]ada é «ma uaZoração y de átomos
a«indad«, de /o«n. que V'(Tp) # y(Fp) se p € S ' não «o~'e 'dm"lt-"-
mente que V'(Tp) = 1'''(Fp) = O se p € .A\S.

A extensão da função y para outras sentenças é feita utilizando as condições 2--4
dadas no começo desta seção. As noções de Si e S3-inferência são similares às
da Seção 3.1, considerando as adaptações evidentes para sentenças assinaladas.
Naturalmente, a equivalência de sistemas só ocorre se forem consideradas sen-
tenças em CNF, pois Cadoli e Schaerf trabalharam apenas com elas. Massacci
provou, em IMas98a] , os seguintes teoremas:

Teorema 4.10 Seja I' U .[é} um canyunto de sentenças em OIATF e sega S Ç .A.
Sd..rnt(Á) ' Unk(.Àj: 0 éWdanto, .rnc(.A) s). E"tã' r k! d' "'
é é uma conseqüêncáa lógica aproàmada de I'

Teorema 4.11 Sega I' U {é} um c07Üunto de sentenças em C;l/VF e sega S Ç .A.
Sda.rnt(A) e.rnc(.Aj o éw -to, unk(.A) Entãol'Hbésse
é é uma comeqiiêncía lógica apraàmada de I'

Assim, o conjunto de proposições incoerentes está relacionado à Sa-interpretação
de Cadoli-Schaerf, no sentido que proposições "fora" de S são incoerentes, pc'-
dem assumir qualquer valor. O conjunto de proposições desconhecidas está re-
lacionado à St-interpretação, no sentido que proposições "fora" de $ assumem
o valor falso por serem desconhecidas.

4.2 Tableaux Modais Aproximados
Massacci apresentou, em IMas98b, Mas98al, uma extensão de seu procedimento
para lógicas modais.

A noção de contra-modelo é similar à da seção 4.1 A verdade em sentenças
assinaladas (modais ou não) é determinada pelas condições abaixo (w € W):

l .M, w }:: Tp sse \''(w)(p)
M, w 1: Fp we \'''(w)(p)

l
0

2.

3.

4.

5

.A4, w 1: THÓ sse .M, w k F#

.M, w E P=é sse M, w 1- ré

.M,w F r(@A @) sse M,w 1:: ré e M,w k P'P
JU, u, 1- F'(@ A @) sse M, w 1: Pé ou M, w f:: r''P

M, 10 F T(@ V @) sse .M, w 1- ré ou M, to F: FÚ
M,w k F'(@v V') sse M,w E F'# e .M,w F r'V'

.A4, w f: TE3@ sse para todo t c H'' tal que wRt, .A4, w 1= ré

.A,4, w 1: PEté sse existe t c W tal que wRt e .A''t, w 1: TÓ
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A relação dessa semântica com a dada na Seção 4.1 é a seguinte. Considera-se
o conjunto de átomos .L particionado em .rnt(.L), .rnc(.L) e Unk(.L). Uma apro..
ximação unicamente proposÍcionaZ modifica a cláusula l acima para IMas98bl
1' .M, w f: Tp sse o« p C .rnt(Z) e }'(w)(p)

o« P € .rnc(Z)
o« P c .rnt(.L) e }''(w)(p)
o" P c .rnc(z)

M, w F f'p sse

As outras cláusulas 2--5 permanecem iguais.
Fixado um mundo zo c W, os resultados da Seção 4.1 para sentenças propo-

sicionais continuam valendo, e pelas mesmas razões.
Massacci também introduziu IMas98bl uma distinção entre os mundos en-

volvidos em um modelo de lógica modal, fazendo uma partição e dividindo o
conjunto de mundos possíveis W em três: mundos interessantes /nt(W), mun-
dos in"Crentes .rnc(W) e «.Nados desc«Aecddos Unk(W). D«sa forma,tem-se
que H' = .rnf(w) u .rn'(w') u Unk(W) e .rnt(W') n .rnc(W) n unk(w) = g. In-
tuitivamente, mundos interessantes não devem ser "muito remotos" do mundo
"real", ou seja, devem ser alcançáveis com poucos passos de introspeção. A
avaliação de mundos "muito distantes" vai depender do fato de ser o agente
crédulo (mundos incoerentes) ou cético (mundos desconhecidos) .

Em mundos incoerentes, todas as afirmações são aceitas, inclusive as con-
traditórias. Nos mundos desconhecidos, por outro lado, nenhuma afirmação é
admitida.

Primeiro, há uma restrição sobre as relações de acessibilidade .R.. Se wl?t e
.« € .rn.(z), "tã. t c .rnc(L); se «,Rt e w C Unk(Z;), então t c UnÊ(.L). Uma
aproximação unicamente modal modifica a cláusula l para

.M, w E: Tp sse - .« c .rnt(W) e I''(«,)(p)
o" '« c .r«c(w)
ou w € .rnt(W) e }''(«,)(p)
o« '« C .rnc(W)

.M, w E Fp sse

Para que se possa ter um controle fino do poder de introspecção, Massacci
desenvolveu IMas98bl o conceito de mundos realista. Inicialmente, ele de6ne
um agente /im fado como sendo uma dupla <Ê.,z>, em que k. é um número
inteiro não negativo (o número máximo de passos de introspecção, ou limite
iizfrospectiuo) e z pode tomar os valores c para crédulo (dando origem aos
agentes k«-crédulos) e s para céfíco (dando origem aos agentes Ê.-cénicos).
Se o' tem um limite introspectivo km, então restam apenas outros km -- jal
passos para o agente pensante. Segue+se a definição:

Definição 4.12 Sey'a <km,Z> um agente /imitado e um modelo .A4 um made/o

""'' "m' p"'figa. d« m-d«. [/m m-do w € W é km-«a]i'la se :« € .rnt(W)
e se

. km = 0 e z = s, então wRt impJ{« q« « c /nc(}y)

. km = 0 ' z = c, enfã. wRt i«,PZÍ« q« « € Unk(W)

52



. k. > 1, ntã. .«.Rt impZic. que « é (k« 1)-«.ZÍst.

Para inferências realizadas com um agente limitado, utiliza-se a relação f=k-''
Um exemp]o desse conceito, de IMas98b], é o seguinte. Considere um agente

l-cético. Então
F:'' o(p D q) A üp D üq

Isso vale porque, para um agente l-cético, o primeiro passo de introspecção se
comporta como no caso clássico. Entretanto, ocorre

F::'' [JE](p D q) A nop D [lEJq

Isso porquel no segundo passo da introspecção de um agente l-cético, todos os
mundos ligados são necessariamente incoerentes, e mundos incoerentes fornecem
um contra-modelo(bem como um modelo) para a sentença em questão. Essa
é uma das razões que o conceito de consequência lógica aproximada é dada
na forma da Definição 4.1: podem existir mundos que dão simultaneamente
modelos e contra-modelos.

Com esses conceitos em mão, é possível julgar sentenças assinaladas quais-
quer, ou seja, determinar seu significado super6cial. Como na Seção 4.1, isso
é importante para desenvolver um tableau de prova. Neste caso, é útil con-
siderar que o significado superâcial de uma sentença assinalada é uma função
y(k, g) de dois argumentos, que toma valores no conjunto {int, inc, unk}. O
primeiro argumento é o grau de introspecção (um número inteiro não negativo)
e o segundo é a sentença assinalada.

Para átomos assinalados, tem-se que, para todo grau de introspecção k que

V''(k, TP)
}'' (k, FP)

i'.t se p c .rnt(Z)
Ínc w P C .rnc(.L)
unk se p c Unk(.L)

A extensão da função y para conectivos proposicionais e modais é feita por
indução. Para os proposicionais, refere-se à Tabela 4.1 da Seção 4.1. A extensão
para os conectivos modais é dada na Tabela 4.2.

Se o limite introspectivo não está especiâcado, de/ine-se o significado da
sentença (modal) como:

I''(* , P)
b'(*,«')

E possível uma combinação dos dois tipos de aproximação, fazendo uma
partição do conjunto de mundos possíveis W e associando, a cada w C W,
uma partição possivelmente distinta do conjunto de átomos .L. Qual das duas
partições seria dominante na determinação da verdade? Em IMas98b, hlas98al ,
Massacci sugeriu uma aproãmação comi)ínada. Para simplificar, ele assume que
a cada mundo w associa-se sempre a mesma partição de L.

53



V''(0, z) inc se o agente for cénico
unk se o agente for crédulo

I'(k, to)v''(k + l, «')

}'''(o, «) ánc se o agente for cénico
ánt se o agente for crédulo

án' se y(k, «o) = inc
ánt nos outros casosI''(k + 1, p)

Tabela 4.2: Significado superficial das sentenças modais

MS"'l. .A,'t, w k Tp sse ou «« C /nt(W) e p C .rnt(.L) e }'(w)(p)
ou .« c .rnt(W) e p c .r«c(Z)
ou P € /n.(W)
ou w C .rnt(W) e p c .rnt(Z) e V'(lo)(p) = 0
ou w € .rnt(W) e p c /nc(.L)
o« P € /nc(W)

.M, w b Fp sse

Tab/Cata .A/orais 4pruzímados têm algumas mudanças nas regras de redução
dos SST segundo o significado superâcial da sentença assinalada sobre a qual se
deseja aplicar a regra IMas98aj:

e se o significado superâcial de a
acordo com a definição clássica

g for int, então a p é reduzida de

l e I''(*,p) {nc, então a : y já está reduzida

. se }''(k« lal,p) {nc, então a : p já está reduzida

e se a l e }''(*,g) ztnk, então o ramo do tableau fecha

. se I''(k« -- lal, g) = unÊ), então o ramo do tableau fecha

As últimas quatro regras acima são regras não clássicas de redução ou con-
tradição. O algoritmo sugerido pelas regras de Tableaux Modais Aproximados
é dado abaixo IMas98aj:

l Escolha uma partição aproximada de forma que o conjunto de átomos
interessantes em .rnt(.L) seja pequeno

2. escolha um limite máximo de introspecção k« pequeno, e decida se z = c
ou s

3. compute um tableau aproximado
4 se o tableau aproximado for uma prova clássica ou um contra-modelo

clássico, então pare
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5. senão, encontre a parte do tableau onde regras não clássicas de redução
ou fechamento são usadas e mude esse status:

e seja aumentando o conjunto de átomos interessantes, colocando nele
pelo menos um átomo que aparece em uma sentença sob a qual essas
regras não clássicas são usadas

e seja aumentando o limite É«

volte para o terceiro passo

Por fim, Massacci IMas98al demontra a correção e completude dos Tableaux
Modais Aproximados com relação à semântica dada nesta seção, assim como fez
para o caso proposicional.

Teorema 4.13 (Correção) l)ada uma partição aproàmada, se uma sentença
Ó tem uma prova por TabZeatm .Aproàmados com hipóteses I', então eZa é uma
consequência lógica aproãmada de I'

Teorema 4.14 (Completude) l)ada uma partição aproãmada, se wma sen-
tença é é uma consequência lógica apro=úmada de um colÜunto de Aápóteses I',
então eZa tem uma 3)roça por Tab/eatlr .4proãmados com I'
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Capítulo 5

O Método de
Finger-lVassermann

Marcelo Finger e Renata Wassermann procuraram estender o método de Cadoli-
Schaerf (veja, por exemplo, IFWOI, FW021). Aqui, serão analisado apenas seus
trabalhos de extensão para aproximações por baixo, pelas razões explicitadas no
Capítulo 3. Em IFWOll, eles apresentam duas limitações principais a Cadoli-
Scha.erfC r

l O sistema é restrito a sentenças sem o operador :) e em NNF. Sob se..
mânticas não clássicas, como analisado em ICPW001, a tradução usual de
sentenças para forma clausal não preserva valores verdade.

2. O conjunto S precisa ser adivinhado em cada passo da aproximação; ne..
nhum método é dado para determinar os átomos a serem adicionados a
S

Essas duas limitações são enfrentadas por meio de uma nova semântica que não
mais restringe as sentenças sem o operador D e em NNF, o que resolve o primeiro
problema, e com a apresentação de um tableau para inferência aproximada, o
que resolve o segundo. Neste capítulo, serão descritos esses dois trabalhos.

5.1 Semântica e Principais Propriedades
A semântica de Finger-Wassermann é uma extensão da semântica de Cadoli-
Schaerf. Seja .4 o conjunto de todos os átomos e S Ç ,4 um subconjunto de
proposições relevantes. Para uma sentença NNF, tem-se que a valoração S3
definida abaixo associa os mesmos valores verdade que a Sa-interpretação de
Cadoli-Schaerf, definida na Seção 3.1. No que segue, assume-se a existência de
uma valoração dos átomos. Utiliza-se uma convenção muito conveniente: dada
uma sentença é, o fato de que todos os átomos de # estão em S é denotado porécs
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Seja Cc o conjunto de todas as sentenças da linguagem. IJma valoração S3
é uma função u3 : .Cc -.+ {0, 1} que estende uma valoração total nos átomos de
.4 como segue:

FWI. «g(éAV') sse "ã(d') ('P)
FW2. «ã(évV') sse "!(d') (V')

FW3. uã(Óo@) sseu$(é) 'ug(V')=0
FW4. (quando é c S, tiã(--é) = 0 sse ug(é) = l
FW5. não acontece simultaneamente que ug(é) = tig(-',é) = 0

A cláusula FW5 definida acima não é a mesma de IFWOll, mas Ihe é equivalente.
A razão dessa formulação é que, para o autor, ela parece mais intuitiva e mais fiel
à definição original de Cadoli-Schaerf. E imediato que a semântica é paraconsls-
tente &)ra de S, ou sqa, pode ocorrer que tanto é como =@ sejam verdadeiras.
Dentro de S, o comportamento das sentenças é clássico. Fora de S, todos os
operadores com exceção de -, continuam se comportando classicamente. Da ma-
neira padrão, define-se Sa-satisfatibilidade, S3-validade e S3-insatisfatibilidadet,
representados usando a relação Fa .

A valoração u3 não é determinada unicamente pela valoração nos átomos
Uma pergunta natural que segue disso é: o que a determina? O teorema abaixo,
refraseado de IFWOll2, dá a resposta.

Teorema 5.1 ,4 tialoração ug é deter'minada completamente por seu valor no
««junto .A U {--+lé # S e «!(é)
Dem: Para os conectivos/\, V e D, é imediato que o valor de ug é determinado
pelo das subsentenças. Se é c S, então a cláusula FW4 implica que o valor de
nÓ é oposto ao de é. Suponha, então, que é # S. Se u3(d') - 0, a cláusula
FW5 implica que ds(=ó) = 1. Restam apenas as sentenças em A u {=élé #
S e us(é) = 1} par;'determinar uã. []

Esse teorema sugere que é possível interpretar uma sentença em Sa por meio
de outra sentença clássica que resulte da adição a Á de novos átomos. De fato
isso é possível, e torna muito mais fácil intuir sobre Sa. Seja p-! um novo átomo
(para cada é # S tal que u3 (é) = 0) cuja valoração é igual a u3(=d'), e defina a
tradução d's de Ó da seguinte maneira:

t+r..+à's - $es b.+'s
çóv $Ües = 4;"s v+'s
(+'3 abas - óas'3 +'s

IDe fato. são similares às dadas no método de CadoU-Schaerf. A única diferença é que,
neste caso. a semântica atende a uma linguagem mais rica. Por isso, nesta seção utiliza-se as
mesmas notações do Capítulo 3 embora, estritamente falando, sejam dois sistemas distintos.

2Em [FWOll, afirma-se que o conjunto determinante é AU {=+ló # S}. A formulação dada
aqui diminui esse conjunto.

P©s P
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(=é)'s -'.(é'')
P-+

se é c S o« se «ã(Ó)
se é # S e ug(Ó) = l

0

A idéia da tradução de sentenças -,d) é que, dentro de S, elas recebam a mesma
valoração. Fora de S, deve-se traduzir --é de tal forma que não possa ocorrer
simultaneamente que ambas é's e (-,Ó)'s recebam o valor falso. Há liberdade
de escolha somente quando ug(d) = 1, e é por isso que apenas nesse caso é
preciso associar a é um novo átomo.

As vantagens da tradução de uma sentença aparecem no teorema a seguir, de
IFWOll, que permite determinar Sa-satisfatibilidade de uma sentença a partir
de sua tradução.

Teorema 5.2 Uma sentença é é S3-satis#atz'ueZ sse é's é satílifatz'ueZ cZassica-
mente.

[rb'aduções também são empregadas na demonstração do seguinte teorema, tam
bém provado em IFWOll e que mostra uma característica importante da semâü
bica para sentenças fora de S;

Teorema 5.3 Sda PTW(é) o conjunto dos átomos de @
Prof(é) n S = g é S3-safislatúeZ.

Toda sentença + com

Como era de se esperar, inferências em Sa são correias; isso é uma con-
seqüência do próximo teorema, que nada mais é que uma formulação do Teorema
3.4 para a semântica extendida.

rema 5.4 (Monotonicidade). Sega S Ç S' Ç ..4.: Se uma sentença é é
S3 'uáZida, então é famóém Sá -tpáZdda.

Dem: Uma S'-3-valoração u3, deve satisfazer as condições FWl--FW5 para S'
As condições FWl--FW3 e FW5 independem de S' e, portanto, ti3, as 'satisfaz
como uma S3-valoração também. Se u3, satisfaz FW4 para S', então ocorrem
duas coisas. Primeiro, ela satisfaz FW4 para S quando é € S Ç S'. Segundo,
não mapeia um par de sentenças opostas simultaneamente em 0 e, portanto
para sentenças é c S' com é # S, ug, continua satisfazendo FW5 para S
Assim, toda S'-3-valoração é uma S3-valoração, o que mostra o teorema. []

Dessa forma, se for tomado S' = Á, conclui-se que se uma sentença é S3-válida,
então é válida classicamente.

Também vale, e a demonstração é trivial (tome S = .4), o seguinte

Teorema 5.5 (Convergência) Se uma sentença é é t,á/ída cZassícamente, en.
tão eãsfe S Ç .4 fa/ que é é também S3-válida.

Por fim, como o comportamento do operador D é clássico, o Teorema da
Dedução continua válido:

Teorema 5.6 (Dedução) S©a I' um co@unto de sentenças e é, @ duas self.
fendas qua squer. Então I' U {é} b& @ sse I' b3 é D @.
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No método de Cadoli-Schaerf, todas as sentenças devem estar em NNF
Portanto, a versão de modas ponen.s naquele método deve ser formulado sem o
operador D(de é e =Ó V @ podose inferir @); como foi visto, essa versão de
moeu.s ponens não vale de modo geral, e isso continua ocorrendo para Finger-
Wassermann. Mas agora é possível formular modas ponenls da maneira usual,
com o operador D. E nessa formulação, pelo fato da semântica do operador
ser cláss;ca, modas W,'e"s continua valendo (se u$(é) = ug(é D 'P) = 1, não
pode ocorrer u!(Ú) = 0). Isso demonstra que deferentes versões de regras de in-
/erência, que cZassicamente são equiuaZentes, não a são na semântica de Fánger-
Wmsemnann.

5.2 Tableaux de Prova
Finger e 'Wassermann também apresentaram uma teoria de prova para.sua
semântica, e mostraram a correção e completude da primeira com relação à
última. Esse trabalho não foi feito por Cadoli e Schaerf. Esta seção trata dos
resultados obtidos.

Como foi observado na Seção 2.1.2, Finger e Wasserman utilizam KE--ta-
bleaux para sua teoria da prova. Um KE-tabZeau para S3 ou KE.S3-tabZeau, é
obtido da Tabela 2.3 com uma pequena modificação. A regra (T=) é mudada
para r é desde quem c S

O significado dessa nova regra é que uma inferência com a regra(T-.) pode ser
feita desde que é esteja no conjunto das proposições relevantesl caso contrário,
nada pode ser inferido.

Deve-se provar a correção e a completude do KES3-tableau com relação à
semântica fornecida na Seção 5.1. Em IFWOll, são demonstrados os seguintes
teoremas:

Teorema 5.7 (Correção) Sda I' um cadunto .anito de sentenças. Suponha
que um tabZeau W.ra o següente I' f- @ JbcAe. .Então I' kã @

Teorema 5.8 (Completude) Seja I' um c07l@nto .anito de sentenças. Sapo.
riba que r 1=% IÜ. .E7ztao, qualquer X'E.Sa-tableau para r f" IP JecAa.

O uso de KESa-tableaux é especialmente útil para o desenvolvimento de um
algoritmo de incrementabilidade para o conjunto S. Para a compreensão da
origem desse algoritmo, será dado um exemplo, tirado de IFWOll. Suponha que
se deseje determinar se o tableau consegue provar a equivalência entre é D @ e
-Ó V Ú. Na Seção 5.1, foi visto que a semântica de SS refuta essa equivalência.
Então, pela correção e completude, o mesmo deve ocorrer com o tableau. Para
mostrar essa equivalência por tableaux, é necessário que se tentem refutar os
seqüentes é D Ú f" -,é V Ú e Té V @ f" é D @. O primeiro seqüente não pode ser
refutado, como mostra o tableau ao lado esquerdo da Figura 5.1. Nesse tableau,
as sentenças (3) e (4) são obtidas de (2) pela regra (FV); (5) é obtida de (3) por
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(F-'); e (6) é obtida de (1) e (5) por (TDI). Entretanto, o segundo seqüente
l)ode ser refutado, como mostra o tableau ao lado direito da Figura 5.1. 'Nesse

e (4) por (TV2)enças (3) e (4) são obtidas de (2) por (.Fo). (5) é obtida de (1)

(1)7'ó D @
(aàpn v $

(3)Fn@
(4)r'@
(5)1"ó
(6)r@

X

(i)r=ó v @
(2)r'@ D @

(3)ré
(4)f'@

(5)7'=#
?

Figura 5.1: IJm exemplo de aplicação dos KES3-tableaux

O símbolo de interrogação na linha 5 representa o fato de que, nesse ponto,
não há como fazer inferências a partir de r--é sem mais informação. A inferência
só seria possível se é € S. Se, no começo, S := 0, é preciso apenas adicionar
os átomos de é a S para realizar a inferência Pé e fechar o tableau. Assim.
adiciona-se átomos a S conforme eles são necessários para fazer novas inferências.
O seguinte algoritmo, devido a Finger e Wassermann e apresentado em IFWOll,
surge naturalmente.

1. s:= g

2. transforme o seqüente de entrada em um KES3-tableau inicial

3 expanda o tableau até que ele feche ou fique bloqueado (como ocorreu com
o tableau acima na interrogação)

4. se o tableau fechar, terminar com sucesso

5. se o tableau contiver um ramo que não puder ser classicamente expandido,
terminar com falha

6. se o tableau âcar bloqueado devido a uma sentença r--d, faça S := SU {é}
e volte ao passo 3

Assim, o método de Fingem-Wassermann resolve os dois problemas a que se
propoe resolver, conforme expostos no começo deste capítulo: estender Cadoli-
Schaerf para sentenças quaisquer e apresentar um algoritmo para determinar os
átomos a serem adicionados a S.

Uma pergunta cabível é: por que a semântica é enfraquecida apenas para o
operador --? Em outro artigo, IFW04], Marcelo Finger e Renata Wassermann
generalizam completamente a semântica para uma semântica denotado por Se .
Para cada operador e cada possível regra do KE-tableau, existe um conjunto de
proposições relevantes associado. Por exemplo, para as regras (FAi) e (FAZ)
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associa-se um conjunto de proposições relevantes "para a verdade do operador
A". Sf. Para essa semântica existe um KESe-t&bleau, que é uma generalização
do KE..tableau de d'Agostino; em IFW041 prova-se a correção e completude do
tableau com relação à semântica generalizada S.. Os detalhes dessa generaliza.
ção não entram no contexto do presente trabalho e não serão analisados.

Fingem e Wassermann também buscaram, em IFW021, uma octensão das
aproximações por cima(as Si-aproximações) de Cadoli-Schaerf. As proprieda-
des computacionais de uma tal extensão mostraram-se extremamente complexas
e ainda estão sendo pesquisadas. Neste trabalho, o interesse centra-se nas apto"
ximações por baixo(por razões apresentadas no Capítulo 3) e, por essa razão,
os detalhes da extensão das Si-aproximações de Cadoli-Schaerf não serão estu-
dadosa
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Capítulo 6

Finger-NVassermann para''' '''ã)x.,'L

Lógicas Modais

Este capítulo apresenta uma extensão do trabalho de Marmelo Finger e Re-
nata Wassermann para Lógica Modal Clássica. Na Seção 6.1, propõe-se uma
semântica que modifique apenas o comportamento do operador = e analisam-se
algumas propriedades. Depois, inspirado pelo trabalho de Cadoli-Schaerf em
lógicas modais, incorpora-se um controle da introspecção, introduzindo-se um
limite máximo de introspecção n. A semântica obtida é associada a uma teoria
da prova desenvolvida a partir de SST, apresentada na Seção 6.2. Ali, também
são demonstrados correção e completude dos tableaux apresentados com relação
a essa semântica. A Seção 6.3 apresenta uma semântica e teoria da prova al-
ternativos, que resolvem um problema técnico surgido no desenvolvimento da
semântica e teoria da prova das duas seções anteriores. Na Seção 6.4, discute-se
uma generalização da semântica apresentada na Seção 6.1 e algumas proprieda-
des interessantes que podem ser estudadas em trabalhos futuros.

6.1 Semântica e Principais Propriedades
Seja S Ç ,4 um conjunto de proposições relevantes, W um conjunto de mundos
possíveis, R uma relação de acessibilidade e uã ; W' --, (.Á' --, {0, 1}) uma
função que associa a cada w c }y uma valoração S3 total no conjunto .A' dos
literais. Denote por ra,í o conjunto de todas as sentenças da linguagem.

Definição 6.1 Um made/o Ss-.Khpke é uma thp/a .A4 = <Tyl .R, ug>'

A semântica de S3-Kripke é uma relação H3 Ç W x r;çr dada pelas seguintes
regras, em que w c W' e p' é um literal:

FWMI. .M, t« b3 p' sse u3(w)(p') l

FWM2. .A4, w f:ã é A @ sse .A4, w f=3 @ e .A4, w k! @

62



FWM3 M,w b! év @ sse .M,w k$ é o« .M,.« F$ @

.M, «, k! é D @ sw .M, w F! é ou M, «, H2; 'P

.A4, w f:$ [1é sse para todo t € W ta] que w.]?t, .A4,t l=ã @

FWM4

FWM5

FWM6 ./U,w l:=g 0é sse existe t € W' tal que wRt e .A4, t l=g Ó

FWM7.

FWM8

se é c S, M, w k:! --é sse M, w F$ é
não acontece simultaneamente que .A4, w F% d e JU, w Fã --é

Os conceitos de Sa-satisfatibilidade, Sa-validade e S3-insatisfatibilidade mo-
dais são definidos como usualmente. Vale um análogo ao Teorema 5.1. Antes
de enuncia-lo e demonstra-lo, é necessária uma definição:

Definição 6.2 [/m mundo t € W é R-]igado a w C W sse eãste uma sequência
finita {wO, . . .,Wn} Ç W' e taZ que toi-l.Rtoi rl $ í $ n,)J wO = w e Wn = t.
Observa-se que w é trivialmente n-ligado a w(tome uma seqüência com ape'
nas um elemento). Antes de prosseguir, uma notação que simplificará a apre-
sentação. Seja w' o conjunto de todos os mundos n-ligados a w. Assim, t C w*
sse t for l?-ligado a w.

Segue o

Teorema 6.3 .4 verdade de uma sentença @ para um mundo w é determinada
por ug e Feio conjunta

{né(t) p«' todo t C w' tai que .M,t k3 é, d' # S},

.D possa'üeZ se restringir às sentenças =é que são suósentenças de @. .4 notação
=é(t) sígn@ca que a Dera«.Ze de --@ deve ser avaliada no mu7'do t € W
Dem: Para os conectivos A, V, D, [] e O, é imediato que a verdade de @

é determinada pela das subsentenças para w e para todos os outros t C W
R-ligados a w. Se é C S, então a cláusula FWM7 implica que a verdade (ou
falsidade) de T+ em w é equivalente à falsidade(ou verdade) é em w. Sup?nha,
então, que é # S. Se .A4, 10 Fã é, a cláusula FWM8 implica que .A4, w 1=% =é.
O mesmo sucede a todos os outros t C W n-ligados a w. Restam apenas a
função ug e as sentenças em

{--Ó(t) para todo t c w' tal que .M, t Fã é, é # S}

para determinar a verdade de é em w. []

Observa-se que a função u3 precisa ser avaliada apenas nos mundos que estão
R-ligados a w para determinar a verdade de qualquer sentença @ em lo. O
conjunto {-.é(t) para todo t c w' tal que M,t Fg d', é # S} é formado pelas
negações de todas as sentenças cujos átomos não estão todos no conjunto das
proposições relevantes e que são verdadeiras em w e nos outros mundos R-ligados
a w. Nessas sentenças há liberdade, pela satisfação das condições FMW7 e
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FWM8, de determinar a verdade de suas negações. Além disso, a verdade de
todas essas sentenças influencia a verdade de qualquer sentença é em w.

O conceito de tradução de uma sentença da Seção 5.1 pode ser estendido.
SÓ que, aqui, a tradução depende do mundo t € }t' em que se está avaliando a
verdade. Assim, sda p-Ó,t um novo átomo (para cada é # S tal que .A4, t Fã é
para todo t C w') cuja valoração é verdadeira se .A,'t,t kã né e falsa caso
contrário, e defina a tradução é's,t de é da seguinte maneira:

P's,t
(é A Ú)'s,'
(Ó V @)'s,'
(é D Ú)'s,'

([J@)'s,'
(Qé)'s,'

P

$'s,' b. $.s.t
+.'s.' V .+.S,t

Óes.' -) +.s.t

n(é's,')
0(é's,')

{ J::''''(--é)'s,' se é c S ou se .A4, t r3 é
se é # S e .M, t k$ é

Como no caso proposicional, a partir do conceito de tradução seguem alguns
teoremas.

Teorema 6.4 Uma sentença é é SS-satiõlfafíbeZ en7z algum mundo w de um
made/o .A4 sse é's," é satis$atz'ueZ cZassicamente para w em .A4.

Dem: A tradução mantém inalteradas as porções não clássicas da semântica.
Assim, os átomos são traduzidos em si próprios, e a tradução da necessitação,
possibilitação, disfunção, conjunção e implicação é a necessitação, possibilitação,
diqunção, conjunção e implicação da tradução de seus componentes. Isso reflete
o fato de que a semântica não altera as propriedades desses conectivos. Por outro
lado, quando é # S e .A4, t k::r é para algum t .R-ligado a w -- e apenas quando
isso acontece --, há liberdade de escolha para a verdade de -.é em t. A tradução
toma conta disso considerando =é como um novo átomo p-Ó,t (informalmente,
a tradução "tira" o caráter não clássico da semântica). Se a sentença como um
todo for satisfatível pelo mundo e modelo sob a tradução, ela S3-satisfatível nos
mesmos mundos e modelo, e vice-versa. []

Teorema 6.5 Sda Prof(Ó) o co@unto dos átomos de é. Toda sentença é mm
Prof(.$à n S = $ é Sa-satisfatíuel.

Dem: Seja w um mundo de um modelo qualquer. Como Prof(é) n s = 0,
a tradução (é)'s," leva a um fragmento sem negação da lógica clássica, e toda
sentença dessa forma é satisfatível em qualquer modelo (basta valorar todos os
átomos como verdadeiros em todos os mundos). Pelo Teorema 6.4, a sentença
Ó é S3-satisfatível. []

Nlonotonicidade e convergência também valem.

Teorema 6.6 (Monotonicidade) Sda S Ç S' Ç ..4.
Sa-uaZzda, então e também Sá -ua/ida.

Se uma sentença $ é
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Dem: A demonstração é por indução sobre as subsentenças. Seja .A4 um
modelo e w um mundo desse modelo. Se Ó é S3-válida, então, para esse mo-
delo em particular, ocorre .A4,w kã é. As condições FWMl-6 e FWM8 não
dependem de S e, portanto, de S'. Assim, somente a condição FWM7 precisa
ser analisada. Suponha que alguma subsentença de é sela da forma n@, e que
.A4,t f:$ --@ para algum t R-ligado a qo. Há dois casos em que FWM7 pode
ser usada. No primeiro caso, @ € S; então .A4, t }:::$ --@ sse .A4, t F:$ Ú. Como
S c S', então @ € S' 2 S. Pela hipótese de indução, .A4,t Fã, @. Isso, junto
com Ú C S', implica que .A4, t kã, =@. No segundo caso, @ # S e # € S'. Sabe-
se que .A4,t k% =@. Se ocorresse .A4,t f:$, +, então pela hipótese de indução
necessariamente .A4, t 1=! @. Mas se isso fosse verdade, não seria necessário que
M,t k3 --Ú (haveria liberdade de escolha para a verdade de =@), o que não.j
o caso. Portanto .A4,t Fã, @, o que imp]ica, por FWM7, que .A4, t f:=S, =@. []

Assim, se for tomado S' = Á, conclui-se que se uma sentença é S3-válida, então
é válida classicamente.

Como anteriormente, vale

Teorema 6.7 (Convergência) Se uma sentença é é válida cZassicamente, en-
tão e:êste S C ..4 taZ que é é também S3-u(ÍZida.

Para a prova, considere S = A.
Abaixo, alguns exemplos.

1. A Regra da Necessitação vale em uma aproximação Sa-Kripke: deve-se
mostrar que, se E% é, então l=3 [Jé. De fato, 6xe um mode]o .A4 e um
mundo 10 C }V. Como l:3 d', em particular para todos os mundos t € W
tais que wRt tem-se que .A4, t f:=as Ó. Pela cláusula FWM2, .A4, w F:B [lé.

2. Vale o princípio K: Eã [](p D q) D ([lp D [Jq). De fato, suponha qle
M,w k::% [](p D q) e M,to f:3 Dp, para um modelo M = <WI,R,ug>
e um mundo w c W' arbitrários. Então, para todo t C }y tal que wRt
tem-se .A4, t E% p D q e .A4, t f=3 p. Assim, para todo t c W tal que wRt,
ocorre M, t F$ q, ou seja, M, w l::à Dq.

3. Não vale a equivalência [J# = --Q=é. De fato, suponha que W = {w},
que R = {(to, w)}, que ug(w)(p) = 0 (p é um átomo) e que S = @. Então,
tem-se que M,w l?É4 p, logo que .M,w F! [lp; acém dism, M, 10 k$ =p
e, portanto, .A4, w l::$ 0=p. Como Q=p # S e .A4,to l:à 0=3), as condições
do Teorema 6.3 são satisfeitas e pode-se assumir que .A4, w F:} --O=p.
Alterações simples desse modelo mostram que não vale, de fato, nenhuma
das outras equivalências =EJé = 0=é, =ll=é = Qé.

4. Não vale a equivalência [Jp D [lq = --E]p V [lq. De fato, suponha que
W = {w}, que R = {(w,w)}, que ug(w)(p) = 1 e ug(w)(q) = 0 (p e
q são átomos) e que S = 0. Então, tem-se que .A4,w k$ p e portanto

.A4,w F! [lp D [Jq. Como [Jp # S e .A4, w kã [lp, as.condições do Tec-
rema 6.3 são satisfeitas e pode-se assumir que .A4, w l=â -.[Jp, imp]icando
que .A4, w f::! -.[Jp V [lq.
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Uma fonte de complexidade nas sentenças modais é a interação de operadores
modais. Como controlar essa interação? Uma possível solução é modificar
FWMl-8 com a adição de um novo parâmetro, o chamado limite máümo de
introspecção. Esse parâmetro toma valores no conjunto dos números inteiros,
positivos, negativos ou zero. Intuitivamente, esse limite determina o quanto um
agente pode raciocinar sobre suas crenças das suas crenças . . . das suas crenças.i
A semântica, a ser chamada semântica modal <S3, n>-.KHpke -- e que dá origem
aos modelos <S3,n>-.Krípke, é dada pelas regras abaixo, em que n é o limite
máximo de introspecção:

FWDI. .M,w k::g,. p' sw «g(w)(p') l

FWD2. .A4, w l::$,. é A @ sse .A4, w k3,. é e .A4,w 1=},, @

FWD3. .A4, w E$,. Ó V @ sse .A,'t, w k3,. Ó ou .A,,t, w l::3,. @

FWD4. .A4, w h3,. # D @ sse .A4, to F:3.. é ou .A4, w E:g,, @
FWD5 .A4, w k::3.n [l@ sse n > 0 e para todo t € W' ta] que wRt,

.m, t kg,«-: é

FWD6 -A4, to E=3.. 0@ sse ou n 5; O ou existe t c W tal que wRt e
.u, t l-ã,..: @

FWD7. se é c S, .A4, w bg.. =é sse .A4, w Fg,. é

FWD8. não acontece simultaneamente que .A4, w Fs,. é e A4, w l?êa .d.

Essa semântica introduz um novo parâmetro para a determinação da verdade
de sentenças em um modelo; além da verdade depender do mundo e do conjunto
de proposições relevantes S, ela depende de um número n que, intuitivamente,
dá a capacidade máxima de introspecção do agente. Fora desse limite (ou seja,
quando n $ O), nada é necessário e tudo é possível, como o mostram as condições
FWD5-6. Os conceitos de <S3 , n>-satisfatibilidade, <Sa, n>'validade e <SS, n>-
insatisfatibilidade modais são definidos como usualmente. Observa-se apenas
que uma sentença é é válida quando, para todo modelo .A4 e mundo w desse
modelo, ocorrer .A,'í, w F:B.. é: o n é fixo, ou seja, não se solicita que .A,4, w f: 3
# paratodo n.

Como a semântica da negação permanece igual, o Teorema 6.3 continua
valendo (basta substituir, no enunciado e demonstrações, E3 por F$.. para
n adequados). A tradução de uma sentença é seria essencialmente idêntica à
tradução na semântica dada pelas regras FWMl-8, com a diferença que, para
n $ O, toda necessitação é falsa e toda possibilitação é verdadeira. O Teorema
6.4 é, portanto, válido e pelas mesmas razões. O Teorema 6.5 também é válido,

aquando n ;: O, a intuição é a de o agente pensante que não raciocina sobre nenhuma
crença; quando n < 0, a intuição é a de que o agente não consegue nem raciocinar sobre os
próprios fatos do mundo em que está, e não conseguiria faze-lo a menos que tivesse um poder
de introspeção lnl passos maior.
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levando em conta que toda necessitação é levada, pela tradução, a uma sentença
inválida quando n $ 0 e que, em alguns casos, isso dá origem a sentenças
inválidas classicamente(e portanto <S3, n>-inválidas). Por fim, monotonicidade
e convergência são válidos pelas mesmas razões de antes; a única coisa que
acontece, quando se limita a capacidade máxima de introspecção do agente, é
que a verdade de um menor número de subsentenças precisa ser verificada.

Para os exemplos a seguir, supõe-se que S = .A, ou seja, que o conjunto de
proposições relevantes é o conjunto de todos os átomos. Com isso, a negação se
comporta c]assicamente e apenas os operadoresE] e Q mostram comportamentos
diferentes.

l Necessitação não vale em uma aproximação <S3, n)'Kripke. Sela .A4 um
modelo qualquer e w um mundo desse modelo e suponha que n = 0. Então,
seja qual for a sentença é(e que pode ser uma tautologia, sempre satisfeita
por qualquer modelo), nunca ocorre .A4, w F$.o [lé, porque a condição
FMD5 exige, em primeiro lugar, que n > O para que uma sentença do
tipo [Jé seja considerada verdadeira. Portanto, essa lógica não é n0177}al.
Observa-se que esse exemplo se aplica a todo n $ 0 e a nenhum n > O.

2 Va[e o princípio K: kã.. [](p D q) D ([lp D Dq). Há dois casos a
considerar. Primeiro, suponha que n > O. Então, se em um modelo .A4 =
(W, R,ds> e em um mundo w c W desse modelo ocorrerem M,w k%,.
[](3) D q) e M,w f:g.. ap, tem-se, por FWD5, que para todo t c W tal
que toro ocorre ./U, t k:%.. p D q e .A4, t F3., p. Isso, por FWD4, implica
que ./L4,t l-S.n q para todo t c W' tal que wRt, ou seja, .A4,w l=a,. [Jq.
No segundo caso, n $ 0. Pela cláusula FWD5, seja qual for o modelo .A4
e um mundo w desse mode]o, .M, w Fi.. [](p D q). Portanto, por FWD4
(como o antecedente de [](p D q) D (Üp D [lq) é sempre fa]so), tem-se
que .M, w l-g,. n(p D q) D (ÜP D Oq).

3 Vale a equivalência 0é = nEJ-.é. De fato, sda .A4 um modelo, w um
mundo desse modelo, e suponha que .A4, w EB.. Oé. Pela condição de
verdade F'WD6, ou n $ 0 ou existe t tal que wRt e ./U,t k!.n--t é'
Assim, não é verdade que n > 0 e, para todo t tal que wRt, não ocorra
.A4, t f:$...i é (ou seja, como a negação se comporta classicamente, ocorra
.A,4, t Fã...i -.é). Pela condição de verdade FWD5, isso é o mesmo que
dizer que não é verdade que .A4, w h:3,. [l-é. Assim, .A4, w f::3,. -E]-é.
Similarmente, valem todas as outras equivalências =Elé = 0=é, --Elné =

Os exemplos l e 3 mostram que, de uma certa forma, o controle de introspecção
realiza efeitos ortogonais (ou seja, independentes) dos efeitos realizados pela
seleção de um conjunto de proposições relevantes: compare com os exemplos l
e 3 dados em conexão com a semântica FWMl-8.
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6.2 Tableaux de Prova
As regras para SST têm a propriedade da modularidade. Apenas algumas re-
gras são válidas para todas as lógicas modais básicas. Uma teoria de prova
para lógicas modais que seja o mais geral possível não deveria, em princípio,
mexer em propriedades específicas de uma determinada lógica, mas apenas nas
propriedades que valem para todas. As regras SST são dadas pelas Tabelas 2.8.
2.9 e 2.10, mas apenas as duas primeiras tratam de regras que valem para todas
as lógicas.

O comportamento não clássico do operador -'- fora do conjunto de proposições
relevantes é descrito por uma porção da regra neg modificada

l=Ê;:j=--- desde que é c S
a'
a'

Observa-se que, se é # S, a regra não pode ser aplicada. Essa é a única alteração
nas regras da Tabela 2.8. A regra será chamada de (T='). A outra regra neg,
que permite inferir T@ de P=é, é mantida inalterada, podendo ser referida como
regra (/'n).

O controle de introspecção, dado pelo limite n, é incorporado na seguinte
modificação da regra (r), a única que permite a introdução de novos prefixos.
Essa regra, que será chamada de (n''), é dada por

ll:$i. ll desde que a.m seja novo no ramo e jal <n

Observa-se que, se lal > n, a regra não pode ser aplicada. Essa é a única
alteração nas regras da Tabela 2.9.

Além disso, é necessária uma nova regra de fechamento dos tableaux, para
incorporar neles aquilo que já foi observado na Seção 6.1, isto é, que além
do limite de introspecção nada é necessário e tudo é possível. Nos tableaux
considerados até agora, um ramo fechava somente quando nele apareciam uma
sentença e sua conjugada. A nova regra é a seguinte;

(bey) Um ramo .R do tableau fecha sempre que nele aparece uma sentença da
forma a : p, quando jal 2 n, ou sqa, quando o comprimento do prefixo
fica no ou além do limite máximo de introspecção n

Essa regra, chamada de (bey) (de "beyond", "além") será melhor explicada
após a definição de satisfatibilidade dos ramos de um tableau (Definição 6.10).
Ela é a única regra não-c/ássica de /ecAamenta.

Deânição 6.8 TaóZeaw oótídos utilizando as regras (Tn') e (n') e as outras
'eiras SST sem alteração, com Q regra de fechümerLto clássica mais cl regra
de /echamenta (bey), são chamados de <S3, n>-SST r<S3, n>'taóZeam passo a
passos.

A seguir apresentam-se exemplos de aplicação dos <S3 , n>-SST. Provas que
utilizarem a regra de f«Lamento (bey) são não-clássicas, já que essa é uma
regra não-clássica.
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(1)1
n=0

FD(P D q) 3 (Op D nq)
(2)1 : 7'0(P D q)

X

n>l
(1)1 : FO(P D q) D (nP

(2)1 : 7n(P D q)
(3)1 : F'E]P D nq

(4)1 : :rUP
(5)1
(6)1.1 : f'q

(7)1.1 : TP q
(8)1.1 : TP

/\
(9)1.1 : FP (lO)l.l

XX

Figura 6.1: Prova de .K por <S3, n>-SST

Na Figura 6.1 há uma prova de K. No lado esquerdo, 6xou-se o limite
máximo de introspecção n = 0 e, no lado direito, n Z 1. A sentença (2) do lado
esquerdo foi obtida de (1) pela regra a; pela regra de fechamento (bey), como
0 = jl1 2 0a, o tableau fk:cha. Do lado direito, as sentenças (2)-(3) são obtidas
de (i) pela regra a. As sentenças (4)--(5) são obtidas de (3) por a também. A
sentença (6) é obtida de (5) por aplicação da regra (7r'), uma vez que 0 = jll < 1.
As senilenças (7) e (8) são obtidas de (2) e (4), respectivamente, por aplicação da
regra (K). Por âm, as sentenças (9)-(10) são obtidas de (7) por P. Importante
observar, nesta prova, que embora o princípio K seja sempre verdadeiro(como
se pode obter a partir da semântica) as demonstrações são distintas para n ' 0
en >l

n=0
(i)i : f'0(p D p)

X

n >l
(i)i : f'0(p D p)
(2)1 : Fn(P D P)
(3)1.1 : F(P D P)

(4)1.1 : TP
(5)1.1

X

Figura 6.2: Prova de 0(p D p) na lógica modal D por <S3, n>-SST

Na Figura 6.2 há uma prova de 0(p :) p) na lógica modal D. Essa lógica
possui, em adição aos princípios válidos para todas as lógicas (regras proposi-
iionais, (Z.c), (GZd) e (-'», M regra (K) e (-D). No lado esquerdo, fixou-se
o limite máximo de introspecção n = 0 e, no lado direito, n 2 1. No lado

alembrar a deânição do comprimento de prefixos, dada na Seção 2.2.2
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esquerdo, a regra de fmhamento (bey) é imediatamente aplicável, resultando
no fechamento do tableau. No lado direito, a sentença (2) é obtida de (1) pela
regra (Z)). A sentença (3) é obtida de (2) por (7r'), porque 0 - jll < i.' As
sentenças (4) e (5) são obtidas de (3) por aplicação da regra a.

n=0
(i)i : FO(p D Op)

X

n >l
(i)i : /'Q(p D [lp)
(2)1 : F'(P D Op)

(3)1 : TP
(4)1 : f'QP
(5)1.1 : FP

(6)1.1 : /'(P D [JP)
(7)1.1 : TP

X

Figura 6.3: Prova de <>(p :) [Jp) na ]ógica moda] T por <S3, n>-SST

Na Figura 6.3 há uma prova de 0(p D [lp) na ]ógica moda] T. Essa ]ógica
possui, em adição aos princípios válidos para todas as lógicas, as regras (K) e
(T). No lado esquerdo, fixou-se o limite máximo de introspecção n - 0 e, no
lado direito, n 2 1. No lado esquerdo, como no caso anterior, a regra (bey) é
imediatamente aplicável, fuhando o tableau. A sentença (2), no lado direito,
é obtida é obtida de (1) pela regra (T). As sentenças (3) e (4) são obtidas de
(2) por aplicação da regra a. A sentença (5) é obtida de (4) pela regra (r'). A
sentença (6) é obtida de (1) por aplicação da regra (K), e (7) é obtida'de (6)
por aplicação da regra a.

0
(1)1 : F'E]P D nEJnp

(2)i : nJp
X

n=l
(1)1 : FE]P D OnaP

(2)1 : :mP
(3)1 : F'00DP

(4)1 : TP
(5)1.1 : f'0[JP
(6)1.1 : 7nP

X

n>2
(1)1 : F'E]P D [laOp

(2)1 : rE]P
(3)1 : FnnOp

(4)1 : TP
(5)1.1 : F'nDP
(6)1.! : 7tJP

(7)1.1.1 : FE]P
(8)1.1.1 : 7'E]P

X

Figura 6.4: Prova de [lp :) [JElEJp na ]ógica moda] S5 por <S3, n>'SST

Na Figura 6.4 há uma prova de [lp :) [JllElp na ]ógica moda] S5. Essa lógica
possuí, em adição aos princípios válidos para todas as lógicas, as regras (.K),
(T), (4) e (4a). No lado esquerdo, fixou-se o limite máximo de introspecção
n = 0, no meio âxou-se n = 0 e, no lado direito, n 2 1. No lado esquerdo, a
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sentença (2) é obtida de (1) por a; isso fmha o tableau, por (bey). No meio e no
lado esquerdo, as sentenças (2)--(3) são obtidas de (1) pela regra a. A sentença
(4), nessas duas colunas, é obtida de (2) por aplicação da regra (T). Aplicando
a regra (vr') à sentença (3), obtém-se a wntença (5) nessas duas colunas. A
sentença (6) (no meio e no lado direito) é obtida de (2) por aplicação da regra
(4). Como 1 = jl.ll Z 1, a sentença (6) na coluna do meio fmha o tableau,
por (bey). No lado direito, com a regra (n') obtém-se (7) a partir de (5)-
Por 6m, a sentença (8) é obtida de (6) pela regra (4). O tableau nesse lado
fmha, seja pelo aparecimento de uma contradição (sentenças (7) e (8», seja
pelo aparecimento da sentença (8), para a qual a regra (bey) é aplicável, já
que 2 = jl.1.11 2 2. Esse exemplo mostra duas coisas. Primeiro, um tableau
pode fechar simultaneamente por causa das duas regras de fechamento; nesses
casos, assume-se que o tableau fechou por causa da regra clássica -- isso porque
é uma aproximação da demonsti'ação clássica que se busca. Segundo, quanto
maior o número de interações modais nas sentenças, maior deve ser o limite
máximo de introspecção para que se possa demonstra-las classicamente(sem
utilizar (bey)).

Todos os exemplos apresentados até agora mostram que, quando o limite
máximo de introspecção é suficientemente pequeno e a regra(bey) é aplicável,
o tamanho das demonstrações pode diminuir consideravelmente. No último
exemplo, dado abaixo, a regra(bey) não pode ser aplicada, com o resultado
de que, se o limite máximo de introspecção não for aumentado, o ramo do
tableau não fecha, ficando "bloqueado"(o que é representado com um ponto
de interrogação,?, abaixo do último nó do tableau). Esse exemplo também
combina as duas aproximações, a proposicional, que seleciona um subconjunto
S de proposições relevantes, e a modal, que determina um limite máximo de
introspecção n.

o s=0
(1)1 : /'n(P D n--P)

?

n >1 S =0
(1)1 : FO(P D =--P)
(2)1.1 : f'(P D ----P)

(3)1.1 : TP
(4)1.1 : f'H--P
(5)1.1

?

n 2 1 S =lP}
(1)1 : FE](P D =-P)
(2)1.1 : f'(P D ---P)

(3)1.1 : TP
(4)1.1 : F--nP
(5)1.1
(6)1.1 : FP

X

Figura 6.5: Prova de [](p D n--p) por <S3, n>-SST

A Figura 6.5 dá uma prova de [](p D --=p). No lado esquerdo, fixou-se o
limite máximo de introspecção n = 0 e tomou-se S = gi no meio, supôs-se que
n > 1 mas ainda mantém-se S = 0; no lado direito, n 2 1 e adiciona-se o átomo
p a S. No lado esquerdo, nada pode ser feito, já que é preciso aplicar a regra
(#) para gerar um prefixo com comprimento igual a 1, e quando n = 0 a regra
não pode ser aplicada. No meio e no lado direito, como essa condição pode ser
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satisfeita, prossegue-se a demonstração. A sentenças (3)--(4) (no meio e no lado
direito) são obtidas de (2) por aplicação da regra cv, e (5) é obtida de (4) por
aplicação da regra (F=). No meio, não há mais como prosseguir, pois p # S.
A direita, obtém-se (6) de (5) a partir da regra (T='). Nesse exemplo é visto
como o controle sobre a demonstração é fino.

Na Figura 6.5, os tableaux abertos na esquerda e no meio permitem construir
um contra-modelo à sentença que se desejava provar. No lado esquerdo, como
n = 0, qualquer modelo .M satisfaz ] : FE](p D -'--.p). De fato, isso significa que
.A4, 1 F$,o [](p D --TP) o que, por FWD5, é sempre verdade. No meio, como

S = 0 (e, evidentemente, p # S), pode-se assumir .À't, l Hg,o p e .M, l k3.. --p.
Dessa forma, .A4, 1 P3,o -.'-p, que implica que .A4, 1 F$.o p D '-=p, e assim, que
.A4, 1 É$.: [](p D ----p) (por FWD5).

Há que se provar correção e completude dos <S3,n>-SST com relação à
semântica FWDI 8 dada na seção anterior.

Lembra-se aqui que, para provar a correção de um tableau com relação a
determinada semântica, basta provar que, se um tableau é satisfatível por de..
terminado modelo e sobre esse tableau aplica-se determinada regra, então o
tableau estendido continua sendo satisfatível pelo modelo. Os prefixos intuiti-
vamente designam mundos, e o promeiro passo da demonstração da correção é
formalizar isso.

Deâniçao 6.9 Sega R um ramo do taóZeau e .A4 = <W,R,uã> um modela
<S3i n>'KHpke. Uma interpretação SST é uma Junção i dos pre/üos que ocor-
«m '"' -R p"' «.-d« i(a) c W f«/ q«e, p«. t.'. a ' a.n p«sente. .m .R,
[enAa-se d(a)Ri(a.n).

O requisito i(a)RÍ(a.n) formaliza o fato de que o mundo designado pelo prefixo
cr.H sempre deve ser acessível ao mundo designado pelo prefixo a.

A seguir, define-se o conceito de um ramo safãsgatz'ue/ por determinado mo.-
dela

Definição 6.10 t/}n ramo do tabZeau /? com hipóteses locais I'u e g/oóaás I'c
é satisfatível sse eãste um made/o .A4 = <1y, .R, u$> e uma interpretação SST i
[aãs qae;

B .M valida I'c Íou sda, cada sentença de I'a.)

. o mundo i(1) satÍs/az I'u Íou sda, cada sentença de I'u) em .M

' pa" "da ""f'"ç. p,e®«d. a : T# em R, tem-se M,i(a) FB.«-i.l '#, '
p«a "d' ""t'"ça p'e®'da a : Pé em R, tem-se M,í(a) É$.«-1.1 '#

Um tableau é satÍs/atz'uel se pelo menos um de seus ramos o for.
Com essas noções, é possível justificar a razão de existência da regra (bey).

Suponha que no tableau apareça uma sentença a : #, sendo que jal 2 n. Então
n -- jal $ 0 Considere o caso em que p = Ttlé. Se essa sentença estivesse em
um ramo satisfatível R, existiria em algum modelo .A4 e uma interpretação SST
í tais que .A,'t, i(a) k3...l.l [Jd'. h']as, por FWD5, isso é impossíve]. Da mesma
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forma, por FWD6 é impossível que um ramo do tableau seja satisfatível com
uma sentença a : /'Oé. Assim, a existência de uma sentença a : z/ em que
lal Z n em um ramo implica no fechamento do mesmo.

A regra(bey) vem a ser, em essência, equivalente a introduzir uma outra
regra de expansão da seguinte forma:

a : T desde que jal Z n

Isso permite introduzir sempre uma sentença da forma a : m' para qualquer pre-
fixo a com comprimento maior ou igual ao limite máximo de introspecção. Ou
seja, é uma regra sem premissas. Assim que aparecer no tableau uma sentença
a : i' para lal Z n, a introdução de a : a, por essa regra de expansão, faz surgir
um par de sentenças conjugadas, o que permite fechar o tableau. Como essa re-
gra de expansão serviria, na prática, apenas para fechar os tableaux, preferiu-se
neste texto trabalhar com uma nova regra de fechamento.

Teore«.a 6.11 (Correção) Sup07üa que um <S3,n>-SST para I't/ U I'a f" @
/ache, em que I'u é o c07Üunto de hipóteses locais e I'c o c07Üunto de hipóteses
globais. .Então I'c f:g,. I'u + #.

Dem: Como observado acima, é suficiente mostrar que se um tableau é satis-
fatível, ele continua satisfatível sob a aplicação das regras SST. Isso será feito
apenas para as regras não clássicas (T--') e (m'); os outros casos são iguais ao
caso clássico(pois não há alteração das outras regrasy e podem ser encontrados
em [Mas001.

Suponha, portanto, que o ramo R de um tableau satisfatível possua um nó
da forma a : r=é. Seja .A4 o modelo e ia interpretação SST que satisfazem esse
ramo. Então M,i(a) f:3,.-l.l -''é. Suponha que é € S, de forma que a regra
(T=') possa ser aplicada. Nesse caso, por FWD7, tem-se M, i(a) F:3,«-l.l né

sse .M,í(a) F:&,.-l,l é Mas a aplicação da regra (T=') leva a um novo nó
da forma a : Pé. O tableau obtido por aplicação da regra (T=') é, portanto,
satisfeito pelo modelo.

Agora, suponha que o ramo R de um tableau satisfatível possua um nó da
forma a : r e que lal < n, de forma que a regra (vr/) possa ser aplicada. Como
lal < n, tem-se que n -- lal > 0. Serão analisados os dois casos:

l T = PEté: Como existe um nó da forma a : FTJ@ no ramo que é sa-
tisfatível, tem-se que M,i(a) r3,.-l.l [Jd'. A ap]icação da regra (7r')
fornece um novo nó da forma a.m : FÓ (em que a.m é novo no ramo).
Pela condição de verdade FWD5, tem-se que ou n -- lal $ 0 (falso) ou que
existe t € Wr tal que i(a)Rt e M, t F!,«-l.i d'- Logo, existe t € W tal que
i(a)Rt e M, t F3S,.-l.l é Estenda a interpretação SST i para uma outra
J como segue:

j(,)
t se s :; a.m
á(s) «s o«troa caos
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Com isso, M,.j(a.m) F3,«-t.t d', ou seja, .M e .j satisfazem a.m : F#; as
outras sentenças do ramo sãó satisfeitas por .A4 e .j justamente porque,
nessas, .j é igual a i, que já as satisfazia anteriormente. SÓ resta provar que
j é de fato uma interpretação SST, conforme reza a Definição 6.9. Para
todo prefixo s diferente de a.m que ocorre no ramo, a função .j coincide com
i, que já é uma interpretação SST. E preciso, portanto, apenas analisar
o que ocorre com o novo pre6xo introduzido no ramo. Por construção,
.j(a).IÜ(a.m). Por fim, como a.m é novo no ramo, não existe a.m.Z para o
qual seja preciso verificar se .j(a.m).rÜ(a.m.Z). Assim, neste caso o ramo
R é satisfatível por .A4 com a interpretação SST .j.

2 7r = Z'Qé: Como existe um nó da forma a : rOé no ramo que é satisfatível,
tem-se que M,i(a) f:3,«-l.t Od'. A aplicação da regra (a') fornece um
novo nó da forma a.m : ré (em que a.m é novo no ramo). Pela condição
de verdade FWD6, tem-se que ou n -- lal $ 0 (falso) ou que existe t € W
tal que {(a)Rt e M,t }::ã,«-l.l '#- Logo, existe t C W tal que i(a)Rt e
.A''t, t l-s.«-t.t é. A extensão da função i para outra .j e a verificação de
que .j é uma interpretação SST que satisfaz, com .A4, todas as sentenças
do ramo do tableau são idênticas às do caso anterior e não precisam ser
repetidas.

n
Para provar a completude de um tableau, é suâciente mostrar que, se um

ramo é aberto e todas as sentenças são reduzidas, então existe um contra-modelo
à sentença (ou sequente) que se deseja mostrar. O ramo aberto do tableau dá
uma indicação de como construir esse contra-modelo. O primeiro passo, por-
tanto, é descrever o que significa uma sentença ser reduzida em um ramo. In-
tuitivamente, é quando todas as regras que poderiam ser aplicadas o foram.
Adaptando as de6nições da Seção 2.2.2 para <S3, n>'SST, tem-se que uma sen-
tença prefixada a : p é reduzida em um ramo R se;

RI. a : p é um átomo assinalado

R2. a : p é uma sentença a : a e tanto a : ai como a : a2 estão em /?

R3.
a : p é uma sentença a : neg e a : pos está em R (para a regra (F--), e
para (T=') quando a : p é uma sentença a : T--Ó para é C S); se a : p é
uma sentença a : TnÓ para #' # S, ela já está reduzida em R

R4. a : p é uma sentença a : P e ou a : Di ou a : P2 está em R

R5 a : p é uma sentença a : r e a.m : ao está em R (a.m não está previamente
no ramo) quando lal $ n; se lal > n, a sentença a : r já está reduzida para
a regra (n")

R6 a : p é uma sentença e, para todas as outras possíveis regras R (que variam
de lógica a lógica) e todo prefixo a' em R, a' : pR está em R
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Comparando com as regras Rl-6 da Seção 2.2.2, apenas as regras R3 e 5 são
modificadas; essas são as meras não-cZ(íssácm de redução. Um tableau é cons-
truído, a grosso modo, reduzindo cada uma de suas sentenças para cada uma
das regras, tentando fêchá-lo. Se ele não fechar, existe a possibilidade de que
um ramo tenha que ser infinito, para ser reduzido. Mas, como observado na
Seção 2.2.2, Massacci IMas001 apresenta técnicas que permitem a controlar tais
ramos. Neste trabalho esses detalhes não serão analisados.

Tabela 6.1: Lógicas modais e condições sobre a relação sintática >

Quando um ramo cujas sentenças estão todas reduzidas para todas as regras
não fk:cha, intuitivamente a tentativa de encontrar uma contradição "falhou"
Mas nem tudo se perde, porque -- como se disse acima -- o ramo dá informações
suficientes para a construção de um contra-modelo à sentença que se dewjava
provar. Ramos assim são chamados de ramos abertos. Os objetos que são
utilizados para a construção desse contra-modelo são os próprios prefixos, que
fazem o papel de "mundos" do modelos. A relação de acessibilidade é obtida a
partir de uma relação sintática a>a' entre os pre6xos (ver Tabela 6.1, adaptada
de IMas001); isso varia de lógica a lógica, porque cada lógica é caracterizada
por uma relação de acessibilidade. Massacci IMas001 mostra como associar as
relações de acessibilidade a relações sintáticas entre pre6xos, mas como essas

3A origem dessas idéias para provar completude encontra-se, em última análise, nos traba-
lhos de Leon A. Henkin [Hen491. Veja ]Sch671 para a demonstração da compleCude da lógica
de primeira ordem usando as idéias de Henkin.
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a>a.n e a>a
a > a.n, desde que exista n tal que a > a.n,
ou a>a
a > a.a' com la'l Z l
a > a.n e a.a' > a.a'/ com lafl, la"l > l
a>a.n e a.n>a
a > a.n e a.n o. a, desde que exista n tal que
a > a.7})0U aD'a
a >a.n e a.n>a e ac'a
a > a.a' com ja'1 2 1, desde que exista n tal
que ap'a.n,ou aba
a.a' > a.a" com la"l Z l
a > a.n e a.a' > a.a" com la'l, ja"1 2 1, desde
queexista ntalque a> a.n,ou ap'a
a.a' > a.a" com la"1 2 1, desde que exista n
calque a>a.n,ou ae'a
ac'a.a'
a > a.a' e a.a' > a com ja'1 2 1
a.a' » a.ai'



relações não dependem das regras que valem para todas as lógicas(e, a /odiou,
das regras que foram modificadas para os <S3, n>-SST), elas não serão estudadas
aqui. Por fim, a valoração dos átomos em cada mundo é, naturalmente, aquela
fomecida pelas sentenças a : Tp (p é verdadeiro no mundo a) ou a : Fp (p é
falso no mundo a). Agora é possível mostrar o

Teorema 6.12 (Completude) Suponha que I'C l::g.. I'u + V,, em que I'u é
o c07\junto de àipáfeses Zocaãs e I'a o conjunta de Àzpóteses globais. .Então o
<S3 , n>-SST para I'u U I'C f" @ /ecoa.

Dem: Seja R um ramo aberto do tableau. Construa o modelo .A4 = <WI, R, u3>
como segue:

. W = {a : a C R}

8 aJ?a-/ SSe a > a/

. «g(.)@) l se a : rP € ; ug(a)(p) 0 se a : Fp C R

Observe que não há ambivalência na definição de u$(a)(p) porque o ramo não
fecha, ou seja, não ocorre simultaneamente a : Tp e a : Fp C R. Note também
que a função t13 ainda não foi totalmente definida; para átomos q tais que a : Tq
ou a : -Fq não aparecem no ramo, assuma que uma determinada valoração foi
fixada. Por fim, pelo Teorema 6.3, é preciso determinar a verdade das sentenças
é(a) tais que .A4, a k3.«-l.l ó para todo a c I'. Assuma que .M, a H:ã,n-jal

E necessário, agora, mostrar que o ramo R é satisfatível por .A4. Essa prova é
por indução na complexidade das sentenças (a parte que fica à direita do prefixo)
no ramo. Como na prova de correção, será analisada apenas a satisfatibilidade
de .A4 para sentenças da forma 7'né, @ # S e para sentenças n' nos quais se
utilizou a regra (n').

Se há uma sentença prefixada da forma a : r=é, é # S, pela condição R3 ela
está reduzida. Pela hipótese acima, sentenças dessa forma são automaticamente

satisfeitas (já que todo prefixo no ramo é R-ligado a 1). Portanto, .A4, a k3,«-jal

Suponha agora que haja no ramo uma sentença da forma a : n e que ela é
reduzida segundo a regra (a'). Há dois casos a considerar. No primeiro caso,
a : n é reduzida porque existe no ramo uma sentença da forma a.m ; ro. Nesse
caso! só pode ser lal < n (senão a regra não poderia ter sido aplicada). Então
n -- jal > O. Dois subcasos:

l n = Pt3é: Então, deve ocorrer a.m : ré c R. Pela hipótese indutiva,
tem-se que .A4, a.m F3,. ja.«.l é' Por construção, aRa.m. Portanto, pela
condição de verdade FWD5, .A4, a FS .l.l [lé

n = rQé: Então, deve ocorrer a.m : ré C R. Pela hipótese indutiva,
tem-se que .A,'í, a.m f::},n-ja.«.l é' Por construção, o-.l?a.m. Portanto, pela
condição de verdade FWD6, .A't, a k},.-l.l Qd''

2

76



No segundo caso, a : r é reduzida porque jal 2 n. Isso implica que n --
lal $ 0. Mas, pelas condições de verdade FWD5 (respectivamente, FWD6),
l;e',r = relê (respectivamente, r = rQé), necessariamente .M, a rã,..l.i [Jé
(respectivamente, M, a l-!.«-i.i C'é). []

O algoritmo sugerido pelo procedimento apresentado para a obtenção de
uma prova clássica de uma sentença é o seguinte:

1. S:= 0,n:= 0
2. transforme o seqüente de entrada em um <Sa, n>-SST inicial

3 expanda o tableau até que ele feche ou âque bloqueado(como ocorreu nos
exemplos acima nas interrogações)

4. se o tableau fechar, terminar com sucesso

5. se o tableau contiver um ramo que não puder ser classicamente expandido,
terminar com falha

6. se o tableau ficar bloqueado devido a uma sentença r--é, faça S
e volte ao passo 3

suÍ+}

nêle7. se o tableau fechar devido à aplicação da regra (bey), faça n
volte ao passo 3

6.3 Semântica e Teoria de Prova Alternativos
Um aspecto da teoria da prova apresentada na Seção 6.2 é a existência de uma
regra não-clássica de fechamento, sempre que se chega a uma sentença a : p cujo
prehxo supera determinado comprimento; a regra(bey) tornou-se necessária
para a correção e completude dos <Sa, n>-SST com relação à semântica F'WDI
8. Esta seção apresenta uma semântica que contorna a necessidade dessa regra.

Seja .A4 = <W, .IZ,ds> um modelo Sa-Kripke e n o limite máximo de intros-
pecção, e considere a semântica dada pelas regras FWEl--8 abaixo(p' é um
literal)era

FWEI. .A4, w Ç:gl. p' sse u8(w)(p') = l

FWE2. .A4,w P:gl. é A @ sse .A4,w f:gl. é e .A4, w f:gl. @

FWE3. .A4, w i=gl. é v @ sse .A4, to b:gl. é ou .A4, w P:gl. @

FWE4. M, w i::gl. é D @ sse M, w Pgl. é ou M, w bgl. V'

FWE5. se n > o, .A4, w f::s.. [lé sse para todo t c w' ta] que wRt, .A4, t Egl..i
é

FWE6. se n > 0, .A4, w Fs.. 0é sse existe t € w tal que wRt e .A4, t Egl..i é
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FWE7. se n g O, ou .A4, w bSI. [Jé ou .A4, w Pgl. [Jé

FWE8. se n $ 0, ou .A4, w i::SI. OÓ ou A4, w KSI. 0é

FWE9. se é c S, .A4, w H!. =@ sse .A,'t, w Égl. @

FWE10. não acontece simultaneamente que .A,'t, w PSI. é e .À't, W rS,n 'é

Esta semântica será denotado por <S3, n> , para não haver confusão com a
semântica dada na Seção 6.1. Os conceitos de <Sa, n>'-satisfatibilidade, <S3 , n>'-
validade e <S3 , n> 'insatisfatibilidade modais são definidos como usualmente.

Observa-se uma peculiaridade nas cláusulas FWE7-8 (que é justamente o
que faz com que FWEI 10 seja distinta de FWDl-8). Nessas cláusulas, não
há nenhuma restrição à semântica dos operadores [] e 0. Uma necessitação ou
possibilitação pode ser ou não aceita, de maneira arbitrária.

Intuitivamente, isso quer dizer que, além do limite máximo de introspecção,
uma proposição pode não ser necessária em um mundo mesmo se ela for verda-
deira em todos os mundos que ele acessar, e uma proposição pode ser possível
em um mundo mesmo se ela for falsa para todos os mundos que ele acessa.
Esse comportamento aparentemente paradoxal pode ser entendido, de maneira
figurada, como segue. Um limite introspectivo expressa o caráter finito da ca-
pacidade que um agente pensante tem de raciocinar sobre as crenças de outros
agente; além desse limite, o agente não consegue raciocinar. O que ele faz,
então, é atribuir valores arbitrários às crenças dos agentes muito distantes, sem
se preocupar com a consistência dessas crenças. Isso se assemelha à "leitura
rasa" das crenças explícitas de Levesque (Seção l.l).

Alguns teoremas saem da definição da semântica.

Teorema 6.13 .4 <S3,n> 'verdade de uma sentença @ para um mundo w é
determitzada por ug e pelos c07Üuntas

4
B
a

{=é(t,J) p«a todo t € w' ta/ que M, t l:::glj é, é # S, .j $ n},
{Oçó(t,.j) para todo t € .«', .j $ 0} ''
{Oé(f,.j) para todo t C '"', .j 5; 0}

E ; ssz'üel se restHngir às sentenças =é, [lé e 0é que são subsenferzças de @.

.4' notaçõ" =é(t,.j), n@(t,.j) e Oé(t,.j) 'ígn ««. q« . «,d.de d. =@, [J@
e 0é, respectivamente, devem ser avaliadas lzo mundo t C ly para o /imite de
introspecção j.

Dem: Esse teorema é similar ao do Teorema 6.3. Para os conectivos A, V, D, é
imediato que a <S3, .j>'-verdade de é é determinada pela das subsentenças para
w e para todos os outros t € W' R-ligados a w. Quando .j > 0, a <S3,.jy-verdade
(ou falsidade) de [lé é equiva]ente à <S3,.j -- .]>'-verdade (ou falsidade) de que
para todo t € W' tal que wRt, ocorre M, t f:gl..l @ (cláusula FWE5). Quando
j $ O, então a <S3,.j> verdade de [Jé é arbitrária e precisa ser determinada
(cláusula FWE7). Considerações similares valem para 0é (cláusulas FWE6 e
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8). A determinação por ug e ''l é demonstrada exatamente da mesma maneira
que no Teorema 6.3. u

O teorema acima permite a elaboração do conceito de tradução de uma
sentença. Aqui, a tradução depende do mundo t C IV em que se está avaliando
a verdade, bem como de n. Assim, seja

B pn+,t.j um novo átomo para todo t c w' tal que .A4,t f:=S,Í é, é # S e
j $ n, e cuja valoração é verdadeira se .A4, t Fgl. =+ e falsa caso contrário

B ])OÓ.t,j um novo átomo para todo t € w' e .j $ 0, cuja valoração é verde.
deita se .A4, t l-s,jlJé, e falsa caso contrário

B PO+,t,j um novo átomo para todo t € w' e m É 0, cuja valoração é verde
deita se .A4, t l-3'j 0d, e falsa caso contrário

e de6na a tradução é'S,t,n de é da seguinte maneira:

l)eS,t,n

(é A Ú)'s,'-"
(@v @)'s,',"
(é D @)'s,',"

(lj's.t." h $.S,t,n

#'S.'." v \l)'S.t.n

(y'S.t.n .3 $'S.t.n
Í [](é's,',") se n > O
L l)O+,t,. caso contrário

Í Q(é's.',") se n > O
1. PO+,t,. caso contrário

J =(é'S,' ") w é C S ou H .M,t Kgl.Ó
1. P-.Ó,t,n caso contrário

P

(0é)'s ' "

(0é)'s'"

(-,é)'s',"

Os dois teoremas a seguir são equivalentes ao Teorema 6.4 e ao Teorema
6.5, respectivamente. As demonstrações são semelhantes, com as adaptações
evidentes por causa da adição dos átomos l)Oé,t,n e POÓ,t,., e não serão dadas
aqui

Teorem.a 6.14 t/ma sentença Ó é <Sa, n>/-satlia/atÍueZ em algum m%ndo w de
um modelo ./U sse é's," é satis$atz'ueZ cZmsácamente para w em .A4.

Teorema 6.15 Sda Prof(é) o coMBata dos átomos de é.
«m P'@(é) n s = 0 é <S3, n>'-s.tis$atúeZ.

Toda sente7zça é

Monotonicidade e convergência valem, e pelas mesmas razões.
Seguem alguns exemplos; neles, supõe-se que S = .4, ou seja, que o conjunto

de proposições relevantes é igual ao conjunto de átomos:

l Necessitação não vale em uma aproximação <S3, n>'-Kripke. Sqa ./U um
modelo qualquer, w um mundo desse modelo e tome n = 0. Suponha que
é seja válida (por exemplo, uma tautogia), de forma que M, t bgl. é seja
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qual forem t e n. Pelo Teorema 6.13, como n $ 0, é possível escolher a
verdade de [lé em w para o limite de introspecção n. Assim, assuma que
M, w Égl. né.

2 Não vale o princípio Ã': l-!. [](p D q) D ([Jp D [Jq). Sda n = 0.
Considere o modelo .A4 = <W, R, u$> e um mundo w desse modelo. Como
no exemplo anterior, como n $ O, pelo Teorema 6.13 é possível escolher
a verdade de [Jé em w para o ]imite de introspecção n. Assim, pode-se
escolher a verdade de [[p, bem como de [[q e [](p D q), em w; fazendo
.A4,w f:g,o O(p D q), M,w l-!.o [Jp e .M,w Éã.. nq, obtém-se um
contra-modelo para .l(.

3 Não vale a equivalência Oé ia-.d. Seja n = O. Considere o mo-
delo .A4 = <W', R, tl$) e um mundo w desse modelo. Pelo Teorema 6.13,
como n.$ 0, pode-se escolher a verdade de [lp em 10. Assuma que
.A4, w Fg.o [lp. Pe]o mesmo teorema, pode-se esco]her a verdade de O--p
em w. Assuma que .A4,w ralo Q--p. Pela condição de verdade FWE9,
ocorre .A4, w l-s,o =O-.p. Adaptações simples desse modelo mostra que
não valem nenhuma das outras equivalências --EJé = 0--#, =EJ--é = Oé.

Os exemplos l e 2 acima mostram que a lógica não é normal, porque não vale
nem a Regra da Necessitação nem .K; e, por não valer K, essa semântica difere
das apresentadas na Seção 6.1.

Os tableaux de prova (que serão chamados de <S3, n>'-SST) são mais simples
que os <Sa, n>-SST. De fato, tudo é exatamente igual, com a diferença que, desta
vez, não há a regra de fechamento (bey). Assim, segue a

Definição 6.16 TabZea oót dos ut Zàzando as regras (Tn') e (7r') e as outras
regras SST sem alteração, apenas com Q regra de fechamento clássica, são cha-
mados de <Sa, n>P-SST Í<S3 , n>/-fabZeatcz passo a passo,).

A demonstração da correção dos <Ss,n>'-SST é exatamente igual, linha a
linha, àquela apresentada na Seção 6.2 (o que não é inesperado, pois as regras
de expansão são idênticas), e não será repetida. Naturalmente, o conceito de
interpretação SST e de satisfatibilidade de um ramo do tableau por um modelo
sao as mesmas.

A demonstração da completude é quase a mesma também, mas precisa de
uma pequena modificação. Pelo Teorema 6.13, é preciso determinar a verdade
dnq CPntnnnn.

e =Ó(a, n -- lal) tais que .M,a l-gl.-l.l d' para todo a c I': considere que

.M, a h'$1« l.l --'#

. Oé(a,n -- lal) quando n

.M,a P:ãl« l,l [lé se a
a : /'tlé está no ramo

- lal $ 0 para todo a C I': considere que

real está no ramo, e .,M,a r!.-l.l [lé se
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. O@(a,n--lal) quando n
M,'a k:gl.-i,i 0'# se a
a : PQ@ está no ramo

lal $ O para todo a C I': considere que
TOÓ está no ramo, e M,a FSI..l.l Qé se

A segunda cláusula acima implica que, se a : .play aparece no tableau para
jal 2 n, não há nada que force .A4 a não satisfazer é para todo a.m diretamente
acessível de a. Da mesma forma, a terceira cláusula acima implica que, se
a : rOÓ aparece no tableau para jal 2 n, não há nada que force .A't a satisfazer
@ para algum a.m diretamente acessível de a. Com isso, quando la1 2: n a regra
(r) não pode mesmo ser aplicada, já que existem modelos que satisfazem sua
hipótese mas não sua conclusão. Por outro lado, não há nada contraditório na
existência de uma sentenças da forma a : TlJÓ e a : PQé, jal 2 n, no tableau:
a semântica permite que isso ocorra.

Com isso, obtém-se tableaux de prova consideravelmente simples e flexíveis,
sem a existência de uma nova regra para fechamento. A semântica foi obtida por
um enfraquecimento de F'WDl--8. A seguir apresentam-se exemplos de aplicação
dos <Ss, n>''SST.

(1)1
n=0

Fa(p D q) D ([lp D [Jq)
(2)i : n](p D q)
(3)1 : f'nP D nq

(4)i : :rlJp
(5)1 : F'0Ç

?

n>l
(1)1 : FO(P 3 q) D ([JP

(2)1 : 7'0(P D q)
(3)1 : f'E]P D [Jq

(4)1 : :rUP
(5)1
(6)1.1 : F'q

(7)1.1 : TP q
(8)1.1 : TP

/\
(9)1.1 : FP (lO)l.l

Figura 6.6: Prova de K por <Sa,n>''SST

Na Figura 6.6 há uma prova de K. No lado esquerdo, 6xou-se o limite
máximo de introspecção n = O e, no lado direito, n 2 1. As sentenças(2)--(3)
(dos dois lados) são obtidas de (1) pela regra a. As sentenças (4)-(5) (dos dois
lados também), de (3) por a também. No lado esquerdo, como n = 0, não é
possível aplicar a regra (m'), já que jll = O, que não é menor que o limite máximo
de introspecção 0. No lado direito, como essa condição pode ser satisfeita(isto
é, jll = 0 < 1), prossegue-se a demonstração. As sentenças (7) e (8) são obtidas
de (2) e (4), respectivamente, por aplicação da regra (K). Por âm, as sentenças
(9)--(10) são obtidas de (7) por P.

O lado esquerdo dá um contra-modelo à sentença que se desejava provar.
Como n $ 0, é possíve] escolher a va]oração de [](p D g), [lp e [Jq para.o mundo
l e n = 0. A:suma que .M, l kglo D(p D q), .M, l k%lo np e M, l Falo [lq.
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(1)1 : FDP D []0p
(2)1 : 7tJP

(3)1
(4)1 : TP

?

n > l

(1)1 : F'E]P n P
(2)1

(3)1 : F'EJtlP
(4)1 : TP

(5)1.1
(6)1.1 : 71]P

Figura 6.7: Prova de [lp :) [JElp na ]ógica moda] S4 por <S3, n> 'SST

Na Figura 6.7 há uma prova de [lp D [lElp na ]ógica moda] S4. Essa lógica
possui,. em adição aos princípios válidos para todas as lógicas, as regras (.K),
(T) e (4). No lado esquerdo, fixou-se o limite máximo de introspecção n '= 0
e, no lado direito, n ? 1. As sentenças (2)-(3) (dos dois lados) são obtidas
de (1) pela regra a, e a sentença (4) (nos dois lados também) é obtida de
(2). por (7'). No lado esquerdo, como n = 0, não é possível aplicar a regra
(1') à sentença (4), já que j1l = 0, que não é menor que o limite máximo de
introspecção 0.. No lado direito, como essa condição pode ser satisfeita (isto
é, jll = O < 1), prossegue-se a demonstração. A sentença (6) é obtida de (2)
por aplicação da regra (T). Especialmente interessante nessa demonstração é
o fato de que, em alguns sistemas axiomáticos S4, o princípio [Jp :) [lDp é
tomado como aroma. A demonstração apresentada no exemplo torna evidente
que é necessária a tomada de pelo menos um passo introspectivo para concluir
a verdade desse princípio. A caracterização de S4 por meio de regras SST é
mais forte do que a caracterização usual por sistemas de Hilbert, no sentido que
certos princípios que são axiomáticos para os últimos (e, portanto, não exigem
análise a posfeHoM) podem ser demonstrados para os primeiros.

O lado esquerdo dá um contra-modelo à sentença que se desejava provar.
Observe .que, como 1 : Tp está no ramo, tem-se ti3(1)(p) = 1 e, em particular,
.A4, 1 }=s,o p. Como n $ O, é possível escolher a valoração de [Jp e [JElp para o

mundo l e n = 0. Assuma que .A4, 1 l::!o [lp e .A4, 1 Falo [JElp.
Na Figura 6.8 há uma prova de [lp D [JEJElp na ]ógtca moda] S5. Essa

lógica possui, em adição aos princípios válidos para todas as lógicas, as regras
(K) e (T). No lado esquerdo, fixou-se o limite máximo de introspecção n - O,
no meio fixou-se n = 1 e, no lado direito, n Z 2. As sentenças (2)--(3) (em todas
as colunas) é obtida de (1) pela regra a, e a sentença (4) (em todas as coluna
também) é obtida de (2) por (T). No lado esquerda, como n = 0, não é possível
aplicar a regra (n'') à sentença (3). No meio e no lado direito, como a regra
pode ser aplicada, prossegue-se a demonstração. A sentença (6) (no meio e no
lado direito) é obtida de (2) por aplicação da regra (4), e a sentença (7), nesses
dois lados, é obtida de (6) por (T). Não é mais possível prosseguir no meio,
mas novamente aplica-se a regra (m') a (5) no lado direito. Por fim, a sentença
(9) é obtida de (6) pela regra (4). Esse exemplo mostra que, quanto maior o
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n=0
(1)1 : F'0p D n00p

(2)i : nDp
(3)1

(4)1 : TP
?

n=l
(1)1 : F'DP aa P

(2)1 : :n13P
(3)1 : /'OE30p

(4)1 : TP
(5)1.1 : f'EJE]P
(6)1.1 : {rlJP
(7)1.1 : TP

?

n >2
(i)i : F'EJp D Eiaop

(2)1 : 7'E]P
(3)1

(4)1 : TP
(5)1.1
(6)1.1 : :rlJP
(7)1.1 : TP

(8)1.1.1
(9)1.1.1

X

Figura 6.8: Prova de [lp D [JtJElp na ]ógica modal S5 por <S3,n>'-SST

número de interações modais nas sentenças, maior deve ser o limite máximo de
introspecção para que se possa demonstra-las.

O lado esquerdo dá um contra-modelo à sentença que se desejava provar.
Como n $ 0, é possível escolher a valoração de [lp eE]EJE]p para o mundo ] e
n = O. Assuma que .A4, 1 l:glo [Jp e .A4, 1 Fs.o [lllllp.

No meio, tem-se que M, l l-s.i p, M,l f:glo p e .A,'í,l.l Fgo p (já que
ug(1)(P) = ug(1.1)(p) = 1 -- ,' wntençm 1 : Tp e 1.1 : rP mtã. n' r'mo).
Como o prefixo 1.1 é tal que jl.ll ;: l $ n, é possível escolher a valoração de
[lp e [lElp em ].], para n - O. Assuma que .A4,1.1 l-s,o [lp e .A4, 1.1 Falo
[lllp. Pe]a Tabe]a 6.1, a relação de acessibilidade entre os prefixos é dada por
a.a'.Ra.a"; portanto, IRI, IRI.l, l.IRI e l.IRI.l. Para todo mundo t que l
acesso (ou seja, para t ' l e t = 1.1), tem-se que .M,t F:g.t-(Íll+i) p' Portanto,

.M, l l-gli [lp. Por outro ]ado, como .A4, 1.1 Flo [JElp e ] acessa ].], tem-se
que .A4, 1 l?ês.i [llaE]3).

Observe, por âm, que o exemplo da Figura 6.5 funciona da mesma maneira, e
pelas mesmas razões, com esta temi'ia de prova, já que, ali, a regra de fechamento
não-clássica não é utilizada.

Uma pergunta cabível é: qual das duas semânticas, a <S3, n> ou <S3, n>',
consegue provar mais teoremas? Na semântica<S3, n>, a verdade de [Jé está
sempre determinado quando n $ O, bem como o valor de 0é. Isso, como foi
visto, não ocorre para <S3, n> Portanto, dada uma valoração nos átomos, há
mais modelos para <S3, n>' que para <S3, n> (há mais liberdade de escolhas para
a semântica desta seção). E quanto mais modelos uma certa semântica tem,
menos teoremas ela pode provar, já que os teoremas precisam ser válidos em
todos os modelos. Assim, a semântica <Sa, n>' prova menos teoremas. Isso não
é inesperado, porque as teorias de prova de ambas semânticas são idênticas a
menos de uma regra de fechamento a mais na <S3, n>.

O algoritmo sugerido pelo procedimento apresentado para a obtenção de
uma prova clássica de uma sentença é o seguinte:
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1. S:= 0,n:=0

2. transforme o seqüente de entrada em um <S3, n> 'SST inicial
3 expanda o tableau até que ele feche ou fique bloqueado (como ocorreu nos

exemplos acima nas interrogações)

4. se o tableau fechar, terminar com sucesso

5 se o tableau contiver um ramo que não puder ser classicamente expandido,
terminar com falha

6. se o tableau ficar bloqueado devido a uma sentença T--Ó, faça S := SU {é}
e volte ao passo 3

7 se o tableau ficar bloqueado devido ao fato que lal $ n, faça n := n + l e
volte ao passo 3

6.4 Uma Semântica mais Geral
A razão de se ter, na semântica FWEl--10, determinado um limite máximo de
introspecção n, além do qual necessitações e possibilitações se comportam de
maneira não-clássica, foi motivado por considerações filosóficas. Um agente pen-
sante finito possui uma capacidade máxima de introspecção; ele não consegue
raciocinar completamente sobre as crenças de agentes que âcam além desse li-
mite, e atribui valores arbitrários a algumas. Matematicamente, qualquer outra
condição que pudesse simultaneamente ser utilizada na semântica e nos SST
pode ser aplicada. A melhor maneira de controlar a prova por SST é solici-
tando alguma condição sobre os prefixos. Uma possível condição é um tamanho
máximo para os mesmos. Outra possível condição é solicitar que os prefixos que
apareçam sejam compostos apenas por números ímpares (ainda que isso nada
acrescente de interessante). Ainda outra condição pode ser que o comprimento
dos prefixos seja um número par.

Um prefixo a codifica o número de passos introspectivos necessários para
se chegar da sentença ou sequente inicial, que se tenta falsear no mundo "real"
denotado por 1, à sentença que deve ser verdadeira no mundo denotado por
a. Cada seqüência de prefixos l, l.ai, l.ai.a2, . . . , l.ai.a2. . . . .ak é associada,
portanto, a uma seqüência de mundos wo, wl, w2, . . . , wk, de forma que, para
l $ { $ k, tenha-se wi-irai. Essa seqüência de mundos será denominada
cami7zho de wo a wk e denotado P(wo, . . . , wk). O comprimento do caminho,
denotado por jlP(wo, . . . , wh)l é dado pelo número de elementos da seqüência,
no caso k + 1. A maneira geral de se denotar uma certa condição sobre um
caminho IP(t«o, . . . , :«Ê) será escrevendo C«}d(P(wo, . . . , wk)).

Com essas notações, é possível apresentar uma semântica mais geral que a
FWEI 10 da Seção 6.3. Ela é dada pelas regras abaixo:

FWGI .A4, P(wo, .
«g(«.)@')

, -«t) E} P' ss'l
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FWG2. .M,P(t«o, . . . , «,k) f:S é A @ sse
M,P(wo,..., wh) E! é e M,P(wo,...,wh) bã '#

FWG3. .M,P(wo,. . .,.«h) F::ã éV @ s;'
.M,P(wo,.. ., wh) ç:ã é ou M, P(wo,...,,«h) kã V'

FWG4

FWG5

.M, P(t«o, . . . , .«Ê) k} é D V' s"

.Mlpewol .. ., «,k} É} é o« M, P(wo,. ..,.«.) kã '#
se (7«}d(]P(wo, . . . , wk», .M, P(t«o, . . . , .«h) Eã [Jd' ;«

todo w«+l c VP' {al que wkRw«+l, M, P(wo, . . . , wk, w.+l) kg é
FWG6 se C«.d(P(«,o, . . . , wk)), M, P(.«o, . . . , «,k) k:B 0é ;w

existe um mundo w«+l € W' tal que WkRWm+l e
.M, P(wo, . . . , '"k, w«+:) b% #

FWG7.

FWG8

se =(7«.d(P(wo, . . . , wk)), ou M, P(a,o, . . . , wk) E} [ld' ou
M, P(«,o, . . . , wh) F! nd
m =a«}d(P(wo, -..,wk», ou M,P(wo, . . .,«,k) F::% 0#
ou .M, P(«,o, . . . , wh) F$ 0é

FWG9 se Ó € S, M, P(wo, . . . ,wb) f:$ -.Ó sse
M, P(«,o, . . . , .«&) F$ é

FWGIO não acontece simultaneamente que M, ]P(wo,
.M, P(.«o, . . . , .«A) Fã --é

, .«k) r% é e

Assim, a semântica tem por parâmetro os caminhos entre os mundos, e é por
condições sobre esses caminhos que se determinam as condições de verdade sobre
as necessitações e possibilitações. Suponha que a condição sqa satisfeita. Então
uma certa sentença da forma [Jé é verdadeira em um caminho apenas quando,
para todos os caminhos "um passo adiante" desse caminho, é for verdadeira.
Um mundo pode ser pensado como um caminho de comprimento unitário. As
condições de verdade FWEI 10 são casos particulares dessa semântica, consi-
derando que Cymd(P(wo, . . . , wk» é n -- (jlP(wo, . . . , tok)l -- 1) > 0.

(Jma questão interessante que pode ser pensada sobre caminhos é a seguinte:
dados dois mundos fixados w e t, considere a coleção de todos os caminhos
Z).t = {P(w,too .. .,wk,t) ; wi € W1,0 $ i$ m} (se m < 0, assume-se que
não existem termos entre w e t). Dessa coleção, é possível considerar o menor
comprimento possível de caminhos, ou seja, &(w, t) = minÍjP(w, wo . . . , wk, t)l

P(w, wo . . . , wk, t) € Z)«t}. Para mundos w e t que não podem ser ligados por
nenhum caminho, assume..se que ó(w, t) = oo; por fim, supõe-se que l(w, w) = 0.
Essa função ü satisfaz quase todas as propriedades de uma métrica, como será
visto a seguir.

Seja À/ um conjunto. Uma métHca em Ã/ é uma função d : À/ x À/ --.. IR
que satisfaz os seguintes axiomas ILim931 :

dl. d(z,z) 0, para todo ]ç C M
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d2. Se z # 3/, então d(z, y) > 0 para todo z, 3/ € M
d3. d(z,y) d(y, z) para todo z, 3/ c M

d4. d(a, z) $ d(z, y) + d(y, z) para todo z, y, z c .À/

No caso em questão, & é uma função & : W x W --.+ N U {oo}. O axioma dl
é satisfeito por definição, isto é, ó(w, w) = 0 para todo w € 1,1r. Se t # w, então
há duas possibilidades. Na primeira, existe pelo menos um caminho P(w, . . . , t)
e, portanto, existe um mínimo; assim O < ó(w, t) < oo. Na segunda, não existe
nenhum caminho entre w e t, e nesse caso por definição O < &(w,t) = oo. Em
todos os casos, ü(w,t) > 0 se w # t, satisfazendo d2. O axioma d3 não é
satisfeito porque não é possível garantir que, se t é acessível a w, também w é
acessível a t, e muito menos que o menor caminho entre os dois mundos tenha
o mesmo comprimento. Por fim, suponha que &(w,t) = kl e &(t, u) = k2. Então
existe um caminho de w a t de comprimento ki e outro de t a u de comprimento
k2. Justapondo esses caminhos, obtém-se um terceiro caminho que liga w a u,
e portanto ó(to, u) $ kl + k2 = &(w, f) + &(t, t;), o que mostra que ü satisfaz d4.

Esses fatos fazem com que & seja quase uma métrica em W, possuindo por-
tanto várias propriedades interessantes. Intuitivamente, &(w, t) é uma função
que dá o menor número de passos introspectivos pelos quais é possível racioci-
nar sobre o mundo t a partir de w. Quando t = w, não é necessária nenhuma
introspecção, e quando não existe caminho de w a t, são necessários infinitos
passos. Uma questão interessante é como relacionar o conceito de [ com as
possíveis condições Cona(P'(wo, . . . , wh)). Pensando em & como uma métrica.
podem-se introduzir considerações topológicas sobre a semântica, o que permite
utilizar todo o potencial dessa frutífera área da Matemática. Essas e outras
questões podem ser analisadas em trabalhos futuros (ver Seção 8.2).
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Capítulo 7

Lógica do Conhecimento de
Finger-lNãssermann

O objetivo deste capítulo é mostrar que a semântica de Fingem-Wassermann,
apresentada na Seção 5.1, pode ser formalizada (da mesma forma que a semân-
tica de Cadoli-Schaerf) em uma lógica modal do conhecimento. Em essência,
os conceitos e teoremas são iguais àqueles de Cadoli e Schaerf apresentados na
Seção 3.2, bem como as demonstrações. Entretanto, por completude, isso será
feito aqui. Como nos outros capítulos, ..4 representa o conjunto de átomos da
linguagem.

A cada conjunto S de proposições relevantes, associa-se um operador modal
de conhecimento [J3 . Aqui, utiliza-se a mesma notação da Seção 3.2, mas não
há risco de confusão porque âca subentendido que a semântica que se densa
emular é a de Finger-Wassermann. Sentenças da linguagem são construídas
sobre o conjunto de literais Á' utilizando os conectivos binários A, V, D e os
conectivos unários =,[l$ e -.[J3 . Para a Lógica do Conhecimento de Cadoli-
Schaerf, as sentenças deveriam estar em MNNF. Aqui, a única restrição é de
que o operador n é aplicável somente a sentenças que não contenham opera-
dores modais; o operador nEl%, que aparentemente é uma combinação de n
comEJ3 , terá uma semântica especíâca e por isso pode ser considerado como
independente. Exemplos de sentenças dessa linguagem: E3à(p V =(q D r»;
-.[J%(p At]$=t3g(n(p D q». Exemplos de sentenças que não são. dessa lingua-

--(pv;Ellçj, [J$(p D =(qA=n$r)) -- em ambos os caso?, há um operador
'- que se aplica a uma subsentença que tem o operador modal =El!.

Deânição 7.1 t/m modelo F'lnger- Wrasse77nann é uma thpZa .A4 ' <Sit, R, y>,
em que Sát é um conjunto não vazio de s tuações, R Ç Sít x Sát é uma relação
de acessibilidade e y : Sát --} u3 é uma Junção que associa a cada situação uma
uaZoraçãa SS para algum S Ç .A.

Nota-se que cada s C Sát pode ser associado, por y, a uma valoração u3 para
um S diferente. Ou sda, se s # t, y(s) = u} e y(t) = u$,, então pode ocorrer
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S # g. O conjunto dos t € Set tais que y(s) é uma valoração Sa é denotado
por S3(Sít). Observa-se também que, pelo Teorema 5.1, uma valoração S3 é
determinada não apenas por seu valor nos átomos ..4 como também no conjunto
{-.élé # S e u3(d') = 1}. Cada valoração S3 associada a uma situação possui
essa característica.

A semântica é dada pelas regras abaixo (recordando que uma sentença pro-
posicional é uma sentença em que não aparecem operadores modais):

FWKI. .A4, s }:: é, quando é for proposicional, sse y(s)(Ó) li

FWK2. .A4, s k # V @ sse .A,'t, s H é ou .A''t, s 1: @

FWK3. .A4,s 1- é/\@ sse .A4,s f= é e .A4,s b @

FWK4. .A4, s f: é D @ sse .A4, s F: é ou .A4, s 1- @

FWK5 M, s H E3ãé sse para todo t c S3(Sãt) tal que sRt, .A4, t b: #
.A4, s H: --EJ$é sse existe t c S3(Sit) tal que sRt e M, t F Ó

Observa-se que, a princípio, não há nenhuma restrição sobre a relação de acessi-
bilidade R; a associação do operador [J$ à semântica depende tanto de R como
de Sa(Set). Denota-se por )'(Sit) o conjunto de todas as situações s € Sit
tais que y(s) é uma valoração clássica, ou 2-interpretação. Essas situações po-
dem ser chamadas de mundos possúeís. Uma sentença é é válida, f: é, se
para todo mundo possível w € )A;(Sit) de todo modelo Finger-Wassermann .A,t,
ocorrer .M, w 1:: é. Uma sentença é é satil{/atúeZ se existir um mundo possível
w C hP(SÍt) e um modelo Fingem-Wassermann M tais que .M,w b é, e é
nsatis$atz'ueZ se isso não ocorrer.

Essas noções generalizam as semântica CSl--5 de Cadoli-Schaerf dada na
Seção 3.2) porque quando se restringe a sentenças em MNNF, recupera-se aquela
semântica.

A ligação entre [J3 e b3 da Seção 5.1 é dada pe]o

Teorema 7.2 (Validade modal e Sa-inferência) Soam é e @ duas senten-
ças proposácionais. Então 1- tlgÓ D [lã@ sse O$é A -'-E]3@ /or {n.bati:s$atúeZ
cZassícamente sse é E$ @.

Dem: A prova é idêntica à do Teorema 3.7 (encontrada em ISC951), mas
será dada aqui por se tratar de outra semântica. E necessário mostrar três
implicações:

1. [J$é A =]]$@ ser insatisfatíve] implica que l- [l3 é D [JB@

2. l- [Jlé D [J3@ implica que é 1=3 @

3. é H:g @ implica que [lsé A -.]a3ú é insatisfatíve]

iOu sqa, o valor verdade de Ó, calculado utilizando as Regras FWl--5 dadas na Seção 5.1é iguala l.
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Prova de 1: Assuma que [l3 éA=EJ$@ seja insatisfatíve] e que F [J3 Ó D [l3 @.
Então existem um modelo .A4 = <Sit, R, V'> e um mundo possível w C
)'V(Sit) tais que a seguinte seqüência de fatos é verdadeira(cada elemento
da seqüência é implicado pelo anterior):

1. .m,.« F n2,é D nãV'

2. .A4,w f:: [J$é e .A4, w F [l$@

3. M,w 1: r33é e existe t c S3(Sit) tal que wRt e M,t F V'
4. .A4,w 1: t3ãÓ e .A4,w f: =EJã@

5. .m,.« k n%é A -,[Jg;ú

O último fato da seqüência mostra queEls@ A -.[lsÚ é satisfatíve], con-
tradizendo a hipótese.

Prova de 2: Assuma que E [l3é D [J!@ mas que não ocorra é f:ã @ (ou
seja, é F3 V'). Então existe uma {laloração u'' tal que u''(@) = 1 mas
«'3(@) R, t'''> em que Set R
}'(w) em que « é uma valoraçã. clá.s:ca q-lquer, e }''(')
Então W(Sit) = {w}. Tem-se que .A-'t,s E: é e .M,s F #. Como s é a
única situação em' Sit acessível a w, tem-se também que .A4, w l:=Elãó
e .A't,w F: [lS@, o que significa que .A4,w F [J%é D [lã@, contrário à
hipótese.

Prova de 3: Assuma que é f=3s @ e que [l3é A --E]g@ é satisfatíve]. Então
existem um modelo M = <Sit,R, y> e um mundo possível to c )'(Sit)
tais que a seguinte seqüência de fatos é verdadeira(cada elemento da
sequência é implicado pelo anterior) :

1. .M,w k ngó A nE-lã@

2. .A4, w 1: tagÓ e .A4, to F [l3@

3. para todo t C S3(Sit) tal que s.IZt, .A4, t E: Ó e existe t C S3(Sit) tal
que wRt e .A4, t F @

4. existe t c S3(SÍt) tal que wRt e, simultaneamente, M,t k d' e
.m, t F -'.@

Como y(t) é uma valoração Sa, que pode ser denotado dâ, tem-se que
u'%(é) = 1 e u'!(Ú) = O, que implica que é r! @, contradição

D

Como é de se esperar, vale a monotonicidade:

Teorema 7.3 (Monotonicidade para [lã) Seja S Ç S' Ç .A. .E7ztão, tem-se
gue k Elãé D O},Ú.
Dem: Assuma que É [J3é D t3g,Ó. Então existem um modelo ./U =
(Sát,R, y> e um mundo possível w C )'V(Sít) tais que a seguinte seqüência
de fatos é verdadeira (cada elemento da seqüência é implicado pelo anterior):

89



l

2

3

M, w F E3ãé D Og:,é

.M, w f: [J%é e .M, w F: n2;,é
para todo t C Sa(SÍt) tal que sRt, .M, t f:: é e existe t € Sá(SÍt) tal que
sRt e.A4,tÉé ' '

Como é é proposicional, tem-se que V(t)(é) = O; e y(t) é uma valoração Sá.
Portanto, existe uma valoração S3, que será denotado por u'S,, tal que u'3 , (é) =
0, mas toda valoração Sa satisfaz é. Como mostrado no Teorema 5.4, quando
S ç S', toda valoração Sá é uma valoração S3. Portanto, S3(Sit) ç Sá(Sit).
Assim, u';, é uma valoração S3 e deveria satisfazer é, o que não ocorre: con-
tradição. []

Assim, como na Seção 3.2, e pelas mesmas razões (a demonstração é a
mesma), vale o

[lborema 7.4 1:= [1%é D é

Uma questão interessante a ser estudada é o que ocorre aos axiomas e re-
gras de inferência caracterizadores do sistema modal S5 quando se substitui o
operador [] por [J3 . Lembra-se que S5 tem por regra de inferência modal a

Regra da Necessitação: se @ é um teorema, então [lé também é um teorema

e os axiomas

K. [](P D q) D (DP D 0q)

4. EPD DnP
5. -nPD D-nP

Também observa-se que a relação de acessibilidade R de todos os modelos para
S5 pode ser considerada reflexiva, transitava e euclidiana.

Na Seção 3.2, demonstrou-se que todos os princípios à exceção de K eram
válidos. Poderia parecer que o mesmo ocorreria neste caso, em que a semântica
em questão é Finger-Wassermann. Mas não é o que ocorre. Aqui, todas os
princípios são válidos e a regra da necessitação falha. A seguir, isso será mos-
trado e também será discutido o porquê do comportamento diferente daquele
da Seção 3.2.

O contra-exemplo para a regra da necessitação é o seguinte. Seja .A4
<Sit, R, y> , de forma que:

. é

e S = 0, Sit {si, s2}, R = Sit x Sit

. }''(s:)(P)
0

}'' (s2) (P) y(s2 )(-'P) l e y(.:)(--p) y(s2)(--(P A -.P»
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A função y é, para si, uma valoração clássica(e, dessa maneira, uma valoração
Sa) e,'para s21 uma valoração S3. Nota-se que, pelo Teorema 5.1, o valor de
y(sai(L(P A =p)) precisa ser determinado, uma vez que, :por FWI, y(s:)«p A
=p)j'; l e p # i. Por -tro lmo, como }''(si) é clá"ica, \''(si)(n(p/\.-p».- l,
uma vez que y(sl)(p A =p) = 0. Tem-se que S3(Sit) = {si, s2}. Além disso,
)V(Sit) = {si}. Como si é o único mundo possível em r:loção ao conjunto Sit,
e para sl a sentença pV np é verdadeira, então .M 1: é. Entretanto: .M F.[llé,
uma vez que .M, s2 F '(p A 'p) e, sl acessando s2, M, sl F Elã--(p A TP).

O comportamento diferente do operador Das, com relação ao do operador
homónimo da Seção 3.2, pode ser explicado. Naquela seção, era assumido que
as sentenças estavam em MNNF, e a prova da validade da regra da necessitação
dependia disso. Aqui, com uma liberdade maior para a estrutura das sentenças,
certos fatos já não podem mais ser assumidos. Portanto, intuitivamente, o fato
de que é é verdade não implica que isso seja conhecido por um agente que utiliza
um raciocínio aproximado. De certa forma, é como se nem todas as verdades
possam ser conhecidas por esse agente, o que é filosoficamente mais aceitável
que o resultado da Seção 3.2.

O princípio T valia porque toda valoração clássica era também uma valoração
S3 e também porque a relação de acessibilidade R era reflexiva, e portanto
continua valendo aqui. O princípio 4 saía da hipótese de que R era transitava,
e o princípio 5 do fato que a relação, sendo transitava e euclidiana, era também
simétrica. Assim, ambos continuam valendo também.

O mesmo contra-exemplo oferecido para refutar K pode continuar sendo
usado(aânal, a semântica de Fingem-Wassermann contém Cadoli-Schaerf como

articular), só que isso apenas demonstraria que F =EJ3 (-.p V q) V (-.[l3 V
[J%q). Afinal, para Cado]i-Schaerfp D q é apenas uma abreviação para -pVq. SÓ
que, para Fingem-Wassermann, p D q não é equivalente a TpVq. Tal equivalência
só acontece se p e q estiverem no conjunto de proposições relevantes S. Na Seção
5.1, mostrou-se que as duas formas de moda poRCas (primeira forma: de é e
é D @ pode-se inferir q; segunda forma: de é e -.é V @ pode-se inferir @) não
são equivalentes. A primeira forma sempre vale, mas a segunda não. E é por
essa razão que o princípio K, formulado com o operador D, vale para Finger-
Wassermann: esse operador se comporta classicamente. De fato, suponha que,
para um modelo .A4 = <Sit, R, y> e um mundo w desse modelo, ocorra .A4, w k
[l$(p D q) e M, w E E3ãp. Então, para toda situação s C SS(Sit).tal que wRs,
.c;;re si;nultaneamente'.A4, s 1- p D q e M, 3 f: p. Em suma, y(s)(p D q) = 1 e
y(s)(p) = 1. Como y(s) é uma valoração S3, pela condição FW3 da Seção 5.1,
temi.se necessariamente que y(s)(q) = 1, o que implica que M, s 1:: g. Como
isso vale para todo s C SS(Sit) tal que loas, conclui-se que .M, w E: [J$q, o que
demonstra K.

Esse último resultado pode ser interpretado da seguinte forma: a onisciência
lógica, englobada por K, vale se, nesse princípio, for utilizado o operador D, e
não vale se forem utilizados = e V no lugar de D. Assim, segundo os sinais da lin-
guagem que se utiliza, há ou não onisciência. Isso é 61oso6camente insatisfatório.
Para um agente dotado de recursos finitos, a onisciência jamais poderia valer. A
única forma de resolver a questão é controlar também o comportamento do ope-
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redor D, como foi feito na semântica generalizada S, de Finger-Wassermann,
explicada no final da Seção 5.2. A questão pode ser analisada em trabalhos
futuros.
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Capítulo 8

Conclusões

Neste capítulo final, é feito um panorama do trabalho, analisando-se e compa-
rando os diferentes métodos de aproximação. Depois, sugestões para trabalhos
futuros são apresentadas.

8.1 Análise
Em seu artigo "Anytime approximate modal reasoning" IMas98bl, Fabio Mas-
sacci observa a existência de duas fontes independentes de complexidade nas
lógicas proposicionais modais: onisciência lógica e introspecção iZimifada.

No Capítulo 1, foi discutido o significado da onisciência lógica -- que é re-
presentada na teoüa de Hintikka pelo princípio modal K -- e o trabalho de
sector Levesque, que procura controlar essa onisciência. Levesque utiliza uma
linguagem bimodal, generalizando a semântica de mundos possíveis de Hintikka
para uma de situações, modelando dois tipos de crenças: a crença implicita e
explícita. A crença implícita possui as mesmas propriedades do operador de
crença de Hintikka, mas a crença explícita passa por cima de eventuais con-
tradições, além de não se aplicar necessariamente a todas as tautologias e equi-
valências lógicas. Ocorre que as propriedades computacionais da crença explícita
são mais atraentes. Em ILev841, é provado que a inferência de uma crença
implícita por outra explícita é um problema co-NP-completo ("muito difícil' ),
mas que a inferência de uma crença explícita por outra explícita pode ser reali-
zada em tempo polinomial ("relativamente fácil"). Com uma restrição posterior
de Levesque em sua semântica(apresentada no artigo ILev891), a crença explícita
pode ser interpretada, sem operadores modais, como sentenças em NNF em que
há uma generalização da semântica de dois valores clássica. Para cada par de
literais p e np, há três possibilidades: ou p é levado em le =p em 0, ou p é
levado em 0 e =p em 1, ou p e =p são ambos levados em 1. Essa valoração é
chamada de 3-interpretação, e mostra-se (Teorema da Correção) que, se uma
inferência de uma sentença por outra é realizável por essa 3-interpretação, então
ela é realizável classicamente também. A aboi'dagem de Levesque não permite
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uma incrementação posterior: se um problema de inferência entre sentenças pu-
der ser resolvido com a 3-interpretação, que via de regra é mais fácil, então ele
é automaticamente solúvel classicamente; se, entretando, o problema não puder
ser resolvido pela 3-interpretação, é preciso voltar ao problema original para
tentar resolvo..lo da maneira usual.

Em outra seção do Capítulo 1, é apresentado um procedimento computaci-
onal que se propoe também a simplificar o problema da inferência lógica entre
sentenças. Esse procedimento foi chamado compilação de conhecimento por seus
autores Bart Selman e Henry Kautz. Esse método toma uma sentença e tenta
aproxima-la, da melhor forma possível, por teorias Horn, que possui proprieda-
des computacionais mais atraentes. Aproximar sentenças, aqui, significa obter
uma teoria Horn que consiga realizar o maior número possível das inferências
realizáveis pela sentença original. Há, como se pode imaginar, dois tipos de
aproximações: a por teorias Horn que façam menos inferências que as sentenças
originais, e a por teorias Horn que façam mais inferências. As primeiras são
chamadas de aproximações por baixo, e as últimas aproximações por cima. O
fato de que se todas as inferências que podem ser feitas pelas aproximações
por baixo podem ser feitas pela sentença original é referido como mmBção da
aproximação por baixo. O fato de que todas as inferências que podem ser feitas
pela sentença por baixo podem ser feitas pelas aproximações por cima é refe-
rido como completude das aproximações por cima. O procedimento de Selman
e Kautz também não pode ser incrementado posteriormente.

As idéias de Levesque e Selman e Kautz serviram de inspiração para um
método de aproximações de lógicas desenvolvido por Marco Cadoli e Marco
Schaerf, apresentado no Capítulo 3. Buscando a incrementabilidade que faltava
nos procedimentos anteriores, Cadoli e Schaerf selecionam um subconjunto de
proposições relevantes S(ao qua] se associa um subconjunto S' dos literais)
contido no conjunto de todos os átomos. Para pares de literais fora de S'. o
comportamento é semelhante ao da 3-interpretação de Levesque, mas literais
em S' necessariamente se comportam classicamente. Tais valorações do con-
junto de todos os átomos são chamadas de S3-interpretações. A linguagem é
restrita a sentenças em NNF. Cadoli e Schaerf mostram a propriedade da mo-
notonicidade, que generaliza o Teorema da Correção de Levesque: se S Ç S/ e
a inferência de uma sentença por outra puder ser feita pela S3-interpretação,
então ela pode ser feita pela S3-interpretação. Via de regra, quanto menor o
conjunto S, mais fácil a resolução de problemas de inferência. Quando S = g.
volta-se à 3-interpretação de Levesque, e quando S é o conjunto de todos os
átomos retorna-se à interpretação clássica de dois valores. Se o problema não
pode ser resolvido com o conjunto S, aumenta-se o conjunto para S', e a mo-
notonicidade implica que o que já podia ser resolvido com S continua valendo
para S' -- e assim é solucionada a questão da incrementabilidade. Para apr(»
ximações por cima, Cadoli e Schaerf sugerem uma semântica de aproximação
St . Nessa semântica, fora de S o comportamento dos literais é clássico, mas
literais dentro de S são ambos levados para o valor 0 -- essa é a definição de
St-interpretação. Quando S é o conjunto de todos os átomos, retorna-se à inter-
pretação clássica. A monotonicidade, nesse caso, significa que se S Ç Sr então
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toda inferência entre sentenças realizada pela Si-interpretação pode ser feita
pela Si-interpretação, ou, numa formulação mais utilizada, toda refutação de
sentenças que pode ser feita pela Si-interpretação também pode ser realizada
também pela SÍ-interpretação, preservando a completude das aproximaçoes por

Esses fatos podem ser analisados e na formalização que Cadoli e Schaerf fi-
zeram de suas semânticas em uma lógica do conhecimento. Quando isso é feito,
incorporando-se um para de famílias de operadores [J3 eE]i para cada conjunto
S possível, torna-se possível demonstrar que as S3-aproximaçoes de.Cadoli-
Schaerf resolvem o problema da onisciência na Lógica Clássica para fórmulas
em NNF, na medida em que um agente pensante não é mais capa de deter-
minar todas as conseqüências lógicas de suas crenças, mas apenas aquelas mais
diretamente relacionadas com as mesmas. Com mais tempo e recursos, ele é
capaz de inferir mais, o que corresponde a aumentar o conjunto das proposiçoes
relevantes. Mostra-se também que as Sl-aproximações mantém a onisciência da
Lógica Clássica(o que era de se esperar, uma vez que as lógicas que aproximam
por cima mantém todos os teoremas da Lógica Clássica): mas não a correção de
todas as inferências -- certas inferências incorretas também podem ser feitas.

Cadoli e Schaerf trabalharam uma extensão de seu procedimento para sen-
tenças modais em MNNF. No seu método, eles determinam uma semântica que
controla a capacidade introspectiva do problema, no que chamaram de<S3, i>-
aproximaçoes.

Fabio Massacci desenvolveu, em sua tese de doutorado IMas98a], um proce-
dimento que estende Cadoli-Schaerf para sentenças quaisquer mas que utiliza
constantemente sentenças assinaladas. Sua análise é detalhada, descrevendo
inclusive a complexidade das lógicas obtidas.

Adicionalmente, ele trabalhou um procedimento de aproximações de lógicas
modais que regula tanto o conjunto de proposições relevantes como o conjunto
de mundos interessantes. Esse procedimento permite um controle âno sobre o
poder de introspecção dos agentes modais.

Em todos os casos, Massacci oferece uma teoria da prova, sugere um al-
goritmo de incrementabilidade e mostra a correção e completude dessa teoria
com relação à semântica. Como sua pesquisa busca primariamente um procedi-
mento computacional eÊciente, ele não formalizou suas semânticas aproximadas
em uma lógica do conhecimento.

O trabalho de Massacci foi discutido no capítulo 4.
O trabalho de Marcelo Finger e Renata Wassermann, estudado no Capítulo

5. estende o conceito de aproximações para sentenças quaisquer -- e nao as-
sinaladas -- da Lógica Clássica. Além disso, fazem uma teoria da prova por
meio de uma adaptação dos KB-tableaux de Nlondadori e d'Agostino, que foi
chamada de KES3-tableau. Esse tableau sugere um algoritmo incremental para
o conjunto de proposições relevantes.

Uma possível extensão para lógicas modais do método de Fingem-Wasser-
mann foi realizada no Capítulo 6. Nessa extensão, há dois parâmetros que
controlam a verdade de sentenças: o conjunto de proposições relevantes S e o
limite máximo de introspecção n. Dentro do conjunto de proposições relevan-

cima
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tes, a linguagem se comporta classicamente, desde que o número de interações
modais não supere n. Fora de S, toleram-se contradições. Além do limite de
introspecção modal, tudo é possível e nada é necessário. O procedimento apre-
senta uma semântica e uma teoria da prova no contexto dos SST de Massacci
IMas001, que foi chamada de <S3, n>-SST. Para esses tableaux, uma nova regra
de fechamento precisa ser introduzida. Em outra seção, resolve-se o problema
da criação de uma nova regra de fechamento dos tableaux, necessária no caso
dos <Sa, n>'SST para a prova da completude, por meio de uma semântica que
permite a escolha arbitrária da verdade das possibilitações e necessitações 'de
proposições em mundos além do limite máximo de introspecção n. O proce..
dimento é caracterizado por uma grande simplicidade, com um algoritmo de
fácil implementação; o algoritmo admite incrementações do conjunto S de pro..
posiçoes relevantes e do limite máximo de introspecção n. Os parâmetros per-
mitem um controle fino sobre as demonstrações das sentenças. Na seção final
do capítulo sugere-se uma semântica generalizadas essa semântica parece per-
mitir maior controle sobre as demontrações, com condições mais gerais que um
simples limite máximo para a capacidade introspectiva do sistema.

No Capítulo 7, formaliza-se a semântica de Fingem-Wassermann em uma
lógica modal do conhecimento. Assim como foi feito na Seção 3.2, é introduzida
uma família de operadores [l3 para cada subconjunto de proposições relevantes
S. A análise das propriedades da linguagem obtida mostra que a falha da
onisciência lógica ocorre apenas quando se formula o princípio K com os ope-

ores n e. V. O princípio K formulado com :) continua valendo, o que mostra
que há diferentes conceitos -- e portanto diferentes graus -- de onisciência.
dependendo dos símbolos utilizados.

8.2 'lllabalhos futuros
Há várias linhas de pesquisa que surgem a partir das considerações deste tuba.
Iho. A seguir, são citadas algumas.

l
Uma questão fundamental é o da complexidade da família de lógicas
(S3, n>. O problema de provabilidade de sentenças, para grande parte
dos sistemas de Lógica Modal, é PSPACE-completo ILad77]. Em Lógica
Clássica, o problema da provabilidade de uma sentença é NP-completo.
Em IFin041, Marcelo Finger apresenta uma família de lógicas que aproxi-
mam inferência clássica, de forma que cada passo da aproximação pode ser
decidido em tempo polinomial, inspirando-se num trabalho já feito para
lógica clausal por Dalal IDa196a, Da196bl. Sabe..se que todo problema
NP-completo é PSPACE-completo, embora não se saiba se a recíproca é
verdadeira ou falsa. Será que as lógicas <S3, n> dão origem a problemas
tratáveis polinomialmente? Nesse caso, como elas aproximam um proble-
ma PSPACE-completo, que tipo de luz elas trariam sobre a questão se
PSPACE c NP? '

2. Na Seção 6.2, observou-se que a aplicação da regra (bey) pode diminuir
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consideravelmente o tamanho das provas, mas essas provas obtidas não
são aceitáveis classicamente. A Figura 6.4 mostra que são precisos pelo
menos dois passos introspectivos para demonstrar certo teorema de S5
sem o uso de(bey), e uma simples adaptação desse exemplo mostra que é
possível encontrar teoremas de S5 que necessitam de no mínimo n passos
introspectivos para cada n a fim de que a prova obtida não utilize(bey)
e seja clássica. Ou seja, a seleção de um limite máximo de introspecção
limita a quantidade de teoremas demonstráveis classicamente.

3. Um problema interessante que sai do estudo da Seção 6 3 é o seguinte.
Observou-se naquela seção que, em alguns sistemas de lógicas modais,
certos princípios que são considerados axiomas nos sistemas de Hilbert
são demonstráveis por SST, podendo-se inclusive determinar o número
de passos introspectivos para que a demonstração sqa eíetivada. A de-
monstração de todos os axiomas de um sistema modal após a seleção de
um determinado limite máximo de introspecção não implica que todos os
teoremas desse sistema também sejam demonstráveis. Ou seja, a seleção
de um limite máximo de introspecção limita a quantidade de teoremas
demonstráveis. A análise desse fenómeno, bem como o observado no item
anterior, pode ser realizada em trabalhos futuros.

4. O desenvolvimento da teoria por trás da semântica generalizada da Seção
6.4 também pode fornecer resultados frutíferos. Um aspecto que o autor
gostaria de ter incorporado na semântica de aproximações modais é a
escolha de um subconjunto de mundos possíveis interessantes, assim como
fez Massacci. Isso poderia ser feito, bem como a determinação de uma
distância (utilizando a função & deânida na Seção 6.4) dentro da qual
todos os mundos seriam interessantes, mas fora da qual nada o seria. A
aplicação de ferramentas tipológicas se apresenta naturalmente.

5. Uma linha natural de pesquisa é a extensão do trabalho para lógicas mul-
timodais, em particular para lógicas temporais (como CTL, LTL, CTL'),
conforme apresentadas, por ucemplo, em IBur841. Para isso, sei'ia neces-
sário o estudo de SST para essas lógicas, trabalho que ainda precisa ser
realizado.

6 Considere o resultado obtido no Capítulo 7, aonde se mostrou que o
princípio K vale quando formulado com o operador D (ou seja: ([lp .D
q) D ([Jp D [lq)) mas não va]e quando formulado com - e V (ou seja,
--(-.[) y [Jq) v'(LE]p V [lq». Um estudo interessante é uma. p?ssível al-
teração da regra para o operador D, de forma que o princípio.K formulado
com o mesmo falhe, quando a semântica é analisada à luz de uma lógica
modal do conhecimento.
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