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Resumo

Uma álgebra .4 é chamada fortemente associativa se para qualquer grupo G e toda ação

parcial a de G sobre .4, o produto cruzado parcial .4 +. G é associativo.

O objetivo desta tese é pesquisar o problema de caracterização das álgebras de grupo

F'.H fortemente associativas, em que .lí é um grupo finito e F é um corpo cuja característica
p divide a ordem de .H.

Se .H é um grupo nilpotente, foi demonstrado que -F-H é fortemente associativa se, e

somente se, l.Z?l = 2 ou l-HI = 3.

Agora, se -H é um grupo de Hobenius com complemento P, em que P é um p--subgrupo

de Sylow de .Zlí, foi provado que .F.EÍ é fortemente associativa se, e somente se, IPI =2
ou 1/'1 :: 3

Dentre outros resultados destaca-se o seguinte Teorema:

Sejam H um gr'upo p--solúvel, P um p subgrupo de S'ytow de H e seja F um corpo de

cara,ctedsti,ca p > Q. Suponha. que B.ÇH. Op'l..H)Õ é hmcl F-- ál,febra semi,simples.

Então Q álgebra, de g'r"upo FH é fortemente assoc'lata'ua se, e se'm,ente se, H é um, dos

seg'pintes dois tipos:

({) .17 é cüZíco de ordem 2 ou 3;
(ãi) H é um gmpo de Proóeníus com como/ementa P e ntícZeo H', IPI = 2 ou IPI =3

Em particular, se .l/ é metabeliano e F é algebricamente fechado, as álgebras de

grupo F'.H modulares fortemente associativas são completamente caracterizadas, pois

neste caso A (-H, O.,(.H)) é semisimples.

Também foram feitas caracterizações para o grupo simétrico Sn e para os grupos
diedrais Z). de ordem 2ri. Para Sn, n 2 5, temos exemplos de grupos não solúveis, para
os quais as álgebras de grupo não são fortemente associativas.
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Abstract

An algebra .Á is called strongly associative if for any group G and every partial action

a of G on .A, the crossed product .4 +. G is associative.

The purpose of this thesis is to investigate the problem of the caracterization of the
strongly associative group algebras F-H, where .H is a rinite group and -F is a field whose
characteristic p duvides the order of H

[f .H is ni]potent, we prove that .F.Z] is strong]y associative if and on]y if l.Zíl = 2 or

Now, if .H is a Hobenius group with complement P, where P is a Sylow p--subgroup

of H, it is proved that -F.H is strongly associative if and only if IPI = 2 or IPI = 3.

Among other resulta we point out the following theorem:
Let .H be a p--solvable group, P a Sylow p--subgroup of H and let -F be a âeld whose
characteristic is p. Suppose that A(.H, O,,(.H)) is a semisimple F--algebra. Then the
group algebra -F-ZJ is strongly associative if and only if # is one of the following two types:

({) .H is cyclic of order 2 or 31
({{) -H is a l#obenius group with complement P and kernel -H', IPI = 2 or IP = 3.

In particular, if .H is metabelian and -F is algebraically closed, the strongly associative

modular group algebras F'n are completely characterized, since in this case A(-H, O, (-H))
is semisimple.

We also obtained such characterizations for the symmetric groups Sn and the Dihedral

group Z)n of the ordem 2n. For S«, n 2 5, we have examples of non-solvable groups whose

group algebras are not strongly associative.

l#l 3



Introdução

O objetivo deste trabalho é pesquisar o problema de caracterização das álgebras de
grupo modulares "fortemente associativas" . Mais precisamente: Se .l? é um grupo finito e

.F é um corpo cuja característica p divide a ordem de .H, queremos determinar condições
necessárias e suficientes para que a álgebra de grupo F.llí seja "fortemente associativa"

Esse problema foi sugerido no artigo "Associativity of crossed products by partiam

actions, enveloping actions and parcial representations" , devido a M. Dokuchaev e R.
Exel (vede l31).

Para esse fim, é utilizado o conceito de "ação parcial de um grupo" , o qual foi definido
explicitamente, pela primeira vez, por R. Exel em l91. Esse conceito aparece implicita-

mente em várias áreas da Matemática. Por exemplo, o buxo de um campo de vetores
diferenciável é uma ação parcial (vide jll, Ex.1.2). Além disso, o grupo de Mõbius age
globalmente na esfera de Riemann, mas parcialmente no plano complexo (vide j161, Pro-

posição 3.16). Em particular, o referido conceito aparece na teoria de álgebras de opera-

dores como um poderoso instrumento no seu estudo (vide l81, j101). Cabe salientar que o
número de pesquisas envolvendo o conceito algébrico de "ação parcial de um grupo" vem

crescendo (vede l31, 141, 151 e l61).

No artigo citado acima, de M. Dokuchaev e R. Exel, deâne-se "uma ação parcial de

um grupo sobre uma f' álgebra" do seguinte modo:

Seja G uln grupo com elemento neutro l e seja .4 uma álgebra, associativa (não
necessariamente cona unidade).

XI
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Uma ação parcial de G sobre .4 é um pm a = ({.4slscC, {aPlocG), formado por uma

coleção de ideais (bilaterais ) .4s de Á, e por uma coleção de isomorfismos de álgebras

ag : .4p-: ---, -4p,

satisfazendo para todo g, h C G

({) .4i = .4 e cll é o automorfismo identidade de .4;

(ãá) .4bH-- 2 ai' (Áhn.4p-:);
(ááá) ag ' ah(z) = a,h(z), para cada z C '-;: (.Ah n .4,--).

Passamos agora a considerar uma generalização do conceito de produto cruzado.

Dada uma ação parcial a = ({.4P}PcC, {Q'slgcG) de um grupo G sobre uma .F--álgebra

.A, o produto cruzado parcial de Á e G por a, denotado por .4 #a G, é o conjunto de

todas as somas formais finitas {>1. as(5P : ag C .'4s}, em que (5P são símbolos.

A adicão é definida componente à componente, e a multiplicação é determinada por

(«,õ,) . (z,«õ«) a, (a,-- (.,)Z,.) Õ,«

A questão que surgiu naturalmente foi determinar se .4 #« G é associativo ou não.
No caso de uma O*-álgebra, há cerca de dez anos, R. Exel provou em l71 a associatividade

desse produto cruzado, usando a existência de unidades aproximadas.

Em l31, M. Dokuchaev e R. Exel provaram que .4 #. G é sempre associativo se .4
é semiprima. Lembremos que uma álgebra .4 com unidade é chamada semiprima se A
não contém ideais nilpotentes não nulos. E fácil ver que esse resultado representa uma

generalização daquele obtido no contexto de C''-álgebras.

Entretanto .4 #. G nem sempre é associativo. Veremos no Exemplo 2.4.1 que se -H é o

grupo de Klein, de ordem 4, e F é um corpo de característica 2, então o produo cruzado
F'.17 #. G não é associativo, em que F.H denota a álgebra de grupo do grupo -H sobre F

Pelo teorema de Maschke segue que F/? não é semiprima

Para futuras referências, foi introduzida em l31 a seguinte terminologia:

Diremos que uma álgebra .4 é fortemente msociativa se, para qualquer grupo (7 e para

toda ação parcial a de G sobre .4, o produto cruzado parcial .4 #« G é associativo.



Portanto, uma álgebra semiprima é fortemente associativa.

Dada uma álgebra .4, e considerando a álgebra W(.4), chamada a álgebra dos multi-
plicadores de Á, veremos no Cap. l (vede Lema 1.2.1) que se a = ({.,4slPcc, {aglPcG) é

uma ação parcial arbitrária de um grupo G sobre .4, então .4 é fortemente associativa se,
e somete se, a condição (1.1) verifica-se, isto é,

(a, . -R. . a,-:) . .L., - -L. . (a, . .R. . a,--)

é válida em .4P, para todo g C G e todo a, c C .4.

Verificaremos a validade dessa condição sempre que formos provar que a álgebra de

grupo F-H, de um grupo finito .H sobre um corpo F cuja característica p divide a ordem
de H, é fortemente associativa.

No Exemplo 2.1.1 veremos que a álgebra de grupo do grupo cíclico cle ordem 2 sobre
um corpo de característica 2 é fortemente associativa.

Também, se .H =< Z/ : 3/a - 1 > é um grupo cíclico de ordem 3, e -F é um corpo de
característica 3, verifica-se no Exemplo 2.2. 1 que F'.H é fortemente associativa.

Agora, se -H ::=< Z/ : Z/4 :: 1 > é um grupo cíclico de ordem 4, ou .H :: 52 x 5Z x 52

ou H = ã2 x :lã, e se F é um corpo de caractrística 2, os Exemplos 2.3.1, 2.5.1 e 2.6.1,
respectivamente, mostram que -F-# não é fortemente associativa.

O capítulo 3 é dedicado ao problema de caracterização das álgebras de grupo forte-
mente associativas. A Proposição 3.1.1 considera o caso quando .H =< Z/ : Z/P = 1 >é

um grupo cíclico de ordem p.

O Lema 3.2.1 desempenha um papel fundamental para o desenvolvimento deste tra-
balho.

Usando a Proposição 3.1.1 e o Lema 3.2.1 demonstra-se o Teorema 3.3.1, no qual -H é

um grupo nilpotente.

Agora, usando alguns resitltados da teoria de blocos caracteriza-se .F.17 quando -H é

um grupo de Hobenius com complemento P, em que P é um p-subgrupo de Sylow de .H

(vede Teoren-La 3.5.3).

No Teorema 3.6.2, o grupo H é p-solúvel e Z\ (H, O.,(.H)) é unia F'-álgebra semisim-
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Usando o Teorema 3.7.3 podemos concluir que -FS4 não é fortemente asociativa (vede
Exemplo 3.7. 1).

Usando também alguns resultados sobre grupos p-nilpotentes são demostrados os Te-
oremas 3.8.4 e 3.9.4. No Teorema 3.8.4, .H é um grupo metabeliano e .F é um corpo
algebricamente fechado de característica p > 0, enquanto no Teorema 3.9.4, o grupo -H é

p..solúvel, A (.H, O.,(n)) é uma F-álgebra não-semisimples, e F é algebricamente fechado

de característica p > 0. Aqui a condição (1.1) é substituída ou reduzida à uma outra,
dada no item (íu) desse Teorema 3.9.4.

Finalmente, no capítulo 4 são feitas caracterizações para o grupo simétrico Sn, e para

os grupos diedrais -D« de ordem 2n. Como Sn, n ? 5, não é solúvel, obtem-se exemplos de
grupos não solúveis para os quais as álgebras de grupo não são fortemente associativas.

piese
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CAPÍTULO I

Multiplicadores de .z\lgebras x

Associatividade F'arte de -A-lgebras

.P

.P

1.1 Definições (Ação Parcial de um Grupo sobre uma
Algebra, Produto Cruzado Parcial, Algebra dos
Multiplicadores de uma Algebra dada)

.P .P

#

Seja G um grupo com elemento neutro l e seja .4 uma álgebra, associativa (não neces
seriamente com unidade).

Definição 1.1.1. C/ma anão parcáaZ de G soZ,re .4 é um par a = ({.4,},cC, {a,},.c), .»r-
m-,do por uma cotação de ideais (bilaterais ) A, de A, e por u«., colação de isom«$s«os
de álgebras

ag : -4p-- ---' '4p,

bati,sfazendo T)ara todo g, h cG
(ã) .4t e ai é o automor$smo identidade de .4;

(áá) .4ÜU-- ;2 aÀ: (Áh n Jg-:),
(ãÍá) a. . ah(z) P«« c«d« r C aZ': (.4h n .A,--)

As condições (í{) e (ãã{) nos dizem que agh é uma extensão de ag ' cvh Agora,

l
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tomando h = g'i em (iii), obtemos

«, . ~,-:(«) - «: (,) - «,

para todo z C aF: (.4g-: í) -4s-:) = .4g; isso implica que clg-i = ag i, para todo g C G.

Além disso, é fácil ver que as condições ({) -- (ããd) são equivalentes às seguintes:

(á) .4t = .4 e CU é o automorfismo identidade de .4;

(ü') a,(.Ahn.4,-:) H,h, vg,heG;
({ãã') a, (ah(aç)) (z), v:« € .4h-- n .4bH--, v g,h c G.

Com efeito, segue de ({á) que

al;: (.4h n .4, -) ç Á«-: n .Áh :,--

Substituindo h por h'i e g por gh temos aF: (.4h-: n .4h--s--) ç .4h n .4P-i, e conse-

quentemente

ah-: (.4h n .4,-:) 2 .4ü-: n .4«-:,--.

Como ah-i = a;l obtemos

al:: (.4h n .4,-:) - .4«-: n Á"-:,-',

de modo que vale (ááá').

Finalmente, usando novamente que ah-- = aii e substituindo h'i por g segue ({ã').

Passamos agora a considerar uma generalização do conceito de produto cruzado

Definição 1.1.2. 1)ada uma anão parcáaZ a = ({.4P}PcC, {aP}PcG) de um gmpo G sobre
uma F'--áZgebra .A, o produto cmzado parda/ de .4 e G por a, denotado por .4 +. G,

é o conjunto de todas as somas /ormaàs ./inatas { :aP(is : ag C 4P}, em qtze (5o são

símbolos

A adicão é definida componente à componente, e a multiplicação é determinada por

(«,Õ,) - (Z,hÕ«) a. (a,-: (.,)bh) Ó,«

Note que como ag-:(ag) C .4P-- e bh C .4h, e sendo .4P-: e .4Ü ideais, temos

que as--(as)bh c .Aü n .4s-: . Segue da condição (ãá') que

ag (a,-: (a,)Z,h) C .4P n .4Ph Ç .4,h,



].ll Definições (cação Parcial de um Grupo sobre uma Algebra, Produto
Cruzado Parcial, Á]gebra dos ]Llultip.picadores de uma Á.lgebra dada)
e o produto está bem definido

Note também que podemos identificar .4 com .4õi.

Para futuras referências, foi introduzida em l3j a seguinte terminologia:

3

Definição 1.1.3. .Dizemos que uma áZgebr'a .4 é /odemente associativa se, para qualquer

gmpo G e para foda anão parcÍaZ a de G soZ)re .A, o produto cruzado pare aZ .,4 #. Gé
associativo.

Sejam F' um corpo e .4 uma .F-álgebra

Definição 1.1.4. [/m muZtipZãcador de .4 é um par (.L,.R), em que .L e .R são trens

/armações Záneares de .4 em .4 satdls/acendo para todo a, c C Á;

á) .L(«) (.).,
á{) -R(«)
ãá{) «-L(c) - R(«)c.

Chamamos L a ação à esquerda e .R a ação à direita do multiplicador (.L, R).

O conjunto de todos multiplicadores de .4 será denotado por W'(Á). E fácil verificar

que W(.4) é uma álgebra sob as seguintes operações

(Z, R) + (-L', n')

À(-L, n)

(Z, .R) (Z' , -R')

(-L + Z',.R +-R');
(À.L, .X-R) (.X € .F)

ÇL . iJ . R . R].

Com essas operações W(.4) é chamada a álgebra dos multiplicadores de .4. W(.4) tem o

elelBento unidade (/d, -rd), em que /d : .4 ---, .4 é a aplicação identidade.

Agora suponha que / é um ideal (bilateral) de Á. Note que cada a C .4 dá origem a
um multiplicador ?7.. = (.L., .R.) de / definido por

z,.(z,) - «z,, R..(z,) - b«, v b c .r

Considere a aplicação
q' : .4 -----» }t''(.r)

(Z } 77a.
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ü é um homomorÊsmo de álgebras pois ü é .F--linear e, além disso,

L..= L.ol., R.. R.oR.,

de modo que

©(..) q- , -R-) (.L. o .L., .& . .R.)

(.L.,, -R.)(-L., -R.) - ,7..q. - ©(«)W(.)

Seja @ : Á -- 23 um isomoríismo de F--álgebras. É fácil ver que se (Z,, .R) C W(.4),
então (é o -L o é':, é o R o é-:) é um elemento de W(B), e temos o seguinte resultado, o

qual está enunciado em l31 sem demonstração.

Proposição l.l.l. .A aplicação é : W(.4) (B) degrada por
1.4) o L o 4)'\ , 4' o R o (b'\'') é um isomor$s'm,o de F-- ál,gebT'as.

@(-L, x)

Demonstração: Com efeito, é é F--linear pois é, .L, .R, é-i são .F--lineares, de modo
que as compostas @ o .L o é-i e é o R o Ó'i o são; também temos

õ ((Z., R)(É' , .R' )) ã ÇL . iJ .R . Kà
ÇÓ. L o IJ o +'~ ,#. N o R ' +'* )

ÇÓ. Lo $': o óo IJo $-~. d). leo 'b-: o Óa Ro $':)
1.+. L' @': *®. R' #':) ÇÓ. iJ. # ~ ,+o 1{ . Ó-:)
l$(.t, .R) iã(-t', -R'), para todo (-L, R), (.L', R') c W(,4)

Agora, @ é sobrejetora pois dado (.L", B") C W(B), tomando

IZ, R) (é-: . L" . @, é-: . R" . é) € W(Á), obtemos ii(Z,R)

Finalmente, se Õ(L,R) =(Óo -L oÓ'',boro é-:) =(0,0) segue que éo.Loé-:
e @oRo@': =0, e daíobtemos .L= 0 e R=0, istoé,(.L,.R) =(0,0), eportanto

injetora. Isso completa a demonstração.



IZ.2 Condição Necessária e Suficiente para uma Algebra ser -Fortemente
Associativa'5

1.2 Condição Necessária e Su6ciente para uma Algebra
ser Fortemente Associativa

Z

Observação 1.2.1. Sda G um grtzpo guaZquer e a = ({.4slgcC,{clslPcC) uma anão

p«cí.J «bÍt,á G «Z,« «m« F'--áZg.Z,« .4. S©«m a, c C .A. Oo«.{'i"e q. = (L., R.)

""",. «m m«ZtãpZic«do, de .4,,g C G, . ,7. -&) «m. &«. m«ZtípZ{«do« de .4,-:.
Sendo cEg \ Ag'\ "'+ Ag 'u'rn tso'rrlor$s'nlo, seg'ue pela Proposição 1.1.1 que a, aT)li,cação

d, : n'(.4,-:) W(J,) de$níd« po';

Õ,(-L, R) '-;: , a, . -R . a;:)
. a,-:,a,..R. a. :)

é um isomor$smo de F-- agebras, de modo que

a,(-L., -R.) - (a, . .L. . '-.-: , a, ' .R. . a,-:)

Poüanto, podemos considerar L. como o, ação à esquerda do mutXiplica,dor n. de Ag e

a, ' R. ' '-,-: "m. « «çã. à d{«{t. d. mwZt pZã«do, ã.,(Z., n.) de .4,.

Z'. e clg o -R. o crg-: aparecem naturalmente no próximo resultado, cuja demonstração
está contida na prova do Teorema 3.1 de l31, p.6, devido a M. Dokuchaev e R. Exel.

Lema 1.2.1. Sda .,4 uma áZgebra rassocáat ua) e sda cl = ({ÁslPcG, {aslPcG) uma anão

pctrcial de um g'mT)o G sobre A. Então o produto cruzado parcial. A+. G é associativo se,

e some'nte se, Q i,gualdade

(a, . .R. . a,--) . Z... - -Z;. . (a, . R. . a, -) (1.1)

é uaZ da em dP, para todo g C G e todo cz, c € .4

Verificaremos a validade dessa condição (1.1) sempre que formos provar que uma certa

álgebra .4 é fortemente associativa.

Demonstração do Lema 1.2.1 Obviamente .4 +. G é associativo se, e solnete se,

(aÕh bÓ,) cÕ.f (Z,Õp cÓ.f) (1.2)
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para arbitrários h, g, / C G e a € .4h, b € ,4P, c C .A/. Notemos que

(aõh Z'Õ,) ' Õ/ (ah-:(') b)Õ«, ' Õ.f {aJ la (ah-:(') Z,l clóh,/

Vemos que cvh-:(a) b € .4ü-: n .4s implica

ah (ah-:(a) b) c aü (.4h-: n .4,) = .4h n .4h,, por (íá') de l.l.l

Agora por (ááí') de 1.1.1 segue que

«J la.(a»--(«) Z,l a,-:ta«-: la«(a«-: (.) ó)l} a,-:(a«-:(.) Z,)

Como esse elemento pertence a .4P-i n .4g-'h-i, podemos também separar ahP, donde

(«õh Z,Õ,) .Õ/ a« {a, la,-:(a«-:(.) ó). 1 } õ«,/

Comparando com

«õh (Z,Õ, .Õ/) «Õ« a, (a,-:(Z,) c) Õ,.f a« la«-:(') a, (a.-:(b) c) l Õ-,/,

e aplicando ah--, obtemos que (1.2) vale se, e somente se,
agl'-g--(ah--(a) Z,) c} = ah--(.z) c-, (a,--(b) c) é verific,da para todo a € .4h, Z, C

.4p, c C Á/.

Como aü-- : .4h ----, .4h.: é um isomorfismo, ah-:(a) pertence a .4h-: e, consequen-

temente, a condição acima é equivalente a

a,(a,--(.Z,) ') - (Z,) .) (1.3)

paratodo a C .4h-i, bc.4g, cC.4/. Se A=/= 1, então .4h =.4/=.,4elogo .4+«G
é associativo se, e somete se, (1.3) vale para g C G, a, c C Á e Z) C .4s mbitrários. Isso é

equivalente a afirmar que a igualdade (1 . 1) é válida em .,4P para todo g C G e todo a, c C .4.



1.2 (condição Necessária e Suí?ciente para uma Á.lgebra ser Fortemente
.Associativas

Foram obtidos os dois seguintes resultados auxiliares

Lema 1.2.2. Sega .4 = B x Z), em que B e 2) são F--áZgebras. $e a .F--áZgeóra .4 é
fortemente üssoc'latada, então B e 'D são fo'r'temente associ,atiras.

Demonstração: Provaremos que B é fortemente associativa, de modo análogo prova-

se que 21) é fortemente associativa.

Suponhamos que 23 não seja fortemente associativa. Então existe um grupo G e uma

ação parcial p = ({BPlscc, {pPlgcC) de G sobre 8 tal que Zi #p G não é associativo.
Pelo Lema 1.2.1, isso implica que existe um ideal 23s. # B com g. # l tal que

p,. ' a. . p,;:) . .L. # -h . (p,. . -R. . p,;:)

em -BP. para algum a C 6 e para algum c C 23

Mas cr = ({.4PlscC, {aPlscG) dada por:

.4p ' Bp, V g € G, g # 1, .4t Á, ag - /zg V g C G, g # l,

cli = /d{, é uma ação parcial de G sobre .4, pois para cada g € (7, BP é um ideal de .4.

Consequentemente a igualdade (1.1) não é válida em .4s. = Zis. para os elmentos a e
c, contradizendo a associatividade forte de .Á. Portanto, B e Z) são fortemente associa-
tivas

Lema 1.2.3. Secam .4 uma -F--áZgebra, F um corpo, G um gr"tipo gua/quer e a
({.4,},.C, {a,},.c) u«a anão pare aJ arZ,ítráría e G sopre .4. Se um ideal .4,, g C C;, é

um somando (lireto de A, então a. igual(lado (1.1) é satisfeita, em Ag , para, todo a,, c C A.

Demonstração : Seja .4o. um somando direto de .4 e seja Z um ideal de .4 tal
que .4 - ..'1P. (ID Z-

(.queremos provar que

(«,. . R. . «,; ) . L. - -t. . («,. . R. . «,;-)
é válida em .4s., V a,c C .A.
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Para isso, sejam b € .4P., a,cC .4. Escreva a = al +a2, em que ai € .4so) a2 CZ-
Então

«,. (a,;:(« Z,) c) - a,. (a,;:((': + «,) Z,) c)

~,. ('«,;:(': Z,) c)
a,. (a,;:(.:) a,;- (Z,) ')

«: a,. (a,;:(Z,) ')

(.: + «,) a.. (a,;:(b) ')

« .«,. (a,;:(Z,) c)

Portanto, a igualdade (1.1) é satisfeita em todo somando direto .Ág de .4, para todo
cz, c C .4



CAPÍVUt,O 2

Exemplos de Algebras de Grupo
P

I'ortemente Associativas e
Não-fortemente .A.ssociativas

Para uso posterior, os seguintes resultados bem conhecidos são necessários

Lema 2.0.1. Seca .lí =< Z/ : Z/P" = 1 > #m grupo c6cZãco de ordem p" e sega F um corpo

de caractere'stáca p. .Então para cada { C {0, 1, 2, . . . ,p"}, a áZgebra de grupo -F-H temi

ezatamente um ideal de dimensão pn --i sobre F, a saber J(FH)i = FH(g--'l){ ('i-- ésima

potência, do adical de Jacobson JI..FH) de FH ).

Demonstração : (Adaptada de jlSI, Lema 17.13(ii), p. 295)

Com efeito, considere a aplicação

é? : plxl --., .p.H

f - fh).
definida por

Note que 0 é um homomoifismo sobrejetor de álgebras, logo

ke,(0) : /(Z/)

r'lxl
ke,(0)

F'/l, em que

9
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Como PJXI é um domínio de ideais principais, ker(0) é o ideal gerado pelo polinâmio
mânico /o, de grau mínimo, tal que /o(Z/) = 0.

Agora, sendo Z/P' = 1 temos que XP" -- l C ker(0)

Note ainda que se / = > , kiX' é um polinâmio de grau r < p", segue que

r

:0Z

}. kiwi # 0, pois os elementos {l, 3/, 3/2, . . . ,Z/'} são linearmente independentes

sobre F. Logo ker(0) -< X'" - 1 >, de modo que :;l::) li]X] = .F.H

r

:02

/(z/)

Sabemos que qualquer ideal de .lll:-Rp. - 1 > tem a forma -lll:J?i;;í-:-Í-;, em que /é
um ideal de PJXI contendo < XP" -- 1 >. Como PJXI é um domínio de ideais principais,
/ =< / > para algum / dividindo XP' -- 1. Mas XP" -- l = (X -- l)P", de modo

que / =< (X -- l)i > para algum {, 0 $ ã $ p", e a imagem /* de / em F-Hé
.r*-.pa'(v- ty

Porque J(F'-H) = A(.H) (ideal de aumento de F'-H) e .H é gerado por Z/, temos

também J(FH) = .F.H(3/ -- 1). Portanto os ideais de F.H são os

J(-F-H): - F-H(3/ -- i):, 0 $ i 5; p" e dámp:7jr'X - .Z{«r':;:t..5Í-ll;l.Íí; = i, donde
.ZámpJ(.F.H): - {, 0 $ { $ p"

Lema 'Z.Q.4. (Vida j151,p. 303, Lema, 1.2). Sejct H um grupo de ordem pn , b 'Z '\., e
sqa

H = H\ 3+ Ha 3+ . . . 3+ H« 3+ H«-ç\ = '\-

Kmü séüe de composição de H. Pctrü cada 4, -- \,'Z,. .. .'n, escolha gi C Hi-- Hi-F\.
Sd« F' «m «WO d' c«t«útà« p. .Bata. « ./em'nfo; À(«-, «,, . . . , .«) - ll::::(p: -
l)'' com 0 $ a{ < p /07'mam wma F--Z)ase de F.H. 4Zém disso, esses e/eventos

««. À(0, 0, . . . , 0) - 1 e«.Zuüo ./b"n"«. «m« -F-Z'"" p«« A(H) ro {d«Z 'í' -m'«to de

Corolário 2.0.1. Seja .17 :< 3/ : Z/p" 1 > um gT"upo cíclico de ordem p" e seja F 'um



corpo de caractedsticct p. Então

.B 1)' : 0 5; k $ P" - l}

é uma, F-- base da agebra de g'mpo FH

Demonstração (Alternativa).
P

Para cada á = 1,2, . . . ,n, escolha gi C Hi -- .li.+i como gi = Z/P" (i-i)

Pelo Lema 2.0.2 segue que os elementos

À(al,a2, ,..) - 1)': (0 $ a: $ P - l)
- (Z/ - l)': (y' - l)': . . . (3/p'': - l)''
-(z/ - l)':(z/ - l)'':. ..(z/ - l)''':':
= (Z/ -- l)(i+p+''.+p"'') ''

( ) :

:,*, .« -«. *- (=)«:,- (3/

formam uma F--base de FH. Além disso, como 0 $ ai $ p -- l obtemos

ÍPn -'L

e consequentemente, 0 $ Ç:i-:l ai $ p" -- 1, isto é, 0 5; k $ p" -- 1. Portanto

B 1)' : 0 $ k $ P" - l}

é uma .F--base de F.17

Observação. Seja -H = Hi x .H2, em que .l?i e .H2 são grupos finitos, e seja .F un:l corpo

Sejam Pi e Õ2 F--bases de F.f/t e F.ll/2, respectivamente.
Como existe um isomorfismo

/* : FHi18)FH2 ---' F'l.Hi x H21 tal que

/*(u®«) - u« (u C -F-H:, « C F'H:)

segue que .B = /*(Pt {8)P2) é tuna F--base de FIHi x .H21 = FH.
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Usando a observação anterior, segue pelo Corolário 2.0.1 e por indução o seguinte

Lema 2.0.5. Sda .H =< ai > x '.' x < a, > um p--grupo aóeZáano ./imita decom.

posto como um produto direto de p--subir"'tipos ct'cZ cos < ai >,...,< a, >, de or.

deus pnt , . . . .pn' , respectham,ente. Seja. F um co'rpo de caractedstica, p. Então

B -l)''(a,-l)*'.-.(.,-1)'': O$k:$p"'-l, ã l,...,,}

é uma F-- base dü álgebra de gr"tipo FH

Uma outra demonstração do Lema 2.0.3 pode ser vista no á;rtigo de W. E. Deskins,
"Finite abelian groups with isomorphic group algebras" , Duke Math. J. 23 (1956), 35-40.

Vimos no Lema 1.2.1 que dada uma ação parcial a = ({.4slPcC, {aglscG) de um grupo

G sobre uma álgebra .4, então .4 é fortemente associativa se, e somete se, a condição
(1.1) verifica-se, isto é,

(a, . -R. . a.-:) . -L. - -L. . (a, . n. . a.-:)

é válida em .4P, para todo g C G e todo a, c C -F.H

Para evitar repetições de argumentos, foi obtido o seguinte

Lexia 'Z.Q.6. Sejcl H um gr"upo anito e seja F um corpo. Seja, G um grupo qual.quer e
cv = ({.,4slPcc, {aslPcG) uma anão pare aZ arb tráda de G sobre a áZgeZ,ra de gmpo FH
Supor,ha que g C G é tal. que Ag = FH ou As -- htH). Então a, ig'üatdade (1.1)
uerzBca-se em .4s, com a, c € F arb tráríos.

T)otnana+ rapam Queremos provar que

(a, . R. . a,-: ) . -L.: - L. . (a, . .R. . a,-:)

é vá.lida em .4P, V a, c C .F.H.

Com efeito, se .4s = -Fn, então ag é um automorfislllo de F.H. Como a C HP obtemos

para b C .,4P, c C -F.H, que

a, (a, :('b) c) -(a) a,--(Z,) c)

-(a)) a, (a, -(Z,) .)

- « a, (a, - (Z,) ') ,
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e a igualdade (1.1) verifica-se neste caso.

Agora, se .4s = a.(.H), sejam b c A(.H), a,c c .FH. Usando que F'.H = A(.H) (1)P

(soma direta de .F--espaços), escreva a = a' + À, em que a' € a.(.H), À C F
Então

a, (a,-:(«b) c) -:(a'b) c) + a, (a,--(.XZ,) ')

- a, (a,-:(.')a, -(Z,) ') + À a, (a,-:(b) c)

- «' a, (a,-: (Z,) ') + .X a, (a,-:(Z,) ')

- (a' + .X) a, (a,-:(b) ')

(a,-: (Z,) c) ,

de modo (lue a igualdade (1.1) é satisfeita em .4s = a.(-H).

A seguir são apresentados dois exemplos de álgebras de grupo fortemente associativas

2.1 Grupo Cíclico de ordem 2

Exem.plo 2.1.1: Seca -H =< 3/ : 3/2 = 1 > um grupo cíbZáco de ordem 2, e seja -F um

corpo de caracte'r'estica. 2. Então Q álgebra. de g'mT)o FH é foüemente üssociatiua.

Com efeito, pelo Lema 2.0.1 o único ideal não trivial de FH é J(F'-#) = F.H(3/ -- 1).

Seja G um grupo qualquer e cv = ({.4P}PcC, {aPlocG) uma ação parcial arbitrária de
G sobre FH. Então, para todo g C G, temos ,4P = -F-H ou .4s = J(/'-H). Como -# é

um 2--grupo segue que J(.F-H) = A(n). Pelo Lema 2.0.4, segue que a condição (1.1) é
satisfeita. Portanto, F'.17 é fortemente associativa.

2.2 Grupo Cíclico de ordem 3

Exemplo 2.2.1: Sega .l/ =< Z/ : Z/3 ::: 1 > um grtlpo cz'cZáco de ordem 3, e sida F um

cora)o de carácter'ísti,cü 3. Então a, átgebra de gr'uT)o FH é joüemente CLssociatiuo..
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De fato, pelo Lema 2.0.1 temos que os únicos ideais não triviais de .F.H são

;(FH) 1) e J(/'H)' (Z/ - l)'
Seja G um grupo qualquer e cv = ({.4slPca, {cvs)PcG) uma ação parcial arbitrária de G

sobre .Fn. Neste caso, Vg c G, temos Á, = -F.H ou H, = J(F-H), ou H, = J(F'-Hy

Como .H é um 3--grupo segue que J(F'-H) = a.(-H). Logo, pelo Lema 2.0.4, a igualdade
(1.1) é válida em .4, = -F.H e em Á, = J(.F.H).

Agora, seja Ág = J(.F.H)'. Como dámpJ(.F.H)' = 1, vemos facilmente que

asoRcoag-i e .La comutam em .4P, V a, c C .F.ll'. Portanto, .F.H é fortemente associativa.

Os próximos exemplos exibem álgebras de grupo as quais não são fortemente associa-

tivas.

2.3 Grupo Cíclico de ordem 4

Exemplo 2.3.1: Seja .llr =< 3/ : Z/4 = 1 > um gz'upo cz'cZáco de ordem 4, e sclja F um

corpo de caracteMsticü 2. Então FH Ttão é fo'Piamente associativa,.

Com efeito, pelo Corolário 2.0.1, .B = {1, (Z/ -- l), (Z/ -- l)', (3/ -- 1);} é uma F--base de

F'.H. Tome / o ideal gerado por (y -- l)2 (/ é o subespaço de -F.H gerado por (Z/ -- l)2 e

(3/ -- 1)3 ). Seja G =< g : g2 = 1 > um grupo cíclico de ordem 2.

Considere a ação parcial a de G sobre F-H dada por Ág - /, e

a, : (Z/ - ty - (Z/ - l);

(z/ - l);

(Por definição Ái = F'.H e cli é o automorfismo identidade de FH)
Agora, toma«do z = (Z/ -- l)ál + (Z/ -- 1)'.5,, obtemos:

((Z/ - l)Õ: +(Z/ - 1)'.5,)((Z/ - l)Õ: +(Z/ - l)'Õ,)
(3/ - iyõ- + (z/ - iyó, + o + o.
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Por um lado, temos

(««). l(z/ - i)'õ: + (z/ - tyõ,l ((z/ - i)õ: + (z/ - i)'õ,)
(3/ - 1):Õ: + 0 + (3/ - 1)'Õ, + 0
(z/ - iyõ: + (z/ - i)'õ,;

enquanto
«(zz) -((Z/ - l)Õ: +(Z/ - l)'Ó,)((y - l)'Õ:+(3/ - 1);Õ,)

- (3/ - 1);Õ: + 0 + 0 + 0
- (3/ - 1)3Õ:.

Como (açz)z # z(ziç), segue que .FH não é fortemente -.ssociativa.

2.4 Grupo de Klein

Exemplo2.4.1:Seja -H::=ax=a ::<ai: a?::l>x<a2: a:=1>, esgar
'üm corpo de característica 'Z. Então a álgebra, de grupo FH não é foüeme'nte associativa.

Com efeito, pelo Lema 2.0.3 .B = {1,(ai--l),(a2-- l),(ai--l)(ae--l)} é uma F--base

de F'-H. Seja G =< g : g2 = 1 > um grupo cíclico de ordem 2 e tome / o ideal de F.H

gerado por u = (a2 1) (/ é o subespaço gerado por u e (ai -- l)u ).

Considere a ação parcial a de (; sobre F.H dada por .4s - /,

'-, : « ----- (': - 1)«
(.: - 1)« --, «

(Por definição .4i = FH e ai é a aplicação identidade de F'n). Então o produto
cruzado FH #.* G não é msociativo. Para ver isso, tome z = (ai -- l)õi +u(5s Neste caso

é fácil ver que (zz)z = uõg, enquanto z(zz) = 0.

Co:no(zz)r #O)segueoresultado.
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x x
2Z 2Z 2Z2.5

Exempl'2'5'1:sd' -K-:áx Z .. Z -<.
a3 : a2 = 1 >, e sqa .F unlz corpo de caractere'ética 2

é for'temente associativa.

De fato, pelo Lema 2.0.3

a? = 1 > x < a2 : ag = 1>x<
Então Q ál,febra de g'r'\ipo FH não

B {l, («:-1), (.,-1), («: 1)(.,-1), (.3-1), («: 1)(«:-1),(a,-l)(«;-1),(«:-1)(«,-1)(.;-1)}

é uma /'--base de .F-H. Seja G =< g : g2 = 1 > um grupo cíclico de ordem 2 e tome / o

ideal de F.H gerado por u = (a2 -- l)(as -- 1) (/ é o subespaço gerado por u e (ai -- l)u).

Considere a ação parcial cl de G sobre F-H dada por .4s - /,

'-, : « - l)«, («: - 1)«

Tome z = (ai -- l)õi + u5s Como no Exemplo 2.4.1 é fácil ver que (zz)z = uóg,

enquanto z(zz) = 0, logo F.H não é fortemente associativa.

z z
X

4Z 2Z
2.6

Exemplo2.6.1:,seja -H=;»-xB;F:: <al: aÍ=1> x <a2: a::::l>, esgar'
um cor'po de caractedstico,'2. Então cl álgebra. de g'rh.po FH não é foüemenie associativa..

Com efeito, novamente pelo Lema 2.0.3,

B {l,(.:-1),(.:-1)',(.:-1);,(.,-1),(.--1)(',-1),(.:-1)'(«2-1),(«:-1);(«:-1)}

é u[[[a F'--base de -F.#. Considere também G =< g : ge = 1 > un] grupo cíclico de

ordem 2 e tome agora / o ideal de r'.H gerado por u = (ai -- l)2(au -- 1) (/ é o subespaço

gerado por u e (ai -- l)u).

Tomando a ação parcial cl de G sobre F'.f/ dado por .4P - .r,



Clg : u ---'» (al l)«, («: l)u ----} u, então para z (ai - l)õi + uó,, obtemos

((': - 1)õ:+ «õ,)((.: - 1)õ: + «õ,)
(': - 1)'Õ: + (a: - l)«Ó, + 0 + 0.

Por um lado, temos

(««)« 1(«: - 1yó:+(.: - i)«õ,l((.: - i)õ: + «õ,)
(«: - 1);õ: + o + «ó, + o
(.: - 1):õ- + «õ,;

enquanto

((«: - i)õ- + «ó,) 1(.- - i)'õ: + (.:
(«: - 1)3Õ- + 0 + 0 + 0
(«: - 1)3Õ-.

Como (zr)z # z(ziç), segue clue -FH não é fortemente associativa.

«(««) 1)«ó,l



CAPÍTUI.0 3

O Problema de Caracterização das
,A.lgebras de Grupo IF'ortemente

P

Associativas

Iniciamos agora o estudo da caracterização das álgebras de grupo F-H fortemente aso-
ciativas, em que .H é um grupo finito e -F é um corpo cuja característica p divide a ordem
de.#

3.1 O Grupo é Cíclico de ordem p prima

Os Exemplos 2.1.1, 2.2.1 e 2.3.1 sugerem a validade da seguinte

Proposição 3.1.1. Sega .H ::< g/ : 3/P = 1 > um gr"tipo cz'c/{co de ordem p e seca -F um

cora)o de carctcter'estica p > ü. Então Q á\gebrct de grupo FH é foüemebte associativa se,

e somente se, l.HI = 2 ou l.HI = 3.

Demonstração: (+:::::) Se l.KI = 2 ou l-KI = 3, vimos nos Exemplos 2.1.1 e 2.2.1,
respectivamente, que F'.ll/ é fortemente associativa.

(-::>) Reciprocamente, se F'// é fortemente associativa, suponhamos que IXI ? 5.

Sendo H cíclico, temos pelo Lema 2.0.1 que J(-FH)P'2 tem dimensão 2 sobre F', e

19
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podemos aíb'mar que J(F'.H) 2 J(.F-H)P''
Pelo Corolário 2.0.1,

.B (Z/ - l), , (z/ - i)''', (z/ - ty':}

é uma F--base de F.H, de modo que J(F'-H)P'2

por (y -- l)-'' e (g/ -- l)p':
r'-H(Z/ -- l)P'' é o subespaço gerado

Tome G =< g : g2 = 1 > um grupo cíclico de ordem 2 , / = J(F.H)P'2 e considere

a ação parcial a de G sobre F.H dada por ..49-i " '4s = /, e

ag : .4p-: -'- -4p

(y - l)'''
(3/ - 1)'':

(Por definição .4i = F.H e ai = /dpx). Tomando z = (Z/ -- 1)'51 + (3/ 1)'''õ,, (note
que (3/ -- 1) C J(r'-H) C -FH 1) # J(.F-H)''' optem's:

((z/ - l)õ:+(z/ - l)'''õ,)((z/ - l)õ: +(z/ - l)'''õ,)
(z/ - l)'õ: + (y - l)' :ó, +o +o.

Por um lado, temos

(««)« l(z/- iyõ: +(z/ i)' :õ,l((z/ - i)õ: +(z/ - i)'''õ,)
(z/ - iyõ: + o + (z/ - i)'''õ, + o
(y - l);Õ: + (3/ - 1)'''õ,;

enquanto,

«(,,) ((3/ - i)ó: + (z/ i)'''ó,) l((z/ - i)'õ- + (z/ - i)' 'õ,)l

(z/ l);ó: + o + o + o
(Z/ - l)sÕ:.

Logo, o produto cruzado parcial F-H #. G não é associativo, o que contradiz a hipotese
Portanto, l.HI = 2 ou l-HI
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3.2 Uma Condição para a Algebra de Grupo não ser
Fortemente Associativa

O próximo resultado desempenha um papel fundamental para o desenvolvimento deste
trabalho.

Lema 3.2.1. Sejam H um gr"tipo limita e M # H um subir"'upo noT"mal de H
Seja F um corpo de caractere'stíca p. Se pl IWI, então a áZgebra de gmpo F-H não é
/ortemente associativa.

Demonstração : Denotemos por T :: {l = hl, h2, . . . , hÀ;} um transversal à esquerda

de M em H (conjunto completo de representantes de classes à esquerda de M), em que
o elemento identidade l de .H é escolhido como o representante da classe À/. Seja h=

1 + h2 + . ' . + hk, e considere JW :: >, z, o qual é um elemento não nulo central de F.17.
reÀ/

E fácil ver que

ÀJÜ - )Ü:Ã - .â, Àa)Ü- tâ, jÜ' = 0 (pois iÜ2 = IWI)Ü, e pl IWI).

Seja / =< M > o ideal de FH gerado por M, o qual tem .F--base

{.H, M, h2M', . . . , hk-iM}.

Tome G :;< g : g2 = 1 > um grupo cíclico de ordem 2 , e considere a ação parcial c! de

G sobre F-H dada por Ág-t = .4s ' /,

Ha gg

se k = 2

4p
..-'k.-''''--.

H : M

NI } H,

H -
MI

e se k > 3

fixa os demais

elementos da bme
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(Por definição .4i = F-H e cll = /dpx).

Finalmente, tomando z = hõt + M(5P, obtemos:

- - (hÕ: + M'Ó,)(hÕ- + .MÕ,)
+ .ÜÓ, + kjWÕp + 0.

Por um lado, temos

(zz)z - IÀ'Õ: + .#.5, + k©Õ,l(ÀÕ: + )Íã,)
- . .A -''''''-K . -.-''\

= h3õl + k.lilás + JW(5p + 0 + k2)Wõs + 0
- À'.i: + ltâ + (i + k')@ ó,;

enquanto,

(À': -- m,) [À'»: -- .#., -- *#»,]
À3õi + k.ÜÓ, + k.Ü.5, + k'jtã, + 0 + 0

Ã'Õ: + l2k.Ü + k'jÍfl õg'

Note que (zz)aç-z(zaç) - (M -- kH) õg # 0. Portanto, -Fn não é fortemente associativa.

«(««)

3.3 O Grupo é ]Nilpotente

Segue como consequência da Proposição 3.1.1 e do Lema 3.2.1 o seguinte

Teorema 3.3.1. Sega -H um grupo níZpotente e seca -F um c07po caga caracterútáca p

diu'tde a ordem de H. Então Q átgebra de grr'uT)o FH é Joüemente associativa se, e se'm,ente

se, l.KI l.al

Demonstração: (:::::>) Suponha que Fn é fortemente associativa.

Afirmação. Devemos ter IHI = p.

Com efeito, sendo ,17 nilpotente finito e como p divide l-HI, temos que o p--subgrupo
de Sylow P de .l? não é trivial e é normal em -HI Se P Ç .H segue pelo Lema 3.2.1 que

FJ7 não é fortemente associativa, o que é uma contradição. Logo .H = P, e existe uln
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subgrupo normal M de -H tal que l-K/WI = p (vede j13j, Teorema 7.2). Se M # {l},
pelo Lema 3.2.1, obtemos novamente que F.H não é fortemente associativa, o que é uma

contradição. Portanto, IHI = p, provando a afirmação.

Neste caso, pela Proposição 3.1.1 segue que l.al = 2 ou IJ71 = 3.

(.é::=) Reciprocamente, se l-al = 2 ou l.HI = 3, pelos Exemplos 2.1.1 e 2.2.1 temos que
F'.]] é fortemente associativa.

3.4 Resultados Auxiliares

Os próximos resultados são bem conhecidos e serão usados nas demonstrações dos teo-
remas subsequentes

Teorema 3.4.1. (Vice fl41, p- 182, Teorema 12.g(a)). Sda M um subir"tipo nov"mal de

H e seja F um corpo de característica, p. S' ponha, que M é um d--gv"\lpo e ponha, e --

Ml-i )l. z. .Então e é um {dempotente central de .F-H e en = e para todo z C ]t/. .4Zém

disso,

FH - FHe al) F'.H(l -- e)

é uma decomposição diretü de FH em ideal,s (bilaterais). A aplicação .p de FHe so-
bre FÇH\M) definida, T)or (pÇgeà = gM Çg ç: H) é 'um isom,or$smo de F--átgebras e

também um {somor$smo de FH--módulos. Também temos FH(l. -- e) = 6.(H, M).

Definição 3.4.1. Seja .4 uma áZgebra de dãmezzsão .Pnita sobre um corpo .F. ZI/m ídempo-
tente central e em .A é chamado centralmente ph'rnàtãuo se e # 0 e e não pode ser escrito

como uma soma de dois idempotentes centrais ortogonais não nulos em .A.

Proposição 3.4.1. rude /]q , p.57, P«po.{ção -70.8 (ã), ({á), ou /l#/, Ze«.m« -r2.-í .J,

b)). Seja A uma álgebra de dimensão $nãta sobre um corpo F

l.i) Existe uma decomposição dãreta

,4 - .": © . - - © B«



O Problema de Cyaracterização das AJgebras de (;rufo lilorí;emente
Associativas24

de ,4 em ideais b laterais {ndecomponz'ueÍs -Bi:# 0 com .BiA = 0 para { # .j.

({{) .Escreva 1 = ei + . - +e. com ei C .Bi. .Então os ei são {dempotentes centraZmenfe

pMmátÍuos mutuamente ortogonais e -Bi = .4ei = ei.4.

Lembremos agora o importante conceito de bloco.

Definição 3.4.2. Seca .,4 = ©=a.Bi = (Di.l.4ei a decomposição de$n da na Proposição
3.,4.í. Bi é chamado um bloco e ei um idempotente de bloco de A. Escreve-se também B =

B(.e) para indicar que B é um bloco contendo o 'idemT)atente de bloco e.

A partir da próxima Proposição até a Proposição 3.4.3 Á denotará uma álgebra de
dimensão finita sobre um corpo F

Sejam ei, e2, . . . , e« os idempotentes de blocos de .A e seja y um .4-- módulo indecom-

ponível. Seja J. = B(el) (D . . - © .B(e«) a decomposição direta de .4 em soma de blocos.

Dizemos que V pertence ao bloco .B(ei) se existe { C {1, 2, . . . , n} tal que

eiV = y e ejy = 0 para todo .j # á

Observe que se y pertence ao bloco .B(ei), então:

(a) Todos .4--módulos isomorfos a V pertencem a .B(ei),

(b) u 1 . u = eiu para todo u C }''

Proposição 3.4.2. raide /]q, p. 59, Proposição lO.lO ({),(ãã),(ááá),ow /Jy7, Teo-
«ma 12.1 d),e),/)). Sd' .A B(ei)©. . .©.B(e«) ' de«mp«íção d{«t« d. .A 'm som«

de blocos.

(á) Para todo .4 módulo y. V = a)Z:ieiV é uma decomposição dÍreta de y em .4--módulos

Em pad chiar, se V é {ndecomponíueZ, então }'' = eiV para um zín co á C {1, 2, . . . ,n].

(á{) Para cada ãdeaZ à esquerda / de .A, temos
n

.r - al) (-r n B(':-1

E«. p«t{«Z«, c«d« íde«/ â esq««d« {n'í".mp-úeZ p«te«« « '«t«-.«Ze «m do; B(e:).
(ãã{) Se .4i e .42 são ideais de .4 e .4 = .4i © .42, então .4i e .A2 são somas dáretas de

blocos. Em particular, os blocos são os únicos ideais {ndecomponíueis que são comandos
diremos de .Á.
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Definição 3.4.3. Seca ,{.,4 = .rl © . . . a) /n uma decomposição de .4.4 em submóduZos

ándecomponz'fieis {/i}. Esses comandos {-h} são chamados os módulos ndecomponz'ueís

pdncipa s rà esquerdas de .A.

Prova-se (vede l21, Teorema (54.5)) que um ideal à esquerda / de Á é um módulo
indecomponível principal de .4 se, e somente se, / = .4e para algum idempotente primitivo
e em .4. Lembremos que um idempotente e C .4 é chamado primitivo se e não pode ser

expresso como uma soma de dois idempotentes ortogonais.

Definição 3.4.4. .Dois .4--módulos ãndecomponíbeás pHncípaás gerados por ddempotentes

primitivos e e if estão !içados se existe uma seqiiência el,.-- ,e« de {dempotentes

primitivos com ei = e, e« = /, taZ que para cada {, .4ei e .4eÍ+i têm um /atou de

composição em comum. Dois {dempotentes pr nítidos e e .f estão !içados quando os

módulos Ae e .,4f estão ligados. A relação -., de estar ligado é uma relação de equivalência,

e T)odemos decoml)or o conjunto de todos A-- módulos indecomponíueis 'principais e'm, hm

número anito de classes de equivalência.

No que segue denotamos por Xi, , X. as classes de equivalência de -'

Proposição 3.4.3. (yãde //S7, p. 63, Proposição lO.14). Sega .4 = G)Z:l-4ei tema

decomposição de .,4 em módulos {ndecomponÍbeás phncipais, e para cada .j C {l, . . . , m}

& - (D Á.:
.4e{ CXj

({) li, . . . ,l. são todos os blocos de A.

(ii) Dois A-- módulos indecomponíueis pMncãpaãs estão ligados se e somente se eles per-
tencem ao mesmo bloco.

Agora, apresentamos a seguinte

Deíiníção 3.4.5. Sega .l/ üm gr"tipo ./inato e seca /' um c07po aróátrádo de caracterútáca

p > ç). Por bl,oco principal de FH entendemos o bloco que contém o FH--módul.o tri-
vial Ln ou Lpn (o módulo para a l rebentação ou representação trivial de H de grau
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Denotemos o p'-subgrupo normal maximal de .H por O.,(.H), enquanto OP(n) indica
o p--subgrupo normal maximal de -H

Definição 3.4.6. ZI/m gr"z.ópo .H é chamado p--restrito se .H satisfaz a propriedade

0H l.Ü,/W) C .Ü

para M = OP' ÇH) e ÊI = OP' .ptH) (imagem inversa de O. tH/M) em H)

Prados\ção 3.4.4. (.Vida fíSJ, p. 115, Proposição í.20b. Seja H p--restrito, seja M
O,,(H) ' 'd" ' - l.Wl-: l>: «. .Ente. .F-He = -F (H/M) é ' Z'Z"' p,i«cíp.Z de F'-H

zcM

3.5 O Grupo é de Frobenius com complemento P

Alguns resultados conhecidos permitem facilmente caracterizar as álgebras de grupo
modu[ares fortemente associativas tais que .]] é um grupo de H'obenius com complemento

P, em que P é um p--subgrupo de Sylow de /7.

Lembremos inicialmente a definição de grupo de Hobenius.

Definição 3.5.1. Z./m gr"tipo de pe7'mutações -H agindo sobre um conjunto S é dito tran-

sitiuo quando para s,s' C S, eüste l C H tal que 'y(.s) = s'

Definição 3.5.2. il/m g7'upo de pe7'mutações trens fado .H sobre m letras no qual somente

a identidctde .lüa mais que uma letra, mas para alguma tetra ã, l $ { É m, o subgrupo

Jüando à é não-triuia!, é chamado um grupo de Frobenius.

Os seguintes resultados bem conhecidos serão usados nesta seção

Teorema 3.5.1. (nobenius) (Vida jli], p. 38, Teorema 7.5). Sqa H um grupo de
Frobeniüs e sda Ht o subgr"'tipo $=ctndo uma letra. Então o subir"upo de H consistindo
da identidade liunto com aqueles elementos os quais llbam nenhuma tetra joTmam um

suba'r'uT)o no'r'mal NI de H de ordem ÇH . H\).

]M é chamado o núc]eo de Hobenius de ]] e .Hi é chamado lun complemento de

lqobeníus.
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Lenda 3.5.1. (Vice fiíJ, p. 38, Teorema 7.6).

Seja. H um g'r"'t.tT)o de F\obenius com complemento HI. e núcleo M. Então

({) .H MHt com M n.Ht 1}, de modo que -# é o produto semÍdÍreto de M por Hi.

(áã) l.a:l dí«{de l.WI - l.
({ã{) Todo elemento de -Hi -- {l} aduz por c07Üugação um automor$smo de M o guaZ Jíza
somente o elemento {dentidctde de M

({u) OW(g/) Ç ]W para todo 3/ em M -- {l}.

Observação 3.5.1. Prova-se rem /]]/, p. 39, Teorema V.V9 o seguinte resultado;

Seja H\ um subgrí"tipo 'não tribal de H. Então H é um gr'tipo de F\obeniu,s co'm, co'rn-

pteme'rito Ht se, e somente se, Ht é disjunto de seus conjugados e Nn(.Ht) = Ht.

Observação 3.5.2. Poda-se também éuÍde /JV7, p. 2.80, Teorema 2.6) que se .H é um

g'r'u7)o de F\obenius e M é o nlícteo de Frobenàus de H, então M é um subgrupo nitpotente.

Usando esse resultado é fácil uer que MI é o único subgrupo nov"mat próprio de H o qual

satisfaz a condição (iu) no Lema 3.5.1. Logo, um grhT)o de Mobenãus tem um único núcleo
de Fro benins.

'teorema 3.5.2. (Motose (19'T4)),(Vice jlSI, p. 189, Teorema, l.'T). Seja H um gmpo de

l+obenãus com complemento Ht e núcleo M e seja F um corpo arbãtráho de caracteHstica

P > o.

({) Se p dáuáde lml e P é um p--s Z)grtlpo de Sg/Jow de M re portanto de -H, rezo Lema

3.5.1 Q'Ü), então JÇFH) = FH . b.ÇP) = b.ÇH.P).
({á) Se p não divide WI, e,'tão

;(F' n') JI..FHtle e dimpJtFH''l dimpJÇFHx],

em que e = IWl-: }' m.
meÀ/

CoroXár\o 3.5.L. (Waltace (1958)),(Vice jlõl,p. 189). Seja, P 'um p--subgrupo de SU-

l.ou de H, seja F um co'r'po de característica. p e seja H um grr"ul)o de Frobenius com

complemento P e núcleo M. Então

JÇFn)
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'm que . IWl-: >: m.
m€M

Em padic'atar, dimpJ(.FH) lpl- l

O próximo resultado obtido é o

Teorema 3.5.3. Seca .H um gr"tipo de .Ftobenius com complemento P, em que P á um

p--s'übgrr"\.LT)o de S'yl.ow de H, e seja F um corpo de cctrctcteüstica T) > Q. Então a, álgebra,

de gr"tipo F.H é/odemente associativa se, e somente se, IPI = 2 ou IPI = 3.

Demonstração : Pelo Teorema de H'obenius e Lema 3.5.1 ({), existe um subgrupo
normal M de .H tal que

H' {l}.

Como l.al = IWllPI, M é um p'--grupo. Segue obviamente que M = OP'(-H) e que .H é
p --restrito .

Seja e = 1.Ml-l }' z. Pelo Teorema 3.4.1 segue que

FH = FHe % FHÇ\ -- eà, (3.1)

em que .F.He = -F(-H/M) = F'P e F.H(l -- e)

:-::>) Supondo que F.lí é fortemente associativa, temos pelo Lema 1.2.2 que F.l?e é
fortemente associativa. Como .F.17e = FP segue que .FP é fortemente associativa.

Pelo Teorema 3.3.1, concluímos que IPI = 2 ou IPI = 3.

.+:=) Reciprocamente, se IPI = 2 ou IPI = 3, segue de (3.1) e pela Proposição 3.4.2

(iii) que os ideais .F.He e FH(l e) de FH são somas diretas de blocos. Mas, sendo n
p--restrito, obtemos pela Proposição 3.4.4 que FHe é o bloco principal de .F-H. Assim,

FH = FHe©FHe\©...©FHe.

é a decomposição direta de -FH em solda de blocos, em que e, ei,

centralmente primitivos mutuamente ortogonais.

Agora pelo Corolário 3.5.1 (Wallace), segue que

, e. são idempotentes

J(F'H) - A(P). - J(F'P)e;



3.5 0 (;rufo é de li>obenius com complemento P 29

como FHem segue que J(.FHe) = J(.FP)e,e J(.FH) = J(.FHe). Logo, J(.FHe.) =
0, V{ = 1,. . . ,n. Isso implica que cada bloco .Frei, í = 1, . ,n, é uma -F--álgebra

simples

Queremos provar que F.H é fortemente associativa. Para isso, seja G um grupo qual-
quer e a = ({.4glPcC, {clslscG) uma anão parcial arbitrária de G sobre F.H.

Analisemos inicialmente o caso IPI = 2. Neste caso, as possibilidades para .,4P são

ou .F.H,-F-He,J(.F.H) J(F'n)e, -Frei: © . - © r'-Hein, em que l $ {i < ' - . < {. $"
ou FHeQFHei.© .. ©FHei.ou JÇFH)e©FHei.©...©FHei.

Vamos provar que a condição (1.1) verifica-se.

Com efeito, em .,4s = .FH segue pelo Lema 2.0.4 que a igualdade (1.1) é satisfeitas Em

.4s = F-He, f'-Hei: O . . - a)F.llíei., e -F/7e © F'-Hei: q) . . - (D-F-Heü, obtem-se pelo Lema 1.2.3

a validade de (1.1). Agora, como dámpJ(F.H)e = 1 segue que essa igualdade é válida em

.4, - J(/'.H)e

Finalmente, seja .As = J(FH)e O .Frei. © . - - (D .Frei..
Suporemos (para fixar a notação) que {i = 1, . - . ,i, = t < n. Como FHe = -FP temos

que J(-F-#)e = J(-F.He) = J(FP). Assim, sendo FP = J(-FP) (D F (como F--espaços),
FHe = J(F'n)e © -Fe (como F'--espaços). Sejam Z, C Á,, a, c C F'H. Escreva
a= a'+ai+.-- +at+at+l + --+a., em que a' € -F.He, aj C .F.Zlej, .j = 1,

Seja ã = ai + . . . + a., então

) 72,,

.«, (a,-. ('Z,)c) a,(a,-:(''Z,)') + a,(a,--(ãb)c)

Escrevendo agora a a" + Àe, em que a" C J(/'-H)e, Àe C -Fe, obtemos

a, (a, -(.Z,)c) a,(a,-: ('"b)c) + a, (a,-- (.X'Z,)') + a, (a,-: (ãZ,)')

Note que a Z' pois (J(-F.a)e)' 0 e J(.FH)en(.Frei ©...©F'He.)
como ã € .4. temos

a, (a,-:('b)c) 0+ Àa,(a,--(eZ,)') + ãa,(a,--(b)')

Afirmação: a, (a, -(eb)') - 'a, (a,--(Z,)c)
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De fato, escreva b = b' + b", em que b' € J(/'-H)e, b" € F.Het O . . © FHet.
I' caso: b" = 0. Então b = b', de modo que eb = eb' = b', pois e é a identidade de

;(F'H)e, e tem-se

a, (a,-: (eb)') a, (a,- :(eZ,' )') a, (a,- -(b' )')

Por outro lado, observe que .4P-- = J(.F-H)e © ap-:(F.Hel a) . - © F-Het), e que

c19'' (Fiel © .. a)F-Het) é um ideal da forma -F-Hej: a) ... a) -Fnej.. Como e éa
identidade de J.F.l?e, temos que

.a, (a,-- (Z,).) ea, (a.- -(Z,' ) '::) a, (a,- : (Z,' )')

Assim,
a,(a,-:(eb)c) - ea,(a,-:(Z,)c).

0. Então b = b" e eb = eb" = 0, de modo que2' caso: b'

a, (a,-- (eZ,)c) a, (a,-: (eZ,")c) 0

Por outro lado, devido ao isomorfismo

a, : J(-FH)e © '«,-: (.F-He: © © FHeth -----, JÇFHeà © FHe\ © ©FHet

também temos eag (ag :(Z))c) = 0. Logo, vale a afhmação neste caso.

Finalmente, se b = b' + b", b', b" # 0, pelos I' e 2' casos segue que

a, (a,-:('Z,)c) a,(a,-:(eZ,')c) + ~,(a,--(eb")c)
.a,(a,-:(Z,')c) + e«,(a,--(b")')
ea. (a,-: (Z,' + b")c)

'a, (a,-- (Z,)c) ,

e segue a armação. Observe que a demonstração dessa armação não depende do índice

de nilpotência do radical. Portanto,

a, (a,-- (ab)c) ,X.a,(a,--(Ó).) + ãa,(a,-:(Z,)')
(«" + Àe) a, (a,-: (b).) + ã a, (a,

('' + ã) a, (a,-- (Z,)')

« a, (a, - (b)') ,

- (z,).)
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isto é, a igualdade (1.1) é satisfeita em .4P = J(.Fn)e © -Frei: © . . . © F.Hei.. Logo, a

condição (1.1) verifica-se, e /'.H é fortemente associativa.

Suponhamos agora que IPI = 3. Aqui, as possibilidades para .4s são ou -F.H, F.lle,

J(FH)e,(J(F.H)ey, F.Hei: ©... © F.Hei., l$ {i <..- < ãÀ; $ n, F'.He © .F.Hei: a).. (D
F'ne:., J(F#)e © F'H':. © . . . © FH':., ou (J(FH)ey © F'H'.: © - - . © F'H''..

Argumentando de modo análogo à demonstração do caso IPI = 2, vemos que em

.4s ' F'H, F.lre, /'.llei: (1) . . © /'-Hei. , e em -F-He © F-Hei: © . . . (D .F-Hei., a igualdade

(1.1) é satisfeita. Agora, como dámp(J(F-H)e)a = 1 segue que essa igualdade é válida
em .4, - (J(.F-H)e)'

Seja .4s = J(/'H)e e sejam b C .4o, a,c C F.H. Escreva a = a' + ai+
onde a' CFHe, ajC FHej, j-- l,. ,n.
Então a,(a,-:(ab)c) = a,(a,-:(a'Z,)c). Usando que FHe -FH)e © -Fe (como

F'--espaços ), escreva a' = a" + Àe, em que a" € J(-Fn)e, Àe c .Fe, para obter

+ a.,

a, (a,-: («b)c) a.(a,-:(."Z,)c) + a,(a,--(ÀeZ')')
." a, (a.-:(Z,)') + a, (a,-: (.XZ,)c)

«" a, (a, -(b)c) + À a, (a,--(Z,)')
«" a, (a. :(Z,)') + Àe a, (a,-:(Z,)')
(«" + Àe) a, (a,-:(Z,)')
«' a, (a,-:(b)c)
« a, (a,-: (b).) ,

em que usamos que e é a identidade do ideal .4s = J(.F-H)e. Logo a igualdade (1.1)
veriâca-se.

Considere agora .4s

notação) que {i

a' + al + . - + ai; +

ã = ai + . . . + ah. Então

J(F.H)e G) F.Hei: a) - - - © F'.Hei.. Suporemos (para lixar a

,dÀ; = k < n. Sejam b C .4o, a,c € Fn. Escreva a =

+ a«, em que a' € r'He, a.Í C FHej, .j = 1,...,n. Seja

«, («,-- o - «, («,-: h'o.) -- ~, («,-, (")d ;

usando agora que FHe ;(/'H)e © .Fe, escre««.os «' a + Àe, em que a C
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J(.FH)e, .Xe C .Fe, e obtemos

«, (.,-: («QO - «, («,--(."0.) -- «, («,--0 0 -- «, («,- (")0
Notando que a", ã C .4s, segue que

a, (a, -('Z,)c) ." a,(a,-:(b)c)+ À a,(a,-:(eb)c) + ã a,(a,-:(Z,)c)

Agora, escrevendo b = b' + b", em que b' € J(.FH)e, b" C Frei (D

observando que

a) F.Hek, e

.4,-- - J(FH)e © a, -(.F-He: ©

já vimos anteriormente (caso PI = 2 ) que

© FHekh,

a, (a,-:(eZ,)') . a. (a,-:(b)c)

Logo,

a, (a,- -(«Z,)') «" a. (a,-:(Z,)c) + .X' a, (a,--(b)') + ã a, (a,-- (Z,)c)

(«" + Àe) a, (a,-: (Z,)') + ã a, (a,-: (Z,)c)

«' a, (a,-: (Z,)') + ã a. (a,-: (Z,)c)

(.' + ã) a, (a, :(Z,)')
« a, (a, : (Z,)') ,

de modo que a igualdade (1.1) é satisfeita em

,4, F'.#)e © -Fn':: © ©FHezk

Finalmente, seja .4s = (J(F.H)e)' © F-Hei: © . . - © Frei. e suponhamos, como antes,

que íi = 1,...ák= k<n. Sejam be ,4P, a,cC -F.H. Escreva a=a'+ai+..+ak+
ak+t+ ' +a«,emque a'CFHe, ajCFHej, .j=1,...,n. Seja ã=ai+. +aÀ;.

Então

«, («,-- - «, (.,-- h'o.) -- «, («,-: (")d ;
usando que FHe = J(Fn)e (D F'e, escrevemos a' = a" +Àe, em que a" € J(F.H)e, Xe C

Fe, e obtemos

«, («,-- («Qd - «, («,-- 0"H.) -- «, («,-- 0 00 -- «, («,- (")d
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Note que a"Z, pois (J(.F-H)e); 0 e J(/'-H)en (F-Hel © ... © F'.Hek)

que ã € .4P. Assim

a, (a,-: ('b)') (a,-: (eZ,)c) + ã '«, (a,-: (Z,)c)

Agora, escrevendo b = b' + b", em que Z)' C (J(.F-H)ey, b" C F.Het q)

observando que

.Á,-: -(J(.F.H)ey © a. :(F'-#e: ©... © -Fne*),

QFHek,e

já vimos anteriormente que

a, (a, -(eb)') - e a, (a, :(Z,)')

Logo,

a. (a, -(.b).) - 0 + ,Xe a, (a,-: (Z,)c) + ã a, (a,-:(b)c)
+ .Xe) a, (a,-- (Z,)') + ã a, (a,-: (Z,)')

- («' + ã) a, (a,-:(Z,).)
- « a, (a,-: (b).) ,

de modo que a igualdade (1.1) é também satisfeita em

.4, - (J(.FH)ey © .Fa.:: © ©FHe zk

Portanto, a condição (1.1) verifica-se, e F-H é fortemente associativa. Isso completa a
demonstração.

Exemplo 3.5.1: Sega .l? A4 o gr"tipo aZter"azado de grau 4 Temos

44 =< cz, b, c : (z2 := Z)2 = c3 1, ab = ba, cac l b, cóc'l - ab >

Seja F um corpo de caractedstica. p = 3. Ente,o A4. é um grupo de Frobenius com como\e
mento P =< c > e núcl,eo M =< a,.b >. Note que P é um 3--subgrupo de Sujou de A4

Como IPI = 3, segue rezo 7'eorema 3.5.3 que F.A4 é/ortemente associativa.
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3.6 O Grupo // é p--solúvel e

F--álgebra Semísimples
A(H, 0,/(-H)) é uma

Iniciamos esta seção com a seguinte

Definição 3.6.1. Sega p um ntímero primo. t/}n g7wpo /lí é dito p--soZúueZ se -H fem wma

séüe subnoTmal

Ho = .H ;2 .Hi 2 .H2 2 . . - 2 H. = {1}

tal que Hi-\jHi é um 'p-- gr'upo o'u 'um 'd-gr'üpo parca cada à.

Observação 3.6.1. -Denotando por n(.H) o conjunto de pomos d uídíndo l.al, é JácáZ

vier que todo gr"'upo solúvel (anito) é p--solúvel para todo primo p em 'n(.H). Além disso,

pro'uü-se (ui,de jlll, p. I'TO) que todo grupo p-- se\úuel é 'p-- restrito.

Aqui, além de alguns resultados anteriores, usaremos o seguinte

teorema 3.6.L. (Wal,face (1958) jlSI, p. 198, Teorema 8.11). Seja, P 'üm p--subgruT)o

SZ/Zo«« d. .H. .Ente. dãm,J(F.H) - IPI - 1, se, ' ;om'n*' se, o« -H - H é «m

grupo de Frobebius com compl,e'm,eito P.

O próximo resultado obtido é o

Teorema 3.6.2. Secam .# um gr"tipo p--soZúueZ, P um p--suógr"tipo de Sg/Jom de -H e

semisãmptes. Então Q álgebra. de grupo FH é fo'rteme'nte associativa. se, e somente se, H

é um dos seguintes dois tipos:
(í) -H é c&ZÍco de ordem 2 ou 3;

({{) H é um grtzpo de Frobeníus com complemento P e ntícZeo .H', IPI = 2 ou IPI = 3.

Demonstração
:-:») Suponha que F'H é fortemente associativa. Como -H é p--solúvel, existe uln subgrupo
normal ]A4 de .17 tal que /í/À4 é um p' grupo ou .H/À/ tem ordem p.

Se .H/À/ é um p' grupo, então P é um p subgrupo de Sylow de À/, de modo que p

divide IWI. Pelo Lema 3.2.1 segue que FH não é forten-tente associativa, o que é uma



3.6 0 Grupo -H é p--so]úve] e A(H, 0,,(.H)) é uma F--álgebra SemísímpJeB5

contradição. Portanto, IX/WI = p e pt IWI. Então M = OP'(.H) e ã = MP, Mnp =
{i}, lpl - p.

Note que sendo -H/M abeliano segue que -H' Ç M. Se .H' Ç M, como .17'P # .H é
um subgrupo normal de -H e p divide l.a'PI = 1-n'llPI, teríamos novamente pelo Lema

3.2.1 que .F.H não é fortemente associativa, o que é uma contradição. Portado M = .H'

Se .#' = {1}, então .H = P e pela Proposição 3.1.1 temos que l.al = 2 ou l.nl = 31
logo, .H é clo tiPO (á).

Vamos supor a partir de agora que .H' # {l}. Neste caso, note que p divide IPI
implica que P não é normal em .H, e consequentemente .H não é nilpotente. Seja ei =

x'l-: }: h'

Pelo Teorema 3.4.1 segue que

FH= FHet©FH(l el),

em que FHe\- - ex] = b.ÇH.H' ).

Sendo FH fortemente associativa, temos pelo Lema 1.2.2 que F'Het é fortemente
associativa. Como F.Hei = FP segue que -FP é fortemente associativa. Pelo Proposição

3.1.1 concluímos que IPI := 2 ou IPI = 3.

Agora, como A(.H, -H') = F.H(l -- ei) é uma -F--álgebra semisimples, por hipótese,
temos que J (.F.H(l -- ei)) = 0. Assim,

J(F'.H) He:) © J (.F.H(1 - ':))
= JÇFHet] -- JÇFP''l.

Isso implica que dímpJ(F.H) = IPI -- 1. Como n :# P (pois -H' # {l}), concluímos

pelo Teorema 3.6.1 que -H é um grupo de H'obenius com complemento P (e núcleo H',

pela unicidade do núcleo de Frobenius (observação 3.5.2)). Isso completa a demonstração

da parte ' 'somente se.

.#-=) Reciprocamente, se l-KI = 2 ou l-HI = 3 vimos nos Exemplos 2.1.1 e 2.2.1, respecti-

vamente, que F'H é fortemente associativa.

Agora, se .l/ é um grupo de Frobenius com complemento P e núcleo -ly', IPI = 2 ou

PI = 3, segue pelo Teorema 3.5.3 que F.17 é fortemente associativa. Isso completa a
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demonstração

3.7 Um Tipo Particular de Grupo p--Solúvel

Lembremos agora a definição de defeito de um bloco, dada em j151, p. 77

Definição 3.7.1. $da C uma classe de coz%jugação de -H e sda h C C. ZI/m p--suZ)gz"tipo

de Syl.oto de Cnçhà é chamado 'um gmpo de defeito de C (com resl)eito Q p).

Logo, todos grupos de defeito de C são conjugados e portanto têm a mesma ordem,

digamos pa. O inteiro d é chamado o defeito de C.

Definição 3.7.2. Sda e um {dempotente de bloco de F-H e seja B = .B(e) ro Z)Jogo

contendo o {deml)otente de bloco e). Como e C Z(FH), segue que (o suporte de e)

suZ)p e :: Ci U C2 U U C,.

para alg%ns Ci (i Ct(H)(o conjunto de todas as classes de conjugação de H). O ma'lor
dos grbT)os de defeito de Ci, \- $: i$ r, é chamado um gmT)o de defeito de e (ou de B).

Prova-se que todos os grupos de defeito de e são conjugados e portanto têm a mesma

ordem, digamos pa. O inteiro d é chamado o defeito de e (ou de -B).

Observação 3.7.1. Seljam H um gmpo (anito) e P um p subgmpo de H. Seja F 'um
corpo de característica p. Temos P. Cn(.P) C N(.P). Sejam Ct. . . .C; todas as classes de

conjugação de H. Defina

l <á<s
«ccinCH(P)

o« CÍ - o « c:nCw(P) é «,ã.. ]V.*' q«. « CÍ # 0, então C{ é «m« "m" d' e/'m'"to' "
q'cais constãtuewt deter'minadas classes de conjugação em Nn(P). Logo cada C: 7)efta'rtce
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« «nt« de /'Nx(P). .É MciZ «, q«e >: F'CÍ é ««. .«Z,-eZ de Z(F'Nx(P)). P'd'mos

de$nir 'üm. F-- homomor$smo

r : Z(FH) C Z(.FNx(P))
C/' ----, C;, l $ { $ s.

Pro'ua-se (raide l21, Lema (81.14)) que T é de fato 'üm homomor$smo de átgebra.s. 'n é

chama,do homomor$smo de Breu,er.

S

lt

Usaremos nesta seção os três seguintes resultados bem conhecidos:

'Eeox:ema 3.'T.L. (Correspondênci,ü de Bra' er, raide l21,p. 625, Teorema, (81.29) ou

jlSI,p. 223, Teorema, 9.21 ). Seita, P 'um p--subgrupo de H. Então o homomor$smo de

Brauer T : Z(.FH) ---+ Z(.FNu(.P» deter"mina 'uma comespondêncàa bÜetora entre os

i,dempotentes de blocos de FH os quais têm P co'rno 'um de seus g'mãos de defeito e os
ideTnpotentes de blocos de FNnÇP) os quais têm P como se'ü úni,co gT"upo de defeito.

Definição 3.7.3. Secam .H um gr"tipo ./imita, h C -H, sega p um primo. Z){z-se gue h é

p--reg'ul,ar se s'ua. ordem é p'r'ima, com p. UrrTtü classe de coh3ugação C de H é chcLmada,

p-regular se todos os se'us el,e'm,entos são p- reg'usares.

Sq(Zr7Z CI = {1},C2, . . Cr tO(Í(ZS (ZS cZ(êsses p--regulares (íe .17'. (1) c07zyu7}to

Si = {h c -H : h,, C Ci} (l $ { 5; r),

em q'ue hV, a,'d-parte de h, é um elege'nto p--reg'fitar, chctma-se 'uma seção p--regular de
H associada com, Ci.

Segue imediatamente da definição que

(ã) -# = U;:lSí com Si n sJ = 0 para i# j, cada & é uma união de classes de conjugação
de H e Si é uma união de classes de conjugação de p elementos (os quais têm ordens

divisíveis por p) de .H.

(ãá) Uma classe de conjugação C de H é uma seção p--regular se, e somente se, C tem
p--defeito zero.

teorema 3.7.2. (Vi,de jlSI, p. 1'79, Teorema. 6.4 i). Sejam St,Sa. . . . .S. toda.s as seções

p gulüres de H e seja ZP' -'i!.,FST. Então
r

lZ
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(i) ZP' é um 'deaZ de Z(.F.17) e os ídempotenfes pMmdt uos de ZP' são os ídempotehtes

de blocos de FH de defeito zero.

@ã) Um bloco B de FH é de defeito zero se, e somente se, B é 'üma F--álgebra simples.

Lema 3.7.1. (Vice ÍÍSj, p. 248, Lema 12.2). Seja B o bloco phncipal de FH. Então
os 'p--subgmpos de S'ytow de H são grr"\Idos de dejetto de B. Em pavticul.ar, se JÇB) -- Q

então J(.F.H) - 0.

Usaremos também o Teorema 3.6.2 para demonstrar o seguinte

Teorema 3.7.3. Sda -H wm gmpo p--soZáueZ, H = M/vx(P), M n ivH(P) = {1}, em

q«e M O.,(H) # {l} ' P é «m p-'«Z,g«po d. Selo«« de -H, e 'd' F "m "'po de

característica p> ç). Então Q álgebra, de gmpo FH é fortemente associativa, se, e somente
se, -H é um grupo de Probenãus com complemento P e núcleo -H', IPI :: 2 ou IPI = 3.

(Em p«tic«l«, N«ÇP)

Demonstração

-:+) Suponha que .FH é fortemente associativa.

Seja ei = 1.A/I'l >, z. Pelo 'lFoerema 3.4.1 temos que

FH = FHe\ © FHÇ\ -- el],

em que .Frei = F'(X/M) = .FNW(P) e .F.#(l -- ei) (.#, M). Sendo F'.H fortemente
associativa, segue pelo Lema 1.2.2 que F/?et é fortemente associativas como .F-Hei =
FATO(P), obtemos que F'JVx(P) é fortemente associativa. Isso implica que Arx(P) = P,

pois se P Ç .ÍVK(P), como p divide PI e P < NH(P), teríamos pelo Lema 3.2.1 que
f'ATH(P) não é fortemente associativa, o que é uma contradição.

Portanto, iVx(P) = P. Pelo Teorema 3.3.1 segue que IPI = 2 ou IPI = 3.

Afirmação: A(H, O.,(H)) é uma F--álgebra semisimples.

Pela Proposição 3.4.2 (iii) segue que os ideais Frei e F'.H(l -- ei) de FH são somas

diretm de blocos. Mas, sendo -H p--solúvel, temos que -H é p--restrito, e pela Proposição

3.4.4 segue que F'-17et é o bloco principal de F.llí. Assim,

FH= FHe\©FHea©...©FHe.
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é a decomposição direta de F.H em soma de blocos, em que ei, e2, . . , e« são idempotentes

centralmente primitivos mutuamente ortogonais

Porque IPI = 2 ou IPI = 3, temos pela Definição 3.7.2 que os blocos de F.H têm
defeito l ou 0. Agora, pelo Lema 3.7.1, os p--subgrupos de Sylow de .27 são grupos de
defeito do bloco principal F'.Hei. Portanto, F.Hei é um bloco de defeito l

Como F.Arx(P) = -FP = .Frei segue que Fará(P) contém somente um bloco,

obviamente com grupo de defeito P. Então, pelo Teorema 3.7.1 (de correspondência de

Brauer) deduzimos que F-H contém somente um bloco com grupo de defeito P, isto é, de
defeito 1. Portanto, o bloco principal F.Hei é o único bloco de -FH de defeito l

Assim, F-He2, . . . , F.He. são blocos de defeito zero, e portanto, pelo Teorema 3.7.2

(á{), são .F--álgebras simples, de modo que J(F.Hei) = 0, V ã = 2, . . . , n. Portanto,

;(a.(.H, 0,.(.H)) - J(-F-H',) © . . - © J(F'-H'«)
0

e segue a aÊrmação,

Agora, como -H é p--solúvel, e sendo OP'(.H) # {l}, temos pelo Teorema 3.6.2 que .H é
um grupo de Hobenius com comp]emento P e núc]eo .Z]'. Isso completa a demonstração

da parte ' 'somente se

.+-;) Reciprocamente, se ]7 é um grupo de Hobenius com complemento P e núcleo H',

PI = 2 ou IPI = 3, segue pelo Teorema 3.5.3 que .F-H é fortemente associativa. H

Exemplo 3.7.1: Sida .H = S4 o grupo das pervnutações de # letras. Temos que IS41 = 24
e H é sotúmet. Seja. F lm corpo de carácter'estica, 3. O grupo de defeito P do bloco principal

BI é 'um 3--subgrupo de Sylolo, o qua! é gerado por qualquer 3-- ciclo. Temos

j\rH(P) 1),(12), (13), (23),(123), (132)}, INH(P) - 6 ' jVH(P) = S,.

D.n.t«d. PO, &/ - {(1), (12)(34), (14)(23), (13)(24)}, ««.« /acalme«te q«e

Sa'JM]VK(P), MnNx(P) 1}, M O.(-H)<S..

Como NHtP) # P, segue T)el.o Teorema 3.1.3 que FS4 'n,ão é fortemente üssoc'tatiua..
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3.8 O Grupo é Metabeliano

Definição 3.8.1. ZI/}n gmpo -H é chamado um gz'upo metabeZíano se .H contém um sub

gr"tipo 'no'r"m,al M tal qte M e HJM são ambos abetianos.

Definição 3.8.2. ZI/m grzzpo .H é dito p--níZpotente se -H tem um p'--suógr"tipo nomnaZ

N, chamado o 'p-- co'rnptemento no'r'mal,, tal, que njN é um p-- g'mpo.

Além de alguns resultados anteriores, usaremos nesta seção os seguintes resultados
conhecidos:

Teorema 3.8.1. (Vice [í4J, p. 198,Teorema l4.9 a), b,], c)). Seja F um corpo de
caracteHstica 1). As seg'uàntes condições são equivalentes:

a) O bloco principal Bt de H contém somente um (a menos de {somor$smo) FH módulo
!rredutúeZ.

b) n é P- nilpotente.

c) Todo bl,oco de H contém somente xm FH-módul,o i'r"redutível..

'teorema 3.8..2. (Vi,de jlõl, l). 153, Teoremct 4.12). Seãü N um s'ubgrupo no'r'mal, de

H, seja F lm co'r«po algebri,comente fechado e selva, V um FH--módulo inedutíuet. Se
Cear(.F) = p > ç) divã,de ÇH . N), s'upo'nha que njN é p--solúvel,. Então di,'rnpV
divide (.H : N)s, em que s é a dimensão de uma componente im'edutÍuel de VN.

Coro\á:rio 3.8.1. (Dade (1968), Suar (1963)),(Vede jíSI,p. 154). Seja F um corpo

atgebricamente fechado de característica p > 0 e seja A um subgrupo nov"mat abeliano de

um gr"upo p-- solúvel H. Então as dimensões dos FH-- módulos àrredutíueis dividem

(H Á)

Teorema 3.8.3. (Vede 1151,p.V9, Teorema 2.7). Seja F um corpo atgebricamente fechado

d' c«te,út{«p > 0, .d« H "m g"po de o,d.m p"m «m (p,m) - l e sd« B "m

bloco de FH com dejeãto d. Então d é o menor i'nteiro tal que p"'d divide as dimensões
de todos os FH-m(5dulos 'lv«redutíveis em B.

Assim como 3.7, veremos que 3.8 é um caso particular de 3.6. De fato, obtem-se o
seguinte
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Teorema 3.8.4. Seca H um gr"'tipo metabeZiano e sÕa F um c07po aZgebhcamente /achado

cs5a, caractedsticü p divide a, ordem de H. Então a álgebra de g'r'ul)o FH é fo'rtemente

associatãüa se, e somente se, H é um dos seguintes does tipos:

({) -H é cícZáco de ordem 2 ou 3;

GÜ H é um gr"tipo de Hobenius com complemento P e núcleo H', em que
p--suZ)gmpo de SZ/Jow de -H, IPI = 2 ou IPI = 3.

P éum

Demonstração
-:+) Suponha que F-H é fortemente associativa. Se .H é abeliano, então pelo Teorema
3.3.1, l,HI = 2 ou l-HI = 3; logo, .H é do tipo (i). Suponha agora que .17 não é abeliano.
Como .17 é metabeliano, -H contém um subgrupo normal M abeliano tal que .H/M é

também abeliano. Temos que M # {l} e l.al = IMll-H/JUI. Note que p+ IWI, pois cmo

contrário teríamos pelo Lema 3.2.1 que .FH não é fortemente associativa, o que é uma

contradição. Como p divide l-al segue que p divide l.ZÍ/WI.

Seja ei = IWI'l }, z. Pelo Teorema 3.4.1 temos que

FH = FHet © FH(\ -- el),

em que F'He: = .F(H/M) e -F.#(l -- ei) (H, M).

Sendo .F.H fortemente associativa, temos pelo Lema 1.2.2 que F-Hei é fortemente
associativa. De -F-Hei = F(H/M) segue que F'(.H/M) é fortemente associativa; Como

.17/]\4 é abeliano e p divide l.a/WI temos pelo Teorema 3.3.1 que l.H/WI = 2 ou l-K/.A41 =
3. Então M = O,,(H) e -H = iwP, M np = {1}, em que P é um p--subgrupo de Sylow

de -H com p = IPI = 2 ou p = IPI = 3.

Note que p divide IPI implica que P não é normal em .17, e consequentemente .H não

é nilpotente.

Pela Proposição 3.4.2 (iii) segue que os ideais Frei e -FH(l -- ei) de .FH são somas
diretas de blocos. Dias sendo .H metabeliano implica que .17 é solúvel, logo é p--solúvel, e

consequentemente .H é p--restrito, de modo que pela Proposição 3.4.4, F.f/ei é o bloco
principal de FH. Assim,

FH = FHet © FHeu çb. . . © FHeK
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é a decomposição direta de F-H em soma de blocos, em que ei, . . . , ek são idempotentes
centralmente primitivos mutuamente ortogonais.

Pela DeÊnição 3.7.2 temos que os blocos de F-H têm defeito d = 1 ou d = 0. Agora, pelo

Lema 3.7.1, os p--subgrupos de Sylow de -H são grupos de defeito do bloco principal F.Hei-

Portanto, .F.Hei é um bloco de defeito l.

Afirmação: a.(H, O,,(H)) é uma -F--álgebra semisimples.

Vamos provar que todo bloco não principal de -F-H têm defeito zero.

Suponha que existe .j, 2 5; J $ k, tal que F.f/ej é um bloco de defeito 1, isto é, .F.Hej
é um bloco com grupo de defeito P. Observe que -H é p--nilpotente. Pelo Teorema 3.8.1

segue que todo bloco de F.H contém somente um F-H--módulo irredutível. Assim, o bloco

principal -F-Hei contém somente um -F.H--módulo irredutível, o qual é necessariamente o
F.H-módulo trivial lx (o módulo para a l--representação ou representação trivial de .H

de grau l).

Se .L é um corpo, é bem conhecido que existe uma correspondência 1 -- 1 entre as

L--representações unidimensionais distintas de /? e as .L--representações unidimensionais

distintas de /7/-H'. De modo análogo à demonstração do Teorema 3.6.2 temos que M =

Op' ÇH) = H'

Como .H/.H' = P é um p-grupo (abeliano) segue que a única representação modular

irredutível de .H/H' é a l--representação. Logo,

existe uma única F-representação unidimensional /.l o\

de H, a saber a l-representação.

Agora, seja I'VJ o único F-H-módulo irredutível contido no bloco .F-Hej. Seja

zj = dàmpWj. Como H é p--solúvel e Ã4 = O,,(H) é abeliano temos pelo Corolário 3.8.1

que zj divide (.H : M) = p. Logo, zj ' l ou zj = P.

Como F.ll/ej tem defeito d = 1, então pelo Teorema 3.8.3, 1 é o n-tenor inteiro tal
que pi'i = 1 divide zj. Isso implica que zj = 1, pois caso contrário zero seria o menor
inteiro tal que pi-o = p divide zj, o que é uma contradição. À'las zj = 1 contradiz (3.2),

e segue que para todo á = 2, . . - , k, F.llíe{ tem defeito zero.
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Pelo Teorema 3.7.2 ({{) temos que F.He2, . . . , .F.Heh são F--álgebras simples, de modo

que J(F.Hei) =0, Vá = 2,''' ,k. Assim,

;(6.(.#, O,,(.H)) .He,) © . . - © J(.FH'h)
0

e segue a a;íirmação.

Finalmente, como OP'(.H) # {l}, segue pelo Teorema 3.6.2 que -H é uin grupo de
l#obenius com complemento P e núcleo .H'. Isso completa a demonstração da parte

somente se

#:=) Segue dos Exemplos 2.1.1 e 2.2.1 e do Teorema 3.5.3. Isso completa a demonstração

3.9 0 Grupo -H é p--Solúvel e Â(-H,0d(-H)) é uma
.F--álgebra não-Semisimples

Iniciamos esta seção lembrando a seguinte

Definição 3.9.1. Secam .H um gr"'üpo é$náto,), M <] .H e sda F' wm c07po. Seca V um
FM--módulo e seja h C H. De$na hV o FM-módulo cago espaço sebjacente é V e sobre

o qual os el.eventos = C M agem de acordo com Q regra.

«.« - (h':«h) «, « c y.

Z)iremos que dois f'M--módulos 1,/1 e Ve são H--conjugados se }/l = hV2 para algum

h c H. Obüamente H-- conlugüção é uma relação de equivalência, de modo que o conjunto

de FM--módulos é uma união dãsjunta de classes de H-- conjugação.

Serão usados também os seguintes resultados

Teorema 3.9.1. (Vice lí41, p. 233, Teorema 16.10), (Michler, Sriniuasan). Suponha que
H é p--nilpotente e hf = OP'l.H). Seja F llm coT"po perfeito de decomposição para M
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de característica 1). Seja ft, . . . , fm, 'Um Conjunto completo de representantes das classes

de H-- conjugação de {dempotentes centrais {ndecomponíueis em Z(.FM). Seja

Z h.Êh-:

o gv"upo de in,ércia de fi, e seja.

''' - U h:. z

uma decomposição de H em classes à esquerda de .[i.

a) Os elementos

.:- >:h:j/, hã: (á- l,...,m)

são os idempotentes centrais {ndecompo'níveis de FH. Em radicular, H tem e=atamente
m blocos.

b) Seja Vi , . . . , À4«, 'um coÜunto completo de represe'ntantes das classes de H-- coÜugação
de FM-m(5dulos imedutÍueis. Escreva Pi :; V.U (.= FH(ãDpMV{). Então Q menos de

isomor$smo, PI, . . . ,P. são todos os FH-módu,los projetiuos {ndecomponÍueis.

c) Wi = PijPiJtFH) é um FH-módulo absol;utamente imedutíuel. Em particular, F é

um co'rpo de decomposição T)arü H

d) (W.)W = a); : :j (8%.
Em radicular, dãmpWi = 1.a : Z,l dámpVÇ. Também, o compümento de composição

a é lz./m'l.
e) Se IX/WI = p', então

pa{

lJ

dãmpF'.He: mFU)'

e

di'm,pJÇFHe à jdãmpU)2 p'':(p'''' l)

Observação 3.9.1. Oóseme que conjugação por h C -H induz uma anão de .H sobre

os conjuntos de todos ãdempotentes de blocos de FM e todos blocos de FM, e que e{ é
elatümente Q som,a dos elementos na H--órbita de fi. Nos rejehmos à H--órbita, de fi
co'm,o a cl,o,sse de H-- conjugação de fi.
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Corolário 3.9.1. Seca .H am gr"tipo p-niZpotete e sega F um coz'po aZgebdcamente /achado

de caractevqstica p. Se B é um bloco de FH com gl"upo de defeito D, então B-
para algum n 2 1.

(Esse último resultado é o CoroláJ'io 10.10 do Teorem l0.9 de j151,p 243).

Teorema 3.9.2. (Vede fíõ], p.490),(KoshãtcLni). Selva H zm gmpo p--s'túnel e seja B
um bl,oco de FH com grupo de defeso D de ordem pa . Então

(à) d(P - 1) + 1 5; t(B) $ P'
({{) t(.B) ' «mente « .O é cüZ{«. ..'!q«{ t(.B) {"dÍ" ' hdác. de nã@'.tênc{« de

Teorema 3.9.3. ryzde /ÍPy, p. 87, Teorema 7.-ZP9. Suponha que a caracterútÍca de F
é íguaZ a 2 e 2 + dámpy para guaZquer F-H--módulo {medutíueZ }''. .Então .H tem um

2.-- subir'\ipo de Suão\o n,o'rm,al.

;(B)

Observação 3.9.2. O Teorema 3.9.3 pez'manece verdadeiro se suóstátu rios 2 por qwaZ-

quer primo ímpar (raide j121, p. 88, Observação '7.13).

Estamos agora em condições de demonstrar o último resultado desta tese, a saber o

Teorema 3.9.4. Sejam H um grupo p--sol'úuel, P um p-subgr"upo de Sytow de H e seja F

um corpo atgebrãcamente fechado de carácter'estica, p > 0. Suponha que Ã.(.H, Op'(.H» é

uma F-- álgebra não-semisimples. Então Q átgebra, de gr"upo Fli é .fortemente associativa

se, e somente se, as seguintes condições são satisj'Citas:

0) H = Op'(H)P (produto semidireto), OP'(H) = H';
({{) lpl lpl = 3;
Giã) Todo bloco de FH tem defeito l ou 0, l)elo menos 'um bloco não phncipat de FH tem

defeito l e pelo me'nos um bloco não phncipa! de FH tem defeito 0;

l.iu) Para quatq'uer bloco Frei de FH de delfeàto L, tem-se: Para todo gmpo G e toda

anão parcáaZ a = ({HP}PcC, {aP}PcG) de G sobre -FH

(a, . -R. . a,--) . .L,.: L,.: . (a, . .R. . a,-:)

é válida em todo Ag contendo J(~FH)ei ou (.J(FH)eàa , para todo y C Op'(.H), c C FH
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Demonstração
-:+) Suponha que F'H é fortemente associativa.

Porque .H é p--solúvel, obtemos como na demonstração do Teorema 3.6.2 que
wp, wnP-Íi}, M o.(x)-x', IPl-P.

Seja ei = 1.a/l-t )l: y. Pelo Teorema 3.4.1 temos que
yeJU'

FH -- FHet © FH(.l -- el), (3.3)

em que .F.He: = F(H/M) = .FP e F-H(l -- 'i) = A(.H, M).

Sendo F.H fortemente associativa, temos pelo Lema 1.2.2 que .F-Hei é fortemente
associativa. Como .F.Het = .FP segue que -FP é foúemente associativa. Pela Proposição

3.1.1 concluímos que IPI = 2 ou IPI = 3.

Como vale (3.3) segue pela Proposição 3.4.2 (ãd{) que os ideais .F-Hei e .FH(l -- ei)
de F.H são somas diretas de blocos. Mas, sendo .H p-solúvel, temos que .H é p--restrito,

e pela Proposição 3.4.4 obtemos que F'-Het é o bloco principal de f'.H. Assim,

FH=FHe\©FHeu© ©FHe.

é a decomposição direta de F-H em soma de blocos, em que ei, . . . , e. são idempotentes

centralmente primitivos mutuamente ortogonais.

Porque IPI = 2 ou IPI = 3, segue pela Definição 3.7.2 que os blocos de F'-H têm
defeito d = 1 ou d = 0. Agora, pelo Lema 3.7.1, os p--subgrupos de Sylow de -H são
grupos de defeito do bloco principal Frei Portanto, F'-#ei é um bloco de defeito l.

Como A(.H, O,,(-H)) é uma F--álgebra não-semisimples, por hipótese, temos que

; (a.(H', 0,, (.H))) J(F'H'.2) © © J(F'-He«) # 0

Isso implica que existe ã, 2 $ { $ m, tal que J(F-Hei) # 0. Segue que o bloco -Frei não

é uma F--álgebra simples, e pelo Teorema 3.7.2 ({ã) obtemos que Frei não tem defeito

zero; logo, o bloco -F.f/e{ tem defeito 1, isto é, é un] bloco com grupo de defeito PI agora,
se todo bloco não principal de -F.17 tem defeito 1, temos que p não divide dÍmpW' para

qualquer F.IJ-módulo irredutível W'. De fato, como -H é p--nilpotente, temos pelo Teorema

3.8.1 que todo bloco de F.fi' possui uin único F.f/-módulo irredutível. Se p divide dãmpT'



3.9 0 Grupo H é p--Solúvel e a.(.H,0.,(-H)) é uma F'--álgebra
não-Semisimples 47

para algum .F.H--módulo inedutível W, então W pertence a um bloco (não principal)
de defeito 1, pois /'.llí não possui blocos de defeito zero. Neste cmo, zero seria o menor
inteiro tal que pi-o = p divide dãmpW e pelo Teorema 3.8.3, isso contradiz o fato que
esse bloco tem defeito 1. Então, pelo Teorema 3.9.3 e Observação 3.9.2, P é normal em

H, contradizendo ({). Portanto, existe pelo menos um bloco não principal de defeito zero,

provando (iii).

Finalmente, seja G um grupo qualquer e a = ({.,4slgca, {cvslscG) uma ação parcial
arbitrária de G sobre F.H. Seja -F.líei um bloco de defeito l e seja .4g um ideal con-

tendo J(F.#)e{ ou J(.F-Hein. Como F-H é fortemente associativa temos pelo Lema
1.2.1 que a condição (1.1) verifica-se, isto é,

(a. . R. . a,--) . .L. - .L. . (a, . R. ' a,--)

é válida em .,4s para todo g C G e todo a, c C F.ll/. Em particular, para 4s dado acima,

(a, . R. . a,-:) . .L,.. - .L..: . (a, ' .R. ' a,-:)

é válida para todo 3/ C OP, (n), c c FH. Isso completa a demonstração da parte ' 'somente
se

4::=) Reciprocamente, se -H = O,,(-H)p, oF(H) n P = {1}, IPI = 2 ou IPI = 3, note
que H é p--nilpotente. Denotemos por M = O..(.H).

Seja /l, . . . , /m, um conjunto completo de representantes das classes de H--conjugação

de ideinpotentes de blocos de F]W, em que por convenção

/: - lw'l': >ll: v.
'y€7W

Agora, seja H , . . . 1'4,,, um conjunto completo de representantes das classes de n--conjugação

de F.IW--módulos irredutíveis. E bem conhecido que

rÀ'ífj = NÍ.,ÇF). 3 = \, , m, em que nj = dím t6 (3.4)

Pelo Teorema 3.9.1 (a) temos que
P''í

ei ./'i hã: ({- l, «.)
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são os idempotentes de blocos de FJ7. Assim,

FH= FHe\©..(bFHe.

é a decomposição direta de F'.H em soma de blocos.

Observe que ai :; 0 ou ai = 1, pois IPI = 2 ou IPI = 3.

Se ei tem defeito 1, então ai = 0, pois se ai = 1 teríamos pelo item (e) do Teorema
3.9.1 que J(F'Hei) = 0, o que é uma contradição. Assim, nesse caso, e{ = ha /, hãt,
de modo que ei = h;jleihii :: ./:. Portanto, supondo que ei tem defeito 1, obtemos por

(3.4) q«
F'Me: = M«.(F'), n: - dã«.p%.

Agora, porque /l :; l.A4l-i >1. y temos que ei = /l

Sendo .# p--sóluvel, temos que .H é p restrito, e como ei = /i =

temos pela Proposição 3.4.4 que F.llíei. é o bloco principal de F.H. Pelo Lema 3.8.1, os
p--subgrupos de Sylow de -# são grupos de defeito do bloco principal. Portanto, F-Hel
é um bloco de defeito l

(3.5)

m'l-: }: y .a-

para lixar a notação vamos supor que F'-He2, . . . , .F.He,, r < m, são também blocos

de defeito 1, isto é, blocos com grupos de defeito P, e FHe,+i, . . . , F'He. são blocos de

defeito zero, ou seja, são F--álgebras simples.

Pelo Corolário 3.9.1, temos para cada ã = 2, . . . , r, que

FHei À4k: (FP), para algum ki ? l. (3.6)

Pelo Teorema 3.9.1 (e), segue que ki = n{ = d mPU. Note que n{ > 1, pois caso contrário

teríamos pelo Teorema 3.9.1 (d) que dãmpl'r, = 1.H : Z.jdímpU = p''dãmp% = 1 (pois

ai = 0). Mas H/.#' = P é um p grupo, de modo que H tem unia única representação
modular unidimensional, a saber a representação trivial de .IJ de grau 1, o que é uma
contradição. Note também que ni não é divisível por p, pois caso contrário teríamos pelo

Teorema 3.9.1 (d) que dámptU. é divisível por p, de modo que zero seria o menor inteiro

tal que pi-o = p divide dãmpWi, e pelo Teorema 3.8.3, isso contradiz o fato que F'.f/ei
tem defeito l.
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Agora, (3.6) implica em

J(.FHe{) = .A4.(J(/'P)), { = 2, ,T. (3.7)

Por (3.5), temos (lue

F'Me{ = Mn:(F), ã = 2,...,r.(3.8)

Usando que FP = J(FP) © F (soma direta de -F--espaços ) obtemos para cada

{, 2 $ { $ r, que

M«: (.FP) Ã4n(J(FP)) © Mn.(F) (soma direta de F-espaços)

Assim, dãmrM.:(FP) = dámFMn.(J(FP))+dámF.A4H(F), e por (3.6),(3.7) e (3.8) segue
que

(h'm,pFHei -- dà'm,pJ(.FH)ei -} d;impFMei.

Como J(F'-H)e{ a) FMe{ Ç F'.Hei, concluímos que

FHei H)ei q) FMei, i -- '2, ,T (3.9)

(soma direta de F--espaços).

Note que se { = 1, então (3.9) torna-se: .Frei = J(F.H)ei © Fei.

Queremos provar que -F.# é fortemente associativa. Para isso, seja G um grupo qual-
quer e cl = ({.4PlscC' {aslPcG) uma ação parcial arbitrária de G sobre F-Z7

Analisemos inicialmente o caso IPI = 2. Por simplificação, considere r = 2.

Seja Ág = J(FH)e2. Vamos provar que a igualdade (1.1),

a,(a, :(. Z,)') « a.(a,-- (b)c),

é válida para todo ó C .4P, a,c C FH. Escreva a -: ai + a2+
«j C r'Hej, .j = 1, . . . , «,. E«tão, a,(a,--(a Z,)c) :(a2 b)c).

+ a., ein que

Ág«'«, u.«ndo (3.9), .«- «, ab + 3/2, em que ab C J(FH)e2, g/2 C FMe2. (3.10)
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Assim, usando a hipótese ({u),

a,(a.-:(' b)c) :('b b)c) + a,(a,-:(Z/a Z,)')

(a,-: (Z,)c) + Z/2 a,(a,-: (Z,)c)

a, (a,- : (Z,) c)

(a,- : (Z,)c)
- ' a,(a,-: (b)c),

Portanto a igualdade (1.1) é válida em Ág

Agora, seja .4s = J(FH)ei © J(F-H)e2. Sejam b C .4P, a,c C F.H.
ai+a2+ ..+a«, emque aj e.F.l?ej, .j= 1,...,m. Então,

Escreva a

a,(a.-:(. b)') - a,(a,-: («: Z,)') + a,(a,-:(«, Z,)').

Usando que F#et = J(FH)ei a) Fei (soma direta de F'--espaços), e utilizando (3.9),
escreva ai = al + Àei, em que al C J(.F-H)ei, Àei C .Fei. Usando ({u), e operando

em J(F'.H)e2 como (3.10), obtemos

a,(a,-:(a Z,)') - a.(a,-, (.l Z,)c) + a,(a,-:(.X e: b)')+
+a,(a,-: (., Z,)')
- .l a,(a,-:(b).) + .X e: a,(a,-: (b)')
+«2 a,(a,-:(Z,)c)

':) a,(a,--(b)') + «2 a,(a,-:(b)')
- .: a,(a, :(Z,).) + «, a,(a,-:(Z,)c)
- (.: + «,) .«,(a,-: (b)c)
- . .«,(a,-- (Z,)c).

Logo, tanlbéin nesse ideal, a igualdade (1.1) é satisfeita

Para os ideais .AP restantes, a validade da igualdade (1.1) é verificada de modo análogo
à demonstração da parte ' 'se ' ' do Teorema 3.5.3

Finalmente, analisemos o caso IPI = 3. Novamente, considere r =2

Seja .4s = (J(F-H)e2)2. Sejam b C .4P, a,c C F'H. Escreva a = ai + a2+
em que aj C -FHej, j = 1, . . . ,m. Então,

+a«,

a,(a, -(« Z,)c) a,(a,-:(«, b).)
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Agora usando (3.9) escreva a2 = ab + Z/2, em que ab C J(FH)e2, y2 C Pneu- Como P
é cíclico, temos pelo Teorema 3.9.2 (ii) que t(F.He2) = 3. Assim,

a,(a,-:(. b)c) a,(a.-: (.ã Z,)c) + a,(a.-: (g, Z,)c)

0 + Z/a a,(a,-: (Z,).)

«b a,(a,-- (Z,)') + Z/, a,(a,-- (Z,)c)

(«b + Z/2) a,(a,-: (Z,)c)

«2 '-,(a,-: (Z,).)

« a,(a,-:(b)c).

Logo, a igualdade (1.1) é válida em .4s = (J(F.H)e2y

Para os demais ideais .4P de -F-H, a validade da igualdade (1.1) segue como na de-
monstração da parte ' 'se' ' do Teorema 3.5.3. Portanto, a condição (1.1) veri6ca-se, e

.F.H é fortemente associativa. Isso completa a demonstração.



CAPÍTULO 4

Caracterizações Para o Grupo
Simétrico Sn e Grupos Diedrais Dn
de ordem 2m

Estamos em condições de caracterizar as álgebras de grupo -FSn do grupo simétrico S. ,

n ? 2, sobre um corpo -F de característica p tal que p divide ISn

({) Para n = 2 e p = 2, então IS21 = 2 e pelo Exemplo 2.1.1 temos que .FS2 é fortemente

associativas

(áá) Para n = 3 e p = 2, sabemos que

Sa {ád,(123),(132),(12),(13),(23)}

é um grupo de Hobenius com complemento P =< (12) >, em que P é um 2--subgrupo
de Sylow de S3.

Como IPI = 2, segue pelo Teorema 3.5.3 que -FS3 é fortemente associativas

({áã) Para n = 3 e p = 3, considere

M (123), (132)} < S,

Note que p = 3 IÀ/l = 3, de n.todo que pelo Lema 3.2.1, F'S3 não é fortemente associativa.

({u) Para n = 4, sabemos que os únicos subgrupos próprios normais do grupo S4 são .44,

53
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o grupo alternado de grau 4, e o grupo de Klein

K' {ád,(12)(34),(13)(24),(14)(23)}

Assim, se p = 2 temos 21 1KI = 4 ( 21 1Á41 = 12 , também ), enquanto se p = 3, 31 IÁ41 =
12. Em ambos os casos segue pelo Lema 3.2.1 que .FSó não é fortemente associativa.

Também, com p = 3 podemos usar o Exemplo 3.7.1 para concluir que r'S4 não é
fortemente associativa.

(u) Finalmente, para n 2 5, sabemos que .A., o grupo alternado de grau n, é o único

subgrupo próprio normal de S.. Note que plnl implica pll.A«l = -=, e portanto pelo
Lema 3.2.1, FSn, n 2 5, não é fortemente associativa.

Observação 4.0.1. (uJ nos dá ezempZos de gr"'tipos não soltíueãs para os quais as áZgebras

de g'rnT)o não são fo'rtemente associativas.

Passamos agora a caracterizar as álgebras de grupo do grupo diedral
.Z). =< a, b : a" = 1 = b2, ba = a'tb >, de ordem 2n, sobre um corpo f' de característica

p tal quer divide2n.
({) Se p = 2 e n é ímpar, sabemos que .D. é um grupo de H'obenius com complemento
P -< b : b2 :: 1 >, em que P é um 2--subgrupo de Sylow de .D..

Como IPI = 2, segue pelo Teorema 3.5.3 que F.D. é fortemente associativa.

Agora, considerando M =< a : a" :: l > <.D., note que para qualquer outro

primo p > 2, tal que pl2n implica que plliWli Portanto, pelo Lema 3.2.1, .F.D. não é
fortemente associativa, para esses primos.

(áã) Se n é par, então qualquer pl2n implica pljWI. Portanto pelo Lema 3.2.1, .FI).
não é fortemente msociativa.
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