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Resumo

Uma dlgebra A é chamada fortemente associativa se para qualquer grupo G e toda agao

parcial a de G sobre A, o produto cruzado parcial A *, G é associativo.

O objetivo desta tese é pesquisar o problema de caracterizagao das algebras de grupo
F H fortemente associativas, em que H é um grupo finito e F' é um corpo cuja caracteristica

p divide a ordem de H.

Se H é um grupo nilpotente, foi demonstrado que F'H é fortemente associativa se, e

somente se, |[H| =2 ou |H|=3.

Agora, se H é um grupo de Frobenius com complemento P, em que P é um p—subgrupo
de Sylow de H, foi provado que F'H é fortemente associativa se, e somente se, |P| = 2
ou |P|=3.

Dentre outros resultados destaca-se o seguinte Teorema:
Sejam H um grupo p—solivel, P um p—subgrupo de Sylow de H e seja F' um corpo de
caracteristica p > 0. Suponha que A(H,On(H)) € uma F—dlgebra semisimples.
Entao a dlgebra de grupo FH € fortemente associativa se, e somente se, H é um dos
sequintes dois tipos:
(1) H € ciclico de ordem 2 ou 3;

(i2) H é um grupo de Frobenius com complemento P e nicleo H', |P| =2 ou |P|=3.

Em particular, se H é metabeliano e F' é algebricamente fechado, as algebras de
grupo F'H modulares fortemente associativas sao completamente caracterizadas, pois

neste caso A (H, Oy (H)) é semisimples.

Também foram feitas caracterizagoes para o grupo simétrico S, e para os grupos
diedrais D,, de ordem 2n. Para S,, n > 5, temos exemplos de grupos nao soliveis, para

os quais as algebras de grupo nao sao fortemente associativas.
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Abstract

An algebra A is called strongly associative if for any group G and every partial action

a of G on A, the crossed product A *, G is associative.

The purpose of this thesis is to investigate the problem of the caracterization of the
strongly associative group algebras F'H, where H is a finite group and F is a field whose

characteristic p divides the order of H.

If H is nilpotent, we prove that F'H is strongly associative if and only if |H| =2 or
|H| = 3.

Now, if H is a Frobenius group with complement P, where P is a Sylow p—subgroup
of H, it is proved that F'H is strongly associative if and only if |P| = 2 or |P| = 3.

Among other results we point out the following theorem:
Let H be a p—solvable group, P a Sylow p—subgroup of H and let F' be a field whose
characteristic is p. Suppose that A(H,O,(H)) is a semisimple F'—algebra. Then the
group algebra F'H is strongly associative if and only if H is one of the following two types:
(1) H is cyclic of order 2 or 3;
(i) H is a Frobenius group with complement P and kernel H’, |P| =2 or |P| = 3.

In particular, if H is metabelian and F' is algebraically closed, the strongly associative
modular group algebras F'H are completely characterized, since in this case A(H, Oy (H))

is semisimple.

We also obtained such characterizations for the symmetric groups S,, and the Dihedral
group D, of the order 2n. For S,, n > 5, we have examples of non-solvable groups whose

group algebras are not strongly associative.



Introducao

O objetivo deste trabalho é pesquisar o problema de caracterizagdo das algebras de
grupo modulares “fortemente associativas”. Mais precisamente: Se H é um grupo finito e
F' é um corpo cuja caracteristica p divide a ordem de H, queremos determinar condigoes

necessarias e suficientes para que a algebra de grupo F H seja “fortemente associativa”.

Esse problema foi sugerido no artigo “Associativity of crossed products by partial
actions, enveloping actions and partial representations”, devido a M. Dokuchaev e R.
Exel (vide [3]).

Para esse fim, é utilizado o conceito de “agao parcial de um grupo”, o qual foi definido
explicitamente, pela primeira vez, por R. Exel em [9]. Esse conceito aparece implicita-
mente em vdrias dreas da Matemadtica. Por exemplo, o fluxo de um campo de vetores
diferencidvel é uma agdo parcial (vide [1], Ex.1.2). Além disso, o grupo de Mabius age
globalmente na esfera de Riemann, mas parcialmente no plano complexo (vide [16], Pro-
posi¢do 3.16). Em particular, o referido conceito aparece na teoria de dlgebras de opera-
dores como um poderoso instrumento no seu estudo (vide [8], [10]). Cabe salientar que o
nimero de pesquisas envolvendo o conceito algébrico de “agdo parcial de um grupo” vem
crescendo (vide [3], 4], [5] e [6]).

No artigo citado acima, de M. Dokuchaev e R. Exel, define-se “uma agao parcial de

um grupo sobre uma F'— élgebra” do seguinte modo:

Seja G um grupo com elemento neutro 1 e seja A uma &lgebra, associativa (nao

necessariamente com unidade).
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Uma agéo parcial de G sobre A é um par a = ({Ag}sea, {ag}sec), formado por uma

colecdo de ideais (bilaterais ) A, de A, e por uma colegéo de isomorfismos de dlgebras
ag : Ag—l — -Ag,

satisfazendo para todo g,h € G':
(i) A1 = Ae a; é o automorfismo identidade de .A;
(42) .A(gh)—l ) a;l (An N Ag—l);

(#14) ag 0 an(z) = agn(z), para cada = € " (Ap N Ag1).
Passamos agora a considerar uma generalizacao do conceito de produto cruzado.

Dada uma agao parcial a = ({Ag}sec, {@}sec) de um grupo G sobre uma F —élgebra
A, o produto cruzado parcial de A e G por ¢, denotado por A *, G, é o conjunto de

todas as somas formais finitas {Z agdy: ag € Ay}, em que 0, sdo simbolos.
geG

A adicao é definida componente & componente, e a multiplicagao é determinada por
(agdy) - (brdn) = ay (O‘g'l(ag)bh) Ogh-

A questdo que surgiu naturalmente foi determinar se A %, G é associativo ou nao.
No caso de uma C*-algebra, ha cerca de dez anos, R. Exel provou em [7] a associatividade

desse produto cruzado, usando a existéncia de unidades aproximadas.

Em [3], M. Dokuchaev e R. Exel provaram que A *, G é sempre associativo se A
é semiprima. Lembremos que uma algebra A com unidade é chamada semiprima se A
nao contém ideais nilpotentes nao nulos. E facil ver que esse resultado representa uma

generalizagdo daquele obtido no contexto de C*-algebras.

Entretanto A x,G nem sempre é associativo. Veremos no Exemplo 2.4.1 que se H é o
grupo de Klein, de ordem 4, e F' é um corpo de caracteristica 2, entao o produo cruzado
FH %, G nao é associativo, em que F'H denota a algebra de grupo do grupo H sobre F.

Pelo teorema de Maschke segue que F'H nao é semiprima.
Para futuras referéncias, foi introduzida em (3] a seguinte terminologia:

Diremos que uma algebra A é fortemente associativa se, para qualquer grupo G e para

toda agao parcial a de G sobre A, o produto cruzado parcial A%, G é associativo.
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Portanto, uma dlgebra semiprima é fortemente associativa.

Dada uma algebra A, e considerando a dlgebra W(A), chamada a dlgebra dos multi-
plicadores de A, veremos no Cap. 1 (vide Lema 1.2.1) que se a = ({Ay}gec, {@g}sec) é
uma agdo parcial arbitrdria de um grupo G sobre A, entéo A é fortemente associativa se,

e somete se, a condi¢do (1.1) verifica-se, isto €,
(ago Rcoag-1)0 L, = Lo (ag0oR.0ay1)
é vélida em Ay, para todo g € G etodo a,c € A.

Verificaremos a validade dessa condigao sempre que formos provar que a &algebra de
grupo F'H, de um grupo finito H sobre um corpo F' cuja caracteristica p divide a ordem

de H, é fortemente associativa.

No Exemplo 2.1.1 veremos que a algebra de grupo do grupo ciclico de ordem 2 sobre
um corpo de caracteristica 2 é fortemente associativa.
Também, se H =< y : 9> = 1 > é um grupo ciclico de ordem 3, e F' é um corpo de

caracteristica 3, verifica-se no Exemplo 2.2.1 que F'H é fortemente associativa.

Z 7 7

A H=<y:yt=1>4 iclico de ordem 4 H=—x—Xx—
gora,Zse Z Yy é um grupo ciclico de ordem 4, ou 2Z_X 57 X 57

ou H= 17 X VA e se F' é um corpo de caractristica 2, os Exemplos 2.3.1, 2.5.1 e 2.6.1,

respectivamente, mostram que F'H nao é fortemente associativa.

O capitulo 3 é dedicado ao problema de caracterizagao das élgebras de grupo forte-
mente associativas. A Proposicao 3.1.1 considera o caso quando H =<y:y?P =1 > ¢

um grupo ciclico de ordem p.

O Lema 3.2.1 desempenha um papel fundamental para o desenvolvimento deste tra-
balho.

Usando a Proposicdo 3.1.1 e o Lema 3.2.1 demonstra-se o Teorema 3.3.1, no qual H é

um grupo nilpotente.

Agora, usando alguns resultados da teoria de blocos caracteriza-se F'H quando H é
um grupo de Frobenius com complemento P, em que P é um p-subgrupo de Sylow de H
(vide Teorema 3.5.3).

No Teorema 3.6.2, o grupo H é p-solivel e A (H,O,(H)) é uma F-algebra semisim-
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ples.

Usando o Teorema 3.7.3 podemos concluir que F'Sy néo é fortemente asociativa (vide
Exemplo 3.7.1).

Usando também alguns resultados sobre grupos p-nilpotentes sao demostrados os Te-
oremas 3.8.4 e 3.9.4. No Teorema 3.8.4, H é um grupo metabeliano e F' é um corpo
algebricamente fechado de caracteristica p > 0, enquanto no Teorema 3.9.4, o grupo H ¢é
p-solivel, A (H, Oy (H)) é uma F-élgebra nao-semisimples, e F' é algebricamente fechado
de caracteristica p > 0. Aqui a condigdo (1.1) é substituida ou reduzida & uma outra,

dada no item (iv) desse Teorema 3.9.4.

Finalmente, no capitulo 4 sao feitas caracterizacoes para o grupo simétrico S,, e para
os grupos diedrais D,, de ordem 2n. Como S,,n > 5, nao é solivel, obtem-se exemplos de

grupos nao soluveis para os quais as dlgebras de grupo nao sao fortemente associativas.



I

Indice
1 Multiplicadores de Algebras x Associatividade Forte de Algebras 1
1.1 Definicoes (Agao Parcial de um Grupo sobre uma Algebra, Produto Cru-
zado Parcial, Algebra dos Multiplicadores de uma Algebra dada) . . . . .. 1
1.2 Condicao Necessdria e Suficiente para uma Algebra ser Fortemente Associ-

2 Exemplosde Algebras de Grupo Fortemente Associativas e Nao-fortemente

Associativas 9

2.1 Grupo Ciclicodeordem 2 . . . . . . . .. ... ... 13

2.2 Grupo Ciclicodeordem 3 . . . . . .. .. ... ... 13

2.3 Grupo Ciclicodeordem 4 ... . . . . o o o oo e 14

24 GrupodeKlein . . . . . . ... 15
Z Z Z

25 H = — X o= X o= o e i e e e e e e e e e e

° 2Z %% 10

Z Z

26 H = — X — o o o e e e e e §
Z 2z 10

3 O Problema de Caracterizagao das Algebras de Grupo Fortemente As-

sociativas 19

XV



xvi Indice
3.1 O Grupo é Ciclico de ordem p prima . . . . .. ... ... . ... ..... 19
3.2 Uma Condigao para a Algebra de Grupo nao ser Fortemente Associativa . 21
3.3 O Grupo é Nilpotente . . . . . .. .. . . . ... . .. .. ... 22
3.4 Resultados Auxiliares . . . . . . . . . . . . e 23
3.5 O Grupo é de Frobenius com complemento P . . . . . ... ... ..... 26
3.6 O Grupo H é p—solivel e A(H,0,(H)) é uma F—élgebra Semisimples . 34
3.7 Um Tipo Particular de Grupo p—Soldvel . . . . .. ... ... .. ..... 36
3.8 O Grupo é Metabeliano . . . . . ... . ... ... .. .. ......... 40
3.9 O Grupo H é p—Soluvel e A(H,0,(H)) é uma F—3algebra ndo-Semisimples 43

4 Caracterizagoes Para o Grupo Simétrico S, e Grupos Diedrais D, de

ordem 2n 53



CapriTUuLO 1

Multiplicadores de Algebras X
Associatividade Forte de Algebras

1.1 Defini¢oes (Agao Parcial de um Grupo sobre uma
Algebra, Produto Cruzado Parcial, Algebra dos
Multiplicadores de uma Algebra dada)

Seja G um grupo com elemento neutro 1 e seja .A uma algebra, associativa (néo neces-

sariamente com unidade).

Definicao 1.1.1. Uma agdo parcial de G sobre A € um par o = ({Ag}gec, {Q}eec), for-
mado por uma colegao de ideats (bilaterais ) A, de A, e por uma colegio de isomorfismos

de dlgebras

ag: Ag-1 — Ay,

satisfazendo para todo g,h € G :
(1) A1 =A eay € o automorfismo identidade de A;
(1) Agn-1 2 a;' (Ax N Ag-1);

(1i3) ag 0 an(z) = agn(z), para cada z € o' (Ap N Ay-r).

As condigoes (i) e (ii7) nos dizem que ag, é uma extensdo de «y o . Agora,

1



2 Multiplicadores de Algebras X Associatividade Forte de Algebras

tomando h = g~! em (iii), obtemos
ag 0 ag-1(z) = ay(z) = z,
para todo z € a;_ll (Ag-1 N Ag-1) = Ay; isso implica que ay-1 = o', para todo g € G.

Além disso, é facil ver que as condigbes () — (¢42) s@o equivalentes as seguintes:
(1) A; =Ae o é o automorfismo identidade de A;
(ii') ag(AnNAg-1) = AgN A, Vg,heG;,
(131") oy (an(z)) = gn(z), Yz € Ap-1 N Agry-1, YV 9,he€G.

Com efeito, segue de (i2) que
a,:l (Ar N .Ag—l) C Ap-1 N Ap-14-1.

Substituindo h por h~! e g por gh temos a,:_ll (Ap-1 N Ap-15-1) € Ap N A1, e conse-
quentemente

ap-1 (ApN Ag—l) D Ap-1 N Ap-14-1.

Como ay,-1 = a;' obtemos
a,:l (.Ah, N Ag—l) =Ap-1 N Ah—lg—l,

de modo que vale (7i7').

Finalmente, usando novamente que ;-1 = a;l

e substituindo A~! por g segue (ii').
Passamos agora a considerar uma generalizagao do conceito de produto cruzado.

Definicao 1.1.2. Dada uma agdo parcial o = ({Ag}sec, {Qg}tsec) de um grupo G sobre
uma F'—dlgebra A, o produto cruzado parcial de A e G por a, denotado por A *, G,

€ o conjunto de todas as somas formais finitas {Z agdy : ag € Ay}, em que 6, sdo

g€eG
simbolos.

A adicao é definida componente & componente, e a multiplicagao é determinada por
(agdy) - (bron) = arg (ag-1(ag)bp) dgn.

Note que como ag-1(ay) € Ag-1 € by € Ai, e sendo A,-1 e A, ideais, temos

que ag-1(ag)bp € Ay N Ag-1. Segue da condigao (#1') que

ag (ag-1(ag)bn) € AgN Agy C Agh,
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e o produto estd bem definido.
Note também que podemos identificar A com .Ad;.

Para futuras referéncias, foi introduzida em [3] a seguinte terminologia:

Definicao 1.1.3. Dizemos que uma dlgebra A € fortemente associativa se, para qualquer
grupo G e para toda agdo parcial o« de G sobre A, o produto cruzado parcial Ax, G é

associativo.

Sejam F' um corpo e A uma F-élgebra.

Definigao 1.1.4. Um multiplicador de A é um par (L,R), em que L e R sdo trans-
formagaoes lineares de A em A satisfazendo para todo a,c € A:

i) L(ac) = L(a)c,

i1) R(ac) = aR(c),

i11) aL(c) = R(a)c.

Chamamos L a agéo a esquerda e R a agao a direita do multiplicador (L, R).

O conjunto de todos multiplicadores de A serd denotado por W (A). E f4cil verificar

que W (A) é uma 4dlgebra sob as seguintes operagaes :

(L,R)+(L',R) =(L+L,R+R);
ML,R) = (AL,\R) (AeF);
(L,R)(L',R) =(LoL R oR).
Com essas operagoes W (.A) é chamada a dlgebra dos multiplicadores de A. W (.A) tem o
elemento unidade (Id, Id), em que Id: A — A é a aplicagao identidade.

Agora suponha que I é um ideal (bilateral) de A. Note que cada a € A d4 origem a

um multiplicador 7, = (L4, R.) de I definido por

Considere a aplicacao
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¥ é um homomorfismo de algebras pois ¥ é F'—linear e, além disso,

Lac = La o Lc; Rac = Rc o Ra,;

de modo que

‘Il(ac) = Nac = (Lac’ Rac) = (La o Lc7 Rc o Ra) =
= (La’ Ra)(LC> Rc) = MNalle = \I/(a)‘II(C)

Seja ¢ : A — Bum isomorfismo de F—algebras. E fécil ver que se (L, R) € W (A),

entdo (poLog™!,po Ro¢p')é um elemento de W(B), e temos o seguinte resultado, o
qual estd enunciado em [3] sem demonstragao.

Proposicao 1.1.1. A aplicacgo ¢ : W(A) — W(B) definida por #(L,R) =
(poLopt,¢poRo¢d™t) é um isomorfismo de F— dlgebras.

Demonstragao: Com efeito, ¢ é F—linear pois ¢, L, R, ¢~! sdo F'—lineares, de modo
que as compostas ¢oLog¢g™l e poRo¢! osio; também temos

é((L,R)(L,R)) =¢(LoL',R oR)

=( oLoLlqu_l,gboR’oRogb_l)
=(d)oLod)_loqﬁoLloqb_l,qSoR'ogb‘lo¢oRo¢_1)
=(poLo¢g !, poRogp7)(poL' 0ogp™,poR 0ogp™')
é(L,R) (L', R'), para todo (L,R), (L', R') € W(A)

Il

Agora, ¢ é sobrejetora pois dado (L", R") € W(B), tomando

(L,R)=(¢7roL" 0¢,¢7 o R" o) € W(A), obtemos ¢(L,R) = (L",R").

Finalmente, se ¢(L,R) = (poLo¢™' ¢poRo¢~!) = (0,0) segue que poLo¢p™?

epoRop™! =0, e dai obtemos L=0e R=0, isto é, (L,R) = (0,0), e portanto
injetora. Isso completa a demonstracao.

=0
¢ é
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1.2 Condicao Necessaria e Suficiente para uma Algebra

ser Fortemente Associativa

Observacao 1.2.1. Seja G um grupo qualquer e o = ({Ag}sec,{@g}sec) uma agdo
parcial arbitrdria de G sobre uma F'—dlgebra A. Sejam a,c € A. Considere 1, = (Lq, R,)
como um multiplicador de Ag, g € G, e n. = (Lc, Rc) como wm multiplicador de Ag-1.
Sendo oy : Aj-1 — Ay um isomorfismo, seque pela Proposi¢io 1.1.1 que a aplicagdo
by : W(Ag-1) — W(A,) definida por:
0y(L,R) = (agoLoay!,ajoRoayt)
= (agoLoag1,ay0 Roay1)

€ um 1somorfismo de F'—dlgebras, de modo que

0y(Le, Re) = (ag 0 Lo 0 ag-1, 09 0 Re 0 tg—1) .
Portanto, podemos considerar L, como a agdo a esquerda do multiplicador n, de A, e

ay 0 R. 0 ag-1 como a agdo a direita do multiplicador &y(Lc, R.) de A,.

L, e ag 0 R. 0 ag—1 aparecem naturalmente no préximo resultado, cuja demonstragao

estd contida na prova do Teorema 3.1 de [3], p.6, devido a M. Dokuchaev e R. Exel.

Lema 1.2.1. Seja A uma dlgebra (associativa) e seja o = ({Ag}sec, {@}gec) uma acdo
parcial de um grupo G sobre A. Entao o produto cruzado parcial Ax,G € associativo se,

e somente se, a igualdade
(ago Rcoag-1)o Ly = Loo (ago R.oa,1) (1.1)

¢ valida em Ay, para todo g € G e todo a,c € A.

Verificaremos a validade dessa condigao (1.1) sempre que formos provar que uma certa

algebra A é fortemente associativa.

Demonstragao do Lema 1.2.1: Obviamente A x, G é associativo se, e somete se,

(a(Sh b(SQ) (:5f = a6h (bég Céf) (1.2)
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para arbitrarios h,g,f € Gea € Ay, b€ Ay, c € Af. Notemos que
(adn bd,) ¢ b5 = an(ap-1(a) b) g ¢ 05 = ang{ay, lan(ap-1(a) b c}ongs.
Vemos que ay-1(a) b € Ap-1 N A, implica
an (ap-1(a) b) € an (Ap-1 NAy) = Ap N Ay, por (i) de 1.1.1.
Agora por (iii') de 1.1.1 segue que
o fon (@ (0) ] = g {ner [an(an-1 (@) D)} = ot (s (a) B).

Como esse elemento pertence a Ag-1 N Ag-1,-1, podemos também separar sy, donde

(adn bdg) cbf = an {ay [ag-1(an-1(a) b)c] } Ohgs.
Comparando com

adp (bdg cds) = adn ag (ag-1(b) ¢) dgr = an [an-1(a) ag (ag-1(b) ¢) | Ongs,

e aplicando ajp-1, obtemos que (1.2) vale se, e somente se,
ag{ag-1(an-1(a) b) ¢} = ap-1(a) ay (ag-1(b) c) é verificada para todo a € Ay, b€
Ag’ C E .A.f.

Como ap-1: Ay — Ap-1 é um isomorfismo, «y,-1(a) pertence a Ay-1 e, consequen-

temente, a condicao acima é equivalente a
ag(ag-1(ab) c) = acy(ay-1(d) c) (1.3)

paratodo a € A,-1, be Ay, c€ Ay. Se h=f =1, entdo Ay, = A; = Aelogo A*,G
é associativo se, e somete se, (1.3) vale para g € G, a,¢c € Aeb € A, arbitrdrios. Isso é

equivalente a afirmar que aigualdade (1.1) é vélida em A, para todo g € Getodoa,c € A.
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Foram obtidos os dois seguintes resultados auxiliares:

Lema 1.2.2. Seja A= B x D, em que B e D sio F—dlgebras. Se a F—dlgebra A é

fortemente associativa, entao B e D sao fortemente associativas.

Demonstracao: Provaremos que B é fortemente associativa, de modo andlogo prova-

se que D é fortemente associativa.

Suponhamos que B néo seja fortemente associativa. Entao existe um grupo G e uma
agdo parcial p = ({By}eec, {ltg}9ec) de G sobre B tal que B %, G nédo é associativo.

Pelo Lema 1.2.1, isso implica que existe um ideal By, # B com g, # 1 tal que

(K, © e 0 iz1) © La # La© (ptg, © Re © pr71)

em By, para algum a € B e para algum c € B.
Mas a = ({Ag}sec, {ag}qec) dada por:

Ag:Bg,ngG, 97&1; A1=A: agzlu'gv.QEG,g#l)

a1 = Idy, é uma agao parcial de G sobre A, pois para cada g € G, B, é um ideal de \A.
Consequentemente a igualdade (1.1) nao é vélida em A, = B,, para os elmentos a e
¢, contradizendo a associatividade forte de .A. Portanto, B e D sao fortemente associa-

tivas.

Lema 1.2.3. Sejam A uma F—dlgebra, F' um corpo, G um grupo qualquer e o =

’

({Ag}gec, {ag}tgec) uma agdo parcial arbitrdria de G sobre A. Se um ideal Ay, g € G, é

um somando direto de A, entao a igualdade (1.1) é satisfeita em A, , paratodoa, c € A.

Demonstragao : Seja A, um somando direto de A e seja Z um ideal de A tal

que A=A, PI.

Queremos provar que
(ago oR.0 aga—l) oL,=1L,0 (ago oR.o0 aggl)

é vilidaem Ay, Va,ce A
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Para isso, sejam b€ Ay, a,c€ A. Escreva a =a;+az, em que a; € Ay, az €Z.
Entao,
ag, (0 -1(a b) ¢) = ay, (a,-1((a1 + a2) b) c)
= ay, (eyz1(a1 b) ¢)
= ay, (a,-1(a1) a,-1(b) )
— a1, (01(8) 0
= (a1 + a2) ay, (a,-1(b) c)
= a Qq, (ag;‘(b) c).
Portanto, a igualdade (1.1) é satisfeita em todo somando direto A, de A, para todo

a,c€ A.



CAPITULO 2

Exemplos de Algebras de Grupo
Fortemente Associativas e

Nao-fortemente Associativas

Para uso posterior, os seguintes resultados bem conhecidos sao necessarios.

Lema 2.0.1. Seja H =<y :y? =1 > um grupo ciclico de ordem p" e seja F um corpo
de caracteristica p. Entdo para cada i € {0,1,2,...,p"}, a dlgebra de grupo FH tem
ezatamente um ideal de dimensdo p"—i sobre F, a saber J(FH)' = FH(y—1)" (i—ésima
poténcia do radical de Jacobson J(FH) de FH ).

Demonstragao : (Adaptada de [15], Lema 17.13(ii), p. 295).

Com efeito, considere a aplicagao

6: F[X] — FH definida por
f— £

F[X
Note que 6 é um homomorfismo sobrejetor de algebras, logo 7 [(9])
i

ker(6) = {f € F[X]: f(y) =0}.

~ F'H, em que
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Como F[X] é um dominio de ideais principais, ker(#) é o ideal gerado pelo polinémio
moénico f,, de grau minimo, tal que f,(y) = 0.
Agora, sendo yP" = 1 temos que XP" — 1 € ker(0).

Note ainda que se f = Z k; X* é um polinémio de grau r < p", segue que
i=0

fly) = Zkiyi # 0, pois os elementos {1,y,3? ...,y"} sdo linearmente independentes

=0
" F[X]
sobre F'. Logo ker(f) =< X? —1 >, de modo que —xr _13s FH.
F(X I
Sabemos que qualquer ideal de <XP'[——]1> tem a forma ~xr o1 em que [ é

um ideal de F[X] contendo < X?" —1 >. Como F'[X] é um dominio de ideais principais,
I =< f > para algum f dividindo XP" —1. Mas X?" —1 = (X — 1)?", de modo
que I =< (X —1)" > para algum 7, 0 < ¢ < p*, e a imagem I* de [ em FH é
I*=FH(y—1)-.

Porque J(FH) = A(H) (ideal de aumento de F'H) e H é gerado por y, temos
também J(F'H)= FH(y— 1). Portanto os ideais de F'H sao os
J(FHY = FH(y— 1), 0<i<p‘e dimi—dimi—'d d
dimpJ(FH)!=p" —i, 0<1<p"

Lema 2.0.4. (Vide [15],p. 808, Lema 1.2). Seja H um grupo de ordem p", n > 1, e
seja

H=H 2H 2 - 2H, 2 Hpy =1

uma série de composicao de H. Para cada i = 1,2,...,n, escolha ¢; € H; — H;4,.
Seja F um corpo de caracteristica p. Entdo os elementos A ai,as,...,an) = [];(g: —
D% com 0 < a; < p formam uma F—base de FH. Além disso, esses elementos

com X0,0,...,0) =1 excluido formam uma F—base para A(H) (o ideal de aumento de
FH).

Corolario 2.0.1. Seja H =< y:y?" = 1> um grupo ciclico de ordem p™ e seja F' um
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corpo de caracteristica p. Entao
B={(y—1)*: 0<k<p"—1}

¢ uma F—base da dlgebra de grupo F'H.

Demonstragdo (Alternativa).
2

P
Para cada 2=1,2,...,n, escolha ¢; € H; — H;y; como g; = yP

Pelo Lema 2.0.2 segue que os elementos

Ma,ag,..-,00) =[[i(g —1D)% (0<a;<p-1)
= (y—1)%(yP —1)% ... (yp"‘l — 1)
= (y—1)%(y— - (y— 1)
= (y— 1)(1+p+--~+p“—‘) a;

)ai

p—1

-1
=(y—1)" em que k= (p )ai,

p—1

n—(i—1) _

yP

i—1

formam uma F—base de FFH. Além disso, como 0 < a; <p—1 obtemos 0 <

p" -1

e consequentemente, 0 < (

B={(y-1)F:0<k<p"—1}

é uma F'—base de F'H.

7 ) a; <p"—1,1isto é, 0 <k <p"*— 1. Portanto

<1

Observagao. Seja H = H; x Hy, em que H; e Hy sao grupos finitos, e seja F' um corpo.

Sejam [ e 32 F'—bases de F'H; e F Hy, respectivamente.

Como existe um isomorfismo

f*: FHIQFHy, — F[H; x Hy] tal que
fflu@®@v) = ww (ue FHy, v € FH,)

segue que B = f*(8 Q) B2) é uma F—base de F[H; x Hy] = FH.
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Usando a observagao anterior, segue pelo Corolério 2.0.1 e por indugdo o seguinte

Lema 2.0.5. Seja H =< a1 > XX < a, > um p—grupo abeliano finito decom-
posto como um produto direto de p—subgrupos ciclicos < a; >,...,< a, >, de or-

dens p™,...,p", respectivamente. Seja F' um corpo de caracteristica p. Entdo
B = {(al—1)k’(a2—1)k2---(ar—1)k’ 0L k<ph—-1i=1,...,7r}
¢ uma F—base da dlgebra de grupo F'H.

Uma outra demonstragdo do Lema 2.0.3 pode ser vista no artigo de W. E. Deskins,

“Finite abelian groups with isomorphic group algebras”, Duke Math. J. 23 (1956), 35-40.

Vimos no Lema 1.2.1 que dada uma agao parcial o = ({4, }sec, {ay}sec) de um grupo
G sobre uma algebra A, entao A é fortemente associativa se, e somete se, a condigao

(1.1) verifica-se, isto é,
(ago Reoag-1)0 Lg= Loo (g0 Reoay-1)
é valida em A, para todo g € G e todo a,c € FH.
Para evitar repetices de argumentos, foi obtido o seguinte

Lema 2.0.6. Seja H um grupo finito e seja F' um corpo. Seja G um grupo qualquer e
a = ({Ag}gec; {@g}gec) uma agdo parcial arbitrdria de G sobre a dlgebra de grupo FH.
Suponha que g € G € tal que A, = FH ou A, = A(H). Entdo a igualdade (1.1)

verifica-se em Ay, com a,c € F' arbitrdrios.
Demonstragao : Queremos provar que
(ago Reoag-1)0 La = Lgo (g0 Rcoay)
é véalidaem Ay, Va,ce FH.

Com efeito, se A, = F'H, entao o, ¢ um automorfismo de FH. Como a € A, obtemos

para b € A,, c€ FH, que
agy (ag-1(ab) c) = ag(ag-1(a) ag-1(b) c)

= ag (ag-1(a)) ag(ag,-1(b) c)

=a ag (a,-1(b) ¢),
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e a igualdade (1.1) verifica-se neste caso.

Agora, se A, = A(H), sejam b € A(H), a,c€ FH. Usandoque FH =A(H)PF
(soma direta de F'—espagos), escreva a = a + )\ emque o € A(H), N€ F.
Entao
g (aga(ab) ©) = ay ((ag-1(a'b) ) +a (g1 (AD) )
= ag (ag-1(a")ag-1(b) €) + A g (ag-1(b) ¢)
=a ag(ag-1(b) ) + X ag (ag-1(D) ©)
— (@ +A) a (@i (B) ©)

=a Qg (ay_l(b) C) )

de modo que a igualdade (1.1) é satisfeita em A, = A(H).
|

A seguir sao apresentados dois exemplos de algebras de grupo fortemente associativas.

2.1 Grupo Ciclico de ordem 2

Exemplo 2.1.1: Seja H =<y : y*> = 1> um grupo ciclico de ordem 2, e seja F' um

corpo de caracteristica 2. Entdo a dlgebra de grupo F'H € fortemente associativa.
Com efeito, pelo Lema 2.0.1 o tinico ideal néo trivial de FH é J(FH)= FH(y—1).

Seja G um grupo qualquer e « = ({Ag}seq, {@g}sec) uma acéo parcial arbitraria de
G sobre FH. Entdo, para todo ¢ € G, temos A, = FH ou Ay, = J(FH). Como H é
um 2—grupo segue que J(FH)= A(H). Pelo Lema 2.0.4, segue que a condigao (1.1) é

satisfeita. Portanto, F'H é fortemente associativa.

2.2 Grupo Ciclico de ordem 3

Exemplo 2.2.1: Seja H =<y :y>=1> um grupo ciclico de ordem 3, e seja F um

corpo de caracteristica 3. Entao a dlgebra de grupo F'H € fortemente associativa.
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De fato, pelo Lema 2.0.1 temos que os Unicos ideais nao triviais de F'H sao
J(FH)=FH(y—1)e J(FH)?=FH(y—1)%

Seja G um grupo qualquer e @ = ({Ag}geq, {@g }sec) uma acdo parcial arbitraria de G
sobre F'H. Neste caso, Vg € G, temos A, = FH ou A, = J(FH),ou A, =J(FH)2.

Como H éum 3—grupo segue que J(F'H) = A(H). Logo, pelo Lema 2.0.4, a igualdade
(1.1) é vilidaem A, = FH eem A, =J(FH).

Agora, seja A, = J(FH)?. Como dimpJ(FH)? =1, vemos facilmente que

agoR:004-1€ L, comutamem Ay, Va,c € FH. Portanto, FH é fortemente associativa.

Os préximos exemplos exibem élgebras de grupo as quais nao sao fortemente associa-

tivas.

2.3 Grupo Ciclico de ordem 4

Exemplo 2.3.1: Seja H =<y : y* = 1 > um grupo ciclico de ordem 4, e seja F' um

corpo de caracteristica 2. Entdo FH ndo € fortemente associativa.

Com efeito, pelo Coroldrio 2.0.1, B = {1,(y—1),(y—1)2 (y—1)*} é uma F—base de
FH. Tome I o ideal gerado por (y —1)? (I é o subespaco de FH gerado por (y—1)?e
(y —1)%). Seja G=<g: g?>=1> um grupo ciclico de ordem 2.

Considere a agdo parcial a de G sobre F'H dada por A, =1, e

ag: (y—12 — (y—-1)°
(y—-10° — (-1~

(Por definigao A; = F'H e a; é o automorfismo identidade de F'H).
Agora, tomando z = (y — 1)d; + (y — 1)?4,, obtemos:

zz = ((y— 1o+ (y — 1)%,) ((y — 1)é1 + (y — 1)%4,)
=(y— 12+ (y — 1)*5,+0+0.
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Por um lado, temos

(zz)z = [(y—1)%01 + (y — 1)%,] ((y — 1)é1 + (y — 1)3)
=(y—1)%01 +0+ (y —1)%5, +0
= (y—1)%1 + (y — 1)%0y;
enquanto
z(zz) = ((y — D)o+ (y — 1)) ((y — 1)%61 + (y — 1)°4,)
=(y—1)0°6+0+0+0
= (y — 1)%1.

Como (zz)z # z(zz), segue que F H nao é fortemente associativa.

2.4 Grupo de Klein

Z Z
Exemplo 2.4.1: Seja Hzﬁxﬁ =<a: a%=1>><<a2: a3 =1>, eseja F

um corpo de caracteristica 2. Entdo a dlgebra de grupo F'H nao € fortemente associativa.

Com efeito, pelo Lema 2.0.3 B = {1, (a1 —1), (a2—1), (a1—1)(az—1)} é uma F—base
de FH. Seja G =< g: ¢g?> =1 > um grupo ciclico de ordem 2 e tome I oideal de FH

gerado por v = (ag — 1) (I é o subespago gerado por v e (a1 — 1)v ).
Considere a agao parcial « de G sobre F'H dada por Ay = I,
ag: v — (a1 — 1)
(a1 —1)v — w.

(Por definicdo A, = FH e a; é a aplicacao identidade de FH). Entao o produto
cruzado FH %, G nao é associativo. Para ver isso, tome z = (a; — 1)d; +vd,. Neste caso

é facil ver que (zz)z = vd,, enquanto z(zz) = 0.

Como (zz)r = vd, # 0= z(zz) segue o resultado.
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Z Z Z

25 H=onxo X7

, Z Z Z 2 2
Exemplo 2.5.1: Seja Hzﬁxﬁxﬁ =<a: a;=1>%X<ay: a3=1>x<
az: a2=1>, e seja F um corpo de caracteristica 2. Entio a dlgebra de grupo FH ndo

€ fortemente associativa.

De fato, pelo Lema 2.0.3
B ={1,(a1-1), (a2—1), (a1—1)(az—1), (as—1), (a1 —1)(as—1), (a2—1)(as—1), (a1—1)(az—1)(as—1)}
é uma F—base de F'H. Seja G =< g: ¢g?> =1 > um grupo ciclico de ordem 2 e tome I o

ideal de F'H gerado por v = (a3 —1)(az — 1) (I é o subespago gerado por v e (a; —1)v).

Considere a agao parcial a de G sobre F'H dada por A, =1,
ag:v— (a1 —1)v, (a1 —1)v — wv.

Tome z = (a; — 1)6; + vd,. Como no Exemplo 2.4.1 é ficil ver que (zz)z = vd,,

enquanto z(zz) = 0, logo F'H néo é fortemente associativa.

Z, Z,
2.6 H—4—Z'X—2'Z

Z Z

E lo 2.6.1: Seja H=— X —
xemplo eja 17 X7z
um corpo de caracteristica 2. Entdo a dlgebra de grupo F'H nao € fortemente associativa.

=<a;: al=1>x<ay: aj=1>, eseja F

Com efeito, novamente pelo Lema 2.0.3,
B={1,(a;-1), (a1—-1)% (a1—1)3, (aa—1), (a1—1)(az2—1), (a1—1)*(az—1), (a1—1)*(az—1)}

é uma F—base de FH. Considere também G =< g: ¢?> = 1 > um grupo ciclico de
ordem 2 e tome agora I o ideal de F'H gerado por v = (a; —1)?(az — 1) (I é o subespago

gerado por v e (a1 — 1)v).

Tomando a agao parcial a de G sobre F'H dado por A, =1,
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ag:v — (a1 —1)v, (a1 —1)v — v, entdo para z = (a; — 1)d; + vd,, obtemos

zz = ((a1 — 1)d1 +vd,) ((a1 — 1)61 + vé,)
= (a1 - 1)261 + (al - 1)’1)(59 +0+0.

Por um lado, temos

z = [(a1 — 1)%61 + (a1 — 1)vd,] ((a1 — 1)6;1 + v4,)
= (a1 —1)*61 + 0+ vd, +0
= (a1 — 1)381 + vdy;

(zz)

enquanto
z(zz) = ((a1 — 1)1 +vdy) [(a1 — 1)%61 + (a1 — 1)vd,]
=(a1—1)%;+04+0+40
= (a1 — 1)34;.

Como (zz)zr # z(zz), segue que F H néo é fortemente associativa.



CAPITULO 3

O Problema de Caracterizacao das
Algebras de Grupo Fortemente

Associativas

Iniciamos agora o estudo da caracterizagao das algebras de grupo F'H fortemente aso-
ciativas, em que H é um grupo finito e F' € um corpo cuja caracteristica p divide a ordem
de H.

3.1 O Grupo é Ciclico de ordem p prima

Os Exemplos 2.1.1, 2.2.1 e 2.3.1 sugerem a validade da seguinte

Proposigao 3.1.1. Seja H =<y: y? =1 > um grupo ciclico de ordem p e seja F' um
corpo de caracteristica p > 0. Entao a dlgebra de grupo F'H € fortemente associativa se,

e somente se, |H|=2 ou |H|=3.

Demonstragdo: (<) Se |H| = 2 ou |H| = 3, vimos nos Exemplos 2.1.1 e 2.2.1,

respectivamente, que F'H é fortemente associativa.

(=) Reciprocamente, se F'H é fortemente associativa, suponhamos que |H| > 5.

Sendo H ciclico, temos pelo Lema 2.0.1 que J(FH)?P~? tem dimenséao 2 sobre F, e

19
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podemos afirmar que J(FH) 2 J(FH)P™2.
Pelo Corolério 2.0.1,

B={L(y-1),....,p - )" (y— 1}

é uma F—base de FH, de modo que J(FH)?~% = FH(y— 1)P=2 é o subespago gerado
por (y— 1% e (y — 1.

Tome G =< g: ¢%=1> um grupo ciclico de ordem 2, I = J(FH)P~* e considere
a acdo parcial o de G sobre F'H dada por A1 =A,=1, e

ag: Ag — Ay
(y—1p% — (y— 1P
(y—1pt — (y—1p2

(Por definigio A; = FH e a; = Idpg). Tomando z = (y — 1)é1 + (y — 1)P~%4,, (note
que (y—1) e J(FH)C FH=A1e(y—1) ¢ J(FH)?? = A,), obtemos:

zz = ((y— 1)1+ (y — 1)P728) ((y — 181 + (y — 1)P724,)
=(y—1)%+(@y— 1P +0+0.

Por um lado, temos

z = [(y—1)20+ (y — 1)P718,] ((y — 1)61 + (y — 1)P724,)
= (y—1)% 40+ (y—1)P26,+0
= (y—1)361 + (y — 1)P724,;

(zz)

enquanto,
z(zz) = ((y— 1)1+ (y — 1)P7%0,) [((y — 1)%d1 + (y — 1)P7"5,)]
=(y—1)%0,+0+0+0
= (y - 1)%.

Logo, o produto cruzado parcial FH *, G néo é associativo, o que contradiz a hipotese.
Portanto, |H| =2 ou |H| = 3.
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3.2 Uma Condicao para a Algebra de Grupo nao ser

Fortemente Associativa

O préximo resultado desempenha um papel fundamental para o desenvolvimento deste
trabalho.

Lema 3.2.1. Sejam H um grupo finito e M # H um subgrupo normal de H.
Seja F' um corpo de caracteristica p. Se p| |M|, entdo a dlgebra de grupo FH ndo é

fortemente associativa.

Demonstracio : Denotemos por T = {1 = hy, ho, ..., ht} um transversal a esquerda
de M em H (conjunto completo de representantes de classes a esquerda de M), em que
o elemento identidade 1 de H é escolhido como o representante da classe M. Seja h =

14 hg +-- -+ hy, e considere M= Z z, 0 qual é um elemento nao nulo central de F'H.
) zeM
E facil ver que

WM = Mh=H, R*M =kH, M>=0 (pois M?=|M|M, e p||M)|).
Seja [ =< M > oideal de FH gerado por ]/VI\, o qual tem F'—base
{H, M, koM, ..., e M}.

Tome G =< g: ¢g?>= 1> um grupo ciclico de ordem 2 , e considere a agao parcial a de
G sobre F'H dada por Ag-1=A; =1,

ag: A1 — A

H— M
se k=2 e ~
M — H,
([ B — M
M — H
e se k> 3¢

fixa os demais

elementos da base
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(Por definigdo A; = FH e ay = Idry).
Finalmente, tomando z = I~u51 + M. d4, obtemos:
zz = (héy + M6,)(hé, + MS,)
= h26, + Hb,+ kM6, +0.
Por um lado, temos

(zz)z = [R26, + HE, + kMS6,)(héy + MS,)
= h36) + kH6, + M6y + 0 + k2Md, + 0
— 1361+ [BH + (1+ k) M| 8
enquanto,
z(zz) = (551 + A’I&_q) (26, + HS, + kM3,
= h38, + kH6, + kHb, + k*Ms, + 0+ 0
= h36; + [2k}7 + kzﬁ/f] 8,

Note que (zz)z—z(rT) = (]/V[\ — kH ) dy # 0. Portanto, F'H néo é fortemente associativa.

3.3 O Grupo é Nilpotente

Segue como conseqiiéncia da Proposi¢ao 3.1.1 e do Lema 3.2.1 o seguinte

Teorema 3.3.1. Seja H um grupo nilpotente e seja F' um corpo cuja caracteristica p

divide a ordem de H. Entdo a algebra de grupo F'H € fortemente associativa se, e somente
se, |H|=2oul|H|=3.

Demonstragao: (=) Suponha que F'H é fortemente associativa.

Afirmagao. Devemos ter |H| = p.

Com efeito, sendo H nilpotente finito e como p divide |H|, temos que o p—subgrupo
de Sylow P de H nao € trivial e é normal em H; Se P & H segue pelo Lema 3.2.1 que

F H nao é fortemente associativa, o que é uma contradicao. Logo H = P, e existe um
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subgrupo normal M de H tal que |H/M| = p (vide [13], Teorema 7.2). Se M # {1},
pelo Lema 3.2.1, obtemos novamente que F'H néo é fortemente associativa, o que é uma

contradicdo. Portanto, |H| = p, provando a afirmacao.

Neste caso, pela Proposicao 3.1.1 segue que |H| =2 ou |H| = 3.

(<=) Reciprocamente, se |[H| = 2 ou |H| = 3, pelos Exemplos 2.1.1 e 2.2.1 temos que

FH é fortemente associativa.

3.4 Resultados Auxiliares

Os préximos resultados sdo bem conhecidos e serdo usados nas demonstragoes dos teo-

remas subsequentes.

Teorema 3.4.1. (Vide [14], p. 182, Teorema 12.9(a)). Seja M um subgrupo normal de
H e seja F' um corpo de caracteristica p. Suponha que M € um p —grupo e ponha e =

|M |1 Z z. Entdo e é um idempotente central de FH e ex = e para todo x € M. Além

zeM
disso,

FH=FHe@@FH(1-e¢)
¢ uma decomposicao direta de FH em ideais (bilaterais). A aplicagio ¢ de FHe so-
bre F(H\M) definida por ¢(ge) = gM (g € H) € um isomorfismo de F'—dlgebras e
também um isomorfismo de F'H—mddulos. Também temos FH(1—e)= A(H, M).

Definicao 3.4.1. Seja A uma dlgebra de dimensao finita sobre um corpo F'. Um idempo-
tente central e em A é chamado centralmente primitivo se e # 0 e e ndo pode ser escrito

como uma soma de dois idempotentes centrais ortogonais nao nulos em A.

Proposicao 3.4.1. (Vide [15] , p.57, Proposigao 10.8 (1), (it), ou [14], Teorema 12.1 a),
b)). Seja A uma dlgebra de dimensdo finita sobre um corpo F.

(i) FEziste uma decomposicao direta

AzBl@"'@Bn
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de A em ideais bilaterais indecomponiveis B; # 0 com B;B; =0 para i# j.
(4¢) Escreva 1=e;+---+e, com €; € B;. Entao os e; sdo idempotentes centralmente

primitivos mutuamente ortogonais e B; = Ae; = e; A.

Lembremos agora o importante conceito de bloco.

Definicdo 3.4.2. Seja A = @, B; = ®_; Ae; a decomposicio definida na Proposi¢ao
8.4.1. B; é chamado um bloco e e; um idempotente de bloco de A. Escreve-se também B =

B(e) para indicar que B é um bloco contendo o idempotente de bloco e.

A partir da préxima Proposigao até a Proposigao 3.4.3 A denotard uma dlgebra de

dimensao finita sobre um corpo F'.

Sejam ey, €s, . . . , e, 0s idempotentes de blocos de A e seja V um .A— médulo indecom-
ponivel. Seja A = B(e1) @ --- ® B(e,) a decomposicao direta de .A em soma de blocos.

Dizemos que V pertence ao bloco B(e;) se existe 7 € {1,2,...,n} tal que

esV=Ve eV=0 para todo j # 1.

Observe que se V pertence ao bloco B(e;), entao:
(a) Todos A—médulos isomorfos a V' pertencem a B(e;),

(b) v=1-v =e;w paratodo veE V.

Proposigdo 3.4.2. (Vide [15], p. 59, Proposigio 10.10 (i), (), (iii),ou [14], Teo-
rema 12.1d),e), f)). Seja A= B(e1)®---® B(en) a decomposi¢do direta de A em soma
de blocos.

(i) Paratodo A—méduloV, V = ®_,e;V € uma decomposigao direta de V em A—mddulos.
Em particular, se 'V € indecomponivel, entdo V = e;V para um unico i € {1,2,...,n}.
(i) Para cada ideal i esquerda I de A, temos

n

I=EUINBe).

i=1

Em particular, cada ideal d esquerda indecomponivel pertence a exatamente um dos B ().
(iii) Se A; e As sdo ideais de A e A= A; ® As, entao Ay e Ay sdo somas diretas de
blocos. Em particular, os blocos sdo os nicos ideais indecomponiveis que sio somandos
diretos de A.
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Definicao 3.4.3. Seja 4A =1, ® --- & I, uma decomposi¢io de 4 A em submddulos
indecomponiveis {I;}. Esses somandos {I;} sdo chamados os mddulos indecomponiveis

principais (6 esquerda) de A.

Prova-se (vide [2], Teorema (54.5)) que um ideal a esquerda I de A é um médulo
indecomponivel principal de A se, e somente se, I = Ae para algum idempotente primitivo
e em A. Lembremos que um idempotente e € A é chamado primitivo se e nao pode ser

expresso como uma soma de dois idempotentes ortogonais.

Definicao 3.4.4. Dois A—mddulos indecomponiveis principais gerados por idempotentes
primitivos e e [ estdo ligados se existe uma seqiéncia ey, --- ,e, de idempotentes
primitivos com e; = e, e, = f, tal que para cada i, Ae; e Aeiy1 tém um fator de
composi¢io em comum. Dois idempotentes primitivos e e f estdo ligados quando os
mddulos Ae e Af estao ligados. A relagio ~ de estar ligado € uma relagdo de equivaléncia,
e podemos decompor o conjunto de todos A—mddulos indecomponiveis principais em um

nimero finito de classes de equivaléncia.

No que segue denotamos por Xj,..., X, as classes de equivaléncia de ~.

Proposicao 3.4.3. (Vide [15], p. 63, Proposi¢io 10.14). Seja A = ®_,Ae; uma

decomposicdo de A em mddulos indecomponiveis principais, e para cada j € {1,...,m}
ponha
I; = @ Ae;
.Ae,-GXj

(i) I, . .., Im sdo todos os blocos de A.
(i) Dois A—mddulos indecomponiveis principais estdo ligados se e somente se eles per-

tencem ao mesmo bloco.

Agora, apresentamos a seguinte

Definicao 3.4.5. Seja H um grupo finito e seja F' um corpo arbitrdrio de caracteristica
p > 0. Por bloco principal de FH entendemos o bloco que contém o FH—mddulo tri-

vial 1y ou lpy (o mddulo para a 1—representagdo ou representagdo trivial de H de grau

1).
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Denotemos o p -subgrupo normal maximal de H por O, (H), enquanto Op(H ) indica

o p—subgrupo normal maximal de H.

Definico 3.4.6. Um grupo H é chamado p—restrito se H satisfaz a propriedade
Cu (/M) CH

para M =0,(H) e H= O, ,(H) (imagem inversa de O, (H /M) em H).

Proposicao 3.4.4. (Vide [15], p. 115, Proposi¢io 1.20). Seja H p—restrito, seja M =

O, (H) e seja e= |M|~1 Z z. Entdo FHe = F(H,/M) é o bloco principal de F H.
zeM

3.5 O Grupo é de Frobenius com complemento P

Alguns resultados conhecidos permitem facilmente caracterizar as dlgebras de grupo
modulares fortemente associativas tais que H é um grupo de Frobenius com complemento

P, em que P é um p—subgrupo de Sylow de H.

Lembremos inicialmente a defini¢do de grupo de Frobenius.

Definicdo 3.5.1. Um grupo de permutagées H agindo sobre um conjunto S € dito tran-

sitivo quando para s,s' € S, eziste vy € H tal que ~(s) = s

Definicdo 3.5.2. Um grupo de permutagées transitivo H sobre m letras no qual somente
a identidade fiza mais que uma letra, mas para alguma letra i, 1 < ¢ < m, o subgrupo

fizando i é ndo-trivial, € chamado um grupo de Frobenius.

Os seguintes resultados bem conhecidos serao usados nesta segéo:

Teorema 3.5.1. (Frobenius) (Vide [11], p. 38, Teorema 7.5). Seja H um grupo de
Frobenius e seja H, o subgrupo fitando uma letra. Entdo o subgrupo de H consistindo
da identidade junto com aqueles elementos os quais fitam nenhuma letra formam um

subgrupo normal M de H de ordem (H : Hy).

M é chamado o ntcleo de Frobenius de H e H; é chamado um complemento de

Frobenius.
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Lema 3.5.1. (Vide [11], p. 38, Teorema 7.6).

Seja H um grupo de Frobenius com complemento Hy e micleo M. Entao

(i) H= MH, com MNH; ={1}, de modo que H € o produto semidireto de M por Hj.
(ii) |H1| divide |M| — 1.

(#43) Todo elemento de Hy — {1} induz por conjugagdo um automorfismo de M o qual fiza
somente o elemento identidade de M.

(iv) Cg(y) € M para todo y em M — {1}.

Observacao 3.5.1. Prova-se (em [11], p. 89, Teorema 7.7) o seguinte resultado:

Seja Hy um subgrupo néo trivial de H. Entdo H € um grupo de Frobenius com com-

plemento H; se, e somente se, H; € disjunto de seus conjugados e Np(H,) = H,.

Observacgao 3.5.2. Pova-se também (vide [17], p. 280, Teorema 2.6) que se H é um
grupo de Frobenius e M €é o nicleo de Frobenius de H, entdo M € um subgrupo nilpotente.
Usando esse resultado € fdcil ver que M € o inico subgrupo normal préprio de H o qual

satisfaz a condi¢do (iv) no Lema 8.5.1. Logo, um grupo de Frobenius tem um tinico micleo
de Frobenius.

Teorema 3.5.2. (Motose (1974)),(Vide [15], p. 189, Teorema 7.7). Seja H um grupo de
Frobenius com complemento Hy e nicleo M e seja F' um corpo arbitrdrio de caracteristica
p> 0.

(1) Sep divide |M| e P é um p—subgrupo de Sylow de M (e portanto de H, pelo Lema
3.5.1 (i1)), entdo J(FH)= FH-A(P)= A(H,P).

(ii) Se p nao divide |M|, entdo

J(FH) = J(FHy)e e dimpJ(FH)=dimpJ(FH,),

em que e= |M|™! Z m.

meM

Corolario 3.5.1. (Wallace (1958)),(Vide [15],p. 189). Seja P um p—subgrupo de Sy-
low de H, seja F um corpo de caracteristica p e seja H um grupo de Frobenius com

complemento P e nicleo M. Entao

J(FH) = A(P)e
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em que e=|M|™ z m.
meM

Em particular, dimpJ(FH)=|P|— 1.

O préximo resultado obtido é o

Teorema 3.5.3. Seja H um grupo de Frobenius com complemento P, em que P € um
p—subgrupo de Sylow de H, e seja F um corpo de caracteristica p > 0. Entdo a dlgebra

de grupo FH é fortemente associativa se, e somente se, |P|=2 ou |P|= 3.

Demonstracgao : Pelo Teorema de Frobenius e Lema 3.5.1 (4), existe um subgrupo
normal M de H tal que
H=MP, MnNP=/{1}.

Como |H| = |M||P|, M é um p'—grupo. Segue obviamente que M = Op(H) e que H é

p—restrito.

Seja e= |M|™ Z z. Pelo Teorema 3.4.1 segue que
zeM

FH=FHe® FH(1-¢e), (3.1)

emque FHew F(H/M)=FPeFH(1—e)=A(H,M).

=) Supondo que F'H é fortemente associativa, temos pelo Lema 1.2.2 que F'He €
fortemente associativa. Como F He = F'P segue que F'P é fortemente associativa.

Pelo Teorema 3.3.1, concluimos que |P| =2 ou |P| = 3.

<=) Reciprocamente, se |P| = 2 ou |P| = 3, segue de (3.1) e pela Proposi¢do 3.4.2
(iii) que os ideais FHe e FH(1 — e) de F'H sdo somas diretas de blocos. Mas, sendo H
p—restrito, obtemos pela Proposigao 3.4.4 que F'He é o bloco principal de F'H. Assim,

FH=FHe® FHe; ®---® FHe,

é a decomposicao direta de F'H em soma de blocos, em que e, ey,...,e, sao idempotentes

centralmente primitivos mutuamente ortogonais.

Agora pelo Corolario 3.5.1 (Wallace), segue que

J(FH) = A(P)e = J(FP)e;
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como FHe > FP segueque J(FHe)= J(FP)e,e J(FH)= J(FHe).Logo, J(FHe;) =
0, Vi = 1,...,n. Isso implica que cada bloco FHe;, i = 1,---,n, é uma F—algebra
simples.

Queremos provar que F'H é fortemente associativa. Para isso, seja G um grupo qual-

quer e a = ({ Ay }gec, {@g}gec) uma agao parcial arbitraria de G sobre F'H.

Analisemos inicialmente o caso |P| = 2. Neste caso, as possibilidades para A, sao
ou FH,FHe,J(FH)= J(FH)e, FHe;; ®---® FHe,emque 1<14<--<14<mn,
ou FHe® FHe; ®---® FHe;, ou J(FH)e® FHe;, ®---® FHe;,

Vamos provar que a condigdo (1.1) verifica-se.

Com efeito, em A, = F'H segue pelo Lema 2.0.4 que a igualdade (1.1) é satisfeita; Em
A, = FHe, FHe;,®---®FHe;,e FHe®F He; ®---®F He;,, obtem-se pelo Lema 1.2.3
a validade de (1.1). Agora, como dimpJ(F H)e = 1 segue que essa igualdade ¢ valida em
A, = J(FH)e.

Finalmente, seja A, = J(FH)e® FHe;, ®--- ® FHe;,.
Suporemos (para fixar a notagdo) que i, =1,--- i, =t <n. Como FHe = F'P temos
que J(FH)e= J(FHe) = J(FP). Assim, sendo FP = J(FP)@® F (como F—espagos),
FHe= J(FH)e® Fe (como F'—espagos). Sejam b€ Ay, a,c € FH. Escreva
a=a +ai+---+a;+ a1 + - +an, em que a € FHe, a; € FHe;, 1=1,...,7,

Seja a=a; +---+ a¢, entao
ag (ag-1(ab)e) = ag(oy-1 (a'b)c) + ay (ap-1(ab)c).
Escrevendo agora a =a’ + \e, em que o' € J(FH)e, )e € Fe, obtemos
ag (ag-1(ab)c) = ag(ag—1 (a"b)c) + g (ag-1(Aeb)c) + ay (ag-1(ab)c) .

Note que @b = 0 pois (J(FH)e)>=0e J(FH)eN (FHe; ® - ® FHe,) = 0. Assim,

como a € A, temos
ag (ag-1(ab)c) = 0+ Aoy (ag-1(eb)c) + acy (ag-1(b)c) .

Afirmagéo: oy (ag-1(eb)c) = eag (ag-1(b)c).
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De fato, escreva b= b + b, em que b € J(FH)e, b' € FHe;®---® FHe,.
1° caso: b’ = 0. Entdao b= 5", de modo que eb = eb = b, pois e é a identidade de
J(FH)e, e tem-se

ag (ag-1(eb)c) = ag(ag-1(eb)c) = ay(ag-1(b)c).

Por outro lado, observe que A,-1 = J(FH)e® ag-1(FHe; ®---® FHe), e que
a,-1 (FHey @ --- @ FHe;) é um ideal da forma FHe; & -+ ® FHej,. Como e ¢ a
identidade de JF He, temos que

eay (ag-1(b)c) = eog(og-1( ')c) == ag(ag—x(b')c).
Assim,
ag (ag-1(eb)c) = eay(ag-1(b)c).

2 caso: b =0. Entdao b=1b"e eb=eb =0, de modo que
g (arg-1(eb)c) = ag(ag-1(eb)c) = 0.
Por outro lado, devido ao isomorfismo
ag: J(FH)e® a-1(FHey®---® FHe;) — J(FHe)® FHe, ®---® FHe,

também temos ey (a-1(b)c) = 0. Logo, vale a afirmagao neste caso.

Finalmente, se b=0b +b", b',b" # 0, pelos 1° e 2° casos segue que

g (ag-1(eb)c) = ay (ag-1(eb)c) + ay (ap-1(eb”)c)
e (310 + coy (o0 8

=eag(ag 1(b +b ))
= eay (ag-1(b)c),

e segue a afirmagao. Observe que a demonstragao dessa afirmacéo nao depende do indice

de nilpoténcia do radical. Portanto,

ag (ag-1(ad)c) = Aeag (ag-1(b)c) + dag (ag-1(b)c)
= (a" + Xe) ay (ag-1(b)c) + @ ag (ag-1(b)c)
= (a'+a) ag (ag-1(b)c)

a ag (ag-1(b)c),
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isto é, a igualdade (1.1) é satisfeita em A, = J(FH)e® FHe; ®---® FHe;,. Logo, a

condicdo (1.1) verifica-se, e F'H é fortemente associativa.

Suponhamos agora que |P| = 3. Aqui, as possibilidades para A, sdo ou FH, FHe,
J(FH)e,(J(FH)e)* , FHe;, ®---® FHe;, 1 <iy <.+ <, <n, FHe® FHe; ®---®
FHe;,, J(FH)e® FHe;, ®--- ® FHe;,, ou (J(FH)e)* ® FHe;, © --- ® FHe;,.

Argumentando de modo andlogo & demonstragéo do caso |P| = 2, vemos que em
A, = FH,FHe, FHe;, ®---® FHe;, ,eem FHe® FHe;, ®--- ® FHe,,, a igualdade
(1.1) é satisfeita. Agora, como dimp(J(FH )e)? = 1 segue que essa igualdade é vélida
em A, = (J(FH)e)?

Seja A, = J(FH)e e sejam b € Ay, a,c € FH. Escreva a = a +ay+ -+ an,
onde a € FHe, a; € FHej, j=1,---,n.
Entdo oy (ag-1(ab)c) = ag (ag-1(a’b)c). Usando que FHe = J(FH)e ® Fe (como
F—espagos ), escreva. @ =a’ + e, em que a € J(FH)e, \e € Fe, para obter

g (ag-1(ab)c) = ay (ag-1(a"b)c) + ag (ag-1(Aeb)c)
=a" 0y (ag-1(b)c) + g (ag-1(Ab)c)
= 0" g (ag-1(5)0) + A @y (a1 (0)0)
— 0" oy (agm1(b)e) + Ae 0 (a-1(5)0)
= (a" + Xe) agy (ay-1(b)c)
— d ay (ag (b))

=0 Qg (ag'l (b)C) )
em que usamos que e ¢ a identidade do ideal A, = J(FH)e. Logo a igualdade (1.1)
verifica-se.

Considere agora A, = J(FH)e ® FHe;, @ --- @® FHe;,. Suporemos (para fixar a
notacdo) que i = 1,...,% = k < n. Sejam b € Ay, a,c € FH. Escreva a =
a +a+-+ap+ -+ a, em que a € FHe, aj € FHej, j = 1,...,n. Seja

a=aj;+...+a Entao

g (ag-1(ab)e) = g (ag—x(a'b)c) + g (ag-1(ab)c) ;

usando agora que FHe = J(FH)e@® Fe, escrevemos a =a" + Xe, em que a €
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J(FH)e, Xe € Fe, e obtemos

o (0rg-1 (ab)c) = ax, (ag_1 (a"b)c) + ag (g-1(Aeb)c) + ar, (0rg-1(ab)c)
Notando que a”, @ € Ay, segue que

ag (ag-1(ab)e) = a" ag (ag-1(b)c) + A ag (ag-1(eb)c) + @ ay (ag-1(b)c).

Agora, escrevendo b = b + b, em que b € J(FH)e, b € FHey ® - ® FHey, ¢
observando que
A1 =J(FH)e® ag-1(FHe, @ --- ® FHey),

j4 vimos anteriormente (caso |P| =2 ) que
ag (ag-1(eb)c) = e ay (ag-1(b)c).
Logo,

ag (ag-1(ab)e) = a" ag(ag-1(b)c) + e ag (ag-1(b)c) + @ ay
= (a" +Xe) ag (ag-1(b)e) +a ag (ag-1(b)c)
=a ag(ag-1(b)e) +a ag (ag-1(b)c)
= (a' +2) ag (ag-1(b)c)

= a 0y (ag1(0)c),

(eg-1(b)c)

de modo que a igualdade (1.1) é satisfeita em
.Ag = J(FH)@@FHB,I@ @FH@ik.

Finalmente, seja A, = (J(FH)e)?® FHe;, @ --- ® FHe;, e suponhamos, como antes,
que i1 =1,...9% =k <n. Sejam b€ Ay, a,c € FH. Escreva a=ad +a+---+ap+
Qky1 + -+ an, €M que o € FHe, aj € FHe;, j=1,...,n. Seja a =a; + -+ ak.
Entao

ag (ag-1(ab)c) = a4 (ag—l (a’b)c) + oy (ag-1(ab)c) ;

usando que FHe = J(FH)e® Fe, escrevemos a =a +)e,em que a € J(FH)e, \e €

Fe, e obtemos

0y (ag-+(ab)e) = a (- (a"b)c) + g (g1 (Aeb)e) + g (a1 (ab)e).
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Note que a’b = 0 pois (J(FH)e)®> = 0e J(FH)eN (FHe1 ® ---® FHeg) = 0, e
que a € A, Assim

ag (ag-1(ab)c) = 0+ X ay (ag-1(eb)c) + @ ay (ag-1(b)c) .

Agora, escrevendo b =b +b", em que b € (J(FH)e)? b € FHe @ -+ ® FHey, e
observando que

A1 = (J(FH)e)* ® ag-1(FHe, @ - -- ® FHey),
ja vimos anteriormente que
ag (ag-1(eb)c) = e ay (ag-1(b)c).

Logo,
ag (ag-1(ab)e) =0+ Ae oy (ag-1(b)c) + @ oy (ag-1(b)c)
= (a" + Xe) ay (ag1(b)c) + @ ag (ag-1(b)c)
= (a'+a) o (ag-1(b)c)

= a ag (ag-1(b)c),

de modo que a igualdade (1.1) é também satisfeita em
A, = (J(FH)e)>® FHe;, ®--- ® FHe;,.

Portanto, a condi¢ao (1.1) verifica-se, e F'H é fortemente associativa. Isso completa a

demonstragao.

Exemplo 3.5.1: Seja H = A4 o grupo alternado de grau 4. Temos
Aj=<abc:a®=b=c=1, ab=ba, cac’' =b, cbc™ =ab> .

Seja F um corpo de caracteristica p = 3. Entao Ay € um grupo de Frobenius com comple-
mento P =< c> e nicleo M =< a,b>. Note que P € um 3—subgrupo de Sylow de Aj.

Como |P| = 3, seque pelo Teorema 3.5.3 que F'A4 € fortemente associativa.
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3.6 O Grupo H é p—solivel e A(H,0y(H)) é uma

F—algebra Semisimples

Iniciamos esta segdo com a seguinte

Definicao 3.6.1. Seja p um nimero primo. Um grupo H € dito p—solivel se H tem uma

série subnormal
H0=H2H12H222H1={1}

tal que H;_1/H; é um p—grupo ou um p'-grupo para cada 1.

Observagio 3.6.1. Denotando por w(H) o conjunto de primos dividindo |H|, € fdcil
ver que todo grupo sohivel (finito) é p—sohivel para todo primo p em w(H). Além disso,

prova-se (vide [17], p. 170) que todo grupo p—solivel é p—restrito.

Aqui, além de alguns resultados anteriores, usaremos o seguinte

Teorema 3.6.1. (Wallace (1958) [15], p. 198, Teorema 8.11). Seja P um p—subgrupo
de Sylow de H. Entdo dimpJ(FH)=|P|—1, se, e somente se, ou H =P ou H € um

grupo de Frobenius com complemento P.

O préximo resultado obtido é o

Teorema 3.6.2. Sejam H um grupo p—solivel, P um p—subgrupo de Sylow de H e
seja F' um corpo de caracteristica p > 0. Suponha que A(H,Op(H)) € uma F—dlgebra
semisimples. Entdo a dlgebra de grupo FH € fortemente associativa se, e somente se, H
¢ um dos sequintes dois tipos:

(i) H € ciclico de ordem 2 ou 3;

(i1) H é um grupo de Frobenius com complemento P e nicleo H', |P|=2 ou |P|=3.

Demonstracao :
—) Suponha que F'H é fortemente associativa. Como H é p—soliivel, existe um subgrupo

normal M de H tal que H/M é um p'—grupo ou H/M tem ordem p.

Se H/M é um p'—grupo, entdo P é um p—subgrupo de Sylow de M, de modo que p

divide |M|. Pelo Lema 3.2.1 segue que F'H nao é fortemente associativa, o que € uma
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contradicdo. Portanto, |H/M|=p e p{|M|. Entdo M =Oy(H)e H=MP, MNP =
{1}, |P|=p.
Note que sendo H/M abeliano segue que H' C M. Se H' C M, como H'P # H é

um subgrupo normal de H e p divide |H'P| = |H'||P|, terfamos novamente pelo Lema

3.2.1 que F'H nio é fortemente associativa, o que é uma contradi¢ao. Portato M = H'.

Se H' = {1}, entdo H = P e pela Proposi¢ao 3.1.1 temos que |H| = 2 ou |H| = 3;
logo, H é do tipo ().

Vamos supor a partir de agora que H’ # {1}. Neste caso, note que p divide |P|
implica que P nao é normal em H, e consequentemente A nao é nilpotente. Seja e; =
S W

h’eH’
Pelo Teorema 3.4.1 segue que

FH = FHe; ® FH(1 —ey),
em que FHe, ~F(H/H')~FP e FH(l1-e)=A(H H).

Sendo F'H fortemente associativa, temos pelo Lema 1.2.2 que F'He; é fortemente
associativa. Como F'He, ~ FP segue que F'P é fortemente associativa. Pelo Proposicao

3.1.1 concluimos que |P| =2 ou |P|=3.

Agora, como A(H,H') = FH(1 —e;) é uma F—algebra semisimples, por hipétese,
temos que J (FH(1—e;)) = 0. Assim,

J(FH) =J(FHe))® J(FH(1—e1))
= J(FHe;) ~ J(FP).

Isso implica que dimpJ(FH) = |P|—1. Como H # P (pois H' # {1}), concluimos
pelo Teorema 3.6.1 que H é um grupo de Frobenius com complemento P (e niicleo H’,
pela unicidade do micleo de Frobenius (observagao 3.5.2)). Isso completa a demonstragao
da parte ~“somente se.”’

<=) Reciprocamente, se |H| = 2 ou |H| = 3 vimos nos Exemplos 2.1.1 e 2.2.1, respecti-

vamente, que F'H é fortemente associativa.

Agora, se H é um grupo de Frobenius com complemento P e nicleo H’,|P| = 2 ou

|P| = 3, segue pelo Teorema 3.5.3 que F H ¢é fortemente associativa. Isso completa a
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demonstracao.

3.7 Um Tipo Particular de Grupo p—Solavel

Lembremos agora a defini¢do de defeito de um bloco, dada em [15], p. 77.

Definicao 3.7.1. Seja C uma classe de conjugagao de H e seja h € C. Um p—subgrupo
de Sylow de Cy(h) é chamado um grupo de defeito de C (com respeito a p).

Logo, todos grupos de defeito de C sao conjugados e portanto tém a mesma ordem,

digamos p®. O inteiro d é chamado o defeito de C.

Definigdo 3.7.2. Seja e um idempotente de bloco de FH e seja B = B(e) (o bloco
contendo o idempotente de bloco e). Como e € Z(FH), seque que (o suporte de e)

suppe =C,UCyU---UC,

para alguns C; € CI(H) (o conjunto de todas as classes de conjugagdo de H). O maior

dos grupos de defeito de C;, 1 <1 <r, é chamado um grupo de defeito de e (ou de B).

Prova-se que todos os grupos de defeito de e séo conjugados e portanto tém a mesma

ordem, digamos p?. O inteiro d é chamado o defeito de e (ou de B).

Observacgao 3.7.1. Sejam H um grupo (finito) e P um p—subgrupo de H. Seja F um
corpo de caracteristica p. Temos P-Cy(P) C N(P). Sejam Ci,...C, todas as classes de
conjugacio de H. Defina

C= > = 1<i<s

z€C:NCx(P)

ou C! =0 se C;NCy(P) évazio. Note que se C; # 0, entdo C; € uma soma de elementos 0s

quais constituem determinadas classes de conjugagdo em Ny(P). Logo cada C; pertence
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ao centro de FNy(P). E fdcil ver que ZFC: é um subanel de Z(F Ng(P)). Podemos
i=1
definir um F'—homomorfismo

n:Z(FH) — Y FC.C Z(FNu(P))
Ct— Cl, 1<i<s.
Prova-se (vide [2], Lema (87.14)) que 7 € de fato um homomorfismo de dlgebras. m é

chamado homomorfismo de Brauer.

Usaremos nesta secao os trés seguintes resultados bem conhecidos:

Teorema 3.7.1. (Correspondéncia de Brauer, vide [2],p. 625, Teorema (87.29) ou
[15],p. 228, Teorema 9.21 ). Seja P wm p—subgrupo de H. Entio o homomorfismo de
Braver w : Z(FH) — Z(FNy(P)) determina uma correspondéncia byetora entre os
idempotentes de blocos de FH os quais tém P como um de seus grupos de defeito e os

idempotentes de blocos de FNy(P) os quais tém P como seu iunico grupo de defeito.

Definicao 3.7.3. Sejam H um grupo finito, h € H, seja p um primo. Diz-se que h €
p—regular se sua ordem € prima com p. Uma classe de conjugagao C de H € chamada
p—regqular se todos os seus elementos sdo p—regulares.

Sejam C; = {1},Ca, ...C, todas as classes p—regulares de H. O conjunto
Si={h€HthIEC1;} (1S’LST),

em que hy, ap'-parte de h, € um elemento p—regular, chama-se uma se¢ao p—regular de

H associada com C;.

Segue imediatamente da defini¢ao que
(i) H =U_,S; com S;NS; = para i # j, cada S; é uma uniao de classes de conjugagao
de H e S; é uma unido de classes de conjugacdo de p—elementos (os quais tém ordens
divisiveis por p) de H.
(i1) Uma classe de conjugacdo C de H é uma segao p—regular se, e somente se, C tem

p—defeito zero.
Teorema 3.7.2. (Vide [15], p. 179, Teorema 6.4 % ). Sejam Si,S3,...,S, todas as segoes
p—regulares de H e seja Zy = Z FS;. Entao :

i=1
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(1) Zy € um ideal de Z(FH) e os idempotentes primitivos de Zy sdao os idempotentes
de blocos de FFH de defeito zero.

(i1) Um bloco B de FH é de defeito zero se, e somente se, B é uma F'— dlgebra simples.

Lema 3.7.1. (Vide [15], p. 248, Lema 12.2). Seja B o bloco principal de FH. Entdo
0s p—subgrupos de Sylow de H sdo grupos de defeito de B. Em particular, se J(B) =0
entago J(FH)=0.

Usaremos também o Teorema 3.6.2 para demonstrar o seguinte

Teorema 3.7.3. Seja H um grupo p—solivel, H = M Ng(P), M N Ny(P) = {1}, em
que M = Oy(H) # {1} e P é um p—subgrupo de Sylow de H, e seja F' um corpo de
caracteristica p > 0. Entdo a dlgebra de grupo F'H € fortemente associativa se, e somente

se, H é um grupo de Frobenius com complemento P e nicleo H', |P| =2 ou |P|=3.
(Em particular, Ny (P) = P).

Demonstragao
=) Suponha que FH é fortemente associativa.

Seja e; = |M|_1 Z z. Pelo Troerema 3.4.1 temos que
zeM

FH=FHe, ® FH(1 - ¢e),

em que FHey~ F(H/M)~ FNy(P)e FH(1—e;)= A(H,M). Sendo F H fortemente
associativa, segue pelo Lema 1.2.2 que FHe; ¢é fortemente associativa; como FHe; ~
F Ny (P), obtemos que FNpy(P) é fortemente associativa. Isso implica que Ny(P) = P,
pois se P C Ng(P), como p divide |P| e P < Ny(P), teriamos pelo Lema 3.2.1 que
FNy(P) nao é fortemente associativa, o que é uma contradigao.

Portanto, Ny (P)= P. Pelo Teorema 3.3.1 segue que |P|=2ou |P|=3.

Afirmagdo: A(H,O,(H)) é uma F—algebra semisimples.

Pela Proposicdo 3.4.2 (iii) segue que os ideais F'He; e FH(1 —e;) de F'H sao somas
diretas de blocos. Mas, sendo H p—solivel, temos que H é p—restrito, e pela Proposicao

3.4.4 segue que FHe; é o bloco principal de F'H. Assim,

FH=FHe, ® FHe; ®--- @ FHe,
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é a decomposicao direta de F'H em soma de blocos, em que ey, €3, . .., €, sdo idempotentes

centralmente primitivos mutuamente ortogonais.

Porque |P| = 2 ou |P| = 3, temos pela Defini¢do 3.7.2 que os blocos de FFH tém
defeito 1 ou 0. Agora, pelo Lema 3.7.1, os p—subgrupos de Sylow de H sao grupos de
defeito do bloco principal FHe;. Portanto, F'He; é um bloco de defeito 1.

Como FNy(P) = FP ~ FHe; segue que FNy(P) contém somente um bloco,
obviamente com grupo de defeito P. Entdo, pelo Teorema 3.7.1 (de correspondéncia de
Brauer) deduzimos que F'H contém somente um bloco com grupo de defeito P, isto €, de

defeito 1. Portanto, o bloco principal F'He; é o tinico bloco de F'H de defeito 1.

Assim, FHes,,...,FHe, sao blocos de defeito zero, e portanto, pelo Teorema 3.7.2

(ii), sdo F—algebras simples, de modo que J(FHe;) =0, Vi=2,...,n. Portanto,

J(A(H,Op(H)) = J(FHey)®-- ® J(FHe,)
=0,

e segue a afirmacao,

Agora, como H é p—solivel, e sendo O, (H) # {1}, temos pelo Teorema 3.6.2 que H é
um grupo de Frobenius com complemento P e nicleo H'. Isso completa a demonstragao

da parte ~“somente se.”’

=) Reciprocamente, se H é um grupo de Frobenius com complemento P e niicleo H’,

|P| = 2 ou |P| = 3, segue pelo Teorema 3.5.3 que F'H ¢ fortemente associativa. [ |

Exemplo 3.7.1: Seja H = Sy o grupo das permutagoes de 4 letras. Temos que |Sy| = 24
e H é solivel. Seja F' um corpo de caracteristica 3. O grupo de defeito P do bloco principal

By € um 3—subgrupo de Sylow, o qual € gerado por qualquer 3—ciclo. Temos

Ny(P) = {(1),(12), (13), (23), (123), (132)}, |Ng(P)| =6 e Nu(P) = Ss.

Denotando por M = {(1),(12)(34), (14)(23), (13)(24)}, vemos facilmente que
Sy = A/[/VH(P), MN IVH(P) = {1}, M = OPI(H) < 84.

Como- Ny(P) # P, seque pelo Teorema 3.7.3 que FSy nao € fortemente associativa.
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3.8 O Grupo é Metabeliano

Definicao 3.8.1. Um grupo H é chamado um grupo metabeliano se H contém um sub-

grupo normal M tal que M e H/M sdo ambos abelianos.

Definicao 3.8.2. Um grupo H é dito p—nilpotente se H tem um p'—subgrupo normal

N, chamado o p—complemento normal, tal que H/N €é um p—grupo.

Além de alguns resultados anteriores, usaremos nesta segao os seguintes resultados

conhecidos:

Teorema 3.8.1. (Vide [14], p. 198, Teorema 14.9 a), b), c)). Seja F um corpo de
caracteristica p. As segquintes condicdes sao equivalentes:

a) O bloco principal By de H contém somente um (a menos de isomorfismo ) FH—mddulo
irredutivel.

b) H é p—nilpotente.

¢) Todo bloco de H contém somente um F'H-mddulo irredutivel.

Teorema 3.8.2. (Vide [15], p. 153, Teorema 4.12). Seja N um subgrupo normal de
H, seja F um corpo algebricamente fechado e seja V' um FH—mddulo irredutivel. Se
Car(F) = p > 0 divide (H : N), suponha que H/N € p—solivel. Entio dimpV

divide (H: N)s, em que s € a dimensdo de uma componente irredutivel de Vn.

Corolario 3.8.1. (Dade (1968), Swan (1963)),(Vide [15],p. 154). Seja F' um corpo
algebricamente fechado de caracteristica p > 0 e seja A um subgrupo normal abeliano de

um grupo p—solivel H. Entdo as dimensdes dos F'H—mddulos irredutiveis dividem

(H:A).

Teorema 3.8.3. (Vide [15],p.79, Teorema 2.7). Seja F um corpo algebricamente fechado
de caracteristica p > 0, seja H um grupo de ordem p"m com (p,m) =1 e seja B um
bloco de FH com defeito d. Entdo d é o menor inteiro tal que p*~? divide as dimensées

de todos os F H-mddulos irredutiveis em B.

Assim como 3.7, veremos que 3.8 é um caso particular de 3.6. De fato, obtem-se o

seguinte
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Teorema 3.8.4. Seja H um grupo metabeliano e seja F um corpo algebricamente fechado
cuja caracteristica p divide a ordem de H. Entdo a dlgebra de grupo FH ¢€ fortemente
associativa se, e somente se, H é um dos sequintes dois tipos:

(i) H é ciclico de ordem 2 ou 3;

(4) H é um grupo de Frobenius com complemento P e nicleo H', em que P é um
p—subgrupo de Sylow de H, |P|=2 ou|P|=3.

Demonstragao
=) Suponha que F'H é fortemente associativa. Se H é abeliano, entao pelo Teorema
3.3.1, |H| = 2 ou |H| = 3; logo, H é do tipo (). Suponha agora que H nao é abeliano.
Como H é metabeliano, H contém um subgrupo normal M abeliano tal que H/M é
também abeliano. Temos que M # {1} e |H| = |M||H/M|. Note que p{ |M|, pois caso
contrario terfamos pelo Lema 3.2.1 que F'H nao ¢ fortemente associativa, o que é uma
contradigdo. Como p divide |H| segue que p divide |H/M]|.

Seja e} = |M|_l Z z. Pelo Teorema 3.4.1 temos que
zeM

FH =FHe, ® FH(1 —ey),

em que FHe,~F(H/M)e FH(1—e)= A(H,M).

Sendo F'H fortemente associativa, temos pelo Lema 1.2.2 que F'He; é fortemente
associativa. De FHe, ~ F(H/M) segue que F(H/M) é fortemente associativa; Como
H/M é abeliano e p divide |H/M| temos pelo Teorema 3.3.1 que |H/M|=2ou |H/M| =
3. Entdo M = Oy (H) e H=MP, MNP = {1}, em que P é um p—subgrupo de Sylow
de Hcom p=|P|=2o0up=|P|=3.

Note que p divide |P| implica que P nao é normal em H, e consequentemente H nao

¢ nilpotente.

Pela Proposicao 3.4.2 (iii) segue que os ideais FHe; e FH(1 —e;) de F'H sao somas
diretas de blocos. Mas sendo H metabeliano implica que H é solivel, logo é p—solivel, e
consequentemente H é p—restrito, de modo que pela Proposigao 3.4.4, F'He; € o bloco

principal de F'H. Assim,

FH=FHe;® FHes®---® FHey
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é a decomposicdo direta de F'H em soma de blocos, em que ey, ..., €k 580 idempotentes

centralmente primitivos mutuamente ortogonais.

Pela Defini¢do 3.7.2 temos que os blocos de F'H tém defeitod = 1 oud = 0. Agora, pelo
Lema 3.7.1, os p—subgrupos de Sylow de H séo grupos de defeito do bloco principal F'He;.
Portanto, F'He; é um bloco de defeito 1.

Afirmacdo: A(H,Op(H)) é uma F—élgebra semisimples.
Vamos provar que todo bloco ndo principal de F'H tém defeito zero.

Suponha que existe j,2 < j <k, tal que FHe; é um bloco de defeito 1, isto é, F'He;
é um bloco com grupo de defeito P. Observe que H é p—nilpotente. Pelo Teorema 3.8.1
segue que todo bloco de F'H contém somente um F'H —mddulo irredutivel. Assim, o bloco
principal F'He; contém somente um F'H—médulo irredutivel, o qual é necessariamente o
F H-médulo trivial 1x (o médulo para a 1—representagao ou representagéo trivial de H

de grau 1).

Se L é um corpo, é bem conhecido que existe uma correspondéncia 1 — 1 entre as
L—representacoes unidimensionais distintas de H e as L—representagoes unidimensionais
distintas de H/H'. De modo anélogo & demonstragao do Teorema 3.6.2 temos que M =
Oy(H)=H'

Como H/H'~ P é um p-grupo (abeliano) segue que a Unica representagao modular

irredutivel de H/H' é a 1—representagao. Logo,

existe uma tnica F-representagdo unidimensional (3.2)
de H, a saber a l-representacao.

Agora, seja W; o tinico F H-médulo irredutivel contido no bloco FHe;. Seja
z; = dimpW;. Como H é p—solivel e M = O (H) é abeliano temos pelo Corolério 3.8.1
que z; divide (H : M) =p. Logo, z; =1ou z; =p.

Como FHe; tem defeito d = 1, entdo pelo Teorema 3.8.3, 1 é o menor inteiro tal
que p'~! =1 divide z;. Isso implica que z; = 1, pols caso contrario zero seria 0 menor
inteiro tal que p!~® = p divide z;, o que é uma contradicao. Mas z; = 1 contradiz (3.2),

e segue que para todo i = 2,--- ,k, F'He; tem defeito zero.
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Pelo Teorema 3.7.2 (i3) temos que FHes,. .., FHej sdo F—éalgebras simples, de modo
que J(FHe;) =0, Vi=2,---,k. Assim,

J(A(H,Oy(H)) =J(FHes)® - @ J(FHex)
=0,

e segue a afirmagao.

Finalmente, como O, (H) # {1}, segue pelo Teorema 3.6.2 que H é um grupo de
Frobenius com complemento P e nicleo H’. Isso completa a demonstracao da parte

“’somente se” ”.

<) Segue dos Exemplos 2.1.1 € 2.2.1 e do Teorema 3.5.3. Isso completa a demonstragao.

3.9 O Grupo H é p—Soliuvel e A(H,0y(H)) é uma

F—algebra nao-Semisimples

Iniciamos esta se¢do lembrando a seguinte

Definicao 3.9.1. Sejam H um grupo (finito), M < H e seja F' um corpo. Seja V. um
FM—médulo e seja h € H. Defina ™V o FM-médulo cujo espago sebjacente € V e sobre

o qual os elementos x € M agem de acordo com a regra
z-v=(h"'zh)v, veV.

Dizemos que dois FM—mddulos Vi e Vo sdo H—conjugados se Vi =~ bV, para algum
h € H. Obviamente H—conjugagdo € uma relagao de equivaléncia, de modo que o conjunto

de FM —mddulos é uma uniao disjunta de classes de H— conjugagao.

Serao usados também os seguintes resultados:

Teorema 3.9.1. (Vide [14], p. 233, Teorema 16.10), (Michler, Srinivasan). Suponha que
H é p—nilpotente e M = Oy(H). Seja F wm corpo perfeito de decomposi¢do para M
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de caracteristica p. Seja fi,. .., fm, um conjunto completo de representantes das classes

de H— conjugagdo de idempotentes centrais indecomponiveis em Z(FM ). Seja
I,={heH: hfih™! = f}
o grupo de inércia de fi, e seja .
H = U ki; Z;
j=1

uma decomposicio de H em classes a esquerda de Z;.

a) Os elementos
p
€; = Zhijfi hl_jl ('L = 1, . ..,m)
j=1

sdo os idempotentes centrais indecomponiveis de F'H. Em particular, H tem ezatamente

m blocos.

b) Seja Vi,...,Vm, um conjunto completo de representantes das classes de H— conjugacao
de FM-médulos irredutiveis. Escreva P, = VH (= FHQpy Vi). Entdo a menos de
isomorfismo, Py,...,Pn sdo todos os FH—mddulos projetivos indecomponiveis.

¢) Wi = P/P,J(FH) é um FH-médulo absolutamente irredutivel. Em particular, F' é
um corpo de decomposi¢ao para H.

d) (Wim = @ hi; Q Vi

Em particular, dimpW; = |H : I;| dimpVi. Também, o comprimento de composi¢ao
de P; é |I;/M]|.

e) Se |H/M|=p°®, entdo

dimpF He; = (dimpV;)? p**®

dimpJ(FHe;) = (dimpV;)® p* (p** — 1).

Observacio 3.9.1. Observe que conjugagio por h € H induz uma agio de H sobre
0s conjuntos de todos idempotentes de blocos de F'M e todos blocos de FM, e que e; €
ezatamente a soma dos elementos na H—orbita de f;. Nos referimos ¢ H—orbita de f;

como a classe de H—conjugagao de f;.
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Corolério 3.9.1. Seja H um grupo p-nilpotete e seja F um corpo algebricamente fechado
de caracteristica p. Se B é um bloco de FH com grupo de defeito D, entao B ~ M,(FD)

para algum n > 1.

(Esse tltimo resultado é o Corolério 10.10 do Teorem 10.9 de [15],p. 243).

Teorema 3.9.2. (Vide [15], p.490),(Koshitani). Seja H um grupo p—sohivel e seja B
um bloco de FH com grupo de defeito D de ordem p?. Entdo

(3) dip—1)+1<t(B) < p?

(i) t(B) = p* se e somente se D € ciclico. Aqui t(B) indica o indice de nilpoténcia de
J(B).

Teorema 3.9.3. (Vide [12], p. 87, Teorema 7.12). Suponha que a caracteristica de F
¢ igual a 2 e 2 { dimpgV para qualquer FH—mddulo irredutivel V. Entao H tem um

2—subgrupo de Sylow normal.

Observagdo 3.9.2. O Teorema 3.9.3 permanece verdadeiro se substituirmos 2 por qual-

quer primo impar (vide [12], p. 88, Observagdo 7.13).

Estamos agora em condigdes de demonstrar o tltimo resultado desta tese, a saber o

Teorema 3.9.4. Sejam H um grupo p—solivel, P um p-subgrupo de Sylow de H e seja F
um corpo algebricamente fechado de caracteristica p > 0. Suponha que A(H,Op(H)) €
uma F—dlgebra nao-semisimples. Entdo a dlgebra de grupo FH é fortemente associativa
se, e somente se, as sequintes condicoes sao satisfeitas:

(i) H = Oy(H)P (produto semidireto), Op(H)= H';

(i) |P| =2 ou |P| = 3;

(#13) Todo bloco de FH tem defeito 1 ou 0, pelo menos um bloco nao principal de F'H tem
defeito 1 e pelo menos um bloco ndo principal de FH tem defeito 0;

(iv) Para qualquer bloco FHe; de FH de defeito 1, tem-se: Para todo grupo G e toda

acdo parcial o = ({Ag}ec, {ag}gec) de G sobre FH,
(cgo Ro o g-1) © Lye; = Lye; 0 (0g 0 Re 0 ay-1)

é vdlida em todo A, contendo J(FH)e; ou (J(FH)e;)?, para todo y € Op(H), c € FH.
9 P
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Demonstracao
—>) Suponha que FH ¢é fortemente associativa.

Porque H é p—solivel, obtemos como na demonstragao do Teorema 3.6.2 que H =
MP, MNP={1}, M =0y(H)=H', |P|=p.

Seja e; = |M|™ Z y. Pelo Teorema 3.4.1 temos que
yeM

FH=FH61@FH(1—61), (33)

em que FHe,~F(H/M)~FPe FH(1—e)=A(H,M).

Sendo FH fortemente associativa, temos pelo Lema 1.2.2 que FHe; é fortemente
associativa. Como F He; ~ FP segue que F'P é fortemente associativa. Pela Proposigao

3.1.1 concluimos que |P| =2 ou |P| = 3.

Como vale (3.3) segue pela Proposicdo 3.4.2 (izi) que os ideais FHe, e FH(1 - e1)
de F'H sio somas diretas de blocos. Mas, sendo H p-solivel, temos que H é p—restrito,

e pela Proposicdo 3.4.4 obtemos que F'He; é o bloco principal de F'H. Assim,
FH=FH61€DFH€2@-'-®FH8"1

é a decomposicao direta de F'H em soma de blocos, em que ey, ..., em Sa0 idempotentes

centralmente primitivos mutuamente ortogonais.

Porque |P| = 2 ou |P| = 3, segue pela Definicdo 3.7.2 que os blocos de FH tém
defeito d = 1 ou d = 0. Agora, pelo Lema 3.7.1, os p—subgrupos de Sylow de H s&o
grupos de defeito do bloco principal F He;. Portanto, FHe; ¢ um bloco de defeito 1.

Como A(H,O(H)) é uma F—3algebra ndo-semisimples, por hipdtese, temos que
J(A(H,Op(H))) = J(FHey) ® -+ ® J(FHen) #0.

Isso implica que existe 7,2 < i < m, tal que J(F He;) # 0. Segue que o bloco F'He; nao
é uma F—4lgebra simples, e pelo Teorema 3.7.2 (4i) obtemos que F'He; nao tem defeito
zero; logo, o bloco F He; tem defeito 1, isto €, é um bloco com grupo de defeito P; agora,
se todo bloco nio principal de FH tem defeito 1, temos que p nao divide dimpW para
qualquer F H-médulo irredutivel W. De fato, como H € p—nilpotente, temos pelo Teorema

3.8.1 que todo bloco de F'H possui um tinico F'H-médulo irredutivel. Se p divide dimpW
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para algum FH—médulo irredutivel W, entdo W pertence a um bloco (ndo principal)
de defeito 1, pois F'H ndo possui blocos de defeito zero. Neste caso, zero seria o menor
inteiro tal que p'~® = p divide dimrW e pelo Teorema 3.8.3, isso contradiz o fato que
esse bloco tem defeito 1. Entdo, pelo Teorema 3.9.3 e Observagéo 3.9.2, P é normal em
H, contradizendo (7). Portanto, existe pelo menos um bloco nao principal de defeito zero,

provando (iii).

Finalmente, seja G um grupo qualquer e a = ({Ag}sec, {ag}sec) uma acao parcial
arbitraria de G sobre FH. Seja FHe; um bloco de defeito 1 e seja A, um ideal con-
tendo J(FH)e; ou J(FHe;)?. Como FH é fortemente associativa temos pelo Lema

1.2.1 que a condigao (1.1) verifica-se, isto é&,
(0g 0 Re o atg-1) 0 Ly = Lg 0 (09 © R 0 ctg-1)
é véalida em A, para todo g € G e todo a,c € FFH. Em particular, para A, dado acima,
(atg © Re 0 g-1) © Lye, = Lye, 0 (g0 Re0 ag1)

é vélida para todo y € Op(H),c € FH. Isso completa a demonstragao da parte *“somente

se’’

<) Reciprocamente, se H = Oy(H)P, Oy(H) NP = {1}, |P| = 2 ou |P| = 3, note
que H é p—nilpotente. Denotemos por M = Oy (H).

Seja fi,..., fm, um conjunto completo de representantes das classes de H —conjugagao

de idempotentes de blocos de F'M, em que por convengao

A=IMITD

yeM

Agora, seja Vi, ... Vj,, um conjunto completo de representantes das classes de H —conjugagao

de FM—médulos irredutiveis. X bem conhecido que
FMf; ~ Mn,(F), j=1,...,m, em quen; =dimpVj. (3.4)

Pelo Teorema 3.9.1 (a) temos que

pi
e = Zhij fi hi—jl (i=1,---,m)
j=1



O Problema de Caracterizagcao das Algebras de Grupo Fortemente
48 ‘ Associativas

sao os idempotentes de blocos de F'H. Assim,
FH=FHe; ®---® FHep,

é a decomposicao direta de F'H em soma de blocos.
Observe que a; =0 ou a; =1, pois |P| =2 ou |P| =3.

Se e; tem defeito 1, entdo a; = 0, pois se a; = 1 terfamos pelo item (e) do Teorema
3.9.1 que J(FHe;) =0, o que é uma contradi¢do. Assim, nesse caso, e; = hi f; i‘ll,
de modo que e; = hi_lleih,-l = f;. Portanto, supondo que e; tem defeito 1, obtemos por
(3.4) que

FMe; ~ M,,(F), n; =dimpgVi. (3.5)

Agora, porque fi = |M|™! Z y temos que e; = fi.
yeM

Sendo H p—séluvel, temos que H é p—restrito, e como e; = fi = |M|™ Z y ob-
yeM
temos pela Proposi¢ao 3.4.4 que F'He; € o bloco principal de F'H. Pelo Lema 3.8.1, os

p—subgrupos de Sylow de H sdo grupos de defeito-do bloco principal. Portanto, F'He;

é um bloco de defeito 1.

Para fixar a notacao vamos supor que FHes,, ..., FHe,, 7 < m, sao também blocos
de defeito 1, isto é, blocos com grupos de defeito P, e FHeyy,...,F'He, sao blocos de

defeito zero, ou seja, sdo F'—algebras simples.

Pelo Corolario 3.9.1, temos para cada i =2,...,7, que
FHe; ~ My, (FP), para algum k; > 1. (3.6)

Pelo Teorema 3.9.1 (e), segue que k; = n; = dimpV;. Note que n; > 1, pois caso contrdrio
terfamos pelo Teorema 3.9.1 (d) que dimpW; = |H : Z;|dimpV; = p*dimpV; = 1 (pois
a; = 0). Mas H/H' ~ P é um p—grupo, de modo que H tem uma tnica representagao
modular unidimensional, a saber a representagao trivial de H de grau 1, o que é uma
contradicdao. Note também que n; nao é divisivel por p, pois caso contrario terfamos pelo
Teorema 3.9.1 (d) que dimpW; é divisivel por p, de modo que zero seria o menor inteiro
tal que p'0 = p divide dimpW;, e pelo Teorema 3.8.3, isso contradiz o fato que F'He;

tem defeito 1.
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Agora, (3.6) implica em
J(FHe;) ~ My, (J(FP)), i=2,...,1. (3.7)
Por (3.5), temos que
FMe; ~ M,,(F), i=2,...,T. (3.8)

Usando que FP = J(FP)® F (soma direta de F'—espagos ) obtemos para cada
i, 2<1< 7T, que

M,,(FP) = M,,(J(FP)) ® M,,(F) (soma direta de F-espagos).

Assim, dimpMy,,(FP) = dimpM,,(J(FP))+dimpM,,(F), e por (3.6),(3.7) e (3.8) segue
que

dimpFHe; = dimpJ(F H)e; + dimpF Me;.

Como J(FH)e; ® FMe; C FHe;, concluimos que
FHe;=J(FH)e;® FMe;, 1=2,...,T (3.9)

(soma direta de F'—espagos).
Note que se 7 = 1, entdo (3.9) torna-se: FHe, = J(FH)e; ® Fe.

Queremos provar que F'H é fortemente associativa. Para isso, seja G um grupo qual-

quer e a = ({Ay}sec, {®g}sec) uma acao parcial arbitrdria de G sobre F'H.
Analisemos inicialmente o caso |P| = 2. Por simplificagao, considere r = 2.

Seja A, = J(FH)ey. Vamos provar que a igualdade (1.1),
ag(ay-1(a b)c) = a ag(ay-1(b)c),

é valida para todo b € Ay, a,c € FH. Escreva a = a; +az+ -+ + an, em que

a; € FHej, j=1,...,m. Entdo, ag(az-1(a b)c) = az(az-1(az b)e).

Agora, usando (3.9), escreva as = aj + Y2, em que a, € J(FH)es, y2 € FMes. (3.10)
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Assim, usando a hipétese (iv),

ag(ag-1(a b)) = ag(ag-1(ay b)c) + ay(ag-1(y2 b)c)
= ay og(ag-1(b)c) + y2 og(ag-1(b)c)
— (a3 +2) (g (D)0)
= ag ag(ag-1(b)c)
= a ag(ag-1(b)e),

Portanto a igualdade (1.1) é vélida em A,.

Agora, seja A, = J(FH)es ® J(FH)es. Sejam b € Ay, a,c € FH. Escreva a =
a1+ ag+ - +am, emque a; € FHe;, j=1,...,m. Entao,

ag(ag-1(a b)e) = ag(ag-1(a1 b)c) + ag(ag-1(az b)c).

Usando que FHe, = J(FH)e; ® Fe; (soma direta de F—espagos), e utilizando (3.9),
escreva a; = aj + Aej, em que a; € J(FH)e;, Aey € Fey. Usando (iv), e operando
em J(FH)ey como (3.10), obtemos

ag(ag-1(a b)c) = ag(ag-1(aj b)c) + ag(ag-1(A e b)e)+
+ay(ag-1(az b)c)
= a; ag(ag-1(b)c) + A e1 ag(ag-1(b)c)
+az ag(ag-1(b)c)
= (a; + X e1) ag(ay-1(b)c) + ag ag(ay-1(b)c)
= a1 ag(ag-1(b)e) + as ag(ag-1(b)c)
= (a1 + a2) ay(ag-1(b)c)
= a ay(ag-1(b)c).

Logo, também nesse ideal, a igualdade (1.1) ¢ satisfeita.

Para os ideais A, restantes, a validade da igualdade (1.1) ¢ verificada de modo andlogo

a demonstracao da parte ““se”” do Teorema 3.5.3
Finalmente, analisemos o caso |P| = 3. Novamente, considere r = 2.

Seja A, = (J(FH)ey)? Sejam b€ Ay, a,c € FH. Escreva a =a; +az+ -+ am,

em que a; € FHe;, j=1,...,m. Entao,

ag(ag-1(a b)c) = ay(ag-1(az b)ec).
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Agora usando (3.9) escreva as = aj + Yo, em que ay € J(FH)es, y2 € FMey. Como P

é ciclico, temos pelo Teorema 3.9.2 (ii) que ¢(F Heg) = 3. Assim,

ag(ag-1(a be) = ag(ag-1(ay b)e) + ag(ag-1(y2 b)c)
=0+ y2 ag(ag-1(b)c)
= ay ag(og-1(b)c) +y2 ag(ag-1(b)e)
= (ay +y2) ag(ag-1(b)c)
= ag ag(og-1(b)c)

= a ag(ag-1(b)c).
Logo, a igualdade (1.1) é valida em A, = (J(FH)es)>.

Para os demais ideais A, de F'H, a validade da igualdade (1.1) segue como na de-
monstracdo da parte ““se”” do Teorema 3.5.3. Portanto, a condigao (1.1) verifica-se, e

FH é fortemente associativa. Isso completa a demonstragao.



CAPIiTULO 4

Caracterizacoes Para o Grupo
Simétrico S, e Grupos Diedrais Dy,

de ordem 2n

Estamos em condigdes de caracterizar as dlgebras de grupo F'S,, do grupo simétrico S,

n > 2, sobre um corpo F' de caracteristica p tal que p divide |S,|=nl.

(i) Para n=2ep=2,entdo |Sy| =2 e pelo Exemplo 2.1.1 temos que F'S; é fortemente
associativa;

(1) Para n =3 e p=2, sabemos que
Sy = {id, (123), (132), (12), (13), (23)}

é um grupo de Frobenius com complemento P =< (12) >, em que P é um 2—subgrupo
de Sylow de Ss.
Como |P| = 2, segue pelo Teorema 3.5.3 que F'Ss é fortemente associativa;

(i17) Para n =3 e p =3, considere
M = {id, (123), (132)} < Ss.

Note que p = 3| |M| = 3, de modo que pelo Lema 3.2.1, F'S3 nao é fortemente associativa.

(iv) Para n = 4, sabemos que os tinicos subgrupos préprios normais do grupo Sy sao Ay,

53
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o grupo alternado de grau 4, e o grupo de Klein
K = {id, (12)(34), (13)(24), (14)(23)}.

Assim, se p = 2 temos 2| | K| =4( 2’ |A4| = 12, também ), enquanto se p = 3, 3| |A4| =

12. Em ambos os casos segue pelo Lema 3.2.1 que F'S; nao é fortemente associativa.

Também, com p = 3 podemos usar o Exemplo 3.7.1 para concluir que F'S; nao é
fortemente associativa.
(v) Finalmente, para n > 5, sabemos que A,, o grupo alternado de grau n, é o Unico
n!

—, e portanto pelo

subgrupo préprio normal de S,. Note que p|n! implica p||An| =3

Lema 3.2.1, F'S,,n > 5, nao é fortemente associativa.

Observacgao 4.0.1. (v) nos dd ezemplos de grupos nao soliveis para os quais as dlgebras

de grupo nao sao fortemente associativas.

Passamos agora a caracterizar as algebras de grupo do grupo diedral
D, =<a,b:a"=1=0b%ba=a"'b>, de ordem 2n, sobre um corpo F de caracteristica
p tal que p divide 2n.
(i) Sep=2enéimpar, sabemos que D, é um grupo de Frobenius com complemento
P=<b:b®=1>, em que P é um 2—subgrupo de Sylow de D,.

Como |P| = 2, segue pelo Teorema 3.5.3 que F'D,, é fortemente associativa.

Agora, considerando M =< a : a” = 1 > <D,, note que para qualquer outro
primo p > 2, tal que p|2n implica que p||M|; Portanto, pelo Lema 3.2.1, FD,, nao é
fortemente associativa, para esses primos.

(1) Se n é par, entao qualquer p|2n implica p||1\/I|. Portanto pelo Lema 3.2.1, FD,

nao é fortemente associativa.
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