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Abstract

Given an unital C*-algebra A and a *-automorphism a of A, the crossed product A X, Z
is the enveloping C*-dlgebra of ¢;(Z, A). In this work we describe the construction of a six
terms exact sequence involving only the K-groups for A and A x,Z, the well-known Pimsner-
Voiculescu exact sequence. This sequence is derived from the six terms exact sequence of

K-theory applied to the Toeplitz-extension associated to A X, Z.
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Resumo

Dada uma C*-dlgebra com unidade A e um *-automorfismo a de A, o produto cruzado
A X4 Z é a C*-dlgebra envolvente de ¢;(Z, A). Neste trabalho, descrevemos a construgao de
uma seqiiéncia exata de seis termos envolvendo apenas os K-grupos de A e de A X, Z,

conhecida como Seqiiéncia Exata de Pimsner-Voiculescu. Esta seqiiéncia é derivada da

seqiiéncia exata de seis termos da K-teoria aplicada & extensdo de Toeplitz associada a

A %, Z.
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Introducao

O objetivo deste trabalho é detalhar e tornar acessivel a demonstracdo do Teorema de
Pimsner-Voiculescu [14], que relaciona os K-grupos de uma C*-élgebra com unidade com os
K-grupos do produto cruzado dessa C*-dlgebra por Z.

A classe das C*-dlgebras foi introduzida em 1943 por I. Gelfand e M. Naimark em (7]
num contexto em que jé se estudava a estrutura de conjuntos de operadores num espaco de
Hilbert, em especial as dlgebras de von Neumann. J4 a K-teoria nasceu com os trabalhos de
Grothendieck em geometria algébrica, que foram desenvolvidos por Atiyah e Hirzebruch na
década de 1960. Na década de 1970 a K-teoria foi introduzida no contexto das C*-algebras
e, principalmente com os trabalhos de Elliott [6] e Pimsner-Voiculescu [14], revelou-se uma
ferramenta poderosa para se obter informagcdes sobre as C*-éalgebras.

A K-teoria é, basicamente, um par de funtores covariantes, denominados por Ky e K},
que para cada C*-dlgebra A associam um par de grupos abelianos, que denotamos por Ky(A)
e K1(A). A K-teoria é um poderoso instrumento para o estudo das C*-dlgebras, no sentido
em que os K-grupos contém muita informagao sobre a prépria C*-4lgebra. Nessa diregéo, G.
Elliott provou no inicio da década de 1970 que as AF-3lgebras (4lgebras aproximadamente
finitas) sdo classificadas através dos seus Kjy-grupos (ordenados), vide detalhamento em
(15, Capitulo 7]. Outra aplicagio importante foi obtida com a Seqiiéncia Exata de Pimsner-
Voiculescu. O conhecimento dos K-grupos do produto cruzado C(T) X4, Z = Ay possibilitou
a classificagao dessas 4lgebras para 6 irracional.

Este trabalho trata da K-teoria do produto cruzado de uma C*-4lgebra com unidade A
por Z. Especificamente, dado um *-automorfismo o de A, o produto cruzado de A por Z,
denotado por A X4 Z, é a C*-dlgebra envolvente de ¢,(Z, A), sendo ¢;(Z, A) uma x-dlgebra
de Banach com norma dada por

11l =D 1Fm)ll,

meZ
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produto de convolugdo dado por

frg(n) =7 f(m)a™(g(n—m))
meZ
e involugao dada por
fH(n) = a"(f(=n)").

Para chegar na Seqiiéncia Exata de Pimsner-Voiculescu, precisamos antes construir a
Extensdo de Toeplitz associada a A X4 Z. Seja C*(S) a C*-élgebra universal gerada. pela
identidade I e por uma isometria néo unitaria S e seja T a C*-subdlgebra de (A x ,Z)®C* (S)
geradapora®leu® S, com a € A e u o unitdrio que implementa o *-automorfismo a.. A
Extensao de Toeplitz associada a A X, Z é a seqiiéncia exata

0—A®K(H) — T — AX,Z —0,

em que K (H) é a C*-dlgebra dos operadores compactos sobre o Espago de Hilbert separavel
de dimenséo infinita .
Aplicando a seqiiéncia exata de seis termos da K-teoria, usando a estabilidade dos K-
grupos de A, isto é
Ki(A® K(H)) = K;(A), i =0,1,

e construindo um isomorfismo entre K;(T) e K;(A), i = 0,1, M. Pimsner e D. Voiculescu
provaram em [14, Teorema 2.4] que

Ko(A) Ko(A)

Ko(A Xa Z)

Kl(A Xa Z)

Ki(A) Ki(A),

é uma seqiiéncia exata, que ficou conhecida como Seqiiéncia Exata de Pimsner-Voiculescu.

Este trabalho estd organizado em trés capitulos. No primeiro, abordamos tanto os re-
sultados gerais sobre C*-dlgebras que precisamos utilizar, como a definigdo das C*-4lgebras
universais geradas por elementos e relagdes, utilizada para construir abstratamente o pro-
duto cruzado A X, Z e a C*-élgebra gerada por uma isometria ndo unitdria, conhecida como
Algebra de Toeplitz. Abordamos também neste primeiro capitulo as construgdes concretas
dessas duas tiltimas C*-3lgebras e provamos que sdo isomorfos aquelas que foram construidas
abstratamente.
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No-segundo- capitulo;-além-de comentarmos as propriedades principais dos funtores K,
e K, demonstramos com detalhe que K;(A) é isomorfo a K;(My(A)) para qualquer C*-
algebra A, (i = 0,1). Assumindo resultados sobre limites indutivos, utilizamos este tltimo
resultado para construir um isomorfismo entre K;(A) e K;(AQ K (H)), (: =0,1), propriedade
que é conhecida como estabilidade desses K-grupos. Apresentamos também neste capitulo
a Periodicidade de Bott, a seqiiéncia exata de seis termos e as descrigoes das conexdes entre
Kye K.

E no terceiro capitulo que de fato apresentamos a demonstragio da Seqiiéncia Exata de
Pimsner-Voiculescu, com a construgio da Extensdo de Toeplitz associada & A X, Z e dos
homomorfismos que identificam K;(A) com K;(T), para i = 0,1. Apresentamos também o
detalhamento da construgao de cada aplicacéo que conecta os K-grupos na Seqiiéncia Exata,
de Pimsner-Voiculescu.

Como algumas construgdes dos Capitulos 2 e 3 envolvem resultados nio triviais de pro-
dutos tensorial de C*-4lgebras, apresentamos este assunto no Apéndice A.
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Capitulo 1
C*-algebras

A primeira Segao deste Capitulo é dedicada as principais definicGes e aos principais resultados
sobre C*-dlgebras. Na Secgdo seguinte, trataremos das C*-algebras universais geradas por
elementos e relagoes. Passaremos em seguida & construgao concreta da Algebra de Toeplitz,
contemplando inclusive o Teorema de Coburn em que se prova que a Algebra de Toeplitz,
concretamente construida, é *-isomorfo a qualquer C*-4lgebra gerada por uma isometria nio
unitdria. No final do capitulo apresentamos uma Segéo dedicada & construgéo do Produto
Cruzado de uma C*-dlgebra com unidade por Z.

1.1 Definicoes e resultados basicos

Nesta Segdo faremos as definigdes bésicas das C*-algebras, bem como enunciaremos os prin-

cipais resultados sobre estes objetos, omitindo em geral as demonstragoes, que podem en-
contradas em [11].

Definigao 1.1.1. Uma &lgebra A é um espaco vetorial complezo, munido de uma multi-
plicagdo associativa, satisfazendo (Aa)b = a(\b), quaisquer que sejam A € C ea,b e A. Se
eziste € € A tal que ea = a = ae, para todo a € A, entio dizemos que A € uma &lgebra com
unidade e, neste caso, denotamos a unidade e por 14, ou simplesmente por 1. Se A é uma
dlgebra e eziste uma norma || - || submultiplicativa sobre A, isto é, tal que

lladll < llallliBll, Va,b € A4,

entdo dizemos que o par (A, ||-||) é uma élgebra normada. Uma dlgebra normada (A, l-D) €
chamada de dlgebra de Banach se é completa com relagdo & norma || - |l. Denotaremos uma
dlgebra de Banach (A, || - ||) simplesmente por A.



~ Seja A uma dlgebra com unidade. Dizemos que um elemento a € A é inverswel se existe

b € A tal que ab = 1 = ba. Denotaremos o conjunto de todos os elementos inversiveis de A

por Inv(A). Como, quando existe, o inverso de um elemento a € A é tinico, vamos denotd-lo

por a~l.

Definigao 1.1.2. Seja A uma dlgebra de Banach com unidade e considere um elemento
a € A. Chamamos de espectro de a o conjunto

o(a) =04(a) ={Ae€C: Al —a ¢ Inv(A)}.
O complementar deste conjunto

p(a) = pa(a) ={A € C: Al —a € Inv(4)}
€ chamado de resolvente de a. O raio espectral de a € definido por

r(a) = sup |
A€o(a)

Com a Proposicao abaixo, mostraremos em seguida que o espectro de um elemento de
uma C*-algebra é limitado.

Proposicao 1.1.3 (Critério de Carl-Neumann). Seja A uma dlgebra de Banach com
unidade e seja a € A com |ja|| < 1. Entdo 1 — a € inversivel com inverso dado por

1-a)t= Za".

n=0
Seja A uma &lgebra de Banach com unidade e seja a € A. Se A € C é tal que |A| > ||a]|,
dai |A~tal| < 1, logo 14— A~'a é inversivel, o que implica que A\14 —a é inversivel, e portanto
A ¢ o(a). Assim, temos que o(a) ¢ limitado, com 7(a) < ||a|.

Definigao 1.1.4. Uma involugao sobre uma dlgebra (de Banach) A é uma aplicacdo conjugada-
linear de A em A dada por a — a* tal que

a*=a e (ab)* =b*a",

quaisquer que sejam a,b € A. Uma dlgebra (de Banach) com involugdo serd abreviadamente
chamada de *-dlgebra (de Banach).

Definicao 1.1.5. Seja A uma *-dlgebra de Banach.

o Um elemento a € A € dito auto-adjunto ou hermitiano se a* = a.
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e Um elemento a € A é dito normal se a*a = aa*.

e Um elemento p € A é chamado de idempotente se p? = p. E dizemos que p € uma
projecao se, em particular, p?> = p = p*.

Suponha agora que A possui unidade.

e Um elemento s € A é chamado de isometria se s*s = 1. E dizemos que s € um unitério
se, em particular, s*s = 1 = ss*.

Definigdo 1.1.6. Sejam A e B *-dlgebras. Uma aplicagio linear ¢: A — B é chamada de
*-homomorfismo se

p(a1a2) = p(a1)p(az), Yaj,ap € A e
p(a*) = ¢(a)*, Va € A.
o Se A e B possuem unidade, dizemos que @ preserva unidade se ©(la) = 1p.
o Se p € um x-homomorfismo bijetivo, entdo dizemos que ¢ € um *-isomorfismo.

o Se B= A ey ¢ um x-isomorfismo, entio dizemos que p é um *-automorfismo.

Definicao 1.1.7. Dada wma *-dlgebra A, uma C*-seminorma sobre A é uma seminorma
p: A — Ry que satisfaz

p(ab) < p(a)p(b),  p(a*) =p(a) e p(a*a)=p(a)?

quaisquer que sejam a,b € A. Se, em particular, p é uma norma sobre A, entio dizemos
que p € uma C*-norma. Uma C*-norma p sobre uma *-dlgebra A é dita completa se o
completamento de A na C*-norma p € igual a A.

Definigao 1.1.8. Uma C*-dlgebra é uma *-dlgebra de Banach A tal que
la*all = ||a]?, Va € A.

Dada uma C*-dlgebra A, uma subélgebra B de A, fechada (na norma) e auto-adjunta
(B* ={b*: b€ B} = B), é também uma C*-slgebra, que chamamos de C*-subdlgebra de A.
Dado um subconjunto Y de uma C*-4lgebra A, definimos a C*-subdlgebra de A gerada por
Y, denotada por C*(Y’), como a menor C*-subélgebra de A que contém Y.

Dada uma C*-élgebra A, dizemos que J é um ideal de A se J é um ideal algébrico
bilateral de A. Se J é fechado, entdo o quociente de A por J é a *-algebra dada por

AlJ ={a+J:ac€ A},
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com norma dada por |la + J|| = inf{||e + z|| : = € J}, para cada a € A. Vamos definir
também a aplicagdo quociente m : A — A/J, dada por m(a) = a + J, qualquer que seja
a € A. Assim, pode-se provar que A/J é uma C*-dlgebra e m é um *-homomorfismo com
Ker(m) = J. Uma C*-dlgebra A é dita simples se seus tinicos ideais fechados sio 0 e A.

Seja A uma *-édlgebra e seja p uma C*-seminorma sobre A. Claramente o conjunto
N = p~'(0) é um ideal auto-adjunto de A. Definindo ||a + N|| := p(a) para todo a € A,
obtemos uma C*-norma sobre o quociente A/N. Se B é o espago de Banach obtido pelo
completamento de A/N, entéo é facil ver que a multiplicagio e a involugéo de A se estendem
para uma multiplicagdo e uma involugéo em B, e com isso B é uma C*-4lgebra. Neste caso,
B é chamada de C*-dlgebra envolvente do par (A,p). A aplicagio + : A — B dada por
(a) = a+ N, para todo a € A, é chamada de aplicacio candnica de A e em B. E obvio que
t(A) é uma *-subslgebra densa de B.

Exemplo 1.1.9. O corpo escalar C dos nimeros complezos, com as operagées usuais e com
involugdo dada pela conjugagao, é uma C*-dlgebra com unidade.

Exemplo 1.1.10. Seja H um espago de Hilbert. Denotemos por B(H) o conjunto dos
operadores limitados em M, com multiplicagio por escalar e soma definidas pontualmente,
produto dado pela composicio de operadores, involugdo dada por < T(z),y >=< z,T*(y) >
e norma dada por ||T|| = sup{||T(z)|| : ||z|| < 1}. Entdo B(H) €é uma C*-dlgebra.

Qualquer C*-subalgebra de B(H) é chamada de C*-dlgebra concreta.

Lembramos que T' € B(H) é um operador de posto finito se a imagem de T tem dimenséo
finita, e que T' é um operador compacto se o fecho do conjunto {T'(z) : ||z|| < 1} é compacto.
Denotaremos o conjunto dos operadores de posto finitos em H por F(H) e o conjunto dos
operadores compactos por K(H). Note que F(H) C K(H).

Os resultados enunciados no Teorema abaixo sao bastante conhecidos e as conseqiiéncias
que se seguem sao muito importantes para este trabalho.

Teorema 1.1.11. Seja H um espago de Hilbert.
(i) K(H) € um ideal fechado de B(H) ([11, Se¢do 1.4)).
(i) F(H) € denso em K(H) ([11, Teorema 2.4.5]).
(i1i) F(H) € linearmente gerado por projegées de posto 1 ([11, Teorema 2.4.6]).

Exemplo 1.1.12. K(H) é uma C*-dlgebra.



Proposicao 1.1.16. Se ¢ ¢é um elemento auto-adjunto de uma C*-dlgebra A, entio
r(a) = |lal|.

Note que, se || - |1 e || - ||2 sdo duas C*-normas completas sobre uma *-dlgebra A, entao
lall} = lla*ally = r(a) = lla*allz = [lal}3, Va € 4.

Portanto, existe no méximo uma C*-norma completa sobre uma *-lgebra.

Sejam A *-dlgebra de Banach e B uma C*-élgebra. Suponha que ¢ : A —» B é um
*-homomorfismo. Entdo ¢ é norma-decrescente, isto &, le(a)ll < |lall, qualquer que seja
a € A. De fato, como o5(p(a)) C 04(a), temos

le(@)lI* = llp(a)*¢(a)ll = r(p(a*a)) < r(a*a) = [la*al = ||a||?,
para todo a € A. Segue que, se A e uma C*-4lgebra e  é injetivo, entdao ¢ é uma isometria.

Sejam A e B C*-dlgebras. A soma direta de A com B, que denotamos por A® B, éo
conjunto A X B com as operagdes algébricas e involugao definidas coordenada a coordenada,
e com norma dada por

[I(a, )|l = max{[al], [lb]l}, (1.2)

quaisquer que sejam a € A e b € B. Como

I(a, 0)]*

(max{[lal], [Ib]1})* = max{|lal’, [|6]]*} = max{||a*all, |b*b]|}
= l(@"a,5°0)|| = |(a”, 8")(a, b) Il = [|(a, b)*(a, D),

segue que A @ B é uma C*-3lgebra. E facil ver que a norma definida em (1.2) é uma C*-
norma completa, e que a soma direta de C*-dlgebras pode ser naturalmente generalizada,
para uma quantidade finita de C*-4lgebras.

Dada uma C*-dlgebra A com ou sem unidade, podemos construir uma outra C*-algebra
com unidade que contém A como ideal. Descreveremos a seguir os passos dessa construgao.
Considere o conjunto

A={(a,a):a€ A, a € C}.

Defina adigdo e multiplicagdo por escalar coordenada a coordenada em A e defina produto
através de

(a,@) - (b, B) = (ab + Ba + ab, af)
e adjunto por

(a,0)" = (a*,a),
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quaisquer que sejam a,b € Ae o, 3 € C. E facil ver que, com estas operagdes, A é uma
x-algebra. Note que

(a,@)-(0,1) = (a,2) = (0,1) - (a, ),

e com isso A é uma *-dlgebra com unidade, que é dada por (0, 1). Denotaremos (0,1) também
por 1;.

Considere agora a aplicagio B

t: A - A
a — (a0).

Note que ¢ é um *-homomorfismo injetor e portanto é uma inclusio de A em A. Omitindo
t, podemos entéo denotar

Z={a+a1;:a€AeaEC}.
Para z € Z, como az € A, defina

llzlllz = sup{llazll4 : a € A, |lall4 <1},

e considere a aplicagao

~

T A — C
(a,@) — a.

Claramente 7 é um *-homomorfismo sobrejetor. Assim, dado z € Z, defina

ll2ll 5 = max{|||z]l|z, | ()]}

Pode-se provar que ||+ || ; ¢ uma C*-norma completa sobre A. Com isso, A é uma C*-algebra
com unidade.
Definimos o espectro de um elemento a de uma C*-lgebra A sem unidade por
o4(a) == oz(a).
Se A é uma C*-élgebra com unidade, entdo f = 1 i — 14 é uma projecdo em A. Neste
caso, a aplicagao 5
ApC — A
(a,@) — a+af
define um #-isomorfismo. Entretanto, se A nao tem unidade, entdo A nio é *-isomorfa a

A ® C, dado que, neste caso, A ® C nao tem unidade.

O Teorema a seguir determina completamente as C*-dlgebras abelianas. Duas impor-
tantes conseqiiéncias deste Teorema sao o célculo funcional continuo e a aplicagdo espectral
logo em seguida, que sdo ferramentas importante no estudo de C*-élgebras nao abelianas.
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Teorema 1.1.17 (Gelfand). Toda C*-dlgebra abeliana € isometricamente *-isomorfa a
Co(X), para algum espago de Hausdorff localmente compacto X.

Teorema 1.1.18 (Caélculo Funcional Continuo). Seja A uma C*-dlgebra com unidade.
Para cada elemento normal a € A, eziste um nico *-homomorfismo que preserva unidade
@ :C(o(a)) — A tal que p(z) = a, sendo 2z : A — \. E mais, ¢ € um x-homomorfismo
injetivo isométrico com Im(yp) é a C*-subdlgebra de A gerada por {14,a}.

Para o Teorema acima, se f € C(o(a)), denotamos ¢(f) = f(a).

Teorema 1.1.19 (Aplicagdo Espectral). Seja a um elemento normal de uma C*-dlgebra
com unidade A, e seja f € C(o(a)). Entdo,

a(f(a)) = f(a(a)).

A aplicagdo que construiremos a seguir é conhecida como cdlculo funcional holomorfo e
os detalhes desta construgao podem ser vistos em [9, Segio 3.3]. Seja a um elemento de uma
C*-élgebra A com unidade e seja Q uma vizinhanca aberta de o(a). Tome I' um contorno
de o(a) tal que Im(T') C Q \ o(a) e

1, zeo(a)

Indrfz) = {o 2€C~Q

Vamos denotar por H(Q2) o conjunto das fungdes holomorfas h : Q — C. Definimos

hla) = /F h(2)(214 — a)"Ydz, (1.3)

21

qualquer que seja h € H(Q2). Com isso, temos que h(a) é um elemento de A.

Teorema 1.1.20. Seja a um elemento de uma C*-dlgebra com unidade e seja Q uma vizi-
nhanga aberta de o(a).

(i) A aplicagio de H(Y) em A definida por 1.8 é um homomorfismo de dlgebras que
preserva unidade.

(1) Qualquer que seja h € H(Q), temos o(h(a)) = h(o(a)).

Comentaremos a seguir a construgao da Representacao Gelfand-Naimark-Segal, em que
obtemos que qualquer C*-3lgebra pode ser identificada com uma C*-élgebra concreta.



Definigdo 1.1.21. Uma representagao de uma C*-algebra A ¢ um par (o, H) em que H é um
espago de Hilbert e p : A — B(H) € um *-homomorfismo. Dizemos que uma representacdo
(v, H) de uma C*-dlgebra A é:

o fiel se ¢ é injetivo.

® nao degenerada se, para todo = € H ndo nulo, eziste a € A tal que v(a)(z) # 0.

Seja. A uma C*-dlgebra. Um elemento a € A é dito positivo se o(a) C R;. Pode-se
provar que todo elemento positivo de uma C*-élgebra A é da forma z*z, para algum z € A.

Um funcional linear de A é uma aplicagéo linear 7 : A — C. Temos que 7 de A é
continuo se, e somente se, ||7|| = sup{|7(a)| : @ € A, |la|]| < 1} < co. Neste caso 7] é a
norma de 7.

Dizemos que 7 é positivo se 7(a) € R, qualquer que seja a elemento positivo de A.

Um estado de A é um funcional linear positivo de A tal que ||7|| = 1. Denotamos por
S(A) o conjunto de todos os estados de A.

Para cada 7 € S(A), defina

N; :={a € A: 7(a*a) = 0}.

Nao ¢ dificil provar que N, é um ideal & esquerda fechado de A e que a aplicagdo

(A/N,)? - C
(@ + N, b+ N;) — 7(b%)
é um produto interno bem definido sobre A/N,. Denotaremos por H, o espago de Hilbert
obtido pelo completameno de A/N,. Agora, para cada a € A, defina um operador em
¢(a) € B(A/N;) por
p(a)(b+ N;) =ab+ N,, Vb € A.

Como ||¢(a)|| < |lall, ¢(a) se estende de maneira tinica a um operador limitado ¢-(a) sobre
H,. Dessa forma, a aplicacao
vr: A — B(H,)
a — ¢ (a)
€ um *-homomorfismo. A representagao (¢ryH;) de A é chamada de representacao GNS
associada a 7.
Para definir a representagao universal, precisamos antes definir soma direta de repre-
sentagdes. Seja (H;)icr uma familia de espagos de Hilbert. Definimos H = ®ierH; como uma
colecao de fungoes

h:T—|JH: talque h(i)=h; € H;, Vi€,

i€l



representagoes dos elementos gi, ..., g,), uma relagio algébrica entre estes elementos é uma,
relagdo do tipo

P(gl, -'-)gnagfa ag:;) =0, (16)
em que p é um polinémio em 2n varidveis ndo comutativas com coeficientes complexos.

Observamos que em [1], [2, Apéndice A] e [10, Secdo 1] podem ser encontradas construgdes
de C*-dlgebras geradas por elementos e relagoes em contextos mais gerais.

Seja G = {z,,z} : + € I} um conjunto de elementos abstratos, que chamaremos de
geradores, com Z um conjunto (no necessariamente finito ou enumeravel) de indices. Dadas
particulares relagdes algébricas entre elementos de G, vamos reuni-las num conjunto, que
chamaremos de R. Denominaremos (G, R) de par geradores-relagées.

Definigao 1.2.1. Sejam H um espago de Hilbert e (G,R) um par geradores-relagées. Uma
representagao (m, H) de (G,R) é um conjunto de operadores limitados {r(z.),n(z}): L € T}
de H, em que n(z}) = m(z,)*, Vi € I, cujos elementas satisfazem as relagies de R.

Definigao 1.2.2. Diremos que um par geradores-relagées (G,R) € admissivel se, para todo
t € I, existe supremo do conjunto

{llm(z.)|| : (m,H) é representacdo de (G,R)}.

Segue da Defini¢ao 1.2.1 que, se (G,R) é admissivel, entdo, para todo ¢ € T , existe
supremo do conjunto

{llz ()l : (w,H) é representagdo de (G, R)},

dado que [|(z})|| = || (z.)*|| = ||7(z.)||, qualquer que seja ¢ € Z.
Dado um par geradores-relagdes (G, R) admissivel, seja F (G) a *-dlgebra livre gerada
por G. Se y é um elemento de F(G), entdo y é uma soma finita de produtos finitos de

elementos de G com coeficientes complexos, mais especificamente y é da forma

Z Aipi, (1.7)
=1

em que p; = bi1bis...bim, é uma palavra formada com elementos de G, isto é, com by, big, ..., bim,
elementos de G, e cada ); é um niimero complexo. Note que

y‘ = z/\_ipzu (18)
i=1
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em que p; = by, ...bjb};. Dados dois elementos de F(G)

m n
hn = Z Api e Y3 = Zujqj, (1.9)
=1 Jj=1

com p; e g; palavras formadas com elementos de G para1<i<mel< j < n, entao

Yiya = (Z /\ipi) (Z Nj%') =3 Nwipigs, (1.10)
i=1 J=1

i=1 j=1

em que cada p;g; é a palavra formada pela simples justaposicdo das palavras Di € gj.
Proposigdo 1.2.3. Seja (m,H) uma representacdo de um par admissivel (G,R).

(a) A extensio de m a F(G) dada por

7 (Z ,\,-p,-) = Z/\,-Tr(p,-), (1.11)

em que p; = birbia...bim; € (birbia...bim,) = 7(bi1)w(biz)... 7 (bim;), € um *-homomorfismo
e € dnica.

(b) Para cada y € F(G)

llylll = sup{l[7(W)|l : (7, H) € representagdo de (G,R)}
define uma C*-seminorma sobre F(G).

Demonstragdo. (a) A linearidade é ficil de ser provada. Se y é uma elemento de F(G) entéo
y ¢é da forma dada em (1.7), com y* na forma dada em (1.8), assim

T(y') = 7 (Zz\_ip.’) = Zz\_ﬂr(PZ‘)

= (y)"

Agora, como dois elementos y; e y, de F(G) sdo da forma dada em (1.9), segue de (1.10)

12



-~ que -

3

%’(ylyz)

((§2) ()£

i=1 i=1 j=1

> Z Xipsim(pi)m(g;) = (Z ’\'"(pi)) (Z #ﬂf(%')>

T (Z /\ipi) T <Z ﬂjqj) =7 (1) (y2)

Vamos agora provar a unicidade, sejam 7, e 7 *-homomorfismos que estendem 7 e seja
y € F(G) como em (1.7). Entéo

%l (y) - %2(3/) = (Z )‘lpl) - 7l'2 (Z Alpl)

= Z/\iW(Pi) - Z Aim(p;) = 0,

portanto 71 (y) = T2(y), e como y foi escolhido arbitrariamente, segue que 7 = To.

(b) Claramente ||| - ||| é uma seminorma. Se y;,ys,y € F (G), entdo
lyrelll = sup{[|@(y1y2)|l : (w,H) é representago de (G,R)}
< sup{[|[@ ()17 ()]l : (m, M) & representagdo de (G,R)}
= |llwalll ly2lll,
lly*lll = sup{lIF(y)"|l : (w, ) & representagéo de (G,R)}

sup{||7(y)|| : (w,H) é representacio de (G,R)}
= |llylll

Il = sup{|[7(y)||* : (w,H) & representagéo de (G, R)}
= sup {||7(y)*7(y)|| : (m, H) é representagdo de (G, R)}
= sup{||7(y*y)|l : (w, ) é representacio de (G, R)}
= llyylll.
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Podemos agora apresentar a definicdo de C*-élgebra gerada por elementos e relacoes.

Definigao 1.2.4. Definimos a C*-4lgebra universal gerada pelos elementos de G satisfazendo
as relagbes de R, e a denotamos por C*< G,R >, como sendo a C*-dlgebra envolvente do

par (F(G), Il - 111).

Definigao 1.2.5. Sejam (G,R) um par geradores-relagdes e A uma C*-dlgebra. Suponha
que ezista um subconjunto G4 = {a,,a} : + € I} de A tal que os elementos de G 4 satisfazem
as relagoes de R. Diremos que A satisfaz a propriedade universal para o par (G,R) se
dada uma C*-dlgebra B e dado um subconjunto Gp = {b,b* : + € I} de B cujos elementos
também satisfazem as relagées de R, entdo eziste um 1inico *-homomorfismo ¢w:A— B tal
que @(a,) = b,, para todo 1 € T.

A proposigao a seguir nos dé a unicidade, a menos de *-isomorfismo, de uma C*-algebra
que satisfaz a propriedade universal para um par geradores-relagdes (G,R). A existéncia,
que seréd condicionada & admissibilidade do par (G, R), provaremos logo em seguida.

Proposigao 1.2.6. Se A e B sdo duas C*-dlgebras que satisfazem a propriedade universal
para um dado par geradores-relagoes (G, R), entio A e B sdo isometricamente x-isomorfas.

Demonstragao. Sejam G4 = {a,,a : « € I} e Gg = {b,b’ : + € T} respectivamente
os subconjuntos de A e B que satisfazem as relagoes de R. Como A e B satisfazem a
propriedade universal para (G,R), entéo existem dois inicos homomorfismos ¢ : A — B e
Y : B — A tais que ¢(a,) = b, e ¥(b,) = a,, qualquer que seja ¢ € Z. Segue que

Yo 1»b(bl.) = bu € ¢ o (P(a’l.) = Q,

qualquer que seja ¢ € Z. Por outro lado, novamente por causa da propriedade universal, os
*-homomorfismos id4 e idp sdo os tinicos que levam a, em a, e b, em b,, respectivamente.

Portanto, 1o ¢ =id4 e p o ¢ = idp, isto é ¥ é inversa de ¢ e vice-versa. O

Teorema 1.2.7. Seja (G, R) um par geradores-relages admissivel. Entio A = C*< G, R >
satisfaz a propriedade universal para (G,R).

Demonstragdo. Suponha que G = {z,,z} : . € I} e sejam B uma C*-lgebra e Gg = {b, b} :
¢ € I} um subconjunto de B cujos elementos satisfazem as relagdes de R. Defina a aplicacao

p:G— B

dada por
p(z.) =b, e p(z]) = b,
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—eestenda p a F(G), preservando linearidade, produto e adjunto. Seja J o ideal de F(G)
dado por {y € F(G) : |||lyl|| = 0} e considere agora a aplicagdo @ : F(G)/J — B dada
por ¢(y + J) = p(y). Afirmamos que esta aplicagio estd bem definida. De fato, segue da
construcdo GNS que existe H espago de Hilbert tal que B é isometricamente *-isomorfa,
a uma C*-subdlgebra de B(H). Chamando de ¢ este x-isomorfismo, obtemos (¢ o v, H)
representagdo de (G,R). Assim, se y; — y; € J, entdo

6 +J) =@+ Nz = 83 —v2+ Il
= ||<,o(y1 - y2)||B

1€ 0 w(y1 — v2) |l By
llyr — w2ll| = 0,

IA

isto é, §(y1 + J) = $(y2 + J).

Vamos denotar agora um elemento do completamento de F(G)/J na norma ||| - ||| por 7
e, no caso em que § € F(G)/J, convencionaremos que ¥ = y + J. Suponha entdo que 7 é o
limite de uma seqiiéncia de Cauchy {7, }ren de elementos de F(G)/J e note que

18(¥n) — 6@m)llz = 5@ — Im)llz = lle(¥n — ym)ll5
1< 0 #(yn = 4m)ll ey < |1[Fn — T,

isto é, {(7n) }nen € uma seqiiéncia de Cauchy em B e portanto converge (para um elemento
de B). Assim, obtemos a existéncia do *-homomorfismo 1 : A — B dado por

$() := lim (7n),

(note que VY| xG)/s = §).
Vamos mostrar agora que 9 é tnico. Sejam 1); e 1y dois *-homomorfismos de A em B
tais que

Ui(T) =b e;(@T)=b},VLeZ i=1,2

e considere o *-homomorfismo dado pela diferenga v; — 1. Segue que

(1/)1 - 1!’2)(937) = ¢1($_L) - ¢2(QTL) = bL - bL = O’VL € I?

logo
(Y1 —¥2)(@) = 0,Vy € F(G)/,
e portanto
(Y1 — ¥2)(y) =0,Vy € A,
isto é, ¥ = . . O
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Exemplo 1.2.8. Dada uma C*-dlgebra A, sejam G = A|JA* = A e R o conjunto de todas
as relagies x-algébricas entre elementos de A. Entdo A= C* < A, R >.

Demonstragao. Note que, dada uma representagdo (m,H) de (G, R) e dado a € A, segue de
Im(a)ll < llall

que (G, R) é admissivel. Dada uma C*-dlgebra B que contém um conjunto G de elementos
que satisfazem as relagdes de R, a inclusdo canénica é o tinico *-homomorfismo de A em B
que leva cada elemento de A em sua respectiva cpia em B, portanto A satisfaz a propriedade
universal para (G,R). Como C* < A,R > também satisfaz a propriedade universal para
(G,R) por causa do Teorema 1.2.7, segue da Proposigio 1.2.6 que A~ C* < A, R >. O

Exemplo 1.2.9 (C*-dlgebra gerada por um unitario). Suponha que G = {e,u,u*} e
que
2

R={v'u=uu"=e=¢e"=¢’ eu=u=ueeu* =u" =u'e}.

Entdo (G,R) € admissivel e C* < G, R >= C(T).

Demonstragao. Note que, qualquer que seja uma representagao (m,H) nio degenerada de
(G,R), temos

I(e)I* = lIm(e)*n(e)ll = In(e)*ll = lx(e)l| & llm(e)ll = 1,

Iw@)I* = llr(u)*7 ()| = Ir(e)| = 1 & |r(u)]| =1,
o que ¢ suficiente para que (G, R) seja admissivel, garantindo a existéncia de C* < G, R >.
Basta agora mostrar que C(T) satisfaz a propriedade universal para (G,R), sendo G¢ry =
{1,2,Z}, em que 1 : A — 1 é a fungéo unidade de C(T), z : A — X a funcdo inclusdo
de Tem C, ez' =2 =Z: X+ X Note que |1l = 1, ||2]loc = supyep|A| = 1 e
IZllco = supser A = 1.

Seja B uma C*-édlgebra com unidade 1p e v € B um unitdrio. Como v é unitério, entéao
o(v) € T. Vamos denotar por I, Z e Z, respectivamente, as restrigoes das fungoes 1, z e
Z a 0(v). Segue de 1.1.18 que existe um tnico *-homomorfismo ¢ : C(o(v)) — B tal que
©(Z) = v, com ¢ injetivo. Logo

0(2) = p(Z*) = p(2)* = v",
o(I) =9(Z2*Z) = v*v = 1p.
Se 1 : C(T) — C(o(v)) denota o *-homomorfismo restrigao f — f,(y), entdo ¢ = poth é um

*-homomorfismo de C(T) em B tal que ¢(z) = v e ¢(1) = I. Segue da Proposicio 1.2.6 que
C(T) = C* < G, R >. O
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—  Exemplo 1.2.10. Sejam G = {e,z,z*} e .

R={e?=¢"=e,2* =z,ex = v = we,ex* = z* = x*e}.
Note que o conjunto
{llz()|| : (w,H) € representagio de (G,R)}

nao admite supremo, portanto o par (G,R) ndo é admissivel. Para cada representagio
(m,H) de (G,R), € possivel construir a C*-subdlgebra C*(r(z)) de B(H) gerada por m(z),
entretando dada uma C*-dlgebra B e h € B um elemento auto-adjunto, ndo é possivel
garantir a unicidade de um *-homomorfismo de C*(w(z)) em B que leva n(z) em h.

As construgdes concretas das C*-dlgebras dos préximos exemplos serdo detalhadas nas
duas segOes que se seguem neste capitulo.

Exemplo 1.2.11. Sejam G = {I,S,S*} e o conjunto de relagées
R={$"S=1I"=1=1,81=1S=5,8 =15 =5

Note que, qualquer que seja uma representagio nio degenerada (mw,’H) de (G,R), seque das
relagoes de R que

lw(DII* = (D a (D]l = l7(1?|| = =Dl & =) =1,
Ix(S)I* = llm(S*)m(S)| = lln(D)]l = 1 & = (S)Il = 1,
e como m(S*) = n(S)*, obtemos também
(S = 1,

portanto o par (G,R) admissivel. Isto nos permite definir C* < G,R >, conhecida como
dlgebra de Toeplitz e denotada por C*(S). Provaremos na Se¢ao 1.8 que esta C*-dlgebra é
isometricamente x-isomorfa a qualquer C*-dlgebra gerada por uma isometria ndo unitdria
numa dlgebra de operadores limitados num espago de Hilbert.

Exemplo 1.2.12. Seja A uma C*-dlgebra com unidade. Sejam G = A|J{u,u*} e R o
conjunto de todas as relagdes x-algébricas de A, das relagdes u*u = 1 = u*u (que garantem
que u € um unitdrio) e, para cada a € A, da relagdo dada por

vau* = b, para algum b € A.
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— Assim, define-se um *-automorfismo o de A, dado por a(a) = uau*. Dada uma repre-
sentacdo nao degenerada (m,H) de (G,R) e a € A, segue de ||7(u)|| =1 e de

Ir(@au™)|| = [Im(u)™m(a)m(u)™|| < lm(w)™|[|lx(a)ll||m(u)|
= =@l <llafl, Ym,ne N
que (G, R) € admissivel, o que nos permite definir B := C < G,R >. Provaremos na iltima

secao deste capitulo que B é %-isomorfa ao conhecido produto cruzado A x, Z (Teorema

1.4.12).

Exemplo 1.2.13 (Algebra de Rotagdo). Sejam 6 € R, G = {I,U,V,U*,V*} e R o
conjunto das relagdes

IU=U=UI,IV=V=VI, I*=1=]? (1.12)
U'U=1=UU* VV*=1=V"V, (1.13)
VU = e*™yv. (1.14)

As relagdes dadas em (1.12) garantem que o elemento I é a unidade, as relagées dadas em
(1.13) nos ddo que U e V sio unitdrios e em (1.14) estd a relagio que caracteriza a dlgebra
de rotagao. Note que o par geradores-relagées (G, R) definido acima é admissivel. De fato,
qualquer que seja (m,H) representacio de (G,R), seque imediatamente de (1 12) e (1.19)
que [(U)|| = [l=(V)|| = |I=(D)|| = 1.

Chamaremos de Ay a C*-dlgebra universal gerada por G satisfazendo as relagoes de R.

1.3 Algebra de Toeplitz

Faremos nesta segdo a construgio concreta da Algebra de Toeplitz. Para isso serd necessaria
a construgao dos espagos de Hardy H™ que, para n = 2, é o espago de Hilbert sobre o qual
definiremos os operadores de Toeplitz. Terminaremos a Secdo demonstrando o Teorema de
Coburn, em que provamos que a Algebra de Toeplitz concretamente construida é x-isomorfa
a qualquer C*-dlgebra gerada por uma isometria nao unitéria.

Seja T := {2z € C: |2| = 1} a circunferéncia de raio 1. Equipado com o produto pontual,
T é um grupo. Como ¢ +— €' é uma bijecdo entre o intervalo [0;27] e T, dada uma funcao
f: T — C podemos definir F': R — C através de

F(t) = f(e*), (1.15)
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que é uma fung@o 27-periédica. Reciprocamente, se F' é uma funcao real de periodo 27, entao
existe uma fungéo f sobre T que satisfaz a igualdade dada em (1.15). Assim, definimos a
o-dlgebra 90 dos elementos Yy = {e* : t € X}, para todo X € R, sendo R a o-algebra,
associada & medida de Lebesgue em R, que denotaremos aqui por 7. Definimos a medida
sobre 901 através de

u(Yx) = 5-r(X).

Em outra palavras, definimos a integral de Lebesgue para uma fungdo f definida sobre T
por

1 o it
Jran= [ raun = o- [ rearce).

Note que p(T) = 1, isto é, a medida p estd normalizada. Sob estas convengdes, uma funcio
f T — C serd dita Lebesque mensurdvel se f7H(V) € M, para todo V aberto de C.
Diremos que uma relagéo entre duas fungdes Lebesgue mensuraveis vale quase sempre (q.s.)
se a relacdo nao vale apenas em um conjunto Y de medida nula (na medida p), isto &,
p(Y) = 0. Definimos assim uma relagao de equivaléncia no conjunto das fungdes Lebesgue
mensuraveis através de
f~g9& f-g=0aqs,

quaisquer que sejam f,g : T — C Lebesgue mensurdveis. Neste sentido, denotaremos a
classe de uma fungéo f : T — C Lebesgue mensurdvel também por f.

Definigao 1.3.1. Para 1 < p < 00, definimos LP(T) como a classe de todas as funcées
J : T — C Lebesgue mensurdveis tais que a norma definida por

il = (/Tlfl”du)% = (% /0% If(e“)l”dr(t)y

Seja g : T — [0;00] e seja S o conjunto de todos os niimeros reais o tais que

# (97" (o, 00])) = 0.

Chamamos de supremo essencial de g o nimero dado por

co seS=40
Alg) = {infS se S # 0.

€ finita.

Definicao 1.3.2. Dada f : T — C, definimos a norma do supremo essencial por

1 flleo = BUSI)-

Denotaremos por L*(T) a classe de todas as fungées f : T — C tais que | flloo < 00.
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~L*(T) é uma *-dlgebra com o produto pontual e com involugio dada, para cada
f € L*(T), por

F*A) =Ff(\), VA€ET,
€ como

sup |f(£)] < [1flloo
teT

qualquer que seja f € L*(T), segue que C(T) C L*®(T). Neste caso, como duas fungoes
continuas que coincidem q.s. sdo necessariamente iguais, entao, para f € C(T), temos

[1fllo = sup |£(t)]-
teT

Observagao 1.3.3. Como T é compacto, seque da desigualdade de Hélder que, dado p € N*,

1

[ < ( [ Ifl"du)% ([ |1|F4leu)?%

27 L;—l
= Wy (55 [ 1) " =0 v € 22

logo LP(T) C L*(T). Temos também,

£l = ( / |f|”du)%3( / nfuzoduf
£l ( / |1|Pdu)’l°  Vf € L2(T),

e portanto L*=(T) C LP(T), para 1 < p < oo.

/112

O resultado a seguir é bastante conhecido e sua demonstragao pode ser encontrada em
(16, Teorema 3.11].

Proposigao 1.3.4. Para 1 < p < 0o, LP(T) é um espago vetorial completo.

Em particular, L?(T) é um espago de Hilbert com produto interno dado por

<fg>= /fgdu /f aNdu(N),

para f,g € L*(T).

Para n € Z, definiremos a fungio

€n: T — T

z — 2"
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que é evidentemente continua. Note que

€ =€-n € En€r = €nyk,

e que € é a fungao identicamente igual a 1.
Denotaremos por I' o conjunto linearmente gerado pelos elementos €ny, ¥ € Z. Mais

especificamente, se p € I, entdo p é da forma Y ke—n A€k, para algum n € Z, sendo cada Ak
um nimero complexo. Como z = cos(f) + isen(f) e

p(z) = Z A2k = Z Ak (cos(k6) + isen(k8)),

k=-n k=-n

' é chamado de conjunto dos polinémios trigonométricos.
Proposicao 1.3.5. (€:)nez € uma base ortonormal para L*(T).

Demonstragdo. A ortonormalidade de (€,)ncz segue de

< €m,€n > = /em'ezdu
T

_ 1 2ﬂei(m'")tdt= 1 sem=n
2m Jo 0 sem#n.

Como T é compacto, I' é uma *-subélgebra de C(T), lg(r) = €0 € I, T separa pontos de
Tee =en €T, segue do Teorema de Stone-Weierstrass (vide (3, Teorema 8.1]) que I é
denso em C(T), na norma dada por

[flleo = sup{|f(2)| : z € C}, f € C(T),

que coincide (em C(T)) com a norma || - ||, da Definigdo 1.3.2.

Como C(T) é denso em L?(T) na norma || - ||,, ([16, Teorema 3.14]) e || f||, < ||fllcos Vf €
LP(T) (Observagdo 1.3.3), segue que I' é denso em LP(T), nesta mesma norma, para
1 < p < oo. Em particular, para p = 2, esta densidade, juntamente com a ortonormali-
dade de (€n)nez, implica que (€,)nez é uma base ortonormal para L*(T). O

Se f € L'(T), entdo

/T \ferldn < [r e lloodps = /T | Fldw = [ £l

isto é, f&; € L'(T). Isso nos permite definir a transformada de Fourier para um elemento
de L}(T).
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Definigao 1.3.6. Dada f € L'(T), definimos n-ésimo coeficiente de Fourier de f por

fln) = /T fedy = /T FO)Amdu(N).
A fungéao
C

~

f: Z —
n — f(n)

¢ chamada de transformada de Fourier de f.

Proposigio 1.3.7. Seja f € L}(T). Se f =0, entdo f=0gq.s.

Demonstragdo. Se f_=. 0, entao

[r(i )\iﬁi) fdp = iAi/eifdﬂ:'O:

i=-n i=—n T

quaisquer que sejam Ay, ..., A\, € C, logo [;gfdy =0, Vg € T. Dados h € C(T) e € > 0,
tome g € T tal que ||g — hl|oo < T Segue que

/ hfdu’ = | [ h=)sdu+ / gfdu’

< b= gl / \Fld < e.
AL

11l

Portanto, f'r hfdp =0, para todo h € C(T). Assim, a medida py, definida por

ui(B) = [ fdu= [ rxeds, vE em
e cuja existéncia decorre de [16, Teorema 1.29], é nula. Isto é, f = 0 g.s.. O

Definigao 1.3.8. Dado 1 < p < oo, definimos o espago de Hardy de ordem p, ou simples-
mente espago de Hardy como sendo

H”={f€L"(’]I‘):f(n)=0, n<0}.

Proposigao 1.3.9. H? é um subespago vetorial fechado de LP(T) na norma || - ||,, para todo
1 <p< oo Emais, sel <p<oo, entdo H® = H? (| L*(T).
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— Demonstragdo. Claramente H? é um subespago vetorial de L? (T). Seja (fm)men uma seqiiéncia
de H? convergente para f € LP(T). Vamos mostrar que f € HP. Dado € > 0, existe N € N
tal que

m>N=|fm—fll, <e.

Por outro lado, se n < 0, entdo

|7 ()]

I/Tfad“’ N ‘/T(f = fm+ fm)adp‘

l 7 = e + ] / fmadu‘

< 17 = fuldu+ [Fatm)
= 1 = il S 15 = fully <,

IA

quando m > N. Como ¢ foi escolhido arbitrariamente, segue que f(n) = 0, para todo
n € Z*, portanto f € HP.

Agora, se 1 <p<ooe f € H® entdo f € L®(T) C L?(T) e, como f(n) =0, ¥n < 0,
obtemos que f € HP. Portanto H® C HP () L*(T). Reciprocamente, se f € HP () L*(T),
entdo f € L®(T) e f(n) =0, Vn < 0, de onde segue a inclusao reversa. O

Proposigéo 1.3.10. H? € um subespago de Hilbert de L*(T). E mais, (en)nso € base de H2.

Demonstragdo. A primeira afirmagio segue imediatamente da Proposigéo 1.3.9. Para provar
a segunda, note que, se m,n € Z, entdo

— 1 =
€m(n) = / EmEndlL = / EmE—ndp = { sem=mn
T T

0 sem#n.

Daf, se n < 0, entdo é,(n) = 1 # 0, logo ¢, € H? se, e somente se, n > 0. Seja g € H?, como
(€n)nez € base de L%(T) e

< g,€m >= /gmdu =g(m) =0, Ym <0,
T

segue que

g=Z<g,en>en=Z<g,en>en.
neZ neN

Lema 1.3.11. Se ¢ € L®(T), entdo ||ofll2 < [|¢]looll fll2s Vf € L3(T).
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Demonstragio. Se ¢ € L*°(T), entdo — S o

([iosora)’ < ([ wirors)

ol ([ If(/\)l2d/\)% = I leol £l

llef1l2

qualquer que seja f € L%(T). O

Proposigéo 1.3.12. Se ¢ € L®(T), entdo ¢f € L*(T), Vf € L*T). Em particular, se,
p € H®, entao pf € H?, Vf € H?.

Demonstragdo. A primeira afirmagio decorre imediatamente do Lema 1.3.11.
Para verificar a segunda, vamos mostrar inicialmente que H? é fechado com relagdo ao
produto pontual. De fato, se f,g € H?, entdo segue de 1.3.10 que f e g se escrevem como

00 [ o]
f=) onen € 9= Butm,

n=0 m=0

logo

fg= (Z anfn) (Z ﬁmem) = Z Z anﬂmfn-q.m € H?

n=0 m=0 n=0 m=0
Suponha agora que ¢ € H*, segue da Proposigao 1.3.9 que ¢ € H?(L®(T), e dai
of € H?, Vf € H?, dado que H? é fechado com relagdo ao produto pontual. O

Segue da Proposicdo 1.3.12 que para cada ¢ € L®, o operador multiplicagao dado por

M,: L*T) — L*(T)
f = of

estd bem definido, e segue do Lema 1.3.11 que M,, ¢ limitado, com || M, || < [|¢]lco-

Proposicao 1.3.13. A aplicagdo

M : L*(T) — B(L*T))
Y =3 M,,

€ um *-homomorfismo isométrico. E mais, se p € H®, entdo H? ¢ invariante por M,.

Demonstragdo. Claramente M ¢é linear. Sejam ¢y, s € L®(T) e f € L*(T), temos

A/[‘lez(f) = p1paf = Mw (4P2f) = MtleﬁPz(f)a
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——logo M preserva o produto. Considere agora ¢ € L°(T) e f, g € L? (T),dai

< (My)*(f) 9 >

< f, My(g) >=< f,pg >= Af@d#

/T (@F)gdp =< B, 9 >=< M(f), 9 >,

de onde segue que M preserva adjunto. Portanto, M é *-homomorfismo.
Segue do Lema 1.3.11 segue que

1Mo(Hll2 = llefll2 < Nlellooll £l2,
e portanto,

M|l = sup{[| Mo (£)llz : | fll2 = 1} < l|¢ploo-
Suponha agora que ||M,|| < ||l¢|lc, entdo existe € > 0 tal que M|l + € < ||¢)loo- Seja
S={weT:|pw) > llglo — £}, segue da Definigio 1.3.2 e da normalizagdo de u que
0 < u(S) < 1. Temos, entdo, que || M| + £ < |p(w)| para todo w € S. Portanto

IMIPu(S) > | My(xs)lZ = / loxaldp = /S o?du

/S|||M<p” + §|2dp = (||M¢|| + g)zu(g),

que nos dé || M| > || M,|| + £, que é absurdo. a

v

Definigdo 1.3.14. Chamamos V = M,, de shift bilateral. A restricio U de V a H? ¢
chamada de shift unilateral sobre a base (€n)nen-
Para cada n € Z, temos que V(e,) = €py1.

V' é um *-isomorfismo. De fato, se T’ é um operador de L?(T) definido por T(en) = €n-1,
entao

T(V(en)) = T(V(€n+1)) = €nt1-1 = € = €p—141 = V(T(En)),
logo T' = V=1, Assim, note que V™(e,) = €ntm vale mesmo quando m < 0. Note também

que isto nao vale para o shift unilateral U. De fato, U néo é sobrejetor, dado que ¢g ¢ U(H?).

Proposigao 1.3.15. Se T' é um operador limitado de L*(T), entdo T comuta com o shift
bilateral V' se, e somente se, T = M, para algum ¢ € L>°(T).

Demonstragdo. Claramente M, comuta com V, qualquer que seja ¢ € L*°(T). Suponha
que T" € um operador limitado de L%(T) tal que TV = VT. Lembrando que I' é o conjunto
linearmente gerado pelos elementos €,, com n € Z,se P € T, entao

P = Zn: An€n.

i=-n
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~ Segue da linearidade do *-homomorfismo M que o -

M, = Xn: AnM., = zn: V™.

i=—n i=-n

Portanto, My comuta com V.

Considerando agora que 9 € L®(T) C L*(T), como I' é denso em L?*(T) na norma || - ||,
podemos afirmar que existe uma seqiiéncia (¢,)n,>1 em I' que converge para 1 na norma
Il - ll2- Logo,

Tim [IT(%) = T@)]l2 = 0,
dado que T" é um operador limitado, e portanto continuo

Como (9n)n>1 em I' que converge para 1, temos que existe uma subseqiiéncia (¥n, )k>1
de (¥n)n>1 que converge para ¥ q.s. (vide [8]). Note que, novamente porque T' é continuo,
(T'(%n,))k>1 converge para T'(3) na norma || - ||o. Dessa forma, podemos tomar uma sub-

seqiiéncia (Yn,, )i>1 de (¥n,)k>1 tal que (T'(y, ))i>1 converge para T'(3) g.s... Definindo
¢ = T(ep), temos

T(¥ny,) = T(My,, (c0)) = My,, (T(e0)) = My,, (#) as..

Portanto T'(¥) = ¥y q.s..
Resta provar que ¢ € L®(T). Seja E, = {A € T : [p(A)| > [|T|| + 1}, segue que E, é um
conjunto mensuravel. Como

\%

ITIIxE R > 1T Ol = / T, Pas > / IT(eo) Pcsads
1 1

= [ tolxmdiz [T+ 3 mdis = (71 + 2Pl 1B
T T n n

segue que ||xg,||2 = 0, e entdo p(E,) = 0. Assim, o conjunto dos elementos A € T tais que
lo(N)| = |IT|l, que é igual a | J;2, En, é um conjunto de medida nula. Segue que |@())| < ||T|
q.s., e portanto ¢ € L*(T). O

Definicao 1.3.16. Dizemos que um subespago vetorial fechado K de um espago de Hilbert
H € invariante por um operador T' € B(H) se T'(K) C K, isto é, se T(z) € K, Vz € K.
Se A C B(H) € um conjunto de operadores, dizemos que K ¢é invariante por A se K ¢é
invariante por T, VT € A.

Note na definicao acima que, se Px é a projegado ortogonal de H sobre K, entao K é
invariante por 7" se, e somente se, PxT Py = T Pk.
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Definicao 1.3.17. Dizemos que um subespago vetorial fechado K de um espago de Hilbert
H é redutivel por um operador T € B(H) se K e K* forem invariantes por T.

Observacao 1.3.18. A definicio dada acima € equivalente & comutatividade de T com Py,
dado que K € invariante por T se, e somente se, K for invariante por T*.

Definicao 1.3.19. Seja H um espaco de Hilbert e seja A uma C*-subdlgebra de B(H).
Dizemos que A € irredutivel para H, ou que A age irredutivelmente em H, se os wnicos
subespagos de H que sdo invariantes por A sdo 0 e H.

Lembrando que K(H) denota a C*-slgebra dos operadores compactos sobre um espago
de Hilbert H, enunciaremos a seguir mais um resultado sobre esta C*-ilgebra, cuja prova
pode ser encontrada em [11, Teorema 2.4.9).

Proposigao 1.3.20. Seja A uma C*-dlgebra irredutivel sobre um espago de Hilbert H tal
que AN K(H) # 0. Entdo K(H) C A.

A menor o-dlgebra em T que contém todos os seus abertos é chamada de o-4lgebra dos

borelianos de T, e ¢ denotada por B. Note que B C 1. Seja E um elemento da o-4lgebra
dos borelianos de T. Se f € Ly(T), entao

(A) seXeE

XWX = (xe(N))? F(A) = xe(WF(\) = {fo se \¢ E

logo, M,,, é uma projegéo sobre L?(T). A imagem de uma projegao deste tipo é chamada de
subespago vetorial de Wiener de L*(T). Se Kg = M, (L*(T)), segue da Proposicio 1.3.15
que

V(Kp) = V(My, (L*(T))) = My (V(L¥(T))) = My, (L¥(T)) = K. (1.16)
Se p € L*(T) é um unitério, entao
oH? = {of : f € H?} = {M,(f) : f € H?} = M,(H?)
é um subespago vetorial fechado de L?(T). De fato, se (fn)n>1 é uma seqiiéncia de H? tal

que (¢ fn)n>1 converge para g € @(H?), entdo, como ¢ é unitério, segue que
[fallz = llofallz = lPefallz, ¥n > 1,

portanto (fn)n>1 converge para f := pg € H?. Neste caso, o subespago ¢ H? é chamado de
espago vetorial de Beurling de L*(T). Note que @H? é invariante pelo shift bilateral V e,
além disso, V(pH?) # pH?. De fato, segue da Proposigao 1.3.15 que

V(eH?) = V(My(H?) = My(V(H?)) = My(U(H?)) = @U(H?) ¢ oH* (1.17)
dado que a igualdade implicaria U(H?) = H? e daf U seria sobrejetor, o que é falso.
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Proposicao 1.3.21. Os subespacos vetoriais fechados de . L*(T) invariantes pelo shift bilat-
eral V' sio somente os espacos vetoriais de Wiener e de Beurling. Se K é um subespaco
vetorial fechado de L*(T) invariante por V, entdo

(a) V(K) = K se, e somente se, K é um espago vetorial de Wiener de LY(T).
(b) V(K) & K se, e somente se, K é um espago vetorial de Beurling de L*(T).

Demonstragdo. Seja K um subespago vetorial fechado de L*(T) invariante por V.

(a) Suponha que V(K) = K, e considere Px a projegio de L2(T) sobre K. Note K<L &
invariante por V. Com efeito, se y € K* e z € K, entdo

0=<z,y>=<2z,VYV >=<V(z),V(y) >,
y (V) (K) (v)
€

logo V(y) € K*. Logo, K é redutivel por V. Segue da Observagao 1.3.18 que Pk comuta
com V. Dai, a Proposi¢do 1.3.15 implica a existéncia de um elemento ¢ € L>(T) tal
que Pg = M,. Como Pk é uma projegao, segue que

2 * __
Mz =M= M,,
em que M; = Mg, dai

G*f = Bf = of, Vf € LX(T),

ou seja @? = P = ¢, de onde segue que, para cada A € T, p()) = 0 ou w(A) = 1, logo
¥ = XE Q:8., para E um conjunto mensuravel. Logo, Px = M, e portanto K é um
espaco vetorial de Wiener de L?(T). A reciproca segue de (1.16) na pagina 27.

(b) Suponha agora que V(K) & K. Entéo existe um vetor unitdrio ¢ € K tal que ¢ é
ortogonal a V(K). Como V"(p) € V(K), Vn > 0 e como

Vi) = V" (Z < Py Em > €m) = Z < 0y €m > €min

meZ meZ
= z < P, €m > €n€p = €p (Z < P, €m > em) = €np,
mezZ meZ

para todo n > 0, segue que
0=<V"(p),p >= / V™ (p)pdu = /enwdu = [rfn|90|2d#, Vn > 0.
T T
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———— Como |pA\)|>* € R, VX € T, entdo, qualquer que sejan >0, o
0=<nlpl? >= [ calplPd = [ loPeds =< ol c.n >,
T

portanto [p|* =3, < |p|?,en > €, =< |0|% €0 > €0, isto &, l¢|> = @ q.s., para alguma
constante a. Como ||p||2 = 1, segue que a = 1. Portanto, ¢ é um unitario de L>®(T) e
@H? C K. De fato, se f € H?, entdo f= EnZO An€n, 0 que implica

of = Z An€ntp = Z AnMe, (p) = Z AV ().

n20 n>0 n>0

Além disso, como ¢ é unitdrio, (€n)nez é uma base ortonormal para L*(T). De fato,

_ 1 sem=n
< Pem, Pep >=< €m, PPe€n >=< €y, €, >=
0 sem#n.

Agora, se g € L*(T), entdo

9=(9%)p = (Z < 9P, €n >en><p=z < 9,6 > Enp.

neZ nez

Como, para todo ¥ € K, temos < €,¢0,% >=< p,e_pp >, dado que €_,9 € V(K),
segue que €, € K+, Vn < 0.

Logo, (€n)n>0 é uma base ortonormal para K, e portanto K = @H?. Portanto, K é
um espago vetorial de Beurling de L*(T). A reciproca segue de (1.17) na pégina 27.

a

Proposigao 1.3.22. Os inicos subespacos vetorias fechados de H? redutiveis pelo shift
unilateral U sao os espagos invariantes 0 e H2.

Demonstragdo. Suponha que K é um subespago vetorial fechado néo trivial préprio de H?
que seja redutivel pelo shift unilateral U, isto é, tal que K e K sdo invariantes por U. Note

que
ﬁ VMK)C ﬁ V*(H?) =0,
o que n=1 n=1
ﬁ VMKt c ﬁ Vr(H?) =0,
n=1 n=1
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——— —com K # 0. A Proposigao 1.3.21 implica que K é um espago vetorial de Beurling de 7.2 (T),

assim como implica que H?2 © K = K+ também é um espaco vetorial de Beurling de L2 (T).
Entéo, existem ¢,y € L®(T) C L?(T) vetores unitdrios tais que K = pH? e H*© K = ¢ H?,
Dado n > 0, temos que €, € K e €,9 € H?0 K, daf
<enp, P >=0=<p,€.9 >,
ou seja
/T enppdp = 0 = /T pe_npdp,
que ¢ equivalente & . .
e(—n) = 0= py(n).
Como n € N foi escolhido arbitrariamente, segue que a transformada de Fourier de i) é

zero. Segue da Observagao 1.3.7 que 9 = 0 q.s., que é absurdo dado que ¢ e 1 sdo vetores
unitarios de L*(T).

Portanto, K nao pode ser um subespago vetorial fechado nao trivial préprio de H?, isto
é, K=00u K = H% O

Definicao 1.3.23. Seja V um operador sobre um espago de Hilbert H, e seja K um subespago
vetorial fechado de H, chamamos de compressao de V para K o operador PxV|k, isto €, a
projecdo ortogonal sobre K composta com a restrigio de V a K.

Definicao 1.3.24. Seja Py2 a projecdo ortogonal de L*(T) sobre H? e p € L®(T) e con-
sidere a compressio de M,, ¢ € L*(T), a H?, dada por

y . H? - H?
f = Pg(ef).

Chamamos T, de operador de Toeplitz com simbolo ¢.
Note que um operador de Toeplitz é sempre limitado e do Lema 1.3.11 temos
1Tl < llelloo-
Note também que T, = U.
Proposigao 1.3.25. A aplicagao

T: L*(T) — B(H?
7

— T(p

. . L e
¢ linear e preserva adjuntos, isto € T, = Tj.
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~ Demonstragdo. A linearidade de T segue da linearidade de P2 e da distributividade do
produto em L*(T). Quanto ao adjunto, se f,g € H?, entdo

<To(fhg> = <[T(9)> = < f, Py(pg)>
= <Puw(f)ypg> = < fpg9>
= <¢f7g> = <¢faPH2(g)>
= < Pm(@f),9> = <Tp(f),g>
portanto < T3 (f) — Ty(f), 9 >= 0, Vg € H?, isto é, T, = T,. a

Segue da Proposigdo acima que, se g = ¢, entdo T, é auto-adjunto.
Note que, para ¢ = ¢; e ¥ = €_;, temos T, =T,=UeTy=T., =Tg = U* Como
U*(e) =0, UU* # 1, mas T,y = T, = 1, portanto em geral nio temos a igualdade

TtpTl/I = TW

A Proposigdo 1.3.26 abaixo nos d4 condigdes suficientes para que esta igualdade seja ver-
dadeira.

Proposigao 1.3.26. Se p € L®(T) e 1) € H®, entdo
Ty = T,Ty e Tj, = TyT,.
Demonstragao. Como ¢ € H*, segue que H? C H?. Para cada f € H?, temos que
ToTy(f) = Puz(0Pu2((f)) = Puz(09(f)) = Tpy(f).
Dai, como @ € L*®(T), segue que

ToTy = Ty & (TpTy)" = (Tpy)* © TyT, = Ty,

Proposigao 1.3.27. Se p € L*(T), entdo T, é compacto se, e somente se, p = 0.

Demonstragdo. Seja U = T,, o shift unilateral. Temos que

€m— sem>n
Utn(fm): YTZ)TU =
s se m < n.
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Dada f*G*HZ,*temos - o o

2 2

< frem > U™ (en)

m=0

1T ()3

U (i < f,€m > em) =

m=0

2 2

o0 2 o0
= I3 < fitm > (Emn)|]| =D 1< frem >,
m=n 2 m=n

de onde segue que a seqiiéncia (U*"(f))nen converge para zero em L?(T).

Seja F' um operador de posto finito, entdo existem fi, ..., fn, g1, ..., gn € H? tais que

F(h)=)_ <h,g;> fi, Vhe H.

i=1
Assim, dado m € N e h € H? temos
U*mF(h) = Z < h’7 gi > U*m(fi)7
i=1
(Observagéo 1.1.13). Como, para cada 1 <1i < m,
lim U*™™(f;) =0,
m—00

dado € > 0, existe V; € N tal que

m > N; = [|[U(fi)ll2 <

Tome N = méx{N; :1 <i<n}. Sem > N, entdo

.
Z?:l ”gJ"2
|U™F|| = sup{|U™F(R)|2: [[h]2 = 1}

= sup{ 2 |Rllz = 1}
2

< sup {Ilhﬂzz lgillz 1™ (f)ll, : lIllz = 1}

n

Z < h,gi > U"™(fi)

i=1

=1
n
< e llgilla=¢
S llgslls &P S
isto é,

lim U*™F = 0. (1.18)

m—0o0
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— Como os operadores de posto finito em H? sio densos em K (H?) e |U*™| = 1, para todo

m € N*, se K € K(H?), temos que

lim UK =0.

m—0o0

Se f € H?, entdo

T ToTe(f) = Pu2(&1Puz(pPuz(e1f)) = Pu2(€10e1f) = Tepe, (f) = Ty(f),
dai, por indugao, prova-se facilmente que
TITTE(f) =T, VR 2 1.
Segue que
1Tl = ITE"TLTEN = U TL,U™|| < U T,

para todo m € N. Portanto, adicionando a hipétese de compacidade para T, obtemos
T, = 0, que implica ¢ = 0. O
Proposicao 1.3.28. Se p € C(T) e ¢ € L*=(T), entdo

T, — Tog (1.19)

BT, — T (1.20)

sdo operadores compactos.

Demonstragdo. Como
ToTy — Ty = (T3Tp — T)’,

a compacidade do operador dado em (1.19) decorre da compacidade do operador dado em
(1.20). Como I' é denso em C(T) (Proposigao 1.3.5), podemos supor que ¢ € I'. E, como
a aplicacdo ¢ + T, é linear, sem perda de generalidade, podemos considerar ¢ = ¢,, para
algum n € Z. No caso em que n > 0, segue da Proposigao 1.3.26 que TyT., = Tye,, € dai
TyTe, — Tye, é o operador nulo, que é compacto.

A prova de que TyT,_, — Ty._, é um operador compacto para todo k > 0 sera feita por
indugao em k, como se segue.

Se f € H?, entao

T, (f) = Pux(¥Pu2(e-1f)) = Prz(d(e-1f— < f,e0 > €-1))
= P].ﬂ('(/)ﬁ_lf)— < f, € > PH2(¢€_1) = TKbC—l(f)_ < f, €9 > PH'Z(’wE_l),
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daf o posto do operador TyT._, =Ty, = = < f, €9 > Pp2(1e_1) é zero ou um, o que garante
que este operador é compacto.

Admita a seguinte hipétese de indugdo: suponha que para k > 1 vale que
TyTe_, — Tye_, € K(H?),
para todo ¢ € L®(T). Como Tye_, Te_, — T(ye_,)e_, é compacto, segue que

Tlliﬁ—ka—l - T(we-k)e—l + (Til)T’f-k - T¢€-k)T€—1 = T¢T€-kT6—1 - T¢5_k-1

= T¢T€-k—1 - T¢€—k—1
= TlllTe—(k“) - T¢€-(k+1)

é compacto, dado que K (H?) é uma *-algebra fechada. O

Definigdo 1.3.29. Seja T a C*-subdlgebra de B(H?) gerada por todos os operadores de
Toeplitz T, tais que ¢ € C(T). Chamamos T de 3lgebra de Toeplitz.

Seja H um espago de Hilbert. A Proposicio a seguir decorre do fato de que todo ideal
néo nulo de B(H) contém todas as projegdes de posto 1 e do Teorema 1.1.11(iii). Mais
detalhes de sua demonstragdo podem ser encontradas em [11, Teorema 2.4.7].

Proposigao 1.3.30. Se H é um espago de Hilbert e I é um ideal nao nulo de B(H), entdo
I contém F(H).

Observagao 1.3.31. Se I ¢é um ideal fechado nao nulo de K(H), entio I também é um
ideal de B(H), e portanto deve conter F(H). Logo, I = K(H), isto é, K(H) ¢é simples.

Proposigao 1.3.32. O comutador da dlgebra de Toeplitz T é K(H?).

Demonstragio. Suponha que K é um subespago vetorial fechado de H? que é invariante por
T, para todo T, € 7. Em particular, K é invariante pelo shift unilateral U. A Proposigio
1.3.22 implica que K = 0 ou K = H?. Portanto 7 é uma C*-subélgebra irredutivel de
B(H?).

Agora note que P = I — UU* € T é um operador de posto 1, portanto compacto, daf
P € T(K(H?), de onde segue imediatamente que 7 () K(H?) # 0. Logo a Proposicao
1.3.20 implica que K(H?) C 7.

Note que, como 7 €é gerado por elementos T, com ¢ € C(T), entdo o quociente 7 /K (H?)
é uma C*-dlgebra comutativa e é gerado por elementos T, + K (H?) com ¢ € C(T). Entre-
tanto, segue da Proposigao 1.3.28 que, se ¢ € C(T), entao

TwT‘; - T¢¢ = TLpT’@ - Tm—o € K(H)
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T‘;Tﬁp —Tpp = T5T, - Tgp €K (H),
e como T, = T3, as classes de I,T; e 15T, coincidem em T /K (H?), portanto os geradores

sao operadores normais. Analogamente obtemos que os geradores comutam entre si.
Segue da Proposicio 1.1.15 que K (H?) contém o comutador I de 7. Como

P=1-vv"=vv-vvr = yjer

obtemos que / é nao vazio, e conforme Observagio 1.3.31, K(H?) ¢ simples, portanto J —
K(H?). O

Proposigao 1.3.33. A aplicagao

b C(T) — T/K(H?)
¢ = T,+K(H?

€ um *-isomorfismo.

Demonstragao. Segue da Proposicio 1.3.25 que % é um *-homomorfismo, Como a 4lgebra
de Toeplitz 7 é gerada pelos elementos T,,comp e C (T), segue que T/K(H?) é gerado por
Ty, + K(H?), com ¢ € C(T), e portanto ¥ é sobrejetiva. A injetividade segue imediatamente
da Proposicao 1.3.27. O

Seja H um espago de Hilbert. dizemos que um operador T de H é uma isometria, se
T*T(h) = h, para todo h € H. O Teorema que se Segue nos dd uma interpretagio precisa
de um operador deste tipo. Para prova-lo, no entanto, precisamos fixar algumas defini¢des
€ notagoes num contexto geral de Operadores Limitados num espago de Hilbert.

Seja H um espaco de Hilbert e seja (en)nen uma base ortonormal para H. Vamos agora
generalizar a definicio de shift unilateral para i como sendo o operador S ¢ B(H) tal
que S(e,) = eny1, Vn € N, isto é, com a mesma propriedade do operador U ¢ B(H?) da
Definigao 1.3.14.

Seja (H;):er uma familia de espacos de Hilbert e seja H = @®,cH; a soma direta definida
na pégina 9.

Para cada i € I, seja L; € B(H;), e considere [ : H — H dado por

L(h), = L,(h,) € H.', Vh € H.
Note que L ¢ linear, portanto L & um operador de H. O adjunto do operador L é dado por
L*(h); = L(hy)
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e se K e L sao operadores deste tipo, entao o produto é dado por
(KL)(h), = K,L,(hl)

Afirmamos que L € B(H) se, e somente se, sup,|Li]] < oo e, neste caso,
| L|| = sup;ep ||Li]|. Com efeito, se L € B(H), entéo, para cada h € H,

Aup IZiCh)II* < LRI,

logo
sup || Li|| < ||L|| < oo.
i€l

Reciprocamente, se a = sup;¢p || Li|| < oo, entao

LI = sup{leLi(hi)IP:lehillzs1}
1€l 1€l
2) i {z LI - S I < 1} <o
i€l 1€l

daf ||L|| < sup;e [ILill, o que implica ||L|| = sup;e; || L.
Denotamos L = ®;e1L; e chamamos L de operador soma direta dos operadores L;.
Se, em particular temos L; = S; um shift unilateral para H;, chamamos S = ®;1S; de

soma direta de cépias do shift unilateral.

Teorema 1.3.34 (Wold-von Neumann). Seja H um espago de Hilbert e seja V € B(H)
uma isometria. EntdoV é um unitdrio, ouV € uma soma direta de cdpias do shift unilateral,
ouV é a soma direta de um unitdrio com uma soma direta de cdpias do shift unilateral.

Demonstrag¢do. Suponha que V nao € um unitdrio e nem a soma de cépias do shift unilateral.
Seja
K = [ V'(H),
n=0
e note que V(K) = K. Se P ¢ a projegao ortogonal de M sobre K, entao V' comuta com
Pk, e portanto segue da Observagao 1.3.18 que K é redutivel por V.
Sejam W a compressao de V' para K e W' a compressao de V para K+. Note que W é

uma isometria e que

W(K) = PkV|k(K) = Px(K) = K,
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isto é, W é sobrejetivo, e portanto unitario. Provaremos a seguir que W’ é uma soma direta
de cépias do shift unilateral. Mas para isso, precisamos antes construir uma soma direta de
subespagos de H que seja igual a K*.

Seja £ = (V(H))*. Note que, como £ C H, entéo

V(L) c V(H) CH,

€ como

V(L) C V(M) = £t

quando
VML) Cc V(H) C H,

segue por indugao em n que
VML) C LY, YneN.

Logo, se m,n € N sao tais que m <n e z,y € L, entao
< V™(z),V™(y) >=<z,V"™V"(y) >=< z,V* ™(y) >= 0, (1.21)

dado que V" ™(y) € L, Vy € L. Portanto, V™(L) é ortogonal a V"(L) se m # n.
Fica assim bem definida a soma ortogonal @32,V "(L), que afirmamos ser igual a K< .

Com efeito, note que
< V™), V*(y) >=<z,V"V"(y) >=<z,y >=0,Vz € L e Wy € L,

isto 6, V(L) é ortogonal a V*(LY) = V™Y(H), e como K C V™ (H), segue que
V(L) C K*, para todo n € N, e portanto @72,V"(£) C K*. Basta agora mostrar a
inclusao reversa, que é equivalente a mostrar que se z € K+ entdo x € V"( L), para algum
n € N. Mas isto é equivalente a mostrar que se x € V"*(£)*, para todo n € N, entéao z € K,

afirmagéo que provaremos por indugdo. Nesse sentido, suponha que

z e (VMO

n=0

e vamos mostrar que ¢ € V"*(H), Vn € N. Se n = 0, entao VO(H) = H > z. Se x € V*(H),

entao existe y € M tal que z = V"(y). Entretanto, como
<y,z>=<y,V"V*2) >=<V"(y),V"(z) >=<x,V"(2) >=0, Vz € L,

segue que y € L+ = V(H), e portanto x € V™!(H). Acabamos de provar que
z € V'(H), Vn € N, de onde segue que z € (1,2, V"(H) = K.
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Seja E uma base ortonormal para £. Segue da afirmagéo anterior que | J2°, V™(E) é uma
base ortonormal para K+. Seja e € E e considere o subespaco de Hilbert £, C H gerado
por {V"(e) : n € N}, segue de (1.21) que (V"(e))%2, é uma base ortonormal para L. Entao
K*' ¢é a soma ortogonal interna @.cgLe, isto é, cada L, é subespaco de K+ e L, LL fse, e
somente se, e # f. Como cada L, é invariante por V, a compressao V, de V para £, é um
shift unilateral e W’ = @ecpVe. O

O préximo resultado mostra que a algebra de Toeplitz 7 ¢é universal para (G, R), sendo
G={1,S,5*} com

R={S"S=1I"=P=18I=1S=8,81=I8 =8

Teorema 1.3.35 (Coburn). Seja B uma C*-dlgebra com unidade e sejav € B uma isome-
tria. Se U =T, € T, entdo existe um 1inico *x-homomorfismo ¢ : T — B que preserva a

unidade tal que p(U) = v. E mais, se vv* # 1, entdo ¢ € isométrico.

Demonstragao. Considerando a representacao universal de B, podemos reduzir esta demons-
tracdo para o caso em que B é uma C*-subalgebra de B(H), para algum espaco de Hilbert
H. Segue do Teorema 1.3.34 que podemos escrever H = @ycpaHy € v = Dyreavy, em que
cada vy é um unitario ou o shift unilateral.

Suponha que vy é um unitario. Segue do Exemplo 1.2.9 que existe um tinico *-homomorfismo
¢ : C(T) — B(H,)
tal que ¢y(€;) = vy. Segue da Proposigao 1.3.33 que existe um *-isomorfismo
¥ C(T) — T/K(H?)

com (1) = [T¢,]. E a aplicagdo quociente ¢ : 7 — T /K (H?) nos da q(U) = ¢(T,,) = [
Assim, como as aplicagoes acima preservam unidade, basta fazer vy = ¢5 o ™1 0 g, que
obtemos um homomorfismo que preserva unidade de 7 em B(H,) satisfazendo ¢y (U) = v,.

Suponha agora que vy é um shift unilateral, isto ¢, existe (f}),en base ortonormal de H,

tal que vy(f}) = f,;. Entao existe um operador

€, fr"\,
de onde obtemos o operador unitdrio vy = W \UW?}. Portanto a aplica¢ao

pr: T —  B(H,)
a — WyaW;
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¢ um *-homomorfismo isométrico tal que (U) =y,

Seja (¢, H) a soma direta da familia das representacoes (o, Hy)aean de 7. Entdo
¢ : T — B(H) é um *-homomorfismo que preserva unidade tal que (U) = @y v\ = v.
E, como ¢(U) € B e U gera T, segue que »(7T) C B.

Suponha agora que vv* # 1. Entdo algum vy, € um shift unilateral. Daf a representacao
(P20, Hao) ¢é fiel, e logo (i, H) & fiel. Portanto, ¢ é isométrico.

A unicidade de ¢ segue do fato de que U gera 7. a

1.4 O produto cruzado de uma C*-algebra com unidade
por 7Z

Em geral, para a construgio do produto cruzado, sdo necessirios uma C*-dlgebra A, um
grupo topoldgico localmente compacto G e uma agdo B de G em A. Uma acdo B é um
homomorfismo do grupo G no grupo dos *-automorfismos de A, denotado por Aut(A).
Equipando o grupo dos *-automorfirmos A com a topologia da convergéncia pontual, exigi-
mos a continuidade da agdo 3, isto é, exigimos que, dado a € A, a aplicagao

G - A

g — Byla)
seja continua. Neste caso, chamamos a terna {A, G, B} de C*-sistema dinamico. Constréi-se
uma -dlgebra L, (G, A) e uma C*-seminorma sobre L, (G, A), e a C*-algebra envolvente deste
par, denotada por A x4 G, é conhecida como o produto cruzado de A por G (implementado
pela acao ). Neste trabalho, em particular, vamos considerar A uma C*-algebra com

unidade e G = Z (grupo dos inteiros), equipado com a topologia discreta. Neste caso, 3 é
obviamente continuo.

Proposicao 1.4.1. O homomorfismo 3:7Z — Aut(A) fica unicamente determinado por um
unico elemento de Aut(A).

Demonstragao. Tome o = B(1), segue imediatamente que

A(=1) 0 5(1) = B(0) = B(1) 0 B(~1) & B(-1) o a = id = a0 A(~1),

isto é, ™! = B(—1). Assim, dado m inteiro positivo, temos
m composigdes
Bm)=pQ+1+..+1)= B(l) of(1)oe...0 ﬁ(ﬁ = ()™ = a™.
e, analogamente, 8(—m) = a™™. O
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,Dessafforma,fpassa.remos*a*denb’tar 0 C*-sistema dinamico {A,z, B} simplesmente por
{A,a}, em que a = B(1), e o produto cruzado de A por Z implementado pela. agio B, que
construiremos a seguir, denotaremos simplesmente por A X, Z.
Seja K(Z, A) o espaco vetorial das funges de Z em A de suporte finito. Para cada
[ € K(Z, A) defina
1flle = I,

meZ
0 que nos dé facilmente uma norma, neste espago vetorial.

Vamos entdo equipar o espago vetorial normado {K(Z, A), [[-11} com um produto de
convolugao. Dados f,g € K (Z, A), defina, para cada t € Z,
fxg(n) =" fm)a™(g(n — m)). (1.22)
mezZ
e observe que este produto de convologao depende do *-automorfismo . Agora, vamos
definir neste espago uma involugdo. Para cada f € K(Z, A) e para cada n € Z, defina

F*(7) = *(f(=n)"). (1.23)

Proposigao 1.4.2. {K(Z, A), |11} com o produto de convolugao definido por (1.22) e com
a involug@o dada por (1.23) é uma *-dlgebra normada.

Demonstragdo. Vamos mostrar inicialmente que o produto de convolugdo é submultiplica-
tivo. Dados f, g € K(Z, A), temos

15 gl = D Nf*gn)) = 2112 fm)am(g(n - m))“

nez n€Z |lmeZ

< D02 Ifm)am(g(n — m)|
n€Z meZ

< 2D IEm)] lla™(g(n - m))|
n€Z mez

= DI llg(n - m)|) = (Z Il_f(m)ll) lgllx
mezZ nez mezZ

= [lF(m)Illlg]l,.

Vamos mostrar agora que a involugdo ¢ isométrica. Dado f € K(Z,A), temos

175 = 300 = Y lean(f(=n))))

nez nez
= 2l = Y1 F =)l = IflL.
neZ nez
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- O

Vamos passar a denotar {K(Z, A),||.||;} simplesmente por K (Z,A). B natural agora
fazer o completamento desta *-dlgebra normada para obter uma *-dlgebra de Banach. De-
notaremos por ¢,(Z, A) o completamento de K (Z, A) na norma [I-l]1-

Para cada m € Z seja d,,, € ¢,(Z, A) tal que

1y sen=m
)

8iln) = {

0 sen#m
note que Oy, = 6_,, € 0g * & = &1, quaisquer que sejam k,l,m € Z. Assim,
60*611:671 =5n*(50, Vn € Z.

E, se n > 0, entao
511 = 51 * ... *(51,

n vezes

analogamente, se n < 0, entdo
Op =0_1%...%0_;.
T aves

Definindo, para cada a € A e para cada n € Z, o elemento ad, através de

a sen=m

ab,(m) = {

0 sen#m

segue que cada elemento f € K(Z, A) pode ser escrito como soma finita de elementos do
tipo ad,,.
Observe que se a,b € A e k,m,n € Z, entdo

adm * b6y, = aa™(0)8n1m. (1.24)

Em particular, se n > 0, entdo adp * 6, = ady, qualquer que seja a € A, em que §; = 1,46;.
Das consideragoes acima e da densidade de K (Z,A) em ¢,(Z, A) temos o seguinte resul-
tado.

Proposigao 1.4.3. ¢,(Z,A) € a *-dlgebra de Banach gerada pelos elementos ady e 1401,
sendo 1400 a unidade de ¢,(Z, A).
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Definigao 1.4.4. Seja H um espago de Hilbert. Diremos que (m,U, H) é uma representacao
covariante do C*-sistema dindmico {A,a} se, e somente se, (m,H) é uma x-representacdo
ndo degenerada de A e (U,H) é uma representagio unitdria de Z tais que

U(m)m(a)U(m)* = n(a™(a)),
quaisquer que sejam a € A e m € Z.

Observagao 1.4.5. Se A é uma C*-dlgebra com unidade, entdo, para que uma representa¢do
(m,H) seja ndo degenerada, € necessdrio e suficiente que ¢ preserve unidade. (vide [11,
Pigina 142])

O préximo resultado d4 uma caracterizagio de todas as representagoes nao degeneradas
de 4(Z, A) .

Proposicao 1.4.6. Seja H um espago de Hilbert.

(a) Se (m,U,’H) é uma representagio covariante do C*-sistema dindmico {A,a}, entdo a
eTpressao

p(f) = n(f(n))U(n)

neZ
define uma *-representacdo ndo degenerada (p,’H) de €,(Z, A).

(b) Reciprocamente, se (p,H) é uma x-representagdo ndo degenerada de ¢,(Z, A), entio as
restrigoes dadas por

m(a) = p(ad) e U(m) = p(m)

determinam uma representagdo covariante de {A, a}.

Demonstragao. (a) Como K(Z,A) é denso em ¢,(Z,A), vamos comegar mostrando que
p(K(Z, A)) C B(H) e que p|k(z,4) é um *-homomorfismo de *-algebras.

Assim, se f € K(Z, A), entao

leHIl = |- 7(f@)UM| < In(f(a)U )|
nez nez
= S I @U@ = Y ()]
nez nez
< 1@ = Il
nez
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- Para mostrar que p|x(z,4) é um *-homomorfismo, note que a linearidade é imediata e,
se f,9 € K(Z, A), segue que

p(f * g)

p(f*) =

> w(f *g(n))U(n)

nez

dom (Z f(m)a™(g(n — m))) U(n)

nezZ mezZ

> w(f(m))m(a™(g(n - m)))U(n)

n€EZ meZ

D w(f(m)U(m)m(g(n — m))U (m)*U(n)

n€Z mezZ

2_ D wlf(m)U(m)m(g(n — m))U(n — m)

n€EZ meZ

> (f(m)U(m) Y w(g(n —m)U(n - m)

mezZ neZ

Do m)Um) 3 w(g(r)U(r) = p(f)p(g)

meZ r+meZ

DT @)U(n) = 3" #(a™(f(~n)*))U(n)

nez

2 Umn((f(=n))U(n)"U(n) = 2 _U(=n)"n(f(-n))*

>

—n€Z

nezZ

7r(f(—n))U(—n)) = p(f)".

Como [[p(f)Il < |If]l1 qualquer que seja f € K(Z, A), segue da densidade de K(Z, A)
em ¢,(Z, A) que p é um *-homomorfismo de ¢,(Z, A) em B(H).

Segue da Observagdo 1.4.5 que 7 preserva unidade e, como p(14dy) = 7(14) = I, isto
implica que p também preserva unidade e que (p, H) é nao degenerada.

(b) Vamos mostrar inicialmente que (m,H) é uma *-representagio nio degenerada de A. Se
a,b € A, entdo, segue da equagio dada em (1.24), obtemos

m(ab) = p(abdo) = p(ady * bdy) = p(ado)p(bdo) = m(a)m(b),

m(a’) = p(a*do) = p((ado)*) = p(ady)* = m(a)",
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~ portanto (7, H) é uma *-representacso de A. Como 7(1a) = p(1ad) = I, segue que
(m,H) é ndo degenerada.

Vamos mostrar agora que (U, H) é representagao unitaria de Z. Se m,n € Z, entdo
U(m ¥ n) = p(6m+n) = p(sm * (sn) = p(ém)p(‘sn) = U(m)U(n),
U(=m) = p(6-m) = p(67,) = p(8m)* = U*(m)

Um) U(m) = p(6m)p(dm)” = p(6m * 8,) = p(8o) = I
= PO *0m) = p(0m)"p(6m) = U(m)*U (m).
Basta agora mostrar que (7, U, H) é uma representacao covariante do C*-sistema dindmico

{A,a}. Com efeito, se m € Z e a € A, entéo, utilizando novamente a observagédo feita
em 1.24, obtemos

U(m)m(a)U (m)* P(0m)p(ado)p(6—m) = p(6:)p(ado * 6_m) = p(6m)p(ad_m)

= p(m *ad_p) = p(a™(a)dm-m) = p(a™(a)d) = m(a™(a)).

Definiremos a seguir uma representacao especial de Z.

Definicao 1.4.7. Seja H um espaco de Hilbert. A representacao regular a esquerda de Z
em £y(Z, ") € o homomorfismo A : Z — B(ly(Z,H)) tal que

((A(m)) (2)) (n) = z(n — m),
quaisquer que sejam m,n € Z e z € l3(Z,H), em que £5(Z, H) € o espago de Hilbert de todas

as fungoes x : Z — M tais que

lzll3 = llz(n)|I* < co.
nez
Observagao 1.4.8. A representacio regular d esquerda € uma representacdo unitdria de 7.
De fato, como A(m)* = A(—m),Vm € Z, sem,n€Z ez € l(Z,H), entdo
(Am)A(m)")(@))(n) = (A(m)((A(m)")(=)))(n) = (A(~m))(z))(n — m)
( z(n)
= (@)(n—(-m)—m) = ((A(m))(z))(n — (-m))
(A
(

~—

z)(n—m— (—m

N N
[

I

~—

(=m)((A(m))(2)))(n) = (A(m)*((A(m))(x)))(n)
A(m)*A(m))(z))(n).

Il
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Proposicao 1.4.9. Se R € o conjunto de todas as *-representagées nio ¢ degeneradas de

6(Z, A), entdo R é ndo vazio. Em particular, eziste em R. uma x-representacioes fiel de
6 (Z,A).

Demonstragdo. Sejam H um espago de Hilbert, (, H) uma *-representagao de A e (A, 65(Z,H))
a representagao regular a esquerda de Z. Defina (7, £5(Z,H)) a representagio de A dada por

(7(a)(2))(m) = n(a™™(a))(z(m)),

quaisquer que sejam m € Z e z € {5(Z, H).

Vamos mostrar que (7, A, £,(Z, H)) é uma representagéo covariante do C*-sistema dinimico
{A,a}. Jé observamos em 1.4.8 que a representacéo (A, £y(Z, H)) é unitéria. Vamos mostrar
agora que (7, £2(Z, H)) é uma *-representacio de A. Sea,b€ Aex € 05(Z,H), entao

(T(ab)(z))(m) = m(a™™(ab))(z(m)) = m(a™™(a)a" ™ (b))(z(m))

(
= m(a™(a))(r(a™™(b))(z(m))) = m(a™™(a))(7(b)(2)(m))
(7 (a)(7(b) (2)))(m) = ((F(a)T (b)) (x))(m), ¥m € Z

(T(a®)(2))(m) = w(a™™(a"))(z(m)) = 7(a™™(a)")(z(m))
= m(a™™(a))"(z(m)) = (7(a)*(z))(m), Ym € Z.

Vamos agora verificar a condigéo de covaridncia: se m,n € Z, a € A e = € €5(Z, H), entdo

((A(n)7(@)A(n)")(z))(m) = (A(n)(T(a)(A(n)*(z))))(m)

= (7 (a)(A(ﬂ)'(w)))(m n)
(m(a™™*"(a)))((A(n)*(2))(m — n))

(r(e™™(a(a))))(z(m))

= (7(a"(a))(z))(m),

isto é, A(n)7(a)A(n)* = T(a™(a)), quaisquer que sejam n € Z e a € A.

Segue do item (a) da Proposicéo 1.4.6 que existe uma *-representagao (p, H) de & (zZ,A)
dada por

(o~

Q

p(f) =D F(f(n)An).

nez .
Agora, se tomarmos inicialmente (7r,, H,) a representacio universal de A e repetirmos a
mesma construgao, obteremos 7, um *-homomorfismo injetivo de A em ¢y(Z,H,), dado que
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a € Aut(A). Assim, denotando por | (Auy 8(Z,Hy)) a representacao regular & esquerda de Z
€ por p, o correspondente *-homomorfismo dado no item (a) da Proposicao 1.4.6, temos que
Pu € injetivo. De fato, se f € Ker(p,), entio

0= ((eu(N)(=))(m) = ( (Zﬁ(f(n))/\u(n)> (:v)> (m)

nezZ

> (@ (n)Au(n) (2)) (m)

nezZ

Y (ml@™(f () (Au(n)(z)(m))

nez

> (mla™(F () (()(m — n))

nez

quaisquer que sejam ¢ € /y(Z, H.) e m € Z. Em particular, dados £ € H, e k € Z, se
z = €4y, entdo

(Tu(@™™(f(m = k)))) (€) =0,

logo
mu(@™™(f(m ~ k))) =0,
dai
a™™(f(m —k)) =0,
e portanto f(m — k) = 0. Como k foi escolhido arbitrariamente, segue que f = 0. O

Como (p,, H,) é uma representacio fiel de 6(Z,A), entao

lou(AN =11 £
Portanto, segue da Proposigéao 1.4.9 que a aplicagdo vy : £,(Z,A) — Ry, dada para cada
f € 4,(Z, A) por
1(F) = sup_|lo(f),
(p,H)ER
estd bem definida. Note que 7 é uma C*-norma sobre a *-dlgebra de Banach 6(Z, A).

De fato, é fécil ver que o produto de convolugéo é submultiplicativo e que a involugao é
isométrica com relagdo a 7. Se f € 6 (Z, A), entdo

() = sup |lp(f )l = sup [lo(f)I = 4(f)2.
pH)ER (pnH)ER

(

E como existe (p,,H,) € R fiel, se y(f) = 0, entdo f = 0.
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Definicao 1.4.10. O produto cruzado de A por Z implementado pelo *-automorfismo o ¢
a C*-dlgebra envolvente do par (¢1(Z, A),7), isto €,

AxoZ:=0(Z,A)".

Proposigao 1.4.11. Eziste uma inclusao isométrica de A em A Xo Z. E mais, eziste um
grupo unitdrio em A X4 Z isomorfo a Z.

Demonstragao. Dado a € A, para mostrar a primeira afirmagao, basta definir t(a) = ady.
Com isso, a aplicagdo ¢ : A — A X, Z é um *-homomorfismo injetivo, e portanto isométrico.

Para mostrar a segunda, note que {146, : m € Z} é um grupo e a aplicagio 140,, — m
nos d4 um isomorfismo de grupos entre {146, : m € Z} e Z. Como ||146,,]| = 1, para todo
m € Z, entdo ({140, : m € Z} é unitério. O

Teorema 1.4.12. A C*-dlgebra A x4 Z é isomorfa a C*-dlgebra universal gerada por A e
u satisfazendo uAu* = A, com o *-automorfismo o implementado pelo unitdrio u, ou seja,
definido por a(a) = uau*, Va € A.

Demonstragao. Vamos mostrar inicialmente que dada uma C*-dlgebra qualquer B e dado
um *-homomorfismo ¢ : ¢;(Z, A) — B, existe um tnico *-homomorfismo 5 tAX,Z — B
que estende ¢. Com efeito, basta mostrar que ¢ é continuo, seja (7, H) uma *-representacao
fiel de A x4 Z, segue que 7 é uma isometria. Logo, (m o ¢, H) é uma *-representacdo de
6 (Z, A) e dai

(NI = llm(@NI < (f), Vf € &(Z, A),

isto é, ¢ é continuo. -

Vamos considerar agora que B é a C*-dlgebra universal gerada por A e u satisfazendo
uAu* = A, com o *-automorfismo a implementado pelo unitério u através de a(a) = uau*,
Va € A, cuja existéncia decorre do Teorema 1.2.7. Seja ¢ : £;(Z, A) — B a aplicagdo dada
por

$(f) =Y f(m)u™, Vf € &1(2, A). (1.25)
mez
Note que a aplicagdo dada em (1.25) acima estd bem definida. De fato, como
If(m)u™|| < ||f(m)||, segue que

SO IFmu™| < Nl VS € 4(zZ, A),

mezZ

o que ¢é suficiente para a convergéncia da série dada em (1.25). Note também que esta
aplicacao é um *-homomorfismo de uma algebra de Banach em uma C*-3lgebra. De fato, se
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[y 9 € 41(Z; A), entdo

$(f*g) = Z(f*g)(m)um=Z(Zf )a"(g(m ))) um

mezZ meZ \nezZ
= Z f(n) (Z u"g(m — n)u"‘um)

nez meZ
= > flnu (Z g(m — n)ﬂ""") = (Z f (n)U") ¢(9)
- e -

s/ = D (mum =3 am(f(-m)t)um

meZ meZ
— Z uaf(__m o Mym — Z(f(_m)u*m)*
meZ mezZ
- (Z f(—m)u‘"‘) — 8.
meZ

Logo, o *-homomorfidmo definido em (1.25) é continuo, e portanto se estende de maneira,
Gnicaa ¢: A Xo Z — B. Denote por ¢ a inclusio de 4, (Z, A) em A X, Z, e note que

$(1(ado)) = a e P(u(1461)) =
Por outro lado,
1(L461)(ad0)e(1407) = ¢(14dy1 * ady * 1467) = t(a(a)dp),Va € A,

dai segue da Proposicdo 1.4.3 que os elementos adp e 146, sao geradores de 4(Z, A), como
*-dlgebra de Banach, e portanto geradores de A X Z. Entao, pela propriedade universal de
B, existe um tinico *-homomorfismo ¢ : B — A X o Z tal que

Y(a) = adp e Y(u) = 1441, Va € A.
Conclufmos entéio que
© $(1(ado)) = (ady) e P 0 G((145,)) = t(1a61),
assim como

$oy(a) =ae dop(u) =y,

qualquer que seja a € A, isto é, 1 é inversa de 5 O
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O Exemplo a seguir trata de um particular Produto Cruzado, que serd importante para
fazermos uma aplicagao do principal resultado deste trabalho, a Seqiiéncia Exata de Pimsner-
Voiculescu.

Exemplo 1.4.13. Sejam 6 € R e ay € Aut(C(T)) dado, para cada f € C(T), por
as(f)(X) = f(e*™X), VA€ T.
Entao Ag = C(T) Xq, Z, sendo Ag a C*-dlgebra definida no Ezemplo 1.2.13.

Demonstragdo. Sejam I = 16y, Z = 26 e W = 16,, em que 1, z sao, respectivamente, as
fungdes A+ 1 e A+ X de C(T). Note que W é o unitério que implementa o *-automorfismo
ag. De fato, se f € C(T), segue da equagdo (1.24) que

W o (fd) x W* = (161) = (fdo) * (16_;)
= (ap(f)d1) * (16-,)
= ag(f)ag.

Os elementos do subconjunto GC(T)X%Z = {I, Z,W} de C(T) X, Z satisfazem as relagoes
de R definidas no Exemplo 1.2.12. Como Ay satisfaz a propriedade universal para o par
(G,R) (Exemplo 1.2.12), entdo existe um tnico *-homomorfismo ¢ : Ay — C(T) X4, Z tal
que p(I) =1, (V) =Z e p(U) =W.

Por outro lado, considere C*(V) a C*-subalgebra de A, gerada por I e V. Como V é
unitadrio, segue do Exemplo 1.2.9 que C*(V) = C(T). Como

VU = ™0V & VUU* = ™UVU* & e 2y = UVU®,

entao os elementos de C*(V') | J{U,U*} satisfazem as relagoes dadas no Exemplo 1.2.12.
Portanto, o *-homomorfismo inverso de ¢ segue do Teorema 1.4.12, e do fato de que a
C*-dlgebra do Exemplo 1.2.12 satisfaz a propriedade universal. O
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Capitulo 2
K-teoria para C*-algebras

Apresentaremos neste capitulo as definigbes dos funtores Ky e K, associados a uma C*-
algebra A. Para isso, dedicamos a primeira segao aos requisitos necessdrios para entender
as definigbes desses funtores, tais como resultados sobre projecoes e unitdrios em M, (A) e
as defini¢Ges de categoria e funtor. Nas duas segGes seguintes, além das definigées de K,
e K, apresentamos também as principais propriedades desses funtores, dedicando especial
atengao ao isomorfismo que identifica K;(A) com K;(M,(A)), i = 0,1 e & estabilidade. Na
ultima secdo do capitulo, enunciamos a periodicidade de Bott e a seqiiéncia exata de seis
termos.

2.1 Definigoes e resultados bésicos

Definicao 2.1.1. Sejam X um espaco topoldgico e a,b € X. Dizemos que a e b sdo ho-
motdpicos em X ou homotopicamente equivalentes em X se eziste uma fungdo continua
v:[0;1] — X tal que v(0) = a ev(1) = b. A fungdo v é chamada de caminho continuo entre
a e b e € usualmente denotada por t — v(t) ou ainda t — v, ficando implicito que t € [0;1].
Se a e b sdo homotopicamente equivalentes em X , entd@o denotamos a ~, b.

Note que a referéncia ao espago em que a homotopia se realiza é essencial. Considere, por
exemplo, que a e b sdo elementos de uma C*-3lgebra A. A funcdo dada por ¢ — (1—t)a+tb
é obviamente um caminho continuo de elementos de A. Entretanto se fizermos a suposigao
adicional de que a e b sdo projecdes em A, nao necessariamente teremos ¢ — (1—-ta+tb
um caminho continuo de projecoes de A.

Definigao 2.1.2. Sejam as C*-dlgebras A e B .
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(i) Dizemos que dois *-homomorfismos ¢, : A — B sdo homotdpicos, e denotamos
@ ~n P, se existe um caminhos de *-homomorfismos ¢, : A — B, com t € [0;1], tal
que a aplicagdo de [0;1] em B dada por t — ¢,(a) é continua para cada a € A, p = 7
e o1 = 1.

(i) Dizemos que as C*-dlgebras A e B sdo homotopicamente equivalentes se ezistem dois
*-homomorfismos ¢ : A— B e ¢ : B — A tais que po @~y idy e po ¢ ~y, idg. Neste
caso, dizemos que

ALB-2 4

€ uma homotopia entre A e B.

Sejam A uma C*-dlgebra e n € N*. Vamos denotar por M,(A) o conjunto de todas as
matrizes n X n
a1 ... Qp
) (2.1)
Qpl .. Gpp
com a;; € A. Denotaremos um elemento como em (2.1) por (@ij)nxn, ou simplesmente
por (a;;). Equipando M,(A) com as operagdes de espago vetorial em cada entrada, com o
produto usual de matrizes e com involugdo dada por (ai;) — (a};), temos que M, (A) é uma
x-algebra.
Seja (7, H) uma representagéo fiel de A. Para cada a = (a;;) € My(A), defina o operador
mn(a) : H® — H" por

a1 ... Qip &

m(an) (&) + m(a1n)(én)

7[',,(0,) (6) = Tn : . : : : )

Qny ... Qpp En W(anl)(gl) + ﬂ(ann)(gn)

qualquer que seja § = (&1, ...,&,) € H™. Segue que m,(a) € B(H") e a aplicacéo
Tn: Mn(A) — B(H")

a —  Tp(a)

¢ um *-homomorfismo. Para cada a € M,(A), defina ||a|| := ||7a(a)|p@n) €, com isso,
M,,(A) é uma C*-édlgebra. Dado que = é injetivo, e portanto é isométrico, esta norma nio
depende da escolha de .
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Definicdo 2.1.3. Seja ¢ um *-homomorfismo de A em wma C*-dlgebra B. Para cada
n € N*, defina a aplicagdo pn : My(A) — M,(B) por

a1 ... Qin p(an) ... w(a1n)
en| 0 e = : . : )
T o(an) ... @(apn)

para todo (a;;) € M,(A).

E facil mostrar que a aplicagao ¢, da Defini¢ao 2.1.3 é um *-homomorfismo.
Utilizaremos a notagio

I 0
diag(zy, ..., z,) = )

0 T

tanto para z; € C como para z; € A, 7 = 1, ...n, e com isso denotaremos
1, = diag(la,...,14) =14 ® I, € A® M,(C) = M., (A),

Uup := diag(y, .., u) =u® I, € BQ® M,(C) < M,(B),
assim como
Uy, = diag(u’, ...,u*) = u* ® I, € B® M,(C) = M,(B),
sendo I, = diag(1,...,1) € M,(C).

Sejam n € N* e A uma C*-dlgebra. Denotaremos por P(A) o conjunto de todas as
projegdes de A, isto é, P(A) = {p € A : p = p? = p*}. Denotaremos por Pn(A) o conjunto
das projegoes em M, (A), isto é, P,(A) = P(M,(A)).

Suponha agora que A tem unidade. Denotaremos por U(A) o grupo dos elementos
unitdrios de A, isto é, U(A) = {u € A : u'u = 14 = wu’}, denotaremos por Up(A) o
subconjunto de /(A) dos elementos que sdo homotopicamente equivalentes a 14 e por U, (A)
o grupo dos unitdrios de M, (A), isto é, Un(A) = U(M,(A)). Denotaremos por Inv,(A) o
conjunto dos elementos inversiveis de M, (A).

Seja A uma C*-4lgebra. Vamos definir em P(A) as duas relagdes de equivaléncia abaixo.
Equivaléncia Murray-von Neumann: p ~ q se existe v € A tal que p = v*v e ¢ = VU,
Equivaléncia unitdria: p ~, q se existe u € U(Z) tal que ¢ = upu*. Chamaremos um
elemento v € A tal que v*v € P(A) de isometria parcial.

As trés Proposicoes a seguir tratam das implicagdes entre as relagdes de equivaléncia

definidas acima. As demonstragdes destes resultados podem ser lidas em (15, Proposigoes
22.2,22.7e2238|.

52



Proposigao 2.1.4. Sejam p e q projecées em uma C*-dlgebra A com unidade. As sequintes
afirmagdes sdo equivalentes:

(i) p~u g,
(i) q = upu* para algum elemento u € U (A),
(i) p~q e (1a—p) ~ (14 — q).
Proposicéo 2.1.5. Sejam p e q projecées em uma C*-dlgebra A.
(a) Se p~y q, entio p ~, q.
(b) Se p ~y q, entio p ~ q.

Proposigao 2.1.6. Sejam p e q projecées em uma C*-dlgebra A.

(a) Se p ~ q, entio (g g) ~y (g 8) em My(A).

(b) Se p ~, q, entio (g g) ~p (g g) em My(A).

Vamos agora definir categorias e funtores e, em seguida, iremos tratar resumidamente
de limites indutivos, tendo em vista resultados importantes de K-teoria. Como referéncia
bdsica, usamos [15].

Definigdo 2.1.7. Uma categoria C consiste de uma classe 0(C) de objetos e, para cada
par de objetos A, B € O(C), um conjunto Mor(A, B) de morfismos (de A em B), com a
seguinte regra associativa de composi¢d@o:

Mor(A, B) x Mor(B,C) — Mor(4,C)
((‘0’ 1/)) = "p o,

tal que, quaisquer que sejam A, B objetos de O0(C), ezistem elementos id, € Mor(A, A) e
idp € Mor(B, B) que satisfazem

idpop =9 =ypoidy, Yy € Mor(4, B).

Dizemos que um objeto N numa categoria C é um objeto nulo se Mor(A, N) e Mor(N, A)
contém um tnico elemento para todo objeto A € & (C). Denotaremos o objeto nulo de uma
categoria C, caso exista, por {0}, ou simplesmente por 0. Se A, B € 0(C), denotaremos por
0p,4 0 morfismo que leva todo elemento de A no elemento nulo de B.
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-As duas categorias importantes para este trabalho sdo a categoria das C*-élgebras, cuja
classe de objetos é a classe de todas as C*-élgebras e os morfismos sio os *-homomorfismos,
€ a categoria dos grupos abelianos, cuja classe de objetos ¢ a classe de todos os grupos
abelianos e os morfismos sio os homomorfismos de grupos.

Dizemos que a seqiiéncia (finita ou infinita) de objetos e morfismos de uma categoria

Pi Pi+1
"—’Ai—"Ai+1'—’Ai+2—’"'

é ezata se Im(y;) = Ker(i;41), para todo i. Uma seqiiéncia exata da forma
0—ALB Y00 (2.2)

é chamada de seqiiéncia ezata curta. Neste caso, dizemos também que B é uma eztensdo de

A por C. Dizemos que a seqiiéncia exata curta dada em 2.2 cinde se existe ) : C — B tal

que Yo A = ide.

Definigao 2.1.8. Um funtor covariante (ou simplesmente funtor ) F' entre duas categorias C

e D é uma aplicagdo A — F(A) de 0(C) em O(D) e uma colegio de aplicacies o F(p)

de Mor(A, B) em Mor(F(A), F(B)), quaisquer que sejam os objetos A, B € 6(C), tal que
(i) F(ida) = idp(ay para todo objeto A € 0(C),

(ii) se A, B,C € O(C), entdo F(yop) = F(y)o F(p) quaisquer que sejam ¢ € Mor(A, B)
ey € Mor(B, C).
Sejam C e D categorias com objetos nulos e seja F' um funtor entre estas categorias.
Dizemos que F preserva objetos nulos se F({0}) = {0}.
Seja
0—I-%54% B0 (2.3)
uma seqiiéncia exata curta de objetos de C. Se F' preserva objetos nulos, entdo

0— F(I) 29 Fa) X rBy — 0 (2.4)

¢ uma seqiiéncia em D. Dizemos que o funtor F' é meio-ezato se Im(F(p)) = Ker(F(y)) e
que F' é ezato se a seqiiéncia 2.4 é exata. Dizemos que o funtor F' é ezato que cinde se a
seqiiéncia dada em (2.4) cinde quando a seqiiéncia dada em (2.3) cinde.

Uma segiiéncia indutiva numa categoria C é uma seqiiéncia {An}2, de objetos de C e
uma seqiiéncia de morfismos ¢, : A, — Apy1, usualmente denotada por

Ay L Ay B Ay B

Vamos denotar por Ymn : An — A 0 morfismo dado pela composi¢ao Ymn = Ym_1 0Pm_o0
e O Oy,
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Definicdo 2.1.9. Um limite indutivo de uma seqiéncia indutiva

Al $1 A2 Y2 A3 P3 .

(2.5)

em que A € um objeto de C €&, para cadg
s UniApn — A éum morfismo em C, satisfazendo as duas condigées abaizo.

numa categoria C ¢ um sistema (A, {pa}=,),
n € N*

(1) Para cada n € N*, o diagrama

Pn
An An+1
ﬁ\ ﬁ+l
A
comuta.

(i) Se (B, {\.}

ne1) € um sistema, em que B € um objeto de em C, ), : A, — B é um
morfismo em C para cada n € N* € An = Any10 @, para cada n € N*, entdo eziste um
tUnico morfismo \: A — B que faz o diagrama

A,
A — B
A

sao limites indutivos da seqiiéncia dada em (

comutar para todo n € N*,

Se (A, {un}) e (B, {A:})
(ii) da Defini¢ao 2.1.9 que e
os diagramas

2.5), segue do item
xistem dois tinicos morfismos )\ A— Bep:B — A tais que

An

An
En An \ Kn u/ Nn
A B A A — A
id4
sao comutativos. Com isso, temos po \ =

id4 e, da mesma forma, obtemos ) o © = idg.
so do outro. Portanto, quando existem, limites

indutivo de uma seqiiéncia indutiva

Logo p e A sao isomorfismo, um sendo inver
indutivos sdo tnicos. Denotaremos o limite

AI&Azﬂwb—m—»---
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também-por lim(An, ¢,), ou simplesmente limA;,,.

A Proposigao 2.1.10 abaixo serd importante para mostrarmos logo em seguida que o limite
indutivo das matrizes complexas é a C*-dlgebra dos operadores compactos num espago de
Hilbert separavel de dimenséo infinita. Como referéncia para sua demonstragao, indicamos
(15, Proposigao 6.2.4].

Proposicao 2.1.10. Toda seqiiéncia indutiva de C*-dlgebras
Alﬂ,Azﬁ,Asﬂ,...

admite um limite indutivo (A, {pa}2,). E mais,

N
A= pa(An).
n=1
Proposigao 2.1.11. Considere a seqiiéncia
C =5 M3(C) 2 Mg(C) 2 - -,

em que, para cada n € N*, o, € dado por

a 0
M, (C)d>ar (0 O) € Mp41(C).

O limite indutivo desta seqiiéncia é K(H), a C*-dlgebra dos operadores compactos sobre um
espago de Hilbert separdvel de dimensdo infinita H.

Demonstragdo. Seja (en)n>0 uma base ortonormal para H. Para cada n € N, defina a
projecao F,, € B(H) dada por

Fo(h) =) < h,e;>e;, YhEH,
=0
e considere a aplicagdo de M, 1(C) em F,B(H)F, dada, para cada (Xij) € Mp41(C), por
n n
Pnt1(Aij)(R) = Z Z Ait1j+1 < h,e; > e;, Vh € H.
i=0 j=0

Como F,B(H)F, é um ideal bilateral fechado de B(H), segue que é uma C*-élgebra. Afir-

mamos que fi,4+; € um *-isomorfismo de M,;,(C) em F,B(H)F,. De fato, é facil ver que
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Hn+1 € linear e preserva produto. Dados | (Aij) € Mpt1(C) € hy, hy € H, temos

n n
<Z Ait1j+r < hy,ej > ei1h2> = Z Ait1j+1 < b, >< ej, hy >

i,j=0 1,j=0
n
= <h1, Z Aj+tit1 < hag,e; > €j> )
i,j=0
i8t0 &, fn41(Af;) = Lny1(Nij)*, l0gO finyy preserva adjunto. E como
n

Z Aivijr1 < h,ej > e, =0
1,j=0

para todo h € H se, e somente se, (\;;) = 0, segue que fi,41 é injetiva. Vamos mostrar agora
a sobrejetividade de pny1. Se T € F,B(H)F, e h € H, entdo

T(h) = (FaTF,)(h) = F.(T(Fy(h))) = F, ( (Z<he,>e,>)

=0
= F, (Z < h,e > T(ei)) = z <Z < h,e; > T(ei),ej> €;
; 3=0 \i=0
= ZZ < h,e; ><T(e;),ej > ej
= Z Z <T(e:),e5 >< hye; > €j = pny1(Ng;)(R),
=0 i=1

com Aiy1i41 =< T(e;),e; >, quaisquer que sejam ¢,j = 0,..,n. Portanto p,,, é um
*-isomorfismo.

Como 32, F B(H)F, = F(H), o conjunto dos operadores de posto finito de H, que é
denso em K (H), segue de 2.1.10 que

K(H) = F(H) = | FaB(H)Fo = | tn1(Mnia(©)).

n=0 n=0

a

A Proposicao que se segue, aniloga & Proposigao 2.1.10, dar4 sentido & propriedade de
continuidade dos funtores K e K, que veremos mais a frente.

Proposicao 2.1.12. Toda segiiéncia indutiva de grupos abelianos
G5 Gy 2G5,

o7



admite um-limite indutivo (G, {B:}321). E mais,
oo
G = B:(Gn).
n=1

Seja agora A uma C*-lgebra e seja A = {a+alz:a € Aea € C} sua unitizagio
definida na Segéo 1.1. Considere os *-homomorfismos

~

t: A — A e A = C A: C — A
a — a+0-1; a+aly » « a — O+alyg
Claramente ¢ é injetivo, 7 é sobrejetivo, Tor =0e 7o \ = idc, logo
v m

0 A A—cCc——0 (2.6)
A

é uma seqiiéncia exata curta que cinde de C*-3lgebras.

Proposigao 2.1.13. Considere as C*-dlgebras A e B e o *-homomorfismo ¢ : A — B.
Entdo, existe um nico x-homomorfismo @ : A-B que faz o diagrama

LA ~ T4
0 A A C 0

® @

0 B B C 0
lB Uy:;

comutar. E mais, ¢ € dado por $(a + alz) = ¢p(a) + alg, quaisquer que sejam a € A e
acC,

Demonstragdo. Basta provarmos a unicidade. Se ¢ é um outro *-homomorfismo que, no
lugar de @, faz o diagrama acima comutar, entdo

platalz) = ¢(a+0-13)+¢(0+aly) = (ta(a)) + (0 +alp)
= p(p(a)) + (0+alz) = (p(a) + 0 15) + (0 + alp)
= p(a)+alg=p(a+aly),
qualquer que seja a + al; € A, dado que m5(p(0 + alz)) =740+ aly) = a. 0

Corolario 2.1.14. Se B € uma C*-dlgebra com unidade ¢ A é uma C*-subdlgebra de B tal
quelp ¢ A, entdo A é isomorfo A + Clpg.

Demonstragdo. Basta definir ¢ : A — B como sendo o *-homomorfimo inclusio e aplicar a
Proposigéo 2.1.13. O
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—2.2 O funtor Kj

Nesta segdo vamos construir o funtor K, entre a categoria das C*-dlgebras e a categoria dos
grupos abelianos. Enunciaremos as principais propriedades deste funtor e as demonstracdes
detalhadas destes resultados podem ser encontradas em (15].

Seja A uma C*-dlgebra. Defina

[e ¢}
Poo(A) = | Pal4),
n=1
e considere p,q € Po(A). Podemos supor que p € Pn(A) e que ¢ € Pp(A). Diremos que
P ~o g se existe v € Mpxn(A) tal que p = v*v e ¢ = vv*, sendo Mmxn(A) o conjunto de
todas as matrizes retangulares m x n com entradas de A. Defina agora a operagdo binéria

® : Poo(A) X Pog(A) — Po(A) por

, 0
p® q = diag(p,q) = (g )
q

Note que, se p € P,(A) e g € P,(A), entdo p® q € Prtm(A).
Seja D(A) = Ps(A)/ ~o . Para cada p € Poo(A), denotemos por [p]p a classe de
equivaléncia de p em D(A). Definindo em D(A) a adi¢io dada por

[Plo + lglo = [p @ dlp, p,q € Puo(A),

é facil ver que (D(A),+) é um semigrupo abeliano.

A partir de um semi-grupo abeliano (M,+) qualquer, é possivel construir um grupo
abeliano, como se segue. Considere a relagdo em M x M dada por (z1,91) ~ (z2,¥2) se, e
somente se, existe z € M tal que

ity t+z=z9+ 9y + 2.

E fcil ver que ~ ¢ uma relagio de equivaléncia em M x M. Denotaremos por G(M) o
espago quociente (M x M)/ ~ e por < z,y > a classe de equivaléncia do par (z,y). Com a
operagao bindria em G(M) definida por

<THY >+ < T, Y2 >=<T1 + T, Y1 + Yo >,

quaisquer que sejam Ty, Z3,y;, Y2 € M, pode-se provar que (G(M),+) é um grupo abeliano,
chamado de grupo de Grothendieck associado ao semi-grupo abeliano M. Dado um elemento
y € M, considere a aplicagdo y: M — G(M) dada por z —< z + y,y > . E ficil ver que y
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nao depende da- escolha de y e é aditiva, isto ¢, y(zi + z3) = v(z1) + 7(z3), quaisquer que
sejam z1,z2 € M. A aplicacdo y é conhecida como aplicacio de Grothendieck associado ao

semi-grupo abeliano M. Segue que G(M) = {y(z) — v(y) : z,y € M}. De fato, note que
- <Y,z >=< z,y > e com iSso temos

<z,Yy>=<zT+Y,y > - <z+y,z>=7(z) - y(y).
Para mais detalhes sobre esta construgéo, vide [15] ou [12, Apéndice A].

Definigao 2.2.1. Seja A uma C*-dlgebra com unidade. Definimos Ko(A) como sendo o
grupo de Grothendieck de D(A). Definimos a aplicagdo

[lo: Pow(A) — Ko(A)
p — 'Y([p]'D)’

em que 7y : D(A) — Ko(A) € a aplicagao de Grothendieck associada a D(A).

Proposigao 2.2.2. Se A é uma C*-dlgebra com unidade, entdo

Ko(A) {[plo — [glo : P, g € Pso(A)}

{[plo — lglo : p,q € Pn(A),n € N*}.

A Proposigao a seguir é conhecida como propriedade universal do K e serd importante
para garantir a funtoriedade de Kj.

Proposigao 2.2.3. Sejam A uma C*-dlgebra com unidade, G um grupo abeliano, e suponha
que v : P(A) — G € uma aplicagdo que satisfaz:

(i) v(p @ q) = v(p) + v(p) quaisquer que sejam p,q € Poo(A),
(it) v(04) =0,
(i1i) se p,q € Pn(A) para algum n € N e p ~j, ¢ em P,(A), entdo v(p) = v(q).

Entdo, eziste um inico homomorfismo de grupos a : Ko(A) — G que faz o diagrama
Poo(A)
Ko(A) —— G
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comutar:
Exemplo 2.2.4. K,(C) = Z.

Demonstragdo. Nao é dificil provar que projegdes p, q € P (C) so equivalentes se, e somente
se, p e ¢ tém o mesmo posto e que, quaisquer que sejam p,q € Poo(C), temos

posto(p @ g) = posto(p) + posto(q).

Com isso, a aplicagdo 7 : D(C) — N definida por

7([p}p) = posto(p), Yp € Pu(C),

¢ aditiva. Assim, T se estende a um tinico homomorfismo, que também denotaremos por
7 : Ko(C) — Z. Segue da Proposigio 2.2.2 que, se z € K,(C), entdo z = [Plo — [glo, com
P,q € Po(C). Como 1, € Po(C), para todo n € N* e 7[1a]o = n, segue que 7 é sobrejetivo.
Por outro lado, se 7(z) = 7([plo — [glo) = 0, entdo 7([p]o) = 7([glo), ou seja, p e ¢ tém o
mesmo posto, e dai z = 0. Logo 7 é injetivo, e portanto bijetivo. O

Exemplo 2.2.5. Se H é um espaco de Hilbert separdvel de dimensdo infinita, entdo
Ko(B(H)) =0.

Demonstragdo. Nao é dificil provar que duas projecdes de posto finito em B (H) sao equiva-
lente se, e somente se, tém o mesmo posto.

Agora, se P, € P(B(H)) séo projegdes de posto infinito, entio P ~, Q. De fato,
sejam (e5)7g € (fn)o2o bases de P(H) e Q(H), respectivamente. Seja V. : P(H) - Q(H) o
unitdrio dado por V(e,) = f,, para todo n € N. Definindo U € B(H) por U = V em P(H)
e U =0em (I — P)(H), é facil ver que P = U*U e Q = UU*.

E um resultado conhecido que My (B(H)) = B(H"). Assim, se P € Pu,(B(H)), entédo
existe n € N tal que P € P,(B(H)) e, denotando também por P a correspondente projecao
de B(H"), definimos a aplicagio 7 : Peo(B(H)) — N|J{oo} dada por

7(P) = dim(P(H")).

Note que 7 ¢ aditiva, sobrejetiva e que 7(P @ 0) = 7(P), qualquer que P € Poo(B(H)).
Logo, dados P, Q € Poo(B(H)), 7(P) = 7(Q) se, e somente se, P ~q Q. Com isso, temos
que a aplicagéo d : D(B(H)) — N|{J{oo} dada por d([p]p) = 7(p) estd bem definida e é um
isomorfismo de semigrupos abelianos.

Como o grupo de Grothendieck de N|J{co} é trivial, segue que Ko(B(H)) =0 O
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Sejam A e B duas C*-algebras com unidade e seja ¢ um *-homomorfismo de A em B. Para,
cada n € N*, considere o *-homomorfismo ¢,, da Definigdo 2.1.3. Vamos chamar também
de ¢ a aplicagao de P (A) em P (B) definida como se segue: dado p € Poy(A), temos que
p € Pn(A) para algum n € N*, assim ¢(p) := @,(p). Com isso, seja v : Peo(A) — Ky(B)
dada por v(p) = [p(p)]o, para cada p € Pw(A). Segue da Proposigio 2.2.3 que existe um
tinico homomorfismo Ky(yp) : Ko(A) — Ko(B) tal que

Ko(9)([plo) = [e(P)lo, Vp € Poo(A).
Proposigao 2.2.6. Seja A uma C*-dlgebra com unidade. Entdo,
(i) Ko(ida) = idkqy(a)-

(ii) Se B e C também sao C*-dlgebras com unidade e p : A — B e : B — C sdo
*-homomorfismos, entido Ko(1 o ) = Ko() o Ko(yp).

Isto €, Ko € um funtor da categoria das C*-dlgebras com unidade na categoria dos grupos
abelianos.

Definigao 2.2.7. Seja A uma C*-dlgebra sem unidade e considere a seqiiéncia ezata que
cinde dada em (2.6), pdgina 58. Definimos

Ko(A) := Ker(Kp(m)).
Teorema 2.2.8. Seja A uma C*-dlgebra.

(i) Se A ¢ uma C*-dlgebra com unidade, como a segiiéncia dada em (2.6) na pdgina 58
¢ ezata, seque que Ko(A) = Im(.) = Ker(n), isto é, a Definicdo 2.2.7 generaliza a
defini¢ao de Ko(A) para A com unidade.

(ii) Para cada p € Poo(A), como p € P,(A) para algumn € N*, defina s(p) = A\ om,, sendo
An : Mu(C) = My (A) ey : Mp(A) = M,(C) os *-homomorfismos correpondentes
a A e, no sentido da Definicao 2.1.3. Com isso, pode-se provar que

Ko(A) = {Iplo — [5(p)]o : p € Pec(A)}.

(i4) A Proposicdo 2.2.6 também vale para C*-dlgebras sem unidade, isto €, Ky é um funtor.

(iv) Se B também é uma C*-dlgebra e ¢,y : A — B sdo x-homomorfismos homotdpicos,
entdo Ko(p) = Ko(¥). E se A e B sdo C*-dlgebras homotopicamente equivalentes,
entdo Ko(A) = Ko(B).
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(v) Ko € um funtor ezato que cinde. Isto é, se

(p w
0 I A—B——0

A

€ uma seqiiéncia ezata que cinde de C*-dlgebras, entdo

Ko(p) Ko(¥)
0 —— Ko(I) —— Ky(A) PR Ko(B) —— 0
o

€ uma seqiiéncia erata que cinde de grupos abelianos.

No Teorema a seguir veremos que o grupo K, de uma C*-glgebra A é isomorfo ao grupo
Ko de M;(A), para qualquer n € N*. Fazendo o limite indutivo dessas slgebras de matrizes
e usando a continuidade do Ky, que serd enunciada mais adiante, obteremos a estabilidade
do Ky no fim desta Segéo.

Teorema 2.2.9. Seja A uma C*-dlgebra com unidade e seja n € N*. Entdo Ky(A) é
isomorfo a Ko(Mpn(A)). Mais especificamente, o x-homomorfismo

Ana: A — My(A)
a 0
a —
00
induz um isomorfismo de grupos Ko(An 4) : Ko(A) — Ko(M,(A)).

Demonstragao. Vamos provar o Teorema construindo a inversa de Ko(A, 4).
Para cada k € N*, considere a aplicacdo vk : Mx(My(A)) = Myn(A) definida como se
segue: dado a € My(My,(A)), entdo a é da forma

a(1,1) ... a(l,k)

a= )

a,(lc., 1) a(k., k)

em que cada a(l,m), 1 < I,m < k é uma matriz n X n, cujo elemento da linha i e coluna j
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denotaremos por a(l,m);;, 1 <14,j <n.

a(l,)n a(1,1)1n a(1, k)
a(l,.l)nl a(l, 1)nn a(l,.k)nl
’Yn,k(a) =
a(k, D a(k, 1)1n a(k, k)n
\a(k’ 1)111 a(k:, 1)nn a(k; k)nl

Note que evidentemente v, é um *-isomorfismo.

a(l’k)ln\

a(l,.k),m

a(k, k)ln

a(lc,.k),m ),

Defina agora a aplicagdo ¥, : Poo(Mn(A)) = Ko(A) por 1a(p) = [yax(p)]o, qualquer que
seja p € Pr(Mp(A)), para cada k € N*. Segue da Proposi¢do 2.2.3 que existe um tnico
homomorfismo de grupos a : Ko(M,(A)) — Ko(A) tal que a([plo) = [Ynx(P)]o, para cada

p € Pr(My(A)).

Afirmamos que a é homomorfismo inverso de Ky(An 4). De fato, seja {ey, ..., exn} a base
candnica de C*", e seja u um unitario de My,(C), sendo M;,(C) C M;,(A) via inclusdo

canonica, tal que

UEij; = Cn(i—1)+7s 1= 1, ,]C ej = 1, ey T

Denotando por (Ap )k : Mi(A) = Mi(My(A)) o *-homomorfismo correspondente & A 4,

note que, se

Pi1 ... Pk
p= T, € Pk(A)s
k1 .-+ Dkk
entao
(Pn T Pk
0 ... 0 0
Yk ((An,4)x(P)) =

Pk1 .- 0O Pk
\ 0 0 0
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~ logo

/Pu <eo D1k \

0
U (Mn )k (@))u = | D0 e = p® Oyt
\ 0 . 0
segue que
P ~0 W Ynk((An,a)k(P))u ~o Yak((An,a)k(p)),
e portanto

[Plo = [y ((An, )k (D)o = e([(An,a)i(P)]0) = (& © Ko(An,4))([Plo)-

Como p € Pk(A) foi escolhido arbitrariamente, e a igualdade acima vale para todo k € N*,
segue que

a o KO(/\n,A) = idKO(A)-

Por outro lado, note que, se p € Pr(My,(A)), entdo

(An,a)kn(Ynk(P)) = p® 05—y ~g p,

e dai segue que

KO()\n,A) oo = idKo(A)-

Corolério 2.2.10. Ky(A) € isomorfo a Ko(Mn(A)), para qualquer C*-dlgebra A.

Demonstraggo. Seja A uma C*-élgebra sem unidade e sejam 7 e ¢ as aplicagdes da seqiiéncia
2.6 na pégina 58 e sejam 7, : M,(A) — Mo(C) € tn : Mu(A) —» My(A) as aplicacdes
correspondentes no sentido da Defini¢ao 2.1.3. Sejam A, 4, AnA € Anc aplicagbes como no
Teorema 2.2.9, entao o diagrama

65



comuta e suas linhas sdo seqiiéncias exatas curtas que cindem de C*-slgebras. Segue da
funtoriedade do Kj e do item v do Teorema 2.2.8 que o diagrama

Ko() ~ Ko(m)
Ko(A)

0 Ko(4)

Ko(C)

Ko(An,a) [ Ko(X, ) | Ko(An,c) |

KO("“) ~ Ko ("n)

0 — Ko(Mn(A)) —— Ko(Mn(4)) —— Ko(M,(C)) —— 0

também comuta e suas linhas sao seqiiéncias exatas que cindem de grupos abelianos. Segue
do Teorema 2.2.9 que Ko(), 7) ¢ Ko(Anc) sdo isomorfismos. Se g € Ko(A) é tal que
Ko(An,4)(9) = 0, entdo K(tn)(Ko(An,a)(g)) = 0, dai Ko(A, 7)(Ko(t)(g)) = 0,logo g = 0 e
portanto Ko(An,4) é injetivo. Por outro lado, se b € Ko(M,(A)), entio Ko(t,)(h) € Ker(m,),
daf Ko(A, 7) 7! (Ko(tn)(h)) € Ker(r) = Im(Ko(t)), portanto Ko(An 4) é sobrejetivo. O

Corolério 2.2.11. Ko(My,(C)) = Z, para todo n € N*.

A Proposigéo a seguir ([15, Teorema 6.3.2]), conhecida como continuidade do Ky, sera
necessaria para obtermos uma generalizagao do Teorema 2.2.9, com A ® K (H) no lugar de
M, (A). Esta generalizagdo é conhecida como estabilidade do K.

Proposigao 2.2.12. Para cada seqiiéncia indutiva
Ay 25 Ay B Ay 2
de C*-dlgebras, Ko(limA,) e limKo(A,) sdo isomorfos como grupos abelianos. E mais,
(1) Ko(A) = UL, Ko(kn)(Ko(An)),
(1) Ker(Ko(itn)) = Unneni1 Ker(Ko(@m,n)) para cada n € N*.

Observagao 2.2.13. Considere agora a seqiiéncia de C*-dlgebras
A5 My(A) 5 My(4) 25 -,
sendo cada *-homomorfismo ¢, : My (A) — M, 41(A) dado por
a 0
av— .
00

Segue da Observagdo A.17 que podemos reescrever esta seqiiéncia usando produtos tensoriais
como

A® M, (C) ““3" A @ My(C) “428* A @ My(C) 4% ... (2.7)

66



em que cada @, € agora a aplicacio definida no Ezemplo 2.1.11. Assim, o limite indutivo
desta seqiiéncia é (A ® K(H),{xn}), sendo

Kn=1dg ® pin : AQ M,(C) - AQ® K(H),

em que pin a aplicagio dada no Ezemplo 2.1.11. A C*-dlgebra A ® K(H) é chamada de
estabilizacao de A. Seja Kk = k1 = idg ® 1, e note que k nos dd uma inclusio de

A= AR M, (A) em A® K(H).

Teorema 2.2.14 (Estabilidade do Kj). Seja A uma C*-dlgebra e considere k a aplicagao
definida na Observagdo 2.2.18. Entio Ko(k) : Ko(A) — Ko(A® K(H)) é um isomorfismo
de grupos abelianos.

Demonstragao. Note que os x-homomorfismos de conexao
ida®pn1: AQM;(C) > AQ® M,(C)

da seqiiéncia dada em (2.7) coincidem com as aplicagdes A\, 4 do Teorema 2.2.9, daf segue
que Ky(idg ® ¢n,1) : Ko(A) — Ko(A ® M,(C)) é um isomorfismo.

Seja go um elemento de Ko(A®K (H)). Segue da Proposigaio 2.2.12(i) que go = Ko(kn)(g1),
para algum n € N* e algum g, € Ko(A ® M, (C)). Entretanto, g; = Ko(ida ® ¢n,1)(92),
para algum g, € Ky(A), e portanto

Ko(k)(92) = Ko(kn 0 (ida ® ¢n1))(92) = o,

e portanto Ky(x) é um homomorfismo sobrejetivo.

Suponha agora que g é um elemento de Ko(A) tal que Ko(x)(g) = 0. Segue da Proposicao
2.2.12(ii) que Ko(ida ® ¢n,1)(g) = 0 para algum n > 2, logo g = 0. Assim, obtemos que
Ko(k) é também injetivo. Portanto, Ky(k) é um isomorfismo. O

Corolério 2.2.15. Ky(K(H)) = Ko(C® K(H)) = Z.

Observagao 2.2.16. Sejam A uma C*-dlgebra com unidade, p € P(A), A® K(H) a esta-

bilizagio de A e (€3)n>0 uma base ortonormal para H. Denotando por E,, o operador de
K(H) dado por
Eun(h) =< hye, > €n, YR € H,

note que, usando a identificagdo de A com A ® M;(C) dada por a+— a®1,
Ko(x)([plo) = [ida ® p1(p ® 1)]o = [p ® Eoolo.
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2.3 O funtor K;

Descreveremos nesta Segéo a construco do funtor K entre a categoria das C*-élgebras e
a categoria dos grupos abelianos. Indicamos novamente [15] como referéncia bésica para, as
demonstragoes das propriedades deste funtor que enunciaremos em seguida.

Vamos denotar

uoo(A) = U un(A)
n=1

e definir a operagdo bindria @ : Us(A) X Uoe(A) — Us(A) dada por

udv= (g 0) Eum+n(A)’

v

quando u € Un(A) e v € Un(A). Se u € Un(A) e v € Uy,(A), entdo para qualquer nimero
natural k > méx{m,n} os elementos u@® 1;_,, e v® 1x_, pertencem a Ur(A), sendo conven-
cionado que w @ 1p = w qualquer que seja w € Uy, (A).

Considere agora u,v € Ue(A). Suponha que u € Un(A) e v € Uy(A). Definimos a
relagao ~, e denotamos u ~, v, se existe k > méx{m, n} tal que

UD lg—m ~p D 1y,

em que a homotopia indicada se refere a um caminho de unitdrios em M (A).

E fécil ver que a relagao ~; € uma relagéo de equivaléncia associativa, simétrica e tran-
sitiva em U (A). Note que, por definigao, se u € Uy, (A), entdo u ~y u @ 1, qualquer que
seja n € N. Pode-se provar que se u,v € U,(A), entdo

v 0 uv 0 vu 0 v 0
(625 )= ()=
em Uy, (A) (vide [15, Lema 2.1.5]). Segue que
uv ~3 vu ~; U v,
quaisquer que sejam u, v € Uy (A).

Definigao 2.3.1 (O Grupo K;). Seja A uma C*-dlgebra.

(a) Se A tem unidade, definimos
K1(A) = Uso(A)/ ~1,
e denotamos por [u]; € K1(A) a classe de equivaléncia de u € Un,(A).
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(b) Se A néo tem unidade, definimos
Ky(A) = Uso(A)/ ~,
e denotamos por [u], € K1(A) a classe de equivaléncia de u € Uy, (A).
Definimos a relagéo bindria + K1 (A) x Ki(A) - K, (A) dada por [uli + [v]; = [u® v)];.
Exemplo 2.3.2. K,(C) = 0.

Demonstragdo. Nao é dificil provar que Up(Mn(C)) = U,(C), para todo n € N* (vide [15,
Coroldrio 2.1.4]). Com isso, Ki(C) = {11} =o. O

Sejam A uma C*-élgebra com unidade, A sua unitizagdo e f = 1; — 14. Note que todo
elemento de A pode ser escrito na forma

a+ af,
emque a € A e a € C. De fato, como
/Tz{a+al;:a€AeaEC},
sexez,entéo

T=atalz=a+alat+a(lz—14) = (a+aly) +af.
€A

~

Assim, seja p: A — A a aplicagdo dada por u(a + af) = a, para cada a € A e
a € C. Note que y é um *-homomorfismo que preserva unidade e que o *-homomorfismo
i M,,(Av) — My(A) também preserva unidade, para cada n € N*. Com isso, obtemos
uma aplicacao de UOO(Z) em Uy, (A), que denotaremos também por 1, definida como se segue.
Dado u € Us,(A), como existe n € N tal que u € Uy (A), definimos p(u) = pn(u).

A Proposigdo a seguir seré apenas enunciada, uma demonstragio pode ser encontrada
em [11, Proposigéo 8.1.6].

Proposicao 2.3.3. Seja A uma C*-dlgebra com unidade. Entio eziste um isomorfismo
P Ki(A) = Uy (A)/ ~1 que faz o diagrama

~

Uso(A) —— U (4)

(-h l , [l

K1(A) —— Ki(4)
comutar.
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Segue da Proposicao 2.3.3 que, se uma C*-dlgebra tem unidade, podemos reescrever o
item (a) da defini¢do 2.3.1 como

K1(A) = U (A)/ ~ .

Segue também que
K1(A) = K,(A),

qualquer que seja a Cr-élgebra A.
Assim, dada uma C*-4lgebra A, se u € Uy,(A), entio

0=[a} = wu’]y = u @ w], = [u]y + [u*]s,
temos que (K, (A),+) é um grupo abeliano, sendo
=[uly= [u"),,
com u € Uso(A). Segue também que
K(A4) = {[uly : u € U (A)},

€ que para u,v € Uy, (A), [u]: = [v]; se, e somente se, ~y .
A Proposicao a seguir, conhecida como propriedade universal do K 1, nos dard em seguida
que K, é de fato um funtor.

Proposic&o 2.3.4. Seja A uma C*-dlgebra, seja G um grupo Abeliano e seja v : Moo(zzf) -G
uma aplicacdo com as sequintes propriedades:
(1) v(u®v) = v(u) + v(v), quaisquer que sejam u,v € Us(A),

(it) v(e) =0, sendo e a unidade de Un(A), qualquer que seja n € N*,

(i7) se u,v € U,(A) sdo homotopicamente equivalentes em Up(A), entdo v(u) = v(v),
qualquer que seja n € N*.

Entdo eziste um inico homomorfismo de grupos o : K1(A) — G que faz o diagrama

Uso(A)

AN

Ki(A) — G

comutar.
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Sejam as C*-dlgebras A e B e seja ¢ : A — B um *-homomorfismo. Segue da Proposicao
2.1.13 que ¢ se estende de maneira tinica ao *-homomorfismo

~ ~

Q: A — B
at+aly — ¢(a)+alp.
Segue da Definicito 2.1.3 que, para cada n € N*, @ se estende ao
*-homomorfismo 3, : M,(A) —» M n(B) dado por Pn(aij) = ((,o(a,])) para cada (a;;) €
M, (A). Vamos denotar também por & a aplicagio & : Uso(A) — (B) dada por P(u) =
@n(u), sendo u elemento de U,(A). Defina v : Us(A) — K;1(B) por v(u) = [@(u))1, qual-
quer que seja u € UOO(A). E facil verificar que a aplicagdo v satisfaz as propriedades

(i), (i) e (iii) da Proposigdo 2.3.4, e portanto existe um tnico homomorfismo de grupos
K\(p) : Ki1(A) — K,(B) tal que

K1(9)([uh) = [B(w)h, Yu € Uso(A).
Podemos entdo enunciar o seguinte resultado.
Proposicao 2.3.5. Seja A uma C*-dlgebra. Entio,
(i) Ki(ida) = idk,(a).

(ii) Se B e C também sio C*-dlgebras com unidade ¢ p : A — B et : B — C sdo
*-homomorfismos, entdo Ky(y o p) = K, () o Ky ().

Dessa forma, K, é um funtor da categoria das C*-dlgebras na categoria dos grupos abelianos.
E mais, K, € um funtor ezato que cinde.

Em particular, se A e B sio C*-dlgebras com unidade, e p : A — B éum *-homomorfismo
que preserva unidade, entdo K1(p)([u)1) = [p(u)]1, qualquer que seja u € Ua,(A).

Enunciamos no Teorema abaixo duas importantes propriedades do funtor K 1-

Teorema 2.3.6. Seja A uma C*-dlgebra.

(i) Se B também é uma C*-dlgebra e @, : A — B sdo *-homomorfismos homotdpicos,
entdo Ky(p) = Ki(y). E se A e B sdo C*-dlgebras homotopicamente equivalentes,
entdo KI(A) = Kl(B)

(it) K, é um funtor exzato que cinde.
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Seja a um elemento de uma C*-4lgebra A. Denotemos por |a| = (a*a)z. Note que, se
A tem unidade e a € Inv(A), entdo |a| € Inv(A). De fato, é evidente que a* e a*a sdo
inversiveis. Com isso, temos que (a*a)~2 = ((a*a)™!)? é o inverso de |a].

A Proposigao a seguir é importante para mostrarmos que poderiamos definir K; com

inversiveis no lugar de unitérios. Sua demonstragéo pode ser encontrada em [11, Proposicao
2.1.8].

Proposicao 2.3.7. Seja A uma C*-dlgebra com unidade. A aplicagio

w: Inv(A) — U(A)

a +— ala|™
€ continua. E mais:
(a) seu € U(A), entio w(u) = u.
(b) w(a) ~x a em Inv(A), qualquer que seja a € Inv(A).

Coroldrio 2.3.8. Seja A é uma C*-dlgebra com unidade. Se u,v € U(A) sdo homotopica-

mente equivalentes em Inv(A), entdo u e v também sao homotopicamente equivalentes em

U(A).
Observagao 2.3.9. Seja A uma C*-dlgebra com unidade e seja
Inveo(A) = | Inva(A).
n=1
Seque da Proposigio 2.8.7 e do Coroldrio 2.3.8 que podemos estender a aplicagdo
[-]1 : Uso(A) — K1 (A) para uma aplicagio
[-]1 : Inveo(A) — K1(A).

dada por [a]; = [u]1, em que a € Inv,(A) C Inveo(A) € u € qualquer unitério de Uy,(A) que
satisfaga a ~p u em Invn(;f). Seque da Proposi¢ao 2.3.7 que um unitdario que satisfaz essa
condi¢ao pode ser obtido tomando u = a(a“a)‘%.

No Lema a seguir, 1,, x denota o elemento

lx --- 0
: € M. (X),
0 .- 1y

em que m € N* e X é uma C*-algebra qualquer.
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Lema 2.3.10. Sejam A e B C*-dlgebras com unidade. Seja @ : A — B um *-homomorfismo
e, para cada n € N*, seja ¢, : Mp(A) — My(B) o *-homomorfismo correspondente no
sentido da Definicdo 2.1.3. Seja u € Us(A) e suponha que u € U,(A) para algum n € N*.
Entdo

¢([u]1) = [‘pn(u) + 15,8 — ¢n(ln,a)h
define um homomorfismo ¢ : K1(A) — K,(B) de grupos abelianos.

Demonstragao. Vamos mostrar inicialmente que ¢ estd bem definido. Dado u € U,(A),
temos

(son(u) + las — Wn(ln,A))*(‘Pn(u) + 1a,8 — ©n(1n,4))
= @n(ln,a) +on(u) — Pn(u) + pn(u)* + 1Py
_‘(Pn(]-n,A) = (Pn(u)‘ - Son(ln,A) + Son(ln,A) = 1n,B)

assim como (¢pn(u) + 1n,8 — ¥n(1n.4)) € Un(B). E se u,v € Up(A) e u; : [0;1) — M, (A) é
um caminho continuo de unitérios entre u e v, entdo, como ¢, é norma-decrescente,

(o (us) + 1o, — @n(ln,a)): [0;1] — M,(B)

¢ um caminho continuo de unitérios que liga

(pn(u) + 1np — wn(lna)) a (on(v)+ a8 — ¢¥n(ln,a)).

Portanto, ¢ estd bem definida.

Basta agora mostrar que ¢([u], + [v]:) = ¢([u]1) + ¢([v];) quaisquer que sejam u,v €
Ux(A). De fato, se u,v € U(A), entao existem m,n € N* tais que u € Uy, (A) e v € Uy, (A).
Dai

¢([u]1 + [v]l) = ¢([u @ v]l) = [¢M+n(u‘ 5 ’U) + 1m+n,B - 30m+n(1m+n,A)]1
[wm(u) ® QOn('U) %+ lm.B 5] ln,B - ‘Pm(lm,A) 53] ‘Pn(ln,A)]l
[((pm(u) + 1m,B - (Pm(lm,A)) ® ((pn(v) + 1n,B - ‘Pn(ln,A))]l

[om(u) + 1m,B = Pm(lma))]1 + [on(v) + 1n,B — ¢n(ln,a)h
p([u]1) + ¢([v]1)-

Il

O

Note no Lema 2.3.10 que, se ¢ é um *-homomorfismo que preserva unidade, entdo ¢
coincide com o homomorfismo natural K(p) : Ki(A) — K;(B) dado por K,(¢)([u],) =
[¢n(u)]1, para todo u € Un(A) C Us(A). Vamos entdo denotar o homomorfismo ¢ do Lema
2.3.10 por K;(y), para todo *-homomorfismo ¢ : A — B.
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Teorema 2.3.11. Seja A uma C*-dlgebra com unidade e seja n € N*. Entdo K,(A) ¢

isomorfo a Ky(My,(A)). Mais especificamente, *-homomorfismo
Aa: A = My(A)
a 0
a
00
induz um isomorfismo de grupos Ky(An a) : K1(A) — K1(M,(A)).

Demonstragdo. Seja Ky(An4) : K1(A) — Ki1(My(A)) o homomorfismo dado no Lema
2.3.10. Vamos mostrar que K;(A,4) é um isomorfismo. Seja v € Uy(A). Entdo existe
k € N* tal que v € Uy(A), logo v se escreve como

Vi1 ... Uik

Ukl -+ Urk

Sejam Yok : Mi(Mp(A)) = Min(A) 0 *-isomorfismo e u o unitério de My, (C) C M (A)
definidos na demonstragio do Teorema 2.2.9.
Note que

u* (’Yn,lc ((/\n,A)k(U) + 1k Ma(a) — (/\n,A)k(lk,A)) > u

v11 ... O Vi ... 0\ (vu e Uk \

.o . i ; o . 0

0 ... 14 0 ... 0 Vgl .- Uk
= u* U=

1a

Vg1 ... O Vgk ... O :

: ol aE mem S 0 14

0 ... 0 0 ... 1) \ )
— 'U@lk(n—l),A-
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Como

[U' (’Yn,k (()\n,A)k(v) + g, Ma(a) — (/\n,A)k(lk,A)) ) u]

= [uh+ l:')’n,k ((/\n,A)k('U) + 1k Ma(a) — (/\n,A)k(lk,A))] + [u)y

|

1

= —[u1 + Ki(Ynk) ([()\n,A)k(U) + Lk Ma(a) — (/\n,A)k(lk.A)]l> + [u)x

= [(An,a)k(v) + Lema(a) — An, )k (L, a))t
= Ki(An,a)([v]1),

dado que K;(vnx) é um isomorfismo, segue que

[ = [v ® Lin-1),4l1 = Ki(An,4)([v]1)-
Portanto, K;(An,4) é um isomorfismo. O
Corolério 2.3.12. K;(C) = 0.

A Proposigdo a seguir, conhecida como continuidade do K, é analoga a Proposigdo 2.2.12
e também neste caso serd necessaria para generalizarmos o Teorema 2.3.11, substituindo
M (A) por A® K(H). Esta generalizacio é conhecida como estabilidade do Kj.

Proposigao 2.3.13. Seja

Ay 2L Ay 2 Ao B
1 2 3

uma segiéncia indutiva de C*-dlgebras com limite indutivo (A, {u,}), e seja (G,{B,}) o
limite indutivo da seqiiéncia

Ka(d) ) K (Ag) ) Ky (4) D

Entao existe um isomorfismo v : G — K;(A) que satisfaz yo 8, = K, (ir) para cadan € N*.
E mais,

(1) Ki(A) = Ul Ki(pa)(K1(An)),
(i1) Ker(K1(in)) = Unne i1 Ker(Ki1(¢mn)) para cada n € N*.

Teorema 2.3.14 (Estabilidade do K;). Seja A uma C*-dlgebra com unidade e considere
% a aplicagao definida na Observagdo 2.2.138. Entao K\(k) : Ki(A) — Ki(A® K(H)) é um
isomorfismo de grupos abelianos.
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Demonstragdo. Como AQK (H) é uma C*-dlgebra sem unidade, segue que, para cadan € N*,
Ki(ky) : Kl(//i_@ M;(C)) — K1 (A ® K(H)) é dado por Ki(k,)([u)1) = [Rn(u)], para cada
U € Us(A ® My(A)), em que

—_—— —
~

Kn: A® M,(C) - A® K(H)

é o *-homomorfismo dado por

En ((a,-j) + a1A®~Mn(C)) = Kn(ai;) + a1A®NK(H).

—

Seja p : K1(A® My(C)) — K1(A ® M,(C)) o isomorfismo definido na Proposi¢ao 2.3.3.
Assim,

Ki(k) = K1(k1) = Ki(kn) 0 p7" 0 K1(An4),

dado que os *-homomorfismos de conexao idg ® ¥n,1 : A® M;(C) —» A® M,(C) coincidem
com as aplicagoes A, 4 do Teorema 2.3.11.

Seja go um elemento de K (A®K (H)). Segue da Proposigao 2.3.13(i) que go = K1 (k5)(g1),
para algum n € N* e algum g¢; € K;(A ®//\\/(:(C)) Entretanto, g; = p~' o K (id 4 ® 0n.1)(g2),
para algum g; € K,(A), e portanto K; (k) é um homomorfismo sobrejetivo.

Suponha agora que g ¢ um elemento de K;(A) tal que K;(x)(g) = 0. Segue da Proposigao
2.3.13(ii) que K;(ida ® ©n,1)(g) = 0 para algum n > 2, logo g = 0. Assim, obtemos que
K\ (x) é também injetivo. Portanto, K;(k) é um isomorfismo. O

Corolario 2.3.15. K (K(H)) = K;:(C® K(H)) = K1(C) = 0.

Observacao 2.3.16. Seja A uma C*-dlgebra com unidade e seja u € U(A). Suponha que
A® K(H) € a estabilizagdo de A e seja E,, o operador de K(H) definido na Observagio
2.2.16.

Note que

Ki(8)([ul) = (Ki(k1)op™!)(Ki(A,a)([u)1))
= Ki(k1)(p~ ' ([ulh)) = Ki(s1)([u + 15 — 14]1)

= [U®E00+1A51\(6{)_1A®E00]1

2.4 A seqiiéncia exata de seis termos

Nesta Segao descreveremos inicialmente a aplicagdo do indice. Definiremos em seguida a
suspensao de uma C”-dlgebra, que é um funtor da categoria das C*-lgebras nela mesma
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que nos dé uma conexao entre Ky e K;. Com isso, construiremos a aplicagdo exponencial,
com a finalidade de obter a periodicidade de Bott, passando em seguida naturalmente para
a seqiiéncia exata (ciclica) de seis termos.

Definicdo 2.4.1. Sejam as C*-dlgebras A e B e seja ¢ : A — B um *-homomorfismo
sobrejetivo. Para cada elemento b € B, dizemos que a € A é um levantamento de b se

p(a) = b.

Note que, se a € A é um levantamento de um elemento b € B, entao o conjunto de todos
os levantamentos de b é a + Ker(yp).

A finalidade do lema abaixo é garantir a existéncia de um determinado levantamento,
que serd essencial para o Teorema da Aplicacdo do Indice em seguida.

Lema 2.4.2. Sejam A e B C*-dlgebras com unidade e seja): A — B um *-homomorfismo
sobrejetivo entre A e B que preserva unidade. Entdo, para cada unitdrio v de B eziste uma
isometria parcial w em Ma(A) tal que

v 0
Yo(w) = (0 0) .

Os dois resultados a seguir nos dardo mais adiante uma das conxdes verticais da. seqiiéncia
exata de seis termos. Sua demonstracdo pode ser encontrada em [15, Proposigao 9.2.2] e [15,
Lemas 9.3.1 e 9.3.2].

Proposicao 2.4.3. Seja
0—I-5%4-2%B0 (2.8)

uma sequéncia ezata curta de C*-dlgebras. Sejam n < m mimeros naturais, v € Un(é) ew
uma isometria parcial em M,(A) tal que

~ v 0
(1) = (o on_m>'

Entdo, existem projecoes p,q € 'Pm(f ) tais que
1 —w'w = Jm(p) eln, —ww* = Jm(q).

Teorema 2.4.4 (Aplicagao do fndice). Sejam v o unitdrio e p,q as projecées dadas na
Proposi¢ao 2.4.3. Entdo existe um homomorfismo 6, : K,(B) — K, o(I) dado por

81([v]1) = [plo — [go,

satisfazendo:
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(a) 6,0 Ki(¢) = 0.

(b) Ko(1) o0& = 0.

(¢) Ker(é1) C Im(K ().

(d) Ker(Ko(¥)) C Im(Ky(61)).

O homomorfismo §, do Teorema 2.4.4 é chamado de aplicacdo do indice. Segue do
Teorema 2.4.4 que, se a seqiiéncia dada em 2.8 é uma seqiiéncia exata curta de C*-algebras,
entdo a seqiiéncia de K-grupos

K1(yp) Ki(y)
Ky(I) —— Ki(A) — K:1(B)

61

Ko(B) Ko(A) —— Ko(I) (2.9)

Ko(¥) Ko(p)

é exata.

Vamos agora construir a aplicagdo exponencial, que fecha o diagrama acima, para obter-
mos a seqiiéncia exata de seis termos.

Definigao 2.4.5. Seja A uma C*-dlgebra. Definimos o cone de A como sendo a C*-dlgebra
CA={feC([0;1],4): f(0) = 0}.
Proposicao 2.4.6. Ky (CA) = K,(CA) = 0 para toda C*-dlgebra A.

Demonstragao. C'A é homotopicamente equivalente & C*-4lgebra nula, no sentido da Defini¢do
2.1.1ii. De fato, definindo a aplicago ¢, : CA — C'A dada por ¢;(f)(s) = f(st), para cada
J € CA e para cada s,t € [0;1], obtemos ¢t — ¢, um caminho continuo entre ¢y = 0 e
%1 = idca. Logo,

cA>0-%5cA
é uma homotopia. Portanto, Ko(CA) = Ko(0) = 0 = K,(0) = K;(CA). O

Definigao 2.4.7. Seja A uma C*-dlgebra. Definimos a supensdo de A como sendo a C*-
algebra
SA={feC([0;1],A): f(0) = f(1) = 0} = Cy (J0; 1[, A).

Dadon €N, n > 2, denotaremos S"A = S(S""1A).
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Dado um *-homomorfismo ¢ : A — B entre duas C*-algebras A e B, podemos associar
a @ a aplicagdo
Sp:SA— SB
dada por
((Sp)(N(E) = w(£(t)), Vt € [0;1],
que claramente é um *-homomorfismo.

Se id4 denota a aplicagao identidade de uma C*-dlgebra A, entéo
((Sida)())(t) = ida(f(2)) = f(t) = (idsa(f))(t), V¢ € [0;1].

E se B,C sao C*-dlgebrase ¢ : A - B e ¢ : B — C sao *-homomorfismos, entio

((S(¥ o)) (H))(2) (Yo )(f(2))
= P(p(f(t)))
= P((Se())(®)
= (S9(Sp(M)()
= ((S¥ o Se)(N))(H), Vt € [0;1).

Il

Portanto, S é um funtor da categoria das C*-4lgebras nela mesma. Pode-se provar ainda
que S é um funtor exato (vide [15, Proposicao 10.1.2]).
Sejan € N, n > 2. Vamos definir o funtor K, da categoria das C*-dlgebras na categoria

dos grupos abelianos por K, = K,_; o S. Mais especificamente, dada uma C*-élgebra A,
definimos

K,.(A) = K,_,(SA),
e para cada *-homomorfismo ¢ : A — B entre C*-algebras A e B, definimos
Kn(p) = Kn-1(S¢) : Ku(A) — Kn(B).
Note que K,(A) = K;(S"1A).

Observacao 2.4.8. Seja A uma C*-dlgebra. Seja 1: SA — CA a inclusio canénica e seja

7 : CA— A o x-homomorfismo dado por n(f) = f(1), qualquer que seja f € CA. Note que
a seqiéncia
0—SA—CA5 A—0,

€ uma seqiéncia ezata curta de C*-dlgebras.

O Teorema a seguir decorre do Teorema 2.4.4, da Proposigao 2.4.6 e da Observagao 2.4.8.
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Teorema 2.4.9. Os grupos K,(A) e Ko(SA) sdo isomorfos para toda C*-dlgebra A. E
mazis, o isomorfismo que identifica K,(A) com Ko(SA) € a aplicagdo do indice 8, aplicada
seqiiéncia exata da Observagdo 2.4.8.

Se SA é a suspensdo de uma C*-dlgebra A, entdo a funcao

0,1] - T

t — ei21rt

identifica SA com a C*-dlgebra

{f e C(T,A): f(1) =0},

que também denotaremos por SA.
A aplicagdo
n: C(M®A — C(T,A)
f®a +— zw— f(z)a
é bilinear, multiplicativa e preserva adjunto. Segue da Proposicio A.2 que esta aplicacdo se
estende a uma aplicagao linear de C(T) ® A em C(T, A). Claramente 7 é um *-isomorfismo.
Temos assim uma identificagdo C(T) ® A = C(T, A).

Proposigao 2.4.10. Seja A uma C*-dlgebra. Entdo
K;(C(T) ® A) = Ko(A) ® K1(A), parai=0,1.
Demonstragdo. Seja 14 a inclusdo natural de SA em C(T, A) e seja

pa: C(T,A) — A
foo= Q)

e note que esta aplicacao é um *-homomorfismo injetivo. Como
Ker(ps) = {f € C(T,A) : f(1) =0} = SA = Im(e4),

segue que a seqiiéncia
0— SA -4 C(T,A) 25 4A—0

é exata.

Note agora que o *-homomorfismo inclusao dado por

1/1,41 A — C(TvA)
a — f=a
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satisfaz ¢ 0 1) = id4. Obtemos assim a seqiiéncia exata que cinde

LA PA
0 SA C(T,A) /= A ——0
Ya

Segue do Teorema 2.2.8(v) e da Proposigao 2.3.5 que

Ki(pa)

0 —— Ki(SA) —= K(C(T, A)) —— Ki(A) —— 0

Ki(pa)
¢ uma seqiiéncia exata que cinde de grupos abelianos, para i = 0,1. Logo,

Ki(C(T, A)) = Ki(SA) ® K:(A) = K,_i(A) ® Ki(A) = Ko(A) ® Ky (A),

para: =0,1.
Portanto,
Ki(C(T)® A) = Ki(C(T, A)) = Ko(A) ® Ki(A),
parat=0,1. O

Corolério 2.4.11. Ko(C(T)) = Ki(C(T)) = Z. E mais, [1]p € o gerador de Ko(C(T)) e
(2], € o gerador de K,(C(T)), em que 1,z sdo, respectivamente, as fungées A — 1 e X — \
de C(T).

Demonstrag¢io. Como Ky(C) =Z e K;(C) = 0, segue que
Ki(C(T)) = Ko(C) ® K;i(C) = Z.

Para mostrar a segunda afirmacéo, vamos reproduzir as seqiiéncias exatas de K-grupos
da demonstracdo da Proposigao 2.4.10, aplicadas neste caso:

Ki(ic) Ki(pc)
0 —— Ki(C) —— Ko(C(T)) Ko(C) —— 0
Ki(yc)
e
Ki(ec) Ki(ec)
Ki(yc)

O gerador de K(C) é a classe das projegdes de posto 1 (vide Exemplo 2.2.4), ou seja, a
classe [1]g. Assim, da primeira seqiiéncia, obtemos que

Ko(¥c)([1o) = [¥c(1)]o = [1]o-

Segue do Teorema 2.4.9 que, na segunda seqiiéncia, o gerador de K;(C(T)) é K;(¢) o
671 ((1)o) = [zs- O
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BT 2 A B0

uma seqliéncia exata curta de C*-dlgebras. Definiremos a seguir a aplicagao
On : Kny1(B) — Ka(I).
Como S é um funtor exato, o que implica que S™ também é um funtor exato, a seqiiéncia
0— s T E8 A snp 0 (2.10)
é exata. Segue do Teorema 2.4.9 que existe um isomorfismo
On1 : Kn(I) = K1(S™') — Ko(S™I).

Se 6, : Ki(S"B) — Ko(S"I) denota a aplicagdo do indice associada & seqiiéncia (2.10),
definimos 6,4, = 0,2, 0 ;.
Suponha que A tem unidade. Dados n € N* e p € P,(A), defina

fp: T — Un(A)
z +— zp+ (1, —p).

Identificando M,(SA) com o conjunto das fungdes f € C(T, Mn(A)) tais que f(1) €
M, (C1,), obtemos que f, € Un(é\:‘l). Seja v : Pw(A) — K;(A) a aplicagao dada por
v(p) = [fp)1, para cada p € Px(A), ou seja, p € Pp(A) para algum n € N*. Note
que esta aplicagdo satisfaz os itens (i), (i1) e (ii7) da Proposi¢ao 2.2.3, vamos denotar por
Ba : Ko(A) — K;1(SA) o homomorfismo dado por esta Proposigao, que é tinico. A aplicagéo
B4 é chamada de aplicagcao de Bott.

Se A é uma C*-algebra sem unidade, definimos 4 : Ko(A) — Ki(SA) como o tnico
homomorfismo que faz o diagrama abaixo comutar.

~

0 Ko(A) Ko(A) K,(C) 0
Ba Bz Bc
0 —— K1(SA) —— K,(SA) ~—— K;(SC) —— 0 (2.11)

O Teorema a seguir é um resultado muito importante na K-teoria para C*-dlgebras
porque implica, conforme esta enunciado no Corolério subseqiiente, que os grupos K, acima

descritos se reduzem a Kj para n par e K, para n impar. Para sua demonstragao, indicamos
(15, Capitulo 11].
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Teorema 2.4.12 (Periodicidade de Bott). A aplicacdo de Bott 84 : Ko(A) — Ki(SA)
definida acima € um isomorfismo para qualquer C*-dlgebra A.

Corolario 2.4.13. Sen € N e A € uma C*-dlgebra, entdo
Kni2(A) = Kn(A).

Demonstragdo. Para n = 0, este resultado segue imediatamente do Teorema 2.4.12. Para
n > 1, temos

Kn+2(A) = Kn+1(SA) = Kn-l(SA) = Kn(A)v

e assim o resultado geral segue por indugao. O

Definigao 2.4.14. Seja

0—T 254 B—0

uma seqiéncia ezata curta de C*-dlgebras. Defina a aplicagdo exponencial
& : Ko(A) — Ki(I)
como a composi¢ao das aplicagdes
Ko(B) 22 K,y(B) 2 Ky (D).

A aplicagao exponencial completa a conexdo vertical que estava faltando no diagrama
dado em (2.9) na pdgina 78. Assim, este diagrama passa a ser um importante instrumento
na K-teoria e, para este trabalho, é fundamental. Enunciamos este resultado no Teorema
abaixo, que estd demonstrado em [15, Teorema 12.1.2].

Teorema 2.4.15 (Seqiiéncia exata de seis termos). Para cada segiéncia ezata curta
de C*-dlgebras

0—+IT-254 2y B —s)
a seqiiéncia ezata de seis termos associada

Ko(y) Ko(¥)
Ko(I) — Ko(A) — Ko(B)

51 50

Ki(B) K (A) —— Ki(I) (2.12)

Ki(¥) Ki(p)
€ ezata.
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Capitulo 3

A Sequéncia Exata de

Pimsner-Voiculescu

Neste capitulo serd provado o teorema principal deste trabalho. Na primeira segdo serd
construida a extensao de Toeplitz associada a um produto cruzado. O objetivo da segunda é
caracterizar os geradores de K;(A X Z), para A uma C*-dlgebra com unidade. Finalmente
na terceira secao apresentaremos a prova do Teorema de Pimsner-Voiculescu e aplicaremos
este teorema para determinar Ky(Ag) e K;(Ay).

3.1 A extensao de Toeplitz associada a A x, Z

Considere a C*-dlgebra produto cruzado B = A X4 Z, em que A é uma C*-dlgebra com
unidade, o é um *-automorfismo de A e Z é o grupo dos inteiros, construida na Segao 1.4.
Conforme foi provado no Teorema 1.4.12, B é %-isomorfa a C*-dlgebra universal gerada por
A e o unitério u satisfazendo as relagoes dadas por uAu* = A, apresentada no Exemplo
1.2.12:

Seja C*(S) a C*-dlgebra universal gerada por uma isometria nao unitédria S, apresentada
no Exemplo 1.2.11, e seja 7 a dlgebra de Toeplitz da Definigdo 1.3.29. Segue do Teorema
1.3.35 e da Proposigao 1.2.6 que existe um *-isomorfismo

¢: T — C*(S)
tal que ¢(U) = S, em que U = T, é o shift unilateral.

Seja ‘H um espago de Hilbert separédvel de dimensdo infinita e seja (ep)nen uma base
ortonormal para H. Dados %,j > 0, defina E;; o operador de B(H) dado por

E;j(h) = (h,e;)e;, para todo h € H.
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Observe que Ej; = Ej; e que

0 sej#k
EijEkl:{E- sej=k’

Claramente E;; é um operador de posto finito, quaisquer que sejam ¢, 7 € N. Por outro lado,
se F' é um operador de posto finito de H, entao existem zi, ..., Z, € Y1, .., Yn elementos de H
tais que
n
F(h)=>_ < h,yy >z, VhEH,
k=1
(Observagao 1.1.13). Como (e,)nen € uma base para H, segue que
mk=Z<zk,e,- > € @ yk:Z < Yk, €5 >€j,
ieN jEN

dai

F(h) = z": <h,z < Yk, €5 > ej> (Z < T, € > ei)

k=1 JEN i€EN
n
= ZZZ < Yk, e >< h,ej > Ty, e > €
k=1 jEN ieN
n
= ZZZ < Yk, €5 >< Tp,€; > (< h,e5 > e;)
k=1 jeN ieN
n
= ZZ (Z < Yk, € >< Tk, € >> Eij(h), Vh € H,
1€EN jeN \k=1

logo F(H) C span{E;;:1,j € N} C K(H), portanto span{E;; : i,j € N} é um conjunto
denso em K(H).
Seja. H? o espaco de Hardy definido em 1.3.8. Conforme foi provado na Proposigao 1.3.10,

H? é um espaco de Hilbert e, se
en: T — C
A B A

entdo (€,)n>0 é uma base para HZ.

Dados i, j € N, denotanto por &;; o operador de K (H?) dado por
Es(f) =< f,&; > &, Vf € H?,

do que foi provado acima, temos que span{&;; : i,j € N} é um conjunto denso em K(H?).
Assim, a aplicagao ¢ : K(H?) — K(H) dada por ((;;) = Ei; estabelece um #-isomorfismo

85



entre K (H?) e K(H). De fato, note que a aplicagio U : H> — H definida nos elementos da
base de H? por

U(e,) = en, YR €N,

¢ uma transformacéo linear unitéria entre os espagos de Hilbert H? e H. Assim, se i, JEN,
entao

(C(€s))(R) = Eij(h) =< h,e; > e; =< h,U(e;) > U(e;)

= <U'(h),g > U(e) = U< U (h), ¢ > &)
UE;U () = U 0 &; oU*)(h), Yh € H,

isto é,
C(&ij) =Uo&jolU,
quaisquer que sejam ,j € N. Como U é unitério, segue que ¢ é um #-isomorfismo.
Seja P a projecao de C*(S) dada por I — SS*. Note que, como S*S = I, temos que

S*PS = S*(I — SS*)S = §*S — §*SS*S = 0,

e portanto
S™PS™ =0

quaisquer que sejam m,n € N*,

Lema 3.1.1. Sejam + : K(H?) — T a inclusdo canénica e o : K(H) — C*(S) a aplicagdo
dada por ¢ (E;;) = S'PS*. Entdio o diagrama
L

K(H?) T
o] :
K(H) c*(S)

€ comutativo.

Demonstragao. Note que, se U =T, é o shift unilateral de H?, entdo

€ sen=20
Iy —UU*)(e,) = .
(I = UU*)(ex) {0 oy

Segue que Iz — UU* = &y
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Como, dado f € H?, podemos escrever f = Y onen < [fr€n > €, temos

Um(f) = Tem(f) = 6mf = Z < fv €n > €nym = Zg(n+m)n(f)

neN neN

qualquer que seja m € N*. Assim, dados 7, j € N*, temos

Eij = Enfooboj = (Zs(k+,)k) Eoo (Zeaﬂ),) = (U') & (U9)".

keN leN
Logo,
P((CTHEG)) = ¢(uEy)) = p(u(U'Enl?™)) = p(U'EenU?™)
= o(U'(Iy2 —UU*)U%) = S'(I — S§*)S* = §*PS*i
portanto o diagrama comuta. O

Proposigao 3.1.2. A aplicagio ¢ : K(H) — C*(S) dada por
¢ (Ey) = S'PSY
€ um x-homomorfismo injetivo.

Demonstragao. Como as aplicagoes ¢ e ( do diagrama do Lema 3.1.1 sdo *-isomorfismos e a

inclusdo ¢ € um *-homomorfismo injetivo, segue que ¢ é um *-isomorfismo injetivo de K (H)
em C*(S5). O

Coroldrio 3.1.3. C*(S)/p(K(H)) = C(T).

Demonstragdo. Conforme foi demonstrado na Proposi¢ao 1.3.33, 7/K(H?) = C(T). Como
as flechas verticais do diagrama comutativo apresentado na demonstracio do Lema 3.1.1 sdao
x-isomorfismos, segue que

C*(8)/p(K(H)) = C(T).

O
O Corolario a seguir decorre da Proposigio 1.3.33 e do Coroldrio 3.1.3.
Coroldrio 3.1.4. A seqiéncia
0 — K(H) % C*(S) 2 ¢(T) — 0, (3.1)

em que p € o x-homomorfismo dado por p(S) = z : A +— ), € uma seqiiéncia ezata curta de
C*-dlgebras.
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Vamos agora tensorizar por B = A X, Z cada C*-lgebra da seqiiéncia exata dada em
(3.1) na pégina 87. Sobre produto tensorial de C*-dlgebras, vide o Apéndice A. Como K (H),
C*(S) e C(T) sao C*-dlgebras nucleares, (Coroldrios A.21, A.28 e A.23), segue da Proposicéo
A.25 que

0— B K(H)“® BeC*(S) “3 B® C(T) — 0 (3.2)
é uma seqiiéncia exata curta de C*-dlgebras.

Seja T(A,a), ou simplesmente T, a C*-subdlgebra de B ® C*(S) gerada por A® I e
© ® S. Chamamos esta C*-algebra de dlgebra de Toeplitz associada ao C*-sistema dindmico
{A, a}.

O objetivo dos préximos resultados desta se¢gdo é mostrar que T é uma extensdo de
A x,7Z por A® K(H).

Seja J C T o ideal bilateral fechado gerado por

R=101-u®S)(u®S)*=1Q P.
Proposigao 3.1.5. Eriste um tnico x-homomorfismo v : A® K(H) — T satisfazendo
Y(@®E;) = (u®9)(a® P)(u®S)Y = vlau* @ o(E;j).
E mais, v € injetivo e Y(A® K(H)) = J.

Demonstragcdo. Como « : a — uau* é um *-automorfismo de A e ¢ é um *-homomorfismo
injetivo (Proposigéo 3.1.2), seguem do Lema A.24 a existéncia, a unicidade e a injetividade
do *-homomorfismo v satisfazendo

Y(a ® Ey;) = v'au” @ p(E;;) = a(a) ® p(E;;).

Como K(H) é simples (Observagao 1.3.31) e Ey € K(H), se < Eg > denota o ideal
bilateral fechado de B(H) gerado por Egp, entdo < Egg >= K(H). Logo, se < 14, ® Eg >
denota o ideal bilateral fechado de A ® K(H) gerado por 14 ® Eg, entdo < 14 ® Egy >=
A® K(H). Agora, como 1 é um *-homomorfismo injetivo, 1) é uma isometria, e entdo
Y(A® K(H)) é o ideal bilateral fechado de T gerado por ¥(1® Ey) = 1® P = Q. Portanto,
Y(ARK(H)) =J.

d
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Lema 3.1.6. (B p(K(H)))NT =J.
Demonstragdo. Note que J = (A ® K(H)) C B® p(K(H))(T, dado que
P(a® Ey) = v'au @ p(Ey;) = (u® S)(a ® P)(u® S)*.
Vamos mostrar a inclusao reversa. Se V = S¥PS*, com k,l € N, e m > méx{k, I}, entdo
m ) m
@(Eoo + . + Eran)Vp(Eoo + oo + Brm) = (Z S‘PS“‘) v (Z sfps*i>
i=0 =0

m m
=YY S'Pstiskpstsipst = Skpst=v.

=0 j=0

Segue que, qualquer que seja W € span{p(FE;;) = S'PS* : 4,5 € N}, temos
W = p(Eow + ... + Emm)Wo(Eo + ... + Emm),

para m natural suficientemente grande. Como ¢ é injetivo e o conjunto dos operadores de
posto finito € denso em K(H), segue que span{p(E;;) = S'PS* : 4,j € N} é denso em
@(K(H)). Assim, se

W € o(K(H)) = span{p(E;;) = S'PS* :i,j € N},

entao
n}i—l»noo ”W - SD(EOO + ot Emm)WQO(EOO + ...+ Emm)”” =0.

Logo, dado y € B ® ¢(K(H)), temos
Jim |ly — (18 ® p(Eoo + .- + Emm))y(15 ® p(Eo + - + Enm))| | = 0
e, se exigirmos também que y € T, como

1 ®(Eo + ... + Emm) = (14 ® (Eoo + ... + Enm)) € J,
concluimos que y € J. O
Proposigao 3.1.7. O quociente T/J € x-isomorfo a B = A x4 Z.

Demonstragao. Como J é gerado por

Q=10P=10(I-58)=(181) - (u®S)(u' ®5"),
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se m € a aplicagao quociente de T em T'/J, entao
m(Q)=0 & 7((1’I)- (u®S)(u*'®S5*)=0
& 1(1®71)=n(u® S)r(u* ® S*)
& (1) =nu® S)r(u® S)* =n(1® SS*),

isto ¢, m(u ® S) € unitdrio. Logo, T/J é uma C*-dlgebra gerada por A = 7(A® I) e um
unitario T = 7(u ® S) satisfazendo

AT = 7(u® S)T(A® N7r(u® S)*
= 1A r(1® SS*)
= 1(A®I)=A.
Segue do Teorema 1.4.12 e da Proposigao 1.2.6 que T/J & A x, Z. O

Segue das Proposigdes 3.1.5 e 3.1.7 que a seqiiéncia
0 AQKH) 5T " Ax,Z — 0, (3.3)

¢ uma seqiiéncia exata curta de C*-dlgebras. Esta seqiiéncia é chamada de eztensio de
Toeplitz associada a A X4 Z.

3.2 Descricao dos geradores de K;(A X, Z)

Segue da Observagao 2.3.9 que podemos definir K;(B) como classes de equivaléncia de in-
versiveis no lugar de unitdrios. Utilizaremos esta defini¢ao de K no lema abaixo e passaremos
a definicdo com unitérios no lema seguinte.

Lema 3.2.1. O grupo K,(B) € gerado pelas classes de elementos inversiveis da forma
1, 42,
com z € My(A), paran € N*.

Demonstragao. Seja I' C K)(B) o subgrupo gerado pelos elementos da forma [1, + zu%);,
com 1, + zu;, inversivel.

Afirmamos que [u], € I". De fato, observe que, como I' é um grupo e
0=[lg) = [uu']y = [u]s + [u)y,
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para que [u]; pertenca a I', é necessdrio e suficiente que [u*] pertenca a I'. Como
[u(lp +2u™)); =0 [u) + [l + 2u*]1 =0 & [u*), = [1p + 2u*]y,

basta mostrar que u(1p + 2u*) ~}, 15. Com este intuito, observamos que

1
u(lB +2u*) =u+2l1lg=2 <—u+ 13> ;
com

-U

2
1
- = 1
1p (2u+ B) 5

Aplicando o critério de Carl-Neumann (Proposi¢io 1.1.3), obtemos a inversibilidade de
(3u+1p). Logo, u(lp + 2u*) também é inversivel. Por outro lado, conforme a Definicao
1.1.2 e Proposigao 1.1.16, o raio espectral de (%u + 13) ¢ dado por

sup{ll—)\|:/\Ga(%u+13)}=r(13— (%u+13>> =||1g — (%U'l-lg)

Segue que

1
=-<L
2

2

0 que nos permite afirmar que o (%u +1 B) esta contido no disco complexo de centro i e raio
1, e portanto

1 1
|1—/\|§§, V)\Ea(—u+13),

1
Riﬂa(§u+13) = 0.

Agora, se In : C\ R* — C denota o ramo principal da fun¢io logaritmo, entdo existe uma
vizinhanga aberta de o (%u +1 B), contida em C \ R*, em que podemos restringir a funcao
holomorfa In. Segue do Teorema 1.1.20 que existe a € B tal que a = In (%u + 13), logo
(3u+ 1p) = e Definindo o caminho de unitarios [0;1] 3 t — e'® € B, que é evidentemente
continuo, obtemos u(lpg + 2u*) ~ 1p.

Para cada p € N*, temos que os elementos da forma Z;.:g aju{;, coms,t€Z, s<tea; €
Mp(A), formam um conjunto denso em M,(B). Com efeito, como M,(B) & B ® M,(C)
(Observagéo A.17), entao os elementos da forma b® X, com b € Be X € M,(C), constituem
um conjunto denso em B ® M,(C). Entretanto, os elementos da forma ) . a;u’, com

i=—n
cada a; € A, formam um conjunto denso em B. Logo, os elementos da forma

(En: am‘) ®RX = i(a,@X)(u’@Ip)

1=—n 1=—n

1
Up
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sao densos em B ® M,(C), com cada a; @ X € A® M,(C) = M,(A).

Portanto é suficiente provarmos que as classes dos inversiveis da forma Z;m ajuf, estao
todas em I'. Entretanto, como

[Z aju{,] — sfuph = li a,-u:,]
j=s 1 i=0 1

e [upy = [u]; €T, segue que, sem perda de generalidade, podemos supor s = 0.

. t . . , . . . : i s
Seja y = >_._o a;u} um inversivel, e considere a seguinte identidade matricial:

Qg ay S g 1p {75 B Y 0 1}2 0
—u, 1, 0| _ 1, 0 1, —u, 1, 5.4)
0 -, 1, 0 1,1 |0 1, 0 =y 1p
em que

t—k
Yk = E Qj+kU), = Yrt1Up + Q.
=

Note que a primeira e a terceira matriz do lado direito da equagéo dada em (3.4) sio ambas
soma da identidade com alguma matriz nilpotente, afirmamos que a correspondente classe
no grupo K,(B) de uma matriz deste tipo é trivial. De fato, seja I = 1pit+1) € N uma
matriz nilpotente de My41)(B), dai —N também é nilpotente. Mostraremos que a classe
de I 4+ (—=N) =1 — N é trivial: como existe 7 € N tal que N™ = 0, segue que

(I-N)I+N+..+NY)=I-N" =1,

logo I — N ¢é inversivel. Dai I — (1 —t)N é inversivel, Vt € [0;1], e portanto I ~, I — N, isto
é,[I - N}, =0.
Segue que [y]; é igual & classe da matriz do lado esquerdo de 3.4.

Definindo
0 0 el, ap a1 ay
S, = ~1, 0 0 o e 1y 0
0 -1, 0 0 1,

em que € € C, temos [y]; = [Soun + T]1, em que n = (t + 1)p. Agora, se € # 0, entdo S, é
inversivel e [S,]; = 0. Com efeito, basta observar que S, (S ) =f= (S’ )

1 1
2 z

Se, lembrando
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que (S;)‘ é a matriz transposta conjugada de Si. Daf a trivialidade de [S.]; segue de
St =el & (t+ 1)[Seh = [el]s.
Como
1(Sen +T) = (Soun + T)|| = (e = So)unll < ISe — Soll < |el,
se tomarmos € # 0 suficientemente pequeno, entéo
[y]l = [Seu,, + T]] = [Se(un + SE—IT)]I = [85]1 + [Un + Se—lT]l
= [nlt + [tn + STT] = [als = [un)y + [un + ST + ()

= [tn)s + [(un + ST T)up)s = nlu)y + (1, + S7MT i,
EMn(A)

E como ja provamos que [u]; € T, obtemos que [y]; € T. O

Considere a aplicagdo 3 : T — Aut(B) dada, para cada v € T, por

r sex €A

(B(M)(=) = {

Yu sex = u.
E fécil ver que ( é uma acdo de T em B.
Observacao 3.2.2. A € a dlgebra dos pontos fizos de (3.

De fato, tome z € B néao nulo tal que (3(v))(z) = z, qualquer que seja v € T. Sem
perda de generalidade, podemos supor que este elemento é da forma

n

i

T = E a;u,
i=—n

com os elementos a; ndo todos nulos. Dai,

Z a,-ui — '3(7) (Z az-’u,i> = Z ﬁ('y)(aiui) = Z aifyiui,

que é equivalente a
n

> (g —7)an’ =0,

=—n

e como esta igualdade vale para todo v € T, devemos ter i = 0.
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Lema 3.2.3. O grupo K,(B) € gerado pelas classes de elementos unitdrios da forma
(1, — F) + FzuF, (3.5)
em que Fyz € M, (A) (n € N*) e F é uma projecao.

Demonstragao. Segue do Lema 3.2.1 que é suficiente provarmos que, dado um elemento
inversivel

Y = ln + Uy,

em que z € M, (A), existe um elemento da forma dada em (3.5) pertencente a mesma classe
de y em K,(B).

Para este fim, vamos primeiramente estudar o espectro de zuj,. Segue da inversibilidade
de y que —1 ¢ o(zu}).

Afirmamos que o(zu},) é invariante pela avaliagdo de (7). em zu}, qualquer que seja
v € T. De fato; sejam =; e 2 elementos distintos de T; se A é um elemento do resolvente de
Bl)n(zup), entio

Al = B(m)n(zuy) = B(1)a(Al, — zuy)

é inversivel. Como

:8(71)n(’\1n - :E’U.;) = ﬁ('YI-’Y_?"YZ)n()‘ln - a:u;;) = ’71%.3('72%()‘171 - :II’U,;),

obtemos que
B(12)n(Aly — zuy,)

é inversivel, e portanto A também é elemento do resolvente de [B(vy2)n(zu}).

Como B(7)n(zuy) = Fzu, e B(1).(zuy) = zu), temos que, qualquer que seja v € T,
—1¢ o(Jzu}) , dai 1, +7zu}, é inversivel, segue que y (%171 4 xu;) =7 (1, + zu}) também
é inversivel, e portanto T C p(zu}).

Assim, G = o(zu},)N{z €C:|z| <1} e H = o(zu},) N{z € C: |z| > 1} sdo conjuntos
disjuntos cuja uniéo é o(zu},). Considere as fungdes holomorfas g e h tais que

g=lemGeg=0em H

h=0emGeh=1em H.

Aplicando o Teorema 1.1.20, definimos as projegoes espectrais
P_=g(zu;) e Py =h(zu}).
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Observe que P_ =1, — P,.
Afirmamos que Py e P_ comutam com zu}, e que sdo invariantes por 3(7),, para todo
v € T. De fato, temos

id(zuy, )h(zuy) = (id - h)(zu})
(h-id)(zuy) = h(zuy)id(zu)) = Przul,

zu, Py

em que id : o(zu;) — C é a fungdo A — A. E como o(zu}) é invariante pela avaliagdo de
B(7)n em zul, temos também

BNn(Py) = B(1)n(h(zuy)) = K(B(V)n(zuy)) = h(Tzuy)) = Py,

analogamente para P_. Segue da Observagao 3.2.2 que P, e P_ sdo elementos de M, (A).
Considere agora, para 0 < € < 1, os elementos

Ye = (ePy + zuy, Py) + (P- + ezul P_),
e note que
ylz(P++P_)+$U;(P++P_)=y

Vamos provar que os elementos y. sao inversiveis, para todo 0 < & < 1. Considere (m,, H,,)
a representagao universal de M,(A). Sejam E e F as projecdes ortogonais de H, sobre
(mu(P-))(Hu) e (mu(Py))(Hy), respectivamente. Vamos denotar By = B(F(H,)) C B(H.)
e By = B(E(H,)) C B(H,). Como

op,(my(zupPy)) CH e og,(m(zu;P.)) C G,

entao
(=1;0] C pp, (mu(zuy Py))
e
] = 00; =1] C pp, (mu(zuy P-)).
Portanto
mu(zu, Py — APy ) é inversivel em By, VA € [—1;0)
e

mu(zup P — pP_) é inversivel em By, Yu €] — oo; —1],

dado que 1p, = 7,(Py) e 1p, = m,(P-).
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Se € = 0, basta tomar A = 0 e notar que m,(0P; + zu} Py) = m,(zu}, P;) é um inversivel
de B; e que my(P- + Ozuj,P-) = m,(P-) é inversivel By, dado que é a unidade. Portanto,
como

Yo = (zupPy) + (P-)
é o levantamento por m, da soma direta destes operadores inversiveis, segue que yp € in-

versivel. Se ¢ €]0; 1], basta tomar A = —¢ e p = —1. Dal,

(zupPy +€ePy) +¢ (a:u;P_ + %P.) = (ePy + zuy,Py) + (P- + ezup, P_) = y.

é inversivel.
Concluimos que [yo); = [y1)1 = [y]1. E como P_ = 1, — Py, usando que P? = P, e que
P, comuta com zu},, obtemos a igualdade

[y = [(1 = Py) + Prau, Py

Voltando a B(H,), note que, se x € H,, entdo, como F é uma projegao ortogonal,
podemos escrever = z; + z, com z; € F(H,) e z3 € F(H,)*, de maneira tnica. Daf

(mu(Py)F)(z) = (mu(P4))(F (21 + 72)) = (mu(Py))(21) = 71 = F(2),
dado que z; € F(H,) = (mu(Py))(Hy) € mu(Py)? = mu(Py), €

(Fru(Py))(z) = F(mu(Py)(x)) = (mu(Py))(2)-
————
EF(Hy)
Como (m,,H,) é fiel, vamos omitir 7, e denotar o levantamento de F' em M,(B) por m,
também por F. Assim, acabamos de mostrar que P, F' = F' e FFP, = P, e portanto
E como F? = F* = F € M,(A), temos ainda
zuLF = zu, Py F = Pyzu, Py F = FP,zu; P, F = Fzu, P, F = Fzxu,F.

Segue que

1 = Py) 4+ zu, Py

1, — (F+ FP.(1, — F))) + zu,(F + FP.(1, — F))

l, - F)+zu F +zu,FP,(1, — F)— FP, (1, — F)

1 — F) + Fau' F + Fau FPy(1, — F) — FP,(1, — F)
= (1, — F)+ Fzu,F + F(zu,FP;y — Py)(1, — F),

Yo =

(
(
(
(
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e para simplificar a escrita, denotaremos S = (zu}F P, — P, ), dai
Yo= (1n — F)+ Fzu,F + FS(1, — F).
Vamos mostrar agora que [yo|1 = [(1, — F) + FzuXF)];. Seja
2e = (1p — F) + Fau,F + eFS(1, — F),
temos
Yo—2=F(S—eS)(1,—-F)=1-¢)FS(1, - F),

e como (yo — 2.)? = 0, temos a, = 1, + (Yo — 2) ¢ a identidade adicionada a um nilpotente,
e portanto ¢ inversivel e homotopicamente equivalente a 1,, qualquer que seja € > 0, (vide
demonstragao do lema 3.2.1.)

Temos que 2z, também é inversivel. De fato,

aeze = (Ln+ (Yo — 2))2

(ln+(1=¢)FS(1, — F))((1, — F) + Fzu,F + ¢FS(1, — F))
(ln = F)+ Fzu,F +eFS(1,— F)+ (1—¢)FS(1, - F)

(1, — F) + Fzu,F + FS(1, — F) = yo,

Il

Il

e como Yp € a. sao inversiveis, segue que z. é inversivel. Assim, obtemos
*
[y = [vo)1 = [1n — F + FzulF),.

Finalizaremos esta demonstragdo provando que podemos escolher um elemento unitério
na classe de 2, com a mesma forma de zy. Note que

202y = (ln—F + Fzu,F)(1, — F + Fu,z’F) =1, — F + Fzu,FFu,z*F
= 1,— F+ Fzuju,x2*F =1, — F + Fzz*F,

2 = zz*. Como

e como zz* > 0, denotaremos a
(1, — F+ FaF)? =1, — F + Fa’F = 2z},

segue que (22)2 = 1, — F + FaF € M, (A), dado que a € A.

. ; 1 ; 5 5
Como zj ¢ inversivel, e consequentemente e (zoz(*,) 2 também sao inversiveis, temos que

1 = 1 1 == 1
(2073)(2023)2 (7)™ = (2025)%(202)% (2023)% (7)™ = (2028) %20
1

1
2

1 1 = 1
(2025)%(2025) 2 (2025) "2 20 = (202)(2025) ™2 20,
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o que € equivalente a
(2075)% (25) ™" = (2028) % 20. (3.6)
Com isso, temos

(2028) " 20((2075) "2 20)" = (202) 2 2025(2023) ™% = (2028) % (2028) (2028)% (2028) "% = 1,

_1 _1 _1 _1 1. _

((2025) ™2 20)" (2025) "2 20 = 25(2025) "% (2025) ™7 20 = 2;(25) 120 ‘20 = z5(202;) 2o = 1,
isto é, (zoz(‘,‘)‘%zo é unitério.

Por outro lado, temos

251, — F) =1, — F+ Fu,z*F)(1, — F) =1, — F,

o que é equivalente a
() '1,-F)=1,-F.

Temos também
2F = (1, — F + Fzu,F)F = FzuF.

Assim,
(2023)*(2) Y1 = F) = (1n — F + FaF)(1, — F) =1, — F,

e usando a igualdade dada por (3.6) na pédgina 98, isto equivale a
(ZOZS)_%ZO(ln - F) = ]-n - Fa
portanto

(zoz{;)‘%zo = 1,—-F+ (zozg)'%zoF =1, -F+ (zoz(’;)'%Fa:u;F
= 1, - F+ F(zozg)_%xu;F

. -1

dado que F' ¢é projegao e comuta com zp, e consequentemente comuta com (2zp2}) 2. Basta
1 3 ”

agora tomarmos z’ = (2923) 2z, que é elemento de M,(A), e o Lema est4 provado. O

3.3 A Seqiiéncia Exata de Pimsner-Voiculescu

Seja H o espago de Hilbert separavel de dimensao infinita fixado no inicio da segao 3.1.
Lembremos que T é a C*-subélgebra de B® C*(S) gerada por A® I e u® S, que P denota a
projecao de C*(S) dadapor I -SS*eque Q =1®71 - (u®S)(u®S)* =1 P € BRC*(S).
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Considere a inclusao natural
d: A - T

a — a®l

e note que claramente d é um *-homomorfismo.

Sejai: A — A Xq Z a inclusdo isométrica dada pela Proposicdo 1.4.11. Se J é o ideal
bilateral fechado de T gerado por @, entdo T/J = A X, Z (Proposicéo 3.1.7). Seja 7 o
*-homomorfismo dado pela composigao do *-isomorfismo que identifica T/J com A x, Z
com a aplicagéo quociente de T em T /J. Como, se a € A, entdo 7(d(a)) = m(a ® I) = i(a),

segue que o diagrama,
m
T —— AX,Z

d

A-=A

é comutativo.

Vamos retomar aqui a extensao de Toeplitz associada a A X, Z construida na Segao 3.1:

0—)A®K('H)—w—>TL»Ava—>O.
Aplicando o Teorema 2.4.15, obtemos a seqiiéncia exata de seis termos

Ko(ﬂ’)

Ko(¥)
KO(A ® K(H)) =—_—— K()(T) KO(A Xa Z)

) 1 60

K\(A Xa Z) K\(T) ~—— Ki(A® K(H)).

K (1l‘)

Lema 3.3.1. Considere os K -grupos da segiiéncia dada em (3.7). O diagrama

Ko(¥)

Ko(A® K(H)) o(T)
Ko(x) Ko(d)
Ky(A Ko(A

o(A) PR o(A)

€ comutativo.
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Demonstragio. Note que, no diagrama acima, devemos trabalhar com elementos dos K-
grupos associados a A, A® K(H) e T. Por definigdo, elementos tipicos desses Kop-grupos
sao diferengas entre classes de projegoes em

Ma(A), Myp(A@ K(H)) e My(T),

com n, p e g naturais nao nulos. Sem perda de generalidade, podemos tomar, em cada
passagem, m = max{n,p,q} e trabalhar com classes de projecoes em

——~——

Mun(A), Mpn(A® K(H)) e Mpn(T).

Segue da Observagao A.17 que estas C*-dlgebras podem ser vistas como os produtos tenso-
riais

A® Mp(C), A® K(H) ® Mu(C) e T ® M(C),

e, neste caso, os *-homomorfismos «, id4, k, ¥ e d se estendem de maneira tnica aos
*-homomorfismos o ® idy,, id4 ® idpm, £ ® idm, P ® id;, € d ® id,, respectivamente, em que
id,, é a identidade de M,,,(C). Logo, ¢ suficiente provarmos a comutatividade do diagrama
considerando m = 1.

Seja ¢ € A uma projecdo. Segue da Observagao 2.2.16 que

Ko()([glo) = (g ® Eoolo-
Logo
Ko(¥)(lg ® Ewlo) = [¥(q ® Ew)lo = [q ® Plo.

Por outro lado, temos

(Ko<d> o (Koids) — Ko<a-‘>)) (ldo) = Ko(@)(ida@lo - "))

Ko(d)([glo — [v"qulo)
= [g®I]o— [u*qu® I]o.

Q= u® S Q
0 uves
de M3(T) e note que

agr - (w85 @ w®S* 0 )\ (1855°+Q Qu®S)
a 0 uw®Ss Q u®S) \(wes)Q wWeS)(ues)
_ (1885 +1®(I-85*) 1®@(I-8S)u®Ss)\ (1l 0
(@ S)(1® (- S85%)) wu® S*S Lo 1e1)

Considere agora o elemento
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Como analogamente obtemos Q*Q2 = diag(1®1,1®1), segue que Q é um unitario de My(T).
Segue da Proposigao 2.1.5 que

wuell, = |0 wa@d 0 o
0 0 g

_ [ u®S Q uvqu®l 0\ [u*®S* 0
i 0 Ut S* 0 0 Q* u® S

B (q@SS‘ 0)] =[g®855*),=[g®1],~[g® Pl,.

0

0 0

Com isso, temos

(Ko(¥) © Ko())(Iglo) = lg® Plo = (Ko(d) o (Ko(id) — Ko(a™)))([glo)-

Lema 3.3.2. Considere os K-grupos da seqiéncia dada em (3.7).

(a) O diagrama Ki(v)
Ky (A® K(H)) Ky(T)
K (k) Ky(d)
K1 (A) Ki(A)

Ki(idg)-Ki(a™t)
é comutativo.

(b) O homomorfismo K(d) : K;(A) — K,(T) € injetivo.

Demonstragao. Note que, nas afirmagdes (a) e (b), devemos trabalhar com elementos dos
K-grupos associados a A, A ® K(H) e T. Considerando o argumento apresentado no
inicio da demonstragao do Lema 3.3.1, é suficiente provarmos os itens (a) e (b) apenas para

—

elementos unitarios de A, A® K(H) e T.

(a) Seja v € A um unitério. Segue da Observagao 2.3.16 que

KI(R)([U]l) = ['U® E()o + (I— 1 ®E00)]1,

em que ] =1 E, da Proposigao 2.1.13, segue que V:A® K(H) — T é dado por

A®K(H)'

1/)((Z®Eij + I) = 1,0(a® Eij) -+ 1.‘5.
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Como T é uma C*-algebra com unidade, segue da Proposi¢ao 2.3.3 que existe um tnico
isomorfismo p : K;(T) — K,(T) tal que
Pz + A1z =14 ® D) = [z),

para cada z € U(T) e A € C. No que se segue, omitiremos p e denotaremos simplesmente
[z+A(15—14®61)]; = [z],. Dado que existe uma inclusdo isométrica A em B preservando
unidade (Proposi¢ao 1.4.11), denotaremos também por 1,4 a unidade de B = A x, Z,

Temos

(K1(¥) o K1(k))([v)) = Ki(¥)(K1(k)([v]h))
= Ki(¥)([v® Eoo+ (I —14® Eg))1) = (v @ Ego+ I — 14 ® Eo))1
= [IZ(U®EOO)+1T_$(1A®EOO)]1=['U®P+1A®I‘—1A®P+(1T—1A®I)]1
= WOP+(1a®I-14QP) 1 =w®P+(1a®I—-1,1 (I —SS*))),
= V®P+14®SS%.

Por outro lado,

(K1(d) o Ky (ida — @™1))([h) = K1 (d)(Ky(ida — o7 ")([v]1))
K1(d)([ida(v)l = [@7(v)]1) = K1 (d)([v]; — [w*vu)y)
[dw)h — [du*vu)] = v® I]; — [u*vu® I);.

Conforme foi verificado na demonstragao do Lema 3.3.1, o elemento

Q= u®S Q
0 uQ®Ss*

~lq vvu®I 0 ar
0 11 .

u® S wrvu® [ 0 u*® S* 0
u®S* 0 11 Q u® S .

(7
("
|2 (e 2]
(
(

¢ unitdrio de Ms(T). Logo

v'ru®/l 0
* I —
[u*vu @ I, 1®I)

v®SS* +Q Qu®dS)
(W ®5)Q wu®S'S

v®SS*+Q 0 )

1

— [v®SS* +Ql,
1e1 [v® Qh

102



em que v @ SS* + @ é evidentemente unitdrio com

(WSS +Q) ' =SS + Q) =v*® S5 + Q.

Segue que
I —[uwvu®l]) = I -wRSS*+QL=[(v®I)(v®SS* +Q)™],
= (v (W' ®SS*+ Q) =[vw*' ®SS*+ (v I)(1® P)),
= [1®SS*+v® P
e portanto

(K1(¥) o Ki(K))([vh) = @I —[uvu®l); =[1®SS*+v® P
(K1(d) o Ky (ida — a7 1))([v)h),

qualquer que seja [v]; € K1(A).
Como
Ki(d)([o]h) = [dw)h = [v® I}y,

para provarmos a injetividade do homomorfismo de grupos K(d), é suficiente provarmos
que se vp,v; € A sdo unitérios tais que

Wy =1 I ~pv; QI =w,
isto é,
Ky(d)([vo]1) = [woly = [wi]y = Ki(d)([v1)),
entdo [vg); = [w];-

Seja [0,1] 3 t — w; € T um caminho continuo de unitérios ligando wy e w; e considere
0— u® S Q .
0 uesr

Wy a_l(w:) 0 O*
0 11 0 117

wwes) ul )((u‘@f)wt(u@l) 0 )Q

(v 12
(
(

novamente o unitdrio

Seja

wy 1®S)wt (u®l) wQ v®S* 0
v ® S* Q u®S

wt(1®S)wt(1®S")+th 0
191
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Como

0 -1 *
wy a al(wf) O o O
0 11 0 1®1
sao unitdrios de My(T), segue que M também é um unitdrio de My(T), ou seja
mme = (181 0 ) e
0 1l
e portanto, denotando
e = we(1®@ SHwi(1® S*) + w,Q,
temos que yy; = 1® I = yjy;, isto é y, é um elemento unitdrio de T, qualquer que seja

t € [0;1]. Note que y; depende continuamente de ¢ € [0,1] e que

Y=185S*"+1H®P e y3=10S5*+v,®P.

Vamos mostrar agora que (y; —1® I) € J, sendo J o ideal bilateral fechado gerado por
Q =1® P. Note que
v = wQ+w(l®S)wi(leS*)

= (w—-10NQ+(1IQ+w(l®Sw;(l®S*)

= (w-10NQR+101—-(115)(1®5*) +w(l® S)w;(1® S*)

= 1@+ (w—-101NQ —ww;(1® S)(1®S5*) + w(l ® S)w; (1 ® S¥)

= 101+ (w—101NQ +w((1® S)w; —w;(1®9))(1® 5*),
e como J = (B ® ¢(K(H))), conforme foi demonstrado no Lema 3.1.6, é suficiente
mostrarmos que (1 ® S)w — w(l ® S) € B® ¢(K(H)), para todo w € T. Como a
*-subdlgebra de B® C*(S) gerada por A® I, u® S e u* ® S* (ndo completada), é densa

em T, basta mostrarmos que (1® S)w — w(1® S) € B ® p(K(H)) para w entre estes
geradores. Neste sentido note que, se a € A, entdo

1®8)(a®I)— (a®)(1®S)=0®0=08 ¢(0),
(13S)(u®S)— (u®S)(1®5)=00=0®p(0) e
1®S)(u'®S") - (" ®S*)(195)=-u"®P =08 p(Ey).

Como a aplicagdo 9 : A® K(H) — T definida na Proposicio 3.1.5 é injetiva, com
Y(A ® K(H)) = J, segue que % nos dé um -isomorfismo entre A ® K(H) e J. Dai os
unicos levantamentos de

(o-1®I)=(w—-1)®P ¢ —-10I1)=(w—-1)®P
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por 1 sao vy® Eyg e v1® Eg. Segue do Coroldrio 2.1.14 que J é isomorfo a J+C(1QI) C T,
Como y;, com ¢ € [0; 1], é um caminho de unitdrios em J+1®1, dado que (y;—1®1) € J,
para todo t € [0;1], isto implica que
[T—1®E00+vo®E00]1 = [T—1®Eoo+v1®E00]1

em K;(A ® K(H)). Mas isto é equivalente a [vg]; = [v1]; em K;(A), e isto prova a
injetividade de K;(d).

d

Lema 3.3.3. O homomorfismo K,(d) : K1(A) — K;(T) é um isomorfismo.

Demonstragao. Considere o diagrama

K1 (¥) Ki(
Ki(A® K(H)) —— K;(T) -—>K1A®QZ)———+K0(A®K(’H))
Ki(k) | KIM)
K (A)

Ki(ida)- Kl(a'l)
Observe que o quadrado do diagrama é comutativo, conforme foi demonstrado no Lema
3.3.2(a). Note também que a linha superior do diagrama é uma seqiiéncia exata, dado que
¢ uma parte da seqiiéncia exata de seis termos dada em (3.7).

Assim, como Ker(d,) = Im(K;(r)) e Ki(d) é injetivo, é suficiente mostrarmos que
Ker(6,) = Im(Ky(m) o Ky1(d)). Segue da funtoriedade do K, que, se i = m o d, entdo
Ki(i) = Ky(m) o K;(d). Portanto, é suficiente mostrarmos que Ker(d;) C Im(K,(i)), dado
que inclusao reversa é Gbvia.

Segue do Lema 3.2.3 que K;(B) é gerado por classes de elementos unitarios da forma

(1, — F) + Fzu F (3.8)
em que F,z € Myp(A) (n € N*) e F é uma projegdo. Se F},z; € M,(A) e Fy, z, € M,(A),

com m,n € N*, e F} e F5 sdo projegoes, entao

[(lm = F]) = F1$1U:nF1]1 + [(1,, - Fg) + F2$2U;F2]1

_ [{@m=-F)+ RzwsF 0 [ 0
L 0 1, ; 0 (1,- Fg) + Fhzqur F A

r((lm—Fl)+Flz1u,‘;‘F1 0 >

0 (]-n — FQ) + F2m2u;F2

1
— 1 _ Fy 0 + Fy 0 z; O u* Fi 0
i mn 0 F2 0 F2 0 M) mtn 0 F2 1 '
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isto é, a soma de duas classes de geradores com representantes na forma dada em (3.8)
também tem esta mesma forma.

Vamos provar que 6,([v];) = [F ® Eglo, para cada unitdrio v de A X, Z da forma
v = (1, = F) + Fzu}F. Para isso, vamos aplicar a Proposicao 2.4.3 e o Teorema 2.4.4 e,
utilizando novamente o argumento de que poderiamos substituir

{A, o, T}

por

{ M (A), an, Ma(T)}

e obteriamos os mesmos K-grupos, podemos supor que n = 1.
Considere o levantamento w = (1 — F)® I + Fzu*F ® S* € T de v por m. Temos que w
é uma isometria parcial. De fato,

ww* = (1-F)@I+Fzu'’F®S*)((1-F)® I+ Fuz*F®S)
= 1-F)®@I+Fruur*FRS*S=(1-F)Q I+ Fxz*FQ®I
= (1-F)+Fzzr'F) Q@I =w'@I=1Q 1

(1-F)®I+Fuzr'FRS)((1-F)® I+ Fru*F ® S*)
(1-F)®I+Fuz'zu*’F®SS*+(1-F)®SS* - (1-F)® SS*
= 1-F)®@(I—-S85")+((1 = F) + Fuz*zu*F) ® SS*
1-F)®@P+v'v®SS*=(1-F)®@P+1®S5*
sao projegoes. Tome p = F'® Eg € A ® K(H), entao
Y(p) =1 -w'w=101—-(1-F)QP-1®S5S*=F® P,

e como
P0)=1@ I —ww' =101—-1Q1=0,

tomando g = 0 e aplicando o Teorema 2.4.4 segue que
81([vh) = [plo — lglo = [F ® Evolo — [0]o = [F' ® Eolo-
Se z € Ker(d,), entao
T = ((1n — F1) + Fizyu,, Fily — (1, — F2) + Fazoul Fy)y,
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e com isso x € Ker(;) se, e somente se, [F; ® Eglo = [F2 ® Eg)o em Ko(A® K(H))
Ki(k) é um isomorfismo, x € Ker(d,) se, e somente se, [Fi]o = [F2)o em Ko(A).

Tomando
o 0, O e o — 1; O
! 0 F1 L 0 Ty ’

(lm = F1) + Fazyug, Fily = [(Lnap — FY) + Fizyup, B,

m+p

temos

e assim podemos assumir, sem perda de generalidade que m = n.
Se
,:’= Fk 0 & $Z= Ty 0 ,
0 1, 0 1,

[(ntp = F) + Bz F = [(Lasp — ) + By, FY):

_ [ (1,1 = Fl) + Fla:lu;Fl 0 _ (111 - Fz) + F2$2U;F2 0
i 0 up, . 0 ur ;

P
_ [ ((1,, - F1) + lelu;‘,Fl)((ln - F2) + Fg:l?zu:lpz)* 0
0 UpUyp

para k = 1,2, entao

0 1,

_ [ (ln - F]) + lel’U,:Fl 0 _ (]-n == Fg) + F2I2U;F2 0
B 0 iy 0 1,
L 1 1

= (1, — F) + Fizyup Fi]i — [(1n — F2) + Fozoul )y,

_ :(((1n - F1) + Rz 1) (1 — F) + FBayu) F)* o)]

segue que todo elemento de Ker(d;) pode ser escrito como

w = [(111 — Fl) + Fla:lu:Fl]l - [(]-n = Fz) + Fg(L’gU;FQ]I,

. Como

com [Fi]o = [F3]o, € portanto, com (Fy®1,) = v(F2®1,)v*, para algum unitério v € My, (A)

(Proposigéo 2.1.6). Logo, tomando k = 2n e denotando F} ® 1,, Fo® 1,, 71 ® 1, e
também por Fy, Fy, x; e x5, respectivamente, temos

w = [(1x = F) + FinuF)y — (1 — F) + Fazoup Fy)y
= [(Ix = F1) + FizyugFiy — (v 10 — v* Fo) + v* Fluzuiv* Fio),
= [(Ix = F1) + Fizyup iy — [0° (1 — Fy) + Frozousv uaup Fy)v)
= [(Ik = F1) + Fizyup Fi)y — [v* (1 — FL) + Frozeog ' (vi)upFy)v),
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e portanto, denotando z3 = vzaa; ' (v*) € My (A), temos

w = [(Ix = F) + Fizyug )y — (1 — ) + Fizsui R,
= [((lk - Fl) + Flzlu;Fl)((lk - Fl) + F1(E3UZF1)*]1
= [(lk = F1) + Az ) (1 — Fy) + Fuunzs F))
= [k = )+ Fimyuu,zs 7)) = (I = F) + Fizz3F)),
= [(Ik = [1) + Aziunugziunug 1)) = (1 — FL) + Fy s (23) up By,
EM(A)

o que é suficiente para que w € Im(K,(7)). Portanto, Ker(6;) C Im(K,(4)). O
Lema 3.3.4. O homomorfismo Ko(d) : Ko(A) — Ko(T) é um isomorfismo.

Demonstragdo. Se T(C(T) ® A,id¢r) ® a) é a dlgebra de Toeplitz associada ao C*-sistema
dindmico {C(T) ® A, id¢(T) ® @}, vamos mostrar que

T(C(T) ® A,idom ® a) = C(T) ® T.

Os elementos da forma f®a, com f € C(T) ea € A, formam um conjunto denso em C(T)® A
e os elementos da forma ) "  4i(1® u)’, comcaday; € C(T)® Aesendol: A 1a
unidade de C(T), sdo densos em B := (C(T) ® A) Xidgry®a Z. Entao os elementos da forma

e (fi®a;)(1®u) =37 fi®(a;u’) constituem um conjunto denso em B. Isto implica
(3 n 1 n

que os elementos da forma
m »j ]
2o (e X e
j=—-m i=—nj

formam um conjunto denso em B, portanto B = C(T) ® (A X Z), devido &s construgdes do

produto cruzado e do produto tensorial. Com isso, temos que a C*-subslgebra de E@C’*(S)

gerada por 2@ A®I e 1®@u® S é x-isomorfa & C(T) ® T, sendo C(T) 3 z: A +— .
Aplicando o Lema 3.3.3, temos que

Ky(idery ® d) : K,1(C(T) ® A) — K1 (C(T) ® T)

¢ um isomorfismo.

Considere agora o diagrama

A PA
0 SA CMIAT—T——A——0
Ya
Sd ido(ry®d d
¢T
0 ST C(M®T ——T —— 0 (3.9)
LT V)T
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em que as linhas s@o as seqiiéncias exatas que cindem como na demonstragio da Proposigao
2.4.10. Note que este diagrama é comutativo. Aplicando o funtor K; neste diagrama,
obtemos o seguinte diagrama de grupos:

Ki(ca) Ki(ea)
0 —— K1(SA) —— K;1(C(T) ® A) —— Ky(A) —— 0
Ki(ya)
K1(Sd) Ki(ido(r)®d) Ki(d)
Ki(et)
0 —— K;(ST) Ki(C(T)® T) —— K;(T) —— 0-
Ki(er) K1 (1)

Como K, é um funtor exato que cinde, entdo este dltimo diagrama é comutativo e suas
linhas sdo seqiiéncias exatas que cindem de grupos abelianos. Logo, Ki(14) e K;(ur) sdo
homorfismos injetivos. E como K)(id¢(r) ® d) e K;(d) sdo isomorfismos, entdo K;(Sd) é um
homomorfismo injetivo.

Lembremos que, assim como na demonstragao da Proposicio 2.4.10,
SA={feC(T,A): f(1)=0} e ST={f€C(T,T): f(1) =0}

e podemos identificar C(T) ® A e C(T) ® T, respectivamente, com C(T, A) e C(T, T), via
*-isomorfismos dados por

na:f®a— (zm f(z)a) e nr:f@me (z+ f(z)m).

Assim, dado g € ST tal que tr(g9) € Im(idg(r) ® d), sem perda de generalidade, podemos
supor que existe f € C(T) tal que

(idem ® d)(f ® a) = f ® d(a) = vx(g),
com f(1) =0, para algum a € A. Mas isso implica que, se y € K;(ST), entdo
(Kl(idc'(T) ®d)~'o Kl(LT)) (y) € Im(K1(ea)),

o que nos da a sobrejetividade do homomorfismo K, (Sd), e portanto sua bijetividade. Segue
do Teorema 2.4.9 que isso é equivalente & bijetividade do homomorfismo
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Teorema 3.3.5 (Pimsner-Voiculescu). A seqiiéncia

Ko(ida)—-Ko(a™1) Ko(d)
Ko(A) K()(A) K()(A Xa Z)
K;(n)—‘oél Ko(lc)_1060
K\(AX,Z K (A Ki(A
i ) o 1(4) Ki(ida)-Ky(a=1) t(4)

€ erata.

Demonstragao. Partindo de um segmento da seqiiéncia exata de seis termos obtida a partir
da Extensao de Toeplitz associada a A x4 Z dada em (3.7), e aplicando o Lema 3.3.2(a) e o
Lema 3.3.3, conforme o diagrama

KO(A Xa Z) KO(A Xa Z)
8o Ko(x)~1odo
Ki(k)!
K1 (A® K(H)) K1(A)
K1(¥) Ki(ida)-Ki(a™?)
K1 (d)
Ky(T) K1(A)
Ki(7) K1(i)
Ki(Ax,2Z) Ki(A x4 Z)
51 Ki1(k)~tod,
Ko(k -1
Ko(A® K(H)) Ko(A) (3.10)

obtemos o seguinte segmento da seqiiéncia exata deste Teorema:

Ki(x)~tody Ko(k)~1odo
Ki(A x4 Z K (A K (A
1A% 2) K () 1(4) K (ida)~Ki1(a=1) 1(4)

Assim, para finalizarmos, basta observar que, com argumento anélogo, o Lema 3.3.4 e o
Lema 3.3.1 nos dao o diagrama
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Ko(idg)—Ko(a™1) Ko(3)

Ko(A) Ky(A) Ko(A xXq Z)
K1(x)~osy Ko(x)~odg
Ki(A x4 Z) K, (A),
completanto a Seqiiéncia Exata de Pimsner-Voiculescu. a

O Corolério abaixo é uma importante aplicacio do Teorema. 3.3.5.
Coroldrio 3.3.6. Ky(Ap) = K (Ag) X Z D Z.

Demonstragao. Segue do Exemplo 1.4.13 que Ag = C(T) X4, Z. Aplicando o Teorema 3.3.5,
obtemos a seqiiéncia exata

Ko(idc(T))—Ko(ao_l) Ko(l)
Ko(C(T)) Ko(C(T)) Ko(C(T) Xo, Z)
K1(n)_1061 Ko(n)_loéo
K\(C(T) Xy &) ~————— Ki(C(T)) — — K (C(T)
1(4) Ki(ider)—Ki(ag )

Lembramos que K;(C(T)) = Z e que [1]y é o gerador de Ko(C(T)) e [z]; é o gerador de
Ki(C(T)) (Corolario 2.4.11). Assim,

(Ko(idem) — Ko(ag"))([Lo) = [ — [1)o = 0

(Ky(idemy) — Ki(ag M) ([2)o) = [zh — [og ' (2)1 = [2]s — [e7*™ 2], = 0.
Logo,
0= Im(Kl(ldc(T)) — K,’(a;l)) = Ker(K,'(L)),

portanto Kj;(¢) é injetivo, ¢ = 0,1. Com isso, temos
Im(K;(k)™" 0 6;) = Ker(K;—;(idem) — Ki_i(ep")) = Z = Im(K;(1)) = Ker(Ki(k) ™ 0 ;),

para i = 0 ou i = 1. Portanto, Ko(Ag) = K;(Ag) X Z @ Z. O
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Apéndice A
Produto Tensorial de C*-algebras

Faremos neste apéndice uma construgdo detalhada do produto tensorial de C*-algebras.
Utilizamos como referéncias bésicas [17] e [11]. A construgdo desses objetos se segue do
produto tensorial algébrico, que é um artificio para “linearizar” aplicacdes bilineares. A
dificuldade aparece no momento de introduzirmos uma norma sobre este produto tensorial
algébrico. Em geral, uma C*-norma sobre o produto tensorial algébrico nao é completa e, ao
fazer o completamente, podemos obter com isso C*-4lgebras nao *-isomorfas. Entretanto,
existem C*-dlgebras cuja tensorizagdo por qualquer outra C*-dlgebra admite uma (tinica)
C*-norma completa. As C*-dlgebras com esta propriedade sao chamadas de nucleares.

Vamos iniciar este apéncia apresentando um resumo do produto tensorial algébrico. Se E
e F' sao espagos vetoriais, entdo o produto cartesiano E X F' é um espaco vetorial definindo
soma de vetores e multiplicao de vetor por escalar coordenada a coordenada. O produto
tensorial algébrico entre E e F' é um conjunto construido a partir de E x F, em que seus
elementos, denotados por e ® f, satisfazem as relagdes

(e1+e)®f=e® f+e® f (distributividade “bilinear”da soma) e
Me®@f)=Xe®f=e®Af (multiplicagdo “bilinear”por escalar).

No sentido de construir este conjunto, considere o espago vetorial CE*F de todas as com-
binagoes lineares finitas de elementos de £ x F' com coeficientes complexos, isto é,

CExF = {Z Ae,f):e€ E, f € F e A é subconjunto finito de C} .
AEA

Em geral, os elementos (e, f) + (e2, f) e (e1 + €2, f) sao distintos, assim como sio diferentes
os elementos A(e, f), (Xe, f) e (e, A\f). A fim estabelecer uma equivaléncia entre elementos
como estes ultimos, considere o espago nulo N de todas as combinagoes lineares finitas de
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elementos dos tipos

(e1+e2, f) = (er, f) — (e2, f), (A1)
(e, fi + f2) = (e, 1) — (e, f2), (A.2)
’\(eaf) - ()‘e’ f) € ’\(e?f) - (8,/\f), (AS)

em que e,e;,es €EF, f, fi,fa€ Fel\eC.

O produto tensorial algébrico entre os espagos vetoriais E e F define-se como o espago
vetorial quociente

EQ®F =CP*F/N.

Se ¢ denota a aplicagdo quociente de CE*F em E @ F, entdo a avaliagdao de ¢ em cada
um dos elementos dados em A.1 a A.3 resulta no elemento nulo, dai segue que

d(e1 + ea, f) = (e, f) + (ea, f), (A.4)
dle, f1 + f2) = ¢(e, f1) + d(e, f2) e (A.5)
)\¢(e¢ f) = ¢()\(€, f)) = ¢(’\61 f) = ¢(6, )\f) (AG)

See€ Ee f € F, os elemento ¢(e, f) sdo chamados de tensores elementares, e sao denotados
por e ® f. Logo, as relagoes dadas em A.4 a A.6 se escrevem como

(e1+e)®f=e®f+e® f,

eR(i+ fo)=e®fi+te®fre
Me® f)=Xe® f=e®\f.

Note que 0® 0 =0Q® f = e ® 0, quaisquer que sejam e € e f € F.

Como a aplicag@o quociente é sobrejetiva, entao todo elemento de E ® F pode ser escrito
como soma finita de tensores elementares. Entretanto esta soma nao é necessariamente
tinica, dado que a aplicacdo quociente nio é necessariamente injetiva.

A Proposigao a seguir vai nos permitir definir em seguida um produto e uma involugéo
sobre o produto tensorial algébrico de duas x-dlgebras. Para sua demonstragio vide [17,
Proposigao T.2.4].

Proposicao A.l. Sejam E e F espagos vetoriais e sejaw : EX F — E® F a aplicagdo
bilinear candnica (aplicagdo inclusio composta com a aplicagdo quociente). Se M é um
espago vetorial e ) : E x F — M é uma aplicagdo bilinear, entdo 1 se estende de maneira
unica a E© F, isto €, existe uma unica aplicagdo linear ¢ : EQ F — M tal que pom = .
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Vamos agora supor que A e B sao *-dlgebras. Para ter em A ® B uma estrutura com-
pativel, gostariamos de obter um produto e uma involugio que, nos tensores elementares,
satisfacam

(a1®b1)(a2®b2) = (a1a2®b1bg), (a®b)* = (a*®b") e
((11 Qb+ a® bg)CL3 ® b3 = a1a3 ® b1bs + aza3 Q bybs.

Para isso iremos aplicar a Proposicao A.1l.
Dados a € A e b € B fixados, considere a aplicagio bilinear

1/),,,[,: AxB — A®B
(¢,d) +— ac® bd,

que estende-se de maneira tinica & .4 : A® B — AQ® B, com ¢, 40T = 1,4, 0 que torna Pab
a multiplicagao a direita pelo tensor elementar a ® b. Considere agora a aplicacio bilinear

¢: AXB — Hom(A(DB)
(a’ b) = Pa,b

que se estende de maneira tnica a uma aplicacdo linear
p:A® B — Hom(A® B),

tal que pom = . Istoé,se s=) 1" a; @b, et = > _j=1¢; ® d; sdo elementos de A ® B,

b (gai@’bi) (ic,»@d,-)
= zm:‘/’““ (an®d) Z‘Pu.,b.(ZC,@d)

=1 j=1 i=1
n m

= ZZ%x.bx(CJ®d ZZach@)bd

=1 j=1 =1 j=1

1(s)(t)

Logo, definindo s - t := pu(s)(t), temos que (A ® B, ) é uma algebra.

Dado um espago vetorial complexo E, denotaremos por E° o espago vetorial congugado
de B, que coincide com E como grupo aditivo, mas cuja multiplicacdo por escalar é dada
por (A, €) — Je.

Defina a aplicagao

AxB — (A®B)*
(a,b) — a*Qb*.

114



E facil ver que esta aplicagdo é bilinear, e portanto estende-se para a aplicagio linear
*: A® B — (A® B)°. Segue que

(iai®b,~) = iaf@b:‘
i=1

i=1

Claramente esta aplicagdo nos d4 uma involugao sobre A ® B.

Proposicao A.2 (Propriedade Universal). Sejam A, B ¢ C x-dlgebras e suponha que a
aplicagio ¢ : A X B — C ¢ bilinear, multiplicativa e preserva adjuntos. Entdo eziste uma
tnica extensdo p : A® B — C de ¢ que ¢ linear, multiplicativa e preserva adjuntos.

Demonstragdo. Basta mostrar que a extensdo ¢ : A® B — C dada na Proposi¢ao A.1 é
multiplicativa e preserva adjuntos. Assim, temos

@((a1 ® b1)(az ® b))

Il

p(a1az @ bib) = P(a1az,b1by)
= P(a1,b1)Y(az,bs) = p(a1 @ bi)p(az @ bo) e
p(a® ®b*) = (a*,b*) = Y(a,b)* = p(a ® b),
quaisquer que sejam a,a;,a; € A e b, by, by € B. O

Corolario A.3. Sejam A, B,C, D *-dlgebras e considere os *x-homomorfismos 1, : A — C
e Y2 : B — D. Entdo existe um tnico *-homomorfismo

1/)1(91/)2A®B—+C®D

satisfazendo
Y1 © ¢¥2(a ® b) = 1(a) @ 1 (b),
quaisquer que sejam a € A e b € B.
Demonstraggo. Como 9, e 1), sdo *-homomorfismos, entdo uma aplicagao p: AXxB - COD
satisfazendo ¢(a, b) = ¥1(a) ® ¥2(b) ¢ bilinear, preserva produto e preserva involugéo. Segue

da Proposigao A.2 que ¢ se estende unicamente a um *-homomorfismo de A® B em C ® D,
que denotamos por 1; ® . a

Exemplo A.4. Se A é uma x-dlgebra, entdo A® C = A.

Demonstragao. Basta definir a aplicacao bilinear A x C 3 (a, A) — Xa € A e estendé-la,
aplicando a Proposigao A.2, a uma aplicagdo linear sobrejetiva

A@Cai:ak®/\k!—*z":/\kak€14.

k=1 k=1
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E como
n n
Zak ® A\ = (Z /\kak) ®1,
k=1 k=1

esta aplicacao é claramente injetiva. O

O Lema abaixo vai nos ajudar a construir um *-isomorfismo muito importante para este
trabalho, apresentado no Exemplo logo em seguida. A demonstragio do Lema pode ser
encontrada em [17, Lema T.2.8].

Lema A.5. Suponha que os vetores fi, fa,..., fn do espago vetorial F sejam linearmente
independentes. Se ey, ey, ..., e, sio vetores do espago vetorial E tais que

Zei ®fz =0,
=1

entao e; = ez = ... = ep, = 0. Em particular, se {fi, ..., fu} € uma base de F, entio todo
elementot € E® F se escreve de maneira tnica na forma Y i ; ® fi.

Exemplo A.6 (Algebras de Matrizes). Se A € uma *-dlgebra, entdo
A O M,(C) = M,(A).

Demonstragdo. Seja {E;;}1<ij<n & base candnica de M,(C), isto é, para cada i,j = 1,...n

b

E;; é uma matriz cuja entrada da linha i e coluna j é igual a 1 e todas as outras entradas
sao iguais a 0. Segue do Lema A.5 que todo elemento t € A® M,(C) pode ser escrito como

n
t = Z a,']‘ ® E,'j,
!vJ=1
em que os elementos a;; € A sdo tnicos. A aplicagao
Y AOMR(C) — M,(A)
=10 ® By — (ay),
é linear, multiplicativa dado que

0 sej#k

E,E -
r {Ez‘z se j = k,

preserva adjunto dado que
E* = Ej'

g

e é evidentemente bijetiva. O
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Vamos passar ao estudo dos Produtos Tensoriais entre espagos de Hilbert. Sejam H e K
espagos de Hilbert. O objetivo é definir um espago de Hilbert a partir de H ® K. Para isso
iremos definir um produto interno em H ©® K.

Dados hg € H e kg € K, defina a aplicagao 9 (ho, ko) : H X K — C por

(h)k) =< h‘a h’U >n< kakO >K

quaisquer que sejam h € H e k € K. Note que esta aplicagdo é bilinear, e portanto segue
da Proposigao A.1 que 1 (hy, ko) se estende unicamente a uma aplicagéo linear definida em
HOK, que também chamaremos de 9 (hq, ko). Considere entdao G o espaco vetorial de todos
os funcionais conjugados lineares de H ® K, isto &,

G={f:HOK-C: f(\t) =Af(t), V\EC, Vte HOK]}.

Defina agora a aplicagdo
n: HXK — G
(ho, ko) —  (ho, ko),
que ¢ bilinear e, novamente aplicando a Proposicao A.l, estendemos esta aplicacido a
¢(:H®K — G, que é linear e satisfaz

C(h1® k1) (ha ® ka) = @(h1,k1)(ha ® k) = < hg, by >u< kg, by >k
= < hy,hy >u< ki, ks >k,

quaisquer que sejam hy,hy € H e ki, ke € K.
Defina agora

< t1, 2 >nexi= ((t2)(t1),

em que i;,ta € H © K. Pode-se provar que < :,- >yex é a tUnica forma sesquilinear
satisfazendo

< h1 ® ky,ha ® ky >neoxk=< hi,he >1< ky, k2 >k,

e portanto define um produto interno sobre H® K. Daqui em diante, utilizaremos a notacgao

< :,+ > tanto para < -, >yek, como para < -,- >y e < -,- >x. Acreditamos que o contexto
ird deixar claro qual é o produto interno em questao.

Definicao A.7. Sejam H e K espagos de Hilbert. Definimos o produto tensorial entre H
e K como o completamento de H ® K com relagdo & norma proveniente do tinico produto
interno que satisfaz

< hi ®@ki,hy ® kg >=< hy,hg >< ky,ky > .

Denotamos este completamento por H ® K.
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Proposicao A.8. Sejam H e K sdo espagos de Hilbert. Entio, existe um *-homomorfismo
injetivo de B(H) ® B(K) em B(H® K).

Demonstragdo. Sejam T € B(H) e S € B(K) operadores arbitréarios fixados. Segue da
Proposicao A.2 que existe uma inclusdo «(7,S) : H® K — H ® K que é linear e satisfaz
(T, S) (h® k) = T(h) ® S(k). Vamos mostrar que esta aplicacio ¢ limitada. Note que

L(T, I)c)L(I'H, S) = L(T, S),

em que Iy e Ix denotam respectivamente os operadores identidade de H e K. Assim, é
suficiente mostrar que as aplicagdes ¢(T', Ix) e t(I%, S) sdo limitadas.
Set e HOK, entdo t é da forma

m
b= Z T ® Yj-
j=1
Suponha que {k,}.,cz é uma base ortonormal de K. Segue que cada y; se escreve como
Y = Z < y_,-,kL > kL.
€T
Logo,

tzixj@) (Z<yj,k:L>kL) =i2<yj,kL>mj®kL,
j=1

LeT J=1 1T
e, como ¢ € H © K implica que apenas uma quantidade finita dos elementos < y;,k, > z; é
nao nula, podemos reescrever ¢ na forma

t = Zn:hi®ki)
i=1

com ki, ..., k, dois a dois ortonornais em K, entéo os vetores h; ® k, ..., h, ® k,, sdo dois a
dois ortogonais em H ® K, assim como os vetores T'(h,) @ ki, ..., T'(h,) ® k,, também sao dois
a dois ortogonais em H ® K. Segue que

(T, Ie) )11

I

2 n n
=Y IT(h) @ kill* = Y T (ha)II?
i=1 =1

i=1

< AT Y Whall® =TI s @ kil
i=1 i=1

n 2
> hi®k
i=1

= 1T lel?,
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e portanto [|¢(T', I)()I| < |T|l|[t]l. Analogamente, obtemos ||c(Ix, S)(t)|| < |IS||It]l. Como,
nos dois casos, ¢ é arbitrario, segue que as aplicagdes ¢(T', Ic) e (I, S) sdo limitadas.
Vamos considerar agora a tnica extensdo de ¢(T,S) a uma aplicacio linear limitada,
definida em H ® K, e vamos denoté-la também por «(T, S).
Segue da Proposigdo A.2 que a aplicacao bilinear

HxK>3(T,8)w— (T,S) e B(H®K)
pode ser estendida a um *-homomorfismo
t: B(H) ® B(K) » B(H® K)

que satisfaz
m n
' (Zi“j@sj) (Zhi@)k;) ZZT(h ® S;(k
i=1 i=1 j=1 i=1
Vamos agora mostrar que ¢ é injetivo. Seja V € Ker(t). Sem perda de generalidade,
podemos supor que V' = 37" T; ® S;, com {S},...Sp} linearmente independente em B(K).
De fato, escolhendo V' = }°" | R; ® S; arbitrério e reordenando os operadores S, ..., S,

obtemos {Si, ..., Sp} linearmente independente com m < n. Para cada i = m + 1,..,n
temos que

’

Si =) X;S;.
j=1
Segue que
Vo= ZR.@S ZR,®S+ Z R ®S;
i=m+1
= ZR.®S+ Z &@(Z,\Us)
=1 i=m+1
= ZE@S,-I—Z(Z /\ﬁ&)@Sj
1 j=1 \i=m+1

T;=R; + ( > Ak,Rk) L Vi=1,..,m.

k=m+1

Basta agora tomar
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Vamos mostrar que 7} = ... = T, = 0. Fixe hy € H. Repetindo o argumento acima,
podemos escrever
m P
D Ti(ho)® Sk =Y M ®R € HO B(K),
k=1 =1
com {hy, ..., hp} conjunto linearmente independente de vetores de H, e R; € B(K), para todo
[ =1,...,p. Para cada vetor k € K, a aplicacao

H x B(K)> (h,S) — h® S(k) e HR K

¢ bilinear, e portanto segue da Proposicao A.1 que se estende a uma aplicacio linear de
H © B(K) em H® K que satisfaz

14 P
Y @S-y h®Sik).
=1 =1

Segue do Lema A.5 que se

m

0=> yT:®S:)(he® k) = Zt (ho) ® Si(k) = Zh;@Rz k),
=1 =1

i=1
entdo R;(k) = 0, para todo | = 1,...,p. Logo, como k € K ¢ arbitrdrio, R; = 0, para todo
j = 1. Dali, segue que

ZT ho)@S Zh[@R[—O

i=1
e portanto T;(hg) = 0, para todo 7 = 1, ..., m. Como ho € H também ¢é arbitrario, segue que
T; =0, para todo i = 1,...,m, e portanto V = 0. O

Convencionaremos a partir de agora que escreveremos 7' ® S no lugar de (T ® 9),
dado que a todo momento estaremos nos referindo a um elemento de B(H ® K) e nunca
a um elemento de B(H) ® B(K). Assim como no Corolério A.3, se h® j € H ® K, entdo
(T'®S)(h®j) =T(h)® S(j).

Definigao A.9. Sejam A e B C*-dlgebras e H um espago de Hilbert. Chamamos (m, H) de
representacao algébrica do produto tensorial algébrico A® B sem: A® B — B(H) é um
x-homomorfismo.

Proposigao A.10 (Produto Tensorial de Representagoes). Sejam A e B C*-dlgebras.
Para cada par de representagoes (w1, H1) e (m2, Hy) de A e B existe uma tinica representagdo
algébrica (m © m, Hy ® Ha) do produto tensorial algébrico A ® B satisfazendo

(m @ m)(a®b) = m(a) ®my(b),
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quaisquer que sejam a € A eb € B. E mais, se m, e my sdo *-homomorfismos injetivos,

entd@o m; @ my € um k-homomorfismo injetivo.

Demonstragago. A  existéncia e a  unicidade da  representagdo  algébrica
(m ® ma, Hy ® H2) satisfazendo

(m © m)(a @ b) = mi(a) ® my(b) € B(H1) © B(Hz2) C B(H1® Ha)

decorrem do Coroldrio A.3 e da Proposicao A.8. Basta mostrarmos que a injetividade dos
x-homomorfismos m; e my implica a injetividade do *-homomorfismo m; ® 5.

Suponha que m; e 7, sejam injetivos. Tome t = ) z; ® y; € A©® B e assuma, sem
perda de generalidade, que {y,...,yo} um conjunto linearmente independente de B. Segue
que {m2(y1),---,m2(yn)} é um conjunto linearmente independente de B(H3), dado que 7y é
injetivo. Agora, se (m, © m3)(t) = 0, entdo Y .., mi(z;) @ m2(y;) = 0, de onde segue que
m(z1) = ... = m(z,) =0, logo z; = ... = z,, =0, e portanto ¢t = 0. a

Sejam A e B C*-élgebras e sejam, respectivamente, (my,H,) e (pu,Ky) suas repre-
sentagoes universais. Como as representagoes universais sao fiéis, segue da Proposi¢ao A.10
que existe um dnico *-homomorfismo injetivo 0 : A® B — B(H, ® K,) tal que

a(a® b) = my(a) @ pu(b),

quaisquer que sejam a € A e b € B. Logo, a fungio

I-ll: A®B — R*
t = |lo@lsenec.
é uma C*-norma sobre A ©® B.
Definicao A.11. Sejam A e B C*-dlgebras. Chamamos a C*-norma || - ||, de C*-norma

espacial. O completamento de A ® B com relagdo a esta norma € chamado de produto
tensorial espacial de A e B, e € denotado por A ®, B.

Em geral, dadas duas C*-algebras A e B, pode existir mais de uma C*-seminorma sobre
o produto tensorial algébrico A ® B, conforme ilustra o Exemplo abaixo. Convencionaremos
que, se a ¢ uma C*-norma sobre A ® B, entdo denotaremos o completamento de A® B com
relagdo a a por A @, B.

Exemplo A.12. Sejam A e B C*-dlgebras e seja vy a fun¢ao dada dada por

~(t) := inf {Z laillallbills st =) a;® b,-} :
i=1

i=1

Entao v é uma C*-seminorma sobre A® B.

121



De fato,set =31 ,a;®b; e s =3 7", ¢; ® d;, entdo

n n
> latllalloils = la:llallbillz
=1 =1

nos da (t*) = (), e

n m

ts = (i a; ® bi) (icz ® di) = z Z(aicj) ® (bid;).

i=1 j=1

Como

n m

n m
D2 lacilallbdills < Y0 llaillalle; llallbill s ldsllz

i=1 j=1 i=1 j=1
n m

(Z “ai”A"bi"B> (Z ”cj“A”dJ'”B) ;
i=1 j=1

segue que 7y(ts) < ~v(t)y(s), ou seja, v é submultiplicativa. Em particular, fazendo
t=s* = Z;’;l ¢; ® d;, obtemos uma igualdade no lugar da desigualdade acima, isto é,
obtemos y(s*s) = 7y(s)2.

Sejam A e B C*-algebras e seja M o conjunto de todas as C*-seminormas « sobre A® B.
Considere a fungao dada por

p(t) = sup a(t), Vt € A® B.
aeM

Set=3 ", a;®b;,com a; € Aeb; €B, entdo pode-se provar que, para cada a € M,
m

a(t) < ) (@i ®b) <) llaillallbills.
i=1

i=1
e portanto p(t) < co. E fécil ver que

pu: AGB — Ry
t o)

¢ uma C*-norma sobre o produto tensorial algébrico A ® B.

(A7)

Definicao A.13. Sejam A e B C*-dlgebras. Chamamamos a C*-norma dada em (A.7)
de C*-norma maximal. O completamento de A ® B nesta norma é chamado de produto
tensorial maximal de A e B, e € denotado por A®, B.
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Definigdo A.14. Dizemos que uma C*-dlgebra A é nuclear se, para toda C*-dlgebra B, a
*-dlgebra A® B admite uma tnica C*-norma. Neste caso, denotaremos o completamento de
A ©® B nesta tinica C*-norma por AQ B

Observagao A.15. Sejam A e B C*-dlgebras e suponha que a e 3 sejam C*-normas com-
pletas sobre A ® B. Segue que a inclusdo

A®0B —_ A®ﬂB
t — t

€ um *-isomorfismo isométrico, logo o = 3. Assim, se o produto tensorial algébrico da C*-
dlgebra A por qualquer C*-dlgebra B admite uma C*-norma completa, entdo A é nuclear.

Exemplo A.16. Para cada n > 1, a C*-dlgebra M,(C) é nuclear.

De fato, seja A uma C*-élgebra. Segue do Exemplo A.6 que M,(C)®A = M, (A). Como
a C*-norma definida sobre M,,(A) na Segao 2.1 é completa, segue que M, (C) é nuclear.

Observagao A.17. Nao faremos distingao entre os elementos de AQ M,(C) e M,(A). Se
(aij) € Mn(A), entdo, omitindo o x-isomorfismo que identifica A ® Myp(C) com M,(A),
temos n
(a:5) = Y ;5 ® Eyj,
ij=1

sendo By = (Awi), com Mg = 60y

Se o € um x-homomorfismo de A em uma C*-dlgebra B, denotamos por ¢, o correspon-
dente x-homomorfismo de My(A) em My,(B). Como

Y ®id, (Z ai; @ Eij) = Z p(ai;) ® Eij,

i,j=1 i,j=1

podemos identificar ¢ ® id, com o x-homomorfismo @, definido na Observagdo 2.1.3, em
que id, representa aqui a identidade de M,(C).

O Lema abaixo nos dé uma descrigao das C*-dlgebras de dimensao finita, o que nos per-
mitird provar logo em seguida que estas C*-élgebras sido nucleares. Indicamos [11, Teorema
6.3.8] para uma demonstragéo deste Lema.

Lema A.18. Se A é uma C*-dlgebra nao nula de dimensao finita, entao
A= M, (C)® ... d My, (C),

para ny,...,nx € N*.
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Proposicao A.19. Se A é uma C*-dlgebra de dimensdo finita, entdo A € nuclear.

Demonstragdo. Segue do Lema A.18 que, se A é uma C*-dlgebra de dimensao finita, entao
A M, (C)® ... ® M, (C). Se B é uma C*-algebra, entdo a dnica aplicagao linear

T (Mn,(C)® ... ® M, (C)) © B — (Mn,(C) © B) @ ... & (M4, (C) © B)

satisfazendo
1r((a1, ...,ak) (02 b) = (a1 ® b, — ® b),

quaisquer que sejam a; € My, (C), j = 1,..k, e b € B, é um *-isomorfismo. Como cada
My, (C) ® B = My, (B), segue que A ©® B admite uma C*-norma completa. Como a C*-
algebra B é arbitraria, segue que A é nuclear. O

Para provar que a C*-dlgebra dos operadores compactos num espago de Hilbert separédvel
de dimensao infinita é nuclear precisamos enunciar a seguinte Proposi¢ao. Sua demonstragao
encontra-se em [11, Teorema 6.3.10].

Proposicao A.20. Seja S um conjunto nao vazio de C*-subdlgebras de uma C*-dlgebra A.
Suponha que S € parcialmente ordenado pela inclusdo, isto é, se B,C € S, entdo existe
D € 8 tal que B,C C D. Suponha que | Jp.g D € denso em A e que todas as C*-dlgebras
em S sdo nucleares. Entdo A € nuclear.

Corolario A.21. Se H é um espago de Hilbert separdvel de dimensdo infinita, entdo o

espago do operadores compactos K(H) € uma C*-dlgebra nuclear.

Demonstragao. Para cada n € N, a C*-dlgebra F,B(H)F, definida na demonstragdo da
Proposigdo 2.1.11 é #-isomorfa a M,,(C) (que tem dimenséo finita). Segue da Proposicéo
A.19 que F, B(H)F, é nuclear. Se, para cada n € N,

An = F,B(H)F,,

entdo S = {A, : n € N} é um conjunto de C*-subélgebras de K (H) parcialmente ordenado
pela inclusao, tal que | J;¢; Ai € o conjunto dos operadores de posto finito de H. Como F(H)
é denso em K (H), segue da Proposicao A.20 que K (H) é uma C*-dlgebra nuclear. a

Com o Corolério do Teorema abaixo obteremos a nuclearidade de C(T). Como referéncia
para a demonstracdo do Teorema, indicamos [11, Teorema 6.4.15].

Teorema A.22 (Takesaki). Toda C*-dlgebra abeliana é nuclear.
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Corolario A.23. Se X é Hausdorff compacto, entdo C(X) é nuclear.

Com o Lema abaixo demonstraremos logo em seguida que tensorizar uma seqiiéncia
exata curta de C*-dlgebras nucleares preserva a exatiddo da seqiiéncia. A importancia disso
aparece na obtencdo da Extensdo de Toplitz associada ao produto cruzado. Indicamos [11,
Teorema 6.5.1] para uma demonstragdo do Lema.

Lema A.24. Sejam as C*-dlgebras A, B, C e D e sejam ¢ : A — C e : B — D
*-homomorfismos. Entdo, existe um 1dnico *-homomorfismo

T A®., B—-C®,D
satisfazendo m(a ® b) = p(a) ® Y(b) quaisquer que sejam a € A e a € B. E mais, se pe 1
sao injetivos, entdo m também € injetivo.
Daqui em diante vamos denotar o *-homomorfismo 7 do Lema A.24 por ¢ ®, .

Proposigao A.25. Suponha que
0—J-1HAB—0
¢ uma seqiéncia exata curta de C*-dlgebras e que B ou D € nuclear. Entdo, a seqiiéncia
0—J®.D'%P A0, D™ BeD —0
€ exata.

Demonstra¢ao. Vamos denotar j = j ®, id e ¥ = 7 ®, id. Segue do Lema A.24 que j é
injetivo e note que
T(A®D)cn(A)®oD=B0oD,

logo B® D C 7(A ®. D), e portanto B ®, D C (A ®, D), isto é, T é sobrejetivo. Como
J(J) = Ker(m) é um ideal fechado de A, segue que a C*-subélgebra j(A ®, D) = j(A) ®, D
de A®. D é um ideal desta C*-algebra. Seja Q a C*-dlgebra quociente A ®, D/j(A ®. D),
eseja 1 : A®. D — Q a aplicagdo quociente. Como 7(j(A ®. D)) = 0, segue que existe um
dnico *-homomorfismo 7 : @ — B®, D tal que ro ¢ = 7.

E suficiente agora mostrarmos que 7 é um *-isomorfismo, dado que isto implica a igual-
dade Ker(7) = Ker(y) = j(A ®. D), que finaliza nossa demonstragao.

Note que a sobrejetividade de 7 segue imediatamente da sobrejetividade de 7. Vamos

mostrar a injetividade de 7 construindo a sua inversa a esquerda. Observe que a aplicacao

BxD — Q
(r(a),d) — a®d+Im(j)
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estd bem definida e é bilinear. Segue da Proposigao A.1 esta aplicacao se estende de maneira
tinica a uma aplicagéo linear ¢ : BO® D — Q tal que ¢(m(a) ® d) = a® d + im(j), quaisquer
que sejama € Aed € D. E facil ver que ¢ é um *-homomorfismo. Assim, a fungéo
B @ D ==p R+
t o~ max{|le()le, It}

¢ uma C™*-norma. Por hipétese, esta C*-norma. é unica, logo

max{|lo(t)ll e [IElle} = [I£]l.,

e portanto ||¢(t)|le < ||t]l«, qualquer que seja t € B ® D. Segue que ¢ se estende a um
x-homomorfismo de B ®, D que também denotaremos por ¢. Note que, como

p(r(a® d +im(j)) = p(T(a ® d)) = p(7(a) ® d) = m(a ® d + im(3)),

quaisquer que sejam a € A e d € D, temos que ¢ = idg. Logo, 7 € injetivo, e portanto um
*-isomorfismo. 0O

A Proposicao abaixo ([11, Teorema 6.4.18]) serd apenas enunciada, e seréd utilizada na
prova do Teorema que segue. Aplicaremos o Teorema para demostrar que a élgebra de
Toeplitz é nuclear.

Proposigao A.26. Se A e B sio C*-dlgebras, entdo a norma espacial || - ||, € a menor
C*-norma sobre A® B.

Teorema A.27. Sejam A uma C*-dlgebra. Suponha que A € uma extensao de B por J,
com J e B C*-dlgebras nucleares. Entao A € uma C*-dlgebra nuclear.

Demonstragao. Seja D uma C*-dlgebra arbitraria. Como B é nuclear, segue da Proposigao
A.25 que a seqiiéncia

0—JR.DEN A0, D2 B, D — 0,

é exata. Vamos denotar j = j®,id e T = 7 ®,id. Como || - ||+ < | - ||., sendo p a C*-
norma maximal, segue que a aplicacao identidade sobre A ® D se estende unicamente a um
*-homomorfismo ¢ : A®, D — A®,. D.

Segue da Proposi¢do A.26 e da definigao da C*-norma maximal que € suficiente mostrar-

mos que || - |l« = || - || em A® D. Logo, ¢ suficiente mostrarmos que ¢ é injetivo.
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Sejaj: JOD — A®, D tal que j(a®d) = j(a) ® d, quaisquer que sejam a € Jed € D.
Segue da nuclearidade de J que a C*-norma dada por

JOD — o,
t = max{[|j(e)ll,, [t}

coincide com a C*-norma espacial sobre J ® D. Logo, J € norma-decrescente para || - ||,, e
portanto se estende a um *-homomorfismo de J®, D em A®,, D, que também denotaremos
por j. Note que j = o j.

Observe também que existe um dnico *-homomorfismo 7 : A® D — B ®, D tal que
n(a ® d) = m(a) ® d, quaisquer que sejam a € A e d € D. Como a fungéo dada por

A@D — R+
t = max{||z(t)|l., Ill,.}

é uma C*-norma, segue que
max{[|z(t)ll«, ltllu} < litllu, VE € AG D.

Dai, m é norma-decrescente para || - ||,, e portanto se estende a um *-homomorfismo de
A®, D em B®, D, que também denotaremos por 7.
Seja Q a dlgebra quociente de A ®, D/j(J ®. D) e seja

Y:A®, D — A®, D/j(J ®. D).

a aplicagdo quociente. Usando a nuclearidade de B para fazer uma construgéo anéloga a que
foi apresentada na demonstracdo da Proposicao A.25, obtemos um tnico *-homomorfismo
0: B®. D — Q tal que 0(m(a) ® (d)) = a ® d + Im(j), quaisquer que sejam a € A e d € D.
Construimos assim o diagrama comutativo

J®sid=j TR id=T
J®. D A®.D B®.D
%) 0
J
A®,D

Suponha agora que ¢ € Ker(yp). Entao

0 =7(p(t)) = z(t),

logo
0 = 0(z(t)) = 9(t).
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Assim, t = j(to), para algum t, € J ® D, logo

3(to) = (4 (to)) = p(t) = 0.

Como j é injetivo, conforme segue da Proposigio A.24, devemos ter t, = 0, e portanto
t = j(to) = 0. Com isso, obtemos que ¢ ¢ injetivo. a

Corolario A.28. A dlgebra de Toeplitz T da Defini¢io 1.3.29 é nuclear.

Demonsiragao. Segue da Proposigao 1.3.32 que o comutador de 7 é K (H?), uma C*-lgebra
nuclear, conforme Corolédrio A.21. Segue da Proposigao 1.3.33 que 7 /K (H?) = C(T), que é
nuclear, conforme Coroldrio A.23. E facil ver que a seqiiéncia

O—)K(H2) —L)TL)T/K(HZ) — 0,

em que ¢ é a inclusdo e 7 é a aplicagdo quociente, é exata. Segue do Teorema A.27 que 7 é
nuclear. O
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