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Abstract

Given an unital O''-algebra .4 and a +-automorphism a of .4, the crossed product .4 x. Z

is the enveloping C''-álgebra of Zt(Z, Á). In tais work we describe the construction of a six

terms exact sequence involving only the .K-groups for .A and .A x. Z, the well-known Pimsner-

Voiculescu exact sequence. This sequence is derived õom the six terms exact sequence of

/(-theory applied to the Toeplitz-extension associated to Á x. Z.

111



Resumo

Dada uma C*-álgebra com unidade .A e um +-automorâsmo a de -4, o produto cruzado

.4 x.. Z é a O'-álgebra envolvente de Zi(Z, .4). Neste trabalho, descrevemos a construção de

uma seqüência excita de seis termos envolvendo apenas os K-grupos de .A e de .4 x. Z,

conhecida como Seqüência Excita de Pimsner-Voiculescu. Esta seqüência é derivada da

seqüência exala de seis termos da K-teoria aplicada à extensão de Toeplitz associada a

.4 x.Z
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Introdução

O objetivo deste trabalho é detalhar e tornar acessível a demonstração do Teorema de
Pimsner-Voiculescu j141, que relaciona os K-grupos de uma C'-álgebra com unidade com os

K-grupos do produto cruzado dessa (.;'-álgebra por Z.

A classe das C'-álgebras foi introduzida em 1943 por 1. Gelfand e M. Naimark em l71
num contexto em que já se estudava a estrutura de conjuntos de operadores num espaço de
Hilbert, em especial as álgebras de von Neumann. Já a -K-teoria nasceu com os trabalhos de

Grothendieck em geometria algébrica, que foram desenvolvidos por Atiyah e Hirzebruch na

década de 1960. Na década de 1970 a .K-teoria foi introduzida no contexto das O'-álgebras

e, principalmente com os trabalhos de Elliott l61 e Pimsner-Voiculescu j141, revelou-se uma
ferramenta poderosa para se obter informações sobre as C'-álgebras.

A Ã.-teoria é, basicamente, um par de funtores covariantes, denominados por .f(o e .Z(l,

que para cada C'-álgebra .4 associam um par de grupos abelianos, que denotamos por /(o(A)

e Ki(.A). A .K-teoria é um poderoso instrumento para o estudo das a'-álgebras, no sentido

em que os .l(-grupos contêm muita informação sobre a própria C''-álgebra. Nessa direção, G.

Elliott provou no início da década de 1970 que as ..4.F-álgebras(álgebras aproximadamente

finitas) são classificadas através dos seus Ko-grupos (ordenados), vede detalhamento em

jlõ, Capítulo 7j. Outra aplicação importante foi obtida com a Seqüência Exala de Pimsner-

Voiculescu. O conhecimento dos .K-grupos do produto cruzado (J(T) x... Z = .4e possibilitou
a classificação dessas álgebras para 0 irracional.

Este trabalho trata da /(-teoria do produto cruzado de uma (;'-álgebra com unidade ..4

por Z. Especificamente, dado um +-automorfismo a de .4, o produto cruzado de .4 por Z,

denotado por .A x. Z, é a C;'-álgebra envolvente de Zi(Z, .4), sendo Zi(Z, .A) uma +-álgebra
de Banach com norma dada por

ll/ll: >: EI/(«)
m€Z

l l ,
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produto deconvolução dado por

/ * g(n) a"(g(n - m))
m€Z

einvolução dada por

/'(«) - -'(/(-«)').

Para chegar na Seqüência Excita de Pimsner-Voiculescu, precisamos antes construir a

Extensão de Toeplitz associada a .A x. Z. Seja C;'(S) a C'-álgebra universal gerada pela

identidade .r e por uma isometria não unitária S e seja T a a'-subálgebra de (.A x .Z)®O' (S)
gerada por a ® / e u e) S, com a C .A e u o unitário que implemente o +-automorfismo a. A

Extensão de Toeplitz associada a .A x. Z é a seqüência exata

o ----, .4 ® x(H) ---- r ---, ..4 x. z ---..., .,

em que .K(7{) é a a'-álgebra dos operadores compactos sobre o Espaço de Hilbert separável
de dimensão inânita 7í.

Aplicando a seqüência exata de seis termos da /(-teoria, usando a estabilidade dos K-
grupos de.4,isto é

X'í(Á ® K'(H)) 3 X'i(.A), i= 0, 1,

e construindo um isomorfismo entre -K.(T) e .iG(.4), i= 0, 1, M. Pimsner e D. Voiculescu

provaram em j14, Teorema 2.41 que

Ko(.A)
+

Ko(.4) Ko(.A x. Z)

K: (.A) ,K-(.A x. Z) Ã': ( .4 )

é uma seqüência exala, que ficou conhecida como Seqüência Exata de Pimsner-Voiculescu.

Este trabalho está organizado em três capítulos. No primeiro, abordamos tanto os re-

sultados gerais sobre (7'-álgebras que precisamos utilizar, como a definição das C'-álgebras

universais geradas por elementos e relações, utilizada para construir abstratamente o pro-

duto cruzado .A x. Z e a (;'-álgebra gerada por uma isometria não unitária, conhecida como

Algebra de Toeplitz. Abordamos também neste primeiro capítulo as construções concretas

dessas duas últimas C'-álgebras e provámos que são isomorfos àquelas que foram construídas
abstratamente.
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No segundo eapítuloíalém de comentarmos aspropriedades principaígdóífüütõi'® /(i

e Kt, demonstramos com detalhe que Xi(.4) é isomorfo a .K:.(M«(.A)) para qualquer (7.-
álgebra .A, ({ = 0, 1). Assumindo resultados sobre limites indutivos, utilizamos este último

resultado para construa um isomorfismo entre .Ki(.A) e .K.(.A®K(H)), ({ = 0, 1), propriedade

que é conhecida como estabilidade desses K-grupos. Apresentamos também neste capítulo
a Periodicidade de Bota, a seqüência exala de seis termos e as descrições das conexões entre

E no terceiro capítulo que de fato apresentamos a demonstração da Seqüência Exata de

Pimsner-Voiculescu, com a construção da Extensão de Toeplitz associada à .4 x. Z e dos
homomorfismos que identificam .KI.(.A) com Ki(T), para i- 0, 1. Apresentamos também o

detalhamento da construção de cada aplicação que conecta os K-grupos na Seqüência Exata
de Pimsner-Voiculescu.

Como algumas construções dos Capítulos 2 e 3 envolvem resultados não triviais de pro..
dutos sensorial de C''-álgebras, apresentamos este assunto no Apêndice A.

Koe Ki
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C:apítulo l

O*-álgebras

A primeira Seção deste Capítulo é dedicada às principais definições e aos principais resultados

sobre (J'-álgebras. Na Seção seguinte, trataremos das (7'-álgebras universais geradas por

elementos e relações. Passaremos em seguida à construção concreta da Álgebra de Toeplitz,

contemplando inclusive o Teorema de Coburn em que se prova que a Álgebra de Toeplitz,
concretamente construída, é +-isomorfo a qualquer C'-álgebra gerada por uma isometria não

unitária. No final do capítulo apresentamos uma Seção dedicada à construção do Produto
Cruzado de uma (7'-álgebra com unidade por Z.

1.1 Definições e resultados básicos

Nesta Seção faremos as definições básicas das a'-álgebras, bem como enunciaremos os prin-

cipais resultados sobre estes objetos, omitindo em geral as demonstrações, que podem en.
centradas em jlll.

Definição 1.1.1. C/ma álgebra .A é um espaço uefoHaZ compZezo, munido de uma muZti-

pZic.çã. ms«í.t:", «tis$aze«d. (À«)Z, - .(.XZ,), q-{.q«« q« .ey«m .X C C e .,b € ..4. Se
eaçiste e € .4 taZ gue ea = a = ae, para todo a € .A, então dizemos que .4 é uma álgebra com

unidade e, neste caso, denotamos a un Jade e por l.4, ou sãmpZesmente por 1. Se .4 é uma

áZgebra e ezáste uma norma ll - ll submuZf@ZÍcafiua soba .A, isto é, faZ que

ll.z,ll $ 11.1111z,ll, v.,z, c .4,

e7'(ão dizemos que o par (A, ll ' 11) é uma álgebra normada. C/«za ÓZgeb«a no«na'Za (Á, ll . 11) é

chamada de álgebra de Banach se é completa com relação à norma ll . 11. Z)enoÉaremos uma
áZgeb,« de B-«À (.4, ll . 11) .ã«.pZ«m','te po, ,4.

l



Sójã'Á uma álgebra com unidãdé Dizemos que umãlemento a € ..a é ámiersz'ueZ se existe

b € Á tal que ab = 1= ba. Denotaremos o conjunto de todos os elementos inversíveis de ..4

por Inv(.A). Como, quando existe, o inverso de um elemento a C ,4 é único, vamos denota.lo
l

por a

Definição 1.1.2. Sega .A uma áZgebra de .BanacÀ com unidade e considere um elemento

a € ,4. Chamamos de espectro de a o c07Üunto

.(a) = a..4(a) = {À c C : ÀI -- a # Inv(A)}

O complementar deste conjunto

P(.) p.4(a) {À C C : ÀI . € 1-(.A)}

é chamado de resolvente de a. O raio espectral de a é de$nddo por

r(a) = sup IÀI.
ÀCa(a)

Com a Proposição abaixo, mostraremos em seguida que o espectro de um elemento de
uma C*-álgebra é limitado.

Proposição 1.1.3 (Critério de Carl-Neumann). Sda Á uma áZgeZ)rn de .Banach com

unidade e sega a C .A com llall < 1. .Então 1 -- a é ánuersz'ueZ com inverso dado por

Seja .A uma álgebra de Banach com unidade e seja a c Á. Se À c C é tal que IÀI > llall,
daí llÀ'tala < 1, logo l4 -- À-ia é inversível, o que implica que ÀI,.t -- a é inversível, e portanto

À # a(a). Assim, temos que a(a) é limitado, com r(a) $ 11all.

Definição 1.1.4. C/ma involução sopre uma áZgebra Íae BanacÀ,) ,4 é uma aplicação conytzgada

linear de .4 em .4 dada por a r- } a' faZ que

." = « e (.Z,)* = b'.',

qua squer que sejam a, b C .A. Uma áZgebra rde .BanachJ com {nuoZução será abreüadamente

chamada de +-álgebra (de Banach).

Definição 1.1.5. Seja 4 uma #-áZgebra de l?anata

8 C/m elemento a C .A é dito auto-adjunto ou hermitiano se a' a

2



+ C/}7relementra&bé dãtõ normal 3ê à'a

e t/m elemento p c .A é chamado de idempotente se p2
projeção se, em radicular, p2 = p = p'

Suponha agora que .4 possua unidade.

E dizemos que p é uma

e [/}n elemento s c Á é chamado de isometria se s's = 1. E dizemos que s é um unitário
se, em pad calar, s's = 1 = ss*

Definição 1.1.6. Soam .4 e .B +-óZgebrus. C/ma aplicação /arear p : .4 --, .B é chamada de
+-homomorfismo se

P(':',) )ÇP(.2), V.:,., € ..4 .

p(a') p(a)', Va € .A.

. Se 4 e .B possuem un dado, dizemos que p preserva unidade se g(l.Ü) = la.

e Se p é um #-Aomomor$smo bOefãuo, então dizemos gue p é um +-isomorfismo.

e Se B = .A e p é um +-isomor$smo, então dizemos que p é um +-automoríismo.

Definição 1.1.7. Z)ada uma +-áZgebra ..4, uma (;'-seminorma sobre ..4 é uma semánorv7zza

p : .Á --} R.+ que safes/az

p(ab) $ p(a)p(b), p(a') p(.) e p(a'.)

quaisquer que sejam a,b c .4. Se, em padictiZar, p é uma norma sobre .4, então dizemos

que p é uma C''-norvrrza. Uma (;'-norma p sobra uma #-áZgebra A é data completa se a
compZetamenfo de A na (;'-norma p é igual a .4.

Definição 1.1.8. t/ma C'-álgebra é uma +-áZgebra de .Banana .A faZ que

lja'all = llall', Va C ..4

Dada uma a'-álgebra ..4, uma subálgebra 1? de .4, fechada (na norma) e auto..adjunta
(.B' = {b' : b € B} = B), é também uma O''-álgebra, que chamamos de a'-subáZgebra de .4.

Dado um subconjunto y de uma C'-álgebra .A, definimos a C'-subálgebra de 4 gerada por

y, denotado por C'(y), como a menor a'-subálgebra de ,4 que contém y

Dada uma C''-álgebra ,4, dizemos que J é um ãdeaZ de .A se J é um ideal algébrico

bilateral de .A. Se J é fechado, então o quociente de .4 por J é a #-álgebra dada por

4/J = {a + J : a € .A},

3



comliorma'dada;jióíjlã :r7ll = iiifÍllã::ííll : ã € 7l; paio tadi áe .A Vbml& deânir

também a aplicação quociente n : .A --, .,4/J, dada por n(a) = a + J, qualquer que seja

a € .4. Assim, pode-se provar que .4/J é uma a'-álgebra e n é um l.-homomorfismo com

Ker(a) = J. Uma (17'-álgebra .A é dita simples se seus únicos ideais fechados são 0 e ..4.

Seja .4 uma +-álgebra e seja p uma C'-seminorma sobre .A. Claramente o conjunto

]V = p''(0) é um ideal auto..adjunto de .A. Definindo lla + JVjl := p(a) para todo a c .A,
obtemos uma C'-norma sobre o quociente ..4/.N. Se B é o espaço de Banach obtido pelo
completamente de ..4/.N, então é fácil ver que a multiplicação e a involução de Á se estendem

para uma multiplicação e uma involução em .B, e com isso B é uma (.;'-álgebra. Neste caso,

Z? é chamada de a'-áZgebra envolvente do par (.A,p). A aplicação & : ,4 --, B dada por

l(a) = a + .V, para todo a c .A, é chamada de apZ cação canónica de .A e em B. É obvio que

l(A) é uma +-subálgebra densa de B.

Exemplo 1.1.9. O c07po escalar C dos números compZea;os, com as operações moais e com

ánuoZução dada reza congtigação, é uma a'-áZgebra com unidade.

Exemplo 1.1.10. Sda H um espaço de Hall,ed. Z)enotemos por B(H) o co@unto dos
operüdoms !imitados em 'H, com multiplicação pot escalar e soma de$nidas pontualmente,

p«d«to d.do p.Z' "mposiçã. de .pe«d.ms, án«Z«ção d.d. P« < r(z), y >=< z,l"'(3/) >

e nolvlza dada por llrll = suplllr(z)ll : llzll É l}. .Então B(H) é uma C''-áZgebra.

Qualquer C'*-subálgebra de B(H) é chamada de C*-áZgebra concreta.

Lembramos que T € B(H) é um operador de posto ./imita se a imagem de 7' tem dimensão

finita, e (lue 7' é um operador compacto se o fmho do conjunto {T(z) : llzll $ 1} é compacto.

Denotaremos o conjunto dos operadores de posto finitos em H por F(H) e o conjunto dos

operadores compactos por K(H). Note que F(H) C K(H).
Os resultados enunciados no Teorema abaixo são bastante conhecidos e as conseqüências

que se seguem são muito importantes para este trabalho.

Teorema 1.1.11. Seja 7{ um espaço de Hall)ed

(i) K(H] é um id«l fut-.do de B(Hà (ltt, Seçã. i.41)

(ii) F(Hà é denso em KÇH] (ltt, Teommü 2.4.51)

(iü) FÇH] é linear'mente gerado por projeções de posto l (lii, Teorema 2.4.õl)

Exemplo 1.1.12. K(H) é uma C'-áZgebrn.
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Proposição i.11.6:
,(.) - ll.ll.

Se a e t&v/õ cóernerlto au ( -adjunto de uma (:'-áZgeóra .A,

Note que, se ll . lli e ll . ll2 são duas C'-normas completas sobre uma +-álgebra .4, então

l}.ll? - ll.*.ll- - ,(.) ja'.ll, = 11.11:, v. € ..4

Portanto, existe no máximo uma C'-norma completa sobre uma +-álgebra.

Sejam .4 +-álgebra de Banach e B uma O''-álgebra. Suponha que p : ..4 --, .B é um

+-homomorfismo. Então p é norma-decrescente, isto é, llp(a)ll $ 11all, qualquer que sda
a C .4. De fato, como aB(p(a)) C a..i(a), temos

llp(.)ll' llp(«) 'p(.) ll ,(p(''')) $ ,(a'a) ll.'.ll ll.ll',

para todo a C .4. Segue que, se .4 e uma C''-álgebra e p é injetivo, então p é uma isometria.

Sejam .4 e .B C'-álgebras. A soma dáreta de .A com .B, que denotamos por .A © -B, é o

conjunto .4 x B com as operações algébricas e involução definidas coordenada a coordenada
e com norma dada por

11(", b)ll - m«'lll'll, llz,ll},(i.2)
quaisquer que sejam a € .4 e b C .B. Como

11(., z,) ll' (m«'lll'll,llóllly ll.ll',llóll'} ll.*.ll,llÓ'z,ll}

ll(a'',b'Z,)ll ll(a*,õ')(',ó)ll(a,b)'(a,ó)ll,

segue que ..4 © B é uma C'-álgebra. E fácil ver que a norma definida em (1.2) é uma a'-

norma completa, e que a soma direta de C'-álgebras pode ser naturalmente generalizada
para uma quantidade finita de (;*-álgebras.

Dada uma C'-álgebra .A com ou sem unidade, podemos construir uma outra (;'-álgebra

com unidade que contém .4 como ideal. Descreveremos a seguir os passos dessa construção.
Considere o conjunto

.4 = {(a, a) : a C ..4, a € C}.

Defina adição e multiplicação por escalar coordenada a coordenada em ..4 e defina produto
através de

(a, a) ' (b, P) ('b+P.+ aZ,, aa)

e adjunto por

',a)' - (.',a),

6



quaisqueíque pejam a,o € .A e a,P € C. E f
+-álgebra. Note que

(., a) . (0, 1) (., a) . («, a),

e com isso .A é uma +-álgebra com unidade, que é dada por (0, 1). Denotaremos (0, 1) também
por IÃ.

Considere agora a aplicação
,4 --l .4

a n (a, 0).

Note que & é um +-homomorfismo injetor e portanto é uma inclusão de .4 em .,4. Omitindo
&, podemos então denotar

&

4 = {a + al.i : a € .,4 e a € (C}

Para z c Á, como az c .4, defina

llaçlll.i = suPlllazll4 : a C .A, llall.4 $ 1},

e considere a aplicação
n': ..4 --, C

l.a,a) -, a.

Claramente n é um +-homomorfismo sobrejetor. Assim, dado z € .A, defina

ll«llÃ mmllllzlllX, lr(z)l}

Pode-se provar que ll . llÃ é uma O'-norma completa sobre .A. Com isso, .A é uma C'-álgebra
com unidade.

Deânimos o espectro de um elemento a de uma (;'-álgebra ..4 sem unidade por
«.(.) : ai(.).

Se .4 é uma C;'-álgebra com unidade, então / = IÃ -- IÁ é uma projeção em .,4. Neste
caso, a aplicação

(a, a) -- . + a./

define um +-isomorfismo. Entretanto, se .4 não tem unidade, então .Ã não é l.-isomorfa a
.4 © C, dado que, neste caso, .A © C não tem unidade.

O Teorema a seguir determina completamente as a'-álgebras abelianas. Duas impor-

tantes conseqüências deste Teorema são o cálculo funcional contínuo e a aplicação espectral
logo em seguida, que são ferramentas importante no estudo de C''-álgebras não abelianas.
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ao(X), para algum espaço de #ausd07: /ocaZmenfe compacto X

Teorema 1.1.18 (Cálculo Funcional Contínuo). Sda .4 uma O'-áZgebra com unidade.
Para cada elemento no maZ a C ..4, existe um lírico +-àomomor$sma que presema unidade

p : a(a(')) --' .A f'/ gue p(,) - ', «ndo , : À n .X. E maü, p é um *-À'm.m.r$s«.o
àny'tã" i«méf'i" "«. Im(p) é a a'-«Z,áZgeb«. de .4 ge«d. p« {l«, .}.

Para o Teorema acima, se / € O(a(a)), denotamos g(/) = /(a).

Teorema 1.1.19 (Aplicação Espectral). Sega a um elemento normal de uma a'-áZgeóm
com -id.de .A, e 'd' / € C'(a(a)). .Data.,

«(/(«)) - /(.(.))

A aplicação que construhemos a seguir é conhecida como cá/cubo JbncionaZ AoZom07:fo e

os detalhes desta construção podem ser vistos em l9, Seção 3.31. Seja a um elemento de uma

(y'-álgebra .4 com unidade e seja Q uma vizinhança aberta de a(a). Tome I' um contorno
de a(a) td que Im(1') C Q \ a(a) e

z C a(«)
z € C \. Q

Vamos denotar por .H(Q) o conjunto das funções holomorfas A : Q --, C. Definimos

h(«) - il ./ hHpi. - .)''a,,
qualquer que seja A c H(Q). Com isso, temos que A(a) é um elemento de .4

(1.3)

Teorema 1.1.20. Sega a um elemento de uma a'-áZgebrn m unidade e seja Q uma uiz{.
nÀ-ç. .Z,ed. de a(a).

6,) .4 aplicação de .17(Q) em .A degrada por ].3 é um Àomom07yísmo de álgebras que
presema t&nidade.

60 Q«Zq«e, q«. d à € (Q), te«.os a(À(')) = À(a(.)).

Comentaremos a seguir a construção da Representação Gelfand-Naimark-Segal, em que

obtemos que qualquer O''-álgebra pode ser identificada com uma C''-álgebra concreta.
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Definição li]..21:íUi?ia represeiitaçãó de umamáJgebra .A éum par (p, 7í) etli que 7í é um

"p.ço de mZb"t ' p : .A --, B(H) é um *-ào"..m.ramo. Z):"m" q«e «m. npmsent çã.
(p, H) de ««.. C'-dgeZ,« .4 é;

e fiel se p é ã7Üetáuo.

. não degenerada se, para todo z c H não nulo, eãste a € .4 taZ que g(a)(z) # 0.

Seja ..4 uma a'-álgebra. Um elemento a € ..4 é dito positivo se a(a) C R+. Pode-se
provar que todo elemento positivo de uma O'-álgebra ..4 é da forma z'z, para algum z c .4.

Um Jünclona/ linear de .4 é uma aplicação linear T : .A --> C. Temos que T de ,4 é
contínuo se, e somente se, lla"ll = supllr(a)l : a € .4, llall $ 1} < oo. Neste caso llrll é a
norma de I'

Dizemos que I' é positivo se l(a) c R+, qualquer que seja a elemento positivo de .4.

Um estado de .4 é um funcional linear positivo de .A tal que ll7-ll = 1. Denotamos por
S(.A) o conjunto de todos os estados de ..4.

Para cada r C S(.4), defina

N:,. := {a C ..4 : ,'(a'a) = 0}

Não é difícil provar que N, é um ideal à esquerda fechado de .4 e que a aplicação

(.4/N.y --, c
('+ .N:,,b+ N,) n ,-(b'«)

é um produto interno bem definido sobre .A/Ah.. Denotaremos por 7'ír o espaço de Hilbert

obtido pelo completameno de .4/Ah. Agora, para cada a C .4, defina um operador em
g(a) € .B(..4/.N:,) por

P(a)(Z, + ]V,) N., Vb C ..4

Como llp(a)ll $ 11all, p(a) se estende de mineira única a um operador limitado p,-(a) sobre
.171,. Dessa forma, a aplicação

.4 ---, B(H,)

é um +-homomorfismo. A representação (g,, .ll,) de 4 é chamada de representação GNS
associada a r.

Para definir a representação universal, precisamos antes definir soma direta de repre.-
sentações. Seja (7{i)iCI uma família de espaços de Hilbert. Definimos H = (Dí.iHi como uma
coleção de funções

h:l---,UHi tanque h(i)=hi eHi, Vi CI,
{€1
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representaçõegdõsllementog gii:: l gn)i uma relação algébrica entre estes elementos é uma
relação do tipo

P(g:,...,g.,g;,...,g;) (1.6)

em que p é um polinâmio em 2n variáveis não comutativas com coeficientes complexos.
Observamos que em j1l, l2, Apêndice AI e j10, Seção ll podem ser encontradas Construções
de C'-álgebras geradas por elementos e relações em contextos mais gerais.

Seja G = {z.,ic: : & C Z} um conjunto de elementos abstratos, que chamaremos de

geradores, com Z um conjunto (Dão necessariamente finito ou enumerável) de índices. Dadas

particulares relações algébricas entre elementos de G, vamos reuní-las num conjunto, que
chamaremos de 7Z. Denominaremos (G, R) de par geradoras-wZações.

Definição 1.2.1. Soam H um espaço de #zZóed e (G, R) um par geradores-m/anões. t/ma
r'p"""t'çã' (", H) de (G, R) é "m cona-f. 'Ze ope«do,«s Zá«.it.do. {,(z.), «(z;) : . C Z}

d' H, 'm q«e «(,:) = r(z.)', V' C Z, cubos eZeme«fm «fisga"m « mZações de R.

Definição 1.2.2. Z)irmos gue um par geradores-nZações (G, R) é admissível se, para todo
L C Z, existe supremo do conyunfo

{ll«(z.)ll : («,H) é ,«p«sentaçã. de (G,R)}

Segue da Definição 1.2.1 que, se (G,R.) é admissível, então, para todo & € Z, existe
supremo do conjunto

{ll«(z:)ll : (r, H) é represent-ção de (G, R)},

dado que lla(z:)ll = lla(z.)'ll = lla(z.)ll, qualquer que seja & € Z.

Dado um par geradores-relações(G, R) admissível, seja .F(G) a +-álgebra livre gerada
por G. Se Z/ é um elemento de f(G), então 3/ é uma soma finita de produtos finitos de

elementos de G com coeficientes complexos, mais especificamente Z/ é da forma

(1.7)

em que pí = bitbí2...bi.. é uma palavra formada com elementos de (;, isto é, com bn , bí2,

elementos de G, e cada ÀÍ é um número complexo. Note que
b{«.

(1.8)



em que p; 31;ZÇ; Dada dõiielêmentos de f(G)

e g/2

com pi e qy palavras formadas com elementos de G para l $ á É m e l $ .j $ n, então

em que cada piq] é a palavra formada pela simples justaposição das palavras pi e qj.

Proposição 1.2.3. Sda (n, H) uma mpmsenfação de um par admássüeZ (G, R).

ra) .A e«fen.ão de « . /(G) d.d. po'

l l:À.p.l ->1:.x.«ÜJ, 0.iD
\i=1 /

em que pi = bübí2...bi«. e «(bebi,...bi.) = «(bü)«(bi2)...«(bi«.), é u«. *-homomor$smo
e e unzca.

(b) Pata Cada y C FqG)

llVlll s«Plll#(y)ll : («',

de$ne «m' C;'-«".:".«,. «bm /'(G) .

Z)emonstrução. (a) A linearidade é fácil de ser provada. Se g/ é uma elemento de /(G) então
y é da forma dada em (1.7), com 3/' na forma dada em (1.8), assim

/ n \

;'ü') - # l E%; l -
\í-l /

\i-l

ã:(y)'

Agora, como dois elementos yi e 3/2 de F(G) são da forma dada em (1.9), segue de (l.lO)

g/t3/2 = E*'":
i-l

>: À:«'(Pi)
'(

« \ « «

}:plq l - }:ll:*'pjp'%,
.j=i ./ {=i .j-t

+ n

>l:'',:

n

H) é ,«pm«,'faça. de (G, R)}

7r

i-l

(1.9)

(l.lO)
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que

; llgl».l l$«11 - gigi*.«'".«,

gl $ '.««".'«'«, - 1gl *.««.,l l$ ««.«,1

, lgl* ,) ; l$«1 - *.«,««,

Vamos agora provar a unic dade, sejam ll e l2 +-homomorfismos que estendem a e seja

#(3/:3/,)

\Í=1 / \Í-l ./

)ll: À.«(1'.) - }l: .x.«(p.) - o,
i-l {-l

portanto #i(y) = â:2(g), e como Z/ foi escolhido arbitrariamente, segue (lue li

(b) Claramente 111 - 111 é uma seminorma. Se g/t,3/,,Z/ C .F(G), então

llZ/i3/2111 = suPlllZ(3/iz/2)ll : (z,H) é representa,ção de (G,R)}

$ suplll#(yi)ll ll;i:(3/2)ll : (r, H) é repr.sensação de (G, 7Z)}

lllv:lll lllz/,lll,

n'l

n

>l:*',. r2#:(3/) - #,(y)

1113/' lll suplllâ:(g/)'ll : (a, H) é representação de (G, 7Z)}

suplll#(3/)ll : (a, H) é representação de (G, R)}

lllvlll

e

lllz/lll' suPlllZ(3/)ll' : (n, H) é representação de (G, IZ)}

suP {llf(3/)'Z(v)ll : (a, H) é representação de (G, 7Z)}

suP {ll#(y'z/)ll : (n, H) é representação de (G, R)}
Is/'vlll.

D
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Põdema agora apresenta' ãdéíiniy-J ut; -- -ülgebra geradãjiõi éléüéiitõiàielações

Definição 1.2.4. Z)e$nimos a (7'-álgebra universal gerada pelos elementos de G satisfazendo

as relações de 'R, e a denotamos por (3'< G,R. >, como sendo a O'-áZgebra enuoZuenfe do

p« (J''(c), lll . lll) .

Definição 1.2.5. Soam (G, R) um par geradores-nZaçães e .4 uma O'-áZgebrn. Suponha

gue ezásta um subc07Üunto (;.4 = {a., a: : & € Z} de .4 taZ que os elementos de (;..+ satà:s$azenzt

as mZaçães de R. l)irmos que ..4 satisfaz a propriedade universal para o par (G, R.) se
dada uma a'-áZgebra B e dado um subcatÜunto GB = {b., b; : & C Z} de B cujos elementos

também safiis$azem as relações de R, então eàste um tínãco +-Aomomor$smo p : .4 --+ B taZ
q« P(..) = b., P.«. t.d. . € z.

A proposição a seguir nos dá a unicidade, a menos de +-isomorfismo, de uma C'-álgebra

que satisfaz a propriedade universal para um par geradores-relações(G, R,). A existência,

que será condicionada à admissibilidade do par (G, R,), provaremos logo em seguida.

Proposição 1.2.6. Se .A e B são duas (;'-áZgebrns que satíls$azem a propriedade unãuersaZ

p.« «m 'Z'd' p" ge«d.ms-w/.çõe; (G, R), '«tã. ..4 e B .ã. á«metdc«mente *-ü.«..rias.

Z)emonstmção. Sejam GX = {a.,al' : & C Z} e GB = {b.,b: : & C Z} respectivamente
os subconjuntos de .A e .B que satisfazem as relações de 7Z. Como ..4 e B satisfazem a

propriedade universal para (G, R.), então existem dois únicos homomorfismos p : ,4 --, .B e

@ : .B --, .A tais que p(a.) = b. e @(b.) = a., (qualquer que seja & C Z. Segue (lue

p o @(Z,.) e @ o p(..)

qualquer que seja & € Z. Por outro lado, novamente por causa da propriedade universal, os
+-homomorfismos id,.i e ida são os únicos que levam a. em a. e b. em b., respectivamente.

Portanto, @ o p = id.4 e p o @ = ida, isto é @ é inversa de p e vice-versa. []

Teorema 1.2.7. Seja (G, 7Z) um par gerndoms-relações admãssúeZ. Então .4 = C''< G, 7Z >

.«fisga, " p«.pded'de -í««.Z p.,« (G, R) .

Z)emonstrução. Suponha que G = {z., zl' : & C Z} e sejam 1? uma C'-álgebra e Ga = {b., b:

b C Z} um subconjunto de B cujos elementos satisfazem as relações de 7?« Deâna a aplicação

IP : G --, B

dada por

p(z.) e p(z:)
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e estendaíg arHOhreservanduliueariduiei produtae adjunto: Seja ;r aideat de ]=((;)
dado por {3/ C r(G) : 1113/lll = 0} e considere agora a aplicação g : /(G)/J --, 1? dada
por p(3/ + J) = y(3/). Afirmamos que esta aplicação está bem definida. De fato, segue da
construção GNS que existe t{ espaço de Hilbert tal que .B é isometricamente +-isomorfa

a uma a'-subálgebra de B(H). Chamando de ( este +-isomorfismo, obtemos (( o g,H)
representação de (G, R.). Assim, se Z/i -- 3/2 € J, então

llg(3/: + J) - P(z/, + J)ll, ll©(3/: - y, + J)lla
llP(g/: - 3/,)llB

11( o P(3/i -- y2)lla(X)

ll3/: - z/,ll l

isto é, @(3/. + J)

Vamos denotar agora um elemento do completamento de f(G)/J na norma 111 . 1 11 por #

e, no caso em que P C .F(G)/J, convencionaremos que # = 3/ + J. Suponha então que g é o

limite de uma seqüência de Cauchy {©;}.CN de elementos de /(G)/J e note que

ll©(n) - g(%)llB ll©(n - g=)lla (y« - Z/.)lla

ll(o p(z/« - 3/«)lla( ) $ 111g=- g=lll,

isto é, {©(g=)}«CU é uma seqüência de Cauchy em B e portanto converge (para um elemento

de B). Assim, obtemos a existência do +-homomorfismo @ : .4 -+ B dado por

V,(g) := lim ©(n),

(note que @lr(a)/J ' pN
Vamos mostrar agora que @ é único. Sejam Úi e Ú2 dois +-homomorfismos de .A em B

tais que

Úi(Z) = b. e @i(Ef) = b;, V& C Z', i= 1,2

e considere o +-homomorfismo dado pela diferença Úi -- Ú2. Segue que

(@l -- @2)(©) @: (z) - v,,(z) b. -- b. = O, v& € z,

logo

(Úi - @2)(g) C .f(G)/;,
e portanto

(@,l -- @2)(P) = 0, Vg C .4,

isto é, ÚI = @2 D
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Exemplar:.2:8r í)ãdaiiíããaEáZgeZ)ru Zl; sejaiüG = Ã Ua' = A e K o c07ÜtinfãZâ todas
m relações +-aZgébhcas entre elementos de .A. .Então .4 = C'' < .A, 7Z >

l)emonstraçâo. Note que, dada uma representação (n, H) de (G, R) e dado a C Á, segue de

llz(.)ll $ 11.11

que (G, R) é admissível. Dada uma (;'-álgebra B que contém um conjunto Ga de elementos

que satisfazem as relações de 7Z., a inclusão canónica é o único +-homomorfismo de ..4 em .B

que leva cada elemento de .4 em sua respectiva cópia em B, portanto ..4 satisfaz a propriedade

universal para (G, R.). Como a' < .A, 7?. > também satisfaz a propriedade universal para

(G,R.) por causa do Teorema 1.2.7, segue d& Proposição 1.2.6 que .A 3 a' < .,4,7Z >. []

Exemplo 1.2.9 (a'-álgebra gerada por um unitário). Suponha que G = {e,u,u'} e
gele

7?.= .[tl+u=uu+ =e= e+ =e2,eu=u eu+ :=u+ =u+e}.

ntão (G, 'R) é admissúeZ e a' < G, R >çg O(T).

Z)emonstração. Note que, qualquer que seja uma representação (r, 7{) não degenerada de
(G, R), temos

ll«(e)ll' (e)'«(e)ll «(e)'ll ll + llr(e)ll

ll,(u)ll'(u)'r(u)ll= llr(e)ll llr(u)ll

o que é suâciente para que (G, R.) seja admissível, garantindo a existência de O' < G, 7Z >

Basta agora mostrar que a(T) satisfaz a propriedade universal para (G, R), sendo Ga(v) -
{l,z,2}, em que 1 : À - l é a função unidade de C(T), z : À .--, À a função inclusão
de T em C, e z'i = z' - 2 : À n À. Note que lltll« = 1, llzll« = suPXCTIÀI = 1 e

IZll« = suPXcT liil = 1.
Seja .B uma C'-álgebra com unidade la e t; C B um unitário. Como u é unitário, então

a(t;) C T. Vamos denotar por .r, Z e Z, respectivamente, as restrições das funções 1, z e

2 a a(u). Segue de 1.1.18 que existe um único +-homomorfismo p : C(a(t;)) --» B tal (lue
p(Z) = t;, com p injetivo. Logo

P(z) z') (z)'

p(.r) z'z) - «'«

Se d' : C(T) --' C(a(u)) denota o +-homomorfismo restrição / --, /a(«), então # = p o @ é um

t-homomorfismo de C'(T) em B tal que é(z) = u e @(1) = .r. Segue da Proposição 1.2.6 que
C(T)a C*< G,7Z>. o
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Exemplos:21.0:'Sejam G :s :(é;3;3'''} i

7Z = {e' = e' = e,a' = z, ez - z - ze, ez' = z' = z'e}

Note que o conjunto

{llr(z)ll : («,H) é mpm««taça. de (G,R)}

«ã. «dmit' '«p"m., po't""'. . p« (G,R) «ã. é .dmü;í«eZ. P«. c.d. "p""nt'ç''
(r,H) de (G,R), é p«sí«eZ ««.t«'i, . a'-s«báZgeb«. C'(r(z)) de B(H) ge«da po, «(z),
entretendo dada uma (;''-áZgebm B e A C B um elemento auto-adjunto, não é possa'ue/

g«-tir . unicid.de de u« *-homomo$s«.. de a'(,(z)) e«. B q«e Ze« z(z) e«. A.

As construções concretas das C'-álgebras dos próximos exemplos serão detalhadas nas
duas seções que se seguem neste capítulo.

Exemplo 1.2.11. Soam G = {/, S,S*} e o c07Üunto de relações

R= \S'S= 1,1' = 1a = 1,SI = IS = S,S'l= IS' = S'\

]V.*' que, quaZq«e, q«e .da «ma '«p«nt çã. nã. d.g.«e«.d« («,H) de (G,R), s.gue d«

relações de 7Z que

lr(.r)ll' «(.r)'r(.r)ll )'ll «(.r)ll + llr(.r)ll

ll«(S)ll'- llr(S'),(S)ll ll ll«(S)ll -l,

' com. «(S') = r(S)*, oZ,te«.« t.«.bém

ll«'(s')ll

portanto o par (G,7Z) admãssúeZ. /sto nos per77}áte de$nír C' < G,7Z >, conhecida como

áZgeZ,« To pZdt, . denot«d. p« C'(S). P«.«mm« - S.çã. -r.3 q«e esf. O'-áZgeZ,« é

ásometdcamente +-isomorlfa a qualquer O''-áZgebrn gerada por uma ísometha não tln fada

numa álgebra de operadoras limitados num espaço de HãlbeT't.

Exemplo 1.2.12. Seja .4 uma (l;'-áZgebra com unidade. Sejam G = .zulu,u'} e 7?. o
c07Üunto de toda m relações +-aZgébdcas de .A, das mZações u'u = 1 = u'u rgue garantem

gue u é um unãtáho,) e, para cada a C .A, da mZação dada por

uau' = b, para algum b € 4
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"nt.ç:ão nã. deg.ne,«d. («,H) d' (G,R) . « € 4, «gue de ll«(u)ll = 1 e d.

ll«' (u"-*")ll ll«(u)"«(.)r(u)'"ll $ 11«(u)"ll ll«(.) ll ll,(u)"ll
11«(.)11 $ 11.11, Vm,n € N

que (G, R) é admissúeZ, o que nos permite de$nir B := a < G,7Z >. Prouammos na tíZtáma

senão deste capüuZo gue .B é +-isomorlfa ao conAecádo produto cmzado .4 x. Z rZeorema
í.#.í2y

Exemplo 1.2.13 (Álgebra de Rotação). Soam 0 € ]R, G
conjunto da.s relações

{.r, U,y. t/',I''''} . 'R .

lu - u - UI,lv - v - VI,I' / = /', (1.12)

.As mZações dadas em r'í..Zey garantem que o elemento / é a unidade, m re/anões dadas em

(1.13) nos dão que U e V são unãtáHos e em (1.14) está a relação que caracteüza a álgebra

Ele rotação. Note que o par geradores-relações l.G,Rà de$nido acima é üdmbsíuel. De fato,

q«Zq«er q«e .ey. ('',H) "p«;ent'çâo de (G,R), s'gue imedi.t.«.e«te de (]..r2) e (]..23)

q« ll«'(u)ll ll «'(.r)ll
Chamaremos de .Ao a C' -álgebra unãuersat gerada por G satisfazendo as relações de 'R.

(1.13)

(1.14)

u'u -/- uu', vv*-/- V'K
l/tl/ :: €27ríOC/y.

1.3 Algebra de Tbeplitz
P

Faremos nesta seção a construção concreta da Algebra de Toeplitz. Para isso será necessária

a construção dos espaços de Hardy .H" que, para n - 2, é o espaço de Hilbert sobre o qual

definiremos os operadores de Toeplitz. Terminaremos a Seção demonstrando o Teorema de
Coburn, em que provámos que a Algebra de Toeplitz concretamente construída é +-isomorfa

à qualquer C''-álgebra gerada por uma isometria não unitária.

Seja T := {z € C : lzl = 1} a circunferência de raio 1. Equipado com o produto pontual,

T é um grupo. Como t -+ eit é uma bijeção entre o intervalo 10; 2rl e T, dada uma função
/ : T --, C podemos definir F' : IR --, C através de

F(t) (e"), (1.15)
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queÍumrfüüçãii 2iõ:jieriódiêã Rêêijiroca

existe uma função / sobre T que satisfaz a igualdade dada em (1.15). Assim, de6nimos a

a-álgebra 9Jt dos elementos }'.x = {eü : t € X}, para todo X € 9t, sendo 9t a a-álgebra

associada à medida de Lebesgue em ]R, que denotaremos aqui por r. Definimos a medida p
sobre Dt através de

p(yx) - á:'(x).
Em outra palavras, definimos a integral de Lebesgue para uma função / deânida sobre T
por

l.''--l..ç».-«»- Lll' ..©.
Note que p(T) = 1, isto é, a medida p está normalizada. Sob estas convenções, uma função
/ : T --. C será dita Zebesgue mensuráue/ se /-i(y) C Dt, para todo y aberto de C.

Diremos que uma relação entre duas funções Lebesgue mensuráveis vale quase sempre (q.s.)

se a relação não vale apenas em um conjunto y de medida nula (na medida p), isto é,

p(y) - 0- Definimos assim uma relação de equivalência no conjunto das funções Lebesgue
mensuráveis através de

f N 9'+ j- g

quaisquer que soam /, g : T --l C Lebesgue mensuráveis. Neste sentido, denotaremos a
classe de uma função / : T --} C Lebesgue mensurável também por /.

Definição 1 3.1. Pa'a l $ p < oo, de$nãmos LP(T) como a cZmse de todas as Acções
.f : T H C .LeZ)ergue mensuráveis tais que a norma de$náda por

' , - (z ' ''«) : - (é /'' .'.", '',.*,):
é $nãta.

Seja g : T --, 10; ool e seja S o conjunto de todos os números reais a tais que

P (g'' (la, ml)) - 0.

Chamamos de supremo essencíaZ de g o número dado por

Definição 1.3.2. Z)ada / : T --} C, de$nimos a norma do supremo essencial por

11/11« - #(1/1).

Oe"'t"'«.o. p« L'(T) . c/«se de t.dm m A,'çãe; / : T --, C f.ü q«e 11/11. < m

P(g)
oo se S = 0

infS se S # 0.
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z;'('1') e uma +;ãlgebia com õl)ródütõ pontual ê com involuçãd dada, pari iadã
.f C L'(T), por

/'(À) VÀ € T,

e como

suP l/(t)l $ 11/11.,
t€T

qualquer que seja / C L"(T), segue que a(T) C L"(T). Neste caso, como duas funções

contínuas que coincidem q.s. são necessariamente iguais, então, para / C O(T), temos

ll/ll« l/(t)l.

Observação 1.3.3. (-;omo T é compacto, segue da desigualdade de #óZder que, dado p c N'

logo l,''(T) C Z.:(T). Temos f««bé«.,

' pod.nto Z'(T) C L'"(T), p«a l É p < w.

O resultado a seguir é bastante conhecido e sua demonstração pode ser encontrada em

j16, Teorema 3.11l.

Proposição 1.3.4. Para l $ p $ oo, l,P(T) é um espaço uetohaZ completo.

Em particular, L2(T) é um espaço de Hilbert com produto interno dado por

< f,g>= 1 .fgdK= 1 j(X)g(X)d»(X),

Z
ll/ll,

ll/ll.

1/11ilap $ Z
/

P

,, V/ c #'(T),

Z
Z

}
, V/c L"(T)

1/1'ap Z
á

2r

Idt

1/1'ap

il'ap

lilÕdp) '

Zll/llkap

}

}

ll/ll:

ll/ll,

para /, g C l,2(T).

Para n € Z, defil f'ln";"
lbu"y

e.: T --, T

Z F-+ Z",
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que é eüldent;êmentaaontínua.lqõtíque

cn = c--n e enek = cn+k)

e que co é a função identicamente igual a l.

Denotaremos por I' o conjunto linearmente gerado pelos elementos c., n C Z. Mais

especificamente, se p C I', então p é da forma }:E... Àhck, para algum n C Z, sendo cada Àh

um "úmero complexo. Como z = cos(0) + isen(0) e

P(Z) - }: X&z' = )ll: Ài(cos(ka) + {sen(kO)),
k=--n k=--n

I' é chamado de conjunto dos poZá7zómios tHgonométhcos.

n

Proposição 1.3.5. (c«)«cz é uma base odonoTmaZ para L'(T).

Z)emonstruçâo. A ortonormalidade de (c.)..z segue de

l c,.:qdH

l ./''..("-")'dt .{: se m # n.
se m - n

2r ./o ' '' 1.0 sem#n
Como T é compacto, I' é uma +-subálgebra de C(T), lc(T) = co C I', I' separa pontos de

T e ê; = c-. € 1', segue do Teorema de Stone-Weierstrass (vede l3, Teorema 8.11) que I' é
denso em C(T), na norma dada por

T
<Cm,Cn >

fl/ll. supll/(z)l : z € C}, / € C'(T),

que coincide (em C(T)) com a norma ll . 11. da Definição 1.3.2.

Como C(T) é denso em Z P(T) na norma ll - ll, (li6, Teorema 3.141) e 11/11, $ 11./11., V/ c

IP(T) (Observação 1.3.3), segue que I' é denso em Z/'(T), nesta mesma norma, para

l $1 p < oo. Em particular, para p - 2, esta densidade, juntamente com a ortonormali-

dade de (Cn)neZ, implica que (c.)«CZ é uma base ortonorma] para ],'(T). []

Se / € Z,:(T), e«tã.

/ l/nlap $/ 1/111Gll«ap/lap - ll/ll:,
JT JT JT

isto é, /E; C Z,i(T). Isso nos permite definir a transformada de Fourier para um elemento
de .L:(T).
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alVtl(1');ddiãimõí'liqü?tid ê®ficiéütê'dê Fburiêí ai7'Pój'

j'w - .Lm-- - .L'm"-«oõ.JT JT

/: z --, c

« - /(«)

é chamada de transformada de Fourier de /

Proposição 1.3.7. Sda / C Z,i(T). Se / = 0, então / - 0 q.s..

Z)emonstmção. Se / = 0, então

quaisquer que sejam À-., ..., À. € C, logo /Vg/dp = 0, Vg C I'. Dados h C C(T) e c > O,

tome g C I' tal que llS - Alloo < lijllT' Segue que

- \ l (h- g)j'dF+ l g.faH
JT JT

$ 11h - Pll. / l/laP <c

ll/lli

Portanto, /T A/dp = 0, para todo A c O(T). Assim, a medida p.f, definida por

üfÇEà = [ fan= 1 fxndH, 'qE cSl\Jn J't

e cuja existência decorre de j16, Teorema 1.291, é nu]a. ]sto é, ./ = 0 q.s.. []

Deânição 1.3.8. Z)ado l $ p $ oo, de#námos o espaço de Hardy de ordem p, ou simples-
mente espaço de Hardy como sendo

H' - {/ C L'(T) : Â") - 0, " < 0}

Proposição 1.3.9. HP é um subespaço uetoHd Jbcàado de 27'(T)
l $ p $ oo. .F mais, se l $ p < oo, então H" = HPÍll,"(T).

Z >l:.x.'.
t=--tl Z

n

.f.zp - }l: *.
1 = -- tl

eildF = Q,

Definição 1:3;6 Dad

na nor17}a l a 0IP' para todo

.4 Junção
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Z)emonstraçãa Claramente ]7P fum subup%õvetoriãllêj!;P(T)
de .j7P convergente para/ C -LP(T). Vamos mostrar que .f C HP
tal que

m > .N + ll/m -- /ll, < C.

Por outro lado, se n < 0, então

Sõjã(l/i);;;éi uma seqiiência
Dado c > O, existe .N c N

l/(«)l .ZmÓP - .Z(/-/m+/m) P

.ZU - /m)G'ZP + .Z.ÜqÓP

.Zi.r -.hlap+ Ã(")
ll/ -- /mjlt $ 11/ -- imjl, < C,

<

<

quando m > N'. Como € foi escolhido arbitrariamente, segue que /(n) = 0, para todo
n € Z: , portanto / c .j7P

Agora, se l É p < .o e / C H-, então / € L"(T) C L''(T) e, como .f(n) = 0, Vn < O,

obtemos (lue / C .H'. Portanto H" c HPRL"(T). Reciprocamente, se / € HPÍI L"(T),
então / € .L'(T) e /(n) = 0, Vn < 0, de onde segue a inclusão reverso. []

Proposição 1.3.10. H2 é um subespaça de lãZbed de L2(T). E mais, (c.)«ZO é base de .H2

Z)emonstrnção. A primeira aârmação segue imediatamente da Proposição 1.3.9. Para provar
a segunda, note que, se m, n € Z, então

E;(n) H
l se7n - n

0 sem#n

D-í, se n < 0, então ã(n)

(c«)«cz é base de L'(T) e
[ 7É O, fOgO Cn C .Z]'2 se, e somente se, n > 0. Sela g C .Zl2, com.o

< g, c. > / gê=dp
JT

segue que

g >. <g,c.>c.
n€Z

}. < g, c. > c.
n€N

D

Lema 1.3.11. Se p C L"(T), então llg./ll2 $ 11pll«ll/ll2, V/ C .L'(T)
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Oe".-'t«çã«Se p € .L"(T)N«tão

llp/ll, (z -'*,,'*, ,.,) ; ' (z « : ''*, ,.*);
llpll«(.Z l/(À)I'ax) à pll«ll/ll,,

qualquer que seja / C L2(T). D

Proposição 1.3.12. Se p € L"(T), então p/ € L'(T), V/ C L'(T). Em pa icuZar, se,
tp C H" , então lpf C Ha , Wf ç: Ha

Z)emonstração. A primeira afirmação decorre imediatamente do Lema 1.3.11.

Para verificar a segunda, vamos mostrar inicialmente que .fr2 é fechado com relação ao
produto pontual De fato, se /,g c .f/2, então segue de 1.3.10 que / e g se escrevem como

E
n=0m-:O

/- a«'. e g

logo
/m voo \ oooo

/« - l E««.. 1 1 E Dm'« 1 - E E ~«Om'«--« ' "'
\n=O / \m=O / n=O m=0

Suponha agora que p C #-, segue da Proposição 1.3.9 que p c .f/2 RZ,"(T), e daí
p/ C .f/2, V/ C .172, dado que .ll2 é fechado com relação ao produto pontual. []

Segue da Proposição 1.3.12 que para cada p C .L", o operador multiplicação dado por

Mv : L'(T) -- .L'(T)
j -, -pl.

está bem definido, e segue do Lema 1.3.11 que À/p é limitado, com llÀívll $ 11pll.

Proposição 1.3.13. .A aplicação

M : Z."(T) q B(L'(T))
p n Mp,

í um +-homomor$smo isométüco. E mais, se tp e H' , então Ha é inuaüante T)or M.p

Z)emonstrnção. Claramente .A/ é linear. Sejam gi, 92 C L"(T) e / € L'(T), temos

M.p..p, Çf) - lpxçpaf = M.p* Q9af) M.p*M.p.Çj) .

24



logo M preserva;uproduto=emnsidereagora,WZHT) i:r7;Í c Za(T);dãí

< f,M.pÇg)'>=< f.-pg >= 1 JI d

l(9f'BaF >

de onde segue que À/ preserva adjunto. Portanto, M é +-homomorfismo.
Segue do Lema 1.3.11 segue que

T
< (Mp)'(/),g >

llwp(/)ll, p/ll, $ 11pll«ll/ll,,

e portanto,

llwpll llwp(/)ll,:ll/ll, llpll..
Suponha agora que llÀ/Pll < llpll.,, então existe c > 0 tal que llÀ/vll + c < llpllm. Seja

S = {w C T : IP(w)1 2 11pll~ -- Í}, segue da Definição 1.3.2 e da normalização de p que

0 < p(S) $ 1. Temos, então, que llÀ/P11 + 5 < ip(o)l para to(lo o C S. Portanto

jjWvlj'P(S) 2: jjWp(Xs)llg IPXsl2dP l2.ZP
JR JS

; .Z ii",u'; ''«- (u"'«li--;y«m,
que nos dá llÀ/P11 2: 11ÀíPll + ã, que é absurdo. []

Definição 1.3.14. (Zamamos V' = À/c. de shift bilateral. ..4 resthção C/ de y a /l2 é

chamada de shift unilateral sobre a base (c«)..N.

Para cada n € Z, temos (lue y(c«) = c.+i.

V é um +-isomorfismo. De fato, se T é um operador de Z,2(T) definido por 7'(c.) = c..i,
então

r(i''('«))('«-..:)) -'«-'«-:+-(r(.«»,

logo T = y'i. Assim, note (lue V"(c«) = c«+. vale mesmo quando m < 0. Note também

que isto não vale para o shift uni]atera] C/. De fato, C/ não é sobrejetor, dado que co # C/(.#2).

Proposição 1.3.15. Se T é um operador Zim fado de Z2(T), então 7' comuta com o shift

báZ.te"'Z t''' «, e «mente «, T - MP, p«« .Zg«m p € Z,m(T).

Z)emonstmção. Claramente .&/p comuta com y, qualquer que seja p € Z,'"(T). Suponha

que T é um operador limitado de L2(T) tal que Ty = }''T. Lembrando que I' é o conjunto
linearmente gerado pelos elementos Cn, com n c Z, se @ € 1', então

@ = > . À.e.
t = -- 7t

n
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Segue da linearidade do # homomorfismoWlue

EÀ."'... EÀ.}"'
t= -- 7t t= -- 7}

Portanto, À/@ comuta com V

Considerando agora que @ c Z,"(T) c L'(T), como I' é denso em L'(T) na norma ll . ll2,

podemos afirmar que existe uma seqüência (@.).2i em I' que converge para @ na norma
ll-ll2. Logo,

J!=, lll"(v'«) - r(v')ll,
dado que T é um operador limitado, e portanto contínuo

Como (@«)«ZI em I' que converge para V', temos que existe uma subseqüência (@«.)k2i
de (@.).2t que converge para V' q.s. (vede l81). Note que, novamente porque T é contínuo,

(T(@..))kZi converge para T(@) na norma ll . ll2. Dessa forma, podemos tomar uma sub..

seqüência (V'n..)121 de (V'«.)kZi tal que (T(V'-..))12i converge para T(@') q.s... Deânindo
p ), temos

T('P«.. ) r(M+... ('o)) - M+... (I"('o)) M+... (p) q.s

Portanto T(@) = @p q.s.

Resta provar que g € Z,"(T). Seja .E. = {À C T : IP(À)l > llrll + :}, segue que .E. é um

conjunto mensurável. Como

llrll'llx..ll: ã llr(x..)llg lr(x..)I'ap 2 / 1r(..)I'x..ap

.Z lpl'x..ap 2: .Z(itrli + :,yx;.'íp - (llrll + :yllx'«llg,

segue que LIXE.ll2 = 0, e então p(.E«) = 0. Assim, o conjunto dos elementos À C T tais que

Ip(À)1 2 11rll, que é igual à U=:. .E., é um conjunto de medida nula. Segue que ip(À)l $ 11rll
q.s., e portanto p C L'(T). []

Deânição 1.3.16. Z)ãzemos que um subespaço uetohaZ /ecÀado -K de um espaço de .lbZbed

H é invariante por um operador T C B(H) se T(.K) C K, isto é, se T(3) C Ã', Vz C K

Se .A C B(H) é «m c.ng-t. 'Z' ope«d.m., dí"«.os q« K é {n«h-te po, ..'l se K é

ánuaóanfe por T, V7' € .,4.

Note na definição acima que, se .f)K é a projeção ortogonal de H sobre X, então .K é

invariante por T se, e somente se, .f)K7'.f)K = T/)K
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Definição li3i17rDízemos gue aln ubespaçolefõí'áaZ Jecàadõ'K'díum eõpaça'de'Hã/bed

H é redutível por um operador 7' C .B(H) se K e XI /atem ãnuadantes por T.

Observação 1.3.18. .4 de$nição dada acama é equiuaZe7zte à comutafíüdade de T com .f)K,
dado qtóe KX é {nuahante por T se, e somente se, .K /or nt/amante por 7"

Definição 1.3.19. Sda H um espaço de .lb/bed e sda .A uma O'-subáZgebrn de -B(H).
Z)ãzemos que .4 é irredutível para 7{, ou que .A age irredutivelmente em 7{, se os Únicos
subespaços de 7{ que são inuadantes por Á são 0 e 7{

Lembrando que K(7{) denota a a'-álgebra dos operadores compactos sobre um espaço

de Hilbert 7{, enunciaremos a seguir mais um resultado sobre esta C'-álgebra, cuja prova
pode ser encontrada em jll, Teorema 2.4.91.

Proposição 1.3.20. Seja .4 uma a'-áZgebra ár'mdutz'uel soba um espaço de HiZbed 7 taZ

g«e .A n K(H) # o. .E«tã. Ã'(H) c ..4.

A menor a-álgebra em T que contém todos os seus abertos é chamada de a-álgebra dos

borelianos de T, e é denotado por tB. Note que B C Dt. Seja E um elemento da a-álgebra
dos borelianos de T. Se / € L2(T), então

m(À)/(À) - (x'(À))' /(À) - x.(x)/(À) - l/i:)
se À C.E

logo, JWx, é uma projeção sobre L2(T). A imagem de uma projeção deste tipo é chamada de

sube$paço uetodaZ de Wãener de L2(T). Se Ã.a = À/x.(l,'(T)), segue da Proposição 1.3.15

que

}'''(Ã'a)(Z.'(T)))(}''(Z.'(T)))(T))(1.16)
Se p C .L'(T) é um unitário, então

pH' = {p/ : / € H'} = {Mp(/) : / c H'} = Mp(H')

é um subespaço vetorial fechado de L2(T). De fato, se (/n)«ZI é uma seqüência de -H2 tal

que (p.f«)«Zi converge para g € p(H'), então, como p é unitário, segue que

11/«11, 11, 11,, vn ? i,
portanto (/n).ZI converge para / := @g C .ll2. Neste caso, o subespaço p.172 é chamado de

espaço uelodaZ de .BeurZáng de .L2(T). Note que pH2 é invariante pelo shi# bilateral y e

além disso, y(pH2) # g-H2. De fato, segue da Proposição 1.3.15 que

t'''(PH'))) }''(#'))(H')) 9U(H'')çPH'

dado que a igualdade implicaria P(.112) = /{2 e daí C/ seria sobrejetor, o que é falso.

(1.17)
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Proposição k3i21í Ossubespaços-uetoHalir/ecÀadõs de L4(T)InuarÍantes peZd shifrbãZat-

eruZ y são somente os espaços uetodaás de Wlener e de .BeurZá7zg. Se K é um subespaço
uetoHaZ /alado de L'(T) ánuaóante por b', então

(a; }'(Ã) - Ã «, e some«te «, X é um e;p'ç. «tod.Z de Wie«e, de L'(T).

rb) }'(-K) Ç K «, e s.«.ent. «, X é «'"' "p'ç. "t. Z de Be«Zá«g de Z:,'(T).

Z)emonstmção. Seja .K um subespaço vetorial fechado de La(T) invariante por y

(a) Suponha que y(K) = Ã., e considere .f'K a projeção de L'(T) sobre .K. Note Xa é

invariante por y. Com efeito, se 3/ € Ã. L e z C .l(, então

0 > }''''(}''(g/))> }''(z),}''(y)>,

logo y(y) C KX. Logo, .K é redutível por V. Segue da Observação 1.3.18 que .f)K comuta

com y. Daí, a Proposição 1.3.15 implica a existência de um elemento g € Z,"(T) tal
que /)K = À/v. Como PK é uma projeção, segue que

€K

]© - J% - Mp,

em que À4; = ÀdP, daí
va f 'qf çi La (N),

ou seja g2 = @ = p, de onde segue que, pa:ra cada À C T, p(À) = 0 ou p(À) = 1, logo

p - XE q.s., para E um conjunto mensurável. Logo, .f)K = À4x, e portanto .K é um
espaço vetorial de Wiener de .L2(T). A recíproca segue de (1.16) na página 27.

(b) Suponha agora (lue V'(K) $ Ã.. Então existe um vetar unitário p C K tal que p é
o-togonal a }'(K). Como }''"(p) c y(K), Vn > 0 e como

v'" l E « «,.« » '« 1 - E ': ",'« '' '"-'-"
\meZ / meZ

l E « «,.« ;. .« l - ..p,
\meZ/

}''"(P)

para todo n > 0, segue que

0 (P),.P> IV"(p'iPa lc..p@dH le.\p\adF,v'l>0
JT JT JT

28



Como Ig(À)lzeRiWÀ e'1\ entãoiqualquerqursdaã > O;

. lpl'> .Z..ipl'óp lpl'z=ap i',..«>,

portanto Igl2 = }'.cz < lpl2, c. > c. =< IPl2,co > co, isto é, Igl2 = a q.s., para alguma

constante a. Como llpll2 = 1, segue que cv = 1. Portanto, g é um unitário de L-(T) e
p.ll2 C K. De fato, se / c .ll2, então / = )1,n>O ÀnCnl O que implica

P/ E '-'-«
n20

}: À«M.. (P)
n>0

>l: x«}''"(p)
n)'0

Além disso, como p é unitário, (c.p)«cz é uma base ortonormal para L'(T) De fato,

< 9Cm,pe->-<Cm,PPCn>=<Cm,Cn>= l se m # n.

se m. = 7z

Agora, se g C L'(T), então

g - (pp)p - 1 }1: < pp, .. > .. 1 9 - >: < g, ..p > .«p.
\neZ / neZ

Como, para todo @ C K, temos < c.p,@ >=< p,c-«@ >, dado que c..Ú c V(K),
segue que c.p C .Ka, Vn < 0.

Logo, (C.P)nZO é uma base ortonormal para K, e portanto .K = pH2. Portanto, K é

um espaço vetorial de Beurling de L2(T). A recíproca segue de (1.17) na página 27.

D

Proposição 1.3.22. Os tónicos $ubespaços veladas /ecÀados de ,f/2 mdutÍbeás rezo shift
u7&áZaternZ t/ são os espaços inuaHantes 0 e .fr2

Z)emonsfmção. Suponha que .K é um subespaço vetorial fechado não trivial próprio de .l/2

que seja redutível pelo shi# unilateral U, isto é, tal que .f( e .KJ. são invariantes por U. Note
que

n ""u') ': í) "'"("n - ',
n=1 n=l

e que
m oo

n
n=1 n=l

"'u'') ': n ""("o - ',
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com K # 0; A-Proposição L3,21 implicarque-}(?é um espaçovetorial de Beurling de :LU('lrl

assim como implica que .172 e K - .KI também é um espaço vetorial de Beurling de .Z..a(T).

Então, existem p, @ € L'(T) C l,2(T) vetores unitários tais que K = pH2 e .HaO.K = @.17a

Dado n 2 0, temos que CnP € K' e c.@ C .H' O .IC daí

<CnÇP,@ >= 0=< P,e.@ >,

ou sela

1...«®-.- ' l.-..ü'».
que é equivalente à

P@(-n) PV,(n).

Como n € N foi escolhido arbitrariamente, segue que a transformada de Fourier de p@ é

zero. Segue da Observação 1.3.7 que ç)@ = 0 q.s., que é absurdo dado que ? e @ são vetores

unitários de L" (T).

Portanto, .l( não pode ser um subespaço vetorial fechado não trivial próprio de .172, isto

é, K = 0 ou .1( = .172. []

Definição 1.3.23. Sda V um operador soba um espaço de .Inibem 7{, e seja K um subespaço

uetodaZ /ecAado de 7{, chamamos de compressão de b'' para K o operador .f)KylK, isto é, a
prajeção odogonaJ sobra K composta com a mstdção de }'' a K.

Definição 1.3.24. Seja .f'H, a prdeção odogonaZ de L'(T) soZ,re H' e p C L'(T) e con

si'Z"' a "mp«ã. d' Mv, p C L"(T), . H', d.'Z' po,

T.: Ha --+ Hu

f - Pn.QVf)

Chamamos 7b de operador de Toeplitz com símbolo g.

Note que um operador de Toeplitz é sempre limitado e do Lema 1.3.11 temos

llzvll $ 11pll.

Note também que Tt. = C/

Proposição 1.3.25. .A apZácação

r : ].,"(T) --, B(#')

é Zánear e pmsema a@untos, isto é 7l; = To.
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Demonstniçãar+-lineaídade del' segue dã linearidadidê .f)x; ikla distributividade do

produto em L-(T). Quanto ao adjunto, se /,g C H2, então

< q(/),s > < /,Tp(g)>
< Pn, ti).{Pg >

< Pj,g'>
< Pu, (9j), g '>

< f,Pn- qpgÜ >
< f,vg'>

< ©f.PH- Çgh '>

< TP(/), g >

p'rtanto < {rl;(/) -- TP(/), g >= 0, yg C H2, i,to é, 7l; 7 . D

Como

Segue da Proposição acima que, se P = g, então TP é auto-adjunto.

Note que, para p = cl e @ = e.1, temos TP = Tc. = C/ e 7b = Te.. = 7h = U'

U'(co) = 0, UU' # 1, mas 7h. = T.. = 1, portanto em geral não temos a igualdade

7 7 -7h

A Proposição 1.3.26 abaixo nos dá condições suficientes para que esta igualdade seja ver.
dadeira.

Proposição 1.3.26. Se p € L-(T) e @ C J7", então

zh-7 7 '7 .-1 7

Z)emonstrnção. Cromo @ c .]]roo, segue que @.f/2 C ]l/2. Para cada .f C .272, temos que

TpT@(/)(PP«,(V'(.f))(P@(/))

Daí, como P c L"(T), segue que

:Zh + (ZpTú)' (Tw)' + Tó%

D

Proposição 1.3.27. Se p € L"(T), então TP é compacto se, e somente se,

Z)emonslração. Seja U Tc. o saiu unilateral. Temos que

u'"(..) n

0

se m > n

se n'iz < n
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Dada. f € :/;rai temos

llu'"(/)ll:

oo ll'

>: <.f,.. > ('m-«)j -
m=n 112

u*" >ll: < /,c. >c.
m=O

2

2

>l:t< /,.. >1'

de onde segue que a seqüência (t/'"(/))..N converge para zero em L'(T).

Seja F' um operador de posto anito, então existem .fi, ..., /n, gl, ..., g« € .172 tais que

F(h) >l: < A,gf > /., Vh c H
i-l

Assim, dado m C N e h € .fia temos

U'"/'(h) gi> U*"(/.),
n

l&

(Observação 1.1.13). Como, para cada l $ i$ m,

lim U'"(/.)771--+00

dado c > 0, existe N.. € N tal que

m > W. :> llu'"(/.)ll2 <
E;::. llpjll,

Tome N = máxlN. : l $1 i$ n}. Se m 2: .V, então

llu*"r'll s«PlllU*"F(h)ll, : llhll, - l}
fll n

s«p 'l }. < A,g. > u'"(/.)
k ll {-l ll2

s«P 'l llhll2 }: llP:ll, llU*"(Â)ll,

=;:1-iÍi;E >ll: llgilla = c,

llhll,

llhll,

l

l<

<

isto é.

lim U*"F =0
77t ; CX)

(1.18)
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Como os operadores de posto finito em #Zsã(nlensos ent K(;l#) rllC/nmll
«l C N', se K € K'(]7'), temos que

IÍparrt;õdõ

lim U*"K =0
772,--+(X)

Se ./' € H', então

qTpTe.(/)(PPx,('-/))(q'P':/)

daí, por indução, prova-se facilmente que

:r="Tp7= (/)

Segue que

llzpll 2'TTp2'='ll - llc/'"%c/"ll $ 11p*"zpll,

para todo m € N. Portanto, adicionando a hipótese de compacidade para TP, obtemos
TP = 0, que implica p = 0. []

Proposição 1.3.28. Se p c a(T) e @ € L'(T), então

TvT+ - T.p.b (1.19)

e

7 7 -7 , (1.20)

são operadores compactos

Z)emonsfração. Como

7 7 - 7h - (1 7 7b)',

a compacidade do operador dado em (1.19) decorre da compacidade do operador dado em

(1.20). Como I' é denso em C'(T) (Proposição 1.3.5), podemos supor que g C I'. E, como

a aplicação p n TP é linear, sem perda de generalidade, podemos considerar p = c., para

algum n C Z. No caso em que n 2 0, segue da Proposição 1.3.26 que 7bTc. = 7b.., e daí

7bTc. -- T@.. é o operador nulo, que é compacto.

A prova de que T+7=... -- T@... é um operador compacto para todo k > 0 será feita por

indução em k, como se segue.

Se .f C .17a, então

7 Z..(/) PH,(@PH,(C-I/)) = PH,(@(C-:/-- < /, .O > .-1))

PH,(@'-1/)-- </,'0 > PH,(@'--) -- </,CO > PH,(@C-I),

33



daí oposto do operador líi,lil.i ' J @c.. = -- < .f, co > ]Fhí(LillFi!::i) ê zerãoü ünçaque gãiãnte
que este operador é compacto.

Admita a seguinte hipótese de indução: suponha que para k Z l vale que

T@T... - T+... C X'(H'),

para todo V' € L'(T). Como T@...Tc.: Z(IPc-k)c-i é compacto, segue que

7 ...Z-: T@.-0..: + (T+T... - T+...)T. . &Z..Z.. 7 '-'-.

&Z.... 7 '-'-.

7+Tc.Ü+U 7Úc a+

é compacto, dado que .K(H2) é uma +-álgebra fechada. D

Definição 1.3.29. Seja 7 a a'-subáZgebrn de B(H2) gerada por todos os operadores de
ZoepZitz TP ta s que g € O(T). Chamamos 7" de álgebra de Toeplitz.

Seja 7{ um espaço de Hilbert. A Proposição a seguir decorre do fato de que todo ideal

não nulo de .B(H) contém todas as projeções de posto l e do Teorema l.l.ll(iii). Mais

detalhes de sua demonstração podem ser encontradas em jll, Teorema 2.4.71.

Proposição 1.3.30. Se H é um espaço de HáZbed e .r é um ideal não nulo de l?(H), então
.r co«tém F'(H).

Observação 1.3.31. Se / é um ideal /ecÀado não nulo de K(H), então / também é um
ideal de B(H), e p.d«t. d"e «nte, F'(H). z,og., .r = K(H), {.t. é, K(H) é simples.

Proposição 1.3.32. O comutador da á/febra de ToepZátz 7 é .R'(H2).

Dem07zstmção. Suponha que .K é um subespaço vetorial fechado de /l2 que é invariante por

ZP, para todo ZP C 7. Em particular, /( é invariante pelo sA{/t unilateral U. A Proposição
1.3.22 implica que .f( = 0 ou .l( - .ll/2. Portanto 7" é uma (7'-subálgebra irredutível de

Agora note que P = / -- UU' C 7 é um operador de posto 1, portanto compacto, daí

P € 7"Í'l Ã'(X2), de onde segue imediatamente que 7"R K(#2) # 0. Logo a Proposição

1.3.20 implica que Ã.'(X2) C 7"

Note que, como 7 é gerado por elementos TP com p C C'(T), então o quociente 7/Ã.(-H')
é uma C''-álgebra comutativa e é gerado por elementos TP + K(H') com p € C(T). Entre-

tanto, segue da Proposição 1.3.28 que, se g C C(T), então

B(H')

%q--%p TpT@ - TpP C Ã'(H)
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e

7l;Zp - ZP« - ZPTp - 7'@ C Ã"(H),

e con:lo 7bil:: T@, as classes de ZP7; e 7ç.,ZP coincidem em os si.radores

p = 1 -- c/c/' = u'u -- c/c/* = [p', u] € /,

obtemos que / é não vazio, e conforme Observação 1.3.31, K(/12) é simples, portanto / -

D
Proposição 1.3.33. ,4 aplicação

@: a(T) --, I''/Ã.'(H')
P n %, + Ã"(.#')

é um +-isomot$smo

D

na palma. 9. uma família de espaços de Hilbert e sela .Er = Oicilíi a soma direta definida

Para cada ie 1, seja Z,i € .B(Hi), e considere .L : .# --, .# dado por

L(hài = Lil.tLà € '1"h, 'Vh ç: H.

Note que .L é linear, portanto Z é um operador de ]?'. O adjunto do operador Z, é dado por

z'(À).
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e se K e L sao operadores deste tipo, entao o produto e dado por 

Afirmamos que L E B(H) se, e somente se, supiEI IILill < oo e, neste caso, 
IILII = supiEI IILill, Com efeito, se L E B(H), entao, para cada h E H, 

sup 11Li(hi)ll2::; IIL(h)ll2, 
iEI 

logo 
sup I\Lil\ ::; IILII < oo. 
iEI 

Reciprocamente, se a= supiEI IILdl < oo, entao 

IILl\2 = sup {I: 11Li(hi)ll2: L llhill2::; 1} 
iEI iEI 

< sup {I: IILill2ll(hi)ll2 : L llhill2 ::; 1} ::; a2, 
iEI iEI 

daf IILJI ::; supiEI IILill, o que implica IILII = supiEI IILiJJ. 
Denotamos L = EBiEILi e chamamos L de operador soma direta dos operadores Li. 
Se, em particular temos L, = Si um shift unilateral para rti, chamamos S = EBiEISi de 

soma direta de copias do shift unilateral. 

Teorema 1.3.34 (Wold-von Neumann). Seja H um espaco de Hilbert e seja V E B(rt) 
uma isometria. Entiio V e um uniuirio, ou V e uma soma direta de c6pias do shift unilateral, 
ou V e a soma direta de um uniuirio com uma soma direta de c6pias do shift unilateral. 

Demonsiraciio. Suponha que V nao e um unitario e nem a soma de copias do shift unilateral. 

Seja 
00 

K = n Vn(rt), 
n=O 

e note que V(K) = K. Se PK e a projecao ortogonal de 1t sobre K, entao V comuta com 
PK, e portanto segue da Observacao 1.3.18 que K e redutivel por V. 

Sejam W a compressao de V para K e W' a compressao de V para K 1-. N ote que W e 
uma isometria e que 
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isto e, W e sobrejetivo, e portanto unitario, Provaremos a seguir que W' e uma soma direta 
de copias do shift unilateral. Mas para isso, precisamos antes construir uma soma direta de 
subespacos de 1t que seja igual a K 1-. 

Seja [, = (V(1t))1-. Note que, como [, C 1t, entao 

V(C,) c V(H) c 1t, 

e como 

quando 
Vn(t,) c V(H) c 1t, 

segue por inducao em n que 

Logo, se m, n E N sao tais que m < n e x, y E [,, entao 

(1.21) 

dado que vn-m(y) E t,\ Vy E C,. Portanto, Vm(t,) e ortogonal a Vn(t,) se m-:/ n. 
Fica assim bem definida a soma ortogonal EB~=o vn(t,), que afirmamos ser igual a K .1.. 

Com efeito, note que 

isto e, vn(t,) e ortogonal a vn(t,1-) = vn+1(1t), e como K c vn+1(1t), segue que 
vn(t,) c K 1-, para todo n E N, e portanto EB~=O vn(t,) C K 1-. Basta agora mostrar a 
inclusao reversa, que e equivalente a mostrar que se x E K1- entao x E vn(t,), para algum 
n E N. Mas isto e equivalente a mostrar que se x E vn(t,f, para todo n E N, entao x E K, 
afirmacao que provaremos por inducao, Nesse sentido, suponha que 

00 

x E n (Vn(t,)l, 
n=O 

e vamos mostrar que x E Vn(H), Vn E N. Se n= 0, entao V0(1t) = 1t 3 x. Se x E vn(1t), 
entao existe y E 1t tal que x= vn(y). Entretanto, como 

segue que y E e,1- = V(1t), e portanto x E vn+1(1t). Acabamos de provar que 
x E Vn(H), Vn E N, de onde segue que x E n::°=o Vn(1t) = K. 
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Seja E uma base ortonormal para C. Segue da afirmacao anterior que LJ:=o vn(E) e uma 
base ortonormal para K J_. Seja e E E e considere o subespaco de Hilbert L; C 1t gerado 
por {Vn(e) : n E N}, segue de (1.21) que (Vn(e))~=o e uma base ortonormal para C,e, Entao 
KJ_ e a soma ortogonal interna EBeEELe, isto e, cada Le e subespaco de tc- e Le1-L1 se, e 
somente se, e =/ J. Como cada Le e invariante por V, a compressao ½ de V para L; e um 
shift unilateral e W' = EBeEE VE, D 

0 proximo resultado mostra que a algebra de Toeplitz T e universal para (G, R), sendo 
G = {I,S,S*} com 

R = {S*S = I,l* = 12 =!,SI= IS= S,S*J =IS*= S*}. 

Teorema 1.3.35 (Coburn). Seja B uma C*-algebra com unidade e seja v E B uma isome­ 
tria. Se U = Tq E T, eniiio existe um ilnico =homomorfismo <p : T ---, B que preserva a 
unidade tal que 1.p(U) = v. E mais, se vv* =/ l, etitiio <p e isomeirico. 

Demonstraciio. Considerando a representacao universal de B, podemos reduzir esta demons­ 
tracao para o caso em que Be uma C*-subalgebra de B(H), para algum espaco de Hilbert 
H. Segue do Teorema 1.3.34 que podemos escrever 1t = EB>.EAH>. e v = EB>.EAV>., em que 
cada V>. e um unitario ou o shift unilateral. 

Suponha que V>. e um unitario, Segue do Exemplo 1.2.9 que existe um unico *-homomorfismo 

<P>. : C('lI') ---, B(H>.) 

tal que ef>>.(E1) = V>., Segue da Proposicao 1.3.33 que existe um *-isomorfismo 

1P : C('lI') ---t T j K(H2) 

com 1/J(Ei) = [TfJ E a aplicacao quociente q: T---, T j K(H2) nos da q(U) = q(Tfi) = [Tq], 
Assim, como as aplicacoes acima preservam unidade, basta fazer 1P>. = ef>>. o 'ljJ-1 o q, que 
obtemos um homomorfismo que preserva unidade de T em B(H>.) satisfazendo 1P>.(U) = V>., 

Suponha agora que V>. e um shift unilateral, isto e, existe (J;)nEN base ortonormal de H>. 
tal que v>.Ut) = J;+1. Entao existe um operador 

W>. : H2 ---, H>. 
En 1----t f~' 

de onde obtemos O operador unitario V>. = w>.uw;. Portanto a aplicacao 

1P>. : T ---, B(H>.) 
a 1----t W>.aW; 
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é um+-homomorfismolsométrico tal que qh(tlr) =uÀ.

Seja (g,H) a soma direta da família das representações (PX,.Hx)x.A de 7". Então
P : 7" --, .B(H) é um +-homomorfismo que preserva unidade tal que p(U) = Oxux = u.

E, como p(U) C 1? e C/ gera 7", segue que p(7") c B.

Suponha agora que tlu' 7é 1. Então algum uÀo é um shiH unilateral. Daí a representação
(Ph, Hxo) é fiel, e logo (p, H) é Êel. Portanto, p é isométrico. '

A unicidade de p segue do fato de que U gera 7".[]

1.4 0 produto cruzado de uma O*-álgebra com unidade
porá

Em geral, para a construção do produto cruzado, são necessários uma C'-álgebra .4, um
grupo topológico localmente compacto G e uma ação P de G em ,4. Uma ação # é um

homomorfismo do grupo G no grupo dos +-automorfismos de .A, denotado por Aut(.4).
Equipando o grupo dos +-automorfirmos .4 com a topologia d& convergência pontual, exigi-
mos a continuidade da ação P, isto é, exigimos que, dado a € .4, a aplicação

g n ag(.)

seja contínua. Neste caso, chamamos a terna {.,4, G, P} de C'-sistema dinâmico. Constrói-se

uma +-álgebra Li (G, .A) e uma (;'-seminorma sobre Li (G, .A), e a C'-álgebra envolvent. deste

par, denotado por .A xP G, é conhecida como o produto cruzado de .4 por G (implementado

pela ação #). Neste trabalho, em particular, vamos considerar .4 uma C'-álgebra com

unidade e G = Z (grupo dos inteiros), equipado com a topologia discreta. Neste caso, P é
obviamente contínuo

G A

Proposição 1.4.1. O Aomom07:esmo P : Z --» Aut(.A) .Pca unicamente delermánado por um
lÍRico elemento de Aut(.4).

Z)emonsfrnção. Tome a = #(1), segue imediatamente (lue

P(-1)'P(1)(0))'P(-1)+P(-1)oa
isto é, a-i = P(--1). Assim, dado m inteiro positivo, temos

m composições

P(m) -P(1+ 1+...+]) -#(1 - 0(1);':'=7(i)(p(i))"
m vezes

e, analogamente. #(--m) = a-". D
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DessaJor

ll/ll- - }: ll/(«)ll,
m€Z

o que nos dá facilmente uma norma neste espaço vetorial.

Vamos então equipa.r o espaço vetorial formado {.K(Z,.A), 11.11] } com um produto '
convolução. Dad(n /,g C K'(Z,.A), de6na, para cada t € Z, --'' ''"' '"' '"vuu'u ue

/ * g(n) a"(g(n - m». (1.22)

e observe que este produto de convoloção depende do +-automorfismo a. Agora, vamos
definir neste espaço uma involução. Pa.ra cada/ € X(Z, .4) e para cada n € Z, defina

:= : ::J:fãf3' :Z
) . (1 .23)

conuoZução de$n do por (1.22) e com

tive Dados/, g € .fios mostrar inicialmente que o produto de convolução é submultiplica.

11/ * pll.
En/ * g(«)H -XIX J'(m)."b(« - m»

$ }: }: 11.f(m)a"(g(n-m))ll
neZ meZ

$ }1: }: ll.f(m)ll lla"(g(n - m))ll
neZ meZ

ãll=1 '"-««--l=-.«««-1 «.«:

Vamos mostrar agora que a involução é isométrica. Dado .f € Ã'(Z, .4), temos

ll/'ll- - }: ll/'(«)11 - >:11«'(/(-«)')11
neZ neZ

}: ll/(-«)'11 - }: 11/(-«)11 - 11/11:.
nCZ neZ
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a

Vamos passar a denotar {K(Z, '4), ll.lli} simplesmente por K(Z, .A). É natural ago.a
fazer o completamente desta +-álgebra formada para obter uma +-álgebra de Banach. De..
notaremos por Zi(Z, .A) o completamento de K(Z, .A) na norma ll.lli

Para cada m C Z seja õ. € Zi(Z, .A) tal que

Õ«(«)-.l t" ""-m
1 0 senPm

note que õ: = õ.. e ó& + (51 = ók+i, quaisquer que sejam k, Z, m C Z. Assim,

Õo + Õ. = Õ. = Õ. + Õo, Vn C Z

E, se n > 0, então

analogamente, se n < 0, então

Õ. = Õ.l + ... + Õ-l.

-n vez«

Definindo, para cada a € .4 e para cada n C Z, o elemento aõ. através de

'õ.(«)- 2 : ""'"
1 0 sen#m

segue que cada elemento / c .K(Z, .4) pode ser escrito como soma finita de elementos do
tipo aó..

Observe que se a, b C .4 e k, m, n C Z, então

«Õ. *M. Õ«--«. (1.24)

Em particular, se n > 0, então aõo + õi = a(íi, qualquer que seja a € .4, em que õi = 1.4õi.

Das considerações acima e da densidade de Ã(Z, .4) em ZI(Z, .4) temos o seguinte resul-
tado.

Proposição 1.4.3. Zi(Z,Á) é a 'P-áZgebra de BanacÀ gerada pelos e/ementas a(5o e l.4di,
«nd. 1..*.5. . -id.de de Z:(Z, .A).
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Definição 1;4.4rSejü7i uíni espaçaUé']7ZZbed:Dã7zmos quem'i([J'l']l} é uma representação
co«miant' 'Z' O'-,üfema dana«.ic. {.4,a} «, e «m.nte se, (r,H) é «m. *-mp"""t"ç''
«ão d.ge«e«d« de 4 e (U,H) é u«.. «p,'",'t.ção -atada de Z t.is q«e

U(m)«(.)P(m)* «(a"(.)),

qua squer que sejam a C .A e m C Z

Observação 1.4.5. Se .4 é uma (;'-áZgebra com unidade, então, para que uma apresentação

l.x,'H) seja não degenerada, é necessáHo e su$ciente que {p preseme unidade. (üde {ll,
Pagar. i421)

O próximo resultado dá uma caracterização de todas as representações não degeneradas
de Zi(Z, .A)

Proposição 1.4.6. Seja 7{ um espaço de .lbZbed

r.) Se («, U,H) é «m. «p«",'t.ç'o ""d-te do C'-.ã.te«.« d{«á«.ico {.A,a}, então .
ezpressao

P(/) «(/(n))U(n)
n€Z

d'$"' .'m' *-''p,'"nt ção ,'ã. d.gene«d« (p, H) de Z:(Z, .A).

rb) R«ip"«m'nte, « (p,H) é um« *-wp«"«t«çã. «ão deg.n««da de Z.(Z,A), então «
restHções dadas por

«(.) (.ó.) . U(m)

determinam uma repmsentação couaha7zte de {.A, a} .

Demonstração. (a) Como K(Z,.A) é denso em Zt(Z, .4), vamos começar mostrando que

p(Ã'(Z, .A)) C Z?(H) e que plK(z,4) é um +-homomorfismo de +-álgebras.

Assim, se / C K(Z, ..4), então

llp(/)ll }: «'(/("))C/(") $ >1: 11"(/(n))U(n) ll
neZ ll neZ

}: llr(/(n))ll llc/(n)ll ll«(/(n))ll
neZ neZ

}: ll/(«)ll - IÊ/ll-.
n€Z

<
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'i" /'lK(z,'{) ' u"' *-uunioinornsmo, note que a linearidade é imediata e
se /, g c K(Z, .4), segue que

P(/ * g) * g(n))U(n)
n€Z

E " l=''«'."'.'« - «"1 "'«,

>ll: }: «(/(m))«(a"(g(n - m)))U(n)
neZ meZ

>l: }: «(/(m))U(m)«(g(n - m))U(m)'U(n)
neZ meZ

>: }: «(/(m))U(m)«(g(n - m))U(n - m)
neZ meZ

)l: «(/(m))U(«.) }: «(g(n - m))U(n - m)
meZneZ

>l: «(/(m))C/(«.) )ll: «(g(,))u(,)
meZr+meZ

Para mostrar

e

>l: r(.f'("))U(n) «(a"(/(-n)'))U(n)
neZ nCZ

>l: C/(")"((/(-")'))U(n)'C/(n) U(-n)*«'(/(-n))'
neZ neZ

l }: «(/(-n))P(-«) 1 - P(.f)'
\-nCZ .,/

Como llp(J')ll $ 11/11i qualquer que seja / € K(Z, .A), segue da densidade de K(Z,.A)
em ri(Z, Á) que p é um +-homomo-filmo de Zi(Z, .A) em .B(H).

Segue da Observação 1.4.5 que r preserva unidade e, como p(l.4õo) = n(1.4) = /, isto
implica que p também preserva unidade e que (p, 7{) é não degenerada.

(b) Vamos mostrar inicialmente que (n, H) é uma +-representação não degenerada de .4. Se
a, b C .4, então, segue da equação dada em (1.24), obtemos

«("b) - P('Z'Õo) (.óo * Z,Óo) 'Óo)P(bÕo) (.)«'(Z,),

+

P(/')

= p((aõo)') = p(aõo)' = «(a)',

43



portantos) é-umr +-represent;açãõ d& ;'t Cóitiú ii'(li) = P(l.Àóã) Ül; segue ãue
(n, H) é não degenerada.

Vamos mostrar agora que (C/, H) é representação unitária de Z. Se m, n C Z, então

U(m+") -) (Õ«*Õ«) )P(Õ.)

U(-m) ) ) )'

e

U(m)'U(m)(ó«)p(Õ«)' - P(Õm*Ó;)(ÕO)

P(Ó= * Õ«) )'p(õ«) - U(m)'U(m).

Basta agora mostrar que (r, C/, H) é uma representação covariante do (7'-sistema dinâmico

{..4, a}. Com efeito, se m € Z e a € .4, então, utilizando novamente a observação feita
em 1.24, obtemos

U(m)r(.)U(m)' P(Õm)P(''50)P(Õ-m) P(Ó«)P('Õ0* Ó-«) Õ«)P(.Õ-«)

P(Óm* 'Ó-«)(a"(')Óm-«)(.)Õo)

D

Definiremos a seguir uma representação especial de Z.

Definição 1.4.7. Seja }{ um espaço de #zlbed. .4 representação regula à esquerda de Z
em Za(Z, H) é o à.«.omo$.m. A : Z --, B(Zz(Z,H)) t.Z que

((A(m)) (z)) (n) = «(n -- m),

gua squer qae soam m, n C Z e z C g2(Z, H), em que Z2(Z, H) é o espaço de HáZóed de todas
m funções = = % n 'H tais que

ll«llg }: ll,(n)ll' < w.
n€Z

Observação 1.4.8. .4 representação regular à esquerda é uma apresentação unítáha de Z.
Oe /af', «mo A("')' = A(--m), Vm C Z, « m,n € Z e z € Z,(Z, H), e«tão

((A(m)A(m)')(«))(")((A(«'.)')(«)))(n)(A(-m))(z))(n - «.)

(«)(« - « - (-«)) - «(«)
(")(n --(--«.) -- m) =((.A(m))(z))(n --(--«.))

(A(--m)((A(m))(z)))(n) .À(m)'((A(m))(z)))(n)

(A(m) 'A(m))(z))(n) .
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Proposição 1.4;9; $rR éal07Üuntã adiadas as +-mpresenZaçãei nãõ degeneradas de

gi(Z,.A), e"tão R é não vazio. Em radicular, e«êste em R uma *-mpresentaçães ./ieZ de
Z: (Z, .4) .

l)emonstmção. Sejam H um espaço de Hilbert, (n, H) uma +-representação de .A e (A, Z2 (Z, H))
a repr'sensação regular à esquerda de Z. Defina (#, /2(Z, H)) a representação de .A dada por

(#(.)(z))(m) «'(a'"(a))(3(m)),

quaisquer que sejam m C Z e z € Z2(Z, 7í).

Vamos mostrar que (#, A, Z2(Z, H)) é uma representação covariante do (7'-sistema dinâmico

{4, a}. Já observamos em 1.4.8 que a representação (A, Z2(Z, H)) é unitária. Vamos mostrar

agora que (#, Z2(Z, H)) é uma +-representação de .A. Se a, b C .A e z C Z2(Z,H), então

(#(.b) (z))(m) «(a'"(aZ,))(z(m)) '"(.)a'"(b))(z(m))
«(a'"(.))(«(a'"(b))(z(m)))(a'"(.))(#(b)(z)(«.))
(#(')(#(b)(=)))(m) - ((#(.)#(b))(z))(«.), Vm C Z

e

(Z(.')(z))(m) «(.'"(.'))(,(«)) - «(«'"(.)')(«(«))

«(a'"(.))'(z(m))(z))(m), Vm CZ

Vamos agora verificar a condição de covariância: se m, n C Z, a C .4 e # € Z2(Z, H), então

((.A (n)#(.)A(n) ')(z))(m ) (.A (n)(#(a)(A(n)'(z))))(m )

(f(a)(A(n)'(z)))(m - n)
(r(a'"'"(.)))((A(n)'(,))(m
(«'(a "(a"(.))))(z(m))
(#(a"(.)) (z))(«.) ,

«))

isto é, A(n)#(a)A(n)' = 1(a"(a)), quaisquer que soam n C Z e a € .4.

Segue do item (a) da Proposição 1.4.6 que existe uma +-representação (p, H) de Zi(Z, .A)
dada por

P(/) #(/(n))A(n).

Agora, se tomarmos inicialmente (n«, 7{«) a representação universal de .A e repetirmos a

mesma construção, obteremos ii= um #-homomorfismo injetivo de .A em Z2(Z, H.), dado que

nCZ
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a C Aut(]4)T Assim; denotaiidapõiqA;;Z2(Z, H.)) a representação regular à esquerda de Z

e por pu o correspondente +-homomor6smo dado no item (a) da Proposição 1.4.6, temos que
p« é injetivo. De fato, se / € Ker(p.), então '

0 (/))(z»(«.)

>l: ((&(/(n))A«(n)) (z)) (m)
n€Z

>l:(«'«(a'"(/(n»))(.A«(n)(z)(«.))
n€Z

>:(««(«'"(/(«))))((«)(« - «))
n€Z

>l:n(/(")).A«(n) l («) l (m)neZ.J

quaisquer que sejam z € Z2(Z,H«) e m C Z. Em particulu, dados € C 7í. e k c Z. se
z = eõh, então

(««(a'"(/(m - k)))) (e)

logo

««(a'"(/(m - k)))

daí

a'"(/(m - k»

e portanto ./(m -- k) = 0. Como k foi escolhido arbitrariamente, segue que / - 0. D

Como (p«, H«) é uma representação fiel de /i(Z, .A), então

llp«(/)ll = ll/ll-.

Portanto, segue da Proposição 1.4.9 que a aplicação ' : Zi(Z,.4) --, R+, dada para cada
.f C /i(Z, .4) por

'y(.f) llp(./')ll,
(p,H)CR

está bem definida. Note que ,y é uma (7'-norma sobre a +-álgebra de Banach Zi(Z, .4).
De fato, é fácil ver que o produto de convolução é submultiplicativo e que a involucão é
-sométri" "m r'l'çã. ' '. Se / € Z:(Z, ..4), ente

'r(/'.f) - .,38. llP(./'/)11 - .,%Pn llP(/)11' - 1(/)'

E como existe (p«, H«) € R fiel, se ,y(./) = 0, então / - 0.
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Definiçãu1;4ilOí(1)1)rodutrcruzadadu )'tporZ implementado pelcr#-automorâsmo a é
« O''-áZgeZ,« en«Z«nte d. p« (/-(Z, Á),7), üto é,

.4 x. Z := ?; Z Á)

Proposição 1.4.11. .Baste tina {ncZasãa ásométHca de A em ..4 x. Z. .B mais, ezáste um

g po unítáóo em .A x. Z isomor:fo a Z.

l)emonstmção. Dado a C .A, para mostrar a primeira afirmação, basta definir l(a) = a(5o.

Com isso, a aplicação & : Á --.. ..4 x. Z é um +-homomorfismo injetivo, e portanto isométrico.

Para mostrar a segunda, note que {l..ló. : m C Z} é um grupo e a aplicação l4õ. n m

nos dá um isomorfismo de grupos entre {l,iõ. : m C Z} e Z. Como ljl.4õ.ll = 1, para todo

m C Z, então ({l..!õ« : m C Z} é unitáüo. []

Teorema 1.4.12. .A a'-áZgebra .A x.. Z é ásomor$a a C'-áZgebra anáuersaZ gerada por .4 e
u satisfazendo u.4u+ = J4, com o +-aatom07Jisn7}0 a implementado pelo unítárqo u, ou sega,

e$nã o por a(a) Va € ..4.

Z)emonstrnção. Vamos mostrar inicialmente que dada uma C'-álgebra qualquer Z? e dado

um +-homomorfismo é : Zi(Z,.A) --, B, existe um único +-homomorfismo é : .4 x. Z --, B

que estende é. Com efeito, basta mostrar que @ é contínuo, seja (n, H) uma +-representação

fiel de .4 x.. Z, segue que n é uma isometria. Logo, (n o é,X) é uma +-representação de
Zi(Z, .A) e daí

llé(/)ll «'(é(/))ll $ 7(.f), V/ c Zi(Z,.A),

isto é, é é contínuo.

Vamos considerar agora que B é a C'-álgebra universal gerada por .A e u satisfazendo

u.4a' = .A, com o +-automorfismo a implementado pelo unitário u através de a(a) = uau',

Va C .4, cuja existência decorre do Teorema 1.2.7. Seja é : Zi(Z, .4) --, B a aplicação dada
por

é(/) (m)u", V/ C Zi(Z,.A).
m€Z

Note que a aplicação dada em (1.25) acima está bem definida.

ll/(«.)u"ll $ 11/(m)ll, segue que

(1.25)

De fato, como

}: ll/(m)u"ll $ 11/11-, v/ € z:(z, .A),
m€Z

o que é suficiente para a convergência da série dada em (1.25). Note também que esta
aplicação é um #-homomorfismo de uma álgebra de Banach em uma a'-álgebra. De fato, se
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/J«a(ZíA)Íentão

é(/ *g)

E /(«) l E ««.(« - «)«'-«« l

neZ \mCZ ./

>l: /(«)«" 1 )1: g(m - «)«"'"
nCZ\meZ

}:(/ * g)(m)«" - }:
meZmCZ

>l: /(n)a"(g(m - «))
n€Z

1: .'«,««1 «..,

e

>:(/')(«)«" - ): «"(/(-«)')«"
meZmCZ

:: «'/(-«)'«*"«" - }:(/(-«)«*")'
meZmeZ

l >1:/(-m)«'"l -é(/)'
\meZ/

Logo, o #-homomoríidmo definido em (1.25) é contínuo, e portanto se estende de maneira

única a é : .4 x. Z --, B. Denote por & a inclusão de Zt(Z, .A) em .4 x. Z, e note que

é('('Óo)) 8(.(i«Õ-))

+

é(/')

Por outro lado,

&(l.4ÕI)i(aÓo)ü(l.4õl') = t(l.4ói + aõo + l..{õ;) = &(a(a)õo), Va € ,4,

daí segue da Proposição 1 4.3 que os elementos aõo e l,âát são geradores de Zi(Z, .4), como

+-álgebra de Banach, e portanto geradores de .Á x. Z. Então, pela propriedade universal de
B, existe um único +-homomorfismo @ : .B --.p ,4 x. Z tal que

Ú(a) = aõo e @(u) = IAõi, Va € ..4.

Concluímos então que

@ o @(.(«ÓO)) .('óo) e @ o é(.(i«õ:)) .(l«á-),
assim como

é o Ú(a) = a e é o Ú(u) = u,

qualquer que seja a € .4, isto é, @ é inversa de é. D
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O Exemplo aseguir traA&deum part;icüla' Píõdütõ Ci;üüãdói que Ééiá'impõttante para
fazermos uma aplicação do principal resultado deste trabalho, a Seqüência Exala de Pimsner-
Voiculescu.

Exemplo 1.4.13. Soam 0 C R e ao c Aut(a(T)) dado, para cada / c (;(T), por

ao (/)(.X) .f(e''":'À), VÀ c T

Então .,4o 3 a(T) x.. Z, sendo .4e a C'-dgebra de$náda no .EzempZo .Z.2.13.

Z)emozzstrução. Sejam l = lõo, Z = zõo e W = lõi, em que l,z são, respectivamente, as

funções À '--' l e À -, À de C'(T). Note que W' é o unitário que implemente o #-automorfismo

ao. De fato, se / C C(T), segue da equação (1.24) que

w * (/õo) * n'' (IÓi) * (/Óo) * (IÕ-:)
(ao(/)Õ:) * (IÕ-:)

ao(/)Óo.

Os elementos do subconjunto GC(T)x.eZ ' {l, Z, W'} de O(T) x«. Z satisfazem as relações

de 7Z definidas no Exemplo 1.2.12. Como .,4e satisfaz a propriedade universal para o par

(G,R) (Exemplo 1-2.12), então existe um único +-homomorfismo g : .& --, C(T) x.., Z tal
que p(/) = 1, p(}') = Z e p(H)

Por outro lado, considere C'(y) a C''-subálgebra de .4o gerada por / e \'''. Como y é
unitaário, segue do Exemplo 1.2.9 que a'(1''') çg (;(T). Como

V'll/ = e2'ioUI,r +> V'ZI/[/' C2riOt/\rC/* .e+. C'27rí01,,,
+

)

então os elementos de C*(y) U{C/, C/'} satisfazem as relações dadas no Exemplo 1.2.12.

Portanto, o +-homomorfismo inverso de p segue do Teorema 1.4.12, e do fato de que a
O''-álgebra do Exemplo 1.2.12 satisfaz a propriedade universa]. []
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(capítulo 2

/<.-teoria para O#-álgebras

Apresentaremos neste capítulo as definições dos funtores .Ko e Ã'l associados a uma (7'-

álgebra ..4. Para isso, dedicamos a primeira seção aos requisitos necessários para entender

as definições desses funtores, tais como resultados sobre projeções e unitários em M.(.A) e
as definições de categoria e funtor. Nas duas seções seguintes, além das definições de .Ko

e Ki, apresentamos também as principais propriedades desses funtores, dedicando especial
atenção ao isomorâsmo que identifica .Kí(.A) com .K:.(.A4«(.4)), { = 0, 1 e à estabilidade. Na

última seção do capítulo, enunciámos a periodicidade de Bott e a seqüência excita de seis
termos.

2.1 De6nições e resultados básicos

l)efinição 2.1.1. Sejam X um espaço topoZógico e a,b € X. Z)iremos que a e b são ho-

motópicos em X ou homotopicamente equivalentes em X se Caíste uma ./unção confíhua

u : 10; il --» X faZ que u(0) = a e u(1) = Z,. .4 unção u é c ama a de caminho contínuo .ntre

« e ó e é "'-Zm'nfe d'n.f«'í' p" t -- «(t) - 'á«d' t -- «., ./ic-d. i«.PZ6'ãt. q« t C 10; tl.
Se a e b são homotopicamente equivalentes em X, então denotamos a -,h b

Note que a referência ao espaço em que a homotopia se realiza é essencial. Considere, por

exemplo, que a e b são elementos de uma C'-álgebra .A. A função dada por t n (l -- t)a + Éb

é obviamente um caminho contínuo de elementos de .A. Entretanto se fizermos a suposição

adicional de que a e b são projeções em .A, não necessariamente teremos t -» (l -- t)a + [b
um caminho contínuo de projeções de .A.

Definição 2.1.2. Sejam as C''-áZgeóras .4 e l?
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êi) D amor quudoiavà077iomu'.fõolr/óua w,IF í .A =+ Mão 1lomótopiêõgi Z denotamos

p '"'h @, se existe um camánAos de +-Àomomor$smos pt : ..4 --} .B, cam t C 10; 11, ta/
q«e « .pZá"çã. de 10; tl em B d'd' po, t -. p.(a) é «ntM- p«. «d' . c Á, Po = P
egl= @.

00 Z)iremos que as C'-áZgebras .A e B são homotopicamente equivalentes se ezástem dois

+-Àomomor$smos p : .4 --} .B e é : B --> .A tais que é o g -'h id,4 e p o é «.h ida. .Afaste

caso, dizemos que
.4 -!.» .e -L .4

é uma homotopia entre ..4 e l?

Sejam .4 uma a'-álgebra e n C N'. Vamos denotar por Mn(.A) o conjunto de todas as
matrizes n x n

/ a:: ... 'l« \

\a«l ... a.«/

com alj € .A. Denotaremos um elemento como em (2.1) por (aíj)«x., ou simplesmente

por (alj). Equipando .M«(.A) com as operações de espaço vetorial em cada entrada, com o

produto usual de matrizes e com involução dada por (aij) -, (a;i), temos que .A'{«(.A) é uma
+-álgebra.

Seja (r, H) uma representação fiel de .4. Pala cada a = (alj) C .M«(.A), defina o operador
««(a) : H" --, H' por

(2.1)

.. (
all «('::)((:) + «(«:«)((«)\

«('«-)(e:) + «(a-)(e«),/

«.(.)(e)

qualquer que seja<l (€1 ) e.) € H". Segue que 7r«(a) C B(H') e a aplicação

«« : M«(.A) --» B(H")
« - ««(«)

é um +-homomorfismo. Para cada a C M«(.A), defina llall := lln«(a)llB(Z«) e, com isso,
.M.(.A) é uma O'-álgebra. Dado que a é injetivo, e portanto é isométrico, esta norma não
depende da escolha de n.
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Deâniçãa 2.1.3í Seja p um-i'üomom07yisma de Á
n € N*, de$na . .pZá"ção g« : .M«(.4) ---, .M«(.B) PO,

/ ':: ... ':.\
«-t : '. : l-

\a.l ... a«/

eílz uma a'=áZgebra B: Para cada

'P(.::) P(.:.)

.p(a.-) p(a..)

p.«. f.do (alj) c .M«(.A).

E fácil mostrar que a aplicação p. da Definição 2.1
Utilizaremos a notação

3 é um +-homomorâsmo

dias(st, ...,z«) = l

\.o

tanto para z{ € C como para zi C .4, { :: 1, ...n, e com

:),
isso denotaremos

1. := dias(1.4, ..., 1.4) = 1..+ 6) .h C 4 ® M«(C) çs .M.(.4),

u. := dias(u, ..., U) = U ® in € B ® M«(C) = M«(B),
assim como

u: := dias(u*, ...,u') = U' ® in C B 8) M«(C) B .M«(B),

sendo /n = dias(1, ..., 1) c M.(C).
Sejam n C N* e .A uma (-;'-álgebra. Denotaremos por P(Á) o conjunto de todas as

projeções de Á, isto é, P'(.A) = {p C .A : p = p' = p'}. Denotaremos por 7'«(.A) o conjunto

das projeções em M«(.A), isto é, P.(.A) = P(M«(.4)).
Suponha agora que ,4 tem unidade. Denotaremos por U(A) o grupo dos elementos

unitários de .A, isto é, Z/(Á) = {u c .A : u'u = 1.4 = uu'}, denotaremos por ao(.4) o

subconjunto de Z/(.A) dos elementos que são homotopicamente equivalentes a IA e por ZZ«(.4)

o grupo dos unitários de .M«(.A), isto é, 24«(Á) = a(.M«(.4)). Denotaremos por Inv«(.4) o
conjunto dos elementos inversíveis de M«(.A) .

Seja .4 uma (-;'-álgebra. Vamos definir em P(.A) as duas relações de equivalência abaixo.

.Equivalência .4/unam/-uon .Neumann; p v q se existe u C .,4 ta] que p = u'u e q = ou'
Equivalência unátáMa. p «.'« q se existe u C Z/(.Ã) td que q = tzpu'. Chamaremos um

elemento u € .4 tal que u'u € ?(.A) de ásometha parcial.

As três Proposições a seguir tratam das implicações entre as relações de equivalência

definidas acima. As demonstrações destes resultados podem ser lidas em j15, Proposições
2.2.2, 2.2.7 e 2.2.8j.
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Proposição 2.1.4. Sejam p e q p7uyeçõéí em uma OnãZgêõiÜ A colzl unidade

a$nncLções são equivalentes:
'4s seguintes

(i) P «.. q,

0i q = «P«' p«". .Zg«m eZe«.ent. u c a(.A),

6ü) p -' q e (l. - p) -. (l« - q).

Proposição 2.1.5. Soam p e q p70jeções em tina C'-áZgebrn ..4

(a) Se pmt. q, então PN. q.

(b) Se p'-« q, então p« q

Proposição 2.1.6. Secam p e q pmyeções em uma O'*-dgebm .A.

"' '',-«, «. l: :l -« l: :) .««,.«'

"' '',-«', «. l: :l -» l3 :l .««,.«'

Vamos agora definir categorias e funtores e, em seguida, iremos tratar resumidamente

de limites indutivos, tendo em vista resultados importantes de .K-teoria. Como referência
básica, usamos j151.

Definição 2.1.7. C/ma categoria C consiste de uma classe ê(C) de abetos e, pa7'a cada

par 'íe objetos .A, .B c ó'(C), u«' coÚunlo Mor(.A,.B) de m.ramos rde .4 em B), co". a
seguinte wgra associativa de composição:

Mor(.A,.B) x Mor(.B,(;) --, Mor(Á, a)
(P,@) n @.g,

fa/ que, quaisquer que soam .A, .B ob/elos de #(C), ezístem elementos id.4 C Mor(.A, .4) e
ida C Mor(.B, .B) que satáó/agem

ida o 9 = P = P o idA, Vp € Mor(.4, B).

Dizemos que um objeto N' numa categoria C é um abeto nulo se Mor(.4, .V) e Mor(.V, .A)

contêm um único elemento para todo objeto .,'l C a(C). Denotaremos o objeto nulo de uma

categoria C, cuo exista, por {0}, ou simplesmente por 0. Se ,4, .B € a(C), denotaremos por
0B,..4 o morfismo que leva todo elemento de .4 no elemento nulo de .B.
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classe de objetos é a classe de todas as a'-álgebras e os morfismos são os +-homomor6smos.

e a categoria dos grupos abelianos, cuja classe de objetos é a classe de todos os grupos
abelianos e os morfismos são os homomorfismos de grupos.

Dizemos que a seqüência (finita ou in6nita) de objetos e morfismos de uma categoria

---., .4{ -!b ÁÍ+: !!B '4í+2 '''''
é ezafa se Im(pí) = Ker(pi+i), para todo i. Uma seqüência exala da forma

o ----, .,4 -.b B -L a ----, o (2.2)

é chamada de sequência ezafa curta. Neste caso, dizemos também que .B é uma edensão de

.4 por C'. Dizemos que a seqüência excita curta dada em 2.2 cinde se existe À : C --+ .B tal
que @ o À = idc

Definição 2.1.8. Um funtor covariante rou simplesmente funtor,) F entre duas categohas C

e D é «ma wZimção .A n F(Á) 'Í' a(C) 'm ó'(D) ' um' colega. aplicações p n F(p)
de Mor(A, B) e«'' M«(F(A), F'(B)), qu.üq«e, q«e sd.«.. « .b't« .A, .B € d(C), t.Z q«e

01 F(id4) - idp(.4) para todo o»eto .4 c a(C),

60 « .4, .B, O' C #(C), '"tã' F(V''P) - f'(V') 'F(p) q«i.gue, g«e .d'«. p C Mor(.4, -B)
e V' € Mor(.B, a)

Sejam C e D categorias com objetos nulos e seja F um funtor entre estas categorias.
Dizemos que F presema o»elos nulos se F({0}) = {0}.

Sda

o ----, / --z., .4 --ll B ----, o

uma seqüência excita curta de objetos de C. Se F preserva objetos nulos, então

o ---, /'(]') :B /'(.4) !© /'(.a) ---', o (2.4)

é uma sequência em D. Dizemos (lue o funtor F é meio-ezato se Im(F(p)) = Ker(F(@)) e

que F é erafo se a sequência 2.4 é exala. Dizemos que o funtor F é ezafo que cinde se a

seqüência dada em (2.4) cinde quando a seqüência dada em (2.3) cinde.

Uma seqüênc a indutiva numa categoria C é uma seqüência {.4.}=:i de objetos de C e

uma seqüência de morfismos p. : .4. --+ '4.+i, usualmente denotado por

.4: -!b .,4, -!b ..4, -!b

Vamos denotar por Pm,n : .4n '"+ .4m o morfismo dado pela composição P. P« ioP. 20
o9.

(2.3)
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l)efiniçãcr2:1;9:WmÜiiiiitd iiidiiiiii;o de uma seqüêncja ndufit;a

.4i -!b .4, -!b ,4. -!b
' ' ''' ' '''' (2.5)

-"'" "fey.da C é ««. .üte«.. (A, {P«}=:), em q« ..4 é «« .b't. de C e, p«. ..da
n C IV', /4R : '4n --.> .4 é Un7& n7 0ryismo em (J, saflllEÃazendo as duas condições aóaãzo.

rO Para cada n c N', o diagrama

A. '4.+i

"\
Á

com fa

tim oóyeto de em C, À. : .4. --, B é um
1 0 gn pam cada n € N', então ezáste um

Á.

À.

A
À

B

comutar para lodo n C N'

sl t,h:,':i:=::=='=::==:'==:i==il':T F:% T :
Á. A.

p«/ IÀ«\p. ,,. / \'/ l ''" \''" p«,/ \p.

' -T- B --7- 'i ''i

R hãilBlilÜi$ EãB :
.,4i -!b ..4, -!b .,4, -!b

À.

/

/
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tambéml)or !i!!(:l4;iin;)i ou simplesment;iÍljdm 4;:

A Proposição 2.1.10 abaixo será importante para mostrarmos logo em seguida que o limite

indutivo das matrizes comp]exas é a (]''-álgebra dos operadores compactos num espaço de
Hilbert separável de dimensão infinita. Como referência para sua demonstração, indicamos
j15, Proposição 6.2.41.

Proposição 2.1.10. Toda sequência indutàua de a'-álgebrns

..4: -!b ..4, -!b ..4, -!b

«d«.ãte ««. limite á«d«t{« (.4, {p«}=:.). .D m«i.,

.A - U p«(.A«)
n=l

Proposição 2.1.11. Oonsidem a sequência

C -!b M,(c) -!b .M3(c) -n,

em que, para cada n C IV', 9n e dado por

"«'., ; .- l= :1 . «'«:.''

O Zãmàt' i,'d«tã« 'í"ta 'qüência é X(H), . a'-áZgeb« d« ope,«d«es c.mp«to. «'" "".
espaço de Hâlbed separáuel de dimensão in$nàta 'H.

l)emonstmç:ão. Seja (en)«20 uma base ortonormal para H. Para cada n € N, defina a
projeção Fn C B(H) dada por

En(A) = > : < h, ei > ei, Vh C H

e considere a aplicação de .M«+i(C) em Fn.B(H)En dada, para cada (Àij) C .M«+i(C), por

P.+i(Àij)(h) = }: )1: Ài+ij+i < A, ej > eí, VA € H.
i=o .j=o

Como FnB(H)Fn é um ideal bilateral fechado de l?(H), segue que é uma C'-álgebra. Afia

mamas que p.+i é um +-isomorfismo de M«+i(C) em FnZ?(H)Fn. De fato, é fácil ver que

:0Z

n n
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/zã+i é lhe rpreserva. produtõrOa(lóg (ÀÚ) € Â'Í;;.i-i(C) ílii;7z2 € H temos

)l.d Àf+ij+i < hlteJ > ei,À2 > = >.# Ài+ij+i < Ailej >< ei,ha >
iJ-o / {,.jio

hi, )l: ÀNi+ < A2,ei >ej
{.j=o

isto é, P«+i(Àej) = P«+i(ÀiJ)', logo p.+: preserva adjunto. E como

)l: Ài+ij+l < h, ej > ei = 0
{,j=o

para todo A C H se, e somente se, (Àij) - 0, segue que p.+i é injetiva. Vamos mostrar agora
a sobrejetividade de p«+i. Se T C Fn.B(H)En e h C H, então

2., < h, ei > T(e:), ej > ej
í-o

(FnrFn)(h) (h))) }: < h, ei > e{
{-0

n

n

T7'(h)

/ n \

En 1 }, < à, e. > ]" (e.) l
\Í=o /

}, )l: < A, e. >< r(q), 'J > ej
.j=o í=i

>l: >1: < T(ei),'j >< h,'. > 'j À.j)(À),
.j=o í=i

com Ài+ij+i =< T(ei),ej >, quaisquer que sejam i,.j = 0,...,n. Portanto p.+: é um
+-isomorfismo.

Como U' 0 FnZ?(H)Fn = F'(.H), o conjunto dos operadores de posto anito de H, que é
denso em K(H), segue de 2.1.10 que

Ã'(H) F'(H) U Fn-B(H)Fn
n=0

U p«-.-(M«--:(c))
n=O

A Proposição que se segue, análoga à Proposição 2.1.10, dará sentido à propriedade de
continuidade dos funtores .f(0 e Ki, que veremos mais a Rente.

Proposição 2.1.12. Toda sequência ándut ua de gmpos aZ)eZÍanos

n

G:-!b G,-3.,G,-!b
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admãt mJ mit&lndUfit;o(Gít#nlj::í)='EmaãSi

G - U Â.(G«)
n=l

Seja agora .,4 uma (;'-álgebra e seja .A = {a + al.Ã : a € ..4 e a C C} sua
definida na Seção 1.1. Considere os H'-homomorfismos

.:.4-..., .Ã z: .Ã -----C À:C- .Ã

a F-+ a+0'1.i a+c1lÃ 1--> a a }--} 0+a

Claramente & é injetivo, a é sobrejetivo, a o & = 0 e r o À = idc, logo

é uma seqüência excita curta que cinde de (;'-álgebras.

Proposição 2.1.13. (considere as C'-áZgebrm .4 e B e o #-homomor$smo p

Então, ehste um único +-homomor$smo iã : A q B que faz o diagrama

T&

À

unitização

T

IÃ

0 Á 0 (2.6)

Á --, B

co«.«tar. E m«ü, g é dado po, P(a + al.Ã) = p(a) + al.Ê, qu«{.q«e, q« sd.m a c .Á e

clC C.

Z)emonstrução. Basta provarmos a unicidade. Se # é um outro +-homomorfismo que, no
lugar de ê, faz o diagrama acima comutar, então

é('+0' 1Ã) +@(0+al.i)(')) +(0+al.Ê)
.B(P(')) +(0+alÊ)(.)+0 1ã)+(0+alã)
P(')+ alB

qualquer que seja a + alÃ € ..4, dado que nB(é(0 + al.Ã)) = r.4(0 + al.Ã) = a.

Corolário 2.1.14. Se .B é uma C'-áZgebra com unidade e ..'i é uma a*-subáZgebra de B taZ
que IB # ..4, então 4 é ásomor:fo .A + Cla

é('+ al.ã)

D

Z)emonstração. Basta definir g : ,4 --) B como sendo o +-homomorfimo inclusão e aplicar a

Proposição 2.1.13. []
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2.2 O funtor KU

Nesta seção vamos construir o funtor .l(o entre a categoria das C'-álgebras e a categoria dos

grupos abelianos. Enunciaremos as principais propriedades deste funtor e as demonstrações

detalhadas destes resultados podem ser encontradas em j151.
Seja .4 uma O''-álgebra. Defina

p«(.A) Up.(,4)

e considere p,q c ?.(.4). Podemos supor que p c 7>«(.A) e que q € P;,.(.4). Diremos que

p -o q se existe u c .A'{«x«(Á) tal que p = u'u e q = t;t,', sendo .A''t«x«(Á) o conjunto de

todas as matrizes retangulares m x n com entradas de .4. Defina agora a operação binária
© : Pm(.A) X Pm(.4) --» Pm(.A) por

"©«-di';@,d- rtl ''l
Note que, se p € P.(.4) e q C Pm(.4), entã. p © q c P.+.(Á).

Soja 2)(.A) - P1«(.4)/ '-o . Para cada p € P«(A), denotemos por blp a cl,sse de
equivalência de p em 1)(.4). Definindo em .D(.4) a adição dada por

blo + lçlp b o qlo, p,q € pm(..4),

é fácil ver que (D(..4), +) é um semigrupo abeliano.

A partir de um gemi-grupo abeliano (M, +) qualquer, é possível construir um grupo
abeliano, como se segue. Considere a relação em M x .A/ dada por (gçi,3/i) -' (z2,3/2) se, e
somente se, existe z c M tal que

zi + 3/2 + z :: z2 + Z/i + z

E fácil ver que «. é uma relação de equivalência em À/ x .A/. Denotaremos por G(M) o

espaço quociente (M x .A/)/ - e por < z, 3/ > a classe de equivalência do par (z, y). Com a
operação binária em G(À/) definida por

< zl, g/i > + < z2) y2 >::< zl + z2) 3/i + y2 >}

quaisquer que sejam zi, z2, g/i, g/2 C À/, pode-se provar que (G(À/), +) é um grupo abeliano,
chamado de gmpo de GrotAerzdíeck associado ao gemi-grtlpo abeZÍano À/. Dado um elemento

# C À'f, considere a aplicação ' : À/ --, G(À/) dada por z -< z + 3/, 3/ > . E fácil ver que '
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não depende da.escolha dey +é aditivati isto éi-y(zí+;uã) «uí)';F'7(a;ã); quaisquer que
sejam zi, z2 C À/. A aplicação ' é conhecida como aplicação de GrotAendáecÊ msocãado ao

gemi-gmpo aZ,eZáano À/. Segue (lue G(À/) = {'y(z) -- 7(y) : z,y C À/}. De fato, note que
-- < z/, z >=< z, y > e com isso temos

< z, 3/ >=< z + 3/, g/ > < " + 3/, z > - '(3/)

Para mais detalhes sobre esta construção, vede j151 ou j12, Apêndice AI

Definição 2.2.1. Sda .A uma (-;'-áZgebra com unidade. l)e$nimos Ko(A) como sendo o
g«.p. de G«tAe«dáeck de D(.4). De$nãm« . .pZãcaçã.

1.1o : Pm(.A) --. Ko(.A)

p n '(blo),

'm q«e ' : D(.4) -"-, Xo(.4) é . 'pZác«çã. de G«tÀendãeck .«i.da « D(.A)

Proposição 2.2.2. Se .A é uma a'-áZgebru com unidade, então

Ko ( ..4 ) {blo - lqlo : p, q c pm(.A)}

{blo -- lqlo : p, q c p.(.A),n c N'}

A Proposição a seguir é conhecida como propHedade uniüersaZ do .Ko e será importante
para garantir a funtoriedade de .lÍo.

Proposição 2.2.3. Sejam .4 uma a'-áZgebrn com unidade, G um g po abeZáano, e suponha
q- « : Pm(.4) --, G é um. .pZ{«çã. q«e «tis/a,.

6) «(p © q) p(p) + P(p) quaüguer que sÜ.m p, q C 7'.(.A),

6i) «(04)

fiái) « P, q € Pn(.A) p«a «Zg«m n C N . p «.,« q .«. 7'.(.4), então «(p) «(q)

Então, .«í.te «m ánác. A.m.mo$smo de g«.po. a : Xo(.A) --, G q«e Ja. o dí.g,«ma

Pm (.A)

Ã'o(.A)
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comuta

Exemplo 2.2.4. Ko(C) = Z

l)emonstrnçãa. Não é difícil provar que projeções p, q € 7)m(C) são equivalentes se, e somente

se, p e q têm o mesmo posto e que, quaisquer que sejam p, q c P..(C), temos

posto(P © q) posto(P) + posto(q)

Com isso, a aplicação 1 : D(C) --, N definida por

.'-(blo) o(p), vp € 7'«(c),

é aditivo. Assim, I' se estende a um único homomorfismo, que também denotaremos por

T : Ko(C) --' Z. Segue da Proposição 2.2.2 que, se z C Xo(C), então # = blo -- lqlo, com
p, q C P'.(C)- Como 1« € P«(C), para todo n C IV* e rjl.l. = n, segue que I' é sobrejetivo.

Por outro l«io, se .'-(z) = r(blo -- lqlo) = 0, então r(blo) lqlo), ou seja, p e q tê« o

mesmo posto, e daí ]ç = 0. Logo I' é injetivo, e portanto bijetivo. []

Exemplo 2.2.5
Ko(.B(H»

Se 'H é um espaço de Hilbed separáue! de dimensão {nlinâta, então

Z)emonstrnção. Não é difícil provar que duas projeções de posto finito em B(H) são equiva-
lente se, e somente se, têm o mesmo posto.

Agora, se P,Q € P(B(H)) são projeções de posto infinito, então P «'. Q. De fato,
soam (e.)Eo e (/n)=o b"es de P(H) e Q(7í), respectivamente. Seja }'' : P(H) --» Q(H) o
unitário dado por }''(e«) - /n, para todo n C N. Definindo U c B(H) por U = }'' em P(H)
e C/ = 0 em (/ -- P)(H), é fácil ver que P = C/'t/ e Q = UC,r*

E um resultado conhecido que ./\''t.(B(H)) = B(H"). Assim, se P € P'«(Z?(H)), então

existe n € N tal que P C Pn(Z?(H)) e, denotando também por P a correspondente projeção

de B(H"), definimos a aplicação 1" : P.(.B(H)) --, N Uloo} dada por

r(P) = dim(P(H'))

Note que T é aditivo, sobrejetiva e (lue I"(P © 0) = r(P), qualquer que /" c 7)m(B(H)).
Logo, dados P, C? € Pm(.B(H)), I''(P) se, e somente se, P «.0 Q. Com isso, temos

que a aplicação d : D(B(H)) --, NUloo} dada por d(blo) = 1(p) está bem definida e é um
isomorfismo de semigrupos abelianos.

Como o grupo de Grothendieck de N Uloo} é trivial, segue que Ã'o(B(H)) = 0 []
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Sejann] &B duãsOUálgebras com iinidãkiétÉêjã@üiíi +=:1)omomorfismodã';4.êm .B Pala
cada n C N', considere o +-homomorfismo p« da Definição 2.1.3. Vamos chamar também

de p a aplicação de Pm(.A) em 7)m(.B) definida como se segue: dado p € P«(.A), temos que

P C Pn(A) p"a alg"" n c N*, msim g(p) := p«(p). Com isso, seja p : 7'.(.A) --, K'o(B)
dada por I'(p) = ip(p)lo, para cada p C P«(.4). Segue da Proposição 2.2.3 que existe um

único homomoMsmo Ko(p) : Ão(.A) --, Ão(.B) tal que

K'o(p)(blo) (p)lo, vp c pm(.4)

Proposição 2.2.6. Sega .A uma C'-áZgebra com unidade. .Então,

6) Ko(idÁ) = idK.(.4)

00 Se B e (17 também são (7'-áZgebrns com unidade e p : Á ---> B e @ : B --+ C são

*-A.m.maré'm«, e«tã. Ko(@ o p) = Ko(@) o Ko(p).

Isto é, Ko é um jüntor da categoria das C'-álgebras com unidade na categoüa dos gr'tipos
abeliünos.

Definição 2.2.7. Seja .A uma (7'-áZgebra sem unidade e considere a seqüêncãa ezata que
cinde dadct em (2.6), página 58. De$nimos

Ã'o(.A) := Ker(Ko(,))

Teorema 2.2.8. Sega .4 uma (;'-áZgebrn

6,) Se .4 é tina O'-áZgebra com unidade, como a seqdêncáa dada em Í2.õ) na página 58

é «ata, s'gue que Ko(.4) 3 Im(&) = Ker(«), üfo é, . Z)e$náção 2.2.7 g.ne«Jã« a
de$nição de -Ko(.A) para .A com unidade.

0i) Para c«d« p € Pm(.4), c.m. p € 7'«(Á) par« 'Zgum n C N*, de$na s(p) = À.OI., sen'í.
À« : .M«(C) H .M«(.A) e T« : .M«(Á) -- .M«(C) « *- .m.m.r$.mo. c.«'.p«dente.
Q X e 'K, no sentido dcl De$bição 2.1.3. Com isso, pode-se provar que

X'o (.A ) {blo - lsb)lo : p c Pm(.'1)}

(iii) A Proposição 2.2.6 também vale para C' -álgebras sem unidade, isto é, Ko é um juntar.

({u) Se B também é uma C'-álgebra e 'p,+ : A --, B são +-homomor$smos homotópicos,

então Ko(p) (@). E se .A e B são O*-áZgeór« homofopác.m','t' 'quá«lentes,
.ntã. Ko(.A) - X'o(.B).
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riil)'Kó7tim yünfor ezaZrqud ãhdê lata 4 se

0 / Á=B
À

0

é uma sequência ezafa que cinde de C'-áZgebrm, então

Ko(P) Ko(V')

Ko(.r) -------'. X'o(.A) ;== Ko(B)
Ko(À)

é uma seqiiêncía ezata que cinde de gmpos abeZianos.

0

No Teorema a seguir veremos que o grupo /(o de uma C'-álgebra .A é isomorfo ao grupo

Ko de .A4«(.A), para qualquer n € N'. Fazendo o limite indutivo dessas álgebras de matrizes
e usando a continuidade do /(o, que será enunciada mais adiante, obteremos a estabilidade
do /(o no fim desta Seção.

Teorema 2.2.9. Sda Á uma C'-áZgebra com unidade e seja n C N'. .Então Ko(.A) é
ás.«..r/o « Xo(.M«(.4)). Maã; e.pe.@««.ente, . *-A.mom.$.«..

.4 --, .M.(..4)
« o\

o o.l

ànd« u«. ü.m.Wsm. 'í' g«.pos Ko(À«,A) : Xo(.A) --, Ko(M«(.A))

a

Àn,.4

Z)emonstmção. Vamos provar o Teorema construindo a inversa de Ko(À«,..4).

Para cada k € N*, considere a aplicação %.k : .A,'tÉ(.M«(Á)) --, .Mk.(A) definida como se

segue: dado a C .Mt(.A,'t«(,4)), então a é da forma

«(1,1)
a

«(k,l)

a(l,k

«(k,k)

em que cada a(Z, m), l $ /, m $ k é uma matriz n x n, cujo elemento da linha { e coluna .j
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denotmemos poli([; í7i)ij; t S i;7 $ ír Definiremoaentão

.(1, 1):: . . . a(1, 1):. «(l, k)« «(l,k):.

.(1,1).: .(1,1)- «(l,k)«: . . . .(l,k)-

'y..k(«)

.(k, l):: «(k, l)-« «(k, k)-: . . . .(k, k)-«

.(k, l)«- . . . «(k, l)- «(k,k).: ... .(k,k)..

Note que evidentemente 7n,k é um +-isomorâsmo.

Defina agora a aplicação '. : PI,.(M.(.4)) --, Ko(.4) por '«(p) = 1'«,k(p)lo, qualquer que

seja p C Pk(.J\,'t.(.4)), para cada k c N'. Segue da Proposição 2.2.3 que existe um único

homomor6smo de grupos 'l : Ã'0(.M«(.A)) --, X'o(.A) tal que a(blo) = lln.k(P)lo, para c'da

p c P.(M.(..'1)).
Afirmamos que a é homomorfismo inverso de Ko(À«,.4). De fato, seja {ei, ..., ek«} a base

canónica de Ct", e seja u um unitário de .A''tk«(C), sendo .A,'ík«(C) C Mk.(Á) via inclusão

canónica,tal que

ueij :: e.(i-t)+j, á ' 1, ..., k e .j = 1, ..., n.

Denotando por (À«.A)É : .A,'tÀ;(.A) --, .A.'Íh(.A4«(.4)) o +-homomorfismo correspondente à À«,..+,

note que,se

:)'«.',.
então

0 0

0 0

0

o ... o

"y.,.((À«,.)*(P) )

Ptk ... 0

o ... o o ... o
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logo

Pii . . Pik

0

0

«' %.,.((À«.«). (P))u P © 0(n-l)k,

0

segue que

Z' '"'o "''Y.,É((À«,..)&(P))u «.,o 'h,h((.X.,,*)k(P)),

e portanto

b]. I'.,.((À«,«).(P))lo l(À«.«).(P)lo) (a o Ko(À«.4))(bl.)

Como p C Pi(.A) foi escolhido arbitrariamente, e a igualdade acima vale para todo k c N*
segueque

cl o K'o(À«,A) = idK.(.4).

Por outro IMo, note que, se p € Pk(.M.(.A)), então

( .X« ,..- )t«('y.,k (P) ) P q)0.-i «'o P,

e daí segue que

Ko(À«,..4) o a = idK.(A)

D

Corolário 2.2.10. Ko(.4) é {somol$o a Ko(JU«(.A)), para qualquer C'-áZgebra .4

Z)emonstmção. Seja .A uma C'-álgebra sem unidade e sejam a e ü as aplicações da seqüência

2.6 na página 58 e sejam a. : .A,t«(.4) ---, M«(C) e &« : .A,'í«(Á) --- .M«(.À) as aplicações

correspondentes no sentido da Definição 2.1.3. Sejam À.,x, À...i e À«,c aplicações como no
Teorema 2.2.9, então o diagrama

0 Á

0 ; .M«(..'1)

À

Ün ..-, 'H'n

; M«(.A)

À«.Ã

L R'

C 0

Àn,C

.M«(C) ; 0
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comuta e suas linhas são seqüências exatas curtas que andem de (.;*-álgebras. Segue da

funtoriedade do l(o e do item v do Teorema 2.2.8 que o diagrama
Ko(1) . Ko(T)

0 Ã'o(Á)

Ko(À«,A) l

+ K.(..) ' .
0 -- X'o(.M«(.A)) -------' Ko(M«(.À))

Ko (Á) Ko(C)

:....,l
K'o(M«(C))

0

Ko(À.,À) l

Ko(T.)
0

também comuta e suas linhas são seqüências exatas que andem de grupos abelianos. Segue

do Teorema 2.2.9 (lue Ko(À«,Ã) e Ko(À.,c) são isomorfismos. Se g € K.(.4) é tal que

X'o(À«,.4)(g) = 0, então Ã««)(Ko(À«,,{)(g)) = 0, daí Ko(À...i)(Xo(ü)(g)) = 0, logo g = 0 e

p'rtanto Xo(À«,..4) é injetivo. Por outro lado, se h C Ko(M.(.4)), então Ko(t«)(h) € Ker(n.),
daí Ão(.X«.Ã)''(Ko('«)(A)) c Ker(«) = Im(Ko(')), portanto Ko(À«,..i) é sobrejetivo. []

Corolário 2.2.11. Ko(.A4«(C)) Z, para todo n c N'

A Proposição a seguir (jlS, Teorema 6.3.21), conhecida como continuidade do .Ko, será

necessária para obtermos uma generalização do Teorema 2.2.9, com .A e) .K(H) no lugar de
.M.(.A). Esta generalização é conhecida como esfab Z dado do Xo.

Proposição 2.2.12. Para cada sequência ndutáua

,4t -!b .A2 -!b .4; -!b

de a'-áZgeb,«., Ão(!ig.4«) e !@Ko(.4«) 'ão {««.or$os «mo g«p« .bela-os. E m«{',

0) Ko(.A) U=: Ko(P«)(Ko(.A.)),

0i) Ker(Ko(p.)) U=......: Ker(Ko(p«,«)) p«. cada n € N*

Observação 2.2.13. Oonsádem agora a seqüêncÍa de C'*-áZgebras

,4 -b .M,(.A) -% Ms(.4) -%

s.ndo «d. *-À.m.m.r$'mo p« : M«(.A) --, M«---(Á) d.do PO,

(z }--+ l l

\o o /

Segue da Obsemação .A. / 7 que podemos reescrever esta sequência usando produtos tensodaÍs
como

.'i ® .M.(C) :dldW: ...l ® M,(C) :dbW .,4 ® .Ma(C) :dldW' . . ., (2.7)
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em gue cada p. é agora a aplicação de$nída no ,EzempZo 2.].ZJ. ..4ssàm, o Zámáfe indutivo
'Z"t' «qüêncía é (.A ® K(H), {H.}), s«d.

idA ® p. : Á ® .M.(C) --. .4 ® X'(H),

'm q«e p. . afia"çã. d.da - EzempJ. 2..r..Z.Z. ..'l a'-áZgeb« ..4 ® X(H) é cA.«.'Í« ''

estabilização de .A. Seja /ç = xi = id.4 ® pt, e note que K nos dá uma inclusão de

,4 3 .4 ® .M-(.A) em .A ® -K(H).

Teorema 2.2.14 (Estabilidade do .Ko). Sela .4 uma C''-áZgebra e considere H a aplicação

de$nid. - Ob««,.çã. 2.2..r3. E«fã. .Ko(n) : Ko(.A) n KO(.4 ® K(H)) é «m 8omor$s«..
de gr"tipos abetianos.

Z)emonstração. Note que os +-homomorfismos de conexão

id4 ® p.,: : '{ ® M-(C) --, .A ® .M.(C)

da seqüência dada em (2.7) coincidem com as aplicações À..,.l do Teorema 2.2.9, daí segue
que Ro(id.4 ® p«,i) : Ko(.A) --, Ko(.A 8) M«(C)) é um isomorfismo.

Seja go um elemento de .Ko(.A8)K(H)). Segue da Proposição 2.2.12(i) que go = Ko(K«)(gi),
p'r' algum n € N* e algum gi C Ã'0(.4 ® .M«(C)). Entretanto, g: = Ko(id.4 ® p«,i)(g2),
para algum g2 € Ão(4), e portanto

K.(K)(g,) Ko(«« o (id,.* ® p«,:))(g,)

e portanto -K0(H) é um homomorfismo sobrdetivo.

Suponha agora que g é um elemento de Ko(A) tal que Ã'.(n)(g) = 0. Segue da Proposição

2.2.12(ii) que Ko(id,4 ® g«,i)(g) = 0 para algum n 2: 2, logo g = 0. Assim, obtemos que

Ko(H) é também injetivo. Portanto, Ko(H) é um isomorfismo. []

Corola-io 2.2.15. Ko(Ã(H)) Ã'o(C ® Ã'(H))

Observação 2.2.16. Sejam .A uma C''-áZgebrn cam unidade, p C ;'(.4), .4 ® K(H) a esta.

hall«çã. de .4 e ('«)«ZO «m' Z,"' .do-««Z p«« H. Oen.t-do p« E- o op.,«do, 'í'
x'(H) d.d. P«

E-(h) =< h, c. > e., Vh c H,

"'' q«, «s-d. . ãdent@«çã. de .4 c.m .4 ® M:(C) d«d. p« " n « ® l,

x'o (H)( blo ) lid« ® p:b® l)lo b®Emlo
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2.3 Olüntor R.'i

Descreveremos nesta Seção a construção do funtor Ki entre a categoria das C'-álgebras e
a categoria dos grupos abelianos. Indicamos novamente jlSI como referência básica para as

demonstrações das propriedades deste funtor que enunciaremos em seguida.
Vamos denotar

z].(Á) Uu.(.Á)

e definir a operação binária © : ZZm(Á) x Z#m(.4) --. Z/m(.A) dada por

l.il ;.l czü--.G.©,

quando u € am(.A) e u € ZZ«(.A). Se u C Um(.A) e u C ZZ«(.A), então para qualquer número

natural k 2: máxlm, n} os elementos u © lh.. e u © IÉ-« pertencem a ak(.A), sendo conven-

cionado que w © 10 = w qualquer que seja w c ZZm(.A).

Considere agora u,u € Z#«(.4). Suponha que u € Um(.4) e u € tZ.(.4). Definimos a
relação «'i, e denotamos u «'i t;, se existe k 2: máxlm, n} tal que

ln

u © lk . «'ü u a) lk-.,

em que a homotopia indicada se refere a um caminho de unitários em .A4k(.A).
E fácil ver que a relação «'i é uma relação de equivalência associativa, simétrica e tran-

sitiva em Z#.( 4). Note que, por definição, se u € Z/m(.A), então u «.l u © l«, (qualquer (lue
seja n C N. Pode-se provar que se u, u C Zd«(.A), então

/u 0\
1 1 '"vh
\ u u/

em U2n(.4) (vede j15, Lema 2.1.51). Segue que

uu 0 uw 0 u 0
'"h ''h0 1 0 1 0 u

uu'-i uu «'tua)u,

quaisquer que sejam u, u C idm(.4)

Definição 2.3.1 (O Grupo XI). Seja .A uma C'-áZgeóra

ÍaJ Se .4 fem unidade, de$nimos

K': (.4)

e d'"'t"mos po, lul: c Ã:(.A) « cZw« de eq«i«Zên.áa de u C U.(.4)
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(1)TSu A -rlao te.m. unidade, de$nimos

X':(A)

e 'Z"''t«mO; PO, IUl: C X':(Á) ' 'Zm« de .q«{«Zê«.i. de u c üm(.Õ.

Oe$ní«.os a m/açã. bánáh' + : K:(Á) x .K:(.A) -"-» Ã:(Á) a'a' w, lul: + l«l: lu © «l:.

Exemplo 2.3.2. Ki(C) = 0.

Coral)emonsfmção. )N:' ' difícil proa que ao(.A4.(C)) - ZZ-(C), para todo n c IV' (vede liõ,

Sejam .4 uma (ll'-álgescrito na forma e, '4 sua unitização e / = IÃ -- l4. Note que todo

ü-} aJ,

em que a € .4 e a c C. De fato, como

À
{a + alÃ : a C ,4 e a € C},

se z c .A, então

" - "+'-l.i al«+ a(IÀ -l«) +a/.

em jl Plroposiçao a 8.1.6i. será apenas enunciada, uma demonstração pode' ser encontrada

Proposição .2.3.3. Seja .4 uma C'-(ÍZgebra com unidade. .Então eãste zlm ãsomor$smo
P : .K:(.A) -'-, am(.A)/ «': q« /a, 0 dá.g,««.«

Um(.Ã) ' - Üm(..4)

[ ' ] : 1 1 [.] .

Ã':(.4) . - Ã'.(..4)
P
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Segui! da Píõiiai 2.3.1 como gebra tem unidade, podemos reescrever o

K': (.4)

Segue também que

K'i(.4) 3 Ã't(.4),

qualquer que seja a C'-álgebra .4.

Assim, dada uma C''-álgebra .4, se u € Zd.(.A), então

o = ll«li = luu'lt = lu © u'lt = lula + lu'li,

temos que (Ki(.4), +) é um grupo abeliano, sendo

[«]: '- [«']:,

com u c ZZm(.4). Segue também que

Ã':(Á) {l l :U eam(.ã)},

e que para u, u c Z/m(Á), IUli = lula se, e somente se, u -: U.

A Proposl=ao a seguir conhecida como propMedade zznáuersaZ do X"i, nos dará em seguida

=Tl=:'::i ''"=: =1=:1=.''' ' "" '«,. ''."-' ' ,'. « : ".«cõ - '
ê) #(U © «) - .'(") + «(«), q-Í;g«« q«. .d.«. ", « c am(Ã),

0i) p(e) - 0, «n o e a unida'íe de a.(À), g«Zguer que .da n c N'

6i'P '' ". " € a.(.Õ .ã. .m.f.p:"m'"f' 'q«Í«Z.«[" .«. a.Gã), .«fã. «(«)
qualquer'gue seyanc N'. '- '' ''-' '\'' «(«),

Então existe um único homomov$smo de gr.upas a : K\ ÇA] --+ G qbe faz o diagrama

am(.A)

K'- (.A)

P

comutar.
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Sejam as C";álgebraaM# e sejapnr='B um +-homomorfismo

2.1.13 que g se estende de maneira única ao +-homomoríismo
Segue da Proposição

a+ ali

Segue da Definição 2.1.3 que, para cada n c N', P se estende ao
*-homomorfismo #« : M«('4) --' M«(.ã) dado por P«(alj) = (P(aÜ)), p,.ra cada (aij) c

M«(Á)- Vamos denotar também por © a aplicação P : ZZm(.Ã) --, zzm(ê) dada por @(u) =

P.(t'), sendo u elemento de Z#«(.Ã). Defina z' : am(.Ã) --, KI(B) por z,(u) = IP(u)li, qual-
quer que seja u c Z#m(.4). É fácil verificar que a aplicação u satisfaz as propriedades

(i), (ii) e (iii) da Proposição 2.3.4, e portanto existe um único homomorfismo de grupos
X:(P) : Ã:(.A) -- Ã:(B) tal que

AP

p(a) + alê

X': (P) ( lul: ) IP(U)li, VU € Um(.Ã)

Podemos então enunciar o seguinte resultado

Proposição 2.3.5. Sela .4 uma C''-áZgebrn. Então,

6) Ki(idA) = idK.(,q)

6i) Se B e (17 também são (;'-áZgebras com unidade e p : .4 --, .B e @ : .B --, C' são
*-A.m.mor$sm«, Cata. K:(@ o p) (@) . K':(P).

Dessa joTma, K\ é um funtor da categoria dcts C' -agebras ncl categoüa dos gr"upas übetiamos.

E mciãs, Kt é um funtor ezato que cinde.

Élm padãcuZar, se .A e Z? são C;'-áZgebras com unidade, e p : .4 --, B é um +-Àomomor$smo

q"' pm««,a ""á'í'd', e"lã' .K:(p)(lul:) = ip(u)l:, q«Zq«e, que .d. u C Um(.A).

Enunciámos no Teorema abaixo duas importantes propriedades do funtor Ki.

Teorema 2.3.6. Seja .4 uma (17'-áZgebra.

(i) Se B também é uma C'-álgebra e g,© : A --, B são +-homomor$smos homotópicos,

e"fã' K:(g) = K:(V'). .E « .A e .B são O'-áZgeb«s .m.t.p:«m','f' 'g«i«Ze«fe.,
.ntã. X'-(.4)

(ãi) K\ é um hntor e=ato que cinde
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Soja a um elemento de uma C'-álgebra Á. Denotemos por lal = (a'a){. Note que, se

.4 tem unidade e a C Inv(.4), então lal € 1nv(.4). De fato, é evidente que a' e a'a são
inversíveis. Com isso, temos que (a'a)'{ = «a'a)':)i é o inverso de lal.

A Proposição a seguir é importante para mostrarmos que poderíamos deânir Kt com

inversíveis no lugar de unitários. Sua demonstração pode ser encontrada em jll, Proposição

2.t.81

Proposição 2.3.7. Seja .A uma C'-áZgebra com unidade. .A aplicação

«, ; in«(A) ---, a(.A)
a n alal'i

é contígua. .E mais

ra) se u C a(.4), então w(u) = u
rb) «,(.) «'h « em in«(.4), q-Zq«e, q«e .d' « € 1-(..'1)

Corolário 2.3.8. Seja Á é uma C'-áZgeZ)rn com unidade, Se u,u € Z/(.A) são homotopica-

«.'"t' 'q«á«lentes em l-(.A), Cata. u e « t.mbém são h.m.topic«mente eq«ã«Z.ates em

U(.A)

Observação 2.3.9. Seja .4 uma (7*-áZgebra com unidade e seja

In«-(Ã) Ui«.(.Ã).

Segue da Pl"oposição 2.3.1 e do Coroláüo 2.3.8 qse podemos

1 . 1: : am(.A) --, Ã':(.A) P«« «m. .PZá«Çã.

ln

estender a aplicação

1 . 1: : i-«(.A) --, K:(.4)

dad. p« l l: = lul-, em q«e « C l-«(.A) C in««(.A) e u é q-/q«e, -itáHo d. a.(.A) que

saías/aç« « -« u e«. l-.(.A). S.g«. d. P«po'içã. 2.3.'7 q«e «m -atado q«e ;.lula, ««

condição p.de «, oZ,tád. tom«d. « = .(a'.)'{

No Lema a seguir, l..x denota o elemento

T ; :l:««'*,.
em que m C N' e X é uma C*-álgebra qualquer
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Lema 2.3.10. Sejam .4 e B a*-áZgebras com unidade. Seja p : .4 --} .B um #-Àomomor$smo

', P«« c«d« n C N', 'd' ç'« : .M«(.A) --, .M«(B) . *-A.mom.r$sm. co«..p.nd'n*' n.

«ntád. d. Oe$"içã. 2.J.3. Sd' u C Um(.A) e «p.n q«e u € a.(.A) p«« aZg«m n c N*

é(lul:) IP«(u) + l«,a - P«(l«,A)l:

de$ne u«. à.m.mo$sm. é : Xt(.A) ---, Rt(B) de g«.pos abeZi-os.

Z)emonstmçãa. Vamos mostrar inicialmente que @ está bem definido. Dado u € ZZ.(.4),
temos

(P«(u) + l«,a - 9«(1«,4))'(P«(u) + l«,e - P«(1«,4))

P.(1«,«) + P«(u) - P«(«) + P«(u)' + l«,,

-P.(l«,A) - P«(u)* -- P«(l«,A) + 9«(1«,4)

msim como (p«(u) + l«,a -- p«(1«,.4)) c ZÍ«(B). E se u, t, € Z#.(.A) e u. : 10; il n M.(.A) é
um caminho contínuo de unitários entre u e u, então, como p. é norma-decrescente,

(P.(«.) + l«,a - P«(l«,A)) : 10; il --, M.(.B)

é um caminho contínuo de unitários que liga

(y.(u) + l«,a - P.(1«.,*)) , (P«(«) + l«,a - P«(1«..)).

Portanto, é está bem definida.

Basta agora mostrar que #(lula + lula) = é(lula) + é(lula) quaisquer que sejam u,u c

Z]«(.4). De fato, se u, t, C Z,Zm(.A), então existem m, n C N' tais que " € U«(.A) e o C Z#.(.A).
Daí

@(lul: + l«l-) Ó(lu © «l.) - IP«+«(u © «) + l«--«,a - P«--.(t«+«,«)l:

IP«(u) © 9«(«) + 1«,. © 1.,, - P«(1«,«) © P.(i«,«)l:

l(p«(u) + l«,a - p«(1«,«)) © (p«(«) + l.,B - p«(i«..))h

l9.(u) + l«.a - P«(i«,«))l: + IP«(«) + l«,a - P.(i«,«)l:
é(lul:) + @(lul:).

D

Note no Lema 2.3.10 que, se p é um +-homomorfismo que preserva unidade, então @

coincide com o homomor6smo natural Ki(p) : Ãi(.4) --, Ki(B) dado por Xi(p)(lula) =

Ip«(tt)li, para todo U C Un(.A) C [/m(.A). Vamos então denotar o homomorfismo é do Lema
2.3.10 por Ki(p), para todo +-homomorfismo p : .4 --, .E?.
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Teorema 2.3.11. Seja .A uma C'-áZgebrn com unidade e seja n C N'
ásom.rfo ' K:(.M«(.A)). Mais «pec@c«m.nte, *-Àomomo$sm.

E«tã. K':(.A) é

.A --, .M«(..4)

. - l= :l
ánd« um i"m.esmo d' g«.pos .K-(À«,«) : K:(.A) --» K-(.M.(.4))

À.,,l

Demo"stração. Seja Kt(À.,,.l) : Ki(.4) --, Ki(.M.(Á)) o homomoMsmo dado no Lema

2.3.10. Vamos mostrar que Xi(À«,A) é um isomorfismo. Sda u € Z#«(.A). Então existe
k C N' tal que u C ah(.A), logo u se escreve como

-- (
üll

ukl :)
Sejam '.,t : M&(M«(A)) --' .Mk«(.A) o *-isomorfismo e u o unitário de .Mk.(C) c Mk«(.4)
definidos na demonstração do Teorema 2.2.9.

Note que

"' I'h.Ê ((.x«,A)Ê(") + lkw«u)

oii ... 0 uiA

( .X«,A)h(it.x )

ulk

0
0

.u+

l.4

0

0

0

0 ukl

U

0
1..1

ükl

0 l.4
o ... o

u © lk(.-i),.4.

l4
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Como

' 1« .("« ''''.' * :. «.«, - ".«'.':. .,)1 «1 .
:«'-- * [«,. ('*-.''.'«' . :',"..«, - '*«,«'.':.,.,)] : * '«-:

-t«]: -- ''':o«,o l [o«,a.w -- :.,.«...., - o.,u o*,D]. l -- [«]:

l(À«,.4)k(t;) + IÊ,M.(d -- (À«.A)k(lk,,4)l l

K: (À.,«)(1«1:) ,

dado que Ki(l«.h) é um isomorfismo, segue que

[«]: l«© i*(«-o,«l: (À«,«)(1«1:)

Portanto, Ki(À«,..l) é um isomorfismo. D

Corolário 2.3.12. Ãi(C) = 0

A Proposição a seguir, conhecida como c07zt nu Jade do .R't, é análoga à Proposição 2.2.12
e também neste caso será necessária para generalizarmos o Teorema 2.3.11, substituindo

./U«(.A) por .4 ® Ã'(H). Esta generalização é conhecida como estabáZãdade do X'i.

Proposição 2.3.13. Sega

,4: -Eb .4, -e-, ,4a -gb

"m' «qdên í indutá« d' C'-áZgeó«. c.m limite indutd« (.A,{p.}), e 'd« (G,{/%.}) .
limite indutãuo da seqdêncáa

K:(.Ai) /[!!g) K:(.A2) }t]!É3) K:(Áa) J(]!!g)

nfã. .«i.te ""'' ü.«..r$.m. ' : G --- Ã-(.A) q«e .«tás$a, ,yo /%. = K:(p.) p«. «d« n € N*
E mais,

0) x'-(Á) U=: K:(p«)(.K:(.4«)),

00 Ker(Ki(p,.)) Ul=...... Ker(X:(p«,«)) p«a c.da n € N'

Teorema 2.3.14 (Estabilidade do XI). Seja ,4 uma O'-áZgebra com unidade e considere

« a 'pZí"çã. de$nãd' "' Ob"«,.çã. 2.2..Í3. .E« ã. K:(H) : Ã':(.4) H Ã':(.4 ® K(H)) é «m
isomor$smo de gr"tipos abelianos.
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Z)emonstrnção. Como .48)K(7{) é uma C''-álgebra sem unidade, segue que, para cada n c N',

KI('«) : X1(4.9 .M«(C)) --' KI('4 '8 .K(H)) é dado por Xi(K«)(lula) = l&.(u)l, pma c'da
u C U«(Á ® .M.(,4)), em q«

a : .A ® .m.(c) --, .A óo x'(x)

é o +-homomorfismo dado por

G (h D -- ':.«ã.,) - ..@.D ' '-:.;::,,

Seja p : KI(.A ® M«(C)) --, KI(.A e) .M«(C)) o isomorfismo deânido na Proposição 2.3.3.
Assim,

X'l(K) = .KI(HI) = X'i(.«) o P'' o K't(À«.4),

dado que os +-homomorfismos de conexão id,4 e) p«,t : .A 6) Mi(C) --, .4 ® .M.(C) coincidem

com as aplicações X«,4 do Teorema 2.3.11.

Seja go um elemento de Kt(Áe)K(H) . Sebe da Proposição 2.3.13(i) que go = X:(K«)(gl),
para algum 'z C N* e algum gi € KI(Á ® .M.(C)). Entretanto, gi = p-' o Ki(idA®p«,t)(g2),
para algum g2 C Xi(.4), e portanto KI(H) é um homomorfismo sobrejetivo.

Suponha agora que g é um elemento de -Ki(Á) tal que K: (n)(g) = 0. Segue da Proposição

2.3.13(ii) que Ki(id.4 ® p«.i)(g) = 0 para algum n 2 2, logo g = 0. Assim, obtemos que
KI(x) é também injetivo. Portanto, KI(H) é um isomorfismo. E.]

Corolário 2.3.15. -Ki(K(H)) K':(C ® K'(H)) (C)

Observação 2.3.16. S©a .A uma (7*-áZgebra com unidade e sda u C Z/(.A). Suponha que
.4 ® Ã(H) é « «t'báZáz«çâo de 4 e .eya E- o ope«do, de X(H) de$ná . n Ob«,.ção
2.2.16.

Note que

K': («)(1«1: ) (.K:(K:) . P':)(X':(À:,.)(1«1:))

X'-(K:)(P':(lul:)) )(l« + l.i - t.l:)

lu ® Eoo + l,4ã2ã) - l.4 6) .Ebol..

2.4 A seqüência exata de seis termos

Nesta Seção descreveremos inicialmente a aplicação do índice. Definiremos em seguida a
suspensão de uma C'-álgebra, que é um funtor da categoria das O'-álgebras nela mesma
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que nos dá uma conexão entre .Ko e .l(l. Com isso, construiremos a aplicação exponencial,

com a finalidade de obter a periodicidade de Bote, passando em seguida naturalmente para
a sequência exata (cíclica) de seis termos.

Definição 2.4.1. Sejam as C'-(íigebras .4 e B e seja p : ,4 --+ B um +-homomor$smo

soóre#etãuo. Para cada elemento b € B, dizemos que a C .,4 é um levantamento de b se
P(.)

Note que, se a C ..4 é um levantamento de um elemento b C B, então o conjunto de todos
os levantamentos de b é a + Ker(p).

A finalidade do lema abaixo é garantir a existência de um determinado levantamento

que será essencial para o Teorema da Aplicação do Índice em seguida.

Lema 2.4.2. Sejam ..4 e B C''-(ÍZgebras com unidade e sega @ : .A --} B um #-àomomor$smo
soórdefiuo entra .4 e B que presema unidade. .Então, para cada unitário u de .B existe uma

ásometha parcial w em M2(.4) taZ que

«,'«,- l :l
Os dois resultados a seguir nos darão mais adiante uma das conxões verticais da seqüência

excita de seis termos. Sua demonstração pode ser encontrada em j15, Proposição 9.2.21 e j15,
Lemas 9.3.1 e 9.3.21

Proposição 2.4.3. Seja

o -- .r -L» ..4 -L» B ---- o (2.8)

"«,. «qüência ""t' c«d. de O''-áZgeZ,,w. Sd«m n $ m «'ím"" -t"«íS, « € Un(.Õ) e w

««.a {"".'th' p«ci«Z em M.(.A) t.Z q«

"'«,- l= .,:.l
E«tão, ."í't'm proyeçõe. p, q C Pm(Õ t.{S q«.

1. -.«'w el« - ww'

Teorema 2.4.4 (Aplicação do Índice). Sejam u o un fado e p,q as proyeçães dadas na

P«.p«{çã. e.4.3. .Data. e«isto ««. h.m.mora.m. õ- : X:(B) --, Ko(/) d.do P«

Õ:(1«1:) - 1qlo,

satãli/acendo:
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6a) á: o K':(é)

ÍÓ) K'o(@) o á-

(c) Ker(õi) C Im(Ki(é))

rd) Ker(Ko(V,)) C Im(K:(â:))

O homomorfismo õi do Teorema 2.4.4 é chamado de apZãcação do íhdáce. Segue do
Teorema 2.4.4 que, se a seqüência dada em 2.8 é uma seqüência excita curta de a'-álgebras,
então a seqüência de K-grupos

Ki(p) Ki(+)
K:(.r) Ã':(A) ---=- K:(B)

(2.9)

é excita.

Vamos agora construir a aplicação exponencial, que fecha o diagrama acima, para obter.
mos a sequência excita de seis termos.

Definição 2.4.5. Seja .A uma a'-áZgebru. l)Caninos o cone de .A como sendo a O'-áZgebra

{/ c c (lo; 1l, .4) : /(o)

Proposição 2.4.6. -Ko(C.A) X':(a.4) 0 para toda (IJ*-áZgebra A

Z)em07zstração. 0.4 é homotopicamente equivalente à (.;'-álgebra nula, no sentido da Definição

2.1.lii. De fato, definindo a aplicação pt : a.4 --, a.A dada por gt(/)(s) = /(st), para cada

/ C (;.4 e para cada s,t C 10; 11, obtemos t h-} pt um caminho contínuo entre po = 0 e
pt = idc.4. Logo,

o..4 -.b o --b o..4

é uma homotopia. Portanto, Ko(0.4) = .Ko(0) o (o) n

Definição 2.4.7. Seca .A uma C'-áZgeZ)ra. Z)e$nimos a supensão de .4 como sendo a C*
álgebra

s.4 € o(lo; il, ..'i) :/(o)(lo; il, ..4) .

Z)ado n € N, n 2 2, denota«'«zos S".4 = S(S"':,4).
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Dado um +-homomorfismo p : .A --> Z? entre duas O*-álgebras .4 e B, podemos associar

a p a aplicação

Sp'.SA--,SB

dada por

((sp)(/))(t) (/(t)), vt c lo; il,
que claramente é um +-homomorfismo.

Se id.4 denota a aplicação identidade de uma O*-álgebra .A, então

((Sida)(/))(t) id4(/(t)) /(t) ..,(.f))(t), vt c lo; il

E se B, C' são C''-álgebras e p : .A --. .B e @ : B -+ C' são +-homomorfismos, então

((S(@ o 9))(/))(t) (@ o P)(/(t))
@(P(/(t)))

@((sP(/))(t))

(S@(S9 (/)))(t )

((S@ o S9)(/))(t), Vt C 10; il

Portanto, S é um funtor da categoria das C'-álgebras nela mesma. Pode-se provar ainda

que S é um funtor excito (vide j15, Proposição lO.1.2j).

Seja n C N, n 2: 2. Vamos definir o funtor Ã. da categoria das (;'-álgebras na categoria

dos grupos abelianos por Kn ' Ã'.-l o S. Mais especificamente, dada uma C'-álgebra ..4
definimos

X'.(Á) - X'«--(S.4),

e para cada +-homomorfismo p : .4 --+ 1? entre C'-álgebras .4 e B, definimos

K.(P) X'«-:(S9) : Ã'«(.A) --, Ã'.(B)

Note que K«(.4) = Xi(S"':..'i)

Observação 2.4.8. Sega .A uma C''-áZgebrn. Sda & : S.4 --+ (17.4 a inclusão canónica e sega

T : O'..4 --, ..'1 o *-homamor$smo dado por «(/) = /(1), qualquer que sda / C C.A. ]Vote que

a sequencza

0 -.--» S,4 --!-, C.4 --L .4 ---, 0,

é uma seqdêncáa ezata cada de (l:'-(ÍZgebras.

O Teorema a seguir decorre do Teorema 2.4.4, da Proposição 2.4.6 e da Observação 2.4.8
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Teorema 2.4.9. Os gmpos Ãi(.4) e Ko(S.4) são ísomor$os para toda a'-áZgebra .,4. .E

«..ü, . á««..'$'m. q«e á.Zent@c« Ã'-(A) c.m Ko(S.A) é « pZác.ção . ú i« õ: .pZdc.d« â

segdência ea;ata da Obsemação e..4.8.

Se S.A é a suspensão de uma (.;'-álgebra .4, então a função

10, il --. T
( f..-} Ci2lrt

identifica S.A com a O'-álgebra

{/ c C'(T, .A) : /(1)

que também denotaremos por S.4

A aplicação

q : C(T) ® A -- C(T, ..4)

.f ® a -, z n /(z)a

é bilinear, multiplicativa e preserva adjunto. Segue da Proposição A.2 que esta aplicação se

estende a uma aplicação linear de (;(T) ® .A em C(T, .A). Claramente ?7 é um +-isomorfismo.

Temos assim uma identificação C(T) ® .A çg O(T, ..4).

Proposição 2.4.10. Seja .4 uma (7'-áZgebra. Então

Ki(0(T) ® Á) B Ko(.A) © Ã'i(.A), para á 0, 1

Z)emonsfração. Seja &.4 a inclusão natural de S.A em C(T, .A) e seja

P« : C(T, -4) --, Á

/ n /(1)

e note que esta aplicação é um +-homomorfismo injetivo. Como

Ker(p..l) {/ € C'(T, .A) : /(1) 0} - S.4 = Im(.«),

segue que a seqtlência

0 --H S..4 -!A-p C(T, .4) -!5 ..4 ----» 0

é exata.

Note agora que o +-homomorfismo inclusão dado por

0.4 : Á ---, a(T, Á)
Q -, f=a
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satisfaz g o @ = id.4. Obtemos assim a seqüência exala que cinde

&..+ PX
C'(T, ..4)

@.,4

Segue do Teorema 2.2.8(v) e da Proposição 2.3.5 que

K. (&,l) Ki(P.+ )

O -- K.(S.4) -- X'.(C(T, .4)) === Ã':(Á)
Ki(+,i)

é uma sequência exala que cinde de grupos abelianos, para í = 0, 1

0 Á ; o

0

Logo,

Ki(C(T, .4)) 3 .Kí(S.4) © Ki(.A) B X'i-i(Á) © .Ki(.4) X'o(A) © K- (Á),

para { - 0, 1
Portanto,

X'i(a(T) ® .A) 3 ]G(C(T, .A)) 3 Ko(..'i) © X'i(.A),

para á - 0, 1 D

Corolário 2.4.11. Ko(C(T» = X:(O'(T)) = Z. E «.ais, lllo é . ge«.do, de .Ko(C(T)) e

1,1: é . ge«d« de K:(C(T)), em q«e 1,, sã., «.pe.tá«mente, « ./b«çõe. À -, l e .X n À

de C(T).

Oem-;t«çã.. Como Ko(C) Z e K: (C) 0, segue que

K.(C'(T)) (C) © K:(C) - Z

Para mostrar a segunda afirmação, vamos reproduzir as seqüências exatas de /(-grupos
da demonstração da Proposição 2.4.10, aplicadas neste caso:

K:(lc) Ki(PC)
0 -- Ã':(C) -- Ko(C(T)) === Ko(C)

Kí(Vt)
0

e

Ã':(C(T)) :== K':(C) -- 0.
Ki(.k)

O gerador de Xo(C) é a classe das projeções de posto l (vede Exemplo 2.2.4), ou seja, a
classe jljo. Assim, da primeira seqüência, obtemos que

o ; Ã'.(c)
Kí(..c) Ki(pc)

X'o(@c)(lllo) )lo

Segue do Teorema 2.4.9 que, na segunda seqüência, o gerador de Ãt(C(T)) é KI(t) o
ÕÍ :(lllo )
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Seja

0 -- / -!-, .4 -!-» B ----» 0

uma seqüência exala curta de a*-álgebras. Definiremos a seguir a aplicação

õ. : K.---(.B) --» K«(.r)

Como S é um funtor excito, o que implica que S' também é um funtor excito, a seqüência

o -- .p/ eg .p...l g-3 s'"B ---, o (2.io)

é exala. Segue do Teorema 2.4.9 que existe um isomorfismo

o.-- : K'«(.r) K-(s"':.r) --, -K.(s"'-r)

Se & : Ãt(S"B) --, Ko(S'.r) denota a aplicação do índice associada à seqüência (2.10),

definimos ó.+i = 0;!t o õi.

Suponha que .A tem unidade. Dados n C N' e p C P«(.A), defina

Â Un (.A)T
, H ,P+ (l« - P)

Identiâcando .M«(S.A) com o conjunto das funções / C C(T,.A4«(.4)) tais que /(1) C

.M.(CI.4), obtemos (lue /P C an(S.A). Seja p : 7)m(.A) --, K'i(A) a aplicação dada por

p(p) = 1/Pli, para cada p C P«(4), ou seja, p c 7'«(.A) para algum n C N'. Note
que esta aplicação satisfaz os itens (i), (ii) e (ii{) da Proposição 2.2.3, vamos denotar por

êA : Ko(.4) --, Ãi(S.A) o homomorfismo dado por esta Proposição, que é único. A aplicação

0A é chamada de aplicação de Bota.

Se ,4 é uma O'-álgebra sem unidade, definimos /3.4 : Xo(.4) --, Ki(SÁ) como o único

homomorfismo que faz o diagrama abaixo comutar.

Ko(.A)

K':(SÁ)

Ã'o(C) ; 0

K: (sc)

P.4

K: (S.A) 0 (2.11)

O Teorema a seguir é um resultaxio muito importante na K-teoria para C'-álgebras
porque implica, conforme esta enunciado no Corolário subseqüente, que os grupos Ã'n acima

descritos se reduzem a /(o para n par e /(i para n impar. Para sua demonstração, indicamos

j15, Capítulo lil.
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Teorema 2.4.12 (Periodicidade de Bott). .4 apZãcação de .Bota /3A : Ko(.A) --, Ki(SÁ)
de$nida acama é um {somorPsmo para qualquer C'-álgebra A.

Corolário 2.4.13. Se n € N e .4 é uma O'-áZgebra, então

Ã'«+2(A) B Ã'.(.,4)

Z)emonstração. Para n = 0, este resultado segue imediatamente do Teorema 2.4.12. Para

n 2: 1, temos

Ã'.+2(.A) = Ã'«+i(S.A) 3 Ã'«-t(S.4) = Ã'«(.A),

e assim o resultado geral segue por indução. D

Definição 2.4.14. Seja
o - / -.!. A .-L B - o

uma seqdêncáa eaata cada de C'-áZgebras. Z)e$na a aplicação exponencial

õo : xo(Á) --, K:(.r)

como a composição das aplicações

x.(B) -e5 Ã,(.e) -à, x:(.r)

A aplicação exponencial completa a conexão vertical que estava faltando no diagrama

dado em (2.9) na página 78. Assim, este diagrama passa a ser um importante instrumento

na K-teoria e, para este trabalho, é fundamental. Enunciámos este resultado no Teorema

abaixo, que está demonstrado em j15, Teorema 12.1.21.

Teorema 2.4.15 (Seqüência exala de seis termos). Para cada sequência ezata cada
de C' - áEgebras

o - / -.z, A --L B - o

a se(@ência ezata de sei.s tev"mos associada

Ã'o(.r) Ko(A) -- X'o(B)

x':(n) ';:&Í .K:('{) ';ia- K':(/)

Ko(v) Ko(Ú)

Ko(A)

(2.12)

é ezata
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Capítulo 3

A Seqüência Exata de
Pimsner-Voiculescu

Neste capítulo será provado o teorema principal deste trabalho. Na primeira seção será

construída a extensão de Toeplitz associada a um produto cruzado. O objetivo da segunda é

caracterizar os geradores de KI(.4 x. Z), para Á uma C'-álgebra com unidade. Finalmente

na terceira seção apresentaremos a prova do Teorema de Pimsner-Voiculescu e aplicaremos

este teorema para determinar Ko(.&) e KI(.,b).

3.1 A extensão de lbeplitz associada a ,4 x. Z

Considere a a'-álgebra produto cruzado B = .A x. Z, em que .4 é uma C*-álgebra com

unidade, cv é um +-automorfismo de .4 e Z é o grupo dos inteiros, construída na Seção 1.4.

Conforme foi provado no Teorema 1.4.12, B é +-isomorfa à C*-álgebra universal gerada por

.4 e o unitário u satisfazendo as relações dadas por u.4u* = .A, apresentada no Exemplo

Seja (7'(S) a C'-álgebra universal gerada por uma isometria não unitária S, apresentada

no Exemplo 1.2.11, e seja 7" a álgebra de Toeplitz da Definição 1.3.29. Segue do Teorema

1.3.35 e da Proposição 1.2.6 que existe um +-isomorfismo

1.2.12

@ : I'" --, c'(s)

tal que @(U) = S, em (lue U - Tc. é o saiu unilateral.

Seja H um espaço de Hilbert separável de dimensão infinita e seja (e.)..n uma base

ortonormal para H. Dados i,.j 2 0, defina .E.j o operador de B(H) dado por

.Eij(À) = <h, ej>e{, para todo /t € H.
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Observe que E; :: l?Í{ e que

se j # k

se j = k

Claramente Eij é um operador de posto anito, quaisquer que sejam ã, .j C IV. Por outro lado,

se F é um operador de posto finito de 7{, então existem zl, ..., Zn e g/l, ..., Z/. elementos de 7{

tais que
n

k ]
F'(h) < h,yk > zk, V/z C H,

(Observação 1.1.13). Como (e.).cn é uma base para H, segue que

a:k=>.<Jçk,ei >ei e Z/Ê=E:<yk,ej>ej,
icw .jcN

dú

F'(h)

n

E
k-l : « «', . » «)(

)l, >, < 3/k, ej >< A, ej >< zk, ei > e{
jcn icN

}. >. < Z/k, 'j >< "k, e: > (< h, 'j > e:)
jcW {cN

n \

>, 1 >, < z/.,'j >< "., .: > 1 z:j(h), vh c x,
.jcN \k=i /

logo F(H) C spanlaj : {,J c N} c K(H), porá«ito spanÍaj : í,.j € N} é um conj«nto
denso em K(H).

Seja J72 o espaço de Hardy definido em 1.3.8. Conforme foi provado na Proposição 1.3.10,

.flí2 é um espaço de Hilbert e, se

c.: T --- C

À n À",

então (c«)«ZO é uma base para -H'

Dados {,j C N, denotando por eíj o operador de X(H2) dado por

gijçf) =< f. ej > ei, 'qf c n' ,

do que foi provado acima, temos que span{ ij : i,.j C N} é um conjunto denso em X(H2).

Assim, a aplicação ( : K(H') --, K(H) dada por ((8ij) = Eij estabelece um *-isomorfismo
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entre K(-H2) e Ã'(H). De fato, note que a aplicação a : H2 --, H definida nos elementos da
base de .H2 por

a(e.) = e., Vn € N,

é uma transformação linear unitária entre os espaços de Hilbert //2 e 7{. Assim, se í,.j c N,
então

(((E'ij))(h) - aj(A) h,ej >e{ Z,/(cj)>Z/(ci)

< a'(h), ej > a(c{) = Z/(< z./'(A), ej > ci)
U(eij(a'(h))) o eij 'a')(À), VA C H,

isto é,

((8.Í) oC.j 'a',
quaisquer que sejam i,.j C N. Como a é unitário, segue que ( é um +-isomorfismo.

Seja P a projeção de a'(S) dada por / -- SS'. Note que, como S'S = /, temos qn

s' PS = s' ç] -- ss' )s = s' s -- s' ss' s = ç]

e portanto

s"*Ps" -o

quaisquer que sejam m, n C N*

Lema 3.1.1. Soam & : K(-H') --, 7" a áncZmão canónica e p : Ã(H) --, C*(S) a aplicação

dada por g (Eilà - SiPS'j. Então o dictgrama

K(H')

Ã'(H)

&

l
(

7

é

a'(s)
P

e comuzazzuo.

Z)emonstrnção. Note que, se C/ = Tc. é o shi# unilateral de .172, então

se n := 0

se n > l(.rH, - uu*)(..)
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Como, dado / C .ll2, podemos escrever / ;: }',leN < .fl Cn > Cn) temos

t/"(i') - T.«(/) - 'm/ - }, < /, .. > ...-« >1:e(«--«)«(/)
neN neN

qualquer que seja m C N'. Assim, dados i,.j C N', temos

f \ f \*
âj = eioeméloj = 1: +o

k€N
€m >l:'a...p. l - (t/') &« (u')'

ZeN ,/

Logo,

P('(( ':( .&j )) ) P(t(8ij))(t(U:emUJ')) = P(U:eooUJ')

IPqUi (lua -- UU' )U'i ) = 9 ÇI -- SS' )S*3 - SiPS'j

portanto o diagrama comuta. D

Proposição 3.1.2. .4 «pZá"ção p : K(H) --, C'(S) d«d. P«

'p (..Eià = gPS'i

é um +-homomor$smo inactivo

l)emonstração. Como as aplicações é e ( do diagrama do Lema 3.1.1 são +-isomorfismos e a

inclusão & é um +-homomorfismo injetivo, segue que p é um +-isomorfismo injetivo de K(H)
em C*(S). []

Corolário 3.1.3. a'(S)/p(K(H)) 3 C(T)

Z)emonstração. Conforme foi demonstrado na Proposição 1.3.33, 7"/K(H') 3 C(T). Como

as flechas verticais do diagrama comutativa apresentado na demonstração do Lema 3.1.1 são
+-isomorfismos, segue que

C'(S)/p(-K(H)) B C(T).

D

O Corolário a seguir decorre da Proposição 1.3.33 e do Corolário 3.1.3

Corolário 3.1.4. .4 seqiiêncía

O ----, .K(H) -E, C''(S) --5 C'(T) ---, O, (3.1)

em gue p é o +-homomor$smo dado por p(S) = z : À n À, é uma seqiiência ezata cada de
C' - álgebrm.
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Vamos agora tensorizar por l? - .A x. Z cada O'-álgebra da seqüência excita dada em

(3.1) na página 87. Sobre produto tensorial de C'-álgebras, vide o Apêndice A. Como K(H),
O''(S) e a(T) são a'-álgebras nucleares, (Corolários A.21 , A.28 e A.23), segue da Proposição

A.25 que

o ---, B ® .K(X) yB B ® C'(S) yB B ® C(T) ---» o

é uma sequência excita curta de O'-álgebras.

Seja T(.4,a), ou simplesmente T, a a'-subálgebra de .B 8) O'(S) gerada por .4 ® .r e
u ® S. Chamamos esta O'-álgebra de áZgebra de ZoepZãtz associada ao (.;'-sistema dinâmica
{.,4,a}.

O objetivo dos próximos resultados desta seção é mostrar que T é uma extensão de
4 x. Z por .4 e) K(H).

Seja J C T o ideal bilateral fechado gerado por

(3.2)

Q (u® S)(u êO S)* l® P.

Proposição 3.1.5. .Ezáste um lírico #-Aomomor$sma @ : .4 e) K(H) --, T satisfazendo

Ü(a ® E.i) (u® Sy(.® P)(« Syj u'au'J ® p(.Eij)

E mais, @ é {«jetá« e @(Á ® K(H)) J

Z)emonsfração. Como a : a r- uau' é um +-automorfismo de .A e p é um +-homomorfismo

injetivo (Proposição 3.1.2), seguem do Lema A.24 a existência, a unicidade e a injetividade
do +-homomorfismo @ satisfazendo

@(a ® .&j) u'au*' ® P(-Eij) = a(a) ® P(E.j)

Como Ã(H) é simples (Observação 1.3.31) e a)o C K(H), se < .Eoo > denota o ideal

bilateral fechado de B(H) gerado por Eoo, então < Eu) >= Ã(H). Logo, se < IA ® .Eoo >

denota o ideal bilateral fmhado de .4 8) X(H) gerado por l.4 ® Eoo, então < 1.4 e) Eoo >=

,4 ® K(7í). Agora, como @ é um +-homomorfismo injetivo, @ é uma isometria, e então

@(.4 6) K(H)) é o ideal bilateral fechado de T gerado por @(1 (8 .Eoo) = 1 ® P = (2. Portanto,
@(..4 ® Ã'(H))

n
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Lema 3.1.6.(Z? ® g(Ã(H))) n T = J.

Demonstração. Note que J = @(.4 ® K(H)) c .B ® g(X(H)) n T, dado que

Ü(a® Eij) ® p(Eij) =(u® Sy(a® P)(u® Syj

ar a inclusão reverso. Se y = SkPS*i, com k, Z C N, e m 2 máx.[k, Z}, então

/ m \ / m \

\i=o / \.j=o /

-5''S'gPS'jSkPS'tSJPS'j = SkPS't =V.
&--.# .É...d

i=o .j=o

Segue que, qualquer que seja W C spanlp(Eij) = S{PS*j : i,.j C N}, temos

W + ... + Emm)WP(.Em + ... + .E«),

para m natural suficientemente grande. Como g é injetivo e o conjunto dos operadores de

posto anito é denso em Ã(H), segue que spanlp(Eij) = S'PS*j : í,.j C N} é denso em
p(K(H)). Assim, se

9(.E«,+ >l'SiPS*: }'' l }' sjps''

Vamos mostrS

P(Ã'(H)) SWnlP(.Eií) SiPS*3 i,.j c N}J

+Em«)}''P(Em +

então

.Pn. llW' - 9(.En + ... + .E««)WP(Em + ... + .E«.)m--+ oo

L.go, d,do g/ € B ® p(X(H)), temos

,.l!=m llV -(l« ® V'(Em + .-.+ .E«))Z/(l, e' V'(E.« +... + Em«»l l- 0

e, se exigirmos também que Z/ € T, como

IB®P(.E.«+...+-E«) @(l..*®(Em + ...+ E«)) C J,

concluímos que y C J.

Proposição 3.1.7. O quociente T/J é +-isom07jo a B = .4 x.Z

Z)emonstrczção. Como J é gerado por

Q-i®P l®(.r-SS') ®.r)-(«®S)(u'®S'),

D
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se n é a aplicação quociente de T em T/J, então

a'(Q) =0 + a'((lê0.r) -(u®S)(u'®S')) =0

+ «'(l ® .r) (u' ® S')

+ «'(l ® .r) (u® S)*

isto é, a(u 8) S) é unitário. Logo, T/J é uma (;'-álgebra gerada por 7 = a(A ® /) e um
unitário E = n(u 6) S) satisfazendo

E.48' «(u ® s)«(A ® .r)r(u ® S)*

«'(Á ® /)«'(l ® ss')
«'(..4 ® .r)

Segue do Teorema 1.4.12 e da Proposição 1.2.6 que T/J 3 ,4 x. Z. n

(3.3)

Segue das Proposições 3.1.5 e 3.1.7 que a seqüência

0 ---, .A ® Ã'(H) -L T -L .A x. Z ----, 0,

é uma seqüência exata curta de O*-álgebras. Esta seqüência é chamada de edensão de
ToepZãtz associada a ..'l x. Z.

3.2 Descrição dos geradores de KI(.A x. Z)

Segue da Observação 2.3.9 que podemos definir XI(.B) como classes de equivalência de in-

versíveis no lugar de unitários. Utilizaremos esta definição de Ki no lema abaixo e passaremos
à definição com unitários no lema seguinte.

Lema 3.2.1. O gmpo Xi(B) é gerado rezas classes de elementos ãnuersúeás da /07'ma

1. + su;,

co«. « C .M.(A), P«« n C N*

l)emonstração. Seja I' c Ki(B) o subgrupo gerado pelos elementos da forma jl. + zu;lli,
com 1. + zu= inversível.

Aârmamos que lula C I'. De fato, observe que, como I' é um grupo e

0 luu'li = lul + lu'l-,
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para que lula pertença a I', é necessário e su6ciente que lu'l pertença a I'. Como

lu(1, + 2u')l: 0 + lula + jlB + 2u'li 0 + lu'lt = lla + 2u'li,

basta mostrar que u(IB + 2u') «.,h le. Com este intuito, observamos que

«':- -- '«o - « + '.:- - , l ;« -- :, l ,
com

r l . "\ ll ll l ll l
:'- kà"*:'J - llà"ll - à « :'

Aplicando o critério de Clarl-Neumann (Proposição 1.1.3), obtemos a inversibilidade de

(êu + la) . Logo, "(IB + 2u') também é inversível. Por outro l«io, conforme a Oefinição

1.1.2 e Proposição 1.1.16, o raio espectral de (lu + la) é dado por

suP li - Àl:À c a =:T IB IB - ;.
Segue que

:-* ' ;, »»' . (à«*:,),
o que nos permite afirmar que a ( l u + IB) está contido no disco complexo de centro í e raio

$, e portanto

]R: n « 1 ;« -- i, 1 - g

Agora, se Zn : C \ ]R: --+ (C denota o ramo principal da função logaritmo, então existe uma

vizinhança aberta de a ( lu + IB) , contida em C \ R=, em que podemos restringir a função

holomorfa Zn. Segue do Teorema 1.1.20 que existe a C .B tal que a = Zn (:u + le), logo
('u + l.B) = e'. Definindo o caminho de unitários 10; 11 3 t -, e'' € B, que é evidentemente

contínuo, obtemos u(IB + 2u') Nh la.
Para cada p C N*, temos que os elementos da forma )l:}., anui, com s, t € Z, s $ t e aj C

.M.(Á), formam um conjunto (tenso em M,(B). Com efeito, como .M,(B) B B ® M,(C)

(Observação A.17), então os elementos da forma b®X, com b C B e X C .M,(C), constituem

um conjunto denso em B 8) .A'lP(C). Entretanto, os elementos da forma )l:L.. aiu:, com
cada ai C .A, formam um conjunto denso em .B. Logo, os elementos da forma

n \ n

"}

E.:.'
t = -- 7} ® x - >: (''' e' x)91...:.$2,

: =: -- 7}
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são densos 'm B ® .M.(C), com c«ia a{ ® X € .4 8) Mp(C) 3 .M.(.A).

Portanto é suficiente provarmos que as classes dos inversíveis da forma )ll:}., anui estão
todas em I'. Entretanto, como

rt l Ft-8 l

E..«il -.[«,]- - IE.:«i,l
Lj=a JI Limo JI

e luPll ' lula € 1', segue que, sem perda de generalidade, podemos supor s - 0.

Seja g/ = )ll:}.o ajl4 um inversível, e considere a seguinte identidade matricial:

ao al
-up l.

«.l li, y:
o l

v. l lv
o 1 1 i,

o 1 1 i,
--u. l,

0

(3.4)

0
--u. l,. 0 Ip. 0

Ip. 0 --u. l,

em que
kt

.0J
yk :: 2./ aj+kui = yt+itiP + ak

Note que a primeira e a terceira matriz do lado direito da equação dada em (3.4) são ambas

soma da identidade com alguma matriz nilpotente, afirmamos que a correspondente classe

no grupo Ki(B) de uma matriz deste tipo é trivial. De fato, seja / = ll,(t+l) e N uma
matriz nilpotente de .MP(t+i)(.B), daí --/V também é nilpotente. Mostraremos que a classe
de / + (--.V) = / -- .N' é trivial: como existe r € N tal que N'' = 0, segue que

(.r - .v)(}' + .v + ... + N''':) l-N'-l,

[ogo / -- ]V é inversíve]. Daí .r -- (] -- t).N é inversíve], Vt C 10; 11, e portanto / «.,h / -- N, isto
é, l/ - .vl:

Segue que lyli é igual à classe da matriz do lado esquerdo de 3.4.
Definindo

0 0

-lp 0

clp
0

e T

ao ai
Ip 0

&

o --l, o 0 ip

em que c C C, temos l3/li = usou. + Tli, em que n = (t + l)p. Agora, se € # 0, então S, é

inversível e IS.It = 0. Com efeito, basta observar que S. (SI 1 = / = 1 SI l S., lembrando
« Ü

C
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que l.S},l é a matriz transposta conjugada de Si. Daí a trivialidade de IS'.li segue de

S!+' = c.l + (t + l)IS.li

Como

l(s.u« + r) - (sou« + ]")ll ll(s. - se)u«ll $ 11s. - soll $ 1cl,

se tomarmos € # 0 suficientemente pequeno, então

Isca«+rl: +sc':T)h +lu«+sc':Tl:
IU.l: + IU. + SC':l"l: - IU«l: : + IU. + SC''rl: + l«l;l:

lu«l: + 1("« + s;:a")":l: mIaI: + it. + s::r u;l:
e.M «(.4)

E como já provámos que lula C I', obtemos que l3/li C I'. D

Considere a aplicação # : T --., Aut(.B) dada, para cada 'y € T, por

(P('y))(z )
'yu

se 3 C ..4

se z - u.

E fácil ver que P é uma ação de T em B

Observação 3.2.2. .A é a áZgebra dos pontos .Pios de P

De fato, tome z C B não nulo tal que (P('y))(z) = z, qualquer que seja ' C T. Sem

perda de generalidade, podemos supor que este elemento é da forma

com os elementos ai não todos nulos. Daí,

(.Ê ..«')
)l: «.«'- p(7)

{= -- n

n

P('y)(.:u' ) ai'y'u
{=--n

que é equivalente a

'y:).:u'

e como esta igualdade vale para todo ' C T, devemos ter { 0
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Lema 3.2.3. O gmpo Ãi(B) é gerado pelas classes de e/ementas unitários da /07ma

(l. - F') + Fzu;r', (3.5)

e«. que .F, z C .M.(A) (n € N*) e F' é uma pr@eção

Z)emonstração. Segue do Lema 3.2.1 que é suficiente provarmos que, dado um elemento
inversível

3/ = 1. + zu;,

em (lue z C -A''t«(.A), existe um elemento da forma dada em (3.5) pertencente a mesma classe

de 3/ em -Ki(B).

Para este fim, vamos primeiramente estudar o espectro de zu;. Segue da inversibilidade

de 3/ que --l # a(zu;).

Afirmamos que a(zu;) é invariante pela avaliação de P(y)« em zu;, qualquer que seja
7 € T. De fato; sejam 'l e '72 elementos distintos de T; se À é um elemento do resolvente de

#('y:).(zu;), e«tã.

ÀI« - P(7:)«(zu;) #('y:)«(.XI« - -;)

é inversível. Como

P(V:)«(.Xt« - zu;) P('yiHl2).(ÀI. -;) H#('v,).(Ài« ««;),

obtemos que

P(1,)«(.xi« - -;)
é inversível, e portanto À também é elemento do resolvente de P('y2).(zu;).

Como P(7)«(zu:) = 7zu; e P(1).(zu;) = zul;, temos que, qualquer que seja ' C T,

--l # a(?-;) , d'í 1-+?=«; é i-ersível, seg« q« ? ( : 1« + -;) - 7(71« + -;) t'mbém
é inversível, e portanto T C p(zu;).

Assim, G = a(zu;) n {z € c : lzl < 1} e H = a(zu;) n {z C C : lzl > 1} são conjuntos
disjuntor cuja união é a(zu;). Considere as funções holomorfas g e A tais que

g = 1 em G e g = 0 em//

e

h = 0 em G e h = 1 em.17

Aplicando o Teorema 1.1.20, definimos as projeções espectrais

g(zu;) e P+
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Observe que .f'- = 1. -- P+...

Afirmamos que P+ e .f'- comutam com zu; e que são invariantes por P('y)., para todo
,y C 'F. De fato, temos

««;& id(zu;)h(zu;) h) (zu;)

(h . id)(zu;) A(zu;)id(zu;)

em que id : a(=u:) --, C é a função À -, À. E como a(zu;) é invariante pela avaliação de
P('y). em zu;, temos também

P('y ).(p+ ) P('y).(A(zu=)) h(P(7)«(zu;l)) h(7zu;))

analogamente para /'-. Segue da Observação 3.2.2 que P+ e .f'- são elementos de M«(.A)
Considere agora, para 0 $ c $ 1, os elementos

g/€ (cP+ + zu;P+) + (P- + czu:P.),

e note que

#: P-) + -:(P+ + P-)

Vamos provar que os elementos Z/. são inversíveis, para todo 0 $ c $ 1. Considere (r«, 7{.)

a representação universal de .M«(.4). Sejam E e F' as projeções ortogonais de H. sobre
(««(.1'-))(H«) e (r«(P+))(H«), respectivamente. Vamos denot-r B: = (F(H«)) C B(H.)
e B2 .E(H«)) C B(H.). Como

aa.(r.(zu;P+)) C H e aB,(«.(zu;P.)) C G,

então

l-i; 01 C P.: (,'«(zu;P+))

e

m; -il C PB:(x«(ru;P.))

Portanto

«'«(zu;P+ ÀP+) é in«ersí«l em B:, VÀ c l-i; 01

e

n.(zu;/'- -- pP.) é inversível em Z?2, Vp €1 -- oo; --ll,

««(P+) e l., (P-).dado que IB.
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Se € = 0, basta tomar À = 0 e notar que r.(0P+ + :ru;P+) = 7r.(zu;P+) é um inversível

de BI e que a.(P. + Oaçu;.f'-) = n«(.1)'-) é inversível B2, dado que é a unidade. Portanto,
como

g/o P+) + (P-)

é o levantamento por r. da soma direta destes operadores inversíveis, segue que 3/o é in-

versível. Se c Cl0; 11, basta tomar À = --c e p = --!. Daí,

(z«;p++'p+)+' l-:p. +:p-) +-;p+)+(p- +"":p-) -z/.

é inversível.

Concluímos que lyoli = IZ/ili - IZ/li. E como P- = 1. -- P+.., usando que .f? = .f\ e que

/\. comuta com zu;, obtemos a igualdade

lyl: - P+) + P+:«u;P+l:

Voltando a B(H.), note que, se z € H«, então, como F é uma projeção ortogonal,

podemos escrever z = zi + z2, com zi C F(H.) e r2 C F'(H«)l, de maneira única. Daí

(,'«(P+)r')(z))(r'(z-+ «,))(x«(P+))(z:)

dado que z: C F(H.) = («.(P+))(H«) e r«(P+)' = r«(P+), e

(F'z«(P+))(z)(P+)(z))))(z).
CF'(H«)

Como (n.,H«) é fiel, vamos omitir n« e denotar o levantamento de F em .M«(B) por r«
também por F. Assim, acabamos de mostrar que /\-F = F e F'Pt = Pt, e portanto

r' + FP+(l« - F') F'P+ - FP+F'

E como F2 = F'' = F € .M.(.4), temos ainda

=U'nF = =R{.P+F = P+=unP+F = FP-tnu;P+F = Fzt(.P+F = F=uünF.

Segue que

yo (1«

(1.

(1.

(1«

(1.

P+) + zu;P+

(r' + FP+(l. - F'))) + #u;(F + F'P+(l« - F'))

F) + zu;F' + -;r'P+(l« - F') - r'P+(l« - F)

F') + Fzu;F' + r'z«;F'P+(l« - F') - FP+(l« - F)

r') + Fzu;-F + F(=u:/'P+ - P+)(l« - F'),
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e para simplificar a escrita, denotaremos S (zu;FP+ -- P+), daí

g/o (1« F) + F'zu;F + FS(l. F')

Vamos mostrar agora que IZ/oli l(i« - /') + F'=u;F'l-. Seja

2€ (1. F) + F-;F + ./'S(l« F),

temos

yo - ,. (l. - F) (1 - .)FS(l« - -F),

e como (yo -- z.)' = 0, temos a. = 1« + (yo -- z.) é a identidade adicionada a um nilpotente,

e portanto é inversível e homotopicamente equivalente a 1., qualquer que seja c 2: 0, (vede
demonstração do lema 3.2.1.)

Temos que zc também é inversível. De fato,

ae'ze (l« + (3/o - ,.));.

(1«+(1 - ')/'S(l« - F))((l« - F') + azul;/' + er'S(l«

(1« -/')+ zu; +cr'S(l«-F)+(l-c)FS(l.-r')
(1« - /') + /'z«;F' + r'S(l. - r')

cozo

r'))

e como yo e a. são inversíveis, segue que z. é inversível. Assim, obtemos

l3/ol: li. - F + r'-;r'l:
Finalizaremos esta demonstração provando que podemos escolher um elemento unitário

na classe de zo com a mesma forma de 4). Note que

(l« - r' + r'zu;lF)(l« - .F + F%.z'F) 1« - F' + Fzu;F'F'u.z'F'
1. -- F' + F'zu;u.z*F = 1. -- F + Fzz'F,

e como za* > 0, denotaremos a2 = zz'. Cromo

(i«- p+f'.r'y In -- F' + F'a2F ;= zOz0}

segue que (zoz8)} = 1« -- F + FaF C .M.(.A), dado que a € .4.

Como zo é inversível, e consequentemente z; e (zoz;)â também são inversíveis, temos que

(a,g )(;o.; )â (,i) ' : (a;; )}(,o,; )à (a,; )} (;i) ' '
(,o,8) â(;o;;){(a,<)' â ;o)(,o;;)'}.o,
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o que é equivalente a

(,o.; )}(;; ) ' ' (.oz;)'â,o. (3.6)

Com isso, temos

(a,8 ) '} ,o ((a,; ) 'ãa) ' (a;; )'} .o,; (,.,; ) ' { (a,;)'}(az;) {(4,;) {(,o;;)'{ 1.

e

((,o'g)'ê;o)'(az;)'{ a)'}(.o,;)'êa

isto é, (az;)'izo é unitário.
Por outro lado, temos

,; ( ;g ) ': :i: .. ;; (4z; ) ': .o

zg(l. - f') (1. F' + Fu«z'F')(l« - F') 1. F,

o que é equivalente a

(,;)':(l. - F)
Temos também

zoF' - (l. - F' + F'zul;F')F - Fru;F'.

Assim,

(zo,;)}(,;)':(l« - F) - (l« - F' + .F«r')(l. - F)
e usando a igualdade dada por (3.6) na página 98, isto equivale a

1.- F,

(,o,i)'ã;o(l« - F') 1. - F,

portanto

(.oz; ) '{ ;o 1« - F + (4,;)'#:Ó/' - F' + (;o.;)'àFzu;F
1« - F + f'(4z;)'âzu;F

dado (lue F é projeção e comuta com zo, e consequentemente comuta com (az;)'{
agora tomarmos z' = (zoz;)'$aç, que é elemento de .M«(.A), e o Lema está provado.

Basta

D

3.3 A Seqüência Exata de Pimsner-Voiculescu

Seja 7{ o espaço de Hilbert separável de dimensão infinita fixado no início da seção 3.1.
Lembremos que T é a C'*-subálgebra de B ® O''(S) gerada por .A e) .r e u® S, que P denota a

projeção de C'*(S) dada por / -- SS' e que C? = 1 ®/ -- (u®S)(u®S)' = l® P c B8)C'(S).
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d : ..4

a

Considere a inclusão natural
T

e note que claramente d é um +-homomorfismo.

Seja { : .4 --+ .4 x. Z a inclusão isométrica dada pela Proposição 1.4.11. Se J é o ideal

bilateral fechado de T gerado por Q, então T/J çg 4 x. Z (Proposição 3.1.7). Seja a o
+-homomorfismo dado pela composição do +-isomoi6smo que identifica T/J com .4 x. Z
com a aplicação quociente de T em T/J. Como, se a C .A, então n(d(a)) = r(a ® /) = {(a),
segue que o diagrama

T
T ; ,4 x.Z

Á

d à

Á

é comutativo.

Vamos retomar aqui a extensão de Toeplitz associada a .4 x. Z construída na Seção 3.1

0 ---, .4 ® Ã'(H) -L T -= ..4 x. Z ---., 0.

Aplicando o Teorema 2.4.15, obtemos a seqüência exata de seis termos

Ko(+)
K'o(.A ® -K(H))

K:(.A x. Z)
KI (r)

Ko(T)
Ko (x)

Ko(.A x. Z)

=ã.f':(A e' K(x»-

óo

K'- (T) (3.7)

Lema 3.3.1. (;onsãdere os K-g pos da seqüênc a dada em (3.7). O diagrama

Ã'o(A ® K('H))

Ko(..'1)

Ko(@)

Ã'o(T)

Ko (id .4 ) --Ko (a ' ' )
Ko (.A)

é comutatáuo.
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l)emonstração. Note que, no diagrama acima, devemos trabalhar com elementos dos .l(0-

grupos associados a .4, .4 e) K(7{) e T. Por definição, elementos típicos desses Ko-grupos
são diferenças entre classes de projeções em

.M.(.A), .M.(.A ® Ã'(H» e M.(T),

com n, p e q naturais não nulos. Sem perda de generalidade, podemos tomar, em cada

passagem, m = máxln,p, q} e trabalhar com classes de projeções em

.M«(.4), .M«(.A ® K(H)) e .M.(T).

Segue da Observação A.17 que estas C'-álgebras podem ser vistas como os produtos tenso...
dais

.4 ®.M«(C), .4 ® Ã'(H) ® .M.(C) e T ®M.(C),
e, neste caso, os +-homomoríismos a, id4, H, @ e d se estendem de maneira única aos

+-homomorfismos c1 6) id., id.4 ® id., H 6) id., @ ® id. e d ® id., respectivamente, em que

id. é a identidade de .A4.(C). Logo, é suficiente provarmos a comutatividade do diagrama
considerando m = l

Seja q € .A uma projeção. Segue da Observação 2.2.16 que

Ã'o(K)(lqlo) IÇ® Emlo.

Logo

Ã'o(@)(lq® E.«lo) ® E.«)lo IÇ ® Plo.

Por outro lado, temos

l Ko('í) ' (Ko(id«) - .Ko(a':)) l (lqlo) Ã'o(d)(lid«(q)lo - la':(q)lo)

Ko(d)(lqlo - lu'guio)

lç ® .rlo - lu'q« ® .rlo.

Considere agora o elemento

.- l"7'u'® S*

de .A,'f2(T) e note que

i®ss'+i®(.r-ss') i®(.r-ss')(«®s)\ /i®.r o \
("'®s')(le'(/-ss')) «'«e's's / \ o i®.r7

0 u*®S*
«'ws' o \ . /t®ss*+'2 '2(«®S) \

'2 «®s7 ' \("'®s')e("'®s')("®s)J

100



Como analogamente obtemos Q'Q = diag(l ® /, l e).r), segue que Q é um unitário de .A,'t2(T)
Segue da Proposição 2.1.5 que

1. 1"'«=*' :1 .'1.
ll"7' . g,*l I"«:'' :l I';'' .:.ll.
ll"r'' :ll. - .«':. - ',«',.- '"'-.

lu'qu ® .rlo

Com isso, temos

(X'o(@) o Ko(K))(lqlo) IÇW Pjo (R'o(d) . (Ã'o(n) - Ão(a''»)(lqlo)

D

Lema 3.3.2. Considere os K-g pos da seqiiéncia dada em (3.7)

(.) O di.g«m.
K- (.A ® K'(H))

X': (.4)

KI(+)
K'- (T)

K: (A)
é comutativa

Ki(id.4)--Ki(a :)

O) O Ao«..mora'm. R':(d) : K:(.A) --, Ã':(T) á ã«meti«

Z)emonstrnção. Note (lue, nas afirmações (a) e (b), devemos trabalhar com elementos dos

Ki-grupos associados a .4, .A 6) K(7í) e T. Considerando o argumento apresentado no

início da demonstração do Lega 1.3.1, é suficiente provarmos os itens (a) e (b) apenas pala
elementos unitários de Á, A ® K(H) e T

(a) Seja u € ,4 um unitário. Segue da Observação 2.3.16 que

x'- («)(1«1: ) l®.Em)l 1 )

em que .r l,4®/((H)' E, da Proposição 2.1.13, segue que @ : .A ® K(H) --' T é dado por

Ú(a ® .EÜ + /) = Ú(a ® Eij) + l+
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Como T é uma O'-álgebra com unidade, segue da Proposição 2.3.3 que existe um único

isomorfismo p : Ki(T) --, Xi(T) tal que

P(lz + .x(lj. - 1. ® .r)l:)

para cada z € a(T) e À C (C. No que se segue, omitiremos p e denotaremos simplesmente

la+À(1+-- 1.46)6/)li = laçlt . Dado que existe uma inclusão isométrica .A em B preservando

unidade (Proposição 1.4.11), denotaremos também por 1,{ a unidade de B = .A x. Z,
Temos

(K'-(@) o K:(K))(1«1:)(K':(K)(1«1:))
X':(@)(l«®Z.«+(J- l«® Em)l:) IÓ(«®.Em+.r- IA® Em)l:

l@(u ® Ew) + l.t - @(IA ® .Em)l- - lu ® p + 1« ® .r - IA ® p+(l+
l«®p+(l.®/- i.®p)l: ®p+(i«®.r- i.,.®(/-ss'))l:
lt; ® P + 1..l 6) SS'l:.

i. ® .r)l:

Por outro lado,

(K':(d) o K':(id.,- - '-':))(1«1:) (K':(id. - a'')(1«1:))

X':(a)(lid«(«)l: - la''(«)1-) (a)(l«l: - lu'-l-)
la(«)l- - la(«*-)l: - 1« ® .rl: - lu'- ® -rl:.

Conforme foi verificado na demonstração do Lema 3.3.1, o elemento

r«*' Q \
\ 0 u*®S'/

é unitário de .A42(T). Logo

ll"":*' :=,ll:- l.l""=*' :=,1-'1:
ll"7' ..:,.ll"":*' :=,1 1"s''
ll-:' . g..l l"s'' .:,ll:
llls={.y .Fntll:
ll"*':'*' ::,ll.-:«*«''.':,

lu'- ® .rl:

.=.ll:
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em que u 6) SS' + (2 é evidentemente unitário com

(« ® ss' + c?)': + Q)' u*®SS'+Q
Segue que

1« ® .rl: - l«'«u ® .rl: l«®.rl--l«® ss'+ Ql:
1(« ® /)(«' ® ss' + Q)h
ll®SS'+u® Pji

1(« ® /)(u ® SS' + Q)':l:
1-* êo ss' + (« ® .r)(i ® p)l:

e portanto

(K':(@) o K-(x))(lul:) 1« ® .rl: - lu'- ®

(K't(d) o Kt(i(i.4 -

.rl- ® s.s' +«® pl:
~ ':))( [«] -) ,

qualquer que seja lzilt C Ki(.4).

(b) Como

K':(a)(1«1:) :

para provarmos a injetividade do homomorfismo de grupos Ki (d) , é suficiente provarmos
que se uo, ui € ,4 são unitários tais que

wo = uo 8) / «.h ui 6) / - wi,

isto é,

K': (d)( l«ol- ) lwol- - lw:l: .K:(a)(1«:1,),

entã. l«ol:

Seja 10, 11 3 t n wt C T um caminho contínuo de unitários ligando wo e wi e considere
novamente o unitário

.- l"T'
Seja

wt 0
o l®/

l"''='''
l"'':*':«««»''

l"'':*''""z*',*«.«

0a''(w;
0 l®/

(u' ® .r)w;(u ® .r)

u*® S' 0

l®/
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Como

ll' ::,), ., I'':x"" ::,l ..'
são unitários de .A42(T), segue que M também é um unitário de .A42(T), ou seja

-'- l:7' ::,l -«'«,
e portanto, denotando

y. (l ® S)«,;(l ® S') + w.Q,

temos que 3/tZ/; = 1 6) / = 3/;3/t, isto é yt é um elemento unitário de T, qualquer que seja

t C 10; 11. Note que yt depende continuamente de t C 10, 11 e que

#o=l®SS'+uo®P e Z/i=16)SS'+ui®P.

Vamos mostrar agora que (yt -- 1 6) /) € J, sendo J o ideal bilateral fmhado gerado por
Q = 1 ® P. Note que

w Q+w(l®S)w;(l® S')

(w. - l® /)Q +(l ® .r)Q + w.(l ® s).«;(l ® s')

(«,. - l® .r)Q + l® .r -(l ® S)(l ® S') + ««.(l ® S)w;(l ® S')

l® .r+(w. - l® .r)Q - .«.w;(l ® s)(l ® s') + «,.(l ® s)w;(l ® s')

l® .r +(w. - l® /)Q + ««.((l ® s)wlr - «,;(l ® s))(l ® s'),

e como J = (B ® p(X(H))), conforme foi demonstrado no Lema 3.1.6, é suficiente

mostrarmos que (l ® S).« -- w(l ® S) C B ® p(Ã(H)), para todo w C T. Como a
+-subálgebra de 1? ® C'(S) gerada por .4 6) /, u ® S e u' ® S' (não completada), é densa

em T, benta mostrámos que (l ® S)w -- w(l ® S) € B ® g(Ã(H)) p..ra w en're estes

geradores. Neste sentido note que, se a € .A, então

(l ® S)(a ® /) - (. ® .r)(l ® s)

(l ® S)(u ® S) - (u ® S)(l ® S)

(l®S)(u'®S')-(u'®S')(l®S) -u'®P 0®9(.E.«)

Como a aplicação V' : Á ® K(H) --, T definida na Proposição 3.1.5 é injetiva, com
@(Á ® K(H)) = J, segue que V' nos dá um +-isomorfismo entre .4 ® K(H) e J. Daí os
únicos levantamentos de

(g/o - l ® /) («o - 1) ® P e (3/: - l ® /) («: - 1) ® P
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por V' são uo®Eoo e ui®Eloo. Segue do Corolário 2.1.14 que J é isomorfo a J+C(l®/) c T

Como yt, com t € 10; 11, é um caminho de unitários em J+ l®/, dado que (g/t -- l®/) € J,
para todo t C 10; 11, isto implica que

IF-l«,Em +«o® Eml: +«-® Emh

em XI(.A 8) X(H)). Mas isto é equivalente a lt;oli = lt;ilt em Ki(.A), e isto prova a
injetividade de Xt(d).

n

Lema 3.3.3. O Aomomor$smo Ki(d) : Xt(.A) --, Xi(T) é um isomor$smo.

l)emonstração. Considere o diagrama

. Ki (+) KI(lr) á:

X':(A ® K'(H)) -- K-(T) -- K-(.A ®. Z)

KI(") 1 1 Ki(d) .,,/Ki(í)

K:(..'!) ;.K':(.A)
Kt(idl) --KI(a ' ' )

Observe que o quadrado do diagrama é comutativa, conforme foi demonstrado no Lema
3.3.2(a). Note também que a linha superior do diagrama é uma seqüência excita, dado que

é uma parte da seqüência excita de seis termos dada em (3.7).

Assim, como Ker(õi) = Im(.Ki(n')) e -Ki(d) é injetivo, é suficiente mostrarmos que
Ker(ãl) = Im(.KI(a) o Ki(d)). Segue da funtoriedade do Ki que, se { = a o d, então
Ki(í) = KI(r) . Ki(d). Portanto, é suficiente mostrarmos que Ker(õi) C Im(Ki(i)), dado
queinclusão reverso é óbvia.

Segue do Lema 3.2.3 que /{t(.B) é gerado por classes de elementos unitários da forma

(l« - F') + r'zu;F (3.8)

em que F, z € .M«(.A) (n € N*) e F é uma proj.ção. Se Fi,zi C .M«(.A) e F2, z2 C M«(.A),

com m, n C N*, e Fi e F2 são projeções, então

l(i« -- FI) + F ziu;Fila + 1(1« -- F2) + F2z2u;F2l:

r(l« - F ) + F «-u=Fi 0 \ l
l\ 0 (1« -F2)+F2«,«;F2/J:

(l« -- Fi) + Flz-u=Fi 0

0 1.

l«+.--

.*

0 F2

Fi 0
+

1. 0
0 (1« - P2) + Far2u;F2

O Fa

Fi 0
0 z2

zi 0 +

0 F2

Fi 0

l

l

K'o(.A ® Ã'(H))
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isto é, a soma de duas classes de geradores com representantes na forma dada em (3.8)
também tem esta mesma forma.

Vamos provar que õi(lt;li) = lr' ® Eoolo, para cada unitário u de .A x. Z da forma
u = (1« -- F') + F'zu.F. Para isso, vamos aplicar a Proposição 2.4.3 e o Teorema 2.4.4 e,
utilizando novamente o argumento de que poderíamos substituir

{.4, a, T}

por

{M.(Á), a.,M.(T)}

e obteríamos os mesmos K-grupos, podemos supor que n = 1.

Considere o levantamento w = (1 -- F) 6) / + Fzu'F e) S' € T de u por n

é uma isometria parcial. De fato,
Temos que w

+

((l - F) ® .r + F'zu'-F ® s')((l - F') ® / + Fuz'F' ® s)

(l - F') ® .r + f'-'uz'F ® s's - F') ® .r + f'zn'F' ®/

((l - F) + F'zz'F) ® .r ® .r

e

((1

(1

(1

(1

- F') ® .r + F'-'.F ® S)((1 - /') ® .r + /'zu*F ® S')

F') ® .r + Fuz'zu*F ® ss' + (l - F) ® ss' - (l - F') ® ss'
F') ® (.r - SS') + ((l - F') + Fuz*-'F') ® SS*

r')®P+«'«® ss' ® P+l®s.s'

são projeções. Tome p .4 ® K(H), então

@(P) - w'«« ®.r-(l-r')® P -l® SS'

e como

@(0) - ww' -l®.r

tomando q = 0 e aplicando o Teorema 2.4.4 segue que

Õ:(1«1:) - blo- lqlo lr'®E.«lo - l0lo IF'®E«,lo

Se z € Ker(õi), então

Z l(i« -- Fi) + F ziu Fil: l(i« -- F2) + Faz2u:F li,
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e com isso z C Ker(õt) se, e somente se, IFi ® Eoolo = IF2 ® -Eoolo em Ro(.A ® .K(H))

KI(H) é um isomorfismo, z C Ker(õl) se, e somente se, IPilo = IP2lo 'm Ko(.4).
limando

Como

'-l? ,:l . ,:-lt =l
temos

1(1m-FI)+FIZ:u=Fll: lm+p-.q)+ zÍu+,Fll:,
e assim podemos assumir, sem perda de generalidade que m = n.

Se

«-lt :l
para k = 1, 2, então

1(1,.+p - a ) + 4'«fu;.H'l: -

ll':«-'':',:";' ,:)l
11«:« - '' * '«":''i':«

ll«:' - "' * '«";''i':-
ll':«-'':','";" :ll
l(i« - Fi) + F :u;F l: - l(t. -

l(i«--. - a') + 4'«;u;,4'1:

: -ll':« - '' : '««;'

- F2) + F2z2u;P2)' .;,ll:
-"'.'««;"'* :ll:
. -ll':« - '': '««:'
- F2) + F2z2u;lF2li,

segue que todo elemento de Ker(õi) pode ser escrito como

1(1« -- F ) + Fiziu;Flui l(i« -- F2) + Faz2u;F2ji,

com IPilo = IPajo, ' portanto, com (FI (DI«) = u(F2©l«)t;', para algum unitário u € .M2.(.4)

(Proposição 2.1.6). Logo, tomando k = 2n e denotando Fi © 1., F2 q) 1., ai a) 1. e z2 a) l.

também por Fi, F2, içl e z2, respectivamente, temos

FI)+ Flziu=Fili

Fi) + F z:u=Flli

FI)+ Fziu=Flli

FI)+ FlziuiFlli

1(1k - Fa) + Fa«,uiF2l:

l(ü*l«u -- u'Fiu) + t,*F ua2u;u'F uli

l«'((t* - F)+ F -,u;«'u«u=F)ul:
l«'((lk - F) + F -,a;:(«')uZF)«l-,
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e portanto, denotando z3 = uaç2ail(u') C .A,{Ê(A), temos

1(1k -- Fi) + Fiziu=F l: -- l(lk -- Fi) + F z3uiFlli

1((1k -- Fi) + Fiziu;Fi)((lk -- Fi) + Flz3uEFI)'li

1((1k -- Fi) + FiziuÊF)((lk -- FI)+ F u«z;Fi)li

1(1k - Fi) + F :«:u:u«z;FI)l: lk - Fi) + Flz:z;FI)l:

1(1h -- Fi) + Flui««u;z;u«uiFI)li = 1(Ih -- Fi) + Fi !iuka':(z;luiFI)li,
eMk(Á)

o que é suficiente pma que ü..' C Im(.KI({)). Portanto, Ker(ói) C Im(Ki(i)).

Lema 3.3.4. O Àomomor$smo Ão(d) : -Ko(.4) --, Ko(T) é um isomor$smo.

Z)emonstrução. Se T(C(T) 6) .A, ida(T) 8) a) é a álgebra de Toeplitz associada ao O'-sistema

dinâmico {O'(T) ® .4, idc(T) ® a}, vamos mostrar que

T(C(T) ® .4, idas ® a) a a(T) ® T

Os elementos da forma /e)a, com / € C'(T) e a C .4, formam um conjunto denso em C(T)®.A

e os elementos da forma )ll:=:..yi(l ® uy, com cada /i C C(T) 6) .4 e sendo 1 : À -» l a

unidade de C(T), são densos em IB := (a(T) 8) .A) xi+.,,®. Z. Então os elementos da forma
}l:=:..(/. ®ai)(l ®uy = )1:=:.. .Ê® (aiu') constituem um conjunto denso em IB. lata implica

que os elementos da forma

D

m 1 1 '-i \\

E 1 /, * 1 E .:,.«: l l
i--"~ \. xê--"i ) J

formam um conjunto denso em .B, portanto B 3 C(T) ® (.4 x.. Z), devido às construções do

produto cruzado e do produto sensorial. Com isso, temos que a (.;'-subálgebra de IB® C''(S)

gerada por z ® '4 8) .r e l ® u e) S é +-isomorfa à C(T) 6) T, sendo C(T) 3 z : À -, À.
Aplicando o Lema 3.3.3, temos que

X':(idcK) ® d) : .K:(C(T) ® ..4) --» K':(C'(T) ® T)

é um isomorâsmo.

Considere agora o diagrama

d

&...{ PA
C'(T) ® ..4 === ..4 0

ST -- C(T) ® T ;== T
&T ' ' .

idc(T)®dsd

0 0 (3.9)
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em que as linhas são as seqüências exatas que andem como na demonstração da Proposição

2.4.10. Note que este diagrama é comutativo. Aplicando o funtor .Ki neste diagrama,
obtemos o seguinte diagrama de grupos:

K. (&,i) Kx(p.4 )

X'-(S.A) -- K':(C(T) ® .A) === K-(.A) -- 0
l Ki(V'.{) l

Kx(idcH)®d) 1 1 Ki(d)
+ Ki(pv) +

Ki(ST) -- .K:(0(T) ® T)
KI('T) ' ' ' .K.(V,T)

Como Ki é um funtor excito que cinde, então este último diagrama é comutativo e suas

linhas são seqüências exatas que andem de grupos abelianos. Logo, KI(&,{) e Xi(@) são

homor6smos injetivos. E como Ki(ida(v) ® d) e Ki(d) são isomorfismos, então Ki(Sd) é um
homomorfismo injetivo.

Lembremos que, assim como na demonstração da Proposição 2.4.10,

0

Ki (Sd)

0 K:(T) ; O'

S 4 C(T, .4) : /(1) 0} e ST {/ c a(T, T) : /(1)

e podemos identificar a(T) ® .A e (;(T) ® T, respectivamente, com C(T, .4) e C(T, T), via
+-isomorfismos dados por

,74 : / ® « -, (z n /(z)a) e ?« : / ® m n (z -, /(z)m)

Assim, dado g € ST tal que &T(g) C Im(idc(T) 6) d), sem perda de generalidade, podemos
supor que existe / C (;(T) tal que

(i&F) ® d)(/ ® a) .v(g),

com /(1) = O, para algum a € .4. Mas isso implica que, se Z/ C Xi(ST), então

l X-(i'kH) ® d)'' ' .K:(',) 1 (3/) C Im(X-('.)),

o que nos dá a sobrejetividade do homomorfismo Xi(Sd), e portanto sua bijetividade

do Teorema 2.4.9 que isso é equivalente à bijetividade do homomorfismo

Segue

Ko(d) : X'o(..'1) --, Ko(T)

n
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Teorema 3.3.5(Pimsner-Voiculescu) .4 sequência

Ã'o(.Á)

"-(«)-'.'- l

Ko (id .4 ) --Ko (a ' ' )

Ko(A)
Ko(i)

Ko(..'l x. Z)

X': (A)

KO(K)':aóO

X':(Á x. Z)
Kt({)

K- (.A)
Kt(id ,l) --KI(a ' : )

á ezata.

l)emonstração. Partindo de um segmento da seqüência exata de seis termos obtida a partir

da Extensão de Toeplitz associada a .4 x.. Z dada em (3.7), e aplicando o Lema 3.3.2(a) e o
Lema 3.3.3, conforme o diagrama

Ko(.4 x« Z) X'.(.A x. Z)
1 1

h 1 1 Ko(«)-'oh

J K.(«)'' l
K:(.4® K'(H)) ; Ã'-(.4)

1 1
Ki(+) 1 1 K*(id4)-Ki(a-')

l . ,,. l
K-(T) : Ã':(..4)

« .,l l «...,
Ã':(.4 x. Z) K':(A x.. Z)

1 1

& 1 1 K:(.)-'.õl

! Ko(.)-' l

X'o(.4® K'(H)) Ko(..'{) ,

obtemos o seguinte segmento da seqüência exala deste Teorema:

Ki (d)

(3.10)

X'o ( ..4 )

K-(n)'''õ- l

K-(.A x. Z) Ã':(.4)
Ki(i) Ki(id.4)-Kt(a'')

Assim, para finalizarmos, basta observar que, com argumento análogo, o Lema 3.3.4 e o

Lema 3.3.1 nos dão o diagrama

X'o(.A x. Z)

Ko (H) ' : oóo

K': ( .'1) K: (.A)
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Ko (id ,i) --Ko (a ' : )

Ko(.4) ; Ko(.4)
Ko(i)

Ko(.A x. Z)

KI(K) '' .ól Ko(K)

X':(.4 x. Z)

mpletanto a Seqüência Exala de Pimsner-Voiculescu .

O Corolário abaixo é uma importante aplicação do Teorema 3.3.5

Corolário 3.3.6. Ko(.4o) 3 K'i(.AÓP) 3 Z © Z.

Z)emonstrnção. Segue do Exemplo 1.4.13 que .,4o = C(T) x.., Z. Aplicando o Teorema 3.3.5,
obtemos a seqüência excita

co

K- (.A) ,

a

Ko (idcp) ) -Ko (a; ' )

x.(a(T)) Ko(a(T))
Ko({)

Ko(C(T) x.. Z)

KI(H) :oói Ko(K)

X'i(0(T) x ... Z) Ki(C'(T)) X'i(C(T))
Ki(i) ' ' '' Ki(idc(T)) Ki(a;')

Lembramos que Ã:.((7(T)) = Z e que jljo é o gerador de -Ko(C(T)) e lzli é o gerador de
Ki((;(T))(Corolário 2.4.11). Assim,

(Ã.(iüa)) - Ko(a;'))(lllo) lllo

(K:(idcK)) - X:(a;:))(l,lo) : - la;'(,)l: - 1.1: - je''':'zj:
Logo

0 = Im(Ki(i(k(T)) -- K.(a;:» = Ker(Ki(t))

portanto .IG(&) é injetivo, í Com isso, temos

Im(Ki(x)': o ói) = Ker(Ki-i(idcF)) -- Ki-i(a;')) = Z = Im(Ãi(t)) = Ker(.Ki(K)': o õí),

para { ' 0 ou { = 1. Po-tanto, Ko(.,4o) çg Xi(.&) çv Z © Z. []
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Apêndice A

Produto sensorial de C*-álgebras

Faremos neste apêndice uma construção detalhada do produto tensorial de C'-álgebras.

Utilizamos como referências básicas j171 e jlll. A construção desses objetos se segue do

produto sensorial algébrico, que é um artifício para "linearizar" aplicações bilineares. A
di6culdade aparece no momento de introduzirmos uma norma sobre este produto tensorial

a[gébrico. Em gera], uma O'-norma sobre o produto tensoria] algébrico não é completa e, ao

fazer o completamente, podemos obter com isso O'-álgebras não +-isomorfas. Entretanto,

existem O'-álgebras cuja tensorização por qualquer outra (;'-álgebra admite uma (única)
(;'-norma completa. As C'-álgebras com esta propriedade são chamadas de nucleares.

Vamos iniciar este apência apresentando um resumo do produto tensorial algébrico. Se .D

e F são espaços vetoriais, então o produto cartesiano .E x F é um espaço vetorial definindo

soma de vetores e multiplição de vedor por escalar coordenada a coordenada. O produto

sensorial algébrico entre -E e F é um conjunto construído a partir de 1? x F', em que seus

elementos, denotados por e ® /, satisfazem as relações

(el + e2) e) / = ei e) / + e2 B) / (distributividade "bilinear"da soma) e

X(e ® /) = Àe ® / = e e) À/ (multiplicação "bilinear"por escalar).

No sentido de construir este conjunto, considere o espaço vetorial CExF de todas as com-

binações lineares finitas de elementos de -E x F com coeficientes complexos, isto é,

e c .D, / c F e A é subconjunto finito de C l-

Em geral, os elementos (ei, /) + (e2, /) e (ei + e2, /) são distintos, assim como são diferentes

os elementos À(e, ./), (Àe, /) e (e, À/). A fim estabelecer uma equivalência entre elementos

como estes últimos, considere o espaço nulo .V de todas as combinações lineares finitas de
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elementos dos tipos

(e: + e,, /) -- (e:, /) - (e,, /),

(e, /- + /2) -- (e, /:) -- (e, /2),

À(e,/) -(Àe,/) e À(e,/) -(e,.X/),

em que e,ei, e2 C .E, /,.fi, /2 € / e À C «l:.

O produto tensohaZ aZgébhco entre os espaços vetoriais E e r' define-se como

vetorial quociente

(A.l)

(A.2)

(A.3)

o espaço

E (3 F -- Çn'''p IK
Se @ denota a aplicação quociente de (CExF em .E C) .F, então a avaliação de @

um dos elementos dados em A.l a A.3 resulta no elemento nulo, daí segue que

em cada

@(el + e,, /) @(el, /) + +(e2, /), (A.4)

@(e, /i + j2) = @(e, /l) + @(e, /2) e (A.5)

Àé(e,/) /)) Àe,/) . (A.6)

Se e C .F e / C F, os elemento é(e, /) são chamados de censores elementares, e são denotados

por e e) /. Logo, as relações dadas em A.4 a A.6 se escrevem como

(ei + e2) ® / ® / + e2 ® /,

e® (/i + /2) = e®/ + e®J2 e

\Qe ® J) Xe ® f

Note que 0 6) 0 = 0 ® / = e ® 0, quaisquer que sejam e C e / C r'.

Como a aplicação quociente é sobrejetiva, então todo elemento de E C) r' pode ser escrito

como soma finita de censores elementares. Entretanto esta soma não é necessariamente

única, dado que a aplicação quociente não é necessariamente injetiva.

A Proposição a seguir vai nos permitir definir em seguida um produto e uma involução

sobre o produto tensorial algébrico de duas #-álgebras. Para sua demonstração vide j17,
Proposição T.2.41.

Proposição A.l. Sejam .E e F espaços uetohaás e seja a : -E x F' --} .E O F a aplicação

bíZínear canónica rapZãcação inclusão composta com a aplicação quociente,). Se À/ é um
espaço uetohal e '@ : E x F ---} M é uma aplicação bilinear, então © se estende de maneira

única a -E O r', isto é, eàste uma lírica ap/ãcação linear p : .E O F --> À/ taZ que p o n = @.
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Vamos agora supor que .A e B são #-álgebras. Para ter em ..4 0 B uma estrutura com-

patível, gostaríamos de obter um produto e uma involução que, nos tensores elementares,
a çx ti a fn p n m

(«:®ó-)(',®h) ®ó-ó,),(.®z,)'

(ai®b:+a, b,)aa®b3="i"' b b3+.,a3®bb3.

Para isso iremos aplicar a Proposição A.l.

Dados a C .A e b C B fixados, considere a aplicação bilinear

@a,b : '4 X B --, ..'! O B

(c, d) n «® Z,d,

que estende-se de maneira única à p.,Õ : ,40 B -+ ,40B, com p.,Õoa' - @a,b, o que torna 9a.b

a multiplicação à direita pelo tensor elementar a ® b. Considere agora a aplicação bilinear

p : .4 x -B --, Hom(Á O B)

(',b) n p..Ó '

que se estende de maneira única a uma aplicação linear

p : ,4 0 B --, Hom(.A O Z?),

tal que p o n = p. Isto é, se s = }1:11-i ai® bi e t = )ll:;l.-i cj dj são elementos de .4 0 .B,
então

m n m n

}, }, P..,.. (c] 6' dj) - }: }: '.q ® Z,:dj.
í-l j-i {-l j-i

Logo, definindo s t := p(s)(t), temos que (.A O B, .) é uma álgebra.

Dado um espaço vetorial complexo -E, denotaremos por -E' o espaço uefohaZ c07Üugado

de E, que coincide com .E como grupo aditivo, mas cuja multiplicação por escalar é dada
por (À, e) -, Àe.

Defina a aplicação

)l: p(..,ó.)
i-l

}:.:®'.
á-l

Eq*', - >1, p....'.
{-1

n

E',"',

E'.*',

PP(.)(t)

'l x B --» (.4 0 B)'
(., b) -, .' ® z,'
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E fácil ver que esta aplicação é bilinear, e portanto estende-se para a aplicação linear
* : .A O B --, (.A O B)'. Seg« q«

/ m \' m

IE..*'.l -E«:*';
\i=1 / {=1

Claramente esta aplicação nos dá uma involução sobre .4 0 B

Proposição A.2 (Propriedade IJniversal). Sejam .4, B e (; 'P-áZgebrm e suponha que a

apZãcaçâo @ : .4 x B -+ a é bálinear, muZfipZ caÉiua e presema a(Ütinfos. Então eàste uma

zín ca extensão g : ..4 C) B --+ (7 de @ que é linear, multar! catãua e presema a(juntos.

Z)emonstrução. Basta mostrar que a extensão p : ,4 C) B --+ (.; dada na Proposição A.l é
multiplicativa e preserva adjuntos. Assim, temos

P((.: ® b:)(., ® b,)) p(ala, ® bib) = ú(ai.2, Z,ib)

Ü(a:, b-)@(',, b,)(.: ® b-)P(., ® Z,,) e

P('' 6' Z,') b') (', b)'

quaisquer que sejam a, ai, a2 C .4 e b, bi, b2 € B. D

,'l --} (.;Corolário A.3. Sejam Á, B, (7, Z) +-áZgebras e considere os +-Àomomor$smos Úi
e +l : B --} D. Então ehste um Único +-homomor$smo

Úi 0 @2 : .A C) B + aO Z)

satãó$azendo

Úi O@2(a ® b) ® @2(b),

gtzaàsquer que sejam a C .4 e b € B.

Demonstração. Como Úi e Ú2 são +-homomorfismos, então uma aplicação p : .4 x .Éi --) CI'(DZ)

satisfazendo g(a, b) = @'l(a) ® @2(b) é bilinear, preserva produto e preserva involução. Segue

da Proposição A.2 que p se estende unicamente a um +-homomorâsmo de .4 0 B em C O Z),

que denotamos por @i O Ú2. []

Exemplo A.4. Se ,4 é uma +-áZgebra, então .A O C 3 ..'1.

Z)emonstração. Basta deânir a aplicação bilinear .4 x C 3 (a, À) -, Àa C .4 e estendo-la,
aplicando a Proposição A.2, a uma aplicação linear sobrejetiva

A o c 3 }: .. ® À* .- >1: À..* c .A.
k-l k-l
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E como

}: «* ® '.
k-l

esta aplicação é claramente injetiva.

n

n

O Lema abaixo vai nos ajudar a construir um +-isomorfismo muito importante para este

trabalho, apresentado no Exemplo logo em seguida. A demonstração do Lema pode ser
encontrada em j17, Lema T.2.81.

Lema A.5. StzponÀa que os velares ./1, /2, --.,/n do espaço uetoüaZ F sejam linear'mente

&7 depe7zde7}tes. Se el, e2) ..) en Sao uet07'es do espaço uet07'?a/ .E fcits que

então el = e2 = ... = en = 0. .D77} par'tzcuZar, se {/l,...,/n} e uma base de .f?, então to(ío

elemento t c E O F se escreve de maneira lírica na /or'ma }l:::i ei ® j..

Exemplo A.6 (Álgebras de Matrizes). Se ,4 é uma +-áZgeZ)rn, então

A 0 .M«(C) 3 M.(.A)

l)emonstração. Seja {Eijlt$i,j$« a base canónica de M«(C), isto é, para cada {,.j = 1, ...n,

.Eàj é uma matriz cuja entrada da linha í e coluna .j é igual a l e todas as outras entradas

são iguais a 0. Segue do Lema A.5 que todo elemento [ € ,4 0 .M«(C) pode ser escrito como

* - }: '.J ® .E',,

em que os elementos aij C .4 são únicos. A aplicação

n

@ : .A Q .M.(C) --, M«(.A)
E:j.: ".j ®a} n («:j),

é linear, multiplicativa dado que

se j # k

se j = k,

preserva adjunto dado que

E:i= Ei{
e é evidentemente bijetiva
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Vamos passar ao estudo dos Produtos sensoriais entre espaços de Hilbert. Sejam 7{ e K
espaços de Hilbert. O objetivo é definir um espaço de Hilbert a partir de 7í O X:. Para isso
iremos definir um produto interno em 7{ O X:.

Dados ho C H e h) € X:, defina a aplicação @(ho, ko) : H x X: --, C por

(h, k) -,< h, ào >w< A;, ko >r,

quaisquer que sejam h C 7{ e k € X:. Note que esta aplicação é bilinear, e portanto segue

da Proposição A.l que @(ho, ko) se estende unicamente a uma aplicação linear definida em

H C) X:, que também chamaremos de @(ho, ko). Considere então G o espaço vetorial de todos
os funcionais conjugados lineares de 7{ O X:, isto é,

G :HOX:--,C:/(Àt) VÀcC,VtcHOK:}.

Defina agora a aplicação

77: 7{ xK: --, G

(Ao, h) n @(ho, kO),

que é bilinear e, novamente aplicando a Proposição A.l, estendemos esta aplicação a
( : 7{ C) K --} G, que é linear e satisfaz

((h: êO k:)(A, ® k,) P(À- , k:)(h, ® k,)

< ht,h2 >x< ki,k2 >x:,

quaisquer que sejam Ai, A2 C 7{ e ki, k2 C X:.
Defina agora

< t:, t, >xor:= ((t,)(t:),

em que tt,t2 C 7{ O Ãl:. Pode-se provar que < .,. >xox: é a única forma sesquilinear
satisfazendo

< Ai 8) ki, àa ê9 k2 >xoK=< Ai, A2 >x< ki, k2 >x:,

e portanto define um produto interno sobre 7í C) X:. Daqui em diante, utilizaremos a notação

< -, . > tanto para < , . >xor, como para < ', . >x e < ., . >x:. Acreditamos que o contexto

irá deixar claro qual é o produto interno em questão.

Definição A.7. Sejam 7{ e K: espaços de #zZbed. Z)e$námos o produto tensorial entre 7-í

e X: como o compZefamento de }í O X: com mZação à norma prouenãeníe do lírico produto
interno que satisfaz

< htê9ki,h2 )k2 >:;< hi,h2 >< ki,k2 >

Denotamos este completamente por 'H Qg K
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Proposição A.8. Sejam 7{ e K: são espaços de .lbZbed. .Então, Casta um #-Aomomor$smo

i«meti« de -B(H) O B(X:) .m -B(H ® X:).

Z)emonsíração. Sejam T C B(H) e S € B(K:) operadores arbitrários fixados. Segue da

Proposição A.2 que existe uma inclusão &(T, S) : 7{ O X: --} H e) K que é linear e satisfaz

&(T, S) (A ® k) = T(h) ® S(k). Vamos mostrar que esta aplicação é limitada. Note que

.(T, /K).(/n, S)

em que /x e /x denotam respectivamente os operadores identidade de }{ e X:. Assim, é

suficiente mostrar que as aplicações &(T, /r) e &(/x, S) são limitadas.
Se t C 7{ C) K, então l é da forma

Suponha que {k.}.cr é uma base ortonormal de X:. Segue que cada Z/j se escreve como

yí 1: < w,k. > x;.

Logo,
m / \ 7n

.j=1 \t,eZ / .j=1 t,eZ

e, como t € 7{ C) X: implica que apenas uma quantidade finita dos elementos < Z/j, k. > ]çj é
não nula, podemos reescrever É na forma

E[- E - }: )l: < W, k. > zj ® Ã;.,< uj,k.> k.

com ki, ..., k,. dois a dois ortonornais em X:, então os vetores Ai ® ki, ...,À. ® k. são dois a

dois ortogonais em H ® X:, assim como os vetores T(Ai) ® ki , ..., T(À.) 6) k. também são dois

a dois ortogonais em 7{ ® X:. Segue que

ll.(7', .rr)(t)ll'
n ll' n n

E
í-l ll {-l {-l

$ 11rll'E: llh:ll' rll'>ll: llh: ® k.ll'
í-l i-l

Er(à:) a' k.ll - llr(h:)®k:ll' r(h.)ll'

2n

- llrll' }:h.® ':
í-l

llrll'lltll',
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e portanto llt(r, /r)(t)ll $ 11rlllltll. Analogamente, obtemos llt(/X, S)(t)ll $ 11Slllltll. Como,

nos dois casos, t é arbitrário, segue que as aplicações &(7', /r) e &(/x, S) são limitadas.

Vamos considerar agora a única extensão de &(7', S) a uma aplicação linear limitada
definida em H ® XI, e vamos denota.la também por &(T, S).

Segue da Proposição A.2 que a aplicação bilinear

H x x: 3 (r, S) n &(T, S) € B(H ® K:)

pode ser estendida a um +-homomorfismo

. : B(H) o B(x:) --. B(n ® x:)

que satisfaz
/m vn \ mn

.l)l:t®s.ll :à ®t.l-E)l: J®s,aJ.
\.j=i / \i=i ,/ .j=i {=i

Vamos agora mostrar que ü é injetivo. Seja V' C Ker(t). Sem perda de generalidade,

podemos supor que V = }:=:i Z 8) Sí, com {Si, ...S;,.} linearmente independente em .B(X:)

De fato, escolhendo V'' = }1:L:: A ® Si arbitrário e reordenando os operadores Si, ..., Sn
obtemos {St,...,S.} linearmente independente com m < n. Para cada i= m + l, ...,n,

temos que

Segue que

n

11: & ® s: - >ll: & ® s. +
í=1 {=1 i-,m+l
" « / « \

E'Ü*s.-- E 'à* IE»..sJ l
i=1 i=m+l \.j=1 /

m m / ,' \

E'ü*s.+EI E À..'& l .s,
í=1 .j=1 \i=m+l /

$ k=m+l
® s..

Basta agora tomar

« - « * (.$: ,.:«.) , »: - :, ..., «.
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Vamos mostrar que Ti =

podemos escrever
= T. = 0. Fixe /to C 7{. Repetindo o argumento acima,

>l:Zü(ho) Sk= : i®Ri CHOB(X:),
k-l z-l

com {ht , ..., h} conjunto linearmente independente de vetores de H, e .1% C B(X:), para todo
Z = 1, ...,p. Para cada vetor k C X:, a aplicação

P

H x .B(K) 3 (h, S) -, h ® S(k) c H ® K:

é bilineal, e portanto segue da Proposição A.l que se estende a uma aplicação

H Q B(X:) em H ® X: que satisfaz

1: ® S n )l:h. ®S.(k).
l-l l-l

linear de

Segue do Lema A.5 que se

m m p

0 e'S.)(Aoe'k) t.(h.)e'S.(k)-l):à.®R.(k),
{-l i-l z-l

então Ri(k) = 0, para todo Z = 1, ...,p. Logo, como k C XI é arbitrário, Rj = 0,
j 2 1. Daí, segue que

pala todo

m p

}:z(h.) s. 1: WR.
i-l z-l

e portanto Z(ho) = 0, para todo { = 1, ...,m. Como Ao C H também é arbitrário,

7: = 0, para todo i= 1, ..., m, e portanto V = 0.

segue que
n

Convencionaremos a partir de agora que escreveremos 7' ® S no lugar de &(T 6) S),
dado que a todo momento estaremos nos referindo a um elemento de l?(H ® X:) e nunca

a um elemento de B(H) O B(X:). Assim como no Corolário A.3, se h ® .j € H ® K, então

(T ® S) (h ® .j)

Definição A.9. Soam .4 e B a'-áZgebras e H um espaço de /?iZóed. Chamamos (r,H) de

representação algébrica do produto tensohaZ aZgébdco .A C) .B se n : .4 0 B --, B(H) é um

'k -Àomom07./esmo .

Proposição A.IO (Produto Tensorial de Representações). Sejam ..4 e B (;'-áZgebrm.

P«« c«d« p« 'í' "p«"nt'çõe. («':, H:) e (r,, H,) de .4 e B e«bte «m. ú«í" "p«"nt.çã.
aZgébhca (ni O z2, 7{i ® 7{2) do produto tensoàaZ aZgébhco .4 C) B safa:s/acendo

(r- O «,)(a ® b) - «:(.) ® r,(b),
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quaisquer que soam a € .4 e b C B. .E mais, se ni e a2 são +-homomor$smos ãrÜetáuos,

então ni O r2 é um +-Aomomor$smo ãrÜetáuo.

Z)emonstração. A existência

(ri O r2, Hi 6) H2) satisfazendo

e a unicidade da representação algébrica

(«': o «',)(. ® z,) ri(a) ® «2(b) C B(Hi) O B(H2) C B(HI ® H2)

decorrem do Corolário A.3 e da Proposição A.8. Basta mostrarmos que a injetividade dos

+-homomorfismos ai e n2 implica a injetividade do +-homomorfismo ni C) r2.

Suponha que ai e n2 sejam injetivos. Tome t = }:=:izi ® Z/i € .4 C) B e assuma, sem

perda de generalidade, que {3/i, ..., g/.} um conjunto linearmente independente de .B. Segue

que {a2(3/i), ..., r2(3/«)} é um conjunto linearmente independente de B(H2), dado que n2 é

injetivo. Agora, se (ri O a2)(t) = 0, então }l:L: ai(zi) ® r2(3/i) = 0, de onde segue que

,ri(zi) = ... = ai(z.) = 0, logo içl = ... = z. = 0, e portanto t = 0. []

Sejam .A e B O'-álgebras e sejam, respectivamente, (7r«,H«) e (p«,X:.) suas repre-
sentações universais. Como as representações universais são fiéis, segue da Proposição A.lO

que existe um único +-homomorfismo injetivo a : .A O B --, B(H. ® K.) tal que

.'(. ® z,) ® P«(b),

quaisquer que sejam a C .4 e b C B. Logo, a função

ll . ll. : ..4 0 B ---,
É n lla(t)llB(x.®K.)

é uma C*-norma sobre .4 0 B

Definição A.ll. Sejam .A e B (;'-áZgebras. Chamamos a C'-n07ma ll . 11. de (7*-norma

espacial. O compZetamento de .4 C) B com relação a esta n07vllla é chamado de produto

sensorial espada! de .A e -B, e é denotado por .4 ®* B.

Em geral, dadas duas C'-álgebras .A e Z?, pode existir mais de uma C*-seminorma sobre

o produto sensorial algébrico .A O 1?, conforme ilustra o Exemplo abaixo. Convencionaremos

que, se c} é uma (17*-norma sobre .4 0 B, então denotaremos o completamento de .4 0 /3 com

relação a a por .A ®a B.

Exemplo A.12. Sejam .A e B C'-áZgebras e seja ' a Junção dada dada por

'y(t) :- inf l )l: llaÍll.4llbillB : t = }: ai ® b. l-

eitão ,y é uma O*-semínorma sobre 4 0 B

n n

l ll Z
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De fato, se í L: ai 6) b. e sE )ll:;:. cj 8) dÍ, então

n

>l: ll.; ll,* lló; lla
i-l

n

>:ll..ll.llz,:ll..
{-1

nos dá '(t') 'y(t), e

« - l$« *'1 1gi. «l -$gi.«' * " ',,

Como

>l: >1: 11...j ll«lló:óí ll,
i=i .j=t

<
n m

}: }l: ll..ll«llq ll.llÓ:llBlldj ll.
{=i .j=i

>l:ll..ll«llb.llB
{-1

>l:llqll.lldjlla
..j=i

segue (lue '(ts) $ '(t)'y(s), ou seja, 7 é submultiplicativa. Em particular, fazendo

f = s' = )ll:Z:i cJ' 8) d;, obtemos uma igualdade no lugar da desigualdade acima, isto é,

obtemos '(s's)
Sejam .4 e Z? (;'-álgebras e seja M o conjunto de todas as O*-seminormas cl sobre Á O .B.

Considere a função dada por

P(t) suP cv(t), Vt C .4 0 B
acM

Se t )ll:i::t ai ® bi, com aí € .A e bi C .B, então pode-se provar que, para cada a € MI,

m m

E
{-l i-l

a(t) $ a('. 8' b.) $ }: 11'.11«11Z,:ll,

e portanto p(t) < oo. É fácil ver que

P : .,'l C) B --> R+

n p(t)
(A.7)

é uma C''-norma sobre o produto tensorial algébrico .A O B

Definição A.13. Soam .A e B (;*-áZgeb7m. Chamamamos a (;'-norma dada em (A.7)

de (;'-norma maximal. O compZetamento de .4 0 B nesga norma é chamado de produto

tensorial maximal de .A e .B, e é denotado por .4 6)P B.
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Definição A.14. 1){zemos que uma C'-áZgebra .A é nuclear se, para toda a*-áZgebra .B, a

+-áZgeóra ,40 B admite uma lírica C'-norma. .Neste caso, denotaremos o compZetamento de

.4 0 B nesta Única (.;'-nor'ma por .,4 ® 13

Observação A.15. Soam .A e B (.;'-áZgeZ)7m e suponha que a e P sejam (;'-lzormas com

pZetm sobre .A O Z?. Segue que a ncZusão

.4 6). B ---» .A ®p B

[ F-.-> t

é um +-isomot$smo isométhco, logo a = 13. Assim, se o produto tensodal algébrico da C*

áZgebra .4 por qualquer a*-áZgebra B admite uma (-;'-n07ma completa, então .A é nuclear.

Exemplo A.16. Para cada n 2: 1, a (.;'-áZgebra .M.(C) é nuclear

De fato, seja .4 uma a*-álgebra. Segue do Exemplo A.6 que M«(C)0.4 çg .M«(.A). Como

a O*-norma definida sobre .A,'t«(.A) na Seção 2.1 é completa, segue que .M.(C) é nuclear.

Obser«ação A.17. Não /cremos dástánção entre os elementos de .A ®.M«(C) e .M.(.4). Se
(aÍj) € .M«(.A), então, omitindo o +-isomorPsmo qae identã/ica .4 ® M«(C) com M«(.A),
lemos

n

(a.j) }: '.j®.E'',
í,.j=i

sendo .Eij = (Xki), com Àkz = õiÊõtj.

Se p é um +-Àomomor$smo de .A em uma (;*-áZgebra .B, denotamos pOr 9n O con'espon-

d.n&e *-h.momo$;m. de M.(.A) e«. M«(B). C;.«.o

)®.E.j,

podemos àdent4/tear g ® id. com o +-homomor$smo p. de$nido na Obsemação 2.].3, em

que id. representa aqui a identidade de M«(C).

n

lt,.7

p®id«
i,.j=t

O Lema abaixo nos dá uma descrição das O*-álgebras de dimensão finita, o que nos per-

mitirá provar logo em seguida que estas (17'-álgebras são nucleares. Indicamos jll, Teorema

6.3.81 para uma demonstração deste Lema.

Lema A.18. Se ,4 é uma (.;*-áZgebra não nula de dimensão .Pnita, então

.4 z .M.. (C) © ... © .M«. (C) ,

para ni,...,nk € N*
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Proposição A.19. Se .A é uma a*-áZgebra de dimensão ./inata, Calão .4 é nuclear.

Z)emonstração. Segue do Lema A.18 que, se .A é uma C'-álgebra de dimensão finita, então

.4 3 .A4.: (C) © ... © .A'í..(C). Se 1? é uma O'-álgebra, então a única aplicação linear

«' : (M«. (C) © © .M«. (C)) 0 B --, (M.: (C) 0 B) © © (.M«. (C) 0 B)

satisfazendo

«((a-, ...,«k) ® Z,) ® b, . ,

quaisquer que sejam aj C .A,'t«,(C), .j = 1, ...k, e b € B, é um +-isomorfismo. Como cada

M«,(C) ® B 3 .M«,(B), segue que .A O B admite uma C'-norma completa. Como a O*-
á[gebra B é arbitrária, segue que 4 é nuc]ear. []

ak 6) b),

Para provar que a O''-álgebra dos operadores compactos num espaço de Hilbert sepaiável

de dimensão infinita é nuclear precisamos enunciar a seguinte Proposição. Sua demonstração

encontra-se em jll, Teorema 6.3.101.

Proposição A.20. Seja S um conjunto não vazio de C*-subáZgebras de uma C;'-áZgebra .A.

Sup07zAa que S é parcãaZmente ordenado reza inclusão, isto é, se B,C C S, então eàste

1) C S taZ que B,O C Z). Suponha que Uocs Z) é denso em 4 e que fadas as (.;'-áZgebras
em S são nucleares. .Então .,4 é nuc/ear.

Corolário A.21. Se 7{ é um espaço de #áZbed separáueZ de dimensão ã7zánita, então o
"p«ço 'í' .pe«d«« c.mp«t.s K(H) é «m. C'-áZgeZ,« -.Ze«.

Z)emonstração. Para cada n C N, a C''-álgebra FnB(H)Fn definida na demonstração da

Proposição 2.1.11 é +-isomorfa a .A'{«(C) (que tem dimensão finita). Segue da Proposição

A.19 que FnB(H)Fn é nuclear. Se, para cada n C N,

Á«

então S = {.A. : n € N} é um conjunto de C'-subálgebras de K(H) parcialmente ordenado

pela inclusão, tal que Uí.i 41 é o conjunto dos operadores de posto finito de H. Como F'(H)
é denso em K(H), segue da Proposição A.20 que K(H) é uma a'-á]gebra nuc]ear. []

Com o Corolário do Teorema abaixo obteremos a nuclearidade de C(T). Como referência

para a demonstração do Teorema, indicamos jll, Teorema 6.4.151.

Teorema A.22 (Tàkesaki). Toda C''-áZgebra abe/cana é nuclear.
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Corolário A.23. Se X é #ausdor# compacto, então C(X) é nuclear.

Clom o Lema abaixo demonstraremos logo em seguida que tensorizar uma seqüência

exata curta de O'-álgebras nucleares preserva a exatidão da seqüência. A importância disso

aparece na obtenção da Extensão de Toplitz associada ao produto cruzado. Indicamos jll,
Teorema 6.S.ll para uma demonstra.ção do Lema.

Lema A.24. Sejam as a'-áZgebras .A, B, O e 1) e sejam p : .4 --, C e @ : 1? --> Z)

+-homomor$smos. Então, edste um único +-homomorfismo

r : .4 e). 1? --, C ®* l)

saÍás$azendo «(a ® b) = p(a) ® Ú(b) quaisquer que soam a C ..4 e a C B. E mais, se pe @
são ányetizios, então a também é ã7Üetáuo.

Daqui em diante vamos denotar o +-homomorfismo n do Lema A.24 por p ®. @

Proposição A.25. Suponha que

0 ---.} J --l-F ,4 --:b .B ----F o

é uma sequência ezafa curta de C'-áZgebras e que /3 ou D é nuc/ear. .Então, a sequência

0 ----, J ®, Z) j1:9' .4 ®. Z) "9:So B 6) D -.--.» 0

é ezata

Z)emonstração. Vamos denotar .7 = .7 ®. id e # = n ®. id. Segue do Lema A.24 que .i é
injetivo e note que

#(.A o o) c «'(.A) o o

logo B O Z) C T( 4 ®. D), e portanto B ®. Z) C #(.A ®. 1)), isto é, # é sobrejetivo. Como

.j(J) = Ker(n) é um ideal fechado de .4, segue que a (;'-subálgebra .i(.A ®* l)) = .j(.A) ®. Z)

de .A ®. Z) é um ideal desta (;'-álgebra. Seja Q a O'-álgebra quociente .A ®. Z)/.i(.A ®, Z)),

e seja @ : .A ®. Z) --» Q a aplicação quociente. Como f(.Í(Á ®. Z))) = 0, segue que existe um

único +-homomoríismo Z : Q --> B ®. .D tal que a o @ = f.

E suficiente agora mostrarmos que Z é um +-isomorfismo, dado que isto implica a igual-

dade Ker(T) = Ker(@) = .i(Á ®. Z)), que finaliza nossa demonstração.

Note que a sobrejetividade de Z segue imediatamente da sobrejetividade de R. Vamos

mostrar a injetividade de Z construindo a sua inversa a esquerda. Observe que a aplicação

Z?x D --, 0

(«(.),d) -» «® d+ Im(.i)
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está bem definida e é bilinear. Segue da Proposição A.l esta aplicação se estende de maneira

única a uma aplicação linear p : B O D --, Q tal que p(r(a) ® d) = a e) d + im(.i), quaisquer

que sejam a € .A e d € D. Ê fácil ver que p é um +-homomorfismo. Assim, a função

BOD - ]R+

É n mmlllg(t)llQ, llüll.}

é uma C*-norma. Por hipótese, esta C*-norma é única, logo

mmlljp(t)lle, lltll.} tll*,

e portanto llp(t)lle $ 11tll., qualquer que seja t C B O 1). Segue que p se estende a um
#-homomorfismo de B 6), D que também denotaremos por g. Note que, como

p(Z(« ® d + im(.Í)) p(T(a ® d)) («(.) ® d) Z(a ® d + im(.Í)),

quaisquer que sejam a C .A e d € D, temos que ga = ide. Logo, Z é injetivo, e portanto um
+-isomorfismo.[]

A Proposição abaixo (jll, Teorema 6.4.181) será apenas enunciada, e será utilizada na

prova do Teorema que segue. Aplicaremos o Teorema para demostrar que a álgebra de

Toeplitz é nuclear.

Proposição A.26. Se .4 e B são O'-áZgebrw, então a nozvlia espacial ll . 11. é a menor
(;*-nol fita sobre .,4 C) .B.

Teorema A.27. Sejam Á uma (;'-á/febra. Suponha que .A é uma edensão de B por J,

com J e B C'-álgebras nucleares. Então A é uma C*-átgebra nuclear.

Z)emonstração. Seja Z) uma C'*-álgebra arbitrária. Como B é nuclear, segue da Proposição

A.25 que a sequência

o - J ®. D ;eg A ®. D '!99 B ®. D - o,

é excita. Vamos denotar .i = .j ®. id e f = n ®. id. Como ll . 11. $ 1l - llP, sendo p a C'-

norma maximal, segue que a aplicação identidade sobre .4 0 Z) se estende unicamente a um

+-homomorfismo g : .A 8)P 1) --, .4 ®. Z).

Segue da Proposição A.26 e da definição da O'-norma maximal que é suficiente mostrar-

mos que ll - ll* = ll llP em .4 0 Z). Logo, é suficiente mostrarmos que p é injetivo.
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Sda :i : JO Z) --, ..4 ®, Z) tal que :i(a ® d) = .j(a) ® d, quaisquer que soam a C J e d € Z)

Segue da nuclearidade de J que a C;'-norma dada por

JO Z) --, R+

É n mmllj:i(t)ll,, lltll.}

coincide com a C'-norma espacial sobre J C) Z). Logo, :i é norma-decrescente para ll . 11., e
portanto se estende a um +-homomorfismo de J ®. Z) em .A ®p Z), que também denotaremos

por :i Note que .j = g o j.

Observe também que existe um único +-homomorfismo a : A C) Z) --, .B ®. Z) tal que

Z(a ® d) = n(a) ® d, quaisquer que sejam a C .4 e d € D. Como a função dada por

ÁO Z) --, R+

t -, m«'lllZ(t)ll., lltll,}

é uma (7'-norma, segue que

maxljlZ:(í)ll., lltll,} $ 11tll,, Vt € ..4 0 D

Daí, Z é norma-decrescente para ll - llP, e portanto se estende a um +-homomorfismo de
4 G)P Z) em B ®. Z), que também denotaremos por a.

Seja Ç2 a álgebra quociente de .A a)P Z)/:Z(J ®. Z)) e seja

Ü : A ®. D --, A ®. 0li5.J ®. D)

a aplicação quociente. Usando a nuclearidade de B para fazer uma construção análoga a que
foi apresentada na demonstração da Proposição A.25, obtemos um único +-homomorfismo

0 : .B ®. Z) --' Q tal que a(n(a) e) (d)) = a ® d + Im(j), (quaisquer que sejam a € ..4 e d C Z).

Construímos assim o diagrama ÇQmutativo
j 6)* id = .j T e)* id = #

J®.D A®.D , B®.D

Suponha agora que t C Ker(p). Então

Q

o (t))

logo

o t))
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Assim, É :i(to), para algum to € J ® Z), logo

li(to) (jl(to))

Como j é injetivo, conforme segue da Proposição A.24, devemos ter to
É = :Z(to) = 0. Com isso, obtemos que p é injetivo.

0, e portanto
D

Corolário A.28. .4 áZgebra de Toepiátz 7" da Z)e$nição .Z.3.29 é nuclear.

Z)emonstração. Segue da Proposição 1.3.32 que o comutador de 7" é .K(H2), uma O*-álgebra

nuclear, conforme Clorolário A.21. Segue da Proposição 1.3.33 que 7"/K(H2) B C(T), que é
nuclear, conforme Corolário A.23. E fácil ver que a seqüência

ü ---, KÇH' ) -l-, 'T -!-. 'rjK ÇHa ) ---. Q,

em que & é a inclusão e n é a aplicação quociente, é excita. Segue do Teorema A.27 que 7 é
nuclear. []
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