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Abstract

In this work we will study two important topics : integral and rational binary quadratic
forms. As regards to integral forma, the classical problem of integer representation by these
forma leads to a classification of forms by some natural equivalence relation (introduced
by Gauss). We expose here Gauss' work.

Concerning rational forms we make a study that culminates in the passe-b/linkowski
theorem for binary fornos. For this goa] we ]lâve to face p-adics nulnbers, Hilbert symbol
and some other preliminary general results about n-ary forms over fields.



Resumo

Neste trabalho, estudaremos dois tópicos importantes : formas quadráticas binárias
integrais (coll] coe6cientes ein Z) e racionais (com coeficientes em (Q). No que concerne
às formas integrais, o problema clássico da representabilidade de inteiros por tais formas
conduz ao estudo da classificação dessas formas por uma relação de equivalência intro-
duzida por Gauss. Fazemos aqui uma exposição do trabalho de Gauss. No que toca às
formas racionais, fazemos um estudo que culmina no teorema de Hasse-À/linkowski para
formas binárias. Com tal objetivo em mira, estudaremos os corpos p"ádicos, o Símbolo
de Hilbert e alguns resultados gerais de formas sobre corpos-
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Introdução

Representação de Inteiros por Formas Quadráticas

Em teoria dos números, estuda-se o seguinte teorema de Fermat
primo, então

"Se p é um inteiro

z' + Z/: = P

admite soluções inteiras se e somente se p = 2 ou p = 1 (mod 4)". Pode-se generalizar
este resultado para : "A equação z2 + Z/2 :: n, com n C Z, admite soluções inteiras se e
somente se n se fatorar como

n :...pl:'çf:

onde para todo {,.j, /% é par e pí, qj são primos tais que p{ = 1 (mod 4) e qj = 3 (mod 4)"
Por meio desse resultado, podemos identificar todos os inteiros que podem ser expressos
como soma de dois quadrados de inteiros. Um outro modo de entendermos esse teorema
é usando o conceito de representação de inteiros por formas quadráticas integrais. Assim,
./'(#, y) = z' + y' representa todo número inteiro da forma citada acima. Isso motiva o
estudo das formas aze + bz3/ + (U2, com a, b, c C Z. Por razões técnicas, estudaremos

formas do tipo

/(«, 3/) - -' + 2b«3/ + q'
a b
b c , a, b,c c Z

que foram estudadas por Carl Hiedrich Gauss no seu "Disquisitiones Arithmeticae"

Unia pergunta que surge naturalmente é : quais são todos os inteiros repiesentaclos
por unia dada forllla, como por exemplo, g(z,t) = 2z2 + 2zt + t2 ? Suponhamos que
a? + ag = n, com ai, a2 € Z. Então g(al, a2 ai) = aÍ +a2 = n e, portanto, g representa
r2.. Agora, se g representa um inteiro m, ou seja, g(bi, b2) = 2b2 + 2bib2 + ÓB = m cona

bi . ó2 € Z. temos (lue ./(bi , bi + b2) = in. Então, todo inteiro representado por g também

é iepiesentaclo por ./. Tal fato (teve-se à existência de unia nlucla.nça cle t'ariáveis, não
singular, (lue tlansfoln)a uma forma na outra. Isso motiva clefiniinlos blue duas formas
(quadráticas binárias integrais ./ e g, coi l matrizes 1/1 e Igl são e(luivalentes se existir uma
nlcatiiz .']] C G'Z,e(Z) = {.\J' C .v2(Z) : (/et .\J' = :n} ta] que l/l = .t'/'lal.a/. Se (!et .v = 1,
dizemos (lue a e(luivalência é própria e, caso contralto, (lue a- e(luivalência é iinpiópria.

As ionnas quadráticas integrais foianl piimeiian)ente estudadas poi Gauss enl seu

IGAU
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'Discluisitiones Arithlneticae" . Ele classificou as formas quadráticas binárias integrais
usando a e(luivalência própria. Veremos adiante que resultados análogos podem ser obti-
dos usando a outra equivalência.

Observe-se que o determinante d é um invariante pela equivalência. Assim sendo, ini-
ciarenaos a classificação das formas pelo determinante

Formas Quadráticas Binárias Integrais

Os casos a serem estudados são : d > 0 e d < 0. Como o discriminante Z\ de /(z, y) é

dado por A = (2b)2 -- 4ac = --4d, deânimos os seguintes casos : fora)as positivas (A < 0
e a > 0), formas negativas (a. < 0 e a < 0) e formas indefinidas (A > 0). Observe-se que

dessa definição segue que : /(]ç,Z/) > 0, /(z,Z/) < 0 e ./:(z,Z/) assume valores positivos,

negativos ou nulos, respectivamente.
Gauss provou que toda forma positiva é propriamente equivalente a uma única forma

az2 + 2bry + CZ/U, onde --a < 2b $ a $ c; com b ? 0, se a = c (forma positiva reduzida).

Desse resultado segue que existe um número finito de classes de equivalência própria, onde
todas as formas de uma dada classe são propriamente equivalentes a uma única forma
positiva reduzida.

Para decidirmos se duas dadas formas positivas de uma mesmo determinante são pro-
priamente equivalentes, existe um algoritmo que e]]contra, nt]n] número finito de passos,
as formas positivas reduzidas correspondentes. Considerando, por exemplo, as formas
2z2 -- 2z3/ + 3Z/e e z2 + 4zZ/ + 9Z/2 e aplicando o algoritmo, obtemos as seguintes seqüências
de formas

2

l
l

3 , ( ? i ) , ( f !
9 -2 ''\ /' l
2 1

02l
\ 2 9 / ' \ 2 1 / ' \05

Como as últimas formas de cada seqüência são reduzidas e diferentes, as primeiras formas

das seqüências não podem ser propriamente equivalentes.
No caso das rondas indefinidas, quando d é um quadrado, valem os mesmo resul-

tados anteriores, com a ressalva de usarmos outra definição de forma reduzida. Já llo
outro caso, se d não for uln quadrado, só não conseguimos garantir a unicidade em
cada classe de equivalência própria. Isto é contornado ao provarmos a unicidade de unia
sequência periódica de formas iecluzictas (ctefinição diferente elas anteriores) em cada classe

(te equivalência própria. Pode-se construir uin algoritnlo senlelllante ao dos casos anteri-
ores para as foinlas incleíiniclas. Aplícan(to este algoritnlo nas foinias 2z2 + 6=ry + 3Z/2 e
z2 + 10z# + 23ly2, temos as seqiiências

: :),(: -P:),( 1: i),(f -J:),( 1" i)

i À),( :Ê I'),( t J,),(l: t),l l J:)
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cujos períodos de formas reduzidas são diferentes. Portanto, aquelas formas não podeis-t
ser propriamente equivalentes.

Formas Quadráticas Binárias Racionais

Uma forma quadrático binária racional, /(z, 3/) = az2 + 2bz3/ + cly2 colll a, b, c C (1) é
singular quando det 1./1 = 0 e é não singular quando det 1/1 # 0. A equivalência entre
formas racionais é análoga a definida acima, mas não possui a propriedade de manter
invariante o detenninante. Os determinantes de duas formas racionais equivalentes di-
ferem por um favor que é um quadrado em (Q. Contudo, toda forma quadrático sobre
um corpo com característica diferente de 2 é equivalente a uma forma diagonal do tipo
ai z?+a2zg, com ai, a2 C K, reduzindo a questão de equivalência em /( para formas diago-
nais. Em particu]ar, se .K = ]R, pelo Teorema de Sylvester, fazendo a mudança de variável
zi = :LZ/i/v' (ÜI (+ se a{ > 0 e - se a{ < 0), esta forma diagonal é somente composta pelos
elementos : l ou -l. Porém, quando -K = (Q, tal resultado não é possível, pois nem todos
os racionais positivos são quadrados em (Q. E claro que formas equivalentes sobre (Q são
também equiva]entes sobre ]R. As formas racionais z2 +y2 e z2 + 2t2, cujos determinantes
não diferem por um falar que é um quadrado em (1), nlostraln que a recíproca do fato
acima não é verdadeira. Desta forma, nada mais natural que estudarmos essa equivalência
nos outros completamentos de (Q. O Teorema de Ostrowski garante que os únicos com-
pletainentos de Q são os reais. e os corpos p-ádicos ((QP), onde p é um primo. Contudo,
antes de estudarmos a equivalência nos p-ádicos, faz-se necessário conhecermos melhor os
quadrados de (Q.. Veremos que IQ; : (Q;)21 = 8 e IO;i : (Q,)21 = 4,p # 2 (*). Como toda
forma binária pode ser posta na forma z2 -- ay2 a # 0, a C (QP' estudaremos o grupo
nutltiplicativo -H. :::todos os elementos de (1)7, representados por z2 # 0, cl C (QP.

Usando (4'), provámos que l(Q;, -H.l é l se a é um quadrado e 2 no caso contrário. As-
sim, existe um hoinomorfisnlo sobrejetor (p« : (QP --' {+l, --l} que será de6nido colho o
Símbolo de Hilbert

(«,m - p.M :- { !ti
se # € -H.
caso contrário

Utilizando o Símbolo de Hilbert, provarenios que duas formas binárias p-ádicas, não
singulares são equivalelates sobre QP se e somente se seus determinantes diferirem por um
cluaclrado de (Q. e (a, --clet l./l) = (a, --det lpl), onde a C Q, é representado por / e
g. Este resultado é usado para provainios o Teorema cle Haste-Nlinkowski : Unia foinaa
(luacliática binária racional representa 0 enl (Q se e somente se representa 0 enl todos os
corpos ])-ádicos e nos leais. Como corolário, segue (lue duas foinlas (luacliáticas binárias
racionais são equivalentes sobre Q se e somente se foicnl equivalentes sobre todos os p-
áclicos e nos reais.



Preliminares

0.1 Formas Quadráticas Binárias Integrais
Definição O.l.l t/m poZãnónáo com coe$cáentes num corpo K do taro

''«,«,--'-'-""*«'- ' , « ,( : :)( ;) -«'''-"

é chamado de fo'r'mcl q'uadrátãca banal-ia com mat'Mz associa,da [fJ e dele'r'mi
nana. d - « - b'. O.n.t«emo. « m«th; l.fl po« («, Z,, .) t«.bém.

A definição acinaa é devida a Gauss. Vale a pena trotar que, na obra de Gauss, o seu
determinante é o oposto do nosso, talvez para manter o mesmo sinal que o discriminante
8. = 4(b2 -- ac) do polinõmio /(z, l).

])efinição O.1.2 Z./}na /ozma quadrátíca bãnáha ./' é chamada de ámtegraZ se e somente
se os coeftciebtes du müt'úz associada. Q f core'm, iate'Iras.

Definição O.1.3 Z)ãzemos que um /arma integral representa um integro n se e se
mente se a eq'fiação f(.z, y) = n admite solução em ZI'

Consideremos as formas /(z, y) = z2 + 3/2 e g(z, t) = 2z2 + 2zt + t2. Sabemos, ISANI,

que se n tiver a fatoração da 2'pT'...pl:'çf:...çf', onde para todo í,J, Pj é par e p{, qj são
primos tais que pi = 1 (mod 4) e qj = 3 (mod 4), então existem ai,a2 C Z, tais blue

a? + ag = r}. Como g(al,a2 -- ai) = a? + aB = n, temos que g representa este produto.
Agora, supoi]liamos cine para ui]] dado inteiro m, existam bi , b2 C Z tais que g(bi , b2) = m.
Então, /(bt, bi +b2) = m e ./' representa m. Portanto, ./ e g representam os meslllo inteiros.
Nesse caso, o fato é justificado pela existêlacia cle nula mudança de variáveis linear e não
singular, z = .z;, É = # -- z, cltte transforma uma foin)a na outra. Assim, nlotivanlos a

Definição O.1.4 ZI){zerrzos q?le (/uas /ozmas nZegvais .f e g, com mafrázes .4 e .B res-
peCtãLtaTTle.late, sã.o {'ntegraLTnente equivale'ates, otl (late pertencerTt c rnesrna classe: se
existir u.rrt.a. mata'iz ÀÍ C GL.zl.Z) tal que B :: À'ítAhl. No cclso de det. l\l = 1.. dãzevnos

(Jtte Q e(lttuialencta e propv'ta e. caso con.atar"to, (ttze'rn.os q'tte Q eqtti'ualerLci.a e tvnprop'r'ta.

No ta. çã o Usa.lemos -, para a e(lttiualêTtcia própria
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Não é difícil ver que a equivalência integral, acima definida, é uma relação cle equi
valência.

Proposição O.l.l /R07mas integra/mente equivalentes representam os mesmos ánÉeiros

Prova : Sejam .A e B as matrizes associadas a /(z, 3/) = aa2 + 2bzZ/ + cy2 e a g(z, t) =
a/,z2 + 2b'zt + c't2 respectivamente. Con:to / e g são integralmente equivalentes, existe

JM C GI,2(Z) tal que B = iV/',4il/. Se /(z,3/) = n para algum (z,Z/) C Z', tomando
t,, com ui = (z,y),u2 t), temos:

g(;,t) - u$-B«, - «â(A/'.AW)«, :«:y(M''aW)À/':«: -

«{(N/') :A/'-.'l&/M :«: - «{.A«: - /(z,Z/) - n

Então, g representa os mesmos inteiros que ./'. Para verificarmos que .f representa os
mesmos inteiros que g, suponhamos que g representa um inteiro nl} e definanlos ui :: N/u2.

Logo, / e g representam os mesmos inteiros. H

Observação : As formas /(z,Z/) = 2aç2+2z3/+23/2 = 2(z2+zg/+3/2) e g(z, t) = 2z2+6t2 =

2(z2 + 3ta) representam os mesmo inteiros, porém não são propriamente equivalentes. De
fato, se g(zo, to) = m, fazendo

, ~ Í zo = zo to

L lyo = 2to

obtemos

./' (zo , Z/o) 2(ZO - toy + 2(Z. - to)2to + 2(2toy

2zg -- 4zoto + 2tg + 4zoto 4tã + 8tli
2zg + 6tã
g(;o, to)

ou seja, se g representa m, f também representa m. Note-se que a inversão de (1') produz

h4{
= = 1 -v ul'z
--'ul'l

e não podentos aplicar cliietanlente essa nluclança cle variáveis, pois y pode não ser par.
Suponhamos blue /(zo, lyo) = n com yo ímpar (se yo for pai não llá o que fazer). Se .ro

for par, toiiianlos
r :o = =o + zo/2
1. fo = :z;o/2

e. co«lo ./'(.,.y) é sii::étrica e«l .t e y, te«.os ./(zo,yo) = ./(yo,:z;o) = « e g(yo,'ro) = n
Podemos então supor (lue zo e :l/o são ambos ínlpaies. Vamos illostrai cine existe À: ínlpai
tal (lue

2:«g + 2:-o(go + Á:) + 2(Z/o + Ã:):
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e que, portanto /(zo, 3/0) = /(:«o, Z/o+k) = n com Z/o+k par. Isso acarreta g(zo, lyo+É)

via (#+).

2«ã + 2«o(3/o + k) + 2(yo + ky 2zã + 2zoyo + 2À;zo + 2yo + 4z/ok + 2k2
n + 2kzo + 4z/ok + 2k2

n + 2k(zo + 2yo + k)

Tomamos k = --zo -- 23/o de modo que X; seja ímpar e /(zo, yo = k) = n. Isso i-nostra

que / e g representam os mesmos inteiros. As matrizes associadas à / e à g são

2 1
1 2

2 0
0 6

de modo que det / # det g e, com o lema abaixo, vemos que ./' e g não podem ser
propriamente equivalentes.

Proposição O.1.2 Sejam /, g /oz'mas integrais integralmente equipa/entes com matizes
associadas .4 e .B, respectivamente. .Então det ,4 = det -B, isto é, det Á é um ínuahante
reza equáuaZêncãa àntegraZ.

Prova : Suponhamos que ./, g sejam integralmente equivalentes.
G.L2(Z) tal que .B = &/'ÁÀ4 e segue

Então, existe M C

det .B = det (M'.AM) -::> det -B = (det &/')(det Á)(det iW) -::> det .B = (det &/)2(det .4)

Como M C G.L2(Z), temos det iU/ = det À/' = :LI. Então

det -B = (:ny(det Á) -+ det B = det .A

e det .4 é um invariante pela ecluivalência integral

Para veiiíical que a recíproca da proposição acima não é verdadeira, basta considerar
as fornaas z2 + 3y2 e --z2 -- 3y2 de mesmo determinante. Como a primeira não repre-
senta llenlltull inteiro negativo representado pela segunda, temos que elas não poctem
ser integralmente equivalentes. Observe também que pela proposição acima, as fora)las

/(=, y) = i2 + 2y2 e g(z, Z/) = 2z2 + 23/2 não são integralmente equivalentes, pois os cleter-
nlinailtes são diferentes.

Unl outro conceito importante (lue usaremos é

Den-,ição o.l.s D«s ./b,«« i"f'g«ís («, b, c) e («', b', c') c.", o «."«:o d.*e'''"Í':««''
,ão a©acente. se . s.«;.«*e ;e . = «' . b+b' = 0 (mod c) o'' " = c' e Z,+b' = 0 (m'd '')

fXs foiint\s(2, 3, 5),(5, 2, 1) são adjacentes, encluanto que as foinlas(3. 4, 2),(9, 1. -1)
ilao o sa.o.
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Proposição O.1.3 .1ü7'mas acÜacentes são prophamente equãuaZentes

Prova : Suponhamos que (a', b', c') seja adjacente a (a, b, c) e c

tal que(b+ b')/c =(b+ b')/a' = k. Desta forma

a'. Então, existe k C Z

.9: 1)(: :)(? '; c ck-b \

ck -- b cka -- 2bk -F a. ) b' ck2 -- 2bk + a

Como d a/c/ b'2, temos que

/c :=
b'2 + d

a,/

(ck b)2 -f (ac -- b)2 . .k' -- 2bk + a
C

Então (a',Z,',c') «' (a, Z,,c). Se (a',Z,',c') for adj-cento a («, Z,,c) e c'
de maneira análoga ao caso anterior, obtemos que (a', Z,', c') «' (a, b, c).

a, procedendo

0.2 Os inúmeros p-Adidos (QP

#

Os números p-ádicos foram introduzidos por K. Hensel, possivelmente através de uma
analogia entre (Q e o corpo de funções racionais (C(X) IGOUI. A norma l.IP é um valor
absoluto não arquimediano definido para qualquer z € (Q por

1.1. p "p('), n # 0 e l0lP 0

onde p é um primo e u,(z) é tal que

P+ «z'

O corpo (QP é definido por C'/N, onde C' é o conjunto de todas as sequências de
Cauchy en] relação a l.IP e ]V é o conjunto de todas as sequências que convergem para
0 em relação a l.IP Como (Q C (QP e a norma l.IP pode ser estendida a unia norma em
QP IGOUj, prova-se que o corpo dos números p.-ádicos é completo segundo esta norma.
Definimos os inteiros p-ádicos por ZP = {z C QP : lzlP $ 1}. A seguir listarenios algumas
propriedades elos ]lúmeros p-ádicos que podem ser consultados em IGOUI ou lsnAI.

1. Dado z C ZP, existena a. C Z tais que

a,. = ;z: (mod p") , a.+l = a., (mod p') , 0 $ a. $ p" -- l

2. Todo .z; C Z, se escreve de íornia t'mica como

.z; = /)o + ói/) + ... + b,,p" + 0 $ bi $ P -- l

3. Tacto :t C QP se escreve cle fointa única como

t b ..7) "" + + bo + Z)ip + ... + b,,}u" + 0 $ bi $ p -- l, --rl. = t,,(z)
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4. O conjunto dos elementos invertíveis de ZP será ctenotado por ZP Então

zl; - {« c 'Q.: 1«1, - i} , zl: nQ -ti c Q: pt«'}

5. Uin inteiro p-ádico # :: bo + bip+
bo # 0 (mod p)

+b.P"+ C ZP e invertível se e somente se

6.

7

Qualquer z C QP, não nulo, pode ser representado de modo único na forma p"u,
onde m C Z e u C Znx

Teorema de Ostrowski - Todo valor absoluto não-trivial em Q é equivalente a
um dos valores absolutos p-ádicos l.IP ou ao valor absoluto real l.l.

O Lema de Hensel e seus corolários serão muito úteis posteriormente. ISHA

Lema 0.2.1 r-Zlema de -HenseZ) Soam F(zl, ..., z.) llm poZãnómáo com coe$cãentes em

ZI, eai,...,a. CZp tais queparaaZg m rl $á5;n) erCN, temos

F'(«1 ) «.) = 0 (mod p'''':)

g;'":,
g;'":,.

., b. C IZP tais que

««) = 0 (mod p')

, «.) # 0 («.od P'''':)

Então, existem bt,

F'(Z,:, ...Z,«) - 0 , (m.d p''':) v{

Corolário 0.2.1 Soam -F(zl, ..., z.) um poZãnómío com coe$cãentes em Z. e ai, ..., a. C

ZP ta's que para algum ã rl $ á 5; n,), temos

F(«:, ..., ««) = 0 (mod P)

««) # 0 («.od P)

Então, existe7n b\. ...: b,. € Z.P tais q'üe

F'(Z,: , .. .Z,. ) («;o.l P) : Vá

Corolário 0.2.2 rTeorema de CheuaZZeZ/,) Se F'(zl, ..., a,,) é üm po/ãn(5r7zío com co(Ú-
cientes -inteiros de gralt m.enter otl igual a n, en.tão rl congTttên.cia FI.=1 . ...: :c,. ) = 1.mod. p)
teiTt -ll.m.a sotttç(io não t.l+-uãal.

O seguinte teoleina segue do Teorema cle Cltevalley.
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Teorema 0.2.1 Se /(zl, ...,z«) é uma /or'ma q adrática ãntegraZ, com r} ? 3, então a

''"g,.«ên.ía ./(«:, ..., ««) = 0 (mod p) tem «m« s.Zuçã. «ão n«/..

Verei)los no capítulo 2 que os determinantes de duas formas quadráticas equivalentes
sobre um corpo cliferein por uln fator que é um quadrado nesse corpo. Assim, a fim de
entendermos melhor esta equivalência, faz-se necessário o estudo dos quadrados de QP.

Suponhaillos que uln p-ádico z := p"u, com u C ZPx seja uln quadrado em QP Então
existe um p..ádico y = p"o, com u C ZPx tal que z = y'. Segue

z = Z/' -+::::> P"u = P2"u 7) = P2n tZ = U2

Portanto, para determinarmos os quadrados em (QP, devemos achar os quadrados em
ZXP

Definição 0.2.1 Sejam a e m inteiros palmos entre sá. Z)ázemos que a é um Resíduo
quadrático módulo m se e somente se a congmêncãa z2 = a (mod m) possuir solução.
Caso esta co'ng'ruêncàa não tenha solução, dizemos que a não é um resíduo quadrático
módulo m.

Teorema 0.2.2 Soam p # 2 e u := co + cip + c2p2 + . - C ZP um znteáro p-ádáco, com

0 $ ci $ p -- l e co # 0. Então, u é um quadrado em QP se e somente se co é um resíduo
quadrático módulo p.

Prova Se u = u' e u = b (mod p), com b C Z, então

2

2
b2U (mod p) ':> u = b2 (modo) -::::> co+ctp+... = Z): (modo) -::> co = b' (modo)

e, portanto, co é uln resíduo quadrático módulo p.
Para a recíproca, suponham)os que co = b2 (mod p) e consideremos F'(a) = z2 -- u.

Desta forma, temos que F'(b) = Z)' -- u = b' -- co = 0 (mod p) e F''(Z,) = 2b # 0 (mod p).
Note-se clue F''(b) = 0 (mod p), então b = 0 (mod p) (pois p # 2) e portanto co = 0,
contrariado a hipótese. Pelo corolário 0.2.1, existe u C ZP tal que F'(u) = 0 e u =
b2 ('m.od p). Logo, u2 :: 11. H

Coi'olál'io 0.2.3 Se p # 2 e u C Z; t'erlPca tz l (nzod p), então u é -ürn qüacZ7-ado em

Prova Basta observei cine tl = 12 (mod ;o) e aplicar o teorema

Corolário 0.2.4 Se /) / 2, então o h(/ãce l(O;i : (Q,)21 rnúrnezo de classes) (Jo stlógrlépo

:l.e qttad7a.dos (~(QP' ) n.o grltpo nTtltttiplÍcat.iuo ([)p é i.gltn] a4
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P nova : Sejam z = p"# e u um inteiro p-ádico que não é um resíduo quadrático módulo p.
Então Õ = a2 (mod p) ou P = ua' (mod p) para algum inteiro a. Assim, a 2D = 1 (mod p)
ou u-ia 2/3 = 1 (mod p). Pelo corolário anterior, temos que a'20 e u ia-2.a são quadrados
en] ZP ei portanto

0 ;; 1a2k2 ou P :: ua2Z2 para algum. k e l

Portanto, temos os seguintes casos 1) p" não é um quadrado e Õ é uln quadrado

«

11) p" é um quadrado e u não é lun quadrado

Z

111) p" não é um quadrado e u não é um quadrado

« z'P"-:)

Logo {l,p, u,pu}, onde u não é um resíduo quadrático módulo p é um conjunto de repre
sentantes para Q;/(Q;) e 1((2; : ((0;i):l = 4. H

Teorema 0.2.3 0 rzámero u C Z; é um quadrado em (Q2 se e somente se u = 1 (mod 8)

Prova : Seja u = u2 =(ao +ai2+a222+...)2, com ai = 0, 1. Como ué inversível, 2 + aoe
e portanto ao :: l.

(1 + «:2 + «,2' +...)(1 + «:2 + «,2'+ ...)

(1 + «:2 + «,2' + ...) +(«:2 + «-'2'+ «:«,2s+ ...) +(«,2'+ «..,2;+ ...) +
1+(ai+ at)2+(a2 + ai2 + a2)22 +(a3 + aia2 + aia2 + a3)23 +

Se ai :: 0, então u = 1 + a22s + = 1 (mod 8). Se ai

1+(1 + 1)2 +(1 + 2a2)22 +(a3 + au2+ a3)23 =

1+ 22 +(1 + 2a2)22 +(a3+ 2a2+ a3)23 =

1 + (2 + 2a2)22 + (a3 + 2a2 + a3)23 +

1 + (1 + a2 + a3 + 2aa + a3)23 +

1 + (1 + 2a2 + 2a3)23 +

1 + 2a + (aa + a3)21 +

e: portanto, ü = 1 (nzo(Z 8)
Para. pro't'aillios a iecípioca clo teoienla, coiisicleienios F'(;r) = :r' -- ?l. Como F(1) =

1 -- tl = 0 (rl?o(/ 23) e f''(1) = 2 # 0 (rrtod 22), pelo Leda cle Heiisel, temos cine existe

tJ C Ze tal (lue F'(t/) = 0. Logo [/. = t,'
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Corolário 0.2.5 0 gmpo quociente (Q;/((Q;y possuí ezatamente 8 elementos, ou seja,

l@; : (Q;yl
Prova : Vimos acima cine tl C Z; é um quadrado em Q; se e somente se u = 1 (mod 8)
Como todo elemento z cle Q; se escreve de modo único colmo z = 2'u cona .n C Z e
u C Z2x, temos : a; é um quadrado se e somente se n é par e % = 1 (mod 8). Assim,
os elementos {1, 3, 5, 7, 2.1, 2.3, 2.5, 2.7} são dois a dois não equivalentes, ou seja, cercam
classes distintas em (Q;. Se z for um quadrado, então z = 1.z e l é un] representante. Se
z = 2"u não for uin quadrado, então

1) n é ímpar e u = 1 (mod 8).

r = 2".u = 2.2" iu = 2.1.2''i

11) n é par e u # l(mod 8), ou seja, u C {3,5,7}

z = 2".u :: u.2''

111) n é ímpar e u# l(mod 8), ou seja, H Ct3,5,7}.

T :: P".u = 2.u.2"'t

Desta forma, terminamos a prova

Antes de definirmos o Símbolo de Legendre para os inteiros p-ádicos, recordaremos
este Símbolo para os inteiros.

Definição 0.2.2 Sejam p um palmo ú7zpar e a um nteáro não díu sz'ueZ por p. Z.)e$námos

. SímZ,.Z. Z g.nd« (:) p«

(;) - { se cl é um resíduo qucLdrático módul.o p
caso contráüo

As seguintes propriedades do Símbolo de Legendre podent ser consultadas em ISANI
ou IFLAI.

e Se a e b são inteiros não divisíveis por um primo ímpar p, então

;) (;)
e Se /) é ulll pi'tino ímpar, temos

se ;9
se p

l (mod 4)
-l (mo./ 4)

se p
se }D

3:1 («,od 8)

:L3 (mod 8)
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Definição 0.2.3 Sqamp um primo limpar e u := co+ciP+caP2+... C ZP, com 0 < ci < p,

« # ', " "'«, « ' "; "e$«:« . '""'.'. -. "«--- (;) «,

UX Í +l, se H é um quadrado em ZP

P ,/ 1. --1, caso contrámo

Se o inteiro p-ádico u for inteiro racional, então o Símbolo de Legendre coincide cona
Símbolo de Legendre usual. Caso contrário, o teorema 0.2.1 a6rma que u,é um quadrado

se e somente se co é un] resíduo quadrático módulo p e portanto l.IÍ ) = 1.Í).
Além disso, se u = co + cip + ... e u = do + dip + ... em ZPx , então

7) ({) - (:) (:)



(capítulo l

F'armas Quadráticas Integrais

Este capítulo trata da classificação de formas quadráticas binárias integrais desen-
volvida por Gauss, que pode ser vista en] IGAUI,IEDWI,IMATI,IFLAI. Uma vez que o
determinante é um invariante por equivalência integral, é natural dividirmos nosso estudo
nos seguintes casos
1) d > 0. Então o discriminante zX = 4(b2 ac) = --4d da parábola

'(:) - . -* «(:1) -- '(:y
é negativo e temos duas possibilidades para c : c > 0 e c < 0. Note-se que no primeiro
caso /(Z//z) > 0, enquanto clue no segundo caso, /(Z//z) < 0. Por isso, essas formas são
chamadas de positivas e negativas, respectivameiLte.
11) d < 0. Neste caso, o discriminante da parábola

/(:) - « -' ,'(3) -'- '(:y
é positivo. Assim, ./'(Z//z) pode assunür valores positivos e negativos. Neste caso, chama-
remos esta forma de indefinida.

A classificação das formas quadráticas binárias integrais foi feita por Gauss, usando a
e(luivalência própria. A e(luivalência integral pode ser vista elll terlalos cle ações de grupos
assim : seja Sám(2, Z) o conjLmto clãs i)matrizes simétricas com entradas inteiras. Então,
o grupo GL2(Z) age em Sím(2, Z) do seguinte illoclo

G'Z,:(Z) x Sám(2, Z) ---, Si«,(2, Z)

(,v. .4) ---, .v'.4.v
A ecluivalência própria pode ser vista como a ação clo subgrupo SI,2(Z) cle (-7L2(Z)

eni S'ãm.(2,Z). Veienios adiante cine }\s órbitas (ta. ação de SL2(Z) em Sãm,(2, Z) são em
número finito. E clamo cine isso acaii-eta a hnitucte elas órbitas da ação clo grupo niaioi
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G.Le(Z). Como S-L2(Z) é um subgrupo normal de índice 2 en] GÉa(Z), existe a C G-L2(Z)
ta,l que

G-L2(Z) Ú aSZ ,(Z)

e se .4 C Sim(2, Z), podemos fazer SL2(Z) agir na órbita O(.4) de G-L2(Z).
Em princípio poderia acontecer da órbita O(Á) tambéna ser uma órbita de S-La(Z).

Suponhamos que O(.A) se parta en] pelo menos duas órbitas sob a ação de S.L2(Z) : nesse
caso, o.Á # g..A para todo g C S-L2(Z) e

o(..'1) {g:...'! : g: C S.L2(Z} C:J {ag:..'! : g: C S-L,(Z)}

Se houvesse algum outro elemento fora dos listados acima, necessariamente ele seria do
tiPOl

para algum g C SI,2(Z). Como g..4 = gi..A para algum ã, temos que ag..A = ogi..4. Assim,
cada órbita O(-A) de G.L2(Z) se parte no máximo em duas órbitas da ação de S-Le(Z) em
O(.4). A condição para a existência de uma única órbita é

o-g..A

o'..A = g..A

para algtml g C SZ,U(Z). Ou seja, g'ta..A = Á. Em termos concretos, se existir uma
naatriz iV/ C G.L2(Z) com determinante --] ta] qlte

M'ÁJU/ = .4,

então O(.4), órbita de G-L2(Z), também será uma órbita de SLa(Z)

Exemplo 1 : Se .4

então
. --l 'l ou seja, a forma associada é /(z, g/) - 2a2-- 2zz/+y2,

«-(& :l)
Logo, a órbita de .A sob G-L2(Z) coincide com a órbita de .4 sobverifica À4t,4JL/ = .4

sz,,(z) .

Exei-nplo 2
:.« -( : ?), «** « «"««:«,"; -'"«*. "«"":-: ,"'"'
(= z) ;;.;4. com ll/

IZ;

)

()

.vl (.h *',-( «,b f
*',-( :iÍH 'i?W),««-««

Logo, O(.4) se Falte eni duas.
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1.1 Formas Binárias Positivas e Negativas

Oennição 1.1.1 Um« /o«- {nt.g«Z «m m«tM, ««ã.d. .A = («, Z', c) é p"átiu" " '
somente se det ,4 > 0, c > 0 ,e negativa, se e somente se det .4 > 0, c < 0.

Segue imediatamente da definição que numa forma positiva a > 0, e que numa forma
negativa, a < 0. Como a classificação das formas negativas é análoga à das formas posi-
tivas, faremos somente este caso.

Proposição 1.1.1 Se (a, b,c) é uma /07'ma posátãua prophamente equivalente ã /07'ma
(«', b', c'), então («', Z,', .') é po'átá".

Prova : Se (a, b, c) «.., (a', b', c'), segue da proposição 0.1.2 que o deterlllinante de (a',b',c')

é positivo. Seja ( 3 ) € S.L2(Z) a matriz tal que

a' b'
b' c'

cl ' a b
b c :::::> a/ :: a2a + 2a'yb + '2c

Como cr(5 -- Õ,y = 1, temos que a = ' = 0 não pode ocorrer. Desta forma, podemos
supor, seill perda de generalidade, que ' # 0. Pela positividade de (a, b, c), temos que o
discriminante Z\ = --4(ac -- b:) de (a', b', c') é negativo e, portanto

aea + 2cvzb + z2c > 0

Em particular,
"y'a' (a/' )' + 2Z,(a/"y) + ':: >0

e segue que (a', b', c') é positiva. B

Definição 1.1.2 Secam m um inteiro posãtãuo e b m nteãro.
resíduos de b módulo m qua'isquer números inteiros entre

Chamaremos de men,ares

(«. - 1) e m- 1, án'Z«;{«.

Consideremos b = r (mod m). A menos que r = 0, sempre teremos dois meno-
res resicluos ri, r2 com sinais opostos, tais que lril + lr21 := m. Se lril ;: Irai, então
ril = r21 = in/2. Caso contrário, 2mÍnllril, lr2l} < m e portanto mántlril, lr2 } < m/2.

Logo, todo nomeio possui un} menor resíctuo, cujo nlóclulo irão é illaior (late a sua nletacle.

Exemplo : Ton)aiiclo /n. = 5 no parágrafo anterior, os menores resíduos de b illóclulo 5
sao

--4,--3,--2, 1,0, 1,2,3,4

Pondo ó = 27: temos (lue a congrttência 27 = r (71zod 5) possui dois inenoies tesícluos, 3 e

--2, tais (late a soma dos niódttlos é igual a 5.
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Definição 1.1.3 C'hamaremos esse ntímero, crua ezástêncãa é gararztáda acama, de 71ze
nor resíduo ctbsoluto de b 'módulo m.

Teorema 1.1.1 Toda /07ma de$nãda posát ua de deter'mirante d é prophamente equiva-

lente â üma /arma (.A, .23, C'), com .A 5; v'4d/3 e l2nl 5; .A 5; C'

Prova : A fim de deinonstiarnlos este resultado, iremos coilstiuir uma sequência de
fornaas positivas

(«, Z,, «:),(.:, Z,:, «2), . ..,(««, b«, «.-.:)

Assim, suponl-ramos que a forma integral positiva (a, b, ai) não satisfaça as duas condições
acima. Pela proposição 1.1.1 podemos supor que todos os ai's são positivos. Vamos provar
que existe mz C Z tal que a. $ a.+i. Seja bi o menor resíduo absoluto de --b = bi (mod ai)

(ou seja, b + bi = 0 (mod ai)). Desta forma,

bl: = b2(modal):-:>bi2+d b2+d(modal)

Por b'+d = 0 (mod ai), temos que bia+d = 0 (mod ai). Definimos a2 = (bl: + d)/ai C Z.

Se ai > a2, consideremos b2 o menor resíduo absoluto de bi + b2 = 0 (mod aa) e

a3 ' (b22 + d)/a2 C Z. Se este processo continuasse infinitamente, teríamos a sequência
de inteiros positivos a, ai, a2, a3, ... estritamente decrescente e infinita. Então o processo
deve parar, ou seja, existe m tal que a. $ a«+i.

Vamos verificar (lue (.4, .B, C') = (a., b«, a.+i), onde a« $ a«+i, b« é o menor resíduo
absoluto de b.-i + b. = 0 (mod a«) e a«+l = (b«: + d)/a« C Z satisfaz as condições

requeridas.

(i) Como a sequência é formada somente por formas adjacentes e '"- é uma relação de
equivalência, pela proposição 0.1.3, temos que (.A, -B, O') -. (a, b, ai).

(ii) Como b. é o menor resíduo absoluto de bm-l + b. = 0 (mod am), temos que

ó,.l $ a./2 e portanto l2.al $ .A.

(üi) Como a,.a.+: + d e a« $ am+l, concluímos que a«.' $ Z,,.' + d.
anterior, 2b. $ 12ó«l $ a,«. Disto segue

Pelo item

..«' : (7)' * ' - Y : ~ - ««' . #
Logo .A = a,« $ v:ld/3, pois a« > 0. H

Coi'ovário 1.1.1 To(/a..s as /07'mas po.salivas de (/etez-mínanfe (J = 1 .são pr'opMamer7.te

equipa/e-rz tes .

Pt'ova : Pelo teoicnia anterior, temos (lue toda fonlia é pioprianiente e(lui''.'dente a unia

forma (a, /).r) onde l2ó $ a $ c e a. 5; v/:i;i/3. Fazendo r/ = 1, temos (lue a $ V'4/3 e
portanto a :: 1. Por l2ól < 1 < c, segue (lue b :: 0. De ac -- b2 := 1, t.enios (lue c -: l.

Logo, toda folha. positiva de deteinlinante l é propiianiente e(luivalente à foinla (1, 0, 1).
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Coro[ário 1.]..2 Toda .»«na posãtãua é propMamente equãt,alerte a uma ./b,ma (a, b, c),
onde --a < 2b $ a $ c, com b ? 0 se a = c.

P nova : Pelo teorema anterior, toda forma integral positiva é propriamente equivalente
a uma forma .f(z) = azia + 2bziz2 + cz2e, com l2ól 5; a $ c. Se 2b = a, façamos

( t ? a/2 N /' l l
c / \ 0 1

« «I'z
«I'z .

Como --ai = cz < 2bi = a $ c
b < 0, façamos

ci, temos que(a, -a/2,c) -,(a,a/2,c). Se a

0 1
1 0

0 1
1 0

De ai = ci e bt b > 0, temos que (a, Z,, a) -. (a, b,a)

Definição 1.1.4 Uma ./b7ma positiva (a, b, c) é chamada de reduzida se e somente se
--a < 2b $ a $ c, com b ? 0 se a = c.

Teorema 1.1.2 .Ezãste uma lírica /arma reduzida em toda classe de equ uaZênc a própMa

de joTmüs positi'uas.

Prova : Primeiramente resolvamos a seguinte inequação : 0 < .f(z) = azia + 2bziz2 +

cr22<a,onde a<2b<a5;c,comb>0sea::c.

««:' * ''":", * '«,' - .(«: * :«,)' * (w)«,' ' ' -

-::; (v)«' ' . -:, «,' . á - -:-
Pelo teorellaa l.l.l

«,' :{ . i# -
Se z, - 0, então Ei =:EI e/(:z;) = a. Se z2 =:LI, temos clue resolver azia:L2bzi+c $

a. Confio l2ól $ a, temos (lue azl ü 2b 2 0 se zi < 0 e azi ü 2b ? 0 se zi ? 0. Elll ambos
os casos

ÉIe 2

a.z;.' :L 2Z,st = :ri(azi J: 2b) ? 0

Cotllo a $ c, azle ü 2bzi ? 0 e az12 ü 2bzi $ cz -- c, segue blue a./i2 ü 2bzi :: 0 e
a :: c. Portanto, .z; = 0 ou a.z E 2b = 0. Nuas, z c Z e l2ól $ a, o cine implica. ein l2ól = a

Desta fonila, temos que tei /(-.) = ct e as 3 soluções são : (1) :r = (:H, 0), onde a < c,
(11):- =(o,:n), onde « = c e(111) :r =(i:l,:FI), onde « = c = 12Z,l. E«tão, " é o nle-:o-
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inteiro que pode ser representado pela forma reduzida /(z).
Considere as formas deduzidas /(z) = azia + 2bziz2 + cz22 e /'(z) = a'zi2 + 2b'ziz2 +

c/aue propriamente equivalentes.
Pelo que foi feito acima, podemos escrever /(z) = a e /'(z) = a'. Como /(]ç) «' /'(z),

pela proposição 0.1.1,./(z) e /'(z) representam os ineslnos inteiros. Então, a = a'

C SI,a(Z) tal q\te .,'l' = M..'!À4'Seja M =

a' b'
b' c' ; = ) ( z : ) ( :

( ,*J?:,:T:;í:-
:) -
rta + rub + stb + suc

t2a + 2tub + u2c

Se a < c, então a única solução para /(zi,z2) = a é (:H,0). Como a
r2a + 2rsb + s2c, devemos ter r :; ül e s := 0. De det iV/ := 1, segue que u := ÉI Então

b' rta + rub + stb + suc b ü ta -::> b' b = üta

b/las --a/2 < b, b' 5; a/2 implica em --a < b' -- b < a e, portanto, b = b'. Como os
determinantes são iguais, segue que c = c' e / = .f'

Suponhamos que a = c. Vamos mostrar que a' < c' não pode ocorrer. Usando (1),(11) e
(111), temos que a " a' e c' :: t2a+2tub+u2c = t2a+2tub+u2a = a. Logo, a' - a :: c = d.
Como os determinantes são iguais, temos que b2 :: b'2 e b = üb'. Porém, como as formas
são reduzidas e a = c = a' = d, temos que b, b' ? 0 e portanto b = b'. H

O teores-na 1.1.1 garante que dado um determinante positivo d, existe ttm número
finito de classes de equivalência própria de formas de determinante d. Além disso, pelo
teorema 1.1.2, cada villa dessas classes possui unia única forma reduzida. Na tabela a
seguir, para uln dado determinante d, listamos ao lado todas as formas reduzidas com
esse determinante.ICONI

d Formas Reduz'idas

 

(l,o,l)
(1,0,2)
li:0,3),(2,i:2)
(1,0,4),(2,0,2)
(1,0,5),(2,1,3)
(1.0:6),(2,0,3)
li,0,7),(2,1,4)
li:o,s),(2,0,4),(3.1,a)
(1,0,9),(3,0,3),(2,1,5)
(1,0,10),(2,0,5)
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d For'm,a,s Rednz4,das  
li l(t,o,i1),(2,t,6),(3,i,4),(3,-t,4)
12 l(t,o,i2),(2,0,6),(3,0,4),(4,2,4)
13 l (i,o,13),(2,1,7)
14 l(t,o,i4),(2,0,7),(3,i,s),(3,-i,s)
i5 l(t,o,i5),(3,0,s),(2,i,8),(4,i,4)
16 l(t,o,i6),(2,0,8),(4,0,4),(4,2,s)
i7 l(t,o,i7),(2,i,9),(3,1,6),(3,-i,6)
i8 l (i,o,i8),(2,0,9),(3,0,6)
19 l(t,o,i9),(2,i,io),(4,t,s),(4,-i,s)
20 l(i,0,20),(3,0,7),(4,0,õ),(3,i,7),(3,-i,7),(4,2,6)
ui l(i,0,21),(3,0,7),(2,t,it),(õ,2,s)
2e l (i,0,22),(2,0,ii)
23 l(i,0,23),(2,1,i2),(3,i,8),(3,-i,8),(4,i,6),(4,-t,6)
24 l(t,2,24),(2,0,i2),(3,0,8),(4,0,6),(s,i,s),(4,2,7)
2s l (l,0,25),(5,0,5),(2,i,i3)
26 l(i,0,26),(u,o,i3),(3,t,o),(3,-i,9),(s,2,6),(s,-2,6)
27 l(i,0,27),(3,0,9),(2,i,i4),(4,t,7),(4,-i,7),(6,3,6)
28 l(t,0,28),(2,0,t4),(4,0,7),(4,2,8)
u9 l(i,0,29),(2,i,is),(3,i,to),(3,-t,io),(s,i,6),(s,-t,6)
30 l(t,0,30),(2,0,is),(3,0,to),(s,0,6)
si l(i,0,31),(2,t,i6),(4,i,8),(4,-i,8),(s,2,7),(s,-2,7)
32 l(l,0,32),(2,0,i6),(4,0,8),(3,i,ii),(3-t,ii),(4,2,9),(6,2,6)
33 l(i,0,3s),(s,o,ii),(2,i,7),(6,3,7)
34 l(l,0,34),(2,0,t7),(s,t,7),(s,-i,7)
ss l(l,0,35),(s,0,7),(2,i,i8),(3,i,t2),(s,-i,i2),(4,i,9),(4,-t,9),(6,i,6)
36 l(i,0,36),(2,0,i8),(3,0,t2),(4,0,9),(6,0,6),(4,2,io),(s,2,8),(s,-2,8)
37 l (i,0,37),(2,1,i9)
38 l(i,0,38),(2,0,i9),(3,i,t3),(3,-t,i3),(6,2,7),(6,-2,7)
39 l(i,0,30),(3,0,i3),(2,i,20),(4,i,io),(4,-t,lo),(s,i,8),(s,-i,8),(6,3,8)
40 l(i,0,40),(2,0,20),(4,0,to),(5,0,8),(4,2,ii),(7,3,7)
41 l(i,0,4í),(2,i,2t),(3,i,i4),(3,-1,i4),(6,i,7),(6,-t,7),(s,2,9),(s,-2,0)
42 l(i,0,42),(2,0,2i),(3,0,14),(6,0,7)
43 l(t,0,43),(2,i,22),(4,t,li),(4,-t,ii)
4a l(t,0,44),(2,0,22),(4,0,ii),(3,i,is),(3,-i,is),(s,i,9),(s,-i,o),(4,2,i2),(6,2,s),(6,-2,8)
45 l(i,0,4s),(3,0,is),(s,o:o),(2,i,23),(7,2,7),(6,3,9)
16 l(t,o,+6),(2,0,23),(5,2,io),(s,-2,io)
47 l(i,0:47),(2,1,24),(3.t,i6),(3,-i,i6),(4,1,i2),(4,-t,i2),(6,i,8):(6,-t,8),(7,a,8),(7,-3:s)
18 l(i,0,48),(2,0,24),(3,0,i6),(4,0,i2),(ü,o,s),(7,i,7),(4,2,i3),(s,4,8)
19 l(t,o.'io),(7,0,7),(2,1,t2),(s,t,io),(s,-i,io)
se l(t.o,se),(2,0,2s),(5,0,io),(3,i,t7),(s,-t,i7),(6,2,0),(6,-2,0)



1. 1 Formas Binárias Positivas e Negativas 25

Dada unia formca positiva de matriz .A = (a, b, c), como achar a forma reduzida, a
qual ela é propriamente equivalente ? E como decidir quando duas formas positivas são
propriamente equivalentes ?

Poderíamos achar todas as classes de equivalência própria para o dado determinante
e depois verificar a que classe ela pertence. Mas este processo pode ser muito demorado
para determinantes grandes.

O corolário a seguir fornecerá uin algoritmo nazis rápido para respondermos a essas

questões.

Corolário 1.1.3 Seja r ?o bo ') uma /07'ma posátáua de deter'mãnante doo al
Z)e$námos a sequência

aoa: -- bo

ao bo

bo ai , ( :: :: ) , ,(z: .[:
de jo'r"mas integrais de determinante d, pelas seguintes condições

. S©aS= {zCZ:z+Z,:.i =0(moda:)} econsáde"m {l:«l:zcS}. Se
n\ ç: S e --,m, € S o'u --m q: S, então bi = m. Se m 4 S, então bi = --m.

' «:...: - (b:: + d)/«:.

Então, cada .forma positiva da seq'üêncáa será prophamente equivalente à .fo'r"ma l.ao. bo, cll)
e essa seq'uêncãa se torna pehódica a partir de 'üm cedo i. O ciclo de .fot'mas que se
repetem é chamado de ciclos de .for'mas reduzidas. Além disso, duas jom\as positilias são
prophamente equivalentes se e somente se elas têm o mesmo per'iodo.

Prova : Colho todas as formas da sequência são adjacentes (proposição 0.1.3), temos que
cada forma é propriamente equivalente à antecessora e à sucessora. Pela transitividade,
todas as formas serão propriamente equivalentes à primeira forma. Além disso, pela pro-
posição 1.1.1, temos que todas as formas da sequência serão positivas. Então a{ $ aí+i
para algum { C N ocorre infinitas vezes, pois caso contrário, teríamos uma sequencia es-
tritatllente decrescente infinita de inteiros positivos. Desta forma, a? $ 1aiai+ll $ bí +d
e lbil 5; laíl/2. Portanto aí, bí e aí+i para alg\uB { C N assumem finitos valores. Assim,
alnnunla. forma eleve ocorrer pelo menos duas vezes. Como cada forma deter'mina univoca-
nlente a sua sucessora na secluência, concluíllaos cine a sequência é periódica.

Pro't'álamos cine todo período sei]]pre contén] unia única forma iectuzicla e ainda aclla-
reinos os períodos. Pala tanto, aplicaremos o algoritmo claclo acima. na forma (a: b, c).
onde l2ól $ a $ c

1) Se Z, « $ ', te":os

( : : ), ( : : ) , (::),
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11) Se --a < 2b $ a < c, então a forma (a, b, c) é reduzida e temos que estudar o período
dos casos : b # 0, b = a/2.

Se b = a/2, elatão de bt + a/2 = 0 (mod c) e m = mãntja/21, lc -- a/2l} - a/2, segue
que bi = a/2 e a2 :: a. Continuando o algoritmo

c .,I'Z' \ l ., .,I'Z

«I'z « )' \ «I'z '

Se b > 0, temos que m ;= mànÍI -- ól, ló -- cl} :; 1 -- ól e portanto bi :; --b e ae :; a.
Aplicando novamente o algoritmo, obtemos : b2 = b e a3 = c. Se b < 0, então por
m. := mánÍI -- ól, ló + cl} := 1 -- ól, temos : bi = --b > 0 e a2 = a. E segue que b2 :: --b e

as :: c. Em ambos os casos temos a sequência

«/2
C

a b
b c

C

b a

nl) Se

que ói

.a = 2b < a < c, então de bi -- a/2 = 0 (mod c) e m = {la/21, 1a/2 -- cl}, obtemos

a/2 e a2 = a. Continuando o algoritmo, obtemos a seguinte sequência de formas

« -«I'z
«I'Z c

. «I'z
«l2 "

« «I'z
«I'z . .;,, ) , ( .7,

«/2
C

IV) Se -a a idos

« «I'z''~. l « «I'z ~\ { «

' \. «I'z « I' \.. «I'z

V) Se --« < 2b < « 0, então Z,i+Z,= 0(moda) ' m-mã"ll --bl,l--(a+Z')l}
implicam que bt = --b e a2 :: a. Continuando o algoritmo, obtemos

Íc» b''\. r a, b\. r Q -b~\
k b . J'\ -z, « 7'\ -z, . 7'

Pela unicidade da forma reduzida em cada classe de equivalência própria, segue que
todo ciclo de formas reduzidas contém uma única forma reduzida.

Se duas foimcas são propriamente equivalentes, pela ui-ticidade da forma reduzida, te-
mos que ambas serão propriamente equivalentes à mesma fornaa reduzida. Como cada
ciclo cle formas iecluzidas contém tuna única forma reduzida e cada sucessora cla sequência
é tule-.'ocaniente cleterlllinada, segue que os ciclos cle forntas reduzidas são iguais. H

«/2
a

a

a
b

Exemplo : Deciclii se as foinlas (2, 2, 5) e (1, 1, 7) são pioprianiente e(luivalentes. Alpi
cancro o algoiitnio enl cada unia ctelas, obtemos as secluências

(2, 2, 5), (5, -2, 2), (2, 0, 3),

(1, 1, 7), (7. -1, 1), ( 1, 0, 6),

Conto as foiiiias ieduzictas (2, 0, 3) e (1, 0, 6) são clifeientes, as rotinas (2. 2. 5) e (1, 1, 7)
não poclein sei piopiianiente e(llüvalentcs.
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1.2 Formas Binárias Indefinidas

Nesta seção, estamos interessados na classificação das formas tais que d < 0. Observe-se

que Z\ = --4(ba ac) = --4d > 0 e, portanto, a forma /(aç,Z/) - az2 + 2bzg + (U2 pode
assumir valores positivos ou negativos.

Definição 1.2.1 C/ma /OI'ma integra/ com malha associada A = (a, b, c) é {nde#náda se
e somente se det .A < 0.

Analogamente ao que foi feito para fonnas definidas positivas, temos o seguinte teca
rema de Gauss

Teorema 1.2.1 7'oda /ozma ánde$rzida com detezmãnante d, taZ que --d zzão é um qua-

drado, é T)ro'pünme'nte equiucitente à fo'rma, ÇA,B.C) ovtde 0 < B < J--a e b/ d -- B <.
1.,'ll < v-a+ B.
Prova : Suponhamos que uma dada forma indefinida (a, b,al), não satisfaça as duas
condições do enunciado. Observe que por --d não ser um quadrado, temos que aai # 0 e
portanto a, ai # 0.

Afirmamos que existe um único bt c Z tal que b + bt = 0 (mod ai) e v- d -- lata <
b: < «:ã). Como d não é un] quadrado, «:ã é irracional e portanto, ('/--d + b)/laia
não é inteiro. Então, existe um único t C Z tal que

.,/:ã+'../:-ã + ' l <t<
aa

pois, a distância entre os dois extremos é l e nenhum deles é inteiro. Disso, segue que

«:l < tl«: - b < v:ã
Definindo bt = t ail b, temos ainda que bebi = 0 (mod ai). !!ja a2 = (bl: +d)/ai c Z.
Se la:l > la21, tonlenlos b2 tal que b: + b2 = 0 (mod a2), v' d la21 < b2 < /--de
defina a3 = (b22 + d)/a2. Como a sequência laia, leal, ... de inteiros positivos não pode
decrescer estritamente e infinitamente, a sequência deve parar. Então existe m C Z tal
que la.l 5; la«-.-il. Deíinamos(.A, -B, C) =(a«,b«, a.+i), oncte

Z,,,,.: + Z,,. = 0 («-od «,«) ':2 -- la«l < b« <

a,.l $ 1-,«-.-1 e -,.-.-. = (b,«:+d)/a«.

e piovenios (late esta é a loiiila cine deseja.idos encontrar.

1) Como t\ se(luêiicia é forniacla soiiiente por formas adjacentes e «.' é unia relação de
e(luivalência, pela proposição 0.1.3, tentos (lue (À, .B, C') -' (cz, b, a.i)
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11) Mostraremos que
d+.Be0< B <

.,'1l < B < -d e l.AI 5; IC'l impliccam em :a- B <1.Al<

11) Como s/=ã l.41 < Z? < «:--ã, temos que «:a -- -B < 1.a e v/:-ã -- B > 0 e assim

- d - n'l l.Allc'l > (v=2- B)lc'l Bllc'l -::> lv=ã - .el < 1.AI

Suponhamos, por absurdo que -B $ 0. Pela hipótese, «-.d -- .B > 0. Usando a última
desigualdade acima, temos cine v/--ã -- B < IV'- d+ BI, o que é iim absurdo, uma vez que
.B $ 0. Logo, 0 < B < y' d e portanto

d B < 1.41 $ 1ol < «-ã + -e

Isso termina a prova

Esse teorema sugere uma divisão clãs formas indefinidas em formas tais que --d é ou
não um quadrado.

Definição 1.2.2 [/ma /ozma ãnde$náda (a,b,c) de determinante --d, taZ que --d nâo
zlm quadrado, é chamada de reduzida se e somente se «--d b < lal < «--d + be

Note que da prova do teorema anterior segue que a e c têm sinais opostos, lal $ 1cl e
'--d -- b < lcl < «--d + b.

Corolário 1.2.1 Se (a, b, c) é uma .»rma ánde$nãda reduzida, então as /OI'mas reduzidas
«@«.nte. « («, b, c) ;ão áná«..

Prova : 1) Existência das formas adjacentes reduzidas.
Consideremos p = 1/':ã + b -- lcl, q = lcl -- (v--d b) e r = « d -- b. Da definição

de forma reduzida, temos que p, q,r > 0. Por /-a -- lcl < b' < V'--d, segue que q' =

b' -- (y'':ã lcl) e r' = V':ã -- b' também são positivos. Seja ó' = 1/clt -- b para algum t
inteiro. Como p+ q' = V'-a+b-- lcl +b' --(v-ã-- lcl) = b+Z,', p+q' > 0 e b+ b' = fiel,
temos que t > 0. Além disso,

, + q' + tlcl .d z)+b' ( :ã-- lcl) + fiel lcl + lcl

e portanto 2b' = r +q' + (t -- l)lcl. Disso segue que 2Z)', b' > 0. \las, b' + r'
b' < «:ã. Co:«o,+(t t)lcl Z,' lcl e,,t>0, te«,os'l"'

.d e então

d + b' - lcl > 0 -::> lcl < .d + b'

Por outro lado, lcl -- (-v/:a -- ó') = q' > 0 e segue (lue v':ã -- b' < cl. Logo,
-a -- Z,' < lcl < v::a + ó' e (.A, B, C) é reduzida. Se C' = a, prole(teiiclo analogamente

ao caso anterior, temos que t\ forma (À. Z?, C') sela iecluzida e adjacente a (a, b, c).
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11) Unicidade das formas adjacentes reduzidas.
Suponhamos (lue (c, b', c') e (c, b", d') sejam formas reduzidas e adjacentes a (a, b, c).

Então «:ã -- lcl < b', b" < v-ã e 0 < b', b". Mas, pela demonstração do teorema anter-
ior, existe um único inteiro que satisfaz as condições acima. Desta forma b' = Z)" e temos
que as foral-tas são iguais. Analogamente, se (a', b', a) e (a", b", a) são formas reduzidas e
adjacentes a (a, b, c), então elas são iguais. H

Observe-se que se (a, b,c) não for reduzida, não podemos garantir a unicidade da
forma adjacente a (a, b, c). Basta considerar o seguinte exemplo : (2, 1, 4) e (2, --1, 4) são
adjacentes a (4, 1, 2).

Corolário 1.2.2 Sejam ('a,' b, a), (a, b, c) e (c, Z,', d) ./b«nas {nde$nãdas reduzidas a'Üa
centos. Então

/.(d,z,',.),(.,b,.),(.,'b,'.)

2. (--'a,' b, --a), (--a, b, .), (-c, b' , -d)

g. (-d,w, c), (-., Z,, -«), (-«,' Z,, -'«)

são adjacentes nesta ordem

Prova Segue diretamente da unicidade das formas adjacentes reduzidas

Exemplo Para d = -79, listamos todas as fornaas reduzidas

(:L7, 3, l:10) ,(:E10, 3, l:7),(:L7, 4,:t:9),(:L9, 4,:f:7)

(:L6, 5, l:9),(j:9, 5, l:6) ,(:L2, 7, 1:15),(j:3, 7, l:10)

(:L:5, 7,:f:6),(:L6, 7,:f:5),(:HO, 7, l:3),(:H5, 7, 1:2)

(:n, 8,:t:15),(:L3, 8,::F:5),(:L:5, 8, i:3),(:H5, 8,:f:i)

Proposição 1.2.1 Setja /o, /i, ./2, ... uma sequência de /ondas ande/iradas reduzidas ad.

ljace'rLtes. Então, existe m c Z tal que jo = .f-.

Prova : Como a secluência é forma(ta soilaente por formas adjacentes e «' é unia relação
de equivalência, temos club /í -. /o,Vã ? 0. Entretanto, pelo núnleio de formas reduzidas
cle uln dado cleterlllinante ser finito, existe m tal que /. = ./.+,.. Pela uniciclacle clãs
foi'Rias indefinidas ieduzictas, segue que ./.-l :: ./"+«:-l,/n-2 :: ./:,:+,n-2,-.., /o :: ./;,,. H

Isto motiva a seguinte definição

Definição 1.2.3 Chamaremos ta/ número m de pe7'iodo de /07'mas reduzidas e a
sequência, fo,ft,- .,f....\ de cicl,o de for'mas reduzidas.
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Definição 1.2.4 Seja / = (a, b, c), uma /arma {nde$ndda com dete7mànante d taJ que

não é um quadrado. De$nimos as raízes ntf) e wl.f) de apor

d

Note-se que se ./' e g forem formas com nleslllo determinante d < 0 tais que ç2(./)
ç2(g), então / Este fato segue de

(z+Ç2(/))(z+"(./')) -0 '+:::> z'+ 2z+ !/(z) - cz' +2Z,z+a =0

onde z = (aç2/ai).

O resultado a seguir caracteriza uma forma inclefinicla, tal que --d não é um quadrado,
relacionandc-a com suas raízes.

Lema 1.2.1 ZI/ma/oz'ma ./:

l < lo(/)
(«, Z,, c) é «du,ãd" " ' «mente 'e «,(/)Q(/) < 0 ' 1«,(/)1 <

Prova : Basta usar que / é reduzida se e somente se
o<ó< V-a. H

-a -- z, < lal $ 1cl < .d + b e

Lema 1.2.2 Se j é uma .forma àndeÂnãda tal que d não é um quadrado e'y

S-L:(Z), .ntão

''~.~'.-:g= . «'~.-',-=g=
Prova : Sejam Q = Q(/), w = «,(/) e

,',' - ( 2 : ) :- ( ,*;?;=:í:.. '*l;lL=.=T;r" )
à,lostraremos que

,',' - '(;' * T; * Ê) - '(; * =)(; * ==)
Como ç2w = 2b/c e ç2 + w a/c, segue

(.* :=) (; * =) ;' *(== *=) ; * (;=) (=) :
;: * : (q 'lLL=TT) ; * =: :;;; J ;::
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Portanto,

ç2 ('y .f''r' ) rQ(/) + s
tQ(/) + u . «,h/«o-l=gl-:-=

o que encerra a prova. H

Adiante, estudaretllos algumas propriedades das matrizes com determinante igual a
1. A razão para tal estudo é a de compreendermos melhor a equivalência própria entre
formas il)definidas.

Definição 1.2.5 Dados ao, ai, ..., a. reais positivos, de$nÍmos a /ração contínua rde

-t«d« PO, (.o, «: , ..., «.)) p'Z« condão'"

(.a - «. . o., «:, ..., «.) - «. + ÕÚ:.'.T'i3

O{«mos que u«.. /ração «ntú«- (ao, «:, ..., «. :,3/) é puas' sãmpZ" '' ' s.me"t'
se ai C N*, V{ ;: 0,1,...,z! -- l e Z/ > 1.

Lema 1.2.3 Se z (ao,al, ".-:,Z/) é «m« .#«ção ««tú- '

(T &)
ai l
1 0 "'T: &) '«,'«,,

então « - (,3/ + .)/(tZ/ + u)

Prova : Se n = 1, então r = ao, s = t = 1, u = 0 e ru -- st = --1. Segue

, ~ l aoZ/+l rZ/+s

« - («., ü - "' -- i - 'i' - á'a
Suponhamos, por hipótese de indução, qlte

(: =)-(T à)(T &
an--2 l
1 0

i'y + s

., - h., «- , ..., ".-,, zO - á'ti
Va«ios pro'-'ar que (ao, ..., a,. i, y') = (r'Z/ + s')/(t'3/ + t''), onde

/,' s'
[' tl'

ao l
1 0 ( 1: À )

Pela hipótese cle indução, segue (lue

t' .u'
}' s

f 'u & )
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e portanto r' = ra.-i +s, s'
por recorrência, temos que

l

T, .tZ/ t e t' ta..t +u. Como a oração contínua é definida

l
;-F'i© -::; "

l
"«-: + ?y

Disso segue

,(«.-: + l/y') + s
'"., ..., "«.:, "o - l=lL;;,l -ià

(,««-- + s)g/' + «
(t««-: + u)y' + t

r'3/' + s'
t'y' + u'

Logo, z é da forma que queríamos

Observe-se que se (ao, ai, ..., a. i,3/) for quase simples, temos que ru ts = :LI.

Proposição 1.2.2 Se duas/rações continuas quase simples z = (ao, ..., a.) e ly = (bo, ..., b«)
são iguais, então ai = bi, Vã = 0, 1, ..., n.

Prova : Vanaos provar por indução em n. O caso n = 0 é trivial. Suponhamos que se
(a:,...,«.) ...,b«),então": Vá ...,n.

Como r = ao + l/(ai, ...,a.) e (al, ...,a.) > 1 (pois, z é quase simples), temos que

lzl. Analogamente, bo :: IZ/l. Deste modo, se z = Z/, então ao = bo e portanto
,a.) =(bl, ...,b.). Usando a hipótese de indução, segue que ai = bi, Vá = 0,1, ...,n.

então existem inteiros positã'uos n, clo, ....CL..i tais que

r «: :

\ l o

Proposição 1.2.3 Se À/ :: ( {l : c G-L,(Z), o«d. -R 2 S 2 U 2. 0 e R ? r ? u,

a..i l
1 0

Prova : Usaremos indução em T. Observe-se que T = 0 não pode ocorrer, pois U seria
igual a 0, o que contradiz RU -- ST = ül. Se 7' = 1, então Z./ = 0 ou U = 1. Como
nt/ ST=ül,S20eR--S?0,temosqueS=louR=S+l. Destaforma

R l
0l -«-('r: : - ( Í &

1 1
1 0

Sttponllanlos, poi hipótese de inctução, blue T > 1 e existem inteiros positivos n, ao,

tais (lue

e

2}

r -o l \ r «,,., "

\ 1 0 / ''' \ l o

Como /?U -- ST = ÉI, temos cine R > T > U > 0 e T + R. Pois, se T = U ou R = r
ou T l -R. t.erenios (lue 7' = 1. Considere o inteiro positi''.'o m, tal cine R/T 1 < nl. < R/7'

S

'lz
l )'' «''-(? \«)(; : "::., .=,« )

T
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Observe-se cine r = T > U = s > 0. Pela escolha de m, temos que 0 < R mT =
t < T. De u = (st + det ')/r, segue que u ? 0. Resta mostrarmos que s ? u e t ? u.
Se s < u, então ,u ?(t+ l)(s + 1) = st+ s+t+ l e portanto ru - st 2 s + t + l> l

(contradição cona ru -- st = :LI). Analogamente, segue que não podemos ter t < u. Então

«-(T à
e pela hipótese de indução

jw -
rn l
1 0 (T â

CZn.2 l
1 0

onde n, m, ao, a..2 são inteiros positivos

l,ema 1.2.4 S©.m ,y - ( '
ueràÂca'm as duas ãnequnções

b

d C G-L,(Z), .:« + d # 0 . .y + d # 0, o,«de :' ' 3/

z > l (*)

--l <3/<0 e 1< e!!-.E] <0 (**)
' cy+d '

Então, e=atamente uma das seguintes a$vmati'uas é cometa

rw,-::(â ?
S

" 1, comi ?s ?u?0 er ?t2u
't& / '

''",-:-::( ; = ),«,:':«:' .,:*:«

T
(B) "f - -L t

Prova : Vamos considerar os seguintes casos
Caso 1 : abcd # 0, c > 0, d > 0

Chibo ad = 6c t 1, tentos (lue ad e bc são não nulos, consecutivos e têna o mesmo
sinal. Então, a e b têm o inesino sinal. De (#), segue clue az + ó > cit; + d > 0 e portanto
(a -- c)z > d -- Z), a > 0 e Z) > 0. Desta forllla, ctevenios ter a > 0 ou b > d- Pois, se a $ c
eb$d, terían-osque(a c)z<0,d Z,> Oeportanto(a--c)z<d-Z'. Sea>c,então
Z) ? (Z. De fato: se ó < d, então

r.c/ ? (Z, + l)(c + 1) 1 ::-> ad óc> b+c+l > l

o cine nos levaria ?\ lilna contradição. Analogamente, b > d in]plica en] a 2 c
Se aZ/ + Z) < 0. então por --l < y < 0 e y < --b/a: temos b/rJ. < lyl < 1. Nuas, ra, b > 0

e segue (lue /) < a.. Analogamente ao parágrafo anterior, c ? d. Se ay + b > 0, então poi
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(##), obtemos (lue (U + d < 0. Disto segue, d/c < IZ/l < 1 e portanto c > d. Logo, a ? b e
acabamos de verificar (B).
Caso 2 : abcd # 0 e c < 0, d < 0.

Neste caso, verificamos (-B), uma vez que "y pertence ao caso anterior
Caso 3 : abcd # 0 e c < 0, d > 0.

Segue de ad -- bc = :LI que a e b têm sinais contrários. Como (U + d > 0, (++) implica
que ay + d < 0 e portanto a > 0.

Co«sidere '': = i: l , ,' l c GZ,,(Z), z' = (az+b)/(cz+d) ' y'

c)/(cy + d). Desta modo,' temos duas inequações da coima de (#), (+#)

(«z/ +

z'> le z ' > l
--cz' + a

(*')

--l <Z/'<0e l < -!!Í!---!- <0
' --(U' + a

Usando as argumentações dos casos l e 2 na matriz '
Caso 4 : abcd # 0, c > 0, d < 0.

(C') é verificada, pois --'y pertence ao caso anterior.
Caso 5 : abcd = 0.

As possíveis formas de ' são

(**')

:, verificamos (C')

« :'(? :.) -::(T ã)''
para algum inteiro m.

Estas formas verifica:n (.4), (-B) ou (C'). Co-:o os casos são n-utuamente exclusivos,
segue a tese. H

Seja / = /o unia forma indefinida reduzida tal que d não é uin quadrado. Ao aplicar
mos o algoritmo conseguimos uma sequência de formas reduzidas / = /o, /1, ./'2, ..., /n,
tais que cada duas formas reduzidas consecutivas são adjacentes.

Lema 1.2.5 Se j e g são .foto.as inde$nidas reduzidas tais que o oposto de seus deter-

minantes -não são (luudrados, então as seguintes a$1mações são eqtti'ua.lentes

l f«-o

2. sZgn(ç2(g)) l)".,ágn(Q(./')) . e«í,te ««,« /7'«ção co«tí'""" q-;e .í,«p/« ía/ q«.
ç2(./')l(d.,, .z-, . .. ./,,.-, lo(g)l)

Prova : Vadios piovai, por indução eni r]., (lue (1) implica l2). Se rz = 1. coilsideiemos
/i = lai,bi.ae) adjacente a / = (a,b,al). Como ./ é reduzida, tenros cine aias < 0 e
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b, bi > 0. Portanto, --l = sãgn(atam) = sãgn(QQ(/i))
Seja k C Z tal que b + bi = klail. Então

tl.:l - b: + v'':ãó+ v':a hl«:
alalal

l
k .ãgn(.:)

Ç2(/: )

--bi +

al

Assim 101 = À; + l/Q(./'t) = (k, lç2(/i)l). Como b e Z'i são positivos, temos que k ? l
Pelo lema 1.2.1, temos que lç2(./i)l > 1.

Suponhamos, por hipótese de indução, que existam inteiros positivos n, ki, ..., k. tais
que IO(/i)l = (ki,...,k«-i, IQ(/n)l) e sãgn(Q(/n-l)) = (--1)" :saga(Q(/)). Aplicando a
mesma, obtemos

ç21 1o(/:)1) - (k, (k:, , k. :, IQ(/n)l) , k«-: , IQ(/n)l) ,

onde k, ki, A..t são inteiros positivos e

saga(Q(/n)) {gn(Q(/n-:) l)(-1)" :Siga(Q(/)) ;dgn(Q(/))

Pelo lema 1.2.1, temos clue IO(g) > 1.
Vamos agora provar a recíproca. Por hipótese, existe uma fiação contínua quase

simples 'al que IO(/) = (ko,ki, ..., k«-i, IQ(/n)l), onde sãgn(Q(/n)) = (--1)"ságn(Q(/)).
Da mesma maneira, existe uma fração contínua quase simples tal que

lç2 ( .f ) , a..:, in(g)l) e

siga(Ç2(g)) l)".ãgn(Q(/))

Então, saga(Q(g)) {gn(Q(/n)). Co-no

(AO, k: , . . ., k.-: , IQ(/n)l) (dO, d:, ...,d. :, lO(g)l),

pela proposição 1.2.2, temos IO(.f«)l
/.

o(g) l Deste modo, ç2(./L) = Q(g) e portanto

'Feoreiiaa 1.2.2 Se .f e g são foi'lilás ándeFn das reduzidas propT"lamente e(!ttiualentes (Le
mesTRa (letermin,ante d {,al qlt.e --(l. n.ão é tlrll quadrado, então uma pertence a.o ciclo d.e
for"fitas ledttz{(las (la outra.

Pi'ova : Sejant ./' e g como na hipótese e .']'/ = 1 T : l € SZ,e(Z) ta] (lue .f = ivgJ]/'

Deilotaienios por ç2 e w as raízes de ./ e ç2' e w' as raízes cte g. Definanlos
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S7

t U

0lST

0 lt U

0lS

0 lt U

0lr
0 lt U

se Q,Q'> 0

-1 0
0 1 se Q,Q'< 0

7
se Q > 0,Q'< 0

se Q < 0,Q'> 0

Observe-se que 7 C G.L2(Z) e det ' = siga(QQ'). Se ' =
a b
c d , então pelo lema

1.2.2, temos
... «l0' +b . . .. -«(lw'l) +Z,

cl0'l + d ' ''' -c(1«,'1) + d

Como /, g são reduzidas e vale (/), pelo lema 1.2.1, segue que 'y satisfaz as hipóteses do
lema 1.2.4 com z = IO'l e Z/ = lw'l. Desta forma, somente umas das condições (.A), (Z?)
ou (a) é satisfeita. Se 7 satisfaz (.A), então Q = ç2' e portanto ./ = g. Se 7 satisfaz (-B),
então pela proposição 1.2.3, existem inteiros positivos n, do, dt, ..., d..i tais que

l«l - (/)

,-*( 7' â
di l
1 0

d..i l
1 0

Pelo lema 1.2.3 e pelas equações(/), lnl =(rlQ'l+s)/(tlO'l+u) =(do,di, ..., d« i, IO'l).
Observe-se que (--1)" = det ' = ságn(QQ'). Desta forma, pelo lema anterior, concluímos
que /« = g.

Se ,y satisfaz (C'), então aplicando o mesmo processo usado no caso anterior em ' '',
temos que existe un] inteiro positivo n tal que / = g.. Seja -N > 0 tal que gW = g. Então,

/l = g.+i, /2 ' gn+2, ..., .fW-- - gn+(N-n) ' gn ' g. H

Finalmente estamos pronto para provar o algoritlno para fora):tas indefinidas tais que
--d não é un} quadrado

Corolário 1.2.3 Seja r ?o bo 'l .üma /arma ãnde$náda de detezmínante d = amai
\ oo al

tat que --d não é tim quadrado. De$nimos a seqttêrtcia

b.a

.:.)
(lc .formas {nt.estais de deter'irLinartte d pelas seguintes coít.lições

e Se ezãsíe soJ'uç(io z q?le uerlDca .te + d < 0 e bi + .z; = 0 (77zod ai+l)
rz rlzaioz' (/estas soluções e ai+a = (Z)i+l: + d)/ai+t.

enÍâo Z)i.tt .será
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. C'"o co«t,ádo, sd«S : z+b:.: = 0 («.od «:)} e co"àd".m {lzl

z C S}. Se m C S e --m C S ou --m g S, então bi = m. Se m g S, então bi = --m
E«. .mãos os c«'" «:-,.: - (b:' + d)/«:.

Então, cada janta indefinida da sequência será propüamente equivale'nte a (.ao, bo,a\)
e essa sequê7tcia se torna peMódica a parir de um certo i. O ciclo de Jo'r"ruas que se
rel)etem é chamado de ciclo de jov"mas reduzidas. Além disso, duas jo'renas indefinidas são
propriamente equivalentes se e sontente se têm o mesmo ciclo de fov"mas reduzidas.

Prova : Como todas as formas da sequência são adjacentes, todas serão propriamente
equivalentes à primeira forma (ao, bo, ai). Além disso, existe n c Z tal que la.l 5; la«+il
ocorre infinitas vezes, pois caso contrário, teríamos uma sequência estritamente decres-
cente e infinita de inteiros positivos. Assim, laia $ 1aiai+il < b? + lal e b2 < --d ou

lóil $ 1aÍI/2. Então a? $ 2lal ou a2 5; a?/4 + lal, laíl 5; 2v/lal/3 e, portanto, aí assume
finitos valores. Logo, (a., b«, b«+i) assume finitos valores. Desta forma, alguma forma
deve ocorrer pelo menos duas vezes. Como cada forma determina univocamente sua su-
cessora na sequência, concluímos que ela é periódica. Além disso, todo período sempre
é formado sollaente por formas reduzidas. Caso contrário, não teríamos a unicidade das
formas reduzidas.

E claro que se duas formas têm o mesmo ciclo cle formas reduzidas, então elas são
propriamente equivalentes.

Reciprocamente, se duas formas são propriamente equivalentes, então todas as formas
do ciclo de formas reduzidas serão propriamente equivalentes às formas do outro ciclo de
formas reduzidas. Pelo teorema acima, existem pelo menos duas formas reduzidas, uma
de cada ciclo, as quais são iguais (ou seja, se duas formas reduzidas são propriamente
equivalentes, então cada uma está contida no ciclo de formas reduzidas da outra). Pela
unicidade das formas reduzidas adjacentes, concluímos que os ciclos são iguais. H

A seguir, farelTios alguns exemplos de todos os ciclos de formas reduzidas de un] dado
determinante d, tal que --d não é quadrado. Usaremos as condições de redução e a da
unicidade das formas adjacentes reduzidas.
1) Para d = --2, tel)los que o ciclo de formas reduzidas é

. (1, 1, -1), (-1, 1, 1),

Portanto to(tas as folhas de d ::: --2 são propriamente ecluivalentes

2) Pala (Z = --3, temos (late os ciclos cle formas teduziclas são

. (2, 1, 1). (-1, 1,2)

. (l, l 2), ( 2, 1, 1)

3) Pala (/ 5: t.enios (late os ciclos cle foiinas icduziclas são

a (2,1 2), (-2, 1, 2)
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. (1,2, -1), (-1, 2, 1),

Para d = --6, temos que os ciclos de formas rectuzidas são

. (1,2, 2), (-2, 2, 1),

. (-1,2, -2), (2, 2, -1),

Para d = --7, temos que os ciclos de formas reduzidas são

.(2,1,-3),(-3,2, 1),(1,2,-3),(-3,1,2),

.(-2,1,3),(3,2,-1),(-1,2,3),(3,1,-2),
Para d = --13, temos que os ciclos de formas reduzidas são

.(-4, 1,3),(3,2,-3),(-3,1,4),(4,3,-1),(-1,3,4),
(4, 1, -3),(-3, 2, 3),(3, 1, -4),(-4, 3, 1),(1, 3, -4),

. (2, 3, -2), (-2, 3, 2),

Abaixo, seguem exemplos da aplicação do algoritmo acima.

(2, 3, 3),(3, 0, -1),(-1,1, 2),(2, 1, -1),(-1,1, 2),

4)

5)

6)

(1,5,23),(23, 5, 1),(1, 1, 2), (-2, 1, 1), (1, 1, -2),

(1, 3, 7), (3, -3, 1), (1, 1, l), (-1, 1, 1), (1, 1, -1),

(13, 4, 1),(1, 1, -2),(-2, 1, 1),(1,1, -2),

Agora, vamos classificar as formas indefinidas tais que d é um quadrado.

Teorema 1.2.3 Toda /ozma ánde$n da (a,b,c) taJ que d = h' # 0, onde h é a raiz
positiva, é propNamente equát,a/ente à ./arma (.A, h, 0), com 0 5; .A $ 2h -- l.

Prova : Vamos dividir em casos

1) Se a#0 eb:# --h, por h2 :: --d:: b2 acsegue que

(h - z,) .
/z:-b: ac-:>(h-Z')(A+b)--"-+ z -l"t.J

Sejam /3, .5 C Z, tais (lue nzdc(,6, .5) = 1 e .(3/õ seja igual a razão acima. Pelo teoreilla

cle Bézout: existem a: 7 C Z tais blue aõ -- .í3'y. Deste Díodo

r aa + ,y/) ab + '.yc

\ ..3a + (ib ..3ó + õc

r aea+2aló+72c a/licz+Z)('/.d+a(5) +'Jõc \

k a/ia+b('r.6+a(i) +'7(Jc -i2a +2.g(ib+(i2c 7

z; l: ) - ( ; ;
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Assim

b' aP« + b('YD + aÓ) + ''FÕc

(h - b)aÕ + baÕ + ÓP"r - (h + b)P''r

h,CEÕ -- hÍ3-y = h

/

C 02a + 2/3õb + (52c

(h - z,)0õ + 2z,PÕ - (h + z,)0õ

2óPÕ 2óÕÕ - o

Se, além disso, 0 < a' $ 2A 1, então (a',b',c') é a forma que procuramos. Caso
contrário, ou seja, a' 5; 0 ou a' > 2h -- 1, considere A o menor inteiro positivo tal que
a' = ..4 (mod 2h). Então, 0 < Á $ 2/z/2 = h $ 2h -- 1. Assim, existe k C Z tal que
,4 = a' + 2hk. Observe-se que

l k
0 1 (1 : 1 0

k l T" :) -({ :)
e portanto (a',b',c') -- (,4,h,0) Por transitividade, temos que (a,b,c) -. (.4,h,0). Ou

/' cr + Pk "y + .5k
seja, (a,Z),c) é tranforinada em (Á,A,0) pela matriz 1. ' b'" " ' .5

n) Se « # 0 e b - h, e«tão ' - 0
Considere #, (5 inteiros tais que mdc(P,(5) = 1 e /3/(5

existem a,,y inteiros tais que a(í -- Py := 1. Temos
(h -- b)/a = 2h/a. Então,

F' Q - ah,ISÕ -F Õac

zhõíS - 'Zhl3õ = ü

b' aÕ« - h(7# + aÕ) + 'YÕc

ci.cl13 -- haõ -- h13'í

).hctõ hclõ -- hlS''í
Itc\Õ -- l-t$"Y

/,(.«õ /3'v)

Se 0 < a' $ 2/} 1, então esta é a foinla cine piocuiainos. Clamo cona.ratio, tonlenios
,4 como seio(lo o menor inteiro positivo tal cine a' = .'1 (mod 2â). Alialoganlente ao caso
allterior, tei))os blue (a, Z,, c) -- (.A, /z. 0), coill 0 < .4 $ 2h -- l.

111) Se a -/}, então (0, -/}, c) «., (c, /},0). Caso c não s:\tisfaça 0 $ c $ 2/t
então existe .A tal que(c,/z,0)'~(.A./i,0), com 0 < À $ 2/} 1

l
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IV) Se « - 0 e b # -h, e«tão b - h.
Se c = 0, então não há o que provar. Caso contrário, considere (i,P inteiros tais

que mdc(.5,#) = 1 e õ/D = --(h + b)/c = --2h/c. Então, existem a,'y inteiros tais (lue

c1(5 -- P7 = 1. Temos

a/3a + h('rP + a.5) + 'Õc

h13"í +- hcxõ -- 'Zh13'x

hciõ -- h13'l

h(aÕ - P'V)

p2a + 2h/3(5 + (52c =

züõ13 - 'zhÍlõ

Se a' não satisfaz 0 $ a' $ 2h 1, existe .4 tal (lue (a', h, 0) -' (.A, h, 0), com 0 < .A $
2h 1. H

Definição 1.2.6 .Dizemos q&e uma /or.ma ánde$nãda de defezmánarzte d, taJ que 0 # --d =

h', é reduzida se eZa é da /OI'ma (a, h,0), onde 0 $ a $ 2h l.

Teorema 1.2.4 ,4s /o,'mas nde$nddas (a, h, 0) e (a', A, 0) são propina«ciente equíuaZentes

se e somente se a = a' (mod 2h).

Prova
S. .l« ;ã. p"P':'""t. .q«i-l«t«, -tã. «i;t. M - ( " õ ) € SL,(Z)

tal que
a' h
h o

Disso segue o seguinte sistema de equações

( ; 3
a h
h o

c12a + 2ct'yh

a13., -t D-Yh, -F aÕh,

aPa + P7Õ + clÕh
Fa. -F aDõh

r a'«+2a7h
l aD« + #7h + aÕ (/.r)
'l #'« + 2Póh

l aÕ - .87 - l (/}'')
Nlultiplicando (//) por .(3, obtemos /3A = aP'a + h(p27 + a/31). De (///), segue clue

8h -2.gõh) + h(.8''' + a.6Õ) (0''Y - aOÕ) -::>

3h = 13}tÇ13-{ clõ) -::» i3h = --Í3h -::+ l3 =q

De (/b''), temos a = õ = :LI. Então a' = a :E 21'h, ou seja, a = a' (rno(J 2b.). Se
/ 1 + \

a = a' (mo(/ 2/}), existe t inteiro tal (lue a' = a + 12/z. Consicleiemos a matriz 1. Ó ; ,l e
observentos (lue

( & Í ) ( Z 2 ) ( } ?
Logo, («, /., 0) -. (.', /*, 0). H

cl-t tO.h h.
0/z { :)
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Corolário 1.2.4 .4s ./b777zas reduzidas (a, h, O) e (a', h, 0) são prophamente eqaáuaZentes

se e somente se são {g'vais.

Prova : Se a = a', então elas serão propriamente equivalentes pela matriz ictenticlade.

Se (a,h,0) -' (a',h,0), pelo teorema acima, temos que a = a' (mod 2h). Aléns disso,
da, demonstração do ]nesnlo, obtemos que a' :: a ü 2'yh. Como as formas são reduzidas,
temos que la' -- al $ 2h - 1. Então ' = 0. De

a' A
h o

ÜI o
o ÊI z : ) E1 0

o ÜI -({ : ) a h
h o

segue a = a'

O teorema acima garante a existência e a unicidade de uma forma reduzida em cada
classe de equivalência própria. Ou seja, duas fornaas reduzidas são propriamente equiva-
lentes se e somente se elas forem iguais.

Com todos esses resultados, podemos dizer que dado um determinante d # 0, sempre
conseguimos um número finito de classes de equivalência própria originadas pelas formas
reduzidas únicas (no caso de positivas, negativas e indefinidas tais que --d é um quadrado)
ou pelas sequências únicas de formas reduzidas (no caso de coimas indefinidas tais que
--d não é um quadrado).

Observe-se que o teorema 1.2.3 fornece um algoritmo para decidirmos se duas dadas
formas indefinidas, tais que d não é um quadrado, são propriamente equivalentes. Para
tanto, basta acharmos as correspondentes formas reduzidas e compara-las.



Cl:apítulo 2

Formas Quadráticas Sobre um Corpo

Naturalmente, formas quadráticas binárias integralmente equivalentes, também são
equivalentes sobre Q. Mas, as formas /(z, Z/) = aça + 3/2 e g(z, t) = 2z2 + 2t2 mostram que
a recíproca de tal fato não é verdadeira. Fazendo a mudança de variáveis

z+3/ . z--Z/

temos que essas formas são equivalentes sobre (Q. Por outro lado, elas não podem ser
integralmente equivalentes, pois seus determinantes são diferentes.

Assim, nestes dois capítulos restantes, vamos estudar a equivalência de formas quadráticas
binárias racionais. Começamos com alguns resultados básicos sobre formas quadráticas
com coeficientes num corpo arbitrário -K.

22

2.1 Formas Equivalentes
Definição 2.1.1 ZI/zna /OI'ma quadrático n-área sobre um c07?0 K é um poZãnómÍo

de grau 'Z com coe$ci,entes em K

E
í,.j=t

f ,...,«n) a{.juiz.j , a{.j

4 matiz l./:l = (aij) é chamada (!e ntatMz da .f07vna quad7"ética /. Se o deter"mãnante
da folha j jor igual Q zero, então .f é s'in,guiar. Caso contrário, j é 'n,ão singular
N' ot,anão : "-

Definição 2.1.2 Z)ázemos que (/lias /oi'rn,as qüadr(ííãcas n-amas sobre tlm corpo /( são
equ'l'Date'ates sobre o corpo 1< se e some7}te se existir tlmcl mll(lança de unr ágeis n.ão
sínglz/ar qtle [znns/alma tl na /07'/1?,a na outra.

.Assim, as fotllias ./' e .q são equivalentes se existia llm matriz 'v C G-L.(/ç') tal que
1./1 = .1/'lOlv. Se ./'(z-,...,:«.) = EI.j-:«,j.-:=.Í = X'l./IX, co«. -X' = (":,.. ,:-.) '
À/ c GL,.(/í'), .'::tão l01 .A.v}'', co«: X
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Definição 2.1.3 Z)ázemos que uma /07ma q adrátãca n-áha ./ sobre um corpo K repre-
senta u71z elemento não nulo a C /{ se e somente se e:ástãrem ai,...,a. C /{ tais
que j(CLI, ...,a.) -- a. Dizemos que f represe'nta zero e'm 1< se e somente se e=istãrem
": , ..., «. c K «ão todos n«Zos, t«{. q«e /(.:, ..., «.) = 0

Proposição 2.1.1 Sejam / e g /or'mas qaadrátãcas n-óNUs equãuaZentes sobre um corpo
1( . Então

1. Smas detevmãnantes diferem por um jator quadrado ,não auto, de l(

2. je g represa'ntcLm os mes'mo el,eme'r\tos de K

Prova : Seja /U/ c G-L.(K) tal (lue 1/1 = W'lglW
1) Segue de

]ug " lgJ ]k]

det l./'l Igla) -:> det l/l (det i&/)'det Igl

2) Se n /(Xo), então

g(M'Xo) - (&/Xoy(A/') :l/IA/':(]MXo) - Xál/IXo - ./'(Xo) - n

Se m - g(Yo), então /((M') :yo) -m

Teorema 2.1.1 Toda /ozma quadrótãca n-áMa sobre um corpo .K, de caractere'stãca d+fe
rente de 2 é equivalente a uma fo'rma diagonal

d(g/:,...,z/,) g:' , z,. c K , vã
{-1

n

Além disso, a matiz desta equãualêncãa tem deter"mirante igual a L

Prova : Seja /(zl, ..., Zn) = >1,i,j-i aÍjzizj uma forma quadrático n-ária sobre -/( e con-
sideremos os seguintes tipos de inuclanças de variáveis

Tipo 1 : zí = lyj,cj - zí e zk = yk, k # i,.j
Esta operação troca as lillhas ã e .j e depois as colunas { e .j. Em teinlos da diagonal

principal, troca-se os elementos aíí e a.jj.
Tipo ll : ;z:i = yi+ rlyJ e zk = Z/k, k # ã

Esta operação sonda a j-ésin]a linha cona r vezes a. i-ésin]a linha e coloca o iesultacto

na j-ésinia linlla, seguido clo correspondente processo nas colunas. Ou seja, r/i+ Zj = Lj
e i'cí + cí = C'j: onde Lj e C'f são as novas j-ésinias linha e coltuia, iespectivaniente.

Observe (lue eni ambas as nluclanças cle variáveis não alteiam o deteniinante cte /
Agoitt iisarenlos ulli algoiitnlo para zeiainios todos os coeficientes de / (]ue' não ])er

tençanl à diagonal piinci])al.
Se a.// # 0 para algum Z, então usamos o tipo 1, com i:: l e .7 :: Z. Desta foinla, 1./1 é

t.ianfoiniacla inin a matriz cit.lo .Aii = a/l / 0. Se a// = 0,V/, então existem n}, n distintos
tais (lue a.«,« # 0. Ct\se contrário, 1./1 seria a matriz nula e portanto .já estadia na foinla
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diagonal. Usando 2 vezes o tipo 1, primeiramente com ã = 1, .j = m e ctepois com
e .j = n, conseguimos uma matriz cujo .Ai2 = am« # 0. Pelo tipo 2, com í = 2 .j
r :: 1, obtemos uma matriz cujo .Ali = .4i2 # 0.

Enl ambos os casos, obtemos uma matriz cujo coeficiente ll é diferente de zero
tanto, podemos supor que aii # 0.

Considere ./ na seguinte forma

Por

/(«: z.) := (ailzi + 2ai2ziz2 + + :":.,:«.) + h(z,, ..., «.),

onde k é uma forma quadrático que só depende das variáveis z2, ...Zn'
Completando quadrados temos

/(«:, , ,.) - (fl!!": + ':,", +cll

\2
t fllT"«y + g(«,, ..., z.)

Pois, o sistema linear
.{:/.:: - «:- # .
2ctecii/cii := 2ai2

2ct«cit/cii = 2at«

é possível e determinado.
Usando a naudança de variáveis zi = (ciizi + ... +cl,z.)/cii, z{ - zi para ã > 1, temos

h(zl, ..., z«) = diz? + g'(z2, ..., z.). Esta mudança da variáveis é a composta cle várias
aplicações do tipo 11, ou seja, cij/cii vezes a linha l somando com a j-ésima linha e depois
analogatnente para as colunas.

Aplicando diversas vezes este algoritmo na forma quadrática restante não diagonali-
zada, obtemos a forma

E
{-1

d(3/:, ..., y«) - biy? . bi ç: K ,H à

Colho cada mudança de variáveis do tipo l e tipo ll tem determinante igual a ÉI, a
naudança resultante do produto de todas essas mudanças, que leva .f em d, tem determi-
nante igual a ül. Se esta tiver deteininante igual a --l, então trocamos o sinal de algunaa
variável seno trocar o sinal do deteminante de d. Desta foinla o cletern:Linante clo produto
seta 1. 0 número r é igual ao posto cla illatriz cle d, pois a nluclança (lue leva ./ eni d é
invertível e portanto não altera o posto cle /. H

Exemplo : llustrarenlos o processo descrito no teorema acima, por meio cta forma
/(.ri,ze,z3) = 2.z;i:r2 + 6iz;tz3 .t: + 2zlÍ. Coi)lo aii = 0, usando unia tiansfornlação
t.to tipo 1, cona á = 1 e j = 2, temos

0 1 3
l l o
3 0 2

l l o
0 1 3
3 0 2

l l o

1 0 3 1 := J'l
0 3 2
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Completando (quadrados, temos que /:(zi,z2,za) = --(zi -- z2y + g(z2, a3), onde

g(z2, z3) :: ze + 6z2z3 + 2z:. Usando a mundança zi :; --zi +ru, z2 :::; ze e z3 :: z3, segue

que1 .

/2(zl,z2,z3) := --z? +gi(z2,z3) , gl(Z2,Z3) = zg + 6z2z3 + 2zg

e assim, conseguimos zerar a linha e a coluna 1. Aplicando o mesmo processo em gl (z2, z3),

obtemos t3 -- 7tlÍ. Portanto, ./ é equivalente à forma diagonal

z2 't uz2'Ú3 't' zz3

a(z/:, z/,, v;) - -l/? + z/g

Corolário 2.1.1 Se üma /07'ma quadrátáca / em n-áHa representa cv / 0, então .f é
eq'uãualente a uma .fovwta do tipo cl=21 -F g(.s2, ..., z.), onde g é uma .fOlHa q'uadrática em
n -- l uaháueãs.

Prova : Seja d uma forma quadrático diagonal tal que d -- /. Como / representa cl # 0 e
formas equivalentes representam os mesmo elementos, temos que existem al, ..., a. C /(,
não todos nulos, tais que d(al, ..., c!.) = a. Consideremos uma matriz iM C G-L«(-K) tal
que a primeira coluna é ai, ..., a.. Assim

~: ... ~.« \ / ": 0

a'n

al

CE
.)w' lal A/

0

«:a? + ... + «.'-:

Como a # 0, podemos usar a mesma idéia do teorema anterior e terenaos que esta
forma, cujo coeficiente 1-1 é c!, será equivalente a unia forma do tipo az? +g(z2, ..., z.).H

Pelo teorema anterior, a questão da equivalência de formas racionais fica reduzida
a equivalência cle formas diagonais. No caso da equivalência sobre os reais, fazendo a
mudança de variáveis : zí = Z/i/vjail, se ai > 0 e zi = --Z/í/v'mail, se ai < 0, essa forma
possui sontente +l ou --l nos elementos da diagonal. O teorenaa a seguir fornece unl
critério n)Rito útil pa.ra clecidirnlos qualiclo duas formas (diagonais sã.o equivalentes sobre
o reais. IJONI

Teorema 2.1.2 rTeorem,a de SgZuester,) Se rzs /armas quad7'átícízs, rlào singtl/ares

/(.«- «.) - «Í + .. + ;,? -Í...
9

o(y:. ...#,.) - yi' + . + wj - oj+-

foíen} e(lttiualerttes sobre R., eiLtão { :; j
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Prova Suponhamos que .j > {. Seja iW (akz) a matriz que transforma / elll g, isto é,

y«

allzl + ... + al,tz,}
(Z21ZI + . + (Z2nZrz

a.lzi + ... + a..a;.

Tomando zi :: ...z{ = 0, o sistema Z/j+i = 0, ...,3/. :; 0 possui n J equações e n --ã

incógnitas. Como n -- .j < n -- á, existem zi+i, ...z., não todos nulos, que satisfazem esse
sistema. Mas, esses valores para os z's e 7y's também satisfazem aquele sistenaa. Assim
g := .f, ou seja,

zÍ+i -- .. -- #l; = yÍ + ... + y;

com zí+i, . ., z. não todos nulos. O que é impossível para valores reais.
Analogamente, pode-se mostrar que j < ã induz a uma contradição. Portanto i = J,

ou seja, as duas formas possuem o mesmo número de I's e --l's. H

zl; = yÍ +

Note-se que pelo teorema acima, temos que duas formas quadráticas n-árias, não
singulares e com coeficientes racionais são equivalentes sobre os reais se e somente se o
nún-mero de I's das formas diagonais correspolldentes são o mesmo.

Não é difícil ver que formcas racionais equivalentes sobre Q, são equivalentes também
sobre IR. Porém, pelo fato de que os determinantes das formas z2 + 3/2 e z2 + 3t2 diferem
por um fator que não é um quadrado em (Q, a recíproca do fato anterior é falsa.

Como R é um dos completamentos de (Q, é natural estudarmos a equivalência de
formas sobre outros coinpletamentos de (Q. Ora, já sabemos pelo teorema de Ostrowski
que os únicos conlpletamentos de (Q são R e os (QP's

Definição 2.1.4 Sejam / -: },i,:j.i ai.ÍzÍaj e g = >ll::j.i b{.juiz/j /or'mas quadra cas n-
á'r«ias sobre um corpo K. A .fov"ma (f © g)(=t, ..., l.«,'y\, ...'y..') de 2n uaMáueãs de$nãda por

(/©g)(z:, ...,z-,"-, ...Z/«) ...,««)+ g(3/:,...,y.)

é chamada de soma direta de f e g.

Esta definição não deve ser confundida cona a soma usual cte polinõmios, (luanclo / e
g estão lias nlesnlas ç'alia'ç'eis.

Lema 2.1.1 Sejam. g.h. e J .folhas quadráticas -rl-(lhas sobre llm. corpo 1<. Se !J 'a h

e.«tão f © g - J 6 1«.

Prova Se g -- /}, então existe .\,/ C GL.(/q tal que Igl = .v'l/teia/. Como

-.,,.-( 'i: .:. ) [' - ,,] - ( 'i'
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temos que

l/ogl 1/1 o
o Igl

1/1 o
o w'lAlw

/ 0

0 À4'' :á' .z. )(á ,:)

:.«-.«-(á ;),'.'«-'.' ''.' «
JV'l/ © Al-W, com ]V C G-L«(K) e / © g -- ./ © h.

det }V/ # 0. Desta fora-La, l./ (D gl

A recíproca deste lema é o

Teorema 2.1.3 rTeorema do (l:anceZarrzento de Watt,) Sejam .f, g e h /almas quadr(ítãcas
não singulares sobre um col"po K de carácter'estica dijerebte de'Z. Se f©g -. fçSÜ, e\tão
g-A

Prova : Pelo teorema anterior, existe unia forma diagonal /o tal que /o «' /. Aplicando
o lema anterior, /o ©g 'w /a)g e /o q)h -. /(D h. Pela hipótese, /o O h «, /o a)g e portanto
podemos assumir que / é unia forma diagonal.

Seja / = aiz2 q) a2z: a) ... q) a.zi, com a{ :# 0. Para provarmos o teorema, basta
provarmos o caso particular az2, a # 0. De fato, se a: G) g '"- az2 q) h implicar em g -u h,
então

(.-«f © «,": © © «.«:) © g - («:z? © «,«g © © «.:«:) © h -:+

«.«? © («,«: ©

(«,«g ©

(«,«g ©

© ".«: © g) - «:z? ©(«2«g © ... © «.«: © h)::+
© ".z: © g) - («,:«: © ... © «.z: © h) -::>

© «.«i) © g - («,:«: © ... © «.:«:) © h -::>

a.z: © g -. a.z: © h -:+ g «., h

Assim, consideremos / = az2, a # 0, (; e .H naatrizes de g e h, respectivamente

-'"«--'"",«*«'-(} i) »-«

Como

;. :l: )(: :)(} ã a 0

onde S é \teia matriz linlla l x n, T é unia nlatiiz coluna n x 1, ' C /{ e Q C GL«(/{)
Disto iesuita o seguinte sistema\

i':+ r'Gr
laS + r'c'Q
s'.«s-F Q'CQ
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Devemos mostrar que existe uma matriz C'o não singular tal que CoGCo = -H. Para
ta,nto, consideremos Co :: Q + €7'S e vamos encontrar € tal que CoGCo := /lr.

OáG'Co (a + {irsyc(a + ers) + es'r')c(Q + ers)
Q'aQ-t Q'CeTs-} E,s'v'CQ-x- (S'T' CeTS =
Q' GQ -F Ç,Q' GTS -F (S' T' GQ.-F (S' T' GTS.

B{

Observe-se que S' = TS. Como G é simétrica, (GQy = C?'G e segue

(Q' GTS -} (S' T' CQ = (GQTS -V (S' T' GQ =
tGQS*T'-FE,S'T'GQ ='zE.S'T'GQ

De T'G7' C /(, segue

B = ea S' T' GTS = eT' GTS' S

Usando as equações (/) e (//), obtemos

.,'l + .B = (a(2 + T'GT(I' -- a(2)S'S -- 2(S'7aS =

(a(I' -- a''(:)S'S -- 2€7aS'S = al(1 -- '')(I' -- 2'rétlS'S

Substituindo .A + .B, obtemos

CáGCo CQ+«l(t 72)(2 -- 2"reIS'S

Temos que provar que existe € C K tal que (l
que C'6GCo = Q' + S'aS = n, pela equação (///)

Colho car K # 2, temos

"r')(' 2"ye = 1, pois, disto seguirá

(1 - '2)(' - 2'Ye = 1 (e -- 72(l2 (l2 -- 72€2 -- 1 = 0

e'-('Ye+1):((+'ye+1)(e-"7(- 1)

Então: senapre existe € C /{, car /( # 2 tal que blue resolve a ecluação acima e

CJGCo = Q' -} S'a.S = H ::::+ Çdet Cd:det G = det H

Por /7 ser não singular, det .f/ # 0 e portanto C'o é não singular

2.2 Representação de O Sobre um Corpo
Teorema 2.2.1 Se tina /or'rna qüadr(íÍàca não sárzguZar represen.[a 0 rzo co/po /t.. cor]z

cnractel'tsti.ca (ll.gerente de 'Z, então el.a leprese'ntn t,otlos os ete'mentes (le l<
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Prova : Como formas equivalentes representam os mesmo elementos de /T e toda fonna
é equivalente a unia forma diagonal, é suficiente provarnaos para tuna forma do tipo / =
ai z:l + ... + a..z:. Seja aia? + ... + a.a: = 0, cona os ai's não todos nulos. Podemos supor,
sem perda cle generalidade, que ai # 0(pois, basta aplicar uma transformação do tipo l
teorema 2.1.1 - en] algum ai # 0). Definindo zi = al(l + t) e :z;k = ax;(l -- t), k = 2, ...,n
e substituindo ein /, obtemos

«:(a:(l +t))' + «,(a,(l t))' +

«:a?(l + ty + «,ag(t - t)' +
(«:af + ... + ««a:) + 2(«:a?t -

2a.c!?t -- 2a,clgt -- ... -- 2a.a:t =

2«:a?t - 2t(«,ag + ... + «.al:)
2«:a?t - 2t(-«:af) -

4a: cl? t

+ «.(a.(l - t))' :

+«.a:(l-ty -

«.a:t) + (.:a? + + «.a:)t' -

Desta forma, dado ' C K, basta tomarmos t = "y/4aia? para obtermos /(t) = '
Observe-se que por car -K # 2, ai # 0 e ai # 0, podemos dividir por 4aia?. H

Teorema 2.2.2 Uma Jovma q'üadrática não singular .f represe'rata o elemento ''r C K se
e some'nte se CL jo'r"mct --'y:)q çb j reT)resentü 0.

Prova : Se f representa ,y # 0, então existem al, ..., a. C X' tais que /(al, ..., an) = '.
Desta forma, (--'yzg © /)(l, ai, ..., a«) = --'y + "y = 0 e (--'yzã © /) representa 0.

Reciprocamente, consideremos --'rag + /(cli, ...a.) = 0, com os cli's não todos nulos.
Se a. # 0, então 7 = ./(ai/ao, ..., a,,/ao). Se ao = 0, então / representa 0 e, pelo teorema
anterior, ./ representa '. H

Se conseguirmos determinar todas as representações de 0 pela forma --'yzg a) /, com
zo # 0, então teremos determinado todas as represelltações de 'y por /. Portanto, a

(questão cle representação de uin elemento de .f( por uma forma não singular pode ser
reduzida a questão de representação de zero por uma forma não singular com unia variável
a, tala,is'la,l

Teorema 2.2.3 Se ttnla forma quadrático não singular j t-epiesenta ze?'o. então .f é
eqttiualertte a u.rrt.a jo?,ma do tipo yty2 -F g(]Ja, ...- y,.), onde g é alma Jov"m.a qüaclrátãca.

Prova : Pelo t.colCHa 2.2.1, existem ai, ...,a,, c/(' tais cine ./(ai, ..., a.) = 1. O corolário
2.1.1 garante que ./' -. l:t;? + h(;2, ..., i,,). Dest,a fointa, =z;? + h(z2, ..., .r.) representa zelo

e, pelo teoienla anterior, h representa --l. Sejam .d2, ...,0. tais que /}(.J2, .. , d.) = l

Novalllente, pelo corolário, b «' --l:z;lÍ+ g(z3, .... .r.). Então,/ -..(/? -- .z;!) © g(:r3, ...,z.).
Defiitinclo yi = .ri -- .t2 e y2 = zi + :r2, t.emos (late ./ «' ytg/2 © .g(#3, ...y«). H
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2.3 Formas Binárias

Teorema 2.3.1 Todas as /omnas quadráticas bÍnádas q e representam zero em K são
equiuaZentes.

Prova : Pelo teorema anterior, toda forma binária que representa zero é equivalente à
forma 3/iy2. Pela transitividade de «,, todas as formas binárias que representam zero são
equivalentes. n

Teorema 2.3.2 Uma .fo'r'ma q'uadrática bináha f, com det f
K se e somente se d é um quadrado emK

d # 0, representa 0 en7z

Prova : Se / representa 0, pelo teorema 2.2.3, temos que .f «' Z/ty2. Assim sendo, existe
M c G.L.(K) tal que 1/1 = À4'lZ/ig/21.A'f e segue

g/liga .f\ssim senão, exibce

'.' ['] - W.' w)'-.* [«:«,] -:: ' - W.* Wy (-:) -:: -' - (@Fy
Portanto, --d é um quadrado em -K

Reciprocamente, se g(z, 3/) = az' + @' e --d = --ab = a', então

g(a, a) = aa2 + ba2 = --a2b + ba2 = 0

e, portanto, g representa 0. Como todas as formas binárias que representan-t zero são
equivalentes e toda forma / é equivalente a uma diagonal, temos que / representa zero
em .K. H

Teorema 2.3.3 Sejam j, g jomn,as quadráticas bananas não singulares sobre K. Então,

f '"' g se e somente se seus detewrtin,antes difeürem por 'üm favor que é um quadrado em
K e existe Q € K, bão nul.o, que é representado por f e g

Prova : Já mostramos que formas equivalentes representam os mesmos elementos e seus
determinantes diferem por um elemento que é um quadrado em K.

Para provarmos a recíproca, suponha que exista cr C K, i-lão nulo, representado por
.f e g. O Corolário 2.1.1 implica que / e g são equivalentes às formas .fi = clz2 + P3/2 e
gi :: oz2 + P/Z/2 respectivamente. Como os determinantes diferem por lun fator que é um
quadrado ein -K, temos que crP' = '2(a#) para algum '7 C /{. Desta forma, D' = ' 2P e

1 0 \ / a 0 '\ / 1 0 \ / a 0 \ / 1 0 va0\ra0
o l J k o .a 7 k o 7 7 k o 'r 7 o "r'.a 7 \ o P'

Pela transitividacle cle '"-, segue que / «' g

Os cleterininantes clãs formas /(z, y) = =' + y' e g(z, 3/) = --z: -- W2 diferem por uni

fator (lue é uin quadrado en] (Q, mas nenhum elemento não nulo que é representado por
un)a delas pode ser representado pela outra. Então, pelo teoienia acinaa, ./' e g não são
equivalentes sobre os nacionais.



CJapítulo 3

F'armas Quadráticas p-,A-dicas
/

Uma malleira natural de tentarmos entender melhor a equivalência de formas racionais
é estudando essa equivalência nos outros completamentos de Q. O teorema de Ostrowski
garante que os únicos completamentos de (Q são os reais os corpos p-ádicos.

Assim, neste capítulo desenvolveremos os resultados relativos a equivalência entre
formas quadráticas sobre os números p-ádicos.

3.1 Representação de O Sobre os p-Adicos
P

Seja / uma forma quadrático, não singular, sobre (QP. Então, ./ é equivalente a uma
forma diagonal ai12 + ... + a.z:, a{ # 0, Vã.

Como ai ;: p2kiui ou cb = p2ki+lu{, fazendo a mudança de variáveis yi -: pk:zi, tere-
mos uma forma quadrático onde todos os seus coeficientes são divisíveis no máximo pela
primeira potência de p. Então toda forma quadrático não singular sobre (1)P é equivalente
a uma forma do tipo

r' - Eo + PFi - u:«? + ... + «,z? + P(u,.--:«:...: +

onde os uÍ's são inteiros p-ádicos invertíveis.
Observe-se que em se tratando da representação de 0, podemos supor que r ? n -- r

De fato, se r < n -- r, definindo a seguinte mudança de variáveis

+ u.«:)

zi - g/i, ..., z, " y,

obtemos

F = Fo -F pF\:::::> pF = pFo -F Ó2 Ft -:+

«., - ,'«.«:-'- . -'-'«.«:,--«'(3«,*-«:*--- . --J«:«:) - «"--,'J;'- - '--,"
Então /)F -v r'i +])Eo. Como F e pr' iepiesentam 0 sinlultalieanlente 1 , podemos

tomai a foiint\ Fi +/uEo ao invés de Xo +7)F'i. Logo, r' := n -- 1 ? n -- I'' na foinla Fi +/)Eo

/,-F(y- ,

iE clamo (ltie se F' representa 0, então pF representa O. Recipioctiniente, se /)F(at,
".'s -.ão to.lo: ««lo-. .--tão F'(aip. .. «,,p) = p'f'(ai, ..., a,.)

-«) c.»:



3,1 Representação de O Sobre os p-Adicos 52

e ,portanto, podemos supor que r ? n r

Teorema 3.1.1 Sega p # 2 e 0 < r < n. .4 /arma

F' - «-"f + ... + «',z: + P(u,--:«:...: + ... + «.«:)

com uí € Z;, representa zero em QP se e somente se rezo menos uma das duas /ozmas
.lib, .Z;'l representa zero.

Prova : Suponllamos que ./' representa zero em (QP. Então existem ai, ..., cv., não todos
nulos, em (QP tais que

+ u,a? + P(u,--:a?...: + + u..«:) - 0 (1)

Podemos supor que os a's são inteiros p-ádicos e que pelo menos um dos cl's não é
divisível por p. De fato, se os a's não forem inteiros p-ádicos, podemos multiplicar ambos
os lados da equação pelo produto dos quadrados dos denominadores. Assim íicarenaos
somente com os numeradores. Colado pelo menos um dos a's não é nulo, suponhamos
CEi = pku, onde u C Znx. Se k 5; 0, então ai não é divisível por p. Se k > 0, então
considere a mudança de variáveis : Z/j = pkízj, .j = 1, ...,n. Como estas formas são equi-
valentes, a nova forma nas variáveis yi's representa 0. Desta forma, a potência pA será
cancelada e portanto ficaremos só com u C Z; . Logo, sempre podemos supor que p ] cl{
para algum {.

Se nem todos os ai, ..., a, forem divisíveis por p, então existe a{ tal que p I' cli. Consi-

derando (1) módulo p, temos

Eo('::, a,) = 0 (m''í p) ' !:('-:, ..., a,) - 2":": # 0 (m''í p)

Pelo corolário 0.2.1, Eo representa 0. Se todos os al, ..., a, forem divisíveis por p, então
uia? + ... + u,a? = 0 (mod p2). Considerando (/) módulo p', temos

F'(a:,...a,) pFI(a,+i, ...cl.) (mod p') -::> pFi(cl,+i, ,«.) 0 (mod p:) -:+

Fi (a,+-) = 0 (mod p)

Onde pelo menos un] dos a,.+i, ..., a,, não é divisível por p. Aplicando o corolário 0.2.1, a
forma f'i representa 0. Recíproca-mente, se Ao representa 0, então existem al , ..., ct, nao
todos nulos tais que no(al, ..., a,) = 0. Deste lnoclo

F(a'l a',,0 0) , ..., a.) +;oF'-(0, 0)

Se .Fi representa 0, então existem .(3,+i,
0. Assim

D. não todo nulos tais que Fi (/3,+t , 3.)

F'(0,

Portanto, enl aDiDos os casos, F iepiesenta 0.

0,J,+i, /j,.) ã(o, , 0) + PF- (.0,+ - , #j,.)
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Corolário 3.1.1 Se ui, ...,%, C Z; e p # 2, então a/arma / = uiiç?+...+u,iç? representa
z.ro .m Q. « . .amante se « cona«ên.í. /(z: , ..., z,) = 0 (mod p) tem 'oZução «ão th«í«Z

enrz Z..

Prova Basta supor que r' = Eo = .f e aplicar o teorema. H

Corolário 3.1.2 Se ul, ...,u, c ZPx ,p # 2 e r 2 3, então ./'(a;l, ...,z,) sempre representa

zero em «.;2P'

Prova : Pelo teorema 0.2.1, a congruência /(zl, ...,z.) = 0 (mod p) tem mina solução
não trivial. H

(l:orolário 3.1.3 Se p # 2, então a /07ma f' = Eo +pFI representa zero se e somente se
a congv"uêncãa, F = 0 (mod p2) tem saiu,ção em que pelo menos 'nula das coordenadas não
se=ja dãuàsíuel por p

Prova : Segue diretamente da prova do teorema. H

Teorema 3.1.2 .4 /alma F' = Eo + 2Fi = uiz? + ... + u,z? + 2(u,+iz:+i + ... + u.z:)
representa 0 em Q2 se e somente se F = 0 (mod 16) tem uma solução em que Feio menos
um,CL das 'uaháueis é Ímpar (não divisível por 2).

Prova : Seja a congruência F(al, ...,a.) = 0 (mod 16), onde nem todos os ai's são
divisíveis por 2. Se aí # 0 (mod 2) para alguma ã 5; r, como F(al, ..., c!.) = 0 (mod 8)

e g;l(clt, ...,a.) = 2uiai # 0 (mod 4) (pois, 2 ] u{,cvi), pelo teorema 0.2.1, temos que
F representa 0. Se todos os ai's forem divisíveis por 2, seja cl{ = 277í, l $ ã $ r, onde
77í (: Z2. Temos

4)ll:u: ? + 2 >1: u:a? = 0 (m''í 16) -::> 2l:u:ql; + }l: u:al: = 0 (m''Z 8)
í::l {-:r+l {=1 {=r+l

onde pelo menos um dos a,+l, ..., a. não é divisível por 2. Digamos, aj. Então F+(al , ..., an)
FI(a.+l, ...,a.) +2Fo(ai,...,a,) = 0(mod 8) e S:(ai,...,a«) = 2ujaj # 0(mod 4). Pelo
teorema anterior, tela:tos que Fi + 2Zo representa 0. Como 2.F «' Ft + 2Ão e 2F' e F'
representatn 0 simultaneamente, temos que F representa 0.

Se .F representa 0 em Z2: ente.o existem ai, ...,cl. C Z2, leão todos nulos, tais que
F(al,...,a.) = 0. Assim, F(c-l, ...,cv.) = 0 = 0 (mod 16) e portanto a congruência
F = 0 (mod 16) admite solução: não trivial, onde pelo menos um dos a:'s não é divisível
poi' 2. H

rr

Coi'olái'io 3.1.4 Se F = Eo + 2f'l = 0 (nzo(Z 8) [ern se/ração em que no rizíhízrzo tema (Za.s

un?«i(íueis .t\ , .... 1. a.ssllnte ILm tlaloí' ím.par, então F represen.ta 0 eln {Ç)o..

Prova : Se r' = 0 (nzo(/ 8), então 2F = 0 (7nod 16). A hipótese implica (lue 2f' =

0 (mo(Z 16) aclnlite iulla solução eili que no niíninlo uma elas variáveis .z;i, ...,/, assuilla
unia 't'dor ínipai. Como 2F' -' f't + 2Eo, pelo teoienia anterior, segue (lue 2F' representa
0 em (Q2 e portanto r' representa. 0 enl Q2- H
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3.2 Formas Binárias p-Adicas
#

As formas quadráticas binárias p-ádicas constituem um importante caso especial da
teoria geral das formas quadráticas n-árias p-ádicas.

Sabemos que toda forma quadrático binária não singular é equivalente a uma forma
diagonal do tipo az2 + bg/2, com a, b C (Q;. Observe-se que

«' -- '«' - .(«' -- ;«') - '(''

Portanto toda forma quadrático binária pode ser posta na forma z2
Este fato motiva o estudo das formas z2 -- ct3/2

'-y', com a C 'Q;

Definição 3.2.1 Para cada c! C Q;, de$námos

.H. - {'' C «2; : ]"o, Z/o C Q,/zã - .«3/g

ou seja, H. é o conjunto de todos os elementos não nulos de «)p que são represa'atados
por ]ç" -- a3/'

Lema 3.2.1 .27. murado da muZtípZícação usual de (Q;l é um g7"tipo mu/tdpZ calado

Prova : i) Sejam ' = z: (iy2 Õ :; z2 ctt2

(z2 -- ct3/a)(z2 -- at2) = z2z2 -- azat2 -- a3/2z2 + cl23/atu

(z2z2 + 2zzctZ/t + cv23/2t2) -- a(gç2t2 + 2ztaZ/z + y2z2)

(zz + a3/ty - a(«t + Z/,y C -H.

ü) S'j. 'V C X. . «id«. ,y-' - (;y -- «(#y

,,-:- «(;)'- «({)'- 77

Como l C H., pois l = 12 -- a02 e as demais propriedades são fáceis de serem verificas,
acabamos a prova. H

Observe-se (lue se cv C (QP)a, então z = 77, Z/ :: 1, onde a = r7a é solução de z2 --oy2 . 0
e portanto z2 -- ag2 representa 0. A.ssiin, z2 cvZ/2 representa todos os elementos de (QP

e, neste caso, os gittpos multiplicativos (H.., .) e (Q;l) coincidem.
Note-se (lue a ecluação z2 -- cvg/2 :: i72 admite sempre a solução z :: l7, Z/ = 0. Desta

forllia, z2 -- aZ/2 t.epresenta tontos os quaclraclos cle QP, ou seja, ((Q;)2 C H... Como

llQ; : ((Q;)'l é finito, IQ; : X..l é finito. Se a não é um cluadiaclo, então z' -- aZ/'
representa 0 e, portanto, essa forma representa todos os elementos de Q;l. Assim, /l/. = QP
e l(Q; : X..l - l.

Antes de estudarmos o caso enl que cv não é uni quadrado eni (QP' faien)os o seguinte
resultado
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Lema 3.2.2 ,4 /or'lna z2 -- a3/2 representa u7n p-adaga P # 0 em (QP se e somente se a

/ozvr7&a az2 + #Z/2 z2 representa 0 em (1)P

Prova : Se z2 -- cl3/z representa un] p-ádico # :/ 0 en] (QP, pelo teorema 2.2.2, --/3za +
z2 -- crZ/2 representa 0 e, portanto, a3/2 + Pz2 z2 representa 0. Reciprocamente, se
az2 + /3Z/2 -- z2 = --(--P3/2 + (z2 -- az2)) representa 0 em (Q., novanaente pelo teorema
2.2.2, temos que z2 -- az2 representa P. H

Teorema 3.2.1 Se cl g (Q;)', então IQ; : -H.l 2

Prova : (lJoli)o ?72clz2 +02/33/2 +Pt2 --u2, pela mudança de variáveis z :; 77z, t ::

03/, u :: z, então a representação de 0 por esta forma não é alterada quando multiplicamos
cl e /3 por quadrados em (QP Assim, podemos supor que a e P são representantes de
algum sistema fixado de classes laterais de ((Q;)2 em Q,
Caso p # 2

Se --a « ((Q;y, como --a C -H., temos que (Q;y.# H.. Se a.C (($y, de6nindo
z := z, t = 7?g/, onde v72 = --a, temos (lue z2 -- a3/2 . z2 + t2. Colho z2 + Z/2 = 0 (mod p)

admite a solução não trivial z = p, y :: 0, pelo corolário 3.1.1, segue que z2 +Z/2 representa
0. Então z2 + y2 representa qualquer elemento de (QP Além disso, z2 -- a3/2 ,- z2 + t2 e
portanto z2 aZ/2 representa qualquer elemento de (Q., ou seja, H. :/ (Q,)2. Veja ainda
que se u C Z; não é um quadrado, podemos assumir que a é u,p,pu. Considerando a
ronda aaç2 + ©g/2 -- z2 na decomposição Eo + pFi, obtemos os seguintes casos : (1)a = u
e /3 = p, (2)a = p e P = u e (3)a = p'tl e Õ = u. Considerando a = u e # = p, temos

uz' + PZ/' -- z" uz2 z2 + P3/2 :: Eo + PFI

Como --det Eo = --u não é um quadrado, pelo teorema 2.3.2 temos que Eo não
representa 0. Segue clo teorema 3.1.1 que Fo + pPI não representa 0. De naodo análogo,
pode-se provam o mesmo resultado para os casos restantes. Então azu + /33/2 z2 i-tão
representa 0. Pelo lema canterior, z2 -- ay2 não representa © e portanto .ZI/. # (Q;. Cromo
((Q;)2 C Ha C Q; e IQ, : (Q;)21 = 4, temos que IH. : (Q.)'l divide 4. À'las, observe que

(Q;)' # -H. # (Q; -:> 1.U- : (©;)'l, IQ; : X.l # l

l,ogo IQ; : X.l = 2

Caso ll - p:=2
Então IQ. : ((QP)ul = 8 e 1:3,5,7,2.1,2.3,2.5,2.7 são os representantes para as 8 classes

laterais. Desta foin]a, coiisicleiaie]]]os az2 +..l37y2 z2. cona a e .8 sendo (leal(quer ltni destes

iepieselltantes. Na tabela abaixo, utilizamos "." pala iuclicar as foinlas (lue iepiesentain
z"o e«- (Q. lsnAI
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Ventos que, cona exceção da linha 1, cada linha possui "."em exatamente 4 posições.
Isso quer dizer que para cada a C (QP)2, a forma z2 a3/2 representa 4 classes dos
subgrupos de (Q;)' e portanto l-m. : (Q.yl = 4. Como IQ, : ((Q.)21 - 8, temos blue
IQ;l:#.l

Para verificarmos a tabela, vamos dividir em casos
1) a = 2e, /i = 2v7, cona c, ?7 C Z;

Ao invés de considerarmos as soluções de 2cz2 + 2?73/2 -- z2 = 0 em (Q, podemos supor
que elas são inteiras, não todas divisíveis por 2. Para tanto, basta multiplicar pelo mmc
dos denon)inadores e dividir por 2 até que uma das variáveis não seja mais múltipla de 2.

Veja que necessariamente devemos ter z = 0 (mod 2) e z, y # 0 (mod 2). Clonsiderando
z = 2t, temos

2cz2 + 2z73/2 4tu := 0 .+:::::> cz2 + ?7Z/2 2t2 := 0 :-::$ cz2 + ?7Z/2 2t' = 0 (mod 8)

Reciprocamente, se cz2 + 773/2 -- 2t2 = 0 (mod 8) admite solução, onde z, Z/ são ímpares,
então pelo corolário 3.1.4, telaios que cz2 + 77Z/2 -- 2t2 representa 0. Assim, provanlos que
cz2 + 773/2 esenta 0 se e somente se caça + ?7Z/2 -- 2t2 = 0 (mod 8) admite solução,
onde z, g/ são ímpares.

Como z2,y2 = 1 (mod 8),2t2 = 2 (mod 8) ou 2t2 = 0 (mod 8), temos que 2cz2 +

2?7Z/2 -- z2 representa 0 se e somente se c + 77 = 2 (mod 8) ou c + 77 = 0 (mod 8). De fato,
se 2c=U + 2?7Z/2 -- z2 representa 0, então cz2 + ?73/2 2t2 = 0 (mod 8) admite solução, onde

T e y são ímpares. Assina, + i7 2 (mod 8) ou c + ?7 = 0 (mod 8). A recíproca não é
difícil de se verificar.
11) a = 2c,Õ = r7

Asstnliinclo 2az2 + r?ly2 -- z2 = 0, com 1, g, z são não todos divisíveis por 2, temos, pela
nlesnla lazão usada no caso 1. blue Z/, z # 0 (mod 2). Pelo corolário 3.1.4, essa ecluação
sela satisfeita. se e somente se unia (tas congiuências a seguir for satisfeita

2é + ,7 = 1 («.od 8) q = 1 (mod 8)

Estas coirespoliclein aos casos 2 t .z; e 2 l z, respectivaillente.
111) a = c. .j - l/

Se na e(lotação l2 + //y2 -- :2 :: 0 os inteiros p-ácticos .t, y e ; são não todos divisíveis

por 2, eiit.ão uii] cteles necessariamente é divisível por 2 e os outros dois restantes não o

a P l 3 5 7 2.1 2.3 2.5 2.7

l                
3                
5                
7                

2.1                
2.3                
2.5                
2.7                
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são.
Se z = 0 (mod 2), então

z' = 0(mod 4):::+ cz' + qz/' = 0(mod 4)(+)

Como z2,g/2 = 1 (mod 4), temos que cz2 + r7Z/2 = c + O (mod 4) (+#),
8 (mod 4) e ?3/' = ,7 (mod 4). Por (+) e (-r-r), c + ? = 0 (mod 4) e portanto

; = 1 («.od 4) « q = 1 (mod 4)

pois cz' =

Se z # 0 (mod 2), então

z = 1(mod 2) -::> z' = 1(mod 4)::::> cz'+ 03/2 = 1(mod 4)

e somente umas das variáveis # ou y é divisível por 2. Se 2 l z, então cz2 = 0 (mod 4)
e q3/2 =0(moda) eportantocz'+ 2(mod4). Comocz2+qy' = 1(mod4),
O = 1 (mod 4). Analogamente, se 2 l y, então c = 1 (mod4).

Reciprocamente, assumamos (lue c = 1 (mod 4). Se c = 1 (mod 8), ton)ando
z = 1,3/ = 0,z = 1 temos cz' + ?Z/2 - z2 = 0 (mod 8). Se c = 5 (mod 8), totncando

z :: 1, Z/ = 2, z = 1 temos o mesmo resultado anterior.
Assim, ei]] ambos os casos, cz' + v7Z/' -- z' representa 0.

Uma consequência imediata do teorema acima é o

(corolário 3.2.1 Se a # 0 não é um quadrado em QP, então Q;/X.. é um suógr"tipo
cíclico de ordem 2.

Definamos o seguinte isomorfismo

é : Q;/H. ----, {+I, -I} , @(P-H.) ' #'(H-)

onde P gl //a. Então existe um honaomorfisnlo sobrejetor de p.. : (Q;l --, {+l, --l}, com
núcleo .17a e deânida por p. - '# o n', onde n' é a projeção canónica ao quociente. Em
termos de diagrama comutativa

Q; --- {+l, -l}

rJ ,/ é

X,in.:
Tal honlonioifisnio sobre.letoi é dado por

,.c.q:- { 11i
se 0 c .ll/.
caso contrário

Pelo lema. 3.2.2, temos: i':i C .f/. -e::> Õ é representado pol' l2 -- cv#2 .t:::> a ronda
az2 + .i3y2 -- z2 i'epi'ementa 0 eni (QP' Assilll, poclenlos definir o Símbolo de Hilbel't.
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3.3 O Símbolo de Hilbert e a Equivalência p-Adica
P

Definição 3.3.1 Para quaisquer p-adagas não Halos c! e P, de$námos o SúnboZo de

HiZbert (.«, P) po«

(«,m - { 11i ::='=:1*a'' ""««'« " '« «.

Se a é uin quadrado ein (Q,, então (a,/3) = 1. Se a não é um quadrado, então
(a, P) - l se e some«te se a C H.

Note-se que pelo lema 3.2.2 e pela observação feita no final da última seção, o Símbolo
de Hilbert está bem definido.

Proposição 3.3.1 Secam cv,/3 e ?7 p-ádicos não nulos. .Então

-Z. (a, PO) P)(a,q)

2. (a,P)

3. (a,7, P) P) (,7, 0)

4. (a, --a) = l

5. (a, a) - (a, -l)

Prova : O item 1) segue diretamente da construção feita do Símbolo de Hilbert. O item
2) é verificado observando que a solução de az2 + /33/2 -- z2 - 0 é simétrica em a e P. O
item 3) é conseqüência dos itens anteriores. Para verificarmos o item 4), basta tomarmos
r = y = 1 e z = 0. Resta somente verificarmos o item 5).

(a, --a) = 1 -:> (a, la) l -::> (a, --l)(a, a) l -:> (a, -l) (a, a)

E isso encerra a prova.
Considere a = pkc e D p177, com c, l7 inteiros p-ádicos invertíveis. Calculemos (cl, /3)

(«,o) (P~., P'q) , P')(',P')(P*, q)(', o)

(p:p)*'(.. py(p, o)~(., a) a*(-i)"')('. ,7)

Desta for:«a, o cálculo cle (a: /3) fica iecluzi(to ao cálculo de (c, q) e (p; 0

Teor'enfia 3.3.1 Sejarrl p tl/rz porno, c e /7 írzíeí70s /)-á(/ecos ínueNz'fieis. En.lào

h,o - (;), k,d -",,,''

(2,c) = (--1)(': i)/s , (c,l7) = (--1)l(' i)/ell('l i)/21 , P- 2
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Prova : Caso 1 - p # 2
Pelo teorema 3.1.1, pz2 + CZ/2 -- za representa 0 se e somente se CT/2 -- z2 representa 0

se e sontente se c é un] quadrado eill (QP Assina,

@,o - (:)
Pelo corolário 3.1.2, temos que cz2 + 77y2 z2 sempre representa 0. Então,

(',q)

Claso ll - p = 2
Os valores dos símbolos (2, c), (c, 77) já foram calculados, essencialmente, no teorema

3.2.1. Tomando c = 1 em 2c + 77 = 1 (mod 8), temos que 2a;2 + ?7Z/a -- z2 representa 0 se e

somente se q = 1 (mod 8) ou ?7 = --1 (mod 8), ou seja, 77' = 1 (mod 8). Assim,

(2,?7) = (--1)('7' i)/e

Além disso, cz2+77Z/2 representa 0 se e somente se c = 1 (mod 4) ou ?7 = 1 (mod 4)

Logo,
(c, v7) ::(--1)l('-i)/2lt('7-i)/21

Com isso, terminamos a prova

Vale observar que, pelo teoreoma 3.2.1, podemos assumir que c, ?7 C {1, 3, 5, 7}.
O Símbolo de Hilbert é um conceito muito útil para estudarmos a questão da equi

valência p-ádica e, conseqüentemente, para a equivalência racional.

Teorema 3.3.2 Se ./' é uma /ozma quadrátáca óánáãa não singular, então (ci, det ./) =

(cx' , --det f) para todos c!, a' C (Q; representados por j

Prova : Sejam a,a' C (Q, representados por /. Pelo corolário 2.1.1, .f é equivalente a
clz2 + PZ/a. Confio a' é representado poi /, tentos a' := azg + Pyoe para alguns zo, Wo e,

portanto, cva' + aPyo2 (azo)2 = 0. Assim, a forma acv'z2 + a#Z/2 z2 representa 0e
(aa',-det/) +l. l,ogo(a, det/) det./'). H

'Feorenaa 3.3.3 Duas .forra.as qatadráticas birtáüas não singulares p-ádicas, f e g, são
equivalentes sobre ([)p se e some'n.te se as seg'üint.es condiçoes .forem satisfeitas

1. (tet j .fo- .ctet g, poLI'a alglt'rtt "r C «)P

2. la, d.'f /) det. g\, para alg'ttm ct # q iel)reses.Lado l)or f e g

Prova : .A necessidade dessas clttas condições já foi feita, essencialmente, anteiioriiiente
Para a suhciência. consicleie ' lepresentaclo poi .g e .f = Qzz + .-33/'

(a, a.-3) t ./') (Jet g) ("y, -d.t g)
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-:+ (a, --a0) ('r, aD) = l

Veja que (a, --a/3) = (a'' , --aÕ), pois

(l, --aP) -::>(aa':, --aP) = 1:::>(c-, --aP)(a :

Então (a :, --clÓ)('y, --a0) = 1 e, portanto, (' CE :, ctP) = 1. Assim, 'a 'z'--ct/33/'
z2 := 0 temi solução não trivial.

Suponhamos, seno perda de generalidade, que na solução (zo, g/o, zo), tenhamos zo # 0
Desta forma

-aP)

, - «(=y -- p('=y\ zo ./ \ zo ./

ou seja, ' é representado por /. Pelo teorema 2.3.3, temos que ./ -, g.

Exemplo : As formas /(z, Z/) = z2+2z3/+53/2 e g(z, g) = z2 +2zy+ 173/2 são equivalentes

sobre QS. Os determinantes diferem por um fator 4 e, como 4 = 12 (mod 3), temos que
4 é um quadrado em Q. Além disso, cl = 1 é representado por ambas as formas e,
lz2 4Z/2 -- za e lz2 -- 16Z/2 -- z2 representam 0. Assim, temos que (1, --4) = 1 = (1, --16).

Neste momento estamos prontos para demonstrar o

3.4 0 Teorema de Hasse-Minkowski e a Equivalência
Racional

Teorema 3.4.1 olhasse-.Zvánkowski,) [/}na /ozma quadrátáca b nana racáona/, não sãng-
u/ar, representa O em © se e somente se e/a representa O em IR e QP para todo pomo
P

Prova : A necessidade da representação de 0 eln IR e QP para todo primo p segue
diretamente cla definição.

Seja / uma forma que representa 0 em 11{. Pelo teorema 2.3.2, --d C Q é um quadrado
eln ]R e portanto --d > 0. Então --d = pT' ...pl:', onde os pÍ's são primos distintos e os ni's

são inteiros. Colmo ./: talnbénl representa 0 em todos os QP.'s, então d é um quadrado
nestes corpos. Assim, todos os ni's devem ser pares e portanto --d é um quadrado em (Q.
Novamente, pelo teorema 2.3.2, temos que / representa 0 em (Q. H

Corolário 3.4.1 Um.a /OI'ma quadrátáca bÍnáha -r acáona/, rzão sãngu/ar, rep7eserzta a c (Q
se e som.en.te .se representa a em iR e (QP para Zo(/o o pomo p.

Prova
[SHA]

Segue cliretailleiite dos teoienlas 2.2.2 e Hasse-N,linkowski pala formas 3-árias

Usaien)os o Teorema cte Haste-Àlinkowski na questão cla equivalência nacional

Teores-na 3.4.2 Dzzas /OI'frias qizadrófícrzs b rz(írzízs racãorzals, rzão sãngtl/ares, são eqtliüa

tentes en} «) se e somente se forevn eqtliualerites enl R. e (QP pata todo pr'imo p.
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Prova : E fácil ver que formas equivalentes sobre os racionais também são equivalentes
sobre os reais e os p-ádicos.

Para a recíproca, primeiramente vamos provar para formas do tipo óz2 e b'z2. Estas
formas serão e(luivalentes sobre um corpo somente se b/b' for un] quadrado neste corpo
Como essas formas são equivalentes sobre os reais e todos os p- ádicos, b/b' é un-l quadrado
em todos esses corpos. Assim como fizemos na demonstração do Teores)aa de Hasse-

Mlinkowski, b/b' é uin quadrado ein (Q. Portanto, as formas bz2 e b'z2 são equivalentes
sobre os racionais.

Suponhamos agora, que / e g são formas binárias e consideremos um número racional
a # 0 representado por / em Q. Pelo corolário de passe-Nlinkowski, ./ representa a nos
reais e em todos os p-ádicos. Como / «' g sobre os reais e todos os p-ádicos, temos que
g representa a nos reais e em todos os p-ádicos. Novamente, pelo corolário de Hasse-
À/linkowski, temos que g representa a nos racionais. Aplicando o corolário 2.1.1, obtemos
as seguintes equivalências sobre os racionais

/ az' + @' , g az2 + b'ly'

Como .f «. g sobre os reais e todos os p-ádicos, pelo Teorema do Cancelamento de Watt,
bg/e ,. b'Z/2 sobre os reais e todos os p-ádicos. Usando o que fizemos no começo da prova,
temos que as formas by2 e b'Z/2 são equivalentes sobre (Q. Assim, az2 + Zq/2 ,-- az2 + b'y2
sobre os racionais e, conseqüentemente, / «' g sobre os racionais. H

O Teorema de passe-Minkowski e o teorema acima podem ser generalizados para
fora-tas quadráticas n-árias racionais. Isso pode ser feito usando-se os resultados feitos,
juntamente com mais alguns conceitos não abordados neste texto. Veja, por exemplo,
ICASjoujSHAI.
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