»

"Ll

Formas Quadraticas
Binarias _Integrais
e Racionals

Marcio Masaki Onodera

Dissertacédo apresentada
ao

In,st'itu,to de Matematica e Estai'isti,ca
da

Un,i,uers.i,da,de de S&o Pa,hl,0
para obter,cdodo t'ituto de Mestre

.Abatem,ailaca.

O7qgentador Prof. Dr. Pauzo .Agozz&na .ZWartan

Este trabalho contou com o apoio financeiro do CNPq



Este exemplar corresponde a redagao
final da dissertacao devidamente
corrigida e defendida por

Marcio Masaki Onodera

e aprovada pela comissao julgadora.

Sao Paulo, agosto de 2005.

Banca examinadora:

e Prof. Dr. Paulo Agozzini Martin (Orientador) - IME-USP
e Prof. Dr. Daniel Levcovitz - ICMC-USP
e Prof. Dr. Vyacheslav Futorny - IME-USP



Dedicatoria

O presente trabalho é dedicado a todas as pessoas que, assim como o autor, acreditam
que um sonho somente pode ser concretizado quando a forca de vontade é maior que
os obstdculos impostos pela vida. Em especial, dedico este sonho realizado ao amigo e
orientador Paulo A. Martin, & minha familia, & Camila K. Kasai e em memoria de meus
queridos avés Magato Sigaki, Massaru Onodera e Yukiko Onodera.



Agradecimentos

Agradeco imensamente a todas as pessoas que contribuiram na concretizacao deste
trabalho. Particularmente, agradeco ao meu amigo e orientador Paulo A. Martin, ao
CNPq, & minha familia, & Camila K. Kasai e sua familia, ao professor e amigo Geraldo
Itsuro Haramura, & amiga Elza Nakayama, aos amigos de infancia : Marcio H. Kikuti,
Ivan M. Carlos, Emilson P. Leite e Marcos Kikuti, a todos os amigos do Colégio Lantagi e
aos amigos do IME-USP : Tatyana M. Okano, Carlos H. Griese, Paulo T. Taneda, Ednei
F. Reis, Débora C. Brandt, Jodo R. Sato e André Fujita.



Abstract

In this work we will study two important topics : integral and rational binary quadratic
forms. Asregards to integral forms, the classical problem of integer representation by these
forms leads to a classification of forms by some natural equivalence relation (introduced
by Gauss). We expose here Gauss’ work.

Concerning rational forms we make a study that culminates in the Hasse-Minkowski
theorem for binary forms. For this goal we have to face p-adics numbers, Hilbert symbol
and some other preliminary general results about n-ary forms over fields.



Resumo

Neste trabalho, estudaremos dois tépicos importantes : formas quadraticas binarias
integrais (com coeficientes em Z) e racionais (com coeficientes em Q). No que concerne
as formas integrais, o problema cldssico da representabilidade de inteiros por tais formas
conduz ao estudo da classificacdo dessas formas por uma relagao de equivaléncia intro-
duzida por Gauss. Fazemos aqui uma exposi¢ao do trabalho de Gauss. No que toca as
formas racionais, fazemos um estudo que culmina no teorema de Hasse-Minkowski para
formas binarias. Com tal objetivo em mira, estudaremos os corpos p-adicos, o Simbolo
de Hilbert e alguns resultados gerais de formas sobre corpos.
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Introducao

Representacao de Inteiros por Formas Quadraticas

Em teoria dos ntiimeros, estuda-se o seguinte teorema de Fermat : “Se p € um inteiro
primo, entao
2 2
Tty =p
admite solucdes inteiras se e somente se p = 2 ou p = 1 (mod 4)”. Pode-se generalizar

este resultado para : “A equagdo z? + y*> = n, com n € Z, admite solugGes inteiras se e
somente se n se fatorar como

n= 2% Lo g,

onde para todo %, j, 8; € par e p;, ¢; sdo primos tais que p; = 1 (mod 4) e g; = 3 (mod 4)".
Por meio desse resultado, podemos identificar todos os inteiros que podem ser expressos
como soma de dois quadrados de inteiros. Um outro modo de entendermos esse teorema
é usando o conceito de representacao de inteiros por formas quadréticas integrais. Assim,
f(z,y) = z* + y? representa todo nimero inteiro da forma citada acima. Isso motiva o

estudo das formas az® + bzy + cy?, com a,b,c € Z. Por razoes técnicas, estudaremos
formas do tipo :

f(z,y) =az® +2bzy+cy’ = (= y)(Z IZ)(;) , a,bcEZ

que foram estudadas por Carl Friedrich Gauss no seu “Disquisitiones Arithmeticae”
[GAU].

Uma pergunta que surge naturalmente é : quais sao todos os inteiros representados
por uma dada forma, como por exemplo, g(z,t) = 222 + 22t + t2 7 Suponhamos que
a% == a% = n, com ay, as € Z. Entao g(a;, as — ay) = a% + a.g =n e, portanto, g representa
n. Agora, se g representa um inteiro m, ou seja, g(bi, b)) = 262 + 2byby + b3 = m com
by. by € Z. temos que f(by,b; + by) = m. Entéo, todo inteiro representado por g também
é representado por f. Tal fato deve-se & existéncia de uma mudanca de variaveis, nao
singular, que transforma uma forma na outra. Isso motiva definirmos que duas formas
quadrdticas bindrias integrais f e g, com matrizes [f] e [g] sdo equivalentes se existir uma
matriz M € GLs(Z) = {M € My(Z) : det M = £1} tal que [f] = M‘[g]M. Se det M = 1,
dizemos que a equivaléncia é prépria e, caso contrdrio, que a equivaléncia € improépria.

As formas quadréticas integrais foram primeiramente estudadas por Gauss em seu



“Disquisitiones Arithmeticae”. Ele classificou as formas quadréticas bindrias integrais
usando a equivaléncia propria. Veremos adiante que resultados analogos podem ser obti-
dos usando a outra equivaléncia.

Observe-se que o determinante d é um invariante pela equivaléncia. Assim sendo, ini-
ciaremos a classificagdo das formas pelo determinante.

Formas Quadraticas Binarias Integrais

Os casos a serem estudados sédo : d > 0 e d < 0. Como o discriminante A de f(z,y) é
dado por A = (2b)? — dac = —4d, definimos os seguintes casos : formas positivas (A<O
e a > 0), formas negativas (A < 0 e a < 0) e formas indefinidas (A > 0). Observe-se que
dessa definicao segue que : f(z,y) > 0, f(z,y) < 0 e f(z,y) assume valores positivos,
negativos ou nulos, respectivamente.

Gauss provou que toda forma positiva é propriamente equivalente a uma unica forma
az? + 2bzy + cy?, onde —a < 2b < a < ¢; com b > 0, se a = ¢ (forma positiva reduzida).
Desse resultado segue que existe um ntiimero finito de classes de equivaléncia prépria, onde
todas as formas de uma dada classe sdo propriamente equivalentes a uma tnica forma
positiva reduzida.

Para decidirmos se duas dadas formas positivas de uma mesmo determinante sao pro-
priamente equivalentes, existe um algoritmo que encontra, num ntmero finito de passos,
as formas positivas reduzidas correspondentes. Considerando, por exemplo, as formas
222 — 2zy + 32 e x% + 4zy + 9y? e aplicando o algoritmo, obtemos as seguintes sequéncias

(2 3)(03)(13)
(29)(%7)(es)

Como as tltimas formas de cada seqiiéncia sao reduzidas e diferentes, as primeiras formas
das seqiiéncias nao podem ser propriamente equivalentes.

No caso das formas indefinidas, quando —d é um quadrado, valem os mesmo resul-
tados anteriores, com a ressalva de usarmos outra definicdo de forma reduzida. Ja no
outro caso, se —d nao for um quadrado, s6 ndo conseguimos garantir a unicidade em
cada classe de equivaléncia prépria. Isto é contornado ao provarmos a unicidade de uma
sequéncia periédica de formas reduzidas (definigao diferente das anteriores) em cada classe
de equivaléncia propria. Pode-se construir um algoritmo semelhante ao dos casos anteri-
ores para as formas indefinidas. Aplicando este algoritmo nas formas 212 4+ 6y + 3y e
2% + 10y + 23y?, temos as seqiiéncias :

(GGG )G )

w

at



cujos periodos de formas reduzidas séo diferentes. Portanto, aquelas formas nao podem
ser propriamente equivalentes.

Formas Quadraticas Binarias Racionais

Uma forma quadrética binaria racional, f(z,y) = az® + 2bzy + cy? com a,b,c € Q é
singular quando det [f] = 0 e é ndo singular quando det [f] # 0. A equivaléncia entre
formas racionais é ansloga a definida acima, mas nao possui a propriedade de manter
invariante o determinante. Os determinantes de duas formas racionais equivalentes di-
ferem por um fator que é um quadrado em Q. Contudo, toda forma quadréatica sobre
um corpo com caracteristica diferente de 2 é equivalente a uma forma diagonal do tipo :
a1 22 +asT3, com ay,as € K, reduzindo a questao de equivaléncia em K para formas diago-
nais. Em particular, se K = R, pelo Teorema de Sylvester, fazendo a mudanca de varidvel
z; = tyi//]ai] (+se a; > 0 e - se a; < 0), esta forma diagonal é somente composta pelos
elementos : 1 ou -1. Porém, quando K = Q, tal resultado néo é possivel, pois nem todos
os racionais positivos sdo quadrados em Q. E claro que formas equivalentes sobre QQ sao
também equivalentes sobre R. As formas racionais 2 +9? e 22 +2t2, cujos determinantes
nao diferem por um fator que é um quadrado em Q, mostram que a reciproca do fato
acima nao é verdadeira. Desta forma, nada mais natural que estudarmos essa equivaléncia
nos outros completamentos de Q. O Teorema de Ostrowski garante que os unicos com-
pletamentos de Q sdo os reais e os corpos p-adicos (Q,), onde p € um primo. Contudo,
antes de estudarmos a equivaléncia nos p-adicos, faz-se necessario conhecermos melhor os
quadrados de Q,. Veremos que [Q} : (Q3)%] =8 e [Q}: (Q})*] =4,p # 2 (*). Como toda
forma bindria pode ser posta na forma 22 — ay? a # 0,a € Q,, estudaremos o grupo
multiplicativo H, :=todos os elementos de Q, representados por 2 —ayt,a#0,a € Q,.
Usando (*), provamos que [Q5, H,] é 1 se @ é um quadrado e 2 no caso contrario. As-
sim, existe um homomorfismo sobrejetor o : Q) — {+1, =1} que serd definido como o
Simbolo de Hilbert :

B [ 41, sepeH,
(o, B) = va(B) = { —1, caso contrario

Utilizando o Sfmbolo de Hilbert, provaremos que duas formas bindrias p-ddicas, nao
singulares sdo equivalentes sobre @@, se e somente se seus determinantes diferirem por um
quadrado de Q, e (o, —det [f]) = (a, —det [g]), onde o € Q, é representado por f e
g. Este resultado é usado para provarmos o Teorema de Hasse-Minkowski : Uma forma
quadratica bindria racional representa 0 em Q se e somente se representa () em todos os
corpos p-adicos e nos reais. Como corolario, segue que duas formas quadraticas binarias
racionais sao equivalentes sobre @ se e somente se forem equivalentes sobre todos os p-
adicos e nos reais.



Preliminares

0.1 Formas Quadréaticas Binarias Integrais

Definigao 0.1.1 Um polinénio com coeficientes num corpo K do tipo :

f(z,y) = az? + 2bzy +cy® = (= y)(Z Ié)<:§>=v‘[f]v

¢ chamado de forma quadrdtica bindria com matriz associada [f] e determi-
nante d = ac — b®>. Denotaremos a matriz [f] por (a,b,c) também.

A definicdo acima é devida a Gauss. Vale a pena notar que, na obra de Gauss, o seu

determinante é o oposto do nosso, talvez para manter o mesmo sinal que o discriminante
A = 4(b% — ac) do polinémio f(z,1).

Definigdo 0.1.2 Uma forma quadrdtica bindria f é chamada de integral se e somente
se os coeficientes da matriz associada a f forem inteiros.

Definicao 0.1.3 Dizemos que um forma integral representa um inteiro n se e so-
mente se a equagao f(z,y) =n admite solugao em Z2.

Consideremos as formas f(z,y) = 22 + 32 e g(z,t) = 222 + 22t + t*. Sabemos, [SAN],
que se n tiver a fatoracao da 2"‘p‘1"1...p$*qf‘...qs‘68, onde para todo i, j, (5; é par e p;, g; sa0
primos tais que p; = 1 (mod 4) e ¢; = 3 (mod 4), entdo existem a;,a2 € Z, tais que
a? + a} = n. Como g(a;,as — a1) = a} + a3 = n, temos que g representa este produto.
Agora, suponhamos que para um dado inteiro m, existam by, by € Z tais que g(by, by) = m.
Entdo, f(by.b;+by) = me f representa m. Portanto, f e g representam os mesmo inteiros.
Nesse caso. o fato é justificado pela existéncia de uma mudanca de varidveis linear e nao
singular, > = r.t = y — r, que transforma uma forma na outra. Assim, motivamos a :

Definigao 0.1.4 Dizemos que duas formas integrais f e g, com matrizes A e B res-
pectivamente. sio integralmente equivalentes, ou que pertencem a mesma classe, se
existir uma matriz M € GLy(Z) tal que B = M'AM. No caso de det M = 1. dizemos
que a equivaléncia é prépria e, caso contrdrio, dizemos que a equivaléncia € impropria.

Notacgao : Usaremos ~ para a equivaléncia propria.
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Nio ¢ dificil ver que a equivaléncia integral, acima definida, é uma relagao de equi-
valéncia.

Proposicao 0.1.1 Formas integralmente equivalentes representam os mesmos inteiros.

Prova : Sejam A e B as matrizes associadas a f(z,y) = az? + 2bzy + cy? e a g(z,t) =
o' 22 + 2V zt + 't? respectivamente. Como f e g séo integralmente equivalentes, existe
M € GLy(Z) tal que B = M*AM. Se f(z,y) = n para algum (z,y) € 7?2, tomando
ve = M~ tvy, com vy = (z,y),v2 = (2,1), temos:
g(z,t) = viBuy = vh(M'AM)vy = (M~ vy)"(M'AM)M vy =
= V(MY MPAMM ', = vt Avy = f(z,y) =n
Entao, g representa os mesmos inteiros que f. Para verificarmos que f representa os

mesmos inteiros que g, suponhamos que g representa um inteiro m e definamos v; = Muv,.
Logo, f e g representam os mesmos inteiros. Ml

Observacio : As formas f(z,y) = 2224+ 2zy+2y° = 2(z*+zy+y?) e g(2,t) = 22> +6t* =
2(2% + 3t%) representam os mesmo inteiros, porém nao sao propriamente equivalentes. De
fato, se g(zo,to) = m, fazendo
To = 20 — to
o

Yo = 2to

obtemos

Flzo,v0) = 2(z0 — to)? + 2(20 — to)2to + 2(2to)?
223 — dzgty + 2t% + dagto — 4tg + 8t3
223 + 6t

9(20, o)

= m

I

I

ou seja, se g representa m, f também representa m. Note-se que a inversao de (*) produz

z=z+y/2
(**){t:y/?

¢ néo podemos aplicar diretamente essa mudanga de varidveis, pois y pode nao ser par.

Suponhamos que f(zo, 7o) = n com yo impar (se yo for par nao ha o que fazer). Se o
for par, tomamos

{ o = 2o+ 1170/2
f() = .L'Q/2
e. como f(z.y) é simétrica em x e y, temos f(zo,yo0) = f(Yo,T0) = n e g(yo. To) = n.
Podemos entao supor que o € yp sio ambos {mpares. Vamos mostrar que existe & impar
tal que

225 + 2wo(yo + k) + 2(yo + k)2 =n
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e cjue, portanto f(zo, o) = f(Zo, Yo+k) = n com yo+k par. Isso acarreta g(zo,yo+k) =n
via (k).
222 + 2z0(yo + k) + 2(yo + k)2 = 23 + 2zoyo + 2kzo + 2yg + dyok + 2k
= n-+ 21\75130 + 4y0k‘ + 2]{32
= n++ 2k‘($0 + 2yo + k)

Tomamos k = —zg — 21 de modo que k seja impar e f (zo,y0 = k) = n. Isso mostra
que f e g representam os mesmos inteiros. As matrizes associadas & f e a g sao :

2 1 2 0

1 2 0 6
de modo que det f # det g e, com o lema abaixo, vemos que f e g nao podem ser
propriamente ecuivalentes.

Proposicdo 0.1.2 Sejam f, g formas integrais integralmente equivalentes com matrizes
associadas A e B, respectivamente. Entdo det A = det B, isto ¢, det A é um invariante
pela equivaléncia integral.

Prova : Suponhamos que f,g sejam integralmente equivalentes. Entao, existe M €
G Lo(Z) tal que B = M*AM e segue :

det B = det (M*AM) = det B = (det M")(det A)(det M) = det B = (det M)?%(det A)
Como M € GLy(Z), temos det M = det M* = £1. Entao :
det B = (£1)*(det A) = det B =det A

e det A é um invariante pela equivaléncia integral. B

Para verificar que a reciproca da proposi¢do acima nao é verdadeira, basta considerar
as formas z2 + 3y? e —2% — 3y? de mesmo determinante. Como a primeira nao repre-
senta nenhum inteiro negativo representado pela segunda, temos que elas nao podem
ser integralmente equivalentes. Observe também que pela proposicao acima, as formas

- 2 2 s em : :
f(z,y) =22+ 132 e g(x,y) = 22° 4+ 2y ndo sdo integralmente equivalentes. pois os deter-
minantes sao diferentes.

Um outro conceito importante que usaremos € :

Definigao 0.1.5 Duas formas integrais (a,b,c) e (a/.V',c') com o mesmo determinante
sio adjacentes se e somente sec=a' eb+b =0 (mod ¢) oua=c eb+l' =0 (mod ).

As formas (2,3.5), (5.2, 1) sdo adjacentes, enquanto que as formas (3.4,2),(9.1.-1)
nao 0 Sa0.
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Proposicao 0.1.3 Formas adjacentes sao propriamente equivalentes.

Prova : Suponhamos que (a, V', c') seja adjacente a (a,b,c) e c = a’. Entao, existe k € Z
tal que (b+b)/c= (b+V)/a’ = k. Desta forma :

0 1 a b 0 -1\ _ c ck—=1b [ d b
-1 k b ¢ 1 k “\ck=b ck®?—2k+a ) \ U ck®—2bk+a

2
Como d = d'c — V'*, temos que :

g v +d _ (ck—b)%+ (ac —b)?

p =ck®> - 2bk +a
a c

Entéo (a/,V,¢) ~ (a,b,c). Se (a/,V, ) for adjacente a (a,b,c) e ¢’ = a, procedendo
de maneira andloga ao caso anterior, obtemos que (a',V,¢') ~ (a,b,c).

0.2 Os Numeros p-Adicos Q,

Os ntimeros p-adicos foram introduzidos por K. Hensel, possivelmente através de uma
analogia entre Q e o corpo de fungdes racionais C(X) [GOU]. A norma |.|, ¢ um valor
absoluto nao arquimediano definido para qualquer = € Q por :

2]y = p~#®, 3£ 0 ¢ [0}, = 0
onde p é um primo e v,(z) € tal que
T = pvp(z)% , p,fab

O corpo Q, é definido por C/N, onde C' é o conjunto de todas as sequéncias de
Cauchy em relacdo a |.|, e N é o conjunto de todas as sequéncias que convergem para
0 em relagio a |.|,. Como Q C Q, e a norma |.|, pode ser estendida a uma norma em
Q, [GOU], prova-se que o corpo dos niimeros p-adicos € completo segundo esta norma.
Definimos os inteiros p-adicos por Z, = {z € Q, : |z|, < 1}. A seguir listaremos algumas
propriedades dos ntmeros p-adicos que podem ser consultados em [GOU] ou [SHA].

1. Dado z € Z,, existem a, € 7Z tais que :
an = (mod p") , apy1 =a, (modp"), 0<a, <p" —1
2. Todo x € Z, se escreve de forma tinica como :
r=by+bip+..+b,p"+..., 0 <p-1
3. Todo = € @, se escreve de forma tinica como :

T = 1)_,]01)"70 + ... + b() -+ b]]) A im b,,])” +.., 0 S bi S pP— J- —TNp = Up(l“)
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4. O conjunto dos elementos invertiveis de Z, serd denotado por Z;. Entao :
a
Zy ={z€Q,:|z|,=1}, Z;ﬂ(@:{BEQ:pTab}
5. Um inteiro p-adico z = by + b1p + ... + b,p" + ... € Z,, é invertivel se e somente se
bo # 0 (mod p)

6. Qualquer =z € Q,, nao nulo, pode ser representado de modo tnico na forma p™u,
ondem€Zeu€Z,.

7. Teorema de Ostrowski - Todo valor absoluto nao-trivial em Q € equivalente a
um dos valores absolutos p-adicos |.|, ou ao valor absoluto real |[.|.

O Lema de Hensel e seus corolarios serdo muito tteis posteriormente. [SHA]

Lema 0.2.1 (Lema de Hensel) Sejam F(z, ..., T,) um polinémio com coeficientes em
Z, e ay,...,a, € Zy, tais que para algum i (1<i<n)er €N, temos :

F(ay,...,a,) =0 (mod p**')

oF

o (ay,...,a,) =0 (mod p")
oF
%(al, oy an) Z 0 (mod p'th)

Entao, existem by, ..., b, € Z, tais que
F(by,..by) =0, b = a; (mod p') , Vi

Corolario 0.2.1 Sejam F(zy,...,x,) um polinémio com coeficientes em Zj, € ay, ..., an €
Z, tais que para algum i (1 <i < n), temos :

F(ay,...,a,) =0 (mod p)

OF
%(al, . y) Z 0 (mod p)

Entao, existem by, ...,b, € Z, tais que

F(by,..b,) =0 . b; = a; (mod p) ., Vi
Corolério 0.2.2 (Teorema de Chevalley) Se F(x,,....x,) € um polinomio com coefi-
cientes inteiros de graw menor ou igual a n, entdo a congruéncia F(xy, .....x,) =0 (mod p)

tem wma solu¢do nao trivial.

O seguinte teorema segue do Teorema de Chevalley.
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Teorema 0.2.1 Se f(zy,...,xz,) € uma forma quadrdtica integral, com n > 3, entao a
congruéncia f(xy,...,z,) =0 (mod p) tem uma solugao nao nula.

Veremos no capitulo 2 que os determinantes de duas formas quadraticas equivalentes
sobre um corpo diferem por um fator que é um quadrado nesse corpo. Assim, a fim de
entendermos melhor esta equivaléncia, faz-se necessério o estudo dos quadrados de Q,.

Suponhamos que um p-adico z = p™u, com u € Z} seja um quadrado em Q,. Entao

existe um p-adico y = p"v, com v € Z; tal que = yf. Segue :

x=y25 ;pmu:p2nv2: ;pm:an‘;,UI:,U‘Z

Portanto, para determinarmos os quadrados em Q,, devemos achar os quadrados em
>
Zp
Definicao 0.2.1 Sejam a e m inteiros primos entre si. Dizemos que a é um Residuo
quadrdtico mdédulo m se e somente se a congruéncia 22 = a (mod m) possuir solugao.
Caso esta congruéncia ndo tenha solugdo, dizemos que a ndo é um residuo quadrdtico
maodulo m.

Teorema 0.2.2 Sejam p # 2 e u = co + c1p + cop? + ... € Z, um inteiro p-ddico, com
0<c¢ <p—1ecy#0. Entao, u é um quadrado em Q, se e somente se cy € um residuo
quadrdtico modulo p.

Prova : Se u =12 e v=b (mod p), com b € Z, entdo :

2
u=v — 12 — 12 — 32
{ v? = ? (mod p) = u = b* (mod p) = co+ci1p+... = b° (mod p) = ¢o = b” (mod p)

e, portanto, cp é um residuo quadratico médulo p.

Para a reciproca, suponhamos que co = b® (mod p) e consideremos F(z) = z* — u.
Desta forma, temos que F(b) = b% —u = b% — co = 0 (mod p) e F'(b) = 2b # 0 (mod p).
Note-se que F'(b) = 0 (mod p), entdo b = 0 (mod p) (pois p # 2) e portanto co = 0,
contrariado a hipétese. Pelo corolario 0.2.1, existe v € Z, tal que F(v) = 0 e u =
b?> (mod p). Logo, v =u. A

Corolario 0.2.3 Sep # 2 e u € Z; verifica u =1 (mod p), entao u é um quadrado em

({ -
2] .
Prova : Basta observar que u = 17 (mod p) e aplicar o teorema. W

Corolério 0.2.4 Se p # 2. entdo o indice [}, : (Q;)?] (niimero de classes) do subgrupo
de quadrados (Q,*)* no grupo multiplicativo Q;, € igual a 4.
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Prova: Sejam z = p"3 e v um inteiro p-adico que néo é um residuo quadratico médulo p.
Entdo 8 = a2 (mod p) ou B = ua? (mod p) para algum inteiro a. Assim, a™>3 =1 (mod p)
ouu~ta"%3 = 1 (mod p). Pelo corolario anterior, temos que a"?B eu"'a"%3 sdo quadrados
em Zj, e, portanto :

B = 1a’k? ou B = ua’l? para algum k e 1
Portanto, temos os seguintes casos : I) p” nao é um quadrado e 8 é um quadrado.
z=p"B=p(E""'p)
I1) p* é um quadrado e u nao é um quadrado.
v = "8 = u(a’p")
IIT) p™ nao é um quadrado e u nao é um quadrado.
z =p"B = pu(a®’p")

Logo {1,p,u, pu}, onde u nao é um residuo quadrético médulo p é um conjunto de repre-
sentantes para Q3/(Q}) e [Q; : (Q})*] =4. W

Teorema 0.2.3 O mimerou € Z5 é um quadrado em Q, se e somente seuw =1 (mod 8).

Prova : Seja u = v? = (ag +a12 + 6222 + ...)%, com a; = 0, 1. Como u € inversivel, 21 ao
e portanto ap = 1.

u = (1+a12+a222+...)(1+a12—|—a222+...)
= (]. + a2+ a222 + ) + ((112 + a1222 + a1a223 + ) + ((1,222 == a1a223 + ) g e
14 (a; +a1)2+ (ag + a1 + a2)2% + (a3 + ajas + aas + as)2 + ..

Sea; =0, entdou=1+ay2°+.. =1 (mod 8). Se a; = 1, entao :

u = 1+ (1+ 1)2+ (1 +2a,2)22 + (a3+a22+a3)23 -
= 14224 (14 202)2% + (a3 + 205 +a3)2% = ...
14 (24 202)2% + (a3 + 2as +a3)2® + ...
= 14 (14 as+ a3+ 2a9 +a3)2® + ...
14+ (14 2a2 + 2(1,3)23 + ..
= 14+2°+ (a0 +a3)2' + ...

e. portanto, u = 1 (mod 8).

Para provarmos a reciproca do teorema, consideremos F(z) = x* — u. Como F(1) =
1—u=0 (mod 2% e F'(1) = 2 £ 0 (mod 2%), pelo Lema de Hensel, temos que existe
v € Zs tal que F(v) =0. Logo u=v> M
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Corolario 0.2.5 O grupo quociente Q3/(Q3)? possui ezatamente 8 elementos, ou seja,

(@3 : (@3)%) =38.

Prova : Vimos acima que u € Z5 é um quadrado em Q} se e somente se u = 1 (mod 8).
Como todo elemento z de Q¥ se escreve de modo Unico como © = 2"u com n € Z €
u € Z3, temos : = é um quadrado se e somente se n € par e u = 1 (mod 8). Assim,
os elementos {1,3,5,7,2.1,2.3,2.5,2.7} sao dois a dois nao equivalentes, ou seja, geram
classes distintas em Q3. Se z for um quadrado, entdo z = 1.z e 1 € um representante. Se
z = 2™u nao for um quadrado, entao :

I) n é fmpar e u = 1 (mod 8).

g =9 u=22""ty=212""
I1) n é par e u # 1 (mod 8), ou seja, u € {3,5, 7}.
¢ = 2%m=u2"
I11) n é fmpar e u # 1 (mod 8), ou seja, u € {3,5,7}.
z=ptu=2.u2""

Desta forma, terminamos a prova. Wl

Antes de definirmos o Simbolo de Legendre para os inteiros p-ddicos, recordaremos
este Simbolo para os inteiros.

Defini¢ao 0.2.2 Sejam p um primo impar e a um inteiro nao divisivel por p. Definimos

o Sitmbolo de Legendre <%> por :

(g) | 41, sea éum residuo quadrdtico médulo p
p/ | —1, caso contrdrio

As seguintes propriedades do Simbolo de Legendre podem ser consultadas em [SAN]
ou [FLA].

e Se a e b sao inteiros nao divisiveis por um primo impar p, entao :

()=

e Se p é um primo impar, temos :

(—_1> [ 41, sep=1(mod 4)
p/ | -1 sep=-1(mod4)

<g> [ +1, se p==£1(mod 8)
p/ | -1, sep=+£3(mod3)
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Definicao 0.2.3 Sejam p um primo impar e u = co+captcp*+... € Zy, com0 < ¢; < p,
co # 0, ou seja, u € Zy. Definimos o Simbolo de Legendre (%) por :
(E) [ 41, sewu éum quadrado em Z,
p/ | —1, caso contrdrio

Se o inteiro p-adico u for inteiro racional, entdao o Simbolo de Legendre coincide com

S{mbolo de Legendre usual. Caso contrario, o teorema 0.2.1 afirma que u € um quadrado
)
se e somente se ¢y é um residuo quadratico médulo p e portanto (;7‘) = (9}%)
Além disso, se u =co+cip+...ev=do+ dip+..em Z;, entao :
J p

()-=-G) -6



Capitulo 1

Formas Quadraticas Integrais

Este capitulo trata da classificagdo de formas quadraticas bindrias integrais desen-
volvida por Gauss, que pode ser vista em [GAU],[EDW],[MAT],[FLA]. Uma vez que o
determinante é um invariante por equivaléncia integral, é natural dividirmos nosso estudo
nos seguintes casos :

I) d > 0. Entdo o discriminante A = 4(b* — ac) = —4d da pardbola

f(g) =a+ 2b(y> + c(g)2
x x x
é negativo e temos duas possibilidades para ¢ : ¢ > 0 e ¢ < 0. Note-se que no primeiro
caso f(y/z) > 0, enquanto que no segundo caso, f(y/z) < 0. Por isso, essas formas sao
chamadas de positivas e negativas, respectivamente.
IT) d < 0. Neste caso, o discriminante da pardbola

iy =a+2(L)+ (L)’

T T

é positivo. Assim, f(y/z) pode assumir valores positivos e negativos. Neste caso, chama-
remos esta forma de indefinida.

A classificacao das formas quadréticas bindrias integrais foi feita por Gauss, usando a
equivaléncia prépria. A equivaléncia integral pode ser vista em termos de agoes de grupos
assim : seja Sim(2,7Z) o conjunto das matrizes simétricas com entradas inteiras. Entao,
o grupo GLy(Z) age em Sim(2,Z) do seguinte modo :

GLy(Z) x Sim(2,Z) — Sim(2,Z)

(M. A) — M'AM

A equivaléncia prépria pode ser vista como a agao do subgrupo SLo(Z) de GLo(Z)
em Sim(2,7). Veremos adiante que as orbitas da agao de SL»(Z) em Sim(2,7Z) sao em
numero finito. E claro que isso acarreta a finitude das orbitas da agao do grupo maior
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G Lo(Z). Como SLy(Z) é um subgrupo normal de indice 2 em G Ly(Z), existe o € GLa(Z)
tal que

e se A € Sim(2,7), podemos fazer SLy(Z) agir na 6rbita O(A) de GLy(Z).
Em principio poderia acontecer da érbita O(A) também ser uma érbita de SLy(Z).

Suponhamos que O(A) se parta em pelo menos duas drbitas sob a agao de SLy(Z) : nesse
caso, 0.A # g.A para todo g € SLy(Z) e

O(A) = {ng 10 € SLQ(Z} U {Ugi.A 1 g; € SLQ(Z)}
Se houvesse algum outro elemento fora dos listados acima, necessariamente ele seria do
tipo
0g.A

para algum g € SLy(Z). Como g.A = g;. A para algum 7, temos que 0g.A = 0g;.A. Assim,
cada érbita O(A) de GLy(Z) se parte no maximo em duas érbitas da agao de SLy(Z) em
O(A). A condigdo para a existéncia de uma tinica érbita € :

g A=gA

para algum g € SLy(Z). Ou seja, g7'0.A = A. Em termos concretos, se existir uma
matriz M € GLy(Z) com determinante —1 tal que

M'AM = A,
entdo O(A), érbita de GLo(Z), também serd uma érbita de SLy(Z).

2 -1

Exemplo1: Se A = < 11

) . ou seja, a forma associada é f(z,y) = 222 —2zy+y?,

1 -1
1\/[—(0 _1>

verifica M*AM = A. Logo, a érbita de A sob GLy(Z) coincide com a érbita de A sob
SLy(Z).

entao

3 - . - - .
Exemplo 2 : Se A = < 5 ? >, entdo as tnicas solucoes da equagao matricial M*AM =

A com M = < f K ) 520 :

Logo, O(A) se parte em duas.
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1.1 Formas Binarias Positivas e Negativas

Definigao 1.1.1 Uma forma integral com matriz associada A = (a, b, c) € positiva se e
somente se det A >0, ¢ > 0 ,e negativa, se e somente se det A >0, ¢ <0.

Segue imediatamente da definigdo que numa forma positiva a > 0, e que numa forma
negativa, a < 0. Como a classificagio das formas negativas é andloga a das formas posi-
tivas, faremos somente este caso.

Proposi¢ao 1.1.1 Se (a,b,c) é uma forma positiva propriamente equivalente a forma
(a’,V,c), entao (a’,V, ') € positiva.

Prova : Se (a,b,c) ~ (a',V,c'), segue da proposi¢ao 0.1.2 que o determinante de (a’,b’,c’)
a ~,

5 ! ) € SLy(Z) a matriz tal que

VY (o vy a b a f ;2 2
(1 )+(33)(1 (3 8) =imsvrmmer

Como ad — By = 1, temos que a = v = 0 nao pode ocorrer. Desta forma, podemos
supor, sem perda de generalidade, que v # 0. Pela positividade de (a, b, c), temos que o
discriminante A = —4(ac — b?) de (a’, ¥, ¢) é negativo e, portanto

é positivo. Seja

<

o?a + 20zb+ z%¢ > 0

Em particular,
v = a(a/v)? + 2b(a/v) +¢ >0
e segue que (a’, V', c’) é positiva. B

Definicdo 1.1.2 Sejam m um inteiro positivo e b um inteiro. Chamaremos de menores
residuos de b mdédulo m quaisquer nimeros inteiros entre —(m—1) e m—1, incluswe.

Consideremos b = 7 (mod m). A menos que r = 0, sempre teremos dois meno-
res residuos 71, 7» com sinais opostos, tais que |ri| + [ra| = m. Se |ri| = |ry|, entdo
|r1| = |ra| = m/2. Caso contrario, 2min{|ri|,|r|} < m e portanto min{|ri|. |ra]} < m/2.

Logo, todo mimero possui um menor residuo, cujo médulo nao é maior que a sua metade.

Exemplo : Tomando m = 5 no pardgrafo anterior, os menores residuos de b modulo 5
sao :
—4,-3,-2,-1.0,1.2,3,4

Pondo b = 27. temos que a congruéncia 27 = r (mod 5) possui dois menores residuos, 3 e
—2, tais que a soma dos modulos é igual a 5.
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Definicao 1.1.3 Chamaremos esse nimero, cuja ezisténcia é garantida acima, de me-
nor residuo absoluto de b modulo m.

Teorema 1.1.1 Toda forma definida positiva de determinante d € propriamente equiva-
lente a uma forma (A, B,C), com A < \/4d/3 e |2B| < A< C.

Prova : A fim de demonstrarmos este resultado, iremos construir uma sequéncia de
formas positivas :

(a,b,a1), (a1, b1, a2), ..., (@n, bn, Gny1)
Assim, suponhamos que a forma integral positiva (a, b, a;) nao satisfaga as duas condigoes
acima. Pela proposicao 1.1.1 podemos supor que todos os a;’s sdo positivos. Vamos provar

que existe m € Z tal que a,, < @mq1. Seja by o menor residuo absoluto de —b = by (mod a,)
(ou seja, b+ by =0 (mod a,)). Desta forma,

b2 = b* (mod a)) = bl +d=0b%+d (mod a,)

Por b2+d = 0 (mod ay), temos que by>+d = 0 (mod a,). Definamos a; = (b2 +d)/a) € Z.
Se a; > as, consideremos by o menor residuo absoluto de by + by = 0 (mod as) e
as = (by® +d)/ay € Z. Se este processo continuasse infinitamente, teriamos a sequéncia
de inteiros positivos a, a1, as, as, ... estritamente decrescente e infinita. Entao o processo
deve parar, ou seja, existe m tal que am, < G-

Vamos verificar que (4, B, C) = (@m, bm, @m+1), onde a;n < Gmy1, by € 0 menor residuo

absoluto de bp_1 + by = 0 (mod am) € amy1 = (bm? +d)/am € Z satisfaz as condigdes
requeridas.

(i) Como a sequéncia é formada somente por formas adjacentes e ~ € uma relagao de
equivaléncia, pela proposicio 0.1.3, temos que (4, B,C) ~ (a,b, a1).

(ii) Como b,, é o menor residuo absoluto de b1 + b = 0 (mod a,,), temos que
|bm| < am/2 e portanto |2B] < A.

(iii) Como Gmam41 = b + d € apm < amy1, concluimos que a,,? < b2 + d. Pelo item
anterior, 2b,, < |2b,,| < a,,. Disto segue :

2 2
am” < (%) +d:>3am Sd:>am2§:l§

Logo A = a,, < \/4d/3, pois a,, > 0. B

Corolério 1.1.1 Todas as formas positivas de determinante d = 1 sao propriamente
equivalentes.

Prova : Pelo teorema anterior, temos que toda forma é propriamente equivalente a uma
forma (a.b.c) onde |20] < a < c e a < \/4d/3. Fazendo d = 1, temos que a < \/4/3 e
portanto a = 1. Por |2b] < 1 < ¢, segue que b = 0. De ac — b> = 1. temos que ¢ = 1.

Logo, toda forma positiva de determinante 1 é propriamente equivalente a forma (1,0, 1).
[E]
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Corolario 1.1.2 Toda forma positiva é propriamente equivalente a uma forma (a,b, c),
onde —a<2b<a<ec comb>0 sea=c.

Prova : Pelo teorema anterior, toda forma integral positiva é propriamente equivalente
a uma forma f(z) = az? + 2bz 2, + cxo?, com |2b] < a < c. Se 2b = a, fagamos :

() (e )G )= (a )

Como —a; = —a < 2b; = a < ¢ = ¢y, temos que (a, —a/2,¢) ~ (a,a/2,c). Sea=ce

b < 0, fagamos :
0 1 a b 0 -1\ [ a —b
-1 0 b a 1 0 ) \—-b a

De a; = ¢; e by — b > 0, temos que (a,b,a) ~ (a,—b,a). W

Definicio 1.1.4 Uma forma positiva (a,b,c) € chamada de reduzida se e somente se
—a<2b<a<e, comb>0 sea=c.

Teorema 1.1.2 Eziste wma unica forma reduzida em toda classe de equivaléncia propria
de formas positivas.

Prova : Primeiramente resolvamos a seguinte inequagéo : 0 < f(z) = azi? + 2bzzo +
cro? < a,onde —a<2b<a<c comb>0sea=c

b 2 4d
aa:12 + 2bx1x9 + cx22 = a(:z:l -+ —:Eg) + (u>$22 < a==
a

4da
(Moo
LS a - = —
al? = 2 =14 d
Pelo teorema 1.1.1 :
2 14d 4
<L < - = D= =210

Se xy = 0, entdo x; = 1 e f(x) = a. Se zo = £1, temos que resolver az®+2bx+c <
a. Como [2b] < a, temos que az; £2b > 0se x; <0eaz % 2b > 0 se r; > 0. Em ambos
0S €asos :

azx,> + 2bxy = x1(ax, £2b) >0

Como a < ¢, ar;® + 2bx, > 0 e ar? + 2bx; < a — ¢, segue que ax,” & 2bx; = 0 e
a = ¢. Portanto, £ =0 ou ax +2b=0. Mas, € Z e |2b] < a, 0 que implica em [2b| = a
ex ==l

Desta forma, temos que ter f(r) = a e as 3 solugoes sao : (I) v = (£1,0), onde a <,
(I1) z = (0. £1), onde a = ¢ e (III) « = (£1, F1), onde a = ¢ = [2b|. Entao, a é o menor
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inteiro que pode ser representado pela forma reduzida f(z).

Considere as formas reduzidas f(z) = az, + 2bx1T9 + cz2* € f'(z) = x>+ 20T 70 +
¢'2? propriamente equivalentes.

Pelo que foi feito acima, podemos escrever f(z) =ae f'(z) = a’. Como f(z) ~ f'(z),
pela proposigao 0.1.1, f(z) e f'(x) representam os mesmos inteiros. Entao, a = a.

Seja M = ( 7; 2 ) € SLy(Z) tal que A’ = MAM®.

a v B TS a b T ot _
v o o t u b ¢ s u )

r2a + 2rsb + s2c rta + rub + stb + suc
rta + rub + stb + suc t2a + 2tub + u’c

Se a < ¢, entdo a Unica solucdo para f(z;,z2) = a é (£1,0). Como a = a’ =
r2a + 2rsb + s2¢, devemos ter r = =1 e s = 0. De det M = 1, segue que u = £1. Entao :

b = rta +rub+ sth+ suc=b+ ta = b — b= *ta

Mas —a/2 < b,b' < a/2 implica em —a < b’ — b < a e, portanto, b = &'. Como os
determinantes sdo iguais, segue que c = e f = f'.

Suponhamos que a = c. Vamos mostrar que a’ < ¢’ nao pode ocorrer. Usando (I),(I1) e
(I11), temos que a = a’ e ¢’ = t2a+2tub+u’c = t?a+2tub+u’a = a. Logo,a’ =a=c="c.
Como os determinantes sao iguais, temos que b* = ¥’ 2 ¢ b= +¥. Porém, como as formas
sao reduzidas e a = ¢ = @’ = ¢, temos que b, b’ > 0 e portanto b=0". W

O teorema 1.1.1 garante que dado um determinante positivo d, existe um numero
finito de classes de equivaléncia prépria de formas de determinante d. Além disso, pelo
teorema 1.1.2, cada uma dessas classes possui uma unica forma reduzida. Na tabela a
seguir, para um dado determinante d, listamos ao lado todas as formas reduzidas com
esse determinante.[CON]

d | Formas Reduzidas
1 |(1,0,1)

2 1(1,0.2)

3 1(1,0,3),(2,1,2)

4 1(1.0,4),(2.0,2)

5 |(1.0.5),(2,1,3)

6 | (1.0.6),(2,0,3)

7 1 (1.0,7),(2,1,4)

8 |(1.0.8),(2,0,4),(3.1,3)
9 |(1,0.9).(3,0,3),(2,1,5)
10 | (1,0.10),(2,0,5)
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d | Formas Reduzidas

11 [ (1,0,11),(2,1,6),(3,1,4),(3-1,4)

12 | (1,0,12),(2,0,6),(3,0,4),(4,2,4)

13 | (1,0,13),(2,1,7)

14 | (1,0,14),(2,0,7),(3,1,5),(3,-1,5)

151 (1,0,15),(3,0,5),(2,1,8),(4,1,4)

16 | (1,0,16),(2,0,8),(4,0,4),(4,2,5)

17 | (1,0,17),(2,1,9),(3,1,6),(3,-1,6)

18 | (1,0,18),(2,0,9),(3,0,6)

19 | (1,0,19),(2,1,10),(4,1,5),(4,-1,5)

20 | (1,0,20),(3,0,7),(4,0,5),(3,1,7),(3,-1,7),(4,2,6)

21| (1,0,21),(3,0,7),(2,1,11),(5,2,5)

22 | (1,0,22),(2,0,11)

23 | (1,0,23),(2,1,12),(3,1,8),(3,-1,8),(4,1,6),(4,-1,6)

24 | (1,2,24),(2,0,12),(3,0,8),(4,0,6),(5,1,5),(4,2,7)

25 | (1,0,25),(5,0,5),(2,1,13)

26 | (1,0,26),(2,0,13),(3,1,9),(3,-1,9),(5,2,6),(5,-2,6)

27 | (1,0,27),(3,0,9),(2,1,14),(4,1,7),(4,-1,7),(6,3,6)

28 | (1,0,28),(2,0,14),(4,0,7),(4,2,8)

29 | (1,0,29),(2,1,15),(3,1,10),(3,-1,10),(5,1,6),(5,-1,6)

30| (1,0,30),(2,0,15),(3,0,10),(5,0,6)

31| (1,0,31),(2,1,16),(4,1,8),(4,-1,8),(5,2,7),(5,-2,7)

32 | (1,0,32),(2,0,16),(4,0,8),(3,1,11),(3-1,11),(4,2,9),(6,2,6)

33 | (1,0,33),(3,0,11),(2,1,7),(6,3,7)

34 | (1,0,34),(2,0,17),(5,1,7),(5,-1,7)

35 | (1,0,35),(5,0,7),(2,1,18),(3,1,12),(3,-1,12),(4,1,9),(4,-1,9),(6,1,6)
36 | (1,0,36),(2,0,18),(3,0,12),(4,0,9),(6,0,6),(4,2,10),(5,2,8),(5,-2,8)
37 | (1,0,37),(2,1,19)

38 | (1,0,38),(2,0,19),(3,1,13),(3,-1,13),(6,2,7),(6,-2,7)

39 | (1,0,39),(3,0,13),(2,1,20),(4,1,10),(4,-1 ,10),(5,1,8),(5,-1,8),(6,3,8)
40 | (1,0,40),(2,0,20),(4,0,10),(5,0,8),(4,2,11),(7,3,7)

41| (1,0,41),(2,1,21),(3,1,14),(3,-1,14),(6,1,7),(6,-1,7),(5,2,9),(5,-2,9)
42 | (1,0,42),(2,0,21),(3,0,14),(6,0,7)

43 | (1.0,43),(2,1,22),(4,1,11),(4,-1,11)

44| (1.0.44),(2,0,22),(4,0,11),(3,1,15),(3,-1,15),(5,1,9),(5,-1,9),(4,2,12),(6.2.8),(6.-2,8)
45 | (1.0.45).(3,0.15).(5,0,9).(2,1.23), (7 2.7),(6.3.9)

16 | (1.0.46).(2,0,23),(5,2,10),(5,-2,10)

47 | (1.0.47),(2,1,24),(3.1.16),(3.-1,16),(4,1,12),(4.-1,12),(6,1,8),(6,-1.8).(7.3.8).(7.-3.8)
48 | (1,0.48),(2.0,24),(3. 0 16),(4.0,12).(6.0.8),(7.1,7).(4,2,13),(8,4.8)
19 | (1.0.49).(7,0,7),(2.1,12),(5,1,10).(5,-1,10)

50 | (1.0,50),(2.0,25),(5, 0.10).(3.1,17).(3-1,17),(6.2.9),(6,-2,9)
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Dada uma forma positiva de matriz A = (a, b, ¢), como achar a forma reduzida, a
qual ela é propriamente equivalente ? E como decidir quando duas formas positivas sao
propriamente equivalentes 7

Poderfamos achar todas as classes de equivaléncia prépria para o dado determinante
e depois verificar a que classe ela pertence. Mas este processo pode ser muito demorado
para determinantes grandes.

O coroldrio a seguir fornecerd um algoritmo mais rapido para respondermos a essas
questoes.

Coroléario 1.1.3 Seja ( ZO ZO > uma forma positiva de determinante d = apay — bo>.
0o @1

Definimos a sequéncia :

[41) b() ay bl a; bi
b() ai ? b1 a9 ’ ’ bi Qi1 ’

de formas integrais de determinante d, pelas seguintes condigoes :

o SejaS={z€Z:x+b_, =0 (moda;)} e considere m = min{|z| : z € S}. Se
meSe—-meS ou—m¢S, entdob; =m. Sem ¢ S, entdo b; = —m.

® ;1 = (bi2 + d)/a,-.

Entdo, cada forma positiva da sequéncia serd propriamente equivalente a forma (ag, bo, 1)
e essa sequéncia se torna periddica a partir de um certo i. O ciclo de formas que se
repetem é chamado de ciclos de formas reduzidas. Além disso, duas formas positivas sao
propriamente equivalentes se e somente se elas tém o mesmo periodo.

Prova : Como todas as formas da sequéncia sao adjacentes (proposicao 0.1.3), temos que
cada forma é propriamente equivalente & antecessora e a sucessora. Pela transitividade,
todas as formas serdo propriamente equivalentes & primeira forma. Além disso, pela pro-
posicao 1.1.1, temos que todas as formas da sequéncia serao positivas. Entao a; < aiqq
para algum i € N ocorre infinitas vezes, pois caso contrario, terifamos uma sequéncia es-
tritamente decrescente infinita de inteiros positivos. Desta forma, a? < |a;aip1| < b? +d
e |b;] < |a;|/2. Portanto a;, b; e a4y para algum 7 € N assumem finitos valores. Assim,
alguma forma deve ocorrer pelo menos duas vezes. Como cada forma determina univoca-
mente a sua sucessora na sequéncia, concluimos que a sequéncia é periodica.

Provaremos que todo periodo sempre contém uma tnica forma reduzida e ainda acha-
remos os periodos. Para tanto, aplicaremos o algoritmo dado acima na forma (a.b,c),
onde |20 < a < c.

[)Seb=0¢ea<c, temos :

(52)G )G o)~
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I1) Se —a < 2b < a<c, entao a forma (a, b, c) é reduzida e temos que estudar o periodo
dos casos : b# 0, b=a/2.

Se b = a/2, entdao de by +a/2 = 0 (mod c) e m = min{|a/2|,[c— a/2|} = a/2, segue
que by = a/2 e az = a. Continuando o algoritmo :

(i ) (i ) (i P )

Se b > 0, temos que m = min{| — b|,|b — ¢|} = | — b| e portanto by = —b e az = a.
Aplicando novamente o algoritmo, obtemos : b, = beas = ¢c. Seb < 0, entao por
= min{| = b|,|b+¢|} = | —b|, temos : by = —b >0 e as = a. E segue que by = —~be

as = c. Em ambos os casos temos a sequéncia :

a b c —b a b

b ¢ )'’\=b a )\ b c)’"
I11) Se —a = 2b < a < ¢, entdo de by —a/2 =0 (mod c) e m = {la/2|,|a/2 — c|}, obtemos
que b; = a/2 e as = a. Continuando o algoritmo, obtemos a seguinte sequéncia de formas

(o ™) (i ) (e ) (o ) (e )

IV) Se —a = 2b < a = ¢, temos :

(o =) ) (a2 )

V) Se —a<2b<a=ceb<0,entdo by +b=0 (mod a) em =minf{| —b|,| — (a+D)|}
implicam que by = —b e az = a. Continuando o algoritmo, obtemos :

(30)(52)(50)-

Pela, unicidade da forma reduzida em cada classe de equivaléncia prépria, segue que
todo ciclo de formas reduzidas contém uma tnica forma reduzida.

Se duas formas sao propriamente equivalentes, pela unicidade da forma reduzida, te-
mos que ambas serdo propriamente equivalentes a mesma forma reduzida. Como cada
ciclo de formas reduzidas contém uma unica forma reduzida e cada sucessora da sequéncia
6 univocamente determinada, segue que os ciclos de formas reduzidas sao iguais. B

Exemplo : Decidir se as formas (2,2,5) e (1, 1, 7) sdo propriamente equivalentes. Alpi-
cando o algoritmo em cada uma delas. obtemos as sequencias :
(2,2,5),(5,—-2,2),(2,0,3), ...
(1.1.7).(7,—1,1),(1,0,6), ...

Como as formas reduzidas (2,0,3) e (1,0,6) sdo diferentes, as formas (2.2,5) e (1,1.7)
nio podem ser propriamente equivalentes.
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1.2 Formas Binarias Indefinidas

Nesta secio, estamos interessados na classificagao das formas tais que d < 0. Observe-se
que A = —4(b* — ac) = —4d > 0 e, portanto, a forma f(z,y) = az® + 2bzy + cy? pode
assumir valores positivos ou negativos.

Definigao 1.2.1 Uma forma integral com matriz associada A = (a,b,c) € indefinida se
e somente se det A < 0.

Analogamente ao que foi feito para formas definidas positivas, temos o seguinte teo-
rema de Gauss :

Teorema 1.2.1 Toda forma indefinida com determinante d, tal que —d ndo € um qua-
drado, é propriamente equivalente & forma (A,B,C) onde 0 < B < v/—d e V/—d — B <
|A| < V—d+ B.

Prova : Suponhamos que uma dada forma indefinida (a,b,a;), ndo satisfaca as duas
condices do enunciado. Observe que por —d néao ser um quadrado, temos que aa, #0e
portanto a,a; # 0.

Afirmamos que existe um tnico by € Z tal que b+ b, =0 (mod a1) e vV—d — |a1] <
by < +v/—d). Como —d nao é um quadrado, v/—d é irracional e portanto, (v —d +b)/lai|
nao é inteiro. Entao, existe um tnico t € Z tal que :

vV—d+b V—d+b
—_— It < ——

a1 |ai|

pois, a distancia entre os dois extremos é 1 e nenhum deles ¢ inteiro. Disso, segue que:
vV —d — |0,1| <t|a1| —b<V—d

Definindo b; = t|a;| — b, temos ainda que b+b; = 0 (mod a;). Seja as = (b2 +d)/a; € Z.
Se |ai| > |as|, tomemos by tal que by + by = 0 (mod as), V—=d —|ay] < by < V—d e
defina ag = (by* + d)/as. Como a sequéncia |ai], |as|, ... de inteiros positivos nao pode
decrescer estritamente e infinitamente, a sequéncia deve parar. Entdo existe m € Z tal
que |am| < |ams1|. Definamos (A, B, C) = (am, b, @my1), onde

b1 + b =0 (mod a,,) , V—d—lan]| < bn < V—d,

|am| S Iam+l| € Upt1 = (bm:2 = d)/am

e provemos ue esta é a forma que desejamos encontrar.

) Como a sequéncia é formada somente por formas adjacentes e ~ é uma relagao de
equivaléncia, pela proposicao 0.1.3, temos que (A, B, C) ~ (a. b, ay).
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I1) Mostraremos que v/—d — |A| < B < /—d e |A| < |C| implicam em v/—d — B < |A] <
V—d+Bel<B< V-

1) Como v—d — |A| < B < V—d, temos que /—d — B < |A] e V—d — B >0 e assim :
|—d— B| = |A|[C] > (V=d - B)|C| = |V=d - B|IC| = |[V=d - B| < A|

Suponhamos, por absurdo que B < 0. Pela hipdtese, v—d — B > 0. Usando a ultima

desigualdade acima, temos que v—d — B < |/ —d+ B|, o que é um absurdo, uma vez que
B <0. Logo, 0 < B < v/—d e portanto :

V—d-B<|Al <|C|<V=i+B

Isso termina a prova. M

Esse teorema sugere uma divisdo das formas indefinidas em formas tais que —d € ou
nao um quadrado.

Definicao 1.2.2 Uma forma indefinida (a,b,c) de determinante —d, tal que —d nao
um quadmdo é chamada de reduzida se e somente se /—d —b < |a| < V—d+b e

0 <b< V—d.

Note que da prova do teorema anterior segue que a e ¢ tém sinais opostos, |a| < [c| e

V—d—b<|c <v=d+b.

Corolario 1.2.1 Se (a,b,c) é uma forma indefinida reduzida, entdo as formas reduzidas
adjacentes a (a, b, c) sao unicas.

Prova : I) Existéncia das formas adjacentes reduzidas.

Consideremos p = v/—d + b — |c|, ¢ = |¢| = (vV/—=d —b) e 7 = /—d — b. Da definicéo
de forma reduzida, temos que p,q,7 > 0. Por v/—d — |c| < ¥/ < V/—d, segue que ¢’ =
Y — (vV—d—|c|) e 7" = V/—d — b também séo positivos. Seja b’ = |/c|t — b para algum ¢
inteiro. Como p+¢' = V—d+b—|c|+b —(v/—=d—|c|)=b+V,p+q¢ >0eb+b =t
temos que ¢t > 0. Além disso,

r4q +tlel=vV—-d—b+b—(V-d—|c|) +tlc] =+ +]c| =2 +|c|

e pmtanto 20 = r+¢ +(t—1)|c|. Disso segue que 20,0 > 0. Mas. V' +r" = v —d e entao
V < /—d. Comor+ (t—1)|c|=vV-d+V —|c|er.t>0, temos que :

V=d+V =l >0=|c| < V=d+V
Por outro lado, |c| — (V—=d —¥) = ¢ > 0 e segue que V—d — ¥ < [c|. Logo,

V—d -V <|c| < V=d+V e (A B,C) éreduzida. Se C' = a. procedendo analogamente
a0 caso anterior, temos que a forma (A, B, C') sera reduzida e adjacente a (a, b, c).
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IT) Unicidade das formas adjacentes reduzidas.

Suponhamos que (¢, b, ¢) e (¢, b”,c") sejam formas reduzidas e adjacentes a (a, b, c).
Entdo v—d — |c| < V,b" < /—d e 0 < V,b". Mas, pela demonstragéo do teorema ante-
rior, existe um tnico inteiro que satisfaz as condigoes acima. Desta forma b’ = b” e temos
que as formas sdo iguais. Analogamente, se (a’,V,a) e (a”,V",a) sdo formas reduzidas e
adjacentes a (a, b, c), entao elas sao iguais. W

Observe-se que se (a,b,c) nao for reduzida, ndo podemos garantir a unicidade da
forma adjacente a (a, b, c). Basta considerar o seguinte exemplo : (2,1,4) e (2, —1,4) sao
adjacentes a (4, 1,2).

Corolario 1.2.2 Sejam (‘a,’b,a), (a,b,c) e (c,V,c) formas indefinidas reduzidas adja-
centes. Entao :

1. (d,V,¢),(c,b,a),(a, b c)

2. (-'a)b,—a),(—a,b,—c), (—c, b, =)

3. (=c,b,—c),(—c,b,—a), (—a,b, —'a)
sao adjacentes nesta ordem.

Prova : Segue diretamente da unicidade das formas adjacentes reduzidas. B

Exemplo : Para d = —79, listamos todas as formas reduzidas :
(£7,3,F10), (£10, 3, F7), (£7,4, F9), (£9,4, F7)
(£6, 5, F9), (£9, 5, F6), (£2, 7, F15), (£3,7, F10)
(£5,7, F6), (£6, 7, F5), (£10, 7, F3), (£15, 7, F2)
(£1,8,F15), (3,8, F5), (5,8, F3), (£15,8, F1)

Proposicao 1.2.1 Seja fo, f1, f2, ... uma sequéncia de formas indefinidas reduzidas ad-
jacentes. Entao, existe m € Z tal que fo = fm.

Prova : Como a sequéncia ¢ formada somente por formas adjacentes e ~ é uma relagao
de equivaléncia, temos que f; ~ fo, Vi > 0. Entretanto, pelo niimero de formas reduzidas
de um dado determinante ser finito, existe m tal que f, = f.ym- Pela unicidade das
formas indefinidas reduzidas, segue que fro_1 = faem—1,fn—2 = fotm-2y-cs fo = frn. B

Isto motiva a seguinte definigao :

Definigao 1.2.3 Chamaremos tal nimero m de periodo de formas reduzidas e a
sequéncia fo,f1,....fm-1 de ctclo de formas reduzidas.
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Definicao 1.2.4 Seja f = (a,b, c), uma forma indefinida com determinante d tal que —d
nao é um quadrado. Definimos as raizes Q(f) e w(f) de f por :

:ﬁ'ﬂew(f):b_ﬂ

c c

Q(f)

Note-se que se f e g forem formas com mesmo determinante d < 0 tais que Q(f) =
Q(g), entao f = g. Este fato segue de :

(z+Q(f))(z+w(f))=0<::>22+2—cbz+%=0(:>f(z)=cz2+2bz+a=0

onde z = (z3/1).
O resultado a seguir caracteriza uma forma indefinida, tal que —d nao é um quadrado,
relacionando-a com suas raizes.

Lema 1.2.1 Uma forma f = (a,b,c) é reduzida se e somente se w(f)QUf) <0 e|w(f)| <
1 < [Q(f)]-

Prova : Basta usar que f é reduzida se e somente se v/—d — b < |a] < |c|] < V—d+be
0<b<y—d A

Lema 1.2.2 Se f é uma forma indefinida tal que —d ndo € um quadrado ey = ( : Z ) €
SLs(Z), entdo :

Trw(f) +s

Unfr) = fras s

) +u © w(vfy) =

Prova : Sejam Q = Q(f), w =w(f) e

fot = A BY _ r2a + 2rsb + s’c  rta+ stb+ urb+ usc
Y=\ c D)7 \ rta+stb+urb+usc  ta+ 2tub+u’e

Mostraremos que :

5 2B A rQl+s rw + s
~vfyt=C | 22 2+ =]=C|z k
e ( T +C-'> BT Tt

Como Qw = 2b/c e Q +w = a/c, segue :

~+1‘Q+5 ~+7w+s = By I'Q+s+/w+3 - rQQ+s rw+ s\
T Q4 u T 7 tQ+u  twtu/) tQ 4+ u tw+u/)
5 rta + stb + urb + usc r2a + 2rsb + s%c
= " +2 . : z
t2a + 2tub + u’c

= 2+ —z+ =
Cl "

“ U 2+ 2tub + u2e
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Portanto,

Q(vat):%))%j e wfyh)=

rw(f) +s
tw(f) +u

0 ue encerra a prova. [ ]

Adiante, estudaremos algumas propriedades das matrizes com determinante igual a
1. A razao para tal estudo é a de compreendermos melhor a equivaléncia propria entre
formas indefinidas.

Definicao 1.2.5 Dados ag, ay, ..., a, Teais positivos, definimos a fragao continua (de-
notada por (ao, ai, ..., a,)) pelas condigoes :

1
= e Q) =@ -
(ao) = ao e (ap, a1, ..., @ ) o+ (G2, )

Dizemos que uma fracdo continua (ag,ai, ..., an—1,y) € quase simples se e somente
sea; € N*, Vi=0,1,...n—1ey>1.

Lema 1.2.3 Se z = (ag, a1, -..,@n—1,Y) € uma fracao continua e
r s\ _ [ a 1 a; 1 Qp-1 1
(t u>_( 1 o)( 1 0)( 1 0>€GL2(R)’
entdo T = (ry + s)/(ty + u).

Prova: Sen=1,entdor =ap,s =t =1,u=0e ru— st =—1. Segue :

1 awy+1 ry+s
z = (ap,y) =ao+ — = =
Y Y ty+u

Suponhamos, por hipétese de indugao, que :

(o)-(% ) (5 0)- ()

ry+s
r= (a‘o,al,--w(ln—?’y) - ty +u

Vamos provar que (ag.....a,_1,y") = (r'y +s')/(t'y + ). onde :

s’ [ ap 1 a, 1 p_1 1
tou ) 1 0 1 0 )7 1 0

Pela hipotese de inducao, segue que :

s’ (1 s Upoy 1
t uw )\t u 1 0
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e portanto 7’ = ra,_1+s,8 =r,u =tet =ta,1+u Como a fragao continua € definida
por recorrencia, temos que :

1 1 1

Y aariy VT Ty
Disso segue :
(a1 +1/y)+s  (rana+s)y' +7 1Y+
tan1 +1/y)+u  (tapa+uw)y’ +t Uy +u

!
(aOa vy Qn—1,Y ) =
Logo, z é da forma que queriamos. B

Observe-se que se (ag, @1, ---, an—1,y) for quase simples, temos que ru — ts = *1.

Proposigao 1.2.2 Se duas fragées continuas quase simples T = (ao, -.., a,) ey = (bo, ..., by)
s@o iguais, entdo a; =b;, Vi =0,1,...,n.

Prova : Vamos provar por inducdo em n. O caso n = 0 é trivial. Suponhamos que se
(@1, an) = (b, ...,bn), entao a; = b;, Vi=1,...,n.

Como = = ag + 1/(ai,...,an) e (a1,...,a,) > 1 (pois, z é quase simples), temos que
ap = [z]. Analogamente, by = [y]. Deste modo, se z = y, entao ap = bp e portanto
(@1, .-, @n) = (b1, ...,b,). Usando a hipétese de indugao, segue que a; = b;, Vi=0,1,...,n.
[ |

? g)eG’LQ(Z), onde R>S>U>0eR>T >,

entdo ezistem inteiros positivos n, ag, ..., Ap—1 1A1S QUE :

[ a, 1 a; 1 Qn_1 1
M_(l 0)<1 0)( 1 0)

Prova : Usaremos inducdo em 7. Observe-se que T' = 0 nao pode ocorrer, pois U seria
igual a 0, o que contradiz RU — ST = +1. Se T' = 1, entdao U = 0 ou U = 1. Como
RU-ST=+1,S>0e R—S >0, temos que S =1ou R= S5+ 1. Desta forma :

(R 1 ([ S+1 85\ (S 1 11
‘\'[‘(1 0)““"“'( 1 0)‘(1 0)(1 0)

Suponhamos, por hipétese de indugéo, que 7' > 1 e existem inteiros positivos n, ao, -.., Gn-2,

tais que
(a0 1 p_o 1
1 0)" 1 0

Como RU — ST = +1, temosque R>T >U >0eTtR. Pois,se T=UouR=T
ouT | R. teremos que T' = 1. Considere o inteiro positivo m, tal que R/T—1<m< R/T

(s _(m 1 _l\'[— 0 1 R S\ _ T U
T\t wuw) L1 O TN o —m T U) \ R—mT S—mU

Proposigao 1.2.3 Se M = (
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Observe-se que 7 = T > U = s > 0. Pela escolha de m, temos que 0 < R —mT =
t < T. De u = (st + det v)/r, segue que © > 0. Resta mostrarmos que s > u et > u.
Se s<u,entaoru> (t+1)(s+1)=st+s+t+1eportantoru —st > s+t+1>1
(contradicao com ru —st = +1). Analogamente, segue que nao podemos ter ¢ < u. Entao

m 1 T S
o = ( 1 0 ) ( t u >
e pela hipétese de inducao :

. m 1 ap 1 An—2 1
M_(1 0)<1 O)( ’ 0)
onde n,m, ag, ..., G,—2 Sa0 inteiros positivos. M

a b

Lema 1.2.4 Sejam v = € GLy(Z), cx+d # 0 ecy+d # 0, ondex ey
c d

verificam as duas inequagoes :

am+b>
cx +d

z>1 e

(%)

ay +b
cy+d
Entdo, exatamente uma das seguintes afirmativas € correta :

Wr=+(g 1)

(B)'y::t(; Z),coersZuEO er>t>u

-l<y<0e —1<

<0 (%)

(C’)v_l::i:(; Z),coersZuZOethZu

Prova : Vamos considerar os seguintes casos :
Caso 1 : abed #0,c>0,d>0

Como ad = be £ 1, temos que ad e bc sdo nao nulos, consecutivos e tém o mesmo
sinal. Entao. a e b tém o mesmo sinal. De (x), segue que ax 4+ b > cx +d > 0 e portanto
(@ —c)z >d—b,a>0eb>0. Desta forma, devemos ter a > 0 ou b > d. Pois, se a < ¢
e b < d, terfamos que (@ — c)z < 0, d —b > 0 e portanto (a —c)z < d—b. Se a > ¢, entao
b > d. De fato. se b < d, entao

ad > b+ 1)(c+1)=bc+b+c+1=ad—-bc>b+c+1>1.

o que nos levaria a uma contradi¢ao. Analogamente, b > d implica em a 2 c.
Se ay + b < 0. entdo por —1 < y <0 ey < —b/a. temos b/a < [y| < 1. Mas, a,b> 0
¢ segue que b < a. Analogamente ao pardgrafo anterior, ¢ > d. Se ay + b > 0, entao por
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(), obtemos que cy +d < 0. Disto segue, d/c < |y| < 1e portanto ¢ > d. Logo,a > be
acabamos de verificar (B).
Caso 2: abed #0ec<0,d <0.

Neste caso, verificamos (B), uma vez que —< pertence ao caso anterior.
Caso 3: abed #0ec<0,d > 0.

Segue de ad — bc = £1 que a e b tém sinais contrarios. Como cy +d > 0, (+*) implica
que ay +d < 0 e portanto a > 0.

Considere 7! = :t( d _ab> € GLy(Z), © = (ax +b)/(cx +d) ey = (ay +

¢)/(cy + d). Desta modo, temos duas inequagdes da forma de (x), (**) :

. dz' — b ,
r>le—>1 (%)
—cz’' +a
dy' — b

—1<y <0e —1< <0 (xx")

_Cy’+a

Usando as argumentacgoes dos casos 1 e 2 na matriz 1

Caso 4 : abed # 0,¢ > 0,d < 0.

(C) é verificada, pois —7 pertence ao caso anterior.
Caso 5 : abcd = 0.

As possiveis formas de y sao :

—1
10 m 1 0 1 m 1
(5 9) = (o) =(1 )==(T )

para algum inteiro m.
Estas formas verificam (A), (B) ou (C). Como os casos sao mutuamente exclusivos,
segue a tese. M

, verificamos (C).

Seja f = fo uma forma indefinida reduzida tal que —d nao é um quadrado. Ao aplicar-
mos o algoritmo conseguimos uma sequéncia de formas reduzidas f = fo, f1, f2, s fa, -
tais que cada duas formas reduzidas consecutivas sao adjacentes.

Lema 1.2.5 Se f e g sao formas indefinidas reduzidas tais que o oposto de seus deter-
minantes nao sao quadrados, entdo as sequintes afirmagoes sao equivalentes :

2. sign(g)) = (—=1)"sign(2([f)) e existe uma fragdo continua quase simples tal que
| |

|Q(f) = (dy.dy,....d-1, IQ(Q) )

Prova : Vamos provar, por indugao em n, que (1) implica (2). Se n = 1. consideremos
fi = (a1, b.as) adjacente a f = (a.b.a;). Como f é reduzida. temos que ajas < 0 e
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b, by > 0. Portanto, —1 = sign(ajas) = sign(QQ(f1)).
Seja k € Z tal que b+ by = k|a;|. Entéo :

b+v=d _ klail —bi+v=d _ klai| | ~by +v~d
ay N aj B a1 aq
1

Q(f)

Assim |Q| = k + 1/Q(f1) = (k,|Q(f1)]). Como b e by sao positivos, temos que k > 1.
Pelo lema 1.2.1, temos que |Q(f1)| > 1.
Suponhamos, por hipétese de indugao, que existam inteiros positivos n, ky, ..., k, tais

que || = (k1o Ene1, [Q(fa)]) € sign(Qfr-1)) = (=1)"'sign(Q(f)). Aplicando a
mesma, obtemos

2] = (&, [Q(f1)]) = (K, (k1, ey ka1, [2(fn)]) = (B, By ooy B, [ Fn)),

onde k, ki, ..., k,_1 sao inteiros positivos e

Q =

= k sign(ay) —

sign(Q fn)) = —sign(U fa-1) = (=1)(=1)"""'sign(Q(f)) = (—1)"sign((f))

Pelo lema 1.2.1, temos que |Q2(g)| > 1.

Vamos agora provar a reciproca. Por hipétese, existe uma fragao continua quase
simples tal que |Q(f)| = (ko, k1, -y kn—1, |2(f2)]), onde sign(Q(fn)) = (=1)"sign(Q(f))
Da mesma maneira, existe uma fragao continua quase simples tal que

1 f)| = (do, dy, .., dn—1, |g)|) €
sign(Q(g)) = (—1)"sign(2(f))
Entao, sign(Q(g)) = sign(Q2(f»)). Como
(ko k1y ooy Kne1, U fn)]) = (do, d, .., dn1, |2(9)]),

pela proposicao 1.2.2, temos |Q(f,)| = |Q(g)|. Deste modo, (f,) = Q(g) e portanto
fn=9.- 0

Teorema 1.2.2 Se f e g sao formas indefinidas reduzidas propriamente equivalentes de
mesmo determinante d tal que —d nao é um quadrado. entao wma pertence ao ciclo de
formas reduzidas da outra.

: i > € SLy(7Z) tal que f = Mgl

Denotaremos por £ e w as raizes de f e Q' e w’ as raizes de g. Definamos :

Prova : Sejam f e g como na hipotese e M = <
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( (" S)zM se 2,0 >0
t u
] éi }3) —<_0i1(1)0)1\/[< _01 (1)> se 2, <0
¢ =M 0 1 se 1 >0, <0
\ —tT —us>:<_01 ?)1\/[ se <0, >0

Observe-se que v € GLy(Z) e det v = sign(QY). Sey = < ccz Z ), entdo pelo lema
1.2.2, temos :
alSY] + b —a(lw']) +b
Ql=cmr7> ¢ —lwl=—mm0s W)
||+ d —c(|w']) +d
Como f, g sao reduzidas e vale (I), pelo lema 1.2.1, segue que <y satisfaz as hipéteses do
lema 1.2.4 com = = || e y = —|w’|. Desta forma, somente umas das condigoes (A), (B)
ou (C) é satisfeita. Se v satisfaz (A), entdo Q = ' e portanto f = g. Se v satisfaz (B),
entdo pela proposicao 1.2.3, existem inteiros positivos n,do, dy, ..., d,—1 tais que :

B dy 1 dy 1 dnoy 1
7—i<1 o)( 1 0>"'< 1 0
Pelo lema 1.2.3 e pelas equacdes (1), || = (r|S|+s)/ (| |+u) = (do, di, .., dn—1, |€¥]).
Observe-se que (—1)" = det v = sign(Q2'). Desta forma, pelo lema anterior, concluimos
que f, =g.
Se v satisfaz (C'), entao aplicando o mesmo processo usado no caso anterior em ~1

temos que existe um inteiro positivo n tal que f = g,. Seja N > 0 tal que gy = g. Entao,
fl = On+1, f2 = On+2; -+ fN—‘n = On+(N-n) = gn = G- ||

Finalmente estamos pronto para provar o algoritmo para formas indefinidas tais que
—d nao é um quadrado :

Corolario 1.2.3 Seja < ZO 20 ) uma forma indefinida de determinante d = apa; — bo?
0o a1

tal que —d ndao é um quadrado. Definimos a sequencia :

ap b() (ly b1 a; b,’
[)() ap . bl (D] ' ' bi Q4 ’
de formas integrais de determinante d pelas sequintes condigoes :

] < : 2 5 5
o Se existe solucdo v que verifica v* +d < 0 e b; +x =0 (mod a;4,), entao biyy serd
« - 2
a maior destas solucoes e ajry = (biy” + d)/a;..
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e Caso contrdrio, seja S = {s € Z: z+b;_, =0 (mod a;)} e considere m = min{|z| :
re€S} SemeSe—meSou—m¢S, entio b =m. Sem ¢ S, entao b; = —m.
Em ambos os casos a;y = (b,-2 +d)/a;.

Entdo, cada forma indefinida da sequéncia serd propriamente equivalente a (ap, bo, 1)
e essa sequéncia se torna periddica a partir de um certo i. O ciclo de formas que se
repetem é chamado de ciclo de formas reduzidas. Além disso, duas formas indefinidas sao
propriamente equivalentes se e somente se tém o mesmo ciclo de formas reduzidas.

Prova : Como todas as formas da sequéncia sao adjacentes, todas serao propriamente
equivalentes a primeira forma (ao, bo, a1). Além disso, existe n € Z tal que |an| < |ant]
ocorre infinitas vezes, pois caso contrério, teriamos uma sequéncia estritamente decres-
cente e infinita de inteiros positivos. Assim, |ai| < |aiaipi] < b7 + |d| e b} < —d ou
|b;| < |ai|/2. Entdo a? < 2|d| ou a} < a?/4+ |d], |a;| < 24/]d|/3 e, portanto, a; assume
finitos valores. Logo, (an,bn,bpy1) assume finitos valores. Desta forma, alguma forma
deve ocorrer pelo menos duas vezes. Como cada forma determina univocamente sua su-
cessora na sequéncia, concluimos que ela é periédica. Além disso, todo periodo sempre
é formado somente por formas reduzidas. Caso contririo, nao teriamos a unicidade das
formas reduzidas.

E claro que se duas formas tém o mesmo ciclo de formas reduzidas, entao elas sao
propriamente equivalentes.

Reciprocamente, se duas formas sao propriamente equivalentes, entao todas as formas
do ciclo de formas reduzidas serdo propriamente equivalentes as formas do outro ciclo de
formas reduzidas. Pelo teorema acima, existem pelo menos duas formas reduzidas, uma
de cada ciclo, as quais sdao iguais (ou seja, se duas formas reduzidas sao propriamente
equivalentes, entdo cada uma estd contida no ciclo de formas reduzidas da outra). Pela
unicidade das formas reduzidas adjacentes, concluimos que os ciclos sao iguais. W

A seguir, faremos alguns exemplos de todos os ciclos de formas reduzidas de um dado
determinante d, tal que —d ndo é quadrado. Usaremos as condigoes de redugao e a da
unicidade das formas adjacentes reduzidas.

1) Para d = —2, temos que o ciclo de formas reduzidas € :
o (1,1,-1),(~1,1,1), ...

Portanto todas as formas de d = —2 sao propriamente equivalentes.
2) Para d = —3. temos que os ciclos de formas reduzidas sao :

e (1,1,-2),(-2,1,1),...
3) Para d = —5. temos que os ciclos de formas reduzidas sao :

o (2.1,-2),(=2.1.2), ..
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e (1,2,-1),(—1,2,1),...

4) Para d = —6, temos que os ciclos de formas reduzidas sao :
o (1,2,—2}, (-2,2 o
o {=1,2,~2), (2,2, =y ov

5) Para d = —7, temos que os ciclos de formas reduzidas sao :
e (2,1,-3),(-3,2,1),(1,2,-3),(-3,1,2), ...
o (—2,1,3),(3,2,-1),(-1,2,3),(3,1,-2), ...

6) Para d = —13, temos que os ciclos de formas reduzidas sao :

o (—4,1,3),(3,2,-3),(=3,1,4),(4,3,—1),(—1,3,4),
(4,1,-3),(=3,2,3),(3,1,—4), (—4,3,1), (1,3, —4), ...

o (2,3,-2),(~2,3,2), ...
Abaixo, seguem exemplos da aplicacao do algoritmo acima.

(2,3,3),(3,0,-1), (=1,1,2), (2,1, 1), (~=1,1,2), ..
(1,5,23), (23, —5,1), (1,1, -2), (=2, 1,1), (1,1, =2), ...
(1,3,7), (3, -3,1), (1,1, -1), (=1,1,1), (1,1, 1), ...

(13,4,1), (1,1, -2), (=2, 1,1),(1,1,-2), ...

Agora, vamos classificar as formas indefinidas tais que —d é um quadrado.

Teorema 1.2.3 Toda forma indefinida (a,b,c) tal que —d = h® # 0, onde h € a raiz
positiva, € propriamente equivalente a forma (A, h,0), com 0 < A <2h — 1.
Prova : Vamos dividir em casos :
I) Sea#0eb# —h, por h? = —d = b® — ac segue que :
(h—0) c
a  —(h+0)

Sejam 3.6 € 7Z, tais que mdc(3,9) = 1 e 3/0 seja igual a razao acima. Pelo teorema
de Bézout. existem a.~ € Z tais que ad — 3. Deste modo :

a v B a a b a 3
oo N 3 0 b ¢ ¥ 0
B aa+ b ab+ e a 3
B Ja+ob  3b+ oc v 0
a’a + 204b + e afda + b(13 4+ ad) + yoc
aBa + b(v3 + ad) + yoc F2a + 230b + 6%

n?—b? = —ac = (h—b)(h +b) = —ac =
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Assim :

V¥ = afa+ b(yB+ ad) + ydc
= (h—0b)ad + bad + bBy — (h+ b)By
= had —hBy=h

¢ = B%a+286b+ 6%
(h — b)BS + 2bB85 — (h + b)B6
— 2535 — 2685 = 0

Se, além disso, 0 < @’ < 2h — 1, entdo (a’,¥,c') é a forma que procuramos. Caso
contrério, ou seja, a’ < 0 ou a’ > 2h — 1, considere A o menor inteiro positivo tal que
a’ = A (mod 2h). Entdo, 0 < A < 2h/2 = h < 2h — 1. Assim, existe k € Z tal que
A = a' + 2hk. Observe-se que :

1 k a h 1 0\ [(a+2rk R\ _ (A h
0 1 h O k1) h 0) \h O
e portanto (a’,V,c’) ~ (A, h,0). Por transitividade, temos que (a,b,c) ~ (A,h,0). Ou

seja, (a,b,c) é tranformada em (A, h, 0) pela matriz ( @ _‘_ﬁﬁk U _tsék > .
II) Sea#0eb=—h, entdao c=0.

Considere 3,0 inteiros tais que mdc(3,6) = 1 e /6§ = (h —b)/a = 2h/a. Entao,
existem «,y inteiros tais que ad — By = 1. Temos :

¢ = B% — 2hB5 + 6%
_ Oh8B— 2mB5 =0

V¥ = aBa— h(yB+ ad)+ vdc
a3 — had — hBy

= 2had — had — hBy

= had — h3y

= h(ad—p3v)=nh

I

Se 0 < a’ < 2h — 1. entao esta é a forma que procuramos. Caso contrario, tomemos
A como sendo o menor inteiro positivo tal que a’ = A (mod 2h). Analogamente ao caso
anterior, temos que (a,b,¢) ~ (A, h.0), com 0 < A <2h — 1.

III) Sea =0e¢ b= —h, entao (0, —h.c) ~ (c. h,0). Caso ¢ nao satisfaga 0 < ¢ < 2h — 1,
entao existe A tal que (¢, h,0) ~ (A.h,0), com 0 < 4 <2h — 1.
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IV)Sea=0eb# —h, entdao b= h.

Se ¢ = 0, entdo nao ha o que provar. Caso contrario, considere 0, inteiros tais
que mdc(6,8) =1 e /B = —(h +b)/c = —2h/c. Entdo, existem «,~ inteiros tais que
ad — By =1. Temos :

V' = afa+h(yB8+ ad)+ydc
hBvy + had — 2hBy
had — hB~y
= h(ad—py)=nh

Il

d = [a+2nB6+8%c=
= 2hé6B —2hB6 =0

Se o/ nao satisfaz 0 < a’ < 2h — 1, existe A tal que (a’, h,0) ~ (A, h,0),com 0 < A <
2h —1. 1

Definicao 1.2.6 Dizemos que uma forma indefinida de determinante d, tal que 0 # —d =
h2, é reduzida se ela é da forma (a,h,0), onde 0 < a <2h —1.

Teorema 1.2.4 As formas indefinidas (a, h,0) e (a’, h,0) sao propriamente equivalentes
se e somente se a = d' (mod 2h).
Prova : Se elas sao propriamente equivalentes, entao existe M = ( : ? ) € SLy(Z)
tal que
ad h\ _ [a -~ a h a B\ _ a’a + 2avh afa+ Byh + adh
h 0) \ B ¢ h 0 v 6 )\ aBa+pvyh+ adh B%a + 2(35h
Disso segue o seguinte sistema de equagoes :
a?a + 2avh = d (1)
afa+ Byh+adh=h (1)
(

B%a +2B6h =0 111)
ad—fBy=1 (IV)

Multiplicando (1) por 3, obtemos 3h = af3%a + h(8*y + aB7). De (I11), segue que :
3h = a(—=280h) + h(3*y + a30) = h(F*y — aBd) =
B3h=08h(3y—ad) = Bh=-Bh=p3=0
De (IV), temos a = 6 = +1. Entdo ¢’ = a £ 2vh, ou seja, a = o’ (mod 2h). Se
a = a' (mod 2h), existe t inteiro tal que a’ = a + t2h. Consideremos a matriz < (1) ; ) e
observemos que :
<l t)(a h.)(l 0):<a+t‘2h h):<a' h)
0 1 h 0 t 1 h 0 h 0

Logo, (a,h,0) ~ (a’,7,0). W
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Corolario 1.2.4 As formas reduzidas (a, h,0) e (a’, h,0) sdo propriamente equivalentes
se e somente se sa0 1guals.

Prova : Se a = d/, entéo elas serdo propriamente equivalentes pela matriz identidade.
Se (a,h,0) ~ (a’,h,0), pelo teorema acima, temos que a = a’ (mod 2h). Além disso,
da demonstracio do mesmo, obtemos que a’ = a =% 2yh. Como as formas sao reduzidas,

temos que |a’ — a] < 2h — 1. Entao v = 0. De
a h\ (%1 0 a h ilO:>a’h_ah
h 0) \ 0 =1 h 0 0 =1 h 0) \h O
O teorema acima garante a existéncia e a unicidade de uma forma reduzida em cada

segue a =a'. A
classe de equivaléncia prépria. Ou seja, duas formas reduzidas sao propriamente equiva-
lentes se e somente se elas forem iguais.

Com todos esses resultados, podemos dizer que dado um determinante d # 0, sempre
conseguimos um nimero finito de classes de equivaléncia prépria originadas pelas formas
reduzidas tnicas (no caso de positivas, negativas e indefinidas tais que —d € um quadrado)
ou pelas sequéncias tnicas de formas reduzidas (no caso de formas indefinidas tais que
—d nao é um quadrado).

Observe-se que o teorema 1.2.3 fornece um algoritmo para decidirmos se duas dadas
formas indefinidas, tais que —d ndo é um quadrado, sdo propriamente equivalentes. Para
tanto, basta acharmos as correspondentes formas reduzidas e comparéa-las.



Capitulo 2

Formas Quadraticas Sobre um Corpo

Naturalmente, formas quadréticas bindrias integralmente equivalentes, também sao
equuivalentes sobre Q. Mas, as formas f(z,y) = 2 +y* e g(z,t) = 222 + 2t? mostram que
a reciproca de tal fato ndo é verdadeira. Fazendo a mudanca de variaveis :

T4y T—Y
2 Ty
temos que essas formas sdo equivalentes sobre Q. Por outro lado, elas nao podem ser
integralmente equivalentes, pois seus determinantes sao diferentes.
Assim, nestes dois capitulos restantes, vamos estudar a equivaléncia de formas quadraticas

binérias racionais. Comecamos com alguns resultados béasicos sobre formas quadraticas
com coeficientes num corpo arbitrario K.

2.1 Formas Equivalentes

Definicdo 2.1.1 Uma forma quadrdtica n-dria sobre um corpo K é um polinomio
de grau 2 com coeficientes em K :

n
f = f(il?l, ...,f[,'n) = Z a,‘ijil‘j ; Qi = a'ji

ij=1

A matriz [f] = (ai;) € chamada de matriz da forma quadrdtica f. Se o determinante
da forma f for igual a zero, entio f é singular. Caso contrdtio. f € nao singular.
Notagao : ~

Definigao 2.1.2 Dizemos que duas formas quadrdticas n-drias sobre um corpo K sao
equivalentes sobre o corpo I se e somente se existir uma mudanga de varidveis nao
singular que transforma wma forma na outra.

Assim, as formas f e g sdo equivalentes se existir wm matriz M € GL, () tal que
[f] = M'[g]M. Se f(zy,....2,) = Z:-'_j:la,-)-.virj = X'[f]X, com X' = (z),.....1,) e
M € GL,(K), entéao [g] = Y!M'AMY com X = MY
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Definigao 2.1.3 Dizemos que uma forma quadrdtica n-dria f sobre um corpo K repre-
senta um elemento nao nulo a € K se e somente se existirem aq,...,a, € I tais
que f(ai,...,a,) = a. Dizemos que f representa zero em K se e somente se ezistirem
ay, .-, an € K nao todos nulos, tais que f(ay,...,a,) = 0.

Proposicao 2.1.1 Sejam f e g formas quadrdticas n-drias equivalentes sobre um corpo
K. Entao :

1. Seus determinantes diferem por um fator quadrado ,nao nulo, de I.

2. f e g representam os mesmo elementos de K.

Prova : Seja M € GL,(K) tal que [f] = M*[g] M.
1) Segue de :
det [f] = det (M*[g]M) = det [f] = (det M)?det [g]

2) Se n = f(Xo), entao :
g(MXo) = (MXo)" (M) MfIM (M Xo) = X§[f]Xo = f(Xo) =n

Se m = g(Yo), entdao f((M")"'Yy)=m. A

Teorema 2.1.1 Toda forma quadrdtica n-dria sobre um corpo K, de caracteristica dife-
rente de 2 € equivalente a uma forma diagonal :

d(y17-")yr) = Zbiyiz ; bi e K 5 Y 1
=1

Além disso, a matriz desta equivaléncia tem determinante igual a 1.

Prova : Seja f(z1,...,Z,) = Zijl a;;z;z; uma forma quadratica n-aria sobre K e con-
sideremos os seguintes tipos de mudangas de variaveis :
Tipol:z, =y;,z; =% e T =Y,k #1,]
Esta operacao troca as linhas i e j e depois as colunas 7 e 7. Em termos da diagonal
principal, troca-se os elementos a;; e a;j;.
TipoIl: v, =yi+ry; ez =y, k#1
Esta operacao soma a j-ésima linha com r vezes a i-ésima linha e coloca o resultado
na j-ésima linha, seguido do correspondente processo nas colunas. Ou seja, rl; +1; = L;
e rci+c¢; = Cj, onde L; e C; sao as novas j-ésimas linha e coluna, respectivamente.
Observe que em ambas as mudangas de variaveis nao alteram o deteminante de f.
Agora usaremos um algoritmo para zerarmos todos os coeficientes de f que nao per-
tencam a diagonal principal.
Se ay # 0 para algum [, entao usamos o tipo I, com i = 1 e j = [. Desta forma, [f] é
tranformada numa matriz cujo Ay, = ay # 0. Se ay = 0, VI, entao existem m, n distintos
tais que a,,, # 0. Caso contrdrio, [f] seria a matriz nula e portanto ji estaria na forma



2.1 Formas Equivalentes 44

diagonal. Usando 2 vezes o tipo I, primeiramente com ¢ = 1, j = m e depois com 7 = 2
e 7 = n, conseguimos uma matriz cujo A2 = am, # 0. Pelo tipo 2, comi=2j=1e
r = 1, obtemos uma matriz cujo A}; = Az # 0.

Em ambos os casos, obtemos uma matriz cujo coeficiente 11 é diferente de zero. Por-
tanto, podemos supor que aj; # 0.

Considere f na seguinte forma :

Tl o092 = (au:vf + 2a19T1T2 + ... + 201,T1Z,) + k(T2, ..., Tn),

onde k é uma forma quadrética que s6 depende das varidveis xg, ...ZTp.
Completando quadrados temos :

(1171 + c12Ty + ... + C1nTn)

2
+ g(z2y ..., Tn)
C11

gy ones Tn) =

Pois, o sistema linear

021’1/011 = an 75 0
2¢ci2c11/c11 = 2012

2¢c1nc11/c11 = 2a1,

é possivel e determinado.

Usando a mudanca de varidveis z; = (¢11Z1 + ... + C1n%n) /€11, 2 = =; para i > 1, temos
h(z1, ..., 2n) = c112? + ¢'(22, ..., 2,). Esta mudanga da varidveis é a composta de vérias
aplicagoes do tipo I1, ou seja, ¢1j/c11 vezes a linha 1 somando com a j-ésima linha e depois
analogamente para as colunas.

Aplicando diversas vezes este algoritmo na forma quadratica restante nao diagonali-
zada, obtemos a forma :

d(y1, - yn) = D bt b € K,V i
i=1

Como cada mudancga de varidveis do tipo I e tipo II tem determinante igual a &1, a
mudanca resultante do produto de todas essas mudancas, que leva f em d, tem determi-
nante igual a 1. Se esta tiver deteminante igual a —1, entao trocamos o sinal de alguma
variavel sem trocar o sinal do deteminante de d. Desta forma o determinante do produto
sera 1. O ntmero r é igual ao posto da matriz de d, pois a mudancga que leva f em d é
invertivel e portanto nao altera o posto de f. W

Exemplo : Ilustraremos o processo descrito no teorema acima, por meio da forma
5 p 9 9 ~
f(xy. 9. 23) = 2x129 + 6xy23 — x5 + 223, Como a;; = 0, usando uma transformacgao
do tipo [, com 2 =1e j =2, temos :

0 1 3 1 -1 0 “1 10
1 =10 )~]0 1 3 )|~{ 1 03]:=p
3.0 2 3.0 2 0 3 2
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Completando quadrados, temos que fi(z1, %2, 23) = —(21 — 22)% + g(z9, x3), onde
g(zo,x3) = T3+ 6zo3 + 2z2. Usando a mundanga z; = —2; + g, 22 = T € 23 = T3, segue
que :

fg(zl, 29, 23) = —~% = g1 (22, 23) y gl(Zg, 23) = Z% + 62223 + 22§

e assim, conseguimos zerar a linha e a coluna 1. Aplicando o mesmo processo em g; (22, 23),
obtemos t2 — 7t2. Portanto, f é equivalente & forma diagonal :

d(y1, Y2, ¥3) = —Yi + Y3 — Ty3

Corolario 2.1.1 Se uma forma quadrdtica f em n-dria representa o # 0, entdo f ¢
equivalente a uma forma do tipo az? + g(z, ..., T,), onde g € uma forma quadrdtica em
n — 1 variaveis.

Prova : Seja d uma forma quadratica diagonal tal que d ~ f. Como f representa a # 0O e
formas equivalentes representam os mesmo elementos, temos que existem ay, ..., @, € K,
nao todos nulos, tais que d(ay, ..., a,) = a. Consideremos uma matriz M € GL,(K) tal
que a primeira coluna é oy, ..., 0. Assim :

Qa1 ... Qp a ... 0 Qq

M dM =
0 Lo Qp O
amo? + .. ta0 L. L &Y

Como a # 0, podemos usar a mesma idéia do teorema anterior e teremos que esta
forma, cujo coeficiente 1-1 é «, serd equivalente a uma forma do tipo az?+g(zs, ..., z,).W

Pelo teorema anterior, a questdo da equivaléncia de formas racionais fica reduzida
a equivaléncia de formas diagonais. No caso da equivaléncia sobre os reais, fazendo a
mudanca de varidveis : z; = yi/\/|ai], se a; > 0 e x; = —y;//|ail, se a; <0, essa forma
possui somente +1 ou —1 nos elementos da diagonal. O teorema a seguir fornece um
critério muito 1til para decidirmos quando duas formas diagonais sao equivalentes sobre

o reais. [JON]
Teorema 2.1.2 (Teorema de Sylvester) Se as formas quadrdticas, nao singulares,

flzy, xn) =20+ + 22—l — ... — 2

n

91 Yn) = Ui+ Y] — Yi1 — o — Ui

forem equivalentes sobre R, entao i = J.
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Prova : Suponhamos que j > i. Seja M = (ax) a matriz que transforma f em g, isto ¢,

Y =anTy + ... + a1nTn
Yo = Q21T) + ... + Q2aTn

Yn = On1Z1 + ... + QpnTh

Tomando z; = ...z; = 0, o sistema y;41 = 0,...,y, = 0 possui n — j equagoes e n — 1
incégnitas. Como n — j < n — i, existem ;41, ...T,, ndo todos nulos, que satisfazem esse
sistema. Mas, esses valores para os z’s e y’s também satisfazem aquele sistema. Assim
g = [, ou seja,
—2l ==Yty

com ZTiy1, ..., T, nao todos nulos. O que é impossivel para valores reais.

Analogamente, pode-se mostrar que j < % induz a uma contradi¢ao. Portanto 7 = j,
ou seja, as duas formas possuem o mesmo numero de 1I’'se —1’s. W

Note-se que pelo teorema acima, temos que duas formas quadriticas n-drias, nao
singulares e com coeficientes racionais sao equivalentes sobre os reais se e somente se o
numero de 1’s das formas diagonais correspondentes sao o mesmo.

Nao é dificil ver que formas racionais equivalentes sobre Q, sao equivalentes também
sobre R. Porém, pelo fato de que os determinantes das formas z* + y* e 2% + 3t? diferem
por um fator que nao é um quadrado em @, a reciproca do fato anterior ¢ falsa.

Como R é um dos completamentos de @Q, é natural estudarmos a equivaléncia de
formas sobre outros completamentos de Q. Ora, j& sabemos pelo teorema de Ostrowski
que os tnicos completamentos de Q sao R e os Q,’s.

Defini¢ao 2.1.4 Sejam f = > 1. aijziz; e g = > ij=1bijyiy; formas quadrdticas n-
drias sobre um corpo K. A forma (f ® g)(z1, ..., Tn, Y1, ---Yn) de 2n varidveis definida por

(f ® g)(Z1y s Ty Y1, --Yn) = F(Z1y s Tn) + 9(Y1, ) Un)

¢ chamada de soma direta de f e g.

Esta definicio nao deve ser confundida com a soma usual de polindmios, quando f e
¢ estdao nas mesmas variaveis.

Lema 2.1.1 Sejam g.h e [ formas quadrdticas n-drias sobre um corpo I{. Se g ~ h.
entdo f@ g~ fDh.

Prova : Se g ~ h, entao existe M € GL,(K) tal que [g] = M'[h]M. Como

[f&g] = ( [él [2] ) Cfehn= ( [‘S] [2] )
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temos que :

[f®g]= < [{;] [2] ) = < [g] 1\/[‘[(])1]1\/[ ) B ( é 1\% ) ( [é] [2] > < (]) 181 )

Sendo N = ( é 131 ), det N = det Idet M = det M # 0. Desta forma, [f & g] =

NYf@®h|N,com N € GL,(K)e f®g~ f®h W

A reciproca deste lema é o :

Teorema 2.1.3 (Teorema do Cancelamento de Witt) Sejam f, g e h formas quadrdticas
ndo singulares sobre um corpo K de caracteristica diferente de 2. Se f@® g ~ f@®h, entao
g ~ h.

Prova : Pelo teorema anterior, existe uma forma diagonal fy tal que fo ~ f. Aplicando
o lema anterior, fo®g~ f®ge fo®h ~ f®h. Pela hipdtese, fo®h ~ fo® g e portanto

podemos assumir que f é uma forma diagonal.

Seja f = ale @® CLQiL'% ® ... 0 a,r2, com a; # 0. Para provarmos o teorema, basta

provarmos o caso particular az?, a # 0. De fato, se a2 ® g ~ az? @ h implicar em g ~ h,
entao :
(122 ® a2 @ ... ® 4 22) D g ~ (177 D a3 D ... B anzs) ® h =>

017 @ (0222 @ ... D a2 B g) ~ 177 ® (a23 D ... B anz: D h) =

(0222 @ ... ® anz’ @ g) ~ (a273 @ ... ® a,z2 ® h) =
(a222® ... ® a,z2) ® g~ (a272® ... ®a,zl) D h =

anT2 ® g~ a,zi ®h=>g~h
Assim, consideremos f = az?,a # 0, G e H matrizes de g e h, respectivamente. Como

az? @ g~ ax® @ h, existe C = tal que

v S

T Q
v Tt a 0 v S\ [a O
St Qt 0 G T Q@) \0 H

onde S é uma matriz linha 1 x n, T é uma matriz colinan x 1, vy € (e Q € GL,(K).
Disto resulta o seguinte sistema :

V4+TGT =a  (])
vaS +T'GQ =0 (I1)
StaS +Q'GQ=H  (III)
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Devemos mostrar que existe uma matriz Cp nao singular tal que C{(GCy = H. Para
tanto, consideremos Cy = @ + £T'S e vamos encontrar £ tal que C{GCy = H.

CiGCo = (Q+ETS)'G(Q+ETS) = (Q' +£S'THG(Q +ETS) =
= Q'GQ+ Q'GETS + EST'GQ + £S'T'GETS =
= Q'GQ+EQ'GTS +£S'T'GQ+E°S'T'GTS
A B

Observe-se que S* =TS. Como G é simétrica, (GQ)"* = Q'G e segue :

A = EQ'GTS+ES'T'GQ = €GQRTS + £S'T'GQ =
= (GQS'T' 4 £S'T'GQ = 26S'T'GQ

De T'GT € K, segue :
B = £28'T'GTS = 2T'GTS'S
Usando as equagoes (I) e (/I), obtemos :

A+ B = (a®+T'GTE* — a?)S'S — 26S'yaS =
(a€® — ar?€?)S'S — 267aS*S = a[(1 — 7*)€* — 29€]S'S

Substituindo A + B, obtemos :
CiGCh = Q'GQ +a[(1 — v2)€? — 24€]StS
Temos que provar que existe £ € K tal que (1 —7?)€2 — 2y€ = 1, pois, disto seguird

que C{GCy = Q' + S*aS = H, pela equagao ([I11).
Como car K # 2, temos :

(1= =29 = 1= -2 29 = 1= € Y - 296 - 1 =0

E—(¥+1)P =0 (E+¥+1)(E—7—-1)

Entao, sempre existe £ € K, car K # 2 tal que que resolve a equagao acima e :
CLGCo= Q' + S'aS = H => (det Cp)*det G = det H

Por H ser nao singular, det H # () e portanto Cj é nao singular. W

2.2 Representacao de 0 Sobre um Corpo

Teorema 2.2.1 Se uma forma quadrdtica nao singular representa 0 no corpo I. com
caracteristica diferente de 2, entao ela representa todos os elementos de K.
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Prova : Como formas equivalentes representam os mesmo elementos de K e toda forma
é equivalente a uma forma diagonal, é suficiente provarmos para uma forma do tipo f =
al;c'f +...+ a,,;L";’,_. Seja aloz'f + ... +an a',% = 0, com 08 ¢;’s nao todos nulos. Podemos supor,
sem perda de generalidade, que a; # 0(pois, basta aplicar uma transformagao do tipo I -
teorema 2.1.1 - em algum o; # 0). Definindo z; = a;(1+t) ezx = ar(1 = t),k=2,...,n
e substituindo em f, obtemos :

f o= a(ar(1+8) +an(on(1 —1))2 + ... + an(an(l —1))? =
a12(1+1)2 + a2a2(1 —t)2 + ... + a,ai(1—t)* =
(@102 + ... + ana?) + 2(a102t — ... — analt) + (@107 + ... +a,02)t” =

n

I

20,02t — 20905t — ... — 20,02t =
= 2a1a%t == Qt(agag + ...+ aal) =
= 20,0t — 2t(—a10l) =

2
da,0qt

Desta forma, dado v € K, basta tomarmos ¢t = y/4a;a} para obtermos f(t) = 7.
Observe-se que por car K # 2,a; # 0 e a; # 0, podemos dividir por 4a,02. W

Teorema 2.2.2 Uma forma quadrdtica nao singular f representa o elemento v € K se
e somente se a forma —yzi ® f representa 0.

Prova : Se f representa v # 0, entdo existem ay, ..., a, € K tais que f(ou,...,an) = 7.
Desta forma, (—yz2 @ f)(1, 01, ...,an) = —y + v = 0 e (—yz§ ® f) representa 0.

Reciprocamente, consideremos —ya2 + f(ay,...c,) = 0, com os a;'s nao todos nulos.
Se ag # 0, entdo vy = f(ay /o, ..., n/ap). Se ag = 0, entao f representa 0 e, pelo teorema
anterior, f representa y. W

Se conseguirmos determinar todas as representagoes de 0 pela forma —yz3 @ f, com
To # 0, entdo teremos determinado todas as representagoes de v por f. Portanto, a
questdo de representacao de um elemento de /K por uma forma nao singular pode ser
reduzida a questdo de representagao de zero por uma forma nao singular com uma variavel
a mais.

Teorema 2.2.3 Se uma forma quadrdtica ndo singular f representa zero, entao f €
equivalente a uma forma do tipo y1ys + g(y3, .... yn). onde g é uma forma quadrdtica.

Prova : Pelo teorema 2.2.1, existem ay, ....a,, € I\ tais que f(ay,...,a,) = 1. O corolario
2.1.1 garante que f ~ L3 + h(xy,...,x,). Desta forma, x7 + h(wa, .....r,) representa zero
e, pelo teorema anterior, h representa —1. Sejam 3, ..., 3, tais que h(Js, ey ) = —1.
Novamente, pelo corolario, h ~ —1.'1:3 + g(x3,.... r,). Entdo, f ~ (.r? — 1%) @ g(r3, ... Ty).
Definindo y; = .ty — ry € yo = 3 + Xa, temos que f ~ y1y2 @ g(ys,...y,). W
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2.3 Formas Binarias

Teorema 2.3.1 Todas as formas quadrdticas bindrias que representam zero em K sao
equivalentes.

Prova : Pelo teorema anterior, toda forma bindria que representa zero é equivalente a
forma y1y». Pela transitividade de ~, todas as formas bindrias que representam zero sao
equivalentes. W

Teorema 2.3.2 Uma forma quadrdtica bindria f, com det f = d # 0, representa 0 em
K se e somente se —d € um quadrado em K.

Prova : Se f representa 0, pelo teorema 2.2.3, temos que f ~ y1y2. Assim sendo, existe
M € GL,(K) tal que [f] = M*[y1y2]M e segue :

det [f] = (det M)*det [ynya] —> d = (det M) (—3) = —d = ()’

2

Portanto, —d é um quadrado em K.
Reciprocamente, se g(z,y) = az? + by? e —d = —ab = a?, entéo :

g, a) = aa® + ba® = —a®b+ ba®> = 0

e, portanto, g representa 0. Como todas as formas bindrias que representam zero sao

equivalentes e toda forma f é equivalente a uma diagonal, temos que f representa zero
em K. B

Teorema 2.3.3 Sejam f, g formas quadrdticas bindrias ndo singulares sobre K. Entao,
f ~ g se e somente se seus determinantes diferirem por um fator que € um quadrado em
K e eziste a € K, ndo nulo, que € representado por f e g.

Prova : J4 mostramos que formas equivalentes representam os mesmos elementos e seus
determinantes diferem por um elemento que é um quadrado em K.

Para provarmos a reciproca, suponha que exista o € K, ndo nulo, representado por
f e g. O Corolario 2.1.1 implica que f e g sdo equivalentes as formas f; = az® + By* e
g1 = az?+ 3'y?, respectivamente. Como os determinantes diferem por um fator que é um
quadrado em K, temos que a3 = v*(af) para algum v € K. Desta forma, 3’ = vBe:

1 0 a 0 10\ (a O 10_a0_a0
0 « 0 3 0 v/) \0 43 0~v/) \0 43/ \0 &

Pela transitividade de ~, segue que f ~g. B

Os determinantes das formas f(z,y) = 2> + % e g(z,y) = —2* — y? diferem por um
fator que é um quadrado em @Q, mas nenhum elemento nao nulo que é representado por
uma delas pode ser representado pela outra. Entdo, pelo teorema acima, f e g nao sao
equivalentes sobre os racionais.



Capitulo 3

Formas Quadraticas p-AdicaS

Uma maneira natural de tentarmos entender melhor a equivaléncia de formas racionais
é estudando essa equivaléncia nos outros completamentos de Q. O teorema de Ostrowski
garante que os inicos completamentos de QQ sao os reais os corpos p-adicos.

Assim, neste capitulo desenvolveremos os resultados relativos a equivaléncia entre
formas quadraticas sobre os numeros p-adicos.

3.1 Representacao de 0 Sobre os p—Adicos

Seja f uma forma quadratica, nao singular, sobre QQ,. Entao, f € equivalente a uma
forma diagonal oy x? + ... + @72, oy # 0, Vi.

Como «o; = pgkiui ou o = p2ki+1ui, fazendo a mudanca de varidveis y; = pk"a:i, tere-
mos uma forma quadrética onde todos os seus coeficientes sao divisiveis no maximo pela
primeira poténcia de p. Entdo toda forma quadrética nao singular sobre Q, é equivalente
a uma forma do tipo :

F = Fy+pF = wz’ + ... + w22 + ptr 122, + oo + UnZl)

onde os u;’s sdo inteiros p-adicos invertiveis.
Observe-se que em se tratando da representacao de 0, podemos supor que 7 > n — 7.
De fato, se r < n — r, definindo a seguinte mudanca de varidveis

1 1
1 =Yy Tr = Yr y Try1 = —Yrtls - Tn = “Yn
P P
obtemos :

F = Fy+ pFy, = pF = pFo-I-pQFl ==
) o af 1 5 l 5 3 5 1
PE (Y1, oo yn) = p(u]y[+...—i—u.,.yr)+p'(pfz‘lt,.+1y;+1+..,+p_2.u;,y,;) = 1)F},+1)“1)—_1F| = Fi+pFo

Entdo pF ~ F, + pFy. Como F e pF representam 0 simultaneamente 1 podemos
tomar a forma F} + pFy ao invés de Fy+ pFy. Logo, ' :== n—r > n—1" na forma Fy +pFy

IE claro que se F representa 0, entio pF representa 0. Reciprocamente. se pF(ay,...,a,) = 0. com
1 = - b 9
a;'s nao todos nulos. entdo F(ayp, ...anp) = p>F(ay,...,a,) = p°0=0.
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e ,portanto, podemos supor que v > n — 7.
Teorema 3.1.1 Sejap#2e0<r<n. A forma
F = Fo+pF = w12 + ... + 1,22 4 pltp 122, + oo + UnT2)

com u; € Z,, representa zero em Q, se e somente se pelo menos uma das duas formas
Fo, F1 representa zero.

Prova : Suponhamos que f representa zero em Q,. Entao existem ay, ..., an, nao todos
nulos, em @, tais que :

wo? + ...+ ua? + pluppal g+ + uno) =0 (I)

Podemos supor que os a’s sao inteiros p-ddicos e que pelo menos um dos a’s nao €
divisivel por p. De fato, se os a’s néo forem inteiros p-adicos, podemos multiplicar ambos
os lados da equacgao pelo produto dos quadrados dos denominadores. Assim ficaremos
somente com os numeradores. Como pelo menos um dos a’s nao é nulo, suponhamos
a; = p*u, onde u € Zy. Se k < 0, entao a; nao é divisivel por p. Se k > 0, entao
considere a mudancga de varidveis : y; = phi zj, § =1,...,n. Como estas formas sao equi-
valentes, a nova forma nas variaveis y;’s representa 0. Desta forma, a poténcia p* serd
cancelada e portanto ficaremos sé com u € Z. Logo, sempre podemos supor que p f a;
para algum .

Se nem todos 0s ay, ..., o, forem divisiveis por p, entdo existe a; tal que p { c;. Consi-
derando (I) médulo p, temos :

F
Fo(ey, ...c,) =0 (mod p) e %m—?(al, oy 0p) = 2u;05 Z 0 (mod p)

Pelo coroldrio 0.2.1, Fy representa 0. Se todos os ay, ..., @, forem divisiveis por p, entao
u1a? + ... + upa = 0 (mod p?). Considerando (I) médulo p?, temos :

F(ay, ...ar) = pFi(ary1, ...a) (mod pY) = pFi(ars1, -y ) =0 (Tod PPy =

Fi(ar41) = 0 (mod p)

onde pelo menos um dos a,41, ..., &, nao é divisivel por p. Aplicando o coroldrio 0.2.1, a
forma F} representa 0. Reciprocamente, se Fp representa 0, entao existem ay, ..., a, nao
todos nulos tais que Fy(ay, ..., a,) = 0. Deste modo :

F(C\'l, vs s, Gy 0, ..., O) = F()(O/l, ceey Gr) +[)F1(0, O) =0

Se F) representa 0, entao existem 3,41, ..., 3, nao todo nulos tais que F W Brats s n) =
0. Assim :
F(O . 0, ,13,‘4_1, ‘/3,,) = F()(O, . O) + [)Fl(f/jr-{—la ,‘3,,) = 0)

Portanto, em ambos os casos, F' representa 0. B
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Corolario 3.1.1 Seuy,...,u, € Zx ep # 2, entao a forma f = u1z1+ 4u,z? representa
zero em Q, se e somente se a congruéncia f(’cl, oy Zr) = 0 (mod p) tem solu;ao nao trwial
e ZP'

Prova : Basta supor que F' = Fy = f e aplicar o teorema. M

Corolério 3.1.2 Se uy,...,u, € Z;,p #2 er = 3, entao f(z1, ..., z,) sempre representa
zero em Q.

Prova : Pelo teorema 0.2.1, a congruéncia f(zy,...,z,) = 0 (mod p) tem uma solugao
nao trivial. W

Corolario 3.1.3 Se p # 2, entdo a forma F' = Fy + pF) representa zero se e somente se
a congruéncia F' = 0 (mod p?) tem solugao em que pelo menos uma das coordenadas nao
seja divisivel por p.

Prova : Segue diretamente da prova do teorema. M

Teorema 3.1.2 A forma F = Fo + 2F; = u12? + ... + 4,22 + 2(Ur1@2y + - + UnZ?)
representa 0 em Qy se e somente se ' =0 (mod 16) tem uma solugcdo em que pelo menos
uma das varidveis é impar (ndao divistvel por 2).

Prova : Seja a congruéncia F(ay,...,a,) = 0 (mod 16), onde nem todos os a;’s sao
divisiveis por 2. Se a; # 0 (mod 2) para algum; i < r, como F(ay, ...,a,) = 0 (mod 8)
e gf (1, ey ) = 2uio; £ 0 (mod 4) (pois, 2 1 u;, o), pelo teorema 0.2.1, temos que
F representa 0. Se todos os «;’s forem divisiveis por 2, seja a; = 27, 1 <2 <7, onde

1; € Zsy. Temos :

42“1771 +2 Z u;a? = 0 (mod 16) = 22“177: + Z u;a? = 0 (mod 8)
i=r+1 i=1 i=r+1

onde pelo menos um dos @41, ..., &, Nao é divisivel por 2. Digamos, a;. Entao Fi (a1, ...,a,) =
Fy(Qrgty ooy ) +2F( 01y, -0, a,.) 0 (mod 8) e aF’ (al, oy O) = 2uj; # 0 (mod 4). Pelo
teorema anterior, temos que F) + 2Fp representa 0. Como 2F ~ Fi +2Fye2F e F
representam 0 simultaneamente, temos que F' representa 0.

Se F representa 0 em Zs, entdo existem oy, ...,an, € Zg, Nao todos nulos, tais que
F(ay,...,a,) = 0. Assim, F(ay,....a,) = 0 = 0 (mod 16) e portanto a congruéncia
F =0 (mod 16) admite solugao. nao trivial, onde pelo menos um dos a;’s nao € divisivel
por 2. W

Corolario 3.1.4 Se F = Fy+2F, = 0 (mod 8) tem solugao em que no minimo uma das
varidveis ry. ..., r asswme um valor impar, entao F representa 0 em Q.

Prova : Se F = 0 (mod 8), entdo 2F = 0 (mod 16). A hipétese implica que 2F =
0 (mod 16) admite uma solugao em que no minimo uma das variaveis Iy, ..., T, assuma
uma valor fmpar. Como 2F ~ F| + 2Fp, pelo teorema anterior, segue que 2F representa
0 em @, e portanto F representa 0 em Q,. M
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3.2 Formas Binarias p—AdicaS

As formas quadriticas binarias p-ddicas constituem um importante caso especial da
teoria geral das formas quadréticas n-arias p-adicas.

Sabemos que toda forma quadratica bindria nao singular é equivalente a uma forma
diagonal do tipo az? + by?, com a,b € Q;. Observe-se que :

b
ax? + by? = a<x2 + au2> = a(z® — ay?)

Portanto toda forma quadrética bindria pode ser posta na forma 2 —ay?, com o € Q3.
Este fato motiva o estudo das formas z2 — ay?.

Definigao 3.2.1 Para cada o € Q, definimos

Hy = {y € Q} : 320,90 € Qp/z5 — o = 7},

ou seja, Hy é 0 conjunto de todos os elementos nao nulos de Q, que sio representados
por 22 — ay?.

Lema 3.2.1 H, munido da multiplica¢io usual de Q € um grupo multiplicativo.

2

Prova : i) Sejam v = z? — ay? , § = 2% — at?.

6 = (2% — ay?)(2® — at?) = £%2% — az’t® — a2’ + Py

= (2222 4 2zzayt + o®y?t?) — a(a?t? + 2ztayz + y°2%)
= (zz+ ayt)? — ozt +yz)* € Hq

2 2
ii) Seja v € H, e considere vy~ = (-“5) - a(ﬂ) .

2

_ T\ 2 N2 rP—ay® vy
el o =25 1
v A Y v

Como 1 € H,, pois 1 = 12— a0? e as demais propriedades sdo féceis de serem verificas,
acabamos a prova.

Observe-se que se a € (Q})?, entdo v =1,y = 1, onde a = n? é solucao de 22 —ay® = 0
e portanto 22 — ay? representa 0. Assim, z? — ay? representa todos os elementos de Q,
e, neste caso, os grupos multiplicativos (H,,.) e (Q;) coincidem.

Note-se que a equacio z2 — ay® = n? admite sempre a solugdo z = 1,y = 0. Desta
forma, 22 — ay? representa todos os quadrados de Q,, ou seja, (Q;)° C H,. Como
@ : (Q)?] € finito, [Q; : Ha] é finito. Se a ndo é um quadrado, entao 2 — ay®
representa 0 e, portanto, essa forma representa todos os elementos de Q5. Assim, H, = Q;
e [Q: Ho = 1.

Antes de estudarmos o caso em que a nao é um quadrado em @Q,, faremos o seguinte
resultado :
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Lema 3.2.2 A forma z* — ay® representa um p-ddico B # 0 em Q, se e somente se a
forma az® + By? — 2* representa 0 em Q,.

Prova : Se 22 — ay? representa um p-adico 3 # 0 em Q,, pelo teorema 2.2.2, —B2% 4
z? — ay2 representa 0 e, portanto, cyy2 = ﬁ22 — z? representa 0. Reciprocamente, se
az? + By? — 22 = —(—By? + (22 — az?)) representa 0 em Q,, novamente pelo teorema
2.2.2, temos que z> — ax? representa 5. M

Teorema 3.2.1 Se o & (Q})?, entdo [Q} : Ho] = 2.

Prova : Como n?az®+628y%— 2% ~ az?+ Bt®> —u?, pela mudanga de varidveis z = nz,t =
0y ,u = z, entao a representacao de 0 por esta forma nao é alterada quando multiplicamos
a e 3 por quadrados em Q,. Assim, podemos supor que « e [ sao representantes de
algum sistema fixado de classes laterais de (Q3)* em Q;.

Caso p # 2
Se —a & (Q;)z, como —«a € H,, temos que (Q;_‘,)2 # H,. Se —a € (Q;)z, definindo
z = z,t = ny, onde 7> = —a, temos que 2% — ay® ~ 22 +t2. Como z2 + y* = 0 (mod p)

admite a solucéo néo trivial z = p,y = 0, pelo corolario 3.1.1, segue que z2 +y? representa
0. Entéo 22 + y? representa qualquer elemento de Q,. Além disso, z? — ay? ~ 22 +t2e
portanto 22 — ay? representa qualquer elemento de Q,, ou seja, H, # (Q;)z. Veja ainda
que se u € Z, nao é um quadrado, podemos assumir que o é u,p,pu. Considerando a
forma az? + By? — 22 na decomposicao Fy + pF;, obtemos os seguintes casos : (1)a =u
eB=p (2Qa=pef=ue (3)a=puef=u Considerando a =u e = p, temos :

uz? +py2 — 22 =uz? -2 -i—py2 = Fo+ pF)

Como —det Fy = —u nao é um quadrado, pelo teorema 2.3.2 temos que Fp nao
representa 0. Segue do teorema 3.1.1 que F, + pF} nao representa 0. De modo anélogo,
pode-se provar o mesmo resultado para os casos restantes. Entdo az? + By* — 2% nao
representa 0. Pelo lema anterior, 2 — ay? nao representa 3 e portanto H, # Q3. Como
Q) CH.CQelQ: (Q})?] = 4, temos que [H, : (Q3)?] divide 4. Mas, observe que :

(@) # Ho # Q) = [Hao : (@)%, [Q} : Ha] # 1
Logo [Q;, : Ha] = 2.
Caso II - p=2
Entao [Q; : ((@;)2] =8¢ 1.,3,5,7,2.1,2.3,2.5,2.7 sao os representantes para as 8 classes

laterais. Desta forma, consideraremos az?+ 3y%— 2%, com a e 3 sendo qualquer um destes
representantes. Na tabela abaixo, utilizamos *.”para indicar as formas que representam

zero em Q. [SHA]



3.2 Formas Binarias p—Adicas 56

W

Vemos que, com excecao da linha 1, cada linha possui “.”’em exatamente 4 posicoes.
Isso quer dizer que para cada a € (Q;‘,)z, a forma z2 — ay? representa 4 classes dos
subgrupos de (Q:)? e portanto [H, : (Q})%] = 4. Como [Q} : (Q;)?] = 8, temos que
Q) : Ha] =2.

Para verificarmos a tabela, vamos dividir em casos :

I) a=2¢3=2n,come,n€EZy

Ao invés de considerarmos as solucdes de 2ez? + 2ny? — 2% = 0 em Q, podemos supor
que elas sdo inteiras, nio todas divisiveis por 2. Para tanto, basta multiplicar pelo mmc
dos denominadores e dividir por 2 até que uma das varidveis nao seja mais multipla de 2.

Veja que necessariamente devemos ter z = 0 (mod 2) e z,y # 0 (mod 2). Considerando
z = 2t, temos :

%ez? + 2ny? — dt® = 0 <= ez + qy® — 2t> = 0 = ez + ny® — 2t> = 0 (mod 8)

Reciprocamente, se 2% +ny?—2t* = 0 (mod 8) admite solugdo, onde z,y sao impares,
entdo pelo coroldrio 3.1.4, temos que ez? + ny? — 2t? representa 0. Assim, provamos que
ex? + ny? — 2t2 representa 0 se e somente se ez? + ny? — 2t? = 0 (mod 8) admite solugao,
onde z,y sao {impares.

Como 72,92 = 1 (mod 8),2t> = 2 (mod 8) ou 2t> = 0 (mod 8), temos que 2ez” +
2ny® — 2 representa 0 se e somente se € +n = 2 (mod 8) oue +n =0 (mod 8). De fato,
se 2ex2 4 2ny? — 22 representa 0, entdo £z2 + ny* — 2t2 = 0 (mod 8) admite solucao, onde
T e y sao impares. Assim, ¢ + 7 = 2 (mod 8) ou € +7 = 0 (mod 8). A reciproca nao ¢
dificil de se verificar.

Ma=2:8=n

Assumindo 2ez% + ny® — 2% = 0, com z, y, = sdo nao todos divisiveis por 2, temos, pela
mesma razao usada no caso I, que y,z # 0 (mod 2). Pelo coroldrio 3.1.4. essa equagao
sera satisfeita se e somente se uma das congruéncias a seguir for satisfeita :

2z 4+n=1(mod8) ., n=1 (mod 8)

Estas correspondem aos casos 2 { r e 2 | x, respectivamente.
M a==z3=n

Se na equacao s + ny? — z° = 0 os inteiros p-adicos x, y e z sao nao todos divisiveis
por 2, entdo win deles necessariamente é divisivel por 2 e os outros dois restantes nao o
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sa.0.
Se z =0 (mod 2), entao :

22 =0 (mod 4) = ez® + ny> = 0 (mod 4) (%)

Como 22,32 = 1 (mod 4), temos que ez? + ny? = € + 1 (mod 4) (*x), pois ex? =
(mod 4) e ny* =n (mod 4). Por (x) e (II), e +n =0 (mod 4) e portanto :

m

=1 (mod4) oun=1 (mod4)
Se z # 0 (mod 2), entao :

z=1 (mod 2) = 22 =1 (mod 4) = ez’ + ny*> = 1 (mod 4)
2

(¢’]

somente umas das varidveis = ou y é divisivel por 2. Se 2 | z, entdo ez* = 0 (mod 4)
ny® = n (mod 4) e portanto ez + ny? = n (mod 4). Como ez? + ny? = 1 (mod 4),

e
n =1 (mod 4). Analogamente, se 2 | y, entdo € = 1 (mod4).

Reciprocamente, assumamos que ¢ = 1 (mod 4). Se ¢ = 1 (mod 8), tomando
t =1,y =0,z =1 temos ex? + ny?> — 22 = 0 (mod 8). Se ¢ = 5 (mod 8), tomando
z =1,y =2,z =1 temos o mesmo resultado anterior.

Assim, em ambos os casos, x> + ny? — 2% representa 0. W

Uma consequéncia imediata do teorema acima € o :

Coroldrio 3.2.1 Se a # 0 nao é um quadrado em Q,, entdo Q;/H, é um subgrupo
ciclico de ordem 2.

Definamos o seguinte isomorfismo :

¢ Q;/Ha — {+11 —1} ) ¢(/6Ha) =-1le ¢(Ha) =1

onde 3 ¢ H,. Entdo existe um homomorfismo sobrejetor de ¢, : Q; — {+1,—1}, com

nucleo H, e definida por ¢, = ¢ o, onde 7 é a projegao candnica ao quociente. Em
termos de diagrama comutativo :

Pa
Q; - {+17_1}

Tl o
Q,/Ha

Tal homomorfismo sobrejetor é dado por :

{ +1, se 3e H,

—1, caso contrario

Fa(d) =

Pelo lema 3.2.2, temos: 3 € H, <= 3 é representado por 1> — ay® < a forma
ax® + 3y® — 2% representa 0 em Q,. Assim, podemos definir o Simbolo de Hilbert.
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3.3 O Simbolo de Hilbert e a Equivaléncia p—Adica

Definicao 3.3.1 Para quaisquer p-ddicos nao nulos o e (3, definimos o Simbolo de
Hilbert (a, 3) por :

+1, se az? + By? — 2* representar 0 em Q,
(a,B) =14 _ °
1, caso contrdrio

Se o é um quadrado em Q,, entdao (a,3) = 1. Se a ndo é um quadrado, entao
(o, B) = 1 se e somente se 3 € H,.

Note-se que pelo lema 3.2.2 e pela observagao feita no final da tltima se¢ao, o Simbolo
de Hilbert estd bem definido.

Proposicao 3.3.1 Sejam a, 3 e n p-ddicos nao nulos. Entdo :

1. (e, Bn) = (o, B)(a,7)
2. (., )= (B,a)

3. (an, B) = (e, B)(n, B)
4. (o, —a) =1

5. (a,0) = (0, —1)

Prova : O item 1) segue diretamente da construgao feita do Simbolo de Hilbert. O item
2) é verificado observando que a solugao de az? + Py? — 22 = 0 é simétrica em av e 3. O
item 3) é conseqiiéncia dos itens anteriores. Para verificarmos o item 4), basta tomarmos
r=y=1ez=0. Resta somente verificarmos o item 5).

(0, —a) =1 = (a,—1la) = 1= (o, —1)(,a) = 1 = (a,-1) = (v, @)

E isso encerra a prova. H
Considere a = p*e e 3 = p'n, com ¢,n inteiros p-ddicos invertiveis. Calculemos (a, 3)

(a,3) = (Fep'n) =@ ") (e, p)P* 1) n) =
= (p.p)"(e.p) (p.m)*(e.n) = (p,e'n*(=1)")(e. n)

Desta forma, o calculo de (a.3) fica reduzido ao cdlculo de (e,7) e (p.€).

Teorema 3.3.1 Sejam p win primo, € e n inteiros p-ddicos invertiveis. Entao :
€
pe=(5) (em=1.p#2

(2,€) = (1) DB (e ) = (=)= DAa=DA 1)) — 9
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Prova: Casol-p # 2
Pelo teorema 3.1.1, pz? + ey? — =2 representa 0 se e somente se ey> — z* representa 0
se e somente se € ¢ um quadrado em Q,. Assim,

(p,€) = (;;)

Pelo coroldrio 3.1.2, temos que ex? + ny? — 22 sempre representa 0. Entao,
(e,m)=+1  Ven€eZ,

CasoII-p=2

Os valores dos simbolos (2,¢), (¢,7) ja foram calculados, essencialmente, no teorema
3.2.1. Tomando € = 1 em 2 +7n = 1 (mod 8), temos que 222 4+ ny? — 22 representa 0 se e
somente se 7 = 1 (mod 8) oun = —1 (mod 8), ou seja, n* = 1 (mod 8). Assim,

(2,n) ={-1) 2
Além disso, ez®+ny? — 22 representa 0 se e somente se € = 1 (mod 4) oun =1 (mod 4).
Logo,

Com isso, terminamos a prova. B

Vale observar que, pelo teoreoma 3.2.1, podemos assumir que €,7 € {1,3,5,7}.
O Simbolo de Hilbert é um conceito muito 1til para estudarmos a questao da equi-
valéncia p-adica e, conseqlientemente, para a equivaléncia racional.

Teorema 3.3.2 Se f é uma forma quadrdtica bindria nao singular, entdo (o, —det f) =
(o, —det f) para todos o, o’ € Q;, representados por f.

Prova : Sejam a,’ € Q, representados por f. Pelo coroldrio 2.1.1, f é equivalente a
az? + By%. Como o é representado por f, temos o = azd + Byd para alguns zo, yo €,
portanto, a’ + aBys — (az)? = 0. Assim, a forma aa/z? + afy® — z* representa 0 e
(e, —det f) = +1. Logo (o, —det f) = (¢/, —det f). W

Teorema 3.3.3 Duas formas quadrdticas bindrias nao singulares p-ddicas, f e g, sao
equivalentes sobre Q,, se e somente se as sequintes condigoes forem satisfeitas :

1. det f =~>.det g, para algum ~ € Q5.
2. (o, —det f) = (a,—det g), para algum o # 0 representado por f e g.

Prova : A necessidade dessas duas condigoes ja foi feita, essencialmente, anteriormente.
.A g . 2 )
Para a suficiéncia, considere 5 representado por g e f = ax” + 3y~

(o, —3) = (a, —det f) = (a, —det g) = (v, —det g) = (7, —a3) =
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= (a1 —CZ,B)(’Y, —aﬁ) =1
Veja que (o, —af) = (a™!, —af), pois :

(1,—af) = (aa™!, —aB) =1 = (o, —af) (e, —af) =1

Entdo (o, —aB)(y, —af) = 1 e, portanto, (ya~!, —a3) = 1. Assim, ya~'z*—afy*—
z2 = 0 tem solugdo nao trivial.
Suponhamos, sem perda de generalidade, que na solugao (zo, Yo, 20), tenhamos zo # 0.

Desta forma,
20\ 2 ayo 2
To To

ou seja, v é representado por f. Pelo teorema 2.3.3, temos que f ~¢g. B

Exemplo : As formas f(z,y) = 22422y +5y2 e g(z,y) = 22+ 2zy+17y?* sdo equivalentes

sobre Q3. Os determinantes diferem por um fator 4 e, como 4 = 12 (mod 3), temos que

4 é um quadrado em Q. Além disso, « = 1 é representado por ambas as formas e,

122 —4y? — 2% e 122 — 16y% — 22 representam 0. Assim, temos que (1, —4) =1 = (1, —-16).
Neste momento estamos prontos para demonstrar o :

3.4 O Teorema de Hasse-Minkowski e a Equivaléncia
Racional

Teorema 3.4.1 (Hasse-Minkowski) Uma forma quadrdtica bindria racional, nao sin-
gular, representa 0 em Q se e somente se ela representa 0 em R e Q, para todo primo
p.

Prova : A necessidade da representagdo de 0 em R e Q, para todo primo p segue
diretamente da definigao.

Seja. f uma forma que representa 0 em R. Pelo teorema 2.3.2, —d € Q é um quadrado
em R e portanto —d > 0. Entao —d = p}'...pp*, onde os p;’s sao primos distintos e os n;’s
sao inteiros. Como f também representa 0 em todos os @Q,,’s, entao —d é um quadrado
nestes corpos. Assim, todos os n;’s devem ser pares e portanto —d é um quadrado em Q.
Novamente, pelo teorema 2.3.2, temos que f representa 0 em Q. W

Corolario 3.4.1 Uma forma quadrdtica bindria racional, nao singular, representa a € Q

se e somente se representa a em R e Q, para todo o primo p.

[SHA] m

Usaremos o Teorema de Hasse-Minkowski na questao da equivaléncia racional.

Teorema 3.4.2 Duas formas quadrdticas bindrias racionais, nao singulares, sao equiva-
lentes em QQ se e somente se forem equivalentes em R e Q, para todo primo p.
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Prova : E facil ver que formas equivalentes sobre os racionais também sao equivalentes
sobre os reais e os p-adicos.

Para a reciproca, primeiramente vamos provar para formas do tipo bz? e b'z?. Estas
formas serdo equivalentes sobre um corpo somente se b/b" for um quadrado neste corpo.
Como essas formas sao equivalentes sobre os reais e todos os p-adicos, b/b’ € um quadrado
em todos esses corpos. Assim como fizemos na demonstragdo do Teorema de Hasse-
Minkowski, b/b' é um quadrado em Q. Portanto, as formas bz? e b'z? sao equivalentes
sobre os racionais.

Suponhamos agora, que f e g sdo formas bindrias e consideremos um numero racional
a 5 0 representado por f em Q. Pelo coroldrio de Hasse-Minkowski, f representa a nos
reais e em todos os p-adicos. Como f ~ g sobre os reais e todos os p-adicos, temos que
g Tepresenta a nos reais e em todos os p-ddicos. Novamente, pelo corolario de Hasse-
Minkowski, temos que g representa a nos racionais. Aplicando o corolario 2.1.1, obtemos
as seguintes equivaléncias sobre os racionais :

f~az® +by?, g~ az’ + by

Como f ~ g sobre os reais e todos os p-adicos, pelo Teorema do Cancelamento de Witt,
by? ~ b'y? sobre os reais e todos os p-ddicos. Usando o que fizemos no comego da prova,
temos que as formas by® e b'y? sdo equivalentes sobre Q. Assim, az?® + by® ~ az® + U'y?
sobre os racionais e, conseqiientemente, f ~ g sobre os racionais. W

O Teorema de Hasse-Minkowski e o teorema acima podem ser generalizados para
formas quadraticas n-drias racionais. Isso pode ser feito usando-se os resultados feitos,
juntamente com mais alguns conceitos nao abordados neste texto. Veja, por exemplo,

[CAS] ou [SHA].
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